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PREFACE. 

En recomm en a nL scs Lrava ux inLr t·t·ompu penda nt Ia 
gu err mondial , e L desiran L cl onn er plu . de publi ~ iL 6 a es 
t rava ux en langue serbe, l'Acacl emic t· oyale de Se t~bie a 
cl ecicl e de publier les r esumL d es travau:x: scicnti G.ques 
parm; dans se recu eils ou sous ses a uspices . Ces 'resumes 
seront publics en une la~gu e plus accessible aux savants 
que n e sont les langues slaves. 

Dans les cas ou. l'ensemble des travaux d'un auteur pre­
sente u n interet particulier ct r epresente un e unite dont i l 
convient de n e pas detacher les parties publiees dans d' autres 
recu eils scientifiques que les siens, I' Academic a decide de 
publier un resume de cet ensemble, a fin de donner une image 
complete de l'ceuvre accomplie par l 'auteur. 

En Jaisant publier, conformement a la decision ci-dessu s, 
l'ap er gu present sur l ' ensemble de travaux de M. Mich el 
P etrovitch , membre de I' Academic royale de puis l' annee 
rgoo , l 'Academie croit remplir une tache util e et s'acquitter 
cl 'un de,voir agreable. 

Le chan1p d 'activite scienti:fique de M. P etrovitch est tres 
etendu et offre clans son ensemble une grande diversite, 
quoique denotant une unite de vues, d 'idees et de methodes 
d'investigation. Dans des ·domaines varies de l ' Algebre, de 
I' Arithmetique, du Calcul integral, de la theorie generale 
des fonctions, d e la theorie des equations differentielles et 
de la Phenomenologie generale , M. Petrovitch a imagine des 
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methodes originales qui l'ont conduit aux resultats exposes 
dans diverses publications academiques, recueils scientifiques 
et ouvrages speciaux. Dans divers problemes de Geometrie , 
Mecanique, Physique mathematique et la Chimie mathe­
matique, il a pose et resolu des problemes nouveaux, 
introduit des notions et des idees nouvelles , et fourn1 des 
contributions importantes, resumees et analysees au cours 
de l'aper~u present. ' . 

L'ceuvre principale de M. Petrovitch consiste en un 
ensemble de travaux : 

1° Creant la Methode spectrcde en Algebre, Arithmetique, 
Calcul inteO'ral et la Theorie des fonctions · 

b ' . 

2° Introduisant dans l' Analyse mathematique et etudiant 
des transcenclantes nourelles utilisables comme instrument 
de calcul ou elements de comparaison dans des problemes 
d' ordre general; 

3° Etablissant une methode cl' etude directe des equations 
clifferentielles a l'aide de figures geometriques convenable­
ment rattachees a !'equation, ainsi que des procedes d'etude 
directe de leurs integrales d'une nature analytique deter­
minee; 

L1° Fournissant des procedes noureaux de delimitation 
( d ' encadrcmcnt) des inconnues, reelles ou imaginaires, d<'dinies 
par d,cs equations en t ermes finis ou differ entielles, condui­
sant a des r esultats inter cssanLs, surtout dans les cas trcs 
fr equen ts Oll la resolution OU !'integra tion des equation s 
defini ssant les inconnues est impossible; 

5° Posant lcs bases d 'unc Phenomenolo gie genArale [ondee 
sur 1m mode particulier d 'intcrpretation d cs analogies cxis­
tant cn Lr c les phenomenes clisparates. 

La earac Leris Lique des procedes d 'investigation de 
!'vi. PcLrovitch consis te essenLiell cn1.ent en arti.lices de calcul 
ou d 'analyse concluisan L rapidement a la solution du pro­
blcmc pose, cL en rapprochements inaLLendus de faiLs die:-

j 
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paratcs, f' aisant jaillie des verites nouvelles, des pro ·6c.les 
j ned its ou d 'explications de faits mal ex pliqu6s. 

Ainsi , dans sc · prrm.ir rs t1·avaux - ttavaux c.l 'elcvc de 
!' Ecole Normale supeei eurc a Par[s, r8gt~ - la consideration 
de certaines fi gures geometriqu es simples rattachees a 1' 6qua ­
tion diflerentielle consid6rec, le conduit a des theoreme gene­
raux sur les diverscs particularites de inteoTales de ccs 
equations , .sur leurs int6grales premieres r la tives aux inte­
grales d 'une nature analytiqu c determinec (uniformes, 
meromorphes, cnticres, rationnellcs, simplcmcnt ou doublc­
ment p 6r.iod iques), sur leurs j ntegealcs sin gulicres, etc. 

En faisant intervenir, dans la theorie de equa tions difl6-
rentielles, le theoreme classique de M. Picard sur les zeros 
d es Jonctions uni f ormes, auquel se presente ainsi un vast c 
champ d'applications, il et ablit ses th6oremcs sur lc nombre 
d'integrales uni(ormes des equations differentielles du pre­
mier ordre. 

Un raisonneinent geometrique des plus elementaires le 
conduit a decouvrir une classe etendue de transcendantes 
nouvelles, holomorphes dans toutle plan de la variable inde­
pendante, ayant (ainsi que leurs reduites d'un ordre quel­
conque) tous leurs zeros reel s, et a en etudier les proprietes 
analytiques. Le meme raisonnement l'am(me ala decouverte 
de la transcendante remarquable formant, clans l' espace 
r onctionnel, une sorte de frontiere entre le champ d e Ionc­
tions appartenant a cette classe de transcendantes , et le 
r este de fonctions. 

Les theoremes communs de la moyenne, n e fournissant 
generalement que des resuhats imprecis ou des faits de 
Dature qualitative, lui reveJ'ent une classe de transcendantes 
generalisant les fonctions exponentielles et trigonome­
triques, a proprietes analogues a celles de ces fonctions et 
dont il montre le mode d'intervention dans divers problemes 
d'Analyse et d'Arithmetique. 

Une double inegalite algebrique nouvelle le conduit a un 
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procede general de delimitation des inconnues dans des pro­
blemes de toutes les branches de Mathematiques pures et 
appliquees. 

En faisant transporter la notion purement physique du 
spectre et des procedes spectraux du domaine de la Physique 
et de la Chimie dans celui des Mathematiques pures, il edi:fie 
son muvre la plus originale : sa theorie des spectres nume­
riques et cree la Methode spectrale de calcul, si souple et si 
Jeconde en appliQations, dont il fait ressortir d'une maniere 
frappante les curieuses analogies avec I' Analyse spectrale 
rn Chimie (1). . 

Le rapprochement de phenomenes disparates ne paraissant 
avoir entre eux aucun rapport concret, mais presentant en 
commun certaines particularites caracteristiques de leurs 
mecanismes, suggcre a M. Petrovitch l'id ee d'unc Pheno­
menol ogie generalc dont il pose les bases et trace la voic 
pour son edification. L' instrument analytique fourni par ses 
procedes d 'etude qualitative de problemcs, pour laquellc 
M. P etrovitch a t ouj ours eu une predilection marquee, lui 
sert cl 'aide puissant dans cl cs problemes inaccessiblcs aux 
pro ced es de calcu [ rigourcu X Ct appartenant a t outes les 
branch es cl c scien ces. C' est ainsi qu 'il don:oc d es solutions 
qualitativcs e t des rxplications phenomenologiq ucs d 'unc 
roul c d e problemrs cl r Physique, Chimie, Physiologic, ains[ 
que de P sych ologic , E conomic poli.tique, Sociologic, Medc­
(" inc ou l'inst rumc nt precis cl 'invcs Ligations quanLitativcs, 
pa r suit e clu manqu e de donnees, rc s te compl ct cmcnt incf­
fi cacc. 

I./Acad emic royalr m 'a raiL l'honncur d e m e cl cma ncl cl' 
d e P''cscnLcr au puhlic scicnLilique I' exp ose suivanL de tea­
va ux de ~\f. P ctrovilch p om lcqucllui-mcme a eLc peie cl r 

(' ) l 'oir l a Pl'Cface U(" :'I T. 1·:. 130L"l' i HLLX s ,leclres nu mh iques c l ! 'a na ly se d e 

e!'l ( Junagc par :'II. :lfa u r·ir P d'O ca g ll c (R ePue generate des Sciences JHu·es el 
fi J!fJ/iqu ees, llUffiC I'O du I i 11 0\' (•ffi b r c 1\.Jl () ). 
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l'ournir IPs mat eri au x. En le f' a isant , j e ne mr cliss imul P 
gu er c les diflicult es de la t ach e qu e j 'assume. Si, toutefois, 
cette esquisse pouvait Iaire ressort ir, n e Jut- cf' qu e sup er­
fi.ciell ement, la trace que J'tcuvre de mon coll egue et ami 
laisse dans la Science, j e considererais cette tache comrne 
largcrncnt r empli c. Du r cst e, M. Petrovitch etant en plcin e 
force de trava il , iJ sc p cut - et j e n c pui s qu e lc souhaiter -.­
cru c ]' image ici f'ourni c de , on activitc scientiri qu e sc tronvc 
clan s un proch e avcn ir trcs in compliotc. 

M. MILAN KOVIT CH . 

• 
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R~SUM~ ANALYTIQUE 
DES 

TRAVAUX DE ~t M. PETROVITCH 
PU BLII~S DE l894 A l92l 

PREMI11RE PARTIE. 
A LG I~ IJllE . 

I. - Equations algebriques. 

('!emoire' ct i\'olcs n"' 33, 34, 4?, 5 1, 57, 59, G2, 01. 65, 07. 7 1, 8. 98, 117 .) 

1. Dans le domainc de la theOI·ie des equations algt.: briqu es, 
l\1. Pet.rovitch s'es t particuli erement occup6 de la distribution de 
racines dans lc . plan de l 'inconnue. Ce qui caracteri se lcs procedes 
rru 'il emploie dans ces recherch es, c'es t !'utilisation des ressources 
q u' offrent dans ce do maine d'inves tiga t.ion la th eorie gcnerale des 
fonctions et les proprietes des integrales defini es. 

A insi , eLant donnee !'equation algebricrue la plus ge neralc 

(les ·coefficients e t les racines n'etant assuj etties ct aucanc restric­
t ion), lVI. Petrovitch fait voir qu' il est possible, en utilisant certains 
resultats connus sur les se ries de puissances, cl 'assigner dans le plan 
de l 'inconnue x nne co~ronne circulaire C contenant stl.rem eru nne 
racine de ( ' ). Si l' on forme la fon ction 

k = n 

,.. 
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lorsque r crol.t par valeurs r eelles de zero a l 'infini, la fon ction 
r c\ elle u (r ) comm ence par decro1tre, aLteint tm m1mmum positif L 
apres lequel elle crolL constammenL. En posanL 

~. R,= vi H!= n~ ~~~' 

on a le theorem e gen eral de .M. P etrovitch : 

L 'equalion algebrique (1) a a u mains une ra cine dans La co u­
/'Onn e circa[aire C ( OU SUI' [e bard m e m e d e ce tte CO ll/'0/lne J 

l{mitee par {es dell.X Cercles COn CentriquCS C 1 C [ C2 ayanl jJOll/' 
centre l 'origine et pour rayons respectifs R, et R2 , et n 'a aucune 
racine entouree par ceu e coLu·onne. 

Les bords, exl.e rieu r eL in terieur , de la co u ro nne C, representes 
par les cercles Cr et c2, fournissenL les limiLes les plus precises qu 'ii 
soil poss ible d'ass igner it la eouronne pour que le theoreme soiL 
valable dans le cas le plu s g·e ne ral. E n c(fet, ces deux bord s sonL 
effec ti ve menl aLL(' inLs par deux equa ti ons parliculi eres signal6es par· 
M. E. Landatt ( 1 ), !'autre par M. L . F ej er ( ~) . 

M. PctroviLch d¢montre egalemenl un Lh6oreme en quclque sorle 
oppose au precedent : tanclis qu e celui-ci concerne les r aeines de ( 1) 
co mprises clans une co uronne circulaire n 'enLourant aucune rac ine 
cle ce tl e equation , lc seco nd theo reme eon cerne les rac ines enlourees 
par une couronne ne conlenanl elle-m eme aucune racine. 

A savoir, etant donnee une equation algebrique / ( x) = o de 
degr6 n e t a coeffi cients reels, des ig·nons par 1\ -( x) = 0 ]'equation 
de cl egre n ayanl po 11r ra cines les 2 1'-iemes puissa nces de rac ines de 
f (x ) = o, eL fo rm ons la fonction ra ti onnelle 

1 . _ .x i 'J..( x ; 
Nt,(.x)- Pt.-(x) • 

Les polyn omes P1,.(.x) du degr6 n se calculen t de proc he en proc he. 
en ·panant de Po= / (x ), itl 'aid e d ' une regle due a Griiffe. }1. P etro­
vitch f'o rtrniL. d 'a il leurs, une ex pression expticite el di.rec te de la 

i 1 J Bull. rle Ia S o1·. math. de Fl'a11 ce. I. XXXIIT, ' H<>5, p. 2.'i r -2G 1. 

I' I r omptes l'enclus dl' f'A1·adem ie des Scie11 ces . I. II , t!)OJ, p. \ Sr1- \li t . 
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l'onc ti o n N1, ( x·) so us Ia ·o m me d e ·~'· Le l'm es 

( j = I . 'L ... , 2k1. 

o t'1 lcs t•)j so nt ll's rac ine · p1 ·imiti\·cs d e l 'L: q~JaLi o n 

..(:!1.._ , =0 /' = :r1 /.. . 

Lc Lh corl:m e d \1 . PcL ,.oviLc h es t ;dor s l e s ui vnn l 

H lanl don n ee lln e coa ron11 (' circula ire ayo nl I' nrig i11r' co m nlC 
centre , d e rayon in terieur R et d 'epaisse u,. o, ne co ntenrw r 
(I 1/Cune racin e de I ' equa l ion a lge fn·iqae don n ee I~ .X) = () d e 
degrd n , si l 'on d o11n e c{ l 'entie1· k ttne ?>a lew · quelconque supr;­
p r' r ie 11 re c't 

le no111bre h de racines enloarees 
ua bien c't M+ 1, otl. l\1 d esigne 
nanu!rir; ue d e N 1, ( .r) pow· 

l?al' fa CO ll/ 'O lVW sera e o·a l (l M ,., 
La partie enliere de la va leur 

x= (R + ~r · 
Notamm enL, en d es ignanL par y ln parti e f, ·ac tionnaire de N1, (x ) 

pour ce lle vale ur d e x eL par~ la vale ur 

si y + ~ ;S 1 , on aura h = l\1; si y + ~ > ret y ;;:; ~~ on aura h = l\1 + • . 
Ce qu'Ll y a de remarquable dans ce theore me , c'est que l e nombre 

d e racine ch er ch ees est fourni comme partie entiere d'une expres­

sion num l:rique qu i s'exprime rationnellem ent Et l ' aide des coeffi­

c ients de I' equation, du rayon et d 'epaisseur d e la co uronne. 

L'exe mple nurnerique indique par M. Petrovitch fait voir la fa ci­

lite avec laquelle le theoreme s'applique pratiquement ;\ la de termi­

nation du nomlJI·e de racines d ' une equation algebrique donl l es 

modules sont inferieurs a un nombre donne. 

2. D 'apres un th eoreme de .Laguerre sur les polynomes entic rs 
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(s'appliquant ,aussi aux l'onctions enti eres du genre zero ou un ), 
lor sque l ' equation 

.f(x) =ito+ a , x + a 2 .'l'~+ . . . + Gn.X" = O· 

;, coefGc ien ts positifs, a toutes ses racines reelles, chaqu e coc f!i ­
c ient ak es t plus p etit que le coefficient corr espondan t du developpe­
ment de la fonction 

~· 

'?(x ) =a0 e"•. 

l\1. Petrovitch montre que a1r es t da ns ce cas tout Clll plus ega l 
(( U coeffi cien t correspondant du cle!Jeloppement de 

( 
a 1 x)'i F ( x) = a 0 1 + -- · 
na0 

Les limites des a~.- fournics par cc th corc me sont manifes te ment 
plus prP.cises que celles fournics par le theorcme de Lag·ue rrc e t 
<·o·incid cnt avec cellcs-c i pour n trcs grand. Elles sont cffec tivemenL 
a tte intes par lcs coefl icients de l'equaLion F(x) = o. 

On en tire aussi l 'inegalitc 

f( x) ~ F ( x) pour x>o 

p lus precise que l' inegalitc connue 

f(x) < 9(x) p o 11 r X> 0. 

\l. P ctrov itch e tl tire en mcme te mps divcrses reglcs s impl es el 
[H'at iqu cs pour reconna1Lre l 'ex istrnce de raci nes ima gina ires d ' un e 
rc1uation f (x) = o ~~ coefficients positif's, co mm e, par exemp lc, la 
regle sui va n lC : 

En posanl 
) ' . 2 . 3 ... 1.-n" 
'"= n ( n-I )( tt -~.) ... ( n - k + l ) 

el les deux premiers coefficients Cln P. l a, clej(.x) etanl redails 
c't 1 , si L' un des coe.fjicients a~.- est tel que le produit /,1,ct1,. es t plus 
g rand que 1 , l 'eqllal ion a stlt·ement des racines imaginait·es. 

'3. La guerre s'cs t occupc a plu s icurs repr isrs d~t proble mc de 
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ri ~ Lerm iner unc s uite de quanLiL~s (oJ 0 , (JJ 1, (oJ~, ••• Lelle que 

I·>. I 

6 tan l un e equation algc hriqu r quelco nque it touLes ses 1·a<.: ines rr;e Lles, 
1' ec1 u a Li on 

11) ttl 0 et 0 + w 1rt 1 ,,· + ... + WnCt 11 X'"== o 

ail es·nlement toutes .ses rac ines ree ttes . ll e n a donn e plu sic urs solu­

tion paniculi e re.s . 

M. Pe lrovitc h s'est propose le prohleme eorrcs pondanl : 'eter­

miuc r des suites ulk Lcllcs qu e (:>.) 6Lant une equation nlgebrique 

quelconr;ue it LouLes ses rac ines imaginaires, !'equation ( 11 ) aiL 

t':galemenL _tou t-es ~s rac i n es . ima,~rinail'es. Et il e n Lro u ve , a 1'" id e 
cl1t C"lcuiinLegral , une :o.lntwn s1mple 

{ k == o, 1 , ·~, .. . , n ), 

olt les limites a eL b so nt a rhitraires mats r eelles, a e L,. 6Lan l deux 

l'oneLions arbiLraires d e t reelJes dan s l ' .inLervalle (a, b) eL ll g-ardanL 

lfH s ign e invariable dans cet intervalle. 

L cs nH\mes suites (4) foumi sse nL la poss ibilit l: d e form er des 

classes l:tendues d 'e t[LWLions algc hriqu es de d egrc pair quelconqu e 
jnuissant de la proprieL6 s uivanLc : que l ' ccruation aiL toutes ses 

l'ii Cl l1 eS imaginaircs e t que, de plus, si )'on neglige cl[1nS SO il prc­

m.ie t' memhre un nombre pa ir arbitrw:,.e de d erniers termes , l 'equa­

Li on res Lante a.it encore Lou te s ses rac ines imaginaires. 
L 'equation 

etant un e equatio,l. de ce tte espece, ['equation 

en est aussi une. 
Tel es t, par exemple, l e cas de toute equation 

( i) (J)o+ WtX + ... + W :2 nx"!.n== o 
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Oll bien de toute equat ion 

( (i) 
r,i 1 (,), OJ->,1 

t0 o +- :L' + ---.172-+- ... + - x"ln == \1, 
I I, ?. I. ·> . . , .2 /L 

( o)f.- e l<t lll llllC CXpreSS iOll (4 ). 
Dans le cas OLI r garde aussi un s igne invariable pour/. variant 

de a it b, les cq u a tions ( 5) cle ce Lte esp ecc onL une disLr ib u Lion par­
t iculie re de le urs racines clans le plan de la variable x. Supposons, 

po ur ftXel' les idees, que l' SOil j)OSLtLf Ct designOllS par 01 1 0 ~ 1 0:1 1 ••• 

les intervalles numeriqu es, tous contenu s clans l ' inter vallc de 0 it 2 7. 

e t tcls que pour Lou te valeur G conten uc dans o1, le produit sinfJ.sin20 

so it positzf et le procluit sin 0 .sin ( 2 n + 1) () 1uigatif. }f. Petrovi tclt 
fai t voir que les argumen ts d e racines de ( .) ) se lrouvenl lou.fours 
en dehors des intervalles 01 • 0~, o,1 ••••• 

Happelo.n s en co re qu eM. Pctrovitc lt a do nne la .solution co mple te 

d u problcm c : 

T roll( ·er les co ndit ions necessaires et sufjisan les p ou r q~t ' un e 

eq uation algebrique 

( 7 I au + a,x· + .. . + a 11 x" = o 

d: coefficients ,·ee ls a il toutes ses racines rr}e l/es el t; ue, d e plL~s, 
l 'r'q rwtion ob tenue en wiglip:eanl llll n ombre arbitraire cle der­
n iers /e!'ln es da ns (7) a it r;galem ent loules ses racilleS r ee l/es. 

Ccs conditi ons s' ~nonccn l de la mani crc s ui vantc 

l lfau l et il suJjit qu 'on ail 

a1 
(( ~ 

1 flu 

et que. de plus, clwque coejjicienl a1. (·~ "" l• ~ n ·) soi l compr is 
entre la p lus petite el la p lus .f.!.'l'il!ULI' 1·acine de l'r;quation a fgr;-

bl'l·r; ue r11 .:c ~ 

( N 1 ~"I a 0, a,. a 2 , • ••• a 11 - 1 . • c), 

otl j. 11 (a 11 , o , , a~, ... , a,t_ , , ({ 11 ) des ip; ll l' ll' disc riminant da p re­
mier m emiJI'e (Le l'er;ual ion ( ~ ). 
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\1 . Polya a ~l e pui s faiL un e elude plu s a pprofond ie des ,··quations 
s:1ti fai ~ anL aux conditi ons de \1 . Petro,it e ll ( 1 ) . 

.1 .. ~ -~ lant donner ttJ1<' foni'Lion rtlgdbrir;ue y( .x ) d <"·fini e par un t· 
l'<' lnLinn J\.x, y ) = o, :l\ ec ses el i' C I.'SCs dt·Le rmi.naLi ons 

)'2 = y 2I .L') , ) ' m == 9m ( .. (; l, 

\1 . PcLrov iLch indiqu c un proee de general cL p ra tique: 

1" Pour develop pee la foni'L ion symctr.iqu e 

( 0 I <I> (.Z" l= 1" 17, )+ F i '?; l + ... + F ( 9111 J 

l oLl F ( u. ) es t une fo neLi on raLionnclle en p"a l en une se ci c de fr ac­
tions ra ti onnclles en x, com e1'gc nLc p our LouLes lcs val c u1·s de x 
autres qne celles co'incidanL avec Jes ze ros des coe ('(i c ienls de la plu s 
l1 au Le pu issance de .Y dan s ./( x, y) = o; 

2° Po ur developper !'ex press ion (9), dans lc ca s OLI tll cs L unc 
foneLi on mewmorp he do u b lemenl period.iquc, en 11 ne se ri e d c frac­
Lions t'aLionnelles ~~ double entree . 

E tanL clonnee 1111e equaLion algebrique / (.X') = 0 ( OLt/ es t Llll poly­
nome en .x it coeffi eienLs r eels), so iL ?( L) une foneLion n~elle de L, 

contin ue dans un int erv:1 Li e 1·6cl donne (a, b) et tell e qu e l ' inLegrale 

soiL constamment nulle pour n = 1, 2, 3, . . . , Landis qu e p our n = o 
elle ail une valem· .determinee a.. l\1. Petroviteh demonLre le theoreme 
su.i \ anL : 

L e nombre de racines d e f (x) = o, comprises (t l 'inLer ieur d ' un 
cercle C de ,.aJ·on,. aJra nL L'or igine comme centre, est dgaL a la 
valeur d e L'int1;,q-rczle d e(inie 

1 ( ro ) 
(, ;, J cp ( t ) <J> ( r , t ) dt , 

" 

(I) Voir lcs i\Iemoircs c iL<·:; a Ia page 5o. 
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A insi, ce nombre es t donne par l' integrale 

~ <J> ( r, t ) --dt ·>. I ~ ;; int 

... 0 . t 

ou bien pa r l ' integrale connue 

__!:_f'·,I> ( r , t ) dt 
7t 0 

qui se trouve a insi generalisee par l'integrale ( 10). 

Si l 'on pose 

M ( r, t ) = l o~l.f( zll pour ::;= r eti, 

l ' integrate cldfinie 
b 

!_ f o ( t ) M ( r, t ) dt 
a. a , 

a pour valeur 

l o~ I .rr () ) ,. ~~ I 
'l. J 'l.:"! . • . "l.n ' 

0 1't. {es a1r sonl les racines dcf ( :x:) = o co mprises. (t l ' intdrie11r d r' C. 

Ce th corcme ge nerali se cclui de M . .l ensen dans le cas des cqu ;J­
tions alge briques t\ coeff]cien ls reels . 

l\I. PcLrov itch a auss i eLabli cl 'auLres formul es exprimanL des fonc­
t. ions sy rn elriqu es de racines de ./(x) = o ;\ l'a icl e des int6g- ralc" 
d6fini cs rcellcs de la forme prcccrl enle. Lcs res ulLa ts obLc Jl ll s s' (: Lcncl cn L 
au x foncLions mCI'Omorphcs itl' in L6r icur de C. 

II . - Inegalites algebriques . 

( \! ,··mo ire' cl \ o le' n"' fl.'i , IOfl, IQ·! . 10:1, lOG.) 

Q. Les qu anL iLcs x ,. x2, . .. ' Xn 61anL reel les el p os tl! PCS CL p 
(:lanL Llll n ombre ree l q uelconqu e, \1. Pr LroviLeh pari du fa iL qu e Ia 
vale ur 

( I I I 
I x, + .r2-+- . . . -1- .r, )I' 

P == .. r't --:- ,,·I; -+- . . . -+- .1·1; 

cs l Lnujou t·s co mpri se en tre les limiLcs 1 el n l'- 1 ; la premiere li mite 
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es L a LLc inLe lo rsqu c, j J e lanL qu clco nqu e, Jes Xi sont negli g·cables par 
rapport a [' un d'· ux: , O LL bien lo rsqu c, les Xi Ctanl q u Jconques, On a 
p = 1; la cco nd e limite es L aLteinLe lor sque les Xi ont egaux entre 
(; I IX. 

So iL f (.x) unc fon cLi o n dc ,·cloppablc au vo 1sma ge de x = o en 
se ri e de puissan ces 

t·il aque coeffi c ient a,. ctanL reel eL posi tif OU nul , les deux premie r 
eoe fli e ienLs a 0 e L a 1 p o uvant, d 'aille urs, avo ir des vale ur n \c lles 
q uelconques. 

D esign ons par 

'- " 
( 12) 

.r.t + .-r:2 + ... + :r:n ~ I = .f(.r: l )+ .. . + .f(.r:,.) 
n 

iJ. = 
n 

c t 

Ia moyenne arit hm c Lique f'· des quantites x, et la mo)renn e ariLhme­
Jique \f des vale ur's co rresponclantes de la fonctionf( x )· 

En appliquant la proposition ci-dessus i.ncliquee, M. P e trovi. tch 
arriv e ~tla double i.negaliLe 

' . 

( 13 ) j(/1.) ~ M :;; f( np.J+( n- 1 ) .f( o ) 
n 

l{Ui foumit les limites le plus ,·esserrees p ossibles co mpr.enanL la 
moyenne ari.thmeti.que M expri.nu\e en foncti.on de la moyenne a rith­
metique fl· e t e umt e.ffectivement alleintes dans les cas ci-dessus 
indiques. 

M. Petr ovitch l 'cxpri.m e sous la forme du theore me de la moyenne 
suivante, qui exprime l 'un des faits fondamentaux d 'Alg·e bre Clcmen­
Lai.re : 

L es moyennes arit!u~JJtiqaes fl· et M sont liees p ar ane !'elation 
de la forme 

I I 4) M = <!>(11.) + OW (/J.), 

OLL 

( 15 ) wr ) ..:.. J(np ) + (n-r ).f( o) -j( 
\ !1. --; n 11. ), 

·Cl Oll 9 est un jactear toujOGll'S Compris enlre 0 et I ; les limites 
.(} = 0 cl tl = I SOil[ Ct lteintes, let premiere lOI'S.qllC lOllS fes Xi SOU[ 

PETROV ITCll 
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egau:;c entre eux, {a seconcle {orsque lOllS [es . .C 1 cleVW!lllent negli­
geablespar rapport a l 'un cl 'e u.x. 

On p eut aussi affirmer que la valeur de 

f (xt +· .. +x" ) 

es t touj o ut·s comprise entre les deux _limites 

[f(x1) + . . . + j( xn )]- ( n - 1) j ( o ) 
et 

1 
- (j(nx1)+ ... + f (nx,.)], n . 

pouvant se co nfonclre, pour une fon cLi onf(x) arbitraire, avec l ' une 

ou l ' au trc de ces I imites. 
Ceci fait eg·ale ment vo ir que la fonc ti on s~r m c triqu e 

j (x1) + .. . + j (.T, ) 

den quantiLe.:; pos itives, dont la so mm e a pour valeur s, es t toujours 
comprise eat re les va leurs 

nf(~) et / (s )+(n-J ) j(o ) 

pouvant sc co nfondre avec l'une ou l 'autre de ces limites . 
C es inr!ga lit es expriment une sorte de t!uioreine genera l d' ad­

di tion pou I' fes f onclions j ( X) a coeffici ents l~ty lorien s reefs el 
positi{1·. . 

On en Lire aussi des rela tion s d ' inegalitcs entre les moycnn cs ar.it h­

mcLique et g·6o m6Lriqu e de quanLites plu s gran des que I . So ient::: I ' 

.:: 2 , •• • , .::" une suite de telles quantitcs e l posons 

..:;t +Z2 + . . . +,:;n 
p.= ' n 

p = \'! Zt..:; :! .. . ..:;,,.. 

La mo.renne geometrique P est lol~fours co mprise entre les 
denx limit es 

.!_ 
( np. - 11 +;)" e l. p .. 

Ces li mi tes sont le plus t•esserrees p ossible' la prem i (~ re ctant 
atLeinLc lorsquc Lous les ::: . sau f un parmi c ux, sonL egaux :i 1 : e t la 
seco11de l orscjue lous les.:; sonL egaux entre eux. 

• 
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G. Pnr111i les app li '<lli ons nrllniJrc u cs eLvnri ees qu e \1. Pel tolitc l, 
a fail de ces r~ s uJlals , !lOll S ('I I indiqu CI.' CI II S qu elq urS- IIIl ('S ;'1 liL J'C 
d' exe mpl es : 

1 ° I.e m oduli' rt'un e somtll (' ;:;,,,, rle qu rwlitr;s positi('e,,· Ilk a p ou t· 

vaLeu!' () ( P + Q ), o ,·, P de ig11 C' Jn 'nl e11r ahso l111' de Ja ~ om me de 

parLir·s r~c ll es des a1" Q" dl:s ignanL Ia l'a lcur abso lu e de I;~ !•O illlll C de 
coc l'li c ie nLs de id es u 1,. , eL (J l: L;111L 1111 f'a cLeur do11l ln va l til ' es l torr -

f ou l's U! lllfil'ise entre~ e l 1 . La lim.ile ~ es l C' lfl'c: Li,•c nl e tll all einLe . .;.1 \;.,, ' 
[orsqu c p = Q eL Ja JimiLr I Jorsq tt e Jes Ilk SOil I lOti . ree ls 0 11 IJi Pn 
Iott s imagin a ires. 

Lorsqu e dan ~; une so mm e ::.uk Jes pnrLies redl rs d(>s u1, ~ o11 1 d'un 
m en1 e sign e eL qu'e n me me te mp •> Jcs eoe f'fi c icnLs de i dnn s lt' s u,, o nL 
lou s un meme signc, on a 

o i1 ), cs L ttn fa cLem·· tou,j ours compl'ls enu·e ~ el 1. La premiere v2 
.limite CS L dJcc tive mcnt aLLe inte lorsqu e chaqu(~ lerm e U!r C'S t reclou 
pure mc nL im ag inaire Cl qu e, de plt ts, la ,:omme des Lerm cs lltr reels 
el Ja so mmc des coefllc ie nLs de i des llf. pure menL im ngina·ires sonL 
cga l,•s en va le ur,; absolue,;. La seconcle limite es t aLLeinl c lorsque 
les termes llt, SOn l. it Ja foi.s tOll S r eels on hi.en LOllS purement ima­
gulau·es. 

2° Etant do1mee une (:qttalion algl:briqu e 

.i"+ a 1:x·n- l + . . . + Cln-tX' + C/ 11 = o 

~~ rncines u. 1 , u.~ , ... , (1. 11 LouLes r(~elles eL positives (inegnles ou cgales) , 
e t f ( :1:) Ctant une foncLion quclconque dcveloppab le ~~ l'.interieur 
cl 'une circonfer ence c contenant 'toul.es les racines J., en seri.e de 
Taylor it coefficients r eels e t positifs, la valeur 

est to11jo llrs comprise enlre 

t~f (-.,.~:) et f(--a 1 ) + ( a - J) j (o ), 
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de sOL'te que, par exe mple, la valeur de la fonction sy metrique 

err.l,. -:- . . . +err~.,: ( r > o ) 

-~ 
est Louj o urs comprise entre la llmite n e " atLeinte dans le ca s de 

l' equation 
.( a,)" .x+ n = o, 

e L 1a limite e·-ra,+ n - 1 aLteinte dans le cas de I' equation 

xn + Ct t :xn- 1 == o. 

3" L e tro isieme ci) te d ' un triangle, dont on n e connaiL que la 

somm e a+ b de de ux co Les e t l 'angle obtus y qu 'ils form ent entre 
<-; ux , a p o ur valeur 

7C - '( 
C =1 Ct+ b )co;;2 - (j-( l ±E), 

r)lt l 'e ,.,.eur , ·e /a ti1 ·e s n e surpassc j a 111 a is Ia g ra ndc w · Lang~ .-.: - Y 
4 

e L d cc roiL rapicl ement lor squ e l 'an gle y s'al'proch e de 180" . E n 

prenanL 

c = ( a + b ) cos2 r. - '( , 
~ 

un commet une erre ur rela tive qui , po ur les angles y s upC:rie urs 

;\ 1 4 n", n 'a LLeind t'a p as 4 po ur 1 oo; po ur les angles su p crieur s it 1 5o", 
1,8 po ur 1oo; po ur les an gles sup crieurs (t 160°,0,7 p o ur 1oo; po ur 
les angles supcri eurs it 170" , o,2 po ur 100, eLc. 

l,es co tes cl ' un t riangle quclconq ue e Lan L a, b, c, on a 

ya2+ b; + C;= i.(a + b +C) . 

r){/ ) , es l un fa ct cur touj ours co m p r is ent re 

I 
r.; = 0 5-- ' V.) , /1 ~! · • . e t 

I 
,;;= O. ';(j l . .. 

La pr e mi ere limite cs L a LLe inL e po u1 · les trian gles isosceles, la 
~C('Onde lorsqu r a = b, c = o. 

lll us gc n6rale rn r n l , f (x) 6LanL une fonc Lion quelconqu e it coe f'­
li e ienls Laylo1· ie ns rC·el s e l pos itifs (sa Lisfa isanL a ux co ndi Liom de co n-
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\ Crgr nce ) , Ia valeu r 
j ( a ) + j ( u ) + j ( c ) 

est loujottrs comprise en t t'e Les lim ite.\· 

3/ (}) <'L j ( s ) - - 4 ( o ). 
\ . 

OLL s designe le p crirnGLt·e clu tr iangle . Ccs JimiLes sont ::ti.Leinl es dan!' 
les cas c i-dc su indlques . 

Les tro is an gles d ' un Lri anglc quclconqu e d ::tnl ~ , r~ , ~' (ex prim es 
en p cn·ti es de .-) , la v a leur 

/(7.) +/(~)+f(y ) 

est l o 1~joun CO IIIjJI' ise entre /es limit e.1· 

':lf(; ') C l j ( r: )-2j ( o ). 
:Jj 

La premiere lim i I.e es l aueinte pour le triangle isoseclc, el Jn · 
second e pour le triangle equilateee :'l un angle obtu s vo isin de -;: , 

Ln cliago nale cl' un parallelep ipcde r ec tangle ayant pour co tes lcs 
tro is med ianes cl 'un triangle, est cgalc au pcrim e tt·e S de CC meme 

triangle mul tiplie par un f'a c tcur t ouj ours compris entre;. c t vi 
La resultante de l.rois vec teurs su scept ibles de for mer un tr.iangJ ( ~ 

et ayant pour somm e scalaire S', a po ur valent· ),S, OLL), estun fael.e nr 
. . I I 

to ty ours co mprts entt·e . 
1

-;-; et r · 
v J v 2 

Les memes inegal.it~s algebriqties se p retent [t de n ombreuse'; 
applica tions aux integrales de (inies et seronl incliquees dans la 
J euxieme Part ie de cet Ouvrage . 

7 . J\1. P etroviLch deduit nne autre se rie cl ' incgalitcs algeb riqu es cln 
t heoreme de M. Haclatnard s ur le maximum d ' un determinant. 
A l 'a iclc de l ' inc galite entre les moyennes arithm et iqu e ct g·eo mc­
trique, il en tire d'abord la conseque.n ce suivante, pc rLi culierem en l. 
utile dans les applica tions: lv module d ' un determinant d'orcl re n Be 

n 

s urpasse j a ma is la quantile A" n- ,., ot't A des ignc la rac ine ea rree de 

la somm e de carres des modules des dements du detern.1inant. 
En designant par p1, le module du cocmc ient a 1, de l 'eq uation alge-
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briq ue it coeffi cients r eels ou ima ginaires 

a:'1+ a ,x"-1 +· .. . + an- 1 .'17 +an=() 
et en posant 

/o=:: jJ 

M =~ ( k2 + p - k )p f.., 
k = O 

Ja SO llllll C S1, de pui ssances j/'"'0
' de racines de ( 1G) po ur p ~ n es t, 

d 'apres la propos iti on precedente, loujow·s comprise c't l ' inten 'e w · 
de La circo nf rirence ayant JJ()l ll ' centre L'o rig ine et pour rayon Ia 

( ~ , )~~ . 

valeur P. . Dans lc cas de p > n , ce rayon es t ~t remplacer 
(Jf! ' pat· 11. 1; , ou ' 

1 

V 1 -t-p + ... + p,~ 
~ •I •I ) - :l •) P,=v • +p i +P2+ ... +p;;, 1·- Pl+~p + ... y n p;; 

lVI. Pe t l'ov itc lt indique les appli ca tions que trouve cet te p r opos ition 
dans lc cnlc t1l ap p .. och(;, avec une npproximaLion exigce, de fonc Lions 
s_rmelriq ues, algchriques ou Lransccndantes, des racines d'unc equa­
Li on alge brique. 

En <l J)pliquant Ja meme proposition aux sys tcmes cl 'equations, 
·vr . Pe Lrov itch parvi.en t au Lh eor<':mc suivanL : 

Etant donne un .1ys t r~ 111 e de n rJqaations lin daires c't n ;;, co1wues 
.x ,, .x 2 , •• . , .T 111 (l coe fli cients rrJe ls ou ima,!{·ina ires , le .~yste 111 e rle 
so lutions est . toajo w ·s con~p ris cl L'i nt r!rieu1· rle la circonj e rence 
ayan t pow· centre l ' ril'ig ine e t p our rayon Ia 1•a le u r 

II 

_ , ( L ~ K - ),)7 , 
I -" I II 

O LI 1 cs L le cl eLe l' min<tn l d u sysleme , L Ia somm <· de carl'(:s de 1ous les 
6 J e m enL~; de 1 , 1\:. la so mm e de ('a rl'cs des mod ules des lerrn es des 
eq uations incl(· pcndnnLes des Xi, ), lri J)Jus Jle lite parmi Jes so mm es) i , 

ot'1 ),i dcs ignl' la so1nm c de cn•T(·s des mudu les des elemenl s de la 
ii emc ('O ionne de 1. 

III. - Methode spectrale en A lgebre et en Arithmetique . 

( ~ l c r ll o ir c,. \ole' cl Ou1 l '<l f!C' n" 107, ION, 10!), Il l , II :J, 11 5.) 

H. On app •·e nd clt'·s lc debut dr· I'A ige bl'e qu e, po LH' l'cso ud t·c en 
/1 0111/J!·es un pl'oblr'·mc :1 pl usit ·u rs· inconnues, il i'au l aulan l cl 'cqua-
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1 i o n ~ IILWui n'quPs dis tinclcs qu ' il y a d'inconnucs. Iais c · rt<~in peo­
bl emrs drs plu s elcmentaire scmblcntclejit contrecl ir ceu e assert ion . 
On connait , par exe mplc, de ce pro bl cmes-cl cvin ell es qu 'on se pr-o­
pose I'll malicee de d is traction dans les socictes, oCt lc alc ulate ur 
( dcvin ) se faiL fort de cl cv in cr presque insLantane menL pLrtsieu rs 
nombres pcn scs d 'a prcs un e seale donnce nnm crique qu'on lui 
enonce eL qui csL le r ··sultnt finaL d' un calcul auqucl il n 'ass i Le pas. 
La contradi ction, mnnif'es le menl, ne sn urail (·Lre qu 'n pJ ar nl : en 
reali V·. ce sonl plus ie urs donnees numceiqu es qu 'on fourniL nu devin 
so us l'::tpparence d 'une ruJr donl le segments, group e de hiffres 
convenable mcnl delimitcs, lui rcvc]cuL directeme nL ccs donnees. 

Ce.-; pet its j eux n1·ithmcLiqucs onl sug·gc rc [t l\1. J>e tro1 itch l ' idee 
d 'en gene rnli sc r l 'n nifi ce p our qu ' il puis~; c s'clendrc [t des problcmes 
plus importants ct moins s imples . Et il n'a pns tnrd e de s'np e rcc­
voi r que ces prohlcmes clcmenlaires n e sont que des cas Lrcs parti­
c uli ers d ' nn problcme cl 'ordre gcnern l, resoluble pnr le me me nrt ifl ce 
e t co n:sislanl c'l calcaler JWn11!riquemen t un e suite Limilee ou itli­
Jnil de cl ' inconnues par une segmenlation appropriee d 'un seul 
nom1JI ·e S ra llache aa fHobleme, le mode de segm enta lion etant 
in(lt:qwi par les conditions da problhne . 

Dans la theorie de M. Jl etrov itch , lc nombre S est ln valeur que 
prend une expression nnalytique cl e termince cJ>, convenable men t rnL­
I.achce itl::t suite cl ' in conn nc du prohleme, pour un e ce rtninc vale ur 
partieuli1~re de la variable qu'ellc cont ient. l\1. Petrov itch nppelle le 
nombrc S spectre rattache it la suite cl'inconnues, primi ti ves ou auxi-

· liaires, dn probleme. La maniere clonL les inconnues sc clcterminent 
a l 'a ide deS et laqt~ell e n 'es t qu 'une adaptation curieuse de l 'artiGce 
clu clevin clans les p e tits j eux mathematiques cites, rappelle, en effe t, 
celle clont le spectre lumincux ~ clans l 'Analyse sp ec trale chimique, 
revelc les elements entrant clans la composition du corps analyse. 
Ainsi , un sp ec tre numerique se trouve etre compose de groupes N~c 

de chiffres sig·niflcatifs separes par un nomhre plus ou moins grand 
de zeros intercnles, com me tin spectre lumineux se compos~ de canne­
lures et de raies separees pnt les parties sombrcs. Le nombre de zeros 
intercnles (determinant In dispersion du spec tre numeriq~1 e) change 
avec la varintion d 'un parnmetrc que le cnlculateur es t maitre de faire 
varieL' ~~ son gre :\ pnrtir cl ' une cerLaine grandeur, COmme l'e tendue 
des pn 1:ties sombres (de terminant la dispersion clu spec tre lumineux) 
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change avec la variation de Ia temperature, ou de la pression, que 
l'experimentateur peut modifier a son aise. Le groupe numerique N~.­
(la kiemo cannelure du spectre) determine, ~~ la simple inspection, le 
nombre entier jouant le role d'une inconnue primitive ou auxiliaire 
du probleme, et le chilfre de rang i du gToupe Ntr (la iicme raie de 
la k1

""'• cannelure spectrale) determine l e i 11
""" chilfre de l'inconnue. 

Pour c;1lculer , par exemple, la suite de coefficients binomes (~), 

(~). · · ., (~) ,il sufflt de calculer le nombre 

iO I G 
S = -- = r o6r 5 2ot 5 o6o t · 

[QQG ' ' 

le ·coefficient ( ~) est represente pa.r la k 6"' 0 cannelure clu spectre 

r epresente par ce nombre, c'est-a-dire par le grot1pe de ,·.hiffres sign i­
fi catifs de S commen9ant par Ia ( 2 k - 1 )

1
" "'" et Lermine pnr la 2 k 1

" '"
0 

d ecimale de S . 

Pour cnl culer la s uite indefinie de vale ur '" 

· i l suffi L de cal e uler le n o m bre 
( ~) (")' ((j) I ' 2 ' 3 ' . •.' 

7! 212 S = ::: 0 (.+ cos2 t) dt , 
" 0 

ou 
n ·. ~ 
•1 1 X' )= ..:;;. q"'+11 X 1

", 

0 
q = v 1u' 

il a pour vnleur 

S = o , I 0 ?.0060020000/00002)20009 2q . . . 

e Lla vale ur ( ~;~L ) cs l fourni e par Ia n1''"'0 cannrlur(' de ce spec tre, 

c'es L-(t-d ir e par le gro upe de e l1 i ll'res s ignifl ea Lif's de S eo mm en 9<111l 

[ 

11 ( It + 1 ) J io1mc . • [ ( 11 + 1) ( 11 + ?. ) J i11mc • • 
j) <l t' l <l 

2 
+ I eL LC1'111Jl1CC p::1 r la _ ·>. _ d l'C l-

male de S. 
On a a insi un p rocede gen e rnl de cal<' ul , im ag in r· p a 1~ l\1 . J> eLrov iLc h 

e L appclc le p ,.ocede SJ!PC II'a l de ca lc ul fl(llll df'iq ae, qui rons isL;· 
~~ d isper se r en un :,p eclr e num eriqu c lcs vale urs des ineonnu cs , 
eo mm e lc pri sme di sperse le l'ai scc::1 u des myon ,; lumineux. en 1111 
speCLre luminr ux , !' ex press ion ana ly Liqu c (1) . ln gdn rJr a lf'ir e sp er­

lra le du probll:m e,} .i o unnl ai m i un role an nloguc it cclui du p ri sme 
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a na lysr ur . E t ll sc Lro uv c C[LI C lc precede es t sus cptiblc de fonrnir 
;"t ]a fo is, CL par la conLinurtti on suffi s::mte d 'un me mc cnlc ul num e­

riqtl e, les val urs d 'a utanl d ' inconnu e qu 'o n 1 ve ut , d ' un 1 roblem 
auq ucl il s'appliqne . a in si qu ' indi vidu elle ment c haqu ~ dtiO't·e e l 

c haque decimnle cl 'une qn elco nqu e de ces inconnu es . D e p lus, il 
perm t de de terminer le;s 1•a leurs exactes d ' un nombre 1 ou lu cl ' in­

connn c a J'n ide rl ' une vale ur S l~(/isam111 e nt approcftre c; ' un se 11l 
n o mbre S. 

Le preced e spec tral de il l. Petrov itc h s'a ppliqu c it to us lcs· pro­
bl ., mes doni les inconnues se laisse nt m ellre en co rresponclan ce 
dr;jinie w·cc une srJrie de puissances c/; coeJ{tcients nombres 
entie1·s. Grclce ~~ l 'n rbitrnire que co mp orte la notion d' unc telle cor­

responchm cc, des proble mes de telle es per.e se r cnco ntrenL dnns 
Lot1tes les brnnches de calcul, depu is lcs pro ble mes Cl '· mentaires 
d 'Arithm etiqu e, d 'Algebre, de Cnlc ul de p 1·obabilites, ju squ ' au~ pro­
blem e va ri es de cnlcul infinites imnl et de la th eorie des fonctions. 

L es exe mples nombreux e t vnr ies traites dans la theo ri e de 
\!. Petrovitch ( partition de nombres ; nombre de diviseurs cl ' un 

entie r va riable, nombre de nombres premi ers infer ie urs :'tun nombre 
donne; ~l cveloppem ent en s 1~ ri e de fonc~ion s cl ' une variable; calcul 

des integ rales dc llnies; determin:J.Lion de fonc ti ons a ]'a id e du plus 

pe tit nombre de donnees numcriques ; rep resen tat.ion, exac te ou 
approcher , cl ' une fonction par un nombre cl ec imuJ , so 11 spe,c tre, cl on t 
.Ia suite de chiffres est en co rrespondnnce ddinie avec les elements 

determinants de l::t fonc tion , e tc. ) mettent en evidence J'e fli cac ite e L 
l ' utiliL(: de !'instrum ent de ca lcul fourni par les spec tres nume­

r1qu es. 
En desig· nant, par ex em ple, par P ( k ) l ' en tier posit if indiquant de 

eo mbien de manie res l 'entier k peut s'eet·ire sou s la forme 

lc= ax+by + ... +f{l , 

a, U, .. . , f5' e tant des en ti eifS po;;itifs donnes , et .x, y, ... , t parcou­
rant la suite de valeurs 

X== 0 , I , 2 1 Ill i 

Y = O, 1 , ·~, ••. , 11, 

t == 0 ~ -1, 2, . .• , s, 

1a methode speetrale conduit au thcoreme arithnu!tique su ivanl : 
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Formons le nombre entier (s pect re du probleme) 

N _ 9 cm+ l\a h·9cn+l ib/t. • ·9cs+ l\!.'"h 
- ' 

9aft • 9bli · • • 9gll 

OLL 91r clcsigne l'entier que l'on obtient en ec ri.vant le chiffre 9 k foi.s 

CO llS CCUtivement (9 1 = 9 i 92 = 99 i 9a = 999, etc .) et h etanl Ull 
certain entier rattache a~1 probleme. 

L e nombre P(k) coi"ncide avec l 'entier forme du groupe de 
r-ltUfre.s .signijicat<fs deN com nten(·ant par le ( h k + i )ii!me et ter­
lninepar le ( k + 1)h1"me chiffre deN. 

A insi.. pour 

k=3 X+2 y , 

on aura It = 1 et . 

u 2 x 2 lo , / < 0 =Y = 9, 

N = 10 II I 12 1 "22">.">. 323333~34334334334 ... 

et Jc n omiHc P(k) co·incide avec le (/• + ' )ic n• e chiffrc deN. L'cqua­

tion, par exe mple 
:l :v+2y= 19, 

a <"xa eLemenLLroi s soluti ons en x ~ 1 0 ety :;; 9; ce nombre esl bien 
indiqu {· par le v ingLieme chiffre de 'N . 

Formon s, com me second exe mplc, Je nombre rati.onnel 

S = _'_ + - '- + ... + - '- lo- ft 92h' 
9!.- 9 2k 9mft 9· 9ft 

ULI m et It sont deux e ntier~ clonn6s. Partageons la suite de premi eres 
clcc imalcs deS, form ::mt l 'cnsc mblr de sa parti e non pe l'iodiq ue c t la 
premi (Te peri ode, en Lranclt('S successives T,) T", . .. ) Till+ I it 

h chi(f,· .::s, de so rte que la tmnehe T~; ( k = , , 2, .. . , m + 1) co m­
mence· par Ja [ (!.·- 1 )l1 + 1 tm• cl se Lerm inc pnr la 1.-h" .. '"c d 6cimale cl e S. 

La mc'- Lhoclc· spcc tral e co ncluiL au ih6or(· mc : · 

L e lw mbre d e di<'isf'u rs rL ' un en tier I• , a ulres que ' at k , co i"!l ­
cirle ac·Pr L'e nlieF f orm e du g roupe de c lt~ffres sig nificaltf5 de Ia 
tra nche T 1,. 

En dc··si;..;-nan l comm c lrrcw ze toulc Lranchr T1r cnmpo sl:e de zeros, 
on ;1 ilin ;; i ] !' Ll1co rl: me sui van l : 

Lr' nnmbre de /acu1u's !fli P presr> nte l 'ensem ble d es k premieres 
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li'U/11-III'S Tl , T~, ... , T ,, , f'.\' l e.caclement ega! au llUIILiil·e d es 

n om!J! ·f's /)l"l'lnie rs inferieun ril., et cr:!a f1 0ll l' l ouie 1·a!eur k ~ IIi . 

On tt ·o uvl' , pat· exc mplc , po ut · 111 = 1 oo, h = 2 . 

· = o ,ooooooo 1 ooo?.orJ<~·w 1 o-:tooojooo ·~o2o3ooo~ooo j ()0020ooG . .. . 

Le~ vingt p remie res trnn c hr·s i1 d eux e hiil'res co nLi nne nL n e uf 

lacunc· s . les cent premi (:rcs lranc lt es en con ti enn nL vin g'L-s ix, incl i­

qunnL q11'il )'a neuf n o mbre~ pre mi e rs infe ri ·urs it 2o, qu ' il yen a 
vingt-s i:-.. infer ie urs it too, etc. 

Le proc(d e sp ec Lr;d de de \ cloppem enL en se ri(' , ima gine par 

1Vf. Pt·Lrm·itc h , clifi'cre enLi (· remcnL d es procedes ac Lu ellcmenL conn us. 

II co n i ~ t r· i1 fo rm er un spec tre mLL<~che it Ia foncti o 11 it develo pper en 

se ri1· , lcq ucl , pnr scs ca nndut'L' S e t scs ra ies, fo urniL clirec LC'm cnt ou 

par un C<tlcu l connn so iL Lo u,; k s coeffi cients do devcloppe nwnt ;\ b 
foi s, so it un ensemble voulu d e ces coeffici ents, so iL separemcnt tout 

coeffi cie nt voulu, ou mc mc 1111 c hiffre d ' un 1·an g vo ulu d ' un coe fli ­

c ienL. No us l ' avon s expose dans .I a Lroi s icmc Part ie de ee L Ouvrage. 

L' intt'-t·e t qo e la meLh Qcl(~ .sp ec tralc presentc p o u·r Ja t hcorit..: gen e­

rale des fonctions es t ega!em cnL mi s en evidence dans ]a lroisiem e 
Partie. 

Lc JH'UCccle meme, par .l cqu el J\1. Petrovitc h cletc1·mine cll'ec tive­

mcnL lr spectre d'un problctlll~, e!' L a sse~ c uri eu x. Com me il a e tc dit, 

l e spec tre est la valeur nttrncl'iciu e qu e prcncl une ce rtaine expres­

sion (I' (x) con~r enablemenl raLLachee au proble me pour une certainc 

valeur nrun eeiquc de x. :Oans lc ras general , l 'exl)ression <ll (.x-) se 
form<: it J'aicle de deux foncLions 

f (x) = Mo+ ~1 1 .v + M, x2 + ... , 

~ (.v)= o.!o+o:lx + 012x2 + ... , 

dont b pl'emiere es t a coefll c ients J\1 nombl'es enlie1:s (reels ou lma­

ginaires) et la sccondc a coeffic ients CJ. nombres co mmen.s·urCtbles (de 

moclulL· t;gal it une puissa1ice en tiere negative de 10 ). La fonc­

Lion/ (.x·) . la carac ldristique principale du spectre, determinera l es 

ch(fll'f'S memes qtti figureront dan,s la valeur nmnerique clu spectr e. 

La fonction ~ (.x-), la caracteristique qualitative du spectre, n'influe 
po[nt sur 'ies valcurs·dc cc~ chi ffres, mai.s c'est d'elle que depenclra la 

J'(i parl ilion de ce ux-ci clans l e speclre , et par suite aussi la dispersion 
. -
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cle celui-c i. Cette d emiere fon c Lion r es te I a nu2me pour to us les 
sp ectres ayant une d ispersion donnie . 

L a fon c tion ~ ( x) correspondant t\ une disper sion continuellement 
croissante ( suivant une loi c1uelconque) es t une fon ction transcen­
cl an te de x et l\1. P etw vitch demontre que ces trcuiscendantes n e 
satt4.ont it a ucune equation d~!Jdrenlie lle d'ordre jini, a lgebrique 
en x,y et les derivees dey par rapport d x. Elles sont , d'ailleurs , 
etroitement li ees aux fon ctions th e ta de la th eo ri e des .fon c Li on s 
elliptiques e t aux fonc tions th eta de degres superi eurs qui ont e tc 
I' obj e t de r echerch es importantes de l\1. A ppell ( 1 ). 

M. P etrovitch examine de p res le sp ec tre, form e a l'a ide de ccs 
deu x ca rac teris tiqu es, en tant que n ombre dec imal. Ce n ombre ne 
sam·aiL et re un n ombre enti er ( r eel on ima ginaire) san s que sa carac­
tc ris tiqu e principale f(x) se r ed uise ~~ une con s tante; il1ie sam·ait 
avo.i r un n ombre lim i te de decimales . qu e s i f (x) se r eduise a UJ1 

polyn o mc en x. Lo rsq ue la disp ersion spec trale es t unifo rm e, a to utc 
carac teri s tiq ue p r.incipale f ( x), fonction algc briq ue de x, corresp ond 
un spec tre qui es t 1to tn b1·e a lgrlbriqu e: Mais il n'en es t pas neccssni­
rement a ins i lo rsq uc la di sp ers ion n'cs t pas uniforme : un spec tre 
don t la d ispersion c roit assez ra pidc ment avec le rang· des cannelurcs 
~; pcc t ralcs, <'S L un nombre tra nscendant de L ioll vil!e qu elle qu e 
soit la carac teristiqu e p rincipale f (.x). La t ranscendnnce d u spcc: t.rc 
pt>ut , d 'a illeurs , etrc cl ue : I 0 ~~ Sa di spersion Seu Je ; 2 ° ala eo mpos i-
1 ion des eannelu res spec trales; 3° it la fo is ~~ sa di sper sion cL ~~ Lt 
('IJ mposili on de ses ca nnelurcs ( ~ ) . 

( 
1

) P. A l't'ELI. , Sur fes fonclions 8 de de.~"l'es superieurs ( ( 'o 111ptes ren d us d e 
f' lmddmie d es Sciel/(·es, t. 133, tg • t , p. SR1-587 c t G• j-G tK) . 

( ') Lc' anal y~es d e Ia m e th o d e s pec lr;d e d e J\1 . l' c lro vite lt o nl pa n t dan ' : 

t " R evue generate d es Sr·ienres pures r: t "Ptili']ue'es, nutn 6t·o du , .5 nov e mbee l!J ' !J 
( M. J\ laur icc n ' O CAGN E) : 

·•" Enseig nem enl mat!tdmali']ue, 192o, n • I ( ~T. \ . Huttt. ): 
~ · Bulle tin of th e lmeric . m a thc111. Sor ., 2' ;c ei c, vo l. X:\.\' 11 , •D21) 1 p. :>R-2g : 
4• IViskun d ig L!jdschnjt , 1. X.Yl , p. o:i \: 

:)• Pec face de ~J. llO IIt-: t. a ux S pectres IIUIIl erirtues d e .\1 . I' ETnOYI TCtL 
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DEUXIlhlE P ARTJ E. 
J:\TI~G HALES DtFI:\1 ES. 

I. - Evaluation des integrales contenant des fonctions arbitraires . 

( ~ t 6 m o i re' c L 'I ole> ""' !,, 5, ! I, t:l, ~0. 'Ji, 1,8, j~, 5!,. G'?, G'l, 70, SO. ) 

9. Certa in s L_rp es d' intcg t·ales defi ni cs se lai ssenL c::t lculer so iL so II'· 

1a forme cxp l ic iLc, en Lcrm es fini s, so iL sous la forme .de se r ies CO il ­

ve rgenLe,;, malgr c la gen e t·aliLl: s upposce sur les fonctions GguranL 

so us lc s igne cl ' int cgr::tle. J\.1.. PcLrO\'iU:h fo urnit , ~l CCL cgarcl, d i ver~;es 

formulcs gencr::tlcs rend::tnL po ssible l 'c v::tluaLion d 'un grand nombrc 

d ' integrales delin ies .'-A. in si 

1° So ient ./(l ) e t cll (z, 1) de ux fonctions h olo morpltes pour lc~ 
vitleurs de ::: c t de 1 it parties r eell es plus gJ'Cuzdes qu'une vale u1· 

donnee } e t Lelles qu e le produ itf(z)cfl ( .:: , 1) Lend vers zero , lorsque , 

.:: et l ::tyanL pour parties n !elles des valeurs a rbitraircs plu s grandes 
que )..\ , la variable 1 c roit indcrmimenL. On aura 

1,00 • j'(/. + ti ) f' 
( I 8) -

00 

<f> ( Z , ), + t t ) ), ~ t i _ 71: dt = - 2 r. , (;:;) c[> ( ;:;, ;:; ) 

pourtoute va leur d e .:: a partie n~e lle plus g rande que ~, . 

2" Soien l f ( I ) e L cD ( .:: , I ) deux fonctions holornorphes pour lcs 

valeur:S de . z ct de t_ it parties reelles plus petites qi.t ' une valeur 
donnec ), et telles que le produitf(t)cD(.::: , t ) tend vers zero lorsque, 

.:: ct 1 ayant pour parties reclles des valeurs arhiLraires plus petites 
q ue ),, la nriable t croit indeGn iment. L 'integi'Ctle ( 1 8) a pour 
Va leur 2TC/( .:: ) c.Jl (z , ;:;) pour 'to ale Va leur de;:; (t partie l'Celle pltts 
petite que i-. 

3° Supposons que f( t ) e t c.Jl ( ;:;, 1) soient holomorphes pour les 
valeurs de z et de t a coefGcients de i plus grands qu'une valeur 

donnee f'· et que le procluitf( ::: )cD(:::, 1) Lend ver s zero lorsque,;:: et t 

• 
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ayant pour coeffi cients de i les valeurs arbitrai res plus gr ancles qu e fl· ~ 
la variable t croit indcfiniment. On aura 

( 19 ) 1
00 

• / (t+p.i) . . 
<I> (.z' t + IJ.l ) . . dt = 2 T: l I ( .z) <l> (;;, .z) 

-- ::.0 I t + p.t -,Z ' • 

pour loute valeur de.::;~~ coe ffi cient de i plu s grand que IJ .. 

4° S upposon s que j ( l ) e t <1>(.:::, l ) soient h olo morpbes po ur les 
vale urs de ::: et de 1 ~~ coe ffici ents de i plus petits que 11. e l (jll e le 

produ it f ( t ) <l> ( .::: , t ) lend vers zer~ l o rsque .::: e t t ayant p ou r coeffi­
cien ts de ides valeurs arb itra i1·es plu s petites que [1·, la variable I croit 
inde li ni ment. L' in tegnde ( 19 ) a ( I OU/' valew · -2 -;;:z/( ::: ·) (l> (.z ,.:::) 

pour tou te va leur d e.:. c't coejjicienl d e i pitt s pe tit que fl .. 

En separant les partie~; rcelles e t l es 'parties imaginaires des i ntl:­
grales ( 18) e t ( 19), les formules de M. Petrovi tch concluisent itune 
in fi nite de form.ulcs exprimanl les fo nc tions donnees SO LI' I<~ l'o rm P­

chm e integrale.def ini e qui sera r ccll e pourf ( ::: ) reclle. 
En fa is ant clans Ia fo rmule ( r8) 

'A = o, '1,..:::; ' <i>(.z, t )=t+.::; 

on ar ri ve ~tla formule :le Stieltj es 

"' -- -'--dt )
' ( - )- 2 [

00

;::; r:;(t ) 
n-, 

0 
12 + zt 

[oCt:p ( t ) d l:s ign e la p ani c r l:clle clcf( ti) l valab lc pour L<1ulc fonc­
ti onf( .::: ) holomorp l1 e pour lcs valeurs d e.::: it partie r cell e p(l , iti ve C'L 

Lelle qu e lc quo ti ent/ ~:::) tend vcrs zt''l'o lorsq ue l cro1t inddlnim ent 

a\·cc uo ar~rumen t co mpr.is entre - .'..: et :.:. · 
•.) '). ?. ' 

De n11:: me, en fai san l dans la form ule ( 18 ) 

), = o, 
::. 1 

<1>( .:; , I )= l + z' 

elle s<· rl:d uit a une seconde fo~·m ule de StielLj cs 

j ( z ) = ~;· oo 1 <\J ( t ) dt 
·~ 0 t '1. -+- .::; 2 

I r>t'l ·! ( t ) dr;~ i g n e Jr· coeffi cien t de i dans / ( ti ) I 1alable po ur Lou tc 

.., 

"" 
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fon c ti on / ( .:; ) h olomo rpl1 e po ur les 'al e urs de ::; u partiP n ··cll e positiv <' 
r t te11d nn t ,·ers zero lor qu e ::; c-ro it indef inim (' n t avec un <11' f; llll1 Cnl 

quclconqu e co mpri s e ntre - ~ L ~ · L o rsqu e la fon c ti onf( .:; ) s ati~­

l'<~ it <'1 ccs cond iti ons e t n'es L pas r(·cll c po ut·.:;= ti , l\J . Jletro1 itc l1 r· 11 
t i rc le r (·s ulLnl sui van L : 

L e COf'jjicienl All d e Ia sen 'e de T{/.v LoJ' 

re la til'e c'l une valeur d e t ,·eelle et p os ilil'r' arbitraire, se Laisse 
m ellreso us Laforme 

(- I )" 'J. 
I\ n= ,. "' 

TI 

ce qu 'on peut aussi exprim er sCYus la forme 

7t 

J" =- ~ j'" •¥(a langt) sin ( n + 1) 1 cos"-i t d t. 
a" 

0 

M. P etro vitch en conclut , par exemple, qu e le coeffi cient A 11 relatif 

a u ne telle fon c tion / ( ::; ) reelle pour z = o es t en va leur a bso lac 
loajow·s inferiew · aa coefficien t correspondan t de la serie d e 
Taylor relative a la j01iction' . 

2M I' z) · -(z-a) loa 1- - , 
1t " \ a 

o·u M es t une constante positive convenablement choisie. 
E tant donnee une fonc tion enliere et du genre ;::;era ;_(;::; ), on a 

pour toutc valeur de ), et pou r toute valeu r .::: a partie r eelle plu ~ 

gr ande que ),, l es for mules 

[
oo e- tiz(ti ) ?. TI dn 

-;-------"'',C--'-:: dt - (- 1 )" ., -,, [ e-.o ., ( z)], 
• oo (z -ti)"+1 - • • . l.e> •. . n dz · "-

f_ ooe'iX (-ti ) 2 1t d"-' 
• 00 (z~ ti ) " dt= (- r)'H J .~ .3 ... (n-r ) dz'o -- l r e-= z.(z ) ] , 

; 
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faisant, par exemple , voir qu e le coefficient A" de la serie de Taylor 

e- o x.(z ) = Ao + ,\I ( _:; :__ a)+ A~ (z- a)~+ .. . , 

ou a est une valeur quelco nque it partie nielle positiPe, se laisse 
exprimer so us la f orme 

An= (- l )nf ~ e ·t i 
:u: - ~(a-ti; n+ lf.. (li)dt, 

cl'o[tl 'on tire diverses ineg·alites r elatives aux A". 

10. So it <p ( t) une foncti.on r eelle pour t r eel, continue dans 11 n 
intervall e reel (a,. b) e t telle que l 'integrale 

[
,, 

f!n= cp(t)cos nt dt 
. " 

ait un sens poul" loute v~il cur en li ere posilive o u nullc d e n . L 'in te­
g rale 

b 

J(x·) =1 r;-( t)Jo g·( l - 'l.XCOS I +X~)dt 
" 

est une f onction d iscontinue de La vari,ab le x co i"ncidanl tanto/ 
avec La f onction 

)q(.x) =- 2~ g ,_.T" , -- , 
n 

I 
tantotavec La f onction 

),~ (x) = 2/{u l ng .x + iq ( ;. ) 

s ui.van l que le po in t x se trouv c ;\ l ' inte ri. eur ou it l 'extcr ieur d' un e 
certainc eirconl"erence ayant l ' Ol" i g·in c co m me centre. 

M. Pe trovi. lc h en lir e d ix e rses fo r mules inlcg l"a les fournissan l so us 
la fo rm e d ' integrale d ef i ni~ : 

1 ° La diiTeren ce enlre le n o 111 bt·e de ZC I"OS et de pedes d' u n c· fonc l ion 
me l"omorphe dans une c il"confe ren ce donnee; 

2° Le rapport des proclnits des modules des z(· ros eL d es J)()Jcs cl am 
u nc ci rconferen ce don nee; 

.)o Dive rses foocti on s sy melri qu es des racin cs d ' unc eq ua lion 
a! geb riq ue. 
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J 1. i'-~ tanl dnnn(·c unt· f'onC'l ion t't· pr t'· sc nl cc par Ja s(: ril' 

t·onvt· t·gc nl c dans unc c i.rconi't''!'rn ct• de t·a ,·on n o n nul , o n <~ppell t· , 

tl'apr·es 111 . Bore l, sa fonct inn rts.mcir;e, la fon c li on c nti1~ 1'e dc lini e 

Jl <ll' l a s(· ri r 

Lc r o le lll(:m c qu e _jo uc la l'm1c l.ion <I S::. oc iec dans la th (·o ri c mod.t: rnt • 

d es se ri es d r Taylor d o nne dt· l' inl (·r· \L au j i i'O{i { ()/1/C de J'l'jJJ'(;SCIIIa­

lion de F (:. l (t /' aide d e ./(_ :. ) f H II ' Les intec:ndes dr;jinies porl anl 
sw ·f( :. ) . 

M. P c lrov il c h a fo rrrni plu s ie urs ~ oluLi nns d e cc prolJlt'·rn e c L mi ~ en 

,·., id cncc rl cs re latio n s cxi s lnnL cnLt'C clivc rscs parLi c uh r iles d ' une 

l'oncLi on donnecf( :. ) c· L ee ll es de sa fone ti on assoc iee F(:.). 

12. So iL f ( x) u n c f'tlnCI io r1 dl!vdoppable pour o < x < :< -;: t'n 

se ri c d e Fu nri e t· 

•·L posons 

(. ~ . 
. (a;)= ~(a11 ·""'n .x + b11 cosn :r) 

y (x , r ) = ~ ( (1 11 sin ;,x + b 11 cos n x) r 11 , 

0 

ot'1 la partie recllc de r cs L s upposce co mpri se ent re - 1 c L + 1. 

Envisageon s la transeend::mte 

ll= rn 

C(x , a)=-L[ cota(n + x) + i], 
n = 1 

l:tudiee par ~1. App ell ( 1 ), holomorphe pour toute valeur d e x· it 

['exception d e celles qu i rendent inrinie une des cotangentes ri g uran t 

comme Lermes, et posons 

(') P. APPELL , Sur quelques app/;cations d e Ia jonction l' ( x) et cl'ww autre 
jonction transcend ante (C. 11. , Acacl. Sc., t. 86, ' 878, p. g5J). 

f'ETI10\'ITC:I 
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01'1 ~ est une quantite reelle ou imaginaire avec le coeffi cient de 

posi tif. 
M. Petrovitch demontre la formule 

2 'lt n == oo 

[ f(z)<I> ( z, ~)d;::,=47t:iL<?(n, e[>;) 
• 0 n=l 

eL, uLilisant un resultat connu de M. Schwarz sur l ' intcgrale de 
Poisson, montre que la formule subsiste encore pour ~ = o , de sorLe 

qu'on a 
00 ~~ !. f(n) = lim~ 1 f(z) <J> (z, ~) dz ( pour~ = o) . 
I I 'IT l 0 

ll demontre, par exemple, a l 'aide de la meme formule, que la 

limite de !'expression 

( 20) 

2 7t 

.[ R(s in.x;::,, cos.t·z) <l>(z, ~) dz 

pour ~ = o , OLL R est rationne l en sinx.z cL cosx·z ( lorsquc ceLLe 
limite exisLc, ce que l 'on s::ru ra reconnaiLre ) s'exprime lineairement :\ 

l'aide des fonctions telles que 

C(a;, x), .:£.c (a1, x), 
da; 

d2 
da 2 C(a,. , x), 

I 

e L des foncLions Lelles que 
e2k;:x:.j::::! 

' L- e:!.k;.r ..,r::::i. 

OLt les a,. son L cer taines cons LanLes e L les k; des nombres enLiers. A 

l ' a id e de la formule connue 

0 lo ;;- 01 (a.r) = p(- x , a)- p( .x - 1, a)-~~ 

( 01 6LanL la Lranscenclanle ellipliqu e auxiliairc), M. PeLroviLc h Lrouv c 
les cond it ions n ccessa ires e l suffi sa nLes auxqu elles d o iL .sa li s fairc R 
pour q 11 e ce LLe lim i Le de ( 20) soiL une f on ction nu}r omorp/1(' dou­
blem (' n.l prJ,.(odique de x . lnve rsc mc nl , to ul(' f'onc lion m6eomo rp lt e 
d o uble menL per iod iqu e peuL l~ lrc c:-.Jlrim 61' co rn me limite d ' unc inle­

•·Tal c dcfini c (2o) po ur~ = o. 
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1J . U ne a utre classe cl ' int cgral cs dcf in i ·s ~· · · x pri man t linca ire­
ment a l 'a ide d'une lransce nclanL(' d6Le rmin61· eL de se~, derivces sue-
<·r · ,~ i vcs. _j ouanL le role d'r:Lentenl simp le, es L Ia Slli van te, (·Ludi{·e pnr -
l\I. Pr trm·itc h dans [)lusieul's de ses .\l e n~o ires cL ~o t cs. 

So iL j> O IIL" n enLi c r pos iLif 

!·" f ll" dt = 'f\ 1L )1 

' " 

ot"t u eL "/. ont des f'oncLio ns de 1, o,·, ? (n ) es t fi nie eL lcLel'minee 
pour n = ,,, ,t, 2, .... So iL F ( u) tute fonc li on ra Li onn eHe .d e u holn­
morph e pour les valeurs de tt do nL le mod ule e L infer ieur tt l ::t plu s 
g- rand e vn kur nbsol ue q ue prcnd la foncLi on recJJ e u ( t ) Jn1·sque t 
va r ic de a [• b . L ' int egra le 

" o1 = r F ( u ) ;_ du 
. " 

s 'exprime lineait·enw nt c/: l 'a ide d e Ia f ane / ion. 

0 I .T) = 1: ? ( n ) x" 

et de q uelr;ues-unes d e ses d rJrivees stt ccessiv?s, apres y w·oir rem­
place X par les racin e.\· cl ' une cerlain e equa l ion a lgebt ·iqae 
rattachde ala fon ction F. 

Par exem ple, pour l 'integrale 

! ""' 
o) = _., F (e.-1') dt , 

]'d ement simple es t la transeenclanLe 

pour 

O(x) = ~ X n ; 

~vn + t 
\ 0 

1"' dt 
~} = [e-t F (t)- e-at F(e-t)]--::-

o t 

e'est 1a trnnseend ante 
"" 

O(x) =~log ( a + n )x", 

(a > o ), 
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. II. - Procede spectral d'evaluation des integrales de:finies. 

(i'iotc' cL OuHat;e n" 107, 108, ll 5.) 

H. La nH~ Lhode spec trale, imaginee par M. Petrovitch et don L les 
pr incipes sont exposes dans la premiere ParLie de cet Ouvrage, s'ap­
plic[ue de deux mnnieres dilTcrcntes au cnlcul des integrales definies: 

P~tEmb:E \JANIERE. - Dnns le cas d'une suite limitee ou illimiLec 
cl ' intcgrales ,) 1, ;)~, ,)"' ... (s imples ou mu ltiples) telles que ,) 11 so il 
11ll nombrc en t icr co'incidant avec le coefficient Ctn du dcveloppemenL 
d' unc fonCLion connue 

t: (.x) = a 0 + a 1 x + a 2 :~:·2-;- .•• , 

l('s ->n sont deLermincs comme segments convenablemcnL ddinuLc s 
cl'un spec lJ·e numC·r iquctraLtachc t\.f(.x). 

A insi, so i L/(~) llllC fonction analyLiquc, homologue it l 'intcr ieur 
,[' unc ci.J·eonf'6rcncc C de rayon R ayanL lc point a co m me cenLre. 
C /l(lq tt f' foi s (jll e tin/(;f.:I'Cde de Ca uchy 

( 2 1 ) o) 11 =--. · d z r j j'(z) 
:>. 1: l ( Z - (l) IL+ I 

tt pour n = 1 , :~, :;, . . . des 1•a le tt1 'S cntie1·es f'lie lles el p ositi(' f's, on 
peul les ca lcu{e ,· to ttl es ct la fois comme sf'gm ents d ' un mi;m-t' 

urjJnbre drJc inwl ~ 1a llac !u> ct La / oncl ionf(=)· Le nom l)l·c S es l 
l'oumi comme v:de 1rt· de l' integTale ddinic 

I l'') 
1 {

2
;: (e-ti) S=- o( peli)z - - rlt 

'' '" ~o .. p ' 
OLI 

'~(::) ~ /1 Cl + ~) -j(a) , 
ll = OCI 

J. ( :: ) = ~ q"'+i·"z", 
Jl ~. 0 

( 1 / ,, q (·Lnn l des consLnnles co nvenab lemenL choisics . 
L'inL (·g rrtl (' (2~,) pcuL d'a illCJII 'S e ire rcm placce par divCl'S('S n ull' ('~ 

<Jui l11i so n! (·q uiv nlcnl('S. Dnn •. ce l'l<Jin s ens, cl lc· pcuL m<\mc <\ Lrc rcm­
plac,··c pa1· des cx pre~s i ons en Lcrm es fini s Corm ccs it l'aicle dcjl ~ ) par 
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cl r·s o pt.'l'a t ions arit h m(·t iqu cs demcn l;l ircs . _\.in ~ i . cktqu c [o i ~ qu e 

l' inl(·g ra le elf' Ga uch)· (2 1) a J> OUI' n = I ,:>., 3, .. • d es ,·alc urs egal <·s 

it d es nnm ures en! if' r s co m;)/·is entre r/ea.1· 110mures positrf\· don ru:.,., 
il ex is te t·a dc u '\. e n ti e rs pn itif's e t (i ~cs i\1 e t :0. Leis qu e Ia l'a le ur rl'unc 

int0gTnlc qu clconqt lf' -) co·l·nc id c ra ill cc J'en t ic r \1 + L1., Jc n o m iH'c L, 
e t;lnl l'c nLi cr co mp o 6 clu gro upe de dec im alcs ( q;mcn ts) clu Ho mbrt· 

f (a + Io- .\ )- /(a ) - --'~ 1-
. I U~- 1 

l'l> mm enc:ant par le pre mi er chifli·e s igni fi cat i[ qui ui l Ia (1.- - 1 )l\' 01110 

c t fini ssa n t pa r· la;,. \ '""'" decinw le du nombrc (·~3). 

Lc procede s'dcnd nus i a u cas de. ,) 11 en tiers r;ll eLconr;ues , reel s 

o n co mplexes. ll s'a ppliqu c ega le me nt i1 to ute s ui te .:J 1 , :}~, -)
3

, ..• , 

d'in tegra les ddin ies s imples o u multiples teLles qu 'on pu is c e ta bJir 

une corresponcl ance d e li nie entre ce ttc s uite c t la s uite de coe rri cien ls 

d ' un e se ri c de pui s~nnccs it cocf~cients n ombres e ntie rs ( reels ou 
co m-"lexes) . 

S1·:cuNnc: \lAN ri~ nE. -- U n e inLegrale ddinie p e ut c l.re de te rminee 

co mm e spectre d ' une fon c lionf( .:; ) connu.e. C 'es t a ins i qu e la 1ale ui· 
de l ' integral e 

~ ... == ~ qn--r, _zll, 

11 = 0 

co·incide a1·ec l e spec tre 

S = o , Io2ooGoo2ooou;oo"o2S:woo oo2 .) ... 

d e la [onc t ion 
n :::: O? 

~-, ( 2 n) 2 f(z )=.2.,. n ;:;". 
n::!: o 

De mem e, en dcsi gnant par y ( r , t) la partie re ell c, pour.:; = re1 i , 

de la fonction rationnelle f (.:; ) r epresentant l'en se mble de m < 100 
prenners termes de la serie d e Lambert, e t en Cnisant 

~ == y' :l. llJ g'. lli.ll. I u, 
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la valeur de l 'integrale 

<) = 
2_1"" e- 1' ?( -:1 , ~t) dt 

/rt 0 

coi·ncide ra avec l e spectre 

S = o, orooo2ooooo2ooooooo3ooooooooo:' ... 

cle f ( :, ), dont la partie decimale s'ecrit en rangeant bout it bout l es 

groupes num eriqu es Gl' G2 , G:~ , ... ' OLI G,, es t egal au nombrc de 
diviseurs d e k precede d 'autant de zeros qu 'il en faut ponr qu e l e 

nomhre total de chiiTres de G1, soit ·eg·al a 2 !. ·. 

III. - Theoremes de la moyenne. 

( Mcmoire> et Notes n"' SG, 92 , 97, 10-1, 110, 1\2. ) 

15. M. Pe lroviLc lt a etabli plu sieurs proccdes conclui s:ml a des 

t !t eo rem es d e la m oxenne r elalifs aux vale urs de ty pes gcn eraux 

cl ' intcgTal es ddlni es . 

1. Un pre mier pro cecle es t foncle s ur la r emarque qu e les quanLiLes 

.':C t
1 

X2
1 

• •• 
1 

.'£ 11 Clanl Loutes r r,fc lles et p os itivcs elp etant un no mbre 

N;e L, l a vale ur · 
(.7: t+· . . + .7:")" 

0= ~~------~-
~ . .(: '( -f - •.. -+- x:: 

es L Loujnurs co mpri se entre l es limiLes 1 e L n"- 1, ces limiles pou vant 

<\L 1·e e fl'ecLive mcnL a LLeintes. 
:i\J. P etro vi Lc h en Lire cl 'a bo rd d es con se quences relatives aux inte-

grates de Ia fo rm e 

1
(, 

· .) ''l- '•) V.f i + J 2 +. · . + ) ~~- dx. 
(( 

les /i c··LanL fo nc Li o ns qu elconq ues cl e x, rccl les dans l ' inLervaU e 

cl ' int cgTaL io n. L ' int t5 ,grn le se laisse d r;co mposer en une somm e de 

I CI'III CS . 

1 ~.ftd.r 
" 

( o t't/1 c·~L ;'1 rem pla ce r par sa ,·ale ur absolu e), mulL ipli cc par un fa c-
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I 
ll' ll l' (:) louj nurs CO tnjJI'l S enll'e r:: et I , Jes rJ. C't. ~ etant Oll bien Jcs 

vn 
limite~ ac t u cUes-memes, ou bi en lcs v<1lcurs de x co mpri ses entre 
a ct b pour lesqu ellcs au mo[ns l ' unc des fon cti ons ./i chan ge de 
~ i gne. 

11 en r esulte des con sequ en ces im-p ortontes relativ es aux orcs de 
co urbcs :'tun nombre quelconqu c lc d[m en sions, aux o[res des sur­
r,,ces, e tc . A [nsi: 

1" So ient x 1 , .r· ~ , . . . , X 11 lcs coo rd onn(·es d ' un point clans l 'espocc 
:1 n d[m en ~: i o n s, Lelles qu e l 'e km enL d 'a rc d' une co urb e dans cc L 
es pacc so it expr[m e par 

d s2 = ~ d.r:J. 

Con siclt':rons line parties de lnn g· ueur fini c d e l'arc , continu e ou 
hrisec,' le long de laqu clJe ]'arc presenlc \m e alLure invarinble , c'es t­
:1- dirc lc long de laqu c1le chaqu e coorclonnee X i varie consLamni ent 
clans un me me sens, en cro issant ou decroi ssnnt. So it X; la v<1leur 
absolu c de l 'nccroisse ment fini de la coordonnee x; lor qu' on passe 
cl'unc exLrem iLe de l' arc ~tl ' au tre . La long ueurs a f!Olll ' ·naleur 

s = OLX; , 

oil 0 est un fac lcur lo11jours compris en tre -'- et 1. Dans le cas par­
.;'n 

t.iculier de co urh es planes 0 es t co mpri s entre o,707J .. . et 1; pour les 
courbes gauches, ce facteur es t comp ris en tre o,5774 ... e t 1, etc. 

On p e ut, e t cela d ' nne infinite de manie res, deformer et allonger 
_ju squ ':l une ccrtaine limite un arc donne aux ext remites fi xees et d'al­
Jure invariable, sans que l'allure perd e son c<1rac tere d'invariabilite . 
De com bi en se laisse-t-il allonger p<1r. une telle clcformat~on? La 
reponse es t foumie par le theorcme de lVL Petrovitch: 

On p e u tall anger wt cu·c it a llure invaria ble au plus v';, fois sans 
en a!te1·er l'in vru·iabilite d'ailure . Ce tte limite d'allonge ment es t 
cffectivcment atteinte dans le cas particulier ot\ l 'arc s, primitivement 
reel ui L :'t une portion de clro.ite 

' 

a,. = cnns t. , 

est dcforme de maniere :'t sc confonclre avec la ligne brisee formee de 
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n por L[ons de droi.tes paralldes aux axes des coordonnees et abo uti s­

sant anx extrem[tes de l'arc pri.mi.tif s. 
En particuller, on pent allonger l ' arc s d 'une com·he plane au 

plus {?: = 1 ,4' 1 t12 .•• fo[s, et l'arc cl'une co urbe gau~he au plus 

\IT= r ,7320 ... fois sans que son allure cesse d'etre invariable. 
Les memes consi.deraLi.ons s'eLendent t1 des coordonnees curvili.gnc,; 

ct conduisent a des propositions cl u genre de celles qui precedent. 
E ll es s'appliq ucnL egalement a des problem e~; varie,; de Mecanique. 

:'l" Considerons la surface P engend r ee par un arcS de la co urlw 
plane qu elconque Lournant auLonr d'un axe pri s pour l 'axe O.r. Dcs i­

:.;·nons: 

a . Par A la vale ur absol ue de l'ai.rc plane limitee par l 'arc s, l'a:-.e 

de rotat ion O.x eL les orclonnces des deux ex Lrcm[Les de l'arc s; 
b. Par B l'aire plane ayanL pour Yaleur: ou hienla valeu L' absulu c 

(le la cle mi-cli(l'creuce des can·cs de ce,; d('ux ordonnees exLremes (Jan ,, 

1e cas o1r la co nrbe varie consLammenL clan s un mcme sens enLre ks 
deux cxLremiLc de l'arc s ), <JU bi en la so mm c de valeurs absolue ~; drs 
dcmi-d[(fe rcnce,; des orclonnecs ,;ucccss i,·es anx ext rem ilcs d es a r.Ts 

partiels variant Lo ujours clans un mcme ,;ens (en lesq uels on pcuL par­
tnger l 'a re s clansle cas o1'rle sens cl e 1arint ion chnn ge entr e ces ex. Lr<·,_ 

miLes ) ; 
c. Pnr H. le cole clu carr·e ayant pour.· sur-face A+ B . 

. Les consiclcrat[on,; pr6ccclcnLcs onL co rtduiL l\1. PeLrol'iLch au tl, cn­

t·l:me gene ral s ui vanL: 

L'aire d e la s ru:face Pest t5galc rt celle rl'wre circonferenc<' d r 

rayon r = )J'\, oii ), esl un fac t e ll! ' compr is ent re \!2 = 1 , r 8~p ... 
cl \ 1;- = 1 ,-( , 4 2 ... q uclle q uc soil La swface de rer·n lul ion cl l' u rc 

.\' CO I/Slc{e i'(}S. 

Le ra_,on ,. d(' Ia circo nfe re ncc ayan l b Sllrfacl' (·gale iL l' a ir T ll il 

ains[ pour val eur 
r = kH ( I + EI , 

n r'r /,· d cs i ~nc la co ns la n Le ll lt lllt' ri q 11 c 

v'2 + v~ ' k = = I. JO I ; ... . , 
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<'L la \id <•tt:· abso l11 de~ 11<' s urpa~~c _janw[•, la 1·nl e ur 

/~- ('; 
- _--;-::. = o, oSh'l ... , v" + i ·2 

d e sorte qu 'en ]J/'r'!Wnl i ' = t ,30 t '; R L'erreur co m111ise n 'a ll eint 
~!po tu · ' oo p our a ll cun e swface d r' n it·o lution . 

un d ·s a1 anLa ges apprceinl>les d<· ces pro ,,os it ion s consis te en ce 

<tu 'c llcs fo urni ~se nt , · it l 'a id e d e p lan im et t·es o rdinn[res, e t quclqu e 

irreguJi e re que pu isse e ire Ja s ut'f'ace d e l'CI Olut.io n con s id c rce, d es 

limiLes entre lesc lu elll' s sc Lt 'O Ui e compri se l 'a ire P, ains i <[u e l e rnyon 

corres po nd ant r . Le lim it es a in s i o btenu es sont les limiL es le plus 
l'essen ·ees poss iule Lant qu ' lln r e!> Le dan s le ca s gen crnl , car ell es sont 

cfT'ecLi1 e m ent a lteintes po ur ce rta in es su rfa ces particuli l: res d e r l: vo­

lu Lion . 

i\f. P etrovitch a a ppliqu (, Jes m e mes con s id era ti on s it une fo ul e 

<i' integr: d es d6finies . Par exe mple, ·les tro i-s fon ctions u , v, n• clc Ia 
variable .1' e LanlrtcJi es el pos tltl eS dans J' intcn·alle ( a , b) , e t m, 11 , 

jJ <~ Lanl d es <·onsL;mtes rceJl es qu e]conques, o n ala form ule 

,, r· r'' ,, J f HJ ( it 01 + v11 )1' c/x= 0 . II' U"' I' d.r+ ( <VfJ 01 1' d.T: , 
({ .._ fl •· II 

01/ fJ es t un. coejjicicnt tolljow·s cumj l l'tS entre 1 et 21'- 1. 

0 n e n Lire ains i les fo rm ules 

b [ b b J 
,.( w/n' + w2r/:r: = 01 1 <Pad.r+ .. ( "'"d.x· , 

= o, [ f " ~ ch: + r" ~ d:r ] ' 
0 ft ' II 

o tl fJ 1 est c01npris entre o, 707 1 .. . et 1 , c l (J" entre o, 3535 . .. et: 1. 

Ces formules pet·mettent, entre autrys applicnti.Oib 'po ssibles, de 

comparer le,; integ rale~; dn geme e!Liptiqu e, lzy perelliptique, etc . , 

a d es integrales portant s ur d es fon c.tim:s l' Cl l ionnclles . L' in t egTale , 

par exc mple ,, J vh + ka:'' dx 

" 
( h > u. k > u ), 
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es t toujours comprise entre 

e t 

[ lh: J o, ;u; r ( b - a) .[fi + T ( bJ - a3) 

vi ( b - a).{h+-;. ( u3-a3). 
,) 

La diiTerence entre l 'integrale de Jensen 

27t 

~1 logmod.f(z)clt. 
2 h 0 

z = p e"i, 

et l ' integrale 

--'-- 1~-rr log- ( P + Q ) clt , 
'), T: 0 

o[t P et Q designent les valeurs ahsolues d e la partie reelle e t du coef­

fic[ent de i dans f ( p e'i), est loujoars com]Hise en tre 

f] o·- ''!.G ·-- 2 0~ 2 - - 0 ~ ..J . j J . •• 

et o , ces limites pouvant e tre e ffec tti'Cill enl atte[ntes. 

JJ. U n autre procl:de de l\'L Pe tro vitch conce rne les integrales 

reel] e,; ou ima ginaires de la fo rm e 

( :~.4) 
" 1 uvclx, 

" 
O LI tt e t !' sunl. d e 11X fon c ti ons, rl:e ll es ou ima ginaires de x . So 11 s lo1 

~.e ule r e>> t l·ic tion , r elati ve au che min d 'intl:g ra tion , qu e celui-c i suit 

r ee l e t de l on~u e ur tini e, lVI. Pl'trOI'i lc h c tai>lit le theore me d e Ia 
moyenne ~ >1 1i1 ant : On u 

/J b h r ttvtl:r=.!..Ju2dx -t- ~ ( v2c/x 0y (c)2 . 
') ' ) ~ ' 

· - (/ . • rt . •./ fl 

ori 1 = tt - 1·, c e tanl tl!l e vrt/(' u,. comprise cnlre act u, ct 0 r:tan t 

L l l L l 
. . b - a . 

Ltlle 1·a etu· c. onl e moe u e nc s tup assc .1 amcus -~-.- el r; ra sr' 

rr;d uit d. b ~'" Lonr;ue a et v onl soil la p a rlie r ee Lle, soitla partie 

inut,.g·inaire comm une. 
L' int l: rc t qu e prl: sen le ceu e form e duth l:o reme d e la moyen ne co n­

,. i, te en cc· qu 'e ll e cond ui t it dt'· co mp ose r l'int l:g ,·a le (:d ) en deux, 
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cl onL l ' utw n e d l: pc·nd qu e d e lt- .r·L :l'aulre cle 1·, a1 ec un Le t·me co rTec tif 

clonl on conn;1i Ll s li 111 i Le» s upc ri e u ree l i nfl: ri eu re . e l ce la ~ans au cu nr · 

res tri c ti on sur u e t I ' nul re qtt c cclle qu e les int l:gTa lc,; ai enL1111 ~e n~ . 

l\1. Pe lr 'O\ itch c lnhJiL cgalCilH' Ill Ia l'o rrnul e 

/J II r uvdx=7. f ( u + l')'d.r-0 1 /_ ( c r'. 
• rt I 11 

llir /. eL c ont la s ignirication pr ·ecl: cl <' nl e, 81 l: tant un fa c te ur dont l e 

dl 
. . h - n. l . . 

mo u e ne s u rpa .-~; e Jam nrs -- · e l ec a a u s~ t . an ~; a ucun e re ~; tn c-
4 

ti on ~i tll' u et v autre qu e celle qu e les inL l:g ra lcs ;1 ient un sr ns. 

A l ' l:gnrd des integrales plu ,; gl: n l: rale,., 

J = J u 1 11 2 . • • u" rlx , 
L 

ut:t les u; sonL des fonc tions de x qu elconques , e t L etal).t !' arc d ' intl:­

gTa ti on , en renHnqunn l qu e 

[ J I< ~j( l tt. r l + . .. + In, I)" d:x: . 
. n'' 

L 

l\1. r e trovi.tch est co nduit it dive rses applica ti ons inter essantes dam; 

Jes evaluations d es int l:grales defin ies e t dans ]a theOl·ie des series de 

Tnylor. 

A l 'intl:grale 

se raltach c Ja remarqu e curi.euse sui.vante , clue ai\1. Petnwitch: 

11 c ~; t manifes le r1u ' i.l n 'exis te aucune fonc ti on u d e :x telle que l ' in­

tcg_ral e "' ait une valeur ·finie , cl e terminee et cl(jj erenle d e zero quel 
tJU e so it le polyno me v en.?;. Jl exi,;te cependanl des fonctiom; u de x 
pour lesq uelles ") a une telle 1 aleur qucl qu e ,; oit le polynome v en x 
a coeffic ients nombres a lgebriques ( entiers , commensurable,; on irra­

tionneh alge briqu e,;, r eels Oll imaginai.res, p ositi fs ou n ega tif,;). Tel 

est, par exemple, le ca.•; de la fonction 

I . 
u. = - _-- , 

e./·•·- r 

la racine carree {x ayant sa de termination positive. 



TROISIIllVIE PARTIE. 
TIIEOHIE DES FONCTJO'IS. 

I. -~ Fonctions definies par les series de puissances. 

( ll.! m o irc~ cL Notes n"' ~G. 5.1, 5:3 , G1, G\ GG , 70 , 71, 8\, 88, '103, ·110. ) 

'16. Le~ recherches de i\( P<'l eO\ itch sur les fonc ti ons defini cs par 
lcs ser ies de pui ssances 

I 2 J) j ( ::; ) = ao + a , .::; + a 2 :. 2 + ... 

··c rnLLa chenL prin cipalemenL aux zc t·o ,,, it Ja gTnnd cur de module e l 
a ux valeu rs nsymplo liqu es J e f ( ;:;). 

Un IIH~: orem e gerH:ral nuq ueJ il arri.1e pa r une a ppli.ca.tion np pt:IJ­
pr ice du Lh corcmc de ]Yf. Hndam;trel :;ur le ntaxi111um de module cl ' un 

d cLermin ::mL, aux coe ffi cient ,; du J c,cloppcnll'nt de ]:-' l'ourn il 1<: 

moyen de ealculer d e~; limites ini'L: ricure •; des 1 a le urs annu lanL nne 
,·. c t·i.e de pu[,; ,;ance ,; clonnce lorHILt 'on se donn!' l;t lo i de,; eoe ('fi cicu L:; 
Jc Ja scri. e . Le Lhl:oremc de i\J. PI'Ll'OI iLclt c•.l Je Sill \ anL : 

S i l' on forme la fon ction 

(·J( i I I '-"' Il l /' )=- ~ I <l ,,. ,. 2:1, 
/' 2 ~ II 

11 = 0 

La f onclion f ( :. ) n 'a auc un .:r;, .o c/ l'inll;rie llr du cercle ayanl 
l'orig in e comme cenlJ·e elLa va le11r 

( .,..; ) 
1 a" I 

), = VII ( !' ) 

conwu' J'nyon , el ce la fJU el que so il r p lus jJ I' Iil ' fti C le rayon H (/,, 
COII\'C I'Cf'C il CC d e (25) . 



- /b) -

:11. Landau \ 1) •t depui •. i~t d i qu t:· d ' aul re ~. mode, cl e cl t"· mon•.LraLio ll 
du nH\me Lh6o r <"· nti ·1 1n a i,, la de monsLra ti on primiti11' dc l\J. Pl' trmit e h 
pn'·,; (·nl e l' ;tl <.mt ag·r ineonte ... ta ltle d 111· s uppo ,.r:r qu e de,, l'aiLs J<' 
l l lu .-. l: l t '· m en t a it · e~; de Ia tlt l: ori1· 01'·n l: ral e de .. l'oncLiolt •i l' l d';l\·o ir pout' 
l,;t ,; e It· Lltt"·or(·m e pu rr nH'I tl alg(·hriqu c ~; u r l1· nw :x imum du d(: Le rmi ­
ll illll. 

Le th l:o r(:m e dr 1'11 . Pet, ·mit ch e.- L a /;so lulll r:nl gl;nr;ra L l'L ne •· up­

pose r ien !> llt' l e,; cor f'li c icnLs d!' / ( .:;) . 11 e.•i l d ' nn e a p[ l i<"a l ion p rat iq u!' 
Ll'l·.,, fa c il e : on p euL •. u i!,: Litu e,· au x: cocffl cie nl •> a 11 de u ( ::.) d 'a nlre•• 
coeffi cients c, Leis qu '11n aiL 

I'L rrue !'on sach e t·: tl c ul cr Ia >i 01111ll C de Ia ll OLI IC II r .: e ric ll ( .:; ) a in ·. i 
o IJLen ue. 

Lor,; q 11 e R esL infi ni , la foncLion r l:c llc u (-:; ) com mcn cc par dcef'() iLre 
11 0 L1t' , . croi s.:anL ~~partir d e ·zl:w , aLt eint un min im11111 posiLif Lapre:­
lequ cl cllc croit con s ta mm cnL ; on aura la 1·alcur la plu s d c, l:c po s­
~ ih l c de ), en prenanL L com me 1'aleur d e It (::. ) . 

Lor~qu e R esL lini , la vale ur la plus ele1 l: c pos .. :iblc de ), sera l ' une 
ou l'aul re de de ux 1 aleut·,; 

I ao I 
v'L 

e L 

. l d • . • rill . . · . ·1=> Sll iVant que . a C l'll Ce dz CSL j)O .'i llLVC O ll negatL\ C pou I' I' = .. t. 

La limite inferie ure de ), a in,; [ trouvee est la limite la pLus p1'1Jcisc 
possible tant cju'on re,;Lc dan•' le cas g;l:neral. En cffct, ellc cs L effec­
t.ivcment atte in te pa ,· le ze ro de la fonction c~ ) 

1 '- ) -·~.:: - r _ - _, -3· 
l. ~ - - - _-- -· ! + "' + - -+ - ~ .... 

1 - ~ 

M. PcLro1·itch ap plique lc Lhl:oreme aux fonction s cnLieres d 'un 
g-enre lini. En db:ignant par ~1 ( ,. ) le maximum du module cl' une telle 
fonction F (:;) lor •:que le module de z es t egal ~I ,. , /' etant un e 

( 
1

) E. LANDAU , Sur quelr;ues tlui oremes de ;lf. Petrovitch surles .::;eros des jonctions 
onalytiques (Bulletin de La Societe mathematique de France, 1goS ). - Le theorcm e 
est au ss i ex pose dans E. FoclT , Lerons ele 111.enta ires stll ' la t heorie d es jonctions 
analytiques, 2 " Pa r ti e, p . , g7 ( da ns Ia seco nd e ed iti on auss i Ia page 82 ). 

( ' )Cas sig nalc pa r M. Landau (loc. cit . ). 
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variable r eelle p ositi,·e, on sait qu e, qu el qu e soit le nombre r eel c l 
positif :z , le produit 

M ( r ) e··· "'''''+' 

reste inferieur it un certain n ombre fini N lorsque r varie de o it oo . 
M. Petrovitch indique commentla connai ~; sance : 1" d' une limi te supc­
rieure du nombre N correspond a une valeur donnee de r1.; 2 " de la 
valeur qu e prend F(.:;) pour z = o; 3° du genre p de cetle fonction , 
perm et de calculer de ~ limite ,; inferieures des modules des zeros 
de F ( :; ) eL, d'une maniere plu s gcnerale, des valeurs de :. pour l e~;­

cru elles F(z) prend une -valeur cl onnee ;\ l ' avance. -
P ar mi les aulres application s, now; en citerons une d 'ordre gene ral 

et concernant ln. grandeu r du m odule minimum d ' une fonction ana­
ly t ique le long J 'u nc c irconfer ence 

L e th eore me connu de M . Scl1ou exprim e une r elation d ' inegalitc 
entre lc m odule m aximum lVI (:; ) le long d ' une circonfercnee C de 
ray on r ay:-mt l ' origine com me centre, d' une fon ct.ion f ( z) h ol omor­
ph e a l ' inl c ri eur de c et sur c, cl lc no mhre p de zeros de f ( :; ) 
compri s cl ans C. 

L(' r6s ullal au qu el ;u'l' t\ e l\I. P<' IL'O\i tch , a l'a id e de son theo reme 
sur le modul e min imum des zer os def (.:; ), exprim e nne r elation d' ine­
galite entre lc module 1ninimu m de f ( :; ) lc lon g de C , etl e nombrc p 
cl se n ··,;umc dan·s le theorcmc sui,·an l : 

L e IIWz wuw~ du m odule d e / (:. ) le long de C ne surpa sse 

(
r \ P 

j amais la v a leur 'i. ) , ori ), es t La valeur (27 ). 

17. Parmi lcs p 1·nposiLi o ns de M. P( ·lrm ite lt cm1<'e rnantl c,; limiLcs , 
infer ieurcs cl s upe r icurcs, des f!,' randcul '." des mod ul es d ' unc s6 ri c di' 
p ui s s ance ~, nou,. en indi q ucr ons lc,; ,.u i, anlc,; : 

]. La sc ric }.;A11 ::; " ayan l pou r coe ff icien t general le p rod ui L de 
coc !'ficienls CO l'I" CS I_) Ollcl anlS d'unc sui te cl r- se ries 

( ' )~ ) ~ rl _, ~a _, 
~ '-j ill-'· ~ 211 .... ... • . . , 

ll 

~ _, 
~ ap n--· · 

~t cocffi r icn l n'·cls ou co mplexes, a f !O ll l' lou ie v a lew · d e .:; co mprise 
ii l' intr;rie tll ' r/ 11 cercle d e CO IH'e1·gence comman a ax ser ies ( 28 ), 
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son m orlule injr;rieur c't 

o'' ,. = 1 ::; 1 et 

IL Pour toute Yaleur de ::; pou r laqu ell e la Sl;l'i c 'Sa 11 ::;" , i1 coeffi ­
cients reels o u CO Ill plcxes CO il\ erge, le m odale d e La serie :sa:;::;" 
es t p lus petit que La va leur 

I' 

[y()) r. 
Jll. Soi t 

(29) 

un e se ri e i1 coeff ic ient s r eels e t pos itifs, les deux pl'cmie rs coeffi­
c ients a 0 et a 1 pouvanl, d 'ailleurs, avoir des valeurs reelles qucl­
conq ues. Soient x 1 , x 2 , •• • , .z· 11 des quanti tes r eelles et positives clont 
Ia somm e s es t plus pet ite que le rayon de convergence R de (29) . 
On a la formulr 

f(x, + ... + Xn) = 0 [t(x~,) + ... + f{x~, )] -( nO - 1)/ ( o ), 

o t~ 0 est un j'acteur fOUJ·ours comp1·is entre ~ et 1. Les limites _: 
· n n 

e t 1 sont effectivement aLteintes pour tme fonction f (::;) arbitrai.re 
Jorsqne }es Xi SOnt negJigeabJes par rapport a }'un d'c ux, O U bien 
lorsqu'i.ls sont egaux entre eux. 

On a ainsi la formule 

o i't 
f( .-x , ) + . .. + f (:x:n) =A + 0 B, 

A=nt(!...), 
' It 

H =f(s) - nf(!...\ +(n - r)f(o) , . n) . 

6 etant un facteur lol~fours compris entre o et 1, et ces limites 
e tant atteintes dans les deux cas ci-dessus indiques. 

. I 

. ' 
' 
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18. ~1. Borel a s ig·nale le fait qu"e tanL d onne un developpement 

f(;:;) = ao+ a 1 .:; + a 2 .:; 2 + .. . . 

nn peutlui subs lit ue r ( cl ccla cl ' une infinite de manieres) un autre 

devcloppcment 
'? ( .:; ) = Ao + ,\1::; - ,\ 2 .:; 2 + ... ·. 

it cocfli cienLs A 11 norubres co nwt CII Sllrables, ayant memes sing ularitl:s 

qu e j (: ) clans toute r egion clu plan Ott l e~; cleux fonctions existent ( 1
). 

M. Pelrovitch montrc qu 'on peut c hoi sir l es An co mme11sarables 
de telle m:mi cr e qu e le module de Ia diffe rence./(:)- cr(:) soit , 
clan ~; un ccrclc donne, plu s pelit qu ' un nombrc s donne itl'avance. ll 
e tablit ains i le th eo re me su ivant: 

Une f onction ana ~ytiqu e f( ::, ) fl CUl ell"e I"Cjil"llS!?!llee Clll VO tSl ­

nage de lo ll! point ord in a ire : , et a(·ec w1 e apzHoximation vou,lue, 
par 1111 e sen ·e de ;!/Jissances 7(.:::,) it coeJ jicienls commensurables, 
ayant des d(!11 o111inateun l"liglh· par des lois donnees c"l l 'avance 

( a vee certaines ,·estr icti:.Jns de co n ve rgence). 

On peu l disposer de ces clenom ina lem s de m::mi cr e it sa tid"a i rc it 

cliverscs corH.liti ons voulucs, co mm c, pa r cxc mple, itl ' une quclconq uc 

des conditi ons su ivantes : 

1 ° Q ue lcs deux fonclion s f eL ? aic nl m em es singularitrls clans 

to ute reg ion du plan OLI cUes exis tent; 
2° Q ue? soituncseriedepui s~;ancesitcodli c i ents nombt·e ~;e ntirrs 

divi see par un nombre enlic1·; 

::;o Q ue la fonc 1inn ? sc redui ~.e it ttn fJo Zynome en: it cocflicients 

no.mhres enliers, divi ,;e par un no mlH·e en tir1·. 

'1(}. 11 C'\. is L<' unc infin ite de ~c ri es de pui ~;,, ances a cocfli c i e nL~·f(x) 

ree ls j o uis~ant dr la prO i)ri(·L(~ rcmarquable (jll<" l<'ur l"(;duit e de 
dcgn; n 

(3o ) .f"t:J') =au+al:r'-!-C£:!.T2 + . . . + uu::," 

aiL Lo us sc ·s zc'-I"OS r er ls qu e] que so il /1. Des C\ l'inp les C' fl"cct il"s de 

( 1 ) E. ll un r:1. , Lr·~·ons Si ll" If's .fonctirms llt liro nwrphe.~ p. 3fi. 
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p<~t·e ill es Sl.'l'i es onll'l l: fo tt rn is jlill ' e l' I 'La in e~ Lrans c ndanL<'s l:L udi l:es 

11<11'1\ l . Ll<~rdy ( 1 ) . 

~I. P c trov itc lt , dam so n .'l l '·n10 ire (7J ) prl:~c nle au Cu n gr l:s inter­

ltalio nal d es l\Iath 6mat ic ir•ns it l'ln lll c 1908, n ··so ul ru mplc Le nt enL le 
proLl l: mc de Lro uvc r lcs ru nd i1 ions nt;cessa in:s el sujjisanlcs pour 

qu 'il e n so il a in s i r' l foul'll it a im i I(' moyen de form er e.f)'ec tivem enl 
IOI/l es les sr; 1·ies d e puissa nces / oaissa nl de cr' ll e p! ·opriete. 

So iL ~~~(a 0 , a 1, ... , a 11 ) le cli ~,crim inanl cl <· la rt'·cl uite fu ( ::. ) r l 

formons l' l:quation al gl: briqu e e n x· 

l'it ; ..1. 11 1 t t o. Cl1. 0 • • • (1 11 - J . X I= 0 . 

En d es ignant p ar ),11 Ja plu s pe Lil c ra c ine pos iti vl' d e (3 1) c l par p11 

sa plu s p et ite (en v::dl'ttr :1bso lu e) ra c ine n ega tive , l\1. Pe trovit'c lt 
~ ··no n ce le ilt l:o r l: me s ui \'ant : 

P ou1· que f ( ;:, ) jouisse d e La fJI' Oprie te considr:rce , il )'aut et iL 

.111jjil qu 'o n ail a .,< aj el que clwqu e coe jficirnl a 11 (2 < n ) soil . - 1\ (/ 0 0 

compris en / re Lcs dru .'C racin e;; co rl·espo ndanles ) . ~~. el f'·no 

Lcs coef'f ic ients a 11 d ' ttn e pareille sl: ri c sa tis font itl ' incgali le 

1n on 1rant , par excmplc, qu ' il n c pe ut .r avo ir de ux cocfli cienls an 
con~ecu tifs nuls , Iii un coe f(ic ient nul en tre d e ux coe ffi cien ts affcc tl:s 

d ' tm mem e signe. 

Pour les sd' ies :\ a 11 pos itifs, le th6or6me prend la forme s uivante : 

Po w · que f ( :. ) jouisse d e la propriete enoncee, il faut. et it 
sujjit que c!taque coefficient an ( 2 ~ n ) soil inferieur ou ega.l it La 
racine)," . 

M. Petrovitch fait votl' que clans ce cas f ( .:. ) es t une fon ction 
enliere de _:. egt;de au produit d ' un produit canonique clu genre 
:.t!1·o par une e.xponen tielle e"·". L e meme theorcme a clepuis e te 

rrncontre par M. Mon tcl clans des recherches plus generales ( 2 ). 

( 
1

) IL,noY , On the :.eros of a classe of integ ra l funct ions ( 7'/t e Messen ger of 
!llatltem. , novembre ' flo'! , p. 91·10 1) . 

(') P. Mu"TcL, Surles families normales d e fonctions analytiques (Annates de 
I '/'co le i\ 'ol'lnale superieure , o' se ric, l. XXXIII , tg t6, p . 28 1) . 

I'ETHO\'JTC I I 
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Le module de f(::,) est, pour toute valeur z = re1i , plus p etit que 
a 0 cJ>(~r), o!'t Cfl(z) est la fonction entiere 

~ 

<l> (z) = ~ e-<J.n' 
~~.zn, 

P. , l a 1 ~/2 
t-' e tant a constante -- · 

ao 

I 
a= - Jog2 , 

2 

L es zeros de f ( x) croissent a vee n plus vite que 2 
2 n . M. P61Ja a 

den10ntre que les transcendan tes f(z ) a coefficients a 11 positifs com­
men surables n e satisfont it aucune equation dtfferentie!Le alge­
briqae ( 1 ) . 

Il es t, cl 'ailleurs, fac [le de form er des series f ( :; ) en nombre 
Lllimite : il existe Ulle in fi nite de suites W 0 1 WI 1 W~ 1 • . • telles que "f, a 11 ::,n 

etant une scrief(:::), la scrie '5:,tunan:; "' l 'es t egalcm ent. 
Les transccndan lcs f ( ::: ) ont, depuis lcs travaux de l\1. Petrovitch , 

ete l'objct des eLudes plus approfoncJ [es de lVI. Polya (~) CL de 
l\1. Montel (•). 

20. ll existc cgalcmenL une in(iniLc de senes de puissances it 

coeffi c[enLs ree ls j ou[ssant de la proprie tc qu e n i lq. seJ"ie elfe-meme, 
ni aac une de ses reduites de degre pair n 'aient d es ::,eros Fee ls. 
Telles sonL, par exe mple, les scr[es clcm enta[res 

~ -n 
~ ~' 

~ .z" 
~~-

Dcsignons P" r ), tr l'integrale def in[c 

(h) f " i,k = u vk rlt , 

" 

ot'tlcs lim iLC' S a cL b sonL a !'l)itra itTS mai s nie !Les, a cL , . eLan L deux 

( 1 ) G. PoL Y A, Zu r wl/ers u r·lwng der Griisscuordutllt_:..:· .c: eu~er F un1·1 ionen d:<' 
r·iuer Di.fle r eutial,:.;leiC'huug .:..:enii0 f'll ( _!l'l" IIIOI!teul({/ir·({, Bd . \ _\\.\. 11 , ' !J''U) . 

( ') C. l't"JLYA, l/ eber , Jnnii!tenwg du rc·h l' oly /I(JIII(' 111il lanlr•r r ef'li!'ll IVur.:;e/n 
( R endiconti d el ( 'iri'O /o tnot. di P({/Crlllo , t:d . X:\XV I , qp:), p. ·q; Ueber rli1• 
Zusam111enlwng .:;cvisr·hen dr•r /;onve r.:.;en.:; t·on P olynollljol,c;en und der Verleilung 
ihrer cvur :.e/m ( /lenr/ii'OIIIi , l. .\ \.\\ l I , 1111) ) . 

(") P. ~l o .,TEL, fo e. cit. - \ 'o it · a11 ss i Ia \ote de \L 1{. JENTZsc H dan s lcs Co 111pt es 
renrlus de /' .. ff'(U{f.!nl iC de . .,· .\ r·iences, ll ll lll (:ro clu dj lll \II'S 1 ~p 11 . 
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l'onction s nr l)itraircs d1· l n :elles daus l'inLcrvallc (a. (J ), l'l u gardant 
1111 s i ~n e invariable dans cct in lc rv<dl e. 

M. Pclrovi lc h lllOlllre que si ::-au;:," esl 111/ e serie (l proprielli 
1;11.0 /l.Cee, la sen'e ;:_),,a,;:," L'esl e,t.trtlem enl. ll arrive ll divcr;.es pro­
pos ition s s ur lc modu le lll ax imulll de tcll cs se 1·.i cs Jc lollf; d ' unc 
t· irco nft'Tenee donn ce, ur l e modul e lllinimum d1 · lcurs z• ': l'() s, s ur In 

di stribution de t:es zeros ( ainsi que des zt'TOS de lt•u rs reduitb d ' un 
ordre donne) dans le plan de Ia variablf' ::, c·tc . 

II. - Un mode d e decompostion des fonctions analytiques 
en elements simples. 

2L. To ute fone ti on anal.) 1iqu e se Ja.isse rl'prl: scnter , e l 1·e la d ' ttnl' 

infinite d e 'man iercs, par des intcgral es deLi form e 

f R ( t, ~ ) rlt , 
I. 

OLL R esL une fonct ion rat io 111ielte en.::, <Jui la J c linit dans une reg ion 
dctnminec , d u plan dc· s .:; . 

A insi, la Cornmle fonJamentalc de Cau chy 

( 34) f (;:,) = ~ 1 f ( t )_ dt, 
). n.l I. t --,... 

ai.nsi. que cclles qui s'cn dedu.isent par des d iffer ent iations, des dan­

gements de la var iable ou du ch emin d ' integT<ttiori, fourni ssent des 
expressions anal)'tiques cle f ( .:: ) so us la form e (33). On en deduit 
egalemcnt une infinite d 'autres fornmles du m em e type en lcs appli­
quant it des fonctions assujetti.es ft des conditions pl us partic ulicrcs 
[par cxc mple les formules connues J e SticlLjes ( 1 ) [ . 

D 'a utre part , une fonction /( ~ ) etant donnee par son devclop­
pement taylor ien, le coefficient general a" se lai. ssc mettre d ' unc inli­
ui te de manieres sous la forme 

( 3 i ) a,= ;J -( n ) = jur" dt 
I. 

( 1 ) STtELTJES, Sur l e clevelop'jJenu!nt de l o~; r(a ) ( Journal de Jlfat!w·malir;ues 
pures et applipwies, 1 88g, p. Ll~ l-4~ ft ). 
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( u e t v etant foneti. ons de t ), ou sous la forme d ' une somme de parei.l s 

lermes, ee qui fait que/( : ) sera representee so us la form e ( 33 ) . On 
com1ait des solutions d u probleme d' exprimer Cln so us la form e ( 35 ) 

pour des classes tres e tendues d es fonctions analy tiques (MM. Borel , 

Le Roy, St icltjes ) . 
Or, s i l 'on supp ose qu'on se donne it l' avanee une fonctionf(z ) 

ex pri.mee sons la form e ( 33), M. Pe trovitch remarque d 'abord qu e le 

coeffici ent b 11 de 1a se ri e 

R( t, .;:; ) = b0 + b,.;; + b2 z'-+ ..• 

se laisse exprim er so us la forme de la so mrne d ' un nombt·e llmil.e de 

termes de la form e 

n ( n. - 1) ( n - :t ) ... ( n ~ 'k) J ( n ), ., 
oCt/, ne depcncl pas d e~ n e t o Cr 21( 11 ) es t de la for me ( 35) . L es fonc­

tions cO ITespondanles u e t 7' n e depend ent pas den et depend ent 
<tl t;e brique ntent des fnnctions de t li gul'unt eomm e coe fli c ien ts de 

div e rses pui ssrni. ces cl e:: clans R. 
Cetle s in.' ple t' e ll ~< rrcin e co nduit i\1. P e lrovitch uu theo r·eme sui ­

va nt : 
E n des ig nant par ,) 1 ( n ), ,)~ ( n ), ,),, ( n ), . . . les di ver ses in teg l'ales 

de la i'o rm c ( :) 5) l'iltlachees a la fonctio n / 1. :: ), e L par (j 1 ( ;:; ), (J~ (;:; ) , 

fJ,1 ( : ), ••• les di\·c rscs fonc ti on s 

I lG ) Ok( ::; ) = .2: r)J..(n J ::;". 

< "O I TC' ~ I wnd<rnL it ces integralcs, La fon clion / ( :: ) s1~ Loisse e.rpr i111 et· 
co mnu· co111bina isnn Lineoirl' rl cuej'(icienls cons ta nt s de lennes 

011 ::; 11 

d(), - • d 2 0 1 
.:; ,{:;' ~- d.:;'} ... ' 

I 
I 3;-) I dO. - · c{2 (), 

I fh ( :; ), ::; d:;-, ~- d~' , . ~ . ' 

l .cs functi o ns fJ r:: 1 j o 11 enL a i11 s i lc· ..,.._ d' 11ne sol'le d 'eLCIII I'!Us 
si!IIJJ!Ps pm· l'app ol' l a la f'o ne li on.fi ;:; ) ';\ laqu elle (' lles sr rallac ll C!l L. 

l, a qu rs ti on de co n\'C t'gc nec des fJ ( :: 1 e'L c·L ro ite menL li ec· ir !'die de, 
\alcurs <IS)mploLiCJII C' des inlcgrale~ ,)( II ) . Lcs eg;ditc~~ ;r ~ympLo-
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t iqu cs de Lapla ce , Darbuu x, Flan1m1: . JLun, , J>.,in !"a rc, Lc Ho.' . 

a in s i gu r lcs di ,·c rscs in (·galit (·s reJat i, - ,. ~, i1 ,)( 11 1, d1>nl qu c lqu rs- un c~, 

d ' ,,n c po l"lec gt·nc ral r·, so nL du es it \I. P e tro ' it c h , fourni ~~t· l>t 1.,. 

qu"ll ra uL JHl lll " rcso udrc l e probl t"· me . Parmi l <'S f) ( ~ ), iJ y (' Jl " (jll i 

so nL Con c ti on s Clllie ,.es de ~ c l ::\1. i><·trm·itc h ··n on re d es r l:g lcs jHJ III " 

r cco nna1L re s' il e n es t e fl 'cc ti,·c menL ;1 in» i dans d es cas co ns idc r(·s. 

L'cxpt'l ·ss ion ana ly tiqu c de · l"o n cL io n:-, fJ ( ~ 1, . o iL so us J:, fo rm e d l' 

se ri es(_ :w 1, so iL eo mm c intcgralc 

I 38) U( :; ) = -- dt, f II 

L I r :; 

se pn\Lc ~t !' e tud e dt'· ta iJi ec d es parti c ular iLes de ces fon c tions, en 

meuanl en e vid en ce d es relat ion s ex is tant entre les di ve rses part ic ll ­

larites des 0( ~ ) c L ccHcs de fon c Li o ns tt N r qui le ur sont ratLa c l1 (·es. 

I ./express io n de 0 ( .:; ) SOLI S la form e ( 36) clCfiniL 0( .::) a l ' intc ri CIIJ" 

d ' une c irconfc rcn ce ; ]'express ion so us la form e ( 38 ) e n fo umit l r 

prolon ge me nt anal y tiqu e clans tout .l c plan. C hacunc cl 'c lles me l en 

ev idence des pi!r Li c uJ ariLes de 0(..::;) . La pre mi e re, par exe mpJ c, sc 

prc le d ircc te mcnt it l ' app]i ciltion des r esultats recenLs d e la t heor ic 

d es se r ies de pui ·sances, conce rn ant l cs relations e xi s tanL cnt 1·c Ia 
mani(:rc donL varic ;>, ( n J av ec n c t cclle clonL 0( .:; ) c ro·it avec..::;; ou 

Lien entre lcs p arti c ularitcs clc -) ( n ) c L lcs s in g ulariLes de 0 ( ~ ), ~ c s 

zeros, ses poles, e Lc. La scconde expression est souvcnt plu s co lll ­

mocle pour l e cal c ul numct· ique d e 0(..::; ) ; elJe rend poss ible l 'e tud e 

d es propri6Les de 0( ..:: ) an d eLl. du ccrcle de convergen ce dt~ la 

se rie ( 36 ) correspondante. Ellc se prl: te, par c:xcmplc, ~tl'e tud c d es 

valcms asymplotiqu es d es 8 ( . .:: ) , de la distribution d e le urs singu la­

rites clans le plan des ..::, d e la m::miere dont se comporte 8 (.::) 

lorsqu c..::; approc he du ccrcle de la conve rgence d e la serie (36) ou 

bien cl 'uiie d e ces s ingular itcs, on lorsqu c . .:; Lonrne autour d e ce ll c,;­

c i, etc . Lcs :U e moires de ~~r. P e trovitc h contiennen t plu sieurs res ul ­

tats imp orLants ;\ ce t egarcl Ct font voir Ja poss ibilit1~ d 'c tahJir Ul1t' 

th{:orie gcnerale d e la correspondance entre lcs elements (a, b, 11 , , . 1 

e Lla foncti.on analytiqnef( .:: ) a laquelle ils se rattachenL . 

Les fon c Lions ./( ..:: ) appaJ'a issent directcm ent so us la form e d P f 

ele ment s (a, b, u, r ) dans ~m grand nombre de prohlemes cl'Analy sc . 

Il )' a , par exemple, une infinite cl ' cqnations difi'erentiellcs 

(39) f (x, y, y') = o 
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donL l'integrale generale est deb form e 

F()-y, Cp.) = o (C=co nst.), 

uCt ), cL ~- sonL fonctions de x et F une fonction ralionn etlP- de C. 
M. Petrovitch <':nonce les conditions ncccssaires e t suffisantes pour 

r1u 'il en so it ainsi. L'integrale jycl:x: , ou, plus generalement, 

.JR (x, y ) dx, o Ct Rest une foncti on rationn clle eny ct quelconqu e 

en .x:, prise le long d 'un ch emin donne L et con side ree co mme fon c­
ti on de la constante cl' integTation C se presei1te alors clirectement 
par ses dem ents (a , b, u , r ). T el es t , enlre aulres, le cas d'nn e 
equation a lgebrique dn premier ordre it points critiques fi xes cl 

cln genre ;:,era. L 'integrale jydx: sera.~le la forme 

J 1' ( ~·, C) d.x·, 
r. 

ut'1 P est un c fonc tion J'a tionnelle en C, lcs coefli c ien Ls fonc ti ons de .x 
dependant. alge brique lll ent drs fon c tions fournies par !' integrat ion 
cl'une equation de Riecati et des coe fri eients fi gurant clans l 'equat ion 
di!Terrnti elle donnee. Elle se laisse, p ar lc proccde precedent, deco m­
poser en dem ents simples dans lesquds interviendra 1' integTale cl 'uue 
eq ua ti on de H iccati. Dans le cas, par exe mplc , de l 'ecruation lJi e n 

siniple 
y' + .xy2 - a2.x = u (a= co nsL. ), 

l' int6grale 

1"' (,y+ a)dx 

s l'Xpr1m c par la transce nclante 

O ( C)~_i-~ . 
..;-;;+ I 

0 

R.app e]ons en core qu e, a eLan L une con slante clont lc cue fl icicnt 
J r i C'St positif, toute fonction cldin ic p~r unc se ric cle pui ssa nces 
dont le coe ffici ent gener ::d cs l une fo JJ CLi o Jl rati on nelle de s inew et 
cosan acl nH.: L co m me d ement s im jl le la tt·anscendanle 

01 :; ) = L [\'o l ( 'l.n + p 1-+- i].:;" 
lt = l 

~ 
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( 'J_ el ;~ elant des eonslan tcs) li ce it Ia foneli on D logO I ( ;:: ) de la 
th eo ri r des fonc tion s lliptiqu es par la relation foncLionn elle connue. 
Ceci co nduit a Llll pt·occde pour f'X j lrim er les f onctions lllli.r o­
m orp!tes rloublem enl flli ,-iodiqii Ps sous la f o,-,ne d ' rw e in{(~gra Le 

dljinie f!O rlan l S/lr rfes CO rnuinoisO/I S ,-a /ionnetles d 'e:rponen­
lie /les, a<'PC les Limil es d 'integ,·ation -wet +w ( probll:mt· dc_j(t 
r esolu par II . Poincan··). 

III. - Transcendantes speciales intervenant dans des problemas 
generaux. 

( i\Je tn o ircs c t i'\o tes n•• 60, Gl, 66, GS, 71 , 75, U!.) 

22. 11 sera it relat ivem enL fac ile d' im aginer et de construire eiTec­
t. ive ment , autanL qu 'on en ve ut , des trnnscendantes nouvelles defin ies 
par leur cl cveloppe menl de Taylor et qui, pnr la form e de leur coe ffi­
c ien t gene ral , se prcteraienL it l ' l:tu de de leurs d i verses proprictes 
par lcs procedes usuels de la Lheorie g·enerale des fonetions. Mais de 
telles tt·anseendanles ne sauraient presenter un interet reel que s i 
l'on poll\•ait le ur faire jouer un role dans des qu es tions d 'ordre plus 
general , ou bien si elles se prcsenLenL comme clements de caleul 
dans de problemes intcressants , comme elements de reduction pour 
les classes plus Oll moin s e tendues de fonctions, e tc. 

Plusieurs, parmi les transcendantes nouvelles signalees el e tudiees 
par M. Petrovitch , rem plissent bien ces conditions. 

Tel est, cl'abord, le cas de la transcendan te 

z2 z3 z't 
Q(z)= I+ Z+-;-+-5' + 3 3 + ... 

'-1 ' I 2 79 1 42 

ayant pou r coeffi cient de ~n la plus petite racine positive de l' equa­
tion n'um erique de degre n en x 

dont le prenuer mem bre An designe le discriminant du poly nome 
en~ 

apres y avoir remplace ), 11 par x. 
La serie Q (z) signalee et etudiee par M. Petrovitch represente une 

transcenclante nouvelle. C'est une fonclion entiere du genre zero, 

' . 
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eg~le au produit canoniqu e du genre zero par l 'expon entielle e-z . Ellc 
a llne infinite de zer os, lOllS reels, n ega tifs, inferieurs a - I e t cr o is­

sant avec n, en vale ur ab solne, plu s v ite que n ( v2)"'. Son module · 

pour ~ = J'c 1i es t inferie ur a r{l ( re\/2) , o Ct <{l(:. ) designe la fonction 

entier e " 
00 

-- -II <I>(::;)=~ e-CJ.n' 
n! ...., ' o: = .!. Jog 2 . 

'). ' 

C:o nsid e rons les fonc Lions 

j (.z) = a 0 + a 1::; + a2;::;"+ ... ( n = 1. 2. ·l, . .. . ) 

c iLees precede mm ent e t j ouissant d e L1 pro pride qu'elles-111em es e t 

Loutes leurs redu ites d 'ordre n 

.f, ( :; ) = a 0·+ a 1;::; + .•• +an;:; " (n= t,?.,3, ... ) 

a ienL LouLes le urs zeros n :e ls. E n fa isa nt a 0 = a 1 = 1 ( ce qui n e 

diminuc n ulJem en L Ia g·e ne ra lite), la t ra nscenda n re Q(;:;) de 
Jll. Perruvirc!tfonne dans L' esp ace f onctionnelull e so ,·te defron­
riere en tre le clwmpfonct ionnel dr's }'(-:,) (l propriele ewmcee er 
Le res te de fonc r ions. En effe L, parm i Jes f (::;), la se rie Q (::;) es t ceUe 

o Ct les coeffi c ients a 11 a fl eig nenf !etu ·s plus .!.i-randes va leurs p os­
sibles . 

23. La tra nscend ant e 
00 

~ ;:," 
.l ( :;,CJ.) =~ ~ 

It 

(u LI rJ. es l une cun slantr· ;\ parLic rer lJ e pos tlll e) etudi ce egalem cn l 

par \1. Pe t.ro1 itch , inLt· rcssanl e par elle- 111 c nH' par la s im pl icite de b 

lo i de son coe ffi c ien t general , sc presc nle dans cliver ses que s t i o n ~ 

re lat ives;\ des func ti on s cnti crcs. 11 !->C' Lt ·o u iT que cer ta ines p articu­

lar· i t{·~ inLe ressanLes des fon c ti on s i1 l:L udi c r se Lradu isent pnr dt' ~ 

ineg·a lit es entre l e coc l'fi c ie nt La.) lo ri e n g-{· ne ra l a 11 , rattac h r; it Ia fonl'­

t io n , e L un e f'o nc Lion ddc rm in(:e de so n rang-11 s'expr i111 an l ju s tr 111 en 1 

it l'a ide clu coc f'fi c ir nl gen era l de la st'· ri e ..l ( .::, u.) . Les propr il:L(·, 

cu nnucs d e ccl le-c i, en ,·erlu ri c Ja co JTcs pondancc ex isLanl enLre Iii 

Jo i du coe f'fi c ic nt a 11 c l les parLic ul ari L(·s ( m ode d e c ro issance, vale u r 

a~ymp l ot i ((II C, li lll itr"s de 1ari a ti on , cl <' n ~ i l e des zeros, C' lc . ) d r I;J 
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foncL ion CO I'L'espondanl e, pcuv cnl a l or~ cunduire ~~ des propri cLes 
des fo ,tcLi ons ~~ CL udi ·r. La tl'anscendrw te ..l ( .:: . 7. ) se fJI'f:sen te a lor s 

co mme d e111 en L d e compa 1·aison el de ca lt ul Jl OIL \::tn t r ·ndre d e 
\'e 1·iU1bJes se rvices. 

l)a rmi J e~ propositi on de M. PcLrov iLch me LLanL en ev id ence ce 
t·6 ie . n ous s ignalerons l c·s ui\·an tes: 

I . Ll' modul e du coe ffi cil'nl r/ 11 d' une f'on cti on en li t'·re s impl e (c'cs L­

iHii re c.l on L l 'ex pres~ i on en pt·o duit de facLc u t·s primaires es t de­
pou ,·v ut· du f::t cLeur expo nenL ie l ) e t cl ' un g·enre fini es L, it parlir cl'un 
('er'lain r nng Jlni , con ·Lnmm r nL jJlus pe tit que le coejjicien t Cot' I'CS­

polldant d e ..l ( ), .::;, ~), ou ), eL f) ~o nt des CO I1 5L<J nles p os itives incl c­
penclnnLes de /l. Pour Jrs f'oncLi on s du genre ze ro , ('e lLC in C·ga liLe 
s'c tend :\t o us les cu cfflcienLs a 11 • 

l .. e m odule cl ' une s{: ri c 

j (z)= L + b 1 z+b~~~+ .. . , 

ayant son cocfJJc i(' nL gen e ral b11 cg-a l ~tla /.- '" '""pui ssance clu cocfli cienL 
g-e ne ral d' une fonc Li on r nLi ere s im ple du genre zero , es L plus petit 

']Ue ..l (lu ·, k ), ot:t h = ( ~.P)'' eL ~- dt'•s ign::t nL la somm e des inve rses des 
modul es des zeros de / ( .:: ). L e n10dule clu nir lll c zero de/(.::) emiL nu 

moins a uss i viLe crue n", CLC. 

n. La Lranscenclanle ll ( :::, o. ) se prcsente aussi com me Clem ent de 
compnra ison pour touLe seri e f ( .:: ) = '£an..::"' [t coe ffi c ients r eels ou 

imaginaires te ls que la serie ayan l pour terme genCI'Ct l I a~: ' I 
CO /We !·ge ll!Uj'onni!Jnenl . 

La se ri e / ( ..::) rep eesenLe alors une foncLion en t ier e de .:: dont lc 
moduli-: , pour tou te valeur tle .:: = ret1, es t plus petit que I a 11 1 ~ ( ~- r , 1 ), 
OLt f'· es t la con s tante prece den Le. Cec i fnit, par exemple, vo ir que 
l'integrale de Jensen 

..!..._ 1· 2 " lo g jj'( r eOi) dO j, 
27r 0 

rattachee a/( ;:; ), a sa valeur plus peLilc que 

( Ur) 
log!ao/ + log 1 + :1.re~ ; 

q ue les zeros cle f (z) croissent au moins auss i Yi.te que leur rang, etc. 
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III. D'une maniere plus generale, toutes les fois qu 'il existe un 

nombre fini , reel positif (/_ tel que la serie ayant pour terme general 

I 

I 
an+ I I" 
a, 

converge, la sene r eprcsentc une fonction entiere de ::, dont le 
nlOdule, pour toute valeur::, = reOi , es t plus petit que J a 0 J ~ ( y:: , ct. ), 
ou ye t ct. sont des cons tantes positives. 

IV . Soit 
/( z ) = r + a 1 .z + a 2 z 2 + a 3 z~ + ... 

une serie ayant pour coeffi cient gen eral an un determinant d'ordre n, 

form e d'elemcnts reels ou imaginaires, t els que la serie it double 
entree, form ee des carres de leurs modules, converge uniformement 
pour n inde fl nim cnt croissant; soit Ala somm e de ce tte ser ie. 

La se ric f ( :: ) rcprescntc unc fonction entiere de :: dont le module, 

pour toutC valeur :: = Feti , est plas p el i t que ~ ( r V~ ' ~ ) ; CC module 
),., 

pour r croissant ind efiniment ceoit m ains v il e rru e r e ""; l'integTale 

de J ensen rattachec a f (.:: ) a sa valeur plus p el i t e que lo g ~ ( r V~, ; ) ; 
les zeros de .f( :: ) croissent a u mains a uss£ v i le que la racine carrec 
de leur ran g·, etc. 

M. Petrovitch sig11ale, cl'a illcurs, de nombrcuscs classes de fon c­
ti on s po ur Jesqudles !' intervention de la transcendantc ~ (.::, r~. ) 

fournit des limites inferi eurcs et supericurcs de leurs modules ; lc 
mode de croissance, la dcnsite des ze ms, e tc. 

V. La transcendante ~ (;:;, o.) se prescntc a ussi comm c ele ment de 
redu ction pour certaines classes cl ' i ntr~grales defi n ies. Tel es t, par 
exc mple, le cas des integrales par lesquelles se calc ule l' aire limi tee 
par l'axe des x, les ordonnees con es pondant it x = o e t x = r ct 
l 'a:-..e cl' une co urbe intcgrale qu clconquc cl ' une equ ation Jin ea ir c e t 
ho mogcne cl ' un orclt·e qu clconqu e, reclucti blr (t ]'a ide cl u ch:m g·e ment 
cl e va riable indepcnd anlc 

x logx=l 

a une equ a ti on it coc rfi <.: icn ts co nstants . L' airc s'cx pri.m e par uru: 



- !':Hl -

solllllH ' de l<'l'm cs de Ja fo l'llw 

c -" ! -1', 1) - 1 
,. c l C c{k l-"(- 1'. 1)- 1] 

dl'" r 

rela lif's it lo uLes les rnc inrs d e I' ' q1ra l ion cn t'<l(' Ler is ti qu e c· n r t'e~ Llac h ee 

itl '<'·quaLi on lineairc Lra ns f'o rmt '·t· pn r cr· c h:m gc mcn L de 1ariable . 

. fl e n CS L d e 11H~ ll1 1' d e l 'a ire lo lalc, it dro ilc de ]'axe d es 0.1·, limiLee 

par l'a xc · Ox r·L l' aec d ' un <' c·o urbe inL C·g eale queleo n(jll <' d ' unc (· qu a­

l ion linea ire e L ho mogl: ne cl ' un o ed1 ·'c q uelconq ue . rl:dut:L iblc it Lud e 
du ei lun 0·c·m e nL 

xc-.t:= t, y· == e-x z , 

;, une equat ion a coe ffi c ients con s tants . 

21·. La lr ::msccnclanLe ..l ( ;::, o.), j o uan t ainsi un role d 'ins Lrum enL 

utile de cal c uJ, mc r iLait unc eLude upprofondi e et a ete ]'o bj e t d e 

plu si eurs JV[emuircs c t No Les de l\1. Pe LroviLch . C'cs t um: fon c Lion 

enLie rc d e ::: , apparLcnanL pa r son m ode de cr oissance au typ e 

OLI h,, g , k sont des cons LanLe ' positives . Lorsque ;:: c roiLindefinim ent 

dans la d irection des valeurs r eeJles positives, la foncLion Ll tend 

asympLoLiquement vers la fonction 

E lle a une infinite de zeros e t lc module du pil'rnc zero cro1t avec son 

rang· p au n1o.ins aussl \'ite que prx. 
Le cas parti culicr 

oc 

A(z,r)= _ , 2: 
.zn 

n.n 

qu i se presente dans pl usieurs problemes generaux , se pretc, gr L'i.ce a 
La poss ibilitc de l 'exprim e r par une integTale d e linie tres simple, 
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a une etude plu s approf'ondie. On a, pour Loulc valeur~ = ret', 

1 ~ 1 < re" + t, 

- k 1 
- + e"· I d!.:t:J. I [ I I" l :. 

drk < k" (k+t )k+I_ 

Lorsque ~tend ,v ers l ' infini dans une direction c1uelconqu c ~t droite 
de l 'axe imaginairc , le modnle de ~(.:::, 1) , ainsi que celui d'unc qucl­
ronqu e cl e ses derivees, aug·menle indclinim ent , mais au plus au ss i 

vi Le que I' ex pression .:::e" ; pour l e~ direc tions i1 g-a uche de ce t axe , ces 
modules lendent vers zero. 

Lorsqu e ::; emit incleflnim ent dans la direction des valeurs rcelles 
.• 

positives , 6. ( ::: , 1) tend as:y mptotiqu eme nt ve rs !" express ion Ae"v~ ­
Ott A es L la con stantc num erique 

\ V2 TC 5 3' ! = -= t , 2 <1 ·!···· 
e 

La co urhe y = ..1 ( ::: , 1) a la dro il e y = 1 c· omm e asy mptol c 
pour .x = -co; lo rsqu e x no1L de - co it +co. la t· o urb e comm e n ct~ 

it d ecroiL t·e au-desso us d e ce lte droiLe, t' OllJW Ln.c des x en un po int 
qui se Lrou ve enlre .I.' = - 3g eL x· = - 4o , alteinl un minimum 
n ega tif )' = - o . 68772 .. . l~ our unc va leur n{· gaLive de X, ~t parLi r de 
laqu clle ell e c·o mm enr e it croiLre, coupe de nouv ea u l'axe des .x en un 
po int qu i se Lrt>LIV<' entre x=- 1 , .1o5 ct :r:=- t , 1o(i , ro upt · cnsuiLf· 
la cll'o iLey = 1 pour x = o cL c: roiL in<k·J ininH·n l e n LendanL aSfmpLn­

Liqu cmcnL vns la I'O urb c 

y= \.,l xe". 

\. ~·· LnnL la eo nslanlr numt.Tiqu e prt·('(··clc ttl ('. 
La fonct iun ..1 ( ::: , t) a deux z(·I'Os rc<" ls nt'·ga til's ( l'om pri s r nlr<' l t·~ 

limiLCS indiqu ees LOu l it J' hcure ) Cl liiH' infinil c cJ r ZC l' OS illl H9, in a it ·<·~ 

qui se LrOUI'Cn L lous en de hors cl <' Ia band c t·o nlpri sc cnlrc l c~ de ux 

d roi Lc·s .r + e" = n cL y - e" = o. c l doni lcs mod ul es t· t ·o i s ~c nL <ttt 
mo in s au s,. i v ile qu e leur rang. 

l,a l'onc Li on a+ ..l ( :::, t) . ott a cs l ttn c •·n ns l<111l<'. a au plu s cl('u :\ 
zl: t·os l'l··cls, ~'t savoir , ('Jl dcs ignanl pnt · ), la c·n n s l ~ ttl i C ), = o ,(i8:;;:;;2 ... 
t'·~; tl c itl a 1alcur dtt 111<1 .\. illl ulll ne gaLif' dt• ..l i ~ . I ) : t" ~ j a .--" i., il n ·.) 
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a p n ~ d e ZL'I '(J,, n '·(' ls; ·~" s i a = ) .. il y a un zero r ee l d oub le : 

:\" s i a < ),, il y a deux zel'Os s impks n•··ga tifs . 

IV. - Fonctions entieres gE'meralisant l es fon<?tions exponentiellen 
et trigonometriques. 

( \l c moi •·c- rl "\oll' S " "' S·!, ~:l, 85, 11'1 , li S .) 

23 . S i, dan s !'express ion ,, r U/'
11 dt 

• II 

"J.n = h ' .1 udt 

o n remphu· e a c L , . par d iver ses fon eLions d e l reell cs, fi n ies •·L eon ­

li nu cs pour l co mpns clans l ' in tervnlle r eel e L fini ( a , b ) , on a d es 

~ IIi I !'S 

1 1 a. 1, a2, 'l.:t 1 

en lllllllbre illimiL6. L es ser ies 6Ludiees pht' l\1. Jl c Lrov itch 

J l ( ,:; )= 1- a; z2+ _a~3 z'• - . . . , 
I. .2 I . 'l . . ft 

,..)<)(.::;) == ~.::;- ~ .::;3+ Cl;j ..:;~ - .• 'l 
- I I .?.. J I . :l. 3 ,(j.:) 

liC:cs par la rehlt ion 

l csc1 uelles , dans le ens parLic uJ ier d e r = cons!., sc reclu iscnt aux 

l'oncLi ons elemen ta ires 

rcpresenlent, clans lc cas de ,. variable, des trnnsccnc~anLcs vnr.iees 

pouvant , sous plasieurs rappor.Ls, .f] lre considri nies comm e genera­
lisation de ces fonctions. 

Cc sont des foncLions enlieres de .r, du gen re ::, e, ·o 01 1 an . La 
f'onction J (x) n'a qu'un nombre limite d e zeros r eels e t un nomhre 

limite de maxima et de minima . Lorsque x augmcnte incl efiniment, 
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o) (X) au gmente aussi inde£in1ment OU bien tend vers zero, suivan t 

l'argumcnL avec lequel x augmente. Tout ceci es t eg·alem ent valable 

pour les derivees d 'ordre quelconque, c1ui sont toujours foncLions de 

mern e espcce. 

Les foncti.ons oJj (x) et J 2 (x) sont oscillanles pour X reel, it un 

nombre illi.mite d 'oscillati.ons , ayant un nombre i.lli.mi.Le de ze ros reels 

positifs et negatifs et Llll HOmbre limite de zerOS purement imagi­

naires. E lles ne surpasscnt pas , en valeur absolue, une certaine limite 

finie, pour aucune valeur r celle, (inie ou infinie, d e x. Tout ceci es t 

egalement valable pour lcs d erivees d'ordre quelconque de J 1 CL J 2 

qui. sont toujours fonctions d e· cette m eme espcce. 

D es analogies plus prof on d es avec les fonc ticins er.z:, cos rx, sin rx 
<~pparaissent dans le cas OLL la foncLi.on u g·arde un s ign e invariable 

en tre a e t b. Dans ce cas, en designant par l\1 e t N la plus g rand e e t 

la -p lus peLi le vale ur que prenclla Conc li on ,. clans l ' intervalle (a, b), 
M. Pc Lrovj Lch arrive aux r cs ulLaLs suivants : 

La fon c tion J(x) n 'a auc un zero r eel , ni aucun zero i tn ag inaire a 
coe ffi cien t de i co mpris entre - ?~~t eL + '~t. S i, eu merr:e temps, 

,. ga rd e un sigm : invaria ble cla ns l 'inLervallc (a, b), la co urbe reellc 

y = o1(x) var~e cons tamm cnL dans un me mc scn s lorsq uc X var ie 

de - oo ~~ + oo, sans prcsenLct· de max ima , de min im a ni d e points 

d 'inll ex ion , e l i.l en es L de me me cl ' unc clt~ riv ec quelco nqttC de J (.r). 
' Le polJ nOill C o bLcnn en <U.TelAmL la seric o) (.x) ~~ un LCI'lllC q tt clco nqtt (' 
de d.e gr e pair a LOtt S SCS zeros Llll<t (!; in a ircs. . 

L'cxpress ion ~ log-oH.t' ) a UllC V<tlc ur lini e CS L CO IIltJri se c n LtT M 

cl N po ur Loule valeur rcelle de .x. E n d es ig nanl ' d ' unc mani c t·e gC· n[:­

r::tl e, par ), une f'oncL ion d e x d onl l cs valcurs, pour Lo uLe vale ur 

rt'·cllc clc .r, sonL fini es cL eo mpri ~cs t•nl rc 1 - h c t 1 + L, OLt 

i\1 -N 
I > II = -~,-,- > o , 

~ I - 'i 
L=-.- > o, 

lo uLc f'onc Lion :l (x) a [lO Ut' x t·l-el ttnc f ol'lnllLe d 'addil ion de Ja 

l'o rm l' 
.) (x t + X2+ ..• + :r") = .) ( a·1 ?·· -) (.-o; )i, ... . ) (.x 11 )i.,. 

l'L unc f on nu{e de maLltjJLical ion da la l'orm e 

.:l(.'l't-";) = ,) ( .,·1 )i., r,= -) (.r, ;i,.•·,, 

~~ 
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Lcs l'onc lion s ") 1 c l "'~ nc Yar ic n L ;dors rtu'!'nln· - 1 r·L + 1 , avec 
un Jt lllll ill ·t· illimi Lc d 'usc ill at i o n ~ , avec u n n o m l)l'(· illimit {• d(' z '·ros 

ree ls Cl n 'ayanL po in t de zeros purcment im a~inain·s. Gn(' l'flrmu le 

remarquab lc. e tabli · par l\I. [.>e t rov i tch , gr:nel'aLise CI'!Le d e JJ/ oii 'I'C : 
rn p osan l 

·• 

hype1·bo lir;ues ) , o n a 
( Jcs l'oncl ions ]J 1 <'l 11 ~ sonL recJJc!> el generuli senL l es Jum;lions 

t . . 

[ r r I ( .x) + i 11 ~ ( X ) l"' = II J I Ill )'I X) + i j I ' ( m ). 1 .r ) ' 

Jll ( m x) + i li2 ( m.x) = r n l (),2x) + iff 2()' 2x ) ]"' 

p our Loulc val r ur r6c ll e de x c t d e m. 

Lcs a na logies avec Jcs l'oncLio ns Ll·ig·opo ml: tl'iqu cs sc po urs ui vent 

ju squ 'a ux: developpem en ts en seri es proceclant s ui van L l es l'oncLions 
J 1 ( n.x) CL :J 2 ( nx ) . So it , par exempJc , 

,\ o+ LA"cosnx+ L.Unsinn .x 

l c de ve]oppemen L, valable pour :x: co mp r is entre o eL 2;, d ' unc fonc­
tionf( .x) flni c ct continue clans ee L i nLcrvalle. 

M. Pe trov iLch montrc que la seric 1t ypcrLrigonom6triq ue 

( 4o ) 

( clont les se ri es Lr.i gonom etr.iqucs nc sonL qu ' un cas particulier) est 
a bsolum.ent et wuformem ent convergenle et 1·ep nisenle Lafonc-

iJ J u.J\ r .r.)dt 

~--~· .... ·~ · ~ ·.,- .. . 
~~~1\Ji,elJ(i'lt'i' A .\"...:.~, . 
~ ,., .~ . 

tion 

<l>(x)= " b 

j udt 
---..... ..;.;·¥,.~---

a . .., 
5 Eo r P ~~.,..., -·- ... ~ ...... -~ .. 

pour o < x < ~; , Ott M represente la plus grande valeur absolue 

de u pou r t compris entre a et b. Lorsque·la fonct.ionf(x) es t con-

. ' 
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tinue e t a 2 " com me periode , le developpement s' etend ~t toute valeur 

r eelle de X . 

Pour ,. = const., la serie ( 4o) se r eduit , quelle que soit la fonc­

tion u , it la serie tri gonome trique . Dans les cas de r variabie e l 

\ lorsqu e u gar cle un signe invariable pour les valeurs de t comprises 
clans l'inter valle (a, b ) , la se rie ( 4o ) r eprcsente une fonc ti on de la 

forme f(fl-.-:r:), Otl p. est une fonction de X dont les valeurs, lo rsqu e .T 

. varie J e - oo ~t + oo, r estent comprises entre la plu s pe tit e e t la plu s 

grmfcle valeur que prend r pour t variant entre a et b. 
L 'expression de la serie hJpertrigonometrique (4o) sou s la 

form e ( 4 1) met en evid ence les nombre uses proprie tes de ces seri es 

c t r epresenle la source de nombreuses formules generalisant celles 
qui se raltachent aux fonction s tri g·onometriques . i\L P e trovit ch 

indi.que, comme exemples, l es fonnules 

""":_ ,) 2( n x) = ~ (n - ; 1x 1, 
~n 2 • 

~oo (- 1)11 '" 1 ,) , ( p.x ) 1 :..___:. __ ~h ( n x ) = . - -- , 
n ' - p' :>.jl SIII fJTC 2 fJ' 

1 

~
oo ( - r )n+ l TC 

., • ,) ,( n x ) = - _.-- :J ,( px ), 
n · - p- 'l. '" "'P '-

1 

gcnc ralisanL les dc,·elo pp emenLs Lri gonomc Lriques· con n 1ts de x, 

cosp x, s inp x cL donL Ia premi ere est \alablc p o ur o < x .,--·· ~~ eLks 

de ux a uLres po ur LouLe va leur rceJle de:~; . , 

26 . Les Lran scendan Les ,) (.-:r:), ,) 1 (.-:r:) . ,):!(T) se JH'esenLcn L dan;. 
dive rs p rob lcmes d 'A n:1lyse e L d '.\. r ithm ,··t iq uc, ce qui d onne un 

in Lc rcL pa1·ti culi e r it le ur 6L ucle . 
A ins i. l'i nLcg ra li on de ce rt a ines cJ a ~ses d 'l·q ua tions d if i'Cren lic llc 

o u f'o nc li on nc ll cs s'c fl 'cc lu e <'t .l' nide d!' ccs lran scc ;l d : rnl r ~ . Par 

exem ple, Ia f'onr li onf(x) c lanl un e il' ::l ll ~ ( ' C IIcl a nl c· ,)(:r ) def ini r Jl <ll ' 
ses (·i(·meltl s ( rt . 'b, u, F), U ·qu a li o n rliff(Tenli c llc li lt(· a ire it coc l'fi ­

c ie nl s co ns l a tll ~ 

a 0 y ' '' +a 1y" 11-'-- . . . + a, .- l y '+ any = f(:r), 
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a1ns1 qu l ' equatio1t l'onc ti onnc ll c 

a 0 1. ( .t· + fl o)+ Clt i.( .r. + Ill) + ... -+- a 11 ),( ,r + f1 11 ) = j'( .T ) 

(_avec Cl' l'l<ltlt Cs r es tL·ic ti uu s ur l cs co ns tant cs Ctt. e t 11 1,.) s' intt-. g rcnt 

11ar lcs ,) (x ) corrcspotldant a u'i: nH~m cs demen ts (a, b, it, 1·) qu cf (.x:) . 
saul' l' cle mc nl u. 

D'aille ur ,; , co mnt e lr· lllOittrc \1 . Pc tro, \t e lt , loui e foncti onf( x) 

lin ic r t co ntinue clans un intenalle fini de .'C se lai sse represent r 

dans cc t int crvall c. a \'CC un c 'lj )prox im at ion reglab lc [t ,·olo nt l-, par 

1111c Lransccnclancc :1 ( x ) , ,) , (.c ; , J 2 ( .r ) . Les (· quations preccdcn tcs 

s' inLegrent done appm'-.ima ti vem c nl it l' a id e de ,)_ -11, ,) 2 pour unc 

l'nn cLion ana ly tique a rbi tra iref( x ) . 

L'cc1uation de Laplace 

(ao.l.' + bo )Y'"' + ( Cl 1 X + b1 )y(n-l ) + ... --'--(an X + bn )Y = o 

adm et , dans des cas gc n(Ta ux, eomme intcgrales padieulicres des 

t t·a nsce n.clantcs J(x) d onL les element s (a, b ) s'obti ennen t co mmc 

rac in es cl'un c certnin c eq uation a lgeb riqu e de clcgrc n ( o u co mm c 

11ne des valcurs +co); l'element u s'ob tien L parl' int egra tion d' unc 

cc rlainc eq ua tion Jinc·airc dn premier or·dre, eL l 'ele men L /'es t! ' = t. 

L 'integr ale cleGnic 
b . r ydx, 

\ . fl 

OLt y esL l ' integrale gene ralc d e l ' cquaLion de 1-Ialphcn, 

Hoy'" I+ Ht y (u-t l + ... + R,.y = o 

l les R, danL fonctions raLionnelles de x et l 'integrale genernle 6Lanl 

tmiform c _I esL, avec quelques r estric tions facil es a formuler, unc com­

binaison li neaire e t homo gene de termes cl.e la forme :J ( 7. ), OLL les a_ 

sont racines d 'une certaine equ a tion algcbrique ra LLa ch ee it l' cqua-

.tion (42). 
1 

M. PcLroviLch signale encore, parmi les fonct ions enLieres 

J.= o:o - o:2 x2+ ar. x•- . . . 
• I .2 1. 2.:L4 

generalisant cos r x, l ' exis tence d 'une classe de Lranscenclantcs qui, 

par une proprietc ar.i ,Lhtnetique r emarquable , se J'et ltachent aux 

PETJlOVITCII 

\ 
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nombres premiers . Ce sont celles parmi les ~ 2 ( x) dans lesquels les 
elements (a, b) sont des nombres positifs non en tiers av ec 4 < a< b 
et Ott 

ll = .f( t ) 0 ( t ), 

f( t) etant une fonction arbitraire de t, r eelle e t holomorphe le long 
du segment a~ t ~ b de l'axe reel 0 t, gardant un signe invariable le 
long de ce segment , e t 

[
. r.r .<t)J2 S lfl .. --

fJ(t)= t • 
• 'IT 

Si ll­
t 

La fonction 0(t ) dont on sait, clepu.is H. Laurent , la relation avec 
les nombre premiers, est holom orp he clans le demi-plan des t ;l partie 
reelle positive e t, pour t variant. entre a eL b, esl cons lamrn enl. posi-

tive e t plus petite que~· 
s1 n2 b 

Les propositions a rithm ct.iqu es, raLtachees aux pare.illes fo nc lions 
'1 2 ( x ) el clemonlrees par M. Pet.rovit.ch, sont les su i \'anles : 

I 0 L.a serie 

(:1 3) ~ J 1 [(2n-r ) r.l 
n = 1 

converge el a pow· sonune 

au /)I ' p~ , JJ:J, 
et b. 

2° La seri e 

( 14 ) 

- ;~j(p,. ), 

des ig nent les nomb!'es premiers compris entre a 

~ ,) " ( n:: ) 

" I 

conver ge cL a pour somme 

I 
r 
-l~ j (p ,)- j ( o ) ]. 
2 
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3" La Ll'an cendanLe pcc iale -1 2 (.r ) , corresp ol,)<lanL <'t 

,, 
'1. 11 = 1 O( t ) t" di , 

" 
j o uiL d Ja pro tni6Lt'~ re ma rqu ab! c qu e la sc ri e co rresp ondanle ( f1 ) 
co nve rge r l a pour demi-somme !e no111.bre de nombres premiers 
co mpt ·is e-ntre a el b. 

Un c autre cl~se de lransccnclnnles .) ( x) a auss i des relations 
curj e uscs avec le nombres premiers, p1 is en ev idence par \J . Pe lro­
yjLeh . D cs ignons par P ( t ) le p olyn ome de clegTc tn 

P ( t ) = a 0 + a 1 1 + . .. + a 111 tm 

et soiL k un entier donne plus g rand que ;j . Designons par/~ le zct·o 
s ui vj , co rn me partie enLi e re, de b suite des dec imales de la so mm e'2a,. 
eLendu e aux indices n egaux aux notn b1 ·es jHemiers compris da ns 
l 'inter Pa lLe ( k , m + k - 1 ) . Envisageons, parmi les tmnscendanLes 
.)(x), ceJle qui correspond aux dem en ts 

a = o, b, n=P(t)t' , 1' = - 1, 

e t soi l L Ia limite vers laquelle tend o)(.x) lo rsqu e b a ugmenLe indefl­
nim enl . 

Tou tes les fois que le fJI'oduit ( n + k )a11 est, pour clwque 
coefficient an, un nomb1 ·e entier (posit<f ou wigatif ), la partie 
decimale deL est egaLe Cl ce lLe de h Oll de I - h suivant que Lest 
nd.!fatrf ou positif. 

lVI. Petrovitch c6nsider e encore la transcendanLe o) ( x) correspon­
dant aux d ements 

a= o, b , u = P(t e- ' ), r> = te- 1 

et envisage sa limite H pour b = oo . En designant par g lc zero sui vj , 
comme. partie entiere, de la suite des clecimales de la so mm e 

"i:,a,.(n + k)-(n+k- 1) 

etendue aux indices ll egaux aux nombres prentiers compris dans 
l ' intervaLLe (k, m +/,- - I ), il etablit la proposition suivante : 

Toutes les fois que le produit a" ( n. + k ) -Cn+k-t J es t:, pour cltaq ue 
coefficient a", un nombre entier (posittf ou negattf ), la partie 
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decimate de H est egale it ce lle de goa de t - g, sui1 ·an t que H 
est nr.!gatif ou posit tj. 

/ 

V . - Series de puissances a coefficients nombres entiers. 

(No tes ct. 0Llvrnfie n.•• 108, 11 ·1, ·11 o. ) 

27. Les se ri es de p ui ssances it coemc ienLs nom hres en tiers s' inLl'O­

cl u isenL dans un grand nom bre d e qu es ti on s d' A n alyse eL de la Lheor ie 

Lles nomhres. A i nsi ont-elles eLe l ' o l>. i e t d'importants tra ,·aux au point 

d e vue1 d ' une part , d e Ia ' nature an::tlytique des fonclions qu'elles 

deflnissen t (MM . .Borel, F a lou , P oly a )-e l , d'auLre parL d e l 'cxlension , 

it ees ser ies, des lois cle menLa ires qui regi ssenL les nom bres en tie rs 

pi. Ca he n ). 

,\[. Pc irov iLch' a imag i 11.e un pro cede de de , cloppcment en se 1·ies d e 

lllt iss::m ccs cliffe rant enti\Tem cnL des procecles con nus e L s'appliquanL 

p ar i ic ulie l'em enLaux seri es d e puissa nces it cocffi r ients nombres e n I ier s 

c l <liLX st'· ries qui s'y ramenen L par une ltl'ans mulaLion qnclcon(rue. 

L'evaluaLion n um eriqu e des coeffi cients d ' une se ri c sc f'aiL , p:u l e~ 

procecles u suels, so iL en cal c ulant individuelLement c ltaquc coeffi ­

c ient a~~. par une rormulc explicite 

an= ']' ( tt ) ( n =o, 1 , 2, 3, . .-. ) , 

so iL e n calc uhn t a 11 it l'a icl e de la su ite d<"j it co nm1e de coeffi cien ts 

a" - ' ' a 11 _ ~, • •• par une formulc de recurrence 

9l 1Z , Cln, alt ,, au - "1., .. . ) = 0. 

I.e 1n·ocr;d e spec tral d<' l\I. Pe Lrovitc h ('ons is Lc :·1 co!c uler tous lcs 
coej.ficienls ({" r't Ia fois , 0 11 bien un g roupe ?•ottlu d e co~~fjic ie nls. 
0 11 bien m em e l/11 0 11 fJittsieu J·s clti(fres de r(lng vo ulu d'wz coef­
.ficirnt, (l L'aide de lrt suite d e ({,;cimales d'un scu l nombre S l'al­
tac/uj rl lafonction f ( ::; ) c{ r/i;l'e loflf'CI'. 

I.e n o mhrc S, spect re dr ./ ( :::; ), S(' ca lcul r, dans Je cas gl·· nt'·l';d 

d ' u11 c f'one li o n / ( .:: ) qurl conqu e d en·lop puhlc c· n se ril' de 11u iss<m l'f; 

Ct, nvr rr;(' nll' a u \O is inn g-c d e::: = u c L it coe fli c if' n ls nom iH'(•s l' llli c 1 ·~, 

11 11 <; Ia fornw d 't lllf' in1 eg 1·; de d{·fi ni l' por lanl Sti r un e com iJin::t iso n 

dt.' lt'1'11lin(·c df' ./ \ ::: ) . D:~n s ('(' l'lain s c :~ s. Cl' il (' in lt'·gl': tl c peul (\ Ire l'e nl -
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pl<t('(·e p<tl ' dr·~ C'\ prcs~inn s en l c rnH ~s fini s f'ot·mi''' ' it l'a id l' d!' .f( ~ ). 
L,~ s p<'l' lrc une l'o is call'ul, ··, 1 ·~ a 11 .o,o nl dl:Lc t ·m in t;~ rom n11 • ~cgm c nl,.. 

(_g rottpt· s d(' dec imalcs success ivcs ) deS, c1 c<' la d ' utll' mani e t'l ' CJ''i 
l' ''(·se lll l' rlt-s analogil's f'r<tjlp<tnl rs a vel' cdl c donLlc ~pc l'lrc Jt11ninc · u ~, 

dan s l' <t nal.1 sc SjH'C it ·a lc c him i q 11 l' , r e1 <'·k les el ement s rl u co rp s anaJ y~(· . 

ll s<· Lt·nu1e me mc qu e le jH'Oced · f'ourn iL ttla f'o is, e l jl<lt ' Ja con li ­
tluaLi on suUi sanLc d'un meme c; tl cul num eriquc , l(' s 1a lcu1" d 'au latll 
de cocffl cicnl a 11 qu'on le veul, ain si qu ' incl ividu e llcmcnl. chaqn c 
cl ti fTre d' un cocU i\ icnl. D e plu s, il prr mr l de determ iner k s J•u lctu·s 
cxaclcs d ' un n o mbrc 1oulu dl' codli cicnl s ttl'aidc: d ' un e v<tlcur suf­
.fi samlll cnt approcluie d ' un sc ul n omln·e S. 

c\.insi, pour del doppcr la f'Oil Ciion 

./(~) = ( 1 +X'+ .2·~ ) 1 ; . 

<'ll ·aehant qu e les a 11 ne surpassenL pas 1 ooo , il sul'lil de calculer 1-t· 
nom l1rc 

('t d 'en p<ll'La ge r la parLi e de c imalc en tranche de troi s chifTrcs : l' lt a­
eune de c·< ·s Lranc lt es fournit un coc fficienL a1,. 11 s uf'IIL , p<~r cxe mple, 
de calculer S Ll.I'CC douze j1t'<·mierc·s cl eri males pout· avoir lcs qualrc 
jll'emi t: I'S cocfuci enLs de Ia sc rie. 

Pour clevclopper une f'oncLion ruLionnellf' ./(;;) don L le· ze ro s dtt 
d enom inateur sont Lous simples eL on L pour module l'unite, en S<tchanl 
qu e lcs coeff icien ts inconn us cl u devcloppem ent sonl des no m IH·es 
enLiers pos itifs, il suffil de calculcr le nomhre commensnrahlc 

S =/( In-"), 

oCt It es L un enLier posiLif' convcnablement choisi. Le coe fficient Ct 11 

coJ'ncidcra avec l 'ent icr compose du groupe de clccimalcs de S co m­
mcnr:nnl par la [ ( 11 - 1) h + 1 1;"111

" else terminent par nh;emc decimalc 
deS ; le k;eme chiffre de. an es L fourni par la ( nh - k + 1 t"'" decimal e 
deS . 

Pour dcvelopper une foncLion quelconque f (::,) holomorp ltc au 
vois inage de z = o sachant seulcmen t qnc les an sonl des cn Liers 
positifs, il sufflt de calculer l 'integrale clefinie 

2 ~~ 

S =--:: j e-1'q>(!7., f>t)dt 
V'-•o 
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lou cp(r, 0) designe la partie r celle de f(reOi) J, a. et ~ etant des'cons­
tantes convenablement choisies. ll exis te alors un nombre enLier 
positif c tel que si 1' on partage la sui te de dccimales de S en tranches. 
consecutives dec, 2 c, 3 c, - . - decimales , le coefficients a. 0 co!ncidera 
avec la partie entiere de S et le coefficient a, avec l 'entier forrn 6 des 
chifTres sign ili ca tifs de la n; 1111 0 de ses tranches. 

Le procede s'applique egalement a touLes les series de puissances 
ad mettanL une transm utation A(/) qui la transforme en une scrie 
dont les coeffi cients sont des nombres entier? en relation cle terminee 
avec lcs coeffici ents d e la serie primitive ( par exe mple les se ries clont 
a 11 n 'a qu'un n ombre limite de dec.imales; les se ries a a 11 commensu­
rables provenant du dcveloppemenL d'une fonction al gehriq ue; les 
series telles que, llJn etan t convenaulement chois i , le produit w,all 

soiL un nomhrc en tier , e tc- ). 

VI. - Representation d'une fonction analytique 
par un nombre decimal. 

(No t e:; e t Uuvl'age n•• IO!J , 11 5 .) • 
28. C'es l 1m fait aujourd' ILUi bi en connu qu' un nombre avec une 

inrJnite de chiflrcs ci ccimauX p eul clre }' image de toutes}cs CO mpliC<I­
LiOnS foncl ionnelles poss ibles : il p euL presenter autant de diversit6 
e L rcsum c r au t::mt de complicat ions CJ u' rme fonc l ion cl 'un n omiH·c q uel­
conguc de l'ar iables. En lan gage 11recis de la theo rie des ense mbles, 
on l'e:'l. prinlC' en dis;tnl q ue, d' une pan , l'ensemhle d r fo tlcli ons 
d ' une variabl e a 1me puissan ce a u plus 6ga le ;\ la puissa nC' e de 
l 'ensemhle dr no mhres r eels positifs ( e tm cme, s i l'on l'e ul , ck n omiJt 'CS 
.co mpris entre o e l r) ct que, cl' aulre pari, s i l 'on fail l'abs tra clion 
d e la conLinu iLe de la corres pondrmce enLrr clcu-:'1. cnsemhles continu ~, 

il n'y a p<~~ d e d i(!'(-rence cssentiell <' rn tt·e lcs c nsPmhlcs con Linu s il 
nn e dim e nsion e l lcs ensembles co nlinu s it n dim ensions , c'cs l-it-dire 
Cll ll'e l <~ S fonC' I ions d ' une varia bl e ('l Jes fonc tion,; an var ia iJJ c,,. 

l\1. J>e tro1 itch s'es t propose Je proble nH' de rep th enler e.fj'Pc tive­
nwnl une fon cl /on Clll a ~ v t /q ll C JY 11' ll/1 IIOmbre dec imal el r/ 'e fab lir 
a ne CO I'I'espo11cla nce clejin ie entre les ,;Lem cnts dr'tel'lninunts de La 
fon clion e t d e !rt suit e des c ltt~fln's drfinisscwr a nombre . 
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C'cst Itt (j''' ' .. ;1 tld·ori e des sp ec t1·es nunu~l'iques ( 1) lui a fourni llil 
j)1tissa111 ;ljlj >lli. L;1 rep r6s •ntaLio11 s'e ffee tu (· itl 'aide d ' un specu ·e de 
La f onclioll , a1ee l 'adjonetinn d ' un e n~ e m i J i l' cl ' intl ien ti ons qualita­
ti('es s ur sr r; q>pra·ts avec la f'one ti on , co n cernant les ignes , le mode 
d ~eg 111 en ta L i on clu spec t re CO !~ I CnanL au probi (• nlC' , e l Jc. relations 
des segmen ts sp cc traux: avec la l'onC'Li on . Ces cle rnicrrs rela tions 
r es lent immu ahles pour les fon c ti o ns fai sanl partie d 'une mc me cale­
gon 'e de l'on e ti on . 

Po ur la cal<··g-orief( ~ ) d (• , eloppa IJles en sc ri e cl cs pu i ssan ees a coe r­
li cients nom iJres enlteJ"S posil!fs , ie s pec tre es l fourni riar le nombre 

r [ ~ " (e-ti) S = - j'( reti )O-dl, 
'). 7': l. 0 • / ' 

Oll 

q, r , ), c lan! des constan lcs convena hlement chois ies. Dalls le cas ot'1 
l cs coeffi c ien ts clef (::.). snnt des non~hres entiers, quelconques ( reels 
OU imagin~ i I'C'' · positifs Oll n cga tifs) J:i fonction ~ ( ::; ) es t ;\ rem placer 
par Ja fonc ti nn .. 

ot'1 s11 'es t u n de quatre nom brcs + 1 , - r , + i, - i. 
Le nom hre S c tant connu, chaquc coefficient de f ( .~)est fourni 

par 1a su ite de chiJJres formant un segment determine deS; l 'cnsemble 
de ces coe ffi cicn~s, et par suite le nombre S lui-meme, detcrminent 
Ja fol;tctionf (.z) . 

En appclanL fonclions (E) les foncLions f(.:;) developpable ~ en 
serie de pui,;sances a coe ffi cients nombres en tiers, M . .Petrovitch 
dcsigne com me une transmutation~ [f] compatible avec lafonction 
consideree f ( ::;) toute transmutation se traduisant par un nomlwe 
limite ou ill imite d'operations determinees, laquelle, efi'cc tuee 
sur .f(z ), la trans mute en une fonction (E) en etablissant une corres­
p ondance definie reciproque entre les elements ch'!Lerminants de j (::;) 
cL de la suite de coeHicienLs de la transmwie (E). 

(') ExposeL" dan s ce qui precede (p . 22-28,36-38 et 68-,o) . 
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Aiw;i. , ]a transmutation 

~[JJ = Af(Bz) , A = const., B = const. 

e st compattble avec toute fonction algebrique developpable en sct'IC 

de pui ssances a coefficients nombres commensurables; la transmu­

tation 

6·[j] = 
2

1
,. ja [moclf(z eti)J2 clt 

0 

es t compatible avec tou te fonctionf ( .:; ) a coe!'fici.ents egaux auxractncs 
carrccs de nombres cnt iers; une certaine transmutatton .l [/] est com­

patibl e aYeC toute fonction )I >>ati s f'ais::mt ~t une equation differcn­

tielle algcbri.quc en x , y et les deri vces de y en x , les coefficients de y 

etant ~; uppo se s commensurables, e tc. 
Ceci a candu it M. Petrovi.tch it une dassi.flcation particuli.e rc d es 

foncttons analytiqucs ./(.:; ) bascc s ur la nutniere clont Leurs coeffi­
cients taylorie ns se laissent collectiPement tran~j'ormer en n ombres 
en tiers . Cc ttc mani c re se trouvant r esum ec clans la forn1c d ' ~n ~[fj 
c ompatible avec f , de ux fon c tton s / 1 c t J~ apparticndl'ont ~1 Ltne 
m eme ca t.ego rie sp ec trale (./) s' Ll exi s tc pour chacunc d 'cllcs un 
potnt clu plan des :; au voi.s tnag·c du r1ud lcs de ux fo nctions adm e LLcnt 

un lll\\mc .l[/ J, n c difTe rant cl ' unc fon cti on ~t l 'autrc qu e par Jcs 

valcurs num c'Tiqu cs cl:un cc rlatn n o mbrc de param e tres q·u' il con­

l tcnt. 
On con s icl c rc, dans une tcllc c lass ifi c:1tion , une f'on c ti on f co mrn<: 

corresp on clant £t Lll1 p otnl de L' l'space f on ctionnel dans lcqucl 11nr: 

c atego r ic sp ec trale f de fone ti ons r c prcsentr l'ait un champ f on c­
tionnel ct o Ct unc t1·ansmuta tion dc tc r·minec ~l/J , appllcabl c £t ./. 
etabltt cf!'c('ti vc men t la COl'l'Cs p ondancc Cnl! ·c Ia f'on c tton e t Jc point. 

L' n e transmuta lton -"\/J j o ucrait a in ~ L po u1"lcs p o tn t~ de l ' r5 pa \'(' 
fo nr tionncl llll role an alogue it cclui C[II C .io uc unc tr an s l'o rm atio n 

pon clu cllr pou r Jes p o in ts de l' cspacc . l n !lj./J pcut n' avoir un sc· n s 

<· t n 'etre deii n i qu e dans un champ f'o nc ti onncl ddcrmtne, de lli C ill (' 

qu'cn G eo metri c o rdinairc unc tra nsform ation p on ctucllc pent n 'c tl'c 

d c fint c qu e p o ur lcs p oint s d 1unc t·(·g ton de l 'cs pacc, cl ' unc s ut·fa ('e, 

cl'un c li g nc . 
Lnc tran smuta tton .l[/J , appl iqu ee it Ja fon c tton f e t co mpatible 

avec ('C llc-c i, d o nne po ur transmu cc'unc fonc ti on (E ; e t c tabllt unc 
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l'O I'res pondanc(' e n ire / CL ( E ). l\J. Pc: i i'O I it c \1 d es igne l:O illln e sp ec fi 'C 

rLe f ( .:: ), rauac lui (l La li'ans lllltl a tio n il /1 , lc spec lrc d e I <~ 11 '< 111 -

mu ee(El. 

Le o• [l C(' ll '<', a1 cc un en se mble d' indi eat io ns qu:~ liLa Li ve~ qui s\ ral­

lac he nl , d ,··Lcrm in e gen cra l<· menL 11ne se ul e f'on c Li o n (T;;) . La l'n n -

Lion/( .:: ) (' \ \ e- n1<~ m e es talors d e tnmin (·c par J :~ relati on rx is Lan l enLI'C 

/ eL \E ). A ins i, par e -. em p lc . un e fon c l ion anuly li qu e / \:;) es l co m pl t'·­
Le menL t!l-Lr rmin ee quand o n sa iL qu e Ia LransmuLnLio n 

es t co mpa li hl e a1ec cl le, qucla Ll'a ns mu ee (E.) a ses coe f'li c ienls Lr~yl o­
l'irns nombrrs r nl ie rs l'ee ls ('L pos ili (s plu pe tits que 1 oo e L qu ;,on 

s pec tre raLLacll(· :t i 1./1 cons icl e rc e L clefin i pat· l ' in lcgra le ' 

S =1 ~ e-tf(-1 
) dt 

. 0 100 

a j)O LLr 1ale ur ~ . la seu l e foncL ion sa tisfai sa nL aces concl iti o11 S es t 
II ' 

.f(::;) = ()3 e= - 1. 

Le pro iJ!cme, par cxemple, de determiner la ('O urbe plane y = / (.::) 
dont la so us-Langcnle esL dcvcloppablc e n se ri e de pui ssances de :r; ;\ 

t·o efli cit·nLs nombres enLiers pos itif's it un se ul ci1iffre et ayr~nL a u 

poin t ,r; = o, I. y = .Yo la long ueur cgale :t la perip ht; r ie du cerde de 

rayon 1 es t , gn'lce it la methode spec trale, un p r.obleme parfaiLe menL 

determine. La co urb e esL definie par l 'equaLion 

<ll(X) 

J' = J' O q;( 0
1 

I ) 
1 

oC1 ';J (.::; ) d esigne la LranscenclanLe 

x x 2 3I . 
co(x) = 1.-;- ...,. -- - -.-x3 + .. . , 
• (> 72 .'\32 

le co efll l: ien L ).'"de x" ctant determine par la r elation d e rel:urt·enee 

ot:t J\I 0 = 6 et Mn 6LanL egal :1 la nicm o decimale d u nombre :>. ..-; repre­

sentant ainsi l e spec~re de la sou s-langent e. 
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29. Les procedes u s ~1els de determina tion d ' une fonction analy­
tique par les conditions d iscretcs exigent generalement unc infinitE': 
de donnees numeriques comme le sont, par exemple, les coefficients 
de la serie de puissance~ , de la serie trigonometrique , exponen­
tielle, etc., correspondant ala fonction. 

M. Borel ( 1) a indique divers au tres modes de dete rmination 
d'une fonction en tiere f(;:;) par des conditions discre tes, par exemplc 
<1 l 'aide des valeurs que prendf( ..:; ) pour une suite discrete de valeurs 
de ..:; avec l' adj onct ion d'un ensemble (C) de conditions supple­
mentaires de nature q ualitativc concernant le mode de croissance 
de / ( .:: ) avec . .:: . 

Dans les modes actucllement connus de cleterminaticn des fonc­
tions par de pareilles conditions, le nombre de donn(!es num eriques 
n 'cst limit e qu' exceptionnellemcnt, dans des cas tres particnliers ott 
l ' on connait it l 'avancc la form e anah-tiq ue de la fon ction a un 
nombre limite de constantes pr 6s (par. exemple clans le cas o~ la 
fon c tion se redu it a un polynom c ::tlgcbrique , ex ponentiel , tr igono­
me triqu c, e tc.). 

Or , La m etlwdc sp ec tra le d e 111. l)etrn( ·itch l'(}f'e fe une infinite 
de fonctions dont la !Uten n in ation numeriq ue co mplr! te se 
ra mJ:ne ct un problem e dep endant d ' un nombr e limite d e pw·a­
metres, it la conditi on d'y adjoinclre un ensemble (D ) uc concl i tions 
de na tu re qnatz'lalive. 

Unc catego ric (f ) de foncti ons es t it cons rd crcr co mm c nne calli-
3'0I'ie c); m pw·cunetrcs si, en at tri huant des valcurs numcriqucs 
d etcrmin cc~ <I 111 nombrcs variables, indep encl;mts en tre cux, qu e 
lai ssc arbitrnircs la definiti on de Ia categor ic (j'), on engcndre l ine 
fonction num criqucmcn t ddcrmin6c fai ~ ant part ie de la ca tego ric, ct 
crla de man ierc q ue Loulc fonc tion deJa ca tego ri c pui s ~c eu·c cngcn­
dr6c de Ce ltc fac;o n . 

La cat ego rie (E ), c ' c~ l -il-cli 1·c I ' ense mble de fonc li ons / ( .:: ) de1 c­
loppahlcs en s6 ric de pu issa nccs it coe ff ic ients J\f" n omhrcs en t iers. 
cs L a lor>• it co ns idcL'<' L' co mm c unc ca teg-or ic c); de11 .1: jHu·a llu)l res. 
Ce ux-c i sont : 1" lc nomhrc cn li n positif (j s up eri eur o u egal <1 J' enl icr 
po ,,itif' M ( dont l' cx [stcnf'ccs t ass u1·ec pa 1· Jc fait fJU C Jc rayon dc la 

( 
1 1 1·: . Bo t: EI .. . \ur l'inlcrpolcrtion ( Comptes rend us d e l' ~ J ,.ademie d es Sciences. 

1"1
• :--e rtH.! ... trc d~fr;. p. h: .1-G;fi J. 

• 
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co nver ge nce de la s~ ri c n 'es L pas nul ) Le lquc [ l\ L11 \ o u i>i cn \'1[ l\1"1 
ncs urpa ss t· pa s 10 \1 po ut· au cunc va leur Jc n ; 2° lc :-> ilC' LL' S J c la 

fon ti on. 
D'auLrcs ca L~geYi cs spcc Lrales (/ 1 aJm e LLc nL d es Lrans mut a ti ons 

.i [/[ ~ Labli ss ant une co rrcsp ondan cc entre les fonc tiow . d e cc LLc 

c at~goric c L cellcs de la caL ··gori c ( I ~ ) : unc Lran ·muL;Ition .1 [/[ co m­

paLi blc a 1 cc ./( ::; ) cnLralnc une r ei aLi on (/ , E) = o cnLrc f cL sa 

t ran s mu ~c ( E) par l c .i \/] npp! iqu,··. Ce tLe r elati on pc uL inLroduire 

un c rtain n o mbrc d e param -. Lrrs variables ~·i d an s la fon c tion / ( ::; ) 

qu 'c llc d e te rmine cL.ccs p :H·anH': Lre pc u1·cn t p rol'cnir: 1° des para­

me Lrcs impliques 'clans lc t. [/[ me me; 2° des consLanLcs ind c Lcrmi­

n ecs qu ' inLrocluiL la r claLion ( / , E)= o, par exc mp lc, par l ' integTa­

tion. par des Lcrm cs d ' un c ~; (·r i c lai ss ~s ind eLcrmines par unc r elation 

de r~cu rrcncc, e tc. 
L c lJOmbrc q de param e Lrcs '(i cs L p l us ou m oi n s con - id~ r::tbl c po ur 

unr me me ca Lego ri.c; (./), suivanL lc t. [/] appliqu ~, c t p cut vari er de 

zero itl ' infini . "\1 . PctroviLch inLrodu iLla notion d e l'indice sp ec tml o 
d e !a categoric (/ ) : c'cs t /e plus p etit panni les nomb,·es q + 2 

ains i ratLathcs a (f ) par lcs diver s t. [/f compaLibles avec(/} Une , . 
ca tep,o1·ie (f ) est a lai'S (t considere1· comme wze ca tegoric _(t an 

nombre de panunetres ega l (t son indice opectrrd . Cclui -c i indiqu e 

le nombre d e donnees nume riqu es s LricLemcnt n ecessa ires po ur la 

detcrminaLion numcrique co mple te cl'une fonction particuli ercf( ::: ) 

fai sa nt par Lie cl ' une categoric (./) . 
La valeur de l'indicc spccLral d epend essentiellemenL d e p a l"licu­

tcu·it rJs d 'orrj.1·e arithmetiqae caracterisantlc~ coefli c ien ts clu cleve­

lopp emenL de la fon c t[on gene rale de la ca tegoric (./) consid e ree en 

scrie d ' une form e clcte rmin~e, au vois ina ge d'un point: . Ces parLi­

c ulariL~s sont celles con cernant la manie re de r cnclre collcc tivemenl 

les coe fli cients de la seri c nomhrcs en Licr s. La manierc se r~sume 

clans la form e me me cl' un A[/ [ compatible avec (j} 
L'inclicc spec tral d e la ca l~go rie cle fonctions cl eveloppahles, au 

vois[nagc d ' un point z = a en serie de puissances it coeffici ents a 11 

nombres en! iers , est 1l = 2; pour la categoric de fonctions dont les a,, 
n'ont "1' un nomhre limiLe d e clecimales, c'es t o = 3; pour la cate­

goric (/ ) composee d e fonet.ions algehriques a an commen suralnes , 

l'indice est 1l = 4, e tc . 

· Comme on le voit, M. P e trovit ch fait intervenir, dans l a th eor ie 
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clcs fon cLions, des paramelres qui paraissent e ire e n conLradic Lion 

avec la notion u s uelle de parametres variables. A n ssi , la categoric (E) 
de fon c Lions apparai t, cl'apres les conceptions u suelles, comme 

dependant d 'un nom)Jl·e in}ini d e param etres qui sont les coeffi cients 

memes de ce developpement, ass uj e ttis :\ la se ule condition d 'e tre des 

nombres entier s M 11 tels que I (/.M.11 I n'augm enLe pas indc finim enL 

avec n. Dans la methode d e l\11. Pe lrovi tch, ces memes parame tres 

apparaissenL com me segments d ' llll me m e nombre decimal S, 
chaque seg men t c tant compose d ' un g rot;p c determine de d ecimalcs 

su cccssiv es du nombre S. C e nombre n'esl autre qu e l e spectre de la 
fon c Lion con sideree; le m ode d e sa seg mcnLaLion , par laqu elle S 
fournit, a sign es pres, la s ui.Le d e cocfrl c ienls de la fon c Lion, var.i.c 

avec un autre paramelrc ~ ' qui. es t un en li.er po si.Lif. 

Les de ux nombrcs s e t ~ jou cnL bien lc r o le de deux paramclrcs 

variables d e la caLcgori.e (E ) d e fon c Li.ons : le ur 1·ariar i.on fait passer 

d 'une fon c Lion parLiculicr e (E) de la ca Leg·or ie it u n e autre, e t Lo~1 1 e 

fonction d e 1a ca legori.c p euL e l re c n gendree d e cc l Lc mani¢re . .ll 
existe ml:me (it s ignes de eoefri c ien Ls pres ) une eo tTespondan ce r ec i­

procru e c l uni.voqu e enlre les f'on c l.i o ns ( I ~ ) e l Jes nombrcs S', r~: it 

d e ux fo nction s d is Linc tes correspondent d e ux co uple s •lis LincLs d e 

Ya1e urs num cri.ques S, ~ cL t·eciproque mcnL. 

C ependant, la co ntrad ic ti on n 'es L cru 'a ppan.: n le : en real iLe , le 
fJCll'a m etre S condense an. n.o111bn: limilr~ oa illililil e d e para­
m el res en une sea le saile de c!ttJJI ·es. Dans le cas gene ral , c'es L 

i>i.en une infinite de donnees JLUm eriques qui esL fourn ie par Jc 
s pec tre S so us J' apparence d' ruw se ufe d onL .les scg- menls co nven a­

IJlcmenL cl e lirniLes r evd enL les vale ur~; it iiiLrihu C! r ;\ une inlln.i.Le d e 

paramt'-trcs ( qui. so n Lles coeffi c ients J\me ,;e ri c). L<' fait n c din'er e 

g- u.::re de cdui qu i se pl.'escnle dans l 'arLifi ce de [H·o hlt., mes-clevi n e lles 

par lcque l Je dev in de lcrminc in s LanLane mcn l jJiu sieun nomb t·cs 

pen s(:,, cl 'aprcs tlll e seale clonnee num 6t·iqu e qu 'on lui enonce eL 

donl lcs d iver:. segme nls lui revde nL a ul;tlll cl e dun11ecs qu ' il .) ; 1 

d ' inco n.nu es. 

30. La rcp t·ese nLaLi.on d' une fon ction par Lllt nt>mbrc d ecim al n· <' ~ L 

suc re b ornee ;'t des categ·or ies d e le rminccs de l'on cL ion s. \1. P e Lro­
viLch l:La bli.L , it ee L ega t·d , Je lheo r.:·m e s u ivanL: 

,·J Iaa le fonclion Cl nctfytiqae el jJOLll' llll ccnle donne! C dec r i l 
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au/our d 'lln P"in t ordinai1·e rfe La fonction, on peutfair e CO I 'J'('S­

p onch c l'C' nscndJ!e d ' ttn nom!Jre dr;cimaf el d'un nombre en tie t· 
posittf qui, avec l 'ad / on ction d ' lln ensemb le de donnr;es q11alita 
t iPes , contien l toaS' les rJ!r? m en.ts pour La detennin rtlion rfe lafonc­
tion dans le cen: fe C, tiPec un e app;·o.x ima liondonnee it l 'aPa nce. 

Dive r,; el<;men ls ea rae teris tiqu es des f'o nc tion s ana ly tiqu es ~c 

laissrnl L:g-alemenl , par Ia m6L hode pec tra le d e M. Pe trovitch , eon­

d en ser en un seu l n om hre decimal e t un en se mbl e de don nees quali ­

taLives. Tel P. s t, par ex:e mple, l r ens des sin o· ttlariliis d ' une fo.nc Li on 

l'ompr ise dan,, un crrc le ayanL po ur cen tre un po int or li na irc de la 

Conc ti on; o u hit:n lt· cas d es ::,r; ros d ' une fonc Li on co mpr ·is dan. un 

l'ercle, e tc. A imi, l:La nt clonnee une l'on c ti onf(.::), on peuL, d';q )l'(:·s 

1111 Lheoremc connu clr \1. Borel ( 1
), pourla de terminati on d e ses 

s in g· u~ariu:s ~~ l'inLerieur cl 'un cer c lc qu ek onq ue d C:c r iL aut o ur· cl ' un 

quclconqu c d e sc. · poin ts o rdinaircs, sub sLiLucr :1 / ( .:: ) une Cone­

Lion (E). Ce lle-c i ayanl tm sp ectre, on a pr~r l :'t une corresp ondance 
entre f (;:,) et un 1/0l tvl ·e decimal co ntcnanl tous les Clrimenls 
;w w · la dtilen n inalion. comp lete des singula rit r?s clef(::;) dans tut 

cercle donnr?. Le meme proceclc applic1u e •'< .] .. / - a,f', e tc ., e tabJit 

une parc ille corres pondance e11 Lre / (=) e L un nombrc dec im al dcte r­

minantles vale urs de ::, po nr l esqucllcs / (.::;) >;' annulc , p rend unc valc rr r 

donnee, a tte.inL un max imum o u min imum , e Lc . 

La i11etlrode ,;pcc trale jette a.insi nne viv e lumi e re snr l e role j o ue 

par l es nomhres cl ec im a ux clans l a determination des f'on c tions. JJ a 

e Le acquis : par lcs travaux reeenls sur la Lheorie d es fon c Lions ( ~ ), 

qu e tons l es ·proble mes qui p e uvcnt se po ser clan.- l 'e tucl e d es f'on c­

tions clefin.ies par des conditions enumerables p c uvent e lrc lrans­

poses, en princ ip c, en problemes r elatifs :'t l a definition cl 'un se ul 

n om bre decimal ; mai s ce tte vu e tb coriqu c n 'es t pas d ' un grand 

seconrs tant qu 'on n e clcGnit pas cl ' nne maniere cone1·e te la co rr.·es­

pondance entre la fonction et l e nombre dec imal. Or , la methode d e 

M. Petrovitch o ffre, prec ise ment, un moyen efficace d ' e wbl ir une 

telle corres ponclance et cle lever ain si la el i HiculLe -pri.ncipale clans l c 

probleme de ramener e iTecti \·emcnt l 'e tude cl' un e foneLion :1 celle 

d ' un nombre decimal. 

(
1

) E. BonEL, Le~·ons SUI' l es fonclions m ei'OII IO I'{Jh es , I Q0:3, p. 3.i-3G. 
(')E. B OI1EL, i bid . (N o re HI). 



QUATRIE~iE PARTIE. 
EQUATIONS DIFFEHENTIELLES. 

I. - Theorie analytique des equations differentielles . 

(J\'l crn oires, Notes et Oun;1 ge n"' ·1, 2, 3, 12, 15, 18, 19, 21, 24, 27, 2U, 4:1, ()9.) 

31. M. P e trovi.tch a donne de n omhre uses contribu ti ons ~tla theori.e 
analy ti.que des equations difTerentielles, en e tudi.ant pa r les me thodes 
modernes e t par les ar Lifi ces qui lui sont propres, Jes propricu~s des 
integrales en elles-m emes, sans se p r eoeeup er de le ur represen tation 
explici.Le qui n 'est , d'ailleurs, poss ible que dans des cas restreints . 

.L'idee fondamentale ct simple qui lui. sert de base consis tc en ceci : 
les problemes se rat tachant ~tla maniere donLles cons tantes cl ' integra­
tion entrenL clans l 'int6grale gen6rale d ' une ~quat i on cl iJT6rentielle 

algebriqu e 
F (x,y, y', y", . .. ) = o 

( F e tant polyn o me en)' , y ', )'", .. . ) dep end ent essc ntidlem ent de la 
manie re dont ,r, y', y ", e ntren t dans F , e t par suiLe d ep enden t esse n­
tie tlemen t d es [j' I'OIIf CS d 'exp osants d e dl( 'et'S lennes cfe fC en 
y, y', y " .... • \.l'aide de ces group es de n ombres cntiers p os itifs, 
~J. P e trovitch fo rm e Ct 'l'La in es li gures gcom c tr iqucs, semblables nu x 
li gn es polygon ales de Ne,non e t de Brio L-Bo uquet dan s la th6or ie des 
fon c t ions algt·briqu es t' t des equ ation s (ii(T6rentiell es cl n p remie r 
ordre . Ces f i ~ ut·es r cpr6senlcnt e t r es um ent d ' un c ce rtain!' i'< t ~on la 
mani e t·e d ont y,y',y", .. . entrcnl dans F <'L o(frent ;1in 5i lt ·s t'· lcmen Ls 
n C·cessaires p o ur r ccnn n aiL 1'e s i l'intcg ra le gcn e rale j o n it d' un e telle 
ou tcJi c propri <'- Lc~ ralla ch 6c a u'- con slantes d' int6gra li on. L c p i'Oce cl c'· 
qu e \1. P e tro,·itch c mpl o ic ~t eeL c iT'c t conL icn LJ c ge rm c cl'une m6thqclt· 
g6n 6nd e c t 1'6cond e po ut· 6tucli c1· lC's propr i6L6s de l' inLcgral<' sut· d(' s 
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fi gures geo mctrique CO!li'Cnablclll cnt rallac lrl:cs Ltl 'L: quat ion di n'ercn­
tielJ e eL <.kp cndant des groupcs d'enticrs cite . 

M. Petrov itch tra iLe par ce tte me LI1 odc divcr -cs qu s tions conccr­
nantl '6Ludc uirec tc des zeros, des infinis, des max im a cL rninim a, etc., 
des integrales Jes equ ations diffl: renLi eJJ es ul g-l: br iques de Lo ut ordrc 
c t applique les res uiLats obtenu :i l ' l: Lud e des intl:grales en sc plac;an t 
au point de vue de la theorie generale des fonctions. 

Lorsquc dan l 'intcgral e gl: ne rale .r (.r, C r, ... , C" ) d' unc equation 
d 'ordre p on fait var ier le con tantes d'integ rat ion C 1, .. . , C", les 
valcurs de .-r qui ann ulent cc lle integrale, ccllcs quila renc.lentin fi nie, 
eelles qui la rendent max imum ou minimum , etc. varient generate­
men t m·ec les cons 1 antes cl'integra tion. D ' une manicrc generale, 
Jo l'squ' on fait varier une conslanLc quclconqu c C; fi gurant dans !'ex­
pression de l 'integrale gene rale~ lcs 'alcurs x = x· 0 qu i annulenL un c 
co 111 binaison donnce lJ; ( x, y, .r', y ", . . . ) qe la variable indcpen­
dante x, de l'integra le y et de plusieurs de ses cler~vces, varie ront 
auss i. A une co urhe clonne c quelconq uc f£ dans le plan de la cons­
tante C; correspondent une ou plusieurs courbcs 11; clans le plan des 
x 0 , de tcllc sorte qu e, si la constante C; decrit la courbc T;, une va­
leur x 0 clecrira 1; unc rlcs co urb cs ..l; . 

M. Petrovitch s'es t propose de che r·chcr lcs condi ti ons pour qu e 
ces courhes !:J.; se redu isent a des p oints isoles, c' es t-it-dire les cond i­
tions pour que les valeurs x 0 ne vcirient pas a vec les constantes 
d'intigration, et de les calculer tous dans ce cas. Le prohlcmc, 
une foi s la comhinaison W donnee, se ramene it la recherche des con­
ditions pour que les z~ros ou les infinis de l'integraLe g enera le 
ne varient pas avec La constante d 'in tegrat:ion , et au calcul direct 
des zeros ou des infinis de cette integrale, problemes dejft suHisam­
ment interessants par eux-memes. MM. Fuchs, Poincare, Picard e t 
Painleve se sont occupes de problemcs analogues concernant les points 
critiques algebriques et les singularites transcenclantes de l ' integrale 
generale. Si le fait cle.la fixitc des s.ingularites es t d 'un e importance 
capi tale au point de vue de la theorie des fonctions, il n 'en est pas 
mains vrai qu~e fait de la fl xi.te des valeurs designees par x 0 , j oint it 
celui de la fi xi te des singularites t r anscendantes, peut avoir une grande 
importance dans les applica tions des equations di!ferenLielles. 

lVL Pe trovitch donne la solution complete du prohleme dans le cas 
des equations algebr.iques du premier ordre. Les conditions neces-
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saires ct sufG santes pour que les zeros ou les infinis de l 'integrale 
generale' ne varient pas a\ ec la constante d 'integration sont tres 
simples, e t il es t toujours fu cile de vcriJie r si elles sont rempLies pour 
une equation donnee. Si les zeros ( ou les in fini s) sont fi xes, 
M . P etrovitch inclique le moyen de les culeuler to us, et l es methodes 
de Briot et Bo uqu et permettent alor s de trou ver leurs ordres dans les 
cas oCt ces orch es existPnt e t d' e tudi.er l'integrale clans leur voisi nage. 
S' ils sontm obilcs, l'vL P etrovitch donne le moyen de determiner leurs 
ordres, qui sont touj ours des nombres commensurables. Cc calc ul se 
fait graphiquemcnt , d 'une maniere tres commode, au moyen d'un cer­
tain pol:ygone cl ont la construction n 'exige que la connaissancc des 
exp osants de y ct y ' duns le premier membre de ]'equation , mis sou s 
la form e d' un polynom c eu ye t y' cgal a zero. La considera tion de cc 
pol:ygone s'inLroduit d'une fa c;on naturelle dans ce Lte etude, co mmc 
on s'en r end co mpte par le theoreme suivant de l\L Pe trO\"iLch :. 

Po ur que l 'integra le a il d es ::,eros m opites d 'ord re ),, i l fcwt et 
it sujjit que ce p oly gone a it un co li! de coej/ icien l atlgu laire ), ; 
p ow · qu'e lle a il des infinis m obiles d 'or clre ),, dfaul et i l suj fit 
q ue le polygo n e a il an cole d e coef fi cient a ng ula ire- } . 

Les memes considerations concluisenL aux th eoremes suivan ts 
S upposons 1'6quation ecriLe sor_s la form e 

( ~5 ) 

i =-- P· 
~ '. i' f ;(x , y)y 1'·- ' = o . 
_.;,j' 

i = O 

O LI lcs fi sonL polynomes en y, et ot'1 le cl eg t·e clef; so iL ·1;. 

P otu· que les :;rJ,·os d e l'integralc de (fr.) ) soient fixes, ilfaut cl 
il suffit qu'a pres aPoir suppr itn e taus les facteurs com man s 
auxj;- (x, Jr) ,o clwquef,. co ntienn e le f ac leur y", O lt lt ~ i. 

Paul' que Les infinis de l' in tl:gt·ale soienl fi xes, i l faut el iL 
s ujjitqu 'onait 'l; - '1 0 ~ i po u r i = n, 1 , 2, . .. , ~ .. 

P out' q ue les :;et·os et Les in finis soientji.T:es Cl la f ois , itfaut ct 
it sujfit q ue l'eqaation soil lwmogene en :r et y', ou bien que /e 
polygo n'! soit un r f'c langle. 

Duns l e cas d ' une (·quaLion d 'o r·d re sup 0l' icur, il es L imposs ible d(' 
d onncl' 11ne so lu Lion auss i compJd e d u probl(-me. J\6anmo ins. 



-1\l-

\L Pc lrov iLc h 6noncc d es eo ~t d iLi ons sujfisantes po ur que l es z ·· ros 

ou lcs in(inis de l ' inL6g ralc g·6n 6t·alc o ie nt fi xe~, en su pposan l l cs 

s ingular i L6s LranscendanLes des inLegrales en vi :.1 gees fixes; les Lh.eo­

r6mcs :.1 ins i 6nonc6s tro uvenL, par cxc mple, leur appli calion d :Jn~ 

l'6Ludc d es inLegra l s me ro mo t·phcs d c l' equ:J Li on, po ur l es<[LL Clles J s 

di ffi c ulLcs rcl aLiv cs aLn s ing ulariL6 Lran ·cen lanLcs nc se pr6scnLc nL 

pas . L cs condiLion s ;.. uffi sanL<'s ainsi Lro tt l ee · so nL plu s co mpliq u6cs . 

qu e dans l c cas d es t':q twLions Ju 1 re mi e r orclrc . mais il es L Lo uj o urs­

po s ible de ve rifi e r s ur 1'6quaLion difl'6rc nLi clle cll c- nu! mc s i el le onl 

re m plies o u non. Ccuc 1 6ri fi caL ion se r 6clu iL it l a co ns Lr uc Lion cl ' un 

polygone analogue a <· elui du cas des equali o ns clu premi er orch c eL a 
la r ech e rc be des rac in es d ' unc 6quaLi on alge briqu c ( raLtac h6c itl 'equa­

Li on diJTb·e nL id le donnce) compri ses d:.1n s un inLcrvalle r eel donne o u 

dans unc b.n :1de limiL6c par de u :-.. clroiLes cla ns l c p lan d es im ag·ina ircs. 

Lcs coe f'fi cients angulaircs d es co L ··s du polygone CL eerLa in es 

ruc in es d e ee LLe L' quaLi on a l ~c briquc rc prcse nLc nL l es se uls ordre;.. 

poss ibles d es zeros e l d es infini s mobiles cle l ' inL6grale ( ma is on n e 

sa iL pas alo rs, en gene ral , s' il. n 'o: is Le pu s d es p o inLs x· mobiles OLLJ' 

< annule, y' 6L:JnL ind 6Lcrmincc) . Cc· n rclres pcuvenL cLrc in var iables 

( eo mmen s urables ou incom nl cns ut ·ablcs ) , ou tn c me imag·inai rcs, ou 

d6pendrc des constan les cl'inL6g- raLion ; lVI. PcLroviLc lt incl ique des 

cundiLions sujfi sa !ll es pour qu 'ils so ie nL to us in vcu·iabLes, com m c 

dans l e cas des equaL.ions d e premie r ord t·e. 

32. Les applicaLions de ccs r esulLaLs so nL n om breuses eL varices . 

L ' une d 'ell es fourniL Jes conditjons necessaires et sujfisa ntes pour 
r;ue L'int eg!'Cde 3·e iui rale cl ' un e equation aLgebriqae du premie1· 
ordre ail loutes ses singuLarites fi xes. D 'apres le Lheorcme connu 

d c JYL Pa inlcve, l cs singularites t ranscendanLes de 1' .int6gTalc n e 

varient jamais avec la constante d 'inL6graL.ion. M . F u chs a donne les 

conditions pour qu 'il en so it clc m cmc des points cr iLiqu1es alge­

hrique~ , el .il s uffi L d'y acljoinclre les condiLions de M. PeLroviLch 

pour la fixite des inflnis pour :Jrriver a celles de la fixi L6 de toutes les 

s ing·u larites , y comp r.is les poles. Lor sque ces concl.iL.i on s sonL 

rempli es, l 'equaLion s' inL egr e par des opera Lions al g·eb r .iques ou par 

d eux quaclratures a n plus , et J\IL Petrovitch precise la forme analy­

Lique m eme de l 'integ rale clans ce cas . Il applique ces conditions ~L 

diverses classes g·enerales d'6quations clu premier orclre en cherchant 

I' ETHOY 1TC!l 
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toutes les equations appartenant a une telle classe, dont l 'integrale a 

ses singularites fixes. 
Les memes resultats conduisent ~t la solution complete du pro­

ble me : reconnailre si p our une equation algebrique du premier 
ordre e.'!J istent clans le plan (x' y) des courbes r que les integrates 
particulieres ne coupent q u 'en des points fixes , et trouver ces 

. courbes quand elles existent. 
Etant clonnee une equation algebrique de premier ordre 

F(x ,y,y')=o 

a}ant des racines muhiples en y', so it · 

Q(x,y) = o 

l l l ' l' . . d t ] ' elF ]. 1 e resu tat C e 1111UlaLLOn e ) ' enLre .1 = 0 eL 7)' = O. _.o rsque . a 
.Y 

foncLion y(x), saLisCai san t ::\ l 'equa Li on Q = o, ne satisfaiL pas 
tt F = o, on de monLre que la courbc Q = o r cpresenLc, en t,.Cne rul, 
le lieu de points de r ebrousse men Ls des cour bes intcgrales de F = o; 
si, au conLraire, la co m·be Q = o sa l isCaiL tt F = o, on demonLre 
qu'elle reprcsenLe, en genera l , l ' inL6gTale s ing ulicre de cette cclua­
Lion cL l 'cnvclop pc de ses co urbcs intcgrales ( 1 

). CependanL un 
exemple s ign::lle par JU. PeLrovitc h faiL voir qu' il p eut arriver que la 
co urbe Q ( t ) = o, LouL en sa ti sfa i sanL tt 1' cq uaLion F = o, ne so it ni 
solution singaliere ni enveloppe de co w·bes integrates de ce lle 
equation. M. Pe LroviLcll clcmonLre Llll LIL CO l'Clll e general rdatif' Ll ces 
cas d'excep Lion en fai sanL voir que , dans ce cas, la courb e Q = o es t 
/l/1 e co w-!Je r que !es integra tes de F = 0 ne co upent qn'en des 

points ji.'!Jes : 

P our qu'une equation F = o admette des rourbes T', ilfaut et it 
sujfit que les equations 

tJmi+, , r 
= 0 

dj ' 111 i t)V111
' ' 

oi'i mi+ ni< n (n elant le plus !J'I'fllld exposant de x' dans 1.' ) 
aient des so lutions communes ; si u ( x ) est une telle solution, La 
Co urbe u(x) = 0 CSt [a COUrbe r cherc fu}e. 

( ' ) PtCAllll , Trailli d ' .. J nalyse, L III , Cloa p. Lll. 
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L'cx istcn ce des co urbe · r pour unc equation cl iO'er<'ntie ll e donnee 
[; ,c il ile so u,enl l '{· Lude des i nLe~ rales . Dans cr n ain - cas gc nerauA , 

clle co nduit a l'inLegra Lion com ple te de l' equaLi nn; da n · d'auLres ca 

clle simplif ie la d6Le rminati on des inLegralcs par ti culi (; res d ' une 
nalur' ana ly Liqu c donn ee ( inLeg ra l m(·rom o rph cs, raLionnel l<·s ,· e lc .) . 

Par rxe nlpl e, louLe equation al ge briqu e d tl pre mie r o rcin~ ;\ poinLs 
C' ritiqu es fixes, admeLLant de courbe T , :-,' inLl:g re so iL algebrique­

ment, so it par un e ou deux quadraLures, eL l\J. PeLro viLc h prec ise la 

fo rm e analytiqu e cl' une tellc inLeg rale. 

33. L s r e.s u ltaLs les plu s iml orl.anLs des recherches de \f. Petro­
\ iLch dans le do111aine de la Lh cori e analy Liqu e des (:quations diffe ren­

ticlles so nL celle CJlll se ratLaclJ enL it ] ' e Lude des in f egl'a les pal'lic u ­

liei'CS unijol'lnes. Mcme dans le cas ,:, l'integrale generale n 'es L pas 

uniforme, l 'cquation peuL adme LLre une o u plus ieurs inLe gea les 
parLiculi c res uniformes : Les meLhodes servan L tl reconna1Lre s i 

l'inLcgTale genera te es t uniform e ne s' appliquent p oint lorsqu'il 
s' ag iL d e r econna! Lre s i l 'equa Lion adm e l des in tcgrales pcu·r'iculiel'es 
unif'o rm es, problcme generalemenL plu s co mpliq uc qu e le premier. 

De mc me, on sa iL r econnai.Lrc la naLure analy Liqu e de l 'inLegrale 

gene rale, s upposee uniforme, d'une ecluaLion donnee , mai s on ne sail 
pas resoudre le p roblem e analogue pour les .inLcgrales part ic ulil:r cs. 

D e ux o u p lu i e ur s inLegrales parLi culicr es uniform es Lrnnsccn­
clan tes y- ,, y-2 , . • . sont ll con siderer co mme distinctcs s'il n 'exis Le 
entre elles aucune relaLion al g·ebriq ue ll coeffi cients fon cLions algc­

briques en x. En co mbinanL un pro cede employe par l\1. Pain le vc 
dans l 'e tucl e des integTales rationnelles d'une equation diffcrenLielle 

algebriqu e du premier ordre, avec les Ll1eor emes class.iqnes . de 
1\1. P icard sur les zeros des fonc tions unifonnes e t sur le genre, des 

com ·hes algehriques dont les coorclonnees s'expr.iment comme fonc­
tions uniformes d ' un parametre, l\1. Pe troviLch m on tre commenL on 

peut preciser une lim~te superieurc da n01nbre des integrates ani­
formes clistinctcs d'une telle equation. Il indique la forme des equa­
tions admettant des integrales uniformes Lranscendan tes e t sig:nale 

au ss i l es relations algebriques existant alors entre telles integrales 
non disLinct es. 

Ainsi , c tant donnce une equation F ( x, y-, x') = o, OLI F est un 

polynome en y-, y', a coefficients fonctions algcbriques de x, pour 
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qu'elle puisse admettre des integrates uniformes transcendantes , 
il Jaut que F soit rationnel en x. ( S.i cette condition n 'est pns 
remplie, to ute integ-rnle uniform e es t rationnelle et I' on saura toujour~ 

la calculer. ) Et al01·s : 

I 0 Si l ' equation F = 0 est :'t points CI"ltiques £xes , elle peut 
admettre au plus trois integrates uniformes distinctes. En parti­
c ulier , si l 'e quatio~1 es t du genre zero, elle se ramt'me algcbriquement 
it une equation de Riccati et peut admeltre o, I ' 2 ou 3 integrales . 
rmiformes distinctes, mais pas davantage. Sil'equation est du genre r , 
il n e sam·n it jamais exister plus d'une telle integTale ; si elle es t du 
genre plus grand que r, toute integrale uniforme est rationnelle. 

2° Si l'equ atio:q. es t ~~ points critiqu es mobiles , du genre zero 
en (y, y ') , et si elle n 'es t pas reductible tt une equation de Riccati ou 
une equat ion lincn ire du premier Mche, elle aclmet au plus deux 
integ rates utUfm·nws distinctes. 

En eLucl iant de plu s pr<';s l' cquation 

i 'IG J y '= R (x, y) , 

o t"r H. es t rationnel en x et y, JU. Petrovitch a tTive au thcorem e plu s 

complet suivanL : 

L 'cqualiiJ n (10) ne p eat aclmettre pLus de trois integra les uni­
.formes clistinctes . 

S i elLc en adm et t l'O is , c 'cst ll!W equation de JUccati. 
S i elle en adm et denx, c'es t un e Jr;u((tio n de llicca ri , ou 

Lineaire, ou bien se ra mi:me d la f orlll e 

J> c:r,y> 
' ) y= (y-o;>)'" 

01/ P est an poLy nome en X el y de degn ; m + 2 en y, el ';' etalll 
nne f onction rationnet!e en x . 

. ';'i eLtc en admer anc, cUe se l'[unenc soit c~ L' un e des f ormes 
precedenles, soil (tla f orme 

, P 1 .1·. vl 
y = ' ) 

u·-<;'r)"(r--?d' 
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oii 'fi el ?~ SO I!t ralionn els en x, el p etant lin p olx nome en X e f X 
de degre It + !.·+ 2 en y ( 1 ) . 

Tout ccc i reste a ussi valable pour lcs 6quations ot:1 .F(x, y,y') = o, 
oC1 F es t un polynome irr(:ductiblc 'en x, ) r, y' cL clu gcnrr z6ro en .1 · 

Cl J'' · 
Dans le cas de l '6qua ti on 

F !:~:, X. y , y ' ) = o . 

oCt F es t un polynom c de genre zero en y eLy', it coe ffi cients rationnds 
en x e t \:., et Ott '\ dcsigne unc fonction alg·C:briqu e de :r:, toutc intc­
g·rale uniform e es t rationnellc; mais il peuL y a vo ir des int.ep,rales 
transcendantes uniformes en x et .;\.. ~1. i>cLrovitcl1 a 6tabli qu' il 
n 'existe jamais plus de trois telLes integ,·ales dislinctes; s'il en 
existe trois, l 'eq uaLion es t r cductiblc tt une 6q uat ion de Hiccati . 

Les memes method e. s'c tenden L aux equations (4?) clu genre I 

ou 2 en y e t y') et en les appliquant a l ' equation clu premi (']' 
ordre e t du second degr6, ainsi qu'a l 'equation hinomc clu premi er 
ordrc, M. Petr:ovitch arrive ft preciser les types de tellcs equations 
pouvant admettre des integrales uniformes en x, ou en (x , X). 

Quant au probleme de reconna!tre si l'integi'Ctle gen~5rale d'une 
equation algebrique du premier ordre est rat ionnelle, il se ramenc . 
par la m6thode de Poincare:, a des operations alg6briqu es , ou a unc 
quadrature, ou a la question de reconnai.Lre si l'integralc generale 
d'une equation de Riccat i est rationnelle, ce qu'on sai t toujours 
reconnaitre. Mais quand il s'agit des integrates particulie1·es 
rationnelles, le probl0me devient plus d iffi cile et exige des methode. 
speciales. M. Painleve en a do1~ne une qui permet de determiner 
sftrement toutes les integrales rat ionnelles pour des classes etendu e,; 
d' equations du premier ordre. M. Petrovitch indique les simplifi ca­
tions qu 'introduiL dans le probleme la consideration de son polygonc . 
La methode s'etend meme au pt'obleme plus general des integrales 

(') L e Lhcoreme de M. PcLrovitch fait I' objet clu Chap iLr r Vlll, SecLiou V (S 111 ' 
les tran.scendantes unijormes oatis{aisant a une equation du premier ordre et du 
preo;. ier degre) du Tome Ill clu Traite d'Analxse de M. E. Pi card (p. 356 -35g) . 

M. Malmquist (Acta matltematica, t . .XXXVI) et i\1. Remoundos, l'ont e Lc ndu aux 
inLcgrales a un nombre fini de branches. M. \Va llenberg en a fait un e comm uni c <>­
tion a Ia Berliner mathem. Cese ll schaft ( Sit;:;ung . am 26 febr. 1902 ). Voir aussi un c 
ana lyse de M. L. Aulonne clan s Ia Revue generate des Sciences, Paris, r8g6, p . 1o:J. 
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transcendantes meromorphes, en p ermettant de ramener leur calcul 
<\ celui , relativement plus facil e, des in tegrales holomorphes dans 
tout le plan . 

34. Generalement, l es methodes pour l 'etude directe des inte­
grales des equations algebriques du premier ordre ne s'appliquenl 
pas aux equations d'o rdre superieur. C' est q ue, cl 'une part, pour 
telles equations, les singulari tes ·Lranscenclan les varient avec les cons­
tantes d'.integration. D'au tre part, dans le cas du premier ordre, 
toutes les de terminations de la derivee x' sont des fonet.ions alge­
briques connues dey, pour lesquelles on peu t trouver les systemes 
circulaires de racines s'annulanL avec _y1 et etudier la fa<,;on clonL 
chacune de ses racines se comporLe dans le voisinag·e de donnees 
initiales x = x 0 eL .Y = Yo· Ceci, sauf des cas cxceptionnels, n e 
subsiste pas pour les equations d'ordre superieur. L'integrale, ainsi 
que sa cleriv6e , peuven L clevenir ind e terminees pour les valeurs x = x 0 

quelconq ucs; 1' integrale pent a nss i presenter des co u pures variables 
a vee Jcs cons tantes d' integration, ou encore cles lignes singulieres 
non analy tiques, variables egalement av ·~c ces constantes. Ces diffi­
cultes empec hent, com me dans bien d'a utres ~irc onstances, !'extension 
des method es qui ont r eussi dans le cas des equations du premier 
ordre. 

Neanmoins, les procedc~s cle M. P etrovitch permettent une cer tain 
ex tension dans l'nn ou l 'aulre des cas snivanls : 

1 o LorsqLl'on peuL r econnai Lre sur I' equation d.iffcren ti elle elle­
me me (par: cxc mple par la me th ode de M. Pa inlcvc ) qu e les s ing ula ­
t {~s Lranscenclanl es de l 'integrale n e va rient pas a1·ec les cons lan Lcs 
d' int eoTation · b , 

2 ° Lorsqu 'on se horne it e tucl ic r les .in tegrales ( parLiculicres Oll 
dep endant des constanles cl'integrat ion ) ayant les singulariLes essen­
tielles donnees :'t l 'a,·ance, par c~emple les illU;gra les m eronw1phes. 

D 'abonJ i\L. Pe trov it ch fa il voir Jes simplifi ca ti ons qu e ses thco­
remes sur les zeros c l les infinis des int egralcs, a1·cc la considera tion 
de son polyt;·one ra il ache ttl 'c quu ti on , pe rm e ll ent d 'appor lcr ttl ' e tud e 
des int r;gra les ani(onnes ( par ti culi e res ou generales) de clusscs 
e tenducs d '6qu a li on cl\m ordre qu clCOIH!Li e. A l'aicle de ces tiJ eO­
l'l~ m cs el de (iu elq ues r cs ultuts connu s de Ia lh eo r.i c des fonctions, on 
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[Jeut ,·cdu irc, pour d s types generaux d'e quation , l' e tud e le int e­
grulcs unifOI' Ill CS it l 'e tu de analogue relati ve it clcs equa ti on d 'onJrc. 
inferie u1 ·, Oll b ien itl' c tude des in tc

0
rales holomo rph es d 'aut res equ a­

tion s. i\1. Petrov it ch indi rru c des ty pes gcneraux d'cquaLions d' un 
orclre quclconquepo urlescruclles on peut a[(]r mer fjLt e Jcs transcen­
cl.ante uniCormes engendrces par leur in tegTa tion nc diffl:ren t pas des 
transcendan tes aujo urd 'hui connu es . . 

On nppelle gc neralcmcn t int errra le prem i1)re d' une eq uati on clif­
feren ticlle F ( x, )' , y', y ", .. . ) = o une fonc t ion c{> de la variable inclc­
penclant c x, de l'intcgrale ye t de l[uclques-unes de ses cl c rivces, qu i 
se r cdui t a une constan t en ver tu de !'equa ti on F = o quelle queso it 
l ' integrale particaliere J' cons iclcrce, cL c'cs L La valeut' seule de 
cc tte const::mte crui varie avec ce tt e inLcgTale par ti culie re. M. Pe tro­
viLch m on Lre la poss ibili Lc de former de Lelles inLcgralcs p rcmicres 
va lables settlement pow' les int d,!j'I'Clles d ' un e certaine nature a na­
ly tiqae. A savoir , il y a des classes e tendues d 'equations d'un ordre 
quelconque OLL l 'on peuL conclure, par la consideraLion du polygone 
J e l\I. PetroviLch q ui leur correspond eL en verLu des proprieLes g·ene­
ralcs des foncLions d'une cer taine nature analytique, qu'une expres­
sion dcle rminee <J:> (x , y ,y' , y ", ... ) doive Sf! r eduire a une COllS tante, 
it unc fonc tion ra tionnelle on algcbrique en x, eLc., non pas pour une 
inLegrale q uelconqae, mai s pour les inLegrales d ' un e nature donnie. 
Ces inLegrales son t, par cxe mple, lcs integrales uniformes, mero­
morphes simplement on doublement periodiques, les integrales a n 

valeurs, e tc., qu' elles soienL inLcgrales particulicres ou qu' elles depen­
dent de cons tantes d'integration. Une fois ces inLegrales premieres 
connues, la recherche des intcgrales de F = o se ramene a celle des 
soluLions communes a deux equations differ entielles donnees, et par 
suite a !'<~ tude d'une equation d'un ordre moindre. 

Le procede permet, par exemple, de simplifier considerablement la 
rech erche des condi tions pour qu'un type donne d'equations d'un 
ordre quelconque admette d) integrates meromorphes doublement 
periodiques, en conduisanL a des intcgrales premieres relatives aux 
integrales de telle naLure. C'esL ainsi qu'on reconnait, sans aucune 
espece de calcul, que l 'equaLion 

P (y") = Q(y), 

ou P e t Q sont des polynomes de degres respec tifs m e t n , ne saurai t 
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d ·- d ll · ' I · d l f' 2 m · 1 a mettre e Le es 1ntegra es que SL nest e a orme m + k, ou 1; 

est tm diviseur de 2 1n. Elle en aclmeLLra effecLivement par exemplc 
si m = 1 , n = 2 ou 3, les coefficients de PeL de Q etant quelconques; 
ou encore si m = 2, n = 4 ou 6, les coefficien ts l:tant convenablement 
c hoisis . On reconnait par le meme procecle que !'existence des inte­
grales meromorphes doublement periocliques de !' equation 

P[y(t'l] = Q(y)y' 

. ' . mp-1 . I 1'. d e:x tge qu on ::nt n = m - I + --k-' ou 1< est un c lVIseur e mp - 1; 

l 'equation est effec Livement integrable par de telles fonctions, pa •· 
exemple dans le cas m't, les coefficients de V et de Q etant qucl­
conques, on a p = 3, m =I) n = 2 ou :3. Pour les ecruations 

j (y,y') = o, 

la condition necessaire de !'existence de telles integrales est crue son 
polygone ait au moins un cole it coefficient angulaire ent ier nega tif c t. 
au moins una coeffi cient angulaire en tier positif, et qu'il n 'y ait pas 
d e cutes it coe ffi cient angulaire fractionnairc . 

En appliquant le procecle, a Litre d'cxemple , ft !'equation 

j (y, y ', y ") = o, 

o'-• f est un pol)·nome homo gene eny' rty" a coefficients fonctions alge­
hriqu es dey , lVI. Petrovitch donne ]a solution complete des problcmes: 

1° Rcconnait re si l 'in tcgrale generale esL rationnelle en x, ou bien 
uniformc et simplement ou doublcment pcriodique ; 

2" H.econnaitre si l'integrale g·e neralc f' St une fonction algebriqLH: 
e n x; 

3° R econnaiLre si l' cquation adm el J es inlt'·grales parLi culieres d(' 
ce LLr n ature; 

4" D e term i1~er l'integrale dans lc ens o l• l'tmc des condi tions ' o, 2", 

3" est r emplie. 

30 . Jl im porte clans eli verses rechercil es de sa\·oir calculer lcs nisi­
dus des f'onctions cl efinics par les eel nati ons difT'erenticJles sans qu 'on 
a iL besoin ou moyen d 'cxprim er la f'one ti on so us 1a form e cxpliciLr . En 
cc qu'il s'agit des t'·qu a Li ons du premi er orclre, l\1. PetroYitch a monLrt': 
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co mm nt on peul calculer les rcs idus cle ccs fonc tions relatifs aux poJ e~ 

simples mobil es ( dont I' ex istence se rrconna1t d iree temenL sur ]'equa­
ti on d onn (~e ~~ l'a ide du polygone de :;\1. Petro vil ch ) et co mmrn t on 
p eut reco nnaitl'e si ces rcs idu s \'::t ri ent ou non avec Ia constanle 
cl ' integ ralinn . Les r esulLats nbtenu s f'ournisse nt un moyrn e ffi ca c e l 
co mm ode pout· cal euler Jc s \ aleurs qu r' prend le Jon g d' un co nt o ur 
donne C l'inl cgrale cunili gne 

[ j ( ::. , C) cl::: , 
• i L l 

()LLj es t l'intcgraJe gcnerale cl 'une equ a ti on du premier ordn: it poles 
simples mobile . La r <'·gle de 1. Petrm·it ch de, ient tr(~ · utilr quand 
on cher che, par exemple, les resiclus des fonctions mcromorphes 
doublement periocliqu es dcfinies par !'equation different ielle du 
p~·e rttier ordre it laq ue ll e elles sa tis font. 

M. P et1;ovitch a etendu scs r ech erches sur les rcsidu s de l ' integral c 
aux equations d'ordre super ieur. D 'abord, le polygone rauach e a 
l' equation fourni't des concl itions necessaires pour qu' nne equation 
d ' un orclre qucl conque ait des poles mobiles d' un ordre determine, 
ainsi que des condit ions sn.(fisanles pour que tous les poles mobiles 
n e soient que des p oles simples . Ces conditions supposces rem plies, 
Jes res idu .· de ]'integrale gcnerale s'obtiennent co mm e raeines d 'une 
certaine equation algebrique rattaclt ce au poly gone de !'equation, et 
Jes conditions necessaires et suffisantes pour que ees r esidu s ne 
varient pas avec la constante d 'intce;Tation, ou bien pour qu'ils soient 
fonctions algebriques des poles mobiles, s'en decoulent immedia­
JemenL. 

Le procede permet, entre autres applications , de mettre en evidence 
un fait remarquable relatif aux inte grales meromorphes de !'equation 

( 48) F[y, y ', y", . . . , y iPlJ = 0 

d ' un ordre quelconqu~ : lorsque pour une Lransformee 

Y = H.[y , y' , .. . ,y("l ] 

de 1' equation ( 4 8 ) , OLt R est une fonction rationnelle en y , y ', ... , y (q ! , 

le poln;one de (48 ) remplit cer taines conditions faciles a verifier, il 
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existe une eonstante A telle que !'expression 

!.fn[y, .r', ... , y<•f)] do 
G (z) = eA 

a pres y avoi1" remplaee y par une integrale meromorphe quelconque 
de ( 48) devienne une fonction entiere de z . Ces fonctions G(;:;) gene­
ralisent ainsi la fonction 

Al (z) = e -'·}·d" 

de VVeierstrass, correspondant Lt l' equation 

y"2 - 4y'(r- y') (r- k'y') = o, 

ainsi que la fonction 

G(z) = ef\d" 

sign alce par l\1. Picard ( I ) et correspondant a 1' equation 

P(y, y')y"+ Q(y, y') = o 

(ott P et Q sont polynomes en y et y') lorsque son integrale gencrale 
es t uniform e, R e tant un polynome en y it co efficients constants con­
venablement choisis. 

36. On sait que les fonctions unifonnes en ge ndrees par les equa­
tions diflerentielles alg·ebriques d u premier ordre co m me le lll:s inte­
gralcs generales ou particulieres, ne so nt 1:ias tres variees, c'est-Lt-dire 
C[UC leurs Clements de reduction sont pen nombreux. Ces clements ou 
bien co·incident avec les fone Lions Clementaires, on bien s' en deduisent 
par des quadraLures, ou bien coin cident avec des transcenchnLes 
engendrces par une equaLion dr Ricca ti. 

n n' en es t pas de me me lorsqu' en donnant ~tla nriablc d' integra tion 
unc valeur consLanLc , on considere 1' i. ntcgrale conune fon ct ion de 
pat·mne/ Fes C/.i (I guranL dans les eocffl c ienLs de 1' eq uation . Des Lrans­
ccndanLes qu 'i.l est imposs ibl e d'obtcn i. r pal' l 'intcg-raLion d'une equa­
tion differcnLicJlc algc brique q ucl que so iL son ordre, s'engendrenL 
par des equations tres simples quand on consiclerc l'in tcgralc co mm c 

( ') E. PrcAno, Theorie des jonctions a t gebriques de d eux variables (Journal 
de liiatluimatiques pures et appliquees, t 88f1, p. 283 - 287) . 

• 
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ron c Li ons des paraJnc., Lr!'. C ' c~ L ain •. i qu e• la fonc Lion !' ( :: ) . la t ran~­

cc·nclanlc cl !' \l. Fredholm, Ja fo ncLi on ~ ( ..:; ) d 'IIcrmiLc· , 1 < · ~. f"on Li on ~• 
moclulaires, l"LC. s'c ng·pndren l par Jc- s er1uaLions du prt·mi e r orclre 
clans lc qu clles, t·n faiL de LJ·ansct"nd anLt· ;;, n e fl g·urcnl c- ). pli c iLemcnL 
qu e· les fo nc Lions c·xponenLicll es . 

\I . PcLro viLe iJ meL !'n 61 id en cc ·la grancl c· 1aei 6Le d!'s Lranscc- ncl anLes 

en gencl r l:es de rc LI e mani e rc- par les eq ua Lion s difft'TenL iellcs alge­
hriqu t·s du pr<' micr orclrc. ' 

D 'abo rcl , ·unc Lell e Lran scendanL<· y( 'J., C ), corrcsp ondant a unc· 

'alc ur pai'Li c ulit'·re x = a , dep cnrl o u no n de la con stant<· cl ' inLegra­

Li on C . M. Petrov iLch indi<[UC ll' s concliLions n ecessaires e l suffl­

santes de ee l Le d 6p< ·nclance. D:ms le ras 0 1.1 y (Ct., C ) n <' dep end pas 
de C , ell<· ~;e 1 ·a un e co mbinnison agebri!Jae de coc ffl c icnLs de l ' equation 

a pres y a voir pose x = 'J.. D es t1·a nscenda nle§. nouPe Lles ne p eu c;en/ 

clone p as el re eltg endrrles que cla n s les cas Oll .Y( a., c) d ep end d e C. 
Le seul cas cl ' cquaLi on s alge briqu es du premier ordr(' , donL l 'inL6-

grale gen erale a toul es ses s ing a!a rit rfs fi xes c L pouvant en gendrer 

des Lranscenclantes nom elles, es t celui des equations da g enl'e ..:;ero. 
Une LransformaLion 

(49 ) 

( ou Y est la nouvell e foncLion inconnuo'!, H_ une fonction rationnelle 

e~ Y) ramene clans ce cas I' equation clonnee rt une equation lincaire 
du premier ordre a coe fli cients fonct ions alg·ebriques de coefrtcients 

de !'equation elle-meme. On e rendra compte de la vari6te des fonc­
tions transcenclantes et hypertranscendantes ainsi engendrees en 

remarquant, par exemple, que la valeur asymptoti.qu e de l 'i.ntegrale 
gcncrale de l ' equation lineaire 

y' - 'l. axy + H ( CJ. , e-b.r' ) = o 

(a et b etant des constantes positives et H_ fonction rationnelle en e6
' ' ) 

·s'expri.me lineairement a l 'aicle de la transcenclante irreductible 

n = oo 

( 5o) 
. ~ o." 
O(o. ) =~ .~ 

va + bn 
n = O 

e t d' un nomhre limite de ses deri vees par rap port a Ct. ; que pour la 

l 
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valeur asymptotique dey definie par !'equation 

y' -- .2: + R (11., e- x)= o, 
CL' 

le role d 'elemen t de reduction es t joue par la transcendante irreduc­
tible 

n =oo 

( 5r ) O(a ) = ~log(n+I)a" , 
n=O 

Lorsque !'equation es t cl: points cl'itiques fixes ( les poles pouvant 
etre mobiles), le seul cas pouvant cngendrer des transcendantes nou­
velle~ est celui des equations du genre :;era Oll un . Dans le cas dn 
genre zero, une transformation (49) ramene !'equation donnee tl 

une equation de Riccati ~t coefficients fonctions algehriques des coef­
ficieilts de !'equation elle-meme; les transcendantes y(et., C) eng·en­
drees par une telle equation sont effec tivem ent nombreuses et varices. 
Dans le cas du gen l'e un , la fonc tion y ( et. , C) s' exprime algebriquc­
ment a !'aide des coeffi cients de l 'cquation et de Ja fonc tion sn [G(a.) I, 
ou 0 ( et. ) es t l'une des transcendantes eng·endrces par une quadrature 
portant sur une combinaison algcbrique des coeffi cients de !'eq uation 
ct po u vant, par exemple , ctre la Lranscenda.n l e ( :'>o) ou ( 5 1), ou hi en 
la fonction f ("-), e tc. 

II. - Etude directe des integrales reelles. 

( ~l e n1 o ires e L N0Lcs n" 6, S. IG, 32, 11, GQ, 78, 79, '101, 103.) 

37. Dans un cl e ses premiers Lrava ux, i\1. Petroviteh s'occupe des 
valeurs rcelles x = x 0 de la variable ind epcndante x pour lesquelles 
l es intc;:;-rales reeLles d' une equation alg·t'·briq uc du pr<:m ier ordre 
prennenL une ·valeur y = yo donn(· e it l 'a,·an <·e. 

On pe uL supposer, sans restre inclre lc probh:me , que cetle valeu r 
fixe y = yo soiL cg·ale ;\ze ro. Le polygone clr. \J. Petrovitch , ratlac l ~t '· 

it !'equation, indique alors si les ,·aleurs x = ..c 0 Yarient o u non avec 
Ia constante cl 'intcgTat ion et permel de ca lru ler les ordres des x = X 11 

m obiLes co m me ze ros de l 'integTale. En co mh inanL les regles sur Jes 
zeros auxq uelles co ndu iLla cons id\·ration du po lygone, avec les t·egles 
d ementaires de la Lll eorie des eq uati ons alg\:br iqucs, M. Petrov itcil 
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<trrivc it divers n '·s uli aLs concernant les ;,eros et les p6 1es mobiles des 

inLcgra les unif'orm cs rt'·elles co mpri s dan s un inLC'nralJ c donn(· (a, b ) . 

A ins i, en ccri\'ant l' cqua Li on SO LI S la form e 

11 = !1· 

.L f,·( .r, y)y'V-i = o, 
II ':;:::; 0 

s i pour les valcu rs de x compr ise enlrc act b LouLes lcs f'on cLion;o, 

f; (x, o) nonnu lles c L donL 1 s ind ices i so nL d ' une mc mc pariLc, onl 

cons lammen l un mcmc ign c eL/~.(x, o) ~ o, d eux zr'I' OS co nsC::c u­

LiJs d ' tlri C inLcgrale par Li c ll l ic t' qu e]conqu c, r ecJJ c CL un iform c clans 

l 'in lel'\'all e (a, b), comprennenl Ctlt m oins l/11 pole de Ia menu int e­
(JI'Ctle; unc int(·gralc holo morp hc dan s ee L inlc rvallc ne p eal s 'an­
naler plus d'une / ois dans cet inle!'I'Olle. 

Lorsc1uc le po lygone de l' c 1uali on n 'a a1t c un C'<llc it cocffi cicnl 

<mguiairc <··gal it un nomiJrc cnlicr p os iLif', lcs pol es a,, a~ , a 3 , ••• 

de Lci ul <' inLe0raJe prn'L iculi cr e unif'orm e son t .fixes c l connu s it 

J' avancC'. Si l ' on suppose alot·s lcs cond i1i ons prcccd cnlcs r c mplics, 

c· n d cs i ~nan L park lc nombrc d e Ynle ut·s a; comp ri s enlrc a e L b, une 

inLcgralc r t'·cllc unif'orm c quclconqu c ne peut s'annuler plus de 
/• + 1 fois da11s l ' intervalle (a , b). 

Lcs m e mes ,·c marqucs s' uppliqucnt aussi aux valcu rs recllc de x, 
qui rendent les inLegrales r(:cllcs unif'orm es maximum on rni 11.imum , 

ams1 qu\t leurs points d ' infl cxion, l eurs direction asympLo­

Liques , etc. 

On arrive aussi, po ur de nomhre uscs classes d 'equaLions du pre­

mier Ol'Cire, a cles conditions s uffisanLCS pour que Jes zerOS Ct l es 

pol..:s cl 'unc inLegrale reelle eL meromorphe , dans un intervalle donne~ 

se sdparenl mutuelle,m.ent dans cet inlen>al/e Lt la manie1·e de 
Lang x. l\1. Pett·o,itch pousse it fond cclte etud e pour l 'equalion d e 

lliccaLi ct arrive;\ d es regles precisanl la distribution des ze ro s e l 

d es infin is reels des in tegrales reelles clans un inLervalle donne de x. 
Les propositions de Sturm sur les zeros de l ' equationlineaiee clu 

second ordre sans second membre facilitent consid6rablcment unc 

Lclle etude pour l 't~q u ation de Riccati. M. Petrovitc lt a etendu ces 

proposi tions ~t des classes tres generales d'equations cliiferentielles 
de taus Les orclres et ' L't des systemes d'equations silnultanees. 
Ainsi, etant donne un system e d'equaLions differentielles (E) d 'un. 

t 
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ordre quelconque, defini ssan t n variables y 1 , y 2 , ••• , y 11 com me 
fonctions d ' une variable independante de x, il arrive qu'une combi­
naison cle terminee <D, dependant de x, des y1r et de leurs clerivees, 
egale en vertu des eq~wLions (E) memc itl ' une des expressions 

1 d2_Y!.· 
A ( y i.) = Yk d.x; 

soit pour les valeurs de x co mprises dans un intervalle (a, b ) : 

1 o Ou hi en sup rlrieurenwnt limitee par une fonct ion connu e f'· ( x) 
en ce sens que, la valeur de la fonction <D r es te infcrieurc a f'- (x) pour 
toutCS\ale ursrcellesdcy 1 ,y~ , ... ,yn; ..._ 

2 ·o Ou bien it~[eriew·ement limitee par une fonction connue ), ( x) 
( n e· s'annulant pas dans l'intervalle a, b) en ce sens que , la valeur 
de ()) resLc superieure a ), (X) poLl r tOll Les les vi.1lcu rs r cellcs y I. 
y~, . .. '.Yn j 

3" O u bien 1° ct 2° ala foi s. 

Dans lc cas 2° 1 en dcsignanL par u une inLegTale quelconq uc de 
l' equa tion 

u" - M x) u = n 

ct y 1, (·LanL une intcgrale reellc , llnie eL continue dans l'inLcrvallc 
(a, b), ainsi que touLes ses cle ri vces ·: deu.x ze ros simples consec u­
lijs de u compris clans (a, b) comprennent au plus un ;:,era dey~r; 
deux ;:,1it·os simp les d e y1r comprennent au m ains un ;:;l/·o de u; 
lorsque Ytr el a ant an ::.e1·o commun x = ~' la ?1Clf 'iable x, en 
croissant rl. parli1 · de(/.' alteindra d 'abord un ::.r:ro d e u et cnsuile 
an ::.dr o de Ytr· 

Dans le cas 1 ° 1 en des ignan L par v une inLcg ,·ale qu elconqu c de 
l 'L·q uaLi on 

p"- v( :l")P = O, 

d eux ::,r:ros simples cle v, co mpris dans (a, u ), comp, ·en 1wnl a u 
mains .an :sera d e yrr; d eux ;:;eros simples consecu tifs d e . l · co m­
JHelwenl au plus un ;:,era de 1·; lorsque ) 'k et v an t un ::.rdro 
com lllrln :r. = u., la variab le .r:, en croissant r'i parl i1· de a., 
atteind ra d'abord ll!l ::.era d e Y1r et ensuile un ::,r'ro de , .. 

DaQS Je CfiS .3°, on a les deux n:s ulLaLs 1 " cL ::\ 0 ~l Ia fo i ~ . 

En prenanl po ur f'o nc Lions de co mpara ison a el v d ivnscs fonc-

,. 
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tions don t on connai t , d ' unc part la man ierc dont ' 'ar!cnl ~ ( u ) 
ou ~ (v), et d 'autre part la reparl iti on des zero dans llll llllCL'Va llc 
donne (a, b ), l'IL P tro,'i tclt s ignalt· lcs rapporls rntr·c les par li cul a­
rites de la l'onct ion <l) corrcs pondant ~~ unc· integrale Yk d ' un .rs­
l(·m e (E) st1pposee r(·ellc, fini c c t continue dans (a, b ) , ain si qu e Ia 
l'r6qucn ce d 'oscillati ons de )'k au tour clr l 'axe O ,r . On a, par cxc mple, 
lc. reglcs suivantcs : 

'o S i cp es t inf'er i curcmcnt I i 111 i t(·c pat· unc l'uncti on con stamm cnl 
positi 1e dans l'intc rvaJle (a, b ) , L'inu5grale y 1, ne clwnge de signe 
plus d'un e f ois dans ee l intervalle. 

2° S i ci) es t s upC·ri curcmcnt limit(·e par une l'on cL!on con s ta mm cnL 

negati1 c dans (a, b ), oC1 ellc a - N co mmc unc limite sup t'l'i curc, 
l ' integrale Yk change de signe, dans eel intervalle, au mows 
aatant defois qu 'i! y a d 'unites entieres dans 

(b-a ) 1r 

3" Si <P es t !nferie urcmcnt lim.itcc par unc fonction cons tammcn t 
n ega tive clans (a, b ), ou elle a - M co mm c une limiL e 1n(6r ieure, 
l ' integrale,n, clwnge de signe, dans cet interva!le, aa plus autant 
clefois qu 'ily a d ' unites entieres clans 

(b-a)VM 
+·> .. .. 

4o Les cons tan tes pos1t1Ves C et D etan t ch ois ics de manicre que 
dans (a, b) <P soil super ie u:rem ent limitee par la fonction 

(5 2) C- D:r2m 
:;::; 1. 

negative clans (a, b), l 'integrale .J'!r change de Sl(j'!W
1 

dans eel 
in terval!e, au moms autant de fois q u 'i l y a cl' unitds entieres 
clans 

(53) 

Oll 

m=vi+4C, 
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De nH~me , les constantes positives C e t D etant choisies de manie re 
que dans (a, b) <I> so it infcrieurement limitee par la fonction (52). 
negative dans (a, b), l 'in tegra le Yk change de signe, dans ee l 
in tervalle , au plus autant de fois q u 'il y a cl' ;mites entieres dans 
(53) plus 2. 

5° Les conslantes positives A et B ctant choisies de maniere q ue 
dans (a, b) <I> so it superieurement limitee par la fonction 

(54) A-B /v"A, 

negative dans (a, b) )'k change de signe dans ee l intcrva lle au 
mains autant cle fois qu ' il y a cl' unites enlieres clans 

(55) -) / IT r ( •u lA. 2n v" v -· - e- v -e A 
2it 

De meme: les constantcs positives Ac t B etant cboisies de maniere 
que, clans (a, b), <I) soit inferieurem enL limi tee par la fonction (54) 
nega tiv e dam; (a, b), y;, clwnge de signe a a p lu s autanl de fois 
qu ' il y a ({unites cntieres dans (15 ) plus 2. 

6° Les constan tes po siti\·es A etA' c tant choisie,; de mani erc qu e. 
dans (o, b), on aiL consr·amm ent 

A' A 
-- :S: <J>:S: -, 

x·l - - :t·2 

le nombre de changements de signe dey dans (a, b) est co mprts 
entre lcs deux notnb, :es 

/.:iA- 1.
1 

b 
oo·-

2<- b a 
,. L 2 + V4 i\ ' - I b 

:.>.-rr Jog a. 

M. L>ctrovitch met a insi en ev iden ce le a u ·aclhe osc i!lanl des 
integrales r celles, flni es e t contin ues de nombreu3es classes d'cqua-
tions de to u L o rclre. · 

Lcs regles s'a [)pliqu ent , par exe mpiC' , ~l [' equation clu pre llli e l' 
ordre 

f \ X,)', /) = 0 

lOu tes les fois cru e l'exp L·ess ion 

1 (rJ ( r)() ,,, = - .:_ + f -'--
)' U.L· rJy 
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t·s L sup crie urement n u inf'e ri c ure mcnL llmitee par tm e fon e Li on /, 

o u F·. 
Appliqu ees a l 'equati on clu seco nd orclre 

.Y"+ f y + c;>y3 = o, 

~~~·, f et ? sont des fon ctions p os iti ves de x, les rl:gles meLLenL en ev i­
den ce le carac tere osc ill ant d s intcgrales e L fourni s enL des limiles 
inferieures du nombr · d 'o cillati ons dans un in tervalle de x donne; 
!'expression correspondanLe ct> es t s upe ri c nre mentlimitec par la fon c­
t ion con s lamment n egative - f ( .r- ). Les co nclusions onL d.irec te­
lll Cn L veri fl ees sur: le cas part ie uJi e r cle l 'ellU at ion 

y " + ,\ y + ByJ = o 

( ou A e t 13 son t des co n LanLcs pos iLi ves ) s' .integran t par lcs f'onc tion s 
elliptiqu es . 

Dans le cas d u s ys Lem c 

qtt 'on rencontre clans le proble me clu mouve ment d ' un co rps solid e 

n r1ui s' .intcgre par des fo nc Lions ellipt iques, on aura 

~(Y t ) = m ( py~ + n.r:i ). 

de sor te que les rl:gles s'appliquenL Loutes les foi s que p et n sont d 11 

lite me s.i gne; en effet, .6. (.y1 ) ne sa u ra.it s'annuler pour une valeur x = a 

ll ''e s.i , pour ce tte valeur de .r, on avaiL ala foi s y~ = o,y:1= o, dan s 
qu cl cas toutes les der.ivees success ives de y 1 seraient nullcs 
pour x = 2. 

Dans le cas de problemes de la Dynamique, il arrive que l 'equat.ion 
des forces v.ives forirnit des cond itions d'inegalites, en vertu des­
q nelles l ' une ou plusieurs coordonnees q i ont leur .6. ( q i) infer.ieure­
nlent ou super.ieuremen t llm.itee, de sor te que le caractl: re oscillant 
rl e qi appara'it d.irectement sur les equations elles-memes du pro­
blem e . 

Remarquons aussi que les regles de M. Petrovitch, appliquees 
it 1' equation lineaire cl Ll second ordre, fourniss en t generalement des 
limites infer.ieures ou super ieures du nomLre d'oscillations plus 
precises que celles auxquelles conduit la regle de Sturm . 

I 'ETilOYIT GI I f 7 
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38. M. Petrovitch s'est occupe, dans plusieurs Notes et Memoires, 
dn probleme de l' encadrement de l ' integrate dans un intervalle 
donne (a, b) de la variable independante . x, consistant dans la 
recherche des courbes limites entre lesquelles l ' integutle se 
lrouve conslamment comprise lorsque x varie dans (a, b) . 

En ce qu'il s'agit des equations dn premier ordre, il eLablit la 

methode generale suivante : 
On peut me ttre l'equation donnee, et cela de diverses man.ieres, 

sons la forme 

(56) y'=F(x,y,j), 

ou fest un coeffi cient en x figurant dans F, sur lequel on portera 
particulierement !'attention. Soit (x0 , Yo) le point initial de l'intc-

grale pour lequ ella fonetion F et sa clerivee partiell e ~;. soient elder­

minces, .flnies, conLinues, ne changeant pas de determination , el pour 
lequel eelte dcrivce parLielle ~e s'annule pas (les points ne remplis­
sant pas ees eondiLions appar Liennent tt certnines courhes fi xes dan s 
le plan x Oy que l'on connaiLra d'avnnce, ou bien sont isol!'· s et 

.fixes ) . 
On peul choisir, et cela d' une infiniLc; de manieres , deux foncLion s 

t;J(X) et ~(x) satisfaisant aux cond itions suivantes: 

1 ° Que ces Conctions soienL dt'· Le rniinces, "finies et cont inu es dans 
un inLcrvalle suff isa mment pctiL, mai s non nul , de x = x 0 - a 1 

tt .x = .x 0 +a~ ( a 1 ct a~ dant deux cons tanLcs posi tivcs); 
2° Qu' on nit clans cct intcrvallc 

(:J;) ?< f < <J!; 

3° Qu'en clt'·s ignanL par u cl c• les inLc'·gralcs res pec tives des C(lua­

Li ons 

(58) dn = F ( .r, u., '? ), 
d.L' 

dv = F ( x, v, <ji ) 
t!J' 

prenanl pour X = Xo lavaJ eur CO illlllUil e ll o= <'o=,J'o: Jes ronc tion s 
u e t v soienL determinl··es, fi nies e t co ntinu es clans Lm i nte~a ll c suf'li­
samrn enlpetit , maisnon nul , de x = .r0 -u 1 it x = xo+ b~ (b 1 et {;~ 

clan t deux cons tant cs posi tives ) . 
Lcs deux int crvall es (.r0- al , .xo+a 2 ) cl ( x 0-u l, .l'0 +b2 ), 

...:..-.. 
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co m pt ·enan l Ia Ya lc ur x 0 , on l lo uj o u t'S un< · p;H·Iic l'o mmunc 

( .£ 0 - I! 1 , .r 0 + It"!. ) d 'e lendue non nu lte po u r Jaq ucJJ c "\1 . P e l rovil c l, 

d e rn on lrc so n tlt eod~me de La " ' r,yenn e p o ur Jcs <'·q ua l ion s d ill't'·rcn­

Li <·ll cs d u p t·c micr orcll'c : 

fJ ou1· toule 1•a leu r d e x, co 111p r ise d ans L' ~n t e 1 ·va lte 

(x 0 - h,, x 0 + h"2 ), L'intPgra le y d e L'eq ualion (5 G), p 1·enant 
p our x = x 0 La valeur y =y0 , es l d eten ninee, jinie, continue et 
ro mprise en t1 ·e les 1•a leurs CO I' J'esp ondan les d es in tr;fp·a Les u et v 

d es equa tions (58) qui, p our X=Xo, jll' f' llnen t La I'Ct!ew · 

Ito = Vo = )1 u · 

C e qu' il imp or lc d e fai t·c l'Cma rq uc r , c 'es l qu 'ct toute equa tion 
d<ff'Jrent ie lLe d u p rem ier ord 1·e et rt clwque co up le (.x,, y 0 ) d e 
va Leu /' s in itia tes ( en m e LL an L it p a t·L Jes cou ples exccp Lionn cJs <tppa L'­

Lcnan L it ccr La ines co ur b cs fi xes dans Jc plan .x Ox, q ue J'on connail ra 

it ! ' a vance) corres pond un Lcl in tcr va Ue (x 0 - It, , x 0 + h 2 ) doni 

J't'·l en d ue, p lus ou mnins gTandc s ui van l. Jc cas l'O n s ider 6, n 'es t 
j a m a is n ulle ( ' ) . 

On pc uL en fa ire des ap plica tio ns an alogues it cc lui du Lk: o rl: me 

c lass iqu c de ]a nlOJenne, r elatif a ux in L<'·gral es d ef in ies . On ch c l'ch cr a 

po ur le 1y pc d onne d ' equ<tlions, ,··c l'iL so us la fo rm e (50), de ux !'one­

Li on s ? e l ·-);qui , dans le vo isin <tg c d e .x = x 0 , co mpL'c nn cnL Ja f'on c­

Lion f(x), en d i ffer cnL le m oins p oss ibl e e L son L LcJles qu e Jcs de ux 

equalions (5.8) qui leur con·e ·p onclenL so ienl inLegrabJ e ~ . O n r emp la­

ce ra, p ar exe mple, l'arc eon s icle re de J (x) p ar d es d roitcs, arcs de 

p a raholes, e lc. qu'i l e comprcnnenL , c l les inLegr al es u c L v des l:qua-· 

Lion s (58 ) ainsi obtenues r eprescnter onL d es limites enlrc ]esqucJles 

v<triera l 'inLegrale y lor sque x varic dans l 'in Ler vaJle (x 0 - lt 1 , x 0+ h"!. ) · 

l\L Pc lroviLch appliqu e sa m e th od e aux equaLion s 

y' = y2 + .f(x) , y'2 + y 2 = f ( x ), y '' - y 2 = .f( ,x; ), 

c t trouve par exe mple, pour la premier e equation , les JimiLes lt cL P 

so us la form e d 'une combinaison r aLionnelle de la fon c tion 

(I ) Les r cs ultats de M. l' e Lro viLch o nL e tc util i '~" par J\1 . E . Co tton da n,- ,- o n 
i\ lcm oire : S ur !'integration approchr!e d es equations d~(fr!ren tielles (Acta mathe­
matica , t. XXXII, rgo8) . 



- 100-

tang· p ( x - x 0 ) on bien de eP(x-.x ,. l , suivant q t'ie f( x) es t posi tif on 

m\gatif dans l ' intervalle considere. 
En l'appli.quant a l"ec1uation plus generale 

y ' = F (y, j), 

01:1 fest nne fonction donnee de x, il enonce plusieurs resulLats con­

r;ernant les limites superieu res ou inferieures de l 'int<\grale, l es 

valeurs de .x pour lesquelles l'integrale prend, dans un i.nLervalle de x 

donne, nne valeur a donnee a l 'avance; les v'aleurs asymptotiques de 

l ' integTale, etc. Par exemple, pour I' equation different.ielle 

[1- eli.r'(:J. + ~ efiY') ] y ' - e•·x' = o 

(Ott a., ~ ' k , p, r eL 1 - CJ. - ~ son l des cons tant es n egatives), l cs 

valeurs asymptotiques de l ' i.nt6grale pour .x = + ro e t x =- ro son t 
fini es ct d6Lerminees : en des i.gnanL par a Ia valeur dey pour x = o., 

c l par 0 (.: ) la tr:msccndan le 
n =oo 

~ ;:; n 

O(.z)= _....vr+l,n ' 
n = O 

Ia 1ale ur asy mptotique pour x = ·+ oo cs l com prise en tre 

.;-;; 0 ( ) a+ - 7. 
·>. 

e t 
.;-:;:; 0 a +- (o.+n 

'L 

Dan s lc cas de l 't'·q uati on de Ricca ti 

:/ = 'f LY' + '?2Y +';'a, 

i\ L Pc tro1 .ilch indiqu c en cor e un nutrc proc·t;cl (· cl 'en cndrc mcnl de 

l' int (·gTa lc, base sur Ia rcmarr1u c su ivn nl c 

(~CL'i l'o n s l 't'·qu a ti o n sou s Ia f'orm c 

( )~) ) y' = ':' ( y - f , ) (y - ]2) 

c t supp oso ns que lcs I rois fon cl ions ?· / 1 , f , de x so icnl pos <Ltves 
cla << S J' intc rvall r; de :x: = o it x = CJ. . les fu << c ti o ns f, c l f" <1 '6 tanl p as 
clt'·l'l'oissantcs da ns cc l int e rva ll c r l Jcs de u-x. co m·besy . f, r t )' . f~ 
n'<'· tan l pas Langent cs lout es Jcs deux it Ia Co is it l ' aX:c des x it l'or ig in c. 

S upp oson s en co <·c, po ur fix e r lc:. id t'·cs, qu 'on a il / 1 _/ f~ dan s (' Cl 
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Y'1 = '? \ ¥ 1 - F 1 ) I Y1 - F,), 

y ~ = ';' ( ¥2- <.1>1 } ( \'2- <.(> ; I , 

d t' ux ,··qua Lio ns qu 'o n sail in l<'·g re t· e ll ell es qu e , d a 11 s /' inl c t·va lle (o. o.) . 
o n ail cou s lrunm e nL 

l''t ;?j, , 

\'1•, > (t , 

F2=J .. 2, 

(1)~ ~ ;·2 · 

Dans t'int eJTa lle d e x = o (t .1: = o. , (j n a ura cons tam 111 en t 

Y, , \ 2, y Lk· sit;·tu tnl les inl t'·g-ral es r es pec li ves des t'· quali on s (5 q ) . 

( Go ), ( Gt) s'ann·u lanl p our :r = o. 

l ~ n pre tlanl pour Jes le rmes de co mparai so n 

• 
. . Y= F, , y = F~, 

des po rLi on s de droiLcs, d e paral>olcs d e dive rs d egr es, c Lc . , e ncadranl 

Jes co ut·bes y = f, e L y=./~ , M. Petr ovil ch precise diver ses co urbes 
cn cadranL l' in1 6grale .1 · d(• l 't'·qua li on ( 50 )· 

L e n11\mc proc t'·dt'· s' appl ique au x. ecruaLion s 

y ' = rp(j,- Y ) (/2 - Y ) · · · (./n- y) 

lorsqu e les f; sonL des fon c Lions de x posi tives non d c'·cr o issanl cs clan s 

l ' inLcrvalle ( o , o. ) , eL 7' 6LanL un.e foncLion de .x: pos itive dans cc t i.nLe r­
valle . 

Enfin , l\1 . PetroviLch applique l e m e me procede d e co mpara ison 

~~ l' equaLion lineaire du second ordre 

y " + j (x) y ' + rp ( x )y = o, 

OLtle rc)] e des fonctions .f, e Lf~ es L j oue 1par les deux racines en r d e 
l 'equ a Li on clu second d egre 

( 63) r 2+ f (x )r + cp(x)= o. 

La r e marque suivante , combinee avec Je pro c6d 6 prece dent , 

fournil diverses r egles concernant les com·bes limi les enlre l esquelles 

vaeie l'inLcgrale y de ( 62) : toules les f'o.is qu 'on sail inLegr ee une 

cqualion 
v" + m(x) v = o, 
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on peu t en deduire une autre equation linea ire du second ordre sans 
second membre pour laquelle les racines de l'e'quation quadra­
tique ( 63 ) auront leur di{ference cons lante et que l'on sam·a inL6-
grer; Celle 110lWClLe equal ion four nit les elhnents de CO lllparaison 

dans le procecle fJI' dceclent. 

39. Un procedc d'enc;drement des integrales d'equations de tou s 

les ordres , prat ique et commode clam les applications, est foumi par 
la double iiiegali te alg·ebri que que JVI. Petrovitch utili se dans 
divers prohlemes cl 'AnalJ'se, . de Geome tr ic e t de Mecan ique e l qu i a 

e te expo se dans Ja premiere Partie de ee l Ouvrage. 
A insi, le fail que les X; e lanl lOllS pos ilifs ou nuls, la valeur du 

rapport 
(x1 + ... +x,. )" 

:r'{ + . . . + x·~:. 
(p reel) 

es t Loujo urs compri,;e enlre I et nf' - l (ce;; ]imiLes pouvanl clre 
aLLe intes), condn iL a un proC'ede pour m eltre l 'int6grale de diver ses 

classes d ' eq ua·l ion ~; eli fTerenl i elles so us la forme 

y = '!' t (x) + Ocp 2 (.r ), 

ULt lcs fon c lio.n s <p 1 e l cp~ seronl. connues, e l 0 e lan l un facl eur don t 
la va le ur est co mprise entre deux va leurs nunui riques fi.xes, c· es 
limil es e lan! les plus resserrees possibles, car elle,; peuvent e tre 

e!fec Li vement aue i ntes . 
Applique, par exemple, ,\ l 'eqnaLion clu pre mier orclre 

s = f (x, y ), 

t1laquell e se ram<"·nc le prob ll: me gen eral de determ iner le,; rourLes 
planes doni l ' an· s es t mv· fon c li on· donn6e des coorclonnc·es x, y , 
le proc6 d6 condui l Ll Ja poss ibili1 6 cl '6ni t·e, sans l ' integTal ion , l '6qua­
Lion des br;mch es y r 6ell es e t cro issani C'S dans l' inLervalle com icl 6r6, 

so us Ia f'orm e 
f (x,y)- Or x-y-(xo-Yo) ]=o. 

e t l'L: qualion des branrh es d l: croi s;.anl e>. sous la Corm e 

f (.x:, y )- OIJ'+ )'-(x0 -y0 )]=o, 

ot'1 () es t un f'a c lcur l o 11jour~ C< lllljl l'i,, entre _; = o,;o; 1 .. . e l. 1 , e l 
y 2 

(x0 , )"o) l: la nl Je point initi al. 

' 
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]~ l<ml do11nl:e I'C: qua li nn 

t·ons id c ron s Jes intcg ral es rl: e lles passanl par un po in l iniLia l 

~l o (.'t'o · )'o I 

,iLuc ( pour fi xe r les id re,,) au-d e~ws de l' ax e cl e~ .x dans Ja r egion D 

r o m pri se enlre l 'a, e des x el Ia co urbe )' =? (.x ), oLt cp (x) cl cs ign e 

Ja dc te rminali on p o,, iti vc de \/f (x) s upposce fini e e l eonLinu c dans 

un inl ervalJe de X = X o ;\X= x 1 compris dans c·e Ue region ( hors la 

reg ion D il n 'y a p as cl ' in LcgTales r ee lles) . Parl e poinl J\10 passenL 
deux intcgrales ece ll es . l 'une CI'O iss<lnle Cl nne clcno issanLe i eJles 
pe uvenl c Lt·e rept·esen lces par l 'cqualion 

Y =Yo e- tx-.r ,J ± 0 e-xj x e"' y ( :r) clx:, 
Y o 

o t't 0 e,; ( un f'a cLeur compri,; enlre t e L v2 = .' ,4 t42 .... 

Le procede s' appliqu e 6galement aux equations aux der ivees par­
tieJles . A insi, eLant donnee l 'cquali on 

... , Xn ), 

dans Loutdomaine de l 'espace (x ,, x· 1 , ... , .-x: n) dans lequ ell'inte-
, . . , . , rJV . . . 

grale Vest reelle et ou c haeune des denvees -
0 

. garcl e un s1gne mva-. x, 

riable, l 'integrale se laissc metlre, par le procecle de M. Petrovitch, 
sou s la forme 

V=F+O<I:>, 

oi't J<' et c)) sont des fon ctions de x,, x 2 , ... , Xn de forme connue 

et otl. 0 es t un facteur compris entre 1 et { ;;. 

III. - Reduction des equations differentielles. 

(Notes n" 10, 121.) 

1·0. M . Pe trovitch a donne un procecle pour ramen er I' equation 

( 64 ) 
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i1 la forme canoniqn e 

(6-'i) y'=F(t)+y3 • 

La mem e equation se ramc'me, par un changemcnt de variable ~ 

indique par M. Petrovitch , a !'equation 

( 66) y'•+ y'= <I>(t ), 

qui se rencontre dans plusiem·s proble mes imp ortan ts de Mecaniquc 

e t~le Geometric superieure . 
L 'equa t.ion (65) a e te l 'obj e t de travaux de M. Roge r Liouville ( I ) 

crui l ' a cons id erc so us plusieurs points de vue c t a donne plus ieurs ca~ 
d 'int.egration, c t de JVI. Ap pell e) qui en a fait. une e tude appro fondie. 
Ces r esult.als dcviennent ninsi applicables it !'equation (64) e t (66); 
on p e ut , par CXC I11ple, e tabJir Ul1 C th co ri e des invariants de CCS equa­

t ions, e tc . 
M. V. H eymann('! ) a de pu is indique un autre p ro cede pour ramcnc r 

!'equa ti on (64) it Ia forme (65 ). 

4,1. :E t.anl clonnee !'equat ion linea i rc a vee second membre 

d"y c{n - t.Y rly . < 
1o -

1
- + f, -L--, + · · ·+ /n- 1 -L + fnY = F( x) J ' £ xn c .z·n- c .x· 

ecritc so u s la for me abregce 

( ti;) 6. rx, y] = F ( .1;·), 

on sait qu ' il es t. poss ible de form e r un c intc:gralc part icul ie,·e de (67 ) 
~tl ' aicl e de l' integralc ghuiNde de l 'equ:tlion 

6. [ :~;, y] = 0 

par des qu<~dr<~lures oCt lcs limitcs de J'inLeg ralc depend ent. clr la 
varinbl e .-c. La meLhodc de La g ran g-e foumi l un c tc llc inLep;ralc itl 'a id<" 
de n qu adralurrs, Landi s qnc la m(·l ltocl c de Cau chy l 'cxprim c par 

un c st' ulc quadr::~tu t ·c . 

(') Co mpl es rendus de I'A r·ademie d es Scier1r·cs, li ,.. , · pi CIII ill ·c , ~Rii •·t 12 ~·· J• ­

l e ud) rt· 1 ~x 1 . 

(') J ournal de ,1/ath~·matiljues pures et Clf!p lirjuees . 4" "'· r ic, I. \' , •1lR, ,. 
( " ) Journal fiir die rein e und a n,!;en·. , lf atflemalik , ll d. 11!1, ll cft Ill , ' 8!J8 . 
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\1. Pe troviteh s ignale le faiL sui vanL: 

lL exisLe desfo n ctions spec irrles ). (.,c, 'l. ) d e lavariablexr>l d 'un 
;>ar·a111 etr"e 1•ar·iable 'Y., lesr;ue Lles res tent les mr!m es p ow· loul r>s Les 

equations ( G7 ) et j oaissP.nl d e lrt proprir!tr! qu' il es t p ossiblr' de 

fo rm er une int egrale partitu lir~re d e ((i;) it l'oide cl' une integrate 
particulir' re de L'equ a tion 

~ r ..c' y J = ). ( x·. z) 

r; ue l r;ue so it ·ze second m em !J , ·e d e L' eqrwlion (!i; ). 

Parmi l<·s ), ( x, 'J. ) j 0 11i ssanL de ce tlc pro pri cL6 se tt·o u,·enL, par 
exemp!(:, les Cone ti ons 

log( r - 'HJ..'t' + .r'), 
x· 

I - 'l'l.X' -t- x· 1 ' 1-'l. z.'l· + .c' 

La cl6te rminati on cl ' une intL' t; t'al e Jlill'Liculi er c de ((j7), O LI F'(x) est 
une fo nc ti on quelconqu e de x ay anl .'1: = o co mm c· .po int ordinaire e L 
r eelle pour X r eel, se raml;ne it Ia ci 6LerminaLi on d ' une· integra le par­
Liculi e t·e de clta cun c des d e 11 X equat ions obtenues en l'l'lll jl] ac;anL 
clans (Oj) F ( x ) tmc foi s par ZL' ro, e t une fo is, par exe mple, par 
lo g( 1 -2 a.x +.x ~ ). L' integral e de (6;) es t fo lll ·ni e so us la l'o rm e 
d ' une integrale ddini e dont Jes Jimites sont des con s tanLes absolues, 
independantes de la fo rm e de l 'equali 0 11 ( 67). 

IV. - Une classe d'invariants des courbes integrales. 

( 'i o tc " ' D-\.) 

.4·2. E tant donnee l 'equation 

( (j8 ) f (x,y,y',y", ... )= o 

il p e ul· y exis ter de~; expressions n en t erm es d ifferentiels ou inte­
grales, en x e t y , les quelles, en vertu de !'equation ( 68 ) lorsqu 'on 
passe d ' un point JVC it un autre point lVI 2 du plan (x , y), en suivanl · 
une COlll'be inLegrale de ( 68 ), n e varient CJU'avee la position de ces 
p oints e t n e dependent guere de ce LLe com·be inLeg; ral e. 

L'expression n es l une sorte d'invariant pour !'equation ( 68 ), par 
r apport nux integnles particulicr es de celle- c i. ll es t , cl'ailleurs, 
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manifes te qu e !'existen ce d'un invariant n entraine celle d ' une infinite 
d 'autres . 

D e pareils invariants presentent un intere t tout particulier lorsqu':ils 
r epresentent des facteurs geomctricrues determines. On p eut alors 
de terminer la grandeur d 'un tel facteur sans qu 'on ait besoin d'inte­
grer !'equation ( 68 ) ; on peut ainsi mettre en evidence diverses pro­
prietes geometriques des courbes integralcs, etc. 

M. P etrovitch signale des cas simples O LI l 'on pent mettrc en evi­
den ce de tels in variant~; . Dans le cas, par cxemple, otl. l ' equation ( 68) 
se laissc mettre sous la form e 

ci> + ·~ (x, y)y'+ Hx, y ) = o, 

OLI cJ> es t une expression en term es, clifferenticls ou integrales 
de x, y, y ', y", ... lcs deux fonctions ·'l e t ~ ne dep endant qu e 
de x ct X et sali s fai ~ant ala condition 

o< a·~ 
-=-, 
uy dx 

l ' exp rcssion 

l x<J' dx 
,l'o 

representera un invariant Q ratlache ill'equation (68) . 
Pour l' equation de Hit:cati 

y'+y~=f(.x ), 

u n tel invariant es t le volum e de la surface de r evolution cngendrcc 
pa r la r ota tion de la co UL·h e intcgrale a uto ur de l 'axc des x. 

Po ur !'equ ation 
y'~+f=f(.x), 

c'cs t Ja longue ur de l 'a rc de la co urbc intcgr nlc, consid ere comm c 
fonc tion des coor donnecs p olaircs .r/ = 0, f = p. 

Tou te eq uali on du premier 0 rdrc 

j (x, y, y' ) = o 

ad mel co mm e inv ariant n l 'a irc limilcc p ar l 'axc des x, l 'n rc de la 
co urbe -: = <p (x ) repre~entant Ja Joi de. 1ariaLi on de la co urburc de la 
cu urbe intcgralc aYcc .r:, ct les deux ordonnccs aux c:xtre mi lcs de ee l 
arc. 
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V. - Integration mecanique. 

( \l c m o ii' C:' Cl i\ o LC> 11 " 8, 23, 23, ?8, 35 , :\G, !J:L) 

1·3. Lc~ inLcgralc . CL lcs apparc ils pour l'inL0 graLinn m ccanicru c d es 

<; < [u<~ti ons diiTe renricllcs, proposes jus tu 'aujourcl 'hui , sont fond e, 

s ur J' cm plo i de princ:ip cs cinematiqu cs, par e :-. e mple SilL' lcs pro­

pr i6tcs ck s roulcu es . 

l\ 1. P eLroviLc h e iTec Lu c ! ' integrat ion a l'aid e des princ ip cs d ' nne 

nat iii 'C LOLli a faiL cliJfere nte, fa cilcs it reaJi Cl' praLiCJII e men t , Cond ui ­

sant ;\ d es ;tppareils si.m11le · e t p o uvant inLegr c r d es types generaux 

d'equations du pre mier orclt·e . 

. S i l 'on faiL imm er ger un corps soli cl e l\1 plu s ou moins profoncl6-

ment dans le liquid e contenu clans un vase 13 , lc ni1cau clu liqui.dc 

montera ou s'aba issera cl ' apres une cerLaine lo i dependant d e Ja form e 

t;eometrique du corps NJ e t du vase · .B. Ces formes une foi s fl xees, la 

va riation de la haute ur du niveauy, comptee it pa~Lir cl ' un plan hor i­

zontal fixe, ne dependra que d e la var iat ion de la profond~u 1 · 

d 'immers ion :e. · 
La rela Lion entr e .x eL y se Lradu i L par une equa tion difT'erenLi.ellc 

du premier orclre, clans laqu elle l cs var iables se laissent scparer. 

L'appareil cons lruit suivant ce principe par M. PeLroviLch permet 

Ulll i d'integrer touLe equation de la forme 

.f( x) dx + '? (y) c(y = o; 

la courbe integrale est direc tement tracee sur un cylinclre Lournant, 

par uu crayon mobile enregistrant l es varia tions de la hauteur du 

niveau du liquide. Les fonctions f(.x) et q;(.x) changent a l ' infini 

avec la fonne du corps M e t du vase B ( 1 ). 

( 1 ) M. vV.-A. Price a decriL l'appareil clans son ar ti c le : Petrovitch's Apparatus 
for integrating dUferential equations of the first order (P hilosophicaL Jlfaga;::,ine, 
may 19oo); il y ajoute des nouveaux cas d ' integrabi lite par ce procede.- La Nolc 
de M. P e lrov ilc lt est reproclu itc dans le Journ al de Physique, r8g7, p. L\76- 'i/O· Son 
procecle se Lro uve aussi expose incompleteme nl dans les Ouvrages : L. lAcon, Le 
Catcut mecanique ( En~yctopedie scientifique, p. 3!12- 357; Par is , 0. Do in) el 
H. DE IVIo•m, Les appareils d'integration ( Bibliotlu3que generate d es Sciences, 
p. 6-rg4.; Paris, Ga uthie r-Vill a l's) , e lc. Voir l es remarqucs de J'auleu r dans Ia 
Revue generate des Sciences, numero dtt .'lo juin t g t3, p. iJ7S. - L'appa re il a clc 
expose iL Londres en '907, oi1 i l a eu le d ipl6me d' honn e ur. 

-
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4.4 .. M. L. Kleritch ( 1 ) a constmit un appareil d'une extreme sim­

plicite, appele lractoriographe , parce qu 'il pent servir <t tra cer d'un 
trait continu les tractoires d 'une courbe p lane donnee quelconque. 

IVI. Petrovi.tch fait voir que, legere ment moclifie, l'apparei.l peu l ' 
aussi servir pour l 'i.ntegration graph iqu e, tres simple e t trcs co mmode, 
de certaines classes d'equations clifferentielles clu premier orclre. Tel 
es t, par exemple, le cas de l 'equati.on 

li' ( . l-1·- ),y' ), -+ p.v' J 
X --r , )' + = 0 1 

VI +/ 2 VI +y' 2 , 

F etant une fonction quelconque de deux variables. Dans le cas, par 
e x:emple , Oll la courbeF = o se reclu it a une clroitc le long· de laqucll e 
on fait deplace r un s tylet de l 'appare il , Ia trace lai ssee sur le p api cr 
par une r ou e moh.ile de 1'apparei.l es t l 'integrale d' une eq uation de Ia 
form e 

j"(.z·, y)y'2 + ay'+ rp(.x, y ) = n, 

O Lt f et <p sont polyno mes clu second degre en x et )', eta une cons­
Lante. 

45. Le c urvim e tre se rvant a mes urer les longueurs ucs a rr· s peut 
a ussi. e tre utili se pour la CJUaclra ture de cer Ln ines classes de Co lll·bes, 
ainsi que 'pour l'ln LegTation mccanique de ce rtaines classes cl'cqua;­
tions difTe rent iell es. 

A insi , les co urb es 
.Y = 1\ erx·•· + B e- :xx, 

O LI A, B, r:~. sont des cons tantes li ces entre elles par Ln. relation 

qa. 2 AB - 1=0, 

on t la propr ieLc analog·uc :t celle des li gn cs cl1·o iLes, que l" a ire limit6c 
par l 'axe des .x, l' a rc de la co urhe c l les o rdonn 6es a ux extrrm it6s ck 
!'arc, est c:0al e :1 l' a ire clu r ectan gle a.)ant eon me base la longue ur 

de ce t arc e t co mm e luute ur Ia va leur a lJso lu e d e~. 
'l. 

i\I. P etrov iLch s igna le de 110illbrc uscs da sses de eo urbes, ul:li ­
n ies par des <"· qu aLions d iffc ren ti ellcs , f[u ara iJles paL· Ia r ec tifi ca ti on . 

(') Di11g lc,.'s l'olyteclw. J ou /'nal, •Srn, Del. :JQj. 

r 
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ll en tire auss i un proeC·d e mccaniqu e, s imple eL prnLiquc, pourl 'eva­
J,~:t t i o n d 'int.cgrales clefinies pr ises entre les limites ~:rb itra ires, 

s'appliq11 an t, par exe mple, aux integrales 

j e-·''' V' +4x; dx , 

4-G. :)ui ent _\.; les co rps actifs <.:L 13; les produ its l ' un c reaction c hi ­
miqu e JWJ'ma/e n e donnanL pa s nai ssance aux reac tions secondaires 
cL se passant entre n Jiquid es . La var iatio n de la quantite cl' un pro­
duit l3, au co urs du te mp e t rcglce par une Joi qu e l 'on obtienL pa1· 
1' integration des equ a Lions 

dy; c dt = i!J> J (t)2 • •• t•>n ( i = 1 , ?., . • . , n ), 

OLI . l ' i design e la quantile du produit B; form{· au CUl.ll'S de la reac tion 
dans l ' inter vallc de temps co mpri s entre l = o e t l = t ; les w; sonL 
lcs conce11 Lrations du melange en A;, etC; es t un coe !'fi c ient v;u· ianl 
avec lcs con,ditions p hys iqu es, mais qu 'on pcuL rendrc con s tant poue 
llllC r eac tion clonnee. 

Lcs q uantites (oJ / pe uvcnL vari er av ec le te mps non seulement it 

cause de la dcpen se continu ellc des corp s ac tifs A; <Ill co urs de la 
reaction , mai s ::mss i par des causes ex ter ieures. Ainsi on peut falr e 
qu e plu s ie u1:s liquicl es A; afflu ent au vase OLL se pa sse la r eac tion , 
s nivant lcs lois connues (en s'ecoulant, par exc mple, par des orifices 
pratiques sur lc fond des vases de form es connues ). En tenant 
rom pte de ce que les quantites dcpensees des corps A; sont [t chaque 
instant proportionnclles entre elles, la quantite totale cl 'un procluit 
de reaction B Yariera au cours clu temps suivant une loi definie pae 
1' inte t;rale d e l ' 6q uati.on eli {fe~enbielle du pre mier ordre de la form e 

~; =H(<;?I-)')(';?2-y) ... (<pn-.Y), 

OL1 H es t une constante determinee et les r.p; fonctions positives du 
temps. 

lnversement : en determinant, par des mesures gravimetriques ou 
volumetriques , les quantites cln procluit B correspondant a diver · 
intervnll.ys (o, t ) du temp s, on obtiendra sur le diagramme (y, t ) 
des ppints apparlenant t\ unc co m·be integrnlc de !'eq uation (6g). 

, 
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C'est le procede chimique de M. Petrovi Lch pour l'integration des 
eq uations de la forme ( 6g ). A l'aide, par exemple, d'une reaction 
bimoleculaire (par exe mple de celle qui se passe entre le chlorate de 
potasse et le sulfate de fer en dissolution acicle ), on effec tuerai t l' inLc­
gration de l' {~ quation de Riccati 

dy =H(o1- y )('i', -Y) 
dt . 

avec une approximation qui depend cle la precision cles mesures 

effectuees. 

.. 

, 

~ .. =---

/ 



. CINQ[J]I~ME PARTIE. 
P ili~~O.\ II~~OLOGlE G I~XI~ IlALE. 

( \lemoires ct l)uvragc,; n" 14 , 40, 41, 5.5, 5G, 74, 90, II G, 1'2:1.) 

I. - Analogies comme base d'une Phenomenologie generale. 

;!.] . Le grand problcme de l'inves ti ga tion de la Na ture se lai.sse 
t·cs umer en ces deux questions fonda mentales ( Stual'L ?Ifill ) : 

QueUes sonL les suppos iLi ons en moinclre nombre poss ible qu i, 
dant admises, aura ienL po~ rcs ulLat l 'orclre de la Na Lul'e tel qu 'i.l 
cxisLe? 

Q uelles sonL les p L'Oposi Lions generales les moins nombreuses 
poss ibles dont toutes les uniformiLes existanL clans la Nature pour­
raient etre dccluites? 

On se rapproche de la reponse, du but ideal, asymptotique de la 
Philosophic naturelle, chaq ue foi.s qu' on aura reussi tt amener un 
groupe de phenomenes a un meme processus, lt tm mcme type de 
m.ecanisnws. 

Or, clans !'immense bigarrure des faits de toute nature, se ren­
conLrent a chaque pas des ressemblances, des confor111ites, des 
analogies souvent frappantcs, meme entre les faits ne paraissant avoir 
entre cux aucun rapport concret. Sans parler des ressemblances 
pn\cises de figures geome triques, ni des conformiLes parfaites de 
mouvements de systemes materiels, ni de celle~ ayant leur raison cl 'e tre 
clans l' identite de leur nature concre te, on rencontre bien sou vent des· 
faits qui paraissent disLincts e t eloign es l'un de l'autre e t qui, cepen­
clant, ne different que par la forme exterieure, par le vete ment qui les 
couvre . Il suffi t de rappeler ces nombreuses r essemblances, superfi-

, 
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cielles ou profondes, suggerant des metaphores e t des comparaisons 
dont on ~e sert a chaque instant aussi bien dans le langage scienti­
Jique que dans le langage courant. 

Parmi les nombreuses analo g· ies, les plus precises et les plus com­
ple tes sont, bien naturellement , celles qui se rencontrent dans le 
clomaine des phenomenes des sciences exactes, et en particulier celles 
qui exist ent entre les phenomenes mecaniques et physiques . Ces 
analogies sont bien nombreuses e t a nne multitud e de phenomenes 
pbysiques il es t possible de faire correspondre un phenom ene meca­
niqu e qui lui sera analogue par un ensemble de particularites et qui 
l'i llustrera a uncertain point de vue . Les elements de significations 
concretes tres differ e1ites clans deux phenom enes dis tincts j ouent 
souvent des roles semblables et ce tte ressemblance de roles entraine, 
dans un grand nomhre de cas, une r essemhlance dans les equations e t 
clans les consequences qui s' en clegagent . Les analog·ies sont, clans ce 
domaine, souvent si completes que tout resultat obtenu dans l' etu de 
cl ' un phcnomen e peut etre immecliatemcnt transporte, avec sa tra­
du ction spccialc, diln s un autre qui lui est co mplctement disparate. 

On connait les servi ces imm enses qu e les analog·ies ont r endu aux 
cliffc rentes branclJCs de sciences, et plus parLiculic rement (t la Phy­
siq ue maLhcmatiqu e, ayant permis maintes foi s de transporter un e 
thcorie achcvce cl't~ne classe de phenoml!:nes clans le cl oma i.ne d'un c 
tout autre nature, se rvant ains i de guid e aux inve5tiga{ions eL sug·ge­
rant nl'cme les decouvertes. A1ais ne p ourrail -on , en les ana lJ·sa n t 
con1 ·enablemen t , leur atlribuer plus de p orlee et leur confth·er 
une va leur s c ie nt~fique intl'in ser;ue? Telle est la qu estion posee pa 1· 
J\J. P etroviLch e t il precise son idee dans plu sieurs Ouvrages e l 
l\lc mo ire~ . 

D 'ah orcl , tou le analogie consisle dans !'existe nce d' nn ense mble (F) 
de faits qu e prcsentenL en commu n les faits (G) embrasses par 
l 'analogic. L 'ense mblc ( I;) es t ce que M. Petrovitch dcs ign e co mm e 
noyau d 'anal a g ie du groupe (G). 

Le noyau d 'analogie peut contenir des fa iLs se rnppor Lan L aux 
allures ou aux m ecanismes des ph enomenes clu groupe : le cas par­
ti culi eremenL inLeressant au point de vue d u probl l: me cnoncc es l 
ceJui O LI il con Li enL ~t l a fois les deux especes de fa its . l\I . Pe trol itch a 
e u l'icl ee cl ' utili se r de pare il s noyaux d'analogie pour l 'c difical ion 
d ' une P lui nom enologiegenel'(tle embt"assant les p hen omenes de Loui e 
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es pl:ce e l de Lo ui e naLtll'e co ncrl: le. e l il l' a fait de ]a manil: re so m­
nwirenwnL ind iqu ec nux parngrnp hes suivanls . 

.18. D 'abo l' rl. il y a une ce J'Laine mani (· ,·e l' wuformiser l es n oyau 'l 

d'analogic, c'e L-it-dire d 'ex prim er ]'e nsemble ( F ) so us une fo rm e qu i 

se ra In mcme pou'.' les ph en o lll l: nes de Lo uLes natures concTe Les con­
le nu s dans le gro upe (G). 

D\me pan , il :r " une m::tn i(Te le dcc r it·e d es ph eno menes, cl'' d s 
qu 'ils so ie nL, de lc ll e so ,·Lc qu e les parLi c uJ a riLes de leur a llure sc 

1rn uven L,~;es 11m 6es dan s Jc mod C' d e mo uv c menL d ' un p oint jig arattf 
d u ph eno m(!ne, dt'·fini dans l' hy p er cspace pnr un sys lcme de coo t·­
donnees rlwi-; ies de man icre qu 'it c haqu e in sLanL la confi gura ti on du 
sys Lcme dele rminc l 'e Lat eo ,Tcs p o nd;~nt a u faiL v ise cl ans le [)heno­

m l: ne . La ,·essembLance d 'allu1 ·es d 'u.n g rou;Je de ph enom enes se 
/'{' fl ete aLan; dan s d es pru·ticuLarilris que Les nwa<"emenls d es points 
/ig uraL!fs corresp ondan/s pn5senten t en co nvnun. Le pas ~ <~ ge 

graduel o u hru sr(11C' de co ule ur clu ronge au vert e t l'aggrnvaLion d '1me 
maladie se trarl1risent p::n· une meme parLic ubri te des p o ints fi gur;~Lif' 

re prc tifs : pnt· l e ur de pla cement clan ~; la diree Lion de la coordonncc 
eo ,TeS [)Ondan L ::\ la coule ur , o u au cl egrc de malaclie, e t dans le se n · 

posiLif de ce Lte direc tion; l 'cvolution des ph enomenes vers un t\ l.at 
rlelinitif' sta Li onnaire se tl'aduira p a r l'appt·oc he du poinL cl ' 11nc 

po ition asympLo tique , la period iciLe des phenomenes par le passage 
des poinls figuratif's par le s mem es po$iLions it des inLervalles d e temp s 

de m eme longueur , e tc. Plus la ressemhhmcc d 'all 11 res sera co mplete , 
plus il y aura de par licularil.cs communes clans les modes de mouve­

,ment des po ints figuratifs cor responclant aux phenomenes du groupe. 
D'autrc part, on pent donner aux notions cl e r oLe une form e in.de­

pendanle de la nature concl'et e d es porleurs de roles, indepen­
danle ega lem ent de celle d es conseq uences s'y ra llac han t, de 
me me qu e les notions geome lriques sont indepenclantes de la nature 

concrete des objets auxquels elles se rapporten t. 11 arrive, en effe l, 
que dans l '!nrin!e diversite de ~; roles speciriques, rattachcs aux por­

Leurs de natures con cretes inl iniment var iees, on pu isse discerner des 

'J'p es de I'Oles se r e trouvant sous une infinite de form es specifiques 
dans le monde de ph enomen es concre ts. Tels seraient , par exemplc, 
les typ es de roles clcsignes comme cause impulsive ou depressive , 

comme cause reac Live, 1;es istante , rythmiqn~, intermiLLente ; le role 

PETHOVJT C II 



- H4-

d'inertie, de liaison , d' obs tacle; le role excitateur 0 ll pr ovocateur; le 
role regulateur ou compensaLeur; le rOle coordinatif, etc .. 

La connaissance des types de roles intervenant dans l ' exis tence 
d'un phenomene, et celle de la manie1;e clout res ultent les particula­
r ites d'allure comme consequences necessaires de la combinaison des 
types de roles determines, equivalent ~~ la connaissances du type de 
1necanisme auquel le phenomene serait di.l. Un tel type embrasseles 
mecanismes specifiques d' une foule de phenomenes disparaLes qu'il 
unit ainsi malgre leur divers.i.Lc:. C'est ainsi qu\m groupe de pheno­
menes disparates apparai tra comme e Lant dCt, par exemple, l\ l'action 
d'une cause impulsive invariable, ou periodiq ne, directement opposee 
~~ l 'inerLie du phenomcne; ou bien a une ca use depressive faib lissanL 
en raison direcLe de son eiTet; ou bien a l 'action comb inee de plusie.urs 
causes periodiques de meme pcriode, mais de phases diiTerentes, 
entravee par un assemblage de liaisons, ou par !'apparition brusque 
de causes depressives, ou par !'infl uence du facLeur jouant le role de 
terrain , ou du facLeur jouanL le role de r eg·ulaLeur, ou bi en le rule 

· coordinatif, eLc. 
Le noyau d',,malogie 'ainsi uniformi.s(; consLiLu e une notion maLhe­

maLiqu e imporLante. De meme qu e le noyau de similitude de poly­
gan es semhlables consisLant dans l 'egaliLc des angles , la proporLion­
nali te des coLes homologues entre eux eL aux perimetres des polygones, 
e tc . Lransform e la similitude en egalites, de meme le noyau d 'analogie 
d ' un g roupe d e faits, si disp arates qu ' ils puissent eire, trans­
form e la ressembtance d e ceux -ci en egalil es. TouLe ressemhlance, 
depui s l 'analo gie maLhcmatique la plu s complete jusqu ' ~t la ressem- , 
hlance la plu s ,·ague, se lai sse r es um er en un noyau dans lequcl 
aura disparu Lo uL ce qu 'il .r avaiL de vague eL ou il n e l"('SLera plu s 
qu e ee qui se lrou ve de reellemenL idenLi flu e dans la resse mblance . 

L es parLi.eulariLcs d'allure eL cellcs de mecanisme, conLenues dans 
le noya u d ' un groupe de phenomenes sonL invariabl emenLliees entre 
elles; ces dernieres am cnenL .i.m ariab lcmenL, co m me conse quence 
infaillible, un en semble· d6Lerminc de parLi culariLes d 'allures quileur 
sonL raLLach ces. L 'un des problcmes fondam enLaux de la Phenomcno­
lo gie g;en crale consisLera i L alors en ceci : En disposan t de d onnees 
qu antit(lll! 'CS O Ll qaa/ita li!'CS Sll/ ' [e m ecanism e. du pftenrilnene, 
co nl r' twes da ns Le noy a a d 'an a log ie da g roupe, pni r·oir les parti­
cularil es cl 'allare rallaclu;es a u g roupe . 
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Le proble me es t du resso rL de l 'anal .)'se math e matiquc <'L con sisLe 
dans la fOt'llH1tion des equations fliffercntie!lcs par lcsqu c]l c se tra­
dui scnt analytiqucmcnt les do nnees s nr lc mecariismc, dan s l' int e:; t·n­
tion de <:rs equa tions ct dans l'interpt·etation conCL'etc dcs fait ;, ana­
l) tiqucs impliqu cs clans les integl'alcs ct dan s lcs eq11<1tion s cllcs­
m c mcs, OLL l)ien dans !'e tud e qualitatil'e des eq uations. La d oc ll'inc 
ain~i conr,: ue scluimatise!'ait l •s pl1 ennm en es di sp aratcs fcll'lnant un 
;oToupc d 'analo g ic, cnlcs red ui'San t ;, un c sor tc de squclc tLc comm un 
qui con cspondrait LanLo t it l ' un , LanL<)L a un autre ph eno mcnc du 
groupe s uivanL lcs s ignifi cations co n crl:Lcs s1 ec ifiqu cs que l'on don­
ll t<ra aux dements du sc h<'·ma. n pnrc il sqlt Cl<'ltc r·cpl'<'·senlcra le 
no_y::w d 'a nalo g ie dtt grou pc. 

II. - Exemple d•un noyau d'analogie universel. 

.1.9. Tout ce qui se passe au cours du temp s con . isLe dam lcs 
var ia tions d ' un sysleme ( u, , a 2 , ••. , u" ) au cours du temps, le 
nombre n p o ui'<Ult ctrc fini o u infini. Un eta t ins tantane au COll i'S du 
phenomcnc es t delermine par la configu ration du sys le mc tt l' instant 
considere, c'cst-it-clire par l ' cnsc mblc dr valeurs flu'a(I'ccLcnL lcs e le­
lll Cl'lLS u 1 , u 2 , ••• , a" it ccL ins tant. Lc phenomenc lui-m l: me consis te 
dans la suite des modifications, continues ou discontinu es, que subit 
la configu ration du syste mc au cours clu temps. On en a ura une 
image dans le mode de mo u vemcnL d u point figural if M d u sys tcme 
clans ,l 'espace a n dimensions, cc p oint etant celui ayanL pour coor­
donnees les valeu r s des elements u 1, . .. , u 11 clu systemc. 

Un sys te me est libre lorsquc les modifications arbitraires de tous 
scs element:> sont possibles, c'cst-a-clire lorsque lc systcmc permet 
un mou vemcnt arbitraire de son po int figuratif. Le S.) steme est 
Lt liaisons lorsque les modifications arbitraires ne sont possibles que 
pour un certain nombre k de ses elements u 1 , ••• , u;,., les modifi-
ca tions cl~s autres elemen ts e tant determinees par celles des de­
ments u1r. Le mouvement du i)oint fig'uratif es t alors borne par les 
liaisons. Celles-ci sont fix es ou defonnables suivant que les modifi­
cations virtuelles du s;rsteme, compatibles avec elles, ne dependent 
que de la configuration dtl S)'Steme, ou bien dependentaussi del' ins tant 
clans lequel on les consiclere. Dans les deux cas, le 11wur·ement le 
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plus gen era l du point M, compatible Cli 'CC les liaisons, se rm n etw 
(i. son nw uvem ent fibre sur une varietr5. V d 'ordre k dans l' espace 
it n dimensions. 

L'cn se mble de k pal'ametr es indep endants entre eux, ddini ssanl lt 
c haqu e in stant la position du point M s ur la vari e tc~ V, p eut au ss i 

e tre considcTe comm e definissant un point N dans l ' espacd tk dim en ­
s ions . Le m ouvem cnt le plus g enera l' d u p oint M , compa tible avec 
les lia iso ns , se ra m ene au mouvem ent libt·e d u p oint N da ns 
l.'espace Cl k d im ensions. L 'en semble de ccs k coordonnces r epre­

sen te le systeme reduit du ph enom ene e t Nes t son point jigura tij 
r eduit . 

L a description d ' un phenom en e lt n elements e t <\ k cleg rcs cl e 

lib crtc sc ra men e alors indiffer emm cnt : 

1 ° O u bi en tt cclle du m o uvem cnL lie du point M sur unc 1·ar i6tc 

d' orclr c k dans l 'espace tt n dimen s ion s ( sys t(;m c primair e ) ; 
2° O u bien tt celle du m o a vc menL livre clu p oint N da n s l 'espacc 

ll /." clim Clb ion s (S\ Sle me r ed uit ). 

Le sys tt'·mc clcscr ip ti.f du p lu:\n om (·ne sera /w lonom e ou non holo­
n om e suivant q ue la co l'resp oncl ance entre les p oints l\I e t N cs l tell e 

<1 ne la posit ion deN clam son esp ace <t k dim ension s de ter min e co m­

p le te ment cclle de M dans son esp acc i1 n d im en sions, o u bi en qu e, 
lw ur ce ltc de ter mi nation , il faut prc~c i se r l e m ode de mo uvc men l 
am enant N (t la pos ition con si clerce. 

ALl sys t(·rn c ( pr ima ire Oll redu i t ) se l'a l\achen l le.•; n J{es passif:s 
dans lc m ecan isme d u pl d;n o m<'·n e, Lan d is qu\ t J. 'en se 1nblc des ra ils 

im posa nL des m odifi ca tions p a r lesc1uellcs sc l rad n it l c ph 6no m<'·n c, 

sc l'a llac lten l lcs rules ac tlfS cl u m eca ni sm e. Lu. mise en j cu , l c fu nc­
tionnemen / du mecani •; mc, a m(· ne un e nse m bl e de termine de raiL 

par lcsquc ls lc l)hhw m l;n e sc man if'cs lc . Cc t en se mb le es t inva ria iJlc­
m cnL ra LLac ht'· a u mode cl c li en s cx istanl c nL r.·c lcs roles ac ti fs cl p a ~:s i L . 

d an s le m t.'·c: mis m c du p l1en o ml:n e : ccs li en ;;, cx pri m es an aly ti q uc mcn l , 

r·ond uiscn l a ux t'·qua ti on s d u p hen o m(·nc . On arrive a cc llc cxp1:css io n 
a naly tiqu e de la rn an ih 'c su ivan lc: 

Lors<ju c , a u ('O ur·s d u phe no men c, 1111 <'· le 1n cnt u sc m el it va r.·ie r en 
presen ce d 'un cnse 1nh lc (E) de c: il ·con~: Lan ccs, on allr ihu c it ee l 

en sc miJie, co n ~• i cl<'T r'· r:nmm c c a u ~e d e ~. va r iatio ns de u, 11nc len dcuu·e 
m udif ica trice p ar rap por l :'1 eel d e 1nenl. Cc llc Lendancc csL d 'a uLanl 

~·~ 



- 117 -

plus fol' if• qur · l'r'· knH·nt u , obj et di rec t cl c Ja Lr ndan ce , cha nge pln . 

l' ite q l sa presr ner. L e role de la L£•ncl~m cr· lll Ud ifi ea Lr icc co n~ i te rail 
a insi it impn.\'CJ' lr·s modifi ca ti on itla co nfi gura ti o n du ~.\s t t'· m c dcs­

c rip Lif riLL ph r'·nomr·· ne, c'es L\tt-dirc it im 1Jnse r lc mo uvc menL :1 so n 
po int fi gu1 ·at if ; o n r· on s iclt'· 1·e qu e ces modifi caLions se procl uira icnl 

infa iJii blemenL s i r il es n '6Laient gl: nr'·es pat· Ju prese nce d 'a utres fail s 
qui l e~ cn .lravent o u en r end('nt mc me l'a cco mpli, ement imposs ible, 

mal gr6 Ia pcrsis tance de la tendance moclifi ea tricr acLi1·e . 

On adme l, de plu s, qu e l '616 menl lui- ml:m e oppose de l' ill ertie 
aux c hange ments e l qn' :l c haqu e instant , pout· lui imp ose r les varia­

Li o ns , l 'r nse mble ( E ) met en j e u une tendance m odifi cat rice d ' inLen­

sitc e0alf' it la grancle ut· de J' innL ie de 1' <'-lemcnl . 0 1·, la grand e ur de 
l' incrtie es t co n s id L·l'l:e co mm e variant en raison d irec tc de la vil!· sse 

de I':J ri ::uion de l 'd(·nwnt , le coefficient de pi'Opo rlionnalite, Je coef­
jicien l d ' inertie ou l 'inertie specifiqu e de ! 'd e ment r ep re,;entant Ja 

grandl'Lll' de l 'ine rti e pour la I itesse de lilriation cg·ale a !'unite. Dans 

les mouve m ~nts de tran sbtion , par "xen1ple, ce coefficient es t des igne 
eo mm e la masse du mobile; dans les m o u1 t' nH.:nts de rotation , c'cst 
le moment cl'inertie du corps; dans les l'hange mcnts qu 'eprou1 e 

l ' intrns iLt; rlu courant fourni par la pile dectriqu e intercalcc dans Llll 

c il'c nit, ce col' rrJ c ienL f'St la r(·s isLance d~c tri.qu e du circ uit, <:Lc. 
L' intens il l: d e la tendance moJiri ca tri ce r a tlach6e tt(E) , mise enj cn 

a un in stant co nsiclt'·n; pour imposer clr· s var iations it l'dc nwnL u , afin 
rl't;Lre ~n r apporl avec la grande ur de l'i.ncrtie qui lui est opposee , 

'ari.erait done, elle aussi, d ' instant en instant en raison LlirecLe de la 
1 ites,;e des variations elles-memes e t de l'inntie sp ee i!lqu P clel 'elemen l . 

La grand e ur absolue du procluit de ces denx faeteurs serviraiL cl e 
m es u re d'intensite , :1 la fois pour l 'inerl ie e l pour la tendance e m­

ployee pa 1· (E) pour 1·a inere ce tte ine rtie . La tPndance modificatric1· 
.sn:Jit ;\ chaquc ins lanL afl\:c tee d'un sens, p ositif ou n egatif, suivanL 

que .!'dement u en presenc e de (E) croZlra it ou d ec roZtrait t\ ee l 
in stant. Dans le premier cas la cause est impulsive, clans lc seconcl 

cas elle es t clepressiPe. 
Ce serait Lt une mani!Te de mesurer la tenrlance moclifi cative apri:s 

coup, c'est-a-clire de l 'es Limer d'apres les va riations qu'elle aurait f'ail 

subir it l 'elc tnent. Or , il } a des ensembl <'S (E) auxquels sc trOIL\'e 
ratt:J c bl:e nne !oi permanenle pe rm e ttant d 'esLimer pl'li a lau lemenl 
Ia tendance de la maniere suivante: on sau raiL.al'avance c1ue le pbl:--

I 
I 

I 
I 
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nomene se passe com me si la tendance a faire varier I' element u, rat~ 
tachee a (E), variait elle-meme a·u com·s du phenomene suivant une 
loi fixe, non subordonnee au mode dont la vi tesse de variation de 
I' element varie effect ive ment au cours du p h enomene. A l'aide d'une 
telle loi: et sans avoir b esoin de connaitre les variations de l'element 
qui en sont la consequence, on pent es timcr la tenclance modifica­
tricc de (E) en elle-m eme et tt l 'avance, pour tel instant qu'on 
voudra. Telles seraient, par exemple, les causes invariables au cours 
du ph61~om6ne; les causes periodiques; les causes proportionnelles it 
la grandeur d 'un element du phenoml'me, ou it l 'exc<'·s de ce u e 
gTandeur sur une grandeur Gxe, ou ala racine carree de cet cxces, ou 
a la grandeur de l 'inertic cl ' un element autre que l 'objet direct de la 
cause consid6ree, ou a la diver gen ce cl ' un change sur lequ ella cause 
exerce ~on action, e tc. 

En sommc, ceci r evient a assimiler les tendances modl'Ii ca t.rices 
de toutcs esp eces a des forces mecaniques proprcment elites. Unc 
teJle assimilation offre la p oss ibilite d'etenclre la theori e cle ]' action 
des forces aux causes agissantes de toutes especes e t de toutes natures 
concre tes, n 'ayant avec les forces mecaniques en com m un que le typ e 
de role dans les mccanis mes des ph enom en es rcspec ti fs. Le pro blemc 
fondam ental de la Pheno menologic mathematique se ram C· ne ainsi au 
probli·m e clu. m ouvemenl dans l 'espace ~t n dimensions e t se reso uL 
par des exte nsions intu itives des . meLhodcs classiques utili sees clan ~; 

l 'cs pace orclinaire . 
Ainsi, la definit ion m crne de la tenclance modifi ca trice d'une ca use 

conduit a ux equations fondam cntalcs de la forme 

dn; = ~Xj,i, 
lltjdt 

oCt Jcs '\ i.i sont les tcndances mod ifi ea tri ccs <~ppl i quees cl irectcmcnt 
~t l'Clt'·nH' nL ll j , m; (· Lant l 'inert ic spcc ifiqu c J c l 'Clcmenl. 

A l 'a ici c des li a isons d<1ns le systr'·m c primaire ( a,, u", ... , ll n ) , 

on pn ssc du mouvcm c nL clu point fl gumtif primairc ;\ cclui clu po int 
fi guratif' n '·cl uiL , par le procccl c cln ss iqu e de la i\lccaniqu e o rdinairc. 
Parm i Jc;; cli\' Cl'SCS tl'<II1Sf'ormat ions de ces ccruat ion s, l'um: prcse nLc 
un inte ret tout part iculi er par sa g<'-nt'· ralitC·, sa s impl ic itc e t ]a fac iliL C: 
cLtpp li caliOtt : e'cs L Ja lt ·ans f'o rma t ion cond ui sant a la f'o rm e icl en­

litlll e ;'t ccllc des C:q uat ions de \1 . .Appell clan s la M<:can iqu c ord i-

... 
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na1rc 

( i = r, 2, . .. , /.·) , 

o1'1 l es q; so nL Jes e lc ln <· nLs du sys L<., nH' rt:clu it , 8 unc ('Xp rcsswn 

cle pend;1 nl de ecs ClemenLs eL clr s liaiso ns :lllxquell<' · le s.r ·Lcme 

prim r~ ir t• es L ass uj <'LI i, Q; c lanL des exp ress ions dc pl'ndanL des lia i­

son s eL <les Lend a nee~ 111 od i fi ca t r i ces ra Ll ach ees au x: de m enLs d u sys­
Ll: me pri m a i t'l'. 

Les eq ua l ions :~pp e ll i c nnrs s' ;)ppliqttCil L ;) USS i i>ie n nux sys Lcm es 

non h o lo nome~ qu'aux, sy~ tl: ln t· s lwlono nws. Dan s lc cas de crs cle r­

nicrs, ellcs se Ja i sent Lran ·l'o 1'111 e r cl ' 11n e man ic re id e nLiqu e it celle 

do tll Lagmng<' a Lr;lns[ormt· lcs CiFtaLi ons clc 1:-t Dynamiq ue 

d ( clT) clT - - - --Q 
dt Jq; Jqi - I. 

( i = l ,2, ... , k ), 

·o t'r T n e de pend qu e d es clem ents clu sysLe me e t des li aison s, Q; 
cl cpenclanl :'tla fo is des liai so ns et dr~s tendanecs moclifi caLr ices. Dans 

l e cas des s_rs Lemes non ho lono mes, a ux express ions Qi s' aj ou LcnL les 
Le rm cs co rTcc Lifs, nu ls pou r lcs sys Ll: mes h olonomes. 

Lorsque, l c S)'SLc me e tanL holono mc, l cs Lcnclances lll Od ifica Lriccs 

clcrivenL cl ' une fonc l ion de fo 1·ces ( pl1 en o mcn es ::t potenLid), les 
equations se la isscn L ram encr au typ e eanonique d 'I-Iam ilton . 

Les eq uations p euvenL nuss i i_\ Lre ccriLcs , et ecla de cliverses 

man ic re.s, so ns une fo r m e con densee, co m me l e so nL , p;1r cxemple , 
l cs form e~ s uivan lcs,: ,.. 

r o ·Pour tout phcnom en e, ~~ sysLe me holonome ou non holonome , 

il existe une foncLion cl e lermince (l> d ependant du systeme et des 

causes ap pliquees, telle q uc l cs eq uations diiferentielles du pheno­

mcn e co'incident a\'ec cclles exprimanL l es cond itions pour que (I> soiL 

minimum ( cn ergie cl'accelel'ation de l\1. Appell ); 

2° Po ur tout phenom cne conservatif existe une eq ua tion aux 

dcri vces partielles (equaL ion de Jacobi) dep endant du SJSLeme e t des 

co urses appliqu ees, Lelle qu e les equations du phenomene s'ob­

Li ennent , sous form e jinie, [t l 'aicle d'une integrale comple te de cette 

equation. Le fait s uivant , anquel condui t !' interpretation geome trique 

de ceLLe equa ti on , est cl'une importance capitale poar la Phenomena-
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logie mathematiquc: A tout plu;nomene conse rPat'f correspond une 
classc de varietes v d 'ordre ega! au degre de liberte !.: du sys­
tihne, telLe que l' etude du phenomene et l 'r!tude des ,geodesiques 
tracees sw· V sont des problemes identiques; 

3° Pour tout phenomene it systeme holonome, il existe une intcli 
grale delinic dependant du systeme et des causes appliquees, telle 
que les equations differentielles du phenomene s' ohtiennent en ecri­
vant qu e la variation premiere de l'integrale soit nulle (principes 

d'Hamilton et de moinclre ac ti on). 

L 'integration des equations differcnti clles correspondantes conduit 
aux lois de mouvement du point figuratif du phenomcne , c' est-a-dirc 
itla dcscrifltion meme de l'allurc du phcnomene. Les equations diffe­
rentielles n'ctant que ]'express ion analytiqu e du type de mecan isme 
du phcnomcne, dans lequel tous lcs faeleurs ont perdu leur signifi ­
cation concrete ne conservant c1ue ce qui caracterise essen tiellemcnt 
le ur type de role, iJ est nature] q ue Jcs phenomenes disparates, 
engend res par un des facteurs jouanl llll men1e typ e de role, prescn­
Leront Jes memes particularites d 'allut·e . Une pareille descr iption , 
rattachcc a un mcme t)'pe de mec< llli s me, represente un schema 
general ramenant a Ull meme ty[)e une f'oule de ph enom enes de 
Loutcs es pl:ecs el de .Loutes natures co nerl:tcs . Le schema r es um e 
! 'ense mble (F ) de Cails composant lc noyau d'analog;ic du groupe de 
pl1enomcnes qu' il emhrasse et qui de\ icnnenl ainsi ana l.rtiquement 

equ ivalents entre eux. 
Les cond itions pour une tcllc t'•rtu ivalcncc analy Liqu c peuvcn l , 

d 'aill eurs, s'exprim cr sou s une form e precise c l co ndcnsl:e. Comnll: 
lcs equaLions clifl'l: rcnticl les du g-roupe, (·n iles son s le form e de 
\J. Appell , s'o bti cnnent par la deri vation d ' une sr·ule foncti on <ll 

raltae bl:c au meca ni sme- ty pe du 0T O UJH' , Jcs co nditions pour l 'equi ­
\'alenee nnalytiquc des ph<'·nom cncs du groupe consis tent en ceci: ll 
f a ut ct il sujfit (jllC les f onclions <1>, ·se l'a ltachant ct clwqa e plu;­
nrJinene du g roupe, ne di() erenl en u e eux que p a r des p arties 
a dditi ves ne dependai~t ;ws des r; lements sui('anl lesqaels es t (l 
e.ffectuer ce lle derivation. Dans le cas des pl1 l: n ~ m cncs .r:onse t·vatif's, 
il existc nne \'arietl: V cl'un ord rc de lcrmint·· dnns l'hypcrcsiJaci' , 
carnctl: ri scc pnr Ja proprieLL' qu e l'allure d11 ph<'·nomi·nc s' obticnL p<l l' 
tm c tracl uclion con\ enable cl es pa ri i cuLu:i Lcs raLtaehees aux g·eo(k -
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::. Lq ues d e \. Par cxe mp l(' , po ttt · lc· g ro up e de ph e no men es de LouLcs 

nal ut·c,, co nc re tes, an;dy t.iqu c 111 cn L ,··qui valenl a u llHl uvc m<' tl L d ' un 

po inlma li··ri cl da ns un plan so us l 'ac Li on d e fo rces cent ral s fo nc­

t ion s de di s ta n ce, l a vu ri c te V co mmune es t unc s urface de revo luti on . 

P our qn 'un g roupe d e plui nomenes co nse ,·val!fs repnJse n te un 
,:.;Toupe de p hen om en es rrn a ~)"tiq u enwnt dqair,; a /enls , iL f a ul et iL 
sajjit q rt c ces p fu:nom enes pn;sentent en co nw7UJL a ne v u riete \ . 

oO. C lw qu e meca n is mc-t.y p c impliqu c lll1 ce rL<lin llOillbrc de p a r­

t ic ula r it cs d ' allu1 ·es qu ' it"imposc nu ph e no mc nc auqu el il sc raLLac h c 

Pt qui son L les con sC·qu cn ccs n (· ccs a ires de sa composi ti on mcm c . 

A ins i, !' ac ti on d ' un c ca use cl e prc·~s i \ C d ircc Lc m nL opp os6c it l'in cr Li c 

d u ph 6n o 111 cn c c L qui sc d c pc nsc, e n ng i ·san L, e n ra ison d ircc Le d e 

l' effc t procluit , impliqu e la clL!c ro i,;s ;w cc g raducl lc cl c l 'c ffcL cL son 

evano ui ,;scmcnt de plu s en plu s l enL. 

.[.,o rsqu ' une cau se in~ tantan (~C Lend , par son impul sion , a LroublCI" 

l e com·s n a Lurel d ' un pl ,en om C: n c d eja cx isLanL, ,; uivant l ' insLanL o C1 

la cau se nppara1tra, c L s nrto ut s uivant la g rand eur e t lc scn s d e 

l"ine l'l.ie clu phcnom en e a ee l ins tant., l ' e ffc~ d e FimpuhiO il se ra Lre •; . 

scns ihle o u insen sible, avec LouLc,; Jc,; g raclat.i o ns cnLre ce,; ex trem es . 

Dan ,; l e ca,; p a rLic uli e re me nL inLe rcssa nt p o ur l 'cx:pl ica tion cl'unc 

fo ule d e phe nomi'~nc s n a tur els O LL plu sicurs ca uses inLerm iL LcnLes 

intcrvie tl n ent , d o nL lc scm; C>i L L0 11.j o urs , ~l l 'ins ta nL O LL clles appa­

ra issent , contraire ~t cel u i d e la viLe,;:;c d e c hnnge menL d e l'dC: menL 

caracteris tiqu e du phenomcne, c t cau ses d 'auLauL p lu ,; inten ses qu e 

ce tte viLesse es t plu s cons idl~rabl e, la m<Jrch c clc l t ur e !Tc t >i C tradn ira 

par nne courhe osc illanLe ~t oscilla t.ions tees amort. ies cl ont un n o ml)l·e 

tr es r c ,; LreinL es t se n ~; ible . 

Certains p h en o men e.-; de la D y namique chim iqu e c;ont .rcgi s pa r lc 

mecanis me- ty p e suivant: n d t": menb caracLc ris t. iques , lies pa r d es 

faits in tr oduisant n - 1 liaisons fi xes entre e ux, va ri ent c ltacun sou s 

l 'acti on d ' une ·cause impulsive dit·ec Lem ent opp o•; ce a son incr Lie, 

chaqu e ca use fa iblissant progres:; ivem ent au fur c t it mcs ure llu 'elle 

produit son effet, en s'evanouissnnt lorsqu e l' effeL aura a ttc int une 

certaine grandeur limite . U n tel m ecani sme-type impliqu e l e f<Jit que 

chaque Clement cr oitr a au com's du phenom cn e, mai.s d e plu s en plus 

l entem cnt, t enclant asy mptotiquem ent ver s unc grand eur qu'il n e 

d epasser a pas·; le phenomene lu.i-m em e , im age collective d es varia-
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lions de ses elements, tendra progressi,·ement , de plus en plus len­
tement , ver s un r egirn e s tationnaire duqu el il ne sortira plus . 

Dans le ca~ de phenomenes a un Clement dus a l 'action de deux 
cau ses anta gonis tes, l ' une impulsive d'intensite variable , l'autre 
depress ive tt r e tard constant, c'est-a-dire d ' int ensitt:, variant en raison 
directe de l 'e(I'e t produit, mais conespondant a un instant anterieur, 
l'effet sera la superpo sition d'un phenomene constant et de pheno­
menes parti.eh qui se dissipent avec des vitesses differentes, les uns 
suivant une loi exponentielle, les autres, introduits par le Tetard , tt 
variation ~; oscillato ires a morties, d' amplitudes e t de periodes cl ifl'c­
rentes. Les phenom enes partiels exponentiels faibli ssent de plus en 
plu s au com·s du ph enon1ene, et d 'autant plus rapidem ent que le 
coefftci ent d 'activitc de la cause variable es t plus grand et l'inertie 
specifiq ue de l' element plus fai ble. L e p hcnom cne r esultant tend ver s 
un e tat final asymptot iqu e en efl"ec tuant autour de\:et e tat une serie 
J 'oscillations amorties . Un group e c tendu de phenomenes sont dus 
aux perturbati ons .introcluites· par un nssembla ge de causes directes 
peri odiqu es c t faiblcs, d::m ,; un ph cnom cne dcj tt exis tant e t c1ui con­
siste en faiblcs oscillations pe riodiques clu S)'S teme autour cl 'un 6tat 
d' equilibre 5tablc. AlMs, lo rsqu e la pcri ode d'au cune cau se p ertur­
hatri ce ne co·inc ide avec la p (: riode des oscillations primitives du 
S)'s te mc, le ph en omenc resultant consistera dan s la superpos ition 
des oscillati ons primi~ives e t cl ' une nutre es pece d 'oscillations perio­
diques dues tt ces causes, ayant chacun e la meme peri.ode que la 
cause perLmba Lri.ce qui l 'a impo see, e t une amplitude in vat·iable au 
cours clu p l1 6nom6nc, mais cl ' autant plus conside rab le que la pcriode 
des oscilluti ons prim iL[v es di.ITerera moin s de la periode de ce tte 
cau se. D ans le cas o C1 la diiTerence des deux per iodes es t Lrcs pe tiLe, 
ce tte ampl itud e es t tt·l: ~; grand e. 

To ut ce qui imp ose le renforce ment d ' unc cause direc te tmpuls.i ve, 
ou l' a fl'u ibli s~c m e n t d 'une ca use direcLe cl cprrssivc dans un p hcno­
ln,ene, marqu e son influ ence sur la mru:c ltc de cclu[-c.i so.i t p ar le rcn­
force ment de la c:ro issancc, so iL par lc ralen tisse rnent de la dec roi. s-
nnce des 6lemcnLs ca rac L6ris tiques du phenomcne, eL i.nve rse ment . 

.c\ins i, si au CO lli'S d ' un phcnomcne ;\ llll ele ment, dans lequell'asse m­
hlagc ( E 1 ) de ca uses eli rcc Lcs impuJsives es t plu s fort que I' assem­
bl age ( E" ) de ca uses cl irec le,; depressives, apparait u nc cause 
seconda ire tcnda nt it !'enforcer ( E~ ) ou it a fT'a ibli r (E 1 ), 1'6le ment 

' 
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eomm e n ce ra pat' cr oitre, mai s" d e plu s c n plu s len e menl ; it l ' ins LanL 

OLt ( E t ) e L ( ~ ~~ ) s' egnli sf' nl en inLen s it e, il aLLe inclra so n ma x imu m 

apres Jequ el il se meL Lrn it d ec roltre d e plu s e n pitt S ra pid e m nl. C n 

asse mbla ge C de l'a uses indiree Les ( c< lll ses secondaires , tHTturh<1-

Lri ces, fart e urs inlltt e nLs, e lc.) p e u L exe rce r : t 0 nne influ en ce C, su1· 

l'ns e mbla g-e ( I ~ ) ; 2" unc inllu c n ce C~ s ur !'asse mbla ge ( ~ ~ ~ ) · C ha­

c une d e ce~ de ux influ en ces pe uL e lrc r enfo rc; anle , n ffaib]i ,.sa nLe o u 

inse ns ible par ra ppML it ( E, ) e L (]~~ ) · Le ur sen s e LanL ind iqu c par le 

s io-ne d e C, e L c~, le s ign e () ( ze ro ) corresp ondanl a u cas OLI l ' in­

fltt en ce es t tn en,1 ibl e1 ccs influ en ces se prc lenL it n e uf co mbinai son s 

sui van Les : ' 

Co mbin aiso ns 
des act io 11 s 
C, ct C,. 

+ c,- c~ .... 
- C, +C! ···· 
-r-C 1 +C~ ···· 
-C, -C2···· 
+C , + o ... . 
-C, + o .. . . 

o - c~ ... . 
o + c2 ... . 
0 + 0 . .. • 

Ca ra c lcre de Ia co ,,iJinaison 

par 
rapporL il C, . 

impul siv e 
deprcss i ve 
illlpul sivc 

d•'·p ress ive 
imp11l si 1 e 
d,~p r ess iv e 

insr 11 ;; ihl e 
i II Sl' tt !' i Id e 
in st·n,: ih lt· 

par 
rapport il C., . 

cl!:p re!'s i ve 
inqHtl s ivc 
impul siv e 
depress iv e 
i nsc nsi hi e 
in se nsibl e 

deprt• ;;;; ible 
i 111 pul siv e 
in se nsibl e 

Jnflu ence rcs ullantc 
S lll' le CO UI '::i 

d u ph cnnm cnc. 

r e nfor~ n ltte 

a O'aibli ssante 

i ncf' rl ''in c 
i 11ct· rta i ne 

l(·gc re nt e nt re nf11r·rantc 
legi: rc lll cnt affa ihli ssa nle 

l c~i·re r nent rc nft~l'(; a nl c 

l l·gc rr tncnt a ll'aihli "sanl e 
null e 

Les donnees quanLiLat.ives ou qualiLaLives sur les grandeurs rela­

tives C, eL c~ ou s ur le mode de le urs variations au cours du p lr cno­

mene ccnduiraient a des conna issan ces plus prcc ises sur l ' allure du 

ph cnomene et pe rme Ltrnient la pre vis io n de diver ses autres partic ula­

t:itcs d e ce tte allure. 

D e nombreux exemples pare il;l, indiques par M. Petrovitch, cclair­

cisscHL ~'a pen sce etmcLtcnt en l:v icl ence ce c1u 'il y a d'esscnt iel clans 

le~ noyn ux d ·analog i e de phenom e nes disparaLes. 

III. - Applications aux phenomenes naturels . 

5 1. Les noyaux d 'analogie de la forme prcced enLe se retrouvent 

it c haqu e; pas dans l c moncle des phl:nomenes naLurels . La bi garrure 

marquant ex le ri eurcm ent l es parLic~llarites d'un groupe de phl:no~ 
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menes analogues pro\' ient lc plus souvent de la cliversite d es form es 

extericures que revetent Jes facteurs r espce tifs jouant un llH~me role 

dans les mecanismes des phenomenes, ainsi que de la diversi te de 

faiLs concrets par lesquels se manifestent exterie ure men~ les particu­

larites d'allures invariablement liees au t)'pe d e mecanisme commun 

aux phenom enes du groupe. Ainsi: 

La cause impulsive se retrouve tantot >;ous la form e de force attrac­

tive des partieules materielles, Lantot comme force transformatricc 

dans les reactions chimiques, tantOt comme for ce destructive des 

microbes dans une malaclie, Lantot comme force impulsive du ccc ur 

reglant la pression e t la vitesse de c irculat ion du sang, comme force 

moLrice d es idees, comme tendance politique, etc. 

La cause depressive se manifeste en tant qu e pesanteur clans un 

mouvement ascendant, commc tenclance de la lumiere ~~ climinuer la 

pression de l 'eau clans les cellules de la fleur , comme fonction phago­

c_y tai re d es microphages ou macrophnges au co urs clu dt'~veloppement 

d'une i11aladie) co m me action mocl6ratrice de p e tit s vaisscaux contrac­

Lilcs tcnclant a diminuer la pression et la vilessc de circulation clu 

sang·, co mm e action d ep ressive de ce t·ta ins 6Lals nrfec tifs enLravanL eL 

me m c parnl ysant 1' acLi on m o trice des i cl 6cs dans la production des 

ae tes volontaires , e tc. 

Dans le phcnomene d e chute cl ' un rorps <hns lc v id e , l c role clc 

ca use inva riable es t _jou6 par la pcsanleur; l e role de ca use per i a­
clique par la for ce el cc Lromo l rice en j cu dans l cs [) heno ml:ncs de 

co urunt altcrnatif, pur l 'uc tion de Lt lum i(·rc clans !' e man ation clu 

parfum des Dcurs oclorantcs, par lcs composantes de,; forc e'; <~Ltrac­

Li\ccs clu Solc il c t de la Lune clans lcs phenom1: nrs d e la mar6e . Daus 

une malad ic mic ro1 ic nnc, l c r d lc de cause croi ssanlc es t _i ou6 par lc,; 

bac illcs sc r-c p1 ·od u isnnt cL enval1 i ,; s antJ' o , ·g-;m i ~ m e; a u co ut·s cl u d6\'C­

lopp cmcnt clcs hacillrs , le"rdlc cl<' cause cl e<"roi ,;sant c es t fi g u re par 

raction d e la lumi er c ou pur l cs j)I'Opri6Lt'· s ba c le r ic idc,, c t an ti ­

Lox iqucs d es hum c urs. L es cx.citalions inte rmill r nles clu mu sde cal ·­

d inq uc dans el i\ e rs phb10mencs pl1ysio logiqu es j1 >ucnl lc rtllc d e 

<"a uses inLc rmi Ltc ntcs , e tc . 

L c 1"61C de cau se reac ti ve , prcnant nai .. ;sancc ;\ !" appar iti on melll(: 

d es mod iri cat ions d ' un sys tcmc impCJ s6cs pat· d ' nuLrcs ca uses imp11 l­

~ i\ · cs ou cl e prcs~ i\ cs c t s'opposanL ~~ ccs moclif icaLions qucl. c1u c ;;o it 

!cur scns , es t j o u6, tanlot par la for ce (: ]cc lromotr icc d e !' indu c tion , 

f 
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t:m tot pa r la l'l·· :tc ti on Ul' Jn re lin e p rovoquee par lcs exc itat io ns lumi ­

n e uscs , LanL<J t par di l' e rscs r(·ac ti on~ sociales, e lc. 

Lc role d'ine rti e se re lro uve, lanLoL dans l ' ine t·Lie m cc::t niqu e dan s 
l es mo uve tn cnls d e Lr::tn~• l n ti o n , LanUJL d::tns Ja for e cenLr ifttge d ans 

l es mo uve me n b d e ro ta ti on, LanLt)L cla 11s d.i, e t·ses f'o rces t '· l ec Lrom:~­

gnt'·L iqu es dan~ les p he no men• ·s t'•lecL L·iqu es, La nt<)L dans la f'orce ell' 
l ' llai >iLud e, e tc. 

Le r<J le exc iLe~t e ut· ( pro1 Ol'a te ur ) es L j o ue , lanlo l pnr l'l:L incel le 

p t·ovoq uanL unc explos ion , Lnn lo l par l 't'· LabJi ,, se mc nL d'un contad 

e lec Lr icJu e cl eLermin;tnt une r(·acL iun c lti miqu e inl l' n se, par d es in ·i­

d e nt s ins ign ifi<t tlh e n c ux-nH\m e,; d ecl e n c l ~<mL d e gmv es eve n c­

m ent s, e t t ', 

Le role d e liai so n se l'e l l'O U\ C dan s l e l'nit qu ' un poin t m ob il e est 

ass uj e tli it re s ter <·on s ta mm e nt s ur une f'Ou rb e llLL s ur un e s urf'al' e; 

clans b loi d e l\Jar io ll e ret;lant l es d e fo rm a ti o ns elas tiqu es des gaz 

parfa it · ; clans les lo is cl c Kirc hl10fl' , re glanL l::t di s tribution d e l ' el ec­

Lri ciLe clans un r c·seau d e cond ucLe u rs; par la loi d e proport io nnalite 

e ntre l es qunnt i lc·s de c:o rps .c: himic1ues, dc pen sees :ru co urs d'une 

r(ac tion c hi mique e l l es quan Lit es de produ iLs de reai'Lion ;· d a11s 

di1 erses t·orrelat ions e ntre d es pht'·n o mcn es p hys iologiqu es e L p syc ho­

logiqu es ( dive t·ses co rrdati ons r e ll exes; assoc iati on s des idt':es, e tc . ). 

:Le rol e r egulate u r es t. cel ui i mposant. par c:xe mple, l a rcgula ri ­

sa tion d e la vii esse du 1 olant de Ja marl tine O:t vap e ur , la rt.'·gula ri sa Li on 

J e ]a press ion os motique dans l 'orga ni s me, celle de la respi ra tion pat· 

d es bulles gaze u ses a ln s ur fa ce de certain s or gan ism es nq ua ti qu es, la 
<.:o mpensa tion entre la varia tion d es am plitu des de r es piration ch ez 

llll animal e tle ~; change ments de l CUI'S frequellCCS lors des l'Ctreci.s­

;e lllClltS e t des dilatations des voie ~; respi ra loi res , l'acLion regulatr ice 

de l 'o ffre e t d e la demande clans les ph enonH~nes econom i.ques, e lc. 

Les partictilarites co,mmunes d 'allure imposees par un ty p e d(Ler­

m ine de mecanisme a dive rs ph enom en es dispara les, r eve tues d e 

s ignificat ions concretes que comporte l e ph1~nomcne nalu L' el speci­

fiqu e consicl ere, se traJui.sen t auss i exle r ieu rem ent par des pal't ic ula­

ritcs concr etes infiniment Yari ries suivanL la na tu re sp eci. fiqu e du 

phenom ene. 

Ainsi, la c roissan<.:e cl 'un element se tracluiL tantot pat· l'accelc­

r alion d e la vitcsse de translation ou de rotation clans u n mouvement , 

I 

I 
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tantot par la transition gradnelle cl' une couleur passant du rouge au 
violet, tantot par l 'echauffement d 'un corps ou pae un courant Clec­
trique de 'plus en plus intense , par !'acceleration d ' une reaction chi­
mique, par !'aggravation cl 'une malaclie, etc . 

La decroissance d' un element peut se traduire par les changements 
de couleur dans le sens inverse au precedent, par le refroidissement 
d'un corps, par le ralentissement d'une reaction chimic1ue, de l'aLte­
nuation cl'une malaclie. Une d.ecroissance tres brusque peut se tm­
duire par le choc de corps, par un phenomtme de mutation au cours 
Je variation d'une espece animale ou vegctale , par la coagulation 
instantanee d\m colloide. 

Le passage d'un element par la valeue zero se traduit, par exemple, 
par des raies ou bandes noires dans des phenomenes d' interferences; 
le passage par un point anguleux Ju cliagramme indique , dans le cas 
o[t ce diagt·amme es t celui de la solubilitc de corps cris ta~lis cs, nn 
changement allotropique Oll un changemen t d 'hJdratation du corps, 
ou bien un changement n~ciproque de deux corps en dissolu­
tion, etc. 

Le caractere osc iUant se manifes tc , tantot par les oscillations d'un 
pendule, tantot par !'apparition d' un courant dectrique alternatif, 
par des ahernances successives d'aggravation et J 'attenuation d' une 
maladie, par des oscillations des affaires commerciales dans un 

paJ'S , etc . , 
L 'amortisse ment progressif des osci llations se retrouve dans l'im­

lnohili sation progressive d'un pendule par une serie d 'osc illa ti ons de 
moins en moins sens ibles; dans l ' uniformisaLion pro gressive d'un .. 
co urant elec Lrique alternatif par une se ri e d 'alLernances de plus en 
plus faibles; dans le caraetl: r c oscillant amorti de l' exc itabilite du 
cce ur par des excitati ons faradiqu es constantes, o u de l 'excitabilite 
du centre n er1•eux, ou de l' exc it<tbilite de la r6Line par la lumil: re, 
dans le mode de l 'action pltotochimique de la lumi ere, e tc . 

La periudi cit6 du clwngement d' un d ement ou d' un sys temc d'de­
ments se tradu it par le passag·e du mobil e par les memes pos itions 
dans les intcrvalles egaux de temp s j par les var iations periodiques de 
l'inLensiL 6 du parfum des fl eurs so us l' innu ence cl e la lumiere sola ire; 
par le rctouL' pt'· ,·iod iqu e du fl11 x ct reflu x clnns des p l, cnomt-nes de Ia 
mar l:ej par Jes ll101LVelll enl S ry tlllniques claus l' organisme; par Jr: 
relour pc ,·iodique des crises co mm er<"ialcs et cconomiques. 
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· Les parLi e ularite~ de l' nllure eollec LiY e, auxqucll<-s d onne nni ssan cc 
la s irnulL::meiLe des nllure,; individuclles des ele nH·nls du sys Lem e, 
a pparnissenL egnl~m enL ous les form es exLeri eures Je plu ~ d isparalcs . 
E lles peu\ enL se Lrncluire so us la form e de ln trnjcc Lo irc d'un po inL 
mobile, par le faiL qu e .le p oint resLe cons lamm enL sur une surface o u 
s ur l<nc co urhe cl eLe rminee; par lc moLt\'e mcnl co mpl exc cl'unc harrc, 
d ' une clwine, cl ' une Lou pi e; pnr J'ima ge que prese nL c· la pt'Oil<li;a l ion 
des ondcs ur la surface d ' un liquid c; par d ivcrses fit!ures opLiqu es , 
par Jcs eouleurs des co uc l< es mince · ; pa r di vr· rs ph c;no menes d' inLc r­
ferences; par hrnagc <' ollec Liv e d e l 'e laL d ' un c m;dad ic, d' un <·lim aL, 
de l'eLaL cconom iqu e, politi que, fi n:mcier d ' un p:tys, CLC . 

~2. On enLrevo iL , p a r cc qui pre <' edc, la p o~s ihili L e de clas ·er d es 
phenomer~es de Lous o rclres: meca< 1i quc , ph)'s iqu cs, pl< ys iolog iqu es, 
sociologiq ues, e Lc., clans des types C0 /1/JnU/l S de m ecanismes, ~~ Ja 
conditi on de savoir discerner les d ements co rrespondanLs j ouant 
dans les p henomenes respec Lifs cons i·deres les rol ·s asS"rgne s clans l e 
t)'pe presume de mecani~;m e . E t il imporLe J e b ien r emarquer que 
to ut cec i ne presuppose twlle111 ent d es dements el des fact eurs d e 
natu/'e exc!usivement nufca nique ou physique. Les roles sculs 
inLervi cn nenL dans la co mposi t ion d ' un mecanism e-type e t dans l es 
consequences qui s' ensu iYen t ; ces r oJes· p em·enL ctre j ones aussi bi en 
par des facLeurs lwmologaes d 'ordres chimique, physiolo giqu e, p sy­
chologique, sociologique, etc., que par des fa cLeurs mecaniques o u 
phJsiques propremen t dits. De mcme, les faits que la composiLi on 
d'un mecani sme-t)'pe determine i.mplique et impose comm e conse­
quen ces p eu vent se tracl uire exLerieurement aussi bi en par des faits 
c~ncre Ls cl 'orclre ph)'siologique, socjologique, etc . , que par d es parLi­
cular i Les de mouvemenL proprement clit. 

Ainsi, le mecanisme ch"'phenomcne cl e 1' exci.tabilite oscillanLe d u 
ca:ur, consis tant en ce fait que les contrac tions ou les dilatations pro­
voquees par une seri e cl 'excitations instantanees su ccessives varien t 
avec le Lemps ecoule depuis !'excitation anterieure , et cela cl'une 
m::miere rythmique, es t reduct.ible au t)'pe de mecanismes suivant : 
perturbations provoquees par une suite discontinue de causes instan­
tanees intermittentes, egales entre elles dans un ph enomene deja exis­
tant qui , clans son co urs naturel, presente une allure oscillanLe. Le 
role de 1' element caracteri.stic1ue est j ouc par la grandeur cl ' excitabili t e 
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m esuree p ar les grand eurs des co ntraction s p os itives ou n eg·ativcs; 

celui des cau ses intermittentes, par la suite d 'excitations in termit­

tentes . L es faits qu e comporte comm e consequen ces un tel ty pe de 
mecanisme sont en plein acconl avec lcs faits d 'ordre physiologic1u c 

que r cvcle ! 'observation e t !' ex perien ce . 
. Le mem e typ e de m ccanismcs se re trouve clans le ph enomene elec­

trique form ant la base du « pro cede des signaux brid es >> de 

Sir vV. Thomson e mploye dans Ja telegraphic sous-m arine , procecl l: 
qni con sistc it envoye r dans le Cctble des for ces Clec tro motrices ins tan­
tanl~e s inte rmitlentcs, l es instants d 'en voi e tant c hoisis de tellc 

mani ere que le sys teme r ece pte ur s ' am or tisse le plu s vite poss ible cl 

se r end ainsi capable d 'une n ouvelle trans miss ion . 
Le mcm e ty pe de mecanism e re git egalem entle pheno ml:n e cl' exci­

tabilite clu centre n crvc ux.; cel ui des oscilla tion s r e tiniennes ; celu i 

clu phen om l:nc d ec triqu c qui se p ass e clans le p r oeede co uram men t 
e mploye po ur rnm encr le galvanoml:Lre lc plu s p oss ible au zero e t l 'y 
arr e ter p::11 ' une s uite intermi t tcntc de con ta c ts . H est probable q ue l c 
m c mc ty p e d.c ml: cnni s lll c r l: g it au ss i ! 'ac tion des vaccins ;; ur lc cours 

de certa in es malad ies microbie nnes , o t'tl ' cCficac itl: Ju vaccin variera il , 

d ' unc man il: rc q ui sc laisse ra iL p rcvo ir , avec lc mom ent o t'1 la vacc i­

nation a l:Le fai tc . 
L c meca nisme cl u pheno rn l: n c de la mare e e t celui d es flu c tua ti ons 

p eriodi q ucs du pa !'fum clcg·age par des fl cur s au co urs des a ltc mances 

d u j o ur c t de la nuit , se rai enl eg:J ic menl. clu s it Llll mc mc ty pe de 
mecani smcs q ui con sis tcra it en c ha nge me n ts cl ' un d e 111 cnt >'.o us ]'ac­

tion d ' un asse mblage de ca uses p l: t·iodi r[II Cs, cle mc mc ·per iocl e. L cs 

d l: mcnls cara c t1;ri stir1ues en se rai cnt: Ja lH1'i.ttc ur du n ivl'a u de lam e r 
itl 'c ndro it co ns icl l·.l.t' c t l ' in tc n si te d u pa rfu111 ; le r oll' cl'c ca use pe ri o­

diqu c y sc rnit fi gur[: pa r les co mp osanl c::. el l's fo rces all rar Lives clu 

Solc il c t de la Luuc dans Je plt l:n o ml: nc de Ia 111ar61', ct pa t· l' ac ti on 
de la lumi \'l'r' dans l' e tnana ti on du p arf'111 n des fl c u rs odoran tcs dans 

lc second p h l: n o ~t~ i· ne. 

Lc mec a nisme des osc ill ation s el l'S ph l: no ml: ni' S l:conom iqu es, pro­
vo q uan l l cs cr ises comm e1;c i:d cs c l ···co n om iq 11 cs p l:r iod iq ucs, ~,c 

l ro uvcrait cxpli qut·· pa r un Jll C I'an i ~ m c t'C'HtranL daw, 1c l<\ pc ::. uivan l: 

ac t ion de deux causes, l' un c imp ul s i1·c, co mmcnt;ant pa t· cro itrc e l 
s 11 bi ssanL c n ~ u ilc un a rret cit: c ro issan ce, l'a u Lrc c\ (: prcss il c ;, !'<" lard 

et ~~ c ro i ssance pro pnrtionncllc iL ccHe de l' cfl'c l de la ca u::.e impu lsil' c 

" '-"". 
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('O I'I'C:Spondanl it un c (pocpiC nnler ic ure pendant laq11rll c c·clli' dcr­

ni l: rt ' ca use (: taiL en l:Lal de c ro is,, ;mcc. L c meca ni sme sc rniL Jc• mc\nH' 

qu e cdui par lcqucl s'cx. l)Jiqu e l'allurc nsc dl anlc de l' c n·c l de !'ac ti o n 

ph iJ Lo c ltim ique d e la lum il: re sur la co uchc sc n ·ib le. Lc role de la 

('<I ll S(; imp111sive, .i o ue eLms I'C d CI'Jii l' m ec::mis mc par Ja i(' ndancc 

Jit·cc tc de Ja lumi l: rc it modifi e r Je scl d 'a rge nl d e Ja cottC I1c, se rniL 

,iout·· clans le piH:nom en e (·conom iquc parl'cn cmhlc d e Cac lcur,; po us­

-,anL itla s p6c u1::tLi on ; l c rule de Ia r e::tc tion de 1::t co uc hc produi ,.anl , 

al'ec un cc r litin retard , un c mnclifi cn Lion inv e rse de cc]J c-c i, se ra it 

,i o u6 clans lc second ph 6uomcnc par l e faiL d 'a c·umulaLi on des 

ec h6anccs lllC ILant cn,i e u , avec un ce rta in r e tard , lcs obli ga tions pro­

,·cn;w t d es operations it Le1·me . 

Le m 6ce~ n i s m c auqu el T il . Hih o t e~Ltribue la pt·ochtc tion d es actcs 

volon taircs se lai ssc, dan s ses gTan.d es li gn(·,;, ram Pn er au ty pe gl: n (Tal 

s uivanL: un asse mbla ge de cau ,;es im puls ives ( t c n d<~n ces motrices des 

id l:es , cl 'autant plu s fo rte,; qu e l '616menl ::dTectif )' es t plu s f'ort ) c t un 

asse mbla t;c d e can sc:.; dl:pt·css.ives ( tcnclanccs clc prcss i vt~s e t r l:ac Li vcs 

mtLachees a certa ins etals cle ('Onscience, par cx.c mplc it d es senti­

ments tendant it cnlravcr , ;'t afl'aihlir, it paralyse r l'a c tion d es tenclanccs 

moLr ices impuls ives ) dont l 'ae tion combinec es L r 6t;lee par d es fac ­

tCU I'S j oua ut un role coorclinatif et s'e ffectue au se in cl ' un asse mblage 

d e circonstan ees ( earac L(·re gen eral de l 'individu ) j o uant lc role d e 

terrain. L 'a(' tion sc tradui l en un processus normallorsque les ca uses 

i mpuls[ ves et de prcssi vcs var i en t entre ledimi Les delerminecs, lorsquc 

Je role COO rclinalif .SC fail sentir tel CJU ' il devrait elrC par Sa definition 

me me, e t lorsqu e le 1 errain cxcrcc son role de fa r;; on qu c l ' ani on 

d ' une ou de plusieurs cau ses n e soi t pas trop favori .s ce de sorlc qu'ellc 

. depa»se une cerLaine limite , ni r enclue insensible ou nullc. Lorsque 

toutes ces cond itions n e son t pa s sa li sfaites a la fois, le process us 

en tre dans une phase pal fwLogique, caractl:riscc par des anomal ies 

det~m [nees , so it de ca uses impulsives, so it de causes depressi 1 cs , 

soit de facteurs a role coordinatif, so it du terrain. L'analyse plus pro­

fonde des natures e t de la repal'lition de ces divers roles, aimi que 

des consequences que comporle leur mise en j eu, fait re;;sortir l es 

parlic ularite ,; concrcHe ,; du phcnomene psych ologique clans son eLat 

normal et dans ses phases patholo giques . Le phenomcne apparait 

com me lutte de facLeurs impuls ifs et depressifs donL les circons tances, 

les p eripe ties, l ' iss ne et ! 'epilogue illustrent d'une maniere parfa ite 

PE'I'HOYJ TC I I 
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j usqu'aux menus faits psychologiques par lesquels se traduit ·le phe­
nomene. 

Une foule de pare.ils exemples, indiques et traites a fond dans la 
theorie de lVI. Petrovitch, font entrevo ir la possibilite de comprendre 
dans des types generaux de mecanismes un grand nomhre de pheno­
menes inaccessihles aux « explica tions mecaniques )) si l 'on prend le 
mot « mecanique )) dans l ' acception litLerale et etroite cp1' on lui donne 
d' ordina ire. 

Mais le domaine des applications des mecanismes-types se lrouve 
considerablement clargi et etendu au delit du domaine de la Meca­
nique ord inaire par les faits sui vant\; : 

I 0 En premier lieu par le fait que , lorsqu' .il ne s' agiL qu e des parLi­
cularites qualitatiPes, les mO)'Cns cl' investigation s imples ~;o nt , dans 
la plupart des cas, plus eflicace s que les instruments pre cis d ' inves ti­
gations quanlitatiPes e t permeLLent souvenL de peneLrer lit OLI ces 
dcrnicrs, ~~cause de leur fine sse mem e, de leur pr<'· c ~ ~; ion cL des con­
clitiom; qu 'ih exigent, res Lent innefli caces . On pan:ienL ainsi. <\ recon­
naitre: la croissance o u la dec roi ssance progress ise des d {· menLs 
caracL{:ris tiqu es l 'ex isLence de maxima eL de minima; le caractere 
oscilianL, pe riodiq ue , d iscontinu; l ' ex istence de n'·gimcs asy rnpto­
t iques, elc. L'inlerprdaLion conc rete de Lels faits fe ra conna1Lrc, clans 
un grand nombre de cas, ce qu'il imporLe le plus de ('Onna1Lrc clans un 
phenomene con~id erc. 

2° En second lieu , par le faiL qu'en attr ibu anL des ty pes de rOles 
collecltfs ~~ des ensembles non analpables de f;l c leurs, on peuL 
arriver a sa isir d es mecanismes- Lypes co mplexes sans qu'il soil imlis­
pensabJe de decomposer la collec Livil e en d{:menLs qui la co mposen l 
eL de conna1t re le ro le individucl de cha('un des composanL,;. 
Lorsque, a1 ec les progTes des co nnaissances, Ia collectivil!'· de­
viendra analysable, de sorLe que le role qui lui a 616 P'·imiti vcn1enL el 
pro1i so i1 ·e ment ass ig·n{· se la issera d{· com pose r en un co rnplcxe de 
roles partiels cl e te rminee, raltaches ~~des co mposantes de la colJ ec ti­
vitc, cda n ' infit·m e1·a pas le type de Jm··cani smc primitif, mai s 'i cndra 
seulcment le co mpl c'· ter e t am ener )'ex plication de d{· la ils qu' il ne 
pouvail pas fournir . Un c telJc m;mi et·c de s im1 JlifiC'1' c:ons isl<' done, 
en so mm e, ft proced cr par approximations successi1·es, unc approx i­
mation plus :; raJl(lC n ' inflrmanl. pa s !'approximat ion pr(·c(·cl entc· 
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pl11 s 1aguc, mai:. Ja r cnclauL plu s pr< ·C <SC t'L ,· <~< ·eo rdanl ain;,i illt'f' la 
marchc ge n<'·r;tlc des connai ssanc c s' df<' c lt~etnL clll'- m<'· nJ c <J << S•> i par 
<··!a pes ~ u cccss i1 t 'S. 

:)o E11 ll'o isic"· mc li eu , par lc rail qu e da n, l a ('() llce Livil <'·, mal ( ' 1>11JlU ·, 

d · d, ·· nJ cnl ~ l'ail , fal'l eurs at < <·o n< ·o ut ·s d csqu c l ~. c· ··L dt't .l c pht'•tJ om(· nc, 

un pui s~.c ~· OLII' e nl en di ~. c·c t·n c r c1u e lqu c~- uns [)il rmi lcs plu s itnp or­
lanL~;, pn'·dominants, ce ux qui donncnt Jc ty pe au pl«'•no mcnc illl 

po int de v ue enYi ~ag< ··, cL par lc t·onc·our" de qu c l ~.'c xpl iqu e du 
moin s cc qui es t es~. nlicl drtn s (' Ciui - l'i. 

L'imprc s ion qtti sc ci<'·gagc de C(' l <'X posl: ommatrc d es icl l'cs de 
M. Pett'O I itc h es t q<< c, si Ia !Jfec({nique 11nic ·l' rse llr' es t un rc1 c, un 
ic](·al ;\ jamai s in:1 ec c· ss iblc, 1111 p oint asy mpLotiqu c de la marc hc ucs 
n lllnni ssanccs !tttm aincs cl;tn. ~; Ja direc tion dt tqud Jes c lf'o t·ls sr·ron l 
co ns tiln;m enL diri g<'· s san s jamais l ' atLc iudrc, il n 'c tl cs L p;1 s d' une 
r'lui n onuJnoLo,q·ie r;ualitali<·e au scn s des con sicl (· ratimt s prcce dcnLcs. 
H n e sc rait p e ut-etrc pas prc'·maturu ct 16merait·e d 'y pcnsc r des;\ pn:­
scnt co m me ;\ unc pre mi ere e ta pe pr(·math l: ma tiqu c 1 cr l ' idt '• :ll 
sc ientifiquc ( ' ) . 

( 1) Lcs irl ~cs e 'posees diin s cc qui preced e so nl nna l ys~cs e t t·o n•m e n11'·cs da ns lcs 
p~ri odiqu cs , ouvrages cL ar ti c les sui va nts : 

fl evue des questions scientijiques, Lou va in , num ero du 20 janvi er 190~ ( ~1. ~Iau -

r ice d'OcAGNE ). 
Rivista di scienza, Bo log na , n• ~. 1907 ( M. Pierre BouTnou ,;:). 
flev ue sr·ienLi(ique, Pari s, num c ro du 3o juin 1goG (~ 1. t~. SAGN AC). 
Cosntos, Pari s , num Cro du 10 nuve mbrc T ~)o f-l. 

Delo, 13e lgrad e, 191 2 ( 1\ . STOYANOV ITCll ) . 
. Srps/; i Kn.fi :Oevni gtasnik, Belgrade, num ero du ' " mars 19 12 ( ~1. ~1. ~l tt.ANKO­

VITCH). 
G.-11. N rE WENllLO\VS Kt , Les matlui matiques et la m eclerine (Pari s, 11. n cs forges , 

1!)06 ). 
ErCSIII C DE ~lEYEWR Kt , La Science d e civilisation ( P" ri s , F. A I ca n, 2' t!d ili on) . 
ll. MAtlC liAL , La Jl1ecanique d es phe·nomenes fondee sur les analogies. 
R evue positivisle internationale, Pari s, n{un ero du 1" septembre 1921 ( ~1. \ farce ! 

Bor.1. ). 
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H 1\ C I I E 1\ C II I ~~ ]) I\' Ell S E S . 

Nombres premier s. 

;);~. M . Pe lrov ite h indi q ue llllC nwni c re de form e r des classes 
,·· tr' ndu es de com·b es phnes C r en eon trapt nne droite fi xe a ux poin ls 
don t Jes distan ces it un p oint fi-xe fo rm ent La suite in dejinie dr,:s 
JW Jn Ures JHe Jniers. II s ignale ,:, ce propos unc q ues l ion d 'Analyse, 
la c1u elle, rt:solne dan;; le sc ns nf'fir:ma ti l', .ne sc ra it p::ts cl enuee cl ' un 
inte rd ar it ltm etiqu c : 

ll cx istc des fonc ti cin s tcllcs qu 'elJes- rn c mes c t le urs de ri1ee., 
sr:condcs so ien t r eel lcs, fl n ics c t contin ues po ur les valcurs pos itives 
d e x., a)'an t 1<:! s u ite indefini c de n omb1 ·es en tie1·s p os itifs cn mn11 · 
z6t·os simpLes, san s s'annuler po ur al.tcune ::tutre valeur·pos iti vc de.'£. 
Telle se ra it, par exemple , la fon ction ele mcntairc s.in -;;;x . 

Pe ut-vn con struire une fon ction t[) ( x) telle qu' elle-nH~ rn c e t s<t 
d e ri vec seconde so ient rcelles, 1J n ics et con tinu es po ur lcs valcurs 
pos iti ves d e x e l. qu '<;:lles aient la s uite indelinie des nombres pre­
llt ie rs p os itifs comm e zt\ros simp les, s::t ns s'annuler po ur a ucmw 
a utre v::t le ur p ositive de x? 

Une p are ille fon ct ion <I) etant suppos(:e cons tru ite, ! 'express ion 

( ; o) 1 d 2 •J• 
- -- P (x) 1• d:r~ -

scr a it reelle, fi nie, continue et diiTe rente de zero pour toute vale ur.· 
pos iti ve de .X j de plus, elle se rait neccssairemen t nega ti ve p o ur X 

variant de o a oc . L a courbe y = <J1 (.r) ;wra it pour x positif unc 
a llure s inuso'iclale, tournant con sta1i tmcn t sa concav ite ver s l'nxc 
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des x e t co upant cet axe (sans jamais le touch er ) aux points clont les 
abscisses seraient des nombres premier:o.; c'es t en ces points que 
l 'orclonnee de la com·b e et sa concavite changeraient ,\ la fo is de sens 

ct ce seraient les seuls po ints cl'innex ion de la eo urbe. 
La conna issance cl 'une limite inferieure - lVI et d 'une limite sup e­

rie ure - N de la fonction F(x ), pour :r variai1t dans un intervalle 
pos i t i [ donne (a, b ), cond uirait a de ux limites entre Les·q uelles 
serait compris le nombre de nombres prentiers contenus dans 
l ' interPa lle (a, b) : ce nombre serait compris entre les deux 
val ears 

( b - a)/N 
c t 

TI 1t 

Les reg-les de M. P e trovi Lc h , exposees clans la quat rieme Partie ch: 
ce Livre e t r elat ives aux integ-rales oscillantes des equationsdiiTer cn­
tiellcs, permettraient de r essen er notableme1:tt ces limites. 

54. . Le cl c;veloppem ent class ique exprim e les nombrcs e so us la· 
fo rm e de Ia so mm e de fra ctions rationnelles ayant pour num c ra­
teur l ' unite. Jl es t, cl 'ailleurs, p ossible, e t ccla d'une infinite de 
man ieres, cl' expr ime r ce nomhre so.us Ja forme de la so mm e de 
fra ctions- rationnellcs irredn ctiblcs nyant co mm c num erateu 1·s de. 

cn tier s au tres f[Ue 1. 
M. Pc trov iLc h fait re marqu e r qu'i l est possible cl 'e.rprime1· e 

so{(s la f o,·me de Ia somrne de fra ctions rrttionn elles irnldu cf ibles 
ayanl pour namei'Ctt ew 's' Ia suite n alllre lle de n ombJ ·es premieJ'S 
irnpai1·s : cc no mbre s'cxp rim e so us la fo rm e· 

n =co 

""' I ~ PI/ ~ an+ ~ [j n ' 
n=O 

oCt v. 11 , [:1 11 , p 11 sonl des nombres entie 1·s tcls que la fra ct ion {,~" clant 
I"" 

ramence ;\ sa form e irrcdu ctihle, p 11 soil Le nir'mc lenne de la suit e 
nal urellc d es n ombr('s premiei'S 3, 5, ; , 1 1, 1:-1, .. .. 

Au po i11t cle vue d<· ce ll e [) L'O pri l: 16 ar it l1 ml:liqu c, lc nom'bre e 
n 'es t qu ' tm <·as pa r t ic ulie r d' une classe ph~. g6 n6ral e de ;10mbrcs 
j o ui ss ;~nt de la nH'·m c prop ri c lc. So icnt m 0 • m 1 m~ . .. . , des n oni iJ re. 

, 

~ 
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. 1 :r :r. :!. 
./ ( .1') =- + -,--, + -,--, + . ... 

IJ"t o I . I ll I . 'J . . Il l '1 . 

Lc no mbrc 
~I = j'( t)+ /' l t ) 

'2. 

~c lais c <'Xprim c r so us Ia fo rm e de la o n1m e de fra cti on s r:Hionncll e 
irrcdu ·ti !Jies n '(!-yanl pour lllLnu}ra leurs que /es nombres j)I'Cmiers. 

E umt donner un c fon c Li on '-;' (:.c) dc ,·clop)Jab le pour j.x I;::; 1 en se rie 
de la forme 

1 :t~ X ~ 
<p ( .r ) = - + - + - + ., . , 

lll o n1 1 n1 2 

1\I. Petrov itc h form e ci<" ' no miJL·es J\1. expr im cs par unc integralc 
cldini<" po t·tanL s ur des co mbin<ti suns s imf1lcs Ul ' y (:r: ). 

Coordonnees semi-curvilignes . 

( ~l cmoire n" ?G. ) 

55. l\ 1. Pclrov itch a inlrcdu il en G eom ~ tri e analytiqu e l 'e mploi 
cl'un sys t,··m c particul ie r de coordonnces qui se presentc d' un e 
mani cre naLut·elle dans certaines classes. de problem es e t· qu 'on peul. 
utilement e mplo:ye r so iL pour )' simplifl er les demonstr:Hion s, so it 
pour clemon tr·er des theorcmes .nouveaux . 

Soit A l'oeigine des arcs d ' une co urbe plane fixe C; un point arbi ­
tmire M clu plan de la courbe es t pilrfail.e men t determine par les 

, grand eurs et les signes de deux coo rd onnccs s et n definies de la 
manicre sui vante : du point M on abaissera la perpendiculilire l\113 
sur la emu· be C ; l 'a rc AB sur ce lte com·be sera desig·ne par s, et la 
lon g·ueur MB de la perpendiculaire sera designee par n. 

· Les longueurs s e t n const-ituent un systeme particulier de coor­
donnees semi-cul'vilignes. On considerera s comme positif d'un 
certain cOte de l 'origine des arcs A, et com me ·negatif de i'autre cote . 

Pour fi xer le signe de n, on irnaginera un observateur place le long 
de la courbe C dans la direction des s positifs , ]a face tournee vers le 

1 

plan de la fl gure : les n seront positifs, par exemple, a sa droite e t 
negat ifs a sa gauche. La co urbe c est l 'axe Clli'Viligne du systcme; 
le point A se ra l 'origine. 

\ 

' 
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Une com·be arbitrairc C' dans lc plan de C es t pal'faitement 

dl:Lerminec pat· la relation /( s, n ) = o qu:i lui correspond. La 
courbef(s, n ) = a,· quand on y considere s e t n comme coordonnees 

cartesiennes, est elite 1' image de la cow·be C' par rapport a l' a.xe 
carfJiligne C. A un obscrv:J.teu l' qui se deplacerait le long de l 'axc' 

c urvilig·ne, sans tenir compte de la courhure de l 'axe , la courbe C' 
apparaitrait avoir la forme de son image par rapport a cet axe. 

· L'image, par exe mple, de la developpee de la cycloidc par rapporl 
a la cyclo i'de elle-meme, es t. un cercle; 1' image d' une epicyclo'id e cs l 
une ellipse eL l 'image d ' un cercle par rapport ~t sa developpante (' S I. 

unc parabole . L'image de la developpee d ' une co urbe algebrique c l. 
unicursale a arc rationnel en coo rdonnecs cartesiennes es t egalemenl 

, UJie coUl·be algebl'iqu e uni.cursale. 

Pour que l 'image cl'ane co w·be. algeb rique, par rapport ct un 
a.r.e curviligne a lgebriqae C, soil elle-mem e wze cow·be algrl­
brique, iljaul el il suffit que Ia cou rbe C so il la developr){!e d ' u11 e 
coarbe a(I: ebriqae. C 'cs l ainsi que s i l ' ax:c cnrvili gnc es t un e sec tion 

con ique, !'image de toute co urbe al t;ebrique est~unc courbc transccn­
clante. Si eel axe cs L une c ubi c[UC unicursale, p our qu e l 'imag·c d'unc 
c o urhe a lgchriqu c soiL a uss i un e co urb e a lgc briqu e, il faut ct il sul'fit 

que la co m·be soit : ou bi en Ia caus tiquc-p odaire de la parabole du 

second d cgre, o u b icnla de\·clopp ec de cc LL c parabolc. 
Lcs coord onn6es de 1\L PeLrovitc!J intcn·ic nncn t utilemcnt cl:lns un 

g rand nombre de pt·o ble nl es. Dans l 'c tucl c, par cxemp le , de In SJ' IWi ­

trie cou rbe ellcs son L les Ycritablcs coo rd onnt'·es naLurell cs, a ins i CJLH' 

<lans l 'e tudc des ro ulc LLes eL de s co u rbcs 1 ra<' 6cs su t' l cs s u rfaccs d 6vc.:­
loppabl cs . ~1.. Pctrovitch en donn e divc 1·s <'X C111ples en d6Lerminanl , 
;\ l 'a ide de ces coord onn6cs , lcs ge od e~ iqu cs des surfaces de \·clop­

pnblcs, l e urs cer cle's gc'·od<··s iqu cs eL leurs coni cp1 cs geod(s iq ucs . Ell e~ 
l'o umi.sscnl egalcm cnl 'un moye n. simple po ur Ue Lermincr LouLcs !t•s 

<· o ur·bes gau c hcs don l les Lang·cnl cs f'orm cnl UIH' surfa ce d c \·eloppahl c 
tl cone clircclr ur de l' C \ oluLio n , Loulcs Jcs co u rbcs gauc hcs al gc iJ!' iCjlii'S 

d e CC LLC esp ecc, CLC. ( 1 ). 

( I ) ~I. G. D E Ln :<GC: II .DI I' S ( Les co urbes i m ages et les COl{l'l;es sym e'lriq u es) " Lra il e 
<ii lc t·s pro iJi emcs de Gco mcL ri c il l'a idc des l'oo rrl nnn ccs cL drs prop•lS iLi ons " '' 
~ 1 . PcLrol' iLch ( N ow :elles _· l 1111 a les d e ,lfa t lt dma tiques, l. XYll l , , }':09· p. 3,:; ). -
y (, ;,. ;~ u s; i Gin o L""'" ' .'ipecielle a lgebraisdte u nci trrtll~cendan t e e/;ene K ur<'en. 
p. Go1. 
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Propriet es des -equations de Ia Dyn amique . 

( \l (• m uirc 11 " !l.J 

06. Lc· prollc mc ~-~! n (-ra l du mOUIT!llC nt d' un point mo bi le d L:s 

coo rdonn el's ~ ' ·r1 , ~' so umis :1 des forc·c ·~ cll:pcncl a nl o lgr'briq uement 
de la pos ition du po in t, d(' la 1 i l c~sc f'L po uvan t var ie r exp li c iLcmenl 

a1·cc lc lc mp , se ram(·ne, en posan t 

' I : == - , . .r: 
1 

-~ = y' 

a l' inl c'•0ra li on de tro i eq uat ions s im ullanees de Ja fnr me 

1 Li=s . (d.x)' ).; (dy)~·i (r/::;) ''• (d~.r)l.-; j; ( l ) .-r•l;ynt, ::;" i _ --'--- - -- = 0 
d l d t dt . dt' . ' 

i=l . 

,L· ~· . , __ ~ (d:r:)'' ('~v)"·' (rt::;)·,: (d'.r)~.- : I.?£( t ) xl, ym, .,n, - - - - - = 0 
. ' . d t d t . dt d t ' ' 

1 
= s" ( d ) 1 '1 

( l ) '1 
( 'r· ) ' 11 

( t• ; " • ~ I . ) !" " " .r: 'I G y VI ~ .z '• c- z ) 'I 

,;;;.,; o/i ( t .x 'ym ; ::;" ; dt ell dt dt" = 0 ' 

\ i = l 

les }i, ?i) Yi elan l des f'on c Li ons d. onnccs de l e l l es exposants 

j 
l ;, th ; ,. n;, ), ... P· i · 'l j, f.- ;, 

( 72 ) t;' Ill ~· . n'; , )_; , I 'J~·. k;., :J. ;, 

/". 111 '} , " - n II " !.- '' ,. n i. Ai. p.;, '1;, 'i 

d ant des cnLier s p os it if s o n nuls. 
A l 'aiclc d 'exp osants (;2 ), M. Pe trovitch forme certains nombres 

commensura bles M; dont il montrc les curieux r apports avec ce rtaines 

parLiculari tes im portantes des inL(:grales du sys tl: mr (; 1) e t clu mou­

ve men t d u po int mo bile . 
SoiL t = l 1 le te mps e mploye par le m obile p our :1ller de l a p os i Lion 

iniLiale :1 l 'origin c des coordonnees ; cc tte valeur depend generalemenL 
des conditions iniLiales et varie avec celles-c.i, sa ul' les cas r e mar­
quables du ta ut oclu ·onism e clu m o uve menL par rapport ~t l 'o rigine. 

Or, lo rsqu e cer tains des n o mbres M; sont n l!gat(f's, nuls ou bien se 

p resenlen t SO US [a j'onne ~ rno us cliron s, dan s ce C:ls, que les con cfi-
o 
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Lions (C) sont remplies] , l 'une ou l'autre des conditions £uivantes 
est certainement remplie : 

1 " Ou bien La valeur t = t 1 est une singularite transccndanlc 
des e, ''i , S variant apec {es donnees initia/es; 

2° Ou bien le mouvem ent est lauloc!trone p a r rapport (t l'ori­
gine des coordonnees, en ce sens que le temp s employe par le 
mobile pout· aller d ' un point quelconque a l'origine , n e varie pas 
avec les donnees initiales. 

Jl s'ensuit, par exemple, la consequence suivante 
Toutes les fois qu e les equations 'de mouvement (7 1) remplissent 

les conditions (C) et qu'elles s'integrent par des fonctions wufonnes 
du temps san s points essentiels mobiles, ou par des fonc tions ctlge­
briques du te mps , ou par des co mbinaisons algebriques de fane­
lions wuformes san s point~ essentiels mobiles, le m ouvem enl es t 
tautochrone par rapport c'tl'o rigine des coo rcltnwees. 

D 'autres propositions de l\1. P e troviteh eoncernent le cas OLt cer­
tains n ombt·es comm ensurables i\ li sont , en vale ur absol u e, plus 
g,·wuls qu'un ccrt.a in enlier fixe on /;ien se p resentent sous Ia 

. o D j orm e -- · ans ce cas: 
() 

1° Ou bien l = l 1 es t une singulw·ite transcendanle des ~' ·'l , ~ 

variant avec les donnees initiales; 
:t" Ou bien on peut fi xe r deux instants l 1 eL t " tels qu'on ne pourn1 

pas crvoir t' <; l 1 <; t" qu e si le nw uvcm enl est la tlloc!tronc pcu· rcr;J­
pol·t it L'o1·igine. 

l\J. Petrovitc lt e tabli L 6gnle mcnt , e t par Jes me mes conside rations, 
cl ' a uLt·es propositions relatives au nomb t·e Je _pa ssages du p o in t 
mob il e par l 'or ig i11e p endant utl. inLe t·valle dcLe t·min6 de te mps, ainsi 
qu'itl 'esp aee de tt·m ps que meLle mobile pour atTivcr de la position 
initi ale :i. une po siti on fixe consid (:t·6t ·. 

A ction l e lo'ng d e diverses trajectoires . 

( "\ ot c n" 105 .) 

b7. Consid c l'ons le mouve men l cl' un sys te me lt olonomc it 1.- dcg r6~ 

cl e lihcrt 6, it liai sons ind cpenclanLes ciJI te mps, sou s l'a crfon de forc es 
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rler iYa nl d ' une l'oncLion de f'u rccs c l soiL, avec l es i>< ll'<! mt'-ln:s q, , 
q ~ . ... . {j k fo rm ant un SJS Leme de coo rclon nl: es o rlh ogonal c~ 

!'express ion d e l 'uc lion Jc lon g J ' um~ traj ec to ire al'bitr;lire p assanl 

pa r de ux l)os iti on s donnl: cs P, cl P, d n sys Lc me , l es L; l:La nt fon c tions 

des q, . ... , 'Jk e t de Ia CO il S L<~n l e des fo rces vivcs It, cl6Le rmi n 6e p a1· 

les li a iso ns e t la form e d e Ia f'on cLion de f'orces 

1\ l.. Pe lrov itch l:no n cc plusic urs prop os it ions prcc isanl des limiLes 

s upe ri eures e l in f{: ri e u•·es de l a va le ur d e L tclion le Jo nt;· de di ve rses 

I raj ecLo ires passa nt pa r lcs pos it ion s donn6c Po e l r I ) e l pe rm c tl:an l 

de co mpare r en t re e lle: l es v::tle u rs d e l 'nc tion Je long d e t·c·s t raj ec­

lo ires . C<'c i s upp ose l es de ux pos iti ods P0 e l P, suffi sa mm ent r< tp pro­

c hl:es l'une de l 'a utre po ur qu e 1 ·lon g; de l'arc s = PoP de Ja t r:-t j cc­

lo ire nu c une des dilf'c ,·entielles vfL; dq 1 ne ~lw nge de sig nc; ceci 

rev icnt ~~ s up poser qu e !'ac ti on lc lon g des p rl:se nl e unc a llure in va­
ria ble, l ' it)variabilit6 con sis t:ml dans cellc clu sen s de cr o issance des 

d e ments v L; d fJ i · 
:En co mpara nl , par cxc mple, enlre elles l es ac ti on s prescnlan t un e 

me m e a llure l e l ong de d eux 1 r;1j cc Lo i res a r bi tra i res (m emes s ignes 

de vf L1 dq;), il ar rive au r cs uliat s uivant : L 'action le long de 
['a rc s = P,P , de La lrajec toire 1/ 0 tlli'Clle 7/e pentja m ais etre 
plas de :1. f ois plus p etite que cr>. l/e le long de l 'a rc s = 1\ P d'un c 
trajectoire arbitraire . d e l 'es p1:ce consideree, fl· 1!La nt un nombre 
qu'o n sa ura lO [~jo urs calculer. 

E n appl[quant le pro cede a n m ouv cm cnt d ' un p o inl. m a le ri ellibre 

so ns I' ac tion d e forc es d erivant cl ' nne fon c t[on d e for ces U, le S)'Slemc 

d e coorcl onnees etmll r ec tili gn e c l o rth ogO!lal , l\1. P e trovitch c: lahlitlc 

r6s ull at s ui v:-tnt: 

S i l' on des ign c par H la so mm e d e valeu rs absolu cs d es acc roisse­

ments fini s des coorclonnces quand on passe de la p os [tion Po it la 
pos iL[on P, clu point mobile, e t par A e t B la plu s grande e t la plu s 

pe L[te vale ur d e la fon c L[on (J + It ( h e lant la con stante des for ces 

viv es) lc l on g de l 'arc s , l 'ac lion le long d e s a pow· valeur ), H , 

oit 2_ es t lllt fa cteur donl la valeur est luujours comprise enll'e 

. v:>.;~ e l V2A. 
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Principe de minimum dans les phenomenes electrodynamiques 
et electromagnetiques . 

(No te n• /G.) 

08. On pent r eso udre tout proble me d e la Dynamique en ch cr­

c hant les valeurs d es accelerations renclant a ch aq ue .instant minimum 

une certa ine fonc tion R du second dcgre par rapp or t a celles-ci e l 

dont M.P. A ppell a indique la l oi d e formation , 

Cc LLc fon c tion es t d e la form e 

R=S - 'i.Qt.q/. , 

OLI s es t l 'energie d 'accd0raLions, n e dep endant cru e du systc me {j!;, 

lcs fa c te urs Q; d ependant des forces appliqu ees. . 

Dans le mouvem ent naturel , les accele rations q;, sont ~~ ch aq ue 

i ns lant celles qui rendent R minimum Ll ce t inslanl ; ce lte propriete 

cond uit directemenl a ux L;qual ions de M. P. A ppe ll 

~ = 0 . 
uq '; 

as = o , 
uq~ 

Ces conditions s' l:Lenden l aux ph enomen es phys iqu es e'll\1 . .Pe lro­

v iteb indiqu e les expressio ns j o unnt le rol e d e S, Q , R , q clan s lcs 

divers phenom6n?s d cc Lt·iq ues, e t en par Li c uli eJ.' dans des p h eno­

me n es elec Lrodynam iq11 eS e l dcC li'OilHi gn e liqu cs . Jl rcm arq ue, quc les 

equations gene rales d e Mnx11-ell , mi ses convena ble mcnt sous la form e 

des equa tion s de \1 . _App ell , permcLLt> nl d 'enon cer un pr inc ip t_: 

g-eneral d e minim'um r eg issanl les p henom en es e lcc lt•iqu cs. A LOlli 

pheno mcn e COITCSpo nd lll1 e nse mble (5 , Q,,, 1\, '7 1>) lcl fJU 'nu COLl i'S 

nalurcl du phen o mcn e Jes q;, sotll ~~ c haq uc in ,., lanl cc ll r s rcndanl 

minimum Ja vale ul' d e R ~~ ee l. i11 s lanL. 

Decharge des condensateurs. 

( \I en1 0 ire>' cL I\ ole>' n" ·2·~, 30, :J! /. J 

oO. Da ns la Ll, eori c c lass icrll e d e Ja ci C·c hargc ell- s Cllllde nsa le u rs, o n 

f> llj)[JO SC que la l'<tp<~ c i le c, la r es is tance 1\ CL lc (' (Jl'f'll c icnt L d e sell'­

ind ii Cli()n r c·s lcnl invnriables au co urs du p l1 e 111Jm l: n e. Lc carac l('l'l ' 

~ 

./ 
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d t· Ia cle ch a r ~·· d (• pcnd rsscntic ll cmenL du s igne ck Ja Cjll <tnLit t'· 

I H, ' 

a - 11-'' 

eL Ja decha rge sc t·a continw: o u oscdia 11le, ~ ui vanL qu e cc LLc quantiLt'· 
c~ L n (·ga Li\ c o u pos iti ve; Ia l'req11 n ee cl 'osc ill a lions clt!pcnd de Ia 

va le ur meme de CC' tLC qu antit '·. 

i\1. Pc trovitc !t tra iLe le cas ge ne ral oCt Ja ca pa ciL{·, Ja r{;s is tan cc c1 

k coe l'~ c i c nL de se ll'- indu c ti o n. 1•arienl w·ec Le temps cl ' unc mani t'· rc 

w nt inu e, d 'a ill <' urs qu c lco nqu c. pr ndant l a cl ec harge. 11 eLa hlit un c 

1heo 1·i c eo mp lde du ph ··no men c e n 11tilisanL ce rtaines p 1 ·o p o~ iti on ~ 

ge ne ral es s u1 · [c, equati ons di fl'e rcnLiclJc :~ lint'· aires du sceond o rdre . 

;\ coc l'fi c icnLs variable , s'appliquant bi e n au pro l1l t'·m r. L a ml;L ii nd e 

cmplo.)'•··c n 'cxi gc pas ]' integration de !' equat ion clu problcme, d 'aiJ­

kurs impossible dans la plupal'l d es cas. 11 se r end co mp te d es P'"·ti ­
c ularil es du ph6n om cn e par la sculc considcoration cl ' un c fonni on clu 

lc mps qu'iJ appell e Jonclion caraclerislique clu p h6nom cn c, <t.' a nl 
pour !' expression 

. I t cl (H cl ) '(R rl ' " m( l .i=---.- - - -+- lo g- 1. - - -+- log L) 
( . L 2 rLL L d t 4 L cit 

se reduisanL, clans l e C'as de c, H., L in variables, itla cons ta n le (; 3 )· 
La fori'cLion t0 ( t) j ou it de cc iLe proprieLe fonda men Lal c qu e le 

ca ra c 1 1~re de La dechat·ge dans an intel'valle donnri dn /emps 
d e t = 1, c't t = I~ d r!p end essen / ielfement du st gn e d e t0 ( t ) dan s 
ee l int erPalle. A savoir: 

1 ° Dans Lout intcrvallc d e temps dans lequel la f'onction cara cte ­

ris tiq uc es t cons t~unment negative, la ch arg·e cl u condcn saLe11r n c 

peut changer d e sens p lus d' unc foi s ; avant et aprcs ce c lrange menL. 

I a dechargc es t con l inue; 
2 " Dans tout inLervalle de temps dans lcquel cet lc !'oncLion est 

p ost:tive, la declwrg~st osci l!ante. 

Dans ce dernicr cas , en clesignant par M e t N la plus gTandc e t l a 

plus ·p etite valeur que prcnd la fonction carac ter istique dans !' inter­

valle ( tt , t~ ) dn te mps , fa r.lwrge electrir;ue du condensa le itr 
chang era de signe, dans cet inten ·alle, au mains au/an i de fois 

/ 
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qu' it y a cl'unites en tie res dans le nombre 

( t2 - t, ) {N 

" 
ct au plus autant de fois qu' il y a d'anites entieres dans te 
nombre 

S i, en outre, la fonetion earaeL6ristique es t eonstamm enL dec rois­
sa nle lorsque t varie de t 1 a. t 2 , l'intervalle de Lemps entre d eu x ehan­

t;ements eon see utifs de signe de la decharge clevient de plus en plus 

grand, rout en r es tanl in.ft~ rie ru · tt ;N · S.i ce Lte fon etion es t eon s­

L::unm ent croissanle dans l 'intervalle (t,, t~ ); l'intervalle d e temps 

entre deux ehangen1ents de s igne d evien f de plus en plus p etit , 

tout en r es ta nr superieu r it ~ · 
vM 

Lorsque, f variant d e l, <t ro, la fon e lion carac L6ri sL.iqu e cl 6cr oiL, 

LOUL en r es lanl p os itive, Cl Lend as,rmplo tiqu em enl vers UllC limite p 

di iTe rente d e zero, la clecha r,ge 'prdsen tera une infinite d 'oscitta­
rions; la durP.e cl ' une clemi-oscitta rion deF iend1 ·a de plus en plus 

g ,·an de, mais ne surpassera j a 111 ais la valeur . ':.._ e t tendra ·asymp-
Jp . 

roriqu em enr vers ce tt e limite. 
Par eon lre, l orsq ue, l var.iant de 1.1 ft ro, la fon e ti on carac L<; ri sLiqu e. 

<.: ro it e l Lend asympto ti que ment vcrs une limit e fini e p, la dw·r;c 
d' un e d emi-osc itlarion deFiendra sen siblem en'f co nstant e a 11 co urs 

d u t e111ps en tendan t vers Ia limit e 
1
"_. 

I p 
Les ose.illa tion s, eo m!11 e dans le ca s d e Ja ckc ft a rge ord.inai_re, se i'Onl 

d e pLus en ; ; f ,ts Cl iii Orties e l le ph en o m c'· n e l'e,se ra d 'dre sen sible :t t \ 

boul cl ' un ce rt a in Lcmp s plu s ou mo in s lon g . 

Ce(' i p erm e l d e rc pr6senler les v:1ri aLio ns d e la c harge par Ull l' 

co urbe . Celle-c i osc ille a u-dess us e L au - desso us d e l ' e~xc· cl~s l ; sclon 

Ja m :mi6 t'<.: d onl var.ie la fo n c li un <.:arae l6r isLiqu c, la cli s lance d <.: o-. 

po.inls l'O nsecuLil's O Lt Ja eo urbe co upl' l 'axc d es /.1 S<'ra d e plu s en plu s 

pe LiLe loul en 1:es LanL s up6r ie ure it un e ee rL:1 inl' \alc ur no n null <.:, ou 

bien d e plu s en plus grande, mai s n <.: s u ,·pa ssanL pa s unc ce rta in (' 

--



limite fini t'. La l'r cqu cn cc d 'osc illati on s d l: pendra d(' L1 grand e ur d e Li 

l'onc ti n n ca rac te ri s tique; l es ampl itud es d 'osc illati ons diminu c nl 

con s tamm c nt ~~partir d ' un ce rtain l)O int l. La co urbe des int. ·ns iles 

du co urant d e cl cch arge pr '·senl e Jes variation. d e me mc CS JI!·ce. 

Lcs {;quati on s a uxqu ellcs l\ 1. P c tl'ov itc h ram cn c lr; p l•e nom(·n r· 

pc r·nl Cltc nL , g d cc au:-.. t lrco re mcs co nnu s d e Stunn s ur l es equat io ns 

lincaircs du second ordrc ~~ coc f'fi c ie nL s dt'·p cnd <mt d ' nn pa• ·am e trc 

va ri a bl .. , d e eo mparcr entre c lle cli vc rses ex pe ri e nces dans l cs­

fjll ·llcs l ' un lcs fa c t c urs C, H., L <'SI invariable pe nd ant l ' ex pc rie ncc, 

rnais \ari c d\rne ex pe r ien ce ~t unc autre, l es d e ux aulrcs fa c tc urs 

ayant lcs me mes lo is d e var ·ia ti on dan s les cx pe r·ien ccs ~~ co mpare r . 

Ellcs p c r·m c LLe nL J e c rc ndrc un co rn pte exa c L d e l ' inllu en cc qu e lc 

l'hangc ment d ' un quclconqu c d e <·es Lr ·ois fane urs cxc •·cc sur· Jc 

l)ri lune d es osc illations, le ur fi· r'quen ce, ct s ur Ja courbt: rcprcsen-
. lative clrr p lr e no mene. 

L es rc.s L;ILats ohLenu s s'ctcndent au cas d e la dec /1 trge en/relen/le 

lors quc, clans lc c ircuit OL1 s'cfi'cc tue la dec ltarge, sc trouve inLe r·c aJ ec 

rm e for ce. dcctromo Lrice constantc o u variable au' cours clu Lc mps e t 

r1uc le sys Le rn c es t soumi s a l ' ac tion d 'un champ magnc tiqu c con s tant 

ou va riable. 

Dynamique chimique. 

( Mcmoil'es eL Notes 11" 17, 3 1. ) 

60. :Lc probleme d e determiner ~t chaqu e instant t la vitessc d' une 

reac tion chimique homo gen e, e tles qnantites de produits de la reaction 

formees depui s le .commencement de celle-ci jusqu'a l' ins lant t, se 

r esout ~~ l 'a icl e de. deux pr incipes dont le premier fournit les gran­

deurs d es forc es transformatrices agissantes et I' autre I' expression d es 

l 
..• 
WlSOnS: 

. 1," 1./aQ.Croissement de la concentration du melange , au sein du 

Jiquicle dans lequel se passe la reaction, en un quelconqu e des p ro­

duits de la reaction, est a chaque intervalle de temps dt proportiOii.-

( 1 ) La Note de IlL Petrovitc lr es t reprocl uitc clans l c Journal de Physique, , g!J7 , 
p . 4Ti-479 · - Voir aussi Ia Note de M. Dong ier dans le Journal d e Phy sique de 
juin 1 8 ~)8 . 
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n elle au produit des concentralion s dumelange par rapp{)rt a nx corps 

actifs intervenant dans la react ion, ct au temps dt lui-m e me; 
2° Il )' a, au co m's de ln r eaction, la proportionnnlite ent l'c lcs 

quantites des corps actifs depcnses ju squ '[t l ' instan L t , et les quantites 

des produits de la reaction formes jusqu'a cet instant. 

M. Petrovitch developpe l es consequences logiques de ces deux 

principes en formant e t en etud iant les equations diff,~ ren Lielles aux­

quelles ils conduisent. . 
Dans lc cas OLL les cond itions ph)'siq ues , dans l esquelles sc passe ln 

l'eac tion, restent in variables a n cout·s de cellc-ci, eLla reaction n ' etant 

pas compliquee par des reactions secondaires qui se pa sscn t <HI sein 

du memc melange, lc problemc se rnmcnc <t une equation diiTer en­

ticlle clu premie t· orclrc clans Iaquellc le temps n'intervien t pa s e:x pli­

citemenL c t qu 'on integl'c pal' une quadr<ttul'e . 

Lorsc1uc l es con e! itions p hys icru cs eli nngenL au cours de la r eaction. 

l cs cocffi c icnLs d e l 'eq u<lLion dcviennenL fonc tions du Lc mp s e t !'inte­

gration est moins simple. D e LouLcs les inOucn ccs phxs iques provo­

quant l es vat·intions d es coeUicicnLs de l 'ecJLlflLion , la plu s sen s ible e t 

Ja plus difl ic il c cl 'e ,' iLc l' es t cellc qui provicnt d es c lwngcme nLs de In 
tcmper<tture. lhant donnee l tnc reaction cxo tb ermiquc ou cndo ther­

tllique se passnnL entre lcs corps liq\ticl es Ai, donnan L naissancc anx 

produits B; , san s rean io;1s sccond a il'cs c l sans changem ents cFetal , 

i\J. Petr ovitch : 

t 0 lndic1u c un c loi approch cc de V<ll'iat ion d e Ja Lem pcralure T dtt 

m elange avec lcs quanLitcs X ; d c p e n s t~cs d es corps ac lif's A;; 
2° Calc ulc Jc temps neccss<lil'c po ur qu e Jc mdan gc acquie i'C unc 

temp erature donncc; 
3° Ccllcuk lc Lcmps n eccssairc po ur q u' unc qu anLiLt: d onn ec de, 

co rps ac tifs so iL dep en sec au (' Q UI 'S d e l a l'c<tcLion, ou bi e n qu ' un f' 

quanLiLe donncc de proclu iLs de 1a r cac li o n so il Cor mec. 

La lo i ' 0 cs L parLic ulit'l'Cm c nL s impl e : e n utili sanL ·unt; f'on c tinn d (' 
la LCill p(·r<tllll'C l'<tLLa c hee il la l'eac li nn c l e ludi ee par Hc rLheloL dans sa 

Jllecaniq rw chilllir;ue , l\I. P c li'Oi lLCII [l i'L" ivc a Ja loi !ty perbolique 

( ;'I) ( 1' -NT )( ~I + \ :ri)= Co ll S I. . 

oLt M c l N so nL d(·s co ns lanL('S d6Lr 1·min6es t>aL" les CJLt <mLiL6s i n iLi nl c~ 

" 

, 
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i'L I s c hale urs s pt'T ifiqu cs d r-s li ctuicl sA; c L d es pr(l duiLs B;, a in ~ i qu e 

par la qu anLiL(· iniLi nle c: L L1 c ll a le tl l.' s pcc ifiqn r d e li qu icl e IlCIILI'e p;IJ' 

lequ clle m6lan ge se Lro u1'C d il uc; P es L tme con s t;mLr qu 'o n d c lr r­

llline exp e l·im enla lc m enl pa l· Ia mc Lil od e d e Be rL hcloL. La va le ur co n :,­

lanle d e !' exp ress ion ( ;1) es t p us ili vc Oil n eg;11ive , s ui van l CjiiC Ja 

rea ct ion es t exo Lherm iq11 C ou e nd o t he rmiqu e. 

Dans le cas OLI unc on pJu s ie urs r ca Li on s secon da ires e p a sent a 11 

sc in cl ' u 11 m t: me m elange, cl e pen sa nL un m t: me co rps ac Lif, l e proble m 

'c ram cne ~~ un sys t(·m e cl ' equaLi o n s s imul um ees ;\ co cCG c ienLs cons­

Lat1ls o u l'ariahl es avec le te mps, s ui,·a11L que les co ndition p hys iqu es 

r cs LenL inva riabJ es o u c ll an ge ll l. a u ('O Ut'S d e la r carLion. M. P e LI 'O Vi.tc h 

indiqu e le moyen d e fo r me r ce ~·ys Lc m e cl'<;q un Li on s p o ur di vers ea s 

in tcressan Ls q ui p e u vc nl se Jl i'C:•CnLe l·. 

Calcul des erreurs dans les analyses c himiques qu antitatives . 

61. M. Pe Lr:oviLch a CLctcli c d e pres lc prohle me d e cl e Ler rninaLion 

ri c l ' in llu ence d e l ' incxac LiLud e d e donnC t'S S lll' l e res ulLat Gnal d ' unc 

;malyse c bimiqu c CJ U<m LiLat ivc . 

Dan s la plupar:L de s. analyses, l es qua ntiu;s ;:1 de te rm ine r: se cal­

c ulenl :t l 'aidc cl 'auLt·e:; Cj<IHnLiL(·,; qu 'on ddcr minc pa r le» mc:; urc:; 

clircc t ~~ gravimC·tri q ue'' ou volumt··Lriquc ·. L c,; p oicl s d e,; e tTc urs 

di1·ecLe,; nins [ co mmi ses dt'·pcnden L de la nature d es ope rat [on'i chi­

miqu e,; par lc ,;quelles s' c n·ec Lu c l 'nnnly,.e, M. Pc LroviLc h n dcvclnpp ~ ·· . · 

nne Lheorie complete d es me Lltod es cl ' anal:yse quanL[ ln L[ vc a c Lu ellc­

mcnl en u ,; age, an point d e I" Ue de poid ,; de,; en e urs direclc'' c.om­

mi,;e,; eL de l'i nrlu en ce cle celles-ci ';ur le res ulLaL d e l 'nnal ysc. Jl 
resout , pour lOULes l es methodes cl ' an alyse, le proble m e pratiCJllem en l 

i mportanl : en connni ssant , dnns une nnalyse, des llmites sup crie urcs 

· d c:s erreurs co mmi ses s tu l es quant ites dircc te rnen t m esurees, deter­

Ill [ne r d es llmites su peri eures d es en·e u rs qu 'ell es entrninent s ur les 

(lilant.it es a clcle'rminer par le ca lcul. 

L 'interpreU<tion convenable des propri etes cl'unc classe de d eLer­

JninanLs qui se r encontre d an,; ce lte theori e, conduit <1 un resulta l 

asscz curie ux e t qui n so n interet pratiqu e : 

S upposons qu'au ll e n d e separer et de peser indi.vi.cluellement l es 

PET lt OV IT Cil 10 
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n corps A 1 , A 2 , ••• , An (par exemple n metaux differents) clans. un 
melang·e a analyser , on effectuc avec le melange une suite d 'opera­
tions 0 1 , 0 2 , •• • , On , les memes pour tou s les corps A;et en nombre 
egal t\ celui de ces corps; qu'on p ese collec tivement , apres chaque 
operation 0 1,, les produits de celle-ci. Les donnees ainsi obtenues 
fourni ssent un sys tcme d ' equations linc,aires, en nombre egal a celu i . 
des corps A1, qui servent a calculer les quantitcs de ces corps conte­
nues dans le melange primitif ( analyses indirec tes ). 

Or, les praticiens se sont aper r; us qu e la method e devien t, dans 
certains cas, illusoire, le sys teme d 'equations a insi obtenues etant 
ind etermine. M. P etrovitch e tablit , ;\ cet egarcl , le resultat general 

suivant: 
A ppelons /wmogene une ope rati on .0 1, transform ant les co rps A; 

collec ti vement en com poses d ' une me me e~;pece ( par ex em ple en sul­
fates, chlorurcs, carbonates) ou en d ements memes, e L lui Ui J'O!JhW 
si ellc tn:insforme les A; en composes de d ifferen tes cspeces (les un~; , 

par exc mple, en chlorures, les autres en car bona tes, c te . ). 

Pour que L 'analy~e soit rea lisa ble, il j a ut et iL suffi t (_fll e le 
nombre d 'opera tions 0 1, homogenes ne sarpasse pas 2, c' est-r't-dit·e 
que le nomb1·e d 'operations li eth·og 1~ nes ne soit p as inft!r ieur 
a n -2 . 

Propriete des composes chimiques isomeres . 

(O u vrases n"' 5G, 7'1, 1'23.) 

62. So iL D 1 , D 2 , D,1, ••• unc s uite de co mposes c lti miqucs iso-
me~·cs, contenant it Ia fo is plusieurs dem ents E;, lcs mem es pour 
lOLl S ces co mposes, Cl plusieurs gro upcs G; (·ga lemcnL les memes 
pour tous ces co mposes, ee ux-ci n c d iffe rnnL lcs un s des auLres que 
par le mode d(' r epartit ion des E; dans C;. SoicnL J. un ('Oeff i(' icnL defi ­
nissan.t une propri6t6 physiq ue, cl1imiqu c, etc., cL a.; la valeur de cc 

r.ocffi c ie nL raLLaehee au co mposeD,:-
Lcs donnees ex pl: r imentales deno tc nL l 'cx istcncc de ~ uites 

( E ) E 1, E~h Ha~ 

('L de SLI j LC 

( G) G1 , G2, (; "' 
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j o ui s~ iilll de· la pr<ipri(·t(· s11ivnntc: On p eut ra ngci· lcs l ~i d ' unc pan , 
l'l lc, C i d'autl 'l' part ,· par ordre de grand e ur;, CO L'I' C';, pondanles 
d'un nH\mt · col' Cii c icnt ':1. n lll ;tc h6 a ux co mp oses cons idt'T(·s D;, de 

;,O l'le qu e, po tll' un c· Lr lle suite ( 1 ~), ains i que pou t· 11 ne telle suitf' (G), 
le cod'fi cient ':1. croisse ::wee le ran ::;· du term e de la s uite, c t qu e d e 

plu , l'ordre de Lcrm cs dan;, c ltac un c c.l es s uite (E) c l (G) r Ps le le 
m em r> r; ue llr> r;ue soil Ia nature c!timir;ue d es co mposes Di. 

"\.in s i, par exemple, la suilt' (E ) form l:e cl'halo gl:nes : flu o r , 
c; hlore, brome. ioclc , el In s uite ( (; ) fo rm 6e de gTl1upcs fon ctionnels 
Cil , CH", C£1'1 jouissent d' un · tell c ]H'oprietl: pnr rap] o rL it la te m­
pl:rattii 'C d' e bullition a. des com poses chimiques, r l ceb qu el qu e so iL 
l ' halog·i·nf' c l l' cs pece du co mpose. 

J\I. Pctrovitch, en l'ai sanL cc ll e r cmaequ e, en t ire des conclu sions 
s ur les gt·ande urs relatives d ' un tel coefficien t ratLac hl: a une sen e 
donllt;c de composes c himiqu cs isoml:res. C baqu e Coi s, par exemple, 
qu ' on n 'cfT'cc tuc , en pas ·ant d' un co mpose Di a uu autre Dj de ln 
sl:rie cons id6 rl:e, aueun passage de deoite ve rs la gauche ni dans la 
suite ( I~) ni dans la suite (G), _le coefGcient a. se trouvera cw 3mente; 
chaquc fois qu'on n'effcctue aucun passage de gauche vers la droite 
dans scs suites, ':1. se trouvc diminwi. Cette augmentation ou cette 
diminttLion se rait nwinsforl e s i l' on supprimait un ou plusieurs de 
ces passages. 

JVI.. Petro vi Lch fa it unc application de ce sch ema intu i ti f ~~ des series 
de co mposl:s polyhalogenes isomeres .D 1 , D 2 , D,1 , ••• en fa is ant j ouer. le 
rol~ des E; a F l , Cl , Br, 1 et cclui des G, it CU, CrP, CH'1• De trois 
composes isomer es, con tenant chacun r "t de chlor·e et 1 " 1 de brome, 
celui ·qui cmi tient les groupes CH Cl et CI-!2 Br entrera en ebullition 
:'tune tempel.'alure mains elevee que celui qui. con LienL les groupes 
CIP c t CII ClBr. De meme , le compose con tenant les groupes CH Cl 
e t CH 2 Br bouillira a une temperature plus elevee qne celui qui con­
tient les groupes CI-I Br et CIP Cl. 

Les donnees experimentalcs conGrment, cl'ailleurs, pleinement ces 
previsions. n y aurai.t interet a les etendre a d'autres coefficients (/. 

(chale ur speciiique, chaleur laten te de vaporisation, coefficient de 
dilatation, indice de rehaction, resistance electri.que, etc.) e t a 
d'autres composes isomeres. On congoit les services que pourraient 
rendre de pareilles considerations a la determination des formules 
de constitutimi des composes isomeres. 
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Sciences appliquees . 

63. Jl1esure des dist ances. - Plusieurs system cs d 'instnunents 

pour mes urer lcs dis tances SoOnt Lases sur l e principe du sextant, la 
dis tance n~elle de I' obj e t vise au p oste d 'observation c t::mt de terJi1 ince 

en fon ction de la valeur de l'an~le vis uel , de Fangle paralac ticru ~..: 
correspondant e t d e la di s tance entre les de ux points d'ob se rvation . 

Avec les instrum ents connus de cc genre, la distance cherch ee n t.: 

pent e tre dt:tcrminee qu e par l e calc ul, pa r ce moyen cru e ]' objet est 

vise d e deux postes d 'observatio ns, en ayant r ecours au b esoin it un 

d euxicm e obj e t aux lliaire cho is i au lw sard, les ang·les etan t mesu res 

en suite et l a d is tance che t· chee etant d e te rminee trigonometri cptemeJ1L 

d 'apres ces angles et la d is tance ~~utuelle d es deux points cl ' obse r ­

vation. 

L ' instru ment Pe l.ro·v itc h-Tcrz iLeh ( 1 9 1 o ) perfec tionne ces .ins tru­

ments de telle mani ere qu' il exprin1 e la distance c hcrc iJ ec d irec tt.:­

m cnt par un multiple d e la di s tance de de ux postes d 'ob ser va Lion . L1 : 

princ ip e con sisLe (I dabli r entre lcs angles e t les lon g ueu rs, qu i 

cloivcnt ct re cons i cler es, un rapport dete rmine qui const i t n e alors 1:1 
constante cle l ' insLrum ent. Dans l ' instrument . P e trovitcb-Terz itch , 

cei.Le con st:uue est un n o mbre a tTQnd i du sys te me dec imal , d e pr6f{:­

rencc 100 o u un multiple de 100, d e so rtc qu e la de terminati o n des 

d istances n 'cxigc nucun calcul. (B reve t fran '< a is n° .113730 de 19 1 o\.) 

G1 .. En,gl'cnages en vrillc. - Lcs app lication s n o mbrcuses 

donnenl de ! ' interet au pro bl(:mc ci<' lleraniquc s uivanL: 

« D eux: r oues d cnLc<'s A <'L A' de d iamCLres dirfercnLs, rn ais elf. 

mem e pas, da n L placccs S ill.' un mc me ::JXe i' L lo u rnanL avec un c lll C lll <' 

viLesse an gula ire clans u n mc\mc srn s, l'airc passi• r d ' un c · Jll <lll ie re 

eo n Linu e un p igno n I ~ (o u cn uron ne dc nl t'·e ) ind irfc re mm en l de l \ 1111' 

d es roues A t.: l "\_' ll l'auLrc sa us qu '<'llc cesse d 'eg-r rne r so iL ave< · 

cr ll e-c i, so iL avec les r o ues clt.: nl t'·es intrrm<·· d iaircs it l'aid c d esqu cllc~ 

,., ' c [i' c tue cc pa ssage, eL san s ckm g·c r k scn s d e r o ta li on d 'aucunc 

dt· s J'o uc,; du sys tc mc. >> 

'\I. J>eti'Ovi Ll' h en don ne un r solut ion par ses eng1·cnagcs en 
1'J'i 1Le, cnns t il unnt tlll cngrcnagc inL('L' m(: cli a irc par~irul i e r louj o u1 ·, 

4 

.....;...-.__ 
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e n pri:,e an·c lc p ignon 13 au co ur du passage de A tl A' ou inverse­
menl. L!' Lrain d'engrenag·es form e de plusie ur ro ues cl enLees A , 
A ', A", .. . e l d 'engrenag-cs inLerm ecli aire de .l\I. p Lrov iLc lt , rea li se 
une Lran mi ,.s ion it ac Li onne menL pos iLiJ, lc rnpport de 1 iLcsses dan s 
Lt Lrall s ll1i ,.s ion pouva nL l! Lrc <' l1 an gl: ( cL ayanL au tan t de 1al ut·s difT'e­
ITnt c;s qu'i l y a des rou1 ·s _\. , "\. ', \. ", .. . ) sans de brayer le moLe ut· e L 
sa ns cl1ang-er le se ns dr rot aLi on clu bloc, qucl qu e so iL le ens de 
(' ltanG"emenL de 1 iLesse. Cc ·l1ang·e menL n 'csL pa · pro gt·cssif dan s 
J'accepLion hab iLu elle ·d u mot, lcs sc ules viLesses uLilisa bl es, q ue le 
ml: anisme fom·n it . da nt ce ll es deLerminecs J ar les roue · A, A' , 
-\.", . ... :\lais au co urs du pa age d' une de deux. YiLes•;es consl:c n­
Li, es i1 l 'auLre, Lo u Les les viLcsses inLe rm cd ia i1 ·es ,.onL r'•al isees, 
quo iq ue clans un inLl'rva lle de Lcmps Lres co url. Le co uple moteut· , 
qui n ' csL pas de bra) e pencl anL 1·e pa s age, ne pas c pas par la valeur 
Z 1~ ro eLms cet i.nLet:va lle de L •mps, cc qui l:carLe lcs ineonveni cn ls des 
di sposiLif's de dtange mcnL de viLesse ot·clinai rcs provcnanL d'unc 
parcillf' di sconLint,liLe. (BrcvcL f'ran c;a is n° 463082 cle ~ ~)d.) 

60. A iguille aiman/.c;e dans an cha mp magndtique mo bile._­
\£. PcLrovi Lch a ··Lnbl i une Lh eo ri c elenwnLa ire de l'a cLion d' un champ 
magn 6Lic1u c mobil e ~t g· i san L sur l'a i. g· uille aimanLce . II en Lire tme 
reglc simple e t prnLiqu e pour cleLe rm..iner le ,;ens eLla gt·and cur des 
devi.ations de l'aiguiiJe en f'onction du mom enL magneLique de la 
masse de fer , de la dis Lan ce de l'aigui lle f1 cc LLe masse eL de h latitude 
gl:ograplrique de la ma sse . Jl y aj outc des observaLions cur i. e uses sur 
.l a poss ibilite de la corresLi.on automati.que de la di.1·ec Lion, c\ la sur­
face de lamer, d'un navire muni cl'un gouvernail automaLique conve­
nable , a !'approche cl ' une masse de fer qu 'i.l s'ag· iL d 'aLtei.nclre ou 
d 'evitcr. (Me moi.re n° 120. ) 

66. Subm ersibilit r! du ncwil'l:. - 11 es t toujours possible d'as­
suret· au navire . une . suhmersibilite reli:tti.ve et le r cndre insubmer­
s ible par une dispos ition speciale clu chargement ct par un « hour­
rage )) appropri.e. Dans le cas ot~ l 'on r~e dispo se pas de ces moyens, 
on pour mit rempli.r les es paces vi.des par des caisses vi.des etanches 
j onant le role de bourrag·es; mai s ceci presenterait !'inconvenien t 
cl'encombrer, de gener , d 'empi.eter sur la place utilisahle du navire. 
On ponrrait employer co mm e hourrages les rec ipients ex tensi.bles 



- 1~0-

(-poches a gaz) faits en toile impermeable a 1' eau et au gaz, et de 
grande resistance, n 'occ upant a l 'eta t degonO e qu' un espace restreint 
et qui, gonfles ft !' instant memc du danger, assureraient la flottabilit e 
clu navire. 

Or, si ce g·onflement a l'i.nstant. du danger e Lait collecttf, un 
en.dontmagement du reservoir central produisant le gaz a pression, 
ou bien une rupture clans le systeme de concluite ou clans lc sys teme 
de commande, pourrait avoir pour effet le· refus de !'installation de 
fonctionner <\ !'instant crit.i.c1uc. Pour parer a· ce danger, il J auraiL 
lieu de faire le gonflemenL indi~Jiduel ou bien par g-roupes d'appa­
reils, de sorte que l 'effet prcj ucliciable de l 'endommagement de 
!'installation soi.t Localise. Chaque recipient extensible serai.L pourvu 
cl'une bouteille a air ou t\ gaz comprim.e inclivicluelle, avec un robinet 
ct un appareil declenchant egalement individuel, qui; actionnc 
electriquement ou pneumatiquement a l 'instanl clll danger , ouvr irait 
le robinet et laissera it passer le gaz de la bouteille dans le r ecipient 
i1 gonrlcr auqucl il es L raLtache. 

~Ja i s, mcme ccci faiL , il n 'en suhsisLe pas moins un danger: unc 
rllpLure dans le syste m c. de com mande (elect rique ou pneumatique ) 
pourrait immobi.liser un on plu sieurs appare.ils clonL le fon cLionnc­
menL pourraiL eire utile ou meme indispensable a l ' instant du danger . 

11 )' aurait done lieu, la repartition des appareils a "bord du navire 
fait e, de relier par unc installation de commancl e t\ distance un cer­
tain nombrc d'apparei.ls, constiLuant ainsi tlll groupe ( seel".eur ) 
cl 'appareils a command er, de sorte que leur declenchemenL pui sse sc 
procluire collecLive ment c t. insLantanemcnt de la double man ic rc sui ­
,·antc : 1° aulomatiqaemen t , lorsqu'un enclommagc menL de ]' ins­
talla tion de co mmand c, LouchanL le scc lcur, vicnL sc produirc; 
2° vo lontaif'emenl , lorsqu e les appare ils d' un se<.: Lcur , donL lc fonc­
ti onnemcnL it l' insLant cl1t danger sera juge utile, n 'cs L pas declcnche 
automaLiquemcnL it cet instant. 

CeLie idee es L rcal iscc dans le disposit[f de M. Pc trovitc h. La con~­

Lructi on des appare ils es t s imple, facile e l pcu co Cttcusc; leur install'a­
Lion it bord de n ' importc quel navin~ s'e ffec luc d ' 11nc manic re simple 
cL rapicl c. (Brevet lr:m~ai s n" Du371 de 191 8.) 

-----...;;o.g =---· 

·~ 
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