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PREFACE.

En recommencant ses travaux interrompus pendant la
guerre mondiale, et désirant donner plus de publicité a ses
travaux en langue serbe, ’Académie royale de Serbie a
décidé de publier les résumés des travaux scientifiques
parus dans ses recueils ou sous ses auspices. Ces ‘résumés
seront publiés en une langue plus accessible aux savants
que ne sont les langues slaves.

Dans les cas ou 'ensemble des travaux d’un auteur pré-
sente un intérét particulier et représente une unité dont il
convient de ne pas détacher les parties publiées dans d’autres
recueils scientifiques que les siens, 'Académie a décidé de
publier un résumé de cet ensemble, afin de donner une image
complete de Peeuvre accomplie par Pauteur.

En faisant ])il})lier, conformément a la décision ci-dessus,
Iapercu présent sur ensemble de travaux de M. Michel
Petrovitch, membre de 1’Académie royale depuis I'année
1900, I’Académie croit remplir une tache utile et s’acquitter
d’un deyoir agréable.

Le champ d’activité scientifique de M. Petrovitch est trés
étendu et offre dans son ensemble une grande diversité,
quoique dénotant une unité de vues, d’idées et de méthodes
d’investigation. Dans des domaines variés de UAlgébre, de
PArithmétique, du Calcul intégral, de la théorie généraie
des fonctions, de la théorie des équations différentielles et
de la Phénoménologie générale, M. Petrovitch a imaginé des
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méthodes originales qui 'ont conduit aux résultats exposés
dans diverses publications académiques, recueils scientifiques
et ouvrages spéciaux. Dans divers problémes de Géométrie,
Mécanique, Physique mathématique et la Chimie mathé-
matique, 1 a posé et résolu des problémes nouveaux,
introduit des notions et des idées nouvelles, et fourni des
contributions importantes, résumées et analysées au cours
; de Papercu présent.

I’ceuvre principale de M. Petrovitch consiste en un
ensemble de travaux :

10 Créant la Méthode spectrale en Algebre, Arithmétique,
Calcul intégral et la Théorie des fonetions;

20 Introduisant dans ’Analyse mathématique et étudiant

des transcendantes nougelles utilisables comme instrument
de calcul ou éléments de comparaison dans des probléemes
7 d’ordre général;
: 30 Etablissant une méthode d’étude directe des équations
différentrelles a l'aide de figures géométriques convenable-
ment rattachées a 'équation, ainsi que des procédés d’étude
directe de leurs intégrales d’une nature analytique déter-
minée ;

4° Fournmssant des procédés nouveaux de délimitation
(d’encadrement) des tnconnues, réelles ou imaginaires, définies
par des équations en termes finis ou différentielles, condui-
sant a des résultats intéressants, surtout dans les cas tres
fréquents ot la résolution ou Pintégration des équations
définissant les inconnues est impossible;

50 Posant les bases d’une Phénoménologie générale fondée
sur un mode particulier d’interprétation des analogies exis- |
tant entre les phénomenes disparates.

LLa caractéristique des procédés d'investigation. de

| M. Petrovitch consiste essentiellement en artifices de caleul
: . . 1 .

! ou d’analyse conduisant rapidement a la solution du pro-
[ bleme posé, et en rapprochements nattendus de faits dis-
1
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parates, faisant jailliv des vérités nouvelles, des procédés
imédits ou d’explications de laits mal expliqués.

Ainsi, dans ses premiers travaux — travaux d’éleve de
'Ecole Normale supérieure a Paris, 1894 — la considération
de certaines figures géométriques simples rattachées a I’équa-
tion différentielle considérée, le conduit a des théorémes géné-
raux sur les diverses particularités des intégrales de ces
équations, sur leurs intégrales premiéres relatives aux inté-
grales d’une nature analytique déterminée (uniformes,
méromorphes, entiéres, rationnelles, simplement ou double-
ment périodiques), sur leurs intégrales singulicres, ete.

En faisant intervenir, dans la théorie des équations diffé-
rentielles, le théoréme classique de M. Picard sar les zéros
des fonctions uniformes, auquel se présente ainsi un vaste
champ d’applications, il établit ses théorémes sur le nombre
d’'intégrales uniformes des équations différentielles du pre-
mier ordre.

Un raisonnement géométrique des plus élémentaires le
conduit & découvrir une classe étendue de transcendantes
nouvelles, holomorphes dans tout le plan de la variable indé-
pendante, ayant (ainsi que leurs réduites d’un ordre quel-
conque) tous leurs zéros réels, et a en étudier les propriétés
analytiques. Le méme raisonnement 'ameéne a la découverte
de la transcendante remarquable formant, dans espace
fonctionnel, une sorte de frontiére entre le champ de fone-
tions appartenant a cette classe de transcendantes, et le
reste de fonctions. ;

Les théorémes communs dé la moyenne, ne fournissant
généralement que des résultats imprécis ou des faits de
nature qualitative, lui révélent une classe de transcendantes
généralisant les fonctions exponentielles et trigonomé-
triques, a propriétés analogues a celles de ces fonctions et

dont il montre le mode d’intervention dans divers problemes
d’Analyse et d’Arithmétique.
Une double inégalité algébrique nouvelle le conduit & un
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procédé général de délimitation des inconnues dans des pro-
blémes de toutes les branches de Mathématiques pures et
appliquées.

En faisant transporter la notion purement physique du
spectre et des procédés spectraux du domaine de la Physique
et de la Chimie dans celut des Mathématiques pures, il édifie
son ceuvre la plus originale : sa théorie des spectres numé-
riques et crée la Méthode spectrale de calcul, s1 souple et si
féconde en applications, dont il fait ressortir d’une maniére
[rappante les curieuses analogies avec I'’Analyse spectrale
en Chimie (1). .

Le rapprochement de phénomeénes disparates ne paraissant
avoir entre eux aucun rapport concret, mais présentant en
commun certaines particularités caractéristiques de leurs
mécanismes, suggere a M. Petrovitch 'idée d’une Phéno-
ménologie générale dont 1l pose les bases et trace la voie
pour son édification. L’instrument analytique fourni par ses
procédés d’étude qualitative de problémes, pour laquelle
M. Petrovitch a toujours eu une prédilection marquée, lui
sert d’aide puissant dans des problémes inaccessibles aux
procédés de calcul rigoureux et appartenant a toutes les
branches de sciences. Cest ainsi qu’il donne des solutions
qualitatives et des explications phénoménologiques d’une
foule de problémes de Physique, Chimie, Physiologie, ainsi
que de Psychologie, fconomie politique, Sociologie, Méde-
cine ot instrument précis d’investigations quantitatives,
par suite du manque de données, reste complétement inel-
ficace.

[’Académie royale m’a fait 'honneur de me demander
de présenter au public scientifique 'exposé suivant de tra-

vaux de M. Petrovitch pour lequel lui-méme a été prié de

(') Voir la Préface de M. . Borel aux Spectres numériques ¢t 1'analyse de
cet Ouvrage par M. Maurice d’Ocagne (Revue générale des Sciences pures el

appliquées, numéro du 15 novembre 1G19).
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fournir les matériaux. En le faisant, je ne me dissimule
guere les diflicultés de la tAche que Jassume. Si, toutefors,
cette esquisse pouvait faire ressortir, ne fit-ce que super-
ficiellement, la trace que I'cuvre de mon collégue et ami
laisse dans la Science, je considérerais cette tache comme
largement remplie. Du reste, M. Petrovitch étant en pleine
[orce de travail, il se peut — et je ne puis que le souhaiter —
que 'image ici fournie de son activité seientilique se trouve

dans un proche avenir tres imcomplete.

M. MiLANKOVITCH.

Belerade, le 1o [evrier 120,
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i TRAVAUX DE M. M. PETROVITCH
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L. Sur les équations différentielles du premier ordre el du genre zéro (Comples
i -]
i rendus de U Académie des Sciences; Paris, 18¢4).

v

2. Sur les zéros el les infinis des intégrales des équations différentielles algébriques
(Thése de Doctorat; Paris, 18974 ; Gauthier-Villars).

3. Sur les valeurs asymplotiques des intégrales des équations différentielles du
premier ordre (Glas srpske Kraljegske Akademije, t. 1, 1895; en serbe).

A Sommation des séries a Uaide des intégrales définies (Comples rendus de

U'Académie des Sciences; Paris, 18¢5).

5. Un probléme sur les séries (Nougelles Annales de Mathématiques, 1895).

6. Remarques algébriques sur les fonctions définies par les équations différentielles

! algébriques du premier ordre (Bulletin de la Société mathématique de France; Paris,
! 'i 1896).
g 1. Sur les fonctions symétriques el périodiques des diverses délerminations d’ une
i fonction algébrique (Bulletin des Sciences mathémaliques ; Paris, 1896).

8. Sur Uéquation différentielle de Riccalt et ses applications chimiques (Silzungs-

by berichte der Konigl. bohmischen Gesellschaft der Wissenschaften ; Prag, 1896).
{ ' 9. Remarques sur les équations de la Dynwnique el sur le mouyement tautochrone
{ I (American Journal of Mailiematics, vol. XVIIT; Baltimore, 18¢0).

10. Sur une équation différentielle du premier ordre (Comptes rendus de I Aca-
démie des Sciences; Paris, 1896). N
! 11. Méthodes de transformation des séries en intégrales définies (Glas srpske
Kraljevske Akademije; Belgrade, 1896; en serbe).

12. Sur Véquation différentielle binome du premier ordre (Comples rendus de
U Académie des Sciences; Paris, 1896).

|
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13. Sur la décomposition des intégrales définies en éléments simples (Comptes

rendus de I Académie des Sciences ; Paris, 1896).
)

14. Apercu sur la Géométrie des masses (Nastaynik ; Belgrade, 1896; en serbe).

15. Sur les résidus des fonctions définies par les équations différentielles du
premier ordre (Mathematische Annalen ; Leipzig, 1896).

16. Sur Uéquation différentielle linéaire du second ordre (Bulletin de la Société
mathématique de France; Paris, 1897)." ‘

17. Sur la Dynamique des réactions chimiques homogénes avec dégagement ou
absorption de chalewr (Comples rendus de I Académie des Sciences; Paris, 1897).

18. Contribution a la théorie des solutions singuliéres des équations différentielles
duw premier ordre (Mathematische Annalen ; Leipzig, 1896).

19. Swr certaines courbes caractéristiques rallachées aux équations différentielles
duw premier ordre (Glas srpske Kraljevske Akademije, t. L111; Belgrade, 1897; en
serbe).

20. Quelques formules générales relatives aw calcul des intégrales définies (Rendi-
conti del Circolo matematico di Palermo, 18¢7)

21. Sur une classe d’équations différentielles du second ordre (Glas srpske Kral-
jevske Akademije, t. LI11; Belgrade, 1897; en serbe). ‘

22. Sur la décharge des conducteurs a capacilé, résistance et coefficient de self-
induction variables (Comples rendus de ' Académie des Sciences ; Paris, 18¢7).

23. Sur un procédé d’intégration graphique des équations différenticlles (Comples
rendus de U Académie des Sciences ; Paris, 18¢97).

2%, Sur les résidus des fonctions définies par les équations différentielles d’ordre
supérieur (Sitzungsberichte der Kanigl. bohmischem Gesellschaft der VWissenschaften ;
Prag, 1898).

25, Intégration hydraulique (Tehnick list; Belgrade, 1898).

26. Sur un systeme des coordonnées semi-curvilignes (Sitzungsberichte der
Kinigl. bihmischen Gesellschaft der VWWissenschaften ; Prag, 1898).

27. Apercu sur la nature des transcendantes définies par les équations différen-
itelles du premier ordre contenant des paramétres variables (Rad jugoslovenshe
Akademije znanosti i umjetnosti; Zagreb, 1898 ; en croate).

28. Sur Uintégration hydraulique des équations différentielles (American Journal
of Mathematics ; Baltimore, 1898).

.

20. Sur une propriété des équations différentielles intégrables a Uaide des fonc-

tions méromorphes doublement périodiques (Acta mathematica; Stockholm, 1893).
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300 Oscillations électriques dans la décharge des condensatewrs (Glas srpshe
Nraljevske Akademije; Belgrade, 1898 en serbe).

3. Contributions a la Cinétique chimique (Glas srpske Kraljevske Akademije ;
Belgrade, 1898; en serbe). :

32, [wtension duw théoréme de la moyenne awx équalions difféventielles du pre-

mier ordre (Comptes rendus de U Académie des Seiences; Paris, numéro du 17 avril
1809,

33. Théoreme sur le nombre de racines d'une équation algébrique comprises a
Uintérieur d'une circonférence donnée (Comptes rendus de U Académie des Sciences ;
Paris, numéro du 16 octobre 18¢g).

34 Sur le nombre de racines d’'une équation algébrique comprises « Uintérieur

d’une circonférence donnée (Comples rendus de U Académie des Sciences: Paris,

numéro du 27 novembre 18¢q).

35, Intégration graphique de certains types d équations différentielles du premier
ordre (Bulletin de la Société mathématique de France ; Paris, 18¢q).

36. Appareil a liquide pour Uintégration graphique de cerlains lypes d’équations
différentielles (American Journal of Mathematics, vol. XXI1I; Baltimore, 1899).

37. Sur Uexpression du terme général des séries de Taylor représentant des com-
binatsons rationnelles de la [onction exponentielle (Rendiconti del Circolo mate-
matico di Palermo, t. X1V, 18qg).

)

38. Sur une classe d’équations difjérentielles du premier ordre (Rendiconti del
Circolo matematico di Palermo, t. X1V, 18¢q).

39. Théorie de la décharge des conductewrs @ capacité, résistance et coefficient de
self-induction variables (Eclairage électrique, numéros des 29 avril ot 13 mai 18903
Paris).

40. Théorie mathématique de Uactivité des causes (Glas srpske Kraljeyske Aka-
demije, t. LVIIT; Belgrade, 1899; en scrbe).

k. Sur une maniére d’élendre le théoréme de la moyenne aux équations différen-
Lielles du premier ordre (Mathematische Annalen, Band 54; Leipzig, 1899).

A2, Transformations transcendantes des équations algébriques (Rad jugoslo-
venske Akademije znanosti i wmjetnosti, t. 443; Zagreb, 1g0o0; cn croalte).

43. Un probléme de la théorie des [onclions & deux variables indépendantes
(Rad jugoslop. Acad. znanosti i umjetnosti, t. 143; Zagreb, 1900).

44, Les analogies mathématiques et la Philosophie naturelle (Resue générale des
Sciences pures el appliquées, t. X1I, 15 juillet 1901 ; Paris).

A5. Sur une classe d’équations différentielles du premier ordre (Sitzungsberichte
der Kdnigl. bihmischen Gesellschaft der VWissenschaften; Prag, 19o1).
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46. Contribution a la théorie des séries (Glas srpske Kralj. Akad., t. LXTII;
Belgrade; en serbe).

XT. Représentation des fonctions par les intégrales définies (Glas srpske Kralj.
Akad., t. LXIII; Belgrade; en serbe).

48. Fonctions représentées par les intégrales définies (Glas srpske Kralj. Akad.,
t. LXV; Belgrade; en serbe).

9. Remarques sur les intégrales des équations différentielles du premier ordre
(Glas srpske Kralj. Akad., t. LXVII; Belgrade; en serbe).

50. Inffuence des données inexactes sur les résultats des analyses chimiques quan-
tatives (Glas srpske Kralj. Akad., t. LXVII; Belgrade; en serbe).

B1. Remarques sur les zéros des séries de Taylor (Bulletin de la Sociélé mathéma-
tique de France, t. XX1IV; Paris, 1902). ' '

89, Généralisation de certaines formules de Stielljes (Rendiconti der Circolo male-
matico di Palermo, t. XVII, 1903).

B3. Remarque sur les zéros des fonctions enticres (Bulletin de la Sociélé mathéma-
tigue de France, t. XXXII; Paris, 1904).

B4. Sur les fonctions représentées par une classe élendue d'intégrales définies
(Bulletin de la Société mathématique de France, t. XX XTI Paris, 1904).

58, Essai d’une Mécanique générale des causes (Glas srpske Kralj. Akad.,
t. LXIX; Belgrade, 1905; en serbe).

56, La Mécanique des phénomeénes fondée sur les analogies (Paris, 1905 ; Gauthicr-
Villars; paru comme T. XXVII de Scientia).

B7. Equations algébriques @ racines imaginaires (Glas srpske Kralj.Acad.,
t. LXXI; Belgrade, 1906; en serbe(.

58, Remarques sur une classe de courbes gauches (Glas srpske Kralj. Akad.,
t. LXXI; Belgrade, 1906; en serbe).

59. Distribution des racines d’une classe générale d’équations algébriques (Glas
srpske Kralj. Akad., t. LXXT; Belgrade, 1906; en serbe).

60. Sur une classe de séries entiéres (Comples rendus de U Académie des Sciences ;
Paris, t. 143, 19006).

A' 1 . L5 { s " trgr ’ k3

61. Sur certaines transcendantes enticres (Bulletin de la Soctélé mathématique

de France, t. XXX1V: Paris, 1906).

62. Application directe des intégrales définies réelles aux équations algébrique
el transcendantes (Glas srpske Kralj. Akad., t. LXXIIL; Belgrade, 1908; c¢n
serbe).
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63. Swr le module maximum el minimum des fonctions entiéres (Glas srpske

Kralj. Akad., 1. LXXIIT; Belgrade, 1907; en serbe).
|
‘
64. Procédé élémentaire d’application des intégrales définies réelles aux équations |
algébriques et transcendantes (Nouvelles Annales de Mathématiques, 4¢ série,

t. VIII; Paris).

65. Swr une suite de fonctions rationnelles rattachées auwr équations algébriques
(Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXXVI; Paris).

66. Théoreme sur les séries de Taylor (Comptes rendus de I Académie des Sciences ;
daris, t. 146, 1908).

67. Une fonction symétrique des racines d’une équation algébrique (Glas srpske

Kralj. Akad., t. LXXV; Belgrade; en serbe).

68. Une transcendante spéciale et son role dans U Analyse mathématique (Glas
srpske Kralj. Akad., t. LXXV; Belgradé, 1909 ; en serbe).

69. Equations différentielles a intégrales oscillantes (Glas srpske Kralj. Akad.,
t. LXXVII; Belgrade, 19105 en serbe).

70. Eaxpressions diverses des fonctions associées (Bulletin de la Sociélé des Sciences
de Bucarest, t. XVII, n* 1, 2).

T1. Sur une classe remarquable de séries entiéres (Aiti del IV. Congresso inter-
nazionale dei Matematici; Rome, 1908; vol. 11, Sezione I).

72. Une propriété des coefficients des séries de Maclaurin satisfaisant a une équa-
tion différentielle algébrique ( Glas srpske Kralj. Akad., t. LXXIX; Belgrade, 1909 ;

en serbe).

73. Intégrales définies ayant pour valeur le nombre de nombres premiers compris
entre deux nombres donnés (Rad. Ingoslay. Akad., t. 183 ; Zagreb, 1910; en serbe).

T4. Eléments de Phénoménologie mathématique (édition de 1'Académie royale
serbe; 774 pages; Belgrade, 1911).

5. Allure d’une transcendante entiére (Comptes rendus de UAcadémie des

Sciences, Paris, numéro du 19 février 1912). '
76. Principe de minimum dans les phénoménes électrodynamiques et électroma-
gnétiques (Journal de Physique théorique et appliquée, 5¢ série, t. I1; Paris, 1912).

T7. Courbes découpant sur une droile five les longueurs représentant la suile
indéfinie de nombres premiers (Nouvelles Annales de Mathématiques, 4¢ série,
t. XIIT; Paris, 1913).

4
78. Intégrales d’une classe d’équations différentielles considérées comme fonc-
tions de la constante d’intégration. (Glas srpske Kralj. Akad., t. LXXXVII; Bel-
grade, 1912; en serbe).




.

79. Fonctions impliciles oscillanles (Proceedings of the fijth Congress of mathe-
maticians; Cambridge, 1912).

80. Intégrale du carré du module des fonctions réelles (Rad. jugosloy. Akad.
znanosti i umjetnosti, t. 193; Zagreb, 1912; en serbe).

81. Théoréeme sur le module maximum duw déterminant el quelques-ufies de ses
applications (Rad jugoslov. Akad. znan. i. umjel., t. 200; Zagreb, 1913 ; en serbe).

82, Sur les transcendantes entiéres généralisant les fonctions exponentielles et
trigonomélriques (Comples rendus de U Académie des Sciences; Paris, numéro du
27 avril 1913). '

83. Interpolation el intégration a Uaide d’une classe d'intégrales définies (Glas
srpske Kralj. Akad., t. LX1I, 1913; en serbe).

84. Propositions sur les séries de puissances (Bulletin de la Sociélé roumaine
des Sciences, t. XXI11I, n° 4; Bucarest, 1913). ’

85. Séries hypertrigonométriques (Comples rendus de U Académie des Sciences ;
Paris, numéro du 16 juin 1913).

86. Théoréme de la moyenne sans restriction (Nouvelles Annales de Mathéma-
liques, 4¢ série, t. X1II; Paris, 1913).

87. Sur le module minimum d'une fonction analylique le long d’une circonfé-
rence (Comples rendus de U Académie des Sciences ; Paris, numéro du 24 novembre
1913).

88. Equations algébriques el transcendantes dépourvues de racines réelles (Bul-
letin de la Société mathématique de France, t. X1L1; Pavis, 1913).

89. Probléme de trois corps (Srpski Knjizeevni Glasnik, t. XXXI; Belgrade;
en serbe).

90. Analogies entre les phénoménes disparates (Srpski Knjirevni Glasnili,
t. VII; Belgrade; en serbe).

9. Une transcendante entiére el son role d'élément de comparaison (Annales
seientifiques de U Ecole normale supérieure, 3¢ séric, vol. XXXI; Paris, 191/).
8l N ! . . .
92. Théoreme de la moyenne relaltf aux intégrales des arcs (Jahresbericht der
deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 23; Leipzig).

93. Quadrature a Uaide de curvimeétre (Glas srpske Kralj. Akad., t. XCIII;
Belgrade, 1914: en serbe).

Y. Une classe d’invariants des courbes définies par les équations différentielles
(Glas srpske Kralj. Akad., t. XCI11; Belgrade, 191/ : en serbe).

95. Relation élémentaire entre les longuewrs droites el courbes (Glas srpske Kralj.
Akad., t. XCIT1; Belgrade, 1914 en serbe).
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6. Les impossibilités mathématiques absolues el restrictives (Rad jugoslog.

Akad. znanosti ¢ wumjetnosti, t. 204; Zagreb, 1914 ; en serbe).

D7, Quelques formes spéciales du théoréme de la moyenne (Nouvelles Annales de
Mathématiques, 4¢ série, . X1V; Paris).
|

98. Théoreme sur les équations algébriques de degré pair (Rad jugosloy. Aka-

demije znanostt © wmjetnosti, t. 202; Zagreh; en serbe).

99. Eléments de réduction analytiques (Rad jugosloy. Akademije znanosti i

wmpjetnosti, t. 202; Zagreh ; en serbe).

L00. Relations d’inégalité entre les moyennes arithmétique el géométrique (Comptes

rendus de I Académie des Sciences ; Paris, t. 163, 19106).

LOL. Théoréme de la moyenne relalif aux intégrales d'une équalion importante
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PREMIERE PARTIE.

ALGEBRE.

I. — Equations algébriques.
\
(Mémoires ct Notes n> 33, 34, 42, 51, 57, 59, 62, G4, 63, 67, 71, 88, 98, 117.)

1. Dans le domaine de la théorie des équations algébriques,
M. Petrovitch s’est particulierement occupé de la distribution de
racines dans le plan de l'inconnue. Ce qui caractérise les procédés
qu'il emploie dans ces recherches, c¢’est 'utilisation des ressources
qu'offrent dans ce domaine d’investigation la théorie n(nu‘ale des
fonctions et les propriétés des 1111001';1195 définies.

Ainsi, étant donnée I'équation .1Igcbr1que la plus générale

(1) Ay+ A x + ayx?—+...4-a,x" =0

(les coefficients ct les racines n’étant assujetties @ aucune restric-
tiorr), M. Petrovitch fait voir qu’il est possible, en utilisant certains
résultats connus sur les séries de puissances, d’assigner dans le plan
de I'inconnue x wne couronne circulaire C contenant sarement une
racine de (1). 51 'on forme la fonction

k=n
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lorsque 7 croit par valeurs réelles de zéro a linfini, la fonction
réelle w(r) commence par décroitre, atteint un minimum positif L
apres lequel elle croit constamment. En posant

ag

a

[a)
R = —0—
i

on a le théoréme général de M. Petrovitch :

’ Rg: n

L’ équation algébrique (1) a aw moins une racine dans la cou-
ronne circulaire G (ou sur le bord méme de cette couronne)
limitée par les deux cercles concentriques G, et Cy ayant pour
centre l'origine et pour rayons respectifs R, et Ry, et n’a aucune
racine entourée par celle couronne.

Les bords, extériear et intérieur, de la couronne G, représentés
par les cercles Gy et Gy, fournissent les limites les plus précises qu'il
soit possible d’assigner i la couronne pour que le théoréme soit
valable dans le cas le plus général. En ellet, ces deux bords sont
effectivement atteints par deux équations particuliéres signalées par

M. E. Landau ('), autre par M. L. Féjer (2).

M. Petrovitch démontre également un théoréme en quelque sorte
opposé au précédent : tandis que celui-ci concerne les racines de (1)
comprises dans une couronne circulaire n’entourant aucune racine
de cette équation, le second théoréme concerne les racines entourées
par une couronne ne contenant elle-méme aucune racine.

A savoir, étant donnée une équation algébrique f(z)=o0 de
degré n et a coeflicients réels, désignons par Pr(z) =0 l’(:quﬂliml
de degré n ayant pour racines les ofi-iemes puissances de racines de

J(z)=o0, et formons la fonction rationnelle

Les polynomes Py (z)du degré n se caleulent de proche en proche,
en ‘partant de Py = f(2), a laide d’une régle due a Griiffe. M. Petro-

vitch fournit, d'aillleurs, une expression explicite et direcle de la

(') Bull. de la Soc. math. de France, t. XXXIIL, 105, p. 251-261.
(%) Comptes rendus de ' Académie des Sciences, t. 11, 1go7, p. [59-461.
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fonction Ny (z) sous la somme de 24 termes
i

/”4 m, 1) 2
2~k wir el L € J =1, 9 55,008
flw,r)
on les W sonl les racines ln‘nnm\«-\ de 1 ('(lllilll(lll
* —1=o0 et ol r=ax"*

Le théoreme de M. Petroviteh est alors le suivant

Itant donnée une couronne circulaire ayant 'origine comme
centre, de rayon intérieur R et d’épaisseur o, ne contenant
atcune racine de ['équation algébrique donnée [(z)=o de
degreé n, si L'on donne a Uentier I une valeur quelcongue supe-
perieure a

.
I 2R + 20

2

loeloo(n 1) loglog
logo l s ° % aR+06 _

le nombre h de racines entourées par la couronne sera égal a M
ow bien a M~-1, oa M désigne la partie enticre de la valeur

numérique de Ny(x) pour

8\ gk
&= <R -+ (i) .
2

Notamment, en désignant par y la partic fractionnaire de Nj ()

pour cette valeur de z et par & la valeur

n

— e

T /aR 4-98\2
( 2R+ 0 > !
siy~+ &1, onaura/t=M;siy—+ E>rvety2E, onaurah =M1,
Ce qu'il y a de remarquable dans ce théoréme, c’est que le nombre
de racines cherchées est fourni comme partie entiére d’une expres-
sion numérique qui s'exprime rationnellement a l'aide des coeffi-
cients de I'équation, da rayon et d’épaisseur de la couronne.
L’exemple numérique indiqué par M. Petrovitch fait voir la faci-
lité avec laquelle le théoréme s’applique pratiquement a la détermi-
nation du nombre de racines d’une équation algébrique dont les
modules sont inférieurs & un nombre donné. '

2. D’aprés un théoréme de.Laguerrc sur les polynomes enticrs




e D) e

(s’appliquant ,aussi aux fonctions entiéres du genre zéro ou un).,
lorsque I'équation

Sf(z)=dy+a z+ ayx®+... .+ ayzt=0.

a coefficients positifs, a toutes ses racines réelles, chaque coefli-
cient ay est plus petit que le coefficient correspondant du développe-
ment de la fonction

ayx

\ — 20,
o(x) = aye v,

M. Petrovitch montre que a; est dans ce cas tout aw plus égal
aw coefficient correspondant du développement de

E(z) = ao(x i n'w>”.

nag

Les limites des a; fournies par ce théoréme sont manifestement
plus précises que celles fournies par le théoréme de Laguerre et
coincident avee celles-ci pour 7 trés grand. Elles sont effectivement
atteintes par les coeflicients de I'équation F'(z) — o.

n en tire aussi 'inégalité
O l I'inégalit
J(2)sF(z) pour x >0
plus précise que l'inégalité connue
S(z) <olz) pour x > o.

M. Petrovitch en tire en méme temps diverses regles simples et
pratiques pour reconnaitre existence de racines imaginairves d'une
équation f(x) =0 a coeflicients positifs, comme, par exemple, la
regle suivante :

En posant
) 1.2.3...kn%

= nn—i)(n—o2)...(n—~k-+1)

et les deuzx premiers coefficients a, et a, de f(x) étant réduils
a v, silun des coeflicients ay est tel que le produit hyay est plus
grand que v, Uéquation a sirement des racines imaginaires.

3. Laguerre s'est occupé a plusicurs reprises du probleme de
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déterminer une suite de <[u;mlil(,':.s Wy, Wyy Woy o telle que

(2) Ay+ A\ T+ A2+, ..+ A" = 0

ctant une l"([llil[i()ll illg("l)l'i(lll(‘ (/[I(’/('UIII/H(,? atoutes ses I‘il(‘ill('.\' I'/"(’/[I’,\'.

) v
"¢quation i
(3) Wy WAL s+ W@y = 0
ait ¢galement toutes ses racines réelles. 1l en a donné plusieurs solu-
tions particulieres.

M. Petrovitch s’est proposé le probléeme correspondant : déter-
miner des suites vy telles que (2) élant une équation algébrique \
quelconque o toutes ses racines imaginaires, I'équation (11) ail
¢galement toutes ¥ racines (maginaires. Eu il en trouve, al'aide
du Caleul mntégral; une solution simple .

U
(4) W)= wrk dt { o =20y 0 0D 5500 8 )
el
! ot les limites @ et b sont arbitraires mais réelles, v et r» étant deux

[onctions arbitraires de ¢ réelles dans Uintervalle (a, b) et « gardant
un signe invariable dans cet intervalle.

Lés meémes suites (4) fournissent la possibilité de former des
classes ¢tendues d’équations algébriques de degré pair quelconque
jouissant de la propri¢té suivante : que I'¢quation ait loutes ses
racines imaginaires ct que, de plus, si 'on néglige dans son pre-
mier membre un nombre pair arbitraire de derniers termes, I'équa- ;
Lion restante ait encore Loules ses racines (maginaires.

L’équation

A+ a1 +...~ Ay 22t =0

étant une équation de cetle espece, U'équation
W Qg+ VAT ... Wep Aap T2t =0

en est aussi une.
Tel est, par exemple, le cas de toute équation

(H) W)+ O 4. o Wy T =0




ou bien de toute équation

. oy Wy . Wy -
(6) W+ — &+ —&>+... 4+ ———x =\,
I 1,2 . ’

@y étant une expression (4 ).

Dans le cas ou r garde aussi un signe invariable pour ¢ variant
de a a b, les équations (5 ) de celle espéce ont une distribution par-
ticulicre de leurs racines dans le plan de la variable 2. Supposons,
pour fixer les idées, que 7 soit positif et désignons par 6,, 8., Oy, ...
les intervalles numériques, tous contenus dans 'intervalle de 0 a 2=
et tels que pour toute valeur f contenue dans 8; le produit sinf).sin20
soit positif et le produit sinfl.sin(2n +1)0 négatif. M. Petrovitch
fait voir que les arguments de racines de (5) se trouvent toujours ‘ ;
en dehors des intervalles 6, G4y 0y, . ...

Rappelons encore que M. Petrovitch a donné lasolution compléte

du probleme :

Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une
Cquation algébrique
(7) Ao+ A T ...+ At =0
a coefficients réels ail toutes ses racines réelles et que, de plus,

Uéauation obtenue en néoliceant un nombre arbitraire de der-
s ths

niers termes dans (7) ait doalement toutes ses racines réelles.

Ces conditions s’¢noncent de la maniére suivante :

Il faut et il suffit qu’on ait

%

y

7
1y

et que. de plus, chaque coefficient aj; (- k=n) soit compris
entre la plus petite et la plus grande racine de Uéquation alge-

brique en x -
(8) Ap( @y @1y Aoy ooy Bp—1, &),
0tt Ay (ctyy @yy day ooy Au_yy (y) désigne le discriminant du pre-

mier membre de Uéquation (7).
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M. Pélya a depuis fait une étude plus approfondie des ¢quations ;

satisfaisant aux conditions de M. Petroviteh ().

k. Etant donnée une fonction algébrique y (z) définie par une
relation /(z, ) =0, avec ses diverses déterminations
Y=oyl Ya=os(2), Ym=9m(x),
M. Petroviteh indique un procédé général et pratique :
1 Pour développer la fonction symétrique

(9) O(z)=F(o)+F(os) +...+~F(on)

[oa IF(w) est une fonction rationnelle en e@| en une série de frac-
tions rationnelles en z, convergente pour toutes les valeurs de z
autres que celles coincidant avee les zéros des coefficients de la plus

haute puissance de y dans f(x, ) — 0;

o* Pour développer Pexpression (¢), dans le cas ou ® est une
: fonction méromorphe doublement périodique, en une série de frac-

tions rationnelles a double entrée.

Etant donnée une équation algébrique f(z) = o (on fest un poly-
nome en x i coeflicients réels), soit o (¢) une fonction réelle de ¢,
continue dans un intervalle réel donné (a, ) et telle que I'intégrale

b

/ o(t)cosnt dt
v
soil constamment nulle pourn =1, 2, 3, ..., tandis que pour n =0 )

elle ait une valeur déterminée «. M. Petrovitech démontre le théoreme

suivant :
Le nombre de racines de [(x) = o, comprises a 'intérieur d’un
J ) JE
cercle C de rayon 1 ayant l'origine comme centre, est égal & la
valeur de U'intégrale définie

(10)

b
/ (L) ®(r, t)dt,

zfh(=)
J(z)

1
Z ©/

o ®(r, t) désigne la partie réelle de pors — rgt.

(') Voir les Mémoires cilés a la page o.
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Ainsi, ce nombre est donné par I'intégrale

o sint
f a(r, )2
g » 4

ou bien par I'intégrale connue .

11w

lf O(r, 0)dt
L2 0

ui se trouve ainsi généralisée par I'intéerale (10).
q ) 8
Si Uon pose
M(r, t)=log| f(z)| pour 5 =ret, .

Uintégrale définie [
)
i .
L f o(£)M(r, ¢) de
% a
a pour valeur
Sloyrn

0\ Y |
LYy oo Xy

log

o les ay sont les racines de [(x) = o comprises.a Uintérieur de .

Ce théoreme géncralise celui de M. Jensen dans le cas des équa-
tions algébriques a coefficients réels.

M. Petrovitch a aussi établi d’autres formules exprimant des fone-
tions symétriques de rvacines de /() =0 a Paide des intégrales
définies réelles de la forme précédente. Les résaltats obtenus s’étendent

\

aux fonctions méromorphes a U'intérieur de C.

II. — Inégalités algébriques.

( Mémoires et Notes nes 95, 100, 102, 103, 106.)

5. Les quantités z,. s, ..., o, ¢lanl réelles et positives el P
¢tant un nombre réel quelconque, M. Petrovitch part du fait que la
valeur

[ I S M I
(11) —

o T Y

est toujours comprise entre les limites © et 227" Ia premicre limite
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est atteinte lorsque, p étant quelconque, les z; sont négligeables par
vapport & 'un d’eux, ou bien lorsque, les z; étant quelconques, on a
p=1;la seconde limite est atteinte lorsque les x; sont égaux entre
Cux.

Soit f(z) une fonction développable au voisinage de 2z — o en
série de puissances

J(r)=ay+ a1z 4+ asz?+. ..,

chaque coefficient «; étant réel et positif ou nul, les deux premiers
coefficients «, el «, pouvant, d'ailleurs, avoir des valeurs réelles

(uelconques.
Désignons par
‘ . .
T+ Zs+ ...+ x (@) o ol (@ )
(12) SN e et M= i (2 S (@n

n n

la moyenne arithmétique p. des quantités z; et la moyenne arithmé-
tique M des valeurs correspondantes de la fonction N
En appliquant la proposition ci-dessus indiquée, M. Petrovitch
arrive a la double inégalité
flnp)+(n—1) flo)
7

(13) J(r)EM:

qui fournit les limites le plus resserrées possibles comprenant la
moyenne arithmétique M exprimée en fonction de la moyenne arith-
métique p. et élant efectivement atteintes dans les cas ci-dessus
indiqués.

M. Petrovitch I'exprime sous la forme du théoréme de la moyenne
suivante, qui exprime I'un des faits fondamentaux d’Algebre ¢lémen-
taire :

Les moyennes arithmétiques w et M sont liées par une relation
de la forme

.

(14) M =@ () +0W(p),

ou

(15) D) =f(r), U(p)=

S(nyp)+(n—r1)f(o)

n

— S,

et ol est un Sfacteur toujours compris entre o et 1; les limites
i =0 et 0 =1 sont atteintes, la premiére lorsque tous les x; sont

PETROVITCH 2




et G

égaux entre euz, la seconde lorsque tous les x, deviennent négli-
geables par rapport a Uun d’eux.

On peut aussi affirmer que la valeur de
Sy .. zp)

est toujours comprise entre les deux limites

[f(21) +...+ f(@n)] —(n —1)f(0)

eL

}11, [f(rzy) +-..+f(nza)],

pouvant se confondre, pour une fonction f(x) arbitraire, avec'une
ou l'autre de ces limites.
Ceci fait ¢galement voir que la fonction symétrique

S(w)+.. .+/(.7-,L)

de n quantités positives, dont la somme a pour valeur s, est toujours
comprise entre les valeurs

nj<%> et f(s)+(n—r1)f(o)

pouvant se confondre avec 'une ou Pautre de ces limites.

Ces inégalités expriment une sorte de théoréme général d’ad-
dition pour les fonctions f(z) a coefficients tayloriens réels et
positifs. '

On en tire aussi des relations d’inégalités entre les moyennes arith-
métique et géométrique de quantités plus grandes que 1. Soient z,
Za, ..., 3, une suite de telles quantités el posons

. n/
= - Y L) [— -
p=—->- P =\ 2188+ s Zns

La moyenne géométrique P est toujours comprise entre les

deux limites
1

(np—n—+1)" et p.

Ces limites sont le plus resserrées possible, la prcmiéro Gtant
atteinte lorsque tous les z, sauf un parmi eux, sont ¢gaux a 1. et la
seconde lnrsq’uc tous les z sont égaux entre eux.
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6. Parmi les applications nombreuses et varices que M. Petroviteh
a lair de ces résultals, nous en imdiquerons quelques-unes i titre

41.(‘.\4‘”]])[('.\ .

1° Le module d’une somme Sy de quantiles positices wy o pour
valewr G P+Q), on P désigne la valeur absolue de la somme de
parties réelles des wy, désignant la valeur absolue de la somme de
coellicients de ¢ des wy, et § étant un facteur dont la valeur est tou-
jours comprise entre L‘ et 1. La limite —= est eflfectivement atteinte

V3 Vo i

lorsque P—=Q et la limite lm's(lu(- les w; sont tous réels ou hien
Lous imaginaires.

Lorsque dans une somme Suy les parties réelles des wy sont d'un
méme signe el (1u’en méme temps les coeflicients de ¢ dans les «y ont

lous un méme .\‘i:_;‘ll(‘. on a

mod X ;= A mod . 3

N : . ‘ 1 5
ol A est un facteur toujours compris entre 7 et 1. La premicre
2
limite est elflectivement atteinte lorsque chaque terme wy est réel ou
purement imaginaire el que, de plus, la somme des termes wy;, réels
et la somme des coefficients de ¢ des «; purement imaginaires sont
h 8
égales en valears absolues. La seconde limite est atteinte lorsque
les termes wy sont a la fois tous réels ou bien tous purement ima-
h

ginaires. ‘
2° Etant donnée une ¢quation algébrique
a4 Ay X+ A= 0

aracines o, ¢, ..., 7, toutes réelles el positives (in¢gales ou égales),
et f(x) étant une fonction quelconque développable a Iintérieur
d'une circonférence ¢ contenant toutes les racines =z, en série de ‘ ‘
Taylor a coefficients réels et positifs, la valeur -

J‘(C(l)+.f(23)-3—...+’/.('1"’) ‘

est toujours comprise entre

nf(-.%) et f(—ay)~+(n—1)f(0),
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de sorte que, par exemple, la valeur de la fonction symétrique
erdi— 4 el% (r>o)

ray
n

est toujours comprise entre la limite ne atteinte dans le cas de

I'équation

et la limite e 7@+ n — 1 atteinte dans le cas de I'équation

x4+ a1 =o.

3¢ Le troisiéme coté d’un triangle, dont on ne connait que la
somme a0 de deux cotés et angle obtus y qu’ils forment entre
eux, a pour valeur

~
|

o
¢c=(a-+ b)cos?

(1=€),

w

i

w—

ot Uerreur relative = ne surpasse jamais la grandeur tang® 3 (
]

et déeroit rapidement lorsque Pangle y s'approche de 180°. En
prcn:mL
—

7
+

¢ = (a—+b)cos?

on commet une erreur relative qui, pour les angles v supcérieurs
A 140°, n’atteindra pas 4 pour 10o; pour les angles supérieurs i 150",
1,8 pour 100; pour les angles supérieurs a 160°, 0,7 pour 100; pour
les angles supérieurs & 170°, 0,2 pour 100, eLc.

Les cotes d'un triangle quelconque élant a, b, ¢, on a
Var+ 02+ c2=h(a+ b+ c),

ot hest un facteur toujours compris entre

1 " at I
—_ = 0,7C7
\/:J, !

La premiére limite est atteinte pour les triangles isosceles, la
seconde lorsque @ = b, ¢ = o.

Plus généralement, f(z) ¢tant une fonction quelconque a coel-

ficients tayloriens réels et positifs (satisfaisant aux conditions de con-



A
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vergence ), la valeur

f(@)+[(b)+f(c)

est Lowjours comprise entre les limites

s ~
Sf(—_) et f(s)—nf(0),
b * N
ou s désigne le périmetre du triangle. Ces limites sont atteintes dans
les cas ci—il('ssus'indiqu(:s.
Les trois angles d'un triangle quelconque ¢tant =, 3, v (exprimes
en parties de =), la valeur

S(a) +f(B)+f(y)

est toujours comprise entre les limites
3£(Z) et fim)—af(o).
X )/

La premicre limite est atteinte pour le triangle isoscele, et la
seconde pour le triangle équilatere A un angle obtus voisin de =.

La diagonale d’un parallélépipede rectangle ayant pour cotés les
trois médianes d'un triangle, est égale au périmeétre s de ce méme
triangle multiplié par un facteur toujours compris entre ;~(3/ \/71

L.a résultante de trois vecteurs susceptibles de former un triangle
et ayant pour somme scalaire S, a pour valeur XS, ot % est un facteur
. . 1 1
toujours compris entre — et —-
Les mémes inégalités algébriques se prétent a de nombreuses
applications aux intégrales définies et seront indiquées dans la
deuxieme Partie de cet Ouvrage.

7. M. Petrovitch déduit une autre série d'inégalités algébriques du
théoreme de M. Hadamard sur le maximum d'un déterminant.
A Taide de I'in¢galité entre les moyennes arithmétique et géomé-
trique, il en tire d’abord la conséquence suivante, particuliérement
utille dans les applications : Ig module d'un déterminant d’ordre 7 ne

n
surpasse jamais la quantité A"n * ot A désigne la racine carrée de

la somme de carrés des modules des éléments du déterminant.

En désignant par g4 le module du coefficient @ de I'équation algeé-
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brique a coefficients réels ou imaginaires

'+l A, + ap=0
el en posant

la somme S, de puissances p™* de racines de (16) pour p_n est,
Qapres la proposition précédente, towjours comprise a Uwntérieur

de la circonférence ayant pour centre Uorigine et pour rayon la
’

‘M2, . .
valeur (7)) . Dans le cas de p >n, ce rayon est a remplacer

. N 2
= T=07 =, . o~ pf
+ ot 0R, [1:\/,, Py i
Pl +4ps +...+ n%pj

par 157, on

S=VI+pl+o0
() V 1 f

Wi

M. Petroviteh indique les applications que trouve cette proposition
dans le caleal approché, avec une approximation exigée, de fonctions
symétriques, algébriques ou transcendantes, des racines d’une équa-
tion algéhrique.

En appliquant la méme proposition aux systémes d’équations,
M. Petroviteh parvient au théoreme suivant :

Etant donné un systeme den équations lincéaires a n inconnues
Ly Loy ooy Ty, @ coeflicients réels ou imaginaires, le systeme de
solutions est toujours compris a Uintéricur de la circonférence
ayant pour centre Corigine et pour rayon la valewr

I /|,_]\’,.)\>~
| A ( n ’

\

o]

ot A est le déterminant du systeme, L la somme de carrés de tous les
cléments de A, K la somme de carrés des modules des termes des
(’rqlml,i()ns in(l«"l)mulunlus des z;, X la |)|us [)(?l.il,(‘, parmi les sommes )i
ot 7; désigne la somme de carrés des modules des ¢léments de la

£'me colonne de A.

III. — Méthode spectrale en Algébre et en Arithmétique.
(Mémoires, Notes et Ouvrages nt 107, 108, 109, 111, 113, 115.)

8. On apprend des le début de T'Algebre que, pour résoudre en

nombres un probleme & plusicurst inconnues, il faut autant (l’("(lnu—

.
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tions numérigues distinetes qu'il y a d'inconnues. Mais certains pro-
blemes des plus ¢lémentaires semblent déja contredire cette assertion.
On connait, par exemple, de ces problemes-devinettes qu’on se pro-
pose en matiere de distraction dans les sociétés, ou le calculatenr
(devin) se fait fort de deviner presque instantanément plusiewrs
nombres pensés d’apres wne sewle donnée numérique quion lui
énonce el qui est le résultat final d'un calcul auquel il n’assiste pas.
LLa contradiction, manifestement, ne saurait étre qu’apparente : en
réalité, ce sont plusieurs données numériques qu’on fournit au devin
sous l';||)|)m‘cm:c d'une seale dont les segments, groupes de chiflres
convenablement délimités, Tui révélent directement ces données.

Ces |)(',|ils _i(:ux :n‘ilhm('li(lmn\ onl suggéré a M. Petrovitch I'idée
d’en généraliser Partifice pour qu'il puisse s'¢tendre a des problemes
plus importants et moins simples. Et il n’a pas tardé de s’aperce-
voir que ces problémes élémentaires ne sont que des cas trés parti-
culiers d’'un 1)1'01)1(".111(3 d’ordre général, résoluble par le méme artifice
et consistant a calculer numériquement une sutte limitée ou clli-
mitée d’inconnues par wune segmentation appropriée d’un seul
nombre S rattaché aw probléme, le mode de segmentation élant
indiqué par les conditions du probleme.

Dans la théorie de M. Petrovitch, le nombre S est la valeur que
prend une expression analytique déterminée @, convenablement rat-
tachée a la suite d'inconnues du probleme, pour une certaine valeur
particuliécre de la variable qu’elle contient. M. Petrovitch appelle le
nombre S spectre rattaché a la suite d’inconnues, primitives ou auxi-
‘liaires, du probléeme. La maniére dont les inconnues se déterminent
a laide de S et laquelle n’est qu’une adaptation carieuse de l'artifice
du devin dans les petits jeux mathématiques cités, rappelle, en effet,
celle dont le spectre lamincux, dans I’Amalyse spectrale chimique,
révele les éléments entrant dans la composition du corps analysé.
Ainsi, un spectre numérique se trouve étre composé de groupes Ny
de chiffres significatifs séparés par un nombre plus ou moins grand
de zéros intercalés, comme un spectre lumineux se compose de canne-
lures et de raies séparces par les parties sombres. Le nombre de zéros
intercalés (déterminant la dispersion du spectre numérique) change
avec la variation d'un paramétre que le calculateur est maitre de faire

varier a son gré a partir d'une certaine grandeur, comme I’étendue

des parties sombres (déterminant la dispersion du spectre lumineux)
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change avec la variation de la température, ou de la pression, que
Pexpérimentateur peut modifier a son aise. Le groupe numérique Ny
(la £'®me cannelure du spectre) détermine, a la simple inspection, le
nombre entier jouant le réle d’une inconnue primitive ou auxiliaire
du probléme, et le chiffre de rang ¢ du groupe Ny (la /" raie de
la k'™ cannelure spectrale) détermine le ¢ chiffre de I'inconnue.

; 2 s 6
Pour calculer, par exemple, la suite de coefficients binomes (() )

<6> B e teern (2) ,il saffit de calculer le nombre

I \
1016

S = — =1,061520150601;
100"

. . 6 7 3 -
le coefficient </f> est représenté par la A cannelure du spectre

représenté par ce nombre, ¢’est-a-dire par le groupe de chiffres signi-
ficatifs de S commencant par la (24 —1)*" et terminé par la 2 A"

décimale de S.

3 . " S 9, 4 6
Pour calculer la suite indéfinie de valeurs < |>1 <;), (.,); ceey
2 I

il suffit de calculer le nombre

il
9, 2
S:-f 0(fcos2t)dt,
TJy
ou
. Xl 1
0 @) :> (/Il’-i—llxn ¢ =—; .
- LT

il a pour valeur

S =0, I()'),()()6()()'),()()()()7()()()()’)4'.)’),()()()924 .

‘an ; . Biiic
ct la valeur ( ” > est fournie par la 2™ cannelure de ce spectre,
¢’est-i-dire par le groupe de chiffres significatifs de S commencant |

A1) Ticme ) =) —9)]itme |
par la [”(”—)” +|J et terminée par la [(#L] deci-

o)

male de S.

On a ainsi un procédé général de caleul, imaginé par M. Petroviteh
et appelé le procéde spectral de calcul numérique, qui consiste
A disperser en un spectre numérique les valeurs des inconnues,
comme le prisme disperse le faisceau des rayons lumineux en un
spectre lumineux, 'expression analytique ®. la génératrice spec-
trale du probléme, y jouant ainsi un role analogue a celui du prisme
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analyseur. Ev il se trouve que le procédé est susceptible de fournir
a la fois, et par la continuation suffisante d'un méme caleul numé-
rique, les valeurs d’autant d’inconnues qu’on le veut, d’un probléme
auquel il s'applique, ainsi qu’individuellement (Jllil(lll.(,' chiffre el
chaque décimale d’une quelconque de ces inconnues. De plus, il
permet de déterminer les valewrs exactes d’'un nombre voulu d’in-
connues a aide d'une valeur swfliscmment approchée a’'un seul
nombre S.

Le ln'n(:('tlé sl)('cl,l‘nl de M. Petrovitch .\':I[)l)“(lm' a tous les pro-
blemes dont les inconnues se laissent metire en correspondance
définie avec une série de puissances «a coeflicients nombres
entiers. Grace a 'arbitraire que comporte la notion d'une telle cor-
respondance, des problemes de telle espece se rencontrent dans
toutes les branches de caleul, depuis les problémes élémentaires
d"Arvithmétique, d’Algebre, de Caleul de probabilités, jusqu’aux pro-
blemes variés de calcul infinitésimal et de la théorie des fonctions.

lles exemples nombreux et variés traités dans la théorie de
M. Petrovitech (partition de nombres; nombre de diviseurs d’un
entier variable, nombre de nombres premiers inférieurs 4 un nombre
donné ; développement en série de fonctions d’ane variable; calcul
des intégrales définies; détermination de fonctions a Paide du plus
petit nombre de données numériques; représentalion, exacte ou
approchée, d’une fonction par un nombre décimal, son spectre, dont
la suite de chiffres est en correspondance définie avec les éléments
déterminants de la fonetion, ete.) mettent en évidence lefficacité et
Putilité de Pinstrument de calecul fourni par les spectres numé-
riques.

En désignant, par exemple, par P(4) Uentier positif indiquant de
combien de maniéres 'entier 4 peut s’écrire sous la forme

k= ax+ by +...+ gt,

@, by ..., g étant des entiers positifs donnés, et z, y, ..., ¢ parcou-
rant la suite de valeurs

la méthode speetrale conduit au théoréme arithmétique suivant :
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Formons le nombre entier (spectre du probleme)

9um+nai - Qn+0)bh -« - Qs+0gh
N = ’
Qah Qb+ -Qgh -

ou g désigne Uentier que 'on obtient en écrivant le chiffre g £ fois
consécutivement (g, ==9; 92=109; Q3= 099, elc.) et /i étant un
cerlain entier rattaché au probléme.

Le nombre P(k) coincide avec Uentier formé du groupe de
chiflres significatifs de N commencant par le (hk—-1)%me et ter-
miné par le (k —+1)hiéme chiffre de N.

Alinsi, pour

k=3z+2y, of zL1o, oZyZo,
on aura i =1 el

N =10r1111212229323333434334334334. ..
et le nombre P (/) coincide avec le (A1) chiffre de N. L’équa-
tion, par exemple

3z +2y =19,

a exactement trois solutions en z =10 et < (; ce nombre est bien

indiqué par le vingtieme chiffre de

Formons, comme second exemple, le nombre rationnel

1 1

e e 1 10— 9an

—_— — .. )
Ok D2k O 9-92

ou m et /i sont deux entiers donnés. Partageons la suite de premicres
décimales de S, formant 'ensemble de sa partie non périodique et la
premicre période, en tranches successives Ty, T, ..., Thyy &
I chiffres, de sorte que la tranche Ty (k=1, 2, ..., m—1) com-
mcn(-v'lnu' la [(h—1) =1 [ et se termine par la £2"" décimale de S.

La méthode spectrale conduit au théoreme :

Le nombre de diviseurs d’un entier k., autres que v et k, coin-
cide avec Uentier formé du groupe de chiffres significatifs de la
tranche T'y.

En désignant comme lacune toute tranche Ty composée de zéros,

on a ainsi le théoréeme suivant :

Le nombre de lacunes que présente Uensemble des | premiéres
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tranches Ty Tay 000 Ty est exactement éoal au nombre des
nombies premdiers inféricurs a k., et cela pour toute valeur k< m.

On Lrouve, par v\mnlnln-, pour m =100, h=o.

S = 0,00000001000200020 10200040002.0203000]000 1000200006 . ..

Les vingt premiéres tranches a deux chiffres contiennent neuf
lacunes, les cent premiéres tranches en contiennent vingt-six, indi-
quant quil y a neuf nombres premiers inférieurs a 20, qu'il y en a
vingi-six inférieurs a 1oo, etc.

Le procédé spectral de  développement en série, imaginé par
M. Petroviteh, diflere enticrement des procédés actuellement connus.
Il consiste a former un spectre rattaché a la fonction a développer en
séric, lequel, par ses cannelures el ses raies, fournit directement ou
par un caleul connu soit tous les coefficients du développement a la
fois, soit un ensemble voulu de ces coefficients, soit séparément tout
coefficient voulu, ou méme un chiffre d'un rang voulu d’un coefli-
cient. Nous I'avons exposé dans la troisieme Partie de cet Ouvrage.

L'intérét que la méthode spectrale présente pour la théorie géné-
rale des fonctions est également mis en évidence dans la troisieme
Partie.

Le procédé meéme, par lequel M. Petrovitch détermine effective-
ment le spectre d’un probléme, est assez curieux. Comme il a é1é dit,
le spectre est la valeur numérique que prend une certaine expres-
sion @ (z) convenablement rattachée au probléme pour une certaine
valeur numérique de . D‘;ms. le cas général, Pexpression ®(x) se
forme a I'aide de deux fonetions

J(@)=My+ Mz + My 22+. ..,

Ex)=op +~oyx + s +..

dont la premicre est a coefficients M nombres entiers (réels ou ima-
ginaires) et la seconde a coefficients « nombres commensurables (de
module égal & une puissance enticre négative de 10). La fonc-
tion f'(x). la caractéristique principale du spectre, déterminera les
chiffres mémes qui figureront dans la valeur numérique du spectre.
La fonction (), la caractéristique qualitative du spectre, n'influe
point sur les valeurs-de ces chiflres, mais ¢’est ‘d’elle que dépendra la
répartition de ceux-ci dans le spectre, et par suite aussila dispersion

i I B




Arpgi,

de celui-ci. Cette derniére foncuion reste la méme pour tous les
spectres ayant une dispersion donnée.

La fonction &(x) C(‘)l‘responddnt a une dispersion continuellement
croissante (suivant une loi quelconque) est une fonction transcen-
dante de x et M. Petrovitch démontre que ces transcendantes ne
Csatisfont a aucune équation différentielle d'ordre fini, algébrique
en x,y et les dérivées de y par rapport a x. Elles sont, d’ailleurs,
¢troitement lices aux fonctions théta de la théorie des fonctions
elliptiques et aux fonctions théta de degrés supérieurs qui ont éLé
I'objet de recherches importantes de M. Appell (*).

M. Petrovitch examine de prés le spectre, formé a Iaide de ces
deux caractéristiques, en tant que nombre décimal. Ce nombre ne
saurail ¢tre un nombre entier (réel ou imaginaire) sans que sa carac-
téristique principale f/{z) se réduise d une constante; il ne saurait
avoir un nombre limité de décimales que si f(z) se réduise a un
polynome en z. Lorsque la dispersion spectrale est uniforme, a toute
caractéristique principale f(z), fonction algébrique de 2, correspond
un spectre qui est nombre algcébrique: Mais il n’en est pas nécessai-
rement ainsi lorsque la dispersion n’est pas uniforme : un spectre
dont la dispersion croit assez rapidement avec le rang des cannelures
spectrales, est un nombre transcendant de Lioucille quelle que
soit la caractéristique principale /(). La transcendance du spectre
peut, d’ailleurs, ére due : 1° a sa dispersion seule; 2 a la composi-
tion des cannelures spectrales; 3° a la fois a sa dispersion et a la

composition de ses cannelures (2).

(') P. ArreLy, Sur les fonclions © de degrés superieurs (Comptes rendus de
U Académie des Sciences, L. 153, 1911, p. 584-5387 el 617-618).

(*) Les analyses de la méthode spectrale de M. Petrovitch ont paru dans :

10 Rtevue genérale des Sciences pures et appliquees, numéro du 15 novembre 191
(M. Maurice D’OCAGNE )

a0 Enseignement mathématique, 1920, n° 1 (M. A. Bunw):
3% Bulletin of the Americ. mathem. Soc., 2° sévie, vol. XXVII, 1920, p. 28-29:
4 Wiskundig tijdschrift, t. XVI, p. 254
2¢ Préface de M. Bonrer aux Spectres numeriques de M. Prrrovite.



DEUXIEME PARTIE.

INTEGRALES DEFINIES.

I. — Evaluation des intégrales contenant des fonctions arbitraires.

(Mémoires et Noles no* 4, 5, 11, 13, 0, 47, 48, 32, 54. 62, 64, 70, 80.)

9. Certains types d'intégrales définies se laissent calculer soit sous
la forme explicite, en termes finis, soit sous la forme de séries con-
vergentes, malgré la généralité supposée sur les fonctions figurant
sous le signe d'intégrale. M. Petrovitch fournit, a cet égard, diverses
formules générales rendant possible I'évaluation d’un grand nombre

d’intégrales définies. Ainsi :

1° Soient f(1) et ®(z, ) deux fonctions holomorphes pour les
valeurs de z et de ¢ a parties réelles plus grandes qu'une valeur
donnée % et telles que le produit f(z)®(z, ) tend vers zéro, lorsque,
et ay:ml,' pour parties réelles des valeurs arbitraires plus grandes
que %, la variable ¢ eroit indéfiniment. On aura

; Ot WSO+t :
(18) (/—‘m'l’(s, )x+lt)ﬁd[:—q:j(;)(ll(s,:)
pouf toute valeur de s a partie réelle plus grande que .

2° Soient /(1) et ®(z, ¢) deux fonctions holomorphes pour les
valeurs de z et de ¢ a parties réelles plus petites qu'une valeur
donnée x et telles que le produit f(¢)® (=, ¢) tend vers zéro lorsque,
s et ¢ ayant pour parties réelles des valeurs arbitraires plus petites
que A, la variable ¢ croit indéfiniment. L'intégrale (18) a pour
valeur = f(z)®(z, 5) pour toute valeur de = a partie réelle plus
petite que .

3° Supposons que f(¢) et ®(z, () soient holomorphes pour les
valeurs de z et de ¢ a coefficients de ¢ plus grands qu'une valeur
donnée u. et que le produit /(=)@ (s, 7) tend vers zéro lorsque, = et ¢
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ayant pour coeflicients de ¢ les valeurs arbitraives plus grandes que u.,
la variable ¢ croit indéfiniment. On aura
(19) f P (z, l—}—uL)%lt—‘)ul_/( YP(3, 5)
pour toute valeur de = a coefficient de ¢ plus grand que p.

4° Supposons que f(t) et ®(z, () soient holomorphes pour les
valeurs de = et de ¢ a coefficients de ¢ plus petits que p el que le
produit /(1)@ (=, ¢) tend vers zérqylorsque = et ¢ ayant pour coefli-
cients de 7 des valeurs arbitraires plus petites que ., la variable ¢ croit
mdétiniment. L'intégrale (1g) a pour valeur —owif(3)P(z, 5)
pour toute valeur de s a coefficient de i plus petit que .

En séparant les parties réelles et les parties imaginaires des inlé-
grales (18) et (19), les formules de M. Petrovitch conduisent a une
infinité¢ de formules exprimant les fonctions données sous la Torme
d’une intégrale.-définie qui sera réelle pour /'(z) réelle,

En faisant dans la formule (18)

23

A=o, P(z, )=

£z

on arrive a la formule de Steltjes
) w
re=2 [
ey
[on w(t) désigne la partie réelle de /()] valable pour toute fone-
tion /(z) holomorphe ])our les valeurs de z a partie réelle positive et

telle que le quotient * /( ) tend vers zéro lorsque ¢ croit indéfiniment
avec un argument compris entre — et —-

De méme, en faisant dans la formule (18)

N " zt
A =0, 'IH:,/):,

elle se réduit & une seconde formule de Steltjes
o [® Ut
f(z) = -: / “J—)J dt

ou %(t) désigne le coeflicient de ¢ dans f(¢i)] valable pour toute
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fonction /(z) holomorphe pour les valeurs de s a partie réelle positive
et tendant vers zéro I()]b([ll(‘ z croit mdéfiniment avee un argument
([u(-l(:nnqu(: compris entre — = et — . Lorsque la fonction f(z) satis- =
) R E /
fait @ ces conditions et n'est pas véelle pour s =7, M. Petrovitch en

tire le résultat suivant

Le coefficient A, de la série de Taylor
a)+ As(z—a)+

f(e)=Ay+ Ay (s —

relative a une valeur de a réelle et positive arbitraire, se laisse

mellre sous la forme
(—1)to
;\ n= - n,
T
ou
/ e _
sin | (n—+1)arctang —
= Y(et) - dt,
Vit + a?)n+1

0

ce (quon peul aussi exprimer sous la forme

WA

Y(atangt)sin(n +1)tcos=1¢ dt

In=—12n
0

la série de

&=

M. Petrovitch en conclut, par exemple, quele coefficient A, relatif
o est en valeur absolue

a une telle fonction f(z) réelle pour
loujours inférieur au coefficient correspondant de

Taylor relative & la fonction
oM / 3
——(z—a)l(m( ——Z>,

o)

ot M est une constante positive convenablement choisie
8 ‘€ ser

Iitant donnée une fonction enticre et du genre =éro /( ), on a
z a partie réelle plus

pour toute valeur de A et pour toute valeur s
grande que 2, les formules
27 dn B
[e=2x(2)];

et /(tz) . ,
o= k.—‘)‘ n ds®

/ (A__“)IHA
s 27 dn—!
= tl) e o ,)n— (n_’) d-u-n[r $(2)1,

‘ ,/_m (z.:'hlz)'l
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faisant, par exemple, voir que le coefficient A, de lasérie de Taylor
e y(s) =M+ A (5 —a)+ A (5 —a)+...,

oit @ est une valeur quelconque a partie réelle positive, se laisse

exprimer sous la forme

g (—l)” %! e i ) X
Ap= 27 Im(a—ti)u—i-l/-(”)d[’

d’ot Pon tire diverses inégalités relatives aux A,.
o n

10. Soit ¢(¢) une fonction réelle pour ¢ réel, continue dans un
intervalle véel (@, b) et telle que I'intégrale

b

g,l-:-f o(t)cosntdt

14

ail un sens pour toute vileur entiére positive ou nulle de n. L'inté-
grale
P )
Jfa) = / o(t)log(r— 22 cost +x2) dt

“a

est une fonction discontinue de la variable x coincidant tantst
avee la fonction

-
V Knah
v ’
P ()
I

)\1(_7,") =—2
lanlit avec la fonction

ha(z)=12glogz + ) (‘i )
\ z
suivanl que le pomt z se trouve a Pintérieur ou a Uextérieur d’une
certaine circonférence ayant U'origine comme centre.
M. Petrovitch en tire diverses formules mtégrales fournissant sous
la forme d’intégrale définie «

1° La différence entre le nombre de zéros et de poles d'une fonction
méromorphe dans une circonférence donnée;

2 Le rapport des produits des modules des zéros et des poles dans
une circonférence donnée;

3° Diverses fonctions symétriques  des racines d'une  équation
algébrique.



I1. Etant donnée une fonction 1'4-|)|'('.~('nl:"(' par i série

f(3)=a,+a 5+ ayz®+...
convergente dans une circonlérence de rayon non nul, on appelle,
Fapres M. Borel, sa foncidon associde, la fonction enticre définie
par la série

[:‘:Iz‘”lri‘ s L - —+- 7‘_', T« v e

Le role méme que joue la fonction associée dans la théorie moderne
des séries de Taylor donne de Uintérét au probleme de repreésenia-
tion de V(z) a Uaide de [(z) par les intégrales définies portant
sur f(z).

M. Petrovitch a fourni plusieurs solutions de ce probléme et mis en
évidence des relations existant entre diverses particalarités  d'une
fonction donnée J (=) et celles de sa fonction associée F(s).

2. Soit f(x) une fonction développable pour o <<z < 2% en
série de FFourier
, Zﬂ 505
Jlaz) :Z(_n,,, sinnz 4+ b, cosna)
0
¢l posons

®
g R
o(z, 1) =2‘((/,, sinnz -+ b, cosna)rt,
0
ou la partie réelle de r est supposée comprise entre — 1 el —-1.
Envisageons la transcendante

n=ow

L(z; a) :—2[00((1(11 + &) +i],

n=1

étudiée par M. Appell ('), holomorphe pour toute valeur de z a
I'exception de celles qui rendent infinie une des cotangentes figurant
comme termes, el posons

®(z, B)=C [(— 3+ f\—iJ =g [<—‘— B3

(') P. AppELL, Sur quelques applications de la fonction T'(z) et d’une autre
JSonction transcendante (C. R., Acad. Sc., t. 86, 1878, p. 953).
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ot $ est une quantité réelle ou imaginaire avec le coefficient de ¢

positif. .
M. Petrovitch démontre la formule
2T n—ow {j
f(z)®(5, B)ds=4mi o(n, ebi)
fo f(a) (s, B ; ;

et, utilisant un résultat connu de M. Schwarz sur lintégrale de
Poisson, montre que la formule subsiste encore pour § = o, de sorte

qu’on a

p 1.
zf(n):lim#b/o‘ J(3)®P(z, B)dsz (pour 8 =0).

11 démontre, par exemple, a Paide de la méme formule, que la
limite de 'expression

2T
(20) [ R(sinzz, cosxz) P (s, ) ds
<o
A — b R e oy 1 le 1 = et cosxz (lors v celle
pour 3=o0, ou kv est rattonnel en smzzs et cosxz (lorsque celle
limite existe, ce que 'on saura reconnaitre ) s’exprime linéairement a
Paide des fonctions telles que

. d d?
C(uiy ), EC(ai, #s Ta? Clas 2),
& i

et des fonctions telles que

e2ki .l"/—_l
)

§ e (32/.',1\/:1

ot les @; sont certaines constantes el les &; des nombres entiers. A
Iaide de la formule connue

Dlogh(axr)=o(—z, a)—plx—1, a)y—y=1

(6, ¢tant la transcendante elliptique auxiliaire), M. Petrovitch trouve
les conditions nécessaires et suffisantes auxquelles doit satisfaire R
pour que cette limite de (20) soit une fonction méromorphe dou-
blement périodique de x. Inversement, toute fonction méromorphe
doublement périodique peut étre exprimée comme limite d’une inté-

arale définie (20) pour ‘3: 0.
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13. Une autre classe d'intégrales délinies s'exprimant lincaire-
ment a l'aide d’une transcendante déterminée et de ses dérivées suc-
cessives, jouant le vole d’élément simple. est la suivante, étudice par
M. Petrovitch dans plusieurs de ses Mémoires et Notes.

Soil pour 2 entier positif
A
/ utdt = n),
“a

ot et o7 sont des fonctions de ¢, ot '.l:qn,:) est linie et déterminée
pour 7 = o, 1, 2, .... Soit F(u) une fonction rationnelle de « holo-
morphe pour les valeurs de « dont le module est inférieur a la plus
grande valeur absolue que prend la fonction réelle w(¢) lorsque ¢
varie de a a b. Lintéorale

b

8= / F(u)y du i

~a

s’exprime linéairement a Uaide de la Jonction

L)

0(a) :29(/1)97”

- 0

et de quelques-unes de ses dérivées successives, aprés y acoir rem-
placé x par les racines d'une certaine équation algébrigue
ratiachée a la fonction I.

Par exemple, pour I'intégrale

: 3 :/ F(e-t) dt,

I'élément simple est la transcendante

x
() gg/n—i—l
I)Olll'

3 :/0‘00[G—ZF(I)—G"‘”F(E_[)]% (a> o),

¢’est la transcendante

0(x) :Elog(a—&— n)zn,
0




_II. — Procédé speciral d’évaluation des intégrales définies.

(Notes et Ouvrage n°s 107, 108, 115.)

14. La méthode spectrale, imaginée par M. Petrovitch et dont les
1 ) 8 |

yrincipes sont exposés dans la premiére Partie de cet Ouvrage, s’ap-

| | L expo lans la | ére Partie de cet O ge, s'aj

plique de deux maniéres différentes au calcul des intégrales définies :

Previine wvaniire. — Dans le cas d’une suite limitée ou illimitée
d'intégrales 3, 3s, 33, ... (simples ou multiples) telles que 3, soit
un nombre eniier coincidant avec le coefficient «, du développement
’une fonction connue

f(z) =Qy+ O\ T+ Ay x>+ ..,

les 3, sont déterminés comme segments convenablement délimités
d'un spectre numériquefrattaché a f(z).

Ainsi, soit f(3) une fonction analytique, homologue a U'intérieur
d'une circonférence € de rayon R ayantle point ¢ comme centre.
Chaque fois que Uintégrale de Cauchy

(a1) = f(ﬂ_“),mdz

w pour n=n1, 2, 5, ...des valeurs enticres réelles et positives, on
peut les calculer toutes a la fois comme segments d'un méme
nombre décimal S rattaché a la fonction f(z). Le nombre S est

fourni comme valeur de U'intégrale définie

(22 S:i [ -r( (’/l)/(’ru\)l/[,

o

o(s5) T‘f‘ a+3)—fla),
n=w®m

2y — E phn zn
\) = (]" + a2,

n=10

o, 2y ¢ ¢tant des constantes convenablement choisies.
[intégrale (20) peut d’ailleurs étre remplacée par diverses autres
qui lui sont équivalentes. Dans certains cas, elle peut méme étre rem-

placée par des expressions en termes f(inis formées al'aide de f( z) par



- .
des opérations arithmétiques élémentaives. Ainsi. chaque fois que
Pintégrale de Cauchy (21) a pour n==1, 2, 3, ... des valeurs ¢gales
ades nombresentiers comprisentre deve nombres positifs donnis,
il existera deux entiers positifs et fixes M et N tels que la valeur d'une
inl(zgl'zl[u (lu(,',I(:«,m(lm' dcoincidera avee I'entier M —= L/,) le nombre ll/,

étant l'entier composé du groupe de décimales (segments) du nombre

! M
(25) (@ +10=N) — fla) — ————
J y—J( Py sy
commencant par le premier chiflve significatif qui suit la (& — 1) Nitme

ct finissant par la £ N“m décimale du nombre (23).

Le procédé s'étend aussi au cas des Sn enticrs quelconqgues, véels
ou complexes. 1l sapplique ¢galement a toute suite Biy Bay Sgy onus
d'intégrales définies simples ou multiples telles qu’on puisse ¢tabliv
une correspondance délinie entre cette suite et la suite de coelficients
d’une série de puissances a coeflicients nombres entiers (réels ou
('omglux(:s).

Stconne aantire. -— Une mtéerale définie peul ¢tre déterminée
comme spectre d'une fonction /(z) connue. Clest ainsi que la valeur
de I'intégrale

L
D) g .
Ay = = 0(1 coste) di,
qu”
ot
n=uw
! ;
() (;) :Z (jn‘-—ﬂzfl, q = _I_
n=0 \/I()

coincide avec le spectre

S = 0,102006002000070000252000002.] . . .

de la fonction

n=w

sE =3 (%) e

nto

De méme, en désignant par o (7, ¢) la partie réelle, pour z = reti,
de la fonction rationnelle f(z) représentant Uensemble de m < 100
2, TEF
premiers termes de la série de Lambert, et en faisant

%= 0,01, f = y210g. nal. 1o,
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a valeur de 'intégrale
1 1 de 'imtégral

D:éf e~to(a, Bt)dt
Vo

coincidera avec le spectre

S = 0,0I0()020000020000000300()0()0()()0‘_2 e

de f(5), dont la partie décimale s’écrit en rangeant bout a bout les
groupes numériques Gy, Ga, Gy, ..., ot Gy est égal au nombre de
diviseurs de k& précédé d’autant de zéros qu’il en faut pour que le
nombre total de chiffres de Gy soit égal a 2 4.

III. — Théorémes de la moyenne.

(Mémoires et Notes nes 86, 92, 97, 104, 110, 112.)

15. M. Petrovitch a ¢établi plusieurs procédés condusant a des

oénéraux

théorémes de la moyenne relatifs aux valeurs de types g

d’intégrales définies. .

[. Un premier procédé est fondé sur la remarque que les quantités
Tyy Ta,y o ..y 2y Clant toutes r¢elles et positives et p étant un nombre

réel, lavaleur
(1. 2p)P

v

s : »
s R o 44
4

est toujours comprise entre les limites 1 et 771, ces limites pouvant
étre elfectivement atteintes.
M. Petrovitch en tire d’abord des conséquences relatives aux inté-

grales de la forme

b
[ Ny pra—
“a

les f; ¢tant fonctions quelconques de z, réelles dans Pintervalle
dintégration. Lintégrale se laisse décomposer en une somme de

termes .
B

i
Sidx

oy

(ot f, est i remplacer par sa valeur absolue), multipli¢e par un fac-
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1 ) ;
— et 1, les o et 3 étant ou bien les

Vo

teur © towjours compris entre

limites @ et b elles-mémes, ou bien les valeurs de z comprises entre
@ et b pour lesquelles au moins 'une des fonctions f; change de
signe.

[1'en résulte des conséquences importantes relatives aux ares de
courbes & un nombre quelconque de dimensions, aux aires des sur-

faces, etc. Ainsi :

1" Soient 2, x4, ..., 2, les coordonnées d'un point dans I'espace
a n dimensions, telles que I'élément d’are d’une courbe dans cet
espace soil exprimé par

ds* = Z dx}.

Considérons une partie s de longueur finie de I'are, continue ou
brisée, le long de laquelle Pare présente une allure invariable, ¢’est-
a-dire le long de laquelle chaque coordonnée x; varie constammnient
dans un méme sens, en croissant ou décroissant. Soit X; la valeur
absolue de I'aceroissement fini de la coordonnée z; lorsqu’on passe
d'une extrémité de l'arc a Pautrve. La longueur s a pour valeur

s=02X;,
ot est un.'/'a,cl(’(,zr Loujoul‘s (:ompl‘{f.s‘ enltre s et 1. Dans le cas par-
n
ticulier de conrbes planes © est compris entre o,7071... et 1; pour les
courbes gauches, ce facteur est compris entre 0,5774... et 1, etc.

On peut, et cela d’une infinit¢ de maniéres, déformer et allonger
jusqu’a une certaine limite un arc donné aux extrémités fixées et d’al-
lure invariable, sans que l'allure perde son caractére d’invariabilité.
De combien se laisse-t-il allonger par une telle déformation? La
réponse est fournie par le théoréme de M. Petrovitch :

On peut allonger un arc & allure invariable au plus \/n fois sans
en altérer Uinvariabilité d’allure. Cette limite d’allongement est
cffectivement atteinte dans le cas particulier ou I'arc s, primitivement
réduit & une portion de droite

\

ST+ A= X9+ Ay =...= €, T+ Ay,

a; = const,, gg=zk1,

est déformé de maniére a se confondre avee la ligne brisée formée de
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n portions de droites paralléles aux axes des coordonnées et aboutis-
sant aux extrémités de Parc primitif s.

En particulier, on peut allonger I'arc s d’une courbe plane au
plus \/E: 1,4142 ... fois, et Parc d'une courbe gauche au plus
/3 =1,7320 ... fois sans que son allure cesse d’étre invariable.

Les mémes considérations s’étendent a des coordonnées curyilignes
et conduisent a des propositions du genve de celles qui préceédent.
Elles s’appliquent également a des problemes variés de Mécanique.

59 Considérons la surface P engendrée par un arc S de la courbe
plane quelconque tournant autour d’un axe pris pour 'axe Ox. Dési-
onons :

. Par A la valeur absolue de Taire plane limitée par Pare s, 'axe
de rotation Oz et les ordonnées des deux extrémités de 'arc s;

b. Par B l'aire plane ayant pour valeur : ou bien la valeur absolue
de la demi=différence des carrés de ces deux ordonnées extrémes (dans
le cas ot la conrbe varie constamment dans un méme sens entre les
deux extrémité de are s), ou bien la somme de valeurs absolues des
demi-différences des ordonnées successives aux extrémités des arcs
partiels variant toujours dans un méme sens (en lesquels on peuat par-
tagerarc s dans le cas ou le sens de variation change entre ces extré-
mités);

c. Par R le coté du carré ayant pour surface A - B.

_Les considérations précédentes ont conduit M. Petrovitch au théo-
veme général suivant :
Laire de la surface Pest égale a celle d'une circonférence de

- % . . Y
rayonr—=—A R, ot hest un facteur compris cntre {/ 2= 1,080%

et /o =1,4142 ... quelle que soit la surface de révolution et Uare

s considéres.

Le ravon 7 de la circonférence ayant la surface égale a l'aire I a

ainsi pour valeur
r=~kR(1+c¢)

ot /e désigne la constante numdérique

fes Y

VoV -

k= —— =1,%017...
2



e U =

et la valeur absolue de = ne surpasse jamais la valeur

/o —
\/_ \7_ =10,0864. .+
Ve+y\'2

de sorte qu'en prenant r=1,3017R Uerreur commise n’atteint
O pour 100 pour auwcune surface de révolution.

Un des avantages appréciables de ces propositions consiste en ce
quelles fournissent, a l'aide de planimétres ordinaires, et quelque
irréguliere que puisse étre la surlace de révolution considérée, des
limites entre lesquelles se trouve comprise aire P, ainsi que lerayon
correspondant 7. Les limites ainsi obtenues sont les limites le plus
resserrées possible tant qu’on reste dans le cas général, carelles sont
elfectivement atteintes pour certaines surfaces particuliéres de révo-

lution.

M. Petroviteh a appliqué les mémes considérations a une foule
d'intégrales définies. Par exemple, les trois fonctions w, ¢, o de la
variable .z ¢lant réelles et positives dans intervalle (a, b), et m, n,

p ¢tant des constantes réelles quelconques, on a la formule

b Ab b

w(um—+ en)p de = (J‘ / wunr dr + wpnp tlm] 5

at v “a

ot est un coefficient towjours compris entre 1 et 2071,
On en tire ainsi les formules
b

[ w \/u.!+ w2 dr =0, I:f
o

“a

a
/)
b dx " b
— =0, — dr + — dr |,
a, &/”2“5_ o2 Ja Y “a 4

oully est compris entre 0,7071... et 1, et Uy entre 0,3535.. . et 1.

b b
wi do + [ we dl] "

Ces formules permettent, entre autres applications possibles, de
comparer les intégrales du genre elliptique, hyperelliptique, etc.,
a des intégrales portant sur des fonctions rationnelles. 1'intégrale,
par exemple

b
/ \//z+/.‘x’* dx (>0, k>o0),
«




est toujours comprise entre

0,7071 [('b —a)yh+ \/‘k (b3 — a3)]

3
et B
(b—a) h—!—ﬂ(lﬁ—ai‘).

3

La différence entre 'intégrale de Jensen
te)

27
I .
. / log mod f(3) dt. = pe,
TIWA

et 'intégrale

2

™
1
—_— log(P + Q) dt,
2T
0
oi P et Q désignent les valeurs absolues dela partie réelle et du coef-

ficient de ¢ dans f(pe?), est toujours comprise entre

et 0, ces limites pouvant étre effectivement atteintes.

II. Un autre procédé de M. Petrovitch concerne les intégrales
réelles ou imaginaires de la forme

b

/ we da,
o

a

ot 1« et ¢ sont deux fonctions, réelles ou imaginaires de z. Sous la
seule restriction, relative au chemin d’intégration, que celui-ci soit
réel et de longueur finie, M. Petroviteh établit le théoreme de la
moyenne suivant : On «

b

X/ b
1 1 2
/ ue dr = — [ udr + — [ v2dr — 0y (c)2,
2 0 5

el 7 L

oty =u—v, célantune valewr comprise entre a et by et § élant
. b

. . L .
une valewr (l!_)l)/ le Illl'(l(ll(,’ ne surpasse jandats et que se

2

, T
réduit a

lorsque wet ¢ ont soit la partieréelle, soit la partic
(maginaire comnmune.
L intéret que présente cette forme du théoreme de lamoyenne con-

siste en ce qu'elle conduit a décomposer Uintégrale (24) en deux,
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dont 'une ne dépend que de w et autre de ¢, avee un terme correctif

dont on connait les limites supérieure et inférieure, et cela sans aucune

restriction sur « et ¢ autre que celle que les intéarales atent un sens.
M. Petroviteh établit également la formule

b Al

/‘m'dm:—‘/ (u+e)2de—0,7(c)2,

i
) tJ,

oty et ¢ ont la signification précédente, 4, étant un facteur dont le

—_ . .

— Bl cela ausst sans aucune restric- |
4

lion sur ¢« et ¢ autre que celle que les ml(-gl';ll(-s atent un sens.

. . b
module ne surpasse jamais

‘
) . . . ” ‘
A l'égard des mntégrales plus générales, : ‘

5 :/ulug... wy, dx, |
|
J, ‘

ou les «; sont des fonctions de z quelconques, et L étant I"are d’inté- <

gration, en remarquant ¢ue \

I

(3] 1:F[(]u,|—5—...+lu,,[)”r/;1,‘.

M. Petrovitch est conduit a diverses applications intéressantes dans
les évaluations des intégrales définies et dans la théorie des séries de
Taylor.

A lintégrale

S = / i uv dx
L))
se rattache la remarque curieuse suivante, due a M. Petrovitch :

11 est manifeste qu’il n’existe aucune fonction « de x telle que I'in-
tégrale 5 ait.une valeur finie, déterminée et différente de zéro quel .
que soit le polynome ¢ en 2. 1l existe cependant des fonctions « de
pour lesquelles 5 a une telle valeur quel que soit le polynome ¢ en z
a coefficients nombres al/gébriques (entiers, commensurables ou irra-
tionnels algébriques, réels ou 1maginaires, positifs ou négatifs). Tel
est, par exemple, le cas de la fonction

5
B —y
evr—1

la racine carrée \/.‘L‘ ayant sa détermination positive.




TROISIEME PARTIE. R

THEORIE DES FONCTIONS.

I. -— Fonctions définies par les séries de puissances.

(Mimoires et Notes n** 46, 51, 53, GI, 63, GG, 70, 71, 84, 88, 103, 119.)

16. Les recherches de M. Petroviteh sur les fonctions définies par
les séries de puissances

(25) S(53)=ay+ a15+ ayz*—+...

e rattachent principalement aux zéros, ala grandeur de module e
aux valeurs asymptotiques de f(z).

Un théoreme général auquel il arrive par une application appro-
price du théoreme de M. Hadamard sur le maximum de module d'un
déterminant, aux coeflicients du développement de ;., fournit le

moyen de calculer des limites inférieures des valeurs annulant une
série de puissances donnée lorsqu’on se donne la loi des coeflicients
de la série. Le théoreme de M. Petroviteh et le sutvant :

Sillon forme la fonction

(20) w(ir)=

la fonction [(z) n'a aucun zéro « Uintéricur du cercle ayant
Uorigine comme centre et la valeur

S ‘Uul

Va(r)

comme rayon, et cela quel que soit r plus petit que le rayon Rde
convergence de (25).

\

(27)




= 5 =

M. Landau (') a depuis indigqué d'autres modes de démonstration
du méme théoreme, mais la démonstration primitive de M. Petroviteh
présente avantage incontestable de ne supposer que des faits les
[)luu ¢lémentairves de la théorie j_;n"n(-l'nl(: des fonctions et d'avoir pour
base le théoreme purement algéhrique sur le maximum du détermi-
nant.

e théoreme de M. Petvoviteh est absolument général ct ne sup-
pose rien sur les coefficients de /(). Hestd'une application pratique
tres facile @ on peut substituer anx coefficients [ de w(z) dautres

coellicients ¢, tels (quion ait

el que Fon sache caleuler la somme de la nouvelle série w (=) ainsi
obtenue.

|‘m‘r-(]uc R estinfini, la fonction réelle w (: ) commence par décroitre
ponr 7t croissant a partir de zéro, atteint un minimum positif L apres
lequel elle croit constamment; on aura la valeur la plus élevée pos-
sible de % en prenant L. comme valeur de w(z).

Lorsque R est fini, la valeur la plus élevée possible de 4 sera 'une

ou 'autre de deux valeurs

. 3
I(OI gt |(10]

VL Vi(R)

. ) o 5 O i , ‘
survant que la dérivée — est posttive ou negative pouar 7= k.
dz
La limite inférieure de % ainsi trouvée est la limite la plus précise
possible tant qu’on reste dans le cas général. En effet, elle est effec-

tivement atteinte par le zéro de la fonction (2)
J(5) = ——=—1+4+ 34+ 324+384+....

M. Petrovitch applique le théoréme aux fonctions entiéres d’un
genre fini. En désignant par M () le maximum du module d’une telle

fonction I7(z) lorsque le module de z est égal & r, r étant une

(') B. LaNDAU, Sur quelques théorémes de M. Petroviteh sur les séros des fonctions
analytiques (Bulletin de la Société mathématique de France, 1905 ). — Le théoréme
est aussi exposé dans E. Fouviir, Lecons élémentaires sur la théorie des fonctions
analytiques, 2° Partie, p. 187 (dans la seconde ¢dition aussi la page 82).

(*) Cas signalé par M. Landau (loc. cit.).
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variable réelle positive, on sait que, quel que soit le nombre réel et
positif #, le produit
M (r)e-er’™

reste inférieur & un certain nombre fini N lorsque 7 varie de o d o0 .
M. Petrovitch indique comment la connaissance : 1°d’une limité supé-
rieure du nombre N correspond a une valeur donnée de o; 2° de la
valeur que prend F(z) pour z=o0; 3° du genre p de cette fonction,
permet de calculer des limites inféricures des modules des zéros
de F(s) et, d'une maniére plus générale, des valeurs de = pour les-
quelles I (z) prend une valeur donnée a I'avance. -

Parmi les autres applications, nous en citerons une d’ordre général
et concernant la grandeur du module minimum d’une fonction ana-
Iytique le long d'une circonférence, ?

Le théoréme connu de M. Schou exprime une relation d’inégalité
entre le module mazimum M(z) le long d’une circonférence C de
rayon 7 ayant 'origine comme centre, d’une fonction f(z) holomor-
phe a I'intérieur de C et sur G, et le nombre p de zéros de f(=)
compris dans C.

Le résultat auquel arvive M. Petroviteh, a aide de son théoreme
sur le module minimum des zéros de /(5), exprime une relation d’iné-
galit¢ entre le module minimum de f(z)le long de C, etlenombre p

et se résume dans le théoréeme suivant :
Le minimum du module de [(z) le long de C ne surpasse

; . r\r < i g

Jamats la valeur ()—) s o hest la valeur (27).
N

17. Parmi les propositions de M. Petrovitch concernant les limites,

inférieures et supéricures, des grandeurs des modules d'une série de

puissances, nous en indiquerons les suivantes :

I. La série XA, 3% ayant pour coeflicient général le produit de

coeflicients correspondants d'une suite de séries

. X |
(28) > Qyn 3", } By Sy o owg E App 3,
n n n

i coelficient véels ou complexes, « pour toute valeur de = comprise

a lintéricur du cercle de convergence commun auzx séries (28),
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son module inférieur a
/ 1 1 / 1
\//‘rl(’/'>?:("/') "—’/'\'/ )
o r=|z|et
=

[1. Pour toute valeur de z pour laquelle la séric Ya,z", a coeffi-

cients réels ou complexes converge, le module de la série Sa” =

I,

o(z)=|ay|P+|a |Ps+|ay|rs2+....

est plus petit que la valewr

el

(,7)]

/Jd

-a

ou

1. Soit

~9

(29) f(3)=ay+ a s+ a,z>+...

une série a coefficients réels et positifs, les deux premiers coefli-
cients «, et a, pouvant, d’ailleurs, avoir des valeurs réelles quel-
conques. Soienl z, &, ..., £, des quantités réelles et positives dont
la somme s est plus petite que le rayon de convergence R de (2q).

On a la formule

Sloreeran =0[7(5) s (5) | - 0 =)

3, . . . I - . . I
ot 0 est un Jacteur toujours compris entre — et 1. Les limites —
" n n
et 1 sont effectivement atteintes pour une fonction f(z) arbitraire
lorsque les x; sont négliceables par rapport a 'un d’eux, ou bien
i sy p )
lorsqu’ils sont égaux entre eux.

On a ainsi la formule

f(\xl)—s—. o+ f(xp) =A + 08,

A= n_/'(%) y

—f() = nf (%) (n—1)1C0)

/

ol

jev]

O étant un facteur toujours compris entre o et 1, et ces limites
étant atteintes dans les deux cas ci-dessus indiqués.

-~
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18. M. Borel a signalé le fait qu’étant donné un développement

S(z)=as+ a5+ ayst+...,

on peut lui substituer (et cela d'une infinité de manicéres) un autre

développement
o(s)=Ap+ Ny5— Ay33+...
a coeflicients A, nombres commiensurables, ayant mémes singularités
que f(z) dans toule région du plan ou les deux fonctions existent [
M. Petrovitch montre qu'on peut choisir les A, commensurables
de telle mani¢re que Ie module de la différence f(3) —o(z) soit,
dans un cercle donné, plus petit qu'un nombre = donné a Pavance. 11

~

établit ainsi le théoreme suivant :

Une fonction analytique [(3) peut étre représentée auw voisi-
nage de tout pointordinaire s, et avec une approximation voulue,
par une série de puissances o(3) a coefficients commensurables,
ayant des dénominateurs réglés par des lois données a avance

(avee certaines restrictions de convergence).

On peut disposer de ces dénominateurs de maniére a satisfaire a
diverses conditions voulues, comme, par exemple, a 'une quelconque

des conditions suivantes :

1° Que les deax fonctions /el o aient mémes singularités dans
toute région du plan ou elles existent;

2° Que o soit une série de puissances a coeflicients nombhbres entiers
divisée par un nombre entier;

3° Que la fonction g se réduise a un polynome en z a cocflicients

nombres entiers, divisé par un nombre entier.

19. 11 existe une infinité de séries de puissances a coeflicients /()
réels jouissant de la propricté remarquable que leur rédudte de

degreé n
(30) Jul@) =ay+ a, & + a,x*—+...+ a,s"

all Lous ses zéros réels ([m'l que soit 7. Des exemples effectifs de

(") E. Borew, Lecons sur les fonctions méromorphes. p. 56.



')ill'(‘i“(,‘.\ séries ont ¢t¢ fournis par certaines transcendantes ¢tudiées
par M. Hardy (1),

M. Petroviteh, dans son Mémoire (71) présenté au Congres inter-
national des Mathématiciens i Rome 1908, résout complétement le
probleme de trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour
quiil en soit ainsi et fournit ainsi le moyen de former effectivement
toutes les séries de puissances jouissant de cette propriété.

Soit A, (ay, ayy ooy wy,) le diseriminant de la réduite Su(2) et

formons I'équation algéhrique en x

{(51) Aplaty. ay. ..., @y-y, ) =o0.

En désignant par %, la plus petite racine positive de (31) et par u,
sa plus petite (en valeur absolue) racine négative, M. Petrovitch
¢noncee le théoreme suivant :

Pour que f(z) jouisse de la propriété considérée, il faut et il

5
suffit qulon ait a, << ,di el que chaque coefficient a, (> < n) soit

atty
compris enltre les dewr racines (:0/'/'(’5‘/)0/1(](1/1lcs Ay cl Vo +

Les coeflicients @, d’une pareille série satisfont a linégalité
(n—1)ai_;—2a,ap-3>0

montrant, par exemple, qu’il ne peut y avoir deux coeflicients «,
conséeutifs nuls, ni un coeflicient nul entre deux coefficients affectés
d’un méme signe.

Pour les séiies a a, positifs, le théoréme prend la forme suivante :

Pour que [(z) jouisse de la propriété énoncée, (l faut et il
suffit que chagque coefficient a,(2=n) soit inféricur ou égal a la
racine h,. '

M. Petrovitch fait voir que dans ce cas f(z) est une fonction
enticre de = égale au produit d’un produit canonique du genre
séro par une exponentielle e*. Le méme théoréme a depuis été

géncrales ().

rencontré par M. Montel dans des recherches plus g

(') Hawroy, On the zeros of a classe of integral functions ( The Messenger of
Mathem., novembre 1gof, p. g7-101).

(*) P. Moxter, Sur les familles normales de fonctions analytiques (Annales de
[’ Ecole Normale supéricure, 3° sévie, t. XXXIII, 1916, p. 281).

PETROVITCIL 4
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Le module de f(z) est, pour toute valeur z = re*, plus petit que
a,®(fr), ou ®(z) est la fonction entiére

3
efom'-’ 1
D(z) = E an, a= -log 2,
0

n! 2

2 a Vo
¢ étant la constante ~—1a‘—
0

%

Les zéros de f(x) croissent avec n plus vite que 2”72, M. Pélya a
démontré que les transcendantes J(z) a coefficients a, positifs com-
mensurables ne satisfont a aucune équation différentielle alge-
brique ().

Il est, d’ailleurs, facile de former des séries f(z) en nombre
illimité : 1l existe une infinité de .suite_s Wy, Wi, Wy, ... telles que Ta,z"
étant une série f(z), la série Yo, a,z" U'est également.

Les transcendantes f(z) ont, depuis les travaux de M. Petrovitch,
¢té Uobjet des études plus approfondies de M. Pélya (2) et de

M. Montel (#).

20. Il existe ¢é¢galement une infinité¢ de séries de puissances a
8

coefficients réels jouissant de la propriété que ni la série elle-méme,

ni aucune de ses réduites de degré pair n’aient des zéros réels.

Telles sont, par exemple, les séries élémentaires

z
Z an, N,
i 12,

Désignons par 24 lintégrale définie

]
(32) I = / w ok dt,
ad((

\

ot les limites @ et & sont arbitraires mais réelles, w et 1 étant deux

(') G. POLYA, Zur untersuchung der Grossenordnung genser Funclionen die
ciner Differential gleichuny geniizen ( Acta mathematica, Bd. XXXNXIIL, 1920).

(*) G. Pouya, Ueber Anncilherung durch Polynome mit lanter recellen Wurzeln
(Rendiconti del Circolo mat. di Palermo, Bd. XXXVI, 1913, p. 2); Ueber die
Zusammenhanyg swischen der Lonvergens von Polynomfolgen und der Verteilung
ihrer wurzelm (Rendiconti, . XXXVII, 1q1/).

(") P. MoxteL, loc. cit. — Voir aussi la Note de M. R. Jexrzscn dans les Comples
rendus de I' Académie des Sciences, numéro du 16 mars 1914,
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fonctions arbitraires de ¢ réelles dans U'intervalle («. 4), et « gardant
un signe invariable dans cet mtervalle.

M. Petrovitch montre que si Xa,s" est une série a propriété
énoncéey la série X, a, 3" Uest évalement. 11 arrive a diverses pro-
positions sur le module maximum de telles séries le long d'une
circonférence donnce, sur le module minimum de leurs zéros, sur la
distribution de ces zéros (ainsi que des zéros de leurs réduites d'un

Hl‘(]l'(f (I()llll("‘) (lilll,\ Il‘ l)'illl (l(,‘ lil \ill‘iill)l(' 3, ele,

II. — Un mode de décompostion des fonctions analytiques
‘ en éléments simples.

( \|v?|nuir?"\ulc'\ nes 11, 48, 54, 78, 99.)

\

21, Toute fonction analytique se laisse représenter, et cela d’une
infinit¢ de ‘maniéres, par des intégrales de la forme

(33) /R(l, 3)dt,
L

ot R est une fonction rationnelle en z, qui la définit dans une région
déterminée, du plan des s.

Ainsi, la formule fondamentale de Cauchy

. I T f(e)
34 (3) =— | —=%dt
(34) f(2) AIWL Sy £— 3 L
ainsi que celles qui s’en déduaisent par des différentiations, des chan-
gements de la variable ou du chemin d'intégration] fournissent des

expressions analytiques de /(z) sous la forme (33). On en déduit.

également une mfinité d’autres formules du méme type en les appli-
quant & des fonctions assujetties a des conditions plus particulicres
| par exemple les formules connues de Stieltjes (') |.

D’autre part, une fonction f(z) ¢tant donnée par son dévelop-
pement taylorien, le coefficient général @, se laissc mettre d'une infi-

nité de maniéres sous la forme

(35) ap=35(n) :fur” dt
L

(1) SteLres, Sur le développement de logT (a) (Journal de Mathématiques
pures et applipuees, 1889, p. 421-444).
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=

(1w et ¢ étant fonctions de ¢), ou sous la forme d’une somme de pareils
termes, ce qui fait que /(3) sera I‘OI)I‘LSGIILLL sous la forme (33). On
connait des solutions du probleme d’ exprimer c, sous la fouuc (35)
pour des classes trés ¢tendues des fonctions an'llytl([ues (MM. Borel,
L.e Roy, Stieltjes ).

Or, si I'on suppose ([u on se donne a I'avance une fonction f(5)

exprimée sons la forme (33), M. Petrovitch remarque d’abord que le

coeflicient b, de la série

R(t,5)=bo+ 15+ by3>+...

se laisse exprimer sous la forme de la somme d’un nombre limité de
termes de la forme

n(n— I)lll-').IJ...(IL——l/{)e:)(Il),

ot & ne dépend pas de n et oa s (n) est de la forme (35). Les fonc-
tions correspondantes w et 7 ne dépendent pas de n et dépendent
algébriquement des fonctions de ¢ figurant comme coeflicients de
diverses puissatices de = dans RR.

Cette simple remarque conduit M. Petrovitch au théoréeme sui-

vant :

En désignant par 3y (7e), da(n), ds(n), - . les diverses intégrales
de la forme (35) rattachées a la fonction /( 3), et par 8,(5), 0a(3),
y(z), ... les diverses fonctions ;

i
(56) Dp( =) = Sp(n)zn
I Z #( i
0

correspondant a ces intégrales, la fonction [(=) se laisse cxprimer

comme combinaison linéaire  coefficients constants de lermes

dl),
0:(3)y, 55— 52 >
\ 4 ds’
37) / dl,
, 0s(2 )y TT- 352 L)

i.cs fonctions f(z) jouent ainsi le *ﬂl'um- sorte d’éléments
stmples par rapport a la fonction f(z) @ I;I([u(tllu elles se rattachent.
LLa question de convergence des O(z) est ¢troitement lice a celle des

valeurs ;l.\‘\/llll)l()li(lll(‘.\ des intégrales (7). lLes égalités asymplo-



:

- 53 —

lirlm's de Laplace, Darboux, Flamme, Hamy, Poincare, Le Roy.
ainsi que les diverses inégalités relatives a 50, dont (llli‘ll[ll(‘\—llll(‘.\.
d'une portée aénérale, sont dues o M. Petroviteh, fournissent co
(|||'il faut pour résoudre le probleme. Parmi les l(z),1l y en aqui
sont fonctions enticres de = et M. Petroviteh ¢nonce des regles pour
reconnaitre s'il en est eflfectivement ainsi dans des cas considérds.

L'expression analytique des fonctions 0(z), soit sous la forme de

séries (30), soil comme intéerale

—_ = "
(38) f)(:l:/— dt,

se préte a étade détaillée des particularités de ces fonctions, en
metlant en évidence des relations existant entre les diverses particu-
larites des O( =) et celles des fonctions « et 7 qui lear sont rattachées.

L'expression de §(z) sous la forme (36) définit 6(z) a Pintérieur
d’une circonférence; Pexpression sous la forme (38) en fournit le
gement analytique dans tout le plan. Chacune d’elles met en
¢évidence des p;u'liculariLés de 9(:‘). La |)1‘01ni(’:rc, par uxump](s, se

préte divectement a Papplication des résultats réeents de la théorie

l)ml(m

des séries de puissances, concernant les relations existant entre la
manicre dont varie 3 (n) avee n et celle dont (z) croit avec 53 ou
bien entre les particularités de 3(n) et les singularités de 0(z), ses
zéros, ses poles, ete. La seconde expression est souvent plus com-
mode pour le calcul numérique de 0(z); elle rend possible 'étude
des propriétés de 0(z) au dela du cercle de convergence de la
série (36) correspondante. Elle se préte, par exemple, a Pétude des
valeurs asymptotiques des 0(z), de la distribution de lears singula-
rités dans le plan des =z, de la maniére dont se comporte 0(z)
lorsque z approche du cercle de la convergence de la série (36) ou
bien d'une de ces singularités, ou lorsque z tourne autour de celles-
ci, ete. Les Mémoires de M. Petrovitech contiennent plusicurs résul-
tats importants a cet égard et font voir la possibilité d’établir unc
théorie générale de la correspondance entre les éléments (a, b, w, 1)
et la foncLi{on analytique f(z) a laquelle ils se rattachent.

Les fonctions f(z) apparaissent directement sous la forme des
éléments («, b, w, ) dans un grand nombre de probléemes d’Analyse.
Il y a, par exemple, une infinité d’¢quations différentielles

(39) flz, 3. ¥) =0
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dont lintégrale générale est de la forme
F(hy, Cu)=o0 (C = const.),

o A el p sont fonctions de 2 et F une fonction rationnelle de C.
M. Petrovitch énonce les conditions nécessaires et suffisantes pour

quiil en soit ainsi. L'intégrale /)'cl.r, ou, plus généralement,

/1{ (z, y)dz, on R est une fonction rationnelle en y et quelconque

en @, prise le long d’un chemin donné L. et considérée comme fone-
tion de la constante d’intégration G se présc})te alors directement
par ses ¢léments (a, b, u, r). Tel est, entre autres, le cas d’une
équation algébrique du premier ordre a points critiques Jfizes et

du genre zéro. Llintégrale [y dx sera de la forme

ot P est une fonction rationnelle en G, les coefficients fonctions de 2
dépendant algébriquement des fonctions fournies par I'intégration
d’une équation de Riceati et des coefficients figurant dans I'équation
différentielle donnée. Elle se laisse, par le procédé précédent, décom-
poser en éléments simples dans lesquels interviendra l'intégrale d’une
équation de Riccati. Dans le cas, par exemple, de I'équation bien
simple
y'+axyr—oalr =0 (2 = const.),

[ (y +a)dr

0

Pintégrale

s'exprime par la transcendante
= o
0(C) :Z\’T s
0
Rappelons encore que, @ ¢tant une constante dont le coeflicient
de ¢ est ]msilil'. toute fonction définie par une série de ])uiss;ul('(‘,.\
dont le coefficient général est une fonction rationnelle de sinan el
cosan admet comme élément simple la transcendante
A=

0(z)= E [cot(zn + )+ i]z”

n=1



(2 et % étant des constantes) liée a la fonction Dloghi(z) de la
théorie des fonctions elliptiques par la relation fonctionnelle connue.
Cect conduit a un procédé pour exprimer les fonctions méro-
morphes doublement périodiques sous la forme d’une intégrale
définie portant sur des combinaisons rationnelles d’exponen-
teelles, avec les limites d’intégration — o el —w (probleme déja

résolu par H. Poincaré).

III. — Transcendantes spéciales intervenant dans des problemes
généraux.

(Mémoires et Notes n°* 60, 61, 66, 68, 71, 75, 91.)

22. 1l serait relativement facile d’imaginer et de construire effec-
tivement, autant qu’on en veut, des transcendantes nouvelles définies
par leur développement de Taylor et qui, par la forme de leur coeffi-
cient général, se préteraient a I'étude de leurs diverses propriétés
par les procédés usuels de la théorie générale des fonctions. Mais de
telles transcendantes ne sauraient présenter un intérét réel que si
Pon pouvait leur faire jouer un role dans des questions d’ordre plus
général, ou bien si elles se présentent comme éléments de caleul
dans des problemes intéressants, comme éléments de réduction pour
les classes plus ou moins é¢tendues de fonctions, ele.

Plusieurs, parmi les transcendantes nouvelles signalées et étudiées
par M. Petroviteh, remplissent bien ces conditions.

Tel est, d’abord, le cas de la transcendante

. 1
z3 &

9('")——1+z+z2+ + = -+

TN 4 54 ° 2379,423 77

ayant pour coefficient de z” la plus petite racine positive de I'équa-
tion numérique de degré n en z

Ay (1, Ty oy Kay wwag Ryt B) =10,

dont le premier membre A, désigne le discriminant da polynome
en s
1+ 34+ A224 A3 834, ..+ X, 37
aprés y avoir remplacé %, par z.
La série Q(z) signalée et étudiée par M. Petrovitch représente une
transcendante nouvelle. Cest une fonction entiere du genre zéro,




— 86 —
égn.le au produit canonique du genre zéro par I'exponentielle ==, Elle
a une infinité de zéros, tous réels, négatifs, infériéurs a — 1 et crois-
sant avec n, en valeur absolue, plus vite que n (\/g)" Son module
pour 5= ret est inférieur & (I)(re\/a ), ot ®(z) désigne la fonction
entiére

< e—an? 1
P(z)= E gh, a= —log .

n! )
0

Considérons les fonctions
f(z5)=ap+ a1z 4+ ayzd—+... (n=1,2,3, ...)
citées précédemment et jouissant de la propriété qu’elles-mémes el
toutes leurs réduites d’ordre n

Su(3)=ay+ ars+...+ a,s" Gz s, 25 85 6 i)

aient toutes leurs zéros rdels. En faisant «y=a, =1 (ce qui ne
éncralité), la  transcendante Q(z) de

diminue nullement la g

M. Petrovitch forme dans I’ espace fonctionnel une sorte de fron-
tiere entre le champ fonctionnel des [(5) a propriété énoncée el
le reste de fonctions. En eflet, i)armi les (=), la série Q(z) est celle
ot les coeflicients «, atteignent leurs plus grandes valeurs pos-

sibles.

23. La transcendante

w"w G
Az, 2) :Z non
o 0

(m'l 7 est une conslanle a ]):ll'li(‘. réelle Imsili\(-ll ctudice (}g:ll('nu'nl
par M. Petrovitch, intéressante par clle-méme par la simplicité de la
loi de son coefficient général, se présente dans diverses questions
relatives a des fonctions entiéres. 1l se trouve que certaines particu-
larités intéressantes des fonctions a étudier se traduisent par des
mégalités entre le coefficient taylorien général a,, rattaché a la fone-
tion, et une fonction déterminée de son rang 7 s’exprimant justement
a laide du coeflicient général de la série A(z, o). Les Proprictés
connues de celle-ci, en vertu de la correspondance existant entre la
loi du coefficient «, et les particularités (mode de croissance, valeur

. . . b . . » . .
asymplotique, [imites de variation, densité des zéros, ele.) de la



fonction correspondante, peuvent alors conduire a des propriétés

des fonctions a étudier. La transcendante Xz, 2) se présente alors
comme ¢lément de comparaison el de calcul pouvant rendre de
veritables services.

Parmi les propositions de M. Petrovitch mettant en évidence ce

role, nous signalerons les suivantes :

[. Le module du coefficient ¢, d'une fonction enticre simple (¢’est-
d-dire dont Pexpression en produit de facteurs primaires est dé-
pourvue du facteur exponentiel) et d’un genre fini est, a partir d’un
certain rang fini, constamment plus petil que le coefficient corres-
pondant de A(hz, 3), otk et % sont des constantes positives indé-
pendantes de 7n. Pour les fonctions du genre zéro, cetle inégalité
s'étend a tous les coelficients a,.

Le module d’une série
f(z3)=14+b1z+by32+...,

ayant son coefficient général b, égal a la £ puissance du coeflicient
général d'une fonction entiére simple du genre zéro, est plus petit
que N(hry k), ot b= (p.e)" et p. désignant la somme des inverses des
modules des zéros de f(z). Le module du 2" zéro de f( ) croit au

moins aussi vite que 2, ete.

[I. La transcendante A(z, o) se présente aussi comme ¢lément de
comparaison pour toute série f(z)=Xa,z" a coeflicients réels ou
Ap1

imaginaires /lels que la séric ayant pour terme géneral .

converge uniformément.

La série [(z) représente alors une fonction entiére de s dont le
“module, pour toute valeur de = = ret’, est plus petit que |a,|A(pr, 1),
ot u est la constante précédente. Ceci fait, par exemple, voir que
I'intégrale de Jensen

A 2T
I / log | f(reby db].
am,
[
rattachée a /(5), a sa valeur plus petite que

y wr
log|ay| -+ log (\1 —+ nre >;

que les zéros de f(z) croissent au moins aussi vite que leur rang, ete.
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HI. D’une maniére plus générale, toutes les fois qu’il existe un
nombre fini, réel positif o tel que la série ayant pour terme général

1

A+
ap

converge, la série représente une fonction enticre de = dont le
module, pour toute valeur = = re%, est plus petit que |a,|A(yz,2),
ou v et o sont des constantes positives.

IV. Soit
S(3) =14+ a15+ asz®+ azz3+. ..

une série ayant pour coefficient général @, un déterminant d’ordre n,
formé d’éléments réels ou imaginaires, tels que la série i double
entrée, formée des carrés de leurs modules, converge uniformément
pour n indéfiniment croissant ; soit A la somme de cette série.

La série f(z) représente une fonction entiére de = dont le module,
3 « = T
pour toute valeur = = rett, est plus petil que A (I’ VA, € ) ; cemodule

2
pour 7 croissant indéfiniment croit moins vite que re**; l'intégrale
. N oy . = 1

de Jensen rattachée a f(z)a savaleur plus petite que logA (/' Vs ;);
les zéros de f(=) croissent au moins aussi vite que la racine carrée
de leur rang, ete.

M. Petrovitch signale, d'ailleurs, de nombreuses classes de fone-
tions pour lesquelles l'intervention de la transcendante A (s, «)
fournit des limites inférieures et supéricures de leurs modules; le

mode de croissance, la densité des zéros, ete.

V. La transcendante A(z, ) se présente aussi comme ¢élément de
réduction pour certaines classes d’intégrales définies. Tel est, par
excmple, le cas des intégrales par lesquelles se calcule I'aive limitce
par Paxe des 2, les ordonnées C()l‘l'(',.\')()ll(lill'll, Aaaxr—oet z=1 et
Paxe d'une courbe intégrale quelconque d'une ¢quation linéaire et
homogéne d’un ordre quelconque, réductible i 'aide du changement
de variable indépendante

zlogw =1t

@ une équation a coefficients constants. L’aire s’exprime par une
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somme de termes de la forme

CAi—I"Il—I :11/-' l\A(—/:l)—l'

g drk r
velatifs 2 toutes les racines de I'équation caractéristique en 7 rattachée
aléquation lincaire transformde par ce changement de variable.

[l en est de méme de Pairve totale, a droite de Paxe des Oy, limitée
par Paxe Oz et Pare d'une courbe intégrale quelconque d’une équa-
tion linéaire el homogene dun ordre quelconque, réductible a l'aide
du changement

re*=i, Yy =e*3,

dune équation a coeflicients constants.

24. La transcendante A(z, o), jouant ainsi un role d’instrument
utile de caleul, méritait une étude approfondie et a ¢té Uobjet de
plusicurs Mémoires et Notes de M. Petrovitch. Clest une fonction
entiere de z, appartenant par son mode de croissance au type

k

zh egz”
ou h, g,k sont des conslantes positives. Lorsque z croit indé¢finiment
dans la direction des valeurs réelles positives, la fonction A tend
asymploliquement vers la fonction

Elle a une infinité de zéros et le module du P zéro croit avee son
‘ang p au moins aussi vile que p*.
<
Le cas particulier

oo

’ zﬁ bl
A(Z,I): m»

0

qui se présente dans plusieurs problémes généraux, se préte, grice a
la possibilit¢ de I'exprimer par une intégrale définie trés simple,
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a une étude plus approfondie. On a, pour toule valeur s = re®,
.

IA|<I‘(3;—|—l,
i r z
< k! [/T/u+—(ﬁ«+,)k+l] ot

Lorsque = tend vers I'infint dans une direction quelconque a droite

dkA

de T'axe imaginaire, le module de A(z, 1), ainsi que celui d’une quel-
conque de ses dérivées, augmente indéfiniment, mais au plus aussi

& '
vite que 'expression ze; pour les directions a cauche de cet axe, ces
modules tendent vers zéro.
Lorsque = croit indéfiniment dans la direction des valeurs réelles

positives, A(z, 1) tend asymptotiquement vers Iexpression Ae” /3,

ot A est la constante numérique

27T 5
A= \/7’— :],r)').();.i....

La courbe y=—=A(z, 1) a la droite y =1 comme asymptole
your z — — @ ; lorsque x croit de — @ & 40, la courbe commence
| ) [

A décroitre au-dessous de cette droite, coupe 'axe des 2 en un point

qui se trouve enlre o =— 39 el 2 = — 4o, alteinl un minimum
négalif 3 = — 0,68772. .. pour une valeur négative de 2, a partir de
laquelle elle commence a croitre, coupe de nouveau 'axe des z en un

point qui se trouve entre £=—1,405 et £ =— 1,400, coupe ensuile

la droite y» =1 pour z = o et croit ind¢finiment en tendant asympto-

tiquement vers la courbe

o

Yy = \ \/T(‘T

\ ¢tant la constante num("ri(luv |n'(-('('-(l(-||lt'.
La fonction A(z, 1) a deux zéros réels négatifs (compris entre les
limites in(|i(lll('<'> tout a 'heure) et une inlinité de zéros imaginaires

(qui se trouvenl tous en dehors de la bande <'(>n||)|‘ist- entre les deux

droites y—+er=oct y—ew=o0, el dont les modules croissent au
moins aussi vile que leur rang.

La fonction « -+ A(z,1). ott @ est une conslanle, a au I)lus denx
. z¢éros réels, 4 savoir, en 1]('-.~'i;_:n;lul, par 2 la constante A — u.(iHjj'z. -

ceale a la valeur du maximum négatil de Az 1) 1" sta = 2, iln'y
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a pas de zéros véelsy »° si a— ). il y a un zéro réel double:

ro

3% sia < 7y il y a deux zéros simples négatifs.

1V. — Fonctions entiéres généralisant les fonctions exponentielles
et trigonométriques.

(Mémoires el Notes ns 82, 83, 85, 114, 118.)
25. Si, dans 'expression

b
/ wrtt dt

w dt

on remplace w et s par diverses fonclions de ¢ réelles, finies ¢t con-
Linues pour ( compris dans Iintervalle réel et fini (a, b), on a des

suites

d(s) =14+ —5+ —324+
I

~
N~
=

S (3)

lices par la relation
A(xi) =31 (2)+ ids(2),

lesquelles, dans le cas particulier de 7= const., se réduisent aux

fonctions élémentaires
(&) =er, Ay (x)=cosrz, dy (@) =sinra,

représentent, dans le cas de 7 variable, des transcendantes variées
pouvant, sous plusieurs rapports, étre considérées comme généra-
lisation de ces fonctions.

Ce sont des fonctions entiéres de z, du genre zéro ou un. La
fonction 3 («) n’a qu’un nombre limité de zéros réels et un nombre

limit¢ de maxima et de minima. Lorsque z augmente indéfiniment,
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5 () augmente aussi indéfiniment ou bien tend vers zéro, suivant
I'argument avec lequel z augmente. Tout ceci est également valable
pour les dérivées d’ordre quelconque, qui sont toujours fonctions de
méme espece.

Les fonctions 3, (z) et d.(z) sont oscillantes pour z réel, a un
nombre illimité d’oscillations, ayant un nombre illimité de zéros réels
positifs et négatifs et un nombre limité de zéros purement imagi-
naires. Elles ne surpassent pas, en valeur absolue, une certaine limite
finie, pour aucune valeur réelle, finie ou infinie, de z. Tout ceci est
¢galement valable pour les dérivées d’ordre quelconque de 9, et 3,
qui sont toujours fonctions de cette méme espeéce. ‘

Des analogies plus profondes avec les fonctions e"%, cosrz, sinrz
apparaissent dans le cas ou la fonction « garde un signé invariable
entre @ et b. Dans ce cas, en désignant par M et N la plus grande et
la plus petite valeur que prend la fonction 7 dans I'intervalle («, b),
M. Petrovitch arrive aux résultats suivants :

La fonction () n'a aucun zéro réel, ni aucun zéro imaginaire a
o . . o 2 .
coefficient de ¢ compris entre — M et | M bl, en meme L(:m[)s,

7 garde un signe invariable dans U'intervalle («, 0), la courbe réclle
Y -

3(x) varie constamment dans un méme sens lorsque x varie
de —— o a 4 o, sans présenter de maxima, de minima ni de points
d’inflexion, et il en est de méme d'une dérivée quelconque de 5 (.z).
‘Le polynome obtenu en arrétant la série 5 () & un terme quelconque
de degré pair a tous ses zéros imaginaires.

[,’uxpl'cssiun%lugs(.l‘) a une valeur finie est comprise entre M

et N pour toute valeur réelle de z. En désignant, d’ane maniére géné-

rale, par A une fonction de @ dont les valeurs, pour toute valeur

réelle de 2, sont finies et comprises entre 1— /v et 14/, ot
M—N M —N
l,\»/!:‘\—l‘/n, /:Ti 0,

toute fonctiond(z) a pour z réel une formule d’addition de la
forme
A&y 4+ Ty .o 2p) =S YD (2320 S (2) e

ctune formule de multiplication da la forme

-7 xy @) = Iy )" ita = 2 (s Yt
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Les fonctions 3, et 3. ne varient alors quientre — 1 et -1, avec
un nombre illimité d'oscillations, avee un nombre illimité de zéros
réels et n'ayant point de zéros purement imaginaires. Une formule
remarquable, établie par M. Petrovitch, geénéralise celle de Moicre :
en posant

Hi(z) = (i), Hy(z) = Ay (i)

(les fonctions H, et H, sont réelles et géncralisent les fonctions
hyperboliques), on a ) -

[Hi(@)+ i Hy(z)]m=Hy(mh )+ (M, (magx),

Hy(ma)+ iHy(maz) = [Hy(hyz) + Ly (hyz)]m

pour toute valeur réelle de z et de m.
Les analogies avec les fonctions trigopométriques se poursuivent
Jusqu’aux développements en séries procédant suivant les fonctions

di(nz) et 3y(nx). Soit, par exemple,

& -
) .

Ao+ Y A,cosnz + B, sinnax
1 1

le développement, valable pour 2 compris entre o el 27, d'une fone-
tion /() finie et continue dans cel intery alle.

M. Petrovitch montre que la série l1)'|)cl‘trigonmm'zl,riqu(:

(40) AO—+—2A” "31(1195)4—23”32(1”»‘) w
1 1

(dont les séries Lrigmuunétriqucs ne sont qu’un cas particulier) est
absolument et uniformeément convergente et représente la fonc-

tion e :__:...”:;
" » )"y‘y}’“‘/ -‘_‘Wa&ehc;.;

w fra)de .¢6§I \

(41) ' O (z)= "~ . e “

wdt

Ya

R R R
IR oar .
pour o<z < ﬁ, ot M représente la plus grande valeur absolue

de w pour ¢ compris entre a et b. Lorsque+la fonction /() est con-
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tinue et a 2= comme période, le développement s’¢tend & toute valeur
réelle de 2.

Pour 7 = const., la série (40) se réduit, quelle que soit la fonc-
tion w, a la série trigonométrique. Dans les cas de r variable et
lorsque « garde un signe invariable pour les valeurs de ¢ comprises
dans lintervalle («, b), la série (40) représente une fonction de la
forme f(pa), o u est une fonction de z dont les valeurs, lorsque
varie de — o0 a4 oo, restent comprises entre la plus petite et la plus
graifde valeur que prend r pour ¢ variant entre « et b.

’e‘(pr*ssion de la série hypertrigonométrique (4o) sous la
torm (41) met en évidence les nombreuses propriétés de ces séries
et représente la source de nombreuses formules généralisant celles
qui se rattachent aux fonctions trigonométriques. M. Petrovitch
indique, comme exemples, les formules

i I .
2,—[3&(/71‘): ;(Tt—’/.l.lll7

1
et (_l)nH - S(px) I
24 n:— p? Sulmdry= wpsinpr apt
1
< (—1)n+1

— e ey
2 nt—p? () 28 T (P2,

{

géncralisant les  développements trigonométriques  connus de x,

. - " 27
cospx, smpx cl dont la premicre est valable pour o <~ a - M et les

deux autres pour toute valeur réelle de

926. Les transcendantes 3 (z), 3, (). d.(xr) se présentent dans
divers problemes d’Analyse et d’Arvithmétique, ce qui donne un
intérét particulier a lear ctude.

Ainsi, Iintégration de certaines classes d’¢quations difféerenticlles
ou fonctionnelles seffectue a l'aide de ces transcendantes. Par
exemple, la fonction f(z) étant une transcendante 5 () délinie par
ses ¢léments (a, b, w, 1), Uéquation différenticlle lincaire a coeffi-

cienls conslanls

ao y W+ ay yin 4, 4 ap Y+ agy = f(x),
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ainsi que 'équation fonctionnelle
ayh(x—+hy)+ayh(z—+Ihy)4+...4a, Mo+ h,) = f(x)

(avee certaines restrictions sur les constantes ay et /i) s’intégrent
par les 5 (z) correspondant aux mémes éléments (a, b, w, r) que f(z),
saul I'élément .

Draillears, comme le montre M. Petrovitch, toute fonction /()
linic et continue dans un intervalle fini de z se laisse représenter
dans cel intervalle, avee une approximation réglable a volonté, par
une transcendance 3(xz), A.(J'). Ju (). Les ('-(lunli(»ns 1)1'('-('<f'4l<rnl('>
s'intégrent done approximativement a aide de 5, 5, 3, pour une
fonction analy tique arbitraive /().

[équation de Laplace

(aor —+ by) y W+ (ayx + b)) yn= + . .+ (apx+b,)y =0

admet, dans des cas généraux, comme intégrales parliculicres des
transcendantes 5 (2) dont les éléments (a, ) s'obtiennent comme
racines d'une certaine équation algébrique de degré 2 (ou comme
une des valeurs #=oo); I'élément « s’obtient par 'imtégration d'une
certaine ¢quation linéaire du premier ordre, et 'élément 7 est 7 — ¢.

L’intéerale définie
5 .
b

/ y dz,

ol
ou y est I'intégrale générale de I'équation de Halphen,
(iz) Ro}/\n)_,_ RI}/(H—])_‘_“.+ Rn.)/:O

[les R; ¢tant fonctions rationnelles de z et I'intégrale générale étant
aniforme | est, avec quelques restrictions faciles a formuler, une com-
binaison linéaire et homogeéne de termes de la forme 3(2), ou les o
sont racines d'une certaine équation algébrique rattachée a I'équa-
tion (42). '

M. Petroviteh signale encore, parmi les fonctions enticres

%2
do= tg— — @2+
1.2

généralisant cosrz, l'existence d’'une classe de transcendantes qui,
par une propriété arithmétique remarquable, se rattachent aux

PETROVITCH 151
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nombres premiers. Ce sont celles parmi les 3,(2) dans lesquels les
éléments (@, b) sont des nombres positifs non entiers avec 4 << a <_ b
el ou

w=jf(t)0(¢),

J(t) étant une fonction arbitraire de ¢, véelle et holomorphe le long
du segment a <t < b de Paxe réel O, gardant un signe invariable le
long de ce segment, et

. wT(t)72

Sin 7

bty=| —— | -

sin —

¢

La fonction f(¢) dont on sait, depuis H. Laurent, la relation avec
les nombre premiers, est holomorphe dans le demi-plan des ¢ a partie

réelle positive et, pour ¢ variant entre @ et b, est conslammenl posi-

1

tive et plus petite que

sin? —

S

Les propositions arithmétiques, rattachées aux pareilles fonctions
do(x) et démontrées par M. Petrovitch, sont les suivantes :

1° La série

n—w

(43) Eszl(zn—l):’

n=1

converge el a pour somme M

1 v

i (n;

2 Alf Pi)y

O Pry Pay Pay «oe désignent les nombres premiers compris entre a
et b.

2° La sérice

converge cloa /)()[(l' somme

Il

/

L2 f(p)— f(o)])
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20

)

La transcendante spéciale 3, (1), correspopant i

b
g = [ U(/)/“ di,

a

Jouit de la propri¢té remarquable que la série correspondante ( 19)
converge et a pour demi-somme le nombre de nombres premiers
compris entre a et b

Une autre classe de transcendantes d(x) a ausst des relations
curieuses avec les nombres premiers, mis en évidence par M. Petro-

viteh. Désignons par P(¢) le polynome de degré m
P(t)=ay+ayt +...« a,tm

et soit A un entier donné plus grand que 4. Désignons par /i le zéro
sulvi, comme partie entic¢re, de la suite des décimales de la somme Say,
étendue aux indices n égaux aux nombres premiers compris dans
Uintervalle (ky m—~+k —). Envisageons, parmi les transcendantes
3(x), celle qui correspond aux ¢léments

a=o b, w = P(£)¢, r=—1i,

2

et soit L la limite vers laquelle tend 3(x) lorsque b augmente indéfi-
niment.

Toutes les fois que le produit (n—rk)a, est, pour chague
coefficient ay, un nombre entier (positif ou négatif), la partic
décimale de L est égale a celle de h ou de 1 — I suivant que L est
négatif ow positif.

M. Petrovitch eonsidére encore la transcendante 5 () correspon-
dant aux éléments

a=o, , o= P(tet), p= et

et envisage sa limite H pour = oo . En désignant par & le zéro suivi,
comme partie entiére, de la suite des décimales de la somme

S a, ( Pt /;)—(/H—/c—i)

étendue aux indices n ¢gauzx aur nombres premiers compris dans
Uintervalle (k, m + k —1), il établit la proposition suivante :

Toutes les fois que le produit a, (n+ k)~ 0H=1) est, pour chaque
coefficient ay, un nombre entier (positif ou négatif), la partie
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décimale de H est égale a celle de g ou de 1 — g, suivant que 11
est négatif ow positif.

V. — Séries de puissances a coefficients nombres entiers.

(Notes et Ouvrage n° 108, 111, 115.)
27. Les séries de puissances a coefficients nombres entiers s'intro-
dluisent dans un grand nombre de questions d’Analyse et de la théorie
des nombres. Ainsi ont-elles ¢1é I'objet d’importants travaux au point
de vue, d’une part, de la nature analytique des fonctions qu'elles
définissent (MM. Borel, Fatou, Polya)-et, d’autre part de 'extension,
a ces séries, des lois élémentaires qui régissent les nombres entiers
(M. Cahen).

M. Petroviteh'a imaginé un procédé de développement enséries de
puissances différant enticrement des procédés connus et sappliquant
particulicrementaux séries de puissances a coefficients nombres entiers
et aux séries qui s’y raménent par une wansmulation quelconque.

Iévaluation numérique des coeflicients d'une série se fait, par les
procédes usuels, soit en caleulant individuellement chaque coeffi-
cient @, par une formule explicite

ap=¢o(n) (n=10, 1,2 8; «+%);

soit en calculant @, a Taide de la suite déja connue de coefficients

Uy 1y Wy_ay .. parune formule de récurrence
ey Upy @y, Apgy ...)= 0.
Le procédé spectral de M. Petrovitch consiste a calculer tous les

coefficients ca,  la fois, ou bien un groupe voulu de coefficients.

ow bien méme un ou plusieurs chiffres de rang voulu d’un coef-

Jicient, a Uaide de la suite de décimales d’un seul nombre S rat-

tacheé ala fonction [(3) a décelopper.

L.e nombre S, spectre de [(3), se calcule, dans le cas général
d'une fonction /(=) quelconque développable en série de puissance
convergente au voisinage de 2 = o et a coellicients nombres entiers,
sous la forme Pune intégrale définie portant sur une combinaison

déterminée de /(z). Dans certains cas, cette intégrale peut élre rem-
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placée par des (‘,\l)l‘(‘.\.\il)lls en termes finis formdées a Paide de f(z).
e spectre une fois calcule, les , sonl déterminés comme segments
(groupes de décimales successives) de S, et cela d'une maniére qui
présente des analogies frappantes avee celle dont le spectre lumineusx,
dans “Ill:ll.\ se slwrll'ul«' ('||imi([|u', révele les ¢éléments du corps ;m:ll_\m‘.

IIse trouve méme que le procédé fournit a la fois, et par la conti-
nuation suffisante d'un méme calcul numérique, les valenrs d'autant
de coefficients @, qu'on le veut, ainsi gu'individuellement chaque
chiffre d'un rucflig;in-nl. De plus, il permet de déterminer les valewrs
exactes d'un nombre voulu de coefficients a I'aide d'une valeur su/-
Sisamment approchée d'un scul nombre S.

Ainsi, pour développer la fonction
S(5)=(1+ o+ a?)",

en sachant que les «, ne surpassent pas 1000, il suffit de caleuler le
nombre

S == f(1073) = 10730 10010015 = 1,0062105009012614112600005002106001

et d’en partager la partie décimale en tranche de trois chiffres : cha-
cune de ces tranches fournit un coefficient 4. 11 suffit, par exemple,
de calculer S avee douze premicéres décimales pour avoir les quatre
premiers coelficients de la série.

Pour développer une fonction rationnelle /(=) dont les zéros du
dénominateur sont tous simples et ont pour module 'unité, en sachant
que les coefficients inconnus du développement sont des nombres

entiers positifs, il suffit de calculer le nombre commensurable

S = flro=ky,

ot /i est un entier positif convenablement choisi. Le coefficient «,
coincidera avec 'entier composé du groupe de décimales de S com-
mencant parla [ (27 —1)h—=1]"" et se terminent par 2/ décimale
de S; le £ chiffre de «, est fourni parla (nh — k+ 1) décimale
de S.

Pour développer une fonction quelconque f(z) holomorphe au
voisinage de z =0 sachant seulement que les @, sont des entiers
positifs, il suffit de calculer I'intégrale définie

S =—— r eo(a, ft)dt
77
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[0t ¢ (r, ) désigne la partie réelle de f(7e%)], e et § étant des’cons-
tantes convenablement choisies. 1l existe alors un nombre entier
posilif ¢ tel que si 'on partage la suite de décimales de S en tranches
conséculives de ¢, 2¢, 3¢, ... décimales, le coefficients o, coincidera
avec la partie entiére de S et le coefficient «, avec 'entier formé des
chiflres signilicatifs de la '™ de ses tranches.

Le procédé sapplique également a toutes les séries de puissances
admettant une transmutation A(/) qui la transforme en une série
dont les coefficients sont des nombres entiers en relation déterminée
avec les coeflicients de la série primitive (par exemple les séries dont
a, n’a qu'un nombre limité de décimales; les séries a @, commensu-
rables provenant du développement d’une fonction algébrique; les
séries telles que, o, étant convenablement choisi, le produit w, a',,

soit un nombre entier, etc.).

VI. — Représentation d’une fonction analytique
par un nombre décimal.

(Notes et Ouvrage n°s 109, 115.)

®

28. Cest un fait aujourd’hui bien connu qu’un nombre avec une
infinit¢ de chiffres décimaux peut étre 'image de toutesles complica-
tions fonctionnelles possibles : il peut présenter autant de diversité
et résumer autant de complications (qu’une fonction d'un nombre quel-
conque de variables. En langage précis de la théorie des ensembles,
on Pexprime en disant que, d’une part, Pensemble de fonctions
@’une variable a une puissance au plus égale a la puissance de
I'ensemble de nombres réels positifs (etméme, st l'on veut, de nombres
compris entre o el 1) et que, d’autre part, si 'on fait abstraction
de la continuité de la correspondance entre deux ensembles continus,
il 0’y a pas de différence essentielle enire les ensembles continus a
une dimension el les ensembles continus a 2 dimensions, ¢’est=a-dire
entre les fonctions d’une variable et les fonctions a n variables.

M. Petrovitch s’est proposé le probleme de représenter effective-
ment une fonction rl/i(ll_]'//'r/u(: par un nombre décimal et dctablir
wune correspondance définie entre les éléments déterminants de la
Jonction et de la suite des chiffres définissant ce nombre.
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(Cest la (ue sa théorie des spectres numériques (V) lui a fourni un
puissant appui. La représentatiou s’effectue a Vaide d'un spectre de
lee fonction, avec 'adjonction d'un ensemble d'indications qualita-
tives sur ses rapports avee la fonction, concernant les signes, le mode
de segmentation du spectre convenanl au probleme, et les relations
des segments spectraux avee la fonction. Ces derniéres relations

' restent immuables pour les fonetions faisant partie d'une méme cate- !
gorie de fonctions. -

Pour la catégorie f(z) déy (tlnppul)l('s en série des [)uissnn(:('s acoel-
ficients nombres entiers positifs, le spectre est fourni par le nombre

I . ) [ e—ti
S = [ /(1'("’)0(—)(1/,
2T e : r

27

Yo
ol
o
0(‘:;) — 2—‘ (/u"'»O-‘/JI;ll’
0

.

¢, 1, k ¢tant des constantes convenablement choisies. Dans le cas on
les coefficients de f(z) sont des nombres entiers, quelconques (réels
ou imaginaires, positifs ou négatifs) la fonction 6 (z) est a remplacer

' par la fonction

@

XK ;) :EE” (/u’+7./l g,

0

ol g, est un de quatre nombres -1, — 1, ¢, — (.

Lle nombre S étant connu, chaque coefficient de /(=) est fourni w
par la suite de chiffres formant un segmeni déterminé de S; ensemble
de ces coefficients, et par suite le nombre S lui-méme, déterminent
la fonction f'(z). .

En appelant fonctions (E) les fonctions f(z) développables en
série de puissances a coefficients nombres entiers, M. Petrovitch
désigne comme une transmutation A| ['| compatible avec la fonction
consideérée [(z) loute transmutation se traduisant par un nombre
limité ou illimité d’opérations déterminées, laquelle, effectuée
sur f(5), la transmute en une fonction (E) en établissant une corres- H‘\
pondance définie réciproque entre les éléments déterminants de f(3) ‘ |
et de la suite de coefficients de la transmuée (E). 1“1 \

(') Exposée dans ce qui précéde (p. 22-28, 36-38 et 68-70). ] |
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Ainsi, la transmutation

A[f] =Af(Bxz), A = const., B = const.

est compatible avec toute fonction algébrique développable en série
de puissances a coefficients nombres commensurables; la transmu-
tation

2

Afl=— ’ [mod /(= et) |2 dt

est compatible avec toute fonction f(z) & coefficients égaux aux racines
carrées de nombres entiers ; une certaine transmutation A [ /'] est com-
patible avec toute fonction y satisfaisant & une équation différen-
tielle algébrique en z, y et les dérivées de y en z, les coelficients de y
étant supposés commensurables, ete.

Ceci a conduit M. Petrovitch & une classification particuliére des
fonctions analytiques /() basée sur la maniére dont leurs coeffi-
cients tayloriens se laissent collectivement transformer en nombres

entiers. Cette maniére se trouvant résumdée dans la forme d'$h AlS]

compatible avec f, deux fonctions f, et f, appartiendront a unc

méme catégorie spectrale (f) s'il existe pour chacune d’elles un
point du plan des s au voisinage duquel les deux fonctions admettent
an méme A[ /], ne difféerant d'une fonction a l'autre que par les
valeurs numériques d’un certain nombre de paramétres qu’il con-
Lient.

On considére, dans une telle classification, une fonction f comme
correspondant a un point de lespace fonctionnel dans lequel une
catégorie spectrale / de fonctions représenterait un champ fonc-
tionnel et ot une transmutation déterminée Al /], applicable a /.
¢tablit effectivement la correspondance entre la fonction et le point.
Une transmutation A[f] jouerait ainsi pour:les points de Pespace
fonctionnel un role analogue & celui que joue une transformation
ponctuelle pour les points de l'espace. Un Al /] peut N avoIr un sens
et n'étre défini que dans un champ fonctionnel déterminé, de méme
qu’en Géométrie ordinaire une transformation ponctuelle peut n’étre
dé¢finie que pour les points diune région de Tespace, d’une surlace,
d’une ligne.

Une transmutation A[ /], appliquée a la fonction /° et compatible

> . ¢ 9 . . ; . .
avee celle-ci, donne pour transmuce une fonction (E) et établit une

—————
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de [(3), rattache a la transmutation A| [ ], le spectre de la trans-
muce (E).

Le spectre, avee un ensemble d'indications qualitatives qui s’y rat-
< tachent, détermine généralement une seule fonction (E). La fone-
tion /(=) clle-méme estalors déterminée par la relation existant entre
S et (E). Ainsi, par exemple, une fonction analytique /() est comple-
tement déterminée quand on sait que la transmutation

Alf] = / e .’./'1:-/)1//
est compatible avee elle, que la transmuée (19) a ses cocflicients taylo-
riens nombres entiers réels et positifs plus pelits que 100 el que son

spectre rattaché a A| /] considéré et défini par Pintégrale’

. - /
3 = e f 2
S t[ e ‘/<100>¢/I

a pour \ul.cur]—’I; la seule fonction satisfaisant a ces conditions est

f(z) =063 e5—1.

Le probléme, par exemple, de déterminer la courbe plane y = /(=)
dont la sous-tangente est développable en série de puissances de z a
coefficients nombres entiers positifs @ un scul chiffre et ayant au
point & = o0,1. ¥ = ¥, la longueur égale a la périphérie du cercle de
rayon i est, grace a la méthode spectrale, un probleme parfaitement

déterminé. La courbe est délinie par I'équation

olx)
R AT,
ol o(z) désigne la transcendante
& x? 31
o) =14+ — — — — —— a3 .
?(7) 8 72 B2 T

le coefficient ), de 2" ¢tant déterminé par la relation de récurrence
(74 1) Moy + 2 My A4 (2 — D Mad g+ oo+ My = A,

ot My =6 et M, ¢tant é¢gal a la 2'*"* décimale du nombre aw repré-

sentant ainsi le spectre de la sous-tangente.
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29. Les procédés usuels de détermination d’une fonction analy-
tique par les conditions discretes exigent généralement une infinité
de données numériques comme le sont, par exemple, les coefficients
de la série de puissances, de la série trigonométrique, exponen-
tielle, etc., correspondant a la fonction.

M. Borel (') a indiqué divers autres modes de détermination
d'une fonction entiére f(z) par des conditions discrétes, par exemple
al'aide des valeurs que prend f(z) pour une suite discrete de valéurs
de = avec l'adjonction d’'un ensemble (C) de conditions supplé-
mentaires de nature qualitative concernant le mode de croissance
de f(z) avee z.

Dans les modes actuellement connus de déterminatien des fonc-
tions par de pareilles conditions, le nombre de données numériques
n’est limité qu’exceptionnellement, dans des cas trés particuliers ou
I'on connait a l'avance la forme analytique de la fonction a un

nombre Limit¢ de constantes prés (par exemple dans le cas ot la
fonction se réduit a un polynome algébrique, exponentiel, trigono-
métrique, ete. ).

Or, la méthode spectrale de M. Petrovitch révele une infinité .
de  fonctions dont la détermination numérique complete se |
rameéne & un probléme dépendant d’un nombre limité de para-
métres, ala condition d'y adjoindre un ensemble (D) de conditions
de nature qualitative.

Une catégorie (f) de fonctions est a constdérer comme une caté-
gorie a m paramélres si, en allribuant des valeurs numériques
déterminées a m nombres variables, indépendants entre cux, que
laisse arbitraires la définition de la catégorie (f), on engendre une
fonction numériquement déterminée faisant partie de la catégorie, ct
cela de maniere que toute fonction de la catégorie puisse étre engen-
drée de cette facon. |

La catégorie (E), ¢’est-a=dire I'ensemble de fonctions f(z) déve-
loppables en série de puissances a coeflicients M, nombres entiers,
est alors a considérer comme une catégorie @ deux parametres.
Ceux-cisont: 1”le nombre entier positif 3 supcérieur on égal a 'entier )
|m~~ilii‘_\| (dont I'existence est assurcée par le fail (que le rayon de la

(') E. Bouer, Sur Uinterpolation ( Comptes rendus de U Académie des Sciences,

1°* semestre 18g7, p. (G53-6506).
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convergence de la série n’est pas nul) tel que [ M, | ou bien (’|\T,l
ne surpasse pas 10" pour aucune valeur de 7; 2° le spectre S de la
fonction.

Dautres catégories spectrales (/) admettent des transmutations
A[/] établissant une correspondance entre les fonctions de cette
catégorie el celles de la catégorie (1) : une transmutation A| /| com-
patible avec f(z) entraine une relation (f, E)=o entre f et sa
transmucée (E) parle A| /] appliqué. Cette relation peat introduire
un certain nombre de parameétres variables v dans la fonction f( )
quelle détermine et.ces paramétres peuvent provenir : 1° des para-
metres impliqués ‘dans le A[ /| méme; 2° des constantes indétermi-
nées qu'introduit la relation (£, I2) = o. par exemple, par U'intégra-
tion, par des termes d’une série laissés indéterminés par une relation
de récurrence, ete.

Le nombre ¢ de parameétres y; est plus ou moins considérable pour
une méme catégorie (f), suivant le A|f] appliqué, et peut varier de
zéro a linfini. M. Petroviteh introduit la notion de Uindice spectral o
de la catégorie (/) : c'est le plus petit parmi les nombres q o
ainsi rattachés a (f) par les divers A[ /] compatibles avec (/). Une
catégorie (f) est alors & considérer comme une calégorie a un
nombre de paramétres égal a son indice spectral. Celui-ci indique
le nombre de données numériques strictement nécessaires pour la
détermination numérique compléte d'une fonction particulicre f( =)
faisant partie d’une catégorie (/).

La valeur de indice spectral dépend essentiellement de particu-
larités d’ordre arithmétique caractérisant les coefficients du déve-
loppement de la fonction générale de la catégorie (/) considérée en
série d’une forme déterminée, au voisinage d’'un point z. Ces parti-
cularités sont celles concernant la maniére de rendre collectivement
les coefficients de la série nombres entiers. La manicre se résume
dans la forme méme d’un A[ /| compatible avee ( f).

indice spectral de la catégorie de fonctions développables, au
voisinage d’un point z=a en série de puissances a coefficients a,
nombres entiers, est 6 = 2; pourla catégorie de fonctions dont les a,
n’ont §u'un nombre limité de décimales, c’est 6 =3; pour la caté-
gorie (/) composée de fonctions algébriques a @, commensuralfles,
lindice est 6 — 4, ete.

" Comme on le voit, M. Petrovitch fait intervenir, dans la théorie
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des fonctions, des paramétres qui paraissent étre en contradiction
avec la notion usuelle de parameétres variables. Aussi, la catégorie (1)
de fonctions apparait, d’aprés les conceptions usuelles, comme
dépendant d'un nombre infini de paramétres qui sont les coefficients
mémes de ce développement, assujettis a la seule condition d’étre des
nombres entiers M, tels que Hl/ml n‘augmente pas indéfiniment
avec n. Dans la méthode de M. Petrovitch, ces mémes paramétres
apparaissenl comme segments d’un méme nombre décimal S,
chaque segment étant composé d’un groﬁ])c déterminé de décimales
successives du nombre S. Ce nombre n’est autre que le spectre de la
fonction considérée; le mode de sa segmentation, par laquelle S
fournit, a signes prés, la suite de coefficients de la fonction, varie
avec un autre parameélre 3, qui est un entier positif. ~

Les deux nombres S et  jouent bien le role de deux paramétres
variables de la catégorie (E) de fonctions : leur variation fait passer
d'une fonction particuliere (I8 ) de la catégorie & une autre, et toule
fonction de la catégorie peut étee engendrée de cette maniére. 11
existe méme (a signes de coefficients pres) une correspondance réci-
proque el univoque entre les fonctions (15) et les nombres 8, 8 @ a
deux fonctions distinctes correspondent deux couples @listinets de
valeurs numériques S, 3 et réciproquement.

Cependant, la contradiction n’est qu’apparente : en réalité, le
parametre S condense un nombre limilé ow (llimité de para-
metres en une seule suite de chiffres. Dans le cas général, ¢est
bien une infinité de données numériques qui est fournie par le
spectre S sous apparence d’une sewle dont les segments convena-
blement délimités révelent les valeurs a attribuer a0 une infinité de
parametres (qui sont les coeflicients d'une sérvie). Le fait ne differe
gucre de celui qui se présente dans Partifice de problémes-devinettes
par lequel le devin détermine instantanément plusiewrs nombres
penscs (l';lln'(-s une sewle donnce numt"l'i([m' (lllitlll lut énonce et
dont les divers segments lui révelent autant de donpées quiil y a

d'inconnues.

30. La représentation d'une fonction par un nombre décimal n'est
guere bornée a des catégories déterminces de fonctions. M. Petro-
vitch établit, a cet égard, le théoreme suivant :

A toute fonction andilytique et pour un cercle donné C déerit
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autour d’'un poinl ordinaire de la fonction, on peut faire corres-
pondre Uensemble d’un nombre décimal et d’un nombre enticr
positif qui, avec Uadjonction d’un ensemble de données qualita
tives, contient tous les éléments pour la détermination de la fonc-
tion dans le cercle C, avec une appioximation donnée a lavance.

Divers éléments carvactéristiques  des fonctions analytiques  sc
laissent ¢galement, par la méthode spectrale de M. Petrovitch, con-
denser en un seul nombre décimal et un ensemble de données quali-
tatives. Tel est, par exemple, le cas des singularités d'une fonction
comprise dans un cercle ayant pour centre un point ordinaire de la
fonction; ou bien le cas des zéros d'une fonction compris dans un
cercle, etc. Ainsi, ¢tant donnée une fonction /(z), on peut, dapres
un théoréme connu de M. Borel ('), pour la détermination de ses
singularités & intérieur dun cercle quelconque déerit autour d'un
quelconque de ses points ordinaires, substituer a f(z) une fonc-
tion (I2). Celle-ci ayant un spectre, on a par la une correspondance
entre f(z) et un /mlubre décimal contenant tous les éléments
pour la détermination compléte des singularités de [(z) dans un
cercle donné. Le méme procédé appliqué a L, J—a, f, etc., établit
une pareille correspondance entre /(=) et un nombre décimal déter-
minant les valeurs de 5 pourlesquelles /( z) s’annule, prend une valeur
donnée, atteint un maximum ou minimum, ele.

La méthode spectrale jette ainsi une vive lumicére sur le role joué
par les nombres décimaux dans la détermination des fonctions. Il a
éLé acquis, par les {ravaux récents sur la théorie des fonctions (),
que tous les -problémes qui peuvent se poser dans I'étude des fonc-
tions définies par des conditions énumérables peavent étre trans-
posés, en principe, en problémes relatifs a la définition d’un scul
nombre décimal; mais cette vue théorique n’est pas d’un grand
secours tant qu’on ne définit pas d’'une maniére concréete la corres-
pondance entre la fonction et le nombre décimal. Or, la méthode de
M. Petrovitch offre, précisément, un moyen efficace d’é¢tablir une
telle correspondance et de lever ainsi la difficulté principale dans le
probléme de ramener effectivemeng I'étude d’une fonetion a celle
d’un nombre décimal.

(') L. Borer, Lecons sur les fonctions meromorphes, 19o3, p. 35-36.,
(*) E. Borew, Zbid. (Note III).




. QUATRIEME PARTIE.

EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

I. — Théorie analytique des équations différentielles.

(Mémoires, Notes et Ouvrage n°* 1, 2, 3, 12, 15, 18, 19, 21, 24, 27, 29, 43, 99.)

31. M. Petrovitch a donné de nombreuses contributions ala théorie
analytique des équations différentielles, en étudiant par les méthodes
modernes et par les artifices qui Iui sont propres, les propriétés des
intégrales en elles-mémes, sans se préoccuper de leur représentation
explicite qui n’est, d’ailleurs, possible que dans des cas restreints.

[’idée fondamentale et simple qui lui sert de base consiste en ceci :
les problemes se rattachant ala maniére dont les constantes d’intégra-
tion entrent dans lintégrale générale d’une é¢quation différentielle
algébrique

F @7y 59" ss) =0

(I étant polynome en y7, /. ", ...) dépendent essenticllement de la
manicre dont ), 3", ", entrent dans I, et par suite dépendent essen-
tiellement des groupes d’exposants de divers termes de I en
¥, )”,'1'” .. ATaide de ces groupes de nombres entiers |msi[ifs,
M. Petrovitch forme certaines figures géométriques, semblables aux
lignes polygonales de Newton et de Briot-Bouquet dans la théorie des
fonctions algébriques et des ¢quations différenticlles du premier
ordre. Ces figures représentent el résument d'une certaine facon la
manicre dont ‘)'.)",)‘”, ...entrent dans F et offrent ainst les ¢léments
nécessaires pour reconnaitre si Pintégrale générale jouit d'une telle
ou telle propri¢té rattachée aux constantes d'intégration. Le procédeé
que M. Petroviteh emploie a cet effet contient le germe d’une méthode

aéncrale et feconde pour ¢tudier les proprictes de Uintégrale sur des

)
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ligures géométriques convenablement rattachées a I'équation différen-
tielle et dépendant des groupes d’entiers cités.

M. Petrovitch traite par cette méthode diverses questions concer-
nant '¢tude directe des zéros, des infinis, des maxima et minima, cle. ,
des intégrales des équations différentielles algébriques de tout ordre
et applique les résultats obtenusa I'étude des intégrales en se plagant
au point de vue de la théorie générale des fonctions.

Lorsque dans I'intégrale géncrale ) (, Gy, ..., Gpy) d'une équation
d’ordre p on fait varier les constantes d'intégration Gy, ..., G, les
valeurs de z qui annulent cette intégrale, celles quila rendentinfinie,
celles qui la rendent maximum ou minimum, ete. varient générale-
ment avec les constantes d’intégration. D'une maniére générale,
lorsqu’on fait varier une constante quelconque C; figurant dans I'ex-
pression de Uintégrale générale, les valeurs # = z, qui annulent une
combinaison donnée W (z,y, )/, »’,...) de la variable indépen-
dante z, de I'mtégrale y et de plusieurs de ses dérivées, varieront
aussi. A une courbe donnée quelconque I'; dans le plan de la cons-
tante C; correspondent une ou plusieurs courbes A; dans le plan des
xy, de telle sorte que, si la constante C; décrit la courbe T;, une va-
leur z, décrira l"unc des courbes A;.

M. Petrovitch s’est proposé de chercher les conditions pour que
ces courbes A; se réduisent a des points isolés, ¢’est-a-dire les condi-
tions pour que les valeurs z, ne varient pas avec les constantes
d'intégration, et de les calculer tous dans ce cas. Le probleme,
une fois la combinaison W' donnée, se raméne a la recherche des con-
ditions pour queé les zéros ou les infinis de Uintégrale générale
ne varient pas avec la constante d’intégration, et au calcul direct
des zéros ou des infinis de cette intégrale, problémes déja suffisam-
ment intéressants par eux-mémes. MM. Fuchs, Poincaré, Picard et
Painlevé sesont occupés de problémes analogues concernant les points
critiques algébriques et les singularités transcendantes de 'intégrale
générale. Si le fait de la fixit¢ des singularités est d’une importance
capitale au point de vue de la théorie des fonctions, il n’en est pas
moins vrai quedle fait’ de la fixité des valeurs désignées par z,, joint i
celui dela fixité des singularités transcendantes, peut avoir une grande
importance dans les applications des équations différentielles.

M. Petrovitch donne la solution compléte du probleme dans le cas
des équations algébriques du premier ordre. Les conditions néces-
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saires et suffisantes pour que les zéros ou les infinis de I'intégrale
générale ne varient pas avec la constante d'intégration sont tres
simples, et il est toujours facile de vérifier si elles sont remplies pour
une ¢quation donnée. Si les zéros (ou les infinis) sont fixes, B
M. Petrovitch indique le moyen de les calculer tous, et les méthodes
de Briot et Bouquet permettent alors de trouver leurs ordres dans les
cas ot ces ordres existent et d’étudier 'intégrale dans leur voisinage.
S’ils sont mobiles, M. Petrovitch donne le moyen de déterminer leurs
ordres, qui sont toujours des nombres commensurables. Ce calcul se
fait graphiquement, d’une maniére trés commode, au moyen d’un cer-
tain polygone dont la construction n’exige que la connaissance des

exposants de y et " dans le premier membre de I'équation, mis sous
la forme d’un polynome eu y et ' égal a zéro. La considération de ce
polygone s'introduit d’une facon naturelle dans cette étude, comme
on s’en rend compte par le théoréme suivant de M. Petrovitch . |

Pour que Uintégrale ait des zéros mobiles d’ordre b, il faut et
(dsuffit que ce polygone ait un cété de coefficient angulaire h; |
pour qu’elle ait des infinis mobiles d’ordre ), il faut et il suffit

(8]
que le polygone ait un cité de coefficient angulaire — .
. : ,
Les mémes considérations conduisent aux théorémes suivants :
Supposons I'équation écrite sovs la forme |
= |
. 2 ; |
(43) d/‘,(r, )/)‘)"11,—1:0.
ot les f7 sont polynomes en y, et ou le degré de /7 soit v, "
|

Pour que les zéros de Uintégrale de (45) soient fizes, il faut et
(Losuffit quaprés acolr supprimé tous les facteurs communs
awz [i (x, y): chaque [; contienne le facteur y", o h=i.

Pour que les infinis de Uintégrale soient fixes, il faut et il
suffit qu’on ait v; — v, Si pour i =o, 1, 2, ..., u.

Pour que les zéros et les infinis solent fixes a la fois, il faul et ¥
tsuffit que Uéquation soit homogeéne en y et v, ouw bien que le
polygone soit un rectangle.

Dans le cas d'une équation d’ordre supérieur, il est impossible de

donner une solution aussi complete  du probleme. Néanmoins.
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M. Petroviteh énonce des conditions suffisantes pour que les zéros
ou les infinis de P'intégrale générale soient fixes, en supposant les
singularités transcendantes des intégrales envisagées fixes; les théo-
rémes ainsi énoncés trouvent, par exemple, leur application dans
Pétude des intégrales méromorphes del'équation, pour lesquelles les

difficultés relatives aux singularités transcendantes ne se présentent

pas. Les conditions suffisantes ainsi trouvées sont plus compliquées |

(ue dans le cas des ¢quations du premier ordre, mais il est toujours-

possible de vérifier sur 'équation différentielle elle-méme sielles sont
remplies ou non. Cette vérification se réduit a la construction d’un
polygone analogue a celui du cas des équations du premier ordre et a
la recherche des racines d'une équation algébrique (rattachée al’équa-
tion différentielle donnée) comprises dans un intervalle réel donné ou
dans une bande limitée par deux droites dans le plan des imaginaires.

Les cocfficients angulaires des cotés du polygone et certaines
racines de cette équation algéhrique représentent les seuls ordres
possibles des zéros et des infinis mobiles de I'intégrale (mais on ne
sait pas alors, en général, s’il n’existe pas des points 2 mobiles ou 3
s‘annule, y" étant indéterminée). Ces ordres peavent étre invariables
(commensurables ou incommensurables), ou méme imaginaires, ou
dépendre des constantes d'intégration; M. Petrovitch indique des
conditions suffisantes pour qu’ils soient tous invariables, comme
dans le cas des ¢quations de premier ordre.

32. Les applications de ces résultats sont nombreuses et variées.
Iune d’elles fournit les conditions nécessaires et suffisantes pour
que Uintégrale géiérale dune cquation algébrique du premier
ordre ait toutes ses singularités fizes. Daprés le théoréme connu
de M. Painlevé, les singularités transcendantes de l'intégrale ne
varient jamais avec la constante d'intégration. M. Fuchs a donné les
conditions pour qu'il en soit de méme des points critiques algé-
briques, et il suffit I’y adjoindre les conditions de M. Petrovitch
pour la fixité des infinis pour arriver a celles de la fixité de toutes les
singularités, y compris les poles. Lorsque ces conditions sont
remplies, I'équation s'intégre par des opérations algébriques ou par
deux quadratures au plus, et M. Petrovitch précise la forme analy-
tique méme de l'intégrale dans ce cas. Il applique ces conditions a
diverses classes générales d’¢quations du premier ordre en cherchant

PETROVITCIT G
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toutes les équations appartenant & une telle classe, dont Pintégrale a
ses singularités fixes.

Les mémes résultats conduisent a la solution complete du pro-
bléme : reconnaitre si pour une équation algébrique du premier
ordre existent dans le plan (z, y) des courbes T que les intégrales
particuliéres ne coupent qu'en des points fizes, et trouver ces

“courbes quand elles existent.

Etant donnée une équation algébrique de premier ordre
F(Z".}/7y/):()
ayant des racines multiples en y”, soit

Q(z,y)=o0
le résultat d’é¢limination de y' entre F'=o et %‘j = 0. Lorsque la
fonction y (), satisfaisant a Péquation Q =o, ne satisfait pas
A F'=o0, on démontre que la courbe Q = o représente, en général,
le licu de points de rebroussements des courbes intégrales de I = o;
si, au contraire, la courbe Q = o satisfait a I'=o, on démontre
qu’elle représente, en général, Iintégrale singulicre de cette équa-
tion et Denveloppe de ses courbes intégrales (). Gependant un
exemple signalé par M. Petrovitch fait voir qu'il peut arriver que la
courbe Q(¢) = o, tout en satisfaisant a I'équation F'=o, ne soit ni
solution singulicre ni enveloppe de courbes intégrales de cette
équation. M. Petrovitch démontre un théoréme géncéral relatif a ces
cas d’exception en faisant voir que, dans ce cas, la courbe Q = o est
une courbe U que les intégrales de ¥ = o ne coupent qu’en des

points fizes :

Pour qu'une équation ¥ = o admette des courbes T, il faut et il

suffit que les équations
omi+n; |

B
({),111,,)|»’l/,

o mi——n;<n (n étant le plus grand exposant de y' dans 1)
aient des solutions communes; st w(x) est une telle solution, la
courbe u(z)=o est la courbe I cherchée.

(") Picarp, Zraité d'Analyse, L. 111, Chap. 111

"._
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I existence des courbes I’ pour une ("([lmlinn différentielle donnée

oéndéraux,

tal

facilite souvent I'étude des iul(";,'l‘ul(,'s. Dans certains cas
elle conduit a I'intégration compléte de I'équation; dans d’autres cas
elle simplifie la détermination des intégrales particulieres d'une
nature analytique donnée (intégrales méromorphes, rationnelles, ete.).
Par exemple, toute équation algébrique du premier ordre a points
critiques fixes, admettant des courbes T, s'integre soit algébrique-
ment, soit par une ou deux quadratures, et M. Petrovitch précise la
forme analytique d’une telle intégrale.

33. Les résultats les plus importants des recherches de M. Petro-
viteh dans le domaine de la théorie analytique des équations différen-
tielles sont celles qui se rattachent a I'étude des intégrales particu-
lieres uniformes. Méme dans le cas on I'intégrale géncérale n’est pas
uniforme, I'équation peut admetire une ou plusieurs intégrales
particulicres uniformes.  Les méthodes servant a reconnailre si
Pintégrale générale est uniforme ne sappliquent point lorsqu’il
s'agit de reconnaitre si 'équation admet des intégrales particuliéres
aniformes, probleme généralement plus compliqué que le premier.
De méme, on sait reconnailre la nature analytique de Dintégrale
générale, supposée uniforme, d’une équation donnée, mais on ne sait
pas résoudre le probleme analogue pour les intégrales particulicres.

Deux ou plusieurs intégrales particuliéres uniformes transcen-
dantes y, ya, ... sont a considérer comme distinctes s’il n’existe
entre elles aucane relation algébrique a coefficients fonctions algé-
briques en z. En combinant un procédé employé par M. Painleve
dans I'étude des intégrales rationnelles d’'une équation différentielle
algébrique du premier ordre, avec les théorémes classiques  de
M. Picard sur les zéros des fonctions uniformes et sur le genre des
courbes ulgél)riqueé dont les coordonnées s’expriment comme fone-
tions uniformes d'un paramétre, M. Petrovitch montre comment on
peut préciser wune limite supéricure du nombre des intégrales uni-
Jormes distinctes d'une telle équation. Il indique la forme des ¢qua-
tions admettant des intégrales uniformes transcendantes et signale
aussi les relations algébriques existant alors entre telles intégrales
non distinctes.

Ainsi, ¢tant donnée une équation F(z, ¥, y’) =0, on I est un

polynome en y, y', a coeflicients fonctions algé¢briques de z, pour

—_—.—A
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quw’elle puisse admettre des intégrales uniformes transcendantes,
il faut que ¥ soit rationnel en x. (Si cette condition n’est pas
remplie, toute intégrale uniforme est rationnelle et I'on saura toujours

la calculer.) Et alors :

1° Si Péquation F=o0 est & points critiques fixes, elle peut
admettre au plus trois intégrales uniformes distinctes. En parti-
culier, si I'équation est du genre zéro, elle se raméne algébriquement
a une équation de Riccati et peut admettre o, 1, 2 ou 3 mtégrales
uniformes distinctes, mais pas davantage. Sil’équation est du genre 1,
il ne saurait jamais exister plus d'une telle intégrale; sielle est du
genre plus grand que 1, toute intégrale uniforme est rationnelle.

2° Si I'équation est & points critiques mobiles, du genre zéro
en (y, »"), et si elle n’est pas réductible a une équation de Riccali ou
ane équation linéaive du premier ordre, elle admet aw plus deux

intégrales uniformes distinctes.
in ¢tudiant de plus pres 'équation
(46) = Rx; ¥

ott R est rationnel en z et y, M. Petrovitch arvive au théoreme plus

(:omplcl sutvant :

L'équation (46) ne peut admettre plus de trois intégrales uni-

Sormes distinctes.

Sielle en admet trois, ¢’est une équation de Riccali.
Si elle en admet deux, c’est une équation de Riccati, ou
linéaire, ou bien se ramene « la forme

Pi(a; )

Y= ——tamy

oit Pest un polynome en z el y de degré m—-2 en y, et o élant
une fonction rationnelle en x.
Sicelle en admel une, elle se rameéne soit a U'une des [formes

précédentes, soit « la forme

Pr. y)

a—

—
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ot oy et vy sont rationnels en z, et P étant un polynome en x et y
de degré h I +2eny (V).

Tout ceci reste aussi valable pour les équations on F(z, y, )= o,
ou I est un p(‘)l)'ll«)m(: irréductible en . ¥ )" et du genre zéro en 1
et y'.

Dans le cas de I'équation

('/|7) F'*Ts "\’-)’7‘1’/) = 0y

ou I estun polynome de genre zéro en y et y', a coeflicients rationnels
en 2z et N, et ou X désigne une fonction algébrique de z, toute inté-
grale uniforme est rationnelle; mais il peat y avoir des intégrales
transcendantes uniformes en x et X. M. Petrovitch a établi qu'il
n'existe jamais plus de trois telles intégrales distinctes; s'il en
existe trois, I'équation est réductible a une é¢quation de Riceati.

Les mémes méthodes s'¢tendent aux équations (47) du genre 1
ou 2 en ) et y', et en les appliquant a I'é¢quation du premier
ordre et du second degré, ainsi qu’a 'équation binome du premicr
ordre, M. Petrovitch arrive a préciser les types de telles ¢quations
pouvant admettre des intégrales uniformes en z, ou en (z, X).

Quant au probléeme de reconnaitre si 'intégrale générale d'une
équation algébrique du premier ordre est rationnelle, il se raméne,
par la méthode de Poincaré, a des opérations algé¢briques, ou a une
quadrature, ou a la question de reconnaitre si I'intégrale générale
d’une équation de Riccati est rationnelle, ce qu’on sait toujours
veconnaitre. Mais quand il s’agit des intégrales particulicres
rationnelles, le probléeme devient plus difficile et exige des méthodes
spéciales. M. Painlevé en a donné une qui permet de détermincr
stirement toutes les intégrales rationnelles pour des classes étendues
d’équations du premier ordre. M. Petrovitch indique les simplifica-
tions qu’introduit dans le probléme la considération de son polygone.
La méthode s’étend méme au probléeme plus général des intégrales

(') Le théoréme de M. Petrovitch fait Pobjet du Chapitre VILI, Section V (.Sur I
les transcendantes uniformes satisfaisant a une équation dw premier ordre et u ‘
preniier degré) du Tome 111 du Traité d’Analyse de M. E. Picard (p. 356-359).

M. Malmquist (Acta mathematica, t. XXXVI) et M. Remoundos, 'ont étendu aux
intégrales a un nombre fini de branches. M. Wallenberg en a fait une communica-
tion & la Berliner mathem, Gesellschaft (.Sitzung. am 26 febr. 19o2). Voir aussi une
analyse de M. L. Autonne dans la Revue generale des Sciences, Paris, 1896, p. 105.
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transcendantes méromorphes, en permettant de ramener leur calcul

a celui, relativement plus facile, des intégrales holomorphes dans
tout le plan.

34. Généralement, les méthodes pour I'¢tude directe des inté-
grales des équations algébriques du premier ordre ne s’appliquent
pas aux équations d’ordre supérieur. Cest que, d’une part, pour
telles ¢quations, les singularités transcendantes varient avec les cons-
tantes d’intégration. D’autre part, dans le cas du premier ordre,
toutes les déterminations de la dérivée »' sont des fonctions algé-
briques connues de y, pour lesquelles on peut trouver les systemes
circulaires de racines s’annulant avec »’ et étudier la facon dont
chacune de ses racines se comporte dans le voisinage de données
mitiales x =2z, et y =y,. Ceci, sauf des cas exceptionnels, ne
subsiste pas pour les équations d’ordre supérieur. L'intégrale, ainsi
que sa dérivée, peavent devenir indéterminées pour les valeurs z — z,
quelconques; Pintégrale peat aussi présenter des coupures variables
avee les constantes d'intégration, ou encore des lignes singuliéres
non analytiques, variables é¢galement avee ces constantes. Ces diffi-
cultés empéchent, comme dans bien d’autres circonstances, I'extension
des méthodes qui ont réussi dans le cas des équations du premier
ordre.

Néanmoins, les procédés de M. Petrovitch permettent une certaine
extension dans 'un ou 'autre des cas suivants :

1° Lorsqu’on peul reconnaitre sur I'équation différentielle elle-
méme (par exemple par la méthode de M. Painlevé) que les singula-
tés transcendantes de l'intégrale ne varient pas avec les constantes
d’intégration;

2° Lorsqu’on se borne a étudier les intégrales (particulieres ou
dépendant des constantes d'intégration) ayant les singularités essen-

tielles données a I'avance, par exemple les intégrales méromorphes.

Dabord M. Petrovitch fait voir les simplifications que ses théo-
remes sur les zéros et les infinis des intégrales, avee la considération
de son polygone rattaché a I'équation, permettent d’apporter al’étude
des intégrales uniformes (particulieres ou générales) de classes
¢tendues d’équation d'un ordre quelconque. A Taide de ces théo-

remes el de quelques résultats connus de la théorie des fonctions, on

&
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peut réduire, pour des types généraux d’équations, I'étude des inté-
grales uniformes a I'étude analogue relative a des équations d'ordre -
nféricur, ou bien a I'é¢tude des intégrales holomorphes d'autres équa-

généraux d’équations d'un

tions. M. Petrovitch indique des types
ordre quelconque pour lesquelles on peut affirmer que les transcen-
dantes uniformes engendrées par leur intégration ne different pas des
transcendantes aujourd’hui connues. )

On appelle généralement intégrale premicre d'une équation dif-
térentielle (2, y, ', ", ...) = o une fonction @ de la variable indé-
pendante z, de 'intégrale y et de quelques-unes de ses dérivées, qui
se réduil & une constante en vertu de I'équation ' = o quelle que soit
Uintéorale particuliere y considérée, et c¢’est la valeur seule de
celle conslante (ui varie avec cetle intégrale particuliére. M. Petro-
vitch montre la possibilité de former de telles intégrales premicres
valables seulement pour les intégrales d’une certaine nature ana-
lytique. A savoir, il y a des classes ¢tendues d’équations d’un ordre
quelconque ou I'on peut conclure, par la considération du polygone
de M. Petrovitch qui leur correspond et en vertu des propriétés géné-
rales des fonctions d'une certaine nature analytique, qu’une expres-
sion déterminée ®©(z, y, ', ', ...) doive se réduire & une constante,
a une fonction rationnelle ou algébrique en z, etc., non pas pour une
intégrale quelconque, mais pour les intégrales d’une nature donnée.
Ces intégrales sont, par exemple, les intégrales uniformes, méro-
morphes simplement ou doublement périodiques, les intégrales a n
valeurs, etc., qu'elles soientintégrales particulicres ou qu’elles dépen-
dent de constantes d’intégration. Une fois ces intégrales premiéres
connues, la recherche des intégrales de F = o se raméne a celle des
solutions communes a deux équations différentielles données, et par
suite a 'étude d'une équation d’un ordre moindre.

Le procédé permet, par exemple, de simplifier considérablement la
recherche des conditions pour qu'un type donné d’équations d’un
ordre quelconque admette d’intégrales méromorphes doublement
périodigues, en conduisant a des intégrales premiéres relatives aux
intégrales de telle nature. Clest ainsi qu’on reconnait, sans aucune

espéce de calcul, que I'équation
P(y")= Q)

ot P et Q sont des polynomes de degrés respectifs m et n, ne saurait
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admettre de telles intégrales que si n est de la forme m +-

/':1 y ou A
estun diviseur de 2m. Elle en admetira effectivement par exemple
stm=1,n=2 ou 3, les coefficients de I’ et de Q étant quelconques ;
ou encore si m =2, n =4 ou 0, les coeflicients ¢tant convenablement
choisis. On reconnait par le méme procédé que 'existence des inté-

grales méromorphes doublement périodiques de I'équation
Py ] =Q(y)y

3 s . mp—1 . %
exige qu'on aitn —m — 1+ pf} ou /& est undiviseurde mp —1;
k

Péquation est effectivement intégrable par de telles fonctions, par
exemple dans le cas ou, les coefficients de P et de ) étant quel-

conques, on a p =23, m =1, n=2 ou 3. Pour les équations
/ ’
Sy y) =0,

fa condition nécessaire de 'existence de telles intégrales est que son
polygone ait au moins un c6té a coefficient angulaire entier négatif el
au moins un a coeflicient angulaire entier positif, et qu’il n’y ait pas
de cotés a coefficient angulaire fractionnaire.

En appliquant le procédé, a titre d’exemple, a I'équation
Sy y)=o,

ou festun polynome homogene en y' et " a coefficients fonctions algé-
briques de y, M. Petrovitch donne lasolution compléte des problemes :

1° Reconnaitre si l'intégrale générale est rationnelle en 2, ou bien
uniforme et simplement ou doublement périodique;

générale est une fonction algébrique

2° Reconnaitre si 'intégrale
en z;

3° Reconnaitre si 'équation admet des intégrales particuliéres de
celte nature;

4° Déterminer I'imtégrale dans le cas o I'une des conditions 1°, 2",

2o

3¢ est remplie.

35. 11 importe dans diverses recherches de savoir calculer les rési-
dus des fonctions définies par les équations différentielles sans qu’on
ait besoin ou moyen d'exprimer la fonction sous la forme explicite. En

ce quil sagit des ¢quations du premier ordre, M. Petrovitch a montre
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comment on peut calculer les résidus de ces fonctions relatifs aux poles
simples mobiles (dont I'existence se reconnait directement sur I'équa-
tion donnce a I'aide du polygone de M. Petrovitch) et comment on
peut reconnaitre si ces résidus varient ou non avec la constante
a’intégration. Les résultats obtenus fournissent un moyen efficace el
commode pour calculer les valeurs que prend le long d'un contour

donné C I'intégrale carviligne

/f( z, C) ds,

D
simples mobiles. La reégle de M. Petrovitch devient tres utile quand

ou fest I'intégrale générale d'une équation du premier ordre a poles

on cherche, par exemple, les résidus des fonctions méromorphes
doublement p(:riq(liqu(;s définies par I'équation  différentielle du
premier ordre a laquelle elles satisfont.

M. Petrovitch a ¢tendu ses recherches sur les résidus de l'intégrale
aux équations d’ordre supéricur. D’abord, le polygone rattaché a
I'équation fournit des conditions nécessaires pour qu'une ¢quation
d’un ordre quelconque ait des poles mobiles d'un ordre déterminé,
ainsi que des conditions suffisantes pour que tous les poles mobiles
ne soient que des poles simples. Ces conditions supposées remplies,
les résidus de intégrale générale sobtiennent comme racines d’une
certaine ¢quation algébrique rattachée au polygone de I'équation, et
les conditions nécessaires et suffisantes pour que ces résidus ne
varient pas avec la constante d’intégration, ou bien pour qu’ils soient
fonctions algébriques des poles mobiles, s’en découlent immédia-
lement.

Le procédé permet, entre autres applications, de mettre en évidence
un fait remarquable relatif aux intégrales méromorphes de I’équation

(48) Fly, sy o 0] =0
d’un ordre quelconque : lorsque pour une transformée
Y=R[y,y, ..., ¥'?]

de I'équation (48), ot Rest une fonction rationnelle en y, y', ..., y (@
le polygone de (48) remplit certaines conditions faciles a vérifier, il
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existe une constante A telle que I'expression
Klfl{[y,.)", v ¥ az
Gir)==@
aprés ) avoir remplacé y par une intégrale méromorphe quelconque

de (48) devienne une fonction entiére de z. Ces fonctions G (5) géné-
ralisent ainsi la fonction

Al(z) = e

de Weierstrass, correspondant a I’équation

"y

Y=y (1—=y") (1= 1R2y") =0,
ainsi que la fonction
G(z) = ef“d: !
signalée par M. Picard (') et correspondant a I'équation
Py, )Y+ QU y) =0

(o0 P et Q sont polynomes en y et ') lorsque son intégrale générale
est uniforme, R étant un polynome en y a coefficients constants con-
venablement choisis.

36. On sait que les fonctions uniformes engendrées par les équa-
tions diftérentielles algébriques du premier ordre comme leurs inté-
grales générales ou particuliéres, ne sont pas trés variées, c’est-a-dire
que leurs éléments de réduction sont peu nombreux. Ces ¢léments ou
bien coincident avece les fonctions ¢lémentaires, ou bien s’en déduisent
par des quadratures, ou bien coincident avec des transcendantes
engendrées par une ¢quation de Riceati.

II'n’en est pas de méme lorsqu’en donnant a la variable d’intégration
une valeur constante, on considére Uintégrale comme fonction de
parametres o; figurant dans les cocfficients de I'équation. Des trans-
cendantes qu'il est impossible d’obtenir par 'intégration d’une équa-
tion différenticlle algébrique quel que soit son ordre, s’engendrent

par des équations tres simples quand on consideére I'intégrale comme

(") E. Precarp, Théorie des fonctions algebriques de deuz variables (Journal

de Mathématiques pures et appliquées, 188, p. 283-287).
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fonctions des parametres. Clest ainsi que la fonetion I'(3), la trans-
cendante de M. Fredholm, la fonction Z(z) I’Hermite, les fonctions
modulaires, cte. s’engendrent par des équations du premier ordre
dans lesquelles, en fait de transcendantes, ne figurent explicitement
que les fonctions exponenticlles.

M. Petroviteh met en évidence la grande variété des transcendantes
engendrées de cetle maniére par les équations différentielles alge-
briques du premier ordre.

D’abord, une telle transcendante y (=, C), correspondant a une
valeur particulicre # = a, dépend ou non de la constante d'intégra-
tion C. M. Petrovitch indique les conditions nécessaires et suffi-
santes de cette dépendance. Dans le cas o y (o, C)ne dépend pas
de Celle sera une combinaison agébrique de coefficients del’équation
apres y avoir posé @ = a. Des transcendantes nouvelles ne peuvent
donc paséire engendrées que dans les cas o y (a, C) dépendde C.

Le seal cas d’équations algébriques du j)l‘(tllli(*l‘ ordre, dont I'inté-
grale générale a toutes ses singularités fixzes et pouvant engendrer
des transcendantes nouvelles, est celui des éguations du genre zéro.
Une transformation

(49) = R{>; Ry @iy %y cs)

(ot Y est la nouvelle fonction inconnue, R une fonction rationnelle
en Y) raméne dans ce cas I'équation donnée a une équation linéaire
du premier ordre a coefficients fonctions algébriques de coefficients
de 'équation elle-méme. On se rendra compte de la variété des fonc-
tions transcendantes et hypertranscendantes ainsi engendrées en
remarquant, par exemple, que la valeur asymptotique de 'intégrale
générale de I'équation linéaire

y'—oaxy + R(z, e=0*) =0

(a et b étant des constantes positives et R fonction rationnelle en ")
s’exprime linéairement a 'aide de la transcendante irréductible

n=ow
: on
(50 {i] "J.) = —_——
) (@) ’IZ‘OVa ~+bn

et d’'un nombre limité de ses dérivées par rapport & «; que pour la
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valeur asymptotique de y définie par 'équation
¥y — 2 g R(a, e*) = o,
-~

le role d’élément de réduction est joué par la transcendante irréduc-

tible

n=uw

(51) 0(0.):2103‘(/1—{—1)9:",

n=0

Lorsque I'équation est @ points critiques fizes (les poles pouvant
étre mobiles), le seul cas pouvant engendrer des transcendantes nou-
velles est celui des équations du genre =éro ou un. Dans le cas du
genre zéro, une transformation (49) raméne I'équation donnée a
une équation de Riccati a coefficients fonctions algébriques des coef-
ficients de I'équation elle-méme; les transcendantes y (e, C) engen-
drées par une telle équation sont effectivement nombreuses et variées.
Dans le cas du genre un, la fonction y (o, C) s’exprime algébrique-
ment a l'aide des coefficients de I'équation et de la fonction sn[0(2) |,
ot O(a) est 'une des transcendantes engendrées par une quadrature
portant sur une combinaison algébrique des coefficients de I'équation
et pouvant, par exemple, étre la transcendante (H0) ou (51), ou bien
la fonction I'(4), etc.

II. — Etude directe des intégrales réelles.

(Mémoires et Notes n*s 6, 8. 16, 32, 41, (9, 78, 79, 101, 103.)

37. Dans un de ses premiers travaux, M. Petrovitch s’occupe des
valeurs réelles z = z, de la variable indépendante 2 pour lesquelles
les intégrales réelles d’'une ¢équation algébrique du premier ordre
prennent une valeur y =y, donnée a lavance.

On peut supposer, sans restreindre le probleme, que cette valeur
fixe y = y, soit égale a zéro. Le polygone de M. Petrovitch, rattaché
a I'équation, indique alors si les valeurs z = z, varient ou non avec
la constante d’intégration et permet de calculer les ordres des 2 — z,
mobiles comme zéros de l'intégrale. En combinant les regles sur les
zéros auxquelles conduit la considération du polygone, avec les régles

¢lémentaires de la théorie des équations algebrigques, M. Petrovitch

—
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arrive a divers résultats concernant les zéros et les péles mobiles des
intégrales uniformes réelles compris dans un intervalle donné (a, 0).

Ainsi, en éerivant I'équation sous la forme

n=y.

2.4./} (@; y)y'ti=o,

n 0

st pour les valeurs de z comprises entre @ et b toutes les fonctions
Jilz, o) non nulles et dont les indices ¢ sont d'une méme parité, onl
constamment un méme signe et f,(z, 0) 7 o, deux zéros consécu-
tifs d'une intégrale particuliere quelconque, réelle et uniforme dans
Uintervalle («, b), comprennent au moins un pole de la méme inté-
grale; une intégrale holomorphe dans cet intervalle ne pewt s’an-
nuler plus d’une fois dans cet intercalle.

Lorsque le polygone de I'équation n’a aucun coté a coefficient
angulaire ¢gal & un nombre entier posiuf, les poles a, @y, ay, ...
de toute intégrale particuliére uniforme sont fizes et connus a
Pavance. Sil'on suppose alors les conditions précédentes remplies,
en désignant par £ le nombre de valeurs @; compris entre @ et b, une
intégrale réelle uniforme quelconque ne peut s’annuler plus de
k=1 fois dans Uintervalle (a, b).

Les mémes remarques s'appliquent aussi aux valeurs réelles de z,
qui rendent les intégrales réelles uniformes maximum ou minimum,
ainsi  qu’a  leurs points  d’inflexion, leurs directions asympto-
Liques, ete.

On arrive aussi, pour de nombreuses classes d’équations du pre-
mier ordre, a des conditions suffisantes pour que les zéros et les
poles d'une intégrale réelle et méromorphe, dans un intervalle donné)
se séparent mutuellement dans cet intervalle a la manicre de
tang . M. Petrovitch pousse a fond cette ¢tude pour I'équation de
Riccati et arrive a des regles précisant la distribution des zéros et
des infinis réels des intégrales réelles dans un intervalle donné de 2.

Les propositions de Sturm sur les zéros de I'équation liné¢aire du
second ordre sans second membre facilitent considérablement une
telle étude pour I'équation de Riccati. M. Petrovitch a étendu ces
propositions a des classes trés générales d’équations différentielles
de tous les ordres et'a des systémes d’équations simultanées.

Ainsi, étant donné un systeme d’équations différentielles (E) d'un.
) ) 1

t
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ordre quelconque, définissant n variables y, y., ..., y, comme
fonctions d’une variable indépendante de z, il arrive qu’une combi-
naison déterminée @, dépendant de 2, des y et de leurs dérivées,
égale en vertu des équations () méme a l'une des expressions

oz

; 1 Ay
A(“}/")_ﬁ dx

soit pour les valeurs de & comprises dans un intervalle («, b) :

12 Ou bien supérieurement limitée par une fonction connue p.(z)
en ce sens que, la valeur de la fonction ® reste inférieure a p.(x) pour
toutes valeurs réelles de yy, ya, <. o) Y3 ~

2° Ou bien inférieurement limitée par une fonction connue A(z)
(ne s'annulant pas dans I'imtervalle @, 0) en ce sens que, la valeur
de @ reste supérieure a A(z) pour toutes les valeurs réelles y,,
Wy vy Vis .

39 Ou bien 1° et 2° a la fois.

Dans le cas 2°, en désignant par « une intégrale quelconque de
I'équation

wW—NMz)u=ao

ety ¢tant une intégrale réelle, finie et continue dans I'intervalle
(ct, b), ainsi que toutes ses dérivées @ deurx zéros simples conséeu-
tifs de w compris dans (a, b) comprennent aw plus un zéro deyi;
deux zéros simples de yr comprennent aw moins un =éro de w;
lorsque yy et w ont un zéro commun x =0, la variable z, en
croissant a partir de o, atteindra d’abord un =éro de w et ensuite
wn zéro de yy.

Dans le cas 1°, en désignant par ¢ une intégrale quelconque de
I'équation
o' — p(x)r =o,
deux zcéros simples de ¢, compris dans (a, b), comprennent au
moins un zéro de yi; deux zéros simples consécutifs de y com-
prennent au p/ux un zéro de ¢; Inl‘.s'r/ur: Yr et v ont un Zro
commun x—d, la variable x, en croissant partir de a,
atteindrad’ abord un zéro de yj et ensuite un séro de ¢.

0

Dans le cas 3°, on a les deux résultats 19 et 2° a la fois.

[Zn prenant pour fonctions de comparaison « et ¢ diverses fonc-
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tions dont on connait, d'une part la maniére dont varient A(u)
ou A(y), et d’autre part la répartition des zéros dans un intervalle
donné (a, b), M. Petrovitch signale les rapports entre les particula-
rités de la fonction @ correspondant a une intégrale i dun sys-
teme (E) supposée réelle, finie et continue dans (a, b), ainsi que la
fréquence d'oscillations de y; autour de 'axe Oz, On a, par exemple,

les régles suivantes :

151 @ est inférieurement limitée par une fonetion constamment
positive dans I'intervalle (a, b), Uintégrale yj ne change de signe
plus d’une fois dans cet intervalle.

2° Si P est supérieurement limitée par une fonction constamment
négative dans (a, b), ot elle a — N comme une limite su yérieure,

o) ) ) |
Uintégrale yx change de signe, dans cet intervalle, aw moins
autant de fois qu'il y a d’unités enticres dans

(/1—(1)\/N.

9

3° 51 @ est infériearement limitée par une fonction constamment
négative dans («, b), ou elle a — M comme une limite inférieure,
Uintégrale yychange de signe, dans cet intervalle, au plus autant
de fois qu’il y «a d’unités entiéres dans

(b — (_z) VM e

™

4° Les constantes positives G et D étant choisies de maniére que
dans (@, b) @ soit supérieurement limitée par la fonction

2 G — Da2m
(52) —F
négative dans (a, b), Uintégrale yy change de signe, dans cet
intervalle, aw moins autant de fois qu’il y a d’unités enticres
dans

b am

(53) : ——

27

m =1+ 4G, p:\/l——

ou
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De méme, les constantes positives C et D étant choisies de maniére
que dans (@, b) ® soit inférieurement limitée par la fonction (52),
négative dans (@, b), lintégrale yy change de signe, dans cet
intervalle, au plus autant de fois qu’il y a d’unités entiéres dans
(53) plus 2. :

5° Les constantes positives A et B ¢tant choisies de maniére que
dans (a, b) @ soit supérieurement limitée par la fonction

(54) A—Be'vA,

négative dans (@, b) yx change de signe dans cet intervalle au
moins autant de fois qu’il y a d’'unités entiéres dans

. 1 s -~ /B
(35) <c2b\/;\_6241/A>V s
2T A
De méme : les constantes positives A el B étant choisies de maniére
que, dans (@, b), ® soit inférieurement limitée par la fonction (54)
négative dans («, b), yi change de signe au plus autant de fois
qu’ily a d’unités enticres dans (55) plus 2.
6° Les constantes positives A et A’ étant choisies de maniére que.
dans («, 0), on ait constamment

le nombre de changements de signe de y dans (a, b) est compris
entre les deuzx nombres

/A —1 b 4N —
e il I():_{— ol 2 \/_4
2T a 27

b

: log—-

M. Petrovitch met ainsi en évidence le caractére oscillant des
intégrales réelles, finies et continues de nombreuses classes d’équa-
tions de tout ordre. ’

Les régles sappliquent, par exemple, a Péquation du premier
ordre

Sz, y ) =0

toutes les fois que I'expression

b = l_ ((1 i ﬂ_
y\oz oy
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estosupérieurement ou inféricarement limitée par une fonction 7
ou . 8
\

Am)li(lllé(rs aléquation du second ordre
.}’”—+—j:)' -+ "?_’)":‘ = 0}

ot f et = sont des fonctions positives de 2, les régles mettent en évi-
dence le caractére oscillant des intégrales et fournissent des limites
inférieures du nombre d’oscillations dans un intervalle de z donné
I"expression correspondante ® est supérieurement limitée par la fone-
lion constamment négative — /(). Les conclusions sont directe-

ment vérifiéés sur le cas particulier de I'équation
y'+Ay+Byi=o0

(ou A et B sont des constantes positives) s’intégrant par les fonctions
elliptiques.
Dans le cas du systéme

dy, i dys dy; N
([ﬁ =mysys, 71— =NYy1¥s, T =pPY1Ya,

(u'on rencontre dans le probléme du mouvement d’un corps solide
et qui s'intégre par des fonctions elliptiques, on aura
R
A1) =m(pyi—+nyi),
de sorte que les regles s'appliquent toutes les fois que p et 2 sont du
méme signe; en effet, A () ne saurait s’annuler pour une valeur z =«

(que si, pour cette valeur de , on avait a la fois y, = o0, 3, = o, dans
quel cas toutes les dérivées successives de y, seraient nulles

l)(’)lll‘ =19,

Dans le cas de problémes de la Dynamique, il arrive que I'équation
des forces vives fournit des conditions d'inégalités, en vertu des-
quelles 'une ou plusieurs coordonnées ¢; ont leur A(¢g;) inférieure-
ment ou supérieurement limitée, de sorte que le caractere oscillant
de ¢ apparait directement sur les équations elles-mémes du pro-
bleme.

Remarquons aussi que les régles de M. Petrovitch, appliquées
a Péquation linéaire du second ordre, fournissent généralement des
limites inférieures ou supérieures du nombre d’oscillations plus
précises que celles auxquelles conduit la régle de Sturm.

PETROYVITCIU

]
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38. M. Petrovitch s’est occupé, dans plusieurs Notes et Mémoires,
du probléeme de V'encadrement de Uintégrale dans un intervalle
donné (a,b) de la variable indépendante z, consistant dans la
recherche des courbes limites entre lesquelles lintégrale se
trouve constamment comprise lorsque x varie dans (a, b).

En ce quil s'agit des équations du premier ordre, il établit Ia
méthode générale suivante :

On peut mettre 'équation donnée, et cela de diverses manieres,
sous la forme

(56) y'=F(z, ¥, f)

.

ou f est un coefficient en z figurant dans I, sur lequel on portera
particuliérement I'attention. Soit (z,, y,) le point initial de l'inté-

. " - - . JF " ,
grale pour lequel la fonction I et sa dérivée partielle of soient déter-

minées, finies, continues, ne changeant pas de détermination, et pour
lequel cette dérivée partielle ne s’annule pas (les points ne remplis-
sanlt pas ces conditions appartiennent a certaines courbes fixes dans
le plan 2Oy que P'on connaitra d’avance, ou bien sont 1solés el
- fixes).
On peut choisir, et cela d’une infinit¢ de manicres, deux fonclions

o(z) et d(z) satisfaisant aux conditions suivantes :

1° Que ces fonctions soient déterminées, finies et continues dans
un intervalle suffisamment petit, mais non nul, de 2 =z,—a,
Az =2, ay (a, et ay ¢tant deux constantes positives);

5° Qu’on ait dans cet intervalle

(57) ' o <f<¥;

3° Qu’en désignant par u et ¢ les intégrales respectives des ¢oua-
tions ’
du ¢ dy

(28) = F(z, w;, )

i P LANSR . il
d.x RN . Elo, s 4)

prenant pour z =z, la valeur commune w,=— vy = )", les fonctions
1 el v soient détermindes, finies et continues dans un inl(‘Q‘:lllc sulfi-
samment pelit, mais non nul, de z = ry— by a z =z b2 (by el by
¢tant deux conslantes positives ).

Les deux intervalles (zy— a,, 2o+ as) et (xy— by, x4+ by),
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comprenant la valeur ,, ont toujours une partic commune
(wg— Iy, 2o+ hy) d’étendue non nulle pour laquelle M. Petrovitch
démontre son thiéoreme de la moyenne pour les ¢quations difléren-

ticlles du premier ordre :

Pour  toute valeur de x, comprise dans U intervalle
(xg—lyy 2o+ hy), Uintégrale y de Uéquation (56), prenant
pour xz =, la valeur y —=y,, est détermince, finie, conlinue et
comprise entre les valeurs correspondantes des intégrales u et ¢
des équations (58) qui, pour x=ux,, prennent la valeur

Ug— ¢, :.’)’“ .

Ce quiil importe de faire remarquer, c'est qu'a toule équalion
diffcrentielle du premier ordre el « chaque couple (x4, yy) de
valeurs initiales (en metlant a part les couples exceplionnels appar-
tenant a certaines courbes fixes dans le plan 2 O‘)’, que ’on connailra
a l'avance) correspond un tel intervalle (xy-— Ay, 2y ha) donl
Pétendue, plus ou moins grande suivant le cas considére, n'est
Jamats nulle (1).

On peut en faire des applications analogues a celui du théoreme
classique de la moyenne, relatif aux intégrales définies. On cherchera
pour le type donné d’¢quations, ¢erit sous la forme (56), deux fonce-

tions © et 4 qui, dans le voisinage de 2 = xz,, comprennent la fonc-

tion f(2), en difflérent le moins possible el sont telles que les deux

¢quations (58) qui leur correspondent soient intégrables. On rempla-

cera, par exemple, Parc considéré de f(z) par des droites, arcs de

paraboles, ete. qui le comprennent, et les intégrales « et ¢ des ¢qua-

tions (58) ainsi obtenues représenteront des limites entre lesquelles

variera l'intégrale y lorsque x varie dans U'intervalle (z¢—/y, g+ hs).
M. Petrovitch applique sa méthode aux équations

Y'=p:+flz), yrepi=flz), yr—yi=flz),

et trouve par exemple, pour la premiére ¢quation, les fimites « ct ¢
sous la forme d’une combinaison rationnelle de la fonction

(') Les résultats de M. Petrovitch ont ¢té utilisés par M. E. Colton dans son
Mémoire : Sur Uintégration approchée des équations differentielles (Acta mathe-
matica, t. XXXII, 1go8).
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tang p (z — 2, ) ou bien de ertr=.), suivant que f(z) est positif ou
négatif dans U'intervalle considéré.
En Pappliquant a I"équation plus générale .

J/VZF(.ny)’

ot f est une fonction donnée de @, il énonce plusieurs résullats con-
cernant les limites supérieures ou inférieures de lintégrale, les
valeurs de z pour lesquelles I'intégrale prend, dans un intervalle de z
donné, une valeur @ donnée a I'avance; les valeurs asymptotiques de
I'intégrale, etc. Par exemple, pour I'équation différentielle

[I— 6/‘"'2(1 sl fg 6”)’3)]_}/'— et = o
(ot a, P, ky, p, r et 1—a—f sont des constantes négalives), les
valeurs asymptotiques de I'intégrale pour 2 =—-c et £ =—=-—00 sont

finies et déterminées : en désignant par a la valeur de y pour x = o,

el par §(z) la transcendante
|

n=—oawox
= gh
0(2): ———t
/) N
":0\/1 -+ kn

la valeur as_ymptoliquc pour z = oo esl comprise entre

= G
a+ —0(z) -et a+‘—0(7,+(;).
2 2

Dans le cas de I'équation de Riceali

/-’ ~ 92 1

7=yt + eay + o,

M. Petrovitch indique encore un autre procédé dencadrement de
intégrale, basé sur la remarque suivante :

Ecrivons I'équation sous la forme
(59) y=o(y—L1)(y —rS)

el supposons que les trois fonctions o. /i, fu de z soienl positives
dans intervalle de 2z =0 a @ = =, les fonctions /et fu n’élant pas

déeroissantes dans cet intervalle et les deux courbes y=— [ et y = /5

n’élant pas langentes loules les deux a la fois a 'axe des 2 a origine.

Supposons encore, pour fixer les idées, quion ait [y < [, dans cel
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mtervalle. Soient

(60) Y =o(Y,— F)(Y,—F,),
(61) Yh=o(Yy— ®;)(Yy— By,

deux ¢quations quon sail intégrer el lelles que, dans Pintervalle (o, o).
on ail constamment

l"l'_ffp Fy= 1o,

Vb = /g, Dy2 fo.

\,, \2. v désienant les inléerales respectives des ¢quations (D9).
X 8 a | | 9)
(60), (61) sTannalant pour z = o.
in prenant pour les termes de comparaison

y =Ty, y="ry, y==o, y =20,

des portions de droites, de paraboles de divers degrés, ete., encadrant

les courbes y = [, et ) = fu, M. Petrovitch précise diverses courbes
encadrant 'imtégrale y de I'équation (59).

Le méme procéde sapplique aux équations
'=e(fri—)(Sfo—) . (Sf—y)

lorsque les f;sont des fonctions de z positives non décroissantes dans
Pintervalle (o, ), el © élant une fonction de x positive dans cetinter-
valle.

Enfin, M. Petrovitch applique le méme procédé de comparaison
a 'équation linéaire du second ordre

(62) Y'+f(z)y +olz)y =o,
ot le role des fonctions /) et /, est joué par les deux racines en 7 de
Péquation du second degré
(63) 2+ f(x)r—+o(x)=o.

La remarque suivante, combinée avec le procédé précédent,
fournit diverses régles concernant les courbes limites entre lesquelles

varie I'intégrale y de (62) : toutes les fois qu'on sait intégrer une
¢quation

'+ w(z)e = o,
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on peut en déduire une autre équation linéaire du second ordre sans |

second membre pour laquelle les racines de I'équation quadra-
tique (63) auront leur différence conslante et que Pon saura inié-

grer; cette nouvelle équation fournit les éléments de comparaison
dans le procédé précédent.

39. Un procédé d’encadrement des intégrales d’équations de tous
les ordres, pratique et commode dans les applications, est fourni par
la double inégalité algébrique que M. Petrovitch utilise dans
divers problemes d’Analyse, de Géométrie et de Mécanique el qui a
616 exposé dans la premicre Partie de cet Ouvrage.

Ainsi, le fait que les z; étant tous positifs ou nuls, la valeur du
rapporl

(1=4-...+2p)?

réel
xl + ...+ xh (p ) ' }

est loujours comprise enlre 1 el nl! (ces limites pouvant élre
atteintes), conduit & un procédé pour mettre I'intégrale de diverses
classes d’équations différentielles sous la forme

y = (@) +0y(x),

ot les fonetions o, el gy seront connues, el ) étant un facteur dont
la valear est comprise entre deux valeurs numériques fixes, ces
limites ¢lant les plus resserrées possibles, car elles peuvent étre
effectivement atteintes.
Appliqué, par exemple, a Uéquation du premicr ordre
s =l 9

alaquelle se ramene le probleme oénéral de déterminer les courbes
planes dont Parc s est une fonction donnée des coordonnées z, ),
le procédé conduit a la possibilité d’éerive, sans Uintégration, équa-

tion des branches y réelles et croissantes dans Pintervalle considére, |

| sous la forme ‘
’ Sz, y)—0[z—y —(xeg—)y0)] =0,
et équation des branches décroissantes sous la forme (
f(”" ¥y 0['" g gl oo (,-7'u'__,')'u)] =0,
| I
v ot 0 est un facteur l()ll|(\lll‘.~\ CoOmpris enlre — = 0,7071 ... el I, el
. ‘/') / 4

(24, )70) ¢lant le point initial,
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Etant donnée ["équation
yr+yr=f(x),
considérons les intégrales réelles passant par un point initial
My (2o, o)

situé (pour lixer les idées) au-dessus de Paxe des 2 dans la région D
('mnprisn: entre 'axe des 2z et la courbe y=o9(x), ou © () désigne
la détermination positive de \/./'(T‘) supposée finie et continue dans
un intervalle de z =2z, a4 2 = 2, compris dans cette région (hors la
végion D il 'y a pas d'intégrales réelles). Par le point M, passent
deux intégrales réelles, 'une croissante et une décroissante; elles
peuvent élre 1'(3131'(}.«0111(':(‘.4 par |’(5<[uuli(nn

|

=g (x—xp) == () c—xf

Lo

X

eto(x) d,

ot § est un facteur compris entre 1 et \/2 = 1,4142....
Le procéde s’applique également aux équations aux dérivées par-
| pplq 8 | |
tielles. Ainsi, étant donnée I'équation

oV \2 ay \2
<—> +.—‘—< > If(z‘l,irzg ceey T ),y

0x,y dup,

dans tout domaine de Uespace (z, 2., ..., ,) dans lequel I'inté-
N ‘ . 9V o
grale V est réelle et ou chacune des dérivées = garde un signe inva-
L

riable, 'intégrale se laisse mettre, par le procédé de M. Petrovitch,

sous la forme
V=F+00,

o I et ® sont des fonctions de x,, z,, ..., x, de forme connue

et ot O est un facteur compris entre 1 et \/n.

III. — Réduction des équations différentielles.

(Notes n°r 10, 121.)

40. M. Petrovitch a donné un procédé pour ramener I’équation

(64) o(2) ¥+ V(@) yy' + s (2) 2+ f(z) =0
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A la forme canonique

(65) y'=F(t)+ yb

La méme équation se raméne, par un changement de variables

| indiqué par M. Petrovitch, a I'équation
(66) yr+yr=0(2),

qui se rencontre dans plusicurs problemes importants de Mécanique
et de Géométrie supérieure. .

L’6quation (65) a été I'objet de travaux de M. Roger Liouville (')
qui I'a considéré sous plusieurs points de vue et a donné plusieurs cas
d’intégration, et de M. Appell (2) qui en a fait une étude approfondie.
Ces résultats deviennent ainsi applicables a I'équation (64) et (66);
on peut, par exemple, établir une théorie des invariants de ces équa-
tions, etc.

M. V. Heymann (*)a depuis indiqué un autre procédé pour ramener

I'équation (64) a la forme (65).

41. Etant donnée Péquation linéaire avec second membre

e~

(]n‘y dn—1y o (/}/‘
fo dxn +f1 dan-1 Bl f‘lnil I N /n}’ - F(Z‘) i
écrite sous la forme abrégée ‘
(67) Alz, y] = F(x),

on sait qu'il est possible de former une intégrale particulicre de (67)

al'aide de 'intégrale générale de I'équation

Alz; y] =0

par des (ln;uh‘nlur(\\ ou les limites de ]~inl(';;|';l|¢- d('&p(-u(l(—'nl de la
variable z. La méthode de Lagrange fournit une telle intégrale alaide
de n quadratures, tandis que la méthode de Cauchy exprime par

une scule quadrature.

(') Comptes rendus de UAcadémie des Sciences, G seplembre 1886 el 12 sep-
tembre 1887,

() Journal de Mathematiques pures et appliquées, 4 scérie, t.V, 188,
(") Journal fiir die reine und angew. Mathematik, Bd. 119, Heft 111, 18g8.

e
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M. Petroviteh signale le fait suivant :

Il existe des fonctions spéciales ). (x, %) de lavariable z et d'un
parametre variable o, lesquelles restent les mémes pour toutes les
Cquations (67) el jouissent de la propricté qi’il est possible de
Jormer une intégrale particulicre de (67)a laide d’'une intégrale
particulicre de Uéquation

Alz; ] =AMz, =)

quel que sott le second membre de U'équation (67).
Parmi les 7(z, o) jouissant de cette propriélé se trouvent, par

exemple, les fonctions

I x

log(t— 202 + 2?), e

2.2
| — 202 + x* 1 — 292 + @4

La détermination d’une intégrale particulicre de (67), ot I (2) est
une fonction quelconque de z ayant 2 = o comme point ordinaire et
réelle pour z réel, se ramene a la détermination d’une intégrale par-
ticulicre de chacune des deux ¢quations obtenues en remplacant
dans (67) F(z) une fois par zéro, et une fois, par exemple, par
log(1— 20z + 2*). L'intégrale de (67) cst fournie sous la forme
d’une intégrale définie dont les limites sont des constantes absolues,

indépendantes de la forme de 'équation (67).

IV. — Une classe d’invariants des courbes intégrales.
(Note n° 94.)
42. Etant donnée I'équation
(68) fla, gy ¥ - )=0

il peut y exister des expressions Q en termes différentiels ou inté-
grales, en z et y, lesquelles, en vertu de I'équation (68) lorsqu’on

passe d'un point M, & un autre point M, du plan (z, y), en suivant -

une courbe intégrale de (68), ne varient quavec la position de ces
points et ne dépendent guére de cette courbe intégrale.
L’expression Q est une sorte d’ineariant pour I'équation (68), par

rapport aux intégrales particulicres de celle-ci. Il est, d’ailleurs,
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manifeste que I'existence d’un invariant Q entraine celle d’une infinité
d’autres.

De pareils invariants présentent unintérét tout particulier lorsqu’ils
représentent des facteurs géométriques déterminés. On peut alors
déterminer la grandeur d’un tel facteur sans qu’on ait besoin d’mté-
grer 'équation (68); on peut ainsi metire en évidence diverses pro-
priétés géométriques des courbes intégrales, ete.

M. Petrovitch signale des cas simples ot Pon peut mettre en ¢évi-
dence de tels invariants. Dans le cas, par exemple, ot I'équation (683)
se laisse mettre sous la forme

® +1(x, y)y'+E(z, y)=o,

ot ® est une expression en lermes, différenticls ou intégrales

de x, y, ¥, ", ... les deux fonctions 7 et § ne dépendant que
de z et ) et satisfaisant a la condition

ok dn

" 0’

Iexpression

X
f D dx

o

représentera un invariant Q rattaché a I'équation (68).
Pour I'équation de Riccati

y'+yr=f(=),

un tel invariant est le volume de la surface de révolution engendrée
par la rotation de la courbe intégrale autour de 'axe des 2.
Pour I'équation
yiryr=f(z),

c’est la longueur de l'arc de la courbe intégrale, considéré comme
fonction des coordonnées polaires 2 =1, y —¢.

Toute équation du premier ordre
Sl 7 ¥ )=0

admet comme invariant Q aire limitée par Paxe des 2z, arc de la

courbe === (x) représentant la loi de variation de la courbure de la
courbe mtégrale avec z, et les deux ordonnées aux extrémités de cel
arc.,
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V. — Intégration mécanique.

Mémoires et Notes nes 8, 23, 25, 28, 35, 306, 93.
’ )

43. Les intégrales et les appareils pour l'intégration mécanique des
¢quations  différentielles,  proposés jusqu’aujourd’hui, sont fondés
sur I'emploi de principes cinématiques, par exemple sur les pro-
[)l'i(:lt"s des roulettes.

M. Petrovitch effectue Iintégration a Paide des principes d’une

nature toul a fait différente, faciles a réaliser pratiqguement, condui-
sant a des ;l')l){ll‘(‘ils simples et pouvant intégrer des types généraux
d’équations du premier ordre.
_ SiPon fait immerger un corps solide M plus ou moins profondé-
ment dans le liquide contenu dans un vase B, le niveau du liquide
montera ou s'abaissera d’apres une certaime loi dépendantde la forme
géométrique du corps M et du vase' B. Ces formes une fois fixées, la
variation de la hauteur du niveau y, comptée a pactir d’un plan hori-
zontal fixe, ne dépendra que de la variation de la profondeur
d’'immersion wx.

La relation entre z et y se traduit par une ¢quation différentielle
du premier ordre, dans laquelle les variables se laissent séparer.
L’appareil constrait suivant ce principe par M. Petrovitch permet
ainsi d’'intégrer toute équation de la forme

J(@)de +o(y)dy =o;
la courbe intégrale est directement tracée sur un cylindre tournant,
par un crayon mobile enregistrant les variations de la hauteur du

niveau du liquide. Les fonctions /() et o(x) changent a I'infini
avec la forme du corps M et du vase B ().

(') M. W.-A. Price a décrit appareil dans son article : Petrovitcl’s Apparatus
Jor integrating differential equations of the first order (Philosophical Magasine,
may 1900); il y ajoute des nouveaux cas d’intégrabilité par ce procédé. — La Note
de M. Petrovitch est reproduite dans le Journal de Physique, 1897, p. 476-179. Son
procédé se Lrouve aussi exposé¢ incomplétement dans les Ouvrages : L. Jacos, Le
Calcul meécanique (Encyclopédie scientifique, p. 342-357; Paris, O. Doin) et
H. e Moriy, Les appareils d’intégration (Bibliothéque geénérale des Sciences,
p. 6-194; Paris, Gauthier-Villars), etc. Voir les remarques de l'auteur dans la
Revue gencrale des Sciences, numéro du 30 juin 1913, p. 475. — L’appaveil a ¢té
exposé a Londres en 1907, ou il a eu le diplome d’honneur.
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4%. M. L. Kléritch (') a construit un appareil d’une extréme sim-
plicité, appelé tractoriographe, parce qu’il peut servir a tracer d’un
trait continu les tractoires d’une courbe plane donnée quelconque.

M. Petrovitch fait voir que, légérement modifi¢, appareil peut’

aussi servir pourl'intégration graphique, trés simple et trés commode,
de certaines classes d’équations différenticlles du premier ordre. Tel
est, par exemple, le cas de I’équation

L — Ay -+ !
F $+u,y+l>:()7
Via Vi+y'2,

" étant une fonction quelconque de deux variables. Dans le cas, par
exemple, ot la courbe F'=o se réduit a une droite le long de laquelle
on fait déplacer un stylet de I'appareil, la trace laissée sur le papier
par une roue mobile de Pappareil est Pintégrale d’une équation de la
forme

f@, y)y?+ay'+¢(z, y) = o,

ou / cl o sonl |)(le111\111(}s du second (l(:gl'(- en x el )y, et @ une cons-
Lante.

45. Le curvimétre servant a mesurer les longueurs des ares peul
aussi ¢tre utilis¢é pour la quadrature de certaines classes de courbes,
ainsi que pour Pintégration mécanique de certaines classes d'¢quax
tions diflérentielles.

Ainsi, les courbes

y=A e+ Be-%r,

ou A, B, o sont des constantes lices entre elles par la relation
7 4a*AB —1=o,

ont la propriété analogue a celle des lignes droites, que Taire limitée
par axe des 2, 'are de la courbe et les ordonnées aux extrémités de
Pare, est ¢gale a l'aire du rectangle ayant comme hase la longueuar

tw]
i
de cet are et comme hauteur la valeur absolue de -
74
M. Petroviteh signale de nombreuses classes de courbes, défi-
nies par des ¢quations diflérentielles, quarables par la rectification.

(') Dingler's Polytechn. Journal, 1897, Bd. 305.
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Il en tire aussi un procédé mécanique, simple et pratique, pour I'éva-
luation  d'intégrales  définies prises entre les limites arbitraires,

sappliquant, par exemple, aux intégrales

[r./.r Vi k2sinta, fr/‘zr V1+ kzh, f{:*‘-"""/l “+ fx? dz, cees

o

46, Soient A; les corps actifs et B les produits d’une réaction chi-
mique rormeale ne donnant pas naissance aux réactions secondaires
et se passant entre 7 liquides. La variation de la quantité d’un pro-
duit B; au cours du temps est réglée par une loi que 'on obtient par
Iintégration des équations

dy;

7 =G Wy ... 0y (0=15 25 samg )

oty désigne la quantité du produit B; formé au cours de la réaction
dans D'intervalle de temps compris entre t=o0 et t=1; les w; sonl
les concentrations du mélange en A, et G; est un coelficient variant
avee les conditions physiques, mais qu’on peut rendre constant pour
unc réaction donnée.

Les quantités w; peavent varier avec le temps non seulement a
cause de la dépense continuelle des corps actifs A; an cours de la
réaction, mais aussi par des causes extéricures. Ainsi on peut faire
que plusicm;s liquides A; affluent au vase ou se passe la réaction,
suivant les lois connues (en s’écoulant, par exemple, par des orifices
pratiqués sur le fond des vases de formes connues). En tenant
compte de ce que les quantités dépensées des corps A; sont a chaque
instant proportionnelles entre elles, la quantité totale d’un produit
de réaction B variera au cours du temps suivant une loi définie par
Pintégrale de I'équation différentielle du premier ordre de la forme

dy

(G9) = H(o1—)) (92— ) e (n—0)s

ou H est une constante déterminée et les o; fonctions positives du

lemps.

Inversement : en déterminant, par des mesures gravimétriques ou
volumétriques, les quantités du produit B correspondant a divers
intervallgs (o, ¢) du temps, on obtiendra sur le diagramme (), ¢)
des points appartenant & une courbe intégrale de I'¢quation (69).
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Cest le procédé chimique de M. Petrovitch pour Iintégration des
équations de la forme (69). A Taide, par exemple, d’une réaction
bimoléculaire (par exemple de celle qui se passe entre le chlorate de
potasse et le sulfate de fer en dissolution acide), on effectuerait I'inté-
gration de I'équation de Riccati

dy
= = H(g1—y){ge—y)

avec une approximation qui dépend de la précision des mesures

effectuées.

— =
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_CINQUIEME PARTIE.

PHENOMENOLOGIE GENERALE.

(Mémoires el Ouvrages n°* 14, 40, 44, 55, 56, T4, 90, 116, 123.)

I. — Analogies comme base d’une Phénoménologie générale.

A7. Le grand probléeme de Pinvestigation de la Nature se laisse
résumer en ces deux questions fondamentales (Stuart Mill) -

Quelles sont les suppositions en moindre nombre possible qui,
¢tant admises, auraient pour résultat Pordre de la Nature tel qu’il
existe?

Quelles sont les propositions générales les moins nombreuses
possibles dont toutes les uniformités existant dans la Nature pour-
atent ¢étre déduites?

|
\
|

On se rapproche de la réponse, du but idéal, asymptotique de la
Philosophie naturelle, chaque fois qu’on aura réussi & amener un
groupe de phénomeénes a un méme processus, & un méme type de
mécanismes.

Or, dans I'immense bigarrure des faits de toute nature, se ren-
contrent a chaque pas des ressemblances, des conformités, des I
analogies souvent frappantes, méme entre les faits ne paraissant avoir
entre eux aucun rapport concret. Sans parler des ressemblances
précises de figures géométriques, ni des conformités parfaites de
mouvements de systémes matériels, ni de celles ayant leur raison d’étre
dans I'tdentité de leur nature concréte, on remrcontre bien souvent des
faits qui paraissent distincts et éloignés 'un de 'autre et qui, cepen-
dant, ne different que par la forme extéricure, par le vétement qui les
couvre. Il suffit de rappeler ces nombreuses ressemblances, superfi-
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cielles ou profondes, suggérant des métaphores et des comparaisons
dont on se sert a chaque instant aussi bien dans le langage scienti-
fique que dans le langage courant.

Parmi les nombreuses analogies, les plus précises et les plus com-
pléetes sont, bien naturellement, celles qui se rencontrent dans le
domaine des phénomeénes des sciences exactes, et en particulier celles
qui existent entre les phénomenes mécaniques et physiques. Ces
analogies sont bien nombreuses et a une multitude de phénoménes
physiques il est possible de faire correspondre un phénomeéne méca-
nique qui lui sera analogue par un ensemble de particularités et qui
I'illustrera a un certain point de vue. Les éléments de significations
concretes trés différentes dans deux phénomcnes distincts jouent
souvent des rdles semblables et cette ressemblance de roles entraine,
dans un grand nombre de cas, une ressemblance dans les ¢quations et
dans les conséquences qui s’en dégagent. Les analogies sont, dans ce
domaine, souvent si complétes que tout résultat obtenu dans I’étude
d’un phénomeéne peut étre immédiatement transporté, avec sa tra-
duction spéciale, dans un autre qui lui est complétement disparate.

On connait les services immenses que les analogies ont rendu aux
différentes branches de sciences, et plus particulicrement a la Phy-
sique mathématique, ayant permis maintes fois de transporter une
théorie achevée d'une classe de phénomenes dans le domaine d'une
tout autre nature, servant ainsi de guide aux investigafions el suggé-
rant miéme les découvertes. Mais ne pourrait-on, en les analysant
convenablement, leur attribuer plus de portée et leur conférer
une valewr scientifique intrinséque? Telle est la question posée par
M. Petrovitch et il précise son idée dans plusieurs Ouvrages el
Mémoires.

D’abord, toute analogie consiste dans 'existence d'un ensemble (I7)
de faits que présentent en commun les faits (G) embrassés par
Panalogie. L'ensemble (I7) est ce que M. Petrovitch désigne comme
noyau d’analogie du groupe (G).

Le noyau d’analogic peut contenir des faits se rapportant aux
allures ou aux mécanismes des phénomenes du groupe : le cas par-
ticulicrement intéressant au point de vue du probleme énoncé esi
celui ot il contient a la fois les deux especes de faits. M. Petroviteh a
eu l'idée d'utiliser de pareils noyaux d’analogie pour I'é¢dification

d'une Phénoménologic génerale embrassantles phénomenes de toute

LllaEsin.
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espece et de toute nature conerete, et il 'a fait de la manicre som-

matrement indiquée aux paragraphes suivants.

A8. D'abord, il y a une certaine manic¢re d’uniformiser les noyaunx
d'analogie, c¢’est-a-dire (l’uxln'inwr I"'ensemble (1) sous une forme qui
sera la méme pour les phénomenes de toutes natures concrétes con-
lenus dans le groupe ((x).

D’une part, il y a une maniére de décrive des phénomenes, quels

qulils soient, de telle sorte que les particularités de leur allure se

trouvent pésumées dans le mode de mouvement d'un point figuratif

du phénomene, défini dans Uhyperespace par un systéme de coor-
données choisies de maniére qu'a chaque instant la configuration du
systeme détermine I'état correspondant au fait visé dans le phéno-
méne. La ressemblance d’allures d’un groupe de phénomeénes se
reflete alors dans des particularités que les moucements des points
figuratifs correspondants présentent en commun. lLe passage
graduel ou brusque de couleur du rouge au vert et Vaggravation d’une
maladie se traduisent par une méme particularit¢ des points figuratifs
respectifs @ par lear déplacement dans la direction de la coordonnée
correspondant a la couleur, ou au degré de maladie, et dans le sens
positif de cette direction ; 'évolution des phénomenes vers un étal
définiul stationnaire se traduira par Papproche du point d’une
position asymptotique, la périodicité des phénomenes par le passage
des points figuratifs parles mémes positions a des intervalles de temps
de méme longueur, ete. Plus la ressemblance d’allnres sera complete,
plus il y aura de particularités communes dans les modes de mouve-
ment des points figuratifs correspondant aux phénomeénes du groupe.

D’autre part, on peut donner aux notions de rdle une forme indé-
pendante de la nature concréte des porteurs de viles, indépen-
dante également de celle des conséquences s’y rattachant, de
méme que les notions géométriques sont indépendantes de la nature
concrcte des objets auxquels elles se rapportent. Il arrive, en effet,
que dans U'infinie diversité des roles spécifiques, rattachés aux por-
teurs de natures concréles infiniment variées, on puisse discerner des
types de réles se retrouvant sous une infinité de formes spéciliques
dans le monde de phénoménes concrets. Tels seraient, par exemple,
les types de roles désignés comme cause impulsive ou dépressive,
comme cause réaclive, résistante, rythmique, intermittente; le role

PETROVITCH ' 8
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d’inertie, de liaison, d’obstacle; le role excitateur ou provocateur; le
role régulateur ou compensateur; le réle coordinatif, ete.

La connaissance des types de roles intervenant dans l'existence
d’un phénomeéne, et celle de la maniere dont résultent les particula-
rités d’allure comme conséquences nécessaires de la combinaison des
types de roles déterminés, équivalent a la connaissances du type de
mécanisme auquel le phénomeéne serait di. Un tel type embrasse les
mécanismes spécifiques d’une foule de phénomenes disparates qu’il
unit ainsi malgré leur diversité. Clest ainsi qu'un groupe de phéno-
meénes disparates apparaitra comme ¢tant da, par exemple, a l'action
d’une cause impulsive invariable, ou périodique, directement opposée
a Pinertie du phénomeéne; ou bien a une cause dépressive faiblissant
en raison directe de son ellet; ou bien al'action combinée de plusicurs
causes périodiques de méme période, mais de phases diflérentes,
entravée par un assemblage de liaisons, ou par 'apparition brusque
de causes dépressives, ou par Uinfluence du facteur jouant le role de
terrain, ou du facteur jouant le role de régulateur, ou bien le role
coordinatif, etc.

Le noyau danalogie ainsi uniformisé constitue une notion mathé-
matique importante. De méme que le noyau de similitude de poly-
gones semblables consistant dans 1'égalité des angles, la proportion-
nalité des c¢otés homologues entre eux etaux périmétres des polygones,
ete. transforme la similitude en ¢galités, de méme le noyaw d’analogie
d’un groupe de faits, si disparates qu’ils puissent étre, trans-
Jorme la ressemblance de ceux-cien égalités. Toute ressemblance,
depuis I'analogie mathématique la plus compléte jusqu’a la ressem-
blance la plus vague, se laisse résumer en un noyau dans lequel
aura disparu tout ce qu'il y avait de vague et ou il ne restera plus
que ce qui se trouve de réellement identique dans la ressemblance.

Les partcularites d’allure et celles de mécanisme, contenues dans
le noyau d'un groupe de phénomeénes sont invariablement lices entre
elles; ces derniéres aménent invariablement, comme conséquence
infaillible, un ensemble déterminé de particularités d’allures quileur
sonl rattachées. L'un des problémes fondamentaux de la Phénoméno-
logie générale consisterait alors en ceci @ £'n disposant de données
quantitatives ou qualitatives sur le mécanisme, du phénomene,
contenues dans le noyau d’analogie du groupe, prevoir les parti-
cularités d’allure ratiachées au groupe.
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Le probleme est du ressort de "analyse mathématique et consiste
dans la formation des équations différentielles par lesquelles se tra-
duisent analytiquement les données sur le mécanisme, dans I'intéora-
tion de ces équations et dans Iinterprétation conercte des faits ana-
Iytiques impliqués dans les intégrales et dans les ¢quations elles-
mémes, ou bien dans I'étude qualitative des équations. La doctrine
ainsi concue schématiserait les phénomenes disparates formant un
groupe d’analogie, en les réduisant a une sorte de squelette commun
qui correspondrait tantot a 'un, tantot a un autre phénomene du
groupe suivant les significations concrétes spéctfiques que 'on don-
nera aux ¢léments du schéma. Un pareil squelette représentera le

noyau d'analogie du groupe.

II. — Exemple d’un noyau d’analogie universel.

49. Tout ce qui se passe au cours du temps consiste dans les
variations  d’un systéme (w,, u.,, ceoytty) au cours du temps, le
nombre 2 pouvant étre fini ou infini. Un état instantané au couars du
phénomene est déterminé parla configuration du systeme a instant
considéré, c'est-a-dire par I'ensemble de valeurs quallectent les ¢élé-
MenLs ty, ta, ..., i, & cel instant. Le phcnonu ne lui-méme consiste
dans la suite d(,> modifications, continues ou discontinues, que subit
la u)n(]oumnon du systeme au cours du temps. On en aura une
image dans le mode de mouvement du point figuratif M du systéme
dans I'espace & n dimensions, ce point étant celui ayant pour coor-
données les valeurs des éléments w,, ..., w, du systéme.

Un systéme est libre lorsque les modifications arbitraires de tous
ses éléments sont possibles, c¢’est-a-dire lorsque le systéme permet
un mouvement arbitraire de son point figuratif. Le systéme est
a liaisons lorsque les modificalions arbitraires ne sont possibles que
pour un (‘erlaul nombre & de ses ¢léments wy, ..., uy, les modifi-
cations dgs autres éléments étant dctcrmmees par celles des ¢lé-
ments uyz. Le mouvement du point []“1[1"1Llf est alors borné par les
liaisons. Celles-ci sont fizes ou défor mables suivant que les modifi-
cations virtuelles du systéme, compatibles avec elles, ne dépendent
que de laconfiguration du systéme, ou bien dépendentaussi de I'instant

dans lequel on les considére. Dans les deux cas, le moucement le
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plus géncéral du point M, compatible avec les liaisons, se rameéne
« son mouvement libre sur une variété N d’ordre k dans Uespace
a n dimensions.

[’ensemble de & parameétres indépendants entre cux, définissant &
chaque instant la position du point M sur la variété V, peut aussi
étre considéré comme définissant un point N dans 'espace a & dimen-
stons. Le mouvement le plus généraldu point M, compatible avec
les liaisons, se rameéne aw mouvement libre du point N dans
l'espace a k dimensions. L'ensemble de ces & coordonnées repré-
sente le systéme réduit du phénomene et N est son point figuratif
réduit.

La description d'un phénoméne a n ¢éléments et a & degrés de
liberté se ramene alors indilféremment :

1° Ou bien a celle du mouvement /i du point M sur une variété
d’ordre A dans 'espace a 72 dimensions (systéme primaire ) ;

2° Ou bien a celle du mouvement libre du point N dans 'espace
a & dimensions (systeme réduit).

Le systeme descriptif du phénomene sera holonome ou non holo-
nome suivant que la correspondance entre les points M et N est telle
que la position de N dans son espace a & dimensions détermine com-
pletement celle de M dans son espace a n dimensions, ou bien que,
pour cette détermination, il faut préciser le mode de mouvement
amenant N a la position considérée.

Au systeme (primaive ou réduit) se rattachent les rdles passifs
dans le mécanisme du phénomene, tandis qu’a 'ensemble des faits
imposant des modifications par lesquelles se traduit le phénomene,
se rattachent les rdles actifs du mécanisme. La mise en jeu, le fonc-
tionnement du mécanisme, amene un ensemble déterminé de faits
par lesquels le phénomene se manifeste. Cet ensemble est invariable-
ment rattaché au mode de liens existant entre les roles actifs et passifs
dansle mécanisme du phénomene : ces liens, exprimés analytiquement,
conduisent aux ¢quations du phénomeéne. On arrive a cetteexpression
analytique de la manicre suivante :

Lorsque, au cours du phénomene, un élément @ se met a varier en
présence d'un ensemble (E) de circonstances, on attribue a cet
ensemble, considéré comme cause des variations de o, une fendance

modtificatrice par rapport a cel ¢lément. Cette tendance est d’autant

e .



plus forte que Uélément w, objet direct de la tendance, change plus
vite en sa présence. Le vole de la tendance modificatrice consisterail
ainsi a tmposer les modifications a la configuration du systéme des-
criptif du phénomene, c’estgi-dire a imposer le mouvement a son
point figuratif; on considére que ces modifications se produiraient
infailliblement si elles n’élaient génées par la présence d’autres faits
qui les entravent ou en rendent méme 'accomplissement impossible,
malgré la persistance de la tendance modificatrice active.

On admet, de plus, que I'¢lément lui-méme oppose de Uinertie
aux changements el qu’{l (:hzulue instant, pour lui imposer les varia-
tions, 'ensemble (E) met en jeu une tendance modificatrice d'inten-

sité égale a la grandeur de Uinertie de 1'élément. Or, la grandeur de
I'inertie est considérée comme variant en raison directe de la vitesse
de varviation de I'élément, le coefficient de proportionnalité, le coef-
ficient d’inertie ou linertie spécifique de I'élément représentant la
grandeur de U'inertie pour la vitesse de variation égale a I'unité. Dans
les mouvements de translation, par exemple, ce coefficientest désigne
comme la masse du mobile; dans les mouvements de rotation, ¢’esl
le moment d’inertic du corps; dans les changements qu’éprouve
Pintensité du courant fourni par la pile électrique intercalée dans un
circuit, ce cocfficient est la résistance électrique du circuit, ele.

Lintensité de la tendance modificatrice rattachée a(E), mise en jeu
d un instant considéré pour imposer des variations a P'élément «, afin
d’¢ire en rapport avec la grandeur de I'inertie qui lui est opposce,
varierait done, elle aussi, d’instant en instant en raison directe de la
vitesse des variations elles-mémes et de 'inertie spécifique de 'élément.
La grandeur absolue du produit de ces deux facteurs servirait de
mesure d'intensité, a la fois pour l'inertie et pour la tendance cm-
ployée par (E) pour vaincre cette inertie. La tendance modificatrice
serait a chaque instant affectée d'un sens, positif ou négatif, suivant
que Pélément w en présence de (E) croitrait ou décroitrait i cel
instant. Dans le premier cas la causc est impulsive, dans le second
cas elle est dépressive.

Ce scrait 12 une manicére de mesurer la tendance modificative apreés
coup, c’est-a-dire de U'estimer d’apreés les variations qu’elle aurait fait
subir a Pélément. Or, il y a des ensembles (E) auxquels se trouve
rattachée une loi permanente permettant d’estimer préalablement
la tendance de la maniére suivante : on saurait'a Pavance que le phé-
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nomeéne se passe comme si la tendance a faire varier I'élément u, rat-
tachée a (E), variait elle-méme au cours du phénoméne suivant une
loi fixe, non subordonnée au mode dont la vitesse de variation de
I'élément varie effectivement au cours du phénomene. A I'aide d'une
telle loi, et sans avoir besoin de connaitre les variations de I’é¢lément
qui en sont la conséquence, on peut estimer la tendance modifica-
trice de (E) en elle-méme et a I'avance, pour tel instant qu’on
voudra. Telles seraient, par exemple, les causes invariables au cours
du pl)éli()]ll(‘ﬂ@; les causes périodiques; les causes proportionnelles i

la grandeur d'un élément du phénomeéne, ou a I'exces de cette
grandeur sur une grandeur fixe, ouala racine carrée de cet excés, ou
a la grandeur de l'inertic d'un élément autre que 'objet direct de la
cause considérée, ou a la divergence d’un change sur lequel la cause
exerce son action, ete.

En somme, ceci revient a assimiler les tendances modificatrices
de toutes especes a des forces mécaniques proprement dites. Une
telle assimilation offre la possibilité d’¢tendre la théorie de I'action
des forces aux causes agi.\ssnnlcs de toutes esp(:(:(:s et de toutes natures
concretes, n'ayant avec les forces mécaniques en commun que le type
de role dans les mécanismes des phénomenes respectifs. Le probleme
fondamental de la Phénoménologie mathématique se rameéne ainsi au
probleme du mouvement dans I'espace a n dimensions el se résoul
par des extensions intuitives des, méthodes classiques utilisées dans
I'espace ordinaire.

Ainsi, la définition méme de la tendance modificatrice d’une cause

conduil aux ("([llﬂli()llfﬁ fondamentales de la forme

du
m;
! dt

= EXJis
)

ot les N ; sont les tendances modificatrices appliquées directement
alélément wy, my ¢tant inertie spécilique de '¢lément.

\ T'aide des liaisons dans le systeme primaive (w,, twa, ..., 1y,),
on passe du mouvement du point figuratif primaire a celui du point
figuratif réduit, par le procedé classique de la Mécanique ordinaire.
Parmi les diverses transformations de ces équations, 'une présente
un intérét tout particulier par sa généralité, sa simplicité et la facilite
@application @ ¢'est la transformation conduisant a la forme iden-

tique a celle des ('-rluuliuns de M. Appell dans la Mécanique ordi-
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ot les (i sonl les ¢léments du systéme réduit, © une (-xln'(tssiml
dépendant de ces éléments et des liaisons auxquelles Te systeme
primaire est assujetti, Q; ¢lant des expressions dépendant des liai-
sons el des tendances modificatrices rattachées aux éléments du Sys-
teme primaire.

Les ¢quations u,»p«-llivnnm s‘appliquent aussi bien aux systémes
non holonomes quaux systemes holonomes. Dans le cas de ces der-
niers, elles se laissent transformer d’une maniére identique a celle

dont Lagrange a transformé les ¢quations de la Dynamique :

d ¢ dT or :
s JF o ) = Q; — vaay i)y
dt <(I(/f~) dygi o P=te S %

ot T ne dépend que des éléments du systéme et des liaisons, Q;
dépendant a la fois des liaisons et des tendances modificatrices. Dans
le cas des systemes non holonomes, aux expressions (); s'ajoutent les
termes correctifs, nuls pour les systemes holonomes.

L()l'squu, le systeme étant holonome, les tendances modificatrices
dérivent d’une fonction de forces (phénomenes a potentiel), les
¢quations se laissent ramener au type canonicque d’Hamilton.

Les équations peuvent aussi étre  écrites, et cela de diverses
maniéres, sous une forme condensée, comme le sont, par t\unple,

les for ‘mes suivantes,:

1°Pour tout phénomene, a systéme holonome ou non holonome,
il existe une fonction déterminée @ dépendant du systéme et des
causes appliquées, telle que les ¢quations différentielles du phéno-
meéne coincident avee celles exprimant les conditions pour que ® soit
minimum (énergie d’accélération de M. Appell);

2° Pour tout phénomeéne conservatif existe une équation aux
dérivées partielles (équation de Jacobi) dépendant du systeme et des
courses appliquées, telle que les équations du phénoméne s'ob-
liennent, sous forme finie, a 'aide d’une intégrale compléte de cette
équation. Le fait suivant, auquel conduit I'interprétation géométrique

de cette équation, est d'une importance capitale poar la Phénoméno-
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logie mathématique : A tout phénomene consers at(f correspond une
classc de variétés N d’ordre égal au degré de liber té k du sys-
teme, telle que Uétude du phénoméne el Uétude des géodésiques
tracées sur V sont des problémes identiques;

3° Pour tout phénomeéne a systéme holonome, il existe une inté¥
grale définic dépendant du systéme et des causes appliquées, telle
que les équations différentielles du phénomene s ‘obtiennent en éeri-
vant que la varialion premiére de Pintégrale soit nulle (principes
d’Hamilton et de moindre action).

L’intégration des équations différentielles cnrrespoudqn[es conduit
aux lois de mouvement du point figuratif du phénomene, ¢ ‘est-a-dire
a la descri 1puon méme de lallure du phénomeéne. Les équations diflc-
rentielles n’étant que Pexpression analytique du ¢y pe de mécanisme
du phénomene, dans lequel tous les facteurs ont perdua leur signifi-
cation concreéle ne conservant que ce ‘l”' caractérise essentiellement
leur type de réle, il est naturel que les phénomenes disparates,
engendrés par un des facteurs jouant un méme type de role, présen-
teront les mémes particularités d’allure. Une pareille de seription,
rattachée & un méme type de mécanisme, représente un schéma
général ramenant & un méme Lype une i()ulv de phénoménes de
toutes especes el de toutes natures concretes. Le schéma résume
Pensemble (1) de faits Comlmsanl le noyau d .nmltwm du groupe de
phénomenes quiil e :mbrasse et qui deviennent ainsi analytiquement
équivalents entre eux.

Les conditions pour une telle (wlui\ul('n(‘t' znml\'ti([uc peuvent,
d’ailleurs, s’exprimer sous une forme précise et e :ondensée. Comme
l('\ ((llltlll(ill\ (‘l”( |(]ll|( ]l(’ﬂ (lll "I()”IN' ((Ill{s SOus l(/ ‘()I”H' 4|('
M. ;\])p(ll, s'obtiennent par la dérivation d'une seale fonction @
rattachée au mécanisme-type du groupe, les conditions pour I’ équi-
'lll( Ge (llllll\'li(ll“' (ll" l)ll("ll(’)ln("ll('\' (||l "l'l)ll]N‘ ('Hll;i\l('lll en ('(‘1'i b 1[
Jaut et il suffit que les Jonctions ®, se rattachant a chaque phe-
nomene du groupe, ne difjérent entre cur que par des partics
additives ne dépendant pas des cléments sulu//// lesquels est a
effectuer cette dérie ation. Dans le cas des phénoménes conse ryatils,
Il (\l"\l(' mnne (lll(l(' \ (l tn ()l4lll' (l( l(lll]lll(' (lnlll\ lll\l)(,l(\l)(l(l'
caraclérisée par la propricté que | lallure du phénomene s ‘obtient par

une traduction convenable des particularités rattac ‘hées aux géodce-
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.\i(IU('\' (I(' \. I)ill' ()\l'l]][ll('. l)l)lll' 1(' ;_:l'()lll)l‘ (](‘ l)‘l(}ll(»l)l(‘ll<‘.\' (Ii' Loules
natures conercles, analyliquement ¢quivalents au mouvement d’un
point matériel dans un plan sous action de forces centrales fone-
tions de distance, la variété V commune est une surface de révolution.
Pour qu'un groupe de phénoménes conservatifs représente un
groupe de phénomenes analytiquement équivalents, il faut et il

suffit que ces phénomenes présentent en commun wune variété \ .

50. Chaque mécanisme-type implique un certain nombre de par-
ticularités d’allures qu’ifimpose au phénomene auquel il se rattache
et qui sont les conséquences nécessaires de sa composition méme.
Ainsi, laction d'une cause 1|(-lym‘~:si\u directement opposée a I'inertie
du |)|1(-n<)m(tuc el (lui se «I(-]wnsu. en agissant, en raison directe de

graduelle de Ieflet et son

Peffet produit, implique la décroissance
évanouissement de plus en plus lent.
Lorsqu’une cause instantanée tend, par son impulsion, a troubler
le cours naturel d’un phénomene déja existant, suivant instant o
| ) ) )
randeur el le sens de

la cause :lpl’)al‘:litm, ct surtout suivant la g

I'inertie du phénomeéne a cet instant, effet de Fimpulsion sera trés

sensible ou insensible, avee toutes les gradations entre ces extrémes.
Dans le cas particulicrement intéressant pour lexplication d'une
foule de phénoménes naturels on plusieurs causes intermittentes
mterviennent, dont le sens est toujours, & Uinstant on elles appa-
raissent, contraire & celui de la vitesse de changement de I'¢lément
caractéristique du phénomeéne, et causes dautant plus intenses que
cette vilesse est plus considérable, la marche de leur effet se traduira
par une courbe oscillante a oscillations trés amorties dont un nombre
trés restreint est sensible.

Certains phénomeénes de la Dynamique chimique sont régis par le
mécanisme-type suivant : 7 éléments caractéristiques, liés par des
faits introduisant n — 1 liaisons fixes entre eux, varient chacun sous
Paction d'une cause impulsive directement opposée a son inerlie,
chaque cause faiblissant progressivement au fur et a mesure qu’elle
produit son effet, en s’évanouissant lorsque Peffet aura atteint une
certaine grandeur limite. Un tel mécanisme-type implique le fait que
chaque élément croitra au cours du phénomene, mais de plus en plus

lentement, tendant asymptotiquement vers une grandeur qu'il ne

dépassera pas; le phénomeéne lui-méme, image collective des varia-
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tions de ses éléments, tendra progressivement, de plus en plus len-
tement, vers un régime stationnaire duquel il ne sortira plus.

Dans le cas de phénomeénes a un élément dus a Paction de deux
causes antagonistes, l'une impulsive d'intensité variable, l'autre
dépressive a retard constant, ¢’est-a-dire d'intensit¢ variant en raison
directe de Peffet produit, mais correspondant @ un instant antérieur,
Ueffet sera la superposition d'un phénomeéne constant et de phéno-
ménes partiels qui se dissipent avec des vitesses différentes, les uns
suivant une loi exponentielle, les autres, introduits par le retard, a
variations oscillatoires amorties, d’amplitudes et de périodes diffé-
rentes. Les phénoménes partiels exponentiels faiblissent de plus en
plus au cours du phénomeéne, et d'autant plus rapidement que le
coefficient d’activité de la cause variable est plus grand et I'inertic
spécifique de I'élément plus faible. Le phénoméne résultant tend vers
un état final asymptotique en effectuant autour deet état une série
d’oscillations amorties. Un groupe ¢tendu de phénomeénes sont dus
aux perturbations introduites par un assemblage de causes directes
périodiques et faibles, dans un phénoméne déja existant et qui con-
siste en faibles oscillations périodiques du systéme autour d’un état
d’équilibre stable. Alors, lorsque la période d’aucune cause pertur-
batrice ne coincide avec la période des oscillations primitives du
systéeme, le phénomeéne résultant consistera dans la superposition
des oscillations primitives et d’une autre espéce d’oscillations pério-
diques dues A ces causes, ayant chacune la méme période que la
cause perturbatrice qui 'a imposée, et une amplitude invariable au
cours du phénomene, mais d’autant plus considérable que la période
des oscillations primitives différera moins de la période de cette
cause. Dans le cas ou la différence des deux périodes est trés pelite,
cette :unl)lilutlv est tres gr;ln(]c.

Tout ce qui impose le renforcement d’une cause directe impulsive,
ou Iaffaiblissement d’une cause directe dépressive dans un phéno-
mene, marque son influence sur la marche de celui-ci soit par le ren-
forcement de la croissance, soit par le ralentissement de la décrois-
sance des éléements caractéristiques du phénomeéne, et inversement.
\insi, si au cours d'un phénomeéne aun élément, dans lequel Passem-
blage (I2,) de causes directes impulsives est plus fort que Passem-
blage (E,) de causes directes dépressives, apparait une cause

secondaire tendant a renforcer (E,) ou a affaiblir (E;), I'élément
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commencera par croitre, mais' de plus en plus len ement; a instant

ou (Ey) et (I,) s'¢galisent en intensité, il atteindra son maximum

apres lequel il se mettra a décroitre de plus en plus rapidement. Un

assemblage € de causes indirectes (causes secondaires, perturba-
0

une influence G, sur
). Cha=

trices, facteurs influents, elc.) peul exercer @

-

I'assemblace (I5); 2° une influence C, sur assemblage (1
S} /s 2 o

cune de ces deux influences peut étre renforcante, affaiblissante ou
insensible par rapport a () et (E,). Leur sens é¢tant indiqué par le
signe de (i et (i, le signe o (zéro) correspondant au cas on 'in-
fluence est insengible, ces influences se prétent a neuf combinaisons
suivantes : ;

Caractére de la combinaison

Combinaisons — sy Influence résultante
des actions par par sur le cours
G, et €y rapport a C,. rapport a C,. du phénomeéne.
A G Cgvev « impulsive dépressive renforcante
— Cy+ Cy.... dépressive impulsive aflaiblissante
+— G+ Cs. ... impulsive impulsive incertaine
— Cy—Cy.... dépressive dépressive incertaine
+Cy+ o.... impulsive " insensible légérement renforcante
— Cy+ 0 .... dépressive insensible légerement allaiblissante
o0 —Cs.... insensible dépressible légérement renforcante
o+ Cy.... insensible impulsive Iegerement affaiblissante

0+ 0.... insensible insensible nulle

Les données quantitatives ou qualitatives sur les grandeurs rela-
tives Gy et Gy ou sur le mode de leurs variations au cours du phéno-
meéne eonduiraient a des connaissances plus précises sur Pallure du
phénomeéne et permettraient la prévision de diverses autres particula-
vités de cette allure. )

De nombreux exemples pareils, indiqués par M. Petrovitch, éclair-
cissent sa pensée et mettent en ¢vidence ce quil y a d’essentiel dans

les noyaux d’analogic de phénomenes disparates.

III. — Applications aux phénomeénes naturels.

51. Les noyaux d’analogie de la forme précédente se retrouvent
a chaque pas dans le monde des phénomeénes naturels. La bigarrure
marquant extérieurcment les particularités d’an groupe de phéno-
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meénes analogues provient le plus souvent de la diversité des formes
extérieures que revétent les facteurs respectifs jouant un méme role
dans les mécanismes des phénomenes, ainsi que de la diversité de
faits concrets par lesquels se manifestent extérieurement les particu-
larités d’allures invariablement liées au type de mécanisme commun
aux phénomeénes du groupe. Ainsi :

La cause impulsive se retrouve tantot sous la forme de force attrac-
tive des particules matérielles, tantot comme force transformatrice
dans les réactions chimiques, tantot comme force destructive des
microbes dans une maladie, tantot comme force impulsive du coeur
réglant la pression et la vitesse de circulation du sang, comme force
motrice des idées, comme tendance politique, ete.

La cause dépressive se manifeste en tant que pesanteur dans un
mouvement ascendant, comme tendance de la lumiére a diminuer la
pression de I'eau dans les cellules de la flear, comme fonction phago-
cytaire des microphages ou macrophages au cours du développement
d’ane maladie, comme action modératrice de petits vaisscaux contrac-
tiles tendant & diminuer la pression et la vitesse de circalation du
sang, comme action dépressive de certains ¢tats affectifs entravant et
méme paralysant 'action motrice des idées dans la production des
actes volontaires, etc.

Dans le phénomene de chute d’un corps dins le vide, le role de
cause invariable est joué par la pesanteur; le role de cause pério-
dique par la force électromotrice en jeu dans les phénomeénes de
courant alternatif, par 'action de la lumicre dans I'émanation du
parfum des fleurs odorantes, par les composantes des forces attrac-
tives du Soleil et de la Lune dans les phénomenes de la marée. Dans
une maladie microbienne, le role de cause croissante est joué par les
bacilles se reproduisant et envahissant 'organisme; au cours du déve-
loppement des bacilles, le’role de cause décroissante est figuré par
I'action de la lumicre ou par les ])I‘()[)l'l.("l(".\ bactéricides el anli-
toxiques des humeurs. Les excitations intermittentes du muscle car-
diaque dans divers phénomenes physiologiques jouent le role de
causes intermiltentes, ete.

Le role de cause réactive, prenant naissance a 'apparition méme
des modifications d'un systéme imposces par d’autres causes impul-
sives ou dépressives el s‘opposant a ces modifications quel que soil

leur sens, est joué, tantot par la force électromotrice de Uinduction,
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tantot par la réaction de la rétine provoquée par les excitations lumi-
neuses, tantot par diverses réactions sociales, ete.

Le role d'inertie se retrouve, tantot dans inertic mécanique dans
les mouvements de translation, tantot dans la force cvnl,l'il'ug(: dans
les mouvements de rotation, tantot dans diverses lorces ¢lectroma-
enétiques dans les phénomenes électriques, tantot dans la force de
I"habitude, ete.

Le role excitateur (provocateur) est joué, tantot par I'étincelle
provoquant une explosion, tantot par 'établissement d'un contact
¢lectrique déterminant une réaction chimique intense, par des inci-
dents insignifiants en cux-mémes déclenchant de  graves éviéne-
ments, elc.

Le role de liaison se retrouve dans le fait qu’un point mobile est
assujelti a rester consltamment sur une courbe ou sur une surface;
dans la loi de Mariotte réglant les déformations ¢lastiques des gaz
parfaits; dans les lois de Kirchhofl, réglant la distribution de I'¢lec-
tricité dans un réseau de conducteurs; par la lot de proportionnalité
entre les quantités de corps chimiques, dépensées au cours d'une
réaction chimique et les quantités de produaits de réaction; dans
diverses corrélations entre des phénomeénes physiologiques et psycho-
logiques (diverses corrélations réllexes; associations des idées, ete.).

Le role régulateur est celui imposant, par exemple, la régulari-
sation de la vitesse du volant de la machine a vapeur, larégularisation
de la pression osmotique dans 'organisme, celle de la respiration par
des bulles gazeuses a la surface de certains organismes aquatiques, la
compensation entre la variation des amplitudes de respiration chez
un animal et les changements de leurs fréquences lors des rétrécis-
sements et des dilatations des voies respiratoires, action régulatrice

de Poffre et de la demande dans les phénomenes économiques, ele.

Les particularités communes d’allure imposées par un type déter-
miné de mécanisme a divers phénomenes disparates, revélues de
significations concrétes que comporte le phénoméne naturel spéci-
lique considéré, se traduisent aussi extérieurement par des particula-
rités concrétes infiniment varices suivant la nature spécifique du
phénomene.

Ainsi, la croissance d’un élément se traduil tantot par l'accélé-

ration de la vitesse de translation ou de rotation dans un mouvement,
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tantot par la transition graduelle d'une couleur passant du rouge au
violet, tantot par I'échauffement d’un corps ou par un courant élec-
trique de plus en plus intense, par Paccélération d’une réaction chi-
mique, par 'aggravation d’une maladie, ete.

La décroissance d’un élément peut se traduire par les changements
de couleur dans le sens inverse au précédent, par le refroidissement
d'un corps, par le ralentissement d’une réaction chimique, de atté-
nuation d’une maladie. Une décroissance trés brusque peut se tra-
duire par le choc de corps, par un phénoméne de mutation au cours
de variation d’une espéce animale ou végétale, par la coagulation
mstantanée d'un colloide.

Le passage d’un élément par la valeur zéro se traduit, par exemple,
par des raies ou bandes noirves dans des phénomeénes d’interférences;
le passage par un point anguleux du diagramme indique, dans le cas
ot ce diagramme est celui de la solubilité de corps cristallisés, un
(:.hangcnwnl, allotropique ou un changement d’hydratation du corps,
ou bien un changement réciproque de deux corps en dissolu-
tion, etc.

Le caractére oscillant se manifeste, tantot par les oscillations d’un
pendule, tantot par Papparition d’un courant électrique alternatif,
par des alternances successives d’aggravation et d’atiénuation d’une
maladie, par des oscillations des affaires commerciales dans un
pays, etc. : -

L’amortissement progressif des oscillations se retrouve dans I'im-
mobilisation progressive d'un pendule par une série d’oscillations de
moins en moins sensibles; dans Puniformisation l)l‘()gl‘(‘.\'si\’(‘,‘(],lll]
courant ¢lectrique alternatif par une série d’alternances de plus en
plus faibles; dans le caractere oscillant amorti de I'excitabilité du
ceceur par des excitations {a ‘zn]i([u(;s constantes, ou de exeitabilité
du centre nerveux, ou de Uexcitabilité de la rétine par la lumicre,
dans le mode de Paction photochimique de la lumiere, ete.

La périodicité du changement d'un élément ou d'un systeme d’élé-
ments se traduit par le passage du mobile par les mémes positions
dans les intervalles ¢gaux de temps; par les variations périodiques de
Iintensité du parfum des fleurs sous U'influence de la lnmiére solaire;
par le retour périodique du flux et reflux dans des phénomenes de la
marce; par les mouvements rythmiques dans Porganisme; par le

retour périodique des crises commerciales et ¢conomiques.



w— ADT i

“Les particalarités de I'allure collective, auxquelles donne naissance
la simultané¢ité des allures individuelles des éléments du systeme,
apparaissent ¢galement sous les formes extérieures les plus disparates.
Elles peuvent se traduire sous la forme de la trajectoire d'un point
mobile, par le fait que le point reste constamment sur une surface ou
sur une courbe déterminée; par le mouvement complexe d'une barre,
d’une chaine, d'une toupie ; par 'image que présente la propagation
des ondes sur la surface d’'un liquide; par diverses figures optiques,
par les couleurs des couches minces; par divers phénomenes d'inter-
ferences; par Fimage collective de état d'une maladie, d’un climat,

de I'¢tat économique, politique, financier d’un pays, ete.

52. ()ll (fllll'e\()il, I)Ell' ce qlli l)l'(lf('("(l('7 lil ])U.‘bil)‘lli“" (](" (;lil.\l\'Cl‘ (l('S
phénomenes de tous ordres : mécaniques, physiques, physiologiques,
sociologiques, ete., dans des types communs de mécanismes, i la
condition de savoir discerner les ¢léments correspondants jouant
dans les phénomenes respectifs considérés les roles uss’igm}s dans le
type présumé de mécanisme. Et il importe de bien remarquer que
tout ceci ne présuppose nullement des éléments et des facteurs de
nature exclusivement mécanique ou physique. Les roles seuls
mterviennent dans la composition d’un mécanisme-type et dans les
conséquences qui sensuilent; ces roles peuvent étre joués aussi bien
par des facteurs homologues d’ordres chimique, physiologique, psy-
chologique, sociologique, etc., que par des facteurs mécaniques ou
physiques proprement dits. De méme, les faits que la composition
d’un mécanisme-type déterminé implique et impose comme consé-
quences peuvent se traduire extérieurement aussi bien par des faits
concrets d’ordre physiologique, sociologique, etc., que par des parti-
cularités de mouvement proprement dit.

Ainsi, le mécanisme duwfphénomeéne de Dexcitabilité oscillante du
ceeur, consistant en ce fait que les contractions ou les dilatations pro-
voquées par une série d’excitations instantanées successives varient
avec le temps écoulé depuis I'excitation antérieure, et cela dune
maniére rythmique, est réductible au type de mécanismes suivant :
perturbations provoquées par une suite discontinue de causes instan-
tanées intermittentes, ¢gales entre elles dansun phénomeéne déja exis-
tant qui, dans son cours naturel, présente une allure oscillante. Le

role del'élément caractéristique est joué par la grandeur d’excitabilité
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mesurée par les grandeurs des contractions positives ou négatives;
celui des causes intermittentes, par la suite d’excitations intermit-
tentes. Les faits que comporte comme conséquences un tel type de
mécanisme sont en plein accord avec les faits d’ordre physiologique
que révele observation et Iexpérience.

Le méme type de mécanismes se retrouve dans le phénomene élec-
trique formant la base du « procédé des signaux bridés » de
Sir W. Thomson employ¢ dans la t¢légraphic sous-marine, procédé
qui consiste & envoyer dans le cable des forces ¢lectromotrices instan-
tanées intermittentes, les instants d’envoi étant choisis de telle
maniére ue le systéme récepteur s’amortisse le plus vite possible et
se rend ainsi capable d’une nouvelle transmission.

Le méme type de mécanisme régit ¢galement le phénomene d’exci-
tabilité du centre nerveux;celui des oscillations rétiniennes; celui
du phénomene électrique qui se passe dans le procédé couramment
employé pour ramener le galvanomeétre le plus possible au zéro et 'y
arréter par une suite intermittente de contacts. Il est probable que le
méme type de mcéeanisme régit aussi l'action des vaceins sur le cours
de certaines maladies microbiennes, ou lefficacité du vacein varierait,
d’une maniére qui se laisserait prévoir, avec le moment ou la vacci-
nation a ¢Lé faite.

Le mécanisme du phénomene de la marée et celui des fluctuations
périodiques du parfum dégagé par des fleurs au cours des alternances
du jour et de la nuit, seraient également dus & un méme type de
mccanismes qui consisterait en changements d’un élément sous ac-
tion d’un assemblage de causes |)<'}|'i(»<li(|l|(*sltl(‘ m«,"m(*‘Inf'rimlv. Les
¢léments caractéristiques cu seraient : la hauteur du niveau de la mer
a lendroit considérd et Pintensité du parfum; le role de cause pério-
1li(l||\".\ serait figuré par les composantes des forces attractives du
Soleil et de la Lune dans le |)I|("11mn(-|n: de Ta marce, et par ["action
de la lumicre dans I'émanation du l)ill'[llllll des fleurs odorantes dans
l(f .\'l'l'()ll(l |)[l|"ll()“l1.'ll('.

l;(l ]n(}('i”li.\'lll(‘ (l('.\, ()S(Tillilli(lll‘ﬂ (I(‘\ I)ll(:‘”()nl(.'ll('ﬁ ("(‘(')Ilﬁl“i([ll(‘.\’. |H'()—
voquant les crises commergciales el ¢conomiques périodiques, se
trouverait expliqué par un mécanisme rentrant dans le type suivanl
il(',li()ll (l(' (l('ll\ causes, l’ll“(,‘ i]lll)l]l.\i\('. ('Ull]l]]i'n(:illll ]Hll' ('l't)i“'('. el
subissant ensuite un arrét de croissance, aulre (l("|n'('>>i\u a retard

el & croissance |;mlmrli<»nm-“x- acelle de leflet de la cause im|u||.si\'(‘
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correspondant a une ¢poque antérieare pendant laquelle cette der-
nicre cause était en ¢tat de croissance. Le mcécanisme serait le méme
que celai par lequel s'explique Pallure oscillante de U'eflet de Paction
photochimique de la lamicre sur la couche sensible. Le role de la
cause impulsive, jou¢ dans ce dernier mécanisme par la tendance

directe de la Tamicre a modifier le sel d’argent de la couche, serail

j()ll(" (]illl.\‘ l() I)!l("ll('lln(.',ll(‘ ("C()l)()llli(lll(f [iill'l‘(‘ll.\'(flnl)ll,‘ (I(! l’il(,ﬁl(‘lll'}\ lHlll.\—

sant & la spéculation; le role de la réaction de la couche produisant,
avec un certaim retard, une modification inverse de celle-ci, serail
joué dans le second phénomene par le fait d’accumulation des
¢ehéances mettant en jeu, avec un certain retard, les obligations pro-
venant des npéruli(‘)n,\ a terme.

e mécanisme auquel Th. Ribot atteibue la production des actes
volontaires se laisse, dans ses grandes lignes, ramener au type général
sutvant : un assemblage de causes impulsives (tendances motrices des
idées, d’autant plus fortes que Pélément affectif y est plus fort) et un
assemblage de canses dépressives (tendances dépressives et réactives
rattachées a certains élats de conscience, par exemple a des senti-
ments tendant a entraver, a aflaiblir, & paralyser I'action des tendances
motrices impulsives) dont action combinée est réglée par des fac—
teurs jouant un role coordinatif et s'effectue an sein d’un assemblage
de circonstances (caractére général de Pindividu) jouant le role de
terrain. L'action se traduit enun processus normallorsque les causes
impulsives et dépressives varient entre les limites délerminées, lorsque
le role coordinatif se fait sentir tel qu’il devrait ére par sa définition
méme, et lorsque le terrain exerce son role de facon que l'action
d’une ou de plusieurs causes nesoit pas trop favorisée de sorte qu’elle

-d¢passe une certaine limite, ni rendue insensible ou nulle. Lorsque

toutes ces conditions ne sont pas satisfaites a la fois, le processus
entre dans une phase pathologique, caractérisée par des anomalies
déterminées, soit de causes impulsives, soit de causes dépressives,
soit de facteurs a role coordinatif, soit du terrain. L’analyse plus pro-
fonde des natures et de la répartition de ces divers roles, ainsi que
des cons¢quences que comporte leur mise en jeu, fait ressortir les
particularités concrétes du phénomene psychologique dans son état
normal et dans ses phases pathologiques. Le phénoméne apparait
comme lutte de facteurs impulsifs et dépressifs dontles circonstances,
les péripéties, lissue et I’épilogue illustrent d'une maniére parfaite

PETROVITCIT 9
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jusqu’aux menus faits psychologiques par lesquels se traduit ‘le phé-
nomeéne. '

Une foule de pareils exemples, indiqués et traités a fond dans la
théorie de M. Petrovitch, font entrevoir la possibilité de comprendre
dans des types généraux de mécanismes un grand nombre de phéno-
ménes inaccessibles aux « explications mécaniques » si 'on prend le
mot « mécanique » dans acception littérale et étroite qu’on lui donne
d’ordinaire.

Mais le domaine des applications des mécanismes-types se lrouve
considérablement ¢largi et étendu au dela du domaine de la Méca-
nique ordinaire par les faits suivants :

1° En premier lieu par le fait que, lorsqu’il ne s’agit que des parti-
cularités qualitatives, les moyens d’investigation simples sont, dans
la plupart des cas, plus efficaces que les instruments précis d’investi-
gations guantitatives et permettent souvent de pénéirer la on ces
derniers, a cause de leur finesse méme, de leur précision et des con-
ditions qu’ils exigent, restent innefficaces. On parvient ainsi a recon-
naitre : la croissance ou la décroissance progressive des ¢léments
caractéristiques Uexistence de maxima et de minima; le caractere
oscillant, périodique, discontinu; I'existence de régimes asympto-
tiques, etc. L'interprétation concrete de tels faits fera connaitre, dans
un grand nombre de cas, ce qu’il importe le plus de connaitre dans un
phénomene considére.

2 En second lieu, par le fait qu’en attribuant des types de roles
collectifs a des ensembles non analysables de facteurs, on peul
arriver a saisir des mécanismes-types complexes sans qu'il soit indis-
pensable de décomposer la collectivité en éléments qui la composent
et de connaitre le role individuel de chacun des composants.
Lorsque, avec les progres des connaissances, la collectivité de-
viendra analysable, de sorte que le role qui lui a été primitivement et
[’)l'o\iSUil'('”]('-nL ﬂ.\.\i"_:“(" s€ lili.\’.\‘(‘l'il (l(l'(:()lnl)f).\'(fl' en oun (‘()lll'il(‘\(,‘ 4|('
roles p;ll'liuls déterminée, rattachés a des composantes de la collecti-
vité, cela n’infirmerapas le type de mécanisme primitif, mais viendra
seulement le compléter et amener Pexplication de détails qu'il ne
pouvait pas fournir. Une telle manicre de simplifier consiste done,
en somme, a procéder par approximations successives, une approxi-

mation plus grande n'infirmant pas Papproximation précédente
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plus vague, mais la rendant plus précise et sTaccordant ainsi avee la
marche générale des connaissances s'effectuant elle-méme anssi par
¢lapes suceessives.

39 En troisieme lieu, parle fail que dans laccollectivite, mal connue,
d'¢léments faits, factears an concours desquels est du le phénomene,
on puisse souvenlt en discerner quelques-uns parmi les plus impor-
tants, prédominants, ceux qui donnent le type au phénomene au
point de vue envisagé, et par le concours desquels sexplique du

moins ce qui est essentiel dans celui-ci.

Llimpression qui se dégage de cet exposé sommaire des idées de
M. Petroviteh est que, si la Mecanique unicerselle est an réve, un
idéal & jamais inaceessible, un point us.\'mpl,uli:luv de la marche des
connaissances humaines dans la divection duquel les efforts seront
constamment dirigés sans Jamais Patteindre, il n’en est pas d'une
Phénoménologie qualitative au sens des considérations précédentes.,
Il ne serait |>(:ul—ét.1'u pas l)l'("nlatul‘(é el téméraire (17.\’ |)<tnscr<|(‘:s a pl‘(',—
sent comme a une premicre ¢élape prémathématique vers idéal

scientifigque ().

(") Les idées exposées dans ce qui précede sonl analysées et commentées dans les
périodiques, ouvrages et articles suivants :

Revue des questions scientifiques, Louvain, numéro du 20 janvier 1go7 (M. Mau-
rice d’OCAGNE).

Rivista di scienza, Bologna, n° 3, 1go7 (M. Picrre BouTroux).

Revue scientifique, Paris, numéro du 3o juin 1go6 (M. G. SaGNAC).

Cosmos, Paris, numéro du 10 novembre 1qob.

Délo, Belgrade, 1912 (K. SToYANOVITCI).

Srpski KnjiZeoni glasnik, Belgrade, numéro du 1 mars rgi2 (M. M. MiLANKo-
VITCH ).

G-l NiewENGLOWSKL, Les mathématiques et la médecine (Paris, H. Desforges,
1906). ’
Eresme pE Meyewskil, La Science de civilisation (Paris, F. Alcan, 2¢ édition).

R. Marcuar, La Mecanique des phénoménes fondee sur les analogies.

Reyue positiviste internationale, Paris, naméro du 1" septembre 1921 (M. Marcel
BorL).







SIXIEME PARTIE,

RECHERCHES DIVERSES.

Nombres premiers.

(Notes no* 77, 120.)
53. M. Petrovitch indique une maniére de former des classes
¢tendues de courbes planes G rencontrant une droite fixe aux points
dont les distances 4 un point fixe forment la suite indéfinie des
nombres premiers. 1l signale a ce propos une question d’Analyse,
laquelle, résolue dans le sens affirmatif, ne serait pas dénuée d’un
intéret arithmétique :

Il existe des fonctions telles quelles-mémes et leurs dérivies
scecondes soient réelles, finies et continues pour les valeurs positives
de z, ayant la suite indélinie de nombres entiers positifs comme
zéros simples, sans sannuler pour aticune autre valeur-positive de 2.
Telle serait, par exemple, la fonction ¢lémentaire sinw .

Peut-on construire une fonction O (x) telle qu'elle-méme et sa
dérivée seconde soient réelles, finies et continues pour les valears
positives de z el qu’elles aient la suite indéfinie des nombres pre-
miers positifs comme zéros simples, sans s’annuler pour aucunc
autre valeur positive de a? '

Une pareille fonction & érant supposcée construite, 'expression

2
(’—,“) %%:F(T}
serait réelle, finie, continue et différente de zéro pour toute valeur
positive dez ; de plus, elle serait nécessairement négalive pour a
variant de o a . La courbe Yy =@®(x) aurait pour z positif une

allure sinusoidale, tournant constamment sa concavité vers laxe
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des 2 et coupant cet axe (sans jamais le toucher) aux points dont les
abscisses seraient des mombres premiers; c’est en ces points que
| lordonnée de la courbe et sa concavité changeraient a la fois de sens
et ce seraient les seuls points d’inflexion de la courbe.

La connaissance d'une limite inférieure — M et d’une limite supé- f
rieure — N de la fonction F(z), pour 2z variant dans un intervalle

positif donné (a, b), conduirait a deux limites entre lesquelles
serait compris le nombre de nombres premiers contenus dans
Uintervalle (a, b) : ce nombre serait compris entre les deux
valeurs

(b—a)yN o (/)_(z>¢ﬁ+

T T

Les regles de M. Petrovileh, exposées dans la quatrieme Partie de
ce Livre et relatives aux intégrales oscillantes des équations différen-
tielles, permettraient de resserrer notablement ces limites.

34. Le développement classique exprime les nombres ¢ sous la
forme de la somme de fractions rationnelles ayant pour numéra- ‘
teur 'unité. 11 est, d’aillears, possible, et cela d’une nfinité de
mani¢res, d'exprimer ce nombre sous la forme de la somme de
fractions rationnelles irréductibles ayant comme numérateurs des
entiers aulres que 1.

M. Petrovitch fait remarquer qu’il est possible d’exprimer e
sous la forme de la somme de fractions rationnelles irréductibles
ayant pour numérateurs la suile naturelle de nombres premiers
impairs : ce nombre s'exprime sous la forme

n=cuwm
9 P
I
%n Al |3
7.=0
.

. g 5 g )
ot 4y By, puosont des nombres entiers tels que la fraction #

| Pn

ramence a sa forme ivvéductible, p, soct le niéme erme de la suite

clant

naturelle des //()/1//:/r'sp/('mu'/s 8 By 75 TWg 135 wi e
Au lmml de vue de cette [)mlnnu' anllnmlulnv le nombre e
n’esl (qu’un cas particulier d’une classe plu), générale de nombres

Jouissant de la méme propricté. Soient my. ney ma. ..., des nombres
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enliers aquelconques et considérons la fonction entiére de v

. @ x?
Pyt B &
2 1 oS ,”1 ¢ 2. MNs .
L.e nombre

M i./(||-f‘j~_/ (1)

)

se laisse exprimer sous la forme de la somme de fractions rationnelles
irréductibles 2’ayant pour numérateurs que les nombres premiers.
Etant donnée une fonction = () développable pour [z | =1 en série
de la forme
i z ?
o(r)=— + — + s 5
: ’ Ny ny Ny

)

\I P(‘ll'()\il(:]l "()l'll]l‘ (ll‘.\‘ ll()lnl)l'l'.\ \l (,‘f\l)l'il)l(".\ ])Ell‘ une illU"gl‘{ll('

définie portant sur des combinaisons >i||1|>]us de o(x).
2

Coordonnées semi-curvilignes.

(Mémoire n° 26.)

55. M. Petrovitch a intreduit en Géométrie analytique I'emploi
d'un  systéeme particulier de coordonnées qui se présente d’une
manicre naturelle dans certaines classes de problemes et qu’on peut
utilement employer soit pour y simplifier les démonstrations, soit
pour démontrer des théorémes nouveaux.

Soit A Porigine des ares d'une courbe plane fixe C; un point arbi-
traire. M du plan de la courbe est parfaitement déterminé par les

) grandeurs et les signes de deux coordonnées s et n définies de la
maniére suivante : du point M on abaissera la perpendiculaire MB
sur la courbe G; Parc AB sur cette courbe sera désigné par s, et la
longueur MB de la perpendiculaire sera désignée par n.

“Les longueurs s et 2 constituent un systéme particulier de coor-
données semi-curvilignes. On considérera s comme positif d’un
certain coté de origine dés ares A et comme négatif de Iautre coté.
Pour fixer le signe de 7, on imaginera un observateur placé le long
de la courbe G dans la direction des s positifs, la face tournée vers le,
plan de la figure : les n seront positifs, par exemple, a sa droite et
négatifs a sa gauche. La courbe C est 'axe curviligne du systeme;
le point A sera Porigine. '
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Une courbe arbitraire ¢/ dans le plan de C est parfaitement

déterminée par la relation f(s, n)=o0 qui lui correspond. La
courbe f(s, n) =0, quand on y considére s et 2 comme coordonnées
cartésiennes, est dite 'image de la courbe C' par rapport a l’axe
curviligne C. A un observateur qui se déplacerait le long de I'axe
curviligne, sans tenir compte de la courbure de I'axe, la courbe (!’
apparaitrait avoir la forme de son image par rapport a cet axe.
- L’image, par exemple, de la développée de la cycloide par rapport
ala cyclotde elle-méme, est un cercle; I'image d'une épicycloide est
une ellipse et 'image d’un cercle par rapport a sa développante est
une parabole. L'image de la développée d'une courbe algébrique et
unicursale a arc rationnel en coordonnées cartésiennes est ¢galement
une courbe algébrique unicursale.

Pour que Uimage d’une courbe algébrique, par rapport a un
are curviligne algébrique G, soit elle-méme une courbe algdé-
brique, il faut et il suffit quela courbe G soit la développée d’une
courbe algébrique. Cest ainsi que st axe curviligne est une section
conique, I'image de toute courbe algébrique est une courbe transcen-
dante. Si cet axe est une cubique unicarsale, pour que 'image d’une
courbe algéhrique soit aussi une courbe algébrique, il faut et il suffit
que la courbe soit : ou bien la caustique-podaire de la parabole du
second degré, ou bien la développce de cette parabole.

Les coordonnées de M. Petroviteh interviennent utilement dans un
grand nombre de problemes. Dans I'¢tude, par exemple, de la symeé-
trie courbe elles sont les véritables coordonnées nawurelles, ainsi que
dans I'¢tude des roulettes et des courbes tracées sur les surfaces déve-
loppables. M. Petrovitch en donne divers exemples en déterminant,
é‘l l‘ili(]l' (lC cCes {'U()l'il()“]l(’f(,’.*. l(‘S :_:("l)([l"&i(lll“.\ (ll'S Slll'[‘il('('ﬁ 1]("\‘(:[()"‘
pables, leurs cercles géodésiques et leurs coniques géodésiques. Elles
fournissent ¢galement un moyen simple pour déterminer toutes les
courbes gauches dont les tangentes forment une surface développable
a come directeur de révolution, toutes les courbes gauches algéhriques

de cette espece, ele. (1),

(') M. G. pE Loxceuayes ( Les courbes images et les coyrbes symeétriques) a traité
divers problemes de Géométrie a l'aide des coordonnées et des propositions de
M. Petrovitch ( Nowgelles Annales de Mathematiques, t. XVIII, 18gg, p. 373). —
Voir aussi Gino Loz, Specielle algebraische und transcendante ebene Kurven.

p. 6o7.



\

— 137 —

Propriétés des équations de la Dynamique.

(Mémoire n® 9.)

56. Le probleme général du mouvement dun point mobile des
" » o~ o . 2 . ;
coordonnées 2, 7, 7, soumis & des forces dépendant algébriquement
de la position du point, de la vitesse et pouvant varier explicitement
avec le temps, se raméne, en posant
o I I

= — n=—
x v

av

(3]

i=s

/
v . ol yn g %
Z Ji(t)@li ymis 77

Il

= .

b8t

%

)’ \' w; () zli ymi znt da\ X ’/-V
(-1 Z ; i Pt [ == 2ok
7 RN /t dt

: Vi
t=x
gt i % .
(L)l il | — — — =
i Y dt dt L dt di*
T=A

les /iy o4y b ¢lant des fonctions données de ¢ et les exposants

gl/, My Ny hgy iy Y K

(52) Dl ol onhs Woowh, Vi kK

, " " " S " " 1
(2 my, nl W ph v &

¢lant des entiers positifs ou nuls. ‘
A Taide d’exposants (72), M. Petrovitch forme certains nombres

commensurables M;dontil montre les curieux rapports avec certaines |

particularités importantes des intégrales du systeme (71) et da mou-

vement du point mobile.

‘
initiale a lorigine des coordonnées; cette valeur dépend généralement ‘
I

Soit t = ¢, le temps employ¢ par le mobile pour allerde la position I ’
des conditions initiales et varie avec celles-ci, sauf les cas remar- ‘

quables du tautochronisme du mouvement par rapport i Porigine.
Or, lorsque certains des nombres M; sont négatifs, nuls ou bien se |

/ " o r . .
présentent sous la forme - [nous dirons, dans ce cas, queles condi- |
= )
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tions (C) sont remplies|, 'une ou P'autre des conditions suivantes
est certainement remplie :

1° Ow bien la valeur t —t, est une singularité transcendante
des &, 1, Cvariant avec les données initiales;

2° Ou bien le mouvement est tautochrone par rapport a l’ori-
gine des coordonnées, en ce sens que le temps employé par le
mobile pour aller d’un point quelconque a l'origine, ne varic pas
avec les données initiales.

Il s’ensuit, par exemple, la conséquence suivante :

Toutes les fois que les équations ‘de mouvement (71) remplissent
les conditions (C) et qu’elles s'iatégrent par des fonctions uniformes
du temps sans points essentiels mobiles, ou par des fonctions algé-
briques du temps, ou par des combinaisons algébrigques de fonc-
tions uniformes sans points essentiels mobiles, le mouvement est
tautochrone par rapport a l'origine des coordonnées.

D’autres propositions de M. Petrovitch concernent le cas o cer-
tains nombres commensurables M; sont, en valeur absolue, plus
grands qu'un certain entier fize ow bien se présentent sous la
Jorme ‘0) Dans ce cas : '

v

1° Ou bien ¢ = ¢, est une singularité transcendante des &, 1, ¢
variant avee les données initiales; ‘

5* Ou bien on peut fixer deux instants ¢" et " tels qu’on e pourra
pas avoir ' =, = t" que si le mouvement est tautochrone par rap-
porta l'origine.

M. Petroviteh établit ¢galement, et par les mémes considérations,
d’autres propositions relatives au nombre de passages du point
mobile par l'origine pendant un intervalle déterminé de temps, ainsi
(lll.i‘l l‘(JSl).‘I(:(‘ (l(,' l,('“]l)S (Ill(l mel 1(5 ”]()l)il(f l)()ll[‘ ‘dl'l'i\'(',l' (](' lil I)().\'ili()ll

initiale & une position fixe considérce.
Action le long de diverses trajectoires.
(Nole n" 105.)

o7. Considérons le mouvement d'un systeme holonome a /& deorés

de Liberté, a liaisons indépendantes dy temps, sous actdon de forces
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\ dérivant d'une fonction de forces U et soit, avec les parametres ¢y,
\ . 5 ;
| (ae oo gy formant un systéme de coordonnées orthogonales *
‘ A~ () o
S = / \/L, dgi—+...+ Ly dqi,

| expression de Paction le long d'une trajectoire arbitraire passant
par deux positions données Py et Py du systéme, les L; ¢tant fonctions
des ¢y, ...y g et de la constante des forces vives /i, déterminées par
les liaisons et la forme de la fonction de forces U.

M. Petroviteh énonce plusicurs propositions précisant des limites
supcéricures et inférieures de la valeur de action le long de diverses
trajectoires passant par les positions données Py et Py, et permettant
de comparer entre elles les valeurs de T'action le long de ces trajec-
toires. Geei suppose les deux I)()silimis Py et Py suffisamment rappro-

| chées Mune de Paatre pour que le long de Pare s =P, I de la trajec-
toire aucune des diflérentielles \/E[ dg; ne é//(tnge de signe; ceci
revient a supposer que action le long de s présente une allure inva-
riable, Vigvariabilité consistant dans celle du sens de croissance des
¢léements \/E dy;.

In comparanl, par ('xvmplu, entre elles les actions présentant wne
méme allure le long de deux trajectoires arbitraires (mémes signes
des /L; dqg), il arrive au résultat suivant @ L'action le long de t
Parc s ="P,Py de la trajectoire naturelle ne peut jamais étre
plus de v fois plus petite que celle le long de Uarc s =P, d’une
trajectotre arbitraire de Uespece considérée, p. élant un nombre !
quon saura toujours calculer.

En appliquant le procédé au mouvement d’un point matériel libre
sous I'action de forces dérivant d’une fonction de forces U, le systeme
de coordonnées ¢tant rectiligne et orthogonal, M. Petrovitch établit le
résultat suivant : ‘

Sil'on désigne par I la somme de valeurs absolues des accroisse-
ments finis des coordonnées quand on passe de la position Py i la

position Py du point mobile, et par A et B la plus grande et la plus
petite valeur de la fonction U 2 (/A étant la constante des forces
vives) le long de 'ave s, Uaction le long de s a pour valeuwr W H,

ott W est un facteur dont la valeur est toujours comprise entre ‘
|
I
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Principe de minimum dans les phénomeénes électrodynamiques
et électromagnétiques.

(Note n° 76.)

58. On peut résoudre tout probléme de la Dynamique en cher-
chant les valears des accélérations rendant a chaque instant minimum
une certaine fonction R du second degré par rapport a celles-ci et
dont M. P. Appell a indiqué la loi de formation.

Cette fonction est de la forme

R=S—XQuq}

ou S est I'énergie d’accélérations, ne dépendant que du systéme ¢y,
les facteurs Q; dépendant des forces appliquées.

Dans le mouvement natarel, les accélérations ¢, sont a chaque
instant celles qui rendent R minimum & cet instant; cette propriéié
conduit directement aux ¢quations de M. P. Appell

JS JS
— = 0, — =0,
dy g,

Ces conditions s’étendent aux phénomeénes physiques et M. Petro-
vitech indique les expressions jouant le role de S, Q, R, ¢ dans les
divers phénomenes ¢lectriques, et en particulier dans des phéno-
menes électrodynamiques et ¢lectromagnétiques. I remarque que les
équations générales de Maxwell, mises convenablement sous la forme
des équations de M. Appell, permettent d’énoncer un principe
général de minimum régissant les phénoménes clectriques. A tout
phénomeéne correspond un ensemble (S, Qg R, ¢4) tel quian cours
naturel du phénomene les ¢, sont a chaque instant celles rendant

minimum la valeur de 2 a cet instant.

Décharge des condensateurs.

( Mémoires et Notes n°* 22, 30, 39.)

59. Dans la théorie classique de la décharge des condensateurs, on
suppose que la capacité C, la résistance R et le cocfficient L de self-

llll'lll'llllll restent ill\ill'iill)l(}.\' dat cours llll llll("lllllll("ll(,‘. IJ' caraclere
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et la décharge seva continue ou oscillante, suivant que celle (quantité
esl 11(-:4uli\(r o lmsili\'t'; la l'l'('wllu'nr(: d’oscillations (I(':Iwn(l de la
valeur méme de cette quantité.

M. Petroviteh traite le cas ;_;«"nt"r;ll ou la (';ll);n:ilt". la résistance et
le coefficient de self-induction varient asvec le temps d’une maniére
continue, d'ailleurs (luclt:(nn]m'. ])vml;ml la décharge. 11 établit une
théorie compléte du phénomene en utilisant certaines propositions
générales sur les (:(]u;lliun.\ dillérentielles lincaires du second orvdre.
a coefficients variables, sappliquant bien au probléme. La méthode
employée n'exige pas P'intégration de I'équation du probleme, d'ail-
leurs impossible dans la plupart des cas. Il se rend compte des parti-
cularités du phénomene par la seule considération d’une fonction du
temps qu'il appelle fonction caractéristique du phénomeéne, ayant

pour I'expression

e A (R i) (B g
: 2 I de 4 \L dt ® )
se réduisant, dans le cas de G, R, L invariables, a la constante (73).
La forction w(¢) jouit de cette propriété fondamentale que [le
caractere de la décharge dans un intercalle donné du temps
de t =1, at=1s dépend essenticllement du signe de w(t) dans
cet intercalle. A savoir :

1° Dans tout intervalle de temps dans lequel la fonction caracté-
ristique est constamment négative, la charge du condensateur ne
peut changer de sens plus d’une fois; avant et aprés ce changement.
la décharge est continue;

5" Dans tout intervalle de temps dans lequel cette fonction est
positive, la déchargesest oscillante.

Dans ce dernier cas, en désignant par M et N la plus grande et la
plus petite valeur que prend la fonction caractéristique dans I'inter-
valle (ty, t2) da temps, la charge électrique du condensateur

changera de signe, dans cet intervalle, au moins autant de fois
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qu’tl y a d’unités entiéres dans le nombre

(ts— t;) /N

et au plus autant de fois qu'il y a d’unités entieres dans le
nombre

ta— 1) Y M

(L2 Y s

Si, en outre, la fonction caractéristique est constamment décrois-
sante lorsque ¢varie de ¢ a t,, I'intervalle de temps entre deux chan-
cements conséeutifs de signe de la décharvge degcient de plus en plus
5 5 5

grand, tout en restant inférieur /—N Si cette fonction est cons-

tamment crorssante dans 'intervalle (¢,, t2); Pintervalle de temps

entre deux changements de signe devient de plus en plus petit,

towt en restant supérieur a ——-
VM

Lorsque, ¢ variant de ¢, a oo, la fonction caractéristique décroit,
tout en restant positive, et tend asymptotiquement vers une limite p
diflérente de zéro, la décharge présentera une infinité d’oscilla-
tions; la durée d’une demi-oscillation deviendra de plus en plus

grande, mais ne surpassera jamais la valeur — et tendra asymp-

Ve

totiquement vers celle limile.

Par contre, lorsque, ¢ variant de ¢; a oo, la fonction caractéristique.
croit et tend asymptotiquement vers une limite finie z, la durde
d’une demi-oscillation deviendra sensiblement constante au cours

du temps en tendant vers la limite

Ve

Les oscillations, comme dans le cas de la décharge ordinaire, seronl
de plus en plus amorties et le phénoméne cessera d’étre sensible au
bout d’un certain temps plus ou moins long.

Cect permet de représenter les variations de la charge par unc
courbe. Celle-ci oscille au-dessus et au-dessous de I'axe dés ¢; selon
la mani¢re dont varie la fonction caractérvistique, la distance des
points conséeutifs ou la courbe coupe Naxe des ¢, sera de plus en plus
[ntlilt: toul en restant slll)("ri(,‘.un' d une cerlaine valeur non nullt'7 ou

l)i('ll (I(' Illll.\' en I)IIIS :_',l‘illlll(‘, Illili.‘. ne Slll'[)il.\.\illll I)ZI.\ une (‘('l'lilill('
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limite finic. La fréquence d'oscillations dépendra de la grandeur de la
fonction caractéristique; les amplitudes d’oscillations  diminuent
constamment a partir d'un certain point ¢. La courbe des intensités
du courant de décharge présente les variations de méme espece.

Les équations auxquelles M. Petroviteh ramene le phénomene
permettent, grace aux théorémes connus de Sturm sur les équations
linéaires du second ordre a coefficients dépendant d’un paramétre
variable, de comparer entre elles diverses expériences dans les-
quelles 'un des facteurs C, R, L. est invariable pendant 'expérience,
mais varie d'une expérience a une autrve, les deux autres facteurs
ayant les mémes lois de variation dans les expériences a comparer.
Elles permettent de se rendre un compte exact de influence que le
changement d’un quelconque de ces trois facteurs exerce sur le
rythme des oscillations, leur fréquence, et sur la courbe représen-
Ctative du phénomene.

Les résultats obtenus s’étendent au cas de la décharge entretenue
lorsque, dans le circuit ou s’effectue la décharge, se trouve intercalée
une force électromotrice constante ou variable au cours du temps ct
que le systéme est soumis a I'action d’un champ magnétique constant

ou variable.

Dynamique chimique.

(Mémoires et Notes n°* 17, 31.)

60. Le probleme de déterminer a chaque instant ¢ la vitesse d’une
réaction chimique homogéne, etles quantités de produits de laréaction
formées depuis le commencement de celle-ci jusqu’a I'instant ¢, se
résout a l'aide de deux principes dont le premier fournit les gran-
deurs des forces transformatrices agissantes et I'autre 'expression des
liai;ons :

1° ageroissement de la concentration du mélange, au sein du
liquide dans lequel se passe la réaction, en un quelconque des pro-
duits de la réaction, est a chaque intervalle de temps d¢ proportion-

g (') La Note de M. Petrovitch est reproduite dans le Journal de Physique, 18¢7,
P- 477-479. — Voir aussila Note de M. Dongier dans le Journal de Physique de
juin 18¢8.
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nelle au produit des concentrations du mélange par rapportaux corps
actifs intervenant dans la réaction, et au temps d¢ lui-méme;;

2° Il y a, au cours de la réaction, la proportionnalité entre les
quantités des corps actifs dépensés jusqu’a Uinstant ¢, et les quantités
des produits de la réaction formés jusqu’a cet instant. .

M. Petrovitch développe les conséquences logiques de ces deux
principes en formant et en étudiant les équations différentielles aux-
quelles ils conduisent. .

Dans le cas ou les conditions physiques, dans lesquelles se passe la
réaction, restent invariables au cours de celle-ci, et la réaction n’étant
pas compliquée par des réactions secondaires qui se passent au sein
du méme mélange, le probléme se raméne a une ¢quation différen-
tielle du premier ordre dans laquelle le temps n’intervient pas expli-
citement et qu’on inlégre par une quadrature.

Lorsque les conditions physiques changent au cours de la réaction.
les coefficients de I'équation deviennent fonctions du temps et 'inté-
oration est moins simple. De toutes les mfluences physiques provo-
quant les variations des coefficients de I'équation, la plus sensible et
la plus difficile d’éviter est celle qui provient des changements de la
température. Ftant donnée une réaction exothermique ou endother-
mique se passant entre les corps liquides A, donnant naissance aux
produits B;, sans réactions secondaires el sans changements d'¢tat,
M. Petroviteh : t

1° Indique une loi approchée de yariation de la température T du
mélange avee les quantités x; dépensées des corps actifs A;;

20 Calcule le temps nécessaire pour que le mélange acquiére une
l,('nlln’-renl,llrc donnce ; .

3° Calcule le temps nécessaire pour gu'une quantité donnée des
corps actifs soit dépensée au cours de la réaction, ou bien qu’une

(lunnlil(? donnée de lu'mluils de la réaction soit formdée.

La lot 12 est lml'li(:llli('l'cm(:nl sim])ltz : en utilisant ~llll(‘, fonction de
la l('m[)("mllu'v rattachée a la réaction et étudiée par Berthelot dans sa
Mécanique chimique, M. Petroviteh arrvive a la lod //‘y/u'/‘/m//:(/uc
(74) (P —=NT)(M =+ Nx;) = const.,

.
ot M et N sont des conslantes délerminées par les (1||z|11lil(f>' initiales

v
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et les chalears spéciliques des liquides A; et des produits By, ainsi que
par la quantité initiale ¢t la chaleur specilique de liquide neutre par
lequel le mélange se trouve dilué; P oest une constante quion déter-
mine expérimentalement par la méthode de Berthelot. Lavaleur cons-
tante de I'expression (74) est positive ou négative, suivant que la
réaction est exothermique ou endothermique.

Dans le cas ot une ou plusicurs réactions secondaires se passent au
sein d'un méme mélange, dépensant un méme corps actif, le probleme
seramene & un systeme d’équations simultances a coeflicients cons-
tants ou variables avec le temps, suivaut que les conditions physiques
restent invariables ou changent au cours de la réaction. M. Petrovitch
indique le moyen de former ce systéeme d’équations pour divers cas

mtéressants qui peuvent se ln'('».(-nl(:r.

Calcul des erreurs dans les analyses chimiques quantitatives.

(Mémoire n 50.)

61. M. Perroviteh a éradié de pres le probleme de détermination
de 'imfluence de 'inexactitude de données sur le résultat final d’une
analyse chimique quantitative. '

Dans la plupart des, analyses, les quantités i déterminer se cal-
culent a Naide d’autres (quantités qu’on détermine par les mesures
(|;I‘C(,‘l(;%§i gravimdétriques ou volumétriques. Les poids des erreurs
directes ainsi commises dépendent de la nature des opérations chi-
miques par lesquelles s’effectue 'analyse. M. Petroviteh a développe.
ane théorie compléte des méthodes d’analyse quantitative actuelle-
ment en usage, au point de vue de poids des erreurs directes com-
mises el de linfluence de celles-ci sur le résultat de Panalyse. 11
résout, pour toutes les méthodes d’analyse, le probleme pratiquement
important : en connaissant, dans une analyse, des limites supérieures
des erveurs commises sur les quantités directement mesurées, déter-
miner des limites supérieures des erreurs qu’elles entrainent sur les
(uantités a déterminer par le caleul. ‘

L'interprétation convenable des propriétés d’une classe de déter-
minants qui se rencontre dans cette théorie, conduit a un résultat
assez curieux et qui a son intérét p ratique :

Supposons qu'au lieu de sépaver et de peser individuellement les

PETROVITCIT 10
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n corps Ay, Ay, ...y Ay (par exemple 2 métaux différents) dans un
mélange a analyser, on effectue avec le mélange une suite d’opéra-
tions Oy, Oy, ..., Oy, les mémes pour tous les corps A; et en nombre
égal a celui de ces corps; qu’on pése collectivement, aprés chaque
opération Oy, les produits de celle-ci. Les données ainsi obtenues
fournissent un systéme d’équations linéaires, en nombre égal & celui
des corps A;, qui servent a calculer les quantités de ces corps conte-
nues dans le mélange primitif (analyses indirectes).

Or, les praticiens se sont apercus que la méthode devient, dans
certains cas, illusoire, le systéme d’¢quations ainsi obtenues étant

oénéral

indéterminé. M. Petrovitch établit, a cet égard, le résultat g

suivant :

Appelons homogene une opération Oy transformant les corps A
collectivement en composés d'une méme espéce (par exemple en sul-
fates, chlorures, carbonates) ou en ¢léments mémes, et hétérogéne
si elle transforme les A; en composés de différentes espéces (les uns,

par (—!xemplc, en chlorures, les autres en carbonates, ete.).

Pour que Uanalyse soit réalisable, il faut et il suffit que le
nombre d’opérations Oy homogenes ne surpasse pas 2, cest-a-dire
que le nombre d’opérations hétérogenes ne soit pas infeérieur

an—a.

Propriété des composés chimiques isomeres.

(Ouvrages n°* 56, 74, 123.)

62. Soit D,, D., Dy, ... une suite de composés chimiques iso-
méres, contenant a la fois plusieurs ¢léments E;, les mémes pour
tous ces composés, et plusieurs groupes G; ¢galement les mémes
pour tous ces composés, ceux-ci ne différant les uns des autres que
|);|1'I(' mode de 1'(‘[);|1‘lilin|1 des E; dans G;. Soient z un coefficient déli-
nissant une propriété physique, chimique, ecte., et o; la valeur de ce
coefficient rattachée au composé D;. :

Les données «-,\In'-rilmrululcs dénotent Uexistence de suites
(E) £, Ej; Ej
et de suites

(G) Gi,: Gs, s,
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Jouissant de la propri¢té suivante @ On peut ranger les F; d'une part,
et les G dautree party par ordre de grandeurs correspondantes
d'un méme coefficient 2 rattaché aux composeés considérés Dy de
sorte que, pour une telle suite (E), ainsi que pour une telle suite ((3),
le coeflicient 2 croisse avee le rang du terme de la suite, el que, de
plus, Tordre de termes dans chacune des suites (E) et (G) reste le
méme quelle que soit la nature chimique des composés D.

\insi, par exemple, la suite (E) formée d’halogenes : fluor,
¢hlore, brome, iode, et la suite (G) formée de groupes fonctionnels
CH, CH=, CH? jouissent d’une telle |n'u|n'i("l('} par rapport a la tem-
pérature d’¢bullition o des composés chimiques, el cela quel que soit
l'llnl():_;('nw el l.(‘,hl)i“('(‘ du compose.

M. Petrovitch, en faisant cette remarque, en tire des conclusions
sur les grandeurs relatives d'un tel coefiicient rattaché a une série
donnée de composés chimiques isoméres. Chaque fois, par exemple,
quon n'effectue, en passant d’un composé D; a un autre Dj de la
série considérée, aucun passage de droite vers la gauche ni dans la
suite (I) ni dans la suite (G), le coefficient o se trouvera augmenté;
chaque fois qu’on n’effectue aucun passage de gauche vers la droite
dans ses suites, 2 se trouve diminué. Celle augmentation ou cette
diminution serait moins forte si I'on supprimait un ou plusieurs de
ces passages.

M. Petrovitch fait une application de ce schéma intuitif a des séries
de composés polyhalogénes isomeéres Dy, Da, Dy, ... en faisant jouer le
role des E; a T, Cl, Br, I et celui des G; a CH, CH2, CH?. De trois
composés isomeéres, contenant chacun 1 de chlore et 1t de brome,
celui qui contient les groupes CGHCI et CH2Br entrera en ébullition
a une température moins élepée que celui qui contient les groupes
CH? et CIICIBr. De méme, le composé contenant les groupes CHCL
et CH2Br bouillira a une température plus élevée que celui qui con-
tient les groupes CH Br et CH2CI.

Les données expérimentales confirment, d’ailleurs, pleinement ces
prévisions. Il y aurait intérét a les étendre a d’autres coefficients «
(chaleur spécifique, chaleur latente de vaporisation, coefficient de
dilatation, indice de réfraction, résistance électrique, ete.) et a

d’autres composés isomeres. On congoit les services que pourraient
rendre de pareilles considérations a la détermination des formules
de constitution des composés 1Isomeres.
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Sciences appliquées.

63. Mesure des distances. — Plusieurs systémes d’instruments
pour mesurer les distances sont basés sur le principe du sextant, la
distance reéelle de P'objet visé au poste d’observation ¢tant détermince
en fonction de la valeur de l'angle visuel, de l'angle paralactique
correspondant et de la distance entre les deux points d’observation.
Avec les instruments connus de ce genre, la distance cherchée ne
peut ére déterminée que par le calcul, par ce moyen que I'objet est
visé de deux postes d’observations, en ayant recours au besoin a un
deuxiéme objet auxiliaire choisi au hasard, les angles étant mesurés
ensuite et la distance cherchée ¢tant déterminée trigonométriquement
d’apres ces angles et la distance mutuelle des deux points d'obser-
vation.

I instrument Petroyitch-Terzitch (1910) l)el'fcctimme ces instru-
ments de telle maniére qu’il exprime la distance cherchée directe-
ment par un multiple de la distance de deux postes d’observation. Le
principe consiste a ¢tabliv entre les angles et les longueurs, qui
doivent étre considérés, un rapport déterminé qui constitue alors la
constante de l'insirument. Dans instrument . Petrovitch-Terzitch,
cette constante est un nombre arrondi du systéme décimal, de préfé-
rence 100 ou un multiple de 1oo, de sorte que la détermination des

. yo ; , . € e \
distances n'exige aucun calcul. (Brevet francais n® 413730 de 1g10.)

64. Eagrenages en wvrille. — Les applications nombreuses

donnent de I'intérét au probleme de Mécanique suivant :

« Deux roues dentées A et A/ de diametres diflérents. mais de
méme pas, ¢lant l)l;u:(':('s sur un méme axe ¢t tournant avec une méme
vitesse angulaire dans un méme sens, faire passer d'une . maniére
continue un pignon B (ou couronne dentée) indifféremment de 'une
des roues A et A"a lautre sans qu’elle cesse d’égrener soit avec
celle-ci, soit avec les roues dentées intermédiaires a 'aide desquelles
seffectue ce passage, et sans changer le sens de rotation d’aucune

(l(‘S roues (Ill systéeme. »

M. Petvovitch en donne une solution par ses engrenages en

vrille, constituant un engrenage intermcdiaive particulier toujours
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en prise avee le pignon B au cours du passage de A a A" ou inverse-
ment. Le train d'engrenages formé de plusieurs roues dentées A,
ATA" oL et dlengrenages intermédiaires de M. Petroviteh, réalise
une transmission aactionnement positif, le rapport de vitesses dans
la transmission pouvant étre changé (et ayant autant de valeurs diffe-
renles (lu'il y ades roues A, A, A LU L) sans débrdayer le moteur el
sans changer le sens de rotation du bloe, quel que soit le sens de
changement de vitesse. Ce changement n’est pas progressif dans
"acception habituelle du mot, les scules vitesses utilisables, que le
mécanisme fournit, étant celles déterminées par les roues A, A/
A", ..., Mais au cours du passage d'une de deux vitesses consécu-
tives a Pautre, toutes les vitesses intermédiaires sont réalisées,
quoique dans un intervalle de temps tres court. Le couple moteur,
qui n’est pas débrayé pendant ce passage, ne passe pas par la valeur
zéro dans cet intevvalle de temps, ce qui ¢earle les inconvénients des
dispositifs de changement de vitesse ordinaires provenant d'une
pareille discontinuité. (Brevel francais n® 463082 de 1g13.)

65. Aiguille aimantée dans un champ magnétique mobile. —
M. Petroviteh a établi une théorie élémentaire de action d’un champ
magnétique mobile agissant sur laiguille aimantée. Il en tire une
reégle simple et pratique pour déterminer le sens et la grandeur des
déviations de Paiguille en fonction du moment magnétique de la
masse de fer, de la distance de Paiguille a cette masse et de la latitude
géographique de la masse. Il y ajoute des observations curieuses sar
la possibilité de la correstion automatique de la direction,.a la sur-
face de la mer, d’un navire muni d'un gouvernail automatique conve-
nable, a approche d’une masse de fer qu’il s’agit d’atteindre ou
d’éviter. (Mémoire n° 120.)

66. Submersibilité du naeire. — 11 est toujours possible d’as-
surer au navire une submersibilité relative et le rendre insubmer-
sible par une disposition spéciale du chargement et par un « bour-
age » approprié. Dans le cas ot 'on ne dispose pas de ces moyens,
on pourrait remplir les espaces vides par des caisses vides étanches
jouant le role de bourrages; mais ceci présenterait l'inconvénient
d’encombrer, de géner, d’empiéter sur la place utilisable du navire.
On pourrait employer comme bourrages les récipients extensibles




— 150 —

(poches a gaz) faits en toile imperméable a I'eau et au gaz, et de
grande résistance, n’occupant a I’état dégonflé qu’un espace restreint
et qui, gonflés & 'instant méme du danger, assureraient la flottabilité
du navire. . '

Or, si ce gonflement a I'mstant du danger était collectif, un
endommagement du réservoir central produisant le gaz a pression,
ou bien une rupture dans le systéme de conduite ou dans le systeme
de commande, pourrait avoir pour effet le refus de I'installation de
fonctionner a I'instant critique. Pour parer a ce danger, 1l y aurait
lien de faire le gonflement individuel ou bien par groupes d’appa-
reils, de sorte que l'effet préjudiciable de Pendommagement de
I'installation soit localisé. Chaque récipient extensible serail pourvu
d'une bouteille & air ou a gaz comprimé individuelle, avec un robinet
et un appareil déclenchant également individuel, qui; actionné
¢lectriquement ou pneumatiquement a 'instant du danger, ouvrirait
le robinet et laisserait passer le gaz de la bouteille dans le récipient
a gonfler auquel 1l est rattaché.

Mais, méme ceci fait, il n’en subsiste pas moins un danger : une
rupture dans le systeme de commande (électrique ou pneumatique)
pourrait immobiliser un ou plusieurs appareils dont le fonctionne-
ment pourrait étre utile ou méme indispensable a I'instant du danger.

Il y aurait donc lieu, la répartition des appareils ' bord du navire
faite, de relier par une installation de commande a distance un cer-
tain nombre d’appareils, constituant ainsi un groupe (secteur)
d’appareils a commander, de sorte que leur déclenchement puisse se
produire collectivement et instantanément de la double manicre sui-
vante : 1° automatiquement, lorsqu'un endommagement de I'ins-
tallation de commande, touchant le secteur, vient se produire;
2" volontairement, lorsque les appareils d’un secteur, dont le fone-
tionnement a instant du danger sera jugé utile, n'est pas déclenché
automaliquement a cet instant. '

Cette idée est réalisée dans le dispositif de M. Petrovitch. La cons-
truction des appareils est simple, facile et peu cotteuse; leur mstalla-
tion a bord de n’importe quel navire s’effectue d’une maniére simple

et rapide. (Brevet francais n® 96371 de 1918.)
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