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INTEGRALES PREMIERES
A RESTRICTIONS

CHAPITRE 1.

DIVERSES ESPECES D'INTEGRALES PREMIERES.

1. Intégrales premicres sans restrictions. — KEtant donnée une
8
expression F dépendant de la variable indépendante z, de la fonction
3 A1 / 1! ] a7 2
inconnue y, de dérivées y', y”, ..., y'' de y par rapport 4 x et de
données initiales x,, y,, ¥, ¥, - . ., 'équation

(1) ’ F — const.
est dite une intégrale premiére de 1'équation différentielle
(2) fl@ 00 0" s M)y =0 (n>p),

si I a une valeur indépendante de « lorsqu’on y remplace y par l'inté-
grale générale de (2). '

Telle est la définition usuelle d’une intégrale premiére, I'expres-
sion I¥ se réduisant 4 une constante quelle que soit I'iniégrale particu-
liére considérée de (2).

Ainsi, par exemple, 1'équation du second ordre

Yy Aezy)+oayt=o
édmet comme int’égrale premiére
| ¥y —+ xy’>= const.
L’équation différentielle des coniques

9),//2 }’(5) _ 45}’”‘7”/]'([') + 40}/”/3 — /O

PETROVITGH . 1



(&) H T gl g T T oi

2 CHAPITRE 1.

admet comme intégrale premiére

”s
Y

W — const.

De méme, étant donné un systéme d’équations

f1(xa,)/1,_}”,1, .- (”)MO,
(3) ; fz(x))’z,}’;nn-, Q)IO,

‘ r -, h U 1 . 1 1
on appelle intégrale premiére du systéme une fonction I de I'espéce
précédente, constante en vertu des équations (3 ).

Ainsi, dans le cas des équations canoniques dela Dynamique écrites
sous la forme

dg,  _dgq, _ dp, __ __ dp,

—=dt,
o o T om ~ s
une intégrale premiére du systéme sera toute fonction

@ (ty @iy ooy Qn3 P1s Pas - - -1 P)

constante en vertu des équations du mouvement. Par exemple, dans
le cas simple de l'attraction par un centre fixe, on a deux intégrales
premiéres : celles des aires et des forces vives.

Les méthodes générales connues conduisent & des intégrales pre-
miéres des problémes de la Dynamique et mettent en évidence leurs
propriétés. D’autres méthodes, dues & Bertrand, Massieu, Bour,
Maurice Levy et M. Keenigs ont pour but le probléme inverse :
chercher les problémes de Dynamique admettant une intégrale pre-
miére donnée, par exemple une intégrale algébrique en p,, ...; pa.

La connaissance d’une ou plusieurs intégrales premiéres pour une
équation ou un systéme d’équations, en simplifie I'intégration et
'étude des propriétés. En général, elle rameéne le probléme de 'inté-
gration 4 celui de la recherche des solutions communes & deux ou plu-
sieurs équations différentielles, ce qui permet d’en abaisser 'ordre.
Mais, dans des cas généraux, elle fournit la possibilité 4’ mtégrer com-
pletement ’équation ou le systéme.

Ainsi, si lon connait une intégrale premiére

(5) - . ‘ CP(w,}’»}"):COHSt-
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de I'équation
Y'=flz ¥),

le reste de I'intégration s’achéve par les quadratures (Jacobi).
On peut intégrer complétement 'équation

Y+ @)y Yz, y)=o

au moyen des quadratures dés que 1'on en connait une 1ntegrale pre-
miére de la forme (5) (Brasqlne)
L’équation

d

/(@) =z ) =o
et

dxf(x ¥+, y)y'=o

jouissent de la méme propriété (Malmsten). :
Pour indiquer un exemple relatif aux systémes d’équations, soient.

s 0, (Gus s Gus Puy -+ oy Pu)y=—const.,
(6) e ,
( Ou( 1y -« -5 Gus Piy - oy Pn) == const.,

n intégrales prémiéres des équations canoniques (4) indépendantes
de ¢, parmi lesquelles se trouve celle des forces vives H=const., et
supposons que les équations (6) forment un systéme pour lequel tous
les crochets (9, ©,) sont nuls. On peut alors trouver n autres inté-
grales premiéres par des quadratures (Liouville); parmi ces n inté-
grales il y en a n—1 ne dépendant pas de 7 et une qui en dépend.
Ainsi, dans l'exemple du cas des forces centrales, on connait deux
intégrales, et il en a quatre en tout; si ces deux intégrales vérifient
I'équation (9,, 9.)=o0,le probléme peut étre achevé d’apres le théo-.
réeme de Liouville, et ¢’est ce qui arrive en réalité.

2. &intégrales premicres a restrictions. — Les intégrales premicres de
I’espece précédente sont fournies par des expressions F, se réduisant a
une constante en vertu de Péquation différentielle ou du systéme
d’équations considérées, quelle que sowt U'intégrale particuliére de
celles-ct. .

Or, & cté de telles intégrales premiéres, il y a lieu d'en considérer
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‘d’autres valables seulement pour les intégrales de I’équation différentielle
(ou du systéme) qui satisfont & des conditions données, se rattachant a
leur nature analytique comme fonctions de = ou des constantes d’inté-
gration.

Ainsi, pour des types généraux d'équations d'un ordre quelconque
(ou de systémes d’équations), on peut conclure, en vertu des propriétés
générales des fonctions d’une nature analytique déterminée, qu'une
fonction W de la variable indépendante, de la fonction y de z, et de
quelques dérivées de y par rapport & = (pouvant aussi dépendre de
données initiales) doit se réduire 4 une constante ou 4 une fonction
rationnelle, algébrique, etc. de  lorsqu’on y remplace y non pas par
une intégrale quelconque de 1'équation différentielle, mais par des
intégrales d’une nature analytique spéciale.

On peut, par exemple, considérer les intégrales premiéres W
valables exclusivement pour les intégrales de I’équation différentielle
qui seraient fonctions entiéres de @, ou bien uniformes, méromorphes,
algébroides, simplement ou doublement périodiques, etc. De plus, une
telle intégrale premiére peut n’étre valable que pour les valeurs de la
variable indépendante appartenant & une région déterminée du plan.

Ainsi, soit f=o une équation algébrique en =, y, ¥/, c, oy
et R une fonction rationnelle en @, y, y', ..., y. Sl existe trois
constantes a, b, ¢ telles que les trois équations

(7) ' R—a—=o, R—b=o, R—ec=o,

aprés y avoir remplacé y par une intégrale méromorphe de [ = o,
n'aient qu'un nombre fini de racines en x (en vertu de I'équation
méme f'= 0), 'équation différentielle admettra comme intégrale pre-
miére

R—=r(x),

ol () estune fonction rationnelle de x, et cela pour toute intégrale y
méromorphe. Si les trois équations (7) n’ont pas des racines a distance
finie, D'équation différentielle admet comme intégrale premiére
R = const. Ceci résulte du théoréme de M. Picard sur les zéros des
fonctions uniformes sans coupures. : ' ‘ ,
De méme, considérons une équation f'=o d'un ordre quelconque
ne contenant pas @ explicitement, et une fonction R de y, y/, ..., Yy,
laquelle, aprés y avoir remplacé y par une intégrale méromorphe dou-
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blement périodique de f = o, n’a pas des zéros ou des infinis & distance
finie. I.’équation f=o admettra comme intégrale premiére R = const.

pour toutes ses intégrales y de cette nature. Ceci résulte du fait qu'une
fonction méromorphe doublement périodique ne saurait rester holo-
morphe ni différente de zéro dans tout le plan de la variable sans se
réduire 4 une constante,

Les intégrales premleres sans restrictions fournissent une sorte
dfinvariants relatifs a toutes les intégrales de I'équation, quelle que soit
leur nature analytique. Les intégrales premiéres a restrictions four-
nissent alors une sorte d’invariants relatifs, ¢ une classe déterminée
d’intégrales de f=o. \

3. Intégrales premiéres qualitatives & restrictions. — S'il ne s’agit
que d’intégrales réelles de f= o, il peut y avoir d’utilité de considérer
une autre espéce d’intégrales premiéres. Ce seraient les intégrales
exprimant ¢u'une cerlaine expression ®, dépendant de @, y et de
quelques dérivées de y par rapport & & (pouvant aussi dépendre des
données initiales), se réduit en vertu de I'équation méme /= o, non
pas & une constante, mais a une jfonction inconnue 9 de x dont on
connait des particularités d’ordre qualitatif pour x variant entre deux
valeurs connues a et b. De telles particularités peuvent consister en
signes de 0, variations limitées de cette fonction, existence d’oscilla-
tions entre « = a et x = b, concavité ou connexité dela courbe

Le fait, par exemple, que pour x variant entre a et b, la fonction 9
varie entre deux valeurs %, et A, connues (constantes ou fonctions de
ou des données initiales) s’exprime par une équation de la forme

a<<x<b

=94 N .
<< 9 <lhs

fournissant une espéce d’intégrale premiére qualitative de f=o,
valable pour les intégrales réelles, finies et continues dans l'inter-
valle (a, b) de @, de f=o0, ou bien pour les intégrales Ppositives,
monotones, etc.

Alnsi, l’equatlon
Yy =f(z)

ﬁ'@ﬁhx&&,@t T
"/ i’fﬂ}#ﬁi‘ ) I&iﬁ%’&?} i

g
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admet, pour ses intégrales réelles croissantes a partir de x ==, et
correspondant 4 la détermination positive de y f(), I'intégrale pre-
miére '

‘)//+J/—9 Xog< &< ©
V(@) <9<yl
L’équation de M. Painlevé
‘)///: 6},2_'_x

admet, pour ses intégrales réelles monotones dans un intervalle (a, b)
de z, comme intégrale premiére

Y=+ =)
Y=Y

—9

a<<a<b
2x,<< § < ax |
L’équation

)/”:(a+bef'r2fyﬂ)l)/l (a>0, Z)>0)

admet, pour ses intégrales réelles, une intégrale premiére de la forme

:)/!/70 —w<lxr <l ’
yoo a<f<a+b|
Le systéme
dy, . N dy, dvy L
d_x__‘)?‘)fus dz =X1)a» E_/l Y1)

admet, entre autres, I'intégrale premiére pour ses intégrales réelles

1 d‘Z‘)/j_ ——OO<J,'<OO
o dat T M<§<o !

ot M est un certain nombre positif.

Dans les Chapitres qui suivent, nous indiquerons des modes de for-
mation d’intégrales premiéres & restrictions W et ® pour des types
généraux d’équations différentielles et de systémes. Nous indiquerons
également le parti qu’on peut en tirer dans la recherche de leurs inté-
grales, générales ou particuliéres, d’une nature analytique déterminée

ou dans ’étude de particularités de leurs intégrales réelles..



CHAPITRE II. .

THEOREMES AUXILIAIRES
SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

4. Contour polygonal caractéristique des pdles de I'intégrale. — Nous
commencerons par rappeler certaines conditions nécessaires pour que
'intégrale d’une équation d'ordre quelconque ait ses pdles mobiles,
¢’est-a-dire variant avec les constantes d'intégration. Le contour poly-
gonal, dont nous indiquerons la construction au moyen des exposants
de la fonction inconnue et de ses dérivées dans les termes de 1’équation
différentielle, y jouera un role fondamental.

- Soit donnée 1'équation /= o d’ordre p écrite sous la forme

i=s

(8) } ’ 2 (Pl.(x)yizzm—ylmﬂ;‘yﬂmzi . ')/(p)nz},i: o,

i—1

ot les my, sont des entiers positifs tels qu’on n’ait pas a la fois pour
deux indices ¢ et j différents

My =— My, my;=— My, ey Mp; == Mypj,

les ; étant des fonctions quelconques de .
Formons les 25 nombres entiers positifs suivants :

’ k=p
1\11': ’77'0i+ myi—+... —+- mpi: 2 Mmp,

k=0

(9) X k=p
-
Ni—=my;+ 2my—+. . .+pm,,i:2‘ kmp.

k=0

Tracons dans le plan deux axes, celui des M et des N, et marquons
les s points (M;, N;), ayant soin d’inscrire & c6té de chacun d’eux son
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indice ¢. Si deux ou plusieurs points coincident, on mettra a coté d’un
tel point multiple les indices de tous les points qui y sont confondus.

Construisons le contour polygonal II concave vers OM, fermé par
deux droites L, et L, perpendiculaires & I'axe OM et par cet axe
méme, et contenant dans son intérieur et sur sa périphérie tous les
points (M, N,); de plus, chaque cdté du contour, sauf I'axe OM et les
droites L,, L,, doit passer par au moins deux points (M;, N;). Les
sommets («) el (8) du contour seront appelés sommets extrémes droit
et gauche, et le sommet le plus éloigné de OM sera sommet w; s'il
y a plus d'un sommet w sur une méme paralléle & OM, on aura un tel
sommet droit et un gauche. ‘

L’angle DD’ sera désigné comme domaine du sommet (3);
I'angle D'#'D” comme domaine du sommet (3'); l'angle D”3"D"”
comme domaine du sommet ((3”)...; enfin l'angle AxA’ comme
domaine du sommet (). Dire qu'un nombre A est compris dans le
domaine d’un sommet, signifie que A coincide avec le coefficient angu-
laire d'une droite passant par ce sommet el comprise dans l'angle
représentant le domaine de celui-ci. :

Un sommetl est d domaine positif ou & domaine négatif suivant que
les valeurs A comprises dans son domaine sont positives ou négatives.
Tous les sommets & gauche du sommet o gauche sont a domaine
positif; tous ceux & droite du sommet w droit sont & domaine négatif.
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Posons
- Yoi = My Mgt D,
(10) Vi == M= Mg o= My,
........................ ,
. V= Mgy == oo = Ny
et ensuilte

A== Wi (R — 1)Vai(h — 2) s .. (h— p - 1)Trsi,

ou A est un nombre arbitraire.

Il peut arriver que le contour Il présente un ou plusieurs sommets
en lesquels deux ou plusieurs points (M;, N;) coincident ; nousles appel-
lerons alors les sommets multiples. Envisageons un tel sommet et soient
Oy, &gy ..., &, les indices des termes de f quiy sont confondus. For-
mons 'équation

(11) Ag, 0o (@) + Ay, 00, (@) ...+ Ay, g (a)=0,

~olt a est un nombre arbitraire. Elle sera une équation algébrique en ).
a coefficients dépendant de a, que nous appellerons équation en
rattachée au sommet multiple («,, o, ..., ,). A chaque sommet
multiple correspond une équation en A de la forme (11). Une telle
équation rattachée & un sommet simple d’indice ¢ se réduirait 4 A,= o,
c’est-a-dire & '
Aoi(h—1)¥i ., (A —p—+1)W—viz=o.

Nous indiquerons les formes du contour II relatifs & quelques types
généraux d’équations. \
Premier exemple. — Soit
f:P‘(wv N4 Qx, ),

ol P et Q sont deux polynomes en y, et solent m et m' le plus grand
et le plus petit exposant de y dans P, et n, n’ les quantités analogues
relatives & Q. Le polynome f présente deux sortes de termes :

1° Les termes de la forme y*y"(i =m/, m' 41, ..., m—1, m), qui
donnent les points M;= 17+ 1, N,= 2, situés sur la droite N = 2;
2° Les termes de la forme y*(k=n', n'-+1, ..., n—1, n), qui

donnent les points M, =k, N, == o, situés sur l'axe OM.

¥

Par conséquent, la forme générale du contour II est celle de la
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figure 2. Sur la droite N=121l y a au moins un sommet; la disposi-
tion, le nombre de sommets et la forme du contour peuvent d’ailleurs

Fig. 2.

g1

0 % mey me I M
varier. Sim=m/, le sommet @ sera double: on voit égalemént que le
contour ne peut pas présenter plus d’un sommet multiple.
Deuxiéme exemple. — Pour obtenir le contour II de
f=r"+P(z 5,0,

on construira le contour II' de P(x, y, y’); on joindra le sommet o
droit de ce contour au point S(M = v, N= 2v) par une droite D, et

Fig 3.

~
2

L2

S

0

" T'on abaissera de S une perpendiculaire A sur OM. Si le sommet
extréme gauche de II' est a gauche de A ou sur A, le contour II est

celul composé des droites A, D, du c6té 4 domaine négatif de II' et

d'une portion de 1'axe OM; sile sommet extréme gauche est & droite
de A, le co6té A sera remplacé par la droite joignant le point S & ce
sommet exiréme. Lorsque, par exemple, v=1 et

P(x, y, 7'):13(-73, }’))/,+ Q((E, ¥)
en donnant a m, m', n, n’ les significations précédentes, on aura
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I'une ou l'autre forme du contour (fig. 3 et 4) suivant que n»'>o0
ou n'=o0. On voit que le contour ne peul pas présenter de points

Fig. 4.

0 | m+1 . M

multiples. La forme du contour peut varier, mais le sommet & reste
toujours sur la droite N = 2.

Trotsiéme exemple. — Soit
F=P(z, ")+ Q(2, y)-

Il y a deux sortes de termes :

1° Les termes en y"(i=m', ..., m), donnant les points M;—1,
N;= 27 situés sur la droite limite A =235
2¢ Les termes en y*(k=n/, ..., n), donnant les points M,=#,

N, = o, situés sur 'axe OM.

La forme générale du contour est celle de la figure 53 elle peut
varier, mais le sommet @ se trouve toujours sur la droite N = 2m.

m i M

5. Conditions suffisantes pour l'invariabilité des pdles et des zéros de



12 CHAPITRE 1.

Itntégrale. — Le lien du contour II avec les péles de I'intégrale d’une
équation différentielle consiste en ce qui suit. '

Soit @ =a un pdle d'ordre A de l'intégrale de I'équation f=o;
dans son voisinage on peut écrire

(12) y=(r—aYe(x), A — entier négatif,

ou ¢(x) est une fonction tendant vers une limite déterminée, finie et
différente de zéro, lorsque x tend vers a. Remplagons cette expres-
-sion de y, ainsi que celles de ses dérivées, dans le polynome f; le
résultat de la substitution doit étre identiquement nul quel que soit @
dans le voisinage de x = a. Avec les désignations du paragraphe pré-
cédent, le terme général de f prend la forme

(13) ' | 9i(@) (2 — ay M N[ Asp(z) i+ (@) ],
ou 0;() est un polynome en
(14) o(z), (z—a)e'(z), ..., (z—d)ye"(z),

dans lequel il n'y a pas de terme dépendant uniquement de ¢ ().

Envisageons dans / 'ensemble T de termes pour lesquels 1'expo-
sant AM;— N, de la puissance de @ — a mise en facteur est le plus
faible. Pour que les termes d'indices vy, dg¢, . .. fassent partie de T il
faut et il suffit qu’on ait a la fois )

(15) }.MY—NY:_ANIB—N;,:)\I\/[E—NE:...,
(16) ‘ AMy— Ny<< M —N,, .
lorsqu’on attribue 4 l'indice ¢ toutes les valeurs entiéres de 1 a s autres’

que celles des indices des termes faisant partie de T.
La condition (15) s’écrit

N _N7~N5_ N;— N;
G P MM T My M.

d’ott Ton voit que A doit étre égal au coefficient angulaire de la
draite (y, ) liant les points (M, N) d’indices 7y et &, et que les points
correspondant & divers termes de T doivent se trouver sur cette droite.
D’autre part, la valeur A M;— N;, lorsqu’on y remplace A par la
valeur (17), représente 'ordonnée & l'origine S;,, changée de signe,
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de la droite passant par le point (M, N;) et ayant comme coefficient
angulaire A. Par conséquent, pour que les termes d’indices v, S, ¢, .
fassent partie de T, il faut et il suffit :

1° Que les points (M, N) d’indices v, ¢, ¢, ... soient sur une méme
droite et que  soit égal au coefficient angulaire de cette droite;

2° Que l'ordonnée & l'origine de la droite (v, ¢) soit plus grande
que celle d'une quelconque des droites paralléles & (v, o) et passant
par les points (M, N) non situés sur la droite (¥, 9).

Si tous les points (M, N) sont simples, la direction de toute droite
(Y, ©) est bien déterminée, et pour ces points la condition (15) ne peut
étre vérifiée que pour une seule valeur de A. Mais si le point est mul-
tiple et correspond, par exemple, aux indices 7, j, £, .. ., la direction
des droites (¢, J), (J, k), ... est indéterminée et la condition (15) est
vérifiée quelle que soit la valeur de 2 ; pour ces points il ne reste que -
les inégalités (16) & vérifier.

C’est 14 qu’intervient le contour II du polynome f et comme l'on a
pour @ = a et pour tout indice ¢

lim 6;(z)=o,
un raisonnement simple (') conduit au théoréme suivant :

TuioriME 1. — Toutes les fois que Uintégrale de f= o, contenant
une ou plusieurs constantes d'intégration, a des pdles variant avec ces
constantes, ["une ou ' autre des conditions suivantes est remplie :

1° Le contour IT a un ou plusieurs c6tés a coefficient angulaire
entier négatif, et I'ordre du péle est égal & un de ces coefficients;

2° Le contour II a un ou plusieurs sommets multiples a domaine
négatif et tels que 1'équation en A, rattachée au sommet, ait au moins
une racine indépendante de a et égale 4 un nombre entier compris
dans le domaine de ce sommet; l'ordre du poéle est alors égal & I'une
de telles racines. ‘ ‘

- Lorsque ni l'une ni Uautre de ces conditions n'est remplie, les pdles

(1) M. PuTrovITCH, Sur les zéros et les infinis des intégrales des équations dif-
férentielles algébriques (Gauthier-Villars, Paris, 1894).
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de Uintégrale ne varient pas avec les constantes d’intégration. Tel est,
par exemple, le cas ot le sommet w droit est en méme temps le sommet
extréme droit et que ce sommet est simple, ou bien, s’il est multiple,
I'équation en A qui s’y rattache n’a aucune racine de nature précé-
derite. ' /

) .

La théorie analytique des équations différentielles spécifie dans ces

conditions les valeurs de x pouvant étre pdles fizes de Uintégrale y d’une
équation donnée ().

Notamment, les conditions 1° et 2° du théoréme précédent n’étant
?
pas remplies, tout pole de y coincide : soit avec une racine, soit avec
un poéle d’au moins une fonction ¢;(), soit avec une racine en a
d’une certaine équation en A. Plus précisément :

Soient & 'indice du sommet o droit, /,, Ay, ... les indices de ceux
des sommets qui sont a droile du sommet (k) et qui comprennent
chacun dans leur domaine au moins un nombre entier négatif (s’il
existe de tels sommets).. Alors : '

a. Toutes les fois que A est un entier négatif compris dans le
domaine d’un des sommets /4, A,, ... simples, ou bien du sommet (%)
supposé multiple, le pdle & = a annule celle des fonctions ¢,() dont
I'indice est égal 4 celui du sommet dans le domaine duquel A est com-
pris, ou rend infinie 1'une des autgas fonctions ¢,();

b. Toutes les fois que A est un entier négatif compris dans le
domaine d’'un des sommets %, %,, ... multiples, ou bien du som-
‘met (%) supposé multiple, le péle x=a est soit une racine en a de
U'équation en A relative 4 ce sommet (dont le domaine comprend 2),
lorsque dans cette équation on rempldce A par un des entiers négatifs
qui se trouvent compris dans le domaine du sommet, soit un infini des
fonctions ¢,(x) ne correspondant pas & ce sommet.

Supposons que 'équation /= o ne contient pas & explicitement.
Si lintégrale y a un pole, elle en a une infinité variant avec la cons-
tante d'intégration additive a . Pour qu’il en soit ainsi, il faut que le
contour 1 ait au moins un c6té a coefficient angulaire égal a un entier

(1) M. PetrovrtcH, loc. cit., p. 89-go. .
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négalif, et que I'ordre % du péle soit égal & un de ces coefficients; ou
bien qu'il y ait un ou plusieurs sommets multiples tels que I’équation
en A admette des racines entiéres négatives et comprises dans le
domaine du sommet (alors A est égal & 'une de ces racines). St aucune
de ces conditions n’est remplie, U'intégrale y n’a pas de pdles.

Il suffit d’appliquer les résultats qui précédent a la transformée

1~ . . .
de f=oen 5 pour obtenir des propositions analogues concernant les

zéros de l'intégrale. On peut, d’ailleurs, constater I'invariabilité des
zéros aussi directement, par la considération des cOtés a coefficient
angulaire positif et des sommets a domaine positif du contour II
‘de f=o.

Dans le cas des équations du premier ordre, les conditions pour la
mobilité ou 'invariabilité des pdles et des zéros de I'intégrale sont 4 la
fois plus simples et plus complétes. On a & cet égard les théorémes
suivants (*):

Tatoreme II. — Pour que U'intégrale y de f—= o ait des pdles variant
avec la constante d’tntégration, il faut et il suffit que le contour Il rat-
taché a f ait au moins un coté a coefficient angulaire égal & un nombre
entier négaltif.

Si cette condition n'est pas remplie, les pdles de U'intégrale ne
varient pas avec la constante d’intégration et coincident avec l'un des
zéros ou des infinis des fonctions o;(«). Notamment, le pole sera un
zéro de ¢, (), ou bien un infini des autres ¢;(x), ou & désigne l'indice
du sommet du contour II déterminant 'ordre du poéle. Si, en parti-
culier, tous les o;(2) sont des fonctions entiéres de a, le pole est un
zéro de @,(x), et si o,(x) est une constante, l’intégrale n’a pas de
pdles a distance finie.

Tutorime II1. — Pour qué les zéros d’ortire entier de f— o ne varient
pas avec la constante d’intégration, il faut et il suffit que le contour 11
n’ait aucun cdté a coefficient angulaire égal a un nombre entier positif.

~ De tels zéros coincident soit' avec les zéros de ¢,(z) (A désignant

(%) M. PgrrovitcH, loc. cit., p. 23-24.
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Iindice du sommet dont le domaine contient le nombre A = ordre du
pole), soit avec les infinis des autres fonctions g,(2).

Le théoréme TIT peut aussi s’énoncer sous une forme ne > faisant pas
intervenir le contour II. Ecrivons I’équation /= o sous la forme

k=m

(18) ' z‘fk(x, \)/))//lilfk:O;

k=0
on a le'théoréme suivant »

Tatorime 1V. — La condition nécessaire et suffisante pour que les
zéros de Uintégrale y ne varient pas avec la constante d’iniégration, est
qu’aprés avoir supprimé les facteurs communs aux filz, ¥), chaque f,
sauf f,, contient en facteur y", ot h2 k.

Cette condition étant remplie, les zéros finis de y coincident avec
les zéros de f,(x, o), ou bien avec les infinis des autres fonctions

fi(@, o). | '

Le raisonnement qui, dans la théorie analytique des équations du
premier ordre, conduit aux conditions nécessaires et suffisantes pour
Pinvariabilité des poles et des zéros de l'intégrale, ne s ’étend pas dans
tout son ensemble aux équations algébriques d’ordre supérieur. C'est
que, d’une part, pour les équations d’ordre supérieur les singularités
transcendantes de I’ mtegrale peuvent varier avec les constantes d’inté-
gration, ce qui n’arrive pas dans le cas des équations du premier ordre.
D’autre part, dans le cas du premier ordre, toutes les déterminations
de la dérivée y’ sont des fonctions algebrlques connues de y, pour les-
quelles on peut trouver les systemes circulaires de racines et étudier la
fagon dont chacune de ces racines se comporte dans le voisinage
dex‘:mo:y:yﬂ'

Geénéralement, ceci ne subsiste plus pour les équations d'ordrg
supérieur. L’intégrale, ainsi que sa dérivée, peut devenir indéter-
minée pour les valeurs x, quelconques; elle peut avoir des coupures
variables avec les constantes d’intégration, ou encore des lignes sin-
guliéres non analytiques, variables également avec les constantes. Ces
~difficultés empéchent I'extension de la méthode qui réussit dans le cas
des équations du premier ordre. '

Mais pour le but que nous nous proposons dans cet Ouvrage, il
nous suffit. de connaltre des conditions suffisantes pour l'invariabilité
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des pdles et des zéros d’ordre entier de V'iniégrale sous la forme précé-
dente permettant, pour des types considérés d’équations différen-
tielles, de reconnaitre aisément si elles sont remplies. '

Remarquons encore que ces conditions suffisantes s’étendent aux
systémes d’équations d’ordres quelconques, et en particulier aux
équations de la Dynamique (*).

(1) M. Pernovirca, Remarques sur les équations de la Dynamique et sur le
mouvement tautochrone (American Journ. of Mathem., vol. XVIII, n°2, p. 135-144).

PETROVITCII




CHAPITRE 1.

INTEGRALES PREMIERES RATTACHEES AUX INTEGRALES
MEROMORPHES DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE.

6. Principe de la méthode. — Les théorémes exposés dans ce qui
précéde sur les poles et les zéros des intégrales des équations différen-
tielles, joints & quelques propositions de la théorie générale des fone-
tions, permettent, dans des cas étendus, de trouver des intégrales pre-
miéres relatives aux intégrales méromorphes de Péquation (qu’elles
solent particuliéres ou qu'elles dépendent d’un certain nombre de
constantes d'intégration), de simplifier la recherche de ces intégrales
méromorphes et méme de les calculer toutes complétement, dans cer-
tains cas particuliers quand il en existe.

Ce qui va suivre repose sur les deux lemmes suivants se rapportant,
le premier 4 la recherche des intégrales méromorphes en général, le
second & la recherche des intégrales méromorphes doublement pério-
diques. '

Lemme I. — Soient
(19) f(a:,y,y’,...,y(/’)):o

une équation différentielle algébrique; y une intégrale méromorphe
de (19) et

(20) Rz, y, ', ..., y1)

une fonction rationnelle de x, y, y', ..., y@. Si I'on peut trouver
trois constantes a, b, ¢ telles que les trois équations

(21) R—a=o, R—b—o, R—c=—o

(aprés y avoir remplacé dans R y par intégrale considérée) n’aient
qu'un nombre fini de racines, I’équation (19) admet pour les iy une inté-
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grale premiére de la forme

(22) ’ R($7 Vg ]”/7'---7.)/(!]))*’"(1:)7

ou r(x) est une fonction rationnelle de x.
Si les trois équations (21) n'ont pas de racines, l'tntégrale premiére
devient

(23) R(z, y, ¥ ..., y7)=const.

- Ceci résulte du théoréme de M. Picard sur les zéros des fonctions
uniformes sans coupure. ‘ '
Si, y étant supposée fonction entiére de x, on peut trouver deux con-
stantes a et b telles que les deux équations

(24) R—a=—o, R—b=o0
n’ont qu'un nombre fini de racines, [’équation (19) admet pour ses
intégrales entiéres une intégrale premiére de la forme ‘
(25> . P‘('xa Js .)"/1 ..',J'(V)):P(x)’
ou I est un poly '
in polynome enx.

Enfin, si les deux équations (24) n’ont pas de racines, [intégrale
premiére devient (23).

Clest une conséquence du théoréme de M. Picard sur les zéros des
fonctions entiéres.

Lemme [1. — Setent ‘
(26) Sy V=0
une équation différentielle ‘algébrique a coefficients constants; y une.
intégrale méromorphe doublement périodique de (26) et
(27) Ry, o'y s )

une fonction rationnelle en y, y', ..., y'@ & coefficients constants.

Si la fonction R, en vertu de I'équation (26), ne s’annule pour
aucune valeur finie de @, ou bien si elle n’a pas de poles a distance
finie, I’équation (26) admet, pour ses intégrales méromorphes double-
ment périodiques, I'intégrale premiére

(28) A = const.
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Ceci résulte du théoréme de Liouville sur les zéros et les pdles des
fonctions méromorphes doublement périodiques.

L’application de ces lemmes conduira & des intégrales premiéres de
la forme

(29) R=r(2), P\:‘P(l‘\ R = const.

Une telle intégrale étant connue, la recherche des 1ntegrales y de
nature analytique supposée se raméne a celle des solutions communes
a deux équations différentielles, ce qui se fera par différentiations et
éliminations des dérivées successives de y.

Deux cas peuvent alors se présenter :

Premier cas. — On finit par tomber sur des équations d’ordre zéro,
¢t l'on est alors ramené au probléme élémentaire : trouver les solu-
tions communes 4 deux équations algébriques; ces solutions sont alors
nécessairement algébriques en x. Toute intégrale méromorphe est alors
rationnelle. ‘

Deuzxiéme cas. — On peut choisir (), P(«) ou la constante des
intégrales premiéres (29), de sorte que les équations de la suite (4) &
partir d'un certain rang m se réduisent a des identités. Toute inté-
grale commune a (1) et (29) est une intégrale de 1'équation (m — 1);
Iéquation (1) ne peut avorr d’intégrales méromorphes autres que celles
défintes par (m —1). Pour que (1) en admette, il faut et il suffit que
(m — 1) en admette et que parmi ces intégrales il y en ait qui satis-
fassent & (1). La recherche des intégrales méromorphes (et par suite
des intégrales entiéres) de 1'équation proposée se trouve donc ramenée
a celles d’une équation d un ordre motndre.

Si, par exemple, cette derniére équation ne contient que x, y, y/,
I'équation proposée ne peut admettre comme intégrales d’autres trans-
cendantes méromorphes que celles définies par les équations du pre-
mier ordre (fonctions rationnelles en , ou bien en ", ou bien en
snax et cnax).

Si la derniére équation ne contient que x, y, y', ¥, on saura, par
exémple, reconnaitre par les méthodes de M. Painlevé, relatlves aux
équations du second ordre, si /= o admet une intégrale méromorphe
dépendant algébriquement de deux constantes d'intégration; on cal-
culera, dans ce cas, cette intégrale soit algébriquement, soit par qua-
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dratures, ou bien par l'intégration d’une équation linéaire du troi-
siéme ordre. ‘ : ' '

Rappelons que les intégrales premiéres sans restrictions peuvent
étre considérées comme une sorte d’invariants relatifs a toutes les inté-
grales de I'équation, quelle que soit leur nature analytique. Les inté-.
grales premiéres de I'espéce précédente seraient alors des invariants
relatifs @ une classe déterminée d’intégrales. A ce point de vue, la diffé-
rence entre ces deux sortes d’invariants rappelle la différence qui
existe entre les deux sortes d'invariants dansla théorie des équations
linéaires, entre ceux considérés par Halphen, valables quelle que soit
la nature des fonctions entrant dans la substitution, et les invariants
d'une nature plus spéciale, considérés par Poincaré, ou les fonctions
qui entrent dans la substitution ne sont pas quelconques, mais ration-
nelles en 2. '

7. Quelques types d’équations admettant des intégrales premiéres alge-
briques pour leurs tntégrales méromorphes. — Nous allons indiquer com-
ment on est conduit & considérer des intégrales premiéres de 1’espéce
précédente et comment on peut former des types généraux d’équa-
tions pour lesquelles on connaitra de telles intégrales. ’

Soit R(x, v, ¥, ..., ¥'Y) une fonction rationnelle donnée de x, y,
¥y ..., ¥ & coefficients constants et indéterminés a,, a,, ..., .
Effectuons dans I’équation donnée '

(30> F(‘x"}'v‘)/,:""jﬂp)):O

le changement

(31) =

(ot « est une conslante indéterminée), en prenant z comme nouvelle
fonction. Soit

i=s ‘
AY
(32) W(x, z,5,...,5 :Z Wighe, 3y L G e
=1 !
la nouvelle équation, ot les ; sont polynomes en z, a,, a., ..., a, et a.

Supposons construit I’ensemble A de points (M, N) relatif a (32) et
soit

(33) (]\/I/lﬂ N/L,)) (Nlhzs N/L2)7 ceey (M/;I-; N/Li)



22 . CHAPITRE 1II.

un ensemble de points faisant partie de A et tel qu’en les supprimant,
l’ensemble qui reste ne remplit aucune condition du théoréme I

(p- 13).
Toutes les fois que les j équations
(34) ‘ q)h]:Oa ‘!J/q: 0, BEEE) 'JH/U-:O

pour au moins trois valeurs o,, o, ¢y de o admeltent un systeme de
solutions en a,, a,, . . ., a, indépendantes de x, I’équation (30) admet,
pour ses intégrales méromorphes, ’intégrale premiére

(35) - Rz, y, »/, ...,])"7").: r{x),

ot r(x) est une fonction rationnelle de x, et ot les ay, figurant dans R,
sont @ remplacer par ce systéme de solutions. '

Car, y étant une intégrale méromorphe de (30), l'intégrale sz
de (32) qui lul correspond est aussi une fonction méromorphe, et si
l'on donne & « 1'une des valeurs «,, a,, o; et aux coefficients indéter-
minés @; dans R, les valeurs trouvées comme solutions du sys-
téme (34), les termes de I'équation (32) correspondant a I’ensemble
de points (33) disparaissent. Le contour II de (32) ne remplit pas les
conditions du théoréme I, ce qui montre que les pdles de 'intégrale z
ne varient pas avec les constantes d'intégration et annulent ou rendent
infinie 'une au moins des fonctions {;, d’ot1 'on conclut que ces poles
sont en nombre limité. Il s’ensuit que les trois équations :

'

R— o, —o, R—a,—o, R—oa,=—o
n’ont qu'un nombre limité de racines. Par conséquent
Rz, y, 5, ..., y'7),

lorsqu’on y remplace y par une intégrale mkéromorphe de (30), se
réduit a une fonction rationnelle de &, ce qu'il fallait démontrer.

On démontre de la méme maniére la proposition suivante :

Toutes les fots que les équations (34) pour au moins deuzx valeurs o, et
o, de a admettent un systéme de sclutions a,, a,, ..., a, indépendantes
de x, l'équation (30) admet, pour ses intégrales entiéres, l'intégrale pre-
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mere
R="P(z),

ot P est un polynome en x.

Lorsque x ne figure pas explicitement dans I'équation (30), le poly-
nome P se réduit a une constante.

8. Cas des équations du premier ordre. — Dans des cas étendus des
équations du premier ordre il est possible de former des expressions R
dépendant de la variable indépendante x et d’une ou plusieurs inté-
grales particuliéres y,, y,, s, ... d’une nature analytique déterminée,
se réduisant pour ces intégrales & une fonction algébrique ou ration-
nelle de x; ou bien une constante. On peut alors en tirer des conclu-
sions sur la nature des y,, sur le nombre de telles intégrales distinctes
(c’est-a-dire n’étant liées par aucune relation algébrique & coefficients
algébriques en x), etc.

L’exemple suivant en donnera 1'idée.

Considérons I'équation
Pz, y)

Q, ») ’

ou P et Q sont polynomes en y de degrés respectifs m et m/, a coeffi-
cients algébriques en x, et envisageons-en les intégrales y uniformes.

Pour que 'équation puisse admettre des intégrales uniformes rans-
cendantes, 1l faut, d’aprés un théoréme connu, que P et Q soient
rationnels en @; on peut donc les supposer polynomes en 2. De plus,
par une transformation homographique, on peut toujours ramener
équation & satisfaire 4 la condition m=m’'—+ 2, qu'on supposera
donc remplie. La valeur y = o est alors une valeur ordinaire, c'est-

(A) ’ ’ ] —

a-dire que, sil’on posey = =, I'intégrale z () qui pour @ =, prend la

valeur z = o, est holomorphe au voisinage de = «, (pris au hasard).
1° Supposons alors que I'équation algébrique en y

(B) Q(z, y)=o0

admette plus de deux racines y,— o,(x) distinctes et solent

)’1:%(?)7 Y= 05(2), Ya—=9y(x)
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trois quelconques de ces racines; elles peuvent d’ailleurs étre des
brarches d'une méme fonction algébrique.

Une intégrale uniforme y de I'équation (A) n’a pas de coupures et
ne peut avoir que certains points essentiels connus a I'avance; soit
2= a un tel point.. Si = a est en méme temps un point critique de
go,; ®ay @3, ON peut touj,ours poser

() @ —a=p

(v étant un entier) de fagon que ¢,, ©,, ¢, deviennent trois fonctions
uniformes de £ dans le voisinage de £ = 0; on peut donc toujours les
supposer uniformes au voisinage de x = a.

Ceci posé, considérons 'expression

s
Aprés y avoir remplacé 'intégrale uniforme y par son expression
en x, R sera une fonction z(z) de « qui, en dehors de certaines
valeurs fixes de  en nombre limité, ne prend les trois valeurs o, 1, o
que pour les valeurs de @ racines des équations respectives

(@ —o@)=o0, y(z)—gux)=0, y(x)—os(2)=0.

Or, ces racines sont également des valeurs exceptionnelles de en
nombre fini. La fonction z(«) serait donc une fonction admettant z=a
comme point essentiel, étant uniforme dans le domaine de ce point et
ne prenant dans le voisinage de @ = a les trois valeurs o, 1, o qu'un
nombre fini de fois. La fonction (&) ne peut donc admettre de points
essentiels (a distance finie ou infinie) : ¢’est donc une fonction ration-
nelle 7(x) de x, de sorte qu’on aura

Riz, y)=r(m).

On en conclut que I'équation (A) n’admet aucune intégrale uni-
forme transcendante.

2° Supposons que 'équation (B) n’admette que deux racines dis-

tinctes .
)’:CP1<x)a m:cP1<:T)
et posons
)/—<P1
==
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La fonction z(x) n’est pas nécessairement uniforme, puisque 9,
et 0, e sont pas nécessairement rationnels; mais si le point # = a est
un point critique de z, c'est que c’est un point critique algéhrique
de ¢, ou de ¢, et, par suite, aprés le changement (o), on sera sr que
z sera uniforme dans le voisinage de z =o.

Cela supposé, formons I'équation différentielle du premier ordre
en z et soient z, et z, les deux fonctions de @ qui correspondent a
deux intégrales uniformes y, et y, de I'équation (A). Considérons
I’expression

=Rz, 31, 73)-

Aprés y avoir remplacé y, et y, par leurs expressions en &, cette
expression sera une fonction de @ 4 un nombre fini de valeurs n’ayant
pas de points essentiels & distance finie ou infinie. Car sl « = a était
un point essentiel de R, & I'aide du changement (a) on peut toujours
supposer cette fonction uniforme autour de x = a. Or, 'on démontre
par des considérations analogues & celles de tout a P'heure que R ne
peut étre égal & o, 1, 0, que pour un nombre fini de valeurs de « dans
le voisinage de = a. Donc @ = a n’est pas un point essentiel de R et,

par suite, on a
R(z, y,, y,)=fonction algébrique de .

Il s’ensuit que D’équation (A) ne peut avoir deux intégrales uniformes
transcendantes distincles.

3° Supposons que (B) n’a qu’une racine
y=g¢(x)

el posons
1

5=

v—0
Soient y,, ¥a, ¥, trois intégrales uniformes de (A) et z,, 2, 5, les
intégrales correspondantes de 'équation en 5. Considérons I'expres-
sion ‘
Ey— 5%y _ Yo~ Y1 V3s— 9

o - =R Ly Vs Yoy Va):
Zy— &y Ys—Y1 Vo @ @, s e 07)

Comme ¢ est rationnel, R est une fonction de & uniforme sans cou-
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pure et I'on démontre comme précédemment que les trois équations

&

R—o, R—r, R—=w
n’ont qu'un nombre fini de racines ; on aura donc

R(z, y,, ¥,, y;) — fonction rationnelle de «.

Il s’ensuit que I'équation (A) ne peut avoir plus-de deux intégrales
uniformes transcendantes distinctes.

* S1Q ne contient pas y, 1 équation (A) est une équation de Ric-
cau ou linéaire. Dans le pemier cas, il peut exister 1, 2 ou 3 intégrales
uniformes transcendantes d1st111ctes, dans le second casil peut y en
avolr 1 ou 2

Les mémes considérations. et les mémes conclusions peuvent se

répéter :
A. Pour les intégrales uniformes en @ des équations
¥z, y,0") =0,
o I est un polynome irréductible en x, y, y’ du genre zéro en y, y';
B. Pour les intégrales uniformes en («, X) des équations
D(x, X, y,y")=0, .

ol @ est un polynome irréductible en @, X, y, 5’ du genre zéro, un
ou deux, @ et X étant liés par une relation algébrique o(z, X)=o;
ou méme, plus généralement, pour toutes les équations de I'espéce
hyperelliptique.

9. Types d’équations admettant des intégrales premiéres pour leurs
intégrales méromorphes doublement périodiques. — Etant donné un type
général d’équations différentielles

(36) S,y o yPy=o0

d’un ordre quelconque, ne contenant pas x explicitement, on peut se
propbser de préciser dans une certaine mesure les équations apparte-
nant & un tel type, qui peuvent étre satisfaites par des fonctions méro-
morphes doublement périodiques, en précisant celles qul ne peuvent
pas étre de cette catégorie d’équations.
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D’abord, les considérations précédentes conduisent a la propriété
suivante :

Toutes les fois que ['équation (36) admet des intégrales y méro-
morphes doublement périodiques, elle jourt des propriéiés suivantes : ou
bien le contour Wrattaché & f a au movns un cdté a coefficient angulaire
égal a un nombre entier négatif, ou bien elle a au moins un sommet
multiple tel que son équation en ). admet comme racines un ou plusieurs
entiers négatifs compris dans le domaine de ce sommet.

Cette proposition permet dans un grand nombre de cas de simplifier -
la recherche des conditions pour qu'un type donné d’équation (36)
admette des intégrales y de nature ici considérée.

Par exemple, remarquant que le contour IT de I'équation

PO +Q(y)=o

(ot P et Q sont des polynomes de degrés respectifs m et n) ne peut
présenter qu'un seul coté a coefficient angulaire négatif et que ce coef-

ficient est égal a »on voit que I'équation ne saurait admettre

n—1m
d'intégrales méromorphes doublement périodiques que si 2m est divi-
sible. par n—m. Elle en admettra effectivement, par exemple,
sim=1, n=12 ou n=3, les coefficients des polynomes P et Q étant
quelconques; ou encore st m=12, n=14 ou n==6, les coefficients
de P et Q étant convenablement choisis, etc.

Plus généralement, pour que I'équation

P(y?)+Qy) =0

puisse admettre d’'intégrales en question, il faut que mp soit divisible
par n—m. .
En remarcuant que le contour II de I'équation

Ply?)+Qy)y'=o

r o

a un seul coté a coefficient angulaire négatif et que celui-ci est égal

. mp—1I . , - ., , . .
a —+——— on voit que l'existence des intégrales de 'espéce consi-
n—+1—im

dérée 'exige que mp — 1 soit divisible par n -+ 1— m. Elle sera effecti-
vement intégrable par de telles fonctions, par exemple si les coeffi-
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cients de P et QQ étant quelconques, on a p=3, m=1, n=1 ou
n=x2. '
S'il s’agit des équations
Jn o) =o,

pour qu’une telle équation puisse étre intégrable par des fonctions
méromorphes doublement périodiques, il faut que son contour II
-admette au moins un c6té a coefficient angulaire entier négatif et au
moins un cOté a coefficient angulaire entier positif, et qu’il n’y ‘ait pas
de cotés a coefficient angulaire fractionnaire. "

La considération du contour II, rattaché & une équation f=o d'un
ordre quelconque, fournit bien des maniéres de former des types
d’équations admettant, pour leurs intégrales méromorphes double-
ment périodiques (lorsque celles-ci existent), des intégrales premiéres
de V'espéce précédente.



CHAPITRE 1V.

INTEGRALES PREMIERES QUALITATIVES A RESTRICTIONS.

10. Généralités. — Nous considérerons dans ce Chapitre les inté-
grales premiéres de la forme v
a<<ax<<b

(44) ®—9 X

Une telle intégrale exprime que 'expression @, dépendant de x, v
g P q p , dep )

et dée quelques dérivées de y par rapport & x (pouvant aussi dépendre -

des données initiales) se réduit, en vertu de 'équation différentielle
donnée /= o, ou dusystéme donné ( /), & une fonction inconnue de x,
laquelle, pouf a variant de x = a & x = b, ne varie elle-méme qu’entre
deux limites A, et 2, connues (constantes ou fonctlons de z, ou des
données initiales).

Si un tel fait ne subsiste que pour les intégrales y réelles assu-
jetties & certaines conditions, par exemple d’étre finies, contlnues,
positives, monolones, croissantes, oscillantes, etc., dans linter-
valle (a, ) de z, I'équation (44 ) fournit une intégrale premiére quali-
tative a restrictions pour 'équation f= o ou le systéme (/).

Quoiqu'une intégrale premicre de cette espéce n'exprime pas un
fait mathématique précis, elle n’en exprime pas moins un fait pouvant
contribuer a I'étude des intégrales d’une équation donnée et parfois
méme conduire 4 des résultats précis concernant certaines particula-
rités de ces intégrales. En particulier, de telles intégrales premiéres
fournissent, dans un grand nombre de cas, des limites inférieures et
supérieures entre lesquelles reste comprise l’lntegrale y lorsque « varie
dans un intervalle considéré. Elles permettent également de tirer des
conclusions sur les zéros réels de l'intégrale, leur nombre dans un
" intervalle considéré, leur distribution dans cet intervalle; sur les
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maxima et minima de 1’1ntegrale sur son mode de .croissance avec .
D'une mamere générale, les intégrales premiéres telles que (44) se
prétent a 'étude des partlcularltes qualitatives de l'intégrale y et
peuvent servir d’alde puissant dans des problémes inaccessibles aux
procédés de caleul rlgoureux.

Nous nous proposons de le montrer sommairement pour quelques
types d’equauons différentielles et de systémes admettant des inté-
grales premiéres de formes simples.

11. Particularités de I'intégrale y impliquées dans la forme de U'tnté-
grale premiére ® =10 : :

A. Forme % —0 — L’existence d’une intégrale premiére de la
forme
! a<<x<b
(45 L —y
(49) . > A< §<B ’

conduit & ce Tésultat immédiat que, pour toute valeur de  comprise
entre a et b, I'intégrale réelle prenant pour x =, la valeur y =y,,
se laisse écrire sous la forme

. (46) )/ :‘)/0 e(,r—.?culo

faisant voir que I'intégrale ne s’annule pour aucune valeur réelle de @«
comprise dans l'intervalle (a, b), et que dans cet intervalle elle est
constamment compmse entre

yo e:\(a:—:)cu) et Yo CB L—;L.,)

Si cet intervalle est celui de o & o, I'intégrale tend vers zéro ou
croit comme ¢%* (o étant constante positive comprise entre les valears -
absolues de A et B), suivant le signe de A et B. On a des faits ana-
logues dans le cas ou I'intervalle (a, b) est celui de —oc & 0 oude —oc
a—+oo. '

Comme exemple d’équations admettant une intégrale premiére de
la forme (45), nous citerons I’équation

(47) (¢ + 4202 — (g + 2y )y=o,

ol o et ¢ sont des fonctions quelconques finies et positives dans un
intervalle (@, b) de . En remarquant que, pour ces valeurs de & et
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pour une valeur réelle quelconque de y, la valeur de I'expression

Ver+ iyt
¢+ dy?

reste toujours comprise entre = et I, on a comme 1ntearale premiére

V

de (47) (pour toutes ses intégrales réelles et positives dans I’ 1ntervalle
considéré de x)
a<<x<b a<ax<b
I

VA, ou hien ‘
; — = f —1<0<<— —=
J \/2 U= \/2

suivant la détermination du radical.
L’équation
Y=(a+be =)y (a>o0,b>0)
admet comme intégrale premiére, pour toutes ses intégrales réelles,
J/’ - — oo <& <0
y o a<<f<<a+bd
‘B. Forme (y' == y)9 =10. — Une intégrale premiére de la forme

a<<ax<<b
A< 9<B

(48) ('+xe=

(9 étant fonction de x) entraine le fait suivant : Jpour toute valeur
de x, comprise entre a et b, l’mtegrale réelle prenant pour x = =2 la
valeur ou a << x, < b), peut s'écrire

Y=Y » P

y=e" [m+9¢ﬁf %d%.

Dans cet intervalle de x, elle est constamment comprise entre

x o
e—w—m) [}'o + Ae f % dx]

[

fl.’ev,,:
e X—2! [yo+ Be“’%f; —dex],

et

()

d’ot I'on tire facilement des conclusions sur 1’allure de la courbe inté-



32 CHAPITRE 1V.

grale sur son mode de croissance, sur ses zéros réels, ses maxima et
minima, ..., suivant la nature de la fonction donnée o.
Des conclusmns analogues sont & tirer d'une mteorale premiére de
la forme
a<<x<<b
A< f6<B ‘

(49) ()" —y)o=F5

dans quel cas on peut écrire

\

T '
Yy = "% |y, 0§ e¥o ¢ .
J T

]

Parmi les équations du premier ordre admettant une intégrale pre-
miére de la forme (48), se trouve I’équation

y = L)

qui se présente dans divers problémes de Géoméirie et de M¢écanique.
Prenons d’abord, pour o, la détermination positive de Vi (@), sup-
posée réelle, finie et continue dans un intervalle (a, 0) de = et consi-
dérons une mtegrale réelle y prenant pour x ==, la valeur y =y,.
Supposons, pour fixer les idées, que le point donné M,(x,, ¥o) S€
trouve au-dessus de I'axe des '; ce point se trouve nécessairement dans
la I‘egmn D, comprise entre I'axe des x et la courbe y = \/f(x), sans
quoi la branche considérée de la courbe intégrale serait imaginaire.
Par M, passent deux branches de la courbe intégrale, I'une positive
croissante Y, & coefficient angulaire de la tangente en M, ayant pour
valeur
\//./(‘LO)—)(‘; )
'autre Y, positive et décroissante, & coefficient angulalre de la tan-

gente en M, égal a
VI w) =0

les deux tangentes se confondent lorsque M, se trouve sur la courbe
y =Vi(@).
La branche Y, admet comme intégrale premiére (48), ou

I I

QP::, A:——_—, B:I,
V@) Vv
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ce qm montre que dans I'intervalle (a, b), elle est constamment com-
prise entre les deux courbes

y=ypeieie T [y f@ d,
\/2 2o

Y=, e—lr—re) ef.w:f ex \/‘m dz.

La branche Y, admet comme intégrale premiére (49) avec

—_

V(e
et, par suite, se trouve dans l'intervalle (a, b) constamment comprls
entre les deux courbes

wertie o [ flayda,

y=yoernm eyl da

,

Par le point M (x,, — y,), symétrique au point M, par rapport a
l’axe des o, passent également deux branches de la courbe intégrale,
I'une négative décroissante U,, 'autre négative croissante U,, toutes
les deux symétriques aux branches Y, et Y, par rapport & l'axe des =
et dont il est facile d’écrire kes équations sous la forme précédente.

Lorsque l'intervalle (a b)s'étend a l'infini, ce qui précéde met en
évidence le mode de croissance de llntegrale y pour « indéfiniment
croissant par des valeurs positives ou négatives, les données sur la
distribution de ses zéros, etc.

4
C. Forme yy =0. — Considérons une intégrale premiére de la
forme
o b
(50) Yoy v
‘ _ r. A<6<B

On s’assure facilement que si A et B sont finis, I'intégrale y sup-
posée finie et continue dans l'intervalle (a, b) n’a pas de zéros réels
d'un ordre déterminé différent de I'unité, nides infinis d'un ordre fini
déterminé. En effet, au voisinage d'une telle valeur x =a d’ordre ,
on aurait '

y=(z—a)le,

PETROVITGH ) ‘ ' 3
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ol ¢ ne devient ni nul, ni infini pour x =« et P’on voit facilement que

le produit (x — a)*0 tend vers la limite £(k — 1) pour & = a; comme

étant fini, cette limite doit étre zéro, on doit avoir k=o0 ou k=r. 1l

s’ensuit que I'intégrale y change de signe chaque fois que x passe par

un zéro réel de y compris entre a et b. ‘
Distinguons maintenant les deux cas suivants :_

Premier cas : A >0, B>o0. — Soit =, une valeur de @ com-
prise dans lintervalle (@, b), annulant la dérivée y' comme son z€ro
simple. Comme, d’aprés (50), y” et ysont de méme signe pour toute
valeur de « comprise dans l'intervalle (a, b), Iintégrale y ne peut '
présenter dans cet intervalle ni des maxima positifs, ni des minima
négatifs. Par suite, en désignant par y, la valeur que prend y
pour & =, : '

1° Si y,>>0, y présentera au point o=z, un minimum positif;
pour les valeurs de « comprises entre a et Z,, I'intégrale est positive et
décroissante ; pour  compris entre z, et b, elle est positive et crois-
sante; ‘ '

2° Si y, <o, y présente en x =, un maximum négatif ; pour x
compris entre a et &, elle est négative et croissante; pour & compris
_entre x, et b, elle est négative et décroissante.

En tout cas, le changement de signe de y’ ne s’effectue que
pour & = ,. ,

En multipliant 1'équation (50) par y' dw, intégrant entre les limites
x et x,, ou a < x < @, et tenant compte de ce que y;, =0, on obtient

(52) . _}"’:f 0yy' dx.

- 2

Comme le produit yy' ne change pas de signe entre les limites d'in-
tégration, le théoréme commun de la moyenne appliqué au second
membre de (52), transforme cette équation en

yr=0(y3—0%), A<IIB.
d’ot 'on tire

eX+ e X

(P) - ‘ | y:yof___Q——, ;
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(Q) ' . )\:f Vidr—(x — z,)k,

X étant une valeur comprise entre les racines carrées de la plus petite
et de la plus Urande valeur que prend le facteur 0 lorsque x varie
de x & z,. 3

Si, maintenant, Péquation (50) étant multipliée par y’ dz, on I'in-
tégre entre les hmltes x, et x, ou X, < x<_b,on 0bt1ent

y2 x :
— f Gyy' dox
2 B o

[

et comme yy' ne change pas de signe entre les limites d’intégration, on
arrive encore aux équations (P) et (Q)avecax, < x < b,doul'on tire
le résultat suivant :

‘Etant donnée une équation différentielle d'un ordre quelconqué,
admettant pour ses intégrales y réelles, finies et continues dans un
intervalle (@, b) de x, une intégrale premiére de la forme

a<.x<b A>o,
A<6<B’ B >o,

toute intégrale y de cette nature, dont la dérivée s’annule en un point
x =z, compris dans U'intervalle (a, b), se laisse écrire sous la forme

e(.rA.x',,)l_'_ e—(.v—-l‘u)Z

Y=Y > —yych(x— )k,
otL  est une valeur comprise entre les racines carrées de la plus petite et la

plus grande valeur que prend le facteur § lorsque x varte entre x, et x,

" ~
et cela pour toute valeur a L2 b.

I’intégrale est donc comprise entre

elr—m)VA + e—lr—xVA - .
Yo —=yoch{z —x;) V/A

2

et
_1:0)\/]_} —+ 67(1'7‘1'0?\/1?

Yo 5 —yech(x—a,) \/E

pour toute valeur de x comprise dans l'intervalle (a, b). Pour les
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_valeurs de & voisines de z,, clle se trouve comprise entre les deux

paraboles i
Y =Xo [

il
Y=Y [I —+ ;(x—xo)z] )
passant par le point (x,, ¥o)-
Tout ceci s’applique, par exemple, a l’équatlon linéaire
"= f(x))

dans tout intervalle de = dans lequel la fonction f(x) est constam-
ment positive. Les valeurs A et B sont la plus petite et la plus grande
valeur que prend f(z) dans cet intervalle de . -

Dans le cas de 'équation

-)/”+CP‘)/,+('P-)/:O’ R

~ laquelle, par la substitution

R )/:Ze ;
se transforme en
—f(x)s
ol ‘
« _ 9> 9
(53) ‘ f(x)_up‘—?— P

on a le résultat suivant :

Toute intégrale réelley telle que la dérivée premiére de
s 3 [ode
: o” o ‘

s’annule en un point z = &, situé dans un intervalle (a, b) dans lequel
la fonction (53) est positive, se laisse écrire sous la forme

1
')n ¥ v —Eftpd.z‘
4 e
y=-(e +e )

)

Y:(x_xo)\/.?(—{)" : ’

t ¢tant une valeur comprise entre @, et @, et cela pour toute valeur

a<lxlb.
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I’équation d’ordre n |
[tk ke 2k 2]y [t ey ey Ry =0
admet, pour toutes ses intégrales réelles, comme intégrale premiére

‘1/” — o<l X< ©
¥ » 1<C 6 <(n-+1)k

ce qui résulte de la remarque que la valeur du rapport -

(a4 ay+. .. ay)f
@t at+. . .+ af

(les a; étant positifs) est toujours comprise entre 1 et p*~'. Il s’ensuit
que toute intégrale réelle, finie et continue dans un intervalle (a, b)
de @ se laisse écrire sous la forme précédente, et est constamment com-
prise entre

)

<9 [e(.r—:r:u'r —+ e*(.r—.rl,)]
9 -

et

-

—1 k—1
‘o -5 had
I I:e(.rf.zrq\(zwl) R e—(.c—.ro)m-u—l' "‘] .
2

Deuziéme cas : A < o, B< 0. — Les méthodes de Sturm, appli-
quées a l'équation

(54) =0y (0<o)

conduisent au résultat que, dans lintervalle (a, b), suffisamment
étendu, l'intégrale réelle, finie et continue y présente des oscillations
autour de I'axe des x, changeant de signe chaque fois qu’elle s’annule.
La courbe intégrale se compose de demi-ondes alternativement posi-
tives et négatives. '

Envisageons d'abord une demi-onde posiive. D’aprés (54), la
dérivée seconde y” étant négative le long de cette demi-onde, celle-ci
ne peut présenter quun seul maximum. Soient = @, la valeur de
pour laquelle ce maximum est atteint, , et , les valeurs de x défi-
nissant les deux extrémités de la demi-onde.

Lorsque « varie de &, & x,, l'intégrale est constamment positive et
croissante; pour x variant de x, & x., elle est constamment positive et
décroissante. Dans chacun des deux intervalles (z,, z,) et (x,, 2,),
le produit yy’ garde un signe invariable.
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Considérons la courbe intégrale dans I'intervalle (x,, z,). En mul-
tipliant I’équation (54) par )’ do, intégrant entre les limites x et x,
ot x, < x < 0, on obtient ‘

2 Lo
(55) | - 4 :f Oyy dx.

2

Comme vy’ ne chanee pas-de signe entre les limites d’intégration 55
Yy gCPp 8 2 ’
- conduilt a

Y= (=070

ot1 B, désigne une valeur comprise entre la plus petite et la plus grande
valeur absolue M, et M, que prend le facteur 6 lorsque @ varie de @
ax,. On en tire

(56) y =1, cos(x — Ly )k (ol \/V\T,< << \/M,)

et cela pour toutes les valeurs de  telles que @, @ < &y-

Considérons maintenant la courbe intégrale dans'intervalle (z,, ).
En multipliant 'équation (54) par )’ d et intégrant entre les limites x,
et x ou x, < & < @, on obtient '

)//z i .Irel)”),/ do.
2 P2 ‘

d’ot V'on tire encore 'équation (55) et, par suite aussi, 'équation (56)
(avec @, < 8 < x) est valable pour toutes les valeurs de x telles que
Donc : toute demi-onde positive se laisse présenter sous la forme (56),
et cela pour toute valeur de = telle que &, < x < @;.
Envisageons maintenant une demi-onde négatice. La dérivée y”

étant positive, la demi-onde ne peut présenter qu'un seul minimum.
Soient x,, x,, T, les deux abscisses extrémes et I’abscisse du minimum
de la demi-onde. Lorsque « varie de x, a ,, I'intégrale y est constam-
ment négative et décroissante; pour x variant de @, & @, clle est
constamment négative et croissante. Le produit yy' garde donc un
signe invariable dans chacun des deux intervalles (@,, ;) et (&,, Z3).
On en tire alors, de la maniére précédente, cette conclusion : la demi-

onde négative, comprise dans U'intervalle (a, b), peut étre représentée '
par la formule (56). “

11 s’ensuit le résultat suivant :
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Chaque demi-onde, sout positive, soit négative, comprise dans [inter-
valle (a,b), se laisse écrire sous la forme

(57) y ==y, c08(x — &) by

ot . est une valeur comprise entre les racines carrées de la plus petite el
la plus grande valeur M et N que prend la valeur absolue de 0 lorsque x
varie entre x, et.x,.

De (57), on tire

ce qui montre que la longueur @, — d'une demi-onde est comprise
entre
s

=t et r—t
VM VN
a 'aide de quoi on pent établir diverses propositions déja connues sur
le nombre et la répartition des zéros réels de y compris dans I'inter-
valle (a, b). ;

On voit aussi que chaque demi-onde de y est comprise entre les deux

courbes )
¥ =y, cos{x — &) VN,

¥ = yocos(x — ) M.

Pour les valeurs de # voisines de x,, elles se trouvent comprises
entre les deux paraboles

M .
Y= [17 —;(f —xo)i_],
N
)’:)’0[1 Y (x— xn>2]

passant par le point (2, ¥, )-
Ces propositions s’appliquent directement & I'équation linéaire

y'=f(z)y

pour tout intervalle (@, 6) de @ dans lequel la fonction f(x) est néga-
tive. Le role de M et N est joué par une limite inférieure et une limite
supérieure de f(2) dans cet intervalle.

L s «i‘i&@ﬁféﬁﬁ "
P i,
Tl K

k)

S
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Dans le cas de I'équation
y'+ay+Byi=o (x>0, >0)

s'intégrant par des fonctions elliptiques oscillantes, 'intervalle (a, b)
étant celul de — oo & + oo, on a comme intégrale premiére (50), o le
role de M de la page précédente est joué par o. La longueur de la

demi-onde est plus petite que \/i_, ce qui montre que le nombre de
fod

demi-ondes comprises dans un intervalle (a, b) est au moins égal au
: ?
plus grand nombre entier contenu dans la valeur

(b—a)a
. .- ‘ T '
L’équation ‘
Y+ (a+Be )y =o (a>0,>0)

admet également l'intégrale premiére de la forme (50); le role de M
et N est joué par o et o + 3. '

L’intégrale générale de ’équation

Y9y dy=o

pour toute valeur de « rendant la fonction
| o P
Sflz) =1 A

négative, se laisse écrire sous la forme

flf@d.r
A

y=roe cos (@ — )\ (£),

£ étant une valeur comprise entre z, et x. Chaque demi-onde de la
courbe intégrale est comprise entre les deux courbes

1
— = dx o
y=y,e 2‘/.@ cos(z — z,) VN,

1
— ~f@zl.z:
3]

o N et M sont la plus petite et la plus grande valeur absolue de f(z)
dans lintervalle (a, b). La longueur d’une demi-onde est comprise

Y=Yy cos(x—xo)y/M,

. T s
entre — et —=.

VM YN



INTEGRALES PREMIERES QUALITATIVES A RESTRICTIONS. 41
‘L’équation
[@ 4y yi2hy .—i—}"’”ék]y”—;— [y y* 4.+ yt]y=o0
admet, pour toutes ses intégrales réelles, comme intégrale premiére -

y” o . — o<l X<
y —(n+1) < f << —1
faisant voir que toute intégrale réelle, finie et continue y présente un

nombre illimité d’oscillations, le nombre de demi-ondes comprises dans
un intervalle arbitraire (a, b) de x étant au moins égal au nombre

., . b —
d’unités entiéres contenues dans

a p T
» et au plus égal au nombre

kx
d’unités entiéres contenues dans
k—1
b—a)(n+1) 2%
- ( ) (r )

D. Sur les fonctions entiéres y auxquelles se rattache une intégrale

"
premiére 2’)—/— = 6. — Parmi les nombreuses conséquences qu’on peut

tirer du fait d’existence d’une intégrale premiére qualitative de la

forme
' —w <L X< ® ‘ M > o,

Y —N<b<—M N > o,

nous signalerons les suivantes concernant les intégrales entiéres de
I’équation ou du systéme.

L’équation, ou le systéme, ne peut avoir comme intégrale y aucune
Jfonction entiére du genre zéro.

Pour le faire voir, rappelons la proposition de Sturm, d’apres

"

-laquelle, si dans un intervalle réel (a, b) de x le rapport );— reste

constamment plus petit que la valeur correspondante d'une fonction
w(x), et si ¢ désigne une intégrale quelconque de I'équation

p'— p(x)p —=o,
deux zéros simples consécutifs de ¢, compris dans l'intervalle (a, b),

comprennent au moins un zéro de y ; s1 y et v ont dans (a, b) un zéro
commun x = (3, la variable  croissant a partir de 3 ne rencontre un
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zéro de ¢ sans rencontrer d’abord un zéro de y. Et comme l'on a

),//
‘)/

les zéros consécutifs réels de y croissent, en valeur absolue, avec leur
rang, au plus aussi vite que les zéros de l'intégrale
g —sinx \/M
de 1'équation
o'+ My —=o,
croissani eux-mémes aussi vite que leur rang. La série ayant pour
termes les inverses des modules des zéros réels de y, sera donc diver-
gente et elle le sera & plus forte raison lorsqu’elle sera complétée par
des termes provenant des zéros imaginaires de y, ce qui montre bien
. ?
que le genre de y n’est jamais zéro.
Ce genre, toujours supérieur ou égal & un, est égal d un, par exemple,
dans le cas de I'équation
‘)/‘)////_ﬁ),/‘),//: o .

admettant, pour ses intégrales oscillantes, y = asin(b + cx), l'inté-
grale premiére ‘

///
% ———c? (¢ = const. réelle).

A cet égard, on démontre’ le résultat général suivant dont cet
exemple n’est qu'un cas particulier :

Toute intégrale y n’ayant pas de séros imaginaires ou n'en ayant
qi’en nombre limité, a son produit canonique des facteurs primaires de
genre un.

Ceci résulte de la proposition de Sturm, d'aprés laquelle, si, dans

I'intervalie (a, b) de «, le rapport % est constamment plus grand que

la valeur correspondante d'une fonction A(z), et si u désigne une
intégrale quelconque de I'équation

u’— W x)u=o,

deux zéros simples consécutifs, compris dans l'intervalle (a, b), com-
prennent au plus un zéro de y; si y ct u ont dans (a, b) un zéro com-
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mun & = B, la variable x croissant & partir de 3 ne saurait rencontrer
un zéro de y sans rencontrer d’abord un zéro de u. Et comme l'on a

les zéros consécutifs réels croissent, en valeur absolue, avec leur rang,
au moins aussi vite que les zéros de I'intégrale

. u—sinx \/N
de I'équation
’ "+~ Nu=—o.

Et comme en méme temps ils croissent au plus aussl vite que les
zéros de ¢, ils sont de I'ordre de grandeur de leur rang n.

La série ayant pour termes les inverses des carrés des modules des
zéros réels de y, est donc convergente; elle le sera encore lorsqu’elle
sera complétée par des termes provenant des zéros imaginaires, ce qui
démontre la proposition. g

Il s’ensuit également que :

Toutes les fois qu'une intégrale entiére y a son produit canonique de
genre p > 1, elle a une infinité de zéros réels et une infinité de zéros
imaginaires ; les modules des zéros imaginaires crotssent ausst vite que
la (p 4 1) racine de leur rang. S’ils croissaient moins vite ou plus
vite, le genre serait supérieur resp. inférieur a p.

12. Intégrales premiéres qualitatives rattachées aux sysiemes d’équa-
tions. — Un systéme

dx; .
(60) —dTL:XZ- (i—r1, 2, 3, ..., 1)
d’équations simultanées a n fonétions inconnues &, &, ..., T, dela

variable indépendante ¢z, les X; étant fonctions des @; et de ¢, peut
admetire, pour ses intégrales réelles, finies et continues x;, des inté-
grales premiéres de la forme

a<<t<<b
M, < § < M,

?

(61) =y

ot H est une fonction déterminée d'une ou de plusieurs fonctions z; et
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de 1, ainsi que des dérivées des x; par rapport a ¢, pouvant aussl
dependre des données initiales.

Ainsi, toutes les fois que parmi les équations (60) se trouve une ou
plusmurs équations de la forme .

Cl.%‘k'

(62) I

=z fi,
ol f; est une fonction des @; et dé ¢ plus grande qu'un nombre positif -
fixe M quelles que soient les valeurs réelles des variables qui y figurent,
le systéme admet autant d’intégrales premiéres de la forme

1 odr —oo <l <
xp dt M<§<w

entrainant, comme conséquences, diverses particularités de l'inté-
grale y : l'intégrale x;, prenant pour t=1¢, la valeur x;, est, pour
toute valeur réelle de ¢, plus grande en valeur absolue que

Zho Mt 5

elle n’a pas de zéros réels, etc.
"~ De méme, toutes les fois que 1'une (ou plusieurs) des expressions

(2

est, pour a<_ax<_b, une fonction limitée supérieurement par un
nombre négatif N et inférieurement par un nombre négatif M, le
systéme admet autant d’intégrales premiéres de la forme

1 d?ay a<<x<<b
z; de —M<f<—N|

entrainant, comme conséquence, le caractére oscillant de l'intégrale x;,
Pexistence de zéros réels de celle-ci dans Uintervalle (a, &) dont le
nombre est au moins égal a la partie entiécre du nombre

(b—a)y—N
T

et au plus égal 4 la partie entiére du nombre

(b—a)y—M
o b

I+
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Tel est, par exemple, le cas du systéme

de, .
—r =Mz, +Na,,
o= Pz, + Qx,,

ou M, N, P, Q sont fonctions de ¢ liées par la relation

AN o
E+1\(M+Q)_o,
la fonction

d—M -+ M2+ NP
dt

étant comprise entre les deux nombres négatifs fixes.
Dans le cas du systéme
dz,

‘ dx,
(63) 'Ci—t:ai'xe:ia dt‘ = 0y T Ty,

dzx,
dt

— 0T Xy

{ou &, oy, a; sont des constantes) qu’on rencontre dans le probléme

du mouvement d'un corps solide et qui s'intégre par des fonctions
P

elliptiques, on trouve '

r d*x,

(64) L

. 2 2y
o oy (o, + a2y

avec les équations analogues pour x, et ;.

~ Lorsque o, et o, sont d’'un méme signe, I'expression (64) ne saurait
s’annuler pour une valeur réelle £=1, que si pour cette valeur de ¢
on avait a la fois &, = 0, &, = 0. Or, les équations (63), en vertu du
théoréme de Pexistence, admettent un systéme unique d'intégrales z,,
x,, @, holomorphes au voisinage de =1, et s’annulant pour cette
valeur de z. D’autre part, en vertu des équations (63) mémes et celles
qu'on en tire par différentiations successives, toutes les dérivées
de @, seraient nulles pour ¢ =1, ; 'intégrale z,, s’annulant pour cette
valeur de ¢, serait donc identiquement nulle. Les intégrales z, et x, ne
peuvent donc s’annuler simultanément ; Péquation (64) reste pour
toute valeur réelle de ¢ supérieure, en valeur absolue, & un nombre
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positiffixe M, de sorte que le systéme admettra une intégrale premiére

1 odix,
(65) z, dee T
— o0 < <o .- — < < w
ou bien

—M< < —w<f<—M

(suivant le signe commun & «, et «, ), ce qui entraine des conséquences
indiquées précédemment.

Ces faits ne sont, d’ailleurs, que des cas particuliers d'un fait d’ordre
plus général, mdlque dans ce qui suit.

D’aprés un théoréme remarquable, da a MM Appelrot et Lagou-
tinski ('), tout systéme d’équations dzﬁerentzelles algébriques d’un ordre
quelconque peut étre ramené a un systéme de la _forme

(66) iy (i=vam)

ott ®; est une forme linéaire
D= a1y + Aot e Y

a coefficients a,; constants égaux a des nombres entiers supérieurs ou
égauxr ¢ — 1.

M. Appelrot a méme ramené les formes linéaires ®; a avoir tous les
coefficients a;; égaux d 1 ou a o (loc. cit.).
De plus, ces réductions s’effectuent par le changement des fonctions
inconnues sans changer la variable indépendante.
Le systéme, par exemple,
dx, dzx, dz,

— X, X ——x, 2, — =Rz, x
di 2 dt v dr — T

auquel satisfont les trois fonctions elliptiques

x, = snt, &y == cnt, x, — dnt,
€n posant
d d
= log,, Y= logz,, Vo= (Ttlogxﬂ.

() Communications & la Seciété mathématique de Moscou (Recueil mathém.,
t. 23, 1902; t. 27, 1909; t. 32, 1924).
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se rameéne au systéme

dy, L

T ==y PtV
(1‘)2* , ry )
g =020 im0t
dy. ]

th‘ =ys( yirya—¥s)-

Le théoréme de MM. Appelrot et Lagoutinski offre un’ champ
étendu aux applications des résultats qui précedent.

Ainsi, I'équation (66) montre que si y,, ¥a, -« ., ¥m €St un systéme
d’intégrales finies dans l'intervalle (a, b) de ¢, pour chacune de ces
intégrales existe une intégrale premiére

1ody;

a<<t<b
Yi (lt_

A< 6<B

(ou A et C sont des quantités finies fixes) entrainant les conséquences
précédentes : aucune intégrale du systéme n’aura de zéros réels dans
lintervalle (@, &) [ni méme de zéros imaginaires dans son cercle
d’holomorphie quelconque]; toute intégrale reste dans (a, b), cons-
tamment comprise entre les deux fonctions exponentielles Ce*
et Ce™, etc. '

En différentiant I'équation (66) par rapport a 7, on trouve

(lz i
(67) df? =yl

ou H; est une forme quadratique en y,, Y2, ..., Yn & coefficients
- conétants. , w

D’autre part, la forme H; est la somme des carrés de m fonctions
linéaires en y,, ..., ¥a, le nombre m étant égal ou inférieur & n :

H=Yi+Yi+...+ Y5,
Toutes les fois que les fonctions linéaires Y  sont réelles et que les équa-

tions Y;=o, ..., Y, = o sont incompatibles, le systeme (66) admetira
comme intégrale premiére

Yy dee M< <o

1 dz}'i_;e —oo<_t<oo‘

ot M est un nombre positif fixe.
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Le systéme n’a aucune intégrale y; oscillante; toute 1ntégrale y;,
laquelle (ainsi que ses deux premiéres dérivées) est finie et continue,
pour toute valeur réelle de o, croit & partir d’une certaine valeur de z,
en restant toujours positive, ou bien décroit en restant négative.

Toutes les fous que les fonctions linéaires Y, sont, pour les valeurs
réellesdey,, ..., yn, les valeurs purement imaginaires, et que les équa-
tions Y,=o, ..., Y,,= o sont incompatibles, le systeme (66) admettra
comme intégrale premiére '

Y dee T ] —w< < —M |

I a’z)f,-_a . — o<l <Tw

oit M est un nombre positif.

Toute intégrale y; finie et continue (ainsi que ses deux premiéres
dérivées) pour toute valeur réelle de x, est oscillante, avec un nombre
illimité d’oscillations autour de la valeur zéro. Si c’est une fonction
entiére de @, elle est d'un genre supérieur & zéro, etc.

s
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