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MIHAILO PETROVIC

Ako bi se postavilo pitanje koja je bila najistaknutija liénost medu srpskim
matematitarima, bez dvoumljenja bi se moglo reéi: Mihailo Petrovié. On je
znatno uticao na razvoj naSe nauke i kulture kao naucnik i profesor Univerzi-
teta u Beogradu, kao ulesnik u polarnim ekspedicijama i plodni putopisac iz egzo-
ti¢nih krajeva Zemljine kugle. Petrovi¢ nije samo nacionalni velikan koji je ponikao
iz srpskog naroda, veé¢ on uZiva veliki ugled u celom svetu.

Po nepodeljenom priznanju Petrovié je najvedi srpski matematiar i njegovo
stvaraladko delo zasluZuje da se svestrano i kritiCki proudi.

Roden je 6. maja 1868. godine u Beogradu, gde je svrSio osnovnu i
srednju $kolu. Prirodno-matemati¢ki odsek Velike Skole u Beogradu zavr§io je
1889. godine. Iste godlne otiSao je u Pariz i tamo je, posle pripremanja od
godinu dana, poloZio prijemni ispit na Ecole Normale Supérieure, na kojoj
je ostao sve do 1894. godine. Za to vreme zavrSio je na Faculté des sciences
u Parizu: lisans matematiSkih nauka (1892), lisans fizi€kih nauka (1893) i dok-
torat matemati€kih nauka (juna 1894).

Period studija Mihaila Petroviéa u Parizo pada u vreme kada je francuska
matematitka nauka dostizala jednu od svojih kulminacionih tadaka. Njegovi
profesori su bili: Poincaré, Darboux, Picard, Hermite, Painlevé, Appell, Tannery,
Boussinesq, Koenigs, Lippmann — sve slavna imena ne samo francuske ve¢ i
svetske nauke.

Svoju doktorsku tezu: Sur les zéros et les infinis des intégrales des équa-
tions differentielles algebriques (Pariz 1894, 109 p.) odbranio je pred komisijom
koju su sadinjavali: Hermite (predsednik komisije), Picard i Painlevé (ispitivaci).
Rezultati do kojih je Petrovi¢ doSao u tezi odmah su zapaZeni i neke od ovih
Picard je uneo u svoj udibenik: Traité d’ Analyse, t. III, deuxiéme édition,
Paris, 1908, p. 378—381.

Odmah po poloZenom doktorskom ispitu Mihailo Petrovié¢ je izabran za
redovnog profesora Velike §kole u u Beogradu. Poletkom 1905. godine donet je
Zakon o univerzitetu, po kome je Velika fkola ukinuta a svi profesori stavljeni
na raspolaganje. Po propisima toga Zakona, ministar prosvete postavio je prvih
osam redovnih profesora Univerziteta u Beogradu, medu kojima je bio i Mi-
hailo Petrovic.

Polovinu stoleéa, od 1894. do 1943. godine, Mihailo Petrovié neumorno
i predano spremao je nastavne i nauCne kadrove za matematiku.



Kao profesor Velike §kole i Univerziteta u Beogradu odrZao je Sesnaest
raznih kurseva, od kojih je neke ponavljao gotovo iz godine u godinu. Bilo
je &kolskih godina kada je sam drZao sve kurseve iz matematike.

Mihailo Petrovié voleo je svoj nastavniCki poziv. Njegova predavanja
odlikovala su se jednostavno$¢u i ona su privlacila studente.

Petrovié je imao strogo merilo koje je preneo i na svoje ufenike i time
je u znatnoj meri doprineo da nastava matematike u nasoj srednjoj Skoli zauzme
lepo mesto.

Za svaki kurs Petrovié je izdao skripta ili udZbenik. Pri kraju svoje ka-
rijere odrZao je i neke specijalne kurseve kojima je hteo uputiti sluSaoce u
problematiku iz analititke teorije diferencijalnih jednacina.
™ Pod uticajem Mihaila Petroviéa formiran je &itav niz naudnih radnika na
matematiCkom polju. Iz teorijske matematike kod Mihaila Petrovi¢a doktorirali
su: Mladen Berié, Sima Markovié, Tadija Pejovié, Radivoje KaSanin, Jovan
Karamata, Milo§ Radojéié, Dragoslav Mitrinovi¢, Danilo Mihnjevi¢, Konstantin
Orlov, Petar Muzen i Dragoljub Markovid. .

Petrovié se radovao naudnom uspehu svojih uenika i nije im nametao
oblast u kojoj e oni vrditi istraZivanja. U periodu Petrovievog delanja za-
paZeni su, u drugim oblastima nauke, mnogobrojni slu€ajevi sputavanja naucnog
rada, pa je utoliko znadajnije §to je on davao podstreka za naucni rad.

Godine 1932. Matemati¢ki institut Univerziteta u Beogradu, na inicijativu
Mihaila Petroviéa i Milutina Milankoviéa, pokreCe Sasopis na inostranim jezi-
cima Publications mathématiques de ['Université de Belgrade. Do 1941. godine
izi§lo je sedam knjiga.

Navedeni &asopis bio je kruna uspeha Mihaila Petroviéa. To je u stvari
bio &asopis njegove gkole. Preko tog Gasopisa nafi matematiCari mogli su se
kao kolektiv predstaviti svetskoj javnosti.

Kao mlad &ovek, 1900. godine Petrovié je postao redovan &lan Srpske
akademije nauka. U odeljenju prirodnih nauka ove Akademije on je Zivo
ulestvovao u radu. Na sednicama Odeljenja prikazao je veliki broj rasprava
svojih ili svojih udenika. Ovi radovi ¥tampani su u Glasu Srpske akademije
nauka.

Petrovi¢ je jedan od inicijatora publikacije Bulletin de I’ Académie des sciences
mathématiques et naturelles de Belgrade. U ovoj publikaciji Stampani su na
inostranim jezicima izvodi iz radova koji su objavljeni u Glasu. U seriji ma-
tematicko-fiziCkih nauka navedene publikacije, u periodu od 1933. do 1941.
objavljeno je sedam knjiga koje veéim delom sadrZe rasprave pripadnika Skole
Mihaila Petroviéa.

Petrovi¢ je bio &lan viSe inostranih akademija nauka i &lan mnogobrojnih
pauévmh druStava. Ulestvovao je na vie medunarodnih matematiGkih kongresa
1 drZao predavanja na inostranim univerzitetima.

17. novembra 1939. promovisan je za poasnog doktora filozofije Beo-
gradskog univerziteta.

' Petrovig’ je bio plodan naucni radnik. Prva njegova rasprava objavijena
Je 1894. godine u izdanju Akademije nauka u Parizu. Od tada pa sve do smrti,
1943. godine, on je stalno i sistematski radio i objavio blizu 250 radova od

kojihsu 12 posebna naufna dela. Rasprave je §tampao u zemlji i inostranstvu,
na srpskom i francuskom jeziku.




Petroviteve rasprave mogu se razvrstati u sledeée oblasti: aritmetika, ne-
jednakosti, polinomi, funkcije kompleksne promenljive, diferencijalne jednacine,
integralni racun i opsta fenomenologija. ‘

Mihailo Petrovi¢ imao je intuicije, pronalazio je interesantne probleme za
proutavanje i &esto im davao elegantna reSenja. On je imao mmogo ideja, pa
nije stizao da ih do tandina obradi. Stoga se proudavanjem njegovih rasprava,
naroéito iz oblasti diferencijalnih jednaina, mogu naéi ideje za nova istraZivanja.
Zato nove generacije naSih matematiara treba da proudavaju Petroviéeve ras-
prave jer e se ovim ne samo usavriavati, veé se mogu inspirisati za nova
sopstvena istraZivanja.

Treba primetiti da se u radovima M. Petroviéa nailazi, ne tako retko, na
Stamparske i radunske greske. Na neke od njih biée ukazano u Predgovoru.

Nema¢ki matematiCar H. Schwarz na jednom internacionalnom kongresu
matematifara izjavio je da u njegovim radovima nema nikakvih greS§aka. Na to
mu je M. Petrovié odgovorio: »Kod mene, naprotiv, u svakom radu ima
grefaka.«

Petrovié nije bio samo profesor i naudnik, veé je bio i alas i struénjak
za pitanja ribolova, zbog &ega je dobio svoje popularno ime Mika-Alas. Postao
je stvarno ribarski kalfa 1888. godine, a neSto kasnije poloZio je ispit za ribar-
skog majstora. Imao je svoju ribarsku druZinu i kada je odlazio u ribolovy
potpuno se ponafao kao profesionalni alas.

Petrovié je takode bio strastan putnik u egzoti¢ne krajeve sveta i putopisac.
Godine 1931. i 1933. boravio je kao &lan jedne nau&ne ekspedicije u Severnoj
polarnoj oblasti, a 1935. godine u JuZnoj polarnoj oblasti.

Srpska knjizevna zadruga objavila mu je knjige: Kroz polarnu oblast (1932),
U carstvu gusara (1935), Sa okeanskim ribarima (1935), Po zabalenim ostrvima
(1936), Roman jegulje (1940).

M. Petrovié je u toku svoje nastavnifke karijere drZao sledeée kurseve:

* AnalitiCka geometrija u ravni i prostoru.

* Viga algebra.

* Diferencijalni 1 integralni racun.

* Geometrijske primene teorije diferencijalnih jednacina.

Radunanje s brojnim razmacima.
Teorija beskrajnih redova.
Elipticke funkcije.
* Parcijalne diferencijalne jednadine matematiCke fizike.
Linearna diferencijalna jednadina drugog reda i mnjene primene.
Kvalitativna integracija diferencijalnih jednadina.
Integracija diferencijalnih jednadina pomocéu redova.
Analiti¢ki problemi za obradu.
* Teorija greSaka (Beograd, 1930).
* Teorija analitiCkih funkcija.
Elementi matemati¢ke fenomenologije.
Za kurseve oznadene zvezdicom M. Petrovi¢ je objavio tabake.



Pored toga, on je objavio 1 sledee udZbenike:

Elementi matematiCke fenomenologije (Beograd, 1911, 774 str.).
Radunanje s brojnim razmacima (Beograd, 1932, 193 str.).

Elipti¢ke funkcije (Beograd, 1937, 128 str.).

Integracija diferencijalnih jednadina pomocu redova (Beograd, 1938, 221 str.).

Povodom stogodi$njice rodenja Mihaila Petroviéa mnogo je napisano i jo$
viSe usmeno kazano. Medutim, samo izuzetno date su Kkritine ocene na
Petroviceve nauéne doprinose pojedinim oblastima matematike. SuviSe se insi-
stira, ali ne potkrepljuje dokazima, da je Petrovi¢ posebno originalan u feno-
menologiji i u numeri¢kim spektrima. Medutim, potvrduje se sve viSe da su
njegovi rezultati iz teorije polinoma, specijalnih funkcija, diferencijalnih jedna-
dina 1 nejednakosti (brojnih razmaka) ne samo i danas aktuelni ve¢ da oni
sluZe kao polazna taka za razne generalizacije.

D. S. Mitrinovi¢



PREDGOVOR

Posle duZeg vremena doSlo je do ponovnog izdavanja knjiga Mihaila
Petroviéa: Racunanje sa brojuim razmacima (prvo izdanje 1932, godine) Elipti¢ke
JSunkcije (1937) i Integracija dzferencz]almh Jednacina pomocéu redova (1938).
Mihailo Petrovi¢ je ove knjige pisao kao udZbenike za redovne kurseve koje
je drZao na Beogradskom univerzitetu. Medutim, svaka od njih je vise nego
obi€an udzbenik, jer sadrZi u sebi mnogo onoga $to jednu knjigu karakteriSe
kao monografiju. Da je zaista tako, vidi se i iz toga, §to se i danas jedna
grupa beogradskih matematiCara inspiriSe rezultatima Xkoji se nalaze u njima
i daje nove nauéne priloge u oblastima koje su ovde tretirane. Ono §to smeta
da bismo mogli slobodno da tvrdimo da se zaista radi o monografijama u
pravom smislu re¢i je Cinjenica da ni u jednoj od njih nema bibliografskih
podataka, tako da nije uvek moguéno utvrditi o &ijem se rezultatu radi, kao
ni iz kog perioda je taj rezultat. Ovo je Stetilo i samom Mihailu Petrovidéu
kao naudniku. Naime, u ovim knjigama ima dosta njegovih rezultata koji su
kasnije u svetskoj literaturi pripisivani drugim matematidarima, mada su ovi
dosli do njih Cesto puta znatno posle M. Petrovita. Tek danas, za neke od
tih rezultata utvrden je Petroviev prioritet.

Prilikom Citanja ovih knjiga mora se biti obazriv u odnosu na termino-
logiju. Cesto e se naiéi na neadekvatnosti kao i na nesavremeno shvatanje
nekih matemati¢kih pojmova i to ne samo sa danasnjeg stanovista veé i, donekle,
sa stanovi§ta koje su zauzimali pojedini matematidari iz vremena u kome je
Ziveo i stvarao Mihailo Petrovié. Redaktori, ma da su, prirodno, ovoga svesni,
nisu Zeleli da vrSe izmene u tom pravcu, radi 1st0rljske autenti¢nosti teksta.

Citalac ¢e naiéi na pojedine arhaitne izraze koji e pri prvom sretanju
smetati, ali se za neke, posle razmiSljanja, €ini da su &ak i prikladniji od
onih koji se danas upotrebljavaju.

Prilikom redakcije novog— drugog—izdanja, ponegde su ispravljena suviSe
gruba gramatiCka odstupanja. Jezik je, u osnovi, zadrZan, ma da je prilikom
nedoslednosti autora, izabrana ona varijanta koja je bliZa danalnjim shvatanjima.
Pravopisne grefke su, uglavnom ispravljene, osim u sludajevima kada bi ove
ispravke davale bitno drukdiji utisak o tekstu.

Terminologija i simbolika najfeS¢e nije menjana, mada su izvrSena neka
skradivanja u simbolici. Na primer, pisano je = umesto ,,identi¢ki= 0%,

U novom izdanju ispravljene su ranije Stamparske greSke. Takode su
ispravijeni neki pogre$ni rezultati, kojih je najviSe bilo u knjizi Racunanje sa
brojnim razmacima. Valja naglasiti da su ove gre$ke uglavnom radunske pri-
rode. Ponajmanje ovakvih greSaka, koliko su redaktori uspeli da utvrde, bilo
e u knjizi Elipticke funkcije.

Ubedeni smo da ¢e ponovno izdavanje Petrovifevih knjiga znaditi zna-
¢ajan podsticaj i u nastavi i u nauénom radu u oblastima o kojima je re¢. Pitanja
porekla pojedinih rezultata predstavljaju poseban interes i za istoriare matematike.
I pored nedostataka koje smo podvukli, Petrovi¢eve knjige imaju niz visokih
kvaliteta, koji u potpunosti opravdavaju ponovno izdavanje. Petrovi¢ pise lako,
Zivo, zanimljivo, uvek sa ukazivanjem na otvorena pitanja. Ove knjige su
primer kako matematicko izlaganje ne mora da bude suvoparno i odbojno:
u nizu razmatranja jasno se vidi ruka velikog majstora, mnoge specifi¢nosti
nauénog postupka naSeg velikog matematiara Mihaila Petrovica.

Beograd Milorad Bertolino
30. VI 1969. Petar M. Vasi¢
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1.

»

OPSTI POJMOVI O INTEGRACIJI
DIFERENCIJALNIH
JEDNACINA

Integraliti jednu diferencijalnu jednalinu p-toga reda

(1) f(xay» y,a y”: LI y(p))=0
. dy d2y damy
gde je y=—, YVi=—=, ..., Y ==
! dx dx? dx?

zna&i naéi takvu funkciju y nezavisno promenljive koli¢ine x, da kad se smeni
u jedna&ini (1), ova bude identicki zadovoljena za proizvoljnu vrednost x.

Tako, na primer, jednadina prvoga reda
(2) y—y=0
je identi¢ki zadovoljena ako se uzme da je

y=e;
jednadina drugoga reda
3) y'+ay=0
biée zadovoljena kad se stavi da je
y=-sin Vﬁ

Kao §to se zna iz opSte teorije diferencijalnih jednalina, za svaku jedna-
ginu (1) postoji, ne jedna, ve¢ beskrajno mnogo funkcija y koje je zadovoljavaju
za proizvoljnu vrednost. ‘



2 Integracija diferencijalnih jednadina pomoéu redova

Tako, jednalina (2) je zadovoliena za
y=Ceé%

za proizvoljne vrednosti x i konstante C; jednacina (3) je zadovoljena za
y=_C, sin 1/Ex-{-C2 cos Vax

za proizvoljne vrednosti x i konstante C; i C,.

Kao §to se opet zna iz opste jteorije diferencijalnih jednalina, za svaku
jednadinu (1) postoji po jedna funkcija promenljive x

(4) yz(p(x: Cl: Cza ey C'p)

koja sadrZ onoliko proizvoljnih konstanata Cy, ..., C, koliki je red jednacine;
te se proizvoljne konstante nazivaju integracionim konstantama.

Kad se u izrazu (4) svih p integracionih konstanata ostave kao proiz-
voljne, taj izraz predstavija opsti integral jednadine (1). Kad se u njemu,
pojedinima od tih konstanata, ili svima, dadu utvrdene, odredene vrednosti, on
predstavlja po jedan partikularni integral jednaline. OCevidno je da kad se zna
opsti integral jedne jednaine, znae se i svi njegovi partikularni integrali, kojih
ima beskrajno mnogo i medu sobom se razlikuju samo po vrednostima koje su
pridate pojedinim integracionim konstantama u opftem integralu.

Pod integracijom jednaline (1) ima se uglavnom razumeti odredba
1° ili njenoga opsteg integrala y;

2° ili jednoga njenog partikularnog integrala y.

Kad je naden opiti integral, za jednadinu se kaZe da je pofpuno integraljena;
kad je naden jedan njen partikularni integral, kaZe se da je integraljena u uZem
smislu.

U velikom broju slufajeva, integral jednadine, bilo opsti, bilo partikularni,
sastavljen je iz konanog broja kombinacija elementarnih [funkcija, tj. onih koje
se iz merzavisno promenljive koli¢ine x dobijaju: sabiranjem, oduzimanjem, mmno-
Zenjem, deljenjem, stepenovanjem sa stalnim ili od x =zavisnim izloZiocima,
logaritmisanjem i operacijama koje se izraZavaju trigonometrijskim i ciklomet-
rijskim funkcijama. To su, dakle, funkcije koje se dobijaju elementarnim kom-
binacijama ograniGenog broja funkcija

X, X% e%, sin x, arc sin x, log x.

U toku razvijanja matematiCke analize prifle su ovim elementarnim funk-
cijama jo§ i neke ranije nepoznate funkcije (kao §to su npr. elipticke funkcije),
tako da danas i one ulaze u okvir elementarnih funkcija, a u taj ée okvir udi
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jos koja specijalnija vrsta funkcija, kada ove budu taCno i u svima svojim
pojedinostima proucene.

Kad se, na ma koji nadin, uspelo izraziti integral y u obliku kombinacija
elementarnih funkcija, kaZe se da je diferencijalna jednalina integraljena u ko-
nacnom obliku, jer su onda sve operacije, na koje se svodi integral, svedene
na konadni broj obi¢nih radunskih operacija, koje se mogu racunski do kraja
izvrditi, Takav je npr. slufaj sa jednaGinama (2) ili (3).

Medutim, u velikom broju sludajeva nemoguéno je izraziti integral u
takvom konadnom obliku, ali se on izraZava pomocu elementarnih funkcija i
integralnog znaka [. Naime, integral se izraZava pomocu elementarnih funkcija
i jednoga konacnog broja integrala

[ X, dx, [X,dx, ...

gde su X,, X,,... opet odredene i ‘poznate kombinacije elementarnih funkcija,
i gde integralni znaci mogu biti i superponirani. U takvim se slufajevima kaZe
da je jednadina integraljena elementarnim funkcijama i kvadraturama. Tako npr.
jednatina prvoga reda

(5 xy +e?—x=0

ima za op#ti integral
T

(6) y=C—|—x——fE—dx;
X

ona je dakle integraljena na takav naCin.

Detava se i za jednaline, koje sadrze funkcije neprecizirane, ostavljene u
op§tem obliku f(x), ¢(x), w(x), ..., da se integral moZe izraziti elementar-
nim kombinacijama tih funkcija i ograniGenim brojem kvadratura, tj. integracija
izvrienih nad tim funkcijama 1 njihovim kombinacijama. Tako npr. op§ti inte-
gral linearne jednaline prvog reda

Q) Y+fy+e=0

(gde su f i ¢ funkcije nezavisno promenljive koli€ine x) ima oblik
—Jfdx X

(8) y=e s [C+f e”m -wdx].

Takav je slufaj i sa jednadinom drugoga reda

w24y =0

(gde je ¢ funkcija promenljive x), Ciji je opsti integral

y=\/C1+C2f e_wdx dx.




4 Integracija diferencijalnih jednaCina pomodéu redova

Veliki broj, kako pojedinagnih diferencijalnih jedna¢ina svakoga konatnog
reda, tako i pojedinih opstih tipova jednaina, mogu se integraliti pomodu ele-
mentarnih funkcija i kvadratura. Ali ostaje nepregledna mnoZina jednadina za
koje se integral ne izraZava ni kombinacijama takvih funkcija, ni pomodu
kvadratura. Za neke tipove jednaGina uspelo se da se i doka’e takva nemo-
guénost, kao npr. za opstu Riccatievu jednadinu

Y +fy+ey+yp=0
(gde su f, ¢, v funkcije nezavisno promenljive x), ili za opStu linearnu jed-
nadinu
(P +fy(1’—1)—|—<py(1’*2)+ <o FAy=0
Ciji je red p>2. Za druge tipove jednadina istina takva memoguénost nije doka-

zana, ali su svi pokuSaji da se one integrale u konadnom obliku i pomoéu
kvadratura, ostali bezuspesni.



2.

OPSTI POJMOVI O INTEGRACLJI
JEDNACINA PRVOG REDA

Opéti integral y date diferencijalne jednaCine pivoga reda
® fx»,y)=0
moZe se odrediti u svoja dva razna oblika:

1° Kao funkcija promenljive x i integracione konstante C, u obliku

(10) y=¢(x,C)
ili, opstije, u obliku jednacine
(1D @ (x,y,CY=0

takve da y, odredeno tom jednalinom, z.dovoljava jednalinu (9) za ma kakve
vrednosti x i €. Tako npr. jednacina

(12) y'—y=0
ima za opiti integral
(13) y=Ce%;
za jednalinu
(14) y'—xy=0
to je

=
(15) y=Ce?
za jednadinu
(16) w+x=0
to je
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2° Kao ovaj partikularni integral iste jednacine (9) koji za x=x, dobija
vrednost y=y,, a kad se te vrednosti x, i y, smatraju kao proizvoljne. Geo-
metrijski reeno kao onaj integral jednacine Ciji geometrijski predstavnik (inte-
gralna kriva linija) prolazi kroz proizvoljno uzetu tacku (x,, y,) u ravni xOy.

Takav bi npr. integral za jednalinu (12) bio
Y=y, e(x—xo);
za jednadinu (14)
x2—x02
y=yoe ?
a za jednadinu (16)
x2 +y2—x02—y02 =0.
Od oblika 1° prelazi se na oblik 2° izraziv§i da integralna kriva prolazi
kroz tadku (x,, ¥,), §to daje jednalinu
(17 Vo= (X9, C) odnosno w (x,, ¥, C)=0
i elimini§uéi konstantu C iz dveju jednaéina (10), odnosno (11) i jednacine (17).
Tako se dobija opsti integral u obliku
(18) y=2(x, Xo, yo) odnosno u (x,y, Xo, ¥o) = 0.

Na prvi pogled izgledalo bi da takav op§ti integral sadrZi dve proizvoljne
konstante x, i y,, §to ne bi moglo biti, jer dve takve konstante sadrZi opsti
integral samo za jednaline drugoga reda. Medutim, lako se uveriti da pored
svega toga §to su obe konstante x, i y, proizvoljne, one se kod jednalina prvoga
reda uvek grupi§u u jednu jedinu konstantu C. Jer ako se izrazi da opiti inte-
gral y odneden npr. jednadinom

(19) @ (x,y,C)=0
za x=Xx, dobija vrednost y =y, dobija se uslovna jednadina
(20) ¢ (%070 C)=0]
iz koje kad bi se izradunalo C, tako da je npr.
C=10 (xo0, yo)s
opsti bi integral bila funkcija y odredena jednadinom
@ [%, ¥, 0 (x5, ¥)] =0

gde su se obe proizvoljne konstante x, i y, grupisale u samo jednu, a to je
0 (XO’ yo)-
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U svemu daljem izlaganju ovde ée se uzeti u obzir ovaj drugi nalin od-
redbe opitega integrala. Problem integracije jednaCine (9) javlja se tada u
ovome obliku:

A) Naéi takav izraz y kao funkciju promenljive x da jednacina (9) bude
identicki zadovoljena za ma kakvo x i da taj izraz za x =X dobije vrednost y=yq.

Tada ako su vrednosti X, i v ostavljene proizvoljne, imaée se opsti inte-
gral jednatine; ako su te vrednosti utvrdene, imade se njen partikularni integral,
i to onaj koji za x=x, dobija vrednost y=y,. ‘

Medutim, bilo da se ima posla sa opgtim, bilo sa partikularnim integralom
y, uvek se problem moZe svesti na ovaj:

B) Naéi takav izraz y koji identicki zadovoljava drugu Jjednu diferencijalnu
jednadinu, izvedenu iz date, i koji ée za x=0 imati za vrednost y=0.

Jer ako su vrednosti x, i ¥o konalne, pa se izvr¥i smena

2D X=Xo+t, y=Yo+u, —=—-

i smatra se ¢ kao nova nezavisno promenljiva kolifina, a u kao nova nepoznata
funkcija, dobija se nova, transformisana diferencijalna jednadina

(22) F(t,u,u)=0.

Kad je x=xp i y=y, bie t=0 i u=0. Prema tome, naéi integral y
jednagine (9) koji za x=x, dobija vrednost y=yo, znadi padi integral u jedna-
&ine (22) koji za t=0 dobija vrednost u=0.

U sludaju kad je xo= o0, a yo konatno treba izvrgiti smenu

dy dy
X=—. y=Yotu, ——=—12—;
‘ ’ dx di

kad je yo= 0, a Xp konalno, izvr§i¢e se smena

1 dy 1 du
X=Xo+1, y=—, —=——
U dx u? dt
i naposletku, kad je xo= o0, yo= oo treba izvr§iti smenu
1 1 dy t2 du
X=—), y=—1. =,
t u dx u? dt
pa Ge dobijena diferencijalna jednatina (22), svojim integralom koji za =0
dobija vrednost u=0, dati i integral y jednacine (9) koji za x=x, dobija vred-
nost y = Yo.

Kad je problem odredivanja integrala formulisan u_obliku B), postavlja se
pitanje: kako ¢ée se do¢i do integrala koji za x=0 dobija vrednost y=0? Xao
Sto je napred kazano, u nepreglednom broju sludajeva ne mo¥e se integral izra-
ziti pomoéu elementarnih funkcija i kvadratura. Pa i u slufajevima kad je to
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moguéno, dobijeni izraz za integral Cesto je tako komplikovan i nepodesan za
praktiéno ralunanje, da od takvog izraza nema velike koristi. U takvim slu-
¢ajevima ili se gleda da se pone§to u izrazu y zanemari, kad to nefe mnogo
uticati na rezultat rafuna, pa ¢e se imati bar priblizan izraz za integral, ili se
pokusava da se integral izrazi u obliku beskrajnoga reda, Ciji je oblik Clanova
takav da se sa njima moZe lako rafunati ili se na njima moZe raspoznati kakva
narodita pojedinost vezana za integral. ‘

Predmet ove knjige bie takav nadin odredbe integrala, tj. problem da se
integral date diferencijalne jednacine odredi u obliku kakvoga reda

(23) y=up (XY +uy, (X)+u, (X)+ - - -
¢&iji e cElanovi biti kakve proste funkcije nezavisno promenljive kolicine x i koji
de biti takav da je

(24) U6 (0) + 14y (0) + 14y (O)+ « - - =0.

Kod svakoga reda (23) mora se voditi raun o tome za koje e vrednosti
x on biti upotrebljiv, tj. konvergentan. Prema tome, iskazani problem integra-
cije svodi se na ova dva zadatka:

Prvi zadatak: naéi formalno reSenje problema, tj. takav red (23) sa
uslovnom jednadinom (24), da y izraZeno tim redom identiCki zadovolji datu
diferencijalnu jednadinu i uslov (24), bez obzira na to da li ée nadeni red
konvergirati ili ne. ‘

Drugi zadatak: ispitati za koje ¢e vrednosti x nadeni red biti konvergentan.

Kad su, u datome slutaju, re§ena oba ta zadatka, smatra se da je problem
integracije faktiGki refen, i dobijeni red smatra da je fakticno refenje problema.

Lako se vidi iz prostih primera da nije dovoljno znati samo formalno
re§enje problema, jer se moZe desiti da dobijeni red bude neupotrebljiv, jer
nije konvergentan ni za koju vrednost x. Tako npr. jednalmu

X2y —y+x=0
formalno zadovoljava red
y=01x+4+11x24+21 x3 430 x4+ . . .

koji zadovoljava i uslov (24), ali je on neupotrebljiv, jer ne komvergira ni za
koju vrednost x.

Isti je sludaj i sa redom
y=0Vx =11 (Vx)2+21 (Yxp+ - -
koji formalno zadovoljava diferencijalnu jedna&inu
x(2xy +1)2-—-y2=0
kao i uslov (24), ali ne konvergira ni za koju vrednost x.
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Desava se i to da je dobijeni red konvergentan za neke vrednosti x, npr.
za one 3to se nalaze u jednoj odredenoj oblasti ravni x, ali da se ne moZe
upotrebiti za onu vrednost x za koju se traZi vrednost integrala. Tako npr. red

y:x+x2+x3+ e
formalno zadovoljava jednacinu
y—(+1)?=0

i jednadinu (24) ali je upotrebljiv samo za vrednosti x §to se nalaze u krugu
polupreénika 1 opisanom oko x=0, jer je red konvergentan samo za takve
vrednosti x.

Naposletku defava se i to da je nadeno formalno regenje diferencijalne
jedna¢ine u obliku reda koji konvergira za sve vrednosti x za koje se to trazi,
ali da red ne zadovoljava uslovnu jednadinu (24). Takav je npr. slucaj sa
prostom jednaCinom

y =y
&iji je opSti integral

y=_Ce"
zrazljiv u obliku reda

y=C+£x+£ x2+£ X34 -
1! 2! 3!

konvergentnog za svaku vrednost x. Medutim, takav integral samo tako moZe
zadovoliiti jednadinu (24) ako je C=0, ali u tome shcaju integral je identiCki
jednak nuli za sve vrednosti x; to dakle stvarno nije funkcija te promenljive.

Iz takvih se primera jasno vidi da se samim formalnim refenjem ne resava
problem integracije; to refenje jo§ treba dopuniti reSenjem zadatka konvergencije
dobijenoga reda.



FORMALNO RESENJE U OBLIKU REDA

Neka je data diferencijalna jednaéina
(25) F(x,y,y’)=0

pa pokufajmo zadovoljiti je izrazom integrala y u obliku Maclaurinovog reda
(26) Y= X+ a, X2t ay X34 - - -

Zadatak se svodi u prvome redu na to da se iz same jednacine (25) izra-
Sunaju koeficijenti @, a,, a;, . . . tako da jzrazom (26) ta jednacina bude zado-
voljena. Pretpostavivsi najpre da odista postoji takav jedan skup tih koeficije-
nata da formalno refenje u obliku (26) odista postoji, odredba koeficijenata
moZe se izvriiti na ovaj nadin:

Kao §to se zna bice

27 ap= [—y-(n-)]—

n!
gde uopste pod znakom [¢] treba razumeti rezultat koji se dobija kad se u
izrazu @ smene nulom promenljive kolifine koje ¢ sadrZi. |
Medutim, iz jednadine (25) se vidi da ée vrednost

. N o =[]
biti jedan od korena jednaCine

(28) F(0,0,a)=0
reSene po a. Svakome od takvih korena odgovara, dakle, po jedna moguéna
vrednost koeficijenta a;.

Diferencijaljenjem jednadine (25) dobija se

oF OF oF
__+_yl+__ y”=0,
o0x 09y oy
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odakle je
oF OoF
_ax oy
OF
oy

1’

Izraz na desnoj strani poslednje jednadine, kad se u njemu stavi x=0,
y=0, ¥ =a, postate proj [y”']. Ako se dakle taj izraz oznali sa Fy, bice

a,= o [F:].
Diferencijaljenjem jednadine
y'=F
dobija se posto F, zavisi od x, y, ),
O0F, OF, 0F
=3§+3jy=0;

11t

1

tako da, ako se izraz na desnoj strani ove jednadine oznaCi sa F,, a kad se
u njemu stavi x=0, »=0, y'=a, dobijeni rezultat bice broj [y'"'], 1 prema
tome je

1
a3=§[Fz]-

Tako isto, po§to i F, zavisi od x, y, y', diferencijaljenjem jednadine
i yll/ — F2
dobija se
oF F. 0
_2__1_9.__% v+ i F,,
ox 0y 0y

e

tako da, ako se izraz na desnoj strani oznadi sa F; i u njega stavi x=0,
y=0, y'=a, dobijeni rezultat biée broj [y'"''] i prema tome je

1
a, :I [F;]

ProduZivsi te radnje i dalje, dolazi se do ovoga zakljuCka:
Kad se formira niz funkcija

(29) F,F,F,...

triju promenljivih x, y, ¥, koje se jedna iz druge izvode po obrascu

0&ﬂ+0&ﬂy+0&

30 F,=
(30) " ox oy oy
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gde je
oF OoF ,
ox oy’
(31) b 9x 0y
! or
. o
i gde se indeksu n daju uzastopne vrednosti n=2,3,4, . .., koeficijenat a,, imade
za vrednost :
1
(32) = —[Fyi]
n!

gde se pod [F,_{] ima razumeti rezultat koji se dobija kad se u funkciji I,
smeni x=0, y=0, y' =a, a gde je a jedan ma koji od korena jednacine

(33) F(0,0, a)=0

reSene po a.

Kao $to se vidi takav nadin odredbe koeficijenata «, ima smisla samo
onda kad sve funkcije niza (29) imaju za x=0, y=0, ' =a konalne i odredene
vrednosti.

Funkcije niza (29) postaju prostije u ovim sludajevima:

1° Kad je data diferencijalna jedna&ina napisana u obliku

(34) y'—f(x,»)=0
bice
L, of of
ox 0y
i prema tome
w_of of
= =1,
ox 0yf %
v _0fi 0N
=l 4 = ,
ox oyl

1111 afZ ().fZ
== =1 ...
d dx 0y =1

tako da se niz (29) poklapa sa nizom funkcija

(35) Jo Jos fas o -

§to zavise od dveju promenljivih x,y, a izvode se jedna iz druge po obrascu
Ofpt  Ofu

(36) fum Ol Ons fo=F ().

0x oy
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Koeficijenat a, dat je obrascem

1
ay=—[fnl-
n!
2° Kad diferencijalna jednacina ne sadrzi promenljivu y, tj. kad je oblika
(37) F(x,y)=0,
tada je g, jednako jednome od korena jednacine
(38) F(0,a)=0.
Iz (37) je
O0F OF
o _—.yll — 0’
ox 0y
odakle je
oF
r? a x
y __EﬁFl’
oy
zatim
F F
’”z(_)..._l._&_a 1F1=F2,
ox 0y

a iz toga se dobija jednacina
yllr/:é_&+aFZ
ox 0y

F,=F,.

ProduZiv§i te radnje i dalje, dolazi se do zakljudka:

Niz (29) funkcija, pomocéu kojih se, prema obrascu (32), izraéunava koe-
ficijenat a,, jeste onaj koji se dobija pomocu obrasca

(39) Fn= a‘Fﬂ—l + ‘)Fn—l Fl
0x oy

gde je

oF

0x

oy

U specijalnom sludaju kad je jednadina (37) napisana u obliku

(41) y'=f(x)

niz (29) se sastoji iz funkcije fi,fy, f3, ..., koje se jedna iz druge izvode

pomoclu obrasca
0/

(42) Ja ; Jo=rf(x).
ox
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3° Kad diferencijalna jedna&ina me sadr?i promenljivu x, tj. kad je oblika
(43) F(»,¥)=0

koeficijenat a; je jednak jednome od korena jednacine

(44)  F(0,a)=0
refene po a. Iz (43) je :
oF OoF ,,
—+ y =0)
oy 0y
odakle je
oF
b0y
PR h
0y

pa se niz (29) dobija pomocu obrasca

(45) Fyo=2t ) 0P
‘ oy oy

gde je

oF

oy

0y

U specijalnom sludaju kad je jednadina (43) napisana u obliku

(47) Y=

niz funkcija (29) sastoji se iz funkcija f;, f5, /5, . . . koje se jedna iz druge izvode
po obrascu

(48) famy e, = O.
oy
Kad su koeficijenti a, na taj naGin izradunati, od interesa je proveriti da red
(49) y=a;Xx+a,x*+a;x3+ - - -
odista zadovoljava diferencijalnu jednadinu od koje se poglo. Radi uproscenja

stvari ovde Ge biti- pretpostavljeno da je jednadina reSena po izvodu ', tj. data
u obliku

(50) Y =f(x)).

Pored toga bide pretpostavljeno da je funkeija f(x, ) holomorfna funkcija
promenljivih x i y u blizini vrednosti x=0, y=0.

Iz (49) dobija se da je
(5D V' =by+by x+b, X2 +byx3+4 - - -
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gde je
bo=a, by=2a,,...,b,=n+1)a,,

i prema ovome §to prethodi

Fn+1 1
(52) bn: [f'n]:_[fn]

(n+1)! n!
gde je f, jedan d&lan niza fj, f5, f5, ..., tj. totalni izvod po x funkcije f,—;,
dobijen uzastopnim diferencijaljenjima prvobitne funkcije fo=f(x,¥) po x i ,
vodedi rafuna o tome da je y funkcija promenljive x.

Sa druge strane, pogto je f(x,y) holomorfna funkcija promenljivih x i y
u blizini vrednosti x=0, y=0, to kad se u njoj smeni y redom uredenim po
stepenima promenljive x i sama se ta funkcija moZe razviti u takav jedan red,
pa neka je to
(53) S, =Ap+ Ay x+ A, x2+ A3 x3+ - -

Koeficijenti reda biée

1
’ A0=6T[f]
1[df] 1[of of ] 1
4 A= | D |0 0T
S ! 1![dx] 1![ax+ayf] T ;
1[df,] 1Tof of 1
Ay =—| D=~ G el
Y [dx] 2![dx+0y ] o 2d
iz Cega se vidi da je
(55) A== [fy] =B,
n

Prema tome red (51) koji daje izvod ', i red (53) koji daje funkciju
f(x,y) posto se u ovoj y smeni redom (49), imaju iste koeficijente; ta su dva
reda dakle medu sobom jednaka, tj.

(56) V' =f(% ),

§to znali da y, definisano redom (49) odista zadovoljava posmatranu diferen-
cijalnu jednadinu.



4.

PRIMERI ZA ODREDBU
FORMALNOG RESENJA

U prednjem odeljku navedeni nadin za odredbu formalnog refenja problema
integracije daje eksplicitne izraze koeficijenata a, reda koji predstavlja to refienje.
On daje moguénost da se ili izraluna a, u obliku obrasca koji daje opsti koe-
ficijenat za ma kakvo n, ili da se izracuna onoliko prvih koeficijenata
a,, 4, as, . . . koliko se hote. Ovo je poslednje odredivanje moguéno u svim
sludajevima; ono prvo je moguce samo u pojedinim, redim sludajevima. Prak-

tiéna primena toga nadina videée se iz ovih nekolikih primera:

1. primer: neka je data jednaCina

1
y’=—2—(y—x+1)3+1,

pa se nalazi da je
1-3
h== 1

1-3.5
.f;2= 8 (y_x+1)77
1.3.5-7
=" (y—x+1)P,...
Ja 16 64 )

1 uopste

1-3.5...2n+1)
20+l (y

—Xx+ 1)2’ﬂ+3

fn:

prema &emo se za koeficijente integralnog reda dobijaju vrednosti
2
- 2m(nlye
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Primer1 za odredbu formalnog reSenja

2. primer: data je jednacina
V=

1
_— 1_|_.y3’
, 4+

pa se nalazi
1.3
f1=T (1+y)59
1-3.5
1+,

fzz
1.3-5-7
f3=—T— (1+pp,...

1305 Q04D (1 o

1 uopste
f" - 2n+l

prema emu koeficijenti a, imaju iste vrednosti kao koeficijenti u prvome pri-

meru, osim @, koji ima vrednost —.

3. primer: data je jednadina
(1—x2)y'2—4y2—1=0;

Fy=F=(1—x2) y2—4y2—1,

pa se nalazi
_xy +4y

F
! 1—x2
_(5—=2x2)" +12xy
(1—x2)2
(3318 x?) xp'+(324+28x%) y
w2y ye e

F,

Fy

tako da ¢e uopSte F, biti oblika
_PnY G ¥
" (1—x2)m

gde je p, polinom n-tog, a g, polinoin n—1-0g stepena po x.
Iz diferencijalne jednaine se nalazi da za x=0, y=0 izvod y'ima dve

vrednosti +1. Prvoj vrednosti odgovara integral &iji su koeficijenti
5
' a4= 0, P

a=1,

3 YETHOCTH. 5EOTRD
Nl B

2 Integracija diferencijalnih jedna&ina
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a drugoj integral sa koeficijentima

a,=—1, a,=0, a3=——6—, a,=0,..
4. primer: uodimo jednaCinu opsteg oblika
P(x,y)
57) ,_Pxy)
Q(x,)

gde su P i Q polinomi po x iy, sa pretpostavkom da je vrednost Q (0. 0)
razli¢na od nule. Jednadina ima jedan, i to samo jedan integral koji za x=0
dobija vrednost y=0, i on se moZe razviti u red

y=a;x+a,x2+a; x>+ - - -
¢iji se koeficijenti izraGunavaju po obrascu

Tn

a, =
n!

gde r, oznafava vrednost koju dobija za x=0, y=0 izvesna odredena racionalna
funkcija R,. Ta je funkcija n-ti Elan niza racionalnih funkcija

R, Ry Ry, . ..
koje se jedna iz druge izvode po obrascu
_ OR,_
(58) Ry="9Ruct P ORumy rR-E:D)
ox Q@ 0y Q(x,7)

Ovde ée biti pokazano da se izraSunavanje koeficijenata @, moZe svesti
na izratunavanje, ne miza racionalnih funkcija, nego jednoga niza polinoma
po x, y.

Lako se uveriti da ¢e funkcija R, biti jedan polinom po X, y, podeljen sa
03; da ée R, biti polinom podeljen sa 05, i da e uopste, ako se stavi da je

n = Pn s P1=P, (l’l=1,2,3,...)
Q201
P, biti polinom po x,y. Iz jednaline
P,
Rn—1= 71
Q2ﬂ-—3
dobija se da je
0P, 00
Q—"1' _(2n—3) =P,
OR,,,,_l ()x ( ) ax 71
0x = an—z >
P,
0 M_(zn_g Q'Pn—l
()Rn—l_ () y ay

() y QZH—Z
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pa smenivii to u jednalini (58) dobija se

(59) |P,— A4 ‘)?;'IJFB 0(];;‘)—1—1-(271—3) CP,_, 1=2,3,...),

gde su A, B, C stalni polinomi, tj. nezavisni od indeksa n, koji se iz datih poli-

noma P i Q, §to figuridu u diferencijalnim jednalinama izvode po obrascima

(60) A=0Q:,  B=PQ, C=——<Q 20, p ‘)—g).
ox 0y

Koeficijenat a, tada se javlja u obliku

-3 [
n! | Qa1

a ako se sa Py, Ppy D3 - - . 0znale &lanovi nezavisni od x i y u polinomima Py,
1s /22 73 1
P,,P,,..., a sag takav ¢lan u polinomu @, koeficijenat a, izraZen je obrascem
P,
Qp=—"—.
nl g2n—1

Kao $to se vidi, izradunavanje koeficijenata integralnog reda jednacine (57)
svodi se na odredivanje &anova nezavisnih od x i y u polinomima Q, P, P,
P, ... koji se jedan iz drugog izvode po obrascu (59) u kome treba poéi od
poletnog polinoma

P =P(x,)

$to figurife u samoj datoj diferencijalnoj jednagini.

2%



S.

KONVERGENCLJA
DOBIJENOG REDA

Ovim §to je dovde izloZeno refen je zadatak formalnog reSenja u prob-
lemu integracije diferencijalne jednaline. Kao §to se vidi, u svima slufajevima
je moguéno formirati red

(61) y=ay+a; x+a, x>+ - - -

koji ¢e identiCki zadovoljiti datu jednadinu (56) i biti takav da za x=0 daje
vrednost y=0.

Ali da bi dobijeni red dao i faktitko refenje problema, treba znati jo¥ i
to da li ée on biti konvergentan za vrednosti x za koje se to traZi. Kao §to
se zna, svaki Maclaurinov red ima svoj krug komvergencije; kad se vrednost x
nalazi u tome krugu, red je nasigurno konvergentan. Krug ima za centar
tabku x=0; ako mu je poluprednik R beskrajno veliki red je konvergentan za
sve vrednosti x; ako je jednak nuli, red je divergentan za sve vrednosti x i
neupotrebljiv; ako je konalan i razli¢it od nule, red je konvergentan i upotrebljiv
za sve vrednosti x $to se nalaze u krugu.

Kad bi se mogao poznavati pravi krug konvergencije, tj. takav da je red
konvergentan za sve vrednosti x u unutra¥njosti kruga, a divergentan za sve
vrednosti x van kruga, imao bi se najprostraniji moguéni skup vrednosti x
za koje bi red bio konvergentan. Takav se krug osim u izuzetnim sludajevima,
ne moze odrediti. Ali se uvek moZe odrediti takav jedan krug, opisan oko
x=0, da se moZe nasigurno tvrditi da &e dobijeni red za integral konvergirati
za sve vrednosti x S§to se nalaze u njegovoj unutradnjosti, bez obzira na to
da li ée on konvergirati i za kakve vrednosti van kruga. O&evidno je da kad
se ne moZe imati najprostraniji skup vrednosti za koje ¢ée red biti upotrebljiv,
upuéeni smo na to da se traZi jedan ma i uZi skup takvih vrednosti kakav
bude moguéno naéi.
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Za odredbu takvoga jednoga kruga postoji Cauchyeva komparativha
metoda, &iji se princip sastoji u ovome:

Uodimo dve diferencijalne jednadine
(62) V' =f (),
(63) v =09 (X,v)

gde su f i ¢ funkcije holomorfne u blizini vrednosti x=0, y=0, v=0. Te se
funkcije tada mogu razviti u dvostruke redove

(64) f(x, y):%%Am xmyn,

(65) 0 (X, V) = 2, 2, By Xm 0",

koji ée nasigurno biti konvergentni u blizini tih vrednosti.

Pretpostavimo da su ispunjeni ovi Cauchyevi uslovi:
1° da su svi koeficijenti B, realni i pozitivai;

2° da moduo svakoga koeficijenta Ay, ne premasa vrednost odgovarajuceg
koeficijenta By, tj. da je

3° da je integral jednacine (63) holomorfna funkcija pvomenljive x za sve
vrednosti x u jednome odredenom krugu C opisanom cko x=0.

Tada se, u takvim pretpostavkama, dokazuje ova prethodna teorema:
Red
(67) . y=a,x+a, X2+ ayx3+ - - -

koji je naden kao formalno reSenje za diferencijalnu jednacinu (62) bice nasigurno
konvergentan za sve vrednosti x §to se nalaze u krugu C. :

Dokaz teoreme je osnovan na ovim dvama stavovima, koji ¢e prethcdno
biti dokazani:

Stav A). Neka je f(x) kakva funkcija holcmorfna za vrednosti x takve
da je |x|<r, tj. za vrednosti x u krugu ¢ pclupretnika r sa centrcm u tacki
x—0, i neka je M jedna realna i pozitivma vrcdreet kcju ne premeta |f(x)
kad x ostaje u krugu c. Pored toga pretpostavlja se da je funkcija f(x) nepre-
kidna za vrednosti x na samome krugu c. Tada je za sve vrednosti x u
krugu ¢

dmf

o m (m=0,1,2,3,.. ).
xm

pm

(68)
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To izlazi neposredno iz Cauchyevog obrasca poznatog iz opSte teorije
analiti¢kih funkcija
dm f

69
©9) dxm  ym.2mi

f Freh) eoido

iz koga izlazi da je

dm
pa posto je
m!
mm.2mi| 2mr m}e—"9t|—1 ) <M,
to je
2n
!
P ™ oy [ ae=M.
oxm | 2mypm pm
0

Stav B). Neka je f(x,y) kakva funkcija holomorfna za vrednosti x takve
da je |x|<r i za vrednosti y takve da je |y|<<r’ (tj. za vrednosti x u krugu
¢ poluprednika r, i za vrednosti y u krugu ¢’ polupreénika r/, sa centrima u
x=0, odnosno y=0), a sa pretpostavkom da je funkcija neprekidna za vred-
nosti x i y na samim krugovima c¢ i ¢’. Neka je M jedna realna i pozitivna
vrednost koju ne premaSa |f(x, y)| kad x ostaje u krugu ¢, a y u krugu ¢
Tada je za sve takve vrednosti x i y

m! n!

pm '

(70)

M, (m,n=0,1,...).

l M+

—f(x, <<

Yo aynf ( y)’

Stav je neposredna posledica stava A). Jer ako se oznadi da je
omf

—_— x,

o P 5)

bie prema stavu A) za vrednosti x i y u krugovima ¢ i ¢’
M

(71) | o (6 p) | <=
r

pa prema istom stavu i
0% n!

oyr

72
(72) 2ap'n
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gde je N jedna realna pozitivna vrednost koja ne premaSa | (x,»)| kad x 1
y ostaju u krugovima ¢ i ¢’. Pa pofto se prema (71) moZe uzeti

i posto je

i L i)

5)}7— oy \ox™  oxm. oyr

iz (72) dobija se nejednadina (70).

Sad se na osnovu stavova A) i B) teorema §to se ima u vidu dokazuje
na ovaj nadin:

Poito je funkcija v holomorfna za vrednosti x u krugu C, ona se moZe
razviti u red

(73) v=b; x+b,x2+by X3+ - -

koji ¢e biti konvergentan za takve vrednosti x. Uporedimo koeficijente reda
(67) sa odgovarajuéim koeficijentima reda (73). Iz ranijih obrazaca

1
a1=T!—[f]:
L _Afof, cof
G U= [ax+fay],
(74)
_ L _dfofi 0N
“ 3! L7z 3! [6x+f c)y]
_1[ef Rf | O\ Of Of o, 0
3 [()x2+2f()x-0y+f(()y> o ()y+f2 ayz]’

vidi se struktura koeficijenata a,, koja je ovakva: a, je sa n! podeljen zbir
sabiraka od kojih je svaki jednak proizvodu raznih stepena funkcije f i njenih
parcijalnih izvoda po x i y.

Koeficijenti b, dobijaju se kad se u obrascima (74) funkcija f smeni
funkcijom ¢; oni dakle imaju istu strukturu kao koeficijenti a,. Moduo
svakoga sabirka u obrascima (74), prema nejednadinama '

(75) |f Gy <M

i (66) koja se moZe napisati u obliku
()m+'n

oxm yn

am+n

(76) ®

oxm oy
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manji je od modula odgovarajuceg sabirka u sliénim obrascima za koeficijente
b,. Sa druge strane, svi su parcijalni izvodi funkcije ¢ po x i v pozitivni za
x=0, v=0 po pretpostavci 1° Moduo svakog sabirka u obrascima za b,
posto se u ovima stavi x=0, v=0, jednak je dakle samome sabirku, pa se
iz svega toga vidi da je i moduo koeficijenata @, manji od zbira takvih
sabiraka u izrazu za b,, pa dakle manji i od samog koeficijenta b,, tj.

| ay | <b,.
Pa kako je red
v=b x+b,x2+byx3+ . ..
konvergentan za vrednosti x u krugu C, bi¢e u tome krugu konvergentan
i red
y=a,Xx+a,xX>+a; x3+ - - -,
¢ime je teorema dokazana.
Uzmimo sad za diferencijalnu jednadinu (63) specijalnu jednaéinu

(7 D _ M ),

S ERIC

gde r, r’, M imaju malodas navedena znafenja. Kad se funkcija ¢ (x,v) razvije
u dvostruki red po stepenima promenljivih x i v iz obrazaca

ER
=1+=+(=) +[=) + -,
X r r r .

-2 r

’

r

mnoZenjem se dobija da je

(78) P =M E () () =35 B mon

r
gde opsti koeficijenat ima za vrednost

M

Fmop'n

(79) Brn=

Kao Sto se vidi, taj koeficijenat zadovoljava Cauchyev uslov 1°.

Da je, sa takvom jednadinom (77), zadovoljen i Cauchyev uslov 2°,
moZe se dokazati na ovaj nadin:
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Zna se iz teorije razvijanja funkcija f(x,») u dvostruki Maclaurinov
red da koeficijenat A,,, ima za vrednost

(80) Amn=i[ o f(x,y)]

m!inl| 0x™yn

gde zagrada, kao i napred, oznaduje broj koji se dobija kad se u funkciji
f(x,y) stavi r=0, y=0. Prema nejednagini (70) tada se dobija da je
v M

(81 | Ay | <——

prp'n
§to prema jednalini (79) pokazuje da je odista

(82) | Ay | <Bmn

tj. da je zadovoljen i Cauchyev uslov 2°.

Naposletku, da je jednalinom (77) zadovoljen i Cauchyev uslov 3%,
vidi se na ovaj nadin:

Jednagina (77) moZe se integraliti razdvojivsi joj promenljive x i v, ¢ime
se dobija

<1~U,>dv= M .
r 1__x_
r

Integraleéi dobija se

2
v My log (1—i> +C,
2r ¥

gde je konstanta C odredena uslovom da za x=0 bude v=0, Sto zahteva da
bude C=0. Ako se uvede ta vrednost za konstantu C i jednaCina se resi
po v, dobija se

v=r’j:\/r’2+2Mrr’log<1—wi>-
¥

Uslov da za x=0 bude v=0 dopudta pred kvadratnim korenom samo
znak minus; stoga za integral v treba uzeti vrednost

v=r/—\/r’2+2Mrr’log<1~3€—> .
¥

Taj je integral v holomorfna funkcija promenljive x u blizini vrednosti
x=0, jer singularnosti funkcije proizlaze samo od jednacine

r'242 Mrr' log (1—1) =0
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-2)n

Ova druga jednalina daje kao logaritamski kriti¢ki singularitet vrednost
x=r, ali ovaj ne dolazi u obzir po§to se ovde posmatraju samo vrednosti u
krugu polupreénika r.

Prva jednalina, refena po x, ima samo jedan koren i to

(83) x=r(1—e—2M') .

Ta je vrednost x jedini singularitet funkcije v, y u krugu polupre¢nika r i
prema tome ta ée funkcija biti holomorfna dokle god vrednost x ostaje u krugu
C opisanom oko tatke x=0 sa poluprenikom

(84) R=r ( 1 ——e_zg;') .

Sa takvim krugom zadovoljen je dakle i Cauchyev uslov 3°.

Iz svega ovoga se vidi da specijalna jednadina (77) ispunjava sva tri
Cauchyeva uslova da bi mogla igrati ulogu komparativne jednaline za diferen-
cijalnu jednadinu (62). Prema tome i ranijoj prethodnoj teoremi red (67), do-
bijen na pokazani nalin, biée i sam konvergentan u krugu C poluprenika R
odredenog obrascem (84).



6.

ISKLJUCIVOST DOBIJENOG REDA
KAO INTEGRALA JEDNACINE

Ostaje jo poslednje pitanje, koje treba reSiti da bi se imalo potpuno
refenje problema integracije: da li je integral, dobijen na pokazani nain u
obliku reda, jedino moguéno refenje, ili pored njega postoji i drugi koji inte-
gral jednadine koji za x=0 dobija vrednost y=0? Jer, ako bi se pokazalo da
odista postoji jo§ koji integral, dobijen na drugi koji nadin, onda ovo dosadasnje
reSenje ne bi davalo potpuno refenje problema integracije.

Da tako postavijeno pitanje nije izliSno, moZe se videti iz primera u
kojima diferencijalna jedna¢ina odista ima vife od jednog integrala koji za
x=0 dobijaju vrednost y=0. Takav je npr. slufaj sa jednaCinom

w'—1=0,
koja ima dva integrala
y=+V2x i y=—)2x
koji su takvi da obadva za x=0 dobijaju vrednost y=0. Jednacina
x(1+x)y' —1+2x)y=0
ima beskrajno mnogo takvih integrala, jer je njen opfti integral
y=Cx (1 +x).

Osim toga, pored nadina na koji smo u ovome §to prethodi dobili for-
malno refenje problema integracije, i koji se sastoji u izradunavanju koefi-
~cijenata a, reda

(85) Y=, X+ax2+a; x5+ - -

pomocu metode uzastopnih diferencijaljenja, ima i drugih naina za to izradu-
navanje. Jedan bi od njih bio npr. onaj pomodu metode neodredenih koeficijenata,
koji se sastoji u ovome:
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NapiS§imo integral y u obliku reda (85) sa nepoznatim koeficijentima
a,, a,, a ..., pa se iz toga dobija

(86) y=a+2a,x+3a;x2+4a,x34 - - .

Kad se redovi (85) i (86) stave u datu diferencijalnu jednalinu na mesto
y i ¥/, dobija se jedna jednacina
D (x)=0

u kojoj kad se leva strana uredi po stepenima promenljive x, dobija se jedna
jednacina oblika

My+Mx+ Myx24 - - =0

&iji Ce koeficijenti zavisiti od koeficijenata a,, a,, a;,... Da bi ta jednaéina
mogla postojati za proizvoljnu vrednost x potrebno je i dovoljno da bude
ponaosob

My,=0, M,=0, M,=0,...

U izvesnim slufajevima defava se da se iz ovih jednafina mogu izradu-
nati koeficijenti a,, a@,, a;,..., tako da se za svaki od njih dobije jedna ili
viS§e kona¢nih i odredenih vrednosti. Kad se jedan skup tako odredenih vredno-
sti pripada tim koeficijentima, diferencijalna jednacina biée redom (85) iden-
ti¢ki zadovoljena, a posto se iz (85) za x=0 dobija y=0, tako dobijeni red
predstavlja jedno formalno reSemje problema.

1. primer: neka je data jednadina
(1—x)2y +y+1=0;

nalazi se na pokazani nain da je

4 1 1 1 1
=—1, @g=——, G3=——, QGu=—,...
1 H 2 > 3 El 4 H
6 24
a opsti koeficijent @, za n=3, 4, 5,- - - izradunade se iz obrasca

2= a, —@—2)a,,

n

n
2. primer: data je jednacina
y—er(1+3)=0;
nalazi se da je

5 5
a,=1, a,=1, a3=?, a4=?,...
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a opsti koeficijenat a, za n=2, 3, 4,... izraCunace se iz obrasca
1 A, Ay a 1
an=—<an_1+f“+”—3+---+ L :
n 1! 21 n—2)! (n—D!

3. primer: data je jednacdina
(1+x2)y' —y+x=0;
nalazi se da je

1 1 1
a1=0a ay=——, a3:_z9 (14257

a a, se izralunava za n=3,4,5,...
1

ap=— (an—l _—an—z)'
n

4. primer: data je jednacina

nalazi se da je

a;=0, a,=0, a3:%, a,=0, as=0, a6:L4,...

a a, se izraunava pomo¢u obrasca

1
a; Ay«
1

1 mC
Ap=-—

n =

Kao §to se vidi iz takvih primera, nalin koji je napred upotrebljen za
odredbu integrala y u obliku reda ne mora biti jedini nalin za reenje prob-
lema i stoga se odista mora postaviti pitanje: da li je pod pretpostavkom
udinjenom za funkciju f(x,y), dobijeno reSenje jedini integral y jednaline

Y =)

koji za x=0 dobija vrednost y=0? Pretpostavka je bila ta, da je f(x,»)
funkcija holomorfna u blizini vrednosti x=0, y =0. Pod takvom pretpostavkom
moZe se dokazati da je dobijeno reSenje odista jedino relenje traZene vrste.

Dz bi se to dokazalo, neka su y i z dva takva reenja, pa oznadimo
njihovu razliku y—z sa u. Tada je

u’ =y,——‘Z, :f(x, y)_f(x: Z)
ili

' = (x,y,u)
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gde je
(87) @ (x,p, w) =1 (%, y)—f (x, y—u).

Posto je za x=0 i y=0, to mora biti za tu vrednost x i u=0. Kad se
u f(x,y) smeni y nadenim integralom, koji je, kao Sto smo videli, holomorfna
funkcija promenljive x u krugu C, funkcija ¢ (x, y,#) postaje holomorfna funk-
cija promenljivih x i u za vrednosti x i u u blizini vrednosti x=0, u=0.
Ona se tada moZe razviti u red ureden po stepenima promenljive u

(88) ‘P(x;y,“)=A0+A1u+Azu2+A3u3+...

gde ée koeficijenti Ay, 4;, A,, A;,... biti holomorfne funkcije promenljive x
u blizini vrednosti x=0 (poS§to je A4, m-ti parcijalni izvod funkcije ¢ po pro-
menljivoj u, kad se u njemu smeni u=0 i rezultat podeli sa n!).

Iz (87) se vidi da za x=0 (poSto je tada i y=0, u=0) mora biti i
@=0. Prema jednalini (88) to zahteva da je 4,=0, a pored toga mogu biti

jednaki nuli i jo§ jedan ili vi§e prvih koeficijenata 4, 4,, 4;,... Neka je to
slutaj sa prvih k koeficijenata, tako da je

Ay=Aj=A, - =4, =0.
Jednadina (84) se tada svodi na

<P(X,y,”)=uk}'(xau)
gde je
A(x, ) =Ap+ Ape v+ A 2+ - - -

Kad se ona napife u obliku

4

(89) M w1 (x, 1) (k>1)
Uu

to, posto logaritamski izvod funkcije u postaje beskrajan kad je u=0, tako bi
moralo biti i sa desnom stranom jednadine (85). Ali to je nemoguéno, posto
je A(x,u) holomorfna funkcija u blizini vrednosti x=0, u=0. Jednadina (85)
je dakle nemoguéna ako u nije identitki jednako nuli, a tada je y=z za proiz-
voljnu vrednost x; integrali y i z ne razlikuju se, dakle, medu sobom.



7.

OSNOVNA TEOREMA O FAKTICKOM
RESENJU PROBLEMA INTEGRACIJE

Iz celokupnog dosadasnjeg izlaganja izvodi se osnovna teorema za inte-
graciju diferencijalnih jednagina prvoga reda u obliku Maclaurinovog reda,
koja nosi naziv teoreme Briot-Bougueta.

Neka je data jednalina
90 y'=f(x,)

gde je f(x,y) ma kakva funkcija promenljivih x i y, holomorfna u blizini
vrednosti x=0, y=0, kao i za sve vrednosti x u jednome krugu ¢ opisanom
u ravni promenljive x oko tatke x=0 i za sve vrednosti y u jednome krugu
¢’ opisanom u ravni promenljive y oko tatke y=0. Ako su r i r’ poluprecnici
krugova ¢ i ¢, a M kakav realan pozitivan broj koji ne premaSa vrednost
modula funkcije f(x,y) dok x i y ostaju u tim krugovima, onda vaZi ova
teorema, kao rezultat svega §to je napred izloZeno:

Onaj integral y jednacine (90), koji za x=0 dobija vrednost y=0 uvek
se moZe razviti u Maclaurinov red

y=ayx+a,x>+a;x3+ - -

¢iji se opsti koeficijenat a, izradunava pomoéu obrasca

1
O an==-1 fus)
n!
a gde je fi, f», f3, ... niz funkcija koje se jedna iz druge izracunavaju pomocu
obrasca
0 fp- 0 fue
©2) R S S))

0x oy ’
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Dobijeni red de nasigurno biti konvergentan za sve vrednosti x §to lefe u
krugu C opisanom u ravni x oko tatke x=0 kao centra sa poluprecnikom

v
(93) R==r(l—~e 2”").

Metoda kojom smo doSli do ove osnovne teoreme, je Cauchyeva kompa-
rativna metoda koja se sastoji u tome da se dobijeni red za integral y uporedi
sa redom §to daje integral v druge jedne diferencijalne jednaline prvoga reda,
za koji se zna jedan krug u kome ¢ée red Sto izraZava v konvergirati. Teoremu
je prvi dokazao Cauchy, ali su je Briot i Bouquet uéinili taénijom, potpunijom
i prozirili joj oblast upotrebljivosti.

S obzirom na napred navedenu smenu, kojom se tacke x, i y, u svojim
ravnima premeStaju u koordinatni pocetak, teoremi se moZe dati ovaj oblik:

Neka je funkcija f(x,y) holomorfna u blizini vrednosti x=ux,, y=y,,
kao i za sve vrednosti x u krugu ¢ opisanom u ravoi x oko tatke x=x,, i
za sve vrednosti y u krugu ¢’ opisanom u ravni y cko tacke y=y,; neka su r
i r’ polupreénici tih krugova, a M kakav realan pozitivan broj koji ne premafa
vrednost modula funkcije f(x,») dok x 1y ostaju u tim krugovima. Tada:

Onaj integral y jednadine (90), koji za x=x, dobija vrednost y=y, moZe
se razviti u Taylorov red

Y= A; (x—xg) + Ay (x—x0)2 + A3 (x—x0)3+ + - -

Opsti  koeficijenat A, reda izracunava se pomocu obrasca (91), ali gde
[ fu—il oznaéuje broj koji se dobija kad se w funkciji f,_, smeni x=x,, y=y,.
Niz funkcija fi, f5, f3,. .. opet se odreduje pomocu obrasca (92).

Dobijeni red (e nasigurno biti konvergentan za sve vrednosti x Sto leZe u
krugu C opisanom u ravni x oko tacke x=1Xx, kao centra, sa poluprecnikom (93).

Uostalom, napred je pokazano kako se sluaj x=x,, y=y, uvek svodi
na sludaj x=0, y=0, tako da ovaj drugi oblik teoreme nije opstiji od prvoga.

Primetimo da posto je

’

r

>0,
2 Mr
to je
O<e M1
1 prema tome
O<l—e M1
pa dakle
R<r.

Krug C u kome ¢e konvergirati integralni red y, sadrZan je, dakle, u krugu
¢ u kome je funkcija f(x,y), smatrana kao funkcija promenljive x holomorfna.




8.

PRAKTICNA PRIMENA
OSNOVNE TEOREME

Briot-Bouquetova osnovna teorema potpuno refava problem integracije
diferencijalne jednadine prvog reda (90) pomoéu Maclaurinovih i Taylorovih
redova. Praktina primena teoreme na pojedine date slucajeve zahteva da se
odrede polupreénici r i r' krugova ¢ i ¢, kao i broj M, za datu funkciju

f(x, ).

A) Odredba poluprecnika r i r'

Pre svega ima sludajeva kad se moZe za r i r' uzeti jedan par ma kolikih
pozitivnih brojeva; to su sludajevi kad je f(x, y) cela funkcija promenljivih x i y,
npr. kakav polinom po x i y.

Kad nije takav slu¢aj, onda su jedan od dva poluprecnika, ili oba, ogra-
ni¢eni. Holomorfnost funkcije f(x,y) uopste prestaje za vrednosti x i y koje
zadovoljavaju izvesnu jednadinu ¢ (x, y)=0. Tako npr. funkcija f prestaje biti
holomorfna za takve vrednosti x, y, kad ona ima koji od oblika

P(x,y) P(x,y)
p(x.3) Vo (x.9)

U sludaju kad ¢ sadrZi samo x, holomorfnost moZe prestati samo za one
vrednosti x za koje je ¢ (x)=0; kad ¢ sadrZi samo y, ona prestaje samo za
one vrednosti y za koje je ¢(y)=0. Tada se u prvom sludaju moZe za r uzeti
moduo ma koje vrednosti x bliZe talki x=0 nego ma koji koren jednadine
@ (x)=0, jer kad krug ¢ ima poluprecnik manji od toga modula, taj krug ne
sadr?i u svojoj unutra¥njosti nikakav singularitet funkcije f; za polupretnik r'
mo¥e se uzeti kakav se hoée pozitivan broj. U drugome slufaju moZe se za r’
uzeti moduo ma koje vrednosti y blize tatki y=0 nego ma koji koren jednaCine
@ (#)=0, iz istog razloga kao u prvom sludaju; za r se moZe uzeti ma kakav
pozitivan broj. Naposletku, kad se jednalina ¢ (x,y)=0 raspada na dve jedna-

,  P(x,) log ¢ (x,y).

3
P (x,3) Vo (x, )

3 Integracija diferencijalnih jednaéina
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¢ine ¢, (x)=0 1 ¢,(y)=0, uzeée se za r moduo ma koje vrednosti x bliZe
ta¢ki x=0 nego ma koji koren jednaline ¢, =0, a za r’ moduo ma koje vred-
nosti y blize tacki y =0 nego ma koji koren jednaline ¢,=0.
Ali je problem komplikovaniji kad se funkcija ¢ ne izraZava u kome od
oblika
PP =9 (), ¢(% )= (), 9(X,2)=01(x) @, (¥),

1 uopste kad jednalina ¢ (x,y)=0 nema korena x=a ili y=f gde su a i f§
konstante. U takvim se slufajevima moZe postupiti ovako:

Posto je funkcija f(x,y) holomorfna za x=0, y=0, vrednost ¢(0,0) je
razlicna od nule. U velikom broju slucajeva moguéno je naéi takvu jednu realnu
funkciju A dvaju promenljivih koli¢ina da, ako se stavi da je

|x|=e,  [y]=¢,
bude za sve vrednosti x i y
Lo (x,9)|>2(e.0) 2(0, 0)>0.

Pri traZenju takve jedne funkcije A Gesto pomaZe pravilo po kome je
moduo zbira manji od zbira modula, a veéi od razlike modula, tj.

jul=lv|<|utv|<|ul+]v].

Tako npr. kad je
¢ (x,y)=1+axy

bice

| (x, ) |>1—|axy|=1—agg, a=|al.
Kad je

@ (x,y)=1+ax™y* (b + cx?)
bice

o (%, ) |[>1—]axmy?|.|b+cx?|,
pa posto je
|bex?|<[b]+ e e,
bice
. lp (x,y) |[>1—agmo™ (8 +y0?)
gde je
a=lal,  f=|bl,  y=[c]|.
Kad je u datome sludaju nadena takva jedna funkcija A(o,0’), onda
postoji ovo pravilo:
Ako se realni pozitivni brojevi ¢ i o smatraju kao koordinate x i y jedne
pokretne tatke M (x,y) u ravni xOy pa se konstruise realna kriva

(94) A(x,y)=0
i uo¢i oblast Q (vidi sliku) koja se sastoji iz svih moguéih pravougaonika
OM, MM, sa vrhovima u

O (09 O): Ml (x= O)’ M(x7 y): MZ (0’ J/),

Sto se nalaze celi u pozitivnoj oblasti krive (94), tada sezarir' mogu uzeti koor-
dinate jedne ma koje tacke u toj oblasti £2.
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Da bi se to dokazalo, treba podsetiti da, kao 3to se zna iz analititke
geometrije, kriva (94) deli ravan xOy na pozitivau i negativau oblast te krives
tj. takve dve oblasti, rastavljene samom tom krivom, da za sve talke M (x,y)
u jednoj od njih funkcija A ostaje neprestano pozitivna, a u drugoj neprestano

¥

negativna. Znak funkcije A, onakav kakav je za jednu proizvoljno izabranu
tatku jedne takve oblasti, ostaje nepromenjen za sve druge tacke M u istoj
oblasti. Kako je 4(0,0)>0, pozitivna oblast je uvek ona u kojoj je koordinatni
pocetak.

Na primer prava linija
A(x,¥)=y+2x+3=0

deli ravan xOy na dve oblasti: jedna, u kojoj je koordinatni podetak, je pozi-

tivna, jer u njemu funkcija 2 ima vrednost + 3; druga, u kojoj je npr. tacka

x=—2, y=~—3>5, je negativna, jer u ovoj tafki funkcija ima vrednost —&6,
Tako isto krug

Ax,)=x2+3y2—4=0

deli ravan na unutra$nju i spoljaSnu kruZnu oblast; za tacku M (0,0) funkcija
A ima vrednost —4, a npr. za tacku M (2,3) ona ima vrednost +9. Unu-
trainja oblast je negativna, a spolja¥nja pozitivna.

Kad je, dakle, konstruisana kriva (94) i odredena njena pozitivna oblast,
koja ¢e sadrzati i koordinatni pocetak, za sve vreme dok se tatka M (x,y) pomera
u toj oblasti, a u kvadrantu pozitivnih koordinata, funkcija 4 ne menja svoj
pozitivni znak, pa Ce, dakle, za koordinate x=r, y=r¢' jedne ma koje tacke

3*
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M (x,y) u istoj oblasti ostati pozitivna. To znaCi da ée za sve tatke M posto-
-jati nejednadina
| ¢ (., ) |>4(r, r')>0.

Ako se $ta vise tatka M pomeri u oblasti £, za vreme ma kakvog pomeranja
od M(0,0) do M(r,r"), a dok |x|=g raste od nule do r, a [y|=¢" od nule
do r’, funkcija 4 (x,y) ne moZe biti jednaka nuli. A to pokazuje da, dok se x
kreée u svom krugu ¢ polupretnika r i y u svome krugu ¢’ polupretnika r’,
ma kako, funkcija f(x,y) neprestano ostaje holomorfna, ¢ime je gornje tvrdenje
dokazano. '

1. primer: neka je data jednalina oblika
’ — P (x’&
a+bxy

gde je p(x,») polinom po x, y, a a i b dve pozitivne konstante. Holomorfnost
funkcije na desnoj strani jednadine prestaje kad je

a+bxy=0.
Posto je - .
|a+bxy|>a—b|x| |y|=a—bee

mo¥e se za r i r' uzeti apscisa i ordinata jedne ma koje tatke M (x,y) u nega-
tivnoj oblasti ravnostrane hiperbole

a
xy——=0

‘ b

i to u kvadrantu pozitivnih koordinata, poSto se £ podudara sa tom oblasti.

2. primer: neka je data jednadina oblika
. p(%Y)
a-+bx2+cy? ’
gde su a, b, ¢, pozitivne konstante. Holomorfnost desne stane prestaje kad je

a+bx24cy2=0,

a posto je
|a+bx2+cy?| >a—|bx?+cy?|,
a
| bx2 +cy? |<|bx2 |+ | cy?|=bo*+c0'?
to je

|a+bx2+cy?|>a—ber—co'2
Za r i ' moZe se, dakle, uzeti apscisa i ordinata jedne ma koje tacke
M (x,y) u unutragnjosti kruga
bx2+cyr—a=0
opisanog oko koordinatnog poletka, a u kvadrantu pozitivnih koordinata, posto
se opet 2 podudara sa tim kruznim kvadrantom.
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B) Odredba broja M

Ocevidno je da broj M, koji treba da je takav da ga moduo funkcije
f(x,) ne premaiuje dok x ostaje u svome krugu ¢ polupreénika r, a y u svome
krugu ¢ polupreénika r’, zavisi od vrednosti i #'. Problem da se tatno nade
ta zavisnost, neresljiv je, izuzimajuéi neke vrlo proste sludajeve. Ali po$to ni
sam uslov, koji odreduje M, nije precizan, jer se traZi samo to da taj broj ne
bude manji od pomenutoga modula funkcije f(x,y), to je posao uprogéen i
zadatak odredbe broja M u nepreglednom broju slucajeva re§ljiv.

Pre svega, u mnogim sluajevima pomaZe pravilo da je moduo zbira
manji od zbira modula, a ve¢i od razlike modula. Tako npr.

10 za jednaCinu

Y =V1=xy
bice
| 1—xy |<1+rr, r=|x|, r'=y|
pa se moZe uzeti
M=)1+rr;
20 za jednacinu
y =) x2—y?

prema
| x2—y2|<r2+r'2
moZe se uzeti
M=Vr2+r?
30 za jednaCinu
y'3_x2y5+1=0
moZe se uzeti

3
M=)1+r2r's.

Medutim postoji za odredbu broja M i jedna opsta metoda majoriranja,
koja se sastoji u ovome:

Kad je data jednalina

y, ‘_‘f(xa y)

gde je f(x,y) funkcija holomorfna u blizini vrednosti x=0, y=0, ta se funk-
cija moZe razviti u dvostruki Maclaurinov red

(95) F06 )= g ; Ay X Y.

Za funkciju f(x,y) kaZe se da je majorirana jednom funkcijom 4 (r, '),
izrazenom dvostrukim redom
(96) A(r ) =2, 2 By ™1’ ™
gde je

r=|x|,  r'=[»}

ako su koeficijenti By, reda (96) svi realni i pozitivni a pri tom je za sve vred-
nosti indeksa »
7 | Ay | < B
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Posto je

!f(x:J’)]<zm§n:1Amn|'!x]m"yl”’

!'Amnf-,xIM.|y|n<anrmr’n
bi¢e za sve vrednosti x u krugu ¢ polupretnika r, i za sve vrednosti ¥ u krugu
¢’ poluprednika r’ (sa centrima u koordinatnom podetku)
98) G [<A(r 7).
Zadatak odredbe broja M sveden je dakle na
10 traZenje realnih pozitivnih brojeva B,, za koje &e postojati nejed-
nacina (97)
20 na sumiranje pomo¢u njih formiranog dvostrukog reda (96).
A kad je to izviSeno moZe se uzeti
M=Ai(r,r").
U pojedinim opstim slu¢ajevima broj M se izraZava neposredno pomocu same
funkcije f(x,y). Tako e biti kad su svi koeficijenti Ay tealni, a pored toga
10 ili su svi oni pozitivni; tada se moZe uzeti
Bypn = Apy,

Ay 1)y =22 Apn ™ r' 2 =f(r, 1)

pa dakle

tako da ée biti
M=f(r,r);

20 ili su koeficijenti parnog ranga m pozitivni, a svi neparnog ranga m

negativni; tada se moZe uzeti :
M=f(—r,r)

30 ili su svi koeficijenti parnog ranga » pozitivni, a svi neparnog ranga n

negativni; tada se moZe uzeti
M=f(r, —r).

Tako isto, u pojedinim opitim sludajevima mo¥e se majoriranje funkcije
S(x,») svesti na ‘majoriranje prostijih funkcija. Takav je npr. sluaj kad je
funkcija f(x,y) oblika

=@+ @t pspstee -
gde su ¢, i y, funkcije promenljivih x i y.

Posto je tada :
(fi<ledlvl+l@a| v+ - -
to kad se znaju majorirati funkcije

P15 P2 Pas - P15 Yas P35 ...
imade se majorirana funkcija f(x,p), pa e se time, na gornji nadin, odrediti
i broj M.
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Sto se tide zadatka sumiranja dvostrukog reda (96) kojim se izvriuje
majoriranje funkcije £ (x, »), a time i odredba broja M, on Ce biti predmet odeljka
10, ove knjige.

Ovde ¢e biti navedeno nekoliko primera, u vezi sa tim odeljkom 10.

1. primer: zna se da dvostruki red

53

~“m! n

e
ima za zbir funkciju
()=t
prema tome za jednalinu
V' = Ae® e¥ (4 =const>0),
moZe se uzeti

M=A4;+",
2. primer: zna se da red
22 m+ )t 1lymr'n
ima za zbir funkciju "
Ar,r)y= 1 ;

(=2 (1—r)?
prema tome za jednadinu
A
e o (A>0
Y isya—y Y
_ A
(1—r(1—ry

mo¥Ze se uzeti

3. primer: zna se da red
!
z Z __(ﬁ’l__i_ﬁ)__ pm oy n
< m!nlambr
ima za zbir funkciju

}'(r’ r’ = l r/ ’
r
10
a b
prema tome za jednaCinu
, A
V= Xy
1—2 2
a b
(gde su 4, a i b pozitivne konstante) moZe se uzeti
M= A ;
roor

1——7

a b
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SPECIJALNIJE KOMPARATIVNE
JEDNACINE U PROBLEMU INTEGRACIJE

Kao §to se vidi iz napred izloZenoga, odredivanje kruga C u kome d&e
dobijeni integralni red ‘
y=a;x+a,x2+a;x3+ - -
date diferencijalne jednaline )’ =f(x,y) nasigurno biti konvergentan, vrii se
komparativnom metodom uporedujuéi taj red sa redom §to daje integral
v=byx+b,x2+by;x3+ - - -

druge jedne diferencijalne jednadine

(99) V= (6, 9) = 2. 2 By 7 v
m n
koja ispunjava uslove:
10 da su svi koeficijenti B, realni i pozitivni;
20 da je za sve vrednosti indeksa m i n

I Amn |<an;

30 da se moZe odrediti polupreénik R° kruga C’ u kome d¢e integral v
biti holomorfna funkcija promenljive x.

Kad je za datu diferencijalnu jednadinu nadena takva jedna jednaina (99),
moZe se tvrditi da de integralni red prve jednacine biti konvergentan za sve vred-
nosti x, u kritgu opisanom oko x=0, kao centra, sa polupreénikom R koji je
bar toliko veliki koliki je polupreinik R’ kruga C'.

Jednaina (99) je tada komparativna jednalina za datu diferencijalnu
jednadinu
(100) V' =5(x,7).
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Komparativnih jednalina ima od dve vrste:

10 jednih 3to vaZe za sve jednaline (100) u kojima je funkcija f(x,¥)
holomorfna u blizini vrednosti x=0, y=0; to su opste komparativne jednacine.

20 drugih §to vaZe za jednaline (100) za koje je potrebno éiniti za f(x, y)
kakve narodite pretpostavke; to su specijalnije komparativne jednacine.

Sve ovo ¥to je napred izloZeno za odredivanje kruga konvergencije C
integralnog reda y, osnovano je na upotrebi Cauchyeve komparativne jednacine

koja je oblika
, M

e B
(1—ax)(1—bv)

gde su a i b dve realne pozitivne konstante.

To, medutim, nije jedina moguéna komparativna jednaGina i poznato je
vite raznih drugih diferencijalnih jednaCina koje igraju istu komparativhu ulogu
kao i Cauchyeva jednadina. Takve bi npr. bile Weierstrassova jednacina

M

C l—ax—by

’

ili Stiackelova jednafina
v = S S
(1—ax)2(1—>bv)

o &ijoj upotrebi za odredivanje kruga konvergencije integralnog reda y ovde
neée biti govora, posto je za cilj koji se ima pred ofima bila dovoljna Cau-
chyeva jednadina.

Specijalnih komparativnih jedna€ina ima mnostvo, ali je njihova oblast
upotrebljivosti mnogo uZa. Za moguénost njihove upotrebe, u pojedinim datim
sluajevima, vezane su odredene pretpostavke o funkciji f(x,y) S$to figurise u
datoj diferencijalnoj jednacini.

Najéeiée od tih pretpostavki su one o nacinu raséenja ili opadanja koefi-
cijenata A, dvostrukog reda

(101) Y =f(x )= Z_Z 2. A XY™,

kad indeksi m i n beskrajno rastu. Kako se podaci o tome naCinu ra¥éenja ili
opadanja mogu iskoristiti u problemu o kome je re§, videée se npr. iz ovih
pravila:

Neka su 4 (n) i u (n) dve realne funkcije promenljivog celoga pozitivnog
broja n i takve da izrazi

n__ n_ ! Am’ﬂ
Ve, Vel e e
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ostaju kona¢ni pri beskrajnom ragéenju indeksa m i n. Ako se tada stavi da Je
2. 2(m) x» = X (%),
2=V ),

(102)

diferencijalna jednacina

(103) V=p(x,v)=AXV,

gde je A podesno izabran realan pozitivan broj, igrace ulogu komparativne jed-
nacine za datu jednadinu (101).

Jer, pod postavljenim uslovima, oba reda (102) biée konvergentna u izve-
snim krugovima, opisanim oko podetka, sa poluprednicima razlidnim od nule.
Sa druge strane, uslov da izraz

104 | Zmnl
1oy 7.(m) - ()

ne raste beskrajno pri ra¥éenju indeksa m i n, pokazuje da postoji jedan realan
i pozitivan broj 4 takav da za sve vrednosti tih indeksa izraz (104) ima vred-
nost neprestano manju od 4. Tada je, ako se stavi da je

AN () (1) = By

| A | < B

za sve vrednosti indeksa

Sa druge strane, integral v jedna&ine (103), koji za x=0 dobija vrednost
v=0, je izraZen jedna&inom

(105) ——~Afde

iu svakome datom slu€aju moZe se odrediti krug C’ opisan oko podetka x=0
u kome ¢e funkcija v, izraZena obrascem (105), biti holomorfna. Jedna&ina (103)
ispunjava, dakle, sve uslove koji treba da su ispunjeni da bi bila komparativna
jednalina za jednadinu (101). Poluprecnik R kruga konvergencije integralnog reda
Y Jjednacine (101) bice, dakle, bar toliko veliki, koliki Je polupreénik kruga C'.
A iz toga se izvode npr. ova pravila:
1. pravile: Kad god izraz
(106) mln! | Ay, |

ostaje konacan pri beskrajnom raséenju indeksa m i n, za poluprecnik R moZe
se uzeti vrednost

107 R=Iog(l+-1—),
4

gde A oznaluje jednu gornju gramicu izraza (106).
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Jer komparativna jednadina,

xm ym

V=p(xv)=4d > = Aer*,

m! n!
ima integral v, §to za x=0 dobija vrednost y=0, izraz
v=—log[l—A4(e*—1)]

koji ima vrednost (107) kao svoj od podetka x=0 najmanje udaljeni singularitet.

2. pravile: Kad god izraz

m+1)n+1)

ostaje konacan pri beskrajnom raséenju indeksa m i n, za poluprelnik R moZe
se uzeti vrednost

1

109 = H
(109) 1+34

gde A oznadava jednu gornju gramicu izraza (108).
Jer komparativna jednadina

A

L. g =A Myl —
V=g (x,) (m+1D(n+1)xmy (A—xr(—y

ima za integral v, koji za x=0 dobija vrednost v=0, izraz

\/1—(1+3A)x

a ovaj ima vrednost (106) kao svoj singularitet najbliZzi pocetku.
3. pravilo: Kad god su koeficijenti Ay, svi realni i pozitivni, a izraz
(110) m!n! Ay,

monotono raste pri raicenju indeksa m i n, za komparativnu jednacinu date
diferencijalne jednacine

(111) Y =fx)

moZe se uzeti jednadina

(112) V=p(x,v)
a0 f

gde je ¢ (x,v) ma koji parcijalni izvod SJunkcije [ (x,v).

0 x? ove
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Jer, posto izraz (110) monotono raste pri raSéenju indeksa, bide za

svako m, n, p
m!n!Amn<(m+p)!(n+q)!Am+p,n+q

pa dakle

gde je

_(m+p)l(n+q)!

an
m!n!

m+pr ntqs

tako da ¢ée jednacina
V=@ (%, ¥) = 2, 2 By Xy

igrati ulogu komparativne jednacine za jednaCinu (111) kad god integral v zado-
voljava gore navedeni uslov. Medutim je ovde

S Byt =—20 p(x,3)
0XP 0 y1

a ta jednadina nasigurno ima svoj integral v, §to za x=0 dobija vrednost v=0,
kao holomorfnu funkciju promenljive x u blizini vrednosti x=0.
Primetiéemo da iz gornjeg uslova vezanog za izraz (110) sleduje da koe-

ficijenat A4,,, ne opada nikad brZe nego izraz

1

m! n!

u toku postupnog raSenja indeksa m i n.
Pravilo dovodi do zakljuSka od interesa kad se primeni npr. na jednadinu

YV=p(x»+p(xy)

gde je p polinom po x i y, a w proizvoljna funkcija, takva da desna strana
jednadine zadovoljava uslov vezan za izraz (110).



10.

SUMIRANJE DVOSTRUKIH REDOVA
U PROBLEMU INTEGRACUJE

Kao $to je pokazano, i formiranje komparativnih jednalina, i odredba
broja M za Cauchyevu komparativnu jednalinu zahteva sumiranje dvostrukih
Maclaurinovih redova

(113) 2= 2 D Apy XM Y.

Problem sumiranja nema opSteg refenja, ali se on moZe refiti u velikome
broju opitijih slutajeva i to ba§ u onima koji su od narocitog interesa u problemu
integracije. Najvazniji od takvih sludajeva sadrZani su u stavovima koji sleduju.

1. stav: Da bi funkcija z definisana redom (113) bila izrazljiva kao zbir
partikularnih integrala parcijalne diferencijalne jednacine

02z 0z 0z _

(114) z -
oxdy O0x Oy

potrebno je i dovoljno da izraz Apy, posto se u njemu smeni m sa x, 4 n sS4y,
bude zbir partikularnih integrala jednacine (114).

To sleduje iz toga ¥to jednadina (114) ima za opsti integral
(115) z=XY,

gde je X proizvoljna funkcija promenljive x, a ¥ proizvoljna funkcija promenljive y.
Jer je iz (115)

oz .,

% _xy, 0Z:X , 02z
0x

— Y, =X"Y
oy 0x 0y

i jednatina (114) je zadovoljena za proizvoljne funkcije X 1 Y.
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Ako je, dakle, funkcija (113) jednaka zbiru partikularnih integrala jed-
nadine (114), ona je oblika

(116) =X, Y|+ X, Y, + X, Vst e e -

gde je X}, funkcija promenljive x, Y, funkcija promenljive y.
. Onaj deo dvostrukog reda (113) Sto proizlazi od &lana X Y; oblika je

(2, xm) (2,0, y7)

1 njegov koeficijenat produkta x™y" izraZava se kao zbir Slanova oblika ay, f,,
gde se a, menja samo sa indeksom m, a f, samo sa indeksom #. Prema tome,
i sam koeficijenat Ay, izraZava se kao zbir &lanova oblika a,, 8, pa, dakle kad
s¢ u njemu smeni m sa X, a n sa y, on Ce postati linearna i homogena kom-
binacija integrala jednatine (114).

Obrnuto, kad god bude nastupio ovaj poslednji sluéaj, z je zbir &anova oblika

zzam B xm "= (Z U xm) (Z B yn) =Xz ¥y
pa Je, dakle, funkcija (113) zbir partikularnih integrala jednadine (114). Uslov,
iskazan gornjim stavom, u isto je vreme i potreban i dovoljan.

Iz svega toga izlazi i ovaj, sam po sebi olevidan zakljudak:

2. stav: Kad god je funkcija (113) izraZljiva kao zbir partikularnih inte-
grala jednacine (114), ona je izraZljiva kao homogena kvadraticna funkcija dveju
ili vise funkcija $to zavise samo od po jedne promenljive x ili y, tako da Je ona
oblika (116).

A iz toga se dobija i ovaj zakljudak:

Da bi funkcija (113) i sama bila integral jednagine (114), potrebno je i
dovoljno da to bude sludaj i sa funkcijom A,,, tj. da ona bude produkat dveju
funkcija, od kojih jedna zavisi samo od x, a druga samo od y. Takav &e isti
oblik tada imati i funkcija z.

I

Jedna prostrana klasa redova (113), koji ispunjavaju uslove ovih stavova,
jeste ona za koju je koeficijenat 4,,, racionalna funkcija:

1° ogranifenog broja izraza
(117) T I: S B

§to se menjaju samo sa indeksom m;
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2° ograni¢enog broja izraza
(118) by, b, , b, ..

§to se menjaju samo sa indeksom .

Takva racionalna funkcija ¢e ispunjavati uslove gornjih stavova kad kod
su joj polovi stalni, tj. nezavisni od indeksa m i n, ili kad polova i nema, u
kome se sluaju koeficijenat 4,,, svodi na polinom po izrazima (117) i (118).

U ovom poslednjem sluéaju A,,, je zbir ogranienog broja &lanova oblika
(119) amatia'te. . bip U p 2.
tj. oblika a,p, pa je, dakle, funkcija Ay, zbir partikularnib integrala jed-
naline (114). Funkcija z je oblika (116), gde je broj funkcija X, i Y; ograniGen.
U prvom slucaju, tj. kad racionalna funkcija ima polova, a ovi su stalni,
medu izrazima (117) nalaziée se ogranien broj izraza oblika
—.—1 U
[l —cl

a medu izrazima (118) ogranifen broj izraza oblika

1
6% —dy”
gde su ¢, i dj stalni od m i n nezavisni brojevi, a p; i ¢, celi pozitivni stalni
brojevi. Funkcija z biée opet oblika (116), tj. bi¢e zbir ograniGenog broja parti-
kularnih integrala jednadine (114).
Eliminacijom funkcija

(120) X, X, X, ...

(121) Y, Y Ys ...

i njihovih uzastopnih izvoda po x i y iz niza jednaCina koje se dobijaju uza-
stopnim parcijalnim diferencijaljenjima izraza (116) po x i y, dobija se jedna

parcijalna jednalina koja ne sadrZi ni jednu od funkcija (120) i (121) ni njihove
izvode. Ta je jednadina oblika

(122) P(z,p,qr,s1...)=0,

gde je P polinom po funkciji z i njenim parcijalnim izvodima p, ¢, r s, ¢, ...
po x i y. Kad se red jednoga parcijalnog izvoda smatra kao stepen, taj je po-
linom homogen; njegovi koeficijenti su celi brojevi.

U sluéaju npr. kad je

=X, Y,+X, Y,



48 Integracija diferencijalnih jednalina pomoéu redova

tj. kad se koeficijenat A, izraZava kao zbir od dva ¢Clana oblika ay, 8., Jjed-
nadina (122) je u svome razvijenom obliku,

(123)

(z 072 oz ()Z) 04z 02z 02z 0%z

axéyab;'g); 0x20y2_5x?._0;. ox oy

03z _b_3i 0z 02z 03z 0z 0%z 03z

A + - .. =0,
Ox 0y2 0x20y 0x O0y2 0x0y2 0y 0x2 0x2dy

A za opfti sluCaj vaZi ovaj

3. stav: Kad god je Ap, oblika pretpostavljenog u ovome paragrafu, funk-
cija z je integral jedne parcijalne diferencijalne jednacline konacnog reda oblika
(123) koji zavisi samo od broja clanova oy, B, na ¢iji se zbir svodi A, a ne za-
visi od oblika izraza oy i By,

Jedna ista parcijalna jednalina (123) vaZi za sve dvostruke potencijalne
redove z za koje se koeficijenat A,,, izraZava kao zbir od jednoga istog broja
glanova @, B,. Ako je ovaj broj p, jednalina je 2 p-oga reda.

II
Uzmimo kao primer sludaj kad je
(124) Amn = an Ap, B,.
gde su 4,, i B, ¢lanovi ma kakvih beskrajnih nizova
AOa Al’ A27 A ]
(125)
By, B, By, . . .,

a Qpy, polinom po jednome ograniCenom broju €lanova

m, AT, A, A%, ...
(126)
n, 1, 3, 43, - -
gde su Jy i w; brojevi nezavisni od m i n, kao i koeficijenti polinoma Qpp.
Koeficijenat A4, i tada je jednak zbiru ogranilenog broja sabiraka oblika

CmP n? M™ N* A, By,

gde su C, M, N konstante nezavisne od m i n, a p i g celi pozitivni  brojevi
takode nezavisni od m i n. Funkcija A,, je, dakle, zbir partikularnih integrala
jedna&ine (114). Prema tome, funkcija z, definisana dvostrukim redom

2=22 Apy X"
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jednaka je zbiru ogranienog broja €lanova oblika X, Y,, gde je
X,=AX mP 4, (Mx)™,
Y,=BXn? B, (Ny)"
i gde su 4 i B dve konstante.
Uodimo tada dve funkcije

Uy ()= m? Ay, 17,

(127)

V,(t)=2n?B, ",
pa ¢e biti
(128 X, =AU, (Mx),

Y, = BV, (Ny).

Medutim, funkcije U, i V, odredene su rekursivnim obrascima

Ulc(t):t:% Ug—y (1),
(129)
Vk(t)=t% Vs (1),

sa podetnim vrednostima

Uy (8) =2 Ap 1™,
(130)

Vo(t)=Z B, t"

Pomoéu tako odredenih funkcija U, i V; funkcija z se izraZava kao zbir
ogranienog broja &lanova oblika

(131) CU, (Mx)- Vo (N).
Ako se singulariteti funkcije U, (¢) oznale sa
(132) 507 515 523 vt

a singulariteti funkcije v, (?) sa

(1 33) 7703 7]1; 772: LR
singulariteti funkcije z ¢e biti
(134) x=§, x=é, x=é,...
M M M
"o ! 2
135 oy gy 2
(135) = y=u Y=

4 Integracije diferencijalnih jednagina
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Funkcija z biée holomorfna u krugu poluprednika

u ravni promenljive y, gde & i 5 oznaCuju pajmanju medu vrednostima (132) i (133)

1. primer: neka je
Ap=1, B,=1,

a znak 23 se rasprostire na vrednosti

(136) m=0,1,2,3... n=01,23...
Tada je
1 t
Up=Vy=——, U=V, = ,
Y 1 N (=
1+1 4+42¢
U,=V,= . Up=V,=
1=y (1—2)

Sve su funkcije Uy (¢) i Vj(¢t) racionalne, pa de funkcija z biti racionalna

SJunkcija promenljivih x i y, koja ée imaii za polove vrednosti

x—__]:_ y—_I..
M’ N’
Tako se npr. nalazi da je
z= Z z (am +bn+cyx™yn
m=0n=0

a U (x)- Vo) +bUo(x)- Vi (D) +c U (x): Vo (3),

pa posto je
Uo(t)=Vo(t)=‘z M=—
m=0 11—t

2 t
Ui @y=Vi()= 2 mit =(1——t)2’

m=0

to je
ax by G

T I (—m(—p)
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Tako se isto nalazi da je
z= > > (am+bntcpxmyn =
m=0

=a2U,(x) Vo (¥)+b2 Uy () Vo (9) + 2 Uy (x)- Vo ()
+2ab- U (xY Vi (p)+2ac U (x) Vo () +2bc Uy (x)- V1 (),

pa posto
UO’ VO’ UI’ Vl
imaju iste vrednosti kao maloCas, a
® 14¢

U,(0=V,()= Zmzt”L:(l 1 >
m=0 -

to, kad se sve svede, dobija se za z izraz

Z_Ax2y2—l—Bx2y+ny2—I—Dx2+Exy+Fy2+ Gx+Hy+1
(1—x) 1=y ’

gde su 4, B, ..., I konstante ¢ije su vrednosti

A=c2+2 (ab—ac—bc), B=5b2—2¢2—2 (ab—2 ac—bc),
C=a2—2c2—2 (ab—ac—2 bc), D=bh2+ c2—2ac,
= —2(a2+b2—2 ¢2)+2 (ab—2 ac—2 bc), F=a+c2—2bc,

G=a>—2 b2+ c2—ac), H =b2—2 (a2 + c2—bc), I=a>+b%2+c2

Kao specijalan sludaj dobija se obrazac

“2 i (1 )2 xmym — 2x2p24x2y—xp2+ x2—2xy+yt—x—y+2
w0 i (1—x) (1—pp |

Isto tako je i

z= i i(am2+bn2) xm yn

m=0 n=0

=(a+b) (1—2xp)+bx2(1 +y)+ay? (1 + x) + (a—2b) x—(2a—b)y

(I—xp(1—y)
tako da je

(m2 -+ n2) xmyn =2 rry=drxx—Dy—=D+2
0 (I—xp (1 —p)?

s

oo
>
m==0

n

4%

51
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2. primer: neka je

a znak XX se rasprostire na sve vrednosti (136). Tada je
Uy=Vy=e¢t, U=V,=te,
U,=V,=(1+1t)¢, Uy=Vy,=02+1) ¢,
U=V,=3+t)e,... Uy=... V,=..., itd.

Funkcija z je polinom po promenljivima x, y i po raznim eksponencijalnim
Junkcijama ‘

enx, ehx ehX
eb1y, ebzy, gbay, R
de su a, i b, konstante &iji je broj ogramiden.
g 7 I3
3. primer: neka je

4 _Cml o _enl
(m!)>? (n!)?

a znak XX se rasprostire na sve vrednosti (136). Tada je

1 21t 2t+812
e U:V:——————— s U——:V:A:— I
V1—4¢ U (T —4r) 2 (1—4r)s

Funkcija z je algebarska funkcija promenljivih x i y, koja ima vrednosti

Uoz Vo=

kao algebarske kriticke tacke drugoga reda.

4, primer: neka je A, racionalna funkcija promenljive m &iji su polovi svi
prosti i jednaki negativnim stalnim celim brojevima; neka je B, funkcija takve
iste vrste promenljive n. Pored toga, znak X3 odnosi se na vrednosti

m=1,2,3,...; n=1,2,3,...
Tada su A4, i B, oblika
P (m)
m=(m+a1)(m+a2)...(m+ap)’

5 ) ,
(B (1+B2) .- (n+ B
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gde su a; 1 By celi pozitivni brojevi nezavisni od m i n, a P(m) i Q(n) su
polinomi po m, odnosno po .
Rastavljanjem racionalnih funkcija 4,, i B, na proste clemente dobija se

Ap=C+M, B,=C"+N,

gde je
=3z - N-x Ry
m+ oy n+ By
i gde su
C, C', Ry, Ry

konstante nezavisne od m i m, i to Ry, Ry su ostaci funkcija A4, 1 B, za
njihove polove —ay, i —p;. Tada je

C R, ™ R,

U, (f)= 4+ e
1—1 m- oy m+a,
C’ R/ ™ R, t™m

V,(t) = ) el e
1—¢ m+f; m+f,

Medutim obrazac

2 3 v
log(1—19)= __t__t__t;__ e
2 3 P

4 12 £
__ﬂ)< -+ - R )
1+p 24+p 3+p
daje neposredno

8

t’n

1 2
=——flog(l—8)+t+—+ " +—|,
in+p t? 2

n

prema Semu se nalazi da je

U, (1) = %-*10;; (1—1) (;Ri TR ~>wS(t),

1%2

gde je S(f) zbir Clanova

) ( 12 tak
ZE e+ )
tak 2 ay
za

k=1,2,3,..., 4
a gde h oznadava broj polova racionalne funkcije Ag,.

Funkcija ¥V, (¢) ima isti oblik, samo §to su u njoj konstante C i Ry sme-
njene konstantama C’' i Ry, a polovi o sa fy.
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Iz tih se poletnih funkcija, pomoéu napred navedenih rekursivnih obrazaca,

mogu izraziti potrebne funkcije Uy i V} a time Ce biti sumiran dati red z po-
modu ogranicenog broja racionalnih i logaritamskih funkcija.

111

Uotimo isti slucaj kao u odeljku II, a sa tom razlikom 3to je Q,, po-
linom po jednom ograni¢enom broju élanova

Loz

n n n
’ [LLIJ ‘u2: 1“3"'9

x[= 3

gde su A i py stalni brojevi (nezavisni od m 1 n) kao i koeficijenti polinoma Q,,,,.
IzraCunavanje funkcije z je isto kao u odeljku II, sa tom razlikom &to
funkcije U, i V; imaju drugojade oblike. Naime bice

U,c(t)=ZAﬂtm, Vk(t)=2ﬂt".
mk nk

Te su funkcije u isti mah odredene i rekursivnim obrascima

U, (1) = f U;H(r)%, Velt)= f V,H(r)?,

sa pofetnim funkcijama
Uy (1) =2 4y, 1™, ‘
One se, uostalom, mogu imati i neposredno izraZene u obliku

integrala. Tako iz integralnog obrasca

L__1 f e yl—1 gy

Vo(t)=% B, t".
odredenog

mt (k—1)!
0

dobija se da je

1 T
Uk<t)=(k_1)!fvo(re )kt di,
0

f Vo (te™®) ub—1 du,

0

Vi (t)=(k__1)!

U specijalnom sludaju kad je
Ap=1, B,=1,
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a sumiranje S X se proteZe na vrednosti m, n=1, 2, 3,... bite

Us)=Va ()= 3 m=—t
m=1 -

Uy (8)=V, ()= —log(1—1)

Funkcije U,(t) i V3 (¢) se, uostalom, izraZavaju i neposredno u obliku
odredenog integrala

t wu’““ldu
G@=re0= s [

0

Funkcija z je tada jedna multiformna funkcija promenljivih x i y, koja
ima vrednosti x=1, y=1, za logaritamske kriticke tacke.
Uolimo jo$ i sludaj kad je
Amn = (Am -+ Bn) Qmm

gde su A4,, B, Ony isti kao u odeljku II. Koeficijenat A, tada je zbir ograni-
genog broja &lanova od dve vrste, jednih oblika

Cm? n? M™ N* A,
drugih oblika
Cm? n? M™ N" B,

pa je, dakle, funkcija A, opet zbir partikularnih integrala parcijalne jednadine (114).
Za &lanove prvoga oblika je

1
Uy, (t) =% A, 17, Vo(t):—l—;,

a za dlanove drugoga oblika
U)) =0 Vo= B,
—t
pa bi se funkcije Uy (¢) i V(f) izratunale pomocu rekursivnih i napred navedenih
obrazaca, a pomoéu njihovih kvadratickih kombinacija bila bi izraZena 1 funkcija z.
IV

U mnogim sludajevima moguéno je sumirati i dvostruke redove
137 z=22Cpy X™ y%,



56 Integracija diferencijalnih jednadina pomoc¢u redova

u kojima opsti koeficijenat C,,, ne ispunjava uslove prednjih stavova, ali ih za-
dovoljava posto se podeli kakvim izrazom B, $to zavisi od indeksa m i n. .

Takve su vrste redovi (137) u kojima je funkcija C,, dveju promenljivih
x 1 y jednaka produktu dva faktora:

1° jednoga A4,, koji je jednak zbiru ograniCenog droja partikularnih inte-
grala parcijalne jednacine.

2° jednoga B,, koji je takav da je moguéno sumirati red
(138) ¢ (%, y)=22 B, x®y"

Uotimo, kao primer, slufaj kad faktori 4,,, i 4, imaju oblik pretpostavljen
u odeljku II. Opsti koeficijenat C,, tada je jednak zbiru ogranifenog broja iz-
raza oblika .
Cm?P nt M™ N* B,...

tj. zbiru ogranifenog broja partikularnih integrala jednadine (138), (gde su C, M, N
konstante, a p 1 ¢ stalni pozitivni celi brojevi).
Funkcija (137) je izrazZljiva kao zbir ogranienog broja izraza oblika

CU,, (Mx, Ny),
gde je
Uypq (X, ) =2% mP ne By, x™ y®.

Medutim, funkcije U,, se mogu odrediti pomo¢u jednog ili drugog rekur-

sivnog obrasca

0
Upg=x Up—, q,
ox

0
Upg=Y — Up,¢,-
oy

gde podetna funkcija Uy, ima za izraz
UOO (x’ .V)=<P (X, y)
Tako npr. za dvostruki red

S5 mEDL
{(m+nym!n! ’

gde se sumiranje rasprostire na sve vrednosti 0, 1, 2, 3,... indeksa m i n,
osim na par m=0, n=0, zna se da ima za zbir funkciju

@ (x, y)=—log (1—x—y).
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Toj funkciji odgovaraju funkcije U,, oblika

x
Uyp= ’ Uy 1=——y—*,
1l—x—y 1—x—y
o XY G
117 B 207 : ®
(1—x—yy (1—x —yp
_y(—x) _xy(l+x—p)
02>~ T T . Uy =———""7,
(1—x—y)? (1—x—y)
xy(1—x+y) xy (1 —x2—y2+ 4 xy)
127 — U22= =, ...
(1—x—y) (1—x—y)*

pa se, prema tome, uvek moZe sumirati svaki red oblika
m+n—1)!
ZZ( ) Ay ¥7 Y™
m! n!

Svaki takav red ima, dakle, za zbir jednu kvadratiénu kombinaciju fun-
kcije log (1—x—y) i racionalnih funkcija promenljivih x i y.
Tako isto, za dvostruki red

i 23 By, XM Y7,
gde je

(139) an=[1-3-5...(2m—1)][1-3-5...(2n—1)]’
2:-4-6...2(m-+n)
zna se da imma za zbir funkciju
1 1
Vix V1—y
1+/ (=0 =)

(p(xa y)=

kao i to da red
22 By X4y,

gde je
mm—1)...(m—n+1) 1
140 By, = c—
(140) " 1-2-3...n om
ima za zbir funkcijul)
R
px)—— I
iyt V1=

1y Hermite: Cours d’Analyse de I'Ecole Polytechnique, p. 64.
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Pomocu gornjih rekursivnih obrazaca odreduju se iz ovih podetnih fun-
keija odgovarajuce im funkcije Uy, koje ¢e sve biti algebarske funkcije pro-
menljivih x 1 y.

Svaki dvostruki red
(141) z2=22% Ay, By XMy,

gde By, ima za izraz (139) ili (140) ima za zbir po jednu algebarsku funkciju
promenljivih x i y.

Na isti bi se nacin sumirali redovi (141) za koje B, i @ (x,y) imaju
koji od ovih oblika:

o m-+n)!
1 an:(_'—): zp(x,y)= s
mln! ‘ l—x—y
o 1
2 By,=1, ¢(x’y)= 5
1—xy
o @m)!
3 = » ,y)= 5
mn (m!)z ‘P( V “dxy
b
€ Bu=TEE ()= (@x by e,
m!n!

U sluCajevima 1° i 2° funkcija z je racionalna funkcija promenljivih x i y;
u sluCaju 3° z je algebarska funkcija tih promenljivih, a u sluGaju 4° z je cela
transcendentna funkcija istih promenljivih.

U slu€aju 4° kad je sumiranje rasprostrto na vrednosti m, n=1, 2, 3,
nalazi se da je

@ (%, ¥)=(ax+by +c) etV —(ax+c)e*—(by +c) e¥ + ¢,

a odgovarajude funkcije Up dobijaju se pomoéu napred navedenih rekursivnih
obrazaca.

v

Ovo, §to je dovde izloZeno, nalazi neposrednu primenu u problemu majo-
riranja dvostrukih potencijalnih redova
(142) flx, y)=2%a,,, xm ",

Posto je uvek
(143) | £ p) | <ZX | apy, | rmrn

r=|x|,  r'=ly|,
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to, kad kod se |ay,| moZe majorirati kakvim izrazom A,,, onakvog -oblika o
kakvom je napred bila reg, tj. takvim da je A4, jedan integral, ili zbir - ograni-
genog broja, ovoga puta realnih i pozitivnih partikularnih integrala parcijalne
diferencijalne jednaline

zs—pq =0,
bice
(144) L e, ») [<F (x, )
gde je
(145) F (x, y)=ZX App X Y™

Iz ovoga Sto prethodi vidi se da je u nepreglednom broju slu€ajeva mogucno
imati majorantnu funkciju F(x,y) izrafenu u eksplicitnom obliku kao Sfunkciju
promenljivih x i y.

A to se opet neposredno primenjuje na problem integracije diferencijalnih
jednacina prvoga reda

(146) Y =f(x7)
pomocu redova
(147) y=ay+ @ X+ axt+

Glavni deo problema sastoji s¢ u odredbi jednoga kruga, opisanog oko
tatke x—=0 u ravni promenljive x, u kome Ce red (147), za datu jednainu (146),
biti nasigurno konvergentan.

Uotimo integral jedna&ine (146) koji za x=0 dobija vrednost y=0 i pret-
postavimo da se funkcija f(x,y) moZe razviti u red (142) &ji je opsti koefici-
jenat a,,, moguéno majorirati kakvim realnim i pozitivnim izrazom 4, 0 kome
je malotas bila red. Tada ée funkcija f(x,¥) biti majorirana odgovaraju¢om
funkcijom F (x,y) koja ée biti zbir partikularnih integrala parcijalne jednacine

zs—pq=0.
Oznadimo sa v onaj integral diferencijalne jednacine
(148) v =F(x,v),

koji za x=0 dobija vrednost v=0. Poluprecnik R kruga konvergencije integral-
nog reda (147) bice bar toliki koliki je poluprecnik R’ kruga holomorfnosti
integrala v.

Medutim, funkcija F je tada oblika

F(x,0) =XV, +X, Vot +
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gde X, zavise samo od x, a ¥} samo od o, pa se podesnim izborom te majorantne
funkcije moZe uciniti da odgovarajuc¢a jednacina (148)

V=X Vi+X,V,+ -

bude integrabilna, ili da joj se bar mozZe i bez integracije odrediti polupreénik R’
holomorfnosti njenog integrala ». Tada gornji stav daje jedan krug opisan oko
tabke x=0, u kome dée integralni red (147) nasigurno konvergirati.

To Ce biti rasvetljeno sledeéim primerima.
1. primer: neka su

ﬂ'laﬂ'29}°3"'; By Ygs B35 -«

dva niza pozitivnih brojeva, takvih da koliénik

| @ |
149 Lmnl
(149 A U

ostaje konafan pri beskrajnom raSéenju indeksa m i n; neka je 4 jedan stalan
pozitivan bro: koji nije premaSen vrednoféu koli¢nika (149). Tada se moZe uzeti

Amn =4 Zm Mons

pa ée u komparativnom redu (145) biti ispunjeni napred postavljeni uslovi.
Funkcija F(x,y) bice

F(x,y)=AZE dy, prn x™ y* = A X (x) 11 (¥),

gde je
l(x)zz%nxm’ /“(y)=z’lunyn=

a komparativna jednadina (148) je tada
(150) ' =AA(x)u @)
Polupreénik R kruga konvergencije integralnog reda
(151) Y=, X+ X2+ ay X3 - -
jednaine (146) bice bar toliki, koliki je polupretnik R’ kruga holomorfnosti

integrala v jednaéine (150), datog jednadinom

f /»Z):fx A0 d.

0

Tako npr. u specijalnom slu€aju kad je

Am s Hn=—">
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tj. kad moduo opsteg koeficijenta dy, date diferencijalne jednadine (146), u vezi

, moZe se uzeti

sa izrazom (142), ne opada sporije nego izraz —
m! nl

Amn: .
m! n!

Komparativna jednacina (150) je

v'=4 ZZ ot Aemt,
m! n!

a njen integral, koji za x=0 dobija vrednost =0, je
v=1log (1 + A—Ae*).

Njegov krug holomorfnosti ima za poluprecnik
R =log ( 1+ —1—>
A

i u tome krugu red (151), 3to predstavlja integral jednaCine (146), nasigurno
je konvergentan.
U specijalnom slugaju kad 4,, i u, rastu brze no 2™ i 2%, moZe se uzeti

A =21 4.
Komparativna jednalina (150) je

A

vieA22 2 P 2 (1—20)

a njen integral, koji za x=0 dobija vrednost 2=0, je

p=1—)1+2Alog(1—2x).
1
1—e 24
2
gu biti konvergentan i integralni red (151) jednaline (146).

On je holomorfan u krugu polupreCnika R’ = , pa ¢e u tome kru-

Na ovaj poslednji sludaj se svode i jednaCine (146) u kojima koliénik

| @n |
m2 4 n?
ostaje konaan i ne premafa jedan stalan broj 4. Dovoljno je primetiti da je za

sve pozitivne vrednosti indeksa m i n

mZ + n2 < 2m+n'



62 Integracija .diferencijalnih jednadina pomoéu redova

2. primer: uolimo slufaj kad se za A4,, moZe uzeti kakav izraz oblika

Anin = O B+ Ao s
tako da je A,, jedan partikularni integral parcijalne jednadine (123).
Neka je
Doy xP=a(x), Zl,x"=21(x)
Zhay =B,  Zpyyr=p ),
pa ¢e jednacina (148) biti

(152) 2 =a () B (0)+ 4 (x)-p ().

Kad su funkcije @, f, 4, u takve, da je jednaina (1 52) integrabilna,
poluprednik kruga holomorfnosti njenog integrala v, koji za x=0 dobija vred-
nost =0, dade jednu donju granicu poluprednika kruga konvergencije integrala
(147) jednacine (146). Jedna od takvih jednadina je npr. Bernoullijeva jednaSina,
koja se i uopStem sludaju moZe integraliti.



11.

REDOVI STO IZRAZAVAJU OPSTI
INTEGRAL DIFERENCIJALNE JEDNACINE
PRVOGA REDA

Opsti integral diferencijalne jednadine prvog reda
(153) Y =f(x ),

tj. njen integral koji za proizvoljnu vrednost x=x, dobija proizvoljnu vrednost
Y=, izrazen je jednom relacijom

(154) F(xay5 x0>y0)=O
gde je F funkcija &etiri promenljive
(155) x;y:xo;yo

u kojoj se x moZe permutovati sa x, ¥ sa y, a da pri tome funkcija ne pro-
meni svoju vrednost.

Kad par vrednosti (x,, y,) ne predstavlja nikakvu singularnu tacku fun-
keije f(x,y), opsti integral y moZe se izraziti u obliku potencijalnog reda

(156) Y= A+ Ay (x—xo) + A, (x—x0)2 4 - - -

gde su koeficijenti 4,, funkcije promenljivih xg, ¥,.
Jedan proizvoljno uzet red (156) moZe, ali ne mora, biti opsti integral
kakve jednaéine prvog reda. Tako npr. red u kome je

Ay=Yo, Ap=xyyo+(n—1) X2 y?

nije opsti integral nikakve jednaéine (153); naprotiv, red u kome je

Y
AOZyO: A’n:;(‘)—
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opsti je integral jednacine
y'=y.
U ovome su odeljku postavljena i potpuno refena ova dva pitanja:
1° Kakve potrebne i dovoljne uslove treba da ispune koeficijenti A, reda

(156), pa da taj red predstavija opsti integral kakve diferencijalne jednacine
prvog reda oblika (153)?

2° U slucajevima kad su ti uslovi ispunjeni, nadi diferencijalnu jednadinu
za koju takav red (156) izraZava njen opSti integral.
Neka je (153) jednacina &iji je opsti integral red (156). Tada je

(157) R A1=[Z—ﬂ=[f(x, D=7 Gy 3o),

gde uopste izraz [p] oznadava vrednost koju dobija kakva funkcija ¢ jedne
promenljive x za x=x, ili funkcija dveju promenljivih x, y za x=ux, y=y,,

Formirajmo neograniéen niz funkcija

(158) Jis Jos Js - -

promenljivih x, y definisanih rekurentnom relacijom

(159) Jr’n=%l+ff)f’l:l (n=1,2,3,...)
ox oy
gde je poletna funkcija
(160) fo=F ),
pa ¢e biti
1
(161) An=;[fnﬁl] n=1,2,3,..).

Relacija (159) moZe se napisati i u obliku

Ofp Of
(162) = 2ot 1y | P
. 0x oy
iz Cega se, prema (157), (159) i (161) dobija
0A 04
(163) (n+ 1) Apay =—% +f (Xgs o) =
0%, 9o
To pokazuje da izraz
04
(n+1)An+1—()_n'
A= il
(164) oA

9%
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ima jednu istu vrednost za sve vrednosti n=1, 2, 3,... i da se ta vrednost po-
klapa sa f(xy, »o)- Druga jedna¢ina (157) tada pokazuje da su x, i y, vezani
diferencijalnom jednadinom

dy .
(165) =2 = (%o, Yo)-

dx,

Vrednost izraza 4 je ista kao i vrednost koeficijenta 4, a to je f(x,, ¥o).
Jedna&ina (160) dobija se, dakle, kad se u jednalini
dy,

(166) =
aéd!]

smeni x, sa x, ¥y, sa ¥, a iz, sa ﬂ
dx, dx
Na taj su nadin nadeni porrebni uslovi da bi red (156) bio opsti integral
kakve jednagine (153). Lako se dokazuje da su to u isto vreme i dovoljni us-
lovi za to; dokaz je istovetan sa onim kojim je u 3. odeljku ove knjige doka-

zano da kad se koeficijenti reda
y:ao+alx+02x2+ ce

izraGunaju uzastopnim diferencijaljenjem jednadine (153) i deobom dobijenih
izvoda sa n!, takav red formalno zadovoljava jednadinu (153).

Na taj nacin dobijeno je reSenje postavljenih pitanja u obliku ova dva stava:

1. stav: Da bi red (156) predstavljao opsti integral kakve diferencijalne
jednadine prvoga reda, potrebno je i dovoljno da izraz A ima jednu istu vrednost
za sve vrednosti n=1,2, 3,...

A kad je taj uslov ispunjen, refenje drugoga od postavljenih pitanja dato
je ovim stavom:

2. stav: Diferencijalna jednacina, Ciji je opSti integral tada izraZen redom
(156) dobija se kad se u koeficijentu A; smeni X, sa x, Y, sa y, pad se rezultat
ujednaci sa d_y

dx .

U sludaju kad se tra?i da diferencijalna jednagina (153), ¢iji opdti integral
treba da bude red (156), ne sadri eksplicitno promenljivu x, jednalina (159) se
svodi na

_
fn-H. _f ()y >
a jednadina (162) na
Ul =11 [ﬁf—] ,
oy

5 Integracija diferencijalnih jednadina
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prema demu je

04
(n+1) Ay =1 (x5 Yo) P =

Vo
iz Gega sleduje ‘

3. stav: Da bi red (156) predstavijao opsti integral kakve diferencijalne
Jjednacine prvoga reda koja ne sadrZi eksplicitno nezavisno promenljivu kolicinu x
potrebno je i dovoljno da izraz
_(n+1)dpy

04,

oy

(167) 4

ima jednu istu vrednost za sve vrednosti n=1,2, 3, ...
I u tome slucaju je odgovarajuéa diferencijalna jedna¢ina odredena stavom 2.
Kao §to se vidi, da 1i ée dati red (156) biti ili ne op§ti integral kakve
jednadine prvoga reda, zavisi isklju¢ivo od toga da [i ée njegovi koeficijenti A,
imati za invarijantu izraz A. A kad je to slulaj, diferencijalna jednacina toga
reda dobija se iz same vrednosti te invarijante.

Za red (156) npr. za koji je A=, An=1“’— invarijanta je A=y,; za red
. n!

za koji je

1:3:5--Qn=1)

A0=y05 An= 5 1

Yo—Xo+ ])2n+1

ona jo A= Q=+ 17 +1;
za red za koji je
Ay =0, Ap=o |:

ona je A=2x, ¥
za red gde je Ay=y

(2 xp)" I (2 xp)n—2 I (2 xp)m* .. :|
n! 1M(n—2) 2!(mn—4)

(—1)+1(2 n—2)!
! (n—1)! (2 yo)2n1

ona je A:i;
Yo

za red za koji je 4y=y,, A4n:(4y°)‘
n)!
Yo
A0
T (4n+2)!
L Y
4 nt+1 (47’1—|— 1)| 4n+3 (4”—]—3)!
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nalazi se da je
A=V1—ys.
Ovo §to je napred izlo¥eno, moZe se predstaviti i na ovaj nafin.
Uopste jedna funkcija
(168) y=¢(x, C,C),

koja sadrZi dve proizvoljne konstante C, i C,, opiti je integral jedne diferenci-
jalne jedna&ine drugog reda koja ne sadrzi ni C; mi C,. Ta se jednaCina svodi
na jednadinu prvoga reda kad se izmedu dveju konstanata uspostavi kakva
relacija

(169) $(C1. C)=0.

Tako npr. funkcija
y=Cysinx+ C,cosx

je opsti integral jednadine
y'+y=0;
to je, medutim, opsti integral jednacine
y2+y2—1=0
kad se medu konstantama uspostavi relacija
C2+C2—1=0.

Ali, funkcija (168) moZe biti opsti integral jednafine prvog reda (koja ne
sadrzi ni C, ni C,) a da konstante C, i C, ne prestanu biti proizvoljne, tj. da
ne moraju biti medu sobom vezane. Takav je sludaj sa funkcijom

Y= (x, X, ¥o)

$to predstavlja integral kakve jednadine prvoga reda koji za proizvoljnu vred-
nost x=x, dobija proizvoljnu vrednost y =y,; dovoljno je uzeti x,=C;, y,=C,.
Tako, npr. funkcija
y=C,e* 2

opéti je integral jednacine
(170) y'—y=0;

funkcija
y=sin (log C; x+ C,)

je opsti integral jednadine
71 x2y'24y2—1=0.

5%
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Opsti razlog takvog fakta je ofevidan: u takvim sludajevima uvek postoji
jedna odredena funkcija
am 2(Cy, C)
dveju konstanata C, i C,, takva da kad se stavi da je
A(Cy, C)=C

obe konstante C, i C, nestaju u izrazu opSteg integrala y, koji postaje funkcija
promenljive x i konstante C, ova tada igra ulogu jedine integracione konstante.

Tako npr. u sludaju jednadine (170) konstanta C je izraz

C=C e
za jednadinu (171) ona je
C=logC,+C,.
Uocdimo sad opSti problem:
Kad je dat potencijalni red
(173) Y= Ay Ay (53— )+ Ay r— AP+ - -

gde su A, A4, A, 4,,... funkcije dveju proizvoljnih konstanata C, i C,,

1° nadi potrebne i dovoljne uslove za -egzistenciju jedne diferencijalne jed-
nacine prvoga reda, koja ne sadr#i C, u C, i &iji Ce opsti integral biti izrazZen
redom (173);

2° nadi tu diferencijalnu jednadinu u slucaju kad ona postoji.

Ako se stavi da je

(174) A(Cy, Cy)=a, 4, (Cy, C))=p

parametri ¢e a i B biti poznate funkcije konstanata C; i C,. Smeniv§i njima
te konstante, funkcija y postaje

y=B+ By (r—0) + By (x—a) + - - -

gde &e koeficijenti B,, B,, Bs,... biti poznate funkcije parametra a i §, i pro-
blem se svodi na onaj napred refen u ovome odeljku; y treba da bude integral
kakve jednadine prvoga reda koji za x=a dobija vrednost y=4.

Da li ée red (173) biti ili ne opsti integral kakve jednadine prvoga reda,
zavisi od toga di li ée njegovi koeficijenti B, imati za invarijantu izraz 4 (u
kome A, treba smeniti sa B;) ili ne. A kad je to sludaj, diferencijalna jedna-
&na se dobija eliminacijom dveju konstanata C, i C, iz triju jednalina

d
(175) A(Cy, C)=x, 4,(Ci, Ch=y, 4,(Ci, c2>=—(§.
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Da bismo odredili, pomecéu C; i C, konstantu C koja ¢ce igrati dalju
ulogu jedine integracione konstante u opitem integralu y, primetimo da su C,
i C,, ma dasu im vrednosti proizvoljne (kao Sto je i sluaj sa xq ¥,), vezani
diferencijalnom relacijom $to sleduje iz odnosa

dp 04 04 dC,

P 4(C, Y= 2,
da 1 (G C) 2C, 0C, dC,

To je diferencijalna jednalina
oC
(176) —=9 (oh C)
0C,

gde je @ odredena funkcija konstanata C, i C, koja ima za izraz

0A 0A
'a—CV—O—Al (Cl’ CZ) ()—C_
am A oAy
4,(Cp ) 2222
2C, 0C,

o tome se uveravamo diferencijaljenjem prvih dveju jednagina (175) i smenom
dobijenih dx i dy u tre¢oj od tih jednadina.
Kad se opsti integral jednacine (176) napiSe u obliku
u{(C,, C,)=const

izraz w igra ulogu konstante C.



12.

ANALITICKO PRODUZENJE REDA
STO IZRAZAVA INTEGRAL JEDNACINE

Kad je data jednadina
(178) y'=f(x, )

gde je funkcija f(x, ) holomorfna u blizini vrednosti x—=0, y=0, primenom
osnovne Briot-Bouquetove teoreme dobija se integral, koji za x=0 postaje
y=0, u obliku reda

(179) y=a, xta,x2+a; x34 - - -

koji je konvergentan za sve vrednosti x §to se nalaze u krugu C opisanom oko
poletka sa polupre¢nikom R, za koji je napred pokazano kako se odreduje.

Kad se vrednost x, za koju se traZi vrednost integrala y nalazi u tome
krugu, ova se vrednost izratunava neposredno iz obrasca (179). Medutim, iz
toga se reda moZe, posrednim putem, izracunati i vrednost integrala i u kojoj se
hole tacki x=a (osim izuzetnih i izolovanih takvih tataka) van kruga C.

To se moZe vriti obiénim analitickim produZavanjem funkcije definisane
redom koji vaZzi za jednu oblast ravni x, na tadke x §to se nalaze van te oblasti.

Neka se traZi da se, iskoristivsi obrazac (179), izraduna vrednost integrala
Y za x=a, gde je a jedna data tacka u ravni x van kruga konvergencije C
reda (179). Ako je a obitna tatka za integral y izraZen tim redom, onda se
takvo analititko produZavanje izvriuje na ovaj nadin.

Sastavimo poletak x=0 sa tatkom @ jednom proizvoljnom putanjom oa,
uofimo na toj putanji jednu proizvoljnu tatku x—a u unutras$njosti kruga C
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(v. sliku). Poito je ta tatka u krugu C, za nju ée vaziti red (179), pa se iz

toga reda mogu izrafunati vzastopni izvodi funkcije y u obliku
Y=a+2a,x+3a;x2+4a,x3+ - -+

(180) "=2a,+2:3a;x+3-4-a,x2+ - -

y"=2-3a;+2-3-4a,x+3-4-5a;x2+ -+

Iz obrazaca (179) i (180), gde su redovi nasigurno konvergentni za x=a,
mogu se izralunati vrednosti Ao, 4y, 4;. .- koje dobijaju y, ¥, ¥, y",... za

x=a, pa kad su one izraCunate, integral y moZe se, za vrednosti x u blizini
tacke a, izraziti u obliku reda

(81, y=A0+f—l,<x»~a)+12‘if_(x_.a>z+ .

koji e biti konvergentan za sve vrednosti x u unutra$njosti izvesnog kruga C’
opisanog oko tatke a kao centra. Polupretnik R’ toga kruga odredio bi se
premestiv§i koordinatni potetak u ravni x u tadku o i primenivdi napred nave-
deni za to postupak.

Opidimo tada oko tatke a taj krug C ' { uodimo u njegovoj unutranjosti,
a na putanji Oaq, jednu tacku x=p. Pofto je ta tatka u krugu C’, za nju ¢e
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vaziti red (181) pa se iz toga reda mogu izraSunati uzastopni izvodi funkcije

y u obliku
/_A1 4, 4; 2
y—o! l!(x a)+2! (x—a)2+
(182)
,,_Az AS A4 24 ..
——aﬂt 1!(x a)-!—E!—(x )2+

Iz obrazaca (181) i (182), gde su redovi konvergentni za x=a, mogu se
izraCunati vrednosti B,, B;, B,,... koje dobijaju y,),y"”,... za x=p, pa
kad su one izradunate, moZe se za vrednosti x u blizini tatke B integral y izra-
ziti v obliku reda

y=Bo+%(x—ﬁ)+%(x—ﬁ)2+ <

I taj ¢e red biti konvergentan za sve vrednosti x wu unutraSnjosti izvesnog
kruga C” opisanog oko tatke f kao centra, a &iji bi se polupreénik R odre-
dio na isti nadin kao polupretnik R’

I taj bi se postupak produZio iduéi putanjom Oa, sve dotle dok poslednji
krug C® ne obuhvati i tacku a. Kad to bude, onda ée poslednji tako dobijeni
red za y vaziti i biti konvergentan i za vrednost x=a, pa ¢e se pomoéu njega
mo¢i neposredno izrafunati vrednost integrala za tu vrednost x.

Postupak izuzetno nee vaZiti ako proizvoljno izabrana putanja Oa prede
preko kakvoga singulariteta x=c funkcije f(x,y), jer ée takav singularitet,
prema uslovima koji se pretpostavljaju za tu funkciju, u trenutku kad se iduéi
putanjom oa naide na njega, onemoguditi dalje kretanje na dosadagnji nadin u
pravcu taCke a. Metoda za odredbu poslednjeg polupre¢nika R® tada izneve-
rava i &ni nemoguénim dalje analititko produZavanje integrala du¥ te putanje.
Tada se mora izmeniti putanja oa i pokufati drugi kakav put kojim bi se od
poslednjeg kruZnog centra prislo tacki a. '



13.

SLUCAJ KAD DESNA STRANA
DIFERENCIJALNE JEDNACINE
POSTAJE BESKRAJNA ZA x=0, y=0

Pretpostavka, na kojoj je osnovana osnovna Briot-Bouquetova teorema o
izraZavanju integrala diferencijalne jednacine, kao i teorema iste vrste za sisteme
simultanih jednaGina, sastoji se u tome da je u jednalini

(183) V'=f(x2)

funkcija f(x,y) holomorfna za poletne vrednosti x=0, y=0 promenljivih
x iy, tj. da je ona za taj par vrednosti konatna, odredena i da ni jedna druga
od tih dveju vrednosti nije kriticki singularitet fuukcije. Taj uslov nije ispunjen

1° ili kad za x=0, y=0 funkcija f(x, y) dobija beskrajno veliku vrednost,

a funkcija — je holomorfna za te vrednosti promenljivih;

2° ili kad se vrednost f(0,0) javlja u neodredenom obliku %;
3° ili kad je jedna ili druga, ili obe vrednosti x=0, y=0, kriti¢ki alge-
barski ili transcendentni singularitet funkcije f(x, y).

U takvim slulajevima pomenute teoreme su neupotrebljive, jer nije zado-
voljen osnovni uslov pod kojim su one izvedene.

Tako npr. desna strana jednaCine

za x=0, y=0 postaje beskrajna; ne postoji ni jedan integral koji za x=0
dobija vrednost y=0. To se vidi iz izraza opSteg integrala koji je

y=14Cx.
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Desna strana jednadine
y

’
y=——
x2

. . 0 . . .
za x=0, y=0 javlja se u neodredenom obliku F; ima beskrajno mnogo inte-

grala koji za x=0 dobijaju vrednost y=0, ali pored te vrednosti oni dobijaju
i svaku drugu, proizvoljnu vrednost i ne mogu se razviti u red ureden po ste-
penima promenljive x; to se vidi iz izraza opSteg integrala koji je
1
y=Ce”

i koji ima vrednost x=0 kao svoj esencijalni singularitet.

Desna strana jednacine
, 1 1+
yo Ll 1502
2 (1+x)y
postaje beskrajna; jednadina ima integrala koji za x=0 dobijaju vrednost y=0;
ali se ti integrali ne mogu razviti u red ureden po stepenima promenljive Xx,
§to se vidi iz izraza opSteg integrala

y=Vx+C{1+x);
takva su dva partikularna integrala
y=—Vx i y=+Vx

koji odgovaraju vrednosti C=0 integracione konstante.
Naposletku, desna strana jednacine

yo2=l
2(x+)%)

postaje beskrajna za x=0, y=0, a ima i vrednost x=0 kao krititku tacku;
postoji integral koji za x=0 dobija vrednost y=0, ali se on ne moZe razviti u
red po stepenima promenljive x, §to se vidi iz izraza opiteg integrala koji je

y=1+C(1+Vx).

Moze se izuzetno desiti da se i u kome od takvih slucajeva, i1 to samo
u pojedinaénim sludajevima, ipak integral moZe izraziti u obliku Maclaurino-
vog reda
y=a,x+a,x*+a;x3+ - - -

ali, to tada nede viSe biti posledica navedenih opstih teorema veé Ce se desiti
iz drugih, za takve jednadine specijalnih razloga.
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Za takve sluCajeve, kad funkcija f(x, y) nije holomorfna za poletni par
vrednosti x=0, y=0, javlja se pitanje: u red kakvog oblika
(184) y=uy (x)+u () +u () + -+ - -
moZe se tada razviti integral y koji za x=0 dobija vrednost y=0, a da red
bude nasigurno konmvergentan za vrednosti x u nekoj oblasti ravni x?

Od gore pomenutih sluéajeva te vrste u ovom ¢ée odeljku biti raspravljen
onaj kad za x=0, y=0 funkcija f(x,y) dobija beskrajno veliku vrednost.

Neka je, dakle, data jednaéina (183) u kojoj je

(0, 0)=oo.
Ako se jednadina napiSe u obliku
dx 1
(185) —= =g (x,3)
dy  f(x,)

funkcija ¢ (x,y) je holomorfna za x=0, y=0, jer je vrednost ¢ (0, 0) tatno
odredena i jednaka nuli. Ona se, prema tome moZe razviti u red ureden po
stepenima promenljive x

(186) gLy =do+ A x+ A X2+ - - -, 4y=¢(0, ),

gde ¢e koeficijenti biti holomorfne funkcije promenljive y, od kojih se pojedini
mogu svesti 1 na konstantu. Kao §to Ce se videti, oblik reda (184) i analiticka
priroda integrala y zavisi poglavito od koeficijenta A,.

Da bi se to pokazalo, razlikujmo ova dva slutaja:

Prvi sludaj: pretpostavimo da koefijenat 4, ne zavisi od y. Tada on mora
biti jednak nuli, da bi bilo

(187) (0, 0)=0.

Ako se tada broj prvih koeficijenata reda (186), koji su jednaki nuli,
oznali sa k, tako da je

Ay=A,=++ =4,_,=0, A,#0
pa da se red svodi na
(188) @ (%, ¥) = Ap XF + Apyy X4 Agyy XF524 - o o)
iz (185) i (188) se dobija da je

d
(189) D Ayt Ay ¥+ Ay X2+ - ) dy.
x
Sa druge strane, poSto je ¢(x,y) holomorfna funkcija promenljivih x i yb
za x=0, y=0, prema teoremi Briot-Bouqueta za jednalinu (185) postojade in-
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tegral x koji ée takode biti holomorfna funkcija promenljive y za y=0. Kad se
taj integral x smeni na desnoj strani jednaline (189), ona postaje

Y dy,

gde je y(y) takode holomorfna funkcija promenljive y za y=0, i jednacina
(189) postaje

&y )y
X

Integraleéi obe strane u granicama 0 i x, odnosno 0 i y, dobija se

f%=fww@.
4] 0

Posto je k=1, bilo da je k=1 ili da je k>1, leva strana poslednje jed-
naline ima beskrajno veliku vrednost, a desna strana ostaje konadna, §to je ne-
moguéno. To pokazuje da u ovom slucaju ne postoji nikakav integral y jednacine
(183) koji za x=0 dobija vrednost y=0.

Takav se sludaj javlja, na primer, za jednacinu

r_ y_l
Pt
Ako se ova napife u obliku
DX 4 Ax,
dy y—1
bice
1
Ay=0, A4/ =- ,
y—1
a izraz opSteg integrala
y=1+Cx

pokazuje da jednalina odista nema nijedan integral koji za x=0 dobija vred-
nost y=0.

Drugi slufaj: pretpostavimo da koeficijenat 4, zavisi od y. Kako je on
holomorfna funkcija promenljive y, moZe se razviti u red oblika

(189%%) Ay=ay+a, y+a,y2+ -+ -,

gde ¢e koeficijenti @, biti stalni brojevi (nezavisni od x i y). A posto za y=0
mora biti 4;=0, da bi se imala jednaina (187), to mora biti ¢,=0, a pored

jenata 4,. Oznadimo sa m broj takvih koeficijenata, tako da je

Qy=a;=0y= """ =0y, anp=0,
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pa ée se red (189°¥) javiti u obliku
(190) Ay =y Y™ + Qg Y™+ Ay Y20

Kao §to je kazano, poito je @ (x,y) holomorfna funkcija promenljivih x i y
u blizini vrednosti x=0,y=0, moZe se na jednalinu (185) primeniti osnovna
Briot-Bouquetova teorema, prema kojoj se tada integral x, koji za y=0 dobija
vrednost x=0, moZe razviti u red oblika

(191) x=By+ B y+B,y>+ -,

koji Ge biti konvergentan za sve vrednosti x u jednome krugu opisanom oko
tatke x=0 u ravni x.

Koeficijenti B, bi se mogli izralunati opet po isto] teoremi, ali se lak3e
do rezultata, $to se ima u vidu, dolazi na ovaj nacin:

Otevidno je da, ako se u jednatini (185) smeni funkcija @ (x,y) svojim
izrazom (186) pa se u ovome koeficijenat A, smeni redom (190), a x redom
(191), dobie se jedna jednadina koja mora biti identicki zadovoljena, posto je
x jedan njen integral. Ta je jednacina

(192) Bi+2B,y+3Byy*+ - = (@ Y™ + Ay Y™+ Qg Y24 *)
+ A (Bot+ Biy+Byy 4 )+ A, (Bo+ By + B,y 4 Pt

Poito za y=0 treba da bude x=0, ta jedna¢ina (191) pokazuje da mora
biti B,=0. Kad se to uvede u jednaCinu (192), clan koji ne sadrzi y na levoj
strani je B;, a na desnoj ne postoji, mora dakle biti i B, = 0. A kad se 1 to uvede
u jednadinu, njen ¢lan sa y na prvom stepenu na levoj strani ima za koeficije-
nat 2 B,, a na desnoj strani broj pomnoZen sa B;; prema tome je 1 B,=0.
ProduZujuéi i dalje tako sa ostalim stepenima promenljive y, do njenog (m—1)-og
stepena zakljuéno, nalazi se da je

Bo=B,=B,= -+ =B,=0.

Clan koji sadrzi ym na levoj je strani (m+1) By Y™, na desnoj a,, y™,
prema Semu je
am
m+1

m+1 T

pa posto je koeficijenat @, razliCan od nule, tako Ce biti i sa koeficijentom
B,... Prema tome se integralni red (191) svodi na
(193) X =By Y™+ By Y™+ By 4 - -

a iz njega se dobija jednalina

d
(19) =t 1) By 37 0n42) Bia 0 (n 4 3) Bs ™2 -
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Izvr§imo u toj jednaini smenu
(195) X =M, dx=(m+ 1) t™ds
prema femu je

dr_dv dt oy dt
dy

;y—a't dy

pa ¢e, kad se to smeni u jednadini (194), ova postati
dt
(m+ l)tmT=(m+ 1) By y"™ -+ (M +2) By y™Hi 4 -+ -,
Y

§to se moZe napisati u obliku
dy _ (m+1)m
dt - (m+1) By Y+ M+ 2) By Y™+ (4 3) Byyys Y7424+ - -

ili

m 1

(196) 1y—=<i)
a \y| , m+2 L3
m+1+—m+1 mr2 V P

By y2t e -

Sa druge strane, ako se i neposredno u jednalini (193) izvr¥i ista smena
(195), dobija se

el Bm+1 ymL g Bm+2 yrm2 +Bm+3 P4 ,
odakle je

¢ \mt+l

(7) =Bt By Y By y24+ - - -

Smenom te vrednosti u jednadini (196) dobija se jednadina
@ _ [Bus+ Bz ¥ + B 24 -+ - 71

(197) i m
+2 m+-3
it g B Y S B

Za y=0 desna strana ove jednaine svodi se na vrednost

1

m
(Bm+1)m—1—1 -B m+1
T T = D H

By

a posto je koeficijenat B, razlian od nule, biée i ova poslednja vrednost ko-
nacna. Vrednosti £=0, y=0 ne predstavljaju, dakle, nikakve singularitete funkcije
na desnoj strani jednadine (197), pa se na tu jednadinu moZe primeniti osnovna
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Briot-Bouquetova teorema. Prema ovoj, integral y jednaCine (197), koji za =0
dobija vrednost y=0 moZe se razviti u red oblika
(198) y=oatt+a,t2+astd4 .-

koji ée biti konvergentan za sve vrednosti ¢ u jednome krugu opisanom oko
tatke t=0 u ravni ¢.

Kad se u redu (198) smeni ¢ njegovom vrednoScu

1
t=xmtl,
on postaje
L 2 R
(199) y=a, x40, xMH 4y xmt 4

iz Gega se vidi da se integral y date jednacine

(200) V=5
1
moZe razviti u red ureden po stepenima vrednosti x"t1.

A poito najmanja vrednost koju moZe imati m je m=1, to je izloZilac

. vee . . i 1 .
uvek pravi razlomak, &ija je najmanja moguéna vrednost 7’ i prema
m+1
tome je vrednost x=0 uvek algebarski kriticki singularitet integrala y; red takve

kriticke algebarske tacke jednak je broju m povecanom za jedinicu.
A iz svega ovoga §to prethodi izvodi se ovaj opsti zakljucak:

Neka je data diferencijalna jednaéina (200), gde je f(x,y) funkcija koja
za x=0, y=0 dobija beskrajno veliku vrednost, ali takva da je njena recip-
rotna funkcija

1
p(x,¥)= )

holomorfna za x=0, y=0. Vrednost

(}7(0,_)})=A0

bide tada ili identi¢ki jednaka nuli, ili ée zavisiti od promenljive y. Za jedan i
drugi slufaj vaZe teoreme:

I teorema: Kad je vrednost A, nezavisna od y (u kome slucaju ona je
identicki jednaka nuli), ne postoji integral jednacine (200) koji za x=0 dobija
vrednost y=0.

Prost primer za to daje jednacina

—1
y’=y , y=1+Cx.
X
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I teorema: Kad vyrednost A, zavisi od Y i razvije se u red ureden po ste-
penima promenijive y, pa se sa m oznaci najnizi stepen toga reda po y, integral
koji za x=0 dobija yrednost y=0 ima vrednost x—=0 kao algebarsku kriticku
tacku (m+1)-og reda i moZe se razviti u red oblika

1 2 3

m+1 m+1 m+1
y=a x —|—a2x +a3x +oee,

konyergentan za vrednosti x u jednome krugu opisanom oko tacke x=0 u ravni x.

Odredba koeficijenata a, i njegovog kruga konvergencije vr$i se primenom
osnovne Briot-Bouquetove teoreme na jednadinu (197), posto ona, radi odredbe
koeficijenata B,,, koji su za to potrebni, bude prethodno primenjena na jed-
nadinu (185).

Prost primer za to daje jednacina

1 -
f=, =/ C+2x.
y 5 y l/ x
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SLUCAJEVI KAD SE DESNA STRANA
DIFERENCIJALNE JEDNACINE

ZA X=0, Y=0 JAVLJA U OBLIKU g

Kad je diferencijalna jednacina

(201) YV =fx17)
takva da se vrednost f (0, 0) javlia u obliku %, problem integracije pomocu

redova postaje mnogo teZi, i on ni do danas jo¥ nije u potpunosti reSen, jer
jo§ ima specijalnih, u tome pogledu nedovoljno proudenih slucajeva.

Ovde ée biti proudeni najvaZniji i naje¥éi sluCajevi, u kojima se problem
integracije moZe do kraja rediti. Problem se moZe razloZiti na pojedine speci-
jalnije probleme koji ¢e biti redom raspravljeni.

A) Odredba infinitezimalnog reda integrala

Kad jedna promenljiva koli¢ina p, funkcija nezavisno promenljive koliCine
x, te¥i nuli ako x teZi nuli, ona postaje beskrajno mala koliGina u isto vreme
kad i promenljiva x. Pod infinitezimalnim redom beskrajno male koli¢ine y
razume se takav jedan pozitivan broj g, da koli¢nik Y teri konaénoj i od nule

xH

razli¢noj granici H kad x teZi nuli.

Posto se traZi integral koji za x=0 dobija vrednost y=0, to, ako je u
infinitezimalni red integrala, bi¢e za vrednosti x u blizini vrednosti x=10

-1=H+e,

Xk

6 Integracija diferencijalnih jednalina
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gde ¢ teZi nuli kad x teZi nuli, Sto se moZe napisati u obliku

(202) y=Hx*+ 9,
gde i & teZi nuli kad x teZi nuli

Funkcija f(x, ») javlja se za x=0, y=0 u obliku —g— Mi éemo uzeti da
to dolazi otuda, §to je f(x, ) koliénik

(203) £, )=
v (x, )

dveju funkcija ¢ i  holomorfnih u blizini vrednosti x=0, y=0, i takvih da je

Funkcije ¢ i 9 mogu se, prema tome razviti u dvostruke Maclaurinove
redove

Q=2 2 Bun ¥y 9 (6,3 = 2 2 Ay XV,
m n m n
konvergentne u izvesnim krugovima opisanim oko x=0 i y=0 u ravnima pro-

menljivih x 1 y.
Zamenivsi te izraze u jednadini (201) napisanoj u obliku

_ p(L, MY =9(x, )
ili, prema (202), odakle je

(204) V' =u Hxr—14 0,
u obliku
(205) wHy(x, y) X =g (x, y)+n

nalazi se kad se obe strane, posle te smene, urede po stepenima promenljive x,
ovo §to sleduje:

1° na levoj strani &lanovi najniZeg reda nalazice se medu ¢lanovima oblika
Am,n, xm’+1m'+u—1’

2° na desnoj strani oni Ce se nalaziti medu &lanovima oblika B, x™+7".

Clanovi najniZeg stepena po x na levoj i desnoj strani moraju biti medu
sobom jednaki; neka je na levoj strani to &lan koji odgovara vrednostima indeksa
n'=d, m' =f', a na desnoj strani Clan §to odgovara vrednostima indeksa

n=a, m=.

Tada treba da je )
B+ po’ + p—1=p+pe,
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odakle je

(206) _L+B—F

B 1+d —a )

Posto su a, o, B, B’ celi brojevi, to jednafina (206) pokazuje da je
infinitezimalni ved integrala y u opstem sluCaju racionalan broj. Izuzetak bi
mogao biti samo u sludaju kad je u jedan isti mah

1+p—p =0, 1+a' —a=0,

u kome se slufaju g javlja u neodredenom obliku %

Jednagina (205) vaZi za svaki par izloZilaca
m' +un +p—1 i m+ un

promenljive x na levoj i desnoj strani jednaline (205) poSto se u ovoj smene y
i ¥ svojim vrednostima (202) i (204), ali svaki takav par ne odgovara uslovu
koji se ima u vidu, a to je da tako, pomocu odgovarajuéeg obrasca (206),
dobijen broj g bude manji od sviju onih do kojih bi doveli ostali parovi izlo-
¥ilaca. Takav se najmanji broj u moZe u svakome datom slu€aju odrediti racunski,
ali Briot i Bouquet su dali jednu geometrijsku konstrukciju koja taj broj odre-
duje pomodu koeficijenta pravea jedne od strana izvesne poligonalne linije, koja
u realnoj ravai xOy prolazi kroz izvesne talke

Mo, f+1) i M@ +1,0)

a sve ostale tadke ostavlja na svojoj desnoj strani. Koeficijenat pravca jedne ma
koje od strana takve poligonalne linije, kad mu se promeni znak, daje traZen
broj u, i svaka od tih strana odreduje po jedan takav broj koji se moZe sma-
trati kao infinitezimalni red po jednoga od moguéih integrala y jednacine (201).
Takva je linija poznata pod imenom Briot-Bouquetove poligonalne linije vezane
za datu diferencijalnu jednacinu (201).

B) Redukcija diferencijalne jednacine na upro$ceni oblik

Neka je 4 jedan od tako dobijenih brojeva §to predstavljaju infinitezimalni
red integrala y, i neka su

n=a’ m:‘B, n/:al m’:ﬁl

izlo¥ioci ¥to figuri$u u &anu najmanjeg stepena promenljive x na levoj i desnoj
strani jednacine (205) posle pomenute smene.

6*
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Posto je w racionalan broj, stavimo da je

p
H=-—>,
q

gde su p i g dva cela nesvodljiva broja i izr§imo u jednacini smenu
x=t1, y=vtP,

gde je ¢ nova nezavisno promenljiva koli¢ina, a v nova nepoznata funkcija.

Prema prethodnoj smeni i poSto je ug=p bice

a pofto koli¢nik Y teri za x=0 konadnoj i od nule razli¢itoj granici, vidi se
XM

da e i funkcija v za x=0 teZiti takvoj istoj granici koju ¢emo oznaditi sa A.

Clan Agy xf y* razvitka funkcije y, na levoj strani jednacine (205), $to

odgovara najmanjem broju g, gornjom smenom postaje Agy v tP¥ ¢, a odgo-

varajuéi mu ¢&lan na desnoj stiani iste jednadine postaje Bg,=v*t?*T2, a izvod

¥y’ postaje

dv
Pl — D —
2 di

_dy_d it

dx dt dx qta1

Prema tome, jednadina (201), napisana u obliku

p(x, 1)) =9 (x,)

takvom smenom pommnoZena sa gt?~! postaje
! t ! dv — '
207) (dpyo™ P9+ 4 - . Y| ptPly—1tP ;Z—>=(Baﬁ v PetaB g .Y gt
: t

gde neispisani &lanovi na levoj i desnoj strani sadrZe vise stepene promenljive 7.
Po definiciji broja u, najmanji stepen promenljive ¢ na levoj strani je

pa’+qp +p—1
a na desnoj to je
pot+qp+qg—1

a lako se uvida da su ta dva izlo¥ioca medu sobom jednaki, jer je

_p_1+p—F

g l+a—a ’
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a prema toj jednakosti je
o' +qf +p=po+qf+q.
Ako se zajednicka vrednost ova dva broja oznai sa h najmanji stepen
promenljive ¢ na levoj i desnoj strani jednaline (207) bice t»1, pa kad se jed-
na¢ina podeli sa t»~1, ona postaje

d
(208) (Aga v+ -+ ) (Pv+fj:>=q(3ﬂava+ o)

gde neispisani &lanovi sadrZe stepene promenljive .

Kad se u jednalini (208) stavi =0, ona daje za v konatnu i od nule
razliénu vrednost, onu istu koja je maloSas oznafena sa A. Rezultat te smene
bi¢e izvesna jednacina
(209) D (A)=0

koja odreduje tu vrednost A. U toj ¢e jednalini figurisati samo dlanovi leve
i desne strane jedna&ine (208) koji ne sadrZe ¢, a takvih Clanova moZe biti i
vise od dva, jer &lanova najniZeg stepena u jednaCini (207) moZe biti dva ili
vise od dva.

Jednagina (209) je oblika

(210) p(Apd® 4+ )=q (Bg A+« - +),

pa uodimo jedan njen koren A. Za taj ée koren, za ovaj mah, biti pretpo-
stavlieno da ne poniitava u isti mah posebice i levu i desnu stranu jednadine
(210); u daljem izlaganju bice ispitan 1 takav izuzetan slucaj.

Uvedimo novu nepoznatu funkciju
211) w=v-—2a

koja ée biti jednaka nuli za =0, jer je tada y=2A. Po binomnom obrascu tada
¢e biti
Aga v = Apa (A+ W) = Agy 2 +d Agy @=L w4 - -
a tako isto 1
Bgov* =By, (A+W)*=Bga A*+aBg, At w+ -« -
gde neispisani Slanovi sadrZe kao Cinilac viSe stepene promenljive w.

Takvom smenom jednafina (208) postaje
d
(212) (Aﬁ'a’ M a Agy A tw - ) (pAtpw -dL:>
=(Bﬁal“+aBﬂa/1a_1w+ v ')q,

gde neispisani &lanovi u zagradama sadrZe viSe stepene promenljive w, kao i
razne stepene ¢ promenljive.
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Medutim, Clanovi bez w i ¢ sa leve i desne strane jednadine (212) ulaze
u sastav jednaline (209), napisane u obliku (210), i oni idCezavaju, poto je
njihov algebarski zbir, zbog same ove jednaline, jednak nuli. A kad se ti &la-

- .. w » . d .. .
novi izostave 1 jednalina (212) posle toga re§i po izrazu tt;—)’ dobija se jed-
. t
nacina
tdw _agBg At w—a'p Apy 2 w—p Aga 2 W+ - - -
dt Aﬁ'a’ Aa’—]—a' Aﬂ’a’w+ .

3

213)

gde neispisani ¢lanovi sadrZe stepene promenljive ¢ i vife stepene promenljive w.

Svi sabirci u brojiocu desne strane jednaGine (213) sadr¥e kao &inilac bilo
w, bilo ¢, a tako isto i svi sabirci imenioca, osim prvog sabirka, koji to ne sadr¥i.
Prema tome, za t=0, w=0 brojilac postaje jednak nuli, a imenilac je razlitan
od nule. Jednaina (213) je, dakle, oblika

(214) ‘ tillv—=F(t, w),
dt

gde je F funkcija promenljivih # i w, holomorfna za =0, w=0, koja i sama
postaje jednaka nuli za te vrednosti promenljivih.

Kao zakljubak iz svega ovoga dobija se ova teorema:

Kada je data diferencijalna jednacina

Y =f(x5)
takva da se vrednost f(0,0) javlja u obliku %’ Jednadina je u opstem slulaju,

smenom nhezavisno promenljive i nepoznate funkcije svodljiva na oblik
d

15) L F(x, ),
dx

gde je F funkcija promenljive x i y, holomorfhna za x=0, y=0.
Izuzetni sluCaj bife ispitan u toku daljeg izlaganja.

C) Proulavanje redukovane jednaline

Posto je funkcija F holomorfna u blizini vrednosti x 1 p, ona se moZe
razviti u dvostruki Maclaurinov red oblika

F(x,y)=ay+bx+cyt+exy +hx2+ - - -
gde Ce nedostajati Clan bez x i y, poSto je F(0, 0)=0. Koeficijenti

a,b,c,e,h...
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su stalni brojevi. I onda treba ispitati: u kakav se red moZe razviti integral y
jednafine
(216) Xy =ay-+bx+cy?+exy+hx2+ - - -

(gde neispisani Clanovi sadrZe stepene promenljivih x i y vi§e od 2) koji za
x=0 dobija vrednost y=0. Bife pokazano da priroda integrala i oblik inte-
gralhog reda zavise prvenstveno od koeficijenta a, tj. od koeficijenta ¢lana sa
prvim stepenom promenljive y na desnoj strani jednadine (216).

Koeficijenat a mo¥e biti realan ili imaginaran. Kad je realan, izvesnom
smenom promenljive y moZe se uvek udiniti da on bude megativan, izuzimajuci
sludaj kad je on jednak nuli, u kome sluaju ga treba ostaviti takvog kakav je.
Ako je imaginaran, izvesnom smenom mo¥e se uvek udiniti da njegov realan
deo bude negativan (ili nula). To se postiZe smenom funkcije y

217) y=—< +¢)x
a—1
gde je z nova nepoznata funkcija. Odatle je
d b d.
(218) w__ b, %
dx a—1 dx
pa dakle
(219) x_dZ=_ bx xz‘_xZ_Z_
dx a—1 dx
a u isto vreme je
(220) ay+bX+---=——a—b—1x——axz—l—bx+---
a-—

Kad se, dakle, prema jednafini (216) ujednace (219) i (220) dobija se
jednadina

221) . S
dx

gde e svi neispisani ¢lanovi sadr¥ati x2 kao &nilac, jer svi oni sadrZe bilo x, bilo
y, a y prema (217) sadrZi x kao Cinilac. Jednadina (221), skraCena sa x pa

Y . dz .
refena PO izrazu x;{— postaje
X

(222) x@=(a—1)z+A
dx

gde A oznaduje skup &lanova koji sadrze kao Einioce x i z.
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Jednaina (222) izraZava x;l—z kao funkciju promenlijivih x i z holomorfnu
x

za x=0,z=0 1 gde desna strana jednaine postaje jednaka nuli za te vred-
nosti x i z. Jednadina je, dakle, istoga oblika kao jednalina (216), samo §to
je u njoj koeficijenat nepoznate funkcije na prvom stepenu smanjen za jedinicu.
Jedini slufaj kad je takvo smanjivanje nemoguéno, bio bi taj kad je a=1, jer
je tada smena (217) nemoguéna. Taj izuzetan sludaj bie u daljem izlaganju
naknadno ispitan. '

Ponovivii istu smenu (217) na novoj jednadini (222), dobila bi se opet
jednalina istoga oblika, ali gde bi koeficijenat a, bio smanjen za dve jedinice.
I ako se smena ponovi onoliko puta koliko ima celih jedinica u realnom delu
broja a, dobite se jednalina istoga oblika (216), ali gde de realni deo toga broja
biti ili nula, ili negativan broj.

U svemu $to sleduje bife pretpostavljeno da je takvo svodenje veé izvrieno,
tj. da je realni deo broja @ nula ili negativan broj. Vratimo se tada diferenci-
jalnoj jednacini
(223) xy =ay+bx+ . =f(x,¥)
gde je takav koeficijenat o« i pokuSajmo zadovoljiti je integralnim redom oblika
(224) Y=A X+ Ax2+ A;x34- -« - -

Ako takav red moZe zadovoljiti jednadinu (223) onda se njegov opsti koe-
ficijenat izrafunava po obrascu

(225) A= [y®)
n:

Uzastopni izvodi ', »”, y""'... funkcije y, potrebni za to izradunavanje,
odredili bi se iz same diferencijalne jednadine (223). Kad bi se oni izralunaval
na obiCan, nadin, kao za jednadinu

Y =f(x, )

gde je f holomorfna funkcija za x=0, y=0, vrednosti
L DL D7)

javile bi se u obliky %i bile bi neodredene. Medutim na&in, koji ¢e ovde

biti sad upotrebljen, ne dovodi do te neodredenosti.

Oznadimo sa r i r’ poluprenike krugova opisanih u x-ravni oko sredista
x =0, odnosno u y-ravni oko srediita y—0, i takvih da je f(x,») za sve vred-
nosti x i y u tim krugovima i na njihovim rubovima holomorfna. Neka je M
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maksimum modula te funkcije u posmatranoj oblasti. Posmatrajmo prethodno
obidnu jednadinu
(226) u=f(x, u).

Ona odreduje u kao implicitnu funkciju od X, koja je za x=0 jednaka nuli,
jer je f(0,0)=0, a osim toga i uniformna oko x=0, jer kada to ne bi bila,
y=0 bi bio videstruki koren jednadine

u—f = (0,u)=0,

ponitio bi se dakle i izvod leve strane te jedna&ine, tj. bilo bi

[,
ou
%to zna®i 1—a=0, a to ne moZe biti jer je po pretpostavei a1, Dakle u (x)
je holomorfna oko x=0, pa se moZe razviti u red oblika
(227) u=B x+B,x2+B;x3+ - - -

Izradunajmo uzastopne izvode funkcije u(x). Iz (226) se dobija

du_of o du
dx O0x O0u dx’
2 2 2 2 2 2
(228) d_%:f_fJFz_?_Jr_flﬁJr?_f(@) +_‘)Lf ii_”,
dxz  ox2 Ox ou dx ou? \dx ou dx2?

VE 3 3
w2l Y du
x>  ox? ou dx?

Odatle se dobija za x=0, u=0, imajuéi u vidu i razvitak funkcije f (x, )
u obrascu (223),

2 2 2 2

o [ 22t ()
u X X oU X U X .

(229) [z;*} —a =

2, ]

[dw]?[a_xs_,
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Kako je a1, imenioci su razli¢iti od nule, dakle leve strane imaju
konalne vrednosti. Od njih ée zavisiti veliCina kruga konvergencije reda (227).
Da bi se dobio jedan krug u kome ¢e taj red nasigurno konvergirati, traZi se
jedna funkcija v(x), &ji ée Maclaurinov red biti majorantni red za red (227).
Takva se funkcija dobija poSav od funkcije

x2 xv 12 Xxmym
<p(x,v)=Av+Bx+M<—+—+—+---+ ! ),
2 rr 12 ymp'n
gde A oznadava takav pozitivan broj manji od 1, da je 1—A<|1—al, a B
moduo b. Lako se nalazi

[ﬂ _5,
0x |
29]_
ov |
Se|_2M
ox2 | r2 ’
2| M
0x 0V | T

i uopite

ot min! M
[bxm ()v”] ~ ympm

a to znadi, prema znadenju veliina M, r i ¢’ i prema stavu B) na strani 26
ove knjige, da za moduo svakog izvoda funkcije f(x, u) postoji odnos

(230) mod [ oy ] < [ o ‘7’].

Ox™ Oy ox™ gy®

Posmatrajmo sada jednacinu
(231) V=0 (X, V).

Ona odreduje v kao funkciju od x, slitno kao jedna€ina (226) 3to odreduje
# kao funkciju od x. Zato se, slino obrascima (228), dobija

dr_op op dv

dx ox v dx’
(232)

Ly 2y, o b Sod o b

dxz  oxz  oxov dx  ov: \dx]  ov dx2’
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i otuda
dv B
de T1-4’
2 2
(233) i é_g_{_z 02¢ d_v+0 (dv)
iliz _ ox2 ox0v dx ov: \dx
| dx2 | 1—4 ’

Tmenioci su pozitivni, a isto tako i izvodi funkcije ¢ za x=0, v=0. Prva
jednadina daje [:lix:l kao pozitivnu velidinu. Smeniv§i je u drugu jednacinu,
dobija se brojilac' u toj jednaCini kao zbir pozitivnih velidina; dakle je i
[Z—i:—] pozitivna velitina. Na taj nafin se pokazuje da su uopfte svi izvodi
funkcije v po x za x=0 pozitivni.

Uporedimo sada obrasce (229) i (233). Posto je |l—a|>1—4, to je

(234) mod | %] <[],
dx dx
U drugoj jednadini (229) dobiée se vrednost veca po modulu, ako se

mesto modula brojioca uzme zbir modula njegovih Clanova, a tada se nalazi
da je, na osnovu obrazaca (230) i (234),

2 2 2 2
od ,()Z_f_i_z ()f ﬂ+62f(du> 02 +2 _() <p“£z’z+a_<£_ (é‘i) ,
ox? Oxdu dx du\dx c)xz oxov | |dx ov? dx
a odatle sleduje
d?u dzv
mod | — [<|—}
dx? dx?

Tako se dobija i dalje, dakle uopgte

dru ldn
mod < .
[ dxn ] [ dx”]

Dakle & Maclaurinov red za v(x) biti zaista majorantan za red (227)
funkeije u(x). Jednadina (231) koja definiSe funkciju v (x) u stvari je algebarska
i moZe se pisati u obliku

) (M) vrarm

o (=)0
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te joj se lak¥e moZe naéi i poluprenik R konvergencije njenog Maclaurinovog
reda. Kad je ovaj naden, znamo dakle da red (227) nasigurno konvergira u
krugu |x|<R.

Posle ovih pripremnih posmatranja jednaCine (226) i njenog reSenja datog
u obliku reda (227) moZe se dokazati da je diferencijalna jednacina (223) zaista
zadovoljena integralnim redom oblika (224), i da ovoj nasigurno konvergira u
krugu &iji poluprecnik ima pomenutu velidinu R.

Uzastopnim diferencijaljenjem jednacine (223) dobija se

v _Of O
Xy ==+,
y+xy ox oy y
143 1 az az 4 02 ’ a 1’
(235) 29" +xy =—f+2 S y.|__fy2_|__fy ,
: . 0x2 0x 0y oy2 oy
sf of
3 1t +x llll=_+ PR —l——' III’
Y+ xy o o y

a kad se stavi x=0, y=0 i primeti da se drugi ¢lan na levoj strani svake

jednadine gubi i da je [—?:]za, odatle proizilazi
y
, b
[y]“ 1-——-a’
02 0?2 02
O—J:-I—Za Of y’“l'*a——zjiylzjl
17 #_L X X y y i
-
;§+ . ]
rrry L X
[y ]_ 3'—61 >
i uopste
on
i
)=t
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Posto je realni deo broja a negativan, to ako se stavi a=—a- i, bice

|1—aP=(1+ep2+p2 |n—alt=(n+ap+p? n=1,2,3,...)

dakle
(237) |n—a|>|1—al.
Prema tome je
[""f L. ]
(238) mod [y™] < mod —f)xLl:&———.

Medutim izraz na desnoj strani ove nejednadine istovetan je sa modulom
desne strane u odgovarajucoj jednadini (229), dakle je

mod [y']< mod @«} )
| dx

-
mod [y"']<mod d—u— ,
| dx? |

[d3u]

mod [y"'l<mod | ——
[»"] s |

dr u]
mod [y™] < mod
[y™] [ o |

-

a to znali da je uopdte i
(239) ]Anl<iBn]'
Otuda sleduje obedani zakljudak, da je i integral
y=A, x+ A, x2+ A3 x3+ - -
posmatrane diferencijalne jednacine
xy' =f(x,7)

konvergentan u krugu | x|<R.

Naposletku ostaje jo§ i pitanje: da Ii na gornji nadin dobijeni integralni
red (224) daje jedini integral jednaline (223) koji za x=0 dobija vrednost
y=0? Moze se dokazati da je to odista sluCaj: pod dosada$njom pretpostavkom,

da je realni deo broja a negativan ili jednak nuli to je jedini integral te vrste
koji je holomorfna funkcija promenljive x.

Da bi se to dokazalo, neka je y integral predstavljen redom (223), a y+=z
drugi jedan integral jednadine (223) koji za x=0 postaje y+z=0, Sto znadi
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da za x=0 treba da bude i z=0. PoS§to oba integrala treba da zadovolje istu
jednadinu (223), treba da bude

xy' =ay+bx+cy24 - - -
x(V+2)y=a(y+2)+bxtc(y+zp+ - - -

Kad se prva jednaCina oduzme od druge, na desnoj strani razlike nestace
svih ¢lanova koji zavise samo od x ili samo od y, tako da ée svi &lanovi §to
ostaju sadrZati promenljivu z, §to daje

xz'=az+2cyz+kz2 - - .

Ako se u toj jednalini y smeni svojim integralnim redom (224), ona se
pretvara u jednu jednaCinu &ja ¢e desna strana biti sastavljena:

1° iz jednoga reda oblika
(240) az+ 122+ 5234 - - - =z ¢ (2)

Sto zavisi samo od promenljive z;

2° iz jednoga dvostrukog reda po x i z, &iji svaki &lan sadr¥i i x i z
[jer je skup Clanova §to zavise samo od x i¥¢ezao malopredainjim oduzimanjem,
a skup clanova Sto zavise samo od z izdvojen je kao red (240)], i koji e prema
tome biti oblika '
xzp(x, 2)

gde je v jedna funkcija holomorfna za vrednosti x=0, y=0. Kad se u toj
funkeiji smeni z svojim izrazom kao holomorfna funkcija promenljive x, p Ce
biti holomorfna funkcija same promenljive x (za x=0), koja ako se oznadi sa
2 (x), nova, tako transformisana jednadina bide oblika

Xz =z @ (z)+x2 A(X)

pa se dele¢i je sa xz@(z), a zatim mnoZeéi sa dx, iz nje dobija

dz__dx, 3(x)
zp(@) x 92

(241)

Funkcija ‘
1 1
p(z) a+ilz+sz24+ -

posto je holomorfna funkcija za z=0, mo¥e se razviti u red oblika

1
_._+C12+C222+ oo s
a
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Y3 . . .
a funkcija ) , kad se u njoj smeni z holomorfnom funkcijom promenljive

p(z ,
x (kakva se pretpostavija da je) postaje i 'sama holomorfna funkcija te promen-

liive, koja Ge biti oznalena sa 4 (x).

Jednadina (241) pomnoZena sa 4, javlja se dakle u obliku
dz dx

(242) & o a(Cy+Cyz+Cyz2t - Y dz=a—+ap(x)dx
‘ z x

pa se, integraleéi joj levu stranu u granicama z, i z, a desnu u granicama
x, 1 x, dobija ‘

log Z tracC (z)=1log (—)f—>a +al (x)

Zy Xo
gde je
C, p
CE=Cie—m)+ 2=z L= f 1 (%) dx,
a odatle je |
(243) £ (ﬁ)a 2BLG)—C(D),
, Zg Xy

Pustimo sad da x teZi nuli. Leva strana jednaline (243) teZiCe takode
nuli, po§to po pretpostavci i z tada te¥i nuli. Funkcije C(z) i L(x) teZe
konadnim granicama pa dakle izraz eolLW—C@]1  ogtaje pri tom konatan i

oy . . e e . x\? . .
razlitan od nule. A da bi se videlo $to ¢e biti sa izrazom (—) , stavimo da je
Xo

x . .
T=pef a=oa+fi
Xo .

x

a
pa Ce biti (—) — % eF0. gPlosetad)i iz Cega je
X9

a
=gte .

Xo

Kad je a negativno, izraz na levoj strani dobija beskrajno veliku vrednost
kad vrednost x, pa prema tome i g, teZi nuli; kad je a=0, taj izraz postaje
o~ i ima kona®nu i od nule razli€nu vrednost.

Jednadina (243) ima, dakle, za x=0, z=0 svoju levu stranu jednaku nuli,
a svoju desnu stranu beskrajno veliku ili konaénu i od nule razliénu. Posto
tako ne mo¥e biti, ne mo¥e postojati ni pretpostavka da pored nadenog inte-
grala y jednadine (223) postoji jo§ jedan holomorfan integral y+z koji bi, kao
i_onaj prvi dobio vrednost z=0 za x—=0. Nadeni integral y, izraZen u obliku
reda (224), jedini je integral te vrste.
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A iz cele ove diskusije izvodi se teorema:

Kad god je u redukovanoj diferencijalnoj Jednacini (223), tj. svedenoj
na oblik

(244) xy =ay+bx+cy2+exy+hxt4 - - -

realni deo koeficijenta a negativan, ili jednak nuli, jednadina ima jedan, i to
samo jedan holomorfan partikularni integral koji za x=0 dobija vrednost y=0.
Taj se integral moZe razviti u red ureden po stepenima promenljive x, koji Ce
biti konvergentan u jednome odredenom krugu opisanom oko tacke x=0.

Integral se, u pojedinim specijalnim sludajevima, moZe svesti i na y=0,
kao §to je npr. slufaj sa jednalinom

xy =-—my-+axy (m>0),

&iji je op§ti integral

D) Izuzetni slucajevi
I

Videli smo u odeljku pod A), pre redukovanja diferencijalne jednacine
na oblik (244), da se infinitezimalni red x integrala y, koji za x=0 dobija
vrednost y=0, izralunava iz jedne jednaine oblika

(245) o p+p +p—1=au+p

gde su a,fB, o, f, izloZioci promenljivih x i y Sto figuriSu u izvesna dva
&lana jednacine (205).

Broj u je u opStem sludaju realan racionalan broj. Ali se mozZe desiti da
je jednalina (245) identi¢ki zadovoljena za proizvoljnu vrednost u, Sto ¢e biti
kad je u jedno isto vreme

l—a+a =0, 1+—p=0,

i ono §to je napred kazano u vezi sa racionalno¥¢u broja u, tada vise ne vazi.
Broj u tada moZe biti i iracionalan, kao i imaginaran; u takvom izuzetnom
sludaju moZe se desiti da se u integralu y javljaju iracionalni ili imaginarni
stepeni, pa da je vrednost x=0 transcendentan kriticki singularitet integrala.

Takav je, na primer, sludaj sa diferencijalnom jednadinom

xy' =21y,
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gde je A kakav realan pozitivan iracionalan, ili imaginaran broj sa pozitivnim
realnim delom. Tada je

o =0, fi=1, a=1, p=0
i jednaGina (245) svodi se na identi¢nost. OpSti integral jednacine
y=Cx*
pokazuje da svi partikularni integrali dobijaju za x=0 vrednost y=0, a imaju

vrednost x=0 kao transcendentnu kritiCku tacku.

IT

U odeljku B), pri redukciji diferencijalne jednaCine (201) na svedeni
oblik (223), bilo je pretpostavljeno za jednalinu (209)

D (1)=0,
koja je oblika (210) tj.

(246) p(Apa 2 4+ )=q(Bg A2+ - - +),

da njen uoleni koren A ne poniltava u isti mah posebice i jednu 1 drugu stranu
jednadine. Prougimo sad takav izuzetan sludaj, kad je za takav koren A

A‘B,a,Za/_{_...:O, Bﬂaﬂ“+'-'=0.
Tada se &lanovi na levoj i desnoj strani jednatine (208), koji ne sadrZe ¢
potiru i jednadina (208) javlja se u obliku
(g't+hv+-- ')t?}:gt—lrhv—l— R
t
tj. u obliku

(247) tdv_gt+hv+'-

E_g’l—kh’wr .

gde neispisani &lanovi sadr¥e vide stepene promenljivih ¢ i v. Ako se tada
izvri smena
gt +hv="tu,

gde je u nova nepoznata funkcija, dobija se

t dv u—g t du
248 po by, W g tdw
(248) PR Vi R A7

tako da e &lanovi transformisane jednadine, koji sadrZe stepene promenljive u,
sadr¥ati tolike iste stepene promenljive ?.

7 Integraciia diferencijalnih jednadina
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Leva strana jednaine (247) takvom smenom dobija oblik

2 du
atu-+bt +— —
h dt
a desna strana oblik
tu_*_ © s ®
It-+ktut---

gde neispisani Clanovi sadrZe viSe stepene promenljive 7. Skrativ§i brojilac i
imenilac sa ¢, poslednji se izraz javlja u obliku

(249) A
I deut -« -

gde neispisani lanovi sadrZe stepene promenljive ¢.

Sa druge strane, poSto, kad se u jednadini (247) smeni v svojom vred-
noséu (248), imenilac izraza na desnoj strani dobija oblik

(=5

g =t —ut 4,
h h

to koeficijenat / u izrazu (249) ima za vrednost

hl
I—g'—£2.
£

Jednalina (247), dakle, smenom (248) postaje

12 du U+«

atu+bt+—— T
h d I+ku+-.--
ili
(250) p At Ut g SR
dar I+ku+ - .- R

Ako je [s£0 desna strana poslednje jednadine je jednaka nuli za =0,
u=0 1 holomorfna funkcija promenljivih ¢ i u za te njihove vrednosti. Ona

se prema tome moZe razviti u dvostruki red po stepenima tih promenljivih,
pa ¢e jednadina (250) postati

(251) t2ﬂ=au+ﬁt+---
dt

gde neispisani Clanovi sadrZe vise stepene promenljivih ¢ i u.
Kao Sto se vidi, namesto redukovane jednacine ranijeg oblika

Xy =ay+bx+---
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javlja se redukovana jednacina oblika
(252) X2y =ay+bx+ -

gde neispisani ¢lanovi, kad postoje, sadrZe viSe stepene promenljivih x i y.
Za jednatine oblika (252) vrednost x=0 je uopSte esencijalni singularitet
integrala y. To se vidi, npr. na prostome primeru jednadine

(253) x2y =ay
giji je opsti integral
y=Ce *
i ima vrednost 7=0 kao esencijalnu tacku.
Isto se vidi i iz potpunije jednadine

(254) x2y' =ay-+bx

e 2 dx
— x C+b x —
p-eH{er [&5)

i ima takode x=0 kao esencijalnu tacku.

&iji je opsti integral

Od interesa je navesti za jednaline oblika (252) jo§ i ovu osobenost: u
u op¥tem sludaju, kad bi se pokuSalo da se jednacina zadovolji redom oblika

(255) y=Ayx+ Ay x2+ Ay X4+ -

svi bi se koeficijenti 4, 4y, A;,... mogli izralunati iz same jednaline; svi bi
bili konadni i odredeni, i tako formirani red bi odista zadovoljavao diferenci-
jalnu jednadinu, pa ipak, ne bi bio konvergentan ni za koju vrednost x.

Tako npr., ako se y, definisano redom (255), smeni u jednadini (254), pa
se medu sobom ujednade koeficijenti istih stepena promenljive x sa leve 1 desne
strane jednadine, dobija se niz jednafina

aA;+b=0,

A,=aA,, 2 A4,=adAs, 34;=ad,...
iz kojih se nalazi da je

Alz—i, A2=—1!£, A3=—2!i,...

a az as
i uopste
b
Ay=—m—1)1—.

n

7*
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Medutim, tako odreden red

y=—b[%+l!<%>2+2!<g—>3+3! <%>4+ i, ]

nije konvergentan ni za koju vrednost x. Na istu se Cinjenicu nailazi i za
opStu jednalinu (252), izuzimajuéi njen specijalan slufaj (253), u kome se
nalazi za sve koeficijente 4, da su jednaki nuli. Sve to proizlazi iz toga, §to
Jje vrednost x=0 esencijalni singularitet integrala, pa se ovaj moZe razviti ne po

.. . . o1 . T
stepenima promenljive x, ve¢ po stepenima promenljive — , kao §to se to vidi i
x

iz gornjih primera.
111

Videli smo u prednjem odeljku II da se diferencijalna jednalina (247)
smenom

gt+hv="ru
svodi na oblik
tzﬂ_ hut-st+ - -
dt I+ku+ -
g

gde koeficijenat / ima za vrednost /= g’m—z—.

MoZe se u kome specijalnom sluaju desiti da bude /=0; jednacina se

tada svodi na oblik
(256) tzdu:hu+st+---

dt kut - -

i njena desna strana nije vife holomorfna za =0, u=0. Ako se¢ tada u (256)
izvrdi smena slina malopredadnjoj, tj. ako se stavi da je

hu - st=vt,
gde je v nova nepoznata funkcija, nova e jednalina biti oblika

t3fizzh1v+s,t+ s
d L+kyv+:---

Ako bi se desilo da je i J,=0, izvr§ili bismo ponova smenu iste vrste,
koja bi se ponavljala sve dotle dok se ne dode u imeniocu d> jednoga koefi-
cijenta I koji vise nije jednak nuli. Poslednja tako dobijena jednalina bila
bi oblika

@ _Potait
dt I+pt+- -
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Pa posto je tada desna strana jednadine holomorfna za t=0, w=0, ona
se moYe razviti u dvostruki red po stepenima promenljivih ¢ i w, tako da se
jednatina svodi na definitivan oblik

(257) V xmy =ay+bx+ -

Takva jednalina uopste (izuzimajuéi neke vilo specijalne sludajeve) nema
integrala y koji bi za x=0 dobio vrednost y=0, a koji bi se mogao razviti u
red oblika

(258) y=A1x+Azx2+A3x3+...

kao §to se to veé vidi iz specijalnih sluCajeva te jednaline, kao §to su jedna-
Gine (253) i (254).
v

Pri proudavanju redukovane jednacine
(259) xy =ay+bx+ -

videli smo da kad koeficijenat a ima svoj realni deo negativan ili jednak nuli,
on se mo¥e razviti u red oblika (258), koji ¢e biti konvergentan za vrednosti
x u jednom odredenom krugu opisanom oko tatke x=0 u ravni promenljive X.
Osim toga pokazano je da pored tako odredenog integrala y ne postoji viSe
nikakav integral koji ispunjava uslov da za x=0 dobije vrednost y=0.

Kad broj a ne ispunjava takav uslov, nastaju izuzetni sluSajevi, i ovi
mogu biti raznovrsni. Svaki od njih zahteva naroéito proudavanje, sli¢no onome
koje je izvedeno u dosadaSnjem izlaganju. Rezultati u pogledu razvijanja integ-
rala u red takode su raznovrsni, prema aritmetickim pojedinostima vezanim za
broj a. Tako na primer:

Za sulajeve kad je realan deo broja a pozitivan, Briot i Bouquet, upo-
trebom iste metode koja je upotrebljena u ovome Sto prethodi, nasli su da

1° Jednadina (259) ima opet za integral red oblika (258), ali pored njega
mo¥e imati jo§ i beskrajno mmnogo drugih integrala koji za x=0 dobijaju
vrednost y=0, ali se ne mogu razviti u red oblika (258).

2° Kad je a kakav realan, pozitivan i racionalan broj —,
n

n
integral y se moZe razviti u red ureden po stepenima izraza Vx

y—dy Ve V%) + 4, (V=) + -

konvergentan za vrednosti x u jednome odredenom krugu opisanom oko taCke
x=0 wu ravni x. Taj integral ima vrednost x=0 kao svoju algebarsku kriticku
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tacku n-toga reda, a osim njega jednaCina nema nikakvih drugih integrala koji
za x=0 dobijaju vrednost y="0. '
Prost primer za to daje jednalina
, m

xy'=—y
n

Ciji je opsti integral
n m
y=C<1/>7 ) .
3° Kad je a=1, a koeficijenat b razlican od nule, ne postoji integral y
koji za x=0 dobija vrednost y=0 i koji bi se mogao razviti u red oblika
(258), ali ima beskrajno mnogo takvih integrala koji se mogu razviti u redove
drugih oblika.
Prost primer daje jednadina
xy' =y+bx
diji je opsti integral
y=Cx+bxlogx.
4° Kad je a=1, b=0, jednalina ima beskrajno mnogo integrala koji za
x=0 dobijaju vrednost y=0 i od kojih se svaki moZe razviti u red (253).
Prost primer daje jednadina
xy'=y
Ciji je opsti integral
y=2=Cx.
Da bi se kako treba razumeli rezultati Briot-Bouqueta, treba imati u
vidu da oni pod integralom y, koji za x=0 dobija vrednost y=0, razumeju i
trivijalni integral y identiki jednak nuli, kao i svaki integral

Y=A x4 Ay x24 e £ A, X

&iji se integralni red svodi na ogranifen broj ¢lanova.
Tako npr. jednadina
y'=y, y=Ce
ima kao jedini svoj integral, koji ispunjava uslov x=0, y=0, trivijalni integral
y identiCki =0.
Jednadina
xy' =ay, y=Cx% a>0,

ima beskrajno mnogo integrala sa uslovom x=0, y=0, medu kojima je i
trivijalni integral y=0. Kad je @ kakav imaginaran broj sa pozitivnim realnim
delom, tako da je

a=a+fi, a>0,
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postoji integral y identi¢ki jednak nuli, i pored njega beskrajno mnogo integrala
koji za x=0 postaju y=0, a koji se ne mogu razviti u red ureden po stepe-
nima promenljive x. Ti su integrali oblika

y = CxP+% = CxP [cos (g log X) + i sin (g log x)].

Dopunjujuéi rezultate Briota i Bouqueta, Poincaré je dokazao joS i ove
teoreme:

5° Kad je a kakav ceo pozitivan broj, jednaina ima beskrajno mnogo
partikularnih integrala koji za x=0, postaju y=0, a svaki se od njih moZe
razviti u red po stepenima dveju promenljivih ¢ i z, koje su

t=x, z=logx.
Prost primer daje jednaCina
xy'=y+bx
&iji je opsti integral
y=Cx+bxlogx.
6° Kad a nmije ceo pozitivan broj, a ima svoj realan deo pozitivan, jedna-
gina ima jedan integral koji za x=0 postaje y=0, i koji se moZe razviti u
red ureden po stepenima promenljive x; pored njega ona ima jo§ beskrajno
mnoga integrala koji takode postaju y=0 za x=0, a od kojih se svaki moZe
razviti u red po stepenima dveju promenljivih ¢ 1 u koje su
t=x, u==x>%
Prost primer daje jednadina
xy' =ay+bx
&iji je opsti integral

x+ Cx®

y=
l—a
koji, kad je realni deo broja a pozitivan, teZi nuli za x=0, a samo se jedan
od partikularnih integrala, onaj §to odgovara vrednosti konstante C'=0, svodi
na ogranifen red po stepenima promenljive x.



15.

SLUCAJ KAD DESNA STRANA JEDNACINE
IMA VREDNOSTI X—0, Y—=0 KAO
KRITICKE SINGULARITETE

Kad je data diferencijalna jednacina

(260) V'=f(x ¥
mo¥e se desiti da podetni par vrednosti x=0, y=0 poniStava kakav potkoren!
izraz 3to figuride u funkciji f(x, ). To se, na primer, defava kad jednacina
(260) predstavlja jedno refenje po izvodu y' kakve algebarske diferencijalne
- jednadine

(261) F(x,y,y)=0
gde je F polinom po x, y, y'. Tada je par vrednosti x=0, y=0 jedan par
algebarskih kritickih tadaka funkcije f(x, ¥).

" U kakav se red tad moZe razviti integral y jednaline, koji za x=0
dobija vrednost y=0?

Uolimo najpre jednadinu

(262) Lo Y241 1)V +folx, ¥)=0

gde su fy, fi, f, polinomi po x i y. Ona ima dva refenja po izvodu )’ i to

,_—htVii—=4hf,

Y 2/,
(263) -
. —h—VfE—44l
y ~——2 f2 .

Pretpostavimo najpre da funkcija

(264) f2—4ht
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(koja je polinom po x i ¥) nije jednaka nuli za x=0, y=0. Onda se za '
jmaju dva prosta korena (263) jednaline (262), razli¢ita jedan od drugoga.
Par x—0, y=0 nije nikakav par algebarskih kritickih singulariteta za funkeciju
na desnoj strani jednaline (260).

U svakoj od dveju jednalina (263) desna strana je funkcija holomorfna
za x=0, y=0, pa se prema tome na obe te jednadine moZe primeniti osnovna
Briot-Bouquetova teorema; prema ovoj, svaka ¢e od tih dveju jednalina dati
po jedan integral koji za x=0 dobija vrednost y=0 i koji s moZe razviti u
red oblika

y=a, X+ e X*+a; x>+« - -

konvergentan za vrednost x u jednome krugu opisanom oko tatke x=0 u
ravni x, odredenom na nagin koji propisuje ta teorema.

lzuzetak se mo¥e imati samo u sludajevima kad desna strana jednacine

postane beskrajna za x=0, y=0, ili se javi u obliku F; u tim bi se sluca-

jevima integral prouCio na napred navedeni nain, posle podesne smene pro-
menljivih.

Pretpostavimo sada da funkcija (264) dobija vrednost nulu za par vrednosti
x=0, y=0. Tada se oba korena (263) jednatine (262) stapaju u jedan njen
dvostruki koren, koji je

a takav par vrednosti x, y je jedan par algebarskih kriti¢kih tadaka za desnu stranu
jedne i druge jednaline (263). To su tada algebarske kriticke talke drugog
reda, jer koreni Cinioci §to im odgovaraju stoje pod znakom kvadratnog korena.
A podto je x=0 takva kriticka tatka za izvod ¥ (jednak desnoj strani tih jed-
nadina), to ée vrednost x=0 biti algebarska kriti¢ka tadka drugog reda i za samo
y. Prema poznatoj teoremi iz teorije funkcija, y se tada moZe razviti u red
ureden po stepenima izraza V x, koji ce biti konvergentan u jednome odredenom
krugu oko x=90 u ravni x.

Uodimo sad opitu algebarsku diferencijalnu jednaCinu prvog reda, koja
se uvek moZe napisati u obliku

(265) Y P fmaa ¥4+ f1Y +fo=0
gde su
(266) f07 fla fz"":fm

dati polinomi po promenljivima x i y.
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Smenimo u funkcijama (266) vrednosti x=0, y=0, pa ée one postati
konstante

Cr=1[/3 (k=0,1,2,..,m)

a tako isto ée i izvod »' tom smenom postati jedna konstanta 1. Za te vre-
dnosti x i y jednaCina (265) se pretvara u obinu algebarsku jednadinu m-tog
stepena

Cp P+ Cpyy A1+ o . +C;A+C=0

ili u skraé¢enom obliku
(267) @ (1)=0.

Pretpostavimo najpre da su svi koreni jednadine (267) prosti; da bi tako
bilo, potrebno je i dovoljno da, ako je

. . . do Ly
a jedan koren te jednadine, izvod =7 bude razli€an od nule za 1=a. Jedna-

¢ina (265) ima tada m reSenja oblika
(268) Y =f(x )

i par vrednosti x=0, y=0 nije par kriti¢kih singulariteta ni za jedno od tih
refenja. Funkcija f(x, y), ako je za taj par vrednost konadna i ne javlja se u

obliku e bi¢e holomorfna funkcija promenljivih x i ¥ za te njihove vrednosti

i primena osnovne Briot-Bouquetove teoreme dove¥ée do razvitka integrala y
u obliku reda

(269) y=a;x+a,x2+a;x3+ - - -

svako od m refenja (268) dovodi do jednog takvog integrala, pa prema tome:
Kad su koreni algebarske jednaline svi prosti, diferencijalna jednadina
(265) ima m integrala koji za x=0 dobijaju vrednost y=0, i od kojih se svaki
moZe razviti u po jedan red (269) konvergentan u odredenom krugu u ravni x.
Pretpostavimo sad da jednadina (267) ima viSestrukih korena. i neka

je A=a jedan takav koren p-toga reda. Da bi tako bilo, potrebno je i dovoljno
da za A=a bude

do = d&2d dl’—lcb_o
i odn T 4wt

Diferencijalna jednagina (265) tada ima jedno reSenje (268) po izvodu ',

u kom ¢e par vrednosti x=0, y=0 biti jedan par algebarskih kriti€kih tataka
p-toga reda za odgovarajuéu funkciju f(x, y), pa dakle &e vrednost x =0 biti
algebarska kritiCka tatka p-toga reda za izvod 3, a prema tome i za sam
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odgovarajuéi integral y. Ovaj se, dakle, moZe razviti u red ureden po stepenima

p
izraza V x koji ée biti konvergentan u odredenom krugu u ravni x.

Svakome visestrukom korenu algebarske 'jednacine (267) odgovaraée po
jedan integral p takve vrste za diferencijalnu jednadinu (265). I kao $to se vidi,
oblik reda u koji se moZe razviti integral, zavisi od prirode korena jednacine
(267), tj. od toga da li su tu koreni prosti ili viSestruki, i koga su oni reda.

[zuzetak se javlja samo onda kad funkcija f(x,y) za x=0, y=0 dobija

beskrajnu veliku vrednost. ili se pojavi u obliku o U takvim sluéajevima treba

odgovarajuéu jednadinu (268) prouditi na napred navedeni nacin.



16.

PRAKTICNO UPUTSTVO ZA INTEGRACIJU
DIFERENCIJALNE JEDNACINE PRVOG
REDA U OBLIKU REDOVA

Iz celokupnog dosada$njeg izlaganja moZe se, kao krajnji rezultat, izvudi
ovo opite praktiéno uputstvo koje resava problem integracije diferencijalne jed-
naline prvog reda u obliku ogranienih ili neogranienih redova:

Pretpostaviée se da je jednadina refena po izvodu y’, tj. da je napisana
u obliku

(270) Y =f(x )

pa da se tra¥i onaj njen partikularni integral koji za x=1Xx, dobija vrednost
y=y,, gde su x, i ¥, dve unapred proizvoljno date konafne vrednosti.

Smenom
E=x+x, n=y+JXo
jednacina (270) svodi se na drugu
77/ =@ (‘Ea 7])

&ji odgovarajuéi partikularni integral 1 treba da za £=0 dobije vrednost 1=0.

Kad je vrednost x, beskrajna, treba izvriti smenu

X=—;

&

kad je vrednost y, beskrajna izvriiée se smena

y=-—
n




Prakti¢no uputstvo za integraciju diferencijalne jednaline. .. 109

a kad su obe te vrednosti beskrajne, treba izvriiti obe smene

sl L
g’ 17'

Ovde ée biti pretpostavljeno da su takve smene ve¢ izvrSene i da je (270)

dobijena jednadina &iji integral y za x=0 treba da dobije vrednost y=0.

Razlikujmo tada ove sludajeve:

Prvi slufaj: neka je funkcija f(x, y) holomorfna za x=0, y=0, pa ¢e
se na diferencijalnu jedna&inu (270) primeniti osnovna Briot-Bouquetova teorema,
po kojoj ée se integral y imati u obliku ogranicenog ili neograni¢enog reda oblika
(271) y=a,xXx+a,x2+a; x3 4" - -
gde se koeficijenti a,, a,, as,... izraunavaju po uputstvu te teoreme (v. 1.

odeljak). Nadeni red ¢ée biti konvergentan za vrednosti x §to se nalaze u krugu
opisanom u ravni x oko tatke x=0 sa polupretnikom

gde su r i # polupretnici dva takva kruga (jednog c¢ u ravni x, drugoga ¢ u
ravni y) da je funkcija f(x, y) holomorfna za sve vrednosti x u krugu ¢ i za
sve vrednosti y u krugu ¢’; M je ma kakav realan i pozitivan broj od
koga moduo funkcije f (x, y) nikako nije veéi pa ma gde se nalazile vrednosti
x iy u svojim krugovima ¢ i ¢’. Vrednosti r, r’, M, potrebne za odredivanje
polupregnika R, odreduju se po uputstvu sadrzanom u I odeljku.

Tako dobijen integral (271) jedini je holomorfan integral koji za x=0
dobija vrednost y=0. On se, uostalom, u pojedinim specijalnim sludajevima
svodi i na trivijalni integral y=0, koji se ima smatrati kao specijalan slucaj
reda (271), kao slufaj u kome je

a,=a,=a3= -« + - =0.

Tako isto, u pojedinim sluajevima svi koeficijenti a,, podevsi od jednog
odredenog ranga p, mogu biti jednaki nuli; red se tada svodi na ograniCen broj
glanova, tj. na polinom

y=ax+a,x2+ -+« o +ay X071
Drugi sluaj: neka funkcija f(x, y) dobije beskrajno veliku vrednost za

x=0, y=0, ali tako da je njena reciprocna funkcija

1
@ (X, ) T

holomorfna za te vrednosti x i y.
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Kad se funkcija ¢ (x, y) razvije u red po stepenima promenljive x, tako

da je
p(x, Y)=Ag+ 4, x+ A, x24 - -+

koeficijenti Ay, 4y, 4, ... mogu biti ili stalne kolitine, ili funkcije promenljive
y, holomorfne za y=0.

Oblik reda u koji se mo¥e razviti integral koji za x=0 postaje y=0,
zavisi jedino od koeficijenta 4,, i to na ovaj nadin:

1° kad je 4,=0 ne postoji ni jedan integral koji za x=0 dobija vrednost
y=0; '

2° kad 4, nije identiCki jednak nuli, on ne moZe biti konstanta, ve¢ samo
kakva funkcija promenljive y koja se moZe razviti u red oblika

Ay=0yy+a Y2+ 033+ - -

Taj red moZe pofinjati sa Clanom koji sadrZi y na prvom, drugom itd.
stepenu; neka je m najnizi stepen promenljive y u tome redu. Tada se integral

m+1
moYe razviti u red ureden po stepenima izraza Vx
m--1 m4+1\2 m-}:l 3

(272) y=a, 1/}+a2(l/?c) +a3(l/x) SR

i vrednost x=0 je algebarska krititka talka (m+-1)-og reda za inteéral.

Koeficijenti i krug konvergencije reda odreduju se primenom osnovne
Briot-Bouquetove teoreme na izvesnu jednadinu oblika

du
—=gp(tu
77 )
koja je u vezi sa jednalinom (270) i u kojoj je ¢ holomorfna funkcija promen-
ljivih # i u za vrednosti £=0, u=0; to je jednadina (185) proucena u 13.
odeljku.
Integral (272) je jedini integral jednacine (270) koji za x=0 dobija vred-
nost y=0. I on se u pojedinim specijalnim sluajevima moZe svesti na trivijalan
m+1_
integral y =0, ili na polinom po izrazu Vx.

Treéi slutaj: neka funkcija f(x, y)za x=0, y=0 dobije neodredenu vrednost

%. Napigimo je tada u obliku

(273) P, NY =9(x )

gde su ¢ i  holomorfne funkcije promenljivih xiyzax=0,y=0, koje postaju
obe jednake nuli za te vrednosti x i y.
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Odredimo najpre infinitezimalni red g integrala y, po uputstvima izloZe-
nim u 14. odeljku pod A), pa uofimo jedan od tako dobijenih racionalnih
brojeva u(kad ih bude vife od jednoga, sa svakim od njih treba uraditi sve
ono ¥to budemo uradili sa jednim od njih). Svaki tako odredeni broj wu
biée oblika

gde su p 1 ¢ dva cela broja.
Izvr§imo u jednaCini (273) smenu

(274) - x =14 y=vtP

gde je t nova nezavisno promenljiva, a v nova nepoznata funkcija. Dokazuje
ce [14. odeljak pod B)] da v ima za t=0 konaénu i od nule razli¢nu vrednost
A: ova ¢e biti koren izvesne jednacine

D (A)=0

koja se dobija kad se u jednalini (273) izvr¥i smena (274), pa se po tom u

njoj stavi da je v=0 (8lanovi sa izvodom v’ time otpadaju iz jednaline, jer u

ovoj uvek pored toga izvoda stoji kao &inilac koji stepen promenljive ).
Izraunajmo korene

Ay Ay Agy ..

te jednadine i vofimo jedan, koji bilo od njih (sa svakim od njih treba uraditi
ono isto §to budemo uradili sa tim prvim); neka je to A;, pa izvr§imo novu
smenu

ve=A +w

gde je w nova nepoznata funkcija. Kad se u novoj tako dobijenoj jedna&ini

. o . . < v . dw .
skrati sve Sto se moZe, pa se jednaCina re§i po izrazu td—, i desna strana tako
t

dobijenog reSenja razvije po stepenima promenljivih ¢ i w, dobija se definitivna
redukovana jedna¢ina oblika

(275) t@=aw+bt+---

dt
gde neispisani &lanovi sadrZe vife stepene promenljivih ¢ i w (ako takvih Elanova
uopste ‘ma). ;

Problem je na taj nain sveden na odredivanje reda u koji se moZe razviti
integral w jednadine (275) koji za t=0 dobija vrednost w=0. Oblik reda e
zavisiti poglavito od koeficijenta a, a taj koeficijenat nije niSta drugo do vrednost
koju dobija za r=0, w=0 prvi parcijalni izvod desne strane jednaCine (275)
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po promenljivoj w. Sam nadin zavisnosti oblika reda od broja a iskazan je u
ovim pravilima:
1° Kad je realan deo broja a realan i negativan ili jednak nuli, integral

w moYe se razviti u red po stepenima promenljive 7, a to je tada jedini integral
jednadine koji za t=0 dobija vrednost w=0. Koeficijenti reda i njegov krug

konvergencije odreduju se po uputstvu datom u 14. odeljku pod C).

2° Kad je realni deo broja a pozitivan, ali a nije ceo pozitivan broj,
jednatina ima jedan integral w koji se moZe razviti po stepenima promenljive
t, ali pored njega postoji jo§ beskrajno mnogo integrala w koji zadovoljavaju
uslov da za t=0 postaju w=0, a svaki se od njih moZe razviti u red ureden
po stepenima promenljivih ¢ 1 #%.

3° Kad je a kakav ceo pozitivan broj, ne postoji nijedan integral w koji
bi se mogao razviti u red po stepenima promenljive ¢ (sa uslovom =0, w=0),
ali postoji beskrajno mnogo integrala (sa tim uslovom), koji se mogu razviti u
red po stepenima izraza t i logt.

Izuzetni sluéajevi. Primenjujuéi ova pravila za sludajeve kad se za pocetne
yrednosti x=0, y=0 desna strana diferencijalne jednadine javlja u obliku

0 N . . . . . . .
~6, moYe se naiéi na izuzetne sluajeve u kojima ta pravila ne vaZe. Poglaviti

sludajevi takve vrste bili bi ovi:

I. Mo¥e se desiti da se jednadina, koja odreduje infinitezimalni red u
integrala y svodi na identiCnost. Tada p mo¥e biti 1 iracionalan broj, a vrednost
x—0 mo¥e biti transcendentan singularitet integrala y. Za takav slucaj ne postoji
nikakva opita metoda za odredbu integrala y koji za x=0 dobija vrednost y =0.

II. Kad se bude nadlo da je ,uzf—, gde su g i p dva cela broja, pa se
q

izvr$i smena S
1 .
z=1tq, u=vt?
dobija se za t=0 jednalina
D=0
gde / oznatava vrednost koju dobija v za t=0. Ova je jednaCina oblika
p(Aﬁ/alllal—}- .. '):q(Bﬂa}'a 4 .. )
pa se mo¥e desiti da njen uoleni koren 1 poniStava posebice i jednu i drugu
zagradu. Tada e se, kao §to je pokazano, nova diferencijalna jednadina sa pro-
menljivima ¢ i v, javiti u obliku
tdl_ gt+hv+ ...
dt  gt+hv+. ..

gde neispisani &lanovi sadrfe vise stepene promenljivih ¢ i v. Ako se izvrdi
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ponovna smena
- gt+hv=tu

(gde je u nova nepoznata funkcija), pa se skrati sve §to se moZe, i re§i jedna-

v . du . . . . e
&ina po izrazu ﬂ(-Z_’ jednadina ée se, poSto se njena desna strana razvije po
t

stepenima promenljivih ¢ i u javiti u obliku

tZiu—=ocu+Bt+ e
dt
gde neispisani ¢lanovi sadrie viZe stepene promenljivih 7 i u. Vrednost t=0 tada
je uopéte esencijalni singularitet integrala y.
U jo¥ izuzetnijim sludajevima (napred navedenim) diferencijalna jednacina
se sliénim smenama svodi na oblik

du
m_——aqu-tbt+ ..
dt
gde je m kakav ceo pozitivan broj.

Cetvrti slutaj: neka je par vrednosti x=0, y=0 jedan par algebarskih
kritickih singulariteta funkcije f(x, y). Tada je x=0 takode algebarska kriticka
tatka integrala y koji za x=0 dobija vrednost y=0. Integral se moZe razviti
u red oblika

y=a @?)Jraz(lf/?)z +a (h)s R

gde je p ceo broj veéi od jedinice, koji se uvek moZe odrediti. Smenom
x=1P

integral y postaje holomorfna funkcija promenljive ¢, pa se»koeficijenti ., 0, a3 . .
mogu izrafunavati po opStem obrascu

4= Y]
n!

gde se vrednosti

Yoy sy
izra%unavaju iz same diferencijalne jednadine i onih koje se dobijaju njenim
uzastopnim diferencijaljenjima.

Kad je, prema svemu tome, na taj nalin naden u obliku reda integral y,
koji za x=0 dobija vrednost y=0, treba se obrnutim putem, pomoéu dotle
udinjenih smena promenljivih koli¢ina, vratiti na prvobitne promenljive x i y.
A ako se trazilo da se nade integral y koji za x=x, dobija vrednost y=y,,
onda se odgovarajuéom smenom napred pomenute vrste treba vratiti na prvobitnu
diferencijalnu jednacinu.

8 Integracija diferencijalnih jednadina



17.

KOEFICIJENAT a, INTEGRALNOG REDA
KAO FUNKCIJA SVOGA RANGA n

Retki su sludajevi kad se koeficijenat a, integralnog reda
Yy=a,Xx+a,x2+a3x3+4 -+ - -

date diferencijalne jednaGine moZe odrediti kao eksplicitna funkcija svoga ranga
n, pa da se tako u obliku jednoga opsteg obrasca imaju svi koeficijenti a,.

Takav je, npr. slucaj sa jednaCinom

V=ay+p
n—1
za koju je an=ﬂoc
n!

ili jednadinom

1

Y=t 1]
1
za koju je an=—@—n)'—.
(1) 22n

U opétem sludaju koeficijenti se izradunavaju postupno, jedan iz drugog,
bilo po metodi neodredenih koeficijenata, koja dovodi do rekursivne relacije
izmedu jednoga niza uzastopnih koeficijenata, ili, kao §to je pokazano u 20
odeljku, pomoéu obrasca

1
anzn—‘[fn_m] n=m,m+1,...)
(gde je m red diferencijalne jednadine) koji svodi izradunavanje koeficijenata

pa odredbu niza funkcija f, vezanih napred navedenom rekursivnom diferencijal-
nom relacijom.
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Ali u svakom slufaju poznate su neke opSte osobine koeficijenata g,
vezanih za op3te oblike diferencijalnih jednadina, a koje se mogu saznati bez
potrebe da jednalina bude integraljena, tj. bez potrebe da se zna tadan anali-
ticki izraz tih koeficijenata. Takve su osobine izraZene:

1° u nejednainama §to se odnose na koeficijenat a, smatran kao funkcija
svoga ranga #;

2° u stavovima $to se odnose na brzinu ra$¢enja ili opadanja koeficijenata
kad im rang n beskrajno raste;

3° u stavovima §to se odnose na aritmetitke osobine koeficijenata.

Stavovi pod 3° bife predmet 23. odeljka ove knjige; u ovome ée
odeljku biti re¢i o stavovima pod 2° i 3°.

I
Kad kakva jednacina
(276) V=g(x,v)
ima osobine koje se traZe za komparativnu jednadinu date diferencijalne jednadine
Q77) y'=f(x,7)

ili kakvog sistema (koji se, kao §to ¢e biti pokazano, uvek svodi na sistem simul-
tanih jednadina prvogreda) onda, ako se sa b, osnaci opsti koeficijenat integralnog
reda

278) v=byx+b,x2+bsx3+ - - -
jednaline (276), a opéti integral date jednacine (277) glasi
(279) y=a;x+a,x2+a;x34+ .. -,
za koeficijente oba reda vaZiée opSta nejednacina
|a,|<b,.
A u toliko pre, kad se za b, moZe poznavati kakva nejednadina
b,<cy,
vaZi¢e za a, nejednadina
la,|<ey.
Tako, Cauchyeva op$ta komparativna jednadina

. M
(280) v (1_%(1_%)

8%
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ima kao integral koji za x=0 dobija vrednost v—0, funkciju

v=r’—\/r’2—2 rr' log<1—£~)
r

holomorfnu u odredenom krugu opisanom oko x=0 u ravni x.

Samim time §to postoji takav holomorfni integral komparativne jednacine
(280), zna se, prema Cauchyevoj nejednadini, da za red (278) vaZi nejednacina
A
b,<—
rn
gde A4 oznatava kakav pozitivan broj koji nije premagen od modula funkcije
y dok x ostaje u krugu polupreCnika r u ravni x, u kome je desna strana
jednaine (277) holomorfna. Prema tome:

Opsti koeficijenat a,, integralnog reda (279) jednacine (277) zadovoljava

za sve vrednosti n nejednacinu
A
(281) la,|<—.
. o

Ta nejednadina ne pretpostavija nista drugo o funkciji f(x,y) osim to da
je ona holomorfna za poletne vrednosti x=0, y=0. Medutim, kad se o toj
funkciji zna jo§ §ta bliZe, mogu se imati i niZe, pa dakle probitacnije granice
za taj koeficijenat. Do takvih granica dovode, na primer, specijalnije kompa-
rativne jednadine, ali &ije iskorid¢avanje zahteva jo§ i suplementarne pretpostavke
ili o samoj funkeiji f(x,y), ili o integralu y.

Tako, kao 3to je napred pokazano, kad je {koeficijent dvostrukog reda

f(x, y)=zz A X" Y

takav da izraz m!n!|Ap,| ostaje konalan pri beskrajnom raSéenju indeksa m
i n, moduo koeficijenta a, integralnog reda manji je no koeficijenat b, funkcije

y=—log[l—A4 (e*—1)]
kao integrala komparativne jednaline
Vv =Ae*t, A>0.

| Ama|
m+)@n+1)
ostaje konatan pri beskrajnom raséenju indeksa m i n, moduo koeficijenta a,
manji je od koeficijenta b, funkcije
*1—Ax
1—x

Tako isto, kad izraz

v=1— , A>1,
kao integrala komparativne jednacine

’ [e4

V=
(1—x)2 (1—v)?
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Razne druge komparativne jednaline, vezane za pretpostavke o nadinu
ra¥éenja ili opadanja koeficijenata Ay, funkcije f(x, y) pri ra$éenju indeksa
m i n, dovode do raznih drugih gornjih granica za moduo koeficijenta a,.

Ali do takvih gornjih granica moZe se do¢i i Cineéi pretpostavke o samome
integralu y jednaline (277), kao funkciji promenljive x. Jedna vrlo opSta takva
granica, koja vazi za opstu algebarsku diferencijalnu jednacinu prvog reda

(282) fx,)=0

(gde se uvek, ne umanjujuéi generalnost, moZe smatrati da je f mnesvodljiv

polinom po X, J, y") dobija se primenom jedne teoreme koju je dokazao

Lindeldf u pogledu gornje granice za ma koji realni integral y jednaline (282),

pri raéenju promenljive x U realnom pozitivnom pravcu. Teorema glasi:
Pocevsi od jedne dovoljno velike pozitivne vrednosti x, vrednost integrala y

nikako ne premasa vrednost funkcije

(283) A(x)=esa
gde je m stepen polinoma f po X, a « pozitivna konstanta koja se moZe izralu-
nati iz same diferencijalne jednacine. ;

Lindelsf je dao i na€in za izratunavanje kounstanie «o; njeﬁa vrednost,
smenjena u A(y), odreduje veliCinu gornje granice ma koga tealnog integrala
jednatine (282). Ta granica moZe biti i stvarno dostignuta u pojedinim speci-
jalnim slugajevima, §to te vidi na primeru jednacine
(284) y—(m+1)yxmy=0,

&iji je opsti integral
y=Ce$m+1.

Uo&imo sad one integrale y jednadine (282) koji su cele funkcije promenljive
x &iji su koeficijenti a,, svi realni pozitivai brojevi.

Poito su x, o, a, pozitivni, to je

x=|x|=r y=|yl=ar+a,r2+ayri+ .-
pa Ge prema gornjoj teoremi biti za dovoljno velike vrednosti x neprestano

(285) |y e

§to znali da izraz
m+1
[yler
ne postaje beskrajno veliki kad r beskrajno raste. Postoji, dakle, jedan konacan
pozitivan broj 4 takav da je za sve vrednosti x neprestano
+1
|v| e <4,

$to zna&i da je za sve vrednosti x

(286) 7| < e
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Prema opstoj Cauchyevoj nejednadini za |a,| biée tada
m+1

(287) !an1<| |<A
r'n,

Posto je y po pretpostavci cela funkcija, moZe se polupreniku r dati
kakva se hoée vrednost od 0 od -+ . Izraz na desnoj strani nejednacine (287)
dostiZe svoj minimum za

r=ynt

gde su y i A racionalni brojevi

S S A TR T
(m+1)a T m+l

ﬁn

Za samu vrednost toga minimuma nalazi se da je ona A — gde je f kons-
(2

tanta B=[(m+1) ea]’ a iz toga se vidi da je za uoclene integrale y

(288) =|a,| <4 fm
Iz toga se zakljuCka mogu izvesti raznovrsne pojedinosti za cele funkcije
sa pozitivnim koeficijentima a,, koje zadovoljavaju kakvu algebarsku diferenci-
jalnu jednadinu prvog reda. Tako:
1. Za sve pozitivne vrednosti x integral ne premaSa vrednosti specijalne
cele funkcije

(289) @ (x)=A 2, fo xn,
n=0
Jer prema nejednadini (288), a poSto su a, i x pozitivni, mora biti i
y<g(x).
& 4 II. Uzastopne nule o, a,, as,... integrala y ne rastu, pri raSéenju svoga

ranga n, sporije no §to raste vrednost n’.

Jer, prema nejednalini (288), vrednost l/la_n\ne opada sporije od vrednosti
1

n*, i prema tome |a,|” # ne raste sporije od #*. A prema jednoj teoremi koju
je dokazao Hadamard, za cele funkcije uopste, moduo n-te nule a, takve jedne

1
funkcije raste brze, pri raiéenju njenog ranga n, nego $to raste izraz |an_'n'|. Pa
posto taj izraz ne raste sporije od n?, tako e isto biti i sa nulom a,

RN

*“‘III Kad god mtegral Vs lzracunaz; u obliku reda sa pozztzvnzm koefzm]en-

tima an, predstavlja kakvu celu funkcyu promenl]tve X, vrsta (gerzre Gattung) te
Sfunkcije je jedan od brojeva

0,1,2,..., (m+1).
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To je posledica nejednaline (286) i stava koji je dokazao Hadamard za
cele funkcije uopdte, da kad je moduo jedne takve funkeije manji od vred-
nosti izraza

e‘”p, r=|x|,

gde je o kakva pozitivna konstanta, vrsta funkcije ne premasa broj p.

Od interesa je napomenuti da stav III ne vaZi i za integrale algebarskih
diferencijalnih jednadina viSega reda; to se moZe videti na primeru jednaline
drugoga reda

' —=y2—yy' =0

koja ima kao jednu klasu svojih partikularnih integrala, cele funkcije

x
y=_Ce? (C>0).
Poito su svi izvodi funkcije y pozitivni za x=0, to su i svi njeni koefi-
cijenti @, pozitivni; medutim y je cela funkcija beskrajne vrste.
Isto se vidi i na primeru integralnog reda koji izraZava celu funkciju

y=e* P(x)

gde je P kakav polinom &iji su koeficijenti svi pozitivni; takva funkcija zado-
voljava jednu algebarsku diferencijalnu jednadinu drugoga reda, a medutim
njena je vrsta beskrajna.

A tako isto treba primetiti i to, da cele funkcije, o kakvima je ret, a
koje su integrali algebarskih diferencijalnih jednacina, mogu biti ma koje konacne
vrste. To se vidi na primeru jednaline prvoga reda

y'24p2 (1—y?) x2-1) = Q
(p= ceo pozitivan broj), koja ima za partikularni integral
X2D  xAD  x6P

1 p P
=—(e® + e % )=cos (ixP)=1+—+F—+—
g 2( ) (&%) 21 41 6!

Neka je, naposletku, navedeno i to da gornja gramica m+1 za vrstu inte-
grala y biva i stvarno dostignuta u pojedinim specijalnim sluGajevima, kao $to
je to npr. za diferencijalnu jednadinu (284) &iji je opsti integral cela funkcija
(m -+ 1)-te vrste.

Stavu 11T moZe se dati i ovaj oblik:

IV. Kad god kakav red
(290) y=a; X+ a, x>+ a3 x>+ -

koji izraZava integral kakve algebarske diferencijalne jednacine prvoga reda, ima
svoje koeficijente a, pozitivne, a predstavija kakvu celu funkciju promenljive x,
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stepen diferencijalne jednadine po x nikad nije manji od vrste te cele funkcije,
smanjene za jedinicu.

II

Posmatrajmo sad slucaj kad integralni red (290) kakve algebarske diferen-
cijalne jednadine prvog reda ima sve svoje koeficijente a, jednake pozitivnim
racionalnim brojevima, a predstavlja kakvu celu funkciju promenljive x.

Takav sluCaj nastupa, na primer, za diferencijalnu jedna€inu oblika

Py
Q(x,»)

gde su P i Q polinomi po x i y &iji su koeficijenti pozitivni racionalni brojevi,
sa -uslovom da bude Q (0, 0)540.

Svi uzastopni izvodi- integrala y, dobijeni uzastopnim diferencijaljenjima
jednadine (291), bie racionalne funkcije promenljivih x i y, koje ¢&e sve imati
kao imenilac odreden stepen polinoma Q. Kad se u njima stavi x=0,y=0 i
rezultat podeli sa odgovarajuéim faktorijelom =n!, dobija se koeficijenat a, kao
pozitivan racionalan broj. Samo treba jo¥ dodati i to da, prema jednoj pozna-
toj teoremi iz analitiCke teorije diferencijalnih jednadina prvog reda, izmedu
sviju jednaina oblika (291), jedina &iji opsti integral moZe biti cela funkcija,
je Lnearna jednacina

(291)

YV =f®y+ex

gde su fi ¢ polinomi po x. Medutim, i druge jednaéine oblika (291) mogu
imati partikularnih integrala koji su cele funkcije.

Na sve jednadine
(292) Jx»,)=0

(f nesvodljiv polinom po x,y,y") &iji integral ima koeficijente a, pozitivne i
racionalne, a predstavlja kakvu celu funkciju, primenjuju se neposredno svi
stavovi iz proSlog paragrafa.

Na primer, raniji stav daje jednu gornju granicu integrala y, izraZavajuéi
da za pozitivne vrednosti x funkcija nikad ne prema$a vrednost Aeds™ .

Ali, pored tako odredene gormje granice koju integral ne moZe premasiti,
moZe se postaviti i jedna donja granica koju on nikad ne moZe podbaciti za
takve vrednosti x. Sta viSe, tako nadena donja granica vaZide i za integrale
opste algebarske diferencijalne jedna&ine ma koga konacnog reda p

(293) F(x,9,¥,... )@ =0.
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Da bi se odredila takva jedna donja granica, primeni¢emo na integral y
jednu teoremu koju je dokazao Polya za integrale jednaCine (293). Teore-
ma glasi:

Za svaki integral y jednacine (293) koji se izraZava u obliku reda

y=a,+ax+a,x*+ -
¢iji su koeficijenti racionalni brojevi, a koji je konvergentan za sve vrednosti X

u ravni promenljive x, izraz
| logay, |

n (log n)?
ne tei gramici + oo pri beskrajnom ra$éenju broja n.

Posto je u ovde posmatranom sludaju koeficijenat a, realan, pozitivan i
te?i nuli kad n beskrajno raste (jer je integral y cela funkcija sa realnim pozi-
tivnim koeficijentima a,), teorema dovodi do zakljutka da izraz

log L
loga, a,
n (log n)? n (log n)?
ostaje, za sve dovoljno velike vrednosti n, manji od jednoga kona¢nog pozitiv-
nog broja h. Iz toga izlazi da je za svaku vrednost

n=1,2,3,...

neprestano
(294) a, >e mnloeny,

Integral y posmatrane analitiCke prirode za sve pozitivne vrednosti x pre-
mada vrednost specijalne cele funkcije

(295) ;”(x)=ao+ Z e—hnllogm)2 xn
n=1
Nejednacine (288) 1 (294) postavljaju granice moguénim varijacijama koe-
ficijenata a, i njihovom natinu opadanja pri beskrajnom raféenju njihovog
ranga n. Tako
1° Jednalina (288) ograniSava brzinu opadanja koeficijenta a, u tome
%

smislu §to prema njoj a, opada brZe nego izraz %— ili, 3to je isto, nego izraz
n?’l:

;;—n=e“’1"1°g"; posto smenom x=i nestaje faktora f» u izrazu za a,.

2° Nejednadina (294) ograniCava brzinu opadanja koeficijenta a, u tome
smislu §to prema njoj a, opada sporije nego izraz ghn(logn)?,

Kao §to se vidi:

Niz koeficijenata a, (n=1,2,3...) ne moZe opadati ni suvise sporo, ni
swise brzo, veé majsporije onako, kako opada izraz e *'°%", a najbrze onako kako
opada izraz e-hmoem?,



18.

SISTEMI SIMULTANIH JEDNACINA
PRVOGA REDA

Cauchyeva komparativna metoda primenjuje se ne samo na obilne dife-
rencijalne jednadine, ve¢ i na sisteme simultanih jednaéina. Ovde Ce biti u tome
pogledu prouden sistem oblika -

dy
1= l(xay15y2 ey yn)»
dx
dy
(296) 2=f2(x,y1,y2, st yn)’
dx
dy.
L= (X V1o Yoy o vvs yn)f
dx
gde su y, ¥, ..., ¥, nepoznate funkcije nezavisno promenljive koliine x,

vezane medu sobom sistemom od » diferencijalnih jednaéina prvoga reda (296).

Pretpostavimo da je svaka od datih funkcija

(297) Jis Sos o5 fu

holomorfna funkcija promenljive x u jednom krugu polupre¢nika r, opisanom
oko tabke x=0 u ravni promenljive x, kao i holomorfna funkcija promenljivih

(298) yl, y25 vy yn
u blizini vrednosti
(299) n=0, »3,=0, ..., ¥,=0,

tj. u po jednom krugu opisanom oko tih vrednosti u ravni svake od tih »
promenljivih.
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Oznadimo sa »' polupreénik najmanjega od tih » krugova, a sa M jedan
broj takav da ga ne premafa moduo ni jedne od » funkcija (297) dok pro-
menljive ostaju u svojim krugovima polupretnika r i 7/, tj. takav da je za sve
takve vrednosti promenljivih neprestano

(300) Ifil<M, |fl<M, ..., |fu|<M.
Formirajmo funkciju n+ 1 promenljivih kolidina

M

0

pa uporedimo integrale sistema (296) sa integralima sistema

dy
—l=<p(x, Vis Yoy o oo s V),

(301) (P(xﬂy19y29 LAERL ] yn):

dx
dv,

(302) —E=@ (X, Y, Va5 e evs Vp)s
dx

dv
—QZ(P(X,VI, Vas vens vn)-
dx

Uzastopnim diferencijaljenjima jednadina (296) po x i smenama izvoda
dy, dy, Bn
dx’ dx’ 7 dx
njihovim vrednostima iz jednadina (296) dobija se jedan sistem jednalina koje
izraZavaju uzastopne viSe izvode funkcija
(303) yl) y25 ceay yn
kao funkcije promenljivih x i (303).
Tako isto, postupnim diferencijaljenjima jednadine (302) po x i smenama

izvoda

- v

2

dx  dx’ 7 dx

njihovim vrednostima iz jednadina (302) dobija se sistem jednadina koje izraZa-
vaju uzastopne viSe izvode funkcija

(305) Vis Var ooy Va

kao funkcije promenljivih x i (305).
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Na taj na&in dobijeni izvodi funkcija y;, i funkcija vy imaju istu strukturu
i izraZavaju se, svaki izvod, kao zbir sabiraka koji su proizvodi raznih stepena
funkcija (297), odnosno funkcije @, i njihovih parcijalnih izvoda po promenlji-
vima x i (303), odnosno x i (305).

Medutim, na isti nadin kao i za obiénu diferencijalnu jednalinu prvoga
reda, koji je napred izloZen, uveravamo se da je moduo svakoga parcijalnog
izvoda ma koje od funkcija (297) manji od odgovarajuteg parcijalnog izvoda
funkcije @. To de tada vaZiti i za vrednosti koje ti izvodi dobijaju za

x=0, y»=0, »,=0,..., y,=0,
(306)

x=0, V1=0, VZZO,.-., Vn=0,
pa e, prema nejednadinama (300) i jednadini (301) to isto vaZiti i za vrednosti
samih funkcija (297) i funkcije @. Bi¢e dakle

1£:(0,0,0...0)| <@ (0,0,0...0),

omt Dt om+ntpt: - -
—“;‘_“;l"‘T"__f}c (0, 0 CEEEY 0) < m n’-“ﬁ
OxX™ 0y 0y5 - « - Ox™ v Ovy

¢(0,0,...0),

a iz toga se, kao i u ranijem sludaju obi¢ne diferencijalne jednaline prvoga reda,

zakljuduje da, ako se sa o} oznali vrednost koju dobija i-ti izvod funkcije yy

po x za x=0, a sa B vrednost koju dobija i-ti izvod funkcije v, po x, uvek
¢e biti

(307) lai|<Bi,

pri gemu treba imati u vidu da su sve vrednosti ﬂ;, dobijene na takav nalin,
oGevidno realne i pozitivne; to sleduje iz same strukture izvoda (304) i Ginjenice
koju je lako proveriti da funkcija ¢, definisana jednaginom (301), i svi njeni
parcijalni izvodi, imaju za

(308) x=0, »=0, 1,=0,..., v,=0

realne i pozitivne vrednosti.

Pretpostavimo, za jedan trenutak, da sistem (296) ima kao svoje formalno
reSenje jedan sistem vrednosti (303) izraZen u obliku Maclaurinovih redova koji
za x=0 daju y,=0

1 2 3
yi=aix+aix?+aix3+ -,

V=@ X+ @ X2+ arxX
(309)

1 2 3
Vp=auX+ayx2+a,x3+ -+,
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a da tako isto i sistem (302) ima kao formalno relenje jedan sistem vrednosti
(305) izraZen u obliku redova koji za x=0 daju v;=0

y=bix+bix2+bixd4 -,

v2=b;x+b%x2+b§x3+ R
(310)

vn=bix+b§x2+bix3+--

Posto je

to je prema nejednacini (307)
EARS S

$to znadi da je koeficijenat od x™ svake od funkcija y; manji od koeficijenta
x» funkcije v;. Ako je, dakle, svaki od redova (310) konvergentan za vrednosti
x u jednome krugu Cj opisanom u ravni x oko tatke x=0, u tome ¢e krugu
nasigurno biti konvergentan i odgovarajuéi red (309) istoga ranga k.

Medutim, sistem (302) je mogu¢no integraliti i odrediti krugove Cy svakoga
njegovog integrala vi. Iz jednatina (302) se vidi da je za proizvoljne vrednosti
promenljivih x 1 vg

dvy _dvy . _ dv,
dx dx dx
odakle je
V=V +C, V3=v+Cpy..n, vo="1+Cy
gde su C;, Cy, ..., Cp integracione konstante. Pa poSto za x=0 svako vy

treba da je jednako nuli, dobija se da je za proizvoljne vrednosti x
Vy=Vy=r =V
Sistem (302) se tada svodi na jednu jedinu jednalinu

dv
— =X, V, V..., ¥
T @ ( )

tj., prema (301), na obiénu diferencijalnu jednadinu prvoga reda

dv M

T
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Kad- se ova napiSe u obliku

(1—-v7)ndv= M dx
r X

dobija se integracijom

4 n+1
! [1—(1—l> ]=—Mrlog(1—-’i>
n+1 r r

odakle se nalazi da integral v, koji za x=0 dobija vrednost v=0, ima za izraz

nt1
v=r’[1— \/1+(n+i,)~M—rlog(l——f—)].

Taj je integral v holomorfna funkcija promenljive x u blizini vrednosti
x=0, jer singulariteti funkcije proizlaze samo od jednadine

1+Mlog(l——£>é0.

r r

Ta jednacina, refena po x, ima samo jedan koren, i to

rl
x=r(1—e ("+1)M'>.

Ta je vrednost jedini singularitet funkcije v, i prema tome ta ée funkcija
biti holomorfna dokle god x ostaje u krugu C opisanom oko tatke x=0 sa
poluprecnikom

R=r<1—e—("+l)M')'
Posto je funkcija v holomorfna u tome krugu C, ona se moZe razviti u red
(311) V=A X+ A, X2+ Ay x4 - v -

pa posto su sve funkcije v, jednake medu sobom i sa funkcijom v, svaka se od
njih moZe razviti u isti red (311) sa istim krugom konvergencije C. A kad je
to slufaj, prema onome §to je malofas kazano, bife u tome istome krugu C
konvergentni i svi redovi (309) koji daju formalno refenje u problemu integra-
cije sistema (296). A takvo formalno reSenje postoji: to je ono §to se dobija

kad se koeficijentima ai u obrascima (309) dadu vrednosti

al

ai =%
ko k!

Na taj naCin se dolazi do ovoga rezultata za sistem (296):
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Neka je dat sistem

d

i=fi(x’yl2 ey y’n):

dx

dy

= n(X,Jﬁ, sy yn):

dx
gde je svaka od funkcija f;,..., f, holomorfna funkcija promenljive x u krugu
poluprednika r opisanom oko take x=0 u ravni x, i tako isto holomorfna
funikcija promenljivih y;,..., ¥, u svakome od krugova polupretnika r' opi-

sanih oko tafaka y,=0,..., =0 u ravnima tih promenljivih. Oznalimo sa
M jedan broj takav da ga ne prema$a moduo ni jedne od # funkcija fi,..., f5
dok svaka od promenljivih ostaje u svome krugu, pa je u ovome Sto prethodi
dokazana ova osnovna teorema za integraciju sistema (296) pomocu redo-
va oblika

(312) ykzaix+aix2+al3cx3+...

Svaka se nepoznata funkcija yi,..., y,, kao integral sistema (296) koji
za x=0 dobija vrednost y,=0, moZe razviti u red oblika (312), koji ce nasi-
gurno konvergirati za sve vrednosti x u krugu opisanom oko x=0 sa polu-
precnikom

kel

O&evidno je da ta teorema i profiruje na sisteme simultanih jednadina
osnovnu Briot-Bouquetovu teoremu za sluaj obiénih diferencijalnih jednadina
prvoga reda, na koju se ona svodi u slucaju kad je n=1.

Teorema je, kao §to se vidi, izvedena upotrebom komparativnih jednacina
za svaku od jednalina stepena (296) a svaka od njih ima oblik Cauchyeve
komparativne jednadine za diferencijalnu jedna¢inu prvoga reda. Medutim, kao
i za ovu, mogu se, pod naroGitim pretpostavkama za funkcije f,,..., f,, upo-
trebiti 1 druge, specijalnije komparativne jednadine, koje vaZe samo za takve
slucajeve.

Tako npr. kad se svaka od funkcija fi,..., f, razvije u dvostruki red
po stepenima promenljivih

(313) x)ylayZ:'--a yna
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tako da je sistem (296) napisan u obliku

dy
—;1 =fi=2 AL xmyr. ..y,

d
(314) —dyxi=ﬁ=2A,2,,,p,,,x’”y’;.--y;,

d
%:fn=ZA’r;’p.__xmyll’...ys

n?

onda, ako su svi koeficijenti 4 realni i pozitivni i takvi da izraz m!pl... 4]
monotono raste pri ra¥éenju indeksa m,p ..., za svaku od jednacina

d
"Z]izﬁc(xryls rees yn)
dx

moZe se uzeti jednacdina

i3
dx

=‘Pk(x,V1, s vn)

gde je @, ma koji parcijalni izvod, i ma koga reda, funkcije f; po promen-
ljivima (313).
Dokaz pravila je isti kao dokaz III pravila u 9. odeljku.




19.

DIFERENCIJALNE JEDNACINE I SISTEMI
SIMULTANIH JEDNACINA VISEGA REDA

I

Diferencijalna jednadina m-toga reda

(315) Y =f(x,y,),...ymD)
moZe se uvek svesti na sistem od m simultanih jednalina prvoga reda. Ako
se stavi da je

Y=Yo, Y=Y, ¥ =Vs, .., Y V=pp,

imaée se sistem od m jednadina prvoga reda

4y _
dx

Y1»

dyl_

dx—yz’
(316) :

AV

l’l‘__sz(x,yo,yl, P ,ym—l)'
dx

Pretpostavivii da jé f holomorfna funkcija promenljivih

(317) X, 0,0, YD

i to u krugu polupreénika r opisanog u ravni x oko tatke x=0, i promenlji-
vih 3,¥,...,y™ D u svakome od krugova polupretnika r’ opisanih oko
tacaka

(318) y=0, y'=0,...ym D=0,

9 Integracija diferencijalnih jednadina
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ona ée to isto biti i za promenljive

(319) x,yo,yl,---:ym—lv

Ako se tada ozna&i sa M jedan broj takav da ga ne premaSaju ni
vrednost #/, ni moduo funkcije f dok svaka od promenljivih (318), odnosno
(319) ostaje u svome krugu, moZe se primeniti gornja osnovna teorema, koja
dovodi do ovoga rezultata:

Svaka od promenljivih Yo, Y1, .- VYm—, Pa dakle i sam integral y diferen-
cijalne jednacine (315) koji, kao i svi njegovi izvodi do (m— 1)-og zakljuéno,
dobija vrednost nulu za x=0, moZe se razviti u red oblika

(320) Ay X+ Qg X"t a, .. X2 ..

koji ¢e biti konvergentan za sve vrednosti x $to leze u krugu opisanome oko
tacke x=0 u ravni x, sa poluprelnikom

rl
R=r ( j— ('"‘Ll)M') .
Tako npr. diferencijalna jednadina drugoga reda
y”=f(x9y7y’)

made za svoj integral y, koji kao i njegov izvod y’, postaje jednak nuli za
x=0, red oblika

ayx2+ayx3dagxt+ -

koji e biti konvergentan za sve vrednosti x u krugu opisanom oko x=0 u
ravni x sa polupreénikom

rl
R=r(1—e BM') .
Ostaje da se pokaZe kako se izraunavaju koeficijenti
Qs Opa1s Antzs - - -

reda (320). 1z jednaine (315) dobija se diferencijaljenjem po x

of 0
y(m+1)=_f+ly’+_aly”+. R af
ox 0x 0y’ 0 ym—1)

£
Desna strana jednadine je funkcija promenljivih

(321) X3, ., D

koja, ako se oznadi sa f;, bice

Y =f (x, p, ¥, .., YL,
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Diferencijale¢i ponovo po x, dobija se

y(m+2)=%+%y’+é_f}y'/+...+ a‘f‘l f;
ox 0y oy’ oy(m=1)

gde ¢e opet desna strana biti funkcija promenljivih (321), koja ako se oznadi
sa f,, bice :
YD =1, (X, 3,5 ..., ym0).

ProduZivii tako i dalje, dobie se niz izraza za viSe izvode funkcije y u
obliku

YO =fo (5,2, ¥, VPN (=m+ 1, m+2,...)

gde se niz funkcija

(322) flaf25f3:---
izvodi, jedna iz druge, po rekursivnom obrascu
fk:afk"—l +aflc—1 yl -+ a.fk—l y//_l_ et ()fk-l
ox oy oy’ oytm—1

sa podetnom funkcijom
So=f(6p, ¥ .., YD),

Ako se tada sa [f;] oznali rezultat koji se dobija kad se u funkciji
Jfr smeni
x=0, y=0, y¥=0,...,ym D=0

koeficijenti se izraunavaju po obrascu

1
am+n=m[fn] (n=1, 2,3...).

Primenimo takav nafin odredivanja koeficijenata a, na jednainu A-tog
reda

(323) YW =R, 9,¥,...,y%D)
gde je R racionalna funkcija promenljivih
(329 X, 0, V..., D,
Stavimo da je

(325) YW=y, (k=0,1,2...h)
pa ¢e jednaCina (323) biti oblika

P
(326) Vo= ‘Q—

9‘
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gde su P i Q polinomi po promenljivima
x,yo,yl,...,y,;

gde se, radi holomorfnosti funkcije R u blizini vrednosti

(327) x=0, y=0, y=0,...,y®=0

pretpostavlja da je
0(0,0,0,...,0)#0.

Tada se integral y koji, kao i njegovi uzastopni izvodi do (A—1)-og
zakljuéno, za x=0 dobija vrednost nulu, moZe razviti u red

(328) Y=y XM+ Gy XA Gy XPA2 4
Koeficijent stepena x* izrafunava se pomocu obrasca

(329) an=f"‘_ (n=h+1,h+2,...),
n

gde r, oznaluje vrednost, koju za vrednosti (327) dobija jedna izvesna funk-
cija R,; ova je funkcija n-ti ¢lan niza funkcija

Rha Rh,+1’ —Rh.+2: e

koje se jedna iz druge izraunavaju pomodu rekursivnog obrasca

OR,_ OR, . OR,_ O0R,, POR,.
— n1+y1 n1+y2 nl_*_.___'_yh_1 n1+___—n1

(330) R,
ox v, oy, OVh—r Q 0¥py

sa pocetnom funkcijom

-3

Q
§to se dokazuje, kao i za diferencijalne jednaline prvoga reda u 4. odeljku,
i na istovetan na&in, uzastopnim diferencijaljenjima jednaline (323) po x,
vodeéi rafuna o jednaéinama (323), (325), (326).

Ovde dée biti pokazano da se izrafunavanje koeficijenata moZe svesti na
izra%unavanje, ne niza racionalnih funkcija veé jednoga niza polinoma po
promenljivima (324).

Lako se uveravamo, kao i za jednadine prvoga reda, da je uopSte

(331) R,——tn

*Qj—&ih—ﬂ’ .Ph=.P (I’l=h,h+1, ...)
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gde je P, polinom po promenljivima (324). Smenivsi # sa n—1 dobija se

Py

(332) R~ oot

odakle se pacijalnim diferencijaljenjima dobija niz jednacCina

0 2}l"—l—(Z n—2 h—1) %0 P,
OR, 0x ox
o Q2n=h} ’
0% _n_2p—1%p, .,
ORy—y _ 9 Yo
Ve 021 ’
(333)
0P _(ou_2p—1y%p,
ORy— 0y, 0y,
oy, Qz2(n—h) ’
. Q%—(Z n—2h—1) 00 P,
ORyy V1 Yp—1
Yp— h Q2=
pa se iz poslednje od njih dobija
PQ ‘)ﬁ‘l—(z n—2h—1) 00 PP,
(3 34) aRn—l f_ — ayh«—l ayh—l
‘).Vh-l Q - an—2h+1
Iz obrazaca (330) i (331) je
Py = Q2n2hxl <a Rus iy, Wi iy, Rty ORpy PO R'H)
ox 9, S oo Vi Q@ OVn—

a kad se tu smene parcijalni izvodi funkcije R,—; njihovim izrazima (333) i
(334) dobija se

P,,:AaP"‘l + H, ‘“‘D"‘Urﬂ1 aP”“1+H2 OPn

ox o oy 0y,
(335)
4o+ Hy, ()P”_l_;_B_aﬁ:l_—[- 2n—2h—1)CP,,
Vp—s OVp—1
gde su

A B C Hy H,,...,Hypy
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stalni polinomi po promenljivima x, o, y;,...»;, tj. nezavisni od ranga n
koeficijenta a,; a koji imaju za izraze
A= Q2> B=PQ,
0 0 0 P 0
C=—Q(—Q+y1£+ S Ve @ P )
ox oy, 0xp—  Q Yy

Hy=y, 0% Hi=y,0% H,=y,0%..., Hy o =yp Q2
Izralunavanje koeficijenata a, svodi se dakle na odredbu stalnih od
promenljivih  x, yy, ..., y, nezavisnih &lanova py, py., Ph+z - - - Niza polinoma

Ph’P}Hl: Ph+2"'

koji se jedan iz drugoga postupro izradunavaju iz obrasca (335) i stalnoga
¢lana g polinoma Q. To izralunavanje biva po opitem obrascu
D
(336) an=w (m=h h+1,..)
pri Cemu jedan isti broj g vaZi za sve koeficijente a,,.

Primeticemo jo§ da se i na diferencijalne jednagine vifega reda mogu
primeniti specijalnije komparativne jednadine, prema pretpostavkama koje se
budu Cinile o funkciji £ u jednadini
(337) YW =f(x,p,¥', ... ym-D).

Naposletku, neka je primeéeno da se i sistemi simultanih jednacina
viSega reda, oblika

dmyy dy, dy | 4%y, a2y
338 STl X V1o s Vs = e 22, L, 2R
(338) dxm fk( . Yn dx dx = dx? dx? )

mogu svesti na sistem simultanih jednadina prvoga reda. To se postiZe
uvodenjem novih nepoznatih funkcija

Y1=2y, Ya=2 .., Yn=2n ;
dy, dy, dy, )
T =Zpy, T Zp4n s ey =Zyp;s
dx dx dx
&y oy dy,

—“2nti» T A2pARs ey T T 235 s .
dx? dx2 dxm

Ciji e broj biti mn pa se sistem (323) svodi na sistem prvoga reda sastavljen
iz mn jednadina oblika
dz,

dx

= Lptks

dZ(m—l) ntk fls

T (x,zl,zz,r...,zmn) (k=1,2,...,n).
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Naposletku, neka je primeéeno i to, da se, kako u sistemu prvoga reda,
tako i u sistemu viSega reda, uvek moZe uciniti da sistem ne sadrZi nezavisno
promenljivu kolicinu po kojoj se vrSi integracija. Dovoljno je, pored uvedenih
novih nepoznatih funkcija, uvesti joS jednu u, definisanu jednalinom u=yx,
$to u dati sistem uvodi jo§ jednu novu jednalinu, a ta je

du_y
dx

$to broj jednalina povetava za jedinicu. To je od interesa u izvesnim pita-
njima u teoriji simultanih jednacina.

I

Opéti integral diferencijalne jednaline p-toga reda

(339) YD =f(x, 3,9, ...,yPD)

je njen integral koji za proizvoljnu vrednost x =X, dobija takode proizvoljnu
vrednost y=y,, a njegovih p—1 uzastopnih izvoda y', ¥", ..., @D dobijaju
proizvoljne vrednosti ¥y, ¥o'',- .- »®D. On je izraZen jednom jednadinom

(340) F(X,¥, X5 Vo5 Yo'+ + +» Yo ) =0

gde je F funkcija p+3 promenljivih X, y, Xo, Vo, Vo s« s Yo®D. Vrednosti

(341) xo, yOa yol, LR ] yO(p_l)

kojih ima p+1, igraju uloge integracionih konstanata koje se uvek mogu
smeniti skupom od p proizvoljnih konstanata, na nain slitan onome koji je
naveden ranije za diferencijalne jednaline prvoga reda.

Kad je funkcija F holomorfna za vrednosti (341), opiti integral se moZe
izraziti u obliku reda

(342) y = A; (x—x5) + A, (x—xp)* + 45 (x—Xxo)3+ -+ -

gde su koeficijenti 4, odredene funkcije promenljivih (341).

Jedan proizvoljno uzet red (342) moZe, ali ne mora biti opsti integral
kakve jednagine (339). Mogu se, dakle, postaviti pitanja:

1° Kakve potrebne i dovoljne uslove treba da ispune koeficijenti A, reda
(342), pa da taj red predstavlja opsti integral kakve diferencijalne jednacine (339)?

2° U slucajevima kad su ti uslovi ispunjeni, naci diferencijalnu jednacinu
(339) za koju uoleni red predstavlja opsti integral.
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Neka je (339) jednacina ¢iji je opsti integral (342). Tada je

yO 1 1 yO”
—- A= =20 ..

1 1 ,
Ap::m[y(p)]:—‘f(xm YosYos oo ’yo(p—l))
p! p!

gde u ovoj prilici znak [¢] oznaava vrednost koju dobija funkcija ¢ promen-
ljivih x,y,",»"... kad se u njoj te promenljive smene vrednostima (341).

Kao 3to je u prethodnom paragrafu refeno, ako se formira niz funkcija
Sisf2> S35 - .. promenljivih x, y,3’,..., %D a po rekursivnom obrascu

Ofims , Wity O

0x oy a (-1

(344) Ji= =

gde je poletna funkcija
Jo=f(, 9, ..., y@D),

n-ti izvod funkcije y po x bide f,_,, 1 prema tome je
1
(345) Ay = e [fo1l-

Kad se u jednalini (344) promenljive x, y, ', ..., ¥P~1 smene vrednostima
(341) i ima se u vidu da je

V]=114,, [']=214,,
[fn]=(n+1)!An+19 [fn—-1]=n!An’
.afL_l = p! ,()_I{l’ ?In_”l =n!,_a.£1l’
ox 0%, oy 0¥,
deobom dobijene jednadine sa n! dobija se
(n+1) A4y = 04 +1'A16A” +214, — 04
0%, 9, oy’
04 04
(p—D1dy —>+p! 4 ”

oy oy P oy’
Refiv8i jednalinu po A, nalazi se da izraz

(4 1) Ay — 22 114, %A gy 4 O c—(p—D)! 4, 0 4y
Ao ) 9% oy’ oy
04,

Y
ay(p—l)
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ima za vrednost
1

— _1 t
Ap=—[f1=—Ff(X05 Yo, Y0's - - - %P D).
p! p!

A posto je u isto vreme i

L[dvy]_1 (p)]Jﬁ@_ 1 d?y
plLdx? | p! pl pl dxy?
jer je, po definiciji, yo™ vrednost koju dobija k-ti izvod funkcije y kad se w

ovoj stavi da je x=wxp, to se nalazi da su promenljive (34]1) medu sobom
vezane diferencijalnom jednaCinom

D

ar y,

den? =f (X0, Yo, V0’5 - - -» Yo@™D).
0

Na taj je nadin dobijeno refenje postavljenih pitanja u obliku ova
dva stava:

1. stav: Da bi red (342), gde su koeficijenti A, date funkcije proizvoljnih
konstanata Xo, Yo, Vo' - - - » Yo™D, predstavljao opsti integral diferencijalne jedna-
dine p-toga reda (338), potrebno je i dovoljno da izraz A ima jednu istu
vrednost za sve vrednosti indeksa n vele od nule.

A kad je taj uslov ispunjen, refenje drugoga od postavljenih pitanja
dato je ovim stavom: : :
2. stav: Diferencijalna jednaéina, &iji je op$ti integral tada. izraZen redom

(342), dobija se kad se u koeficijentu A, smene Xxo, Yo, ¥o'- . . Yo@V vrednostima
X V¥, ... YP D, pa se rezultat izjednaci sa yP.

Kao $to se vidi, da 1i ¢e dati red (342) biti ili ne opsti integral kakve
jednadine p-toga reda (339), zavisi isklju€ivo od toga da li ce njegovi koefi-
cijenti A, imati za invarijantu izraz A. A kad je to slulaj, diferencijalna
jednagina dobija se iz izraza same te invarijante.

111

Zavriujuéi ovaj odeljak, podseticemo na jednu osnovnu razliku §to postoji
izmedu algebarskih diferencijalnih jednaina prvoga reda i jednaCina viSega.
reda, u pogledu singulariteta njihovih integrala.

Za jednu se diferencijalnu jednacinu
F(x5y3y”y//1 .. ')=0

ka¥e da je algebarska, kad je F algebarska funkcija promenljivih y,y’,y", ...,
i onda se jednadina uvek moZe napisati u takvom obliku da je F polinom po
tim promenljivim, sa koeficijentima koji mogu biti ma kakve funkcije promen-
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ljive x, algebarske ili transcendentne (ponckad se traZi da su i te funkcije
algebarske; diferencijalna jednagina je tada algebarska u uZem smislu).

Za algebarske diferencijalne jednaline prvoga reda polovi i algebarske
krititke tacke (algebarski singulariteti) mogu biti stalni ili pokretni, tj. mogu
biti isti za sve partikularne integrale jednadine, ili se menjati od jednog parti-
kularnog integrala do drugog. U prvome sluCaju oni se ne menjaju sa integra-
cionom konstantom u izrazu opStega integrala; u drugom sludaju oni se menjaju
sa tom konstantom.

Tako npr. jednaCina

(A+x)y' +y=0

ima za opSti integral

ye C
x+1
pa dakle njeni integrali imaju stalan pol prvoga reda x=—1.

Jednacina
X3y +y2—3x2y=0
ima za opSti integral
x3
YT irc

pa dakle njeni integrali imaju pokretan pol prvoga reda x= —C.
Jednatina
2xy'—y=0
ima za opsti integral

y=CVx

njeni integrali imaju stalnu algebarsku kritiCku ta¢ku drugoga reda x=0.
Jednagina
2xyy'—2y2—x3=0

ima za op§ti integral

y=xVx+C

pa njeni integrali imaju pokretnu algebarsku kriticku tatku drugoga reda x = —C.
Za jednadinu '
xy'+a=0
je opdti integral
y=C—alogx

pa joj integrali imaju stalnu kriti¢ku logaritamsku tatku x=0.
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Za jednadinu ‘
xty' +ay=0
opsti je integral
a
y=Cex
i svi njeni integrali imaju stalnu esencijalnu tatku x=0.

Painlevé je dokazao da nikakva algebarska diferencijalna  jednacina
prvoga reda
(346) F(x,y,y)=0
ne mo¥e imati pokretnih transcendentnih singulariteta (npr. pokretnih logaritamskih
kritickih tadaka, ili esencijalnih singulariteta). Kad god integral ima pokretnih
singulariteta, ¢ singulariteti mogu biti samo ili. polovi, ili algebarske kriticke
tacke.

Painlevéova teorema va¥i samo za algebarske, ali ne vaZi i za transcen-
dentne diferencijalne jednaGine prvoga reda, tj. one koje se ne mogu napisati
u obliku (346) gde bi F bio polinom po x i y. Takve jednadine mogu (premda
ne moraju) imati i pokretnih transcendentnih singulariteta (logaritamskih ili
esencijalnih). Tako na primer:

Transcendentna diferencijalna jednalina

y—e¥=0
ima za op§ti integral
y=log(x+C)
pa joj integrali imaju pokretnu logaritamsku kriticku taku x=—C.

Transcendentna jednaCina
y'+y(logy)>=0
ima za opSti integral
1
y=ex+C
i integrali joj imaju kao pokretnu esencijalnu tatku x=—C.
Ali, i u tome leZ jedna osnovna razlika izmedu algebarskih diferencijalnih
ednadina prvoga reda i onih viSega reda, Painlevéova tecorema ne vaZi za
jednatine viSega reda. Jednacina viSega reda

F(x,y,y,y",..)=0

gde je F algebarska funkcija promenljivih y,y',y", ... moZe imati kao pokretne
i transcendentne integralne singularitete. :
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Da to odista moZe biti, vidi se iz ovakvih primera:
JednaGina drugoga reda
Y +y2=0
ima za op§ti integral
y=Ci+log(x+Cy))

pa joj integrali imaju pokretnu logaritamsku kriticku tatku x=—C,.
Izraz

1
=C,extC,
1

je opiti integral jedne algebarske jednadine drugoga reda, koju je lako formirati
logaritmisanjem i diferencijaljenjem dva puta uzastopce; integrali te jednafine
imaju pokretnu esencijalnu tatku x=—C,.

To su Cinjenice koje treba imati na umu kad se traZi da se integral
date diferencijalne jednadine ili sistema simultanih jednaCina (koji se, kao Sto
se zna, moZe svesti i na obidne diferencijalne jednadine) razvije u red. Jer kao
to je poznato iz opSte teorije analitiCkih funkcija, obik reda u koji se moZe
razviti jedna funkcija u blizini jedne date talke xo, bitno zavisi od prirode te
tatke u pogledu na tu funkciju. Stavovi izloZeni u ovome 3to prethodi, daju
oblik integralnog reda date jednadine, a iz toga oblika se moZe saznati i
priroda tatke x, kao obitne tatke ili singulariteta za integral.



20.

INTEGRACIJA DIFERENCIJALNIH JEDNACINA I
SISTEMA ZA MA KAKVE KONACNE POCETNE
VREDNOSTI PROMENLJIVIH

U odeljcima $to prethode pokazano je kako se izvrSuje integracija diferen-
cijalnih jednadina i sistema u obliku redova, kad se traZi da integral za x=0
ima vrednost nulu, kao i to da uzastopni izvodi y', ¥, y"’,... do izvoda datoga
ranga, budu svi jednaki nuli za x=0. To su tzv. podetni uslovi koji su u
dosadainjem izlaganju bili vezani za pocetne vrednosti promenljivih

x=0, y=0, y=0, y'=0,...

U sludajevima kad je integral realan, taj uslov znali geometrijski da
integralna kriva prolazi kroz koordinatni pocetak u ravni xoy i da u. njemu
ima dodir (m—1)-og reda sa apscisnom osovinom, gde m oznaCava red diferen-
cijalne jednagine.

Medutim, takvi podetni uslovi mogu biti i opstiji, ili druge kakve vrste.
MoZe se, na primer, traZiti da integral za datu poletnu vrednost x =X
promenljive x ima kao svoju podetnu vrednost y=y,, a da tako isto poletne
vrednosti izvoda za x=x, budu

y/ =yo', y” =y01/, y/// =y0ul, e, y(m-—l) ____yo(m—l)

gde su Yo, ¥o's Yo' ¥o'''s ... unapred date vrednosti.

Kad je integral realan, kao i sve date vrednosti X, Yo, ¥o's Yo''s« - +» Y@ D,
taj uslov geometrijski znadi da integralna kriva linjja prolazi kroz datu tacku
(X9, %) u ravni xoy i da u njoj ima dodir (m—1)-og reda sa izvesnom para-
bolom (m—1)-og stepena.

Zadatak se reSava stavivii da je

(347) X=Xy+t y=PXx)+u(x—xp)
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gde je ¢ nova nezavisno promenljiva koliCina, u nova nepoznata funkcija, a P
polinom (m—1) stepena po x.

Ako se stavi da je

(348) P(x)=hy+h x+hyx2+ -+« + Dy xm1

a traZi se integral jednacine takav, da za x=x, on i njegovi uzastopni izvodi

do (m—1)-og zakljutno dobijaju date vrednosti

(349) Y=Yo» V' =y, YD =y,mD

koeficijenti 4y, 45 Bys .« . » By 1zraCunavaju se iz m uslovnih jednadina
Jo=P (x0) +u(0),
Yo' =P (xo) +u' (0),

(350) S =P (x) +u (0),

Pom=1) = POn—1) (x;) + ym=1) (0),
Ako se dakle polinom P(x) izabere tako da bude
P (x0)=yo,
(3s1) P/ (x) =o'

P () =,
pa se sa tako izabranim polinomom na datoj diferencijalnoj jednacini izvr$i
smena

Y=P(x)+u(x—xy)
(352) Y =P (x)+ 1 (x—xo),

y(m—l) =P(m—1)' (x) + u(m—l) (x.__xo)
jednadina e biti transformisana u novu diferencijalau jednacinu
(353) D(t,u, v, u’, ..., u™)=0.

Po3to su tada ispunjeni uslovi (351), integral w treba, prema uslovnim
jednainama (350) da je takav, da za x=x, on i njegovi uzastopni izvodi do
(m—1)-og zakljuéno dobijaju vrednosti
(354) u=0, u'=0,..., um D=0,

Ali, kad je x=x,, onda je t=0, §to znali da posle izvr§ene smene
X=2x,+¢t integral jednadine (353) treba da za r=0 ispuni uslove (354). A tra-
Zenje takvog integrala je zadatak koji je bio predmet svega dosadadnjeg
izlaganja.
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Posto je

PW(x) = m_zk:_l (n +'k)!
n!

n=0

hn+lc x",

to uslovne jednadine (351), napisane u obrnutom redu, u svome razvijenom
obliku su

(m— 1) by = 3,0,

— 1!
(m—2) hy—y + (m—1) Py X =™,
—2)! —D!
(m—=3) hyy+ (m—2) Pz Xo + (—m?')" 1 %% = Y™,
_3)1 —2)! —1)! :
(m—D) by g+ (m 1 13) Py X+ @ 21 : Pim—2 Xo” + « 3 ;1) Py X2 = om0, ...

Iz prve jednadine dobija se neposredno koeficijenat #,,_;; zamenom u
drugoj, dobija se jednalina koja daje koeficijenat h, ,; zamenom oba nadena
koeficijenta u treoj, dobija se jednadina koja daje koeficijenat 4, , i produ-
Zujuéi tako, imace se redom svi koeficijenti polinoma P (x). Smenom (347)
sveSée se tada zadatak na onaj kad su poletne vrednosti nepoznate funkcije
i njenih (m—1) uzastopnih izvoda sve jednake nuli.

Kad bude odreden, u obliku reda, integral
u(x—xo) =u(t)
nove transformisane jednaine, koji za =0 dobija vrednosti (354), stavivii u
njoj da je
t=x—x, u(t)=u(x—xp),
dobija se integral
y =P (xX)+u(x—x)

date diferencijalne jednaline, koji ¢e ispunjavati date podetne uslove.

Podetni uslovi mogu biti i kakve druge vrste, na primer

1° da integralna kriva prolazi kroz dati skup tacaka;

2° ili da ona prolazi kroz odreden broj datih tafaka i da u svakoj od
njih ima dodir odredenog reda sa datom krivom linijom.

U slu€aju npr. jednadine drugoga reda

(355) J3,5,9")=0
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mo¥e se traZiti da integralna kriva prolazi kroz datu tacku (xg,y,) 1 da tu
njena tangenta ima dati koeficijenat pravca a. Tada jednaCina

(356) S (%o, Yo, 0, 29")=0
odreduje drugi izvod y,” na toj krivoj u taCki (o, Yo).
Kad se izvi$i smena (347) i za polinom P uzme se linearna funkcija
P(x)=ax+b,
uslovne jednadine (351) za taj polinom su
P(x)=ax,+b=y,, P (x)=a=aq,
-odakle se nalazi
a=a, b=y,—ax,,
tako da P treba da bude
P(xX)=(x—xp) a+¥,.
Kad se u jednagini (355) bude izvriila smena
{357) X=Xo+t y=Px)+u(x)

gde x i y dobijaju vrednosti x, i y,, tako da izvod y* dobije zadatu vrednost a,
bice t=0, a za tu vrednost promenljive ¢ funkcija u(x) ¢e dobiti vrednost
u(x,), koja ¢ée prema drugoj jednadini (357) biti jednaka nuli. Zadatak je,
dakle, sveden na raniji sluaj kad su poletne vrednosti nezavisno promenljive
koliine i nepoznate funkcije jednake nuli.

U slutaju jednadine treceg reda

(358) 0,559, y")=0

moZe se npr. traZiti da integralna kriva prolazi kroz datu tatku (xo, o) ida
u ovoj izvodi ¥’ i ¥’ imaju date vrednosti § i a. Tada jednalina

f(xo’ Yo ﬁ’ a, yo”’)=0

tefena po y,”’, odreduje vrednost koju ¢e imati izvod y”
Kad se izvr$i smena (347), pa se za polinom P uzme polinom drugoga
stepena

!

u tadki (xy, yo)-

P(xy=ax*+bx+c
uslovne jednadine za taj polinom su
P (xy) =axy?+ bxg+ c=y,,
P (x5)=2 ax,+b=p,
P (xp)y=2a=aqa.
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Iz njih se nalazi da treba da je
a a2
a=—, b=pf—ax,, c=yy—PBXy+— X,
2 B 0 Yo—Bx, 5 o
tako da P bude polinom
P(x)=—;— xz‘}‘(ﬁ"axo)x"]“(yo—ﬁxo‘*‘%xoz)-

1z toga se dobija da je
P (xX)=ax+(f—axg)

pa kad se u jednagini (358) bude izvr¥ila smena (347) onda, kad x i y dobiju
vrednosti x, i y,, tako da izvod y’ dobije vrednost §, a da drugi izvod 3"’
dobije vrednost a,

1° funkcija u(x) ¢ée dobiti vrednost u(x,) koja Ce, prema jednacini

y=Px)+ux)

biti jednaka nuli;

2° izvod u'(x) ée prema jednalini

Y =P (x)+u (x)
dobiti vrednost
Yo' —P' (x)=y,/—p=0.

Zadatak je opet sveden na raniji sluaj kad su poCetne vrednosti pro-
menljive ¢ i nepoznate funkcije u jednake nuli.

Uotimo jo§, kao primer sliéne vrste, zadatak u kome se traZi da integralna
kriva jednaline treéeg reda (358) prolazi kroz datu tagku (xo,yo) i da u njoj
ima tangentu s datim koeficijentom pravca f i jednu datu krivinu 6. Ako se
tada stavi da je u tatki (x5, ¥o) Yo =B, ¥’ =a, posto krivina u talki (x, )
ima za izraz

1

y

3
(1+y)?
za odredbu vrednosti a imace se jednalina

3

(359) (1+p8%)2% 6—a=0.

Kad se izraduna « imade se kao pocetni uslov

X=Xy, y=Yo, ¥ =8, y' =0,
pa se smenom (347) problem svodi na onaj kad su poCetni uslovi
t=0, u=0, u' =0

i refava se na pokazani nalin, odredbom polinoma P(x) koji ispunjava
uslove zadatka. A

Svakom &e paru refenja jednatina (359) odgovarati po jedno resenje
problema integracije.

10 Integracija diferencijalnih jedna¢ina



21.

INTEGRAL DIFERENCIJALNE JEDNACINE
PRVOG REDA IZRAZEN KAO POZNATA
FUNKCIJA REDA ODREDENOG OBLIKA

Postoji mnodtvo sludajeva kad se integral algebarske diferencijalne jednacine
prvoga reda

(360) f(x»,))=0

izrazi u obliku algebarske funkcije kakvoga reda poznatog oblika, dobijenog na
nadin izlo¥en u ranijim odeljcima kad funkcija f ispunjava narofite, za to pot-
rebne uslove. ‘

Uoctimo jedan od takvih opstijih sluajeva. Smatrajmo u jednacini (360)
realne promenljive y i »' kao apscisu i ordinatu jedne ta&ke M (y, y') u ravni
yoy' pa ée jednadina (360) predstavljati u toj ravni jednu klasu algebarskih kri-
vih linija C, u kojoj promenljiva x igra ulogu parametra po kome se jedna
kriva te klase razlikuje od druge, iste klase.

Postoji uvek moguénost da se odnos izmedu y i y’, dat jednaCinom (360),
izrazi u obliku dveju parametarskih jednadina

(361) y=g9(x,1),

(362) V=p(1),
takvih da kad se iz (361) i (362) eleminiSe parametar ¢, dobija se jednacina (360).
Iz tih se jednaina tada dobija da je ‘ .

dy o9 09 dt

(363)
dx 0x 0t dx

3 =1/)(x> t)
odakle je

(364) It
dx
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¢de je
p—27
(365) flmo 0%
o9
o1

Na diferencijalnu jednalinu prvog reda (354), gde je nezavisno promen-
ljiva koli¢ina x, a nepoznata funkcija 7, moZe se tada primeniti sve §to je
napred izloZeno o integralu jednaline izraZenom u obliku reda. Ako se za jed-
nadinu (360) traZi integral y, koji za datu vrednost x =x, dobija datu vrednost
¥=UY, onda su poletni uslovi za jednaSinu (364)

x=x, t=koren jednaine ¢ (x5, a)=0

reSene po a. U slucaju kad je ova jednadina identiki zadovoljena za ma kakvo
a, mozZe se za a uzeti kakva se hoée proizvoljna vrednost.

Ako je a jedan koren jednadine (a sa svakim njenim korenom treba u&i-
niti ovo $to ¢ée se uraditi sa ovim uodenim), smena

t=z4+a
svodi pocetne uslove transformisane jednaine

(366) £=f1 (x, z+a)=1, (x, 2)
dx v

na x=0, z=0, pa se problem odredbe integrala z u obliku reda refava na
napred izloZene mnaline, prema tome da li je za x=0, z=0 funkcija f, (x, z)
holomorfna, ili dobija beskrajno veliku vrednost, ili se javlja u neodredenom

obliku%, ili ima algebarskih kriti¢kih ili transcendentnih singulariteta.

U sludaju kad je ta funkcija holomorfna za x=0, z=0, integral se moZe
po teoremi Briot-Bouqueta razviti u Maclaurinov red

Z=a X+a, x>+ a3 x3+ - - -

koji e biti konvergentan u krugu opisanom oko tatke x=0 u ravni x, sa
polupreénikom R odredenim tom teoremom.

Nepoznata funkcija ¢ biée tada izrazena u obliku reda
(367) t=a4a X+ax2+ - -

pa kad se to smeni u jednalini (361), imace se integral jednaline (360) izraZen
u obliku jedne poznate algebarske funkcije ¢ promenljive x i-reda (367). -
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U slu¢aju kad funkcija f, (x,z) dobija za x=0, z=0 beskrajno veliku
vrednost, ali nema algebarskih kriti¢kih ili transcendentnih singulariteta, integral
z razviée se u red oblika '

N S S v

a nepoznata ¢ u obliku t=a+z.

Tako bi se isto i u ostalim pobrojanim sluCajevima odredio oblik reda za
integral z, iz Cega bi se imao i red za integral #, pa bi se njegovom zamenom
u jednadini (361) imao integral y jednacine (361) opet kao algebarska funkcija
promenljive x i toga reda.

Jedan op§ti sludaj za koji je poznat nadin izraZavanja promenlivih y i »’
u obliku parametarskih jednadina (361) i (362), je taj kad krive C sastavljaju
jednu klasu wnikursalnih krivih linija. Pod takvim krivim linijama razumeju se
one krive za koje se koordinate x i y mogu izraziti kao racionalne funkcije
jednoga rarametra ¢. Njihova je opSta teorija razradena u analititkoj geomet-
riji; ovde ¢e se samo pcdsetiti na nekolike odlike takvih krivih linija, koje sluZe
za njihovo raspoznavanje.

Svaka algebarska kriva m-tog stepena, koja ima jednu visestruku tacku
(m—1)-0g reda, unikursalna je.

Jer, kao Sto je poznato iz analitike geometrije, kad se viSestruka tacka
prenese u koordinatni podetak, jednadina krive dobija oblik

Pm—1 (% 1) + @ (%, ) =0

gde @, i ¢, oznaCuju homogene polinome po x i y koji su (m—1)-og,
odnosno m-tog stepena. Promenljiva prava ‘

y=1ix

§to prolazi kroz koordinatni pocetak, obr¢uéi se oko pocetka promenom para-
metra ¢, seCe krivu u m-—1 taBaka koje se poklapaju sa podetkom, i jo¥ u
jednoj pokretnoj tadki €ije su koordinate izraZene jednadinama

m (1, 1) ’ Pm (1, 1)

iz Cega se vidi da je kriva unikursalna.

(368) xo P (L) __toma(LD)

Tako su unikursalne krive i
1° sve krive drugoga stepena (m=2);

2° sve krive trecega stepena (m=3) sa jednom dvostrukom ili povratnom
tackom, kao §to su npr. cisoida i strofoida;
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3° sve krive fetvrtog stepena (m=4) sa jednom trostrukom tackom, ili sa
tri dvostruke ili povratne tacke;

4° sve krive m-tog stepena sa
(m—1) (m—2)

(369) 5

dvostrukih ili povratnih talaka.

Kao 3to se zna iz analititke geometrije, broj (369) je u isto vreme i naj-
veéi moguéni broj takvih taCaka koje moZe imati jedna kriva m-tog stepena, a
da se ne razloZi na viSe krivih niZega stepena od m.

Za krive drugoga stepena, §to prolaze kroz koordinatni poletak i Cija je
opita jednacina

Ax2+ Bxy+Cy2+Dx+ Ey=0

parametarske jednacine (368) su

_ D+Er _ DiyEP
A+ Bt+C2’ AL Bt+Cr2

Za krive treGega stepena pod 2° (§to prolaze kroz pocetak), a Cija je
op§ta jednaCina
Dx3+ Ex2y -+ Fxy?+ Gy3 + Ax2 + Bxy + Cy2=0,
A+ Bt +Ct? _ At+ B2+ CH
D+Et+F12+Gt3’ D+ Et+Fr2 4+ Gt3

Kad je data algebarska diferencijalna jednacina (360) i pretvorena u para-
metarske jednaline (361) i (362), namesto stalnih koeficijenata u njima kao u
sludaju algebarskih krivih linija, figurisaée koeficijenti koji ée biti funkcije neza-
visno promenljive koli¢ine x kao parametra.

Tako npr. za jednacinu

Y2i+y24xy=0
parametarske jednaine su
x

y= xat = 5
PO
, xt
=p(x, t)=— ,
Y=yp(xt) T
oy__ 1 op_ 2xt
ox  1+2’ ot (1+2)2°

pa je odgovarajuéa diferencijalna jednaina (364)
dt _(1+)(1—x1)
dx 2 xt '
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Neka je, naposletku, pomenuto i to da se. parametarske jednadine za jednu
datu diferencijalnu jednadinu (360) mogu katkad lak$e dobiti u obliku jednadina
transcendentnih po parametru ¢, ali sa kojima je ipak lako radunati. Samo §to
ée se u takvim sluéajevima dobiti integral y ne kao algebarska, veé kao trans-
cendentna funkcija dobijenoga reda. Primer za to daje diferencijalna jednadina

Y2+ y2—f(x)=0

za Cije se parametarske jednadine mogu uzeti

(370) y=VFG)sing, ¥ =VF{®) cost,

posto se njihovim kvadriranjem i sabiranjem dobija jedna&ina (370). Iz njih se
dobija za ¢ diferencijalna jednacina

dt 1 f
(371) —=1~——4f—(x)t t.

dx 2 f(x)

Kad je funkcija f(x) holomorfna i razliéna od nule za x=0, ta jednadina
daje za integral, koji za x=0 dobija vrednost =0 jedan konvergentan red ure-
den po stepenima promenljive x, pa Ce se integral y, §to za x=0 dobija vred-
nost y=0 dobiti u obliku

y=Vf @) sint

gde ¢ treba smeniti tako dobijenim redom.

Neka je pomenuto da se jednatina (371) podesnom smenom nezavisno
promenljive koliCine x i nepoznate funkcije ¢ svodi na jednadinu oblika
du
&P+
dé
¢iji se integral u moZe razviti u Taylorov ili Maclaurinov red, prema datim
poCetnim uslovima i analitickoj prirodi funkcije F (&).



22.

ARITMETICKE OSOBINE
KOEFICIJENTA a, INTEGRALNOG REDA

Koeficijenti a, redova

(372) y=ay+a, x+a,x2+ - -

u obliku kojih se izraZavaju integrali diferencijalnih jednalina ili sistema, imaju
i svojih aritmeti¢kih osobina, koje su od toliko vedeg interesa Sto proizlaze iz
dinjenica analiticke prirode, vezanih za diferencijalne jednaCine, a sa kojima bi
izgledalo da one ne mogu stajati ni u kakvoj vezi. Medutim, takvih veza izmedu
aritmeti€kih i analitiGkih &injenica odista ima i neke od njih su istaknute na
vidik u stavovima koji su predmet ovoga odeljka.

Pre svega, pojedine od takvih &injenica zapaZaju se ve¢ na prvi pogled na
samoj diferencijalnoj jednalini, kad se vodi rafuna o mnacinu izracunavanja koe-
ficijenta g, iz same jednaline.

Tako, podimo od &injenice da se za integral jednadine p-tog reda
(373) YD =f(x,9,¥,..., yPD)
koji ispunjava poletne uslove |
(374) x=0, y=0, y'=0,..., y@D=0
opsdti koeficijenat a,, izraunava po obrascu

1

(375) ‘ anzg[fn—p] (n=p,p+1,. )

gde je
(376) flafZafSa"'
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niz funkcija koje se izvode jedna iz druge po rekursivnom obrascu

_0fit _ S Y +.M1f(k=p+.1,p+2,. )

Je dx dy 0 y@-1

sa pobetnom funkcijom
(377) fo=f06,0,¥,...y@D),

Uotimo sludaj kad je funkcija f polinom po svima promenljivima
(378) X1, 0., YOO

koje sadrZi. Prema samome nafinu formiranja niza (376) ofevidno je da ée svaka
od funkcija f; biti polinom po promenljivim (378), i da ¢e svaki koeficijenat
b takvoga polinoma biti jedan broj koji se iz koeficijenata a samoga polinoma
f dobija sabiranjima i mnoZenjima medu sobom i sa stalnim celim brojevima
§to proistitu od izloZilaca promenljivih (378) pri uzastopnim diferencijaljenjima.
Osim toga, posle n diferencijaljenja broj n se uvek pojavljuje samo ili kao sa-
birak, ili kao &inilac u obliku brojeva

(379) n, n—1, n—2,...

ili kao izloZilac bilo kakvog stalnog broja, bilo jednoga broja koji je opet
sastavljen iz sabiraka i &inilaca oblika (379).

Iz nadina formiranja niza (376) tada se vidi da ée broj [f,] biti sastavljen
iz. sabiraka od kojih je svaki jednak proizvodu raznih koeficijenata a, Cinilaca
(379) i &inilaca oblika A7, gde je 4 ili kakav stalan broj, ili opet broj sastavljen
iz &nilaca oblika (379). A takva struktura istife na vidik ove Cinjenice:

1. Koeficijenat a, integralnog reda jednacine (373) ne moZe sadriati u
svome sastavu nikakve iracionalne brojeve koji ne ulaze u sastav samih koefi-
cijenata a.

Kad a, sadr?i ma jedan od takvih brojeva, moZe se tvrditi da funkcija y,
definisana redom (372), ne moZe biti integral nikakve jednatine (373), u kojoj
je funkcija f polinom po (378) koji ne sadrZi takve iracionalnosti.

Tako, na primer, red (372) u kome bi ma i jedan koeficijenat sadrZao V2
na neparnom stepenu, ili log3, moZe samo tako biti integial kakve jednadine
(373) ako koji od njenih koeficijenata a sadrZi te iracionalnosti.

II. Koeficijenat a, ne moZe sadrZati u svome sastavu nikakvu funkciju
indeksa n koja nije 1° ili proizvod éinilaca koji su stalni, od n nezavisni brojevi,
ili su oblika (379), ili oblika " (gde je A od n nezavisan broj); 2° ili zbir ogra-
ni¢enoga broja takvih sabiraka, a koji broj moZe i rasti sa brojem n.

Kad a, nije takvog oblika, moZe se takode tvrditi da funkcija y definisana
redom (372) nije integral nikakve jednaéine (373). Takav je npr. sludaj kad a,
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sadrZi eksplicitno funkciju
Va+bn ili log(a+bn)

ili kad n figuriSe u imeniocu koeficijenta a, na drugi koji naCin, a ne kao
proizvod ogranifenog broja celih brojeva manjih od »n (posto se a, dobija iz
broja [ f,—,] deobom sa n!).

111. Kad su koeficijenti polinoma f celi brojevi, proizvod nla, je za sve
vrednosti indeksa n ceo broj.

Kad je ma jedan od tih proizvoda racionalan razlomak ili iracionalan
broj, red y ne moZe biti integral nikakve jednaCine 373) takve vrste. Tako npr.
on tada ne moZe biti integral nikakve linearne jednaline

YP +p () YP D+ - opypy ()Y +Pp () y=0
gde su p;,p,,Ps, ... polinomi po x &iji su koeficijenti celi brojevi.

Takav je isti sludaj i kad je a, racionalan broj &iji je imenilac deljiv sa.
kakvim prostim brojem veéim od n.

I

Posmatrajmo sad opStu diferencijalnu jednadinu konaCnog reda p, algebar-
sku po promenjlivima (378), napisanu u obliku

(380) f(x:yay’,"‘5 y(p)):()
gde je f polinom po promenijivima x,y,¥’,... koje sadrZi.

Ovde ée biti izlo¥en jedan nalin odredbe koeficijenata integralnog reda,
razlitan od onoga Tanije prikazanog, a iz koga se bolje moZe sagledati algebarska
struktura tih koeficijenata.

Elimini§uéi x iz dveju jednacina

rro i 4.
dobija se jednalina

(381) Q.Y .., YE)=0
gde je Q polinom po promenljivima

(382) ¥, y',y”, e, y(p+1)_

Svaka funkcija y, koja zadovoljava jednalinu (380), zadovoljava u isti mah
i jednadinu (381).

Neka je sad:
(383) Y=ay+a; x+a,x2+ -+
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jedan Maclaurinov red, koji zadovoljava kakvu jednainu oblika (380), pa pot-
raZimo op§ti oblik koeficijenata a, takvog jednog reda, kao funkcije koeficijenata
ay,4,,4,, ... §to mu prethode.

Poznato je da su koeficijenti:
0 40
A3, A9, 43,...

reda:
(384) yP=(aytayx+a,x2+ - P=A0+A9x+AJx2+ - - -
odredeni sistemom linearnih jednacina:

0y g AS+-ay5a; A3=0,
(385) gy Gy A3 + oy a; A+ a0, AF=0,

g3 @y A3+ 0y, ay A+ @y 6, A+ a3 a5 AJ=0, ...

gde su a; celi brojevi i to:

(380) Q= k—pi
i gde je:
(387) Ay=a?.
Iz toga se lako izvodi da koeficijenat 4° ima za izraz:
(388) A, — "‘;:_" Py, s, . .., ay)

gde je P, polinom po a,,a,,..., a, [i to n—k+ 1-og stepena po a; za k>0,
a n—1-og stepena po g,] sa koeficijentima koji su svi celi brojevi.
Ako se sad koeficijenat a, smeni sa:
(m+k)!
k!

koji izraz predstavlja koeficijenat od x¥ u Maclaurinovom redu Sto odgovara
izvodu y™ funkcije y, nalazi se da opiti koeficijenat 4™ reda:

Apvke

(389) [y =Am+ A7 x+ AT X2+« - -
ima za izraz

q—n
(390) A;n:ﬁ_‘
(m!)y n!
gde je Q™ polinom po @y, Gpiy,.- > Gmiy, [Ciji je stepen po a; broj n+m—
—k+1 za k>m, a koji je stepen n—1 po a,] sa koeficijentima koji su celi
brojevi, 1 gde je:
(391) A= (m! ay,)t.

Q,rln (le, am+17 s am+n)
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Uodimo sad koeficijenat A, proizvoda:
(392) (120 [y P1 [ 12 . . [Y]m =gk g X+ Dy 32 - - -

i potraZimo njegov izraz kao funkciju koeficijenata: a,, a;, @, ... same funkcije y.

Lako se nalazi da je:

{393) Ig=2A0A4} .. A}
gde je:
(394) i+j+ - +h=n.

Ali svaki je koeficijenat 43 polinom prvog stepena po koeficijentu a;
koji u njemu figuriSe i koji u isto vreme predstavlja onaj medu koeficijentima ay,
sadrZanim u A4S, koji je najviSeg ranga.

U isto vreme ocevidno je da:

1° Izmedu svih koeficijenata:
A%, AL, A2, AT,
onaj §to sadrZi @, najviSega ranga, jeste koeficijenat A” kome odgovara a;n,
kao a; najviSega ranga.

2° Izmedu svih koeficijenata

Am AT AT, AT

onaj §to sadr¥i a; najviSega ranga, jeste koeficijenat A7, kome odgovara ay.m
kao a; najviSega ranga.

3° Najveéa vrednost koju moZe imati # prema pogodbi (394) jeste h=n,
u kome je sludaju

j=j=- =0,

Iz toga izlazi heposredno da je proizvod:
(395) A4} .. Ay
polinom prvoga stepena po @y, tako da je za n>0
(396) = U i+ Vn
gde su U, iV, polinomi po

s Qpits » « 5 Opsm—i
sa koeficijentima racionalnim po

Ay, Qi o+« Oy
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i gde su brojni koeficijenti tih racionalnih funkcija i sami racionalni brojevi.
Prvi koeficijenat 4, ima, u ostalom, za izraz:

397) h=Mapalr...alm
gde je M izvestan ceo broj.

Uo&imo, naposletku, koeficijenat ¢, od x® u zbiru jednoga ogranienoga
broja p ¢lanova oblika (392), pomnoZenih sa stalnim brojevima:

H,H,..., Hy.

Prema ovome, $to je gore kazano, koeficijenat ée p, za n>0 biti oblika:
(398) =X Qpam+ ¥y

gde su X, i Y, polinomi po au, dpsiss.--»> dyim—1, sa koeficijentima koji su
oblika X a; H;, a gde su a; izvesne racionalne funkcije po @y, a;, @5, ..., @y sa
brojnim koeficijentima koji su svi racionalni brojevi. Koeficijenat u, ima za izraz
Uo=27%,, i on je izvestan polinom po a,,ay,..., a, sa koeficijentima koji su
oblika X M, H; gde su M; celi brojevi.

Pomoéu ovih elemenata lako se reSava i postavljeni problem: odrediti
opsti koeficijenat @, Maclaurinovog reda

(399) y=ay+a, x+a,x2+ - - -

koji zadovoljava kakvu diferencijalou jednadinu algebarsku po x, y i izvodima
funkcije ¥y po x.

Pofto se jednacCina uvek moZe dovesti na oblik:

(400) : D(y,y,y",..)=0
gde je @ zbir jednoga ogranienog broja p Glanova oblika
(401) H,yPoy'?i. .. y™em

to ée Maclaurinov red, u koji se pretvara polinom @, kad se u njemu bude
smenilo y redom (399) biti:

(402) Moty X+ phy X324 - -

gde su g, fig, 1y, - - . gore odredivani koeficijenti, tako da je koeficijenat p, dat
obrascem (398). Da bi red (399) zadovoljavao jednatinu (400) potrebno je i
dovoljno da bude: u,=0, pa dakle prema obrascu (398)

(403) Xn'an+m+Yn=0
odakle je:

Y,
(404) Ui =— 2.



Aritmetitke osobine koeficijenta a, integralnog reda 157

Otuda ovaj prvi rezultat:
Kad god kakav red
(405) y=2a,x"

zadovoljava kakvu algebarsku diferencijalnu jednacdinu konacnoga reda m, koefici-
Jenat a,, podev§i od ranga n=m+1, moZe se izraziti kao racionalna funkcija
prethodnih koeficijenata:

Ao, Ay, yyevny Ayy

i izvesnog ogranidenog broja iracionalnih kolidina koje ne mogu biti razlitne od
onih Sto ved figurisu u samoj datoj diferencijalnoj jednadini; osim toga koeficijenti
ovih iracionalnih koli¢ina uvek su realni celi brojevi.

Ako se sad u obrascu (404) smenjuje uzastopce n sa n—1, n—2, itd. iz
niza tako dobijenih jednadina moZe se a, izracunati kao racionalna funkcija
samo koeficijenata ay, @;,4,,..., a5, 1 dolazi se do ovog rezultata:

Koeficijenat a, je racionalna funkcija koli¢ina
TR P A

sa koeficijentima koji su polinomi po koeficijentima scme diferencijalne jednacine
a brojni koeficijenti ovih polinoma su realni celi brojevi.

Ono, dakle, §to se u opStem koeficijentu a, moZe menjati sa indeksom #
jesu: izloZioci pomenutih polinoma i celi brojevi §to figurisu u koeficijentima
tih polinoma. Svi iracionaliteti, koji bi figurisali u a, nezavisni su od n. Osim
toga ti su iracionaliteti racionalne kombinacije onih iracionaliteta $to figuriu u
prvih m+n koeficijenata reda [a koji, u ostalom, mogu biti ma kakve prirede,
posto su ovi koeficijenti proizvoljni] i u koeficijentima H,, H,, H;, ... same dife-
rencijalne jednadine.

Otuda ovaj zakljudak:

Kad god jedan red (405) zadovoljava kakvu algebarsku diferencijalnu jed-
nadinu, njegov je opSti koeficijenat a, ili racionalan broj, ili racionalna funkcija
Jednoga ogranicenoga broja iracionaliteta koji se ne menjaju sa n; brojni koefi-
cijenti te racionalne funkcije svi su realni celi brojevi.

Taj stav isti€e na vidik hiper-transcendentan karakter nepreglednoga mnostva
transcendenata definisanih redom

(406) apta x+a,x2+ .- -

tj. nemogucinost da funkcija, koju red predstavlja, bude integral kakve algebarske
diferencijalne jednacine konacnog reda. A ta ée memoguénost postojati’ kad god
red ne ispunjava uslove poslednjeg stava.
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Na zavrietku ovih izglaganja bi¢e navedena jedna opSta aritmeti€ko-anali-
ticka teorema koju je dokazao Hurwitz dubljom analizom strukture koeficijenta
a, reda (406) koji zadovoljava kakvu algebarsku diferencijalnu jednalinu
(407) fCopy,. .., y®)=0.

Teorema se odnosi na redove (406) Ciji su koeficijenti a, racionalni bro-
jevi, i njoj se moZe dati sledeéi oblik:

Kad god red, posto mu se koeficijenti a, svedu na najprostiji izraz, zado-
voljava kakvu diferencijalnu jednaCinu (407), postoji jedan pozitivan ceo broj i
i jedan niz pozitivnih celih brojeva

7 Oy, Opy Oy Uyy e
sa ovom osobinom vezanom za koeficijente a, reda:
Ako se sa p(z) oznadi polinom n-tog stepena
p@)=aytoz+a,22+ - - - +a,z?
svaki prost broj sa kojim je deljiv koji’ od imenilaca koeficijenata
Ay Ajgs Apagy - o -
sadrZan je kao Cinilac u odgovarajuéem celom broju
pA), p)p@+1), p(A)p@A+1)-p(A+2),...
a svi_su ti celi brojevi razlitni od nule.

Teorema dovodi 1 do ovoga stava kao svoje posledice:

Ako se sa B, oznadi najveéi prost broj sa kojim je deljiv imenilac koefici-
jenta a,, logaritam broja B, ne raste, pri raféenju indeksa n, brZe nego logn.

A taj stav dovodi takode do zakljuCaka o hipertranscendentnom karakteru
nepreglednog mnostva redova, tako da oni ne mogu biti integrali nikakve alge-
barske diferencijalne jednaline. Takav je npr. sluaj sa celom funkcijom pro-
menljive x koja je predstavljena redom

x? x3 x4
+ + + SRR
@t (33 @9

y=1+x

Dok ranije navedena téorema Polya dokazuje hipertranscendentan karakter
funkcija jednom (iste analitickom osobinom koeficijenta a,, teorema Hurwitza
ga istiSe na vidik pomocu jedne dritmetiCko-analiticke osobine toga koeficijenta.

111

Stavovi i Cinjenice koje ¢e biti- predmet paragrafa Sto sleduje osnovani su
na nekolikim ¢&isto aritmetickim ili aritmeticko-analitickim pomocnim stavovima,
Giji se dokazi nalaze u udzbenicima za vi§u aritmetiku ili za algebarsku analizu.
Ti se dokazi neée izlagati, poSto Ce stavovi ovde posluziti samo kao pomoéno
sredstvo za ono §to se misli dokazati. Stavovi su ovi §to sleduju.
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Prvi pomoéni stav: Da bi broj (n—1)!+1 bio deljiv sa celim pozitivnim
brojem n, potrebno je i dovolino da n bude prost broj.

To je poznata u aritmetici Wilsonova teorema, koja se za potrebe ovoga
§to sleduje moZe iskazati u ovome obliku: ako se oznali da je
(n—I)+1
n

=2,

. Coa N 1 .
za svaki prost broj n je A=M a za svaki sloZen broj n je A=M—— gde je M
n
ceo broj. Odatle sleduje kao posledica.

Drugi pomoéni stav: Za svaki prost broj n je

—1) _

( l)'=M , @ za svaki sloZen broj, osim za n=4, ]e(n D) =M; za n=4 je
n n n

(n—=1! 3
n 2

Taj. stav nalazi Ceste primene u istraZivanjima aritmeti¢kih osobina - inte-
gralnih redova, 1 on ¢ée ovde biti Cesto primenjivan.
Treti pomoéni stav: Kad je n kakav prost broj sa kojim nije deljiv ceo

a—1—1 ,
broj a, izvaz u=———— Je ceo broj.
n

To je Fermatov aritmetiSki stav o prostim brojevima. On ne daje, kao
Wilsonov stav, potrebne i dovoljne uslove da bi izraz u bio ceo broj, jer ima
i sloZenih brojeva n za koje je u ceo broj. Takvi su brojevi jako razradeni u
prirodnome nizu celih brojeva, i oni su nazvati Fermatovim brojevima; takvi
&e sloZeni brojevi, za specijalan sluaj kad je a=2, ovde biti oznaCeni sa

Cs Cyy C3pnn
Broj c; je, dakle, ma koji sloZen broj n za koji je

7-1__
n= =l ceo broj.
n

Po jednoj - Lucasovoj aritmeti¢koj teoremi, da bi jedan broj » bio jedan
broj ¢y, potrebno je da njime bude deljiv ne samo broj 2%1—1, ve¢ i bar jo¥
jedan broj 22—1, gde je z kakav ceo broj manji od x—1. Stoga su ti brojevi
retki; najmanji su medu njima brojevi

¢,= 341=11-31,
¢, =1105= 5-13-17,
c;=4369=17-257.
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Postoje tablice tih brojeva koje daju sve brojeve ¢; $to leZe izmedu 0 i
100 000 000 (tablice Lehmera i Pouleta). Iz njih se vidi da izmedu 0 i 1000
leZe 3 takva broja; izmedu O i 10000 ima ih 22; izmedu 0 i 100000 ima
ih 79; izmedu O i 1000000 ima ih 247; izmedu O i 10000000 ih je 750, a
dizmedu 0 i 100000000 ima ih svega 2037.

Cetvrti pomocni stav: Kad god red
(408) Gy+ay x+a,x2+ - - -

Ciji su koeficijenti racionalni brojevi, predstavija kakvu algebarsku funkciju pro-
menljive x, postoji jedan stalan, od n nezavisan ceo broj k takav da su svi
_proizvodi

a, k* (n=1,2,3,..)
celi brojevi.

To je Eisensteinova teorema koja daje potrebne uslove da bi red (408)
predstavljao algebarsku funkciju promenljive x. Ona ne daje u isti mah i do-
voljne uslove za to, jer ima i transcendentnih funkcija koje, razvijene u red
(408) imaju kao koeficijente a, brojeve za koje postoji broj k sa navedenom
aritmetickom osobinom. Takva je npr. funkcija f(x) definisana eliptiCkim odre-
denim integralom

1
2 dt
f(x)z;fl/ (1—12) (L—16 @ x* 12)
0

gde je a kakav racionalan broj i, koja kad se razvije u red (408), ima za

q
koeficijenat a, izraz

2
am:(Zn) a2”=(”+1)(”+2)“-2"p2n;
n q2’l7:

u tome je sludaju k=g, jer je
Gy ¥ =(n+1)(n+2)...2n p*™=ceo broj,

.a svi koeficijenti a,,,; su jednaki nuli, po§to je f(x) parna funkcija.

Kao primer algebarske funkcije za koju vaZi stav, uofimo funkciju

1 =a()+a1x+a2x2+"'

=

gde je

1-3-5...2n—1)
2.4 6...2n

e
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Taj se koeficijenat moZe napisati u obliku

_1-2:3..2n 2,
(2:4-6...2nm 2m

ay

gde je
_@n
()2

Poznato je iz teorije faktorijela da je A, uvek ceo broj; on je jednak

n

broju (2’1) tj. koeficijentu srednjega ¢lana u binomnom obrascu za (14 x)~.
R .

Prema tome, ako se za k uzme k=4, izraz a, k® je odista ceo broj.

Iz Eisensteinove teoreme izvodi se kao posledica.

Peti pomoéni stav: Kad god red (408) predstavija kakvu algebarsku funkciju
promenljive x, prosti brojevi sa kojima je deljiv imenilac a, u ograniéenom su
broju, ne rastuci beskrajno pri beskrajnom raséenju indeksa n.

Jer, posto je a,k®=h, gde je h, ceo broj, dobija se da je an=:—” §to
(]

pokazuje da imenilac koeficijenta a, ne moZe imati za delilac nijedan prost broj koji
nije delilac stalnog broja k, a ovi su delioci u ogranifenom broju i ne rastu
beskrajno pri beskrajnom ra$cenju indeksa n.

Taj stav istiCe na vidik transcendentan karakier mnoStva funkcija defini-
sanih redom (408) sa racionalnim koeficijentima a@,. Tako npr. redovi

imaju koeficijente ¢iji su imenioci deljivi sa prostim brojevima koji beskrajno rastu
sa ra¥fenjem ranga koeficijenta; oni, dakle, ne mogu predstavljati algebarske:
funkcije promenljive x, I odista, prvi red predstavlja logaritamsku funkciju
log(1+x), a drugi eksponencijalnu funkciju e®.

Sesti pomoéni stav: Kad god se red (408) izraZava u konacnom obliku
pomocu elementarnih, tj. algebarskih, eksponencijalnih i logaritamskih funkcija,
najveéi prost broj, sa kojim je deljiv imenilac koeficijenta a,, ne rasie brZe no
Sto raste rang n koeficijenta.

Tu je teoremu dao bez dokaza Cebifev, ali su svi pokusaji da se ona

ili taCno dokaZe, ili nade da je netatna, ostali bezuspe$ni, premda sva ispitivanja.
u tome pravcu naginju tome da je teorema tatha. Ona daje mogucénost da se

11 Integracija diferencijalnih jednadina
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Gisto aritmeti®kim posmatranjima istakne na vidik nesvodljivost pojedinih redova
na konatne kombinacije clementarnih funkcija. Tako npr. broj n2+1 je deljiv
sa prostim brojevima koji rastu brye nego n; prema tome red (408) &iji je
opiti koeficijenat ’

1

_n2+1

ay

nesvodljiv je na konalne kombinacije elementarnih funkcija.

U paragrafima §to sleduju ti ¢e aritmetidki i aritmetidko-analiti€ki stavovi
biti primenjeni na ispitivanje aritmetickih osobina koeficijenta a, integralnog reda
diferencijalnih jednacina.

v

Predmet ovoga paragrafa bice diferencijalne jednadine oblika

(409) fx,¥,y"..)=0

gde je f polinom po promenljivim x, y, ¥, ¥, ... koje sadrzi sa koeficijentima
koji su racionalni brojevi (i za koje se moZe uzeti da su celi brojevi, posto se
oslobodavanjem od imenilaca uvek slucaj moZe na to svesti).

Uodimo najpre jednadinu prvoga reda
(410) f.y)=0

koja ne sadrZi eksplicitno promenljiva x. Njen integral, koji za x=0, dobija
vrednost y=0, dobija se inversijom Abelovog integrala

y
(411) x= [ Ydy
0
gde je Y algebarska funkcija promenljive y definisana relacijom
1
4 412 Y, —|= 0'
= o

Sa pretpostavkom da ta jednadina, reSena po Y, ima jedan koren Y koji

je holomorfna funkcija promenljive y u blizini vrednosti y=0 i koji za x=0

dobija vrednost jednaku kakvome racionalnom broju, moZe se dokazati ovaj stav:
Promenljiva x definisana diferencijalnom jednacinom (410) moZe se raz-

viti u red

(413) X=biy+by2+bsy+ -

gde se koeficijenat b, dobija kao koeficijenat stepena X" u razvitku funkcije

(414) f(x)=x e;‘ﬁ
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(k = podesno izabran ceo pozitivan broj) kad se ovaj pomnoZi Jednim racionalnim
brojem A,; broj A, je ceo broj kad je n sloZen broj; kad A, ima svoj imenilac
razlican od jedinice, n je prost broj.

Da bi se to dokazalo, primetimo da posto je Y funkcija promenljive y
holomorfna za y=0, ona se u blizini te vrednosti y moZe razviti u konver-
gentan red

(415) Y=cyte y+ey2+---
Koeficijenti ¢, toga reda bie svi racionalni brojevi, §to se vidi iz ovoga
$to sleduje.

Koeficijenat ¢, je vrednost koju dobija ¥ za y=0, i ona je, kao Sto je
pretpostavljeno, racionalan broj. Diferencijaljenjem jednadine (412) po x dobija se
0
a—]iy’ + _f_ Y' o 0

oy oY

odakle se, poSto je y'=% i kad se stavi da je

of 1
oy Y
416 — = ,Y),
(416) TR
oY
reSenjem po Y’ dobija da je
Y'=fo(5, Y).

Diferencijaljenjem ove jednadine po x nalazi se da je
YII_% ’ ()f 0 ’

ay v 0Y Y
odakle se, smeniv§i
y’ = ';; > Y’ =f0 )
dobija
Y'=fi(»,Y)
gde je

ofe 1 0fs
=20 — 422 f,
A=y Y ek
Ponovnim diferencijaljenjem dobija se
, Y =1, (3, 7)
gde je
ofy 1 of
==L — 4+ =1f,
%2 oy Y 0 on
pa ¢e uopste biti
YW =f, (3, Y)
1i*
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gde je f,—; Clan niza funkcija f;, fi, /5, ... koje se jedna iz druge izradunavaju
po rekursivnom obrascu

0fimy 1 0fa
= —+
Jr oy ¥ or fo
sa pofetnom funkcijom (416).

Koeficijenat ¢, izraéunava se¢ po obrascu
1

cn:%[f'rrl]
n!

gde [fy—1] oznadava broj koji se dobija kad se u funkeciji f, ., smeni

y=0, Y=c,.
' Pa posto su svi koeficijenti funkcija f; racionalni brojevi, oevidno je da
de tako isto biti 1 sa koeficijentima ¢, .

Iz obrasca (411) dobija se tada da je

(417) x=b1y+b2y2_|_b3y3+.. .
gde je

Cp— Cpm (n—1)!
418 b, =-""1 = Lt S v
9 "on T m—1)! " on

Sa druge strane, poSto red (415) predstavlja algebarsku funkciju promen-
ljive y, a koeficijenti su mu racionalni brojevi, prema detvrtom pomoénom stavu
postojade jedan ceo pozitivan broj k takav da je svaki proizvod

¢, k™ n=1,2,3,...)
ceo broj, koji ako se oznali sa M, bice
1

o 1 1\t
Cn—1=Mn— (;) s by=p My hyyy Py = (n Y <;) .

Medutim %,_, oznadava koeficijenat stepena y* u razvitku funkcije (414).
A prema drugom pomocénom stavu broj u, Ce biti

1° ceo broj kad je » ma kakav sloZen broj osim n=4;

2° nesvodljiv racionalan razlomak kad je » prost broj; moZe se desiti da
se imenilac toga razlomka skrati uporedo sa celim brojem M,, ali je sigurno
to da kad taj imenilac ostane razlifan od jedinice, n je prost broj i kao takav
ostaCe u izrazu za u,, pa dakle i u imeniocu koeficijenta c,.

Time je stav dokazan. A lako se uvida da Ce slifan stav vaZiti 1 za opStu
jednacinu (409) kad je ona takva da se iz nje jedna koja bilo od promenljivih
». ¥,y ... 8to u njoj figuri¥u, izraZava kao racionalna funkcija ostalih, a koe-
ficijenti te funkcije su racionalni brojevi. 1 stav e vaZiti ne samo za podetne uslove

x=0, y=0, ¥y =0, »'=0,...
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nego 1 za uslove
! rr
x=m, y=*#,, ¥ =n, ¥ =n,...

gde su m, n,, By, "y, ... ma kakvi racionaini brojevi.
Za sluCaj jednalina prvoga reda
_P(x, )
0 (x, »)

gde su P i Q polinomi po x i y sa racionalnim koeficijentima, a za integralni
red y moze se dokazati ova aritmetifka osobina:

(419)

Napred je pokazano (4. odeljak) da se izracunavanje koeficijenta «a, in-
tegralnog reda y svodi na odredbu stalnih Clanova p,p,,p;,... v polinomima
P,, P,, P,,... koji se jedan iz drugog izraCunavaju pomocu rekursivnog obrasca
(59) i pomodu stalnog Glana ¢ polinoma Q; tada je koeficijenat a, izraZen
obrascem

(420) a,=—Fn__
n' qzn—l
$to se moZe napisati u obliku
k
a, =—2=
nl g2*

gde je k, ceo broj gp,. Iz toga se vidi da:

Koeficijenat a, za n=1,2,3,... integralnog reda jednak je koeficijentu
stepena x™ u razvitku ekspomencijalne funkcije

=
f)=e”
pomnoZenom jednim celim brojem.

To olevidno vaZi i za slufaj kad diferencijalna jednaGina (419) ne sadrZi
eksplicitno nezavisno promenljivu koli¢éinu x. U tome sluCaju ona pripada tipu
jednagina (410) pa integralni red ima jo§ i tu aritmetiCku osobinu da mu je
koeficijenat a, jednak koeficijentu stepena x* u razvitku funkcije

x
fx)=xe"
(gde je k podesno izabran ceo pozitivan broj), pomnoZen jednim racionalnim
brojem, koji se svodi na ceo broj kad je n kakav sloZen broj, a kad mu je
imenilac razlian od jedinice, » je prost broj.
Gornji stav za jednadinu (419) uopstava se i profiruje i na diferencijalne
jednadine visega reda

P
421 (D) — —
(421) y 0
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gde su P i Q polinomi po promenljivim
(422) XV, Y s, YD
&ji su koeficijenti racionalni brojevi (§to se uvek moZe svesti na slucaj kad su
koeficijenti celi brojevi).

Kao §to je napred pokazano (20. odeljak), izratunavanje koeficijenta a,
integralnog reda y svodi se tada na odredbu stalnih ¢nnova py, pp, p3,... U Po-

linomima P,, P,, P;, ... koji se jedan iz drugoga izratunavaju pomocu rekursivnog
obrasca (335) i pomoéu stalnog ¢lana g polinoma Q; tada je

Pn
e CE 2,...
Ly (n=p+1,p+2,...)

§to se moZe napisati u obliku

ky,
ay, =
nl g2

gde je k, ceo broj p,¢??-1. A to pokazuje da gornji stav za jednadinu (419)
odista va¥i i za jednalinu (421).

v

Neka je sad data ma kakva, algebarska ili transcendentna diferencijalna
jednadina
(423) y'=f7)
gde se za funkciju f pretpostavlja samo to da je holomorfna funkcija promen-
Jjivih x i y za x=0, y=0. ‘

Prema osnovnoj Briot-Bouquetovoj teoremi, integral jednadine, koji za x=0
dobija vrednost y =0 izraZava se u obliku reda
(424) V=a, X+ dX2 4+ a3 X34+«
konvergentnog u krugu koji odreduje ta teorema.

Formirajmo pomoénu funkciju

(425) @ (x, u, 1) =f(x: u-+xu)—2u

x
a pomodu nje niz funkcija

(426) P1s Pa> P35 v e e
triju promenljivih x, u, ’ koje se jedna iz druge izradunavaju po rekursivnom
obrascu
_ 0 Py + 0 P w+ 0 Pp—y
0x ou ou'

Pn
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sa podetnom funkcijom
o=@ (X, u, ).
Uodimo niz brojeva
(427) A, Ay, As,...

gde A, oznatuje broj koji se dobija kad se u funkciji ¢, niza (427) smeni

(428) x=0, u=0, u’=—;—f(0,0).
Tada postoji jedna &isto aritmetiCka veza izmedu dvaju nizova brojeva
As, A, A7y ...
(as, ag, a7, ...

i ta se veza izraZava ovim stavom:

Kad god je koji od brojeva A, jednak reciproénoj vrednosti kakvog celog
(pozitivnog ili negativnog) broja, da bi tako isto bilo i sa koeficijentom a,
istoga ranga, potrebno je i dovoljno da bude ispunjen Jjedan ili drugi od ova dva
aritmeticka uslova:

1
1° ili da ceo broj N bude deljiv sa n+1;
T

2° ili da n nije kakav prost broj smanjen za jedinicu.

Da bi se to dokazalo, primetimo da, poSto jednaGina (423) ima integral
y koji se u blizini vrednosti x=0 moZe razviti u red (424) diferencijalna jedna-
&ina drugoga reda

(429) U =@ (x uu)
takode ima integral u koji se u blizini vrednosti x=0 moZe razviti u red
(430) Wb X b2 by e
Jer, ako se u jednadini (429) izvrSi smena
(431) (xu) =xu' +u=y
iz Bega se dobija da je
(432) Y =xu"+2u,

prema (425), (429) i (432) dobija se da je
V' =x@@uw)+2u =f(x utxu)=£(,7)
iz Sega se vidi da funkcija y=(xu) zadovoljava jednacinu (423). Prema tome je
() =a; x+a, X2+ azx3+ -+

a odatle se, za integral u koji za x=0 dobija vrednost u=0, dobija izraz

u=_1_fydx:_a_1_x+ &x2+ﬂx3+ P
X 2 3 4
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$to pokazuje da se on odista mo¥e razviti u red (430), kao i to da koefici-
jenat b, .oga reda ima za izraz

a
(433) by=—"

nel

Medutim, isti koeficijenat b, moZe se izraGunati i pomodu brojeva 4,
niza (427), jer se iz jednadine (429) uzastopnim diferencijaljenjima dobija da je

op O 0
u/”=£+—ipu’+—£(])=(])l;

ox Ou ou'
v 0@ 0@y 09,
W= L Ty g gy e
ox Ou ()u’(p P2
i uopste
sy _0Pns 0P 0 O o (4,5,
ox ou ou'
iz dega se vidi da je
(434) bn=@.
n!
Ujedna&iv§i desne strane jednaline (433) i (434) dobija se da je
ay= iy Ay, Gy="TL
n!

Da bi koeficijenat a, bio jednak recipronoj vrednosti kakvog celog
broja, potrebno je i dovoljno 1° ili da imenilac broja 4, bude deljiv sa n+1;
2¢ ili da A, bude reciproéna vrednost kakvog celog broja. Prema drugom
pomoénom stavu, poSto je po pretpostavei n>4, da bi uslov 2° bio ispunjen,
potrebno je i dovoljno da n+1 bude sloZen broj, ¢ime je stav dokazan.

Jedan stav slitne vrste moZe se dokazati i za prvi izvod y" diferencijalne
jednatine (423). Formirajmo pomoénu funkciju

(435) ¥ (X, 1) ZMi
x

i pomoc¢u nje niz funkcija

(436) "/’1:%»%:---

dveju promenljivih x i u, koje se jedna iz druge izralunavaju po rekursivnom
obrascu

0 Wy 0 Yy
_ 9% Ty Yn—1

L ou

sa podetnom funkcijom
Yo =9 (X, ).
Uo&imo niz brojeva Cy, C,, Cs,... gde C, oznaduje broj koji se dobija
kad se u funkciji v, izvr§i smena

(437) x=0, u=f(0, 0).
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Tada izmedu nizova brojeva
Cs,C,Cry... 05, 06,0, ...
gde su a, koeficijenti reda
Y =ayt oy XFdy X2 - -
postoji aritmetitka veza izraZena ovim stavom:

Kad god je koji od brojeva Cy jednak reciprocnoj vrednosti kakvog celog
(pozitivnog ili negativnog) broja, da bi tako isto bilo i sa koeficijentom a,,
potrebno je i dovoljno da bude ispunjen jedan ili drugi od dva aritmeticka uslova:

1° ili da ceo broj Ci bude deljiv sa k+1;
k

2° ili da k nije kakav prost broj smanjen za jedinicu.

Da bi se to dokazalo, stavimo da je

y
——=1u.

X
Partikularnom integralu
(438) Yy=a,X+aX>+a; X3+ - - -

jednadine (423) odgovara partikularni integral

(439) U DGy Oy XA A e
x

jednaCine

(440) u' =w(x,u)

koji za x=0 dobija vrednost

u=a,=f(0,0).
Prema jednadini (439) i ranjjem pravilu za izradunavanje koeficijenata

integralnog reda, bice

(441) c, =—
n!

pa posto se iz (438) i (439) vidi da je u isto vreme 1

(442) Cp =Gy c

uporedenjem jednadina (441) i (442) dobija se da je an+1=—:‘, a kako je
n!

a,=(n+1)a,., nalazi se da je

0y =2y Cy> /'ln=n+1 >

n!

pa se dokaz dovriuje kao i u prethodnom slucaju.
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Prvi primer: Za diferencijalnu jednadinu

1
(443) Y=k
x
ie
p(x, w)=1+u
pa se nalazi da je :
. Yr=P=9;=---=14u
1 prema tome
‘ CI=C2=C3="'=1.
Jednadina (440) ovde je

u'=1+u;
i ona ima kao partikularni integral

u=e*—1;

jednadina (443) ima kao odgovarajuéi partikularni integral
y=x(er—1)

koji ima za izvod ‘

V' =(x+1)e*—1

koji razvijen u red daje

2 5 i 1
y'=2x+—3—x2+—x3+—x4+—1—x5+—x6+—x7+ <
2 24 20 720 630
pa se na tome redu neposredno proverava da su koeficijenti onih stepena x*
jednaki reciprofnoj vrednosti kakvoga celog broja za koje je n+1 sloZen broj;
oni to nisu za one vrednosti n za koje je n+1 prost broj.

Drugi primer: Za diferencijalnu jednadinu

(444) y =2 yxrmyR
X
je L
(%, u)y=)1—u?
pa se nalazi da je

Yar=V 1—12 Yip0=—u, 1/)4k+2=_1/1“”2: Yagr3=1u,
i prema tome svi brojevi C, imaju za vrednost 0, —1, +1. To dovodi za
red u koji se moZe razviti izvod y’ do istog zakljutka kao u prvome primeru.
A zakljuCak se proverava neposredno na integralu y koji je

y=Xxsinx
¢iji se izvod
Y =sinx-+xcosx
moZe razviti u red

y’:2x_£x2+_l_x3____1ﬁx4+ e
20 630



23.

ARITMETICKE OSOBINE INTEGRALA
DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

U odeljku $to prethodi izloZene su nekolike aritmeticke osobine koeficije-
nata a, integralnog reda diferencijalne jednaine ili sistema, prvoga ili viSeg
reda. Od interesa je saznati i za pojedine aritmetiCke osobine samoga integrala.
Takve su npr. osobine vezane za vrednosti koje integral dobija kad se u njemu
nezavisno promenljiva koli¢ina x smeni celim brojem, ili za nule integrala, nje-
gove maksimume i minimume, njegove asimptotne vrednosti, pojedinih geomet-
rijskih elemenata integralne krive linije itd. U ovome ¢e odeljku biti dat odgo-
vor na nekolika pitanja te vrste, a koja se naroCito tiu uloge prostih brojeva
u disto analitiCkim -problemima integracije diferencijalnih jednacina.

Posmatrajmo skup funkcija
y=2 (x)
koje imaju tu osobinu da za x jednako ma koliko celom pozitivnom broju #z

funkcija dobija vrednost @ (m) koja je racionalan broj. Neka su p i g brojilac
i imenilac toga racionalnog broja posle izvr§enog moguénog skraéivanja, tako da je

@ (m)=L.
q

Lako se moZe uveriti da postoje

1° takve funkcije @ (x) da kad god je imenilac ¢ razlifan od jedinice, on
je uvek sloZen broj. Takva je npr. prema Wilsonovej teoremi (pomocni stav
u 23. odeljku) funkcija

091210,
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Funkcije te vrste ovde Ce biti oznadene kao funkcije 4 (x);

2° takve funkcije @ (x) da kad god je imenilac ¢ razlian od jedinice, on
je uvek prost broj. Takva je npr. opet prema Wilsonovoj teoremi, funkcija

(i} (x)=lx)~

7a x>4.
Funkcije te vrste ovde &e biti oznalene kao fumkcije p (x).
Na pitanje: da li algebarske diferencijalne jednaline

(445) Sy, ¥, y®)=0
mogu imati medu svojim integralima i funkcije 4 (x) ili u (x), moZe se dati ovaj
odgovor:

Sve do danas poznate funkcije u (x) su hipertranscendentne, tj. nisu inte-
grali nikakve jedna&ine (445). Al to ne vaZi i za funkcije 2 (x): diferencijalne
Jednacine (445) mogu imati kao svoje integrale funkcije 4 (x).

Da bi se o tome uverili, posmatrajmo funkciju

(446) y=L (%e“‘”~l> gde je a—log 2=0,693147. ..
X

To je jedna funkcija A (x), jer se ona moZe napisati u obliku

2011

X

y

a prema Fermatovoj teoremi (pomoéni stav 23. u odeljku) izraz 2*~1—1 je
deljiv sa x kad god je x ceo prost broj; ako, dakle, vrednost funkcije y za
x=ceo broj ima imenilac razlidan od jedinice, taj imenilac je sloZen broj i y
je jedna funkcija A(x). Medutim, ta funkcija y je integral linearne jednaline
prvoga reda

(447) xy' +(1—ax)y—a=0.

Medu funkcijama 4 (x) mogu se razlikovati

1° jedne, koje Ge biti oznadene sa 4, (x), i za koje je A, (x) ceo broj kad
god je x ceo prost broj, a razlomak kad god je x ceo sloZen broj. Takva je
npr. funkcija

3, (= L)

2° druge, koje &e biti oznalene sa 1, (x), za koje kad x ne premasa jedan
utvrden broj M, vrednost 1, (x) ima gornju aritmeti¢ku osobinu funkcija 2, (x).
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Za do sada poznate funkcije 4, (x) ne postoji nikakva diferencijalna jed-
nadina (445) koja bi njih imala kao svoje integrale. Ali to ne vaZi i za funk-
cije 4, (x): postoje diferencijalne jednaline (445) Sto imaju kao svoj integral koju
od funkcija ,(x).

Da bi se o tome uverili, uoimo funkciju

(448) y=t (ieaw—1>+i R(¥) sin 270 x
2 27

gde je a proizvoljan racionalan broj, a R (x) racionalna funkcija oblika

1 1 1
_i. + DT + —m
xX—e  X—c¢, X—cp

R(x)=

a gde ¢, ¢,...c, oznaCuje skup Fermatovih brojeva koji ne premaluju dati
broj M (v. pomoéni stav u 23. odeljku).

Lako se uveriti da sa takvom strukturom racionalne funkcije R(x) funk-
cija y ima tu osobinu da postaje ceo broj kad se x smeni ma Kkojim prostim
brojem, a da postaje razlomak kad se x smeni ma kojim sloZenim brojem ma-
pjim od M. Jer, prema Fermatovoj teoremi, za x=prost broj prvi sabirak funkcije
y jeceo broj, a drugi sabirak postaje jednak nuli; za x=sloZen broj <M (osim
X=¢y, Cy. .. Cp) Prvi sabirak je razlomak, a drugi sabirak jednak nuli; za same
vrednosti x=¢,, ¢,...c, prvi sabirak je ceo broj, a drugi je razlomak (Sto se
vidi primenom L’Hospitalovog pravila na taj sabirak). To pokazuje da funkcija
Y odista ima odliku funkcija 4, (x).

Medutim, ta funkcija y je integral jedne diferencijalne jednaline drugoga
reda oblika

(449) Py2+Qy +85=0

gde su P, Q, S polinomi po y i »'; koeficijenti tih polinoma su racionalne funk-
cije promenljive x &iji su koeficijenti celi brojevi. Polinom P je drugog stepena,
Q je treceg, a S Cetvrtog stepena po y i . Jednadina (449) dobija se kad se
jedna&ina (448) diferencijali dva puta uzastopce pa se iz tako dobijenih dveju
jednadina i jednaline (448) elemini$u sin 27 x i cos 2 x.

Kad je M <341, poito ne postoji ni jedan broj ¢; manji od M, funkcija
y se svodi na funkciju (446), a diferencijalna jednadina (449) na jednacinu (447).

Kad je M< 1105, poSto postoji samo jedan broj ¢, manji od M, a to
je ¢; =341, funkcija y je

_1yr em_1> a sin2mx
=5\ 27 x—341
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Kad je M <4369, posto postoje samo dva broja ¢; manja od M, a to
su ¢;=341 i ¢,=1105, funkcija y je

sin 2 7w x.

1 (Leax=1>.|_a 2 x—1446

(450) y=— —
X 27 x2—1446 x+ 376805

It

Zna se da postoji beskrajno mnogo funkcija 0(x) koje su uniformne u
celoj ravni promenljive x i imaju tu odluku da postaju jednake nuli za sve
proste-brojeve x, veée od 2, a razline su od nule za sve slofene brojeve. Ali
ni jedna od takvih funkcija nije integral nikakve jednacine (445).

Po analogiji sa onim S§to je kazano u paragrafu I, postavlja se pitanje:
da li ima takvih funkcija 0 (x) koje zadovoljavaju kakvu od f[jednadina (445),
a imaju tu aritmetiCku osobinu za sve brojeve x §to ne premaSuju jedan dati
broj M?

Odgovor na pitanje je pozitivan: postoje diferencijalne jednacine (445) sto
imaju za integral koju od takvih funkcija 0 (x).

Da bi se to videlo, podimo od jednadine prvoga reda

1 /¥y
451 — +y2—1=0
(451) 4n2(/12,) y

gde je 2, jedna od funkcija (448) iz paragrafa I. Eleminacijom transcendenata
e* i sin 2z x iz jednaCine (451) i dveju jednadina koje se iz ove dobijaju
dvama uzastopnim diferencijaljenjima, dolazi se do jedne algebarske diferencijalne
jednaline trefega reda

fyy, ¥, y")=0
koja ima za jedan svoj partikularni integral funkciju
y=sin (2 7wl,)

a ta funkcija prema aritmetikoj osobini funkcije 4,, postaje jednaka nuli kad
je x ma kakav prost broj, a razliéna je od nule kad je x kakav sloZen broj
Sto ne premasa M.

Ali funkcije 8 (x) takve vrste mogu, pored prostih brojeva, imati kao svoje
realne nule jo§ i druge brojeve koji nisu celi, posto se moZe desiti da funkcija
A, (x) postane ceo broj i za koju vrednost x koji nije ceo broj. Postavlja se,
dakle, pitanje: da li ima takvih funkeija 6 (x) koje zadovoljavaju kakvu diferen-
cijalnu jednadinu (445), a koje bi imale kao svoje realne nule §to ne premaaju
dati broj M, isklju¢ivo proste brojeve x?
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Odgovor je i na to pitanje pozitivan: postoje diferencijalne jednacine (445)
Sto imaju za integral koju od takvih funkcija 6 (x). Takva bi npr. jedna funkcija bila

 (x)=2—cos 27w x—cos 2 7l,
jer, da bi ona za realno x dobila vrednost nulu, potrebno je i dovoljno da
bude u jedan isti mah

cos 2w x=1, cos 2mh, =1;

prva jednadina pokazuje da x treba da je ceo broj, a druga da je 4, ceo broj
pa dakle taj ceo broj x treba da bude jednak ma kome prostom broju; za ma
kakav sloZen broj $to ne premaSa M to neée biti sludaj.

Medutim ta funkcija 8 (x) je integral jedne algebarske diferencijalne jed-
nadine koja se dobija eliminacijom transcendenata iz jednadine (451) i onih $to
se iz mje dobijaju uzastopnim diferencijaljenjima.

111

U pogledu asimptotnih vrednosti integrala algebarskih diferencijalnih jedna-
&ina moZe se tvrditi da i one mogu biti u vezi sa prostim brojevima. Tako ima
prostranih klasa jednadina prvoga ili viSeg reda ¢iji opsti, ili koji partikularni
integral ima za asimptotnu vrednost broj koji se izraZava pomocu prostih brojeva
Sto ne premasaju jedan utvrden broj M.

Uoéimo npr. jednainu drugoga reda

(452) YV'+e ) y2+f(x)y'=0
gde je @ (v) data funkcija promenljive y, a f(x) data funkcija promenljive x.
Smenom ' ’

(453) V' =zY,

odakle je

(454) y'=YZ +YY 22,

jednadina (452) postaje

{455) 2+ (Y +¢Y)z2+ fz=0.
Izaberimo Y tako da bude

(456) Y +¢Y=0,

tj. tako da je

—Jendy

(457) Y=e
pa se jednaCina (455) svodi na
(458) z'+ f(x)z=0,
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a ova ima za op§ti integral

mors
(459) z=C'e

gde je C' integraciona konstanta.
Prema obrascima (453), (457) i (459) opsti integral jednaline (452) je

(460) y=yp [C+Cl fe—If(X)dx dx]’
0

gde y=1w(f) oznaduje inversiju integrala
(461) fe“’(y)dy dy=1.

Uodimo specijalni slucaj kad je:
1° inversija  (f) periodiéna funkcija promenljive f;
2° funkecija f(x) ima oblik
P 'm (%)
Py (x)

gde P, oznafuje polinom (m—1)-og stepena

(462) f=1

2 m—1
(463) Pam=tl4 s e,
2 3 m

gde su imenioci sabiraka ¢lanovi prirodnog niza celih brojeva koji ne premaSaju m.

Tada je
f £ () dx = x—1ogPy (%)

i prema tome

—Jrxd
e Ireodx =e % Py, (x).

Opiti integral jednaSina (452) je dakle

(464) y=w|:C+C'me(x) e—f‘dx],

0

a asimptotna vrednost y (o) integrala za x=oo je

(465) Y ()= (C+C Iy),
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gde je
Iyy=Li+Ly+ - -+ + Ly,

(n—1)!

Ln=ife—x xP1 Jx =
n n
0

Posto je prema ranijem pomoénom stavu (23. odeljak)

—!

za n= prost broj (n—1)! =M ! ,
n n
—1

za n= sloZen broj (osim 4) (n—1)! =N,
n
—n!

sa n=4 (n=D! _ 1__1_ ,
n 2

(gde su M i N celi brojevi), to ¢e biti
y(0)=9p(C+C s5,—C" A,
gde je A ceo broj, a s, oznaluje brojnu konstantu

1 1 1 1 1
466 Sp=—=F—+F—F-—F—F "
(466) "3 5 7 11 13

jednaku zbiru reciproénih vrednosti prirodnog niza prostih brojeva koji ne
premaSuju m.

Ako se uzmu u obzir oni integrali y §to odgovaraju vrednosti integraci-
one konstante
(467) C' =uw,
gde je w elementarna perioda funkcije v (¢), bife
(4638) y()=p (C+wsy),
iz dega se vidi da:

Algebarska jednacina drugoga reda (452), kad se u njoj algebarske funk-
cife f(x) i @(y) izaberu na gore navedeni nacin, ima jednu klasu integrala y

§to zavise od jedne integracione konstante C i Cija se asimptotna vrednost izra-
fava pomocu prirodnog niza prostih brojeva manjih od jednoga odredenog broja.

Takav je npr. sludaj sa jednacinom
0"+ ) A=y +yy2 =0,
kad je f racionalna funkcija promenljive x oblika (462). Toj jednadini odgovara.

‘P(J’)='—y—= Y=)1—y2, p(t)=sint,
1—y2

12 Integracija diferencijalnih jednalina
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tako da je njen opSti integral

X

y—sin [c e f e P, (%) dx} :

0

Ona klasa integrala te jednadine $to odgovara vrednosti C' =2z konstante
C’, ima gore navedenu aritmetiCku osobinu: njihova asimptotna vrednost je

Y (o0)=sin(C+ 2 mwsy).

v

Pojedini geometrijski elementi integralne krive linije takode mogu biti u
vezi sa prostim brojevima i izraZavati se pomoéu ovih. Kao primer, ovde &e
biti pokazana takva veza §to postoji izmedu prostih brojeva i povrSine integ-
talne krive za algebarsku diferencijalnu jednadinu drugoga reda formiranu na
ovaj nadin:

Podimo od linearne jednaline prvoga reda

(469) SV +eE)y+p(x)=0
gde je

7 (x) = xes, qo(x)%c(xex),

a aif (a<p) oznaluju dva ma kakva cela pozitivna broja veéa od 4.
Kad se iz (469) i jednadine

I +(p+1y +¢' y+9 =0

koja se dobija diferencijaljenjem jednatine (469) eliminiSe e?, dobija se jedna
diferencijalna jednadina drugoga reda

(470) F(x,y,¥,9")=0

gde je F polinom po x,y,y,»"; to je jednalina koja se ovde ima u vidu.
Jednalina (469) ima kao jedan svoj partikularni integral funkciju

X

—T -1
(471 y= [ P
x x—1
0
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pa e nju imati za partikularni integral i jednaCina (470). Integralna kriva pro-
lazi kroz koordinatni poletak, ima sa desne strane osovine oy jedan pozitivni
maksimum i osovina ox joj je asimptota, a u isto vreme i dirka u poletku.
To se vidi iz tog §to je

xB— x>
=x% X% .. +x!3-—1,

(472) =

prema Cemu je

1 xxﬁ—x“ x* x%+1 xf1
— [ dx = + SRR .
xJ x—1 a+1 a+2 i}
0
Jednadina integralne krive moZe se, dakle, napisati u obliku

y=e?P(x)

gde je P(x) polinom (472). Izvod y' je

V=0x)e"
gde je O polinom
f—1
Q(x)=P' (x)—P(x)= « X014 C X84 Cp XL f- - - - __x___,
a41 B

a C,, C,,...su konstante izraZene obrascem

_(@t+kp—(a+k+1)
(@+k)(a+k+1)

k

Iz toga se vidi da ée za x=0 biti 3'=0, tj. da integralna kriva dodiruje
apscisnu osovinu u koordinatnom poletku. A posto je broj a+k vedi od 2,
koeficijenti Cy su svi pozitivni, tako da polinom Q (x) ima svega jednu promenu
znaka svojih sabiraka, pa prema tome on ima najviSe jednu pozitivau nulu.
Ta nula odista postoji, jer za dovolino malu pozitivnu vrednost x vrednost Q (x)
je pozitivna, dok za vrlo velike vrednosti x ona je negativna (poSto je p—1
najvidi stepen u polinomu Q). Toj jedinoj nuli polinoma Q odgovara jedna
maksimalna funkcija y, jer kad bi to bio jedan njen minimum, funkcija bi mo-
rala proéi kroz jo§ jedan maksimum pre no §to pocne opadati i teziti nuli kao
grani¢noj vrednosi.

Celokupna povriina S integralne krive linije, 3to se nalazi sa desne strane
ordinatne osovine, ima tada ovu aritmeti¢ku osobinu:

Kad god je povrsina S izrafena kakvim decimalnim brojem, decimalni deo
toga broja jednak je dopuni do jedinice decimalnog dela zbira reciproénih vred-
nosti svih prostih brojeva $to se nalaze izmedu a i f.
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180 Integracija diferencijalnih jednacina pomodu redova

Da bi se to dokazalo. podimo od obrasca

o0 oo

S=fydx:fe‘”P(x)dx

0 0

iz koga se dobija da je
S=Aa+1+Aa+2+Aa+3+ ce

o«
fx ~1e#dx
0

§to prema poznatom integralnom obrascu

gde je

=\~

[xp e®dx=pl
0
daje
—1
G
. n

Prema pomoénom stavu iz 23. odeljka, kad god je n>4 kakav sloZen
broj, faktorijel (n—1)! je deljiv sa n, a kad god je n>4 kakav prost broj, bice
D!
(—n’—ll'—=ceo broj ———1—.
n n

Prema tome Ce biti

/1 101
S'=ceo broy—(———\——/——t——;-}— .. )
p P r
gde su p,p’,p" .- uzastopni prosti brojevi §to se nalaze izmedu o i f§, kao
$to je trebalo dokazatl
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