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Peu ynanpen

W3 o6uMHe, maHAC TOJIHKO obpaheHe Teopuje eMUITAIKIX
{yHKIMja, ¥ oBaj Kparak YlI0eHHK YIOLIO je caMo0 OHO IITO ce,
IpeMa eJeMEHTAPHAM 3HaLNUMa M3 QUdepeHIUjaTHOr M HHTe-
FpajHOI padyHa, ¥ OIIITe TeopHje aHAJMTHIKNX (YHKIHja, ca
KOjIMa ce IpeTHOCTaBIba [a PACIOJAKY CIYNIAOIM, Moe Ipehu
Ha OpeJaBamuMa 0J jemHor ckpaheHor cemectpa.

[okasu cy, MecTHMHIle I Ha pPadyyH OHAKBe TAYHOCTH Ca
KaKBOM ce JaHac pajau, ynpoumrheHm M ckpaheHM 10 KpajHbuX
TpaHHMIa MOryhHOCTH, a y HaMepu Ja CJIyIIaJal] IITO JAKIIe I
Gpske nohe Ma M 110 OBIAIIHE CIMKe CTBAPU I Ja My ce oMoryhm
yuorpe6a padyHCKOI HHCTPYMEHTAa KOJH IpyKajy eJIHOTHYKE
pyrrnuje. To je, yocrasom, cBe TO ce MO:Ke TPAKUTH O] jeIHOT,
oBako ckpaheHor, yiioeHHKA.

THueay,
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[IpBn onemwax

OCHOBHU MOjMOBH O MEPHONUYHHM (PYHKIHjama

1. [ojam o mepuOTUYHOCTH

W3 Tpuronomerpuje ce 3Ha 1a, KaJ Ce 33 Mepere YIJIOBA
y3Me TaKBa jeJUHHIA Mepe, 1a NYH yrao MMa 3a BpeNHOCT 2,
{yHKRIHja sin z He Mema ce KaJ ce BPeJHOCTHA Z 70/1a MJIN 0][y3Me
2, WTO H3paxkaBa jelHAYNHA

sin (z 4 27) =sinz.
Hero rTaro, u3 EreMeHTapHe AHaanse 3Ha ce J1a je
e?ni —e — 27 — 1
npeMa 4eMy (YHKIHja e’ HMa Ty 0COOMHY Ja He Memha BpPeIHOCT

KaJ ce BPeJHOCTH Z /I0/la MM OXy3Me 2mi, IITO Ce U3PamaBa
jeTHAYTHOM

esi 220 — g

Sa Te ABe (DyHKIIUje Kaske ce Jla Cy uepuoduwre M Ia UMajy
3a uepuody, npBa 6poj 2s, npyra 6poj 2mi.

W y onmre, 3a jedny ¢pynkyujy f (2) xaoxce ce 0a je uepuo-
Ouuna axo uocwoju waxas jedar 6poj w, Hesasucar, 00 z, 0a je 3a
MA KAKEO Z

[z a)=(().

Bpoj o Hasusa ce Tama wepuoda (pyukumje f(z). Jlaxo ce
yBuha nma, xanx f(z) uMa kKao meprnony jegaH Opoj , mMahe
GeckpajHO MHOI'0 IEpHOZa, & TO CY



+o0,+ 20,430,440, --

T, j. wosuuenu u mezquusHu myswunsu opoja w. To ce BuaM
13 TOra INTO je 04YeBUIHO

Fle 4 20)=1(z £ @)= f(2),
(e £ 30)=[(z £ 20)=F (2),
f (4 dw)=F(z + 3(0): f(e)

Kax je, maxme, w mepnoga (yHKHuje, Ouhe joj mepmoxa
" mw, TOE je m Ma KakaB, IO3UTHBAH HJIM HeraTHBaH, Ile0
6poj. Kax je 6poj w raraB ma mcoymasa oBe moroxde: 1° na ce
cBaxa Ipyra mepnoja (yHKIuje H3paskaBa Kao MYJATHINI TOra
opoja; 2° ma je cBakm MYJTUILI TOra Opoja je[HA mepuoxa (pyHK-
mije, OHIA ce 3a TAKaB OpOj w KaMme [a & 0CHOsK@, Hecs00.buUsa
uepuoda (hyHKIHU]eE.

TaxBu ¢y H. mp. O6pojesu

w=2x 33 QyHRIH]Y sinz,
w=2x1 38 (PYyHEOU]Y € .

Mebyruy, TakaB Huje Opoj m 3a (QYHEIU]Y sinz: TauvHo je
Ia Ccy cBe Iepuoje (pyHKIHje MyATHOJIIL Opoja s, aJl CBaKkaB
HeroB MYJTHILI, H. Ip. 3w, 5w ,7x -+ HOCY NEpHOJe.

W3 came pmepumHHINje OCBOBHe IepHoge BHIM ce ja je
10 Mehy cBiMa mepmojamMa OHa Koja je, y paBHII NPOMEHJbIBE
2, Hajoaudca K00pOUHAUHON UOHCWRY.

Ho nma ¢yHENUuja 4ije ce cBe mepuoje He N3paskaBajy
Ka0 MYJTHIUIH je[He HcTe mepuoxe, Beh ce jemHe wuspaskaBajy
Ka0 MyJTHIVIK jegHora Opoja w,, Apyre Kao MYJTHOJIN Ipyrora
KakBor' 6poja w,, Tpehe Kao mymrumin tpehera Gpoja w, M T.1.
rae cy OpojeBH w,,w,, ws- -+ Takohe mepumone mcre (QyaKII]e,
any HU je/laH O IMX HHje MYITHILI Ipyror.

Y TaxkBOM ce caydajy MMa cMarpaTH Ja (pyHKInja mMa He-
KOJIMKO HH30Ba IEPHOIA

4 o, * 20, £ 30, ,---
(1) '+w2,—_l_—2a)2,i3mg,---

- wg y + 2w, , 4+ 3w,, - -

s
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3a DPBA HU3 IIMA ce CMAaTpaTH Kao OCHOBHA Iepuoja 6poj
w,, 3a Jpyra HHU3 Opoj w,, 3a Tpehm 6poj w, u 1.1, 3a PyBHE-
IUjy uUMa ce Takohe cMaTpari 1a MMa OHOJHMKO OCHOBHHX IIe-
puona, KOIMKO MMa TAKBAX OpojeBa w;, w,, w3« « .

Rax ¢y w; m w, 1Be ocHOBHE mepuoe GpyHKIUje £ (2), Gnhe

f (2 4+ mywy 4 maw,)=F (2 4 m,w,)=F (2) .

IT yonmre, kag ¢y w;,w,,---w, OCHOBHE mHepuojge (PyHK-
nuje f(z), 6uhe

[ (2 4 myw; 4 mywy =+ + « 4= mpwn)=F£ (2),

na Ma KaKBe BPeJHOCTI HMAJIM IeJI, TOSUTABHI /N HeraTHBHU
OpojeBu @y ,@,, -+ dy,. [IpeMa ToMe (yHkumja he, mopex HH-
30Ba (1), mMaTH Kao meplone II cBe BPeIHOCTH

(2) W=y +MyWyF + + « My .

Hspas (2) je majommTuju u3pa3 sa Imepuoje mocMaTpaHe
(pyHKIIBje ; OH M3paskaBa CBAaKy IepHOAY Kao JHHeapHy H XO0-
MOT'eHy KOMOMHAIM]y OCHOBHIIX IEPHOJA (W, W, ,:* W,, I'le CY
Koe(punujenT xoMOmHanuje mean OpojeBn. CBaka ce mepuona
uspaskaBa y o0QuKy (2), 1 obparHo, cBaki o0auk (2) je jemHa
nepuona (hyHKIH]e.

dyurnuje f(2), 3a Koje mocroju camo jegaH 6poj w, IIO-
MeHyTe BpCTe, HABUBAjy ce upocuio-uepuoduwne pymxyuje. OHe 32
Koje mocToje ABa TakBa Opoja wy M w,, HA3UBAjy ce 0so-uepuo-
Ouune gywryuje, ca OCHOBHUM IlepuoiaMa w, 1 w,. M yommre
(pyHKIHMje 3a Koje mocTOje n TAKBHX 6pojeBa wy ,w,: -+ W, HABH-
Bajy ce n-uepuoduume (pymxyuje, €a OCHOBHHUM IIepHOTAMA
Wy, Wg, " Wy, .

2. MpocTo-nepuoauvHe (PyHKLU]je

Kao mto je mampenm kasaso, ¢yHKuuja f(¢) HasuBa ce
upocio-uepuoduinom Pynryujom Kal NMa Iephuoje U KaJ ce CBe
-IbeHe Iepuoje HM3paskaBajy Kao MYJITHINHN jegHOra HcTor Opoja
 KOjI IMa oBe ocoOuHe: 1° cBara Jpyra Iepuoja je MYyJTHIII
fpoja w; 2° cBakm Myxarumr 6poja w je jesHA meproja QyHKIHje;
6poj w je m cam jenma mepmojga. bBpoj w je Tama ocHosna ue-
puoda (hyHKILH]E.



OcHOBHA mepHofa w MOMKe OMTH peaJaH, WIH THCTO HMa-
THHADAH, WIN KoMmiekcaH Opoj. Tako H, mp. ¢ymKImja sin az,
rmge je a peailaH Opoj, mMa 3a IepHOAY peasaH Opoj

w=—

a

ki

yHRIUja e nMa 3a IEPHOJY JYMCTO MMaruHApaH Opoj

2
S >

a

a (pyHRunja e(+9* pMa 3a IepUOIY KOMILIEKCaH Opoj
w=(1+1%) .

Ilomohy ememenTapHEX (yHKIHja e/ U sin z Moxke ce dop-
MHpATH 6ECKpajHO MHOI'O IIPOCTO-IepHONMYHNX PyHKIuja f(z).
TaxBe cy H. mp. QpyHEKIUje ca mepHOIOM

2mi
W=

1° cBaKM IOJMHOM IO €%
lo(z)='A0+’A1 e“"{-Az 62“"+ osis + An e”“;

2° cpaka pamMoEanHA (YHKIHja IO e, T. j. KOJUIHHUK
TAKBa ABa HOJHHOMA,
3% cBakM KOHBepPr'eHTaH pel O0JHKa

n=wn

F@)=Ao+ Ao+ Ao o= D Ay ene

n=20

Kao M pex 00IMKA

n=—oo® n=a0

40 f(2)= 2 A, enar 2 Bne—na

n=290 n=>0
TakBe ¢y u QyHKIHje ca IEPHOIOM

2n

a ’



Ha IIM€, CBAKHM KOHBEPreHTaH peJ 00IHKa

f(@)=A4¢+A4, sin az+ A, sin 2az 4---= 2 A, sin naz,
w=0
f (2)=By+ B, cos az+ B, cos 2az+- -+ = 2 B, cos naz.

n=>~0

3. llocTanak mepuoja

Ca ruaegumra ommre Teopuje aHAINTHIKAX (YHKIUja, Ile-
puone (pyHEIMja Opomsnase M3 unmeHnna napamxesux Cauchy-
€BHM CTaBOBMMA O KDHBOJMHHCKUM MHTerpajuMa, a I0Ha0co0
CTABOM 0 eKBHBAJEHI[UjH NHTErPAIlMOHAX NYyTama M CTaBOM O
HMHTerpajJy y3eToM Iy KOHType INTO ONKOJbaBa CHHIYJIapHTETe
¢yHKIIM]a.

ITocmarpajyMo mHTErpat

3) 2= J() = J F)du,

rae je f(u) mara ¢dyHKUMja OpoMeH/bUBE u, 4 a jeJ[Ha CTAJHA
TadyKa y pPaBHI Te IIPOMeHJbNBE \
(ca. 1). O6pasar (3) pedpuanme =z Q
Kao (pyHKuujy /(«) npomMeHIbHBe u,
a y HCTO BpeMe M u Kao (DyHKOH]Y w
% (2) mpomenspuBe z. OBa (PyHKIH]2
u(2) HABUBA Ce umsepcuja unuwepa- /
aa J ().

HaTrerpan ./ Moxe ce yseTi OyiK
pas3Hux, GecKpajHO MHOTHX HyTama | a
ImMTO BOJe O] CTAaJHe Tadyke @ J0 Ipo-
MeH/bHBe Kpajibe Tauke u Koja ce 0
mocmarpa. IIpema Cauchy-eBom cra-

By cBe he Te myrame IOBOJUTH
0 jenHe IicTe BpEJHOCTH 2z HHTerpaja, OCHM OHHX MyTamha
0 KojuMa ce OOMJA3M OKO KOra OX CHHTyJapuTera (PyHKOHje
f(2). Hera cy

]

Cm. 1.

(4) U=C, , U=, U=C « * *
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TAKBU CHHI'YJIAPUTETH, Ia Ipe HO IITO Ce M3BPIIH HHTerpaiidja
Iysk NUpeKTHe nyrame C INTO BOIH O @ JO 4, U3BPIINMO je Iy
KakBe KOHType (' koja oOyxBara jellaH MJIM BAIIe TUX CHHIY-~
dapurera (ca, 2). HMaterpax J
ays C’ mmahe 3a BpemHOCT je-
naH oxpehen 6poj w, a pyarnuja
10/ MHTEI'PAJTHIM 3HAKOM, KOja
je y moixasHo] TadKIl KOHType
nMajga - jefHy onapeheny cBojy
JerepMuHanujy f(x), Moxe 1O
x 00IJIACKYy CKO CHHIyJapurera
J1y7E KOHTYpe HMATH IUIH OIeT

Co. 9. Ty uCTYy, AN JpPYry Kojy of
cBoOjux JerepMuHanuja (y cay-

yajy RKaim je Koju oI CHHIyJaplTeTa KPITIYKA Tauka (PyHKIIje).
YounMo ciyyaj KaI je Ta JerepMHHAIQja, 1ocae 00HIACKA,
ucwa xao upsodumra. Aro ce Tajaa, T. j. nocjae oOHIAcKa, Ipo-
IysRI MHTETPAITUOHN IIyT [y JWPeKTHe IyTaihe C, CTHKe
ce y HCTy Tayky ¢ y KOjy OM ce CTHIJIO IT Ja Ce Huje U3BPIIHIO
3a00MIaskerse OKO CHHTyIapuTeTa, Beh ce oqvax uimo nyramoM C.
Harerpan J he nmawme, 3a jeaHy 1ICcTy Kpajiby Tadky u
UMaTH JBe BPEeNHOCTH z M 24w, IpeMa MyramadMa KojIMa Ce
0]l TauKke ¢ HMIOLIO 0 Tauke «. /[pyruM peduma: jeaHO] HCTO]
BPeJHOCTH % OIroBapajy ABe BpPeJHOCTII z, O KOjUX je jeqHA
jemHAKa BpeIHOCTH HMHTerpaja ./ y3eTOr' Ny'K IHPEKTHe IyTame
C, a Japyra je jenHaka BpeJHOCTH HCTOra IIHTerpaja yseTor
Iy’ KOMOIHOBAaHe yTame cacraBiheHe N3 myrame C 11 KOHType
C’. OGpHYTO: KaJ ce w cMaTpa Kao (yHKIUja HpOMeHJbUBE 2,
OHJIa BpegHOCTAMA z H Z-w OJroBapa jejHa IICTa BPEJHOCT .

Dynryuja w(2) wna daxse wy ocoduny Oa je, 3a Mma %oy
BPEOHOCUL UPOMEHHUBE 2

u(z+w)=u(?);
ona je, daxne, uepuoduurna w una 3¢ wepuody opoj w.

. Ran ¢ysenuja f(«) BeMa HHKaKBHX CHHIyJapuTtera, T. j.
KaJ je TO KakBa yesa (PYHKIIUja IPOMEHJbUBE % , CBEe CY HyTame
mTO BOZE OJ ¢ M0 % EKBUBAJeHTHe; KOHType C’' He mocroje m
Qysarnuja u(z) HeMa Iepuona.
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Kan f (u) umMa caMo jemaH CHHTYJIApHTeT w=c, aKO je
0Baj TOJ, JeTepMHHANMja (YHKI[Hje 10 OOMIACKYy OKO TadKe o
ocraje HempoMemena. Ca Igpyre crpaHe, HHTerpanx J Iy KOH-
Type C' mo kojoj ce Oyne BpmImao TO oOHIAKere, jeIHAK je
0pojy 2m: IOMHOKEHOM ca ocTaTkoM B QyHKIHje f(x) 3a IOT .
M rana:

Axo je B==0, ¢pynryuja u wema uepuoda; axo je B pas-
JuMHo 00 wyse, gyrryuja u je depuoduuna u ume 36 uepuody 6poj

w=2m-B,

3a TaKBy IIEPHONLY ce Kaske [a je uoqapna uepuoda, jep
TPOMBJIA3H OJf II0JIa o H ILer0oBOI' ocTaTka B.

Ran f(«) nva Bume cHHEryJgapurera (4), MOske IIOCTOjaTH
BUIIE DasHAX KoHTypa (' nys Kojux (QyHKIHja f(u) He Mema
cBojy merepmmHanmjy. [lys cBake o mUX HHTerpas J mma mo
jensy oxpeheny BpenHOCT, IIa aKO Cy

(5) Wy, Wy, e r Wy

TAKBe BPEJHOCTII INTO OArOBAapajy pasHAM TAaKBHUM KOHTY-
pama (', Te he Bpennoctu (5) Onrm mepuome (pyHKIuje u(2).
IIpn ToM ce Moske mecuTH :

1° man ma cy cse mepuone (5) Mehy cobGoM HecBOIJbUBeE,
T. J. J1a ce HU jeHa O]l HUX He MOMKe HU3PA3UTH Kao JUHeapHA
H XOMOreHa KoMOMHAIMja (ca IeJnM Koe(HIUjeHTHMA) NpPYTHUX,
y TOMe CMHCJIy HeCBOIJbUBHX IepHona; wada ce céu Opojesu (5)
UMAJY CMOWPATY kA0 OCHOBKe Uepuode pymryuje u(z);

2° mwnmu cy Hexe o mepuoma (b) Mehy coOoM cBOAJbHBE,
T.]. U3paskaBajy ce Kao JMHeapHe I XoMoreHe (QyHKIuje (ca meauM
Koe(pHIIMjeHTHMA) jeJHe MM HEeKOJMKHX JPYIHX HeCBOIJbMBHX
mepuoza, H., Ip, Lepuoja
(6) Wy, Wg,* - W
Tako Ia je
Wh 41 =My W~+MaWe—+ ++ My Wy,
Wppo=m'y Wy+m'gwa4-+ -+« Fm'p wp,

Wppg=m'"y wy+m"gwo+ ++m g wp,

. . . ° . 0 . . . . . . .



Tada ce cou opojesu (6) UMAY CMAWMPAWYU KAO HECB00HUGE
uepuode pymryuje u(z).

Kao mro ce Bumm, 6poj OCHOBHMX IIepHOJa MOKe OUTH
OPON3BOJGHO BEJIHMKH, IIpeMa IpHpOAu (pyHKIUje f(u) ImoX WHTe-
rpanEuM 3HaKOM. [locwmoje, daxne, n-uepuoduwne pymnryuje, 20e je
n UPOUSBONHHO BEAUKU UeO UOSUMAUBUH OPO].

Kanx jemma rakBa mepuoza HpoMcTHYE O] 3a00MIaKernba
OKO KakBe KpUTHYKe Tauke (hyHKOUje f(u), 3a BY Ce Kamxe Ja
je mpumuuxa wepuoda dynrumje u(z).

4. MocTaHak mepuoia ofjallrmbeH NpuMepumMa

HaupH mocraHKa HepHona, M3JI0seH y OBOMe IOTO je Ha-
mpej KasaHo, 6nhe pacBersbeH mpHMepuMa INTO CJIENY]y.

I mpuMep: youuMo MHTErpa

(7) e=J (W)= f dz*
1

2

rae (hyHKIMja TOM MHTErPAJHMM 3HAKOM 1Ma caMo jeJaH CHH-
4 ryjgapurer »=0 ¥ OH je moJ mp-
BOT'a pejia, 4nju je ocraTak B=1.
U Kaxg ce sa xomrypy O yame
jemHa Ma Koja KOETypa Koja om-
KoJpaBa Tauky u=0 (cir. 3), uH-
Terpata J ny#s re KoHType umahe
—» 33 BpemHOCT

\(_)_/T * (U=B=1
I ppema ToMe he (QyHKIR]ja

Ca. 3. w(?)=e

Ka0 MHBepCHja MHTerpaya (7), OMTH DNepHOJMYHA M HMATH B5a
OCHOBHY mepuojy Opoj

w=2xi - B=2nmi

u Taj Gpoj je momapEa mepuona (hyHKIH]e.



Il npuMep: younmMo HMHTErpasa

r du
®) Zzbf Tt

rae yHKIAja IO/ NHTErPAJHAM 3HAKOM HMa JBa CHHTYJapHTeTa:
Tayke u=—1 1 u= +1, a o6a cy airedapcke KPUTHIKE TadKe
Ipyrora peia.

[TocmaTpajmo nBe roEType C' mTo mojasze u3 Tauke O u
onkoJbaBajy: mpBa C’y Tauky w=+1, Apyra (', Tauky w=-—1
(ca. 4).

Koarypa €', exBapamentda je saMgu OabcO cacTaBibeHOj
on npaBux Oa u Oc, Gec-
KpajHO OJHCKHX peaJHoj

u
Q ocoBHHM M Kpyskuha abe
OMMCAHOT OKO TadKe u=
K\C N C /_\b =+41. Jly® Te 3aMKe WH-
[

Bkl/q' 6 = +1 TerpaJ IHMa 3a BpPEIHOCT

I+]+]:
Oa abe cO

HpBlI 01 Ta TPH HHTerpaJJa uUMa 332 BPEJHOCT

Cu. 4.

1 L
du y ! . n
= | ——=|aresinu | =aresinl=—.
J1—u? Jo 2
Oa 0

Ipyra uHTerpas, yser ApYy#® Kpykuha abe momynpedynnka
r no6uja ce kaJg ce CTaBM

u=1+4re® , du=rie®d0

u uycrn ce na 6 pactu o 0 1m0 2s; OH JaKJe nNMa 3a BPeJHOCT
2T
oi
du — e?d0
— =9 r —_———
V(1—u) (1 4u) V2+red
abe 0
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Bpenmocr unrerpana, npema Cauchy-eBoM craBy, ocraje
HCTA 33 Ma KOJINKY BPeIHOCT IOJAYNpedHHKA 7, 1A JaKIe I 3a
r GeCKpajHO MaJIo, M3 Yera N3/aasi Ja je Ta] HHTerpaJ jeJHaK Hy.rm

Tpehu nHTerpas nma 3a BpeJHOCT

0 1
'___ Codu du _
J_ Jl/i—u2 JiI—wz 2
cO 1 0 )

rJe 3HaK — Ipel APYrAM WIAHOM J0Ja3H OTyJda INTO je (pyHK-
nuja MON MHTErpalHiM 3HAKOM HOCIe O0MIACKA OKO KPUTHUKE
TagKe u=-1 IpOMeHUJIa JeTepMHHAIHN]y, T.]. CBO] 3HAK.

Jy=x womrype 'y muTerpanx J nmmahe naxime 3a BpejaHOCT
m, a y raury O ce CTHRe ca JeTepMHUHAIHjOM

1

(9) fo)=—r=

(pysKInje /' (u) IO HHTEIpAJHIM 3HAKOM.

Ha mern mayun, a Boxehu padyna o ToMe na je (hyHKIuja
f(w) mapsa u ma ce cajy n3 O moxasu ca gerepMuHanujom (9),
HaJasm ce Jga Oy# KoHType (', nHTerpad . HMa HCTY BpeJHOCT
mx, a Ja ce mpeko me cruske y O ca neTepMHHAIINjOM

1

f(u): +—V—‘1Tu‘

(yEKIAje MO HHTEIDAJHNM BHAKOM,

IIpewa ToMe, IeJOKyOHA BpemHOCT HMHTErpada J Iy ABO-
CTpyke KOHType cacraBhede u3 'y u C'; msHocn 2s. Bpoj w
OBJle je mawkie w=2m, IMTO 3HAYM Ja je (yHKII]a

u(2) =sin z

ka0 MHBepcHja HHTerpa’a (8) HepHONMYHA II HMa 33 UEPHOLY
w=2n Taj Gpoj je xpurnuka nmepuoma (yHIuje.

IIl mpuMep: younMo HHTerpaJ

d du
(10 2= | ——=J(u ’
) [75=re
0 E
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rge je U TOJMHOM YeTBPTOr CTeNeHa II0 IPOMEHJBUBO] u,
00K,

(L1) U=(1—u? (1—ku?),
a rhe je k kakaB craJaH peadaH Opoj mrTo Jen msmely O1rl,

(I)ymcunja oo HNHTErpaJHUM 3HAKOM WM& YeTHUPH CHHIY-

Japirera
1 1
u=—1, u=+1, it PR +—k—

Koju cy cBH aarefapcke KpUTHYKe Tadyke Jpyrora pena.

[TocwarpajMo mHajupe nBe xomType C, m (', (ci. 4) mTo
mojase M3 Tavyke =0 I ONKOJbABAjy: INpBa Tad4Ky u= -1,
Ipyra TadrRy w= —1.

Ronrypa (', exBuBaleHTHa je Majompehammoj 3aMim
OabeO, a pyx Te 3aMKe HHTerpask J MMa 3a BpPeJHOCT

)

IIpBu ox THX mMHTerpaja uMa 3a BpegHocT K, ryie K o3Ha-
4yje peaJHH oApeheHH HMHTerpal

L

(12) K= j i .
Ja—w) (1 — P

0

Ipyrum meterpa, yser Ay Kpysnha abc mNOXympedHHKA
r, nobuja ce KaJ ce HM3BPIII CMEeHA

u=1+4re® | ‘du=ric®'d0

u nycrn ce a6 pacru og O 10 2s; OH JaKje MMa 33 BPeIHOCT

I du . VT f1 du
V(1 —u) Q4w (1 —Fw?) J V@Fres) [L—R(1+reoT)]

abe

Ia IOIITO BpeJHOCT HHTerpaJa ocraje HcTa H Kaj ce IO0Jy-
OpedyHHE 7 GeckpajHO cMambyje, TO je Taj HHTerpaJ jeJlHaK HYJH.
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Tpehu murerpan mma 3a BpenHOCT
1
[ Eealae v dv e
VU T
0

TaKo, Ja Iy KOHType C’1 nHTErpaN J MMa 3a Bpejgdocr 2K, a
y Tagky O ce, IO MOBPATKy, CTHIKE ca JeTepPMHHAIHjoM

(13) Fluy=—

VU
(yHKIje 10X HHTErPAJHHM B3HAKOM,

Ha mern mauwms, a Bogehum pauyma o ToMme ja je (DyHKIHUja
f(u) mapEa n ga ce u3 O can mosaasu ca jlerepMuHanujoM (13),
HAJa3M ce Ja Ny# KoHType (', uMHTerpax .J omer uMa 3a Bpel-
HocT 2K a na ce mpeko Te KOHType cTike y Taduky O ca ne-
TepPMIHAI[N]OM

(14) f@—+rw

[Ipema ToMe: meJokymHa BpemHOoCT MHTerpada .J Iy
IBOCTpPyKe KOHType cacraBsbere n3 C'; u (', nsuocn 4K. Bpoj
w oBfe je 4K, mito sHaun jAa (yHKOIja w»(z2), HEBepcHja ITHTe-
rpana J(u), uma 3a mepriony w—=4K.

Ilocmarpajuo cam aBe koHType C'3 m C'y, mMTO moJase 13
rauke O I ONKOJHABAjy:

npBa TauKy u=%, apy-

ra rauky » ——1 (ca.b).

Komrypa (’;, He om-
KojbaBajyhu Tauky uw—
=-1, eKkBIBaJeHTHA

je samMgn OabcO Koja Taxohe He 0mKOJbaBa Ty TAYKY, & CACTAB-
JbeHa je us npaBux Oa m cO GeckpajHO GIMCKHX peaHO] 0CO-

1
BUHM, M Kpy:kunha abc onmmcaHOr OKO Tauke u:+—k. Hyx Te
3aMKe MHTerpaJ J MMa 3a BpeJHOCT

(15) l+l+l.
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HpBI’I 0 Ta TPpH HMHTerpaJJga uMa 33 BPEIHOCT

1 1

. k t k, -
J:f:f+ — K41,
Oa 0 0 i

rme je

1

L:f du .
: V@ —«? (1 — u?)

Hy=x npaBe (1,%) BpenHocr | 1—w? je umarmEapa® 6poj,

jep je w>1, a Bpegmocr |/ 1 —%*® je peamam 6poj, jep je u < %

Axo ce, marie, HaIume

V1—u? =i }ut—1,

BpegHOCT HMHTerpaJa
1

K’:fT dm
J V m2—1) (1 — k2u3)

je peanHa m uHTerpaax L he mMartm 3a BpegHOCT

L:%K’:—éK’

mpeMa deMy je

| i S
k
f:f:K—mq
Oa 0

ﬂpym ox uHTerpauxa (15), yser IOy Kpy#uha HOJyOpedHHKA 7,
nobuja ce kaI ce CTaBU

= —kl— +re®,  du=rie® do
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u mycr# ce ma O pactu ox O 1m0 2x; OH, TaKJe, UMa BPEIHOCT

f du —iV T .T e?'de
; V(A—u?) (1—ku) (14 Fu) 3 V(1 — 72e267) (24 kre®)

KOja Te:KM HYJIHM KaJ ce IOJYyOPeYHHK r OeCKpajHO cMamyje, Ia
je, makse, BpeHOCT MHTerpaja jeJHAKa HYJH.

Tpehu ox mmTerpasa (15)' je

i i
0 k 1 k
f:_[:f:f—[—lei’—ilx”
cO l 0 0 1
k

(3HaK — mpejx OPYTHMM UIAHOM IIPOM3IA3U OTyZAa, INTO je Iocie
o6MIacKka OKO KPUTHUKE TadyKe u:% ¢yHKIMja DOXN UHTe-
TpaJHUM 3HAKOM IPOMEHHJA CBO] 3HaK), a y Tauky O ce CTH:Ke
ca nerepmuBanujoM (13).

HWs Tora mamasu ma je BpeZHOCT HHTerpasa J Iys KOH-
type (', jenmmaxa Opojy 2K —2:K' m na ce, mocie o06HIacKa
TOM KOHTYpoM, criske y Tauky O ca merepMuHanujom (13)
¢yurnnje f(u).

Axo ce mocie Tora MHTerpaluja IpPOAYMH [y KOHType
('y, Bozehy padyH 0 ToMe /1a ce MmOJa3d ca AerepMuHanujom (13)
(yERIHje mOJ MHTerpaJpiM B3HAKOM, HAJA3W ce, Ka0 M y CI. 3.
Ia MHTerpad J Iys Te KOHType MMa 3a BpemaHocT 2K u 1a cey
Tadry O, 1m0 oGMIACKY Iy KOHTYpe, CTH:Ke ca JeTepMUuHAIIHjoM (14),

IIpema ToMe, IleJIOKyIHA BpPEeIHOCT MHTerpata J Ay IIBO-
CTpyKe KOHType cacTaBbeHe ox Oy u (', jemmaka je Gpojy
4K—2/K', ma moImro Ta KOHTypa IOBOAM [0 JAeTepMUHAIHUje
(14) ¢dymknuje mox MHTErpajHMM 3HAKOM, TO Ce B3aK/pydyje maa
je Taj Opoj jemna mepuwoma (yHKUHUje w(z). AIM HOmMTO je Ha-
npen HaheHo ma je m caMm Gpoj 4K jenHa mepmona te (yHKIU]e,
T0 crefyje ma je m Opoj — 2:K’, ma nakie m Gpoj 2K’ jeama
HeHa [epuoja.

Dynryuja u(z) uma, daxne, dse epuode
wy =4K 1 wy, =2iK’

2e cy K uw K' peasnu odpefenu unimepany .
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1i
(16) Fres f du ,
; V(1 —u*) (1 — k)

e du
J V (@2—1) (1 —*u?)

a7

Cpaka fpyra KOHTypa, PasiIndHA OJf OBHX OBJe IOCMATpA-
HUX, HOBOAM WJIM IO HCTHX NEPUONA w, U w,, WIX OO0 HUXO0-
PHX JHHeapHUX KOMOMHAIWja Koje He 0BOIe 10 KakBe HOBe
nepuoze.

Hahere nBe mepuome w, M w, Cy KPHTUYKe HepHOJe; OHE
¢y OYeBHJIHO jelHa Ha APYry HecBOIJbHBEe M HUMajy ce CMaTparTH
Ka0 OCHOBHe Ilepuoie (yHKIHje u(2). JeaHA je 0 HUX, Kao IITO
ce BUIMW, pealHa, a Apyra YUCTO MMarHHApHA.

8a k=0 unTerpasm K u K' mocrajy

Kf_ua a

K':f i =[log(u+l/7¢a)]m:oo

) Jur—1 0

Tako, J1a QyHKIMja u(?) — sinz, Ha Kojy ce 3a k=0 cBoAM
HMHBepcHja MHTerpajJa J, HMa caMO jeJHY KOHAYHY IEDPHOIY

w—=4K=—"2r.

5. F'eoMeTpHCKO 3Ha4YeHme NEPUOTUYHOCTH

IleppognaroCcT Ce cacToju y YUILEHHIHM a4 C€ BPeTHOCTH
¢yHKIHje MOHABHAjy KaJ ce He3aBHCHO NPOMEHJbMBOj KOJUIUHA
Zoja HIH OJy3Me jelHa CTaJHA KOJIMYMHA , KOja Taja UIPa
yJIOTy Iepuoje.

Rax ce pagm caMo o peaJHHM KOJIMYHHAMA, & M HEPHOIA
je peanHa, OHJa je IEPHONUYHOCT I'€OMETPHCKU H3paieHa M-



20.

ECHUIIOM [1a ce JyK KpuBe JHHIUje, IITO IPeJcTaB/ba HOCMATPAHY
QyHKLA]y, DOHABHA y OJpeheHMM CTAJIHMM pasMalMa Hesa-
BHCHO IPOMEeHJ/bUBe KOJIUYIMHE (amemuce) (cl. 6).

Kax ce pamu o UMaruHapHUM KOJIMYMHAMA, OMIO 713 je me-.
PHOa peasHa N KOMIUIEKCHA, TAKBO je IeOMeTPHCKO H3paskaBame

1" | m |

Cu. 6.

HepHOOUYHOCTH HeMOryhHO y jeTHO] paBHH, jep caM0 03HAYABAKLE
IIpOMEeH2 He3aBWCHO NPOMEH/bUBEe ¢ 3aXTeBa jeHY paBaH, a 03-
HaJaBawme mpoMeHa (hyHKIUje APYry, 3aceCGHY paBaH.

IHa 6u ce Bupe;o 3HAUee HEPHOAUYHOCTH Y PaBHU 2,
PasIuKyjMO OBe ciaydajese :

IIpBu caydgaj: wnexa je uepuoda « peaana. O3HAIAMO
H2 peajHo] 0COBMHM (Ci. 7) Tadke

\Y
zOmL'LJ oz' Zo+w 13’2(4)
A | B | ©Q
& e 0 w 2w 3w| x
Cn. 7.
(18) +o,4+20,+3w,- -

H KpPO3 HBUX HOBYUUMO yIpaBHE OapajelHe MMATHHAPHO] OCOBHHN,



21

Axo ce younm jemHa Ma Koja Tauka z y obmacta (4), q)yHmmla
he mMaTi ¥MCTy BpeJHOCT M OHJA KAl Ce Tauka z IpeMecTd y-
Ta4Ry 2+ o0macTh (B) Wi y Taurky 242w 00JacTH ((J) o A A
7 1o he BaUTH 33 Ma KOjy Tauky z obmactu (A). Hepnomm-
HOCT (PyHKIHje CacToji ce, Jakie, y TOMe IITO, KaKBe T0X Bpe]-
HoctH (pyHEImja moGuje y obmacru (4) y IIO]eI[HHHM HeHNM
TaYKaMa z, TaKkBe he McTe BpPEJHOCTH OHA JOOUTH U y oc'ra-
anM obaacruMma (B),(C),--- y OI[I‘OBapd]yhnM TaIKaMa

(19) ztw, 242w, 2+ 3w, -
Koje ce cBe Hajlaze HA jeHOj IPaBoj mapajelHo] pealHO] 0COBUHHU.

Hdpyru caydgaj: wnexa je uepuoda wucuio uMazUHAPHA KONU-
wuna. Tauka o Hasasnhe ce Ha IMAruHAPHO] OCOBHHM (CI. 7). AKO
ce Ha 0BOj o3gade Tauyke (18), ma ce Kpo3 OBe IOBYKY IapaJielHe
peasHoj ocoBHHM, no0ujajy ce mo-

jacu (4), (B), (C),--- on KOjux, KaJ Bw
(A) campsmu mocMaTpaHy TadRy 2,
CBAaKW O IHUX CAAPKHU IO jedHy LSS')) Z+2w
’0j oxrosapajyhy rauky (19). Ose »
ce Tayke CBeé HaJase Ha jeJHO] (B) §+w'
npaBo] IapaJelgso] WMaruHAPHO] , ‘
ocoBurH. IlepmogmunocT (yHKIUje (A) 5
omeT ce CacTOjil y YHmEHHIN Ja B ¥
(ysrnuja y raykama (19) Tux mo- 0 5
jaceBa 1modHja jegHY HCTy Bpel- Z-w
HOCT, OHy KOjy OHa uUMa y TadKd =ty !
z mojaca (4).

W y opBom, u y gpyrom ciy- -2W
qajy obmacra (4), (B),(0), - - Ha-
BUBAjy Ce UQjacUMA UePUOdULHOCILU O 7.

¢yurnuje. Tux mojaceBa uma Oe-
CKpajHO MHOTI'0, aJU je T0BOJHHO MO3HABATH (PYHKIU]y y jelHOME,
KOMe OMJI0 O WHUX, ma he ce OHa I03HABATH Yy IeJI0j PaBHH,
TIOTTO Cé OHA TOHABJFA Y CBHMA OCTAJIM MO0jaceBuMa. IIpsus
uojacom uepuoduunocuiy OONYHO ce HA3WBAa IPBU IOjac ca D;eCHe
cTpaHe MMarvuHapHe OCOBHHE. ]
Taure (19) HasmBajy ce zosmoioeui WaxkaNa TIH Z0MO-
a0zama Tauke z 3a mocMarpany (yHKumjy f (7). Ilepmommumoct
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OBe cacroju ce Taja y ToMe, INTO (PYHKIH]ja Y CBHMA XOMOJIO-
TUM TadKaMa HMMa HCTy BPEJHOCT, OHY KOjy MMa y TauKH 2.

MehyruyM, ¥ y npBOMe M y OpyroM ciydajy mojacuMa Ie-
PHOOUYHOCTH Modce ce 0QUiY UPOUIBONLHA OPUJEHUAYUIA, ATH TAKO
Jla yBek ocraHy MehycoOHO mapasennu. IlpermocraBuMo 1a ce
OpBOOUTHE HmPaBOYIJIe KOOPAMHATHE OCOBHHE OODHY OKO KOOPHH-
HATHOI' OYeTKA 33 yrao «, a 1aa moderak ocTaHe mcrH. Mehy-
coOHH mososkaju Tavaka O, w,z u (19) ocrajy Taga HenaMemeHH,
momrTo ce H. mp. rauke O, w,z,z+4 o Halase Ha TeMEHNMA Ia-

&

Z+w

&

“To

Ca, 8.

0COBHHE OCTalsie ucre, a nojacn

ocoBuHaMa (cia. 9).
O6pramem 0cOBHEHA,
KOJHM ce He Memajy me-
hycoonu wuonosxcaju KOOP-
IVHATHOI IIOYEeTKa, IIe-
pHoze ¥ XOMOJOI'HX Ta-
4yaka, Memajy ce came
épednocwiy CBAX THX Ta-
YaKa, ¥ TO HA jeJaH MCTH
HAYHMH: FHbUXOBU II0Te3H
(Momyam) ocTajy Hems-
MemeHH, a NOJAapHH
JIVIOBH ce CMamyjy HIM
noBehaBajy (mpeMa cMmu-
clIy o6pTama) 3a yrao o,

. . S i o o (o o) i i, o S

y

paiejorpaMa KOju ocTaje He-
n3MemeH 00pTameM OCOBHHA
(car. 8), jep mosTokajH HEroBUX
TEMEHa 3aBHCEe CaMO OJ Iipa-
Balld W IIOTera Tavakaz M o,
a He ¥ 0]l mpaBala OCOBUHA.
IIpemMa TOMe M mojacu mepHo-
OUYHOCTH OCTajy HCTH, CaMO
IM ce Mema Haru6 npema
OocoBHMHaMa. A pesyarar je
HCTH Kao Ja Cy KOOpPJMHATHE
OPOMEHMJH CBOj HaruG mpema

—— " ————— -

Ci. 9.

33 KOJH Ce KOODAMHATHM CHCTeM OODHYO OKO IO0YeTKa. Y IIpBOME
cly9ajy BpefHOCT 2 IOCTaje ze*, a w IOcTraje we*; y Ipyrome
clIyyYajy M3MemeHe Cy BPeJHOCTH ze—* M we%,
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Tpehu cayuaj: nexa je uepuoda xomiisexena xosuwuna.
O6prameM KOODAMHATHOT CHCTeMa OKO TI0YeTka, YUMe I0jacH M
XOMOJIOTe Ta4Ke 0CTajy HeMsMemeHH, MOMke ce yYMHHUTH Ia ce
Tayka w Hahe Ha peanHO], MM HA WMar¥HAPHO] OCOBHHH, Ia
Iakjae, fa ce onpehuBame THX IojaceBa M THX TayaKa CBelie Ha
OpBH MIX JPYr#d ciaydaj. A m3 oBora INTO je Hampeln KasaHO
U3BOAU Ce Tala OBaj 3aKJbydak:

RakBa Ouia nmepuoma w, peajHa, YMCTO UMArHHAPHA MJIH
KOMILIEKCHA, IIPBU [Ojac OepPUOJNIHOCTH I00HMja ce KaJ ce Kpo3
moyeTak 1 Kpo3 Ta4Ky w IMOBYKY /iBe Mehy co60M mapajieHe IIpaBe
L nu L' npomsBOJpbHOT TpaBlia; [e0 paBHM H3Mehy Tux naBejy
IpaBUX je IPBH TO0jaC MEPHOJMIHOCTH, a CBH OCTAIA Ce M0-
6ujajy moBirauehm kpos Tauke

420w, +30w, +40w, -
npaBe mapaJenaHe npaBaMa L m L.

Rao mro ce Buau, mocrojame jenHe IepHoie w LOBIAYH
co60M OrpaHMYem-e Jela PaBHH y KoMe (yHKIMja no6Hja CBe
MoryhHe cBoje BpemHOCTH, a KOje ce caMoO IIOHABJbajy y Ioja-
cMa TEePHOJUYHOCTH, § HUXOBAM XOMOJOTMM TaYKaMAa.




Npyru onebak

- I'eHepaHOCTH O JABO-NEPUOAUYHMM (PYyHKUHjama

6. HemocpeaHu HauuHU (popMupama
ABO-TIEPUONMYHUX (PYyHKLH]ja

Bugenn cMo Kako ce IpoydYaBameM KDHBOJIUHHUCKAX HH-
TerpaJa

(20) z =ff(u) du

IONasU 0 CasHAaWma [a WHBepPCHja wu (z) TaKBOI'a HHTerpaJa
UMa jeqHy WM BAINe HeCBONbMBHX mepuoma. To maje Moryh-
HOCT na ce HemocpenHO (opmupajy mETerpasu (20) umja he uH-
Bepcuja OMTH IBO-IEPHONNIHA (PyHKIU]a.

TakBa je jemHa (YHKIHMja HAOpel NpPoydeHA HHBEpPCHja
u (2) mHTErpaia

U

- d
G Zif}/ A—w) (1 —Fuwd)

Jpyru jenaH HaYWMH 3a HeNOCPeJHO ¢opMUpame IBO-Ie-
PHINYHNX (YHKIHja /aje TeODHja peloBa UMjH je ONMIITH WIAH
ozmpehera ¢yHkIUja DpoMeHJbMBE z. YOUMMO H. mp. pexn

(22) f@)=U,+U, +Uy+-- .
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YUjU je ONIITH 4WiIaH 00JIrKa

(23) Upn=4n+0n,
rue je
(24) ertnw

Up = (ea_ e:—{.-nm) (Cﬂ = ez—{—nw) )

e"—‘“”O)

(25) Up = (ea_ ez—mu) (eﬂ S et—nw) )

rje ¢y « M B IBe Ma KakBe KOHCTaHTe, & w KOHCTAHTa 9YUjU
je pealaH Ieo HeraTHBaH.

Iloxasahemo Hajope na je pex (22) KOHBEepreHTaH 3a CBe
BPEeJIHOCTA 2z, OCHM 33 OHE 33 KOje MIMeHHOIM H3pasa u, U vp
mocrajy jemHaxnm BHyJau. HoHBeprenunuja saBuCH O]l Ha4YMHA HA
KOjiI Cé u, U v, MOHAMmA]y 3a Beanke BpexmEocTH 7. IlomTo je
peallaH Ie0 KOHCTAHTe w HeraTMBaH, HM3pas ¢"”, Oa JaKie I
e“t"e  Tese HYJU KaJ n OeCKpPajHO pacTH, M IpeMa TOMe HMe-
HUJIAI M3pasa u, [OHAIa ce y GeckpajHocTH Kao e*tF, Ymam
u, IOHAIIA ce, JaKJe, Kao M3pas

ertnw p
P ez—a— . eﬂw
eotB
IITO BHAYM 18 Ce pern
(26) U+ Uy F Uy F - ¢ -

IOHAIIa Kao T'eOMeTpPHCKa Hporpecnja
pF—a—p (1+ew + e?m+e3w+ P )

K0ja je KOHBEPreHTHA, jep je e” TO CBOME MOAYJLY Mame Off
jemuuunme. IIpema Tome he m pex (26) GATH KOHBEPreHTaH 3a
CBe BDEHOCTH 2 PA3IHUYHE O]

(27) o —nw +2kni 1 B—nw+2kni

rae je » koju OHIO 110 IOBUTHBAaH Opoj, a %k KoOju OHIO Ie0
(mo3uTHBaH WIM HeraruBaH) Opoj; 3a BpegHOCTH (27) wIaH up
mocTaje GecKpajHO BEINKH-

. E =atk
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[a 61 ce noxasana KOHBepreHIHja pena
(28) Vo0, + 0+« ¢

OPEMETHMO [a M3pa3 e "®, ma JakjJe M H3pas e, GecKpajHO
pacTi npu pamhemy Opoja n, ma Ja ce 3a BeJHKe BpPeJHOCTH
7 U3pasu

e —ef" [ eﬁ___ pF—nw

IOHAMA]y Kao — e*—"“, TaKo [Ja Ce WIaH v, IOHAMA Kao

eF—nw / i
lo—E+Nnw
e' —nw) \( € :

Pen (28) momama ce, makie, Ka0 T'eOMeTpPHCKa Iporpecunja

e—* (1+eo)+e20)+e3w+ & W )

Koja je xomBeprentHa. lIpemMa Tome he m pep (28) 6utH KOHBep-
reHTaH 32 CBe BPeNHOCTH 2z Pa3jndHe OJ

(29) at+nw+2kxi w BHnw-2kni

3a KOje KOHBepIreHLHja IpecTraje, jep WwiaH v, mocTaje GeckpajHO
BeJIHKN.

IIpema ToMe M pes (22), kao 30up pejoBa (26) u (28), koHBep-
reHTaH je 3a cBe BpegHOCTH 2 ocuM (27) u (29). Te cy apeo-
nocwu (27) 1 (29) uososu upsoz peda 3a pywsywjy f(2) wojy wus-
paxcasa ped (22). la je cBaka 0] THX BpeZHOCTH I0J (yHKIHje,
jacHO je W3 TOra INTO 3a CBAKy O] IHbUX IO jeJaH O] YIAHOBA
U, M v, pela (22) mocraje GeckpajaH, a meropa oOpHYyTa Bpel-
HocT mocraje jenHaxa Hyau. Kam ce f(2) NOMHOKH pasInKOM
z—a, rge je a jenHa, Ma Koja, ox BpemHoctH (27) u (29), 6uhe
CBAKH WIAH %, M ¥, IOMHOMEH TOM DasJNKOM. A TH Cy dWia-
HOBH [IBOjaKM: je[lHH, Ydji HMEHWJAll He [OCTaje jeJHAK HYJIH
3a z=a, N JPYrH 4YAjU je HMMeHHWJAN HyJa 3a z=a. OHU IpBH
INOMHOKeHH €3 2z—a [OCTajy je/lHAKH HYJIH 33 z==a, a IPYrd ce

; ; 0
jaBipajy y OpUBHUIHO HeonpeheHoM oﬁ.nmcyv, Il ce MpHMe-

BoM [/Hospital-oBor mnpaBmia Hajzasm na je Ta BpemHOCT
KOHAYHA M O] HyJe pasindHa. A cBe TO JI0Ka3yje [1a je BpegHOCT
z=a oJucTaIIOJ IPBOra pena sa f(z), ma momro Ta (yHKIUja He
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MOKe MMATH JPyrAX CHHIYJapUTeTa 0CHM BpeaHOCTH (27) u (29),
TO je OHA wmepomopgra (PyHKIM]ja NPOMEHIbUBE Z .

ITomTo ce HA un, HH v, He MeHmajy Kal ce BPEJHOCTH 2
nona 2mi, 10 GyHKIMja f(2) uMa Opoj 2ai 3a mepuomy. Amu ce
MOKe JI0KasaTW [a OHAa MMa 3a mepuoiy M Opoj w, M TO Ha
0Baj HAYWH :

Ilomro v, HMje HMmMTa APYro X0 %, KaJ ce y IbeMy HH-
IeKcy n TIPOMeHH 3HAK, TO ce pel (22) Moke HaNMCATH Yy 0OIHKY

(30) ...+ usgtuotu Ftugt+urtugus4---

T. |. y 00IHKY pela 4Ynju Cy HHIEKCH CBH IleJu OpojeBH 0f
—® 10 + . Kag ce Ha Mecro z craBu 2+ w, ONIITH WIAH
ur pena (30) mocraje

_ e Hlk+Hw

[er — et ][ of — g (D] = U1

u 1O OMIO a3 je k& mosuTHBaH, 6MJIO Ia je HeraTHBaH 110 OpOj.
To spaum 1a 3aMeHa BpexHOCTH 2 BpegHOmhy 24w HMa 3a
OCIeMIly caMO moMepame WiaHoBa pefa (30) Ha /IECHO 32 jeaH
PaHT, MTO HA y KOJIUKO He Mema 30Hp TOra pela (IPUMETHMO
7la TaKBO IOMepam€ WIaHOBA caMo OHJa He Mema 30Hp pena,
KaJl ce MHIEeKC Mema O — o 10 -+ oo ; Kan 6H ce OH Memao
caMo ox 0 1o oo, 30Mp 6u ce MOpao HPOMEHUTH, jep He OHM IIO-
CT0ja0 4IaH %, KOju GM TAaKBMM OOMepameM [0IIa0 Ha MecTo
wiaBa u,). [IpemMa cBemy Towme:

Dywryuja f(z) je mepomopfma dywryuja ca 0ée mecsodruse
uepuode
w,=27 " we=w,

Jla cy oHe ommcra HecBOAJbMBe, BUAM ce M3 TOra IITO,
KaKo je peajaH [e0 mepHoje w pasIudyaH o] HyJe, HU jelHa
Ol mepHuoia w; M wp He Moske GUTH MYJITHILI Apyre.

7. Jacobi-eBa Teopema o mepuojgama
ABO-NEPHOAMYHUX (PyHKUMja

3a mepmone w,; U w, Ma Koje ABO-IepHoAWYHe (YHKIHje
Be3aHa je jeHa apUTMeTHUYKa OCOOMHA MCKAa3aHA CTaBOM :
Jacobi-esa weopema : Korvuunur uepuoda Hurxad nuje pearar opoj.



Jep, kaxy Ou Taj KOIMYHUK OHO peanaH Opoj, Ta] Ou Opoj
610 paIMoOHAJAH WM MPAI[MOHAJAH, M OHZA:
1° IlpernocraBuMO Hajope da je Taj Opoj payuowasaw, T.]J.

00I1Ka }ql, roe ¢y p U g IBa Iexa Opoja, 3a Koja ce yBeK MOike

cMATpaTH Ia HeMajy 3ajeJHMYKNX unEmiIana. M3 jensakoctn

o 2

Wy q
nobuja ce ma je

b S ]

p 7’

I3 aK0 Cce B3ajeHIYKA BPeJHOCT Ta ABa KOJUYHUKA O3HAYM Ca
A, mobuja ce ma je

w;=pA, wy=gA\

T. j. Ja €y w; ¥ w, MYITHILIK jeJHOI mcTor Gpoja A. Axm 3a
Opoj A Moske ce HOKasaTH Ha je U caM Iepuoja pyHknuje f(z)
KOja MMa 34 IlepHoje w; M wp. Jep, IpeMa IDO3HATOM AapHTMe-
THYKOM CTaBy O JHHeapHMM HeoJpeheHNMM jemHaunHAMA Cca IBE
HemosHaTe X M ¥, Ma KaKBM OMJIM Iean OpojeBH p u ¢ (Ges 3ajen-
HUYKHX YUHUIAIA), yBeK II0cToje Helu OpojeBH « M ¥ TAKBU Ia je

pr—qy==41:
Axo je x=m; m y=m, jenad map TakBUX OGpojeBa, Omhe
pmy—gme=-41.
ma mpeMa Tome, MHo:kehm ca A
My Wy — My Wy =4 A,
oJaKIe je
My @ = My Wy 4 A .
ITa momro je Taja

F@E)=F(+m; w)=f(z+myw, & 1)= f(¢d-2),
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To je A mepuona (yHkiuje. OGe cy mepmome wi U w,, HaKIe,
MYJTUILIN jeIHe HCTe IIepuofe A, Oa IpeMa TOMe TO HHUCY
HEeCBOJJbUBE IepHOJe.

2° IlpermocTaBuMO Ha je IMOMEHYTH Opoj upayuoraaar. 3Ha
ce 7a 3a CBaKU HMpaIoHAJaH OpOj p. IIOCTOJM TAKBUX PAIMOHAJ-
HIX OpojeBa % KOjI ce O p PpasluKyjy B8a KOIUKO ce Xohe
MaJo, MTO ce MOKe MBPA3HUTH jelHAKOImhy

P8
Py

rme je s xommko ce xohe Maam Opoj. s jenmaumme

W, _ pte
w3 q

mobuja ce Tana
qUI=Pw,+ €Wy
mpeMa 4eMmy je
Fe)=1"(z + qu,)={(e +pw,~+ew,)= f(z+ew,)

mro O6u sHAYMIO0 ma (YHKIM]ja MMa 3a HepuoAy u Opoj ew,.
IIa Kako Ta TepHoIa MOke OUTM KOJIMKO ce Xohe Mana, TakBa
6u ce (yHKIMja MOpaJa CBeCTH Ha KOHCTAHTY.

Kao memocpensa mociaenuna Jacobi-eBe TeopeMe MSBOIHU Ce
3aKJbyJaK :

Hecgodwuse uepuode w, u wy He Mozy OuMU Hu 00e peane,
Hu 06e wuciio umaurapre, jep 6 y 003 ciydaja HHXOB KOJIMY-
HUK OMO peasaH Opoj.

Tako MCTO M3 e clIeayje M 3aKbyJak :

Tauke ©, u w, WUKAd ce He HAIA3E HA jeOHOj UPAGO) WAULO
WPoAA3U KPO3 KOOPIUHAWHY UowewaK, jep KAl OM Taro OHIO, wg
0 w, OM MMAaJ{ UCTUA apryMeHar 0, ma ako UM ce MOMAYJIH 03-
Hade Ca @, U Q,, 6mI0 OM

_ i —p 0O
wy =g €® s Wy=0Q, €~

w. .
ma 61, maxJe KOIUYHUK —w—‘ 6no peatgaH 6poj &
2 2
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8. l'eomeTpHCKO 3Ha4YeHe JBO-NMEPUOTUIHOCTH

Hampen je mokasaHo na IocTojame jefHe IEPHONE w;, 34
nary ¢yEkuujy f(¢) moBiayu co60M YHE-EHHIY 14 je J0BOJHHO
N03HABATH (YHKIU]y 3a Tadyke z y jeflHOME HOjacy NEPUOXNIHO-
CTH, T4 J1a ce OHAa NO3HAaje 3a Tayke z y I1eJI0j PaBHH Te MPO-
MeHJbUBe. .

IIpermocraBuMo caj Aa (PyHKIUja, IOpej HepHojge w,, UMa
jomn jenmy mepmomy w,, HECBOAJbUBY Ha w, . I Ta mepmoxa Imo-
BIaYM co00M CBoOje mojaceBe IepHOAMYHOCTH, Koju he ce ykp-
MTAaTH €4 OHMM3 KoOje IIOBIAYM IepHojaa w, . Ilomro cy mpaBmm
IPaHMYHMX NOpPaBUX THX II0jaceBa IIPOM3BOJGHY, OHH C€ MOTY
u3abpaTd Tako, /a II0jaceBM INTO OATOBAapajy HpBOj IepHOIN
Cyny mapajelHy IOTery Jpyre mepuoie, M oOpaTHO : Ja M0jaceBH

Ca. 10

IITO OAroBapajy Apyroj mepuonu Oyay mapajelHH HOTery HpBe
nepuone (ci. 10). Ta he gBa cucrema mojaceBa 06pasoBaTH y
PaBHH OPOMEHJbHMBE 2z je[(HY mpedxcy uapasenozpama KOjU cy, IO
caMoOMe Ha4MHY CBOr'a MOCTAHKA KapAKTEPHCAHH THME IITO:
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1° mapanesorpam, mpenpraH Ha ca, 10 MMa 32 TeMeHa TAYKe
(31) 0, wy, w,, w;+w,;

2° cBH OCTalNU MapajeorpaMd MMajy 3a TeMeHa XOMOJIOre
Tayke Taykama (31);

3° cTpaHe CBHX IapajejorpaMa NapajJelHe Cy I[OTe3UMa
oepuona w, M w,,

l'eomerpuckuM cabupameM Jako ce yBepuTd ja he TemeHa
napajeixorpama I (ca. 11) uMaTn 3a CBOje XOMoJoOre Tadke, a 3a
nepuony w,, TeMeHa Iapa-
nexorpama IT, IIT,-- - 3a- I]I
THM, [a he OpON3BOJLHA
TayKa z y Imapajeiorpam
I nvaTn g CBaII)QOM(’, onpmi Ry il
IpyrUX mapajejorpama Io
jeIHY CBOjy XOMOJOTY Tad- P
Ky, y Kojoj (pyHKInja mobuja A w,+ W,
OHY HCTYy BpeIHOCT KOjy 5 I
uMa y rauku z. [Ipema Tome
¢yrKnuja, onpehena y ma- Sz
paxenorpaxy [, moHaBiba 0,
ce y cBaKkoMe OJ IiapaJe- d
anorpama I[, IIT, ..., mTo 0
3Ha4YM Jla npeHocehm ma-
pasenorpaM I nys mojaca
nepuoangrocta (A), (ci. 10) Cn. 11
Tako Ja ce I mokjgauma pe-
noM ca II, IIT,- .-, yunruhe ce ma ¢ysrnuja Gyme mosHaTa y
nejoMe mojacy (A), a mpeMa ToMe M y CBHUMa I0jacMMa IIepH-
opugaocrn (B), (C),---, na pakie y ILeJ0] paBHH,

Csu cy uapasenozpamu mpexce wo Waj HOMUH eKBUBANCHUHYU
y uoznedy epednocuiv pymwxyuje.

Jlo mcror 61 ce pesyxarara IOILIO M Kaz OM ce, HA MECTO
nepuojie w, , ysela MepHojia w,; HapaJeJorpaMyu ¥ HUX0Ba yJora
ocraau 6m HemsMemeHi. /[omahe ce jom u To, 1a ce Meljyco6HM
MOJIOKAjH XOMOJIOTHX Tadaka He Memajy oOpTameM KOOpAUHAT-
HOX 0COBHHA 3a IPOU3BOJbAH yrao, jep mpaBIU OCOBUHA HE H-

w,+2w,




32

rpajy HHKAKBY yJOI'y OpPH TeOMeTPHCKO] KOHCTPYKIHUjH THUX Ta-
yaka. O6prame uMa 3a ejeKaT caMo IPOMeHy Harnba Mpeske
mapaJjejorpaMa IIpeMa OCOBHHAMa, a He yrude HU Ha OOJUK,
HU Ha BeJWYUHY IlapajejorpaMa, Ia Jakjie HA Ha MelycoGHe
[I0JI0ZKAje XOMOJIOIMX TAadaKa.

ITapamenorpaMu Mpe:ke HABUBA]Y Ce uUAPAICAOPAMU UEPU-
oda; mapagexorpaM I je ocwoswu wuapasenozpam wuepuoda. A us
0BOTa INTO je KasaHO CleAyje 12 Ce IBO-NePHOAMIHOCT (DYHK-
1Aje cacTojn y TOMe, w0 ce (pymryuja, odpehena 1y jednome,
H. Up. Y OCHOBHOM UAPANENOPAMY UEPUOOX, UOKHABAA 1Y cBaKOME 00
OCUANUT UAPANEA0LDAMA.

[TomTo ¢y 3a mary Tauky z HeHe XOMOJOre

2+ my w4 my w,
T.j.0He IITO ce U3 z N00Hjajy noJaBameM WIH OJy3UMAarheM
MyJTHIVIa Iepuoia, TO clenyje na:
1° cBakKo TeMe OCHOBHOI' IApAJeJIOorpaMa HMa 33 XOMOJIOIY
oarosapajyhe TeMe CBaKOra OJ OCTAINX IApaJeorpama;

20 cBaka Tayka z Ha jeJHO] CTPAHH OCHOBHOI IapaJelo-
rpaMa HMMa 3a CBOjy XOMOJIOTY IO je[HY Tadky Ha OLr0Bapajy-
hoj crpaEmM cBakor mapaJjenorpaMa, X TO OHY Ca KOjOM ce z IO-
KJIama KaJ[ ce IOKJIOIe IIapaJes]orpaMy ;

3% cBaka Ta4yKa z y YHYTPAIIEKOCTH OCHOBHOI' HApaJIeJo-
TrpaMa HMa II0 jeIHY XOMOJIOI'y Ta4Ky y yHYTPAIIFOCTH CBAKOIa
Ol OCTAJMX IIapajejorpaMa, I TO OHy ca KOjOM ce z IOKJIama
KaJ ce OOKJONe IapajejorpaMn. ¥ CBaKOj 0] XOMOJOI'MX TadaKa
(pyHKIHja MMa HCTY BPEJHOCT KOjy OHA HMMa y TAYKH 2.

OgeBuzHO je ma Ou, ImpeMa CaMo] KOHCTPYKIIMjH mapaJe-
JorpaMa IIepHo/a, HhUX0BO IOCTOjame Omio HeMoryhHo kan Ou
TaUKe Z=w; M Z=w, JIekKalle HA e[IHO] IIPABO] IITO IPOJABH KPO3
TaYKy z=o0. Aam mpeMa Jacobi-eBOj TeopeMH 0 IepHojaMa Taj
clyyaj He MOKe HHMKAJ HACTYOHTH.

9. HemoryhinocT yHndopMHHX (pyHKUH]ja
ca BHIe o] iBe MepHole

W3 mocmaTtpama mojaca NepPHOJUYHOCTH MOKE Ce TeoMe-
TPUCKH CXBATHTH Ja He UOCUIOJU HUKAKEA YHUpopmna dynryuja
ca suwe 00 Ose uepuode. Jep, ka0 ITO je IOKA3AHO, IMOCTOjame
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cBaKe IepHoje IOBJIAYHN co00M OrpaHHYECHe Jela PaBHH y KoMe
(pyHEIHja m06HMja CBe CBOje BpeqHOCTH. JeJHa OCHOBHA IEpHOIa
w, OTpaHNYaBa Taj Jeo Ha jeJaH Iojac, T.]. HA Je0 paBHU Oe-
ckpajEO MamH on e, /lpyra ocHoBHAa mepmoga w, Or'paHMIABA
Taj II0jac Ha jelaH mapaJjexorpam, T.]. Ha jeJaH aeo mojaca Oe-
CKpajHO Mawbu o] mera. Tpeha ocHoBHa mepmoza cmamuiIa OH
mapajieiorpaM Ha jelaH IeroB /eo OeckpajHo MamU 0 Hmera
caMor, Tako ma 61 (pyHKIHja, Koja OH MMajJa TPH Iepuoje, a
yHH(QOpMHA je, ma Ce MOJke IpeAcTaBUTA Yy JeIHO] PpaBHH,
nobmiaa cBe Moryhue cBoje BpemHOCTH y GeCKpajHO MAJOM eIy
IapaJeJjorpaMa ¥ Mopanga OH CBeCTH Ha KOHCTAHTY.

MehyriM, ka0 mTO je Hampeg HDOKasaHO, HOCMAaTpajyhu MH-
Bepcujy w (z) MHTErpaJa

u

= ‘ £ () du
a
(yHKOHja « () MOXAe CTBAPHO MMAaTH KOJNKO ce Xohe O0CHOBHHX
nmepuoja. AJ, mpeMa I'OpimeM CTaBy, TO Ce MOMKe JeCHTH CaMo
Kalx je Ta (pyHKROB]a mysumugpopmra, a HUKAL KAX je yHupopmua.
YocranoM, 3a MyaTH(opMHe (YyHKOUje HE MOpa IOCTOjaTH TOpe
HaBeJeHN pasJjor 3a HeMoryhsocr Beher Opoja mepmona ox IiBe,
jep ce rakBe ()yHKIHje, ca CBOjUM pasHUM JeTepMHUHAI[HjaMa,
He MOI'y IleJOKyOHe HpeJCTaBHTH Y je[HO] JICTO] paBHIL.

10. Heko/JMKO ommuTHX OocoGuHA MepOMOP(HUX
IBO-MEPUOAHYHUX (PyHKIHUja

ITopen ocoGmHa, BesaHWX 3a IOjeJHHE BO-IEPUOMNIHE
dyHrumje, MMa HX H TAKBUX KOje Baske 3a CBe MepoMop(pHe
¢ymrmuje ca mBema mepmojama. Opie hie ce HaBecTH HEKOIMKO
TAKBUX OMINTHX 0cOOGMHA, KOje Cy OCHOBA ONIITOj TEOpHjH (PyHK-
nuja Te BpCTe, Y OOIMKY CTaBOBA IITO CIEYy.

CraB 1: Huiieepan ma %gje mepomopgre 080-epuoduune
pynryuje f(2), ysews dyorc ma %020 UAPANEA0LPAME UePUoda, jedHar
je nyau.

Jep TakaB HMHTerpal

(32) J= ff(z) &z
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jeqHAK je 30MpDY MHTeTrpaja y3eTHX Iyss CTPAHA IapajlelNorpama,
Mehyrnm y cBakoj Tauykm z jejiHe crpaHe oBora (yHKIHja f(2)
UMa HMCTYy BPEJHOCT KA0 H Yy H>0] XOMOJIOI0j TA4YKH IITO Ce Ha-
JIa31l Ha CYNPOTHO] CTPAHM Ilapajejorpama, ajil y THM JBeMa
TayKkaMa dz MMa CYIOPOTHe 3HAKe, jep Cy OpaBI[I MHTerpamuje
cynpoTHOr cMuciaa. Marerpan J gy jegHe crpaHe I1apalelio-
rpama Ouhe, nakie, jefHaK HHTerpady y3eToM Iy# CYIpOTHE
CTpaHe, aJI CYNOPOTHO O3HAYEHOM. SOHD TakBa JIBa IHTerpaia
jemHak je Hyaw, ma je mawae u J=0. -

Cras I1: Boup ocmawmarxa ma %oje meponopghre 08o-ue-
puoduune ynxyuje, 30 wene UOA0BC WAMO € HAAAIE Y MA KOME
uapasesoepany uepuoda, jednax je Hyau.

Jep, axko ce T ocranu osgave ca By ,B,, B;,---, npema
Cauchy-eBoj TeopeMH HHTerpaJa (32), yser Aysk Hapajesorpama,

1IN@ 33 BpeJHOCT
J=2mi - E By;

Da nomro, mpeMa craBy I, Mopa Outu J=0, To je

2 Bi=0,

Cras I11: Mepomopdra dso-uepucdurna pynryuja e mosce
UMAUY Y UAPANCAOZPANY  UePUOIs  cAMO jedan Uon %Qju u Ouo
uUpPsoa, peoa.

Jep, mpema craBy I[, 36up ocraraka 3a II0JIOBe Cajp:KaHe
y mapajeJsorpaMmy IlepHola jeJHAK je HYJW, a OH TO He GH MO-
rao OuTH KaJ OM IapaxejgorpaM caapskao caMo jeJaH IMOJ KOjH
On OMo upBora pena, jep OM Taja Taj jeJUHM 0CTATAK, A JaKJe
u 36up X By, Mopao Outn pasiudaH on Hyxe. Melyrimy, sa
BHIIe OpOCTHX I10JI0BA, KA0 II 3a IOJ BHIIEra pena, T0 MOe
OuTH, jep ocraTak 3a TakaB IIOJ, Kao 1 30Hp ocTaTaka, Moke
OuTi jenHAK HYJIH.

Cras IV: 3a csary mepomopdhny 0so-uepuoduuny dhymryujy
30up pedosa wyaa, cadpocarnur y uapasesopasmy iepuoda, jednax
Je 30upy pedosa uon06a cadpicanux y wWome uAPane0paAMY.

Jep, Kao IITo ce 3HA N3 ONINTEe TeOpHje aHAIUTHIKUX (YHL-
Iuja, cBaKa ce TakBa (DyHKIIMja MOJKe, 33 BPEIHOCTH z y Oui-
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BUHM [elHe CBOje HyJe z-—a Koja je m-TOra pema, HammcaTH
¥ O0JIHKY :
(33) FR)=(E—a)" 9@,

a y OMM3MHI jeJHOra cBOra IOJa z={ KOjH je nm-TOra peja
y 00JIRKY

(34) [@=E—p"V(),
rae ¢y ¢ (2) u Vv (2) 1Be (pyHKIH]je Koje He IOCTajy HU jeXHAKE
Hyau, HM OeckpajHe 3a 2z = o, OZHOCHO 33 2 =03.

Hexa je f(z) xakBa MepoMop(Ha JBO-IIlepHOJHIHA (YHKITU]a,
ma ce JIOrOpPATMICAaEmeM M JH(epeHIHjaJemeM jeqHaduHa (33)
u (34) mobuja ma je y GANBUHU Tadke

Q) " @' (2)
35 = ’
15 f& a0
a y OIM3UHH Tavuke B
'@ _ —n Ve
36 = .
R o) 7= Ve
M3 (35) u (36) ce Bumu: 10 ma je cBaka Hy)a o IIOJX IIp-
BOra pela 3a (DyHKIH]Y ! f((:)) U Ja je ocraTak 3a Taj IOJ jen-

HaK Opojy m; 2° na je cBaKM IOJ (3 IIOJ IpBOra pena 3a HMCTH
KOJIMYHME M J1a je ocTarak 3a Taj mox jexgHak —n. Ila mormro
f(2)
7o)
IJ1ja, ¥ y mapajeJorpaMy mepuoja He MOMe MMaTW APYTHX CHH-
ryjJapurera OCHM TAKBAHX BPEJHOCTH Kao IITO ¢y o M B, 30Hp
ocraTaka Te (yHKI[Uje 33 IOJOBEe CajpsRaHe y FHEHOM Mapajelno-
rpaMy IlepMoga (MCTOM Kao IapaJjexorpaM (yHKIuje f) Mopa
npewma craBy I, 6uru jeqrax myau. Mehyrum Taj 30up ocrataka je

S 3

mpeMa 4yeMy Mopa OUTH

2m=27l,

YyuMe je CTaB I0KasaH,

je KOMMYHUK U caM MepoMOp(HA IBO-IIePHOJUYHA (DYHK-
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CraB V: csarxa mepomoppra 0so-uepuoduuna dpywsyuja f(z)
UMA Y CBOME UAPANCAOPAMY UePUODA Gap jedar UOA.

Jep ako ce y mapaiserorpaMy youd jeHa OPOM3BOJbHA
cTalHA Tadyka 2= a, PyHKOU]jA

¢ (2) =[(2) —[(a)

je Takohe MepoMop(HA M IBO-IepHOAMYHA, ca ICTHM Iapajeyo-
rpaMomM mepuoja kao f(z). Ilpema craBy IV 8a 1y (yHKIB]Y

Mopa GHTII
E m= E n,

a momTo OHAa HMa Gap jeJHY HYJy, 4 TO je BpeLHOCT Zz=a, TO
6poj X m He Mo:ke OHTH jeJHAK HYJIH, Ia Hakie HH Opoj 7.
ITa kako cBaku o OpojeBa 7 mpeacTaB/ba pel IO jeJHOI'A 10JIA
¢yarunje f(z) (re nBe (pyHKLUje ¢ H [ HMajy HcTe HOJIOBE), TO
TOJIOBII OJMCTa MOpAajy IOCTOjaTil.

W3 oBora craBa mH3nasu Kao 00MYHA TOCJEHIA:

CraB VI: ne tocuoju nuxaxea yeaa d6o-uepuodunmna phynrija.

CraB je mozHar 1mox HasusoM Liouville-ose wieopeme. Dynk-
I1ja Mopa y mapajeiorpaMy mepuoma liMarTH 6ap jeiaH mod, it
npeMa ToOMe He Moze ONTI Iesaa (DyHKIn]a.

Y ToMe je craBy MCKasaHa jelHa 0] pasania wusMehy
(pysrmuja ca jemHom, i (hyHKIHUja ca ABe mepuoie. Mehy mp-
BAMa ce HajJase H.1p. leae QyHKOuje e U sin 2, Iok ce Mehy
IpyruMa He HaJa3d HU jeJHA 1iela (pyHKIuja.



Tpehn onemax
OcHoBHe enunTHYKE (PyHKUHje

11. ®ynkumje sn , cn , dn ¥ HUXOBE HeENMoCpeaHe
mehycoGHe Bese

Hampex npoywaBama (bymc[m]a u (2), nmeuHHCaEa Kao
HMHBepcHja HHTerpaJa

- du
JVT—w) T —Fu)’
0

(37)

moJasHa je Tayka 3a Teopujy enunTaukux (Qynknuja. OHa ce
03HAYyje 03HAKOM

(e =s8ne,

Ilopen me cy yBexeHe jommr m oBe /iBe HheHe KOMOUHAIH]e:
pyHKIHI]jA

(38) n()=yT—smiz
1 (pyHKIHja
(39) dnz=)1—k¥sn?z.
YBoheme THX KOMOMHAIN]a yYUILEHO je IO AQHAJOTHJH Ca

TPUIOHOMETPICKHM (DyHKI[UjaMa, Koje ce MOTy CMarparn Kao
CHeIjaJHN CIydyajeBH eJHNNTHYKNX (PYHKIHUja. A TO je yIHIHCHO
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HApOYUTO C TOra, IITO ce Te JBe KoMOuUBaluje (yHKIHje snz
yecTo MojaBibyjy y obpaciuMa 3a eaunTHdke (PyHKIHje, ma je
OMJI0 07 KOPHCTH, Ka0 M IpH yBohemy KoCHHyca, Kao KOMOHUHA-
nuje cuByca, IPOYUUTH MM je/(HOM 33 CBAarJa aHAJIUTHUIKE 0CO-
OuHe, ma WX Ca TAKO HpPOyYeHHMM O0cCOOMHAMa YBeCTH y padyHe
Ka0 payyHCKe eJeMeHTe.

YBoheme (pyHKIUje cnz UMAJ0 je joIl W Ty HoOpy CTpaHy
1MT0, KajJ je OHA yBeleHa, 00pacuu TeopHuje eJUUTHIKHX (DyHK-
1[7ja TOCTAMM Cy CIANYEN o0paciuMa U3 TeopHuje TPHIOHOMETpH-
CKUX (YHKIUja, Ha KOje ce OHe CBOJe Yy CHOelNjalJHOM CIydYajy
Kag je k=o.

Kao mro he ce Bumeru 13 oHora miro he momauje OuTH
DOKaBaHO, IIEJOKYIHA TeOpHja eJIMOTHYKNX (YHKIH]ja MOske ce
CBeCTH Ha OpoyyaBame TpHjy (PyHKIUja

snz, enz , dnz

1 BHUXO0BUX aiarebapckux komOmuamuja. Ose ce crora HasuBajy
0CHOBHe equuuinuxke pymnxyuje,

IIpBa HemocpernHa Besa uaMehy Te Tpu (pyHKIuje H3paseHa
je obpacuuMa INTO CIysKe 33 caMy IBLUXOBY HeUHHIH]Y:

(40) szt emPz=1,
(41 an?z 4+ k¥sn?z=1

0l KOjUX je OPBH ICTH Kao H OHA] INTO M3paskaBa Besy usMehy
CHHYyCa U KOCHHYCA.
Jlpyra je Besa m3paskeHa y oOpaciMa KOju majy u3Boie
Tux Tppjy pyHruuja. O6pasar (37) moBoau 10 jeXHAUYNHE
d

oA gy S — P
dz

(42)

KOja IIOKasyje Ha je
(43) sWz=cnz-dnz.
U3 odpacua (40) mo6uja ce nudepeHINjaTIeHeM

smzesn'z4cenzeoen'z2=0,
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oJlaKie je

snz-sn'z
(44) 'z =— —"—""" = —snz-dnz,

Hanocierky, us (41) nobuja ce mu(epeHIIHjaTeHEM

. dnz - dn' z-+Esnz-sn'z2=0,
oJaKrIe je

(45) an' z—=—"Fk*>snz-cenz.

Odpacmi (43), (44), (45) yormrmraBajy eleMeHTapHe o0paciie
3a 13BOZe (PyHKIIMja sinz M cosz, Ha Koje ce cBoje 3a L =o,
a T0 cy obpaciu

Jlpyre Bese usmehy snz, enz, dnz, Koje Takohe yonmra-
Bajy cIMYBe Bese I3Mehy OCHOBHEX TPHIOHOMETPHEKHX (DYHK-
nnja, 6nhe mokasaHe y MaJbNM UBJIAramIMAa.

12. Hexonuke oco6uHe (pyHKUHUje sn 2
Sa mpoydaBame 0cOOMHA (YHKIHje sz II0Ja3He CYy TadKe:
1° mapa3 Te (yHkuuje y o6aHKY HHBepclje nHTErpata (37)

20 onmTH HHTerpaJ nudepeHIjadHe jeHAYNEe IPBOTa Pena

ay \*_ (A—y) (1 —Fy’)
o) (%) (=) (1 — k)

Koja Hocu HasuB Euler-oBe gudepeHNujasHe jefHAYNHEe H KOja
ce MOske MHTeTPAJUTH HA /IBa HAYWHA . KBaApaTypaMa I ajre-
6apcKIM olepanujaMa,

Hamncama y o0muky V

- dx dy
4 s -
e V(@ —a®)(1—ka?) [ (1—y2)(1—Fy?)
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jenHaunHa (46) MMa 3a ONIITH MHTErpaJ

' dx o dy ;
be JV(l—ﬁ)(l—k*w'z) _Jl/(l—?/z) (L —Fy?) e

Ca npyre crpane, Euler je Hamao na ce meH ONMTH HUH-
Terpal MosKe H3DasUTH U y anreﬁapcrcom 00JIHKY

zfQl—) (1 —FEy)—y QA —23) (1 —12 a*)
1— 72 a?y?

(49)

Ciyga] je cingaH OHOME ca IIPOCTHjOM JH()epeHIINjaJHOM

jeIHaUMHEOM
L O
(d:v) T 1l—a?

de dy
y1—a J1—y*

HAIIMCAHOM Y OOJIKY

YHUjH ce ONINTH HMHTerpPaJ MOKe HANMCATH y IBa pasHa 00/UKa

fl/ 1d—iaf- fVTd%?JFO

are sin x =are sin y |+ C

zf1—y2—ylfl1—a2=C,

0 ueMy je Jako yBepUTH ce Au(epeHIUjaJemeM jefHe I JApyre
0l IBejy HoCreAmUX jeJHAYUHA.

ITomohy jenmaumue (49) nmoxasyje ce da je snz ywugopana
pynryuja upomensuse z. Jep, xajy He O6a Omia Taksa, OHA On
3a JaTy BpegHOCT 2z (H3ysuMajyhm mojenwHe, cOoerujajHe Bpen-
HOCTH z) MMaJa Bumie o jenHe BpemHoctd. Hewka cy z u y
ZIBe TaKBe BPeJHOCTH, IIITO 0J{r0Bapajy jeJHOMe HCTOME 2z 1 Memhajy
ce ca oBoM. IIpema jenmaumnum (37), KOjy B3amoBO.haBa (PYHKIMja
snz, Taja O Mopaxo OuUTH

x Y

; dx o dy
(m)JVU_ﬁHL—WﬁV—[Wl—fﬂl—Wf)
0
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u3 4Jera ce nudepeHIujalJemeM BHIM Ja & M y MOpajy 3aio-
BO/bABATH jeJHAYHHY (47), a mpeMa ToMe M jefHAYHHY (49), Kax
ce y oBoj Oyme mojmecHo ms3abparna koHcTaHTa C'. A oBa je on-
pehena TuMe mTo je jexaaunna (50) BagoBosbeHA 32 =0, y=0
ma JarJe Tako Mopa OuTH I ca jenaaunHoM (49), mTo maje C'=0.
A Tajma je, mpemMa HCTO] jemHadMHN (49)

g/ (L—yL—Fy*) —y/(d—2*) (1—Fa?) =0
u3 yera ce gobuja ma je

x y

51 —
i Jl—=2)(1—F %) [ (1—¢?)(1—~Fy?)

Ilopehemenm jenmauymna (47) u (51) moGuja ce na je

dr dy

x Yy
npeMa 4eMy je MHTerpaiujoM
(52) §j = 8

rje je a WHTerpanuoHa KoHcraHTa. CMeHOM Te BpPeJHOCTH ¥y Y
jenHaynHN (51) HaJasu ce ma je

1 a
J(1—23) (1 —2?) [ d—da®(1—Raa?)’

ma, IOIITO a He 3aBACH OF x, TO MOe OMTH caMo 3aa=1. U3
(52) Tama ce sarJpyuyje Ha je y=x, T.]. Ja Ce IPeTHOCTAB-
JbeHe JIBe BpelHOCTH (pyHKUHUje snz Mely coOoM mokIamajy, I
opema Tome ¢yHKIUja je yEmpopMra. OHa JaKIe HeMa KpH-
THYKHX TavaKa. :

A jenmaynna (42) morasyje na QyHKIWja u=snz, Kao HH-
TerpaJ Te jeJHAUIHEe, HeMa HH eceHIUjaJHHUX Tadaka. To cienyje
13 MO3HATHX CTABOBA I3 AHAJIMTAYKEe TeopHje MH(epeHIHjaJHnx
jenHaYMHA IIpBOra peja, a ImOHA0co( I3 cTaBa IIpeMa KoMe, Ka
je y jeqHAUNHN

(;Z =Y (2’ ’ u)
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(pyHEIUja ¢ 32 jeJaH HAaTH OApP BpPeNHOCTI 2=, u=f XO0-
aoMopgHa, Tauka (a,f) je o6MUHA TAaUKAa 32 HHTErPaJ © KOJIL
3a 2=« Jobuja BpeJHOCT u==3.

ITorro sn 2z, kao ABo-mepHogUIHA (DYHKIH]a, HE MOJKe, IpeMa
craBy VI, Ourm nema QysKnuja, a HeMa HHM KDUTHYKHX, HHK
€CEHIUjaJHNX TavyaKka, TO OHA MOpa IIMATH I0JO0BA, Ia je IpeMa
TOME TO Mepomopfna (ynxyuja MPOMEHbUBE Z .

N3 jemmaunme (42), KOjy 3amoBo/baBa = snz, BHIU Ce
da je snz weuapra ¢hyxxyuja IpoMeHJbIBe z. Jep je Ta jemHa-
4YUHA 33710B0JbeHA KaJ Ce Z CMeHH €4 — 2, & % €& — u.

Kao 1mro je Hampex HaheHo, ¢ynryuja snz una 0se ockosue,
Hecso0muse uepuode

(H3) w;=4K 1 w,=2ikK,
e cy K w K' peasnu odpehenu wu asu:
: 1
(54) - [ ... . i
JV (=) (1 — 12u?
0
1
&
du
55 K =|—-— — .
o Jl/(le—l)(l—/uzllz)
i

Craman 6poj k, xoju semu nusvehy O i 1, HasBam je .-
dyo (QyHKUBje snz, I KAO IITO ceé BH.IM, uepuode w, u w, cy 00-
pelene (hynrxyuje woea Mo-
0yaa.

A
W+ W,
w, OcHOBHII mapaJenorpaMm
(pyEKIIje sn z je npaBoOyIa-
o X OHHK 9YMja Cy TeMeHa Tad-
ke O, wy, w,, -} wy
0 w, (ca. 12).
ITomTo je snz yHm(oOp-
Ca. 12 MHa (pyEKIWia, TO OHA 33
jeIHY mary BpeXHOCT Z MMa €aMO jeqHy, I TO TauHO oxpeheny
BperngocT v = {3, Anu u3 jejuavynse (37) HaJA3I ce da ona Wy
ucuiy épednocus B doduja 3a 0se epednocuiw z xoje Hucy jedna dpyeo)
xomonoze,
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Jep, kaj ce uHTErpanuja, o3Eavesa y oopaciy (37), H3BpIIII 110
nytamu C' cacraB/beHO] U3 3aMKe mITo, mojasehu ms Tauke O,
OUKOJbaBa Tauky u=-+1 (ci. 13), u ngupexrHe muyrame C ox O
70 « , MHTEerpaJ KaJ ce CTUTHe y Taduky
O uma 3aBpenHoCT 2K , Il ce y Ty TAUKy
CTHKe ca IIPOMerhbeHOM IeTepMUHAINjoM
(pyHENUje moJ MHTErpaJHUM 3HAKOM, TaKO
na he ce y rauky w» crmhnm ca Bpen-
Homhy 2K —z wucrora umHTerpana. llemo-
kynHa nyrama C'+C naje, nakie, 3a HHTe-
rpalx BpenHocT 2K—z, nok nyrama C maje
Bpenuoct z. Ila momro o0e myrame mo-
BOJe 10 MCTe TadKe wu, TO (PYHKyuja u=snz uma wy 0coouny oa

Cia. 13

(56) sn(2K —z)=snz

’

a To je ocoOMHA CIIMYHA OHOj INTO BaRIl 32 sinz, A4 je
sin (r —2)=sin 2.

Kad daxne (pynryuja snz doduje jedny epednocus 3 sa z=o
ona wy ucuy epednocuwt doduja u 3a Z'=2K — .

Tauke z 1 2 yonmire (T.j. Kal je Tadka z IPON3BO/bHA) HIUCY
jenHa Opyroj xoMoJjore, jep ce He CBOZe je[HA HA APYry mOnAa-
BambeM WIH OnysuMameM Myarumia nepuona. OHe cy pasindHe
Mehy coGoM, ma ce, miau o6e Hajase y OCHOBHOM MApajeorpavy
mepuojia y KoMe je z, WM Tadka 2 UMa CBOjy XOMOJOr'Yy y TOMeE
napaJjejorpaMy, IOIITO ce J0JaBameM MM O/y3NMamkeM IepH-
olla 2z’ MOke JI0BECTH y KOjU ce xohe mapaieiorpau.

IIpema Tome, kaz (pyHKIHja snz HoOnje jedHY Hary Bpen-
HOCT (3 Ba KaKBY BPeNHOCT Z == ¢, OH& Ty MCTy BpemZHOCT 3 I0-
6uja 1 3a GeckpajHO MHOI'0 BPEJHOCTH Z, & TO CY :

1° cBe XOMoOJIOre BPeIHOCTH c, Tj. BPeIHOCTH

z=o + 4m K 4+ 2ni K’ ,

rge ¢y /m W m Ma KaKBH, DO3UTABHH WIH HeraTHBHU, IeJH
OpojeBu;
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2° BpejnHOCT

[

"= 2K —a;
3° cBe XO0MOJOI'e BpPeIHOCTH 2z, Tj. BPeIHOCTI
2" =2 -+4m K+ 2ni K’ .

Kan je Tagxa o y ocHOBHOM mapasenorpamy mepuoza, OHJA,
aKo TO HHje cIoydyaj u ca oxrosapajyhom TaukoMm 2, jegHa he
ce IbeHa XO0MOJIOra z” CUIypHO HAJA3HUTI Y TOMe Iapajesorpamy.
Te ce nBe Tauke a I 2, OJHOCHO o I 2", MOry u Mehy coGoM
IOKJIANATH, Kao INTO je ciaydaj H.Ip. Kax je a— K,

13. Hyne u monoBu (pyHKUHUje siz

JemmaunHa (37) 3a;10BojbeHa je 34 2 = 0, w = (0, IOTO 3HAYU
Ia (YHKIUja w=—snz IocTaje jelHaKa HYJH 3a z=0, a oHA
he To Guri m 3a cBe X0oMoiOre BpPeJHOCTH, Tj. 3a

z =4mK <+ 2m K' .

Aunnm, npema oGpacuy (56) oma he 6utH jejHaka HYJIH H 33 .
BpennoCT 2 —2K . Dynryuja snz una, 0axie, y 0CHOSHOM UAPA-
aenopamy uepuoda 0dse Hy.ae

¢=0 1 z=2K,
M)

Kag ce Tum nBemMa Hyldama npnnﬂny Myartaoan sdm K
peanHe mepuone (pyHKLHUje, N00Hja Ce Jeckpajnu Hu3 HeHur uo-
SUMUBHUL U HELAUUSHUT PEASHUL HYAA, KOJe ce C8e MO2Y USPAZUMU
OUWLTUM 00PACYEM

z=2mK.

A kaj ce oBAMa OpHAANy MyJATHIIN 2n: K’ UMarnHapHe
mepuose, 1000ja ce Jeckpajuu Hu3 UMAUHAPHUL HYAQ Koje ce cse
UIPANCABAJY OUWMUM 00PACYLM

g =9m K + 2ni K" *
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Cse cy Te myue wupocute, jep Kaj 32 jeHY BpeIHOCT z Gyne
u = U, H3BOJ

(57) w (@)= (L —u?) (1l —r2u?)

nobuja ox Hyxe pasaundny BpexHoct 4 1. Ila momro cy Hyure,
TPOCTe, TO (PyMKYUja MeWwA 3HAK WP UPOAACKY KPO3 CBAKY C8OjY
Ppeasny Hyay.

IIo cBojuM peaJHHM ByJaMa Shz OOKA3yje CIUIHOCT ca
sinz: 11 oBa (yHKIWja 1MMa OeCKpajHO MHOI'O HYJA, KOje Cy CBe
MYJATHITH IOJYy-OepHoje sz, II CBe ¢y mpocre. AuH, IOK sinz
HMa caMo peanHe HyJe, snz HX MMa M OeCKpajHO MHOr0 NMa-
IHHAPHIUX.

[Morpaswumo monose (pyuruuje snz. Kax ce y obpacuy (37)
CTaRN HA JIECHO] CTPAHH Ja je u = oo, HaJa3W ce Ja he jeman
noa1 a (pyHEUHje OuTH

d du
HES J V(T —u?) (1 — 22 u2)
0

IITO Ce MOKe HAOHCATH Y OOJHKY

1
1 3 ©
0 1 __'_
k

[IpBi uAETerpas nMa 3a Bpegaoct K, npyru — K’ , a tpehn
MOJKe M3PAUyHATH KaJ ce y IbeMy H3BDIIN CMeHa

dv

fev?

1
kv

I -

(58) w=

KOja Taj MHTerpaJ mpeTBapa y

1

dv 3
_Of Fa—ma—Fw 0 0
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ma ce HAJIas|H 713 je
W,

«=K iK' — K= —iK = — 2~

A momito je QyHKIUja w HemapHa, TO je I BpeIHOCT

Ly

2

a’:’[‘K’:

jenan wen moa. Ca nmpyre crpame, mpema ofbpaciy (56), Hanasmn
ce na he m 2K —iK' 6ntu jemad moa (ymkumje. Ila momto he
OHA OCTATH IIOJ Il Kaj joj ce noma mepuoja w, = 2iK’, To he
a” = 2K -}-iK’ 6uti Takohe mox. Ila momro ce oGe BpeXHOCTH
o' 1 o Hajgase y OCHOBHOM IIapaJjiejorpaMy IepHoja, TO ce 3a-
K/bydyje 1a:

Dynryuja SNz uUMa Yy 0CHOBHOM UAPALCA0ZPAMY Uepuoda 08¢
oA, 000 UMALUHAPHA, O WO CY BPEIHOCUILU

K =22 g 2K+1‘K!=“Lj_“’2.

JlomaBameM MyJITHINIA Oepuoia
dm K + 2nmi K’

mobuja ce GeckpajaH HU3 I0J0BAa (DyHKIIMje, KOJII Cy CBH HMa-
THHAPHU. QyHKkyuja snz ocuiaje, 0axse, KOHAUHA 34 e pPeanne
spednocuin z .

CBu cy monoBu (hyHEIUje snz upeoza peda, jep Kax ce y
y jemuauymny (57) maBpmu cMeHa (58), oHa mocTaje

v =—) (11— (1 —kv?);

CBakM NOJ (PyHKUIHje « je HyJa QYHKIUje v, a 3a jeJHY TAKBY

Hyay no6uja ce 3a v’ BpeJHOCT 4-1 pasiIuyHa O] HYye.
ITorpa:kumo ocraTke (YHKIUje snz 33 jelaH Ma KOjU IbeH

mox z=a. Ocrarak B je rpaHMYHA BPEJHOCT KOjO] TeskH M3pas:

Z—a

1

U

(z—a)u(e) = 32z = a.
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8a z=a Ta ce BpemHOCT jaBJhba y OpHBHAHO Heoa)ehemom
0
0
Jasn Ja je oHA

Pem X ! .

AT L % B
u? ’/ (u? _1)(17’—7"2)

Ocwiawax (ynkyuje snz sa ma xoju wew uon uma, daxie,

06Ky —-—, aan ce npumeroM I’Hospital-oBor mpasuia Ha-

- 1 1
3a 6pednocut Ui — P

14. BpenusocTH 2 3a Koje sn z jo6uja BpegHocTu 4+ 1u + i}(

IIpema obpaciy (37) z uma peaane epednocuu camo dok ce

u mewa 00 —1 do -+ 1; Ba ocrase BpenHoctdH w uian je U He-

I'aTIBHO, 1M, KAl je MO3HTHBHO, HHTETPAJ z je HIAK cacTaB/beH

3 30Mpa jeqHOTa pPeaJHOr M jeJHOTa YICTO MMardHAPHOI' HH-
TerpaJa.

ITorpamumo BpenHOCTH #z 3a Koje he w J0CTH3ATH CBoOje
Kpajibe peajgHe BpejHocTil 4 1.

1° Bpenmocr z 3a kojy je w= —1 nara je oGpacuem
Z = E e = ,_L
N—f]/(l —u?)(1 — k% u?) £= 4
0

Ta Tauka Hnje cagpskaHa y OCHOBHOM IIapajeixorpamy Ie-
puona (p), auxm je y oBoMe cajpskaHA IHeHA XOMOJOI'a TauKa
3K , 3a wojy u Tarohe mo6uja Bpeiamocr — 1. Ty nery Bpeanocr
— 1 nmobuja w w 3a xpyry xomoxory tauxy 3K 4 2iK', Takolhe
cajnpskany y (p). OOpasary (56) He IOBOIII HHI 0 KOje HOBe
Tayke 2z Koja OH Omia cajapsaHa y (p) M 3a KOjy OH u MMAaJo
Hery Bpeamoct — 1.

Dynwxyuja snz 0oduja, Oakae, epednocws — 1 3a 0se wawxe
cadporcane y 0CHOBHOM Uapasesowpasy uepuoda, a wo cy wauke 3K
u 3K + 21 K" .
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2° BpenHoct 2z 3a Kojy je 2= + 1 nara je oGpaciiem

1
) du 5
Z:JV(l—uz)(l_l\.g“g)—f(_ T
0

a Ta je Tauka cajgp:kaHa y (p), Kao M meHa xomoyora K 42iK’.
Odpasar (56) He moBoaM IO Koje HOBE TAKBe Tadke koja Oum Guira
cagpsasa y (p).

Qynryuja snz doduja, daxse, épednocwt + 1 3a Ose warxe ca-
dpocane y ocrosrwom uapasenopamy wepuoda, a wo cy warke K u
K + 2K’ .

Bpennocr z, 3a kojy he w moburtu jeiHy uJIm IpPYry OX

BPeIHOCTH i_llc_’ nobmja ce xax cey oGpaciy (37) craBu Kao
1

OpH>A TPAHANA MATErPANa o = — ——— W 4 = + —— . "
Taja ce HAJA3M Ja:
i & 1 y
3° Bpexmocr z 3a Kojy je u=— ;- Aara je obpacuey
1 1 1
Tk & 1k
. . b :
= V(l—u'—'m—w-zﬁ):_J:_ +J a
0 0 U] ¥ J
. w €V
=K 1 } - —— 1 2
’ L T

Koja BpegHOCT HHje cajp:raHa y (p), anum je y oBoMe calpskaHa
mera xomouora 3K -+ iK', 3a Kojy w mo0uja mery BpeﬂHOCT——;—.
O6pasary (56) He IOBOAI HHI N0 Yerd HOBOT, TAKO Ia:

Dynryuja snz 0o6uja epednocis —

3a jedny wiauxy ca-

2
Oparcany y ocwosHom uUapasesopamy wuepuoda, a Wo je WAUKG
3K +HiK'.



49

4° BpeJHOCT Z 3a KOjy je u = —}—%— nata je obpaciem

1
% du B { 1 P
Z_fV(1—1¢2)(1—k2u2)_f+f: =i
0 0 1

Ta ragka HHje campmaHa y (p), @i je y 0BOMe cajp:KaHa

3 S )
heHa xomojaora K + (K', 3a kojy je Takohe u = e O6paszan

(56) He moBoaM HHM 710 Yera HOBOT, TaKO Ja:
Dynryuja snz doduja epedrocut —71c— Y Jjeonoj waku caoprea-
HOj Y 0CHOBHOM Uapancaopany uepuoda, a wio je wawka K + iK',
Rao mro ce Bmms, cse Bbenﬂocm z 3a Koje snz mobmja

1
BpeqHOCTH j‘ ¥y HMarmHapHe cy.

15. EcpexaT pogaTka mony-nepuoia BpeJHOCTH
NPOMEeH/bUBE 7

IIpeMa ocHOBHO] ocOGHHM (DyHKIIUje snz, OBa ce He Merma
KaJ ce BpPCAHOCTII z I[0fla jeAHA WJI Jpyra ImepHoja w; HIN
w,. Jla BupuMo 1mTa 6MBa 0 (pYHKIHWje Kax ce BPeIHOCTH z HO0Ja
jellHa WJIII apyra oJ HOJY-LepHoja

s R O
2_21(, 5 iK',

13 o6pacua (56) nodxrja ce Ia je

sn 2K +2) = —snz
IITO 3HAYU 14 je
w
sn(z 4 7‘) = —snz.

Had ce, daxae, y (pynryuju snz spednociu z 0oda pearna
uony-uepuoda, Pywxyuja 3a0picasa ucuwy spedHoCUL, ANU MEHA SHAK,
4
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w
Jla Ou ce Bumena mocieluiia IO0JATKA IHOJY - HEPHOIE —9—2 ,

OpUMETHMO 1a, OpeMa I03HATOM HHTErpajJHOM 06pacuy, 3a cBaKkl

HHTErpaJ je
b [ b
Jv . l’lf J

Y3eBmu 3a (YHKRIUjY HOJ MHTEI'DAJHHM 3HAKOM H3Da3

1
= ra=md e

a 3a a, b, ¢ BpegHOCTH a =0, b =u, c =0, H00HMja ce na je

c du ¢ du J du
(9 W) | W) | W () ‘
d 0 %

Kam ce y mHTerpasy Ha [ecHO] CTPaHM W3BPIIM CMeHa
(58), or mocraje

o - dv ,
0f]/(1 — ) (1 — B v?)

na IOIITO INPBH MHTerpaJ Ha JIeBOj CTPaHHI HMa B3a BPETHOCT
z, a Jpyru spegsocr — K‘, To jenmaunna (59) mocraje

z—{—z'k":—f e
=) ="
0

U3 dYera ce MHBEPCUjOM BHIH [1a je

=3n(_z—i1{')=—3‘n(2+iK’)=_sn( = c;)g);

ma IOINTO je

U=Ssnz, V=
TO ce jgobuja oOpasalf
sn (2 - u%g) - i}

 ksnz
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KOjII II0Ka3yje nma: .
Kad ce y dynxyuju snz epednociuu z 00da umazumapra

uo.ny-uepuoda, spednocitc hymryuje uocliaje — e

16. YuudopMuocT (ynrumja cnz u dnz
Mocmarpajmo pyHEIH]Y
(60) v==> (u),

rae je & kaxBa anre6apcka (PyHKIUja DPOMEHJbHBE u, HHBEpCHje
HHTerpaJja

(61) g 2 .
V(1 —u?) (1 — k2u?)
0

[Tomrro, kao mTo je moKasaHO, ¥ HeMAa KPHUTHYKAX TAYaKa,
Hehe ux mvarn BHu O () kaxg rox je < panuonanHa (yHKIH]A.
Amr ux moxce uvMati KaJq je P RaxBa anrebapcka MpaImoHAIHA
(pyHEDWja, OpeMaa TO e mopa yBeK GHTH: MMa CIydajeBa Kaj
je v ynughopmra Pysrnuja mpoMeHJbMBE z, IIOpPeI CBera TOra
IITO, cMarpaHa Kao (pyHKIIUja DpPOMEHJ/bHBe u , HcTa (PYHKI[Ija
UMA KPUMULKUT WUALAKA,

TaxaB ce cayuaj jaBma H. Op. Kax je

(62) v=| a®— u?,

rje je a KOHCTaHTA Koja ICOyHaBa HM3BecHe morozade. CMmarpana
Kao (PyHKIMja IIpoMeH/bUBe %, (DYHKIUja v MMa JBe KPHTHYKE
Tayke u=a I u= —a. Hera je ) jemaH KOpeH jegHadvIHEe

(63) u(?)?—a?=0

)

Ia OpeTmocTaBIMO 14 je KOHCTaHTa a TakBa, 14 je 3a O] 01-
ropapajyhn wopem 2 jemHaumme (63) mspas u(x-+z) uapra
pyrryuja upomensuse x , rxoja uma x=0 Kao c60jy 00UUHY WAUKY.
Tana ce Ta (yHKINja, 32 BpeHOCTH z y GJIM3MHH HyJe, MOAe pa-
BBHTH y pe; koju he caIpsraTi caMo Hapue cremeHe IPOMEH/HUBE L

u(Mtax)=A0+ g2+ Azt + Agat -+ -+
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mro 33 x=0 naje
Ag=u(d), A=u(l)=ua3,
H6MT0 je A xoper jemmaunse (63). IIpeva ToMe je
(64)  [u(r+2)P—a*=2a*(B,+ Bua? + Bgrt----.).

AKO ce Taja 3a x y3Me BPeIHOCT x = z— ), jelHAYMHA
(64) mocraje '

WP — @ = (e— NP [ Byt By(e— 1)+ By z — 1)+ -],
a mpeMa TOMe je
(65) v=| a—u=(z—21)¥(2),

rae je W(z) ¢pyHknuja KOHAYHA M O] HyJe PasiudHA 32 2= .

Jenmmaunna (65) mokasyje Ja BpejHOCT Z=—DA HHje KpI-
THYKA TadYKa (hyHKIHje v, Beh jenHa meHa o0MYHA Hy/da. A Kao
IITO ce BHJAW, TaKaB CIyda] yBeK HACTYOa KajJ Cy HCOYHEHM
OBH YCJOBHU:

1° xoper z=X\ jegHaunHe (63) je o0MYHA Tavka 3a (PyHK-
unjy « (2);

20 mspas u(A-+z) je mapHa (QyHKIlAja IPOMEH/bHBE X .

A oueBuIHO je ma Ou TO CBe BasKWJIO M OHJA, KaJ OK jelaH
mIn BUme mnpBux Koepunujerara B,,B,,Bg--- Ha JeCHO]
crpaHHM jeqHaunHe (64) OMIM jelHAKH HYJH; M Tajaa OH ce omer
UMao Kao 3aje/lHNYKM YHHUJAL NapaH CTeleH IPOMeHJbHBE Z ,

ma O ce MMAa0 MCTH 3aKJbYYaK.
[IpuMeruMo cajx T0 Ha (QyHKLH]Y

v=cnz=\{1—u?.

Jenqraunna (63) je

1—sn2z=0

I OHA MMa y OCHOBHOM IapajejorpaMy IepHoja 3a KOpeHe
BpenHOCTH A=K 1 A=K+ 2K’ 0] KOjuX ce Jpyra Mo:ie CMaTpaTi
Ka0 XOMOJIOra BpejfiHOCTM K , ma je, hawie, I0BOJGHO HCIIHTATH
caMo0 KopeH .L=K .
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CueHoM z=K -z y jemHAYUHK

sn(2K —z)=snz
nobmja ce ma je

sn(K—z)=sn(K+z),

mTO MOKa3yje 1a, KaJ ce yaMe 3a ) BpegHocT K , m3pa3 sn (A -+z)
je mapHa (yHKIM]a IpPOMEH/FUBe z, ma Kako je z=K o6n4=a
TavKa 3a snz, T0 ¢y 00a ropma ycaoBa 1° m 2° HCHymeHa, M
npeMa ToMe 3a (DyHRIujy v=cnz BpegHOCT 2z =K HHje KpH-
THYKa Tauka. Ta (yHKOMja HMa, IaKiIe, Kao CHHTyJApHTeTe
caMo0 IOJIOBe, TaKo Za je U OHA, Kao M sn Z, MepoMoppra (PyHK-
Iuja IpOMEeH/bUBe Z ,

Hspas
+V1—sn2z

cMaTpaH Kao (yHKIUja IPOMEHJpMBE % = snz je HeOoCIOpHO
MyaTudopMHA (pYHKIOUja Te OpPOMEHJbMBE, aJH, CMAaTpaH Kao
(pyHELIHja IpoMeHJbUBe z, OH je yHU(OpPMHA (YHKIMja OBe
npomensbuBe. OH, ca CBOjUM [BOJHNM 3HAKOM -+ He Ipen-
craBjba [[Be JeTepMHBaIluje jejHe McTe MyJITH(OpMHEE (yHKIH]e,
seh 7Be jexmmy on npyre pasinuEe QYHKIUje cnz H —cnz,
Kao INTO je TO ciIydaj ca M3pasoM +2z3, M Kao ITO je Takohe
ciydaj ca mspasoM +| 1 —sinfz. OBy mocienamy QyHKIH]Y
o0yxBaTa I'OPEBU 33aKJbYyJak 0 HEmOCTOjalby KPHTHYKHUX Tadaka,

2 14
W 150] 33 A ONOBAPA BPENHOCT A==-—5—.

IIpuvMeHNMO cal ropme ONmIMTe 3aKbydke Ha (PYHKIN]Y

v=dnz=.]/1_]‘,z ¥z = |[1—k*u?

HaOHCcaHy y OOJUKY

v=Fk [/ % —u?,
Jennaunna (63) je
snz — —712— =0
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I IMa y OCBOBHOM HapaneforpaMy fepmoia 3a KOpéHe Bpej-
goctn K+:K' m 3K-+4iK’, 1lomro je 2:K’ mnepunoma (yEKIuje
snz, 6nhe

sn (2K —2)=sn (2K +2iK'—z)=snz,
TaKO 11a KaJ ce 33 A yaMe K +iK’, Guhe
sn(2N—z)=snz,
ma ce CMeHOM z=A-}x mobuja na je
sn(A+x)=sn(h—x),

ITO TOKasyje Ha je uspas sn(h+z) mapEa (QyHKIUja mPO-
MeHJbUBE Z.

Tako mcro, momTo cy 4K m iK' mepuome (yHkiuje snz,
TO aKo ce 3a KOpeH A yame 3K +4iK’' Guhe

sn (6K + 2iK'—z) =sn .(2K —2Z)=snz,

TAKO JIa je omeT u3pas sn(A+-x) mapHa (PYHKIN]ja IPOMEHJbUBE Z.

To mokasyje na cy ycaoBa 1° M 2° MCHYHmEHM H Ja KO-
peHH A HiCy 3a (DyHRIA]y v KpUTH4Ke Tauke. 1 (yHKIuja dnz
uMa, ITakje, Ka0 CUHIYJADUTETe CaMo II0JIOBe, TaK0 12 je M OHA
mepomoppra (PYHKUU]a OPOMEHJbUBE 2.

HUspas

+ 1 —k2sn2z
He IpeJCTaBba JaKie, Kao HU y ciaydajy (yHKumje cnz, IBe

JleTepMuHAlNije jefHe Mcre (pyHKuUje, Beh aBe pasnmume (yHK-
nuje —dnz u +dnz. '

17. Mepuone ¢yuruuja cnz u dnz
ITocmaTpajMo omer (GyHRIH]Y B
v=D(u),

rae je @ mara anrebapcka (yHKIIUja ITpOMEHJLHBE 1w, WHBep-
cuje mHETerpaia (61).
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Moruo Gn ma UpBH Horsex H3ITeJATH Ia, MOMTO u HMa
33 OCHOBHE HepHOJe BpPEIHOCTH :

w, —4K i w, = 2K’

Te he mcre BpemHOCTH nMaTH 33 mepuone u gyHKmuja v. I To
he ommera rawo Gutu kaj rox je @ paroHaJdHA (PYHKITHja TpO-
MeHJpHBe « . Aaum TO He Mopa 6uTH Kaj je O mparuoHAJHA aare-
Gapcka (yHKIMja ca BUIIE ne'rep\mnann]a ma Ma oHa M Ouia
yHE(OPMHA ()YHKIU|a TPOMEHJLHBE 2.

IIpema Hampen WM3I0/KEHOM OLINTEM IIOCTYOKY 3a oxapehu-
Baibe Ieproja (DyHKI[Uja IOTO 3aBHCe O jeZHe IPOMeHJbIBe
Z, BUON Ce [a OCHOBHE IepHoje (pyHKIUje v 3aBHCE:

1° ox BpemHocTH mHTerpataa (61) yseror Iy KOHTypa y
PAaBHU IPOMEHJBNBE % ONMCAHNX OKO KPHTHUKNX Tadyaka (DyHKIH]e

J(1—w?) (1—#u?) ;

20 o7l mpoMeHa IeTepMHHALMja TOr'a M3pasa IO onxacmy
OpPOMEH/bUBE % OKO THX KPUTHUKHX TAYaKa ;

3° ong mpoMena merepmuHanuja (yErnuje P (w) mpm THAM
obmaaciuma.

ITocmarpajmo Hajupe (yHKIH]y
v=" 1—w—ecn Z,

rme je w MHEBepcnja mHTErpata (61).-Kao mro je Hampen moOKa-
3aHO, KaJ ce HHTerPANNMja W3BPIIM Iy NyTame O3HAUCHEe HA
cr. 13, momasmu m3 O ca merepMuHanujoM (-) KBaapaTHOr
KOpeHa, CTuske ce moHOBO y O ca Bpexmomhy 2K uHTerpaia, a
ca JerepMHHALMjOM (—) KBaJpaTHOT KOpDeHa; y Taduky u ce,
IaKiIe, cTHke ca BpemHOomhy 2K — 2z HMHTerpada.

Axo ce caj (pyHKIIja v IOCMATPa, He Kao (hyHKIIUja IPOMEH-
JbnBe z, Beh Kao ()yHKIMja IIpOMeHJbIBE %, OHA IIMa % — 1 Kao KpH-
THYKY TAYKY U OPH 0OMIACKY OKO Te Tauke IIPeJasi O JeTepMuHa-
qmje o+ ) 1—u2 na gerepmunamujy — | 1 —u®. Axo ce, makie,
npu onpenﬁn nHTerpana (61) mme IHPeKTHOM IyTamOM C on
on 'mauke O mo w, (ymrnuja v he mmaT;m 3a BpeuHOCT

e L T = + JT—eniz;
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a aKo ce e Hajope KOHTYpPOM ca. 13, ma B3aTHM IHPeKTHUM
oyteM 10 %, (yHKIUja v he MMaTH 3a BPEIHOCT

v,=—) 1—sn2(2K —2).

[Ia momro je
Vy=CNnz , v,—=—ocn (2K —2),

a (yHKIHjAa v—cn z je yHH(POPMHA, Ma JaKie o6e myTame MO-
Mopajy [0BecTH [0 jejHe HCTe BpPeJHOCTIL v, TO je v;=7v, T.

en (21('— 2)—=—ecnz.
Kang ce y ToMe oGpacily M3BpIIM CMeHa

z=—2K+}x,
OH TOCTaje
ecnx——en(2K +x),

ma Kaj ce Ta CMeHa oIl jeJHOM IIOHOBH, T. . CMEHM Ce Z ca
2K +x, nobuja ce na je

en(z+4K)=cenax,

U3 Jera ce BUON A cnz MMa 33 mepuony 4K .

[Mocmatpajmo cax uaTerpans (61) yser nysk KOHType O3HA-
yeHe Ha ci1. 14. Haopex je mokasamo ma, kaJ ce mHTerpaumja
H3BPIIN YK TaKBe KOHTYpe, IOIIaBIIH
u3 O ca perepmMuEanujoM () KBa-
IPATHOT KOpeHa, CTHKe Ce IIOHOBO ¥
O ca Bpemmomhy 2K — 2¢K’ MHTerpa- i <k
Ja, a ca JeTepMHHAIUjOM (—) KBaA- oo
IOpaTHOT KOpPeHa II0J HMHTerpaJHHM I
BHAKOM ; ¥ TAUKY u ce, JlaKie, CTHIKe ca
BpenHOWhy 2K — 2iK’— z NHTerpaJa.

Ca npyre crpaHe, ako ce v cMaTpa Kao (hyHKIUja GPoMeH-

u

Cua, 14.

JbUBE %, OHA HEMA TAUKy U = Ka0 KPHTHYKY Tauky (jep

1
k
Cy joj KpHTHYKe Tauke caMo u = 1), ma, maxie, 10 O6HJIACKY

1 "
UPOMEHILHBE w OKO Tauke u = — — QyHKUUja v He Mema Je-
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TepMuHAII]y. AKO ce, JaKJe, P ojpeadu MHTerpata (61), mue
nupextHOM myTamoMm O on Tauke O o w, (hyHKIMja v he umary
33 BpEIHOCT

vo=+|1—1w=+ | 1—sn¥z=cnz;

a aKo ce HJe Hajupe KOHTYPOM ca. 14, ma 3aTHM JHUPEKTHOM
OyTamoM 10 %, CTHAE ce y u ca BpexHomhy

v,=+4+)1—sn® 2K —2%K —2)-
[Ta momTo je
v = on (2K — 2iK'— 2) =cn (z — 2K + 2iK"),

T0, aKO Ce BPEIHOCTH z J0xa 4K (mITo He Mema BPeJHOCT (DyHK-
nuje, momro je 4K mepmoja) nobuja ce ma je

vy =cn(z + 2K + 2iK").

A rako je v=cnz yHu(pOpMHa QyHKIHja, TO CBE IyTame
Mopajy OBOJHTH [0 jeABe HCTe BpedHOCTH v, 1A je, JaKie,
Vg —7,, & U3 TOra je

en(z + 2K 4 2iK')y =cenz,

u3 vera ce BUAM 1a je 2K - 2/K’ jexHa oCHOBHA meprOaa (yHK-
nuje cnz .
Dyuxyuja enz uma, daxae, dse ocrosne uepuode, jeONY PeaANHY

(Dl == 4K
u jedny KoOMUACKCHY , 2K+ 2iK) 6K +2iK’

wy = 2K 4 2iK" .

Iber ocHOBHH mapajeno- 0 4K
rpaM mmepuoja uMa o6auK ci. 15,
Youumo cax (pyHKIH]Y Car. 15.

v=)1—Fuw=dnz,

rie je omer u MHBepcHja mHTerpasa (61).
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Kao mro je Hampe;1 mOKABAHO, Kall ce MHTErpaluja H3BPIIN
Iy# Oyrame ¢l 13, moImaBIIN ca JeTepMHHAIUjoM (+) KBai-
paTHOr KopeHa, cTh:ke ce moHOBO y O ca BpenHomhy 2K mHTe-
rpaja, a ca OeTepMHHAIUjoM (—) KBaJpaTHOI KOpeHa IIOJ WH-
TerpaHuM BHAKOM; y Ta4Ky u ce CTHsKe ca BpenHomhy 2K —=z
naterpana (61).

ITa xako, xKam .ce v CMana Ka0 (pYHKIHja IIPOMEHJbUBeE %
0HA HeMa TAYKy #— 4 1 Kao KPHTHUKY TAUKY, TO IO oGunacxy
OKO Teé Tauke OHA He Melba CBOjy IIOJA3HY J(eTePMHHAIN]Y
- Vl—k2 u2, AKo ce, IakJe, HJe JAUPeKTHOM nyramoMm ox O
10 w, (pyHKIHja v he nMaTu 3a BpejHOCT ‘

(66) wo==+)1—0ut=+ 1 —sn?z =dnz;

4 aKo ce HJe Hajupe KOHTYPOM cCJI. 13, ma 3aTuM UPEKTHOM
nyramoM C 10 u , oHa he mMarm 3a BpemHOCT

=+ )V1—km22K —2) =dn(2K —2),
ma momTo je cpyH‘xmuja dnz yHU(OpMHA, MOpa GUTH v =y Tj.
dn (2K —z2) —dnz .

Kax ce y ToMe obpaciy cMeHH z ca —z, mo0uja ce, I0-
mro je dnz mapHa (yHELIHja, 13 je

dn (z42K)=dnz

mTo mokasyje na je 2K mepmoja (yHKNumje dnz.

Iocmatpajmo can nmrerpan (61) yser Hzjmpe mys KOHTYype
cr. 14, Kao mro je mokaszaso, momasmu u3 O ca JeTepPMHHA-
mujoM (-}-) KBajgpaTHOI KOpeHa, cTHKe ce 10HOBO y O ca Bpej-
Homhy 2K — 2iK’ pRTerpaia, a ca JeTepMHHAINjOM (—) KBaj-
PaTHOT KOpeHa ; y Tauky w CTHKe ce ca BpenHouhy 2K —2iK'—z
HCTOI'a MHTEerpala. ;

Ca npyre crpaHe, Kaz ce v CMaTpa Kao q)yﬂmmla HpOMeH-

1
JbUBE %, OHA MMa Ta4YKy U©U = 7 Ka0 HKPUTHYKY Ta4YKy, Ia

JaKie 0 O0MIACKY IIPOMEHJbMBE w OKO Te Tauke (YHKIUja v
Merhba JeTepMHHAIH]y. AKO ce, IpeMa TOMe, Hie JMPEKTHOM IIy-
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raiboM ox O 1o u, ¢pyHKImja v he mmaru 3a BpemHOCT (66), a
aKo ce Hajupe HMJe KOHTYpoM CJ. 14, Da 3aTHM UPEKTHOM IIy-
TamOM 110 %, CTHKe ce y u ca BpegHomhy

n=—|1—Bm22K —2%K — 2)=— —dn (2K — 2iK’ — 2),
na mOIITO Mopa GHTH v;=v, (jep je (PyBKIuja w yEH(OPMHA), TO je
dn 2K — 2iK' —2) = —dnz;

a momro je 2K jemHa mepmopa (pyHKIWje, TO ce mobumja
dn(—z—2iK')==—dnz,
M, DOmTO je dnz mapHa (PyHKIHja
dn(z+2iK')=—dnz.
Axo ce caym BpenHOCTH 2z foaa 2¢K’, mocaenmu o0pasaly aaje
dn(z+4iK') = — dn(zJ‘rZiK’) =dnz

mTO MoKasyje 1a je 4iK’ mepmnoja (pyHKLH]e,
Dynxyuja dn z uma daxae 06e 0cHOBHE
uepuode, jedny peanny

1K) 2K +4iK

(.01:2]( cln?

U JeOHY HUCHO UMAUNAPHY

(;Ug = 4711(' . 0 2K
Hben ocHOBHE mapaJesorpaM mepuoja Ca. 16.
umMa o6iuk cu. 16. -
18. Hyne u monoBu (pyHKUHje cn z

3a mpoyuaBame (DYHKIIje ¢cnz CIysKe ka0 HOJa3HA Tauka
eHe Bese ca (DYHKIHjOM snz HCKasaHe o0paciuMa

(67) enz=|)1—sn?z,

(68) en'z=—snz-dnz.
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(dysrnnja cnz mocraje eJHAKA HYJIX 34 BpPeINHOCTH 2 32
Koje je
sng=—1 u snez=+41,

a TakBe BpPEeIHOCTH, cAJp/KaHe y OCHOBHOM IIapaJesorpaMmy
nmepuona (yHKUUje, jecy
e=3K m z=K,.

Kang ce TiM maBeMa BpeJHOCTAMA NpHUJANy MYJITHIUIL pe-
anHe mepuoje 4K (pyHKIUje, 106aja ce Jeckpajnu Hu3 weruxr uo-
BUMUBHUL U HELAUIUBHUL PEANHUT HYAX, KOje ce C€8e MO2Y U3PA-
BUWU OUWTAUNM 00PACI M

z=2m+1)K .

A Kajx ce oBMMa NpHAAAy MYJTAIVIM MMaruHApHe HepHome
2K +2iK’, nobuja ce Seckpajnu Hu3 UMARUNAPHULZ HYLQ (DyHKyuje
Koje ce cée UBPANCABATY OUWAMUM 00PACYEM

Z=02m+ 1)K 4 2mK" .
(e cy Te HyJe wpociie, jep je 3a CBAKy OX IHHX

snz=+1,dne=+)1—%,

ma JaKJe H3BOJI
en'z—=—snz-dnz

MMa o0 HyJe pasanusy Bpemmocr +)/1—#2.

To mokasyje y mMCTO BpeMe Ha (pywkquja cnz mewa 3Hax
UPU CBAKOM UPOAACKY KPO3 JeOHY c80JY PEANHY HYAY.

N3 obpacua (67) jacHO je ma cnz wma ucue wuosose u
ucumoza peda xao w yuxkyuja sn’z, jep ce 3a BelUKe BPeIHOCTH
§n z TIOTKOPeHH M3pa3 IOHAIIA Kao sn’z, a caM KBAaJpaTHH KO-
peH kao snz. CBU ¢y IOJOBH, IIpEMa TOME, UMAUHAPHU U Upo-
cwu. DyHRIU]a cnz ocmaje KOMHAUHA 30 cée peame BPeOHOCHU Z .

W3 mernx pasmora m ocrany ()yHKI[Hje ¢cnz 3a CBAKM HeH
o0JI z=a@ Cy jelHa 0]l BPeJHOCTI ——}- nIa + —]:—, jep je rpa-
HUYHA BPEIHOCT M3pasa

(z—a)-cnz 34 z2=a



61

nera Kao M 3a I3pas

(Y

(z—a) - sn

‘ IIpumeruMo jommr 1 To Ja, MOIITO Ce CBe PeaJiHe BPeIHOCTIH
(pyHrumje snz Hajdase mamehy —1 m -1, npema obpacuy (67)
Tako he rmero OutH M ca (hyHKI(HjOM ¢nz.

Bpenmocrir 2z, 3a Koje cnz mobGuja cBoje Kpajibe BPeJHOCTI!
+1, jecy oHe 3a Koje je snz=0, a T0 ¢y y OCHOBHOM mapa-
JejorpaMy meproja BpemsocTH 0 U 2K .

19. Hyne u nonoBu cdyHkuuje dnz

M 3a mpoyuaBame oco0HHA ()yHKIHje dn z II0JIA3HA je TAUKa
IbeHa Besa ca DYHKIOMjoM sn z, M3paseHa pejalujama

(69) dnz=|1—ksnlz,
(70) dn'z = — k%snz-dnz.

(dynknuja mocraje jemHaka HYJII 32 BPEeJHOCTI Z 3a Koje je

snz= ilz ,

a OHe O] TUX BpPEeJHOCTH, IITO Cy cajpikaHe y IHLEHOME OCHOB-
HOM IapajieorpaMy Iepuoia, jecy
o = K iK' i a' = K + 3iK' .
Kazn ce tinv mymnama mpumany mMyarumin 2mK + 4niK' we-

HOX nepnoja 2K u 4iK', mobuja ce deckpajar Hus wyaa yunryuje
Koje cy c6e UMALUHAPHE U UPANCCHE OUULMUM 00PACHCM

a=@m+1)K +2n+1)iK’.
CBe cy Te Hyme upocue, jep 3a Ma KOJy OJ IbUX je
1 SN 11
M= =, (an:Vl_%’
rako ga u3BoA (70) MMa o HyJe pasamuHy BpegHocT +|A%2—1 .

W3 o6pacna (69) Bunum ce na dnz uMa CcBe CBOje II0JOBe
HeTe Ka0 K snz M Jla ¢y CBHU upsoza peda, jep ce 3a BelUKe Bpel-
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HOCTII sn z moTkopeHH n3pas (69) momama kao k?sn®*z. Ceu cy
uonosu, darae, umazurapru w upocuu. To moxasyje ma pymryuja
ocuiaje KOHAUHA 34 cée Peanne 8PCOHOCUL 2 .

M3 mernx pasmora I ocran (PyHKIUje dn z 32 CBAKI Ibel
oI 2=a Cy jedHA OX BpeJHOCTH + 1, jep je rpaHiYHa Bpej-
HOCT 113pasa

(g —a)-dnz 3a 2=a

jeqHaKka jeJHO] MJIM APYroj oI THX IBejy BPeIHOCTH.
[Tomro dnz HeMa peaJHHX HyJd, a II0CTaje jelHAKa jedl-
HUIU 33 BPeJHOCTH z 3a Koje je snz=0, T.]. 32 BpeIHOCTII

2=0, +2K, +4K, +6K, .-
TO KPMBA JNHNja ¥ = dn x He npecena ocoBuBy Ox. A momrto ce 3a
z=+K, +3K, +5K,---

J00Mja Kao Kpajlha 0iha TpaHAIHA BpeTHOCT (hyHKIHje OpOj
/' 1—%2, 1o je mema kpmBa cajpsrana y 06mactit pasuir z0y
OrpaHIIYeHOj J[BeMa JipaBaMa

=1 I y=)1—17%.
20. KpuBe nuHMje 1ITO MpPeTCTaR/bAjy OCHOBHE

eJIMNTHYKEe (PyHKLHU]je

U3 cBera mro je 10Bje Ka3aHO MOME Ce CACTABHUTII CJIHUKA
0 o0JMIiMa KPHBUX JHHH]ja KOje NPeTcTaB/hajy OCHOBHE €JHII-

rirake (pymripje. Tir cy obaunu mpercraBheHd Ha cia. 17, 18
n 19 u 1o y oxBHPY jeaHe mepnoje ox z=0 mo z=4K 3a Kpuse
JINHH]e
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(71) ; y=snwx it Yy=cnx,

a y OKBUDY jejle mepuoze on z=0 10 z=2K 3sa KpUBY

(72) y=dnx .

-K |o K_\ 32&/3}{ iR

Cua. 18.

Kpuse (71) jaxo motcehajy ma kpube

y=sinz I Y=COoS ¥
V)
==""+1 dry ™
= : )
: ! X
lo K 2K
-1
e
Ca. 19.

ca T0JIeCHO M3a0paHOM IepPHOIOM. ¥ TaukaMa y KojiuMma je
y=—1, y=0, y=+1

KpuBe (71) ce TaYHO MOKJIANAjy ca KpuBama

(73) Y = sin —;% I Y = COS %
Koje Takohe mmajy sa mepumomy 4K .

Vere xpuse (71) m HIICY HIINTA APYro 0 HEWTO Ae(op-
Mucase kpuse (73). Ta neopmammja je y Tonmko caabuja, y
KOINKO cek Marmhe pasmuryje o7 Byne. Ram je k=0, xpuse (71)
n (73) ce TayHO mOKJIAMA]Y.
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21. Moaynapua TpaHchopmanuja OCHOBHHX
eIMNTUYKUX (PYHKLHUja
OsHaunmo ca
wy=sn(ky,2) , up=sn(ky,2)

(pyHKIIRje v neduHMCAHE KAa0 MHBEpPCHja IHTerpana

g du
Z=
f] (I —u?)(1 = k% u?)
0

3a JBe pasHe BPeJHOCTH k—k, Il k=—ky Moayaa k.
Ommit mpoGiaeM wodyaapre wparnchopmanuje PyRKINjE si 2
cacrojao 01 ce y ToMe Ia ce, 3Hajyhm Besy

@ (ky k) =0

nsmehy moxmyma k, 1 k,, oxpexmn Besa msmely oxroBapajyhux
UM ()yHKLHja u; H uy.

Usvmehy cmenumjannnx npodiaema Te Bpere oBie he OurtH
pelleH jeqaH O] HajOpOCTH{UX, II03HAT II0J HMeHOM Landen-oge
wpancghopmayuje. OH ce cacroju y ToMe da ce naje sesa usmehy
Uy u uy ka0 ey ky u ky sezanu peaayujom odauka

E
Iy (Lky) — blyg=0.

Kajx ce y jensaunHi

du
dz =
 (1—u?) 1—k*w?)
H3BpHIII CMeHa
o (A 4¥)e
(74) =R

rge ¢y & n k' BesaHH peJaiujom
k(14 k)2 — 4k =0,
jelHaUMHA ce IpeTBapa y

dv
V(=) (L—F% o)

dZ = (1 —L]b’)

0 4JeMy ce yBepaBaMO HEIIOCpPEIHC, HM3BPIIMBINI TAKBY CMCHY.
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Axo ce Taja ysMe 3a k BpejiHOCT k,, a 3a k' BpemHOCT %, ,
¢yEERnUja u mocraje u, , a v mocraje u,. Ca apyre crpame, us
jenHavnEe

du,
2 == o — =
V (l—u?) A — &7 u?)

) Aty
" 4 (L —u*{1— kgz u,?)

d (1+%

HaJa3W ce WHBepcnjoM na je

uy = sni(k; 52),

u, = sn | k =
e (2,1+k2v

Ila momTo ¢y » m v BesaHW pedanujoM (74), ucra he pe-
nanuja BeaWBaTH u, M Uy, Ia Ce M3 Tora M3BOJH CTAB:

- Kad ce y pynwwyuju sn(ky , z) epednocu k, cmenu Opyzom eped-
wowhy k,, xoja je wiaxea 0a je

k2 (1+7)? — 4k = 0
usmefy upeodumne u nose gynxyuje sn(ky , z) u sn(ky, z) uocioju sesa

(14 k) v

sn (kg , 2) = TF ro®

20e je
z
v=sn (k”H—k) ;
2

BaskmocT cTaBa Jeku y ToMe, INTO OH fAaje MoryhHocr ma
ce jemHa mara ¢QYHKNWja snz u3pasu Iomohy npyre umju he
MOIyo k GuTH pasaudaH of Momyna k mare gpymkmuje. Tako H. mp.

(ynrnmje
U =8 i >4
=507

v—smi %
(g %)

b
4R’

Be3aHe Cy peJalinjoM

u
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- Ilomohy Besa usmehy ¢ymrnuja
smz , ez, dnz

JaKo je (popmyiucaTH II ojarosapajyhe craBoBe 3a oOcTaje IBe
equnTHyYKe QyHKIUje cnz U dnz.

22, lerenepanuje ocnosﬁux eMNTHYKHX (PyHKUHja

3a cmernujanHe BpeaHocTH k=0 1 k=1 Mojnyaa %k OCHOBHE
exnnTiHyke (yHKIUje cBoJe ce (JereHepuIly) Ha eJIeMeHTapHe
(ysrnuje man Ha KoHcraHTy. Tako, 3a £ = 0 mHTErpaJt

5 r du
5 2= e
(7) fl’(l—u“)(l—k?u?)'
0

mro pedpnEnIe (hYHKIR]Y o = snz, CBOAM Ce HA ITHTErpas

du .
zZ = —— AT sSIn Y,
JV1—w
0

a ojarosapajyha My muHBepcmja snz CBOJAHM ce Ha sinz. (DyHK-
11ja cnz CBOAU ce Taja Ha cosz, a (PyHKuUUja dnz Ha 1.

3a k=1 maTerpax (75) ce cBOJM Ha

=8 du 14w
¥ fl ) log 1—u’

oAroBapajyha (ysknwja snz cBogm ce Ha TNPOCTO-NEPHOAUYHY
$yrrInjy

a Qysxuuje cnz u dnz HA jeAHY MCIY TIPOCTO-mepuoxmymy

$yuruujy . i



67

3a cBe ocraje BpeiHocru k, mTo Jeske usMehy O m 1,
TaxkBo je cBohewe HeMoryhmo u nmmBepcuja mHTErpata (75) mpes-
CTaB/ba JeNHY caceum mHo8y wWpancyendenmny Pynryugy, weceod-
SUBY KU HA KAKBE KOMOUHALUTE 0PAHULCHOL OPOJA eNeMEHMMAPHUT
Pynryuja.

Kao mro je Hampen mokasamo, KpuBe JHHH]E

y=snz I y=cnaz’

MaJI0 ce PA3IUKYjy OX KPUBUX

y = sin —=. I 0s 22

= —¢C

Y 2K : 2K

©€a KOjuMa ce TAYHO IIOKJanajy y GeckpajHO MHOI'0 TadaKa If
TO y OHHMa 33 Koje je:

y:_l ) y:O ’ y:+1.

Ta canuysoct, ka0 1 MHOroOpojHE Ipyre CIUIHOCTH Y 0CO-
OMHAMA THX OCHOBHNX eJUIITHYKAX H TPUTOHOMETPHCKUX (DyHK-
1Aja, yYNHUJIE cy 14 Cy OHII, IITO Cy CTBOPHJIH TEOPH]Y eJIUNTAY-
KuX (yHKIUja, HaB3BAJII $nz ,TCeyO0-CHHYCY, a cnz »IIceyno-
kKocuuyc“. dynknuja dnz, koja ce 3a k—0 cBoau Ha 1, Grua
je HasBaHa ,IICeyAO0-NOJIYIPEYHUK", jep CHHYC U KOCHHYC IIpe]-
craB:bajy mosmare nz Tpuromomerpuje Ay/RHEE 3a KPYT UHjH je
TOJynpevyHnK 1.

Hera je camgsocT Iasa moBoja M TOME Ja ce OCHOBHe
©INNTIHYKe (PYHKIUje NeUHUINY JOII M HA 0Ba] HAYMH:

Kax ce y o6pacuy (75) nms3Bpmu cMeHa

u=sin g, du = cos ¢ + do,

HHTerpax (75) ce mpersapa y
- p
(76) z = ::'—‘—;' .
/1 —%*sin* ¢

0

Y cneunjadsoM caydajy Kax je k=0 pgobmja ce gna je
z=¢; Kaja je MOJAyo %k pasiaudaH o Hyle, ¢ ce He IIOKIama
BUlle ca z, Beh mokasyje 113BeCHO OICTyHDAe O Te BPEIHOCTH,
Koje je y Toauko Behe y KOJHKO ce & BHIe pasiukyje oX HyJIe.
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Jacobi jé IpOMEHJEMBY ¢ Ha3Ba0 ,AMILINTYAOM“ IIPOMEH-
JbUBE z U TO je 03HAYaBAO 3HAKOM

z=ame.
ITa womro je 3a k=0
sinz=sin¢g , cosz=cosQ,

TO je 3a %k pasinuHo oi HyJae Jacobi o3HauaBao (YHKUHU]y snz
ca sinamz, a QyEKunjy cnz ca cosamz. Tek cy moumHuje
yBeleHe O3HAKE snz H cnz.

23. AnunuoHa TeopeMa 3a eNUNTHYKE (DYHKUHje

Hwma 6esbpoj yurnumja f(z) 3a koje ce f(a+f), 3a Ma
KakBe BPeIHOCTH o« II B, MOKe M3Da3uTH Kao aszedapcka PyHK-
nnja uapasa f (a), /(B) n jexsor orpaHHYeHOr 6poja ysacTom-

HHUX H3BOIOA
fl(a) ’ f"((x) y = 22

Fe,re.,:-:-

Kanx ce T™a m3Bomm M caMi -m3paxkaBajy Kao aareGapcke
¢yBknuje uspasa f(a) m f(B), oHga ce m f(a+B) u3pakaBa
kKao aarebapcka ¢gyHkumja mernx uapasa f (o) m f(B). »’

Kan jensa ¢ysrnuja mcoymaBa YCJIOB TakBe BpPCTe, 33 BbY
ce Kajke Jla WMa CBOjy aduyuony wieopemy: OBa MCKa3yje HATMH
TOTa U3pa:kaBama 3a Ty (QyHKIU]Y.

Sa cBaky (pyHEUUjy f(¢) He mOCTOjM aJWI[HOHA TeopeMa.
Tako H. mp. 3a QyHKUR]Y

, : @) =e
nobuja ce ma je
flo+p) = e = e
La IOIITO je @)
i (o
e =logf () = 705

f(x+B) ce uspakaBa y 00J0KY
F (=1 (B
£t p)= o8 @ 181 B) _ T 1(F)

W3 dera ce BUIM Jia ce TO M3pajkaBa He Kao aiareGapcka, Beh
Kao TpaHCIeHJeHTHA (yHKUMja m3pasa [(a),f(B), WM jom u
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{/"(a) m f"(B). A 3a HemperyexHy MHOXHHY (YHKIAja yonIoTe
je m Hemoryhino uspasutu f(a+B) Tako na Gpyskmuja Oyne UMaja
CBOjy aJUIIIOBY TeopeMy.

- A mocroju m 6e36poj - pyHKIEja Koje IMajy aXUIMOHY
TeopeMy y HaBexeénom cmucay. Tako H.np. 8a ¢yHKOUjy e je

f (et B) = et — ea . o8 — f(a) - £(B) .
3a sinz je
f(a -+ B)=sina- cosB + sinp - cos a =
=)' @ 4F@) - (@) =1 (@) V1= @P+1®) V1—F ().

Hern je cmysaj m ca ¢Qymkmujava cosz, fgz, cotgz, a
O4eBHIHO je na he Tako OHTH I ca Ma KakBOM anre6apCKOM
¢yHKIIAjOM IIpOMeHJbUBE z, WIH NpPOMeHJpHBE ¢, (Be TaKBe
¢yHENUje MMajy CBOjy aNUINOHY TeopeMy.

OBne he 6uTiI 1OKABAHO 1A I céaxa 00 WPwjy OCHOBHUZ
LAUNMUIKUT PYHEYUJa WaKole UM €60Jy aduyuony Ueopemy.

Jloxas je cimyaH oHOMe Ha KOju ce JoKasyje y MarTeMa-
THYKO] aHAJIN3M aJUINOHA TeopeMa 3a sinz. 8a Ty ce PyHKIH]Y
Ha eJIeMeHTapaH wWpuzoHoMmewmpucky HAIUH J0Kasyje IOCTOjarbe
TakBe Teopeve. TakaB ce 1oka3 He mpuMembyje Ha PyHKIUJY snz,
Al ce TeopeMa MOsKe J[0KasaTH HA HAYUH CIHYAH OHOME
KOjU ce awaiuimduwku WCTHYe Ha BUTUK IIOCTOjalbe TeopeMe 33
$yrRUNjy sinz. _

Taj moxas 3a sinz OCHOBaH je HA INHEHIIH /4 Ce ONIITH
HHTErpalx nudepeHInjaine jelHaunHe

dy dx

77 Yy _—
) Ji—y® V1—a?

MOie H3pasHTH y IBa pasHa 006JHKa

(78) arcsinz — aresiny =C,

(79) z J1—y2—y|1—a2=C,

rige ¢y C m (' nHTErpaloHe KOHCTAHTE.

JenHaunHa (78) ce fo6uja HemocpeIHOM HHTerparnjoM o6ejy
crpaHa jegHadmbe (77). A nga je u (79) ommra HHETErpag NCTe
jenmaunne (77), BUAK ce IbeHHM IuQepeHIHjaleeM Koje naje
jenqHAUNAY ' Shki L -
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orfinde . dy T =y —dy - | 1—a3=0.
, x{éﬁ/'r—‘x?— Vl—y’)+dx Eeni L

y Kojoj. cy, mpema (77), cBa TP WiIaHa jeJHAKa HYJI.
MehyTuM, Kao IITO ce 3HA U3 ONIITE Teophje AnQepeHIiu-
jalEUX jeHAUIIHA NPBOr'a peja, Kax 1'0J IBe jeJHadYHHE

f(.’l!,y):C, : (p(.’L’,y):C'

OpeTcTaBiba]y OMUITI JHTEerpal jeiHe ncTe jelHAUHHe OHe He
Mory OuTH jeqHa 07 /ipyre HesaBHcHe, Beh je jeana o1 (yHE-
nuja f u ¢ (QyHEKOUja Ipyre, Tako Ia je

(80) C'= D),

ma Taj caydaj Mopa OMTI I ca JBeMa jeaHaunHaMa (78) 1 (79).
Ca mpyre crpaHe, kajx ce y jeaHaymsn (78) craBu 1a je

arcsinz = o« , aresiny =83,
npeMa ueMy je
&= 8ina , y:sinB,

jelHaUMHA IOCTaje
(81) «a—B=0C,
a jenHaunHa (79) ce mpersBapa y
sina-cosB—sinB-cosa = ',
Tako 1a jemHadnHa (80) mocraje
82) D(a—pP)=sina-cosp—cosa-sinp.

Ma 61 ce oxpenno oGaux pyrkuuje P, craBnmo y (82) na
je B =0, ma ce mobnja
® (o) = sina
mpema demy (82) mocraje
sin (a— ) = sina- cos B— cosa - sin' §

Wy, CMeHOM B ca —§,
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sin (@ + B) = sina - cos B + cos o« sin 3

Koji obpasal| M3paskaBa agUIUOHY TeopeMy 3a (DYHKUH]Y sinz.

Hernm ce aHaJMTHYKH JI0Ka3 OpUMebyje M Ha (PYHKIHMjY
snz. KRao mro je manpen kasaHo, Euler-oBa audepennujamaa
jedHa4YMHA, HAOUCAHA y OOIMKY

de dy
(83) ‘Y . Y )
rue je
(84) X=/a—=)(l—F2%,
(85) Y = (l—y) U—Fy) ,

MOKe Ceé HalucaTi y ABa pasHa o0InKa

o Yy
T odx Sdy
0 0
Y —yX
- T—may = O

IIpema rope kasaHoMe Mopa GHTII
(88) C=d(C).

Ca zxpyre crpaHe, aKo ce CTaBH 14 je

x Y

5 de " dy i
L e
0 ) 0
npeMa 4emy je
r=sna, y=snp,
dx dy
X - ’ - . == o’
w sn' o, Y —dB sn' B,

jensauyuBa (86) mperBapa ce y

_q.—B;,O
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a jenmaumHa (87) y

sna-sn'B—snB-sn’a _c
1—k2sn2o-sn2B ’

ma ce 3aMeHOM y (88) mobmja

sna-sn'B—snB-sn’a
1 —Fsnia-sn?p

(89) @ (a—p)=

Ja 61 ce ompenuo obnuk pyskmuje O, craBumo y (89) na
je =0, ma ce, momrTo je
sn0 =0, sn'0 =1

mobuja ma je
D (a) =sna.

O6pasar; (89) moGmja Tama 0GIUEK

__ sna-sn'B—snf -sn’&;
(90) sn(o—p)= 1—7&2sn®a-sn?B

onakie je, cMeHoM B ca — 3,

sna-sn'B 4+ snpB-sn o
1 —Fsn*a.snB

91) sn (o + B) =

A momrto je
snWax=cnx-dnz,

T0 ce obpasan (91) Moxe HauMCaTH U y OOIHKY

_snacenB-dn+smfBena-dna
(958 50 (e-+ = 1—ksn?a-sn?B ’

Hamocierky, y obpaciy (92) mory ce ¢yEkmuje cn u dn
CMEHUTH CBOjUM HM3pasuMa kKao (yHKIUje NIpOMeHJpbHBe sn, IO
obpacruma

cnx:]/ 1—sn?z ,
dnz=)1—Esnlz ,

Tma ce po6uja obpasal Koju u3pamaBa sn (a4 ) Kao aare6apcky
«¢yHKIU]y uspasa sn o« u sn . Taj obpasam, kao u o6pasar (91)
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TOKA3Y]y A 3G ywxyujy snz uocwioju aduyuona weopema M WC-
TUYY HA BUIUK OOJHK Te TeopeMe, T.]. Haxun na koju ce sn (a+B)
UBPANCABA KAO PAYUOHAANG (DYHKYUJL UIPA3Q

sna , snB, sna, snp
UAU KGO AAzedapcKa PyHKYUja uspasa
sma | snf.

Tu ofpacnu yommraBajy eneMeHTApHH TPUTOHOMETPHCKH
-06pasall 3a sin (a+B), Ha Koju ce oHHm cBoje Kax je k=0, Tj
Kax snz, enz M dnz JereHepumy y sinz, cosz u 1.

M3 nerux ce oGpasama M OHHX INTO ICKasy]y Besy maMehy
(pyHEnNWja sn, cn, dn U3BOJe M aIUI[MOHe TeOpeMe 3a ¢nz M dnz,
Koje cy mckasaHe ofpacnyuMa camgeEnM obpacny (92):

cne-cnB—snea-snB-dn a-dnf
1—Fksn?a-sn*B

93) en(atp)=

dne-dnB—rksne-snfB-cne-cnp
1—FsnPa-sn’p

(94) dn(e+B)=
ojak1e ce, cMeHoOM (3 ca — B, moGujajy obpaciu 3a

en (e—B) u dn (e —B).

Taxo mero, U3 THX ce 06pasana M3BOJU MHOIITBO IPYIHX
KOjH, Ka0 M OHM, yOITaBajy Mo3HATe TPUTOHOMETpPHCKe obpacie
¥ o Kojux he Hewu GHTH H3BeJeHH Yy OBOMe INTO CIexnyje.

Kao mpocr npumep 6uhe HaBeneHa mpunveHa oOpasala Ha

cayyaj Kan je e=z 1 B=K, Kao 1 Kajx je a=z U B=—K
snp=snK=1, ° smp=sn(—K)y=—1,
enf=ecmK =0, enp=cen(—K)=0,

dng=dnK =J1—k, dnpg=dn(—K)=V/1—%.

IIpumenom oGpacna 3a sn(a + B) It sn (o — ) HaJA3M ce
Taja Ja je
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ez
sn(z 4+ K) =

& ) dnz ’

- enz

sn(z—K)=— P

Kad ce, dakae, spednocuu z dvda ewispwura peasne uepu-

. ez e iy »
ole, snz uocwmaje y ; ®ad ce odysme Wa weUWBPWUHA, SNZ UO-
n z
ciliaie enz
J dnz

To je yonmreme mpaBiaia mo KoMe je

; n ol b4
sm(z—}—?): cos ¢, sm(z——T): — €082,

24. dyuruuje sn (mz), cn (mz), dn (mz)

Kaz ce y obpaciiuva (92), (93), (9%) craBm 1a je a =
ado6pjajy ce obpacum -

2sne-cne- dne

s =
o {1 —Bsnte A
1—2sne + Bsn'e
n 20 = :
(25} g & 1—snle ’
o T D .2 ol
A Dert 1—2ksne + I2sn’ «

1—7Fsnie
Koju ce 3a k=0 cBoJe Ha eJeMeHTapHe TPHTOHOMeTpHCKe ofpaciie
" sin2e« = 2sine-cose,
cos2a =1—3sine.
ITomohy oGpasala 3a 36upone « -+ 3 11 o6pasana (95), yseBIIH
Ia je p=2e, pnobujajy ce oOpacuma mnoMohy kojux ce wmory

H3pavdyHaTH
snde , ende , dn3e ,

KaJ ce 3HAjy BpeJHOCTII

sne, ene , dne



75

n TO C€ MOKe MPOAYKHUTII TaKO, Ha Ce IIOMOhy II03HATUX Bpen-
HOCTH OBHX IOCIHEAHBHX H3pasa MOr'y OJIpeAHTH ysacTomie CBe
BpeaHOCTH

sn (me) , en(me) , dn (me) ,

25. O6pacuu 3a 36upoBe U pasiuKe PyHKUHUja 51z, cnz, dnz

CaOupameM 1 oaysnMambeM obpasama 3a sn (e + J) H
sn(e— ) M CTaBUBMU 13 je

etp=p, e—p=g,

OJlaKIe je
Pt 4 § o =
=g .+ S

nobujajy ce obpacuy KojiI M3paskaBajy
snp + snq , enp + engqg dnp + dnq ,

noMohy mpomsBona (pyHKIMja

snj————)i’q, c7zp+q, dnp+(1

2 b1 2
pP—q P—q pP—q

St 3 on 5 dn 7

TakBir ¢y H.mp. obpaci

ptq P—aq 5 P—q

smp—4-sng= o - 2 2
2 2P TA, 2D —1
g ! o W
(96) :
p—q ., P+aq . P-Fq
2 sn - cn cdn s+
smp—snq = £ 2+2 "
2 2P T4, 2 P—4
— J2sm2t . sn?
1 smit- g S5
M cayHE o0pacuy 3a
enp+cengq , dnp + dngq ,

mp—cenq dnp—dnq .
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Tu obpacuu yommraBajy HemepoBe Tpuronomerpucke oGpa-
cIle Kao IITO Cy

sinp—]—sinq:.?sinp_;q-cosp;q :

sin p —sin ¢ = 2sinp;q-cosp-|2_q

u cauyEM ob6paciu 3a kocuHyc. Obpacnu (96) ce cBome Ha He-
mepoBe obpacie 3a & = 0. OHH cy, Ka0 ¥ OBH, O KOPHCTH IIpU
JIOTAPUTMUCAEkHY, & TaKO MCTO I 3a JOKa3MBalmhe PA3HHX CTaBOBA
¥y TeopHjH eIMNTHYKHNX (PYHKIH]a.



YeTBpTH ofiesbax

PasHu 06;iMIM pegoBa 3a OCHOBHE
CIUNTHYKE (PYHKIHje

26. PasBujame y Maclaurin-oB pep

Dynruuje cnz U dnz cy dapne, a PYHKIHU]A 1z Heuapra
(ynknuja mpomessbuBe z. Ila momTo BpemHocT 2=0 HHje HH-
KaKaB CHHI'yJapuTeT HHM 3a jeIHY o THX (yHKIWja, TO ce OHe
MOI'y pasBHTH y peaoBe 00JuKa

snz=A,z+ Asz® Ag25+ - -
(97) enz=By-+ B,z 4 Bzt -
dnz=Cy - Cy2® + Cyz* -+ - -
Koedumujentn A4, oxpehyjy ce nomohy obpacua

(98) An:~17 & snz 3a z=0.

n! dz"

YsacronEu 1sBoAN (PyHKI[H]je sn mobujajy ce HmOMIABIIH O
obpacma .
sn'z=cnz-dnz

u3 Kora ce au{epeHINjasemeM 1 CMeHOM H3Boja (YHKIH]a
¢nz M dnz HAXOBHM BpPeIHOCTHMA

en'z=—snz-dnz,

dnlz = —Fsnzs ene
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nobuja Hn3 oOpasana

sn"z =2 sn*z — (1+ k%) snz,
sn" z= (6k*sn*z—1—Fk)enz-dnz,
sn"" z = 24k2 sn3z — 20 (k2+k*) sn? 2+ (1 + 142+ kY sn z
Kaxg ce y M oGpacmuma craBu z=0, noGunjajy ce 3a ysa-
cronHe koeduinjerre A, BPEIHOCTH:
1 14 2 1+147%3 +
LstFe S5 BT g5 -

.............................

Ha nern maune ce ompehyjy 1 woepnuujerrn B, n C,,
a To cy:

Bo =1, B2: T 91
14 442 14447241441
Be==r— Be——r—
, k?
Co=1 ’ (’2:_ 5
412 - kA 164> — 447k + k¢
04: 4! ’ CS:_ . 6; )

Kao mro ce Buam, owwimu wnoepuyujenaus Maclaurin-osoe
peda 3a ceéaxy o0d gywrkywja snz,cnz,dnz je payuonanran pas.o-
MaK, KOJu 30 uMeHuol uma odeosapajyhu (arwiopujen, a 3a Opo-
Juoy jedar uosunoa o Modysy k., wuju ey céu woeghurjenitiu
yeauw 0pojesu.

Ilutame je jom : 3a koje he Bpemmoctir z moGHjeHH pemOBH
xoHBeprupatu? [lomrto cBe Tpu (PyHKI[Hje MMajy HCTe CHEIyJa-
pureTe, a TO ¢y y IbUXOBMM I[IapajieJorpaMIIMa I0JOBH

(99) K I 2K 4K,

T0 he cBakm o ropma TPU peja OHTH KOHBEPIeHTaH 3a Bpel-
HOCTH Z y§ KPYI'y OIICAHOM OKO Tauke z= (0 ca DOJympey-
HAKOM jellHAKHM oJCTOjalby Te Tauke R0 Hajoauser joj
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moJia, a TO 3HAYI ca HOJynpedHlKoM A'. A CMEHHBIIM Y pe-
noBuMa (97) Ha JIeCHOj CTPaHHM z Ma KOJjOM CBOjOM XOMOJIOI'OM
Y paBHH z, moOuhe ce moBa Tpn pejpa 3a snz,cnz,dnz KOJH
he xomBeprmpaTi 3a cBe BPeIHOCTH z § KPyI'y OMICAHOM OKO
Te XOMOJIoTe ca ioJynpedHikoM K. ' -

27. PasBujamwe y Laurent-oB pep

OsHEaunMo ca « jejaH Ma Koju moa (yHkuuje snz. Ilomro
cy CBH IIOJOBH HpBora pena, (hyHKIHUja ce MOMe PA3BHUTII Y
Laurent-oB pex koju he Guri KOHBepreHTaH 3a CBe BPENHOCTH Z
caJpsase y Kpyry Koji 1Ma 3a IleHTap TAuky 2 — &, & 3a IIo-
JIyOpedHNK OJCTOjamkhe Te Tauke A0 HajOJIKer joj Apyror kora
mona (gyukuuje. Pex je obaika

Nz =

B
S A A — @)+ Ay (e — ) e

(Y

Hanpen je mokasaHo ja CBII ocrani (yHKIHUje, 32 CBe HeHEe
II0JIOBe, 1IMajy 3a BpeIHOCT jeJHY IIM Jpyry OX BPeNHOCTH

—-% i 4 % IIpema ToMe je
1

[a 6u ce oxpenman xoejuumjerTH A, , MOKe ce w CMe-
HATH ca snz Yy jeJHaYNHII KOjy u 3aJ0B0/HaBa

(100) wW2=(1—u?)(1—ku?,

na mopeautn Mehy coGoM wWiaHOBe NCTHX CTeNeHa H3pasa —

H (z —e), mOMTO ce Ha JeBoj crpaHu jeaHaunHe (100) cMeHH

: B 2
w = '—(7—“)—2-*' A, +245(z— )+ 345(e —a)* -
ma jakie
B* 24, 44, B ’
e (z —a) (E—lnz)2 gy 1 POy Sk 1

a Ha JecHO] CTpaHH,
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u=£l—|—Ao+Al(z——a)—}—A2 (— )+«

Tapma ce ®. mp. Hawasw Ja Ha JeBO] CTPaHH He (urypuime:

1 -
WIaH caTa)a—, a Ha JecHO] OH (UIrypHINe N HMa 3a Koe(u-

(z
nujeHar 4 k* B3 4,; ma momro cy k 1 B pasanysil o ByJe, MOpa.
outa 4, =0.

Pen je, mawie, o6auxa
1

=gy

(101) snz:i—i- +A1(z;a)+A2(z_a)2+--.-

a pexn 3a KBajpar Te (yHKUHje je obanka

e e
(102) N Z—F(z——a—)z

+ M+ M, (z—a) + M, (o—ea) + - - -

rae ce koepunujenTi My onpehyjy momohy koedunmjenara 4, .
Rao mro ce Bumn:
1° Pen 3a snz He caip:kM WIAH He3aBICAH O (2—ea);

20 Pen 3a sn®z He caapimi YIaH ca HA NPBOM CTEHeHy..

z—a
Ta ma mupBir morsen GesHavajHa UNHEHNIA IIMa CBOjy Ha-
PouNTy BakHOCT, mTO he ce BuJeTII M3 OBOra ITO CIemyje.
U3 o6pacia (102) ce Buau da je ocuiaiwar (pywryuje sn®z sa
MA Koju wew uon jedwax wyaw., W To je makohe wumenmma o
Ba/KHOCTI 3a 1ICT§y TeOpHjy, jep ¢y MHOI'M pe3yJaTaTH Ha 0]
0CHOBAHIT.

28. OcHoBHE eNMMNTHYKE (PYHKLMje H3paKeHe Kao
KOJIMYHUIY LeNnX (pyHKUHja

Haopex je mokasamo na HukakBa MepoMop(Ha IBO-IepH-
oOnUYHA (DYHKI[Hja He MOMe OMTI Iieda (yHKInja., Adm, N3 om-
mTe TeopHje AHAIATHIKNX (YHKINja BHA ce Ja ce CBaKa Me-
pomMopHA (hyHKIUja MOJKE M3PA3UTI KAO KONNIHUK 1Bejy IeInX
(yurmuja. [Torpazumo koje cy To 11e1e (yHKIAje 33 snz, cnz, dnz.

Tora pagu younmo (pyHKIH]y

(103) Z@) =% [tz de
(V)
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KOja Y TEOpUjH eJMNOTHYKNX (YHKNU]a UI'Pa I0CTA BasKHY yIOTY
M HasuBa ce ,3eTa-PyHKIHja“.

N3 obpacua (103) ce Buau na Z(z) He MOAe UMATH IPYTUX
CHHTYJApUTeTa OCHM OHHX INTO MX HMMa sn2, & TO Cy IOJOBH OBe
¢pyrrnuje. M3 obpacua (102) nobuja ce MHTerpamujoM

1
fsn2z~ dz = — %m—{—MO(Z*—(()-*‘ A—g—l (z—a)2 e const’
TAKo Ia ce 3a Z(z) nobmja pen
(104) Z(2) = ——i— + B M, (2—c) +

kM,

- L(z—ea)?+-+++const

U3 Yera ce BUIM 0a je céaxu %on (hynxyuje Snz uos upson peda
sa Z(2) w 0a cy csw oclmayu ose hywryuje 3a wie wonose jedHaru
—1. Y mcrs Max ce BUAU U TO 1a je Z (2) mepomopghra PyHKITH]A.

ITomohy rako nejuuucame ¢yukumje Z (2) ¢popMupajMo
(pymxIE]y

—} Z (2) dz
(105) G@A=e? .

ma je OYEBUIHO 1a, KaJ OM OHA HMMaja CHHIYJIApHTeTa, OBH OH
moryw mpomsahu camo on ¢yHKIUje Z(z), ma Jakie OM ce CBAKK
O IUX MOpao IOKJIOOUTH ca KOjuUM IoJoM Te (yHKIHUje. Amm,
HU jellaH IOJ z = o Te (PYHKINUje He Moie OUTH CHHIYJAapPUTET
3a ((z), jep ce m3 obpacua (104) mHTerpanumjoM xo6uja naa je

L =

[ Z(2)dz = — log (z—a) +
TAaKO Ia ce MOske HaIWCATH J1a je-
(106) G)=e"F ™ . 9 — (2—a)e’?),

rae je f (2) jexHa (pyEKnNUja mpencraBibeHa penoM ypeherum mo
IeJMM IO3UTHBHIM CTelleHNMa pas3iuke (z—a) H Koja, IpeMa
TOMEe, HeMa z=c Kao CHHryxapurer. I3 Tora ce BuAau da je G (2)
yean PyHKyuja UPoMeNsUse Z KOJA UMA Z = O KAO C60JY UPOCULY
HYyay, ua daxae ka0 c60jy O0uwHY WAUKY,

6
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Ilomohy Tako meduEHCaHe Iele (]>ymcmqe G (2) popmupajmo
caz (pyHRIH]Y '
o7y - Gy(2) =sn z - G(2)

Ona ce, mpema o6pacruma (101) m (106), Moske HamircaTi
y 00IuKy

Gy (2) = [ % ﬂ_la + 4, (7—c) + A,y (—a)? +- ](Z__“)ef(Z) i,

4

[+ + A, (e—a) + Ay )3+---] "

W3 Tor ce m3paza Bugu nOa je z—a« OOHMYHA TAYKA 34
(yERINjy G, (¢). Ila kako cuBETyJIapHTeTH Te (JYHKIUje MOI'y Hpo-
M3JA3UTH €aMO OJf TAKBAX BPeIHOCTH Kao INTO je z = «, THME
je I0Ka3aHO Ja OHA HeMa HHKAKBHUX CHHIyJapuTera, ITO 3HAYM
oa je Gy (2) yera pynxyuja upomensuse z. W3 (107) ce rama jo-
6uja 1a je

G o
G

N
~

S z—

)

TaKo, 13 je (DyHRIUja sn z H3pasmeHa Ka0 KOJUYHUK JBejy Leldnx
(yHKONja, 33 KOje ce 3HA M FHbUXOB HA4YMH (popMIpamba.

N

Ha merm ce HavuH, a mMajyhu y Buxy na QyHRIuje cn 2z
U dn z UMajy HCTE IOJOBE M HCTOIa Pejia Kao I sn z, HaJasl oa cy

u hynryuje
Gy(2)=cnz-G(2)
Gy(2)=dnz-G (2)
yene gymryuje.
Qysenuje G, G,,G,, G, yBeo je y Teopujy emuITHYKNX
¢ynxnuja Weierstrass ¥ 03HaIHO X je 03HAKaMA
Ge)=Alz, Gy=ALz, Gy=Al,z, Gy,—=Al,z

H TaKo O3HaYeHe OHe Hoce HA3WB Weierstrass-ose dymryuje Al.

Ilomohy X ce OCHOBHE exmnrmuke (yHKINje H3paskasajy
y o0auky
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it e Al # B
YT Ale 0
. ALz
(108) nE=—m—
Al z
dnz = A7

TAaKO /1a Ce J0Ja3d 0 OBOI' Pe3yJTaTa:

-Csaxa 00 ¢yum¢uja mz,enz, an Z, udparcasa ce xag KONUMHUK
6ejy yeaux hynryuja; e Gyrryuje cy W eierstrass-ose pynryuje Al.

TakaB HaYUH U3pasKaBarba OCHOBHUX EIMITHIKIX (YHKIUjA
0l HapouyuTe je BAYKHOCTH C TOra, INTO j& YHOTPeOJbUB 3a cse
8pednocwmu z Y paswu we upomexnsuse, IPH UYeMy ce HeMa IO-
Tpe6e BOIUTH padyHa HHI O KAKBO] KOHBEPreHUHUjH, HOIITO CY
¢ynrinje Al nexe pyHKnuje, ma ce Mory pasBuTH y Maclaurin-oB
pel KoHBepreHTaH y Iexoj pasan z. IIpm cBaMa apyraM Hadn-
HUMa H3pakaBarha eJUOTHYKHX (DYHKIHMja IOMOhy pemoBa TO
HUje ciaydaj, jep je peq KOHBepreHTaH 1 YIOTPeOJbHB CaMO Yy
ojpehenoj oGiactu paBHH z.

29, Weierstrass-oBe (pyHruuje Al

Te meaxe (yarnuje, uuja je ymora y Teopujd edUOTHIKAX
{yHKRIUja HaBeJeHa MaJodac, MOIy ce, Ipe CBera, pPasBUTH
y Maclaurin-0B pean KOHBepreHTaH y Iexo] paBHN z. Tako ce
HAJa3d 1a je

Alz= —‘1?544_‘4_"556_%537'_, ,
Al, z:z—f%z* _,._Bi%zs_%z7+ :
Alyz=1— (;, & + %Z‘—%z‘% ;
Aly o= ——12)—’2~'2+%‘ 1_%36+ ,

rae je cBakun ox koeduuujerata A, Bn, Cn, Dn payuonasarn
PABAOMAK KOJU UMA 3G UMEHUOY N/, & 3a Opojuoy o jedar WoAU-
nom o k, ca xoepuyujenmuna yeauwsn Opojesuma.
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TlocrynEuM n3pavYyHaBamEM THX KoepHIljeHAaTa HAJIa3ul
ce Ia je
A,=2F,
Ag=8 (B + I,
s =32 (% + k% + 68%*,
Ay = 128 (& + &%) + 480 (%* + %9) ,

B, =1+ ¥,

By=1+ 1+ 4%,

B, =14 %+ 92+ kY,
By=1 4 k% + 16 (&> + %% —6 k*,

Co=1,

O,=1428,
Co=1--6/21-821,
Ci=1-112% 160 ki 327,
Dy = B ;

DI,=2]C2—‘I—L4,

De=812 -+ 6k 15,
D, = 32 k24 60 k4 12 &8 4 8,

GOymsrnuje Al cy Mehy coboM BesaHe pasHMM KOHAYHHM
U IudepeHIMjaTHUM penalujaMa, o Kojux he 6uTH u3BeIeHe
0Be IITO Cclexnyjy.

Rax ce y jenmaunHama

2
sn2z+4+en?z=1,

sz +dn2z=1

CMeHe snz,cnz,dnz CBOJUM BpeJIHOCTIIMA

_G(® _Gy(d) -
(109) snzf_ G cnz_—m, dnz___GTz)’

nobujajy ce navehy QyEknuja Gp pexanuje



Glz = 622 =G?,
BG2 4 G =G,
Mehyrum, us jenpauume (105) poGuja ce ma je

(110)

long—fZ(z)dz
. 0

OJlaKie je, mocje IBa ysacromHa AU(epeHIHjasema,
(log )" = —Z' (2).
Ca mpyre crpame us jemmauume (103) je
Ty =Py,
mpeMa deMy je
(log @) = —k2sn?z = —I? (i)” .
Onmarxe je
¢, =LY —(log 0y’
HIIF, KaJ ce TO pasBuje,
(111) 6, = VT7—a0,
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a rtaj oOpasaln mapaskaBa (DyHKIU]y Al, z moMohy (pyrknuje Alz.
U3 jeqmaunma (110), cMesoM (111), moGujajy ce oGpacuu

(112) Go — Vm + % (GG —G"),

(113) G;=)G*+ GG"—G7?,

Koju uspaskaBajy Qyarmuje Al, z u Aly 2 momohy pyuriuje Alz,

Cee wupu pynryuje
‘ALz, Alz Al 2

uspascasajy ce daxne womohy ockosne pywkyuje Alz w wenoz ipsoz

u Opyeoz u3sooa.

Ox mHTepeca je HpHIMETHTH M TO Aa ce 33 k=0 IBe
on (pymrunmja Al cBome Ha 1, a apyre IBe Ha Sinz U cOSZ.
Jep m3 obpacma (103) ce Buau ma ce sa k= 0 QyHENUja Z (2)
CBOJI HA HYJILY, IITO 3HAYH 1a ce PyHKIUja G CBOAU HA jeNUHMUILY;
IOIITO C€ Taja sz CBOAM HA sinz, ¢nz HA cosz,adnzHal,

- T0 ce BUAM Na 3a k = 0 (yExmuje Al mocrajy
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Al=1 , Al =sinz , Alb=rcosz , Al;=1,

[MpumernMo jomm u To, na (pymKuuje Al HuCYy jequHEe IO-
Moliy KOjUX ce OCHOBHe eqMOTHYKe (DYHKIUje H3paskaBajy Kao
roauuEuIM 1Bejy ueanx ¢gyEknuja. To ce mocrm:ke M momohy
jenme mese (yHKIUje, KOjy je y TeopHjy eIMOTHYKHX (PyHKOH]a
yBeo Jacobi 1 Koja ce Moske deBHTH 32 CBe BpegHOCTH 2, ¥
pexn 00auKa

n=ao0

0 (Z) = 2 e”z+anz;

n=—a

a rze je a ogpeheEa KoOHCTaHTa, YUjU je peaJHM 1e0 HeraTHBaH,
qpMe je ocHUI'ypaHa KOHBepreHIuja peja.

Mehyruy, merona Weierstrass-a, Hampesa H3I0keHa, Koja
npoGiaeM pemmaBa moMohy (ymKmuja A/, He caMo INTO je 3HATHO
mpocTuja ox ocraanx, Beh je m onmrmja, jep ce mpuMmemyje M
Ha Jipyre exnntuuke (yHKNuje y GeckpajEoM Opojy.

30. PasBujame y pej 4uju Cy 4YJIAHOBU palldOHAJIHE
thyuruuje uspasa e

Hampen je mpoyuesa (yHKuHUja f (2) u3paskeHa pemoM

n—oo

(114) FE)= 2
rue je N
e;-}-nm
(115)  un=

(ea 4 ez—i—nw) ( ef — ertnom )

rie ¢y a,f,w KOHCT2HTE (peajHy Je0 KOHCTaHTe w TpeGa Ia
je HeraTmBaH), Ia je HaljeHO [1a OHA MMa JBe mepuoje w, =— w H
w, = 2mi, & J1a Kao II0J0BE WMa BPeNHOCTH z—a U 2z—f,
Ka0 ¥ OHe INTO ce J00mnjajy U3 OBUX HPHAABAEKEM MYJITHIUIA
‘mepuona. CBu ¢y TH IIOJOBH IIpPBOTa peja.

Youumo caj cpymcunjy

(116) =[(@)—n-smrz,

rne Cy p M N ZBe Heonpeljeﬁe xoHcranre. Ilozecany nsGopom
CBUX KOHCTaHATA MOJKe Ce YUHHHUTH ‘
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1° na (yHKINja ¢ (2) uMa nepuHoAe jeJHAKe HepHOAAMA
(yHKIIjE sn Az

2° 1a ¢ (2) 1IMa HCTe MOJOBe Ka0 SnAzZ;

3° na f(z) uMa 3a Te IOJOBE HCTE OCTATKE KAO0 |- SN AZ.

ITomTo sn Az NMa 3a Ieproie BPeTHOCTH

4K i 2K’
A - !
T3 JI8KIe W BPE/HOCT — ——; T0 he ycnoB 1° GuTH HCnyHeH Kal
ce A 11 w uabepy TaKo aa Gyne
w=— ~4£ 2ni = .4

o )\. ’ il — )\ ’

a To he OurH aKo ce ysme
- K’ e 4Kn
= == o

A momTo sn Az UMa y OCHOBHOM IapaJieJorpaMy Iepuoja
3a IOJIOBE BpEeIHOCTH
iK . 2K +iK' 2K=n

——=m Hu = F i,
A A K

To he yciaoB 2° 6uTH McnymeH Kag ce 3a o U B y3My Te JBe
BpeJHOCTH,

Tanma ob6e ¢yHKUHje f(2) ¥ p-snhz HMajy HCTe IOJOBE,
Koji ¢y cBU mpBora pena. IIpeva paHmjeM ommreM cTaBy, KOjI
BaskIl 3a cBe MepoMopdHe [Bo-IepuoJNYHe (YyHKIAje, 30HMP
ocTaTaKa 3a Te IOJOBEe jeHAK je HYJIN 3a CBAKY IHOjeJMHIle O
TuX (yHKNUja, Da Oakige n 3a (YHROH]Y o (2). Sa QyHKUH]Y
sn Az TH Cy OCTalll, 3a jeJaH IOJ Yy OCHOBHOM IIapajelorpamy

: 1 1 :
EPHOJA, — 7, & 34 PyTHl TOIX +H . Jep, momro je y Ouan-

BMHH jeJHOra moja t-— a QyHKIHje sn it

i 1
S”t—_Tt—a + -
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6nhe y GUM3MHM @HOJA 2 — % = o (pyHEKLAje sn hz

1 1 1

1
M= e T T T e

ma 3a APyrHu HOJ

: 1
TaKo, ja he ocrarak sa Taj mos OHUTH — 3
M .

OH Mopa OuTH +I?1K’ IOINTO je 3CGHp ocTaTaKa jelHAK HYJIH. 3a

(yHKIU]jY p + sn Az ocTaTaKk 3a jegaH mox Omhe, makme, — —k}_l)\_ A

a 3a JApyru mox he oOuTn —]——% p

Ca mpyre crpaHe, 3a (pyHKIU]Y f (2) ocranu Tarohe Mopajy
6uti Mehy co6oM jefHaKH a CYNOPOTHO O3HAYeHH, IOIITO je U
BUX0B 30Hp jenHak Hyau. Heka cy ti ocrauu — B u - B;
aKo0 ce 33 KOHCTAHTY . y3Me BPeJHOCT

_kBEK'

)

e

Ounhe ucnymeHn u yciaoB 3°.
Rax je Tako msaOpaHO CBUX ImeT KOHCTAaHATA

a, B, A, p, @

$yHrnuja ¢ (2) he memymasarn oBe morojGe :

a) To je jemHa MepoMop(HA ABO-meprognTHA (YHKITU]A;

b) oHa MMa y CBOME OCHOBHOM IIapaJe]orpaMy Iepuoja
JiBa moJa, Koja cy 00a mpBOI' peja.

Mehyrum, ocrarak 3a CBaKM IO jeJHAK je HYJH, IIOIITO
je Taj ocTaTak jeJHAK pasiauIu ocraraka GyHKIHUja [ (2) U p. - sn ke,
a oBu cy Mehy coGom jenmakn, Ilpema Tome y Laurent-oBoM permy

1
, Kao M wia"H ca ——,
—a z—B

3HAYM Ja Cy Tauke z=u M z=f 00MYHE Tauyke 3a Ty (PYHKIH]Y.
ITa momTo oHa He MOME MMATH KAKBUX IPYIHX CHHTYJIApPHUTETa,
ocUM a U B (M HUXOBHX XOMOJOra), To OM oHa 6uia IBO-IEpPHO-
ou9Ha (yHENUja Oe3 CHHIYJapuTeTa; TakBa (DyHKIUja, IpeMa
paHuje I0Ka3aHOM ONIITEM CTaBy CBOJM Ce HA KOHCTAHTY.

3a ¢ (z) Hemocrajahe wiaH ca ITO
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Ilpema TOMe je
f()—p-smrz=C

W3 Yera ce, CMEHUBIIHN z ca , obuja na je

&
A

(117) sn z:% f(%)_c: T f( ’}(z, )—0.

[Ta momro ce f(z) mspasaBa Kao 30Hp peaa IAjH Cy Wia-
HOBH panuoHajJHe (yHKIHje m3pasa e, TO Ce BHUIU 0a ce (hynx-
YUJA SN Z MONCE UIPASUWL KAO 30UP PeId “Wuju cY UAAHOBU PAYUO-

naane Pyrwryuje uspasa
o e 0
b =1 KI

Korcrarra C, mro ogroBapa Aaroj GPyHKIUjuU sn 2, 100nja
ce Kajx ce y obpacuy (117) craBu 1a je z=—o, ITO Jaje

n=oe

T T
C=5x O = FER 2"

P00

rae je

e"(’)

(eu I enw) (eﬂ - (,nw)

Up =

HOIITO Ce y TOMe M3pasy CMeHe «, 3, w Hampel Haljemum
BPeIHOCTHMA.

Romcrarra C ce, nakiae, moOmja Kao 30up jeqHOra pena
KOJU je KOHBepPreHTaH, jep je KOHCTaHTa w HeraTHBHA, & HeroB
ce ONIITH WIAH %, 32 BeJUKe II03UTHBHE BPEJHOCTH 7 IIOHATIA KA0

e’
e tw

eats
T.]. Ka0 ONINTII YIaH IeOMeTpPHCKe liporpecuje

etb(g+@++--+)
rIe je
g=e <1,
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a 3a BeJNKe HneraTUBHEE BPLIHOCTI 7 OH Ce HOHAIMMa Kao -

—nm 7

T.]. Ka0 WIAH TeoOMeTpHCKe IIporpecije

1 1
L_*_ 2+_3+...
@ ¢ q
ruge je
i=+:c.‘"<l.
q e ‘

Cangas ce pesyarar no6mja M 3a Ipyre ABe eJHOTHUKE
(QyBKIUEje cnz M dnz, DOMITO Cy HM HOJOBH HCTH 1 HCTOTa
pena Kao Il 3a snz.



[letn opemak

Enuntnyke ¢yHKuuje neduHHCAHE UHBEPCHjOM
ONMIUTHjUX HMHTErpasa

31. uBepcuje MHTerpana wrTo cajgpyke KBaJpaTHH KOpeH
OMIUTEr MoJuMHOMa Tpeher uium 4eTBPTOr CTENEHa

Y oBOMe IITO mperxogd mpoydeHe cy (PyBKIHje OedHHEH-
CaHe MHBepPCHjOM MHTerpala

du

118 — [
- - (')" Vi —u?) (1 — % ud)

T.J. HHTErpaja y KoMe ce OO KBaJpPaTHUM KODEHOM HAJa3H
jenaH cmerujaJaH IIOJIMHOM YeTBPTOr CTEHEHA.

Y oBome he onerky OuTn DpoydeHe (PyHKIUje Koje ce HO-
Onjajy MHBepCHjOM HHTEIpaJId

(119) P
J F(u)
0 .
rae je F (u) ma xaxas uosunon %eu—»epﬁo; CueUCHa
(120) F(u)= Au*+ Bu®+ Cu® + Du—+ K .

IIpe cBera, ma O WHTerpaJx CBOjOM MHBEPCHjOM MOIao
JaTH KaKBY [ABO-OepHOJHYHY (YHKIH]y, CBe HyJe HOJUHOME
F(uw) Mopajy Ourn mpocre. Jep, kax 61 Koja Hyaa, H. Ip. w=c¢
Omtn ABoCIpyKa, y F (u) O ce jaBHO Ka0 KOPEHH UHHMJIAL[
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uspa3 (v —c¢)®, Tako na OM IO KBAaJPATHUM KOPEHOM O0CTao
DOJIMHOM Ipyrora cremeHa IO %, a MHBepCHje MHTerpaja IITO
caZipiie KBaJ[paTHH - KODeH KaKBOI' IOJMHOMA Jpyror CTemeHa
Hiicy nBo-mepuoxndune (yHkmuje. Tako 6m mcro Gmiao kKax Ou
KOpeH OHO TPOCTPYKHM MJIHM YETBODOCTPYKH, HJIHM KaJ BHIIe O
jemqHOr KopeHa He OM OMJIM IIPOCTH.

Heka cy, mawie, ¢;,¢,,C;, ¢, Hylde moausoMa K (u), Koje
Cy CcBe IIpoCTe, Ila C€ MOKe ‘HAMHCATH

Fu)=A4w—c¢)u— cg)'(u— cs) (U—¢y) .

WsBpmumo cMeny

_ey-+8 du:“S_BYdy,

“T Yy (Yy+9)?

rae ¢y «, B, y, 0 Heogpehene kKoHcraHTe. TakBa cMeHa mpe-
TBapa jeJHaYHHY

(121)

du
@
y jensaduny o6amMKa
dz:-——fh;
Vo

Tae je @ (y) moamHOM omer 4yerBpror cremeHa. IlogecHuM u3-
6opoM KOHCTaHATa «, 3, Yy, & MOKe ce yIMHUTH [1a Ce MOCAeAma
jenHa4YnHA cBele Ha OOJIHK

dy
JO=py?) A—gqp®)

(122) dz =

rJie ¢y p II ¢ KOHCTaHTe, IMTO ce 1o0mja craB/bajyhm ma cy ko-
e(pUIUjeHTH cTelmeHa y I y® jeJHAKU HYJH, I A2 je koe(HIlujeHAT
z
'E'.
OdgeBunHO je 1a, ako ce TPAKU Jja MHBepcHja y HHTerpaJa
jenHaunbe (122) Oynge nBO-moproAMYHA (DYyHKIMja, HU jellHA O]
KOHCTaHATa p U g He Moske ONTH jefHAaKa HYJIH, HH OecipajHa,
HATH Mose OuTH p = ¢ . Il Tama je MOryhHO HM3BPIINTH TAKBY
CMeHy IIpOMeHJbHBe ¥, Ha ce jeqHaunHa (122) cBenme Ha 0GJIHMK

creneHa y' jeHAK jeMUHUI[N, T4 Ceé OHIA CMEHHO Z ca
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dx
dé = )
V(1—a?) (1% a?)

(123)

rae he % Outi peanan Gpoj xoju Jemu mamehy O u 1.

Kan cy p m ¢ peannn GpojeBu, TakBa je CMeHa BPJIO IIPOCTA.
Taxko : '

1° Kag cy o6a Gpoja p m ¢ mcrora 3HaKa, Ia ce M3BPIOA

CMeHa

® dx
s dy = —,
Vg’ Vg
(rme ¢ osHauyje oHaj ox xBa Gpoja Koju je Behu mO amcoJyTHO]
BpeqHOCTH), jegHauwHa (122) mperBapa ce y jenHauuHy (123)
Y Kojoj je

Y=

(124) l~:V%, ma parre O0<k<yq

H Tajza je

1
Y= 7—= SNz} 5
V‘_I /' a

rje sn IIMa 3a MOILyo BpejHocT (L24);

2° Kanm cy GpojeBH p M ¢ CYNPOTHNX B3HAKOBA, H.IIp. ¢ IO-
BUTHBAH, & p HeraTiBaH, Il1a Ce H3BPIIM CMEHa

1 — 1 2 dx
_1/=——/l—ir2, d1=—:"_—,
e N e
jensavuna (122) mocraje (123), rae je
(128) . } = [/ P ., mpmamakae 0<k<1
pP—q .

n Taja je

9= —lzcn(zl/q——p) .
Va

rie cn mMa 3a Moxyo % BpexmmOCT (125).

Y csaron cayuwajy, jeonawuna (119) ne 0o6odu wu do xaxse
Hose 080-uepuoduune pywryuje, eek camo 90 PAYUOHAIHULT KOMOU-
HAWUja Pywryuja snaz w cnaz, 2W0e je & KOHCUAKWA,
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Jlo wmcror ce pesyaTata I0Jasd My ciaydajy HHBepcuje
unTerpanaa (119), zde je F(u) ma xaxas uonunom wpehez cuieuena

F(u) = Bu? + Cu®+4 Du+ I .

Taj ce ciygaj, y ocrasoM, HMa CMATPAaTH Kao CHOelHjaJaH
caydaj moamHoMa F(u) werBpror cremeHna (120). Jep, kax ce y
uHTerpasy (120) M3Bpmu cMeHa

' 1 v

°=—, du-:—/u2 ;

obpasarn (120) nocraje
. dv
" Dv* 4 Cv3® 4 Bv? — Av

ma ce JakKie CBOJAM HAa caydyaj IOJMHOMA YeTBPTOI CTENeHa, aJu
KOju MMa 3a jegHy cBojy Hyay Bpeanoct v = 0. OaroBapajyha

1 :
TAKA u = - HANA3M ce Taja y OecKpajHOCTH, Tako Ja ce CIy-

yaj moJamHOMa Tpeher cremeHa MMa CMAaTpaTH Kao CIydaj HOJIU-
HOMa 4YeTBPTOI CTeleHa, ajJd KOjH NMa jeIHY OJ CBOjHX HYyJa y
6ecxpajeocru. Ila momiTo je cBaka 0J HYyJa 0BOra HOJIMHOMA jelHA
KPHUTIYKA Tauyka (YBKIWje 1107 MHTErPAJHAM BHAKOM, TO ce
cIyuaj moanHOMa Tpeher cremeHa MMa CMATpPaTH Kao 7a je TO
NOJIMHOM YeTBPTOI' CTeleHA, aJM TakaB Ha (YHKIHja IO MHTe-
TPAJHNM SHAKOM 1IMa je[JHY CBOjy KPHTHYKY TaAUKYy y OECKPajHOCTH.

32. Hekonuko oco6uHA Tarko AedUHHMCAHUX
ABO-NEPUOJUMHUX (PYHKIHja

Hexa je ¢ jemma Byasa monunHOMa Tpeher mam werBpTOr
cremeHa I'(w), ma mOCMaTpPajMo MHTEIPAJ

u

T odu
127 = | —==.
e ) jVF(u)
J
IIpema Hampen kasaHOMe, ¢ je mpocTa HyJa 3a J'(w) Kax
roj umHBepcnja w HMHTerpada (127) medHHHIIe KakBy JBO-IepHo-
JuuHy ¢(ysEEIE]y. A Taja ce Moske NOKasaTH O0Ba] pesyJTar:



Dymnxyuja u yeer je uapra GyHryuja upomMexsuse 7.

Ja 61 ce To mokasamo, M3BpmEMO uHTerpaiujy (127) ox
TadKe ¢ /10 Tayke u HAyhM IyTamoM cu, ma he METerpaJ IIMaTH
H3BecHy BpenHOCT 2 . MehyTnM, ako ce, mpe Ho mTo ce mohe TuM
JUPEKTHHM IIyTeM, M3BPIIM OKO Tadke ¢ OOpT Iysk jeJHOTa Ma-
Jor kpyra (ei. 20), ma ce TeK OHJA
nae JHPEeKTHHM IyTeM cu, HHTerpal
he Outm jerHak 36upy JBa MHTerpaJa:
s jemHora yseror nays Majora Kpyra,
Ipyrora yseTor Iy nyrame cu . [IpBu
_J je jenmak Hyaw, jep axko ce, ma Oir ce

5 U3BPIINJIA MHTErpanuja Iysk Kpyra,
CTaBU

Ca. 20. z=c-red,
dz = rie®’ do

JAKO0 ce yBepaBaMO Ja IIHTerpPal TeskH HYJI KaJ ce » Geckpajao
cMambyje. Aum, ofmiasker-eM OKO KDUTHUKe Tadke ¢ Mema ce
I JeTepMHHAlNja KBaJApPaTHOI' KOpeHA IOJMHOMA [(u), TaKo na
ako ce momuio ca (+4), mocae obminacka mmahe ce (—). Ilakan
ce, Ca TaKO NPOMEHEHOM JeTepPMITHAIIUjoM, N3BPIIN HHTErpauja
IysK IOUPEKTHE IyTame cu, HHTerpal he mMaTH BpejyHOCT Z,
Al ca IPOMEHmEeHNM 3HAKOM.

IIpeMa TOMe, jemHO] MCroj BpemHOCTH u OJAr0Bapajy .aBe
jenHake, a CyOopoTHO O3HAuYeHe BPeIHOCTH -}z 1 — 2z, U 00paTHO,
TUM J[BeMa BpPeJHOCTAMA 0JAroBapa jefHa ICTa BPeIHOCT w , IITO
moKasyje na je w, cmarpaHo Kao QyHKIOUja IpPOMEHJbHBE 2,
ojucra mapHa (yHKIHja,

Taj sarsywar sancu duno 0a je uoaunom F(u) wemspwioz,
ouno 0a je wpeke: cutewerna. IIpuMeTHMO J1a OH He BasKH KaJi ce
38 JIOIbY TrpaHuIy HHTerpaxa (127) ysve KakBa BpPeIHOCT a Koja
HIje HyJa moJuHOMa [F(w), jep y ToMe caydajy BpejHOCT 2z = @
HHje KpUTHYKA TAa4YKa 3a KBajgpaTHI KopeH (127) woju, mpema
‘TOMe, He Memha 3HAK IPH 00MIACKY OKO Tadke 2z = «.

Rao mro je morkasamo, mEBepcnja w uHTerpana (127) je
jenHa pammoHasEa KOMONHANUja M3pasa snaz U cnaz, TAejea
onpehena xomcranra. [la momro cy Te 1mBe yHKIUje yHUOpPMES,
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TakBa he Outu M mHBepchja w . OHA, 0YCBUIHO, HE MOXNKE HMATH
HUKAQKBUX JPYyIrUX CHHIYJapHTeTa OCHM IIOJNOBAa: TO je, JaKie,
mepomopgra 0so-iepuoduwna pynxyujo TPOMEHIbUBE 2 .

Hepuone w; u w, QyHKIHUje « DOKIANAJY Ce ca 3ajeJHNIKUM
nepuojaMa (pyHKIHja snaz U cn az, YAja je panuoHaJIHA KOMOH-
Hanuja (yEKnuja ». Kao m Te naBe (yHKOUje, Kaxg u mo6uje
jenHy BpemHoCT £ 3a jefHYy BpeZHOCT z = «, noOuhe mcTy Bpen-
HOCT £ W 3a jOmI jeflHy BPEeJHOCT z y CBOMe HAapalelorpamy
Iepuo/Ia TITO CATPHU TAUKY . '

IIpema ToMe w he mMard y cBOMe OCHOBHOM NapaJeorpaMy
mepuofa IBe HyJe, 0] KOJjUX je jemHa

0
du
128 z = —————
. ) e

CBe cy myae upocue, jep kal ce y obpaciuy

(129) Z—Z=VF(1¢)

CMEHU 2 jeJlHOM TaKBOM HYJIOM, IOIITO je 3a Iy u = o, Ao6uja
ce 3a msBox w' Bpenmocr | F (o), pasiaumduma on HyJIe.

Tako mcro he » mmarm y mnaparmerxorpaMy dsa #oaa, O
KOjuxX je jemaH

2]

(130) ¢ = J:d‘i__
JV F
Had je uosunom F(u) weimspimos culeuena, cou cY U0N08U UP-
6oea peda. Jep cMEHOM

: - _a
(131) U=—, du = — 2

jenmagnHa (129) mocraje

O



IIa ako je
(1) = Auw* 4 Bu?® + Cu® 4 Du + E,

jensauuna (132) noduja o6JauK

1y
= —VE DA F 0 + B+ 4,
ma, aakie 3a v =0 msBox o' no6nja BpepHoct — | A, pasanyny
0]l HyJic.
Mebyrnm, xad je woauwom F(u) wpehe: cuieuena, csu cy
uoa06u Opyeoz peda. Jep axo je
I(w) = B4 Cu* + Du -+ E,

jenmaunga (132) je

(133) % = —| Ev*+ Dv* - Cv* F Bv,
na 3a v = 0 usBox v’ [0011ja BpeJHOCT jelHAKY BYJH, IITO 3HAYH
na je cpaki mox (ydakmnje w« moa Bumera penxa. Ila kaxo y
OCHOBHOM uapaJejorpamy Leprojaa v Aobuja jeJuy 1CTy BpeJHOCT
3a JIBe BPEIHOCTH z, Ia /aKJe IIMa JBa [0.1a, TO Ce Ta J1Ba I0Ja
nokJganajy. Pywwyuja u wuma, 0axae, y uapanecsopamy uepuoda
jedan woa, a waj je uon Opyzza peda.

33. Weierstrass-opa HopMaiHa eMUNTH4YKA (PYHKUH]ja

Kao mro je nokasamo, cverna (131) cBojau jelHAUNHY

du
dz

(134) =VF(),
rue je F(u) moanrom rtpcher cremena, ra jejuaungy (133), rae
je Toa KBaIAPaTHUM KOPEHOM MO/JTIHOM YeTBPTOl' CTeleHa, auu
KOjit uMa BpenHocT » = 0 kao csojy npoery Hyay. Taj kBaaparHn
KOpeH HMa, jaakje, v =0 Kao CBOJy KpPUTHUKY Ta4Ky, Da ce,
npeMa ToMe, y jeamaunun (134) nma cwarparin xao ja joj je
0]l KBAZPATHHUM KOJ€HOM KaKaB IOJNIIEOM UeTBPTCI CTeleHa,
Al KOjII HMa jedHy KPHTHUKY Tauky y OcckpajHOCTIL

Y3MHIM0 3a KPHTHUKY Ta4yky ¢ Ty BPEIHOCT ¢ = oo II YOUHMO
HHTerpaJ
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u

(135) 2 f o
J V)
e je
(136) Flu) = Bu*4 C* +I'u+ E.
Cumena .
u=av-4"0, du = adv,

(¢ w b cy npomsBo/bHEe KOHCTAHTe), CBOAN jeanadunngy (135) Ha

. - dv
(137) Z= a[l——_q_)(l_)

rae je
O @) = Mv>’4 N +Pv+ (),
u rge he woeduunjerti M m N 1IMaTIl 3a BPeAHOCTH
M — Ba3, . N=a?(3 Bb+|0C).

Hs0epumo 3a KOHCTaHTe a 11 U TakBe BpegHOCTH Ha Oyne
M= 4, N=0, mro he Gntn axo ce yswme

34 4
“\B’ b=

ma jexHaynna (137) mobuja oGIHK

, 3B dv
138 i ol et
o Vi J V)
rae je
(139) Gv) = 40 — gv—y,,

H TJe Cy ¢, 11 ¢3 CTAJHI KOE(DILHjEHTI.

CraBumo y (138) u ma MECTO ¢ If JO4IIMO MHBepCH]y IH-
Terpa’ia
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"

W) g |
JVEe—gu—y,

Ta nEBEpCcHja HOCH HA3HB HOPMAAHE CAUUMUYKC PyHryuje.
Iby je y reopnjy exunrauxnx gyaxiaja ygeo Weierstrass, 03Haqiio
je 03HaKOM

U= pg,

HCIHTA0 O] y NOjeHHOCTHMA OCOOMHE M IICTAKHYO HA BHINK
BeHe Be3e ca 0CTAJNM JBO-NepIoIAYBNM (PyHKIIAjaMa.

s oBora, mro je Hampeja kasaHO, clejyje Na je pz mepo-
Moppra Oso-uepuoduwna hynxyuja npoMeHsbiBe z. [la 61 cMo joj
OJpeslad Oepioae, BpariMo ce HampeJ HOCMaTPAHOM CIydajy
Kaz je

du v &
z2= | — =, Fu) — Aut -+ Bu® + Cu®* + Du + E,
J [ Fw)
ma Heka ¢y ¢, ¢, ¢, ¢, HyJe moanHOMa F(u). OHe cy cBe
opocTe U CBaKa je 01 IbUX KPHTHYKA TavyKa 3a KBaJpaTHI KOpeH
1101 3HAKOM IHTerpaJa.

OGese:kiMO y paBHEM MPOMEH/bUBE « 1Be O] THX HyJa, H. IIp,
¢ ¢ (ca 21). Rag 61 ce nHTe-
rpaj y3eo Iy:k INHpeKTHe IyTa-
me cu, OH OH 1IMao H3BECHY
BpeJHOCT z. AKO ce IIpe TOra
OH y3Me [y’X KOHType Koja, IIO-
Jazehn o ¢, oGnhe jeqHAM KpY-
mnheM Tauky ¢, , ma ce BpaTH y W
¢, uBTerpa; he mmaru sa Bpeu-
HOCT 30Mp OX TpPH HHTerpana:
jemHor yseror Ay Iyrame ca, Apyrora ay:k kpyskuha oxo ¢,
i Tpeher nym ac, y 03HAUEHOM HA CJIHIM CMHCIY.

Harerpanx ay: kpyxnha jersak je HyJIH, 0 4eMy ce JakKo
yBepaBaMo CTaBHUBINI Y

Fu)=A4A@w—c) (t—c) (u—cy) (u—¢),

Cu. 21.

Ia je
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=g + 1e?, du = 1ie®df ,
Il ODYCTHBINI 1a ce »r GeckpajHO cMalbyje.

Wuarerpan pya ac jeiBak je NHTerpaay Ay ca, jep je
o0I1acioM OLO KPUTHYKEe Tayke ¢, KBAJPAaTHII KOpel DPOMEeHHO
3mak; Da je joml jeJlHOM NpPOMEHIIO 3BAK II THMe INTO je cMIcao
ITHTerpanuje Ay ac CynpeTai OHOME JIYiK cd . '

ITpema ToMe he mHTerpajil Ay# IieJe KOHTYpe IIMATI 3a
RpeJIHOCT '

a

& ’ _du
AR

¢

ma kaj ce kpyskuh Oeckpajuo cMaibl, TAKO 1a ce TAYKE @ I ¢y
1okgone, on he mmarm sa Bpegnocr 2 K, , rue je

]\,]: ’ du

ITocae ror obugacka cruse ce y Ta’iny ¢ ca BpeJsOmhy
2 K, ngrerpaaa, a ca JeTrepMulianujoM (—) KBaApaTHOI' KOpeHa
0/l HMHTErpajJHAM 3HAKOM (aKo ce He o0miasm 11 Ta'ia ¢). Kazx
ce mocje TOra DPOJYIRII IIHTerpaluja Ay ANPeKTHe MNyTambhe
cu, CTI’Ke ce Yy Tauky u ca Bpeiuomhy 2K, — z nurerpaia.
[Ta momro cc o6eva myTamama cTiske y HCTYy TAYKY ., TO ‘e

(141) w(2K,—2z)=u(2)),
mro 3daun ga GYHKIN]A % 106nja jeuy 1HCTy BPeIHOCT Y ABeMa
rTaukaMa z 1 2Ky —z. A uomro je u (z) napsa Qpyskunja (mro-

caeayje us § 32), cemendsunt y (141) z ca — 2z, aeduja ce na je
w(z+2K,) = (2,
IITO B3HAYIL Ja (yHnLimnja o (2) nva sa neproay 2K, (ner» Gic
Omro 1 kag Oir ce o0UIUIA I TAMIRA ¢, jep je w napua (PYHRILja).
MehyTity, na Mes10 EpiTiiyke Tauke w = ¢;, MOKRe Ce Y3eTi
JOII M jeTHa (L0 J(pyra 00 0UTd X RPUTHIKIX TATMAKA € M ¢4,
AKo ce, jawle, 0w 1a je
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HaJasIl ce 1a:
1° gymryuga w uma jedny ucitiy speorocus Yy wavka.na

z, K —7, VDK, — 2, 2Ks—z;
2° ona wmna xao vepucde

w, =2K,, W, =2 K. wy=—=2Ky .

Tako Onm marienano ma w mMa TpPH OCHOBHE Iepiiojie. A
ce JIaR0 JioKasyje Oa je wpeka uepuoda jednara 30upy ocwaiux
ds¢jy, 1A 1a, OmpeMa TOMe, OHA He NPeICTaB/bd HECBOIBHBY
IepHoOy.

Jla 6meMo ce 0 Tove yBepIul, MOCMATPAajMO IIHTETpaT

MR
) N
YB€T Ay KOHTYpe O3HAYEHE HA C.I. 22, & Ca MOJA3HOM TAYKOM C .
WuaTerpad 1y, cBakora ox kpy-
-skoha OKO Tavdara ¢, ¢, cy, Cg
jeaHAR je HYJl, DOMITO ce Kpy-
sknhu Mory Oeckpajao cMamll-
BaTA a [a IHTerpaJ Jys: IbHX
He H3MeHII cBojy Bpexnocr. Ca
apyre crpaHe, IpH 00MJIACKY OKO
cBake O THX TAYaKa RBaJpaTHIL
0 " kopen Mema sHak. IIpema Towme
O 22, MHTErpal JAYJR IeJOKYIHE KOH-
Type nmahe 3a Bpeanmocr

oK, 2K, 2K,.

Ca npyre crpaHe, mpemMa’ TeOpeMH O €KBHBAJEHII IHTe-
TpaJHUX myramba, Taj he murarpax OUTH jejnar 1CTOMEe IHTe-
rpary yseroM Ays: Kpyra C ca I[eHTPOM Yy IOYeTKY, a LOji
obyxBaTa CBe YeTIPH Tadke ¢, ¢y, ¢, ;. Taj ce Kpyr Mome
i GeckpajHO IOMPUTH, jep PyHKIU]a N0 MHTErPaJHHM BHAKOM
(141) HeMa JApYTHX CHHTYJAapHTeTa OCIM Te deTnpi Tauke. I3
TOra ce 3akJydyyje Aa je Taj MHTerpas aysk npyra C jeasak
Hyai, Jep kaag ce nyCTH Ia ce Tauyka u GeckpajHO yIasbll 07
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noYeTKa, MOAMEOM F(u) ce HOHANIA KA0 FHeroB WIAaH HajBHIIer
cremeHa Aw', a IIHTerpaJHIl eJeMeHaT Kao

du )
W) A )

Rax ce, nakie, paau te naterpanuje aysx C, craBi
w=—rc® - du=rie®'do,
HHTerpaJHil eleMeHAT ce IOHAIA Kao
i e o
——  df;
ya

OH Teskd HYJI Kajx » GeckpajHo pacre, ma he raaa 1 nHTerpal,
yaer mamehy ronmausmx rpanuna 0 ¥ 2z, Takohe TesRUTH HYJIH;
KaKo e IberoBa Bpe/JHOCT He3aBHCHA O] INOJYyOpeuyHHKa r, TO
je oHa jemBaka HYJN,

U3 rora caenyje ma je
2K, +2K,+2K;=0,

TO jecr

W, + wy + wy =0,
a ojamie je

Wy = — (w; -+ w,) ;
0a IoImTo, kaj je — w mepHoja, It - w je mepmoja, To je ropme
TBpheme I0KasaHo,

Haopen je nokasaHo na kam « gobnje jenHy BpeisocT B
3a jenHy BpeZHOCT z=o0., OHA Ty BpemHoCT [ m0o6Hnja M y TaUKaMa
(1':2[(1—(1, ol —

2K,—a, «"=2K;—a.

Jlako ce ysepurd na cy rauke o’ H o’ XOMOJOre Tauke
a’, jep je
a"—a' =2K,—2K,= w,— wy,
e’ —a'=2K;— 2K, = w; — w,,
npeMa deMmy je
a" =a 4 w; — wy,

a”’ = o 4 w; — w,,
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mro mokasyje aa ce a” i1 a”’ pasamkyjy ox a’ caMo J0JATKOM
nepuoa.

Jla 611 ce cBe 10, Ka0 I OHO ITO je KasaHo y § 32., OpH-
MEHIJI0O Ha HOPMAJHY eJNNTHIKY (YHKUMjy pz, Tpeba y3erH
Ha je c=oo0 (Ta je BpemdHOCT je/lHA KPHTHYKA TAaUKa 3a KBaJ-
paTHI KOpeH MOJ HHTerpajtHnM 3HakoMm). M Tajga ce Bamasu
0BO INTO cJejyje.

Dynxyuja pz uma 0se uepuode, 3a KOje ce MOTYy Yy3eTH
IBe Ma Koje 0J TPH]Y BpeIHOCTIL

‘1 ‘s

3
(Ul-::ZJ'.—d_l‘__l—, (L‘L’::‘JT(—IM—’ (03=2J—‘(IL—,
I JTFw Ji7®

rae je

~

Fw) =403 —g,u— gy

tpeha je meproga cBoxa/biIBa Ha OHe Be Koje ce Oyay yseue,
nomro je

Wy + w, + w, =0,
Hyae dhynxuuje cy epednocuin

- du
V' F ('

Z S

1

_2[(—4_2}

( A

V F(u) l ]‘(u)

1 XOMOJOTe THX BPeIHOCTII; CBe Cy HyJe upocuie,
Ceu cy wuonosu hywryuje 0socuipysu; caM mouerak z—0 je
TAKaB 10, jep ce 3a I0J 00Mja BpeIHOCT

du
J VFw

4 OCTaJM Cy O0JOBH HKeHEe XOMOJore

z = my w; + my w,.
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Ilomro z = 0 Huje o6uyda rauyka 3a GYHKIH]Y, Wo ce 08
Hne mooce passuwn y Maclaurin-oe ped

gyt 0,2+ a3 2240

Aumn, momro je z=( 1moJ jipyrora peiua, 0OHa ce 3a Bpex-
HOCTH 2 y GNIIBHHU TOra IoJa moxce passuimu y Laurent-os ped
00JI1Ka

B,

A momTo je (pyHKIHja mapHa, Taj pel MOpa CaIp:KaTH CaMO
napHe cTemeHe OpPOMeH/bHBE z, Ma Jakjae je o0JuKa

B,
z

F Aot dyz - dpe ot oo

(142) pz= 13_,2—{- Ay + Az 4 Ayzt + -

U3 4era ce BHAU da je ocwawar 3a wuon z—0 jeOnax Hyau, ua
fie wako Suwin U 3G 8¢ OCULALE UOA08E, .
Koepuuujearn B,, 4q, 4,, Ay, --- oapehyjy ce cuenoMm
nspasa (142) n uspasa
2.0,

L 24,2 4 44,8 + -

PEr==
Y Au(epeHIUjaTHOj je/[HATHHIT

(143) (%‘)- = Pe=dpt sy — g,

KOjy sajoBoshaBa (yHKUH]a pz. Ymopehemem wiaHOBA ca NCTHM
cTeleHIMa NPOMeH/blIBe Z Ha JeBOj H JeCHOj CTPAHH TaKO 100H-
jeHe jenHadiiHe, HAaJA3Ill ce 1a je

B, =1, d,=0,

. I3 95

A, === A, ==, Ag= -
22 178 °T 240

U TaKo c¢ MOke OJPeZHTH KOJIMKO ce Xohe y3acTromHnX Koedu-
nujesara Ay,

Ilpema ToMe Laurent-08 ped sa ¢pywrkuyujy pz je oiauxa

1 .
(144) pz=—5 + 4,2 + A2t + -
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. 1 :
Tj. PE He CANP/RU HIL 'WIAH ca —— , HIT HE3ABHCAH WIAH. Ha 10j

je YUHEeHHIH OCHOBAHO wu3pascasawe (hymkuuje pz KA0 KOAUUHUKG
-0sejy yeaux (hywryuja, TOTIYHO CJIIYHO OHOME Koje je Hampes
H3JI03KeH0 3a (DYHKIAje snz,cnz,dnz.

34. ApuuuoHa Teopema 3a (QYHKUHjY pz

Ha HaumH camuaH omoMe KOjIM ce J10Jasi 70 ajIIHOHe
‘TeopeMe 3a (yHKIUje sinz I snz, HANpe N3JI0eHe, J0Ja3H ce
H 710 ajgunuoHe TeopeMe 3a (pyHKIU]y pz. Ta Teopema ueka-
3yje da ce epednoci p (a+B) uspaxasa kao anesapcxa Pynxuuja
8pednociuy

pa, p3 . pa, p3

Wj. KAO ANE0apCra (PYHKYUja camur uspasa pa w p3, Y 00AUKY
-o0pacua

- 1 { pa—=—pB)\2
(145) p(a+p)= W (ﬁ) — pa—pB,

rae jom Tpe6Ga CMeHHTH p'a Il p'B ILUXOBHM BpeHOCTIIMA

pa=4p*u—g,pa—yg,,

(1-6)

PB=14p"B— g P8 — s .

Kazx ce B cMenm ca — 3 11 mpuMerH Aa je pz napHa, a p'z
‘HellapHa (DyHKNIlja NpPOMeH /LHBe 2z, nobmuja ce oOpasaill

_ ok plo+ p'B "1__ P
(147)  p(2—B) = T(m) pa—p3,

na ce oI cOpasana (145) 1 (147) Moxe IMHATH HCTA OHAKBA yOO-
Tpefa, Kao M 0 aJANILIOHIX o6pa3ala 3a (DYHKIAJY snz.

Taro, yseBmn ma je B = o, JeBa crpaHa obOpacua (145)
mocraje p(2c), a sarpaja Ha JeCHO] CTPAHI jaB/ba ce y 00JUKY
0. - 3
0 Jla 6ucMo namIM 1beHy IpaBy BpeauHocT, CTaBHMO Ja e
8= o+ h, ma mycrHMO 1a i TeMH HyIH. 3arpaja Taua mocraje
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plaih)—pa pa

[L)' (a+lzl—])' (I:|2 <o (&)2

ma je, makie,
1 (pra)?
5 P o) e | RN Y
(148) pa)= (p,a) .
Mpema o6pacuy (143) n3sox p'o M3paskaBa ce Kao ajareodap-
cka (pyaxnnja mapasa po . 113 meror obpacia poonja ce nme-
peBIujanemeM 1 ckpahemem ca 2p'a na je

Pz = 6pPz— L3

ma ce moMohy Tora oOpacia 3a ApYyrH HM3BOX p”z M oOpacua
(143) sa mpBu m3BOA M3pa3 p (Za) M3paxkaBa Kao PpaIMOHAJH
(yHELIHja M3pasa po U PP .

O6pacir  (145) m (147) noBoze M 10 obpasana 3a 30Hp H
PasiHKy M3pasa po W pf, KOjU pellaBajy HMCTH 3alaTak Kao u
Heneporu odpacuu y Tpuronomerpnju. Tako, ako ce pasBujy KBa-
~JIpaTH 3arpaja. y. THM_obpaciuma, Ao0uja ce

_papB
(pa.— pp)*’

p(a—B)—p(a+B) =

0a aKo ceé Ty CTARH 1a je
«—B=a, @t B==0,
-0JaKJIe je
b+ a b—a

&= —— p==—7—

&

v b+a) ,(b—a
A Y

U

a Ha CIMYaH HAYHNH O1-ce-xobua xib6p§:§au 3a 3011 113pa3a pe U pfs.

 }

noouja ce obpasail

35. dyuKuHja p: M3pa)KeHa Kao KOJHYHHK LeInuX GpyHKuuja
[lomohy ¢ysrumje pz dopmupajmo PyHRIH]y
(148) E(g)=— [ pz-dz.
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Ilomro ce pz Mose, 3a BpeaHOCTH z y GINSHHH Tadke
z= 0, pasBuTH y pel o0JaHKa

L o
A A

(149) pz=

T0 ce C(2) MOsKe pasBHTH y pex o6/InKa

(150) :(z):%-{-asf’-}-bzf’—lw--,

3 4era ce BHIM Ja je { weuapna (PYHKIH]ja TNPOMEHJHLHBE 2.
OHa He MOMKe IIMATH APYIAX CHHIYJApUTETa /10 OHWX INTO HX
uMa pyHROHja pz. O6pasan (150), KOji BaKM H KAl ce y heMy
Tauka z =0 CMCHHM Ma KOjOM CBOjOM XOMOJIOI'OM, IIOKa3yje aa C
MM Geckpajno MHO020 UOADBA, KOju Clf C8uU UPBOG Peda U Koju CcY
o0auxa

z=my w; + my w,,

(rme ¢y w; 1 w, BaOopen oxpeheHe mepuoiae (pyHKIHje pz), a
Koju céw unajy 3a ocuwtawiax 1 .

Mehyrum, (yEENBja & Hema 3a uepuvde Hu w, Hu wy. Jep,
aKo je w jelHa 0] THX IepHoja, momro je U3 (148)

& @)=—p2,

M3BOX [ (2) HMa HCTe IepuoAe Kao pz. AJH TO He BasKi H 33
caMy (yHKUUjy (, jep MATerpanuja jeJHAUNHE

¢ (- w)=C'(2)
yBaIAul jelHy HMHTerpanioHy KOHCTAHTY C U naje
(et wy=¢C(s) C.
AKo ce y TO] jeqHAUYUHH CTABH 12 je z== e 4 , To6uja ce-

2
"W W
:bﬂ=—4?Fﬂy

mTo naje
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na JakJe
' 2 ] w
te+o)=t@)+2-2|5 ),
70 TOKasyje Aa w HuUje meproia (pyHKIMje C .
(hopmupajmo caz pyHKIHE]Y

fs@a:

(151) o} (.Z — e
KOja ce He[moCpexHo nomohy‘(bynmwje pz T3pamkaBa y o0OOINKY
6(2) = ,,—J'J'])Z- dz‘
[Tomro je

A A
fpz-dz;log:—}——‘%—2:“—{»—4“—25—}—---,

TO je

(152) o(2)=ze"",
rae je ¢ (2) jegsa pyHKINja Koja mma z= 0 Kao cBOjy OOHYHY
rayky. Ila xaxo ra (yHKIMja Be Moke IMATH APYINUX CHHTYJA-
puTera, 10 OHMX INTO HX HMa pz, a T0 je Tauka :—0 I IbeHe
XOMOJIOTe, TO H3JIa3I da je 6 (2) weaa (hywkyuja UpoMeHbUBE Z-

Agko ce caj yodin (hyHKI(Ija

(153) Gi(@)= pz5i(2)%y
n3 obpasaia (149) u (152) Bumir ce aa he rtauka z=—=0 Ouru
obnyHa Tayka 3a (pyueunjy (' (z), jep ce upum MHOMKemYy PyHK-

1 s
~,~ mornpe ca z*. Ila momro m @ (z) He

nuja p 1 6% wial
<~
MOJKe IIMATII APYI'UX CHHEIyJIapuTera ocinM Bpeanoctn z—0 n
HEHNX XoMoJgora, To he 1 Ta dyrryuja G (2) duiiu yeaa hymx-
yuja upomermuge z . ‘
JenmauuHa (153) Taza npaje

(154) Pz =

a wume je Pynkquia p: UPAICCHA KO KOAUMHUK 08€JY yeau.r
pynryuja.

Ilexe (pyrKIUje £ (2) 11 6(2) yBeo je y TeOpujy eJHmTII'IKIX
¢dyrarinja Weierstrass H 1poy4uo uy je-ocobiige, One ¢y y 1oj Teo-
pHj¥ mO3HATe M0 HA3HBOM ,,38Ta (hyBRIMja‘ I ,,cHrMa-yHKIIAja‘,



109

dyurunja o ce napaskana momohy ¢ obpacuem (151), a ¢
ce m3paskaBa nomohy o o6pacuem

£ (e)y= —:[l? log o (2),
‘HOjll ce a06nja acrapnTMiicameM 1 anfepeninjaneneM o6paca
(151).
II3 aznunore Teopeve 3a (pyURIU]Y pz N3BOMII ce 33
oGpasaig
B o Yy us | ])Ia—])'B
flet+B)=Ll(a) LB T e —

KOjII, § Besll ca obpaciima

P = — :I (Z) )
P (),

napaskaBa  (« + B) momohy mspasa
@, @, T, TE) @, E)

I TO Kao palMORAJIRY (PYHKIIN]Y TUX u3pasa.

36. Besa ¢yukuuje pz ca yHRuUMjama snz, enz, dnz

Axo ce y jenHadnHI

(155) dz = — 48
/(1T — @) (1 — k)

W3BPIIII CME€Ha

= ) 1 ol dv
(156) u? = oa’ dit= — —
2(v-+a)?
ona mocraje
—dv
(157) dz—=— i

V45 e* fgo i’
rie je
c—=4B8a —1*—1),
(158) g =12a®> — 8a (1 4 #*) 4 44?,
h=4a®>—4a® (1 4 ) +— 4ak* .
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Koncranta a Moske ce nsabpat. Tako na 6yme ¢ — (), mto
he Ouri axo ce yaue

1442

(159) a=—

SaMeHOM Te BpeJHOCTH Y jeinHadiiHaMa (158) jeasHavymHa
(157) nocraje '

1.-
(160) e T
[4v3 — g, v —g,
rje je
4 5 ;
gy = — 5 (L—F + k),

4 -
93 = ”g]'" (14 ) .

Hamehy nmrerpana w = snz jensadnne (155) u (yurmuje
v mocToju penanja (156) rme a mMa Bpeasocr (159). Ila nomrro
jeanmaunna (160) uma 3a nHETerpax QYHRUU]Y pz, wo wusmehy pz
U Snz uocwoju eesa

. s i |
(161) sz = ——F " W
e 3
M
T O -
(162) ]).c = TZ,Z'__ .

[lomohy Bese ¢pyaKINje sn 2 ca (pyHKLAjAMA cnz U dnz, J0-
Onjajy ce 3a oBe ()YHKIWje IHHXOBEe Bese ca pz, a TO Cy

. I 1
CII‘;:I—H—1+/..2 '
# 3
12
anz=1] ————
Pz + —1—;]‘
HIIH
1 1442
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S 2 —1‘]‘.'2
P ez 3"

(CaMo Tpeba IIPHUMETHTII J[a Bese I3paele IopibuM c(Gpa-
<I[IMa He Baike 3a .na xaxge (PyHGIMje sn z (OAHOCHO cnz 11 dn z2)
1 pz. Dyuxonja pz cajapii ABa UPOMEH/HIIBL TAPAMETPA ¢ I ¢y ;
ropie Bese mocroje iaMely jeaue mare, yocranom Ma Koje, ()yHK-
Huje snz I jeaHe Taja wawno odpehene (hynkuuje pz, I 10 OHE
quju cy mapamerpit oipehenn nomohy moamyaa & (pyHkmunje snz
obpacriuma (158) 1 (159).

M3 tnx Besa 10Jasil ce II 0 3aKbydka 0 Be3d I3Mehy
nojeuHuX ocobiHa (yHKIMja snz n 10j oarosapajyhe Qyux-
nuje pz. Tako: (yaxumAja pz mva 3a mos0Be HYJIe (YHKIU]E $1t 2 ;

. : - 1+4*
.34 CBARII 110.I (I)yﬂmuue 4 q)yﬂxuuja Pz 106.ja BpeiHOCT =
T

Bese nsmehy snz, enz, dnz u (pyHEIUjA pz KOje LMajy
Jpyre mapaMeTpe ¢, II g3 KOMIJIIIKOBaHHje Cy I1I He Yyjase y
OKBHD OBUX IpenaBama.

37. CBO/bMBOCT CBUX MepoMOpdHHX ano-nepuohuquux
byHKUMja HA JTMHeapHe KoMOuHaLMje (pyHKUHje
H HBEeHUX H3BoJa

Hera je /7(z) jenHa Ma 1oja MepoMop(HA ABO-IePHOINYHA
«)YHKIlH|a, ddje mepioze leka cy w; U w,. O3HAUIMO ca

Gy, oo (ty

[0;10Be Te (hpyHKIHje y IheHOMe OCHOBHOM MNapaJejorpavMy Ie-
puoja, 1 Heka je m; pen MOJA «y.

[Ipema onmmroj Mittag - Leffler-oBoj Teopemm 3a nspaska-
Balhe MepoMOpD(HHX (DyHKIlIja, MOXe ce HamicaTd Aa je

(163)F(z)::2[ Ay, B . i]+G(z),

Z—wy  (2— o 5 +(Z-—ah)’“

rae je G(z) jeasa ueaa ()yHKIja II T]e ce cyMipalbe OpoTexe
Ha cBe nouoBe «. el je xousepreHTaH 3a cBe BpelHOCTI Z,
OCHM 3a caMe I0JIOBC ep.
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Hekxa je pz BopwanHa eannTnyka (JyHKILKjA KOja MMa HCTe:
nepioje w, It w, Koje nMa u F'(z). U3 obpacna (150) nobuja.
ce 1a je A

l7:?(2)—nz’—bz"—---,
—211—4:—;'(:)7{—34:z2+5bz4+---,
1 1 % ' 3
=gt (2) — 3az—10bz3 - - -,

CmeHHBIIII y TUM ob0pacunma z ca z — &, J00dja ce HUS:
obpasana

1. 2 -

T =@ =T (),
1 - V7S
G__—“R?Z'—g(z—((k)-t Iz(Z),

1

) .
(z — e )3: y © (2 —en)—Wy(2),

rie ¢y V,, V,, ¥,;, ... Qyurnnje koje nvajy z =, Kao
00HYHY TAUKY.

Muo:kehr JreBe 11 xecde crpane nocteaibux ofpasara ca
Ap, By, - -+ Hj, ncadnpajyhir rako j1o6ijene jejnaquge, noonja ce

Hl:

A By
z— a,  (2—p)? T

= 4[():(2: —“Ic) + ivl :I (Z T ((I:) o e J[m :(‘”)(Z— «g) + <I)Ir (Z) »

1

rae ¢y My, My, --- M, craam goeunujesry, a O, jenna
(YHKIMjA KOja UMA ¢ kA0 CBOjy OOHUBY TAUKY.
[Tpeya obpacuy (163) mosre ce Taga wuanucati na je

(164) F2)=X M (z - a) +
+ 2 M (z—a) + -+ M E(z— @) |+ H(2),
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TIe ce 3HAK cyMHpamha IIpoTeske Ha cBe NOJOBE « II T'Je je
H (z) jearna (yHKNH]a Koja HMMa Te I0JOBe Kao 00MYHE TadKe.

3a UpBH 30Hp Ha JecHoj cTpaHH jeqHadnHe (164) Moske ce
J0Ka3aTH Ja IpeTcTaB/ba jedHy (PYHROU]Y ¢ (2) Koja MMa 3a Ie-
puome w, 11 w,. Jep, ako ce ca w 03HAUM jelHA WIH Jpyra o
THX IlepHoja, Hampe] je IOKA3aHO a4 je

mpeMa ueMy je
W65)  gleta) =9 () + 2. N,
Mehyrum, koeunujertn M, HUCYy HHIITA IPYro 10 Koe-

¢unujeETH A IITO MHOMKE

1 1 1

P T N
~ ) 3 ’

.:.—-((1 »:.—“2 o a3

y uspasy (163) sa ¢yEkiujy F(z); To ¢y, AaKie, OCTaIl Te
(pyHKIIU]e 33 I-eHe IIOJO0BE & ,«,, ¢, -+ Ila momro je £ (z) Me-
pomMopdHA IBO-IepHOANYHA (DyHKHIMja, TO je 30Hp THX OcraraKa
jelHAaK HYJH, Tako 1a je

> M,=0,
1 jerHaunHa (165) ce cBOAIl HA
P+ 0)=19(),

IITO IOKasyje 7a ¢ (2) UMa w Kao IepHony, ma IpeMa TOMe ITMa
ofle BpeJHOCTH w; H w, 34 IEpHoJe.

Sa gapyrir 30Hp je OYEBMIHO Ja lMa Te IicTe IepHoze,
OOIITO je Hampel IOKA3aHO Ja Te IEepHOJe 1Ma IIPBH H3BOJ
¢’ (2), ma he nx, mpeMa TOMe, MMAaTH M CBH H3BOAH Te (hYHK-
uuje. U3 tora crenyje na he m H (z) mMatu te mcre unepuoze,
Ka0 JMHeapHA KOMOMHAIIMja CaMMX JBO-IEPHONUYHHX (DyHKIIMja.
Ila momTo T2 yHKIIHja MMA BPEHHOCTH ¢ , ¢, , g, « -+ KAO 0OHU-
He Tayke, & He MO:Ke BAH THX BPeIHOCTH WMATH HIIKAKBHX
CUHTYJAPHTETA, OHA j€ yeaa (YHKINja NPOMEHJbHBE z . A KaKo
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ce 1eJa (pyHKIMja, Koja IMa IBe IIepliofe, CBOAM HA je/HY KOH-
cranty C, obpasan (164) mocraje

(166) F)=0+X[ Mo (z—e) +
- My (e—ap) 4+ + o+ Mp CO (2— @) ]

11 ICKa3yje 0By TeopeMy, DO3HATY 11011 HazuBOM Hermite-oge wieopeme:
Ceaxa mepomopgna dso-uepuodunwna hywxyuja I (2) uspascasa
ce K0 AUMEAPHA KOMOUKAUUJL 02PaHIEH02 OPOja U3PA3Q

C(z—ay), ol (z—((h) ; Vadd (z—“h) R

e cy g, @, oy, 008U Pyrrkuuje I'(2) y mwenoae uapaneno-
epany uepuoda, a L oswawyje Weierstrass-osy sewta-ihyHruujy, ¢hop-
smupany uomoly dymruuje pz roja uma ucwy uepuody xao I (2).

BaskHOCT TeopeMe JemIl y TOMe, INTO OHA CBOIN CBe Me-
pomMop(EE BO-nepHOANYHE ()YHKIHje Ha jeJHY jequHy (QyHK-
mujy, a To je sewa-hynkyuja. Kam je oBa mpoyueHa, Moske ce
cMaTpaTi 1a ¢y IpoydeHe M cBe MepoMop(hHE [BO-TICPIOAIYHE
(hbyEKOMje y OHOME IITO je 3a ILHX OHTHO.

JenHa oj pasENX mociaejuna Hermite-oBe Teopeme je oBa:

HesOpefienu uninezpan

(167) [ F (2) dz

Jedne ma xoje meporopdre dso-uepuoduune (ywruje uspaseasa ce
KOO NUHEAPHA KOMOUHAUUJA 02PANUNEHOZ OPoja U3PA3Q

d
log 6 (z—e) ey log 6 (z—«) e log 6 (z—e) , -
20e o (2) osnavasa Weierstrass-osy cuesma-ghymxiujy, (f)opmupanJ uo-
moly ymryuje pz xoja uma ucwy uwepuody xao F(2).
' To msmasm oryma mro je

> Y 3
<o A A

i S350
‘C(z)zdf—z—logc(z),

‘ma je mpema ToMe  ° ' : '



f {(z—) dz = log (z—ay) ,

f C'(Z'_‘ ap) dz =

1
L (z—ap) = d_(z_ log 6 (z—az) ,
1 (Z o )d o -,-/(Z_(( )_ d_3 1 ( J— )
¢ —@p)dz = § k“—dzzog(’z k) »

Taxa je maunmH mapaskaBama wuHTerpana (167) camuan

OHOME HA KOjII ce HM3paskaBa HMHTErpaJ jeJ(He PAllMOHAJIHe ()yHK-
mije I (z). Kao mro ce 3Ha, TakBa (yHKIHUja Cce H3pakaBa Kao

JnHeapHa KoMOHHAaIUja orpaHndeHor Opoja u3apasa
1

1 1
z—ea; ' (—a) T (2—e)?
AN, INTO je IICTO, Kao JHHeapHA KOMOHMHAIUja U3pasa
A (" T (l/() ) A (Z o al{) ) I8 (~ Cinl ak) )t
rie je
. 1
Mo =—,
a e ,« ,a .- 03HAUY]y HoJdOBe pyHKIUje I (z).
Harerpax
fR (2) dz

n3paiaBa ce, JlarJe, Kao JITHeapHa xcomﬁxman;nja OI'paHIYeHOI"

Opoja m3pasa
' d ' d? .
log (2 — ay), Tlog(z—uh),%2 log (z— ), » - -
T = _

(DyHEDH]jA ri je, larie, pedyxwiusnu enemMeraus 3a CBe pa-
IIOHAJHe (pyHKIInje, a 3eTa-(pyHKIUja je PeIYKTHBHH eJeMeHAT
3a CBe MepoMop(He IBO-IepHoJUYHe (PYHKIIH]je.

Tako mcTo, JOrapnTaM je TakaB eJeMeHAT 3a MHTerpaJ Ma
KakBe panuoHaIHe (PyHKIHje, a cHI'Ma-(YHKIIUja 32 Ma KAKBY

MepOMOp(HY IBO-IIePHOAMYHY (DYHKIH]Y.
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38. CBOI/bMBOCT CBHX MEpPOMOP(HHUX IBO-NMEPHOTHUIHUX
¢yHKUHUja HA pauoHaHe KoMOUHaLuje pyHKUMja snz usn'z

[Ipema onoMe mTO je rope IOKasaHO, CBaka ce MepoMOp(pHA
1BO - meproanyEa (QyHKIHja F (2) Mosme H3pasuTI y O00JINKY
(166) rme je

(168) NM,—=0,

n rae cy @, ¢, @, -+ DOJOBH (DyHKILIje F (z) caap:masn
y 1beHOM IapajejorpaMmy nepHoja.
IIpema naopen aoxasaHoM oOpacily 34 cBe Bpe/HOCTH
a1 pje:
. , . o i 1 pla—p'3
(169)  t(a+d) =L@+ +5 L2

2 pa—pp

Ia, KaJ ce « CMEHIN ca z, a 4 ca — «y, gobnja ce ja je

1 pz—pa,

(170)  L(z—em) = L()— (e + pz—jen’

TaKo 1a je

ML (2 — ) =2 (@) EMo— M2 (@) + y B, LEZP
Pz — pee

[Tomro je mapas
= Z M, 4 ("Ia)
HesaBIICaH 0J] 2z, Ta jarjJe HpeacTaB/ba jelBy KoHCTaHTy O,
To ce mpeMa (168) Hamasit ma je

1 fg— )
DM t(z—e)=C + XM, L P*
2 Pz — pay
13 Yera ce BIOII Ta je Hapas

(171) X M, (z—e)
paIlioHaNHA (YHKIHja NPOMEHJbIIBHX pz 1I p'z.

N3 (170) ce modmja nudepernmjaiemeM na je

. P _}_i Plz—pay
(172) iz “h)_’ (2)+ 9 dz_m ’
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OsBaueHo nu(epeHmIjalebe HA JECHO] CTPAHH, KAl ce
I3BPINH, Jaje jefHY paldoHAIHY KoMOMHANujy (yHKIIja

(173) Pz 5 PT s Pl g
fla OOINTO je
'@)=—ypz,
(174) ])u 2261’22“%2‘ ,

TO ce, mpema obpaciy (172), mspas (' (z—y), 12 1aKIe 1 30Hp

2 J][] :' (Z‘_“h) ,

CBOJII Ha panyoHAJHY KoMCmHAlUjy (yHRUUja pz 1 p'z.

Jugepennujaneiem obpaciia (172) nobuja ce {” (z—ey) Kao
paijonanHa koMOmHanuja Qyskiuaja " (z) 1 (173), mTo Cce,
mpema ofbpacuuma (174) omer n3paskaBa palldOHAJHO CaMO IIO-
Mohy pz 1 p'z. Ilpema Tome ce m m3pas

XM, L (z—an)

u3pakaBa palldoHadgo momohy pz m p'z.

IIpoayskuBmim rtako, y3aCTOMHHM JH()epeHITHjaJerhuMa I
CMEHOM M3BOJa p”z IeroBoM BpenHomhy (174), Hamasu ce na
ce U3BOJ Ma Kora pena QyHKUje [ (z—e), Ta JaKIe U CBH
H3pasu

DM, 0 (2—a)

Takohe nspakaBajy pailloHAJHO moMohy pz M p'z, MTO KOBOMI
110 OBe TeopeMe :

Csara mepomopgpra 0so-uepuoduuna (pynwxyga F (2) uspascasa
ce KAO PAYUOHAAWA KOMOUNAYUIA hyrryuja pz w pz' Koje umajy
ucute uepuode xao F (z).

A momTo ce mpema obpacily

pe=1b4p*z—g.pz—9,

u3BO][ 'z 13paskaBa Kao aire6apcka (yHKIUja HOpMaJHe (DyHK-
umje pz, TO TA TeopeMa IOBOZI 0 OBE:
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Ceaxa meposopna 080-uepuodunna (GyrHryuja usPaikcass ce
K0 AA0aPCKA (PYHKYUQ HOPMALKE (PYHKYUJe pZ KOjG UMG UCHLE
uepuode xao F(2).
13 o6pacua
1 1442

g = 5 =
J 2z 3

33 KOjII CMO HAmpe] HAULIN Ja MCKasyje Besy uaMehy snz 1
oHe (PYyHKIUje pz MITO ¥HOj OArOBapa IpeMa BpPeIHOCTH MOIyJa
k, nobuja ce

Den! z

])

[

sndz
mTO O0BOOH 110 TeopeMe:

Csaxa mepomopghua 08o-iiepuodunna pywxyuja F (2) uspascasa
ce Xao payuonasna Pymryuja 00 snz wu sn'z, sesaHux ca 0dx08a-
pajyhon joj pywxuyujom pz .

Hanmocnerky, mpema odpacity

sn'z = J(1l—sntz) (1—k2 sn® z) ,

13BOA sn'z W3paskaBa ce Kao aiarefapcka ()yHKOHUja OCHOBHE
elnnTHyKe (YHKORje snz, IMTO T0BOAN I0 OBE TeopeMe .

Csara meposoppna  080-uepuoduuna Gyukyuja uspakcasa cc
KA (A2eSAPCKA KOMOUHA UG (pyHKUUje sn z , 8e3ane ca 00208apajy-
hom joj pymwiujom pz.

Te cy TeopeMe mo3HATe y TeOPHjH EJUOTHUKIX (PYyHKIIU]a
noj1 HazuBoM Liouville-osuzx wieopema. TbuxoBa BaskRHOCT JIERI Y
TOME, INTO OHE CBOJE CBe MepoMOp(He JBO-epHoJUYHEe (yHE-
nuje Ha jeIHY O IHUX, a TO je OmiI0 HA pz, GHIO HA 1 Z; CBe
cy ocrame caM0 aiare6apcke KoMOMHAI¥je THX CIeINjaJHNX
(pyHKIDja.

To je m pasmor 30or kora ce MepoMoOp(HEE IBO-HEepPHO/(IIYHe
dyHknuje HA3UBAJY eauniiuwkum pynrxuyujama. Taj ce HA3UB pa-
HHje OJHOCHO CaMO Ha (yHKIHje snz,cnz,dnz; Kaja je MOKa-
32HO 11a ce W CBe MepoMop(hHe (yHKIMje ca JBe mepHoje CBOJe
Ha OBe CIeljajHe TPaHCIeH/eHTe, Ta] HA3UB je 06yXBATO I
CBe IHUX.



[llectn opemax

OnwTy noriep Ha ABO-MEPHONUYHE (DYHKUHUjE

39. CruvnocTH M pasnuke uamehy mnpocrTo-nepuogHYHUX
H JBO-NEPHOJUYHUX (PYHKIH]ja

Kao mito ce Buam u3 cBera oBora IITO IIPETXOIH, EJHII-
THYKe ()yHKIUje, IIOX KOjHMa ce MMajy IoApasyMeBaTH yOIIITe
cBe MepoMOp()HEe NBO-IIepHOIUYHEe ()yHKI[Hje, cacTaBibajy [enHy
KJIACy aHAINTHYKHX (DYHKIMja Koje MOKa3yjy BeJHMKe CIMIHOCTH
ca eJNeMEHTAPHHUM TPHTOHOMETPHCKUM ()yHKIMjaMa U FHXOBAM
ajrebapcKmM KOMOWHAIMjaMa M Ha Koje ce OHe CBOJIe 3a CIEI[H-
janmy BpexHocT Moxayiaa k. Te cy cIMYHOCTH MCTAKHYTE HA BH-
UK y OHOMe INTO je HampeJ HM3JI0eHO0, M OHe Ce cacToje H. mp.
y IeprnoAMYHOCTH, O00JHIMMa KPHBUX JIHHM]a IITO HX I'e0MeTpH-
CKH TIpeJCcTaBibajy, y aJUIMOHO] TEOpeMIil, Yy PasHOBPCHUM 00pa-
cllUMa KOJH MM HM3pasiiaBajy ocoOMHe, y MOryhHOCTH H3paskaBamba
(pyHKI[je MYJATHIUIA HpPOMeH/bUBe mHoMohy (PyHKIuje came Te
IOpOMeH/bUBe, HT]I. .

Mehyrum, msMely mpocro-mepuoJUIHHX I IBO-IEPHOIIY-
HoX (yHKIUja mocroje m OurHe pasimuke. I[locrojame 1Bejy mme-
pHOAa YMHH [ je CKyD J[ABO-OepHONMYHNX (YHKIHja YHKH HO
CKYII IPOCTO-IIEPHOJUIHHX ()yHKI[Mja, jep CBaKa IIepHOJa YHOCH
coboM jemaH ckym morojafa Koje. yHknuja Tpeda Aa HCIYHI ;
IBe Iepuoje yHOCe BHIIe THX morogaba Hero jeaHa. A TO IO-
BJayl cofoM dYecTo H OMTHe pasinke H3Mel)y Ta JBa ckyma
(pyHEIH]a.

Tako, mocrojir GeckpajHO MHOro IleJIUX (PYHKI[Hja ca jen-
HOM IIepHOJOM : TakBe Ou H. mp. Omie (QyHKUH]je

AR TN R L

A He mocroju HHKAaKBa IleJa ()yHKIIMja ca /Be IepHoze.
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SaTHM, CBaKka je MepoMop(HA IBO-OEPHOANYHA (DYHKIHja
u3pad/buBa Kao adredapcka ()yHKIUja jenHe jenune (pyHKIuje
Te BpcTe, H.Ip. (DYHKIUje pz WM snz. A HIKAKBA CINYHA Te-
opeMa He I0CTOjU 33 MepoMopgHe IPOCTO-IePHOIHYHe ()yHRIH]e.

IIpema Hermite-oBoj TeopeMu cBaka ce MepoMopJHA ()yHK-
Ija ca JBe Iepyoje N3pakaBa Kao JHHeapHa KOMOHMHAIHM]a
orpaHnyeHor Opoja mspasa

Vi (g—ak) , ' (2—!(,‘.) 3 i (2—“1,-) o i

IOK HHKAaKBa CJIIIYHA TeopeMa He I0CTOjd 3a MepoMop(He ()yHK-
nmje ca jeHOM IepHoJ0M. JeJHAa TakBa TeopeMa y CTBApH IO-
CTOJH 32 TpPUIOHOMETpIcCKe QYHKIHje, Tj. 3a palMOHAJIHE KOM-
6uHanuje (QyHKIUja Sinz I cosz, jep ce¢ 3HA 13 eleMeHTapHE
agaJuse 18 ce CBaKa TakBa KOMONHAIMja H3paskaBa Kao JITHe-
apHa KOMOMHAIHja orpaHmdyeHor Opoja I3pasa:

sin az cos az
Z—ay d - d* 22—
cotg 5 TQCOth ; Fcotg 5t

rie cy e, onpehene woHcTamTe.

Ann ce cBaka MepoMop(pIa IIPOCTO-IEPHOANYHA ()YHRITH]a
He MOske HM3PasHTH Kao palldoHaJHa KoMOIHaImuja (yHKLIUja
sinaz 1 cosaz, 1 MOCAeAIbH CTaB He BaRkH 3a cBe ()yHKHUje
TaKBe BpCTe.

Jlokasa”uo je 0a ce caunwmuuxe pynxyuje e mozy ceecin Hu
Ha Kaxee Konatne xomsunayuje enemenmapruxr phywryuja. To cy,
JaKie, MOTOYHO HOBe TpaHCIEHJeHTe Koje je Tpedano mpoyduTi
caMe 3a ceOe, He Tpaskehn 1a ce OHe cBeJy Ha eJeMeHTapHe
(pyHKIIMje, TIa Ja TeK OHIA, IIPEKO OBUX, Oydy HpoydeHe.

40, IudepeHuujanHe jefHa4duHe Koje ce mHTerpane nomohy
eINNTHIKUX (PYHKIHUja

ITocroju GeckpajHo MHOrO ajare0apcKNX [i()epeHIiHjadHux
jeoHauMHA HpBOTr, Apyror, Tpeher i Bhimer pexa, Koje 3a cBoje
HHTerpaje HMajy eJIHNTHYKe (DYyHKIH]e.

Tako H.up. jeIHAUMHA IPBOI' pena
(175) y*— (1 — )1 —Fy?)=0



HMa 33 OOIITH MHTEerpaJ
y=sn(xz—+0C).

Hera (yHKmuja je 1 maTerpatd mudepeHNIjalde jeJHaINHe

Ipyror penua
y'—ay?—by =0,

rmge ¢y « u b jxBa crajHa Gpoja BesaHa pealnjoM
a+20+1)=0;

jexsaunmEa ce no0mja Au(epeHnujanemeM jegHadnHe (175).
JemHauilHa TpBOr peia
(176) Y — Ayt —ay— g =0

HMa 33 ONIITI MHTErpat
(177) y=p(+0)

ca IapaMeTpuMa g, = « , ¢y = [.

JegHaumHa Ipyror pena

. « .
g ()- > . s ST
Y =gl
uMa (hyHKNujy (177) Kao jeiHy KJacy CBOjUX NapTHRyIapHNX
HHTerpaJa.
Hern je cayga] u ca jegmaummoM Tpeher peaa

?/III = 12!/!/’ — 0

Koja ce 100Hja Ai(pepedIlIjaaerbeM HaOpes IOMeHyTe jelHaTdHe

it B = j =0.

[Tpeva Liouville-oBoj Teopemir cBaka je MepoMOp()HA BO-
nepionuna (DyHKOUja H3PAK/LUBA KA0 PAI[N0OHALHA KOMONHALIN]A
(178) y = I (u,u)

OCHOBHE eJInTAYKe (pyHKIIje u=sn z H BbeHOI H3BoAa w' =sn' 2.
JAu¢depennujanemen jexsaunde (178) modnja ce
on OR .-

~Q gilee= I
(179) i B u' - 57 u
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1a IOIITO je
(180) w2 = (1—ur)(1—Fu?) =1 — (1 +F2)w® +£* u?,
(181) u"= 28w —(1++*) u,

eJMMIHAIM]OM TPHjy HEMO3HATHX u ,u', w” U3 YETHDPII jeHAUNHE
(178), (179), (180), (181) mobuja ce jexHa aaredapcka augepeH-
LHjaTHa jeHAYNHA

(182) Fly,y)=0"

Koja cajpskir caMo (pyHKIH]jy y 1 meH ussox y'. Ilpema rTome:
Ceaxa meposopfhna 060-uepuoduna pynruuja 3a0080.6080 U0
1e0ny anzedapery Oudpeperyujasny jednawuny @psoa peda xoja He
caoporcu exCUNUUULHO UH W CPAIUORY UPOMEHDUBY Z .
A 3a TakBe jemHaUMHe ce 3HA Ja, KaJ HM ce II03Haje je-
IaH HUXOB NAPTHKYJIADHII HHTErpad ¥y = /[ (2), 3Hahe ce 1 om-
INTH HHTErpax Koji je

y=7r&+0).

YsacTonHNM AndepeHnujaneibem jeqraunee (182) nodnjajy ce
peoM mudepeHnujasIHe jeHaIIBe Apyror, Tpeher m Bimer peza;
cBe he I1bIIX 3aJ0BOJbABATH MepoMOp(pHEe (YHKIuje ca JBe Ie-
proze. MehyTnM mocroju cTaB:

Huxaxsa duepernujarna jeonana

(183) Bl o 50 <) =0

anzefapek@ w0 7,y u u3800ustt, UM M@ K02l peda OHG OUAd, (KO
cadparcit ekcu UKo UPOMEHBUBY 7, HE MONe umaul kao uw-
wezpan Hukalgy uepuoduuny Pynlkiuyujy.

Jep, kag 6 ce jexmaunHa (183) pemmuaa mo z, mobmiaa G
ce jeIHa jeIHAYITHA

(184) z2=O@,yy" ),

rae 6u ¢ Ouia aarebapexka (pyHKIIIja TpOMeHJbIBE ¥y II 1LEHHX
n3poga. Kax Om jexmatmEa (183) nMama kKao ITHTEIpAT KAKBY
oepuoaNyuny (PYHKOH]y ca [MepuoaoM w , CMeHa BPEIHOCTH Z
Bpepgomhy z+4-mw (rze jem Ma KakaB 1eo 6poj) ocTaBba Bpe.-
HocT™H ¥y ,y’,y"” --- HemopoMelbeHe, a (pyEKuIuja P Moske 3a Te
BPEIHOCTH HMATH HajBHUINEG OHOJMKO BPEXHOCTII KOJIIHKO OHA, Kao
aarebapcka ()yHKIWja, HMa pasHIX CBOjUX IeTepMIIHAI(H|a, &
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0Bé Cy y KOHAYHOM Gpojy. Mehyrmm Jesa crpasa JeXHAUIHE
(184) umama 6m Geckpajmo MHOTO - BPeJHOCTH Zz-mw , IITO je
IpeMa CaMoj jenHaYMHM HeMoryhHo.

Ho, xao mro je mokasamo, jenmauume (184), y Kojuma He
durypume z, MOry IMaTK Kao MHTerpaJe I MPOCTO-IePHOIHIHe,
I IBO-NEPHOANYHE (DyHKI[Hje.

Tako 1cro mocrojir i GeckpajHO MHOTO CHCTEMA CIIMYJITa-
HUX [eJHAYMHA KOje IMajy 3a muTerpale JBO-IEPHOIIdae ()yHE-
nuje. Taka je H. np. cucrem

du

N = 0,
(185) g_; P

dw %

°F £ 2w =0 ,

Tae je & kakaB peasan Opoj mro ce Hamasm msmehy 0 m 1. Cu-
cTeM MMa 3a HHTerpaye

uw=sn(z+ C,),
v=cn(z + Cy),
w=dn(z + C,),

0 YeMy ce Jak0 yYBepHTH CMEHOM THX M3pasa y jefH2YHHAMA
(185) 1 Bomehu pauyH o ofpacnuMa KOjI H3pazaBajy H3BOIe

sn'z, en'z, dn'z
noMohy (pymKIIHja
snz,enzg, dnz,

A Jako ce yBepuTH, Ka0 M MajJoyac y ciIyvajy jeqHAUNHEe
(184), 1a HUEKaKaB CHCTEM CUMYJTAHUX jeHAYNHA

du
m:f(z, TN VI 8
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rae ¢y f, ¢, Vv, airebapcke (yHRIINje NPOMEHJbUBHX Koje
cajip:e, aKO KOja O HHX CaJp/Ki eKCINIHIUTHO OpOMeH/bHBY
z, He MO’Ke MMATH Kao MHTerpaje IepHojildHe (hyHKIU]e.

Hera je HaBeleHo jom 1 To, Ia cy y Teopuju ajare6apciux
nudepeHNUjaJHAX je/[HAYMHA TPBOra peja IO3HATH uOWpeoHu K
dososnu ycaoBH Ha OII mara jeqHaudHa obuanka (182) mmasa Kao
cBOje HHTerpajJe MepoMop(He IBo - mepuoxuyuse (pymkinje. Ilpo-
6iaeM je pemeH npuMeHoM onmrTux Cauchy-eBinx reopeva us
Teopnje aHAIUTHYKHX (DyHKIIO]a.

41, KpaTKa uctopuja eIMNTHYKHX (PyHKUHUja

Heropuja eanmnTuysux (DyHKIUja MOMKe ce IIOIeNITI Ha
IIBe IIepHoe :

1° mpoy4aBame eAUNMUUKUT UHULEPAN ;

20 mpoyvaBame esuduKUT HYHKUja KA0 HHBBPCH]a eJII-
TAYKAX HHTErpaja.

Mpea nepuopa. — Ilox enunrTHYKHM HTErpaguMa MmoJpa-
3yMeBajy ce HHTerpajid y KOJUMa IIOJ HHTErPAJHHM 3HAKOM
(purypumme pamHoOHANHO: MJIHM CaM KBAJAPATHH KOPeH M3 KaKBOI
noTgHOMA X uerBpTOr MM Tpeher cremeHa, W Topex Ibera
jom u cava He3aBHUCHO DPOMEHJbHBA KoanuuHa xz. To cy, nakie,
HHTerpaga 00J1Ka

fR(.r, VX)) de,
rae je X KakaB IOJIMHOM YeTBPTOr mam tpeher cremexa mo z,
a R je parmoHansa (yHKNUja JIBe]y mpoMeRmuBnx z 1 | X.

Ha rakse je mHTerpa;e mpsu Haumao Wallis 1655 roause,
mokymaBajyhn na oxpennm Ay:kuHY Jayka eanmce. HajuayGipa
HCIHTHBAKA HA eJMOTHIKAM HHTerpaianMa mnsspmuo je Euler
KOjI UX je ¢Beo Ha HEKOJNKO HODMAJIHHX 00JHKA I OBUMA HCIII-
Ta0 ocoGiHe. A OHO, 300l Yera Cy meroBa ICIATHBAILA IIO-
CTaJa OCHOBHIA 32 TEOPH|Y H EJIUNTHYKWX HHTErpaja M eJum-
THYKEX (pYHKIlAja, jecTe IberoB IpoHaJdasak ox 1751 roaunHe o
uHETerpaly AnQepeHLnjalHe jelHAUNHE

dx dy

Ix yr’
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rae je .\’ Ma KaraB [OJIIHOM 4YeTBPTOr I Tpehier cremena 1o
IOpPOMEH/bHBO] , & Y TaKkaB HCTH TOJMHOM WO [POMEHJHHUBO] ¥.

Y oHoMe IITO je HampeJ M3JI0KeHO HaBeJeH je 00IHK TOTa
WHTEerpaja M OH je HMckopmmheH 3a xo0ujare OCHOBHIX pesy-
Tara Teopnje eanOTHYKUX (yHEnwja. Euler je Taj, sa Teopumjy
Te Kjace ()yHKI[Uja, OCHOBHHI IIPOHAJA3aK YIHHNO CPETHUM CIY-
qajeM, npo6oM, M1, KAKO OH caM To Kaske ,tentando et divinando®.
Lagrange je 1768 roxmuse npBH a0 mpaBW, aHAJHTHUKH J(OKA3
Euler-osor pesyxrara.

Mehy MHOroGpojHUM HCIIITHBAKBUMA Y 06,1ACTH eTHOTHIKAX
nHTerpasa nociae Kuler-oBuxX panoBa, HajButIe ce HCTITIY OMCEKHA
Legendre-oBa menuruBama, BpmeHa y npasiy Euler-oBux n my-
(IMKOBaHA y BeJUKOM JelJy Tora MareMarudapa ,Traité des
fonctions elliptiques et des intégrales euleriennes“, mTaMmasor
1825—1828 rox. [lomTo je enunrHuke WHTErpaje CBeO HA YTBP-
hewe tunose, Legendre je oBe y mojeArrHOCTHMA IIPOYYHO, a0
NpaKTiIIIHe MeToJe 3a IbUX0BO GpOjHO M3padyHaBamhe M CacTaBHO
Tabiiie HIXOBHX OPOjHMX BpeIHOCTH.

Landen je mocra yHampenuo Teopnjy eJIdOTAYKAX HHTETrpaIa
IOCTaBHBINNI MeTOJy 3a HUXOBe MOAYyJIapHe TpaHchopMalmje, Tj.
3a OPOMEHY MOAYJA & y OCHOBHOM eJHOTAYKOM HHTErpay

f dz o f dep
(1 —2*) (1 — k2 2?) /1T —72sin? ¢

1 THMe, II0pe] OCTAIHX KOPHCTH, Jako YIPOCTHO H NPOMNPHO
yuorpeGy Legendre-oBnx TaGanna.

JApyra nepuoga. — Y TO] mepHOJH MCTOPHje eJHOTIIYKHX
(pysxkuuja movuibe mpoyuaBame TAX (PYHKIHja Kao umsepcuja
eanuuuwkuxr urnwmezpaaa. OHO HoUnmbe nenntTuBambuMa Abel-a (1825
roa.) u Jacobi-a (1828 T0.), Koji Cy CKOPO Y je/lHO HCTO Bpewme,
NOTIYHO HE3aBHCHO je)aH O] JApyrora, MOILIM Ha Hjejy Ipoy-
yaBarba HEBepcHje eTuNnTAYKAX HHTerpata. OHH cy o1Max mpo-
BAIIII ABO-NEPHOJMIHOCT TAX HHBEpPCHja I MOCTaBUJIM OCHOBHE
obpacue 3a ILUXOBY TeOpHjy, ICTAKIM HA BHAHK ILWXOBY alH-
LHOHY TeopeMy I H-eHe HOCIeIHIle, HAIIIN IbHXOBe II3pase y
0o0anKky OeckpajHHX peloBa M KOJMYHHIKA TAKBMX pejoBa, M3pa-
3ITH UX y 06aHKy GecKpajHUX IpPOAyKAaTa, HANLIH Bede mMaMmehy
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PaBHHX eJNOTHYKHX (DyHKIUja, Bese uaMely IHIXOBAX IepHOJa
1 Mouyna k& HTH.

Jacobi je riaBEe pesyiaraTe CBOJUX HCTPARIIBAba W3HEO Y
cBoMe 0CHOBHOM jexy ,Fundamenta nova theoriae funct. ellipt.“
nyGaukoBaHoM 1829 rom. ¥ THM HCTparkWBAamHMa OCHOBHY YJIOTY
nrpa Jacobi-eBa ,Tera-pyBEKNuja“, 0 K0joj je OmIO PEIH y Ipen-
UM HBJIaramiMa, I Koja je IOCHyMRuIa Kao PeIyKTHBHU eJe-
MeHAT 33 TPH OCHOBHE eJMNTHYKe (PyHKIu]e.

Jacobi I eroBH CaBpeMeHMIH ' yOOTpeO/haBaJdl Ccy 3a ‘
OCHOBHE eJHITHYKe ()yHKIlOje snz M ¢nZ O03HAKE sinamz I
cOoS @m z, Kao IITO je TO IMOMEHYTO y PaHMjuM H3JaramuMa,
Jlamamima o3HauaBaiba ca snz, ez, dnz yseo je Gudermann
Koju je Takohe yHampemuo Teopujy TUX (DYHKI(H{a.

PasymibuBo je ma ommra Cauchy-eBa TeopHja aHAINTHIKHAX
(pyHKIIja INaruHAPHE OPOMEeHJ/bIIBe KOJIMYNHEe HUje MOIJIa 0CTATI
6e3 jakor yrmmaja Ha Teopujy eannTudsnx Qysxnmja. [Ipnverom
Cauchy-eBHX TeopeMa YYdAILeHM CY BEJIMKH HAaOpeTHd y TOj
TEOpHjH, a MHOTH €y, HoTIe Beh LO3HATH pe3yaTaTd, MOCTAJM
00Jre pacBeT/beHH KaJ ce crago Ha ruexumre onimre Cauchy-
ese Teopuje. OBa je H. mp. moBexa Liouville-a (1847 rox.) mo
IojMa IapaJjejorpaMa meproia, A0 OCHOBHOI' ¢TaBa IO KoMe je
HHTErpaJ IBO-IepHoANYHe ()YHKIUje, y3eT Iy#i IIapajesorpama
Iepuoja, jeZHAK HYJH, [0 CTaBa OO KOMe CBaKa TakBa (PyHK-
1uja Mopa 1IMaTd CHHIYJApUTeTa y PaBHH He3aBUCHO IIpOMEH-
JpUBe KOJIIYMHEe I T. Z., IIITO My je CBe [aJ0 OCHOBHIY 33
jellHy ONIITY TeOpHjy ABO-IEPUONMYHHX (PYHKIHja.

Jenan on HajBakHMjux pesyarara Liouville-oBux wucrpa-
JRUBarba je craB 4 ce cBe MepoMop(He (yHKIuje ca J[Be Iie-
pHOJle M3paskaBajy Kao palloHAJIHe KoMOMHauuje (DyHKIUja sn 2
nsn'z, a Kao aiaredapcke roMOuMHALAje cave (DyHKI[dje sn 2.
Liouville je j10xa320 11 HeCBOJ/bNBOCT EIUNTHYKAX (PYHKIIN]ja HA eJie-
MeHTapHe (DyHKOuje, IOKA3ABIIN [a Cy TO IOTIYHO HOBE TPAHC-
I[eH/[eHTe, CACBUM HOB AHAJUTHYKH HHCTPYMEHAT.

Onomroj Teopnju nBo-nepnognYHUX (PyHKUMja MoliHO je mo-
upureo u Jacobi, noxasaBmm maMely ocrasora, m Hemoryhuocr
nocrojama  YHHPOPMHNIX (DYyHKIUja ca BUIDe O] JBe IEpHOE,
K20 CTaB 14 KOIMYHHUK JBejy Hepiojia HWje HIIKal peajaH Gpoj.

IIpaBo mopekso mepmoja, ca TJeIHIITA ONIITE Cauchy—eﬁ'e_
Teopuje (PyHKIHMja, IPBH je McTAKao Ha BHANK - Puiseux, moka-
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3aBIIII KaKO ce IepHoje I0jaBJbajy KaJ IPOMEHJbHBA, OX Koje
3aBHCH (DyHKI[Aja IOX MHTEIDAJHAM BHAKOM KAaKBOI' KpPIIBOJI-
HHCKOI' MHTErpaJja, ommcyje pasHe IIyTame y CBOjoj pPaBHH. Y
TOM€ Cy TOrJeny jako JONpHHENa pacBeT/hbaBamy CTBApH II Iic-
TpakuBarba Riemann-a, Koju je HapOYMTO MCTAKa0 YJOIy aJre-
GapcKUX KPUTHYKHEX Tayaka OpPH jaBJbarhy NepHoza, yIoTpeOn BIIIT
IOpPIT TOME CBOjy HOBY MeTOIy 3a HpOydaBaibe paduBaiba 1I Ie-
TePMIHAIHja MyJATH(OPMHENX (PYHKIHja M CTBOPHBIIA II0jaM
Riemann-oBux noBpminHa.

Ox Bequkor cy sHavaja 3a PasBATAK Teoplje eNMOTHYKIX
(pyurruja Onaa Hermite-oBa mcrpasknBama, ormodera 1844 rop,,
Bpmiena omer ca raeanmra Cauchy-eBe Teopuje aHATHTHYKIIX
(pymrnaja. Ilopex MHOroGpojsNx pesyirara o TpaHCpopManMjaMa
eJNUITHYKNX IHTErpaa I eJUNTHIRAX YBKIUja Je[HIX y apyre,
0 BesaMma 13Mely Moxmyxaa 4 1 mepmoma (yEKIRje (MOmyJIapHa
(pyHKIE]a), 0 QpITMCTIIYKAM IIOCHeANaMa IIOjeJlNHAX CTaBoBa
reopnje exuornyrnx (pyHrmuja u 1. g Hermite je mokasao cras
0]l BeJHKe BaskHOCTI, 1A je cBaKa MepoMOp(hHA ABO-IIEPHOJNIHA
(pyHKIlWja II3pask./LUBA Kao JIIHeapHA KOMOMHAIlUja jelHe jeaIHe
(pyHKI[Oje II ILeHNX N3BOJA, a TO je ,3eTa-pyHKIHU{a“ Koja je
Hanpes npoydesa. Tuve je maheuw jemas JmHeapHIl peJyKTHBHI
ejJeMeHaT 3a cpe (pyHKIMje Te BpcTe, a KAao HENOCPedHA IOC/e-
WA TOra CTaBa je YHILeHHIA 12 ce ITHTerpal Ma Koje Mepo-
MOp()HEe IBO-IepHOAUYHC (DyHKI(Aje M3pasiaBa Kao JIIHeApHa
KOMOMHAIIN]a jeHe jeqnHe (YHKIHje I IHEHHMX I3B0Ja, a TO
ie (yurmuja log o (2) koja je Takohe Hampex mpoydena.

Teopujy eannTHyurnX (hyHKLH]ja CYy 3HATHO yHAOpeIHJIa II
mpommmpraa HerpasuBaiha Weierstrass-a, mogera 1840 roxuwde,
KOJII je y Ty Teopujy yHeo HOBe moOIVIeJe M HOBe MeToe. YBO-
bemeM cBoje HopManHe eanMUTHYKe (YHKIAje pz, HA MECTO
ZIoTie yBelleHe ocHOBHe (hyHkiaje snz, Weierstrass je cOpa-
elle 383 eJUOTHYKe ()yHKIUje YUMHHNO IPOCTH|IM I CHMETpH-
gEHjuM. OCHM TOra, IOK43aJ0 ceé Ja Ce TAMe M caMa Me-
TOJA ICTpaskMBama ojakmana 1 yopornhasa. Weierstrass je
pasBIO HOTIYHY Teopujy cBoje HOpMaJHe (hyHRIUje pz, HpHIA-
roauo joj cBe Jio Taja ImosHaTe ofpacile 3a eIMNTAYKe (PYyHKIU]e,
HAIIA0 MHOMTBO HOBHX o0pasalla M MCTaKa0 HA BUIUK YJIOTY
Te (DyHKI[Bje Kao PeAYKTHBHOI -eJeMeHTa 3a CBe OcTaje Mepo-
Mopre nBo-meproxnuue ¢ymkiuje. Haduuw, Ha Koju je OH us-
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Pasfo pz Kao KOJIUYHHK JBejy 1eJdnX (hyHKI[Hja, MHOTO je ONINTHjH
01 oHOra Ha Koju je Jacobi (moMohy cBoje ,rera-hyHKIHje“)
pemro mpoGaeM 3a (yHKuuje snz, cnz, dnz. Weierstrass-oB
Ha4YNH TAKBOI' H3paskaBama je I IPOCTH{H, II IpoTeske ce I HA
Ha Jpyre ABo-mepuogudHe (hyHKiAje. Il Merona kojy je oH yueo,
I 00JINK KOjH je OH 1a0 TeOopHjil cAMOTHYKNX (PYyHRIB]ja, BHATHO
ce Pas3IuRyjy O[ OHOIa IITO Ce MMAaJo 0 IHeroBHX pPajioBa.

Briot 1 Bouquet ¢y mompmuean Teopujir ucnutyjyhir Besy
eJIUOTHUKAX (PYHKIUja ca Au(epeHIUjaIHIM jeqHaunHaMa. OHK
cy 1854 rop. HamuIM 1a Kaj roj je HHTerpal jeqHe airebapcke
IM()epeHIUjalHe jeHAYUHEe IIPBOra peja, Koja He CAIPIRHU eK-
COJMWIIUTHO HEe3aBHCHO HPOMEHJBUBY Zz, yHudopmna (DYHKIIHjA
Te IPOMEHJbUBE, OHIA je Taj HMHTerpal yBek:

1° mianm panuoHAJHA,

2° MJIM TPOCTO-IePHOANYHA,

3° mau aBo-mepHognyHA (YHKIU]ja Te NPOMEeH.LIBe,

[Terrr ¢y Maremarmyapi maam morpeGHe M J0BOJbHE YCIOBE
3a CBaKM O] Ta TPH cJydaja, ma JakjJe M 3a caydaj Kag je
MHTerpaJ [BO-NepHoAuYHa (YHKIUja npoMeHpuBe 2. OHI ¢y
¢BOja HCTPasKMBarba MPOIINPHUIN M HA OOMTHJII CIydaj Kax je
HHTETpal mysusugopara (PYHKIHja OPOMEH/HUBE 2 , AU 33 jeTHY
JIaTy BpeJHOCT z 1IMa orpaHnyeH Opoj CBOjHX BpEAHOCTI. 3a
TaKBe ClIyyajeBe OHM Cy HAILIM Ja je HHTerpax aarebapcka
(pyHKIlMja MHIM OPOMEH/bMBE 2, IV H3pasa e“, INII H3pasa
snaz (rae je a cragaH Opoj) M naau cy moTpeGHEe YCJIOBe 3a
CBAaKM 0] THX cJaydajeBa.

Hermite n Picard ¢y Hamwim 3a MHOIITBO ITU(pepeBIINjal-
HUX je[HAYMHA, a HAPOYNTO 32 MH3BeCHe THIIOBE JHUHEAPHNX
jeJHAYNMHA CA MPOMEHJbMBIIM KOe(IIUjeHTHMA, A3 Cy MM IIHTe-
rpaji JBO-IepHoguYHe (yHKIIHje,

Yoopeno ca pasBujameM Teopije eXnnTHIRHX (PYHKIUja
HIuIe cy Il IhbUXOBe NPHMeHe Ha PasHOBPCHe HpoljeMe MaTeMa-
THYKe aHajuse: Bmme Apmrmerinxe, Amamurmnuke I[eomerpnje,
Mexasnke, Maremarnyke (Dusuke u np. TakBe cy npumene io-
BOJMJIE N0 pemiera npolieMa koja cy Omiaa HeMoryhHa Wi He-
mornyHa Ge3 yBohemba exnmnruuknx (QyHknnja. I Te cy npuvene
Omie je/laH 0J pasiora IITO Ce TeOpHja  eJINOTHYKHX (PYHKIMja
pPasBHIa 110 NaHAIIEHE HheHe MOTOYHOCTH I 0GMMHBOCTH.
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