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Peq yHanpen 

Ha o6RMHe, ,n;aHac TOJillEW o6pa~eHe Teopllje eJilliiTIPIKllx 
~JHl\IJ;Hja, y OBaj KpaTaK YI,I6eHlllt ymJIO je CaMO OHO illTO Ce, 
rrpeMa eJieMeHTapHliM 3HaFbHMa ll3 ,ll;ll~epeH:o;HjaJIHOr ll llHTe­
rpaJIHOr pa'IyHa, ll orrmTe Teopuje aHaJillTH'IKHx ~YHKIJ;Hja, ea 
KOjHMa ce rrpeTrrocTaBJba .n;a pacrroJia.my cJiymao:o;H, Mome rrpehll 
Ha rrpe,n;aBalbHMa o.n; je.n;aor cKpaheHor ceMecTpa. 

,l.J;oKa3ll cy, MeCTHMH:U:e ll Ha pa'IJH OHaime Ta'IHOCTH Ca 
KaKBOM Ce ,n;aHUC pa,n;H, yrrpomheHll ll CKpaheHll ,ll;O KpajiMIX 
rpaaH:o;a MoryhaocTll, a y HaMepll .n;a cJiymaJia:u; mTo JiaKme ll 
-ćpJKe .n;o~e Ma ll .n;o OBJiamae CJIHIW CTBapll rr .n;a MY ce oMoryhll 
JIIOTpe6a pa'IJHCKOr llHCTpyMeHTa IWjH: rrpymajy eJIHIITR'!Ke 
<PYHK:o;Hje. To je, yocTaJioM, cBe mTo ce Mome TpamRTR o.n; je.n;aor, 
.oBaKo cKpaheHor, yi,I6eHHKa. 

Ilur-a'lf. 





Opan o,ll,eJhai< 

0CHOBHH ITOjMOBH O rrepHO~HqHHM ~YHK~HjaMa 

l. nojaM O rrepHO,l.l;HlfHOCTH 

Ha TpnroHoMerpuje ce aHa .n;a, Im,n; ce aa MepeiDe yrJioBa 
yaMe TaKBa je,n;Hmu:~;a Mepe, .n;a nyrr yrao mm aa Bpe,n;HOCT 2rr, 
·<f>yHm:~;nja sin z He Meina ce Ka,n; ce Bpe.n;aocTa z .n;o;:~;a nJIH o.n;yaMe 
2rr, IIITO napamaBa je.n;Ha'!HHa 

sin (z+2n) = sin z . 

Hero TaKo, Ha ErreMeHrapHe Aaamme aaa ce .n;a je 

e2ni = e - 2:r:i = 1 

npeMa '!eMy <f>YHI<IJ;Hja e• HMa TY oco6HHY .n;a He Meiha Bpe,n;HOCT 
Ka,n; ce Bpe,n;HOCTM z .n;o.n;a mm o.n;yaMe 2rri, IIITO ce HapamaBa 
je,n;Ha'!HHOM 

e•± 2ni =e . 

3a Te ,n;Be <f>YHI\.IJ;Hje KaJI\.e ce .n;a cy iiepuoau't'H.e n .n;a HMajy 
-3a uepuooy, np Ba 6poj 2rr, .n;pyra 6poj 2rri. 

H y ODIIITe, aa jeaxy cfiyukv,ujy f (z) 'Ka;)ICe ce aa je uepuo­
OU't'fta ax:o uociii.oju iiiwra6 jeaau opoj w, 'H.e3a6ucau oo z, aa je sa 
..ua 'KaKBO z 

f( z +w)=f(z). 

B poj w rra:msa ce Ta,n;a uepuooa <f>ymn~Hje f (z). JiaKo ce 
JBĐ~a .n;a, KM f'(z) HMa Kao nepno,ny je,n;aH 6poi w, HMahe 
{)ecKpajno MHoro nepHo,n;a, a To cy 
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+ w , ± 2w , + 3w , + 4w , · · · 

T. j. U03UiUUIJH,U 'U 1(,ezaiUUBH,U .ltyAtuUUJIU opoja (1), To ce BH,l(H 
na TOra illTO ie O"<IeBH.l(HO 

f(z + 2w)=f(.z + w)= f'(z), 

f (z+ 3w)=f(z + 2w)=f (z), 

f (z+ 4w)=f(z + 3w)= f'( z ) 

l{a,n je, ,narme, w rrepnoJia rj)yHru.~;aje, 6ahe joj rrepno.na 
H mw, r,ne je 1n Ma EaKaB, IJOailTilBBH HJJII HeraTI!BaH, I\eO 
6poj. Ka .n je 6poj w TaKa B .na ucuyrbaBa one rroro.n6e: l 0 .na ce 
cBai\a ,npyra rrepHo,I(a <PYHKIJ;nje Hapa .a~ana r<ao MYJITHIIJJ Tora 
6poja; 2 ° .na je cnarm MYJJTHIIJJ Tora 6poja je.nna nepu o .na cl)YHK­
IJ;IIje, OH,I(a CC aa Tai<aB 6poj W KaJite ,I(a je OCH,OBH,a, 'H,eCBOO.bUBa 

uepuooa <PYHRIJ;nje. 
TaKBI-I cy H. np. 6pojeBli 

w = 2:n aa rpynrn (ujy sin z , 

w = 2:ni aa rl)YHRIJ;lljy e; . 

Me~ynm, TaKaB Hilje 6poj n aa <PYHRIJ;lljy sin z : Ta'mo je 
.na cy ene rrepno.ne <PYHI<IJ;nje MYJITIIITJIII 6poja n, amr cBar<aB 
JberoB MYJJTIIITJJ, H. np. 3n , 5n , 7n · · · Hncy rrepHo.ne. 

Ms caMe ,necJ.mHHIJ;Hje ocBOBHe uepno.ne BH.I(II ce ;:.(a ie 
TO Me~y CBIIMa rrepHO,I(aMa OHa I\Oja je, y paBHII rrpOMeHJbiiBe 
z, '}(,ajomtJtca noopou'}(,atu'H,O.At iio•teiU~y. 

Ho nMa <PYHKIJ;uja "<Inje r.;e cne rrepno.ne He n:Jpan .. anajy 
Kao MYJJTIUIJJH je.nae ncTe rrepno.ne, neh ce je.nae napa}l\aBajy 
Kao MYJJTJfiTJIU je,I(HOra opoja (1)1 ' .npyre Kao MYJJTMilJIII .npyrora 
KaKBOr 6poja w2 , Tpehe KaO MJJJTIIUJJM Tpehera 6poja. w3 U T.,I(. 
r.ne cy 6pojenu w1 , w 2 , w3 • • • Ta. tWlJ e rrepuo.ne ncTe (PYHI<IJ;nje, 
amr HU je,I(aH O,I( JbUX HHje MJJJTHIIJJ .npyror. 

Y Tar<BO~ ce cJiy'-rajy mra cuaTpaTH .u;a cpyBiw;nja HMa He­
ROJJHKO HHaOBa rrepHO,I(U 

(l) 

+ w1 , + 2w1 , + 3w1 , • • • 

· + w2 , + 2w2 , + 3w2 , • • • 

+ w3 , + 2w~ , + 3w3 , • • • 

. . . . .. ,. 
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3a IIpBH HJlS II111a Ce CMaTpaTR ItaO OCHOBHa rrepn:o,na 6poj 
W 1 , sa .n;pynr HUS 6poj w 2 , sa Tpehu 6poj w 3 H T.,n. 3a cpyHK­
u;Hjy HMa Ce TU!WIJC CMaTpaTII ,na HMa OHOJIRI\.0 OCHOBHHX rre­
p110,D;3, ROJIHKO HMa TaRBI1X 6pojeBa w1 , W2 , w 3 • • • 

I-La.n cy w1 rr w2 ,nBe oCHOBHe rrep11o,ne cpyHKIJ;l1je f (z), 6rrhe 

f( z + m1w 1 + m2w 2)= f (z + m1w1)=f (z). 

II yomrrre, 1m,n cy w 1 1 w 2 , • • • wn OCHOBHe rrepHo,ne rpymt­
IJ;Ilje f( z) , 6nhe 

f'( z + m1w 1 + m2w 2 + · · · + mnwn)=f (z), 

rra Ma RaKBe Bpe,D;HOCTli HMamr IJ;eJIIr, ll03HTHBHII IIJIH HeraTHBHH 
6pojeBH 11 1 tb 2 , • • • Wn . IlpeMa TOMe CpJHRIJ;Hja he, rrope,n HH-
30Ba (1), HMaTTI RaO m~pnon;e II CBe Bpe,UHOCTH 

(2) w=m1w1 + m2w 2+ · · · +mnwn. 

Ilapa3 (2) je rrajorrrmnjii uspas sa rrepno.ne rroc~raTpaHe 

cpyHHJ~nje ; ou nspa.n~aBa cBaRy rreprro.ny Rao miHeapHy H xo­
MoreHy IWM6Imau;ujy OCHOBHIIX rrepno.n;a tt' 1 1 w2 , • • • Wn, r,n;e cy 
Roe({mu;rrjenTII rwM6HHaUHje I~eJIH 6pojeBH. CBaKa ce rrepHo.n;a 
nspamaBa y oommy (2) l n o6paTHO, cBaK.n o6mnt (2) je je.n;Ha 
rrepno.n;a cpyHKu;nje. 

<l>yHKIJ;Hje f (z) , sa ROje IIOCTOj !if CaM O je ,n; aH 6poj w 1 IIO­
MeHyTe BpcTe, rras:rrBajy ce iipociiio·iiepuoou't/H,e cftyuK1fuje. 0He sa 
rw je rrocToje .n;Ba TaKBa 6poja w1 n w2 , HasrrBajy ce oeo-uepuo­
ontt'He cpy'H/KifUje1 Ca OCHOBHHM rrepHO,UaMa w1 II W 2 • I1 JOIIillTe 
cpyHKu;rrje sa ROj~ rrocToje n Ta~tmu 6pojeBa w1 , w2 • • • Wn rras:rr­
Bajy ce n-uepuoouttue cftywKtfuje, ea ocHOBHnM rrepuo,n;aMa 
WJ l (l)2' • • • l L' n , 

2. npoCTO·nepHOJI,H'IHe {jlyHI<IJ,Hje 

Kao mTo je rranpe.n; rtasaHo, cpyHKD;IIja f(z) Ha3HBa ce 
iipociiio-uepuoou•tuo.At cftywK1fujo.At rm.n; HMa nepHo.n;e H Ra.n ce cBe 

. IDeHe nepno.ue Hspa.maBajy Rao MJJITHIIJIH je.nHora Hcror 6poja 
W KOjH liMa O Be OC06HHe: l ° CBaita ,n;pyra nepHO,Ua je MJJITHIIJI 
6poja w; 2° cBaRH MJJITHITJI 6poja w je je.n;Ha nepHo,n;a cpyrrrtu;rrje; 
6poj w je H cau je.nHa rrepHo.na. Bpoj w je Ta.na ocHofJM iie­
puooa cpyHRu;nje. 
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OcHOBHa nepHo,n;a w Mome 6HTH peaJiaH, HJIH "<IHCTO HMa­
rHHapaH, HJIH KOMTIJieKCaH 6poj. TaKO H. np. <lJJHK~Hja sin az, 
r,n;e je a peaJiaH 6poj. HMa sa nepHo,n;y peaJiaH 6poj 

2n 
w=--· a , 

<l>YBK~Hja eaz HMa sa nepHO,ll;J ~RCTO RMal'RHapaH 6poj 

2tei 
W=--, 

a 

w=(1 +i) 1t. 

IIoMohy eJieMeHrapHHX <f>ym<.~Rja ee R sin z Mome ce <!Jop­
MRpaTH 6ecKpajHO MHOI'O npOCTO-nepRO,ll;R"<IHJU <lJJHK~Hja f (z). 
TaKBe cy B. np. <PYHK~aje ea nepno,n;oM 

2ni 
W=--: 

a 

l ° CBaKR TIOJIHHOM TIO e"z 

2° CBaKa pa~ROHRJIBa <lJyHK~IJja TIO e'", T. j. IWJIIPIBRK 
TaKBa ,ll;Ba TIOJII-IBOMa; 

3° CBaKH KOBBepreBTaH pe,n; 06JIHKa 

n=::r.:~ 

f(z)=Ao+Aleaz+A2e2az+···= ~ Anenaz 
n=O 

Kao H pe,n; o6JIHKa 

n =oo n =oo 

4U f(z)= ~ Ane"ae+ ~ Bne-naz . 
n=O n=O 

TaKBe cy H <!JyRK~Hje ea nepHo,n;oM 

2n 
w=-a-, 
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Ha liMe, CBaKH KOHBepreHTaH pe.n; 06JIHKa 

n=oo 

f(z)=A 0 +A 1 sin az-rA2 sin 2az +· · ·= ~ An sin naz , 
n = O 

n=oo 

f(z)=Bo + B 1 cos az+ B 2 cos 2az+· · · = ~ Bn cos naz . 
n = O 

3. llocTaHal\ rrepHo.u.a 

Ca rJie.n;nrnTa orrrnTe Teopnje aHaJillTR'lKIIX cpyaKu;wja, ne­
pno.n;e cpyHKU:Hja npon:aJiaae na ':IHlheHm~a napameaux Cauchy­
eBIHI CTaBOBHMa O l{pHBOJIHHHCitHM liHTerpaJIMMa, a IIOHaOC06 
CT3BOM O eHBMBaJieHIJ;HjH HHTerpan;HOHHX DJT31ba 11 CT3BOM: O 
lfHTerpaJiy J3eTOM ll.JJl{ KOBType IIITO OllKOJbaBa CMHryJiapnTeTe 
4Jyar<u:uja. 

IIoc~mTpaj~ro MHTerpaJI 
H 

(3) Z = J(n) = If(u)du, 

" 
r.n;e je f(u) JJ.aTa cpyaK:u;Hja rrpoMeH.ThUBe u, a a je.n;aa cTaJiaa 
Ta':IKa y pailHn: Te rrpoMeHJbHBe 
(cJI. l). 06pasau: (3) JJ.ecpnHMIIIe z 
Kao cpyartu;ujy J(u) npoMeHJbiiBe u, 
a y MCTO BpeMe M H KaO cpJHKIJ;Hjy U 

u (z) rrpoMeHJbnBe z. Ona cpyaK:u;Hja 
u (z) aasuBa ce U'liBepcuja tt'liiiiezpa­
..n,a J(u). 

IiaTerpaJI J Mome ce y3eTn JJ.Yii\. 
pasanx, 6ecKpajao MHornx nyTaiba · 

IIITO no.n;e Oll. CTaJIHe Ta'-me a JJ.O rrpo~ -+---------­
MeH.TbHBe Kpajrbe Ta':II\:6 u rtoja ce 0 
IIOCMaTpa. llpe~Ja Cauchy·eBOM CTa­
EJ CBe he Te nyTaH,e J].OBO.D;HTH 

CJJ. l. 

)1;0 je.n;He IICTe Rpe.D;HOCTII Z IiHTerpaJia, OCHM OHIIX nyTaiba 
no rcoj11Ma ce o61maaH orw rwra o.n; cHaryJiapnTeTa cpyar<~nje 
f(z). HeK a cy 

(4) 
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Tai:\BII CIIHryJiapiiTeTH, na rrpe HO IIITO Ce MSBpiii!i HHTerpa~!ija 
l1,JJR lJ.HpeKTHe DJTRIDe e illTO BO)l;U 071. a l1,0 u, MSBpiiiHMO je ll.YJJ.t 
KaKBe KOHType C' KOja o6yxBaTa jel1,aH RJIH BUme TIIX CIIHry-

JiapHTeTa (cJI. ~2 ) . JiiHTerpaJI f 
u l1.YJI~ C' nMahe sa BpelJ.HOCT je­

l1,aH 071.pe~eH 6poj (lJ, a (l)YHitiJ;Hja 
llOlJ. HRTerpaJIHIIM SR8KOM, KOja 
je J DOJI8SHOj Ta'IIt!I KOIIType 
lL\HlJia . je)l;HJ Ol1,pe~eHy CBOjy 
)l;eTep~mua~njy f(u), MOJI\e no 
06IIJI8CKJ OKO CIIHryJiapwreTa 
)lJ.IR IWHType ll.MaTII liJIR OlleT 

CJI. 2. TY H CTY, mm )lpyry Kojy o .n; 
cBoj11x l1,eTep:mmawrja (y cJiy­

'Iajy KalJ. je Koju 071. cnaryJiapmeTa KpiiTII'IKa Ta'Ir<a cpyHK~nje). 
Yo'IMMO cJiyqaj KalJ. je Ta lJ.e'repMnHa~Bja, nocJie o6nJiacrm, 

ucUia ?>ao iipBo6uiU11.a. ARa ce Ta,LJ:a, T. j. nocJie o6MJiacRa, npo­
ll.Y.tKII HHTerpa~IIOHII llJT )lJ.tlt )l;HpeKTHe IIJT8IGe e, CTH.tKe 
ce y ncTy Ta'IKY u y Kojy on ce CTllrJio n 71.a ce Hilje MsBpmiTJIO 
sao6nJiaJReibe orw crmryJiapwreTa, Beli ce OJ1.1.Iax: nnmo rryTaibou e. 

HHTerpaJI J he l1,aKJie, sa je.LJ:HY IICTY I{pajrhy Ta'IKY u 
MMaTJI l1,Be Bpel1,HOCTU Z li Z+ W, n peMa nyTalbU'Ia IWjliMa Ce 
o.n; Ta'II{e a HrnJio ;1;0 Ta'me u . .D;pyrmr pe-.:ru:t.ra: je.uaoj ncroj 
Bpel1,HOCTH U O,LJ:rOBapajy )lBe Bpe)l;HOCTII Z , 0)1; IWjliX je je)l;Ha 
je.n;aaRa Bpel1,HOCTII JIHTerpaJia J yseTor )lym )l;HpeRTHe rryTaihe 
e, a )lpyra je jel1,Harm Bpel1,HOC'l' li I!CTOra IIB'rerpaJia yseror 
)lJJI\ KOM6IIHOBaHe llyTaibe CaCTaBJbeHe IJS nyTalbe C II ROHType 
e'. 06pHyTo: KalJ. ce u CMaTpa r>:ao tl)JHHIJ;nja rrpoMeHJbHBe .z, 
0Hl1,a Bpel1,HOCTHMa Z II z+w O)lrOBapa j e,L(Ha IICTa Bpe)l;HOCT u. 

Wij1iK~fuja u (z) U.Ata oax:JZe iiiy OCOOU'/-/,Y aa je, aa .Ma 'Kojy 
8peO'/-/,OCiii, upo.Me'H. . .fbU8e Z 

u (z+w )=u (z); 

0'/-/,Ct je, oaKJ!e, uejJuOOu'tUa u ~wa aa uepuooy opoj w . 

. Ka.n; cpyHm:rHja {(tt) HeMa Hfmarmnx cHaryJiapuTeTa, T. j. 
Ka,n; je TO KaREa ~e.n.a cpyHJCIJ;Hja rrpoMeHJbHBe U, CBe cy llJTaiDe 
IIITO BOl1,e 071. a 71.0 U ermHBaJieHTHe ; ROHType C'' He llOCTOje l'l 

cpyHKIJ;aja u (z) HeMa rrepHo.n;a. 
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Ra,n; f (u) HMa CRMO je,n;aH CHHryJiapirTeT U= et, aKO je 
OBa j II OJI, ,n;eTepMHHau;rrja <iJyHitiJ;Ilj e IlO 06HJiaCKY OKO Ta 'IKe a. 
ocTaje HenpoMeH>eHa. Ca .n;pyre cTpaae, HHTerpaJI J .n;y.m KOH­
Type O' no Kojoj ce 6y.n;e BpmHJIO TO o6HJia:trteH:.e, je.n;Hait je 
6pojy 2ni nOMHOJKeHOM ea OCTaTKOM B <iJYHKIJ;IIje f(~t) 3U IIOJI a.. 
ll Ta.n;a: 

AKo je B= O, cfiynKtfuja u ne.ua uepuoaa; aKo je B paa­
.nuttno OO nyAe, rpynK~(UJa U je uepUOOU't'H,a U U.Ma aa uepuooy opoj 

w = 2ni ·B. 

3a Tmmy rrepno.n;y ce Itame .ua je uo.nap1-ta uepuoaa, jep 
npOII3Jia3H O,U IIOJia a. II Ibei'OBOI' OCTaTKa B. 

ICa.n; f(u) IIMa Brrrne cnaryJiapHTeTa (4), MOJite nocrojaTH 
BHIIIe pa3HHX KOHTypa 0' .n;y.m KOjMX cJJYHKIJ;Mja f(u) He Me:Ena 
CBOjy ,n:erepMfl:HaiJ;Hjy. ,I.I;y.m CBaKe O,ll; IMIX HHTerpaJI J UMU no 
je.n;sy o.n;pe}Jeay Bpe.n;HOCT, na aKo cy 

(5) 

TaKBe Bpe,n:HOCTII illTO O,n:I'OBapajy pa3HIIM TUKBIIM KOHTY­
p aMa 0', Te he Bpe.n;HOCTH (5) 6nm nepno.n;e flJYHKIJ;Hje 1t (z). 

Il pn TOM ce MO:tiW .n:ecunr: 

1° HJIII .ua cy cBe rrepno.n:e (5) Mel)y co6oM aecBo,n:JbnBe, 
T. j. ;rJ;a Ce HII je.n;Ha O,n: IbHX He MO'l\e H3pa3HTH KaO JIIIHeapHa 
II XOMOI'eHa KOM6Hsau;Hja (ea IJ;eJIIIM KOecpHIJ;HjeHTHMa) .n;pyrnx, 
y TOMe CMHCJIY HeCBO.ll:JbMB!iX rrepHO,n:a; Uiaoa ce CBU opojeau ( 5) 
u.Majy c.MaiUpaiUu ?rao ocH-oane iie_puooe cfiyn'Ktfu}e u(z); 

2° HJIH cy BeKe o .n: nepHo,n:a (5) Me~y co6oM CBO,D,JbMBe, 
T. j. H3pamaBajy ce Kao JIHHeapHe n xoMoreae <iJyHitu;rrje (ea u;eJIIIM 
KOe<iJHD;IIjeHTHMa) je,J;He HJIH HeKOJiiiKIIX ,n:pyrHX H8CBO.ll:JbHBII:X 
nepno.n;a, H. np. r.:epHOJ(a 

(6) 

TaKo .n;a je 
wk+ 1 = m1 w1 +mzw2 + · · ·+mk wk, 

wk+z=m'1 w1+m'2w2+ · · ·+m'kwk, 

Wk+s=m" 1 w1 +m"2 w2 + · • ·+m'' k Wk, 
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TaBa ce cau 6pojeeu (6) u.Majy C.Ataiiipaiiiu ?Wo '1-teCBOoJbUBe 
uepuoae rfiyn~>'l{uje u(z). 

Kao IIITO ce BH,ll;R, 6poj OCHOBHHX nepHO,ll;a MOme 6HTH 
npOH3BOJbHO BeJIHKH, npeMa npnpo.n;u <lJymn~Hje f(u) no.n; H:HTe­
rpaJIHHM 3HaKOM. IIocliioje, Ba~>.ae, n-iiepuoaul{,ne rf;ynK'I{Uje, zae je 
n upOU,360Jb'IW BeAUKU !{eO U03UiUU6UH, opoj. 

Ka.D; je,n;Ha TaKBa nepH·o.n;a npoHcrir'Ie o,IJ; 3ao6HJiameina 
OKO RaKBe KpHTH'!Ke Ta ':IKe <lJYHKIJ;Hje 'f(u), 3a InY ce Kame ,n;a 
je 'KpUWUlf,Ka uepuoBa <lJyHRIJ;Mje ·n (z). 

4. OocTaiJai< nepuo.n;a oojawlheH npuMepuMa 

Ha"'HH ITOCTiiHKa nepHO,n;a , H3JIOJKeH y OBOMe IIITO je Ha­
npe,n; Ita3aHo, 611he pacBerJbeH npHMepnMa mro cJie.n;yjy. 

I n p II M e p : yo"'n.Mo liHTerpaJI 

(7) 
" · J du z=J(1t)= --

~t 

1 

r,n;e ~JYHHIJ;Hja ITO,ll; HHTerpaJIHHM 3H3IWM liMa CaMO je.n;aH CHH­
ryJiapnTeT M=0 H OH je ITOJI np­
BOra pe,n;a, 'IlijH je OCT3T3R B= l. 

CJJ. 3. 

u. l{a.n; ce 3a IWHTYPY C' Y3Me 
je.n;aa Ma I\Oja KOHTypa Koja orr­
KOJbaBa Ta'!KY 1t=0 (cJI. 3), HH­
TerpaJI J ;Iym Te KOHType HMahe 
3a Bpe,n;HOC'f 

w=B=l 

II npeMa '!'OMe he <lJYHKIJ;Hja 

u(z)=e", 

Rao naBepcHja HHTerpaJia (7), 6HTH nepuo.n;H'!Ha H IiMarn aa 
OCHOBHY nepHo,n;y 6poj 

n Taj 6poj je noJiapaa nep.11o.n;a <lJymo:J;nje. 
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I I n p n M e p : yo'lnMo nsrerpaJI 

(8) 

u 

r du 
z--. V l-u2' 

o 

r.n.e cpJBKIJ,Hja IIO,ll. IIBTerpaJIBHM 383KOM liMa ,ll.Ba CH:HryJiapnrera: 
Ta'li\e u = -1 n u= +l, a o6a cy aJire6apcKe KpliTH'lKe ra'l:Ke 
.n;pyrora pe,J;a. 

llocMaTp3jMO ):(Be ROHT.JJlC 0' IDTO IIOJiaae Ma Ta'li\:e 0 H 

OIIKOJbaBajy: rrpBa C'1 Ta'l:KJ U=+ l, .n;pyra 0'2 Ta'l:KJ 7t =-l 
( CJI. 4). 

u 

b 

CJI. 4. 

aaMKII O abc O cacraBJDesoj 
o.n. rrpaBiu Oa n Oc, 6ec­
Itpajso 6JIHCKiiX peaJIHOj 
OCODirBH Il 1\:pymMha abc 
orrncasor oKo Ta 'IKe u= 
= + l . JJ:ym re 3aMite ns­
rerpaJI nMa aa Bpe.n.socr 

J+ J+ J· 
Oa abc cO 

llpBlr o.n; ra rpa HHTerpaJia HMa aa Bpe.n.socr 

J J
1 

du [ . -J· 1 • tt = = arc stil u = arc Stil l=-. 
Vl-u2 o 2 

Oa O 

JJ:pyrn nsrerpaJI, yaer .n.pym ~tpymnha abc rroJiyrrpe'l:Hima 
r .n;o6nja ce Ka.n; ce crasH 

H IIJCTII Ce ,ll.a 0 paCTH O.ll. 0 .ll.O 2tt ; OH ,ll.aKJie Il:\Ia 3a Bpe,ll.HOCT 

J 
du 

V(l-u)(l +u) 
a be 
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Bpe.n;aocr HHTerpaJJa, npeMa Cauchy-eBOM craBy, ocraje 
Hera aa Ma ROJillll.y Bpe.n;aocr rroJJyape'IHima r, na .n;arme u aa 
r 6eCitpajHo MaJio, Ha -qera IJaJJaaa .n;a je raj HHTerpaJI je,n;HaR HJJIH. 

Tpehn HHTerpaJI 1ma aa Bpe,n;Hocr 

o l 

J. J' du J du 
= - Y1-u2 = Vl-u~ 

cO l O 

1C 

2 ' 

r.n;e aRaH: - rrpe.n; .n;pyrHM 'IJiaHo~ ,n;oJiaan ory.n;a mro je cj)yHI<­
~Hja IIO,I( HHTerpaJIHHM aEiaROM IIOCJie 06l1JiaCKa OKO ItpHTH'IIW 
ra'IH:e u= +l rrpoMeHnJia .n;erep:vmua~ujy, T.j. csoj aaarc 

.LJ,y:tR TWH'fJpe 0'1 HEirerpaJI J HMahe ,I(aKJJe aa Bpe,n;HOCT 
1r, a y Ta 'IllY O ce CTH:ilxe ea .n;erepMnHa~wjoM 

(9) 
l 

f(tt)­
--]f1-u11 

<l>JHii:~Hje f' (u) IIO,I( HHTerpaJIHliM aHaiCOM. 

Ha HCTIT Ha'Irm, a Bo,n;ehrr paqyaa o TOMe .n;a je cJJyar~:u;nja 
f(u) napaa n .n;a ce ca.n; ua O rroJiaarr ea .n;erepMrma~rrjoM (9), 
HaJiaall Ce ,n;a ,I(J:ilX ICOHType 0'2 IIHTerpaJI J UMa HCTJ Bpe)IHOCT 
1r, a )la ce n peKo Ibe CTH:trte y O ea .n;erepMrma~njoM 

f(u)= +;rv ==l= 
1-u~ 

<l>JHK~Hje llO,I( HHTerpaJIHIIM aHaROM. 

IIpeMa TOMe, ~eJioKyrma Bpe.n;aocr narerpaJia J .n;ym ,rtBo­
<;rpyRe rwarype cacraBJbeHe Ha 0'1 n 0'2 Ilaaocrr 2TC. Bpoj w 
OB.n;e je ,n;aRJie w=2TC, mro aaaqrr .n;a je <PYH!I~nja 

u(z) =sin z 

Kao HHBepcnja HHTerpaJia (8) nepuo,n;n'Iaa n nMa aa uepHo)ly 
w = 2TC. Taj 6poj je rcpnTII'IKa nepno.n;a cj)ya~Hje. 

III n p H M e p: JO 'III MO HHrerpaJI 

u 

(lO) J 
du 

Z = v lj =J(tt), 
u 
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r.n;e je U rrommoM qerBpror cTerreHa no rrpoMeHJDHBoj u, 
o6mma 

(ll) 

a r,n;e je k TCUK8B CT3JI8H peaJJaH 6poj illTO Jie*H H3Mel)y 0 II l. 

<J'>yHI\IJ,Hja IIO,l{ HHrerpaJJHHM .SHaROM HMa 'leTHpH CHHry­
JiapiiTeTa 

1 l 
u=- l, u=+l, n=-T, U= +k 

KojH cy CBH aJJre6apcKe KpHTH'IKe Ta'!I{e .n;pyrora pe.n;a. 

IlocMaTpajMO Hajrrpe ,II;B\3 IWHType 0'1 H 0'2 (CJI. 4) illTO 
IIOJJ83e II3 Ta'!Ke U= 0 II OOIWJb8Bajy: rrpBa Ta'IIty U= +l, 
Apyra Ta"'Irty n= - l. 

l{oHTypa 0'1 eKBnBaJieHrHa je MaJJorrpel)amH:.oj saMrm 
OaucO, a ,n;yJit Te saMrte IIHTerpaJJ J uMa sa Bpe.n;HOCT 

I+ I+ I· 
Oa abc cO 

IlpBn o.n; Tnx HHTerpaJia HMa sa Bpe,n;HOCT K, r.n;e K osHa­
qyjc peaJIHII o.n;pel)emr HHTerpaJI 

(12) 

.IJ:pyrn HHTerpaJJ, yseT ,D,ym ItPY*Hha abc rroJiyrrpe"tJHima 
·r, ,D,06Hja ce rca.n; ce nsspmn c~IeHa 

H TIYCTH Ce ,n;a fl paCTH O,l{ 0 ,l{O 2rr; OH ,l{8RJie HMa sa Bpe,n;HOCT 

rra IIOillTO Bpe,li;HOCT UHTerpaJia OCTaje HCTa H Ka,l{ Ce IIOJiy­
rrpe'IIIHI{ 1' 6ecKpajHO CMaiDyje, TO je Taj HHTerpaJI je,n;HaK HYJIH. 
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Tpelur n:arerpaJI HMa aa npe.n.aocT 

o t 

J=-J~= fvd;-=x 
cO 1 O 

TaKO, .n;a ,Zl;JJK KOH Type G' 1 IIHTerpaJI J UMa 3a Bpe.n;HOCT 2K, a. 
y Ta"'!Ity O e;e, no rronpamy, pTmRe ea .n;eTep}.nmai(lljOM 

(13) 
l . 

((tt)=- ---= v u 
<ilYHI\I:{IJje IIO,ll; IIHTerpaJIHHM aHaiWM, 

Ha HCT!i Ha"'!HH, a Bo.n;ehH paqyaa O TOMe .n;a je <!lJHRI(Hja 
f(u) rrapaa n .n;a ce ua O ca.n. rroJiaarr ea .n;eTepMuHai(HjoM (13), 
aaJiaarr ce .n.a .n;ym KOHType G' 2 HHl'erpaJI J o neT nMa aa npe.n;­
HOCT 2K a .n;a ce rrperw Te IWarype CTI!me y Ta"<IKY O ea .n;e-

(14) 
l 

f(tt) = + --.= · v u 
IIpeMa TOMe: I.J,eJIOityrraa npe.n;aocT liHTerpaJia J .n;ym 

.n;nocTpyKe Koarype cacTaBJbeHe 113 C' 1 II G' 2 H3HOCll 4 K. B poj 
W OB ,n; e je 4 K, III TO 3Ha"!Ir .n. a <!lJHKU.IIja U (z), lfHBepcHja ll HTe­
rpaJJa J(u), uMa 3a rrepno.n.y w=4K. 

l:i 

IIocMaTpajMo ca.n; ,n;ne Koarype G'3 n C'4 mro rroJia3e na 
Ta"me O n omwJI>aBajy: 

@ u npna Ta"!KY u= ! , .n.py-

t-1 e +-4. ra Ta'lrty u = -1 (cJJ.S). 
b Koarypa C'a' HC ou-Q (2' 

~ KOJbaBaj.)hii Ta'IKY U= 

Cn. 5. =+l. eitBII BaJieBTHa 

je aaMKH OabcO Koja raKo~e ae oaKoJhaBa TY Ta"'KJ, a cacran­
JbeHa je na rrpaBHx Oa H cO 6ecKpajao 6JIHCI<IU peaJiaoj oco-

1 
BilHU, H KpymHha abc ODHCaHOr OKO Ta'lite u=+ k' ,Izym Te 

aaMKe HHTerpaJI J liMa aa Bpe.D.HOCT 

(15) J+ J+ J· 
Oa abc cO 

.. 
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IlpBH O,Z:( Ta TPH HHTerpaJia IIMa sa Bpe,Z:(HOCT 

r,Z:(e je 

,IJ;ym npaBe (l, i) Bpe.I(HOCT Vl-u2 je IIMarnaapaH 6poj, 

j ep je u>l, a Bpe,Z:(HOC1' V 1-Pu2 je peaJiaH 6poj, j ep je u< ! · 
AKo ce, ,Z:(aKJie, aarrnme 

Bpe,Z:(HOCT HHTerpaJia 
t 

k 

K'=f d?.i 
V ( u 2 - 1) (l - k2u'J.) · 

l 

je peaJIHa H HHTerpaJI L he HMaTH sa Bpe,Z:(HOCT 

npeMa 'leMy je 

L _ _!_ m __ 'K' 
-o .ll..- 2 

2 

1 
k 

J= J=K-iK'. 
Oa O 

,i:J,pyrn O,Z:( HHTerpaJia (15), yaeT .I(ym Kpymiiha uoJiynpe'IHHKa r, 
.I(o6nja ce Ka,Z:( ce cTaBH 

du=rie9ide 
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H IIYCTH ce .n;a e paCTH O.IJ: 0 .IJ:O 2rr ; OH, .n;aKJie, HMa Bpe.n;HOCT 
z,. ~i 

J du ·vTJ ez de 
VC1-u2 ) (l-ku) (l +ku) =t r V (l- r2e2e') (2+kre9 i) 

abc o 

Itaja TemH HYJIH Ka.n; Ce IIOJIYIIPe"'IHHK r 6ecKpajHO CMm:nyje, na 
je, .n;aRJie, Bpe.n;HOCT HHTerpaJia je.n;HaKa HYJIH. 

TpehH o.n; HHTerpaJia (15) je 
l 1 

o k 1 k 

J =-.f =J= J+ J =K-ire 
cO 1 O O 1 

k 

(3HaK - npe.n; .n;pyrHM "tfJJaHOM npOH3Jia3H OTy.n;a, IIITO je nOCJie 

06HJiaCKa OKO KpHTH"tflte Ta "tiKe U= ~ 4>YHKlVIja no .n; HHTe­

rpaJIHHM 3HaKOM npOMeHHJia CBOj 3Hait), a y Ta'IKY 0 ce CTHme 
ea .n;eTepMHHa:o;HjOM (13). 

Ifs Tora H3Jia3H .n;a je Bpe.n;HOCT HHTerpaJia J .n;ym KOH­
Type 0'8 je.n;naKa 6pojy 2K- 2iK' H .n;a ce, nocJie o6HJiacKa 
TOM KOHTypoM, emme y Ta"'IKY 0 ea .n;eTepMHHa:o;wjoM (13) 
4>YHKU:Hje f(u). 

AKO ce nOCJie TOra HH'rerpa:o;Hja npo.n;y:rKH .n;ym KOHType 
0'4 , Bo.n;ehH pa'IyH o TOMe .n;a ce noJiaaH ea .n;eTepMHHa:o;wjoM (13) 
4>YHKli;Hje no.n; HHTerpaJipHM 3HaROM, HaJia3H ce, ItaO H y CJI. 3 . 
.n;a HHTerpaJI J .n;ym Te KOHType HMa aa Bpe.n;HOCT 2K H .n;a ce y 
Ta'IKY 0, no o6HJiaCKY .n:ym KOHType, CTrrme ea ll,eTepMHHa:o;HjOM(l4). 

IlpeMa TOMe, :o;eJIOKynHa Bpe.n;HOCT HHTerpaJia J .n;ym ll,BO­

CTpyKe KOHType CaCTaBJbeHe Oll, 0'3 H 0',, jell,HaKa je 6pojy 
4K- 2iK', na nOIIITO Ta KOHTypa )lOBOll,H ll, O ll,eTepMHHa:o;Hje 
(14) 4>YHKli;Hje noll, HHTei'paJIHHM 3HaKOM, TO ce aaRJbyqyje .n;a 
je Taj 6poj je.n:Ha nepHo.n:a clJYHKU:Hje u (z). Amr nornTo je Ha­
npe.n: Ha~·eHo .n:a je H caM 6poj 4K je.n:Ha nepHo.n:a Te q>ynK:o;wje, 
TO cJie.n;yje .n;a je H 6poj - 2iK', na .n:aKJie H 6poj 2iK' je,;~,na 
H>ena nepHo.n:a. 

C!Jy•H:!('I.fUja u (z) UAta, aanAe, OBe uepuoae 

w1 = 4K II w 2 = 2iK' 

zoe cy K u K' peaJr:H.U odpe!JeH.U UH.iUezpaJT.u : 



(16) 

(17) 

t x-J du - V (1-u2) (1- k'u't) ' 
o 

t 
k 

J du 
K' = ;rV =(==u2====1:::=) =( 1=:::::k=:=2_u==2)o= 

l 

19. 

OBaRa ,D;pyra KOHTypa, paaJIIPIHa O,ll; OBHX OB,D;e IIOCMaTpa­

HHX, ,li;OBO,li;H HJIH ,li;O HCTHX rrepHO,D;a ro1 H ro2 , HJIH ,li;O lbHXO­

pHX JIHHeapHHX KOM6HHaiJ;Hja KOje He ,li;OBO,D;e ,li;O KaKBe HOBe 

rrepHo,D;e. 

Ha~eHe ,D;Be rrepHO,D;e ro1 H ro 2 cy KpHTH'IKe rrepiiO,D;e; OHe 

~y O'IeBH,li;HO je,D;Ha Ha .n;pyry HeCBO,li;JbHBe H IIMajy ce CMaTpa•rn 

KaO OCHOBHe rrepHO,ll;~ <JlyHKIJ;Hje u(z). Je,D;Ha je O,ll; Ib:RX, KaO illTO 

~e BH,li;H, pea.rrHa, a ,D;pyra 'IHCTO HMarHHapHa. 

3a k= 0 HHTerpamr K H K' IIOCTajy 

1 

K= J~=~' 
o 

"' 
K' = J du [log (u+ Vu 2-1) ]oO)= oo 

Vu2-1 
1 

-raKo, ,D;a <PYHKIJ;Hja u(z) = sin z, Ha Kojy ce aa k= O CBO,li;II 

HHBepcHja HHTerpaJia J, H Ma caMO je,D;HY KOHa'IHY rrepno,D;y 

ro =4K=2tr. 

5. reoMeTpHCI<O suaqeJbe nepuo.u,uquocTH 

. llepHO,li;H.'IHOCT ce CaCTOjH y 'IHibeHHIJ;H ,D;a Ce Bpe,D;HOCTH 

-<i>YHKIJ;Hje IIOHaBJbajy Ka,ll; ce HeaaBHCHO IIpOMeHJbHBOj KOJIIPIHHII 

,li;O,D;a HJIII O,D;Y3Me je,D;Ha CT8JIHa ROJIH'IHHa ro ; KOja Ta,D;a Hrpa 

yJiory rrepno,D;e. 

Ka,D; ce pa.n;H caMo o peaJIHHM KOJIH'IIIHaMa, a H rrepno,D;a 

je pea.rraa, OH,D;a je rrepuo,D;H'IHOCT reoMeTpHCKH nspameHa 'IH-
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IDeHH:U:OM ,D;a Ce JIYK KpHBe JIHHMje, IDTO rrpe,D;CTaBJba IIOCMaTpaay 
<f>yaK:o;Mjy, noaaBJba y o.n:pe~eHMM craJIHHM paaMaiJ,HMa aeaa­
BHcao IIpOYeHJbHBe KOJIH':IHHe (aliCIJ,HCe) ( CJI. o). 

Ka.n: ce pa.n:H o HMarimapHHM KOJIH':IHHaMa, 6HJIO .n:a je ne- . 
pHO,D;a peaJIHa HJIH KOMIIJieKCHa, TaKBO je reoMeTpHCKO H3pamaBaiDe 

Cn. 6. 

nepHO,D;H':IHOCTH aeMoryhao y je.n:aoj paBHH, jep caMo oaaa':laBaiDe 
npoMeHa aeaaBn:cao rrpoMeHJbHBe z aaxreBa je.n:ay paBaH, a oa­
aa':laBaiDe rrpoMeaa 4JyaK:o;Hje .n:pyry, aace6ay paBaH. 

,lJ;a 6H Ce BH,D;eJIO 3Ha'IeiDe rrepHO,ll;H':IHOCTH y paBHH Z , 

pa3JIHKyjMO OBe CJiy'IajeBe : 
Il pB H cJiy'Iaj: 'H,CKa je iiepuoaa w pea.n,'H,a. Oaaa':IHMO. 

Ha peaJIHOj OCOBHHH (CJI. 7) Ta':IKe 

z-w :z 
o o ~+W zt-2.w 

o o 

(B) (<2) 
· 2.W -w o w 2.w 3w X 

Cn. 7. 

(18) + w , ± 2w , + 3w , • · · 

ll ~p03 IDHX IIOBY:U:HMO yrrpaBJie rrapaJieJIHe HMar:rraapHOi OCOBHHH. 
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AKo ce yo'!H je.n;Ha Ma Koja Ta'!Ra z y o6JiaCTH (A) , <IJYHK:U:Hja 
he HMaTli HCTY Bpe,n;HOCT H OH.n;a Ka,n; Ce Ta'!Ka Z rrpeMeCTH y · 
Ta'IRY z+w 06JiaCTH (B) HJIH y Ta'IKY z+2w o6JiaCTH (d) H T . .n;. 
H TO he B3)KIITH sa Ma KOjy Ta'IKY Z 06JiaCTH (A) . . Ilepm),rtn':i­
HOCT <IJYHKIJ;Hje caCTOjH ce, ,n;aKJie, y TOMe IDTO, KliKBe ro.z(:Bpe.iJ;­
HOCTH <IJYHKIJ;Bja ,n;06Hje y 06JiaCTH (A) y IIOJe,ll;HHHM ipeH~~ 
Ta"'IKaMa z , TaKBe he HC're Bpe.n;HOCTH oHa .n;o6IiTH ·H y . oc'Ta-

. l 

JIHM 06JiaCTHMa (B), (G),· • · y O)l;rOBapajyhHM Ta'!KaMa 

(19) z +w z +2w z + 3w · · · - ' - ' -~ ' 
Itoje ce cBe HaJiase Ha je.n;Hoj npaBoj napaJieJIHoj peaJIHOj ocoBHHH. 

,IJ;pyr H e Jiy'Iaj: 'H. e~>a je iiepuooa lf,UCUio u.uazu?tap?ta KOJt~­
<tu?ta. Ta"tJ:Ka w HaJiasHhe ce Ha HMarHHapHoj ocoBHHH (cJI. 7'). AKo 
ce Ha oBoj osHa'Ie Ta'!Ke (18), na ce Kpos oBe noByRy napaJieJIHe 
peaJIHOj OCOBHHH, )l;06Hjajy Ce IIO-
jaCH (A), (B), (G), ... o.n; KOjHX, Ka,n; 
(A) ca.n;pmH IIOCMaTpaHy Ta'!KY Z , 
CBaRH O,ll; InJU ca.n;p:tKH liO je,n;Hy 
lhOj o.n;roBapajyhy Ta'IRY (19). 0Be 
ce Ta'!Re cBe HaJiase Ha je.n;Hoj 
npaBoj napaJieJIHOj HMamHapHoj 
OCOBHHH. IlepHO,ll;II'IHOCT <IJYHR:U:Hje 
orreT ce cacTojH y 'IIIIneHII:U:H ,na 
{flyHRIJ;Mja y Ta'IK3Ma (19) TIIX IIO­
jaceBa .n;o6Hja je.n;Hy HCTY Bpen:­
HOCT, OHY ROjy OHa HMa y Ta'IRH 
z nojaca (A). 

M y npBOM, H y .n;pyroM crry­
'!ajy o6JiaCTH (A), (B), (G) ,· ·· Ha-
3HBajy ce uojacu.ua iiepuooulf,?tociiiu 
<pyHR:U:Hje. THx nojaceBa HMa 6e­

o 

(B ) 
w 

(A ) 

-W 

-2..w 

CJJ. 7'. 

~+2.w 
o 

l.+w 
o 

z 
o 

~-w 
o 

.X: 

cRpajHo MHOrO, aJIII je )l;OBOJbHO II03HaBaTli <IJYHKIJ;Hjy y je,n;HOMe, 
ROMe 6IIJIO O)l; ThHX, na he Ce OHa II03HaBaTH y n;eJIOj p~iUiif, 

· IIOIDTO Ce O Ha IIOHaBJba y CBHMa OCTaJIHM IIOjaceBHMa. flp'6UM 
iiojaco.At iiepuooulf,?tociiiu o6n'IHO ce Has1ma rrpBH nojac ea ,iJ;ecHe 
CTpaHe MMarliHapHe OCOBHHP.. 

Ta'IIW (19) Ha3lmajy ce xo.uo.tiozu.M tuatt1ia.Aia ·IiJIH :ro.uo­
Jtoza.Ata Ta 'IRe z sa IIOCMaTpaHy <pyHRU:HJY f (z). IlepHO,ll;ll'IHOCT 
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OBe caCTOjH ce Ta~a y TOMe, illTO <lJYHK~Hja y CBHMa XOMOJIO­
I'HM TaqKaMa HMa HCTY Bpe~HOCT, OHy Kojy liMa y Ta"'IKH Z. 

MeljyTHM, H y npBoMe H y ~pyroM cJiyqajy nojacHMa ne­
pno~H"'IHO,CTH MOJ/Ce Ce oaUiu iipOU380/b'H,a opuje'H,Uiatftuja, 8JIH TaKO 
~a yBeK OCTaHy Meljyco6HO napaJieJIHH. IIpeTIIOCTaBHMO ~a ce 
IIpB06HTHe npaBoyrJie KOOp~HHaTHe OCOBHHe o6pHy OKO KOOp~H­
HaTHOI' noqeTKa aa yrao a, a ~a noqeTaK ocTaHe HCTH. Meljy­
co6HH IIOJiomajH Ta"'!aKa 0, W, Z H (19) OCTajy Ta~a HeHaMeiDeHH, 
nomTo ce H. np. TaqKe O, w, z, z+w HaJiaae Ha TeMeHHMa na-

paJieJiorpaMa KOjH ocTaje He-
z_+ w H3MeineH o6pTaineM OCOBHHa 

(cJI. 8), jep noJiomajH IDeroBHx 
TeMeHa aaBHce caMo o~ npa­
Ba~a n noTera TaqaKa z H w, 
a He H O~ npaBa~a OCOBHHa. 

w IIpeMa TOMe H nojacH nepno-

-~=:::...------------tx• ~HqHOCTH OCTajy HCTH, CaMO 
HM ce MeJDa HarH6 npeMa o 
OCOBHHaMa. A peayJI'raT je 

CJI. 8. 
HCTH KaO ~a cy KOOp~IoJHaTHe 

OCOBHHe OCTaJie HCTe, a IIOjaCH npoMeHHJIH CBOj H8I'H6 npeMa 
OCOBHHaMa ( CJI. 9). 

06pTaineM OCOBHHa, 
KOjHM ce He Meinajy .Me­
!Jycoo'H,u uo.rwJ~Caju Koop­
~HHaTHOI' IIO"'IeTKa, ne­
pao~e JI XOMOJIOI'HX Ta­
"'IaKa, MeiDajy ce caMe 
8peO'H,OCiiiU CBHX TlU Ta­
"'IaKa, H TO Ha je~aH HCTH 
Ha'tfllH: JDHXOBH IIOTe3H 
( MO~YJIH) OCTajy Hel:l3· 
MeiDeHH, a II O JI a p HH 

yrJIOBH Ce CMaJDyjy HJIH 
IIOBehaBajy (npeMa CMH- CJI. 9. 
CJIY o6pTaina) aa yrao a , 
aa KOjH ce KOOp~HHaTHH CHCTeM o6pHyo OKO IIO"'IeTKa. Y npBOMe 
CJryqajy Bpe~HOCT Z IIOCTaje ze ai, a w IIOCTaje w&i; y ~pyroMe 
cJiy"<Iajy HaMeH.eHe cy Bpe~HOCTH ze-ai H we-ai. 
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T p e h H e JI y -q a j : ?teKa je uepuooa KO.MU,/IeKC'H.a KO.IlU'tU?ta. 

06pTaiDeM KOOp~HHaTHOr CHCTeMa OKO IIO"'!eTKa, "'IHMe nojacH H 
XOMOJIOre Ta•IKe OCTajy HeH3MeiDeHH, MOme Ce Y"'IHHHTII ~a Ce 
Ta"'!Ka w Ha}Je Ha peaJIHOj, HJIH Ha HMarJ-IHapHOj OCOBI:IHH, na 
~aKJie, ~a ce o~pe}JHBaiDe T:Hx nojaceBa H T:HX Ta"'laKa cBe~e Ha 
npBH HJIH ~pyrH CJiy-qaj. A :H3 OBora IIITO je Hanpe~ KaaaHO 

H3BO~H Ce Ta~a OBaj 3aRJby"'laK: 
KaKBa 6HJia nepHo~a w , peaJIHa, "'!HCTO HMarHHapHa HJIH 

KOMIIJieKCHa, npBH nojac nepHO~H"'IHOCTH ~06:Hja Ce Ka~ ce Kp03 
no"'!eTaK H Kpoa Ta"'!KY w noByKy ~Be Me}Jy co6oM napaJieJIHe npaBe 
L H L' npOH3BOJbHOr npaB~a ; ~eO paBHH :H3Me}Jy THX ~Bejy 
npaBHX je npBH IIOjac nepHO~H'IHOCTH, a CBH OCTaJIH ce ~0-
6:Hjajy llOBJia-qe}m Kp03 Ta"'!Ke 

+ 2w , + 3w , + 4w 

npaBe rrapaJieJIHe npaBaMa L H L' . 

Kao IIITO ce BH~H, llOCTOjaiDe je~He rrepHO~e w IIOBJia':IH 
co6oM orpaHH"'!eiDe ~eJia paBHH y KOMe <PYHK~Hja ~o6:Hja cBe 
MoryhHe cBoje Bpe~HOCTH, a Koje ce caMo noHaBJbajy y noja­
Cii:Ma nepHO~H'IHOCTH, y lDH:IOBHM :XOMOJIOrHM Ta"'!KaMa. 



feHepaJIHOCT:U O )I,BO-rrep:UO)I,:UqH:UM lPYHI<U,HjaMa 

6. Henocpe,!J,HH Ha'IHHH cpopMHpalba 

)J.BO•nepHO,ll,H'IHHX cpyHKI.J,Hja 

BH,ll,eJirr cMo KaKo ce rrpoy'IaBaH>eM KpHBOJIHHHCKHx rrH­
TerpaJia 

" 
(20) z = J f(u) du 

" 

,n;oJia3rr ,ll,O ca3HaH>a ,ll,a HHBepcHja u (z) TaKBora HHTerpaJia 
liMa je,ll,HY HJIH BHme HeCBO,ll,JbHBMX rrepHO,ll,a. To )J,aje MOryh­
HOCT ,ll,a ce Herrocpe,ll,HO <!JopMHpajy HHTerpaJIH (20) 'IĐ.ja he HH­
BepcMja 6FITH ,ll,BO-IIepHO,ll,H'IHa <IJYHKIJ;Hja. 

TaKBa je je,ll,Ha <PYHKIJ;Hja Harrpe,ll, rrpoy'IeHa HHBepcHja 
u (z) HHTerpaJia 

(21) 
" 

J 
du 

z = «v =:(:::=1 =u::::;:2::=) ==c1===k==2 u==2=) 
o 

,II;pyrFI je,ll,aH Ha'IHH 3a Herrocpe,ll,HO <!JopMHpaH>e ,ll,Bo-rre­
pH,ll,FI'IHHX q,yHKIJ;Hja )J,aje TeOpHja pe,ll,OBa 'IHjH je OIIillTH 'IJiaH 
O,ll,pe~eHa <IJYHKIJ;Hja rrpoMeHJbHBe z . Yo'IHMO H. np. pe,ll, 

(22) 
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'IMjH je OIIillTM 'IJiaH o6JIHKa 

(23) Un=Un+Vn, 

r,ZJ;e je 

(24) 
e•+nw 

'Un (e"- e•+""') (eP- e•+""') ' 

(25) 
e.i-nro 

V n (e"- e'-""') (eP_ e•-nw) ' 

I',ZJ;e cy a H ~ ,ZJ;Be Ma KaKBe KOHCTaHTe, a W KOHCTaHTa 'IMjH 
je peaJiaH ,ZJ;eo HeranmaH. 

IloKaaaheMo aajrrpe na je pe,ZJ; (22) KOHBepreHTaH aa cne 
Bpe,ZJ;HOCTH Z, OCMM aa OHe aa KOje HMeHMOI.J;H :Hapaaa Un H Vn 

nocTajy je,ZJ;HaKn HYJIM. KoHBepreHn;Hja aaBncn o,ZJ; Ha'IHHa Ha 
Koj n ce u,. n vn rroaamajy aa BeJIHKe Bpe,ZJ;HOCTH n. IIomTo je 
peaJI::tH ,ZJ;eO KOHCTaHTe W HeraTHBaH, Mapaa e""', na ,ZJ;aKJie H 
e•+nw , Teme HYJIM Ka,ZJ; n 6ecKpajHO paCTH, n npeMa TOMe HMe­
mmau; Ha paaa Un IIOHarna Ce y 6ecKpajHOCTH KaO ea+P. -qJiaH 
«n noRama ce, ,ZJ;aKJie, Kao napaa 

rnTo :ma'ln ,ZJ;a ce pe,ZJ; 

(26) 

noaama Kao reoMeTpncRa rrporpec:v~ja 

e•-«-P O +e"'+ e2"'+e3"'+ ..• ) 

KOja je KOHBepreHTHa, jep je e"' ·no CBOMe MO,ZJ;YJIY MaFbe O,ZJ; 
je,ZJ;BHHI.J;e. IlpeMa TOMe he M pe,ZJ; (~6) 6HTH KOHBepreHTaH aa 
CBe Bpe,ZJ;HOCTH Z paaJIH'!He O,ZJ; 

(27) u- nw + 2ktti n ~- nw + 2ktti 

I',ZJ;e je n KOjH 6HJIO I.J;eO noaHTHBaH 6poj, a k KOjH 6HJIO I.J;eO 
(IIOaHTHBaH HJIH HeraTHBaH) 6poj; aa Bpe,ZJ;HOCTH (27) 'IJiaH Un 

nOCTaje 6ecKpajHO BeJIBKH• 

t.._ i l _;·. ·. 
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,I(a 6H ce AOKaaarra KOHBepreH~Hja peAa 

(28) 

npBMeTHMO Aa Hapaa e-nco' na AaKJie H Bapaa er-neo, 6ecKpajHO 
pacTH npH pamhmny 6poja n , na Aa ce aa Bemme BpeAHOCTH 
n BapaaH 

noHamajy Kao - e•-nw , TaKo Aa ce 'IJiaH Vn no Hama Kao 

PeA (28) noHama ce, AaKJie, Kao reoMe'rpHcKa nporpecHja 

e-• (l+ ew + e2~J + e3co+ • •• ) 

Koja je KOHBepreHTHa. IlpeMa TOMe he H peA (28) 6HTH KOHBep­
reHTaH aa CBe BpeAHOCTH Z paaJIH'IHe OA 

(29) a+nw+2brri H ~+nw+2k.1ti 

aa Koje KOHBepreHl:J;rrja npecTaje, jep 'IJiaH Vn nocraje 6eCEtpajHo 
Be1IHKH. 

!1peMa TOMe H peA (22), KaO a6Hp peJJ:OBa (26) II (28), KOHBep­
reaTaH je aa CBe BpeAHOCTH Z OCHM (27) H (29). Te cy Bpea­
uociUu (27) H (29) UOJIOBU upBOZ peaa aa rpyrt'Kl.{UJY f(z) 'KOJY U3· 
pa:>ICaBa peo (22). )J;a je CBai{a OA THX BpeAHOCTH: IJOJ! <PJHK~Hje, 
jaCHO je Ha TOra illTO aa CBaKy OA Il>HX IlO je~aH OA 'IJiaHOBa 
un H Vn pe~a (22) nocraje 6ecKpajas, a IheroBa o6psyra BpeA­
HOCT llOCTaje jeAHaKa HJJIH. RaA Ce f(z) ITOMH03KH paaJIHKOM 
Z- a, rAe je a jeAHa, Ma KOja, OA BpeAHOCTH (27) H (29), 6Hhe 
CBaKH 'IJiaH Un If Vn llOMHO>KeH TOM pa3JIIfKOM. A TH cy 'IJia­
HOBH ABOjaKH: jeAHH, 'IHjH HMeHHJia~ He llOCTaje je~ HaK HJJIH 
aa z=a, H APYrH 'IHjlf je HMeHHJia~ HyJia aa z=a. 0HH npBH 
noMHomeHH ea z=a nocrajy je~HaKrr HYJIH aa z=a, a ApyrH ce 

. . l. 6 o ]aBJDa]y J IIpHBH~HO HeO~pe~JeHOM O JIHKJ O , 8JIR Ce npHMe-

HOM L'Hospital-oBor npaBHJia HaJiaaa ~a je Ta BpeAHOCT 
KOHa'IHa H OA ByJie pa3JIR'IHa. A CBe TO AOKaayje Aa je BpeAHOCT 
z= a OAHCTa noJI npBora peAa aa f(z), na nomro Ta qlJHK~Hja He 
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MOme HMaTH ,ll;pJI'RX CRHI'JJiapHTeTa OCIIM Bpe,ll;HOCTH (27) H (29), 
TO je OHa .Mepo.Moprftxa tPYHKn;nja npoMeHJM!Be z. 

IIomTo ce HR un HK Vn He Me:Inajy Ka,ll; ce Bpe,ll;HOCTH z 
,ll;O,ll;a 2tri , TO tPYHKn;aja f(z) HMa 6poj 2ni aa nepno,ll;y. Ami ce 
Mome ,ll;OKaaaTIJ ,ll;a oBa HMa aa rrepMO.ll:Y n 6poj w , n TO Ha 
OBaj Ha'IHH: 

ITomTo Vn Blije HHmTa Apyro ,ll;O un Ka,ll; ce y IneMy HH­
,ll;eKcy n npOMeHH aHaK, TO ce pe,ll; (22) MOme HaiiHCaTH y 06JIHKJ 

(30) ... + u_a +u-2 +u-1 +uo +Ut +u2 ! ua+· · · 

T. j. y 06JIHKJ pe,ll;a 'IHjH cy HH).J;eKCH CBR n;eJIH 6pojeBH O,ll; 
- OO ,ll;O + oo . I\.a,ll; Ce Ha MeCTO Z CTaBH Z+ Ul , OllillTH 'IJiaH 
uk pe,ll;a (30) nocTaje 

[ea_ e•+<k+1)ro] [ eP _ e•+<k+l)«>] Uk+l 

H TO 6MJIO ,ll;a je k IIOaHTRBaH, 6RJIO ,ll;a je HeraTHBaH n;eo 6poj. 
To aHa 'IH ,ll;a aa MeHa Bpe,ll;HOCTH z Bpe,ll;somhy z -J.- w H Ma aa 
noCJie,ll;auy caMo rroMepaibe 'IJiaHoBa pe,ll;a (30) Ha ,ll;eCHO aa je,ll;aH 
paHr, illTO HH y KOJilfKO He Melba a6lip TOra pe,ll;a (npHMeTMMO 
,ll;a TaK:Bo noMepaine 'IJiaHoBa caMo OH,ll;a He Melba a6Hp pe,ll;a, 
Ka,ll; ce HH,neKc MeiDa O.ll: -oo .no + oo ; Ka,ll; 6H ce OH Melbao 
caMo O.ll: O .ll:O oo, a6IIp 6H ce Mopao rrpoMeHRTM, jep He 6H no­
CTojao 'IJiaH 11:1 KOjii 6II TaKBHM TIOMepaiDeM ,ll;OillaO Ha MeCTO 
'IJiaHa u 0). ITpeMa cBeMy TOMe: 

<PyxK?fuja f(z) je .Mepo.Mopifma rfiyx'KU;uja ea (}Be xec600JbU6e 
iiepuooe 

W 1=2tri H W2=W, 

,II;a cy OHe O,ll;HCTa HeCBO,ll;JbRBe, BR,ll;H ce Ha TOra illTO, 
RaKO je peaJiaH ,ll;eO rrepHO,ll;e w paaJIH'IaH O,ll; HJJie, HR je,ll;Ha 
O.ll: nepHO,ll;a w1 H w2 He Mome 6HTH MYJITHIIJI Apyre. 

7. jacobi-eaa TeopeMa o nepnoAaMa 
ABO•nepHOAHqHHX ~YHK~Hja 

3a nepHO,ll;e w 1 H w2 Ma KOje ,ll;BO-IIepHO,ll;H'IHe tPJHKD;Rje 
BeaaHa je je,ll;Ha apRTMeTR'IKa oco6nsa RCKaaasa cTaBOM: 

Jacobi-e6a Uieope.Ma: ICo.ttU'tXUK uepuooa XU'Kao xuje pea/laX opoj. 
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Jep, Ka~ 6H Taj KOJIWIHHK 6110 peaJiaH 6poj, Taj 611 6poj 
6110 paD;IIOHaJiaH HJIH Hpaii;IIOHaJiaH, H OH~ a: 

l o ITpeTIIOCTaBIIMO Hajrrpe ~a je Taj 6poj pa'tfUO'H,aAa'H,, T. j. 

o6JIHKa E., r~e cy p H q ~Ba n;eJia 6poja, aa Koja ce yBeK Mome 
q 

cMaTpaTH ~a HeMajy aaje~HH'!KHx '!IIHHJian;a. Ma je~HaKOCTH 

.n.o6nja ce ~a je 

na aKO ce aaje~HH'!Ka Bpe~HOCT Ta ~Ba KOJill'!HIIKa OaHa'!U ea 
A , ~o6Hja ce ~a je 

T. j. ~a cy w1 H w2 MYJITHIIJIH je~aor HCTor 6poja A.. Amr aa 
6poj A Mome ce ~oKaaaTH ~a je n caM nepHo~a cpyHKD;Hje f(z) 
Koja HMa aa nepHo~e w1 H w2 • Je p, npeMa noaHaToM apHTMe­
TH'!KOM CTaBy O JIHHeapHHM H80~pel')eBHM je~Ha'!HHaMa ea ~Be 
HeiiOaHaTe X H y , Ma KaKBH 6HJIH n;eJIII 6pojeBH p H q (6e3 aajek 
HH'!KHX '!HHHJian;a), yBeK nOCTOje IJ;eJIH 6pojeBl:I X H y TaKBH ~a je 

px-qy=+l• 

AKo je x=m1 H y=mz je~aH nap TaKBHX 6pojeBa, 6Hhe 

pm1 -qm2 =+ l. 

na npeMa TOMe, MHomehn ea A 

o~aKJie je 

m1 m1 = m2 w2 + A. • 

Ila IIOillTO je T3;T(a 

f(z)=f(z+m1 co1)=f(z+m2 w2 +A.)= f(z+A.), 



29 

TO je A nepliO,D;a cpymro;lije. 06e cy nepliO,D;e Wt li w2 , ,D;aKJie, 
MYJITlinJIH je,D;He HCTe nepHo,D;e A , na npeMa TOMe TO HHcy 
HeCBO,ll;JbHBe nepRO,D;e. 

2° IIpeTnocTaBHMO ,D;a je noMeHyTH 6poj upatfUO'H,a.lta'H,. 3Ha 
c·e ,D;a 3a CBaKli Hpa~liOHaJiaH 6poj p. nOCTOjH TaKBHX pa~liOHaJI-

HliX 6pojeBa E_ KOjH ce o.n: p. pa3JIHKyjy aa KOJIHKO ce xohe 
q 

MaJio, mTo ce Mome HapaauTH je,D;HaKomhy 

p+s 
p.=--

q 

r,D;e je ~ KOJiliKO ce xohe MaJili 6poj. Ha je,D;Ha'IHHe 

,D;06lija ce Ta,D;a 

npeMa <J:eMy je 

f(z)=((z t qw1 )=f(z +pw2+!w2)= f(z+ sw2) 

illTO 6li 3Ha"'IHJIO ,D;a cpyHK~llja HMa 3a rrepliO,ll;J H 6poj ew 2• 

Ila KaKo Ta rrepHo,D;a Mome 6HTH KOJiliKO ce xohe MaJia, TaKBa 
6H Ce CpJHK~lija MOpaJia CB'ecTH Ha KOHCTaHTJ. 

Kao Henocpe,D;Ha rrocJien;li~a Jacobi-eBe TeopeMe H3BO,ll;H ce 
3aRJDy"<IaK : 

Hec60dJbU6e uepuooe w1 u (ll2 'H,e .MO'lY ouiiiu 'H,U ooe pea.lt'H,e, 
'H,U ooe 'f,UciUO U.Ma'lU'H,ap'H,e, jep 6ff J o6a CJIJ"'Iaja Fbl!XOB KOJili"'I­
HHK 6liO peaJiaH 6poj. 

TaKo ncTo Ha JDe cJie,D;yje n _3aKJDy"<IaK: 
Ta'(,y;e (l)1 u Wz 'H,U'XaO ce 'H,e 'H,a.ltaae 'H,a jeO'H,Oj upa6oj Ul/UW 

upo.ltaau 'Kp03 'KOOpOU'H,aiii,'H,U UO'{eiUa~>, jep Ka,D; 6H TaKO 6liJIO, wl 
ll w2 6H l!MaJili HCT.II. apryMeHaT (:) , na aKO HM Ce MO.IJ:YJIH oa­
Ha"'Ie ea Ih li Q2 , 6:liJIO 6H 
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8. reoMeTpHCI<O BHa'lelbe ,!J;BO•nepHO,!J;H'IHOCTH 

Harrpe.n; je rroKaaaao .n;a rrocTojaine je.n;ae rrepuo.n;e w1, aa 
)l;RTY cpyHKIJ,Hjy {(z) IIOBJia'lH C060M 'lHibeHHIJ,y .n;a je ,ll;OBOJbHO 
rroaHaBaTn cpyHKIJ,Hjy aa Ta'IKe z y je.n;HoMe rrojacy rr:epno.n;ll"'IHo­
CTH, rra .n;a ce oRa rroaaaje aa Ta'lKe z y 11,e.11oj paBHH Te rrpo­
MeHJbHBe. 

IIpeTrrocTaBHMO ca.n; .n;a <t}yHKIJ,Hja, rrope.n; rrepHo.n;e w1 , HMa 
jom je.n;Hy rrepno.n;y w2, HecBO,ll;JbHBY ira w1 . H Ta rrepHo.n;a rro­
BJia'IH co6oM cBoje rrojaceBe rrepHo.n;H'IHOCTH, KOjH he ce yKp­
mTaTH ea oHHMa Koje IIOBJia""'H rrepno.n;a w1 . IIomTo cy rrpaB'IJ,ll 
rpaHH'IHHX rrpaBHX THX IIOjaceBa IIpOH3BOJbHH, ORH ce Mory 
Haa6paTH TaKo, .n;a rrojaceBH: mTo o.n;roBapajy rrpBoj rrepao.n;H 
6y.n;y rrapaJieJIHH rroTery .n;pyre rrepHo.n;e, H o6paTHO: .n;a rrojaceBH 

OJI. 10 

mTo o.n;roBapajy .n;pyroj rrepHo.n;a 6y.n;y rrapaJieJIHH rroTery rrpBe 
nepHo.n;e ( c.11. 10). Ta he .n;Ba CHCTeMa rrojaceBa o6paaoBaTH y 
paBHH rrpoMeHJbHBe z je.n;ay Mpe:JICY uapaAe.twzpaMa KOjH cy, rro 
CaM OMe Ha""!HHY CBOra IIOCTaHKa KapaKTepncaHH T HM e IDTO: 
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l 0 rrapaneJiorpaM, rrpeu;pTaH Ha CJI. lO H Ma aa TeMe Ha Ta 'IKe 

(31) 

2° CBH ocTaJIR rrapaJieJiorpaMR HMajy aa TeMeHa xoMoJiore 
Ta'lKe Ta'lKaMa (31); 

3° cTpaBe CBRX rrapaJieJiorpaMa rrapaJieJIBe cy rroTeaRMa 
rrepHo.n:a w1 H w 2 • 

feoMeTpHCKIU1 ca6HpaiDeM JI3KO Ce yBepHTH ,n:a he TeMeHa 
rrapaJieJiorpaMa I (cJI. ll) HMaTH aa cBoje xoMoJiore Ta"'!Ke, a aa 
rrepHo,n:y w1 , TeMeHa rrapa­
JieJiorpaMa II , III , · · · 3a­
THM, ,n:a he rrpOH3BOJbHa 
Ta"'!Ka z y rrapaJieJiorpaMy 
I nMaTH y cBaKoMe o.n: TlU 
.n:pyrHx rrapaJieJiorpaMa no 
je,n:By CBojy XOMOJiory Ta'l­
Ky, y Kojoj cllYHKI.J;Fija .n:o6Hja 
oBy HCTY Bpe,n:HOCT Kojy 
HMa y Ta"'IKH z . IIpeMa TOMe 
<flYHRu;aja, o.n:pe~eHa y rra­
paJieJiorpaMy I , rroHaBJba 
ce y cBaRoMe o.n: rrapaJie­
JiorpaMa n ' III .... ' IDTO o 
aHa'lH .n:a rrpeHocehH rra-
paJieJiorpaM I .n:ym rrojaca 
rrepHO.ll:H'lHOCTH (A) , ( CJI. 10) OJI. ll 
TaKo .n:a ce I IIORJiaua pe-
.n:oM ea II, III, · · · , Y'-IHHHhe ce .n:a <fJYBH:u;Hja 6y.n:e rrosHaTa y 
I.J;PJIOMe rrojacy (A), a npeMa TOMe H y cBHMa rrojacH:Ma rrepH- . 
O.ll:FI'IBOCTR (B), (0), · · ·, rra ,n:aKJie y u;eJioj paBHH. 

Gou cy ii.apa.~teJtozpaMu MpeJK:e 'Ka iiiaj 'Ka~tu'K eKouoa.~tewiii.'Ku 

y uozJteoy opeo'Kocii.iu rfiy'KK'I.fuje. 
,Il;o HCTOr 6H Ce pesyJITaTa .ll:OIIIJIO H Ka,n: 6H Ce, Ha MeCTO 

rrepHo.n:e w 1 , yseJia rrepHo.n:a w 2 ; rrapaJieJiorpaMH H IDHXOBa yJiora 
ocTaJIH 6H HeHsMeiDeBn. ,II;o.n:ahe ce jom H TO, .n:a ce Me~yco6HH 
IIOJIOmajH XOMOJIOl'HX Ta'laKa He MeiDajy 06pTaiDeM KOOp.ll:HHaT­
HHX OCOBima sa IIpOH3BOJbaH yrao, jep rrpaBI.J;H OCOBHHa He H-
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rpajy nmaKBY yrrory npH reoMeTpHcKoj KOHCTPYK~HjH THX Ta­
'!aKa. 06pTalbe nMa aa e<PeKaT ca!do npoMeay aar116a Mpeme 
naparrerrorpaMa npeMa ocoBHHaMa, a He YTH'Ie HH aa o6JIHK, 

HH aa BeJIH'!Imy naparrerrorpaMa, na J(aime HH aa Me~yco6He 
IIOJIO.maje XOMOJIOl'HX Ta'!aKa. 

IIaparrerrorpaMH Mpe.me HaaJ-IBajy ce uapa.f/,eJ/,OZpa.!llu uepu­
ooa; napaJieJiorpaM I je OC/W8'tlU uapa.f/,M02pa.M uepuooa. A Ha 
OBOra IIITO je KaaaHO CJieJ(yje na Ce J(BO-nepHOJ(H'!HOCT <PYHK­
~Hje cacTojH y TOMe, wiiuo ce rfiy'H/Ktfuja, oope!Jena y jeouo.Me, 
'Ji,, up. y OC'tl08UO.M uapa.f/,MOzpaMy uepuooa, UOUa8.1ba y C8a'KO.Me OO 
OCWa.fl,UX uapa.f/,MOZpa.Ma. 

IIomTo cy aa J(a·ry Ta'!KY z IbeHe xoMorrore 

z+ mt wj + m2 w2 

T. j. OHe IIITO ce Ha Z J(06Hjajy noJ(aBalbeM HJIR O,LJ;yaHMalbeM 
MYJITHIIJia nepHOJ(a, TO crrenyje .D:a: 

l 0 cBaKo TeMe ocaoBaor naparrerrorpaMa HM a aa xoMorrory 
OJ(roBapajyhe TeMe cBaKora OJ( ocTaJIHX rraparrerrorpaMa; 

2° cBaKa Ta'!Ka z aa je.D:Hoj cTpaHH ocaoBaor rraparrerro­
rpaMa HMa aa CBOjy XOMOJIOry IlO je.l(Hy Ta'!KY Ha OJ(l'OBapajy­
hoj cTpaHH cBaKor naparreJrorpaMa, R To oay ea KojoM ce z no­
KITana KaJ( ce noKrrorre naparrerrorpaMR; 

3° CBaKa Ta'!Ka Z y yHyTpaiiiibOCTH OCHOBHOr napaJieJIO­
rpaMa HMa IlO je.D:HY XOMOJIOry Ta'!KY y yHyTpaiiiFbOCTH CBaKora 
OJ( OCTaJIRX rrapaJieJiorpaMa, H TO OHY ea KOjOM ce Z IIOKJiaiia 
Ka.D: ce noKrrone naparrerrorpaMIL Y cBaKoj on xoMorrorHx Ta'!aKa 
<PYHK~Hja HMa HCTY Bpe,n:HOCT KOjy OHa HMa y Ta'!KH Z . 

QqeBHJ(HO je ,n:a 6R, npeMa caMoj KOHCTPYK~I1jR naparre­
rrorpaMa rrepHOJ(a, IDI1XOBO IIOCTOjaiDe 6HJIO HeMoryhHO Kan 6H 
Ta'!Ke z= Wt H z=w2 rremarre aa je.D:Hoj rrpaBoj mTo nporraaH Kpoa 
Ta"'KY z= o. ArrH npeMa Jacobi-eBoj TeopeMR o nepHo.D:aMa Taj 
CJiyqaj He MOjite HHKa,Z:( HaCTYIIRTH. 

9. HeMoryliuocT yuH«flopMHHX fllyni<~uja 
ea BHWe OA ABe nepHOAe 

Ma nocMaTpaiDa nojaca nepHOJ(R'!HOCTH MOJKe ce reoMe­
TpHCKH CXB8THTH ,I(a Ue UOCUioju UUKaK8a yuurpop.MUa rpyU'KtfUja 
ea đU'!.Ue OO 08e uepuooe. Jep, KaO IIITO je IIOKaaaHO, IIOCTOjaiDe 
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cBaKe rrepno.ue rroBJiaqn co6oM orpaHHqeiDe .ueJia paBHH y KOMe 
cpyHIW;aja )l06Hja CBe CBOje Bpe,UHOCTH, Je,UHa OCHOBHa nepHO,J;a 
w1 orpaHIP.IaBa Taj .ueo Ha je.uan rrojac, T. j. Ha .ueo paBHH 6e­
Cltpajno M:aiDH o.u IDe. J.I,pyra ocnoBHa rrepHo.ua w2 orpaHH'IaBa 
Taj rrojac na je.uaH rrapaJieJiorpaM, T. j. Ha je,n:aH .neo rrojaca 6e­
cKpajno Mainu o.u Ibera. Tpeha ocHoBHa rrepHo,n:a cMaiDHJia 6H 
rrapaJieJiorpaM Ha je.uaH IneroB .ueo 6ecKpajno MaH,u o.u IDera 
caMor, TaKo .ua 61r cpynrn~nja, Koja 6n HMaJia TPII rrepHo.ue, a 
YHIHJlOpMHa je, na ce MOJKe rrpe,n:CT3BHTH y je,UHOJ paBHH, 
)l06HJia CBe MoryfiHe CBOje Bpe,UHOCTU y 6ecitpajHO MaJIOM ,UeJiy 
rrapaJieJiorpa~ra H MOpaJia 6H CBeCTII Ha KOHCTaHTy. 

Me~yTIIM, KaO IDTO je Hanpe,ll IIOKaaaHO, DOCMaTpajyfiH HH­
BepcHjy u (z) HHTerpaJia 

" 
z =J f (H) du , 

a 

cpyHK~Mja U (z) MO.?IW CTBapHO HMaTii KOJIIIIW Ce XOfie OCHOBHliX 
rrepuo,n:a. Amr, npeMa roprbeM CTlmy, TO ce Mome .uecHTH: caMo 
Ra.U je Ta cpynK~nja My.~ti:Uurpop.ft'IW, a HIIKa.n; Ka.U je y?iurpop.At'H.a. 
YocTaJIOM, aa MYJITllcpopMHe cpymt~nje He Mopa rrocTojaTn rope 
HaBe.uenu paaJior aa HeMoryhHOCT Beher 6poja rrepiro.ua o.u ,UBe, 
jep Ce TaKBe qlJHI\~Hje, ea CBOjUM paaHHM ,UeTepMIIHa~njaMa, 
He MOry ~eJIOitynHe rrpe,UCTaBHTli y je)lHOj HCTOj paBHif. 

10. Hei<OJIHI<O onlllTHX oco6Hua MepoMoplf>uHx 
,li,BO·nepHO,li,HlfHHX lPYHI<~Hja 

llope.n oco6nna, BeaaHHX aa rroje.unHe .UBo-rrepno,n;wiHe 
cpyHK~nje, HMa JU u Tarmnx Koje Ba.?Ite aa cBe M:epoMopcpHe 
cpyHK~rrje ea .useMa rrepHo,UaMa. OB.ue he ce HaBecTu HeKOJIMKO 
TaKBMX OIIIDTMX OC06ITH3, KOje cy OCHOBa OIIIDTOj TeOpHjli cpyHit­

~Hja Te BpCTe, y 06JIHity CTaBOBli. IDTO CJie,Uyjy. 

e T a B I : Jl'H.tuezpa.!t .Ata 'KOje .Atepo.Atoprp?ie OIJO-iiepuoowme 
cpy?iXU,Uje f (z) 

1 
yaeiii oy:>te .Ata 'll:OZa iiapa.!teJLozpaMa iiepuooa, jeO'Iia'K 

je 1iY.!tU. 
Jep TaKaB IIHTerpaJI 

(32) J= j f(z) dz 

3 
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je,a:aar\. je a611py HHTerpaJia yaeTl!X JJ.y:>rt cTpaaa rraparreJiorpaMa. 
MelJJTHM y CBaKOj Ta'IKH Z je~He CT paH e OBOra q)JHK~Mja f (z) 
HMa HCTJ BpeJJ.HOCT KaO II y ThOj XOMOJIOrOj Ta'IKII liTO Ce Ha­
JI8SlT Ha cynpoTaoj cTpaHH rrapa.rreJiorpaMa, amr y TIJM JJ.BeMa 
Ta'!KaMa dz HMa cynpoTHe saaKe, jep cy npaBu;u HHTerpa~rtje 

cynpoTaor CMHCJia. MaTerpaJI J JJ.J:>K jeJJ.Hfl cTpaae rrapaJieJio­
rpaMa 6Hhe, JJ.aKJie, je.n;aait IIHTerpaJiy yseToM .n;y:>rt cyrrpoTae 
CTpaHe, aJin cynpoTHO oaaa'IeHOllf. 36np TaKBa JJ.Ba IIHTerpaJia 
je.n;aar\. je ay mr, na je .n;arme H J= O. · 

e T a B I I : 3iJup ociiiaiiiaxa .Ata KOje .AtepOoltOpcjixe 080-iie­
pUOOU'f,'H,C rfiynKI(Uje, aa ?Mne uoJlo8e Utiiio ce naJLa3e y .Ata KO.Jte 
uapaJleJlozpaMy iiepuooa, jeortaK je 'HYJIU. 

J ep, mw ce TH ocTa~M: osHa'Ie ea B1 , B2 , B3 , • • • , npeMa 
Cauchy-eBoj TeopeMn HHTerpaJI (32), yseT JJ.Y:>K napaJie"1orpa111a, 
II111a sa BpeJJ.HOCT 

J=2tti -~Bk; 

na noliro, npeMa cTaBy I, Mopa 6HTII J=-~0, TO je 

U T a B I I I : MepoMOJJcfi1ta oBo-uepuoouotna cfiY'H/JH~uja ne MO:Jtce 
UMaiiiu y iiapctJleJlOZpct.Aty uepuooa CGMO jeoan UOJl 'KOju OU OUO 
up8oza peoa. 

J ep, rrpeMa CTaBy U, 36Rp OCTaTaKa Sa IIOJIOBe C8JJ.p:>KaHe 
y rrapaJieJiorpaMy rrepMo,n;a je.n;amt je aymr, a OH TO ae 6H MO­
rao 6HTH Ka.n; 6M: rrapaJieJiorpaM caJJ.p:>Kao caMo je.n;aH noJI Kojn: 
6R 6n:o upBora pe.n;a, jep 6n: Ta,n;a Taj jeJJ.RHH ocTaTaR, na ,n;aRJie 

H s6Iip ~Bk, Mopao 6HTII paaJIH'IaH o.n; HyJie. Me~yTIIM, sa 
BMlie npOCTHX nOJIOBa, ItaO II 3a IJOJI BHIDera pe,n;a, TO MOJKe 
6HTH, jep ocraTaK sa TarmB noJI, H:ao II s6np ocTaTaKa, Mome 
6RTII jeJJ.Hal\ aymL 

e T a B I v: 3a C8an-y .Atepo.Atapcfirty 080-uepuoouotxy cfiYU'K'LfUjy 
30Up pe008a nyJla, CaOpDtCartUX y uapaMAOZpaMy ilepuooa, jeoJWK 
je aoupy peooBa UOJl08a caop:Jtcanux y iiio.Ate uapaJlMOlflO.Jity. 

Jep, Kao liTO ce saa HS OIIliTe Teop11je aaaJIHTII'IKliX ipyart­
~Bja, cBaita ce Tarma qlJHK~nja Mome, sa Bpe.n;aocTH z y 6mr-
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~HHH je,n;He cBoje HyJie z= a rwja je m-Tora pe,n;a, HanncaTH 
y o6mmy: 

(33) f(z)=(z - cc)"' cp(z) , 

.a y 6JIH3HHn je,n;Hora cBora rroJia z= l3 Roj n je n-Tora pe,n;a 
y o6mmy 

(34) f (z)= (z -!3)-" t (z) , 

l',ll;e cy cp (z) H t (z) ,ll;Be qlyHR~Hje IWje He IIOCTajy HH je,n;Hai\.e 
HYJIJJ, HH 6eC!tpajHe aa Z= a, O,ll;HOCHO aa Z = l3. 

Her<a je f( z) r<aRBa MepoMopqma ,n;Bo-rrepHO,ll;lf'IHa cpymn.~;Hja, 
rra ce JioropaT!.mcarneM H ,n;HcJ)epeHIJ;HjaJieiDeM je,n;Ha'lrma (33) 
H (34) ,ll;06Hja ,n;a je y 6JIIIaHHH Ta'IKe a 

(35) f' (z) _ m + cp'(z) 
f(z) -z-a cp(z)' 

Ma (35) H (36) ce BH,n;H: 10 ,n;a je csar<a HYJia a rroJI rrp-

1lora pe,n;a aa QlYHI<IJ;Hjy r;(~? H ,n;a je OCTaTai< aa Taj IIOJI je,n;­

Hai< 6pojy m; 2° ,n;a je cBai<n rroJI l3 rroJI npBora pe,n;a aa ncm 
I<OJIIFIHIUt n ,n;a je OCTaTaR sa Taj IIOJI je,n;HaH: -n. Ila IIOillTO 

je I<OJIH'IHHK ic~} n CaM MepOMOpcpHa ,ll;BO·IIepHO,ll;H'IHa cpyHI<­

IJ;Hja, M y rrapaJieJiorpaMy rrepHo,n;a He Mome MMaTM ,n;pyrHx CHH­
ryJiapHTeTa OCHM TaitBHX Bpe,n;HOCTH RaO illTO cy a H l3 , a6Hp 
-ocTaTar<a Te cpyHKIJ;Hje aa· rroJioBe ca.npmaHe y IbeHOM rrapaJieJio­
rpaMy rrepHo,n;a ( ncToM rtao rrapaJieJiorpaM cpyHKIJ;Hje f) Mopa 
npeMa cTaBy II, 6nTH je,n;Hait HYJIH. Me~yTIIM Taj a6np ocTaTaKa je 

~m-~n 
npeMa T.IeMy Mopa 6HTM 

~m= ~n, 
"'IRMe je cTaB ,n;or<aaaH. 
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e T a B V: CBa'Ka .Atepo.Ataprjn-ta 080-uepuo3uttxa rpyH:Kt(;Ujet j(z) 
tUta y CBOMe uapa.lleJto2pa,Jty uepuooa oap jeoa'H. UO.fl. 

Jep aKo ce y IIapaJieJiorpaMy yo'III je.n;aa IIponsBo.'bHa 
CTaJIHa Ta 'IKa Z= a, g),Y"HKIJ,I1ja 

<p (z) =--= f(z)- f(a) 

je TaKO~e MepoMopcJ)aa n .n;Bo:IIepno.n;n'Iaa, ea IICTHM IIapaJieJio­
rpaMOM IIepno,LJ;a I'-ao f (z) . Ilper.ta CTaBy IV sa TY cpyHIUJ:M.iY 
~wpa 6MTII 

2;m=2;n, 
a IIOIIITO OHa liMa 6ap jC;:J;HY HJJIJ, a TO je Bpe.n;HOCT Z= a, TO 

6poj 1: m He MOme 6llTII je,'l;Hal{ HJJUI, Ila .n;aKJie Hil opoj 1: n. 
Ila Ral\0 csaKII o.n; 6pojeBa n npe.ncrnBJba pe.n: no je.n;aora rroJia 
cpJHKli,Hje ((z) (Te ,ll,Be (l)JffKll,llje <p II { HMajy liCTe IIOJIOBe), TO 
llOJIOBH O)l;H:CTa 1110pajy IIOCTOja'flr. 

Ila OBOra CTaBa li3Jla3JI I\UO 06JP:IHa IIOCJie).I,Illl,a: 

e T a B v I: 'H.e iiociiioju 'H.U1t:al'i8Ct 1fe.llct (JBo-uepuoautt'/W cfiY'It'KI(liJCt. 

eTaB je II03HaT rro.n; Ha3UBOM Liouville-oBe iUeope.fte. ci)yffr{-
ll,Hja Mopa y rrapaJieJiorpaMy rrepno.n;a m-rani 6ap je,.J:aH IIOJI, n 
npe~ra TOMe He MOJI{e 61lT1I IJ,eJia CfJJHKll,Hja. 

Y TOMe je CTaBy MCKa3aaa je.n;aa o.n; pasJin i'a Msue~y 

cJ)JHKJJ;Uja ea je.n;Ho~r, JI cl)yHioJ,n:ja ea .n:ne nepwo.n;e . .Me~y np­
EJIMa ce HaJiase H. np. u;eJie cfJYHI'-U.Hje ez M sin z, .n;oK ce Me~y­
.rq>yrnM:a He Ha.n:asw HH je.u;Ha ll,eJia cpyHKJJ;Hja. 



0CHOBHe emmTMql<e lj:lyHI<l.I,Mje 

11. ~YHKI.V.fje sn , en , dn H lbVIXOBe uenocpe,!J;He 
Meljycooue seae 

Hanpe:( npoyqaBaHa <flYHK~nja u (z), ,rreqmHMcasa 1mo 
nHBepcHja HHTerpaJia 

(37) 

IIOJI33Ha je TaqKa aa Te0p11jy eJIHIITH:'II\:HX q)yHI<~Hja. 0Ha Ce 
{)3Ha'Iyje 03H3KOM 

u (z)= sn z . 

IIope.n; Ibe cy yBe.n;eHe jom H oBe .n;Be IbeHe KOM6Imau;~Ije: 
<PYHKIJ;Hja 

(38) en (z) = ]f 1.- sn2 z 

(39) dn z = ]f l -lc~ sn~ z . 

Y BO~elbe TlU KOM6HH3J~IIja Y'IHibeHO je ITO aHaJI OrH j H ea 
TpHrOHOMeTpiiCKHM <flYHI\1,\HjaMa, ROje Ce Mory CMaTpaTII KaO 
cne~MjaJIHH cJiy'Iajemr eJIRIITH'IKIU <flYHKIJ;Rja. A TO je y'IniDcHo 
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HapO"'IH.TO C TOra, IIITO Ce Te ,IJ;Be ROM6HH3:0:Hje cpyHI\:O:Uje snz 
-qecro nojaBJbyjy y o6pac:o;HMa aa eJiunTIIqRe cpyHR:O:Hje, na je 
6HJIO O,IJ; ROpHCTH, RaO JI npii YBO~elby ROCHHyca, RaO ROM6HHa­
u;rrje CHHyca, npoy"<IrrTH HM je,n;HoM aa cBar,n;a aHaJIH.TH"'!Re oco-
6HHe, na Hx ea TaiW npoyqeaHM oco6HHaMa yBecTrr y paqyae 
Kao pa-qyacKe eJieMeHTe. 

YBo~e!he cpyHR:o;rrje en z HMaJio je jorn H TY ,n;o6py CTpaHy 
IIITO, Ka,[( je OHa yBe,IJ;eHa, o6pacu;H Teopnje eJIHUTH"'IRHX cpyHK­
IJ;Hja nocTami cy CJIH"'IHII o6pacu;11Ma H3 Teopuje TpuroaoMeTpH­
CRllX cpyHKIJ;llja, Ha KOje ce OHe CBO,l(e y CUeiJ;MjaJIHOM CJiy-qajy 
Ra.n; je k= o. 

Kao mro he ce BI1,IJ;eTH ua oHora rnro he ,n;ou;HHje 6HTH 
noRasaao, ueJioKyrma TeopMja eJIHUTH"'IRH x cpyaKunja Mome ce 
cBeCTH Ha npoy'IaBaibe rpnjy cl)YHKIJ,Hja 

sn z , en z , dn z 

H ThHXOBHX 3Jire6apCIWX IWMOHH8IJ,Mja. 0He ce C'fOra Ha:mBajy 
OC'H.OfJHe e.ttuiiiiiiutt'l>e ifJY'H/X l fUj e. 

IlpBa aeuocpe,n;Ha Besa H3~Ie~y re rpH cpyHKIJ,Mje Hspameaa 
je o6pac:o;I1Ma IIITO CJIYJI\e sa CaMy ThUXOBY ,n;ecpHHRIJ,njy: 

(40) 

(41 

sn2 z+ en2 z= l , 

dn2 z + k 2 sn2 z = l 

O,ll; ROjHX je npBH IICTH KaO II OHaj illTO H3pamaBa Beay YI3Me~y 
crmyca H Kocuayca. 

JJ:pyra je Besa aspameHa y o6pacwn,ra Koja ,n;ajy H3Bo.n;e 
TYIX Tpnjy cpyHKIJ,Hja. 06paaa:o; (37) ,ll;OBO,ll;R ,ll;O je,n;Ha"'!RHe 

(42) 

Itaja noKasyje .n;a je 

(43) sn' z = en z · dn z . 

Ha o6pacu,a (40) ,n;o6Hja ce ,n;HcJ)epeHu,HjaJie!heM 

sn z · sn' z + en z · en' z = O , 
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o~aRJie je 

(44) 
, sn z · sn' z 

th z = - =-sn z · dn z. 
en z 

HanocJieTKJ, ll3 (41) ~o6nja ce ~n<IlepeHl(HjaJieFDe:M 

o~aKJie je 
dn z · dn' z + k2 sn z · sn' z = O , 

(45) dn' z= - P sn z · en z. 

06pacu:H (43), (44:), (45) yorrmTaBajy eJieMeHrapHe o6pacu:e 
:Ja II3Bo~e cllJHRU:Hja sin z H cos z, Ha Koje ce cno~e 3a lc= o, 
a ro cy o6paL'l\H 

sin' z= cos z , 

cos' z= - sin z . 

.IJ;pyre Be3e ll3Meljy sn z , en z , dn z , n:oje Taiwlje yonmra­
Bajy CJJllq~e Be3\'l II3Meljy OCHOBHilX TpllrOHOMeTpHCKllX qlJHK­
l(Hja, 6uhe rroKa3aHe y ~aJhMM H3JiarathHMa. 

12. Hei<OJIHI<e oco6wHe cpyHI<u;wje sn z 

3a rrpoyqaBaine oco6HHa cllJHim;Hje sn z rroJia3He cy raqKe: 

l 0 H3pa3 re cpyHKU:Hje y o6mmy IIHBepcnje ImrerpaJia (37) 

~o onmrH HHTerpaJI ~Hcpepeau:njaJIHe je~aaqHHe rrpBora pe~a 

(46) 

Koja HOCH Ha3HB Euler·oBe ;:(HcpepeHU:HjaJIHe je~HaqrrHe H rwja 
ce Mome HHTerpaJIHTH Ha ~Ba Haq~ma: KBa~parypaua u aJire-
6apcKHM orrepau:ujaMa. 

HarmcaHa y o6JIHKJ 

dy 
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je~Ha'IHHa (46) HMa sa OIIillTII HHTerpaJI 

Oa ~pyre cTpaHe, Euler je Hamao ~a ce IbeR orrmTH HH­
TerpaJI MOJKe HSpa3HTH H y aJire6apCKOM 06JIHKJ 

xV (l - y 2) (1- F y2)- y V (l- x 2) (l - k2 x~) , 
(49) l k'J 2 2 ==e. - x y 

( 
cly )2 = l - y~ 
dx 1- x~ 

HamfCaHOM y 06JIIIKJ 

dx dy 

v 1-y2 ' 

'IHjH ce orrmTH HHTerpaJI Mome HarmcaTn y ~Ba pasHa o6mma 

J- dx -J dy e v l - X~ - jf l - y2 + 
T, j. 

arc sin x= arc sin v+ e 

o 'leMy je JiaKo yBepHTH ce ~HCpepeH~KjaJielbe.M je~He u ~pyre 
O~ ~Bejy IIOCJJe~ThHX je~Ha'IHHa. 

IloMohy je~Ha'IHHe ( 49) ~oKa3yje ce aa j e sn z y?-lucfiop.A tH-a 
cpy1-t'K1fUJa upo.Me?-lJbUBe Z , J ep, Ka~ He 6!I 6IIJia TaKBa, O Ha 6H 
sa ~aTy Bpe~HOCT z (nsysHMajyhH noje~HHe, crre~HjaJIHe Bpe~­

HOCTH Z) HMaJia BlfiDe O~ je~He Bpe~HOCTH. ReKa cy X H y 
,IJ;Be TaKBe Bpe~HOCTH, illTO O,IJ;rOBapajy je~HOMe HCTOMe Z H Melbajy 
ce ea OBOM. IIpeMa je,n;Ha'IIIHH (37), Kojy 3a,D;OBOJbaBa q)yHit~Hja 
.sn z, Ta~ a 6u MOpaJIO 6HTH 

X 

(50) X !
. d 

. V (l- x2 ) (1 - k2 x2
} 

o 

y 

r dtt 

. v ( l - y2) ( l - p y2) 
o 



41 

ns 'lera ce ,llHcpepeH:u;HjaJieibeM Bn,n;rr .n;a x M y Mopajy sa.n;o­
Bo&aBaTH je,n;Ha'IIIHJ (47), a rrpeMa TOMe M je,n;Ha'IHHJ (49), Ra,n; 
ce y oBoj 6y.n;e rro.n;ecHo nsa6paJia ROHCTaHTa 0'. A oBa je o.n;­
pe~eaa THMe mro je je.n;s:a'IrrHa (50) sa,n;oBo.;neHa sa x=O, y=O 
rra .n;arme TaKo Mopa 6aTH n ea je.n;aa'IHHOM (49), mTo .n;aje C'=O. 
A ra.n;a je, rrpeMa ncroj je.n;aa'IHHU (49) 

H3 'lera ce .n;o6nja .n;a je 

y 
v (l - y2) ( 1 - k2 y2) . 

IIope~eibeM je.n;Ha'IrrHa (47) 11 (51) .n;o611ja ce .n;a je 

dx dy 
X y 

(52) y=ax, 

r.n;e je a HHrerpa:u;HoHa rwHcraHra. CMeHOM Te Bpe.n;s:ocrn y y 
je,n;Ha'InHn (51) HaJiaan ce .n;a je 

l a 

]' (1- x2 )(1-7c2 x2 ) ]f (l-a2x2)(1-7c2 a~ x2)' 

na, IIOillTO a He saBiiCli O,Il; X, TO MOate 6HTII CaMO 3a a= l . il3 
{52) ra.n;a ce sart.lhy'Iyje .n;a je y=x, T. j . .n;a ce rrperrrocraB­
JbeHe ,IJ;Be Bpe,n;HOCTH cpJHRIJ;Hje sn Z Me~y C060M IIOKJiarrajy, II 
rrpe:Ma TOMe cpyHK:u;rrja je JHHcpopMHa. Oaa .n;aRJie ReMa RpH­
TH'IRnx Ta'IaRa. 

A jen;Ha'IIIHa (42) IIOI<asyje ,n;a cpJHKIJ;Hja U=Sn Z , RaO IIH­
TerpaJI re je.n;aa'!Ime, HeMa HH eceHu;HjaJIHHX Ta'IaRa. To cJie,n;yje 
113 II03HaTIIX CTaBOBa 113 aHaJIHTJl.'II\e TeOpHje ,Il;HCllepeHIJ;HjaJIHHX 
je,n;Ha'IHHa rrpBora pe.n;a, a rroHaoco6 ns craBa rrpeMa ROMe, rca.n; 
e J je,n;Ha'IIIHII 

du 
dz =<p(z,u) 
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clJYHI\I.J;Hja cp sa je.n;aa .n:ant nap Bpe.n;HOCTII z= cr, u= l3 xo­
JIOMopqma, Ta 'IKa (et, ~) je o6rr'IHa Ta 'IKa sa JIHTerpaJI u Roj11: 
aa Z = Ct ,ll;06Hja Bpe,.'l:HOCT U=~ • 

IIomTo sn z , Kao .n;Bo-nepi-ro.n;a'IHa g)yartu;Hja, He Mome, npe1.1a 
CTaBY VI, 6aTH u;eJia ~YBR:u;nja, a ReMa Ha KpHTH'IKHx, HH 
eceHI.J;HjaJIHIIX Ta'-IaRa, TO OHa MOpa II~faTII llOJIOBa, na je npeMa 
TOMe 'l'O .Mepo.Awpifnta cjiynmfu,ja npoMeHJbilBe z . 

II3 je.n:aa'IH:He (42), rwjy 3a.n;osoJbasa u= sn z , Bn.n:~~ ce 
oa je sn z neuapna cjiy~t'Xt(Ujct npo~reHJbrme z. J ep je Ta je.n;aa­
'IHHa sa.n;oBoJbeHa Ra.n; ce z cMeHH ea - z , a H ea - u . 

Rao IDTO je Hanpe.n: Ha!Jeao, cjiyrt~>:!fu}a sn z wta oBe ocrtoBH,e, 
'/ieC800JbU8e uepuooe 

(53) 

zoe cy K u K' pea.ttH,U oope!JeH,U un ct.ttu: 

(54) 

(55) 

l ,, 
J(' s dn 

= v (u 2 - l )=(-=l =l';'-:,~-ll-:-:-~) . 
t 

CTaJiaH 6poj lc, ~tojn JieJRII Il3~ret)y O II l , HasBan je .tto­

oyo cpyBKD;Hje sn Z, II ItaO IllTO Ce BHJ;Ir, iiepuooe w 1 U w2 cy OO· 
pe!JeH,e cjiyH.nl{uje iUoza .MO­

oy.tta .. 
u>1+W2 

~--------------~ 

o z 

o 

OcaoBHII napaJieJiorpaM 
cpyHK:u;nje sn z je npaBoyra-
OHIIIC '-Hija cy TeMeHa Ta'I­
I\e O , w1 , w2 , w1 + w:t 
( CJI. 12). 

IIornTo je sn z yHIHJJop-
Cn. 12 MHa ~JBKI.J;11ja, TO OBa aa 

je.n;Hy .n;aTy Bpe.n;HOCT Z liMa CaMO je.n;Hy, H TO Ta'IHO o.n;pelJeHy 
Bpe.n;EJOCT u= ~ . Ami ns je.n;Ha'IrrHe (37) HaJiasn ce aa oxa iUy 
uciiiy Bpeo?-tociU ~ oo6uja aa oBe epeoxocUiu z "Koje nucy jeoxa opyzoj 
XOJ~t0J!02e. 
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J ep, Ita .n; ce HHTerpau;l:l'ja, oaHa'!eHa y o6pacu:y (:17), naspmn no 
nyraihH e' cacraBJheHoj Ma aaMKe mro, noJiaaehH Ila Ta'IKe O, 
OlliWJhaBa Ta'IKJ tt=+l (cJI. 13), H .n;npertTHe nyTalbe e 0):( 0 
.n;o tt , HHTerpaJI Ka.n; ce cTMrHe y Ta'Irty 

u. O HMa aa npe.n;Hocr 2K, am-r ce y TY Ta 'Itty 
CTIIme ea npOMe.EbeHOM ):(eTepMHHaiJ;MjOM 
cpyHKIIIIje ITO):( IIHTerpaJIHHM aHaiWM, TaKO 
.n;a he ce y Ta'"IrtY u CTHhii ea npe.n;­
Homhy 2K- z ucTora HHTerpaJia. Il,eJio- --;o~='==~~~­
KyaHa rryrag,a 0' +e ):(aje, ):(aime, aa HHTe-
rpaJI Bpe.n;HOCT 2K-z , ):(OK rryTaiba e .n;aje 
Bpe):(HOCT Z . ila IIOillTO o6e llJTalbe ):(0-

c~r. 13 

BO,I(e ):(0 HCTe Ta 'IKe tt, TO cjiyH,Kt~uja U=Sn Z UMa iiiy OCOOU1iY aa 

(56) sn(2K-z)=snz, 

a TO je oco6rma cJIII'IHa OHoj mro namu aa sin z, .n;a je 

sin(rr-z)=sinz. 

Raa awuze ifiyH:Kl~uja sn z aoouje j eaH,y 8pea1ioCiii ~ aa Z= IY. 
01ia iiiy uciiiy 8pea1iociii aoouja u aa z' =2K- a . 

Ta'!Ke z H z' yorrmre (T.j. Ka.n; je Ta 'IKa z npoJiaBOJhHa) HHcy 
je.n;Ha .n;pyroj xoMOJiore, jep ce He cBo.n;e je.n;Ha Ha .n;pyry .n;o.n;a­
Ba!heM HJin o.n;yaHMa!heM MYJJTHIIJia nepHo.n;a. 0He cy paaJIH'IHe 
MeliY co6oM, na ce, Hmr o6e HaJiaae y ocHOBHOM rrapaJieJiorpaMy 
rrepHO,I(a y KOMe je Z , liJili Ta'IKa z' HMa CBojy XOMOJiory y TOMe 
napaJieJiorpaMy, nomTo ce .n;o.n;anaineM HJIH o.n;yanMa!heM nepH­
OJ(a z' Mome .n;onecrH y KOjH ce xohe napaJieJiorpau. 

ll peMa TOMe, Ka.n; ~YHKU:Hja sn z .n;o61:1'je je.n;Hy .n;aTy Bpe.n;­
HOCT ~ aa KaKBY Bpe.n;HOCT Z = q. , OHa TJ IICTJ npe.n;HOCT ~ ):(0-

6Hja H aa 6ecKpajHO MHOrO Bpe):(HOCTH Z , a TO CJ : 

l 0 cBe XOMOJIOre Bpe.n;HOCTH a: , Tj. Bpe):(HOC'fH 

z = a: + 4m K + 2ni K' , 

r.n;e cy m H n Ma KaKBH, ITOaHTffBHII HJIH HeraTHBHH, n;emr 
6pojeBn; 
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2° Bpe,ll,HOCT 

z' = 2K- a.; 

3° CBe XOMOJIOre Bpe.I(!IOCT!i z', Tj. Bpe,n:HOCTII 

z" = z' + 4m K+ ~ni K' . 

Ra,ll, je Ta'!Ka u: y OCHOBHO~ rrapaJieJiorpaMy nepHo,n:a, OH,n:a, 
aKo TO HHje cJiy'Iaj M ea o.n;roBapajyhoM Ta'!KOM z' , je;:I:Ha he 
ce IDeHa xoMoJiora z" c11rypao HaJiaSHTII y TOMe rrapaJieJiorpaMy. 
're ce .n;Be Ta'!Ke a n z' , o.n;aocao a n z" , Mory n Me~y co6oM 
normana TH, Kao liTO je cJiy'Iaj H. np. Ka.n; je a = K. 

13. HyJie H IIOJIOBH lflyHI<Lt;Hje SH Z 

Je,ll,Ha'!HHa (37) Sa,lJ,OBOJheHa je sa Z = 0, U= 0, liTO SHa'!H: 
.n:a qlyHKu;Hja u = sn z rrocTaje je.n;HaRa Hymr sa z = O, a o aa 
he TO 6HTH: M sa CBe XOMOJIOre Bpe.n;HOCTH, Tj. Sa 

z = 4mK + 2ni K' . 

Ami, npeMa o6pacuy (56) oHa he 6MTH je.n;aaKa HYJIH H sa . 
Bpe.n;HOCT z= 2K. <PyttK'I,fUja sn z U.Ata, OaKAe, y OCIW81W.At uapa­
Jte.nmpa.Aty iiepuooa OBe xyJZe 

z= O H z'= 2K . 

Ra.n; ce THM .n;BeMa HyJiaMa npH.ll., JJ:Y MYJITHIIJIH 4 m K 
peaJiae nepHo.n;e cpyHKu;nje, .n;o6Hja ce 6ecKpajH.u x1u %ert,ux uo­
sumuBrt,ux u nezaiiiuBnux p ea.fi,'HtUX xy.fl,a, 'lfoje ~e cBe .Aeozy uspaauiiiu 

<JutuiUu.At oopac11e.u 

z = 2mK. 

A Ka.n; ce OBHMa npH:.n;a)ly MYJITHIIJIII 2ni K ' nManmapHe 
nepno.n;e, .n;o6Hja ce 6ec~>pajnu nua u.Atazunapttux My.fl,a Koje ce CBe 
~tapaDtCaBajy OU'tUWU.At oopaCU;C.At 

z' = 2m K + 2ni K' · 
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CBe cy Te HyJie upociiie, jep Ka,n: 3a je.n:Hy Bpe,člHOCT z 6yJJ.e 
U= 0, Il3BOJ{ 

,n:o6Hja O.IJ: HyJie pa3JHl'IHJ Bpe,n:HOCT + l . ITa IIOIIITO cy HyJie, 
IIpOCTe, TO rpynK1fU}Ct .!tCIM 31ial> iipn iipO.fl,aCK!J 1fp03 C8an.y CBojy 
pea.fi,H,!J 1i!fJI,!f. 

ITo csojn~r peaJIHIIM Hy.1aMa sn z IIOita3yje CJIH'IHOCT ea 
sin z: II OBa 4)JHI\D;Hja UMa GecH:pajHO MHOI'O HyJia, KOje cy CBe 
MYJITHIIJIH rroJiy- uepuo.n;e ,-e, u e Be cy rrpocTe. Amr, ,n: oK sin z 
nM a caM. o peaJIHe HyJie, sn z IU H Ma n 6ecKpaj a o MHoro uMa­
rima pBirx. 

IToTpa1RIIMO IIOJIOBe ci)JHK.U:l:l:je snz. Ka,n: ce y o6pacu;y (37) 
CTaRn Ha .n;ecaoj cTpaHII Jl,a je u = oo, HaJia3II ce .n:a he je.n;aH 
IIOJI a cl)JHK.U:Ilje 6wrn: 

rnro ce MOJRe Harrncanr y o6mmy 

1 

a~/+f+I 
u 1 l 

k 

ITpBn uaTerpaJI mm 3a Bpe,n;HOCT K, ,n:pyrn -iK', a Tpeha 
MOJ!te H3pa'IJHaTU Ka,n: Ce y IheMJ 113BpiiiH: CMeHa 

(58) 
l · dv 

tl= -=tčV, du= --w 

Koja Taj IIHTerpaJI rrpeTBapa y 

K-
' 
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na ce HaJiasn .n:a je 

a-= K~ iK' -K =, -iK'=-~ :d • 

A IIOIIITO je <f>YHIUJ;Hja U HenapHa, TO je II Bpe,n:HOCT 

a'= iK'=~ 
. 2 

je.n:aa I-beH rroJI. Ca .n;pyre cTpaHe, rrpeMa o6pacuy (56), HaJiasn 
Ce ,n:a he H 2K -iK' 6HTU je,n:aH IIOJI cpyHiiUHje. IJa IIOIIITO he 
oHa ocTa'rrr rroJI H rca.n: joj ce .n:o.n:a nepHo.n:a w 2 = 2iK' , TO he u 
a" = 2K +iK' 6llTII TaiW~e IIOJI. Ila IIOIIITO ce o6e Bpe,n:HOCTII 
a' n a" HaJiase y ocHOBHO~ rrapanenorpaMy nepno.n:a, TO cc sa­
KJhyqyje .n:a: 

<Py'HiiHfU}a sn z U.Ma y OC'/WB'HO.At uapaJLe.nmpa.lty u epuooa OBa 
.Ua .rta, oo a u.Mazuuapna, a iiia cy BpeouociUu 

'K' w., 1 = ---- J[ 
:d 

4mK + 2niK' 

,n:06Hja ce 6ecKpajaH HUS IIOJIOBa <f>yHKUHje, KOJII cy CBU HMa­
ruHapHH. C/JyH,K1(uja sn z ociiiaje, oaK.ae, 'KOIW't'/-l,a aa cBe pea.rt'l-{,e 

Bpeouociiiu z . 
CBu cy rronoBa q)yHKUHje snz iipBoza peoa, jep Ka,n: ce y 

J je,n:Ha'IUHII (57) USBpiiiH: CMeHa (58), OHa IIOCTaje 

<maKU IIOJI <f>YHKIJ;Hje u je HyJia <f>YHKUUje V, a sa je,n:ay TaKBY 
HYJIY ,n:o6uja ce sa v' Bpe.n:aocT +l pasm.:rqHa o.n: HyJie. 

IloTpa.n>.UMO OCTaTKe <f>YRI\UHje snz sa je,n:aH Ma KOjH IbeR 

noJI z= a. OcTaTaK B je rpaHH'!Ha Bpe,n:aocT Kojoj Te.nm nspaa: 

z-a 
(z- a) u (z) = -

1
- aa z= a. 
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3a z = a Ta ce Bpe~HOCT jaBJOa y npnBn~uo Heo.upeljeno:M 
o 

<J6mmy -
0
- , amr ce npHMeHOM L'Hospital-oBor npaBI!Jia Ha-

Jiaan ~a je oBa 

1 l l n=--= -:r=======:=-- = + -- . ::: v c~2 -l) (-u~ - lc
2

) - k 

OciiiaiiiaK cfiy'Ji,'KifUje sn z aa .Ara 'Koju %Cf{, UOJ! U.Ara, oaKJte, 

:l - l l 
3a epeu'Ji,OCW UAU -T 1uu +T. 

14. BpeAHOCTH z aa I<oje sn z A06Hja BpeAHOCTH +l H++ 

IIpeMa o6pacr(y (37) z uMa peaJtHe ap eĐxoc iiiu ca.Ato oox: ce 
U .AtCH>a OO - l OO + l ; 3a OCTaJie Bpe,UHOCTII U UJIII je U He­
I'aTIIBHO, IlJIU, Ka~ je DOaiiTIIBHO, HHTerpaJI Z je IJOaK CUCTaBJbeH 
Ha a611pa je~Hora pearraor n je~aora 'IIICTO .HMaruaapHor na­
TerpaJia . 

IIorpamnMo Bpe~aocTu z aa Itoje he u ~OCTHaaTH cBoje 
Kpajine pearrHe Bpe~aocm + l . 

1° Bpe~aocT z aa Kojy je u= -l ~aTa je o6paci.I.e~f 

- 1 

J du w 
z= V (l - tt2) (1- Jcl!.u~) = -K = __ 4_

1
_ • 

o 

Ta Ta'!Ka Hilje ca.upJimaa y ocaoBHOM naparreJiorpaMy ne­
pno~a (p), aJIII je y oBciMc ca.upJitaHa JDeHa xoMoJiora Ta'!Ka 
3K, aa Iwjy u Tarw~e ~o611ja BpeiJ,nocT -l. •ry ucry Bpe.unocT 
-l ~061-rja u n aa ~pyry xoMoJiory Ta•my 3K + 2iK', TaKol)e 
ca~pJI~auy y (p). 06paaal( (56) He ~oBo.rur HII ~o rwje HOBe 
Ta'!Ke z Koja 6n: 6nJia ca~pn'\aHa y (p) H aa rwjy 6u u llM8JIO 
HCTY Bpe.usocT - l . 

(/)y'Ji,'K1fUja Sn Z 006ttja, OaK/le, epeOHOCUi -l aa 08C iiiattxe 
caop:JICa'Ji,e y OCIWBIW.H iiapa.!lMmpa.Ary iiepuoaa, a iiia cy iiia'txe 3K 
u 3K +2iK'. 
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2° Bpe,llHOCT z aa Kojy je z= + l ,!lara je o6pacu;eM 

a ra je ra•ma ca,llpmaHa y (p), Kao H !beHa xoMOJiora K +2iK'. 
06pasau; (56) He .n;oBO,llU .n:o Koje HOBe raKBe raqKe Koja 6u 6nJia 

ca,llpJI~aHa y (p). 

C/Jy'H/K'lfUja sn z aoouja' OCOI.fi,C, 6pCOIWCLU + l 3a UlJe i/ial(,KC ca­
Op{)!Ca'H.e y OCMa6'1W~t uapal!e./l,aZpaMy uepnaaa, a iiia cy iiia•tKe K u 

K +2iK'. 

Bpe,llHOCT z, aa Kojy he u .n;o6IiTH je}:(HY mm ,llpyry O.Il 

1 
Bpe,n;HOCTH +~, no6nja ce I\U.Il cc y o6paci~Y (37) 

l 

CTaBII Kao 

roplba rpaHnu;a nHrerpaJia u = - -7.-,· - nmr u = + l 
k 

. li 

l 
3° Bpe.n;Hocr z sa Kojy je n=- ---y:- .uara je o6pacu;eM 

= -K ·~ iK' = - ~+~ 
4 4 

xwja Bpe,llaocr Hnje ca;:I;pn~aHa y (p), amr je y osoMe ca,llpJI\aHa 

IbeHa XOMOJIOra 3K +iK', Sa Kojy U ,ll06Hja HCT.)' Bpe,llHOCT--~-. 
06paaau; (56) He ,ll;OBO,ll;II HJI ,ll;O 'lera HOBOI', TUKO ,ll8: 

<!Jy?iK'lfUja snz aaovja 6peonoci:U -+ 3ajea?iy iiia"KY ca­

Op{)!Cany y aC?i06?ia,lt uapa./I,CI!OZpa.Jty ii epuoaa' a iiia je iUal(,Ka 

3K +iK'. 
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4 . . +l . 6 o Bpe,naocT z sa KOJY Je u= k ,naTa Je o pacu:eM 

l 
k 1 l 

z= J V (1- n2)d~tl- kz ul!) -=-- .r + J = K- iK' . 
o o l 

Ta Ta•ma HHje ca,npmaHa y (p), amr je y onoMe ca,npJKaHa 

!:beHa xoMoJiora K + iK', sa rwjy je Tarw~e u = }· 06pa3aiJ: 

(56) He ,L(OBO,L(H HH ,IlO '-lera HOBOI', raKO ,na: 

<PyH:Ktfuja sn z ()o6uja epechwciU ~ y j eihwj iiia~nu ca.apJICa­

'Koj y oc'KOBIW.At iiapa.lle.flozpa.lty iiepuooa,, a iiio je iiial(,Ka K+ iK'. 

I-tao mTo ce BII,L(If, ene Bpe,naocTH z 3a Koje sn z ,n:o6nja 
1 

Bpe,n:HocTn ± T nMarnHapHe cy. 

15. Elf>ei<aT ,LJ,O,LJ,aTI<a nony-nepno,LJ,a ope,LJ,HOCTH 
npoMeHJbHBe z 

llpeMa OCHOBHOj OCOUI1HH qJyHI\IJ;IIje snz, OBa ce He :Melba 
Ra,n: ce Bpc,n:HO(;TII z tJ;o,n:a je,n:Ha rrJin ,n:pyra nepnotJ;a w1 HJIH 
w2• ,IJ:a BH,[(HMO mra 6n:Ba 0,[( (llYHKU:Hje IW,[( Ce BpenHOCTU Z nona 
jenHa HJIII npyra OtJ: noJiy-nepHo,n:a 

Wt=2K 2 , 

Ila o6paciJ;a (56) no611ja ce n;t je 

sn (2K + z) = - sn z 

mTo 3Ha'IH na je 

W1 
sn (z + 2 ) = - sn z . 

Rao ce, OQ./f.fle, y cfiyitKlfUju sn z epeoKociiiu z oo8a peaJii/W 
UO.fly-uepuooa, cpylt'KtfUJa 3Q.O_pD1Ca8a ucUiy opeOKOCUi, Q..flU .MeNJa 3H,Q.I>, 

4 
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w 
,IJ;a 6rr ce nn.n;eJia rrocJie.n;n:o;a .n;o)J,aTH:a rroJiy - rreprro.n;e T , 

IIpHMeTHMO ,D;a, rrpeMa IIOSH8TOM MHTerpaJIHOM 06pacu;y, Sa CB8L\U 
MHTerpaJI i e 

Ysenma sa cJ)YHK.u;Hjy rro.n; IIHTerpaJIHHM sHaKo"M uspas 

a sa ct, b, e npe.n;HOCT!i a = o, b = u, e = oo, .n;o6nja ce .n;a je 

<59) j :~~t)-J :~~t)= .t :~t) 
o o oo 

Ita.n; ce y UHTerpaJiy Ha .n;ecHoj cTpaHII nsBpmn cMeHa 
(58), OH IIOCTaje 

v 

J 
dv 

- V (l - v2) (l - k2 v~) ' 
o 

na ITOliiTO npBH HHTerpaJI HU JieBOJ CTpaHII HMa 3a Bpe,D;HOCT 
Z, a .n;pyrn Bpe,D;HOCT- iK', TO je.n;Ha"IIflla (59) IIOCTaje 

113 -qera ce IIHBepcHjoM BH,D;H .n;a je 

v = sn (- z- iK') = - sn (z + iK') = - sn ( z + ~2) ; 

na IIOIDTO je 

u= sn z, 

TO ce .n;o6nja o6pasau; 

l 
V=­

ku' 

( 
W 2) l sn z+ u-
2 

= --
7
--

''sn z 
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KOj tr rrorcaayje .ua: 
Jia() Ce y rjiynK1(UJU sn Z BpCOJ-WCiUU Z OOOa U.1tazunap11.a 

uo.rty-uepuooa, opeoH,ociU cpyx1a~uje uociUaje - _l_ . 
k sn z 

16. Yun<f:JopMuocT <f:JyHI<I.J,Hja en z H dn z 

IIocMaTpajMo clJYHKJ.\Hjy 

(60) v= cD (~t), 

r.n;e je <P Karma aJire6apcKa clJYHKJ.\Hja npoMeHJDIIBe 1t, IIHBepcHje 
HHTerpaJia .. 

(61) J du 

z = ]f (l - uZ) (l - Jc2 Hz) 
o 

Ilourro, rcao IIITO je rroKasaHo, u HeMa rtpHTH'nuu Ta<Iarca, 
Hehe HX InfaTH HM (D (u) I<a.n; ro.n; je cJ> paqHOHaJIHa cpyHKI~Hja. 
Amr Hx .AtoJtce H~aTn Ka.n; je <J) Karma aJire6apcrca Hpa~IIoHaJIHa 
cllYHKIJ;Bja, npeM.n;a TO 'lie .Atopa yBeK 6nTII: JIMa CJiyqajeBa Ka.n; 
je v ynucfiolJMH,a c'{1yarcu;nja rrpoMeHJDHBe z, rrope.n; eBera Tora 
IIITO, CMaTpaHa KaO qJyHKIJ;nja IIpoMeHJDUBe tt, HCTa <flyHitiJ;Hja 
U.Ata 'KpUUiU't'KUX UiattaKa. 

TaKaB ce cJiycraj jaBJba H. np. Ka.n: je 

(62) 

r.n;e je a KOHCTaHTa Koja ncnyrnaBa nsBecHe rroro.n;6e. CMaTpaHa 
KaO <flyHKIJ;Hja rrpOMeHJbHBe U, cllYHKIJ;lfja V HMa ,I(Be ItpHTH'lKe 
Ta <IKe u= a n u=- a. ·ReKa je A jP,n:aH rwpeH je,n:Ha'-IIIHe 

(63) u(z) 2 ~a2 =0, 

rra rrpemocTaBnMo .n;a je KOHcTaHTa a Tarma, .n;a je sa moj o.n;­
roBapajyh.rr rtopeH A je,n:Ha'lHHe (63) napas u (),+x) uap1w 
rfiy~tn,t~uja upo.AteHJbwJe x, 110ja H.Ma x=O Kao coojy oou•t?ty iiiatt'Ky. 
Ta,n:a Ce Ta cllYHI<U:Hla, sa Bpe,n:HOCTH X y 6JIHSHHII HyJie, MO'Re pa­
SBIITII y pe~ Koja he ca~p:rKaTa caMo napne cTerreHe rrpoMeHJbHBe x 

u (A.+x)= A o+ Aix2 + A~tx4 + A5x6 + · · · 
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mro 3a x=O JJ;aje 

Ao=u (1.), 

IIOillTO je 1. IWpeH jeJJ;Ha'IIIHe (63). IJpC\!a TOMe je 

(64) [ u(), +x)]2-a2 = x 2
( B2 + B4x 2 + B 6x 4+ · · ·). 

AKO ce TaJJ;a 3a X yaMe npeJJ;HOCT X = z - 1. ' jeJJ;Ha'IMHa 
(64) IIOCTaje 

u(z)2 - a2 = (z -1.)2 [B2 + B4 (z- "-f~+B6 (z- A) 4 + · · ·], 

a rrpeMa TOMe je 

rJJ;e je 'V (z ) <f>YHKIJ,nja IWHa'IHa M OJJ; HyJie paaJIM'IHa aa z = A. 
JeJJ;Ha'IIfHa (65) IIOKaayje JJ;a Bpel(HOCT Z= 1. HMje Kpn­

Tl1'IKa 'l'a'IKa qlyHKIJ,Hje v , Beh jeJJ;Ha n,eaa o6n'IHa ay Jia. A rcao 
mro ce BHJJ;H, TarmB cJiy'laj yBeK aacTyrra I{aJJ; cy Mcrryaean 
OBH YCJIOBM: 

l o Ko peH z = 1. jeJJ;Ha'IH:He (63) je o6n'IHa Ta 'IKa aa qlyHrt­
IJ,njy u (z) ; 

2° Mapaa u (1.+x) je rrapHa <f>YHI\J(Hja rrpoMeBJDime x. 
A O'IeBHJJ;HO je JJ;a 6n TO CBe BaamJIO Il OHJJ;a, KaJI; 611: jeJJ;aH 

HJIH BMIIIe rrpBMX KOe<flHIJ,HjeHaTa B 2 , B4 , B 6 • • • Ha JJ;eCHOj 
C'rpaHR jeJJ;Ha'IHHe (64) 611JII1 jeJJ;Harm symr; M TaJJ;a 6M ce orreT 
HMao rtao aajeJJ;HR'IKM 'IHHIIJiaiJ, rrapaa crerrea rrpoMeHJDIIBe x , 
na 6M ce HMaO MCTII aaKJDJ'Iart. 

IJpiiMeHIIMO CaJJ; TO Ha <f>YHKIJ,Hjy 

v= en z = Vl u2
• 

JeJJ;Ha'IHHa (63) je 

l-sn2 z =O 

n oHa MMa y ocHOBHOM rrapaJieJiorpa:dy rrepMo.L(a aa rwpeae 
BpeJJ;HOCTII A=K H J....=K+2iK' OJI; KOjllX ce JJ;pyra MOJ:I"'e CMarpaTII 
KaO XOMOJIOra Bpe,ll;HOCTM K , rra je, JJ;aitJie, JJ;OBOJDHO UCIIll.TaTM 
caM o Kop eH A= K . 
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sn ( 2K - z ) = sn z 
.n;o6nja ce .n;a je 

sn (K- x) = sn (K + x) , 

mTo rroKaayje .n;a, ·Ka.n; ce yaMe aa }. Bpe.n;HOCT K, napaa sn (A+x) 
je rrapHa <l1JHKI.J;Hja IIpOMeHJbHBe X, na KaKO je Z=K 06H'!Ha 
Ta 'IRa aa sn z , TO cy o6a roptba ycJioBa l o n 2° HcrrylheHa, n 
rrpeMa TOMe aa cpJHI{I.J;Hjy V= en z Bpe.n;HOCT Z= K HHje RpH­
Tll'IRa Ta'!Ka. 'ra C~JHKI.J;Hja HMa, ,n;aRJie, RaO CIIHryJiapHTeTe 
caMo rroJioBe, TaKo .n;a je H oHa, I{ao H sn z , .Mepo.Mopifnw q)yHI{­
u;wja rrpoMeHJbHBe z . 

Mapa a 

CMa1'paH Rao cpyaKu;nja rrpoMeHJDHBe u= snz je HeocrropHo 
MJJITHcpOpMHa ci)JHRI.J;Mja Te npoMeHJbHBe, aJIH, CMaTpaH RaO 
Cl)JHRI.J;nja npOMeHJbHBe Z, OH je JHHC~OpMHa cflJHRI.J;Hja OBe 
npoMeHJbHBe. OH, ea cBojHM .n;BojHHM aHaRoM + He npe.n;­
cTaBJba ,ll;Be .n;eTepMHHai.J;Hje je.n;He HCTe MJJITRcfJOpMHe cflJHRI.J;Hje, 
Beh .n;Be je.n;ay o.n; .n;pyre paaJIU'IHe cflYHKI.J;Hje en z H -en z , 
KaO illTO je TO CJiyqaj ea Hapa30M + z3, H RaO IIITO je TaKO~ e 

eJiyqaj ea H3pa30M + jf l -sin~ Z • OBJ IIOCJie,ll;IbJ cflJHKI.J;Hjy 
o6yxBaTa ropiDn aaKJOJ .. IaK o HenocTojaibY RpHTH'IKHx Ta'laKa, 

n !hoj aa A o.n;roBapa Bpe.n;Hocr A= ; . 

IlpHMeHHMO ca.n; roplbe orrmTe aaRJOJ'IKe Ha cflYHRI.J;njy 

v=dn z ·]fl-k2 ~n2 z = ]fl-Pu2 

HaiiHeaHy J 06JIHI<J 

Je.n;Ha'IHHa (63) je 

v=k ·vl_ -u2 Jc2 • 

l 
sn2z-~ =O 



H HMa J OCHOBilOM rtapMeJIOrpaMy rrepH:o,IJ;a aa IćOpeHe :13pe;t­
HOCTH: K +iK' n 3K +iK'. IlomTO je 2iK' nepno,IJ;a tl)YBI\11Mje 
sn z, 6nhe 

sn (2K -z)=sn (2K +2iK'-z) =sn z, 

TaKo ,IJ;a Ka.IJ; ce sa A ysMe K +iK', 6nhe 

sn ( 2A _:_z ) =sn z , 

sn (1.+x) =sn (:t..- x ), 

mTo rroKasyje ,IJ;a je n spas sn (:t..+ x) nap Ha cpyHit11Mja rrpo­
MeHJb:HBe X. 

TaKO HCTO, IIOillTO cy 4K II 'L-iK' rrepHO,IJ;e tl)JHK11Hje sn z, 
TO aKO ce sa KopeR A JSMe 3K +iK' 6Hhe 

sn(6K + 2iK'-z)=sn (2:t..- z) =sn z , 

TaKO ,JJ; a je o ner n spas sn (:t..+ x) nap Ha cpyHK11nja rrpoMeHJbnBe x. 

To IIOKasyje ,IJ;a cy JCJIOBH: 1° H 2° HCIIJibeHH H ,IJ;a KO­
peHH :t.. HHCY sa cl)JHit11rijy v KpHTH':IKe Ta ':IKe. H cl)JHK11H:ja dn z 
HMa, ,IJ;aKJie, Kao cimryJiapn:TeTe caMo rroJioBe, raKo ,IJ;a je H oHa 
.Atepo..uopifnw cl)JHI<11H:ja rrpoMeirJbHBe z-. 

Ha pas 

He rrpe,IJ;craBJba ,IJ;arme, rcao HH y cJiy-.:rajy cl)YHK11Hje en z , .IJ;Be 
,IJ;erepMH:Hlllliije je,D;He HCTe (l)JHK11Uje, Beh ,IJ;Be pa3JIH':IHe CpJHK-
llHje -dn z H +dn z. · 

17. DepHO,ll,e QJYHKI~Hja en z H dn z 

ITocMaTpajMo orreT cpyHK:u;Hjy 

v= cD(u), 

r.IJ;e je <P ,IJ;aTa aJire6apcKa cpyHK1111ja rrpoMeHJbHBe u, HHBep­
CHje HHrerpaJia (61). 



MorJio 6rr Ha rrptm: rrorJie.n; H3rJJe.n;atn .n;a, rromro u HMa 
3a OCHOBHe rrepHO)J;e Bpe,n;HOCTH 

H w2 =2iK', 

Te he HCTe Bpe,n;HOCTn liMa TH 3a rrepHO.IJ;e H lPJHKI.J;Hja V. I1 TO 
he O.IJ;HCTa TaKO 6IITH Ita.n; ro.n; je <l> pau;HOHaJIHa Cl)JHKIJ;Hja npo­
MeHJbll.Be u. AJJH TO He Mopa 6HTU Ita.n; je cp npau;noHaJIHa aJire-
6apcKa lPYHR:u;wja ea Bnme .n;eTep~nmau;nja, na Ma OHa u 6uJia 
yHM!f>opMHa cl)YHKI.J;Hja npoMeHJbHBe z. 

IIpeMa Hanpe.n; H3JIOJReHOM onmTeM rrocTyrmy 3a o.n;pe~H­
Baibe rrepHo.n;a cJ1YHK:u;wja mro 3aBHce o.n; je.n;He rrpoMeHJbUBe 
Z, BU)J;II Ce ,n;a OCHOBHe rrepHO.IJ;e CJ)JHKIJ.Rje V 3aBIICe: 

l 0 O )J; Bpe.IJ;HOCTH HHTerpaJia (61) J3eTOr ,n;y:JJ.t KOHTypa J 
paBHII DpOMeHJbHBe U OmiCaHIU OIW KpHTH'IICHX Ta'IaKa CpJHKIJ.Hje 

2° o.n; npoMeHa .n;eTepMHHau;Hja Tora H3pa3a no o6HJiacKy 
irpoMeHJbHBe U OKO THX Kpll.TH'IKHX Ta'IaKa ; 

3° o.n; npoMeHa .n;eTep:r.nma:u.aja g)yHK:U.Hje <P (u) npR THM 
o6uJiacu;aMa. 

IIocMaTpajMo Hajnpe cpyHKI.J;Hjy 

v= ]f 1-u2 = en z, 

r.n;e je u HHBepcHja HHTerpa:rra (61). ·Kao mTo je Harrpe.n; rroKa-
3aHo, Ka.n; ce IIHTerpau;aja H3Bpmii .n;y~ nyTaiDe 03Ha'IeHe Ha 
cJI. 13, nomaBmH ll3 O ea .n;erepMHHau;HjOM (+) KBa.n;paTHOr 
IWpeHa, CTH~e ce TIOHOBO J 0 ea Bpe,n;HOillTIJ 2K HHTerpaJia, a 
ea .n;erepMnHau;HjoM ·(-) KBa,n;paTHor Ita peHa; y Ta'IKY u ce, 
.n;aKJie, CTHme ea Bpe.n;Homhy 2K :-z HHTerpaJia. 

AKO ee ca.n; lPYHKI.J;IIja V IIOCMaTpa, He KaO cpyHKI.J;Hja npoMeH­
JbHBe Z, Beb KaO CJ)JHKI.J;Hja npoMeHJbiiBe U, O Ha liMa U= l KaO KpH­
TIPIRJ Ta'IKJ H npu o6n.l:IaCKJ OKO Te Ta 'IKe npeJia3.II 0,11; ,n;eTepMHHa-

' I.J;H,j e + V 1-~~2 Ha .n;eTepMHHau;Hjy-V l - u 2
• AKo ce, .n;aKJie, 

npn o.n;pe,n;6H HHTerpaJia (61) H.IJ;e ,11;HpeKTHOM DJTaiDOM G 0,!1; 
B .t( ' ifa~Ke 0 .IJ;O u, lPYHKIJ;Hja v he HMaTR 3a Bpe)..(HOCT 

V0 . + V1-u2 = + ]fl-sn2 z; 
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a aiW Ce IJ,Z:(e Hajrrpe IWHTJpOM CJI. 13, na 3aTHM ,Il;I-!peKTHlfM 
rryTeM ,1:(0 U, <PJHit~Mja V he HMaTl:I aa Bpe.n;HOCT 

V 1 = -V l- sn2 (2K - z) . 

ila I10illTO je 

v0 =cnz, v1 = - cn(2K - z), 

a <PYHK~aja v= en z je yHm:f>opMHa, na .n;arme o6e rryTaibe MO­
Mopajy ,Z:(OBeCTU ,1:(0 je,Z:(He HCTe Bpe.n;HOCTII V, TO je v1 = V 0 Tj. 

en(2K -z)= -cnz. 

l{a.n; ce y TOMe o6pac~y HaBpmH cMeHa 

z=2K +x, 
OH rrocraje 

enx=-cn (2K + x ), 

na Ka,!:( ce Ta CMeHa jom je,Z:(HOM ITOHOBif, T. j. CMeHH Ce X ea 
2K +x, .n;o6Hja ce .n;a je 

en ( x + 4K) =en x , 

ua 'lera ce Bn.n;a .n; a en x H Ma aa rrepHo.n;y 4K. 
llocMaTpajMo ca.n; HHTerpaJI (61) yae·r .n;yJI'/. KOHType oaaa­

qeae aa CJI. 14. Harrpe.n; je rroKaaaHo .n;a, rca.n; ce HHTerpa~Bja 
HaBpmH .n;yJ~t rarme KOHType, rromaBirrn 
H3 O ea .n;erepMHHa~HjoM C+> rma­
.n;parHor rwpeHa, CTHJ!te ce rroHOBO y 
O ea Bpe.n;Homhy 2K- 2iK' HHTerpa­
Jia, a ea ,Z:(eTepMHHa~HjOM (-) KBa­
.n;paTHOr KOpeHa ITO,!:( HHTerpaJIHUM 

o 

~ 
u 

+1 

aHaKOM; y Ta'lrty tt ce, .n;arme, crnme ea en. 14. 
Bpe.n;aomhy 2K- 2iK'- z HHTerpaJia. 

Ca .n;pyre crpaHe, aKo ce v cMarpa rmo cJlYHI\~Hja r.:poMeH-

1 (' JbHBe tt, ORa HeMa Ta'IKY 1t =-k--- KaO KpHTH'IKY Ta'IKJ ]ep 

cy joj KpUTH'!Ke Ta'!Ke CaMO U=+ l), na, ,Z:(aKJie, DO 06HJIUCKJ 

npoMeHJbHBe U OKO Ta'IKe u = + <PJHKII;Hja V He Melba .n;e-
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TepMHHa~ujy. AKo ce, .n;at<.Jie, npn o.n;pe,n;6H HHTerpaJia (61), H.zte 
.n;11peKTHOM rryraiDoM G o.n; Ta'!Ite O ,n:o u , q)yHK~Ifja v he HMaTH 
aa Bpe,n;HOCT 

a aKO Ce II,n:e Hajrrpe KOHTypoM CJI. 14, na aaTIDf ,D;HpeKTHOM 
nyraioOM .n;o u , cTH.me ce y u ea Bpe.n;Homhy 

v1 = + ( 1- sn2 (2K -2iK'-z) · 

Ila TIOillTO je 

v1 = en (2K- 2iK'- z) = en(z - 'JK + 2iK'), 

TO, aKO ce Bpe,D;HOCTH Z ,IJ;O,IJ;a 4K (lllTO He MeJDa Bpe,n;HOCT cpyHK­
~Hje, rromro je 4K nep11o.n;a) .n;o611ja ce .n;a je 

~·1 = en(z + 2K + 2iK'). 

A ItaiW je v = en z YHHcJlopMHa <PYHK~Hja, '1'0 cBe nyraiDe 
MOpajy ,D;OBO,IJ;HTII ,IJ;O je,IJ;Be HCTe Bpe,D;HOC'l'H V, na je, .ztaKJie, 
V1 =Vo , a U3 TOl'a je 

en (z + 2K + 2iK') = en z , 

H3 'lera Ce BH.II;H ,n;a je 2K + 2iK' je,n;Ha OCHOBHa rrepHO.zta cJlYHK­
qHje en z. 

([>yli'KI(Uja en Z U.Ata, 8a1Ule, 86e oe'H.061ie iiepuo8e, je8'1iy peaA'IiY 

u jeO'Iiy 'KO.MUMKeliy 2 K ·Zi K''9--------r>6K + 2.iK' 

w11 = 2K + 2iK'. 
en~ 

IbeH OCHOBHH napaJieJIO- O 4K 

rpaM rrepno.n;a HMa o6JIHK cJI. 15. 
Y O'IHMO ca,n; cpyHI{~Hjy CJI. 15. 

v= V l - k~ uli= dn z, 

r.n;e je orrer u HHBepcnja HHTerpaJia (61). 



Kao IllTO je Harrpe,n: llOK3.3aH0, Ka ,Ii; ce UHTerpa:o;Hja IISBpmH 
.n;ym nynl:he cJI. 13, nomaBmn ea ,n:eTepMrma:o;ujoM ( +) KBa,n:· 
paTHOr KOpeHa, CTHJRe ce IIOHOBO y 0 ea Bpe,n:aornhy 2K IIHTe· 
rpaJia, a ea ,n:eTep11mHa:o;HjOM (-) KBa,n:paTHOr Kopeaa no.n: HH­
TerpaJIHHM saaKoM; y Ta':Ircy u ce CTHJrte ea Bpe.n;aornhy 2K - z 
l!HTerpami (61). 

Ila ItaKO, Ka,n: ·Ce V CMaTpa Jtao CJ)YHKIJ;Hja npOMeHJbHBe u, 
ORa HeMa Ta'IKY U= + 1 KaO · KpHTU'IKY Ta':Ircy, TO TIO 06HJiacrcy 
OKO Te Tacme OBa He hleJba CBojy llOJiasay ,n:eTepM!iHa:o;Hjy 

+ V 1-k2 u2. AKo ce, ,n:aKJie, !I.n;e .n:npeKTHOM nyTai-boM o.n: O 
.IJ;O U , CJ)yHK:o;nja V he IIMaTI1 sa Bpep;HOCT 

(66) Vo=-= + V 1 - k2 u 2 = + 1/ 1-Psn2 z =dn z; 

a mw ce n.n:e aajrrpe KOHTypoM CJI. 13, na saTIHI .n:npeKTHOM 
nyTai-bOM 0 .Il:O U , ORa he HMaTII Sa Bpe.n;HOCT 

v1 = +V l- k~ sn2 (2K - z) = dn (2K- z) , 

na nO Ill TO je lPYHKIJ;Hja cl n Z YHHCJlOpMHa, MOp a 6HTII v1 =Vo Tj. 

dn(2K - z) = cln z . 

l{a.n; ce y TOMe o6pac:o;y eMe HM z ea - z , .n;o6Hja ce, rro­
mTo je dn z napHa cJ)YHK:o;Hja, .n:a je 

dn (z + 2K) = dnz. 

rnTo normsyje .n:a je 2K rrepno.n;a <PYHK:o;nje dn z . , 
IIocMaTpajMo ca.n; naTerpaJI (61) yseT Hl'.jrrpe .n;ym KOHType 

CJI. 14. Kao mTo je noRasaHo, nomaBmH ns O ea .n;eTepMiiHa­
nHjoM C+) rma.n:paTHor rwpeHa, cTnme ce rroHoBo y O ea Bpe.n:­
Hornhy 2K- 2iK' lJRTerpaJia, a ea ,n:eTepMHHaiJ;HjOM (-) KBa,n:­
paTHOr KO peHa ; y -Ta 'IKY U CTHJRe ce ea Bpe,n:Hornfiy 2K-2iK' - Z 

HCTOra HRTerpaJia. 
Ca .n:pyre cTpaHe, Ka,n: ce v cMaTpa Kao cpyaKnMja npoMeH-

1 
JbHBe u, OHa UMa Ta'IKY u= - k- Kao KpHTii'IKY Ta'IRy, na 

,n:aKJie ITO 06HJiaCKY npoMeHJbHBe U OIW Te Ta'IKe lPYHKIJ;Hja V 

Mei-ba ,n:eTepMHHa:o;Mjy. AKO ce, npeMa TOMe, H,D;e ,n:upeKTHOM ny-



T3IhOM O,n 0 ,no U, tPYHKD;Hja V he I1M3Tli sa Bpe,nHOCT (66), a 
aKO Ce Hajrrpe H_ne KOHTypoM CJI. 14, na 3aTIIM ,nHpeF.THOM rry­
T3FbOM ,no u , cTmKe ce y u ea Bpe,nHornhy 

v1 = - V l - 7c2 sn2 (2K- 2iK' - z)= -dn (2K - 2iK'- z), 

na IIOIIITO MOpa 6HTII V1 = Vo (j ep je cpyHKD;Hja U YHIIcpopMHa), TO je 

dn (2K -2iK'- z)=-dn z; 

a IIOIIITO je 2K je,nHa rrepHo_na <JlYHI\l~Mje, TO ce _no611ja 

dn(-z-2iK')=- dnz, 

IIJilf, IIOIIITO je dn Z napHa q)yHI\l~Mja 

dn(z+2iK') =-dn z. 

AI<O ce ea .n Bpe,nHOCTH z ,no ,na 2iK', rrocJie,nlhH o6pasan; ,naj e 

dn(z+4iK') =- dn(z +2iK') =dn z 

IIITO rroKasyje ,na je 4iK' rrepno,na ll)YHitn;nje. 'tiK 
<Py'HiK1~uja dn z U.Ata oaK M oee OC1W8Xe 

iiepuooe, jeoxy peaJT,xy 

U\=2K 

Wll=4iK'. 

IheH ocHOBHH napaJieJiorpaM rrepno,na 
liMa 06JIUK CJI. 16. 

o 

18. Hyrte H DOJIOBH lf>yHI<IJ,Hje en Z 

2.K-r4iK 

dn-. 

2.K 

C.1. 16. 

3a rrpoy'IaBalhe tl)YHKn;nje en z CJIYJKe rcao rroJiasHa Ta 'IKa 
_!heHe Bese ea q)yHKD;HjoM sn z HCKasaHe o6pacn;HMa 

(G7) 

(GS) 

en z= V l - sn 2 z , 

en' z =-snz ·dn z. 
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<t>yHR~Hja en z rrocraje e.naaKa HJJIH sa Bpe.D;HOCTH z sa 
Koje je 

sn z= -1 u sn z= + l , 

a TaKBe Bpe,ll;HOCTH, Ca,ll;pJRaHe J OCHOBHOM rrapaJieJIOI'paMy 
rrepuo.na qJyHK~Hje, jecy 

z=3K u z=K. 

Ka.n ce THM .D;BeMa Bpe.D;HOCTHM~ rrpn.na.ny MJJITIUIJIII pe­
a.JIHe rrepuo;~e 4K tllYHKu;aje, .no6;rja ce oecKpajnu nu3 'H>eMux uo­
JuiUuBMux u nezaiUuBMUX pea.aMux nyAa, Koje ce cBe .Atozy u3pa-
3uiiiu OUU/,lUUJit oopaCI(e.At 

z= (2m+l)K. 

A Ka.n ce oBu~m rrpn.na.ny MJJITHIIJIH HMarnHapHe rrepno.ne 
2K + 2iK' , .no6Hja ce oecKpajnu nu3 u.Atazunapxux nyAa cfiynKI{uje 
'KOje ce C6e U3pa01ca8ajy OUU/,WUM oopaC1feM 

z'= (2m + 1) K + 2niK' . 

CBe cy re HyJie iipociiie, j ep je sa cBaKy o.n Ibl1X 

sn z= + l , dn z = + V l - lc2 
, 

na .na1we HSBO.D; 

en' z=- snz • dnz 

HMa o.n; By Jie pasJIH~.my Bpe.naocr +V l- k2 • 

To IIOKasyje y ncro BpeMe .na cfiynKI{Uja en z Me'H>a JnaK 
upu C6a/{O.It upMaCKY Kp03 jeoMy CBojy peaA'H.Y nyAy, 

lis o6pacu;a (67) jacHo je .na en z uMa uciiie uMoBe u 
uciUoza peoa Kao u cfiYMK1,fuja sn 2 z, j ep ce sa Bemme Bpe.D;HOCTH 
sn Z IIOTKOpeHH HSpas IIOHaiiia KaO sn2 Z , a CaM KBa.D;paTHH KO­
peH Kao sn z. CEH cy IIOJIOBH, rrpeMa TOMe, U.Mazunapxu u upo­
ciUu. cDJHKIJ;Hja en z ociUaje Koxa>txa Ja CBe peaAxe BpeoHociUu z . 

lis ncrnx pasJiora n ocra~n cJ)JHI<~Hje en z sa cBaKn IbeH 
. l l . . 

IIOJI z= a .cy Je.naa o.n Bpe.nHocrn -y HJIH +T, Jep Je rpa-

Hlf~Ha Bpe,ll;HOCT HSpasa 

(z-a)·cnz sa 

• 



Gl 

nera Kao H aa uapaa 

( z-a)· sn z. 

. IlpHMCTHMO jom H TO ,n;a, IIOillTO Ce CBC peaJIHe Bpe,n;HOCTU 
cJJYHinvrje sn z HaJiaae HaMe~y - l n +l , upeMa o6pacuy (67) 
TaiW he liCTO 6HTH H ea cJlJHKUrijOM en z. 

Bpe.n;Hocm z , aa Koje cnz .n;o6Hja cnoje KpajiLe npe.a;HOCTI! 
+l , jecy oae aa Iwje je sn z= O, a TO cy y ocaonao~r napa­
JieJiorpaMy nepno;J;a npe.n;HOCTII O H 2K . 

19. HyJie H IIOJIOBH ljlyHI<U,Hje dn z 

l1. 3a npoyqanai-be oco6nHa ci)JHKU:Hjr. dn z noJiaaHa je nqrca 
Ibeua neaa ea 1)YHKUHjOM sn z , H3pameHa peJiaUHjaMa 

(69) 

(70) 

dn z= vr::- lc2 sn2 z' 

dn' z= - k 2 sn z · dn z . 

(l>yHKUHja IIOCTBje je.D;HBI\a HJJIII aa Bpe,n;HOCTII Z 3U KOje je 

l 
snz = +·-­-k' 

a OHC O,ll 'l'HX Bpe;~HOCTH, illTO cy ca,n;pJRBHC J lbCHOMe OCHOB­
llOM napaJTeJiorpaMy nepno.n;a, jecy 

a= K +iK' II a'= K +3iK'. 

Ka.n; ce TIIM HyJiaMa npn.n;a.n;y MJJITHIIJIII 2mK + 4niK' lbe­
HIJX nepno.n;a 2K u 4iK', .n;o6nja ce oecKpajax x·u.a xyJta cfiyH:K~fuje 
KOJe cy C6e U.Atamxap'H.e u tt3paJICeHe OUUtUtU.M oopaCifeJU 

a=(2m+l)K +(2n+l)iK'. 

Cne cy Te ayJie upoc~.«e, jep aa Ma rwjy o.n; IbHX je 

l 
snz=+T, -v- T cnz = 1--, Jc2 

TBKO ,lla HaBO.D; (70) H~Ia O.D; HJJie pa3Jinqay Bpe,n;HOCT +lflcla -l . 
Ma o6pacua (69) BH,n;a ce .n;a dn z nMa ene cnoje noJione 

neTe Kao n sn z H .n;a cy cnn up6oza peoa, je p ce aa neJIHKe npe.n;-
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HOCTII sn Z IIOT!WpeHII II3pa3 (69) IIOHarna 1\aO k2 sn2 Z. C8tt cy 
UOJT,OBU, oaKJT,e, u~'a ZU'H,ap'H,U u iipociUu. To IIOIW3Jje .n;a rftyH-Ku,uja 
ociUaje '/Wrtal(,H-a aa cBe peaJT, H.e BpcoH.ociii.u z. 

li3 HCTHX paaJIOra II OCTaU:U CJ)JHI\IJ;lfje dn Z 3a CBa!\Il Ibeii 
IIOJI z=a cy je.n;aa o.n; Bpe.n;aocTn +l, jep je rpaawma Bpe.n;­
HOCT II3paaa 

(z- a)· dn? z=a 

JC,lJ,HaKa je,lJ,HOj UJIII .n;pyroj O,lJ, THX ,lJ,Bejy Bpe,lJ,HOCTI1. 
IlornTo dn z HeMa peaJIHHX HyJia, a rrocTaje je.n;aarta j e.n;u­

HHU:I1 aa Bpe,lJ,HOCTII Z aa KOje je sn Z= 0, T. j. aa Hpe.n;HOCTH 

z = O , + 2K , + 4K, +6K ··· 
- ' 

TO I\:pima JIIIHHja y = dn x ae rrpeceu:a ocoBHHY Ox. A rrornTo ce aa 

z=+ K, + 3K, +5K ··· - ' 
.n;o6Hja Kao Kpajrna .n;on,a rpaawma Bpe.n;aocT cpy HKU:Hje 6poj 

V l -7c2 , TO je u:eJia Kp!IBl ca;u;pJKa!Ia y o6JiaCT!I paBarr xOy 
orpaHir<Ieaoj .n;BeMa upaBa~ra 

v= t JI y = j/1-k}. 

20. J<pMBe JIMHHje lllTO npeTCTaBlliajy OCHOBHe 

eJIHUTM'II<e ljlyHI<JJ,Hje 

Ha eBera rnTo je .n;oB;u;e Kaaaao M03IW ce cacTaBHTII emma 
O 06JII-IU:IIMa 1\pllBl!X JIIIHIIja IWje rrpCTCTaBJLajy OCHOBHe CJIHII-

tl .y 
;::-- X 

K K ; :)K. <tK. 

-l 
C:r. 17. 

TIIqKe fJ)YHKIJ,nje. Tn cy o6JiniJ,u npeTCTaBJbeaa Ha CJI. 17, 18 
u 19 II TO y 01\Bllpy je.n.ue rrepliO,lJ,C O ,lJ, Z= 0 )J;O Z=4K aa 1\pUBe 
JlRHHje 



(71) y=snx u y=cnx, 

a y ormRpy je;J:rre nepao.n;e o.n; z=O .n;o z=2K 3a rtpuBy 

(72) y=dnx. 

'f 
, , ---+1 -- \'-1-, , , (. , , 

-K o 2K .3K 

-1 

CJI. 18. 

Kpn:Be (71) jarw noTcehajy Ha Kprme 

y=s]n x II y=cosx 

----+1 ---
X 

o K 2K 

-l 

CJI. 19. 

ea no.n;ecao Hsa6paHoM nepno.n;oM. Y Ta'IRaMa y IwjuMa je 

v=-1, y=O, !J=+l 

rcpnBe (71) ce Ta'IHO noi:wanajy ea ItprmaMa 

(73) 
. :rex 

y = sm 2K II 

Koje TaKo~e HMajy sa nepHo.n;y 4K . 

fCX 
y =cos-2K 
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X 

'iK 

JiiCTe KpHBe (71) H HIICJ HliiDTa .n;pyro ,ll;O HeillTO .n;ecJ)op­
Ml'ICaHe ItpHBe (73). Ta .n;ecpopMan;nj'a je y TOJIHIW rJia611ja, y 
IWJimco ce k Malhe pasmmyje o;:~; ByJie. Ra.n; je k=O, KpnBe (71) 
l'I (73) ce ra'l:a:O noJwanajy. 
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21. Mo.a.ynapua Tpauc4lopMaU,Hja OCHOBHHX 
eJIHDTHq~HX 4lYH~IJ,Hja 

Oaaa•HniO ea 

(llJHitqnje u .u.eqmn:acaae I\ao HHBepcnja Imrerparra 

3a ,D.Be paaae Bpe,ll.HOCTH k --= 7.:1 II k = k2 MO,ll..)Jla k. 
OmnTn rrpo6JieM .Awoy/lapH,e iiipmwfiop.Atat(uje cpyaru(llje sn z 

cacTojao 6n ce y TOMe .u.a ce, aaajyha Beay 

Il3MeiJY Mo.u.y;rra k1 n k2 , o.u.pe.u.u Beaa naMe~y o.u.roBapajyhnx 
IlM ({lYHKll;Iija U 1 H u2 • 

lla~re~y crre.o;HjaJIHnx npo6JieMa Te npcTe on.u.e he 6um 
pernea je.n.aa OA aajrrpocmjnx, rroaaaT rro.u. HMeHoM Landen-oBe 
iiipaH,ccfiop.Ata1fuje. O a ce cacToj tr y TOMe aa ce ?ta!Je Beaa ua.o,u!Jy 
u 1 u tt3 f(ao cy kt u lc2 eeaaH.u pe.ttatfujoM oo/InKa 

t 
k1 2 (l +k~)- 47c2=0. 

Il3Bp1IIU CMeHa 

(74) 
(1 +k') v 

u= l+k'v2 ' 

r.u.e cy k n lc' neaaan peJia:u;HjOM 

k2 ( 1 + 7c') 2 - 47.:' - o , 
je.u.aa'-nma ce npeTBapa y 

dz = (1 -l-lc') dv 
l' ( 1-v2

) ( l- k' 2 v2 J 

o '-IeMy ce ynepaBaMo aenocpe.u.ao, nasprnrmum TaKBY cMeay. 
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AKo ce Ta.n:a yaMe aa k Bpe.r..aocT k1 , a aa k' Bpe,n:HOCT k2 , 

<f>yHK~Hja U IIOCTaje u1 , a v IIOC.Taje u2 • Ca ,n:pyre CTpaHe, H3 
je,n:Ha"'!HHe 

du1 _ (l k ) du2 

dz = V (l 2 ( k .. 2 - + 2 V (L 2) (l k 2 2 - u1 ) l - ~- u1 ) - u2 - ~ u 2 ) 

aaJiaaH ce UHBepcnjoM .n:a je 

u.1 = sn (k1 , z) , 

u 2 =sn (k2 , l-:kJ · 
Ila IIOillTO cy u H V Be38HM peJia~HjOM (74), MCTa he pe· 

.rra~Hja Be3H:BaTH u1 U U~ , na ce H3 Tora M3BO,l.{H CT8B: 

. Kao ce y rpy'H:KU;uju sn (kt , z) BpeoH-ocm k1 cMeH-u fJpyzoM Bpeo­
'Kotuhy k% , 'KOja je iiiaK8a oa je 

U3.Me!;y upBoouw'/ie u 'HOBe rpy'KKU;uje sn(k1, z) u sn (k2 , z) iiociiioju Be3a 

zoe je 

v = sn(k _z ) · 
Z> l+ k2 

Ba.maocT cTaBa JiemH y TOMe, mTo OH .n:aje MoryhaocT .n:a 
ce je.n:aa ,n:aTa <f>YHK~Hja sn z Mapaau noMohy .n:pyre "'!H ju he 
Mo.n:yo k 6MTH paaJIH"'IaH o.n: Mo,n:yJia k ,n:aTe cpyaK~Hje. TaKo H. np. 
<f>YHK~Mje 

Beaaae cy peJia~njoM 

U=sn(·: .z), 

v= sn ( ~ , 4;) 

5v U=--?· 4+ v· 
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snz , enz, dnz 

Jia:Ko je .popMyJincaTII n o.nroBapajyhe cTaBoBe aa ocTaJie ,IJ,Be 
eJIHIITlPme rpyHim;nje en z n dn z . 

22. Aerenepau,uje ocnoBnux emmTuqt<ux ljlynt<u,uja 

Sa crreu,ujaJIHe Bpe,IJ,HOCTH k=O II k=l MO,IJ,yJia k OCHOBHe 
eJIHIITIPme ci)YHKIJ,Hje cBo.ne ce (.nereHepnmy) Ha eJieMeHTapHe 
<lJYHKll;llje lfJIII Ha KOHCTaHTy. TaKO, 3a k = 0 HHTerpaJI 

(75) -
" 

J dn 
z = r ( 1-~ll ~--=)c:---(-=1 ==-Jc---,-2 ".--u-2) ' 

o 

IDTO .netPnnnme rl>YHIO\ltjy u= sn z, cno.nn ce na IIHTerpaJI 

ll 

J du . 
Z = ( = arc Sin U , l l -112 

o 

a o.nronapajyha MY nanepcuja sn z eno .nM ce Ha sin z. cDyar<:­
u;uja en z CBO,IJ,H ce Ta .na Ha cos z, a <lJYHIU~Hja dn z Ha 1. 

Sa k = l HHTerpaJI (75) ce CBO"H Ha 

u 

z= J 1 :1~2 = ~ log~+:: 
o ' 

o,ttronapajyha <l)YHitu,wja sn z CBO,IJ,H ce aa npocTo-rrepuo.nrPmy 
.pyHRIJ,Hjy 

a <lJym~u,uje en z 
<f>YHKIJ,njy 

e=- e-z 
ez +e-z ' 

11 dn z aa je.nay ncTy rrpocTo-rrepno.niP:my 

2 
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3a CBe OCTaJie Bpe.:{HOCTH k , lliTO JieJKe II3Me~y 0 JJ l , 
'T8KBO je cBo~elbe HeMoryhao H HHBepcnja HHTerpaJia (75) -npe,n, 
CTRBJha je.D;HJ caCBU.M 'liOBY iiipa?iCtfe'HOe'H-iii?iy rjiy'li'Kl(Ujy, 1leCBOO· 
..!bUBY 'liU 'lia 'Ka'KBe 1fO.ItOU?ia1fUje ozpaH.U'f,eH.Ol opoja eJ!e.Me?iiUOp?iUX 
.ifJY?i'IH~uj a. 

J{ao lliTO je Harrpe,Il; IIOKaSaHO, KpHBe JIHHHje 

y = snx II y =cn x · 

"M8.:IO Ce paSJIHKyjy O,Il; ItpHBI1X 

. rrx 
y = sm 2K II 

rrx 
y = cos 2K 

ea KOjiiMa Ce T8'IHO IIOKJI8IJajy y 6eCI{p8jHO MHOfO Ta'IaKU II 
TO y OHFIMa Sa KOje je: 

y = -1 , y = O, y=+l. 

Ta CJIIl'IHocr, I\aO H I~IHoro6pojHe .npyre CJIH'IHOCTH y oco­
·6nHaMa THX OCHOBHIIX eJIH!lTH'lKI1X Ii TpHrOHOMeTpUCKI1X <PJHK· 
IJ;Hja, Y'IITHHJie CJ ,IJ;a cy OHIT, IIITO cy CTBOpHJIII TeOpHjy eJIHIITH'I­
KllX cpyHI\IJ;Hja, naasaJIII sn z " rrcey ,IJ;O-CHHyc", a en z "rrcey.no­
KOCHHyc". <DyHitiJ;I1ja dn Z , KOja ce sa k = 0 CBO,Il;H Ha 1 , 6IIJia 
je Hassaaa "rrcey.no-rroJiyrrpe'IHHK", jep CIIHyc H KOCHHyc rrpe,ll;­
CTaB.:najy nosHare liS TpnroHOMerpnje .nym.Ime sa Kpyr 'IHjH je 
noJiynpe'IHIIK l . 

HeTa je CJill'IHOCT ,IJ;aJia llOBOJJ;a H TOMe ,IJ;a ce OCHOBHe 
-eJIHllTll'IIW <PYHKIJ;l1je ,IJ;e<Pl1HHlliY jom II Ha OBaj Ha'IHH: 

Ka.n ce y o6pacu;y (75) nsBpmH cMeHa 

1t =sin <p, du = cos <p • d<p , 

HHrerpaJI (75) ce rrpe'rBapa y 

(76) 

q• 

J
. d<p 

z = V l - k2 si n" <p • 
o 

Y cneu;njaJIHOM cJJy'Iajy Ka,IJ; je k = O .no6nja ce .na je 
z = <p ; Ka,IJ; je Mo.nyo lc pasJin'IaH o.n HyJie , <p ce He rroKJiarra 
BHme ea Z,· Beh llOKasyje IISBeCHO O,Il;CTyrraine O,ll; Te Bpe,IJ;HOCTH, 
Koje je y Tommo Behe y KOJIHI\0 ce lc Bume pasJIHKyje O,IJ; HyJie. 
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Jacobi je rrpo:MeHJbRBY cp Haasao ,1 a:MrrmiTy~oM" rrpoMeH­
JbHBe Z H TO je OaHa"<IaBaO aHaKOM 

z = am cp. 

Ila 11omro je aa k=O 

sin Z= sin cp , cos z = cos cp, 

TO je aa k paaJIR"<IRO o.n; ay Jie J aco bi oaHa"<Ianao CflYHKD;Hjy sn z 
ea sin am z, a CflYHIUJ;Hjy en z ea cos am z . TeK cy ,rt;OIJ;HHje 
yne~eHe oasaKe sn z n en z . 

23. AJJ.H~HoHa TeopeMa sa eJIHIITH'II<e lf>YHI<~Hje 

HMa 6ea6poj CflYHKD;Hja f(z) aa Koje ce f(a+~), aa Ma 
KaKBe Bpe~HOCTH a JI !3, MOJKe HapaaHTII KaO a11zeoapC1ra CflyHK­
D;Hja Hapaaa f (a) , ( (~) II je~ HOr orpaHHqeHOr 6poja yaaCTOII-
HHX HaBO~a 

f' (a) , f" (n) , · · 

f (~) , f" (~) ' . . 
Ka~ ce TH Hano~H H caMn: -HapamaBajy Kao aJire6apcKe­

CflYHKI.\Hje Ha paaa f (a) H f (~), OH~a ce H f (a+~) H af aJKaBa. 
Kao aJJre6apcKa CflYBI{D;~ja HCTHX Hapaaa f(a) H f(~). 

Ka~ je~Ha (Jlyarc.u;nja Hcrryi:OaBa ycJIOB TaKBe BpcTe, aa lhY 
ce Kame ~a llMa cnojy aou?.fUO}tY iUeope"uy: osa HCI\asyje Ha"<IHID 
Tora napamaBa.EDa aa TY CflYHRn;njy. 

8a CBaKy CflyHI<D;liJY ((z) He IIOCTOjH a~HD;IIOHa TeopeMa. 
TaKo H. rrp. aa (JlyaK.u;Hjy 

~o6Hja ce ~a je 

rra IIOIDTO je 

e• = loa f(z) = f' (z) 
o f( z) 

f( a+~) ce Hapamasa y o6mmy 
f(,.l . f <P> 

f (a + ~)= elog f(a ) .log f (P) = e f (a). f <P> 

H3 "'!era ce BH~H ~a ce TO napamaBa He Kao aJire6apcKa, neh. 
KaO TpaHCD;eH~eHTHa cpyBKIJ;Hja H3paaa f(a), f(~), HJIU jom K 
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f' (a) H f' (~) . A aa BerrperJH~.D:HY MHOJKHBY cJ)JHIUJ:Hja youmre 
je II HeMoryfiHO HapaaHTH {(a+~) TaKO ,na <JlJBK}J:Hja 6y,ne HMaJia 

csojy a.nuwroHy reopeMy. 

AJIH IIOCTOjH: II 6ea6poj · q)JHKIJ:l1ja KOje IIMajy a,D;HIJ:HOHY 
TeopeMy y HaBe,D;eHOll CMIICJJJ. Tarw H. np. aa <JlJHKIJ:Hjy e• je 

f(cc + ~) = ea+P =ea· eP= f(a) • f(~). 

3a sinz je 

f(cc+~)=sina· cos~+sinl3 ·cosa=-

= f(cc) · f' (~) + f(~) · f' (a)= f(a) V 1-t'(l3)2 + f(~) Vl-f(cc)2
• 

Mem je cJiyqaj u ea <flyHKIJ:HjaMa cos z, tg z , cotg z , a 
Q'IeBH,ll;HO je ,na he TaKO 6HTH II ea Ma KaKBO.M arrre6apCKOM 
<fJYBK}J:HjOM rrpoMeHJbHBe z' UJIIT ~poMeHJbHBe eaz. Cne TaKBe 
<fJJHI\}J:llje IIMajy CBojy a,D;HIJ:IIOHJ TeopeMy. 

Os,ne he 61ITII noKaaaHo ,na II cow>a oo mpujy ocJWB'HIUX 
e.~~uii:iii.u~tKux rfiyn'~>u,uja iiiww!Je u.ua coojy aou!.fuony iiieope.uy. 

,Il;oKaa je CJIHqaH oHoMe Ha Koju ce ,no1caayje y MareMa­
TnqKoj aHaJIHan a.nuiJ:HOHa TeopeMa aa sin z . Sa ry ce cpyHKIJ:Hjy 
Ha eJieMeHrapaH iiipuzorw.AteiiipucKu Ha'IrrH .normayje rrocrojaibe 
TaKse reopeMe. 'raKan ce ,noKaa He rrpHMer:nyje Ha <flyHrtiJ:IIjy sn z, 
aJIH ce reopeMa MOJIW .nortaaanr Ha Ha'Irm cmrqaH oaoMe 
KOjH Ce aH,a./I,UWU>tK'I.l HCTiiqe Ha BH,ll;HK IlOCTOjaibe TeopeMe aa 

<flyBitiJ:lljy sin z . 
'raj ,ll;OKaa aa sin Z OCHOBaH je Ha 'IHibeHUIJ:IT ,na Ce OUIDTH 

nHTerpaJI .nn<JlepeHIJ:l1j aJI He j eJ; Ha q11He 

(77) 
dy 

Vl-y2 

dx 
Vl-x2 

Mome Hapaaarn: y .nsa paaaa o6?JHita 

(78) 

(79) 

arc sinx- arc sin y =e' 

x V1-y2-y Vl-xli= C'' 

r.ne cy e H O' IIHrerpa}J:Ii!OHe IWHCTaHTe. 
Je,nHa'IHHa (78) ce ,no6uja Herrocpe.naoM HHrerpaiJ:ujoM ooejy 

crpaHa je,nHa'!nHe (77). A ,na je H (79) orrmTK uarerpaJI nere 
je,naa'IHHe (77), BH.D:II ce Ibea~m .nucpepeanujaJieibeM Koje ,naje 
je,nHaqnay 
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dy ) + dx · ]f l - ?/ - dy · V l - x~= O . 
]fl-y2 

y Kojoj cy, npeMa (77), csa Tpn '-IJiaHa je.;:{Hai\a HyJin. 
Me~yTHM, Kao mTo ce aHa ns omme Teopnje .lUicpepeau;H:­

jaJIHIU je,D;Ha"<InHa npsora pe,11;a, Jta,D; ro,11; ,D;Be je.;:{HU"'IHHe 

f(x ,y) = e' cp (x, y) = C' 

IIpeTCTaBJbajy OIIITirii UHTerpaJI je.I{He IICTe je.I{Ha"'!llHe OHe He 
1110ry pnTII je~aa o~ ,11;pyre HeaaBIICIH', seh je je,D;Ha O;:{ cpyaK­
IJ;Hja f H cp cpyaKu;Hja ,11;pyre, TaKO ,11;a je 

(80) C' = <D (C), 

na Taj CJiyqaj MOpa OH:TII II ea ,D;BeMa jC.I{HU"'IIIHRMa (78) II (79). 
Ca ,11;pyre cTpase. Ita,D; ce y je.n.aa'IIIHII (78) cTaBII ,11;a je 

arc sin x =-" a , arc sin y = p , 

x = sin a , y =sin~, 

je.n.Ha"'!HHa nOCTaje 

(81) 

a je,D;aa<JHHa (79) ce npeTBapa y 

sin a · cos p - sin p · cos a. = C' , 

TaKO ,D;a je,D;Ha"<InHa (80) IIOCTaje 

(82) <D (a.- p) = sin a · cos p - cos a · sin ~ . 

,Il;a 6H ce o,11;pe,11;no o6mut cpymnurje <D , cTaBHMO y (82) ,11;a 
ie ~ = O , na ce ,11;06nja 

cD (a.)= sin a 

np~M:a -q;eMy_ (82) rrocTaje 

sin (a - p) = sin a · cos p - cos a. · sin p 
' 

HJIIf, c:MeHOM p ea -~ , 



71 

sin (a + ~) = sin a· cos~ + cos a· sin~ 

KOjH o6paaau: napaJitaBa a~MU:IWHY reopeuy aa cpyHKU:njy sin z • 
Hcrn ce aHaJIMrHqKn ~orma npHMeinyje n Ha <PYHKU:Mjy 

sn z . Kao mro je Hanpe~ KaaaHo, Euler-oBa ~M<PepeHU:HjaJIHa 

je~Ha'IHHa, HamlCaHa y 06JIHKY 

(83) 
dx _ dy -----x- - -----y 

r~e je 

(84) 

(85) 

Mome ce Harmcarn y ~Ba pasHa o6mma 

/ 

(86) 

(87) 

X !J 

J
.__!:!____ - ;·_!!jj_ = o 

X y ' 
o o 

xY-yX = C' 
1-k2 x:~y~ 

IlpeMa rope ItaaaHoMe Mopa 6arn 

(88) C' =<V (C). 

Ca ~pyre crpaHe, aKo ce craBa ~a je 

X y 

J a; =a ' 
o . J _r!j;_-y -(3 

o 

npeMa 'leMy je 
x =sna, y = snf3, 

dx 
X= -- = sn' cr 

da ' 
Y 

dy , (.l 

=~=Sl~ t-'> 

je·~ Ha'IHHa (86) nperBapa ce y 

a-~= e 
J ). • 
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a je.n;Ha"'HHa (87) y 

sn a; · sn' ~ - sn (3 • sn' a; 
1- k2 sn2 a;· sn 2 ~ 

C' 
' 

na ee saMeHoM y (88) .n;o6Mja 

(89) cD (a-~ _ sn a; · .sn'~- sn~· sn' a 
~")- 1-Psn2 a;:sn2 ~ 

,Il;a 6R Ce o.n;pe,ll;MO 06JIRK cpyHK:U:Mje cp , CTaBHMO y (88) .n;a 
je (3 = O , na ce, rromTo je 

snO = O, sn'O = l 
.n;o6Hja .n;a je 

cD (a)= sna.. 

06pasau; (89) .n;o6Mja Ta.n;a o6mm 

(90) ( ~) sn a · sn' (3 - sn (3 • sn' a 
sna-t-'= 

1 - k2 sn 2 a · sn 2 (3 

o.n;aKJie je, cMeBoM ~ ea - ~, 

(91) sn a · sn' (3 + sn ~ · sn' a. 
sn (a.+~) = 2 2 2 

~" 1 - k sn a · sn· (3 

A IIOIDTO je 
sn' x = en x · dn x , 

TO ce o6pasa:u: (91) Mome HarrMcaTa H y o6miKy 

(92) sn(a+f3) sna;·en~·dn(3+sn~·ena·dna 
l - k2 sn2 a; · sn2 (3 

HarrocJieTKy, y o6pac:u:y (92) Mory ce cpyHK:U:Hje en H dn 
CMeBHTH CBOjHM H3pa3HMa KaO cpyBK:U:Hje rrpOMeHJbHBe sn, IIO 
o6pac:u;HMa 

en x = V l - sn2 x , 

dnx = Vl-k2 sn2 x, 

-na ce .n;o6Hja o6pasa:u: KOjH HspamaBa sn (a.+ (3) Kao aJire6apcKy 
4lYHK:U:Hjy H3pasa sn a. H sn p . Taj o6pasa:u:, Kao H o6pasa:u: {91) 
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noKa3yjy .na aa rfiy'H-Ktfu}y sn z iiociiioju aoutfUOH-a iiieope.Ma H HC­
TH'IY Ha Blf.I(H:K o6mm Te TeopeMe, T.j. nattun na Koju ce sn (a+~) 

uapa:JICa6a Kao patfuona.Mta rfiyrtKtfu}a uapaaa 

sn a , sn ~ , sn' a , sn' l3 

u.au Kao a.azeoapcKa rfiyHKtfuja uapaaa 

sna H sn~. 

TH o6pacn;H yoomTaBajy eJieMeHTapHu TpHroHoMeTpHCKH 
-<>6pa3an; 3a sin (a+~), Ha KojH ce omi cso.ne Ra.n je k=O, Tj• 
Ra.n sn z , en z H dn z .nereHepnmy y sin z, cos z H l. 

1f3 lfCTHX Ce o6pa3an;a H OHHX ITITO HCKa3yjy Be3y H3Me~y 
-<J!YHKIJ;Hja sn , en , dn H3Bo.ne H a.nHU.H:OHe TeopeMe 3a en z H dn z, 
Roje cy ncKa3aHe o6pacn;HMa CJIU'IHHM o6pacuy (92): 

(93) _ en a · en l3 - sn a · sn ~ · dn a · dn ~ 
en (a+~) - 1 7c2 2 2 Cl ' - sna·snp 

(94) dn(a+~)= dna·dn~-ksna·sn~·cna·cn~ 
l - ?c2 sn2 a · sn2 !3 

-o.naKne ce, cMeHoM ~ ea -13, .no6ujajy o6pacn;11: 3a 

en ( a-13) n 

TaKo neTo, H3 TI1X ce o6p333IJ;a II3BO.I(H MHOmTBO .npyrHx 
KOjH, KaO H OHH, JOIIillT3B3jJ ll03HaTe TpHrOHOMeTpHCKe 06pacn;e 
H 0.!( KOjHX he Hel\II 6UTH Il3Be,I(eHII J OBOMe illTO CJie.I(yje. 

Kao opocT npHMep 6Hhe aase.neHa rrpiUJeHa o6pa3an;a aa 
CJiyqaj K3.I( je a= z n f3=K, Kao · H l\3.!( je a= z H l3 =-K 

sn ('l = sn K = l , sn tl = sn (- K) = - l , 

en tl = en K = O , en tl = en (- K) = O , 

dn(J=dnK=Vl k2
, dn1J=dn(-K)=Vl k2

• 

llpnMeHOM o6pacn;a 3a sn (a + 13) n sn (a -13) HaJia3H ce 
'Ta .na .na i e 



7-i 

en z 
sn (z + K) = -d- , 

nz 

en z 
sn(z-K) =- -d--. nz 

ICao cc, oaK.!!C, 8)JeJH-oeiiiu z oooa 'lCW8)JULUHa pea.!!HC uepu-
_en z . ~a_. ce OOC, snz UOCUtQ)C n u 00lj3.~1C Uta 'tCW6pWU'HG, SnZ UO· 
dn z ' 

_ . enz 
CUtQJC - --- • 

dn z 

•ro je yorrmTeiDe rrpana:m rro KOMe je 

sin (z + ~ ) = cos z , sin (z - ~ ) = - cos z . 

24. ~YHK~uje sn (mz ) , en (mz), dn (mz) 

l{a;.t ce y o6pariJ,nMa (92), (93), (94) CTUBII ~a je a = ~ 
~o6Đjajy ce o6paciJ,rr 

2 
_ ::::sn a · en a · dn a 

sn a - 1 1• 4 ' -1c-sn a 

(95) 
• <> _ l - 2 sn2 a + lc2 sn4 a en _ a - 1 ., 

4 l-tc- sn a 

KOj If ce sa k= O cno.n;e na eJieMeHTapHe TpnroHoMeTpnciw o6pacw~ 

sin 2 a = 2 sin a· cos a, 

cos 2 a = l- 2 sin2 a . 

lloMohy o6pasaiJ,a sa s6Hpone « + ~ II o6pasaiJ,a (95 ), ysenmu 
;.ta je (.1 = 2a, ;.to6njajy ce o6paciJ,{I rroMohy KOjHx ce Mory 
nspa-qyaaTu 

sn 3a , en 3rc , dn 3a , 

K8.n; Ce SHajy Bpe,.n;HOCTII 

sn a , en a , dn a 
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H TO Ce M:O.?Ke npo,ny.mi1Tll TaiW, .n;a ce IIOlliOhy IIOaHaTHX Bpe.n;­
HOCTII OBHX IIOCJie.D;H:.llX H3paaa Mory o.n;pe.n;IITH yaaCTOIIIW CBe 
Bpe.n;HOCTU 

sn (ma) , en (ma) , dn (ma) , 

25. 06pac~u sa s6npoBe H paSJIHJ<e (jlyHJ<~Hja sn z , en z , dn z 

Ca6HpaiDeM: II O.JyanMatbeM o6paaal.{a aa sn (a + 11) H 

sn (a- fl) u cTaBHBillH .na je 

a + 11 =p , a- (l = q , 
o.n;aRJie je 

p+q 
a =-~-, 

.J p-q 
l'= -2- · ' 

.no6Hjajy ce o6pacl.{H Kojrr Hspa'I{aBajy 

snp± snq , en p ± en q , dnp ± dnq , 

rroM:ohy nponsso.na cpyHKU:Hja 

sn p+ q en p + q dn p+ q 
C) ' ~ ' 2 ... 

sn p-q enp-q dnp-q 
~ ' ') ' ~ . ... 

TaKBII cy H. np. o6pacu;rr 

~snp+q · enp-q · dnp-q 
2 2 2 sn p+ sn q = --------;-------

1- Psn2 p+q · sn2 p-q 
2 2 

(~6) 

2 sn p - q · en p + q · dn .t=_l- q 
2 ~ 2 

snp-snq = -------c---------
1- Jc2 sndJ_+ 'l. sn2 p- q 

2 2 
H CJIH'IHH o6pacu;H aa 

en p+ en q , 

en p- en q , 

dnp + dnq, 

dn p- dn q . 
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TH o6pacu;H yommaBajy HerrepoBe TpHrOHOMeTpnm<e o6pa­
eu;e Kao IIITO cy 

. + . 2 . p+ q p- q smp sm q = sm -
2
- · cos -

2
- , 

.. 2.p-q p+q smp-sm q = s1n--· cos--
2 2 

H CJIH"<IHH o6pacu;H :Ja KOCHHJC. 06pa~u;H (96) Ce CBO,J:(e Ha He­
rrepoBe o6pacu;e 3a k= 0. 0HII cy, KaO H OBH, O.I( KOpHCTH IIpH 
.JIOrapHTMHCainy, a TaKO HCTO II 3a ,J:(OI\a3HBaine pa3HHX CTaBOBa 
y TeOpHjH eJIHIITH"'!KllX tPYHKIJ;Hja. 



PaaHH o6nH~H pe~OBa aa OCHOBHe 
enHIJTHqi<e (jlyHI<~nje 

26. PasBujalhe y Maclaurin-oB peA 

<PyHKI.\H:je en z H dn z cy iiapne, a cpyHKD;Jija sn z neuap1u1 
cpyHKI.\Hja npoMeHJDHBe Z. ila TIOillTO Bpe,D;HOCT Z= 0 Blije HH­

Rai{aB Cl!HryJiapHrer HH sa je.n;ny o.n; TI1X cpynKI.J;J~ja, TO ce one 
Mory pa:m11rn y pe.n;oBe o6mma 

sn z = A 1 z + A 3 z3 + A 5 z5 + · · · 
(97) en z= B 0 + B 2 z2 + B 4 z4 + · · · 

dnz = 00 + 02 z2 + 04 z4 + · · · 
Koeqml.\HjeHTH An o.n;pe~yjy ce noMohy o6pacl.\a 

(98) 
l dn 

An=-, -d -sn z n: zn sa z= O. 

YsacTOIIBH nsBo.;:J;II qJyHKWije sn .n;o6Hjajy ce rromaBma o.n; 
o6pacl.\a 

sn' z = en z · dn z 

ll3 KOra Ce ,D;HcpepeHI.\IIjaJIE'lbeM II CMeHOM H3130,D;a cpJHRIJ.Hja. 
en Z U dn Z lf>HX013HM Bpe,D;HOCTUMa 

en' z = - sn z · dn z , 

dn' z = - l} sn z · en z 
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.Jl06nia HilS o6pasau;a 

sn" z = 2k2 m 2 z - (l+ lc2
) sn z , 

sn"' z = (6Jc2 sn2 z - l -k~) en z · dn z, 

sn"" z= 247~2 sn3 z- 20 (7c2+7c4
) sn2 z+ (1 +14:k2+k4)snz 

J{a,n; e~ y mM o6pacu;HMa craBu z=O, .n;o6Hjajy ce sa ysa­
CTOIIHe Koecpnu;Mj eH Te An Bpe,n;HOCTU: -:-

1 l + k2 1-+-14k~ +- 7c 1 

Al = lT' Aa = -~' As = 5! ' 

Ha n crn Ha'IIIH ce o.n;peljyjy II IcoecJlHu;njeHm Bn n Cn, 
a TO cy: 

B 0 = l , 

1 + 44Jc2 + 14k1 

B6 = - G! 

Kao IIITO ce BR,Il;If, ouuw"u x:oecjJul{uje~t,aiii, Maclaut·in-oBoz 
peaa aa cBaK!J oo rfiy1t'X:1fltja sn z , en z , dn z je pmfU01taJla'lt pai1J!O­
Max:, x:qju 11a u.AteHuOI( u.ua oawBapajyhu cfiax:iii.opujeA, a aa 6po­
juml jeoaH iioJlu'Ho.n iio .AtOO!JAY lc, •tuju cy cBu 'Koecfiutfttje'ltiiiu 
'l.feJ!U opoje8U. 

llHTaiDe je jorn: sa Koje he Bpe.n;aocTII z .n;o6MjeHn pe.n;oBH 
KOHBeprnpaTH '? lloiiiTO CBe Tp11: cpyHKIJ;lije IIMajy IiCTe CIIHr.)Jia­
pHTeTe, a TO cy y IbHXOBHM uapa.rre.rrorpaMIIMa IIOJIOBH 

(99) iK' II 2K+iK', 

TO he cBaKn o.n; ropiba rpa pe.n;a 6nTH KOHBepresTaH sa Bpe.n;­
HOCTH Z y 1\pyry OIIIICaHOM OKO Ta'II\e Z = 0 ea IIOJiynpeq­
HHKOM je,n;HaimM O,Il;CTOjaibJ Te Ta'IKe ,IJ;O Haj6JIH-'Ker joj 



79 

noJia, a TO asaqn ea rroJiyope'!HIIKO~I K'. A cMeHnBmK y pe­
.l(OBnMa (97) Ha ,n:eCHOj CTpaBH Z 1\Ia KOjOM CBOjOM XO:MOJIOTOM 
y · paB BK z , ,n:o611he ce ·noBa Tpn pe,n:a aa sn z , en z , dn z Koja 
he KOHBeprnpaTH aa CBe Bpe.IIBOCTH Z y ltpyry OOJICaHOl\1 OKO 
Te xoMoJiore ea rroJiynpeqsnKOM K'. 

27. PasBHjalhe y Laurent-oB pe,!J, 

Oasa'!HMO ea a jP-,n:aa Ma Koju noJI <f>YHKU:Mje sn z . IIomTo 
cy CBII OOJIOBK DpBora pe,n:a, q)JHKIJ;Iija Ce MOme paaBMTII J 
Laurent-oB pe.n: IWjK he 6H:TK KOBBepresraa aa cBe Bpe,n:aocru z 
ca,n:pmase y Kpyry Kojn nMa aa u;eH'l'ap Ta'!KY z = a, a aa no­
.rrynpe"'IHIIK o,n:C'rojarne Te T3,'!IW ,n:o aaj6Jin.mer joj ,n:pyror Iwra 
noJia q)JHKu,nje. Pe.n: je o6.1III\a 

[J 
sn z= -- + A 0 + A (z- a) + A 11 (z -a) 11 + ·· · z - a 1 

Harrpe.n: je noKaaaso ,n:a cBn ocrau,n q1yarcu,Mje, aa cBe lbeae 
llOJIOBe, I!Majy aa Bpe.J:HOCT je,n:ay IIJIII ,n:pyry 0,1:( Bpe,n:HOCTI-1 

l l -T IIJIII +T . IlpeMa TOllte je 

1 B = + - . - k 

,II;a 611 ce o.n:pe,n:nmr IWefJmu;MjeHTH An , Mome ce u cMe­
HMTII ea snz J je,n:Ha'!HHII IWjy U 3a,I(OBOJb8Ba 

(100) 
l 

na nope,n;IITH Me~y co6oM qJiaHOBe IICTI1X crenesa napaaa - ­z -rc 
H (z - a), noiiiTO ce Ha JieBoj cTpasu je,n:aaqrme ( 100) cMeHII 

u' = -- B )2 + A 1 + 2A 11 (z - a) + 3A3 (z - a)2 + · · · 
( z - a 

na ,n:m;Jie 

/2 8 2 
u = ---;------:-

(z -al 

a aa ,n:ecaoj crpaiin, 
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B 
u = --+ .A 0 + A. 1 (z- a)+ A2 (z- al+ · · · z-a 

Ta.na ce H. np. Ha.Jia3II .na Ha JieBoj cTpamr He <PnrypHme: 

'IJiaH ea ( 
1 

) 3 ; a Ha ,necHoj oH <Parypnme n mm 3a Koe<Pa­z-a 
n;HjeHaT 4 k2 B8 A 0 ; na rromTo cy k n B paami'IHII o.u. By Jie, Mopa 
6HTH A0 =O. 

Pe.n je, .u.aKJie, o6JIHKa · 

(101) 

a pe.n 3a KBa.u.paT Te <PYHH:~nje je o6mma 

(102) sn2 z= ~2 (z~ a? +M0+M1 (z-a)+ M2 (z-a)z+ 

r.u.e ce Koe<Pnn:njeHTII Mk o.u.pe~yjy noMohy Roe<Pnu;njeHa·ra An. 
Rao mTo ce BH:.U.IJ: 
l o Pe.u. 3a sn z He ca.u.p.mn '!Jia H He3aBIICaH o .u. (z- a) ; 

1 
2° Pe.u. 3U sn2 z He ca.u.pmn 'IJiaH ea-- Ha npBOM cTerreHy. 

z-a 
Ta Ba rrpsn norJie-1 6e3saqajsa qnfbeHnn;a mm cBojy aa­

po'InTy B3JRHOCT, illTO he Ce BlJ,ll.eTII Ii3 OBOra illTO CJie.U.yje. 
ll3 o6pacu;a (102) ce BH.U.H oa je oclii.alii.aK cfiyH-'K1fuje sn2 z aa 

Ma 'Koju %e?{, iiM jeoua~> 'l{,yAu. ll TO je Taiw~e 'IUFbeBnn;a o.u.. 
B8JRHOCTII 3a IICTJ Teopnjy, jep cy MHOfU pe3JJIT8TH: HU FbOj. 
OCHOB3IIU. 

28. OcuoBue enurrTH'fl<e (jlyui<u,uje uapameue I<ao 
I<OJIH'IHHIJ,H IJ,eJIHX {jlyHI<IJ,Hja 

Hanpe;J; je IIOKU3aHO ,na HIIK8I\Ba MepO:\!Op<Paa ,li.BO-IIepH-· 
O,nii"IHa C{lJHKD;llja He MOme 6wrn u;e,1U qJJIIK~Ilja. Amr, II3 Oil­
mre Teopuje asamuHqrwx qJynKn;uja 3Ha ce .u.a ce cBaKa Me­
poMop<Paa <PJHKD;IIja MOJIW II3p831lTU KaO IWJIII'-IBIII\ ,li.Bejy n;e,1HX 
tPJHKD;Hja. TloTp8JRHMO Koje cy TO n;e.1e CJ)YHI\D;IfjC 3U sn Z , cnz, dn Z~ 

Tora pa,nH yo'IHMO <PYHKU:Hjy 

(103) 
E 

Z(z) =P J sn2 z. dz 
u 
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ROja y TeOpHjH eJIHllTll'IRHX cpyHR~Hja Hrpa ,IlOCTa BaJKHY yJiory 
H Ha3HBa ce "sem-cpyHRJJ;Hja". 

lls o6pacu;a (103) ce BH.D;H .u;a Z(z) He Mome HMaTH .u;pyrHx 
CHHryJiapHTeTa OCHM OHIU illTO HX liMa sn Z, a TO cy llOJIOBH O Be 
cpyHKu;Hje. lls o6pacu;a (102) .u;o6Hja ce HHTerpa~HjoM 

J sn2z · dz = - ~ - 1
- +Mo(z--a)-+- M1 (z- a) 2 + · · · + const 

P z -a ' 2 ' 

TaKo .u;a ce sa Z( z) .u;o6Hja pe .u; 

l (104) Z(z) = - - - +P M 0 (z-a) + 
z -a 

liS 'lera ce BH,IlR oa je C6a1i:U UOJI, cfiYH1>1,fUje sn z UOJI, iipeoza peoa 
aa Z (z) u oa cy ceu ociii.atfu oee cfiyH:Ktfuje aa iUe uo.11oee jeoH,a'Ku 
-1. Y HCTR Max ce BR.l{R H TO ,u;a je Z(z) .Mepo.MopcpH,a <f>YHRJJ;Rja. 

IIoMohy TaKo .n;e<f>RHIICaHe <f>YHRJJ;Hje Z (z) <J>opMHpajMo 
cpyHRJJ;Rjy 

(105) 

: 

-S z <•> az 
G (z) = e 0 

na je O'leBR.D;HO ,u;a, Ra,u; 6H OHa HMaJia CHHryJiapHl'eTa, OBil 6H 
MOrJIR npOHsahR CaMO O.l{ cpyHRJJ;Rje Z ( z), na .n;aRJie 6II ce CBaRH 
O.l{ InRX MOpao nORJIOITHTH ea ROjHM nOJIOM Te cpyHRJJ;Rje. AJIH, 
HM je.n;aH IIOJI Z = a: Te <f>YHR~Rje He MOme 6aTH CHHryJiapHTeT 
sa G ( z), j ep ce II3 o6pacu;a (104) HHTerpau;RjoM .n;o6Rja .u; a je 

r PM VM 
. Z(z)dz =-log(z-a) +T(z-a)2 +T (z -a)3 + 

TaRo .n;a ce MOJRe HamicaTH .na je · 

{106) G (z)= e10g (z- a) • / (•) = (z-a) ef<•>, 

r.u;e je f (z) je.n;Ha <f>YHR~Rja npe.n;cTaBJneHa pe.n;oM ype~eHHM no 
u;eJIIIM n03HTHBHHM CTeneHHMa pa3JIHRe (z-a:) U ROja, npeMa 
TOMe, HeMa Z=a: RaO CRHryJiapHTeT. lls TOra ce BH.l{R oaje G(z} 
tfe.!la cpyrt1>1,fUja UpO.AteH,JbU6e Z 11:0ja U.Ata Z = a: KaO CBOjy upocmy 
'H,y.!ly, iia oaK.!Ie Kao ceojy OOU't~ty iUa~tKy, 

6 
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IloMohy TaKo .n,e<JmaHcaae ueJie cJ)yHr<un:je G (z) cpopMHpajMo 

ca.n, q)JHKUIIjy 

(107) G1 (z) = sn z · G (z). 

Oaa ce, npeMa o6pacuriMa (101) u (106), MO~e aarrncam 

y o6JIHKY 

[ 
l l 0 J /"(z) G1 (z)= +T z-a +A 1 (z-a)+ A 2 (z_.:_a)c +· · · (z-a) e = 

[ 
l J ((z) = +T+ A 1 (z- a)2 + A 2 (z-a)3 + · · . e . 

ila TOr ce napaaa BIIAII .na je z= a o6wiHa TU'II\a aa 
q)JHKUHjy G1 (z). Ila KaKO CHBI'JJiapmeTU Te CJ)JHKUHle MOry DpO­
HaJia3IITH CaMO O.D, Tal\.BHX Bpe.D,HOCTH I\aO IIITO je Z = a, THMe 
je .D,OKa3aHO .n,a OHa HeMa HIIII:aKBH:X CHHf'JJiapHTeTa, IIITO ;lHa'!H 
oa je G1 (z) 11e.na rjiy'H-~>11uja upo.~~tf'.IUbU6e z . ila (107) ce Ta.n,a .no-
6Hja .na je 

G ("') sn z=-1-~-
G (z) 

TaKo, .na je cpymturija sn z H3pa~~eaa rcao KOJII1'IHIHt .n,Bejy ueJinx 
cpyaKunja, aa rwje ce 3Ha u JbllXOB Ha'IIIH rpop:wrpaFba. 

Ha HCTH ce Ha'!lfH, a HMajy:ha y Bll,UJ .n,a cJ)JHKU11je en z 
H dn z nMajy Hcre noJioBe H ucrora pe.n,a Kao n sn z , HaJia3u oa cy 
u cfty'H-?W,uje 

/,(Me cfty1iK1fUje. 

G2 (z)=cn z · G (z), 

G3 (z) = dn z · G (z ) 

<PyHKuaje G, 0 1 , 0 2 , 0 3 yBeo je y reopnjy emmruqrwx 
4>YHKulfja Weierstrass H 03Ha~mo IlX je 03HaimMa 

H ·raKo 03Ha'leHe oae Hoce Ha3HB Weie1·stTass-o6e cfiY1iKU,uje Al. 

IlOMohy IbllX Ce OCHOBHe eJIHilTWIIte cpyBI\Uilje II3pamaBajy 
y o6mmy 



(108) 

·_ Al1 z 
sn z_ Al z 

Al2 z 
en Z= Al z 

Al z 
dn z= At z ' 

~aKo ~a ce ~o~aaa ~o osor peay~TaTa: 

83.-

·GaaKa oo rpyXKlf~tja sn z, en z, dn z, uapa;;Jcaaa ce xao xoAU'{UU'K 
.()aejy tfeAUX cfiyuKzfuja; iiie rfiyu'Ktfuje ey W eierst~ass-oae cfiyu~eU;uje Al. 

TaKaB Ha"<IaH uapamaBaina ocaoBHHx e~HIITIPIKHX <f!YHKU:Hja 
-o~ Hapo-qare je Ba.JKHOCTH e Tora, liTO je yrrorpe6JhHB aa cae 
-Bpeonoeiiiu z y paauu iiie upo.A-tenJbuae, rrpH "<IeMy ce ReMa no-
rpe6e BO,.'l;IITH pa"<IyHa HH O KaKBOj KOHBepreH[(HjH, ITOillTO CJ 
.<f!YHKU:nje Al n:e~e <flYHKU:Hje, na ce Mory paaBHTH y Maclaurin-oB 
pe~ KOHBepreHTaH y IJ:MOj paBHII Z. llpn CB!IMa ~pyrHM Ha"'IH­
HHMa H3pa.JKaBalba emmTH"'IKllX CJ)JHK[(Hja IIOMOhy pe~OBa TO 
HHje c~y-qaj, jep je pe~ KOHBepreHTaH n yrrorpe6JhnB caMo y 
o~pe~eHoj o6~acTn paBHir z. 

29. Weierstrass-oBe lflyHI<I.l,Hje A l 

rre .o;e~e rJlJHI>.o;aje, 'Hija je yJiora y TeopHju emmTR"'IKHX 
<flYHKU:Ilja HaBe~eHa ~IaJIO"<Iac, Mory ce, npe eBera, paaBHTH 
y Maclaurin-oB pe~ KOHBepreHTaH y u;eJioj paBHH z. TaKo ce 
HaJiaaH .n.a je 

.A4 Au As s Al z= 1--z4 +- z 6
--" +· .. 4! 6! 8!- ' 

Al1 z= z- :t z3 -t· !! z5- ~l z7 + ... , 

c2 • c4 c6 s 
Al2 z=l- 21 z- + 4Tzi-tiTz +· · ·, 

D2 2 D4 ~ Ds s Al3 z= l- 21 z· +4Tz -w z +···, 

r~e je cBarm o~ Koeqmn:ujeHaTa An, Bn, Gn, Dn paU;UOH.aAaH. 
paaAOAtaK 'KOJU UMa aa UMeMMOif n!, a aa opojUOl.f UO jeoaH. UOAU­

UOM UO lc, ea '1\0erpUlfUJeMiiiUJJta tfeAHAt opoje6UMa. 
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IIocTyrrsMM Mspa'IyHaBalbeM THX Koe<JnnJ,Hjenara HaJiasa: 
ce .n;a je 

.A4 = 2 p' 

.A 6 = 8 (P + k1) , 

.A8 = 32 (P + k 6) + 68 k1 , 

AlO = 128 (7.:2 + k8) + 480 (V + k6) ' 

B3 =l+ P, 
Bs = ) + J.;4 + 4 p ' 
B, = l + k6 + 9 (k2 + k1

) , 

Bg = l + 7.:8 + 16 (k2 + k 6
) - 6 h;i ' 

Cz= 1, 
e = 1 -t- 2 7.:2 

4 ' ' 

06 = 1+6k2 +87c1
, 

08 = 1 + 12 P + 60 k 1 + 32 1.;6 , 

D2 = k2' 

D4 = 2 Jc2 + J.;i ' 

D 6 = 8 k2 + 6 k 1 + k 6 
, 

D 8 = 32 k2 + 60 7.;4 + 12 7cs + JcB, 

cDJHitiJ,Hje .Al cy Me~y C060M Be3aHe pa3HHM KOHa'IHHM 
H ,II;H:cpepeHIJ,HjaJIHHM peJiaiJ,H:jaMa, O,II; l\OjHX he 6HTH H3Be.n;eHe 
OBe illTO CJie.n;yjy. 

Ra.n; ce y ie.n;sa'IHHaMa 

sn2 z + cn2 z = l , 

Ps?'i 2 z + dn 2 z = l 

CMeHe sn Z , en Z 1 dn Z CBOjHM Bpe.n;HOCTIIMa 

(109) sn z= GG(~), cnz =~(~i, dn z ~= e:;(~) t 

.n;o611jajy Cd IIS~e:l)y cpyHKIJ,Hja G11. peJiaiJ,Hje 



(110) 
k2 G12 + Ga2 = G2. 

Mel)ymM, n:a je~Ha"'!HHe (105) ~o6uja ce ~a je 
z 

log G = -J Z (z) dz 

o 

<>~aime je, rrocJie ~Ba yaacTorrHa ~H<PepeHIJ;HjaJielba, 

(log G)" = -Z' (z) . 

Ca ~pyre cTpaHe H3 je~Ha'IHHe (103) je 

Z' (z) = k2 S?~2 z, 
npeMa "'IeMy je 

(
G )2 (log G)" = -k~ sn2 z = - k2 G1 

O~aTJie je 

G1 = ~ V-(iogG)" 

UJIH, Ka~ ce TO pa3BHje, 

(111) G = __!_ VG' 2 - GG" 
1 k . 
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a Taj o6paaa:u; HapamaBa cJJYHKll;Hjy Al1 z rroMohy <PYHK:u;Hje Al z. 
Ha je~aa'!HHa (110), cMeHoM (111), ~o6njajy ce o6pac:u;H 

(112) G2 = VG2 +__!:____(G G''- G'2) , 
k 

(113) G3 =V (]2 + G G"- G' 2 
, 

lWj11: HapamaBajy <PYHKll;Mje Al2 Z H Al3 Z IIOM.o:hy <PYHR!l;llje .Al z. 
C6e iii.pu rfiy'H/KU;uje 

· Al1 z,Al2 z ,A16 z 

uapao!Caeajy ce aaK.Jte UO.Mohy OCH-06'/ie rfiy'H.'Kl~uje .Al z u 1be'H.OZ ii.p60Z 
U apywz U3800a, 

0~ HHTepeca je npBMeTHTli H TO ,Ua Ce aa k= 0 ,UBe 
o~ g)yHKll;Hja Al cBo~e Ha l, a ~pyre ~Be Ha sin z H cos z . 
J ep na o6pac:u;a (103) ce BH~M .ua ce aa k= O cpymt:u;aja Z (z) 
CBO~U Ha HJJIY, IIITO aHa'!H ~a ce <PYHKll;Hja G CBO~Ii Ha je~UHH:u;y; 
rrornTo ce Ta~a sn z CBO~Ii Ha sin z, en z Ha cos z , a dn z Ha 1 , 
TO ce BH,Ufi ~a aa k = 0 <PYHKll;Hje Al IIOCTajy 
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Al=1, A71 =sinz, Al2 =cos z , Al3 =1. 

IIpHMeTMMO jom M ro, .n;a cpyHKIJ;Mje Al HMCY je.n;aHe rro­
Mohy KOjRX Ce OCHOBHe eJIMIITM'IKe cpyHKIJ;Hje li3pamaBajy KaO 
KOJIM"'IHMIJ;R .D;Bejy IJ;eJII'IX q)JHKIJ;Hja. To ce IIOCTH:JKe M IIOMOhy 
je.n;He IJ;eJie cpyHKIJ;Rje, KOjy je J TeOpHjy eJIMIITM"'IEUlX cpyHK~Mja. 
JBeO Jacobi M KOja ce MO:JKe pa3BHTIT, 3a CBe Bpe.n;HOCTM Z, y 
pe.n; o6JIMKa 

U=OO 

e (z) = ~ e"z+an2' 
n=-oo 

a r.n;e je a o.n;pe~eHa KOHCTaHTa, "'!Hjrr je peaJIHM .n;eo HeraTMBaH~ 
"'IRMe je OCMrypaHa KOHBepreHUHja pe)l;a. 

Mel)yTMM, MeTo,L{a Wejerstrass-a, Harrpe.n; M3JIO:JKeHa, Koja 
IIp06JieM pemaBa IIOMohy cpJHK~Hja Al, He CaMO illTO je 3HRTHO 
IIpOCTMja OJ{ OCTaJIMX, Beh je ll OilillTHja, jep Ce rrpHMeinyje H 
Ha Jlpyre emmTIP:IKe cpyHI<IJ;Hje y 6eci<pajHOM 6pojy. 

30. PasBHjaiLe y peA 'IHjH cy 'IJiaHOBH pa~uouanue 
(jlymw,uje uspasa eaz 

Hanpe.n; je rrpoy-qeaa cpyHKI.VIia f (z) Hspaj{teHa pe.n;oM 

n=oo 

(114) f(z)= ~Un, 
n=-co 

r.n;e je 

(115) 
ez two 

Un= - (e-a--e-z+-c--,.w_)_(:-e--=fl--e-z+•"o ) ' 

r.n;e cy a, ~ , Ul KOHCTeHTe (peaJIHH .n;eo KOHCTaHTe Ul Tpe6a .n;a. 
je HeraTMBaH), na je Hal)eHo .n;a oHa MMa .n;se rrepHo.n;e w1 = w M 
UJ2 = 2rri , a .n;a KaO IIOJIOBe MMa Bpe.D;HOCTM Z = a JI Z = ~ , 
KaO M OHe illTO ce .D;06Mjajy M3 OBIU rrpn.n;aBafueM MJJITHIIJia. 
· rrepno.n;a. Cmr cy TM rroJioBn upBora pe .n; a. 

Yo'IHMO ca.n; cpyHKIJ;Mjy 

l (116) 
• l l 1 

cp (z)= f(z)-p. ·sn 'Az, 

r.n;e .cy p. H 1. .n;Be neo.n;peljeHe KOHcTaHre. IIo.n;ecnnM ns6opoM 
CBHX KO_HcTaHaTa Mome ce y'IHHI'ITH 
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1° .n:a cl)JHKII;llja <p (z) nMa nepno.ne je.n:aaKe nepn:o.n:aMa 
cpyHI<u;nje sn AZ ; 

2° ,[{a <p (z) mm HCTC llOJIOBe KaO sn AZ ; 

3° ,[{a f (z) UMa sa TC llOJIOBC HC Te OCTaTKe RaO p. · sn AZ . 

ITomTo sn AZ nMa sa nepno.n:e Bpe.naocTH 

4K 
A 

ll 
'2iK' 

'A 

4K 
na ,[{aKJie H Bpe,[{HOCT - ~' TO he JCJIOB l 0 6nTH HCIIJinCH Ka,[{ 

ce A u w ns6epy Tarw ;:~;a 6y.n:e 

4K w=- --­
A ' 

a TO he 6HTII aKO Ce JSMe 

K' 
f.. =--n , 

. 'L iK' 
2nt = -)...-' 

4Kn 
w= -K'· 

A nomTo sn AZ HMa y OCHOBHOM napaJieJiorpaMy nepno.n:a 
aa llOJIOBC Bpe.[{HOCTM 

iK' . 
~=nt 

2K +iK' 2K n . 
fi.. =~ t nt, 

TO he JCJIOB 2° 6H.TII MCIIJ.IneH K8A ce sa a H {3 ysMy Te ,[{BC 
Bpe,[{HOCT~. 

Ta.n;a o6e cpyaKu;uje {(z) .11 p.. • sn AZ HMajy ncTe noJioBe, 
KOjH cy CBR npBora pe.n:a. llpe~Ia paanjeM OIJillTeM CTaBy, KOjH 
BaJRJI Sa CBe MCpOMO.{><fJHe ,[{BO-nepHO;I.Il'IHe cpyHKII;Hje, S6Hp 
OCTaTaKa sa Te llOJIOBC je.n:Halt je HJJIII sa CBaKy noje,[{HHI(C 0,[{ 
THX <fJJHKI(Uja, na ,[{aKJie li sa CpJHKII;Hjy <p (z) • 3a <fJJHKII;Hjy 
sn AZ TH cy OCTai(lf, aa je.J;aH llOJI y OCHOBHOM napaJieJiorpaMy 

l l 
nepHo.n:a,- k 'A, a sa .n;pyrn: noJI + kfi... J ep, nomTo je y 6JIH-

sn:an je.n:aora noJia t = a <flyaK:u;nje sn t 

l 1 
sn t = - -. - - + .. · 

k t-a 
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a 
ćHhe y 6JIHaHHH noJia z= T= a cpyHKIJ;Mje sn 1.z 

l l l l 
sn AZ=- T J... z - a+ · · · =- k "A z - a+· · · 

TaKO, ,n;a he OCTaTaK 3a Taj IIOJI 6HTH -k l), J na aa ,n;pyrH noJI 

OH MOpa 6HTH +k\ J nOIDTO ie 36Hp OC.TaTaKa je,n;HaK HYJIH. 3a 

<f>YHKIJ;Iijy }l • sn, AZ OCTa TaK 3a je,n;aH nOJI 6Hhe, ,n;aKJieJ - ~ , 

a 3a ,n;pyrH nOJI he 6IITR + :A . 
Ca .n;pyre cTpaHe, aa c))yHKIJ;Hjy f (z) ocTau;a TaKo}Je Mopajy 

6HTH Me}jy C060M je,n;HaKH a cynpOTHO 03Ha'leHH, nOIDTO je H 
IDHXOB a6Hp je,n;HaK HYJIH. ReKa cy TH ocTau;a - B H +B ; 
aKo ce 3a KOHCTaHTY 11 yaMe Bpe,n;HOCT 

k BK' 
}l= n 

ĆHhe HCIIyiDeH H YCJIOB 3°. 
Ra.n; je TaKo H3a6paHo emu neT KOHCTaHaTa 

a,~')., p., w 

<J>yHKIJ;Hja cp (z) he HCIIyJDaBaTH OBe noro,n;6e: 

a) TO je je,n;Ha MepoMop<J>Ha ,IJ;BO·IIepHO,IJ;H':IHa <JlYHKIJ;Iija; 
b) OHa HMa y CBOMe OCHOBHOM napaJieJIOrpaMy nepHO,IJ;a 

,n;Ba noJJa, Koja cy o6a npBor pe.n;a. 

Me}jyTHM, ocTaTaK aa cBarni noJI je,n;HaK je HYJIH, nornTo 
je Taj OCTaTaK je,n; EiaK pa3JII-IIJ;If OCTaTaKa <JlJHKIJ;Hja f (z) H p.· sn 1.z, 
a OBH cy Me}Jy co6oM je,n;HaKn. IIpeMa TOMe y Laurent-oBOM pe.n;y 

aa cp (z) He,n;ocTajahe 'lJiaH ea -
1
- , Itao H '!JiaH ea ~' rnTo 

z-a z-1-' 
3Ha'!II ,IJ;a CJTa'!Ke Z =<X H Z =~ 06I.PIHe Ta'!Ke aaTy<flyHKIJ;Hjy. 
Ila IIOillTO OHa He MOme HMaTH KaRBHX ,n;pyrHX CHHryJiapwreTa, 
OCHM a H tJ (H H>HXOBHX XOMOJIOra), TO 6n OHa 6HJia ,li,BO-nepHO­
,Il;H'lHa <J>yHitiJ;Hja 6e3 CHHryJiapHTeTa; TaKBa qlyHKD;Hja, npeMa 
paHHje ,li,OKa3aHOM OIIIDTeM C'l'aBY CBO,IJ;H ce Ha KOHCTaHTy. 
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llpeMa TOMe je 

f (z) - p. • sn AZ= e 

z 6 . . H3 'lera ce, cMemmmH z ea T , .n;o HJa n;a Je 

l (z) n (nz) (117) sn z = p:- f T -G = kBK' f -x' -e. 

Ila nomTo ce f(z) H3pa.maBa Kao 36Hp pe.n;a 'IHjH cy '!Jia­
HOBH paD;IIOHaJIHe <flyHKIJ;Hje .1I3pa3a e• , TO ce BHll;H aa ce cpy'H/K-
1{Uja sn Z MO:Nee U3pasuiUu KaO 30Up peaa 'tuju cy 't.rtaU08U patfU0-

1taAUe cfiyuKtfuje uspasa 

eaz (a = ~). 
' K' 

KoHCTaHTa e' illTO o.n;roBapa .n;aToj <PYHRIJ;I:IjH sn z ' ,:t;06Hja 
·Ce Ka.n; ce y o6pacu;y (117) cTaBH .n;a je z= o, mTo .n;aje 

r.n;e je 

e""' 

nomTo ce y TOMe H3pa3y cMeHe a, ~ , w Hanpe.n; Ha~eHUM 
Bpe,D;HOCTHMa. 

KoHCTaHTa e ce, .n;aime, ll06Hja Kao 36Hp je.n;Hora pe.n;a 
ROjH je KOHBepreHTaH, jep je ROHCTaBTa W HeraTHBHa, a InerOB 
·Ce OIIillTU 'IJiaH Un 3a BeJIJ{Re ll03HTl!BHe Bpe.n;BOCT.II n llOHama RaO 

T. j. Kao onmTn 'IJiaH reoMeTpHcRe uporpecHje 

ea.+P ( q + q2 + q3 + ... ) 
r.n;e je 

q = ew < l ' 
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a 3a BeJIHKe IJeraTHBHe Bpt.D;HOCTll n OH Ce IIOHama KaO 

T. j. rcao 'IJiaa reoMerpHcrce rrporpecnje 

r.n:e je 

l l l -+-. +- + oo• 
fJ q" q3 

l l 
- = --·-= ew< l. 
q e-w 

1 

CmFraa ce pe3yJirar .n:o6.11ja n sa .npyre ,nBe emmTH'IKe 
<fJYHK~Hje en Z U dn Z, ITO WTO cy liM IIOJIOBII H CT II U liCTOra. 
pe.n:a Kao n sa sn z . 
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EJIHnTHqr<e «}JyHI<~Hje ~e«}JMHHCaHe HHBepcMjOM 

OllliiTMjHX HHTerpaJia 

31. Huoepcuje HHTerpana wTo ca.u,pme I<Ba.u,paTHH I<opeu 
OIIWTer IIOJIHHOMa Tpefier HJIH lfeTBpTOI' CTeneua 

Y OBOMe illTO rrpeTXO,IJ;ll rrpoy'IeHe cy cpyHRIJ;Hje ,n:ecpHHH­
CaHe HHBepcn:joM HHTerpaJia 

(118) 
" · du 

z=.J V (1-u2)(t-k2u2) 
o 

T.j. MBTerpaJia J ROMe Ce IIOA RBa,n:paTHHM ROpeHOM HaJI83H 
je,n:aH CIIeiJ;HjaJiaH IIOJII-IHOM "!eTBpTOI' CTeiieHa. 

Y OBOMe he O,D.eJbRJ 6HTH npoy'leHe cpyHRIJ;Hje ROje ce ,n:0-
6Hjajy HHBepcMjOM MHTerpaJia 

u 

(119) 
r du 

~= J V F(u) 
o 

r,n:e je F (u) .1ta 1W1ca11 uOAuH-o.At 'ieiiiapiiioz ciiieiieH-a 

(120) F(u) = An4 + Bu3 + C~t2 +Du+ E . 

lipe eBera, .n:a 6II HHTerpaJI cBojoM MHBepcHjoM Morao 

;n:aTM KaRBJ ABO-IIepMOAH'lHJ qlJHRIJ;HjJ, CBe BJJie IIOJHIHOMa 
F(n) Mopajy 6HrM rrpocre. Jep, rm.n: 6u Roja HyJia, H. np. u=c 
6HJlH ,n:BocrpyKa, y F (u) 6u ce jaBHO Rao RopeHH 'IIIHHJian; 
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Hapaa (u- c) 2
, TaKO .n;a 6a 110)1; KBa.n;paTHH:M KOpeHOM OCTaO 

IIOJIH:HOM .n;pyrora CTeiieHa IlO U, a HHBepcnje HHTerpaJia IIITO 
ca.n;p:!Ke KBa.n;paTHH - KOpeR KaKBOr IIOJIHHOMa .n;pyror CTeiieHa 
Hncy .n;Bo-rrepHO,ll;R':IHe <PYHK~Mje. TaKo 6u IICTO 6HJIO Ka.n; 6n 
KOpeH 6HO TpOCTpyini HJIH ':leTBOpOCTpyKH, HJIII Ka.n; BMIIIe O,l:( 
je.n;Hor Kopeaa He 6a 6aJIII rrpocTn:. 

Herta cy, .n;aKJie, c1 ,c2 ,c3 ,c4 HyJie IIOJIHHOMa F(u), Koje 
cy cBe rrpocTe, rra ce Mome ·Harrn:caTII 

I:IaBpiiiHMO CMeHy 

(121) u= ay+~ 
yy+o 

du = ceB - f3 y dt 
(yy+~)2 !J, 

r.n;e cy a, f3, y, ~ Heo.n;pe~eae KOHCTaHTe. Ta.KBl cMeHa rrpe­
TBapa je.n;Ha':IIIHY 

dz = du 
]f F(u) 

y je.n;aa':lnay o6mma 

d 
dy 

Z = ' v cp (y) 

r.n;e je cp (y) IIOJII'lHOM OIIeT ':leTBpTOr CTeiTeHa. llo.n;eCHIIM H3-
6opOM KOHCTaHaTa a , ~ , y , 6 Mome ce Y':IHHHTII .n;a ce rrocJie.n;Ina 
je.n;Ha':IUHa CBe.n;e Ha 06JIHI{ 

(122) dz = dy 
]l tl-· py2

) ( 1-q,t/) 

r.n;e cy p II q KOHCTaHTe, IIITO Ce .n;o6nja CTaBJbajyhH .n;a cy KO­
e<PHI.J,MjeHTII CTerreHa y n y 3 je.n;aaKn Hymr, n .n;a je Iwe<Pw~HjeaaT 

CTeiieHa y4 je.n;HaK je.n;IIHH~H, Ila ce OH.ll;a CMeHII Z ea ~ . 

O'IeBH.n;Ho je .n;a, aKo ce Tpa:JKII .n;a HHBepci-Ija y HHTerpaJia 
je.n;Ha':IHHe (122) 6y.n;e .ll;BO-IIOpHO.ll;H':IHa cl>YHK~Hja, HH je.n;aa O,ll; 
KOHCTaHaTa p H q He MO:JI~e 611TII je.n;HaKa HYJIH, HM 6empajHa, 
HHTH M,O:/Ke 6HTH p = q. ll Ta.n;a je MOryhHO H3BpiiiiiTU Ta!{BY 
cMeHy rrpoMeHJbnBe y, .n;a ce je.n;Ha':IIIHa (122) cse.n;e Ha o6JIHK 

.. 
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(123) 

r.rr.e he k 611Tn peamm 6poj Koja JiemH H3Me~y O u l • 

Ka.rr. cy p u q pea.rraH 6pojeBH, TaKBa je cMeaa BpJio npocTa. 
TaKo: 

1° Ka.rr. cy o6a 6poja p H q HCTora aRaKa, na ce nanpmn 
CM e Ha 

dx 
dy=--, yq 

(r.rr.e q oaaaqyje oaaj o.rr. .rr,Ba 6poja KOjH je nehu no ancoJiyTaoj 
Bpe.n;HOCTH), je.rr,Ha'IHHa (122) npeTBapa ce y je.rr,Ha'IH:HY (123) 
y Kojoj je 

(1 24) k = V : , na .rr,ai>:Jie 

H Ta.rr,a je 
1 

y =-=V q snz]~ 

r.rr.e sn IIMa aa Mo.rr,yo npe.J;HOCT ( 124); 

2° l{a.rr, cy 6pojeBII p H q cynpOTHHX 3HaKOBa, H. np. q no-
3HTHBaH, a p aeraTIIBaH, na ce H3BpmH cMeHa 

1 xdx 
d!J=--= , V q Vl- xl! 

je.rr,aaq1ma (122) nocTaje (123), rM je 

(125) k- p . V
--

- p-q' 
na.rr,aKJie 

l r-v = Vli en (z ] q -p) , 

r.rr.e en liMa aa Mo.rr,yo k npe.n;aocT (125). 

Y eBa?W.At My'f,ajy, jeoH-a'f,uua (119) ue ooooo u uu oo 'IWKoe 
uooe ooo-uepuoou'f,H-e cftyu'ICtfuje, oeh ca.uo oo patfuoua.rtH-UX 'ICO.Mou­
uatfuja cftyu'ICtfuja sn az u en az , zoe je a KouciiiaH-iiia. 
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,Uo HCTor ce peayJiraTa ,n:oJiaaH n y cJiy'Iajy HHBepcHje 
HHTerpaJia (119), zoe je F (tt) .hta 'IWIW8 UMU?W.M iiipehez eUieueua 

F(u) = Bu3 + Cu 2 +Du+ E. 

Taj ce cJiyqaj, y ocTaJioM, nMa cMaTpan1 r\ao crre:u;HjaJiaH 
~Jiy'Iaj IIOJIHHOMa F(u) '!erspror crerreHa (120). Jep, Ka,n: ce y 
HHTerpaJiy (120) UaBpillH CMeUa 

l 
u =-­

v 
· dv 

du = - ------:! 
v 

-o6paaa:u: (120) nocTaje 

J dv 
z = - -:r\,=D~v==1 =+===c=v==3 +=:::;:B:=v=:=2 =--1--=A=v= 

rra ce ,n:aKJie cso.n:n Ha cJiy'Iaj rroJIHHOMa '-IeTBpTor crerreHa, aJIH 
KOjH nMa aa je,n:Hy csojy HYJIY npe.n:nocT v= O. O,n:rosapajyha 

1 6 . 
Ta'-Ir~a u -:- v naJiaan ce Ta ,n:a y ecrtpa}HOCTH, raKo .n:a ce cJiy-

-qaj TIOJIHHOMa Tpeher CTeiieHa HMa CMaTparu KaO CJIJ'Iaj TIOJIH­
HOMa 'IeTBpror cTerrena, aJin KOjH mra je,n:ay o.n: csojnx nyJia y 
6ecr~pajaocrn. Ila rromro je csarta o.n: uyJia osora noJinnoMa je,n:Ha 
KpUTII'IKa Ta'IKa <l>YHKIJ;Hje TIO,n: UHTerpaJIHHM 3HaKOM, TO ce 
cJiy'Iaj rrommoMa Tpeher crerreHa uMa cMaTpaTH Kao .n:a je TO 
IIOJIHHOM 'IeTBpTOr CTerrena, amr TaRaB ,n:a <l>JHKIJ;Hja TIO,n: UHTe­
rpaJIHHM SHaKOM liMa je,n:ny CBOjy KpHTH"'IKJ Ta'IKY y 6ecKpajHOCTH. 

32. Hei<OliHI<O OCOOHHa Tai<O ,ZJ;elfJHHHCaHHX 

,D;Bo-rrepuo,D;H'IHHX lfiYHI<~Hja 

ReKa je e je,n:aa HyJia IIOJIIiHOMa Tpeher nJII1 'IeTBpTor 
CTeiieHa F (~t), na IIOCMaTpajMO HHTerpaJI 

" 
(127) J du 

z= ]IF(u) · 
o 

IIpeMa Harrpe.n: KaaaHoMe, e je rrpocra HyJia aa F(u) Ka.n: 
ro.n: HHBepcnja u IIHTerpaJia (127) .n:ecJmarrme KaKBY .n:so-rrepuo­
. .D;H'IHJ <PYHK:U:Ifjy. A Ta,n:a ce Mome ,n:oKaaaTn oBaj peayJITaT : 
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C/Jy'H.'K'I{Uja U yee1c je uap'H.a rpy'lt'KU;Uja iipO.Ate1UbUIJe 7,. 

,D;a 6a ce To .n;o~tasaJio, HaBprmrMo IIHTerpa:u;11jy (127) o,n; 
'Ta'IKe e .no Ta'Irte u n,n;ylm rryTaiboM cu , na he HHTerpaJI IIMaTH 
HaBecHy Bpe.n;HocT z . Me~yTnM, aKo ce, rrpe HO IIITO ce no~ e THM 
..D;HpeKTHUM rryTeM, H3BpiiiH OTW Ta'IIte C o6pT )];;)JR je)J;HOra Ma-

o 

C.1. 20. 

JIOr Kpyra (cJI. 20), na ce reit oH,n;a 
H.D;e )J;HpeKTHIH1 IIYTCM CU, HHTerpaJI 
he 6HTH je,n;HaK a6Hpy )J;Ba HHTerpaJia: 
je,n;Hora yaeTor .n;ym MaJiora Kpyra, 
.n;pyrora yaeTor .n;ym rryraibe cu. IIpBH 
je je,n;HaK Hymr, j ep arw ce, .n;a 6II ce 
l!aBprnnJia nHTerpa:u;nja ,n;yJI'- Kpyra, 
CTaBH 

z= e +reei, 

dz = rieei d8 , 

JiaKo ce yBepaBaMo .na narerpaJI TeJim HYJIII Ka,n; cer 6ecKpaj a o 
CMainyje . Amr, 06UJiaJReibeM OKO ItpHTH'IKe Ta'IKe C Meiua CC 
n ,n;eTepmiHa:u;nja rma.n;paTHOI' KopeHa rrOJIHHOMa F(u), TaKo .na 
aKo ce rrornJio ea ( +) , rrocJie o6n:JiacHa FIMa he ce (-) . Ila Ka ,n; 
ce, ea Ta rw npoMeibeHOM ,n;eTepMrma:u;ujoM, naspmn HHrerpa:u;uja 
,n;ym )J;IIpeKTHe IIyTaibe CU, IIHTerpaJI he HMaTII BpC)..{HOCT Z, 

aJIH ea rrpO)IeiDeHIUvi aHaKOM. 

Ilpe~·Ia TOMe, je,n;Hoj JICTOj Bpe,n;HOCTH u O.ll;l'OBapajy ,IJ.Be 
je,n;HaKe, a cyopOTHO OaHa':leHe Bpe,UHOCTH + Z JI -Z, II o6paTHO, 
TJIM )J;BeMa Bpe,n;HOCTilMa O)J;fOBapa je,n;Ha IiCTa Bpe)J;HOCT U, IIITO 
IIOKasyje ,n;a je n, CMaTpaHO KaO <flYHK:U:IIja IIpOMeHJbllBe Z, 

O)J;HCTa nap Ha cpyHKD;llja. 

Taj 3ah'.fb:J1W1i 8a;){CU OU./1,0 aa je UOJI,U'H,OM F(u) tte1U8puwe, 
OU./1,0 aa je iUpehel ciUeue'Jta. IIpmieTHMO .na OH He Bama Ica.u ce 
aa ,n;oThy rpam-ruy nHTerpaJia (l ~7) ysMe HaKBa Bpe,n;HOCT a rw ja 
Hl'Ije HyJia IIOJIUHOMa F(tt), jep y TO:t.'le CJiyqajy Bpe,UHOCT Z= a 
HHje rtpiiTil'IKa Ta'IKa aa I\Ba,n;paTHH KOpeH (127) IWjl-f, rrpe:ua 
'TOMe, He Mea:.a 3Hait rrpn 06HJiaCKY 01\0 Ta'IICe Z = a . 

l{ao mro je rron:asaHo, IIHBepcnja u IIHTerpaJia (127) je 
je,n;Ha pa:u;uoHaJIHa KOM6nHa:u;IIja Hspasa sn az n en az, r.n;e je a 
<>.n;pe~eHa 1\0HCTaHTa. Ila IIOIIITO cy Te )J;Be <f!YHKD;Hje YHHcpOpMHP, 
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TaKBa he 6HTH H HHBepcHja u. O aa, O'IflBH,n;ao, He Mome n:MaTK 
HHKaKBIU ,n;pyrHX CHHI'yJiapHTeTa OCHM IIOJIOBa: TO je, ,n;aKJie, 
.Mepo.Moprfina oBo-uepuoouttna rfiynK1fuja rrpoMeHJDHBe z . 

IIepno.n;e w1 H w2 cpyHK~Hje u rroKnarrajy ce ea 3aje.n;Hn'IKHM. 
rrepHo.n;aMa cpyaK~Hja sn az H en az, 'IHja je pa~HoHaJIHa KOM6H­
aa~Hja cpyHK~Hja u . Kao H Te ,n;Be cpyaK~Hje, Ka.n; u .n;o6nje 
je.n;ay Bpe.n;aocT fl 3a je.n;ay Bpe.n;aocT z= a, .n;o6Hhe HCTY Bpe.n;­
HOCT fl H 3a jom je,n;Hy Bpe~HOCT Z ~ CBOMe rrapaJieJIOI'paMy 
rrepHo.n;a mro ca.n;pJKII Ta'IKY a • 

fipeMa TOMe U he HMaTII y CBOMe OCHOBHOM napaJieJIOI'paMy 
rrepno.n;a .n;Be ayJie, o.n; Kojnx je je.n;aa 

o 

(128) J du 
z = VF(u)· 

CBe cy ayJie iipociiie, jep Ka.n; ce y o6pac~y 

(129) du v-­
dz = F(u) 

CMeHH Z je,n;HOM TaKBOM HYJIOM, IIOillTO je aa FbY u = o, ,n;o6Hja 

Ce 3a H3BO,ll; u' Bpe,n;HOCT V F (O) 7 pa3JHI'IHa o ,n; HyJie. 

'TaKo HCTO he u HMaTII y rrapaJieJiorpaMy oBa iio.fl,a, o~ 
KOjHX: je je,n;aH 

oo 

(130) z = J v 
du 

F(u) 

Raa je UOJZU'H,O.M F(u) 'tCiiiBpiii.oz ciiieiiena, CBU cy UO.fi,OBU up­
BOZa peqa. J ep CM eHOM 

(131) 
l 

U= ­
v ' 

d v 
du=- ­v2 

je,n;Ha"'!HHa (129) IIOCTaje 

(132) ~~=-Vv1·F(~) 



na a1w je 

F(u) =An~ + flu 3 +Cu~ + Du+ E, 

je.naa~uma (132-) .no6uja o6mm 

dr 
tl z = - Jf Hv 1 + Dt 1 + Cv2 + B v + A., 

fi7 

na, ~aJ>Jic . 3a t ' = O 113BO.J: v' .no6nja npe.naocr - j'A, pa3JI!l'IHY 

O.IJ: HJJIC. 

Me~yTJJM, Kao je iio.lltt'HO.A' P(u) iiipehcz cuteue"Ha, ceu cy 
iio.11oeu. apywz peaa. ,}ep ai\O jP-

F(u) = B11 3 +Cu~+ Du + E, 

je.nHa'IJJHa (132) je 

(133) 
du r- --­
~ = - 1 L'v 1 + Dv1 + Cr2 + IJv , d4 

na 3a V = 0 II3BO.D: v' ,J;06Jija Bpe,nHOCT je,nHaJ\Y HJJili, IIITO 3Ha'IIl 

l~a je cnarm noJI (l)JHIHJ;IJje ll noJI mlrnera pe.J:a. Ila KaKo y 

OCHOBHOM napaJie.rrorpaMJ r.epMO,na ll .IJ:06Hja je,nay IICTJ BpC.IJ:HOCT 

sa .nne npe.nHocrn z , na ,J,aJ{JJe mm .una noJia, ro ce 'ra .usa noJia 

IIOKJiarrajy. <JJy'H'Ii1fUja U tuta, Oali/IC, !J iiapa.rtc.rtozpa.H!J iiepuoaa 
jeoan uo.rt, a iiia} j e uo.rt opywza jJeoa. 

33. Weierstrass-oBa HopMaJIHa emmTH'IKa lj:>yHI<U,uja 

Kao ruro je noi<asauo, c~tesa (131) cno.nn je.J:sa~mHy 

( 13--!) du ·= l'F('·)' 
d z 

r.ne je F(11) IIOJJIITIO~I rpcher crenenn, Ha je.J:HU'IIIHY (1:l3), r.ne 

je IIO.il Ttna,'lpaTHinl KOpeHOM JIO.'II!UO~I 'IeTBpTOI' C'I'C!JCUU, aJIH 

KOjH llMil Bioe,JJ;HOCT 11 = 0 1\HO Cllojy npOCTJ UJJIJ". 'raj KBanpaTHH 

1wpeH HM!!, .nah·JJe, v = O Kao cnojy Kpnrwwy Ta~my, ua ce, 

rrpe~a ro~e. y je;:ru:Pmun (13±) IIMa c~wrpa111 1.ao .na joj je 

IIO,JJ; KBanpaTH!lM l :Oj efiO~J lWI\aB IIOJIII B O~I 'JeTBlHOI' CTerieHa, 

aJin J;Ojll li~IU je;~;sy l~p l lTII'li\Y TU':IKJ y 6CC!\pajHOCTIL 

Y3MIBH> 3a 1qmru~my TU'Hi.)' e TY Rpe;~so cr e= oo n ,YO'Itmo 

IlHTerpaJI 
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u 

(135) J du 
z - 0·'(11)' 

cr. 

r):(e je 

(136) F(u) = Bu3 + Cu~+ l u+ E. 

11 = av+ b. tlu = a dl', 

(a H l1 cy npOmlBOJhHC IWHCTUHTe), C'BO)(II je.D.BU'IllilY (130) HV. 

(137) 

r.n.e je 

(!>(11) = .il-II'1 + Nv2 + Pc+ r;, 

H r.n.e he I~oeqm:u;njeHTII 1lf II N ILMUTII 3a Bpe.n;HOCTII 

M= Ba3 , j\'= a2 (3 Bh + G) . 

Il36epHMO 3a KOHCTUHTC a JI b TUI~Be Bpe,li.HOCTII .n.a 6y.n.e 
M=-- 4, N = O, mTo he 6!1TH aKo ce Y3)-Je 

na je.n.Ha'IHHa (1B7) .n.ooHja o6mm. 

[' 

(138) :\~ /
4
B J dr : = r <1>(1·) • 

oc 

r.n.e je 

(139) 

H r.n;e cy g2 II g3 CTaJIB H IWCt)llliJ.IIjeHTJf. 

CTaBIIMO y (138) u IJa MCCTO 1· n yo'-lmJO IIHnl'pcujy IIH­
Terpana 
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(140) 

Ta IIBBepcnja Hocu Ba311B 'H,Op.lta.ttiH,e Muumuttlce rfiY'H,'Hf.uje. 
lhy je y Teopiijy emmTIPmllx <PYHJ\u;Hja yBeo "Teierstmss, 03Ha'-mo 
je 03HRI\0~1 

u =pz, 

UCfiiiTRO ]O] y IIOje,niiHOCTIIMa OC06HHC ll IICTaKBYO Ha BII.rJ.IIK 
IbeBe Be3e ea OCTRJIIIM .rJ.BO·IIepnO;tH'!BIIM <PYHKl.J;HjaMa. 

Il3 oBora, IIITO je Hanpe.n Il:a3aHo, cJie,nyje .na je pz .uepo­
.MopcfiHa oBo-uepuoouttH.a cfitJI'tKtfuja npoMeHJbiiBe z . .LJ:a 6H CMO joj 
<>,npe,niiJIII rrepno_ne, Bp3'1'IIMO Ce Harrpe_n IIOCMaTpaHOM CJIJ'-lajy 
Ra,n je 

" 

r du 

z=. lFtu)' F(u) = Au4 + Bu 8 + Cu2 +Du +E, 

na Herca cy e, c1 , e~, c3 HyJie rroJIIIHOMa F(u). 0He cy CBe 
rrpocre u: cBarca je o.n IhiU r<pnTII'!Ka Ta'-lrca 3a rma.npaTHU rwpeH 
no.n 3HaKOM nHTerpaJia. 

06eJieJIWMO y paBHH rrpoMeHJbHBe n .rJ.Be O.rJ. TIIX HJJia, H. np. 
e n c1 ( CJL 21 ). Ra.n 6n ce HHTe-
rpaJI y3eo .ri.Y'I~ ,nHpeKTHe rryTa­
IDe cu , OH 6li IIMaO II3BCCHJ 
Bpe,nHOCT z • AKo ce rrpe Tora 
-QH Y3Me .Đ,Jm KOHType KOja, IIO­
.Jia3ehn o.n e, ounlJe je,nHRM Kpy­
mnheM TaqKy c1 , na ce. BpaTH y 
e , IIHTerpaJI he ImaTn 3a npe.n- . 
HOCT s6np o .n ·qm IIHTerpaJia: 

o 

(eur o.:c __ --<>u 

C.1. 21. 

je,nHor y3eTor .nym rryTaine ea, .npyrora .nyn~ n:pyJimha OKO c1 , 

n Tpeher .nyn~ ac, y 03Ha'-reHOM Ha cmtu;II cMncJiy. 

IlRTerpaJI .nynt Kpymnha je,J,HaK je HYJIH, o '!e}IY ce JiaKo 
JBepaBaMO C'TaBHBIIIII y 

.n;a je 
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n rrycrnBmii ,::J.a ce r 6ecKpajHo C!IJalhJje. 

HarerpaJI ll~ .il~ ac je.nHaK je IIHTerpaJJy .IIJ''" ea, jep je 
06HJJ3CJ:O:.l 01\0 KpHTIPIKe TU':ll\e c1 IIB!lllp3THII liOpeii DpOMeHiiO 

3'IJar;, · IJU je jom jellĐOM DpOMeHIIO 3H8K ll TH~e IIITO je C)(HC'aO 

nHrerpau.ujc ll.)JI\ ac cynpvran OHOMe llYJI..: ea . 
ITpe~Ia TO~Ie he IIHTerpa.ir llS)I~ UPJie 1\0HType IIM8Tll 3a 

~pe,:I.HOCT 

" ,. l
. dn 

~. j.' F(tt)' 

na I\U;J; ce Iipymuh 6ecKplljuo CMUJblf, rano .na ce ra'!Ke a n c1 

IIORJIOD€, OH he Inl8TII aa Bpe.D,HOCT 2 /(1 , r.n,e je 

IIocJIC Tot· o6IIJian:a cTume ce y 1•a•my e ea npe.naomhy 

2 /{1 HH'ferpamt, a ea .nerepMtmai~I1jo~I (-) IW<l.llparHor KoreHa 

rro;ri; JiHTerpaJIHIIM auaiWM (aKo ce ae o6II.'Ia3II JI Tll'll:n e). Ka.n 

Ce DOCJie TOra npO;.I.J'Im IIIITCI'palllljU .LIJJI' .llllpeKTIIC DJT8Ibe 

CU, CTIDKe ce J T3'lltJ u Ca Bpe,:ruomhy 2 K 1 - Z IIIITerpaJia. 
ITa nomro cc o6e~m nyraJba~m cTI!me y 11cry Tll'l~'Y n, ro ;e 

(141) u (2 K 1 - z) = u (z), 

JIITO 3HU'III ;l<l (jlJBKl.(lljll n .10611ja jC.:..IIIJ IICTJ Bpe.LIHOCT J .::ll3e'da 

ra•H;a~ta z n 2 K 1 - z . A uomTo je 11 (z) 11apaa <llJUI\ll.Hja (rnro 
cJie.n.yje II3 * 32), c~leH.liH!Ill y (141) z ea -z, .no611ja ce J{a je 

11 (z + 2 K 1) = 11 (z) , 

nrTo 3IIa'ln ;ut <JlJIII.ILIIj :t 11 (z) mia 0n llt' flliOJ,Y :L K 1 (ucr 1 (oiL 

OITJIO n 1\a;J; ii11 ce OO!IIll!it l! rn•ma e, jep je u l!il(llla <lJYHI\1\ :Jj ,t) .. 

.i\fe~yT.!II, liCI ~Jc .:·Jo l:lll!Tll'l.Ke TU'l.f\e H = c1 , ~1011\ t~ CP. yaeTl! 

jom H je J; ml 11:1 i I ;q;y l'.l OJ 0 0 l'. l Ill X: 1-:pl!Tll'-11\llX "1\Piilt\a c2 11 e
3

• 

Arw ce, :La·;.w, <>;J:i:l 'lll ;ta je 

rl u J: .. = l 
ljF(u) 
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EaJiaan ce .na : 

l 0 cfi!J'H-'KI{Uja ll u.mt _jeoHy 1/CW!J đfd'OHOCW y ilia'!Jia.lta 

z' 2K1 - z , 

w~ = '2K~' (L' a 2 K 3 • 

Tai\0 6n narJien;aJio .na u nMa Tpn ocHOBHe nepno.r~e. Amr 
<:e JIUI\0 ,ll,OKaayje oa je iiipefia iiepttaoa jeoH-alfa a6upy ociiiaJWX 

<Jeejy, na .na, npeMa TOMe, osa ne npe.J.CTanJba uecno,ZJ,.'bllBY 
nepno.ny . 

.[(a OHCMO Ce O TOMe ynepllJIIJ, IIOC~JaTpaj~lO IIHTl'rpa.1 

(141) 

J3eT ,ll,J:il\ 1\0HTJpe 03HU'IeHe HU CJI. 22, a ea IIOJIU;JHOM Ta'IKOM C. 

HHTPrpaJI .nyn-. cna1wra o.n I'PY­
.ii\I1ha OKO TU'Iai.U C, C1 , C2 , c3 

je.nHaK je Hymr, nomTo ce 11py­
.nwhn ~wry 6ec1cpajao cMalbn­
naTH a .na llHTerpaJI .nynt IbllX 
He na~1eHII cBojy Bpe.naocT. Ca 
.npyre cTpase, npu o6nJiacicy oKo 

-;:::r----------- emme o.n: TiiX nt•mKa :-.na.n:paTHH. 
0 KOpeH MelbR 3Hal\. Ilpe:.!a TOMe 

e .•. 2:;_~ . IIHTCrpaJI JlY.il~ 1.\E'JIOKJIIHe !\OH­
Type l!Mllhe 3it npeJ,TIOCT 

Ca .npyre cTpaHe, npe~m · TeopeMII o eKnnBaJieu~n IIUTe­
rpaJIHIIX DJT8Fb8, Taj he UHTarpaJI 6IITU je.D,li8IC IICTOMe IIHTC­
rpa.Tiy yaeTOM .ll.J.iR Itpyra e ea 1.\CHTpOM y IIO'-Iemy, a J;ojn 
D6yxnaTa CBC 'ICTilpH Ta'IKe C , c1 , Cz , C3 • 'l'aj ce It))JT :IIIOJI\e 
JI 6ecKpaj HO IIII1p1ITH, je p <JlJHK~Hja IIO;:( HHTerpaJIHIIM 3HaKOM 
{141) HeMa .upyrnx cnsryJiapHTCTa ocnM Te '!eTnpn Ta'!J\e. Ila 
TOra ce 38KJI,y'lyje .D,a je Taj HHTerpaJI ,ll,J.ilt 1;pyra e je.n,HaK 
HYJIIr. J ep Ica.n, ce nycTu .na ce . Ta 'IKa u 6ecitpajao y;'.(a Jhl! O.J: 
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noqerKa, noJIHHOlii F(u) ce noHarna Kao H>eroB 'I.TiaH HajBnrner 
creneua Au4 , a narerpaJIHII eJieMeHaT I<ao 

du 

Ka;r~; ce, ;'1;81\Jie, pa;r~;n Te n HTerpal~Hje nym e' CT8BII 

H = nei' 

IIHTerpaJJIIII e.1eMeHaT ce nouama Kao 

i e-ei 
r- - d8: 

J. A r . 

OH TeJK!-1 HyJin Tmn r 6ecT•pajHo pacre, na he Tana n IIHTerpaJI, 
yaer naMeljy IWITa<IHHX rpaHin~a O H 2n , TaKolje TE'mHTU uym1; 
K8IW je Jhel'OBa BpenHOCT He38BUCH8 on llOJiynpe'IHIJKa r, TO 
je ona jenuaita uyJJn. 

Ha TOra CJJe;Jyje na je 

2K 1 +2K2 +2K3 =0, 

TO jeCT 

a onaTJie je 

(lJ3 =- (cul + w2); 

na noruTo, I\an je - w nepnona, n + w je nepnona, To je ropH.e 
TBp~eJne nOI\838HO, 

Harrpen je noi<aaauo na 1mn n no6nje jenuy npe,n:HOCT (3: 
3a jensy BpenHOCT Z= a, OBa TY BpenHOCT p no6nja H y T8'II<aMa 

a' = 2K1 -a, a" = 2 K 2 - a, a"' = :d K3 - a;. 

.]aKo ce yBepHTH na cy Ta•me a" n a'" :x:oMoJiore Ta'!Ke 
a' , jep je 

a"- a'= 2 K~- 2 K 1 = w 2 - w1 , 

a"'- a' = 2 K3 - 2 K 1 = (tJ3 - w1 , 

npeMa '!e~IY je 
a" -- a;' + (O w - 2- 1• 

", '+ a = a w 3 - w 1 , 



mTo noKaayjc ;~.a ce a" H a'" paammyjy o.n; a' caMo .n;o.n;aTKOM 
ncpno,J;a. 

)J;a 61I ce CBC TO, KaO H OHO illTO je I\a3aHO J ~ · 32 ., IIpH· 
MCIIIIJIO Ha HOpMaJIHY CJIIfnTI-1'11\J (l1JHKL(11jJ JlZ , Tpe6a J3CTH 
.n;a je e = oo (Ta je npe.n;HOCT je.n;Ha l~piiTil'-IKa Ta"ma aa KBa.n;­
paTHII KopeH no.n; llHTcrpaJIHnM aHaKo~I). II Ta.n;a ce HaJiaaK 
OBO illTO CJienyje. 

W!J'HK1fUja pz ll.tta 08C uepuooe, ;JU Koje ce Mory yaeTH 
.n;Be Ma IWje 0;:( TpMjy BpC;J; HOCTU 

1 .. ('3 

2 
J
. dil 

Ul -
t - ji F (u) ' J

.2 
du 

lL'~ = :3 fp (u) , 2J. du 
Wa = . ' l F (u) 

oo X> oo 

r.ne je 

F (u) = 4u 3 -g2 U-!h; 

Tpeha je rrepno;~.a cso.n;Jbiii3a Ha OHe ;.(ne 1wje ce 6y.n;y yae.'Ie, 
IIOill'l'O je 

Hy.tte rfi!JH-KI{I~je cy Bpcorwciiiu 

J
"' du 

Z=- -.-
\ F (u)' 

u 

''! X 

z'=2 Kl- z=2J . du + j' . du 
l F(u) l P (u) 

"" u 

H :XOMOJIOre TlU Bpe.n;HOCTII; CBC CJ HJJie upocUie. 
CBu cy uoAoBu rfiyH-K1f1tje o!lociiipy'Ku ; caM DO'IeTaK z= O i e 

TaHan noJI, jep ce aa rroJI .n;o6nja npe.n;HOCT 

a OCTaJIH cy IIOJIOBII IbeHe XOMOJIOT'C 
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IIomTo z= O HHje o6H'Hia Ta'!Ka 3a <JlyaK~Hjy, wo ce otra 
'Xe .Ato:JICe paaBuutu y Maclau1·in-o8 peo 

Amr, IIOIIJ'I'O je z= O rroJI J(pyrora pe.n:a, oaa ce 3a Bpe.u;­
HOCTH z y 6JIII3IIHII Tora IIOJia .AlOJ/Ce paatmi«u y Lam·ent·Of' pe8 
o6mma 

A rromTo je l}lYHHWija napaa, Taj pe.n: Mopa ca.n:p*aTn caMo 
napae cTeneae rrpo~reHJhiiBe z , rm .n:aKJie je o6JI!iKa 

(142) pz = ~: + A 0 + A 2 z~ + A4 z
1 + · · · 

II3 '!era Ce BII,llli aa j e oci«atua?i: aa UOA z= 0 j eO/taK 'XY AU, ua 
he iiiaKo 6uiii.u u aa c8e ociUaJZe uoAo8e. 

Koe(Jm~njeHTII B 2 , A& , A2 , A4 , • • • o.JpelJyjy ce CMeHOH 
napaaa (142) u II3paaa 

p' z =-
2 ~t + 2A 2 z -t -±A 4 z~ + · · · 

z 

J ,llH<llepeHI(HjaJIHOj je.n:HalJIIIJli 

(14:1) CJ:J -- p'~ = 4)11
- [) 2 p- Ya 

Kojy aa,n:oBoJI,aBa cpyHK~uja pz . Y nope~ cfbe~r 'J:IaHOBa ea ncrnM 
C'I'eneamra npo~eHJhllBe z Ha JieBoj 11 ; (eciJoj crpaHn TaKo .n:o6n­
jeHe je.n:Ha"!nHe, HaJia3II ce .n:a je 

A =!b 
2 ~o , .A = [h 

• ~s· 

H TaKO CC MO*e o.n:pe)l.IfTII IWJililW Ce xohe yaaC'l'OIIHliX KoeqJH­
~HjeHaTa An . 

Ilpf\Ma TOMe Law·ent·o8 peo aa rfiy'H$1fu}y pz j e ovAnKa 

{144) l 4 • A ' 
}JZ = ., + ~· Q z- + 4 .r + · · · .:: - -
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. l H . TJ. pe,n: He Ca)lpJKH BII '1JI8H ea - , HU H€38BIIC8H 'IJJaH. a TO} 
z 

je 'IIUbeHH~li OeHOBaHO uapaateađaH>e rp !J H-li lfUJe )JZ KaO KO.IIU't'KUKa 
· Ođejy t(e.IIUX rpyH-K'l{uja, nornyHo ennquo onoMe Koje je Han·pe.n; 
H3JIOJJ{eBO 3a fJlJHK~Iije sn Z, en z, dn z . 

34. A,!I,HLI,HOHa TeopeMa aa <fJyHKIJ,Hjy pz 

Ha Ha'IHH emiqaH onoMe IWjim ce noJia3n tlO annu.HoHe 
""TeopeMe aa cpyHI<u.nje sin z n sn z , Han pe.[( JI3JIOJ~~eHe, .n;oJia ;~ ~ ce 
H no a)liHliiOHe reopeMe 3a cJlJHKllHjy pz . Ta reopeMa HCI\a· 
.ayje aa ce đpe8~tociii p (a +~ ) napa;Jtea!Ja ha o cuueoapclfa rfiyH-Kt(.uja 

- ~pe8H-ociuu 

mJ. Kao a.11zeoapc1ia rftyH-Kt{uja ca.mtx uspaaa pa u p~ , !J oo.lluKy 
OOpaCI(a 

l (p' a- p'~ )~ ( 145) p (a + ~) = -
4 

· ~ - pa - p~ , 
pa- }J 

I')le jorn rpe6a eMeHiiTll p'a H p'~ Ih!lXOBini npe)lUOCTin!a 

(l1.6) 

I\a)l ce ~ CMemr ea - ~ 11 npu~ern )la je pz uapua, ap'z 
'Henapsa (JlYHKU.IIja npoMeH:biU3e z, )l06Hja ce oopa3an 

(141) 
1 

( 
l l '(l ) '' . pu .,- pl-' -

p(a-~) =- - -pa-p~, 
4 pa -.p~ 

na ce O,l cGpa3a~a (1-:l:i)) n (147) ~10me 'llfHH'l'H HCTd. oua1ma yuo­
Tpeoa, 1\ao u O)l; a)llll\IWH!Ix o6pa3a~a 3a cJ)yHiti(Hjy snz. 

'l'a1:o, y3emrm na je ~ = a , nena crpaHa o6pacila (14.5) 
nocraje p (:::l et) , a 3arpa)la Ha )lecHoj crpaHn jan<· ~>a cc y o6mmy 
o . ·Q . / ~il 611CMO IIammr Jbel.ly npaBy Bpe)lUOCT, CT3lll!MO )la ]e 

i3 = a + h , na IIJCTHMO .[(a h Temu HJJIH. 3arpa.n;a Ta.n;a DOCTaje 
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[
i_ (a+h)- p' a]~ = (<'a):, 
p(a i h)-pa pa 

na je, nmme, 

(148) 1 ( " )' p (2a) = T ;, : - - 2pa o 

npe:Ma o6pacu:y (143) Il3Bon p'a napamaBa ce Kao aJinoap­
cr\a cJ)YHI\U.nia na paaa pa o Ila HC Tor o6pac 1 (a nooHja ce nH<J)e­
peBu;HjaJierbeM u Cl\paherne~r ea 2p'a na je 

na ce noMohy Tora oopacu:a aa npyrrr H3Bon p" z H o6pacu;a 
(143) aa npBrr H3Bon Hapaa p (~a) HapamaBa Kao panrrouaJIBa 
cpyBKU:Rja Hapaaa ;pa rr p~ o 

06pacu;rr (145) H (147) noBone H no o6pa3au;a aa a611p n 
paammy napaaa pa u p~, Koju pemaBajy HCTH aai(aTait Kao H 

Henepomr o6pac~H y TpHroHOMeTpHjiio 'l'arw, aKo ce pa3BHjy KBa­
- · npaTH :Jar pana y THM o6pacu.nMa, _no6Hja ce 

p'(t o p' ~ o 

p (a-~) - p (a+~)= (pa- p~)2, 

na aKo ce ry cTaBn na je 

a-j3=a, ({ +~=u, 
o,r~;aKJie je 

u+a 
a= ~, 

nooHja ce o6paaat~ 

'(b+a) '("-a) . p -2- op-::l-

pa -pb = l (b + a) (b- n) J-. 
p ---:r- -JJ - 2-

a Ha cmrqaa HR'IInr6tH~Olffil h6paaat~ aa. :J6np napaaa pu H pt/. 

35. «<»yHKU.Hja pz H3pa>t<eoa J<ao I<OJIH'IHHI< U.eJIHX lj>yHKU.Hja 

Ilovohy cpyHKl(Hje pz cf>op:r.mpajMo cpyHr\u;njy 

(148) ~ (z) = - J pz · dz . 
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ITomro ce pz Mome, aa npe,ll.HOCTII z y 6mwnHn: ra•me· 
z = O , paanwrn y pe.ll. o6mu<a 

TO ce ~ (z) Mome pa3BH'l'H y pe.u; o6mma 

(150) ; (z) = _l + az3 + bz5 + · · ·, z 

na ':lera ce BII.U:H ,ll.a je ~ 'H eiiapxa cJ)yHin~Hja npoMeHJbiiBe z ~ 

OBa He Mome nMaTH .u;pyrnx cnHryJJapwrera ;~o OHI1X mro nx 
HMa ci)YHK~nja p z . 06paaa~ (150), 1wjn BamH n KaL{ ce y I&eMy 
Ta•IKa Z = 0 CMCHH Ma IWjOM CBOjOM XOMOJJOrOM, IIOKaayje ,ll.a C 
HMa OCt;K]Htj?to . .4f'lt0ZO UOA08a, 'Koju cy C8ll up802a p eoa u 'Koju cy 
00/JWf{l. 

(r.[{e cy w 1 n w~ aaupe.u; o.u;pet)eHe uepuo,ll.e cJ)YHK~nje p z) , a. 
Koju eđu u.ttajy aa oeiUaiUa'K l . 

1\fe}JyTHM, CJ)YHitl{Uja ~' 'H C.Ita 3Ct u epuuoe ?tU W1 'HU W~, J ep. 
aKo je w je.u;aa O.ll. TiiX nepn:o,ll.a , nomTo je H3 (148) 

H() ., z =-pz, 

H3BO,ll; ; (z) UMa HCTe nepHOL{e ItaO p Z . Ami TO He Ba~m Il 3a 
caMy <llYHK~ujy :; , jep HHTerpa~Hja je,ll.Ha':IHHe 

~' (z+ w) = l:.' (z) 

JBJJa'III je;:J;HY HHTerpa~UOHY KOHCTaHTY e II .u;aje 

~ (z+ (l))= ~ (z) + e. 
AKO ce J TOj je.u;HaqiiHII CTaBII ,ll.U je Z =- ~ , ,I{06Ilja Ce 

mTo ,!{aje 

((U) •; r -C= "'·~ . ~ .' 
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na .u.aKJie 

e (z+ w) = ~(z) + 2. ~ ( (~)' 
illTO llOKaayje ,n;a w HHje aepiiO.J.a <JlJHlCIJ;Hje l . 

fJ>opMnpajMO Ca,::{ cpJHIU(Hjy 

(151) 

Koja ce aerrocpe.u.Ho noMohy · (Jl.)HI\l(Aje pz 11apaJRana y o6mmy 

a (z) = 1,-JJ'pz · dz. 
ITomro je 

J rl2 1 + A4 -pz · dz = log z+ T z 4 .z a + · · · , 
TO je 

(15~) a(z)= z e'r<=>, 

r.u.e je rp (z ) je.u.aa <!JyaKu;nja ~~:oja InJa z = O Kao cnojy o6wray 
T:l"'IIty. Ila I~arw Ta cpyHI\U.Hja HC Mome mra·m .u.pyrnx cuHryJia­
pHTera, .U.O OBllX illTO IIX liMa p z, a TO je Ta'll\a Z= 0 II !heHe 
.I.OMOJIOre, TO ll 3Jia3H Oa j e a (z) I(CJ!a cfitJH-IW,uja tipOMCHJblliJC Z• 

A1w ce ca.u. yoqn cflYHKl (lija 

(153) 

H3 o6pasau:a (149) a (152) Bli.U.II ce .u.a hc Talma z = O GnTH 
{)6ll"'!Ha Ta "'IKa 3a (JlYIIKIJ.llj y U (z) , .ic p ce u pu MHOJI\CibY <!JYHK-

JJ,uja p u a2 "IJiali z1~ rrornpe ea z~. Ila nomTo n G (z) He 

MOme IDia TU .U.PJI'.IU CIIHr_yJiapnTeTU OCIIM llpC.LI,HOCTil Z = 0 II 
IbeHIIX XO~IOJIOra , TO he H Ta pyH-KI(Uja G (z) 6uiUu 1(eJ1,a rflyn~e-. 
l{Uja UJ10o~UC H,Jbll8C Z • 

Je.u.aaqnaa (1 53) 

(15-l l 

ra.n:a .u.aje 

_ G (z·) 
P"- = 0 (z )2- • 

a iiiu.Me je rfiyH-KIIuia p < U3]JaJJCeH,a '/iao ?ro.~u'tnu?> OIJejy ~{ CJI, I • , t ' 

ifiy~t,K~{uja. 

ll,eJie tJlYHKIJ;Hje ( (z) Ir a (z) yneo je y TeOpHjy eJIIIIlTII'llWX 
<!JYHKI(I1ja ~reierstmss n npoyquo mr je oco6nae. Oae cy 'J" Tuj r eo­
pHjK ll03HaTe ll O JJ: Ha3 1fBO~I " SeTa c{lJHI\:1 (Hja'' II ,,Ciinia-qlJUKIJ.I1ja". 
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!J\VHI\1\llja a ce 113pl1Jl·Wna 110~10hy (, o6pUCI.\eM (151), a C 
ce li3}13Jl\3Ba IIOMvTiy a o6pUCI.\e~I 

:(z) = _!}_ ]oo· a (z) 
dz "' ' 

l 
Koin ce L(o6nja JJ(!I'apllTMIICaJheM 11 .nnri)E•peHI:.\IfjaJJeJI>eM o6pac:u:a 
(151). 

Jia 3.J.H:U:li0He Teope~lf' 3U fJ)YIII\:U:lljy pz ll3BO.D.H ce aa C 
o6pa3l1I\ 

Hojn, y ne~m ea o6pac:u:nMa 

- ~l ( ) }J.<- = -., z ' 
,_ . ._" (-) 

p.:, ___::: -~ .<' 

HapaJI\aBa ~ (a + ~) IIOMohy lt:lpaaa 

~(a),:(~), ;'(a), ~'(l-l), ~"(a),~~~(~) 

H TO l\aO pat(IIOHUJIHY cpyHIU(IljJ' TllX H:lpaaa. 

36. Beaa iflYHI<LJ.Hje pz ea iflyHKU,HjaMa s11 z, en z, dn z 

A1w ce y je.nHa'IIlHIT 
. du 

(t;).)) d z -= ;-;===:;:::::=:=====::7 J' ( l - u~) (l - k~ u2) 

( 156) 
l dv 

ll~ = -+- dl(= - -----;;;{:-, v ·(L , 

2 (1•+ a)T 

oua IIOCTaje 

( 157) 
-dc 

dz =- , 
1r 4t•1 + cv2 + gv + h 

L'.[l.C je 

e = 4 (~)a - ];2- l) , 

(158) g= 12a2
- 8rt (l+ P)+ 4Jc2, 

h =- 4a 1 -4a2 (l+ F) -1- 4aP. 
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KoscTaHTa a Mo.me ce IJ3a6paT.i TaKo .n;a 6y.n;e e -= O, mTo 
he 6!1'l'l:l aKo ce ya~w 

(159) 
1+1.-2 

a=--
0 

3a~IeHOM TC Bpe.n;HOCTII y je.n;Ha'-IIIHaMa (158) je.n;Ha':IHHa 
·{157) IIOCTaje 

(1 GO) 
d v 

dz = · 
\' 4v3- g~ v- g3 

r.n;e je 

-± z·. J.. g 2 = - T (l - .-- + .. ·) , 

- 4 F (l P) g3- T, +, . 

li3Mel)y IIHTel'paJia H = .mz je.n;Ha':ll!He (155) II tJ>YIIKIJ;llje 
V IIOCTOja peJiaL(Uja {156) r.n;e a liMa Bpe.n;HOCT (159). ila IIOlliTO 
je,I(Ha':luHa (160) HMa aa IIHTerpaJI <f>YHitu;ujy p.::, iUo ua.Me!JY pz 
u s n z tweuwy 11 a e aa 

(l (ji) 
l 

:;n2 z= l +k2 
p.<+ -3-

HJlii 

(162) 
1 1+1.-2 

pz = sn2 z --3- · 

iloMohy Bese <f>YHKJ\llje sn z ea (l>J' HKI\HjaMa en z n dn z , .n;o-
6Hjajy ce 3a oBe (Jl.VHKIJ;Ilje JbiUOBe Be3e ea pz , a TO cy 

.HJIII 

l 
l+J.-2 • 

pz + -3-

F 
dn~z=l- 'l+P 

pz + -3-

l 1+1.-~ 
pz = 1-· en2 z --3-
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7,-2 1 , k'J 
] JZ = 

1 -dn~ z - --;.r-

CaMo Tpe6a np11~CTIHII ~a ncoc napamene ropihiDI lGpa­
-cu;uMa a e nan~e 3a .tta 1W1L8e t}lJHI>IJ;Hjc sn z (o.IJ,HOt!IO en z 11 dn z) 
II pz . <llyuKu;Hjapz ca~pJI~II .IJ,Bil apo~eH Jb llB.l napa~~t·Tpa g2 n g3 ; 

roplbe Be3e IIOCTOje 113~Ci)y je.J,He ~aTP, yocTaJIO:\l MU lWje, tJJ.)'I:IK­
U,Uje Sn Z li le.Il,He 'l'3.IJ,a iUa'tHO oape!Jette diyH.KI(Uje )IZ, H TO OHe 
'IUjH: cy IIapaMeTpn o,npelJemr IIO)IOhy ?>10-AYJia 7.· t}JYHI<u;uje sn z 
.()opacqHMa (158) n ( L59). 

lf:J TIIX Be3a .Il,OJia:m ce U ~O 3UKJbJ'llCU O Be3If II3~1PIJY 

rroje,nuanx oco6nHa <lJYHKJ(ttja sn z ll J hoj o,.'lrosapajshe cp,\111\­
u,u!e JlZ . TaRO : I}JJHKD;Rja pz liMU 3rt IIOJIOBe HJJie t}lJHKD;IIje Sll Z ; 

l . ,4, • 6 . l + Jc2 3a CBaim IIO:I OJHI\J(Ilje sn Z 't'JHI\Ll;IIJa pz .Il, O .!]U BpC.Il,HOCT - -
3

-

n T. ~. 

Beae 113~tciJY sn z, en z, dn z II <JlYHI\J(Ul-t pz twje u~ajy 
.upyrc rrapaMeTpe g2 u g3 KO~IIJIIli\Onaanje cy 11 ne yJJa3e y 

-<>K Bil p onux rrpe,nanalba. 

37. CBO,li,JbHBOCT CBHX MepOMOpljJH11X ,li,BO·nepHO,li,H<fHHX 

ljlyHI<IJ,Hja ua Jmueapue I<OM6Hnau,Hje ljlyHI<IJ,Hje ::. 

ll lbeHHX HSBO,ll,a 

He1w. je P(z) jep;aa )Ia Iwja Mepo~IOpqJaa ,nno-IIepuo,nH'IHa 
<()l,YHI\1(11ja , '!Ilje nepuo,ne ne1.;a cy w 1 H w 2 • O:ma•mMo ea 

II0.10Be Te t{JJHI\l(llje y lheHO~Ie OCBOBHmi napaJieJiorpa~ry ne­
puo,na, n Hel\a je mh pe~ noJia ak . 

II peMa onlll'roj Mittag- Len:Jer-onoj TeopeMn :1a mpanm­
BaH.e MepO~IOptJlHIIX qlJHI\I(Uja, MOme ce H3IIIICaT11 ,na le 

(1G3)P(z)=~[ A~t + ( B~: )" + · ·· + ( H,, ] +G(z), z- rc11 z- a"- z-ah)"' 

r.ne je G(z) je,nsa J~eJia lllYHI\JJ,IIj'i H r,'.\e ce cy~tupmbc npoTe'f{e 
Ha cBe noJrone ak. Pe,'.\ je KOIIBepreHTaH 3;1 cBe npc.'.\HOCTII z, 
.()CIIM 3U CaMe IJOJIOBC a ll. 
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Heim je pz HOpM3JIHa eJIIIIITl.Pma ~1JBKIJ;Hja KOja JI.Ma MCTe· 
nepno.J:e w1 II w 2 Koje liMa H F(z). Ha o6pacu;a (150) JJ;<l6Hja. 
ce JJ;a je 

+ =~ (z)- (IZ1 - vz··- ... , 

_l,.=-~ '(z)+ 3oz2 + 5bz 4 + · · · , z- . 

~3 =.l> ~"(z)- 3az-10bz3 + · · ·. 
z· :.. 

CMeBMBUIII y T!IM o6pacu;mm z ea z - ak JJ;06nja ce HU:J: 

o6paaau.a 

r.J:e cy 'V1 , 'V2 , W 3 , • • • (f)YII!;I.J.llje IWje I::\Jajy Z= ah 1\30· 
06Il'IBY Ttl'lliy. 

~IHO}Kt>li!I m·ne n JJ;ecHe cTpanc nocw.:tJhiiX o6paaau.a ea 
A", Bh, · · · H,, n ca611pajyhn Tal\o :to6llj•·Hc jc;.tHa"niBe, JJ;ofinja ce 

rt " a" H" + ·- -", ··· +- -
z- a ;, (z -((,,r tz - (q,)"' 

= JI0 ::: (z - a") + 11I1 ~' (z-((" ) + · · · + Jim 't"'l(z - u,;) , <!>"(z), 

rJJ;e cy J/0, Mt, · · · 111", cTaJJriii IWC<JllllllljeHTir, a <I>h jeJJ;Ha 
<llJH!Illllja Iwja mta ah t;no I'Bojy o6tt'IHY Ta'II<~·. 

Tipe~ta o6pacnv (168) ~IO'IW ce Ta;~,a WlnucaTir JJ;a je 

(1G4) F (z) =L ... lio::: (z -- ak) + 
+ L l .l/1 :::'(z-a,, ) + ··· + Jim :::1"'l(z- a,,) ] + H (z) ,. 
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r.ue ce :mai>. cy:m-rpau,a npoTeJRe Ha cse IJOJIOBe ak n r.ue je 
H (z) je,J;Ha (JlYHI\l\IIja IWja lUJa Te IJOJIOBe KaO 06IP:I.He Ta'IKe. 

3a upnu s6up Ha .uecHoj cTpamr je.uHa'IIme (164) MOJKe ce 
.uoitaaam .ua npeTcTaBJha je.uHy cpyHin~njy <p (z) Koja MMa sa ne­
pno.ue n\ n m2 • Jep, a1w ce ea m osHa"lm je.n;Ha nmr .n;pyra o.n; 
TIIX rrepno.n;a, Haiipe.u je rroKasaHo .n;a je 

~ < ...L ) ~e )+·)·-((l)) .,z , m="z ~s 
2

, 

rrpe~ra 'IeMy je 

(1G5) <p(z+m) =<p (z)+ 2~ (~~).l: 11[0 • 

l\fe~yTIIM, Koecim~IljeHTn Jio nncy HIIIIITa .n;pyro .n;o I<Oe­
qm~njeHTII A IIITO MHOJKe 

l l l 
z-al 

y II3pasy (163) sa cpyHIU(IIjy F(z); TO cy, ,n;aRJie, OCTa~II Te 
(pyHK~l:lje sa IbeHe IIOJIOBe a1 , n 2 , a3 , • • • Ila IIOIIITO je F (z) Me­
pOMopcpHa ,Il;BO-IIepHO,Zl;II'IHa cpyHK~Hja, TO je S61Ip TlU OCTaTai\a 
je.uHaK nyJiu, TaKo ,;:~;a je 

n je,;:~;Ha'InHa (165) ce cno.un na 

cp (z+ m)= <p(z), 

mTo rroKasyje ,;:~;a <p (z) u:Ma m I\ao nepno.uy, na rrpeMa TOMe n:Ma 
oue npe,n;HOCTII m1 n w2 .aa rrep110.n;e. 

Sa .n;pyru s6up je oqena.n;Ho .n;a IIMa Te neTe rrepno.n;e, 
IIOIIITO je Haiipe,n; IIOI\.aSaHO ,n;a Te nepDO,ZJ;e HMa rrpBH H3BO)l 
C' (z), na he HX, npeMa TOMe, llMaTH Il Cml ll3BO)lll Te CJ)YHK­
~Hje. Ms Tora cJie,n;yje .n;a he H H (z) nMaTir Te neTe rrepMo.ue, 
KaO JIHHeapHa IWM6HHa~Mja CaMHX ,UBO-IIepHO.lJ.H"l!HMX c'{JyHK~IIja. 
ila IIOIIITO Ta cl}YHK~Hja HMa Bpe,n;HOCTH a 1 , a 2 , a8 , · · · I\aO 06H'I­
He Ta'IJ<e, a He MOme BaH THX BpeJJ.HOCTii IndaTii HIIKRKBUX 
CHHryJiapnreTa, OBil je- t~eJia (pyHI\IJ;Hja npoM.eHJbHBe z . A 1\aKO 
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ce u;eJJa <llJHin~Hja, Koja nMa ~Be rrepno~e, cBo~u aa je.J:HY IWH­

CTaHTY C, o6paaau; (164) IIOCTaje 

(1G6) F(z)=C+l;[Mo~(z-((,,)+ 

-1- M1 ~,(z- ak) + · · · + Mm .::<"•l (z- ah)] 

n MCita3yje OBJ TeopeMy, II03HUTY no~ Ha3aBOM Hennite-oBe Uieope.Ate: 
CBax:a .Mepo.Mopifnu:t fJBo-iiepuofJu'I(,Jtrt ifiywx:lruja F (z) uapaotcaBa 

ce Kao .1/,U'/teaplw 'IWMOU'ItGI(Uja ozpaH,wteiwz 6poja uapaaa 

'· ff ( ) ., z-a1, ,·· • 

zae cy ((1 ' a2) a3' ••• UOM8U rpyiiKI(Uje F (z) y 1-be/iO.IIC uaz!a./l,e./I,0-
2pa.lty iiepnofJa, a ( oaH,al{,yje W eierstrass-oBy aeiiia-ifi yHril(ttjy, ifiop­
.!tupa'lty iioMohy rp!JH,'KI(ttje pz 1.-oja wta uciiiy u epuofJy Kao F (z) . 

BamHOCT Teope~re JJemli y TOMe, liTO OBa CBO,IJ;li CBe Me­
pOMOprJ)He .n:so-nepno.n:wme (l>YHKIJ;Hje na .ie.n:ay je~nHy cl)YHI~-
1\Mjy, a TO je aelii.a-ifiyuklptja. Ita.n: je oBa npoy'reHa, ~ro~~e ce 
CMaTpaTH .ua cy npoy'leHe n cse MepoMopcl)BC ; ~so-nepuo~n'lHe 

cpJHKD;Mie y OHOMe liTO je 3U IbliX 6HTHO. 

,Je~Ha o~ na.nm:nx IIOCJie ~~nqa Hermite-ose TeopeMe je oBa: 

H eofJpefJeH,u u'ltiUezprut 

(1G7) J F(z)dz 

jefJ'}(,e .Ata 'Koje .Atepo. troprftJte fJBo-uepuoiJwtH e cfi.IJiiKI(Itje uapaotcaBa ce 
KaO .1/,ltH,eapiia 'KO.AtOU'H,((lfUja ozpaH,zt 1te/i02 Opoja U3]Jct3a 

d 
- JOD' cr (Z-((k) 
dz "' 

d~ 
-
1 

., lo!! a (z-- a1, ) (z- ~ 

z()e cr (z) 03Ji(('lCl8a Weierstrass·OBY CUZ.Ita-ifiyH,KI(Uj!J, ifiop.Atupa'lty uo­
.Mohy ifiywK?fuje .PZ 'Koja U.Afa ucUiy uepuoay ,;a o F (z) . 

'fo II3Jla3!I OTJ~a illTO je 

•, . d 
?:. (z) = dz log cr (z) , 

'na ie npe~ia TOMe 



J e (z - uh) dz = log (z-ah) ' 

J nz- ak) dz =!:(z-ah) = c:!-log cr (Z-ah), 

J C" (z-an) dz = ((z-ak) = :;2 log o (z-ak) , 
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'raKaB je Ha'!IIH napam.aBan,a HHTerpaJia (167) cmFraH 
<>HOMe Ha Kojn ce napa'"I'aBa nHrerpaJI jeAHe pan;RoHaJIHe cpyHK­
u;nje R (z). Kao rnro ce aHa, raKBa <f>YHKD;H:ja ce nspam.ana Kao 
JIHHeapHa IW~16HHaJ\Hja orpaHn'leuor 6poja nspasa 

l l 

JrJIIT, IllTO je IICTO, KaD JIH:HeapHa J{OM6HHaD;Hja IISpasa 

A (z - "'") , "A' (z - ah) , "A" (z - ah) , · · · 
r.n.e je 

a a 1 , r12 , a 3 , 

IIarerpaJI 

l 
"A (z)=- , z 

osaa'lyjy rroJioBe <f>yHin:~;uje R (z) . 

JR (z) dz 

uspa*aBa ce, Aai{Jie, Kao mmeapHa rwM6HHan;Hja orpaHir<IeHor 
<5poja Hspasa 

. d . d2 

]oO' (z - ak) - log (z - ah) , - log (z- a11.) • • • • 
"" ' d.z dz2 

' 

<J>yHI{IJ;IIja l_ je, ,J;arme, peoy'KiUueHu eJte.AteH-aiU sa ene pa­
z 

D;HOHaJIHe cJ>yHKD;Hje, a 3eTa·q)yHKD;Hja je peAJKTHBHH eJieMeHaT 
aa CBe MepOMOp(Jme ABO-rrepiiOAH':IHe Cl)YHKD;Hje. 

TaKo Hero, JiorapnraM je raKaB eJieMeHaT sa HHrerpaJI Ma' 
I\aKBe paD;HOHaJIHe jpyuKD;Hje, a CHI'Ma-CJ)YHKD;H:ja sa Ma KaKBY 
MepO!tiOp(J)Hy ABO-rrepiiOAH'IHY CJ)JHKIJ;Hjy. 
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38. CBO,!J;JbHBOCT CBHX MepOMOpljJHHX )];Bo-nepHO.D;H'IHHX 
ljlymw,nja ua pau.nouanue I<OMonuau.nje ljJyHI<I.J,Hja sn z H sn' z 

llpe?.ra OHO)Ie mTo je rope rroKa3aHo, cBaKa ce MepoMopqma 
;J; BO - rrepHo.n;nqaa cllJHKu;nja F (z) Mome 11 3pa3nTn y o6.:nmy 
(166) r.n;e je 

(168) 

n r.n;e cy a 1 , a 2 , a 3 , • • • noJioBn <llJHKu;nje F (z) ca.n;pmaHII 
y IbeHoM rrapaJie.uorpaMy rrepno.n;a. 

llpeMa Harrpe.n; .n;orm3aHO)I o6pacu;y 3a cBe Bpe,TJ;HOCTII 
a n rl je : 

(169) 

na, I\a.n; ce a cMeHn ea z, a (l ea - r<h, .n;o6n ja ce ;~a je 

(170) 

IIomTo je H3paa 

He3aBIICaH O)]; Z, aa .D;UI\Jie npe.n;cTaBJba je.n;sy KOHCTaHTJ G,. 
TO ce rrpeMa (168) aaJia3n .n;a je 

~ ~ , l~ 7/z -p'cc;, 
""-' Mo ~ (z - ah) = C + -

2 
L.J JI o • , 

pz - P((k 

n3 '!era ce Bn.n;n .n;a je n3paa 

(171) 

pal~noaaJIHa · cpyarm,uja rrpoMeHJbllBIIX p z n p' z . 
Ma (170) ce .n;o6Bja .n;Htflepesu;Bja.neiDeM .n;a je 

(172) ~" ' ( ) ~' ( ) 1 rl p'z-p'ak 
~ z-an= (, z +-2 dz pz-pah 
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OaHa'IeHo .n;IHJ)epem.~;njaJieiDe Ha ,[(ecHoj crpaHir, Ka.n; ce 
If3Bpilll1:, .n;aje je.n;Hy pau;lfOH3JIHJ KOM.6HH3l(IJjy cpyHKl(lfja 

(113) p z , p' Z , p" Z , • • • ; 

rra nomro je 

C' (z)=- pz, 
(174) 

p" z= 6p~ z- ~~ ' 

"TO ce, npe~ra o6paCI\Y (172), napaa C' (z-a"), na ;:J;arme u a6up 

~BO ;lli Ha paiJ;IIOHaJIHY ROM.OUH3l(Hjy cpyHI\1 (ll ja J! Z If p' z . 
,J;nci)epeHIJ;HjaJien.eM o6pacu,a (172) .n;o6nja ce ('(z-a;.) Kao 

pal(liOHUJIHa KOM6.H:Ha 1\llja cpyHI:\Uiija (" (z) II (173), IDTO Ce, 
npe~ra o6pacl.l;mra (174) oaer napamasa pal(IIOHaJIHo caMo no­
Mohy pz n p'z. Ilpe~ra roMe ce n Hapaa 

napamaBa pai(H:OHaJiao no11rohy p:: u p'z. 
II po.n;ymnBmii TaKo, yaacrorrHnM .[(nci>epeHI \IIjaJieJr,uMa u 

CMeHo~r n.aBo.n;a p"z I-beroBoM Bpe.n;aomhy (174), HaJiaau ce .n;a 
Ce ll3BO,ll; Ma ItOra peiia cpJHI\I(Hje ( (z-a,,), na .n;arme H CBII 
n:lpaaii 

TaKO~e II3pamaBajy pal\ IOHUJIHO nO!tiOllJ pz U }"z, InTO )lOBO,ll;II 
.n;o oBe Teope)le : 

CtJaKa .MepoJ!tapifnw Đao-iiepuoau."xa giyx'n~uja F (z) uapa:J~Ca8a 
ce Kao pal{noxaAxa 'X0.1t6uxa11uja -cfiYHKz~uja pz u pz' Koje tt.Atajy 
uciUe iiepuooe Kao F (z} . 

..A nornro ce npeMa o6paciJ;y 

H3BO;:I; p' z napaamBa Kao aJire6apcRa cpymtiJ;Hja HopMaJIHe cl)YHI\­
l.l;Hje pz, TO TU TeopeMa ,ll;OBO,ll;II ,[(0 OBe : 



118 

CeaKa .Atepo.ltapifm,a i'Jeo-iiepuoou~tna cfiyn'IHfuja uspa:J~Caea ce 
xao aJZzaoape~ca iflyit:K'I{uja xop.AtaJZH,e iflyi{,Kl(Uje pz Koja u.tta uciiie 
iiepuooe Kao F (z) . 

Hs o6pacu:a 
1 l+k2 

pz = sn2 z- - 3-' 

sa rw ju cM o Ha upe .n; Hammr . .n; a ncKasyje Besy H3MelJY sn z u 
oHe cflymtu:nje pz mTo Jhoj o.n;roBapa n.peMa Bpe.n;HOC'rii Mo,n;yJia 
k, .n;o6Hja ce 

p'z=-

illTO .IJ:OBO.IJ:II .IJ:O TeopeMe : 

2sn'z 
:;n~ z 

CeaKa .Atepo.Mopifl'H.a oeo-iiepuoou>ma cjjynK111tja F (z) uspaDICaea 
ce Kao pa!,fuO'H.aJZ1ta rfiY'H:xu,uja oo sn z u sn' z , eesaHux ea oozoea­
pajyho.n joj qiynK?fUjO.At pz. 

HanocJiemy, npe~m oopacny 

sn' z= jl(l --sn~z) (1-7.;2 sn~ z), 

nsBo.n; sn' z H3pruKaBa ce Kao aJire6apCI~a <l)YHitU:Hja ocHOBHe 
emmTJ.PIKe cJ)yHrtJ:lHje sn z, IDTO .n;oBo.n;n .n;o oBe TeopeMe : 

CeaKa .Atepo.ttopcfil{,a oeo-iiepuoOU't'H.a rfiynK?~uja uspaD~Caea ce 
xao aJZzeoapcKa 'KO.At6u'H.at(uja cfiyi{,K1fUje sn z , eesarte ea oi'Jzoea]Jajy­
ho.At joj rpy'H,KI(UjO.At pz. 

Te cy TeopeMe nosHaTe y TeopnjH eJIHnTwnmx <l:JYHKU:IIja 
no.n: Ha3HBOM Liouville-oeux W.eope.Ata. lbnxoBa Ba:tKHOCT JiejJm y 
TOMe, lliTO OHe CBO,n;e CBe MepoMopqJHe .IJ:BO-rrepiiO.IJ:lP.IBe cpyHit­
J:lHje Ha je.n;Hy O.IJ: JhHX, a TO je 6UJIO Ha pz , 6HJIO Ha sn Z ; CBe 
cy ocTaJie caMo aJire6apcKe KOM6Imau:nje THX crrer{njaJIHIU 
rJ)YHitU:Bja. 

To je H pasJior s6or rtora ce MepoMopcpHe .n;Bo-rrepHO.IJ:IPIHe 
<l:JyHrtn:nje Ha3HBajy eJZuuiUu>txtt.At cfiy'H,KI(uja.Ata. Taj ce HasnB pa­
Huje o.n;Hocao caMo Ha cl)YHKU:Hje sn z , en z , dn z ; rta.n; je nor.a­
saHo .n:a ce H cBe Mepo~wpclme cl)YHKU:Hje ea .n;Be rrepno.n:e cBo.n;e 
Ha OBe CIIeU:HjaJIHe TpaHCJ:leH;ri;eHTe, Taj Ha3H:B je o6yxBaTIIO II 
CBe lhHX. 



WecTH o.a.eJhai< 

OnmTn norne]l. Ha IJ.BO-nepno]l.nqHe «}JyHI<IJ.Mje 

39. CnwmocTH H pa3JIHKe H3Meljy npocTo-nepHO,lJ,H'iHHX 

H ,li,BO-nepHO,lJ,HlfHHX lPYHK~Hja 

Kao niTo ce BIJAH ns cnera onora mro rrpeTXOAif, eJIHII­
TIFme r(lYBKI\Hje, IIO,ll, KOjHMa Ce mmjy IIO,ll,pasyMeBaTH yorrmTe 
ene MepoMopcJme ,li,Bo-rrepHo,n;wme rflyBI<l\IIje, cacraBJbajy jeAHY 
I\Jiacy aHaJIIITH'IKIIX rflYHI<l\Hja KOje IIOKaayjy BeJIMI<e CJIH'IHOCTU 
ea eJieMeHTapHIIM TpHTOHOMeTpHCKHM rJlYHKI\HjaMa H IDHXOBMM 
aJire6apCKIIM KOM61fHUJ-\HjaMa H Ba KOje Ce ORe CBO,n;e 3a CIIel\H­
jaJIHY Bpe,n;HOCT MO;::I;yJia k, Te cy CJIH'IEIOCTU HCTaKHyTe Ha BU­
;::I;UK y oaoMe mTo je Harrpe.n; M3JiomeHo, H oHe ce cacroje H. np. 
y rrepHO,li,H'IHOCTH, 06JIIfl\HMa KpHBHX JIIIHHja IJLTO HX reoMeTpH­
CKH rrpe,li,CTaBJbajy, y a,ll;l11\HOHOj TeopeMII, y pa3HOBpCHHM 06pa­
CJ-\liMa KOjH IIM Hspantanajy oco6Hae, y Moryhaocrn Hspan<.anaiDa 
cpyHKJ(nje MYJITIUIJia rrpoMeHJOMBe noMohy cJlYHKI(Hje caMe Te 
IIpOMeH:bMBe, IIT,ll,. 

Me~yTHM, n:JMelJY npoc'l'o-nepHo,n;H'IHHX n ABO-rrepiiO,li,II'l­
HilX cpyHKI\lija nocroje H 6HTHe pa:mrm:e. IIocrojaiDe .n;nejy ne­
pno.n;a 'll1HII ,n;a je CKYII ,li,BO-IIepno,n;H'IHIIX cpyHKI\Hja ym.a HO 
CI<YII IIpOCTO-rrepHO,ll;M'IHMX r(lYHKI\Hja, jep CBaKa rrepHO,ll,a YHOCH 
co6oM je.n;aa cr<.yrr rroro.n;a6a Koje. cJlYHKJ-\Mja rpe6a .n;a ncnyau; 
;:~;ne rrepRo,n;e yaoce BHme Tin noro.n;a6a aero je,li,Ha. A ro no­
BJia•m co6o1r '!ecro n 6nrae pasmme M3Me1Jy Ta .a;na cr,yrra 
r(lYHKI\Hja. 

TaKo, nocrojn 6ecKpajao ~moro J-\e.1Hx cpyBI<.l\Hja ea jeA­
HOM rrepiiO,ll;OM: TaKBe 6II H. np. OMJie ćJ.lYHKJ-\Mje 

e• , _/lt • 
e· , sm z , 

A He rrocToju mmaKna 1\eJia cJJYHKI\Mja ea ;:J;Be nepuo.n;e. 
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3aTIIM, cBaKa je Mepo!!wpcJma .n;no-nepn:o,n;Ir<ma cJlJHK~nja 
n:spaj{\,'bHBa Kao aJire6apcrm cJl.JHKWija je,n;He je,n;uHe 4lJHKWije 
Te BpcTe, H. np. cJlYHK~nje p75 HJIH sn z. A HimaKBa CJUPIHa Te­
opeMa ne nocToju sa Mepmropcpae npocTo-nepno.n;n.':IHe cJlJHK~nje. 

TipeMa Het·mite-onoj TeopeMn cBaKa ce :r.repoMopqlHa cJlJHK­
~uja ea .n;ne nepno.n;e nspaataBa Kao JIHHeapHa KOM6HHa~Hja 

orpaHH':IeHOr opoja n:spasa 

·C" (z-a1,) , • • • 

,Z:(OK HHKaKBa CJIIPIHa TeopeMa He ITOCTOjH sa MepO~IOptJlHe !JlJHK­
~Hje ea je,n;HOM nepMO.J;OM. Je,n;Ha TURBa TeopeMa J CTBapii no­
CTOjii sa TpHrOHOMeTpiiCite cpyHI<~llje, Tj. Sa paD;HOHaJIHe KOM-
6HHa~nje cJlYHKJ~uja sin z II cos z , j ep cc sHa ns eJie~reHTapHe 
aHamrae .n;a ce cnar{a Tar<Ba KOM6Ima~Hja nspamana Kao mme­
apHa IWM6tma~nja orpaHn:':IeHor 6poja nspasa: 

z-a,.. 
cotg-

2
-, 

sin az , cos a.75 , 

d z-a1,. 
- coto·-.-
dz <:> 2 

r.n;e cy a,, o.n;peljeHe IWHcTaHTe. 

d~ z-a1, 
- coto·--··· 
dz~ "' 2 

Amr ce cBaKa Mepo~rop!JlJa npocTo-nepno,n;nqaa !ll.JHK~H:ja 
ne MOJRe n:spasnTH Kao pau.H:oHaJIHa KOM6rma~nja (l>YHI<~nja 

sin az n cos az, n nocJie.D,IbH CTaB He BaJim: sa cBe cJlyHr<~uje 

TaKBe BpCTe. 
,J,oitaSaHO je oa CC e.auuiUU'f,Ke ifiyH,KI(UJe 'H,e .MOZ!f C8eCUtll 'H,tt 

'H,CC KaKBe KO'J{,Cl'tH,e 'KO.!t?uH,allu}e e.ae.AtenliiapH,uX ifiyMKI(uja. To cy, 
,n;aKJie, noTrryHo HOBe Tpaac~eH~eHTe Koje je TpeGano npoyqunr 
caMe sa ce6e, He Tpameha .ua ce oHe cne,n:y na cJie~reHTapHe 

cJl.JHK~nje, na .n;a Teit oH,n:a, npeKo OBIU, 6y.n;y npoyqeae. 

40. )l,u<f:>epeuu,ujanue jeAHa'IHHe I<oje ce HHTerpane noMolty 
eJIHDTH'IKHX <jJyHKU,Hja 

TiocTojn: 6ecr<pajao !lmoro aJire6apcKnx .n:ml>epen~njaJIHHX 

je,n;Ha':IIIHa rrpnor, .n:pyror, Tpeher II BHmer pe.n;a, rwje sa csoje 
HHTerpaJie nMajy eJIHITTWIIte cpyHimnje. 

rrmw II. np. je.J;Ha':IIIHa npBor pe,n;a 

(17G) y'~ - (1 - y~) (l- J.-2 y~) =O 
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mra aa onrnTH nHTerpaJI 

y = sn (x+ C). 

lieTa !JlJHitiJ,uja je n IIHTerpaJI ~IHpepeHIJ,njaJiae je)J,Ha'IIIHe 
~pyror pe~a 

y" - ay 3 - by = O , 

r~e cy a n u ~sa craJiaa 6poja nesaaa peJiaiJ,njoM 

a -t- 2 (b + l) = O ; 

je;::~;aa'Iuaa ce ~o6Hja ~IHflCpeHIJ,HjaJien,eM je~aa'InHe (175). 
Je~Ha'IIIHa npsor pe;:J,a · 

(176) 

mra sa orrrnTn naTerpaJI 

(177) y = p (z + O) 

,J e~Ha'IIIHa ~pyror pe~a 

" G , " O 1'J - y-- - - = . 2 

liMa !JlYHKIJ,IIjy (177) 11:ao je~HJ KJiacy CBOjHX napTIIKyJiapHIIX 
naTerpaJia. 

IIcrH je cJiyqaj H ea je~Ha'IUHO~l Tpeher pe.u,a 

y"' - 12yy' = o 
KOja Ce ~06Mja ~IICJlepeHIJ,Uj::J.JielbC1I Haape.n; IIOMeHyTe je.n;Ha'"HIHe 

a 
1j

11 
- 6y 2 - - = o . . 2 . 

IIpeMa Liouville-osoj Teope~m csaKa je MepoMOp(jJHa .n;so­
nepno.n;nqaa cJlJHKIJ,Ifja uspa.JR.'hHBa Kao pau;noHaJIHa KO~I6RHaiJ,uja 

(178) y =B (u, u') 

<JCHOBHe eJIJIIITH'"nte <jlJHKIJ,Ilje U=Sn Z II lbeHOr M3BO,ZJ.a u' =sn' Z. 
J;ncpepeHIJ,HjaJieibe::,r je.n;Ha'IIIHe (17 8) .n;oOaja ce 

aR aR 
y' =--u' + --11" ou ou' (179) 
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na rromro je 

(180) u' 2 = (1-u2)(1- J.-2u2
) = 1- (l+F)u2 +F u4

, 

(181) n" = 27.;2 u 3 - (1+F) u, 

eJJHMHHaLJ;"HjOM TpHjy HfHI03H8TH:X U, u', u" HS 'IeTIIpii je,ll;Ha'IIIHe 
(178), (179), (180), (181) .J:06Hja ce je;.{Ha aJire6apcrta .IJ:ncpepeH­
I.(HjaJIHa je.IJ:Ha'IHHa 

(182) F (y , y') = O · 

KOjU Ca,ll;pJRl1 Ca~IO CpJHI\I.(HjJ !J II TbeH li:JBO,ll; y'. IJpmra TOMe : 
Ceam .Jtepo,!tapcfina oeo-uepuoĐwt'H.a cpyrt'K1~uja 3U0060JbaiJ(t uo 

ieO'fi.!J aAze6apCK!J oucjiepCHil{1tJamty JCO/ta'I.U'H!J UpB02a peoa 'KOja 'H.C 
caopO!CU CnCUJ/,UI~UiUitO U'H.WClpUI!UOtt!J iipO.AtC'H.bUB!J Z. 

A sa TaKBe je.IJ:Ha'-n!He ce sHa .11:a, Ka.IJ: 1m ce nossaje je­
,ll;aH IMIXOB rraprnKyJiapnu nHrerpaJI y = f(z), ssah e <.:e II on­
mrii HHTerpaJI Kojn je 

y = f(z + C). 

YaacrorrHHM .IJ:ncpepemJ,njaJieJbe~l je.IJ:Ha•mse (182) .IJ:06Hjajy ce 
pe.J:OM ,ll;mJ>epeHIJ,HjaJIHe je.IJ:Ha'Irme .11:pyror, rpeher II Bumer pe :la; 
cBe he IhliX: sa.IJ:OBOJbaBarH Mepo~ropcJme cpyHinJ,nje ea ,D,He ne­
pno,ll;e. :Mel)yrn11r nocroja craB : 

HU'Kalf:Ja aucfi epertl(~jaArta jea~ta'lUJia 

(183) F(z,y,y',y",···)=O, 

a112eoapcKa no z, y u tta1Joou.1ta, iia .Jta Koza peĐa oxa ouAa, aKo 
CaOp:JtCU ekCUJ/,1ll~UWrtO iipO.JtCHJbUB!J Z, 'HC ,JIOJ/CC UJJtaiUn kao U'H.­
tUClpaA Hukal.:By iiepuoOUlf,lt!J cfiyH.l. · l(~~jy. 

J ep, Ka.IJ: 6n ce je.n:sa•mHa (183) pemriJJU no z, ,;:~;o6n.rra 6n 
ce je.IJ:Ha je.IJ:Ha'Inna 

(184) Z = tD(y,y',y",···)' 

r,D,e 6n <I) 6rma aJire6apCim (Jl.YHK!J,IIja npo~IeEJJbl!Be y II lbennx 
IISBO,ll;a. Ita ,ll; O ll je,ll;Ha•rnua ( 183) liMU Jia I{UO IIHTerpaJI Ita KBJ 

rrepiiO,ll;II'IITJ ci)JHKqujy ea nepUO,ll;OM w , C~Iena Bpe,D,HOCTH Z 

Bpe.n:somhy z+mw (r:le je m Ma JtaltaB I.(eo 6poj) ocTaBJba Bpe,ll;­
HOCTII y, y', y" · · · nerrpo:MerneHe, a cJlJHKIJ,Iija <D Mo.n~e sa re 
Bpe,ll;HOCTU IIMaTII HajBIIIIIe OHOJIMJW Bpe,D,HOCTII IWJIIIIW OBa, Ka() 
aJire6apcKa <I)JHitiJ,lija, nMa paarmx cBojnx ,ll;erepMIIHaiJ,nja, a. 
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OBe CJ Y ROHa'IHOM 6pojy. l\fe}JyTIHI JieBa Cl'paHa je.n;Ha'-HIHe 
(184) IIMa.n:a 6u 6eCitpajHo MHoro Bpe.n;HOCTH z + mw, mro je 
npeMa cmwj je.n;Ha'IRHH HeMoryhHo. 

Ho, ItaO illTO je IIOKa3aHO, je.D;Ha'IHHe (184), y KOjHl\Ia He 
lJ>Hrypume z, Mory IIMaTI-.: Itao HHTerparre u rrpocTo-rrepno.n;n'IHe, 
II .D;BO-rrepiiO.D;H'IHe (llYHKIJ;nje. 

TaKO IICTO IIOCTOjli U 6ecKpaj HO M HOrO CIICTeMa CIIMJJITa­
HIIX je.n;Ha'In:Ha Koje mrajy 3a HIITerparre .n;so-rrepno;:J;II<rHe (IlJHK­
l\Hje. TartaB je H. rrp. c~rcre:r.r 

( 185) 

dn 
-- - V/V = 0 

dz ' 

d v 
-l- + uv =o, e z 

dw , -- + k'· ZlV = 0 , 
d z 

r.n;e je k Kai\aB pearrau opoj illTO ce HaJia3n II3~1e}Jy o II l. Cn­
CTE'M mm 3a nurerparre 

u = sn (z + 01), 

v= en (z + 02 ), 

w = dn (z + 03 ), 

o 'IeMy ce Jiai\0 ysepnrn cMeHOllf THX H3pa3a y je.n;Ha'IHHaMa 
(18.)) H BO,n;ehH pa'IJH O 06paCIJ;HMa IWjn H3pamaBajy II3BO,I(e 

sn' z , en' z , dn' z 

sn z , en z , dn z . 

A Jian.o ce yBepnrn, Itao H MaJio'Iac y crry'Iajy je.n;Ha'mHe 
(184), .n;a HirKaKaB CHCTeM CHMYJI'l'aHHX je,n;Ha'IHHa 

dn=(( 
d z' z 

u, v' lU) , 

d v 
ll ') ' dz = cp (z' u, v' 

d liJ= 'l' (z 
dz ' 

-n, v' w)' 
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r,n:e cy f , cp , t , aJire6apcKe <flymm;uje npoMeHJbliBnx Koje 
ca,n:p.me, aKO KOja O,ZJ; ffiHX ca,n:p.n._H: eKCllJIIHJ;IITHO npoMeHJbUBJ 
Z , He MOJRe HMaTH KaO HHTerpaJie nepHO.D;lPIHe cJlJHKlVIje. 

HeRa je aaBe,n:eHo jom u To, ,n:a cy y reopnjH: aJire6apcKHx 
,n:mpepeH~njaJIHnx je,n:aa'IliHa npBora pe,n:a nosHaTII iioiiipeo;~,u II 
ooBOJb'H-U ycJiomr ,n:a 6n ,n:aTa je,n;aa'IBHa o6mma (182) IniaJia Kao 
cBoje HHTerpaJie Mepo:Mopq1ae ,n;Bo- rrepHO,ZJ;H':IHe cJlyar~u;nje. IIpo-
6JieM je pemea rrpnMeHOM ortmrnx Cauchy-eBnx reope:Ma us 
Teopnje aHaJIUTlf'IIU1X CJ)JHKIJ;llja. 

41. J<paTI<a HCTOpHja eJIHDTH'ii<HX tPYHI<IJ;~Ija 

IIcropuja emmTH':IKIIX <JlJHKU:IIja Mome ce rro~eJIHTII Ha 
.n:se nepno,n:e : 

l 0 rrpoy':IaBa~ne e.auuiUuttJ>ux u;~,UiezpaJta : 
2° npoy'IaBaihe eJtuiiiUU'tKux rp!J'H-'Klluja Kao HHBepcnja eJIIIII­

TH'IKIIX HHTerpaJia. 
llpBa nepuo)la. - IIo.n: eJIHIITH':IImM nrerpamrMa no.n.pa­

syMeBajy Ce J.IHTerpaJIH: y KOjiiMa llO,ZJ; IIB'l'erpaJIHHM 3HaKOM 
<PHrypame pa~llOHaJIBO : !IJIH CaM KBa,ApaTHII KOpeH H3 KaKBOr 
IIOJIHHOMa X ':IeTBpTor nJIH rpeher crerreaa, HJIII nope.n: Ibera 
jom H caMa HeaaBl1CHO rrpo.MeHJbJIBa KOJIII.':IliHa x. To cy, ,n:aKJie, 
IIHTerpamr o6mma 

J ll (x ' ]f x ·) dx ' 

r,n:e je X KaKaB noJIIIHOM .... rerBpTor nJIH Tpeher crerreHa no x , 
a R je pa~noHaJIHa <PYHitu;uja .n:aejy npoMeHJbnBnx x n V X. 

Ha raKBe je IIHTerpaJie npBH Haiimao 'Vallis 1655 ro,n;uHe, 
noKymaBajy h H: ,n:a o,n:pe.n:n .n:y .th~nay Jiy.Ka emmce. Haj,n:y6Jba 
ncrrnruBa~na Ha eJIHIITII'IKHM IIHTerpamiMa naBpmuo je Euler 
KOjH IJX je CBeO Ha HeKOJIIIKO HOpMaJIHIU 06JIHKa li OBIH.Ia UCIIH­
TaO oco6Bae. Ami oao, a6or ':lera cy ~neroBa ncrrnTnBaiha no­
craJia ocaoBnu;a sa reopujy II eJinrrTM':IKHX IIHTerpaJia n emm­
TM':IKHx cJ1JHK~nja, jecre TheroB rrpoaaJiasaK o,n: 1751 ro..'{riHe o 
narerpaJiy .n:ml)epeHu;njaJIHe je,n:aa':IHHe 

dx d!f 

V x·=r r ' 
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r,.1e je T )lU. Kai>:an rro.:rnao~r "'IeTBpror IIJIII Tpeher crerreHa liO 
IIpOMeHJhUBOj X, a Y T3I\aB IICTU IIOJIUHOM IlO npoMeHJhUBOj y. 

Y OHOMe IIITO je Hanpe.n; HSJIO/ReiJO HaBe.D;eH je 06JIIm TOra 
HHTerpaJia u oH je nmopnmheH sa ;rJ;o6njaThe ocHoBHilx pesyJI­
TaTa Teopnje eJIIIITTfPIKUX cl)YHKL(Hja. Euler je Taj, sa Teopnjy 
Te ICJiaCe cpyHKL(Iija, OCHOBHH npoHaJiaSaiC Y'IIIHIW cperHHM CJiy­
qajeM, rrpo6o:r.r, HJIIT, KaKo OH caM TO Kame "ten tan do et divinando". 
Lagrange je 1768 ro.n;nHe npnn .n;ao npann, aHaJIIITir<nm .f(OKas 
Euler-osor pesyJiraTa. 

~{e~y MHOro6pojHHM HCITIITHBalbHMa y 06JiaCTii eJIIIUTH.'IKHX 
nHTerpaJia rrocJJe Eulei'-OBnx pa.n;ona, HajsHrne ce HCTH'IY orrcemaa 
Legendre-ona ncrrHTMB3Iba, npmeHa y npanny Euler·OBHX n ny-
6JIMKOBaHa y BeJIHKOM .n;eJiy TOra MaTeMaTH'Iapa "Traite des 
fonctions elliptiques et des integmles euleriennes", IIITaMrraHor 
1825-1828 ro.n;. llomTo je eJIHIITU'II~e HBTerpaJie cneo Ha YTBp­
JjeHe Tnrrone, Legendre je one y noje.n;nHOCTHMa rrpoy'IHO, .n;ao 
npaKTil'IHe Mero.n;e sa IbHXOBo 6pojao uspa~JyHaBaTbe n cacranuo 
T36JII!ne JbiiXOBHX 6pojHHX Bpe.n;HOCTif. 

Landen je .n;ocTa yHarrpe.n;uo reopujy emmTR'IrtHX HHTerpaJia 
IIOCT3BIIBIIIII MeTo.n;y Sa JbHXOBe ~ro.n;yJiapHe TpaHC<jlOpMal.(Hje, Tj. 
3a IIpOMeHy )IO)lyJia k y OCHOBHO:!'d: eJIHUT11"'IKO:M HHTerpaJiy 

n THMe, nope.J; ocTaJinx KopncTu, jarw yrrpocmo n npornupno 
ynorpe6y Legendt'e-osnx Ta6JIIIL(a. 

,ll,pyra nepHo.u,a. - Y roj nepno.n;H ncropnje emmTnqKHx 
cpyHKU:Hja noqHibe rrpoyqasa!he Tin cpyHKnnja rmo wu1epcuja 
CAuuuiu'tnux uniiiezpa.aa. OHo DO 'IMIDe ncrrnTnBaiMIMa Abel-a ( 1825 
ro.n;.) u Jacobi·a (1828 ro.n;.), Kojn: cy cKopo y je.n;ao nero npeMe, 
IIOTIIYHO He3aBHCHO je.u;aH O,Il; .n;pyrora, ,Il;OIIIJIII Ha n.n;ejy npoy­
'-IaB3Ina nanepcnje emmTH'-mHx HHTerpaJia. 0Hn cy o.n;Max npo­
HamJiu .UBO-IIepHO,I(II'-lHOCT TIJX IIIIBepcnja ll IIOCT3BHJIH OCHOBHe 
o6paCI..\e Sa IbliXOBY Teopnjy, IICTaKJIR Ha BII.D;Im IMIXOBY a.D;H· 
U:HOHJ TeopeMy JI FbeHe IIOCJie.n;Hne, H3IIIJIII ThHXOBe II3pase y 
o6mmy 6ecKpajHnx pe.n;osa u KOJIIIqHuKa TaitBHx pe.n;ona, Hspa­
~nma nx y o6JinKy 6ecKpajHIU npo.n;yKara, HamJirr Bese nsMe~y 
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paaHUX eJIIHITH'IKFIX clJJH.KIJ,Ii:ja, Beae HaMeljy lbiiXOBHX nepHO,!):a 
ll MO.D,JJia k HT.D,. 

Jacobi je rJiaBHe peayJITaTe CBOjlu IIC'rpamuBalba EaHeo y 
CBOMe ocHOBHOM .n;eJiy "Fundamenta nova theoriae fun ct. ellipt." 
rry6JIIIKOBaHOM 1829 l'O.D,. Y 'l'HM HCTpaJIUtBalbHM.a OCHOBHJ JJIOry 
urpa Jacobi-eBa "Twra·cpJHI"'n,uja", o rwjoj je 6HJIO pe'IH y rrpe.n· 
lbUM HaJiaralbHMa, ll ROja je nOCJIJ-'lniJia ICaO pe.D,JRTIIBHH eJie­
~IeHaT sa TPII ocHOBHe eJIHllTif'IH:e cpym<n,nje. 

Jacobi 11 IberoBH caBpeMeHnn,a · ynoTpe6JbaBaJIH cy aa 
OCHOBHe eJIHllTH'IKe clJJH.Kll,[!je sn Z II en Z 03HaKe sin am Z II 
COS am Z, h:ao illTO je TO IIO~IeHJTO J paHlljl1M I!aJiaraibUMa. 
;l;aHamlba oaaaqasarba ea sn z, en z, dn z yBeo je Gudermann 
KOjU je TaROlje yHaape.n;no TeopFijy THX cJJJHRIJ,Bj'l. 

PasyMJbllRO je ,:~;a orrill'ra Cauchy-eBa Teopnja aHaJIHTII'IItnx 
CJ)JHI<ll,H.ja IL\IanmapHe apO~IeHJbiiBe KOJIH 'III He HHje MOI' Jia OCTa TU 
6ea jaRor yTim,aja Ha TeopHjy eJiunTII'IKIIX c!Jymcn,uja. llpuMeHOM 
Cauchy-eBnx TeopeMa Y"Il1Jr,eHH cy Bemmu HarrpeTIJ,II y TOj 
Teopnjn, a MHOrn cy, .UOTJie Beh no:JHa'l'n peayJITaTH, rrocTamr 
ooJbe pacBeTJbeHa rm.n; ce cTaJio Ha rJie.n;amTe onmTe Cauchy­
eBe reopnje. OBa je H. np . .n;oBeJia LiouvHle-a (1847 ro.n.) .no 
rrojMa napaJieJiorpa}Ia nepno.na, .no OCHOBHOl' cTaBa no Ro~e je 
UHTerpaJI .n;Bo-nepno.n;nqae (lJYHKIJ,Hje, yaeT .n;yJK rrapaJieJiorpaMa 
rrepno.na, je.n;aaR HYJIII, .no cTaBa no KOMe cBarm Tarma cpyaK­
l(l'lja MOpa HMaTH C~IHryJiapHTCTa J paBHH He33BIICHO npoMeH­
JbHBe ltOJIII'IHHe II T. ,ll;., IIITO MJ je CBC .D,aJIO OCHOBIH.(J aa 
je,n;Hy OIIIDTJ TeOpHjy ,ll;BO-rrepHO,ll;H'IHHX cpJHI<ll,l'lja. 

Je.naa o.n HajBamHHjnx pesyJITaTa Liouville-OBHX ncTpa­
JimBaiba je CTaB .n;a ce cBe MepoMopcime cpyaRn,Hje ea .n;Be ne­
pHo.ne Hapa-'ItaBajy Kao pan,aoaaJIHe IWM6HHan,Hje clJYHKIJ,Hja sn z 
n sn' .z, a Rao aJire6apcKe IWM6HHal.(u:je caMe clJYHIH.(Hje sn i. 
Liouville je )J;Orcaaao H HeCBO,ll;JbHBOC'l' eJIHIITII'IImx <f>YHKI.(Hja Ha eJie­
MeHTapae CpJHRI.(Hje, IIOI<aaaBillli ,n;a CJ TO IIOTDJHO HOBe TpaHC­
n,eH,I(eHTe, CaCBIHI ROB aHaJIHTH'IItH UHCTpyMeHaT. 

·OamTOj TeOpHjii .I(BO-nepHO,l.(li'IHUX cpJHI{ll,l'lja MOhHO je ,ll;O­
rrpHHCO H Jacobi, .I(ORaaaBillH HaMeljy OCTaJiora, li HCl\IO_ryhHOCT 
rrocTojalha yaucpopMHnx cpyHI<n,nja ea BHme o.n .nBe nepno.ne, 
Icao CTaB .na ROJIH'IHim .n;Bejy rrepuo.na HI-lje HnRa.n peaJiaH 6poj. 

IlpaBo nopeRJIO rrepno.na, ea rJie.nHmTa oamTe Cauchy-eBe 
TeOpHje cpyHKIJ,Hja, npBH je UCTaRaO Ha BH,ll;IIR · Puiseux, IlOKa~ : 
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3aBinn KaKo ce rrepno.n;e rrojaBJhajy Ra.n; npo~IeHJhHBa, o.n; Roje 
3aBUCH 4)YIIKIJ;Hja IIO.IJ; HHTerpaJIHHl\I 3HaKOl\I KaitBOl' ICpiiBOJill­
HllCKOr MHrerparra, ormcyjc paaae rryTalbe y cBojoj pasan. Y 
TOMe cy rrorrre.n;y ja1w .n;orrpnaeJia pacBeT.JbaBaiDy crsapa II nc­
rpamHBaiba Riemann-a. Roju je aapo':IHTO MCTaKao yJiory IJJire-
6apCEmx r~pnrtPIKnx ra~raKa nprr jaBJban,y nepHo.n;a, yrro'rpe6Immn 
npn TOMe cnojy HoBy Mero.n;y aa npoy"<IaBarbe paTIBaiba u .n;e­
TepMnaau:nja liiYJITHCJlOpMHMX cpyHRIJ;Uja H C1'BOpliBIIlli noja)! 
Riemann-onnx nonpmnaa. 

O.n: nemmor cy aaaqaja aa pasnrrrar~ Teopuje eJIHIITM<mr:x 
cpyHRI\11ja 6rwa Hermitc-ona ncrpa:>KHBaiDa, ornoqera 1844 ro.n.., 
sprnei-Ia orrer ea rJie.n.nmTa Cauchy-ese reop11je aHaJIHTII"<Irmx 
<llYHKIJ;l1ja. llope.n; ~moroopoj snx pesyJirara o rpaHc<J)OpMau:ujaMa 
CJIHUTM"'IKIIX IIBTerpaJia ll CJil1IITli'IlUIX cpyBKIJ;Hja je.IJ;HIIX y .n;pyre, 
o sesa~1a rm,re~y Mo.n;yJia 7.· II nepno.n;a qlyHI\U:Mje (Mo.n;yJiapHa 
<JlYHKU:lfja), O a piiT~ICTll qitJm IIOCJie.IJ;RIJ;aMa noje,D,IIHIU CT8BOBa 
Teopnje e.rnmrwmHx cJlJHKU:nja n T. ,;.r. Hermite je .n;ormaao CTaB 
o;:~: nemme sa:>r~aocrn, .n;a je CBaKa Mepo11Iopcpaa .n;Bo-nepHOJl:H':IHa 
cJlYHKIJ,Hja nspam.~r,una Kao mmeapsa KOM6IIHal(l1:ja je.n;ae je.n.nae 

cJlyrmnnje n u,eaux uaso.n:a, a TO je "aeTa-cpyHI<IJ;Hja•' Roja je 
Harrpe.n: rrpoy-qeaa. Tm.te je aa~err je.n:aH mmeapHII pe.nyrtrnBBII 
eJieMeHaT aa cHe cJlJHIU(nje Te npcre, a rtao nenocpe.n:aa nocJie­
.n:nu:a TOra erana je "'IlllbeHuu:a .n;a ce nHrerparr Ma Koje Mepo­
)IOprJme .n;Bo-neprro.n;n'IH<' <JlJHKl\Hje napa.ntasa Rao mmeapBa 
IWM6HH81(11ja jP;::J:He je.IJ;IIHe cpyHI<U:H.je II JbeHIIX II3BO.IJ;a, a TO 
je <(lYHKIJ,IIja log a (z) Koja je TaKo~e aarrpe.n; npoyqeaa. 

Teopnjy eJIIIIITH':Irmx cflYHKU:Hja cy aaaTHO yBanpe;::~:uJia II 
npomrtpnrra IIcrpa:>RnBaJJ,a "Teierstrass-a, no'IeTa 1840 ro.n;uae, 
Kojn je y TY Teopajy yHeo HOBe rrorJie.n;e n ao:se MeTo.n;e. YBo­
~eiDe~I CBOje HOpMUJIHe CJIIIUTU'IIW <llYHKU:H.je pz, Ha MeCTO 
.n;orJie yBe~LeHe OCHOBHe · rJlYHKlL~-Ije sn z, \Veierstrass je c6pa­
crre aa eJIIIUTIPIKe <JlYHI\IJ,Hje ycnrHHO npOCTIIjrtM I1 Cl1MCTpii­
"'IHI1ji1.~I. Ocrm rora, nortasaJio ce .n;a ce TaMe H caMa Me­
To.n;a ncTpami·iBaiDa oJiaKrnana H yrrpomhaBa. \Veierstrass je 
paamro nornyay Teopnjy csoje uopMaJIHe rJlYBI\1\lije pz , npiiJia­
ro.rr,Ho joj cBc ;.(O Ta.rr.a rroaaaTe o6pac1~e aa errnn·rR'IIte rpyHRl\Hje, 
Hamao MHOIIlTBO HODIIX o6paaaqa U MCTaKaO Ha BH.IJ;HK yrrory 
Te rJlYHKII;llje I\aO pe.n;yKTilBEIOr · eJie~leHTa aa CBe OCTaJie Mepo­
MOpCJ)He ,D,BO-nepiiO.IJ;II"'!He cpJHI\D;IIje. Ha':IIIH, Ha KOjU je OH H3-
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paaiiO pz KaO I\.OJUI"'HIIK )J;Bejy l(eJIIIX cpyHKl(U:ja, MHOrO je ODillTlljU 
o.::( ouora ua Koju je ,Jacobi (noMohy cnoje "TeTa-ciWHKI(nje'') 
pernuo rrpo6JieM sa <llJHKI(fije sn z, en z , dn z . Weierstrass-on 
Ha"'HH TaKnor nspaJ~tanaFDa je n npocTnjn, n npoTe.~~te ce n Ha 
Ha JJ:pyre )J;BO-rrepHO)J;M'!He <llJHKl(Hje. li MeTO,lla I<Ojy je Oil yneo, 
Il 06JIIIK KOjlf je OH )J;aO TeOplljii l'JIIHITM"'KHX <lJJIIhl(Uja, aHaTHO 
ce pasmn.-yjy OJJ: oHora mTo ce nMaJio JJ:O Iheronux pa.n;ona. 

Briot II Bouquet cy JJ:OrrpnHeJII! Teopnjn ncrrMTyjyhn nesy 
emiiiTll"'RHX cpJHKI\Hja ea JJ:IIcpepeHIJ;MjaJIHIIM je)J;HU"'IIHa~Ia. 0Hlf 
cy 1854 ro.rr. HamJia JJ:a Ka ;( roJJ: je IIHTerpaJI jeJJ:He aJire6apcKe 
JJ:lH{lepeHn;HjaJIHe je)J;Ha"'nHe rrpnora peJJ:a, Iwja He ca)J;p.~~tH eK­
CITJII'f:I:(IITHO HeaaBIICHO npOM6HJbUBJ Z , y?iwpop.At1W cbyHKIJ;Hja 
Te rrpoMeHJbHBe, OHJJ:a je Taj aHTerpaJI yneK: 

l 0 HJUI pan;HOHaJIHa, 
2° nJin rrpocTo-rrepHOJJ:U"!Ha, 
:1° HJI11: JJ:BO-IlCpHO)J;H"'Ha cpJHRIJ;Hja Te npOMeH,'biiBe. 
lieTa cy Mare~raTn"'apn ));aJin rroTpe6He n JJ:OBOJbHe ycJIOBe 

aa cnaKn: OJJ: Ta Tpa cJiy"'aja, na ,;:~;aKJie M aa cJiy"'aj KaJJ: je 
JIHTerpaJI JJ:Bo-rrepnOJJ:Ii"!Ha qJyHKn;nja rrpo:MeHJbime z. 0Hn cy 
CBOja HCTpa1KHBaTha IIpOilllipHJIII II Ha OITillTHjii CJiyqaj I\a)J; je 

IIHTerpaJI .Aty.niiiiucfiop"'t'lia rlJYHKIJ;Hja rrpo~reH"'hnBe z , amr aa jeJJ:HY 
)J;aTy BpeJJ:HOCT Z UMa orpaHH"'eH 6poj CBOjHX BpCJJ:HOCTII. 3a 
TaKne cJiy"'ajene OHH cy Hammr JJ:a je IIHTerpaJI aJire6apcr~a 
<llJHKIJ;Hja JIJIH: rrpoMeHJbHBe Z , IIJIII napa:~a eaz, HJIII napaaa 
sn az (rJJ:e je a cTaJiaH 6poj) n ));amr cy rroTpe6ue ycJIOBe sa 
CBaKif OJJ: TlU CJiyqajeBa. 

Hm·mite n Picarcl cy Hammr aa l\IHOillTBO JJ:M<JlepeHI(njaJI­
HMX je)J;Ha'lMHa, a HapO'liiTO aa n ;JBeCHe TlWOBe JIIIHeapHTIX 
je)J;Ha'!IIHa ea IIpOMeHJbiiBini Itoec})IIIJ;HjeBTIIMa, )J;a cy Jn! IIHTe­
rpaJIII )J;BO-rrepiiO)J;II'lHe CpJHKIJ;Hje. 

YrropeJJ:o ea paanHjan,eM Teopnje emmTII'liUIX cpyHI\IJ;Hja 
HmJie cy n IhTIXOBe rrpnMeHe Ha paaHonpcHe rrpooJieMe MaTe1ra­
TH'!Ke aHaJIH3e: BHme ApHTMeTime, AHaJIIITii'lKe reoMeTpHje, 
MexaHIIKe, MaTel\IaTn'lKe <l)nanKe u JJ:p. TaKHe cy npuMeHe JJ:O­
BOJJ:IIJie JJ:O peme!ha npo6JreMa Itaja cy 6IIJia He~wryhHa MJIII He­
nomyaa 6ea yso~eiba emmTwmux cpyHKI~nja. II re cy rrpnMeHe 
6HJie jeJJ:aH OJJ: pa:JJiora rrrro ce Teopnja emmT.r.Pmiu cpyHKIJ;Hja 
pa3BMJia )J;O )J;aHaillFbe IMHe ITOTITJHOCTU Ii 06HMHOCTH. 
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