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MIHAILO PETROVIC

Ako bi se postavilo pitanje koja je bila najistaknutija liénost medu srpskim
matematifarima, bez dvoumljenja bi se moglo reéi: Mihailo Petrovié. On je
znatno uticao na razvoj naSe nauke i kulture kao nauénik i profesor Univerzi-
teta u Beogradu, kao ucesnik u polarnim ekspedicijama i plodni putopisac iz
egzotiénih krajeva Zemljine  kugle. Petrovi¢ nije samo nacionalni velikan koji
je ponikao iz srpskog naroda, veé on uZiva veliki ugled i u celom svetu.

Po nepodeljenom priznanju Petrovi¢ je najvei srpski matematicar i njegovo
stvarala¢ko delo zasluZuje da se svestrano i kriti¢ki prougi.

Roden je 6. maja 1868. godine u Beogradu, gde je svrSio osnovnu i
srednju $kolu. Prirodno-matematicki odsek Velike Skole u Beogradu zavr§io je
1889. godine. Iste godme otifao je u Pariz i tamo je, posle pripremanja od
godmu dana, poloZio prijemni ispit na FEcole Normale Supérieure, u kojoj
je ostao sve do 1894. godine. Za to vreme zavrSio je -na Faculté des sciences
u Parizu: lisans matematiCkih nauka (1892), lisans fizi¢kih nauka (1893) i dok-
torat matemati¢kih nauka (juna 1894).

Period studija Mihaila Petroviéa u Parizu pada u vreme kada je francuska
matematiéka nauvka dostigla jednu - od svojih kulminacionih tadaka. Njegovi
profesori su bili: Poincaré, Darboux, Picard, Hermite, Painlevé, Appell, Tannery,
Boussinesq, Koenigs, Llppmann — sve slavna imena ne samo francuske veC i
svetske nauke.

Svoju doktorsku tezu: ‘Sur les zéros et les infinis des intégrales des équa-
tions différentielles algebriques (Pariz 1894, 109 p.) odbranio je pred komisijom
koju su sadinjavali: Hermite (predsednik komisije), Picard i Painlevé (ispitivadi).
Rezultati do kojih je Petrovié dofao u tezi odmah su zapaZeni i neke od ovih
Picard je uneo u svoj udzbenik: Traité d’ Analyse, t. 1II, deuxiéme édition,
Paris, 1908, p. 378—381.

Odmah po poloZenom doktorskom ispitu Mihailo Petrovié je 1zabran za
redovnog profesora Velike §kole u Beogradu. Podetkom 1905. godine donet je
Zakon o univerzitetu, po kome je Velika $kola ukinuta a svi profesori stavljeni
na raspolaganje. Po propisima toga Zakona, ministar prosvete postavio je prvih
osam redovnih profesora Univerziteta u Beogradu, medu kojima je bio i Mi-
hailo Petrovi.

Polovinu stoleéa, od 1894 do 1943 godlne Mihailo Petrov1c neumorno
i predano spremao je nastavne i naucne kadrove za matematiku.-



Kao profesor Velike 8kole i Univerziteta u Beogradu odrZao je Sesnaest
raznih kurseva, od kojih je neke ponavljao gotovo iz godine u godinu. Bilo
je Skolskih godina kada je sam drZao sve kurseve iz matematike.

Mihailo Petrovi¢ voleo je svoj nastavnicki poziv. Njegova predavanja
odlikovala su se jednostavno$¢u i ona su privladila studente.

Petrovi¢ je imao strogo merilo koje je preneo i na svoje ulenike i1 time
je u znatnoj meri doprineo da nastava matematike u naSoj srednjoj $koli zauzme
lepo mesto.

Za svaki kurs Petrovi€¢ je izdao skripta ili udZbenik. Pri kraju svoje ka-
rijere odrzao je i neke specijalne kurseve kojima je hteo uputiti sluSaoce u
problematiku iz analiticke teorije diferencijalnih jednadina.

Pod uticajem Mihaila Petroviéa formiran je Citav niz naucnih radnika na
matematiCkom polju. Iz teorijske matematike kod Mihaila Petroviéa doktorirali
su: Mladen Berié, Sima Markovié, Tadija Pejovié, Radivoje KaSanin, Jovan
Karamata, Milo§ RadO]CIC Dragoslav Mitrinovi¢, Danilo Mlhnjewc Konstantm
Orlov, Petar Muzen i Dragoljub Markovié.

Petrovi¢ s¢ radovao naufnom uspehu svojih ucenika i nije im nametao
oblast u kojoj ¢éé oni vrditi istraZivanja. U periodu Petrovidevog delanja za-
paZeni su, u drugim oblastima nauke, mnogobrojni slu€ajevi sputavanja nau¢nog
rada pa je utoliko znadajnije §to je on davao podstreka za naucni rad.

Godine 1932. Matematicki institut Univerziteta u Beogradu, na inicijativu
Mihaila Petrovica i Milutina Milankoviéa, pokreée &asopis na inostranim jezi- .
cima Publications mathématiques de I'Université de Belgrade. Do 1941. godine
izi§lo je sedam knjiga. _

. Navedeni ¢&asopis bio je kruna uspeha Mihaila Petroviéa. To je u stvari
bio Casopis njegove Skole. Preko tog Casopisa na¥i matematifari mogli su se
kzo kolektiv predstaviti svetskoj javnosti.

Kao mlad &ovek, 1900. godine Petrovi¢ je postao redovan &lan Srpske
akademije nauka. U odeljenju prirodnih nauka ove Akademije on je Zivo
uestvovao u radu. Na sednicama Odeljenja prikazao je veliki broj rasprava
svo_uh ili svojih uCenika. Ovi radovi §tampani su u Glasu Srpske akademije
nauka.

Petrovi¢ je jedan od inicijatora publikacije Bulletin de I’ Académie des sciences
mathematzques et naturelles de Belgrade. U ovoj publikaciji §tampani su na
inostranim jezicima izvodi iz radova koji su objavljeni u Glasu. U seriji ma-
temati¢ko-fizickih nauka navedene publikacije, u periodu od 1933. do 1941.
objavljeno je sedam knJlga koje veéim delom sadrZe rasprave prlpadnlka $kole
Mihaila Petroviéa.

Petrovi¢ je bio Elan vi§> inostranih akidemija nauka i &lan madgobrojnih
rauénih dru$tava. Ulestvovao je na vise medunarodnih matematidkih koagresa
i drZao predavanja na inostranim fakultetima.

17. novembra 1939. promovisan je za pocaf;nog doktora f1lozof1]e Beo-
gradskog univerziteta.

Petrovi¢ je bio -plodan nau&ni radnik. Prva njegova rasprava objavljena
je 1894. godine u izdanju Akademije nauka u Parizu. Od tada pa sve do smrti,
1943. godine, on je stalno i sistematski radio i objavio blizu 250 radova od
k3jih su 12 posebna nauCna dela. Rasprave je Stampao u ZPmUI i inostranstvu,
na srpskom 1 francuskom jeziku. ) .



Petrovieve rasprave mogu  se razvrstati u sledefe oblasti: aritmetika, ne-
jednakosti, polinomi, funkcije kompleksne promenljive, diferencijalne. jednacine,
integralni radun i1 op3ta fenomenologija. _

Mihailo Petrovi¢ imao je intuicije, pronalazio je interesantne probleme za
proudavanje i Cesto im. davao elegantna reSenja. On je imao mnogo ideja, pa
nije stizao da ih do tandina obradi. Stoga s€ proufavanjem njegovih rasprava,
naroito iz oblasti diferencijalnih jednadina, mogu nadi ideje za nova istraZivanja.
Zato nove generacije naSih matematiCara treba da proucavaju Petroviceve ras-
prave jer ¢e se ovim ne samo usavrsavati, ve¢ se mogu inspirisati za nova
sopstvena istraZivanja. ' v .

Treba primetiti da se u radovima M. Petroviéa nailazi, ne tako retko, na
Stamparske i raCunske grefke. Na neke od njih bi¢e ukazano u Predgovoru.

Nemadki matematiCar H.- Schwarz na jednom internacionalnom kongresu
matematiCara izjavio je da u njegovim radovima nema mnikakvih greSaka. Na to
mu je M. Petrovié odgovorio »Kod mene, naprotiv, u svakom redu ima
greSaka.« _

Petrovi¢ nije bio samo profesor i nauénik, ve¢ je bio i alas i struénjak
za pitanja ribolova, zbog dega je dobio svoje popularno ime Mika-Alas. Postao
je stvarno ribarski kalfa 1888. godine, a ne§to kasnije poloZio je ispit za ribar-
skog majstora. Imao je svoju ribarsku druZinu i kada je odlazio u ribolov
potpuno se ponasao kao profesionalni alas.

Petrovi¢ je takode bio strastan putnik u egzotine krajeve sveta i putopisac.
Godine 1931. i 1933. boravio je kao &lan jedne naudne ekspedicije u Severnoj
polarnoj oblasti, a 1935. godine u JuZnoj polarnoj oblasti.

Srpska knjiZevna zadruga objavila mu je knjige; Kroz polarnu oblast (1932),
U carstvu gusara (1935), Sa okeanskim ribarima (1935), Po zabacenim ostrvima
(1936), Roman jegulje (1940).

M. Petrovié je u toku svoje nastavniCke karijere drZao slededée kurseve:

* Analitika geometrija u ravni i prostoru.

* Visa algebra.

* Diferencijalni i integralni rac¢un.

* Geometrijske primene teorije diferencijalnih jednadina.

Radunanje s brojnim razmacima.
Teorija beskrajnih redova.
Elipticke funkcije.
* Parcijalne diferencijalne jednaline matematicke fizike.
Linearna diferencijalna jednadina drugog reda i njene primene.
Kvalitativna integracija diferencijalnih jednacina.
Integracija diferencijalnih jednatina pomodéu redova.
Analitiéki problemi za obradu.
* Teorija greSaka (Beograd, 1930).
* Teorija analitickih funkcija.
Elementi -matemati¢ke fenomenologije.

Za kurseve oznaCene zvezdicom M. Petrovi¢ je cbjavio tabake.



Pored toga, on je objavio i sledeée udZbenike:

Elementi matematicke fenomenologije (Beograd, 1911, 774 str.).
Racunanje sa brojnim razmacima (Beograd, 1932, 193 str.).

Elipti¢ke funkcije (Beograd, 1937, 128 str.).

Integracija diferencijalnih jednacina pomoéu redova (Beograd, 1938, 221 str.).

Povodom stogodisnjice rodenja Mihaila Petroviéa mnogo je napisano i jo§
viSe usmeno kazano. Medutim, samo izuzetno date su kritiéne ocene na
Petroviéeve naucne doprinose pojedinim oblastima matematike. SuviSe se insi-
stira, ali ne potkrepljuje dokazima, da je Petrovi¢ posebno originalan u feno-
menologiji i u numeri€kim spektrima. Medutim, potvrduje se sve vise da su
njegovi rezultati- iz teorije polinoma, specijalnih funkcija, diferencijalnih jedna-
¢ina i nejednakosti (brojnih razmaka) ne samo i danas aktuelni ve¢ da oni
sluZe kao polazna tafka za razne generalizacije.

D. §. Mitrinovi¢



PREDGOVOR

Posle duZeg vremena doSlo je do ponovnog izdavanja knjiga Mihaila
Petrovi¢a: Racunanje sa brojnim razmacima (prvo izdanje 1932. godine), Elipticke
Sfunkcije (1937) i Integracija diferencijainih jednacina pomocu redova (1938).
Mihailo Petrovi¢ je ove knjige pisao kao udZbenike za redovne kurseve koje je
drzao na Beogradskom univerzitetu. Medutim, svaka od njih je viSe nego
obi¢an udZbenik, jer sadrZi u sebi mnogo onoga §to jednu knjigu karakterise
kao monografiju. Da je zaista tako, vidi se i iz toga, §to se i danas jedna
grupa beogradskih matematiara inspiri§s rezultatima koji se nalaze u njima i
daje nove nauéne priloge u oblastima koje su ovde tretirane. Ono $to smeta
da bismo mogli slobodno da tvrdimo da se zaista radi o monografijama u
pravom smislu reci _]e Cinjenica da ni u jednoj od njih nema bibliografskih
podataka, tako da nije uvek mogucno utvrditi o &jem se rezultatu radi, kao
‘ni iz kog perioda je taj rezultat. Ovo je $tetilo i samom Mihailu Petroviéu kao
nauniku. Naime, u ovim knjigama ima dosta njegovih rezultata koji su kasnije
u svetskoj literaturi pripisivani drugim matematiéarima, mada su ovi doSli do
njih Gesto puta znatno posle M. Petrovica. Tek danas za neke od tih rezultata
utvrden je Petroviev prioritet.

Prilikom d&itanja ovih knjiga mora se biti obazriv u odnosu na termino-
logiju. Cesto ¢ée se naiéi na neadekvatnosti kao i na nesavremeno shvatanje
nekih matematickih pojmova i to ne samo sa danaSnjeg stanovista ve¢ i, donekle,
sa stanoviSta koje su zauzimali pojedini matematifari iz vremena u kome je
Ziveo i stvarao Mihailo Petrovié, Redaktori, ma da su, prirodno, ovoga svesni,
nisu Zeleli da vrSe izmene u tom pravcu, radi istorijske autenti€nosti teksta.

Citalac ¢e naiéi na pojedine arhaiéne izraze koji €e pri prvom sretanju
smetati, ali se za neke, posle razmiSljanja, Cini da su ¢ak i prikladniji od' onih
koji se danas upotrebljavaju.

Prilikom redakcije novog—drugog—izdanja, ponegde su ispravljena suviSe
gruba gramatitka odstupanja. Jezik je, u osnovi, zadrzan, mada je prilikom
nedoslednosti autora, izabrana ona varijanta koja je bliza- dana8njim shvatarjima.
Pravopisne - greSke su, uglavnom, ispravljene, osim u sluéajewma kada bi ove
ispravke davale bitno drukdiji utisak o tekstu.

Terminologija i simbolika najéeiée nije menjana, mada: su izvr¥ena neka
skraivanja u simbolici. Na primer, pisano je == umesto ;,identicki= 0.

U novom izdanju ispravljene su ranije Stamparske greske. Takode su
ispravljeni neki pogreSni rezultati, kojih je najviSe bilo u knjizi Racunanje sa
brojnim razmacima. Valja naglasiti da su ove greske uglavnom radunske pri-
rode. Ponajmanje ovakvih greSaka, kohko su redaktori uspeli da utvrde, bilo
je u knjizi Elipticke funkcz_]e

Ubedeni smo da ée ponovno izdavanje Petrovievih knjiga znaditi znagajan
podsticaj i u nastavi i u nauénom radu u oblastima o kojima je re€. Pitanja
porekla pojedinih rezultata predstavljaju poseban interes i za istoriare matema-
tike. I pored nedostataka koje smo podvukli, Petroviéeve knjige imaju niz
visokih kvaliteta, koji u potpunosti opravdavaju ponovno izdavanje. Petrovié
pise lako, Zivo, zanimljivo, uvek sa ukazivanjem na otvorena pitanja. Ove knjige
su primer kako matemati¢ko izlaganje ne mora da bude suvoparno i odbojno:
u nizu razmatranja jasno se vidi ruka velikog majstora, mnoge specifi¢nosti
naucnog postupka naSeg velikog matematiara Mihaila Petrovica.

Beograd " Milorad Bertolino
30. VI 1969. Petar- M. Vasi¢
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1. BROJNI RAZMACI KAO MATEMATICKI ELEMENTI

U ¢&istoj, apstraktnoj matematici jedna realna koliina je jedan tz€no odre-
den realan broj, jedna apstraktna matemati¢ka tacka na apstraktnoj matematié-
koj realnoj brojnoj liniji.

Matematicka tacka u ravni je jedno u toj ravni mesto taéno odredeno
pomodu dva taéno odredena realna broja. Kontinualni niz matematickih tadaka
sastavlja matemati¢ku liniju koja se proteZe samo svojom duZinom.

MatematiCka tacka u trodimenzionalnom prostoru je u tome prostoru
mesto tano odredeno pomocu tri taéno odredena broja, a kontinualni niz mate-
matikih tadaka sacinjava ravnu, ili u prostoru izvitoperenu matemati¢ku Iliniju
koja se proteZe samo svojom duZinom. Kontinualni niz takvih linija sastavlja
jednu matemati€ku povr¥inu, koja se proteZe i svojom duZinom i svojom §irinom.

To su osnovni elementi Ciste, apstraktne matematike, ali na kakve se u
stvarnosti, u praktiénoj matematici, vrlo retko kad nailazi. Istina, ima slufajeva
kad je i u stvarnosti jedna uoCena realna koli¢ina jedan taéno odreden broj,
koji se poklapa sa jednom matematiCkom tatkom na apstraktnoj realnoj brojnoj
liniji. To su sludajevi kada se zna da je uolena koli€ina ceo ili periodi€an
desetni razlomak kome se mogu saznati sve decimale (tj. kad su te decimale
sve nule, ili su one 3to su razlitne od nule, u konaénom broju, ili se uopste
zna zakon po kome se one niu jedna za drugom, kao ¥to je to sludaj kod
racionalnih razlomaka itd.). Takav je npr. slucaj sa totalnim brojem medu sobom
jednakih predmeta rasporedenih u konadan broj gomila; ili slu€aj kad se traZi
broj realnih korena jedne jednaline koji se nalaze izmedu dva data broja; ili
sludaj kad se traZe celi koreni jedne algebarske jednadine itd.

Svaku drugu koli¢inu koja ima beskrajno mnogo decimala, a ovima se
ne zna zakon, nemoguéno je praktiCki, u stvarnosti, odrediti kao apstraktnu
matematiku tatku na matematlckOJ brojnoj liniji. Za takvu se koli&inu u najboljem
sluéaju moZe samo fiksirati jedan brojni razmak, tj. jedan razmak na brojnoj
liniji za koji se moZe tvrditi da se ta kolifina sigurno u njemu nalazi (primer:
V2 ili 7). Tako je 8ak i onda kad bi nma prvi pogled izgledalo da je kolitina
odredena kao matematiCka  tatka u preseku dveju tadno konstruisanih linija
(npr. dveju pravih, ili:prave i kruga, ili dva. kruga), jer se prakticki nikad ne
moZe nacrtati tadna, - apstraktna, matemati¢ka linija-(to ‘¢e -prakti€ki ruvek --biti
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jedna vige ili manje Siroka pruga, ili viSe-manje debela - 3ipka), pa i preseci
tako nacrtanih linija nisu tacke, veé imaju konalno protezanje (primer: kon-
strukcija broja l/fpomoc’u prave 1 kruga; konstrukcija broja x ili e pomoéu
traktoriografa).

Prema samoj prirodi ljudskog saznznja, jedna se realna koli€ina (osim
pomenutih izuzetnih slufajeva) odreduje prakticki, uopste ne kao taéno odreden
broj ili matematiCka tacka, ve¢ kao brojni razmak; jedna taCka kao segment
jedne prave ili krive linije, ili kao iseCak jedne povriine, ili &2k i kao telo u
trodimenzionalnom prostoru; linija u ravni kao pruga konalne S§irine; linija u
prostoru kao §ipka konalne debljine, itd. Faktcki elementi, sa kojima ima posla
matematika stvarnosti nisu, dakle, oni isti sa kojima ima posla Cista, apstraktna
matematika.

Medutim, na ovakve iste elemente, sa kojima se ima posla u matematici
stvarnosti, nailazi se u problemima apstraktne matematike, poted onih sa kojima
ona iskljuéivo ra¢una. To su problemi odredene vrste u kojima se npr. nepoz-
nate koli¢ine, po samoj svojoj prirodi, javljaju kao brojni razmaci; ili kad same
pogodbe zadataka ne zahtevaju tafnu odredbu nepoznatih kolifina; ili kad je
nepoznatu, zbog nesavladljivih te§koca, nemoguéno ta¢no odrediti; ili kad je ona
takve prirode da je dovolino na¢i dovoljno suZeni razmak u kome se ona
nalazi, pa da se odmah, ili bar jednim nizom prakticki izvr§ljivih raCunskih
radnje, dobije i njena taéna ili dovoljno priblizna vrednost. Tako:

1° Tatno refenje izvesnih problema sastoji se, ne u tome da se nadu
tadne vrednosti nepoznatih koli¢ina, ve¢ u tome da se nade izmedu kojih gra-
nica one treba da se menjaju pa da uslovi problema budu zadovoljeni.

Tako npr. zadatak odredbe vrednosti x za koje Ce kvadratna jednacina
x2—2x+y2—3y+3=0

imati svoje korene x realne, ima kao svoje refenje ovo: potrebno je i dovoljno
da y leZi u brojnom razmaku izmedu 1 i 2.
Pitanje o konvergenciji jednoga reda &iji Glanovi sadrZe jednu promenljivu
x, potpuno je reSeno kad se nade brojni razmak u kome treba da se nalazi x,
pa da bude osigurana konvergencija i divergencija reda. Npr. red sa pozitivnim
keeficijentima
ay+a; x+a, x2+ ..

biée konvergentan ako se x nalazi u brojnom razmaku od —R do + R gde je
V a

on ée biti divergentan ako se x nalazi van tog razmaka.

n—»oo

2° Za potrebe praktiCnih raduna (npr. u fizici, hemiji, tehnici) ne samo
da nisu ni malo potrebne apsolutno tane vrednosti nepoznatih koliina, nego
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ak nije potrebna ni suvide velika pribliznost. Cesto je dovoljno znati samo to
da svaka od njih nije ni manja od jednog utvrdenog broja, ni veéa od drugog
utvrdenog broja, a ti su brojevi, medutim, toliki da je razmak izmedu njih
dovoljan za potrebu za koju se trazi. Tako npr. pri kvantitativnim hemijskim
analizama, u mnogim sluCajevima, dovoljno je znati da se traZena kolidina nalazi
izmedu dva nadena broja koji se medu sobom razlikuju tek od trece ili &et-
vrte decimale.

Tako isto, za potrebe praktiCnih raduna, deSava se da je nepoznatu koli-
ginu vrlo te§ko i zametno izraCunati po datoj formuli, a medutim je za te
potrebe dovoljno znati kolikog je otprilike reda ta koli¢ina, tj. da li ona iznosi
nekoliko desetina, nekoliko hiljada, ili nekoliko miliona, itd.; tada je dovoljno
poznavati izvestan brojni razmak u kome se ona nalazi, pa da se ima ono §to se traZi.

Primer: za velike vrednosti n vrlo je te§ko izraCunati n! koje tada ima
vrlo veliki broj cifara. Ali, kao §to je poznato iz teorije faktorijela, n! uvek
leZi izmedu dveju vrednosti

1 1 1
—n nt+— - —nt—— n+—
2 : 12
V2re n i V2ze "n 2
koje se mnogo lak3e izraunavaju nego n! i tako izralunate daju pojam o
veliCini faktorijela n!.

30 U izvesnim problemima defava se da je ne samo nemogufe naéi u
definitivnom obliku sam broj, koji predstavlja taku ili dovoljno pribliznu vred-
nost nepoznate koliCine, ve¢ je nemoguée i doéi do taénog matemati¢kog obrasca
koji bi imao dati tu vrednost kad se u njemu smeni sve 3to je opSte odgo-
varajuéim brojnim vrednostima kao podacima. Takva nemoguénost moZe pro-
izilaziti npr. ‘

a) od apsolutne nemoguénosti da se formira matematiCki obrazac koji bi
dao traZenu nepoznatu vrednost pomoéu dana$njih radunskih operacija. Primeri:
odredivanje korena kakve algebarske jednaline vi§eg stepena od 4, koja ima

b
. e ey . . . . . dx
jedan ili viSe opstih koeficijenata; izraCunavanje odredenog integrala f r—
a

b

14+ x4

odredivanje integrala Ricattieve diferencijalne jedna&ine sa opstim koeficijen-
tima, itd. :

b) od toga Sto su sami podaci za tadnu odredbu nepoznate koliCine nedo-
voljni. Primeri: odrediti nepoznatu

x=Va2+0b2

kada se zna vrednost zbira a+b; odrediti treu stranu s jednog trougla kad se
zna zbir a+b ostalih dveju strana i ugao izmedu njih.
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Medutim, i u takvim sluajevima je uvek moguée odrediti za nepoznate po
jedan brojni razmak u kome se svaka od tih nepoznatih sigurno nalazi.

Naposletku, treba napomenuti i to, da i u samoj &istoj, apstraktnoj mate-
matici ima interesantnih slu€ajeva u kojima, kad se sazna da jedan odredeni
brojni razmak nasigurno sadrZi nepoznatu koliéinu, ova se odmah, bez ikakvog
daljeg radunanja, moZe odrediti sa apsolutnom matematitkom taéno3éu.

I primer: merenjem po teZini jedne gomile o'ovnih zrnaca od kojih svako
teZi po jedan miligram, nade se velikim brojem merenja, da se ta teZina nalazi
izmedu 151,954 mgr i 152,037 mgr; tadan broj zrnaca je tada 152 (pretpostav-
ljajuéi npr. da ni jedno zrnce ne odstupa od miligrama vige od 0,5% i da se
pri kolektivnom merenju ne gresi za vise od 0,5%).

II primer: ked se zna da su dve nepoznate x i y celi brojevi, da se x
nalazi u razmaku izmedu 2 i 14, a y u razmaku 8 i 24, i da pri tome zado-
voljavaju neodredenu jednadinu

9x+7y=184,
moZe se tvrditi da su taéne vrednosti nepoznatih x=8, y=16.

HI primer: postoji jedna algebarska teorema koja daje broj korena N
§to ih ima jedna data brojna algebarska jednadina u jednoj datoj prstenastoj
povrgini opisanoj oko podetka. Po toj teoremi, da bi se odredio broj N, treba
izraCunati brojnu vrednost P koju dobija izvesna, istom teoremom potpuno od-
redena funkcija koeficijenata jednaéine, kad se u toj funkciji smene koeficijenti
svojim brojnim vrednostima koje imaju u datoj jednadini; broj N je po toj teo-
remi jednak najveéem celom broju sadrZanom u brojnoj vrednosti P. Ako se,
dakle, nade da broj P leZi u jednome brojnom razmaku koji u sebi sadrZi samo
jedan ceo broj, moZe se zakljuditi da ¢e broj N biti taéno jednak tome
celom broju. ‘ '

IV primer: za linearne diferencijalne jednadine drugog reda

dzy
—Z 4+ f(x)y=0
i S(x)y

postoji ova teorema: ako se za sve vrednosti x koje se nalaze u jednom datom

razmaku (a, b), vrednost funkcije f(x) ostaje neprestano u razmaku od %
X

’ :

do p_z (gde su p i p’ dva stalna pozitivna broja i p’>p>1/4), broj N realnih
X ,

nula jednoga takvoga integrala diferencijalne jednadine uvek se nalazi izmedu
dveju vrednosti

. 1 . b - Vap—1

. b .
2n a " 2m - %8 4 +1
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Kad, dakle, razmak (a, §) sadrZi samo jedan ceo broj M, broj N tatno
je jednak tome broju M. Dovoljno je, dakle, poznavati takav jedan razmak
(a, B), pa da se nade tacna vrednost nepoznate koliine.

Iz svega se toga vidi da se na brojne razmake, kao racunske elemente, na-
ilazi ne samo u praktinoj matematici, ve¢ i u odredenim problemima same
diste apstraktne matematike.

2. RACUNSKI PREDSTAVNICI BROJNIH RAZMAKA

Kad je dat razmak (a, b), gde je a njegov prednji a b njegov zadnji
kraj, moZe se, i to na razne nadine, formirati jedna funkcija f (1) jednoga para-
metra A takva:

10 da se za jednu datu vrednost A=4,, vrednost funkcije poklapa sa
a, za drugu jednu datu vrednost A=21, vrednost funkcije poklapa sa b;

20 da, dok A prelazi redom izmedu 4, i 4,, vrednost funkcije prolazi kroz
sve brojeve koji se nalaze u razmaku (a, b).

Takvu jednu funkciju f(A) nazvaéemo racunskim predstavnikom razmaka
(a, b);, razmak (A,, A,) nazvaéemo parametarskim razmakom. Ralunski pred-
stavnik jednoga razmaka obuhvata u obliku jednog ratunskog izraza, sve bro-
jeve sadrZane u tome razmaku.

Stavivsi, kratkoce radi

A—1,
a= 5
}'1—}‘2 2'2_)'1

za raCunski predstavnik razmaka (@, b)) moZe se uzeti koja bilo od funkcija

1
S(N=aa+pb, S)=(aam+ B bmym, f(A)y=abr.

Svaki ralunski predstavnik razmaka (g, b) ima tu osobinu da se po svo0joj
brojnoj vrednosti poklapa sa jednim kojim se god hofe brojem u tome razmaku,
kad se parametru A da jedna podesno izabrana brojna vrednost koja se nalazi
izmedu A, i 4,, Tako npr. razmak (2,5) imaée kao jedan svoj ralunski pred-
stavnik, sa parametarskim razmakom (1,3) funkciju

fH=2a+58,
gde je ' ,
: 3—1 A—1
a:—__: =TT s
2 p 2.
tj. funkciju
‘ . 1+32
fH)= -
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Vrednost npr. 2,75 u razmaku (2,5) dobija se kad parametru A da vred-
nost 1,5 sadrZana u njegovom razmaku (1,3).

3. LINEARNI RACUNSKI PREDSTAVNICI BROJNIH RAZMAKA

Izmedu svih mogudih oblika funkcije f(A) najprostije su i za raune naj-
podesnije linearne funkcije parametra 4, tj. funkcije oblika

(M SR =u+a,

gde su i u i v vrednosti nezavisne od 4, odredene tako da za dati razmak
(a, b) bude
ut+tv=a, u+A,v=>=b

§to ée biti kad se za uw i v uzmu vrednosti
A A 1 1
2 a— 1

U= b, V= ,b— a.
}‘2_]“1 )*2"_/11 2’2‘“21 l j'2‘2“1

2

Dva su slufaja od naroditog interesa po svojoj prostoti i po lakoéi da se
sa odgovarajuéim obrascima ratuna. To su:

Prvi sludaj: A, =—1, A,=+1; radunski predstavnik brojnog razmaka
(a, b) je tada
3) SD=u+4iv,
gde je
b+a b—a
4 U= > V= >
4 5 5

a parametarski razmak je razmak (—1, +1). Tada je
a=u—v, b=u+v

§to pokazuje da su krajevi razmaka (@, b) simetriéni naspram vrednosti # koja
se, dakle, nalazi u sredini toga razmaka. Jedan ma koji broj sadrZan u razmaku
dobija se kad se sredini razmaka doda ili od nje oduzme jedan deo poludu-
Zine razmaka.

Kad se od funkcije f(A) traZzi da se svede na prednji kraj a razmaka
(a, b) za A= —1, a na zadnji kraj b za A= +1, treba da je

u—v=a, ut+v=>o,

pa posto je a<<b, treba da bude v>0.
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Kad se traZi da se (1) svede na prednji kraj a za A= + 1, a zadnji kraj
b za A=—1, treba da je

u+v=a, u—v=ab,

pa se iz a<b dobija da treba da je v<<O.
Drugi slu¢aj: A,=0, A,=1; radunski predstavnik razmaka (a, b) je

(5) SBy=u+iv

gde je
u=a, v=b—a,

a parametarska amplituda je rezmak (0, 1). Tada je
a=u, b=v‘+u

§to pokazuje da su krajevi razmaka (a, b) nesimetriéni naspram vrednosti # i to
tako da se ta vrednost poklapa sa jednim krajem toga razmaka. Jedan ma koji
broj sadrZzan u razmaku (@, b) dobija se kad se prednjem kraju razmaka doda
ili od njega oduzme jedan deo duZine razmaka.

Kad se traZi da se f(1) svede na prednji kraj @ razmaka (a, b) za 1=0,
a na zadnji kraj b za A=1, treba da je

u=a, u+v=>=b

iz fega se, prema a<<b, dobija da je v>0.

Kad se traZi da se f(1) svede na prednji kraj a za A=1, a na zadnji
kraj b za 1=0, treba da je

utv=a, u=>=b

iz Cega se prema a<b, dobija da je v<<O.

Oblike funkcije f(A) iz gornja dva sludaja, zbog njihove prostote i lakoce
da se sa njima raduna, smatracemo za normalne racunske predstavnike razmaka
(a, b) i to:

10 funkciju

b+a b—a
ADN=u+iv U= , V=
o (=7 )
sa parametarskim razmakom (—1, + 1) nazvaéemo simetricnim, a
20 funkciju
S(Ay=u+2v (u=a, v=b—a)

sa parametarskim razmakom (0, + 1) nazvalemo asimetriénim normalnim pred-
stavnikom razmaka (a, b).
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U ovome 3to sleduje bi¢e uvek sa o simboliki oznaen jedan broj koji
lezi izmedu —1 1 +1, a sa ¥ jedan broj koji leZi izmedu O i 1. Simetriéni
normalni predstavnik razmaka (a, b) biée tada

b _
(6) 2, 0,
2
a nesimetriéni
N a+9(d—a).

U sludaju simetrinog predstavnika u+wv, &lan u predstavlja sredinu
razmaka (@, b), a Clan v njegovu poluduZinu.

U sludaju asimetrinog predstavnika u+@¢v, &lan u predstavlja prednji
kraj razmaka (a, b), a €lan v njegovu duZinu.

Kad se bude imalo posla sa vie raznih brojeva o koji leZe izmedu
—1 i 41, ili vie raznih brojeva ¢ koji leZe izmedu 0 i 1, mi éemo ih raz-
likovati zapetama ili skazaljkama, npr. o', 0", @', ..., ©;, @, W3, ...; ¥,
A, L, B, Ry, By,

Primetimo i to da kad je @ prednji, a b zadnji kraj razmaka (a, b) uvek
je a<<b i razlika b—a uvek je pozitivna. Prema tome u oba normalna oblika
ratunskog predstavnika razmaka (a, b), koji su

ut+owviu+9v,
koli¢ine v i v' uvek su pozitivne.

Primetimo takode i to da je asimetrini normalni predstavnik razmaka
l+ow b

(0, b) oblika ©b, a simetrini normalni predstavnik oblika

Tako isto asimetricni normalni predstavnik razmaka (—a, +a) je a
(29—1), a simetricni wa.
Kad je jedan broj x poznat sa p taénih decimala, tako da je

X=m, a; a,...a,

gde je m mnajveci u njemu sadrZan ceo broj, a g, negova k-ta decimala, broj x
je sadrZan u razmaku izmedu brojeva

m, a a,...a, 0im, a a,...a, 999...
normalni predstavnici tog razmaka su:

asimetricni m, a a,...a,0+—,

simetriéni m, a a,...a,0+
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Tako npr. kazati da broj 3,141 predstavlja broj = sa tri tane decimale,
zna¢i kazati da se broj = nalazi u razmaku izmedu brojeva 3,141 i 3,142;
normalni predstavnici tog razmaka su:

asimetri¢ni 3,1410 + 4. 0,001,
simetriéni 3,1415 + w. 0,0005.

4. TRANSFORMACIJE RACUNSKIH PREDSTAVNIKA
BROJNIH RAZMAKA

Pod transformacijom racunskog predstavmka datog brojnog razmaka (@, b)
razume se ovaj problem:

Neka su A i 4 dva promenljiva parametra, f(4) i ¢ (#) dva racunska pred-
stavnika jednog istog brojnog razmaka (a, b), a (A;, 4,) i (4, y,) razmaci para-
metara A 1 p; kakva veza postoji izmedu tih elemenata?

Posto je

fA)=a, ¢ (u)=a,
f(A)=b, @ () =b,

to je ta veza izraZena dvema jednalinama

(®) fO)=@ @),  f)=9 )

Kad su, dakle, utvrdeni i dati oblici obeju funkcija f i ¢, onda se iz
jednadina (8), kad je poznat razmak jednoga od parametara 4 i u, moZe odre-
diti razmak drugoga, jer se iz (8) pomodéu poznatih A, i A, mogu odrediti y, i
M, 1 obrnuto. :

Ako su utvrdene i date jedna od funkcija f i ¢ i razmak te funkcije npr.
funkcija f(4) i razmak (4,, 4,), druga je funkcija ¢(u) odredena uslovom da _
za u=p, dobije vrednost f(4,), za =y, vrednost f(4,) i da monotono raste
dok u varira od u; do u,. U tome sludaju zadatak, kao §to se vidi, nije pot-
puno odreden; za funkciju ¢ moZe se uzeti koja se hoée od beskrajno mnogih
funkcija koje zadovoljavaju pomenute uslove.

Pomoc¢u veza (8) moZe se, na taj na€in, jedan raCunski predstavnik datog
razmaka (a, b) preobratiti u drugi, drugog oblika, §to je od vaZnosti za mnoge
raune. Ovde ¢e biti refeno nekoliko primera te vrste.

I primer: dat je racunski predstavnik razmaka (@, b) u obliku poznate
funkcije f(1), sa parametarskim razmakom (4,, 2.2) ‘preobratiti ga u mnormalni
simetri¢ni oblik. :
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Ovaj ¢ée predstavnik biti oblika
p(@)=u+wv (—l<w< +1),
a treba da bude

fA)=p(=)=u—y f(12)=‘}7(+1)=u+v,
dakle
2 2

prema emu ée traZeni predstavnik biti

L)1) | 1~/

(—l<w< +1).

IT primer: dat je ralunski predstavnik razmaka (a, ) u obliku poznate
funkcije f(4) sa parametarskim razmakom (4,, A,); preobratiti ga u normalni
asimetriéni oblik. Ovaj ¢e biti

pD=u+dv 0<d<1),
a posto treba da bude
SA)=¢O)=u
SO =@ () =u+v
u=f(4, v=F(A)—f (s

to Ce traZeni predstavnik biti

FO)+I[f(A)—f(A)] (O<d<),

IIT primer: preobratiti simetriéni normalni oblik

odakle je

S@)y=u+owv (—l<o<+1)
u asimetriéni normalni oblik
e=u +9v 0<P<])
za jedan isti brojni razmak (a, b).
Posto treba da bude
S(—D)=¢ () tj. u—v=u,.

S(+D=o) tj. ut+v=u'+v,
- to je :
U =u—v, V=2,

pa Ce, dakle, traZeni predstavnik biti

u—v+29v 0<d<1).
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IV primer: preobratiti asimetrini -normalni oblik
f@)=u+dv (0<d<1)
u simetri¢ni
p(wy=u+wv (—l<w< +1).
Posto treba da bude
JO)=¢(—1) 4. u=u'—v,

f(1)=‘;0(+ 1) tj. ut+v=u'+v,

odakle je
! i v ’ v
W=ut+—, V=—,
2
to ée traZeni predstavnik biti
v v
Ut —+w— (—l<w< +1).
2 2

V primer: zna se iz teorije faktorijela da je
1 &
nl= l/2_n nn+7 e_n+m,
gde je ¥’ jedan broj koji, ma kakvo bilo pozitivno n, leZi izmedu 0 i 1; naci
asimetrini normalni predstavnik za n!.
Ako se, kratkoée radi, stavi da je
1

— nt5 —n
V?.nn 2¢e =N
bice
| o
nl=Ne'*",
Uzevsi da je
A
FAH=N*"  (0<i<]),
~ p(@=u+dv (0<d<1),
treba da je
F(0)=¢(0) tj. N=u
1
S =) tj. Ne®™=u+v,
odakle je ‘ :

1
u=N, v=(""—1)N,
pa ¢e, dakle, traZeni predstavnik biti

1

N[1+82"—1]-  (0<d<l).
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V1 primer: zna se da ako zbir kateta jednog pravouglog trougla iznosi s,

. . s . oy . .
duZina hipotenuze uvek leZi izmedu V—i i s. Simetriéni normalni predstavnik

intervala hipotenuze bice, dakle

c—_l_( 1/12> +—(1—Vlf)s, tj.

¢=0,8534.5+0,1435-w- s,
a asimetri¢ni ée biti
K} 1
c=—=+90(1—-=]s, .
27

c¢=0,7071-5+0,2929 -9 - s.

5. FUNKCIJA BROJNOG RAZMAKA

VazZnost i interes radunskih preds‘avnika brojnih razmaka leZe u tome
Sto se pomolu njih moZe sa razmacima racdunati kao i sa obinim brojevima.

Ako se npr. razmak (x, y) oznali sa z, tako da je simboliCki

Z=(x9 »)

moZe se formirati kvadrat, kub, logaritam, sinus i uopste jedna ma kakva funk-
cija toga razmaka. Ona Ce biti jedan izvestan razmak

Z=f(0=(X, Y)

koji ¢e takode imati svoj rafunski predstavnik. Veza izmedu razmaka z i f(z),
tj. Z sastoji se u tome §to Ce krajevi X, Y, razmaka Z zavisiti na jedan naro-
¢iti naCin od krajeva x i y razmaka z. Ta je veza ovakve vrste:

Neka je z=(x, y) jedan dati brojni razmak, a f(z) data funkcija. Ozna-
¢imo sa M najvetu, a sa N najmanju vrednost koju dobija funkcija f(z) - dok
z varira od x do y. OCevidno je da e f(z) biti jedan brojni razmak C¢iji je
prednji kraj N, a zadnji kraj M.

Taj ée razmak imati, kao simetri¢ni normalni predstavnik izraz

M+N _M—N
+o :
2 2

Z=f(2)=

a kao asimetri¢ni normalni predstavnik izraz

Z=f(z)=N+3(M—N).
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Isti je razmak ceo sadrZan u jednome prostranijem razmaku Z’ ¢&iji je
prednji kraj jedna ma koja donja granica N’ vrednosti f(z) kad z varira od x
do y, a M’ jedna ma koja gornja granica za te vrednosti. Razmak Z je, dakle,
ceo sadrzan u jednom razmaku Z’, €iji su normalni predstavnici

M'+N  , M'—N'
= + w
2 2

ZI

Z'=N'+9 (M'—N").

Tako odreden razmak Z' zvaéemo jednom gornjom granicom razmaka Z:
to je jedan razmak $iri od razmaka Z i koji obuhvata ovaj, tj. sadrZi ga kao
jedan svoj deo. '

U mnogim problemima, ako se ne moZe naéi tatan razmak Z, od inte-
resa i od koristi je imati bar jednu njegovu gornju granicu Z’, pofto se i za
razmak Z’ moZe tvrditi da obuhvata uolenu vrednost f(z) koju obuhvata i
razmak Z.

U sludajevima kad je f(z) kakva monotono rastuéa funkcija promenljive
z u razmaku (x, y) bice

N=f(x), M=f(y)

Kad je to monotono opadajuéa funkcija u razmaku (x, y) bice

N=f(»), M=f(x).

Kad ni jedno ni drugo nije slu€aj, i ako f(z) ima za vrednost z u raz-
maku (x, ¥) maksimume koji su veéi od obeju vrednosti f(x) i f(y) onda za
M treba uzeti najveéi od tih maksimuma; ako f(z) ima u razmaku (x, ) mini-
mume koji su manji od obeju vrednosti f(x) i f(¥), onda za N treba uzet
najmanji od tih minimuma.

I primer: kvadrat jednog razmaka.
Neka je normalni asimetri¢ni predstavnik jednog razmaka

z=u+9v
trazi se : 22=(u+9 )2
Posto je v uvek pozitivno, to je
N=uw? M=(u+v):, M—N=v242uw
pa dakle » D
22=u2+ 9 (v2+2 w).
Kad bi razmak z bio dat svojim simetriénim pfedstavnikom ,

Z=uUu-+t wv
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posto je v pozitivno, bilo bi
2=(u+wv)2 N=W—v2 M=(u+v)?
M—N=4uw M4+N=2Ww2+1?)

i prema tome bi bilo
22 =2+ v)+2 wuv.

II primer: kub jednog razmaka. Neka je

z=u+dv
pa se trazi
2 =(u+9v).
Bice
N=w3 M=wu+v))® M—N=3w2v+3w?2+v?
i prema tome
B=1w3+9 Bu2v+3w2+13).

Kad je razmak z dat svojim predstavnikom

z=u+wv, tako da je z3=(u+wv)
bice
N=(u—v);, M=(u+v)
M—N=6u2y+2v? M+N=2uw+6u?
i prema tome
= +3w2)+ o (P+3uv).

T primer: logaritam jednog razmaka.

Neka je
z=u+9v, gde je u>0, v>0,
pa se traZi i
log z=1og (u+9v).
Bice
N=logu, M=log(u+v), M——N=log(1+—v->
u
i prema tome

logz=logu+ ¢ log(l +—v~).
u
IV primer: neka je

z=u+9%v, pa se traii e?=e¥+??,
Bice
N=e*, M=eut?, M—-N=e%(e"—1)
pa dakle ‘
€% =e¥ + P e (ev—1).

V' primer: uopste, neka je f(z) jedna funkcija koja monotono raste kad
z raste u posmatranom razmaku, i neka je

z=u+¥%v, pa se tra?i f(z)=f(u+9v).



Funkcija viSebrojnih razmaka ) 17

Bice

'N=f(u), M=f(u+v), M—N=f(u+v)—f(u)
@) =f@+3 [fu+v)—f@)].

Na isti bi se naCin imale f(u+¢v) i u sluajevima ako je f(z) funkcija
koja monotono opada kad z raste u posmatranom razmaku.

pa dakle

6. FUNKCIJA VISEBROJNIH RAZMAKA

Neka su
Zy=(X1, Y1) 1 2,=(x;, ¥,)

dva data razmaka, a f(z;, z,) data funkcija dveju promenljivih koli¢ina. Ozna-
&imo sa N i M najmanju i najveéu vrednost koju dobija funkcija f(z;, z,)
kad z, varira od x; do y;, a z, od x, do y,. Funkcija

Z=f(z1, z,)

dvaju razmaka z; i z, bie jedan razmak koji ée 1mat1, kao s, o_| asimetri¢ni
normalni predstavnik, izraz C :

Z=f(z,, z,)=N+9(M—N).

Kad su razmaci z; i z, i sami dati svojim asimetriénim normalnim pred-
stavnicima )
Zi=u+0 v, Z=u, 40V,
bice
Xy=Uy, N =WU+V, X=U, V,=U+V,.

U sludajevima, dakle, kad je f(z,, z,)’ monotono rastuca funkcua pro-
menljivih z; i z, u razmacima (x;, y,) i (x,, »,), bice :

fo(xl s X2) =f(u, ), M'—f(xl + Y1 X+ P)=f W +v, p+ 7))
i prema tome Ce asimetricni predstavnik razmaka Z biti
Z=f(zy, z2)=f(uy, w)+P[fuy+vy, p+v)—f(wy, )]

U slucajevima kad je f monotono opadajuca funkcija promenljivih z; i z,
u istim razmacima, bice

N=f1, y)=f+v, +v), M=f(x;, x,)=f(, ;)
i prema tome je asimetriéni predstavnik razmaka Z

Z =f(z; ) Z3) =f(”1 + v, Ut Vz) +¢ [f(ul ). uz).“f(”; + 1;1 ’ﬂ u2 +1) ]

M

2 Ratunanje sa brojnim razmacima AKMEMMJA H A

=
susﬁnurm N
"m.aao\“"'&
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Isti je razmak ceo sadrzan u jednom prostranijem razmaku
ZI =f(NI, MI),
gde su N' i M’ jedna donja i jedna gornja gramica vrednosti f(z,, z,) kad se
z, 1 z, menjaju u granicama svojih odgovaraju¢ih razmaka (x;, y,) i (x,, ¥,).
Razmak Z ima za asimetriCni normalni predstavnik izraz
Z'=N'+8% (M'—N")
i biée jedna gornja granica razmaka Z, tj. jedan razmak $iri od Z, a za koji
se takode moZe tvrditi da obuhvata vrednost f(z,, z,) koju obuhvata i razmak Z.

I primer: neka je

zy=uy+ 0 v Zy=tp + 0,7,
pa se traZi razmak
Z=2z,+2z,.
Bice '
N=u+u,, M=u+u,+v,+v,,
pa dakle

Z=(u+ )+ (v + 7).

II primer: traZi se razmak
L=z z,;
posto je ‘ '
N=u u, M = (uy+v,) (u,+ ),
bice
Z=u;t, +0 (uy vy 4ty v+ v, V),
III primer; traZi se razmak

Z=)z2+z2;

nalazi se da je

Z=Vu2+u2+& [V, +v )2+ (U, + v 2—Vu2+vz2].
Isto se tako odreduje i data funkcija #» brojnih razmaka
zy=u;+ 9 vy,

Z,=+%,v,,

Zy =1ty + O, V,.

Brojevi N i M su tada najmanja i najveéa vrednost koju dobija‘funkcija
f kad se tacka (z;, z,,...z,) u hiperprostoru od n dimenzija :krede -tako da
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svaka promenljiva z; ostaje u svome razmaku odredenom odgovarajuéim svojim
raunskim predstavnikom. '

Pojam gornje granice za razmak Z isti je kao i onaj za funkcije dveju
promenljivih.

7. SISTEM FUNKCIJA BROJNIH RAZMAKA

Neka su

z=(x;, yl): covs Zp=(%p, Yn)
n datih razmaka, a

2K G2 R 9 ¢ A

sistem od p datih funkcija tih razmaka. Svaka od ovih funkcija f; imace svoj
razmak Z, u kome ée varirati za vreme dok svaka promenljiva z; varira u
svome razmaku (x;, ¥;)- ' '

Oznadimo sa N, i M, najmanju i najveéu vrednost koju dobija funkcija £} kad
sve promenljive z,,..., z, variraju u svojim razmacima. Asimetriéni normalni
predstavnici sistema f}, ..., f, bie izrazi:

Zy=fi(21, - -5 Zg)=Ny+0; (M;—N,),
Zy=fo(21s+ > Zy)=N, +192>(M2'_‘N2):.

Zp=fp(Z15-..s 2p)=Np+0,(My—Np).

Kad se znaju krajevi x;, y; razmaka z;, bice

14 ’
Zy=u + % v, Zy=uy+ ) vy, 0.,

gde su u;, v, odredeni pomodu x;, y, jednafinama

xi=u¢, yi=ui+vi.

- Kad je koja od funkcija f; monotono rastuéa ili opadajuéa funkcija,
odgovarajuée vrednosti N, i M, odreduju se na napred pokazani nadin.

Na mesto talnih razmaka Z;, Z,,..., Z, u mnogim slu€ajevima dovoljno
je poznavati po jednu njihovu.gornju granicu, tj. po jedan razmak u kome je
sadrZan odgovarajuéi tafan razmak Z,. Takva je jedna gornja granica za raz-
mak Z; razmak ’ '
4 Z'y =N+, (M, —N),

28
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gde N';, i M’y oznaduju jednu donju i jednu gornju granicu funkcije £ za
vreme dok svaka promenljiva z; varira u svome razmaku (x,, y;) tj. dok &/

u izrazu
zi=ug+ %,
varira od 0 do 1.

8. STALNI I PROMENLJIVI BROJNI RAZMACI

Kao 3to se vidi iz ovoga Sto prethodi, elementarne rafunske radnje, koje
se vrie sa tacno odredenim vrednostima, mogu se vrSiti i sa brojnim razmacima.
Drugim redima, racunske radnje koje se mogu vrSiti sa ta¢kama na realnoj brojnoj
liniji, mogu se vrditi i sa segmentima te linije. Razlika je ta Sto Ce izvrSene sa
tadkama one dati opet brojne tacke, a vriene sa segmentima one cée dati kao
rezultat brojne segmente. Racunski predstavnici brojnih razmaka preobracaju
dvostruke nejednadine u jednadine; sa takvim se nejednadinama, preko njihovih
racunskih predstavnika, mogu vr§iti sve elementarne racunske radnje koje se vrse sa
Jednacinama.

Kad je razmak, sa kojim se radi stalan, tj. kad su mu krajevi nepro-
menljivi i rezultat izvrSenih raCunskih radnji biée jedan razmak sa nepro-
menljivim krajevima. A kad je prvobiti razmak promenljiv (promenljivi krajevi)
i rezultat e dati jedan promenljiv razmak. Tako npr. kvadrat stalnog razmaka

z=2+39
takode je stalan razmak
22=4421%;
kvadrat promenljivog razmaka
z=x+9(l +x)
je promenljiv razmak
22=x2+9" (3x2+4x+1).

Neka su x i1 y dve promenljive kolifine vezane medu sobom tako, da
kad se jedna od njih bude menjala, i druga se menja na nadin odreden prome-
nama prve. Kad se npr. promenljiva x bude menjala tako da joj vrednosti nepre-
stano ostaju u jednome brojnom razmaku X, vrednosti y ostaée u jednome
takode odredenom’ razmaku Y. Iz date veze izmedu promienljivih x i y dobi-
¢emo, na napred navedeni nadin, i vezu izmedu razmaka Xi7Yt. vezu izmedu
njihovih prednjih i’ zadnjih krajeva.

U primenama raduna sa brojnim razmacima &esto se nailazi na sluajeve
ovakve vrsté: veza izmedu promenljivih x i y nije odredena u tolikoj meri da
se svakoj vrednosti x moZe cdrediti odgovarajuéa vrednost y, ali se za svaku
vrednost x moZe odrediti. po jedan razmek Y, za koji se pouzdano moZe

v
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tvrditi da ée odgovarajuéa vrednost y biti u njemu sadrzana. Menjanjem pro-
menljive x menjade se i odgovaraju¢i razmak Y. Ako se na osovini Ox obelem
vrednost x, a na upravnoj u tacki x se prenesu
krajevi a’ i b’ razmaka Y, pa se pusti da se x

menja, ti ¢e krajevi opisati svaki po jednu liniju u y V
ravni, a sam razmak Y opisace jednu oblast ogra-
ni¢enu tim dvema linijama, koje su joj njend donja per
i gornja granitna linija. Geometrijsko mesto sredina U
¢ razmaka Y, srednja linija oblasti, dade ovla¥nu /

sliku o vezi izmedu promenljivih x i y. Slika de

biti utoliko manje ovla$na, ukoliko je oblast uZa, 0 x

tj. ukoliko je manje odstojanje graninih linija od
srednje linije, ili, §to je isto, ukoliko su manje amplitude mogucih oscilacija promen-
ljive y oko srednje linije; pod oscilacijom oko srednje linije (iznad i ispod ove) ima
se razumeti rastojanje c¢b’'=a’c. o
Na taj nadin, u sludajevima kad ne postoji ili se ne moZe naéi tacna veza
izmedu promenljivih x i y, defava se da je mogude odrediti jednu oblast vari-
jacija promenljive y koja &ini moguéom odredbu brojnog razmaka u kome de
nasigurno biti sadrZana neodredena vrednost y za jednu ma koju tatno datu
vrednost x. Drugim reima, moguée je odrediti za x jednu srednju liniju i
oscilacije te promenljive oko ove srednje linije.

Tako npr. izmedu koordinata
x=a+f i y=Vo2+p?

jedne promenljive talke P, gde su a i § dva promenljiva pozitivna parametra,
ne postoji nikakva talna veza, tj. tatka P ne opisuje nikakvu odredenu liniju,
mada se pri menjanju koli¢ine x uopite menja i kolidina y. Ali poSto je za
pozitivne a i § uvek

T~

to se tadka, €ije su koordinate x i y, uvek nalazi u oblasti izmedu dveju pravih
y="= iy

V2

¥y=0,8534-x,

=X.

Srednja linija je pfava

» oscilacija oko ove je 0,1464- x.

Kad je jedna nepoznata koli€ina, zadovoljavajuéi dati skup (D) pogodaba,
kao stalna, odredena u obliku jednoga brojnog razmaka. koji je sadrZi, ili kao
promenljiva, odredena u obliku njene oblasti varijacija, mogu se desiti ovakvi
sluCajevi:
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1° Dobiveni brojni razmak je prostraniji no ¥to zahteva sama priroda
stvari, tj. njegov prednji ili zadnji kraj nisu stvarno dostignuti ni u kome
pojedinaénom slu€aju, koji je u skladu sa pogodbama (D). Drugim recima,

nadeni razmak je samo jedna gornja granica onoga razmaka ¢iji je jedan ili
drugi kraj odista dostignut u kakvom specijalnom slucaju koji nije u suprotnosti
sa pogodbama (D;.

Tako npr. kad se skup (D) sastoji v pogodbi da su a i b pozitivni,
— . . 1 .3 - .

vrednost [/ a2 + b2 uvek le#i izmedu 7(a+b) i 7(a+b), ali nijedna od ovih
granica nije ni u kome slu€aju dostignuta. Ista vrednost leZi takode i u razmaku
. 1 . L . .

izmedu brojeva 7(a+b) i (a+b), a ova druga granica je dostignuta u speci-
jalnom sluGaju kad je b=0, ali prva nije nikad. Tako isto, ista vrednost leZi i
izmed ranica at
u ere
5

specijalnom sluCaju kad je a=>5, ali zadnji nije nikad. Razmak od —;—(a-l-b)do

b . .. . . .
i %(aer); prednji kraj toga razmaka dostignut je u

%(a+b) je, dakle, samo jedna gornja granica uZih razmaka
b . b
(a+ , a+b> i (i, i(a+b))
2 V2 2
koji takode odgovaraju pogodbi (D), ali su im prednji ili zadnji kraj stvarno
dostignuti u pojedinim specijalnim slu¢ajevima.

20 Dobiveni razmak je najuzi izmedu sviju onih koji su u skladu sa
pogodbama (D); tj. oba njegova kraja su stvarno dostignuta u pojedinim speci-
jalnim slu€ajevima.

Tako se npr. nalazi da vrednost Va2+b2, kad su a i b pozitivni brojevi,
b L . . .
uvek leZi u razmaku (%, a+b>; 1 jedan i drugi kraj toga razmaka stvarno

su dostignuti, prednji kraj kad je a=b, a zadnji kad je b=0. Taj je razmak
odista najuZi medu onima koji odgovaraju pogodbama; kad bi se jo§ viSe suzio,
on ne bi viSe obuhvatio ova dva specijalna slufaja, tj. ne bi odgovarao op$tem
slucaju.

3° Dobivena oblast varijacije jedne nepoznate y, zavisne od druge pro-
menljive x, je Sira no §to zahteva priroda zadatka, tj. njena donja ni gornja
graniéna linija nisu stvarno dostignute ni u kome slu¢aju koji je u skladu sa
pogodbama (D). Nadena -oblast .tada je samo jedna gornja granica jedne uZe
oblasti &ija je jedna od grani¢nih linija stvarno dostignuta u jednom odredenom
specijalnom sluéaju.
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Tako npr. tatka P, &ije su koordinate pozitivni brojevi x i J/1+x2, uvek
se nalazi izmedu dveju pravih linija

1 3
y=—(1+x) 1 y=—(1+x),
5 (I+x) 5 ¢ )
ali nijedna od tih pravih nije nikada dostignuta. Ista tadka se nalazi i izmedu

pravih

1 )
y=7(1 +x) 1 y=14x

gornja granina prava dostignuta je u talki x=0, y=1. Tako isto tatka P
leZi i izmedu dveju pravih

_ 1+x
V2

i donja graniéna prava dostignuta je u tatki x=1, y=)2.

i y=1+4+x

4° Dobivena oblast varijacija je najuZa izmedu sviju koje su u skladu sa
pogodbama (D), tj. obe njene graniéne linije mogu stvarno biti dostignute u
pojedinim sluGajevima.

Tako se npr. nalazi da se tacka P uvek nalazi izmedu dveju pravih

1+x .
y=—"-— 1 y=1+x

V2

obe grani¢ne linije su stvarno dostignute u pdjedinjm tackama P; donja tackom
x=1, y=l/§ a gornja takom x=0, y=1. Oblast izmedu tih pravih, sa desne
strane osovine Oy, najuZa je medu svima drugima; kad bi je ma i najmanje
suzili, ona ne bi vi§e obuhvatila gore pomenute dve specijalne tacke, a koje
ipak zadovoljavaju pogodbe zadatka.

Po sebi se razume da je uvek probitano poznavati §to uZe granice iz-
medu kojih ostaje nepoznata koli¢ina, jer ukoliko su ove uZe, utoliko su manje ne-
odredenosti u poznavanju te koli¢ine. Najprobitaéniji, najpovoljniji je najuZi
moguéi razmak za tu koli¢inu, koji je do te mere suZen da se viSe ne moZe
suavati a da se ne izgubi njegova generalnost, tj. da on time ne prestane obu-
hvatati sve moguce slucajeve koji su u skladu sa datim pogodbama (D).

Takav najuZi mogu¢i razmak predstavlja najos“tri_je granice za varijacije te
koli¢ine; on, medu ostalim Sirim razmacima, ima tu karakternu odliku da se
nepoznata, zadovoljavajuéi pogodbe (D), ne samo neprestano nalazi u tome
razmaku, veé ona, u odredenim specijalnim sludajevima, i dostiZe granice tog
razmaka. " : : '
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Isto tako najuZa moguéa oblast varijacija za nepoznatu koli¢inu pred-
stavlja najo$trije granice za te varijacije; takav razmak daje minimum neodrede-
nosti za nepoznatu promenljivu koli€inu.

Iz dosadaSnjeg izlaganja vidi se da raunanje sa brojnim razmacima ima
jednu odliku koja mu u izvesnom pogledu daje i neku prevagu nad obi¢nim
radunanjem sa brojevima: to je apsolutna istinitost rezultata do kojih ono dovodi.
Ma koliko na prvi pogled to izgledalo paradoksalno, rezultati raCunanja sa
razmacima izraZavaju jedan apsolutno istinit fakt, dok su rezultati racunanja
sa brojevima samo viSe ili manje tacni, i samo u izuzetnim sluCajevima apso-
lutno tadni. Kazati npr. da je /2 =1,4142 nije talno; kazati da vrednost VE
leZi izmedu brojeva 1,4141 i 1,4143 tadno je. I moZe se Sta viSe tvrditi da,
dok se pri rafunanju sa brojevima, iz potpuno odredenih i talnih odnosa dolazi
do netaénih rezultata, dotle se u rafunu sa razmacima iz nepotpuno odredenih
odnosa dolazi do rezultata kojima se ne moZe poricati apsolutna istinitost.

9. BROJNI RAZMACI U ARITMETICI I ALGEBRI

Aritmetika i algebra su oblasti matematike u kojima se radi sa posebnim
brojevima, preciziranim ili opStim. I u jednoj i u drugoj oblasti defava se da:

1° ili su i sami podaci dati u obliku brojnih razmaka ili brojnih oblasti,
pa se i rezultat racuna dobija u takvom istom obliku;

o

ili su podaci dati u obliku taénih (preciziranih ili op$tih) brojeva, ali
se rezultat, zbog tehnickih radunskih tefkoca, ili zbog toga ¥to se ne traZi ve-
lika tadnost, ve¢ samo priblizna vrednost ili ovlafan pojam o veli¢ini nepoznate,
rezultat dobija u obliku razmaka ijli oblasti;

3° ili, po samoj svojoj prirodi, zadatak ima kao svoje tatno reSenje, ne
jedan odreden (preciziran ili opsti) broj, veé jedan brojni razmak ili jednu brojnu
oblast;

4° ili je zbog nedovoljnosti podataka, zadatak nepotpuno odreden, ali se
moZe utvrditi jedan razmak u kome se nepoznata, pored sve svoje neodrede-
nosti, ipak mora nalaziti.

Tako npr. kad se izraunava kvadratni koren iz jednoga broja koji nije
dat tagno, ve¢ jednim razmakom u kome se on nalazi, dobiée se i jedan raz-
mak u kome se koren mora nalaziti.

Kad se pomodu logaritamskih tablica izraCunava vrednost jednoga izraza
u kome figuriSu taéno dati brojevi, rezultat neée uop3te biti tacan broj, veé ée
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biti izraCunat samo sa izvesnim brojem  prvih decimala tacnih, tj. biée odreden
samo jedan razmak u kome se ta vrednost mora nalaziti.

Kad se pita za koje ¢ée vrednosti y kvadratna jednadina
x2—2x+y2=0,

reSena po x, imati svoje korene realne, tadno reSenje zadatka sastoji se u
ovome: za ma koju vrednost y sadrZanu u razmaku (—1, +1).

Nepotpuno odredeni zadatak da se izrafuna logaritam dijagonale ¢, kad
se zna logaritam zbira s kateta, reSen je time §to se zna da se log ¢ uvek na-
lazi u razmaku

(log s—%log 2, log s) .

Ovde ¢ée biti navedeno nekoliko zadataka takve vrste, koji imaju Cestu
upotrebu i u kojima se nepoznata aritmeticka ili algebarska koli¢ina dobija u
obliku brojnog razmaka.

A) Trinom drugoeg stepena. Na razmake, kao reSenja zadatka, nailazi se
uopste u zadacima u kojima se traZe uslovi za realnost, pozitivnost ili negativ-
nost nula datog polinoma; ili uslovi da bi se njegova vrednost, za vrednosti
nezavisno promenljive sadrZane u datom razmaku, i sama nalazila u jednome,
tako isto, datom razmaku; ili uslovi da bi realne nule polinoma bile sadriane
u istom razmaku, itd. Tako, kad koeficijenti polinoma sadrZe kakav promenljiv
parametar a, poznate teoreme iz teorije algebarskih jednadina, kao §to su Rolleova,
Sturmova, Descartesova, Fourierova i druge daju, kao reSenja zadataka takve
vrste, razmake u kojima treba da se nalazi vrednost parametra.

Za najprostiji sluéaj, za polinom drugog stepena, elementarna teorija
kvadratne jednadine neposredno daje reSemja takvih zadataka. Zna se npr. da
ée trinom '

9) ax2+2bx+c

gde su a, b, ¢ realni brojevi, imati obe svoje nule realne i suprotno oznadene,
kad je

b2—ac>0 ac<0;
da bi npr. to bio sludaj sa trinomom
(a—35)x>—4ax+a—2
potrebno je i dovoljno da se vrednost a nalazi u razmaku (2,5), tj. da je

a=2+3% O<d<).
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Da bi trinom bio pozitivan sa sve vrednosti x, potrebno je i dovoljno
da bude
b2—ac<0 a>0;

da bi to npr. bio sluéaj sa trinomom

(4—a)x2—3x+a+4

potrebno je i dovoljno da se a nalazi u razmaku (_}/22’ +_V25§), tj. da je

e
a=w]§ (—l<w<l).

Na takav se zadatak svodi i ovaj: odrediti maksimum i minimum linearne
funkcije

(10) flO,yy=ax+by+c

kad su promenljive x i y vezane kvadratnom relacijom

an Ax24+2Bxy+Cy2+2Dx+2 Ey+ F=0.
Ako se stavi da je
fx,y)=a
eliminacijom jedne promenljive, npr. y, dobija se jedna kvadratna jednaéina po x
(12) , Mx2+2Nx+ P=0,

gde je koeficijenat P polinom drugog stepena po parametru a, koeficijenat N
linearna funkcija od o, a koeficijenat M nezavisan od a. Zadatak se tada svodi
na odredbu razmaka, u kome treba da se nalazi o da bi vrednosti promenljive x,
odredene jedna¢inom (12) bile realne; prednji kraj toga razmaka predstavljace
minimum a zadnji kraj maksimum funkcije f(x, y). Uslov za to je da bude

13) N2—MP>0, M>0,

pa posto je N2—MP polinom drugoga stepena po parametru a, to je zadatak
'sveden na malopredaSnji. ’

Tako npr. kad se trazi maksimum i minimum funkcije
S @) =y—2x,
pri ¢emu su promenljive x i y vezane relacijom
36x2+16y2—9=0,
eliminacija promenljive y dovodi -do kvadratne ‘jednacine

100x2+64'ax+ 16 a2—9=0.
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Uslovi (13) svode se na
(5+4a)(5—4a)>0

" . 5 5 ..
§to znali da a treba da se nalazi u razmaku (—:, +—>. Minimum funk-

.. . 5 . ) 5
cije f(x,y) je, dakle, —:, a njen maksimum T; za ma kakvu realnu vred-

nost x bice
5

Ovakav nadin odredivanja maksimuma i minimuma funkcija, koji ne zahteva
upotrebu izvoda kao uobifajenog naCina za to odredivanje, nije vezan samo
za polinome prvog i drugog stepena. Kadged ima da se odredi maksimum ili
minimum jedne funkcije

Sy, z2,..)
u kojoj su promenljive X, y, z,... vezane datim relacijama &iji je broj za jedi-
nicu manji od broja tih promenljivih, treba funkciju f oznaliti sa a, pa iz
skupa jednaina eliminisati sve promenljive osim a i jo$ jedne od njih, npr. x.
Ako je

(14) ) p(x,a)=0

rezultat eliminacije, zadatak maksimuma i minimuma svodi se na odredivanje
taénih razmaka u kojima treba da se nalazi vrednost a da bi koreni jednadine
(14) bili realni. Ako je (@, a,) takav jedan razmak broj ¢, je jedan minimum,
a broj a, jedan maksimum funkcije /' sa datim vezama. Svaki takav razmak
dace po jedan minimum i po jedan maksimum funkcije.

Na slian se nadin reSava i zadatak: za koje e vrednosti x trinom (9)
neprestano imati vrednosti sadrZane u datome razmaku (4, B)?

TraZi se da bude
A<ax2+2bx+c<B,
tj. da je u isto vreme
(15) ax2+2bx+c¢c—A>0 ax2+2 bx+c—B<0,
Prema znacima koli¢ina
a, b2—a(c—A4), b2—a(c—B)

jedna od nejednatina (15) bice.zadovoljena za vrednosti x koje se nalaze u
jednom izvesnom razmaku (p, g) koji moZe biti sastavljen i iz dva razmaka, a
druga za vrednosti x koje se nalaze u jednom izvesnom razmaku (p’, q’). Us-



28 Brojni razmaci u elementarnim radunima

love (15) zadovoljavae samo vrednosti x sadrZane u zajednitkom delu razmaka
(p,q) i (P, q); traZene vrednosti x jesu one koje se nalaze u tome zajednitkom
razmaku.

Tako npr. da bi se vrednost trinoma

x2—14x+50
nalazila u razmaku (5, 26), potrebno je i dovoljno da bude u isti mah
x2—14x+45>0, x2—14x+24<0.
Prva se nejednacina moZe napisati u obliku
x—5)(x—9)>0
i zadovoljena je za vrednosti x koje su sadrZane bilo u razmaku (— o, 3),

bilo u razmaku (9, + o).
Druga nejednadina moZe se napisati u obliku

(x—2) (x—12)<0

i zadovoljena je za sve vrednosti x sadrZane u razmaku (2,12). Zajedni¢ki deo
razmaka (p, q) i (p’,q") su dva razmaka (2,5) i (9,12), traZene vrednosti x su
one sadrzane bilo u prvom, bilo u drugom od ta dva razmaka.

Kad je dat trinom treeg stepena, uvek svodljiv na oblik

(16) xX3+px+q,
potreban i dovoljan uslov za realnost njegovih nula je iskazan nejednadinom
amn 4 p3+27 g2<0.

Kad god je leva strana nejednadine (17) kakav trinom drugog stepena po
jednom parametru a, uslov realnosti se svodi na zadatak gornje vrste i refenje
mu se sastoji u odredbi razmaka za taj parametar.

Sliéno se refenje dobiva i u slu€aju polinoma &etvrtog stepena.

B) Koren realnog broja. Neka je x takav jedan broj da je 14 x>0. Prema
binomnom obrascu odevidno je

(1+x)*>1+nx,

gde je jednakost postignuta ili za x=0, ili za n=0, ili za n=1. Stavivii da

je x=£, dobija se da je
n

n
(1 +i> >1+h,

n .
pa, dakle,

(18). ' ,1<]'71+_h<1+i
'n
za ma  kakav pozitivan broj A.
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Neka je sad z jedan ma koji broj veéi od jedinice, pa se iz (18), stavivii
da je 1+h=z dobija da je
1<{z<1 it
n

pa, dakle,
— d
19) Vz=1+—@—1.
n

Ako je, pak, z kakav pozitivan broj manji od jedinice, uzev$i u nejedna-
&ini (18) reciproéne vrednosti (C¢ime nejednadina menja smisao), dobija se

n

1 \/1<1
R SNT7R<

1+—
n
pa ako se stavi da je
L=z<1, odakle je h=1—'z,
1+h z
dobija se da je
1 n—
1 Z\ ]/ z 1
1+
nz
prema Semu je
-~ 1—z
20 Vz=1—-"—9.
@0 ]/- 1+(m—1)z

Iz obrasca (19) i (20) se npr. jasno vidi da {/z teZi jedinici, kad n bes-
krajno raste. Obrasci su od koristi za pribliZznu odredbu »n-tog korena datog
broja. ' o '

C) Zbkir naizmeni(:nog opadajuceg reda. To je red

(21) ; S=uy—u +t,—uy+ -+ - -

u kome su Clanovi u, svi pozitivni ili svi negativni i |uy|<<|u—,|, teZe¢i nuli
kad k beskrajno raste.
Ako se stavi da je
Sn=”o_”1+”z—u3+ st (=Druy,,
zna se da je
Sy <S<Spp

za svaku vrednost k=0, 1, 2,... indeksa k. Prema tome je

S= S21c+1 +79 (Szlc_Szlcﬂ)s
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a posto je

) Sy k—S2 k41 =Wz 415
to je
(22) S'= 81+ Uy

pa ma koju vrednost imao indeks k. Po$to &lanovi reda u; neprestano i
beskrajno opadaju kad indeks raste, to ée amplituda varijacije zbira S nepres-
tano i beskrajno opadati sa indeksom k.

Iz (22) se dobija obrazac

Sopn=S—D 1 g4,

koji daje, u obliku brojnog razmaka, zbir S,z izraZen pomocu zbira S i
¢lana u, gy, -

I primer: iz obrasca

1 036787, .. 1L 1 1,

e 20 3

dobija se, na gornji nain da je

=0,367879 + ¢ 0,000002,

§to daje broj 1 sa 5 decimala ta¢no.
e

D) Kolicnik dva zbira. Neka je a;, a,,..., a, jedan niz realnih brojeva
ma kakvog znaka; b,, b,,...,b, 1 A4, 4,,... 4, dva niza realnih pozitivnih
brojeva. Oznadimo sa N i M najmanji i najveéi od brojeva

(23) e A S

vode¢i raduna i o njihovim znacima. MoZe se dokazati da je uvek

hay+ha+ - +4,a,
llbl'}'lébz'*’ Tt +}’nbn

(24) =N+9(M—N).

Jer, ma kakvi bili znaci brojeva a;, uvek je

N<4—"<M,
by
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pa, dakle, i

A
N}'k< k% <M}'k>
bk )
prema demu je

Nﬂ'kbk<lkak<MAkbk‘

Stavljajuéi uzastopce da je k=1, 2,...n, sabirajuéi tako dobivene neje-
dnatine i podelivii rezultat zbirom

Mbi+24,b,+ .- +1,b,

nalazi se da se vrednost razlomka na levoj strani jednadine (24) nalazi izmedu
N i M, sto dokazuje gornje tvrdenje.

Uzevsi da je
vidi se da je

a+a,+---+a,
bi+b,+ - +b,

(25) —N+9¢(M—N).

U slu€aju dva para brojeva a, a,, i b;, b,, od kojih je prvi ma koga
znaka, vidi se da je
a, +a,

=n+&(m—n),
b, +b,

. . - .a a
gde je n manji, a m veéi broj -, —=.
b, b

Izraz na levoj strani jednaCine (25) naziva se medijana razlomka (23);

kao Sto se vidi, njena se vrednost izraGunava u obliku jednog brojnog razmaka

pomoéu najveée i najmanje vrednosti tih razlomaka.

Od interesa je npr. navesti da se medijana dvaju razlomaka

333 . 22
n=

— 1
106 7

E

a to je broj

ﬁ=3,1415929...,
113

tek u sedmom decimalu razlikuje od broja
n=3,1415926...,

tako, da se moZe uzeti da je

_355
113
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sa $est decimala taCno. Ta¢na vrednost broja s moZe se predstaviti u obliku

n=n+19(m—n)=ﬁ+—ﬁ—.
106 1142

Kao drugu primenu uzmimo da je
=1, h=x A=x2,..., ,=x*1 (x>0)
gde izlozilac n moZe i beskrajno rasti. Ako se stavi da je

a0+a1x+a2x2+ R +a"x“—1=f(x),
(26)
Bo+byx+byx2+ - o - + b, xv =g (%),

gde su koeficijenti a; realni i ma kakvog znaka, a by realni i pozitivni, obrazac
(24) pokazuje da je

27 ACIN VI (M—N),
@ (x)
gde N oznafuje najmanji, a M najveéi od brojeva

“ @
3 LR

by b, by

n

Tako npr. ma kolika bila pozitivna vrednost x, vrednost racionalne funkcije

2+ 5x+3x24x3
44 Tx+4x2+8x3

uvek leZi izmedu i i i
8 4

E) Odnos izmedu zbira i proizvoda. Neka je
ap, @y, 05 A

jedan niz pozitivnih brojeva, pa oznaCimo da je

S=a,+a,+a;+---+a,,
P=(1+a)(1+a)(l+a)---(1+a,).
Posto je ‘

A+a)(1+a))=1+a,+a,+aa,,
to je -
(I+a)(l+a)>1+a+a,.

MnoZeéi ovu nejednadinu sa 1+a;, dobija se

Q+a)(+a)(l+a)>Q+a+a)(+a)>1+a+a,+a;.
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ProduZujuéi i dalje tako dolazi se do nejednadine
28) P>1+S.
Sa druge strane, iz obrasca
x2 x3
P PR
120 3

vidi se da je za pozitivne vrednosti x uvek

29 er>1+x,
pa ako se na mesto x stavljaju uzastopce vrednosti a,, a,,..., a, i dobivene
nejednafine izmnoZe medu sobom, dobija se
(30) P<eS,

pa je, dakle,
1+S<P<eS,
§to zna€i da je
31 P=(1+8)+8(5—5—1).
Stavimo sada da je
1 +ak=bk,
by+by+ - +b,=T

by by -b,=0,
pa se iz (31) dobija jednalina
(32) 0= (T—n+1)+29(e—" eT—T+n—1),

koja vezuje zbir i proizved ma kolikoga broja pozitivnih brojeva.

Primetimo da neJednacma (29) vaii i za ma kakav realan broj x; to se
vidi iz toga S§to funkcija
er—x—1

ima svoj minimum za x=0, i taj je minimum jednak nuli, §to znai da je za
sve realne vrednosti x ,
et—x—1>0.

U sludaju kad su a;, a,,..., a, pozitivni brojevi manji od jedinice, moze
se na slede¢i nadin dob1t1 _]edan odnos zbira i proizvoda

S=a,+a,+ - +am
O=1—a)(l—a)- - -(1—ay).

(1—a) (1—a)=1—(a,+a;)+a,a,

Posto je

to je
(l—ay)(l—a))>1—(a;+a,).

3 Ralunanje sa brojnim razmacima
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MnoZenjem sa pozitivnim brojem 1—a;, dobija se
(1—a)(1—a) (1 —a))>[1—(a; + a)} (1 —a3) >1—(a; + a, + a3).
ProduZujudéi tako i dalje, dolazi se do nejednagine
33) o>1-—S8,
a poSto je O<1, to se dobija da je
34 1-S<0<«l1,
prema &emu je

(35) Q=(1—S)+%S,
§to se moZe napisati i u obliku
(36) O=1+28,
gde je A jedan broj koji uvek leZi izmedu —1 i 0.
Naposletku, za vrednosti x sadrZzane u razmaku (0, %), vazi i1 sledeéi

rezultat.

Lako se je uveriti da je u tome razmaku neprestano

1l -2x<e 22 —x;

ako je, dakle a;, a,,..., 4, jedan niz brojeva sadrZanih u razmaku (0, %)

i ako se ozna¢i da je
at+a,+ - +a, =8,

zbir

T=e2a41e %4 .. 4eg2an
nalaziée se u razmaku

n—2S, n—=S,),

tj. bite

T=n—AS, (1<i<2).

Tako, neka je
fx)=0

jedna algebarska jednaCina m-tog stepena &iji su koreni ‘al, ay, ..., a, SVi realni
ona se podesnom smenom

xX=pz+q
uvek moZe svesti na jednu jednadinu

G+az+a,z2+ -+ +a,z¢=0
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&iji ¢e koreni B, B,,..., B, biti svi pozitivni i manji od o Gornji  rezultat

pokazuje da je

e2b 4 e 2624 .. pe2n_p_"n71 (1<1<?2),

a iz toga obrasca lako je preéi na obrazac koji ¢e vaZiti za korene prvobitne
jednacine.

F) Zbir proizvoda. Neka su a,, a,,..., 4, 1 b, b,,..., b, dva niza realnih
brojeva ma koga znaka, pa oznatimo da je

P=a b +a,b,+---+a,b,.
Iz obrazaca

i (@+ b2 = 2 ap +
i=1 i=1

2b2+2P
i=1

3

Z (ai bi)z_ Z a12+ Z biz—ZP

i=1 =1
dobija se da je

1 n
P=— [Z (@ + b;)*— Z (ai_bi)z] .
4 =1
Oznadimo:
1° sa N i M najmanju i najvedu apsolutnu vrednost zbirova
ay+b, a,+by,..., a,+b,
2° sa N' i M’ najmanju i najveéu apsolutnu vrednost razlika
a—b, a—b,,..., a,—b,
pa ¢e biti odevidno

G P< % (M2—N"2), P> % (N2— M"2).

Zbir produkata P uvek se, dakle, nalazi u razmaku oznalenom nejedna-
¢inama (37) prema Cemu je

P=%[N2—M"2+0(M2+M'2—N2_—N’2].
Znak jednakosti u (37) imace se kad je za sve indekse i i j
ai+b¢=aj+bj i a; _bi bj,

tj. kada su svi brojevi @; medu sobom jednaki, a tako isto i svi brojevi by.

3%
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Medutim se za P moZe imati jedna gornja granica i na sledeéi nagin.
Primetimo da izraz

(@, + b, A2+ (a,+ b, )2+ - - - +(a,+b, A)?
ne moZe biti jednak nuli ni za kakvu realnu vrednost A, posto su mu svi
¢lanovi pozitivni. To zna¢i da i kvadratna jednadina
' AR +2BA+C=0,
gde je
: A=al2+a2+ - - +4a,2,
C=b2+b2+ -+ +b2
B:a1b1+a2b2+ . +a"bn=P
nema realnih korena. To pokazuje da je
—AC<0, tj.
P2<(a12+a22+ “ e +an2)(b12+b,22+ P +bn2)
§to se naziva Cauchyeva nejednadina.

Prema tome i prvoj od nejednaina (37) nalazi se da se zbir P’ uvek
nalazi u razmaku

(% (M2—N"2), V‘E) .

Pomenucemo samo- da je dokazan i ovaj rezultat u pogledu odnosa izmedu
zbirova A, C, P: neka su a, 8, G, H G&etiri takva pozitivna broja,

1° da je a<G, B<H,

2° da svi posmatrani brojevi a;, a,, ..., a, lefe U razmaku (a, G),

3° da svi posmatrani brojevi b, b,..., b, leZe u razmaku (f, H).
Tada se vrednost proizvoda AC uvek nalazi u razmaku (P2, A P2), gde je A

4 (@B+GHY
40BGH °
tako. da je. oL ‘
AC— [1 +z9(°‘ﬂ GH)Z]
408 GH

G) Aritmeticka sredina. Ako se u obrascu (24) uzme da je

}*1;,)'2.= . =ln=1, .b1v=b2=: .. =b,,,= 1,
dobija se da je

a1+a2+ L +an=N+'l9(M_N)
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gde je N i M najmanji i najveéi medu brojevima a,,a,, ..., a,, §to znadi da
se aritmetitka sredina jednoga niza brojeva uvek nalazi u razmaku izmedu naj-
manjeg i najveéeg od tih brojeva. Granice toga razmaka su dostignute u sluéaju
kad su svi brojevi @, medu sobom jednaki, tada je M =N i obe se granice
slivaju u jednu. .

Ali se ista aritmetiCka sredina moZe izraziti kao razmak jo§ na jedan
natin; razmak ima tu dobru stranu $to je uZi od malopredasnjeg, pa dakle i
probita&niji. -

Primetimo da je za ma kakve realne brojeve a i b izraz

(@+b)+|a—b|
2 N

jednak veéem od ta dva broja a i b (jer kad je a>b, on je jednak broju a,
a kad je a<b on je jednak broju b, poklapajuéi se sa oba ta broja u sluéaju
kad su oni medu sobom jednaki). ,
Kad je M najvei medu brojevima a,, a,, ..., a,, onda je prema tome
za sve indekse i i j
(at+aj)‘;|atfajl<M

jer je leva strana jednaka veéem od brojeva a; i a;, @ nijedan od ovih nije
veéi od M. Ako se u toj nejednadini indeks j ostavi nepromenjen, a stavlja se
uzastopce da je i=1,2,..., n, pa se dobijene nejednacine medu sobom saberu,
dobija se da je "

1 n n .

—> (a¢+aj)+iz |a;—a;|<nM

2 i 2 i h ‘
ili

1 'n 1z
—Sag+—a;+—5 |a—a;l<nM,
72ty aty 2 el

Stavljajmo sad u ovoj poslednjoj nejednadini uzastopce j=1,2,..., 1, i
saberimo dobivene nejednadine medu sobom, pa se dobija da je

T M:

n2 n n 1 n 20
2R AT Z o <M
Kad se zbir od prva dva zbira u ovoj nejednadini podeli sa n2, dobija
se aritmeti¢ka sredina
a,+a,+ e +a,

A=
. .
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brojeva a;; ako se, dakle, kratkoce radi, stavi da je

1 n n
(38) | 2w 2 el =R
dobija se da je
. A+R<M
tj.
39) A<M—R

§to daje jednu gornju granicu za A.

Da bismo dobili i jednu donju granicu, primetimo da je za ma kakve
realne brojeve ¢ i b izraz
(a+b)—|a—b|
2

jednak manjem od ta dva broja 2 i b. Kad je N najmanji medu brojevima
a, Gy, ..., d,, onda je, dakle, za sve indekse i i j

(ai + aj)—] ai-aj |
2

>N,

jer je leva strana jednaka manjem od brojeva ag; i a;, a nijedan od njih nije
manji od N. Iz te s¢ nejednadine, na isti nadin kao malogas, dolazi do
nejednadine :
- A—R=> N,
tj. , .
(40) A> N+ R,
§to daje jednu donju granicu za A.

Nejednacine (39) i (40) dovode tada do ovog rezultata.

Ako se sa S oznai zbir apsolutnih vrednosti svih razlika a;—a; (raCunajuci
razlike a;—a; 1 a;—a; kao razliCne jedna od druge), sa N i M najmanji i naj-
veéi medu brojevima "a, aritmeticka sredina A brojeva a; uvek lefi u razmaku

(N+—S—, M—5.
2 n2 2 n?

AritmetiCka sredina bice, dakle, izraZena obrascem

A=(N—|— al ",+ﬁ<M—N—§—>.

n2it n2
Kad su vrednosti a; jednake medu sobom, bide
§=0, M=N

i razmak A svodi se na zajedniCku vrednost brojeva aj.
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H) Odnos izmedu aritmeticke, geometrijske i harmonijske sredine dva broja.
Neka su a i b dva pozitivna broja, i ozna¢imo sa 4, G, H njihovu aritmeti¢ku
sredinu

A=a+b,
2

njihovu geometrijsku sredinu

G=Vab

i njihovu harmonijsku sredinu

He 2ab .
a+b
Identiénost
@1) abz(a+b>2_(a——b)2
2 2
pokazuje da je
(42) ab < (5’+—b>2
2
1j.
G< A,

gde je jednakost dostignuta samo kad je a=b.
Sa druge strane, posto je identicki

(43) G2 = AH,

to se iz nejednadine G < A4, dobija da je

G2=AH>GH

prema ¢emu je
G>H.
Otuda nejednadina

(44) H<G< A,
a odatle je ‘
(45) ' G—=H+9(4—H)
ili '

2ab O (a—b)
(46) , Vab =22 | O (@=bp

a+b 2 a+b

Taj obrazac daje [/ab u obliku jednoga razmaka C&ije su granice racionalne
funkcije od a 1 b.
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Obrazac (45) je prakticki upotrebljiv. za izraGunavanje kvadratnog korena
jednog datog broja sa kakvom se hoce priblizno§éu. Ako se stavi da je

A=a+b’ He 2ab,
2 a+b
g ATH g 24H
2 A+ H
(47)
A2=A1+H‘, H2=2A1H1,
2 A+ H,

nalazi se da se u J/ab, na mesto a i b, mogu uzeti A, i Hy,, &ime obrazac
(43) postaje

(48) ab=G2=AH=A H =4, H,= - - -
tako, da se prema obrascu (45) dobija da je

(49) G=H,+9(4—Hy)

pa ma koliki bio indeks k. Medutim, iz identinosti

Ak—l - H]{—l

Ay—Hy— (A — H,_,)
Y (s + i)

vidi se da je
Ay— Hy<Ay1—Hy—y,

§to znali da Clan @ (4;—H)) u obrascu {(49) postaje sve manji ukoliko je
indeks k vedi, tj. ukoliko se vife produZe radunske radnje oznalene u obrascima
(47). ProduZivsi ih dovoljno, taj se €lan moZe smanjiti koliko se hode, tako da
se za k dovoljno veliko moZe uzeti da je

VEZH k
sa pribliZzno$éu koja se traZi. _
Tako npr. ako se uzme a=1, b=2, dobija se uzastopce

A=i=1,5, H=i=l,3 ,
2 3
A1=£=1,416..., Hl=%=1,411...,
12 17
- 577 816~

A, =2 —1,414215...,  H,=—>—14i4211...;
408 577 '
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tako se dobija : :
V2=4,+9(4,—H,)=1,414211 + 9. 0,000004,

sa pet prvih decimala tacno.

I) Odnos izmedu zbira brojeva i zbira njihovih kvadrata. Neka je a,, a, . ..

jedan niz realnih pozitivnih brojeva, pa oznaimo da je
S=a+a,+ -+ +a,,
R=a2+a?+---aq,2..

Poznata algebarska identinost, koja vaZi za sve realne brojeve ay,

(50) nR—S2= D (a,—a,)?,
pokazuje da je '
(51) nR—82>0,
odakle je
r>%
n

gde je jednakost dostignuta samo kad je

a,=a,=---=a,=a.

41

A posto je u isto vreme, ali samo za pozitivne vrednosti a,, ofevidno

R <_SZ,

(gde je jednakost postignuta onda kad su svi a;, osim jednoga od njih, jednaki

nuli), to se dobija da je

(52) V—S_ <VR<S,
odakle je s
I 7 ks VI

§to se moZe napisati u obliku _
(54) ' - " VR=124s5,

gde je A jedan broj koji uvek leZi izmedu —1_— il

Vn

U slu¢aju kad je n=2, nejednadina (51) svodi se na

2 (@ + b)) —(a+b)>>0
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ito rezultira iz identiCnosti
2(a>+ b8 —(a+ by = (a—b);

jednagina (54) svodi se na

(55) V@5 52=i(a+b),
gde je A jedan broj koji lezi izmedu 0,7071 i 1. Donja granica je dostignuta
kad je a=b, a gornja kad je jedan od brojeva a i b jednak nuli.

U sluéaju n=3 dobija se da je

(56) Va2 ¥ b2+ c2=A(a+b+c),
gde je 4 jedan broj koji lezi izmedu 0,5774 1 1.

Tako npr. razlika izmedu logaritama brojeva Vaz+b% i a+b ne iznosi ni-

o 1 . .. . .
kad vise od ;:log 2; za logaritme po osnovici 10 ona ne iznosi vise od

0,15052. Razlika izmedu logaritama brojeva Ja2+5b%2+c? i a+b+c ne iznosi
nikad viSe od 0,23856. Te su maksimalne razlike dostignute, u prvom slucaju
kad je a=b, a drugom kad je a=b=c.

J) Odnos izmedu zbira brojeva i zbira njihovih k-tih stepena. Neka je a,
a4, ..., a, jedan niz pozitivnih brojeva, pa oznafimo da je
S=a+a,+ ... +a,,
U=af+af+ ... +a,F.
Uoéimo funkciju od n pozitivnih promenljivih koliina x;
F(xy, Xpyovv, Xp)=mF1(xFE+ ... +x,85)—(x,+ ... +x,)%,
gde je k jedan ma kakav realan broj. Pomocu teorije maksimuma i minimuma
funkcija koje zavise od viSe promenljivih koliina, nalazi se da
10 kad je k>1, funkcija F postaje minimum za
(57) X|=Xy= ... =X,
i vrednost tog minimuma je nula; funkcija ima, dakle, pozitivnu vrednost za
svaki drugi skup vrednosti x;;

20 kad je k<1, funkcija F postaje maksimum za (57) i vrednost toga
maksimuma je nula; funkcija ima, dakle, negativnhu vrednost za svaki drugi
skup vrednosti x;,

30 kad je k=1, funkcija F se identi¢ki svodi na nulu.
Prema tome, ako se stavi da je
Grtx+ . X
XE x4 b xE

2
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bice '
p<nt-1 za k>1,
o>nk-1 za k<1,
o=1 za k=1.
Pored toga ofevidno je da je
o>1 za k>11 o<1 za k<1,

gde je jednakost dostignuta kad su svi x,, osim jednoga od njih, jednaki nuli.

Iz toga izlazi da vrednost ¢ uvek leZi izmedu 1 i »n¥-!; prva je granica
dostignuta (za ma kakvu vrednost k) kad su svi x;, osim jednoga, jednaki
nuli, ili (za ma kakve vrednosti x;) kad je k=1; druga je granica dostignuta
kad su svi x; medu sobom jednaki.

Za pozitivne vrednosti k je, dakle,

Sk
(58) —<U<S*
k-1
prema Cemu je
(59) U=Sk[i+;ﬁ(1—i>:|
nk—l nk—l
ili jo§
(60) U= 218k,
gde je A jedan broj koji uvek leZi izmedu k1—1 il.
-

Prema tome je npr.

- k—1
(61) logl/n =log S —i——k— & log n.

K) Odnos izmedu aritmeticke sredine brojeva i aritmeticke sredine njihovih
funkcija. Neka je
; Xis Xpyeurs Xp

jedan niz pozitivnih brojeva sadrZzanih u datome razmaku (a, b), a f(x) jedna
pozitivna konveksna funkcija u razmaku (a, b), tj. funkcija &ji je drugi izvod
pozitivan za vrednosti x u tome razmaku. Oznadimo sa

XXt Xy,
n n >
(62)
pp, LG+ o +7Cr)
n

aritmetiCku sredinu brojeva x; i aritmeticku sredinu njihovih funkccija f(x;).
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Na slici koja predstavlja krivu y=f(x) konveksnu prema osi Ox vidi se
da, ako se uodi jedna taCka M na konveksnome luku krive, &ija se apscisa ON

nalazi izmedu apscisa x; i x,, mora biti
63 MN<NM'.

Kao $to je poznato iz analitiCke geometrije, jedna ma koja tacka M’
koja se nalazi na tetivi 4B izmedu talaka A i B, ima za koordinate

M f(x) + 4, f(x))
A+4, ’

Ay xy+ 4, %,

, M'N=
M+,

ON=

gde su A, i 4, dva pozitivna broja, i ma kakva bila ta dva pozitivna bro;a,
taka M’ uvek lezi izmedu tafaka 4 i B.

Nejednadina (63) izraZava tada da je

Mxi+A%\  Afx)+4,1(x)
f( A+, ) A+,

(64)

za sve taCke x; i x, u razmaku konveksnosti funkcije f(x) i za sve pozitivne
brojeve 4, i 4,.
Uzmimo sad za 4, 1 4, brojeve

: A=1, Ay=n—1,
za x, vrednost
XX+ o Xy

b

n—1

a za x; vrednost x,, pa ¢e gornja nejednalina postati

) LD )
n

odakle je
of () <f (%) + (—1) f (). =



Brojni razmaci u aritmetici i algebri - 45

Smenjujuéi u toj nejednadini uzastopce n sa n—1, n—2,... dobija se niz
nejednadina

nf (i) <f (%n) + (r—1) f (B0
(n—1) f(pn—y) <S (p—1) + (1—2) f (8n2)5
(n—=2) f (pin—2) <f (¥n—2) + (1—3) f (Bn—3)s

¢ijim se sabiranjem dobija da je
nf (pn) <f (Xn) +f (Fpi) + = -+ +1(x1)s

§to pokazuje da je

(65) Su) < M,,.
Na taj nalin je nadena jedna donja granica za aritmetiCku sredinu . M,,.
Da bismo joj odredili i jednu gornju, granicu, stavimo u (64) da je
x A
x—‘l'};z A+ }; ’

X =x+y, x2=0’

pretpostavijajuéi da su x i y pozitivni. Nejednadina (64) svodi se tada na

: : xf(x+ A :
(66) r@<MEN L pq),
x+y A+,
Ako bismo sad opet u (64) stavili da je
Y ' /12
X,=x+y, x=0 ——=—",
2 y 1 Xty bl
dobili bismo da je .
X+ y!
(67) FOyIEN L M rq)
\ x+y  M+h

Sabiranjem nejednadina (66) i (67) dobija se da je
(68) - T <f(x+2)+S(0).

Posmatrajmo sada izraz
P=f(x)+f()+ - -+ (%)

=[f(x) tore +f (X)) + [ (Xp—) +f ()]
Prema (68) bice ’

(69)

L (o0 + ()] <F (epy + %) +1(0),
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pa, dakle, prema (69)
P<[f(a)+ -+ S (ena)]+ [f (%p—a) +f (xps + X5)] + £ (0).
Prema (68) bice opet
LS Cen—2) S (eny + X)) < S (ep—y + Xy + X5) +1(0),

§to ¢ini da ée biti

P<[f(x)+ - o S Con-)+ [f (pms) +f (g + Xy + X0)] + 2 £(0).

ProduZivii tako i dalje dok se ne iscrpe svi indeksi n, dobija se da je

P<f(x;+x,4+ -+ - +x,)+ (n—1) £(0),

odakle je posle deobe sa n

a, L) = 1) ()
n

§to daje jednu gornju granicu za aritmeti¢ku sredinu M,,.

Time se dolazi do ovog opSteg odnosa izmedu aritmetickih sredina M,
i p,: uvek je

(70) f(yn)<Mngf("”””(n_l)f(o).
n

Odnos pretpostavlja da su vrednosti x;, x,, ..., x, pozitivne, a funkcija f(x)
pozitivna i konveksna za sve vrednosti x u razmaku izmedu najmanje i najveée
medu vrednostima x,. :

Razmak ima, kao asimetriéni normalni rafunski predstavnik, izraz

(71) M =f(pg) + 0 (),
gde je
(72) @ (Hy) =

Iz (70) se vidi da se vrednost

S (1) + (1=1) O —1f ()

n

SO+ xa+ 0 +xp)
uvek nalazi u razmaku izmedu dveju vrednosti
(73) LFED)+F ) + - - +f ()l —(n—1) £(0) = 4
S @) +f @)+ - -+ +fnxy)

n

i B

i za ma koju funkciju pomenute vrste ove granice razmaka mogu stvarno biti
dostignute. Kad se ovaj razmak izrazi u obliku

(74) SO +x+ 0 +x,)=A+0 (B—A),
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dobija se jedna vrsta adicione teoreme za funkciju f(x); teorema izraZava, u
obliku brojnog razmaka, funkciju zbira pomoc¢u funkcije sabiraka umnoZenih
jednim istim stalnim brojem n.

Tako se isto iz (70) vidi i to, da vrednost simetriCne funkcije

SO+ () + - +1 (%)

od n pozitivnih brojeva &iji je zbir s, leZi uvek u razmaku izmedu dveju vrednosti

75) nf(%)=C

i f()+(n—1)f(0)=D,

tako da je '

(76) fx)+ - +f(x)=C+8(D-C);

granice razmaka su takode dostignute u pomenutim slufajevima, pa ma kakva
bila funkcija f(x) posmatrane vrste.

Nejedna€ine (70) odreduju razmak, u kome ¢e se nalaziti sredina M,
izraZen pomocu sredine u,. Granice toga razmaka su odista dostignute za ma
kakvu konveksnu funkciju f(x), i to, donja granica kad su sve vrednosti x,
medu sobom jednake, a gornja granica kad su sve one jednake nuli osim jedne
od njih. |

Primetimo i to da te nejednadine vaZe i za funkcije f(x) pozitivne i kon-
kavne u posmatranom razmaku, tj. funkcije &iji je drugi izvod negativan za
vrednosti x u tome razmaku, samo §to se tada menja smisao nejednacina.

I primer: neka je

fE)=x*

koja je funkcija konveksna za k>1, a za x pozitivno. Tada je

b3
e a4
f(.“n) Aun nk s
M _x1k+...+xnk
="
n
pa nejednadine (70) daju
(x1+ e +xn)k <x1k+ .« e _|_xnk<(x1+ . e +xn)k
nk n n

§to znadi da se vrednost koli¢nika

Ot X
x2k+ DR +xnk
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uvek nalazi u- razmaku (1, 7*?). Granice tog razmaka stvarno su dostignute
kad su svi x; medu sobom jednaki, ili kad su svi oni jednaki nuli osim jednoga
od njih. ‘

U specijalnom sludaju kad je k=2 dobija se ranije navedena nejednacina

X, 4 - - x.. )2
x12+...+xn2

n,

&iji je specijalan slu€aj nejednacina
a+b

V2
E%C—Q/ at+b2+c?2 <a+b+e.

<Va+b <a+b

ili nejednacina

7

U slufaju kad je k<1, funkcija xk je konkavna i gornje nejednadine
menjaju smisao. \
Ti isti rezultati su nadeni, u ranijem odeljku, na drugi nacin.
IT primer: uzev§i f(x)=e® nalazi se da je
, eitet - L =C+VH,
gde je "
s s

C=ne®, H=eS—ne" +n—1, S=x;+x3+ - +xp

III primer: uzevsi
’ X, =sin2x, X,=C0s*X
nalazi se da je
f(sin2x) + f(cos2x)=C + ¢ H,

gde su C i H brojevi nezavisni od promenljive x

C=2f(%>, H=f(1)+f(0)—2f<%)-

IV primer: uzevsi
X, =a, x2=ﬂ! X3=7Y,

gde su a, P, y uglovi jednog trougla (izraZeni u delovima od =), zbir
X, +X,+x; ima za vrednost 7 i nalazi se da je

F@+fB)+f()=C+9 H,

gde su C 1 H brojevi nezavisni od uglova

c- 3f(§), H%‘f(ﬂ) +2/(0)— 3f(§) .
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Tako npr. za sve trougle bice
. e“+eﬂ.+e7=3e;+19<2+e”—3e%),
v e+ ef +e”=8,5489 + 16,5914 9.

V primer. uzevsi
X=Q;, X;=0, ..., X,~=0dp,,

gde su a;, a,,..., a, koreni algebarske jednadine
7 x"+al§c"‘1+a2x"—2+---+a,,=0
koja ima sve svoje korene realne i pozitivne, bice
X+ X+ 0 +Xp=—ay,
pa se nalazi da vrednost simetriCne funkéije korena
f)+f(@)+ - +f(ay)

uvek leZi u razmaku izmedu vrednosti

c-v(-2

n
i D=/ (=a)+E= DS —nf( ),

tako da je
Fla)+f(a)+ -+ +f(a,)=C+8(D—C).

~ Ma kakva ‘bila funkcija Sf(x) pomenute vrste, granica C razmaka je
dostignuta kad su o, koreni algebarske jednadine

<x+ﬂ) =0’
n

a granica D kad su a; koreni jednacine

x"1(x+a)=0.
Tako je npr. ‘

e+t fein=C+9(D—C), r=const.,
gde je
4 ' _a
C=ne ", D=e"™ —pe " +n—1.

U slutajevima kad su koreni a; jednadine (77) realni, a ma koga znaka,
uzevsi da je '
) L k= =0k, X =0,
bice svi x; pozitivni i

» X+ X+ oo s X, =a2—2a,

4 Ratunanje sa brojnim razmacima
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i prema tome
f@)+f(@)+ - +f(e,))=C+3H,

gde je

c- f( Wi,

n
a2—2a,
H=f(a2—a) + (1) fO)—nf (*—22).
Tako je npr.
el e+ . . e’ =C+9 H,
gde je
a2—2a, a2—2a,
C=ne n» |, H=e%-202 __pe » 4p—1.

Isto se tako nalazi da je za k>1

a12k+a22k+ e +an2k=l(a12—2 az)k’

il.

gde je A jedan broj koji uvek leZi izmedu Pan
n2ie—

L) Realni koreni algebarskih jednafina kao brojni razmaci. Neka je data
algebarska jednacina

(78) dytayx+ - +a,x"=0,

¢iji su koeficijenti svi pozitivni; tada ée svi njeni realni koreni a,, a,,..., a;
biti negativni i moZe se dokazati ova teorema (teorema Kakeya).
Svi koreni a,, a,,..., o nalaze se u razmaku lzmedu —M i —N, gde
je N najmanja, a M najveéa od vrednosti
&% 4 a, dp—y

(79) =2, x 2.,
a a a, a,

Da bismo to dokazali, uofimo najpre algebarsku jednalinu

(80) Do+ PiZ+pyz22+ « -« +pazt=0

&ji su koeficijenti py, py,..., p, svi pozitivni i sve manji ukoliko im je rang
vedi, tj.

(81) Pa<Pp1<- - <P;<Po.

Ako se pode od identiénosti
(A—2)(po+piz+ -+ - +pyz™)
—{(Do—P)) 2—(P1—P)) 22—+ -+ —(Pp—1—Pn) 2" —Pp 2"
=Po—(Po—P) 2+ (Pr=P) 22+« + + (Puy—Pn) 2+ P 7™Y),
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to posto su sve razlike po—p,, py—D,, ... Pu—y—Dn, Kao i p,, pozitivni brojevi,
velika zagradi na desnoj strani imade za —1<z<0 vrednost manju od one,
koju bi imala za z= +1, tj. manju od

(Po—pP) +(P1—P)+ + * + +(Pu—1—Pn) + Pu=Do>
§to znai da je za —1<<z<<0 vrednost izraza
(1—2)(po+piz+ - - +py 2%

uvek pozitivna i razli¢ita od nule. Pa posto je za takve vrednosti z vrednost
1—z razliéita od nule, tako da ée biti i sa polinomom

Do+D1z+ - - +pyz™

Jedna¢ina (80) nema dakle korena izmedu —1 i 0.
Uodimo sada jednu ma koju jednadinu

(82) a0+a1x+a2x2+...+anxn=0

sa pozitivnim koeficijentima (od kojih ni jedan ne sme biti jednak nuli).
Stavimo najpre

- x=zN,
gde je N najmanji od brojeva
ad 4 An—1
83 =, =,..., 24,
(83) a . a, a,
pa se iz nejednaCine
N<-Z
Av1
dobija da je
(84) ’ ap+1 N"+1<ak Nk.

Jednagina (82) tom smenom postaje
Go+a, Nz+a, N> 224 « . . a, Nnz8—0

tako da koeficijenat p, od zF ima za vrednost p,=a; N®, a koeficijenat pj.,
od zF* vrednost py.;= @y N¥*L.

Prema inejednaéini (84) njeni koeficijenti p, opadaju kad im rang raste.
Ta jednadina nema, dakle, korena izmedu —1 i 0, tj. nije zadovoljena ni za

kakvu vrednost —1<<z<<0 ili —i<%<0; to znali da jednatina (82) nema
nijedan koren x takav da je

%=_ﬂ . x=—N®  (0<d<l1);

ona, dakle, nema nikakav koren u razmaku (0, —N).

4*
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Stavimo sad

x—_—‘—.,
zZ

gde je M najveéi od brojeva (83) pa se iz nejednaline

(85) M=
Ap+1

dobija da je o ’
(86) | Gye ME >, ME,

Jednadina (82) tom smenom postaje
87) ayaMr+a, MPlz4 ... 4pa, M2z 24 g Mz0V1+gyz0=0
tako da koeficijenat p, od z*¥ ima za vrednost

P=apy M™F,
a koeficijenat pkﬂ ‘ocli zk+ Qrednost
Pret = Apg—y M1,
Prema nejednadini (86), iz koje je
Ay M E>a, | MPEL,

vidi se da je pp>pr+, tj. da koeficijenti jednaline (87) opadaju kad im rang
raste. Ta jednalina nije zadovoljena ‘ni za kakvu vrednost —1<z<0 ili

M . " . e e :
—1 <— <0; jednafina (82) ne moZe imati nijedan koren x takav da je
x :

A—l=—19, 1. x=—A—l, gde je O0<d<l1
x )
$to znadi da ona nema nikakav koren u razmaku izmedu — oo i —M.
Kao 8to se vidi iz svega ovoga, jednalina (82) ne moze jmati nikakav
koren u razmaku —oo i —-M ni u razmaku od —N do 0; kad god, dakle, ona

2]
ima realnih korena sv1 se ovi mora_]u nalaziti u razmaku (—M, N) gime je
teorema dokazana. : ‘

Teoremi se moZe dati ovaj oblik:

Ako se sa N i M oznace najmanji i najveéi medu brojevima
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svi realni koreni a, a,, ..., a, jednacine (82) mogu se izraziti u obliku

—a; =N+, (M—N) (0<t <),
—a,=N+9, (M—N) (0<?,<1),
—a;=N+% (M—N) (0<d<1),

Primenimo teoremu, primera radi, na kvadratnu jedaadinu
x2+px+q=0

sa pozitivnim koeficijentima p i ¢. Za nju je
bH_9 4

a p a,

=p,

pa posto je iz uslova za realnost korena

Ly
r 4
pa dakle u toliko pre i i< p, bice
: p
N=ia M=P;
pr

i koreni se nalaze u razmaku izmedu (—p i —i) §to pokazuje da se oni mogu
p .

izraziti u obliku
—a1=i+0l (P—i), —a2=i+ﬂ2 (P_i>-
p p p p
Kad su oba korena jednaka bife p2=4g¢ prema &emu je

, p 4
oba korena imaju zajedniSku vrednost koja se moZe izraziti u obliku

= —2 (1+39),
4
pa posto taj koren treba da bude ’——-1;—, to broj # §to odgovara dvostru-

kom korenu jeste 19=?.
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M) Razmak vrednosti polinoma. Neka je
SO)=ay+a x+a,x2+ -+ +a,x*

ma kakav polinom po x, pa oznafimo sa (4, B) jedan razmak u kome ée se na-
laziti vrednosti toga polinoma za sve vrednosti x koje se nalaze u jednom da-
tom razmaku (a, b).

U sluéaju kad su a i b pozitivni brojevi, postoji Cauchyevo pravilo koje
glasi: ako se u polinomu razdvoje skup Clanova f; (x) sa pozitivnim koeficijen-
tima, i skup Elanova f, (x) sa negativnim koeficijentima, tako da je

F @) =A &) +1f (%)
za razmak (A, B) moZe se uzeti razmak izmeedu vrednosti
L@+ i f(@)+f?).

Ali postoji jedno pravilo koje i ne pretpostavlja ni§ta o znacima brojeva
a i b, 1 uopste daje uzi, pa dakle i probitatniji razmak (A B). To je Laguer-
reovo pravilo koje se sastoji u ovome:

Neka su
gy Opy - ooy Oy
Bos Bis -« B
dva niza vrednosti definisanih rekursivnim obrascima
@y = Ay, QU =a0y+dp—y
az%aa1+an_2, ce, a;z=aa,;_1+ao
‘Bn:am ﬁn—lzﬂn'l‘(b_a) Oy

ﬁn—z = ﬁn—L + (b_“a) b Ap—2s /3n—3 = ﬂn—z + (b_a) b2 Ay—35
Bi=frt (b—a)b2a,  Py=B, -+ (b—a) b a,

Oznadimo sa N i M najmanju i najveéu medu vrednostima fy, 8, .. ., By,
pa se za razmak (A, By moZe uzeti razmak (N, M).
Pravilo se¢ moZe iskazati i u ovome obliku: za sve vrednosti

x=a+%(b—a),
bice
; f(x)=N+9% (M—N).
Tako npr. kad je

f(x)=x5—2x4+x3—3x2+4 x—2
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i1 kada je a=1, b=2 dobija se

[ao=1 a=—1 a,=0 ]
a;=—3 a,=1 as=—1
{135=—1 Bs=0 /33=_6]
B,=—6 Bi=—14 f,=-—2

§to pokazuje da se za razmak (4, B) moZe uzeti razmak (—14, 2), tj. da de

se za x=1-+9 imati
fX)=—14+169".

Medutim, po Cauchyevom pravilu za (4, B) bi se dobio $iri razmak
(—40, 41). ,
Kad je a=2, b=3 dobija se

a=1 a,=0 a,=1 ay=—1 0,=2 a;=2

p,=10  B=10  B,=91
§to pokazuje da se za (4, B) moYe uzeti razmak (I, 91), tj. da ée se za
x=2+1% imati
Sx)=1+90%

dok bi se po Cauchyevom pravilu dobio §iri razmak (—143, 236).

Nave§¢emo ovde 1 jedno pravilo za logaritamski izvod ma kakvog poli-
noma f(x) koji ima sve svoje nule realne, tj. za racionalnu funkciju

re
e

Pravilo glasi: ako je x ma koja vrednost veéa od svih nula polinoma
f(x), odgovaraju¢a vrednost izvoda ¢’'(x) uvek se nalazi u razmaku izmedu

px)=

. 2 (x
—p2(x) 1 _¥ _) .
Vn
Jer ako su nule’ polinoma f(x) oznafene sa o, ap, ..., a, gde je n
njegov stepen, bice :
1 1
gO)=—— o+
x—ay x—a,
i prema tome
. ' 1
—¢' (x)=

_— e —
(x—a,)? (x—a,)?
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Poito su sve razlike x—a; pozitivne, vrednost desne strane poslednje
jednaCine nalazi¢e se u razmaku

P2 (x) .
— 1 2 (x),
7 @*(x)
Sto dokazuje gornje pravilo. Prema tome je
, 1—9%(n—1
—@ (X)=———’(l )tp(x)

za sve pomenute vrednosti x.

N) Razni drugi brojni razmaci. U raznim oblastima aritmetike i algebre
postoji nepregledan broj slufajeva u kojima se za jednu posmatranu kolicinu,
ma se i ne znala njena tacna vrednost, zna odreden razmak u kome se ona
nasigurno nalazi. Pored onih koji su dovde navedeni, nave$¢emo jo§ neke od
njih koji su od koristi bilo sa teorijskog glediita, bilo sa gledista prakti¢nih
primena.

a) Laguerre je nafao da je, za vrednosti x S$to se nalaze izmedu 0
i %, razlika izmedu dveju funkcija
Sf(xy=cosx

p()=1 Z 2x

z+(z——1)\/2;z,

uvek negativna ‘1 po apsolutnoj vrednosti ne prelazi vrednost 0,0003. Prema
tome je za te vrednosti x

cos x = ¢ (x)—¥%- 0,0003,

a iz toga se izvode sliéni obrasci za izraZavanje drugih trigonometrijskih funkcija
pomodéu algebarskih funkcija, u obliku brojnih razmaka.
B) Zna se da se za ' '
a>206>0

i za logaritme sa osnovicom 10, vrednosti

log(a-+b)y 1 loga+ ijb ,
a-+
gde je
M=loge=0,434295, ..

razlikuju tek u Sestoj decimali. Prema tome je za takve vrednosti a i b

2 Mb 9
log(a+b)=loga+ +—
.g( ) Ee 2a+b 105
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§to olakSava prakti¢no izraGunavanje logaritama.
y) Uoimo algebarsku jednainu neparnog (2n+ 1)-og stepena

(88) ¢ (x)+4A=0,

gde je ¢@(x) polinom po x koji sadrZi samo neparne stepene promenljive, a 4
ma kakav realan broj. Ako se sa a -oznadi apsolutna vrednost broja 1, Cebifev
je dokazao da jednalina (88) ima bar jedan realan koren u razmaku izmedu

2n+1 2n+1
;a . [a
—2 '—2— 1 +2 7.

To znadi da jednaina ima bar jedan koren koji se moZe izraziti u obliku

2n41
x=2w\ﬁ% (—l<w<l).

Primenivsi.to npr. na jednalinu treeg stepena

(89) _ X3+ax2+bx+c=0
poSto se ova smenom
. ‘ a
X=z——
svede na jednaSinu
o 4 pz+g=0,
gde je
p=b al 4_2a3_gé+c
3 27 3

dobija se ovaj rezultat: jednalina (89) ima bar jedan koren koji se moZe izraziti

u obliku
3
a '+ 2w
=T33

< - -
a 2ab+2c

§to olakSava praktibno reSavanje jednadine tredeg stepena.

d) Neka je f(x) konaCna i neprekidna funkcija za vrednosti x sadrzane w
razmaku (g, b), kao i njen izvod f’(x). Prema teoremi za konatne prlrastaje
postoji u razmaku (a, b) bar jedna vrednost ¢ za koju je

S(®)—fla)=(—a) f'(c). .~
“Ako se, dakle, oznadi sa N najmanja, a sa M najveéa vrednost koju ima.
izvod f'(x) za vrednosti x u razmaku (a, b) bice
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(90) fB)—f@=0b0—a)[N+3(M—N)] (0<9<1).
Tako se npr. nalazi da je
arctg (x + 1) =arctgx+ 4,

gde se ¢ uvek nalazi u razmaku
1 . 1

1 .
T+(x+1)2  1+4x2

¢) PotraZzimo razmak u kome ¢e se nalaziti vrednost

on Sfl@—=2f@a+h+f(a+2h)

za vrednosti h sadrZane u razmaku (0, ). Toga radi potranmo vrednost 4 za

koju ée biti
(92) f@—2f(a+M+f(a+2h)—Ah2=0.

Posmatranjem funkcije
g@=f@)—2f(a+2)+f(a+2z)—Az2

vidi s¢ da je ona jednaka nuli za z=0 i z=h; prema Rolleovoj teoremi

njen izvod
g @=—2f(a+2)+2f'(a+2z)—21z

mora postati jednak nuli za jednu vrednost z=c sadrzanu u razmaku (0, k).

Za tu dée vrednost ¢ biti
Ae=f"(a+2cy—f"(a+c),

a primenom obrasca (90) nalazi se da se desna strana ove Jednacme moZe

napisati u obliku
[P+9(Q—P)]c,

gde su P i Q najmanja i najvea vrednost koju ima drugi izvod f''(z) za
vrednosti z sadrZzane u razmaku (0, #). Otuda

A=P+3(Q—P),

§to prema obrascu (92) pokazuje da se vrednost
f@—2f(a+hy+f(a+2h)
uvek nalazi u razmaku izmedu

P2 i o

10. BROJNI RAZMACI U TEORIJI GRESAKA

Za svaki nedovoljno odreden podatak x moZe se utvrditi jedan razmak
(0, ) v kome ¢e se on nasigurno nalaziti, tj. x se moZe napisati u obliku

(93) x=a+9(f—
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Kad se takvim podatkom budu vr§ile kakve bilo radunske radnje, rezultat
raduna takode ¢e biti jedan nedovoljno odreden broj X. Ali i za taj broj uvek
se moZe odrediti jedan razmak (4, B) izvan koga se on nasigurno nede nala-
ziti, tako da ée biti

(94) X=A+9(B—A).

Tako isto, kad nepoznata koli¢ina X zavisi od vi§e nedovoljno odredenih
podataka x,, x,,...,x,, moZe se za svaki od ovih utvrditi po jedan razmak
(ag, Br) u kome Ce se x; nasigurno nalaziti, tj. ti se podaci mogu izraziti
u obliku

95 X =a;+% (B—ay), x,=a,+%,(f,—a,),...

Kad se, pomocu veze koja bude data izmedu X i x;, bude izraunala
vrednost X, ona nefe biti dovoljno odredena, ali se i za nju mozZe odrediti
jedan razmak (4, B), tako da se ona moZe izraziti u obliku (94).

Tako isto, kad viSe nepoznatih kolifina X, X, ..., X, istovremeno zavise
od vise podataka x,, x,,...,X,, od kojih je svaki nedovoljno odreden, pa se
te nepoznate izraunaju pomodu veze koja bude postojala izmedu Xy i x;, za
svaku nepoznatu X; moZe se utvrditi po jedan razmak (A4, B,) u kome ée se
ona nalaziti, tj. tako da bude

(96) X =A;+9,(B,—A4), X,=4,+9,(B,—A4,),

Ocevidno je da odredivanje gre¥aka kojima se izlaZe izraCunavanje nepo-
znate koli¢ine iz netaénih podataka nije niSta drugo do odredivanje razmaka u
kojima se mogu kretati tako izradunate nepoznate, a koji bi se razmaci sveli
na taCne vrednosti ovih, kad bi sami podaci bili apsolutno taéni.

Na taj nadin, racunanje sa nedovoljno odredenim podacima i izracunavanje
rezultujucih greSaka §to proizilaze od njih, svodi se na ralunanje sa brojnim
razmacima. Zadatak se svodi na jedan od tri osnovna zadatka ove vrste, koji
su bili predmet ranijeg izlaganja:

1° odrediti razmak za -vrednosti date funkcije f(x) kad je x dato u obliku
jednog razmaka;

2° odrediti razmak za vrednosti funkcije f(xy,..., x,) kad je svaka od
vrednosti x; data u obliku jednog razmaka;

3° odrediti razmake za vrednosti datog skupa funkcija fi, /s, fss .., fp
koje sve istovremeno zavise od skupa podataka x,, x,,..., X,.

Uopste, kad se zna da jedna kolid¢ina x le¥i u razmaku (a, ), ako se za
x uzme jedna  vrednost p sadrZana u tom razmaku, timé udinjena greska 8 x,
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tj. razlika p—x, ne moZe po apsolutnoj vrednosti biti veca- od duZine razmaka
(a, B), tj. po apsolutnoj vrednosti bice

dx<f—a

i ta greska moZe biti pozitivna ili negativna.
Utinjena relativna greska Ax, tj. odstupanje uzete vrednosti p od tane
vrednosti x, uporedeno sa samom vrednoS¢u x, bila bi

Ax= (5_x

X

Medutim, po$to nam je tadna vrednost x nepoznata, a poznaje se samo
vrednost p po kojoj se ceni i sama veliina x, to se za relativnu gresku uéinjenu
na vrednosti x obicno uzima L K

' dp| léx
A x=’_1’, =22,
p p

Uostalom, kad je udinjena greika Jx dovoljno mala naspram p tako da

e OX . o . .
je kvadrat koliénika — zanemarljiv, razlika izmedu takve dve relativne greske

dx ox_ dx dx_ (dx)?
x p p—9d0x p p(p—dx)

bi¢e prakti¢ki zanemarljiva.
Utinjena procentualna greska je 100- 4 x.
Posto je uvek x>a, to je
ox

Ax<—=
a

i prema tome je, ako se vodi ratuna i o znaku greSaka,
f—a
dx=w(f—a), dx=0"— (—l<o<l),
a

a ako se vodi ratuna samo o apsolutnoj vrednosti greSaka

8 x= B (B—a), Axmpb=?
a

Ovi izrazi za. Ax su iluzorni u . sludajevima kad je a=0, jer se tada mogu
poklopiti sa-ma kojom vredno$¢u od — oo do- + oo (0dnosno od nule do.. +. o).
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Ako se za broj p uzme sredina a_-té razmaka (c;z, f) ulinjena greska dx
2
nije nikad veéa od poluduZine ﬂ;a toga razmaka, a moZe biti pozitivna ili
negativna. Tada je, dakle
f—a f—a
2 B+a

Naposletku, ako se za p uzme prednji kraj razmaka (a, f), greska dx ne
prema3a duZinu f—a razmaka i uvek je pozitivna; tada je

x=9(B—a), Ax—9"="% (<d<1).
. a .

Kad je razmak (a, f) dovoljno uzak da su stepeni njegove duZine (f—
vrlo mali brojevi, zanemarljivi naspram same te duZine, greSka dx moZe se
smatrati kao diferencijal koliine x, poSto su tada i stepeni od dx zanemarljivi
naspram 4x.

Odgovarajuca greSka of, ufinjena na datoj funkciji f, koja zavisi od x,
kao razmak izmedu izraCunate i taCne vrednosti f (koja bi se imala kad bi x
bilo taan broj) ima se smatrati kao diferencijal te funkcije. Ako ova zavisi od
vi§e podataka x,, x,,..., x, sa dovoljno uskim razmakom varijacija (tj. dovoljno
malim moguéim greSkama), greSka Jf ima se smatrati kao totalni diferencijal
funkcije po promenljivima x;. Naposletku, ako _]edan dati skup funkcija £,
S o istovremeno zavisi od podataka Xy Xy evns Xy, greska df, ima se
smatrati kao totalni diferencijal funkcije f, po promenljxvxma X5

Na toj je rrimedbi osnovana teorija uticaja netatnih podataka sa dovoljno
malim moguéim greSkama, na rezultate rauna sa takvim podacima. Ali kad
su moguéne gre$ke na podacima tolike da im visi stepeni i medusobni proiz-
vodi nisu zanemarljivi naspram njih samih, tako da se ne mogu smatrati kao
diferencijalni, uticaj takvih podataka, izraZen u rezultujudoj greSki, mora se
refavati metodama rafunanja sa brojnim razmacima, koje su predmet ovih
izlaganja. ;
I primer. u kome Ce se razmaku nalaziti iznos P povrSine kvadrata éija

je strana x=2,3m data sa jednom decimalom ta&no?

Ovde je 2,3<x<2,4, pa dakle u metrima
x=2,3+%-0,1, ,
prema Cemu je

P=x2=(2,3+%-0,1)2,
pa dakle L
P=529+9-0,47.
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Ako se za P uzme sredina toga razmaka, tj. vrednost 5,525 m? uCinjena
greska je
0x=w-0,235m?2,
a relativna greka
Ax=w-0,104.
II primer: izracunati vrednost
x=Vp,
gde je p dat ceo pozitivan broj, tako da razlika izmedu tane i nadene vred-

. o 1 ., .. .
nosti ne prema$a vrednost —, gde je ¢ opet dat ceo pozitivan broj.

Oznadimo sa m mnajveci ceo broj sadrZan u vrednosti

xl=Vp—q2’

pa ¢e biti :
m<x'<m+1,

pa dakle i
m m+1
—<X< s

) q q

prema femu je

m
x=—+—. (0<d<]).

9 49

Racionalan broj " predstavlja dakle Jp sa negativnom greSkom koja ne
q
1

premasa — .
q

Tako npr. ako se traZi }/4368 tako da gre$ka bude negativna, a ne
premasa %, bice '
m=462, ’"7;,66,

tako da je
1/4368=66+%.

IIT primer: sa koliko taénih decimala treba uzeti broj # da bi se iz
tako uzete vrednosti mogao izracunati

x=Vm

. " . w 1
sa pozitivnom greSkom koja ne premasa m ?
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Ako se sa m oznali najveéi ceo broj sadrZan u vrednosti

x =108 7,
bice
m<x' <m+1,
pa dakle i
ﬂ<x<m+l ’
104 104
prema Cemu je
m 9
T 104 100

Racionalan broj —1% predstavlja )z sa pozitivnom gre$kom koja ne pre-

masa 1—(1), a za to je potrebno i dovoljno da je broj m dat sa 8 tacnih
4

decimala.

IV primer: u kome ée se razmaku nalaziti iznos zapremine ¥V lopte
polupreénika x=1,23m datog sa dve decimale tafno, a kad se broj # uzme
sa 4 decimale tacno?

Ovde je
1,23<x<1,24,

3,141 << 3,142,
pa dakle u metrima

x=1,23+4-0,01, "
; 7m=3,141 +9'-0,001,
prema emu je
V=17,794+%"-0,1850.
Ako se za V uzme sredina toga razmaka, tj. vrednost
o p=1,886,
ulinjena greska je
0x=w-0,0975,

a relativna greska
Ax=w-0,123.
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V primer: pretpostavimo: da su u jednoj sme$i koja. sadrZi kalijum i
natrijum u obliku soli, ove soli najpre pretvorene u karbonate i u tome obliku
izmerene, pa da je tako nadena kolektivna teZina g,, sa greSkom koja ni u
pozitivnom, ni u negativnom smislu ne prelazi pozitivan broj §,; zatim da su
karbonati pretvoreni u hloride i u tome obliku izmereni, pa da je nadena
teZina ¢q,, sa greSkom koja ni u pozitivnhom, ni u negativnom smislu ne prelazi
pozitivan broj 6,.

Pretpostavljajuéi da se ne uzima u obzir netaénost atomskih teZina K,
Na, C, O, Cl, teZina Z; kalijuma i teZina Z, natrijuma u prvobitnoj smesi
izraGunavaju se iz odgovarajuéih hemijskih jedna&ina

Z,=25,875x,—23,444 x,, Z,~17,989 x,—19,421 x,,

gde bi x, i x, imale biti ta¢ne teZine kartonata i hlorida u smesi.

U kojim ¢e se razmacima nasigurno nalaziti teZine Z, i Z, kad se na
mesto x; i x, uzmu g, i g,?

Simetri€ni normalni predstavnici razmaka uw kojima ¢e se nalaziti x;
iXx, su

X=q+wd (—l<o<]),
) =g+ 0,0, (—l<w,<1),
i prema tome ée njihov asimetriéni normalni predstavnik biti
X =q,—06,+29,6;, (0<¥ <),
x2=q2—62+219262 O<d, <.
Krajevi razmaka Z, bie dakle
N, =25,875(q,—0,)—23,444 (g, +9,),
M,=25,875(q,+ 6,)—23,444 (g,—95,),
a krajevi razmaka Z, bice v
N,=17,989 (g,—38,)— 19,421 (g, + b)),
M,=17,989 (q,+3,)—19,421 (g,—9)).
TraZeni razmaci su, dakle )
Z,=25,875(q,—06,) +9',- 46,8886, (0<d',<1),
Z,=17,989 (¢,—06,) +9,- 38,8424, (0<®,<1).

VI primer: ako je z jedan broj veéi od jedinice ili jednak jedinici napred
je pokazano da je » .
z—1

1<Vz<1+ .
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Ako se za x uzme sredina tog razmaka

— z42n—1
P—V; T 2n

udinjena grefka d x de biti
z—1
2n

dx=w

(—l<w<l).
Ako je, pak, z broj manji od jedinice, pokazano je da je

—1 <yi<,

1+1=2
nz

tako, da ako se uzme sredina tog razmaka

oYz 2r=Dzt]

T2m—Dz+2
udinjena greSka dée biti
dx—— 17%
2(n—1)z+2

U oba sluc¢aja greska c¢e biti utoliko manja, ukoliko je z blize jedinici i
ukoliko je n vede.

VII primer: napred je pokazano da je za pozitivne vrednosti @ i b
x=Va2+b2=A(a+b) (L<A<1>,
V2

gde je donja granica razmaka dostignuta kad je a=5b, a gornja kad je jedna
od vrednosti @ i b jednaka nuli. PoSto je

a_a+b
V§ H

to ako se za x uzme sredina razmaka

ﬂ=a+b,

_o+h
2

) =0,8535 (a+b),

uéinjena greska Ce biti
. B—a
6x=60'T=6()'0,1465(a+b), —1<w<1

i ona je jednaka nuli kad je a=b, a dobija svoju najveu moguénu vrednost
0,1465b kad je a=0.

5 Ratunanje sa brojnim razmacima
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Relativna greska je
4 x<6—x= fra 2 = p—a )
P 2 a+f fB+a

prema emu je
Adx=w-0,1716.

Naveséemo da postoji viSe nadina za izraZavanje izraza x=J) a2+ b2 u line-
arnom homogenom obliku
x=E&a+nb.

Nadin Ponceleta, u sluaju kad se o pozitivnim brojevima a, b nifta ne
pretpostavlja, dovodi do rezultata koji se podudaraju sa napred navedenim, tj.

E=n=0,85,

sa relativnom greSkom koja ne prema¥a 0,172, tj. otprilike 1/,. Medutim taj
nadin daje moguénosti da se odrede koeficijenti &, 5 tako da relativna greSka
Ax bude znatno manja, u slufajevima kad se bar ovla$no zna koliko je puta
jedan od brojeva a, b veéi od drugoga.

Tako se nalazi da je

za b>a, x=0,40a+ 0,96 b, Ax<-21§;
za b>2a, x=0,23a-+0,99 b, Ax<%;
za b>3a, x=0,16a+0,99b Ax<—1—;
154
za b>4a, x=0,12a+0,995 Ax<l—;
266
za b>5aq, x=0,10a+b Ax<L;
417
za b>6a, x=0,08a+b5, Ax<-1—;
589
za b>T7a, x=0,07a+b, Ax<—1——;
800
za b>8a,  x=0,06a+b, Ax<—L;
1049
za b>9a,  x=0,05a+b, Ax<—1—;
1428
za b>10a, x=0,05a+b, Ax<—1—'
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Navesfemo, primera radi, jedan prost naéin koji dovodi do obrasca

(97 Va?z+b2=0,40 a+ 0,96 b

u sludaju kad se zna da je b>a.
Lako se uveriti da je

4 -
(98) z—sl/a2+b2<0,40a+0,96 b<§—§ Va2 + b2,

jer ako se primeti da je

0,40=E, 0,96=2—4,
25 25

nejednadine postaju

12Va2+b2<5a+12b<13 Va2 + b2
ili kvadriranjem

144 (a2 + b2) <25 a2+ 120 ab + 144 b2<<169 (a2 + 52).
Leva se nejednaina svodi na
119a2<120 ab

i ona ofevidno postoji posto je b>a.

Desna nejednacina postaje

120 ab<<25 b2+ 144 a2
pa i ona postoji brema identiCnosti
144 42—120ab+25b2=(12 a—5 b)2>0.

Dvostruka nejednatina (98) postoji dakle za b>a, a iz nje se dobija da je

az+ b2.

0,40a+0,96b=24%5201/

Vrednost razlomka pred kvadratnim korenom uvek se nalazi u razmaku
izmedu

PLIEE P
25 25

Sto znadi da obrazac (97) odista daje vrednost )/ a2+ 52 u linearnom obliku sa

greSkom Cija apsolutna vrednost ne prelazi —21—5=0,04, tj. 4%.

5‘
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11. BROJNI RAZMACI U GEOMETRIJI

Kao u aritmetici i u algebri, i geometrijske veliéine mogu se javljati kao
razmaci, tj. jedna veliina x moZe biti odredena razmakom izmedu dveju veli-
¢ina iste vrste u kome se x nalazi. Tada ¢e i sve geometrijske veliine, koje se
ratunom ili geometrijskom konstrukcijom izvode iz takvih podataka x, Dbiti i
same odredene u obliku razmaka. To se npr. deSava:

a) kad podaci nisu tacno dati;

b) kad raunske ili konstruktivne teSkoée ne dopustaju tanu odredbu ne-
poznate veli¢ine iz datih podataka ba3 kad bi ovi i bili tatni;

v) kad se odredba nepoznate, po samoj prirodi zadatka, ne sastoji u tacnoj
odredbi njene vrednosti, ve¢ u odredbi razmaka u kome ona treba da se nalazi
da bi bili zadovoljeni uslovi zadatka;

g) kada su podaci nedovoljni za tatnu odredbu nepoznate, ali su dovoljni
za odredbu jednoga razmaka u kome se nepoznata neprestano nalazi.

Sludaj ove poslednje vrste javlja se npr. kad je jedan podatak x zbir od
nekoliko geometrijskih veliina x,,x,,x;,..., a traZena nepoznata geometrijska
veli¢ina y zavisi od zbira kvadrata ili tre¢ih stepena itd. veliCina x;. Tada se
ima posla sa nedovoljno odredenim zadacima, kao §to su npr. ovi:

1° odrediti hipotenuzu pravouglog trougla iz datog zbira njegovih kateta;

2° odrediti uglove pravouglog trougla, kad se zna da ovaj ima kao Katete
zbir kateta i hipotenuzu jednoga drugog, nepoznatog, pravouglog trougla;

3° odrediti dijagonalu paralelepipeda iz datog zbira njegovih strana;

4° odrediti obim i povr§inu jednog trougla iz datog zbira dveju njegovih
strana i1 ugla koji one zahvataju;

5° odrediti zbir odstojanja jedne proizvoljne take opisanog kruga oko
pravilnog poligona, od sviju temena, poligona znajuéi samo broj strana i obim ovoga.

A) Zadaci koji se svode na proucavanje aritmeticke sredine konveksnih ili
konkavnih funkcija. U velikome broju zadataka takve vrste sluZi kao osnovica
ranije dokazani rezultat da, ako se sa u, oznali aritmetiSka sredina pozitivnih
brojeva x;,x,,..., X,, a sa M, aritmeticka sredina

g, SO0 )
n
gde je f(x) ma kakva funkcija promenljive x, pozitivna i konveksna u razmaku

koji sadrZi sve brojeve x;, vrednost M, uvek se nalazi u razmaku izmedu
vrednosti

. n
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gde su granice razmaka stvarno dostignute kad su svi x; medu sobom jednaki;
ili kad su svi jednaki nuli, osim jednoga od njih.

Medutim, taj se razmak mozZe jo§ suziti u sluéaju kad su x;, %, X3
strane a, b, ¢ jednog istog trougla.

Podimo od nejednadine koja prema opStem stavu vaZi za tri ma koja
pozitivna broja x, y, z

x+y+z

(100) 3f(—3-> SO+ +@) <f(x+y+2)+21(0).

Kad su a, b, ¢ strane jednoga istog trougla, mora biti
at+b>c, b+c>a, c+a>b,
tako da ako se poluzbir strana oznai sa
_a+b+c
2 H
mora biti

p>a, p>b, p>c,
tj. vrednosti

(101) Xx=p—a, y=p—b, z=p—c
uvek su pozitivne.

Stavimo u (100) da je

f@)=F(p—1),
pa e, posto je
d’f d*F
dez drz’

funkcija F biti konveksna za svaki razmak promenljive x za koji je i sama
funkcija f konveksna. Nejednadina (100) tada postaje

3F(p_x+_yt£)<F(p_x)+p(p_y)+F(p_z)

<F(p—x—y—2)+2F(p),
a ova ¢e, kad se u njoj x, y, z smene svojim vrednostima (101), postati
2
(102) 3F(—§IZ)<F(a)+F(b)+F(c)<F(0)+2F(p).

Vrednost simetricne funkcije strana trougla

(103) F(a)+F(b)+F(c),



70 Brojni razmaci u elementarnim raéunima

gde je F ma kakva konveksna funkcija tih strana, uvek leZi u razmaku izmedu
vrednosti

(104) 3F(2?‘”) i F(0)+2F(p),

gde je p poluzbir strana.
Ove granice razmaka stvarno su dostignute u slu€aju ravnostranog trougla,
ili ravnokrakog trougla sa uglom izmedu jednakih strana koji je jednak nuli.

Da je razmak (104) odista vZi od razmaka izmedu vrednosti
2p\ .
(105) 3F<T) i FQp)+2F(0)
koje odreduje nejednadina (100) za ma kakve pozitivne brojeve a, b, ¢, vidi se
npr. iz specijalnog slucaja kada se uzme da je
F(x)=x2.

Razmak (105) u kome ée se nalaziti zbir g2 +b2+c¢2 bio bi onaj izmedu

vrednosti % p? 1 4p? tj. izmedu vrednosti

(a+b+c)

3 i (@a+b+c),

dok bi razmak (104) bio onaj izmedu vrednosti —j— p% i 2p2, tj. izmedu

2 2
(106) (a+l;+c) ; (a—l-l;-l—c),

a taj je razmak ofevidno uZi od razmaka (105).

Zbir kvadrata strana jednog trougla uvek se, dakle, nalazi u razmaku izmedu
vrednosti (106), i to je u isto vreme i najuZi razmak, koji se moZe utvrditi za
opSti  sludaj. Njegove su granice stvarno dostignute kad je trougao ravnostran,
ili ravnokrak sa treéom stranom jednakom nuli.

Gornjem rezultatu o razmaku u kome se nalazi funkcija (103) strana
trougla moZe se dati i ovaj oblik od interesa za raznovrsne primene:

Stavimo u nejednadini (102) da je
pa ée @ (¢) opet biti konveksna funkcija promenljive ¢ po¥to je

20 d'F df
dtz  dt2 di2
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Obrazac (102) tada postaje
30 (%)<¢(p——a)+ & (p—b)+ @ (p—c) < P (p) + 2B (0).

Kad se npr. uzme da je

D)=t (k>1)
dobija se
P
k1

<(p—a)f +(p—b)f +(p—c)* <p*.

Kad se u obrascu (102) uzme da je
4
F@)= ,
® 2p—t

F(t) ée opet biti konveksna funkcija promenljive ¢ za t=aqa, t=5, t=c, posto je

d2F  4p
dtz (2p—1t)2’

a svaka je od razlika 2p—a, 2p—b, 2p—c pozitivna.
Obrazac (102) tada postaje

3 a b c
+

—< + <2
2 b+c c+a a+b

§to znadi da je za sve trougle

a b c
+—

=1,5+4-0,5 (0<d<1).
b+c c¢+a a+b

Uostalom, kadgod je F(¢) takva homogena funkcija po promenljivima
p it onda, ako je to homogena funkcija nultog reda, donja i gornja granica
razmaka, u kome ée se nalaziti zbir

F(a)+ F(b)+ F(c),

imade se u obliku apsolutnog broja. Kad je stepen homogenosti te funkcije jed-
nak kakvom broju h, granice razmaka dobice se u obliku vrednosti p* pomnoZene
Jednim apsolutnim brojem.

I primer: hipotenuza c pfavouglog trougla, za koji je poznat samo zbir
a+b dveju kateta, je

c=V @FB=1(a+b) (Viz<z<1),

¢=(0,7071 +9-0,2929) (a + b).

prema &emu je
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II primer: hipotenuza /1 pravouglog trougla, &ije su katete dijagonale pa-
ralelograma obima s, uvek leZi u razmaku izmedu % i s, tako da je

h=s1+0.
2

To izlazi neposredno iz osobine paralelograma da je zbir kvadrata njegove
getiri strane jednak zbiru kvadrata njegovih dijagonala.

IIT primer: koji pravougli trougli mogu imati kao svoje dve katete zbir
kateta i hipotenuzu drugog jednog pravouglog trougla?

Ako se katete prvog trougla oznafe sa a i b, a katete drugoga sa a" i ¥,

treba da je
a=a +b

b=Va2+b2=2[d +¥] (L_<l<l>,
V2
prema tome jedan ugao a prvog trougla treba da je takav da je

tga=i=/'l.,
a

tj. treba da leZi u razmaku izmedu 35°16’ i 45° (a drugi ugao izmedu 45°
1 54°44%).

IV primer: znajuéi zbir strana a+ b+ ¢ jednog paralelepipeda, odrediti mu
duZinu dijagonale d. Posto je

— 1
d=@+b2+c2=p(a+b+c) <ﬁ<,u<l>,
to je
d=(0,5774+9-0,4226) (a+ b+ c).
V primer. znajuéi zbir strana a4+ b+c=s jednog paralelepipeda, kao i to

da se od strana a, b, ¢ moZe sastaviti jedan trougao, odrediti duZinu dijagonale
d paralelepipeda.
Kao §to je napred pokazano, kad su a, b, ¢, tri strane jednog trougla,
koli¢nik
_l/az—l—bz-l-_c2
~ atbtc

1
V2

Prema tome duZina d dijagonale leZi u razmaku izmedu

leZi u razmaku izmedu L_=0,5774 i

=0,7071.
V3

0,5774s i 0,7071s.
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Ako se, dakle, za d uzme sredina- tog razmaka, tako da je
d=10,6422 s,
udinjena greSka ne premaSa vrednost 0,0649s, tj. 61/,9/,.
VI primer: iz poznatog obrasca

3
m2+n2+p2=:(a2+b2+cz)
za duZine m, n, p medijana jednog trougla &ije su strane a, b, ¢, dobija se da je

V3 (1 1)
2 —_— —_<l<_
V m2+4n2+ p? 5 Ala+b+¢) V3 Va)’

Prema tome dijagonala d paralelepipeda, koji ima za strane medijane jednog

trougla &iji je obim s, odredena je razmakom
d=(0,5+3-0,1124)s.

1z toga se npr. vidi da se pravougli trougli, koji imaju kao jednu katetu
obim jednoga trougla, a kao drugu katetu dijagonalu paralelepipeda sastavljeriog
iz medijana istog trougla kao strana, nalaze samo medu onim pravouglim tro-
uglima Ciji jedan ugao ima za tangens kakvu vrednost, koja se nalazi u raz-
maku izmedu '

X 1\/?
0,5 i —q/5=06124,

tj. Giji se jedan ugao nalazi u razmaku izmedu
26°33" i 31°28'.

VII primer. u geometriji je poznata ova teorema za pravilne poligone
od n strana: zbir kvadrata odstojanja jedne proizvoljne tafke na opisanom krugu,
od svih temena poligona, ima za vrednost 2 nR2, gde je R poluprecnik toga kruga.
Ako se, dakle, ta rastojanja oznae sa a;,d,,...,qa,, bice

’Va%+a§+ <o tal =RV2n.

Prema napred dokazanom rezultatu je

' 1
Vai+a2+ - +a2=A(g+ay+ - +ay) (ﬁ<}t<1);
medutim, ni jedna ni druga od tih dveju granica nije nikad dostignuta, jer na
opisanom krugu ne postoji ni jedna tafka, za koju ¢e sva rastojanja a; biti
medu sobom jednaka, ili sva jednaka nuli osim jednoga od njih.
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Iz toga se vidi da se zbir rastojanja
S=ayta,+---+a,

uvek nalazi u razmaku imedu

RY2n i nRYZ2,
s=[V2n+9V2(n—yn)]R.

Za trougao ¢e npr. biti

tako da je

§=(2,4495+%4-1,7931) R;
za kvadrat
§=2,8284(1 +9) R;
za pentagon
§=(3,1623+%-3,9088) R itd.

Kad je, na mesto polupreénika R opisanog kruga, data duZina a strane

poligona, treba u gornjim obrascima zameniti

za trougao R=ga=0,5773 a,
dakle
§=(1,4140+4-1,0351) a;
za kvadrat R=i_=0,7071 a,
V2
dakle
s=2(1+%)a;

za pentagon R = i% V&TA— 10/5=0,8506 a,

dakle
5=(2,6897 +9-3,3248) a.

Kad je, na mesto R, data povr§ina P poligona, treba smeniti:

R=4il/?=0,8774 VP,

V27
dakle B
5=1(2,1491 +9-1,5732) V P;
P _
za kvadrat R= \/ - =0,7071 VP,
dakle

s=2(1+9)VP;

za trougao
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za pentagon R=\/—§——VT’=O,3856 VP,

5/10+2Y5
dakle _
s=(1,2193 +#-1,5072) /P.

VIII primer: u geometriji je poznata i ova teorema za pravilne poligone
od n strana (n>>3): neka su A';, 4,,..., A, projekcije temena A, 4,,..., 4,
poligona na jednu proizvoljnu pravu, O’ projekcija sredilta poligona na istu
pravu; ako se stavi da je
S=O0Ap3+0 Ap+-+-+04,,
uvek je

Prema tome je

a posto je, prema napred pokazanom

4 1
V§=ZS, 4——<ﬂ.<1

V7

§s=0'A',+0' 43+ ---+0'4,,

gde je

15— . .
to se vrednost s=7VS uvek nalazi u razmaku izmedu
4 4

3n . [3
R T 1 mR —8-.

Prema tome: zbir rastojanja O’ A’y predstavljen je razmakom

4
3n
NEL R TEPY
koji se npr. za trougao svodi na

4
\/%(1 +3:0,7320y R=(1,0299 + - 0,7539) R,

za kvadrat na

4 .
\/% (1+29)R=(1,1067 +4-2,2134) R,

za pentagon na

4 .
/15
\/?5(1 +9+1,2360) R=(1,1702 +#- 1,4463) R.
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IX primer. ako se iz jedne taCke na krugu poluprenika r povuku dve,
jedna na drugu upravne sefice AC i DB, zbir odsedaka
AC + DB ima duZinu koja se uvek nalazi u razmaku
izmedu 2r i 2r)/2.

Jer je
PA>+ PB2=AB2, PC2+PD?>=DC2=A B?,
pa dakle
PA2+ PB4 PC2+ PD2— AB2 + A Ba— 412,

Vrednost zbira kvadrata na levoj strani nalazi se u razmaku izmedu
vrednosti

(PA+PB+PC+PDy: (DB+AC):
4 B 4
i vrednosti
(PA+ PB+ PC + PDy2=(DB+ AC)?
i prema tome je
_— o
(D—B;—’E)—< 4r2< (DB+ ACY.
Odatle je
2r<DB+AC<4r,

¢ime je gornje tvrdenje dokazano.

Iz toga se, u isto vreme, vidi i ovo: ako se zbir odsefaka dveju medu-
sobno upravnih sefica kruga oznadi sa I, preénik kruga uvek se nalazi u raz-

maku izmedu —12— l1il

Ako se kroz jednu stalnu, proizvoljno izabranu tacku P u krugu povude
jedan ma koji par medu sobom upravnih sefica, moZe se dokazati da se zbir
odsefaka DB+ AC uvek nalazi u razmaku izmedu

2V 2r2—dz i 2)2)2r2=dz.

Jer je
AC=PA+PC, DB=PB+PD,

a odatle kvadriranjem i sabiranjem
AC?2 + DB2— PA2+ PC2+ PB2+ PD2+2 PA- PC + 2 PB- PD.
Sa druge strane, ako se sa d oznadi stalno rastojanje OP, biée

PA-PC=PB-PD=r2—dz,
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pa Ce, vodeéi raduna o gore nadenoj jednalini, biti
AC2+ DB2=8r2—442,

pa poSto se vrednost zbira kvadrata na levoj strani nalazi u razmaku izmedu

CADBY (¢4 DBy,
tako da je
(ic—}@i<8rz—4dz<(f+ﬁ)2,
bicée

2/ 2r2—d2< AC+DB<2)2V 2r2—dz,

$to dokaznje gornje tvrdenje.
Sliéni se rezultati dobijaju i za odsetke koje u jednoj kugli &ini jedan
sistem od tri medu sobom upravne sefice.

X Primer: data su dva kruga sa srediftima O i O’ i jedna prava AB;
povuéi jednu zajednitku secicu MN za oba kruga, paralelnu pravoj 4B i takvu
da zbir CD + EF njenih odselaka ima datu duZinu 2.

Povucimo na pravu 4B dve upravne i iz O’ pravu O'K paralelnu pra-
voj AB. Pomerimo krug O’ paralelno pravoj 4B dotle dok se tatka E ne
poklopi se tatkom D i neka je O’; nov poloZaj sredi§ta O’, pa ce biti

KO',=JD +DJ’—CTD+E—5— g .

Ako se oko 0';, sa polupreénikom O'E, opide krug, presek ovoga sa
krugom O pa¥ée taéno u tacku D.

Oznadimo sa d, r, r’ nepromenljivu duzinu OK i polupretnike krugova
O i 0. Izrazivsi da se krugovi O i O seku ili dodiruju, dobija se za moguénost
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refenja zadatka ovaj uslov: potrebno je i dovoljno da bude

r—r'<00, <r+r’,

e, T DTN BTN
W N\ ot N\ [ o

a pofto je
A _— A2
00'2=0K2+KO'2=d?+ (7> ,

to se kvadriranjem gornjih nejednadina dobija kao uslov
a2
(r—r2—d2< " <(r+r2—dz2,

§to zna& da je potrebno i dovoljno da se duZina A nalazi u razmaku izmedu

duzina
2V(r—r'2—d2 i 2V(r+r'2—dz2.

B) Zadaci koji se svode na proucavanje trinoma drugog stepena. Veliki broj
geometrijskih zadataka svodi se na odredivanje brojnih razmaka u vezi sa tri-
nomom drugog stepena

f(X)=ax2+2bx+c

to tako da se refenje zadatka sastoji ne wu odredbi vrednosti x za koje taj
trinom postaje jednak nuli, ve¢ u odredbi razmaka wu kome treba da se nalazi
bilo sama vrednost x, bilo kakav promenljiv parametar 4, koji figuriSe u koefi-
cijentima g, b, ¢ trinoma. Takve su vrste zadaci navedeni u sledecim primerima:

B I primer: iz proizvoljne tacke M na hipo-
tenuzi AB pravouglog trougla AOB povuku se
dve upravne MP i MQ na katete trougla, pa se

T Q' M na odsedcima OP i OQ ovih konstruifu dva
' kvadrata OPHK i OSTQ. Za koji e poloZaj
tacke M povr§ina ograniCena isprelamanom lini-
o o jom MPHKOSTQM imati datu vrednost A2?
S A OznaCimo da je »

K H . Od=a, OB=b, OP=x (a<b)
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pa se dobija jednacina :
b2 (a—x)2 N bx(a—x)

az a

A2=x2+4

ili
f()y=(@—ab+b?)x2—ab(2b—a) x+ a2 (b2—412)=0.

Da bi reSenje postojalo, potrebno je i dovoljno da su koreni jednadine
realni i da se bar jedan od njih nalazi u razmaku izmedu 0 i a. Prvi uslov
traZi da je

2 h2
(107) L

4(a2—ab+ b2y’
a da bi se prou€io drugi uslov, treba ispitati znake izraza
F(O)=a2(02—2?),
flay=a?(a®—2),
i razlikovati ove slutajeve:
1° kad se A2 nalazi u razmaku izmedu a2 i b2, vrednosti f(0) i f(a)
imaju suprotne znake, §to znaéi da postoji jedna vrednost x koja zadovoljava
uslov zadatka;
2° kad je 12<Ca?, onda je i A2<<h?; obe su vrednosti f(0) i f(a) pozi-
tivne; tada, ako je ispunjen uslov realnosti (107), ili ¢e oba korena zadovoljiti
uslov zadatka, ili ga neée zadovoljiti ni jedan od njih. Da bi se imao prvi slu-
&aj, potrebno je i dovoljno da se vrednost poluzbira tih korena nalazi u raz-
maku izmedu nule 1 g, tj. da bude
ab(2b—a)
2(a2—ab+b?)

b4

§to Ce biti ako je u jedno isto vreme
2b—a>0 i 2a—b>0.

Prva nejednadina postoji polto je a<<b; druga traZi da je
b
a>—.
2
Prema tome, da bi oba korena jednadine f(x)=0 zadovoljila uslov za-

datka, potrebno je i dovoljno:
a) da se a nalazi u razmaku izmedu % i b;
f) da se A2 nalazi u razmaku izmedu

3azh2
4 (a2—ab + b2)
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I1 primer: na kracima pravog ugla obeleZe se tatke 4 i B na odstoja-
njima OA=a, OB=b od temena; odrediti na OB takvu jednu tatku D, da
zbir poluobima kruga DMA i odseéka DB bude
B‘L jednak datoj duZini A.
Ako se za nepoznatu uzme duZina BD=x,
zadatak se svodi na jednalinu

D %nl/a2+(b—x2+x=l,

tj. na jednadinu
, m2—4)x2—2 (w2 b—4 D) x+
+ 72 (a2 + b2)—4 A12=0.

Da bi vrednost x, dobijena reSenjem te jednaline, dala refenje zadatka,
potrebno je i dovoljno da ona bude realna, pozitivna i manja od A.

Uslov realnosti se moZe dovesti na oblik

QA—2b+aYm2—4)(2A—2b—a)/n>—4)>0,

Ovaj uslov bie zadovoljen ili kad je

(109) l<b—%l/n2—4,
ili kad je
(110) Z>b+%l/n2—4.

Lako se vidi da je uvek A>b i da prema tome nejednadina (109) ne
moze biti zadovoljena tako da dolazi u obzir samo nejednadina (110).

Proizvod korena kvadratne jednadine (108) ima za vrednost

2 (g2 —_
a1 72 (@4 b) 42

n2—4

pa posto je imenilac pozitivan broj, taj ¢e proizvod imati znak svoga brojioca.
I onda se imaju razlikovati ovi sludajevi:

a) neka se A nalazi u razmaku izmedu
b+%l/n2—4 i %]/a+b2.

Tada je proizvod (111) pozitivan, pa su dakle koreni x istog znaka, a
to je znak njihovog zbira
2(m2b—412)

112
(112) 4
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oni Ce biti pozitivni, tj. moéi predstavljati reSenja zadatka samo kad je

72bh

AL—.
4
f) neka je

/1=%l/a2+b2;

posto je proizvod (111) jednak nuli, jedan je od korena x jednak nuli; da bi
drugi koren dao refenje zadatka, on treba da je pozitivan, tj. treba da je po-
zitivan brojilac izraza (112), §to zahteva da je
b —
a<—/|n2—4;
-V
7) neka je
l>% Va2 +02;

tada je izraz (111) negativan i koreni x su suprotno oznadeni; u tome slufaju
postoji jedan pozitivan koren x i on daje refenje zadatka.

C) Brojni razmaci u trigonometrijskim zadacima. Na odredivanje brojnih
razmaka u trigonometrijskim zadacima nailazi se ili pri ispitivanju realnosti
refenja, ili po samim osobinama trigonometrijskih funkcija realnih koliina da
ne mogu iziéi van jednog odredenog razmaka, kao $to je npr. sludaj sa sinusom,
kosinusom i raznovrsnim njihovim kombinacijama.

I primer: podeliti dati ugao a na dva takva dela da zbir tangensa tih
delova ima datu vrednost 2 A.

Ako se ti delovi oznade sa x i y, imaée se dve jednaline
X+y=a, tgx+tgy=224.
Drugoj se jednadini moZe dati oblik

Sn(x+y)
COSX-COSY

pa posto je
sin(x + y)=sina,

2 cos x-cos y = cos (x+y) + cos (x—y) = cos a+ cos (x—¥)
ta ista jednadina postaje

(113) cos (x——y)=81—1;a—cos a.

6 Ratunanje sa brojnim razmacima



82 Brojni razmaci u elementarnim raunima
Ako je, dakle, 8 najmanji ugao &iji kosinus ima za vrednost desnu stranu
jedna&ine (113), za odredbu nepoznatih x i y imacde se dve jednaline

x+y=a, x—y=22intp,
koje daju reSenja x i y.

Ali da bi reSenje imalo smisla, treba da je

sina

—1< —cosa<< +1,

$to se moZe napisati i u obliku

sina
—(1—cos a)<T<1 +cosa.

. . . v . 1
Kad je npr. sina>0, te nejednaine pokazuju da se vrednost 7 mora
nalaziti u razmaku izmedu

a . a
—tg— 1 ctg—.
2 2

II primer: kad je a dat oStar ugao, za koje ée vrednosti x izraz

(x—1)[x*—2 (1 +cos? a) x2 +sin* a]
biti pozitivan?
Izraz se moZe napisati u obliku

(x—Dx+(1+cosa)]{x + (1 —cos a)] [x—(1 —cos @)} [x— (1 + cos a)].

Posto je cosa>0, izraz ¢e biti pozitivan ako se x nalazi u jednome, ma
kome, od ova tri razmaka

ili izmedu— (1—cosa) i —(1+cosa)
ili izmedu 1—cosa i 1
ili izmedu 1+4cosa i + oc.

IIT primer: za kakve se pozitivne vrednosti x,y,z moZe napisati da je
xX2=y2+4z2—2yzcosa,

gde je a kakav realan ugao?

Posto se vrednost
y2 + ZZ_.xZ

=cosa
2yz

_ mora nalaziti u razmaku izmedu —1 i +1, to se dobijaju dve nejednaline iz
kojih se nalazi da x treba da se nalazi u razmaku izmedu

ly—z] i (y+2).
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IV primer: odrediti elemente jednog trougla znajuéi mu duZinu q jedne
strane, suprotni ugao A4 i zbir k2 kvadrata ostalih dveju strana b i c.

Za odredbu strana b i ¢ ima se sistem od dve jednadine

(114) b4 c2=k2, a2=Db2+c2—2bccos A,
odakle je
2 __ 2
2bc=k a
cos A

Dodavanjem te vrednosti i oduzimanjem prvoj od jednadina (114), dobi-
jaju se dve jednaline
2 A —a? 22 (1—
k2(1+cos A)—a , (b—c)2=a k2 (1 cosA)’

cos A cos A

115y  (B+cp=

iz kojih se mogu izradunati & i ¢. Da bi refenje imalo smisla, potrebno je i
dovoljno:

a) da desne strane jednacina (115) budu pozitivne,;
f) da se a nalazi u razmaku (b—c, b+c).
Razlikujmo ova dva slufaja prema tome da li je ugao A4 oftar ili tup:
1° ugao A4 je oStar; uslov a) svodi se na dvostruku nejednacinu
k2 (1 —cos A)y<a2<<k2(l +cos A4),
a uslov f) na

2 [c2 _— 2 —q2
a2—k2(1—cos A)<a2< k2(1+cos A)—a
cos A cos A

iz koje izlazi da treba da bude
k2>az2.
Ti se uslovi tada svode na

2 k2 sin2 %<a2 <k?

§to znaCi da zbir k2 treba da se nalazi u razmaku izmedu
. a2
a2 i —;
2sin2 —
2
2° ugao A je tup; uslov a) svodi se na dvostruku nejednalinu

k2 (1+cos A)y<a2<k2(l—cos A4),
a uslov B) na 7
k2<<aqz,

6‘
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Ti se uslovi tada svode na
k2<a2<k2 (1 —cos A)
$to znadi da k2 treba da se nalazi u razmaku izmedu
a? .
2
] A 1 a-.
2 sin2 —
2

V primer: neka su a, b, c strane trougla ABC; kad su date dve strane
aib (b>a), a nije dat i njima zahvacen ugao C, tre¢a strana c¢ odredena
je razmakom

c=({b—a)+2%a,
posto je uvek
b—a<c<b+a.

Kad je, pak, dat i ugao C, bice

c=Vaz+b2—2ab-cosC.

Iz odnosa
sind a
sinB b
dobija se
i, 5 ),
sin A + sin B sinA+sin B
tako da je »
c=(a+bye(4,B,C),
gde je
sin2 A4 + sin2 B—2sind - sin B-cos C
W(A’B’C)=V sin 4 +sin B )
Identi¢nost

2pg=(p+9P*—(P*+4%),
uzevii da je
p=sind, p=sinB,
pretvara izraz ¢ u

p(4,B,C)= \/( T )2(1+cosC)—cosC

a poStosu pig uvek pozitivni, biée

1 p2+q2
2 (p+q)2
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To pokazuje da je

1
\/iczis_g—cosc«p(A,B, c)<1,

§to prema obrascu
1—cos a=2sinz — ,
2
daje
. C
sm?<tp(A, B,C)<1,
¢ime se dolazi do ovoga rezultata: strana c¢ trougla ABC uvek se nalazi u
razmaku izmedu
. C
(a+b) sm? 1 (a+d).
Prema obrascu

1—sin a =2 cos2 (£+i) >
4 2

to pokazuje da je

C)(a+b),

'c=(sin%+'219-cos2?t+

a taj obrazac daje mogu¢nost da se iz zbira dveju strana i zahvadenog ugla
jednoga trougla izraduna treda strana u obliku razmaka.

Ako se za ¢ uzme sredina toga razmaka, tako da je

a—C

c=(a~+b)cos?

ucinjena greSka po apsolutnoj vrednosti neée premasiti vrednost

(a+ b)cos? nzC s

a relativna gre$ka nede premasiti vrednost

7w+ C

A coSs i 2
c=(—— " Vg
( n~C> &

COoS
4

n—C

Ova je‘ greSka utoliko manja, ukoliko se ugao C manje razlikuje od
180° za taj ugao ona je jednaka nuli. '
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Uopéte, gornji je rezultat od naroéitog interesa za trougle ABC sa tupim
uglom C. Za takve trougle, ako se uzme da je
n—C

c=(a+b) cos? ,
(a+b) 2

ulinjena relativna gre$ka nikad ne premafa vrednost
tg2%=0,171 ..

a ona brzo opada kad se C pribliZuje uglu od 180°. Tako je
za C>120° AC<0,070,
C>140° 4C<0,040,
C>150° 4C<0,018,
C>160° 4C<0,007,
C>170° 4C<0,002,
C>175° 4C<0,0003.

Trouglovi za koje je relavvna gre$ka 4 C manja, po apsolutnoj vrednosti,
od jednog datog broja &, jesu oni za koje je tup ugao C, izraZen u delovima
od =, veéi od razlike

—4 arctg Ve,
ili, za dovoljne male vrednosti &
C>n—4Ve.
Obim s trougla ABC izraZen pomocu zbira a+b i ugla C, je

w+C

s=(1+sin%+2ﬁ-cosZ )(a+b).

Ako se, dakle, za obim uzme sredina toga razmaka, tako da je

x+C

s=<1+sin%+cos2 )(a+b)

u€injena greska neée, po apsolutnoj vrednosti, premasiti vrednost

w+C

(a+ b)-cos?
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12. POTPUNA I NEPOTPUNA FUNKCIONALNA ZAVISNOST

Kad dve promenljive kolidine x i y stoje u takvoj medusobnoj vezi,
da datoj vrednosti jedne od njih odgovara, ne ma kakva, veé jedna ili vise
potpuno odredenih vrednosti druge, za te se koli¢ine kaZe da su u funkcional-
noj vezi jedna sa drugom, da su funkcije jedna od druge. Taj je pojam uveden
jo§ pri osnivanju i prvoj obradi opitega rafuna sa funkcijama, kad se pojavio
problem uspostavljanja veze izmedu postupnih promena jedne kolifine i odgo-
varajucih promena drugih koli¢ina koje se sa njome uporedo menjaju.

Medutim, pored takve potpuno odredene, postoji jo§ i nepotpuno odredena
Jfunkcionalna zavisnost izmedu promenljivih koli¢ina, na koju smo veé nailazili
u ranijem izlaganju. Pojam o njoj dobiéemo najlakSe i najbrZe iz ovih neko-
likih prostih primera.

Na prvi pogled izgledalo bi npr. da ne postoji nikakva funkcionalna
zavisnost izmedu duZine hipotenuze c¢ i zbira s kateta ¢ i b jednog pravouglog
trougla. Tako, moguéno je postupno menjati zbir s, a da hipotenuza ¢ ostane
ista, 1 obrnuto.. Dovoljno je npr. da se davii zbiru s jednu proizvoljno izbranu
vrednost, za katetu g uzme jedan koren kvadratne jednacine

a2+ (s—a)2= A2

a za drugu katetu razlika s—a, pa da pored sve proizvoljnosti zbira s hipote-
nuza ¢ ima vrednost A koja se ne menja kad se menja s. Tako isto se mozZe
uliniti da se hipotenuza ¢ menja sa zbirom s po proizvoljnom zakonu c=g (s);
dovoljno je uzeti za katetu a jedan koren kvadratne jednacine

a>+(s—ay=[p ()P

a za drugu katetu razliku s—a. Medutim, ipak izmedu c i s postoji jedna
vrsta zavisnosti: napred nadena dvostruka nejednacina

(a+by<ar+b2<2(a+b)?

pokazuje da ¢ nikad ne izlazi iz razmaka koji se nalazi izmedu vrednosti

sis)/2=s-1,4142... Ako se u ravni xOy povuku dve prave OM i ON, od

kojih prva zaklapa sa osom Ox ugao od 45°, a druga ugao od 54°44', talka

' P &ije su koordinate x=s, y=c nikad nije izvan

c N  oblasti izmedu tih pravih. Ona se moZe u specijalnim

slu¢ajevima i poklopiti sa jednom ili drugom od tih

dveju pravih: i to sa pravom ON kad je trougao

M- ravnokrak, a sa pravom OM kad se jedna kateta
trougla smanji do nule.

Izmedu s i ¢ postoji, dakle, jedna narocita vrsta
0 'S zavisnosti: jednoj datoj vrednosti s ne odgovara ni
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potpuno odredena, ni sasvim proizvoljna vrednost ¢, ve¢ jedna vrednost koja
se moZe proizvoljno menjati samo u jednome odredenom razmaku, van koga
ona nikad ne moZe iziéi. Zavisnost koja bi postojala kad bi datoj vrednosti
s odgovarala jedna potpuno odredena vrednost ¢, bila bi geometrijski predstav-
ljena jednom /inijom u ravni; u gornjem sluCaju ona je predstavljena jednom
prugom &ija je Sirina sve veéa ukoliko je duZina s veéa, a duZina joj je neo-
graniena. Pruga je ograniCena dvema pravama koje se seku u pocetku i te
granine prave mogu biti stvarno dostignute u pojedinim specijalnim slucajevima.
Uzmimo, kao drugi primer, jednadinu tredeg stepena

(116) ata x+a,x2+a;x3=0,

&iji su koeficijenti realni i pozitivni. Oznalimo sa 4 vrednost jednoga, koga
bilo, od tri koliénika

(117) —, —,

a a, a,

Na prvi meh bi izgledao da ne postoji nikakva funkcionalna zavisnost
izmedu korena jednadine i vrednosti 4, jer se podesnim menjanjem koeficijenata
a,, a;, a,, d3, moze uliniti da se npr. A postupno menja, a da se pri tome ne
promeni ni jedan od tri korena. Medutim, ako se pusti da se A menja u raz-
maku (a, b) izmedu vrednosti ostala dva kolinika (117), napred je pokazano
da apsolutne vrednosti sva tri korena jednadine, menjajuéi se, nikako neée
izaéi van razmaka (a, b). '

Jednoj, dakle, datoj vrednosti 4 u razmaku (e, b) opet ne odgovara ni
potpuno odredena, ni sasvim proizvoljna vrednost korena, ve¢ svakome korenu
odgovara po jedna vrednost, koja se moZe proizvoljno menjati samo u jednome
odredenom razmaku. Takva zavisnost, na mesto toga da bude graficki
predstavljena jednom [linijom, biée predstavljena
jednom prugom nepromenljive §irine, jednake njenoj &
duZini; zavisnost je iste vrste kao i u prvome pri-
meru. Pruga je ograni€ena dvema pravama para-
lelnim osi x i dvema pravama paralelnim osi y.

Uzmimo, kao tre¢i primer, aritmeti¢ku sredinu 4

XXt 4 X,

n 0 a b A

jednoga niza pozitivnih brojeva x;, x,,...,x, sadrZanih u jednom datom raz-
maku (@, b) i aritmetiCku sredinu

sz(xl) )+ - (%)

n
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vrednosti f(x), gde je f(x) jedna data realna, pozitivna i konveksna funkcija
promenljive x u razmaku (a, b), tj. takva da je za sve vrednosti x u tome
razmaku proizvod

F&x)-f" ()
pozitivan.

Izgledao bi, opet, da ne postoji nikakva funkcionalna veza izmedu arit-
metickih sredina # i M, jer se podesnim menjanjem brojeva x;,x,,..., X,
mo¥e udiniti da se u potpuno menja, a da se pri tome ne promeni M, ili da
se menja po proizvoljno datom zakonu. Medutim, kao $to je napred pokazano,
ma kako se menjala vrednost u, vrednost M, menjajuéi se, nikad nece izaci van
razmaka koji se nalazi izmedu vrednosti

f(M) i f(n,u)—}-(n—l)f(O)

n

Sludaj je iste vrste kao onaj u gornja dva primera; grafi€¢ki predstavnik
zavisnosti izmedu u i M biée jedna pruga &ija se Sirina menja sa veliinom y,
a duZina je neogranitena. Pruga je ogranifena dvema
M krivim linijama
. fmx)+m—1)f(0
yf iy LD

n

koje su obe konveksne prema osovini ox.

Ovakvu vrstu #nepotpuno odredene funkcionalne
0 ' ~ M zavisnosti, na kakvu se nailazi u gornjim primerima,
a koja je apsolutno objektivna i proizlazi od same
prirode stvari, ne treba meSati sa jednom disto subjektivnom &injenicom sline
vrste, na koju se Cesto nailazi pri refavanju matematiCkih zadataka. De¥ava se,
naime, da je, ma da zadatak ima svoje matemati¢ki tano reSenje u obliku
Jednoga tacnoga broja, do toga reSenja praktitno nemoguée doéi, ali se ipak
moZe utvrditi jedan brojni razmak u kome ée se to refenje tadno nalaziti.

Tako npr. mada je koliénik obima jednoga kruga i mjegovog prednika

taan broj 7z =3,141592..., ovaj se ne moZe odrediti taéno sa svima njegovim
beskrajno mnogim decimalama, ali se npr. lako saznaje da se on nalazi u raz-
maku izmedu 333 i Q

106 7

Tako isto, kad je data jednadina petoga stepena
x5—80x+a=0,

gde je a promenljiv parametar, nemoguce je odrediti tano njene korene ma
da ovi postoje; medutim se lako saznaje primenom Rolleove teoreme da ona ima:
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1° tri realna korena kad se a nalazi u razmaku (—128, +128) i ta tri
korena leZe u sledeé¢im razmacima:

0) a>0, u razmacima (—oc, —2), (0, +2), (+2, +),

B) a<0, u razmacima (—o, —2), (—2, 0), (+2, + c);

2° jedan realan koren kad se g nalazi van razmaka (—128, +128) i taj
se jedini realan koren nalazi u razmaku:

a) a>128, u razmaku (—o, —2),

B) a<—128, u razmaku (+2, + o).

Ali takva je nepotpuno odredena zavisnost izmedu korena i koeficijenta
disto subjektivna i proizlazi samo od nesposobnosti onoga koji raSuna da nade
tatnu funkcionalnu vezu izmedu jedne i druge promenljive kolifine, ili izmedu
decimala jedne i druge, mada takva veza nasigurno postoji. Medutim za
zavisnost o kojoj je re¢ u napred navedenim primerima, postoji apsolutna nemo-
gucénost da se ona geometrijski predstavi linijom, jer u stvari i ne postoji linija
koja bi je predstavijala; ona je po svojoj prirodi izraZljiva samo prugom stalne
ili promenljive Sirine. Grubo refeno, takva je zavisnost apsolutno neizraZljiva
tragom koji u ravni za sobom ostavlja idealno zaostreni vrh igle; ona se moZe
izraziti samo tragom Koji ostavlja jedan segment prave konaéne i od nule raz-
lidne duZine, koji se tranmslatorno kreée u ravni ostaju¢i npr. neprestano para-
lelan jednom odredenom pravcu, ili neprestano upravan na jednu datu krivu itd.

O toj se vrsti zavisnosti mora voditi racuna pri sklapanju zadataka, da
se ne bi izloZilo sluCajnosti da zadatak bude besmislen, apsurdan. Zadatak npr.
da se odrede uglovi trougla €ije su strane a=6, b=2, ¢=23, besmislen je, jer
se strana @ mora nalaziti u razmaku izmedu ¢—b i c+b. Zadatak da se odrede
elementi pravouglog trougla &ija hipotenuza ¢ ima duZinu 7m a zbir kateta s
iznosi 10 m, iako je algebarski potpuno refiv, jer se za odredbu kateta imaju
dve jednadine sa dve nepoznate, besmislen je geometrijski: duZina ¢ mora se
se nalaziti u razmaku izmedu s i s 0,7071.

U tako prostim zadacima ovakvu besmislenost nije te§ko uo€iti i na prvi
pogled. Ali u masi zadataka to je veé teZe. Takav bi npr. jedan zadatak bio
ovakve vrste: znajudi obim s i povrSinu jednog trougla, dijagonalu d pravouglog
paralelepipeda koji ima za strane medijane tog trougla, odrediti elemente istog
trougla. Zadatak je algebarski potpuno refiv. Ali ako se unapred ne vodi raduna
o tome da se duZina 4 uvek nalazi u razmaku izmedu

iii\/z
2 2 2’

moZe se sklopiti zadatak gornje vrste koji je geometrijski besmislen.

Isti bi sluaj bio npr. sa algebarskim zadatkom da se formira jednadina

treeg stepena
ay+a, x+a,x2+ayx3=0,
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koja ée imati kao jedan koren x=3, a za koju ¢e sva tri koli¢nika

® a4
L |

a a, a

imati date vrednosti veée od 4. Koren 3, prema onome 3to je napred reeno,
mora se nalaziti u razmaku izmedu najmanjeg i najveéeg od ta tri koli¢nika:
kad su ovi svi veéi od 4, koren ne moZe biti 3.

Nave§¢emo i jedan o poznatih geometrijskih dokaza, koji su netadni ako
se pri konstrukciji ne vodi rafuna o tome, da se izvesna tacka pri toj kon-
strukciji uvek nalazi, ili nikad ne nalazi, u jednom odredenom razmaku.

Neka je dat &etvorougao ABCD (iji je jedan ugao C prav, jedan ugao
D tup, a strane BC i AD medu sobom jednake. Iz sredina E i F strana AB

i CD podignimo dve upravne na te strane. Te upravne ne mogu biti paralelne,
jer bi u tom sludaju bile paralelne i strane AB i CD, ¥to se pretpostavlja da
nije sluaj. Upravne u FE i F seku se, dakle, u jednoj tacki J. Bilo da je ta
tatka u unutra¥njosti detvorougaonika, bilo da je van ovoga ili na samome
njemu, lako se dokazuje da su trougli A/D i BJC medu sobom jednaki i da
je prema tome ugao ADJ jednak uglu BCJ, tj. da je ugao ADF prav, §to po
pretpostavei nije. Greska proizilazi otuda $to se pri gornjoj konstrukeiji nije
vodilo raduna o tome da se preseCna tatka J uvek nalazi, ne samo van etvoro-
ugla, veé i dalje od preseCne tatke G strane 4D sa upravnom u F u kome je
sludaju gornji dokaz nemogué.

U tome se primeru ima posla sa slufajem gde jedna karakteristicna tacka
pri konstrukciji treba da se nalazi van jednog odredenog razmaka. U sledeCem
primeru ona treba da se nalazi u jednom odredenom razmaku. Neka je ABC
ma kakav trougao, koji ima sve tri strane nejednake. Povucimo bisektrisu BJ
ugla B i upravnu na stranu AC u njenoj sredini D. Te dve prave nisu paralelne,
jer bi u tome sludaju trougao bio ravnokrak. One se dakle seku u jednoj
tacki J. Bilo da je ova tacka u unutraSnjosti trougla, bilo da je van ovoga, lako
se dokazuje da su pravougli trougli BJE i BJF, gde su prave EJ i FJ upravne
mna AB i BC, medu sobom podudarni, pa je, dakle, BE=BF. Tako su isto
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pravougli trougli 4AJE i CJF medu sobom podudarni, pa je, dakle, AE=CF.
Dodajuéi odnosno oduzimajuéi jednakim duZinama BE i BF jednake duZine AE
i CF dobija se da je BA=BC, §to nije stugaj i $to bi znadilo da je svaki

B

trougao ravnokrak. GreSka proizilazi otuda 3to pri konstrukciji nije vodeno
rafuna o tome da se preseCna tatka J nikad ne nalazi u unutrasnjosti trougla;
kad je oma ve€ van trougla, presefna tatka E upravne spuftene iz J na vetu
stranu AB sa samom tom stranom uvek se nalazi u razmaku izmedu tadaka
A i1 B, u kome sludaju je gornji dokaz nemogué.

Takvi primeri dovoljno pokazuju koliko se pri sklapanju zadataka, ili pri
dokazima algebarskih ili geometrijskih rezultata, mora unapred voditi rauna o
razmacima u kojima se, ili van kojih se, odredeni elementi moraju nalaziti.
A do tih se razmaka dolazi prouavanjem funkcionalnih zavisnosti izmedu
algebarskih ili geometrijskih elemenata i to zavisnosti bas onakve vrste, o kakvoj
Jje re¢ u ovim predavanjima.
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13. DIFERENCIJALJENJE I INTEGRALJENJE BROJNIH RAZMAKA

Kad je jedna promenljiva y u nedovoljno odredenoj zavisnosti od druge
promenljive x, tako, da jednoj odredenoj vrednosti x odgovara ne jedna odre-
dena vrednost y, veé jedan razmak u kome e se ova nalaziti, menjanjem vred-
nosti x pomerace se i menjale se i deformisade se i taj razmak; krajevi razmaka
opisivaée donju i gornju graninu liniju oblasti u kojoj e se nalaziti vrednost y.

Ako se pusti da promenljiva x priraste, u pozitivnom ili negativnom
smislu, za dx, ordinate i jedne i druge grani¢ne linije takode d&e prirasti za
jednu odredenu koli¢inu koja se odreduje iz jednadina tih linija kao dife-
rencijal njihovih ordinata. Ali sam prira$taj dy promenljive y ostaje neodreden;
sve §to se moZe znati je to da se nova vrednost y+dy te promenljive nalazi
izmedu graniénih linija, ali se ni§ta ne moZe znati za sam prirastaj dy.

To se, uostalom, vidi i posmatranjem radunskog predstavnika

y=f(u,v, 1) (A <A<y

gde su u 1 v dve tano odredene funkcije promenljive x, a 4, i 4, dva odre-
dena broja. Podto se 4, i ako uvek leZi izmedu ta dva broja, menja od jedne
vrednosti x do druge, to e i taj parametar A biti izvesna funkcija promenljive
x, za koju éemo poznavati samo granice njenih varijacija, ali ni ukoliko ne
1 njen tok ili analiti¢ki oblik. Prema tome, neée se poznavati ni njen izvod po x
koji, i ako. 4 neprestano leZi u razmaku (4,, 4,), moZe imati ma koju, nama
nepoznatu, vrednost izmedu —oc i + oc. Pa posto je

d =(ﬂd_u+a_fﬂ+.0_fd_}')dx’
' dudx Jvdx O0Aidx

gde ¢emo tatno poznavati vrednosti svih izvoda Sto figuriSu u tome izrazu,
. dl , .. . , . .
osim izvoda d— koji ostaje potpuno neodreden, to nefemo ni ukoliko poz-
: X
navati veliinu dy.
Prema tome; obicno diferencijaljenje brojnih razmaka uopste nema smisla
i ono se uopSte i ne vrii.
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Pa ipak, u pojedinim specijalnijim slu€ajevima, postoji odredena veza iz-
medu razmaka u kome se krele izvod funkcije i razmaka u kome se
krebe vrednost same funkcije. Taj sludaj nastupa npr. svaki put kad se zna da
je posmatrana funkcija y integral kakve diferencijalne jednaine prvoga reda

Yy =rx7y).
Kad se y kre€e u razmaku izmedu A4(x) 1 B(x) pri kretanju promenljive
x u razmaku (@, b), moZe se odrediti razmak u kome dée se nalaziti vrednost
izvoda y'. Ako se sa N(x) i M (x) oznaCe krajevi jednog promenljivog razmaka
u kome ée se kretati funkcija dveju promenljivih f(x, y), kad se x kreée u raz-
maku (@, b), a y u razmaku (4, B), ofevidno je da ée se vrednost izvoda y'
neprestano nalaziti u tome promenljivom razmaku (N, M).

Takav je slucaj npr. sa ma kakvom racionalnom funkcijom y= R (x) pro-
menljive x; eliminacijom x iz dveju jednadina

y=R(x) i y'=R(x)
dobija se jednafina oblika
y=T(0)
i oznalivsi sa N i M najmanju i najveéu vrednost koju ima posmatrana grana
funkcije T'(y} kad se y krece u razmaku izmedu vrednosti 4(x) i B(x), vrednost
¥y e se neprestano nalaziti u razmaku (N, M).

Isti je sludaj i sa ma kakvim polinomom y= P (x), kao specijalnim sludajem
racionalnih funkcija. Dokazan je, §ta viSe, i jedan opsti, a prost rezultat prema
kome, ako se vrednosti jednog polinoma n-tog stepena, za vrednosti x sadrZane
u jednom datom razmaku (a, b), nalaze u jednome razmaku (—M, +M),
vrednosti njegovog izvoda P’(x) nalaziCe se, za iste vrednosti x, neprestano u
razmaku izmedu vrednosti —m2 M i +n2 M.

Tako isto, pokazano je da, ako se vrednost jednog trigonometrijskog

polinoma
S(x)=as+a,cosx+a,cos2x+ ... +4a,cosnx

Za ma koje vrednosti x, neprestano nalazi u jednome razmaku (—M, + M),
vrednost njegovog izvoda S’(x) neprestano ¢e¢ se nalaziti u razmaku (—nM,
+nM).

Isto tako, a kao Sto je nmapred pokazano, ako je ¢(x) logaritamski izvod
jednoga polinoma n-tog stepena ¢ije su nule sve realne, bide

7 (=110 o

za svaku vrednost x veéu od sviju nula polinoma. Kad se, dakle, vrednost
@ (x) kreée u jednome razmaku (N, M), vrednost ¢’ (x) kretade se u razmaku

G )
n
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Slitan ¢e se sludaj imati uvek kad se iz diferencijalne jednaéine jedne
funkcije y moZe izvesti zakljuak da se, za vrednosti x i y sadrZane u odgo-
varajuéim razmacima, izvod y’ mora neprestano nalaziti u odredenom razmaku.

Ali, takvi su sluCaji izuzetni i u opstem slucaju ne postoji odredena veza
izmedu razmaka funkcije i njenog izvoda. Pa i u tim izuzetnim sludajevima do te
se veze ne dolazi obi€nim diferencijaljenjem razmaka, jer ovo uopste nema
smisla, ve¢ neposrednim zakljudivanjem iz specijalnih uslova koje zadovoljava
posmatrana funkcija.

Medutim, lako je se uveriti da integraljenje brojnih razmaka u odredenim
granicama, ima smisla i da se ono uopSte moZe vrsiti sa razmacima, kao i sa
taéno odredenim funkcijama.

Tako, pretpostavimo da je raCunski predstavnik razmaka y sveden na
asimetri€ni normalni oblik

y=u+dv,

gde su u i v odredene funkcije promenljive x, i v pozitivna funkcija u jednome
posmatranom razmaku (@, b) promenljive x; uofimo tada odredeni integral

b b b
J= [yde= [udx+ [Ovax.

Prvi integral na desnoj strani ima taéno odredenu vrednost. Drugi inte-
gral, prema teoremi srednjih vrednosti, ima za vrednost

b .
9, [vdx 0<d,<1)

i prema tome je vrednost integrala J odredena razmakom &iji je radunski pred-
stavnik, u svome asimetri¢nom normalnom obliku

b b
J=[udx+9 [ vdx,
§to dokazuje gornje tvrdenje.
Da: integral jedne funkcije y, date samo razmakom u kome se ona nalazi,

odista ima smisla utoliko $to se ona moZe izraziti u obliku odredenog razmaka,
vidi se iz ovoga: ma kakav tok imala kriva

y=rx)
koja se nalazi izmedu dveju utvrdenih krivih .
n=H() i y,=fx),

povriina te linije, ograniena lukom krive y, dvema krajnjim ordinatama i
x-osovinom, uvek se nalazi u jednom razmaku koji je odreden odgovarajuéim

7 Ratunanje sa brojnim razmacima
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povr¥inama krivih y; i y,, Medutim, fakt da se iznos povriine krive y nalazi
izmedu dva poznata iznosa povriina, niukoliko ne daje mogucnosti da se
pozna sam tok krive y; krive y sa beskrajno raznovrsnim tokom, a koje ipak
neprestano ostaju u utvrdenom i poznatom razmaku, mogu imati iznos povr-
§ine sadrzane u jednome istom razmaku. Drugim refima: integral jednoga raz-
maka, kao i sam razmak, uvek ima smisla, dok ga izvod ne mora imati.

14. ODREDENI INTEGRALI KAO BROJNI RAZMACI

U nepreglednom broju sluéajeva, za jedan odredeni integral

10 ili nije mogucno taéno izraCunati mu vrednost, ili je takvo izralunavanje
zametno 1 tesko;

20 ili za ono §to se ima u vidu nije ni potrebno znati mu taénu, pa ¢ak
ni vrlo pribliZnu vrednost, ve¢ samo njegovu ovlaSnu veli¢inu ili njegov infinite-
zimalani red naspram druge koje koli¢ine sa kojom se uporeduje.

U takvim sluéajevima integral se odreduje u obliku jednog brojnog raz-
maka u kome se on nalazi, §to je uvek izvr§ljivo i $to je vrlo &esto dovoljno
za ono §to se ima u vidu.

Tako se npr. integral
1

: d
x
J= f =
J1—x»
0
za proizvoljmu vrednost n ne moZe tadno izradunati; medutim se lako nalazi da
njegova vrednost uvek leZi izmedu 0,50 i 0,52 za ma koju vrednost n>2.

Tako isto, integral
2m

J=({f(x) cos nx dx

se ne moZe izraunati dok ne bude tano data funkcija f(x) pa i tada je to
uopite nemoguéno, sem u izuzetnim i retkim sluSajevima; medutim se nalazi da

. . ' A B .
njegova vrednost uvek leZi u jednom odredenom razmaku (—, —), gde A1
n n

B zavise samo od oblika funkcije f(x), a niukoliko ne od n. Taj rezultat igra
dosta vaZnu ulogu pri ispitivanju konvergencije trigonometrijskih redova i dovo-
ljan je za mnoga druga ispitivanja i izraCunavanja.

Integral
+

J=[ xn e dx
0
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se moZe, za datu vrednost celoga broja n, izraunati sa apsolutnom ta¢no3éu,
jer je njegova vrednost ceo broj n! Ali za velike vrednosti n takvo je izradu-
navanje prakticki te§ko i zametno, jer se imaju izvrSiti mnoZenja brojeva sa
velikim brojem cifara. Medutim se nalazi da vrednost integrala leZi u razmaku
izmedu

—n n+—1- —n+ 1 'l+I

2 ) 12n ply—

e u V2m ie n I/Zaz

i ako se npr. za n=20 uzme za tu vrednost donji kraj ovog razmaka, dobija

se na dosta brz naéin
J=2422786385510400000

na mesto tadne vrednosti

J=2432902008176640000;

razlika izmedu dveju vrednosti je velika, ali se ipak iz tih vrednosti dobija
ovlasna, za mnoga pitanja dovoljno odredena predstava o veli¢ini integrala J,
koja je npr. za dokazivanje pojedinih teorema dovoljna.

Postoji prostrana oblast sluCajeva, u kojima se jedan odredeni integral
moZe lako odrediti u obliku brojnog razmaka, §ireg ili uZeg prema prirodi
slutaja. Za obrazac koji izraZava jednu prostraniju klasu odredenih integrala u
obliku razmaka kaZe se da predstavlja jednu teoremu srednje vrednosti za tu
klasu integrala; razlog se nazivu nalazi u tome §to se integral takvim obrascem
odreduje kao neka srednja, i kao nedovoljno odredena, vrednost izimedu krajeva
razmaka. ‘

Takvih teorema srednjih vrednosti ima dosta veliki broj, i ovde ée biti
navedene neke od njih koje imaju prostrane oblasti svoje primenljivosti.

15. OBICNA TEOREMA INTEGRALA SREDNJIH VREDNOSTI
Ona \glasi:

Ako su fi, f, f, tri funkcije promenljive x konacne u razmaku (a, b) te
promenljive i takve da je za sve vrednosti x u tome razmaku

Si<f<tas
bice
b
(118) ' [fx)dx=u+9v.
gde je

b b b
uzaffl(x)dx, v=£f2(x)dx—{f1(x)dx.

T*
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Dokaz je u tome $to oba integrala

b b
[U—=fodx i [(h=pax

nemaju ni jedan negativan integralni element, pa oba imaju pozitivhu vrednost.
Kad je dat integral
1
2
dx

J=| =—,
J1—xe

0
gde je a jedan ma koliki broj ve¢i od 2, posto je izmedu integralnih granica
x*<x2, bice za sve vrednosti x u razmaku (0, %)

1

l/l—xz,

1<f<

tako da se moZe uzeti

1
A=l fimoe—,
1 f‘Z Vl_xz
i onda je
1

1
2 : 2
1 =
dx=—=0,5, dx=arcsin —=-—=0,523...
[rax=g=0s [ e
0 0

i prema tome
J=0,5+4¢:0,023...

Neposredna posledica gornje teoreme je ova:

Neka su f i ¢ dve funkcije promenljive x, konalne u razmaku (a, b)
promenljive x, u kome @ neprestano zadriava jedan isti znak (npr. +) i za
koje vrednosti funkcije f neprestano ostaju u oblasti ogranidenoj dvema funk-
cijama f, i f,, tako da je

h<f<fy

tada e biti
b
ff(pdx=u+19v,
gde je :
b b b
u=[fipdx, v=[f,pdx—[f @dx.

Dovoljno je u prvoj teoremi uzeti fo za f, fip za fi i f,p za f;.
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U sludaju kad, za sve vrednosti x u razmaku (a, ), vrednosti funkcije f
ostaju u razmaku izmedu dva stalna broja N i M, biée

b b
aff(p dx=[N+19(M—N)]af<pdx.

Uzmimo, kao primer, odredbu zbira s reda

1 1 + 1 _
a+b a+2b a+3b

(119)

koji je konvergentan za b>0; ta odredba je veoma duga i zametna (naroéito
kad je vrednost b mala naspram vrednosti a), a medutim se pomoéu obrasca
(118) s brzo i dosta tano odreduje u obliku razmaka.

Toga radi primetimo da je

(120)

1
1 p+i—1
=— | x5 dx =1,2,3...
a+pb b f @ )
0

pa dakle na§ red
1 1 1

§=— + —
a+b a+2b a+3b

imacde za zbir

(121) ——f 1+x

Ako se sad stavi da je

1 =(1—x+ix2—ix3)+U,
14x 4 4
nalazi se da je
_ 1 x2(1—x)?
4 1+x

Funkcija U ostaje neprestano pozitivna u razmaku (0,1) promenljive x
i dostiZe svoj maksimum za

=V33—6_3=0,457427...,
a vrednost tog maksimuma je 0,0106... Prema tome je u razmaku (0,1)
0<U<0,0106,

§to znali ako- se stavi

3 1
Xy=1—x+—x2——x3,
p(x) 2 2
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bi¢e, za vrednosti x u razmaku (0,1),

w(x)<L<1p(x)+0,0106...,
1+x
i,
L y+8.00106...  (0<d<1).
1+x

Obrazac (121) dobija tada oblik

a
’

1 a
s=%fxb1p(x)dx+%[ ® dx.0,0106.. ..
(4]

¥

0

S§to, kad se izvre oznafene integracije dovodi do obrasca

_( 1 1 3 1 1 1 >+ﬁ,0,0106...
a+b a+2b 4 a+3b 4 a+4b a+b
Taj obrazac daje zbir s sa greSkom uvek pozitivnom, a koja mnikad ne
premasa 0’010617'—". Da bi se tolika tanost imala neposrednim sumiranjem reda,
a+

trebalo bi sabrati najmanje 94 ¢lana.

Kzo0 drugu posledicu gornje teoreme nave$éemo to, da kad je f konacna
i neprekidna fonkcija u razmaku (a, b) promenljive x, i kad njene vrednosti
za taj razmak neprestano leZe u razmaku izmedu dva broja N i M, uvek je

b
(122) [f(xydx=[N+8(M—N) (b—a).

Dovoljno je uzeti da je u poslednjoj teoremi ¢=1. Ako se, pak, sa @ (x}
oznadi jedna funkcija koja ima za izvod funkciju f(x), bice

b
aff(x)dx=¢(b)—<.v(a)

i obrazac (122) postaje
(123) 9 (0)—¢ (@ =[N+ (M—N)] (b—a),

gde su N'i M takve dve vrednosti, da se za sve vrednosti promenljive x u
razmaku (a, by vrednosti izvoda ¢’ (x) nalaze u razmaku (N, M).

Obrazac (123) zove se obrazac za konalne prirastaje  proizvoljine funkcije
@ (x), tj. on daje konaCni prirastaj ¢ (b)—¢ (a) te-funkcije u obliku jednog raz-
maka. Taj ée razmak biti najuzi ako se za- N i M uzme najmanja i naj-
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ve¢a medu vrednostima koje dobija ¢’ (x) za vreme dok se x menja od g do b;
on se obino izraZava u obliku (videti str. 63 i 64)

¢ (b)—g@=(—a) ¢ (o),

gde je ¢ jedna vrednost Sto se nalazi izmedu a i b.
Obrazac (122) ne pretpostavlja ni§ta drugo za funkciju f; osim njenu ko-
naénost i neprekidnost u razmaku (@, b), Ako su, medutim, poznate jo§ i neke

druge osobine posmatrane funkcije, razmak odreden desnom stranom jednadine
(122) moze biti zamenjen nekim uZim razmacima.

"Tako npr. kad je funkcija f(x) pozitivna i konveksna u razmaku (a, b),
tj. takva da je za ma koji par vrednosti x’ x” u tome razmaku neprestano

1)) f<x' ),

dokazuje se da je
b

(124) ff(x)dx:[M+N+19(M—

razmak (124) ofevidno je uZi od razmaka (122).
Kad je f(x) kakav trigonometrijski polinom #z-tog reda, tj. oblika

f(xX)=(a,+a,snx+a,sin2x+ - - - +a,sin nx)
+(bycosx+b,co82x+ - - - + b, cos nx),
dokazuje se (teorema Fejéra) da je

(125) ff(x)dx [N+_M fv)+ﬁ<1_m—1)(M N)]bza

razmak (125) je najuzi moguéi razmak dok se ostaje u generalnosti, jer su
njegove obe granice stvarno dostignute za pojedine specijalne trigonometrijske
polinome f(x).

Na sli€an je nafin odreden i najuzi mogudi razmak za integral (122)
kad je f(x) kakav polinom n-tog stepena po x.

16. DRUGA TEOREMA SREDNJIH VREDNOSTI INTEGRALA

Dokazademo najpre jedan pomocéni Abelov stav za dva konadna ili
beskrajna niza realnih brojeva

(126) Oy, Gy, Oy ,.nny Oy,

(127) : Uy, Uy, Uy y-.ny Up,
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od kojih se za prve pretpostavlja da su pozitivni i da opadaju sa svojim ran-
gom. Stav glasi:
Ako se svi zbirovi

So=1uy, Si=ugtu, S;=tytutuy,..., Sp=tytu+ - +up,
nalaze u jednom brojnom razmaku (4, B), zbir
(128) V=ayuy+ayu;+ - - +a,u,
nalaziée se u razmaku (4da,, Bag).

Jer, posto se moZe napisati da je

ug="So, U =8—38, Up=58,—S,..., U=8,=Sp,
bice
(129) V=(ay—ay) So+(a,—a,) S;+(a,—a3) S+ - - -
+ (ap—1—ap) Sp—y+ @, Sp.

Po pretpostavci, svaka od razlika a;_,—o; je pozitivna, prema tome, ako
se na desnoj strani izraza (121) svaki zbir S, smeni najpre svojom donjom
granicom A4, pa zatim svojom gornjom granicom B, bie olevidno

Aay<V<Bay,,
&ime je stav dokazan.

Neka je sad dat integral

b
J=[f@exdx  (a<b)

gde je ¢ (x) kakva neprekidna, pozitivna i neprestano opadajuéa funkcija za

vrednost x u razmaku (a, b), a f(x) je ma kakva funkcija za koju integral
X

[f(x)dx ima smisla za vrednosti x u razmaku (a, b).

Ako se razmak (a, b) podeli na n razmaka
Xi—a, Xp—Xy, X3—Xpsee.s D—Xp 4,

integral ¢e biti grani¢na vrednost zbira

f@ @) (n—a)+f(x) g (x) (—x) + - -+ +f(Xp—1) ¢ (Kp—y) (B—Xp—1)
kad »n beskrajno raste i kad svaki od razmaka x;—x;_, teZi nuli.
Ako se u gornjem stavu uzme da je

G=p@), 4=¢x), G=@(),...
Uy =f(a) (xy—a),  u=f(x) (y—x1), U =f(x) (X3—%,), . ..



Druga teorema srednjih vrednosti integrala 105

bice

So=1(a) (x;—a),

Sy=1(@) (x;—a)+f (%) (x,—x),

S, =1 (@) (x1—a) +1(x;) (,—%) +7 (%) (x3—x,),

Sna =f(@) (—@) +1 (%)) Cep—x)) + - -+ + [ (¥py) (b—X5y),
i prema tome bice

V=1(a) ¢ (@) (x—a) +1(x) @ (x,) (x,—x,)

+ () @ (%) (63 —%5) + -+ + +f (Xpt) @ (Xny) (0 —Xpy).

Prema gornjem stavu, ako se svi zbirovi S, nalaze u jednom razmaku
(A4, B), zbir V ¢e se nalaziti u razmaku izmedu A¢@(a) i Be(a).

To vaZi za ma koliki broj # umetnutih razmaka x,—x;_,, pa i kad se
pusti da n beskrajno raste. Zbir V' postaje tada integral J, a zbir Sj, uzevsi
da je uvek x.,<x, teZi integralu,

S= fxf(x) dx.

Ako se sa N’ i M’ oznaCe jednja donja i jedna gornja granica integrala

(130) ' [ 7 dx,

zbir V' ée se nalaziti u razmaku izmedu

, N'o(a) i M ¢(a),
t). bice

(131) J=[N'+9 (M —N"] ¢ (a).

Tome se rezultatu moZe dati jo§ i ovaj oblik: ako se sa N i M oznade
najmanja i najveéa vrednost koju dobija integral (130) za vrednost x u razmaku

(a, b), vrednost @ nalaziée se u razmaku (N, M), tj. ona e biti jednaka
. P
vrednosti koju dobija integral (130) za jednu izvesnu vrednost x= & $to se nalazi

u razmaku (@, b), tj. jednaka vrednosti

£ ,
[ f(x) dx (a<é<D).

Prema tome je

b &
(132) aff(x)¢(x)dx;¢ (a)ff(x)dx (a<<£<b)
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i u tome se sastoji prvi deo teoreme Ossian-Bonneta, poznate pod imenom
druge teoreme srednjih vrednosti integrala.

U sluéaju kad je ¢ (x) pozitivna i rastuéa funkcija promenljive x u raz-
maku (a, b), na isti se nain dokazuje obrazac

(133) J=[P'+9(Q' —P)] ¢ (b),

gde su P’ i Q' jedna donja i jedna gornja granica integrala

b
(134) [£(x)ax,
X
dok x varira od a do b.
Tome se rezultatu, na isti nadin kao i u prvom sludaju, moZe dati i oblik:

b b
(135) af f(x) @ (x) dx=p (b) Ef f(x)dx (a<E<b);

1o je drugi deo teoreme Ossian-Bonneta.

Lako se uvida da znak funkcije ¢ (x) u razmaku (@, b) ne utiCe na
dokazivanje obrazaca (132) i (135); on moZe samo povuéi za sobom medu-
sobnu permutaciju vrednosti M’, N’ odnosno P/, ', §to ne menja obrasce
(132) i (135).

Pretpostavimo sad da funkcija ¢ menja, u razmaku (a, b) promenljive x,
svoj smisao varijacija, tako da naizmenino raste i opada. Podelimo tada raz-
mak (a, b) na uzastopne razmake

(136) (@ x), (%15 %), ov o, (Xp—1, D)

takve da se u svakom od njih ¢ menja u istom smislu, neprestano rastuéi
ili neprestano opadajuci. Integral J ¢e biti zbir od integrala

i za svaki od ovih gornja e teorema dati po jedan razmak u kome de se
integral nalaziti. Iz toga se, prema onome §to je ranije pokazano, moZe izvesti
razmak u kome ¢e se nalaziti i sam integral J. ‘

Tako npr. kad je dat integral
b
(137) J= [ v (x) cos nx dx,

ako se uzme »
p(x)=vp(x) i f(x)=cos nx,
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pa se razmak (a, b) podeli na razmake (136) takve da se u svakom od njih
funkcija  (x) menja neprestano u jednom smislu, prema gornjoj teoremi ima-
éemo za jedan od razmaka (x;, X.;) u kome ona neprestano opada

*k+1 &
sin n&, —sin nx;,

fw(x)cosnxdx=w(xk)fcos nx dx=w(xk)f,

Xp 3

a za jedan od razmaka (x;, X;+,) u kome ona neprestano raste

Xt X1 ' .
SN X —SIO A
[ ercosmeds=p i) [ cos medep ) TSRS
xi &

Integral J, kao zbir svih tih integrala, dobide se u obliku

J=A+19B,
n

gde su 4 i B vrednosti koje, kao linearne kombinacije sinusa sa koeficijentima
§to ne zavise od n, ostaju konaCne kad n beskrajno raste. Prema tome za velike

vrednosti n integral J se ponasa kao E, gde je H jedna konatna kolidina.
n

Isti se rezultat dobija i na isti nadin, za integral
b
(138) J= [ w(x)sinnx dx.

Ti su rezultati od vaZnosti pri ispitivanju konvergencije trigonometrijskih
redova, tj. redova uredenih po sin nx i cos nx, jer su Kkoeficijenti tih redova
integrali oblika (137) i (138).

17. LUCNI INTEGRALI KAO BROJNI RAZMACI

A) Luci krivih u ravni. Kad su date dve realne kolidine u i v oznaCivsi
sa u 1 v njihove apsolutne vrednosti, biée

- l“ . .
Yz +v2=2A(u+v) | (V—<l<l>.
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Ako su u i v dve funkcije promenljve x, mnoZeé¢i ih sa dx i integraleci
u jednom razmaku (a, b) te promenljive, za koji oba integrala

b b
Li=[udx i J,=[vdx
a a
imaju smisla, biée prema tome

b
J=[Ve+vde=A(J,+J),

tako, da ako se npr. uzme za A sredina razmaka u kome se ta vrednost nalazi,
bice
J=(J;+J,)0,8535...,

sa ulinjenom greSkom koja ne premaSa (J;+J,)0,1464; procentna gre§ka ne
dosti¥e, dakle, nikad 15 9%.
Tako se dobija da se, npr. vrednost eliptiCkog integrala

b
J=[Vh+kxtdx,
(gde su h i k pozitivni brojevi) uvek nalaze u razmaku izmedu vrednosti

0,7071[(b—a)l/5+g(b3—a3)] i (b—a)Vh +V§(b3—a3).

Gornji obrazac daje moguénost da se odredi razmak, u kome ée se nala-
ziti duZina luka date krive linjje u ravni, izmedu dveju njegovih tadaka,
pomocu integrala prostijih od lucnog integrala.

Tako, kad kriva y=f(x) nikako ne opada u razmaku (a, b), duZina
njenog luka s u tome razmaku bice
b 1
s=[dxV1+f (R=AL(—a) +/B)—f (a)] (—ﬁ<ﬂ<1),
a kad kriva nikako ne raste u tom razmaku bice
s=A[(b—a)+f(@—f ()]
Grani¢na vrednost A= V% dostignuta je u sludaju prave y=x+c¢, a gra-

ni¢na vrednost A=1 u sluaju prave y—c.
Tako bi se, npr. duZina luka parabole tredeg stepena
y=ax? (a>0)
izmedu talaka x=a i x=b, nalazila u razmaku izmedu

0,7071 [(b—ad) +a(B3—a®)] i (b—a)+a (B’ —ad).
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Ako, pak, kriva naizmeniéno raste i opada duZ luka s, moZe se podeliti
na luke s,, $,, §,... duZ kojih kriva ima jedan isti smisao, pa na svaki od ovih
lukova primeniti gornji obrazac i rezultate sabrati u luk s.

Tako se moZe refiti u obliku razmaka i ovaj, u opstem sludaju talno
nereSljiv, zadatak:

Odrediti krive u ravni &iji je luk s data funkcija f(x, y) koordinatama
njegove krajnje tacke (x, y).

Neka su x,, y, koordinate podetne tacke luka; smenivsi u jednadini zadatka
s=f(x, y) luk s sa

. AlGx—x0) + (¥ —ra) 1,
ili sa
1
Al (x—x,)—(y— (—_— <l<1>,
[ —0—0)] V2
{prema tome da li se kriva duZ luka s penje ili silazi), traZene krive bice
odredene jednom ili drugom od oblasti u ravni (x, y):

SO ) —ALx—xp)+ (¥—y0)1=0,
fx, ) =2 (x—x0)—(r—y0) ] =0.

Tako npr. jednaCine rastuée grane krivih §to prolaze kroz koordinatn
poletak, a &iji je luk oblika

s=(mx+nyy—(hx+ k),
{gde su m, n, h, k pozitivne konstante) uvek se mogu dovesti na oblik

() x+k
mx+(n—A)’

tako, da se za pozitivne vrednosti x te grane uvek nalaze izmedu dveju hiperbola:

=(h+0,7071)x+ki (D x+k,
mx + (n—0,7071) mx+n—1"

i opadajude grane ée se takode nalaziti izmedu dveju hiperbola koje je lako
odrediti.

B) Luci krivih u prostoru. Ako su #, v, w tri realne funkcije, bice
VT W= At b (L<A< 1)
w22+ w2=Au+v+w) 1/5\ <l].

Oznadivii sa

b . b b
J,=[udx, J, = [vdx, Jy=[wdx,
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bice
b —_—
J=[Vuw+viyrwrde=2A(J,+J,+J),
a
tako, da ako se za A uzme sredina razmaka u kome se ta vrednost nalazi, bice

J=0,7887(J;+ J,+J3)

sa ubinjenom greSkom koja ne prelazi 0,2113 (J,+ J,+J3).

Kada je npr. kriva u prostoru definisana jednadinama y=f(x), z=¢ (x),
gde su f i @ rastuce funkcije promenljive x u razmaku (g, b) te promenljive,
duZina s luka krive u tome razmaku bice

b
5= ; dxV1+f 2+ 2=A[(b—a)+f (D) + ¢ (B)—f (@—¢ (a)],

a slitan se rezultat ima i za ma koji nagin varijacije funkcija f i ¢ u raz-
maku (a, b).

C) Luci krivih u hiperprostoru. Za luk jedne krive u hiperprostoru od »
dimenzija kazacemo da ima monotoni tok prema jednome uzetom pravolinijskom
i pravouglom koordinatnom sistemu Ox,,... Ox,, ako duZ togi luka, iduéi sa
jednog kraja na drugi, ni jedna od koordinata x, ne menja svoj smisao varija-
cija, tako da svaka od njih pri tom ili neprestano raste, ili neprestano opada.

Ako se sa qa; oznali jedinica, kad joj se prida nepromenljiv znak dife-

rencijala dx; duZ luka s, bide
Py

ds? = (ay dx)2+ - + - +(a ds,), 5= f ds,
. Po
gde P, i P, oznaduju krajnje tadke luka s. Prema tome je

: 1
ds=A(a,dx,+ + -« +a,dx,) <—<l<1 .
Vn

~Ako se sa X, oznadi konadni prira$taj koordinate x; pri prelasku od
jednoga kraja luka na drugi, iz gornjih se obrazaca izvodi ovaj rezultat:

Du’ina luka s ralazi se u razmaku izmedu

X+ +X,

Vn

(139) | N= | Me—X,t X,

tj.

S=AX e Xy (i_<1<1>.

Vn
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U sludajevima kad pojedine koordinate x; prestaju imati monoton tok
duz luka s, ovaj se moZe podeliti na viSe lukova s, s5,, §;... takvih da duZ
svakog od mnjih sve koordinate imaju monoton tok. Primeniv8i tada na svaki
od lukova s gornji rezultat, sumiranjem dobijenih razmzka dobio bi se razmak
u kome ¢ée se nalaziti duZina samog luka s.

Sve se to neposredno primenjuje i na integrale

b
J= f ViZ+faT -+ S dx,

gde su f; funkcije promenljive x. Ako koja od ovih menja znak u razmaku
(a, b), taj ée se razmak podeliti na druge, u kojima svaka od funkcija ima
monoton tok; na takve razmake integrccije primenio bi se gornji rezultat i
sabiranjem dobijenih razmaka za pojedine integrale dobio bi se razmak varija-
cije integrala J.

D) Istegljivost Jukova sa monotonim tokom. Neka je dat luk s u hiper-
prostoru od n dimenzija, koji ima monoton tok prema uzetom koordinatnom
sistemu Ox, ... Ox,. Do koje se mere moZe taj luk istegnuti a da se ne pro-
mene njegove krajnje take i da ne izgubi monotoniju svoga toka?

Posto je svaki priradtaj X, koordinata pri prelasku od jednog kraja luka
do drugog, pri takvoj deformaciji, ostao nepromenjen, novi, deformisani Iuk s
nalaziée se opet u razmaku (N, M) datom obrascem (139). A poSto se i

prvobitni luk s nalazi u tome istom razmaku, luk s moZe biti najvife Vn
puta duZi od luka s, iz &ega izlazi ovaj zakljudak:

Jedan luk u prostoru od n dimenzija, sa utvrdenim krajnjim tackama, ne
moZe se istegnuti viSe od Vn puta, a da pri tom istezanju ne izgubi monotoniju
svoga toka. :

Ta krajnja granica istegljivosti postignuta je u specijalnom sluéaju kad
se luk s sastavljen iz segmenta prave

Xt =0X+ady= "+ =0, X,+a, (a;=const)

deformiSe tako, da se pretvori u isprelamanu liniju sastavljenu iz » pravo-
linijskih segmenata paralelnih koordinatnim osovinama, a koja linija prolazi
kroz krajeve segmenta s.

Tako, luk u ravni ne moZe se istegnuti vise od 1,4142... puta, a luk
krivih u obicnom prostoru vise od 1,7320... puta bez gubitka monotonije svog
toka. Te su krajnje granice dostignute kad se luk s svodi na segmenat prave
koja gradi isti ugao sa svakom od koordinatnih osa, a deformisani luk s”
poklopi sa isprelamanom linijom, $to prolazi kroz krajeve luka s, sastavljenom
iz pravolinijskih komada paralelnih koordinatnim osama.
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E) Odnos izmedu duZine luka i pravaca diraka za krive u ravni. Neka je
s duZina luka jedne neprekidne krive izmedu krajnjih taaka Ai B luka, a ! duZina
tetive AB. MozZe se dokazati da:

Sinus polovine ugla koji grade medu sobom dva proizvoljna pravca u ravmi
krive, a koja nisu paralelna ni jednoj dirci na krivoj du¥ luka s, nikad ne pre-

5 /
masa vrednost —.
s

Jer ako se za koordinatne ose uzmu dve prave paralelne takvim dvama
pravcima §to prolaze kroz tatke A4 i B i ako se sa a, i a, oznadi jedinica,
posto joj se prida znak diferencijala dx i dy, obe su vrednosti a,dx 1 a,dy
pozitivne duZ luka s. To izlazi iz toga, §to, po pretpostavci, duZ luka s nijedna
dirka nije paralelnpa ni jednoj ni drugoj od koordinatnih osa, pa prema tome
svaki od diferencijala dx i dy zadrZava nepromenjen znak duZ celog tog luka.

Ako se sa ¢ ozna6i ugao izmedu dve prave uzete za koordinatne ose,
luk s se moZe izraziti obrascem

B
s =Af V(e dx)2+ (e, dyy2—2 (a, dx) (a, dy) cos 9.

A po¥to je strana ds elementarnog trougla manja od zbira ostalih dveju
strana, to je kvadratni koren pod znakom integrala manji od vrednosti @, dx +
+a,dy. Ako su, dakle, (g, 0) i (0, b) koordinate krajnjih tadaka 4 i B, a h
duZina

h=a,a+0a,b,
bice
(140) s<h.

Sa druge strane, duZina tetive 4B ima za izraz
I=V(a, a2+ (a, b)2—2 (0, a) (a, b) cos J,

a kao §to je napred pokazano (str. 85), izraz na desnoj strani nikad nema manju
vrednost od

(a1a+a2b)sin%,

prema Cemu je

(141) I>h sin—é.
2
Uporedivanjem nejednacina (140) i (141) dobija se da je
&
(142) sin——<—l, 1. sini=}—l (0< i<,
2 s 2 s

$to dokazuje gornje tvrdenje. A tome rezultatu se moZe dati i ovaj oblik:
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Kad duZing luka nije manja od k puta duZine tetive, ugao izmedu ma koja
dva pravca, koji nisu paralelni nijednoj dirci na krivoj du? toga luka, ima za

, .1
sinus svoje polovine jednu vrednost koja ne premasa =

Kao 3to se vidi, sama Cinjenica da postoje dva pravca koji nisu paraleli
ni jednoj dirci na krivoj duz luka s, povladi sobom nejednakost

(143) s<—1—0, g, s——L

sin — sin —
2 2

(O<i<1),

gde ¥ oznaluje ugao izmedu ta dva pravca.
Tako npr. kad god postoje dva, jedan na drugom upravna pravca, koji
nisu paralelni ni jednoj dirci duZ luka s, duZina luka nikad ne prelazi 1y 2.

Primetimo da se gornjoj granici za luk s, predstavljenoj desnom stranom
nejednacine (143), luk s moZe u specijalnom sludaju pribliZiti koliko se god hoce:
to ¢ée biti za krive koje se vrlo malo razlikuju od dveju strana ravnokrakog
trougla &ija je osnovica duZina / a ¥ ugao izmedu tih dveju strana.

18. POVRSINE U PROSTORU KAO BROJNI RAZMACI

Kao primer za odredbu iznosa povrSine u prostoru u obliku brojnog
razmaka, nave§éemo takvu odredbu za obrtne povriine.

Neka je P obrtna povr§ina opisana obrtanjem luka s jedne krive u ravni
oko jedne osovine koju ¢emo uzeti za osu Ox. Oznadimo '

1° sa A apsolutnu vrednost iznosa ravne povriine ogranidene Iukom s,
obrtnom osom Ox kcordinatama krajnjih tadaka luka s,

2° sa B ravnu povriinu koja ima za iznos; ay ili apsolutnu vrednost polurazlike
kvadrata ordinata krajnjih tadaka luka s (to u sluaju kad kriva ima monoton
tok duZ celog luka s); b) ili zbir apsolutnih vrednosti polurazlika kvadrata
ordinata krajnjih tadaka lukova na koje se moZe podeliti luk s tako, da u
svakom od tih kriva zadrZava monotoniju toka;

3° sa R stranu kvadrata &ija je povriina 4+ B.

Tada se moZe dokazati ovaj rezultat:

Iznos povr§ine P jednak je iznosu povriine. kruga polupreinika r=2AR, gde
Je A jedan apsolutan broj koji se za sve obrtne povr§ine nalazi u razmaku izmedu

4
V2=1,1892... i V2=1,4142...

8 Racunanje sa brojnim razmacima
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Da bismo to dokazali, pretpostavimo najpre da kriva ima monoton tok
duz celog luka s, i neka su (xg, ) i (%, »,) koordinate krajnjih tadaka M, i
M, luka. Tada je

X1 X1

P2 [yds=[YV(aldx)2+(az Y,

X0 X0

gde @, ia,oznaluju jedinicu, pos§to joj se prida nepromenljiv znak diferencijala
dx 1 dy. Pa po§to je

w I

V(@ dxy + (@ dyye =7 (@, dx +a, dy) (V— 1)

to je
!

2_y2
P=l’2n[a1fydx+a2%].

X0

Prema tome, poSto je
*1

21y 2
alfydx=A i o, N _p

Xo

dobija se da je
1227 (A+B)=n(RY2A)2=nr?,

r=AR, sa A=)2X,

gde je

1 prema tome
4
V2<i<)2,
¢ime je gornji rezultat dokazan.

Pretpostavimo sad da kriva ma koliko puta menja monotoniju svoga
toka duZ luka s takav se luk moZe razdeliti na lukove (kontinualne ili
isprelamane)

(144) M,M', M'M", M"M",..

takve da kriva u svakome od njih ima monoton tok. Oznadimo tada:

1° sa A, 4", A',... iznose povr¥ina A §to odgovaraju lucima (144);

2° sa B, B”,B",... iznose ravnih povriina B Sto odgovaraju istim
lucime; ' :

3° sa P, P”, P'",... iznose povr§ina opisanih obrtanjem istih lukova oko

ose Ox.
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Tada ¢ée, prema ovome §to prethodi, biti

2 A4 5 P <2n(A !
7 /2 <P <2m (A4 + B,
AII X

27 i~< P'<2m (A" +B"),

V2

a iz tog se sabiranjem dobija
12/_1’[2 AD 1> B(i)] <> PH<2n [Z AD 4> 3(4)]'
2

Zbir X A® jednak je iznosu celokupne povriine 4 ogranitene lukom s,
osom Ox i ordinatama krajnjih talaka luka s; zbir £ B® jednak je iznosu
povrSine B, koji je jednak zbiru apsolutnih vrednosti polurazlika kvadrata
uzastopnih ordinata na krajevima lukova (144).

Iznos celokupne povriine

P=3PpP®

opisane obrtanjem luka s oko Ox, ima, dakle, opet za vrednost P=mr2, tako
da gore dokazani rezultat vaZi i onda kad kriva menja monotoniju svoga toka
duz luka s ma koliko puta.

Otuda opsti zakljucak:

Poluprecnik r kruga, &ija je povr§ina jednaka iznosu P obrtne povrsine,
uvek se nalazi u razmaku izmedu

1,1892 R i 1,4142R.
Ako se za P uzme sredina toga razmaka, tako da bude
r=1,3017 R,

udinjena relativna grelka bie, po apsolutnoj vrednosti, manja od 0,0864, tj.
procentualna greSka ne dostiZe 9% ni za koju obrtnu povriinu.

Granice tako odredenih razmaka su u isto vreme i najuZe granmice dok
se ostaje u pretpostavljenoj generalnosti, jer se njima odreden razmak ne moZe
" suziti, a da se ta generalnost ne izgubi. To se vidi iz toga, §to su obe granice
odista dostignute u pojedinim slucajevima.

4
Tako granica l’=%, tj. granica A=)/2, dostignuta je u slutaju kad je

obrtna povr§ina jedan obrtni konus &ije generatrise zaklapaju sa obrtnom oso-

8*
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vinom ugao od 45°. Jer tada je (pomerivii za koliko je potrebno teme konusa
du? ose Ox) y=x i prema tome je

A= x2—xy? _ Yi2—yo?
1 2

—B,
tako da je

P=X4nB=X 47 (y,—70) %:A’-Mz(xl—xo) l”zr—yi;
ako se, dakle, sa i osnadi visina, a sa d srednji prednik posmatranog zarubljenog

konusa, bice
P=XNA4nhd,

a prema ¢emu bi poluprecnik r imao za vrednost

(145) r=2VA2" Vkd.

Medutim tadna je vrednost
P:2ns—y1—2'_—y°=2n-l/§(yl—yo)%yi=2n-l/Ehd,

prema femu je tacna vrednost polupre¢nika r

4
(146) r=V8-Vhd.
Uporedenjem vrednosti (145) i (146) dobija se da je
4
2 W = V§>
iz Cega se vidi da je
4
y=L 4 )3

V2

Tako je isto dostignuta i granica X'=1, tj. A=)/2, i to u sludaju kad je
obrtna povr§ina jedna obrtna cilindarska povr§ina. Oznalivii tada sa ¢ polu-
preénik osnovice cilindra, a sa h njegovu visinu, bide

A=eo(x;—x;)=¢h, B=0,
tako da je

(147) r=y24 Voh.
Medutim tana je vrednost

P=2moh,
prema Cemu je

(148) r=V2Veh.
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Uporedenjem vrednosti (147) i (148) dobija se da je
V2n=vyz,

M=1tj. A=)2.

prema demu je

117

I primer: Obrtna povrina opisana obrtanjem kruZnog kvadranta polupre-

¢nika o oko njegovog poluprecnika (uzetog za osu Ox). Tada je

2 2
4_TE &

4 2
tako da je
R=VA+B=ag,
gde je a apsolutni broj
w1
=]+ _—=1,1337...
¢ J4+2 :
Prema tome je
r=AR=pg,

gde je p jedan apsolutan broj koji se nalazi u razmaku izmedu

4
a)/2=1,3482... i a)/2=1,6033...

Ako se, dakle,‘ za u uzme sredina toga razmaka, tako da bude

uinjena gretka, prema gornjem op$tem rezultatu, nede premasati 9% . I odista,

posto je taCna vrednost

" (150) r=0)2=1,4142¢,

gre¥ka koja se Cini kad se uzme vrednost (149) za (150) iznosi 4,1%.

IT primer: Obrtna povriina opisana obrtanjem kvadranta elipse, Cije su

poluose a i b, oko a (uzeta za osu Ox). Tada je
4" g b
-4 2
tako da je
R=VA+B=b /"%, 1
a5t
Prema tome je

r=}.R=2b\/n_‘_’ 1
452
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tako da polupreénik kruga koji ima istu povr§inu kao i posmatrani poluelipsoid,
leZi u razmaku izmedu

1,1892 R i 1,4142R.

Kad je a=b, ovi se obrasci svode na one $to vaZze za polukuglu.

19. RAZNE KLASE ODREDENIH INTEGRALA KAO BROJNI RAZMACI

A) Integral proizvoda. Pored napred navedenog obrasca, koji daje integral
produkta u obliku brojnog razmaka (obina teorema srednjih vrednosti) i koji
pretpostavlja da jedan od é&inilaca produkta ne menja znak u razmaku integracije,
dokazademo jo¥ jedan obrazac za isti zadatak, ali koji ne pretpostavlja da je
zadovoljen pomenuti uslov.

Neka su u i v ma kakve funkcije promenljive x, realne u razmaku (a, b)
te promenljive. Iz identi€nosti

1 1
u=— (U2 +v2) —— (u—v)?
2( ) 5 (u—v)
dobija se da je

b
J=[uvdx=V=46, (b>a),

gde je
b © b
1 1
V=—fu2dx+_fvzdx,
2 2
b
(151) . 6=%f(u—v)2dx.

Ako se sa N i M oznaéi jedna gornja granica pozitivne vrednosti (u—v)2,
vrednost & ¢e se nalaziti-u razmaku izmedu

b—a . b—a

N2 1 M2

i prema tome vrednost integrala J ée se nalaziti u razmaku izmedu

v iy,

tako da je

b—a M2+0b—a

(152) , J=V— (M2—N?).
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Interes ovog obrasca leZi u tome, §to se pomocéu njega integral J razlaZe
na dva, od kojih jedan zavisi samo od u, a drugi samo od v, sa jednim korektivnim
élanom koji je utoliko manji, ukoliko je manja razlika izmedu # i v u razmaku
integracije. Osim toga, obrazac ne pretpostavlja o funkcijama w i v nita drugo
osim realnost u razmaku integracije i uslov da gornji integrali imaju konacne i
odredene vrednosti.

Tako isto, iz identiCnosti

1 1
w=—Wu+vl=— (u—v)?
4( ) 4( )

dobija se da je
b

J=f uvdx=W—i,
2

a

gde je

b
W=% [(u—i—v)zdx,

a 0 je dato obrascem (151). Vrednost integrala J nalazi se, dakle, u razmaku
izmedu

b—a b—a

W — M?2i W—

N2,

tako da je

(153) J=W-""2 M219.

b—a b;a (MZ—NZ).

Interes obrasca je u tome $to se pomoéu njega integral J izraZava pomocu
integrala kvadrata zbira funkcija u i v, sa jednim korektivnim &lanom koji je
dva puta manji od onoga u obrascu (152), a utoliko je manji ukoliko se u i v
manje razlikuje u razmaku integracije. Obrazac (153) ne pretpostavlja po
funkcijama u i v niSta drugo. do ono §to pretpostavlja i obrazac (152).

Ma kakve bile funkcije u i v, integrabilne u razmaku integracije (a, b),
moZe se za integral produkta imati jedna gornja granica koja dovodi do =za-
kljuéka od interesa, kako pri izradunavanju raznovrsnih odredenih integrala, tako
i za dokazivanje raznih rezultata u matemati¢koj analizi. Uofimo odredeni
integral

b
J=[(u+2Avydx,
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(gde je A promenljiv parametar) koji ima sve svoje elemente pozitivne i prema
tome ne moZe biti jednak nuli ni za kakvu realnu vrednost A. PoSto se on
moZe napisati u obliku

b b b
J=[wdx+2A[uvdx+ 22 [v2dx,

ta je &injenica izraZena nejednadinom

b b b
(fuzdx) ([ vrdx)—([wdx)?>0,
prema &emu je

(afbuvdx)2 <(fu2 dx) (afb.v2 dx),

Sto se naziva Schwarzovom integralnom nejednacinom.
Kad su u i v jo§ i pozitivne funkcije u razmaku (@, b), moZe se, dakle,
napisati da je

fuvdx:ﬁ\/(fzﬂ dx)(j v2dx).

B) Integral uopsStenog binomnog diferencijala. Neka su u, v, w tri funkcije
pozitivne u razmaku integracije (@, b), pa uofimo odredeni inegral

b
J= [ w(um+ vy dx,

gde su m, p proizvoljni pozitivni stalni brojevi. Prema ranije dokazanome rezultatu,
vrednost koli¢nika
@™+ vmy?

ump 4 ymp

(154) o—

uvek se nalazi u razmaku A jzmedu vrednosti 1 i 2P—1; granice toga razmaka
su dostignute u sludaju kad je u=v, ili kad je jedna od koli¢ina u i v jednaka
nuli.

Prema tome je
b b

(155) J=A[ [ wume dx + [ wyme dx],
gde je A jedan broj koji se nalazi u razmaku A.
Uzevsi da je p=—1~, dobija ‘se obrazac
m

1-m

b om b b 1-m
(156) - fwVumyvmdx=2(fuwdx+ [wdx) (2™ <i<l).
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C) Integral kvadrata zbira ili razlike. Iz identi¢nosti

(utvy2=w24+v242uv

dobija se da je

. b b
(157) [u+v2dx=U24+V2+2 [ wdx,
gde je

b b
U2=[w2dx, V2=[12dx.

Kad su u i v integrabilne i pozitivne funkcije u razmaku (a, b), biée kao
§to je malocas pokazano

b
fuvdx=9UV 0O<?¥<1) -

§to dovodi do obrasca

b
[(O+vydx=U2+V24+28UV,

a

b
[ u—vrdx=U24+vV2—29UV.

Ti obrasci pretpostavljaju samo integrabilnost posmatranih funkcija i uslov-
da su obe funkcije u i v pozitivne u razmaku integracije (a, b). Nadeni razmaci
za integrale kvadrata zbira ili kvadrata razlike, izraZeni istim obrascima, su
naju¥i mogudi razmaci za te integrale dok se ostaje u pretpostavljenoj general-
nosti, jer oscilacija 29 UV odista dostiZe svoju najve¢u moguéu vrednost 2 UV*
u slu¢aju kad je u=const.,, v=const.

Obrasci su od mteresa stoga §to daju za posmatrani integral jedan razmak:
Cije granice pojedini integrali iste vrste stvarno i dostiZu a te se granice izra-
Sunavaju pomoéu dva integrala U i ¥V od kojih jedan zavisi samo od u, a
drugi samo od . ‘

U sludaju m=2 broj 4 u obrascu (156) nalazi se u razmaku izmedu
L_:O,7071 il.
V2

U slucaju eliptickih i hipereliptickih integrala, ti obrasci izraZavaju vrednost:
integrala u obliku razmaka &ije se granice dobijaju kao integrali racionalnih
funkcija. '
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Isti nadin odredivanja integralnog razmaka primenjuje se i na integrale
oblika

b
(158) Jm= | wlog (um+vm)dx

za funkciju u, v, w pozitivne u razmaku (g, b). Iz toga 3to se vrednost koliénika
(154) uvek nalazi u razmaku izmedu 1 i 271, zakljufuje se da je za ma koju
vrednost broja p

p—1
D

(159) log (um +v™) = 1 log (um? + ymP) 4 log 2,
Y4

log (u™? 4 y™P) =p log (u™ +v*)—(p—1) log 2.

Prema tome je

(160) PRI Yt log2] wdx,
p p '
b
(161) Jnp=0JIm—0 (p—1)log2 [ wdx.

Kad se u jednadini (160) uzme p=—1—, dobija se
m

b b b
[wlogm+v™ydx=m [ wlog (u+vydx+©&(1—m)log?2 [ wdx,
a a a
a primenom toga na Jensenov integral
2w
[ 1o 2 Vuz + vz dx
0

koji igra vaZnu ulogu u teoriji funkcija kompleksne promenljive koliine, dobija
27
se taj rezultat, da se razlika izmedu njega i integrala [ log (u+v)dx uvek nalazi
: 0

u razmaku izmedu

—%10g2=—0,3465... i nule.

D) Integral monotono opadajuce funkcije. Neka je f(x) jedna funkcija koja
monotono opada do nule kad x raste od 0 do + o, pa uofimo integral

Iy=f Fodx,
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gde je n ceo pozitivan broj. Posto je

1 2 n
(162) J,,=({f(x) dx +lff(x) dx+ - - - +"_f1f(x) dx,

a funkcija f(x) monotono opada, bice za svaki broj k& u razmaku (1, n) i za
svaku vrednost x u razmaku (k—1, k)

Fx)<fk—1),
pa, dakle, takode i

k
k_flf(X) dx<f(k—1),

prema emu je

(163) Lo <fO)+f()+-- - +f(n—1).
Sa druge strane, poSto je u isto vreme u razmaku (k—1, k) i
Fx)>f(k),

bi¢e takode i .
A0y dx>1 k),
prema Cemu je
(164) T > () f @)+ - - +fn—1) +£ ().
Ako se, dakle, stavi da je
SO+ W)+ - - +f(n)=F(n),

nejednagine (163) i (164) pokazuju da se vrednost integrala J, nalazi u razmaku
izmedu

Fm—f(©0) i F(m—f(n
tako da je

(165 In= off(x)dX=F(n)—f(0)+ﬂ9[f(O)—f(")]'

Granice razmaka u kome ¢e se nalaziti integral J, mogu se, dakle, odre-
diti sumiranjem konalnog reda ¢&iji je opSti &lan f(k). Kad se pusti da n
beskrajno raste, f(n) teZi nuli, a F(n) postaje zbir S beskrajnog reda

(166) S=fO)+f(D+f()+...;
obrazac (165) postaje

(167) ;fL}(x) dx =S—f(0)+ D f(0)=S— £(0) (0<d <1)

i vrednost integrala nalazice se u razmaku izmedu S—f(0) i S.
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Obrazac (167) daje neposredan dokaz Cauchyeve teoreme: integral (167)
i zbir reda (166) ili su oboje konacni, ili su oboje beskrajni; jedan od njih ne
moZe biti konacan a da i drugi to ne bude.

U sluéaju kad je f(0)= e, treba na mesto integrala J posmatrati integral
u kome je na mesto donje integralne granice 0 uzeta granica 1; ako je
f(1)= o, treba za donju granicu uzeti 2 itd. Tako npr. vrednost integrala

fax 1

X

Jo— | #2_ "

" u xk k_l
1

nalazi se u razmaku (S—1, S), gde je

Integral J i zbir S su oboje konatni za k>1.
Integral
+ee

J=f dx =loglog «<= —loglog 2
x log x

i zbir reda
1 1 1

= -+ -|_ +...
2-log2 3-log3 4-.log4

su oboje beskrajni.
E) Integral algebarske funkcije drugog reda. Uodimo integral
b
J=[|y|dx,

gde je y funkcija promenljive x odredena kvadratnom jednadinom

V()Y +9x)=0
i gde je razmak integrala (a, b) takav, da su u njemu obe funkcije
xy . o (x
G f(x)_tp( )
J(x) S )

konaéne, odredene i pozitivne. Prema onome $to je napred pokazano za korene
kvadratne jednacine, apsolutna vrednost funkcije y moZe se napisati u obliku

IJ’]=%+19(f—%) (0<d<1),
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J=j%dx+ﬁ(fl}dx—;/b%dx)

tako da ée se integral J nalaziti izmedu

b b
ffdx i fi;—dx.

Interes rezultata leZi u tome S$to se granice integrala, u kome funkcije
pod integralnim znakom stoje pod kvadratnim korenom, odreduju kao razmaci
¢iji su krajevi integrali bez tih kvadratnih korena.

prema emu ¢e Dbiti

Slican se rezultat dobija i za integrale algebarskih funkcija m-tog reda,
pomodu napred navedene teoreme o razmaku koji sadrZi apsolutne vrednosti
~ svih realnih korena date algebarske jednadine m-tog stepena.

F) Jedna klasa odredenih integrala, Na odredene integrale oblika

b
J(x) = [ uevs dt,

gde su u i v date funkcije integracione promenljive ¢, nailazi se, kao na racunske
elemente, u raznovrsnim problemima matematicke analize.

Kad je razmak integracije (4, b) konalan, a u i v konalne 1 neprekidne
funkcije u tome razmaku, svaki takav integral J(x) predstavlja po jednu funkciju
promenljive x holomorfnu u celoj ravni te promenljive. Ta se funkcija moZe
razviti u red

J(xXy=a,+a,x+a,x*+ - -

konvergentan u celoj ravni x, a gde ¢e biti

b
1
a,=— | wndt.
n!
a

Konvergencija se lako dokazuje podeliv§i razmak integracije (a, b) na
podrazmake takve da u svakome od njih funkcija # zadrZava jedan isti znak.
Ako je (a, p) takav jedan podrazmak, bie po apsolutnoj vrednosti, a prema
obi¢noj teoremi za srednje vrednosti odredenih integrala,

8 8
Jundt=Rr [udt,
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gde je R jedna vrednost koja se¢ nalazi izmedu najmanje i najveée vrednosti
funkcije v u tome razmaku. GrupiSudi takve integrale za sve podrazmake (g, b),
u razmaku (a, b) dobija se za a, jedan izraz koji pokazuje da je po apsolutnoj
vrednosti

AMn
a,< ).
n!

gde su 4 i M nezavisni od n, a §to dokazuje konvergenciju reda.

Ma kakav bio znak funkcije u u razmaku (a, b), poSto e’ zadrZava
nepromenljiv znak u tome razmaku, teorema srednjih vrednosti pokazuje da se
za ma koju realnu vrednost x, vrednost integrala nalazi u razmaku izmedu

b b
(168) Nfenxdt i M[ew=dt,

gde su v, i v, dve ma kakve funkcije izmedu kojih se za ¢ u (g, b)) nalazi
vrednost funkcije v; N i M su prednji i zadnji kraj jednoga, ma koga, razmaka
u kome se nalazi vrednost funkcije u# za vrednosti ¢ u razmaku (@, b). Mogu
se npr. za N i M wuzeti najmanja i najvea vrednost koju dobija funkcija u
za vrednosti ¢ u razmaku (g, b). Tako se isto za v, i v, moZe uzeti najmanja i
najveéa vrednost Q i P koju dobija funkcija v za ¢t u razmaku (a, b); razmak
funkcije J(x) je tada onaj izmedu vrednosti

PelNz  § QeMa;
ili izmedu
PeMz QeNx

prema znaku posmatranih vrednosti.

Jedan, pokad$to uZi, pa dakle i probitatniji, razmak za vrednost funkcije
J(x), dobija se primenom Schwarzove integralne nejednadine

([opdt)’<([gzdt) ([ y2dr)

koja, kao $to je kazano, vaZi za ma kakve integrabilne funkcije ¢ i 9 promen-
ljive ¢. Ako se stavi da je

p=u, Y=~
dobija se

J2(xXy<H fbem dt,
gde je H konstanta

b
H=[uzds.
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Ako je , dakle, A(x) tana vrednost, ili jedna gornja granica integrala

b
f €297 Jx,

zadnji se kraj razmaka (168) za funkciju J (x) moZe smeniti vrednoséu V H A (x)

§to je od interesa kad je ta vrednost manja od vrednosti

b
M [ ev> dx,

jer je tada razmak funkcije J(x) uZi od razmaka (168).

Iz obrasca
b

dx
TI [ upk evndx
dxk

a
u kome su izvodi funkcije J izraZeni integralima istoga tipa kao i sama funkcija
J, dobijaju se na isti nafin i razmaci u kojima ée se nalaziti vrednosti tih izvoda
za posmatrane vrednosti x.

Kao primer, odrediéemo takve razmake za vrednosti funkcije

1
J(x)= [ ev= dx,
0
gde je v==¢log i Ta se funkcija poklapa sa jednom transcendentom na koju
t

se nailazi u mnogobrojnim opitijim analitickim problemima i koja je predsta-
vljena redom

+ o Y 2 2
A(x): z x—=1+i+x_+x_+ e
nco (1 -+ 1)m+t 4 27 256

Posto funkcija v, za vreme dok ¢ raste od 0 do 1, i sama poéinje rasti

od nule, dostiZe svoj maksimum ¢ija je vrednost
L=0,367879- ..
e

pa zatim opada do nule, bie prema teoremi srednjih vrednosti
J(x)<e% za x>0,
J(x)>e; za x<O0.
Vrednost J(x) nalazi se, dakle, uvek u razmaku izmedu 1 i e‘-’i, tako daje

J(x)=1+9(°—1) za x>0,

J(x)=e+9 (1—e®) za x<O.
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Medutim za pozitivne vrednosti x mogu se za J(x) odrediti i uZi razmaci

na ovaj nafin:
1z dvostruke nejednadine

(et

koja vredi za sve cele brojeve n> 5, nalazi se da je za takve vrednosti

1 1\n+! 1 I 1\t
(169) =) < <ol
m+1)! \e (n+ 1)t T(r+ DI\ 2
Ako se stavi da je
2 i
Pn(x)=1+x+x_+ e _|_x_.,
22 n

X+ xT+2

Rn(x):(n+ 1)"+l +(n+2)"+2

tako da je

(170)
prema nejednadini (169) bice za n>5
+oc k +oc k
a71) i(—x~> <R, W< S i<i) .
k=n+1 k' € k=n+1 k'\2
Medutim, beskrajni- zbirovi, koji figuriSu na levoj i desnoj strani nejedna-

1+xJ(x)="P,(x)+ R, (%)

&ine (171), nisu niSta drugo do ostaci redova

+= 1 k X
(172) S —(-"-) _ee,

k=0 k! e
o1 [ x)\F *
—[|—] =ez.

ar o)
Primenom poznatog pravila da ostatak jednog reda

fx)=asta x+a,x2+ - - -

ima za vrednost

xn¥l
@D (9 x) O<d<l)
(n+1)!
nalazi se da ¢e ostatak reda (172) biti
#x
xn+1 e?

(n+1)! 2’
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a ostatak reda (173)
' x

xmtl o 2
(n+1)! 220+1)’

gde su @ i ¢ dva broja koji se nalaze u razmaku (0, 1).
Nejednacina (171) tada dovodi do ovog rezultata:
Za sve pozitivne vrednosti x i ma koliki bio ceo broj n> 5, biée

14+xJ(x)="P, (x)+ R, (x),
gde se R, (x) uvek naIazi u razmaku izmedu vrednosti

X
’ xnrtl 1 . xntl e2

—— .
(n+1)! 2+ (n+1)! 441

Ako se uzme n=>5, dobija se na taj nacin da je
x3

2 4
T =1+2+2 4+ X L ¥ L R.(x),
4 27 256 3125

gde se R, (x) uvek nalazi u razmaku izmedu vrednosti

x

Ax5 1 BxSez,
gde su 4 i B konstante

1 1

A= =8534.10712, B=——=339084-10"12,
6!el2 61212

Na slian se nacin, pomocéu obrasca

1

[
,m=kaevxdx
dxk

0

mogu odrediti i razmaci izmedu kojih ¢e se nalaziti vrednosti izvoda funkcije J(x).
Iz obrasca

1 1
J(x)=[ ez dt (V=tlog 7),
0

posto funkcija v ostaje neprestano pozitivna izmedu integralnih granica 0 i 1,
vidi se u isto vreme da:

1° kad x beskrajno raste u pravcu + oc, funkcija J(x) beskrajno raste;
2° kad x beskrajno raste u pravcu — oc, funkcija J(x) teZi nuli.

Prema gornjem integralnom obrascu za »-ti izvod funkcije J(x), to isto
vaZi 1 za sve izvode te funkcije.

9 Racéunanje sa brojnim razmacima
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Kriva linija y=J(x) ima, kvalitativno, isti oblik kao eksponencijalna kriva
linija y=e*. Ona ima osu Ox kao asimptotu za x=—oc: dok x raste od
— o do + o, ona neprestano raste od nule do + oo, nemajuéi pri tome ni
maksimuma, ni minimuma, ni prevojnih ta¢aka i sekuéi osu Oy u tacki y=1.

Na funkcije oblika J(x) nailazi se npr. pri odredbi iznosa povrine od
x=0 do x=1, ograniene osom Ox i lukom ma koje integralne krive linearne
diferencijalne jednadine ma koga reda, koja se transformacijom

tlogt=z

integracione promenljive ¢ svodi na linearnu jednadinu sa stalnim koeficijentima.

Iste se funkcije upotrebljavaju u raznovrsnim problemima matematicke
analize, kao komparativni elementi za razne druge klase funkcija, koje se sa
njima uporeduju, pa se iz tih uporedenja saznaju pojedine osobine tih klasa
funkcija.
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20. MEDUSOBNO UPOREDIVANJE DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

Pored dosta velikog broja diferencijalnih jednadina koje se mogu integraliti
pomoéu kvadratura, ili pomoéu poznatih kombinacija njihovih koeficijenata,
postoji nepregledan i od prvoga beskrajno veéi broj jednadina koje se ne mogu
integraliti u takvome obliku. Ta nemoguénost ili je apsolutna, tj. integral je
uopste neizraZljiv na pomenuti nadin, ili je privremena, tj. dolazi od toga §to se
za danas nema metoda za takvu integraciju. Medutim i u jednom, i u drugom
sluaju postoje metode za integraciju pomodu beskrajnih redova, konvergentnih
u odredenim razmacima nezavisno promenljive koli¢ine; takve metode daju
moguénost da se integral y (x), koji za jednu datu podetnu vrednost x=2x, ima
datu vrednost y=y,, izrauna i za svaku drugu vrednost x sadrZanu u razmaku
konvergencije dobijenog reda.

Ali bilo da je tatna integracija moguéna ili [nemoguéna, postoje metode
za odredivanje integrala u obliku razmaka, tako da se za svaku vrednost x sadr-
zanu u jednome razmaku (@, b) moZe odrediti odgovarajudi razmak (4, B) u
kome ¢e se nasigurno nalaziti vrednost uofenog integrala date diferencijalne
jednadine. Takav je razmak, kao S$to se vidi, promenljiv, jer se on menja od
jedne vrednosti x do druge. Kad se x postupno menja u razmaku (g, b), kraje-
vi A i B integralnog razmaka (A, B) opisuju po

jednu liniju u ravni xOy: to su granicne linije inte- L

grala u tome razmaku promenljive x, i to donja i /T

gornja granitna linija L 1 L' v /B i
Odredivanje integrala u obliku razmaka sastoji ,,--"\\___,-’/ L

se u odredivanju gornje i donje granicne linije inte- ," T

grala. Kad su ove odredene, integralni razmak (4, // A

B) za jednu datu vrednost x, imace se kao odsecak [

(segment) prave koja prolazi kroz tadku (x,0)i . O @ % b

koja je paralelna osovini Oy.

Za odredivanje granitnih linija integrala postoje razne metode. Veéina je
od njih osnovana na medusobnom uporedivanju diferencijalnih jednacina u ovome
smislu: kad je data jednaina

(174) fx3,y,y",...)=0
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i kad su date poletne vrednosti x,, y, gde je vrednost x sadrZana u datome
razmaku (g, b) promenljive x, nadu se dve jednacine

(175) fl (x’ u, u’9 u”’---)=0, _fz(X, v, VI, v”,...)=0,
koje zadovoljavaju ove zahteve:

1° da se mogu odrediti njihovi integrali u i v koji za x=Xx, dobijaju
vrednosti u=y,, v=yo;

2° da se za sve vrednosti x u razmaku (g, ) moZe dokazati dvostruka
nejednakost

u<y<v.

Krive u ravni xOy, koje predstavljaju takve integrale u i v, bi¢e graniéne
linije integrala y; jednaline (175) igraju tada ulogu komparativnih jednalina za
datu diferencijalnu jedna€inu (174). Kad su nadene takve dve jednacine i njihovi
integrali u i v, integral y jednadine (174) bide dat u obliku razmaka obrascem

y=u+0(v—u) 0<d<).

U ovome §to sada dolazi bice izloZeno nekoliko metoda za odredivanje
komparativnih jednagina i graniénih linija za integrale date diferencijalne jed-
na&ine. Te su metode od narofite koristi u sluajevima kad se diferencijalna
jednadina ne moZe ni tatno, mi priblizno integraliti, pa je korisno saznati bar
to u kome se razmaku nalazi vrednost njenog integrala za datu vrednost
promenljive x.

21. PRVA METODA

Neka su
(176) ' =F(x,7),
(177) u'=F, (x, u),
(178) vV =F,(x,v)
tri diferenc;jalne jednadine prvoga reda. Funkcije dveju promenljivih x i y
(179) F(x, y)—Fy (%, ),
(180) F(x, y)—F,(x, ),

imade, u ravni xOp, svaka svoju pozitivou i negativau oblast. OznaCimo sa:
4, i A, poztivnu i negativiu oblast funkcije (179);
Q, i L, pozitivnu i negativou oblast funkcije (180);
D, i D,,...linije koje ogranifavaju te oblasti;
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E, i E,,.. linije koje predstavljaju geometrijska mesta singulariteta funkcija
F, F| Fy;

IT deo ravni koji je zajedni¢ki za jedan par oblasti 4 i 2 suprotno ozna-
&enih, npr. za oblasti 4, i 2,.

Neka je M, (xg, y,) jedna tacka koja ne pripada ni jednoj od linija D ni
E, a koja se nalazi u oblasti IT.

Naposletku, neka su y, u, v integrali jednagina (176), (177), (178), koji
za x=x, imaju zajedni¢ku vrednost
Y=Yo0 U=Ys V=D)p.
Tada ¢e sa jedne i druge strane tatke (x,, 0), postojati na osi Ox jedan
razmak ¢ije prostranstvo nije nula, npr. razmak

(181) od xo—h, do x,+ h,,

(gde su h, 1 h, dva pozitivna broja) koji ¢e ispunjavati ove uslove:

a) dok se x menja u razmaku (181), integrali » i v jednadina (177) i
(178), kao i njihovi prvi izvodi, su odredeni, konaéni i neprekidni;

B) kontura I' sastavljena od krivih u, v i dveju pravih

X=X—h 1 X=x,+h,

sadrZzana je u oblasti I7 i ona ne obuhvata ni jedan deo krivih D ni E, niti se
sa kojom od ovih sele.

Tada se moZe dokazati ovaj rezultat:

Kad se x menja u razmaku (181), integral y jednactine (176) bice konadan
i neprekidan, a nalaziée se neprestano u rdzmaku izmedu odgovarajucih vrednosti
integrala u i v jednading (177) i (178), tj. integrala koji za x=x, dobijaju
vrednost yo.

Jer posto se tatka M, nalazi u oblasti IT, bide za tu tacku

(182) Fx, p)—F (%, )>0, F(x,y)—F,(x,y)<0
i prema tome
(183) | A (y—u)>0, 4 (y—v)<0.
v dx dx
Sa druge strane je za x=2Xx,
(184) y—u=0, y—v=0,
pa dakle

yy<<u 2a X=Xx,—¢,
(185)
u<<y<v zZa x=Xx,-+te,

gde je & dovoljno mali pozitivan broj.
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Gornje tvrdenje, dakle, nasigurno vaZi za jedan dovoljno uzak razmak
sa jedne i druge strane vrednosti x,; mi ¢emo sad dokazati da ono vaZi i za
sve vrednosti x u razmaku (181). Toga radi primetimo da bi ono tek onda
moglo da prestane vaZiti kad bi nastupio jedan ili drugi od ova dva sludaja:

a) ili da kriva y preseCe jednu od krivih # ili v u jednoj tatki &ija se
apscisa nalazi u razmaku (181);

b) ili da za jednu vrednost x=a, sadrZanu u razmaku (181), i za jednu

vrednost y=f sadrZzanu u razmaku izmedu u (a) i u (f), izvod Z—y , pa dakle i
x

funkcija F(x,y), postane bilo beskrajna, bilo neodredena, ili da promeni de-
terminaciju.

Slu¢aj a) ne moZe nastupiti, jer kad bi x=y, y=4 bile koordinate jedne
zajedniCke tacke M, npr. krivih y i u koja je, medu ostalim zajedni¢kim tackama
(ako ih ima) najbliZa tacki M,, to, poSto se taCka M nalazi na samoj kon-
turi I, a ova je sadrZana u oblasti I7, moralo bi za tu tacku M biti

F(x 3)—F (x>0
i prema tome

d
— (y—uy>0,
dx )
auztoi
y—u=0.
Prema tome bi moralo biti
y<u za x=y—e,

(186)
y>u za x=vy+e,

a to je u suprotnosti sa nejednacinama (185), jer uporediv§i medu sobom nejed-
natine (185) i (186) vidi se da bi razlika y—u pri prelasku od tacke M; na
tatku M morala promeniti znak, §to je nemoguée poSto, izmedu tih dveju
taCaka, ta razlika ne postaje jednaka nuli. '

Slucaj by takode ne moZe nastupiti, jer se ni jedna tacka krivih E ne
nalazi ni u konturi I" ni na njoj samoj; izvod LA je, dakle, odreden, konadan
i neprekidan za sve vrednosti o sadrZane u razmaku (181) i za sve vrednosti 8
sadrZane u razmaku izmedu u (a) i u(f); on za njih ne menja ni determinaciju.

Gornje tvrdenje je time dokazano i ono vaZi za ceo razmak (181), i to
tako da je

y<y<<u# u razmaku od x,—#h, do x,,

u<<y<<v u razmaku od x, do x,+#5,.
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Kad bi se tatka M, nalazila u zajedniCkom delu oblasti 4, i £2,, sve do-
sadainje nejednadine promenile bi smisao, a rezultat bi ostao isti, tako da se
moZe smatrati kao dokazan ovaj opsti rezultat:

Kad god se tacka (xo, y,) nalazi u zajednickom delu dveju oblasti A,, £,
gde je jedan od indeksa i ili k paran, a drugi neparan, integral y, koji za x= x,
ima vrednost y=y,, bice konacan, neprekidan i sadrZan u razmaku izmedu u i v
za sve vrednosti x u razmaku (181).

Primetimo da za svaku diferencijalnu jednadinu (176)

Y =F(x,y)

i za svaki par (x,, y,) pocetnih vrednosti (ostavljajuéi na stranu izuzetne napred
pomenute parove) postoji takav razmak (181) d&ije prostranstvo nije nula. Zag
svaku, dakle, jednacinu (176) i za svaki par vrednosti (x,, y,) moZe se odrediti
Jjedan razmak koji ée nasigurno sadrZati integral y za sve vrednosti x sadrZane
u jednome razmaku (181) oko vrednosti x,. U pojedinim sluajevima razmak
(181), koji se nikad ne svodi na nulu, moZe obuhvatiti i sve vrednosti x od 0
do + o, ili od —oc do+ <.

Jednacine (177) i (178) igraju ulogu komparativnih jednacina za jednadinu
(176), a u i v daju graniéne linije za integral y.

Primer: primenimo to na Riccatievu jednadinu

(187) Y =324 f(x),
gde se pretpostavlja da funkcija f(x) nema nikakav realan singularitet (npr. da
je ona kakav polinom po x).

Uolimo najpre sludaj kad je vrednost f(x,) pozitivna; tada postoji jedan
razmak (a;, a,) vrednosti x, koji obuhvata vrednost x, i u kome ¢e funkcija
f(x) biti neprestano pozitivna.

Oznadimo sa N i M prednji i zadnji kraj jednoga razmaka koji obuhvata
vrednosti f(x), dok se x menja u razmaku (o,, @,), pa uzmimo za kompara-
tivne jednadine (177) i (178), jednacine

(188) uW=u2+N, v=v2+M.
Funkcije (179) i (180) ée biti
(189) ' f®)—N, flx)—M,

a oblasti se 4, i 2, poklapaju se delom ravni xQOy izmedu pravih x=a, i
X =a,; taj deo ravni predstavlja u isto vreme i zajednicku im oblast II.
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Integrali u i v komparativnih jednafina, koji za x=Xx, imaju zajedniCku
vrednost y,, ovde su

u M VN + Ntg [(x—xp) Vﬁ]

N4y tgl(x—x) VN]
(190)

LYV M+ M tg[(x—x,) V M]
VM + yotg[(x—x,) VM)’

1 oni su odredeni, konacni i neprekidni u izvesnom razmaku
od Bi=x,—k, do fB,=x,+k,

gde su k, i k, pozitivne konstante koje je lako odrediti.

Krive E ovde ne postoje, posto funkcije (189) nemaju realnih singulari-
teta. Sa druge strane, poSto se oblast /T proteZe na celokupan deo ravni xOy
§to se nalazi izmedu pravih x=a; 1 x=a,, to je i kontura I sadrZana u toj
oblasti.

Prema svemu tome, kao razmak (181) ima se smatrati zajednicki deo
razmaka (o, a,) 1 (B, B,); za sve vrednosti x u tome razmaku integral y Ce biti
konaéna i meprekidna funkcija promenljive x, sadrfana u razmaku izmedu funk-
cija u i v izraZenih obrascima (190).

Uofimo sad slucaj kad je vrednost f(x,) negativna; funkcija f(x) ¢e tada
biti neprestano negativna u jednome razmaku (¢,, @,) koji obuhvata vrednost x,.

Oznad¢imo sa —M i —N prednji i zadnji kraj jednoga razmaka koji obuh-
vata vrednosti f(x), dok se x menja u razmaku (a;, a,), pa uzmimo za kompa-
rativne jednacine

191 U'=u2—M, V=v2—N.

Njihovi integrali # i v koji za x=x, imaju zajedni¢ku vrednost y, tada su
—  2(x—x0) VM
e Qo t VM) + (o —VM)e
u=l/M

e — 2(x—x)VM ?
Yot VM—(y,—VM)e =~

(192)

Go+VN) + (yo— VWY "™ W
Yo+ VN—(py—VN) e

i oni su odredeni, konacni i neprekidni za sve vrednosti x u izvesnom razmaku
(8., B,), koji obuhvata vrednost x, i koji je lako odrediti.

V= VN 2(x—xo) VIV

Na isti nacin kao u prvome slu€aju, lako se vidi da se kao razmak (181)
ima smatrati zajedniCki deo razmaka (a;, a,) i (8, B,) i da de za sve vrednosti
x u tome razmaku integral y biti konaéna i neprekidna funkcija promenljive x,
sadriana u razmaku izmedu funkcija u i v izraZenih obrascima (192). -
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22. DRUGA METODA

Navedena prva metoda je opSta i primenljiva na sve diferencijalne jedna-
¢ine prvoga reda, kako algebarske, tako i trancsendentne i za sve parove pocetnih
vrednosti x,, y, osim onih izuzetnih parova koji se mogu unapred saznati ne-
posredno na samoj diferencijalnoj jednacini.

Medutim, u specijalnim sluéajevima, kad jednadina zadovoljava izvesne,
viSe ili manje prostrane uslove, moZe se integralni razmak odrediti na razne
druge nadine, vezane za takve sluCajeve i za takve uslove. Jedna od mnogo-
brojnih metoda za to odredivanje bila bi ova §to ée se ovde navesti.

Neka je data diferencijalna jednaina prvoga reda

(193) y'=F(x,¢),

gde je ¢ data funkcija promenljive y, pa uofimo slu¢aj kad su ispunjeni ovi
uslovi:

1° da su funkcija ¢ (») i njen prvi izvod funkcije realne, neprekidae i
konaéne za sve vrednosti y od —oc do + o

.. . N oF . " Y
2° da su funkcija F i njen parcijalni izvod a—realm, konacni, neprekidni
'
i nepromenljivog znaka za sve vrednosti x sadrZane u jednom razmaku (o, o))

i za sve vrednosti y sadrZzane u istom razmaku (N, M) koji sadrZi i vrednost
funkcije @ (y) za vrednosti y od —oc do + oc;

3° da, oznalivéi sa k jedan ma koji stalan broj sadrZan u razmaku
(N, M), a sa x; i x, dva ma koja stalna broja sadrZana u razmaku (o, a,),
odreden integral :

J=[F(x,k)dx
X1

ima samo jednu realnu vrednost, i to odredenu i konadnu (a moZe imati
i koliko se hoée drugih, ali imaginarnih vrednosti koje npr. proizlaze od integ-
ralnih perioda).

Uzmimo za podetne vrednosti x,, y, jednu ma koju vrednost x, sadrZanu
u razmaku (o, a,) i jednu ma koju vrednost y, cd —oc do -+ oc, pa formi-
rajmo dve funkcije

A(x, xo:J’o)%J’o"‘ JF(x, Nydx, u(x Xy0)=y+ [ F(x, M)dx.

Tada se moZe dokazati ovaj rezultat:
Integral y jednadine (193), koji za x=x, ima vrednost y =y, bide konacan
neprekidan za sve vrednosti x sadrZane u razmaku (a,, a,), menjace se priomet i
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u jednom istom smislu, monotono rastuci ili opadajudi, i bide neprestano sadrZan
u razmaku izmedu odgovarajucih vrednosti funkcija 1 i u.

Da bismo to dokazali, primetimo da kad su ispunjeni uslovi 1° i 2°,
apsolutna vrednost funkcije F ostaje manja od jednog konalnog pozitivnog
broja za sve vrednosti x sadrzane u razmaku (a,, a,) i za sve vrednosti y od
— o do + oc. To €e isto biti 1 sa njenim parcijalnim izvodom

Prema jednoj poznatoj teoremi iz analitiCke teorije diferencijalnih jednadina
prvoga reda, integral y jednacine (193) koji za x=Xx, ima vrednost y=y,, bie
konadan i neprekidan za sve vrednosti x sadrZane u razmaku (a,, a,).

Prema uslovu 2° funkcija F i njen parcijalni izvod . imaju u razma-

Yy
cima (a;, a,) i (N, M) nepromenljiv znak; uodimo slucaj kad je ovaj pozitivan.
Prema jednadini (193) integral y neprestano raste, a prema dvostrukoj nejednadini

Fx, Ny<F(x, p)<F(x, M)
i prema jednadini (193), integral
[ F(x, ¢y dx,
x0

koji nije nifta drugo do razlika y—y, nalaziée se uvek u razmaku izmedu
odgovarajuc¢ih vrednosti irtegrala

L= [FaN)dx,  J,(x)= [ F(x, M)ds,

&ime je gornje tvrdenje dokazano.

Isti bi se rezultat i isti dokaz, samo sa permutovanim krajevima razmaka,

imao i u slu€aju kad bi znak funkcija F i ?— bio negativan.
' y

U sludaju kad razmak (o, a,) obuhvata sve realne brojeve, gormji rezul-
tat vazi za ma koje poletne vrednosti x,,y,.

I primer: neka je data jednaCina
V' =mx2 4+ ne~*»*,
gde su k, m, n pozitivne konstante. Uzevsi da je

@ (y)y=e"7,
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uslovi 1° 1 2° ispunjeni su npr. za sve pozitivne vrednosti x, y; vrednosti N i
M su: N=0, M=1; funkcije 4 i p su

m
A(x, X0, Vo) =Yo + ? (3 —x3),

m
(X5 X0, Yoy =Yo+ ”3* (33 —x3) + n(x—xp)

i za sve pozitivne vrednosti x, i x integral y biée konalna, neprekidna i pozi-
tivna, monotono rastuéa funkcija, sadrZzana u razmaku (4, u).

II primer: neka je data jednadina

e-—rx2
!

y = s
1 —me—*x* —pe—H*x>—py?

gde su m, n, k, p, r pozitivne konstante, a uz to je jo¥ i

m+n<l.
Uzevsi da je
p(y)=e?",

uslovi 1° i 2° su.ispunjeni za sve realne -vrednosti x, y; tada je N=0, M=1;
funkcije 4.1 p su:

x
e—rx2

l(x, Xos y0)=y0+ fm dx,
x0

Iu(x, Xos y0)=y0+ f

X0

%%

1 —(m+n)e™*

i one ograniavaju integral J, koji za x=x, dobija vrednost y=y, i ostaje
konadan, neprekidan, pozitivan za sve realne vrednosti x, rastuéi pri tome
monotono.

IIT primer: neka je data jednacina

;o a+y?
ab+x+by2’

gde su a i b pozitivne konstante. -Uzevsi da je

- 1
PO)=——,
a+yt-
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¢ime jednalina dobija oblik

7

y= T
b+xp(y)

uslovi 1° i 2° ispunjeni su npr. za sve pozitivne vrednosti x, y; tada je N=0,

M=—1—; funkcije 4 1 p su
a

xdx x
! A(x, Xg, Vo) =Vo + f—b—=C1+?,

dx
(X, X, Vo) =Yo+ " C,+alog(x+ ab),

- b+a—

gde su C; i C, konstante
Xo
G =yo_? » Cy=y,—alog(x,+ab)

i za sve pozitivne vrednosti x, i x integral ée biti sadrZan u razmaku (4, ).

Asimptotna vrednost integrala. Xazano je da, kad razmak (a,, a,) obuhvata
sve realne brojeve, gornji rezultati vaZe za ma koje poletne vrednosti x,, y,.
U tome sludaju asimptotna vrednost integrala y, tj. njegova vrednost za x= + oc
ili za x=—oc, bie konatna ili beskrajna prema tome da li odgovarajuce
vrednosti integrala J; i J, teZe konaénim ili beskrajno velikim granicama. Kad
god su te granice konacne, asimptotna vrednost y nalazi se u razmaku izmedu
vrednosti

Yo+limJy(x) i y,+lmJ, (x)

tako da, ako se stavi da je
o asimpt. vrednost y=Y,
asimpt. vrednost J, = 4,,
asimpt. vrednost J,=A4,,
bice
Y=4,+9(4,—A4).
Tako u prvom primeru, kad je data jednadina

&

= mx2 4 ne }?,
dx
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(m, n, k pozitivne konstante) asimptotna vrednost integrala y, koji za x=x,
ima vrednost y,, beskrajno je velika, jer integrali J; i J, teZe beskrajno veli-
kim granicama.

Naprotiv, u drugome primeru, kad je data jednacina

dy e—Tx?
dx l—a e g g kxtpyr

(a, B, k, p pozitivne konstante i a+ f<<1) lako se uveravamo da je asimptotna
vrednost integrala kona¢na i da joj se moZe odrediti brojni razmak u kome dée
se ona nasigurno nalaziti.

Jer u tome je slucaju

e—rxz

Jy(x)=

1—ae***

X0

e—rxl
A dx.
J, (%)= f 1——(a+ﬁ)e—kxz X

A poto je za vrednosti z, po apsolutnoj vrednosti manje od 1,

1
T—Tz—= 1 _|_Ze—kx2+ Zze—kaz +Z3e—3kx1 R ,
—2ze™
to je
e—rx? : -
X2 + ze—(r+k)x? 4-z2 e—(r+2k)x2 +
1—ze %
+ Z3er+3k) X oo '
i prema tome je
oc
e——rx2
T—ﬂdx=uo+ulz+uzzz_+u3z3+- ‘Y
—2Ze

gde je

-1

f e—(r+nk) x2 dx = Vﬂ' 1
2Vr+nk nk’

0

tako, da se moZe napisati

N e pun

0
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gde je

n=cc zn
195 D(z)= —_—,
( ) ( ) ,,go Vr+nk

koji obrazac vaZi za vrednosti z po apsolutnoj vrednosti manje od 1.
Medutim, prema obrascu

fx= fo +0f '

X0 X0

i obrascima (194) i (195) moZe se napisati da je

A1=J1(0)+V7n®(a)’ A2=J2(0)+V7n¢(a+ﬁ),

pa podto su vrednosti a i a+f manje od jedinice, obe su vrednosti 4, i 4,
konadne i odredene; asimptotna vrednost integrala y konacna je i nalazi se u
razmaku izmedu A, i A,.

Od interesa je skrenuti paZnju na ulogu koju igra funkcija @ (z) pri
odredbi razmaka u kome se nalazi asimptotna vrednost integrala y gornje
jednadine. Ta je funkcija definisana redom (195) u kome rang » njegovih
Glanova figuriSe pod kvadratnim. korenom, - a na .takve se redove mnikad ne

nailazi pri integraciji algebarskih diferencijalnih jednacina.

23. KVALITATIVNI PRVI INTEGRALI DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

Napred izloZene dve metode .odnose se na diferencijalne jednacine prvoga
reda; metoda koja ée ovde biti izlofena primenljiva je na jednatine ma koga
reda. Ona se sastoji u upotrebi jedne naroCite vrste prvih integrala diferen-
cijalnih jednadina.

U opitoj teoriji diferencijalnih jednalina smatra se kao prvi integral
date jednadine

(196) F(x,y,y',---;y(n))=0’
takav jedan izraz ) ‘ .
(197) DX, ¥, .., Y™,

koji se prema samoj jednacini (196) svodi na jednu konstantu kad se u njemu y
smeni kojim bilo integralom (196). Egzistencija takvog integrala izraZava se
jednadinom

(198) @ —const.
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Tako npr. jednacCina
W' +y?2=0
ima kao svoj prvi integral
yy' = const;
za jednacinu
+2xp)y"'+2y2=0
postoji prvi integral
xy'? 4 yy’ = const.
Medutim, pored takve vrste prvih integrala, koji izraZavaju da se jedan
odreden izraz @ ne menja sa promenljivom x kad se u njemu y smeni integralom
jednaéine (196), u velikom broju sludajeva postoji za istu jednadinu i takav

jedan izraz @, koji se menja samo u odredenom brojnom razmaku, kad se u
njemu y smeni integralom jednadine (196); to se izraZava jednacinom

(199) D=1
sa pridodatom joj dvostrukom nejednaCinom

(200) I<d<ly

(gde 4, i A, oznaCavaju prednji i zadnji kraj razmaka u kome se menja izraz
@) ili jedna&inom

(201) D=A+D(A,—A) (O<DP<1).

Ali, dok jednaCina (198) vaZi za koji bilo integral jednadine (196),
jednaéina (199) vaZi samo za pojedine vrste integrala iste jednaline (196), npr.
samo za integrale realne, ili pozitivne, ili monotono rastuce, ili konveksne itd.

Tako npr. posto je za realne vrednosti y i »’
1 ’ r ’
E(y2+y2)2<y4+y4<(y2+y2)2,

to se za diferencijalnu jednacinu

(202) - Yatyi=f(x)
dobija da je

y’2 -+ yl _—
— =~ —1+9(/2—1) (0<d<]1),
Vi) ,
tako da je, za ma koji realni integral jednadine (202)
. “ 3 2
(203) YY1 49.0,4142.
~ Vi

10 Ratunanje sa brojnim razmacima
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Tako isto, posto je za realne i pozitivne vrednosti y i y’

1 4 2 2 2 ! 2

S V<2< ),

to ée, za ma koji pozitivan 1 monotono rastuéi integral jednacine

(204) Y2+yt=g(x)
biti
Y +y
(205) L —1+9-0,4142.
Vo)

Tako se isto nalazi, da ¢e za ma koji pozitivan i konveksan integral
jednacine

(206) - V't yr=1p(x)
biti
(207) Y 1Y 14904142,

Vi (x)

Tako isto, dok jednadina (198) vaZi za sve vrednosti x, kako realne tako
i imaginarne, jednacina (199) vaZzi samo za realne vrednosti x, obicno sadrZane
u jednome odredenom razmaku(a, b). Tako npr. u sluaju jednadine (202), jed-
naéina (203) ¢e vaZiti samo za one razmake (g, b) vrednosti x u kome je
uocCeni integral realan; u slufaju jednacine (204), jednadina (205) vaZi samo za
razmak (a, b) u kome je integral pozitivan i monotono raste itd..

Skup od sviju tih Cinjenica oznaduje se jednadinom
(208) O=1
i nejedﬁaéinafna
a<x<b M,<i<h,

gde éemo, kao i do sada, oznaCavati 1 sa ¢ kad je 4,=0, 4,=1, asa w kad je
A=—1, L=+1.

Pri tome treba imati na umu da su 4, #, w ipak funkcije promenljive x,
Cije vrednosti neprestano ostaju u .odgovarajuéem razmaku (4, 4,), odnosno
(0, 1) ili (—1, +1), ali su razline za razne vrednosti x sadrZane u razmaku
(a, b). : ‘ ‘
Dok prvi integral u obiénom smislu, tj. jednaGina & =const, izraZava
jednu potpuno odredenu matematiCko-kvantitativau: -Cinjenicu, dotle jednaCina
(208) izrazava jednu nepotpuno odredenu ¢injenicu, koja je matematicko-kvali-
tativne prirode, jer samo oznafuje razmak u kome se nalazi izraz @, ne pre-
cizirajuéi njegovu pravu vrednost. Stoga e se za jednadinu (208), ili za sam
izraz @, kazati da predstavljaju jedan kvalitativai prvi integral date jednacine (196).
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Takva vrsta prvih integrala, mada ne izraZava nikakvu preciznu mate-
mati¢ku E&injenicu, moZe ipak korisno posluZiti za prouéavanje integrala na koje
se odnosi. Naime, takvi prvi integrali daju mogudénosti da se odredi razmak
u kome ¢e biti sadrZane vrednosti uodenog integrala y date jednaine (196),
broj nula integrala y u datome razmaku (a, b) promenljive x, razmaci koji se
odnose na maksimume i minimume integrala y u razmaku (a, b) promenljive x
itd. A sve je to od narofitog interesa u slufajevima kad se diferencijalna jed-
nafina ne moZe ni tafno, mni pribliZzno integraliti. Takav nadin odredivanja
integralnih razmaka videde se iz ovoga Sto sleduje.

24. INTEGRALNI RAZMACI ODREPENI POMOCU KVALITATIVNIH
PRVIH INTEGRALA

U velikom broju sludajeva, iskoristiv§i obrasce za integralne razmake,
izloZene u ranijim odeljcima ove knjige, moguéno je integraliti diferencijalnu
jednadinu @ =1 koja predstavlja kvalitativni prvi integral date jednadine F=0,
a da se pri tome ne mora znati taéna vrednost broja A koja odgovara datoj
vrednosti x, tj. da se ne mora znati funkcija 4 (x). Tada se integral y, koji za
x=1x, ima vrednost y=y, dobija u obliku

(209) ' =1, Xo, Yos #)s

gde je u jedan broj kome se ne zna tafna vrednost, ali se zna razmak u kome
¢e se on nasigurno nalaziti pa ma kakva bila vrednost x u razmaku (a, b).

Pomocu jednacine (209) moZe se tada odrediti promenljiv razmak (A, B) u
kome Ce se nalaziti integral y kad se promenljiva x bude menjala u svome raz-
maku (a, b). Razmak (4, B) moZe se tada izraunati i u obliku svoga asimet-
riénog ili simetriénog normalnog predstavnika

y=u+9%v (O<0<1)>,'

y=u+towv, (—l<w<l),

tako, da se integralom y, kao brojnim razmakom, mogu vrSiti sve vrste racuna,
na napred pokazani nadin za brojne razmake.

Nacin na koji se, iz jednog poznatog kvalitativnog prvog integrala @ =2
dolazi do brojnog razmaka za integral ¥, zavisi u prvome redu od analitickog
oblika izraza @. Za odredene tipove takvih izraza vezane su pojedine osobine
integrala y, koje se svode na odredbu pojedinih brojnih razmaka. Ovde &e biti
pokazano kako to biva za nekoliko prostih tipova izraza .
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I tip oblika
D="—=1, [(a<x<h, M<A<A).
Odatle je integracijom
X x
logy—logy,= [Adx=2A [dx=2X (x—x,)
X0 X0
(gde je A" jedan broj koji lezi izmedu A, i 4,) i prema tome se integral date
jednaine F=0, koji za x—x, ima vrednost y=y, moZe napisati u obliku

Y=y eV (x—xo))_

1z toga se oblika vidi da integral y ne postaje jednak nuli ni za koju vred-
nost x sadrZanu u razmaku (a,b) i da je za sve vrednosti x u tome razmaku
i sam sadrZan u razmaku izmedu funkcija

Yo eM(x—x0) 3 Yo M (x—xo),
tako da je
y=C,e*+ 9 (C,e*—C,eM*) (0<P<1),
gde su C, i C, konstante
C1=.VO e_hx", C,=y, e~ X0,

U sluéaju kad se razmak (@, b) rasprostire od 0 do o, integral asimp-
totno teZi nuli ili beskrajno raste kao eksponencijalna funkcija e°* (gde je a
jedna vrednost sadrZana u razmaku izmedu 4, i A,) prema znaku 4, i 4,. Sli€an
rezultat vaZi i za slu€aj kad se (a, ) pruza od —oc do 0, ili od —oc do+ <.

I primer:. neka je data diferencijalna jednadina
(p+v P y2—(9*+y2y9) y2=0,

gd> su @, v funkcije promenljive x, pozitivne i konatne u razmaku (a, b).
Posto je, za ma kakvu realnu vrednost y

) (p+yry<er+92y<(p+pr2)2,

to Ce se, za sve vrednosti x u razmaku (a, b) i za sve realne integrale y, imati
kao kvalitativni prvi integral:

LA (a<x<b —</1<1) ili (a<x<b—1<l<—L

y V2 1/5)’
prema jednoj ili drugoj determinaciji kvadratnog korena

Vo2 +y2ys.
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II primer. diferencijalna jednacina -
Y =(a+be )y,

gde su a i b pozitivne konstante, ima za sve realne vrednosti x i za sve svoje
integrale, kao prvi integral

’

2 =A(—xc<x<oe, a<i<a+bd).

y
IT tip oblika
O+ e=1 (a<x<b, IL<A<ly)

gde je @ funkcija promenljive x. Integracijom i primenom obi¢ne teoreme sred-
njih vrednosti nalazi se da se integral y, koji za x=2x, ima vrednost y=y,,
moZe napisati u obliku

X

Z
y= e—(x'—xo) l:yo —+ A' e—xo fe_ de ,
P

X0

gde je A jedan broj koji leZi u razmaku (4, 4,). Iz toga se vidi da je, za
vrednosti x sadrZane u razmaku (a, b), integral y sadrZan u razmaku izmedu
funkcija

X X

ev . e$
e—"(C+21f—dx) i e*"(C—}-lzf—dx),
4 P

X0 xo
gde je C konstanta v
C=y,e™.

Slitan se rezultat dobija i za sluéaj kad postoji jedan kvalitativni prvi
integral oblika
V=3 =2
111 primer: neka je data diferencijalna jednadina

Y2+ y2=f(x),
gde je funkcija f(x) realna, pozitivna, kona¢na i neprekidna u vodenom razmaku
(a, b) promenljive x.

Uoéimo, najpre, pozitivnu determinaciju kvadratnog korena J/ f(x) i inte-
gral y koji za x=x, ima vrednost y=y, Poletna talka M, (x,, ) moZe se
nalaziti iznad ili ispod ose Ox, ili na njoj samoj; mi ¢emo uzeti da se ona
nalazi iznad te ose. Ta se tacka tada mora nalaziti u oblasti ravni xOy, ogranite-
noj osom Ox i krivom

(210) y=Vrx,

jer bi inae uofena grana integrala y bila imaginarna.
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Kroz tacku M, prolaze dve pozitivnhe grane integrala, jedna monotono
rastuéa Y,, koja za koeficijenat pravca dirke u M, ima vrednost

+V f )=y,

druga monotono opadajuéa Y,, koja za taj koeficijenat ima vrednost
_‘Vf(xo)—}’o2§

obe se dirke medu sobom poklapaju kad se tacka M, nalazi na krivoj (210).

Grani Y, odgovara kvalitativni prvi integral

Y4V 1 (< <b, 1<i<)2),
e 2

§to, prema gore refenom, pokazuje da se ona, za vrednosti x sadrZane u raz-
maku (g, b), neprestano nalazi u razmaku izmedu funkcija

es[C+ [eVT@ax] i es[C+VE[eV T 1.
gde je C konstanta » -

C=y,en,

Grani Y, odgovara kvalitativni prvi integral

—V+y
T=}. b ﬂ.\ )
V1t (a<x< 1<i<V2)

§to pokazuje da se ona, za vrednosti x sadrZane u razmaku (a, b), neprestano
nalazi u razmaku izmedu funkcija ‘

y=e= [D—I/Z—fxe‘x l/f(—x)dx]

y=es [D—[ eV F Gy d].

Kroz tatku M’y (xp,—y,), simetrinu talki M, prema osi Ox, prolaze
takode dve, i to negativne grane. integrala y, jedna monotono opadajuéa U,
druga monotono rastuéa U,; one su simetrine granama Y, i-Y, prema osi Ox,
i lako im je na gornji nadin odrediti razmake u kojima d&e. se one nalaziti.

III tip oblika

{211) O="—=1 (a<x<b, I<i<iy).
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Iz takvog se oblika izraza @ moze odmah zakljuditi, da svaki konacan i
neprekidan integral y jednacine F=0 menja znak pri svakome svome prolasku
kroz nulu. Jer, ako se u jednadini .

(212) y'—2y=0
stavi
y=(x—a)k- ¢,

gde je a proizvoljan broj, dobija se
(213) (x—a2(pl—o" )V =k(k—Dop+2k (x—a) ¢'.

Kad je x=a jedan koren k-tog reda jednadine y=0, funkcija ¢ ostaje
konadna, odredena i od mule razliCna za x=a, kao i njeni uzastopni izvodi.
Jednadina (213) tada pokazuje da njena desna strana za x=a teZi granici
k(k—1) ¢, pa poSto ta granica mora biti nula, treba da je ili k=0 (u kome
sluaju a nije koren jednaCine y=0) ili k=1 (ukome je sluaju a prost koren
iste jednaline) Cime je gornje tvrdenje dokazano.

Razlikujemo sada ova dva sludaja:

Prvi slucaj: A,>0, 1,>0. Neka je x=ux, jedan prost koren jednaéine
y'=0 sadrZan u razmaku (a, b). PoSto su tada, prema jednaini (211), y i y”
istoga znaka za sve vrednosti x sadrfane u razmaku (a, b), to integral y. ne
moZe u tome razmaku imati ni pozitivnih maksimuma, ni negativnih minimuma.
Prema tome, ako se sa y, oznadi vrednost koju ima y za x=x, onda

1° ako je y,>0, integral ée y za x=ux, dostiéi jedan pozitivan minimum,
a u razmaku vrednosti x od a do x, bi¢e pozitivan i opadade monotono; za
vrednosti x u razmaku od x, do b on & biti pozmvan i monotono ¢e rasti;

2° ako je y0<0, 1ntegra1 Ce y za x=1Xx, dosti¢i jedan negativan maksimum,
a za vrednost x u razmaku od a do x, bide negativan i monotono Ce rasti;
za x u razmaku od X, do b on &e biti negatlvan 1 monotono ¢e opadau

U svakom sluCaju, promena znaka izvoda y' nastupa samo za x=x,.

Mnoiec’i jednadinu (211) sa y'dx, integrale¢i izmedu granica x i x,, gde
je x jedna proizvoljna vrednost sadrZana u razmaku (g, x,) i vodeéi raduna o
tome da je y'=0 za x=1x,, dobija se da je

. .- y’Z xp"
(214) | 2= f Ay dx.

Posto proizvod yy’ ne menja znak u razmaku integracije, obicna teorema
srednjih vrednosti, primenjena na integral (214), daje

—2=0 (y2—y2) (<A <),
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odakle se opet integracijom i primenom iste teoreme dobija da je

eX e X
(215) Y=Y, -=y,chX,
gde je
(216) X= [V¥dx=2"(x—x)) (VA<A'<V2,).

Da smo, pak, na mesto integracije izmedu granica x i x,, izvrSili integra-
ciju izmedu granica x, i x,- gde je x jedna proizvoljna vrednost sadrZana u
razmaku (x,, b), dobila bi se jednaCina

x

y'? /‘ ,
- = }' Yy dx’
2

X0

koja dovodi do istih obrazaca (215) i (216).
Na taj se nadin dolazi do ovoga rezultata:

Kad data diferencijalna jednadina F=0 ima za svoje realne, konacne i
neprekidne integnale y, a za vrednosti x sadrZane u razmaku (a, b), jedan kvali-
tativai prvi integral (211), gde su a i b pozitivni brojevi, svaki se od tih
integrala, a za takve vrednosti x, moZe napisati u obliku

el"(x—xo) + e—l” (x—xg) »
y=JYo 5 = Yo Ch [ (x—xy)],

gde je y, prost koren jednadine y'=0 koji se nalazi u razmaku (a b) a i’
jedan broj koji se nalazi u razmaku izmedu vrednosti Vi, i /4,

Stav, kao §to se vidi, vaZi za one, medu integralima y jednadine F=0,
¢iji prvi izvod postaje jednak nuli za jednu vrednost x=x, sadrZanu u razmaku
(a, b), a takvih integrala ima beskrajno mnogo. Svi takvi integrali leZe u raz-
maku izmedu vrednosti

(217) ¥och (x—x,) V4 i yoch (x—x) V2,
za sve vrednosti x sadrzane u razmaku (a, b). '

Za sve vrednosti -x dovoljno bliske vrednosti x,, integrali se nalaze u
oblasti izmedu dveju parabola

A A
y=yo[1 +71(x—x0)2], y=yo[1 +72(x—xo)2],

koje prolaze kroz tadku (x,.y,). To se vidi iz oblika reda uredenog po stepe-
nima razlike x—x,, u koji se mogu razviti izrazi (217).
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I primer: homogena linearna diferencijalna jednadina drugoga reda

(218) ‘ Y —f(x)y=0

obuhvadena je gornjim stavom za svaki razmak vrednosti x u kome je funk-
cija f(x) pozitivna; vrednosti 4; i 4, su najmanja i najveéa vrednost koje ima
f(x) u tome razmaku. Za integral y te jednafine vaZi sve ono $to je malogas
nadeno za III tip kvalitativoih prvih integrala.

II primer: diferencijalna jednadina

V' +ey +py=0

——%ftpdx

smenom

y=ze
pretvara se u jednadinu
" —f(x)z=0,
gde je
9 ¢
219 X)=yp—T—T
(219) fx)=y PR

iz Cega se izvodi ovaj rezultat:

Svaki realan integral, konacan i neprekidan u jednome razmaku (e, b)
promenljive x, u kome je funkcija (219) pozitivna, i koji je takav da prvi
izvod funkcije

%fcpdx

z=ye

postaje jednak nuli za jednu vrednost x=x, sadrZanu u razmaku (a, b), nalazi
se u razmaku izmedu vrednosti

1 ‘
Yo TT)eF
%e / ch [(x—xp) p],

1
Y —_—— edx
70 e ? f ch [(x—xo) 5],

gde su y, i 4, najmanja i najveéa vrednost, koje ima kvadratni koren funkcije:
(219) u razmaku (a, b).

IIT primer: neka je data diferencijalna jednadina n-toga reda
(220) [x2F 4 y2k 4 y2k | oo y(m)2k]y"

__[x2+y2._,_y’2+ PR +y(’ﬂ)2]ky=0’
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gde je k ceo broj veéi od jedinice; prema ranijem stavu da je za pozitivne
vrednosti a;
(al+a2+ R +ap)k

1<
ai+as+ - +ad

<pk—1

vidi se da jednadina (220) ima, za sve svoje integrale y, realne, konaéne i
neprekidne u razmaku (a, b) promenljive x, jedan kvalitativni prvi 1ntegra1
oblika (211), gde je

A=1, A= (n+2)F1.

Uodeni integrali, za x u razmaku (e, b), nalaze se, dakle, u razmaku
izmedu funkcija

%o [eF—%D) 4 g—(x—x)],

1 =
% [e<x—xo) (14D T | —(x—x) (1+2) 2

—

Drugi slucaj: 1,<0, 1,<0. Diferencijalna jednadina
(221) V'+hy=0,

gde je h pozitivha konstanta, ima za opsti integral izraz

(222) y=C,cos (C,+xVh),
gde su C; i C, integracione konstante. Integral je, dakle, oscilatoran i sastavljen
iz polutalasa naizmence pozitivnih i negativnih.

U teoriji linearnih diferencijalnih jednadina drugoga reda dokazuje se da
to isto vaZi i za op$ti integral jednaCine (221) kad god je 4 kakva funkcija
promenljive x, pozitivna za vrednosti x sadrZzane u jednom dovoljno prostranom
razmaku (a, b). (Sturmova teorema za homogene linearne jednaCine drugoga
reda).

Uofimo dakle, jednadinu
(223) . Y'+Ay=0,
gde vrednost 4, posto se krede u pozitivnom razmaku
| (—Ayy =2,

ostaje pozitivna za vrednosti x sadrZane u razmaku (a, b).

Posmatrajmo najpre jedan pozitivan polutalas integrala y. Prema samoj
jednagini (223), drugi izvod y” je negativan duZ celoga toga polutalasa, 3to
znai da ovaj na njemu mo¥e imati samo jedan maksimum. Neka je x=x,
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vrednost za koju je taj maksimum dostignut, a neka su x=x; i x=x, vrednosti
x koje odgovaraju dvama krajevima polutalasa. _

Dok se x menja od x; do Xx,, integral y je neprestano pozitivan i raste;
dok se x menja od x, do x,, on je neprestano negativan i opada. U svakome
od dva razmaka (x, Xp) 1 (%y, x,) proizvod yy’ ima, dakle, nepromenljiv znak.

Uotimo najpre deo polutalasa y u razmaku (x,, x,). MnoZeéi jednadinu
(223) sa y'dx, integrale¢i izmedu granica x i x,, gde je x jedna proizvoljna
vrednost sadrZana u tome razmaku i vodeéi raduna o tome da je y'=0 za
x=x,, dobija se jednaCina (214), pa poSto proizvod yy’ ne menja znak u raz-
maku (x, x;), obifna teorema srednjih vrednosti daje tada

(224) V2= 2=y (—4L<V<—1),

gde je y, vrednost y za x=x,; ova vrednost predstavlja, dakle, amplitudu
polutalasa. 1z toga se nalazi

(225) y=yocos[@—x) ul, (o <x<%o, Viy<p<Vio),
gde je '
pr=—h, py=—12,.
Za deo polutalasa y u razmaku (x,,x) dobili bismo na isti nacin istu

jednadinu (224), iz fega se zakljuCuje da se ceo polutalas moZe izraziti jedna-
ginom (225) sa nejednadinama

(226) ' X <x<X,, V<<V,

Posmatrajmo sad jedan negativan polutalas &iji krajevi neka su x=x; i
x=x,. Prema jednadini (223), drugi izvod y”’ tada je pozitivan duZ celoga
toga polutalasa, Sto znadi da ovaj na njemu moZe imati samo jedan minimum,
dostignut npr. za x=x,. Dok se x menja od x; do x,, integral y je neprestano
negativan i opada; dok se¢ x menja od x, ao x,, on jé neprestano pozitivan i
raste. U svakome od ta dva razmaka proizvod yy' ima, dakle, nepromenljiv
znak, I tada se nalazi, kao malofas za pozitivan polutalas, da se ceo polu-
talas moZe izraziti jednadinom (225) sa nejednadinama (226).

- Iz toga se izvodi ovaj opsti zakljudak:

Kad data diferencijalna jednacina (196) ima za svoje realne, konacne i
neprekidne integrale y, za vrednosti x sadrZane u razmaku (a, b), jedan kvalita-
tivni prvi integral oblika (211), gde su A, i 1, negativni brojevi, integral y
sastavljen je iz pozitivnih i negativnih polutalasa; svaki od ovih moZe se izra-
ziti u obliku

(227) Cy=yeos[x—xp) pl (m<x<x, Vpm<u<Vp),

gde su: x=x; i x=x, krajevi polutalasa, y, njegova amplituda, a u, i p,
apsolutne vrednosti brojeva A, i A;.
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Poito duZ posmatranog polutalasa, tj. za vrednosti x sadrZane u razmaku
(x,, x,), izraz
cos [(x—x) ]

ne menja znak, to je za sve te vrednosti

n<(x x),u<+n
2 7" 2’
pa, dakle,

X X, i X. Xo+ 7
1=2 T M2TAT
2u 2u

a posto se u nalazi u razmaku izmedu Vyu, i Vg, to se x, nalazi u razmaku
izmedu vrednosti

i x——2
0 ZVIITZ,

N
° 2V

a x, u razmaku izmedu vrednosti

To pokazuje da se razlika x,—x,, tj. dufina polutalasa, uwvek nalazi u
razmaku izmedu

PR
Vi, Vi
iz Cega se npr. lako izvodi zakljuSak o broju polutalasa u jednome dato-

me razmaku (a, b) vrednosti x. DuZina [ polutalasa moZe se mnapisati
u obliku

. (}__—L_) O<d<1);
V,Mz Vi, V,uz
ako se sa p oznaGi ceo broj koji pokaznje koliko je puta vrednost 2 sadr-
\ Vi
Zana u vrednosti b—a, a sa g ceo broj koji pokazuje koliko je puta 7 sadr-

Ve,
Zana u istoj vrednosti b—a, broj celih polutalasa, sadrZanih u razmaku (a, b),
uvek se nalazi u razmaku (p, q), tj. on je

p+¥(g—p) (O<d <1).
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25. DIFERENCIJALNE JEDNACINE PRVOG I DRUGOG REDA
SA OSCILATORNIM INTEGRALIMA

Najvazniji tip diferencijalnih jednadina sa oscilatornim integralima, {j.
&iji je integral sastavljen iz naizmeninih polutalasa, je homogena linearna
jednagina drugoga reda. Kad je takva jednadina svedena na tip

(228) y'+f(x)y=0,

kad god je funkcija f(x) u jednom datom, dovoljno prostranom, razmaku (a, b)
promenljive x, konacna, neprekidna i pozitivna, iz ovoga §to prethodi vidi se
da su pjeni integrali uopste oscilatorne funkcije te promenljive u razmaku (g, b).
Cestina oscilacija, tj. broj polutalasa u tome razmaku odreduje se na napred
navedeni nadin. Kad funkcija f(x) sadrZi kakav promenljiv parametar, ovaj ce
ofevidno uticati i na destinu oscilacija. Taj se uticaj moZe ispitivati proutavajuéi
nadin promena brojeva A, i A4, (iz ranijeg odeljka) kad se bude menjao taj
parametar. Interes i vaZnost takvih ispitivanja dolazi otuda, $to se na linearne
diferencijalne jednafine drugoga reda nailazi u velikome broju problema
mehanike i matemati€¢ke fizike, u teorijama oscilatornih pojava, kao $to su:
kretanje klatna, svetlosne i elektriéne cscilacije, pojave elasti¢nosti itd.

Primetimo da integral moZe biti oscilatoran i onda kad funkcija f(x)
naizmence prelazi od jednoga znaka na drugi, postajuéi naizmence pozitivna
1 negativna. Jer tada izraz '

w'=—f(x)y2,

koji uvek ima znak funkcije —f(x), i sam postaje naizmence pozitivan i nega-
tivan, §to znadi da integralna kriva naizmence prelazi od konveksnosti na
konkavnost (prema osi Ox), a $to moZe biti i jednim nizom oscilacija. Samo
§to, pri takvim oscilacijama, prelaz iz jednog polutalasa u drugi (tj. mesta
promene konveksnosti i konkavnosti) biva za stalne vrednosti x, koje ne
zavise od integracicnih konstanata i koje se nalaze medu korenima jednatine
f(x)=0, pa se, dakle, ne menjaju od jednog partikularnog integrala do drugog.
Naprotiv, u slu€ajevima kad f(x) zadrZzava stalno pozitivan znak, ti prelazi
bivaju za vrednosti x koje zavise od tih konstanata i menjaju se od jednog
integrala do drugog. '

Medutim, jednadine oblika (228) zadovoljavaju i integrali pojedinih dife-
rencijalnih jednacina prvoga reda

(229) | Y =F(x,7)
tako, da kad god funkcija f(x), §to im odgovara posle izvrSenog diferen-

cijaljenja jednacine (229), zadovoljava nepred izloZene pogodbe za oscilatorni
karakter integrala jednaCine (228), i integrali- jednacine (229) Ce biti oscilatorni.
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Koje su to jednadine (229) €iji opsti integral zadovoljava jednu jednadinu
oblika (228)?
Iz (229) dobija se diferencijaljenjem
., OF O0F O0F _O0F
=—4y —=—+F—.
ox o0y 0x 0y

Integral y zadovoljavade, dakle, jednu jednadinu (228) kad god se izraz

124

. , tj. izraz

1 [foF oF
(230) —~ (——+F ——>

y
svodi na jednu funkciju samo promenljive x; ta de funkcija tada biti f(X) iz jed-
nacine (228), poSto joj se promeni znak.

I primer; za jednalinu prvoga reda

(231) Yi+yt=g(x)
izraz (230) ima oblik

——L’——l'

2yVe—y

da bi on bio nezavisan od y potrebno je i dovoljno da bude ¢ =const, demu
odgovara

J(x) =const.

Jednadina (231), ¢&iji opsti integral zadovoljava jednu jednainu oblika
(228), jeste, dakle,

(232) yi+y2=a?
(gde je a konstanta koja se uvek moZe svesti na jedinicu), a njoj odgovara
jednadina (228) oblika
(233) N Y +y=0.
Opéti integral jednaline (233)

y=C,.sin x+C, cos x

je oscilatoran, pa ¢e to biti sludaj i sa opstim integralom jednaline (232),
koji je (za a=1) ‘ '

y=C sin x+}/1—C2 cos x.
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II primer: za linearnu jednadinu prvoga reda
y=uy+v

(gde su u i v date funkcije promenljive x) izraz (230) je oblika
’ 1 ’
W +u2)+— (' +uy);
Yy

da bi on bio nezavisan od y, potrebno je i dovoljno da bude

(234) u=—2
Y

i da odgovarajuéa funkcija
f ()= —( +u2)
bude pozitivna. PoSto se tada nalazi da je

, 2v2—w”
u U= -—,
y2

to pored uslova (234), treba jo§ da je u posmatranom razmaku (e, b) i izraz

w''—2v'2

AP (L’)z
v 14

naizmence prelazi od jednog znaka na drugi.

pozitivan, ili da funkcija

Ali jednacina (228) nije jedina diferencijalna jednacina drugoga reda koja
ima oscilatorne integrale. Tako postoji beskrajno mnogo, kako algebarskih,
tako i transcendentnih funkcija F(x,y) koje, kad se promenljiva x bude menjala
u jednome datome razmaku (a, b), ostaju neprestano pozitivne i vece od jednoga
stalnog pozitivnog broja N, pa ma kakvom realnom vredno$¢u (kona¢nom ili
beskrajnom) smenili u F promenljivu y. ‘

Takva bi npr. jedna funkcija, medu algebarskim funkcijama, bio polinom
P(x, ¥) po promenljivoj y, koji sadrZi samo parne stepene te promenljive, sa
koeficijentima koji su, kao i P (x, 0) ili sta'ne pozitivne koliCine, ili ma kakve
funkcije promenljive x pozitivne u razmaku (g, b). Takva bi, takode medu
transcendentnim funkcijama, bila funkci a

233 F(x,)=f () +¢(x) e,

gde je P ma kakav polinom, a fi ¢ ma kakve funkcije promenljive x, ko-
nacne, neprekidne i pozitivne u razmaku (a, b).
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U isto vreme, postoji beskrajno mnogo, kako algebarskih, tako i trans-
cendentnih funkcija @ (x,y) takvih da, dok se x menja u jednom datom raz-
maku (a, b), vrednost je funkcije neprestano pozitivna i nalazi se izmedu dva
stalna broja N i M (N<M) pa ma kakvom realnom vredno$¢u (konalnom
ili beskrajnom ) smenili u njoj y.

Takva bi npr. bila funkcija

u-+vy?
@ (x,y) =
w + sy2

gde su u, v, w, s ili stalne pozitivne koli€ine, ili konaéne, neprekidne i pozitivne
funkcije promenljive x u razmaku (a, ). Takva bi bila i funkcija
wr+v2 yt
D (X, )=,
(u+vy2)2
Sa tako definisanim funkcijama F i @ ima se, dakle, rezultat:

Diferencijalna jednacina
(236) Y +yF(x,y)=0

ima kao kvalitativai prvi integral

1

(237) Y 1 (a<x<b, N<I<+ o),
y .

a diferencijalna jednadina

(238) V' +y® (x,)=0
ima kao takav integral

1

(239) Y _u (a<x<b, N<u<M).
y

Iz ovoga se neposredno ‘izvode zakljudci vezani za takve prve integrale,
a koji su napred navedeni, tj.:

1° svaki integral y, kad god su on i njegov prvi i drugi izvod konatne
i neprekidne funkcije promenljive x u razmaku (a, b) dovoljno prostranom da
bi se u njemu mogao ispoljiti oscilatorni karakter, bife oscilatoran: imace u

tome razmaku samo prostih nula, menjajuéi znak svaki put pri polasku kroz
svaku od ovih;

2° integral y jednadine (236) ima u razmaku (a, b) najmanje onoliko

polutalasa, koliko je puta vrednost l/% sadrzana u vrednosti b—a;
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3° integral y jednaline (238) ima u razmaku (a, b) najmanje onoliko

. 7 < .
polutalasa, koliko se puta vrednost V_N_ sadrZi u vrednosti b—a, a najvise ono-

liko koliko je puta vrednost " sadrzana u b—a.
VM
Tako npr. jednagini
Y'+ay+fy*=0

(a, § pozitivne konstante), a koja se integrali pomocu elipti¢kih funkcija, od-

govara funkcija
F(x’ y)=a+ﬂy2,

&ija je vrednost uvek veéa od a: njen Ce integral, dakle, imati u razmaku (a, b)
najmanje onoliko polutalasa koliko se puta broj —Vj_t: sadrzi u razlici b—a.

a

Jednadini ‘

(240) (u+vw2)y"+y vz yr+uz =0

[u i v su ili stalne pozitivne kolidine, ili funkcije promenljive x, koje su ko-
nalne, neprekidne i pozitivne u razmaku (@, b)] odgovara funkcija

Vul +v2y4
D (x, y)= I

&ija vrednost, za sve vrednosti x u razmaku (g, b) i za sve realne vrednosti y,

. . | .
leZi u razmaku izmedu ﬁ i 1. Prema tome je

1
173

i integral y jednaline (240) ima u razmaku (a, b) najmanje onoliko polutalasa,

N=——=0,7071..., M=1

4
koliko se puta broj #)/2 sadr¥i u razlici b—a, a ngjvife onoliko polutalasa koli-
ko se puta broj = sadrZi u toj razlici.

Uslov da bi opsti integral jedne diferencijalne jednaine prvoga reda

y, =f(x’ y)
zadovoljavao jednu jednadinu oblika (236) ili (238), sastoji se u ovome: treba
da se izraz
1 /o
y \0x oy

svodi na jednu funkciju F(x,y) ili @ (x,¥).

11 Radunanje sa brojnim razmacima
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26. RAZMACI ZA INTEGRALE SISTEMA SIMULTANIH JEDNACINA

Sistem -simultanih jednadina

dy
=L =f1 (%, Y1, V),
d
(241) y2 =2 (5 p1se e Y,
d _
ﬂ= n(x,yl:---,yn)’
dx

moZe takode imati, za svoje realne, konatne i neprekidne integrale y,, ¥,, ..., ¥,
kvalitativnih prvih integrala

(242) D=) (a<x<b, M, <A<M)),

gde je @ jedna odredena funkcija jedne ili viSe nepoznatih y,, y,,..., ¥V, pro-
menljive x i izvoda nepoznatih funkcija y, po x; @ moZe, uostalom, zavisiti
i od pocetmh vrednost1 funkc1_]a Vi

Tako, kad god se, medu jednaginama (241), nalazi jedna ili vise jedna-

dina oblika
(243) Dk _yti

, dx
gde je f; kakva funkcija promenljive x i nepoznatih y,, po vrednosti neprestano
veéa od jednog stalnog pozitivnog broja N za sve realne (konadne ili bes-
krajne) vrednosti promenljivih $to u njoj figuridu, svakoj takvoj jednaéini (241)
odgovarace po jedan kvalitativni prvi integral oblika

1dn

7 (—oe<x<+oc, N<I<+ ).
yk X - R

‘ Iz takvog se prvog. 1ntegra1a mogu izvesti .napred navedeni. zakljucci za
1ntegral Vi, vezani za egzistenciju prvih integrala takvih oblika. Tako, integral
Yi sistema (241), koji za x=x, ima_ vrednost y=yy,, bice, za svaku realnu
vrednost x, po apsolutnoj vrednosti vedi od

Vi o €V
on nece imati realnih. nula itd. . - . Gl
Diferencijaljenjem jedne, ma kO_]e od jednadina (241) dobija se' jedna-
Cina oblika
Py Of 0 Dy 0% by

dx2  ox ody, dx 0y, " dx: :
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koja, prema samim jednaCinama (241) postaje

dz? 0 0 0 0
_ylﬂ__~,ﬁ+fl i+]‘2i+...+fki’
dx2  Ox oy, 0y, O¥n

prema cemu je

Ldy, 100 P
1 a2y _ (fk Sh ﬁ) (k=1,2,...n).
Yp dx? 0x =i 0y

I tada, kad god jedan ili viSe izraza

e Lo 7255

za vrednosti x u razmaku (g, b) ostaje po vrednosti neprestano manji od jed-
nog negativnog stalnog broja —N, a veéi od jednoga negativnog stalnog broja
—M, pa ma kakve realne vrednosti imali y,, ¥,,...,Vs k-toj jednadini (241)
odgovarace po jedan kvalitativan prvi integral oblika

1 d?y,

=1 (a<x<b, —M<A<—N).
Vi dx?

- A iz egzistencije takvog prvog integrala, zakljuduje se na napred poka-
zani nadin:
1° da je integral y;, koji za x=Xx, ima vrednost y=yy,, sastavljen iz po-
zitivnih i negativnih polutalasa od kojih se svaki moZe izraziti u obliku

Y=V 008 [(x—Xp) p] (5, <x<x, VN<pu<VM),

gde su x; i x, krajevi polutalasa;
2° da se dufina | polutalasa moZe izraziti u obliku

3° ako se sa p i q oznale celi brojevi, koji pokazuju koliko je puta

vrednost —— V VL— sadrZana u razlici b—a, broj h polutalasa u razmaku (a, b) bice
h=p+¥ (g—p).
Primer: neka je dat sistem
d d dy; -
(244) ey 2y Py,

dx dx dx



164 Brojni razmaci za integrale diferencijalnih jednaéina

(a, B, v konstante). na koji se nailazi u problemu kretanja &vrstog tela i Ciji
se integrali izraZavaju pomocu elipti¢kih funkcija.

Diferencijaljenjem prve jednagine dobija se

dzy, dy; dy,
dx2 ( 2 dx ? dx)

§to, prema drugoj i trecoj jednadini, daje

1 d2
(245) — BN o3+ 833,
y dx?

a sliéne se jednaline dobijaju i za izraze

LdZYZ i L d2y3
y, dv*  y, dx2

Kad su B i y istoga znaka, izraz (245) moZe biti jednak nuli samo za
takvu jednu realnu vrednost x=x', za koju bi bilo u isti mah y,=0 1 y,=0.
Ali, te dve funkcije ne mogu biti jednake nuli za jednu istu vrednost x=x'.
Jer, uzastopnim diferencijaljenjem jednaCina (244) dobio bi se za ma koji
izvod integrala y; jedan izraz koji i sam postaje jednak nuli kad je y,=0 1
y3=0, tj. za x=x". A poSto vrednost n-tog izvoda funkcije y, za x=x',
podeljen sa nl, predstavlja koeficijenat od (x—x')* u razvitku integrala y, u
Taylorov red (koji, prema osnovnoj teoremi o egzistenciji integrala simultanih
jednadina, mora biti konvergentan wu blizini vrednosti x=x"), to bi svi ti
koeficijenti, izuzev§i prvi, bili jednaki nuli, tj. integral y, bi se identicki sveo
na konstantu. Prema tome bi se, na osnovu prve jednaline (244) jedan od
dva integrala y, i y; sveo identi€ki na nulu, a prema (245) i drugi. Kad
god su, dakle y, i y, prave funkcije promenljive x, one ne mogu biti jednake
nuli za jednu istu vrednost x=x'.

Iz toga se zakljuCuje’ da kad su S i y istoga znaka, apsolutna vrednost
izraza (245) za sve realne vrednosti x ostaje neprestano veda od jednoga
stalnog pozitivnog broja M, Sto znali da sistem (244) ima jedan kvalitativan
prvi integral oblika

1ay_,
y, dx?

(—o<x<+oc, M<I<+ o) ili (—oe <x< + e, —oc <A< —M),

(prema tome da 1i je zajedniCki znak konstanata of 1 ay pozitivan ili nega-
tivan) tako da se mogu primeniti napred navedena posmatranja.
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27. RAZMACI ZA INTEGRALE PARCIJALNIH DIFERENCIJALNIH
JEDNACINA

Kao i obicne diferencijalne jednaine i sistem simultanih jednaéina, tako
i parcijalne jednacine

2
(246) F(xl,x,_,...,x,,;V,é—V,.. d_VO_V .

v ; ,..)=0
ox, Ox, 0x2 )

mogu imati kvalitativnih prvih integrala oblika
(247) D=1 (A <A<y,

za odredene oblasti nezavisno promenljivih koli¢ina x,,...x,, i za svoje
realne integrale V koji, pri tome, zadovoljavaju jo§ i kakve date uslove.

Takve je prve integrale moguéno formirati npr. koristeéi se ranije
izvedenim algebarskim ili integralnim nejednadinama, koje bi, primenjene na
izraz F, dale moguénosti da se iz njegovog oblika zaklju¢i o egzistenciji
jednoga izraza @ koji bi

1° zavisno od promenljivih x,,...,x,, nepoznate funkcije V i njenih
parcijalnih izvoda po tim promenljivim;

2° ostao, za posmatranu klasu integrala F, neprestano u jednome odre-
denom razmaku (4,,4,), a za sve vrednosti x,,...,x, $to se nalaze u jednoj
opet odredenoj oblasti 4.

Tako dobivena jednadina (247) predstavlja jednu novu parcijalnu jedna-
gnu; ako se ova moZe integraliti za proizvoljnu vrednost A, traeni integral V
nalazice se izmedu dveju funkcija Vi i V, koje se dobijaju kad se u integralu
Jednacine (247) smeni A jedan put sa najmanjom, a drugi put sa najvecom vredno$céu
koju dobija ovaj integral dok se A menja od A, do 1,.

Tako &e se dobiti integral V u obliku jednoga razmaka.

To ¢e ovde biti objadnjeno na jednome vaZnom tipu parcijalnih jednacina
prvoga reda, na koje se nailazi i u opStijim problemima geometrije, mehanike
i matematitke fizike., To je jednadina

(248) | <5V>2+---+(g)2=f(x1,xl,...,x'n)

ox, 0%,

gde je f data funkcija nezavisno promenljivih kolifina x;,..., x,.
Neka je 4 jedna posmatrana oblast promenljivih x,,..., x,, pa uofimo
one integrale ¥ jednadine (248), koji su u toj oblasti realni i takvi da im
svaki od parcijalnih izvoda
ov oV ov
b—xl , 0_362 seees EL
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u toj oblasti zadrZava nepromenljiv znak. Oznadimo sa s, jedinicu uzetu sa

o . oV . " N L
nepromenljivim znakom izvoda — , pa se jednadina (248) moZe napisatli u

Xk
obliku o
oV\2 oV\?
(249) \/<s1—V> +---+<sn—) =Xy, .. .5 Xp),
0x, 0xy,
gde je .
(250) Y 2P B C N )

Posto se, kao §to je napred pokazano, vrednost na levoj strani jednacine
(249) u kojoj su svi ¢lanovi

oV ov o
laxlv Zaxz:»-'~: n

obevidno pozitivni, nalazi u razmaku izmedu

0%,

P
— 1P,
Vn
gde je
oV oV
P=si—F 45, —,
0x, 0x,

to se jednaéina (250) moZe napisati u obliku
ov

X1

p _
(251) 5 -+sn0—V=l<p(x1,...,xn) (1<i<yn

Xn

(ede za ¢ treba uzeti pozitivnu determinaciju kvadratnog korena na levoj
strani jednaCine 250).

Jednacina (251) predstavija jedan kvalitativai prvi integral date jedna-
dine (248).

Jednadina (251) se moZe integraliti za proizvoljnu vrednost 4, i to po
obi¢nom uputstvu za integraciju linearnih parcijalnih jednadina prvoga reda.
Po tome uputstvu treba obrazovati sistem

dx, dx, dx, dV
1 =8H—_—= =8y ——=7>
1 1 1 g
iz koga se dobija

51
Xy=—x+Cy,

52
51
(252) Xy=—x,+C,,
3
s
Xp=—Lx+Cpy



Razmaci za integrale parcijalnih diferencijalnih jednacina 167
kao i jednacina

(253) — =5 Ap.

Xy

Ako se, prema opStem uputstvu za tu integraciju, na desnoj strani jedna-
gine (253) smene x,, x5, ... X, njihovim vrednostima (252), ta jednacina postaje

dv
(254) — =5 p(x,C,Cy...,Ch)),

dx,
gde je u odredena funkcija promenljive x;, koja sadrZi n—1 proizvoljnih
konstanata C,,..., C,—; ta ée funkcija biti odredena neposredno pomenutom
smenom.

Iz (254) se dobija integracijom

(255) V=s,[ dpdx,+C,,

gde je C, jedna nova integraciona konstanta.

Prema datoj jednadini (248), funkcija f kao zbir kvadrata realnih koli-
¢ina uvek je pozitivna; prema tome je funkcija @, pa dakle i funkcija o,
uvek realna i od nule razli®ma u oblasti 4. Funkcija y zadrZava, dakle
nepromenljiv znak u toj oblasti i onda, primenom obidne teoreme za srednje
vrednosti integrala, nalazi se da je

[apdx,—p[ydx, (1<p<Vn),
tako, da jednadina (255) postaje
(256) V=su[pdx +C,.
Medutim, iz (252) i (256) je

Ckzxk-H_ixl (k:1’2:"'an_1)5

Sk+1
Co=V—s,uF(x;, Cqy...,Cpy),
gde je
F(x, Cpoee s Co)=[ (%, Cpyen oy Cpy) dxy.
Prema uputstvu za integraciju linearnih parcijalnih jednadina ako se
oznati da je

Uy = Sppqg Xy —S X, (k=1,2,...,n—1)
257)
Uy=V—s p F(xy, tyy .o, Uy y),
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svaki integral V posmatrane vrste mora zadovoljavati po jednu jednainu
oblika

(258) Hu,uy,...,u,)=0

gde je H funkcija samo promenljivih u, ..., u,; obrnuto, svakoj proizvoljno
uzetoj funkciji H odgovara jedan integral V.

Resenjem jednadine (258) po u,, a s obzirom na poslednju od jednacina
(257), dobija se integral V' u obliku
(259) Vs i Flx,uy, . .,y )+ Dy, ..., Uy,
gde je @ proizvoljna funkcija promenljivih u,, ..., u, .

Svakome partikularnom integralu 'V posmatrane vrste odgovara u izrazu
(259) po jedna specijalna funkcija @, i svakoj proizvoljno uzetoj funkciji @
odgovara po jedan partikularni integral V. Taj Ce integral, a za vrednosti
X,5...,%, sadrzane u oblasti 4, leZati u razmaku izmedu

s, F+® i s,V/nF+ .

Funkcija F, kao §ta se vidi iz gore navedenog, dobija se iz date funkcije
f pomodu jedne proste kvadrature. Na taj nalin, svi integrali V posmatrane
vrste dobijaju se u obliku razmaka, pomocu jedne proste kvadrature. Proizvoljna
funkcija @ odreduje se, kao i uvek kod parcijalnih jednadina, pomodu pocetnih
uslova koje ima da zadovolji integral 7 §to se ima u vidu.

Primer: neka je data jednadina

(() V)2 n (0 V)Z —(— X))

0x, 0x,
v . . T oV .
pa potraZimo njene realne integrale &iji je izvod — neprestano negativan, a
X1

. oV SO . . . .
izvod - neprestano pozitivan u datoj oblasyi 4 ravni (x, x,). Tada je
X2

s5=—1, 5,=+1
@ (X, X,) = (X, —x1)%
tako da se ima formirati sistem

dx_dy,_ v
1 1 A(x,—x,)?

(1<i<V2).
Odatle je
' Xy=—x+C,

U =x,+x.
oV

— = —A(—x )= —A(C;—2 xp)%,
0x, ;
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i prema tome

v—u© 62"‘) +C, (1<i<V2),
F(xla Cl): (Cl 2XI) ’
6
—_ 3
F(xnul):_(xz 6x1) .

Svaki od traZenih integrala V bide, dakle, oblika
( 2 —
6 +(D(x1+x2)
gde je @ funkcija jedne promenljive. Broj u# zavisi od x; i x,, ali za sve
vrednosti tih promenljivih, §to se nalaze u oblasti 4, ostzje neprestano u
razmaku izmedu 1 i J/2. On dostiZe svoju graniénu vrednost u—=1 za one
. . .o . . oV . 0 .
parove vrednosti x,, x,, za koje jedan ili drugi od izvoda — i or postzje
0x; 0x,
jednak nuli; on takode dostife svoju grani¢nu vrednost )2 za one parove
vrednosti x;, x, za koje je
0 oV . 0 a
0x, 0x, dxl 0x2
Svakoj funkciji @ (koja se moZe proizvoljno birati) odgovara po jedan
razmak gornje vrste u kome se nalazi jedan p.rtikularni integral V. Uzevsi
npr. @ =const dobijaju se integrali oblika

. 3
V=u (szxl) + const,

koji se svi mogu izraziti u obliku
V= (14—041421‘})(x2 . *)? +const (0<d<1).

Integral ¥ te vrste koji npr. postaje jednak nuli za x;=x, leZace u
oblasti izmedu funkcija .
X, —X;)3 l/_

G2 5 B2 e,y
tj. izmedu funkcija
0,1667 (x,—x;)® 1 0,2357 (x,—x;)3.

A
(4 \
<y _seor®ty
ot seots
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