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MIHAILO PETROVIC 

Ako hi se postavilo pitanje koja: je hila najistaknutija licnost medu srpskim 
matematicarima, hez dvoumljenja hi se moglo reci: Mihailo Petrovic. On je 
znatno uticao na razvoj nase nauke i kulture kao naucnik i profesor Univerzi
teta u Beogradu, kao ucesnik u polamim ekspedicijama i plodni putopisac iz 
egzoticnih krajeva Zemljine · kugle. Petrovic nije samo nacionalni velikan koji 
je ponikao iz srpskog naroda, vec on uziva veliki ugled· i u celom svetu. 

Po nepodeljenom priznanju Petrovic je najveCi srpski matematicar i njegovo 
stvaralacko delo zasluzuje da se svestrano i kriticki prouci. 

Roden je 6. maja 1868. godine u Beogradu, gde je svrsio osnovnu i 
srednju skolu. Prirodno-matematicki odsek Velike skole u· Beogradu zavrsio je 
1889. godine. Iste godine otisao je u Pariz i tamo je, posle pripremanja od 
godinu dana, polozio prijemni ispit na Ecole Normale Superieure, u kojoj 
je ostao sve do I 894. godine. Za to vreme zavrsio je na Faculte des sciences 
u Parizu: lisans matematickih nauka (1892), lisans fizickih nauka (1893) i dok
torat matematickih nauka (juna 1894). 

Period studija Mihaila Petrovica u Parizu pada u vreme kada je francuska 
matematicka nauka dostigla jednu od svojih kulminacionih tacaka. Njegovi 
profesori su hili: Poincare, Darhoux, Picard, Hermite, Painleve, Appell, Tannery, 
Boussinesq, Koenigs, Lippmann - sve slavna imena ne samo francuske vec i 
svetske nauke. 

Svoju doktorsku tezu: Sur les zeros et les infinis des integrates des equa
tions difjerentielles algebriques (Pariz 1894, 109 p.) odhranio je pred komisijom 
koju su sacinjavali: Hermite (predsednik komisije), Picard i Painleve (ispitivaci). 
Rezultati do kojih je Petrovic dosao u tezi odmah su zapazeni i neke od ovih 
Picard je uneo u svoj udzhenik: Traite d' Analyse, t. Ill, deuxieme edition, 
Paris, 1908, p. 378-381. 

Odmah po polozenom doktorskom ispitu Mihailo Petrovic je izahran za 
redovnog profesora Velike skole u Beogradu. Pocetkom 1905. godine donet je 
Zakon o univerzitetu, po kome je Velika skola ukinuta a svi profesori stavljeni 
na raspolaganje. Po propisima toga Zakona, ministar prosvete postavio je prvih 
osam redovnih profesora Univerziteta u Beogrl!du, medu kojima je hio i Mi
hailo Petrovic. 

Polovinu stoleca, od 1894. do 1943. godine, Mihailo Petrovic neumorno 
i predano spremao je nastavne i naucne kadrove za niatematiku. · 



K'lo profesor Velike skole i Univerziteta u Beogradu oddao je sesnaest 
raznih kurseva, od kojih je neke ponavljao gotovo iz godine u godinu. Bilo 
je skolskih godina kada je sam ddao sve kurseve iz matematike. 

Mihailo Petrovic voleo je svoj nastavnicki poziv. Njegova predavanja 
odlikovala su se jednostavnoscu i ona su privlacila studente. 

Petrovic je imao strogo merilo koje je preneo i na svoje ucenike i time 
Je u znatnoj meri doprineo da nastava matematike u nasoj srednjoj skoli zauzme 
Iepo mesto. 

Za svaki kurs Petrovic je izdao skripta ili udzbenik. Pri kraju svoje ka
rijere odrzao je i neke specijalne kurseve kojima je hteo uputiti slusaoce u 
problematiku iz analiticke teorije diferencijalnih jednacina. 

Pod uticajem Mihaila Petrovica formiran je Citav niz naucnih radnika na 
matematickom polju. Iz teorijske matematike kod Mihaila Petrovica doktorirali 
su: Mladen Beric, Sima Markovic, Tadija Pejovic, Radivoje Kasanin, Jovan 
Karamata, Milos RadojCic, Dragoslav Mitrinovic, Danilo Mihnjevic, Konstantin 
Orlov, Petar Muzen i Dragoljub Markovic. 

Petrovic se radovao n'lucnom ~spehu svojih ucenika i nije im nametao 
oblast u kojoj ce oni vrsiti istrazivanja. U periodu Petrovicevog delanja za,. 
pazeni su, u drugim oblastima nauke, mnogobrojni slucajevi sputavanja naucnog 
rada pa je utoliko znacajnije sto je on davao podstreka za naucni rad. 

Godine 1932. Matematicki institut Univerziteta u Beogradu, na inicijativu 
Mihaila Petrovica i Milutina Milankovica, pokrece casopis na inostranim jezi
cima Publications mathematiques de l'Universite de Belgrade. D::> 1941. godine 
izislo je sedam knjiga. 

Navedeni casopis bio je kruna uspeha Mihaila. Petrovica. To je u stvari 
bio casopis njegove . skole. Preko tog casopisa nasi matematicari mogli su se 
k<eo kolektiv predstaviti svetskoj javnosti. 

Kao mlad covek, 1900. godine Petrovic je postao redovau clan Srpske 
akademije nauka. U odeljenju prirodnih nauka ove Akademije on je zivo 
ucestvovao u radu. Na sednicama Odeljenja prikazao je veliki broj rasprava 
syojih ili svojih ucenika. Ovi radovi stampani su u Gla5u Srpske akademije 
nimka. 

Petrovi~ je jedan od inicijatora publikacije Bulletin de l' Academie des sciences 
mathematiques et naturelles de Belgrade. U ovoj publikaciji stampini su na 
inostranim jezicima izvodi iz radova koji su objavljeni u Glasu. U seriji ma
te.:haticko-fizickih nauka navedene publikacije, u periodu od 1933. do 1941. 
objavljeno je sedam knjiga koje vecim delom sadde rasprave pripadnika skole 
Mihaila Petrovica. 

Petrovic je bio clan vis3 inostranih abdemija nauka i clan mngobrujnih 
raucnih drustava. Ucestvovao je m vise medunarodnih m 1tematickih ko;J.gresa 
i drzao predavanja na inostranim fakultetima. 

17. novembra 1939. promovisan je za poca>nog doktora filozofije Beo
gradskog univerziteta. 

Petrovic je bio · p1odan naucni radnik. Prva njegova rasprava objavljena 
je 1894. godine u izdanju Akademije nauka u Parizu. Od tada pa sve do smrti, 
1943. godine, on je stalno i sistematski radio i objavio blizu 250 radova od 
k _;jih su 12 posebna naucna dela. Rasp::-ave je stampao u zemlji i inostranstvu, 
na srpskom i francuskom jeziku. 



Petroviceve rasprave mogu se razvrstati u sledece oblasti: aritmetika, ne
jednakosti, polinomi, funkcij~ kompleksne promenljive, diferencijalne jednacine, 
integralni racun i opsta fenomenologija. 

Mihai1o Petrovic imao je. intuicije, P,fonalazio je interesantne probleme za 
proucavanje i cesto im davao e1egantna resenja. On je imao mnogo ideja, pa 
nije stizao · da ih do tanCina obradi. Stoga se proucavanjem njegovih rasprava, 
narocito iz oblasti diferencijf!.lnih jednacina, mogu naCi ideje za nova istrazivanja. 
Zato nove generacije nasih matematicara treba da proucavaju Petroviceve ras
prave jer ce se ovim . ne samo usavrsavati, vec se mogu inspirisati. za nova 
sopstvena istrazivanja. 

Treba primetiti da se u radovima M. Petrovica nailazi, ne tako retko, na 
stamparske i racunske greske. Na neke od njih bice ukazano u Predgovoru. 

Nemacki matematicar H.· Schwarz na jednom internacionalnom kongresu 
matematicara izjavio je da u njegovim radovima nema nikakvih gresaka. Na to 
mu je M. Petrovic odgovorio »Kod mene, naprotiv, u svakom redu ima 
gresaka.« 

Petrovic nije bio sa:mo profesor i naucnik, vec je bio i alas i strucnjak 
za pitanja ribolova, zbog cega je dobio svoje popularno ime Mika-Alas. Postao 
je stvarno ribarski ka1fa 1888. godine, a nesto kasnije polozio je ispit za ribar
skog majstora. Imao je svoju ribarsku druzinu i kada je odlazio u ribolov 
potpuno se ponasao kao profesionalni alas. 

Petrovic je takode bio strastan putnik u egzoticne krajeve sveta i putopisac. 
Godine 1931. i 1933. boravio je kao clan jedne naucne ekspedicije u Severnoj 
polarnoj oblasti, a 1935. godine u Juznoj polarnoj oblasti. 

Srpska knjizevna zadruga objavila mu je knjige; Kroz polarnu oblast (1932), 
U carstvu gusara (1935), Sa okeanskim ribarima (1935), Po zabacenim ostrvima 
(1936), Roman jegulje (1940). 

M. Petrovic je u toku svoje nastavnicke karijere ddao sledece kurseve: 
* Ana1iticka geometrija u ravni i prostoru. 
* Visa algebra. 
* Diferencijalni i integralni racun. 
* Geometrijske primene teorije diferencijalnih jednacina. 

Racunanje s brojnim razmacima. 
Teorija beskrajnih redova. 
Elipticke funkcije. 

* Parcijalne diferencijalne jednacine matematicke fizike. 
Linearna diferencijalna jednaCina drugog reda i njene primene. 
Kvalitativna integracija diferencijalnih jednacina. 
Integracija diferencijalnih jednaCina pomocu redova. 
Analiticki problerni za obradu. 

* Teorija gresaka (Beograd, 1930). 
* Teorija analitickih funkcija. 

Elementi matematicke fenomenologije. 

Za kurseve oznacene zvezdicom M. Petrovic je objavio tabake. 



Pored toga, on je objavio i s1edeee udzbenike: 
E1ementi matematicke fenomenologije (Beograd, 1911, 774 str.). 
Racunanje sa brojnim razmacima (Beograd, 1932, 193 str.). 
Elipticke funkcije (Beograd, 1937, 128 str.). 
Integracija diferencijalnih jednacina pomocu redova (Beograd, 1938,221 str.). 

Povodom stogodisnjice rodenja Mihaila Jletrovica mnogo je napisano i jos 
vise usmeno kazano. Medutim, samo izuzetno date su kriticne ocene na 
Petroviceve naucne doprinose pojedinim oblastima matematike. Suvise se insi
stira, a1i ne potkrepljuje dokazima, da je Petrovic posebno origina1an u feno
meno1ogiji i u numerickim spektrima. Medutim, potvrduje se sve vise da su 
njegovi rezultati iz teorije polinoma, specijalnih funkcija, diferencijalnih jedna
Cina i nejednakosti (brojnih razmaka) ne samo danas aktuelni vec da oni 
sluze kao polazna tacka za razne generalizacije. 

D. S. Mitrinovic 



PREDGOVOR 
Posle duzeg vremena doslo je do ponovnog izdavanja knjiga Mihaila 

Petrovica: Racunanje sa brojnim razmacima (prvo izdanje 1932. godine), Elipticke 
funkcUe (1937) i lntegracija diferencijalnih jednacina pomocu redova (1938). 
Mihailo Petrovic je ove knjige pisao kao udzbenike za redovne kurseve koje je 
cldao na Beogradskom univerzitetu. Medutim, svaka od njih je vise nego 
obican udzbenik, jer saddi u sebi mnogo onoga sto jednu knjigu karakterise 
kao monografiju. Da je zaista tako, vidi se i iz toga, sto se i danas jedna 
grupa beogradskih matematicara inspiris: rezultatima koji se nalaze u njima i 
daje nove naucne priloge u oblastima koje su ovde tretirane. Ono sto smeta 
da bismo mogli slobodno da tvrdimo da se zaista radi o monografijama u 
pravom smislu reci je cinjenica ~a _ ni u jednoj od njih nema bibliografskih 
podataka, tako da nije uvek mogucno utvrditi o cijem se rezultatu radi, kao 
ni iz kog perioda je taj rezultat. Ovo je stetilo i samom Mihailu Petrovicu kao 
naucniku. Naime, u ovim knjigama ima dosta njegovih rezultata koji su kasnije 
u svetskoj literaturi pripisivani drugim matematicarima, mada su ovi dosli do 
njih cesto puta znatno posle M. Petrovica. Tek danas za neke od tih rezultata 
utvrden je Petrovicev prioritet. 

Prilikom citanja ovih knjiga mora se biti obazriv u odnosu na termino
logiju. Cesto ce se naici na neadekvatnosti kao i na nesavremeno shvatanje 
nekih matematickih pojmova i to ne samo sa danasnjeg stanovista vec i, donekle, 
sa stanovista koje su zauzimali pojedini matematicari iz vremena u kome je 
ziveo i stvarao Mihailo Petrovic. Redaktori, ma da su, prirodno, ovoga svesni, 
nisu zeleli da vrse izmene u tom pravcu, radi istorijske autenticnosti teksta. 

Citalac ce naici na pojedine arhaicne izraze koji ce pri prvom sretanju 
smetati, ali se za neke, posle razmisljanja, cini da su cak i prikladniji od · onih 
koji se danas upotrebljavaju. , 

Prilikom redakcije novog-drugog-izdanja, ponegde su ispravljena sU:vise 
gruba gramaticka odstupanja. Jezik je, u osnovi, zaddan, mada je prilikom 
nedoslednosti autora, izabrana ona varijanta koja je bliza danasnjim shvatartjima. 
Pravopisne greske su, uglavnom, ispravljene, osim u slucajevima kada bi ove 
ispravke davale bitno drukciji utisak o tekstu. 

Terminologija i simbolika najcesce nije menjana, mada su izvrsena neka 
skracivanja u simbolici. Na primer, pisano je = umesto ;,identicki= 0". 

U novom izdanju ispravljene su ranije stamparske greske. Takode su 
ispravljeni neki pogresni rezultati, kojih je najvise bilo u knjizi Racunanje sa 
brojnim razmacima. Valja naglasiti da su ove greske uglavnom racunske pri
rode. Ponajmanje ovakvih gresaka, koliko su redaktori uspeli da utvrde, bilo 
je u knjizi Elipticke funkcije. 

Ubedeni smo da ce ponovno izdavanje Petrovicevih knjiga znaciti znacajan 
podsticaj i u nastavi i u naucnom radu u oblastima o k-ojima je rec. Pitanja 
porekla pojedinih rezultata predstavljaju poseban interes i za istoricare matema
tike. I pored nedostataka koje smo poclvukli, Petroviceve knjige imaju niz 
visokih kvaliteta, koji u potpunosti opravdavaju ponovno izdavanje. Petrovic 
pise lako, zivo, zanimljivo, uvek sa ukazivanjem na otvorena pitanja. Ove knjige 
su primer kako matematicko izlaganje ne mora da bude suvoparno i odbojno: 
u nizu razmatranja jasno se vidi ruka velikog majstora, mnoge specificnosti 
naucnog postupka naseg velikog matematiciua Mihaila Petrovica. 

Beograd 
30. VI 1969. 

Milorad Bertolino 
Petar M. Vasic 
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PRVI ODELJAK 

BROJNI RAZMACI U 
ELEMENTARNIM RACUNIMA 





1. BROJNI RAZMACI KAO MATEMATICKI ELEMENTI 

u cistoj, apstraktnoj matematici jedna realna kolicina je jedan t:-J.cno odre
den realan broj, jedna apstraktna matematicka tacka na apstraktnoj mJ.tem::.tic
koj realnoj brojnoj liniji. 

Matematicka tacka u ravni je jedno u toj ravni mesto tacno odredeno 
pomocu dva tacno odredena realna broja. Kontinualni niz matematickih tacaka 
sastavlja matematicku liniju koja se proteze samo svojom duzinom. 

Matematicka tacka u trodimenzionalnom prostoru je u tome prostoru 
mesto tacno odredeno pomocu tri tacno odredena broja, a kontinualni niz mate
matickih tacaka sacinjava ravnu, ili u prostoru izvitoperenu matematicku liniju 
koja se proteze samo svojom duzinom. Kontinualni niz takvih linija sastavlja 
jednu matematicku povrsinu, koja se proteze i svojom duiinom i svojom sirinom. 

':fo su osnovni elementi ciste, apstraktne matematike, ali na kakve se u 
stvarnosti, u prakticnoj matematici, vrlo retko kad nailazi. Istina, ima slucajeva 
kad je i u stvarnosti jedna uocena realna kolicina jedan tacno odreden broj, 
koji se poklapa sa jednom matematickom tackom na apstraktnoj realnoj brojnoj 
liniji. To su slucajevi kada se zna da je uocena kolicina ceo ili periodican 
desetni razlomak kome se mogu saznati sve decimale (tj. kad su te decimale 
sve nule, ili su one sto su razlicne od nule, u konacnom broju, ili se uopste 
zna zakon po kome se one nizu jedna za drugom, kao sto je to slucaj kod 
racionalnih razlomaka itd.). Takav je npr. slucaj sa totalnim brojem medu sobom 
jednakih pred~eta rasporedenih u konacan broj goniila; ili · slucaj kad se trazi 
broj realnih korena jedne jednacine koji se nalaze izmedu dva data broja; ili 
slucaj kad se traie celi koreni jedne algebarske jednacine itd. . 

Svaku drugu koliCinu koja ima beskrajno mnogo decimala, a ovima se 
ne zna zakon, nemogucno je prakticki, u stvarnosti, odrediti kao apstraktnu 
niatematicku tacku na matematickoj brojnoj liniji. Za takvu se kolicinu u najboljem 
slucaju moze samo fiksirati jedan brojni razmak, tj. jedan razmak na brojnoj 
liniji za koji se moze tvrditi da se ta koliCina sigurno u njemu nalazi (primer: 
V2 ili n). Tako je cak i onda kad bi na prvi pogled izgledalo da je koliCina 
odredena kao matematicka tacka u preseku dveju tacno konstruisanih Jinija 
(npr. dveju pravih, ili prave i kruga, ili dva kruga), jer se prakticki nikad ne 
moze nacrtati tacna, apstraktna, matematicka Iinija (to ·ce prakticki ·uvek biti 
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jedna Vlse j)j manje siroka pruga, j)j vise-manje debe)a sipka), pa i preseci 
tako nacrtanih linija nisu tacke, vec imaju konacno protezanje (primer: kon
strukcija broja V2 pomocu prave i kruga; konstrukcija broja n ili e pomocu 
traktoriografa). 

Prema samoj prirodi ljudskog saznc:nja, jedna se realna koliCina ( osim 
pomenutih izuzetnih slucajeva) odreduje prakticki, uopste ne kao tacno odreden 
broj ili matematicka tacka, vec kao brojni razmak; jedna tacka kao segment 
jedne prave ili krive linije, ili kao isecak jedne povrsine, ili c2k i kao telo u 
trodimenzionalnom prostoru; linija u ravni kao pruga konacne sirine; linija u 
prostoru kao sipka konacne debljine, itd. Fakt:Cki elementi, sa kojima ima posla 
matematika stva.rnosti nisu, dakle, oni isti sa kojima im:t posla Cista, apstraktna 
matematika. 

Medutim, na ovakve iste elemente, sa kojima se ima posla u matematici 
stvarnosti, nailazi se u problemima apstraktne matematike, pored onih sa kojima 
ona iskljucivo racuna. To su problemi odredene vrste u kojima se npr. nepoz
nate kolicine, po samoj svojoj prirodi, javljaju kao brojni razmaci; ili kad same 
pogodbe zadataka ne zahtevaju tc:cnu odredbu nepoznatih kolicina; ili kad je 
nepoznatu, zbog nesavladljivih teskoca, nemogucno tacno odrediti; ili kad je ona 
takve prirode da je dovoljno naCi dovoljno suzeni razmak u kome se ona 
nalazi, pa da se odmah, ili bar jednim nizom prakticki izvrsljivih racunskih 
radnj2., dobije i njena tacna ili dovoljno priblizna vrednost. Tako: 

1 o Tacno resenje izvesnih problema sastoji se, ne u tome da se nadu 
tacne vrednosti nepoznatih koliCina, vec u tome da se nade izmedu kojih gra
nica one treba da se menjaju pa da uslovi problema budu zadovoljeni. 

Tako npr. zadatak odredbe vrednosti x za koje ce kvadratna jednacina 

xz-2 x+ y2-3 y+ 3 = 0 

imati svoje korene x realne, ima kao svoje resenje ovo: potrebno je i dovoljno 
da y lezi u brojnom razmaku izmedu 1 i 2. 

Pitanje o konvergenciji jednoga reda ciji clanovi sadrie jednu promenljivu 
x, potpuno je reseno kad se nade brojni razmak u kome treba da se nalazi x, 
pa da bude osigurana konvergencija i divergencija reda. Npr. red sa pozitivnim 
koeficijentima 

a0 + a1 x + a2 xz + .. 
bice konvergentan ako se x nalazi u brojnom razmaku od -R do + R gde je 

1
. 1 

R= JmH_; 
V an 

n-->oo 

on ce biti divergentan ako se x na1azi van tog razmaka. 

2° Za potrebe prakticnih racuna (npr. u fizici, hemiji, tehnici) ne samo 
da nisu ni malo potrebne apsolutno tacne vrednosti nepoznatih koliCina, nego 
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cak nije potrebna m suvise velika pribliznost. Cesto je dovoljno znati samo to 
da svaka od njih nije ni manja od jednog utvrdenog broja, ni veca od drugog 
utvrdenog broja, a ti su brojevi, medutim, toliki da je razmak izmedu njih 
dovoljan za potrebu za koju se trazi. Tako npr. pri kvantitativnim hemijskim 
analizama, u mnogim slucajevima, dovoljno je znati da se trazena kolicina nalazi 
izmedu dva nadena broja koji se medu sobom razlikuju tek od trece ili cet
vrte decimale. 

Tako isto, za potrebe prakticnih racuna, desava se da je nepoznatu koli
cmu vrlo tesko i zametno izracunati po datoj formuli, a medutim je za te 
potrebe dovoljno znati kolikog je otprilike reda ta koliCina, tj. da li ona iznosi 
nekoliko desetina, nekoliko hiljada, ili nekoliko miliona, itd.; tada je dovoljno 
poznavaci izvestan brojni razrnak u kome se ona nalazi, pa da se ima ono sto se trazi. 

Primer: za velike vrednosti n vrlo je tesko izracunati n! koje tada ima 
vrlo veliki broj cifara. Ali, kao sto je poznato iz teorije faktorijela, n! uvek 
lezi izmedu dveju vrednosti 

1 -n n+-
Vl"ne n 2 

1 1 

V2 n e -n+lli n n+z 

koje se mnogo lakse izracunavaju nego n! i tako izracunate daju pojam o 
velicini faktorijela n!. 

30 U izvesnim problemima desava se da je ne samo nemoguce naCi u 
definitivnom obliku sam broj, koji predstavlja tacku ili dovoljno pribliznu vred
nost nepoznate kolicine, vec je nemoguce i doci do tJ.cnog matematickog obrasca 
koji bi imao dati tu vrednost kad se u njemu smeni sve sto je opste odgo
varajuCim brojnim vrednostima kao podacima. Takva nemogucnost moze pro
izilaziti npr. 

a) od apsJlutne nemogucnosti da se formira m1tematicki obrazac koji bi 
dao trazenu nepoznatu vrednost pomocu danasnjih racunskih operacija. Primeri: 
odredivanje korena kakve algebarske jednaCine viseg stepena od 4, koja ima 

b 

jedan ili vise opstih koeficijenata; izracunavanje odredenog integrala fvl: x4' 
a 

odredivanje integrala Ricattieve diferencijalne jednacine sa opstim koeficijen
tima, itd. 

b) od toga sto su sami pod:tci za tacnu odredbu nepoznate kolicine nedo
voljni. Primeri: odrediti nepoznatu 

kada se zna vrednost zbira a+ b; odrediti trecu stranu s jednog trougla kad se 
zna zbir a+ b ostalih dveju strana i ug1o izmedu njih. 
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Medutim, i u takvim slucajevima je uvek moguce odrediti za nepoznate po 
jedan brojni razmak u kome se svaka od tih nepoznatih sigurno nalazi. 

Naposletku, treba napomenuti i to, da i u samoj cistoj, apstraktnoj mate
matici ima interesantnih slucajeva u kojima, kad se sazna da jedan odredeni 
brojni razmak nasigurno sadrzi nepoznatu kolicinu, ova se odmah, bez ikakvog 
daljeg racunanja, moze odrediti sa apsolutnom matematickom tacnoscu. 

I primer: merenjem po tezini jedne gomile o1ovnih zrnaca od kojih svako 
tezi po jedan miligram, nade se velikim brojem merenja, da se ta tezina nalazi 
izmedu 151,954 mgr i 152,037 mgr; tacan broj zrnaca je tada 152 (pretpostav
ljaju6i npr. da ni jedno zrnce ne odstupa od miligrama vise od 0,5% i da se 
pri kolektivnom merenju ne gresi za vise od 0,5%). 

II primer: kc:.d se zna da su dve nepoznate x i y celi brojevi, da se x 

nalazi u razmaku izmedu 2 i 14, a y u razmaku 8 i 24, i da pri tome zado
voljavaju neodredenu jednacinu 

9 x+ 7 y= 184, 

moze se tvrditi da su tacne vrednosti nepoznatih x=8, y=l6. 

Ill primer: postoji jedna algebarska teorema koja daje broj korena N 
sto ih ima jedna data brojna algebarska jednaCina u jednoj datoj prstenastoj 
povrsini opisanoj oko pocetka. Po toj teoremi, da bi se odredio broj N, treba 
izracunati brojnu vrednost P koju dobija izvesna, istom teoremom potpuno od
redena funkcija koeficijenata jednacine, ka.d se u toj funkciji smene koeficijenti 
svojim brojnim vrednostima koje imaju u datoj jednacini; broj N je po toj teo
remi jednak najvecem celom broju sadrianom u brojnoj vrednosti P. Ako se, 
dakle, nade da broj P lezi u jednome brojnom razmaku koji u ~ebi sadrii samo 
jedan ceo broj, moze se zakljuCiti da ce broj N biti tacno jednak tome 
celom broju. 

IV primer: za linearne diferencijalne jednaCine drugog reda 

dZy 
-+f(x)y=O 
dx2 

postoji ova teorema: ako se za sve vrednosti x koje se nahze u jednom datom 

razmaku (a, b), vrednost funkcije f(x) ostaje neprestano u razmaku od _!!___ 
xz 

do p' (gde su p i p' dva stalna pozitivna broja i p' > p > 1/4 ), broj N realnih 
xz 

nula jednoga takvoga integrala diferencijalne jednacine uvek se nalazi izmedu 
dveju vrednosti 

a~V4P- 1 Iog~ i ,8=~14 p' 1 Iog~ +1. 
2n a 2n - a 
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Kad, dakle, razmak (a, {3) sadrzi samo jedan ceo broj M, broj N tacno 
je jednak tome broju M. Dovoljno je, dakle, poznavati takav jedan razmak 
(a, {3), pa da se nade tacna vrednost nepoznate kolicine. 

Iz svega se toga vidi da se na brojne razmake, kao racunske elemente, na
ilazi ne samo u prakticnoj matematici, vec i u odredenim problemima same 
ciste apstraktne matematike. 

2. RACUNSKI PREDSTAVNICI BROJNIH RAZMAKA 

Kad je dat razmak (a, b), gde je a njegov prednji a b njegov zadnji 
kraj, moze se, i to na razne naCine, formirati jedna funkcija f (A) jednoga para
metra A takva: 

1 o da se za jednu datu vrednost A= A1 , vrednost funkcije poklapa sa 
a, za drugu jednu datu vrednost A= A2 vrednost funkcije poklapa sa b; 

20 da, dok A prelazi redo m izmedu A1 i A2 , vrednost funkcije prolazi kroz 
sve brojeve koji se nalaze u razmaku (a, b). 

Takvu jednu funkciju j(A) nazvacemo racunskim predstavnikom razmaka 
(a, b); razmak (A1 , A2) nazvacemo parametarskim razmakom. Racunski pred
stavnik jednoga razmaka obuhvata u obliku jednog racunskog izraza, sve bro
jeve sadriane u tome razmaku. 

Stavivsi, kratkoce radi 

za racunski predstavnik razmaka (a, b) moze se uzeti koja bilo od funkcija 

j(A) =a a+ {3 b, 
1 

j(A) = (a am+ {3 bmrr;;, 

Svaki racunski predstavnik razmaka (a, b) ima tu osobinu da se po SVOJOJ 

brojnoj vrednosti poklapa sa jednim kojim se god hoce brojem u tome razmaku, 
kad se parametru A da jedna podesno izabrana brojna vrednost koja se nalazi 
izmedu A1 i A2 , Tako npr. razmak (2,5) imace kao jedan svoj racunski pred
siavnik, sa parametarskim razmakom (1 ,3) funkciju 

gde je 

tj. funkciju 

j(A)=2 a+ 5 {3, 

3-A 
a=--

2 ' 
A-1 

{3=-2-.' 

j(A)= 1 + 3 A . 
2 
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Vrednost npr. 2,75 u razmaku (2,5) dobija se kad parametru A da vred
nost I, 5 sadrzana u njegovom razmaku (1 ,3). 

3. LINEARNI RACUNSKI PREDSTA VNICI BROJNIH RAZMAKA 

Izmedu svih mogucih oblika funkcije j(A) najprostije su i za racune naj
podesnije linearne funkcije parametra A, tj. funkcije oblika 

(1) j(A) = u + A.v, 

gde su u i v vrednosti nezavisne od A, odredene tako da za dati razmak 
(a, b) bude 

sto ce biti kad Se za U 1 V UZffiU Vred.nosti 

(2) ---a. 

Dva su slucaja od naroCitog interesa po svojoj prostoti i po lakoci da se 
sa odgovarajucim obrascima racuna. To su: 

Prvi slucaj: 21 = -1, A2 = + 1; racunski predstavnik brojnog razmaka 
(a, b) je tada 

(3) j(A) = u + A.v, 

gde je 

(4) 
b+a 

U=-2-, 
b-a 

V=--, 
2 

a parametarski razmak je razmak ( -1, + 1). Tada je 

a=u-v, 

sto pokazuje d.a su krajevi razmaka (a, b) simetricni naspram vrednosti u koja 
se, dakle, nalazi u sredini toga razmaka. Jedan ma koji broj sadrzan u razmaku 
dobija se kad se sredini razmaka doda ili od nje oduzme jedan deo poludu
zine razmaka. 

Kad se od funkcije j(A) trazi da se svede na prednji kraj a razmaka 
(a, b) za A= -1, a na zadnji kraj b za A=+ 1, treba da je 

u-v=a, 

pa posto je a<b, treba da bude v>O. 
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Kad se trazi da se j(A) svede na prednji kraj a za A= + 1, a zadnji kraj 
b za A= -1, treba da je 

u+v=a, u-v=b, 

pa se iz a< b dobija da treba d1 je v< 0. 

Drugi slucaj: A1 =0, A2 = 1; racunski predstavnik razmaka (a, b) je 

(5) j(A) = U +A V 

gde je 
u=a, v=b-a, 

a parametarska amplituda je n:zmak (0, 1 ). Tad1 je 

a=u, 

sto pokazuje da su krajevi razmaka (a, b) nesimetr:cni naspram vrednosti u i to 
tako da se ta vrednost poklapa sa jednim krajem toga razmaka. Jedan ma koji 
broj saddan u razmaku (a, b) dobij::t se kad se prednjem kraju razmaka doda 
ili od njega oduzme jedan deo duzine razmaka. 

Kad se trazi da se j(A) svede n1 prednji kraj a razmaka (a, b) za A= 0, 
a na zadnji kraj b za A= 1, treba da je 

u=a, 

iz cega se, prema a<b, dobija da je v>O. 

Kad se trazi da se j(A) svede na prednji kraj a za A= 1, a na zadnji 
kraj b za A= 0, treba da je 

u+v=a, u=b 

lZ cega se prema a<b, dobija da je v<O. 

Oblike funkcije j(A) iz gornja dva slucaja, zbog njihove prostote i lakoce 
da se sa njima racuna, smatracemo za norma/ne racunske predstavnike razmaka 
(a, b) i to: 

10 funkciju 

sa parametarskim razmakom ( -1, + 1) nazvacemo simetricnim, a 

2o funkciju 
j(A)=u+J..v (u=a, v=b-a) 

sa parametarskim razmakom (0, + 1) nazvacemo asimetricnim normalnim pred
stavnikom razmaka (a, b). 
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U ovome sto sleduje bice uvek sa w simbolicki oznaeen jedan broj koji 
lezi izmedu -1 i + 1, a sa {) jedan broj koji lezi izmedu 0 i 1. Simetricni 
normalni predstavnik razmaka (a, b) bice tada 

b+a b-a 
--+w---, 

2 2 
(6) 

a nesimetricni 

(7) a+{)(b-a). 

U slucaju simetricnog predstavnika U + W V, clan U predstavlja sredinu 
razmaka (a, b), a clan V njegOVU po/uduzinu. 

U slucaju asimetricnog predstavnika U +{)V, clan U predstavlja prednji 
kraj razmaka (a, b), a clan V njegovu duzinu. 

Kad se bude imalo posla sa vise raznih brojeva w koji lde izmedu 
-1 i + 1, ili vise raznih brojeva {) koji leze izmedu 0 i 1, mi cemo ih raz
likovati zapetama ili skazaljkama, npr. w', w", w'", ... , w1 , w2 , w3 , ••• ; {)', 

{)", {)"', ..• ' {)1> {)2, {)3, .... 

Primetimo i to da kad je a prednji, a b zadnji kraj razmaka (a, b) uvek 
je a<b i razlika b-a uvek je pozitivna. Prema tome u oba normalna oblika 
racunskog predstavnika razmaka (a, b), koji su 

u + w v i u' + {) v', 

kolicine v i v' uvek su pozitivne. 

Primetimo takode i to da je asimetricni normalni predstavnik razmaka 

(0, b) oblika {) b, a simetricni normalni predstavnik oblika 
1 + w b. 

2 

Tako isto asimetricni normalni predstavnik razmaka (-a, +a) je a 
(2 {)-1), a simetricni w a. 

Kad je jedan broj x poznat sa p tacnih decimala, tako da je 

gde je m najveCi u njemu saddan ceo broj, a ak negova k-ta decimala, broj x 

je sadrzan u razmaku izmedu brojeva 

normalni predstavnici tog razmaka su: 

asimetricni 

simetricni 

{) 
m, a1 a2 ... aP 0 + -- , 

lOP 

5 
a2 ••• ap0+--(1 +w). 

lQP+l . 
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Tako npr. kazati da broj 3,141 predstavlja broj n sa tri tacne decimale, 
znaCi kazati da se broj n nalazi u razmaku izmedu brojeva 3,141 i 3,142; 
normalni predstavnici tog razmaka su: 

asimetricni 

simetricni 

3,1410 +'!9-. 0,001, 

3,1415 + w. 0,0005. 

4. TRANSFORMACJJE RACUNSKIH PREDSTAVNIKA 
BROJNIH RAZMAKA 

Pod transformacijom racunskog predstavnika datog brojnog razmaka (a, b) 
razume se ovaj problem: 

Neka su A. i f-l dva promenljiva parametra, f(A.) i cp (/-l) dva racunska pred
stavnika jednog istog brojnog razmaka (a, b), a (A.1 , A.2) i (f-lp ft2) razmaci para
metara A. i f-l; kakva veza postoji izmedu tih elemenata? 

"Posto je 
f(A.J) =a, 

f(A.z) = b, 

to je ta veza izrazena dvema jednaCinama 

(8) 

cp (/-lJ) =a, 

cp (pz) = b, 

Kad su, dakle, utvrdeni i dati oblici obeju funkcija f i cp, onda se iz 
jednacina (8), kad je poznat razmak jednoga od parametara A. i p, moze odre
diti razmak drugoga, jer se iz (8) pomocu poznatih A.1 i A.2 mogu odrediti p 1 i 
f-l2 i obrnuto. 

Ako su utvrdene i date jedna od funkcija f i cp i razmak te funkcije npr. 
funkcija f(A.) i razmak (A.p A.2), druga je funkcija cp (fl) odredena uslovom da ~ 
za p = p1 dobije vrednost f(A.1), za fh = fhz vrednost f(A.2) i da monotono raste 
dok fh varira od fh 1 do Ihz. U tome slucaju zadatak, kao sto se vidi, nije pot
puno odreden; za funkciju cp moze se uzeti koja se hoce od beskrajno mnogih 
funkcija koje zadovoljavaju pomenute uslove. 

Pomocu veza (8) moze se, na taj naCin, jedan racunski predstavnik datog 
razmaka (a, b) preobratiti u drugi, drugog oblika, sto je od vaznosti za mnoge 
racune. Ovde ce biti reseno nekoliko primera te vrste. 

I primer: dat je racunski predstavnik razmaka (a, b) u obliku poznate 
funkcije f(A.), sa parametarskim razmakom (A1 , A.2); preobratiti ga u normalni 
simetricni oblik. 
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Ovaj ce predstavnik biti oblika 

g?(w)=u+wv ( -1 <;w< + 1), 

a treba da bude 

dakle 

prema cemu ce trazeni predstavnik biti 

f(~) + f(J..l) + wf(J..z)-f(J..I) 
(-1 < w < + 1). 

2 2 

I! primer: dat je racunski predstavnik razmaka (a, b) u obliku poznate 
funkcije f(J..) sa parametarskim razmakom (J..1, ..12); preobratiti ga u normalni 
asimetricni oblik. Ovaj ce biti 

(O.;;;;if.;;;;1), 

a posto treba da bude 

f(J..l) = !p (0) = u 

f(J..z)=!p(l)=u+v 
odakle je 

U=f(J..l), 

to ce trazeni predstavnik biti 

V= f(Az)-f(J..J, 

(0 <if< 1 ). 

Ill primer: preobratiti simetricni normalni oblik 

f(w)=u+ wv 

u asimetricni normalni oblik 

lP (if)= u' +if v' 

za jedan isti brojni razmak (a, b). 

Posto treba da bude 

(-1<w< +1) 

/(-1)=!]?(0) tj. u-v=u', 

/(+1)=!]?(1) tj. u+v=u'+v', 
· to je 

u'=u-v, 

pa ce, dakle, trazeni predstavnik biti 

u-v+2ifv 

v' =2v, 

(0<'19><1). 
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IV primer: preobratiti asimetricni normalni oblik 

J c -&) = u + a v 
u simetricni 

tp ( w) = U
1 + w V1 ( -1 < ()) < + 1 ). 

Posto treba da bude 

odakle je 

f(O)=tp(-1) tj. U=U
1
-V

1
, 

/(1)=tp(+1) tj. u+v=u 1 +V1

, 

I V 
U=U-t--

2 
to ce trazeni predstavnik biti 

V V 
u+-+w-

2 2 
(-1 <w< + 1). 

V primer: zna se iz teorije faktorijela da je 

gde je -& 1 jedan broj koji, ma kakvo bilo pozitivno n, lezi izmedu 0 
asimetricni normalni predstavnik za n!. 

Ako se, kratkoce radi, stavi da je 

bice 

Uzevsi da je 

treba da je 

odak1e je 

{)I 

n! =Ne12nl, 

J. 

f(l.) = Ne12i! 

tp(-&)=u+-&v 

(0< A< 1), 

(0.;:;-&.;:;1), 

f(O)=tp(O) tj. N=u 

1 

f(l)=tp(1) tj. Ne12
n

1 7U+v, 

1 

u=N, v=(el2n-1)N, 

pa ce, dakle, trazeni predstavnik biti 

1 

N[l +-& (eTI/i -1)] · (0.;:;-&.;:; 1). 

13 

1; naCi 
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VI primer: zna se da ako zbir kateta jednog pravouglog trougla iznosi s, 

duzina hipotenuze uvek lezi izmedu :- i s. Simetricni normalni predstavnik 
~ 2 

intervala hipotenuze bice, dakle 

C= ~ ( 1 + v~)s+ ~ ( 1-: 2)s, tj. 

c = 0,8534 · s+ 0,1435 · w · s, 

a asimetricni ce biti 

c=~+~(1-~)s, tj. 

c = 0, 7071 . s + 0,2929 . ~. s. 

5. FUNKCIJA BROJNOG RAZMAKA 

Vafuost i interes racunskih preds~avnika brojnih razmaka leze u tome 
sto se pomocu njih moze sa razmacima racunati kao i sa obicnim brojevima. 

Ako se npr. razmak (x, y) oznaci sa z, tako da je simbolicki 

z=(x, y) 

moze se formirati kvadrat, kub, logaritam, sinus i uopste jedna ma kakva funk
cija toga razmaka. Ona ce biti jedan izvestan razmak 

Z=f(z)=(X, Y) 

koji ce takode imati svoj racunski predstavnik. Veza izmedu razll).aka z i f(z), 
tj. Z sastoji se u tome sto ce krajevi X, Y, razmaka Z zavisiti na jedan naro
citi nacin od krajeva x i y razmaka z. Ta je veza ovakve vrste: 

Neka je z = (x, y) jedan dati brojni razmak, a f(z) data funkcija. Ozna
cimo sa M najvecu, a sa N najmanju vrednost koju dobija funkcija f(z) dok 
z varira od x do y. Ocevidno je da ce f(z) biti jedan brojni razmak ciji je 
prednji kraj N, a zadnji kraj M. 

Taj ce razmak imati, kao simetricni normalni predstavnik izraz 

M+N M-N 
Z = f(z) = ---+ w---

2 2 

a kao asimetricni normalni predstavnik izraz 

Z = f(z) = N +~(M -N). 
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Isti je razmak ceo saddan u jednome prostranijem razmaku Z' ciji je 
prednji kraj jedna ma koja donja granica N' vrednosti f(z) kad z varira od x 

do y, a M' jedna ma koja gornja granica za te vrednosti. Razmak Z je, dakle, 
ceo sadrzan u jednom razmaku Z', ciji su normalni predstavnici 

I M'+N' I M'-N' 
Z = +w ----

2 2 
Z' =N' +f}' (M'-N'). 

Tako odreden razmak Z' zvacemo jednom gornjom granicom razmaka Z: 
to je jedan razmak siri od razmaka Z i koji obuhvata ovaj, tj. saddi ga kao 
jedan svoj deo. 

U mnogim problemima, ako se ne moze naCi tacan razmak Z, od inte
resa i od koristi je imati bar jednu njegovu gornju granicu Z', posto se i za 
razmak Z' mo.Ze tvrditi da obuhvata uocenu vrednost f(z) koju obuhvata i 
razmak Z. 

U slucajevima kad je f(z) kakva monotono rastuca funkcija promenljive 
z u razmaku (x, y) bice 

N = f(x), M= f(y). 

Kad je to monotono opadajuca funkcija u razmaku (x, y) bice 

N = f(y), M= f(x). 

Kad ni jedno ni drugo nije slucaj, i ako f(z) ima za vrednost z u raz
maku (x, y) maksimume koji su veci od obeju vrednosti f(x) i f(y) onda za 
M treba uzeti najveCi od tih maksimuma; ako f(z) ima u razmaku (x, y) mini
mume koji su manji od obeju vrednosti f(x) i f(y), onda za N treba uzet 
najmanji od tih minimuma. 

I primer: kvadrat jednog razmaka. 

Neka je normalni asimetricni predstavnik jednog razmaka 

trazi se 

Posto je v uvek pozitivno, to je 

pa dakle 
z2 = uz + f}' (vz + 2 uv). 

Kad bi razmak z bio dat svojim simetricnim predstavnikom 

Z=U+w·v 
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posto je v pozitivno, bilo bi 

~=~+w~ N=~-~ M=~+~ 

M- N = 4 uv M+ N = 2 (uz + vz) 

prema tome bi bilo 
z2 = (uz + v2) + 2 w uv. 

If primer: kub jednog razmaka. Neka je 

z=u+-&v 
pa se trazi 

Bice 

prema tome 
z3 = u3 + -&' (3 u2 v + 3 uvz + v3). 

Kad je razmak z dat svojim predstavnikom 

z=u+wv, tako da je z3=(u+wv)3 
bice 

N=(u-v)3, M=(u+v)3 

M- N = 6 uz v + 2 v3 M+ N = 2 uJ + 6 uvz 
prema tome 

z3 = (u3 + 3 uvZ) + w' (v3 + 3 uz v). 

Ill primer: logaritam jednog razmaka. 

Neka je 
z=u+-&v, gde je u>O, v>O, 

pa se trazi 
log z =log (u +-& v). 

Bice 

N =log u, M =log(u+ v), M -N=log ( 1 + :) 

i prema tome 

log z =log u + -&' log ( 1 + : ) . 
IV primer: neka je 

Bice 

pa dakle 

V primer: uopste, neka je f(z) jedna funkcija koja monotono raste kad 
z raste u posmatranom razmaku, i neka je 

z=u+-&v, pa se trazi f(z)=f(u+-&v). 



Bice 

pa dakle 

Funkcija visebrojnih razmaka 

N=f(u), M=f(u+v), M-N=f(u+v)-f(u) 

f(z)=f(u)+f}' [f(u+v)-f(u)]. 

17 

Na isti bi se nacin imale f(u +f) v) i u slucajevima ako Je f(z) funkcija 
koja monotono opada kad z raste u posmatranom razmaku. 

6. FUNKCIJA VISEBROJNIH RAZMAKA 

Neka su 
Z1 =(xl, Y1) i Z2=Cx2, Y2) 

dva data razmaka, a f{z1 , z2) data funkcija dveju promenljivih koliCina. Ozna
cimo sa N i M najmanju i najve6u vrednost koju dobija funkcija f(z1 , zz) 
kad z1 varira od x1 do y1, a z2 od x2 do y2 • Funkcija 

dvaju razmaka z1 i z2 bice jedan razmak koji ce imati, kao s. oj asimetricni 
normalni predstavnik, izraz 

Kad su razmaci z1 i z2 i sami dati svojim asimetricnim normalnim pred-
stavnicima 

bice 

U slucajevima, dakle, kad je f(z1 , z2)- monotono rastuca funkcija pro
menljivih z1 i z2 u razmacima (x1, y1) i (x2, Y2), bice 

i prema tome ce asimetricni predstavnik razmaka z biti 

U slucajevima kad je f monotono opadajuca funkcija promenljivih z1 i z2 

u istim razmacima, bice 

i prema tome je asimetricni predstavnik razmaka Z 

2 RaCunanje sa bcojnim razmacima 
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Isti je razmak ceo sadrian u jednom prostranijem razmaku 

Z' =f(N', M'), 

gde su N' i M' jedna donja i jedna gornja granica vrednosti f(z 1 , z2) kad se 
z1 i z2 menjaju u granicama svojih odgovarajucih razmaka (x1, y1) i (x2 , Yz). 
Razmak Z ima za asimetricni normalni predstavnik izraz 

Z' =N' +B-'(M'-N') 

i bice jedna gornja granica razmaka Z, tj. jedan razmak siri od Z, a za koji 
se takode moze tvrditi da obuhvata vrednostf(z1 , z2) koju obuhva:ta i razrnak Z. 

I primer: neka je 

pa se trazi razmak 

Bice 

pa dakle 

I/ primer: trazi se razmak 

posto je 

bice 

Ill primer: trazi se razmak 

nalazi se da j e 

Z = Vu1 2 + ul +B-' [ VCul + v1)2 + (u2 + Vz)2 -Vu12 + V12 ]. 

Isto se tako odreduje i data funkcija n brojnih razmaka 

Brojevi N i M su tada najmanja i najveca vrednost koju dobija funkcija 
f kad se tacka (z1 , z2 , ••• zn) u hiperprostoru od n dimenzija krece tako da 



Sistem fukcija brojnih razmaka 19 

svaka promenljiva zk ostaje u svome razmaku odredenom odgovarajucim svojim 
racunskim predstavnikomo 

Pojam gornje granice za razmak Z isti je kao i onaj za funkcije dveju 
promenljiviho 

7. SISTEM FUNKCIJA BROJNIH RAZMAKA 

Neka su 

n datih razmaka, a 
h (z1 , o o o , Zn), o o o , /p (z1 , o o o, Zn) 

sistem od p datih funkcija tih razmakao Svaka od ovih funkcija fk imace svoJ 
razmak Zk u kome ce varirati za vreme dok svaka promenljiva zi varira u 
svome razmaku (xi, Yi)o 

Oznacimo saNk i Mk najmanju i najvecu vrednost koju dobija funkcijafk kad 
sve promenljive z1 , o o 0, zn variraju u svojim razmacimao Asimetricni normalni 
predstavnici sistema J;, 0 0 0, /p bice izrazi: 

zl =h (z:J, 0 0 0' Zn)=NJ +iJJ (Ml-Nl), 

Zz = fz (zl, · · ·, Zn) ~Nz + {}z (M~-Nz), 

Kad se znaju krajevi xi, Yi razmaka z1 , bice 

gde su ui, vi odredeni pomocu xi, Yi jednacinama 

Kad je koja od funkcija fk monotono rastuca ili opadajuca funkcija, 
odgovarajuce vrednosti Nk i Mk odreduju se na napred pokazani nacino 

Na mesto tacnih razmaka Z 1 , Z2 , ••• , ZP u mnogim slucajevima dovoljno 
je poznavati po jednu njihovu gornju granicu, tj. po jedan razmak u kome je 
sadr.Zan odgovarajuCi tacan razmak Zk. Takva je jedna gornja granica za raz
mak Zk razmak 
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gde N' k i M' k oznacuju jednu donju i jednu gornju granicu funkcije fk za 
vreme dok svaka promenljiva zi varira u svome razmaku (xi, Yt) tj. dok -&/ 
u izrazu 

varira od 0 do 1. 

8. STALNI I PROMENLJIVI BROJNI RAZMACI 

Kao sto se vidi iz ovoga sto prethodi, elementarne racunske radnje, koje 
se vrse sa tacno odredenim vrednostima, mogu se vrsiti i sa brojnim razmacima. 

Drugim recima, racunske radnje koje se mogu vrsiti sa tackama na realnoj brojnoj 
liniji, mogu se vrsiti i sa segmentima te linije. Razlika je ta sto ce izvrsene sa 
tackama one dati opet brojne tacke, a vrsene sa segmentima one ce dati kao 
rezultat brojne segmente. Racunski predstavnici brojnih razmaka preobracaju 

dvostruke nejednaCine u jednaCine; sa takvim se nejednacinama, preko njihovih 
racunskih predstavnika, mogu vrsiti sve elementarne raeunske radnje koje se vrse sa 

jednaCinama. 

Kad je razmak, sa kojim se radi stalan, tj. kad su mu krajevi nepro
menljivi i rezultat izvrsenih racunskih radnji bice jedan razmak sa nepro
menljivim krajevima. A kad je prvobitni razmak promenljiv (promenljivi krajevi) 
i rezultat ce dati jedan promenljiv razmak. Tako npr. kvadrat stalnog razmaka 

z=2+3-& 

takode je stalan razmak 

kvadrat promenljivog razmaka 
z=x+-&(1 +x) 

je promenljiv razmak 
z2 =xz+{}' (3 xz+ 4x+ 1). 

Neka su x i y dve promenljive kolicine vezane medu sobom tako, da 
kad se jedna od njih bude menjala, i druga se menja na nacin odreden prome
nama prve. Kad se npr. promenljiva x bude menjala tako da joj vrednosti nepre
stano ostaJu . u jednome brojnom razmaku X, vrednosti y ostace u jednome 
takode odredenorri' razma:ku Y. Iz date veze izmedu pronienljivih x i y dobi
cemo, na napred navedeni nacin, i vezu izmedu razmaka X i Y tj. vezu izmedu 
njihovih prednjih j: zadnjih krajeva. 

U primenama racuna sa brojnim razmacima cesto se nailazi na slucajeve 
ovakve vrste: veza izinedu promenljivih x i y nije odredena u tolikoj meri da 
se svakoj vrednosti x moze cdrediti odgovarajuca vrednost y, ali se za · svaku 
vrednost x moze odrediti. po jeda11 razmak Y, za koji se pouzdano moze 
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tvrditi da ce odgovarajuca vrednost y biti u njemu saddana. Menjanjem pro
menljive x menjace se i odgovarajuCi razmak Y. Ako se na osovini Ox obelezi 
vrednost x, a na upravnoj u tacki x se prenesu 
krajevi a' i b' razmaka Y, pa se pusti da se x 

menja, ti ce krajevi opisati svaki po jednu liniju u 
ravni, a sam razmak Y opisace jednu oblast ogra
nicenu tim dvema linijama, koje su joj njelld donja 

i gornja granicna linija. Geometrijsko mesto sredina 
c razmah Y, srednja linija oblasti, dace ovlasnu 
sliku o vezi izmedu promenljivih x i y. Slika ce 
biti utoliko manje ovlasna, ukoliko je oblast uza, 
tj. ukoliko je manje odstojanje granicnih linija od 

0 

srednje linije, ili, sto je isto, ukoliko su manje amplitude mogucih oscilacija promen
ljive y oko srednje linije; pod oscilacijom oko srednje linije (iznad i ispod ove) ima 
se razumeti rastojanje cb' =a' c. 

Na taj nacin, u slucajevima kad ne postoji ili se ne moze naCi tacna veza 
izmedu promenljivih x i y, desava se da je moguce odrediti jednu oblast vari

jacija promenljive y koja cini mogucom odredbu brojnog razmaka u kome ce 
nasigumo biti saddana neodredena vrednost y za jednu ma koju tacno datu 
vrednost x. Drugim recima, moguce je odrediti za x jednu srednju liniju i 
oscilacije te promenljive oko ove srednje linije. 

Tako npr. izmedu koordinata 

x=a+P 

jedne promenljive tacke P, gde su a i {3 dva promenljiva pozitivna parametra, 
ne postoji nikakva tacna veza, tj. tacka P ne opisuje nikakvu odredenu liniju, 
mada se pri menjanju kolicine x uopste menja i kolicina y. Ali posto je za 
pozitivne a i {3 uvek 

a+f3 ~~pz {3 V2" < va~+p~<:a+ , 

to se tacka, cije su koordinate x i y, uvek nalazi u oblasti izmedu dveju pravih 

X 

Y=V2 Y=X. 

Srednja linija je prava 
y=0,8534·x, 

::.. oscilacija oko ove je 0,1464· x. 

Kad je jedna nepoznata kolicina, zadovoljavajuci dati skup (D) pogodaba, 
kao stalna, odredena u obliku jednoga brojnog razmaka koji je sadrzi, ili kao 
promenljiva, odredena u obliku njene oblasti varijacija, mogu se desiti ovakvi 
slucajevi: 



22 Brojni razmaci u elementarnim racunima 

I o Dobiveni brojni razmak je prostraniji no sto zahteva sama priroda 
stvari, tj. njegov prednji ili zadnji kraj nisu stvarno dostignuti ni u kome 
pojedinacnom slucaju, koji je u skladu sa pogodbama (D). Drugim reCima, 
nadeni razmak je samo jedna gornja granica onoga razmaka ciji je jedan ili 
drugi kraj odista dostignut u kakvom specijalnom slucaju koji nije u suprotnosti 
sa pogodbama (DJ. 

Tako npr. kad se skup (D) sastoji u pogodbi da su a i b pozitivni, 

vrednost V a 2 + b2 uvek lezi izmedu __!_(a+ b) i _i_ (a+ b), ali nijedna od ovih 
2 2 

granica nije ni u kome slucaju dostignuta. Ista vrednost lezi takode i u razmaku 

izmedu brojeva __!_(a+ b) i (a+ b), a ova druga granica je dostignuta u speci-
2 

jalnom slucaju kad je b = 0, ali prva nije nikad. Tako isto, ista vrednost lezi i 

izmedu granica a ~b i ~ (a+ b); prednji kraj toga razmaka dostignut je u 

1 
specijalnom slucaju kad je a=b, ali zadnji nije nikad. Razmak od -(a+b)do 

2 

_i_ (a+ b) je, dakle, samo jedna gornja granica uzih razmaka 
2 

koji takode odgovaraju pogodbi (D), ali su im prednji ili zadnji kraj stvarno 
dostignuti u pojedinim specijalnim slucajevima. 

2° Dobiveni razmak je najuii izmedu sviju onih koji su u skladu sa 
pogodbama (D); tj. oba njegova kraja su stvarno dostignuta u pojedinim speci
jalnim slucajevima. 

Tako se npr. nalazi da vrednost V az + b2 , kad su a i b pozitivni brojevi, 

k v• k (a+ b b). . . da . d . kr . k uve lez1 u razma u . V2: , a+ ; 1 Je n 1 rug1 aJ toga razma a stvarno 

su dostignuti, prednji kraj kad je a= b, a zadnji kad je b = 0. Taj je razmak 
odista najuzi medu onima koji odgovaraju pogodbama; kad bi se jos vise suzio, 
on ne bi vise obuhvatio ova dva specijalna slucaja, tj. ne bi odgovarao opstem 
slucaju. 

3° Dobivena oblast varijacije jedne nepoznate y, zavisne od druge pro
menljive X, je sira no sto zahteva priroda zadatka, tj. njena donja ni gornja 
granicna linija nisu stvarno dostignute ni u kome slucaju koji je u skladu sa 
pogodbama (D). Nadena oblast .tada je samo jedna gornja granica jedne uze 
oblasti cija je jedna od granicnih linija stvarno dostignuta u jedn,om odredenom 
specijalnom slucaju. 



Stalni i promenljivi brojni razmaci 23 

Tako npr. tacka P, cije su koordinate pozitivni brojevi x i V 1 + xz, uvek 
se nalazi izmedu dveju pravih linija 

1 
y=-(1 +x) 

2 

3 
y=-(1 +x), 

2 

ali nijedna od tih pravih nije nikada dostignuta. Ista tacka se nalazi 
pravih 

1 
y=-(1 +x) i y= 1 +x; 

2 

izmedu 

gornja granicna prava dostignuta je u tacki x = 0, y = 1. Tako isto tacka P 
lezi i izmedu dveju pravih 

Y= 1 +x; 

i donja granicna prava dostignuta je u tacki x = 1, y = V2. 
4° Dobivena ob1ast varijacija je najuza izmedu sviju koje su u sk1adu sa 

pogodbama (D), tj. obe njene granicne 1inije mogu stvarno biti dostignute u 
pojedinim s1ucajevima. 

Tako se npr. nalazi da se tacka P uvek nalazi izmedu dveju pravih 

l+x 
Y=--

y2 
Y= 1 +x; 

obe gramcne linije su stvarno dostignute u pojedinim tackama P; donja tackom 

x = 1, y = V2 a gornja tackom x = 0, y = 1. Ob last izmedu tih pravih, sa desne 
strane osovine Oy, najuza je medu svima drugima; kad bi je ma i najmanje 
suzili, ona ne bi vise obuhvatila gore pomenute dve specijalne tacke, a koje 
ipak zadovoljavaju pogodbe zadatka. 

Po sebi se razume da je uvek probitacno poznavati sto uze · granice iz~ 

medu kojih ostaje nepoznata kolicina, jer ukoliko su ove uze, utoliko su manje rie
odredenosti u poznavanju te . kolicine. Najprobitacniji, najpovoljniji je najuzi 
moguci razmak za tu: koliCinu, koji je do te mere suzen da se vise ne moze 
suzavati a da se ne izgubi njegova generalnost, tj. da on time ne prestane .obu
hvatati sve moguce slucajeve koji su u skladu sa datim pogodbama (D). 

Takav najuzi moguCi razmak predstavlja najostrije granice za varijacije te 
kolicine; on, medu ostalim sirim razmacima, ima tu karakternu odliku da se 
nepoznata, zadovoljavajuci pogodbe (D), ne samo neprestano nalazi u tome 
razmaku, vec ona, u odredenim specijalnim slucajevima, i dostize granice tog 
razmaka. · 
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Isto tako najuza moguca oblast varijacija za nepoznatu kolicinu pred
stavlja najostrije granice za te varijacije; takav razmak daje minimum neod.rede
nosti za nepoznatu promenljivu kolicinu. 

Iz dosadasnjeg izlaganja vidi se da racunanje sa brojnim razmacima ima 
jednu odliku koja mu u izvesnom pogledu daje i neku prevagu nad obicnim 
racunanjem sa brojevima: to je apsolutna istinitost rezultata do kojih ono dovodi. 
Ma koliko na prvi pogled to izgledalo paradoksalno, rezultati racunanja sa 
razmacima izrazavaju jedan apsolutno istinit fakt, dok su rezultati racunanja 
sa brojevima samo vise ili manje tacni, i samo u izuzetnim slucajevima apso-

lutno tacni. Kazati npr. da je j/2 = 1,4142 nije tacno; kazati da vrednost j/2 
lezi izmedu brojeva 1,4141 i 1,4143 tacno je. I moze se sta vise tvrditi da, 
dok se pri racunanju sa brojevima, iz potpuno od.redenib i tacnib odnosa dolazi 
do netacnih rezultata, dotle se u racunu sa razmacima iz nepotpuno odredenib 
odnosa dolazi do rezultata kojima se ne moze poricati apsolutna istinitost. 

9. BROJNI RAZMACI U ARITMETICI I ALGEBRI 

Aritmetika i algebra su oblasti matematike u kojima se radi sa posebnim 
brojevima, preciziranim i1i opstim. I u jednoj i u drugoj oblasti desava se da: 

1 o ili su i sami podaci dati u obliku brojnih razmaka ili brojnib oblasti, 
pa se i rezultat racuna dobija u takvom istom obliku; 

2° ili su podaci dati u obliku tacnib (preciziranib ili opstib) brojeva, ali 
se rezultat, zbog tebnickib racunskib teskoca, ili zbog toga sto se ne trazi ve
lika tacnost, vec samo priblizna vrednost ili ovlasan pojam o velicini nepoznate, 
rezultat dobija u obliku razmaka ili oblasti; 

3° ili, po samoj svojoj prirodi, zadatak ima kao svoje tacno resenje, ne 
jedan odreden (preciziran i1i opsti) broj, vec jedan brojni razmak ili jednu brojnu 
ob last; 

4° ili je zbog nedovoljnosti podataka, zadatak nepotpuno odreden, ali se 
moze utvrditi jedan razmak u kome se nepoznata, pored sve svoje neod.rede
nosti, ipak mora nalaziti. 

Tako npr. kad se izracunava kvad.ratni koren iz jednoga broja koji nije 
dat tacno, vec jednim razmakom u kome se on nalazi, dobice se i jedan raz
mak ukome se koren mora na:laziti. 

Kad se pomocu logaritamskih tablica izracunava vrednost jednoga izraza 
u kome figurisu tacno dati brojevi, rezultat nece uopste biti tacan broj, vec ce 
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biti izracunat samo sa izvesnim brojem. prvih decimala tacnih, tj. bice odreden 
samo jedan razmak u kome se ta vrednost mora nalaziti. 

Kad se pita za koje ce vrednosti y kvadratna jednacina 

resena po x, imati svoje korene realne, tacno resenJe zadatka sastoji se u 
ovome: za ma koju vrednost y sadrzanu u razmaku ( -1, + 1 ). 

Nepotpuno odredeni zadatak da se izracuna logaritam dijagonale c, kad 
se zna logaritam zbira s kateta, resen je time sto se zna da se log c uvek na
lazi u razmaku 

(togs-~ log2, logs). 

Ovde ce biti navedeno nekoliko zadataka takve vrste, koji imaju cestu 
upotrebu i u kojima se nepoznata aritmeticka ili algebarska kolicina dobija u 
obliku brojnog razmaka. 

A) Trinom drugog stepena. Na razmake, kao resenja zadatka, nailazi se 
uopste u zadacima u kojima se traze uslovi za realnost, pozitivnost ili negativ
nost nula datog polinoma; ili uslovi da bi se njegova vrednost, za vrednosti 
nezavisno promenljive saddane u datom razmaku, i sama nalazila u jednome, 
tako isto, datom razmaku; ili uslovi da bi realne nule polinoma bile saddane 
u istom razmaku, itd. Tako, kad koeficijenti polinoma sadde kakav promenljiv 
parametar a, poznate teoreme iz teorije algebarskih jednacina, kao sto su Rolleova, 
Sturmova, Descartesova, Fourierova i druge daju, kao resenja zadataka takve 
vrste, razmake u kojima treba da se nalazi vrednost parametra. 

Za najprostiji slu6aj, za polinom drugog stepena, elementarna teorija 
kvadratne jednacine neposredno daje resenja takvih zadataka. Zna se npr. da 
ce trinom 

(9) ax2+2bx+c 

gde su a, b, c realni brojevi, imati obe svoje nule realne suprotno oznacene,. 
kad je 

ac<O; 

da bi npr. to bio slucaj sa trinomom 

(a-5)x2-4ax+a-2 

potrebno je dovoljno da se vrec\nost a nalazi u razmaku (2,5), tj. da je 
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Da bi trinom bio pozitivan sa sve vrednosti x, potrebno je dovoljno 
da bude 

da bi to npr. bio slucaj sa trinomom 

(4-a)x2-3x+a+4 

potrebno je dovoljno da se a nalazi u razmaku (_V ~ 5 , + ~), tj. da Je 

(-1 < w <I). 

Na takav se zadatak svodi i ovaj: odrediti maksimum i minimum linearne 
funkcije 

(1 0) f(x,y)=ax+by+c 

kad su promenljive x i y vezane kvadratnom relacijom 

(11) Ax2 + 2 Bxy + Cyz + 2 Dx + 2 Ey + F = 0. 

Ako se stavi da je 
f(x,y)=a 

eliminacijom jedne promenljive, npr. y, dobija se jedna kvadratna jednacina po x 

(12) Mxz+ 2Nx+P= 0, 

gde je koeficijenat P polinom drugog stepena po parametru a, koeficijenat N 
linearna funkcija od a, a koeficijenat M nezavisan od a. Zadatak se tada svodi 
na odredbu razmaka, u kome treba da se nalazi a da bi vrednosti promenljive x, 
odredene jednacinom (12) bile realne; prednji kraj toga razmaka predstavljace 
minimum a zadnji kraj maksimum funkcije f(x, y). Uslov za to je da bude 

(13) 

pa posto je N 2 -MP polinom drugoga stepena po parametru a, to je zadatak 
sveden na malopredasnji. 

Tako npr. kad se trazi maksimum i minimum funkcije 

f(x,y)=y-2x, 

pri cemu SU promenljive X i y vezane relacijom 

eliminacija promenljive y dovodi do kvadratne jednacine 

LQOx2+ 64ax+ 16 a2-9 = 0. 
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Uslovi (13) svode se na 

(5+4a)(5-4a)>0 

sto znaci da a treba da se nalazi u razmaku (- ~ , + ~). Minimum funk-

.. f( ) . d kl 5 . k . 5 k k C!Je x, y ]e, a e, --, a nJen ma s1mum -; za ma a vu realnu vred-
4 4 

nost x bice 

5 
f(x,y)=-w 

4 
(-l<w<l). 

Ovakav nacin odredivanja maksimuma i minimuma funkcija, koji ne zahteva 
upotrebu izvoda kao uobicajenog nacina za to odredivanje, nije vezan samo 
za polinome prvog i drugog stepena. Kadgcd ima da se odredi maksimum ili 
minimum jedne funkcije 

f(x, y, z, .. . ) 

u kojoj su promenljive x, y, z, ... vezane datim relacijama ciji je broj za jedi
nicu manji od broja tih promenljivih, treba funkciju f oznaCiti sa a, pa iz 
skupa jednacina eliminisati sve promenljive osim a i jos jedne od njih, npr. x. 
Ako je 

(14) rp(x, a)=O 

rezultat eliminacije, zadatak maksimuma i minimuma svodi se na odredivanje 
tacnih razmaka u kojima treba da se nalazi vrednost a da bi koreni jednacine 
(14) bili realni. Ako je (a1, a2) takav jedan razmak broj a1 je jedan minimum, 
a broj a2 jedan maksimum funkcije f sa datim vezama. Svaki takav razrnak 
dace po jedan minimum i po jedan maksimum funkcije. 

Na slican se naCin resava i zadatak: za koje ce vrednosti x trinom (9) 
neprestano imati vrednosti saddane u datome razmaku (A, B)? 

Traii se da bude 

A<axz+ 2 bx+ c<B, 

tj. da je u isto vreme 

(15) ax2 + 2 bx + c-A> 0 ax2+2bx+c-B<0. 

Prema znacima kolicina 

a, bZ-a(c-A), bZ-a(c-B) 

J~dna od nejednacina (15) bice zadovoljena za vrednosti x koje se nalaze u 
jednom izvesnom razmaku (p, q) koji moze biti sastavljen i iz dva razmaka, a 
-druga za vrednosti x koje se nalaze u jednom izvesnom razrnaku (p', q'). Us-
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love (15) zadovoljavace samo vrednosti x sadriane u zajednickom delu razmaka 
(p, q) i (p', q'); trazene vrednosti x jesu one koje se nalaze u tome zajednickom 
razmaku. 

Tako npr. da bi se vrednost trinoma 

nalazila u razmaku (5, 26), potrebno je i dovoljno da bude u isti mah 

Prva se nejednacina moze napisati u obliku 

(x-5) (x-9)>0 

i zadovoljena je za vrednosti x koje su sadriane bilo u razmaku (- oc , 5), 
bilo u razmaku (9, + oc ). 

Druga nejednacina moze se napisati u obliku 

(x-2) (x-12)<0 

i zadovoljena je za sve vrednosti x sadriane u razmaku (2,12). Zajednicki deo 
razmaka (p, q) i (p', q') su dva razmaka (2,5) i (9,12), trazene vrednosti x su 
one sadrzane bilo u prvom, bilo u drugom od ta dva razmaka. 

Kad je dat trinom treceg stepena, uvek svodljiv na oblik 

(16) x3+px+q, 

potreban i dovo1jan uslov za realnost njegovih nula Je iskazan nejednaCinom 

(17) 

Kad god je leva strana nejednaCine (17) kakav trinom drugog stepena po 
jednom parametru a, uslov realnosti se svodi na zadatak gornje vrste i resenje 
mu se sastoji u odredbi razmaka za taj parametar. 

Slicno se resenje dobiva i u slucaju polinoma cetvrtog stepena. 

B) Koren realnog broja. Neka je x takav jedan broj da je 1 +x>O. Prema 
binomnom obrascu ocevidno je 

(1 +x)n> 1 +nx, 

gde je jednakost postignuta ili za x = 0, i1i za n = 0, ili za n = 1. Sta vivsi da 

je x=!!_, dobija se da je 
n 

pa, dakle, 

(18). 
J!F- h 

1<v1+h<l+
n 

za ma kakav pozitivari broj h. 
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Neka je sad z jedan ma koji broj veCi od jedinice, pa se iz (18), stavivsi 
da je 1 + h = z dobija da je 

pa, dak1e, 

(19) 

Jlf- z-1 
l<vz<1+--, 

n 

'I}[- -& v z = 1 +-(z-1). 
n 

Ako je, pak, z kakav pozitivan broj manji od jedinice, uzevs1 u nejedna
cini (18) reciprocne vrednosti (Cime nejednacina menja smisao), dobija se 

n 

1 I 1 

1 
h _< \j I + h < 1 ' 

+-
n 

pa ako se stavi da je 

1 1-z 
--=z<1, odakleje h=--· , 
1 +h z 

dobija se da je 
1 w·-
1 <i/z<1 -z 

1+--
nz 

prema cemu je 

(20) 
1-z 

-&. 
1+(n-1)z 

Iz obrasca (19) i (20) se npr. jasno vidi da vz tezi jedinici, kad n bes
krajno . raste. Obrasci su od koristi za pribliznu odredbu n-tog korena datog 
broja. 

C) Zbir naizmenicnog opadajuceg reda. To je red 

(21) 

u kome su clanovi uk svi pozitivni ili svi negativni i I uk I< I uk-1 1, tezeCi nuli 
kad k beskrajno raste. 

Ako se stavi da je 

zna se da je 

za svaku vrednost k = 0, 1, 2, ... indeksa k. Prema tome je 

S=Szk+I +#(S2k-S2k+I), 
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a posto je 

to je 

(22) S = Szk+l + {} · Uzk+l' 

pa ma koju vrednost imao indeks k. Posto clanovi reda uk neprestano i 
beskrajno opadaju kad indeks raste, to ce amplituda varijacije zbira S nepres
tano i beskrajno opadati sa indeksom k. 

Iz (22) se dobija obrazac 

Szk+l = S-{} · Uzk+l' 

koji daje, u obliku brojnog razmaka, zbir s2k+l izrazen pomocu zbira s i 
clana Uzk+l. 

I primer: iz obrasca 

1 1 1 1 
-=0,36787 ... = 1---+---+ ... 
e 1! 2! 3! 

do bija se, na gornji nacin da je 

1 1 1 1 
-= 1--+---+ 
e 1! 2! 3! 

1 1 {} 
+---+-

8! 9! 9! 

= 0,367879 + {}. 0,000002, 

sto daje broj _!_ sa 5 decima1a tacno. 
e 

D) Kolicnik dva zbira. Neka je a1 , a2 , ••• , an jedan niz realnih brojeva 
ma kakvog znaka; b1 , b2 , ••• , bn i A1 , A2 , ••• An dva. niza realnih pozitivnih 
brojeva. Oznacimo sa N i M najmanji mijveCi od brojeva 

(23) al az an 
h;' h;_' ... ' bn 

vodeCi racuna i o njihovim znacima. Moze se dokazati da je uvek 

(24) A1 al + Az az + · · · + An an 

A1 h1 +A~ h2 + · • · +An bn 
N+ff(M-N). 

Jer, ma kakvi bili znaci brojeva ak> uvek je 
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pa, dakle, 

prema cemu je 
N Ak bk < Ak ak < M Ak bk. 

StavljajuCi uzastopce da je k = I, 2, ... n, sabirajuCi tako dobivene neJe
dnacine i podelivsi rezultat zbirom 

AI bl + A2 b2 + ... +An bn 

nalazi se da se vrednost razlomka na levoj strani jednacine (24) nalazi izmedu 
N i M, sto dokazuje gornje tvrdenje. 

Uzevsi da je 

vidi se da je 

(25) 
a1 +a2 +···+an 

bl + b2 + ... + bn 
N+{}(M-N). 

U slucaju dva para brojeva a1 , a2 , i b1 , b2 , od kojih je prvi ma koga 
znaka, vidi se da je 

b 
. a1 a2 gde je n manji, a m veCi roJ -, -. 

bl b2 

Izraz na levoj strani jednacine (25) naziva se medijana razlomka (23); 
kao sto se vidi, njena se vrednost izracunava u obliku jednog brojnog razmaka 
pomocu najvece i najmanje vrednosti tih razlomaka. 

Od interesa je npr. navesti da se medijana dvaju razlomaka 

333 . 22 
n=-- 1 m=-, 

106 7 
a to je broj 

355 
-=3,1415929 ... , 
113 

tek u sedmom decimalu razlikuje od broja 

n=3,1415926 ... , 

tako, da se moze uzeti da je 

355 
n=--

113 
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sa sest decimala tacno. Tacna vrednost broja n moze se predstaviti u obliku 

333 {} 
n=n+{}(m-n)=-+--. 

106 1142 

Kao drugu primenu uzmimo da je 

A1 =1, A2 =x, A3 =xz, ... , An=xn-1 (x>O) 

gde izlozilac n moze i beskrajno rasti. Ako se stavi da je 

a0 +a1x+a2 x2 + · · · +anxn-1=f(x), 
(26) 

b0 + b1 x + b2 x2 + · · · + bn xn-1 = tp (x), 

gde su koeficijenti ak realni i ma kakvog znaka, a bk realni i pozitivni, obrazac 
(24) pokazuje da je 

(27) 

gde N oznacuje najmanji, a M najveci od brojeva 

Tako npr. ma kolika bila pozitivna vrednost x, vrednost racionalne funkcije 

2 + 5 x + 3 xz + xJ 

4 + 7 x + 4 x2 + 8 xJ 

uvek lezi izmedu __!_ i ~. 
8 4 

E) Odnos izmedu zbira i proizvoda. Neka je 

jedan niz pozitivnih brojeva, pa oznacimo da je 

Posto je 

to je 

Mnozeci ovu nejednacinu sa 1 + a3 , dobija se 
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Produfujuci dalje tako dolazi se do nejednacine 

(28) P> 1 +S. 

Sa druge strane, iz obrasca 

x x2 x3 
ex= 1 +-+-+-+ · · · 

1! 2! 3! 

vidi se da je za pozitivne vrednosti x uvek 

(29) ex> 1 +x, 

33 

pa ako se na mesto x stavljaju uzastopce vrednosti at, a2 , ••• , an dobivene 
nejednacine izmnoze medu sobom, dobija se 

(30) 

pa je, dakle, 

sto znaci da je 

(31) P=(l +S)+-&(eS-S-1). 

Stavimo sada da je 

1 +ak=b1co 

bt + h2 + · · · + bn = T, 

b1 • b2 • • • bn = Q, 

pa se iz (31) dobija jednacina 

(32) Q=(T-n+ 1)+'19- (e-n eT-T+n-1), 

koja vezuje zbir i proizvod m,a kolikoga broja pozitivnih brojeva. 

Primetimo da nejednacina (29) va:li i za ma kakav realan broj x; to se 
vidi iz toga sto funkcija 

ex-x-1 

ima svoj minimum za x = 0, taj je minimum jednak nuli, sto znaci da je za 
sve realne vrednosti x 

ex-x-I ;;.0. 

U slucaju kad su at, a2, ••• , an pozitivni brojevi manji od jedinice, moze 
se na sledeci naCin dobiti jedan odnos zbira i proizvoda 

to je 

Posto je 

S = a1 + a2 + · · · + am 

(1-at) (l-a2) = l-(a1 + a2) +at a2 , 

(1-a1) (1-a2)> 1-(at+a2). 

3 Racunanje sa brojnim razmacima 
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Mnozenjem sa pozitivnim brojem 1-a3, dobija se 

ProduzujuCi tako i dalje, dolazi se do nejednaCine 

(33) Q>l-S, 

a posto je Q< 1, to se dobija da je 

(34) 1-S<Q<l, 

prema cemu je 

(35) Q=(l-S)+DS, 

sto se moze napisati 1 u obliku 

(36) Q= 1 +AS, 

gde je A jedan broj koji uvek lezi izmedu -1 i 0. 

Naposletku, za vrednosti x sadriane u razmaku ( 0, +) , vazi 

rezultat. 

Lako se je uveriti da je u tome razmaku neprestano 

sledeci 

ako je, dakle a1, a2, ••• , an jedan niz brojeva saddanih u razmaku ( 0, ~ ) 
i ako se oznaci da je 

zbir 

nalazice se u razmaku 

tj. bice 

Tako, neka je 
f(x)=O 

jedna algebarska jednacina n-tog stepena ciji. su koreni a1, a2 , ••• , an svi realni; 
ona se podesnom smenom 

x=pz+q 

uvek moze svesti na jednu jednaCinu 
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ciji ce koreni (31, (32 , .•• , Pn biti svi pozitivni i manji od _!_. Gornji rezultat 
2 

pokazuje da je 

e-2P! + e-2P2 + ... + e-2Pn = n-A an-=!_ 
an 

a iz toga obrasca lako je preci na obrazac koji ce vaziti za korene prvobitne 
jednacine. 

F) Zbir proizvoda. Neka &u a1, a2 , ••• , an i b1 b2 , ••• , bn dva niza realnih 
brojeva ma koga znaka, pa oznacimo da je 

P=a1 b1 +a2 b2 + · · · +anbn. 

Iz obrazaca 
n n n 
2: (ai + b1)2 = 2: a12 + 2: bi2 + 2 P, 
i=l i=l i=l 

n n n 

2: (a1-b1)2 = 2: a1
2 + 2: b1

2-2 P, 
i=l i=l i-1 

dobija se da je 

Oznacimo: 

1 o sa N i M najmanju i najvecu apsolutnu vrednost zbirova 

2° sa N' i M' najmanju i najvecu apsolutnu vrednost razlika 

pa ce biti ocevidno 

(37) P;;;. !!._ (N2- M'2). 
4 

Zbir produkata P uvek se, dakle, nalazi u razmaku oznacenom nejedna
cinama (37) prema cemu je 

Znak jednakosti u (37) imace se kad je za sve indekse i i j 

ai+b1=a1+b1 i ai-bt=a1-b1, 

tj. kada su svi brojevi ak medu sobom jednaki, a tako isto svi brojevi bk. 
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Medutim se za P moze imati jedna gornja granica 
Pdmetimo d.a izraz 

na sledeei nacin. 

ne moze biti jednak nuli ni za kakvu realnu vrednost A, posto su mu svi 
clanovi pozitivni. To znaci da i kvadratna jednacina 

gde je 

C=b!Z+bl+ ... +b,.Z, 

B = a1 b1 + a2 b2 + · · · +a,. b,. = P, 

nema realnih korena. To pokazuje da je 

BZ-AC<O, tj. 

PZ<(atz+azz+ ... +a.i)(bt2+bz2+ ... +bn2) 

sto se naziva Cauchyeva nejednacina. 

Prema tome 
nalazi u razmaku 

prvoj od nejednacina (37) nalazi se da se zbir P' uvek 

Pomenucemo samo da je dokazan i ovaj rezultat u pogledu odnosa izmedu 
zbirova A, C, P: neka su a, {3, G, H cetiri takva pozitivna broja, 

}
0 da je a<G, {3<H, 

2° da svi posmatrani brojevi a1, a2, ••• , an leze u razmaku (a, G), 

3 o da svi posmatrani brojevi b1, b2 ••• , b11 leze u razmaku ({3, H). 
Tada se vrednost proizvoda AC uvek nalazi u razmaku (P2, A PZ), gde je ·A 

tako, da je 

A= (a{3 + GH)2 

4a{3GH ' 

AC=[l +'!9-(a{3-GH)
2
]Pz. 

4a{3GH 

G) Aritmeticka sredina. Ako se u obrascu '(24) uzme da je 

A1 =, A.2 = · · •. =An= 1, . b1 = b2 =. • · · = bn = 1, 
dobija se da je 

N+'!9-(M-N), 
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gde je N i M najmanji i najveci medu brojevima a1, a2 , ••• , an, sto znact da 
se aritmeticka sredina jednoga niza brojeva uvek nalazi u razmaku izmedu naj
manjeg i najveceg od tih brojeva. Granice toga razmaka su dostignute u slucaju 
kad su svi brojevi ak medu so born jednaki, tada je M= N i obe se granice 
slivaju u jednu. 

Ali se ista aritmeticka sredina moze izraziti kao razmak jos na jedan 
nacin; razmak ima tu dobru stranu sto je U.Zi od malopredasnjeg, pa dakle i 
probitacniji. 

Primetimo da je za ma kakve realne brojeve a i b izraz 

(a+b)+ia-bl 

2 

jednak vecem od ta dva broja a i b (jer kad je a>b, on je jednak broju a, 
a kad je a<b on je jednak brojll b, poklapajuci se sa oba ta broja u slucaju 
kad su oni medu sobom jednaki). 

Kad je M najveci medu brojevima a1, a2, ••• , an, onda je prema tome 
za sve indekse i i j 

jer je Ieva strana jednaka vecem. od brojeva a, i a1, a nijedan od ovih nije 
veci od M. Ako se u toj nejednacini indeks j ostavi nepromenjen, a stavlja se 
uzastopce da je i = I, 2, ... , n, pa se dobijene nejednaCine medu so born saberu, 
dobija se da je 

ili 

Stavljajmo sad u ovoj poslednjoj nejednaciili uzastopce j = I, 2, ... , n, 
saberimo dobivene nejednacine medu sobom, pa se dobija da je 

Kad se zbir od prva dva zbira 11 ovoj nejednacini podeli sa nz, dobija 
se aritmeticka sredina 

A= a!+ a2 + . . . +an 
n 
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brojeva ak; ako se, dakle, kratkoce radi, stavi da je 

(38) 

dobija se da je 

tj. 

(39) 

A+R<M, 

A<M-R 

sto daje jednu gomju granicu za A. 

Da bismo dobili i jednu donju granicu, primetimo da je za ma kakve 
realne brojeve a i b izraz 

(a+ b)-la-hi 

2 

jednak manjem od ta dva broja a i b. Kad je N najmanji medu brojevima 
a1, a2 , • •• , an, onda je, dakle, za sve indekse i i j 

jer je leva strana jednaka manjem od brojeva ai i a1, a nijedan od njih nije 
manji od N. Iz te se nejednacine, na isti nacin kao malocas, dolazi do 
nejednaCine . 

tj. 

(40) 

A-R>N, 

A>N+R, 

sto daje jednu donju granicu za A. 

NejednaCine (39) i (40) dovode tada do ovog rezultata. 

Ako se sa S oznaci zbir apsolutnih vrednosti svih razlika ai-a1 (racunajuCi 
razlike ai-a1 i a1-ai kao razlicne jedna od druge), sa N i M najmanji i naj
veCi medu brojevima ak, aritmeticka sredina A brojeva ak uvek lezi u razmaku 

(N+_§_' 
2 nz 

M-__§__). 
2 nz 

Aritmeticka sredina bice, dakle, izrazena obrascem 

A=(N +_§__\ + ~ (M-N-!__). 
2 nz; nz 

Kad su vrednosti ak jednake medu sobom, bice 

razmak A svodi se na zajednicku vrednost brojeva ak. 
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H) Odnos izmedu aritmeticke, geometrijske i barmonijske sredine dva broja. 
Neka su a i b dva pozitivna broja, i oznaCimo sa A, G, H njihovu aritmeticku 
sredinu 

A=a+b 
2 ' 

njihovu geometrijsku sredinu 

i njihovu harmonijsku sredinu 

Identicnost 

(41) 

pokazuje da je 

(42) b (
a+ b)2 a<--

2 
tj. 

G<A, 

gde je jednakost dostignuta samo kad je a= b. 

Sa druge strane, posto je identicki 

(43) G2 =AH, 

to se iz nejednacine G <A, dobija da je 

prema cemu je 

Otuda nejednacina 

(44) 

a odatle je 

(45) 

ili 

(46) 

G;;;.H. 

G=H+B-(A-H) 

Vab = 2 ab + .'!___ (a-b)z . 
a+b 2 a+b 

Taj obrazac daje Vab u obliku jednoga razmaka cije su granice racionalne 
funkcije od a i b. 
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Obrazac (45) je prakticki upotrebljiv za izracunavanje kvadratnog korena 
jednog datog broja sa kakvom se hoce pribliznoscuo Ako se stavi da je 

A a+b 
=-2-, H= 2ab, 

a+b 

A _A+H 
1- 2 ' 

H =2AH 
1 

A+H' 
(47) 

A2= 
A1+H1 H _ 2A1H1 

2 ' 2- ' 
A1+H1 

nalazi se da se u V ab, na mesto a i b, mogu uzeti Ak_1 i Hk-1, cime obrazac 
( 43) postaje 

(48) 

tako, da se prema obrascu ( 45) dobija da je 

(49) 

pa ma koliki bio indeks ko Medutim, iz identienosti 

A -H =(A -H ) Ak-1-HTc'-1 
k k 1c-1 . k-1 2 (A H , 

k-1 + Tc-U 
vidi se da je 

sto znaci da clan -& (Ak-Hk) u obrascu ~(49) postaje. sve manji ukoliko je 
indeks k veCi, tjo ukoliko se vise produze racunske radnje oznacene u obrascima 
(47)0 Produzivsi ih dovoljno, taj se clan moze smanjiti koliko se hoce, tako da 
se za k dovoljno veliko moze uzeti da je 

sa pribli:lnoscu koja se trazio 

Tako npr. ako se uzme a= 1, b = 2, dobija se uzastopce 

3 
A=-=1,5, 

2 

4 
H=-=1,3000, 

17 -
A1 =-= 1,416 0 o o, 

12 

3 

24 
H1=-=1,41looo' 

17 

577 . 
A2 =- = 1,414215 o o o, 

408 

816 . 
H2 =-= 1,414211 0 0 o; 

577 
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tako se do bija 

V2 = A2 + {} (A 2-H2 ) = 1,414211 + {} · 0,000004, 

sa pet prvih decimala tacno. 

41 

I) Odnos izmeilu zbira brojeva i zbira njihovih kvadrata. Neka je a1 , a2 • •• , an 
jedan niz realnih pozitivnih brojeva, pa oznacimo da je 

Poznata algebarska identicnost, koja vazi za sve realne brojeve ak, 

(50) 

pokazuje da je 

(51) 

odakle je 

nR-S2 ;;;.0, 

sz 
R;;;.-, 

n 

gde je jednakost dostignuta samo kad · je · 

A posto je u isto vreme, ali samo za pozitivne vrednosti an, ocevidno 

R.;;;S2 , 

(gde je jednakost postignuta onda kad su svi ak, osim jednoga od njih, jednaki 
nuli), to se dobija da je 

(52) 

odakle je 

(53) 

s vVn' R ,s, 

sto se .more napisati u obliku 

(54) 

gde je A jedan broj koji uvek lezi izmedu ;n i 1. · 

U slucaju kad je n = 2, nejednacina (51) svodi se na 

2 (az + bZ)-(a + b)Z;;;. 0 
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~to rezultira iz identicnosti 

2 (a2 + bZ)-(a + b)2 = (a-b)Z; 

jednacina (54) svodi se na 

(55) Vaz+bz=A(a+b), 

gde je A jedan broj koji lezi izmedu 0, 7071 i I. Donja granica je dostignuta 
kad je a= b, a gornja kad je jedan od brojeva a i b jednak nuli. 

U slucaju n = 3 dobija se da je 

(56) 

gde je A jedan broj koji lezi izmedu 0,5774 i I. 

Tako npr. razlika izmedu logaritama brojeva vaz + b1 i a+ b ne iznosi m-
1 

kad vise od -log 2; za logaritme po osnovici 10 ona ne iznosi vise od 
2 

0,15052. Razlika izmedu logaritama brojeva Va1 + bZ + c2 i a+ b + c ne iznosi 
nikad vise od 0,23856. Te su maksimalne razlike dostignute, u prvom slucaju 
kad je a=b, a drugom kad je a=b=c. 

J) Odnos izmedu zbira brojeva i zbira njihovih k-tih stepena. Neka Je a1 , 

a1 , ••• , an jedan niz pozitivnih brojeva, pa oznacimo da je 

S = a1 + a1 + . . . + an, 

U =alk +a}+ ... +ank. 

U ocimo funkciju od n poziti vnih promenljivih kolicina xi 

F(xl, Xz, ... , Xn)=nk-l(xlk+ ... +xnk)-(xl+ ... +xn)k, 

gde je k jedan ma kakav realan broj. Pomocu teorije maksimuma i minimuma 
funkcija koje zavise od vise promenljivih kolicina, nalazi se da 

1 o kad je k > 1, funkcija F postaje minimum za 

(57) XI=Xz= ... =Xn 

i vrednost tog mm1muma je nula; funkcija ima, dakle, pozitivnu vrednost za 
svaki drugi skup vrednosti xi; 

20 kad je k< 1, funkcija F postaje maksimum za (57) i vrednost toga 
maksimuma je nula; funkcija ima, dakle, negativnu vrednost za svaki drugi 
skup vrednosti xi, 

30 kad je k = 1, funkcija F se identicki svodi na nulu. 
Prema tome, ako se stavi da je 

(xl + Xz + ... +xn)k 
k k k = (!, 

xl +xz + ... +xn 
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bice 
e < nk-1 za k > 1' 

e;;. nk-1 za k < 1' 

e=1 za k=l. 

Pored toga ocevidno je da je 

e>1 za k>1 i e<1 za k<1, 

gde je jednakost dostignuta kad su svi xi, osim jednoga od njih, jednaki nuli. 

Iz toga izlazi da vrednost e uvek lezi izmedu 1 i nk-1; prva je granica 

dostignuta (za ma kakvu vrednost k) kad su svi xi, osim jednoga, jednaki 
nuli, ili (za ma kakve vrednosti Xt) kad je k = 1; druga je granica dostignuta 
kad su svi xi medu sobom jednaki. 

Za pozitivne vrednosti k je, dakle, 

(58) 

prema cemu je 

(59) 

ili jos 

(60) 

U=Sk[-
1 

+:-o(1--
1 

)] 
nk-1 nk-1 

gde je A. jedan broj koji uvek lezi izmedu 1. 
nk-l 

Prema tome je npr. 

(61) V
k_ k-1 

log n =logS +---ologn. 
k 

K) Odnos izmedu aritmeticke sredine brojeva aritmeticke sredine njihovih 
funkcija. Neka je 

jedan niz pozitivnih brojeva saddanih u datome razmaku (a, b), a f(x) jedna 
pozitivna konveksna funkcija u razmaku (a, b), tj. funkcija ciji je drugi izvod 
pozitivan za vrednosti x u tome razmaku. Oznacimo sa 

(62) 

xt +xz+ ... +xn 
f.tn= ' 

n 

Mn =f(xl) + f(xz) + · · . + f(xn) 

n 

aritmeticku sredinu brojeva xi i aritmeticku sredinu njihovih funkccija f(xi). 
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Na slici koja predstavlja krivu y = f(x) konveksnu prema osi Ox vidi se 
da, ako se uoci jedna tacka M na konveksnome luku krive, cija se apscisa ON 

0 ~1 N 

nalazi izmedu apscisa x1 x2 , mora biti 

(63) MN<NM'. 

Kao sto je poznato iz analiticke geometrije, jedna ma koja tacka M' 
koja se nalazi na tetivi AB izmedu tacaka A i B, ima za koordinate 

M' N = Atf(xt) + Ad(xz) ' 

At +Az 

gde su A1 i A2 dva pozitivna broja, i ma kakva bila ta dva pozitivna broja, 
tacka M' uvek lezi izmedu tacaka A i B. 

Nejednacina (63) izrazava tada da je 

(64) f (A1 x 1 + A2 X 2) < ~tf(x1) + Ad(x2) 

At+Az At+Az 

za sve tacke x 1 i x2 u razmaku konveksnosti funkcije f(x) i za sve pozitivne 
brojeve A1 i A2• 

Uzmimo sad za A1 i A2 brojeve 

za x2 vrednost 

X1 +Xz + · · · +Xn-t 

n-1 

a za x1 vrednost Xn, pa ce gornja nejednacina postati 

f r,) f(xn)+(n-l)f(t-tn-1) 
\J"n < ' 

n 
odakle je 
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Smenjujuci u toj nejednacini uzastopce n sa n-1, n-2, ... dobija se niz 
nejednaCina 

nf(t-tn) <f(xn) + (n-l)f(t-tn-a, 

(n-l)f(ftn-1) <f(xn-1) + (n-2)/Ct-tn-z), 

(n-2)f(t-tn-z) <f(Xn-z) + (n- 3)f(t-tn-3), 

cijim se sabiranjem dobija da je 

sto pokazuje da je 

(65) 

Na taj nacin je nadena jedna donja gral)ica za aritmeticku sredinu . M,. 
Da bismo joj odredili i jednu. gornju, granicu, stavimo u (64) da je 

X A 
X 1 =X+y, x 2 =0, ---=---, 

X+ y A.1 +A.2 

pretpostavljajuCi da su x i y pozitivni. NejednaCina (64) svodi se tada na 

(66) f(x)<xf(x+y) +~f(O). 
x+y A.1 +A2 

Ako bismo sad opet u (64) stavili da je 

y Az 
x 2 =x+y, x1 =0, --=--, 

x+y A.1 +A.2 

dobili bismo da je 

(67) f(y)<yf(x+ y) + ~ f(O). 
x+y A1 +A2 

Sabiranjem nejednacina (66) i (67) dobija se da je 

(68) f(x) + f(y) <f(x+ Y) +f(O). 

Posmatrajmo sada izraz 

P=f(x1)+f(xz)+ · · · +f(x,) 
(69) 

=[f(x1) +- · · · + f(x,_z)] + [f(xn~1) + f(x,)]. 

Prema (68) bice 

[f(x,-1) + f(xn)J <J(xn-1 + x,) + f(O), 
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pa, dakle, prema (69) 

P < (f(xl) + · · · + f(xn-3)] + [f(xn-z) + f(xn-I + Xn)J + f(O). 

Prema (68) bice opet 

[f(xn-z) + f(xn-I + Xn)] <f(xn-z + Xn-1 + Xn) + f(O), 

sto cini da ce biti 

Produzivsi tako i dalje dok se ne iscrpe svi indeksi n, dobija se da je 

P<f(x1+X2 + · · · +x11)+(n-I)f(O), 

odakle je posle deobe sa n 

M 
f(nfln)+(n-l)f(O) 

n< ' n 

sto daje jednu gornju granicu za aritmeticku sredinu M
11

• 

Time se dolazi do ovog opsteg odnosa izmedu aritmetickih sredina M
11 

i fln: uvek je 

(70) f(fln)<Mn<f(nfln)+(n-l)f(O). 
n 

Odnos pretpostavlja da su vrednosti x1, x2, ••• , x11 pozitivne, a funkcijaf(x) 
pozitivna i konveksna za sve vrednosti x u razmaku izmedu najmanje i najvece 
medu vrednostima xi. 

Razmak ima, kao asimetricni normalni racunski predstavnik, izraz 

(71) 

gde je 

(72) ( ) 
f(nfln)+(n-l)f(O)-nf(fln) 

~ fln • 
n 

Iz (70) se vidi da se vrednost 

f(xl +xz + · · · +xn) 

uvek nalazi u razmaku izmedu dveju vrednosti 

(73) [f(xt)+f(x2)+ · · · +f(x11)]-(n-l)f(O)=A 

f(nx1) + f(nx2) + · · · + f(nxn) B 

n 

i za ma koju funkciju pomenute vrste · ove granice razmaka mogu stvarno biti 
dostignute. Kad se ovaj razmak izrazi u obliku 

(74) 
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dobija se jedna vrsta adicione teoreme za funkciju f(x); teorema izrazava, u 
obliku brojnog razmaka, funkciju zbira pomocu funkcije sabiraka umnozenih 
jednim istim stalnim brojem n. 

Tako se isto iz (70) vidi i to, da vrednost simetricne funkcije 

od n pozitivnih brojeva ciji je zbir s, lezi uvek u razmaku izmedu dveju vrednosti 

(75) 

f(s) + (n-1)/(0) =D, 

tako da je 

(76) 

granice razmaka su takode dostignute u pomenutim slucajevima, pa ma kakva 
hila funkcija f(x) posmatrane vrste. 

Nejednacine (70) odreduju razmak, u kome ce se nalaziti sredina Mn, 
izrazen pomocu sredine f-ln· Granice toga razmaka su odista dostignute za ma 
kakvu konveksnu funkciju f(x), i to, donja granica kad su sve vrednosti xt 
medu so born jednake, a gomja granica kad su sve one jednake nuli osim jedne 
od njih. 

Primetimo i to da te nejednacine vaze i za funkcije f(x) pozitivne i kon
kavne u posmatranom razmaku, tj. funkcije Ciji je drugi izvod negativan za 
vrednosti x u tome razmaku, samo sto se tada menja smisao nejednacina. 

I primer: neka je 
f(x)=xk 

koja je funkcija konveksna za k > 1, a za x pozitivno. Tada je 

pa nejednacine (70) daju 

(xi+ · · · +xn)k 
nk 

x k + · · · +x k (x + · · · +x )k .;;;1 n.;;;l n, 

n n 

sto znaci da se vrednost kolicnika 
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uvek nalazi u · razmaku (I, nk-1). Granice tog razmaka stvarno su dostignute 
kad su svi x1 medu so born jednaki, ili kad su svi oni jednaki nuli osim jednoga 
od njih. 

U specijalnom slucaju kad je k = 2 dobija se ranije navedena nejednacina 

ciji je specijalan slucaj nejednacina 

ili nejednacina 
a+b+c V3 <V az+bz+cz <a+b+c. 

U slucaju kad je k< 1, funkcija xk je konkavna i gomje nejednacine 
menjaju smisao. 

Ti isti rezultati su nadeni, u ranijem odeljku, na drugi nacin. 

Il primer: uzevsi f(x) =ex nalazi se da je 

gde je 
s 

C=nen, 
s 

H=e8 -ne---; +n-1, 

Ill primer: uzevsi 
x1 = sinZ x, x2 = cosz x 

nalazi se da je 
f(sin2 x) + f(cos2 x) = C + {} H, 

gde su C i H brojevi nezavisni od promenljive x 

H=f(l)+/(0)-2/(+). 

IV primer: uzevsi 
x1 =a, x2 ={3, x3 =y, 

gde su a, {3, y uglovi jednog trougla (izrazeni u delovima od n), zbir 
x1 + x2 + x3 ima za vrednost n i nalazi se da je 

f(a) + f({J) + f(y) = C + {} H, 

gde su C i H brojevi nezavisni od uglova 

C=3/(~)· H=/(n)+2/(0)-3/(~)· 
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Tako npr. za sve trougle bice 

e"+ eP+ e"= 3eT +.0 (2 + e"-3 e-T), 
tj. 

e" + eP + e" = 8,5489 + 16,5914 Do. 
V primer: uzevsi 

gde su a1, a2 , ••• , an koreni algebarske jednacine 

(77) xn + at xn-1 + az xn-2 + ... + an = 0 

koja ima sve svoje korene realne i pozitivne, bice 

pa se nalazi da vrednost simetricne funkcije korena 

uvek lezi u razmaku izmedu vrednosti 

C=nf(- :
1

) 

D=f( -a~)+ (n-1)/(0)-lif(- : 1
), 

tako da je 

Ma kakva hila funkcija f(x) pomenute vrste, granica C razmaka je 
dostignuta kad su a1 koreni algebarske jednaCine 

a granica D kad su a~, koreni jednacine . 

xn-1 (x + aJ) = 0. 
Tako je npr. 

r= const., 
gde je 

_ra1 _ ra1 

C=ne n, D=e-ra1 -ne n +n-1. 

U slucajevima kad su koreni a~, jednaCine (77) realni, a ma koga znaka, 
uzevsi da je 

bice svi x1 pozitivni 

4 Ra~unanie sa broinim razmacima 
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i prema tome 

gde je 

C=nf(a12~2a2 ), 

(
a 2-2a) H=f(a12-a2)+(n-l)f(O)-nf 1 n 2 

• 

Tako je npr. 

gde je 

a 12-2a2 al2-2az 
C=ne_n_ H = ea,2-2a2 -ne_n_+ n-1. 

Is to se tako nalazi da je za k > 1 

a12k+a/k+ ... +an2k=A.(a12-2a2)k, 

gde je A. jedan broj koji uvek lezi izmedu -
1

- i 1. 
n2k-1 

L) Realni koreni algebarskib jednaCina kao brojni razmaci. Neka Je data 
algebarska jednacina 

(78) 

ciji su koeficijenti svi pozitivni; tada ce svi njeni realni koreni a1 , a2, ... , ak 
biti negativni i moze se dokazati ova teorema (teorema Kakeya). 

Svi koreni a1 , a2 , ••• , ak nalaze se u razmaku izmedu -M i -N, gde 
je N najmanja, a M najveea od vrednosti 

(79) 

(80) 

Da bismo to dokazali, uocimo najpre algebarsku jednacinu 

Po + P1 Z + P2 Z2 + · · · + Pn zn = 0 

ciji su koeficijenti p0 , p 1 , ••• , Pn svi pozitivni i sve manji ukoliko im je rang 
veci, tj. 

(81) Pn <Pn-1 < · · · <P1 <Po · 

Ako se pode od identicnosti 

(1-z)(po+P1Z+ · · · +PnZ11
) 

= Po-(po-P1) z-(p1-P2) Z2- · · · -(Pn-1--Pn) Z11 -Pn zn+l 

=Po-{(Po-P1) z+ (p1-P2) Z2 + • • • + (Pn-1-Pn) zn + Pnzn+1}, 
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to posto su sve razlike Po-P1 , p 1 - p 2 , ••• Pn-1- Pn, kao i Pn, pozitivni brojevi, 
velika zagrad;,. na desnoj strani imace za -1 <z<O vrednost manju od one, 
koju bi imala za z = + I, tj. manju od 

sto znaci da je za -1 < z < 0 vrednost izraza 

uvek pozitivna i razlicita od nule. Pa posto je za takve vrednosti z vrednost 
I - z razlicita od nule, tako da ce biti i sa polinomom 

(82) 

Po+P1Z+ · · · +p71 Z71
• 

Jednacina (80) nema dakle korena izmedu -1 0. 

Uocimo sada jednu ma koju jednacinu 

sa pozitivnim koeficijentima (od kojih ni jedan ne sme biti jednak nuli). 

Stavimo najpre 
x=zN, 

gde je N najmanji od brojeva 

(83) 

pa se iz nejednacine 

dobija da je 

(84) 

Jednacina (82) tom smenom postaje 

a0 +a1 Nz+a2 N 2 z2+ · .. +a71 N 71 z 71 = 0 

tako da koeficijenat Pk od zk ima za vrednost Pk = ak Nk, a koeficijenat Pk+! 

od zk+l vrednost Pk+! = ak+! Nk+l. 

Prema nejednacini (84) njeni koeficijenti Pk opadaju kad im rang raste. 
Ta jednacina nem.a, dakle, korena izmedu ---:1 i 0, tj. nije zadovoljena ni za 

kakvu vrednost -l<z<O ili -1<~<0; to znaci da jednacina (82) nema 
N 

nijedan koren x takav da je 

~=_f) tj. X= -N{} 
N 

ona, dakle, nema nikakav koren u razmaku (0, -N). 

4* 
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Stavimo sad 
M 

X=--,--, 
z 

gde je M najveci od brojeva (83) pa se iz nejednacine 

(85) 

dobija da je 

(86) 

Jednacina (82) tom smenom postaje 

tako da koeficijenat Pk od zk ima za vrednost 

a koeficijenat Pk+l od zk+t vrednost 

Pk+t = an-k-1 Mn-k-t. 

Prema nejednacini (86), iz koje je 

vidi se da je Pk>Pk+J, tj. da koeficijenti jednacine (87) opadaju kad im rang 
raste. Ta jednacina nije zadovoljena ni za kakvu vrednost -1 <z<O ili 

-1 <M < 0; jednacina (82) ne moze imati nijedan koren x takav da je 
X 

M 
-=-{}, 
X 

tj. 
M 

X=-
·{} ' 

gde je 

sto znaci da ona nema nikakav koren u razmaku iimedu - oo .i -M. 

Kao sto se vidi iz svega ovoga, jednacina (82) ne moze imati nikakav 
koren u razmaku - oo i -M ni u razmaku od - N do. 0; kad god, dakle, ona 
ima realnih koren~, svi se ovi moraju nal~ziti u razmaku (-M, - N), Ci~ je 
teorema dokazarta.' 

Teoremi se moze dati ovaj o blik: 

Ako se sa N i M oznace najmanji i najveii medu brojevima 

' ... ' 
a· n 
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svi realni koreni a 1, a 2 , ••• , an jednacine (82) mogu se izraziti u obliku 

-a1 =N+{}1 (M-N) 

-a2 =N+{}2 (M-N) 

-a3 =N+{}3 (M-N) 

(0..;;;{}1 .;;;;1), 

(0 ,.;;;{}2 < 1), 

(0 ,.;;;{}3 < 1), 

Primenimo teoremu, primera radi, na kvadratnu jed,1acinu 

x 2 +px+q=0 

sa pozitivnim koeficijentima p i q. Za nju je 

ai p 

pa posto je iz uslova za realnost korena 

!L,.!!_ 
p 4' 

pa dakle u toliko pre !L < p, bice 
p 

N=!L, M=p, 
p 

53 

i koreni se nalaze u razmaku izmedu ( -p i _!!__) sto pokazuje da se oni mogu 
p . 

izraziti u obliku 

-ai =; +{}1 (p-;), 
Kad su oba korena jednaka bice pz = 4 q prema cemu je 

fq p 
N=-=-

4
, M=p; 

p 

oba korena imaju zajednicku vrednost koja se inoze izraziti u obliku 

pa posto taj koren treba da bnde _.!!____' to broj {) sto odgovara dvostru-
2 

1 
kom korenu jeste {} =- . 

3 
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M) Razmak vrednosti polinoma. Neka je 

f(x)=a0 +a1 x+a2 x 2 + · · · +anxn 

ma kakav polinom po x, pa oznacimo sa (A, B) jedan razmak u kome ce se na
Iaziti vrednosti toga polinoma za sve vrednosti x koje se nalaze u jednom da
tom razmaku (a, b). 

U slucaju kad su a i b pozitivni brojevi, postoji Cauchyevo pravilo koje 
glasi: ako se u polinomu razdvoje skup clanova !t (x) sa pozitivnim koeficijen
tima, i skup clanova fz {x) sa negativnim koeficijentima, tako da je 

f(x) = ft (x) + fz (x) 

za razmak (A, B) moze se uzeti razmak izmedu vrednosti 

ft (a)+ ft (b) fz (a)+ fz (b). 

Ali postoji jedno pravilo koje i ne pretpostavlja nista o znacima brojeva 
a i b, i uopste daje uzi, pa dakle i probitacniji razmak (A, B). To je Laguer
reovo pravilo koje se sastoji u ovome: 

Neka su 

dva niza vrednosti definisanih rekursivnim o brascima 

f3n-z = f3n-l + (b-a) b an-z, f3n-3 = f3n-z + (b-a) b2 an-3• 

OznaCimo sa N i M najmanju i najvecu medu vrednostima {30 , {31, ••• , f3n, 

pa se za razmak (A, B) moze uzeti razmak (N, M). 

Pravilo se moze iskazati i u ovome obliku: za sve vrednosti 

x=a+D-(b-a), 

bice 
f(x)=N+-&' (M-N). 

Tako npr. kad je 
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i kada je a= 1, b=2 dobija se 

{a0 = 1 a1 = -1 a2 =0 } 
a3= -3 a4 = 1 a5 = -1 

{.Bs=-1 ,84= 0 ,83 = -6} 
.Bz = -6 ,81=-14 .Bo = -2 

sto pokazuje da se za razmak (A, B) moze uzeti razmak ( -14, 2), tjo da ce 
se za x= 1 +-& imati 

f(x)= -14+ 16-&'0 

Medutim, po Cauchyevom pravilu za (A, B) bi se dobio siri razmak 
(-40, 41)0 

Kad je a=2, b=3 dobija se 

.Bs= 2 

,82 = 10 

sto pokazuje da se za (A, B) moze uzeti razmak (I, 91 ), tj 0 da ce se za 
x = 2 +-& imati 

f(x) = 1 + 90 -&' 

dok hi se po Cauchyevom pravilu dobio siri razmak ( -143, 236)0 

Navescemo ovde i jedno pravi1o za logaritamski izvod ma kakvog poli
noma f(x) koji ima sve svoje nule realne; tjo za racionalnu funkciju 

r(x)=j~;. 

Pravilo glasi: ako je x ma koja vrednost veca od svih nula polinm,na 
f(x), odgovarajuca vrednost izvoda r' (x) uvek se nalazi u razmaku izmedu 

Jer ako su nule polinoma f(x) oznacene sa a0, a1, . o . , an, gde je n 

njegov stepen, bice 
1 1 

r(x)=--+ ... +--
x-al x-an 

i prema tome 

-r'(x)= 1 + .. 0 +---
(x-a1)2 (x-an) 2 
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Posto su sve razlike x-ak pozitivne, vrednost desne strane poslednje 
jednacine nalazice se u razmaku 

cp2 (x) 

v;z rp2 (x), 

sto dokazuje gornje pravilo. Prema tome je 

, ( ) 1 -'19- (n-1) ( ) -cp X = cp X 
n 

za sve pomenute vrednosti x. 

N) Razni drugi brojni razmaci. U raznim oblastima aritmetike i algebre 
postoji nepregledan broj slucajeva u kojima se za jednu posmatranu kolicinu, 
ma se i ne znala njena tacna vrednost, zna odreden razmak u kome se ona 
nasigurno nalazi. Pored onih koji su dovde navedeni, navescemo jos neke od 
njih koji su od koristi bilo sa teorijskog gledista, bilo sa gledista prakticnih 
primena. 

a) Laguerre je nasao da je, za vrednosti X sto se nalaze izmedu 0 

__::_ , razlika izmedu dveju funkcija 
2 

j(X)=COSX 

z2 2x 
cp (x) = 1 

/2-z' 
z+(z-1)-y-

3
-

Z=-
'J'& 

uvek negativna i po apsolutnoj vrednosti ne prelazi vrednost 0,0003. Prema 
tome je za te vrednosti x 

COSX= cp(x)-'19-· 0,0003, 

a iz toga se izvode slicni obrasci za izrazavanje drugih trigonometrijskih funkcija 
pomocu algebarskih funkcija, u obliku brojnih razmaka. 

{J) Zna se da se za 

za logaritme sa osnovicom 10, vrednosti 

gde je 

2Mb 
log(a+b) i loga+-.-.-, 

2a+b 

M=1oge=0,434295 . ... 

razlikuju tek u sestoj decimali. Prema tome je za takve vrednosti a 1 b 

2Mb {} 
Iog(a+b)=Ioga+ +-

2a+b 105 
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sto olaksava praktieno izracunavanje 'logaritama. 

y) Uocimo algebarsku jednacinu nepamog (2 n + 1)-og stepena 

(88) q; (x) +A= 0, 

gde je q; (x) polinom po x koji saddi samo nepame stepene promenljive, a il 
ma kakav realan broj. Ako se sa a oznaci apsolutna vrednost broja il, Cebisev 
je dokazao da jednacina (88) ima bar jedan realan koren u razmaku izmedu 

To znaci da jednacina ima bar jedan koren koji se moze izraziti u obliku 

(-l<w<l). 

Primenivsi . to npr. na jednacinu treceg stepena 

(89) 

posto se ova smenom 

svede na jednaoinu 

gde je 

a 
X=Z--

3 

z3+pz+q=0, 

a3 
p=b--, 

3 

2a3 ab 
q=---+c 

27 3 

dobija se ovaj rezultat: jednacina (89) ima bar jedan koren koji se moze izraziti 
u obliku 

sto olaksava prakticno resavanje jednacine treceg stepena. 

15) Neka je f(x) konacna i neprekidna funkcija za vrednosti x saddane u 
razmaku (a, b), kao i njen izvod f' (x). Prema teoremi za konacne prirastaje,. 
postoji u razmaku (a, b) bar jedna vtednost ,c za koju je 

f(b)-f(a) = (b-a) f' (c) .. 

Ako se, dakle, oznaci sa N najmanja·, a sa M najveca vrednost koju ima 
izvod f' (x) za vrednosti x u razmaku (a, b) bice 



58 

(90) 
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f(b)-f(a)=(b-a) [N +it (M-N)] 

Tako se npr. nalazi da je 

arctg (x+ 1) = arctgx+ 15, 

gde se t5 uvek nalazi u razmaku 
1 

1+(x+1)2 1+x2 

s) Potrazimo razmak u kome ce se nalaziti vrednost 

(91) f(a)-2f(a +h)+ f(a + 2 h) 

za vrednosti h saddane u razmaku (0, a). Toga rad.i potrazimo vrednost A za 
koju ce biti 
(92) f(a)-2f(a+h)+f(a+2h)-Ah2=0. 

Posmatranjem funkcije 

g (z) = f(a)-2f(a + z) + f(a + 2 z)-A z2 

vidi se da je ona jednaka nuli za z = 0 i z = h; prema Rolleovoj teoremi 
njen izvod 

g' (z)= -2!' (a+ z) + 2f' (a+ 2 z)-2 AZ 

mora postati jednak nuli za jednu vrednost z = c sadrianu u razmaku (0, h). 
Za tu ce vrednost c biti 

A c = f' (a+ 2 c)-f' (a+ c), 

a primenom obrasca (90) nalazi se da se desna strana ove jednacine moze 
napisati u obliku 

[P+it (Q-P)] c, 

gde su P i Q najmanja najveca vrednost koju ima drugi izvod f" (z) za 
vrednosti z sadrzane u razmaku (0, h). Otuda 

sto prema obrascu (92) pokazuje da se vrednost 

f(a)-2f(a +h)+ f(a+ 2 h) 

uvek nalazi u razmaku izmedu 

10. BROJNI RAZMACI U TEORIJI GRESAKA 

Za svaki nedovoljno odreden podatak x moze se utvrditi jedan razmak 
(a, {3) U kome Ce se OD nasigurno naJaziti, tj. X Se moze napisati U obJiku 

(93) X=a+it({3-a). 
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Kad se takvim podatkom hudu vrsile kakve hilo racunske radnje, rezultat 
racuna takode ce hiti jedan nedovoljno odreden hroj X. Ali i za taj hroj uvek 
se moze odrediti jedan razmak (A, B) izvan koga se on nasigumo neee nala
ziti, tako da ce biti 

(94) X=A+iJ(B-A). 

Tako isto, kad nepoznata koliCina X zavisi od vise nedovoljno odredenih 
podataka x 1 , x2 , ••• , x11 , moze se za svaki od ovih utvrditi po jedan razmak 
(ak, {Jk) u kome ce se xk nasigurno nalaziti, tj. ti se podaci mogu izraziti 
u ohliku 

(95) 

Kad se, pomocu veze koja hude data izmedu X i xi, bude izracunala 
vrednost X, ona nece hiti dovoljno odredena, ali se i za nju moze odrediti 
jedan razmak (A, B), tako da se ona moze izra.ziti u ohliku (94). 

Tako is to, kad vise nepoznatih kolicina X1 , X2 , ••• , Xp istovremeno zavise 
od vi se podataka x1 , x 2 , ••• , x 11 , od kojih je svaki nedovoljno odreden, pa se 
te nepoznate izracunaju pomocu veze koja hude postojala izmedu Xk i xi, za 
svaku nepoznatu Xk moze se utvrditi po jedan razmak (Ak, Bk) u kome ce se 
ona nalaziti, tj. tako da hude 

(96) 

Ocevidno je da odredivanje gresaka kojima se izlaze izracunavanje nepo
znate koliCine iz netacnih podataka nije nista drugo do odredivanje razmaka u 
kojirna se mogu kretati tako izracunate nepoznate, a koji hi se razrnaci sveli 
na tacne vrednosti ovih, kad hi sami podaci hili apsolutno tacni. 

Na taj nacin, racunanje sa nedovoljno odredenim podacima i izracunavanje 
rezultujuCih grdaka sto proizilaze od njih, svodi se na racunanje sa brojnim 
razmacima; Zadatak se svodi na jedan od tri osnovna zadatka ove vrste, koji 
su hili predmet ranijeg izlaganja: 

1 o odrediti razmak za vrednosti date funkcije f (x) kad je x dato u ohliku 
jednog razmaka; 

2o odrediti razmak za vn!dnosti funkcije f(x1 , ••• , x11) kad je svaka od 
vrednosti xi data u ohliku jednog razmaka; 

3° odrediti razrnake za vtednosti datog s1cupa funkcija / 1,/2 ,/3 , ••. JP 
koje sve istovremeno zavise od skupa podataka x1 , x2 , ••• , x 11 • 

U opste, kad se zna da jedna koliCina x lezi u razmaku (a, {3), ako se za 
x uzme jedna vrednost p sadrzana u tom razmaku, time ucinjena greska ~ x, 
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tj. razlika p-x, ne moze po apsolutnoj vrednosti biti veca od duzine razmaka 
(a, {3), tj. po apsolutnoj vrednosti bice 

flx<{J-a 

i ta greska moze biti pozitivna ili negativna. 

UCinjena relativna greska L1 x, tj. odstupanje uzete vrednosti p od tacne 
vrednosti x, uporedeno sa samom vrednoscu x, hila bi 

L1 X= I fl: I· 
Medutim, posto nam je tacna vrednost x nepoznata, a poznaje se samo 

vrednost p po kojoj se ceni i sama veliCina x, to se za relativnu gresku uCinjenu 
na vrednosti x obicno uzima 

Uostalom, kad je ucinjena greska fJ X dovoljno mala naspram p tako da 

je kvadrat kolicnika flx zanemarljiv, razlika izmedu takve dve relativne greske 
p 

flx _ flx = _fl_x __ flx = (bx)2 

x p p-flx p p(p-flx) 

bice prakticki zanemarljiva. 

Ucinjena procentualna grdka je 100 · L1 x. 

Posto je uvek x;;;. a, to je 

prema tome je; ako se vodi racuna i o znaku gresaka, 

{3-a 
flx=w({J-a), Llx=w- (-l<w<l), 

a 

a ako se vodi racuna samo o apsolutnoj vrednosti gresaka 

{3-a 
.bx:=D-({3-a), Llx-0.-... 

a 

Ovi izrazi za L1 x su iluzorni u slucajevima kad je a= 0, jer se tada mogu 
poklopiti sa· ma kojom vrednoscu od . - oo do + oo (odnosno od nule do + oo). 
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Ako se za broj p uzme sredina a+ {J razmaka (a, {J) ucinjena greska ox 
2 

{J-a 
nije nikad veca od poluduzine toga razmaka, a moze biti pozitivna ili 

2 
negativna. Tada je, dakle 

{J-a {J-a 
ox=w-- Llx=w--. 

2 ' fJ+a 

Naposletku, ako se za p uzme prednji kraj razmaka (a, {J), greska ox ne 
premasa duzinu {J-a razmaka i uvek je pozitivna; tada je 

Ox=i}({J-a), Llx=i}{J-a (O..;;;i},.;;; 1). 
a 

Kad je razmak (a, {J) dovoljno uzak da su stepeni njegove duzine ({J-a) 
vrlo mali brojevi, zanemarljivi naspram same te duzine, greska ox moze se 
smatrati kao diferencijal kolicine x, posto su tada i stepeni od ox zanemarljivi 
naspram ox. 

Odgovarajuca greska of, ucinjena na datoj funkciji f, koja zavisi od x, 
kao razmak izmedu izracunate i tacne vrednosti f (koja bi se imala kad bi x 
bilo tacan broj) ima se smatrati kao diferencijal te funkcije. Ako ova zavisi od 
vi se podataka x10 x2 , ••• , Xn sa dovoljno uskim razmakom varijacija (tj. dovoljno 
malirn mogucim greskama ), greska of ima se smatrati kao totalni diferencijal 
funkcije po promenljivima xi. Naposletku, ako jedan dati skup funkcija f 1 , 

fz, •.• ,jp istovremeno zavisi Od podataka XI, X 2, ••• , Xn, greska Ojk ima se 
smatrati kao totalni diferencijal funkcije fk po promenljivima xi. 

Na toj j e rrimedbi osnovana teorija uticaja netacnih podataka ~a dovoljno 
malim moguCim greskama, na rezultate racuna sa takvim podacima. Ali kad 
su mogucne greske na podacima tolike da im visi stepeni i medusobni proiz
vodi nisu zanemarljivi naspram njih samih, tako da se ne mogu smatrati kao 
diferencijalni, uticaj takvih podataka, izrazen u rezultujucoj greski, mora se 
resavati metodama racunanja sa brojnim razmacima, koje su predmet ovih 
izlaganja. 

I primer: u kome ce se razmaku nalaziti iznos P povrsine kvadrata cija 
je strana x = 2,3 m data sa jednom decimalom tacno? 

Oyde je 2,3<x<2,4, pa dakle u metrima 

prema cemu je 

pa dakle 

X=2,3 +i}· 0,1, 

P = xz = (2,3 +i} · 0, 1)2, 

P= 5,29 +I}· 0,47. 
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Ako se za P uzme sredina toga razmaka, tj. vrednost 5,525 m2 ucinjena 
greska je 

ox= w · 0,235 mz, 
a relativna greska 

Llx=w· 0,104. 

Il primer: izracunati vrednost 

x=Vi, 

gde je p dat ceo pozttiVan broj, tako da razlika izmedu tacne i nadene vred

nosti ne premasa vrednost __!_, gde je q opet dat ceo pozitivan broj. 
q 

OznaCimo sa m najveCi ceo broj saddan u vrednosti 

pa ce biti 

pa dakle i 

prema cemu je 

x' = V]Jqi, 

m<.x' <m+ 1, 

m m+1 
-<x<--, 
q q 

m {} 
X=-+- (0,;;;;.{},;;;;. 1). 

q q 

Racionalan broj m predstavlja dakle VP sa negativnom greskom koja ne 

1 
premasa 

q 

q 

Tako npr. ako se trazi V 4368 tako da greska bude negativna, a ne 

~ 1 b'' premasa - , tee 
7 

tako da je 

m=462, ~=66 
7 . ' 

V
- {} 
4368=66+-. 

7 

Ill primer: sa koliko tacnih decimala treba uzeti broj n da hi se iz 
tako uzete vrednosti mogao izracunati 

sa pozitivnom gre8kom koja ne premasa -
1 

? 
104 
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Ako se sa m oznaci najveci ceo broj sadrzan u vrednosti 

bice 

pa dakle 

prema cemu je 

x' = V108 n, 

m..;;x' <m+ 1, 

m m+1 
-<X<--, 
104 104 

m {} 
X=-+-. 

104 104 
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Racionalan broj !!!___ predstavlja ~1n sa pozitivnom greskom koja ne pre-
104 

masa -
1
-, a za to je potrebno i dovoljno da je broj n dat sa 8 tacnih 

104 

decimala. 

IV primer: u kome ce se razmaku nalaziti iznos zapremine V lopte 
poluprecnika x= 1,23 m datog sa dve decimale tacno, a kad se broj n uzme 
sa 4 decimale tacno? 

Ovde je 

pa dakle u metrima 

prema cemu je 

1,23<x< 1,24, 

3,141 <n< 3,142, 

X=1,23+{}·Q,01, 

n=3,141 +{}'·0,001, 

V= 7,794+{}" · 0,1850. 

Ako se za V uzme sredina toga razmaka, tj. vrednost 

p=7,886, 

ucinjena greska je 

bx=w·0,0975, 

a relativna greska 
LJ X= W • 0,123. 
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V primer: pretpostavimo da su u jednoj smesi koja sadrii kalijum i 
natrijum u obliku soli, ove soli najpre pretvorene u karbonate i u tome obliku 
izmerene, pa da je tako nadena kolektivna tezina q1 , sa greskom koja ni u 
pozitivnom, ni u negativnom smislu ne prelazi pozitivan broj CJ1; zatim da su 
karbonati pretvoreni u hloride i u tome obliku izmereni, pa da je nadena 
tezina q2 , sa greskom koja ni u pozitivnom, ni u negativnom smislu ne prelazi 
pozitivan broj Cl2 • 

Pretpostavljajuci da se ne uzima u obzir netaenost atomskih tezina K, 
Na, C, 0, Cl, tezina Z 1 kalijuma i tezina Z 2 natrijuma u prvobitnoj smesi 
izracunavaju se iz odgovarajucih hemijskih jednacina 

gde bi x1 i x 2 irnale biti tecne tezine karl:onata i hlorida u smesi. 

U kojim ce se razrnacima nasigurno nalaziti tezine Z 1 i Z2 kad se na 
mesto x1 i x2 uzmu q1 i q2? 

Simetricni norrnalni predstavnici razrnaka u kojima ce se nalaziti x1 

i x2 su 

X 1 = q1 + w1 Cl1 ( -1 < w1 < 1), 

X 2 = q2 + w2 Cl2 ( -1 < w2 < 1 ), 

prema tome ce njihov asimetricni normalni predstavnik biti 

xt = qt-Clt + 2 -et CJ1 (0 <-et< 1), 

Xz=qz-Clz+2-ezt'lz (0..;;;-ez< 1). 

Krajevi razmaka Z 1 bice dakle 

N1 = 25,875 (q1-Cl1)-23,444 (q2 + Cl2), 

M 1 = 25,875 (q1 + Cl 1)----,23,444 (q2 -Cl2), 

a krajevi razmaka Z 2 bice 

N 2 = 17,989 (q2-Cl2)-19,421 (q1 + ClJ, 

M 2 = 17,989 (q2 +Cl2)-19,421 (q1-Cl1). 

Trazeni razmaci su, dakle 

zl = 25,875 (ql-CJl) + -e'1 · 46,888 CJ2 eo .;;;-e'1 < 1), 

z2 = 17,989 (qz-t'lz) +-e'z. 38,842 (J2 (0 .;;;-e'z < 1). 

VI primer: ako je z jedan broj veCi od jedinice ili jednak jedinici napred 
je pokazano da je 

lnf- z-1 
1<y;.:;<1+--. 

n 
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Ako se za x uzme sredina tog razmaka 

ucinjena greska 15 X ce biti 

z-1 
15x=w--

2n 
(-1 <w< 1). 

Ako je, pak, z broj manji od jedinice, pokazano je da je 

1 n 

1-z <Vz<1, 
1+--

nz 

tako, da ako se uzme sredina tog razmaka 

= v-z = c2 n-1)z+ 1 
p 2(n-1)z+2 

ucinjena greska ce biti 
1-z 

15 x = w------
2(n-1)z+2 

U oba slucaja greska ce biti utoliko manja, ukoliko je z blize jedinici 
ukoliko je n vece. 

VII primer: napred je pokazano da je za pozitivne vrednosti a i b 

gde je donja granica razmaka dostignuta kad je a= b, a gornja kad je jedna 
od vrednosti a i b jednaka nuli. Posto je 

a+b 
a=--

V2' 
f3=a+b, 

to ako se za x uzme sredina razmaka 

ucinjena greska ce biti 

a+f3 
P=--= 0,8535 (a+b), 

2 

{3-a 
15x=w·--=w·0,1465 (a+b), 

2 
-1<w<1 

i ona je jednaka nuli kad je a= b, a dobija svoju najvecu mogucnu vrednost 
0,1465 b kad je a= 0. 

5 Ra~unanje sa brojnim razmacima 
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Relativna greska je 
<5x {3-a 2 {3-a 

L1 x<-=--·--=--
P 2 a+fJ fJ+a' 

prema eemu je 
L1 X= W • 0,1716. 

Navescemo da postoji vi se nacina za izra.Zavanje izraza X= V a2 + b2 u line
arnom homogenom obliku 

Nacin Ponceleta, u slucaju kad se o pozitivnim brojevima a, b nista ne 
pretpostavlja, dovodi do rezultata koji se podudaraju sa napred navedenim, tj. 

~=1]=0,85, 

sa relativnom greskom koja ne premasa O,I72, tj. otprilike 1/ 6• Medutim taj 
naCin daje mogucnosti da se odrede koeficijenti ~. 17 tako da relativna greska 
L1 x bude znatno manja, u slucajevima kad se bar ovlasno zna koliko je puta 
jedan od brojeva a, b veci od drugoga. 

Tako se nalazi da je 

za b>a, x=0,40a+ 0,96 b, 
1 

Llx<-; 
25 

za b>2 a, X= 0,23 a+ 0,99 b, 
1 

Llx<-; 
71 

za b>3 a, x=0,16a+0,99b 
I 

L1 x<--; 
I 54 

za b>4 a, x=0,12a+0,99b 
I 

Llx<-; 
266 

za b>5 a, 
I 

x=0,10a+b Llx<-· 
417' 

za b>6 a, x=0,08 a+b, 
1 

Llx<-; 
589 

za b> 7 a, x=0,07 a+b, 
I 

Llx<-; 
800 

za b>8 a, x=0,06 a+b, 
I -

Llx<--; 
1049 

za h>9 a, X= 0,05 a+b, 
I 

Llx<--; 
I428 

za b>IOa, X= 0,05 a+b, 
1 

Llx<--; 
1538 
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Navescemo, primera radi, jedan prost nacin koji dovodi do obrasca 

(97) Va2 + b2 = 0,40 a+ 0,96 b 

u slucaju kad se zna da je b>a. 

(98) 

Lako se uveriti da je 

24 26 -
- Va2+ b2<0,40a+ 0,96 b<- Vaz+b2 
25 25 ' 

jer ako se primeti da je 

nejednacine postaju 

0 40= 
10 

' 25' 
0,96 = 

24
' 

25 

12 Va2+bZ<5 a+ I2 b< I3 Vaz +b2 
ili kvadriranjem 

Leva se nejednaCina svodi na 

I19 a2< I20 ab 

i ona ocevidno postoji posto je b>a. 

Desna nejednacina postaje 

I20 ab<25 b2 + 144 a2 

pa i ona postoji prema identienosti 

67 

Dvostruka nejednaCina (98) postoji "dakle za b>a, a iz nje se dobija daje 

0,40a+ 0,96 b= 
24 + 2 # V a2+b2. 

25 

Vrednost razlomka pred kvadratnim korenom uvek se nalazi u razmaku 
izmedu 

I 
I--

25 

I 
I+-

25 

sto znaci da obrazac (97) odista daje vrednost V az + b2 u tineamom obtiku sa 

greskom cija apsolutna vrednQst ne prelazi _!__ = 0,04, tj. 4%. 
25 
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11. BROJNI RAZMACI U GEOMETRIJI 

Kao u aritmetici i u algebri, i geometrijske velicine mogu se javljati kao 
razmaci, tj. jedna velicina x moze biti odredena razmakom izmedu dveju veli
cina iste vrste u kome se X nalazi. Tada ce i sve geometrijske velicine, koje se 
racunom ili geometrijskom konstrukcijom izvode iz takvih podataka X, biti i 
same odredene u obliku razmaka. To se npr. desava: 

a) kad podaci nisu tacno dati; 
b) kad racunske ili konstruktivne teskoce ne dopustaju tacnu odredbu ne

poznate velicine iz datih podataka bas kad bi ovi i bili tacni; 

v) kad se odredba nepoznate, po samoj prirodi zadatka, ne sastoji u tacnoj 
odredbi njene vrednosti, vec u odredbi razmaka u kome ona treba da se nalazi 
da bi bili zadovoljeni uslovi zadatka; 

g) kada su podaci nedovoljni za tacnu odredbu nepoznate, ali su dovoljni 
za odredbu jednoga razmaka u kome se nepoznata neprestano nalazi. 

Slucaj ove poslednje vrste javlja se npr. kad je jedan podatak x zbir od 
nekoliko geometrijskih veliCina x1 , x2 , x3 , ••• , a trazena nepoznata geometrijska 
velicina y zavisi od zbira kvadrata ili treCih stepena itd. velicina x1c. Tada se 
ima posla sa nedovoljno odredenim zadacima, kao sto su npr. ovi: 

1° odrediti hipotenuzu pravouglog trougla iz datog zbira njegovih kateta; 

2° odrediti uglove pravouglog trougla, kad se zna da ovaj ima kao katete 
zbir kateta i hipotenuzu jednoga drugog, nepoznatog, pravouglog trougla; 

3° odrediti dijagonalu paralelepipeda iz datog zbira njegovih strana; 

4° odrediti obim i povrsinu jednog trougla iz datog zbira dveju njegovih 
strana i ugla koji one zahvataju; 

5° odrediti zbir odstojanja jedne proizvoljne tacke opisanog kruga oko 
pravilnog poligona, od sviju temena, poligona znajuCi samo broj strana i obim ovoga. 

A) Zadaci koji se svode na . proucavanje aritmeticke sredine konveksnih ill 
konkavnih funkcija. U velikome broju zadataka takve vrste sluzi kao osnovica 
ranije dokazani rezultat da, ako se sa fln oznaci aritmeticka sredina pozitivnih 
brojeva x1 , x 2 , ••• , Xn, a sa Mn aritmeticka sredina 

Mn=f(xl)+ · · · +f(xn), 

n 

gde je f(x) ma kakva funkcija promenljive x, pozitivna i konveksna u razmaku 
koji sadrzi sve brojeve Xt' vrednost Mn uvek se nalazi u razmaku izmedu 
vrednosti 

(99) 
f(nftn) + (n-1)/(0) 

n 
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gde su granice razmaka stvamo dostignute kad su svi x, medu sobom jednaki; 
iii kad su svi jednaki nuli, osim jednoga od njih. 

Medutim, taj se razmak maze jos suziti u slucaju kad su x1 , x2 , x3 

strane a, b, c jednog istog trougla. 

Podimo od nejednaCine koja prema opstem stavu vazi za tri ma koja 
pozitivna broja x, y, z 

(100) 3f( x+ ~+ z) <f(x) + f(y)+ f(z) <f(x + y +z) + 2f(O). 

Kad su a, b, c strane jednoga istog trougla, mora biti 

a+b>~ b+c>~ c+a>~ 

tako da ako se poluzbir strana oznaci sa 

mora biti 

tj. vrednosti 

(1 01) 

uvek su pozitivne. 

a+b+c 
p=---

2 

P>a, p>b, p>c, 

X=p-~ y=p-~ z=p-c 

Stavimo u (1 00) da je 

f(t)=F(p-t), 

pa ce, posto je 
d2f dZF 
-=-, 
dt 2 dt2 

funkcija F · biti konveksna za svaki razmak promenljive x za koji je sama 
funkcija f konveksna. Nejednacina (1 00) tada postaje 

( 
x+ y+z) 3F p 

3 
<1(p-x)+F(p-y)+F(p-z) 

< F (p-x-y-z) + 2 F(p), 

a ova ce, kad se u njoj x, y, z smene svojim vrednostima (1 01), postati 

(102) 3 F(
2
:) <F(a)+F(b)+F(c)<F(O)+ 2 F(p). 

Vrednost simetricne funkcije strana trougla 

(103) F(a) + F(b) + F(c), 
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gde je F ma kakva konveksna Junkcija tih strana, uvek lezi u razmaku izmedu 
vrednosti 

(104) F(O) + 2 F(p), 

gde je p poluzbir strana. 

Ove granice razmaka stvamo su dostignute u slucaju ravnostranog trougla, 
ili ravnokrakog trougla sa uglom izmedu jednakih strana koji je jednak nuli. 

Da je razmak (104) odista uzi od razmaka izmedu vrednosti 

(105) 3FC:) i F(2p)+2F(O) 

koje odreduje nejednacina (1 00) za ma kakve pozitivne brojeve a, b, c, vidi se 
npr. iz specijalnog slucaja kada se uzme da je 

F(x)=x2 • 

Razmak (I 05) u kome ce se nalaziti zbir az + bz + c2 bio bi onaj izmedu 

vrednosti ~ pz i 4 p2, tj. izmedu vrednosti 
3 

(a+ b + c)z . ( b )2 1 a+ +c , 
3 

dok bi razmak (104) bio onaj izmedu vrednosti ~pz 2p2, tj. izmedu 
3 

(106) 
(a+b+c)2 

3 

(a+b+c)2 

2 

a taj je razmak ocevidno uzi od razmaka (I 05). 

Zbir kvadrata strana jednog trougla uvek se, dakle, nalazi u razmaku izmedu 
vrednosti (1 06), i to je u isto vreme i najuzi razmak, koji se moze utvrditi za 
opsti slucaj. Njegove su granice stvamo dostignute kad je trougao ravnostran, 
ili ravnokrak sa trecom stranom jednakom nuli. 

Gomjem rezultatu o razmaku u kome se nalazi funkcija (1 03) strana 
trougla moze se dati i ovaj oblik od interesa za raznovrsne primene: 

Stavimo u nejednacini (102) da je 

F(t) = <1> (p-t), 

pa ce <1> (t) opet biti konveksna funkcija promenljive t posto je 

dt2 dt2 dtZ 
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Obrazac (1 02) tada postaje 

3 f/J ( ~) < f/J (p-a) + f/J (p-b) + f/J (p-c)< f/J (p) + 2 f/J (0). 

K.ad se npr. uzme da je 

dobija se 
f/J(t)=tk (k>1) 

k 
_!!_____ < (p-a)k + (p-b)k + (p-c)k <.pk. 
3k-1 

K.ad se u obrascu (102) uzme da je 

t 
F(t)= , 

2p-t 

71 

F (t) ce opet biti konveksna funkcija promenljive t za t =a, t = b, t = c, posto je 

d2F 4p 

dt2 (2p-t)2' 

a svaka je od razlika 2p-a, 2p-b, 2p-c pozitivna. 

Obrazac (1 02) tada postaje 

3 a b c 
-<--+--+--<2 
2 b+c c+a a+b 

sto znaci da je za sve trougle 

a b c 
--+--+--= 1,5 +D· 0,5 
b+c c+a a+b 

Uostalom, kadgod je F(t) takva homogena funkcija po promenljivima 
p i t, onda, ako je to homogena funkcija nultog reda, donja i gomja granica 
razmaka, u kome ce se nalaziti zbir 

F(a)+F(b)+F(c), 

imace se u obliku apsolutnog broja. Kad je stepen homogenosti te funkcije jed
nak kakvom broju h, granice razmaka dobice se u obliku vrednosti ph pomnozene 
jednim apsolutnim brojem. 

I primer: hipotenuza c pravouglog trougla, za koji je poznat samo zbir 
a+ b dveju kateta, je 

prema cemu je 
c = (0, 7071 + f} · 0,2929) (a+ b). 
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II primer: hipotenuza h pravouglog trougla, cije su katete dijagonale pa

ralelograma obima s, uvek lezi u razmaku izmedu _!___ i s, tako da je 
2 

h=sl+i}. 
2 

To izlazi neposredno iz osobine paralelograma da je zbir kvadrata njegove 
cetiri strane jednak zbiru kvadrata njegovih dijagonala. 

Ill primer: koji pravougli trougli mogu imati kao svoje dve katete zbir 
kateta i hipotenuzu drugog jednog pravouglog trougla? 

Ako se katete prvog trougla oznace sa a i b, a katete drugoga sa a' i b', 
treba da je 

a=a' +b' 

b= V a'2 +b'2=A [a' +b'] 

prema tome jedan ugao a prvog trougla treba da je takav da je 

b 
tga=-=A, 

a 

tj. treba da lezi u razmaku izmedu 35° 16' i 45° (a drugi ugao izmedu 45° 
i 54° 44'). 

IV primer: znajuci zbir strana a+ b + c jednog paralelepipeda, odrediti mu 
duzinu dijagonale d. Posto je 

d= Va2+b2+ cz=p, (a+ b+c) (v~<P,< I), 
to je 

d=(0,5774 +I}· 0,4226) (a+ b +c). 

V primer: znajuCi zbir strana a+ b + c = s jednog paralelepipeda, kao i to 
da se od strana a, b, c moze sastaviti jedan trougao, odrediti duzinu dijagonale 
d paralelepipeda. 

Kao sto je napred pokazano, kad su a, b, c, tri strane jednog trougla, 
kolicnik 

lezi u razmaku izmedu V~= 0,5774 

Prema tome duzina d dijagonale lezi u razmaku izmedu 

0,5774 s i 0, 7071 s. 
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Ako se, dakle, za d uzme sredina tog razmaka, tako da je 

d=0,6422s, 

ucinjena greska ne premasa vrednost 0,0649 s, tj. 61/2 Ofo. 

VI primer: iz poznatog obrasca 

3 
mz+nz+ pz=-(aZ+b2+ c2) 

4 

za duzine m, n, p medijana jednog trougla cije su strane a, b, c, dobija se da je 

Prema tome dijagonala d paralelepipeda, koji ima za strane medijane jednog 
trougla ciji je obim s, odredena je razmakom 

d= (0,5 +-&· 0,1124) s. 

Iz toga se npr. vidi da se pravougli trougli, koji imaju kao jednu katetu 
obim jednoga trougla, a kao drugu katetu dijagonalu paralelepipeda sastavljenog 
iz medijana istog trougla kao strana, nalaze samo medu onim pravouglim tro
uglima ?iji jedan ugao ima za tangens kakvu vrednost, koja se nalazi u raz
maku izmedu 

I I 3 
0,5 2\/2=0,6124, 

tj. ciji se jedan ugao nalazi u razmaku izmedu 

26° 33' i 31° 28'. 

VII primer: u geometriji je poznata ova teorema za pravilne poligone 
od n strana: zbir kvadrata odstojanja jedne proizvoljne tacke na opisanom krugu, 
od svih temena poligona, ima za vrednost 2 nRz, gde je R poluprecnik toga kruga. 
Ako se, dakle, ta rastojanja oznace sa a1 , a2 , ••• , an, bice 

Prema napred dokazanom rezultatu je 

V ai +a~+ · · · +a~ =A (a1 + a2 + · · · +an) 

medutim, ni jedna ni druga od tih dveju granica nije nikad dostignuta, jer na 
opisanom krugu ne postoji ni jedna tacka, za koju ce sva rastojanja a1c biti 
medu sobom jednaka, ili sva jednaka nuli osim jednoga od njih. 
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Iz toga se vidi da se zbir rastojanja 

uvek nalazi u razmaku imedu 

tako da je 

Za trougao ce npro biti 

S=(2,4495 +Do1,7931) R; 

za kvadrat 
s = 2,8284 (1 +D) R; 

za pentagon 
s = (3,1623 +Do 3,9088) R itdo 

Kad je, na mesto poluprecnika R opisanog kruga, data duzina a strane 
poligona, treba u gornjim obrascima zameniti 

dakle 

dakle 

dakle 

za trougao R=V3" a=O 5773a 
3 ' ' 

s=(l,4140+D·1,0351)a; 

za kvadrat 
a 

R= V"2=0,7071 a, 

s = 2 (1 +D) a; 

zapentagonR= !!_V 50+ 10 VS= 0,8506 a, 
10 

s = (2,6897 +Do 3,3248) a o 

Kad je, na mesto R, data povrsina P poligona, treba smeniti: za trougao 

2 v- "" R=-4 - P= 0,8774 v P, 

V27 
dakle 

za kvadrat 

dakle 

s=(2,1491 +D·l,5732) V:P; 

R=~ ~ =0,7071 V:P, 
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za. pentagon R= I ~ vP=0,3856 vP, 'V 5 10+2 vs 
dakle 

s={l,2193 +{}·1,5072) V:P. 
VIII primer: u geometriji je poznata i ova teorema za pravilne poligone 

od n strana (n>3): neka su A'1 , A'2 , ••• , A'n projekcije temena A1 , A2 , ••• , An 
poligona na jednu proizvoljnu pravu, 0' projekcija sredista poligona na istu 
pravu; ako se stavi da je 

uvek je 
S= 0' A'14+ 0' A'24 + · · · + 0' A'114, 

3n 
S=-R4. 

8 
Prema tome je 

4 

fs=R~3t• 
a posto je, prema napred pokazanom 

gde je 
s = 0' A'1 + 0' A'2 + · · · + 0' A' n, 

1 4 

to se vrednost s =TV S uvek nalazi u razmaku izmedu 
4 

R~38n 
4 

. {3 
1 nR'V---g· 

Prema tome: zbir rastojanja 0' A' k predstavljen je razmakom 
4 

~3t[l +'i?(Vn-l)]R, 

koji se npr. za trougao svodi na 
4 

~: (1 +'I?· 0,7320) R=(l,0299 +'!?· 0,7539) R, 

za kvadrat na 
4 

J ~(I +2'1?)R=(l,I067+'1?·2,2134)R, 

za pentagon na 
4 

/15 \f---gO +'i?·l,2360)R=(l,I702+'1?·1,4463)R. 
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IX primer: ako se iz jedne tacke na krugu poluprecnika r povuku dve, 
jedna na drugu upravne secice AC i DB, zbir odsecaka 

A AC +DB ima duzinu koja se uvek nalazi u razmaku 
izmedu 2 r i 2 r V2 . 

Jer je 

PA2+PB2=ABz, 

pa dakle 

PA2+PB2+PC2+ PD2=AB2 +A' B2=4rz. 

Vrednost zbira kvadrata na levoj strani nalazi se u razmaku izmedu 
vrednosti 

i vrednosti 

(PA+PB+PC+PD)2 
4 

(DB+AC)z 
4 

(PA+ PB+PC +PD)2=(DB+AC)2 

i prema tome je 

Odatle je 

cime je gomje tvrdenje dokazano. 

Iz toga se, u isto vreme, vidi i ovo: ako se zbir odsecaka dveju medu
sobno upravnih secica kruga oznaci sa l, precnik kruga uvek se nalazi u raz-

maku izmedu __!__ l i l. 
2 

Ako se kroz jednu stalnu, proizvoljno izabranu tacku P u krugu povuce 
jedan ma koji par medu sobom upravnih secica, moze se dokazati da se zbir 
odsecaka DB+ AC uvek nalazi u razmaku izmedu 

Jer je 

AC=PA+PC, DB=PB+PD, 

a od.atle kvadriranjem i sabiranjem 

AC2+DBz=PA2+PC2+PB2+PD2+2PA·PC+ 2PB·PD. 

Sa druge strane, ako se sa d oznaci stalno rastojanje OP, bice 
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pa ce, vodeci racuna o gore nadenoj jednacini, biti 

pa posto se vrednost zbira kvadrata na levoj strani nalazi u razmaku izmedu 

tako da je 

bice 

(AC +DB)2 
2 

(AC+DB)2, 

(AC+DB)Z - -
2 

< 8 rz-4dz.;;;(AC+DB)2, 

sto dokazuje gomje tvrdenje. 

Slicni se rezultati dobijaju i za odsecke koje u jednoj kugli cini jedan 
sistem od tri medu sobom upravne secice. 

A B 

M N 

X Primer: data su dva kruga sa sredistima 0 i 0' i jedna prava AB; 
povuci jednu zajednicku secicu MN za oba kruga, paralelnu pravoj AB i takvu 
-da zbir CD+ EF njenih odsecaka ima datu duzinu A.. 

Povucimo na pravu AB dve upravne i iz 0' pravu 0' K paralelnu pra
voj AB. Pomerimo krug 0' paralelno pravoj AB dotle dok se tacka E ne 
poklopi se tackom D i neka je 0' 1 nov polozaj sredista 0', pa ce biti 

- - - CD EF A. 
K0' 1 =JD +DJ' =T+l=l. 

Ako se oko 0' 1 , sa poluprecnikom 0' E, opise krug, presek ovoga sa 
krugom 0 pasce tacno u tacku D. 

Oznacimo sa d, r, r' nepromenljivu duzinu OK i poluprecnike krugova 
0 i 0'. Izrazivsi da se krugovi 0 i 0' seku i1i dodiruju, dobija se za mogucnost 
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resenja zadatka ova] uslov: potrebno je i dovoljno da bude 

a posto je 

to se kvadriranjem gornjih nejednacina dobija kao uslov 

A,2 
(r-r')z -d2.;;;-.;;; (r+r')2-d2, 

4 

sto znaci da je potrebno i dovoljno da se duzina A. nalazi u razmaku izmedu 
duzina 

B) Zadaci koji se svode na proucavanje trinoma drugog stepena. Veliki broj 
geometrijskih zadataka svodi se na odredivanje brojnih razmaka u vezi sa tri~ 

nomom drugog stepena 
f(x) =ax2 + 2bx+c 

to tako da se resenje zadatka sastoji ne u odredbi vrednosti x za koje taj 
trinom postaje jednak nuli, vec u odredbi razmaka u kome treba da se nalazi 
bilo sama vrednost x, bilo kakav promenljiv parametar A., koji figurise u koefi~ 
cijentima a, b, c trinoma. Takve su vrste zadaci navedeni u sledecim primerima: 

·K H 

I primer: iz proizvoljne tacke M na hipo~ 
tenuzi AB pravouglog trougla AOB povuku se 
dve upravne MP i MQ na katete trougla, pa se 
na odseccima OP i OQ ovih konstruisu dva 
kvadrata OPHK i OSTQ. Za koji ce polozaj 
tacke M povrsina ogranicena isprelamanom lini~ 

jom MPHKOSTQM imati datu vrednost .A.2? 

Oznacimo da je 

OA =a, OB=b, OP=x (a<b) 
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pa se dobija jednacina 
bZ(a-x)z bx(a-x) 

A.z=xz+ + , 
a2 a 

ili 
f(x)= (tP-ab +b2) xZ-ab (2 b-a) x+ az (bz-A.z)= 0. 

Da bi resenje postojalo, potrebno je i dovoljno da su koreni jednacine 
realni i da se bar jedan od njih nalazi u razmaku izmedu 0 i a. Prvi uslov 
trazi da je 

(107) 

a da bi se proucio drugi uslov, treba ispitati znake izraza 

f(O) = az (bZ-J..Z), 

f(a) = az (az-J..z), 

i razlikovati ove slucajeve: 

1 o kad se .A_z nalazi u razmaku izmedu a2 i bz, vrednosti f(O) i f(a) 
imaju suprotne znake, sto znaci da postoji jedna Vrednost X koja zadovoljava 
uslov zadatka; 

2° kad je J..z<az, onda je i ).Z<bz; obe su vrednosti f(O) i f(a) pozi
tivne; tada, ako je ispunjen uslov realnosti (1 07), i1i ce oba korena zadovoljiti 
uslov zadatka, ili ga nece zadovoljiti ni jedan od njih. Da bi se imao prvi slu
caj, potrebno je i dovoljno da se vrednost poluzbira tih korena nalazi u raz
maku izmedu nule i a, tj. da bude 

0 
ab(2b-a) 

< <a, 
2 (aZ-ab + bZ) 

sto ce biti ako je u jedno isto vreme 

2b-a>0 2a-b>0. 

Prva nejednacina postoji posto je a< b; druga trazi da je 

b 
a>-. 

2 

Prema tome, da bi oba korena jednacine f(x) = 0 zadovoljila uslov za
datka, potrebno je i dovoljno: 

a) da se a nalazi u razmaku izmedu !!____ i b; 
2 

{3) da se .A,z nalazi u razmaku izmedu 

3 azbz 
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njima 

0 

0 
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II primer: na kracima ptavog ugla obeleze se tacke A i B na odstoja
OA=a, OB=b od temena; odrediti na OB takvu jednu tacku D, da 

zbir poluobima kruga DMA i odsecka DB bude 
jednak datoj duzini A.. 

Ako se za nepoznatu uzme duzina BD = x, 
zadatak se svodi na jednacinu 

~ n Va2+(b-x)z+x=A, 

tj. na jednaCinu 

(n2-4) xZ-2 (n2 b-4 A.) x+ 
(108) 

+ nz (az + b2)-4 ,12= 0. 

Da bi vrednost x, dobijena resenjem te jednacine, dala resenje zadatka, 
potrebno je i dovoljno da ona bude realna, pozitivna i manja od A.. 

Uslov realnosti se moze dovesti na oblik 

(2 A.-2 b+aVnZ-4) (2 A.-2 b-aVn2 4)> 0, 

Ovaj uslov bice zadovoljen ili kad je 

(109) 

ili kad je 

(110) 

Lako se vidi da je uvek A.>b i da prema tome nejednaCina (109) ne 
moze biti zadovoljena tako da dolazi u obzir samo nejednacina (110). 

Proizvod korena kvadratne jednacine (1 08) ima za vrednost 

(111) 
n2(a2+bZ)-4A.2 

pa posto je imenilac pozitivan broj, taj ce proizvod imati znak svoga brojioca. 
I onda se imaju razlikovati ovi slu~ajevi: 

a) neka se A. nalazi u razmaku izmedu 

a,;-- n,~ 
b+-vnz-4 i -va+bz. 

2 2 

Tada je proizvod (111) pozitivan, pa su dakle koreni x istog znaka, a 
to je znak njihovog zbira 

(112) 
2 (n2b-4A.). 

' 
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oni ce biti pozitivni, tj. moCi predstavljati resenja zadatka samo kad je 

n 2 b 
A.<-. 

4 

P) neka je 

81 

posto je proizvod (111) jednak nuli, jedan je od korena x jednak nuli; da bi 
drugi koren dao resenje zadatka, on treba da je pozitivan, tj. treba da je po
zitivan brojilac izraza ( 112), sto zahteva da je 

bv-a<- n2-4· 
2 ' 

y) neka je 

tada je izraz (111) negativan i koreni x su suprotno oznaceni; u tome slucaju 
postoji jedan pozitivan koren x i on daje resenje zadatka. 

C) Brojni razmaci u trigonometrijskim zadacima. Na odredivanje brojnih 
razmaka u trigonometrijskim zadacima nailazi se ili pri ispitivanju realnosti 
resenja, ili po samim osobinama trigonometrijskih funkcija realnih kolicina da 
ne mogu izici van jednog odredenog razmaka, kao sto je npr. slucaj sa sinusom, 
kosinusom i raznovrsnim njihovim kombjnacijama. 

I primer: podeliti dati ugao a na dva takva dela da zbir tangensa tih 
delova ima datu vrednost 2 A.. 

Ako se ti delovi oznace sa x i y, imace se dve jednaCine 

x + y = a, tg x + tg y = 2 A. 

Drugoj se jednacini moze dati oblik 

sin(x+ y) = 2A. 
' COSX• cosy 

pa posto je 
sin (x+ y) =sin a, 

2 cos x· cosy= cos (x+ y) +cos (x-y) =cos a +cos (x-y) 

ta ista jednacina postaje 

(113) 
sin a 

cos (x-y)=---cos a. 
A. 

6 Racunanje sa brojnim razmacima 
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Ako je, dakle, {J najmanji ugao ciji kosinus ima za vrednost desnu stranu 
jednaCine (113), za odredbu nepoznatih x i y imace se dve jednaCine 

x+y=a, x-y=2h±{J, 

koje daju resenja X i y. 

Ali da hi resenje imalo smisla, treba da je 

sin a 
-1<---cosa< +1 

A ' 

sto se moze napisati i u obliku 
sma 

-(1-cos a)<--< 1 +cos a. 
A 

1 
Kad je npr. sin a> 0, te nejednaCine pokazuju da se vrednost mora 

A 
nalaziti u razmaku izmedu 

a 
-tg-

2 

a 
ctg-. 

2 

/I primer: kad je a dat ostar ugao, za koje ce vrednosti X izraz 

(x-1 )[x4-2 (1 + cosz a) xz + sin4 a] 
biti pozitivan? 

Izraz se moze napisati u obliku 

(x-1) [x + (1 +cos a)] [x + (1-cos a)] [x-(1-cos a)] [x-(1 +cos a)]. 

Posto je cos a>O, izraz ce biti ·pozitivan ako se x nalazi u jednome, ma 
kome, od ova tri razmaka 

ili izmedu- (1-cos a) 

ili izmedu 1-cos a 

ili izmedu 1 + cos a 

-(1 +cos a) 

1 

+ oc. 

Ill primer: za kakve se pozitivne vrednosti x, y, z moze napisati da je 

gde je a kakav realan ugao? 

Posto se vrednost 

xz = yz +zZ-2yz cos a, 

yZ+zZ-xz 
----=cosa 

2yz 

mora nalaziti u razmaku izmedu -1 i + 1, to se dobijaju dve nejednacine iz 
kojih se nalazi da x treba da se nalazi u razmaku izmedu 

ly-zl (y+z). 
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IV primer: odrediti elemente jednog trougla znajuCi mu duzinu a jedne 
strane, suprotni ugao A i zbir kZ kvadrata ostalih dveju strana b i c. 

Za odredbu strana b i c ima se sistem od dve jednacine 

(114) 

odakle je 

bZ + cz= kZ, az = bZ+ cZ-2 be cos A, 

k2-a2 
2bc=--

cosA 

Dodavanjem te vrednosti i oduzimanjem prvoj od jednaCina (I 14), dobi
jaju se dve jednacine 

(115) 
kZ (1 +cos A)-a2 

(b+c)z= , 
cos A 

a2-k2 (1-cos A) 
(b-c)z= , 

cos A 

iz kojih se mogu izracunati b i c. Da bi resenje imalo smisla, potrebno je 
dovoljno: 

a) da desne strane jednacina (115) budu pozitivne; 

{3) da se a nalazi u razmaku (b-e, b +c). 

Razlikujmo ova dva slucaja prema tome da li je ugao A ostar ili tup: 

1 o ugao A je ostar; uslov a) svodi se na dvostruku nejednaCinu 

kZ (1-cos A)<a2<k2 (1 +cos A), 
a uslov {3) na 

a2-k2(1-cosA) kZ(l +cosA)-az 
---'------'-<aZ<----'----

cosA cosA 

iz koje izlazi da treba da bude 

Ti se uslovi tada svode na 

2 kZ sinz ~<aZ<k2 
2 

sto znaci da zbir k2 treba da se na1azi u razmaku izmedu 

a2 i 
. A' 

2 stn2 -
2 

2° ugao A je tup; uslov a) svodi se na dvostruku nejednacinu 

k2 (I+ cos A)<aZ<kZ (1-cos A), 

a us1ov {3) na 

6* 
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Ti se uslovi tada svode na 

sto znaci da k2 treba da se nalazi u razmaku izmedu 

2 
. A 

sm2 -
2 

V primer: neka su a, b, c strane trougla AEC; kad su date dve strane 
a i b (b>a), a nije dat i njima zahvacen ugao C, treca strana c odredena 
je razmakom 

c=(b-a)+2fJa, 
posto je uvek 

b-a<c<b+a. 

Kad je, pak, dat i ugao C, bice 

C= Vaz+bZ-2ab· cos C. 

Iz odnosa 
sinA a 
--=-

sinE b 
dobija se 

sin A ( b) a= a+ 
sin A+ sinE ' 

b- sinE ( b) -----a+ 
sinA+sinE ' 

tako da je 
c= (a+ b) rp (A, E, C), 

gde je 

(A, E, C)= VsinzA + sin2~-2si~A· sinE· cos C. 
'lfJ smA+smE 

Identicnost 
2pq = (p + q)2-(p2 + q2)' 

uzevsi da je 
p=sinA, p= sinE, 

pretvara izraz rp u 

~p2+q2 
rp (A, E, C)= ( ) (I +cos C)-cos C, p+q2 

a posto su p i q uvek pozitivni, bice 
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To pokazuje da je 

sto prema obrascu 

daje 

/1 + c
2
os C 'J cosC<<p(A, B, C)< I, 

1-cos a= 2 sin2.!!:. 
2 ' 

sin£< <p (A, B, C)< I , 
2 
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cime se dolazi do ovoga rezultata: strana c trougla ABC uvek se nalazi u 
razmaku izmedu 

Prema obrascu 

to pokazuje da je 

(a+ b) sin£ 
2 

(a+ b). 

1-sin a= 2 cosz (: + ; ) , 

( 
. C . Jl n+C') 

C= Sin l+ 2·u·· cosz--
2

- (a+b), 

a taj obrazac daje mogucnost da se iz zbira dveju strana 
jednoga trougla izracuna treca strana u obliku razmaka. 

Ako se za c uzme sredina toga razmaka, tako da je 

n-C c=(a+b)cos2 __ 
4 

zahvacenog ugla 

ucinjena greska po apsolutnoj vrednosti nece premasiti vrednost 

n+C 
(a+b)cos2--, 

4 

a relativna greska nece premasiti vrednost 

n+C 

(

cos-4- 2 n-C 
Lf C= · ) = tg2--. 

n-C 4 
cos--

4 

Ova je greska utoliko manja, ukoliko se ugao C manje razlikuje od 
180°; za tai ugao ona je jednaka nuli. 
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Uopste, gornji je rezultat od narocitog interesa za trougle ABC sa tupim 
uglom C. Za takve trougle, ako se uzme da je 

n-C c=(a+b) cos2 __ , 
4 

uCinjena relativna greska nikad ne premasa vrednost 

2 ~-0 1 1 tg - ' 7 ... 
8 

a ona brzo opada kad se C priblizuje uglu od 180°. Tako je 

za C> 120° Ll C<0,070, 

C> 140° Ll C<0,040, 

C> 150° Ll C<0,018, 

C>160° Ll C<0,007, 

C>170° Ll C<0,002, 

C> 175° Ll C<0,0003. 

Trouglovi za koje je rela.ivna greska Ll C manja, po apsolutnoj vrednosti, 
od jednog datog broja e, jesu oni za koje je tup ugao C, izraien u delovima 
od n, veci od razlike 

n-4 arctg ve. 
ili, za dovoljne male vrednosti e 

C>n-4Ve. 

Obim s trougla ABC izraien pomocu zbira a+ b i ugla C, je 

( 
. C n+C) s= 1 +sm 2 +2'!9-·cos2 -

4
- (a+ b). 

Ako se, dakle, za obim uzme sredina toga razmaka, tako da je 

( 
. C n+C) s= 1 +sm 2 +cos2-

4
- (a+ b) 

ucinjena greska nece, po apsolutnoj vrednosti, premasiti vrednost 

n+C 
(a+b)·cos2--. 

4 
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12. POTPUNA I NEPOTPUNA FUNKCIONALNA ZAVISNOST 

Kad dve promenljive kolicine x i y stoje u takvoj medusobnoj vezi, 
da datoj vrednosti jedne od njih odgovara, ne ma kakva, vec jedna ili vise 
potpuno odredenih vrednosti druge, za te se kolicine kaze da su u funkcional
noj vezi jedna sa drugom, da su funkcije jedna od druge. Taj je pojam uveden 
jos pri osnivanju i prvoj obradi opstega racuna sa funkcijama, kad se pojavio 
problem uspostavljanja veze izmedu postupnih promena jedne kolicine i odgo
varajucih promena drugih kolicina koje se sa njome uporedo menjaju. 

Medutim, pored takve potpuno odredene, postoji jos i nepotpuno odredena 
funkcionalna zavisnost izmedu promenljivih kolicina, na koju smo vec nailazili 
u ranijem izlaganju. Pojam o njoj dobicemo najlakse i najbde iz ovih neko
likih prostih primera. 

Na prvi pogled izgledalo bi npr. da ne postoji nikakva funkcionalna 
zavisnost izmedu duzine hipotenuze c i zbira s kateta a i b jednog pravouglog 
trougla. Tako, mogucno je postupno menjati zbir s, a da hipotenuza c ostane 
ista, i obrnuto. Dovoljno je npr. da se davsi zbiru s jednu proizvoljno izbranu 
vrednost, za katetu a uzme jedan koren kvadratne jednacine 

az + (s-a)2 = A2 

a za drugu katetu razlika s-a, pa da pored sve proizvoljnosti zbira s hipote
nuza c ima vrednost A koja se ne menja kad se menja s. Tako isto se moze 
uCiniti da se hipotenuza c menja sa zbirom s po proizvoljnom zakonu c = rp (s); 
dovoljno je uzeti za katetu a jedan koren kvadratne jednacine 

az + (s-a)2 = [ rp (s)]Z, 

a za drugu katetu razliku s-a. Medutim, ipak izmedu c i s postoji jedna 
vrsta zavisnosti.: napred nadena dvostruka nejednacina 

(a+ b)Z .;;;az+ bz,;;;;; 2 (a+ b)Z 

pokazuje da c nikad ne izlazi iz razmaka koji se nalazi izmedu vrednosti 
si sV2=s·l,4142 ... Ako se u ravni xOy povuku dve prave OM i ON, od 
kojih prva zaklapa sa osom Ox ugao od 45°, a druga ugao od 54° 44', tacka 

c 
N 

M 

p cije SU koordinate X= S, y = C nikad nije izvan 
oblasti izmedu tih pravih. Ona se moze u specijalnim 
slucajevima i poklopiti sa jednom ili drugom od tih 
dveju pravih: i to sa pravom ON kad je trougao 
ravnokrak, a sa pravom OM kad se jedna kateta 
trougla smanji do nule. 

Izmedu s i c postoji, dakle, jedna narocita vrsta 
zavisnosti: jednoj datoj vrednosti s ne odgovara ni 
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potpuno odredena, ni sasvim proizvoljna vrednost c, vec jedna vrednost koja 
se moze proizvoljno menjati samo u jednome odredenom razmaku, van koga 
ona nikad ne moze iziCi. Zavisnost koja bi postojala kad bi datoj vrednosti 
s odgovarala jedna potpuno odredena vrednost c, bila bi geometrijski predstav
ljena jednom !inijom u ravni; u gornjem slucaju ona je predstavljena jednom 
prugom Cija je sirina sve veca ukoliko je duzina s veca, a duzina joj je neo
granicena. Pruga je ogranicena dvema pravama koje se seku u pocetku i te 
granicne prave mogu biti stvamo dostignute u pojedinim specijalnim slucajevima. 

Uzmimo, kao drugi primer, jednaCinu treceg stepena 

(116) a0+a1x+a2x2+a3x3=0, 

CIJI su koeficijenti realni pozitivni. OznaCimo sa ll vrednost jednoga, koga 
bilo, od tri kolicnika 

(117) 

Na prvi mah bi izgledao da ne postoji nikakva funkcionalna zavisnost 
izmedu korena jednaCine i vrednosti ll, jer se podesnim menjanjem koeficijenata 
a0 , a1 , a2 , a3 , moze uciniti da se npr. ll postupno menja, a da se pri tome ne 
promeni ni jedan od tri korena. Medutim, ako se pusti da se ll menja u raz
maku (a, b) izmedu vrednosti ostala dva kolicnika (117), napred je pokazano 
da apsolutne vrednosti sva tri korena jednacine, menjajuci se, nikako nece 
izaCi van razmaka (a, b). 

Jednoj, dakle, datoj vrednosti ll u razmaku (a, b) opet ne odgovara ni 
potpuno odredena, ni sasvim proizvoljna vrednost korena, vec svakome korenu 
odgovara po jedna vrednost, koja se moze proizvoljno menjati samo u jednome 
odredenom razmaku. Takva zavisnost, na mesto toga da bude graficki 
predstavljena jednom linijom, bice predstavljena 
jednom prugom nepromenljive sirine, jednake njenoj 
duzini; zavisnost je iste vrste kao i u prvome pri
meru. Pruga je ogranicena dvema pravama para
lelnim osi x i dvema pravama paralelnim osi y. 

Uzmimo, kao treci primer, aritmeticku sredinu 

xl +Xz+ ... +xn 
ft= 

n 

jednoga niza pozitivnih brojeva x1 , x2 , ••• , Xn saddanih u jednom datom raz
maku (a, b) i aritmeticku sredinu 

M =f(xl) + f(xz) + · · · + f(xn) 

n 
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vrednosti f(xk), gde je f(x) jedna data realna, pozitivna i konveksna funkcija 
promenljive x u razmaku (a, b), tj. takva da je za sve vrednosti x u tome 
razmaku proizvod 

f(x) ·f" (x) 

pozitivan. 

Izgledao hi, opet, da ne postoji nikakva funkcionalna veza izmedu arit
metickih sredina f-l i M, jer se podesnim menjanjem brojeva x1 , x2 , ••• , Xn 

moze uciniti da se f-t potpuno menja, a da se pri tome ne promeni M, ili da 
se menja po proizvoljno datom zakonu. Medutim, kao sto je napred pokazano, 
ma kako se menjala vrednost f-t, vrednost M, menjajuci se, nikad nece izaCi van 
razmaka koji se nalazi izmedu vrednosti 

f(nf-t)+(n-1)f(O) 

n 

Slucaj je iste vrste kao onaj u gornja dva primera; graficki predstavnik 
zavisnosti izmedu f-t i M bice jedna pruga cija se sirina menja sa velicinom f-t, 

M 
a duzina je neogranicena. Pruga je ogranicena dvema 
krivim linijama 

y=f(x) 
f(nx) + (n-1)/(0) y = -'--'---'-~-.:__::__;___o_ 

n 

koje su obe konveksne prema osovini ox. 

Ovakvu vrstu nepotpuno odredene funkcionalne 

0 · f- zavisnosti, na kakvu se nailazi u gornjim primerima, 
a koja je apsolutno objektivna i proizlazi od same 

prirode stvari, ne treba mesati sa jednom cisto subjektivnom cinjenicom slicne 
vrste, na koju se cesto nailazi pri resavanju matematickih zadataka. Desava se, 
naime, da je, ma da zadatak ima svoje matematicki tacno resenje u obliku 
jednoga tacnoga broja, do toga resenja prakticno nemoguce doci, ali se ipak 
moze utvrditi jedan brojni razmak u kome ce se to resenje tacno nalaziti. 

Tako npr. mada je kolicnik obima jednoga kruga i njegovog precnika 
tacan broj n= 3,141592 ... , ovaj se ne moze odrediti taeno sa svima njegovim 
beskrajno mnogim decimalama, ali se npr. lako saznaje da se on nalazi u raz-

. d 333 . 22 
maku 1zme u -- 1 -. 

106 7 

Tako isto, kad je data jednacina petoga stepena 

gde je a promenljiv parametar, nemoguce je odrediti tacno njene korene ma 
da ovi postoje; medutim se lako saznaje primenom Rolleove teoreme da ona ima: 
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1 o tri realna korena kad se a nalazi u razmaku ( -128, + 128) ta tr:i 
korena leze u sledeCim razmacima: 

a) a>O, u razmacima (- oc, -2), (0, + 2), ( + 2, + oc ), 

{3) a<O, u razmacima (-oc, -2), (-2, 0), (+2, + oc); 

2° jedan realan koren kad se a nalazi van razmaka ( -128, + 128) taj 
se jedini realan koren nalazi u razmaku: 

a) a>l28, u razmaku (-oo, -2), 

{3) a< -128, u razmaku ( + 2, + oo ). 

Ali takva je nepotpuno odredena zavisnost izmedu korena i koeficijenta 
cisto subjektivna i proizlazi samo od nesposobnosti onoga koji racuna da nade 
tacnu funkcionalnu vezu izmedu jedne i druge promenljive kolicine, ili izmedu 
decimala jedne i druge, mada takva veza nasigumo postoji. Medutim za 
zavisnost o kojoj je rec u napred navedenim primerima, postoji apsolutna nemo
gucnost da se ona geometrijski predstavi linijom, jer u stvari i ne postoji linija 
koja bi je predstavljala; ona je po svojoj prirodi izrailjiva samo prugom stalne 
ili promenljive sirine. Grubo receno, takva je zavisnost apsolutno neizrazljiva 
tragom koji u ravni za sobom ostavlja idealno zaostreni vrh igle; ona se moze 
izraziti samo tragom koji ostavlja jedan segment prave konacne i od nule raz
licne duzine, koji se translatomo krece u ravni ostajuci npr. neprestano para
lelan jednom odredenom pravcu, ili neprestano upravan na jednu datu krivu itd. 

0 toj se vrsti zavisnosti mora voditi racuna pri sklapanju zadataka, da 
se ne bi izlozilo slucajnosti da zadatak bude besmislen, apsurdan. Zadatak npr. 
da se odrede uglovi trougla cije su strane a= 6, b = 2, c = 3, besmislen je, jer 
se strana a mora nalaziti u razmaku izmedu c-b i c +b. Zadatak da se odrede 
elementi pravouglog trougla Cija hipotenuza c ima duzinu 7 m a zbir kateta s 
iznosi 10 m, iako je algebarski potpuno resiv, jer se za odredbu kateta imaju 
dve jednacine sa dve nepoznate, besmislen je geometrijski: duzina c mora se 
se nalaziti u razmaku izmedu s i s 0, 7 071. 

U tako prostim zadacima ovakvu besmislenost nije tesko uociti i na prvi 
pogled. Ali u masi zadataka to je vec teze. Takav bi npr. jedan zadatak bio 
ovakve vrste: znajuci obim s i povrsinu jednog trougla, dijagonalu d pravouglog 
paralelepipeda koji ima za strane medijane tog trougla, odrediti elemente istog 
trougla. Zadatak je algebarski potpuno resiv. Ali ako se unapred ne vodi racuna 
o tome da se duzina d uvek nalazi u razmaku izmedu 

s . 
- I 
2 

s /3 
2V2· 

moze se sklopiti zadatak gomje vrste koji je geometrijski besmislen. 

lsti bi slucaj bio npr. sa algebarskim zadatkom da se formira jednacina 
treceg stepena 



Potpuna i nepotpuna funkcionalna zavisnost 91 

koja ce imati kao jedan koren x = 3, a za koju ce sva tri kolicnika 

imati date vrednosti vece od 4. Koren 3, prema onome sto je napred receno, 
mora se nalaziti u razmaku izmedu najmanjeg i najveceg od ta tri kolicnika; 
kad su ovi svi veCi od 4, koren ne moze biti 3. 

Navescemo i jedan o poznatih geometrijskih dokaza, koji su netacni ako 
se pri konstrukciji ne vodi racuna o tome, da se izvesna tacka pri toj kon
strukciji uvek nalazi, i1i nikad ne nalazi, u jednom odredenom razmaku. 

Neka je dat cetvorougao ABCD Ciji je jedan ugao C prav, jedan ugao 
D tup, a strane BC i AD medu sobom jednake. Iz sredina E i F strana AB 

i CD podignimo dve upravne na te strane. Te upravne ne mogu biti paralelne, 
jer bi u tom slucaju bile paralelne i strane AB i CD, sto se pretpostavlja da 
nije slucaj. Upravne u E i F seku se, dakle, u jednoj tacki J. Bilo da je ta 
tacka u unutrasnjosti cetvorougaonika, bilo da je van ovoga ili na samome 
njemu, lako se dokazuje da su trougli AJD i BJC medu sobom jednaki i da 
je prema tome ugao ADJ jednak uglu BCJ, tj. da je ugao ADF prav, sto po 
pretpostavci nije. Greska proizilazi otuda sto se pri goatioj konstrukciji nije 
vodilo racuna o tome da se presecna tacka J uvek nalazi, ne samo van cetvoro
ugla, vec i dalje od presecne tacke G strane AD sa upravnom u F u kome je 
-slucaju gornji dokaz nemoguc. 

U tome se primeru ima posla sa slucajem gde jedna karakteristicna tacka 
pri konstrukciji treba da se nalazi van jednog odredenog razmaka. U sledecem 
primeru ona treba da se nalazi u jednom odredenom razmaku. Neka je ABC 
ma kakav trougao, koji ima sve tri strane nejednake. Povucimo bisektrisu BJ 
ugla B i upravnu na stranu AC u njenoj sredini D. Te dve prave nisu paralelne, 
jer bi u tome slucaju trougao bio ravnokrak. One se dakle seku u jednoj 
tacki J. Bilo da je ova tacka u unutrasnjosti trougla, bilo da je van ovoga, lako 
se dokazuje da su pravougli trougli BJE i BJF, gde su prave EJ i FJ upravne 
:na AB i BC, medu sobom podudarni, pa je, dakle, BE= BF. Tako su isto 
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pravougli trougli AlE i CIF medu sobom podudami, pa je, dakle, AE =CF. 
DodajuCi odnosno oduzimajuci jednakim duzinama BE i BF jednake duzine AE 
i CF dobija se da je BA= BC, sto nije slucaj i sto bi znacilo da je svaki 

trougao ravnokrak. Greska proizilazi otuda sto pri konstrukciji nije vodeno 
racuna o tome da se presecna tacka J nikad ne nalazi u unutrasnjosti trougla; 
kad je ona vec van trougla, presecna tacka E upravne spustene iz J na vecu 
stranu AB sa samom tom stranom uvek se nalazi u razmaku izmedu tacaka 
A i B, u kome slucaju je gornji dokaz nemoguc. 

Takvi primeri dovoljno pokazuju koliko se pri sklapanju zadataka, ili pri 
dokazima algebarskth ili geometrijskih rezultata, mora unapred voditi racuna o 
razmacima u kojima se, ili van kojih se, odredeni elementi moraju nalaziti. 
A do tih se razmaka dolazi proucavanjem funkcionalnih zavisnosti izmedu 
algebarskih ili geometrijskih elemenata i to zavisnosti bas onakve vrste, o kakvoj 
je rec u ovim predavanjima. 
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13. DIFERENCIJALJENJE I INTEGRALJENJE BROJNIH RAZMAKA 

Kad je jedna promenljiva y u nedovoljno odredenoj zavisnosti od druge 
promenljive x, tako, da jednoj odredenoj vrednosti x odgovara ne jedna odre
dena vrednost y, vec jedan razmak u kome ce se ova nalaziti, menjanjem vred
nosti x pomerace se i menjace se i deformisace se i taj razmak; krajevi razmaka 
opisivace donju i gornju granicnu liniju oblasti u kojoj ce se nalaziti vrednost y. 

Ako se pusti da promenljiva x priraste, u pozitivnom ili negativnom 
smislu, za dx, ordinate i jedne i druge granicne linije takode ce prirasti za 
jednu odredenu kolicinu koja se odreduje iz jednacina tih linija kao dife
rencijal njihovih ordinata. Ali sam prirastaj dy promenljive y ostaje neodreden; 
sve sto se moze znati je to da se nova vrednost y + dy te promenljive nalazi 
izmedu granicnih linija, ali se nista ne moze znati za sam prirastaj dy. 

To se, uostalom, vidi i posmatranjem racunskog predstavnika 

y=f(u, v,A.) 

gde su u i v dve tacno odredene funkcije promenljive x, a A.1 i A.2 dva odre
dena broja. Posto se A., i ako uvek lezi izmedu ta dva broja, menja od jedne 
vrednosti x do druge, to ce i taj parametar A. biti izvesna funkcija promenljive 
x, za koju cemo poznavati samo granice njenih varijacija, ali ni ukoliko ne 
i njen tok ili analiticki oblik. Prema tome, nece se poznavati ni njen izvod po x 
koji, i ako A. neprestano lezi u razmaku (A.1 , A.2), moze imati ma koju, nama 
nepoznatu, vrednost izmedu - oc i + oc • Pa posto je 

dy = ( of du + of dv + of d A.) dx, 
o u dx o v dx o A. dx 

gde cemo tacno poznavati vrednosti svih izvoda sto figurisu u tome izrazu, 

osim izvoda d A. koji ostaje potpuno neodreden, to necemo ni ukoliko poz
dx 

navati veliCinu dy. 

Prema tome; obicno diferencijaljenje brojnih razmaka uopste nema smisla 
i ono se uopste i ne vrsi. 
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Pa ipak, u pojedinim specijalnijim slucajevima, postoji odredena veza iz
medu razmaka u kome se krece izvod funkcije i razmaka u kome se 
krece vrednost same funkcije. Taj slucaj nastupa npr. svaki put kad se zna da 
je posmatrana funkcija y integral kakve diferencijalne jednaCine prvoga reda 

y' =f(x,y). 

Kad se y krece u razmaku izmedu A (x) i B (x) pri kretanju promenljive 
x u razmaku (a, b), moze se odrediti razmak u kome ce se nalaziti vrednost 
izvoda y'. Ako se sa N (x) i M (x) oznace krajevi jednog promenljivog razmaka 
u kome ce se kretati funkcija dveju promenljivih f(x, y), kad se x krece u raz
maku (a, b), a y u razmaku (A, B), ocevidno je da ce se vrednost izvoda y' 
neprestano nalaziti u tome promenljivom razmaku (N, M). 

Takav je slucaj npr. sa ma kakvom racionalnom funkcijom y = R (x) pro
menljive x; eliminacijom x iz dveju jednacina 

y = R (x) i y' = R' (x) 

do bija se jednacina oblika 
y' = T(y) 

i oznacivsi sa N i M najmanju i najvecu vrednost koju ima posmatrana grana 
funkcije T(y) kad se y krece u razmaku izmedu vrednosti A (x) i B (x), vrednost 
y' ce se neprestano nalaziti u razmaku (N, M). 

Isti je slucaj i sa ma kakvim polinomom y = P (x), kao specijalnim slucajem 
racionalnih funkcija. Dokazan je, sta vise, i jedan opsti, a prost rezultat prema 
kome, ako se vrednosti jednog polinoma n-tog stepena, za vrednosti x sadrtane 
u jednom datom razmaku (a, b), nalaze u jednome razmaku (-M, +M), 
vrednosti njegovog izvoda P' (x) nalazice se, za iste vrednosti x, neprestano u 
razmaku izmedu vrednosti -nz M i + nz M. 

Tako isto, pokazano je da, ako se vrednost jednog trigonometrijskog 
polinoma 

S (x) =a0 +a1 cosx+a2 cos 2 x+ ... +an cos nx 

za ma koje vrednosti x, neprestano nalazi u jednome razmaku (-M, + M), 
vrednost njegovog izvoda S' (x) neprestano ce se nalaziti u razmaku (-nM, 
+nM). 

Isto tako, a kao sto je napred pokazano, ako je rp (x) logaritamski izvod 
jednoga polinoma n-tog stepena cije su nule sve realne, bice 

'() 1+-&(n-1) () rp X= ·rp X 
n 

za svaku vrednost x vecu od sviju nula polinoma. Kad se, dakle, vrednost 
rp (x) krece u jednome razmaku (N, M), vrednost rp' (x) kretace se u razmaku 

(:

2

, Mz). 
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Sliean ce se slucaj imati uvek kad se iz diferencijalne jednacine jedne 
funkcije y moze izvesti zakljucak da se, za vrednosti x i y sadrfune u odgo
varajucim razmacima, izvod y' mora neprestano nalaziti u odredenom razmaku. 

Ali, takvi su slucaji izuzetni i u opstem slucaju ne postoji odredena veza 
izmedu razmaka funkcije i njenog izvoda. Pa i u tim izuzetnim slucajevima do te 
se veze ne dolazi obicnim diferencijaljenjem razmaka, jer ovo uopste nema 
smisla, vec neposrednim zakljuCivanjem iz specijalnih uslova koje zadovoljava 
posmatrana -funkcija. 

Medutim, lako je se uveriti da integraljenje brojnih razmaka u odredenim 
granicama, ima smisla i da se ono uopste moze vrsiti sa razmacima, kao i sa 
tacno odredenim funkcijama. 

Tako, pretpostavimo da je racunski predstavnik razmaka y sveden na 
.asimetricni normalni oblik 

gde su u i v odredene funkcije promenljive x, i v pozitivna funkcija u jednome 
posmatranom razmaku (a, b) promenljive x; uocimo tada odredeni integral 

b b b 

J= J ydx= J udx+ J D-vdx. 
a a a 

Prvi integral na desnoj strani ima tacno odredenu vrednost. Drugi inte
gral, prema teoremi srednjih vrednosti, ima za vrednost 

b 

D-1 f vdx 
a 

i prema tome je vrednost integrala J odredena razmakom Ciji je racunski pred
stavnik, u svome asimetricnom normalnom obliku 

b b 

J=fudx+D-1 J vdx, 
a a 

:sto dokazuje gornje tvrdenje. 

Da integral jedne funkcije y, date samo razmakom u kome se ona nalazi, 
odista ima smisla utoliko sto se ona moze izraziti u obliku odredenog razmaka, 
vidi se iz ovoga: ma kakav tok imala kriva 

Y=f(x) 

koja se nalazi izmedu dveju utvrdenih krivih 

Yz =fz (x), 

povrsina te linije, ogranicena Iukom krive y, dvema krajnjim ordinatama i 
x-osovinom, uvek se nalazi u jednom razmaku koji je odreden odgovarajuCim 

7 RaCunan.je sa brojnim razmacima 
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povrsmama krivih y1 i y2 , Medutim, fakt da se iznos povrsine krive y nalazi 
izmedu dva poznata iznosa povrsina, niukoliko ne daje mogucnosti da se 
pozna sam tok krive y; krive y sa beskrajno raznovrsnim tokom, a koje ipak 
neprestano ostaju u utvrdenom i poznatom razmaku, mogu imati iznos povr
sine sadrZa.ne u jednome istom razmaku. Drugim recima: integral jednoga raz
maka, kao i sam razmak, uvek ima smisla, dok ga izvod ne mora imati. 

14. ODREI>ENI INTEGRAL! KAO BROJNI RAZMACI 

U nepreglednom broju slucajeva, za jedan odredeni integral 

1 o ili nije mogucno tacno izracunati mu vrednost, ili je takvo izracunavanje 
zametno i tesko; 

2o ili za ono sto se ima u vidu nije ni potrebno znati mu tacnu, pa cak 
ni vrlo pribliznu vrednost, vec samo njegovu ovlasnu velicinu ili njegov infinite
zimalani red naspram druge koje kolicine sa kojom se uporeduje. 

U takvim slucajevima integral se odreduje u obliku jednog brojnog raz
maka u kome se on nalazi, sto je uvek izvrsljivo i sto je vrlo cesto dovoljno 
za ono sto se ima u vidu. 

Tako se npr. integral 

2 

J- J dx 
- Vl-xn 

0 

za proizvoljnu vrednost n ne moze tacno izracunati; medutim se lako nalazi da 
njegova vrednost uvek lezi izmedu 0,50 i 0,52 za ma koju vrednost n>2. 

Tako isto, integral 
2n 

J=ff(x)cosnxdx 
0 

se ne moze izracunati dok ne bude tacno data funkcija f(x) pa i tada je to 
uopste nemogucno, sem u izuzetnim i retkim slucajevima; medutim se nalazi da 

njegova vrednost uvek lezi u jednom odredenom razmaku ( ; , ~) , gde A i 

B zavise samo od oblika funkcije f(x), a niukoliko ne od n. Taj rezultat igra 
dosta vaZnu ulogu pri ispitivanju konvergencije trigonometrijskih redova i dovo
ljan je za mnoga druga ispitivanja i izracunavanja. 

Integral 
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se moze, za datu vrednost celoga broja n, izracunati sa apsolutnom tacnoscu, 
jer je njegova vrednost ceo broj n! Ali za velike vrednosti n takvo je izracu
navanje prakticki tesko i zametno, jer se imaju izvrsiti mnozenja brojeva sa 
velikim brojem cifara. Medutim se nalazi da vrednost integrala lezi u razmaku 
izmedu 

I I I -n n+- -n+- n+-
21~ 12n zv-

e u v2:n: i e n 2:n: 

i ako se npr. za n = 20 uzme za tu vrednost donji kraj ovog razmaka, dobija 
se na dosta brz naCin 

J = 2422786385510400000 

na mesto tacne vrednosti 

J = 2432902008176640000; 

razlika izmedu dveju vrednosti je velika, ali se ipak iz tih vrednosti dobija 
ovlasna, za mnoga pitanja dovoljno odredena predstava o veliCini integrala J, 
koja je npr. za dokazivanje pojedinih teorema dovoljna. 

Postoji prostrana oblast slucajeva, u kojima se jedan odredeni integral 
moze lako odrediti u obliku brojnog razmaka, sireg ili uzeg prema prirodi 
slucaja. Za obrazac koji izrazava jednu prostraniju klasu odredenih integrala u 
obliku razmaka kaze se da predstavlja jednu teoremu srednje vrednosti za tu 
klasu integrala; razlog se nazivu nalazi u tome sto se integral takvim obrascem 
odreduje kao neka srednja, i kao nedovoljno odredena, vrednost izmedu krajeva 
razmaka. 

Takvih teorema srednjih vrednosti ima dosta veliki broj, i ovde ce biti 
navedene neke od njih koje imaju prostrane oblasti svoje primenljivosti. 

15. OBICNA TEOREMA INTEGRALA SREDNJIH VREDNOSTI 

Ona glasi: 

Ako su fr, f, fz tri funkcije promenljive x konacne u razmaku (a, b) te 
promenljive i takve da je za sve vrednosti x u tome razmaku 

bice 

(118) 

gde je 

7* 

fr <f<h_, 

b 

ff(x)dx= u+-Dv. 
a 

b b b 

u = f fr (x) dx, v= f h. (x) dx- f fr (x) dx. 
a a a 
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Dokaz je u tome sto oba integrala 

b b 

f (f-J;)dx i J (fz-f)dx 
a a 

nemaju ni jedan negativan integralni element, pa oba imaju pozitivnu vrednost. 

Kad je dat integral 
I 
2 

1= r dx 
. V1-x"' 
0 

gde je a jedan ma koliki broj veCi od 2, posto je izmedu integralnih granica 

x"<xz, bice za sve vrednosti x u razmaku ( 0, ~) 

tako da se moze uzeti 

onda je 

I 
2 

1 
1<t<v , 

1-x2 

1 it = 1, 1z = V
1 
-- , 

-xz 

I 
2 

J ft dx=+=0,5, J fz dx =arc sin ~ = : = 0,523 ... 

0 0 

i prema tome 

J = 0,5 +iJ. 0,023 ... 

Neposredna posledica gornje teoreme je ova: 

Neka su f i q; dve funkcije promenljive x, konacne u razmaku (a, b) 
promenljive x, u kome q; neprestano zadrzava jedan isti znak (npr. +) i za 
koje vrednosti funkcije f neprestano ostaju u oblasti ogranicenoj dvema funk
cijama J; i / 2 , tako da je 

tada ce biti 
b 

f fq;dx=u+iJv, 
a 

gde je 
b b b 

u=f J; q;dx, v=f fzq;dx- J J; q; dx. 
a a a 

Dovoljno je u prvoj teoremi uzeti fq; za f, J; q; za ft i fzq; za / 2 • 
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U slucaju kad, za sve vrednosti x u razmaku (a, b), vrednosti funkcije f 
ostaju u razmaku izmedu dva stalna broja N i M, bice 

b b 

ffcpdx=[N+D(M-N)]f cpdxo 
a a 

Uzmimo, kao primer, odredbu zbira s reda 

(119) 
1 1 --- +---

a+b a+2b a+3b 

koji je konvergentan za b>O; ta odredba je veoma duga i zametna (narocito 
kad je vrednost b mala naspram vrednosti a), a medutim se pomocu obrasca 
(118) s brzo i dosta tacno odreduje u obliku razmakao 

Toga radi primetimo da je 

I 

(120) 1 J P+~-1 dx ---=- X b 
b a+pb 

(p= 1, 2, 3 0 0 0) 

0 

pa dakle nas red 
1 1 1 

S=--- +---
a+b a+2b a+3b 

imace za zbir 
I a 

(121) S=__!__ J Xb dxo 
b 1+x 

0 

Ako se sad stavi da je 

--= 1-x+-xz--x3 +U, 1 ( 3 1 ) 
1 +x 4 4 

nalazi se da je 
1 xz(1-x)z 

u=-
4 1+x 

Funkcija U ostaje neprestano pozitivna u razmaku (0,1) promenljive x 
i dostize svoj maksimum za 

V33-3 
X= 

6 
=0,457427 o o 0, 

a vrednost tog maksimuma je 0,0106 0 0. Prema tome je u razmaku (0,1) 

0<U<0,0106, 

sto znaci ako se stavi 
3 1 

'f/J(X)= 1-x+- xz--x3, 
4 4 
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bice, za vrednosti x u razmaku (0,1), 

tj. 

1 
'1jJ(X)<--<'1jJ(X)+0,0106 ... , 

1+x 

1 
-='!jJ(x)+{}· 0,0106 ... 
1+x 

(O.;;;{},;;;; 1). 

Obrazac (121) dobija tada oblik 

1 a 1 a 
1 b {}' b S=-J X 'ljJ (x)dx+- r X dx. 0,0106 ... 
b b' 

0 0 

sto, kad se izvrse oznacene integracije dovodi do obrasca 

1 1 )+{}'0,0106 .... 
4 a+4b a+b 

Taj obrazac daje zbir s sa greskom uvek pozitivnom, a koja nikad ne 

V 0,0106... D b. l.k V • 1 d . . . d premasa ---- . a 1 se to 1 a tacnost tma a neposre mm sumtranJem re a, 
a+b 

trebalo hi sabrati najmanje 94 clana. 

Kao drugu posledicu gornje teoreme navescemo to, da kad je f konacna 
i neprekidna funkcija u razmaku (a, b) promenljive x, i kad njene vrednosti 
za taj razmak neprestano leze u razmaku izmedu dva broja N i M, uvek je 

b 

(122) f f(x) dx = [N +{}(M -N)] (b-a). 
a 

Dovoljno je uzeti da je u poslednjoj teoremi q; = 1. Ako se, pak, sa q; (x) 
oznaci jedna funkcija koja ima za izvod funkciju f(x), bice 

b 

f f(x) dx = q; (b)-q; (a) 
a 

i obrazac (122) postaje 

(123) q; (b)-q; (a)= [N + {} (M:._N)] (b-a), 

gde su N i M takve dve vrednosti, da se za sve vrednosti promenljive x u 
razmaku (a, b) vrednosti izvoda q;' (x) nalaze u razmaku (N, M). 

Obrazac (123) zove se obrazac za konacne prirastaje proizvoljne funkcije 
q; (x), tj. on daje konacni prirastaj q; (b)-q; (a) te funkcije u obliku jednog raz
maka. Taj ce razmak biti najuzi ako se za N i M uzme najmanja i naj-
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veca medu vrednostima koje dobija cp' (x) za vreme _ dok se x menja od a do b; 
on se obicno izrafava u obliku (videti str. 63 i 64) 

cp (b)-cp (a)= (b-a) cp' (c), 

gde je c jedna vrednost sto se nalazi izmedu a i b. 

Obrazac (122) ne pretpostavlja nista drugo za funkciju J, osim njenu ko
nacnost i neprekidnost u razmaku (a, b), Ako su, medutim, poznate jos i neke 
druge osobine posmatrane funkcije, razmak odreden desnom stranom jednaCine 
( 122) moze biti zamenjen nekim uzim razmacima. 

-Tako npr. kad je funkcija f(x) pozitivna i konveksna u razmaku (a, b), 
tj. takva da je za ma koji par vrednosti x' x" u tome razmaku neprestano 

f(x') :f(x") <!( x': x") , 

dokazuje se da je 
b 

(124) J b-a 
f(x)dx= [M +N +fJ(M-N)] · -

2
-; 

a 

razmak (124) ocevidno je uzi od razmaka (122). 

Kad je f(x) kakav trigonometrijski polinom n-tog reda, tj. oblika 

f(x) =(a0 +a1 s~nx+a2 sin2 x+ · · · +an sin nx) 

+ (b1 cosx+ b2 cos 2x+ · · · +bn cos nx), 

dokazuje se (teorema Fejera) da je 

b 

(125) J f(x)dx=[ (N+-~+;)+{}(1- n~ 1 )(M-N) r 
2 

a; 
a 

razmak (125) je najuzi moguci razmak dok se ostaje u generalnosti, jer su 
njegove obe granice stvarno dostignute za pojedine specijalne trigonometrijske 
polinome f(x). 

Na slican je nacin odreden i najuzi moguci razmak za integral (122) 
kad je f(x) kakav polinom n-tog stepena po x. 

16. DRUGA TEOREMA SREDNJIH VREDNOSTI INTEGRALA 

Dokazacemo najpre jedan pomocni Abelov stav za dva konacna ili 
beskrajna niza realnih brojeva 

(126) 

(127) 
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od kojih se za prve pretpostavlja da su pozitivni i da opadaju sa svojim ran
gom. Stav glasi: 

Ako se svi zbirovi 

nalaze u jednom brojnom razmaku (A, B), zbir 

(128) 

nalazice se u razmaku (A a0 , B a0). 

Jer, posto se moze napisati da je 

bice 

(129) 

Po pretpostavci, svaka od razlika ak_1-ak je pozitivna; prema tome, ako 
se na desnoj strani izraza (121) svaki zbir Sk smeni najpre svojom donjom 
granicom A, pa zatim svojom gornjom granicom B, bice ocevidno 

cime je stav dokazan. 

Neka je sad dat integral 

b 

J = f f(x) f{J(X) dx (a<b) 
a 

gde je fP (x) kakva neprekidna, pozitivna i neprestano opadajuca funkcija za 
vrednost x u razmaku (a, b), a f(x) je ma kakva funkcija za koju integral 

X 

J f(x) dx ima smisla za vrednosti x u razmaku (a, b). 
a 

Ako se razmak (a, b) podeli na n razmaka 

integral ce biti granicna vrednost zbira 

kad n beskrajno raste i kad svaki od razmaka xk-xk-J tezi nuli. 

Ako se u gornjem stavu uzme da je 

a0 = f{J (a), a1 = f{J (x1), a2 = f{J (x2), ••• 

u0 = f(a) (x1 -a), U1 = f(x1) (x2-X1), U2 = f(x2) (x3-x2), ••• 
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bice 
S0 = f(a) (x1-a), 

S1 = f(a) (x1 -a)+ f(x1) (x2 -x1), 

S2 = f(a) (x1-a) + f(x1) (x2-xJ + f(x2) (x3-X2), 

S71_ 1 = f(a) (x1-a) + f(x1) (x2-x1) + · · · + f(x11_ 1) (b-x11_ 1), 

i prema tome bice 

V= f(a) r:p (a) (x1-a) + f(x1) r:p (x1) (x2-x1) 

+ f(x2) r:p (x2)(XJ-Xz) + · · · + f(x11- 1) r:p (X11- 1)(b-x71_ 1). 

Prema gomjem stavu, ako se svi zbirovi Sk nalaze u jednom razmaku 
(A, B), zbir V ce se nalaziti u razmaku izmedu A r:p (a) i B r:p (a). 

To vazi za ma koliki broj n umetnutih razmaka xk-xk-I, pa i kad se 
pusti da n beskrajno raste. Zbir V postaje tada integral J, a zbir Sk, uzevsi 
da je uvek xk+I < x, tezi integralu, 

X 

S=f f(x) dx. 
a 

Ako se sa N' M' oznace jednja donja i jedna gornja granica integrala 

X 

(130) J f(x) dx, 
a 

zbir V ce se nalaziti u razmaku izmedu 

N' r:p(a) i M' r:p(a), 
tJ. bice 

(131) J = [N' +-& (M'-N')] r:p (a). 

Tome se rezultatu moze dati jos i ovaj oblik: ako se sa N i M oznace 
najmanja i najveca vrednost koju dobija integral (130) za vrednost x u razmaku 

(a, b), vrednost _!_ nalazice se u razmaku (N, M), tj. ona ce biti jednaka 
r:p (a) 

vrednosti koju dobija integral (130) za jednu izvesnu vrednost x = ~ sto se nalazi 
u razmaku (a, b), tj. jednaka vrednosti 

< 
f f(x)dx (a<~<b). 
a 

Prema tome je 

b < 
(132) f f(x) r:p (x) dx = r:p (a)f f(x) dx (a<~<b) 

a a 
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i u tome se sastoji prvi deo teoreme Ossian-Bonneta, poznate pod imenom 
druge teoreme srednjih vrednosti integra/a. 

U slubju kad je cp (x) pozitivna i rastuca funkcija promenljive x u raz
maku (a, b), na isti se nacin dokazuje obrazac 

(133) l=[P'+-&(Q'-P')]cp(b), 

gde su P' Q' jedna donja i jedna gornja granica integra1a 

b 

(134) I j(x) dx, 
X 

dok x varira od a do b. 

Tome se rezultatu, na isti naCin kao i u prvom slucaju, moze dati i oblik: 

b b 

(135) I f(x) cp (x) dx = cp (b) I f(x) dx (a< ~<b); 
a o 

to je drugi deo teoreme Ossian-Bonneta. 

Lako se uvida da znak funkcije cp (x) u razmaku (a, b) ne utice na 
dokazivanje obrazaca (132) i (135); on moze samo povuci za sobom medu
sobnu permutaciju vrednosti M', N' odnosno P', Q', sto ne menja obrasce 
(132) i (135). 

Pretpostavimo sad da funkcija cp menja, u razmaku (a, b) promenljive x, 
svoj smisao varijacija, tako da naizmenicno raste i opada. Podelimo tada raz
mak (a, b) na uzastopne razmake 

(136) 

takve da se u svakom od njih cp menja u istom smislu, neprestano rastuCi 
ili neprestano opadajuCi. Integral J ce biti zbir od integrala 

x 1 x2 b 

I, I, ... , I 
a Xt xn-t 

i za svaki od ovih gornja ce teorema dati po jedan razmak u kome ce se 
integral nalaziti. Iz toga se, prema onome sto je ranije pokazano, moze izvesti 
razmak u kome ce se nalaziti i sam integral J. 

Tako npr. kad je dat integral 

b 

(137) J =I "P (x) cos nx dx, 
" 

ako se uzme 
cp (x) = "P (x) i f(x) =cos nx, 
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pa se razmak (a, b) podeli na razmake (136) takve da se u svakom od njih 
funkcija "P (x) menja neprestano u jednom smislu, prema gornjoj teoremi Ima
cemo za jedan od razmaka (xk, xk+I) u kome ona neprestano opada 

a za jedan od razmaka (xi, xi+I) u kome ona neprestano raste 

Xi+l Xi+l 

J J sin nxi+1-sin n ~2 "P (x) cos nx dx = "P (xi+t) cos nx dx = VJ (xi+l) n 

x; <2 

Integral J, kao zbir svih tih integrala, dobice se u obliku 

l=A+i}B 
' n 

gde su A i B vrednosti koje, kao linearne kombinacije sinusa sa koeficijentima 
sto ne zavise od n, ostaju konacne kad n beskrajno raste. Prema tome za velike 

vrednosti n integral J se ponasa kao H , gde je H jedna konacna koliCina. 
n 

Isti se rezultat dobija i na isti nacin, za integral 

b 

(138) 1= J VJ(x)sinnxdx. 
a 

Ti su rezultati od vaznosti pri ispitivanju konvergencije trigonometrijskih 
redova, tj. redova uredenih po sin nx i cos nx, jer su koeficijenti tih redova 
integrali oblika (I 37) i (138). 

17. LUCNI INTEGRAL! KAO BROJNI RAZMACI 

A) Luci krivib u ravni. Kad su date dve realne kolicine u v oznacivsi 
sa u i v njihove apsolutne vrednosti, bice 

Vuz + vz= A (u+ v) 
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Ak.o SU U i V dve funkcije promenJjve X, mnozeCi ih sa dx i integraleCi 
u jednom razmaku (a, b) te promenljive, za koji oba integrala 

a 

imaju smisla, bice prema tome 
b 

J = J Vu2 + v2 dx= A (11 +lz), 
a 

tako, da ako se npr. uzme za A sredina razmaka u kome seta vrednost nalazi, 
bice 

J = (JI + J2) 0,8535 ... , 

sa ucinjenom greskom koja ne premasa (11 +12) 0,1464; procentna greska ne 
dostize, dakle, nikad 15 %. 

Tak:o se dobija da se, npr. vrednost eliptickog integrala 

b 

J = f Vr.-h +-k~x4---:-dx, 
a 

(gde su h i k pozitivni brojevi) uvek nalaze u razmaku izmedu vrednosti 

0,7071 [(b-a) Vll + ~- (b3-a3)] i (b-a) Vll + v; (b3-a3). 

Gornji obrazac daje mogucnost da se odredi razmak, u kome ce se nala
zJtJ duzina luka date krive linije u ravni, izmedu dveju njegovih tacaka, 
pomocu integrala prostijih od lucnog integrala. 

Tako, kad kriva y=f(x) nikako ne opada u razmaku (a, b), duzina 
njenog luka s u tome razmaku bice 

b 

s= J dx V1 + f' (x)2= A [ (b-a) + f(b)-f (a)] 
a 

a kad kriva nikako ne raste u tom razmaku bice 

s= A [ (b-a) + f(a)-f(b) ]. 

Granicna vrednost A= V~ dostignuta je u slucaju prave y = x + c, a gra

nicna vrednost A= 1 u slucaju prave y =c. 

Tako bi se, npr. duzina luka parabole treceg stepena 

(a>O) 

izmedu taCaka x =a i x = b, nalazila u razmaku izmedu 
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Ako, pak, kriva naizmenicno raste i opada duz Iuka s, moze se podeliti 
na Iuke s1 , s2 , s3 , • • • duz kojih kriva ima jedan isti smisao, pa na svaki od ovih 
Iukova primeniti gomji obrazac i rezultate sabrati u Iuk s. 

Tako se moze resiti u obliku razmaka i ovaj, u opstem slucaju tacno 
neresljiv, zadatak: 

Odrediti krive u ravni Ciji je luk s data funkcija f(x, y) koordinatama 
njegove krajnje tacke (x, y). 

Neka su x0 , Yo koordinate pocetne tacke Iuka; smenivsi u jednacini zadatka 
.s = f(x, y) luk s sa 

1\ [ (x-xo) + (y-Yo) ], 
:ili sa 

{prema tome da Ii se kriva duz Iuka s penje ili silazi), trazene krive bice 
.odredene jednom ili drugom od oblasti u ravni (x, y): 

f(x, y)-1\ [ (x-x0) + (Y-Yo)] = 0, 

f(x, y)-1\ [ (x-x0)-(y-y0)] = 0. 

Tako npr. jednaCine rastuce grane krivih sto prolaze kroz koordinatn 
-pocetak, a ciji je luk oblika 

s= (mx+ n) y-(hx+ k), 

{gde su m, n, h, k pozitivne konstante) uvek se mogu dovesti na oblik 

(h+l\)x+k 
Y= ' 

mx+(n-1\) 

tako, da se za pozitivne vrednosti x te grane uvek nalaze izmedu dveju hiperbola: 

(h+0,707l)x+k . (h+l)x+k 
Y= 1 Y= ; 

mx+ (n-0,7071) mx+n-l 

i opadajuce grane ce se takode nalaziti izmedu dveju hiperbola koje je lako 
.odredi ti. 

B) Luci krivih u prostoru. Ako su u, v, w tri realne funkcije, bice 

Vuz+ vz + wz = A.(u+ v+ w) 
OznaCivsi sa 

b 

12 = fvdx, 
a 
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bice 
b 

1 = f Vu2 + v2 + w2 dx = A ( 11 + 12 + 13), 
a 

tako, da ako se za A uzme sredina razmaka u kome se ta vrednost nalazi, bice 

sa ucinjenom greskom koja ne prelazi 0,2113 (J1 + 12 + 13). 

Kada je npr. kriva u prostoru definisana jednacinama y = f(x), z = q; (x), 
gde su f i q; rastuce funkcije promenljive x u razmaku (a, b) te promenljive, 
duzina s luka krive u tome razmaku bice 

b 

s= f dx Vl + f'Lf- q;' 2 =). [ (b-a) + f (b)+ q; (b)-f(a)-q; (a)], 
a 

a slican se rezultat ima i za ma koji nacin varijacije funkcija f i q; u raz
maku (a, b). 

C) Luci krivib u biperprostoru. Za luk jedne krive u hiperprostoru od n 
dimenzija kazacemo da ima monotoni tok prema jednome uzetom pravolinijskom 
i pravouglom koordinatnom sistemu Ox1, ••• Oxn, ako duz toga luka, iduci sa 
jednog kraja na drugi, ni jedna od koordinata xi ne menja svoj smisao varija
cija, tako da svaka od njih pri tom ili neprestano raste, ili neprestmo op1da. 

Ako se sa ak oznaci jedinica, kad joj se prida nepromenljiv znak dife
rencijala dxk duz luka s, bice 

PI 

ds2 = (a1 dx1)2 + · · · +(an dsn)2, s= J ds, 

Po 

gde P0 P1 oznacuju krajnje tacke luka s. Prema tome je 

Ako se sa X~.; oznaci konacni prirastaj koordinate xk pri prelasku od 
jednoga kraja luka na drugi, iz gornjih se obrazac1 izvodi ovaj rezultat: 

Duzina luka s nalazi se u razmaku izmedu 

(139) 

tj. 
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U slucajevima kad pojedine koordinate x, prestaju imati monoton tok 
duz luka s, ovaj se moze podeliti na vise lukova s1, s2 , s3 ••• takvih da duz 
svakog od njih sve koordinate imaju monoton tok. Primenivsi tada na svaki 
od lukova sk gornji rezultat, sumiranjem dobijenih razmc:.ka dobio bi se razmak 
u kome ce se nalaziti duzina samog luka s. 

Sve se to neposredno primenjuje i na integrale 

b 

1= J Vf12 +fz2 + · · · +fn2 dX, 

a 

gde su fi funkcije promenljive x. Ako koja od ovih menja znak u razmaku 
(a, b), taj ce se razmak podeliti na druge, u kojima svaka od funkcija ima 
monoton tok; na takve razmake integr<:.cije primenio bi se gornji rezultat i 
sabiranjem dobijenih razmaka za pojedine integrale dobio bi se razmak varija
cije integrala J. 

D) Istegljivost Jukova sa monotonim tokom. Neka je dat luk s u hiper
prostoru od n dimenzija, koji ima monoton tok prema uzetom koordinatnom 
sistemu Ox1 ••• Oxn- Do koje se mere moze taj luk istegnuti a da se ne pro
mene njegove krajnje tacke i da ne izgubi monotoniju svoga toka? 

Posto je SV2.ki prirastaj xk koordinata pri prelasku od jednog kraja luka 
do drugog, pri takvoj deformaciji, ostao nepromenjen, novi, deformisani luk s' 

nalazice se opet u razmaku (N, M) datom obrascem (139). A posto se i 

prvobitni luk s nalazi u tome istom razmaku, luk s' moze biti najvise vn 
puta duzi od luka s, iz cega izlazi ovaj zakljucak: 

Jedan luk u prostoru od n dimenzija, sa utvrdenim krajnjim tackama, ne 
moze se istegnuti vise od Vn puta, a da pri tom istezanju ne izgubi monotoniju 
svoga toka. 

Ta krajnja granica istegljivosti postignuta je u specijalnom slucaju kad 
se luk s sastavljen iz segmenta prave 

(ai = const) 

deformise tako, da se pretvori u isprelamanu Iiniju sastavljenu iz n pravo
Iinijskih segmenata paralelnih koordinatnim osovinama, a koja linija prolazi 
kroz krajeve segmenta s. 

Tako, luk u ravni ne moze se istegnuti vise od 1,4142 ... puta, a luk 
krivih u obicnom prostoru vise od 1, 7320 ... put a bez gubitka monotonije svog 
toka. Te su krajnje granice dostignute kad se luk s svodi na segmenat prave 
koja gradi isti ugao sa svakom od koordinatnih osa, a deformis2ni luk s' 
poklopi sa isprelamanom linijom, sto prolazi kroz kra.jeve lub s, sastavljenom. 
iz pravolinijskih komada paralelnih koordinatnim osama. 
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E) Odnos izmedu duzine luka i pravaca diraka za krive u ravni. Neka je 
s duzina luka jedne neprekidne krive izmedu krajnjih t2.caka A i B luka, a 1 duzina 
tetive AB. Moze se dokazati da: 

Sinus polovine ugla koji grade medu sobom dva proizvoljna pravca u ravni 
krive, a koja nisu paralelna ni jednoj dirci na krivoj duz luka s, nikad ne pre-

" l masa vrednost -. 
s 

Jer ako se za koordinatne ose uzmu dve prave paralelne takvim dvama 

pravcima sto prolaze kroz tacke A i B i ako se sa a1 i a2 oznaci jedinica, 
posto joj se prida znak diferencijala dx i dy, obe su vrednosti a1 dx i a2 dy 
pozitivne duz luka s. To izlazi iz toga, sto, po pretpostavci, duz luka s nijedna 
dirka nije paralelna ni jednoj ni drugoj od koordinatnih osa, pa prema tome 
svaki od diferencijala dx i dy zaddava nepromenjen znak duz celog tog luka. 

Ako se sa {} oznaCi ugao izmedu dve prave uzete za koordinatne ose, 
luk s se moze izraziti obrascem 

B 

s = J V (a1 dx)Z + (a2 dy)2-2 (a1 dx)(a2 dy) cos if. 
A 

A posto je strana ds elementarnog trougla manja od zbira ostalih dveju 
strana, to je kvadratni koren pod znakom integrala manji od vrednosti a1 dx + 
+ a2 dy. Ako su, dakle, (a, 0) i (0, b) koordinate krajnjih tacaka A i B, a h 

duzina 

bice 

(140) s<h. 

Sa druge strane, duzina tetive AB ima za izraz 

l = V(a1 a)2 + (a2 b)2-2 (a1 a) (a2 b) cos if, 

a kao sto je napred pokazano (str. 85), izraz na desnoj strani nikad nema manju 
vrednost od 

prema cemu je 

(141) l>h sin.!!_. 
2 

Uporedivanjem nejednacina (140) i (141) dobija se da je 

(142) 
. {} l . 

sm-<-, t). 
2 s 

• {} J.. l 
Slll-=-

2 s 

sto dokazuje gornje tvrdenje. A tome rezultatu se moze dati ovaj oblik: 
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Kad duzina luka nije manja od k puta duzine tetive, ugao izmedu ma koja 
dva pravca, koji nisu para/elni nijednoj dirci na krivoj duz toga luka, ima za 

1 
sinus svoje polovine jednu vrednost koja ne premasa -

k 

Kao sto se vidi, sama cinjenica da postoje dva pravca koji nisu paralelni 
ni jednoj dirci na krivoj duz luka s, povlaci sobom nejednakost 

(143) tj. 
).f 

S=---
. -& 

sm-
2 

gde -& oznacuJe ugao izmedu ta dva pravca. 

Tako npr. kad god postoje dva, jedan na drugom upravna pravca, koji 

nisu paralelni ni jednoj dirci duz luka s, duzina luka nikad ne prelazi l V2. 
Primetimo da se gornjoj granici za luk s, predstavljenoj desnom stranom 

nejednacine (143), luk s maze u specijalnom slucaju pribliziti koliko se god hoce: 
to ce biti za krive koje se vrlo malo razlikuju od dveju strana ravnokrakog 
trougla cija je osnovica duzina I a -& ugao izmedu tih dveju strana. 

18. POVRSINE U PROSTORU KAO BROJNI RAZMACI 

Kao primer za odredbu iznosa povrsme u prostoru u obliku brojnog 
razmaka, navescemo takvu odredbu za obrtne povrsine. 

Neka je P obrtna povrsina opisana obrtanjem luka s jedne krive u ravni 
oko jedne osovine koju cemo uzeti za osu Ox. OznaCimo 

1 o sa A apsolutnu vrednost iznosa ravne povrsine ogranicene lukom s, 
obrtnom osom Ox kcordinatama krajnjih tacaka luka s; 

2° sa B ravnu povrsinu koja ima za iznos: a) ili apsolutnu vrednost polurazlike 
kvadrata ordinata krajnjih taeaka luka s (to u slucaju kad kriva ima monoton 
tok duz celog luka s); b) ili zbir apsolutnih vrednosti polurazlika kvadrata 
ordinata krajnjih tacaka lukova na koje se maze podeliti luk s tako, da u 
svakom od tih kriva zaddava monotoniju toka; 

3° sa R stranu kvadrata cija je povrsina A+ B. 

Tada se maze dokazati ovaj rezultat: 

Iznos povrsine P jednak je iznosu povrsine kruga po/upreenika r =). R, gde 
je J..jedan apsolutan broj koji se za sve obrtne povrsine nalazi u razmaku izmedu 

4 

V2=1,1892 ... V2= 1,4142 ... 

8 RaCunanje sa brojnim razmacima 
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Da bismo to dokazali, pretpostavimo m.jpre da kriva im'l rnonoton tok 
duz celog luka s, i neka su (x0 , y0) i (x1, y 1) koordinate krajnjih tacaka M 0 i 
M 1 lub.. Tada je 

Xt xl 

P=2n.f yds=.f YV(a1 dx)2+(a2 dy)2~ 
xo xo 

gde a 1 i a 2 ozm:cuju jedinicu, posto joj se prida neprornenljiv znak diferencijala 
dx i dy. Pa posto je 

to je 

xo 

Prema tome, posto je 

Y z_y 2 
Uz I o =B, 

2 

dobiJa se da je 

P= A_z 2 n (A +B) =n (R ~12 A.')2 =n rz, 

gde je 

i prerna tome 

Cime je gornji rezultat dokaze.n. 

Pretpostavimo sad da kriva rna koliko puta rnenja rnonotoniju svoga 
toka duz luka s; takav se luk rnoze razdeliti m lukove (kontinualne ili 
isprelamane) 

(144) M 0 M', M' M", M" M'", .. 

takve da kriva u svakorne od njih irna monoton tok. Oznacimo tada: 

1 o sa A', A", A'", . . . iznose povrsina A sto odgovaraju lucim3. (144); 

2° sa B', B", B"',... iznose ravnih povrsina B sto odgovaraju istim 
lucirnz:; 

3° sa P', P", P'", ... iznose povrsina opisanih obrtanjern istih lukova oko 
ose Ox. 
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Tada ce, prema ovome sto prethodi, biti 

A'+B' 
2n V2 ,;;;,P' < 2n (A' +B'), 

A" +B" 
2n V2 < P" < 2n (A"+ B"), 

a iz tog se sabiranjem dobija 

~ [ 2 ACi) + L B<i> J < L pCi) < 2 n [ 2 ACi> + 2 BCi) J. 
Zbir ~ ACi) jednak je iznosu celokupne povrsine A ogranicene lukom s, 

osom Ox i ordim.tama. krajnjih tacaka luka s; zbir ~ B(i) jednak je iznosu 
povrsine B, koji je jednak zbiru apsolutnih vrednosti polurazlika kvadrata 
uzastopnih ordinata na krajevima lukova (144). 

Iznos celokupne povrsine 

P=~pCi) 

opisane obrtanjem luka s oko Ox, ima, dakle, opet za vrednost P=n r2, tako 
da gore dokazani rezultat vazi i onda kad kriva menja monotoniju svoga toka 
duz luka s ma koliko puta. 

Otuda opsti zakljucak: 

Poluprecnik r kruga, Cija je povrsina jednaka iznosu P obrtne povrsine, 
uvek se nalazi u razmaku izmedu 

1,1892R i 1,4142R. 

Ako se za P uzme sredina toga razmaka, tako da bude 

r= 1,3017 R, 

ucmJena relativna greska bice, po apsolutnoj vrednosti, manja od 0,0864, tj. 
procentualna greska ne dostize 9% ni za koju obrtnu povrsinu. 

Granice tako odredenih razmaka su u isto vreme i najuze granice dok 
se ostaje u pretpostavljenoj generalnosti, jer se njima odreden razmak ne moze 

· suziti, a da se ta generalnost ne izgubi. To se vidi iz toga, sto su obe granice 
odista dostignute u pojedinim slucajevima. 

1 1 • • 
4 

Tako granica A. =---=-, tJ. gram ea A= V2, dostignuta je u slucaju kad je V2 
obrtna povrsina jedan obrtni konus cije gweratrise zaklapaju sa obrtnom oso-

s• 
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vinom ugao od 45°. Jer tada je (pomerivsi za koliko je potrebno teme konusa 
duz ose Ox) y = x i prema tome je 

tako da je 

P=J..'4nB=J..'.4n(yl-Yo) Yl+Yo =A'·4n(xl-xo) Yl+Yo. 
2 2 ' 

ako se, dakle, sa h osnaci visina, a sa d srednji precnik posmatranog zarubljenog 

konusa, bice 
P=A' 4nhd, 

a prema cemu bi poluprecnik r imao za vrednost 

(145) 

Medutim tacna je vrednost 

prema cemu je tacna vrednost poluprecnika r 

4 

(146) r=V8·Vhd. 
Uporedenjem vrednosti (145) i (146) dobija se da je 

4 

2VX=V8, 
rz cega se vidi da je 

A.'=~ tj. 
4 

A= V2. 

Tako je isto dostignuta i granica A'= 1, tj. A.= V2, i to u slucaju kad je 
obrtna povrsina jedna obrtna cilindarska povrsina. Oznacivsi tada sa e polu
precnik osnovice cilindra, a sa h njegovu visinu, bice 

tako da je 

(147) r= V2 A.' Veh. 
Medutim tacna je vrednost 

P= 2neh, 
prema cemu je 

(148) r=V2 VeJI. 
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Uporedenjem vrednosti (147) i (148) dobija se da je 

prema cemu je 
A'= 1 tj. A= V2. 

I primer: Obrtna povrsina opisana obrtanjem krufuog kvadranta polupre
cnika e oko njegovog po1uprecnika (uzetog za osu Ox). Tada je 

tako da je 

gde je a apso1utni broj 

a= 1!!_+2_= 1,1337 ... 
\) 4 2 -

Prema tome je 

gde je p, jedan apsolutan broj koji se nalazi u razmaku izmedu 

4 

a V2 = 1,3482 ... i a V2 = 1,6033 ... 

Ako se, dakle, za p, uzme sredina toga razmaka, tako da bude 

(149) r = 1,4758 (!, 

uCinjena greska, prema gornjem opstem rezultatu, nece premasati 9%. I odista, 
posto je tacna vrednost 

(150) r=e V2= 1,4142e, 

greska koja se cini kad se uzme vrednost (149) za (150) iznosi 4,1%. 

II primer: Obrtna povrsina opisana obrtanjem kvadranta e1ipse, cije su 
poluose a i b, oko a (uzeta za osu Ox). Tada je 

tako da je 

Prema tome je 

A-nab B= b
2

, 

- 4 ' 2 

R= VA+B =h /na 2_ 
\J4b+2. 
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tako da poluprecnik kruga koji ima istu povrsinu kao i posmatrani poluelipsoid, 
lezi u razmaku izmedu 

1,1892R i 1,4142R. 

Kad je a= b, ovi se obrasci svode na one sto vaze za polukuglu. 

19. RAZNE KLASE ODREDENIH INTEGRALA KAO BROJNI RAZMACI 

A) Integral proizvoda. Pored napred navedenog obrasca, koji daje integral 
produkta u obliku brojnog razmaka (obicna teorema srednjih vrednosti) i koji 
pretpostavlja da jedan od cinilaca produkta ne menja znak u razmaku integracije, 
dokazacemo jos jedan obrazac za isti zadatak, ali koji ne pretpostavlja da je 
zadovoljen pomenuti uslov. 

Ncka su u i v ma kakve funkcije promenljive x, realne u razmaku (a, b) 
te promenljive. Iz identicnosti 

I 1 
uv =- (u2 + vz) -- (u-v)Z 

2 2 
dobija se da je 

b 

J = f uv dx = V= c5 1 (b>a), 
a 

gde je 

a a 

b 

(151) c5 = + J (u-v)2 dx. 

a 

Ako se sa N i M oznaci jedna gornja granica pozitivne vrednosti (u-v) 2, 
vrednost c5 ce se nalaziti u razmaku izmedu 

b-aN . b-aM 
--21--2 

2 2 

prema tome vrednost integra/a J ce se nalaziti u razmaku izmedu 

tako da je 

(152) 

V-b-a M2 
2 

b-a 
V---N2 • 

2 
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Interes ovog obrasca lezi u tome, sto se pomocu njega integral J razlaze 
na dva, od kojih jedan zavisi samo od u, a drugi samo od v, sa jednim korektivnim 
clanom koji je utoliko manji, ukoliko je manja razlika izmedu u i v u razmaku 
integracije. Osim toga, obrazac ne pretpostavlja o funkcijama u i v nista drugo 
osim realnost u razmaku integracije i uslov da gomji integrali imaju konacne i 
odredene vrednosti. 

Tako isto, iz identicnosti 

do bija se da je 

gde je 

1 1 
uv = -- (u + v)2 =- (u-v)2 

4 4 

b 

J = J uv dx = W- ~ , 

a 

b 

W =_!___ [ (u+ v)2 dx, 
4. 

a 

a b je dato obrascem (151 ). Vrednost integra/a J nalazi se, dakle, u razmaku 
izmedu 

tako da je 

(153) 

b-a 
W---M 2 

4 
W-b-a NZ 

4 ' 

b-a b-a 
J = W --- Mz +f).-- (M2-N2). 

4 4 

Interes obrasca je u tome sto se pomocu njega integral J izrazava pomocu 
integrala kvadrata zbira funkcija U i V, Sa jednim korektivnim clanom koji je 
dva puta manji od onoga u obrascu (152), a utoliko je manji ukoliko se u i v 
manje raz1ikuje u razmaku integracije. Obrazac (153) ne pretpostavlja po 
funkcijama U i V nista drugo. do ono sto pretpostavlja i obrazac (152). 

Ma kakve bile funkcije u i v, integrabilne u razmaku integracije (a, b), 
moze se za integral produkta imati jedna gornja granica koja dovodi do za
kljucka od interesa, kako pri izracunavanju raznovrsnih odredenih integrala, tako 
i za dokazivanje raznih rezultata u matematickoj analizi. U ocimo odredeni 
integral 

b 

l=f (u+l.v)Zdx, 
a 
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(gde je A promenljiv parametar) koji ima sve svoje elemente pozttlvne i prema 
tome ne moze biti jednak nuli m za kakvu realnu vrednost A. Posto se on 
moze napisati u obliku 

b b b 

J = J u2 dx + 2 A J uv dx + A2 J vz dx, 
a a a 

ta je cinjenica izrazena nejednacinom 

b b b 

( J uz dx) ( J vz dx)-( J uvdx)2 >0, 
a a a 

prema cemu je 
b b b 

( J uvdx)z <( J uZdx) ( J vzdx), 
a a a 

sto se naziva Schwarzovom integra/nom nejednacinom. 

Kad su u v jos i pozitivne funkcije u razmaku (a, b), moze se, dakle. 
napisati da je 

b 1 b b 

J uv dx = ?JV ( J uz dx) ( J vz dx). 
a a a 

B) Integral uopstenog binomnog diferencijala. Neka su u, v, w tri funkcije 
pozitivne u razmaku integracije (a, b), pa uocimo odredeni in-~egral 

b 

l= J w(um+vm)Pdx, 
a 

gde su m, p proizvoljni pozitivni stalni brojevi. Prema ranije dokazanome rezultatu, 
vrednost kolicnika 

(154) 
(um+vm)P 

e=----
umv+vmp 

uvek se nalazi u razmaku Ll izmedu vrednosti 1 i 2P-1 ; granice toga razmaka 
su dostignute u slucaju kad je u = v, ili kad je jedna od kolicina u i v jednaka 
nuli. 

Prema tome je 
b b 

(155) J =A [ J wumP dx + J wvmP dx ], 
a a 

gde je A jedan broj koji se nalazi u razmaku Ll. 

(156) 

Uzevsi da je p = _!__, dobija se obrazac 
m 

b m b b 1-m 

J w Vum + vm dx = A ( J uw dx + J vw dx) ( 2----;:;;- < A < 1 ) • 
a a a 
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C) Integral kvadrata zbira ili razlike. Iz identicnosti 

(u±v)z= uz + vz ± 2 uv 

dobija se da je 

b b 

(157) J (u+v)Zdx= uz + VZ±2f uv dx, 
a a 

gde je 
b b 

uz= J u2 dx, vz= J vzdx. 
a a 

121 

Kad su u i v integrabilne i pozitivne funkcije u razmaku (a, b), bice kao 
sto je malocas pokazano 

b 

J uvdx={} UV 
a 

sto dovodi do obrasca 

b 

f (O+v)zdx= uz+ V2+ 2'!9-UV, 
a 

b 

J (u-v)2 dx=Uz + VZ-2{} UV. 
a 

Ti obrasci pretpostavljaju samo integrabi1nost posmatranih funkcija i uslov· 
da su obe funkcije u i v pozitivne u razmaku integracije (a, b). Nadeni razmaci 
za integrate kvadrata zbira ili kvadrata razlike, izrazeni istim obrascima, su 
najuzi moguCi razmaci za te integrate dok se ostaje u pretpostavljenoj general~ 

nosti, jer oscilacija 2 {} UV odista dostize svoju najvecu mogucu vrednost 2 UV 
u slucaju kad je u = const., v = const. 

Obrasci su od ~nteresa stoga sto daju za posmatrani integral jedan razmak: 
cije granice pojedini integrali iste vrste stvarno i dostizu a te se granice izra~ 

cunavaju pomocu dva integrala U i V od kojih jedan zavisi samo od u, a 

drugi samo od v. 

U slucaju m= 2 broj A. u obrascu (156) nalazi se u razmaku izmedu 
1 v
2

= o,1o11 i 1. 

U slucaju eliptickih i hipereliptickih integrala, ti obrasci izraZavaju vrednost 
integrala u obliku razmaka cije se granice dobijaju kao integrali racionalnih: 

funkcija. 
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Isti nacin odredivanja integralnog razmaka primenjuje se 
oblika 

b 

(I 58) lm= J w log (um+ vm)dx 
a 

na integrale 

za funkciju u, v, w pozitivne u razmaku (a, b). Iz toga sto se vrednost kolicnika 
(I 54) uvek nalazi u razmaku izmedu I i 2P-1, zakljucuje se da je za ma koju 
vrednost broja p 

(159) 

(160) 

(161) 

log (um + vm) =_!__log (umP + vmP) +'l?p-l log 2, 
p p 

log (umP + vmP) = p log (um + vm)-(p-1) log 2. 

Prema tome je 

b 

1 p-1 j' lm =-Jmp +'I?-- log 2 w dx, 
p p 

a 

b 

lmp=Plm--&(p-1) log2 J wdx. 
a 

I 
Kad se u jednaCini (160) uzme p =-, dobija se 

m 

b b b 

J w log (um+vm) dx= mf w log (u+ v) dx+'l?(l-m) log 2 J wdx, 
a a a 

a primenom toga na J ensenov integral 

21t 

J Iog(e) Vuz + vz dx 
0 

koji igra vaznu ulogu u teoriji funkcija kompleksne promenljive kolicine, dobija 
21t 

se taj rezultat, da se raz/ika izmedu njega i integral a J log (ri + v) dx uvek nalazi 
0 

u razmaku izmedu 

1 
--log 2 = -0,3465. . . i nule. 

2 

D) Integral monotono opadajuce funkcije. Neka je f(x) jedna funkcija koja 
monotono opada do nule kad x raste od 0 do + oc , pa uocimo integral 

n 

Jn = J f(x) dx, 
0 
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gde je n ceo pozitivan broj. Posto je 

I 2 n 

(162) Jn=f f(x)dx+f f(x)dx+ · · · + J f(x)dx, 
0 I n-1 

a funkcija f(x) monotono opada, bice za svaki broj k u razmaku (1, n) i za 
svaku vrednost x u razmaku (k-1,k) 

f(x)<f(k-1), 

pa, dakle, takode i 

k 

J f(x) dx<f(k-1), 
k-1 

prema cemu je 

(163) Jn<f(0)+/(1)+ · · · +f(n-1). 

Sa druge strane, posto je u isto vreme u razmaku (k-1, k) 

f(x)>f(k), 
bice takode i 

k 

J f(x) dx>f(k), 
k-1 

prema cemu je 

(164) Jn>/(1)+/(2)+ · · · +f(n-1)+f(n). 

Ako se, dakle, stavi da je 

/(0)+/(1)+ · · · +f(n)=F(n), 

nejednacine (163) i (164) pokazuju da se vrednost integra/a Jn nalazi u razmaku 
izmedu 

F(n)-f(O) i F(n)-f(n) 
tako da je 

n 

(165) Jn= J f(x) dx= F(n)-f(O) +if [f(O)-f(n)]. 
0 

Granice razmaka u kome ce se nalaziti integral Jn mogu se, dakle, odre
diti sumiranjem konacnog reda ciji je opsti clan f(k). Kad se pusti da n 
beskrajno raste, f(n) tezi nuli, a F(n) postaje zbir S beskrajnog reda 

(166) S= f(O) + /(1) + /(2) + ... ; 

obrazac (165) postaje 

+oc 
(167) f f(x) dx= S-f(O) +if f(O) = S-if' f(O) (O.;;;if' < 1) 

0 

i vrednost integra/a nalazice se u razmaku izmedu S-f(O) i S. 
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Obrazac (167) daje neposredan dokaz Cauchyeve teoreme: integral (167) 
i zbir reda ( 166) ili su oboje konacni, ili su oboje beskrajni; jedan od njih ne 
moze biti konacan a da i drugi to ne bude. 

U slucaju kad je f(O) = oc, treba na mesto integrala J posmatrati integral 
u kome je na mesto donje integralne granice 0 uzeta granica 1; ako je 
f(l) = oc, treba za donju granicu uzeti 2 itd. Tako npr. vrednost integrala 

+oe 

J- r dx __ l_ 
n-e xk-k-1 

I 

nalazi se u razmaku ( S -1, S), gde je 

1 1 1 
S=-+-+-+ ... 

lk 2k 3k 

Integral J i zbir S su oboje konacni za k > 1. 

Integral 

zbir reda 

su oboje beskrajni. 

+oc: 

1= J dx 

xlogx 
log log oc -log log 2 

2 

S= 
1 1 1 ---+---+---+ 0 0 0 

2 . log 2 3 . log 3 4 -log 4 

E) Integral algebarske funkcije drugog reda. Uocimo integral 

b 

J=f [y[dx, 
a 

gde je y funkcija promenljive x odredena kvadratnom jednaCinom 

y2 +f(x)y+ cp (x) = 0 

i gde je razmak integrala (a, b) takav, da su u njemu obe funkcije 

cp (x) i f(x)-cp (x) 
f(x) f(x) 

konacne, odredene i pozitivne. Prema onome sto je napred pokazano za korene 
kvadratne jednacine, apsolutna vrednost funkcije y moze se napisati u obliku 

[Y[=; +{) (!-;) 
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prema cemu ce biti 
b b b 

J= J; dx+# ( J fdx-J; dx) 
a a a 

tako da ce se integral J nalaziti izmedu 
b b 

Jtdx J; dx. 
a a 
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Jnteres rezultata lezi u tome sto se granice integrala, u kome funkcije 
pod integralnim znakom stoje pod kvadratnim korenom, odreduju kao razmaci 
Ciji su krajevi integrali bez tih kvadratnih korena. 

Slican se rezultat dobija i za integrale algebarskih funkcija m-tog reda, 
pomocu napred navedene teoreme o razmaku koji saddi apsolutne vrednosti 
svih realnih korena date algebarske jednaCine m-tog stepena. 

F) Jedna klasa odredenih integrala. Na odredene integrale oblika 

b 

J (x) = J uevx dt, 
a 

gde su u i v date funkcije integracione promenljive t, nailazi se, kao na racunske 
elemente, u raznovrsnim problemima matematicke analize. 

Kad je razmak integracije (a, b) konacan, a u i v konacne i neprekidne 
funkcije u tome razmaku, svaki takav integral J (x) predstavlja po jednu funkciju 
promenljive x holomorfnu u celoj ravni te promenljive. Ta se funkcija moze 
razviti u red 

konvergentan u celoj ravni x, a gde ce biti 

a 

Konvergencija se lako dokazuje podelivsi razmak integracije (a, b) na 
podrazmake- takve da u svakome od njih funkcija u zadrzava jedan isti znak. 
Ako je (a, (3) takav jedan podrazmak, bice po apsolutnoj vrednosti, a prema 
obicnoj teoremi za srednje vrednosti odredenih integrala, 

fJ fJ 
J uvn dt = Rn j u dt, 
a a 
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gde je R jedna vrednost koja se nalazi izmedu najmanje i najvece vrednosti 
funkcije v u tome razmaku. Grupisuci takve integrale za sve podrazmake (a, b), 
u razmaku (a, b) dobija se za an jedan izraz koji pokazuje da je po apsolutnoj 
vrednosti 

gde su A i M nezavisni od n, a sto dokazuje konvergenciju reda. 

Ma kakav bio znak funkcije u u razmaku (a, b), posto evz zadriava 
nepromenljiv znak u tome razmaku, teorema srednjih vrednosti pokazuje da se 
za ma koju realnu vrednost x, vrednost integrala nalazi u razmaku izmedu 

b b 

(168) N f ev,xJt M J ev2x dt, 
a a 

gde su v1 v2 dve ma kakve funkcije izmedu kojih se za t u (a, b) nalazi 
vrednost funkcije v; N i M su prednji i zadnji kraj jednoga, ma koga, razmaka 
u kome se nalazi vrednost funkcije u za vrednosti t u razmaku (a, b). Mogu 
se npr. za N i M uzeti najmanja i najveca vrednost koju dobija funkcija u 
za vrednosti t u razmaku (a, b). Tako se isto za v1 i v2 moze uzeti najmanja i 
najveca vrednost Q i P koju dobija funkcija v za t u razmaku (a, b); razmak 
funkcije J (x) je tada onaj izmedu vrednosti 

PeNx QeMx 

ili izmedu 
PeMz QeNz 

prema znaku posmatranih vrednosti. 

Jedan, pokadsto uzi, pa dakle i probitacniji, razmak za vrednost funkcije 
J (x), dobija se primenom Schwarzove integralne nejednacine 

( J cp "P dt ) 2 < ( J cpz dt) ( J "Pz dt) 

koja, kao sto je kazano, vazi za ma kakve integrabilne funkcije cp 'ljJ promen-
ljive t. Ako se stavi da je 

dobija se 

gde je H konstanta 

CfJ = U, 'ljJ = eVX 

b 

]2 (x)<H f eZVX Jt, 
a 

b 

H=f uzdt. 
a 
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Ako je , dakle, A (x) tacna vrednost, ili jedna gornja granica integrala 

b 

J e2vx dx, 
a 

zadnji se kraj razmaka ( 168) za funkciju J (x) moze smeniti vrednoscu V HA (x) 
sto je od interesa kad je ta vrednost manja od vrednosti 

b 

M f ev2x dx, 
a 

jer je tada razmak funkcije J (x) uzi od razmaka (168). 
Iz obrasca 

b 

dky J -- = uvk evx dx 
dxk 

a 

u kome su izvodi funkcije J izra.Zeni integralima istoga tipa kao i sama funkcija 
J, dobijaju se na isti nacin i razmaci u kojima ce se nalaziti vrednosti tih izvod;:~ 
za posmatrane vrednosti x. 

Kao primer, odredicemo takve razmake za vrednosti funkcije 

1 

J(x) = J evx dx, 
0 

1 
gde je v = t log -. Ta se funkcija poklapa sa jednom transcend en tom na koju 

t 
se nailazi u mnogobrojnim opstijim analitickim problemima i koja je predsta
vljena redom 

+oc xn X x2 xz 
L1(x)= 2 = 1 +-+-+-+ ... 

n=O (n + l)n+l 4 27 256 

Posto funkcija v, za vreme dok t raste od 0 do 1, sama pocinje rasti 
od nule, dostize svoj maksimum cija je vrednost 

1 
-= 0,367879 ... 
e 

pa zatim · opada do nule, bice prema teoremi srednjih vrednosti 
X 

J(x)<ee za X>O, 

X 

J(x)>ee za x<O. 
X 

Vrednost J (x) nalazi se, dakle, uvek u razmaku izmedu 1 e e, tako da je 
X 

J(x)=l+-&(e'-1) za x>O, 

X X 

J(x)=ee +-&(l-ee) za x<O. 
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Medutim za pozitivne vrednosti x mogu se za J (x) odrediti uzi razmaci 

na ovaj nacin: 

Iz dvostruke nejednacine 

koja vredi za sve cele brojeve n;;;. 5, nalazi se da je za takve vrednosti 

069) 1 (1)n+l 1 1 (1)n+l 
(n+1)! --; <(n+l)n+t <(n+1)! l · 

Ako se stavi da je 

xz xn 
Pn(x)= 1 +x+-+ · · · +-, 

22 nn 

tako da je 

(170) 

prema nejednacini (169) bice za n;;;. 5 

(171) +
00 1 (x)k +oo 1 (x)k 2 - - <R (x)< 2 - -

k=n+l k! e n k=n+l k! 2 

Medutim, beskrajni zbirovi, koji figurisu na levoj i desnoj strani nejedna
Cine (171), nisu nista drugo do ostaci redova 

(172) 

(173) 

+cc 1 (x)k .2_ 2-- =ee 
k=ok! e ' 

Y _!_ (~)k = eT. 
k=ok! 2 

Primenom poznatog pravi1a da ostatak jednog reda 

f(x)=a0 +a1 x+a2x2+ · · · 
1ma za vrednost 

xn+t 
---j(n+l) ('& x) 
(n+ 1)! 

nalazi se da ce ostatak reda (172) biti 

/Jx 

xn+t e e 

(n+ 1)! ez(n+t)' 
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a ostatak reda (173) 
{}'x 

xn+I e-2-

(n+ 1)! 2Z(n+Il' 

gde su D i -&' dva broja koji se nalaze u razmaku (0, 1). 

NejednaCina (171) tada dovodi do ovog rezultata: 

Za sve pozitivne vrednosti x i m a koliki bio ceo bro j n > 5, bice 

gde se Rn (x) uvek nalazi u razmaku izmedu vrednosti 

X 

xn+I ez 

(n+ 1)! ezCn+rl (n+l)! 41~+1 

Ako se uzme n = 5, dobija se na taj naCin da je 

x x 2 x3 x4 

J(x)= 1 +-+-+-+--+R4 (x), 
4 27 256 3125 

gde se Rn (x) uvek nalazi u razmaku izmedu vrednosti 

X 

Axs i Bxse2, 

gde su A B konstante 

A= _I_= 8534. W-Iz 
6! erz ' ' 

1 
B= --= 339084 ·10-12. 

6! 212 

Na slican se naCin, pomocu obrasca 

1 

dkJ(x) J ---'--- = vk evx dx 
dxlc 

0 
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mogu odrediti i razmaci izmedu kojih ce se nalaziti vrednosti izvoda funkcije J (x). 

Iz obrasca 
1 

J(x)=f evxdt 
0 

posto funkcija v ostaje neprestano pozitivna izmedu integralnih granica 0 i 1, 
vidi se u isto vreme da: 

1 o kad x beskrajno raste u pravcu + oc, funkcija J(x) beskrajno raste; 

2° kad x beskrajno raste u pravcu -ex-, funkcija J (x) tezi nuli. 

Prema gomjem integralnom obrascu za n-ti izvod funkcije J(x), to isto 
vaii i za sve izvode te funkcije. 

9 RaCunanje sa brojnim razmacima 
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Kriva linija y = J (x) ima, kvalitativno, isti oblik kao eksponencijalna kriva 
linija y=ez. Ona ima osu Ox kao asimptotu za X=- oc: dok x raste od 
- oc do + oc, ona neprestano raste od nule do + cc, nemajuci pri tome ni 
maksimuma, ni minimuma, ni prevojnih tacaka i sekuci osu Oy u tacki y = I. 

Na funkcije oblika J(x) nailazi se npr. pri odredbi iznosa povrsine od 
x = 0 do x = 1, ogranieene osom Ox i lukom ma koje integralne krive lineame 
d'iferencijalne jednaCine ma koga reda, koja se transformacijom 

t log t =z 

integracione promenljive t svodi na linearnu jednacinu sa stalnim koeficijentima. 

Iste se funkcije upotrebljavaju u raznovrsnim problemima matematicke 
analize, kao komparativni elementi za razne druge klase funkcija, koje se sa 
njima uporeduju, pa se iz tih uporedenja saznaju pojedine osobine tih klasa 
funkcija. 
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20. MEDUSOBNO UPOREDIV ANJE DIFERENCIJALNIH JEDNACINA 

Pored dosta velikog broja diferencijalnih jednacina koje se mogu integraliti 
pomocu kvadratura, ili pomocu poznatih kombinacija njihovih koeficijenata, 
postoji nepregledan i od prvoga beskrajno veci broj jednacina koje se ne mogu 
integraliti u takvome obliku. Ta nemogucnost ili je apsolutna, tj. integral je 
uopste neizrazljiv na pomenuti nacin, ili je privremena, tj. dolazi od toga sto se 
za danas nema metoda za takvu integraciju. Medutim i u jednom, i u drugom 
slucaju postoje metode za integraciju pomocu beskrajnih redova, konvergentnih 
u odredenim razmacima nezavisno promenljive kolicine; takve metode daju 
mogucnost da se integral y (x), koji za jednu datu pocetnu vrednost x=x0 ima 
datu vrednost y = y 0, izracuna i za svaku drugu vrednost x sadrianu u razmaku 
konvergencije dobijenog reda. 

Ali bilo da je tacna integracija mogucna ili [nemogucna, postoje metode 
za odredivanje integra/a u obliku razmaka, tako da se za svaku vrednost x sadr
zanu u jednome razmaku (a, b) moze odrediti odgovarajuCi razmak (A, B) u 
kome ce se nasigurno nalaziti vrednost uocenog integrala date diferencijalne 
jednacine. Takav je razmak, kao sto se vidi, promenljiv, jer se on menja od 
jedne vrednosti x do druge. Kad se x postupno menja u razmaku (a, b), kraje
vi A i B integra/nog razmaka (A, B) opisuju po 
jednu liniju u ravni xOy: to su granicne linije inte
grala u tome razmaku promenljive x, i to donja i 
gornja granicna linija L i L'. 

Odredivanje integra/a u obliku razmaka sastoji 
se u odredivanju gornje i donje granicne linije inte
gra/a. Kad su ove odredene, integralni razmak (A, 
B) za jednu datu vrednost x, imace se kao odsecak 
(segment) prave koja prolazi kroz tacku (x, 0) i 
koja je paralelna osovini Oy. 

0 

t.:· 

l. 

Q 

Za odredivanje granicnih linija integrala postoje razne metode. Vecina je 
od njih osnovana na medusobnom uporedivanju diferencijalnih jednacina u ovome 
smislu: kad je data jednacina 

(174) j(x,y,y',y", .. . )=0 
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i kad su date pocetne vrednosti x0, y0, gde je vrednost x sadrzana u datome 
razmaku (a, b) promenljive x, nadu se dve jednaCine 

(175) / 1 (x, u, u', u", .. . ) = 0, fz (x, v, v', v", .. . )=0, 

koje zadovoljavaju ove zahteve: 

1_ o da se mogu odrediti njihovi integrali u i v koji za x = x0 dobijaju 
vrednosti u = Yo, v = Yo; 

2° da se za sve vrednosti x u razmaku (a, b) moze dokazati dvostruka 

nejednakost 

u<y<v. 

Krive u ravni xOy, koje predstavljaju takve integrale u i v, bice granicne 
linije integrala y; jednacine (175) igraju tada ulogu komparativnih jednaCina za 
datu diferencijalnu jednacinu (174). Kad su nadene takve dve jednacine i njihovi 
integrali u i v, integral y jednacine (174) bice dat u obliku razmaka obrascem 

y=u+-&(v-u) 

U ovome sto sada dolazi bice izlozeno nekoliko metoda za odredivanje 
komparativnih jednacina i granicnih linija za integrale date diferencijalne jed
naCine. Te su metode od narocite koristi u slucajevima kad se diferencijalna 
jednacina ne moze ni tacno, ni priblizno integraliti, pa je korisno saznati bar 
to u kome se razmaku nalazi vrednost njenog integrala za datu vrednost 
promenljive x. 

21. PRV A METODA 

(176) 

(177) 

(178) 

Neka su 

y' =F(x,y), 

u' =F1 (x, u), 

v' =F2 (x, v) 

tri diferenc:jalne jednaCine prvoga reda. Funkcije dveju promenljivih x i y 

(179) 

(180) 

F (x, y)-F1 (x, y), 

F (x, y)-F2 (x, y), 

imace, u ravni xOy, svaka svoju pozitivnu i negativnu oblast. Oznacimo sa: 

L1 1 i L1 2 pozitivnu i negativnu oblast funkcije (179); 

Q 1 i Q 2 pozitivnu i negativnu oblast funkcije (180); 

D1 i D2 , ••• linije koje ogranicavaju te oblasti; 
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£ 1 i £ 2 , • • linije koje predstavljaju geometrijska mesta singulariteta funkcija 
F, F1 F 2; 

ll deo ravni koji je zajednicki za jedan par oblasti L1 i Q suprotno ozna
cenih, npr. za oblasti Lll i Q2. 

Neka je M 0 (x0, y 0) jedna tacka koja ne pripada ni jednoj od linija D ni 
E, a koja se nalazi u oblasti ll. 

Naposletku, neka su y, u, v integrali jednacina (176), (177), (178), koji 
za x=x0 imaju zajednicku vrednost 

Y=Yo, U=Yo• V=Yo· 

Tada ce sa jedne i druge strane tacke (x0 , 0), postojati na osi Ox jedan 
razmak cije prostranstvo nije nula, npr. razmak 

(181) 

(gde su h1 i h2 dva pozitivna broja) koji ce ispunjavati ove uslove: 

a) dok se x menja u razmaku (181 ), integrali u i v jednaCina (177) 
(178), kao i njihovi prvi izvodi, su odredeni, konacni i neprekidni; 

{3) kontura r sastavljena od krivih u, v i dveju pravih 

X= X0 - h1 i X= X0 + h2 

saddana je u ob1asti ll i ona ne obuhvata ni jedan deo krivih D ni E, niti se 
sa kojom od ovih sece. 

Tada se moze dokazati ovaj rezu1tat: 
Kad sex menja u razmaku (181), integral y jednaCine (176) bice konacan 

i neprekidan, a nalazice se neprestano u razmaku izmedu odgovarajuCih vrednosti 

integrala u i v jednacina (177) i (178), tj. integrala koji za x = x 0 dobijaju 

vrednost Yo· 

Jer posto se tacka M 0 nalazi u oblasti n, bice za tu tacku 

(182) F(x, y)-F1 (x, Y)>O, F(x, y)-F2 (x,y)<O 

i prema tome 

(183) 
d 

dx (y-U)>O, 
d 

- (y-v)<O. 
dx 

Sa druge strane je za x = x0 

(184) y-u=O, y-v=O, 

pa dakle 

v<y<u za x=x0-s, 
(185) 

u<y<v za X=x0 +s, 

gde je s dovoljno mali pozitivan broj. 
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Gornje tvrdenje, dakle, nasigurno vazi za jedan dovoljno uzak razmak 
sa jedne i druge strane vrednosti x0 ; mi cemo sad dokazati da ono vazi i za 
sve vrednosti x u razmaku (181). Toga radi primetimo da bi ono tek onda 
moglo da prestane vaziti kad bi nastupio jedan ili drugi od ova dva slucaja: 

a) ili da kriva y presece jednu od krivih u ili v u jednoj tacki cija se 
apscisa nalazi u razmaku (181); 

b) ili da za jednu vrednost x=a, sadrzanu u razmaku (181), i za jednu 

vrednost y = {3 saddanu u razmaku izmedu u (a) i u ({3), izvod dy , pa dakle i 
dx 

funkcija F (x, y), postane bi1o beskrajna, bilo ne:::>dredena, ili da promeni de
terminaciju. 

Slucaj a) ne moze nastupiti, jer kad bi x = y, y = o bile koordinate jedne 
zajednicke tacke M, npr. krivih y i u koja je, medu ostalim zajednickim tackama 
(ako ih ima) najbliza tacki M 0 , to, posto se tacka M nalazi na samoj kon
turi r, a ova je sadriana u oblasti ll, moralo bi za tu tacku M biti 

F (x, y)-F1 (x, y) >0 

prema tome 
d 
dx (y-u)>O, 

a uz to 
y-u=O. 

Prema tome bi moralo biti 

y<u za x=y-s, 
(186) 

y>u za x=y+s, 

a to je u suprotnosti sa nejednacinama (185), jer uporedivsi niedu sobom nejed
nacine (185) i (I 86) vidi se da bi razlika y-u pri prelasku od tacke M 0 na 
tacku M morala promeniti znak, sto je nemoguce posto, izmedu tih dveju 
tacaka, ta razlika ne postaje jednaka nuli. 

Slucaj b) takode ne moze nastupiti, jer se ni jedna tacka krivih E ne 

nalazi ni u konturi r ni na njoj samoj; izvod dy je, dakle, odreden, konacan 
dx 

i neprekidan za sve vrednosti a sadriane u razmaku ( 181) i za sve vrednosti f3 
sadriane u razmaku izmedu u (a) i u ({3); on za njih ne menja ni determinaciju. 

Gornje tvrdenje je time dokazano i ono vazi za ceo razmak (181 ), i to 
tako da je 

v<y<u u razmaku od x0 -h1 do x0 , 

u<y< v u razmaku cd X 0 do X 0 + h2 • 
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Kad bi se tacka M 0 nalazila u zajednickom delu oblasti L1 2 i £21 , sve do
sadasnje nejednacine promenile hi smisao, a rezultat bi ostao isti, tako da se 
maze smatrati kao dokazan ovaj opsti rezultat: 

Kad god se tacka (x0, y0) nalazi u zajednickom delu dveju oblasti Llt, Qk, 

gde je jedan od indeksa i ili k paran, a drugi neparan, integral y, koji za x = x 0 

ima vrednost y = y0 , bice konacan, neprekidan i sadrzan u razmaku izmedu u i v 
za sve vrednosti x u razmaku (181 ). 

Primetimo da za svaku diferencijalnu jednacinu (176) 

y'=F(x,y) 

i za svaki par (x0 , y 0) pocetnih vrednosti ( ostavljajuCi na stranu izuzetne napred 
pomenute parove) postoji takav razmak (181) cije prostranstvo nije nula. Za 
svaku, dakle, jednaCinu (176) i za svaki par vrednosti (x0 , y0) maze se odrediti 
jedan razmak koji ce nasigurno sadrtati integral y za sve vrednosti x sadrzane 
u jednome razmaku (181) oko vrednosti x 0 • U pojedinim slucajevima razmak 
(181 ), koji se nikad ne svodi na nulu, maze obuhvatiti i sve vrednosti x ad 0 
do + oc , ili od - oc do + oc . 

Jednacine (177) i (178) igraju ulogu komparativnih jednacina za jednacinu 
(176), a u i v daju granicne linije za integral y. 

Primer: primenimo to na Riccatievu jednacinu 

(187) 

gde se pretpostavlja da funkcija f(x) nema nikakav realan singularitet (npr. da 
je ona kakav polinom po x). 

Uocimo najpre slucaj kad je vrednost f(x0) pozitivna; tada postoji jedan 
razmak (a1, a 2) vrednosti x, koji obuhvata vrednost x0 i u kome ce funkcija 
f(x) biti neprestano pozitivna. 

Oznacimo sa N i M prednji i zadnji kraj jednoga razmaka koji obuhvata 
vrednosti f(x), dok se x menja u razmaku (a1, a2), pa uzmimo za kompara-. 
tivne jednacine (177) i (178), jednaCine 

(188) u' =U2 +N, v' =vz+M. 

Funkcije (179) (180) ce biti 

(189) f(x)-N, f(x)-M, 

a oblasti se Ll1 i £22 poklapaju se delom ravni xOy izmedu pravih x = a1 

x = a2 ; taj deo ravni predstavlja u isto vreme i zajednicku im oblast II. 
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Integrali u i v komparativnih jednacina, koji za x = x0 imaju zajednicku 
vrednost y 0 , ovde su 

Yo Jl N + Ntg [(X-X0) VNJ 
u = ____::_=----= 

VN + Yo tg [(X-Xo) VJ\T] ' 
(190) 

Yo VM +M tg [(x-x0) VMJ 
V = -'-::=----

VM + Yo tg [(x-x0) V M] ' 

oni su odredeni, konacni i neprekidni u izvesnorn razmaku 

od {3 1 =x0-k1 do {32 =X0 +k2 , 

gde su k 1 i k 2 pozitivne konstante koje je lako odrediti. 
Krive E ovde ne postoje, posto funkcije (189) nernaju rea1nih singulari

teta. Sa druge strane, posto se oblast n proteze na celokupan deo ravni xOy 

sto Se na1azi izrnedu pravih X= a1 i X= a2 , to je i kontura F sadr:lana U toj 
oblasti. 

Prema svernu tome, kao razmak (181) ima se smatrati zajednicki deo 
razmaka (a1, a2) i ({31, {32); za sve vrednosti x u tome razmaku integral y ce biti 

konacna i neprekidna funkcija promenljive x, sadrzana u razmaku izmedu funk

cija u i v izrazenih obrascima (190). 

UoCirno sad slucaj kad je vrednost f(x0) negativna; funkcija f(x) ce tada 
biti neprestano negativna u jednorne razmaku (a1, a 2) koji obuhvata vrednost x0 • 

Oznacimo sa -M i -N prednji i. zadnji kraj jednoga razmaka koji obuh
vata vrednosti f(x), dok se x rnenja u razrnaku (a1, a 2), pa uzmirno za kompa
rativne jednaCine 

(191) 

(192) 

Njihovi i.ntegrali u v koji za x = x0 irnaju zajednicku vrednost y 0 tada su 

,/71i v- 2(x-Xo) V.M 
v-(Yo+vm)+(y0 - M)e 

U= M v- ;- 2(x-xo) VM ' 
Yo+ M-(Yo- ~ M)e 

,r.-;: v- 2(x-xo> VJii 
v=VN (Yo+v1v)+(y0 - N)_e __ = ,- v- 2(x-xo) VN 

Yo+VN--(y0 - N) e 

i oni su odredeni, konacni i neprekidni za sve vrednosti x u izvesnorn razmaku 
({31 , {32), koji obuhvata vrednost x0 i koji je lako odrediti. 

Na isti nacin kao u prvorne slucaju, lako se vidi da se kao razmak ( 181) 
ima smatrati zajednicki deo razrnaka ( a1, a 2) i ({31, {32) i da ce za sve vrednosti 

x u tome razmaku integral y biti konacna i neprekidna funkcija promenljive x, 

sadrzana u razmaku izmedu funkcija u i v izrazenih obrascima (192). 
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22. DRUGA METODA 

Navedena prva metoda je opsta i primenljiva na sve diferencijalne jedna

cine prvoga reda, kako algebarske, tako i trancsendentne i za sve parove pocetnih 
vrednosti x 0 , y0 osim onih izuzetnih parova koji se mogu unapred saznati ne
posredno na samoj diferencijalnoj jednacini. 

Medutim, u specijalnim slucajevima, kad jednacina zadovoljava izvesne, 
vise ili manje prostrane uslove, moze se integralni razmak odrediti na razne 
druge naCine, vezane za takve slucajeve i za takve uslove. Jedna od mnogo
brojnih metoda za to odredivanje hila bi ova sto ce se ovde navesti. 

Neka je data diferencijalna jednacina prvoga reda 

(193) y' =F(x, cp), 

gde je cp data funkcija promenljive y, pa uocimo slucaj kad su ispunjeni ovi 
uslovi: 

1 o da su funkcija cp (y) i njen prvi izvod funkcije realne, neprekidne i 
konacne za sve vrednosti y od - oc do + oc ; 

2° da su funkcija F i njen parcijalni izvod ° F realni, konacni, neprekidni 
ocp 

i nepromenljivog znaka za sve vrednosti x sadrzane u jednom razmaku (ap a2) 

i za sve vrednosti y sadrzane u istom razmaku (N, M) koji saddi i vrednost 
funkcije cp (y) za vrednosti y od - oc do + oc; 

3° da, oznacivsi sa k jedan ma koji stalan broj saddan u razmaku 
(N, M), a sa x1 i x 2 dva ma koja stalna broja sadrzana u razmaku (a1, a2), 

odreden integral 
x2 

J =f F(x, k) dx 
XJ 

ima samo jednu realnu vrednost, i to odredenu i konacnu (a moze imati 
i koliko se hoce drugih, ali imaginarnih vrednosti koje npr. proizlaze od integ
ralnih perioda). 

Uzmimo za pocetne vrednosti x0 , y0 jednu ma koju vrednost x0 saddanu 
u razmaku (a1, a2) i jednu ma koju vrednost y 0 od - oc do + oc, pa formi
rajmo dve funkcije 

X X 

A. (x, x0 , y 0) = Yo + J F (x, N) dx, fl (x, x 0 , Yo) = Yo + J F (x, M) dx. 
xo xo 

Tada se moze dokazati ovaj rezultat: 

Integral y jednaCine (193), koji za x=x0 ima vrednost y=y0, bice konacan 
neprekidan za sve vrednosti x sadrzane u razmaku (a1, a 2), menjace se priomet i 
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u jednom istom smislu, monotono rastuCi ili opadajuCi, i bice neprestano sadrzan 

u razmaku izmedu odgovarajuCih vrednosti funkcija A. i ft· 

Da bismo to dokazali, primetimo da kad su ispunjeni uslovi 1 o i 2°, 
apsolutna vrednost funkcije F ostaje manja od jednog konacnog pozitivnog 
broja za sve vrednosti x saddane u razmaku (a1, a2) i za sve vrednosti y ad 
- oc do + oc. To ce isto biti i sa njenim parcijalnim izvodom 

oF=oF.dcp 

0 y 0 cp dy 

Prema jednoj poznatoj teoremi iz analiticke teorije diferencijalnih jednacina 
prvoga reda, integral y jednacine (193) koji za x = x0 ima vrednost y = y0 , bice 
konacan i neprekidan za sve vrednosti x sadrzane u razmaku (ap a 2). 

Prema uslovu 2° funkcija F i njen parcijalni izvod ° F imaju u razmaoy 
cima ( a1, a2) i (N, M) nepromenljiv znak; uocimo slucaj kad je ovaj pozitivan. 
Prema jednacini (193) integral y neprestano raste, a prema dvostrukoj nejednaCini 

F(x, N)<J(x, cp)<F(x, M) 

i prema jednacini (193), integral 

X 

J F (x, cp) dx, 
xo 

koji nije nista drugo do razlika y-y0 nalazice se uvek u razmaku izmedu 
odgovarajucih vrednosti irtegrala 

X X 

J 1 (x) = J F(x, N) dx, J2 (x) = J F (x, M) dx, 
xo xo 

Cime je gornje tvrdenje dokazano. 

Isti bi se rezultat i isti dokaz, samo sa permutovanim krajevima razmaka, 

imao i u slucaju kad bi znak funkcija F i ° F bio negativan. oy 
U slucaju kad razmak (a1 , a2) obuhvata sve realne brojeve, gornji rezul

tat vazi za ma koje pocetne vrednosti x0 , y 0 • 

I primer: neka je data jednacina 

y' = mx2 + ne-kyz, 

gde su k, m, n pozitivne konstante. Uzevsi da je 

cp (y) = e-kyz, 
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uslovi I o i 2° ispunjeni su npr. za sve pozitivne vrednosti x, y; vrednosti N i 
M su: N = 0, M= I; funkcije .A. i f-l su 

i za sve poz1t1vne vrednosti x0 i x integral y bice konaena, neprekidna i pozi
tivna, monotono rastuca funkcija, saddana u razmaku (.A., J-l). 

Il primer: neka je data jednacina 

gde su m, n, k, p, r pozitivne konstante, a uz to je jos 

m+n<I. 
Uzevsi da je 

uslovi 1 o i 2° su ispunjeni za sve .t;ealne vrednosti x, y; tada je N = 0, M= I; 
funkcije X i J-l su: 

X 

J 
e-rx2 

.A.(x., Xo,Yo)=Yo+ dx, 
I-me-kx2 

xo 

X 

f-l (x, Xo, Yo)= Yo + dx J 
e-rx2 

I-(m + n) e-kx2 
xo 

i one ogranicavaju integral J, koji za x = x0 dobija vrednost y = Yo ostaje 
konacan, neprekidan, pozitivan za sve reahie vrednosti x, rastuci pri tome 
monotono. 

Ill primer: neka je data jednacina, 

a+yz 
y'= , 
. ab+x+byz 

gde su a b pozitivne konstante. Uzevsi da je 

. I 
<p(y)=-· -, 

a+yz. 
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cime jednacina dobija oblik 

1 1 y =----, 
b+x<p(y) 

uslovi 1 o i 2° ispunjeni su npr. za sve pozitivne vrednosti x, y; tada je N = 0, 
1 

M=-; funkcije A i fl su 
a 

X 

A (x, Xo, Yo) =Yo + -=Cl+-, Jdx x 

b b 
xo 

X 

J dx 
fl (x, Xo, Yo)=Yo+ --x-= C2 +alog(x+ab), 

b+-
xo a 

gde su c 1 c2 konstante 

i za sve pozitivne vrednosti x0 i x integral ce biti sadrzan u razmaku (A., fl)-

Asimptotna vrednost integra/a. Kazano je da, kad razmak (a1 , a2) obuhvata 
sve realne brojeve, gomji rezultati vafe za ma koje pocetne vrednosti x0 , y0 • 

U tome slucaju asimptotna vrednost integrala y, tj. njegova vrednost za X= + oc 

ili za x = - oc, bice konacna ili beskrajna prema tome da li odgovarajuce 
vrednosti integrala 11 i 12 teze konacnim ili beskrajno velikim granicama. Kad 
god su te granice konacne, asimptotna vrednost y nalazi se u razmaku izmedu 
vrednosti 

Yo + lim11 (x) Yo + lim12 (x) 

tako da, ako se stavi da je 

bice 

asimpt. vrednost y = Y , 

asimpt. vrednost 11 = A1, 

asimpt. vrednost 12 = A2 , 

Tako u prvom primeru, kad je data jednacina 

dy = mx2 + ncky2 

dx ' 
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(m, n, k pozitivne konstante) asimptotna vrednost integrala y, koji za x=x0 

ima vrednost y0 , beskrajno je velika, jer integrali J 1 i J 2 teze beskraJno veli
kim granicama. 

Naprotiv, u drugome primeru, kad je data jednacina 

dy = e-rx2 

dx 1 -a e-kxz-{3 e-kx'-pyl 

(a, {3, k, p pozitivne konstante i a+ {3 < I) lako se uveravamo da je asimptotna 
vrednost integrala konacna i da joj se moze odrediti brojni razmak u kome ce 
se ona nasigumo nalaziti. 

Jer u tome je slucaju 

X 

JI (x) = ---- dx f 
e-rx2 

1-a e-kx2 
xo 

X 

Jz(X)= J I-(::;;e-kx• dx. 
xo 

A posto je za vrednosti z, po apsolutnoj vrednosti manje od I, 

1 ____ = 1 + ze-kx2 + z2 r2kx2 + z3 e-3kx• + ... , 
1-ze-kxz 

to je 

I-ze-kx2 
e-rx2 + ze-(r+k)x2 + z2e-<r+2k)x2 + 

prema tome je 

gde je 
ex 

Un = f e-<r+nk)x2 dx = Vn 1 . , 
2 Vr+nk 

0 

tako, da se moze napisati 

(194) 
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gde je 

(195) 
n= IX zn 

cp (z)= _L ' 
n=O Vr+nk 

koji obrazac va.Zi za vrednosti z po apsolutnoj vrednosti manJe od 1. 

Medutim, prema obrascu 

"' 0 "' 

f=f+f 
xo xo 0 

obrascima (194) i (19 5) maze se napisati da je 

pa posto su vrednosti a i a+ f3 manje od jedinice, obe su vrednosti A 1 i A2 

konacne i odredene; asimptotna vrednost integra/a y konacna je i na/azi se u 
razmaku izmedu A1 i A2 • 

Od interesa je skrenuti paznju na ulogu koju igra funkcija C/> (z) pri 
odredbi razmaka u kome se nalazi asimptotna vrednost integrala y gornje 
jednaCine. Ta je funkcija definisana redom (195) u kome rang n njegovih 
clanova figurise pod kvadratnim korenom,. a na takve se redove nikad ne 
nailazi pri integraciji algebarskih diferencijalnih jednaCina. 

23. KVALITATIVNI PRVI INTEGRAL! DIFERENCIJALNIH JEDNACINA 

Napred izlozene dve metode odn()se se na diferencijalne jednacine prvoga 
reda; metoda koja ce ovde biti izlozena primenljiva je na jednacine ma koga 
reda. Ona se sastoji u upotrebi jedne narocite vrste prvih integrala diferen
cijalnih jednaCina. 

V opstoj teoriji diferencijalnih jednacina smatra se kao prvi integral 
date jednacine 

(196) F(x, y, y', ... , y(n)) = 0, 

takav jedan izraz 

(197) cp (x, y, y'' ... 'yCml), 

koji se prema samoj jednacini (196) svodi na jednu konstantu kad se u njemu y 

smeni kojim bi/o integralom (196). Egzistencija takvog integra1a izra.zava se 
jednacinom 

(198) C/> =const. 
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Tako npr. jednacina 
yy" + y'2 = 0 

ima kao svoj prvi integral 

yy' = const; 

za jednacinu 

(y + 2 xy') y" + 2 y'2 = 0 

postoji prvi integral 

xy'2 + yy' = const. 

Medutim, pored takve vrste prvih integrala, koji izrazavaju da se jedan 
odreden izraz cfJ ne menja sa promenljivom x kad se u njemu y smeni integralom 
jednacine (196), u velikom broju slucajeva postoji za istu jednaCinu i takav 
jedan izraz c!J, koji se menja samo u odredenom brojnom razmaku, kad se u 
njemu y smeni integralom jednaCine (196); to se izrazava jednaCinom 

(199) 

sa pridodatom joj dvostrukom nejednacinom 

(200) 

(gde il1 i il2 oznacavaju prednji i zadnji kraj razmaka u kome se menja izraz 
<P) ili jednacinom 

(201) 

Ali, dok jednacina (198) vazi za koji bilo integral jednacine (196), 
j ednaCina (199) vazi samo za pojedine vrste integral a iste jednacine (196), npr. 
samo za integrale realne, ili pozitivne, ili monotono rastuce, ili konveksne itd. 

Tako npr. posto je za realne vrednosti y i y' 

1 
_ (y'2 + y2)2.;;;;; y'4 + y4.;;;;; (y'2 + yz)z, 
2 

to se za diferencijalnu jednacinu 

(202) 

dobija da je 

'2+ 2 
YV y = 1 +if(V2-1) (O<if< 1), 

f(x) 

tako da je, za ma koji realni integral jednacine (202) 

(203) 
y'z + yz 
V f(x) = 1 +'!9 · 0,4142. 

10 RaCunanje sa brojnim razmacima 
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Tako isto, posto je za realne i pozitivne vrednosti y i y' 

to ce, za ma koji pozitivan i monotono rastuci integral jednacine 

(204) 

biti 

(205) 
y'+y 

V
_= 1 +-&· 0,4142. 
cp(x) 

Tako se isto nalazi, da ce za ma koji pozitivan konveksan integral 
jednacine 

(206) 

biti 

(207) 

y"z+ yz =1fJ (x) 

y" + y 
,~=1 +-&·0,4142. 
V 1p(x) 

Tako isto, dok jednaCina (198) vazi za sve vrednosti x, kako realne tako 
i imaginarne, jednacina (199) vazi samo za rea/ne vrednosti x, obicno sadrzane 
u jednome odredenom razmaku(a, b). Tako npr. u s1ucaju jednacine (202), jed
nacina (203) Ce vaziti samo za one razmake (a, b) vrednosti X U kome je 
uoceni integral realan; u slucaju jednacine (204), jednacina (205) vazi samo za 
razmak (a, b) u kome je integral pozitivan i monotono raste itd .. 

Skup od sviju tih cinjenica oznacuje se jednaCinom 

(208) 

i nejednaCinama 

a<x<b A1<A<A2 • 

gde cemo, kao i do sad a, oznacavati A. sa -& kad je A1 = 0, A.2 = 1, a sa w kad je 
AI = -I, A2 = + I. 

Pri tome treba imati na umu da su A, -&, w · ipak funkcije promenljive x, 
cije vrednosti neprestano ostaju u. odgovarajucem razmaku (A.1, A2), odnosno 
(0, 1) ili ( -1, + 1 ), ali su razlicne za razne vrednosti x saddane u razmaku 
(a, b). 

Dok prvi integral u obicnom smislu, tj. jednaCina cJ> = const, izrazava 
jednu potpuno odredenu matematicko-kvantitativnu · Cinjenicu, dotle jednacina 
(208) izra:lava jednu nepotpuno odredenu cinjenicu, koja je matematicko-kvali
tativne prirode, jer samo oznacuje razmak u kome se nalazi izraz cJ>, ne pre
cizirajuci njegovu pravu vrednost. Stoga ce se za jednacinu (208), ili za sam 
izraz cJ>, kazati da predstavljaju jedan kvalitativni prvi integral date jednacine (196). 
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Takva vrsta prvih integrala, mada ne izra.Zava nikakvu preciznu mate
maticku cinjenicu, moze ipak korisno posluziti za proucavanje integrala na koje 
se odnosi. Naime, takvi prvi integrali daju mogucnosti da se odredi razmak 
u kome ce biti sadrfune vrednosti uocenog integrala y date jednacine (196), 
broj nula integrala y u datome razmaku (a, b) promenljive x, razmaci koji se 
odnose na maksimume i minimume integrala y u razmaku (a, b) promenljive x 
itd. A sve je to od narocitog interesa u slucajevima kad se diferencijalna jed
nacina ne moze ni tacno, ni priblizno integraliti. Takav nacin odredivanja 
integralnih razmaka videce se iz ovoga sto sleduje. 

24. INTEGRALNI RAZMACI ODREDENI POMOCU KVALITATIVNIH 
PRVIH INTEGRALA 

U velikom broju slucajeva, iskoristivsi obrasce za integralne razmake, 
izlozene u ranijim odeljcima ove knjige, mogucno je integraliti diferencijalnu 
jednaCinu C/J =A koja predstavlja kvalitativni prvi integral date jednacine F = 0, 
a da se pri tome ne mora znati tacna vrednost broja A koja odgovara datoj 
vrednosti x, tj. da se ne mora znati funkcija A (x). Tada se integral y, koji za 
x = x0 ima vrednost y = Yo dobija u obliku 

(209) Y = f(x, Xo, Yo, f-l), 

gde je f-l jedan broj kome se ne zna tacna vrednost, ali se zna razmak u kome 
ce se on nasigurno nalaziti pa ma kakva bila vrednost x u razmaku (a, b). 

Pomocu jednaifine (209) moze se tada odrediti promenljiv razmak (A, B) u 
kome ce se nalaziti integral y kad se promenljiva x bude menjala u svome raz
maku (a, b). Razmak (A, B) moze se tada izracunati i u obliku svoga asimet
ricnog ili simetricnog normalnog predstavnika 

tako, da se integralom y, kao brojnim razmakom, mogu vrsiti sve vrste racuna, 
na napred pokazani nacin za brojne razmake. 

N acin na koji se, iz jednog poznatog kvalitativnog prvog integrala C/J =A 
dolazi do brojnog razmaka za integral y, zavisi u prvome redu od analitickog 
oblika izraza C/J. Za odredene tipove takvih izraza vezane su pojedine osobine 
integrala y, koje se svode na odredbu pojedinih brojnih razmaka. Ovde ce biti 
pokazano kako to biva za nekoliko prostih tipova izraza C/J. 
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I tip oblika 
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y' 
(/)=-=A, (a<x<b, A1 <A<A2). 

y 

Odatle je integracijom 

X X 

logy-logy0 = J ).dx=).' J dx=A' (x-x0) 

xo xo 

(gde je ).' jedan broj koji lezi izmedu A1 i A2) i prema tome se integral date 
jednaCine F = 0, koji za x-x0 ima vrednost y = y0 maze napisati u obliku 

Y=Yo e'-'<x-xol). 

Iz toga se oblika vidi da integral y ne postaje jednak nuli ni za koju vred
nost x sadrianu u razmaku (a, b) i da je za sve vrednosti x u tome razmaku 
i ~am sadrian u razmaku izmedu funkcija 

Yo e'-1 (x-xo) i Yo e'-2(X-Xo)' 

tako da je 

y = C1 e'-tx + {} (C2 e'-2x-C1 e'-tx) (0 < {} < 1), 

gde su C1 C2 konstante 

U slucaju kad se razmak (a, b) rasprostire od 0 do oc, integral asimp
totno teii nuli ili beskrajno raste kao eksponencijalna funkcija eax (gde je a 
jedna vrednost saddana u razmaku izmedu ).1 i ).2) prema znaku A1 i A2 • Slican 
rezultat vazi i za slucaj kad se (a, b) pruza od - oc do 0, ili od - oc do+ oc. 

I primer: neka je data diferencijalna jednacina 

(rp + '1jJ yz)z y'Z-(q;Z + "Pz y4) yz = 0, 

gd~ su rp, '1fJ funkcije promenljive x, pozitivne i konacne u razmaku (a, b). 
Posto je, za ma kakvu realnu vrednost y 

to ce se, za sve vrednosti x u razmaku (a, b) i za sve realne integrale y, imati 
kao kvalitativni prvi integral: 

prema jednoj ili drugoj determinaciji kvadratnog korena 

Vrpz + "Pz y4. 
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Il primer: diferencijalna jednacina 

y' =(a+ be-x'-y2
) y, 

gde su a i b pozitivne konstante, ima za sve realne vrednosti x za sve svoje 
integrale, kao prvi integral 

y' 
=A(-oc<x<oc, a<A.<a+b). 

y 

11 tip oblika 

gde je cp funkcija promenljive x. Integracijom i primenom obicne teoreme sred
njih vrednosti nalazi se da se integral y, koji za x = x 0 ima vrednost y = y0 , 

moze napisati u obliku 
X 

y = e-<x-xo) [Yo +A.' e-xo J e; dx J' 
xo 

gde je A.' jedan broj koji lezi u razmaku (A.1, A.2). Iz toga se vidi da je, za 
vrednosti x saddane u razmaku (a, b), integral y saddan u razmaku izmedu 
funkcija 

X X 

e-x ( C + A.2 J e; dx) , 

xo xo 
gde je C konstanta 

C=yoexo. 

Slican se rezultat dobija i za slucaj kad postoji jedan kvalitativni prvi 
integral oblika 

(y' -y) cp =A.. 

Ill primer: neka je data diferencijalna jednacina 

y'z + yz =f(x), 

gde je funkcija f(x) realna, pozitivna, konacna i neprekidna u uocenom razmaku 
(a, b) promenljive x. 

Uocimo, najpre, pozitivnu determinaciju kvadratnog korena V f (x) i inte
gral y koji za x = x0 ima vrednost y = y0• Pocetna tacka M 0 (x0, y0) moze se 
nalaziti iznad ili ispod ose Ox, ili na njoj samoj; mi cemo uzeti da se ona 
rialazi iznad te ose. Ta se tacka tada mora nalaziti u oblasti ravni xOy, ogranice
noj osom Ox i krivom 

(210) Y =V f(x), 

jer bi inace uocena grana integrala y bila imaginama. 
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Kroz tacku M 0 prolaze dve pozitivne grane integrala, jedna monotono 
rastuca Y 1, koja za koeficijenat pravca dirke u M 0 ima vrednost 

druga monotono opadajuca Y2 , koja za taj koeficijenat ima vrednost 

obe se dirke medu sobom poklapaju kad se tacka M 0 nalazi na krivoj (210). 

Grani Y1 odgovara kvalitativni prvi integral 

y'+y 
--=A (a<x<b, 1 ..::;A...::;j/2), 
JIJ(x) 

sto, prema gore recenom, pokazuje da se ona, za vrednosti X saddane U raz
maku (a, b), neprestano nalazi u razmaku izmedu funkcija 

x· X 

e-x[C+ J ex]! f(x)dx] e-x [ C + V2 J ex V!( X) dx J , 
xo Xo 

gde je C konstanta 

C=y0 eX•. 

Grani Y2 odgovara kvalitativni prvi integral 

-y'+y V f(x) =A (a<x<b 1 ..::;A...::;j/2), 

sto pokazuje da se ona, za vrednosti x saddane u razmaku (a, b), neprestano 
nalazi u razmaku izmedu funkcija 

X 

y=ex[n-]12 J e-x V f(x)dx] 
xo 

X 

y =ex [n-J e-x V f(>:) dx J . 
xo 

Kroz tacku M'0 (x0,-y0), simetricnu tacki M 0 prema osi Ox, prolaze 
takode dve, i to negativne grane integrala y, jedna monotono opadajuca U1, 

druga monotono rastuca U2 ; one su simetricne granama Y1 i Y2 prema osi Ox, 
lako im je na gornji naCin odrediti razmake u kojima ce se one nalaziti. 

Ill tip oblika 

(211) 
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Iz takvog se oblika izraza (1J moze odmah zakljuciti, da svaki konacan i 
neprekidan integral y jednaCine F = 0 menja znak pri svakome svome prolasku 

kroz nulu. Jer, ako se u jednaCini 

(212) y"-A.y= 0 

stavi 

y = (x-a)k. cp, 

gde je a proizvoljan broj, dobija se . 

(213) (x-a)z (cp A.-cp") = k (k-1) cp + 2 k (x-a) cp'. 

Kad je x =a jedan koren k-tog reda jednaCine y = 0, funkcija cp ostaje 
konacna, odredena i od nu1e razlicna za x =a, kao i njeni uzastopni izvodi. 
1 ednacina ( 213) tada pokazuje da njena desna strana za x =a tezi granici 
k (k-1) cp, pa posto ta granica mora biti nula, treba da je ili k = 0 (u kome 
slucaju a nije koren jednacine y = 0) ili k = 1 (u kome je slucaju a prost koren 
iste jednaCine) cime je gornje tvrdenje dokazano. 

Razlikujemo sada ova dva slucaja: 

Prvi slucaj: A1 >0, A2 >0. Neka je x=x0 jedan prost koren jednacine 
y' = 0 sadrian u razmaku (a, b). Posto su tada, prema jednaCini (211), y i y" 

' ' . 
istoga znaka za sve vrednosti x sadriane u razmaku (a, b), to integral y ne 
moze u tome razmaku imati ni pozitivnih maksimuma, ni negativnih minimuma. 
Prema tome, ako se sa y 0 oznaCi vrednost koju ima y za x = x0 onda 

1° ako je Yo > 0, integral ce y za X= Xo dostiCi jedan pozitivan minimum, 
a u razmaku vrednosti x od a do x0 bice pozitivan i opadace monotone; za 
vrednosti x u razmaku . od x0 do b on ce biti pozitivan i monotone ce rasti; 

2° ako je Yo<O, integral ce y za X=Xo dosticijedan negativan maksimum, 
a za vrednost . x u razmaku od a do x0 bice negativan i monotone ce rasti; 
za X U razmaku od Xo do b On Ce biti negativan i monotone Ce opadati. 

U svakom slucaju, promena znaka izvoda y' nastupa samo za x = x0 • 

Mnozeci jednaCinu (211) sa y' dx, integraleCi izmedu granica x i x 0 , gde 
je x jedna proizvoljna vrednost saddana u razmaku (a, x0) i vodeCi racuna o 
tome da je y'=O za X=x0 , dobija se da je 

xo· 

(214) _y~z = J A.yy' dx. 

X 

Posto proizvod yy' ne menja znak u razmaku integracije, obicna teorema 
srednjih vrednosti, primenjena na integral (214), daje 
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odakle se opet integracijom i primenom iste teoreme dobija da je 

eX+e-X 
Y=Yo =y0 chX, 

2 
(215) 

gde je 
X 

(216) X= J Vf dx =A" (X-Xo) (VAr <A"< VAz). 
xo 

Da smo, pak, na mesto integraeije izmedu granica x i x0 , izvrsili integra
eiju izmedu graniea x0 i x, gde je x jedna proizvoljna vrednost sadriana u 
razmaku (x0 , b), dobila bi se jednaCina 

X 

y'2 J l= Ayy' dx, 

xo 

koja dovodi do istih obrazaca (215) i (216). 

Na taj se nacin dolazi do ovoga rezultata: 

Kad data diferencija!na jednaCina F= 0 ima za svoje rea/ne, konacne i 

neprekidne integnale y, a za vrednosti x sadrzane u razmaku (a, b), jedan kvali
tativni prvi integral (211 ), gde su a i b pozitivni brojevi, svaki se od tih 
integra/a, a za takve vrednosti x, moze napisati u obliku 

e'" (x-xo) + e-J." (x-xo) 

Y = Yo = Yo eh [A:" (x-x0)], 
2 

gde je y 0 prost koren jednacine y' = 0 koji se nalazi u razmaku (a, b), a A" 
jedan broj koji se nalazi u razmaku izmedu vrednosti fft i VA2 • 

Stav, kao sto se vidi, vazi za one, medu integralima y jednacine F= 0, 
ciji prvi izvod postaje jednak nuli za jednu vrednost x = x0 sadrianu u razmaku 
(a, b), a takvih integrala ima beskrajno mnogo. Svi takvi integrali !de u raz
maku izmedu vrednosti 

(217) Yo eh (x-x0) fft i Yo eh (x-x0) VA2, 

za sve vrednosti x sadrzane u razmaku (a, b). 

Za sve vrednosti x dovoljno bliske vrednosti x0 , integrali se nalaze u 
oblasti izmedu dveju parabola 

Y = Yo [ 1 +A~ (x-xo)2l Y = Yo [ 1 +A; (x-xo)2l 

koje prolaze kroz tacku (x0 , y0). To se vidi iz oblika reda uredenog po stepe
nima razlike x-x0 , u koji se mogu razviti izrazi (217). 
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I primer: homogena linearna difereneijalna jednacina drugoga reda 

(218) y" -f(x) y = 0 

obuhvacena je gornjim stavom za svaki razmak vrednosti x u kome je funk
eija f(x) pozitivna; vrednosti A1 i A2 su najmanja i najveca vrednost koje ima 
f (x) u tome razmaku. Za integral y te jednaCine vazi sve ono sto je malocas 
nadeno za Ill tip kvalitativnih prvih integrala. 

II primer: difereneijalna jednacina 

y" + q; y' + tp y = 0 

smenom 

y=ze 
-} J cpdx 

pretvara se u jednaCinu 

z"-f(x) z= 0, 

gde je 

(219) 
q;2 q;' 

f(x)=tp----, 
4 2 

iz cega se izvodi ovaj rezultat: 

Svaki realan integral, konacan i neprekidan u jednome razmaku (a, b) 
promenljive x, u kome je funkeija (219) pozitivna, i koji je takav da prvi 
izvod funkeije 

}Jcpdx 
z=ye 

postaje jednak nuli za jednu vrednost x = x0 saddanu u razmaku (a, b), nalazi 
se u razmaku izmedu vrednosti 

Yo --;), Jcpdx 
- e ~ eh [(x-x0) .U1], 

2 

y _ _!_ J cpdx 
___Q_ e 2 eh [(x-x0) ,u2], 
2 

gde su ,u1 i .U2 najmanja i najveca vrednost, koje ima kvadratni koren funkeije, 
(219) u razmaku (a, b). 

Ill primer: neka je data difereneijalna jednacina n-toga reda 

(220) [xzk + yzk + y'zk + ... + y<n)Zk]y" 

-[x2 + yz + y'z + ... + y<n)z]k y = 0, 
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gde je k ceo broj veci od jedinice; prema ranijem stavu da je za pozitivne 
vrednosti ak 

vidi se da jednacina (220) ima, za sve svoje integrale y, realne, konacne i 
neprekidne u razmaku (a, b) promenljive x, jedan kvalitativni prvi integral 
oblika (211), gde je 

Uoeeni integrali, za x u razmaku (a, b), nalaze se, dakle, u razmaku 
izmedu funkcija 

k-1 k-1 

Yo [ (X-Xo) (n + 2)2 -(X-Xo) (n + 2) z] 
2 e +e . 

Drugi slucaj: 1.1<0, ..12 <0. Diferencijalna jednacina 

(221) y" +hy= 0, 

gde je h pozitivna konstanta, ima za opsti integral izraz 

(222) y= cl cos (Cz +x V"h), 

gde su C1 i C2 integracione. konstante. Integral je, dakle, oscilatoran i sastavljen 
iz polutalasa naizmence pozitivnih i negativnih. 

U teoriji linearnih diferencijalnih jednacina drugoga reda dokazuje se da 
to is to vazi i za opsti integral jednacine (221) kad god je h kakva funkcija 
promenljive x, pozitivna za vrednosti x saddane u jednom dovoljno prostranom 
razmaku (a, b). (Sturmova teorema za homogene linearne jednacine drugoga 
reda). 

u ocimo dakle, jednacinu 

(223) y" +l.y=O, 

gde vrednost J., posto se krece u pozitivnom razmaku 

ostaje pozitivna za vrednosti x sadrzane u razmaku (a, b). 

Posmatrajmo najpre jedan pozitivan polutalas integrala y. Prema samoj 
jednacini (223), drugi izvod y" je negativan duz celoga toga polutalasa, sto 
znaCi da ovaj na njemu moze imati samo jedan maksimum. Neka je x=x0 
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vrednost za koju je taj maksimum dostignut, a neka su x == x1 i x = x2 vrednosti 
x koje odgovaraju dvama krajevima polutalasa. 

Dok se x menja od x1 do x0 , integral y je neprestano pozitivan i raste; 
dok se x menja od x0 do x2 , on je neprestano negativan i opada. U svakome 
od dva razmaka (x1 , x0) i (x0 , x2) proizvod yy' ima, dakle, nepromenljiv znak. 

Uocimo najpre deo polutalasa y u razmaku (xu x0). Mnozeci jednacinu 
(223) sa y' dx, integraleCi izmedu granica x i x0 , gde je x jedna proizvoljna 
vrednost saddana u tome razmaku i vodeci racuna o tome da je y' = 0 za 
x = x0 , dobija se jednacina (214), pa posto proizvod yy' ne menja znak u raz
maku (x, x1), obicna teorema srednjih vrednosti daje tada 

(224) 

gde je y 0 vrednost y za x = x0 ; ova vrednost predstavlja, dakle, amplitudu 
~olutalasa. Iz toga se nalazi 

(225) 

gde je 
/1-r = -Ar, fl-2 = -A2. 

Za deo polutalasa y u razmaku (xu, x) dobili bismo na isti naCin istu 
jednacinu (224), iz cega se zakljucuje da se ceo polutalas moze izraziti jedna
Cinom (225) sa nejednacinama 

(226) 

Posmatrajmo sad jedan negativan polutalas Ciji krajevi neka su x = x1 i 
x = x2 • Prema jednacini (223), drugi izvod y" tada je pozitivan duz celoga 
toga polutalasa, sto znaCi da ovaj na njemu moze imati samo jedan minimum, 
dostignut npr. za x=x0 • Dok se x menja od x1 do x0 , integral y je neprestano 
negativan i opada; dok se x menja od x0 oo x2 , on je neprestano pozitivan i 
raste. U svakome od ta dva razmaka proizvod' yy' ima, dakle, nepromenljiv 
znak. I tada se nalazi, kao malocas za pozitivan polutalas, da se ceo polu
talas moze izraziti jednacinom (225) sa nejednaCinama (226). 

Iz toga se izvodi ovaj opsti zakljucak: 

Kad data diferencijalna jednacina (196) ima za svoje rea/ne, konacne i 
neprekidne integr,ale y, za vrednosti x sadriane u razmaku (a, b); jedan kvalita
tivni prvi integral oblika (211), gde su A1 i A2 negativni brojevi, integral y 
sastavljen je iz pozitivnih i negativnih polutalasa; svaki od ovih moie se izra
ziti u obliku 

(227) 

gde su: x = X 1 i x = X 2 krajevi polutalasa, y 0 njegova amplituda, a fl- 1 i fl-2 

apsolutne vrednosti brojeva A1 i Ai. 
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Posto duz posmatranog polutalasa, tj. za vrednosti x sadriane u razmaku 

(x1 , x2), izraz 

COS [(x-x0),U) 

ne menja znak, to je za sve te vrednosti 

pa, dakle, 

a posto se ,u nalazi u razmaku izmedu V ,u1 i V ,u2 , to se x1 nalazi u razmaku 
izmedu vrednosti 

j(, 

x--
o 2~ 

a x2 u razmaku izmedu vrednosti 

j(, 

Xo+ v-
2 .Uz 

j(, 

xo+ ,r· 
2 V .U1 

To pokazuje da se razlika x2 - x 1 , tj. duzina polutalasa, uvek nalazi u 
razmaku izmedu 

j(, j(, 

V .uz V .u1' 

IZ cega se npr. Jako izvodi zakJjucak 0 broju poJutaJasa U jednome dato
me razmaku (a, b) vrednosti x. Duzina 1 polutalasa moze se napisati 
u obliku 

(0 <:& <. 1 ); 

ako se sa p oznaci ceo broj koji pokazuje koliko je puta vrednost 
j(, 

sadr-
~ 

j(, 

sadr-
V .Uz 

zana u vrednosti b-a, a sa q ceo broj koji pokazuje koliko je puta 

zana u istoj vrednosti b-a, broj celih polutalasa, sadrzanih u razmaku (a, b), 
uvek se nalazi u razmaku (p, q), tj. on je 

p+{}'(q-p) (0.;;{}'.;;1). 
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25. DIFERENCIJALNE JEDNACINE PRVOG I DRUGOG REDA 
SA OSCILATORNIM INTEGRALIMA 

Najva.Zniji tip diferencijalnih jednacina sa oscilatornim integralima, tj. 
CIJI je integral sastavljen iz naizmenicnih polutalasa, je homogena lineama 
jednacina drugoga reda. Kad je takva jednacina svedena na tip 

(228) y" + f(x)y = 0, 

kad god je funkcija f (x) u jednom datom, dovoljno prostranom, razmaku (a, b) 
promenljive X, konacna, neprekidna i pozitivna, iz ovoga sto prethodi vidi se 
da su njeni integrali uopste oscilatorne funkcije te promenljive u razmaku (a, b). 
Cestina oscilacija, tj. broj polutalasa u tome razmaku odreduje se na napred 
navedeni naCin. Kad funkcija f(x) saddi kakav promenljiv parametar, ovaj ce 

ocevidno uticati i na cestinu oscilacija. Taj se uticaj maze ispitivati proucavajuci 
naCin promena brojeva A1 i A.2 (iz ranijeg odeljka) kad se bude menjao taj 
parametar. Interes i vaznost takvih ispitivanja dolazi otuda, sto se na lineame 

diferencijalne jednacine drugoga reda nailazi u velikome broju problema 
mehanike i matematicke fizike, u teorijama oscilatomih pojava, kao sto su: 
kretanje klatna, svetlosne i elektricne cscilacije, pojave elasticnosti itd. 

Primetimo da integral maze biti oscilatoran i onda kad funkcija f (x) 
naizmence prelazi od jednoga znaka na drugi, postajuci naizmence pozitivna 
i negativna. Jer tada izraz 

yy" = -f(x)yz, 

koji uvek ima znak funkcije -f (x), i sam postaje naizmence pozitivan i nega
tivan, sto znaci da integralna kriva naizmence prelazi od konveksnosti na 
konkavnost (prema osi Ox), a sto maze biti i jednim nizom oscilacija. Samo 
sto, pri takvim oscilacijama, prelaz iz jednog polutalasa u drugi (tj. mesta 
promene konveksnosti i konkavnosti) biva za stalne vrednosti x, koje ne 
zavise od integracicnih konstanata i koje se nalaze medu korenima jednacine 

f (x) = 0, pa se, dakle, ne menjaju od jednog partikulamog integral a do drugog. 
Naprotiv, u slucajevima kad f(x) zadriava stalno pozitivan znak, ti prelazi 
bivaju za vrednosti x koje zavise od tih konstanata i menjaju se od jednog 
integrala do drugog. 

Medutim, jednaCine oblika (228) zadovoljavaju i integrali pojedinih dife
rencijalnih jednaCina prvoga reda 

(229) y' =F(x, y) 

tako, da kad god funkcija f (x), sto im odgovara posle izvrsenog diferen
cijaljenja jednaCine (229), zadovoljava nz.pred izlozene pogodbe za oscilatomi 
karakter integrala jednacine (228), i integrali jednaCine (229) ce biti oscilatorni. 
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Koje su to jednaCine (229) Ciji opsti integral zadovoljava jednu jednaCinu 
oblika (228)? 

Iz (229) dobija se diferencijaljenjem 

y"=oF +y'oF =oF +FoF_ 
ox oy ox oy 

Integral y zadovoljavace, dakle, jednu jednaCinu (228) kad god se izraz 
y" 

tj. izraz 
y 

(230) _!_ (roF_+F oF) 
y ox oy 

svodi na jednu funkciju samo promenljive x; ta ce funkcija tada biti f(x) iz jed
naCine (228), posto joj se promeni znak. 

I primer: za jednacinu prvoga reda 

(231) 

izraz (230) ima oblik 

da bi on bio nezavisan od y potrebno je i dovoljno da bude fP = const, cemu 
odgovara 

f(x) = const. 

Jednacina (231 ), ciji opsti integral zadovoljava jednu jednaCinu oblika 
(228), jeste, dakle, 

(232) y'z + yz =az 

(gde je a konstanta koja se uvek moze svesti na jedinicu), a njoj odgovara 
jednacina (228) oblika 

(233) y" + y = 0. 

Opsti integral jednacine (233) 

je oscilatoran, pa ce to biti slucaj i sa opstim integra1om jednacine (232), 
koji je (za a= I) 

y=C sin x+ Vt-cz cos x. 
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II primer: za linearnu jednacinu prvoga reda 

y' =uy+v 

(gde su u 1 v date funkcije promenljive x) izraz (230) je oblika 

(u' + uZ) + __!__ (v' + uv); 
y 

da bi on bio nezavisan od y, potrebno je i dovoljno da bude 

(234) 

i da odgovarajuca funkcija 

v' 
U=--

V 

f (x) = -(u' + uZ) 

bude pozitivna. Posto se tada nalazi da je 

2 v'z-vv" 
u' + u2 = , 

y2 

to pored uslova (234), treba jos da je u posmatranom razmaku (a, b) izraz 

vv" -2 v'z 

pozitivan, ili da funkcija 

v" 
--2 

V 

naizmence prelazi od jednog znaka na drugi. 

Ali jednacina (228) nije jedina diferencijalna jednaCina drugoga reda koja 
ima oscilatorne integrale. Tako postoji beskrajno mnogo, kako algebarskih, 
tako i transcendentnih funkcija F (x, y) koje, kad se promenljiva x bude menjala 
u jednome datome razmaku (a, b), ostaju neprestano pozitivne i veee od jednoga 
stalnog pozitivnog broja N, pa ma kakvom realnom vrednoscu (konacnom ili 
beskrajnom) smenili u F promenljivu y. 

Takva bi npr. jedna funkcija, medu algebarskim funkcijama, bio polinom 
P (x, y) po promenljivoj y, koji sadrzi samo parne stepene te promenljive, sa 
koeficijentima koji su, kao i P (x, 0) ili sta1ne pozitivne kolicine, ili ma kakve 
funkcije promenljive x pozitivne u razmaku (a, b). Takva bi, takode medu 
transcendentnim funkcijama, bila funkci a 

(235) F (x, y) =f(x) + q; (x) e-P (x,y), 

gde je P ma kakav polinom, a f i q; ma kakve funkcije promenljive x, ko
nacne, neprekidne i pozitivne u razmaku (a, b). 
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U isto vreme, postoji beskrajno mnogo, kako algebarskih, tako i trans
cendentnih funkcija </J (x, y) takvih da, dok se x menja u jednom datom raz
maku (a, b), vrednost je funkcije neprestano pozitivna i nalazi se izmedu dva 
stalna broja N i M (N <M) pa ma kakvom realnom vrednoscu (konacnom 
ili beskrajnom ) smenili u njoj y. 

Takva bi npr. bila funkcija 

,., ( ) = u+ vy2 

-v x,y , 
w+syz 

gde su u, v, w, s ili stalne pozitivne kolicine, ili konacne, neprekidne i pozitivne 
funkcije promenljive x u razmaku (a, b). Takva bi hila i funkcija 

(236) 

uz +vz y4 
</J (x, y) =--

(u + vyz)z 

Sa tako definisanim funkcijama F i </J ima se, dakle, rezultat: 

Diferencijalna jednaCina 

y" + yF (x, y) = 0 

ima kao kvalitativni prvi integral 

(237) 
y" 
-=A (a<x<b, N<A.< + oc), 
y 

a diferencijalna jednaCina 

(238) 

ima kao takav integral 

(239) 

y" + y<P (x, y) = 0 

y" 
-=f-l (a<x<b, N<t-t<M). 
y 

Iz ovoga se neposredno izvode zakljucci vezani za takve prve integrale, 
a koji su napred navedeni, tj.: 

1 o svaki integral y, kad god su on i njegov prvi i drugi izvod konacne 
i neprekidne funkcije promenljive x u razmaku (a, b) dovoljno prostranom da 
bi se u njemu mogao ispoljiti oscilatorni karakter, bice oscilatoran: imace u 
tome razmaku samo prostih nula, menjajuci znak svaki put pri polasku kroz 
svaku od ovih; 

2o integral y jednacine (236) ima u razmaku (a, b) najmanje onoliko 

polutalasa, koliko je puta vrednost v: sadr2ana u vrednosti b-a; 
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3° integral y jednacine (238) ima u razmaku (a, b) najmanje onoliko 

polutalasa, koliko se puta vrednost ;'r, sadrZ.i u vrednosti b-a, a najvise ono
}N 

liko koliko je puta vrednost V: sadrZ.ana u b-a. 

Tako npr. jednaCini 

(a, {3 pozitivne konstante), a koja se integrali pomocu eliptickih funkcija, od
govara funkcija 

F(x, y) =a+ {3 yz, 

cija je vrednost uvek veca od a: njen ce integral, dakle, imati u razmaku (a, b) 

najmanje onoliko polutalasa koliko se puta broj ~ sadrzi u razlici b-a. 

JednaCini 

(240) 

[u i v su ili stalne pozitivne koliCine, ili funkcije promenljive x, koje su ko
nacne, neprekidne i pozitivne u razmaku (a, b)] odgovara funkcija 

Vuz + v2 y4 
cp (x, y) = --·--' 

u+vy2 

Cija vrednost, za sve vrednosti x u razmaku (a, b) za sve realne vrednosti y, 

lezi u razmaku izmedu J
2 

i 1. Prema tome je 

1 
N = V2 = 0, 7071 ... ' M=l 

i integral y jednacine (240) ima u razmaku (a, b) najmanje onoliko polutalasa, 
4 

koliko se puta broj nV2 sadrzi u razlici b-a, a najvise onoliko polutalasa koli
ko se puta broj n sadrti u toj razlici. 

Uslov da bi opsti integral jedne diferencijalne jednacine prvoga reda 

y' =f(x, y) 

zadovoljavao jednu jednaCinu oblika (236) ill (238), sastoji se u ovome: treba 
da se izraz 

J_ (of +f of) 
y ox oy 

svodi na jednu funkciju F (x, y) ili cJ> (x, y). 

11 Racunanje sa brojnim razmacima 
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26. RAZMACI 'ZrA INTEGRALE SISTEMA SIMULTANIH JEDNACINA 

(241) 

Si stem · simultanih jednaCina 

dyl 
dx =!1 (x, Y1' · ·, Yn), 

dy2 
-=fz (x, Y1, · · ·, Yn), 
dx . 

dyn J, c· -- = n X, Y1 ' · · · • Yn), 
dx 

moze takode imati, za svoje realne, konacne i neprekidne integrate y1, y2 , ••• , Yn 
kvalitativnih prvih integrala 

(242) 

gde je a> jedna odredena ·funkcija jedne ili vise nepoznatih y 11 y 2 , ••• , Ym pro
menljive x i izvoda nepoznatih funkcija Yk po x; a> moze, uostalom, zavisiti 
i od poceti:tih vrednosti funkcija Yk· 

. . . 

Tako, kad god se, medu jednacinama (241), nalazi jedna ili vise jedna-
Cina oblika 

(243) 

gde je fk kakVa funkcija ·promenljive x i nepoznatih Yk> po vrednosti neprestano 
veca od jednog stalnog pozitivnog broja N za sve realne (konacne ili bes
krajne) vrednosti promenljivih sto u njoj figurisu, svakoj takvoj jednaCini (241) 
odgovarace po jedan kvalitativni prvi integral oblika 

Iz takyog se prv~g integrala mogu izvesti napred navedeni. zakljucci za 
integral Jk, vezani za egzistenciju prvih integrala takvih oblika. Tako, integral 
Yk sistema (241), koji za x=x0 ima vrednost Y=Yk• 0 bice, za svaku rea/nu 
vrednost x, po apsolutnoj vrednosti veei od 

Yk· 0 eN(x-Xo); 

on nece imati realnih nu/a itd, 

Diferencijaljenjem jedne, ma koje, od jednaCina (241) dobija se jedna
cina oblika 



Razmaci za integrale sistema simultanih jednacina 163 

koja, prema samim jednacinama (241) postaje 

prema cemu je 

(k = 1, 2, ... n). 

I tada, kad god jedan i1i vise izraza 

za vrednosti x u razmaku (a, b) ostaje po vrednosti neprestano manji od jed
nog negativnog stalnog broja - N, a veci od jednoga negativnog stalnog broja 
-M, pa ma kakve realne vrednosti imali y1, y2, ... ,yk, k-toj jednaCini (241) 
odgovarace po jedan kvalitativan prvi integral oblika 

__!_ d
2

Yk =A (a<x<b, -M<it<-N). 
Yk dxz 

A iz egzistencije takvog prvog integrala, zakljucuje se na napred poka
zani naCin: 

1 o da je integral Jk, koji za x = x0 ima vrednost y = Yk· 0 sastavljen iz po
zitivnih i negativnih polutalasa od kojih se svaki moze izraziti u obliku 

gde su x1 x2 krajevi polutalasa; 

2° da se duzina l polutalasa maze izraziti u obliku 

3° ako se sa p i q oznace celi brojevi, koji pokazuju koliko je puta 

vrednost V~ i V: sadrzana u razlici b-a, broj h polutalasa u razmaku (a, b) bice 

(244) 

h=p+f)' (q-p). 

Primer: neka je dat sistem 

dyl 
dx =aYzY3, 
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(a, {J, y konstante), na koji se nailazi u problemu kretanja cvrstog tela ciji 
se integrali izrazavaju pomocu eliptickih funkcija. 

Diferencijaljenjem prve jednacine dobija se 

d
2 

Y1 ( dy3 dyz) --= a Yz --+ Y3 --
dxz dx dx 

sto, prema drugoj trecoj jednacini, daje 

(245) 
1 d2 Yi 2 2 
---=a (YY2+ {Jy3), 
Yi dxz 

a slicne se jednacine dobijaju i za izraze 

1 d 2 Yz . 1 dz Y3 
---1---. 

Yz dxz Y3 dxz 

K.ad su fJ i y istoga znaka, izraz (245) moze biti jednak nuli samo za 
takvu jednu realnu vrednost x = x', za koju bi bilo u isti mah y 2 = 0 i y 3 = 0. 
Ali, te dve funkcije ne mogu biti jednake nuli za jednu istu vrednost x = x'. 
Jer, uzastopnim diferencijaljenjem jednacina (244) dobio bi se za ma koji 
izvod integrala y1 jedan izraz koji i sam postaje jednak nuli kad je y 2 = 0 i 
y3 = 0, tj. za x=x'. A posto vrednost n-tog izvoda funkcije y 1 za x=x', 

podeljen sa n!, predstavlja koeficijenat od (x-x')n u razvitku integrala y1 u 
Taylorov red (koji, prema osnovnoj teoremi o egzistenciji integrala simultanih 
jednaCina, mora biti konvergentan u blizini vrednosti x = x'), to bi svi ti 
koeficijenti, izuzevsi prvi, bili jednaki nuli, tj. integral y1 bi se identicki sveo 
na konstantu. Prema tome bi se, na osnovu prve jednacine (244) jedan od 
dva integrala y2 i y 3 sveo identicki na nulu, a prema (245) i drugi. Kad 
god su, dakle y1 i y2 prave funkcije promenljive x, one ne mogu biti jednake 
nuli za jednu istu vrednost x = x'. 

Iz toga se zakljucuje' da kad su fJ i y istoga znaka, apsolutna vrednost 
izraza (245) za sve realne vrednosti x ostaje neprestano veca od jednoga 
stalnog pozitivnog broja M, sto znaci da sistem (244) ima jedan kvalitativan 
prvi integral oblika 

__!_ dz Y1 =A 
Yi dxZ , 

(-oo<x<+oc, M<A.<+oc) ili (-oc<x<+oc, -oc<A.<-M), 

(prema tome da li je zajednicki znak konstanata af.J i ay pozitivan ili nega
tivan) tako da se mogu primeniti napred navedena posmatranja. 
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27. RAZMACI ZA INTEGRALE PARCIJALNIH DIFERENCIJALNIH 
JEDNACINA 

165 

Kao i obicne diferencijalne jednacine sistem simultanih jednacina, tako 
parcijalne jednacine 

o V o V oz V 
F (x1, X2 , ••• , Xn; V, - , ... , - ; -- , ... ) = 0 

OX! OXn oxlz 
(246) 

mogu imati kvalitativnih prvih integrala oblika 

(247) 

za odredene oblasti nezavisno promenljivih kolicina x1 , ••• Xn, i za svoje 
realne integrale V koji, pri tome, zadovoljavaju jos i kakve date uslove. 

Takve je prve integrale mogucno formirati npr. koristeci se ranije 
izvedenim algebarskim ili integralnim nejednacinama, koje bi, primenjene na 
izraz F, dale mogucnosti da se iz njegovog oblika zakljuci o egzistenciji 
jednoga izraza <1> koji bi 

I o zavisno od promenljivih x1 , ••• , Xn, nepoznate funkcije V i njenih 
parcijalnih izvoda po tim promenljivim; 

2° ostao, za posmatranu klasu integrala V, neprestano u jednome odre
denom razmaku (A.1 , A2), a za sve vrednosti x1 , ••• , Xn sto se nalaze u jednoj 
opet odredenoj oblasti Ll. 

Tako dobivena jednaCina (247) predstavlja jednu novu parcijalnu jedna
cinu; ako se ova moze integraliti za proizvoljnu vrednost A, trazeni integral V 
nalazice se izmedu dveju funkcija V1 i V2 koje se dobijaju kad se u integralu 
jednaCine (24 7) smeni A jedan put sa najmanjom, a drugi put sa najveeom vrednoscu 
koju dobija ova} integral dok se A menja od A1 do A2 • 

Tako ce se dobiti integral V u obliku jednoga razmaka. 
To ce ovde biti objasnjeno na jednome vaznom tipu parcijalnih jednacina 

prvoga reda, na koje se nailazi i u opstijim problemima geometrije, mehanike 
i matematicke fizike. To je jednaCina 

(248) - + .. · +- =f(xl,xl, . .. ,Xn) (
o v)z (o V)z 
ox! OXn 

gde je f data funkcija nezavisno promenljivih kolicina x1 , ••• , Xn. 

Neka je Ll jedna posmatrana o blast promenljivih x1 , ..• , Xn, pa uoc1mo 
one integrale V jednaCine (248), koji su u toj oblasti realni i takvi da im 
svaki od parcijalnih izvoda 

ov ov ov 
ox! ' OXz ' ... ' OXn 



166 Brojni razmaci za integrale diferencijalnih jednacina 

u toj oblasti zaddava nepromenljiv znak. Oznacimo sa sk jedinicu uzetu sa 

nepromenljivim znakom izvoda 
0 

V, pa se jednacina (248) moze napis2.ti u 
oxk 

obliku 

(249) 

gde je 
(250) 

Posto se, kao sto je napred pokazano, vred.nost na levoj strani jednacine 
(249) u kojoj su svi clanovi 

ocevidno pozitivni, nalazi u razmaku izmedu 

p . vn 1 P, 

gde je 
ov ov 

P=s1 -+ · · · +sn-, 
ox! OXn 

to se jednacina (250) moze napisati u obliku 

ov ov 
s1 - + · · · + sn- = Arp (x1 , .•• , xn) (1 <A< Vn) 

ox! OXn 
(251) 

(gde za rp treba uzeti pozitivnu detenninaciju kvadratnog korena na levoj 
strani jednaCine 250). 

JednaCina (251) predstavlja jedan kvalitativni prvi integral date jedna
cine (248). 

Jednacina (251) se moze integraliti za proizvoljnu vrednost A, i to po 
obicnom uputstvu za integraciju linearnih parcijalnih jednacina prvoga reda. 
Po tome uputstvu treba obrazovati sistem 

iz koga se dobija 

(252) 

dx1 dx2 dxn d V 
s1 -=s2 -= · · · =S ---

1 I n 1 }.rp ' 

SI x2 =-x1 +C1 , 

Sz 

SI 
X 3=-X1 +C2, 

s3 
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kao i jednacina 

(253) 

Ako se, prema opstem uputstvu za tu integraciju, na desnoj strani jedna
Cine (253) smene x2 , x3 , ••. Xn njihovim vrednostima (252), ta jednacina postaje 

(254) 

gde je 1f! odredena funkcija promenljive x1 , koja saddi n-1 proizvoljnih 
konstanata cl' ... ' en-!; ta ce funkcija biti odredena neposredno pomenutom 
smenom. 

Iz (254) se dobija integracijom 

(255) 

gde je en jedna nova integraciona konstanta. 

Prema datoj jednacini (248), funkcija f kao zbir kva.drata realnih koli
cina uvek je pozitivna; prema tome je funkcija rp, pa dakle i funkcija 1{!, 

uvek realna i od nule razlicna u oblasti Ll. Funkcija 1f! zadrzava, dakle 
nepromenljiv znak u toj oblasti i onda, primenom obicne teoreme za srednje 
vrednosti integrala, nalazi se da je 

tako, da jednacina (255) postaje 

(256) 

Medutim, iz (252) i (256) je 

gde je 

Prema uputstvu za integraciju linearnih parcijalnih jednaCina ako se 
oznaci da je 

(257) 
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svaki integral V posmatrane vrste mora zadovoljavati po jednu jednaCinu 
oblika 

(258) 

gde je H funkcija samo promenljivih u1 , ••• , un; obrnuto, svakoj proizvoljno 
uzetoj funkciji H odgovara jedan integral V. 

Resenjem jednaCine (258) po un, a s obzirom na poslednju od jednaCina 
(257), dobija se integral V u obliku 

(259) 

gde je C/J proizvoljna funkcija promenljivih u1 , ••• , un-J. 

Svakome partikularnom integralu V posmatrane vrste odgovara u izrazu 
(259) po jedna specijalna funkcija C/J, i svakoj proizvoljno uzetoj funkciji C/J 

odgovara po jedan partikularni integral V. Taj ce integral, a za vredno~ti 

x1 , ••• , Xn sadr.Zane u oblasti Ll, lezati u razmaku izmedu 

sl F + cp i sl Vn F + C/J. 

Funkcija F, kao sta se vidi iz gore navedenog, dobija se iz date funkcije 
f pomocu jedne proste kvadrature. Na taj nacin, svi integrali V posmatrane 
vrste dobijaju se u obliku razmaka, pomocu jedne proste kvadrature. Proizvoljna 
funkcija C/J odreduje se, kao i uvek kod parcijalnih jednaCina, pomocu pocetnih 
uslova koje ima da zadovolji integral V sto se ima u vidu. 

Primer: neka je data jednacina 

(0 v)z + (0 V)2 = (Xz-X1)4, 
oxl OXz 

pa potrazimo njene realne integrate Ciji je izvod 
0 

V neprestano negativan, a 
ox1 

ov 
izvod neprestano pozitivan u dc.toj oblasli Ll ravni (x1 , x2). Tada je 

ox2 

cp (x1 , x2) = (x2 -x1)2, 

tako da se 1ma formirati sistem 

Odatle je 

dV 

Xz= -Xr + Cr, 

Ut=Xz+Xl. 
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prema tome 

Svaki od trazenih integrala V bice, dakle, oblika 

(X -X )3 
V=IJ. 2 1 +(/J(x +x) r 

6 
1 2, 

gde je ([J funkcija jedne promenljive. Broj tt zavisi ad x1 i x2 , ali za sve 
vrednosti tih promenljivih, sto se nalaze u oblasti Ll, ost2je neprestano u 
razmaku izmedu 1 i V2. On dostize svoju granicnu vrednost tt = 1 za one 

dV iJV . 
parove vrednosti x1 , x2 , za koje jedan ili drugi od izvoda - posh:Je 

dX1 dX2 

jednak nuli; on takode dostize svoju granicnu vrednost V2 za one parove 
vrednosti x1 , x2 za koje je 

d V= _ d V tj. d V+ d V= O. 
dx1 dx2 dx1 dx2 

Svakoj funkciji ([J (koja se moze proizvoljno birati) odgovara po jedan 
razmak gornje vrste u kome se nalazi jedan p, rtikularni integral V. Uzevsi 
npr. ([J = const dobijaju se integrali oblika 

(x -x )3 
V= u 

2 1 + const ,. 6 ' 

koji se svi mogu izraziti u obliku 

(x -x )3 

V=(1 +0,4142-&) 2 1 +const (0,;;;-&,;;; 1). 
6 

Integral V te vrste koji npr. postaje jednak nuli za x1 = x2 lezace u 
oblasti izmedu funkcija 

tj. izmedu funkcija 
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