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Quelques - contributions élémentaires récentes
au probleme des trois corps

par

Michel Petroviteh,
professeur 3 Université de Beograd

1. Au cours de cette année les professeurs de 1'Université de
Beograd ont apporté quelques coniributions au probleme des trois
corps, guidés par lidée qu'au moins dans des cas particuliers
celui-ci doit comporter des solutions r'exigeant que des considé-
rations élémentaires, purement géométriques ou algébriques.

On sait intégrer rigoureusement les équations différentielles
du probleme des trois corps dans le cas ol leurs distances mutuelles
conservent des rapports constants. Ce cas comprend les deux cas
suivants: les trois masses forment un triangle équilatéral, ou bien
elles restent constamment en ligne droite. Ce sont, comme 'on sait,
les seuls cas connus ol le probleme des trois corps soit résoluble.

La premigre solution du probleme ainsi simplifié, par des

méthodes de la Géométrie élémentaire, est celle de Tcherny (1900),
mais cet auteur. traite le probleme comme celui du mouvement
relatif de deux masses autour de la troisieme. M. M. Milankovitch,
de I'Université de Beograd, dans sa ,Mécanique Céléste” (1935)
en a donné la solution par la méthode vectorielle.
- M.M..A. Bilimovitch et B. Petronievitch, de I'Université de
Beograd, ont traité le probleme du mouvement des trois. masses
autour de leur centre commun des masses, et cela par des procé-
dés intuitifs purement géométriques, n'exigeant aucune espece
d’équations différentielles.")

Par des considérations de similitude les plus élémentaires,
ou démontre d'abord les deux faits cinématiques suivants, relatifs
an mouvement d'une des trois masses attirées par deux autres.

1y A. Bilimovitch et B. Petronievitch: Contribution a la solution du
‘probléme des trois corps. (Glasnik Jugoslovenskog profesorskog drustva, kn.
XV. sy. 10, juin 1935).
1



Si les segments a et b, par leurs longueurs et leurs directions,
représentent les accélérations de la masse m, et si h, et h, sont les
longueurs des droites issues d'un point arbitraire P (fig. 1) de la
direction de Yaccéléra-
tion résultante, perpen-
diculaires aux directions
des accélérations a et b,
on aura

dlll = bh2-

Inversement, 4, et &,
étant les longueurs des
droites issues d'un point arbitraire P, compris dans I'angle formé
par les deux accélérations a et b, perpendiculaires a4 a et b, si les
deux produits ah, et bh, sont égaux, le point P se trouve sur la
droite marquant la direction de I'accélération résultante.

Ceci conduit directement a la proposition suivante, relative au

Fig. 1

Fig. 2

mouvement des trois masses m,, m,, m, qui s'attirent mutuellement
selon la loi de la gravitation newtonienne : 4

I. Les directions des accélérations résultantes des trois masses,
situées aux trois sommets d'un triangle, se coupent en un point
situé a lintérienr du triangle des masses.

Il. Toutes les fois que, les masses étant situées aux sommets
d'un triangle, les directions des accélérations résultantes se coupent
au centre de ces masses, le triangle est équilatéral.

lll. Toutes les fois que les trois masses se trouvent aux som-
mets d'untriangle équilatéral, les directions résultantes passent par
le centre des masses.
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M. B. Petronievitch®) a étendu ces propositions au cas oil
les irois masses sattirent suivant une loi quelconque de la forme

F =k,

ofi F désigne la force d'attraction, r la distance et n un entier
positif ou négatif autre que l'unité. Dans le cas de n=1 le point
d'intersection des directions des accélérations résultantes coincide
nécessairement avec le centre des masses.

M. W. Jardetzky,?) de I'Université de Beograd, a montré que
fa proposition | subsiste dans le cas général de forces attractives
ou répulsives quelconques, en concordance avec le principe de
1'égalité de l'action et de la réaction. Dans le cas oii toutes les
forces sont attractives ou toutes répulsives, le point d'intersection
des accélérations résultantes se : '
trouve. 2 lintérieur du triangle;
lorsqu'il y en a en méme temps
des attractives et des répulsives, ce
point est intérieur au triangle.

Soient:
1° 5=, =5,=s5, les longueurs
des coOtés du triangle équilatéral Fig, 3

des masses niy, My, My;

2° r=r,=r,=r, les distances des masses au centre commun
C des masses;

3% vy, Yo Y les accélérations résultantes des trois masses
dans les directions respectives ry, ry ry;

4° [ le facteur de proportionnalité des accélérations aux masses;

5 2, A, 1, les trois fonctions homogenes des masses

Ry = 1+ it + 183
(1) Ny = M+ it 1t 10
N = 1§ + iy + 15 ;
6° p. la masse totale du systeme

}l=lﬂ1+m2+m3.

1) B. Petronievitch: Quelques théorémes relatifs au probléme des trois -
corps (Glasnik jugosl. prof. drustva, kn. XVL sv. 3. 1985).
%y W. Jardetzky: A propos d’un théoréme du probléme des trois corps
(Glasnik jugosl. prof. drustva, kn. XVL sv. 1. 1935).
v ”



M. M. A. Bilimovitch et B. Petronievitch*) ont déduit, toujours
par des considérations élémentaires purement géométriques, les six
formules

2 e L L
(2 Si—\/x;r:l Sz“VX‘Z‘rz Sa‘\/grs
3 3 2
z 1 2 1 E} 1
kA 2 |28 2 kA 2
(3) \r‘1=T1—21-r1 Y2=-}:2—-r2 Y3=F'r3’

valables dans le cas ol les trois masses, réparties aux sommets
du triangle équilatéral, s'attirent mutuellement selon la loi new-
tonienne,.

Des formules pour les accélérations v,, Yy, Y. on déduit fa-
cilement que les trois masses se déplacent autour du centre
commun des masses suivant les sections coniques. Si les coniques

sont des ellipses, celles-ci

> . 3s sont semblables sans &tre

. c - ¢’ nécéssairement congru-
m, —p m, entes. Le triangle des
P masses ne cessera pas

52 d’étre  équilatéral au

Fig. 4 cours du mouvement du

systeme; ces cOtés aug-
menteront ou diminueront périodiquement, et les trois masses
" passeront simultanément sur leurs ellipses respectives, par les péri-
hélies et aphélies.

Dans le cas oil les trois masses, s'attirant selon la loi naw-
tonienne, se trouvent sur une droite, et en supposant que le centre
des masses se trouve entre les masses m, et m,, les auteurs expri-
ment l'accélération résultante y, de la masse m, par a formule

mgt-my(I+ ) [mp-tmy(1-+a)] 1
= = el
(1my~F-rty-mg) 2 (14-a) I
oli: ry, ry, Iy désignent les distances respectives des masses n2,, m,, i
au cente C des trois masses;
o est la distance du centre C’ des deux masses m, et m, au

centre C;
S5y, Sy, S3 sont les distances respectives im, m,, my iy, i, Hig

Fy

1) loc. cit.
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p et g sont les distances des masses m, et m, au centre C';
a est la valeur, constante ou variable, du rapport 2—3
1

Les formules pour les accélérations résultantes vy, et vy, des
masses m, et m, seraient

1 (mya? — mg)(my —aing)® 1

V2= (my =+ my+mg)? a? Fo?
N [m (1 +ap+ma?] [m(1+a)+meal? 1
8 (my+my+myPar(14+-a) Fa?

On déduit facilement de ces formules que les trajectoires des
trois masses autour de leur centre C seront des sections coniques;
les masses ne resteront constamment sur une ligne droite que si
a=const.,, c'est-a-dire si les rapports de leurs distances au centre
C ne varient pas au cours du mouvement. Lorsque les trajectoires
sont des ellipses, celles-ci seront semblables et les masses passeront
simultanément par leurs périhélies et aphélies.

2. Supposons maintenant que les trois masses satisfont a une
relation numérique donnée

4 F(my,my, m,)=0.

La fonction F doit &tre homogene, pour que la refation soit
indépendante du choix de I'unité de mesure. Dans ce cas i/ est
possible de déterminer des intervalles des variations des accélérations

r .
y et des rapports — au cours du mouvement, ces intervalles restant

les mémes pour toutes les masses satisfaisant a (4).%)
A cet effet, posons

—= == ) 4—=y
1
Vi _ Vi Vs _
B p. P
z,, 75, 2 seront des nombres absolus, indépendants de I'unité de
mesure, et 1'on aura

3
3

Zg 2y 3

5 VRt yty

. I+ x4y

Vity+s2

(5) 2 1}+x+p
P )

8 14x+y

1) Michel Petrovitch: Remarque sur le probléme des trois corps (Glasnik
jugosl, prof. drustva, kn. XVL sv. 8. 1935). :
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En vertu de la relation (4), qui s'écrit
F(1, x, y) =0,

2y, 23, Z3 S'expriment comme fonctions d’une seule variable, par
exemple x. Chacune de ces trois fonctions a une limite inférieure
et une limite supérieure de ses variations pour les valeurs positives
de x; ces limites détermineront celles des variations des valeurs

,,,L? wefes

3
Uy = —5=p2;

=

3

e

2
2
6 ly= -2 =2
(6) 2~ 0, 12y
3
2
] Zz
ly= ~*=pnz,.
3 Iy l‘l 8
Considérons, a titre d'exemple, le cas ol I'une des trois

masses est la moyenne géométrique des deux autres, par exemple:
1, = 1t iy,
Le nombre z, sera
VAT
Y %

o1
]+)(~+';

zZ =

et pour foutes les valeurs positives de z elle est constamment com-
prise entre

5

on aura donc

Z =\71~—§+(1--—1\[3—.) 0.

oit 6 est un nombre compris entre 0 et 1, D'apres la relation

on conclut alors que:



I. Les trois masses étant situées aux sommets d'un triangle
équilatéral, si Vune d'elles est la moyenne géoméitrique des deux
autres, on aura au cours du mouvement constamment -

-+ =0,5774 +0,4226-6

(s'arrétant aux quatre premieres décimales).
Les formules (6) montrent alors que la valeur correspondante
u, est comprise entre - ‘ '
LB ogi024p et
37 28

d'ol1 Ton conclut, en vertu de la relation

ol

- —.§_’{"
Vi= g

Il. Les conditions de la proposition | étant remplies, on aura
au cours du mouvement constamment

v =(0,1924 40,8076 ') =F.

Enfin, en vertu de la relation
R RS FTIT
exprimant I'accélération résultante y au moyen du c6té s du triangle
équilatéral de Ia répartition des masses, on aura

Kp«z!
52

Y=

ce qui fait voir que:
ll. Les conditions de la proposition I ctant remplies, on aura
au cours du mouvement constamment

v = (057174 +0,42266%)=F 0871,

Envisageons, conmie second exemple, le cas ol, le triangle de
la répartition des trois masses étant équilatéral, les trois longueurs
proportionnelles aux grandeurs des trois masses forment un triangle
[ dont I'un des cOtés est la moyenne géoméirique des deux autres.

- On démontre aisément que, si les trois masses sont

my=m, my=m+p, mg=i-+gq O<p<q: -
pour qu'elles forment un triangle (T'), il faut et il suffit que la valeur

numérique% soit comprise entre
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2 et ?’-iﬁ=z,61180...,

c'est-a-dire que

—Z=2+0,6180 9 0< 61,
2
I = qup

et il en sera, par exemple, ainsi lorsque les grandeurs de masses sont
m, = 4o, iy, =60, my =90,
on bien lorsque ’
my =9a, my =120, mg =16c, etc.
(o étant une valeur arbitraire).
Une telle condition étant supposée remplie, on aura

£~ 0,5774+0,1296 6 0<6 <1
v =(0,1924+0,1611 ¢ ) =F 08 <1 ¢ 1
v = (0,5774 40,1296 67) 5 0L6"<1

C'est une conséquence immédiate de la proposition géomé
rique d'apres laquelle, g, b, ¢ étant les cOtés d'un triangle quel-
conque, la valeur du rapport

VETRLE
atb+c

. . 1 i b .
est toujours comprise entre \73—— et W’ d’aprés quol on a

1 1 1
Z =“—_+ T T T = 9’
R (w Vs)
et par suite la valeur numérique de u, se trouve entre les nombres

L oet —1—, de sorte que

VT Ve

u=4ﬁ(L“L
VoyvaTo \vE e VeT

Considérons maintenant le cas général oil la masse m, differe
de la moyenne géométrique des masses m, et m,, de sorte que

2
mnma = m1 + 6,



& étant Técart de la moyenne géométrique, Si I'on pose

2 2 2
m1+m2+m3=M,
on aura
Ay=M+38

\/if_\/_m\/ 5
-5 Vit

Pour les masses m,, m,, m; quelcoques la valeur M est toujours

2 .
comprise entre %et p2; il s’ensuit que le nombre absolu

w=\/1+%

se trouve entre les deux nombres

/O \/_—
- el et = i
“ \/ T+ Py P2 T+ p2
et I'on en tire facilement que
o1 +( 0<6<1

et, & I'aide de cette formule, il est prossxble de préciser les intervalles
des variations durapport L et de 'accélération y dans le cas général.

Ces intervalies s gwm:nent au moyen de la masse totale p. du systéme
et de Décart S, sans éxiger la connaissance des masses m,, My, My

*
* *

'impression de la présente Note ayant été terminée, M. Dra-
gowub Markovite f”z professeur au lycée de Petrovgrad m'a fait remar-
quer que, tout en restant dans le cas général, c'est-a-dire sans
supposer aucune relation enire les trois masses, on peut améliorer
les doubles iné ﬁaw-f{éS précédentes. M. Markovitch y parvient en
utilisant la proposition élémentaire d’aprés laquelle, les & et M
étant positifs, la valeur du rapport

Gl ol
by 2+ by2y

g
él

':“L?

est comprire entre Li et ;
1

s

Des équations (2) ecrites sous la forme

@ @%@
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on tire, en les add1t10nant

,,?EL

() 3( ) p+2q
ol 2 - 2 2
) P =1y + g+ My

q.= I, My -+ MMy + Mgl
Comme p>g, si dans (7) l'on pose
. p=qg+= g>0
on obtient :
©) 3(5) - i‘éi‘zi
La valeur du second membre de (9) est comprise entre [ et 2,
ce qui conduit 4 la double inégalité

1 r 7
Q?SEE\/@:'

c'est-a-dire
(10) 0,5774 + < = < 0,8165
de sorte qu'on peut écrire
(11) £0,5774+9 - 0,2391 0<6<1.

L'intervalle ainsi assigné au rapportg est le plus resserré
possible, car ses limites peuvent étre effectivement atteintes. En
effet, sa borne inférieure 7: est atteinte dans le cas ol les trois
masses sont égales entre elles et la borne supérieure l'est lorsque
deux masses sont négligeables par rapport a la froisieme.

Utilisant ce fésultat on trouve que Vaccélération correspon-
dente v satisfait 2 Pone et Pautre des doubles inégalités

019245 xiy = 0,543 5
0,5774 5 <y <0,81657p

l'intervalle ainsi assigné etant le plus resserré possible,
Ces inégalités fournisseut

v =(0,1924+6 - 0,3519) =%

¥ =(0,5TT4+6 - 0,2391) 5"

Ef’%%? Try
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