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PREFACE

Le présent Volume contient la matiére des lecons que j’ai
professées & la Sorbonne pendant le second semestre de I'année
scolaire 1927-1928. Il est consacré a une branche des Mathéma-
tiques qui, si l'on peut dire, en est encore a ses premiers pas :
les relations entre les deux étres mathématiques primordiaux,
la fonction et le nombre.

(’est un fait aujourd’hui bien connu.que tous les problémes
qui peuvent se poser dans I’étude des fonctions définies par des
conditions énumérables peuvent étre transposés, en principe,
en problémes relatifs a la définition d’une seule fraction déci-
male. Mais cette vue théorique n’acquiert toute son importance
que lorsqu’on définit d’une maniére concréte la correspondance
qui peut étre établie entre la fonction et la fraction déci-
male. « Il y a la un champ d’étude illimité, on la difficulté
principale consiste a choisir les formes logiques intéressantes et
fécondes parmi l'infinité de celles qui s’offrent & nous »
(E. Borel).

Dans ces Legons j'al exposé sous une forme aussi simple que
possible les premiers éléments de la théorie des spectres matheé-
matiques se rattachant justement & cet ordre d’idées.

Qu’il me soit permis de présenter cet Ouvrage comme un
hommage de reconnaissance & MM. les professeurs de la
Faculté des Sciences de Paris dont plusieurs sont mes-anciens
et vénérés mailres.

Micuer. PETROVITCH.
Paris, mai 1928.
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SPECTRES MATHEMATIQUES

PREMIERE PARTIE.

SPECTRES DES ENSEMBLES DES NOMBRES.

CHAPITRE L

SPECTRES DES ENSEMBLES DENOMBRABLES.

1. Notion générale de spectre. — Par analogie avec la désignation
usitée en Physique, nous désignerons d’'une maniére générale comme
spectre d'une collection (O) d’objets concrets ou abstraits O,, O,,
O;, ... une suite linéaire S, limitée ou illimitée de signes m,,
mgy, ms, ..., en correspondance avec les objets Oy, la correspon-
dance étant telle qu'un objet O, détermine sans ambiguité un groupe
de signes my et que, réciproquement, ce groupe de signes m;. déter-
mine I'objet Oy, avec la condition que tous les.objets Oy et tous les
signes my puissent étre ainsi déterminés.

Comme exemple de spectre d’une collection (O) d’objets concrets,
nous rappellerons le spectre optiqgue d'un mélange de substances, par
exemple le spectre d’émission caractérisant les sources de lumiére,
ou bien le spectre d’absorption caractéristique des milieux traversés
par la lumiére. Le role de groupes de signes my, est joué par des raies,
cannelures et bandes spectrales, par des parties brillantes séparées
par des parties sombres, etc. Ainsi, chaque raie brillante est le
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2 PREMIERE PARTIE.

témoin de l’existence, dans la radiation lumineuse, d’une vibration
d’une fréquence particuliére, comme chaque corde du piano qui
résonne sous I'influence d’un son extérieur nous dévoile la présence
dans le mouvement vibratoire complexe qui produit ce son d’une
vibration pendulaire spéciale. La lumiére, colorée par une substance,
fournit, aprés avoir traversé un appareil dispersif (par exemple un
prisme), un spectre composé de lignes (raies) colorées dont le
nombre, la position, la largeur, la couleur et 'intensité dépendent de
la substance colorante. Un méme élément chimique fournit, dans les
mémes circonstances physiques, toujours le méme spectre, de
maniére que les particularités du spectre permettent de discerner les
éléments composant un mélange. Clest par exemple ainsi que les
lignes de Frauenhofer dans le spectre solaire caractérisent certains
éléments composant I'atmosphére solaire; que les spectres des terres
rares ont conduit & la découverte de plusieurs éléments chimiques
révélés par certaines raies ayant une position et des caractéristiques
physiques déterminées.

Comme exemple de spectre d’une collection (O) d’objets abstraits,
nous indiquerons le spectre d’un ensemble de nombres. On connait,
par exemple, de ces problemes-devinettes qu’on se propose en
matiére de distraction dans les sociétés, ou le calculateur (devin) se
fait fort de deviner plusieurs nombres pensés d’aprés une seule
donnée numérique qu’on lui énonce et qui est le résultat final d’un
calcul auquel il n’assiste pas. Il se trouve que ces problémes élémen-
taires ne sont que des cas trés particuliers d’un probléme d’ordre
général, résoluble par le méme artifice convenablement généralisé,
consistant a calculer numériquement une suite limitée ou illimitée
d’inconnues, et par cela méme aussi une fonction inconnue, a l'aide
de la suite des chiffres d’un méme nombre S, le spectre des incon-
nues.

C’est ainsi que le nombre

. 1018 - 5o ks
S=(—) =1,061520150601
100

représente un spectre de la suite des co fficients binomes (Z) : le

groupe de chiffres significatifs de S, commencant par la (24 — 1)'me

et terminé par la (24)*" décimale, fournit la valeur (Z)
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Le nombre
S = 1036 1001001°%

= 1,006021050000126141126090050021006001

représente un spectre des coefficients du développement suivant les
puissances de = de la fonction

(14 2+ 22)8;

si 'on en partage la partie décimale en tranches de trois chiffres,
la A'*m¢ tranche fournit le coefficient de z*.
Si l'on désigne par g4 le nombre entier obtenu en écrivant le

chiffre 9 k fois consécutivement (9, =19, 92=199, ...), le nombre
- JENL R IR A RO B
92 94 9200 100 9.92

= 0,00000001000200020102000400020203000400040202000601 . . .

est un spectre rattaché aux nombres.premiers : si I'on partage la
partie décimale de S en tranches successives de deux chiffres et si
I'on désigne comme lacune toute tranche composée exclusivement de
zéros, le nombre deslacunes dans 'ensemble des & premiéres tranches
est exactement égal au nombre des nombres premiers inférieurs ou
égaux a k, et cela pour toute valeur £ <100.

Les probabilités respectives de deux événements contraires A et B

étant p — § et g = %, le nombre

S =(2 +1078)10— 210

= 0,051201152015360134400806403360009600. . .

représente un spectre de probabilités rattaché a ces deux événements.
La probabilité pour que, sur 1o épreuves, I'événement A arrive
10-k fois (et B % fois) s’obtient en divisant par le nombre fixe
M = 59049 le groupe de décimales de S commencant parla (5 &+ 1)*m
et terminé par la 5 (A -+ 1)"*"® décimale.

Toutes les fois que I'intégrale de Cauchy

¥ omuto o s
YT ani ), (=)t T

(prise le long d’un contour G comprenant le point 5 = a et & I'inté-
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rieur duquel f est holomorphe) s’exprime pour n =o, 1, 2, ..., par
des nombres entiers positifs 4 un ou deux chiffres, la valeur

S :‘f<:<+1‘;0>

joue le réle du spectre de la suite Iy, I;, I, .... Le nombre I, coin-
cide avec la partie entiére de S et I, est le nombre MN, ou M est
la (2n —1)® et Nla (2n)®m décimale de S.

Le nombre 7 se rattache comme spectre de la fonction inconnue
dans le probléme en apparence indéterminé : déterminer une courbe
plane y = f(z) dont la sous-normale est développable en série de
puissances de z a coefficients entiers positifs plus petits que 10 et a

. I » S . . »
au point = —, y = y, une longueur égale a la d‘eml—mrconference
du cercle de rayon 1. La courbe est définie par I'équation
¥ =vV2{VC+e(a),
M, M,

o(2) = My—+ < Ft ~3vx2—|—.‘.,

ou My estla "¢ décimale de 7 et la constante C ayant la valeur

o

G=d

2

—9(0,1).

Nous désignerons, d'une maniére générale, comme spectre mathé-
matigue d'un ensemble d’éléments ez, un nombre S en correspon-
dance avec les éléments ey, la correspondance étant telle qu'un élé-
ment détermine un groupe de décimales de S et que, réciproquement,
ce groupe de décimales détermine I’élément e; avec la condition que
tous les éléments e; ct toutes les décimales de S puissent étre ainsi
déterminées. '

Au cours de ces Lecons nous indiquerons des modes généraux de
formation des spectres mathématiques rattachés aux ensembles des
nombres et aux fonctions, ainsi que la maniére dont on peut faire
intervenir les spectres ainsi formés dans des problémes d’Arithmé-
tique et d’Analyse.

2. Un procédé général de formation des spectres. — Considérons
un ensemble (U) dont chaque élément u & un nombre limité d’in-
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dices, chaque indice prenant toutes les valeurs entiéres positives. On
peut toujours, de la maniére connue ('), ranger les éléments u en
une suite linéaire (V) dans laquelle chaque élément ¢ serait affecté
d’un seul indice, avec la correspondance biunivoque entre les élé-
ments de (U) et ceux de (V). Le procédé consiste a considérer 'en-
semble de tous les éléments

Uy, my, ..., s

ot my, My, ..., mp prenncnt toutes les valeurs cntiéres et positives.
Dans cet ensemble il y a un nombre limité d’éléments pour lesquels

on a
My~ my—+...~+m,=n,

n étant un nombre positif déterminé. Sil'on suppose successivement
n=p, p+1i, p+3, ...,

on aura chaque fois un nombre limité d’éléments que 'on pourra
écrire sur unc méme ligne les uns a la suite des autres. On écrira
d’abord I'élément u, |
respondent-a n = p -1 (en les rangeant dans un ordre quelconque),
puis ceux qui correspondent a n = p -+ 2, ete. Comme, pour chaque
valeur de n, on en écrit un nombre limité¢, tout élément de 'ensemble

" CIHI COI‘I‘GSPODd an :P) plllb’ ceéux qui cor-

occupera dans cette suite un rang fini, car il est obtenu pour
unc valeur finie de n. Une correspondance biunivoque lie alors
les éléments w,,, w,, ..., u,, aux éléments ¢,,.

Or, c’est un fait bien connu que (V) étant un ensemble dénom-
brable d’éléments ¢,,, ensemble (C) des ensembles (V) a la puis-
sance du continu, ¢’est-a-dire qu’il est possible d’établir une corres-
pondance biunivoque entre les éléments de (C) et les nombres réels
compris entre o et 1 : a chaque ensemble (V) correspondra un tel
nombre et réci],n'oquument.

Une telle correspondance peut étre effectivement établie de bien
des maniéres. Nous en indiquerons une, intuitive et générale.

Soient Py et Qg la partie réelle et le coefticient de ¢ de I'élément ¢y
et envisageons l'ensemble (P) d’éléments Py 11 y a une infinité de
fonctions @ (x) telles que la courbe y = ®(x) ait la forme de la
figure 1 ou de la figure 2, de maniére qu’a toute valeur réelle de z

(') E. BoreL, Legons sur la Théorie des fonctions, 2¢ édition, p. 8-9.
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6
0 et 1, et

corresponde une seule valeur réelle de y comprise entre
inversement : qu’a toute valeur de » comprise dans cet intervalle,

Fig. 1.
¥

_,,///////—: —\\\\\\K\\\_w

0

corresponde une scule valeur réelle de z. Telles seraient, par exemple,

les fonctions

I
—

ST arc tangw
I<=e=%

11

(la branche de arc tang comprise entre o et 1). Chacun des nombres

®(Py) sera réel et compris entre o et 1.
Soient ayles décimales @ (Py) de sorte que
DR =0y alatal ..

O(Py) =0, alaiald...;

@({Ps) =0, alajaj...;

A T'aide de ces nombres formons, par la méthode des diagonales, le

nombre décimal suivant :
S=0o; alelalalalatalal...,

ou 'ordre suivant lequel se suivent les indices supérieurs et inférieurs

est indiqué dans le tableau

11 est manifeste que :
1° la A'*m¢ décimale de ®(Pj) coincide avec- la décimale de rang

h+§M+h—0M+h—ﬂ

du nombre S;
2° la o décimale de S coincide avec la A*¢ décimale de @ (Py),
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ou /t et k& ont les valeurs

n(n—r)

2 2

n(n—+1)
= — a1,

=

n étant la partie entiére du nombre

=

(I—‘,— \/81— 7).

N

&

Il y a ainsi une correspondance biunivoque entre le nombre S et la
suite des ® (Py) : la suite des décimales des Pj détermine sans ambi-
guité la suite des décimales de S, et réciproquement. Le nombre S
serait alors un spectre de 'ensemble (P).

Formons de la méme maniére le nombre réel T, compris entre o
et 1, représentant le spectre de 'ensemble (Q) ayant pour éléments
les Q. Les deux nombres S et T déterminent, dans le plan des ima-
ginaires, un point M ayant pour affixe S + (T, situé dans ou sur le
carré dont les cétés ont pour équations

BE=; B=1, y=o, =T,

La correspondance entre Pensemble des éléments ¢4 et le point M
est manifestement biunivoque : a chaque ensemble (V) correspond
un seul point M et a chaque point M correspond un seul ensemble (V).

D’autre part, d’aprés le théoréme de Cantor, 'ensemble des points M
a la méme puissance que 'ensemble des points compris entre o et 1
sur I'axe réel. Il est donce possible d’établir, entre les points P compris
entre o et 1, d’une part, et Pensemble des ensembles (V), d’autre
part, une correspondance telle que tout ensemble des ensembles (V)
détermine sans ambiguité un point P, et réciproquement. On établi-
rait effectivement une telle correspondance d’une foule de maniérés,
par exemple en formant le nombre réel P ayant zéro comme partie
entiére et dont les décimales coincident alternativement avec celles
des nombres S et T.

Le nombre P est un spectre de Uensemble (U) qu'il détermine
sans ambiguité et sc trouve aussi parfaitement déterminé par celui-ci.
Et Pon arrive ainsi a la conclusion suivante :

Etant donné un ensemble (C) (ayant la puissance du continu)

des ensembles dénombrables (U) a éléments nombres réels ou
imaginaires, il est toujours possible de former des spectres en cor-
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respondance univoque et réciproque avec les ensembles U comme
parties intégrantes de (C).

Le procédé de formation du spectre, indiqué dans ce qui précéde,
est applicable a tout ensemble dénombrable. Dans des cas plus parti-
culiers, on peut former des spectres aussi de bien d’autres maniéres.
L’une d’elles, exposée dans le Chapitre suivant, applicable aux
ensembles dont les éléments sont des nombres entiers ou des nombres
collectivement transmutables en nombres entiers, est particulierement
intéressante a cause de ses analogies avec les procédés de I'analyse
spectrale chimique et des applications auxquelles se prétent les
spectres ainsi formés. '




CHAPITRE 1L '

SPECTRES CANNELES DES SUITES DE NOMBRES ENTIERS POSITIFS.

3. Notion de spectre cannelé. Soient

(1) No, Ni, Nap, ..., Nu

une suite de nombres entiers réels positifs, by un entier positif supé-
rieur ou égal au nombre de chiffres de Ny, et 4% le /™ chiffre de N;
o} k> ki ]
le rang ¢ du chiffre étant compté de la droite vers la gauche.
8 8
Formons le groupe numérique

(2) Gi=00...0Ny,

composé du nombre Ny précédé d’autant de zéros qu’il en faut pour
que le nombre total de chiffres du groupe (2) soit égal a /.
Formons ensuite le nombre

(3) Gyl G ... B

obtenu en écrivant bout a bout, a la suite les uns des autres, les
groupes numériques Goy Gy Gay ... Les groupes des chiffres
significatifs de (3), provenant de deux entiers consécutifs Ny, et Ny,
sans jamais empiéter les uns sur les autres, peuvent se trouver sépa-
rés par des zéros en nombre plus ou moins considérable, suivant
que Pécart entre /iy et le nombre effectif /; de chiffres de I'entier Ny
grand.

Le nombre (3) ainsi formé rappelle les spectres lumineux des corps
incandescents : les groupes

(4) N0>Nl---;Nm

esl plus ou moins
P

des chiffres significatifs y correspondraient aux cannelures du spectre;
les zéros qui les séparent correspondraient aux parties sombres, et les
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chiffres significatifs 2), enx-mémes aux raies spectrales dont l'en-
semble caractérise un élément N; par leur valeur et leur position
relative dans le spectre.

Clest par une telle assimilation, permettant d’abréger le langage et
de rendre Pexposition plus claire, que nous désignerons :

1° la suite de chiffres formant le nombre (3) apres y avoir séparé (i,
et G, par la virgule décimale, comme spectre cannelé de la suite
numérique (1);

2° la partie de (3) composée des chiffres significatifs provenant

I 8
de Pentier Ny comme A% partie brillante ou £*"¢ cannelure du
Y
spectre;
3° la partie de (3) composée des zéros interposés entre Nyi_, el Ny
I | [ 7

comme kiome

partie sombre du spectre;

4° I'ensemble Gy de ces deux parties de rang A comme ke tranche
spectrale; :

5° le chiffre 2 dans (3) comme " raie de la k" cannelure
spectrale ; ensuite :

6° I'étendue de la k™ tranche spectrale sera mesurée par
Pentier hg, celle de sa partie brillante par I et celle de sa partie
sombre par la différence fp— Iy

7° Uentier m indiquant le nombre total de tranches spectrales, le
speetre est limité ou tllimité suivant que m est fini ou infini;

8° la loi de variation de I'entier /; avec son rang k représentant le
rythme spectral, celui-ci est uniforme lorsque

]L] = /l;)_:. o= Ilv,,,,

-¢’est-a-dire lorsque toutes les tranches spectrales ont la méme étendue;

il est uniformément accéléré lorsque 'étendue de la tranche croit
proportionnellement & son rang, c’est-a-dire lorsque hz=h —+ ck, ou
h et ¢ sont deux entiers positifs ne variant pas avec k; le rythme sera
& accélération croissante lorsque Pentier ¢ augmente avec &; il sera
oscillant si hy subit des variations oscillantes lorsque & croit d’une
maniére progressive; il sera périodique si les variations de hy sont
périodiques, ete.;

9° la différence /iy — lx mesurera la dispersion du spectre, cons-
tante ou variable avec k; le spectre est le plus amassé possible, ¢’est-

e e
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a-dire a dispersion nulle lorsque les parties sombres y disparaissent
et les cannelures se touchent.

Lorsqu’on se donne la suite (1) et le rythme /; de son spectre, on
formera ce spectre en formant les groupes numériques correspon-
dants G, Gy, Ga, ..., et en les écrivant bout & bout sur une rangée,
suivant I'ordre naturel de leurs rangs.

Inversement, loﬁsqu’on se donne le spectre (3) et son rythme Ay, le
terme Ny de la suite correspondante (1) est fourni par la A'*" canne-
lure du spectre. ‘

Le spectre, par exemple, de la suite naturelle de nombres a deux
chiffres

Iy X8, Y3, nep 98,709

a rythme uniforme /& = 3 serait
011012013...098099 ;

sa dispersion est constante et égale a 1.
Le spectre de la suite des coefficients binomes

@) G )

a rythme uniformément accéléré hr—1-+ k est
107021003500035000021000000700000001

et sa dispersion est croissante.
Le spectre de la suite illimitée des coefficients, nombres entiers, du
o+ 3gz

développement de f(z) = ==t a rythme oscillant

Iy = %(3— coskm)
st
23793593704 .

il est périodique et a dispersion nulle.

Un rythme /4 est & considérer comme compatible avec une suite (1)
donnée si 'on a hy— l;> 0 pour toutes les valeurs k=1, 2, ..., m.
On a a cet égard les régles suivantes : '
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Premiire ricre. — Une suite (1) limitée admet toujours le
rythme uniforme hy=/h, ot h est un entier quelconque égal ou
supérieur au logarithme du plus grand terme de la suite (abstrac-
tion faite de son premier terme).

Car on a Nx<1o” et, par suite, <.

Devxikve vicLe. — Une suite (1) illimitée, dont les termes ne
surpassent pas un nombre fixe B, admet le rythme uniforme
hx=h, ot h désigne un entier quelconque égal ou supérieur

alogB.

(Comme dans la régle précédente.)

) . N . SHFE e T
Troisikve ricLE. — Une suite (V) illimitée, telle que /N, n’aug-
mente pas indéfiniment avec n, admet un rythme uniformément
accelere.

Car N, pour toute valeur de n, reste inférieur a ro#*er ou A ct ¢
sont certains entiers positifs, 2 pouvant étre nul; la suite (1) admet le
rythme uniformément accéléré hy— h + ck.

Tel est, par exemple, le cas de la -suite illimitée ayant pour termes

() () G)

ct admettant le rythme /iy = k.

. & n Vo F L
Quarriime RicLE. — Une suite (1) illimitée, telle que N, n’aug-
mente pas indéfiniment avec n, admet un rythme a accélération
croissante hy=h + ck + gk*, ow h, c, g sont certains entiers
Positifs.

Car N, pour toute valeur de n, reste inféricur a ro/+ektsks,
CinquikmE RrEGLE. — Une suite (1), limitée ou tllimitée, admet-

tant un rythme hg, admettra aussi tout rythme hj tel que hy<h;
pour k=1;2,3, ....

Une suite, par exemple, admettant un rythme uniforme A=/,
admettra en méme temps tout rythme uniformément accéléré hy—=h—+ck

&
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ainsi que tout rythme & accélération croissante hg=/rA+ ck + gk>+-...
quels que soient les entiers positifs ¢, g, .. ..

4. La génératrice spectrale. — Le¢ fait suivant est fondamental
pour la formation des spectres cannelés :

Quelle que soit la suite, limitée ou illimitée, d’entiers positifs
(Nn), on peut lui faire correspondre une fonction ®(z) dont la
valeur numérique S pour une valeur particuliére, convenable-
ment choisie de z, fournit un spectre cannelé de la suite.

Soient /; le nombre de chiffres de Ng; Az un entier supérieur ou
égal a ly; Gy le groupe numérique précédemment rattaché a Ny, et
supposons d’abord que la suite considérée des Ni ait un nombre
limité m de termes.

Formons la suite d’entiers positifs

(5) Py, Po vy P

tels que

(7) Pr=hy+ls+...4+ Iy (k=1,2; .., m).
Formons ensuite la suite de nombres rationnels positifs

(8) Sy, &2 -0y Sm

tels que

(9) gr=10"Fk

et a 'aide de ces nombres le polynome de degré m en

(10) D, (2) =No+ & Niz+g:Noz 4. ..+ g, N, zm.

On a la proposition suivante :

La valeur numérigue ®,, (1) représente le spectre cannelé de
la suite des Ny ¢ rythme hy.

En effet, la valeur g4 Ny est un nombre fractionnaire ayant comme
partie entiére zéro et comme partie décimale Py — /i zéros consécutifs
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sutvis de chiffres significatifs provenant de Ny. Il s'ensuit que

(11) SN+ gaNo+...+gmN,,
= 0; O ONg0 ... 0Ng0 oo.o= 0, GG oo Gy
S—— ———
s o Tii—1s
zéros, Zéros.

et, comme Az — ;> 0, la proposition se trouve démontrée.
Supposons maintenant la suite des Ny illimitée. Le polynome ®@,,(z)
devient une série ordonnée suivant les puissances croissantes de x

(12) D(z)=No+ g1 Ny 2z + goNox2+. ...

La proposition précédente subsiste a la condition de choisir la suite
d’entiers positifs h,, ko, hy, ... caractérisant le rythme spectral, de
maniére (ue la série (12) ayant pour coefficient général

(13) gkaz Nk.lo_]‘i_hﬁ"“_l”\'

converge pour z =1, ce (ui est manifestement toujours possible.

La fonction ®(z) ainsi formée, se réduisant a un polynome en x
pour une suite (N;) limitée, et & une série de puissances pour une
suite illimitée, sera désignée comme génératrice spectrale de cette
suite, correspondant au rythme spectral &y d’apres lequel elle a été
formée. La valeur numérique S = @ (1) coincide avec le spectre can-

nelé envisagé.
8

Remarque I. — On pourrait former d’autres générairices spec-
trales, fournies, par exemple, par des séries exponentielles ou par des
séries de puissances a plusieurs variables. Dans ces Lecons, nous
nous en tiendrons aux génératrices de la forme précédente.

Remarque II. — On pourrait former, d'une maniére analogue a la
précédente, des spectres ct leurs génératrices pour un systéme de
numeération autre que le systéme décimal, et en particulier pour le
systéme de base 2, pour lequel le spectre ne serait composé que des
chiffres o et 1.

5. Modes de formation des génératrices spectrales. — Il y a lieu
de distinguer les deux cas suivants :
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Premier cas. — La suite d’entiers N est donnée. Ses termes étant
supposés réels et positifs, on calculera la suite de facteurs g% corres-
pondant au rythme spectral voulu A; et U'on écrira directement

(14) b(z)=No+ g Niz+ g Nax2+. ...

Dans le cas, par exemple, de rythme uniformément accéléré
hx=h 4+ ck, on aura

n—uw ”
(15)  @(a)= Y Nugr(Bay, q:\/b g0 (3
5 10 )

n=—>0

et le spectre sera

n=—mw=

(16) S :ZqurvzlGn_
=0

On cherchera ensuite, s’il y a licu, a transformer une telle expres-
sion directe de ®(z) en une combinaison explicite de fonctions
connues, en une intégrale définie, cte.

Deuxiéme cas. — On connait, sous une forme analytique quel-
conque, la fonction () dont le développement non donné
(17) flz)=No+Niz+Noa?+...

a les termes de la suite (N) comme coefficients et le rayon d’holo-
morphie 7 autour de # = o non nul. Alors :

1° Siles Ny admettent un rythme spectral uniforme hy= h (cas
des suites Nj limitées, ou bien des suites illimitées, mais dont les
termes ne croissent pas indéfiniment), la génératrice spectrale sera

(18) - : ®(2) = f(1o~*1x)

et le spectre sera
(19) 8 = f(ro—h):

- oz ” o B P78 g
2° Considérons le cas d’une suite Ny illimitée, telle que MN,, ne
croisse pas indeéfiniment avec n (tel est le cas de toute suite des Ny

figurant comme coefficients d’une série de Taylor a rayon de conver-
gence non nul). La suite admet un rythme uniformément accéléré
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hx=h —+ ck et on a pour un tel rythme
p y

7/1/;_/\‘111.—‘-}-1) &
(20) gr=10 i
Formons la fonction auxiliaire
n—o
(21) gla) =3 grinan,
n=0
ou
2h =%
(22) l:l—i—?, qg=10 2%,
La génératrice spectrale sera
1 L ze-ti
(23) o)== [ e () e
27 0 P

ot p désigne une constante arbitraire de module plus petit que le
rayon de convergence r de la série (17); le spectre lui-méme sera
la valeur numérique de Uintégrale

1 2 ; e—ti
(24) S:Z—xfn j(petl)x<——o—>dl.

i

Pour le montrer, il suffit de rappeler un théoréme connu sur les
séries de puissances. Soient deux séries

f(#)=ay+az+ar2?+. ..,

(25)

o(z)=bo+ by + bya?+...
convergentes dans des cercles ayant pour centre I'origine et pour
rayons respectifs r et 7 ; la série
(26) aobo—+ 10,3 4+ @by 32+ ..

a son rayon de convergence au moins égal a rry et sa somme est
égale a

(27) —

27

f- flz, ett)o(xs e—tl) dt,
0

z, et x, étant deux valeurs quelconques mdépendantes de ¢, de
modules respectivement inférieurs a r et r, et satisfaisant a la rela-
O 2 Lo = 2.
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Faisant

—-lL/c+£(—ko—+i) @

aj— Nk, b/;: 10

et prenant pour z, une valeur constante quelconque p de module plus
. 3z s & #
petit que r, et pour z, la valeur 5+ Sooane I'on a ry= oo, les condi-

tions du dernier théoréme sont remplies et la génératrice spectrale
sera bien représentée par (23).

Les expressions (23) et (24 ) peuvent étre remplacées par d’autres
qui leur sont équivalentes. Ainsi, en posant ‘

1 g
a = —lognat 10 =1,151292. ..
=] ) 9
(28) 2 d

b= (2c+ k)a,
ce qui fournit

gr= e—aki—bk

et, d’apres la formule connue,

2

—/:f'e“gcoszkt\/ﬁdt (k>o0, a>o0),
V7

e—ak? —
la génératrice spectrale pour le rythme fiy= A + ¢k s'exprime sous
la forme

(29) ®(z) = 'i_f e R(az, Bt)dt,
\/7? 0

ou R(r, ¢) désigne la partie réelle de f(rei®) et ou il faut attribuer
aux constantes « et 5 les valeurs

&=e"b B:gx/a.

Remarquons aussi que dans le cas des Ny s’exprimant par une inté-
grale définie de la forme

h
(30) N/cz‘/ uvk di (k=wo, 1, 2, ...),
a x

ou u et ¢ sont fonctions de ¢, la génératrice spectrale s’exprime par
Pintégrale définie '
b

(31) b () :f wl(ex)dt,

a

PETROVITCH 2
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ot 0(x) est la transcendante entiére

n—owm

(32) ()(x) ey Z gn?ﬂ—).n_[n’

n=0

les constantes X et g étant définies par (22).

3° Dans le cas d'un rythme quelconque & accélération crois-
sante, st 'on forme la fonction auxiliaire

(33)
ou
( 34) . B 10—yt .+/:,,"

la génératrice spectrale sera encore fournie par l'expression (23)
et le spectre par (24) & la condition d’y remplacer la fonction 7(x)
pari(x).

Les formules précédentes s'appliquent indistinctement aux suites Ny ‘

limitées ou illimitées.

Nous indiquerons quelques exemples simples de génératrice spec-
trale et de spectre.

Premier exemple. — Former la génératrice de la suite limitée |
I, 2, 3, ..., m
a rythme uniforme A=/ compatible avec la suite. On a

» 9 m pmt (f m —=1)xmtl o
flz)=z4+ox*+3amt. . mam=

(1—xz)?

et la génératrice sera

m ro—(m+2h pm-2__ (1) ro—lm+i)k 2 po—h g

d(x)=

(1—10~" )2
Le spectre s’obtient comme valeur numérique S .de
1

om0 — (- 1)10" 4+ m |
(I)(1> = mh h 2
10mh(10h—1)?
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et 'on a, par exemple, pour m =g, h=1,

1010 —102+4-¢9

B = 10992

0,12345678q.

Deuxiéeme exemple. — Former la génératrice de la suite des coef-
ficients binomes

/1 <m 3 m
), o wss
( O p i > n
a rythme uniforme /= h compatible avec la suite. On a
J(z)=(a+z)"
et la génératrice sera
b(z)=(1+10""g)m,
Le spectre s’obtient comme valeur numérique S de

y (IO/'+ 1)m
PO =g

et l'on a, par exemple, pour m =6, /=2,
1016

= —— =1,061520150601.
1006

Troisiéme exemple. — Considérons la suite illimitée

0 (9 )

de coefficients binomes moyens, s’exprimant par la formule connue

on !
:f upn dt,
n .

U= —> ¢ = 4 cos?t.

)]

. o n/ fon . g s 5
On voit (théoréme de la moyenne) que \/( . > reste inférieur a
7
un nombre fini pour toute valeur de n et que le rythme uniformé-
ment accéléré =k est compatible avec la suite. La génératrice
spectrale a un tel rythme ‘est

0]

D(z)= %f 0(4zcos2t)dt,
0
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ou

n—=

. I
7 — 1241 plt —_
0(»5)—];9 z", q s

et la valeur numérique ® (1) coincide avec le specire S de la suite, qui

esl
S = 0, 102006002000070000252000002 . . ..

6. La caractéristique spectrale principale. -~ Ce¢ qui précéde met
en évidence les roles que jouent les deux fonctions

(39) S(x)=No+Nyz+ Nox2—+...,
(40) Ez)=go+ &1&—+ &rax2+...

dans la formation de la génératrice du spectre d’une suite donnée (Ny).

La fonction (39) dépend des -valeurs seules des termes de la suite et
nullement du rythme du spectre. Autrement dit, elle dépend de la
composition des cannelures spectrales et est indépendante du mode de
répartition des cannelures dans le spectre. Cette fonction, pour une
suite (Ny) considérée, ne varie donc pas d'un spectre a un autre; elle
sera désignée comme caractéristique spectrale principale de cette
suile. o

Par contre, la fonction (40) dépend du mode de répartition des
cannelures du spectre des Ny, ¢’est-a-dire du rythme spectral, mais ne
dépend pas des valeurs numériques mémes des Nj. C'est pour cette
raison qu’elle sera désignée comme caractéristique de rythme
spectral.

Nous nous occuperons, dans ce paragraphe, de la caractéristique
principale. Elle se réduit a un polynome a coefficients entiers pour
les spectres limités; elle est fournie par une série de puissances a
coefficients entiers pour les spectres illimités.

Dans un grand nombre de cas, cetle caractéristique s’exprime en
termes finis ou sous forme d’une intégrale définie. Ainsi :

1° Pour une suite d’entiers N égaux entre eux, elle a pour expres-
sion

cxmtl— Nz

f(z)=N ‘—wt;— ou bien fle)=

I— &

suivant que la suite est limitée ou illimitée.
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2° Pour une suite d’entiers se reproduisant périodiquement a partir

d’un certain rang, la caractéristique est une fonction rationnelle de

a coefficients entiers : en désignant par n le nombre de termes Ny

de la partic non périodique, et par m le nombre de termes de la
période de la suite, la caractéristique sera

: Q=)
_f(\;L‘) = P(x) == mﬂ
ou P et Q sont les deux polynomes
P(z)=Niz+Nyax*+...+N,z",
Q(2) = Np 2+ Ny 22+ o= Ny ztm,

3° Pour une suite d’entiers formant une progression arithmétique
8 |

A-+B, A+2B, A+3B, ...,
on a
Phay= Az | B

I—x‘ﬁ(l—x)'-"

4° Pour une suite d’entiers formant une progression géométrigue

AB, AB2, AB3, ...

on a
: ABz
S(#)= —F=-

5° Pour une suite Ny, ou
Nie= pf+ph=+...+ph,
les p; étant des entiers donnés, on a
J(z)=R(z)—m,
R(z) désignant le résultat que on obtient en remplacant z par;l_
rP'(z)

dans I'expression -

Fta) ou P(x) est le polynome de degré m,

(z—p))(x—ps)...(x—pu).

6° Pour la suite (i) des coefficients binomes, on a

S(z)=(1+=z).
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. 21
7° Pour la suite de nombres < . >, on a

8° Pour la suite de factorielles 1!,24,3!, ..., m!, ona

% Y+l 4
() :f PR L) it s
0

2t—1

5 I N a2n\2
9° Pour la suite illimitée < . > (=1, 2y 3y »u.)y BN

dt

: 2
/(.L‘)-——I—.—’;‘/O' \/(I—t‘z)(l—lﬁxtz).

Les régles suivantes élargissent considérablement le domaine des
cas ou I'on connaitra la caractéristique f(z) sous une forme explicite.
Soient

1857 f'<x):No+N-Jx-}—Ng‘t?+,,;.
(36) Ji(z)=Ny+Njz+Nya?—+...

les caractéristiqnes respectives de deux suites (Ny) et (Nj) et A un
entier positif fixe.

Régle I. — La suite

Nozt A, Ny==x, Ny,

aura pour caractéristique la fonction

m

oy &m—
Sle)Fh——

ou bien f(z)=* I_—X—x

sutvant que la suite est limitée ou illimitée,

Reégle II. — A la suite ANg, ANy, AN, ..., correspond la carac-
téristique Af(z). '

Reégle II. — A la suite Ny, Ny 4, N,A2, N3a3, ..., correspond la
caractéristique f(Az).

Régle IV. — A la suite No, Ny, 2Ny, 3N;, 4N,, ..., correspond
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la caractéristique 2 f'(x); a la suite Ny, Ny, 22N,, 32Ny, ..., corres-

pond
22 f'+ 23 f;

a la suite Ng, Ny, 23Ny, 33N,, ..., correspond
2 f" 1 (22 2) [+ 322 ],
Regle V. — A la suite

No, No—+ Ny, Nop-+N; + Ny,

correspond ‘lf(_—“ci
Régle VI. — A la suite Ny— Ny, N;— N, Ny—N,, ..., corres-
pond . o
f(.x);fko.) e,

Regle VII. — A la suite NyZ=N;, N, =N/, ..., correspond

S(2)=E[fi(@)

Regle VIII. — A la suite NyNj, NyNi, N,N, ..

P'une ou l'autre des intégrales définies

2T ' o ]
(37) = seen A a

27 . — 1N
(38) =) (5 ) s a

., correspond

ot p est une constante arbitraire de module plus petit que les rayons
de convergence des séries.correspondantes (35) et (36).

Régle IXY. — A la suite N3, N3, N2, ..., correspond l'intégrale

2T pio—tit
(39) i reens( %
laquelle se laisse écrire sous la forme réelle

(40) = wa ora

) dt,
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7. La caractéristique de rythme spectral.

La fonction

Hr)=gi+ 812+ g2&a+. ..,

désignée comme caractéristique de rythme spectral, ne dépend que
du rythme suivant lequel le spectre est formé. Clest une série de
puissances a coefficients commensurables €égaux A4 une puissance
entiére négative de 10.

Cette fonction se réduit, pour une suite (Nj) limitée, a un
polynome.

Dans le cas de suites illimitées et de spectres a rythme uniforme
hx=h, elle est la fonction rationnelle
I

)= — — .
(%) 1—10 g

Lorsque, dans le cas de suites illimitées, le ‘speclre est a rythme
continuellement accéléré, (x) est une fonction entiére hyper-
transcendante, ¢’est-a-dire ne satisfaisant a aucune équation diffé-
rentielle d’ordre fini '

P <£ », dy dy . > s

dz?’ dz? '
algébrique en z, y et les dérivées.
En effet, on a dans le cas d’un tel rythme

< ha < hy<<. ..
et, par suite,
hp= hp_ =+ my (A=3,8,...)

ou my est un entier positif, variant ou non avec A, mais différent
de zéro.
On a donc
Rpe= Py (mg—+ my .. .~ my)
et, par suite,

Pr=hy—+lhs—+...= hy
=kl [(k—1)mo—+ (k—2)my~+. ..+ 2mp_y+ mz].

La fonction £(z) est donc définie par une série
(41) () =oag+ay &+ oy @2+, ..
dont le coefficient «, est un nombre commensurable

( 42) o= IOfrz/tl—m—J)mg—(n—'z)ms—...—zmn_l—mn_
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Les my, élant tous différents de zéro, en désignant par / un entier
fixe compris entre zéro et le plus petit des my (ou égal a celui-ci), on
trouve que

b nmyfl) J

(43) o (o) = s

ce qui montre que £(z) est une fonction entiére de .
Or, M. Pélya (') a démontré qu'une fonction entiére définie par
une série
Y =ay+ayx+axd+. ..

a coefficients commensurables, pour laquelle I'expression

log|a, |
n(logn):

(44)

ne reste pas finie lorsque n augmente indéfiniment, est une fonction
hypertranscendantc.
Comme Dexpression (44), relative a Z(x) est négative et plus

grande en valeur absolue que

n—1

l

g+

(logn)®

et par suile tend vers — oo pour n indéfiniment croissant, ;(x) est
bien une fonction hypertranscendante. Et il est manifeste que ce fait
subsiste encore si l'accélération du rythme /i, av lien d’éire crois-
sante dés le premier terme h,, ne le serait qu'a partir d’un certain
rang A >1.

Gréce a l'inégalité (43), les procédés usuels de la théorie générale
des fonctions entiéres, et plus particuliérement les méthodes de
M. Hadamard, se prétent aisément a 'étude de diverses particularités.
de la fonction £(2) (mode de croissance, densité de zéros, limites de
variation pour les intervalles donnés de z, etc.).

Dans le cas d’un rythme wniformément accéléré hy=h + ck, la
caractéristique de rythme est la fonction entiére

(Y) G. PoLYs, Ueber das Anwachsen von ganzen Funktionen die einer Differen-
tialgleichung geniigen (Vierteljahrschrift der Naturforsch. Gesellschaft in
Zurich, Jahrg, 61, 1916, p. 531-545).
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ott 8(z) estla transcendante bien connue de la théorie des fonctions
elliptiques

n—=
(46) 0(z) :.Z g
n=0
avec .
, b Sk
(41) g =10 2, g=10 5

Le rythme uniformément accéléré étant compatible avec la suite de
coefficients, nombres entiers, de toute série de puissances a rayon de
convergence non nul a tels coefficients, la transcendante clliptique
(x) intervient comme caractéristique de rythme dans la forma-
tion des spectres des coefficients de toute série de cetie espéce.

Dans le cas de rythme a accélération croissante, la caractéristique
de rythme £(x), toujours fonction entiére hypertranscendante, est
une série de puissances a coefficients décroissant plus vite que ceux
de la fonction 6(z). Pour un rythme & accélération d’ordre p cons-
tante, cette série a pour coefficient général

o = IO*P‘“’,

ou P(n) est un polynome de degré p +1 en n.

On sait que la transcendante §(z), correspondant au cas de p =1,
est étroitement liée aux fonctions @ de la théorie des fonctions ellip-
tiques : les fonctions ® proprement dites sont les séries exponentielles
dont 'exposant est un polynome du second degré par rapport au
rang du terme. D'une maniére analogue, les transcendantes £ () cor-
respondant & p =2, 3, 4. ... sont liées aux fonctions ® de degré
supérieur, définies par des séries exponentielles dont I'exposant est
d’un degré supérieur @ = par rapport au rang du terme. Ges fonc-

tions ont été l'objet de recherches importantes de M. Appell ().

8. Correspondance entre la suite d’entiers et les éléments de son
spectre. — Le rythme spectral /; étant donné, la correspondance
entre la suite d’entiers (Ni) et les éléments du spectre, ainsi que la
correspondance entre la caractéristique spectrale principale et le
spectre lui-méme, peuvent étre résumées par les régles suivantes :

(') P. AprELL, Sur les fonctions © de degres supérieurs (Comptes rendus de
U'Académie des Sciences, t. 153, 1911, p. 584-587 et 617-618).
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Régle I. — La cannelure spectrale correspondant au terme N,
coincide avec la partic entiére de Ja valeur numérique de @(1); la
cannelure correspondant au terme Nj coincide avec le groupe de
chiffres significatifs de ®(1) commencant par la

(hl +hs gy - l)iémc

et se terminant par la (A&, /o —+. ..+ hg)®™° décimale de ®(1);
la n'*m raie (comptée de la droite vers la gauche) de la cannelure
correspondant au terme N, coincide avec la

(]ll—‘—h-_)’-l—. v hjp— n - 1)ieme

décimale de ®(x).

Dans le cas de rythme uniforme Az = £, la cannelure correspon-
dant a N; coincide avec le groupe de chiffres significatifs de @ (1)
commengant par la [ (A —1)h 4 1] et terminé par la (kA )™ déci-
male de ®(1); la n"" raic de cette cannelure est fournie par la
(kh—n —+ 1) décimale.

Dans le cas de rythme uniformément accéléré f,— h + ck, cette

! /l‘( k— 1) ieme
cannelure commence par la [7 c—{—(k—r)lz—{—l] et se
' I - eme . ” ¢
termine par la [ a. C—+—/i/L] décimale de @ (1); sa n'*™ raie

" . k (/1 -+ iéme s
coincide avec la [—— S Y o g ,] décimale.

Regle 1I. — Les k +1 premiers coefficients de la caractéristique
spectrale principale f(z) déterminent la partic entiére et la suite
de Pr= 1/, + hy+ ...~ hi premiéres décimales du nombre S : cette
partie décimale s’obtient en écrivant bout a bout, a la suite des uns
des aatres, les & groupes numériques correspondants G, G, ..., Gy.

. 8 q y U2y -eey
Dans le cas de rythme uniforme A.— /4, les k 4 1 premiers coeffi-
g4 )
cients de f(2) déterminent la partie entiére et les Ak premiéres déci-
males de S.
Dans le cas de rythme uniformément accéléré hp— h + ck, ils en
Y )

k(k—+1)
a2

déterminent la partie entiére et les ¢ + hk premiéres déci-

males.

Régle IIl. — La partie entiére et la suite de P; premiéres déci-
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males du nombre S déterminent les & -1 premiers coefficients de la
caractéristique principale f(x).

Silon partage la suite s; de ces décimales en tranches consécutives
composées, la premiére de ity premiéres décimales, la deuxiéme de A,
décimales saivantes, etc., le coefficient N, de f(x) coincide avec le
groupe de chiffres significatifs de la p™° tranche.

i

i3 v A e e — . e e 4 e



CHAPITRE IIL

SPECTRES CANNELES DES SUITES DE NOMBRES TRANSMUTABLES
EN SUITES D’ENTIERS POSITIFS.

9. Transmutations A(Mj). — Ce qui précéde se rapporte aux cas
ou la suite de nombres, alaquelle se rattache le spectre, est composée
d’entiers réels positifs.

Considérons maintenant une suite

(47) M,, M,. M..

de nombres quelconques, réels ou imaginaires, positifs ou né-
gatifs.

D’abord, si les My sont des nombres imaginaires, on décomposera
la suite en deux suites formées, I'une de parties réelles py, Pautre de
coefficients ¢z de ¢ des M. On considérera alors comme spectre de la
suite (47) le nombre complexe S + /S’, S étant un spectre de la suite
des px et S' un spectre des g;. On peut, d’ailleurs, réunir ces deux
spectres en un seul nombre réel.

La formation des spectres d’une suite (47) de nombres quel-
conques se ramene ainsi i celle de spectres de nombres réels.

Nous supposerons donc les My toujours réels. Dans ce cas, nous
désignerons comme une transmutation A(My), compatible avec
une suite limitée ou illimitée (M) de nombres My, M, M,, ..., un
ensemble d’opérations, le méme pour tous les termes de la suite,
lequel, appliqué a chacun des termes M :

1 transmue My en un nombre entier positif Ny;

2 établit une correspondance biunivoque entre les My et les Ny,

moyennant un ensemble auxiliaire (A) de données qualitatives.

Les données qualitatives (A) peuvent porter sur les signes; sur
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les limites supérieures ou inférieures de valeurs rattachées au pro-
bléme; sur le choix d’une valeur lorsque ce choix, d’aprés les condi-
tions du problérhé, porte sur plusieurs valeurs possibles, etc.
Désignant par M/, la valeur absolue de My, et par o4 I'unité affectée
de signe de My, si une transmutation A(M/) est compatible avec
la suite (M), la transmutation A(ozMj) sera compatible avec la
suite (My). Il nous suffira donc de considérer les suites (M)
termes positifs. Dans le cas, par exemple, ou les My sont alternati-
vement positifs et négatifs, on aura

op = (—1)k+1 ou bien o= cos(k—+1)x.

Les My étant supposés positifs, les transmutations A peuvent varier
a l'infini. Ainsi, par exemple :

La transmutation
A(;\]k) =108 My

(ou g est un entier positif) est compatible avec toute suite (M) de
termes a un nombre limité de décimales.
La transmutation

A(My) = ABAM, (A =const., B=rconst., k=1, 2,3, ...)

est compatible avec toute suite (M) de termes commensurables,
représentant les cocfficients du développement d'une fonction
algébrique en série de puissances (théoréme d’Eisenstein). D’une
maniére plus générale, elle est compatible avee toute suite (M) ou My
est le quotient de deux nombres entiers premiers entre eux, dont le
dénominateur 3; ne contient que des facteurs premiers n'augmentant
pas indéfiniment avec £, et satisfaisant a la condition que (/.6_/, reste
fini lorsque & augmente indéfiniment. Elle est aussi compatible avec
toute suite (M) ot My est une fraction décimale périodique dont le
nombre des chiffres de la partie non périodique et le nombre des
chiffres de la période ne varient pas avec k.

La suite (M), dont les termes sont racines p*"* de nombres entiers
positifs, admet la transmutation

A(M;) = M.

D’une maniére plus générale, la suite (M) dont les termes sont

e s Sl i
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racines d’une équation
¢(z)—Np=o,

ot les Ny sont des entiers positifs, admet la transmutation
A(Mz) = o( Mg).

Il est d’ailleurs manifeste qu’a I'aide d’une transmutation A(My),
compatible avec une suite (M) donnée, on peut en former une infinité
d’autres par des opérations, lesquelles, effectuées sur la transmuée
primitive, transmuent celle-ci en une nouvelle suite & termes entiers
positifs (addition d’une autre transmuée, multiplication par celle-ci,
élévation a une puissance entiére positive, itération, ete.).

10. Spectre cannelé rattaché i une transmutation A. — La
suite (M) étant transmuée en une suite (N) de nombres entiers posi-
tifs par une transmutation A(Mj) compatible avec elle, nous considé-
rerons comme spectre cannelé de la suite (M), rattaché o cette
transmutation A, un spectre cannelé quelconque de la suite (N).

Une suite (M) admet ainsi une infinité de spectres cannelés variant,
d'une part, avec la transmutation A appliquée, et, d’autre part, avec
le rythme suivant lequel est formé le spectre de la suite (N). Mais
pour une transmutation A appliquée et un rythme spectral déter-
miné, la suite (M) n'admet qgu'un seul spectre.

Réciproquement, un nombre donné S peut coincider avec des
spectres cannelés d’une infinité de suites (M), suivant la transmuta-
tion A que l'on applique a la suite et suivant le rythme qu’on
attribue au spectre. Mais, pour une transmutation A considérée et
pour un rythme spectral, un nombre S caractérise, comme spectre
cannelé, généralement une seule suite (M). Il ne peut y avoir de
I'ambiguité que dans les cas ou la relation entre les My et les Ny a
laquelle conduit le A appliqué ne détermine pas complétement les My
a laide des Ni (par exemple, lorsque My est fourni comme racine
d’une équation ayant plus d’une racine réelle, ou par une relation de
récurrence laissant indélerminés un certain nombre des premiers
termes Mg, M;, M,, ...). L'indétermination cesse lorsqu’on y ajoute
les conditions supplémentaires fournies par Iensemble (A) de
données.

——
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DEUXIEME PARTIE.

SPECTRES DES FONCTIONS.

CHAPITRE 1V.

PROCEDE GENERAL DE FORMATION DE SPECTRES DES FONCTIONS.

11. Classement des fonctions suivant la forme de leur élément
analytique. — On ne peut se servir, dans le calcul, d'une fonction
que si elle se laisse définir au moyen d’une infinité dénombrable
d’éléments. Ce sont les seules fonctions pouvant actuellement étre
prises en considération, et leur ensemble a la puissance du continu.
On sait également qu’au point de vue de la théorie des ensembles il
n'y a pas de différence essentielle entre les ensembles continus a une
dimension et les ensembles continus & n dimensions, c’est-a-dire
entre les fonctions d’une variable et les fonctions a n variables.

Les fonctions appartenant a ce domaine peuvent, et cela d’une infi-
nité de maniéres, étre partagées en catégories ou classes formant des
ensembles dont chacun a une puissance au plus égale a celle du con-
tinu. Telles seraient, par exemple, les classes formées des fonctions
analytiques, des fonctions continues, des fonctions périodiques, des
fonctions discontinues seulement pour une infinité dénombrable de
valeurs de la variable, etc. Une fonction considérée comme individu
d’une classe correspondrait a un point de I'espace fonctionnel, dans
lequel une classe de fonctions représenterait un chamyp fonctionnel.

Parmi les divers modes de classement des fonctions, celui qui
convient au but que nous avons en vue est le classement suivant la
Jorme de Uélément analytique de la fonction.

Dans I’ensemble des fonctions définissables au moyen d’une infinité

PETROVITCH 3
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dénombrable d’¢léments, la théorie des fonctions distingue des
classes définies par la forme de leur élément analytique

Um,, My o vuye M ( Zz, YV, Z)

dépendant d’'un nombre limité p d'indices mq, my, ..., mp; la valeur
de la fonction, pour un systéme de valeurs des variables indépen-
dantes z, y, 5, ..., se calcule comme la somme des valeurs de ces
éléments, obtenues en attribuant aux indices les valeurs entiéres posi-
tives. La forme analytique de I'élément U, par rapport aux variables
indépendantes z, y, 3, ..., caractérise la classe; lorsque dans un
élément on a donné des valeurs numériques aux indices et a tout ce
que la forme de 1'élément laisse arbitraire, sauf aux variables indé-
pendantes, la somme des éléments détermine un individu de la classe.

Ainsi, les fonctions analytiques d’'un nombre fini de variables z,,
Z3, ..., xp forment une classe caractérisée par 1’élément analytique
de la forme

Ay m,, ey TPXT L .Z'Z‘P,

ou les coefficients A a p indices ne dépendent pas des zx. L’élément,
par exemple

Zi oy Ty
(my~+ my—+ mg)!’

définit un individu de cette classe lequel s’obtient comme la somme
de ces éléments. Dans le cas d'une seule variable z, I’élément de la

classe est de la forme
Am.Z'm

et I'élément ma™, par exemple, définit un individu de la classe. On
peut subdiviser la classe en catégories, par exemple celle comprenant
les fonctions pour lesquelles les A, Mgy ..y, SONIL deS nombres entiers,
ou commensurables, etc.

Les fonctions périodiques a variation bornée forment une classe
ayant pour élément analytique

A, cosmaz + By, sinmaz,

ou A, B, a ne dépendent pas de z.
Les fonctions périodiques de deux variables 2 et y sont caracté-
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risées par I'élément analytique de la forme

A ncosmax cosny + B, , cosma sinny

~+ Gm,nsinma cosny + D, sinm x sinny .

Les fonctions d’une variable réelle z qui admettent des dérivées
continues de tous les ordres entre x = — 1 et x = - 1 ont pour élé-
ment analytique (')

A, zm+ B, cosmraz + C, sinmx .

D’une maniére plus générale, les fonctions de plusieurs variables
rvéelles 24, 25, ..., 2, continues dans un domaine et admettant des
dérivées partielles de tous les ordres, ont un élément analytique de la

forme (2)
Pa(2y, ..., Zp; siney, coszy, ..., sinz,, coszp),

ou P, désigne un polynome en 2z, ..., zp, sinz,, cosz, ..., COSTp.

En ce qui concerne les fonctions d’une variable réelle z, M. Baire,
au cours de ses profondes recherches, a délimité un domaine fone-
tionnel réel qui suffit & tous les besoins de ’Analyse et au dela duquel
toutes les généralisations paraissent condamnées a rester vaines et
stériles (). Ce domaine, qui a la puissance du continu, est le domaine
des fonctions représentables analytiquement; il est divisé en classes
(classes de Baire) de la maniére suivante :

Dans une premiére classe, dite classe zéro, sont placées les fonc-
tions continues. Toute fonction de cette classe est représentable dans
Pintervalle ou elle est continue par une série de polynomes

R0
Flz) = Z P,(z)
n=0
uniformément convergente.
Une série de fonctions de classe zéro, si elle ne détermine pas
une fonction de classe zéro, définira une fonction de classe un;
cette classe comprend toutes les fonctions qui ont une infinité

(1) E. Borer, Legons sur les fonctions de variables réelles, 19oj, p. 68.

(?) E. BoreL, Annales de U’Ecole Normale, 1895, p. 35. — PRINGSHEIM, Math.
Ann., t. 44, et Chicago Congress Papers, p. 294.

(®) DE LA VALLEE PoussiN, Intégrales de Lebesgue, fonctions d’ensembles,
classes de Baire (Collection Borel, 1916, p. viI).
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dénombrable de discontinuités. Toute fonction de cette classe est
représentable par une série

n=owm

f(@) =Y fal@),

n=0

ou les f,(x) sont des fonctions de classe zéro, et méme par une série
de polynomes.

De méme, quand une série de fonctions de classe un ne détermine
pas une fonction de classe zéro ou un, la fonction qu’elle définit
sera dite de classe deux. Continuant ainsi, on appellera fonction de
classe p toute fonction représentable par une série dont les termes
sont fonctions de classe p — 1 el qui n'appartient a aucune des classes
O L 5 By e wsiig P Lo

Les fonctions de classes zéro ou un sont les seules qui soient
représentables par des séries simples de polynomes. Mais, d’aprés la
définition méme des fonctions de seconde classe, on peut repré-
senter ces fonctions par des séries doubles de polynomes

m—w n—w®

S S

m=0 n=0

la sommation étant effectuée d’abord par rapport a n, puis par rapport
a m, sans qu’on puisse réduire cette séric double a une série simple.
Plus généralement, une fonction de classe p est représentable par une
série multiple d’ordre p dont les termes sont des polynomes. Toute
fonction de classe finie p a donc pour élément analytique un
polynome P(x) & p indices; ses coefficients forment un ensemble
dénombrable & p + v indices.

Comme l'on sait, 1l existe effectivement des fonctions de toute classe
et 'on peut poursuivre la classification précédente et définir les fonc-
tions de classe 0, o 41, ..., 0%, ®®, ... en désignant par ces sym-
boles les nombres transfinis de Cantor. On terminerait cette classifi-
cation par les fonctions non représentables analytiquement, fonc-
tions dont on a aussi démontré existence.

12. Spectres des fonctions représentables analytiquement. —
Considérons I'ensemble des fonctions d’une classe caractérisée par
I’élément analytique U,,,nmm.__,mp. L’ensemble aura une puissance aun

s

—

oy
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plus égale a celle du continu. Un individu de la classe est délerminé
comme la somme des éléments U obtenus en attribuant aux indices m,,
Mg, ..., mp des valeurs entiéres positives. D’autre part, I’ensemble
des U est déterminé par l’ensemble (C) des coefficients de tous ces
¢léments rattachés a la fonction et ces coefficients forment un
ensemble dénombrable & un nombre fini d’indices. Il est donc Lou-
jours possible d’en former un spectre S en correspondance biunivoque
avec les éléments de 'ensemble (C). Le mode de cette correspondance
est déterminé par le mode de formation du spectre et se trouve indiqué
dans la premiére Partie de ces Legons.

Or, la correspondance entre I’ensemble des fonctions faisant partie
de la classe, et les ensembles (C) rattachés aux individus de la classe,
est telle qu'une fonction ne détermine qu'un seul ensemble (C) et
que, si un ensemble (C) correspond a une véritable fonction, il ne
détermine qu’une seule fonction. La condition que la série composée
d’éléments analytiques de la classe, dans un cas particulier considéré,
ne diverge pas pour toutes les valeurs des variables indépendantes,
introduit des restrictions faisant qu’a tout spectre S ne correspond
pas nécessairement une véritable fonction, mais en tout cas deux
fonctions différentes de la classe auront deux spectres différents,
et chaque fonction aura un spectre unique pour un méme mode de
formation du spectre.

On en tire la conclusion suivante :

A toute fonction déterminée aw moyen d’un ensemble dénom-
brable d’¢léments, on peut faire correspondre un nombre S, son
spectre, lequel, moyennant un ensemble (A) de données qualitatives
et I'expression de I’élément analytique de la fonction, se trouve en
correspondance avec celle-ci: A une fonction de la classe & laguelle
se rattache [’é¢lément analytique consideéré, correspondra un
spectre unique, et le spectre, s’il correspond ¢ une véritnble fonc-
tion, ne déterminera qu'une seule fonction.

La formation des spectres des fonctions se ramenant ainsi a celle
des nombres, peut s’effectuer de bien des maniéres, par exemple par
le procédé général indiqué au Chapitre I. L’une de ces maniéres,
exposée dans le Chapitre I, est applicable a toute fonction dévelop-
pable en série de Taylor & coefficients entiers, ainsi qu’a toute caté-
gorie de fonctions qu’on peut metire en correspondance biunivoque
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avec les fonctions de cette espéce. Elle est particuliérement intéres-
sante a cause des applications auxquelles se prétent les spectres ainsi
formés.

Le spectre d’une fonction d’une classe varie ainsi, non seulement
avec la fonction elle-méme, mais aussi avec I'intermédiaire mathéma-
tique qui établit la correspondance entre la fonction et le spectre.
Ceci est analogue a ce qui se présente dans les procédés usuels pour
chiffrer et déchiffrer les dépéches secrétes. En formant le spectre
d’une fonction, on fait en quelque sorte jouer a celle-ci le réle du
texte clair; le role de la clef est alors joué par le procédé appliqué a
la formation du spectre, et celui de cryptogramme par le spectre lui-
méme. 7oute fonction représentable analytiguement se laisse
ainsi chiffrer par un nombre réel positif, ce qui revient aussi a
numéroter les fonctions faisant partie d’une classe.

Comme un ensemble dénombrable (C) de fonctions appartenant a
différentes classes dont la puissance ne dépasse pas celle du continu,
a lui-méme une puissance au plus égale a celle du continu, on peut
aussi former un spectre collectif de ces fonctions, chiffrant 'en-
semble (C) par un nombre réel positif. C'est ainsi, par exemple, que
tout phénoméne, quelles qu'en soient la nature, P'espéce et la com-
plexité, exprimable par un ensemble dénombrable d’équations, se
laisse chiffrer par un seul nombre réel positif, son spectre.
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| | CHAPITRE V.

SPECTRES CANNELES DES FONCTIONS.

13. Séries (E) et leurs spectres cannelés. — Nous appellerons,
pour abréger le langage, séries (E) les séries de puissances a coeffi-
cients entiers ayant le rayon de convergence non nul. Les fonctions
d’une variable susceptibles d’étre représentées par des séries (E)
seront appelées fonctions (E). Les polynomes a coefficients entiers
seront désignés comme polynomes (E).

Parmi les fonctions analytiques f(2) pouvant étre représentées par
des séries (E), il ya:

1° des fonctions rationnelles, comme par exemple

(1—a)P 1.92...71
[

1—z o

! 22””’ I R bt EES Y s} W
0

0 1 o ~
2° des fonctions algébriques, par exemple
1 e 21
. >$
V[ —_ 4 @B - n

3° des fonctions uniformes transcendantes qu’on ne peut pas pro-
longer en dehors d'un cercle, par exemple la fonction

D s e e T —

®

1. N
E an!;

ou bien la fonction

ou p, désigne le n'®™ nombre premier) ayant comme points sin-
g P p
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guliers (1) sur le cercle | 5| =1 toutes les racines de 'unité d’ordre

pl=1,5, 3, ...}

4° la fonction

n—ow

2 [720]zn,

n=1

ot [n0] désigne la partie entiére du nombre n6; la fonction est
rationnelle lorsque 6 est un nombre commensurable et, dans ce cas,

elle est de la forme
P(x)

(1—z9)%’

ou g est le dénominateur de 6, P (2) étant un polynome en z a coeffi-
cients entiers; dans le cas de 6 incommensurable, la fonction est
transcendante et a le cercle |2 | =1 comme coupure;

5° des fonctions transcendantes présentant une ligne singuliére
d’une autre forme, par exemple (2) la fonction
n—ouw
2 myx—+myx—4. ..+ mpz" ]'l!
I QLT+ G2t G XS g

n=»0

ou les my et qr sont tous des nombres entiers;

6° des fonctions multiformes transcendantes sans ligne singuliére,
par exemple la fonction

2

. 1 ow 9
2 f dt 22 <2n> e
TJy Ya—12)(1—16222) i 2

ayant comme seules singularités les quatre points de ramification o,
1 I
Z’ = Z’ @D,

Les séries (E) s’introduisent dans un grand nombre de questions
d’analyse ou de la théorie des nombres; aussi ont-elles été 'objet

d’importants travaux.

() Farou, Sur les séries entiéres & coefficiénts entiers ( C. R. Acad. Sc., t. 138,
1904, p. 342-343).

(*) G. PoLYA, Ueber Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten (Math.
Ann., t 77, 1916, p. bro).

B e R et
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M. Borel a montré que si une série (E) représente une fonction f(z)
uniforme et réguliére dans le cercle | z|<1, abstraction faite d’un
nombre limité de péles, la fonction f(z) est rationnelle. Une série (E)
ne peut donc représenter une fonction méromorphe transcen-
dante ().

M. Pélya (loc. cit.), généralisant le théoréme de M. Borel, a montré
que si une série (E) représente une fonction uniforme dans un cercle
[#|SR >1 et réguliére, abstraction faite d’un nombre limité de sin-
gularités de nature quelconque, la fonction est nécessairement ration-
nelle. Le théoréme de M. Pélya ne suppose rien sur la nature de ces
singularités.

Le rayon de convergence r d’une série (E) est manifestement infé-
rieur ou égal & un. M. Pélya a formulé et M. Carlson (?) a démon-
tré le théoréme suivant :

Toutes les fois que r=r1 la série (E) représente ou bien une
Jfonction rationnelle de z, ou bien une fonction ayant le cercle
| 2| =1 comme coupure.

ans remier cas, ¢’est, comme ’a montré M. Fatou (loc. cit.
Dans le premie , ¢’est, comme I’ tré M. Fatou (!l b}y
une fonction de la forme

P(z)
(I_xn)m’

(48)

ou P(z) est un polynome (E) et m; n des entiers positifs.

D’aprés une autre proposition de M. Fatou (loc. cit.), une fonc-
tion algébrigue non rationnelle, représentée par une série (E),
posséde au moins un point de ramification & Uintérieur du
cercle |s|=1.

Ajoutons encore qu’'on a étendu aux séries (E) les lois élémen-
taires qui régissent des nombres entiers et qui ont été appliquées dans
d’autres domaines et généralisées de bien des facons : calcul des

nombres entiers suivant un module; calcul des polynomes a coeffi-
cients entiers; calcul de ces polynomes suivant un module; calcul

(') E. BoriL, Sur une application du theéoréme de M. Hadamard (Bull. des
Sciences math., 2¢ série, t. XVIII, p. 22-25); Lecons sur les fonctions meéromorphes,
1903, p. 32-35.

(*) F. CarusoN, Ueber Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten (Mathem.
Zeitschr., t. 9, 1921, p. 1-13), :
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suivant deux modules, I'un étant un nombre et 'autre un polynome;
calcul des entiers imaginaires, des qliaternions, des tableaux de
Kronecker; calcul dans un domaine de rationalité; calcul des entiers
algébriques, des entiers d'un domaine, ete. (').

Etant donnée une fonction (E), formons I'ensemble (E) des
nombres entiers figurant comme coefficients dans la série (E) corres-
pondante. Un spectre, formé d'une maniére quelconque de l'en-
semble (E), sera en méme temps un spectre de la fonclion. En
particulier, un spectre cannelé de 'ensemble (E) & un rythme
quelconque compatible avec les éléments de cet ensemble repreé-
sentera un spectre cannelé de la fonction elle-méme.

Le spectre s’obtient comme valeur que prend une fonction déter-
minée d'une variable, la génératrice spectrale ®(z) rattachée a la
fonction considérée, pour une valeur particuliére convenablement
choisie de cette variable.

Dans le cas ou les coefficients de la série (E) n’augmentent pas
indéfiniment avec leur rang, on aura

(49) (z) = ¢(107"2),

ou ¢(z) est la fonction représentée par la série (E') dont les coeffi-
cients sont les valeurs absolues des coefficients de la série (E) donnée,
4 est un entier positif égal ou supérieur au logarithme du plus grand
de ces coefficients. La fonction admet un spectre & rythme uni-
forme hy=h et il sera fourni par la valeur numérique

B = p(1o—k)

convertie en fraction décimale.
Pour la fonction, par exemple

f(z)=

Z
L=

b

la génératrice & rythme uniforme 4z =1 sera

x

o)==z

(') E. CAHEN, Sur les series intégro-entiéres (C. R. Acad. Sc., t. 152, 1grr,
p. 124~127).

>
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et 'on aura
I
S :6:0,111....

Pour le polynome
f(z) =1+ 2+ 22),

la génératrice a rythme uniforme hy =3 est
, z
Lt _f(1000>

S = f(o,001).

et 'on a

Dans le cas d'une série (E) quelconque, la convergence au voisi-
nage de # = o assure l'existence d’un nombre positif fixe B tel que,
désignant par Ny, N,, N,, ... les valeurs absolues des coefficients

o P 9 :; 2y
, . o PfaT .
de la série, pour toute valeur de n on ait \/N” < B. Soit alors ¢ un
entier positif supérieur ou égal a logB et formons la fonction

‘ am it o
(50) (@)= 2 [ (e e 0T )
27 0 P
ou
n—w= @
(51) O(w):Zq"‘z", g =10 2, p:const.<%-
n=0

La fonction admet un spectre & rythme uniformément acce-
léré hy="h—+ck (L étant un entier positif arbitraire) ayant
pour génératrice la fonction (50) et fourni lui-méme comme
valeur numérique ® (1) convertie en fraction décimale.

14. Spectre cannelé des fonctions (E) en tant que nombre décimal.
— II est manifeste qu’un spectre cannelé d’une fonction (E) ne sau-
rait étre un nombre entier sans que la fonction se réduise a une cons-
tante; il ne saurait avoir un nombre limité de décimales que si la
fonction se réduit a un polynome. Il est de méme évident que, pour
une fonction (E) rationnelle, le spectre ayant un rythme uniforme
quelconque est un nombre commensurable. Dans le cas ou ¢’est un
nombre incommensurable, la fonction (E) a certainement d’autres
singularités que les poles a I'intéricur du cercle |z| =1 ou sur ce
cercle. Tel est le cas lorsque les coefficients de la série (E) sont
limités et ne se reproduisent pas périodiquement. '
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Le spectre cannelé a un rythme uniforme d’une fonction algé-
brique est toujours un nombre algébrique. Mais il n’en est pas
nécessairement ainsi lorsque le rythme spectral n'est pas uniforme :
un spectre cannelé ayant un rythme suffisamment accéléré est
un nombre transcendant quelle que soit la fonction (E)a laguelle
il se rattache.

Rappelons, en effet, un théoréme connu de la théorie des nombres
transcendants, di a M. E. Maillet (') : l

Soient b un entier fixe quelconque; my, my, my, ... des entiers
réels positifs ou négatifs, plus petits que b en valeur absolue et dont
une infinité¢ est différente de zéro; ¢y, da, ¥y, ... des enticrs réels
positifs tels que

(IPAN
'IL
H/\

15y, Ys

Il'/\

Y, croissant indéfiniment avee n. La fonction

o(z)=Ajg+Ajz+ A2+ ..,
ou
_ mg
BVl b’

Appi=

est une fonction entiére de z ne prenant pour 2 = nombre commen-
surable (et méme algébrique), différent de zéro, que des valeurs qui

“sont des nombres transcendants.

Considérons donc une suite indéfinie My, M,, M,, ... d’entiers
ayant chacun aw plus I chiffres, et prenons dans le théoréme pré-

cédent
mj= I\Tk, b =10,

La fonction ¢(x) coincidera avec la génératrice spectrale de la
suite My correspondant au rythme (compatible avec la suite)

hip = Wp——Tp—y ol wp= Y ¥s... gl

avec iy =, car on a alors

[WRAE. ENpy. . W . SRR

T bbb Uy 10" 100y Ay

(') E. MatLLeT, Introduction a la théorie des nombres transcendants (Paris,
Gauthier-Villars, 1906, p. 20-22).
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Le spectre cannelé des My a rythme /%y coincidera donc avec la
valeur ¢(1) et par suile représentera un nombre transcendant.
D’apres la théorie des mombres transcendants, cette transcendance
provient de la présence d'une infinité de suites de zéros séparant les
décimales significatives du spectre et dont I'étendue croit indéfini-
ment avec le rang de la suite. Autrement dit : la transcendance du
spectre provient de la croissance rapide de sa dispersion avec le
rang des tranches spectrales.

Pour la suite My se composant d’entiers a un seul chiffre, le spectre
ayant, par exemple, le rythme /iy = (A —1)(k —1)! est un nombre
transcendant.

Mais le caractére transcendant ne se rattache pas exclusive-
ment aux spectres des suites d’entiers & un nombre limité de
chiffres. On peut le faire voir a I'aide d’un autre théoréme sur les
nombres transcendants, di é¢galement a M. Maillet (') et qui est le
suivant :

Soit b un entier fixe quelconque et posons

bk’” = bbk avec [)1,” = b",
de sorte que
v on
b?,n: bbn, [)3,11: bb P

Soient ensuite p et © deux entiers réels posiufs fixes, et Ay, Ay,
A,, ... une suite d'entiers (réels ou imaginaires, positifs ou néga-
ufs) tels que pour une valeur déterminée de p plus grande que 2 on
ait pour tout indice n

} Au I § b;,n-

D’apres le théoréeme de M. Maillet que nous avons en vue, la série

o(z)=Ajwo+ A o, 2+ Asw, 22+ ...
ou

_ p—pn
Wy = bp,n )

représente une fonction entiére de 2 ne prenant pour z rationnel
différent de zéro que des valeurs transcendantes.

Considérons alors une suite indéfinie d’entiers réels positifs M,
M,, M,, ..., dont le nombre de chiffres peut augmenter aussi
rapidement qu’on le veut avec leur rang, et déterminons deux

(1) Loc. cit., p. 105,
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entiers positifs p > 2 et ¢ de telle maniére que le nombre 10, »
croisse au moins aussi vite que le nombre de chiffres de M,, et que
pour tout indice 7 on ait

| M, | §10},,,l.

En prenant dans le théoreme précédent »

A= Mp; b =10

b

la fonction ¢ () coincidera avec la génératrice spectrale de la suite My

correspondant au rythme

- N P On
hp= tp— Wp—y olt Uy = 10;,”
avec i, =10, , car on a alors
M
Aywp= - 8n M,,.

Iolzﬁ—lzg—e—. oty

La valeur ¢ (1) représente le spectre cannelé des My a rythme Az; le
spectre sera un nombre transcendant.

La transcendance des spectres ainsi formes est due essentielle-
ment ¢ la dispersion du spectre, Uefiet de Uaccélération rapide
du rythme spectral; elle ne se rattache nullement aux valeurs numé-
riques mémes des entiers formant les cannelures du spectre ou a leur
mode de croissance avec le rang.

Mais a coté de tels spectres, rentrant dans la classe de nombres
transcendants de Liouyille, 1l y en a une infinité d’autres, représen-
tant aussi des nombres transcendants, tout en ayant une dispersion
faible ou méme nulle, ¢t un rythme lent ou méme uniforme. Il suffic
de rappeler le spectre, a un rythme uniforme quelconque, de la suite
d’entiers a un chiffre coincidant avec les décimales successives du
nombre e ou dunombre 7, et qui n'appartient pas a la classe de Liou-
ville.

o

La transcendance d’llll SP(‘CU‘(‘ cannelé I)Cll[ donc étre due @ 1°a

sa dispersion seule; 2° a la composition des cannelures spectrales;
3° a la fois a sa dispersion et a la composition de ses cannelures.

N

13. Transmutations A[f]. — On a défini une transmutation

Jonctionnelle lorsqu’on a indiqué une loi permettant de déduire de

toute fonction f une autre fonction F dont la forme dépend de celle
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de f, et I'on dira que la transmutation, appliguée a la fonction f,
donne pour transmuée F.

La notion de transmutation est, pour les fonctions, exactement
Péquivalent de ce qu’est celle de transformation ponctuelle pour les
points de I'espace. On établit une analogie aussi compléte que possible
entre les deux conceptions en considérant chaque fonction comme
correspondant a un point de l’espace fonctionnel, dans lequel une
catégorie quelconque de fonctions représente un champ fonctionnel.
Une transmutation peut n’avoir un sens et n’étre définie que dans un
champ fonctionnel déterminé, de méme qu'en Géométrie ordinaire
une transformation ponctuelle peut n'étre définie que pour les points
d'une région déterminée de l'espace, d’une surface, d'une ligne (*).

Nous désignerons comme une transmutation A[f], compatible
avec la fonction f, toute transmutation qui, appliquée & f, la
transmue en une fonction (E).

La transmutation, par exemple

ALf1=F"(2),

est compatible avec I'intégrale indéfinie de toute fonction (E).
La transmutation

ALf1 = [ et p sty e

est compatible avec la fonction

f(z) =emz (m = nombre entier)

qu’elle transmue en série Tm” z".
La transmutation

ALf]=3=21"(3)+25 f'(3)

est compatible avec toute fonction f(z) définie par une série de puis-
sances de la forme

A _ Mz M, z2 M, z3
f(z)_E -+ 53 +——3_4 +..

(les M, étant des entiers fixes ou variables avec n) qu’elle transmue
en série M, z".

(1) J. HapavARD, La serie de Taylor et son prolongement analytique, Chap. III
( Scientia). )
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Les opérations par lesquelles s’effectuent les transmutations A[ f]
sont infiniment variées. Néanmoins, une transmutation. particu-
liere A[f] ne se rattache pas exclusivement a une fonction particu-
liére : d’une maniére générale une transmutation A[f] est com])d-
tible avec une catégorie plus o moins étendue de fonctions.

Ainsi, la transmutation
(53) Al fl=108 f(2) (& = entier positif)
est compatible avec toute fonction
(54) - _ S(3)=ay+ a5+ az?+...

dont les coefficients a, ont un nombre fini de décimales.
La transmutation

{65} Alf]=A f(Bz) (A, B = entiers fixes) .

est compatible avec toute fonction algébrique a a, commensurables

(n=r1, 2, 3, ...). Elle est aussi compatible avec les f(z) pour

lesquelles les @, sont des fractions décimales périodiques dont le

nombre de chiffres de la partie non périodique et le nombre de chiffres

de la période ne varient pas avec 7.
La transmutation

27T T

1 . z e—ti X

(56) Alfl= - f(pe”)f( >dt (p = const.)

e o
0

est compatible avec toutes les fonctions f(z) dont les coefficients ax

sont racines carrées de nombres entiers.

Les fonctions f(z) dont les a, sont de la forme M, Q,, ou M, est
un entier et Q, un facteur non entier variable avec n, admettent des
transmutations A[f] pouvant affecter les formes trés variées. Ainsi :

I
o+ pn

ALS] = 518 T 58 /(5]

1
aprés qu’on y remplace z par z%;

1° Pour Q, =

(o= const., # = const.), on a

2° Pour Q,, = n~? (p = entier positif fixe), on a

AL f 1= ¢p(2),
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ou les ¢4 (5) sont les fonctions définies par la formule de récurrence
. d
v0=/1, ‘Pk(z):z(Tz:?k—l(z) (k=1,12,3,...);

3° Pour

1
n(n+1)...(n+p)’

Qn:
ona
1 d
ALfl= 2= zz 9 (3)

d
?Ozf’ ?k(z)=zziz‘9k—l<z> (k=1,2,3,...);

4° Pour

on a

ALf] =fme—tf(zt)di.

Cette derniére transmutation est, par exemple, compatible avec un
polynome quelconque a coefficients entiers, en e?®), sing (), coso(z),
ou ¢(z) est une fonction (E);

5° Pour
I " .
e — entier positif fixe
Qn (1:2.3...00)P (p P )
la fonction f(z) admet la transmutation (avec les restrictions
concernant la convergence)

A[f]:f f e—latlrtetly) (T8 8 o0 B Yl oo dips
0

0

Des vegles générales facilitent la recherche d'une (ransmuta-
tion A[f] dans une multitude de cas. Il est, d’ailleurs, évident qu’a
l'aide d'une transmutation A[f], compatible avec une fonction
donnée, on peut en former une infinité d’autres par des opérations
qui, effectuées sur la transmuée par ce A[f], transmuent celle-ci en
une nouvelle série (E) [addition d’une série (E) arbitraire; multipli-
cation par une telle série; dérivation répétée un nombre arbitraire
de fois; itération, etc.]. '

PETROVITCH 4
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16. Spectres de la fonction rattachés i une transmutation A[f].
— Etant donnée une-fonction f(z) et une transmutation A[f] com-
patible avec elle, nous considérerons comme un spectre cannelé
de f(3) rattaché & cette transmutation un spectre cannelé quel-
conque de la fonction (E), la transmuée de f(z) par I’ensemble
d’opérations par lesquelles se traduit A[f].

Les spectres s’obtiennent généralement comme valeur d’une inté-
grale définie, et dans certains cas méme en termes finis, comme 1l a
été indiqué dans les paragraphes précédents.

Ainsi, le spectre de e? a rythme uniforme /p =1 est fourni par la

génératrice spectrale
@ (z) :f e_tf<w—t>dl :f e(ﬂ’_l> dt
0 1o 0

rattachée a la transmuée
(37) AL = [ et de
=0

et le spectre lui-méme est .

»
S :f E 000 = 15 TEI T wes
0

(58) f2)y=as+aiz+arz*+...

Les fonctions

a coefficients a, définis par la loi de récurrence
(59) (n+1)(n+2)apps+rap—My=0

() = const., M, = entier positif fixe ou variable avec ) admettent la

transmutation
(60) ALf1=1"(=)+ ) f(2).

Le spectre a rythme uniforme /iy = /A est fourni par la valeur
(61) | S = F(107),

ou F(z) désigne le second membre de (60).
Le spectre de la méme fonction a rythme uniformément accé-
1éré hy— h + ck est donné par la valeur

s= L [ Fpen(C)a
= — L4 i —
(62) — = [ Feeno(T) 4
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ot §(x) désigne la transcendante (51), p étant une constante arbitraire
de module plus petit que le rayon de convergence de la série (58).
Pour les fonctions définies par les séries exponentielles

Sf(z)= Ao+ Ay e A, e20e

ou les A, sont des entiers positifs, et pour la transmutation

A= () (i=aloge)

=
IS

la base des logarithmes étant 10), compatible avec la suite des A, le
ta) ) (3]
spectre & rythme uniformément accéléré fip—= /i + ck serala valeur de

ou y(z) est la fonction
=

X(‘r):EAng”ge"%" <q:10_

n=>0n

win

).

Si A, n'augmente pas indéfiniment avec n, la fonction admet des
spectres & rythme uniforme Ag= A 21, o [ est un entier positif égal
ou supérieur au logarithme de la plus grande valeur A,,.

17. Correspondance entre la fonction et son spectre cannelé. —
P P
D’une maniére générale, une transmutation A[f], effectuée sur la
fonction f(z), établit une relation entre f et sa transmuée F(z). Cette -
» & P
relation, suivant 'ensemble d’opérations par lesquelles se traduit A[ f],
peut affecter des formes variées et étre, par exemple :

1° Une relation en termes finis, comme 'est la relation

A f(Bz)=F(x) (A, B = entiers fixes)

valable pour les fonctions algébriques a coefficients @, commensu-
rables;

2° Une équation différentielle, comme la relation

df

+Af=F(z) (X = const.)

dx?
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valable pour les fonctions dont les a, sont liés par une loi de récur-
rence (59);

3° Une relation intégrale, comme

fwe—ff(xt)dt:F(m)

0

valable pour les fonctions a coefficient a, de la forme

M,

M, = ent 3
1.2...70 My mLEr)

De méme, une translation A[ f] effectuée sur
fle)=ai+az+ayz*+...

établit généralement une relation entre les a, et les coefficients M,
de F(z). Cette relation peut étre exprimée en termes finis ou bien
étre une relation de récurrence.

Il existe, dailleurs, des transmutations A[f]| singuliéres, les-
quelles, appliquées a unc fonction arbitraire Jf(x), n'entrainent
aucune relation entre f et F, en ce sens que la transmuce I est
indépendante de la fonction [ i laquelle A[f] aura été appliqué.
On formerait, par exemple, de tels A[f] en remarquant qu’il existe
des intégrales définies de la forme ’

b

I

a

nulles pour toute valeur positive de n. Telle serait l'intégrale de

Cauchy
= ecti
fwmdz (@a>o0, ¢>o0)

ou bien l'intégrale de Stiéltjes

f gen+1 e—t cost dt.
0

Une fonction f(z) admet une infinité de spectres cannelés variant,
d’une part avec la transmutation A[f] appliquée, et d’autre part
avec le rythme suivant lequel le spectre aura été formé. Mais pour

S ——— i ————

e e P
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une transmutation A appliquée et un rythme spectral déterminé,
la fonction n’admet qu’un seul spectre.

Réciproquement, un nombre donné S peut coincider avec des
spectres cannelés d’une infinité de fonctions suivant A[ f] appliqué et
le rythme qu’on attribuera au spectre. Mais pour un A[f] considéré
et pour un rythme spectraldonné, un nombre S caractérise, comme
spectre cannelé, généralement une seule fonction. Il ne peut y
avoir de 'ambiguité que dans le cas ou la relation, a laquelle conduit
le A[ /] appliqué, ne détermine pas complétement f au moyen de F,
comme c’est, par exemple, le cas lorsque les coefficients a, de f
sont fournis comme racines d'une équation ayant plus d’'une racine
réelle, ou par une relation de récurrence laissant indéterminés un
certain nombre des premiers termes @y, @y, @y, . ... Cette indéter-
mination disparait si I'on tient compte des conditions supplémen-
taires fournies par I'ensemble auxiliaire (A) de données.

18. Spectres cannelés approchés. — Nous désignerons comme
spectre approché d'une fonction f(z), rattaché a un domaine (D) de
son existence, un nombre rvéel positif S lequel, considéré comme
spectre d’une fonction, et moyennant un ensemble (A) de données
qualitatives, permet de reconstruire la fonction f(z) dans le
domaine (D) avec I'approximation voulue.

Nous allons montrer que :

A toute fonction analytique f(z), au voisinage d’un point ordi-
naire quelconque de f(z), on peut faire correspondre un specire
approché, Uapproximation étant donnée & 'avance.

Remarquons d’abord que toute fonction -analytique f(s) peut étre
représentée, au voisinage de tout son point ordinaire 5= «, et avec
I'approximation voulue, par une série de puissances ¢(z) é coeffi-
clents entiers, divisée par une puissance convenablement choisie
de 1o0.

Dans le cas des coefficients A, de la série

(63) f(B)=Ap+A(s—a)+As(z—a)+...,

tous réels, on peut prendre pour ¢ () la série

(64) 0(3)=Ny-+Ny(z2—a)+ No(zg—a)+...,
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ou Nj désigne la valeur absolue de la partie entiére du coefficient A,
aprés y avoir déplacé la virgule de ¢ rangs vers la droite. On aurait

alors

(65) val. abs. A= 107N+ oy,
ou

(66) ofar <107

et le module de la différence

(67) J(@)—10-70(2)
serait plus petit que
(68) 3

pour tout point z a I'intérieur du cercle D ayant pour centre le point
2= a et pour rayon une valeur A plus petite a la fois a 1 et au rayon
de convergence R de la série (63). Si donc on prend pour ¢ un entier
positif plus grand que la valeur absolue de

(69) logz —+log(1— %)
(ou & est un nombre posiif donné a 'avance), on aura pour tout
point z a I'intérieur du cercle D
(70) | f(z)—10779(2)| <=
comme il fallait démontrer. Le nombre ¢ dépend de l'approxima-
tion exigée et du domaine considéré autour du point z =

Or, par le choix convenable du nombre 3, la fonction f(a + z)
se réduit & un polynome en 5. En effet, la convergence de la série (1)
au voisinage de 5 = o assure Pexistence d'un nombre .B fini et diffé-
rent de zéro, tel que pour toute valeur de 2 on ait

VIA.I <B.
Prenant pour 3 un nombre positif plus petit que —é,, le coefficient
b= A, [" de la série

Slo+B2)=0bo+ b3+ byz2+...

sera en valeur absolue plus petit que 1. Les coefficients N; de la

—
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séric ¢(z) relative & f(«+ 3z) deviennent, a partir d’'un certain
rang k, tous nuls et ¢(z) se réduit a un polynome. De plus, lorsque
les coefficients A, sont, a partir d’un certain rang, plus petits que 1,
on peut prendre 3 =1. .

Si un ou plusicurs premiers cocfficients A, sont des nombres
entiers, approximation fournie par le polynome ¢(z) se trouve
augmentée. Car, si par exemple Ay, Ay, ..., A, sont des enliers,
on aura o= o%; =...= a,; pour les points z compris a 'intérieur
du cercle de rayon 4, le module de la différence (67) est plus petit

que
) Jop

PN

I

Pour la fonction, par exemple f(z)=e?, si 'on prend
he=cy  @=h PEY

le polynome ¢ (z) sera le polynome de dixiéme degré

9 (%) = 10000000 -+ 10000000 Z ~+ 5000000 32+ 1666666 z°
—+ 416666 2%+ 83333 55+ 13888 20 +- 1984 57
—+ 248 38+ 2759+ 2 3105

7 = n oY 1T 1 ! AN Te s
le polynome 1077 ¢(z), pour toute valeur |z]<C 5» représentera e

avec au moins 7 décimales exactes.

Un spectre cannelé quelconque du polynome ¢(z) est en méme
temps un spectre approché de f(z) pour tous les points z & U'in-
térieur du cercle D.

Le polynome ¢(z) admet des spectres limités a rythme uniforme,
fournis comme valeurs numériques de ¢ (o -+ 107¢), ou / désigne un
entier positif inférieur ou égal au logarithme de la valeur absolue du
plus grand coefficient Ny. Par conséquent : la fonction f(z) admet,
au voisinage de tout son point ordinaire, des spectres limités qui
la déterminent, dans ce voisinage, avec approximation donnée
a lavance.

Si h désigne un nombre égal ou supérieur au logarithme de la
valeur absolue du plus grand coefficient A, on peut prendre =/ +q.
Le spectre approché de f(z) a rythme uniforme / sera un nombre
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commensurable & p(h + ¢) décimales, ou p désigne le degré du poly-
nome ¢ (z). Il déterminera la fonction f(z), a I'intérieur du cercle D,
avec une approximation ¢ dépendant du nombre ¢ et du rayon du
cercle D.

Nous terminerons ce paragraphe par la remarque que les conclu-
sions précédentes s’étendent aisément aux cas des cocfficients Ay
imaginaires, et par suite a toute fonction analytique.

ety
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LA METHODE SPECTRALE.

19. Principe de la méthode. — La nolion de spectre, malgré ses
apparences de notion superficielle et peu riche de conséquences, peut
pourtant se meltre en rapport étroit avee les inconnues dans divers
problémes d’Arithmétique et d’Analyse. La diversité des maniéres
pour établir la correspondance entre le spectre et les éléments d'une
suite de nombres, ou les ¢léments déterminants de la fonction, rend
souvent possible la formation des spectres dans lesquels apparaissent
explicitement les valeurs des inconnues.

En particulier, les spectres cannelés peuvent jouer un réle utile
comme instruments de calcul. Ils conduisent & un procédé intéressant
de calcul numérique que I'on peut nommer procédé spectral a cause
des analogies frappantes qu'il présente avec celui de analyse spee-
trale en Physique et Chimie.

Calculer une valeur numérique, ou bien une suite limitée ou illi-
mitée de valeurs numériques g, a@,, s, ..., ou bien une partie
déterminée de chiffres composant 'une de ces inconnues, par un pro-
cédé spectral, ¢’est déterminer ces inconnues au moyen d’'un spectre S
convenablement rattaché a la suite des ay. Ceci peut se faire de deux

maniéres différentes :

1° On peut calculer une inconnue ou une partie déterminée de
chiffres composant la valeur numérique d’une inconnue, soit comme
spectre S d’une fonction connue, fourni par un A[ f] connu et ayant
un rythme spectral connu, soit par un segment déterminé du spectre S,
ou bien comme une combinaison connue de S;

2° On peut calculer une suite limitée ou illimitée d’'inconnues e,
@y, @y, ..., ou bien une seule inconnue a; faisant partie de la suite,
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ou bien un .ou plusieurs chiffres composant az, au moyen de canne-
lures ou de raies d’un spectre S.

Cette derniére maniére de détermination des inconnues sap-
plique chaque fois que celles-ci se trouvent en correspondance
connue avec une fonction (E) et se résume en la régle suivante :

Si I'on partage le spectre S de la fonction (E) a rythme /4, en
tranches conséculives, la premiére étant composée de £, premiéres
décimales de S, la deuxiéme de 7, décimales suivantes, etc., Uentier
N,(n=r1, 2, 3, ...) faisant partie de la suite Ny, N,, N,, ... d’in-
connues auxiliaires (a l'aide desquelles se calculent les inconnues a,,
@y, ds, . ..) sera fourni comme groupe de chiffres significatifs de la
n'®™ tranche, et N, coincidera avec la partie entiére de S. Autrement
dit : N, coincidera avec la n'* -cannelure du spectre S et son A'*m®
chiffre avec la raie correspondante de cetie cannelure. Les N, étant
ainst déterminés, les inconnues a, le seront a Paide de la relation
(explicite ou de récurrence) établissantla correspondance entre les a,
et les N,,.

Une valeur suffisamment approchée du nombre S fournit ainsi
les valeurs exactes d’autant d’inconnues @, que 'on veut : la déter-
mination de 7 1 premiers entiers Ny, Ny, Ny, ... n'exige que la
connaissance d’une valeur approchée de S avec s+ hy—+. ..+ hn
décimales exactes, et I'on aura alors les @, correspondants a l'aide de
la relation liant les @, aux N,.

L’avantage qu’offre la méthode spectrale au point de vue de la pra-
tique de calcul numérique consiste en ce qu’elle fournit le moyen :

1° de déterminer a la fois, par la continuation suffisante d’un
méme calcul numeérique, les valeurs d’autant d’inconnues que l'on
veut;

2° de déterminer les valeurs exactes d’un nombre voulu d’incon-
nues au moyen d’'une valeur suffisamment approchée d'une donnée
du probléme.

20. Quelques applications arithmétiques. — Désignons par gk
Ientier qu’on obtient en écrivant le chiffre g & fois consécutivement,
par exemple

91=9, 92= 99, 93 = 999,

Ralagmas=-
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L’Arithmétique élémentaire enseigne des propriétés curieuses de
nombres ainsi composés et de leurs combinaisons. Nous y ajouterons .
quelques propriétés que nous croyons nouvelles.

I. Soient
(71) @ b, C, ey 8
(72) ith, B, Py ssep S

deux suites données d’entiers positifs, les entiers (71) étant premiers
entre eux, et soit 2 un entier positif variable. L'expression

e Q(mn+1)ah ¢ (n-+1)bh e .9(:.-+l)g/:
Qal vk 9gk

représente un entier a A& chiffres, ou
A=ma—+nb—+...+sg
jouissant de la propriété suivante :

Désignons par P (k) l'entier positif indiquant de combien de
maniéres l'entier &k peut s’écrire sous la forme

k=azx—+by+...+ gt

lorsque , y, ..., t parcourent la suite de valeurs

£=0,1,2, ..., m,

Y=0, 1,2 n,

................. ’
) B=D0y Ty By ooy ®

Dés que h surpasse une certaine limite déterminée par la
suite (71), Uentier formé du groupe de chiflres significatifs de S,
commengant par le (kh—+1)" et terminé par le (k4 1)hi¢me
chiffre de S, coincide avec le nombre P(k), et cela pour toute
valeur de k ne surpassant pas L.

Pour le faire voir, considérons le polynome

2 1% —g
V(.Z', a, {J-) = 7:— =14 2%+ 2% 4. ..+ -TP‘“,
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o et p étant deux entiers positifs arbitraires. On a

V(Io—/l.7 o, lJ-) = Io—mochM
. Yah
et, par suite,

S = 10M W (10—1),
ou W (x) désigne le polynome de degré 2
W(z)=V(z, a, m)xV(z, b,n)...V(z, g, s).

Or, le coefficient de z* dans le polynome W (#) est précisément le
nombre désigné par P (k). Si donc 'on désigne par I le nombre de
chiffres de I'entier P(k), et si 'on prend pour A un entier supé-
rieur ou égal a logP (%), on aura

W(to—"*) =o0,00...0P(0)00...0P(1)o0...0P(2)0...0P(AR),

——— e —

h—1, zéros h—lL, zéros h—l; zéros

et, comme /& — [;20, le résultat énoncé se trouve démontré. Le
nombre S est donc un spectre de la partition des nombres.
Laguerre (') a établi une formule générale donnant une valeur
approchée du nombre P (k) pour un systéme donné (k, a, b, ¢, ..., 2)
et pour tous les systémes possibles (2, y, ..., t), avec I'erreur com-
mise ayant une limite supérieure indépendante de k.
Dans le cas, par exemple, de I’équation a deux inconnues

k=ax~+by,
la formule de Laguerre fournit

P(k):a—lz—l—&

ou la valeur absolue de § est plus petite que 1 ; pour I'équation a trois
inconnues
k=ax~+ by +cs3,
elle fournit
k2 k(a+b—+c)
= + 8
2abce 2 abe

P(k)=

b

le terme complémentaire & étant en valeur absolue plus petit qu'une
cerlaine quantité fixe pour tous les £.

(1) Sur la partition des nombres (Bulletin de la Soc. mat. de France, t. V,
1877; QFuvres, t. I, p. 218-220.
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Ces formules permettent d’assigner a 2 1'une des valeurs que sup-
pose la proposition précédente.
Remarquons que
9(p+1) ke
ol

est I'entier & po i chiffres ayant pour valeur
100...01 00...0100...010...,

—— e —
oh—1 zéros oh—1 zéros oh—1 zéros

ou le groupe de chiffres oo. . .o1 se répéte p fois. Ceci permet de cal-
culer le nombre S en additionnant les unités convenablement distri-
buées et d’imaginer méme un appareil simple effectuant rapidement
ce calcul.
Pour I’équation, par exemple
Jz+sy ==k,

o<z <10, 0y,
comme le nombre

10g<1+ L) = log(l—l— /'—8> = logg
ab 6
est plus petit que 1, on peut prendre /o =1, ce qui fournit
S =0 101I11212222323333.434331’,334334. ..
et le nombre P (k) coincide avec le (&~ 1) chiffre de S. Ainsi,

I'équation
dz+ay =19

a exactement trois solutions en <10 et <9 : ce nombre est bien
indiqué par le vingtiéme chiffre de S.

Il1. Considérons le nombre rationnel

Sm,h == l“m,lz Q/l7

1 I 1
NI//l,h:——+-—+...-i——, 5
9n Q21 9mh

Q220
p== o=k
Q 9-92

et ou m et /s sont deux entiers positifs arbitraires. Convertis en frac-
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tions décimales, M, 5 est une fraction périodique simple ayant une
période de mh chiffres, et Q4 est une fraction périodique mizte dont
la partie non périodique et la période ont chacune % chiffres. Le
nombre S,, , lui-méme, converti en fraction décimale, sera donc une
fraction périodique mixzte dont la partie non périodique a /& chiffres
et la période mh chiffres.

Partageons la suite S de décimales de S, formant I'ensemble de
sa partie non périodique et la premiére période, en tranches succes-
sives Ty, Ty, ..., Ty & & chiffres, de sorte que la tranche

Tr (k=122 isds 1)

commence par le [(A —1) /A -+ 1]%° et se termine par la kAt déci-
male de S,, 1, et considérons les tranches Ty, Ts, ..., Tp.

Des que h surpasse une certaine valeur, Uentier formé du
groupe de chiffres significatifs de la tranche Ty coincide avec le
nombre de diciseurs de k autres que 1 et k, et cela pour toute
valeur de k<m.

Pour le faire voir, remarquons que S,,,; représente la valeur numé-
rique que prend pour z =107* la fraction rationnelle

F(z) =f(2)—2(2),

ou f(x) est la série de Lambert limitée

x xz xnl
D= —_—
f(2) 1—w+1—x‘-‘ I— 2™
et
z(x+1
o(z)= %——) =z+2(22+ 23+ 2h+...).

D’aprés la propriété bien connue de la série de Lambert, le coeffi-
cient N (k) du développement

F(z)=N(@)z +N(2)2z2+ N(3)23+...

coincidera avec le nombre de diviseurs de & autres que 1 et k.
Prenons pour / un entier quelconque tel que 10% ne soit inférieur
au nombre de diviseurs d’aucun entier 2 < m. Le produit 10~ 4N (k)
sera alors le nombre 0,00 ... oN (%) ou la partie significative N(k),
composée de l; chiffres, est précédée d'un nombre de zéros égal
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a = — l;. 1l Sensuit que

F(1o0=")=o0,00...0N(1)00...0N(2)00...0N(3)o...,
s e it ———
h—l1, zéros h—I, zéros h—Iy zéros

ce qui démontre le résultat ¢énoncé. Le nombre S est donc un spectre
des nombres des diviseurs d’un entier variable.

En désignant comme lacune toute tranche Tx formée exclusivement
de zéros, on en tire le corollaire suivant :

Le nombre de lacunes que présente 'ensemble de k premiéres
tranches Ty, Ty, ... est égal au nombre des nombres premiers
inférieurs & k, et cela pour toute valeur de k inférieure ou
egale a m. '

Si on remarque que

D
= 0,0...010...010...01I,

Qkn e s K i
kh—1  kh—1 kh—1
2
e L =100 0:s0L1 00+ « OB 0 « « 0200 o x 0By v
9 X9 SEE PR T .

h—1 h—1 h—1 h—1

on voit que le nombre S se calculerait, pour tout m et 2 donnés, par
la seule addition d’unités, par exemple a I'aide d’un appareil simple a
imaginer.

Le nombre / remplissant les conditions précédentes peut étre
déterminé de diverses maniéres. Comme 'on a

N(k) < k< m,

on peut prendre pour h un entier quelconque supérieur ou é¢gal
alogm.

On peut aussi le choisir de la maniére suivante : en prenant pour m

une factorielle
o e o N (N W

on s’assure par des considérations arithmétiques élémentaires que le
nombre de diviseurs (autres que 1 et &) d'un entier £ <m ne surpasse

jamais 221!, et comme
J ’ A—1

2)‘—1<‘IO 3 5

PR s



64 TROISIEME PARTIE.

on peut prendre pour h un entier quelconque supérieur ou égal
A—1

Sl

Rappelons aussi I'inégalité de M. Wigert

(1+€) log k&
N(k)<2 loglogk’
valable pour ¢ > o et arbitraire, pourvu que £ soit assez grand.
On trouve, par exemple, pour m =100 (ce qui fournit 2<2) :

S100,2 = 0,00000001000200020102000400020203000400040202000601 . . ..

Les 20 premiéres tranches a deux chiffres contiennent g lacunes,
les 100 premiéres tranches en contiennent 26, indiquant qu’il y a
9 nombres premiers inférieurs a 20, qu’il y en a 26 inférieurs
a 100, etc.

Le méme procédé, appliqué a diverses fonctions rationnelles ana-
logues aux précédentes, conduit & d’autres nombres entiers ou ration-
nels, composés de chiffres g et jouissant des propriétés arithmétiques
intéressantes.

On sait, par exemple ('), que le nombre Q, , de décompositions
de tous les nombres en (au plus) ¢ parties, chacune étant au plus
égale a un nombre donné p, est le coefficient de az?? dans le dévelop-
pement de :

I
(1—a)(1—z)(1—ax) (I—ax‘l)...(l—-ax/’).

F(z)=

De méme, on sait que le nombre R;; de solutions en nombres
entiers positifs de deux équations linéaires simultanées

ax+by—+...+gt=k,
adx—+by—+...+gt=FK.

hour k et k' variables, est le coefficient de w/¢* dans le développe-
I ; pp

ment de
I

(— wava”) (1— ubpb’y. . (1— utvé’y

D(u, v)=

Les expressions

(73) F(10=") et ®(10~" 10—"")

(1) Mac-ManON, Philos. Trans., t. 187 A, 1896, p. 619.
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grands) sont -cerlains

nombres rationnels dont la suite de décimales s’exprime en écrivant,

(ou A et A" sont des entiers suffisamment

les uns a la suite des autres, les entiers successifs Q, 4 ou Ry, et
en intercalant entre eux un certain nombre de zéros d’autant plus
grand que A et A’ sont plus grands. Les nombres (73) jouent ainsi le
role de spectres du probléeme.

Nous indiquerons encore, a titre d’exemple, le mode de formation
des spectres des sommes des puissances semblables des nombres
entiers consécullfs.

Désignant par P, x(3) le polynome de degré m défini par la loi de

récurrence
g+l __ 3 dP
P . _ DF
PIIL,/.‘—"’PIH,I;-—1 =10y Pl)l,O— ) ) P= a’z’
on a

Pm,/c: 14z 4+ okz2 4+ mkzk,

La formule connue

Ya,z"

N . a

=22 = qo (@0t @) s (@ ai+ @)zt
=R

fournit alors

])
I;"": =81p8+ SapB2-t...+Smp(BMm a4 g4 L),
Taundt |
ou
Snp=1P + 2P +. ..+ nr.
L’inégalité
3
kp < mp (k=1,2,..., m—1)
entraine

Snp < mp+1

el par suite, A étant un entier positif supérieur ou égala (p —+ 1) logm,
le spectre de la suiteS,p, Syp, . . ., Smp d rythme uniforme /ig= /h est
fourni par les m/h premiéres décimales du nombre (notation des
exemples précédents) .

Bi= ﬂP (ro—niky;

9mh mp 1

les décimales restantes fournissent un spectre périodique a rythme A,
la période étant le nombre s,p précédé d’autant de zéros qu’il en faut
pour compléter le nombre de chiffres de la période jusqu’a A.

PETROVITCH ‘ 5
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Dans le cas, par exemple, des syp . .. Smp, correspondant a m = 16,
p = 2, on trouve

1084 P g o (10764)
9o
= 0,00010005001400300055009101400204028503850506065008191015. . ..

S =

La valeur numérique de sgs(k =1, 2, ..., 16) coincide avec la £*"°
cannelure de ce spectre, ¢’est-a-dire avec le groupe de chiffres signifi-
catifs commengant par la (4k — 3)*®° et finissant avec la 44" déci-
male de S; le n'*™ chiffre de sk, coincide avec la (2k — n 1)
décimale de S. Ainsi, la somme sy, coincide avec la neuviéme canne-
lure spectrale : ¢’est done 285; le deuxiéme chiffre de sy, est la cin-
quante-uniéme décimale de S : ¢’est done 1.

21. Procédé spectral de développement en séries. — L’évaluation
numérique des coefficients d’une série

Qo+ Ay 3+ QB2+

se fait par des procédés usuels, soit en caleulant individuellement
chaque cocfficient a,, par une formule explicite

ap,=o(n) (7= 0} Xy 25w +'5)s

soit en caleulant @, au moyen de la suite déja connue de coeffi-
clents @u—y, An_a, ... par une formule de récurrence

e( 1y Bny Bi—iy By < oe) =0,

Le procédé spectral consiste & calculer tous les coefficients a,
la fois, ou bien un groupe voulw de ces coefficients, a Uaide de
groupes de décimales d’un seul nombre S convenablement ratta-
ché a la fonction f(z) dont on cherche le développement en série.

Les régles du paragraphe 8 conduisent a cet égard aux régles sui-
vantes :

[. Lorsque les @, sont des nombres entiers positifs, le coefficient a,
est ¢gal ala partie entiére du nombre S représentant le spectre de f( )
a un rythme /4 connu; le coefficient @, coincidera avec le groupe de
chiffres significatifs de S commencgant par sa (P,—, -+ 1)"®*"¢ et se ter-
minant par sa P décimale, ou P,=h, 4+ Ay ... + h,. Dans
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le cas de rythme uniforme, c’est le groupe commencant par la
[(n—1)h +1]® et finissant par la n A" décimale de S. Dans le
cas de rythme uniformément accéléré hy=h + ck, il commence

[(n—l)lz+ M—ntl—)cﬁ'—l]ieme

2

par la

. n(n-+r1 ieme |
el se termine par la [(nh + ——(—Z—)c] décimale de S.

Le A*me chiffre de a, coincide avec la (P, — &k +1)*" décimale
de S (la £ raie de la n*™° cannelure spectrale). Pour hy=/, c’est
la (nh — k —+1)"®" et pour hg=h + ck, c’est la

n(n—|—1)c

iéme
[nh e —k+ I} décimale de S.

II. Lorsque les @, ne sont pas des nombres entiers, la connaissance
d’une transmutation A[f] compatible avec la fonction f(z) a déve-
lopper conduira & une transmuée (E) de f(5);la connaissance d’un
rythme spectral compatible avec la suite des coefficients N, de (E) et
des signes o, des parties réelles et imaginaires de ces coefficients per-
mettra de former un spectre S de la suite N, a un tel rythme. La
régle I appliquée a S déterminera alors les N, et la relation entre
les a, et Ny imposée par le A[ f] appliqué déterminera les coefficients
Inconnus a;.

Un rythme possible Az et les signes g, seront fournis par l'en-
semble (A) de données qualitatives du probléme.

[[I. La détermination des valeurs exactes de n—-1 premiers coeffi-
cients (abstraction faite des signes g,) n'exige que la connaissance
d’une valeur approchée du nombre S avec P, premiéres décimales
exactes. Ge nombre de décimales est nh dans le cas de rythme spectral

n(n-+1)

uniforme hy= "N, et nh + ¢ dans le cas de rythme uniformeé-

ment accéléréd = h - ck.

Premier exemple. — Déterminer la suite Ay, Ay, Asy o ooy Ay
des coefficients de la p™®™ puissance d’un polynome donné P(z) de
degré m a coefficients nombres entiers positifs, connaissant une limite
supérieure A des coefficients A;.

En désignant par A un entier positif supérieur ou ¢gal a logA, la
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suite des Ax admet le rythme speetral uniforme hy= /A et le spectre
en sera fourni par le nombre

S =[Pao—")].

Le coefficient A, ainsi qu’un chiffre voulu de Ag, sera fourni par
une cannelure ou une raie du spectre S délerminées par les rvegles
précédentes.

Pour développer, par exemple, par le procédé spectral, Uexpres-
sion :
J2)=(a+2z 4+ 22),
sachant que les coefficients du développementne surpassent pas 1000,

il suffit de calculer le nombre '

S = f(10—3) = 10736 1001001°

=1,006021050090126141126090050021006001

et d’en partager la partie décimale en tranches de trois chiffres : cha-
cune de ces tranches fournit un coefficient Az et 'on a ainsi

f(2)=1+62+ 212>+ 502° 4+ gox* + 126 25+ 141 2°

126 27+ 9o a8+ 5029+ 21 210 + 6 211+ 212,

Il suffit méme de calculer S avec dix-huit premiéres décimales pour
avoir le développement complet de la fonction.

Deuxiéme exemple. — Développer en série de puissances la fonc-
tion rationnelle
S@) =52
Q(z) .

dont les zéros du dénominateur sont tous simples et ont pour module
P'unité, sachant que les coefficients inconnus du développement sont
tous des nombres entiers positifs ou alternativement positifs et négatifs.

En désignant par oy, o, ..., &n les zéros de Q(x), et par Ay,
A, ...y Ay les coefficients des fractions simples qui leur corres-
pondent, on aura

34 e Am s

52— 0y I — %m

() J(5)=p(3)+

ou p(s) désigne la partie entiéve de la fraction f(z).
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Sil'on développe le second membre de () en série

f(3)=ay+ a3+ ayz:—+...,
O aura
ap=p—+ Ajat+ Agalf+. ..+ A, alh,

ot p désigne, s'il y a licu, le coefficient de 27 dans le polynome P (z).
On en conclut que

lan | <|p|+|Agal| 4+~ Ayl |,
et comme le module de @, est égal a 'unité, on conclut que
b | | ] K], oA ]
Si done on désigne par k un entier quelconque supérieur ou égal a

log[ip|—+1A] gty | Am ],
on aurd
| @y | < 1o,

ot I ne varie pas avec n, c¢ qui montre que la suite des a, admet le
rythme spectral uniforme fiy=~7% ct le pmb]éme s'achéve facilement.

Dans le cas, par exemple, ou les @, sont positifs, leur spectre
sera le nombre commensurable S = f(10—*). Le coefficient @, coin-
cidera avec Pentier composé du groupe de décimales de S com-
mengant par la [ (7 — v) o -+ 1]*™¢ et se terminant par la A" de ces
décimales; le £ chiffre de @, est fourni parla (nh — &k 1) déci-
male de S.

Tel est le cas de la série de Lambert limitée

z z2? zm

+ - —
1—z © I— 3 I— g/

Fs)y=

satisfaisant bien aux conditions précédentes. D’aprés inégalité
la, | <n<m

valable pour cette série et le fait que, les @, étint des entiers positifs
admettent comme rythme spectral le rythme uniforme

hip=h2logm;

leur spectre a un tel rythme sera le nombre rationnel

I 1 j |
S = — + i 92=99---9 -
Gu 9an Gmh < —_——
- o fois
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Par exemple, pour m <C 100 on peut prendre A = 2, ce qui fournit
S = 0,0102020302040204030402060204040502060206. . .
et, par suite,

f(3)y=2+02324+ 223+ 334+ 285+ 42°+ 2574 4384+ 32%+. ...

Troisiéme exemple. — Développer f(z) sachant que le coeffi-
cient a, est le nombre commensurable T” ou les M, sont des entiers

a un nombre limit¢ de chiffres, alternativement positifs et négatifs.
La transmutation

* ALF1=1"(3)
compatible avee f(z) se traduit par la transmuée (E)
F(z)=My+M;5+ My32+...
| ¢t entraine la relation

(e) na,—M, =0 (n=1,2,3,...).

nombre

S = f'(—107")

jouant le réle du spectre de F(z) a rythme uniforme hy=/h>au
nombre maximum de chiffres de M,,. Les a, seront dés lors fournis
par la relation (o) laissant @, indéterminé.

Par exemple pour

et o =2, on trouve
S =/f'(—0,01) =23, 19201721172117. . .;

les coefficients M, se reproduisent, en valeur absolue, a partir du troi-
sieme, la période étant 2117, et 'on a ainsi

o

N
-
~a
-

: 19 P 5 . 21 G
Z3)=ay—233+ — 32— 33+ Lght— g8 Lz .
f(=) 0 2 3 4 5 6

Quatrieme exemple. — Développer f(z) sachant que les a,, tous
osilifs, sont racines carrées de nombres entiers positifs & un nombre
, 1

|

L’entier M,,_, sera déterminé comme n'*"¢ tranche a A& chiffres du
|

|

|

\

\

|

| limité de chiffres.
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En posant

S(re#) 2= 4(r, 9),

la transmutation
27

M= [0 o),

compatible avec f(z) (§15), transforme la fonction en une série (E)
avec la relation
a;—‘L e M,l = 0.

En prenant pour /4 un entier supérieur ou égal au nombre maxi-
mum de chiffres de @y, le spectre des M, a rythme Ay =h sera le

nombre réel
o g T —
S = f L‘f(w ‘,9>d?
0

dont la ni¥™e tranche a 2 chiffres fournira M, et 'on aura

= \/M_n

Cinguiéme exemple. — Développer f(z) sachant seulement que
les @, sont des entiers positifs et que 2= o est un point ordinaire de
la fonction.

La convergence de la série de puissances représentant f(z) au
voisinage de 2 = o implique I'existence d’un nombre positif fixe A tel

. n;/— .
que pour toute valeur de n on ait V/(I,I<A. En désignant par ¢ un
entier quelconque supérieur ou égal a logA, le rythme spectral uni-
formément accéléré hy = ck sera compatible avec la suite des a, et
son spectre sera le nombre réel

27 s
' I . g e #
= & ol
b_)x[ f(r,gl)()< - >dl

n—w»

o 1
6(5):29”13”7 g =10 2 p = const. < K'

n=0

ou

On peut également exprimer le nombre S par U'intégrale définie (2
I 8 | I )
du paragraphe 3,
S / e—2 R(a, 3¢)dL,

o2
\/Ezo
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ot R(r, ¢) désigne la partie réelle de f(re?) et ou il faut attribuer
aux constantes « et 5 les valeurs

. RN A e e
o= 10~ 3= y2lognatio.

Si l'on partage la suite de décimales de S en tranches consécutives
de ¢, 2¢, 3¢, ... décimales, le coefficient @, coincidera avec la partie
entiere de S et le coeficient «, avee Pentier composé de chiffres
significatifs de la n'*™ tranche. ) ¢

22. Procédé spectral d’évaluation des intégrales définies. — Le
procédé speetral s’applique de deux maniéres différentes au calcul des
intégrales définies.

¢

Previtre maniere. — Dans le cas d’une suite d’intégrales définies
Ty, oy Sy, ... (simples ou multiples, réelles ou imaginaires) telles
que J, coincide avee les cocfficients «, d’une fonction f(z), le
calcul des I, Seffectuerait suivant les régles du paragraphe 21
a Uaide de cannelures d'un spectre rattach? a f(z) et de la
relation existant entre les entiers formant ces cannelures et

les ay,.
Clest amsi que 'intégrale de Cauchy,

= CIE= 0, , B s

prise le long d’une circonférence C ayant comme centre z =«
dans lequel la fonction /(;) est holomorphe, s'exprime, toutes les
fois que sa valeur numérique est un nombre entier, directement
comme l'entier formant une cannclure déterminée d’un spectre de la
fonction f(a + z) — f(«a)(abstraction faite des signes g,).

Lorsque les J, ne sont pas des nombres entiers, on remplacera
J(=) par sa transmuée corrcspondant a une transmutation A [ f] com-
patible avec f(z).

De méme, une mtégrale de la forme

b
s :f we dt
a

u et ¢ fonctions de ¢) s’obtiendra a 'aide de cannclures d’un spectre
I )
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en remarquant que les J, coincident avee les coefticients du dévelop-

pement de la fonetion
b

Tl = / e(pvz)udt
“a
sutvant les puissances de z, ot ¢(z) est 'une ou Pautre des fonctions
gl 1 I

9(a)= ——— (5)=

Z—1 : =%

-G

)

sutvant que la suite des J,, est limitée ou illimitée.

SeconpE manikre. — Dans le cas ou une mtégrale J représente
elle-méme le spectre, & un vythme /Ax connu, d’une’ suite connue
d’entiers Ny, Ny, Nu, ..., elle aura pour valeur num?rique N,
suivi, comme partie entiére, de la suite de décimales que lUon

Jorme en rangeant bout & bout les groupes numériques Go,

Gy, Ga, ... correspondant & la suite Ng et aw rythme hy, aprés
avoir affecté les parties réelles et imaginaires des Ny de signe

positif.

Tel est, par exemple, le cas de 'uatégrale
h
= f o(10~v)u dt
“a

lorsque les J,, définis par la formule préccdente, sont des entiers
dont le nombre de chiffres ne dépasse pas &; intégrale, considérée
comme spectre des J, & rythme Ay = /i, aura comme partie entiére la
valeur J, et pour partie décimale G, G, Gy ..., ot G est 'entier Iy
précédé d’autant de zéros qu'il en faut pour que le nombre de chiffres
du groupe numérique Gy soit égal a /.

Tel est aussi le cas de Pintégrale

b
J:f E(v)udt,

ou, les /g étant les termes d’une suite illimitée quelconque d’entiers
positifs; £(z) désigne la fonction entiére

n

Il

%

o WS fi, |
LB, £ =10 (gl g

£(z) =

N
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[

M :
Lorsque J, est un nombre commensurable de laforme —n—" (M, = entier

fixe ou variable avec n), on remplacera £(s) par 5£'(z).

En prenant pour les /iz une suite d’entiers croissant assez rapi-
dement avec leur rang, on aura ainsi une infinit¢ d’intégrales qui
s’expriment @ ’aide de nombres transcendants de Liouville ().

Les intégrales de la forme

J:f e O(a, BE)dL,
0

ou (7, 9) est la partie réelle d’une fonction f(re#?), la fonction f(z)
étant développable en série de puissances de z a coefficients nombres
entiers se calculent, pour certaines valeurs des conslantes o et 3,
comme spectres des coefficients de f(z) a un rythme uniformément
accéléré (§ 5). Dans le cas, par exemple, oa f(z) est la fonction
rationnelle représentant 'ensemble de m < 100 premiers termes de la
série de Lambert (§ 21), et en faisant

«=o0,01, (= /2lognatio,

Berkomale & aum N p—
I'intégrale & aura pour valeur =~ multipli¢ par le nombre S ayant

pour partie entiére zéro et dont la partie décimale s’écrit en rangeant
bout a bout les groupes Gy, ..., Gu, ot G est égal au nombre de
diviseurs de & (y compris 1 et k) prééédé d’autant de zéros qu'il en
faut pour que le nombre total de chiffres de Gy soit égal a 2 k.

23. Détermination spectrale des fonctions. — Les procédés usuels
de détermination d’une fonction analytique par des conditions dis-
crétes exigent généralement une infinité de données numériques,
comme le sont, par exemple, les coefficients de la série de Taylor, de
la série trigonométrique, exponentielle, etc., correspondant a la
fonction. ’

On connait divers autres modes de détermination d’une fonction
entiére f(z) par des conditions discrétes, par exemple, au moyen des
valeurs que prend f(z) pour une suite de valeurs de z, avec I'adjonc-

(1) Voir p. 46.

|
|
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i
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tion d’un ensemble (CG) de conditions supplémentaires qualitatives
concernant le mode de croissance de la fonction avec z (').

Dans les modes actuellement connus de détermination des fonctions
par de telles conditions, le nombre de données numériques n’est
limité qu’exceptionnellement, dans des cas trés particuliers ou I'on
connait a l'avance la forme analytique de la fonction a un nombre
limité de constantes prés (par exemple, dans le cas ou la fonction se
réduit a un polynome algébrique, exponentiel, trigonométrique, etc.).

Or, la méthode spectrale révéle une infinité de catégories de fone-
tions dont la détermination se raméne @& wun probléeme dépendant
d’un nombre limité de paramétres, a la condition d’y adjoindre un
ensemble (A) de conditions qualitatives.

Nous allons le préciser dans ce qui suit.

Nous considérerons la fonction f(z) d’une variable z comme numé-
riqguement déterminée si, a toute valear numérique de sz correspond
une valeur numérigue de f(z).

Nous dirons que plusieurs fonctions analytiques fi, f, f3, ... de
la variable z appartiennent @ une méme catégorie spectrale s'il
existe pour chacune d’elles une région du plan des z dans laquelle ces
fonctions admettent un méme A[f], ne différant d’une fonction f a
une autre que par des valeurs numériques d’un certain nombre de
paramétres qu’il contient. Une catégorie spectrale de fonctions se
trouve ainsi déterminée par la forme de A[ f] compatible avec elle,
comme l'est une catégorie des surfaces par la forme de son ds?.

Une catégorie spectrale (f) est a considérer comme catégorie a
m paramétres si, en attribuant des valeurs numériques déterminées
a m paramétres, indépendants entre eux, que laisse arbitraires la
définition de la catégorie (f), on engendre une fonction numérique-
ment déterminée faisant partic de la catégorie, et cela,de fagon que
toute fonction de la catégorie puisse étre engendrée de cette maniére,

La méthode spectrale conduit alors aux conclusions qui suivent.

D’abord, la catégorie (E) de fonctions f(z) développables au voi-
sinage d’au moins un point z =« en séric de puissances de 3 — o @
coefficients nombres entiers est & considérer comme une catégorie
a deux paramétres : la valeur « et un spectre S de la fonction.

(') E. BoreL, Sur l’interpolation (C. R. Acad. Sciences, 1** semestre 1897,
p. 673-676).
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Considérons une catégorie (f) quelconque de fonctions admettant
une transmutation A[ f]. La relaton entre f(z) et sa transmuée peut
introduire un certain nombre de paramétres y; qui peuvent provenir :
1° des paramétres impliqués dans le A[ f] lui-méme ; 2° des constantes
indéterminées qu'introduit cette relation méme, par exemple par
Uintégration, par des termes d’une série que laisse indéterminés une
relation de récurrence, ete.

Le nombre ¢ des paramétres y; varie, pour une méme catégorie (f),
avec le A[f] appliqué. Nous désignerons, comme indice spectral o
d’une catégorie spectrale (f) de fonctions, le plus petit parmi les
nombres ¢ -2 rattachés ainsi a cette catégorie par les divers A[f]
compaltibles avec les fonctions de la catégorie.

L'indice spectral d’une catégorie (f) indique donc le nombre de
données numériques strictement nécessaires pour la détermination
numérique compléte d’une fonction pa rticuliére faisant partie de (f),
par le procédé spectral, Ces donndes sont : 1° ]es.(/ parametres y;;
2 les deux paramétres a et S de la catégorie (E), déterminant la
transmucée de f par le A[f| appliqué. Et alors :

Une catégorie spectrale (f) de fonctions est a considérer comme
catégorie a autant de paramétres qu'tl y a d’unités dans son

indice spectral.

L'indice spectral de la catégorie des fonctions développables au
voisinage d'un point 2 =« en série de puissances de z — « a coeffi-
cients entiers ou n'ayant qu'un nombre himité de décimales est 6 = 2.
L’ave, par exemple, d'une courbe plane est complétement déterminé
comme fonction de I'abscisse, par la condition qu’il soit développable
en série de puissances de z a coeflicients entiers alternativement
positifs et négatifs plus petits que 100, et que sa longueur entre les
points & = — 0,01 et & =0 soit égale a la périphérie du cercle de
rayon 1. Les données sont e =0, S=om.

Les fonctions algébriques a coefticients des (2 — 2)* commensu-
rables forment une catégorie spectrale a indice ¢ = 4. Les données

sont les deux paramétres 7, ety du
<AL= (g),

compatible avee cette catégorie de fonctions, la valeur « et le spectre S
de la wansmuée a un rythme connu. Il en est de méme de la caté-

|
¥

§
1
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gorie (f) formée d'intégrales abéhiennes développables an voisinage
d’un point en série de puissances a coeflicients commensurables.

Les fonctions ayant pour coefficients les produits de la forme M, Q)
ou les M, sont des entiers et les Q, des nombres fractionnaires a
p parameétres, forment une catégorie a indice 0 = p —+ 2.

La grandeur de I'indice spectral 6 dépend essentiellement de parei-
cularités d’ordre arithmétigue carvactérisant le coefficient A, du
développement de la fonction générale de la catégorie, en série de
forme déterminée au voisinage d'un point 3 = a. Ces particularités
sont celles concernant la maniére detransformer collectivement les
coefficients de la série en nombres entiers; cetle maniére se résume
dans la forme d’un A[ /] compatible avec les fonctions de la catégorie.

Il est a présumer que des recherches approfondies conduiront a des
résultats intéressants sur les rapports entre les propriéiés du coeffi-
cient A, caractérisant la catégorie et la grandeur de U'indice spectral.
Ainsi, la méthode de Gomes Teixeira et Harwitz ('), conduisant a
une propriété arithmétique du coefficient A, des fonctions satisfaisant
a une équation différentielle algébrique d’ordre fini, permet de consi-
dérer toutes les fonctions analytiques non hypertranscendantes,
développables au voisinage d’un point en série de puissances a coefti-
cients commensurables, comme faisant partie d’une catégorie (f) a
indice spectral find.

Rappe]ons encore que toute fonction aual)‘liqut: pcut_’élre 1‘ep1‘t’:—
sentée au voisinage de tout son point ordinaire z=g¢, avec une
approximation donnée a l'avance, par une fonction & indice spectral
O0=—=23 (§ 18)

Ces considérations font intervenir des paramétres qui paraissent
étre en contradiction avec la notion usuelle de paramétres variables.
La catégorie (E) de fonctions développables en série de puissances
a coefficients entiers apparait, d’apres les conceptions usuelles,
comme dépendant d'un nombre infini de paramétres (coefficients
mémes de ce développement), assujettis a la scule condition d’étre des
nombres entiers My tels que (;/im n'augmente pas indétiniment
avec k. Par contre, dans la méthode spectrale de déterminauion des
fonctions, ces mémes parameétres apparaissent comme segments d’un
méme nombre décimal S, chaque segment étant composé d'un

(1) Annales de I'Ecole Normale supérieure, 1385 et 188g.

e B -
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groupe déterminé de ses décimales successives. Ce nombre n’est autre
qu’un spectre de la fonction considérée; le mode de sa segmentation,
par lequel S fournit, a signes preés, la suite des coefficients de la
fonction, varie avec le rythme spectral de S.

Le nombre S joue bien le role de paramétre de la catégorie spec-
trale (E) : son changement fait passer d’une fonction particuliére (E)
4 une autre, et toute fonction de la catégorie peut étre engendrée de
cette maniére, Il existe méme (a signes des coefficients prés) une cor-
respondance entre les fonctions (E) et le nombre S telle qu’a deux
fonctions (E) distinctes correspondent deux valeurs distinctes de S et
que, si a chacune des deux valeurs de S correspond une véritable
fonction, les deux fonctions correspondantes sont distinctes.

La contradiction avec la conception usuelle de paramétres n’est
qu’apparente : en réalité, ¢’est bien une infinité de données numériques
qui est fournie par le spectre S sous 'apparence d’un sewl nombre
dont les segments convenablement délimités révélent les valeurs a
attribuer a une infinité de paramétres (coefficients de la série) pour
satisfaire aux conditions du probléme. Le fait ne différe guére de
celui qui se présente dans I'artifice de problémes-devinettes par lequel
le devin détermine plusieurs nombres pensés d’aprés un seul nombre
qu’on lui énonce et dont les divers segments lui réveélent autant de
données qu’il y a d’inconnues.

Le paramétre S condense, en réalité, un nombre limité ou illimité
de paramétres en une seule suite de chiffres, et ses variations continues,
produites par les variations discontinues de ses chiffres, engendrent
I'infinie diversité de fonctions (E) (sans en omettre aucune), et par
cela méme l'infinie diversité d’autres catégories de fonctions en cor-
respondance avec les fonctions (E).

Les spectres jettent ainsi quelque lumiére sur le réle joué par les
suites de chiffres dans la détermination des fonctions. Ge role a
déja été mis en évidence par M. Borel dans ses provf()ndes considéra-
tions sur la notion de fonction en général ().

24. Exemples de probldmes réductibles 4 la détermination spec-
trale des fonctions. — Soit F(z, y, ', ..., y?) une fonction

(') E. BoreL, Legons sur la théorie des fonctions (Note IIT : 2¢ édition 1914,
La notion de fonction en géneral), p. 123-126 .

f.‘:'«]*
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réelle donnée de la variable 2, d’une fonction y de z et d’un certain

7ot ! r A .
nombre de dérivées y', ¥', ..., yP) de y par rapport a x, tous les
coefficients dans F étant numériquement donnés. Proposons-nous
le probléme suivant :

La valeur numeérique a étant donnée, déterminer la fonction y
de maniére : 1° que F soit développable, au voisinage de x = a,
en série de puissances

(74) No+Ni(z—a)+No(x—a)r+...

a coefficients Ny entiers positifs (non donnés), ne surpassant pas
un nombre fize H; 2° que y, y', ¥, ..., y'P) prennent les valeurs
données A, A" A", ..., AP) pour une valeur particuliére convena-
blement chousie de x.

Le probléme ainsi posé parait indéterminé. Mais 1l est facile de voir
que, généralement, il admet des solutions dépendant de p + 1 cons-
tantes arbitraires A, A', A", ..., AP, en ce sens que, ces cons-
tantes étant numériquement précisées, le probléme admet une solution
numériquement déterminée ou un systéme bien déterminé de telles
solutions sans qu’il puisse en avoir d’autres.

Désignons par A& un entier positif inférieur on égal a logH et
soient A, A/, ..., A® les valeurs numériques réelles respectives que
doivent prendre les fonctions y, y', ..., ) pour z = a + 107" La
valear correspondante

(75) S=F(a-+10=", A A’ ..., AlP)

s’exprimera par un nombre réel S. Si S<o, le probléeme n’admet pas
de solutions puisque la valeur

(76) ‘ EN, 10—k,

avec laquelle doit coincider le nombre S, est essentiellement positive.
Si S >o, le probléme admet des solutions qui s’obticnnent de la

maniére suivante :

Le nombre S étant Je spectre de la fonction F a rythme uniforme
hg = h, compatble avec la suite des Ny, sera également le spectre de
la fonction (74) a ce rythme. Le coefficient N,y coincidera donc avec



80 TROISIEME PARTIE.

la partie entiere de S et le coefficient Nx(k =1, 2, 3, ...) coincidera
avec le groupe de chiffres significatifs de S commencant par la

[(k —1)h + 1]®e et terminée par la A2¥™° décimale de S

La fonction (74) se trouve ainsi déterminée par le nombre S et la
fonction y sera U'intégrale de I'équation différentielle

(77) Flz, y, ¥y . yiP)) =32 Np(2— a)t.

prenant pour z = a - 10" la valeur A, ses dérivées y', y', ...,y
prenant les valeurs respectives A/, A", ..., A=Y la valeur A" de la
dérivée y” sera alors compatible avec I'équation (77) en vertu de
I’équation (75).

La solution du probléme, pour une valeur choisie de entier A,
comporte ainsi p + 1 constantes arbitraires A, A/, ..., A®). Ces
constantes étant fixées, a chacun des entiers positifs A =1, 2, 3, ...
ne surpassant pas logH, correspondra une solution. Le nombre des
solutions est donc égal a la partie entiére de logH.

On peut manifestement remplacer 'une quelconque des cons-
tantes A par celle représentant le nombre S.

Envisageons, a titre d’exemple, le probléme de déterminer la
courbe plane y = f(z) dont la sous-normale est développable en
série de puissances de x a coefficients entiers positifs ne surpassant
pas un nombre fixe H donné, la sous-normale ayant en un point
convenablement choisi une longueur donnée.

Désignant par /& 'un quelconque parmi les entiers positifs Az ne
surpassant pas la valeur logH, et par L la longueur de la sous-nor-
male au point z =10"%, I'équation de la courbe est

¥y =V2/C+s(a),
o(z) ¢tant la fonction définie par la série
o(z) =M+ rex+ a2+ ..,

ou 2y est égal a la partie entiére du nombre L, et 2,(n =2, 3,4, ...)
)il\me

est ¢gal a la fraction ayant pour numérateur le (n —1 groupe

f
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a h décimales de L, et pour dénominateur n. La constante C a pour
valeur

C= ?—:‘9(10’/’).

A chacun des entiers 2z correspond une telle solution; le nombre

des solutions est donc égal a la partie entiére de logH.

Dans le cas, par exemple, ou les coefficients de la sous-normale
doivent étre des entiers plus petits que 10, et sa longueur égale a
celle de demi-circonférence de rayon 1, on aura

=3, hp= (n—ri)ieme décimale de = divisée par n,

de sorte qu’on aura
) x? b3 xh 326
o(x)=32x + — + B g el B
) 3 4 2,

Les conditions du probléme, tout en conservant le méme caraclére
au point de vue de la méthode spectrale, peuvent varier a I'infini.

Ainsi, les signes des Nj peuvent varier suivant une loi donnée.
Dans le cas, par exemple, o les Ny sont alternativement positifs et
négatifs, le role du spectre S serait joué par le nombre

S=F(a—r10-", A, A’ ..., A).
La foncuon (74) peut étre remplacée par une fonction admettant

un A[ f] donné. Ainsi,

indéfinie d’une fonction développable en série de puissances de  — «

si 'on exige que cette fonction soit 'intégrale

a coefficients entiers positifs ne surpassant pas un nombre donné H,

on raménera le probléme a celui de trouver la fonction y telle que |

Iexpression _ |
oF OF JF
3o ()7}/ I P

}/(/"H) |

soit développable en série de telle espéce. Le probléme comporterait
un paramétre de plus, qui est la valeur de y#+" pour r = a + 104,

Le méme procédé s’applique au cas ou la fonction F est remplacée
par une intégrale

x
J('l'>:‘/. F(x,y,y’,...)dw

ou par une intégrale multiple portant sur F.

|
l
!
PETROVITCH 6 ‘
%
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Envisageons, par exemple, le probléme de déterminer la courbe
plane y = f(2) dont l'aire limitée par I'axe des x, 'arc de la courbe
et les deux ordonnées extrémes x — o et x = z, soil développable en
série

No+Nyz+ Noz2—+. ..

a coefficients entiers positifs (non donnés) ne surpassant pas H,
connaissant la grandeur L de cette aire correspondant a une valeur
convenablement choisie de x.

Le probléme a autant de solutions qu’il y a d’unités entiéres
dans logH. En désignant par A 'un quelconque parmi les entiers ne
surpassant pas logH, et par L I'aire de la courbe correspondant a
x =10"", I'équation de la courbe sera

Y=M+2hhx+30x2+ 4l 2P+ ..,
ou X désigne le '™ groupe a & décimales du nombre L. Dans le cas,
par exemple, ou l'aire L est égale a celle du quadrant du cercle de

rayon 1, et si les Ni doivent étre des entiers plus petits que 10, A, sera
la n'*m¢ décimale du nombre

1

7

= 0,785398163397698309061. . .

=

et la courbe aura pour équation
y=7+16z+15x* 41223+ 4524 +....

On peut traiter de la méme maniére un grand nombre d’autres pro-
blémes de cette espéce comme, par exemple, le probléme suivant :

Déterminer la fonction f(x) holomorphe au voisinage d’une
valeur réelle donnée x = a, jouissant de la propriété qu’elle-
méme et toutes ses dérivées prennent pour x=a des valeurs
entiéres (non données) ne surpassant pas un entier fixe donné H,
avec la condition que Uintégrale définie

I(z) :fme—‘f(xt)(lt

ait, pour une valeur convenablement choisie de x, une valeur
donnée L.

Désignant par & Uentier positif du probléme précédent, on aura

\
1
l
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comme solution du probléme

; : N .
Jla#) = No 4+ T‘(.L'—a)ﬁ‘—

ou N, est la partie entiére du nombre L, et Nx(A=1,2, 3, ...) la
partie signilicative du 2 groupe a £ décimales de ce nombre.

Nous indiquerons encore, comme exemple, une propriété arithmé-
tique d’une classe de fonctions entiéres d'une variable, engendrées

par l’équation aux dérivées partielles

2 Jdz dz

80) A Tk,
(80) . % PP )

L'équation

u du
81 + 42— = o,
(81) ozh A g T D
X b 9 7 1
réductible a I'équation (80) par le changement &= — e admet
vy

comme intégrale la fonetion u(z, t) développable en série de la forme
(82) T u( @, )= Zage vt

e, W s » . .
contenant deux suites indéfinies de constantes arbitraires

(83) a;, as, as,

(84) Gy, %2, Ay,

Pour les valeurs réelles et positives de ¢, et pour les 2, réels mdéfi-
niment croissants avece n, la série (82) converge pour toute valeur
réelle ou imaginaire de z et représente une fonction entiére de z.
Parmi ces fonctions entiéres, e¢nvisageons celles pour lesquelles les
deux suites (83) et (84) sont composées de nombres entiers positifs,

itme

les @, ne croissant pas plus vite que la n puissance de tout nombre
fini.

Les coefficients a, apparaissent alors comme groupes de déci-
males d’un seul nombre rattaché a la fonction, qu'on peut cal-
culer au moyen de la valeur que prend la fonction pour une
vacleur convenablement choisie de x.

En effet, soit A un nombre réel posiuf tel que, pour toute valeur
positive de n, on ait @, < A%, et soit N la partie entiére de logA.
6.
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Deésignons par S la valeur numérique que prend la fonction e u(x, 1)

pour
1 N

L= - f——]—
P ) - e
) 2loge

(la base du logarithme ¢tant 10). On peut manifestement prendre o,—n

et 17011 lrouve ([ll(?
nin—+1)

N
(85) S =2ay,. .10 *

Ceci montre que S est le spectre cannelé de la suite (83) a rythme
uniformément accéléré hy= AN. Partageons la suite de décimales
de S en tranches successives Ty, Ty, Ty, ... de sorte que la tranche T,

I:,,(,l_ 1) N +I]i{'m\-

commence par la

2

et se termine par la

2

[M lem" décimale de S.

Le coeflicient a, est égal au nombre enticr composant la tranche'l,.

Remarquons aussi que le théoréme de M. Pélya (') sur les séries de
puissances a cocfficients commensurables met en ¢évidence le caractére
hypertranscendant d’une infinité de fonctions entiéres u faisant
partie de la catégorie ici considérce.

Nous rappellerons encore lintérét que présentent les fonctions
w(xz,t) dans les études statistiques et, en particulier, dans les
recherches biométriques modernes.

25. Spectres cannelés des singularités des fonctions analytiques.
— Etant donnée une fonction J(3), 1l est possible de lui faire corres-
pondre une fonction (E) contenant les éléments nécessaires et suffi-
sanls pour la détermination de certaines particularités de f(z) qui
représentent souvent ce qu’il importe le plus de connaitre d’une
fonction (singularités, zéros, maxima et minima, etc. ).

Ainsi, M. Borel (?) a remarqué qu’étant donnée une fonction ayant
des singularités dans un cercle de rayon inféricur & 1, on peut lui

(') Loc. cit.
(*) Legons sur les fonctions méeéromorphes, 1go3, p. 35-36.
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substituer une autre fonction dont le développement en série de puis-
sances soil & coefficients entiers et qui ait les mémes singularités que
la premiére a I'intérieur de ce cercle.

Soit, en effet, la fonction
J(x)=ay+ a5+ ay3?+...
et considérons la fonetion

o(2) =No+Njz +Nyz2+...,

ot Nj désigne la partie entiére de @,. La différence f(x) — o (z) est
une série de puissances de z dont les modules des coefficients sont
inférieurs a 1. 1l en résulte que le cerele de convergence de cette série
est supérieur ou égal a 1. Les fonctions f(x) et 9(x) ont donc mémes
singularités dans un cercle quelconque de rayon infériear a 1.

Le changement de 5 en o 4 3z, ot « ¢l B sont des constantes con-
venablement choisies, raménera alors la détermination des singularités
de f(5) a Pintérienr d’un cercle quelcongue ayant pour centre un
point ordinaire de cette fonction, & celle des singularités d’une
Jonction (E) dans un cercle de rayon infeéricur a1 ayant Lori-
gine pour centre.

Or, la fonction (E) admet des spectres cannelés S a rythme unifor-
mément accéléré (et méme, dans certains cas, a rythme uniforme)
dont chacun, moyennant un ensemble (A) de données qualitatives, la
détermine compléetement. Un tel spectre contient donc les éléements
nécessaires et suffisants pour la détermination compléte des sin-
oularités de f(x) dans un cercle donné ayant pour centre wun
point ordinaire de la fonction. 1l représente ainsi un spectre des
singularités de cetie fonction et s’exprime par une intégrale définie
portant sur la fonction (E) rattachée a f'(z) de la maniére préeédente;
dans des cas généraux il s’exprime en termes finis au moyen de la
fonction (E).

Le spectre étant donné, les singularités s¢ détermineraient comme
celles de la foncuion (E) dont les coefficients Ny sont fournis par les
cannelures successives du spectre.

Leszéros de f(z)a intéricur d’un cercle G s’obtiendraient comme

I e )
/—.; les coefficients b, du développement de cette

infinis de la fonetion
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fonction sonl

@, ay 0 ) U i
s o, , (¢ e A GRLH
(—1)n
(86) /’”:T{‘ R s J e i « s
ay

Ap—y Up—s Qp—y . ... Qo y
i

a, Ap—y Ap—z . ... @

Un spectre quelconque de la fonction (E), ayant pour coeffi-
cient N, la partie entiére du nombre by, représente en méme
temps un spectre des zéros de f(s) compris dans le cercle C.

Le méme procédé appliqué a d’autres expressions rattachées a f(z),
par exemple a
1 1

fa)—a’ f'{s)

3 sway

fournirait des specires des valeurs de z pour lesquelles f (=) prend

une valeur donndée «, alteint ses maxima et minima, elc.
On pourrait aussi former des spectres des singularités en partant

du fait suivant signalé ¢galement par M. Borel (1) :

LEtant donné un développement quelcongue

J(B)=ar+ a5+ ayz®+...,

on peut, en vae de la détermination des singulavites de f(x). lui

substituer le développement

n=ww

F(z)= Sj M g,
. F) 2 o
n—=\\
ot M, est la partie entiere du nombre 10" @, représentant une fonce-

tion ayant mémes singulavités que /(z) dans tout le plan.

26. Analogies spectrales. — La méthode spectrale consisle,
comme on le voit, & disperser enun spectre numérigue les inconnues
primitves ou auxiliaives d’'un probléme, comme I'analyseur disperse,
en analyse spectrale, un faisceau de rayons lumineux en un .spu(‘l‘rv

lumineux. Les inconnues se trouvent dans le spectre numérique, ral-

(v) Loc. cit., p. 36-3

Y

=
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taché au probleme, dispersées, séparces el déterminées comme can-
nelures et raies spectrales d’une maniére analogue a celle par laquelle
les éléments inconnus d’une substance chimique sont déterminés en
analyse spectrale. La caractéristique -principale d’un spectre cannelé
y joue un role analogue a celui du faisceau lumineux émis par la sub-
stance a analyser; la génératrice spectrale joue un role analogue a
cclui du prisme analyseur. y

Lorsque les inconnues primitives sont des nombres entiers, leur
complexe se trouve directement analysé par la génératrice spectrale :
elles sont dispersées en spectre comme le sont, par le prisme dis-
persif, les indices spectraux caractéristiques des éléments entremélés
dans le corps incandescent.

Lorsque les inconnues sont des nombres non entiers, il y a lieu de
lear faive subirv une préparation préalable avant de les faive inter-
venir dans la génératrice spectrale, comme 'on fait subir, dans cer-
tains cas, une modification préalable déterminée au faisceau lumineux
émis par la substance a analyser, avant de le faire passer a travers le
prisme dispersif (Pinterposition par exemple, sur le trajet de la
lumiére a analyser, d’un ballon «de verre remph de vapeurs détermi-
nées). Cette préparation consistérait, ici, en une transmutation A[ £
compatible avee la suite des inconnues.

L’analogie se poursuit encore plus loin si on remarque que la dis-
persion d’un spectre cannelé varie avee la caractéristique du rythme
spectral que le calculateur est maitre de modilier pour une méme
saractéristique spectrale principale. C’est d’une maniére analogue
que la dispersion d’un spectre lumincux change avee les conditions de
Pexpérience que Pexpérimentateur peut modifier pour une méme
substance a analyser (changements, par exemple, de température, de
pression, de rarvéfaction). La dispersion uniforme de spectres numd-
riques trouve son analogue dans une foule de cas qu’offre lanalysce
spectrale chimique (cas, par exemple, de certaines parties du spectre
du soufre engendré au moyen du tube a gaines); il en est de méme
de dispersion uniformément croissante (cas, par exemple, du spectre
ordinaire du soufre, ou les distances des maxima vonl c¢n croissanl
uniformément vers le violet).

Les moyens de changer la dispersion des spectres numériques can-
nelés ne sont pas spécifiques a la suite particuliere a laquelle le
spectre se rattache. En changeant les ¢léments influant sur la carac-
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téristique de rythme, on modifie la dispersion du spectre d’une suite
quelconque, ct dans un méme sens. De méme, le changement de la
température ou de la pression modifie la dispersion d’un spectre
lumineux dans un méme sens pour divers rayons analysés.

Comme il a été indiqué an paragraphe 17, il existe des transmuta-
tions Al /] lesquelles, appliquées a une fonction f(z) arbitraire, la
transmuent en une fonction F(z) indépendante de f(z) quin’y laisse

“aucune trace spécifique et la réduit méme a zéro. Le spectre rattaché

aun tel A[ f] peut étre continu, composé de seuls zéros (sans raies),
quoique une autre transmutation A[ /] produira un spectre discon-
tinu, a raies. Le fait a son analogue dans 'analyse spectrale (lorsque,
par exemple, I'hydrogéne, I'oxyde de carbone, I'’hydrogene sulfure,
brilent dans I'oxygéne, le spectre de la flamme analysé par le prisme
ne présente aucune raie, quoique, dans d’autres circonstances, le
spectre des mémes gaz est discontinu).

De telles analogies, ainsi qu'une multitude d’autres offertes par les
spectres mathématiques et les spectres lumineux, justifient, croyons-
nous, le nom que nous donnons au procédé de caleul exposé dans ces
Legons.
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