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PREFACE 

Le present Volume contient la rnaticre des le<;ons quc j'ai 
professecs a la Sorbonne pendant le second sernestre de l'annee 
scolaire 1927-1928. 11 esL consacre a une branclie des Mathema
tiqucs qui, si l'on pelll dire, en est encore a ses premiers pas : 
les relations entre les deux ctres mathernatiques prirnordiaux, 
la fonction et le nombrc. 

C'est un fait aujourd'hui bien connu.que tous les problemes 
qui peuven t se poser clans l 'etude des fonctions definies par des 
conditions enumerables peuvent etre transposes, en principe, 
en problemes relatifs a la definition d'une seule fraction deci
male. Mais cetl:e vue theorique n'acquierL toute son importance 
que lorsqu'on definit d'une maniere concrete la correspondan ce 
qui peut ctre etablie entre la fonction et la fraction deci
male. « 11 y a la un champ d'etude illimite, 01'.1 la difficulte 
principale consiste a choisir les formes logiques interessantes et 
fecondes parmi !'infinite de celles qui s'offrent a nous » 
(E. Borel). 

Dans ces Leron.1· j'ai expose sous une formc aussi simple que 
possible les premiers elements de la theorie des spectres matluJ
matiqaes se rattachant justement a cet ordre d'idees. 

Qu'il me soit permis de presenter cet Ouvrage comme un 
hommage de reconnaissance i:t MM. les professeurs de ia 
Faculte des Sciences de Paris dont plusieurs sont mes ·anciens 
et veneres maitres. 

MICHEL PETROYITCR. 
Paris , mai 1928. 
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LFC:ONS 
SUR LES 

SPECTRES MATHEMATIQUES 

PREMIERE PARTIE. 
SPECTRES DES ENSEMBLES DES NOMBRES. 

CHAPITRK I. 
SPECTRES DES ENSEMBLES DENOMBRABLES. 

1. Notion generale de spectre. - Par analogie avec la designation 
usitee en Physique, nous designerons d'une maniere generale comme 
spectre d'une collection (0) d'objets concrets ou abstraits 0 1 , 0 2 , 

0 3 , • • • une suite lineaire S, limitee ou illimitee de sig·nes m 1 , 

m 2 , m 3 , • •• , en correspondance avec les objets Ok, la correspon
dance etant telle qu'un objet Ok determine sans ambigui:te un g-roupe 
de sig·nes mk et que, reciproquement, ce groupe de signes mk deter
mine l'objet 0 1,, avec la condition que tous les .objets Ok et tousles 
signes mk puissent etre ainsi determines. 

Comme exemple de spectre d'une collection (0) d'objets concrets, 
nous rappellerons le spectre optique d'un melange de substances, par 
exemple le spectre d'emission caracterisant les sources de lumiere, 
ou bien le spectre d'absorption caracteristique des milieux traverses 
par la lumiere. Le role de groupes de signes mk est joue par des raies, 
cannelures et bandes spectrales, par des parties hrillantes separees 
par des parties sombres, etc. Ainsi, chaque raie brillante est le 
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2 PREMIERE PARTIE. 

temoin de !'existence, clans la radiation lumineuse, d'une vibration 
d'une frequencc particuliere, comme chaquc corde du piano qui 
resonne sous !'influence d'un son extericur nous devoile la presence 
clans le mouvement vibratoire complexe qui produit ce son d'une 
vibration pendulaire speciale. Lalumiere, coloree par une substance, 
fournit, a pres avoir traver'se un appareil dispersif (par exemple un 
prisme ), un spectre compose de lignes ( raies) colorees dont le 
nombre, la position, la largeur, la couleur et l'intensite dependent de 
la suhstance colorante. Un meme element chimique fournit, clans lcs' 
memes circonstances physiques, toujours le meme spectre, de 
maniere que les particularites du spectre permettent de discerner les 
elements composant un melange. C'est par exemple ainsi que les 
lignes de Frauenhofer clans le spectre solaire caracterisent certains 
elements composant I' atmosphere solaire; que les spectres des terres 
rares ont conduit a la decouverte de plusieurs elements chimiques 
reveles par certaines raies ayant une position et des caracteristiqucs 
physiques determinees. 

Comme exemple de spectre d'une collection (0) d'objets abstraits, 
nous indiquerons le spectre cl 'un ensemble de nornbres. On connait, 
par exemple, de ccs problemes-dcvinettes qu'on se propose en 
matiere de distraction clans les societes, ou le calculateur ( devin) se 
fait fort de deviner plusieurs nombres penses d'apres une seule 
donnee numerique qu'on lui enonce et qui est le resultat final d'un 
calcul auquel il n'assiste pas: 11 se tr.ouve que ces problemes elemen
taires ne sont que des cas tres particuliers d'un probleme d 'ordre 
general, resoluble par le meme artifice convenablemenL generalise, 
consistant a calculer numeriquement une suite limitee ou illimitee 
d'inconnues, et par cela meme aussi une fonction inconnue, a l'aide 
de la suite des chiffres d'un meme nombre S, le spectre des incon
nues. 

C' est ainsi que le nombre 

S (
IOI )6 G - - 6 = - - = I ,o 102 0100 OJ 
JOO 

represente un spectre de la suite des co fficients binomes (!) : le 

groupe de chiffres signilicatifs de S, commenc:;ant par la (2k - 1)ieme 

et termine par la ( 2 k y•mc decimale, fournit la valeur ( ~ )-

' 
J 

..., 
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SPECTRES DES ENSEMBLES DES NOMBRES. 3 

Le nombre 

S = 10-:JG rooroo 1 G 

= r,00602ro5009or26r4rr26090050021006001 

represente un spectre des coe fficients du developpement suivant les 
puissances de x de la fonction 

( I + .x +: x2 )6 ; 

si l' on en' partage la par tie decimale en tranches de trois chiffres, 
la kicme tranche fournit le coefficient de xk. 

Si l'on designe par 9A le nombre entier obtenu en ecrivant le 
chi ff re 9 k fois consecutivement ( 9 1 = 9, 9 2 = 99, ... ) , le nombre 

S = _: + ..:_ + . . . + _r ___ 1 _ __2_:_ 
9i 91, 9200 100 9·92 

= o,000000010002000201020004ooo20203ooo4ooo'io202000601 . .. 

est un spectre r~ttache aux nombres. premiers : si l' on partage la 
partie decimale de S en tranches successives de deux chiffres et si 
l'on designe comme lacune toute tranche composee exclusivement de 
zeros, le nombre des lacunes dans l' ensemble desk premieres tranches 
est exactement egal au nombre des nombres premiers inferieurs ou 
cgaux a k, et cela pour toute valeur k~100. 

Les probabilites re,,pectives de deux evenements contraires A et B 

' 2 I 1 ) etant p = 3 et q = 3 , e nom )re 

s = (2 + 10-5)10_210 

= o , o5 r:wu520153Go1344oo8o6{io3360009600 . . 

represente un spectre de probabilites rattache a CeS deux evenements . 
. La probabilite pour que, sur 1 o epreuves, l'evenement A arrive 
10-k fois (et B k fois) s' obtient en divisant par le nombre fi.xe 
~I = 59049 le groupe de decirnales de S commeni;ant par la (5 k + 1 t"11

" 

et termine par la 5 (k + 1)i0m• decimale. 
Toutes les fois que l'integrale de Cauchy 

111 = _i_·l f(z) dz 
:>.;;i c (z -cx)11 +1 

(prise le long d'un contour c comprenant le point z = Q( et a l'inte-
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rieur duqnelf est holomorphe) s'exprime pour n = o, 1, 2, •.. , par 
des nombres entiers positifs a un ou deux chiffres, la valeur 

S =.t(" + r~o) 
joue le role du spectre de la suite I 0 , 11 , 12 , •••• Le nombre 10 coin
cide avec la parLie entiere de S et I,, est le nombre MN, ou M est 
la ( 2 n - 1 ) iewc et N la ( 2 n ) iemc decimale de S. 

Le nombre rr se rattache comme spectre de la fonction inconnue 
dans le probleme en apparence indetermine : determiner une courbe 
plane y = f( x ) dont la sons-norm\lle est developpable en serie de 
puissances de x a coefficients en tiers positifs plus petits que 1 o et a 

au point x = ~, y = y 0 une longueur egale a Ia demi-circonference 
IO . 

du cercle de rayon 1. La co nrbe est definie par I' equation 

y= v2vC + ip(x), 

1'·11 1'12 ' ip(x) = J\1 0 + 2 x + -
3
-x- + . . . , 

ou Mk est la ki cmc decimale de rr et la constante C ayant la valenr 

C = yfi - <!> (o 1) . 
2 I ' 

Nous designerons, d'une maniere generale, comme spectre mathe
matique d.'un ensemble d'element.s ek , un nombre S en correspon
dance avec les elements ek, la correspondance etant telle qu'un ele
ment determine un gronpe de dccimales de Set que, reciproquement, 
ce groupe de decimales determine }'element ek avec la condition que 
Lo us les elemen ts ek et tou tes Jes decimales de S puissent etre ainsi 
determinees. 

Au cours de ces Le<;ons nous indiquerons des modes genera ux de 
formation des spectres mathematiques rattaches aux ensembles des 
nombres et aux fonctions , ainsi que la maniere dont on peut faire 
intervenir les spectres ninsi formcs clans des problemes d'Arithme
tique et d'Annlyse. 

2. Un procede general de formation des spectres. - Considerons 
un ensemble (U) dont chaque element u a un nombre limite d'in-

....... 
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SPECTRES DES ENSEMBLES DES NOMBRES. 5 

dices, chaque indicc prenant toutes les valcurs cntieres positives. On 
peut toujours, de la maniere connuc ( 1 ), ranger lcs elements u en 
une suite lineaire (V) clans laquelle chaque element v serait aff~cte 
d' nn seul indice, avec la correspondance hiunivoque entre les ele
ments de ( U) et ccux de ( V). Le pro cede cons is te a considerer l' en
semble de tous les elements 

ll111.1,lll'1 , ····"'·1J' 

nL't m 1, m 2 , ••• , mp prenncnt toutes les valcurs cntieres et pos1t1ves. 
Dans cet ensemble il ya un nomhre limite d'elements pour lesquels 
on a 

1n1 + m 2 + .. . + nip = n , 

n Hant un nomhrc positif determine. Si l'on suppose succcssivcmcnt 

n = }J; jJ + I ; p + 2, .. ., 

on aura chaque fois un nomhre limi te d'elemcnts que l'on pourra 
ecrire sur unc men'ie ligne les uns a la suite des autei•s. On ecrira 
d'ahord l'elemcnt Zlt,1,. .. ,1 qui correspond an= p, puis ce ux qui cor
respondent-a n = p + I (en les rang·eant clans un ordre quelconque ), 
puis ceux qui correspondent a n = p + 2, etc. Comme~ pour chaquc 
valeur den, on en ecrit un nomhre limitc, tout element de }'ensemble 
occupera clans ccttc suite un rang· fini, car il est ohLenu pour 
unc valour LJ.nie de n. Une corrcspondancc hiunivoquc lie alors 
}es elements u,,,,, Zl,,,,, .•• , ll ,,,P aux elements V111 • 

Or, c'est un fait hicn connu que (V) e tant un ensemble denom
brablc d'elemcnLs vm, }'ensemble (C) des ensembles (V) a la puis
sance du continu, c' est-a-dire qu'il est possible d' etablir unc corres
pondance bi uni voquc cntrc lcs elements de ( C) et lcs nombrcs reels 
compi0 is entre o ct 1 : a chaque ensemble (V) corrcspondra un tel 
nombre .et reciproquernent. 

Une tclle corrc;;pondance pcut etrc effectivement etablie de bien 
des manieres. Nous en indiquerons une , intuitive ct generalc. 

Soicnt Pk et Qk la partie reclle et le cocfti cient de i de !'element vk 
et envisageons l'ensernblc (P) d'elerncnts Pk. ll y a une inLJ.nite de 
fondions <II ( x) tcllcs quo la co urbe y =Ill ( x) ait la forme de la 
figure r ou de la figure 2, dl' maniere qu'a toute valcur reellc de x 

(I) E. BOREL, Le9ons SUI' la Tlieorie des fonctions , 2• edition, p. 8-g . 
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corresponde une seule valeur reelle de y comprise entre o et 1, et 
inversemenL : qu'a toute valeur de y comprise clans cet intcrvallc, 

Fig. 1 • Fig. 2. 

~ ==4= 
corresponde une se ul e valeur, reelle de x. Telles seraient, par cxemplc, 
les fonctions 

1+ e-·"' 
e-x2 

' ---
2 
~arc tang ::c 

(la branchc de arc Lang comprise cn tn· o e t 1). Chacun des nombrl's 
<l>(Pk) sera reel ct compris entre o ct 1. 

Soient aj'. 'les decimales <I> ( P") de so rte q Ul' 

<l>(P , )=o, al ara'1' ··· 1 
<P(P 2 ) = o, a~a~a~ ... ; 
<I1 (P") = o, a,\ a~ ai! ... ; 

A l'aide de ccs nombres formons , par la methode des diagonalcs , le 
nombrc decimal suiyant : 

S= o, a1a~aia~a~a:la).a~ . .. , 

ou l'ordre suivant lequcl sc suivent les indices superieurs et inforicurs 
es t indique clans le t::ibleau 

1lr211231r234 
1 2 1 32143~ 

ll ~st rnanifestc qu e : 

· 1° la hiemc decimale de <l>(Pk) coincide avcc· la decimale de rang 

du nornbre S; 

I 
h + -( k+h-r) ( k + /i- 2) 

2 

2° la o:icmc decimale de S coincide avcc la ftic me decimalc de <l> (Pk), 
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ou fl t't k ont les valeurs 

li = a- n ( n-1) 
2. ' 

n ( n + 1)_a + 1, 
k: = 2 

n etant la partic l'llltere cln nombre 

!.(1 + \i'Sa-7). 
2 

ll y a ainsi une correspondance biunivoque entre le nombre S et la 
suite des lfl(Pk): la suite des decimaies des P1r determine sans ambi
gulte la suite des dccimales de S, et reciproquement. Le nombru S 
serait alors un spectre de l'ensemble ( P). 

Formons de la meme maniere le nombre reel T, compris entrc o 
e t 1 , representant le spectre de l'enseri1b le (Q) ayant pour elements 
les Q1.. Les deux nombres S ·et T determinent, dan.s le plan des ima
ginaires, un point M ayant pour affixe S + iT, situe dans ou sur le 
carre dont les cotes ont pour eq uations 

.x = o, x =::: J' y= o, y = l. 

La correspondance entre ['ensemble des elements v1r et le point JVI 
est manifestement biunivoque : a chaque ensemble ( V) correspond 
nn seul point Met a chaque pointM correspond un seul ensemble (V). 

D'autre part, d'apres le theoreme de Cantor, l'ensemble des points M 
a la meme puissancc que l'enscmble des points compris cnlre o et 1 

sur ]'axe reel. II est done possible d'etahlir, entrc Jes points P compris 
entre o et 1, d'unc part, et l'ensemble des ensembles (V), d'autre 
part, une correspond:mcc tcllc quo tout ensemble des ensemblC's (V) 
de termine sans ambigui:te un point P, et reciproqucmcnt. On etabli
ratt effecLivemcnL lllle tcllc correspondance d'une foulc <le manieres, 
par cxemple en formant le nombre reel P a)'ant zero comnw partie 
enLiere et donL les decimales co'incident al ternativcmcnt avec cclles 
des nombrcs S et T . 

Le nombre P est un spectre de ['ensemble (U) qu'il determine 
sans ambigu'ite ct. se trouvc aussi parfaitemcnt determine par celu i-ci. 
Et l'on·arrivc ainsi a la c1rnclusion suivante: 

Etant donne un ensemble ( C) ( ayant la puissance du conlinu) 
des ensembles denombrables (U) ll elements nombres reels OU 

imaginaires, il est toufours possible de former des spectres en cor-
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respondance univoqne et reciproque a~·ec les ensembles U comm e 
parties integrantes de (C). 

Le procede de formation du spectre, indique dans ce qui precede, 
est applicable a to ut ensemble denombrable. Dans des cas plus parti
culiers, on peut former des spectres aussi de bien d'autres maniercs. 
L'une d'elles, exposee dans le Chapitre suivant, applicable aux 
ensembles dont les elements sont des nombres; ntiers ou des nombres 
collectivement transmutables en nombres entiers, est particulierement 
interessante a cause de ses analogies avec les procedes de !'analyse 
spectrale chimique et des applications auxquelles se pretent ks 
spectres ainsi formes. 

j,. 

I 
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CHAPITRE II. 
SPECTRES CANNELES DES SUITES DE NO.\'IBRES ENTIERS POSITIFS. 

3. Notion de spectre cannele. - Soient 

(1) No, N, , N2, .. ., Nm 

une suite de nombres entiers r ee ls positifs , h1r un enLier positif supe
ricur ou egal au nombre de chiffres de Nk , et /.. ;1, le iiemc chiffre de N1r, 
le rang i du ch iffrc etant compt.e de la droile vers la gauche. · 

Formons le groupe numerique 

(2) Gk=o o . .. oNk, 

compose du nombrc N1r precede d 'autant de zeros qu'il en faut pou r 
c1ue le nombrc total de chiffres du groupc (2) soit egal <\ h1r . 

Formons ensu1te le nombre 

( 3) GoG1 G2 ... Gm 

ob tenu en ecrivant bout ,\ bout, a la suite lcs uns des autres, les 
groupes numeriques G 0 , G 1 , G2 , •.•• Les gro upcs des chiffrcs 
significatifs de (3), p·rovenant de deux cntiers consec utifs N1r_ 1 et N1r, 
sans jamais empietcr lcs uns sur les autres, pcuvcnt se trouver sepa
res par des zeros en nombre plus ou moins considerable, suivant 
que l 'ecart cntre h1r ct Jc nombre effect.if l1r de chiffres de l'cntier N1r 
es L plus ou moins grand. 

Le nombrc (3) ainsi forme rappelle les spectres lumineux des corps 
incandescents : Jes groupes 

(4) N0 , N, .. . , N,,. 

des chiffres significa ti fs J correspondraient aux cannclures du spectre; 
Jes zeros qui les separcnt correspondraient aux parties sombres, et les 
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-chiffres significatifs ),;, cux-memcs aux raies spectrales dont l'en
semblc caracterjsc un elemen L N k par le u r valeu r et leur position 
relative clans le specLrc. 

C'esL par une teHc assimilation, perrnettant d'abreger le l:mg·age et 
de rendrc ]'exposition pl us claire, que nous desjgnerons : 

1° la sui tc de chiffrc s- formant le nombrc (3) a pres)' avoir separe G0 

et G 1 par la virg·u lc decimalc, commc svectre cannele de la suite 
numer iq uc ( 1); 

2° la pnrtie de ( 3) composec des ch iffrcs significa tifs provenant 
de l'cnLicr N1, commc /,Jeme partie brillante on kiemc cannelure du 
spectre; 

3° la partie de ( 3) composee des zeros interposes entrc N1,_ 1 el Nk, 
com me k "111e p ar tie sombre du spectre; 

4° !'ensemble Gk de ccs deux parties de rang k comme k'"'" tranche 
spectrale; · 

5° le ch iffrc ),}, clans ( 3) comme i'""'" raie de la k"111" cannelure 
spectrale; ensu ite : 

6° I'etendue de la kicme tranche spectrale sora mesuree par 
l'entier hk, celle de sa partie · brillantc par h e t colle de sa parti e 
sombre par la difference hk - lk; 

7° l 'cnt ie r 1n indiquant le nombrc toLal de tranches specLrales, fo 
spccLrc es t lilnite ou dliniite suivant quc m est fin i ou infini ; 

8° la loi de variaLion de l 'enticr hk avec son rang k representanL le 
rytlune spectral, cc lui-c i est unif'onne lorsqu c 

h, = h2 = . . . = h111 , 

. c'est-a-dire lorsquc toutes les tranches spcctralcs out la memc etendue; 
il est .unij'ormement accelere lorsque l'etenduc de la tranche croit 
propor ti onnellement a son rang, c'est-a-dire lorsque hk= h +ck, ou 
Ji et c sont deux en tiers positifs nc variant pas avcc k; le ryLhme sera 
a acceleration croissCll~te lorsquc l'cntie r c augmente a vcc k; il sera 
oscillant si hk subit des variations osc illantcs lorsq uc k croit d'une 
maniere progress ive; il se ra periodique si les variations de hk sont 
periodiques , etc.; 

9° la difference hk- lk mesurera la dispersion du spectre, cons
.tante OU variable a VCC k j le spectre CSt le plus CllnClSSC possible, C 'est-

-,, 
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SPECTRES DES ENSEMBLES DES NOMBRES. I l 

a-dire a dispersion nulle lorsque les parties sombres y disparaissent 
et lr>s cannelures sc touchcnt. 

Lorsqu'on se donne la suite (1) et le rythme hk de son spectre, on 
formera ce spectre en formant les groupes numeriques correspon
dants Go, G,, G2, ... ' et rn les ecrivant bout a bout sur llllC rang;ee, 
suivant l 'ordre naturel de leurs rangs. 

Inversement, 101~squ ' on ~e donne le spectre ( 3) et son rythmc hk, le 
terme Nk de la suite correspondante ( 1) est fourni par la kicmc canne
lure du spectre. 

Le spectre , par cxemplc, de la SL1it.e noturclle de nombres a deux 
ch iffrcs 

11, 12, 13 , ... , 98 , 9!l 

a rythme uniforme h = 3 serai t 

01101 2013 ... 098099 ; 

sa dispersion est Constante et egale a l. 
Le spectre de la suite des coefficients bil.10mes 

C), C), ... , C) 
a rythme uniformement <lCCelere hk= I+ k CSt 

10702 1003500035000021000000700000001 

et sa dispersion est croissan te. 
Le spectre de la suite illimitee des coefficients, nombres entir,rs, du 

developpement def (.z) = 2 + 37
;;:: a ry thme oscillant 

. J -X-

••st 

I 
h k = - ( 3 - cos k 7C) 

2 

237237237 ... ; 

il est periodique ct a dispersion nulle. 

Un rythme hk est a considerer comme compatible a vec une suite ( 1) 
donnee si l'on a h,. - lk~ o pour toutes les valeurs /.: = 1, 2, .• . , m. 

On a a cet egard les reglcs su ivantes : 

- - 1 
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PnE~HERE REGLE. - Une suite ( 1) liniitee admet toujours le 
rythme nniforme hk= h , Oll h est un entier quelconque egal OU 

superieur au logarithme du plus grand terme de la suite (abstrac
t ion faiLc de son premier torrne). 

Car on a Nk;; 10" et, par suite , h 'S:. It. 

D1rnxrE:ME HEGLE. - Une suite ( 1) illimitee, donl les lermes ne 
surpassent pas un nombre .fixe B, admet le rythme unifonne 
hk= h, Oll fi designe Un entier que{conque egal OU superieur 
ii lo gB. 

(Comrne clans la regle precedcnte .) 

T1w1s1ii:viE ItEGLE. - Une suite ( 1) illimitee, telle que \IN11 n'aug
mente pas inde.finiment aCJec n, admet un rythrne uniformemenl 
accClere. 

Car N,,, pour touLc valour de n, reste inferieur a I oh+cn, OU h Cl c 
sont certa ins enticrs positifs, h pouvant etre nul; la suite ( r) admet le 
ryLhme uniformemcnt accelere hk= h +ck. 

Tel est, par cxem p le, le cas do la :sui tc illimitee ayant pour tcrmcs 

C), G), G)· 
ct admcttant le rythme lzk = k. 

QuATRIEME REGLE. - Une suite (1) illimitee, telle que '\IN,, n'aug
menle pas indefiniment avec n, admet un 1ythme a acceleration 
croissante hk = h +ck+ g k 2 , oi't h, c, g sont certains entiers 
positifs. 

Car N,,, pour toutc valour den, rcste infericur a 1or1+ck+gk 2. 

C1NQU1EME REGLE. - Une suite (1), limitee ou illimitee, admet
tant un 1ythrne hk, admetlra aussi tout rythme h;, te l que h" ;; 1i;, 
pour k = 1, 2, 3, 

Une suite, par exemplo, admettant un rythme uniforme hk= h, 
admettra en memo temps tout rythme uniformement accelere h"=h+ck 

,~ 
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a insi que tout rythme a acceleration croissante hk= Ii+ ck + gk2 + . .. 
quels que soien t les cn ti ers posit ifs c, g, .... 

4. La ~eneratrice spectrale . - Le fait suivant est fondamontal 
pour la formation des spec tres canneles : 

Quelle que soit la suite, liniitee ou illimitee, d'entiers positifs 
(Nn), on p eut lai faire correspondre une fon ction <l>(x) dont la 
valeur numerique S poul' une valeur particuliere, convenable
ment choisie de x, fournit un spectre cannele de la suite. 

Soient lk le nombrc de chiffres de Nk; hk un entier superiem'. ou 
egal a lk ; Gk le groupe llll11leric1 UC precedcmment rattache a Nk, et 
supposons d'abord quo la suite cons ideree des Nk ait un nombro 
limite m de tormcs. 

Formons la suite d'entiors positifs 

(5) P, , P2, ... , Pm 

tels quo 

(7) pk= hi + h2+ ... + Ii" ( k = 1, '.l, ... , m). 

Formons ensui te la sui te de nombros ra Lionnels positifs 

(8 ) g·i, g2, · • · , l:"m 

tels quc 

(9) [!k=Io- Pk 

et a l'aide do cos nombres le polynome de degTe m en x 

(10) 'P m(.x) =No + $· , ;,\I' , X + g2N2 .x' + .,.. + {!m N11,x"' . 

On a la proposition suivanto : 

La valeur numerique <I>m (I) represente le spectre c.annele de 
kt suite des Nk it 1ythme h.k . 

En effet, 111 valeur gkNk est un 1iombre fractionnaire ayant comme 
partie entiere zero e t comme partie decimale Pk- Z,,.zero s consecutifs 



14 PREMIERE PARTIE. 

suivis de chiffres sig11ificaLifs provenant de Nk. 11 s'ensui't quc 

(11) g, N, + g2N2 + . . . + gmNm 

= o, o ... 0N 1 0 .. . 0N20 .. . =o, GtG2 ... G"' 
____,_... --
h1-l1 h'!-1'!. 
zeros. zeros. 

et, comme hk- z,,~ o, la proposition se trouve demontrec. 
Supposons maintenantla suite dos Nk illimitee. Le polynorne <I>m(x) 

devient une serie ordonnee suivant les puissancos cro issantes do x 

(12) <l>(x) = No+ g1N1 x + g 2 N 2 x 2 + ... . 

La proposition precedonte subsiste a la condition de choisir la suite 
d'entiers positifs h,, h2 , h 3 , •• • caracterisant le rythmo spectral, de 
maniere que la serie ( 1 2) ;:iyant pour coefficient g·eneral 

(I 3) gkNk= Nk.10- !t,-h,- ... - hk 

converge pour x = 1, ce qui est manifestement toujours possible. 
La fonction <l>(x) ainsi formee, so reduisant a un polynome .en x 

pour une suite (N1r) limitee, et a une serie de puissances pour .une 
suite illimitee, sora designee comme generatrice spectrale de cette 
suite, correspondant au rythme spectral hk d'apres lequel elle a ete 
formee. La valeur numerique S = <1>(1) co!ncide avec le spectre can
nele envisage. 

Remarque I. - On pourrait former d'autres generalric.es spec
trales, fournies, par exemple, par des series exponentielJes ou par des 
series de puissances a plusieurs v;:iriables. Dans cos Ler;ons, nous 
nous en tiendrons aux generatrices de la formo precedente. 

Remarque II. - On pourrait former, d'une maniere analogue a la 
precedcnte, dos spectres ct lenrs generatrices pour un systeme do 
numeration autro que le systeme decimal, et en particulier pour le 
systemo de base 2, pour lequel le spectre ne serait compose quo des 
chiffres o et 1. 

5. Modes de formation des generatrices spectrales. - 11 ya lieu 
de distingucr les deux cas suivants : 
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Preniier cas. - La suite d'entiers N1r est donnee. Ses termes etant 
supposes reels et positifs, on calculera la suite de facteurs g1r corres
pondanL au rythme spectral voulu h1r et l'on ecrira directement 

( I 4) <I1 (.x) =No+ g, N, x + 3,N,x' + ... .. 

Dans le cas, par exemplc, de ry thme uniformement accelere 
h1r = h +ck, on aura 

n==O'J 

(I 5) <I> (x) = ~ N" q"'(~x)", 
n=O 

I 

q = v10' 
~ = 10-("+D 

et le spectre sera 
n == ,-;: 

( 16 ) S = ~N,,q"'~n. 
n=O 

On cherchera ensu ite, s'il ); a lieu, a transformer une telle expres
sion dirccte de <II ( x) en une combinaison explicite de fonctions 
connues, en une inte grale definie, e tc. 

Deuxieme cas. - _On connait, sous une forme analytique quel
conq ue, la fonction f ( x) dont le developpement non donne 

( 17) ./( .x) = No + N , x + N, x ' + . .. 

a les termcs do la sui to ( N k) com me coefficients et le rayon d'holo
morph ie r autour de x = o non nul. Alors: 

1° Si los Nk admeuent un rythme spectral un~forme hk = h ( cas 
des suites N1r lim iteos, ou bien des suites illimitees, mais dont les 
termes ne croissant pas indefiniment ), la ti'eneratrice spectrale sera 

( 18) <P ( .x) = / ( 10- /'"x) 

et le spectre se1·r1 

( 19 ) s = /(10- "). 

2° Considerons lo cas d' une suite NA· illimitee, telle que \1N,, ne 
croisse pas ind~finhnent avec n (tel est le cas de toute suite des Nk 
figurant commo coefficients d'uno serio de Taylor a rayon de conver
gence non nul). La su ite ad met un rythmo uniformement accelere 
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hk= h +ck et l 'on a pour un tel rythme 

( 20) 
o· - -ltk-k(k+I ) 
bk-IO :? c 

Formons la fonclion auxiliairc 

( 21) 

OU 

(22) 

n=oo 

x(x) = ~ qn•+l.nxn, 

n==O 

2h 
),= J+-, 

c 
q = IO 

r ., 

La generatrice spectrale sera 

(23) 
1 12

" (xe-ti ) <Ji (x) = - f(p ell) X -- dt , 
'.!.TI 0 p 

ou p designe une constante arbitraire de module plus petit que le 
rayon de convergence r de la serie ( 17); le spectre lui-mhne ~era 
la valeur nwnerique de l ' integrate 

(24) I j"" (e-li) s = 
2

;r 

0 
f(peli ) X -P- dt . 

Pour le montrer, il suffit de rappcler un theoremc connu sur lcs 

series de puissances. Soient dcux series 

( 25) l f(x )=cto--,-a1 x+a2 x:+ . . . , 

cp(x) = b 0 + b, x + b 2 x -+ .. . 

convergentes dans des cerclcs ayant pour centre l 'origine ct pour 
rayons respectifs r ct r 1 ; la ser ic 

(26) ao b0 + ct 1 b 1 z + et2 b 2 z'.! + ... 

a son rayo1i de convcrg·encc au moins eg·al a n· 1 ct sa somme est 

egale a 

( 27) 
2
'-f 2 11 

f ( x , eti) qi ( :r.2 e-ti) dt , 
•' 0 

Xt Ct X2 etant deux valeurs queJconques indepcndantes de t, de 
modules respocti vement infericurs a r et r 1 et satisfaisant a la rela

tion x 1 x 2 = z. 
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Faisant 

a"= Nk, 

b _ -hk+k(k+I) 
k-10 -2- c 

et prenant pour x 1 une valeur constante quelconque p de module plus 

petit que r, et pour x 2 la valeur ~, com me l 'on a r 1 = oo,' les condi
P 

tions du dernier theoreme sont remplics et la generatrice spectrale 
sera bien representee par ( 23 ). 

Les expressions ( 23) et ( 24) peuvent etrc remplacees par d'autres 
qui leur sont equivalentes. Ainsi , en posant 

(28) 
) 

I ·] -ct = - ognat10=1,1:i1292 ... , 
2 

b = (2c + h )a, 

Cf' qui fournit 
f/k = e-ak'-bk 

et, d'apres la formu lc connuc, 

e - ak' = 
2_ J~ e _:._1' cos2 kt /a dt 

,1~ 0 

( k > o, a>o), 

la generatricc spcctrale pour le rythme hk = h +ck s'exprimc sous 
la forme 

(29 ) ? J~ <l> (x) = J-:; 
0 

e-1
' R (ax, ~t) dt , 

ou R(r, <p) designe la partie reclle de f(rei'P) et ou il faut attribuer 
aux constantcs C( et~ les valeurs 

a = e-b, 3 = 2 /a . I 

Remarquons aussi que clans le cas des Nk s'exprimant par une inte
grale definie de la forme 

( 3o) 
1, 

Nk= I upk dt (k = o, 1, 2, ... ), 

ou net v sont fonct ions de t, la generatrice spectralc s'exprimc par 
l'integralc defin ic 

( 31) 
b 

<P(x)=J uO(r.>x)dt, 
a 

PETROV ITC I-I 
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OU e (x) est la transcend ante cntiere 

n = Q.) 

( 32) O( x ) = ~ q"'+l.n x11, 

n := O 

les constantcs " et q etant definies par ( 2 2) . 

3° Dans le cas cl ' un rytlune quelconque a acceleration crois
sante, si l' on forme la fonction a uxiliaire 

( 33) 

OU 

(34 ) 

n = Q.) 

;(x):= ~ [f11.'C 11 . 

n = t 

l.t11 == 1 o-(h1+h2+ ... +h11 1 
' 

la generatrice spectl'{tle sera encore foarnie par l 'expression (23) 
et le spectre por (24) ct la condition d'y remplacer la fonction s(x) 
par ~(x). 

Les formulcs precedenles s'appliqucnt indistinctement aux suit es NA 
limitees ou illimi tees . 

Nous indic1uerons quelqucs cxemples simples de genera trice spec
trale et de spectre. 

Premier exemple. - Former la generatrice de la sui te limit ee 

I , 2 1 3, .. . , Ill 

a ry thme uniforme lzA= h compatible avec la sui te. On a 

f(x) == x + 2x~+ 3xm + .. . + nixm == lJl xm+'1- ( ni + 1)xm+ 1 + x 
' r-x \ ' 

e t la genera trice sera 

ni 10-( 111+2 )/t x m+ 2-( ni + 1) 10- (111 + 1)h x m+ 1_ 10-/J x 
<P ( x) = , , 

(1-ro-hx)' 

Le spectre s'ob tient comme valeur numeric1ue S ,dc 

rn (m+t )h_ ( m + 1) rn" + m 
<P (I ) - ---~----,,---;-;;---

- romh(rn" - 1)' 
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ct l'on n, par exernple, pour ni = g, h = 1, 

w1o_rn' + 9 =o,123/i56:;89. S = . 

Dertxieme exernple. - Fonner la generatrice de la sui te des coef
fic ients binomes 

(':1 ), (' :1 ), ( 111) 
Jn 

a rythme uniforrnc hk= h compa tible avec la SL1iLc. On a 

j(x) = (1 + x)"' 
et la gcneratrice sera 

<l>(x ) = (1 + w-hx )"' . 

Le spec tre s'obL ienL comme valeur nurneriquc S de 

. (10"+ 1)"' 
<P (1)= --. 

et l'on a, par exemple, pour m = 6, h = 2, 

S IOI 6 6 " - 6 = 1006 = 1 ,o 1.'J201:io or . 

Troisienie e.xemple. - Considerons la suite illimitee 

C), G), G), 
de coefficients binomes moyens, s'exprimant par la formule connue 

OU 

7t 

(., n) 1; 

-~1 =I iw" dt, 

2 
u == -, 

:;r 
v = 4 cos2 t. 

• ' ' 211 . ' . ' V-
On vmt (theoreme de la moyenne) que ( 

11 
) rest.e mfeneur a 

un nombre fini pour toute valeur de n ct c1ue le ry thme unifornie
ment accelere hk= k est compa tible avcc la suite. La generatrice 
spectrale [1 un tel ryLhme ·est 

7t 

21' <I> ( x) = :.. e (Ii x cos' t) dt , 
1t 0 
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Oll 
n=oo 

O(x) = ~ qn'+nx" , 

n=O 

I 

q= {w 

ct la valeur numcrique <I>(1) coYncide avcc le spec tre S de la suit e, (jUi 
est 

S = o, 10200Gomoooo70000252000092!i .. . . 

6. La caracteristique spectrale principale. - ·- Ce c1 ui precede met 
en evidence les roles que jouent les deux fonctions 

(39) 

( fio) 

j(x) = N0 + N,x + N2 .x~+ .. . , 

Hx) =go + 3°1 x + 6,. 1 .x~ + ... 

clans la formation de la generatrice du spectre d' unc su ite donnec (Nk) · 
La fonction (39) depend des ·valeurs seules des termes de la suite e t 

nu llement du rythme du spectre. A utrement dit, elle depend de la 
composi tion des cannelures spcc tralcs ct es t independante du mode de 
repartition des cannelures clans le spec tre. Cetlc fonction, pour unc 
suite (Nk) cmisideree, ne varie done pas d ' un spectre a tm nutre; ellc 
sera designec comme caracteristique spectrale principale de cette 
suite. 

Par cont.re, la fonction ( 4o) depend du mode de repartition des 
cannelures du spec tre des Nk, c'est-a-dire du rythmc spec tral, ma is ne 
depend' pas des valeurs numeriques memes des Nk . C'est pour ce tt c 
raison qu'ellc scra designec comme caracterist ique de rytlune 
spectral. 

Nous nou s occuperons, clans ce paragraphc, de la carac teristique 
principale. Elle SC reduit a un polynome a coefficients enticrs pour 
les spectres limi teS j ellc est fournie par une Serie de puissanccs a 
coefficients en tiers pour les spec[res illimites. 

Dans un gTand nombre de cas, cette caracteristiquc s'exprimc en 
termes finis ou sous forme d'une integrale definie. Ainsi : 

1° Pour une suite d'cntiers N egaux .entre eux, clle a pour expres
sion 

j(x) = N xm+1 _ .x 
X -1 

ou bien 

suivant que la suite est limitee ou illimitee. 

j(x) = l\ .L' 

[- .r. 
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2° Pour une sui te d'enLiers sc reproduisant periodiqucmcnt a partir 
d 'un cer tain rang, la carac teristique est une fonction rationnelle de x 
a coefficieri ls entiers: en dcs ig·nant par n Ic nombre de tcrmes Nk 
de la partic non periodiq uc, CL par m le nombrc de Lcrmes de la 
periode de la sui te, la caracteris ti q ue sera 

.f(x) = P( x) + Q (.x) 
· c-xm' 

ou P et Q sont les dcux pol)'nomes 

P(x) = N1 x + N,.x' + ... + N 11 x 11 , 

Q( x) == Nn+1 xn+1 + N11+1.x:"+~ + .. . + N11+111 .xn +m. 

3° Pour une suite d'enLicrs formant une progTl'Ssion arithme tique 

A + B, A+2B, A + 3B, • . ·1 

on a 
Ax Bx 

.f(x)= 1-x +(1- x)' ' 

4° Pour une suiLe d 'entiers formant une progTcssion geom~ Lriqu e 

on a 
AB , AB', AB J, 

.f(x')= AB.x 
i-B x' 

5° Pour une suite Nk, ou · 

Nk= P1i' +p~ + ... + pi;,, 

Jes Pi etant des entiers donnes, on a 

.f( x) = R(x) - m , 

R(x) designant le res ultat qu e l'on oht ient en rumpla~ant x par; 

d 1, . x P' ( .x) ' P ( ) I 1 d d . . ans express ion P(x) , ou . :x: est. e po ynome e egre m, 

(x -p 1 )(x -p, ) .. . (.x -pm )· 

6° Pour la suite(~) des coefficicn Ls binomcs, on a 

f (x) = (1 + x)P . 
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7° Pour la sui te de nombres ( 
2

1
;), on a 

f(x)= 1/i -4 .r 

8° Pour la suite de factoriellcs 1 ! , 2·!, 3 ! , ... , m ! , on a 

f(x) =!~ e-t(xt)m+-1-.r:t 
o Xt -I dt. 

9° Pour la suiti:: illimitee (2,~i r (n =I' 2, 3, ... ), on a 

t clt 

f(x) =- 1 +. ~1 V(i -t" )(1 -16 xt2 ) 

Les reglcs suivantes elargissent considerablement le domaine des 
cas 01\ l'on connai tra la caracteristique f (x) sou s une forme explicite. 

Soient 

(35) 

(36) 

f(x)=No+N 1 x -,t- N2x'+ ... , 

f1(x) = N~+ N'1 a: + N~x'+ . . . 

les caracteristiqnes respectives de deux suites ( Nk) et (N~) et A llll 

entier positif fixe. 

Regle I. - La sui te 

No±),, N1 ± ),, N,± ),, 

aura pour caracteris tique 'Ia fonction 

x"' - 1 I. 
f ( x) + ), -- ou bien f(x) ± --

x -1 1 - X 

suivant que la suite est limitee ou illimitee. 

Regle II. - A la suite "AN 0 , "AN 1 , "AN2 , ••• , correspond la carac

teristique "A/ ( x). 

Regle III.-· A la suite N0 , N, "A, N2 "A 2 , N 3 "A 3 , ••. , correspond la 

ca,racteristic1ue f ("Ax). 

Regle IV. - A la suite N0 , N1 , 2N 2 , 3N3 , .4N 4 , ••• , correspond 
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la caracteristique xf'(.x); a la suite N0 , N,, 2 2 N2 , 32 N 3 , •.• , corres
pond 

x2f11 + x:if''; 

c\ la suite N0 , N 1 , 2 3 N 2 , iPN3 , ••• , correspond 

x'l f"' + (2 x + x•)j" + 3 x' ('. 

Regle V. - A la sui te 

correspond f (x) . 
1-X 

No , No + N1, No+N1+N2, 

Regle VI. - A la su ite N 1 - N0 , N 2 -N 1 , N:i - N 2 , • • • , corres
pond 

/ (x) -/(o ) -f(x) . 
x 

Regle VJ/. - A la su it e N0 -+- N~, N 1 -+- N~, ... , correspond 

/ ( x) ± / 1 (x·) . 

Regle VJJI. - A la suite N0 N~, N 1 N',, N2 N'.n ... , correspond 
l'une ou l'autre des in tegrales definies 

(37 ) r J 2
" . ( xe-ti) - / ( p eti) f1 _· -- clt 

'l ~ 11 p ' 

( 38) 
1 ! 2

" ( xe-li) 
2 '- o f -p- f1 (peli) clt , 

0\1 p est une cons tant e arb itraire df~ module plus petiL que les rayons 
<le convergence des ser ies .co rrespondantl's ( 35) el ( 36 ). 

Reg·le IX. - A la su it e N~, N~, N;, ... , correspond l'in tegTale 

( 39) 
1 12

" ( x e-li) - /(p eti)f -- dt, 
2 Ti: 0 p . 

laquelle se laisse ecrire sous la forme reelle 

(4o) _l_f 2" w({~·, ir dt , 
2 T. 0 

ou 'W(r, rp) designe le module def(re'f i) . 
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7. La caracteristique de rythme spectral. - La fonction 

~-( .X) == §'o + ,j"1 X + 8°'2 X :y_ + ... , 

designee comme caracteristique de 1:ythme spectral, ne depend que 
du ryLhme suivant lequel le spectre est forme. C'cst une s·erie de 
puissances a coefficients conunensfrrables eganx a une puissance 
entiere negative de IO. 

Ceue fonction se reduit, pour une su ite (Nk) limitee, a un 
polynonie. 

Dans le cas de suites illimitees et de spectres a rythme unifonne 
hk= h, elle esL la fonct ion rationnelle 

i-(x) - I 
i; - I-10-h.:c· 

Lorsque, clans le cas de suites illimi tees, le spectre est a rythm'e 
continuellement accelere, ~(x) est une fonction entiere hyper
transcendante, c'est-a-dirc ne satisfaisant a ancune equation diffe
rentiellc d 'ordre fini 

F xy.-,--, ... =o ( 
dy d'y ) 

' ' dx' d x 2 ' 

algcbrique en x , y ct les derivees. 

En effet, on a dans le cas d'un tel rJlhmc 

h1 < h2< h"<· .. 
et, par suite, 

hk = hk-1 + lllk (k=2, 3, ... ), 

ou mk est un entier positif, variant ou non avec k, rnais different 
de zero. 

On a done 
hk = h j + ( tn2 + ln3 + ... + ln;"c) 

ct, par suite, 

Pk= h, + h2+ .. . + hk 

= kh, + [ (k -1) m 2 + (k-2)m3 + ... + 2mk-i+ m1c]. 

La fonction ~(x) es t done definie par unc serie 

( 4 I) ~(x) = c.c 0 +a 1 x+ a2 x' + ... 

don t le coeflicicnt cxn est un nombre commensurable 

( 42) Cl.n == 10-nh 1- {n-J )m2- (n-2)m3-., .-'2mn-i-mn. 
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Les mk elant tous differents de zero, en design<mt par l un entier 
fixe compris en lre zero et }e plus pe tit des mk (OU eg·a} a celu)-ci ), on 
tro uve que 

(43) 
°' < -nh,-n ln-1 \ 
·n IO -,- l 

' 
ce qui monlre que ; ( x) est une fonct ion entiere de x. 

Or, M. Polya ( 1 ) a demontre qu'une fonction entiere definie par 
une serie 

)' = a 0 -+ a 1 x + a 2 x'+ .. . 

a coeffic ients co nunensurables, pour laquelle !'expression 

(44) 
log I an I 

n(logn)' 

ne reste pas finie lorsque n aug·men le indefiniment, est une fonc tion 
hypertranscendanle. 

Comme !'expression (44), rela tive a ~(x) est nega tive et plus 
grande en valeur absolue que 

n-I 
h, + --l 

2 

( logn)' 

et par sui te tend vers - Cf.) pour n indefiniment croissant) ~ ( x) est 
hien une fonction hyper transcendante. Et il est manifeste que ce fait 
subsiste encore si !'acceleration du ry thme hk , au lieu d'etre crois
sanle des le premier Lerme h 1 , ne le serait qu'a partir d'un cer tain 
rang k > 1. 

Grace a l'inegalite ( 43 ), Ies procedes usuels de la theo rie generale 
des fonctions enlieres, et plus particulierement les methodes de 
M. Hadamard, se pretent aisement a l'etude de diverses particularites
de la fonction ;(x) (mode de croissance, densite de zeros , limites de 
variation pour les intervalles donnes de x, etc.). 

Dans le cas d'un rythme Uliiformement accelere h, = h + ck, la 
caracter istique do rythme est la fonction entiere 

~(x) = 0(~x) , 

( 1 ) G. P6LYA, Ueber das Anwachsen von ganzen Funktionen die einer JJi.f!eren
tialgleichung geniigen ( ViertP,{jahrschrift der Natu1jorsch. Gesellschaft in 
Zurich, Jahrg, 61, 1916, p. 531-545 ) . 
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OL\ 9(x) est la transcendante bien connue de la theorie des foncti ons 

elliptiques 

( /i6) 

avec 

( /i I) 

n=~ 

,, 0 

O( :z; ) =·.2.J q"·xn 

q =IO 2, 

tJ.::=O 

r,) -h-~ 
f.l = IO ~· 

Le rythme uniformement accelere etant compatible avec la suile de 
coefficients, nombres entiers, <le toute serie de puissances a rayon de 
convergence non nul a tels coeffici ents, la transcenclante elliptique 
e ( x) intervient c01nnie caracteristique de rythme dans la forma
tion des spectres des coefficients de toute serie de cette espece. -

Dans le cas de ryLhme a acceleration croissante, la caracteristique 
de rythme ~(x), to ujours fonction entiere hypertranscendante, est 
une serie de 1rnissances a coefficients decroissant plus vite que ceux 
de la fonction () ( x ). Pour un rythme Cl acceleration cl 'ordre p Cons
tante , cette serie a po_ur coefficient general 

rLn == 10- Prn ) 
) 

oi:i P( n) est un polynome de degre p + 1 en n. 

On sait que la transcendante 8 ( x), correspond ant au cas de p = 1, 

est etroitement liee aux fonctions 0 de la theorie des fonct ions ellip
t iques : les fonctions 0 proprement d ites sont les series exponentielles 
dont l'exposant est un polynome du second degre par rapport au 
rang du terme. D 'une maniere analogue, les transcendantes ~(x) cor
respondant a p = 2, 3 , 4 . .. . sont liees aux fonctions 0 de degre 
superieur, definies par des series exponentielles clont l'exposant est 
d'un degre supfrieur a 2 par rapport au rang· du terme . Ces fonc
·tions ont ete l'objet de recherches importanles de M. Appell (I) . 

8. Correspondance entre la suite d'entiers et les elements de son 
spectre. - Le rythme spectral hk C:tant <lonne, la correspondance 
entre la suite d'entiers (Nk) et les elements du spectre, ainsi quc la 
correspondance entre la caracter is tique spectrale principale e t le 
spectre lui-meme, peuvent etre resumees par les regles suivantes : 

( 1 ) P. APPELL, Sur les jonctions 0 de deg res superieurs ( Cornptes rend us de 
l 'Academie des Sciences, t. 153, 1911, p. 584-587 et 617-618) . 

--- ----- ---.-. 
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Reg le I. - La cannelure spectrale correspondanl au lerme N 0 

coi:ncide avec la partie ent iere de la valeur numerique de <I>(r); la 
cannelure co rrespondant au terme N1r coincide avec le g·roupe de 
chiffres sig·nificaLifs de <I>( 1) commen!fant par la 

(ht+ h2 + . . . + hk-t + 1)i1'111c 

et se terminant par la ( h 1 + /i2 + ... + hAY""'" decimale de fl> ( 1); 
la nieme raie (comp tee de la droite vers la gauche) de la cannelure 
correspondant au terme Nk coincide avec la 

(h1 + h 2 + ... + hk- n + 1)icmo 

decimale de <I>(x). 

Dans le cas de rythmc uniforme hk = h, la cannelurc correspon
dant a Nk co'incide avec le groupe de chi.lfres sign ificati.fs de <I> ( 1) 
COillmen!fallt par la [ ( k - I) h +I r cme et termine par la ( kh ) icmc deci
male de <1>(1); la niomc raic de ce lte cannel ure est foumi.e par la 
( kh - n + 1 )icmc decimale. 

Dans le cas de rythme uniformement accele t·e h"= h + ck , cette 
· [k ( k 1) Jiem o cannelure commence par la ' '

2
- c + ( k - 1) /z + 1 et se 

' [ k ( k ' 1) 
0

Ji ilmc termine par la ' '
2
- c+kh derim;ile de <1> (1); sa nicmc raie 

[
k ( k _j__ 1) Jic111 e 

coincide avec la 
2 

• c + kh - n + r decimale. 

Regle II. - Les k + 1 premiers coefficients de 1<1 c<1racteristique 
spectrale p rincipale / (x) determinent la partie enti.ere et la suite 
de PA·= h 1 + h 2 + ... + hk premieres d ecimales du nomb re S : cette 
partie decimale s'obtient en ecrivant bout a bout, a la suite des uns 
des au tres, les k groupes numeriques correspondants G 1 , G 2 , ••• , Gk. 

Dans le cas de rythme uniforme hk= h , les k + r premiers coeffi
cients de/( x) determinent la partie en tie re et les kh premieres deci
males de S . 

Dans le cas de rythme uniformemenL accelere hk = h +ck, ils en 

d , . I .. , I k ( k + 1) !., .. d'. eternunen l a part1e cntiere et es c + l1C premieres ec1-
. 2 

males . 

Regle Ill. - La partie entiere e t la suite de Pk premieres deci-
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males du nombre S determinent lcs k + r premiers coefficients de la 
caracteristique principale /( x ) . 

Si l'on partagc la suite sk de ces decimales en tranches consecutives 
composees, la p rem iere de h 1 premieres decimalcs , la deuxieme de h 2 

decimales suivantes, eLc., le coefficient NP de /(x) coincide avec le 
grnupe de chiffres significatifs de la pieme tranche. 
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CHAPITRE III. 
SPECTRES CANNELES DES SUITES DE NOMBRES TRANS.\'IUTABLES 

EN SUITES D'ENTIEHS POSITIFS. 

9. Transmutations A ( M" ). - Ce qui pf'ecede se rapporle aux cas 
0\1 la suite de nombres, a laquelle se rattache le spectre, est com po see 
d'entiers reels positifs. 

Considerons m;rinlenant une suite 

( 47 ) i\I0 , M1 • M 2 • 

de nombres r;uelconques, reels OU imaginaires, positifs Oil ne
gat ifs . 

D'abord, si les M,, sont des nombres imag·inaires, on decomposera 
la suite en deux suites formees, l'une de parties reelles p1,, l'autre de 
coeffic ients q" de ides Mk· On considerera alors comme spectre de la 
su ite (47) le nombre complexe S + iS' , S ctant un spectre de la suiLe 
des p" et S' un spectre des qk. On peuL, d'ailleurs , reunir ces deux 
'pee l res en un seul nombre reel. 

La forniation des spectres d'une suite (47) de nombres quel
conques se ramene ainsi ii celle de spectres de nombres reels. 

Nous supposerons done les ,Mk toujours reels. Dans. ce cas, nous 
designerons com me une transmutation .:l (Mk), compatible arec 
1tne suite limitee ou illimitee (M) de nombres M0 , M 1 , M~, ... , un 
ensemble d'opera tions, le meme pour tous les termes de la suite, 
lcqucl, applique a chacun des termes Mk : 

1 '' transmue Mk en un nombre enLier positif Nk; 
2'' eLablit une correspondance biunivoque entre les M" ct les Nk, . 

moyennant un ensemble a 11xiliaire (A) de donnees qualitatires. 

Les donnees r;ualitatires (A) peuvent porter sm· lcs signes; sur 
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les li mites superieurcs ou inferieures de valeurs rattachees au pro
bleme; sur le choix d'une valeur lorsque ce choix, d'apres les condi
tions du proble1i1~, porte sur plusieurs valeurs possibles, e tc . 

Designant par M',, la valeur absolue de Mk, ct par ak l'u n it6 affectee 
de signe de Mk, si une -transmutation li(M',.) es t compatible avec 
la suite (M'1;), la transm utation li(aAMk) sera compatible avec la 
suite (Mk)· IL nous suf.ftra done de considerer les suites (M) it 
termes positifs. Dans le cas, par exemple, oil lcs M" sont alternati
vement positifs et nega1ifs , on aura 

'1k = (-1)"+1 ou bien r; k = cos ( k + l) 1t. 

Les Mk etant supposes positifs, les transmuta1ions A pcuvc·nL vnricr 
a l 'infini . Ainsi , par cxemple : 

La transm utation 
A( i\ik) = 106'M1. 

( ou g es t un cntier positif) est compatible avec toute suite (M) de 
lcrmcs a un nombre limite de decimalcs. 

La transmutat ion 

A(Mk) = ABkMk ( A = co nst., B = const., k = 1, 2, 3, ... ) 

est compatible avcc toute su ite (M) de termes commensurables , 
representant Jes coefficients du devcloppement d 'une fonction 
algebrique en serie de p uissances ( theoreme d'Eisenstein). D'mw 
maniere plus generale, ellc est compatible avec Lou Le sui te (M) ou Mk 
es t le quotient de deux nombres entiers premiers entrc eux, dont le 
denominateur ~k ne contient que des factcurs premiers n 'augment<int 

pas indefinimcnl avec k, ct satisfaisant a la condi tion quc V~t. res tc 
fini lorsq ue k augmente indefinimcn t. Elle es t aussi compa tible avec 
toute su ite ( M) ou Mk est une fraction decinrnl e peri odiquc clout le 
nombre des chiffres de la partie non periodiquc ct le nombre des 
ch iffres de la periode no varient pas avec k. 

La suite (M), dont les terrnes sont r<icines piemes de nombres cntiers 
pos itifs, adm eL la transmuta tion 

A(Mk) = M~. 

D'une maniere plus generale, la sui Lc ( M) dont les terincs sont 

'l I( 
l 
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racines d 'une equa lion 
9(.x) - N"= o, 

01'1 lcs Nk sont des en ti ers pos itifs, admet la transnrnla tion 

~(i\I;.) = cp(Mk )· 

31 

Il es t d 'a illcurs manifes te qu'a !'aide d 'une transmutation A(M,.) , 
com pa tibl e avcc une suite (M) donnee, on pent en former une infinile 
(l"au~res par des operations, lesc1uelles, effec tuees sur la transmuee 
primitive , transmuent celle-ci en une nouvelle su ite a termes entiers 
positifs (addition d'une anlre transmuee, multiplicat i"on par celle-ci, 
dcva lion a une puissance entiere positive, iterat ion, etc.) . 

LO. Spectre cannele rattache a une transmutation A. - La 
su ite (M) etant Lransmuce en une suite (N) de nombres entiers po si
tifs par une transmutation A(Mk) compatible avec elle, nous conside
rerons comme spectre cannele de la suite (M), rattache it cette 
tnmsmutation A, un spec tre cannele quelconque de la suite (N) . 

Une sui te (M) ndmet ainsi une infinite de spec tres canneles variant , 
d'une part, avec Ja transmutation A appli quce, e t, d 'autre part, avec 
le rythme suivanL lcqnel est fo rme le spec tre de la suite (N) . JJfais 
pour une transni 11 tation A appliquee et un 1ythme spectral deter
mine, la suite (M) n 'adniet qu'un selll spectre. 

Hecip roqucment, un nombrc donne S pcut <;:oi:ncider avec des 
spec tres canneles d ' nnc infinite de suites (l\I), suivant la transmuta
tion A que l 'on ap plique a la suite et suivant le ry thme qu 'on 
attribue au spec trl'. Jlfais , pour une tra11sm11tation A consideree et 
po ur an rythme spectral, un nonibre S caraclerise, com me spectre 
canne le, generalement une seule suite (M). Il ne peut y avoir de 
l'ambigui:Le c1ul' clan.-; les cas ot\ la relation entn.: lcs Mk el les Nk a 
laquelle conduil le A app lique ne determine pa s completement les Mk 
a l'a idt.: des Nk (par· cxemplc, lorsque Mk est fo urni comn~e racine 
d' unc equation ayant plus d 'une racine recllc, ou par une relation de 
recurrence la issant ind6lermines un certain nombre des premiers 
termes M 0 , M 1 , M2 , • • • ) . L'inde termination cesse lol'squ'on y ajoute 
les conditions supp lcmentaires fournies pat· !'ensemble (A) de 
donnces . 

~@~ 

j 
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DEUXIE1'1IE PARTIE. 
SPECTRES DES FONCTlONS. 

CHAPITRE IV. 
PROCEDE GENERAL DE FORMATION DE SPECTRES DES FONCTIONS. 

11. Classement des fonctions suivant la forme de leur element 
analytique. - On ne peut se servir, dans le calcul, d'une fonction 
que si elle se laisse definir au mo yen d' une infinite denombrable 
d'elements. Ce sont les seules fonctions pouvant acLuellement etre 
prises en consideration, et leur ensemble a la puissance du continu. 
On sait egalement qu'au point de vue de la theorie des ensembles il 
n'y a pas de difference essentielle entre les ensembles continus a une 
dimension et les ensembles continus a n dimensions, c'est-a-dire 
entre les fonctions d'une variable et Jes fonctions a n variables. 

Les fonctions appartenant a ce domaine peuvent, et cela d'une infi
nite de manieres, etre partagees en categories ou classes formant des 
ensembles dont chacun a une pu issance au plus egale a celle du con
tinu. Telles seraienl, par exemple, les classes formees des fonctions 
analytiques, des fonctions continues, des foncLions pcriodiques, des 
fonctions discontinues seulement pour une infinite denombrable de 
valeurs de la variable, etc. Une fonction consideree cornrne individu 
d'une classe correspondrait a un point de l 'espace fonctionnel, clans 
lequel une classe de fonctions representerait un champ fonctionnel. 

Parmi les divers modes de classement des fonct ions, celui qui 
convient au but que nous avons en vue es t le classement suivant la 
forme de l'element analytique de la fonction. 

Dans I' ensemble des fonctions definissables au moyen d'une infinite 

PETROVITCR 
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denombrable d'elemenls, la theorie des fonctions disLingue des 
classes definies par la forme de leur elbnent analytique 

Um. 11 111 2 , .• • ,.m,,(x,y, z) .. ) 

dependant d'un nombre limite p d'indices m1 , m 2 , ••• , mp; la valeur 
de la fonction, pour un systeme de valcurs des variables indepen
dantes x, y, z, ... , se calcule comme la somme des valeurs de ces 
elements, obtenues en attribuant aux indices les valeurs entieres posi
tives. La forme analytique de l'element U, par rapport aux variables 
independantes x, y, z, ... , caracterise la classe; lorsque dans un 
element on a donne des valeurs numeriques aux indices et a tout ce 
que la forme de 1'element laisse arbitraire, sauf aux variables inde
pendantes, la somme des elements determine un individu de la classe. 

Ainsi, les fonctions analyLiques d'un nombre fini de variables X 1 , 

x 2 , ..• , X p forment une classc caracterisee par I' element analytique 
de la forme 

Am.1, m1 •.. . , mp x~ni x~i1 ... x~1P, 

OU les coefficients A a p indices ne dependent pas des Xk· L'element, 
par exemple 

x7t1 x~1 x3na 

( m1 + m2 + m3) ! ' 

definit un individu de cette classe lequel s'obtient comme la somme 
de ces elements. Dans le cas d'une seule variable x, !'element de la 
classe est de la forme 

Amxm 

et !'element mx"', par exemple, definit un individu de la classe. On 
peut subdiviser la classe en categories, par exemple celle comprenant 
les fonctions pour lesquelles les A 111 ,,,,,,, • •• ,

1111
, sont des nombres entiers, 

ou commensurables, etc. 
Les fonctions periodiques a variation bornee forment une classe 

ayant pour element analytique 

Am cos max+ Bm sin max, 

ou A, B, a ne dependent pas de x. 
Les fonctions periodiques de deux variables x et y sont caracte-

... 
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risees par l' element analytique de la forme 

Am,ncos11ixcosny+ Bm,n cosmxsinny 

+ C,,;,n sin mx cosny + D 111 ,,, s inm x sinny .· 

35 

Les fonctions d'une variable reelle x qui admettent des derivees 
conLinues de tous les ordres entre x = - 1 et x = + 1 ont pour ele
ment analyLique ( 1 ) 

Am xm + B,11. cos 1nrr x + C,,, sin 11i rt x . 

D 'une maniere plus generale, les fonctions de .Plusicurs variables 
reelles xi, x 2 , ••• , xp, continues dans un d01naine el admettant des 
derivees partielles de tousles ordrcs, ont un element analytique de Ia 
forme ( 2 ) 

P 11 (x1 , ••• , .x·p; sinx,, cosx1 , . •• , sin xp, cosxp), 

ou P,, designe un polynome en x 1 , ••• , Xp, sinx 1 , cosx 1 , • • • , cosxP' 

En ce qui concernc les fonctions d'une variable reelle x, M. Baire., 
au cour s de ses profondes recherches, a delimite un domaine fonc
tionncl reel qui suffit a tous Jes besoin~ de !'Analyse et au dela duquel 
toutes Jes generalisations para issent condamnees a rester vaines et 
steriles ( 3 ). Ce d~maine, qui a la puissance du continu, est le domaine 
des fonctions representables analytiquenient; il est divise en classes 
(classes de Baire) de la manierc suivante : 

Dans une premiere classe, dite classe zero, sont placees les fonc
tions continues. Toute fonction de cette classe est representable dans 
l'intervalle ot't elle est continue par une serie de polynomes 

j (x) = ~ Pn(x) 
n=::O 

u niformement con vergente. 
Une serie de fouctions de classe zero, si elle ne determine pas 

une fonction de classe zero , defLnira une fonction de . classe un; 

cette classe comprend toutes les fonctions qui ont une infinite 

( 1 ) E. BOREL, Le<;ons sur les fonctions de variables reelles, 1905, p. 68. 
(') E. BollEL 1 Annales de l'Ecole No rmale, 1895, p. 35. - PRINGSHEm, Math. 

Ann., t. 44, et Chicago Congress Papers, p. 294. 
(') DE LA VALLEE Poussrn, Integrates de Lebesgue, jonctions d 'ensembles, 

classes de .Baire (Collection Borel, i916, p. vn). 
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denornbrable de discontinuites. Toute fonctio11 de cette classe est 
representable par une serie 

n=Oll 

f(x) = ~fn(x), 
n =O 

Oll les fn ( X) SOnt des fonctions de cJasse zero, Ct me me par une sfrie 
de polynomcs. 

De rnemc , quand une serie de fonctions de classe un ne determine 
pas une fonction de classc zero ou un, la fonction qu'elle definit 
scra dite de classe deu.x. Continuant ainsi, on appellera fonction de 
classe p toutc fonction representable par une serie dont les termcs 
sont fonctions de classe p - I et qui n 'appartient a a ucune des classes 
0,1,2, ... , p - 1. 

Les fonctions de classes zero ou un sont les seules qui soient 
representables par des series simples de polynomes. Mais, d'apres la 
definition meme des fonctions de secondc classe, on peut repre
senter ces fonctions par des series doubl es de polynomes 

ni=...o 

~ ~ P,,,,n(x), 
m=O n:=:O 

la sommation etant effectuee d'abord par rapport a n, puis par rapport 
am, sans qu'on puissc reduire cette seric double a une serie simple. 
Plus generalement, une fonction de classe p est representable par une 
serie multiple d'ordrc p dont les termes sont des polynomes. Toute 
fonction de classe finic p a done pour element analytique un 
polynome P ( x) a p indices; ses coefficients fonnent un ensemble 
denombrable it p + 1 indices. 

Comme l'on sai t, il existc effectivement des fonctions de toute classe 
et l'on pent poursuivre la classification precedente et . definir les fonc
tions de classe w, w + 1, .•• , w2 , ww, . .. en desi gnant par ces sym
boles les nombres transfinis de Cant.or. On terminerait cette classifi
cation par les fonctions non repr1!sentables analytiquement, fonc
tions dont on a aussi demontre !'existence. 

12. Spectres des fonctions representables analytiquement. -

Considerons l' cnsemble des fonctions d'une classc caracterisee par 
!'element analytiquc U1111,m,, .. . ,m,,- L'enscmble aura une puissance au 
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plus egale a celle du continu. Un individu de la classe est determine 
commc la somme des elements U ob ten us en attribuant aux indices m 1 , 

m 2 , ••• , mp des valeurs entieres positives. D'autre part, !'ensemble 
des U est determine par !'ensemble (C) des coefficients de tous ces 
elements rattaches a la fonction et ces coefficients forment un 
ensemble denombrable a un nombre fini d'indices. II est done tou
jours possible d'en former un spectre S en correspondance biunivoque 
a vec les elements de l' ensemble ( C). Le mode de cette correspondance 
es t determine par le mode de formation du spectre et se trouve indique 
dans Ja premiere Partie de cos Le9ons. 

Or, la correspondance entre l' ensemble des fonctions faisant partie 
de la classe , et les ensembles (C) rattaches aux individus de la classe, 
es t telle qu'une fonction ne determine qu'un seul ensemble (C) et 
que, si un ensemble ( C) correspond a une veritable fonction, il ne 
determine qu 'une seule fonction. La condition que la serie composee 
d'elements analytiques de la classe, dans un cas particulier considere, 
ne diverg·e pas pour toutes les valeurs des variables independantes, 
introduit des restrictions faisant qu'a tout spectre S ne correspond 
pas necessairement unc veritable fonction , mais en tout cas deux 
fonctions differentes de la classe auront deux spectres differents, 
c t chaque fonction aura un spectre unique pour un meme mode de 
formation du spectre. 

On en tire la conclusion suivante : 

A toute fonction detenninee au moyen d'un ensemble denom
brable d 'elements, on peut faire correspondre un nonibre S, son 
spectre, lequel, moyennant un ensemble (A) de donnees qualitatives 
et l'expression de l 'element analytique de la fonction, se trouve en 
correspondance avec celle-ci: A une f onction de la classe a laquelle 
se rattache l'element analytique considere, correspondra un 
spectre unique, et le spectre, s'il correspond Cl une veritvble fonc
tion, ne determinera qu'une seule fonction. 

La formation des spectres des fonctions se ramenant ainsi 'a celle 
des nombres, peut s'effectuer de bien des manieres, par exemple par 
le procede general indique au Chapitre T. L'une de ces manieres, 
exposee clans le Chapitre II, est applicable a toute fonction develop
pable en serie de Taylor Cl coefficients entiers, ainsi qu'a toute cate
gorie de fonctions qu'on pent mettre en correspondance biunivoque 
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. avec les fonctions de cette espece. Elle est particulierement interes
sante a cause des applications auxquelles se pretent les spectres ainsi 
formes. 

Le spectre d'unc fonction d' une classe varie ainsi, non seulement 
avec la fonc tion elle-meme, ma is aussi avec l'intermediaire mathema
tique qui etablit la correspondance entre la fonction et le spectre. 
Ceci est analogue ;\ ce qui se prescnte dans les procedes usuels pour 
chiffrer et dechiffrer Jes depeches secretes. En formant le spectre 
d'une fonction, on fait en quelque sorte jouer a celle-ci le role du 
texte clair; le role de la clef est al ors j oue par le pro cede applique a 
la formation du spectre, et cclui de cryptogramme par le spectre lui
rneme. J'oute fonction representable analytiquenient se laisse 
ainsi chijfrer par ll/1 nombre reel positif, ce qui revient aussi a 
numeroter les fonctions faisant partie d'une classe. 

Comme un ensemble denombrable ( C) de fonctions appartenant a 
differentes classes dont la puissance ne depasse pas celle dn continu, 
a lui-meme une puissance au plus egale a celle du continu, on peut 
aussi former un spectre collect if de ces fonct ions, chiffrant l' en
semble (C) par un nombre reel positif. C'cst ainsi, par exemple, que 
tout phenomene, quclles qu' en soient la nature, l' espece ct la com
plexite, exprimable par un ensemble denomhrable d'equations, se 
laisse chiffrer par un seul nomhre reel positif, son spectre. 

,r 

I 

I 
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CHAPITRE V. 
SPECTRES CANNELES DES FONCTIONS. 

13. Series (E) et leurs spectres canneles. - Nous appellerons, 
pour abreger le langage, series (E) les series de puissances a coeffi
cients entiers a)'ant le rayon do convergence non nul. Les fonctions 
d'une variable susceptibles d'etre representees par dos series (E) 
seront appelees fonctions (E). Les polynomcs a coefficients entiers 
seront designes comme polynomes (E). 

Parmi les fonctions analytiques f( x) pouvant etre representees par 
des series (E), il y a : 

1° des fonctions rationnelles, comme par exemple 

I ~ --- = xn, 
I-X 

_r _ = ~ p(p + r) . .. (p + n - r) xn. 
( r - x)P"""' 1. 2 ... n ' 

0 0 

2° des fonctions algebriques, par exemple 

I ~ 

-v'-r --4 x = ~ (2,:1

) x"; 

3° des fonctions uniformes transcendantes qu'on ne peut pas pro
longer en dehors d 'un cercle, par exemple la fonction · 

~x"'; 

ou bien la fonction 
n=oo 

~XP• 
n=i 

( ou p 11 designe le ni~me nombre premier) ayant comme points sm-
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guliers ( 1 ) sur le cercle I z I = r toutes les racines de l'unite d' ordre 
p,,(n=I, 2, 3, ... ); 

4° la fonction 
n==cic 

~ [nO] x", 
n== t 

ot't [ nB] designe la partie entiere du nombre ne; la fonction est 
rationnelle lorsque e est un nombre commensurable et, clans ce cas, 
elle est de la forme 

P(x) 
(1- .xY)'' 

Oll q est le denominateur dee, P(x) etant un polynome en x a coeffi
cients en ti ers; clans le cas de () incommensurable, la fonction est 
Lranscendante et a le cercle Ix I = r comme co upure; 

5° des fonctions Lranscendantes presentant une Ii g·ne singuliere 
d'une autre forme, par exemple (2) la fonction 

n==~ 

xi r ni, x + ni2x'+ . . . + ni,.x'.' ]"' 
."'-" LI + q1 x+ q2x 2 + ... + q,xs ' 
n == O 

ot't les mk et q" sont to us des nombres en tiers; 

6° des fonctions mulLiformes transcendantes sans ligne sing·uliere, 
par exemple la fonction 

2 Jt dt "' (2n) 2 

-;t o J(r -t' )(1-16.x't2) = ~ n X
211 

0 

ayant comme seules singularites les qualre points de ramification o, 
I I , 

4' - 4' CX:>. 

Les series (E) s'introduisent clans un grand nombre de questions 
d'analyse ou de la theorie des nombres; aussi ont-elles ete l'objet 
d'importants travaux. 

(') FATou, Surles series entieres ii coefficients entiers ( C. R. Acad. Sc., t. 138, 
1904, p. 342 -343). 

(') G. P6LYA, Ueber Potenzreihen mit ganzzahligen J(oefjizienten (Math. 
Ann., t 77, 1916, p. 5ro). 
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M. Borel a montre que si unc serie (E) represente une fonctionf(z) 

unifo~'me et reguliere clans le cercle I z I;; 1, abstraction faite d'un 
nombre limite de poles, la fonctionf( z) est rationnelle. Une serie (E) 
ne pcut done representer une fonclion nieromorphe transcen-
dante ( 1 

). , 

M. Polya (loc. cit.), generalisanr le theoreme de M. Borel, a montre 
que si une serie (E) represente une fonclion uniforrne clans un cercle 
I z I;; R > 1 et reguliere, abstraction faite d'un nombre limite de sin
gularites de nature quelconque, la fonction est necessairement ration
nelle. Le theoreme de M. Polya ne suppose rien sur la nalure de ces 
singularites. 

Le rayon de convergence r d ' une seri e (E) est manifestement infe
rieur OU egal Ct un. M. Polya a formule e t M. Carlson ( 2 ) a demon
tre le Lheoreme suivant : 

Toutes les fois que r =I la serie (E) represente OU bien une 
fonction rationnelle de z, ou bien une fonction ayant le cercle 
I z I= 1 comme coupure. 

Dans le premier cas, c'est, comme l'a montre M. Fatou (loc . cit.) , 
une fonction de la forme 

(48) 
P(.x) --., 

(1 - x")"' 

ou P(x) est un polynome (E) et m ; n des entiers positifs. 
D'apres une autre proposition de M. Fatou (Zoe. cit.), une jonc

tion alg-l~brique non rationnelle , representee par wie serie (E) , 
possede au mains un point de ramification ct l'interieur du 
cercle l.z I= 1. 

Ajoutons encore qu'on a etendu aux series (E) les lois elemen
taires qui regissent des nombres entiers et qui ont ete appliquees clans 
d'autres domaines et g·eneralisees de bien des fac;ons : calcul des 
nombres entiers suivant un module; calcul des polynomes a coeffi
cients en tiers; calcul de ces polynomes suivant un module; calcul 

(') E. BollEL, Sul' une application du theoreme de 11if. Hadamard (Bull . des 
Sciences math., 2• serie, t . XVIII, p. 22-25); Ler;ons sw· lesjonctions meromorphes, 
1903, p. 32-35. 

( ') F. CARLSON, Ueber Potenzteihen mit ganzzahligen Koeffizienten ( Jli/athem. 
Zeitschl'., t. 9, 1921, p . 1-13). 
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suivant deux modules, l'un etant un nombre et l 'auLre un polynome; 
calcul des entiers imaginaires, des . qt;aternions, des tableaux de 
Kronecker; calcul clans un domaine de rationalite; calcul des entiers 
algebriques, des entiers d 'un domaine, etc. ( t ). 

Etant donnee une fonction (E), formons !'ensemble (E) des 
nombres en tiers fi gurant com me coefficients clans la serie ( E) corres
pondante. Un spectre, forme d'une maniere quelconque de l'en
'semble (E), sera en meme temps un spectre de la .foncLion. En 
particulier, un spectre cannele de l '~nsenible ( E) it un rythme 
quelconque compatible cwec Les eleinents de cet ensemble repre
sentera un spectre cannele de la fonction elle-meme. 

Le spectre s'obtient comme valeur que prend une fonction deter
minee d 'une variable, la generatrice spectrale <Ii( x) rattachee ~~ la 
fonction consideree, pour une valeur particuliere convenablement 
choisie de cette variable. 

Dans le cas ou lcs coefficients de la serie (E) n'augment•~nt pas 
indefiniment avec leur rang, on aura 

(49) <l>(x) = '!'(10-hx), 

ot\ c:p(x) est la fonction representee par la serie (E') dont les coeffi
cients sont les valeurs absolues des coefficients de la serie (E) domiee, 
h est un cntier positif egal ou superieur au logarithme du plus grand 
de ces coefficients. La fonction admet un spectre a rythme uni
f"onne hk = h et il sera fourni par la valeur nwnerique 

s = cp(!O-h ) 

convertie en fraction decimate. 
Pour la fonction, par exemple 

x 
f(x) = 1-x' 

la generatrice a rythme uniforme hk = i sera 

x 
<l>( x)= IO-X 

( l) E . CAHEN, Sur les series integro-entieres ( c. R. Acad. Sc., t. 152, 19u' 
p. 1l4-121 ). 
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et l'on aura 

Pour le polynomc 
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S=!.=o,III .... 
9 

f(x)=(1+x+x2 ) 6 , 

la generatrice a ryLhme uniforme hk = 3 est 
I 

<l>(x) =!(___!?__) !000 
etl'ona 

S =f(o ,001 ). 

43 

Dans le cas d'une serie (E) quelconque, la convergence au vo1s1-
nage de x = o assure l'existence d'un nombre positif fixc B tel que, 
designant par N 0 , N 1 , N 2 , • • • les valeurs ahsolues des coefficients 

de la serie, pour toute valeur de n on ait ~/N" < B. Soit alors c un 
entier positif superieur OU egal a logB et formons la fonction 

( 5o) 
1 j "?t ( xq e-ti) <l>(x) = - <!l (p eli) 0 --- dt 

2 7t' Q I p ) 

Oll 
n==oo:i 

( 51) O(x)= ~q"'x", I 
p = const. < 13 • q = IO 

n==O 

La fonction adniet un spectre ci rythnie unifonnement acce~ 
lere hk = h +ck ( h etant un entier posit if arbitraire) ayant 
pour generatrice la fonction ( 5o) et fourni hti-meme comme 
valeur nwnerique <P(1) convertie en fraction decimale. 

14. Spectre cannele des fonctions (E) en tant que nombre decimal. 

- Il est manifeste qu'un spectre canncle d'unc fonction (E) ne sau
rait etre un nombrc entier sans que la fonction se reduise a une · cons
tante; il ne saurait avoir un nombre limi te de decimah:s que si la 
fonction se reduit a un polynomc. Il est de memo evident que, pour 
une fonction (E) rationnelle, le spec tre ayant un rythme uniforme 
quclconque est un nombre commensurable. Dans le cas OL\ c'est un 
nombre incommensurable, la fonction (E) a certaine.ment d'autres 
singularites que les 'poles a l 'intericnr du cercle I z I= 1 ou sur ce 
cercle. Tel est le cas lorsque les coefficients de la serie ( E) sont 
limites ct ne se reproduisent pas periodiqucment. 
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Le spectre cannele a un ry thme uniforme d'une fonction alge
brique est toujours un nomhre . algebriqur: . Mais il n'en est pas 
necessaircment ainsi lorscrue le r)'Lhme spectral n'esL pas uniforme : 
un spectre cannele ayant un rythnie sufjisamment accelere est 
un nombre transcenclant quelle qae so it la fonction ( E) ii laquelle 
il se rattache. 

Rappelons, en effet, un theoregrn connu de la theorie des nomhres 
transcendants, du a M. E. Maillet ( 1 ) : • 

SoienL b un entier fixe quelconque; m 1 , m 2 , m 3 , ••• des cnticrs 
reels positifs OU negat ifs, plus petits que b en valeur absolue et dont 
une infinite est differente de zero; y; 1, h, y; 3 , • • • des en tiers reels 
positifs tels que 

I;:: 'f,;:: h ;:: 'f3 ;:: . ·" 

y;n croissant indefini.ment avec n. La foncLion 

cp( x) = A0 + A , x+ A2 x 2 + .. . , 
Oll 

nin , 

An= b'f• 'f, ... 'f,, 

est une fonction entiere de x ne prenant pour :t = nombre commen
surable (et meme algehrique ), d ifferent de zero, que des valeurs qui 
sont des nomhres transcendants. 

Considerons done une suite indefinie M 0 , M 1 , M2 , ••• d'entiers 
ayant chacun au plus l chi./fres, et prenons clans le theoreme pre
cedent 

1n1c= l\11c, b = rol. 

La fonction cp(x) co'in'cidera avec la generatrice spectrale de la 
suite M1c correspondant au i·ythme ~compatible avec la suite) 

h,. = ll1c- llk-1 

avec h 1 = y;,, car on a alors 

M,, 
A_,,_ == bi¥1 t.fi'1· .. ~ 11 

M11 
10 11 n 

OU u1c= o/1 o/2 .. . <j;,.l 

!\fl/. 
1oh1+ h,+ ... + h,, = 8'n !\In. 

( 1 ) E. MAILLET, Introduction a la theorie des nombres transcendants (Paris , 
Gauthier-Villars, 1906, p. 20-22). 

"'· 

;l 
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Le spectre cannele des Mk a rythme hk coi:nci.dcra done avcc la 
valeur cp( 1) et par suite representera un nombre transcendant. 
D'apres la theoric des ·nombrcs transccndants, cettc transccndance 
provient de la presence d'une infinite de suites de zeros separant les 
decimales siguificativcs du spectre et dont l'c tendue croit indefini
ment avec le rang de la suite. Autrement dit : la transcendance du 
spectre prOPient de la croissance rapicle de sa dispersion avec le 
rang des tranches spectrales. 

Pour la suite Mk se composant d 'enticrs a un seul chiffre, le spectre 
ayant, par exemple, le rythme hk = ( k - 1) ( k - 1) ! est un nombre 
transcendant. 

Jl1ais le caractere transcendant ne se rattache pas exclusive
nient aux spectres des suites d'entiers ct zui nmnbre liniite de 
chif!res. On pent le faire voir ~t l 'aidc d 'un autre theoreme sur les 
nombres transcendants, du egalement [t NI. Maillet ( 1 ) et q ui c~t le 
.suivant : 

So it b un en tier fixc q uelconq ue et po sons 

de sorte qu e 
bk,n = b"'k- 1 aYec b1,n == bn, 

h2,n == b
01

\ b3,n = bbb" 
) 

Soiei1t ensuite p ct " deux cntiers reds positifs fixes, ct A 0 , A 1, 

A~, ... une suite d't:ntiers (reels ou imaginaires, positifs ou nega
tifs) tels que pour une valeur determinee de p plus g·rande que 2 on 
ait pour tout indicc n 

I An I ~b~,n· 

D'apres le theoreme de M. Maillet que nous avons en vuc, la serie 

cp(x) = Aotu 0 + A, w 1 x + A2uJ 2 x~ + .... 
OLl 

uJ11. = b-pn p,n , 

represente une fonction cnti.erc de x ne prenant pour x raLionnel 
different de zero que des valeurs transccndantes. 

Considerons alors unc suite indefinic d'enticrs reels positifs M0 , 

M 1 , M2 , ••• , dont le nombre de chiffres pent augmenter aussi 
rapidement r1u'on le vcut avcc lcu1· rang, et detcrminons dcux 

( ') Loe. cit., p. 105 . 



I 

46 DEUXIEME PART IE . 

entiers 'positifs p > 2 et 't" de telle maniere que le nombre IOp-·i ,n 

croisse au moins aussi vite que. le nombre de chiffres de M,,, et que 
pour tout indice n on ait 

J M,, ! ;; 10},,w 

En prenant clans le theoreme precedent ' 

A,,= lVIn , b = ro, 

la fonction cp ( x) coi:ncidera avec la genera trice spectrale de la sui te M1. 
correspondant au rythrnc ' 

h1.- = Uk- llk-1 Oll 

avec h 1 = rop, 1 , car on a alors 

u,, = roP" p,n 

A11Wn= M11 
1oh1+h,+ ... +hn = gn.l"fn. 

La valour cp(1) rep resente le spectre canncle des Mk ~t . rJthme hk; le 
spectre sera un nombre transcendant.. 

La transcendance des spectres ainsi formes est clue essentielle
nient a la dispersion du specll'e, l'ejjet de !'acceleration rapicle 
du rythnie spectral; clle ne se rattache nullement aux valeurs nume
ric1 ues memes des entiers formant les cannelu res du spectre ou a lour 
mode de croissance avec le r;ang. 

Mais a cote de tels spectres, rentrant dans la classe de nombres 
transce11clants de Liouville, il J' en a une infinite d'autres, repr6sen
tant aussi des nombres transcendants, tout en ayant une dispersion 
faible OU memo nullc, Ct llil rythme Jent OU meme uniforme. Jl suffit 
de rappeler le spectre, it un rythme uniforme quelconque, de la suite 
d'entiers :'t un chilfre colncidant avec lcs decimales successives du 
~ombre e on du nombre n, et qui n 'appartient pas :'t la classe du Liou
ville. 

La transccndance d'un spectre cannele peut done etre due : 1" ;\ 

sa dispersion seule; 2° a la composition des cannelures spectrales; 
3° a la fois i\ sa dispersion et ~l la composition de ses cannelu res. 

'lo. Transmutations ~ [f]. - On a defini une transmutation 
jonctionnelle lorsqu' on a indique une loi permettant de deduire de 
toute fonction f uno autre fonction F dont la for me d~pend de celle 
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def, et l'on dira que la transmutation, appliquee a la fonction f, 
donne pour transmuee F. 

La notion de transmutation est, pour les fonctions, exactement 
l'cquivalent de ce qu'est celle de transformation ponctuelle pour les 
points de l'espacc. On etablit une analogie aussi complete que possible 
entre les deux conceptions en considerant chaque fonction comme 
correspondant ~t un point de l 'espace fonctionnel, dans lequel une 
categorie quelconque de fonctions represente un clicunp fonctionnel. 
Une transmutation peut n 'avoir un sens e t n 'e tre definic que dans un 
champ foncLionnel determine, de memo q u' en Gcomctrie ordinairc 
une transformation ponctudle pent n' etrc definie que pour lcs points 
d 'une region determinee de l'espace, d'une Surface, d'une ligne (I). 

Nous designerons comme une transniutation ~ [/], compatible 
avec la fonction f, toute transmutation qui, appliquee ct f , la 
transmue en une fonction (E). 

La transmutation, par exemple 

A[j] =f'(x), 

est compatible avec l 'integrale indefinie de toutc fonction (E). 
La transmutation 

A[f] = J, 00 

e-t j(zt) clt 

est compatible avec la foncLion 

j(z) = emz ( m = nombre en tier) 

qu'ellc transmue en serie '1-m"z"'. 
La transmutation 

A[f ] = z2f"(z) + 2zf'(z) 

est compatible avec Loute fonction /( z) definie par une serie de puis
sances de la forme 

f( ) _ iVl1z M2z~ M3z 3 

z - I.2 + 2.3 + 3.4 + ... 

( les M,, etant des en tiers fixes ou variables avec n) qu'elle transmue 
en serie '1- M,,z". 

( 1 ) J. HADA3IARD, La serie de Taylor et son prolongement analytique, Chap. III 
( Scientia). 
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Les operations par lesquelles s'effoctuent les transmutations A(/) 
sont infiniment variees . N eanm oins , une transmu talion. particu
liere A [j] ne se rattache pas exclusivemenl a une fonction parLicu
liere : d'une maniere generale ane trans1nutatio.n A[/] est compa
tible CWCC une categoric plus Oll mo ins etendue de fonctions. 

Ainsi, la transmutation 

(53) A[j] = roli f(z) (g = entier positif) 

est compatible avec toute fonction 

( 54) . j(z) = a 0 + a 1 z + a 2 z' + .. . 

dont les coefficients an ont un nombre fini de decimales . 
La transmutation 

(55) A[j] =A j(Bz) (A, 13 = entiers fixes) . 

est compatible avec toute fonction algebrique a a,, conunensurables 
(n=1, 2, 3, ... ).Elle est aussi compatible avec les f(z) pour 
lesquelles les a,, sont des fractions decimales periodiques dont le 
nombre de chiffres de la r.ar tie non periodique et le nombre de chiffres 
de la periode ne varient pas avec n. 

La transmutation 

( 56) I 12 
n ( z e-ti ) A[j] = - j(p eti)j -- clt 

2" 0 p 
(p = const.) 

est compatible avec toutes les fonctions f( z) dont les coefficients ak 

sont racines carrees de nombres en tiers. 
Les fonctions /( z) dont les an sont de la forme M11 Q,,, 01\ Mn est 

un entier et Q,, ur,t facteur non entier variable avec n, admettent des 
transmutations A (f] pouvant affecter les formes tres variees. Ainsi : 

I 
1° Pour Q,, =ct+ ~n (oc = const., ~ = const.), on a 

P. .cl 
A[f]=zt-,, clz[z~j(z")] 

1 

a pres c1u' oi1 y rem place z par z"; 

2° Pour Q,, = n-P (p = entier positif fixe), on a 

A[f] = 'fp·(z), 

~·. - - ----
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ou les 'fk(z) sont les fonctions definies par la formulc de recurrence 

'Po =f, 

3° Pour 

on a 

OU 

'!'o=f, 

4° Pour 

on a 

d 
'!'k(z) = z dz '!'k-1(z) ( k=1 , :! , 3, .. . ); 

Qn= I , ) 

I d 
A[/]= zp-1 dz '!'p(z), 

'!'k(z) = z 2 :Jz '!'k-1 (z) (k=r, 2, 3, .. . ); 

I ' Qn= I . 2.3 .. . n 

il[f]=i"' e-tj(zt)dt. 

Cette derniere transmutation es t, par exemple, compatible avec un 
polynome quelconque a coefficients entiers, en e'PizJ, sin rp(z), cosrp(z), 
oti q> ( z) es t une fonction ( E); 

5° Pour 
I 

Qn= (1.2.3 . . . n )P (p = enti er positif fix e), 

la fonction f( z) admet la transmutation ( avcc les restrictions 
concernant la convergence) . 

A[j] =!"' ... J"' e-:i,+t,+ ... +lp) j ( zt 1 t2 ••• tµ)dt 1 ••• dtp-
o 0 

Des regles generales facilitent la recherche d'une ti'ansmuta-
1ion A [.f] clans une multitude de cas. Il est, d 'ai lleurs, evident qu 'a 
l'aide d'une transmutation A [f] , compatible avec unc fonclion 
donnec, on peut en form er une infinite d'autres par cles operations 
qui, effec tuees sur la transmuee par ce A [f] , transm uent celle-ci en 
une nouvell e serie (E) [ addi1ion d' nnc serie (E) arbitraire; multipli
ca tion· par une telle seric; derivation rcpctce un nombre arbitraire 
de fois; iteration, etc.]. 

PETROVITCH ~ 
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16. Spectres de la fonction rattaches a une transmutation ~ [/]. 

- Etant donnee unepfonclion f ( x) et une transmutation ~ [!] com
patible avec elle, nous considererons comme un spectre cannele 
de f( z) rattache ct cette transniutation un spectre cannele qucl
conque de la fonction (E), la transmuee de f(z) par !'ensemble 
d'operations par lesquelles se traduit ~ [j']. 

Les spectres s'obticnnent generalement comme valeur d'une intc
grale definie, ct clans certains cas me me en term es finis, comme il a 
ete indique clans les paragraphes precedents. 

Ainsi, le spectre de e"' a rythme uniforme h1r = 1 est fourni par la 

generatrice spcctrale 

<l>(x) = [,"' e-1 f ( 7:) clt = [~ e(~ -t) dt 

rattachee a la transmuee 

( 57) L.\[f] = {"' e-t f(xt) clt 
• 0 

et le spectre lui-meme est 

S = [,~ e-o,9tclt = 1,1111 ... 

Les fonctions 

(58) j(x) = ao + a 1 x + a 2 x 2 + ... 

a coefficients a,, definis par la loi de recurrence 

(59) (n + 1) ( n + 2)a,,+2 + ),a,,- Mn= o 

(/1 = const., Mn= entier positif fixe ou variable avec n) admettent la 

transmutation 

(60) L.\[f] = f" ( x) + ), j(x). 

Le spectre a rythme uniforme hk = h est fourni par la valeur 

(61) S = F(rn-"), 

ou F(x) designe le secondmembre de (60). 
Le spectre de la meme fonction a rythmc uniformement acce

lere hk = h + ck est donne par la valeur 

(62) S = -2.._irn F(o eti) o(e-ti) dt 
:27t Q I p ' 
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Oll 8 ( X) designe la transcendante ( 5I) 1 p etant une Constante arbitrairc 
de module plus pelit que le ra:yon de convergence de la scrie (58). 

Pour les fonctions definies par les series exponcntielles 

f(.x) =Ao+ Ate"--"+ A~ e2rx.c+ .. . , 

oi:1 les A,, sont des enliers posiLifs , et pour la transmutation 

L\[.fJ = fCo~x) ().=aloge) 

(la base des logarithmes etant 10), compatible avec la suite des An, le 
spectre a rythmc uniformement accelere h" = h +ck sera la valeur de 

( c) h +-

S=x -T 
' 

ou x ( x) est _la fonction 

n=:-:r.> 

( ") q = 10 ' . f..(.x) = ~ Anq"'encx.-.: 

1l ==O 

Si A,, n'augmcnle pas indefiniment avec n, la fonction admet des 
spectres a r:ythme uniforme ht,= h~ [, Oll [est Ull entier positif egal 
ou superieur au logarithme de la plus grande valeur A,,. 

t 7. Correspondance entre la fonction et son spectre cannele. -

D'une maniere generalc, une transmutation A [fl, effectuec sur la 
fonctionf(x), etahlit une relation entref et sa trnnsmuee F(x). Cette 
rela tion, suivant l 'ensemble d' operations par lesquolles se traduit A [fl, 
peut affecter des formes variees et etre, par oxemplu : 

1" Une relation en termes finis, comma l 'es t la relation 

Af(·Bx)=F(x) (A , B = entiers fixes) 

valable pour les fonctions algebriques a coefficients a,, commonsu
rables; 

2° Une equation differentielle, comme la relation 

d
2
.f + )./= F(x) 

clx2 
(). = co nst.) 
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valable pour les fonctions dont les a,. sont lies par une loi de recur

rence (59); 

3° Une relation integrale, comme 

100 

e-t j( xt) dt = F(x) 

valable pour les fonctions a coefficient an de la fo rme 

i\I,, 
I. 2 . .. ll 

( !\'~,, = ent1er ). 

De meme, une translation A [fl cffectuee sur 

f ( x) = ao + a 1 x + a 2 x ' + ... 

etabliL generalement une relation entre les a,. et les coefficients M,. 
de F ( z ). Cette relation peut etre exprimee en term es finis OU bi en 
etre un,e relation de recurrence. 

Il exis te , d 'ailleurs, des transmutations A [fl singulieres, les
quelles, appliquees ,\ une fonction arbitraire f(x), n'entrainent 
aucune relation entre f et F, en ce sens que la transmuee F est 
independante de la fonction f <\ laquelle A [f] aura ete applique. 
On formerait, par exemple, de tels A [fl en remarquant qu'il existe 
des integrales definies de la forme · 

/J f u(t)[P (t) ] 11 dt , 
a 

nulles pour toute valeur positi\•e de n. Telle serait l'integrale de 

Cauchy 

J
oo ecti 
-(-- .-dt 

_
00 

a-ti)" 
(a> o, c > o) 

ou bien l 'integrale de S tieltjes 

100 

t•n+1 e-t cost dt. 

Une fonction/(z) admet une infinite de spectres canneles variant, 
d'une part avec la transmutation A [fl appliquee, et d'autre part 
avec le rythme suivant lequel le spectre aura ete forme. JJ;/ais pour 
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· une transmutation A appliqui:e et un rythme spectral determine, 
la fonction n'admet qu'un seul spectre. 

Reciproquement, un nombre donne S peut coi:ncider avec des 
spectres canneles d'une infinite de fonctions suivant A[/] applique et 
le rythme qu'on attribuera au spectre. Mais pour un A[/] considere 
et pour un rythme spectraldonne , un nombre S caracterise, comme 
spectre cannele, geni:ralement une seule fonction. 11 ne peut y 
avoir de l'ambigui:te que dans le cas ou la relation, <\ laquelle conduit 
le A[/] applique, ne determine pas completement f au moyen de F, 
comme c'est, par exempJe, le cas lorsque lcs coefficients an de f 
sont fournis comme racines d'unc equa tion ayant plus d'une racine 
reelle, ou par une relation de recurrence laissant indetermines un 
certain nom bre des premiers tennes a 0 , a 1 , a 2 , • • • • Cette indeter
mination disparait si l'on tient compte des condi tions supplemen
taires fournies par ['ensemble auxiliaire (A) de donnees. 

18. Spectres cannele~ approches. - Nous designerons comme 
spectre approche d'une fonction/(z), rattache a un domaine (D) de 
son existence, un nombre red positif s lequel, considere comme 
spectre d'une fonction, et moyennant un ensemble (A) de donnees 
qualitatives, perm et de rcconstruire la fonction f ( z) dans le 
domaine (D) avec I' approximation voulue. 

Nous allons montrer que : 

A toute fonction analytique j\z), au vo isinage d'un point ordi
naire quelconque de f(z ), on peut faire correspondre un spectre 
approche, !'approximat ion i:tant donnee Cl l'a<,Jance. 

Remarquons d'abord que toute fonction ·analytique/(z) peut etre 
representee, au voisinage de tout son point ordinaire z = C(' et avec 
!'approximation vo ulue, par une si:rie de puissances cp(z) Cl coef.fi
cients entiers, dil,Jisi:e par une puissance conoenab lenient clwisie 
de 10. 

Dans le cas des coefficients A,, de la serie 

(63) j(z) =Ao + A , (z - o:) + A 2 (z - o:)"+ ... , 

to us reels' on peut prendre pour cp ( z) 1a serie 

( 64) rr(z) = No + N, (z - o:) + N,(z - o:)• + . .. , 

~ 
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ou Nk designe la valeur absolue de la partie entierc du coefficienL An 
apres J avoir deplace la virgule de q rangs vers la droite. On aurait 
al ors 

(65) yaJ. abs. Ak= rn-'lNk+ rxk, 

OU 

( 66 ) o ~rxk< rn-'7 

et le module de la difference 

( 67) 

serait plus petit que 

( 68) 

f ( x) - rn-q 'fl ( .r) 

rn-q 
1-), 

pour tout point;:; a l 'interieur du cercle D ayant pour centre le point 
z = ex et pour rayon une valeur "A plus petite a la fois a 1 et au rayon 
de convergence R de la serie (63). Si done on prend pour q un enticr 
positif plus grand quc la valeur absolue de 

(69) log£ + log (r- ), ) 

( 011. E est un nombre positif donne <\ l'avance), on aura pour tout 
point z a l 'interieur du cercle D 

(70 ) I / ( z) - IO_,, 9 ( z ) I < s 

comme il fallait demontrer. Le nombre q depend de l'approxima
Lion exigcc et du domainc considere autou r du point z =ex. 

Or, par le choix convenahle du nombre ~' la fonction f (ex+~;:;) 
se reduit Cl un polynonie en ;:; . En effe t. , la convergence de la serie (I) 
au voisinage de z = ex assure l'cxistence d'un nombl'c .B fini et diffe
rent de zero , tel que pour toute ,-aleur d.f' n on niL 

'vJA,;T < B. 

Prenant pour ~ un nombre positif plus petit que Ii" le coefficient 

bn = An~,,, de la serie 

j ( rx + [3z) = b0 + b 1 z + b,z~ + ... 

sera en valeur absolue P, lus pctit. que 1. Les coefficients N1r de la 

--
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serie cp(z) l'elative a f(a + ~.z) devicnncnt, a parlil' d'un certain 
rang k , tous nu ls et cp(z) so reduit a un polynome. De plus, lorsque 
les coefficients An sont, ~t partir d'un ccrlain rang, plus petits que 1 , 

on pent prendre ~ = r. 

Si un ou plusieurs premiers coefficients An sont des nombres 
cntiers , l'approxiniation fournie par le polynome cp (.z) se trou1Je 
augmentee. Car, si par cxcmple A 0 , A 1 , ••• , Am sont des entiers, 
on aura a.0 = a .1 = ... = a,,,; pour Jes points .z compris a l'interieur 
du ccrcle de ra)'on ),, le module de la difference ( 67) es t plus petit 
quo 

10-q ),m+1 

1-), 

Pour la fonction, par exemple f(.z) = ez, si l 'on prend 

I 
), - - , 

2 
q = 7, [3 = 1, 

le polJnome cp ( z) sera le polynome de dixieme degre 

'fl( z) = 10000000 + IOOOOOOOZ + 5000000 z 2 + 1666666 z3 

+ 416666z1•+ 83333z5 + 13888z6 + 1984z7 

+ 248zS+ 27.z9+ 2zto; 

le polynome 1 o-7 cp (z), pour toute valeur [ z J < ~, represcntera ez 
2 

avec au moins 7 decimales cxactcs . 

. Un spectre Cannell:: quelconque du polynome cp(z) est en meme 
temps un spectre approche de f ( z) pour to us les points .z i:t l' in
terieur du cercle D. 

Le polynome cp ( z) admet des spectres limites a rythrne uniforme, 
fournis com me valeurs numeriques de <p (a+ rn-t) , ol't l designe un 
cntier positif inferieur ou egal au logarithme de la valour absolu e du 
plus grand coefficient Nk . Par consequent: lafonction f(z) admet, 
au voisinage de tout son point ordinaire, des spectres limites qui 
la determinent , dans ce vo isinage, cwec l'approx imation donnee 
a l'avance. 

Si h designe un nombre cgal ou superieur au log·arithme de la 
valeur absolue du plus grand coefficient A1., on pent prendre l= h + q. 
Le spectre approche de f ( z) a ry thme uniforme l sera un nombre 

- -=J 
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commensurable a p(h + q) decimales, ou p designe le dcgre du poly
nomc cp(z). Il determinera la fonction/(z), a l'intericur du cercle D, 
avec une approximation E dependant du nombre q et du rayon du 
ccrclc D. 

Nous tcrminerons ce paragraphe par la remai,que que les conclu
sions precedentes s'etendent aisemcnt aux cas des coefficients Ak 
imaginaires, et par suite a toute fonction analytique. 

~"~ 



TROISIEME PARTIE. 
LA METHODE SPECTRALE. 

19. Principe de la methode. - La notion de spectre, malgre ses 
apparenccs de notion superficielle et peu riche de consequences, peut 
pourtant se me ltre en rapport etroit avcc les inconnucs clans divers 
problemes d'ArithmeLique et d 'Analyse. La divcrsite des manieres 
pour etablir la correspondance entre le spectre et les elements d'une 
suite de nombres, ou les elements dctem1inants de la fonctio~, rend 
souvent possible la formation des spectres clans lcsquels apparaissent 
explicitcment Jes valeurs des inconnues. 

En particulier, les spectl'es canneles pcuvent joucr un role utile 
comme instruments de calcul. Ils conduiscnt a un procede interessant 
de calcul nurn eriquc que l'on pent nommer procede spectral a caus·e 
des analogies frappantes qu'il presente avec celui . de l 'aiialyse spec
trale en Physique ct Chimic. 

Calculer une valeur nurncrique, ou bicn une suite lirnitee ou illi
mitee de valeurs numeriques a 0 , a 1 , a 2 , ••• , ou bien unc partie 
determinee de chiffres composant l'unc de ces inconnues, par un pro
cede spectral, c'est determiner ccs inconnues au moyen d'un spectre S 
convenableme~t raLLachc it la suiLe des ak. Ccci pcut sc faire de deux 
manieres differentes : 

1° On pent calculer une inconnue ou une partie determinee de 
chiffrcs composant la valeur numerique d'unc inconnue, soit comme 
spectre S d'unc fonction connue, fourni par un A[/] connu et ayant 
un rythme spectral connu, soit par un segment determine du spectre S, 
ou bien comme une combinaison connue de S; 

2° On peut calculer une suite limitee ou illimitee d'inconnues a 0 , 

a 1 , a 2, ... , ou bien une seule iqconnue ak faisant partie de la suite, 



58 TROISIEME PARTIE. 

ou bien un ou plusieurs chiffres composant ak, au moyen de canne-
1 ures ou de raies d' un spectre S. 

Cette derniere nianiere de determination des inconnues s'ap
plique chaque fois que celles-ci se trouvent en correspondance 
connue avec une fonction (E) et se resume en la regle suivante : 

Si l 'on partage le spectre S de la fonction (E) a rythme hk, en 
tranches consecutives, la premiere etant composee de h1 premieres 
decimales de S, la tleuxieme de h2 decimales s ui vantes, etc., l' en tier 
N11 (n=r, 2, 3, ... ) faisant partic de la suite N0 , N1 , N2 , ••• d'in
connucs auxiliaires (a l'aide desquellcs se calculent les inconnuns a 0 , 

a 1 , a 2 , ••• ) sera fourni comme g-roupe de chiffres significatifs de la 
niemc tr;anchc, et N 0 coi:ncidera avcc la parLie entiere de S. Autrement 
dit : Nn colncidera avec la nieme ·cannclure du spectre S ct son k'""'" 
chiffre avec la raic correspondante de cctte cannelure . . Les N 11 etant 
ainsi detei'mines, les inconnues a 11 le seront a l'aide de la relation 
(cxplicite ou de recurrence) etablissantla correspondancc entrc les a 11 

et les N,,. . • 

Une valeur suf fisamment approchee du nombre S fournit ainsi 
les valeurs exactes d'autant d'inconnues an quc l'on veut: la deter
mination de n + r premiers entiers N0 , N 1 , N2 , ••• n'e:,.ige que la 
connaissance d'une valeur approchee de S avec h1 + h 2 + ... + hn 
decimales exactes, et l'on aura alors les a" correspondants a l'aide de 
la relation liant les an aux Nn. 

L'avantage qu'offre la methcide spectr"ale au point de vue de la pr2-
tique de calcul nunH~ric1uc consiste en cc c1u'clle fournit le moyen : 

r 0 de determiner a la fois, par la continuation suffisante d'un 
meme calcul numerique, les valeurs d'autant d'inconnues c1ue l'on 
veut; 

2° de determiner les valeurs e.ractes d'un nomhre voulu d'incon
nues au moyen d'une valeur suffisamment approchee d'une donnee 
du prohleme.· 

20. Quelques applications arithmetiques. - Designons par gk 
l' en tier qu' on obtient en ecrivant le chiffre 9 k fois consecutivement, 
par exemple 

91= 9, 92= 99, 93 = 999, 
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L'Arithmetique clemcntairc enscigne des proprietes curieuses de 
nombres ainsi composes ct de leurs combinaisons. Nous y ajouterons . 
·quelques propri etes que nous croyons nouvelles. 

I. Soient 

{ 71) 

(72) 

a, b, c, ... , g, 

ni , n , p , ... , s 

d eux suites donnees d'enticr's positifs, les en tiers ( 71) etant premiers 
entre eux, et soit h un enticr posi tif variable. Vexpression 

S = 9(ni+1)ah X !) (n+ l )bh.,, 9(.1+ 1).qh. 

9ak 9bk 9gk 

represente un entier a J.h chiffrcs, oi'1 

I~== nia + nb + ... .- sg 

jouissant tle la propriete suivante : 

Designons par P ( k) l ' en tier posit.if indiquant de combien de 
manieres l'en tier k pent s'ecrire sous la formc 

k =ax+ by+ ... + g t , 

lorsque x, y, ... , l parcourent la suite de valeurs 

X == o, I , 2, . . . , ni , 

y=o,1 , 2, . .. , 11 , 
. .... . . . .. . ..... . , 
t = o, 1, 2, .. . , s. 

Des que h surpasse une certaine limite cleterminee par la 
suite (7 1 ), l 'entier jonne clu g roupe de chi f!i ·es signijicatifs cle S, 
co nvneni;ant par le ( k/i + 1 );""'" et tennine par le ( k + 1 )fiieme 

ch~f!re cle s, coi"ncide avec le nonibre p (k ), et ce la pour toute 
valeur de k ne surpassant pas J.h. 

Po{ir le faire voir, considerons le polynome 

a;lp.+1)<X _ I 
V(x, a, fl-) = = 1 + a;a+ a;'a + .. . + xP."', 

X°'-I 
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a et p. etant deux entiers positifs arbitraires . On a 

et, par suite, 

V (10-h, a, fL) = IO-mcxh 9i(J-+1)cxh 

9cxh 

S = IO)Jt W (10- /t ) , 

ou W ( x) designe le polynome de degre ). 

W (x) = V(x, a, m) x V(x, b, n) . .. V(x, g, s) . 

Or, le coefficient de x"' dans le polynomc W ( x) est precisement le 
nombre designe par P ( k). Si done l' on designe par h le nombre de 
chiffres de l ' en tier P ( k), et si l' on prend pour h un en tier supe
rieur OU egal a log p ( k) , On aura 

W ( 10- h) '== 0 1 0 0 ... 0 p ( 0) 0 0 ... 0 p (I) 0 0 ... 0 p ( 2) 0 . . . 0 p (), h), 

h- 11 zeros h-12 zeros h-l3 zeros 

et, comme h - h~ o, le resultat enonce se trouve demontre. Le 
nombre S est done un spectre de la partition des !wmbre~. 

Laguerre ( ·1 ) a etabli une formule generale donnant une valeur 
approchee du nombre P(k) pour un systeme donne (k, a, b, c, ... , g) 
et pour tous lcs systemes possibles (x, y, . .. , t), avec l'erreur com
mise ayant nne limite superieure independante de k . 

Dans le cas, par exemple, de ! 'equation<\ deux inconnues 

k=ax + by, 

la formule de Laguerre fournit 
k 

P(k) =ab + o, 

OU la valcur absoluc de a est plus petite que I ; pour I' equation a trois 
inconnues 

k=ax + by +cz, 
elle fournit 

P(k)= __!:!_, k (a +b+ c) 
2 abc --,- 2 abc + o, 

le terme complementaire a etant en valeur absolue plus petit qu'une 
certaine quantite fixe pour to us les k. 

( 1 ) Sur la partition des nombre3 (Bulletin de la Soc. mat. d• France, t. V, 
i8n; Cli:u~res, t . I, p. 218-no. 
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Ces formules permettent d'assigner a h l' une des valeurs que sup
pose la proposition precedente. 

Remarquons que 
91µ+1)00/t 

9ooh 

est l'entier a fl-!Y.h chiffres a)'ant pour valeur 

100 . . . 0100 . . . 0100 . . . 010 ... , 

et.h-·1 zeros et.h- t zOros a!t-1 zeros 

ou le gToupe de chiffres oo ... o 1 se repete {J. fois. Ceci permet de cal
culer le nombre S en additionnant les unites convenablement distri
buees et d'imaginer meme un appareil simple effectuant rapidement 
ce calcul. 

Pour !'equation, par exemple 

3x+2y = k, 

o ;;;x;;;10, 
comme le nombrc 

o;;;y;;;9, 

( ), ) ( !i8) log 1 + ab =log 1 + 6 = ]og9 

est plus petit que I, on pent prendre h = 1 , .ce qui fournit 

S = o,10 111 1212222323333434334334334 . .. 

et le nomhre P(k) coincide avec le (k + 1)ieme chiffre de S. Ainsi, 
l' equation 

3 :i: + 2y = 19 

a exactement trois solutions en x;: 1 o et y;: g : ce nomhrc est hiei1 
indique par le vingtieme chiffre de S. 

11. Considerons le nomhre rationnel 

Sm,h = Mm,h Q11. , 
OU 

!VI,,, h= __1_ + __1__ + ... +-. _1 ' 
' 9h 9,h 9mh 

Qh = 10-h 92/t 
9·9h 

et ou m et h sont deux entiers posi tifs arbitraires. Co1wertis en frac-
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tions decimales , Mm,h est une fraction periodique simple ayant une 
periode de nih chiffres, et Q1i es t une fraction periodique mixte dont 
la partie non periodique et la periode ont chacune h chiffres . Le 
nombre Sm,h lui-meme, converti en fraction decimale, sera done une 
fraction periodique mixte dont la partie non periodique a h chiffres 
et la periode mh chiffres. 

Partageons la suite S de decimales de S,,,,,. formant l'ensemble de 
sa partie non periodique et la premiere periode, en tranches succes
sives T 1 , T2 , ... , Tm+t ah chiffres, de sorte que la tranche 

T1c(k=1, 2, .. ., m + 1) 

commence par le [ ( k - l) fi + I rerne et se termine par la kfiieme deci
male de S,,, ,;,, ct considerons les tranches T 1 , T2 , ••• , Tm. 

Des que h sarpasse une certaine valeur, l'entier fonne du 
g-roupe de chi!Jres significatifs de la tranche Tk coi"licide avec le 
nombre de diviseurs de k autres que 1 et k, et cela pour toute 
valeur de k ~ m. 

Pour le faire voir, remarquons que Sm,h represente la valem: nume
rique que prend pour x = 1 o-h la fra ction rationnelle 

F(x) =f(x)-<p(x), 

Oll f ( x) est la serie de Lambert limi tee 

. x x2 x'n 
.f ( x) = 1 - x + I - x' + · · · + I - xm 

et 
x(x+1) 

<p(x)= =x+2(x2+x3+x•+ ... ). 
1-X 

D'apres la propriete bien connue de la serie de Lambert, le coeffi
cient N ( k) du develop pement 

F ( x) = N ( 1) x + N ( 2 ) x' + N ( 3 ) x 3 + ... 

co"incidera avec le nombre de diviseurs de k autres que r et k. 
Prenons pour h un entier quelconque tel que r o" ne soit inferieur 

au nombre de diviseurs d'aucun entier h < m. Le produit 1 o- hkN (k) 
sera alors le nombre o,oo ... oN(k) ou la partie significative N(k), 
composee de lk chiffres, est precedee d'un nombre de zeros egal 

...... 
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a h - lh. Il s'ensuit que 

F ( 10-h) = 0 , 0 0 ... 0 N (I) 0 0 . .. 0 N ( 2) 0 0 ... 0 N ( 3 ) 0 ... , 
---...--

h- l1 zeros h-l'l. zeros h-13 zeros 

ce qui dernontre le resultat enonce. Le nombre S es t done un spectre 
des nonibres des diviseurs d'un entier variable. 

En designant comme lacune toute tranche Tk formee exclusivement 
de zeros, on en tire le corollaire sui1rant : 

Le nombre de lacunes que presente ['ensemble de k premieres 
tranches T 1 , T 2 , • • • est egal au nombre des nombres premiers 
inferieurs Cl k, et cela pour toute valeur de k inf"erieure ou 
egale am. 

Si l'on remarque que 

I 
- = o,o . .. OIO ..• 010 ... OI, 
9kh ~~~ 

kh- ·1 kh-1 kh - 1 

-h 92h - ' ? IO --- - o,o ... OIO .. • 020 ... o_o ... 02 ... , 
9x91i ~~~~-

h-1 h-1 h-1 h-1 

on voit que le nombre S se calculerait, pour tout m et h donnes, par 
la seule addition d'unites, par exemple a l'aide d 'un appareil simple a 
nnag1ner. 

Le. nombre h remplissant les conditions precedentes pent etre 
determine de diverses maniercs . Comme l'on a 

N(k) < k < m, 

on peut prendre pour h un entier que[conque superieur OU egal 
Cl logm. 

On peut aussi le choisir de la maniere suivante : en prenant pour m 
unc factorielle 

Jn = I . 2 . 3 ... )'>. 

on s'assure par des considerations arithmetiques elementaires que le 
nombre de diviseurs (autres que r et k) d'un entier k ~ m ne surpasse 
jamais 2A-t, e t comme 

A-1 
2),-1 <"io-3-, 
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on peut prendre pour h Un entier quelconque superieur OU egal 
' A -- I a--· 

3 

Rappelons aussi l'inegalite de M. Wigert 

(1+E)~ 
N ( k) < 2 Jog log k, 

valable pour£> o et arbitraire, pourvu que k soit assez grand. 
On trouve, par exemple, pour m = 1 oo ( ce qui fournit h;;; 2) 

S, oo, 2 = o, 0000000 r 000200020r02000400020203ooo4ooo40202000601 .... 

Les 20 premieres tranches a deux chiffres contiennent 9 lacunes, 
lcs 1 oo premieres tranches en contiennent 26, indiquant qu'il y a 
9 nombres premiers inferieurs a 20, qu'il y en a 26 inferieurs 
a 100, etc. 

Le meme procede, applique a diverses fonctions rationnelles ana
logues aux precedentcs, conduit a d'autres nombres entiers ou ration
nels, composes de chiffres 9 et jouissant des proprietes arithmetiques 
intercssantes. 

On sait, par exemple ( 1 ), que le nombre Qp,q de- decompositions 
de tous les nombres en (au plus) q parties, chacune etant au plus 
egale a un nombre donnc p, est le coefficient de axPq clans le develop-
pement de 1 

F(x)= 
1 

( r - a) ( 1 --' x ) ( 1 - a x) ( r - ax') ... ( r - ax" ) 

De m~me, on sait que le nombre Rk,Tr' de solutions en nombres 
entiers positifs de deux equations lineaires simultanees 

a x + b y + ... + g- t = k, 

a'x+ b'y + . .. +g-'t= k'. 

pour k et k' variables , est le coefficient de uk v"' clans le developpc
ment de 

ip ( u, P) = . I . "' 

Les expressions 

(73) F(ro-h) et i1>(10-h, rn-h') 

( 1 ) MAc-MAHON, Philos. Trans., t. 187 A, 1896, p. 619. 



1' 

;:!_ 

----

LA METHODE SPECTRALE, 65 

( ou h et It' sont des en tiers suffisamment grands) sont .certains 
nombrcs ratiomwJs dont Ja suite de decimales s'exprime en ecrivan t., 
les uns a la suite des au tres , Jes c·n tiers successifs Qp ,q ou Rk,k" ct 
en intercalant enlre eux un certain nombre du z6ros d'autant plus 
grand que h et h' sont plus grands. Les nombres (73) jouent ainsi le 
role de spec tres du problenw. 

Nous indiquerons encore, a titre d'exemple, Jc mode de formation 
des :,pectres des sonimes des puissances semblables des nombres 
entiers consecut1fs. 

Designant par P,,,,k(z) le polynomc de degre m defini par la Joi de 
recurrence 

Pm.,1.:- zP~n,k- 1 = o, 
p zm+1 

m,o== -z 
' 

P'- dP 
- dz' 

on a 
Pm,k= 1kz + 2kz1+ .. . + m kzk. 

La form ule connue 

.tan zn .. --- = a 0+ (a0+ a, )z + (a0+ a 1 + a,)z-+ ... 
1 - Z 

foumi t alors 

ou 

Pm) 
___ ,_! = S1pZ + S'lp z-Z+ .. . + Smp(zm+ zm+1+ .. . ), 
I -Z 

S11 p= IP + 2P + .. . + nP . 

L'inegalite 
f.:P < mP ( k = r, 2, .. . , 1n-1) 

entraine 
S11p<mp+1 

CL par sui te, Ji et ant un en tier posi t if su perieur OU egal a (p + 1) log m, 
le spectre de la suite S, P• S 2 p, ... , S,,,p a rythme uniforme hk= ft est 
fo urni par Jes mh premieres decimal es du nombre (no tation des 
exemples precedents) 

s- 10"'" - - p 9mh m.p ( l o-mh) ; 

les decimales restantes fournissenL un spectre pcriodique a rythme h, 
Ja periode e tant le nombre Smp precede d'autant de zeros qu'i! en faut 
pour complet(·r Jc nombre de chiffres de la periode jusqu'a h . 

PF.TROV ITCH 5 
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Dans le cas, par exemple , des Sip ••• Smp, correspondant a m = 16, 
p = 2, on trouve 

S = ro 64 P1G,2(ro-64
) 

9ui 

= o ,ooorooo5oor4oo3ooo550091014002o(io285o385o5o6o6500819ror5 .... 

La valeur numerique de Sk 2 ( k = 1, 2, •.• , 16) coincide avec la k ieme 

cannclure de ce spectre, c'est-a-dire avec le groupe de chiffres sig·nifi
catifs commeni;ant par la ( 4k - 3 ) ieme et finissant avec la 4 k 0m• deci
male de S; le nieme chiffre de sk2 coincide avec la ( 2 k - n + 1 )ierne 

decimale de S. Ainsi, la somme s0 , 2 coi:ncide avec la neuvieme canne
lure spe.ctrale : c' est done 285; le deuxieme chi ff re de s 1 3 , 2 est la cin
quante-unieme decimale de S : c'est done 1. 

21. Procede spectral de dev eloppement en series. - L 'evaluation 
numerique des coefficients d'une serie 

a 0 + a 1 z + a 2 z 2 + ... 

se fait par des procedes usuels, soit en calculant individuellement 
chaque coefficient a" par une formule explicite 

a,,= tp(n) (n = o, I, 2, ... ) , 

soit en calculant a,, au moyen de la suite deja connue de coeffi
cients an-t, an_ 2 , •• • par une fonnule de recurrence 

cp(n.., ctn, Cln-1, an-2, .. . ) == 0. 

Le procede spectral consiste Cl calculer taus les coefficients an Cl 

lafois, on bien un groupe , voulit de ces coefficients, Cl l'aide de 
groupes de decimates d'un seul nombre S convenablement ratta
che (l lafonctionf(.z) dont on cherche le developpement en serie . 

Les regles du paragraphe 8 conduisent a cet egard aux regles sui
vantes : 

I. Lorsque les an sont des nombres entiers positifs, le coefficient a 0 

est egal <\la partie en ti ere du nombre S representant le spectre def ( .z) 
a un rythme hk connu; le coefficient a" coincidera avec le gToupe de 
chiffres significatifs de S commengant par sa ( Pn-i + 1 )i""'" et se ter
minant par sa P;;me decimale, ou P11 = h 1 + h 2 + ... + h 11 • Dans 

'l 
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lo cas de ryLhme uniforme, c'est le groupe commern;anL par la 
[ ( n - 1) h + 1 Jiernc et finissant par la n hiemc decimale de S. Dans le 
cas de rythme uniformement accelere hk= h +ck, i l commence 
par la 

(n - 1)h+ c+1 [ 
n(n-1 ) Jieme 

2 

. [ n(n+i) Ji emc .. else termme par la ( nh ~ 
2 

c dec1male de S. 

Le kiemc chiffre de a,, coi·ncide avec la ( P11 - k + 1 yeme decirnalc 
de S (la keme raie de la ni eme cannelure spectral e ). Pour hk= h, c'est 
la (nh - k + 1yeme, et pour hk= h + ck, c'est la 

[ 
11(11-'-1) Jiemc nh+ 

2
' c~k + 1 decimaledeS. 

II. Lorsque les a,, ne sont pas des nombres entiers, la connaissance 
d'une transmutation Ji [/] compatible avec la fonctionf(z ) a dev e
lop per conduira a une transm uee (E) de/(z); la connaissance d'un 
rythme spec tral compatible avec la suite des coefficients Nn de (E) et 
des signes a., des parties reelles et imaginaires de ces coefficients per
mettra de former un spectre S de la suite N,, a un tel rythme. La 
regl e T ap pliquee a S determinera alors les Nn, et la rela tion entre 
les a,, et N n imposee par le Ji [/] a p plique cl6terminera Jes coefficients 
111COnnus a," 

Un rythme possible hk et les signes a,, seront fournis par l'cn
semble (A) de clonne.9s q uali tatives du probleme . 

III. La determina tion des valeurs exactes de n + 1 p rcmiers coeffi
cients (abstraction faite des signcs a,,) n ' exige que la connaissance 
cl'unc valour approchee du nombre S avec P,, premieres clecimales 
exact.es. Cc nombre de clecimales est n h clans le cas de rythrne spectral 

uniforme hk = h , et nh + n( 11 + i ) c clans le cas de rythme uniforme-
2 

ment ::iccelere hk= h +ck. 

P reniier exemp le. - Determiner la suite A 0 , A 1 , A2, ... , Amp 

des coefficients de la picmc puissance cl'un polynome clonne P ( x ) de 
clcgre m a coefficients nombres entiers positifs, connaissant une limite 
supcricurc A des coefficients Ak. 

En cle~ignant par h un entier positif supcrieur OU egal a log A} la 
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sui te des Ak admet le rythme spec tral uniformL~ hA= h et Jc spectre 
en sera fourni par le nomhre 

S = [ P ( rn-!t )]!' . 

Le coefficient A k, ainsi qu'un c~iffre voulu de Ak, se ra fourni par 
une cannelure ou une raie du spec tre S determinecs par Jes regles 
precedentes. 

Pour developper, par exemple, par le procedt': spec tral , l't·xprc:s-
SI On 

f (x) = (1 + .x + x~)6 , 

sachant que Jes coefficients du develop pemcn t. ne surpassent pas 1000, 

. il suffit de calculer le n ombre 

S =f(rn-3) = rn-36 1001001 6 

= l , 0060:!I 050090 l 26 l q I l 2609005002100600 I 

ct d 'en partager la partie decimale en tranches de trois ch[ffres : cha
c une de ces· tranches fournit un c.oefficient Ak et l' on a ainsi 

j( .x ) =I+ 6x + 21 x'+ 5ox3+ 9ox•+ l26xs + 141 .TG 

+ 126x7 + 9oxs + 5ox9+ 21x10+6x11+ x i' . 

Il suffit meme de calculer S avec dix-huit prem[eres decimales pour 
avoir le developpement cornplet de la fonction. 

Deux irhne exemple. - Devcloppei· en serie de puissances la fonc
tion rationnclll' 

P(z) 
j ( z) = Q(z) 

dont les zeros du 'denominatcur sont tons simples et ont pour module 
l' unite , sachant que les coefficients inconnus du developpenwnt sont 
tons des nombrcs entie1,·s posit.ifs ou altcrnativcm ent positifs et negatifs . 

En designant paro. 1 , 0. 2 , • • • , °""' les zeros de Q (x ), et par A 1 , 

A 2 , ••• , Am Jes coefficients des fractions simples qui lour corrC's
pondent, on aura 

( ~) /( ) ( 
A1 Am 

z ==p z) + -~-- + ... + _---, 
~-::t.1 "' -:lm 

ou p (:::,) designe la par tie .en ti ere de la fraction f ( z). 
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Si l'on developpe le second m.embre de(~) en s<~ rie 

f(z ) = ao+ a, z + a 2 z' + . . . , 
on aura 

ctn::::::: p + A 1 a
1
1i+ A.2a~+ ... + Am.a~h , 

ou p designe, s'il y a lien, le coefficient de x" dans le polynome P ( x ): 
On en conclnt qu c 

I a,, I< Ip I+ I A1"''1' I+ ... + I Ame<;t, I, 

et comme le module de an est egal a l'tmite, on conclut q uc 

I Ctn I< 1/1 +I A1 I+ . . . + I Am 1. 

Si done on designe par h nn cn Lier q uelconquc superieur ou egal cl 

log [ Ip I+ I A, I + ... + I Am I], 
on aura 

I a " I <to", 

au h ne varie pas rwec n , c" qui montre epic la sui te des a 11 admet le 
r_ythme spec tral uniform(' hk-:- h et le prnbleme s'acheve facilemcnt. 

Dans le cas, par exemple , OU l ~s all sont positifs , leur spectre 
·sera le nombre commensurabl<~ S =/(rn-"). Le coefficient a,. co!n
cidcra avec l 'entier com p os~: du grnupe de decirn ales de S com
mcnGanL par la [ ( n - 1) h + 1 T'""" ct se terminant pa r la nh10111

" de ces 
dt:>cimales; le k "'"" chitfrt' die! a 11 est fourn[ par la ( nh -- k + 1 )1°1110 deci
male de S. 

T el es t le C!h d(·' la seri1 · d<· Lambert limiLel' 

. z z~ zm 
.f(z)= I-Z + I-zZ + . .. + 1-z"'' 

satisfaisant bi en aux conditions pr1~ceclentes. D'a pres l'inegalite 

I a n j < n< m 

valable pour cette serie et lt' fait que , les all ettlnt des entiers positifs 
admettent comme rythme spectral le r3rthme uniforme 

hk=h~logm; 

lenr spectre a un tel rythmc sera le nombre rationnel 

S = !_ + ~ + .. . + I 
9h g,i, 9 111/J ( 9x = 99·-~) · 

... CG fo1 s 

~ 
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Par cxemple, pour m < 100 on peut pnmdre h = 2, cc qui fournit 

S = o, 01020203ci2040204o3o40206ocw4o4o502060206 .. . 

et, par suite, · 

j(z) = z + 2z' + 2z3+ 3z4+ 2zs+ 4 z6+ 2z7+ 4 zB+ 3 z9 + ... . 

Troisieme exeniple. - Developpcr f(z) sachant que le coeffi

cient a,, est le nombre commens urable M,. ou les M,, sont des cnticrs 
n 

a un nombre limite de chiffres, altcrnalivement positifs et negatifs. 
La transmutation 

~[/] =f'(z) 

compa tible avcc/(z) se traduit par la transmuee (E) 

F ( z) =Mo+ M, z + M 2 z2 + .. 

ct lentraine la relation 

( ()() na,,-Mn-t= o ( n=r, 2, 3, .. . ). 

L'cntier M,, __ 1 sera determine comme n 10m•· tranche a h chiffres du 
nombre 

S = .f'(-ro-h) 

jouant le role du spectre de F(,:;) a rythme uniforme hk=h '?__au 
nombre maximum de chiffres de M,,. Les a,, scront des lors fournis 
par la relation ( o:) laissant a 0 in determine . 

Par excmple pour 

r 23 - 19 z - 2 z' + 2 z3 .f ( Z) = . . I _ d dz 
L ~ 

e t h = 2, on Lrouve 

S =.f'(-o,or) = 23,r9::icr72rr7?.rr7. - . ; 

lt~S coefficients M,, SC reproduisent, en valeur absnlu c, a partir du troi 
sieme, la periodc etant 2117 , CL l'on a ainsi 

f(z) = ao - 23z + ~ z'- ~ z3+ _11 z•- ~ -s-'- .:2-s_ 
2 3 4 5"' ' 5"' . 

Quatrieme exemple. - Develop per f ( z) sachant quc les an, Lo us 
posi tifs, sont racines car rees de nombrcs e1lliers posi1ifs a un nombrc 
limite de chiffres. 

..• 
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En posant 
l.f(re'Pi) [2 = <f(r, cp), 

la transmutation 

~uJ= .,1_ ['" <¥(v-z, cp)d'f, 
~· ,.. .. 0 

compa tible avec.f(z) (§ 15), transforme la fonction en une serie (E) 
avec la relation 

a'/, - M,,= o. 

En prenant pour h un entier superieur ou egal au nombre maxi
mum de chiffres de an, le spect re des M,. tt ryth.me hk = h sera le 
nombre reel 

'" ( It ) s = -2.-j <!I 10-"~ 0 d<SJ 
,2 J. Q I I I 

dont la nieme tranche ah chiffres fournira 1"111 et l'on aura 

an== v'M11. 

Cinquienie exemple. - Dcvelopper f(z) sachant seulement que 
les a,, sont des en tiers positifs et que i = o est un point ordinaire de 
la fonction. 

La convergence de la serie de puissances reprcsentant f( z) au 
voisinag·e de z = o implique !'exis tence d'un nombre positif fixe A tel 

que pour toute valeur de n on ai l \fa,,< A. En designant par c un 
entier quelconque superieur OU egnJ a logA, le rythme spectral uni
formement accclerc hk =ck sera compatib le avec la suite des an et 
son spectre sera le nombre reel 

OU 

S = ~j
2

" .f(p eli) 0 (q e-ti) dt 
').. ... 0 p 

II==;)':! 

"-"' O(z) = 7 q"'z 11
, 

.m,,j 

c 

q =JO p = const. < !_ . 
A 

n ==O 

On pent egalernent ex primer le nombre S par l 'integrale definie ( 29) 
du paragraphe n, 

2 [
00 

S = ,;- e-1
' R (", ~t)clt , 

y 1t ... 0 



72 TROISIEME PARTIE. 

ou H(r, cp) designe la partie reeJk de /(re'I; ) et ou il font attribuer 
aux constant.es a e t. f3 les va leurs 

o: == io-c , ~ = ./:1. log nat 10. 

Si l'on part.age Ja s tti lc de decimales de S en tranches consec ntives 
de c, 2 c, 3 c .... df~cima l es, le coefficient a 0 coi:ncidera avec la partie 
entiere de S et le coefoci ent a,, avec l'entier c::i mpose de c hlffres 
significatifs de la niemc Lranche. 

22. Procede spectral d'ev~luation des int~grales definies. - Le 
procede spectral s'a pplique ,de duux maniet'<-!s diffor<:ntus au calc ul des 
integral('s d6finies . 

PaEvr11~nE -~tA!'IIEHE. - Dans le cas d'unu suite d 'intcgrales definies 
.Ji , J2, J3, ... ( s impl<!S Oll multiples , reelles OU im:1ginaires) telles 
quo :!,, coincide avec ll's coefficients Cln d'unP fonction f(z) 1 le 
l'alcul des :!,, s'e.ffect!lerait saivant lf"1· 1·egles d!l paragraphe 21 
a l'1~ide de 1·annelures d'an sp::cfr;! l'attarll :l a f(.:;) et de la 
relation existanJ enfre les entiers formant ces cannelllres et 
les an· 

C'est ainsi qm· l'integrale d<· Crncl1y, 

,-; _ I [ f (z) 
un- - . dz 

'l. TI' i ~ c ( z - a )n+1 
(n = o, 1 , :!. •..• ) , 

prise lt• Jong d' unt• ci re onft:runce C ayant comme cent.re .:; =a 
clans Jrquel la fonction /(z) es t holomorphe, s'cxprime, tout.es les 
fois CJ lll" sa valeur numeriqu<~ es t. tm nombre entier, direclement. 
comme l'entier formant nne cannelure determinee d'un spectre de la 
fonction f (a+ z) - f( a) (abstraction faite des signes a11 ) . 

Lorsque les Jn ne sonl l:ias des nom bres en tiers, on remplacera 
/(.:;)par o,a transm Ltee correspondant a tmu transniut.ation A[/] com
patible avecf(z). 

De memc, nnc intPgra l(' ck Ja forme 

/J 

.1,,=f 11.v 11 dt 
a 

( u et v fonctions de t) s'obtiendra <1 l'aide de cannolures d'un spectre, 
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en remarquant q ue Jes 3 11 coincident avec Jes coefficients du develop
pcmcnt de Ja func ti on 

b 

f (z)=f rJ?(PZ ) lldt 
(/ 

suivant. Jes puissances dl~ z, ou cp ( z) est l 'nne on l'a L1 trc des fonctions 

:;; (z ) = z"+
1
-1 

Z-I ' 

I 

9(z)= 1- z' 

suivant qne la sui t(' d1!s ..J,, est limiteu nu ilJimitee. 

SEcONDE MANlEllE. - Dans le cas oi1 unc int(:graJc u rcpresentc 
elle-meme le spr·cLrl' , a un ryt.hmc hk cnnnu , d ' une suitu cnnnu r• 
d'cntiers N0 , N 1 , N2 , ••• , elle aura pour valellr numAriq ue No 
saivi , co mnie partie entiere, de la sllite de dt!cima les qae l'on 
forme en ran,geant ho !l/; cl, boat Les gT011pes nwnrfriques Go , 
G,' G2 .... f' OITespondant a la suite Nk el Clll rytlune hA ' Cl]Jl'es 
(lCJo ir aj/ecte !es parties rr~e lles et imagin rxires des N1r de s ig ne 
posil1f. 

Tel e~ t. p:1 r exemp lL', !<-· cas de l'i n t1'·gr<1 l1 · 

/, 

,·1 = f qo( 10-/1 p) ll r/1 
(/ 

lorsquc Jes u11 , de finis par la fo rnrnle preccdente, son t des enLiers 
dont Je nombre de chiffres nc dcpasse pas h; l'integrale , con side ree 
comme spec tre des Un c\ ry Ll1mc /ik =Ii, aura comme partie cntierc la 
valeur U0 et po ur partie decimak: G 1 G2 G3 ••• , OLl. Gk es t l 'enlier Uk 
precede d'autant de zeros q u'il en faut. pour cine le nombre de chi ffres 
du grou pc numerique Gk soit egal c\ h. 

Tel es t a ussi le cas de l 'integral u 

·" 
.J = 1 E(P) uclt , 

ou, lcs hk etant les term es d' unc suit!! illimitee quelconq ne d 'entiers 

positifs; ~ ( z) designe la fonction entiere 

n== :.o 

~ ( z)= ~,q 11 z 11 , /.{ 11 ==1 0-{li.r+.J1~+ ... +1i,, 1. 

n=:: I 
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Lorsquc 3 11 est un nombre comrnensurablc de la forme :"(Mn= entier 

fixe ou variable avec n ), on rernplacera ~ ( ~) par ~e ( z ). 
En prcnant pour les hk une suite d'enLiers crnissant assez rapi

dement avec leur rang, on aura ainsi une infinite d'integrales qui 
s'expriment a l'aide de nombres transcendants de Liouvtlle ( I ). 

Les integrales de la forme 

{f = 1~ e-t'<ji(a, [3 t)dt , 

OU lj;(r , cp) est la pnrLie reelle d'une fonction/(re'Pi), la fonclion/(z) 
etant dcvcloppable en serie de puissances de z a coefficiE)nts nombres 
entiers se calculent, pour certaines valeurs des consLantes a et ~' 
com me spectres des coefficients de/( z) a un r;-Lhme uniformement 
accelere (§ 5). Dans le cas, par exemple, ou /(z) est la fonction 
rationnelle re presentant l' ensemble de m, < 1 oo premiers termes de la 
serie de Lambert(§ 21 ), et en faisant 

a= o,or, P, ={;.log nat 10, 

l'integrale 3 aura pour valeur v';: mult.iplie par le nombre S ayant 
?. 

pour partie entiere zero et dont la partie dccimale s'ecrit en rangeant 
bout a bout les gro upes G. ' ... ' G,,,, OU Gk est egal au nombre de 
diviseurs de k (y compris r et k) pretede d'autant de zeros qu 'i l en 
faut pour que le nombre total de chiffres de Gk soit egal a 2 k. 

23. Determination spectrale des fonctions. - Les procedes usuels 
de detei'mination d'une fonction analytique par des conditions dis
cretes exigent generalement une infinite de donnees numcriques, 
comme le sont, par exemple, les coefficients de la serie de Taylor , de 
la serie Lrigonomctrique , exponentielle, etc. , correspond ant it la 
fonction. ' 

On conna1t divers autres modes de determination d'une fonction 
entiere f( z) par des conditions discretes, par exemple, au moyen des 
valeurs que prend /( z) pour une suite de valeurs de z, avec l 'adjonc-

( 1 ) Vair p. 40. 

.... 
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tion d'un ensemble (C) de conditions supplementaires qualitatives 
concernant le mode de croissance de la fonction avec z ( 1 ). 

Dans les modes actuellf)ment connus de determination des fonctions 
par de telles condi tions, le nombre de donnees numeriques n'est 
limite qu'exceplionnellement, clans des cas tres particuliers ou l'on 
connait a l'avance la forme analytique de la fonction a un nombre 
Jimite de constantes pres (par exemple, dans le cas ou la fonction se 
reduit a un polynome algebrique, cxponentiel, trig·onometrique, etc.). 

Or, la mcthode spectrale revele une i.nlinite de categories de fonc
tions dont la determination se ramene a un probleme dependant 
d' un nombre limite de paraniUres, a la condition d'y adj oindre un 
ensemble (A) de conditions qualitatifJes. 

Nous allons le preciser clans ce qui suit. 
Nous considererons la fonctionf(z) d'une variable z comme nume

riquement determinee si, a toute valeur numerique de z correspond 
une valeur nunierique def( z ). 

Nous dirons que plusieurs fonctions analytiques / 1 , f2, / 3 , ••• ·de 
la variable z appartiennent a une meme categorie spectrale s'il 
existe pour chacune d'elles une region du plan des z dans laquelle ces 
fonctions admettent un meme A [f], ne differant d'une fonction Ji, a 
une autre que par des valeurs numcriques d'un certain nombre de 
parametres qu'il contient. Une categorie spectrale de fonctions se 
trouve ainsi. determinee par la forme de .:i[f] compatible avec elle, 
com me l' est une categorie des surfaces par la forme de son ds 2 • 

Une categorie spectrale (j) est a considerer comme categorie a 
m parametres si, en attribuant des valeurs numeri.ques determinees 
a m paramctres, independants entro eux, que laisse arbi.traires la 
definition de la categorie (f), on engendre une fonction numerique
ment determinee faisant partie de la categ·orie, et celai,de fa.,on que 
toute fonction de la categorie puisse etre engendreo de cette maniere. 

La methode spectrale conduit alors aux conclusions qui suivent. 
D'abord , la categorie (E) do fonctions f(z) developpables au voi

sinage d'au moins un point Z = CX. en Serie de puissances de Z - IY: a 
coefficients nombres entiers est a considerer comme une categorie 
a deux parametres : la valeur Cl. et un spectre s de la fonction. 

( 1 ) E. BOREL, Sur l'interpolation ( C. R. A cad. Sciences, 1" semestre 1897, 
p. 673-676). 
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Considerons une categorie (/) quelconque de fonctions admettant 
une transm utation ii [j]. La relation ent.re j ( z) et sa transmuee peu t 
introd nire uncertain nombre de paramet.re~ y; q ui peuvent provenir: 
1° des parametres impliqnes dansleii[fj lui-meme ; 2°desconstantes 
ind1~ terminees q n'intrnduit cctte relation mcme, par exemple par 
!'integration, par des termes d ' une Serie C(lW ]aisse indetermines une 
relation de recurrence, etc. 

Le nombre q des parametros y; varie, pour une memc categorie (/), 
avec le ii[f] applique. Nous designerons , comme indice spectral () 
d' une categoric spoctrale (./) de fonctirms, le plus petit panni les 
no11ibres rj + 2 rattaches ainsi cl ceue categorie par les divers ii [f] 
compa tibles :wee les fonctions de la categorie. 

L 'indice spec tral d'une categorie (f) in.clique done le nombre de 
donnees numeriques strictement necessaires pour la determination · 
numerique complete d'une fonction partict~liere faisant partie de (j')', 
par le procedt~ spectral. Ces donnC·es sont: 1° !es ·q parametres {;; 
2° !es deux parametres er. d S de la categoric (E) , determinant la 
trnnsmuee de f par le ii[fj nppliqut'•. Et alors: 

Une 1·at1~gorie spec trale (f) de follctions est a considerer comme 
categorie a cwtalll de parametres q1l'il y a d 'unites clans son 
indice .1pec tral. 

L'indi.ce spectral de la cat<'·gorie des fonctions developpables au 
voisinage d ' un point z =er. en serie de puissances de x - er. cl coeffi
cients entiers ou n 'ayant qu ' un nombre limite de decimales est()= 2. 
L'arc, par exemple, d 'une courbe plane est completement determine 
commc fonction de l'abscissr, par la condition qu 'il soit de1reloppablc 
en serie de puissances de x <\ coefficients en tiers alternativement 
pos itifs et. 111~gatifs plus petits q ue r oo, ct que sa longueur entrc les 
points x = - 0 ,0 1 et x = o soit egale c\ la peripheric du cercle de 
rayon 1 . Les donnecs sont a= o, S = 2rr. 

Les fonctions a lg·ebriqLies fl coefficients des (x - er.)" commensu
ra bles forment une categoric spectrnle c'i indicc () = 4. Les donnces 
sont Jes deux parametres [ 1 et [ 2 dt1 

D.fj] = 11/(-r,z) , 

compatible avec ce tte categorie d'-' fonc1ions , la valour er. et le spectre S 
de la transmuee ;\ 1m ry 1 hnw cornrn. II en es t de meme de la cate-

~· ~ 
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goric (.f) forrn ee d 'in Lcgl'ales abelicnnes de,·doppahles au 1·01srnage 
d'un point en se rit· de puissances a coefli cienls commensurahles. 

Les fonc lions ayant pour coefficienls Jes produits de la fonne M,,Q", 
ou Jes :M,, son t des enliers C'l Jes Q,, des nomhl'es fraclionnaires a 
p para~ne ll'Cs, forrnent une cat eg·orie a indice O.= JI + 2. 

La grandeur de l'indice spectral o det)l'nd essenliellement de pnrt1> 
cularites d'ordre aritlunetique carac lerisant le coeffi cient An du 
developpcment de la fonc ti on generale de la ca teg·o rie , en serie de 
forme de terminee au voisinage d'un point. z =cc Ces partiGularites 
sont celles concern ant la ma niere de transf onner collectivement les 
coefficients de la serie en nombres entiers; ce ll e maniere se resume 
clans la forme d 'un ~ [f] cornpatible avec !es fonc lions de la categoric. 

11 es t it presumer q ue des recherches approfondics conduiront a des 
resultats interessanls sur les rapports cnlre lcs proprictes du coefli 
cient A" carac terisant la categoric et la grandeur de l'indice spectral. 
Ainsi, la methode de Gomes Teixeira et Harwitz (I), conduisant a 
une propriet.e arit.hmetiq ue du coeffi cien t An des fonctions sat.isfaisant 
a une equa tion differentielle algebriqu e d 'ordre fini, permet de consi
derer toutes Jes fonctions analytiques non hypertranscendantes, 
developpables au voisinag·e d ' un point en serie de puissances a coeffi
cients commensurables, com me fai san t par I ie d' une ca tegorie (/) a 
indice spectral fini. 

' Rappelons encore . quc tou te fonct.ion ana ly tique pent '.e tre repre
sentee au vo isinage de tout son point ordinaire z = O'. , avec unc 
approximation donnec ft l'avance, par une fon ction a indice spectra l 
0=2(§18). 

Ces considera tions font intervenir des paramctres q ui paraissent 
e tre en con tradiction avec la notion usuell e de paramet.res variables. 
La categorie (E) de fonctions developpablcs e1~ ser ie de puissances 
it coeffici en ts c·n l if< rs .a pparait, d'apres les concep tions usu ell es, 
comme dependant d 'un nombre injini de parametres (coefficients 
memes de ce deve loppement), assuje uis it la se ule condi timi d'etre des 

nombres entiers M,, tels q ue \/i 1''1k I n 'a ugrn cnte pas indefiniment 
avec k. Par contre, clans la methode spec trale de de termination des 
fonctions , ces memes para metres apparaissent. comme segments d'un 
merne . nomure decinial s, chaqu e segment ctant compose d'un 

( 1) Anna/es de ! 'Ecole No rmale superieure, 1885 e t i8Sg. 
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groupe determine de ses decimales 'succcssivcs. Ce nombre n'est autre 
qu'un spectre de la fonction consideree; le mode de sa segmentation , 
par lequel S fournit , a signes pres, la suite des coefficients de la 
fonction , varic avec le rythme spectral de S. 

Le nomhre S joue bien le role de parametre de la categorie . spec
trale (E) : son changement fait passer d ' une fonction particnliere (E) 
a une autre, et toute fonction de la categorie pent etre engendree de 
cette maniere. Il existe meme (a signes des coefficients pres) une cor
respondance entre les fonctions (E) et le nombre S telle qu'a deux 
fonctions (E) dis Linc Les correspondent deux valeurs distinctes de S et 
qne, si a chacune des deux valeurs de S correspond une veritable 
fonction, les deux fonctions correspondantcs sont distinctes. 

La contradiction avec la conception usuelle de parametres n 'es t 
qu'apparente: en realite , c'est hien une infinite de donnees numeriques 
qui est fonrnie par le spectre S sous l'apparencc d 'un seul nombre 
dont les segments convenablcment delimites revelent les valcurs a 
a ttribuer a un(~ infinite de parametrcs (coefficients de la serie) pour 
sa tisfaire aux conditions du prohleme. Le fait ne differe guere de 
celui qui se presente dans !'artifice de problemcs-devinettes par lequel 
le devin determine plusieurs nombres penses d'apres un seul nombre 
qu'on lui enoncc et dont les divers segments lui revelcnt autant de 
donnees qu'il y a d'inconnues. 

Le parametre S condense, en realite, un nomhre limite ou illimite 
de para metres en une seule suite de chiffres, et ses variations continues, 
produites par lcs variations discontinues de ses chiffres, engendrcn t 
l'infinie diversite de fonctions (E ) ( sans en omettre aucune), et par 
cela meme l'infinie diversitc d'autres categories de fonctions en cor
respondancc avcc !cs fonctions (E ). 

Les spectres jct.tent ainsi quelque lumiere sur le role joue par les 
suites de chif!res dans la determination des fonctions. Ce role a 
deja ete mis en evidence par l\L Borel clans sos profondes considera
tions sur la notion de fonction en general ( ') . 

24. Examples de problemes reductibles a la determination spec
trale des fonctions. - So it F ( x, y, y', . .. , y <P>) une fonction 

( l) E. BOREL , Ler;ons SW' la theorie des jonctions (Note III 2' edition 1914 , 
La notion de jonction en gdne·ra l) , p. 123-1 26. 
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reelle donnee de la variable x, d'une fonction y de x et d'un certain 
nombre de derivees y', y'', ... , y(Pi de y par rapport <\ x, to us Jes 
coefficients dans F etant numeriquement donnes. Proposons-nous 
le problemc suivant : 

La valeur numerique a etant donnee, determiner la fonction y 
de maniere: 1° que F soit developpable, au voisinage de x =a, 
en serie de puissances 

(74 ) No+ N1 (x- a)+ N,(x- a)"+ . .. 

a coefficients N n entiers positifs (non donnes), ne surpassant pas 
un norribre jixe H; 2° que y, y', y", •.. , y(p! prennent les valeurs 
donnees A, A' A", ... , A_rp! pour une valeur particuliere convena
blement choisie de x. 

Le probleme ainsi pose parait indetermine. Mais il est facile de voir 
que, generalement, il admet des solu tions dependant de p + 1 cons
tantes arbitraires A, A', A", ... , A (pl, en ce sens que, ces cons
lantes etantnumeriquement precisees, le probleme admet un.e solution 
nnmeriqnement determinee on un systeme bien determine de telles 
solu tions sans qu'il puisse en avoir d'autres. 

Designons par h un entier positif inferieur oi'l egal a log H et 
soient A, A', ... , A<P> le.s 1raleurs numeriqnes ree lles respcctivcs que 
doivent prendre les fonctions y, y', ... , y(p! pour x =a+ 1 o-h. La 
valeur correspondante 

(75) S = F(a+ro-h, A, A', .. ., AIPI) 

s'exprimera par un nombre reel S. Si S~ o, le problemc n 'admet pas 
de solutions puisque la valour . 

(76) ::!:N1110- 11
", 

avec laqudle doit co:incider le nombre S, est essentiellcmcnt positive. 
Si S >o, Jc probleme admet des solutions qui s'obticnnent de la 
maniere suivante : 

Le nombre S etant le spectre de la fonction F a rythme uniforme 
hk = h, compatible avcc la suite des N k, sera egalement le spectre de 
la fonction ( 74) a ce rythme. Le coefficient N 0 coi:ncidera done avec 

---

-----------'! 
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la partic cnt iere de S nt le coefficient Nk(k = i, 2, 3, ... ) co·incidera 
avec le grnupe de chiffres signiflcatifs de S commen~ant par la 
[( k - I) h +I rm• el tcrminee par la khiemo decimale de S. 

La fonc tion (74) su tro uvc ainsi dctcrminee par IP nombl'u Set la 
fonc t ion y sera l'integrale de l' cquati on differentiellu 

(77) F(x, y, y', . . . , y(PI) = :E Nk(x-a)k. 

prcnant pour x =a+ 1 oh la valeur A, ses derivees y', y ", ... , y 1P-1l 

prenant les valeurs respectives A' , A ", ... , AIP-11; la valeur Ali' i de la 
derivee y 11' 1 sera alors compa tible avec l'equatinn ( 77) · en vertu de 
I' equation (75 ). 

La sol ution du probleme, pour une va leur choisie de l'entier h, 
comportc ainsi p + 1 cons tantes arbitraires A, A', ... , A lp!. Ces 
constantes etant fixees, a chacun des entiers positifs h = 1, 2, 3, 
ne surpassant pas logH, conespondra une solution. Le nombre des 
solutions est done egal a la partie entiere de log·H . 

On peut nianifestement remplacer l'une quelconque des cons
tantes A par ce lle representant le nombre S. 

Envisageons, <I titre d'exemple , le probleme de determiner la 
courbe plane y = j ( .x) dont la sous-normale est developpahle en 
serie de puissances de x a coefficients entiers positifs ne surpassant 
pas un nombre fixe H donne, la sous-normale ayant en un point 
convenablement choisi une long·ueur donnee. 

Designant par h l'un qu elconqu e parmi les ' cntiers positifs hk ne 
surpassant pas la valeur logH, et par L la longueur de la sous-nor
male au point x = 1 o-h, l \;quation de la courhe l'St 

y = v:i: Jc + '? ( x), 

rp (x ) etant la fonction definie par la Se rie 

qi ( x) = ),, + ),2 x + ),~x2+ ... , 

OU )_t est egal a la partie ('lltiere du nomhre L, et ),n( n = 2, 3, 4, ... ) 
est {~gal U la fraction ayant pour 11Ull1faateur le ( n _:_I )

10"'e groupe 
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a h decimales de L, Cl pour denominateur n. La Constante c a pour 
valeur 

c = YG - ;>(IO-h). 
2 . 

A chacun des entiers hk correspond une Lelle solu1 ion; le nombre 
des solutions es t done egal a la partie en1iere de logH . 

Dans le cas, par exemple, ot\ les coefricients de la so us-normale 
doivent etre des en liers plu s petits que 10, et sa longueur egale a 
celle de demi-circonference de rayon 1, on aura 

) .. , = 3, ),"= ( n-1 )icme decimale de 1t di ,·isee par n, 

de sorte qu'on aura 
a;~ 4 a;J a;4 3 a;G 

<D(x) = 3x + - + - + -· + a;s + _ + .... 
' '.! 3 4 '.l 

Les conditions du probleme, tout en ·Conservant le meme ca ra cle l'e 
au point de vue de la methodo spec tralo, peuvent va rier a J'infini. 

Ainsi, Jes signes des Nk peuvent varier suivant une loi donnee . 
Dans le cas, par exemple, oi:1 les Nk soul alterna livomenl positifs et 
negatifs, le role du spectres serait joue par le nornbre 

S = F(a-rn-", A, A', ... , AIPl). 

La fonction ( 74) peu t etre remplacee pa" unc fonction admottant 
un A[/] donne. Ainsi, si l 'on exige qJ.Je celle fonc lion soi t l 'intcgrale 
indefinie d 'une fonc lion developpablc en ser; e de puissances do x - a 
a coeffi cients entier s posi1ifs ne surpassant pas un nomhro donne H, 
on ramenera le probleme a celui de trouver la fonclion J' telle que 
l ' expression 

oF JF , aF 
QX + Jy y +.' . + uyi!>) yip+ I ) 

soit developpahle en serie de telle espece. Le probleme compor terait 
un parametrc de plus, qui est la valeur de y ip+t J pour x =a+ 10-h. 

Le meme procede s'appJique au cas oi:1 la fonction Fest remplacee 
par une integraJe 

;J(x)= i x F(x, y,y', .. . )clx 
x , 

ou par une integrale multiple porlant sur F. 

PETROVITCH 
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Envisag·eons, par exemplc , le probleme de determiner la courbc 
planey=f(x) donLl'aire Iimite<: parl'axc des x, l'arc de la courbe 
et Jes deux ordonnees extremes x = o et x = x, soi l developpable en 
serie 

N0+N 1 x + N2x' + ... 

a cocfficienls cn tiers positifs (non donnes) ne surpassant pas H, 
conna issant la grandeur L de cctte aire corrcspondant a une valeur 
convenablcment choisic de .x . 

Le prnbleme a auumt de solutions qu'il y a d' unites entieres 
clans log H. En designant par h l' un quclconque parmi les entiers ne 
surpassant pas logH, CL par L l'aire de la co urbe correspondant a 
x = 10 - h, ]'equation de la courbc scra 

y = ),1 + 2 ),,x + 3),3x' + 4 ), 4x 3+ ... , 

ou ), designc le nicme groupe ;\ h decimalcs du nombre L. Dans le cas, 
par exemplc, 0(1 l'aire L est egalc a cell e du quadrant du cercle de 
l'alOn I, Ct si les .N.1· doivent etre des en LiCL'S plus petits que Io, ), 11 sera 
la nicme dccirnalc du nombre 

Ti= o,785398163397G98309G1 ... 

cL la co urbe aura pour eq uation 

y = 7 + r6x + 15x' + 12x3 + 45x" + .... 

On peul traiLc1· de la meme manierc un grand nombre d'auLres pro
blemes de ceLLe espece comme, par exemplc, le probleme suivanL : 

Detenniner la fonction f(x) holomorphe au voisinage d'une 
valeur ree/le donnee .T =a, jouissant de {a propriete qu'elle
menie et toutes ses derivees prennent pour x =a des valeurs 
entieres (non donnees) ne surpassant pas un entier .fixe donne H, 
avec la condition que l' integrate de.finie 

.:J(x) = 1" e-tf(xt) dt 

ait, pour une valeur convenablement clwisie de x, une valeur 
donnee L. 

Designant par Ii l 'cnticr positif du problemc precedent, on aura 
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co mme solution du prnbleml' 

. N1 N2 . !'I , _ 
j(x) = :N 0 + -(x - a )+ -(.v - a )' -r - -

3 
(.x - a)".-- .. 

I I.2 I. 2 . 

oCt N 0 est ln panic en Liere d u "n ombrl' .L , !'! Nk( k = 1 , 2, 3, . ._.) Ja 
pnrlie sign ifi ca 1i1·t: du ni cmc groupc ~L h J(· c imal<· s de ce nombre. 

Nou s indiqu<..:rnns encore, comme exe mple , une prnpride arithme
riquL' d ' une classe de foncrions entieres d ' une 1·ariable, ·engendrees 
par l' equation n ux d<'·rivr·1•s pnrtieUes 

d'z J::; 
- +-= o. 
dx' dy 

( 80 ) 

L 'equation 

( 81) 
d' u , ., ou 
Jx ' ..,-- Ii l- dt = o , 

ri·ducLihlc ;\ J't'·qualion (80) par lo changemenl l= - _!_, admet 
4y 

com mo int<'·gral e Jn fnnction u(x , t) d<" vdoppahle en s<." ri c de la forme 

(82 ) n(x·, t )·= ~an e-( .'t'-CX11 h ~l 

con tenant deu x S L;it e ~ ind<~ finies de cons lanles arbitr;iircs 

( 83 ) 

( 84·) 

a 1, a 2 , a :..:, 

(,( 1, ::x~ , :z '.{, 

Pour les 1·alcurs r(·c lles et posi1i1·es de t , l'L pou l' Jes Cln reels incldi
niment croissants avec n, .la s{•ri o ( 82 ) conve rge pour toute valeur 
n"elJ <..: ou imaginn irc de x et repn;senr c u i.1c fonclion entiere de x. 
Parmi ces fonctions enLiercs , en visagcons ce ll< :s pour Jesquelles les 
dcux suites ( 83 ) ct ( 84) sont composecs de 11 ornbres en tiers positifs , 
!es a" nc croi ssaut pa s pl us vi re quc la 11 ionic puissa nee de tout nombre 

Ii ni. 

Les coeffic ients an apparaissent afors •comnie groupes de deci
males d 'un seul nonibre rattache ct la fon clio11, r;u'on p eut cal
cider cm moyen de la valeur que prend la fonction pour une 
valeur co n venablemenl choisie de x. 

En effc1, soit A un nombrc r eel positif lel q uc, pour route vale nr 

posi tive de n , on ait an< A 11
, et soi. L N la. panic en ti ere de log A. 

6. 
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D6signons par S la valeur n mn (·riq ueque prend Ja fonc tion e1·''n(.r: , t) 
po ur 

I ,'[; == - _, 
). 

N 
l= --

2 loge 

(la base du log·a ri Lhme 6l::m1 i o). On peul manifos lemLmt prendn: cx 11=n 

et l'on lrouve que 
11 111+1)i\" 

(85) S ~ ~ a11 . l O :! 

Ceci montre q ul' S !'Si le spec lrc cannele <le la suite (83) it ry1hmc 
uniform6menL accdere h1,·= k N. Pa r1a geons Ja sui te de d6cimaJc·s 
de Sen !ranches success i,·os T 1 , T 2 , T 3 , ... de so rl c que la lr::mclwT11 

commence pnr .l a 

[
n(n- 1) Ji emu 
---- N+r 

2 

d se tcrmine par Ja 

[n(n.2+ 1) Njiemu decirna le de S. 

Le coe.ffi cien t a 11 es t egal au nombre en tier composa 11 t la tra 11 cite T,,. 

Rema rquons aussi que le 1heoreme de lVI. Pol ya ( 1 ) sur les series de 
puissances a cocfficicnls commcnsurablcs mel en evidence le carac lerc 
hypertranscenclant d' une infiniil'.: do fonc tions cn lie res u f'a isant 
par1ie de la ca legorie ici consideree. 

No us ra ppell e rons encore l'in leret quc presentent Jes fonc lions 
u(x, t) clans les 6Ludes s1a1isLiqucs el , en par tic uJier , clans Jes 
recherches biomdriq u e~ rn odernes . 

25. Spectres canneles des singularites des fonctions analytiques . 

- E tan l. donnee une fonc tionf(z), il est possible do lui faire co t-res
pondre unc fonction (E) conLenant les Clements necessaircs et suffi 
san ts pour la deterrninalion de certaincs par ticulari tes def(~) q ui 
represcn tent souvent cc qu'il impoeLe le plus de connai lre d ' mi r 
fonc tion ( singularites, zeros, maxima et minima, etc.). 

Ainsi, M. Borel (2) a remarquc qu:'etanl donnec une fonc tion a_pmt 

des singularil t~ s clans t ill cercle de rayon inferieur it 1, on pout lui 

( 1 ) Loe. cit. 
(') Le9ons sur /es fonctions meromorphes, 1903, p. 35-36. 

- ~ 
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subslilu nr unu au I rt • fonc lion <lout Ju clevdoppcm<·nL en sfrie dt: puis
sanct:s soil <t coeffi cients entiel's uL qui nit lcs memcs singu larit<~ ~ quc 
la premiere;} l 'intfrie ur de ce cerclu. 

Soi t, un cffo1, la fonction 

f (.x) = ao+ a, :; -,- a~:;2+ . 

ct consid{:rons Jn fonc lion 

9(z) = No + N, z + N2:;' + . .. , 

o t'1 Nk clesignt: la parLie cntieru du a,,. La difference f(x) -- cp(x) est 
une si'Tie de puissances de x dont les modul es des coefGcients sont 
inferieurs <\ 1 . II en resulte q un le cercle de convergence de cette serie 
es t superieur ou egal tt J. Les fonctions / (x) ct cp(x) ont done memcs 
singularites clans u n ccrclc quelconque de ra;con infericur it r. 

Le changemcnt de;:.: en a + ~;:.:, ot'1 a c t ~ sont des constantcs con
,·enablcment choisies, ramenera al ors la deturmination des singularites 
de /(:::,) a l ' interie~n· d' un cercle quelconque apnt pour centre un 
point ordinairc de cc tte fonction, Cl ce lle des singularites d 'une 
fonct ion (E) dans un cercle de rayon i1~fh'ie 111· Cl t ay ant l 'o ri
p,·ine pour centl'e. 

O r, la fonction (E) admet des spec tres cannel6s S ~t ryL11me uni for
.m6ment accdere (ct meme, clans certains cas, ft ry thme uniforme) 
donL chacun, mosennanL un ensemble (A) de donn6es qualitatirns , la 
d6ter·mine comple temenl. Un tel spec.tre co ntient clone les elenients 
necessail'es et su.ffisants p our la determination complete des sin
g nlarites def ( x) clans an cercle clonne ayant poal' centre an 
point orclinaire de la fonction . II repr6sen te ninsi un spectre des 
singalarites de cette f onction et s'cxprime par une integraJe delinic 
portanL sur la fonct ion (E) raLlachee [if(;:.:) do la maniere precedente; 
clans des cas gencraux i i s'exprin1e en Ler rn cs llnis a u mo)'en de la 
fo nction (E). 

Lu sp ec Lre 6tant donn6, les singularites se detormincrai cnt comme 
ce ll os de la fonc tion (E) dont les coc fli cient s Nk sonL fourn is par Jes 
cannelures succcssives du spec Lre. 

Les zer os def(:;) ~t l'inLer icur d'un ccrcle C s'ob 1iendraient commc 

infinis de la fonc lion}; les co cfficit:nt.-; b,, du cl<"veloppement de: c.<~ tl e 
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fonc 1ion son l 
a, ao II () 

''' 
() 

a. a, {,( 0 () () 

(- 1)" I -( 86) b,,. ==~ 
(Ill 

ll11 - 1 ao-'!. an-:l ... ao 

a,. Cl11 - I a11 - -1 ... a, 

U n spectre r111elco nr1ue de la f un ction (E), ayant pour coeffi
cient Nn la partiP entie1·e cl11. n oni ure D11 , r epd:sente en me1ne 

temps WI ,\jH'C lre des zeros def(::;) compris dans le CC I cle c. 

Le me me p1:oc<·d«· app li qnt• ~l d 'aulres L:X pl '!'SS ion s l'il ll nch 1~es ~tf ( ::;) , 

pnr exem !)Je i1 
I T 

/ \ -::, ) - n ' I' C ~ >' 

fo urnirai l des s pl'cl 1·c·s des 1·alcurs de;, p o u1: .lesqul' ll l's / (.:: ) prend 

une va le u1· donn<·e a, al loint ses maxima e l m inima, e lc. 

O n po urraiL aussi fonner dt·s s pectr es des singulnriLes en pa 1·1;ml 

du foi l s uivant signn l<· (·ga leml'nl par J\IL Bo I'd ( 1) : 

:t'<:1an t donn(· rm developpc mcnl 1111e lco11 (_Jtt f' 

/ (:: ) = a 0 + a, z + n,::' + . . . , 

on peul , en nw dL' la u(·te l'minaLion des singuL1ri1 <·s de f( .r). Ju i 
s uhs 1i1 uer IL' d<·\'eloppomc·n l 

/l=Y.l 

"'-.., j\'[" _,, 
F ( ::) = """!(,/;'~' 

II == o 

OL1 l\J:11 es l la parl ie en l iero du nombrL' 1o"' a 11 , l'e pr(·scnlant urn: fonc

tion a.rant memes sing nbril<
0

' S q uef( :: ) da11s to11t le p/011. 

21). Analogies spectrales. - La metlwde .1pettrale consis le, 

com me on le 1 oi l , (1, disperser en un spectre n11 meri11ue Jes inconnne~ 

primiLi1·es o u auxiJi aires d ' un prob lemc:, comme l 'ana l_rseur dispe1·so, 

en analyse s 1wc1rale, un fa isceau dl' rnyons lumine ux on un spccL.l'l' 

l umi neux. Les in co 1 mu L·s se 1 rn m·l'ul cl nus .I e spl' c l 1'<! numerique , r<1 I-

( 1 ) Loe. cit., p . .36-.37. 

) 
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!ach e: au pro b lc rn u, dispcrst~us, separt'·us e l d61ur-minC'l' s commu can
ne lures c l raius s pec lra ll's d ' une manieru analo guu it cu lJ e par laq ue!Jc 

les elements inconnu s d ' unc s ub s1ancc chimiquu sont determines en 
analyse sp ec lral e . La ca ra c leristiquc ·princ ipaJe d 'un spec tre cannel6 
} joue un r<'>le analogue a cului du fois cuau luminuux 6rni s par la suh-
s tance a ana lyser; la gen6ra tr icu spuc t ra il' jouu un role ana logue it 

celui du prismu ana lysc ur. , 
Lorsquc lcs inconnu es primitives soul des nombrt•s e11tiers, Jeur 

complexe se tro uvu direclenient ana lyst: par Ja gt·11C·1·a 1ricc spec traJu: 
eHcs son t dispers('l'S l'll spC' c i1·c comme IL' son L, pa1· It· pri sme dis
p ersif, l l's indices spl'c l raux ca ract 6ri s1i qucs des l

0·lt'·mr·nls t•ntrc·m el t'·s 

dans ll' co rp s incandescen t. 
Lorsqul' Jes inconnul's sont dt.:s nombres non enlie,.s, i l :r a Jie n de 

le nr foire subir um: preparation prealable a\·ant de Jes fa ir e in le r
venir dans Ja gt:n6ra lri ct.: Sjl l'Clra le, comme l 'on fo it sub i1" clans cer
tai ns c~s, une modifi cation pr6alahlt.: dt'!Lurminc·e au foi sceau lumineu x, 

t: mis par la s ubs tance it ana lyser , avanl de Jt.: fa ire pa sser a Lr:ffL•rs le 

prisme dispe rsif ( l 'inLe rp osi Li on par exumpll', sur le trajeL de la 
Jumicre it analysl'r, d ' un b aHon •de Vl'LTu r cmpli d( • 1·apl'urs de ten n i

ni:'!es). CeLtu preparat ion consis1erai1, ici, un unu Lransm ulation A[/] 
compa tible avec la s uiLc d l's inconnucs. 

L'analog·ic sc poursuit en cor e p lus Join si ]'on r umarquc qu e la. dis
persion d'un sp uctru cannc· le 1'a ri c avec la cara c L6ris tiqu l' du rythm e 

s pec tral qu e lu ca lculatuur l'S I maitrt! de mod ifi ur pour une m cme 
ca rac Leris tiq uu spcc lrall' principale. C'es l d ' une rnaniere analogue 
que la d[spl'rs ion d ' un spec tre lumineux c ltangl' a1·cc Jes cond iti ons de 
J'L'xpl: ri en ce qut· l ' l'x perimenlatcur pl'11t modi fi er pour unl' memc 

subs tance it analys l'r ( chaI~gements, p ar cxempl e, de l<m1pera turl' , d e 
press ion, d l' rar6fo c ti on). La disp ers ion unifonrn~ de spec tres m1mt'.·

riques trOll\'e ~on anal og·ue clans une fou le du cas qu'oifre J'analys l' 
sp ec tra]c chimique (cas, par excmplt!, du cc 1·ta inus partil' s du sp l'c trl' 

du soufre r·n gendn" au moyen du Lube it gainus); il l'n l'S t du m l:mu 
de dispersion uni fo rml:mcnt c roissanlu (cas, p ar cxempl l', d u spec tl'l' 
o rdinaire du so ufre, o i:1 1 es di~ t ances des m ::rxirna ,-ont r·n cr o issanL 

, uniformhnent ver s le violut). 

LPs mosens du chang·er la dispersion des s pec lr es numeriqnes can
n cl(· s n e so nt pas sp6cifi quus ~t la s ui te par lic ulierc it laqu cllc le 
s pe clrl' su rattachl'. En c hange::mt ll's d 6men ls influan L su r la ca 1·ac-
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teris tiquc de r_ythmc, on modifie la dispersion du spectre d' tme suite 
q uelconq ue, ct clans un meme sens. De memc , le changement de la 
temperatu re ou de la pression modi(ic la dispersion d'un spec tre 
luminc ux clans un meme sens pour divers ra)'ons anal)'ses. 

Comme il a d1~ indique au paragra phc 17, il cxis1e des transm uta-
1ions Jiff] lesq ucllcs, appliquecs a une fonction /(;:,) arbitrail'e , la 
transmucnt en une fonc tion F(;:,) indepcndante de/(;:,) qui n 'y laisse 

- aucunc trace speci fiquc et la reduit meme it zero. Le spectre ra11ache 
~t un 1el Ji [f] pent etre contin u , compose de so uls zeros (sans mies), 
q uoiq ue une autre transmuLa ti on ii [fl produira un spectre discon
tinu, <\ raics. Le fait a son analog·uc clans l 'anal_yse spectrale (lorsque, 
par cxcm pl c, l'hydrogenc, l 'ox)'de de carbonc, l 'h_ydrogenc sulfur(: . 
bnllent clans l'ox)'gene, le spectre de la flamme anal_yse par le prisme 
ne prcscntc aucune raic, quoiquc, clans d 'autres circonstanccs, lP 
spec tre des memos gaz est discon tinu ). 

De tclles analogies, ainsi qu' unc multitude d 'autres offertcs par les 
spectres mathematiques et Jes spectres lumineux, j ustifient, cro)'ons
nous , le nom q ne nous donnons au procede de calc nl expose dans ces 
Lei;:ons. 

_____. .. =----
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