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. M. CHMEYHOBHWR

O KPHUTEPHJYMIIMA 3A PEINABAXLE RICCATI-EBE
JENHAYMHE NOMORY KBAIPATYPA

fTpro, ). BernouLLl, a 3a1um EULER, ITOKa3aJIH CY Aa Ce CIELHjaHa
Riccati-eBa jegnaunHa

(€)) 4 + % =2x
dx
MOME DEINNTHA KBaApaTypaMa ako j& y mOj
2 u=—-—41e—— (k=0,1,2,...) wm a=—2 (k—>+).
2k+41

LiouviLLE je Hmoka3zao Ja ce 3a BPESHHOCTH IIApaMeTpa o Pa3JIMYuIC Off
(2) pememe jemmaunne (1) He Moxxe moOuTH momohy KBafpaTypa HuTH Ha
ra je moryhe wm3pazmri y KOHAYHOM o0ONHMKYy ©DOMOhYy eJeMEeHTapHHX
dymaraja.

Iito ce Tuue ommite Riccati-ese jemuaumse

(3) 3_24-Py3+Qy+R=0, (P#O, R#0)
X

rae ¢y P, Q, R nponsrosae QyHKIHje o x, IO3HATO je Ja Ce OHA MOXKe
CBECTH HA JIMECADHY jeNHAYMEY, [1A IpemMa TOME M. pellMTH Nomohy kBa-
Oparypa, aKo joj ce 3Ea jefaH, Ma KOjH; IapTHKYJIADHM HHTErpal.

Meljyrum, vy ymreparypH ce mory HahH M MHOTH CHOEHMjajiHM KDH-
TepHjyMd Kama je moryhe ommnry Riccati-eBy jepHaumHy peuinTH KBajpa-
Typama. T wpurepHjyMH cBoge ce Ha onpeljeHe penarmje Koje Mopajy
mocrojara  uamehy xoedmuimjenara. P, O, R Riccati-eBe jemmaupne (3).

HaBogumo Hexe O} THX KpPHTEpHjymMa:

4k

@) R=CPe2fQax (IPe—f Qdx dx) —— » (C Komucraura);
crnenmjanHo, 3a k=0, cnenu opaspe
(5) R=CPe-Qdx,

(6) 4R==-%2+2 (%)I+CP;
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_oH1 2+1

2
st_”ﬁ_l (Qszp+1+pps :p+l) +PS~29:"(QS”+1+PPS zp+1) N
2P 2P
(7) 2p
+ CPS T [S=—(p+1) [Pdx, p xoncranral;
b b b
PR B Q=—l—(b—2ef7“-fie1?“dx),
a a
®

el

(a,b,c mpousBospHe yHKIHje 0x x, a C KOHCTAHTA) ;
® P+ QO+ R=0 m ommrmje a*P+abQ+b*R=0, (¢ 1 b KoHCTaHTE);
(10) ¥'—P¥?*—dY+R=0, roe je &=—(0Q+2PY),

(cuennjamxo ca ®=0, ®=—0+2)PR, db—————ﬁ),

A4

(11) P(a'+Pa’+Qa+R)—(Q+2Pa—%) =0, (a bymxmja of x).

Kparepujym (4) motmue ox Ilejoswr-a [1], (7) u (8) oam Karaman-
umEa [2], (6) om Bvraesa [2], (5) ox ABer-a [3], (9) ox KurenskoG
[3 crp. 23—24], (10) og MurPurosus-a [3 ctp. 23—24], HOK KpHTEpHjyM
(11) normue ony ABDELKADER-a [4].

VY oBoMm pajy [iajeMO MHOIO ONMINTHjH KPHTEPHjyM, KOjH HaBEMICHE
CalipXXH Kao cuenmjanue cnydajese. HMmax, OCHOBHM Iib HaM je Ja yka-
JKEMO 3 je CBAaKHM TaKaB KPHTEPHjyM CKBHBaJIeHTaH 3aXTEBY JNa OIMILTa
Riccati-eBa jemHaumHAa MMA IDAPTHKYNIAPHA MHTErpayi OApeheHor THma; y
CyIUTHHH, NaKJIe, jelUHO II03HaBame MapTHKYJIAPDHOr MHTErpayia omoryhyje
HHTEIPanHujy KsagpaTypama.

II

IToxazahemo cama fja ce CBH rope HABE/ICHH KPHTEPHjYMM MOry JO-
OHMTH Kao CHENHjAJIHH CJY4YajeBH jeJHOT OIMUTHjEr KPHTEPHjyMa, H3 KOjer
CE MOXKE HM3BECTH CHENUjaIA3andjoM jom GecCKOHAYHO MHOrO JPYTHX pas-
HEX cOenWjayJHEX Kpurepujyma. Ilpm Tome ce Hehemo ofasupatu Ha
YCJIOBE O ErSHCTEHIMjH HHTETpaia, jep je u3Bohleme umncro Gopmamor
KapaKrepa.

Vaehemo mpousBosbHYy Gynkuujy #(x) M H3BpIIETH 3aMeHy IIpo-
MEHJbHBHX

(@) E= J.Pe—I(Q+2P~)dx dx, y=u-+mne=J@+2Puds,
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Ha 71aj maunn ke ce ommra Riccati-eBa jeHaumHa CBECTH HA KAHOHMYKH
cbamx

dq <
ek 2_ F 1
@) e r=F®
rae je
) F(&)= —% (% + Pu®+ Qu + R)g*I(Q-l--'iPu')dx‘

Oymxamjr FE) y (B) mMoxe ce marn obmux Kakas ce Xche, 0pawie ¢
ob3upom Ha (x) ¥ (Y) umMamo

(') -gl‘+l=‘uz + Qu+R= —Pe—2J(@+2Puydx . F{ “Pg-—-j'(.Q-i’an}ch‘,L.,;} )
x .

Bumumo pma ce m3 (y') moxke Hahw Hpom3mossHC MHOMO BE3a 3a
P, O, R upm xojuma ce dyuxmmju FE) y (B) moxke marm yHaupey, ompe-
hen ofymK. 3a TO je JOBOJBHO Aa Ce HPOH3BoJbHOj] dymrmmjm #(x) majy
pasHe ofpeheHe BPEXHOCTH.

Mu hEemo ce oBpe 3afpIKaTH HA jeNHOM CRENUjayHOM cIyuajy ¢yHK-
muje F(E) y jenmagunm (B). Ilpema nampen peuenoM, jemmaumHa (B) mMohu
ke ce pemmTE KBagparypama aKo je y E0j

4
F(§) = BT’
na he ce Tama M para omwmra Riccati-eBa jegHavgHa MohM PEIIMTH KBa-
nparypama.

Mosxemo, maxue, pehu: axo docilioju dyrxyuja u(x), Kowcidanwa A

u yeo wosuimgusan 6poj k, iwmaxo OJa je

4k
(12) g—'f+Pu=+ Qu+ R= —ppe-2J (@+2Pds -[fPe‘I‘Q+”">d‘dx] 2h1
X

ofiweiiia Riccari-esa jeOnawvuna mooce ce pewcuidu Keaopaiiypamay @pu twome
doaasu y obsup u k=0 u k— 4+,

IIT1

Vaumajybm coenujamme u, kB | ), Robwkiemo ma (12) pasme coemu-
janue xpurepmjyme. Taxo sa u=0 pobujamo wpmrepxjym (4)
4%

@) R=—rpe Y% ([ pe-f dx)—m -

3a k=0 wmsnaszu omasne KpuTepujym (5) mox =a cako jpyro k=1,2,...
A k—> 4 oo mobuja ce npyru. :

Iecua crpana y (12) ynpocrehe ce axo y ¥0j y3memo u= — Q[2P.
Taga mobujamo, M3BPIUMBIINA CBE pPauyHe,

(B) 4R=%+2(-}Q;)'— 4AP(dex)‘%.
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3a k=0 mMamo omaBme xpurepBjyM (6), HO 3a cBako Apyro k=1,2,...
u k— + oo nobuke ce mpyru.

Croenpjanno 3a k=0, penanuja (12) roacu

(C) A% | Pus 4 Qut R= —aPe=A(Qr2piis
dx
Kpurepujym (7) he ce mobutu xajm ce ysmMe u= — Z—Ql;_ -2% 5

b
kpuTepujym (8) xam ce y3me wu=—e J -fiejﬂ dx. VYocramom,

moxe ce y (C) vserm 3a u wmra ce xohe; cBako HoBo # nakie m HoBH
KpHTCPHjyM.
Vamemo mu y (12) A=0, moBukemo

(D) :—u+Pu’+Qu+R 0,

ITO 3Ha4M Ja 33 ¥ Tpefa yserd Ma KakaB MADTHKYJADHW HMHTErpajl Jate
Riccati-eBe jegmauwHe, IITO je mo3Hara crBap. ¥ Kpurepujymy (9) ysero
je Ma oHA MMa KOHCTaHTY y=a[b 33 MAPTHKYIAPHH MHTErpal, CICIH)IHO
y=1. YV (10) je ysero ma je mapTEKyJapHH mHTerpan y= —(Q+ @)[2P,
JoK je y (11) yser mapruxynapem mHTerpal y= —a(x)— Q[P+ P’[P2.

v

Ha ocuoBu (D), jacHo ce Bamm na wpurepmjym: (9), (10) m (11)
ONEpHIy Ca yHampeJ JaTHM NapTHKYyJIapHUM MHTerpayuma omure Riccati-
eBe jemHaumHe: yHampen pnata dysHxkmuja y=¢ (x, P, O, R) npormacu ce
NMAPTHKYJIADHAM MHTErpaJioM omunre Riccati-eBe jeguatuse, ma ce ORua
noﬁn)y ycioBu 3a P, 0O, R nop xojuma he 1o 6t (kpmrepmjym). ITomro
je jemmom )enau IAPTHKYJIBPHY MHIErPajl [O3HAT, OHA CE MOXXE CBECTH
HA JIMHEApHY, Tj. PELUMTH KBajpaTypama.

ITokasakemo na je y ocEoBH OBO npnmmn H y xpurepujymuma (5)
o (8). Tama ce ommra Riccati-eBa jemnadrHA CBOOY HA KAHOHMYKH 06 MK

&
dg
3a KOjy je JaKO YOYHTH NAPTHKYJIApHH uHTerpayi. Ha Taj Hauwmn Kpure-

pujymu (5) mo (8) He 3Haue HuTa JPYro Hero Aa Cy ommroj Riccati-eBoj
jeAHAUMHH HAMETHYTH DEAOM OBH NApTHKYJIADHHA HHTErpPaId:
- .
Vie %%, _ 0P +YR; — QPP + p25 + YRS B
b b
e_-[—ﬂ—dt(v—):—___ .ie Jl:adx).

a
CiMgHO Ce Mo)Ke IOKAa3aTH M 3a omuTtHje kputepujyme (A), (B) u (C).

L
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\%

P. Kamarmu [5] y jemHom CBOM pafy HCOHTHBA0O je& JHa JIH CE MOMKE
momoky mApTUKYJApHOr HHTErpana JuepeHInjalHe jeHAUHHE

(13) ij-‘i = Myym - Myy™ 4+« + My, 0y <mge - + <
ax

CHEGHTH CTENEE NOJMHOMA HA JECHOj CTpaHu; OBJie Ccy my menmr 6pojeswH,
a M; ma xaxBe DyBru@je off X, HO KOje HHCY HMJCHTHUKM jeHAKE HYJH.
pn ToMe ce MOXKe mpernocTaBuTH JAa 6pojeBu my—1 HeMajy 3ajemmmukor
JeEresba (e IyKOBana jeJ{HAYHHA) jep, aKo HMajy 33je[THHYKH [AEJATeb v
orxa zmek cymermrymaja y =Y~V cumamyje cremeH.

Peayarar, fo xora je mormao P. Kamauwe, je oBo: na 6m, He mper-
uocrapipajyhis Humra o dysknmujama M;, mocrojana 3a CBaKH IAPTHKY-
JIapH¥ AHTETpast ¥, cviactaryimja y=¢(y;,Y) xojom e ce cMamuTH CreneH
DOJIHEOMA y DenyKoBRaHoj jemuaumeum (13), morpebHO je H JOBOJBHO [a
oyne mp=2, Tj. Ka jemHaumna Oyme mum Riccati-eBa mm npHeapHa. MEaue
je To moryhe wmoctuhu camo KoJ HM3BECHHX CHENHjaHHX jeJIHAUMHA TOra
TANA, ¥ TO CA HAPOUHTHM HAPTHKYJNADHHUM MHTEIPajEMa, 2 HE CA CBAKAM.

30o0r cBera oBOra je jacHO OTKYHA TOJIMKM PAasHOBPCHH M MHOIO-
OpojHH KpUIEpHjyMH 3a pemaBamke ommre Riccati-eBe jemHawmpe momohy
KBaJiparypa: Of CBHX peAyKOBaHHX jemuaumua obimxa (13) camo ce kox
Riccati-cBe NapTRAKYJApHA HHTErPaJl MOXKE YHOTPEOHTH 32 CHIDKABAE
CTelieHA NOJIHHOMA IO Y KOjH y Eb0j JOJIa3H, Tj.3a CBOjeEe Ha JIMHEapHy
jexnavmny, Tj. 32 pemaBame nomohy xBamparypa. CsBu o cama jaTu Kpu-
TEPHjyMY, MA KOjUM HAYHHOM A Cy HOOMjeHH, HUCY HHIIITa DPYTO HEro Bese
m3mehy P, Q,R Koje ce mobumjajy xapa ce maBecHa ¢yHkmmja ox x,P,0Q,R
UPOIVIACK NaL IHKYJMPHAM WMHTerpajiom omunTe Riccati-eBe jefHaduHe.

(Caotiweno 7-X-1959)
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SUR LA SOLUTION DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE
DE RICCATI A L’AIDE DE QUADRATURES

Par D. M. SIMEUNOVIC (Belgrade)
La transformation
(a) E =JIP‘—'I(Q+2PIl)dtdx s y=u+ne"'I(Q+2Pll)d‘,

oll u représente une fonction arbitraire de x, réduit I’équation générale
de Riccati

® %+R\"+Qy+R=o,

& la forme

© 0ot~ FCD,

ol F(E) est donnée par

(@ F(E)= —-—l—(ﬂ.;pus +OQu+ R) 2J @+2pids
P \dx

Etant donné que F(§) est complétement arbitraire, on obtient, en
tenant compte de (a), (b) et (d)

0) ‘;-—"+ P+ Qu+R=— P2 f@tPiss { j ped ‘°+”"“dx].
x

En particulier, si F(§)=2A§%, A=const, a=—4—k-, k=0,1,...

A 2k4-1
(méme pour k=, c.d.d. a=—2), Péquation (c) se réduit & 1’équa-
tion particuliére de Riccati résoluble par quadratures. Dans ce cas la re-
lation (¢) prend la forme

&
) -‘51‘ + P+ Qu-+ R= —A P~ 2] Q2P0 e[ [ p-(Q2Pidey T kT

X

Autrement dit: s’il existe la fonction u, lIa constante A et un entier
positif %2 tel que la condition (f) soit satisfaite, 1’équation générale de
Riccati (b) peut-&tre resolue par quadratures (les valeurs k=0 et k=
sont aussi admises).

De cette manidre la relation (f) est un critére général donant la
solution de I’équation de Riccati par quadratures. En choisissant #, 2 et
A d’une maniére convenable, on obtient divers critéres connus?: de Prvo-
vitci (4), d’AseL (5), de Boucasrr (6), de Kararanpzrrca (7), (8), de
Kurensky (9), de Mrrrmvovrren (10) et d’ABprLxaper (11).

Notre procédé général met en evidence que tout critére résulte en
imposant & 1’équation de Riccati une intégrale particuliére. Autrement
dit, si I’on impose une fonction donnée & I’avance ¢ (x,P, O, R,) comme
Pintégrale particuliére de I’équation de Riccati, on obtient une relation
entre P, O et R et cette relation est le critére en question.

1 Yoir le texté en serbe.
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. M, CHMEVHOBHE

IIPHMEHBA O HVJIAMA JEIHE KJIACE IIETMX ©VHKIHJA

(IIpmawero ma IV cxymy, ox 22. V 1964, mr ocHosy pedepata
axagemura Muodpaza Tomulia m ponacaor wnesa Casbodana Asawvulia)

1. V osom paxgy mocxarpakemo neny dyexumjy

=% z"
(z)=1+—1—+;;-’7.+ r’r"“r-'i'“' (n

H pacuopes WEHAX HyJA ¥ xozmnemao) PARHA [O7| MPETIOCTARKOM ,zxa
¥; 33/10BOJBABAjy yoIoBe 1 <1y < ry < ..., wm ommrhje 1<[rl<]rl<.-

V cuenmjanmHEoM oiydsjy, Kapaa je r1=a,r7— =at,(m=1,2,-..) G. Pélya
m G. Szegd [1, xwura II, crp. 69, sajgarax 176] moxasamm cy:

-]
ma ¢yaxnuja z a™ 2", (a >2) umMA caMO peayHe HETATHBHE
n=0
npocre Hyde. OB8j CTaR MOKAa3yje y H3BECHOM CMHCIY Bely usmely pac-
nopejia HyJA ¥ KOMIUIEKCHOj paBHH ® peymumue lim sup |a| 7 n—+ oo,
ka0 mTo je To moxazao A. Edrei y pagy [2]. C apyre crpame, Pélya
" Szegd cy moxasam [1; xwura I, czp. 123, saparax 200]

@
2° 3a|a| =>2,5 dysxomja z @ "'g" HA TPAHFNM CBAKOr KPYXKHOT
=0
OpCTeHA
lapp~2 < | 2] < |al™ (m=1,2,--")

Pa3NHYATA je O Hy/Ie i Y YHYTDAIIEOCTH CBIKOI O OBHX HPCTEHOBA HMA
Camo no jefgHy HyJy.
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Mn heso JaTa yommreme oBa /jsa crasa sa dymxmejy ofwmxa (1)
H noxasalieso ja pacmopeqy Hyna re QyEKnEje ssBucH of OGNHKA H mpa-
BEnHOCTE Koedummjenara r,. Taxo kemo jloxasat® osaj cras

CTAB. (i). Axo je r,>1,’-';'_—+-‘>2, (m=1,2,...), dyrayuja
(1) wexa nyaa y - 3 <urglz) <3

G). Axo je vy > 1, "i*>4 (n=12-.), guoa

(1) uua camo wipocize uamuuauenyu, umocaxouojeanyycmaxoa
pdsxaxa

(—27,0), (—27m43s — 27m)s (M= 1,2,..-). (=)
(ili). Axo cy r; peammu waeu xoxiisexcun u dxo je 1 < 'r,,|<
<Inl < o |22 55, (1,2, ), @ada je gymosuia (1) pasmeadta
00 Kyse KA zparuyu cedX02 KPyXiCHOZ iEpcidend
Virmaral < 5| <Vratasal (n=1,2,--2), (ro=1)
@ uKd y yRyilipaursocitu cearxoz o) osux iEpciienosd cdmo o jedxy KYAY.
Ilocnepma ea pesyarara (i) m (iii) Apjy Ampexrao yommrreme cra-

BoBa 1°u 2° Pélya-a m Szegd-a, axo ce cramr y 1° r,-au"_ = g%
[ _J

¢>2, onHOCHO ¥ 2° 1) = 4, ':“ a'n|a|>2,5yuecro|a|>ﬁ

(m=1,2,...). Meroga goxasa sa (ii) m (jii) y osom pagy cmaam je ao-
Kxasy Pélya-a m Szegd-a.

2. Mloxas citiaea. (i). 3a 0<|s|<r, (1) mema myma ma ocizomy
Kakeya-osor craea [1, xosura I, onessax ITI, sajarax 22].

Hum;e——suglx]< s £ = | 5|8, 3ar..<|x|<r.+,,
(m=1,2,...) mammmmo (1) y omxy

= ) ( r-'ﬂ) .
Ty Tm "-+x "-+1"-+l
(e ) (i) ---}
Ymi1Tmin=® '-+1"-+: *Tamyt

(&)=




IpemenSa o mynema femme xmsce nenmx dymrnmaja 17

Peayam feo m3pasa y cpemsoj sarpagw jemmak je

fou |=|®

Tmi1 +1 Tegp
s- 7, e o
+( =] PR LC RAAL) ) PRPPRY IS 3)
Ymt1 Testa®*° Toss |8|

sat1Tmgas *  Famy

i1
+(r L1 L)ooa(m-;-l)mm

IToxasakemo pa je m3pas (3) mosmramaz.
Kaxo cy mpyr# masomu mo |#| ceaxe op (bymﬂm)a

aulleh) = (L + o, el - (2l B,

Yratg Tmya

- =] L LL o St ) ,
2a(lz) = + Bim ), 4

LTS RTERRRR S

Ja]=**
Pmsa([x]) = ("N+1fu+a' "fh+l)" B

IIO3UTHBEHA, TO Cy P; KOHBEKCHE IPEM A0IE H 34 fn < | 2| gy,
(m=1,2,...) yxmajy majsehy Bpemmoct 6mmo 3a |z| = 5y mIx sa

| 2] = fagae 360:- <2,(k=-l, »+++) dysxmgje @ HHCY ¥ [fas fintal

Behe o P4 '=‘(l+ 2) (2 ?8)’ ?B (23 2Q>’ ?d e
L.

Ipyre wizg y (3) ieneﬁeramanaa—-—<arglz]<——,asﬁnp

HADEOHEX WIAHOBR xmje Behim of 3ﬁnpa

ma je m3pas (3) mozmrEBen M (1) mema myna.
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(). 3anmmnam(n)crmxopnanhuoceonunmmm"
A. Hurwitza [3, crp. 119].

Axo je (£, (%)) m3 amamrrraxex ¢ymamja y ofmacra D orpaEm-

HOj mpocTom KomTypoM H axo f,(s) - f(s) ymdopumo y D u f(=)

HHje HACHTHINHE HyNs, Tafa je s,€D myna dymxmmje f(=), Tame, =
camo Tajgs, 8KO je 5, TAYKA HArOMHJIABAMA CKyma Hyna dyHKImja f.(z),
OPH veMy Ce B TAUKe Koje Cy Hyae sa GeCKpajEO MHOrO # padyHRjy Y
TAYKE HaroMHIABAEA.

Momhmmpm(l)ﬁﬂemmmsa

T < |‘I<f-+1, (mnl,Z,---). s ‘ (5)

3a 0B& BPEJHOCTH & MONYNH WIAHOBA pem(l)mpecmmpacryonuo— 3] Yo

YETHOr WIAHA N0 MAKCHMAJIHOT, & SATHM ONAZIAJY O MAKCUMANHOr ‘UIAHA
o Gecxomavmoct® [1, xmura I, crp. 20, sagaTax ll1] ‘

Hexa je (ry £y - - - 7o)~ (-x)™ MaKcEMANHE wEH K £= —2, x> 0. Tama
u3 (1) mmamo -

.f("x)(r,;f'--.r-)-l(__x)—_

= (1_ = 4 La - L2 + - ..)_
Twmti TmirTmis Twmi1Twmialmis

Tm |, T Ty R L Tl °T __ %X m .
i e + (-D" -~ >1 ko 6)
3a x—2r..nsa—5'-’>4 omocnosa— 4.(m-l,z, ) je
' 1 2, »
F(=21ruXriry: * ) (21" > — — =0. Q)
2 Tmeta
ITocmarpajMo cayia IMOJIHHOM
x x¥ »
f-(—x)"l"'?;'*';l";;—""f'("'l)'m: (1)

' H BeKa je n ¢uxcapano m m jeyam of 6pojesa 1,2,- - -, n. Tapga EMamo
Fal=2) (rara- - 1) (=27 |
Y ST S _...+(...1)--._____":.__. -

Tmi1l TwirTmin Tamt1Tmeta * °Tn

(m_TmTea (g Talea Ty
(: L (e TR
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3a x=2r, Guke aﬁorﬁ';ﬂ>4

fu(—2rm) (ry7ge - - 13) ("'2”-)-'? ';T"" 27n

> 0. (6"

rn+1
H3 (1") Bagmeo ma je £,(0)>0, a u3 (6") ma je
fa(=2n)<0, fo(~-2r}3> 0, (=1)f(—27,)>0. (®)

(Y npyroj mejenmawmmm (b) 24 ne=2 B ry=4r, SHAK > NPEIASH y 3HAK
jeqmaxoctr). M3 (b) mpodsmiexs ma fu(#) HMA camo mpOCTE HEraTHBHE
HYJIe, H TO TAYHO # HYJ4, MO jefHY ¥ CBAKOM O] PA3MAKA

(—27r35, 0), (—21p43:—21%), (m=1,2,---, n—-l)'. @")

Ha ocuoBy maBepienor Hurwitz-~oBor crasa CISgH cajga Ja Cy TAUKE
HArOMHJIBAKA Hyna o f,(z) m jepame myne dymxamje f(=) .

Ilokazakemo AR y cBskoM off pasmaxa (8) EMA camo jegHA Tauxa
HArOMMJIABAFK:A HYJNA HHE3A noymHOMa f,(2), Tj. camo jemma myna ox f(=).

Ilojumo ox yrephemor Opoja 2m, (n >0) ® mocuarpajmo HH3
DAPHAX OOJAHOMA fayier(—x), (B=0, 1,2, -+ ) y yrBpljcHoM pazmaxy
Iin=(—2735—23y)- Tapa je ma ocEOBY (6") foa(—27se)< 0,
Jin(—27ry)>0, omaxie ciiema aa je 338 HEKO —EBgpp € (—27gny—2 Fgey)
fin(—E2x)=0. ¥V cuenmjaymom ciydajy, xao mro je Bel Harnaniero, sa
n=1 nm 1'.==4r1, omhe f.(—2r1)=0, Tj. —E"= —21']_.

G ppyre crpame, mpexa (5) BEgEmMo jga ke monyn 2#, - Tora wiaHa

pema (1), xao ® Mopysn 2m-TOora WiAHAa HH32 HOJHHOMA  faqy,(—x),
(s=0,1,2,- - -) GHTH MAKCUMANHH WIAH 38

Ton < X < Pgqpq o (5"

36or t’}*’—‘->4,(m=l,2,- . +) oBaj wian Gmhe MAKCEMATHA H 32 CBAKO
2 ]

—xe(—Zr.,,,—Zr,,..l)=I,,.. (5”)

Kaxo MOAy/MH WIAHOBA HA3A IONMHOMA fpuie(—%), (5=0,1,2,¢ )
Of MAKCHMATHOr TwWIAHA 4 HANAJEE HEMPECTaHO oOmajajy H Kako je
—E3n € Itas TO K€ OHTH finys(—Ezq) <0, a Upema (6) finya(—212) >0,
OJJAKIIE NIPOMSHIIAZH JIA j€ 32 HEKO — Egrye € (— 2750 —Epn)s fanta (Baaie) = 0.
Yicro Taxo, momro — Eggyg € Jpny OBEE fiyq(— Eanys) < 05 & mpema (6)
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Sonsa(—2ry,)>0, omaxne cuemm, omer, a je sa mewo —Epy g€ (—27y,

—Esmi1)s fara(—Eamis) = 0. Hacrammajybu omaj mocrymax josmssa ce

Ro 3a1UByuKa Aa je HE3 | —fuyan) Hyma DEpHAX MONHHOMA fiies (—%),

gtmo.l »2, * + ) y duxcupanoxs paawaxy fpy = (— 27, —2rp,- ) Omega-
T

"2"--1>“Eu>“5n+l> Baia> oo > =21,

Kao MOHOTOHHM W OrpEHHYCH OB2j HH3 HMQ CaMo ;emquxymom:
naBama —Ez, ® oma ce 36or (6) e moxumma ca —27g,.

Ilocmarpajmo cajji HE3 HCIMAPHMX IOINTHOMA fygqahss (— ), (B= 0,1 2,

)y pasmaxy I,.. Iipexa. (6), xa0 m pusmje, Gahe fousy(—27mn)<0, =

Jang1(— 275, )>0, opasvic cnens A3 je 58 HEKO — gy € (—27gq 5 — 2 7ge-1)>
Sort1 (—Ezeq1) = 0. Kopmcreh DperxopgEo pe3cCHOBARE O MAKCHMAIHOM:
wiEy, 6ahe foyis(—Eani1)> 0, 8 mpena (6°) foeis(—2rp—) < 0, opmxare
IPOHSIIAIE AR je 32 HeKO —Egi0 € (—Eai1s —270e-1)s fonis (—Eania) =0.
Hame je fonrs(— Eanta) > 0, jep — Epnys € Ipes & mpema (6) je foays (—
2rg1) <0, ma je 38 HEKO —Bpuis € (—Emnsss —27ae1)s Sants (—Eanss) =0.
Hacramsajykm oBaj moctymax Homasw ce Jo 3aKiBydka Ja je mms (—
Eanistys] HYIA HCUBDHHX IONHHOMA fppygki(—x), (=0, 1,2,...) y pas-
maxy Iy, pacryhs, Tj.

=275 < —Epp1< —Banis< —Bpnys< oo - < —2rpy .

Kao MOHOTOHR M OrpaHHYCH M OBSj HH3 HMA CAMO jEJHY TAUKY
HArOMMIJEBAR:A —E..nonacesﬁor(ﬁ')ncnommmm —2r__,

Hajsay, moxayxumMo g CC TAUKC HATOMMIUEBAEA —Eay H —Ehno-
xmnsjy. V pasmaxy Iy, Taja IO jefEa, B CAMO jAHA HYNR OF fawys(%)
32 JIOBOJEHO BEJHKO S. Hmcy,monmpe, —Epeishyr ‘HYAC OF
fortansr(5)> & —Eanyak HYIC OF fouynt(5) B3 Tor pasmaxa. 3a k— o je

| fontatsa (— Eww:)l | fomsshs (= Ennian) —Fonsan (—Enugnn) | =
perroeey (4]
- S
7y ° *Taaiphia
OpH ueMy j6 —27p < —Eguyp < —2 T (Ipe yrBphen pasmax). Kaxo je
Seniaria (=) meupexmmma y I, B Kaxo je jeqmER Hyma Of feiu+1(%) ¥
I.,—E-.{.Mp To 30or (*), '—E-,‘.“—P—E-,'”x, k—> o0 ® 3aTo ce
Tauxe marommimBama — Eg, M — B3, moxnamajy y csaxom op pasmaxa [y, =
-(—2".,—21'”)-

Ihzmmmccmsyiesamemompm& Iy =
= (=271 —2 ), TAKO B E3 pasumi@ Jy=(—2r, 0) dymamje f(s).

- 0,
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(i) Hexa jo
o(x)- (B ()

(f1 fFgeoeo- f-)‘ll- Tmg1 Ty Tmin

'-f-g TmTm=q°°°Ty
+ + “ + .8 + "'__—"- »

H HeKZ j& $ Yy mhereuy

m:;“;i = Eﬂ < V—rnrui-ll’ (re=1; m=1,2,...). ®

Taze j=
X 2
B (o) [ FE@ = Gara-e 1) (Ilsl | =] .)+
|@(2)| I (rirg--ra)12™ = Tt ﬁ‘-+x"-+a|
LR (10)
+|"- +L'L"_'_";LI+...+""""_' o
|= | =| | =|
3a

ISI-V |r.r.+,l (ll)

mmano ws (10)

I°|=(V te | 4 | B |,
Pt 2 l"-+1

"-+1. ) +
"-+n|

r.- r-l lr.. lr-rﬂ-..'rll
+ + = b
V T4 L lr-+l Ir L "~+1l"
Oryna crasrsajyhn
s 1 .
i (@>1; k=1,2,-..) (12)
Jobmjarxo
lel= —+ + g & S = IR TR N L
a’ o A
1.1 1 2a*
2( ey + o )-2-—— i=a-7<l (13)

1-
@
Ilocnepma HejeaEAUHEA je S8JOBOJECHA 33 G >V§:

€ Tanc OnenemA NPEPONPEC-JTCESTMTIGIT BAYKA
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36or (12) B gedumammje 3a ® mare ca (8), axo iel'—::li>5, (& =
=1,2,...), 3a ceaxo = Ha Kpyry (11) Gmke

|£ (&)= (rara-- - r) 2 57|

f(=)
| ire ) 8 I<l, OJTHOCHO

(17ge - -r) 2™

l|< Al,
oflaKiIe CJIeNHE m{—g—)ﬂ)_—,;; #0, 7j. f(£) = 0. Ha ocaosy

Rouché-osor crasa cremx cana ma dysxmgje (ryry...7a)2s" u [f(s)—
—(ara- -t B (y7pe vt 57) 7. Dymmmmie (riryeccTR)is® m
f(2) muajy y xpyry 15| < V[rafusrh(m=1, 2,-..) jepmax 6poj myna,
mpxne m myma. To saaun, y kpyry |5] <V[fw-17a| bysxomja f(s) mma (m— 1)
HYJY, IITO J0Ka3yje Ja Y YHyTPAIIhOCTH CBAKOT Of KPYYKHHX IPCTCHOBS
(9) mapa mo jemma myna dymxnmje f(z).
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D. M. SIMEUNOVIC

REMARQUE SUR LES ZEROS D’'UNE CLASSE
_ DES FONCTIONS ENTIRRES

Résumé
Dans cette note on démontre le théordme suivant:
Soit ,
z st ™~
f(s) = 1+E+E +“.+r;r.---r..+ s (A< n|<|r] <+-9)
alors,

(. Si n>1 ctrrﬂ'—‘->2, (m=1,2,---), f(s) n’admet des zéros

dans le dnni—phn——;-glrglslg% .
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(). Soit 7y >Lr.;#> 4, (m=1,2,-..), alors f(#) n’admet que
des zéros simples négatifs et seulement un dans lintervalle
(—’21'1, 0)’ (—2f.+1,—2T-), (m=l’2" L ') .

Tmi1
7

(iii) Si l<|r1|<|r.‘<"'; ?5, (m=‘l’2," '), f(x) m

.dié&cm‘n da zéro sur la frontitre des anneaux
Vit ful < |28|< Viratmsr]s (To=13m= 1,2, - )
1 admet szuleinent un zéro dans leur-intédenr.

Les parts (ii) et (iii) généralisent les résultats de Pélya et Szegd
fvol. I, ex. 176, p. 69; vol. I, ex. 200, p. 123]. Pour en déduire de

(i) le résultat de Pélya et Szegd il faut prendre r,= a,r:+’=a’ saz=2;

':+1=a-, et |a|> 2,5 ait lieu de |a| > V5, (m= 1,2,...).
|-}

et dans (i) r,=a,
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o4
SUR LES ZEROS DU POLYNOME 3 Z; n=1,2,...

ve=0 H

D. M. Simeunovié¢
(Communiqué le 2 novembre 1965)

Dans cette note nous allons considérer le polynéme
n zv
03] —, n=1,2,...
v—o V!
et nous démontrerons le théoréme suivant:

Tous les zéros du polynéme (1) sont situés dans I’anneau
n
2 —_—— <L |Z|En.
@) 2e 773 2]

Soit donné le polynéme Q,(z2)=by+b,z+ .- +8,2z". Dans ce cas le
polynéme Q,(z)-Q,(—z) ne contient que des exposants pairs de z.
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Considérons maintenant le polyndme de degré pair

P, sz_ k=1,2

)= —, ) S
2k (2) P2
AIOIS on a

K

A3) Py (2)- Py (—2)=1+ 2 @ypyzq 22K+
=

avec

1

2s!

@y, =—— (1=1)27=0; s=1,2,... ,k
et B

1 - 1 +ooe e (=112 ! G wof i
2! 2k 31 (2k—-1)! k+1)12 2k! 2!
1 1 1 1

—_ oo e 4 (—1)+2 R
41 2k! 51 2k—1)! (=1r (k+2)!2 2k! 4!

Dk42=

B k+4=

4)

G4p =

2k12

A TP'exception du dernier coefficient a,,4,; dans (4), les autres sont

symétriques par rapport au terme moyen et leurs valeurs absolues décroissent
d’une fagcon monotone. On en déduit

2

a. < —_—.
I zl:+z| (k+2)12

|@2p44]<

2 —
m‘i, ) lau:l—

ce qui donne de (3)

2k12

| Pi(2)- Po (—2)—1| =
§2|z|2k+2 (l+ |z|2 4 lz|4 N IZIZk—z )g
G+ T k127 (k427 (k+3) (k+2)* (k+ 3)2- - - (2k)?

2|z|2k+2 |z)? |z|* |z]2%-2 \
= (l += + +ee +—).
(k+1)12 (k+1)* (k+1)* (k+1)2k-2

Pour

IzISﬂ. A>1
Ae

on a toujours
2 4 2k-2
N L O | o R I
(k+12  (k+1)* (k+1)22 21 2
de sorte qu’on obtient dans ce cas

3 (k+1)2k+2 1
A2k+2 g2k+2 -(k +1)!z'
Vu que, d’aprés la formule de Stirling, on a

(k+1)1> (k4 1)+ g+

® | Pox (2)- Pa(—2)—1|<
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I'inégalité (5) peut s’écrire alors sous la forme

Bt Prg (= | e

2k+2
d’ol il suit que
| P2 (2) P (—2)—1| < 1

lorsque
2k42

Az V3,

ce qui montre que le polyn6me P,;(z) n’admet pas de zéros dans le cercle

@ —— * |epetil.geen

' De la méme maniére, on montre que le polynéme de degré impair

2k41

2k+l(z)= z —"1 k=0’l,2,...
veo ¥!

n’'a pas, aussi, de zéros dams le cercle (6).
A cause de

k+1 2k+2 n
2k+2 | 2k+2

el3 2e)3 Zeh'

oll n désigne 2k, respectivement 2k+1, c'est-d-dire le degré de (1), et en
tenant compte de (6) on conclut que (1) n’a pas de zéros dans le cercle

, n=1,2,...

N lzl<s3 ]/——

Quand n—o0, le polynéme Z -——re‘ et ses zéros d’aprés (7) tendent
v=o v!
vers l'infini, ce qui donne le fait connu que e* n'a pas de zéros dans le plan
complexe.
D'apres [1] (I partie, ex. 23) il résulte que tous les zéros de (1) sont
dans |z|<n, de 13, et de (7) il s’ensuit que tous les zéros de (1) sont dans
I’'anneau (2) ce qu'il fallait démontrer.

REFERENCE

G. Pélya und G. Szegd, Aufguben und Lehrsitze cus der Analysis, seconde
&dit. Berlin 1954,







MATEMATHYKHA BECHMK
4 19) 1967 crp. 293—298

SUR LES LIMITES DES MCDULES

B M. Stnemic H DES ZEROS DES POLYNOMES

(Communiqué le 21 mars Y906}

1. Dans cette note nous allons donner 'extension d’un procédé utilisé
par D. Markovitch [1], [2], [3] dans Iestimation des limites des zéros des
polyndmes. Cette extension nous a conduit aux résuitats plus précises con-
cernant ces limites.

Il est bien connu que pour l’expression

n
uy A,
1) . . —
n
> By
v=1

ol o, sont réels, B, et A, réels et positifs les inégalités suivantes ont lieu

2 Min (E"—) <S< Max (ﬁ) g

I<v<n |\ B, 1<v<n\ 3,

Nous allons préciser ces inégalités, en supposant que les coefficients A,
(v=1, 2,...,n) sont décroissantes. Dans cz but appliquons la transformée
d’Abel sur le nominateur et dénominateur de (1), c’est-a-dire, posons

n n—1
(3) 2, A= 5(c) X, + 5, (€) Ay
v=1 v=1
avec
0] sy ()= Z ks AN=A—Ay, v=12,...,n-1).
k=1

On obtient alors
n—1
> Sy (@) AX, +5, (@) 2,

v=1

S 5 () Ah+ 5, B
v=1

d’oli, en vertu de (2) pour AA>0 (v=1,2, ..., n—1), il s’ensuit
) Min (f‘i‘i))<s< Max (LQ’_))
1<v<n\s, (B) 1<v<als, (B)
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Draprés (2) pour A,=1 (v=1,2,...,n) on a

i [0 5@ % i
:ﬁ’iv(ak)ﬁv(a)’ s,(sfn?kaév(sk) bl 2y < oo B

ce qui donne

Min (%)< pin (28)),  ppax (2O paar (%),

De la et de (5) on tire

© M (5)<dn Cop)<o<dm (o)< 2 )

2. Soit pe®, 0<0<2xn un zero du polynome

n
4] P@)=3 a2, aya,#0,
v=0
c’est-3-dire
(®) S a,e7ig"=0.
v=0

De (8) résulte d’abord I’'inégalité connu (de Cauchy)

n
Id°|< 2 |aV|Pv!

v=|

laquelle s’écrit sous la forme
v=1

©) laa[< 3 |By (%) >0,

v
ol I'on suppose que (L) décroit d’une fagon monotone, c’est-a-dire p<f.
t

En appliquant au second membre de (9) la tranformation d’Abel (3) et

" en tenant compte des notations (4), on obtient

|2 | < zsv(lalr)A(%)'+s"(|a|o (%)

ve=1

En divisant ceci par

n—1

10) Q@)= 3 be= zsv(bm(!})vw.(b)zs(%)",

v=1 v=1

5,>0 (v=1,2,...,n),
et en vertu de (2) et (6) il en résulte

(l]) laol

< ,<'_,
0, """



Sur les limites des modules. .. 295

ol 'on a posé

p, = Max (i(ﬂt—)) i

1<v<n\ s, (b)

De (11) on déduit immédiatemment le théoréme suivant:

_ |a [
l<k<n( by ) '

La limite inférieure des modules des zéros des polynémes (7) sera la racine
psoitive p, de I'équation

En vertu de (11) cette racine w'est pas iaféricure a la racine positive p,
de I’équation

Exemple. Si l'on prend dans (10) b,=1{v=1,2,...,n), ce qui impli-

que, alors,
~ < (LY
Q@)= 3 (1 ) :

v=1

on obtient d’aprés (11)

nla‘)l)r<y'l(t)<p'2(t)v

st

(12) sl <m0,

08

ol p, (¢) et p,(f) désignent respectivement

c’est-a-dire

z |aklti:

i, (1) = Max ['Fl . ——], ¢, ()= Max (|a |1%).
1<t<n

I<Tv<n

De (12) nous obtenons

|a |t AL .
[@o [+, () |a|+u,()

(13)
L’expression
(14) | Iy lt
| g | + 12 ()

comme la limite inférieure des modules des zéros des polyndmes a été donnée
par Landau [4], J. Karamata (5], et D. Markovitch [2].
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On conclut, d’aprés (13) que la limite inférieure des modules des zéros
des polynémes (7) donnée par
Y L
| @]+ ()

n’est pas plus petite que la limite de ses zéro données par (14).

Pour en déduire la limite supérieure des modules des zéros de (7) nous
allons partir de I’inégalité
< an—v
(15) jorf< 3 1ol
v=I

laquelle résulte de (8).
On peut écrire (15) sous la forme

a9 lal< ZIRL(E) =5 ()

e () =2 () G (NG

v
avec A,=a,, (v=0,1,2,...,n) a« étant positif et tel que (—) soit une suite

P
décroissante.

En divisant (16) par

an - e@= 355 - 'S 5 (6) A (&) +s0 (#;‘—)

v=1 ve=1

b,>0 (v=1,2,...,n),
nous obtenons

(18) 14l _pr < m,,
Qz (P)
ou 'on a posé
[,v(ul)] [lAkl
M,= Max |— 2| M= Max |-
! Isv<n sv(b . 1<k<n bk

De (18) on déduit le théoréme.

La limite supérieure des zéros des polynémes (T) est la racine positive p,
de I'équation

'%ol—" =0, (p)-

En vertu de (18) p, n’est pas plus grand que la racine positive p, de
I’équation

| 4o |
M,

=0, (p)-
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Exemple. En prenant dans (17) b,=1 (v=1,2,...,n) ce qui signifie
qu’on a

0.0=3 (?)

pour p>«, de (18) on obtient
A
___’_io_’__ <M () <My (),

n 3 v
vgi ( P )
c’est-a-dire

(19) ~B-l——-——o{—l—i~—; < Afl (a) < Mz (d),
A
v=1\ P

v J_{l_f_l_
Mol Mg | v“k ] M, (%)= Max (U;L')

1:<v<n I<k<n uk

oll 'on a posé

A cause de A, =a(k=0, 1, 2, ..., n), de (19) résulte

d’ol, par exemple, pour a=1 on 4

M M
20 i L por—dea] gor—2a,
S P T  Tal
avec les notations
v
Ian-k'
M,= Max |1 —— |, M,= Max (Ja]).
I<v<n v I<k<n

Enfin, de (20) on conclut que I’expression

comme la limite supérieure des modules des zéros des polynémes (7), n’est
pas plus grande que I’expression

qui représente la forme classique (de Cauchy) de la limite supérieure des
modules des zéros des polynomes (7).
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D. M. Simeunovi¢ | 1ES LIMITES DES MODULES DES ZEROS DES
| POLYNOMES ET DES SERIES DE TAYLOR

(Cornpuniqué le 1 mars 1967)

1. Il en existe une série des résultats donnant les limites inférieures
et supérieures des modules des zéros des polynomes et des fonctions. Ces
limites sont exprimées moyennant des coefficients des polynomes, respectivement
des séries de Taylor. Un de premier résultat de ce genre est dd a M. Petro-
vitch. Les problémes de cette espéce ont été traités aussi par E. Landau et
P. Montel.

Dans cette note nous allons donner dans 3 une nouvelle inégalité d’ou
il en résulte les nouvelles limites pour les modules des zéros des polynomes,
et pour des fonctions représentées par les séries de Taylor (Les inégalités (15)).
Ces limites subsistent aussi dans certains cas out les limites données
M. Petrovich [1], E. Landau [2], P. Montel [3] et D. Markovitch [4] perdeat
leurs sens.

Cauchy a donné certains inégalités pour des zéros des polynomes du-
quelles résultent les autres. Les inégalités mentionnées par Cauchy résultent du
fait que chaque zéro ¢ du polynome

n
(1 P(z)=3 a2z, aya,# 0,
v=0
satisfait & 1’équation P (f)=0 et par conséquent aussi les inégalités

n—1 n
la.l|tl"< 3 |av]|2]s |a|< 3 ay|[t]"
v=0 v=1

De la, par exemple, on en déduit les limites de Cauchy:
Tous les zéros du polynome (1) se trouvent dans I’anneau
L<|z|<t,
ol ¢, et ¢, sont des racines positives des équation
a n—1
Iao|=v2=llavlc', zolavlc‘=lanlt"

2. P. Montel a déduit un nouvel anneau dans lequel se trouvent tous
les zéros du polynome (1).
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Soit

T

@ M, (P)- ( f |P(e°f)|*dq»)

-7

Les relations suivantes sont connues
M,(P)<M,(P), 0<s<r<w
ainsi que
T

MO(P)=1imM,(P)=cxp(—l~f1n|P(ev')|dq>),
70 2m

—T

Moo (P) = lim M, () = Max |P@)|.

Le résultat de Montel asserte que tous les zéros du polynome (1) se
trouvent dans I’anneau
3) M<Izl<ﬂ._lf_@_
M.(P) |an|

Montel a déduit D’estimation (3) du théoréme connu de Jensen de la
théorie de fonctions [5, pp. 125].

3. En se basant seulement sur [’inégalité de Holder et en utilisant la
formule de Parseval, on tent déduire un nouvel anneau qui contient tous les
zéros du polynome (1).

Soit pe®,0<0<2m, un zéro de (1) d’oit on tire I’équation

i avevOi pv

ve=l

|| =

qui s’écrit aussi sous la forme

-] f ) (3 nee-orr ]
v=1

De 13 résulte I’'inégalité

l n
@ |0l <5 f

ol {A,} est une suite réelle ou complexe différente de zéro.
En appliquant au second membre de (4) I'inégalité de Holder avec

_+_1_=1, p>1, on obtient
P g

(5) |ao|< f\h’——e“"

i a, 2 evei

)\v ev(ﬂ-—w)l
ve=] 7\v z

v=1

dp,

kid

) (i f

d?) ;

v(0— q>)l
5 e

v=1
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d’ont évidemment résulte l'inégalité

kg

® |20l < (5= f

3 e o (3. 110).

De (6) il s’ensuit, par exemple, pour A,=1+v et p<1

. 2p—p?
(7 |ao| <M, (Py) A—pp’
aves
b 1
. ; 1 1 a; ra
8 M, (P =(— f D _ewilrg )
® » () 27 gl 1+v ¥
L’inégaiité (7) sera satisfaite pour
M, (P,)
©) .
pat—= Iao|+M (029) o

Le second membre de (9) représente une des limites inférieures de
zéros du polynome (1).

En posant dans (1) z=i on obtient
1

wp( ) —P*)=S a,,p

v=0

Soit re*!, 0<a<2mw, un zéro du polynome P*(f). D’aprés (Y) pour
r<1 on a alors

(10) S . .
[, 1+ 1, )
olt ’on a posé
T 1
1 5 i, LENAY]
11 M, (P IV ewl| g4 ) ,
an (Z)(an%lﬂ \ ¥
Le zéro re*’ de plus petit module du polynome P* () sera le zéro pe¥
de plus grand module de (1), ce qui donne & cause de z=T, p =— et ceci
r

en vertu de (10) donne
M,(P) \_
o o<t (1 e i) -2

En tenant compte de (9) et (12) on conclut: Tous les zéros du polynome
(1) se trouvent dams ’anneau

(13) a<lz|<g,
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4. Pour s=2, en vertu de la formule de Parseval, d’aprés (2), I’anneau
de Montel prend la forme

(14) _@_<|z|<_ﬂ___,
VE ek el
v=0

tandis que I’ anneau donné par (13), en tenant compte de (8) et (11) se réduit
pour p=2, a

as) ;_ (%.(%lv)z‘)% et 1_/ (gl(llij;')z)%
() ) i+ (3, E2)

v=1

L’anneau de Montel (14) résulte de I'inégalité (5) pour p=g=2 et
A=1(v=12,...,n).

De (5), respectivement de (6) on peut obtenir des autres anneaux dans
lesquels se trouvent tous les zéros de (1).

Pour les polynomes d’un grand degré n, les limites de I’anneau (15) peuvent
étre plus précises que celles de (14). L’estimation (15) a, en particulier, une
valeur, si 'on s’agit des limites inférieures pour des fonctions représentées par
les séries de Taylor.

La limite inféricure des modules des zéros de fonctions representées par

une série de Taylor Z a,z’ d’aprés M. Petrovitch, E. Landau, P. Montel et

v=0

D. Markovitch est donnée par I’expression

(16) |4, ]

\/ilavl’ ’

v=0

tandis que dans notre cas, d’aprés (15) cette limite sera exprimée par
o 24\ 1
Gl )
(17) 1 — v=1\1+v
- |a,,[)2 )_‘_.
+ ) )2
ol (?:" 1 (1 +v

Ll 2 )
Remarquons que de ' (—lla—"l—) < Yla|% (17) a un secas toutes les fois
+v v=]

v=|

© 2 o
que (16). Cependant, on peut se produire (II;C'I) <o avec |ay|?= o,
vl +v - |
ce qui montre, par exemple, la fonction ’

— ——Kv v =
i l+y§|1n(l+v)z’ =



Les limites des modules des zéros des polynomes... 303

dans laquelle i —1—= co, tandis que i —————l——— < w, de cette
v 2 (1+v) vo1 (1 +v)2In2 (1+v)

maniére, pour cette fonction, l’expression (16) n’a pas le sems, car elle est
égale 4 zéro, mais (17), comme la limite inferiéure des modules de ses zéros.
est différente de zéro.
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SUR LE CERCLE QUI CONTIENT AU MOINS
D. M. Simeunovi¢ UN ZERO D’UN POLYNOME ET LES QUESTICNS
QUI 8’Y RATTACHENT

(Communiqué le 9 février 1968)
1. Dans cette note nous allons considérer le rapport entre les zéros
Zis Z35 ++., Zn d’un polynome
) P(2)=ap+ayz+ -+ +an 2" +anz% an7#0,

et la valeur de ce polynome dans un point § fixe, mais arbitraire, du plan
complexe. Nous démontrerons, tout d’abord, la proposition suivante:

Le cercle dont le centre est £ et le rayon

rp (E)=\/ A

an

contient au moins un zéro du polynome (1).
Ceci est presque évident. La valeur du polynome (1) au point £ peut
étre aussi exprimée par la relation suivante

@ an (—2) E—2)- - - G—2zn)=F (B).

Soit z le zéro du polynome (1), le plus proche de E. Alors de (2), il
résulte

IZ—E|”<’I—,‘(—E_)‘,'
an

d’od o
—tl<r[FO)

® j=—al<y/ 2,

ce qui prouve l’assertion.

2. Applications. En prenant plusieurs différentes valeurs pour §, on
obtient une suite de cercles contenant au moins un zéro du polynome (1). Ces
exemples donnent alors de divers résultats obtenus par des voies différentes.

Exemple 1. Si I'on prend pour & le zéro d’un polynome dont on a
retranché un terme (Abschnitts-Polynome) du polynome (1), par exemple un
zéro de

Q@) =aytayz+ -+ - +ap-12%,

5.



340 D. M. Simeunovié

on aura, d'aprés (3), qu'au moins un zéro z du polynome (1), satisfait &
la relation
|z—E|<|E].

d’oix
(C)) |z|<2|§].

Le résultat (4) a été obtenu par G. Szegd [1].
Si le polynome (1) a la forme

(5) P(2)=1+4+2zP+axz? n>p>1,
et si eg(i=1, 2, ..., p) désignent les zéros du polynome
0@)=1+27,

alors de (3) il s’ensuit que chacun des cercles
|z—u|<1 (i=1, 2, ..., p)
contient au moins un zéro de (5) (voir le résultat de D. Markovié [2]).
Exemple 2. Considérons les polynomes |
6) P@)=z+Axz™*+ Apyy 2% F1+ Apy 2524 . . o + Ay (Ax#0),
Q) 0 (2) =Apty 2% 1 4 Ay z%F-2 4 o o o - Ap.

G.v.Sz. Nagy [3] a démontré le théoréme suivant:
Si le polynome (7) admet au moins un zéro dans le cercle |z|<r, alors

le polynome (6) aura au moins un zéro dans le cercle
1
(8) |z|<2r+jde|*.

Nous allons montrer que (8) peut &tre précisé. En réalité, le théoréme
suivant sera valable:

Théoréme I. Si le polynome (7) admet au moins un zéro dans le cercle
|z|<r, alors le polynome (6) admet au moins un zéro dans le cercle

|z|<2r+[|—‘(‘%r.

Démonstration. Désignons par § le zéro du polynome (7). Alors, d’aprés
(3), pour au moins un zéro de (6), on a

R
|z-—s|<"\/@+w—*|<"\/|a|-+|m|e|”<la|+[‘f,ﬂ‘:
k

des lors:

wl-

| 4]

(k)

|z|<2|E|+[
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c’est-a-dire, 4 cause de |E| <r, on a

1
|z|<2r+ EL]] E,

n

k
ce qui prouve le théoréme I.

Exemple 3. Soient

) P(z)=z"+a;z%'+a,z"2+ « - « 4y 2+ Qu,
(10) Q(@)=P()—zt—arzr*, k=1, 2, ..., n—L

Alors le théoréme suivant a lieu:

Théoréme IL. Si le polynome (10) admet au woins un zéro duns le cercle
|z|<r, alors le polynome (9) aura au moins un zéro dans le cercle

"

(11) |2 <2r+[121]E.
n
k

Pour k=n, r est égal & zéro et (11) se réduit a

1
|z|<|a"[®.
La démonstration du théoréme II est semblable & celle du théoréme L
Enfin, voici encore un exemple.

Exemple 4. D’aprés notre proposition, chaque cercle
1
| z—E | < (efélnt)®,

1
|z]<(=Y)",

contient au moins un zéro du polynome

en particulier le cercle

Pa(2)=73 iz" (n=1, 2, 3, ...).
£=o k!
Etant donné que I'on a, d’aprés la formule de Stirling,
1 1
T <2@rnz (=1, 2, 3, ...),
e
on peut dire qu’au moins un zéro de P, (z) est contenu dans le cercle
1
|z]<—n¥(3 mn)2m,
e
pour tout n=1, 2, ..., et pour n>6 dans le cercle
|z|<-7l n.
e

Les deux derniers résultats complétent ceux que nous avons obtenus dans [4].
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Toutes les assertions précédentes sont aussi valables, évidemment, pour les
polynomes

Z—z” avec |ax|<l (k=0, 1, 2,..)).

k-o
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SUR LES ZEROS DES POLYNOMES DE COMPOSITION
D. M. Simeunovi¢
(Communiqué le 17 Décembre 156%)

Nous démontrerons plusieurs théorémes sur les zéros des polyndmes de
composition, qui généralisent certains résultats connus, et permettent d’obtenir,
dans certains cas, des limites plus précises pour les modules des zéros des
polynémes.

Nous remarquons aussi que le théoréme 4 concernant les polyndémes de
composition peut étre formulé pour des fonctions entiéres donnés par leurs
séries de Taylor.

D’aprés la régle de Descartes, I’équation
Co+Ciz+ oo+ +Cpy 2 1—C, 27 =0, C,C;#0, C.>0 k=0,1,...,n)
n’a qu’une racine positive, tandis que I’équation
Co+Ciz+ o+ +Cp 1 2P 1—Cp2P+ Cpy 2P 4 -+ - +Cp 27 =0
CoCp Cr#0, 0<p<n

peut avoir, au plus, deux racines positives (y compris le cas de racines doubles).
En nous appuyant sur ces faits, nous démontrerons les deux théorémes suivants:

Théoréme 1. Si R, est une racine positive de I’équation
1) ©@=4y+4,z+ - +Ay 27 1—A4,z2=0, A;A4,7%0, A;>0,

la racine positive R, de I’éguation

2) O, (2)=Ado+A1z+ «++ + An12"1— Ay =0 (I1<s< )
satisfera & la condition
3 R;<Ri.
n—1
Démonstration. Pourz=R,, il résulte de (1) que 4, Ri= zA,;R'f, d'ol

g pns mel PR == e =
AL R =( S Ale) > ALRY,
£E=0 ¥=0
c’est-a-dire
Ay + ASRI+ - - + A5 REV'— 45 RY <O,
ce qui, d’aprés (2), donne @, (R1)<0.
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Les inégalités @,(0)>0 et ®,(R1)<0, ajoutées au fait que @,(z)=0
posséde une seule racine positive R,, assurent que O<R,<R].

Théoreme 2. Si I’équation
“ FI(Z)EAo'i'Alz‘i' $0.. +Arlz?'l—Asz+ArﬂzP+l+ coo 4+ Ay zr=0,
Ao ApAﬁéO, 0<p<n

a deux racines positives r; et R;, n<R,, I'équation

(5) F(2)=Ao+A1z+ -+ Ap12P ' —ApzP + App 2P 4« .« + Ay 27=0
(I<s< )

a également deux racines positives ry et R,, r,<<R;, qui satisfont aux conditions
rs<ri, Ri<R,.

Démonstration. Pour z=r il résulte de (4) que A,ri’=kz A rf, dod
=0
k+

2 _ps " k\* <l s _ks
A,r|=(kz Akn) >2Akrl’
=0 k=0
. k#p k#p
c’est-a-dire

A+ A A T A ALtV AT <0,

ce qui, d’aprés (5), signifie que F,(ri)<0.
Comme F,(0)>0 et F,(r})<0, il n’existe qu’un seul r,, avec 0<r,<ri,
pour lequel on a F,(r,)=0.
De méme, pour z=R, il résulte de (4) que 4, R} =k§°.4,, RY, d'od
k#p
ARE=(5 4R S 3 arb,

k=0 k=0
k+#p k#p

c’est-a-dire

A+ ATRI+ -« Ap R —4p RY + 45 R 4 . .. + ALRT <0,

ce qui, d’aprés (5), signifie que F,(R{)<0.

Enfin, manifestement, F;(0)>0 et F,(+ «)>0.

Le fait que 0<r,<R,, et les inégalités F,(0)>0, F,(ri)<0, F,(Ri)<Oet
Fy(+ 00)>0 démontrent que F;(z)=0 poss¢de au moins deux racines positives
r, et R,, satisfaisant aux inégalités 0<r,<ri<Ri<R,< + o, donc aussi &
ry<R,. En vertu de la régle de Descartes, F,(z)=0 ne peut posséder d’autres
racines positives.

Nous démontrerons maintenant encore deux théorémes sur les polyndmes
de composition.
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Théor&dme 3. Soit R, la racine positive (unique) de I’équation

(6) Ay+ AS R+ o - + AW RIT—ALRI =0, Ap#0, s>1.
Alors tous les zéros du polynbéme de composiiion
@) P(z)skzoakb,,zl’, by#0., |ag|=4Ay, |bi|=By
sont contenus dans chacun des cercles
k3 2 1
8) tz|< RS (L M) <R (1 + M),
L3
) |z| <R My<Ry M,
ot on a posé
By
M= max (—)
o<ksin--1 \ B,

1 1
avec —+—=1.
s ¢

Démonstration. Soit
(10) Z=uk
un zéro du polyndéme (7), On aura alors
n—1 .
An By |u|n| A< > Ap|u|EBy| A%,

k=0
c’est-a-dire

r—1
an Ay|u|p<’S Aplupp B !
k=0

By [A[n*

En appliquant au second membre de (11) linégalité de Holder avec

—1—+—1-=1, on obtient
s t
4
n=1 n=1/RB\¢ 1 T
12 Aluw< (S 4 u“)( (_'= —) .
(12) n| I (IZO "l l ;go B |)‘I(u—k)t

Soit M, = max (EE) avec |k|>l. Il résulte alors de (12)
ok<n—1 \ B,
3
n—1 Mi @ 1 T
Aylu ”’<( Ay u|‘=')(——- ) ,
~l4l =0 | [A]E <o [A]®
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c’est-a-dire

13) Ax|u|m< (:gAilul"')(le,ﬁ_])T-

1 1
Pour |A|=(14+M1)"*, |u|=p° (13) se réduit 2
n—1 4
Ayt < Y Are*
k=0 .
ce qui, d’aprés (6), signifie que p <R,, d’ol résulte, A la suite de (10), la pre-

miére des inégalités de (8), tandis que la deuxiéme résulte de (3) (théoréme 1).
Pour démontrer (9), supposons que nous ayons dans (12) ‘

Bk 1 )t n—1
sm——— <ak’ ab>0, o <l!
(B,, [x|* PR

ce qui signifie que

i
B n—k
I f<|—%;
B, ol
Pour
1
B, \nF L
14 A| =max & 2 =p?
(14) ] o {0 |u|=p
B, of
on a

n—1 Bk 1 )l
=¥, <1

n—1
Aap®< 3 Appt,
k=0

et (12) se réduit a

ce qui, d’aprés (6), nous donne p<R,, d’oll résulte, & la suite de (10) et
de (14), la premiére des inégalités (9), tandis que la seconde résulte également de
(3) (théoréme 1)
Lorsque ¢ —>c0, alors s—1 et (9) se réduit a
1
— e B,\n~k
|z|<RM,, M,= max (—ﬁ) ’
o<k<n—1 \ B,

ce qui est un résultat connu, obtenu par D. Markovitch [4].
En particulier, pour g;=1 (k=0, 1,..., n) le polyndme (7) se réduit &

(15) P@)=S bz,
k=0
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Dans ce cas, la racine positive de I'équation (6) est R,;, 1<R,<<2, ce qui
signifie que tous les zéros du polynéme (15) sont contenus dans chacun des

cercles
1 1

(16) z|<2” (1+M1)",
1
a7 |z]<2* M,.
Lorsque s->co, on & f->1 ot (16) se réduit 3
| z| <1+ M,
et ceci est le résuliat classique de Cauchy [1], tandis que (17) se réduit, dans

ce cas, A
1

B n—k n—1
. ) . ak<0, z U < 1
Bn 243 ‘ k=0

|z|<Mz= max (
O<<icsin—1

ce qui est le résultat obtenu par Fujiwara [3] (méthode de Fujiwara).
Quand t —+co, on a s—1 et (17) se réduit A
1

n—k
|z|<2M*, M *=° max ‘(%‘) (Montel [5], Dieudonné [2]).
<k<n—1\B,

Exemple. Soient

5
@)= apzF=9462+322+423 424425,
k=0

5
f2(D)= 3 bpzF=1+42z+4+322+223+4244+ 225,
k=0
On aura alors

5
P(2)=7 apbpz¥=9+62+922+823+424+225
k=0

L’équation (6) pour s=1 dans ce cas est
9+6R, +3RI+4R}+RI—Ri=0;
sa racine positive est R,=3. Nous avons ensuite, dans notre cas
N
— =k
M,= max (&) =2
o<k<4 \ B

d’ott on a R, M,=6.
Pour s=¢=2 I’équation (6) est

81+36R,+9R3+16 R3+R3—R3=0
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avec la racine positive R,<5. Nous avons M;= max (—B—‘) =2, ce qui donne
0<k<s \ B
d’aprés (8)

1 1
RI(1+MYH*<)25=5.

Donc, pour s=t=2 tous les zéros du polyndme de composition P (z)
sont contenus, pour I’exemple considéré, dans le cercle |z|<5, tandis que du
théoréme de D. Markovitch [4] on aurait dans ce cas la conclusion que tous
les zéros du polyndme donné P(z) se trouvent dans le cercle |z|<6.

Théor¢me 4. Si I’équation
(18) A+ ATR+ -+ +Af s RS —A RO+ Ay ROV 4+ -+ - 4 A3 RT =0,
Ap,#0  (1<s< )
a deux racines positives R, et R;, avec R,<R;, le polynéme de composition

(19) f(z)=2akbgz", bp?50 Iak|=A,,., lbg|=Bg
k=0

admet alors exactement p zéros dans le cercle
1

(20) |z|<R," M
et pas de zéros dans Panneau circulaire
1 1
(21) R’ M<|z|<R "M,
s’il existe un nombre positif M tel que
1
e 1\
p—k T
22) max [—2¢ <M< min |Z2%_
o<k<<p—1 k] P+i<k B,
Bpay
L 1 1
avec op>0, Z gp<l; —+—=1, >1.
k=0 s ¢
k#p

Démonstration. Soit
z=ud, (|A|=M)
et € un nombre positif pour lequel on a
(23) R,+e<|u|'<R,—e.
Il résulte alors de (18) que
A|ul#> 5 Ak|uls,

k=0
k#p
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d’ou
1
- N
(24) Aylulp>( 3 Abjul)
b
Soit M=|i|>1 de fagon que nous ayons
1

n s g
- (3 2)) <
k=0 Bp Mp-k
k+p
Ii zésulte alors de (24), compte tenu de (25) et de I'inégalité de Holder avec

1
easls L 1, ¢>1 que
¢

s
4. -
n s B /B 1 ¢ n Bk 1
A, |ul?s Ay u“) ( (_’f_.-_—)) >5 4 ul‘(—-—-———),
PI I )(1,20 kl I ,‘Zo Bp Mp-¥ kgo kl ' Bp M»-k
k#p k#p k#p

d’ol on a, A la suite de M=|A|, que

(26) ApBy|un|p> S A, By|uhE.
P
Soient
X)) P(2)=3 apbyz*, Q(2)=a,b,z?.
k=0
k+#p

On a, sur le cercle |z|=|u)|, de (27), compte tenu de (26), que

n

|P@)|< > AeBi|uh|¥<d,B,|ur|?=|Q(2)#0,
k=0
k+#p

d’ob il résulte, d’aprés le théordme ds Rouché, que dans le cercle |z|<|u}],
F(z)=P(2)+Q(z) a le méme nombre de zéros que Q(z), donc p zéros. Etant
donné que |u|, d’aprés (23), est un nombre arbitraire tel que

1 1

R <|u|<R;’
d’ot |
1

R, 'M<|ur|<R;' M, (|A|=M),
il en résulte que la fonction f(z) a exactement p zéros dams le cercle
1 1 1

|z|<Rf.' M, et qu'elle n’a pas de zéros dans le domaine RIBM<|2|<:R:'M,
ol M est nombre positif pour lequel sont satisfaites les relations (22).
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Dans notre cas M est choisi dans (22) de manitre que

Bk 4 n

— <og, x>0, <l

(B,, MH) p >0 3w
k#p

Les dernilres relations sont satisfaites si

p—k
M> Bkl ’ k=0, lan--:P“l,
B,,a;‘—
1
Lyk-?
[ 4
M< By 4 , k=p+1, p+2,..., n,
By

c’est-a-dire si les relations (22) sont satisfaites, ce qui démontre complétement

le théoréme 4.

Si I’équation (18) a deux racines positives distinctes R," et R{ pour s=1,
elle a, d’aprés le théoréme 2, deux racines positives distinctes également
R, et R; pour chaque s>1. Pour cette raison nous avons que f—»oo quand
s—1, et le polyndme (19) a, d’aprés (20), exactement p zéros dans le cercle

|z|<R1 M
et d’aprés (21), pas de zéros dans I’anneau circulaire
RiM<|z|<R\M
ol on a
1 1

PE o [BATP
max (—5) <M< min (—1’-) .
o<k<p-1\B, ptisk<n \By

réme 4 on peut démontrer le

k=0

k=0
Si I’équation

k=0
k#p

Si on a encore bg=1 (k=0, 1,..., n), alors M=1, et on obtient dans ce

cas le théoréme classique de Pellet [6] pour le polyndme i ay z*.
k=0
Remarque. Par le méme procédé utilisé dans la démonstration du théo-

Théoréme 4'.* Soit la fonction donnée, z az*, converge absolument

o
pour tous les z et soit la fonction 7 byz* admet un rayon de convergence r>0.

S ALRE—ARI=0 (450, Ax=|a|; 1<5< o)

U *) Je tiens & remercier le professeur Stojakovié de I’Université de Novi Sad, de m’avoir

suggéré Pextension du théoréme 4 aux fonctions entiéres.
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’ ’
posséde deux racines positives R, et R;, avec R,<R;, alors la Sfonction composée
f(Z)= z akbgzk (bp$'0, Bk=lbkl)
k=0

a exactement p zéros dans le cercle
1

|z|<R: M
¢t pas de zéros dans P'anneau circulaire
2 1.
R, M<|z|<R'M

a condition qu'il existe un nombre positif M tel que

1 1 \k—p
p—k 0(T
max £ <M< min | =27k
O<<k<p—1 L3 k=p+1| By
4
chtk
avec
o 1 1
o >0, 2“k<1’ —t—=1, t>1
k=0
k+p
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SUR CERTAINES INEGALITES INTEGRALES
ET LEURS APPLICATIONS

D. M. Simeunovi¢
(Communiqué le 27 Novembre 1970)

1. Le but de cet article est de donner une preuve unifiée pour une suite
d’inégalités élémentaires habituellement obtenues par des procédés différents ct
quelquefois compliqués (voir [2]—[6]). Le procédé que nous exposons ici, nous
permet également d’établir d’une maniére simple la convexité logarithmique
d’une classe générale de fonctions définies par des intégrales ou figurent des
paramétres. Cette convexité logarithmiques de différentes fonctions est parfois
démontrée d’une maniére plus compliquée, comme par exemple dans le cas de
la fonction I'(¢) (voir, par exemple [7]).

Nous considérerons ici les propriétés des fonctions données par des
intégrales définies on figurent des paramétres dans I’exposant. La forme géné-
rale des telles fonctions, considérées dans cet article, est donnée par les intégrales:

b
(2) 1()= [/ (¥ (x)dx,

b
(b) 1(t, w)= [/ X)) [8 ()I* & (x) dx.D

Nous démontrerons, dans la section 2, deux théorémes sur les intégrales
(a) et (b), et ensuite, dans la section 3, nous donnerons certaines applications
de ces inégalités, dans des cas ol le choix des fonctions f(x) et g(x) est
simple, ce qui nous permettra d’obtenir immédiatement une suite d’inégalités
élémentaires.

2. Théoréme 1. Soient f(x) et g(x) des fonctions non négatives sur
le segment [a, b], et soit t un paramétre réel, tels que nous avons

b
(D I0)= [[f(x)F g (x)dx.

Nous avons alors:
1° La fonction I(t) satisfait d ['inégalité
1 1
— — 1 1
®  IetarR<UCHAP UGB (=1, p>1),

a condition qu'existent les intégrales au second membre.
1) Le segment [a, b] peut étre infini.

7.
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2° La fonction I(t), définie par (1) jouit de la convexité logarithmigue,
c’est-d-dire que

6) r (’1 “;" ) <I(t) Ity

Cette fonction est par suite également convexe au sens ordinaire du terme.

Remarque. L’intégrale I(t) définie par (a) peut é&tre donnée dans une
forme plus générale, comme une intégrale de Stieltjes:

LO= [ @8 dh )

ol /(x) est une fonction non décroissante sur [, b). Les affirmations 1° et 2°
sont alors valables dans une forme analogue.

Démonstration de 1°. Etant donné que

e ) (7 50),

nous aurons dans notre cas, d’aprés l'inégalité de Holder

b b b b
fressse fl ) e fronsi el

ce qui, d’aprés (1), représente l'inégalité (2).
Pour la preuve de 2° il faut poser, dans (2), s=0, p=g=2, a=-1

Théoréme 2. Soient f(x), g (x) et h(x) des fonctions non négatives sur le
segment [a, b], et t, u, des paramétres réels tels qu'existe la fonction

b

@ I(t, )= [[f()¥ [g (N)I*h (x) dx.
Nous avens alors:

3° La fonction I(t, u) satisfait @ I'inégalité
(5) I(s+a+B, r+y+98)<

1 1
<UG+ap, roxpP UG+pa r+3af (T+tat, p>1),

a condition qu'existent les intégrales au second membre.

4° La fonction I(t, u) posséde la convexité logarithmigue, c’est-d-dire

©) 12(’*—2&, %)d(r., u) I(ty, ).
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La démonstration de 3° s’obtient par I’application de I'inégalité de Hoélder
a l'identité

(%n  al l)( T8 b %)
f3+a+ﬂgr+7+8h= f g q g k )

Pour prouver 4° il faut poser dans (5) s=r=0, p=g=2, a-— B=
e W Y
4= 2’ 2

Des exemples de fonctions de la forme (1), respectivement (4), sont don-
nés par les fonctions I' () et B (¢, u):

I‘(t)=fx‘-?—dx=fx‘~‘e—¢dx (t>>0),

1
dx=fx‘—‘(l——-x)“—1dx (>0, u>0).

B(t, 1) = fx‘(l—x)“

x(1 —-x)

D’aprés le théoréme 1, respectivement 2, ce sont des fonctions qui ont la
convexité logarithmique.

Pour «a=0, B=1, p=g=2, s=t, on obtient de (2) linégalité

29 rPeg+1)<I(@)I(@+2).
Pour t=n—1=0,1,2,..., (2" se réduit & I'inégalité
2" PmM<Im—1)IMn+1), n=1,2,..

obtenue par G. Pélya et G. Szegd [1, vol. I, sect. II, probléme 199] en prenant
des fonctions positives et continues f(x) et g (x) sur le segment [a, b].

3. Applications. De (2), (3) et (2'), ainsi que de (5) et (6) on
peut obtenir une suite d’inégalités particuliéres. Nous nous bornerons ici & un
cas simple quant au choix des fonctions f(x) et g (x). Nous obtiendrons une
inégalité et nous démontrerons, entre autre, qu'elle contient plusieurs résultats
connus.

Exemple. Soient f(x)=x, g(x)=i. Nous avons alors, pour ¢50,
x

b
|-
I(t)=f it
X /5

Pour b>a>0 et >0 de (2') nous avons P'inégalité
BHl—gttl\2  (Bt—gf) (b2 —att?)
<
( t+1 ) t{(t+2)

d’aprés (1)

qu’on peut écrire dans la forme
(b!+l___a¢+1)2 (bh»i____ at+1)2__ (b___,a)z (ab)t
< SR
(r+1) t{t+2)
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d’odt
4
@) bi+1—gi+1 > (1 + 1) (b—a) (ab)?.
Si nous posons, dans (7), £+ 1=r, nous obtenons I'inégalité
r—1
(8 br—a'>r(b—a)(@)? (b>a>0; r>1).

Cette relation devient une égalité pour b=a ou r=1.
1 1 v
Si nous posons, dans (8), b=y", a=x" et r=—l— (0<s<1) nous obte-
nons l'inégalité

s—1

RO, P—xt<s(y—x)(xy) 2 (y>x>0; 0<s<1).

Ceci se réduit 3 I’égalité pour y=x ou bien s=0, respectivement s=1.

De (8) et (9) on peut obtenir une suite d’inégalités particuli¢res. Nous
nous bornerons ici 3 I'inégalité (8) dont nous tirerons, entre autre, plusieurs
résultats connus. Certains d’entre eux seront généralisés, d’autre seront rendus
plus précis. Nous exposons certains de ces résultats, ol n est un entier positif:

(10) 1—x?28>2nx?(1—x) (O<x<1) " [2, p. 139]
xa+l__ y—{a+) a+t1
11 > a>0; x>1 2, p. 181
(11 — s ( ) 2, p 1
24 ... 4qgn
(12) 1@ b b @ B petiand) 15§ 349

ata*+a*+ .- +a-t n—1

— xn+l —_—n
(13) I=xm? 1222 (0<x<d) (3, p. 123]
n+1 n

En posant b=1, a=x (0<x<1) et r=2n dans (8), on obtiendra I'inégalité

1
(14) 1—x2%>2nx" Z(1—x) (0<x<1).
Cette inégalité est plus précise que (10).

Si on pose, dans (8), b=x% a=x%(a>0; x>1) et r=m+B

(x>0, B>0;

donc r>1) on obtient I'inégalité

X+ x—fo+B) . +B
XF—x—"

(13)

(x>0, B>0; x>1).

En substituant, dans (15) x par L, oll on a maintenant 0<x<1, on aura de
x
nouveau l'inégalité (15), ce qui signifie qu’on a la relation

B 8)
(16) x%+B — y—(aH >a+B
x%—x—=

(x>0, 8>0; x>0 et x#1).
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L’inégalité (16) peut &tre écrite dans la forme
x?428—1 _ a+f
xB (x25—1)
c’est-3-dire dans la forme
1—x2%+28 g4 f3
xB (1—x2%) @
Pour B=1 il résulte de (15)
xo+l_x—{atl) g4}

19 > {a>0; x>1).
( ) XE—e o ' )

(17) (x>0, B>0; x>1),

(18) (x>0, f>0; O<x<1).

L’inégalité (19) est plus précise que (11).
Remarquons que le signe d'égaiité dans {12} est valable pour a=1. Pour
cette raison nous considérerons le cas pour a>0 st ns41. 8i on pose, dans (17),
n—1

o= » B=1 et x=a>1 et en divisant Is premnier membre par (@—1) on

obtient I'inégalité (12) pour a>1. On obticut la méme inégalité de (18) pour
O<a<l.
1

L’inégalité (13) résulte de (18) pour a————;l—- et {3=?.

On peut aussi obtenir, de (8), les inégalités suivantes:

n—1
2">1+n2 2 [2, p. 119]
X 1
. 2, p. 144
14x+x24+ .- 4+x1 2n4+1 2, p ]
netnot
rxn.-—1>n(o¢ B i ™ ) (x>1) [2, p. 162]

de méme qu'une suite d’autres résultats. Ainsi, par exemple, pour b=x%
a=x3(x>1, s>0) on obtient de (8) I'inégalité

(20) XE—xTE5r(x*—x%) (x»1; r>1, s>0).
Si nous posons x=e¢ dans (20), nous obtiendrons I'inégalité
shrs>rshs (r>1, s>0).

En partant de (8) on peut obtenir d’autres résultats. Ainsi: Pour la
Sfonction

@1) F@ =t S X (>0, k=1,2,...,75 1> 1)
k=1
on a Pinégalité ‘
22) FOV—f@>G—a) ' Y@D) (b>a>0).
Démonstration. De (21) on a
(23) FO)—f@) =3 c @k—a®).

ke=1
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D’aprés (8) on a les relations
bk—a*>r, (b—a)(Yab)*™', k=1,2,...,n,
et d’aprés celd on peut écrire (23) sous la forme
f&—~f@>®6=a) 3 e ri(Yab)™*~",
k=
ce qui, en d’autres termes, représente (22) étant donné que
7 VaB) =3 e, (VaB)™ ",
k=1
Soit r,=k=1,2,..., et soit la série
249 f@)=cotex+ 3 ex* (>0, k=2,3,....)
k=2

convergente pour |x|<R. On a alors, pour a, bE[0, R}, I'inégalité

f®)—f@>@®—a) ' (Vab) (b>a>0).
Exemple. Etant donné que

tgx= z Bl g X2HA (czk—-l>0’ k=1, 2, ...} 0<x<f2—),
k=1
on a
T

tgB—tg a> (B—a) (1 +tg2 JeB) (TZ—>(3> a>0) .

Considérons de nouveau la fonction
b
I(t)=fx‘-—l—dx (b>a>0),
x

b2—q2

d’olt il résulte que I(0)=Inb—Ina, I(1)=b—a, I(2)=

L'inégalité (2), pour r=0 se réduit & I?(1)<7(0)I(2), ce qui, pour
notre exemple, méne a l'inégalité

2__ 2
(—ap < (b —lna)»2?

(b>a>0),

qui pour b>a>0 peut &tre écrite dans la forme

b+a b—a
25 = b>a>0).
25) 2 lnb—Ina ( )

Il existe plusieurs preuves de l'inégalité (25). L'une d’elles est donnée dans [4],
une autre dans [5, p. 158), une troisitme dans [2, p. 192], et encore deux
preuves dans [6, p. p. 273 et 274).
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Partant du théoréme 2 nous avons tiré la conclusion que la fonction
B(t, u) a la propriété de convexité logarithmique, d’ou résulte, d’aprés (6),
P'inégalité

1+t
B? (—L—i ’ ~u‘-——*_-u—2) <B({t,u)B(, )

2 2
qui se réduit, pour f,=p+r, t,=p—r, u;=q+s, ,=q—s (p>r>0, g>s>0) 4
(26) 8 (p, Q)< B{p+r, q+5) B(p—r, §—9).

Soit f(x) =x"(1—x)* (>0, #>0). On a alors

M~ max {f(x)}=(—r—>'( i )

<r< \rks) \r+s

A la suite de
i

1
B(p+r, g+8)= [ xpr=t{j—xytitdx= [f(x) xp-' (1—x)t-1dx
0 0

ris r+s

1
) . gL X2 X 8o, ).
<.M.o[.c1’~1(l x)2-1 dx ( )( )B(P q)

(26) se réduit & Pinégalité

B(, 9)< (:’r—s)'(r:s)'s (0—r g—s) (p>r>0, g>5>0)

obtenue par P. Kesava Menon [8] (cf. [6], p. 289).
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Partant du théoréme 2 nous avons tiré la conclusion que la fonction
B(t, u) a la propriété de convexité logarithmique, d’ou résulte, d’aprés (6),
P'inégalité

t, + 1.
B2 (.Lt_z- 3 .'il_iz'."_z) <B (’1 . ”x) B (32’ “).)»

2
qui se réduit, pour f;=p+r, t,=p—r, uy=q+s, ,=q—s (p>r>0, g>s>0) 4
(26) B (p, Q)< B{p+r, g+5) B(p—r, 4—3).

Soit f(x) =x"(1—x)* (>0, s>0). On a alors

Mﬁ:mu{f@ﬁ:{i;y(’g)i

f<x<l \ TS r+s

A la suite de _
i 1
B(p+r, g+9)=[xr=t {j—xptritdx= [f(x) xP-! (1—x)e-"dx
0 0

P

1
<M of P (1 —x)1-1 dy = (_ﬁ) (

s
r+s

)Em@,

r48
(26) se réduit & I'inégalité
B(p, q)<(—f—) ( s )B(p——r, qg—s) (p>r>0, g>s5>0)
r+s/ \r+s
obtenue par P. Kesava Menon [8] (cf. [6], p. 289).
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PROBLEMES
11 est désirable d’adjoindre aux probléemes,
qui doivent étre originaux, leurs solutions
ainsi que d’autres informations, surtour sur
la littérature. Les solutions seront publides
dans six mois aprés leurs parutions.

PEILIEHH ITPOBJIEMH

199. Proposed by Alexandru Lupas, Institut de calcul, Cluj, Roumanie
Let P(x) =x"+a,x*'+---+a, be a polynomial with the roots
Xps Xz, - o+ X, and such that ]a,‘|gk2——45-k+l, k=1,2,..., n. Prove that, for

each real or complex root, holds the inequality
|x|<3, j=12,...,n
Solution with generalization by D. M. Simeunovi¢ and D. D. Adamovié,

University of Belgrade

For every zero x=pe'®5£0 (p>0, 0<0<2x) of the polynomial P the

following inequality

P"Sk§|“k|9""‘

holds. By the supposition
S

we have further

(k=l,2,..., n),

r<S (kz——g—k+l)p""‘.

k=1
or

<3 (kz—ik+1)p—'=.
k=1 3

This means, since the function g(#)= i
k=1

(kz-% k+ l) ¢—* decreases for >0, that

i (k’——:—k+l)t-"<l implies p<t.
k=1
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Putting

n®) =3 (kz—ik+1)t4*.
k=1 3
we obtain, for ¢>1,

i S (122 Y L
tim 5,()= 3 (Ie-Jk41)s+ =22 D0
Hence,
50)<s@)=1 (r=1,2...);

i. e., by the above conclusion, we have, for each zero x of the polynomial P,

|x]=p<3,
what was to be proved.

We note that the upper bound 3 is the best possible obtainable by the
above procedure. Namely, 3 is the unique root of the equation

s(t)= i (kz——%k+ l)t-"=l @>1),

k=1
because s(t) decreases strictly for ¢>1.

Generalization. The preceding considerations lead immediately to the
following proposition:

Let a.(k=1,2,...) be complex manbers such that

!aklsak (k=l, 2, ---),
where the series

f(x)= i oy x*
k=1
has the positive radius of convergence R and infinitely many positive coefficients.
Then: if f(R)>1, the equality f (%)=l has for tz% the unique root t,, and
Jor every zero ¢ of the polynomial
P(@)=2z"+ i a, 2%
k=1

holds |§|<ty; if f(R)<1, we have |(|<—‘—;€ for every zero .
Examples. 1° If
1
— (k=1,2,..),
Ia"lskl ( )
then |¢|<—L—, since in this case
log2

1

f(%)= > kxl:k=e‘ —i=1

k=1

for t=t,= »
log2
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2 I ‘
e |ag|<ak (k=1,2,...; a>0),
L LGN
because now »
(_)_ag'x e D
for z=tn=“+2+‘/2m,

(Especially, for « =1 we have

3
<2205,
this result is due to P. Montel.)
3° If
1
a k=1,2,...),
| "Is(zk+1)z . .
then
r®=-r-3 LA
.(2k+1)2 8

and hence [{|<1.

Solution by the author
If |x|<1 then |x)|<3; let us suppose that |x|>1. Because

0=|PCx)| =[x+ 3 apx*| =[xl ~| 3 ax
k=1 kel
we observe that
n a I
(1) 1< ﬁ—.
'Z:l %[

Taking into account that ]aklskz—-ik-i-1,k=l,2,...,n, from (1), one obtains

1
1< kz-——k+l
Z (Fegeells 5
which is the same with
t(1+:2 4¢ t
@ L

1
+ >1, t=—<1.
(1—-2) 3(1—¢)* 1-¢ %]

It is easy to see that (2) implies that t>—§-, more precisely |x,|<3, and the
solution is complete.
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SUR CERTAINES INEGALITES PARTICULIERES

D. M. Simeunovié¢
(Communiqué le 23 Mai 1975)

Nous démontrons, dans ce travail, certaines inégalités particulicres a
partir d’une inégalité intégrale obtenue dans [1]. Celles-ci renforcent, entre
autres, certaines inégalités connues.

On considére, dans [1], une fonction de la forme
b

@) I(t)= [{f(0)}g (x)dxD

a

et on y démontre que:
Etant donné, sur le segment [a, b], deux fonctions non négatives, f(x) et

g (x), et un paramétre réel t, tels qu’existe la fonction
b
1= [{f()}e () dx,
nous avons pour I (t) I'inégalité

€)) I(s+oc+B)S{I(s—l—ocp)}':?{I(SnLBq)}% (;—+1;=1,p>1)

a condition qu’existent les intégrales du second membre.

Remarque. Nous aurions des inégalités contraires a (1) pour p<0
ou g<0.

L’inégalité (1) était appliquée a des choix simples de fonctions f(x) et
g (x), et au cas p=g=2, ce qui a permis d’obtenir plusieurs inégalités parti-
culiéres, entre autres
(2) b—a>=r(b—a)(faby-t  (b=a>0,r>1)
et
(3) b—a<r(b-a)(Vaby-'  (b=a>0,0<r<1)

L’inégalité (2) devient une égalité pour b=a ou r=1.
L’inégalité (3) se réduit a égalité pour b=a ou r=0, respectivement r=1.

1) Le segment [a,b] peut étre infini.

14 Publications de I'Institut Mathématique
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On peut obtenir, & partir de (1), pour un choix différent de fonctions
f(x) et g(x), diverses inégalités. Nous nous arréterons ici sur un cas simple,

1 1
quant au choix des fonctions f(x) et g(x), avec—+—=1 et p>1.
p 9

_— . 1
Nous considérerons ici Iinégalité (1) pour f(x)=x, g(x)=—.Dansce
X

cas on a d’apres (a)
b

(a,) 1(')=jX‘ -%dx= fx"‘dx.

De (a;) on a
bs+a+ﬁ_as+a+ﬁ
I(s+a+p)= (s+a+B#0)
s+o+f

bs+ap - as+ap
I(s+ocp)=———— (S‘i‘OCP#O)
S+ op

bstBa — o5tBa

I(s+8q) =

D’aprés (1) on a dans ce cas

(s+Bg+#0)

4

1 1
bx+a+[3 — aﬁaﬂi " ( bstap _ gstap )_p_ (b.ﬂ'ﬂq _ a.\'+(3q )‘E

s+a+p S+op s+ fq

11
<b>a>0, s+a+PA0, S+oapk0, s+pgE0, —t—=1, p>1).
p q

Pour b=a ou oc:L, (3=L, (4) se réduit a une égalité.

p q
De (4) on peut obtenir une suite d’inégalités particulieres.

—1
Pour s=1,a=1, =0, p=r—-10r=>2), q=-r—2, b>a>0, on obtient de
s
(4) Tlinégalité

(4.1) br—ar>r(b—a)(“+b

r—1
) (b=a>0, r>2)

L’expression ci-dessus devient une égalité pour b=a ou r=2.
L’inégalité (4.1) est aussi valable pour r=1, elle devient alors une égalité.

L’inégalité (4.1) est plus précise que (2) pour r>>2.
Pour r<2 (4.1) devient I'inégalité de sens contraire, c’est-a-dire

a+b

r—1
4.2) br—argr(b—a)( ) (b>a>0, r<2)

L’inégalité (4.2) se réduit a égalité pour b=a ou r=2, respectivement r=1.
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D’aprées (2) et (4.2) on obtient
c r—1
r(b—a) (ig—b> =b—az=r(b-a)(Jab)y ! (b=a>0, 1<rg2).

On peut obtenir de (4.1) et (4.2) diverses inégalités particuliéres.
Pour b=2n+1, a=2n—1, r=n>2 (n entier positif) I'inégalité (4.1) se
réduit a
Cn-1y+QC2nr<@2n+1) (=34 s 55 )s

La derniére inégalité est donnée, comme probléme, par C.M. Frye [2] (voir
également [3], p. 190). Une solution de ce probleme est donnée dans [4].

En posant, dans (4.1) b=x%, a=x"% (x>=1, §>0), on obtient l'inégalité

(x=1, r=2, s=0)

xS+ xS yr—1
xr:_x—rt>r(xs__x—s)( )

2
laquelle se réduit pour x=e, a l'inégalité
shrs>=rshs (chs)'=1 (r=2, s=0).
La derni¢re inégalité est plus précise que
shrs>rshs (r=1, 5=0),
pour r>2 (voir [1] p. 103).

L’application de l'inégalité¢ (4.1) permet de démontrer que:
Pour une fonction f(x), représentée par la série de Taylor

®) fx) =3 ex
k=0
convergente pour | x|<R, avec les coefficients ¢,>0(k=2,3,...), nous avons
linégalité
,fa+b
(©) rO~f@2¢-as (7)) ®>b>az0,

Démonstration. On a, d’aprés (5)

0

F@®)—f(@)= 3 ek —a").
k=1

Mais, puisque d’apres (4.1),
a+b

b"—a";k(b~a)( )k'l (k=1,..)

il résulte que (7) se réduit a

o0 k—
® FO-F@>6-03 ke i ) .
k=0

14*
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A cause de

a+b = a+b\k-1
! = Skec .
¥ ( 2 ) kzl k( 2 )
I'inégalité (8) se réduit, en fait, & (6).
Exemple. Etant donné que
© 2k
Chx=z——‘ (Ck=*“"—>0, k=0, I,2,--.;IXI<°°)

nous avons
a-+b

chb—cha;(b—a)sh( ) (b>a>0).

Pour b>a>0, on obtient de (a,):
I(0)=Inb—Ina
bp—1_qgr=1
=)= [l
2—1
b—a

I=h= ab

L’inégalité¢ (1), pour s=—1, a=1, =0, p>1, ¢g= , se réduit a

1 p—1

10< [1 (- 1)]7 [1(— 1)]7,

c’est-a-dire a
=1

1
p—=1_ gp—1 3 s
Inb—lna<( : : )p(b a)p,
p—1 ab

d’ou on obtient, pour b>a>0, l'inégalité suivante

1
Inb—Ina ( br—1 _ gr—1 P
. )

b—a (p—1)(b—a)(ab)~!

En posant, dans (9). b=x>1, a=1, on obtient

€)) (b>a>0, p>1)

1

©.1) )7(x>1, p>1)

In x ( xP~1_1
<
(p—1)(x— 1) x~?

: 1 . " :
En substituant, dans (9.1), ¥ & x, on obtient de nouveau l'inégalité (9.1), ce
que signifie que nous avons aussi

x—1

In x xP1-1 [
9.2 0, 1, 1
. i b o e M L R
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Pour p=2 linégalité (9.2) se réduit a

In x . 1

x—1 V?

I’expression obtenue par J. Karamata [5].
Pour 1<p<2 linégalité (9.2) est plus stricte que Jinégalité (9.3). En

effet, si on substitue, dans (3), x a b, 1 a a, et p—1a r(0<p—1<l1), on
obtiendra

9.3)

(x>0, x£1),

xtlol<(p—-D(x=1)(/x)r2  (x>1, 1<p<2)
d’ou
xP—1_] 1

G-DGE-Dxrt (=)

donc
1

1
} s Y | i 1 = 1
10 x . J—— B = ———— 1’ 1 2 )
o ( (p—1)(x = xr~! ) <((Vx)p) 29, ey lapsty

Si on substitue, dans (10), ié. x, on obtient de nouveau I'inégalité (10), & la
X

suite de quoi on a

1
xP-1-1 7 1
<— x>0, x#1, 1<p<?).
((p—l)(x—l)xp~l> vz PSS
Pour b>a>0, on obtient de (a,)
I(1)=b—a

bP__aP

1(p)= (p#0)

I(0)=Inb—Ina.

L’inégalité (1), pour s=0, a=1, =0, p>1, ¢g= P , se réduit a

p—1

p—1
)< (Y JO) 7

c’est-a-dire a
1 p—1

b_a<(bp_ap)p (Inb—]na) p,
p

d’oll on obtient, pour b>a>0, 'inégalité
1

)""‘ (B>a>0, p>1).

(1) lnb—lna>(p(b—~a)

b—a b?P—aq?
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Pour p=2, (11) se réduit a

(L1 lnb—]na> 2

(b>a>0)
b—a b+a

Il existe plusieurs preuves de Uinégalité (11.1). L’une d’elles est donnée
dans [6], une autre dans [7, p. 158], une troisi¢me dans [8, p. 192], deux
autres preuves dans [9, pp. 273 et 274], et une enfin dans [1].

Pour 1<p<2 Tinégalité (11) est plus précise que (11.1). En effet, d’apres
(4.2) on a

p~1
bp_ap<p(b—a)(a+b) (b>a>0,1<p<?)
d’our
_ —iL
p(b a)>( 2 )” ,
b? —a? b+a
donc

ot

- hra (b>a>0, 1<p<?2).
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) ) | SUR ©INE EVALUATION DES VALEURS
D. M. Simeunovié APPROXIMATIVES DES ZEROS COMPLEXES
DES POLYNOMES

(Commondgud le 20 Février 1976)

On donne, daus cet article, une évaluation des valeurs approchées des zéros
complexes des polynomes. L’avantage de cette évaluation peut consister dans le
fait qu’elle dépend, outre le degré n du pelynome P (z), encore et uniquement, de
la valeur du polynome et de sa dérivée premiére dans le zéro approximatif. On
souligne également la possibilité d’obtenir d’autres évaluations de ce genre.

Soit un pelynome complexe ou réel de degré n>1
4)) P@E)=z"=a, z"" '+ .- +a,.

Soit {=x-iy un zéro simple de (1); il en résulte que P ({)=0, P'(¥)+~0.
Soit U un voisinage convexe du zéro complexe { ou le polynome (1) n’a pas
d’autres zéros.

On sait que si nous prenons une valeur approchée zo=xy--iy dans le voisinage
U (voir, par exemple, [1], pp. 153—155, également [2] pp. 1054—1059), en appliquant
la méthode de Newton

P(z._)
(2) Zk=zk__1-—-——'——l—- (k———‘-l, 2, ...)
P’ (Z_y)
nous pourrons obtenir des valeurs plus approchées de {. Dans des conditions déter-
minées (voir [3]. pp. 59—60, également [1], p. 155) la suite (2) converge vers le zéro
complexe ¢ du polynome (1).
En particulier, si la condition

min | P’ (z)|=m>0
€U
est remplie dans le voisinage U qui contient la suite zx, nous aurons I’évaluation
P (z
® j5-¢ <R

(voir {1], également [2], loc. cit.).
Lors de I’évaluation de ’erreur de la valeur approchée de zx au moyen de (3),
nous rencontrons le probléme de la détermination du nombre m=min|P’(2)].

ze

De méme, dans un voisinage U, min |P’ (z)| peut étre un trés petit nombre, sans
U

que cela soit le cas de | P'(zx)|.

29 MareMATAYER BECEBK 4
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Nous donnerons une évaluation de | zz—X) qui dépend du degré » du polynome
donné, de la valeur du polynome et de la valeur de sa dérivée au point zx; nous
donnerons quelques autres évaluations de | zz—7{ |. Préalablement voici un lemme.

L e mm e. Soit un polynome complexe de degré n>1
@) P@)=z"+a,z"" '+ - - ta,,
s étant un des nombres 1, 2, . ., n et « un nombre complexe arbitraire pour lequel on a
P(x)5£0 et P9 (a)#0.
Alors le cercle du centre en « et de rayon

1\’-—l nl P (o)
i (n—5)! PW (ur)

contient au moins un zéro du polynome P(z). En d’auires fermes nous aurons, pour un
zéro § au moins le polynome P (z):

1
n! P () T
5 < ;
@ s |( —91PO @)
Le cas s=1 se réduit a:
nP ()
= < ’
© et g
tandis que le cas s=n se réduit a:
1
Q) e —E|<|P (@)]".

Démonstration. Nous démontrerons d’abord (7), c'est-a-dire (5),
pour s=n. Soient {;, &, . . ., {ales zéros du polynome (4). Alors

@® (@-8)(@=8): - - (@—E) =P ().

Soit ¢ le zéro du polynome P(z) qui est le plus proche du point « dans le plan com-
plexe. Nous aurons alors de (8)

le=L]"<[P @),

== ¢|<|P@)]"

d’ou

Pour la démonstration de (6), respectivement (5), dans le cas s=1, partons
de I’égalité:

P@ 1 1 1
9 - v
@ P () a—t,+a—tz+ +a—tn'
d’ol
P’ (a) 1 1 1
10 < ce .
e e gy R e
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Soit § le zéro du polynome P(z) qui est le plus proche de « dans le plan complexe.
Nous aurons alors de (10):
lP’ () <

P@] |a—t|’

d’ou
rle nP ()
| CI<! P’ ()

11 suffit, pour prouver (5) dans le cas ol s est un des nombres 2, 3,..., n—-1
(également pour ¢==1), de ircuver la dérivée d’ordre s du polynome P(z) an point o,
et de ja diviser par P(e), en 2ppliquant un raisonnement analogue a celui que nous
avions pour s—=1{.

Remargue, L
(6) pout étre égaler
(voir, par sxemple 121, po. 991-—992) dont ’énoncé est:

soit P(z) un polynowe complexe de degré n>1 et soit « un nombre complexe
arbitraire pour lequel P{x)540 et P’'(a)5£0. Soit K un cercle arbitraire sur lequel se
trouvent les points

e et a—ﬁf—@.
P’ (o)
Alors le disque de X contient aw moins un zéro de P(z).
. P
En effet, si nous considérons le cercle K, passant par « et @ — ';' ((a)) , dont
oL
le centre est au point o« — "P'(a)), le rayon de K est égal & n—P,(i)i , de telle

maniére que nous ayons, pour un zéro { au moins de P (z):

o M@ | |7P@]
2P () 2P (&)
d’oli on obtient
la—t|< nl”(ﬂ)
P’ ()

I’inégalité (5), pour s qui est un des nombres 2, 3,..., n—1 ci également
pour s==1, peut &étre obtenue également du théoréme de D. Markovié [5] (voir aussi
[Z}, pp. 995-—996) dont I’énoncé est:

Etant donné un polynome
P(z2)=z"+a,z" '+ +a,,
5 étant un des nombres 1, 2, . ., n—1 et « un nombre complexe arbitraire pour iequel
P()70 et P (x) 0. Alors chaque cercle fermé qui contient « et les points

1
2kwi =

ca—e ® | MP@ ) - .
Be=0—e {(n—-s)!l’(‘)(a)} (k=0,1,...,5—1)

contient au moins un zéro du polynome P®(z). (Le cas s==1 ge réduit av théoréme
de Yaguerre).

23+
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En effet, si on prend, dans le théoréme de D. Markovié, le cercle sur lequel se
trouvent « et B, ayant pour centre

2kl !
15 nP@ 7
2 ¢ [(n—s)!P(‘)(a)] ’

oK —

nous obtiendrons poﬁr le rayon de ce cercle la valeur

1

g
’

2 {(n-9)1PY ()

de maniére que rous ayons, pour un Zéro § au moins de P(2):

2kxi

-1 e s

2 (n— ) PO =

s
’

n! P ()
(n—s)1P® ()

4
2

d’od

n! P (o)
(n—s)!P@ ()

On peut démontrer pour | «—% | d’autres évaluations aussi. Ainsi, par exemple,
en dérivant (9) en « on obtiendra

[e—E|<

P'2(0)—P(x)P"” (a)= 1 1 L 1
P2(a) @=%)? (x—8)? @=5)2"
d’on
P'2(a)—P («) P () 1 1 1
11 < PR .
2 P e tf wGE T et p

Soit § le zéro de P(z) le plus proche de « dans le plan complexe. De (11) nous aurons
alors

(12)

P2{a)—P(x) P"' () < P 0.
P2 (a) T a—gP b

Si nous avons encorc P’ 2(x)—P(x) P" ()70, nous obtiendrons de (12)

(13) le—%|<

nP?(x) ;
P'?(«)—P (o) P" @f'

Théore&me. Soit § un zero complexe simple du polynome

P@)=z"+az" 1+ .- +a

de degré n>1. Soit U un voisinage convexe du zéro ¢, dans lequel il n’y a pas
d’autres zéros de P(z). Soit ensuite zx la valeur approchée de ¢ déterminée par
la formule de Newton

(14) zk=zk_,-}-j';§j‘—-% *=1,2,...)
k—1
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Si zy € U et si la suite z converge vers €, alors, pour k suffisamment grand (k> N),
nous aurons l'évaluation

(15) |7~ | < |2 )

P'(z)
Démonstration. Soit zx la valeur approchée du zéro complexe simple ¢

du poiynome P (z), déterminée au moyen de (14). Vu que § estun zéro simple
de P(z), c'est-2-dire P({)=0 et P'({)#0, il existe un voisinage convexe U de
§ ol le polynome P(2z) n’a pas d’autres zéros, avec P’'(z)5#0 pour z& U. Etant
donné que la suite z, dans (14) converge vers {, nous aurons pour un k(k>>N)
suffisaraent grand que zp<SU et aussi que le zéro le plus proche du point 2,
est . 5i nous posons dans (6) la valeur z, approchée du zéro complexe I,
‘née de cette maniére, 4 la place de «, nous obtiendrons (15), ce qus
v notre théoréme.

Y'évaluation (15) peut étre mise sous une autre forme aussi. D’apris
(14} on a:

. P(z)
{}.h\ lz —Z | =|—
- by IP'(z,o
gf aussi

P (z)
By~ Eregy — L~ B,
k+1 k P'(zk)
d’ond
P(z)
17 Zi.ov— Ll lz = €| 4 [——=].
( ‘) | k+1 l\! k | |P'(Zk)

Partant de (15) et (16) I'inégalité (17) peut &tre mise sous la forme
|2 41— C| <+ 1) |24 — |-

Pour | zz—< |, on peut obtenir, de (5) et (13), les évaluations
1

. ~ nl P (z)
i 1% cI<,(n—s)!flﬂm(z,,)
et :
P2(z) g
(19 z, —§|<
. Cat P'2(z)~P(z) P" (z)

en posant, dans (5) et (13), « au lieu de zg.

Remarque l. Sizest la valeur approchée du zéro complexe ¢ du polynome
P(z) et si G est le zéro de P(z) qui est la plus proche du point zx dans le plan complexe,
alors les évaluations (18) et (19) sont valables indépendamment de la maniére dont 2y
est déterminé.

Remarque 2. Si la suite
1

"7 32
¢ A=A ﬁ'((zzk:> [1 o (zSZk) } s Sl
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converge vers {, on peut donner 2 I'évaluation (19) la forme

|20 —CI<(1 +V’_‘—) |25 41— 2 |-

Le cas de la suite (20), quand le polynome réel P(x) a des zéros réels a €té considéré
dans [3], pp. 117—119.
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§UR LA REPARTITION DES ZEROS D'UNE CLASSE DE FOLYNOMES

D. M. Simeunovic¢
(Communiqué le 28. X 1977.)

Oin considére, dans cet article, le polyndme

3
a1
YL!

R

P@)=ay+a,z+a,22+ -+ +a,2" (n>2)

st la répartition de ses zéros dans le plan complexe sous I'hypothése que ses
cocfficients @, satisfont aux conditions

4>0(k=0,1,2,...,n) et 0<BcBio. . %1,

a, a, a,
ou plus généralement
a a a,
|@|>0 (k=0,1,2,...,n) et 0<|2|<|E <.+ - <|2=L
4| |4, ay

On démontre, sous ces conditions, les théorémes suivanis, quant au
polynéme (1).

Théoréme 1. Si 'on a, dans (1), a,>0 (k=0,1,2,...,n) et
(2) ak2>4ak__l ak“ (k= 1, 2, veey B— l),

le polynéme (1) ne posséde que des zéros négatifs simples, un seul dans chacun
des intervalles

O (-2o0) (28,28, (e, 2

Théoréme 2. Si on a, dans (1), a,>0 (k=0,1,2,...,n) et
4) aq2z22a_, 4., (k=1,2,...,n-1),

le polynéme (1) n’a pas de zéros dans le domaine

T T
~Egarg <.
2 2
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Théoréme 3. Si on a, dans (1), |a,|>0 (k=0,1,2,...,n)
) |a =5 @@y |  (k=1,2,...,n-1),
alors le polynéme (1) est différent de zéro a la limite de chaque anneau circulaire

(6) Vs <|z|<V3

>

k=2,3,...n)

2y
.

Ay

et w'a quun zéro a Iintérieur de chacun d’eux.

Les théordmes 1, 2 et 3 qui on trait au polynéme (I) sont valables,
scus Ies m&mes conditions, pour la fonction entiére

(N f@)=a,+a,z+a,z2+ -+ - +a,z"+ - - -

La démoustration des théorémes 2 et 3, dans le cas de la fonction entiére (7)
est identique 2 celle du polynéme (1). Pour démontrer le théoréme 1 dans lo
cas de la fonction entiére (7) on considére la suite des polyndmes

P,(2)=ay+a,z+a,z22+ -+ - +a,z" (n=3,4,..))

c’est-a-dire la suite des sommes partielles de la série (7).
On considére, dans [1], la fonction entiére

n

@) fO=1+22 L0 s

Iy nr FyFays e oly

s

et la répartition, dans le plan complexe, des ses zéros, sous I’hipothése que
les r, satisfont aux conditions 1<r,<r,<--::<r,- -+ ou plus généralement
1<|rl<|rl<---<|r]|<:++. Les théorémes sont démontrés pour la
fonction (8):

= r ) ’

@) Si r,>1 et %*L>2 (k=1, 2,...),]a fonction (8) n'a pas de zéros dans

T

le région

—%g arg {z}<% .
(i) Si r,>1 et £*1>4 (k=1,2,...), la fonction (8) n’a que des zéros
g

simples négatifs, un dans chaque intervalle
(=2r,0), (—2r¢yy —21), k=1,2,...).
(iii) Si les r, sont réels ou complexe, et si |r, |<1 et Tkt 25k=1; 2,::.),
Ty
la fonction (8) est différente de zéro sur la limite de chaque anneau circulaire

&) Vl’k—1’k|<|zl<l/|’k’kn[ (k=1,2,...), (I’ol“l)

et n'a qu'un zéro A l'interieur de chacun d’eux.
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: r . .
Si on pose, dans (8), r,=a, X*1. g2 on obtient la fonction
Tk

(10) i a* gk
k=0

Dans [2, tome II, p. 69, probléme 176], cest-d-dire {2, toms X, p. 123,
probléme 200], G. Pélya et G. Szegé on démontré qus

1) pour a>2 la fonction (10) n’a que des zéros négatifs réels,

2) pour |a|>2,5 la fonction (10) est différente de¢ wéic & la limite de
chague anneau circulaire

|a|*2<|z|<|a P (k=1,2,..3

et n'a, 4 Pintérieur de chacun d’eux, qu’un zéro.
Les théorémes (ii) et (iii) représentent la généralisation des résultats 1) et
2) de G. Polya et G. Szeg6. Les méthodes de démonstration des théoremes

(ii) et (iii) données dans [1] sont semblables aux méthedes de démonstration
de 1) et 2) de G. Pblya et G. Szegb [2].

Remarque. On peut prendre, dans les théorémes (i), (ii) et (iii), r, >0,
respectivement |r, |>0, alors qu'on peut prendre, dans (iii), c’est-3-dire dans
(9) I'anneau

Vil l<lz|<V3|r]  (k=1,2,...), (r|=1).

Les théorémes (i), (ii) et (iii) qui considérent Ia fonction entiére (8), sont
valable, sous les mémes conditions, pour chaque somme partielle

Z o (r=3,4,..).

1 i ryrye s ry

(11 #held L 5.0
r

Les théorémes 1, 2 et 3 que se rapportent au pelyndme (1) s’obtiennent
simplement des théorémes (i), (ii) et (iii), démontrés dans [1}, avec la différence
qu'on y prend, au lieu de r,>1, resp. |r, |>1, r,>0, resp. | r, |>0, en ramenant
au préalble le polyndme (1) & la forme (11).

Afin de pouvoir obtenir d’autres conclusiops sur les zéros du polyndme
(1), nous démontrerons ici complétement les théorémes 1, 2 et 3.

Démonstration du théoréme 1. Considerons un polyndme de
la forme

2
(12) Q@) =1+t p—et (1>2)
r nr Fylae oty

ol on a O0<r,<r,<-:--<r, Les module du k-iéme terme de (12) est maximal
pour r,<|z|<rg,,(k=1,2,..., n—1). Les modules des termes de (12) croissent
continument, du premier jusqu’aun termec maximal, pour ces valeurs de z, et
décroissent ensuite du terme maxima! jusqu'aw dermicr [2, tome I, p. 20,
probléme 117].
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Soit (r, ry- - - 1)~ (—x)* le terme maximal dans (12) pour z= — x (x>0).
Nous avons alors

(13) C(=x)(ryry - )N (- X)f=

-_.(1_ i +_xz__ P - 1)~—k_"‘"—t__7n)

Tksr TiayTka2 Tke1Thea" **

T, Lt X r
__ll‘_+rkrk_,__“+{__l)k kk—1 l>l_ . k

% x? x* Py %
Pour x=2r; et r"”>4, Clest-2-dire —% <——l— k=12, ,— 1) il résuite
i i Tk+1 :
cde (13)
(14 0(=2r) (yrye - 1) (= 2n k>~ k0,
2 gy,

De (12) on a Q(0)>0 et de (14) .
(15) Q(—2r1)<0) Q(—-2r2)>0,...,(—l)"Q(—Zr,,)>O.

(Dans la deuxiéme inégalité (15), pour n=2 et r,=4r, la signe > devient=).
11 résulte de (15) que @ (2) n’a que des zéros négatifs simples, exactement n (n>2),
4 rasion d’un par intervalle

(16) (=2r,0), (—2r4p —21y), (k=1,2,...,n-1).
Si on divise par a, le polyndme (1), on obtient
2
(17) M=]+__z_+i+...+_z_"_
% SH % )
a a, a,
Le polyndme (17) peut se mettre sous la forme
P 2 n
(18) __(i)_=1+i+__z_+...+ E
“o B 5H 5 5 4, %2, %
a @ a a a, Ay Gy
Si on pose, dans (18)£'?=r,, —ﬂ=-r2,... 5 ilﬂnr,, et M=Q(z), on obtient
a a, a
le polyndme (12). Les ccl)ndition; ’
o< <r<-.-<r,
et
Tet1>4 (k=1,2,...,n-1)
Tk
s¢ réduisent maintenant aux conditious a, >0(k =1, 2,...,n), 0 <£9<

q,
<Bic.. <=1 ¢t conditions (2), et les intervalles (16) aux intervalles (3),

az an
ce qui démontre le théoréme 1.
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Conséquence du théoréme I. Sion a, damms le polynéme (1) @, >0
(k=0,1,2,...,n) et ¢*>a,_,a,,,k=1,2,...,n—~1) e si la condition
012;}4 as—l -q_c+l
est satisfaite pour un nombre impair k= s<n, le polyndze (1) @ au moins un

zéro dans Pintervalle ( __2a,_1’ 0) .

a,

Démonstration. Si dans (12) 22121 {t=12,..., n—1),etsila
Pk
condition —**1>4 est rempiic pour un nembre iwpzis A=g<u, on obtient
r.“
pour x= —2r, de {13)

Q (— ) r‘) (rl Pyt rs)—l (,__ 9 ?a)-im {1 - .__I.';.i}".. 4 ‘_-’_)

Terr Ny
..-( 2r' )J(r”l )2 ( Ts+2 )+ "% .]_. _iiwz_(i’,") e
Fery Tsi2 Tyvs 2 41\ 5
2
_-l_(_'.'.-!:l_) (Q—_z_)_‘_ cue >_3L..__2..,’_"Z_>0,
8\ r, r 2 Tiua

-1
ce qui signifie que Q(—2r)<0. Etant doraé que Q (0)>0, le polynéme Q (2)
a au moins un zéros dans DPintervalle (—-2r, 0). Les conditions r, >0

ot Jkti~ k=1,2,...,n-1), avec -':-"i-’—>4 pour un k =s<nimpair, valable
r

T a
pour Q (2), se réduisent, dans ce cas du polynéme (1), 2 ,.>0 (k=0, 1, 2,..., n)
et @?>a_ ap,,(k=1,2,...,n—1), et pour k=s<n impair, 3 la condi-
tion a?2>4a._,a.,,, alors que Pintervalle (—-2r, 0) qui ce rapporte 3 Q (2),

se réduit & la suite de r,=—a‘“‘ , dans le cas du polyndme (1), & lintervalle

s

(_ 2“‘“', O), ce qui démontre la conséquence du théoréme 1.

a,

Démonstration du théoréme 2. Pour 0<|z|<r, (12) n'a pes
z€ros, ainsi que I'établit le théoréme de Kakeya [2, tome I, section III,
probiéme 22].

Soient —--;E-g arg {z}g%, z=|z|e¥ Pour r<|z|<r. k=1,2,...,

n—1) nous écrirons (12) dans la forme

k " 2
19 Q@)= lw(z .}._‘r!s).;.( 7 wur,‘»',,_,)+
PPy <ol

k1 2 Tk+17k42 z?
. k41
Z [ R | &
+( L T l)+( )+
Favilpaa®® "ok z MearThe+2® * "Tarsy

zn—k
gttt
ko1 ezt "ol
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La partie réelle entre les crochets (19) est égale &

2
(20) 1+(ﬂ+’—")cose+( |2] +"""-')cos26+

Teer 2] Tke1Tk+2 lzlz
k v e
+( K +r"r""k r‘)coskﬂ-l-
T TORAR FY Izl
e B
(+ : )cos(k+ Do+... +(v—--———-—~—)cos(n~k)0.
Tre1Tha2" ° “Takegy FpoyFyags ¥y

Nous démontrerons que I'expression (20) est positive pour — —g—-< arg {z} =

=9<—12i et h>2 (k=1, 2,...,n—1). Etant donné que les dérivées secondes
g :

par rapport 3 |z|, de chacune des fonctions

%(IZI)=(I—Z|—+—'£)- q»z(IZI)=( 2| fureey )

ke 2] Tk+1Tk+2 |z |2
k o
‘Pk(lZD"( 2] 4Tkt . r‘).
Tty Thv2 ® "Tak |z]

NELR Ll )

Te+1Th+2° * *Tok41
z n—k
N (4 l)=(—L—)
FreyTrsz * Ty

sont non négatives, les ¢, sont des fonctions convexes vers le bas, et pour
n<|z|<rg,, (k=1,2,...,n—1) elles prennent les valeurs maximales, soit

pour |z|=r,, soit pour |z|=r.,,. A cause de L <—l— k=1,2,...,n-1)

Tkiy
les fonctions ¢, ne dépassent pas, dans I'intervalle [r, r,,] les valeurs

. 1 . 1 1 . 1 1 . 1 1
Q1= 1+7 y P2= 7+? sy P3= ?4‘75 y Pa= '76’*"5‘—0 youo

Le sccond terme, dans (20), est non négatif pour —g-gﬂ <§, et la somme

des termcs suivants ne dépasse pas

1 1\, (1 1\ (1 1 1.1 1
(—+—-)+(—+—)+(—+—)+ R .
2 23] \23 28] \26" 2w 2 22 28
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ce qui rend l'expression (20) positive, et fait que (12) n'a pas de zéros dans

le domaine ——2—<arg {z}<? quand r,>0 ¢ & ket > 9 k=1,2,..., n=1.
Tx

Ceci signifie que le polynéme (18), c’est-d-dire (1), n'a pas de zéros dans le

domaine ——2—<arg {z}<~2— quand 2,2<2aq,_, ., (k=1,2,..., n—1) puisque
(1) se réduit 3 (18) pour =0 (k=0, 1,2, ....2% L = k=1, 2,..

~1) et le condition T3 57 gp rhduit 2 0 08, (=1,2,...,n=1),

g P
cest-a-dire 4 (4), ce qui dbnentre w thlordms 2.
Démonstration ¢u théordéme 3, Boit

@n Q(z)=Q(z)’("’2""’*)"’zkm( 2 i .+.‘.+___2""‘___)
T,

-1 .k ;
(ryrye - r) 'z Fee: TketVke2 Ts1Traz”

r FoPp— P lp..g°°f
+._’_‘.+_’£_.’£_1..g_ 5 0 @ +..£._‘E~.l_._w~!.

z 22 zk
et que z appartienne & I'anneau circulaire
(22) V3lreod<lz|<VS|re]  G=12...,n=1), (r|=1).
On a alors
= A 2
(23) |°(2)|= Q(Z) (’1"2 rk) Z ,\( Izl Izl = R

(ryrye e omp) 2% f’kﬂl I’k+1"k+z'

" |z]*-* )+|’k|+|’k'k;:| ”_+|’k’k—-l'k"r1| '
| reartesas - mall 2] |z] |z]
Pour léinslrki(s:ﬂ) il résulte de (23)
| 0| 5| 2|42 |2 || Thtr iy g % P | een || Teso
T4y Tear 1 | T2 T3 Tis2 Tk+3
Lk | Tk *k | Peas 'nk'—l“. L
T ey V Thes r,
_*__»l”___i__l_ Tk +_l_ RS Te—2(y ... 4
& S‘zl Ty | s rk ey
R R i" =3
. 23 8 B |
Ul O Fy_q | r|

13 Publications de 1'Institvt Mathématique
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Pour
(29) s=V5
et
Py 1 1
PO D 7'
on a
IS T T
1
J’V‘"s”L(T’“s_)‘J'TV‘?—)"’+

2 2 2 2 10
==t gt 5+ - <l
Vs /5 /sy V_ (VS)‘ BB
A cause de (24), et de la définition (21) de @ (2), on aura pour chaque z
sur le cercle |z|=V5|r| (k=1,2,...,n)

- v e op )1 2K
0@ -(ura T2y et adie 2 i,
(’lrz"‘rk)~!zk (’1’2""k)_lzk
d'ott il résulte que @) o, cestd-dire 0(z)50. A Ia suite du

(ryrye-or)tzF
théoréme de Rouché il résulte maintenent que les fonctions (r,r,- - -r)~"2%
et [Q()—(ryry. - 1)~ 2K], Cest-d-dire (r,r,---r)"'zk et Q(2) ont dans le
cercle |z|<}/§|r,‘|(k—l 2,...,n) un nombre égal de zéros, donc k. Ceci
signifie que dans le cercle |z |<V5|r_,| la fonction @(z) a (k—1) zéros, ce
qui prouve qu’a I'intéricur de chacun des anneau circulaires (22) se trouve un
zéro du polyndéme Q (z).

k+|

Les conditions |r, |>0 et >5(=1,2,...,n—1) qui se rappor-

tent au polynéme Q(z), se reduxsent pour polynéme P(z) a |a,|>0 (k=0,
1,2,...,n) et |a [>=>5]a,_, a,,, |, Cest-d-dire A (5), ce qui prouve le théoréme 3.
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SUR LES LIMITES DES ZEROS DU POLYNOME

D. M. Simeunovié
(Communiqué le 9. X1 1979)

G. Pélya et G. Szegd ont considéré, dans [1] (tome, I, p. 109), le polyndme

z 2z z"
1 I+ —4—t oo+ —
() 11 2! n!

de degré impair n, et démontré, que n— co, on a pour son unique racine réelle -x,,

) APRORTL S S 1n(V27:1—+—’)+o(1),
2 1+s 145 s

ol s est la racine positive de 1’équation
sel+s=1,

Dans cet article on considére le polynéme (1) de degré n impair ou pair
et on va démontrer le théordme suivant.

Théoréme. Tout zéro z, (k=1, 1,..., n) du polynéme (1) satisfait &
Pinégalités
1

2(0Fsan) (34 1)
A3) (n+1Ds2r(1-sa)(n+ 1)) <|z|<n,

ot s est la racine positive de ['équation
@ selt1=1  (0,278<s5<0,279)

et ot on a
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Corollaire 1. Pour tout zéro z,(k=1, 2,..., n) du polynéme (1) on
a les inégalités

6) @D st—— @ D+ —— IR -sa)l<| 7] <n
2 1+4+sa, 1+5a,

Corollaire 2. Pour tout zéro z; (k=1, 2,.... ny du polynéme (1) on
a les inégalités

6  nms+——Inn+— ln( 2nﬂ)—&-o,2s<|zk|gn
T l4s 1+s s | fa+l
et les inégalités
1 =
7 ns+———Inn<|z |<n.
U e |z |<

Démonstration du théordme. Soit z,=x;+iy, un zéro arbitraire
du polyndme (1). D’aprés [1] (tome I, p. 116, probléme 23), il résulte que

@) | 2z |<nm.
(Voir aussi [2]).
Pour chaque zéro du polyndme (1) on a ensuite

P A 212 i3
k| = =| k k k
| = = DT Gt a1

<ty lal, b )

\(n+ n! n+2 (n+2)(n+3)
<|2k|n+1(1+|zk|+ |z ]2 +...)=Izk|n+1_ 1 '
PrVh R S e+t =]
n+2
c'est-a-dire |
(9) &k < Izk "H»l 1
S+ 1_lﬁl
n+2
1
SuPPOSOD.S qu'On a
1
(ll) lzk|<(n+ 1)5[21\:(1 _San)z (n+ l)]z(l"““ﬁ)(l*l'l)_
1
=n-{-l 2 (148 @) (R41)

[27 (1-sa,) (n+1)]

el+:
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On obtient de (9)

1
2 (1+5ap)

(1 2w (1 - sa,)? (14 1)

(12) e*< :

(n“r-.‘\)?-:a'“"»e("’*”’{l (n+l)S[2'n:(l sa,.)z(n+l)m

D'apiés ia formule de Stirling

e s EED Y 2m @ 1)

en+l
on auva, de {32
(13} %
1
= )
TEEn ~E D w1 sa ) (ra T
27 (1-5e)? (n+1)] oelnt s, —r
n
ol on a posé
1 _san
e _ 2 2(1+san) 27(l— 4 1 2(1+7an)
V27t(n+l)=[2ﬂ(l soe ) (n+1)] ‘R2r(l-sa) @+ 1)
1-sa,
On va démontrer maintenant que
1 A
(14) 2r(l-sa) @+ 1)]2(2+!¢n)('l+l)<eyn+l —
De Pinégalité
L L <—L (>0 et t5£1)

t—1 V't

obtenue par J. Karamata dans [3] (voir aussi [4]), on a l'inégalité

t—1

(15) i<t >0

Si on pose, dans l'inégalité (15) £=2xn(l—sa,)?(n+ 1), on obtient
2% (l—s ap)? (n+1)—1 2w (1—2 ap)? (n4-1)
27 (1—s an)? (n+1 V2w (1—san)? (a+1)
Zn(l—sa,,)z(n+l)<ey—"( s an)? (n )<e e (1—-sup)? (8 _

VZm (1—san) (a4 1)
Va+1

1
d’on
1 Vimg-aey 1

TATTRIETD _ 20tsmVati _ Von
(16) x=[27(1—- .m,,)z(n+1)]z(l+"")(n+l)<ez( +axn) Vit ey W‘mmm,
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Vﬁ(l —sa,) Vfw—:(l —sev—:ﬁ) |

puisque 0 +52) ——<1, ce qui signifie que I'inégalité {14) -
* -
2i4ed™

Va1
1+se
est valable.

A la suite de (16) on a
f2rhe o, BT le

9 " %a =
S YN i . 1, c’est-a-dire
1-s5e, 1—s0, 1—5sa,
_ 1
1 _gn;-_;l; S[Zn(l re l)]Z(l+.l¢n)(n+l)
an : >1.
l—-s5a,
Nous démontrerons aussi que
san 1

T TR ¢ - 2 (143 an) (n+1)
(18) [Rn(l-s«)(@+1) (Fram) athes, (+DrRud sag)? (n+1))2 (143 %) (2 .

Pour obtenir I'inégalité (18), nous démontrerons d’abord I'inégalité
(19 xne=e* (I<x<a).

Considérons la fonction

f(x)=x=el™>—1

qui donne f' (x) =x%—!el~* (¢,—x). Comme f’'(x)=>0 pour 1<x<a, el comme
f(1}=0, nous avons f(x)=>0 pour 1<x<«a, ce qui signific que I'inégalité (19)
est valable.

En utilisant (19) on obtient
(20) x%n (n+1)s g(n+l)i> elnt1)sx (l gxgan)_

1

En posant, dans (20) x=[2x(1-sa)? (4] Y pour 1<x<a,
on obtient l'inégalité (18).

En prenant en considération les inégalités (17) et (18), I'inégalité (13) se
reduit a

21 ek < !

1
rthspn (1-sap? (1”1 H o) (14D

Il résulte de I'inegalité (21)

1
<—(m+Ds2r(l-sa) @+ l)]2 ENTAYCES)) ’
c'est-2-dire

1

@22) [l b DR ell—ra P e D DD
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En supposant que (11) est valable, nous avons obtenu (22), ¢'est-A-dire
| %% 1>]2 |, ce qui est impossible. Cette contradiction démontre (10).
On obtient, de (8) et de (10), l'inégalité (3), d’ont il resulte que e
théordme est démoniré.
Déraonirons encore les corollaires 1 et 2.
5i on pose, dans l'inégalité e?>y (y=0)
1

y=In2nw(1—-sa,)(n+ 1)]2(’+’¢n)(n+l) .

on obiiendra
1
2 (1+san) (1+1)
@9 Br—se) @+ HPO5
: 1
e
2(1+sa)(n+1)

A Ia suite de 'inégalité (23), I'inégalité (10) se réduit &

In [Vi—;‘ (l —Sdu)],

lﬁ [27(1—-50a)?(n+ 1))

- In(r+1)+ -
1+

n § oy

) 1
24) Z >+ 1) s+—
{24) lkl ( ) 2 1+

e qui, avec (8), donne (5).
Pour démontrer (6) nous ferons usage des inégalités suivantes:

(25) e<l+2¢ o<,
Inp 1
{26) —e—s (p=0),
p Vo -
27 1 !l w=123..)
Pour t=—l=, on obtiendra, de (25)
Vn+1
1 2
©8) o:,,=em<l+l/n+l,
d’olt
2s
T+sa,<1+5+ ===,
= Vn+1
c'est-a-dire
1 1 1 1 1 KJ 2
2 = . > - o -
1+sa,” 2s  l4s s 2 ”l+s[l L+s V,Tiﬁi”
l+S+— l+ r————1
Vn+1 1+s Vn+1
de sorte que
1 = 1 s s \¢ 1
29 - >— - . .
@) 21+.9a,,/2 14 (l+s) Vrn+1
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2s
Vn+1

25 2s

T B =

1— 2s

l+s(lfV%T)].

On a, de (28) —so,=>—5—

, ol

l—-sa,>21-5—
c’est-2-dire

(30) l—.w,,}(l+s)[

On obtieni de (29)
8 ] s 2 2
31 - - . »
@5 1+s:x,,/l+s (1+s) Vni41
En usant des inégalités (29), (30) et (31), on obtient de (24)

1 s s 2 1
32 Z >0+ 1 — — . In(n+1
¢2) 7[> @+ )s+[2 145 (l+s-) Vﬁ—l] ki)
25
1

» i) s]m e i- 25 (1+249)) -

1) s = (e 1)+ —— TR (1 4+ )] —
2 1+s 1+s

_2( s )z[an.n+l+anE:(l+s)]+
1+s Yn+1 Yn+1

) -2 (1)
1+s \l1+4s/ Vn+l 1+s Yn+1 '
On obtient, de linégalité (26), pour p=}n+1

InVn+1 1
33 & .
S Yn+1 \ﬁn+l

En considérant les inégalités (27) et (33), on obtient ensuite de (32)

1 s
z|l>+1D)s+———hn@+ D+——h[y2=x (1 +5)]—
|z |> @+ 1) 2 Tta n(@+1) s V2w (1+9)]

= 2(l u )2{1 +lnl/Zr(+9]}

+s

1

—t

ﬂn+l

- —(’)2- - 1n-1—2’(1+ : )
1+s \l+s Vn+l I+s Yn+1 ’

0,25

9n+l

c’est-a-dire

B8  |z|>@+ s+ — I+ 1) +——InlIn (1 +9)- ~0,25
2 1+s | B
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puisqus

2 —
—2( ) (1 +In[/2m (1 + 9> —0,25,
i+s

2
o —( : ) 2_|m[1- 2‘ > 0,25
1+s \l+4s n+1 Vn+

On obtient de (34)

s : 1 hay e
{33} | 2z |>ns +— * Inn (VZ 1+S)—-~£..__ - 0,45,
2 1+s 1+s fusi
1 i ; 3
©l on & posé s———-lne1+’=——ln—- a la suite de In(u i D>dnn Nes
1+s 1+5 =&

Indgriités (35) et (8) domnent (6).
A la suite de

Lln(}'27'|:1—1_s)> 0yée ———40,25

1+s s ﬂn+1

1 =
leI>nS +——'—lnnv
2 1+s

on obtient de (35)

ce qui, avec (8), donne (7).
Nous avons démontré, de cette maniére, le corollaire 2.
Comme on a

0,25

ffn+1

<0,25,

on obtient de (35)

|z |>ns+ = —5 IS 1n(V2n1+‘)-0,5.
2 1+s 1+s s
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ON A PROCEDURE FOR THE SIMULTANEOUS .
DETERMINATION OF ALL ZEROS OF A POLYNOMIAL (*)

by D.M. SIMEUNOVIC (in Beigrade) (**)

SOMMARIO. - In questo lavoro si considera una procedura d'iterazione per la
simultanea determinazione di tutti gli zeri di un polinomio nel caso che essi

siano reali e distinti. Si ottengono condizioni slqj‘icienti per la convergenza
di una tale procedura.

- SUMMARY. - We consider in this paper an iteration procedure for the simultane-
ous determination of all zeros of a polynomial in the case when they are real
and distinct. The sufficient conditions for the convergence of that procedure
are obtained.

Let us consider the system of equations
(1) zl'=fl'(zhx2)"'yzn) (i=1,2,--.,ﬂ)

wmreuwﬁandmcirdcﬁvaﬁvesgg(i,j: 1,2,...,n) are real and con-
tinuous functions for A; < z; < B;, where A; and B; arc given numbers.
Let 2}, z5,..., 2, be an isolated solution of (1), with 4; < z} < B;. As
is known, the quoted isolated solution of the system (1) can be obtained
by the iteration method. In order to obtain it we start with a given initial
approximate solution %, 5%, ..., 2%, with 4; < z{® < B;, and form
the iteration sequences

(2)

2 = (20,280 Py (i=1,2,...,mKk=0,1,2,..).

(*) Pervenuto in Redazione il 9 gennaio 1990,

(**) Indirizzo dell’Autore: Mining and Geology Faculty — Dju¥ina 7 — 11000 Belgrade
(Yogoslavia),
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If we set
x:] H(X)
= ﬂ::z ) = {fz(:x) ,
;ﬁj Lo ]

then the system (1) and the iteration segaences (23 can be written as

(1" X = f(X}
and
(29 X0 = pex®y (k=0,1,2,..).

For the derivative f'(X) we now have

xy = | 3%
Fx)= [395/] ’
The domain of X, f(X) and f'(X) is D{A; < z: < B;}, where A; and

B; are given real numbers.
Here we use the norm notation

15[} = max 2]

With respect to domain D we shall mtmducc the norm

(3 17O I = max [| (Xl ,

where

@ 10l = max Y [P
8 e g

In our paper we shall use the following theorem related to the conver-
gence of the iterative procedure (2'), that is (2), and which may be found
in[1].
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THEOREM 1. Let the functions f(X) andf’(X) be connnuom' m
the domain D, and, in D, let the inequality

&) IUTXNh<q<l
where q is a constant, hold true.
If the successive approximations
(6) XD = f(XW) (k=0,1,2,...)

lie in D, then the iteration process (6) converges and the limiting vector
X'= lim X
k—oco
is the sole solution of system (1) in domain D.
COROLLARY 1. The iteration process (6) converges if

- 9) 2t
J=1

<g<l (i=1,2,...,m)

when X € D.

Obviously, from the system of inequalities (7) follows condition (5)
of Theorem 1.

NOTE 1. Forthe appmximation of X (¥ the following estimate holds:
B X' XV < |mm X (k=1,2,..),
where X(V = f(X(®),

NOTE 1'. The convergence of the iterative process (2) (or (2')) in the
general casc is lincar.
Here a proof of Note 1/ will be given.

If the iterative process (2') converges to the solution X' of the equation
(1), then

€) X'= f(X").
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Let X (¥ be an approximate solution of equation (1/) obtained by the pro-
cess (2') for k large enough. Setting X’ = X® + (X' — X(®) and using
Taylor’s formula we obtain

(10) F(X) = f(XP) + FX)(X - XP)

whence X = X 4+ g(X' — X(¥),0 <0< 1.
Keeping in mind (2') and (9), we obtain from (10)

X'— Xx*Y = f(X) (X - X,
whence
(an X' = X** D < max || £ |ml| X" = X Ol
Because of (3), (4) and (5) we see that (11) is reduced to
(12) 1 — XE* D < gf| X" — X O

From (12) we deduce that the convergence of the iterative process (2)
(or (2)) is linear, that is of the order 1.

1. Consider a real polynomial
(13) P(Z) =0pz"+ Gp 3™ ' +...+ 61Z + G0, (6 #0,n>3)

with all zeros 2y, 2, ..., T, real and distinct.
Let us set then

d=n'.l}!’_1 lzi — 25| (3,/=1,2,...,m).
For d one usually takes an estimate of the form
d>m(m>0),
(see for example [2], also [3]).

When discussing a real polynomial whose all zeros z; are real and
distinct, which is our case, the lower bound for d can be also determined if
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all the zeros of the polynomial (13) are sufficiently separated using corre-

sponding intervals.
Let

(14) [bildi]) (i= 1321'”»")1» bl <dl <b2 <dz <-..<bu<dl

denote intervals which contain the respective zeros z; of the polynomial
(13). Then

‘ (di,bisy) (i=1,2,...,n—1)
are intervals in which the polynomial (13) has no zeros. It is obvious that

demin(bi ~d) (i=1,2,...,m-1).

We shall write polynomial (13) in the form

1 1 _ Pl(z)
a.jl:I(z—z;) P(z), Whmz—z,+zz—x,— PCa) and
*

(15) z—z,)3 E(I P =Q(z) (i=1,2,...,n)
where i
(16 Q(z) = P"(z) P%(z) — P”; ;)31(92;;) P(z) +2(P'(z))*

We shall take respectively from each of the intervals (14) one point.

Let these points be ¢; (¢ = 1,2,...,n), no one of them being a zero of
(13). We then have from (15), for z = ;,

1 1
I =53 E(q 7 =A@ (=120,

We shall consider (17) as a system of n equations in n unknowns
z1,%2,..., Ty Which can be written in the form

-4
(18)  zi=¢— |Qc) - Z(c‘ o) LR RN R
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The system (18) is of the form (1). We shall apply the method of iter-
ation for its solution. Let 1%, 287, ..., 29 be initial approximate values
of zeros of the polynomial (13), with ={” € [, dl, (5 = 1,2,...,n).
Applying the iteration procedure (2) to the system (18) we obtain

1
-3

n
' (ko) _, !
{19) z; =g | Q(e) — E ‘—m ’
i (¢ —z;™)
it

o

{t=1,2,...,m £=0,1,2,...).

e shall demonsirate the following theorem, related to the convergence of
iteration sequences (19).

THEOREM 2. Let the polynomial (13) have all its zeros z(3 = 1,2,
...ym) real and distinct contained in the intervals (14), respectively. If in
every interval (14) we choose arbitrarily c; and :cf-o) and if then all the
approximations zt**V (k = 0,1,2,...) obtained by the procedure (19)
remain in the intervals (14), then the iteration sequences (19) converge
respectively to the zeros x; of the polynomial (13), when

(20) max(d; —b) < 2,

where
d=l‘l’1;)n I:L'.'—Ijl ’

8 is a number greater than 2 for which

s \* = 1
i () + 5| et

and q is a constant.
Proof. The system (18) is of the form (1). Denoting its right sides by
fi(s=1,2,...,n) respectively, we shall have
3_fi={ 0f0rj=:‘4 . l ~%
(22) af; | —(ci—=) Q(c) — ; Tty forj .

i
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Substituting in the relation (22) the quantities Q( ¢;) by the comresponding
values from (17) we shall obtain

(23) ' af; {0 forj=1i

ofy  \Farforjdi

By (23), the left sides in (7) reduce to

]c,—-:z:,!
(24) E‘c‘ -—;’;F 21,2000, s
l"f

By hypothesis, the zcros z1,22,..., T, 0f (13) are real and distinct
and the minimal distance between neighbouring zeros is d > 0. Let zeros
Z1,%2,..., %, be inorder

1 <2 <...< Ty
If z;, c;, 23 € [b;, d;], then, having in mind (20)

" |ei — =i| < max(d; — b)) _<_§

and
(25 |20 -l < max(ds—b) < 2(a>2), (1=1,2,...,m) .
If ¢; < z;, because of (25), we now have

(26) |c; —z5| > (j —ddforj—i >0,
lei —zj| > (—j—1)dfori—j—-1>0,

—ldfori—j-1=0(i,j=1,2,...,n).

lei — z4] > =
If ¢; > =, then, having in mind (25)

2D -z >G —i-Ddforj—-i—-1>0,

|c.-—a:;|_>_8—ldforj—i——l=0,
lci —zj]| > (i —dfori—j7>0(5,7=1,2,...,n) .
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From (26) and (27) one obtains

l 4
= Z -xfl‘ [(BT&I-) ¥

. 1 1 1 .
+ 2 (1+T‘-+ §T+-"+ (u—z_Z.)‘)] ; (B=1,200,1)

for neven > 4, and

1 8 +
9 Z’l'-—wll‘*<d“ Kz—l) *
h“

1 1 1 .
+2 (l+2 34 -+ (%)4)], (1=1,2,...,n)

fornodd > 3.
Since
1+ -l-+ L+ =—7i
24 34 "7 90’
relations (28) and (29) reduce to

(30) zu;‘ . _l_. Y ¥ ad
’ lct $]I4 s—1 45| °
/f
Multiplying (30) by |c; — z;|*, one obtains, keeping in mind (25)

4 4l g
(31) E ;'||4 [(sjl) +%]-3—4— (i=1,2,...,m).

-

Because of (21) we see that (31) reduces to

Ec‘ "" s<a<1 (i=1,2,...,m),

h"
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which by (23) and (24) rcpti:scnts the conditions (7). The condition (20)
implies that (7) is satisfied. In view of Corollary 1 and Theorem 1, the
preceding fact proves Theorem 2.

NOTE 2. For the approximations of zf-") the following estimates hold
(32)

Jof? — 24l <

i .
lq qmaxlzf-“ -:tf-o)l (i=12,....mk=1,2,...).
—_ i

NOTE 2'. The convergence of the iterative process (19) is linear.

COROLLARY 2. The iteration process (19) converges if

(329 max (d; — b;) <0.4915563988 d .
]

The estimate (32) follows from the estimate (8), while the conclusion
in Note 2’ follows from the conclusion of Note 1'.
Set

(33) F(s) = ( s V', x| 1L
= s—1 45| &t

For s € (0,1) we have F(s) > 2. Fors € (1, 00) the function F( s) is
continuous and monotonically decreasing, where F(8) — oo whens — 1
and F(8) — 0 when s — oo. Thusthere is only one value s’ € (1, 00) for
which F(s') = 1, which means that ¢ is the positive root of the equation

s \* | 1
(39 [(8_1) *2?]‘37:"

It is not hard to establish that for s we have the bounds

2.034354556 < s' < 2.034354557 .
Besides that, for s > s’ one has

(35) F(s)=q< F(s&)<1.
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Inview of (33) the relation (35) represents the condition (21), which means
that (20) holds for s > g'.

REMARK. We saw that the condition (20) is fulfilled for & > &', where
¢ is the positive root of the equation (34). Therefore in (20) crie may take
5= 2.034354557. In that case (20) reduces to

(36) max(d; — b;) < 0.4915563988 d,
]

o that Corollary 2 is proved.
Forgiven s > &, in view of (21), one has

s \* o 1
<7 = ('Tf) 5

and according to (20) one should have

(38) max(d; — b) <2

The constant ¢ obtained in this way serves in (32) for the valuation of the
approximations (.

From (37) we may deduce that g quickly decreases as 3 gets larger,
which in view of (38) means that g decreases quickly when max(d; — b;)
decreases. ‘

For a given ¢ < 1 one can find s from (37), and then from (38) de-
termine how large m?x( d; — b;) should be. In the following table we give

Some cases:
q s m?x(di —b) q 8 m?.x(di —by)
05 2246 <£04452d4 0.001 7900 <0.1265d

0.1 2940 <£0.3401d4 0.0001 13.698 <0.0730d
0.01 4677 <02138d 0.00001 24.390 <0.0410d

Inpractice max ( d;—b;) should be determined so that (36) holds. Then
$

from (38) one takes s =
the constant g from (37).

— —— ie valy S—
rard—gy- With this value of 5 one determines
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As mentioned, for the quantity d one usually gives the bound of the
form d > m (m > 0), so that the condition (20) will be satisfied for

N . max(di —b) < =,
while the condition (36) will be satisfied when
(40) max(d; — b;) < 0.4915563988 m .

~ In practice instead of d one most often operates with the quantity m.
In iterative procedures for simultaneous determination of all zeros z;
of a polynomial (when the zeros are all distinct) the initial values zf-o) must
be chosen so that

1Z? —z| < h (i=1,2,...,n).

To prove the convergence of these iterative procedures, the constant h, in
the general case must satisfy the condition

d
h< -i- .
In some iterative procedures one requires that h be much smaller than £.
We mention here the procedure
(40 (k)
k
2B = g (h _ P(z;™")

] n
(k) k)
E(x‘ *35 )

4

(i=1,2,...,m k=0,1,2,...)

which is used more than 20 years. The appearance of the procedure (41) is
linked with the papers [4] and [5].

For the iterative procedure (41), K. Dofev [4] proved the following
proposition:

Ifd= 1?#1 |z; — z5| and

(41") I=? — x| <h (i=1,2...n)
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where

(1+g)!/(»-D

(42) o g ]

(O<g< ),

then the iterative procedure (41) is convergent, where
lzsk) -z £ hqz"“l (1=1,2,;% B=0,1,2,..0 .

By the procedure (41), we deduce from (42) thai ihs guaatity h must
be much smaller than £ and it decreases with the increase of the degree n
of the polynomial. Thus for n = 3 we must have b < 0.2265409197 d,
for n = 6 we must have h < 0.1146128658 d, and for #n = 10 we must
have h < 0.0690099084 d. A similar situation ariscs with some: interval
methods for simultaneous determination of all zeros of a polynomial (see
[61). v
Good aspects of the procedure (19) are in the following:
1) one can take wider intervals [ b;, d;] containing initial values z{”,
2) the widths of the intervals [ b;, d;], depending on (20), do not depend
on the degree n of the polynomial,
3) arelatively small decrease of the intervals [ b;, d;] enables one to arrive
at the approximations :nf-") with a satisfying precision,
4) the calculation of the values z{**" are not complicated, since the
quantities ¢; and Q( ¢;) are not changed.

2, EXAMPLE, The procedure (19) will be applied to the Legendre polyno-
mial of degree 6

(43) Bela) = -1—16—(2319:6 ~3150% + 10522 —5) . |

It is known that the Legendre polynomial of degree n
1 &
2" dgn

has all zeros real and different and that they all lie in the interval (-1, 1).
The zeros of the polynomial (43) are the zeros of the polynomial

Pu(2) = (z* -1)*

(44) P(z) =2312% —315z* + 10552 — 5
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and they are symmetrically distributed with respect to the point 0. Since =

P(-0.95) > 0, P(-0.92) < 0; P(-0.67) < 0, P(—0.64) > 0;

- P(-0.25) >0,P(-0.21) <0; P(0.21) < 0,P(0.25) > 0; P(0.64)

>0, P(0.67) < 0; P(0.92) <0, P(0.95) > 0; then in every interval

_ [bi:di]:

D (45  [—0.95,-0.92], [-0.67,-0.64], [-0.25,-0.21],

[0.21,0.25], [0.64,0.67], [0.92,0.95]

-lies a zero of the polynomial (44). Here

(46) max(d; —b) =0.04
and

47 min(bis —d) =0.25=m<d.
According to (47) we have

0.4915563988 m = 0.1228890997

which in view of (46) means that '
(48) m?x(d.- — b;) < 0.4915563988 m .
Taking into account (47) we obtain from (48)

m?x(d,- — b;) < 0.4915563988 d,

so that also the condition (32') is fulfilled. According to (39), we now have
8= W%TDT) = 6.25. Fors = 6.25 from (37) we obtain

g < 0.002735 .

If for quantities ¢; € [ b;,d;] and x§°) € [b;, d;] we take for example:

a=-0.94,c0=-0.63,c3=-0.23,c4 =0.22,c5 =0.65,c5 = 0.93,
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20 = 093, 259 = —0.65, 2{% = —0.24,
79 =0.24, 2" = 0.66, 70 = 0.94 ,

then by applying the procedure (19), taking into account (16), we set ap-
proximations:

—0.9324695197, z? = —0.9324695142, z{” = —0.9324695142
%” = —0.6612096179, 22 = _0 .6612093865, a:(3) = —0.6612093865
?” —-0.2386191882, z52 = —0.2386191861, z3 = —0.2386191861
D = 02386191878, z'? =0.2386191861, = = 0.2386191861
“’ = 0.6612093679, x“’—’ = 0.6612093865, ‘3’ = 0.6612093865
D = 0.9324695142, (2 = 0.9324695142, 1z = 0.9324695142

According to (32), in our case

|=$? — z;| < 0.0000000841 (i=1,2,...,6).

For the application of the procedure (41), according to (41) and (42)
we must have |z{? — z;| < 0.1146128658 m = 0.0286532165, that is
max(d; — b;) < 0.0286532165, which is not fulfilled here. This means

13

that in applying the procedure (41) the initial values zf-o) must be taken
from smaller intervals than the intervals (45).

When dealing with a complex or real polynomial P(2) of degree
n, whose all zeros 23, 22, ..., 2, are distinct, then we have the following
proposition:

If 2; is an approximate value of a zero z; of a polynomial P(z) and if

nP(z) m _d
(49) Bi(z) <7 < 5
then
(50) |7 — 2] < [Pz

|P'(2)| — 2=2|P(3)|

independently of the way we obtained the approximate value Z;. The propo-
sition (50) may be found in [7].
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In our case, for z; = z¢? (i = 1,2,...,6), the conditions (49) are
fulfilled. According to (50) we have

|2$? — =] < 0.000000000036 (i=1,2,...,6).
Let us state at the end that there exist several procedures for the si-

multancous determination of all zeros of a polynomial. Some of them may
be found in [8] and [9].
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On the Convergence of an Iterative Procedure for the Simultaneous Determination
of all Zeros of a Polynomial

In this paper one considers an iteration procedure for the simultaneous determination of all zeros of & polynomial
in cage they are real and distinct. Sufficient conditions for the convergence of that procedure are obtained.
There exist more than one procedure for the simultaneous determination of all zeros of & polynomial. An
exhaustive list of works related to that problem can be found in [1].
Let us consider the system of equations

Ty = fi(%y, Zgy ees y Tn) » §=21,2, ooyt , (1)

where the f; and 8f;/0zy, §,j = 1, 2 -» 7, are real and continuous functions for 4, < 2 S B,i=1,2,..,n, with
A and By given numbers. Let zj, 372, «» T, be an isolated solution of (1), with 4, < z; < B,. As is lmown, the
quoted isolated solution of system (1) can be obtained by the iteration method. In order to obtain it we start with
a given initial approximate solution z{?, {0, ... , 2{?, with 4; < 2" < B, and form the iteration sequences

oD = fi(a®), o), ... ,2W), i=1,2,u,n;k=0,1,2,... (2)
As 18 known (cf. [2]), sequences (2) converge to the quoted isolated solution of system (1) when
,zl 8£‘Sq4<l T — 3)

JrAi<x < B,1=1,2,..,n.
Consider & real polynomial

P)=a"+a2" 1 +..+a,, n=3, (4)
with all zeros #;, z;, ... , 2, real and distinct. We shall write (4) in the form I; (2 — ;) = P(z), wherefrom
j=1

1 s 1 P
z—z jSyax—a P
Al

(%)

Let
(bu d() ’ = 1, 2, ey Ty (6)

be intervals containing respectively each a zero of (4). We shall take respectively from each of the intervals (6) one

point. Let these points be ¢, # = 1, 2, ... , n, no one of them being & zero of (4). We then have from (), for z = ¢,

1 5 1 Pl

= i = sus 5T 1
6 — &y =1 C — Xy P(G() > 8 l, 2, s ( )
J#i

We shall consider (7) as a system of n equations in » unknowns ,, 2,, ... , 2, which we can write in the form

z.=c;-—1/(Pl(c‘)—£‘ : ) i=1,2.,n. 8)

P(O;) j=1C1 — Zy
IR

The system (8) is of the form (1). We shall apply the method of iteration for its solution. Let 2{?), af?), ... , 2{) be the
initial approximate values of zeros of the polynomial (4), with 2? € (b, dy), s = 1, 2, ..., n . Applying the iteration
procedure (2) to system (8) we obtain

P'(G() n 1 .

1) = g — aniSYC 2 = w,n; E=0,1,2,... 9

Zf+) = ¢ 1/(},(0‘) ;_zi'o‘_#)), $=1,2.,n; k=012, ®)
i

We shall demonstrate the next theorem, related to the convergence of iteration sequences (9).

Theorem 1: The iteration sequences (9) converge respectively to zeros @y, @y, ... , @y of the polynomial (4) when

los—z) < %, and |20 — x| < -;‘;, i=L2.,n, (10), (11)
where
d=n:in|z,—x,|, 6$i=1,2.u,n, (12)
i
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r being either a positive root of the equation

s\ 1,1 R
(a-—l)+2 1+§+§+“'+T-2—’ =38 (13)
2
for n even = 4, or a positive root of the equation
NLEN IS Y RN (R I S 14
5 1 EtmteTr Iy~ P4
2
for n odd = 3.
Proof: The system (8) is of the form (1). Denoting its right sides in order by f; (i = 1, 2, ..., n) we have
0 for j=1i
o Ple) = 1 73
L _ . (16)
5~ |—(c— =) [ e z,] for j£i.
EE
Substitutingin the relations (156) the quantities P*(c)/P(c;) by the corresponding values from (7) we obtain
0 for j=1
Bf‘
=1 =) i ki (16)
8z I o —z) for j #4.
By (16), the left sides in (3) reduce to
- 2
i il N an

j=1le — zy|?’
JAi
By hypothesis, the zeros z;, 2, ... , Z» of (4) are real and distinct and the minimal distance between two neigh-
bouring zeros is d > 0. Let the zeros z;, %, ... , s be in order
B LTy < e < e
If ¢; < z;and if

—zl <=, 8>2, i=1,2.,n, (18)

|

then
leis—z| >(—9)d for j—i>0, leg—2|>@—j—1)d for 1 —j—1>0,

":14 for §=d'=1=0, ffm 1% (19)

les — x| =2

If ¢, > x, then, having (18) in mind,

. % 5 = 8§ —1 o3

lee—z| >(—i—1)d for j—i—1>0, Jo—z]= 7 d for j—i—1=0, 20)

lec—zl > (@ —j)d for 1 —3>0, 4,j=012,..,n.
From (19) and (20) one obtains

» 1 1 s \2 1 1 1 7 )
Semmn<a|(H) e rEtEt ety 1B —
J#i ( P) )

with n even = 4, or

n 1 1 s \2 1.1 1 7 ;
Jélc‘—x;l’<¢ﬁ[(a-—l)+2(1+§+§+"'+(n——T)’ i bl 22)
j#i

2

with n odd = 3.
Denoting by r & positive root of (13) or (14), respectively relations (21) and (22) reduce to

L 1
—_——— <, = ese 3 Bie 23
£ dap<i i=bhe @
J#i
Multiplying (23) by |¢, — 2(? one obtains, on account of (10),

2o —z|? _r? § =1 8t )
L S eSS T, < —e—=1 = L2 N
;;”C( —21|’<d’lc‘ = =d? 2 y ® o
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or

Lo —zl? .
,-ll_c(———;j|—’<l, 3—1,2,...,11, (24)
A

which by (16) and (17) represents conditions (3).
Conditions (10) imply that conditions (3) are satisfied. Taking into account also conditions (11), the demon-

stration of Theorem 1 would be completed.
Equations (13) and (14) can be written in the form

8t — 240 — 2957 + 495 — 29 =0, (265)
where
1,1 1
s=1+§+§+...+m (26)
()
for n even = 4 or
o 3 L 2 1 27
e e I (27)

n—1\3’
()
respectively, for n odd = 3. In both cases § is subject to the limitations

nz

Equation (26) has only one positive root r, with
2<r<2b. (28)
The increase of § in (25) or the increase of the degree n of the polynomial (4), respectively, which appears in (26)
and (27), implies the increase of the positive root r, which remains in the limits (28). Having in mind (28), the con-
clusion results from Theorem 1:
The iteration seq (9) respectivel, ge L0 2ero8 @y, Ty, ... , Zn of the polynomial (4) when

J

lee —2| < 0,4d and |20 — 2] <04d, i=1,2,...,%,

where
d=min|z —2z|, 1,j=12..,%.
i
References

1 Movaxovid, G.: Numeridk liza, Beograd 1986 (in Serb tian)
2 DeMipoviow, B. P.; Maron, I. A.: Osnovy vichislitelnoy matematiki, Moscow 1970 (in Russian).

Address: Dr. DraGoMTE SIMRUNOVIG, Mining and Geology Faculty, Djufina 7, YU-11000 Belgrade, Yugoslavia







Numerik bei Gleichungssy und: Polysamnnlitel T 545

ZAMM - Z. angew. Math. Mech. 70 (1990) 6, T 545—T 549 Akzdemie-Verlag Berlia
Sweiniovi€, D, M.

On Some Kstimates of Approximate Values of Zeros of Polynomials

Considering the pelyneraial us a specific function ene can give some particular estimates for the approximate valves of
its zeros. The estabiishing of such estimates is the purpose of this paper.

Tonsider the polysoricl
MY 2t a b b, nZ2, 8)
aad let 2y, 23, .., 5 DIt 250 Weenn wriis then the polyoomial (1) in the form P(z).= (z — z,) (z — z3) ... (z — z,), whenee

£ L i s s Bt V)

Before further cxpasition we shall prove the following theorem.

Theorem 1: Let ¢, be auy point in the complex plane for which P(c,) % 0 and P'(c,) # 0. Then the closed circle C,,
nP(c,)
Plcy)
Proof: For z = ¢, one obtains from (2)

P(cy) 1 1 1
= = 3
P(ey) cl"zx+¢1—'zz+ +Cl“z- a

having its center in ¢, cnd a radius ry =

I , contains at least one zero of the polynomial (1).

Let z; bea zero of the polynomial (1) which is nearest to ¢,. It is clear that such a zero of (1) exists, One then has from (3)

Pey) 1 1 1 . _»n
Pled]| " ey =zl ey — 2l les =zl ey — 21|’
hence the relation
» nP(e,)
| S |—=],
ley =zl S P @

which is the statement of Theorem 1.

Theorem 1 is the particular case of a more gencral theorem mentioned in [5], where several proofs have been given
in addition to the above proof. Theorem 1 can be also deduced from Laguerre's Theorem (see [5)).

Let us now consider the case when all the zeros zy, 2, ..., z, of (1) are distinct. Let us then put

d=minly-z|, ij=12..,n. ®)
7}
For d one usually takes an estimate of the form
dzm, m>0 ' ©)
(see for examgle [2), also [6]).
If we have, fur the point ¢, which i near to zero z, of the polynomial (1)
wP(e)| d -
P(c) 2
namely
< 'i,
then the closed circle C, contains, by Theorem 1, only onezero of the polynomial (1), which is z,, so that one has by (4)
nP(cy)
c; — 2y S |——|. 8
ley—zls Py 8)
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In the case when the condition (7) is satisfied one has by (8)

Ic,—zll<§. . L 0

Under the eondmon (7), baving in mmd (9), we shall give for fc; — z,| an estimate which is more precise than (8).
Write first (3) in the form

ot —_—— 10
Ple) e—zy (2. —2) +(ey . ¥z)+ +(‘l""=)+(¢n"2|) %
Keeping in mind (5), (7) and (9), one obtairs from (10)
Pley) 1 1 1
£ X ) s s
IP(CI) s"’l—zlil.hl"'zzl“‘cl“‘le-‘- +|‘x—zJ—|‘-'|"zx|
< 1 . a—1" = 1 n—1 - 1 2n—-2
s =zl d—leg—z) oy =zl d_! ley — 1z d '
2
hence
ley — 2l < "’;‘f — an
IPledl — 1P(cy)l
When the condition (7) is satisfied one has [P(c,)] < IP(;‘)' ‘. Heacs
lP(cJI ~ zl: (c’); Pead }":((::)) o
IP(e)l — IP(Cn)l P el — e

From (12) we draw the conclusion that the estimate (11) for le; — z,| is more precise than the estimate (8) when the
condition (7) is satisfied. If

nP(cl) d
Plc) E 2’ )
1Pl < [Pl

Ped — 2221y 1Pl - 22

. 14
2 \Peeal

Under the condition (13), having in mind (14), one obtains from (11)

oy — 2l < WPlet . as)

P — 222 b,y

umemdiﬂonus)huﬁ.ﬁedmhumc,x<"’_(;ﬂ.mmzm

Pl & Pl "P(‘-'l)l
Pl - 221y ey - 222 "";”” Peol’

(16)

From (16) we conclude that the estimate (15) for |c; — z,| is more precise than (8) when the condition (13) is satisfied.
On the basis of what has been said, now we can formulate the following theorem relating to estimates of approximate
values of zeros of a polynomial.
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Theorem 2 : Let all zeros z,, z,, ..., z, of the polynomial (1) be different and let
d=minjz —z|, Lj=12..,n.
14) )
Let z, be any zero of the polynomial (1) and let Z, be its approximate value. If

nP(z)| d
<y
PG| <3 an
then
'3 nP(z,) o
—zis
1z zli = P‘(Z-x) UR)
swidd ;
Pz
- i< PEd (9)
Pz — 7 PEN
{f we aos
!"P (_1)1 m _d
<=5 -, 20,
Py S2%2 -
lhén
PG
el < ——L0 e
PEN - IP@EN
m
The estimates (19) and (21) are more precise than the estimate (18). When |P(Z,)] is sufficiently small, then
I 1)
I2y = z)| = Ip(fﬂ . (22)

Proof: If we put in (7), (8), (11), (13) and (15) ¢y = Z;, we obtain (17), (18), (19), (20) and (21), respectively, which
proves Theorem 2.

From (12), that is from (16) for ¢,=Z;, we can conclude that the estimates (19) and (20) are more precise than
estimate (18). That (22) is valid when [P(Z,)] is sufficiently small, can be easily concluded from the right-hand side of (19),
or from the right-hand side of (20).

The estimates (18), (19) and (21) are valid independently of the way we obtained the approximate value Z; of zero
z, of the polynomial (1).

We can apply Newton's method for the determination of approximate values of simple complex zeros of polynomials.
Let z; be a simple complex zero-of the polynomial (1)-Let subsequently U, be-a convex neighbourhood of the zero z,,
where the polynomial (1) has no other zeros. As is known, taking the initial approximate value z, (0) from the neighbourhood
of Uy, using Newton's method,

P(zy(k)
Pz(k)’

we can get new, more precise approximations of the zero z, of polynomial (1). Under certain conditions (see [4], p. 155),
the sequence (23) converges to the zero z, of the polynomial (1). Specially, if we have

2306 + 1) = zy(k) — k=0,1,2..., ©3)

min [P'(z)] = my > 0,

zely

where the neighbourhood U, contains the sequence z, (k), then the estimate
P(z, (K
) - 51 s T2 4
1

is valid.
Concerning estimate (24), in practice it often appears that there are difficulties in determining the value of m,.
When we gpeak about the estimates (18), (19) and (21) all values that appear in them (the degree n of a polynomial,
the value of a polynomial and its derivative at the point Z; and the value d, that is its lower bound m) can be determined
without any special difficulties. This fact underlines the practical significance of these estimates.
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The use of the estimates (18) and (19), that is the estimate (21) will be shown concretely. There are several expressions
which represent the upper bound M of the modulus of zeros of a polynomial (se for example [3]. We are giving here
one Cauchy’s result [1], according to which for every zero z, { = 1, 2, ..., n, of polynomial (i) one has

"JSM('IIBJ)”‘. k=12,..,n. 5 %)

For the value d, usually we give an estimate of the form (6).-We are giving here the estimate presented in [2], p. 89,

according to which

—_—n, 26’
(! I.'ll.rn" 1 (

where M is the upper bound of the modulus of the zeros of the polynomial (1), which means that [z} < M, i=1,2,...,n,
and where

4

o S 33 Sa—1 )

s K s ses 8 2 By 2
D2 =™ 4 2 . ., s= X2z, k=0,1,2...,

..................... I=1

Sa-1 Sa Sat1 S2a~2

the values s, are determined by the equations

Bt oS-yt ..+ ay_ g8 +kay=0, k= 1,2,...,n—1, s5=n,
that is, from the equations

SetmF OSpip-g F oo F CySagy + 25, =0, m=0,12,..

For the number m which represents a lower bound for d, using (26), usually we get a diminished value. This
diminution is more expressed in the case when the degree n of the polynomial (1) is larger.

We want to meation that for d we can get more precise estimates than (26) when n > 3, Besides, the lower bound
for d can be also determined if in the complex plane all the zeros of the polynomial (1) are sufficiently scparated using
corresponding circles.

Example: The polynomial

P@)=22+32-5 27

has two complex zeros z; and z,, and one real zero z,. For its zeros, according to (25), one has |z < 3= M. If the vnlue
d is estimated using the formula (26) with M = 3, we shall get d > 0,7772 = m. If for the initial approximate value of the
zero 2, of the polynomial (27) we have taken z,(0) = —0,6 + 24, then applying Newton's method (23), we have

z,(1) = —0,577224736 + 1,999497235i,  z,(2) = —0,5770856931 + 1,999770968i,
where |P(z, (2))| = 0,0000005883, |P'(z,(2)) = 10,57902297. If we put Z; = z,(2), then

3P(z,(2))
P(z,(2)

I = 0,000000167 < 0,3886 = g < ;,
which means that the conditions (17) and (20) are satisfied. Therefore, for |z,(2) — z,| we can take the estimates (18) and
(21). According to (18) we have
I21(2) — z,| = 0,000000167,
and according to (21) we have
l24(2) — 2] < 0,000000056 .

Remark: From Theorem 1 we can conclude the following: Let z, be one isolated simple zero of the polynomial (1)
and let Z, be its approximate value. If then all other zeros z,, 2, ..., 2, 0f the polynomial (1) lie outside the circle with center 7, and

radius ry = ‘&g)l,!hmmhaulhcesﬂmau

nP()

l’l_3||$|r(!) . (28)
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A Remark on the Zeros of a Polynomial

In this paper we determine in the complex plane circular domains containing all zeros of the polynomial
P@)=2"+az2"" ' +a,"*+..+a,z2+a,, n23, 1)
where we also obtain several expressions which represent an upper bound for the moduli of the zeros of P(z).

The place of the zeros of the polynomial (1) in the complex plane, depending on its coefficients a,, k = 1,2, ..., n,
was investigated by many authors (see e.g. [1]). Here we quote a result due to Cauchy [1, p. 123] which is as follows:

All zeros of the polynomial (1) lie in the circular domain
lzl <1+ M )
where
M = max|a, k=12,..,%. 3)
M. Tomi€ [2] considered the zeros of the polynomial (1) in the halfplanes |z + a,| = |z — 1, |z + a,| < ]z — 1] and

the halfplanes |z + a,| 2 |z}, |z + a,| < |2| of the complex plane and obtained interesting results. Here we quote three of
M. Tomi€’s results:
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(A,) In the halfplane
lz+ a2z — 1] @
all the zeros of the polynomial (1) lie in the circular domain

ld <1 +)/M, ®)

la; + a3 + ... + ay
k-1

where

M, = max . k=23,..,n. ©)

(A;) In the halfplane
Iz +a)| <z — 1] 0

all the zeros of the polynomial (1) lie in the union of the circular domains

lz+al<1, |zd<1+M, 3)
where
M,=max"“'+'“k°'++"’*', K=23,...n. o)
(A;) All the zeros of the polynomial (1) lie in the union of the circular domains
z+al<1l, Jzl<1+M,. (10

The result (A,) is contained in the result (A;), but it was especially pointed out by M. Tomi€ in order to be considered
together with the result (A,).
In view of the inequalities
la)l = M (€3]
and
M =M,=M, (12)
M. Tomi¢ proved that the union of the circular domains (10) lies inside Cauchy’s circular domain (2), except when
M, = M in which case the union of the domains (10) coincides with the domain (2).

When M, > 1, then 1 + [/M; <1 + M, S 1+ M, S 1+ M. In this case the part of the circular domain (5)
which is contained in the halfplane (4) lies inside Cauchy’s circular domain (2). Concerning the zeros of the polynomial
(1) which lie in the halfplane (7), according to (A,) they lie in the union of the circular domains (8) where this union does
not have points outside Cauchy’s domain (2).

In this paper the zeros of the polynomial (1) are considered in certain circular domains, and one theorem is proved.
For the proof of the theorem we shall use the method that M. Tomi€ used in proving the results (A ;) and (A ), respectively.

Theorem: All the zeros of the polynomial (1) lie in the union of the circular domains
lz+a) <A, lzl <1+ M,/A, (13)
where M, is given by (9) and A is an arbitrary positive number.
Proof: We write (1) in the form
P@)=2""'z+a)+ayz" *+ay"?+ ...+ 8,4z +a,, (14)
hence
IP@)| 2 121" |z + ay] — [lagl 2"~ + [a] |21 7> + ... + |a,—,ll2] + |a]].- (15)
Since
lag] l2I"% + lasl 2" + ... + lay—y| |2l + la,| = la;] (12"~ — |2I"")
+ (@l + lasD) (2"2 = |2"™%) + ... + (lagl + las] + ... + [a,—4]) (2] — 1)
+ (8] + las| + ... + |a,—4| + &)

= (il - 1)[|az| s 4 il H ol : -

+ las| + las| + ... +la,—|

2
n—2

(n—2)

gl Flasl + . Hlay ol +lal n— l]

n—1 =1
=1
<@ - )M, [m--’ F2 (-2 + #—T]
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the relation (15) reduces to

IP@)| 2 21" |z + a,| — (2| — 1) M, l:lz]"‘3 +2pz" 4+ ..+ (n—2) + — l:I,

lz| = 1
hence
] -1)M 2 n—-2 n-—1 1
PE)| 22" [lz + a —L21+—+... . 1
P@ 2 Iz iz + ayl o = T (16)
I2|
For |z| > 1 we have
n—1 1 n—1 1 1 n—1 n n+1
. = —+ —+ ... — 17
|22 - 1 g2 ( 2l 12? ) 2% et 2" “
Izl
and
2 n—-2 n-1 n |2?
I SR MY .t A A S S (18)
Izl 22 gt (12l = 1)?
Taking (17) and (18) into account, we obtain from (16)
M
|P(2)| > [2"~* [Iz +a——2 ] (19)
2 — 1
For|z + a,| = A, thatis, for points in the complex plane which do not liein domain |z + a,| < A, we obtain from (19)
M
P > ! [A -~ ] 20
lzl — 1

According to (20), for |z| > 1,in the domain |z + a,| 2 A wehave |P(z)| > Ofor|z| = 1 + M,/A. This means that |P(z)| + 0
at the points of the complex plane which do not lie in the circular domains |z + a,| < 4 and |z]| < 1 + M,/A. From this
we deduce that all zeros of the polynomial (1) must lie in the union of circular domains |z + a,| < 4 and |z| < 1 + M,/A,
which finishes the proof of the Theorem.

Taking for A different positive values we can obtain from the theorem particular results. Here we list some particular
cases.

1. For A = 1 one obtains the result (A;) of M. Tom€.

2. For A = [/AT, (the case when the sum A + (1 + M,/A) has minimal value):

(D) All the zeros of the polynomial (1) lie in the union of the circular domains
Iz +a)l <YM;, led<1+)M,. 21

e — I % —_ 2
3. For A= (o = 1) + (zlall ¥ +4M; (when 1+ M,/A =|a;| + A, ie. the case when the circle
|z + a,| = A4 is contained in the circle |z| = 1 + M,/A and touches it):

(D,) All the zeros of the polynomial (1) lie in the circular domain

— 2
il < lasl + 1+ }/(la)] — 1)* + 4M, ) @)

2

I / 2
4. For A = ol +1 % (|021| ool ke, (when |a;| + 1 + M,/A = A, ie. the case when the circle |z] =
1 + M,/A is contained in the circle |z + a,] = A and touches it):

(D) All the zeros of the polynomial (1) lie in the circular domain

2
o< L ]/(|a2,| + 17 +4M; @)

From (D,) and (D) we can conclude:
(Dy) All the zeros of the polynomial (1) lie in the intersection of the circular domains (22) and (23).
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Because of (11) and (12) we have

lag] + 1 + /()] — 17 + 4M, lad+1+ Via? = 2lay| + 1 + 4M

2 2
Clad + 1+ )/ = layl + 2M)? — AM(M — |a,|)
2
— 2
gIa.l +1) + l/(l2 lai| + 2M)* _ 1+ M,

that is

— 1
|al|+l+]/(|a2,| 1)* + 4M, <1+ M. @4)

In (24) we have the = —sign when M = |a,| = M,.
Taking into account (24) we conclude that the circular domain (22) is contained in Cauchy’s circular domain (2),
except when M = |a,| = M, in which case two domains coincide.

s Fora= il = LEV(al -0 +4My o e 1 MyA =
touches the circle |zl = 1 + M z/A?:
Ds) If
lay) 2 1+ 2)/M;, @5)

then all the zeros of the polynomial (1) lie in the union of the circular domains

—1=}lal =1 = ~ Vel =1 -
IZ+all<Ia‘| 1=V (a) =1 4M1’ |zl<|ﬂxl+1 (a)| — 1)° — 4M; 26)

2 2

layl, i.e. the case when the circle |z + a;| = 4

Interesting results on the bounds of the moduli of the zeros of polynomials were obtained by F.G. Boese and
W. J. LUTHER in [3].
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Note on the Location of Zeros of a Polynomial

MSC (1980): 65H05, 65D05

In this note we determine in the complex plane regions containing the zeros of the polynomial
Pz)=2"+a;z" ' + a2+ ...+ a,.yz2+a, n23. )

We also obtain one expression which represents an upper bound for the moduli of the zeros of P(z).
The location of the zeros of the polynomial (1) in the complex plane, depending on its coefficients a;, k = 1,2, ..., n,
was investigated by many authors (see e.g. [1]). Here we quote a result due to Cauchy [1, p. 123] which is as follows:
All the zeros of the polynomial (1) lie in the circular region
lZl<1+ M, 2
where
M = max |a, k=1,2...;n:
Representing the polynomial (1) in the form

P@)=2""'z+a) + a2 % + ... + @,—yz + a,,
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hence

P 2 e fi o = [l oyt el T o

T P P
M. Tomi€ [2] considered the zeros of the polynomial (1) in the halfplanes |z + a,| = |z — 1|, |z + a,| < |z — 1| and the
halfplanes |z + a,] 2 |2|, |z + a,] < |2| of the complex plane and obtained interesting results. Here we quote two of
M. Tom€'s results:
(Ay): In the halfplane |z + a,| 2 |z| all the zeros of the polynomial (1) lie in the region

lzl < (1 + A28 < (1 + max |’ C), k=23..,n, (a,)
where
- lasl? lauJ? - 1,1 LI g
A"—Iazl"}‘w"‘.--'*'mg C.(P»Q)—C.— 1+2_,I;+W+"‘+(n_ l)p[q

and1/p+1/g=1,p> 1.
In the halfplane |z + a,| < |z| all the zeros of the polynomial (1) lie in the region

lz + a)| < (1 + AY2R)th, (ay)
(A;): In the halfplane |z + a,| 2 |z| all the zeros of the polynomial (1) lie in the region

l2l < /1 + 4B/x, (a;)

where

la;l |, lasl la,|
B="Z+4 "=+ ..+ —.
2 3 n

In the halfplane |z + ay| < |2| all the zeros of the polynomial (1) lie in the region

lz + a;) < )/1 + 4B/x. (a3)

In this paper, using the procedure of M. Tomi€, the zeros of the polynomial (1) are considered in certain circular
regions and also in the halfplanes |z + a,| 2 |2, |z + a,| < |z| and the following theorem is proved.

Theorem: Al the zeros of the polynomial (1) lie in the union of the circular regions
lz+a) <4, |z|<1+%, ()]

where
M, =maxla|, k=23..,n, )
and A is an arbitrary positive number.

Proof: For |z] > 1, from (3) we have

- _mle L NP
PG 2 el {|z +al - M, [Izl g LR lzl"“]}

1 3 | 1 1 1
Szt al-M | =+ S+ —S+——+—+..
i {" By = My [|z| 2P 2 e ]}

- M
=" l{Iz +al - —l—}

2] — 1
that is
= M

IP@) > [z""* {Iz +ay - —l~} ©

lz2 — 1
For |z + a,| 2 A, thatis, for points in the complex plane which do not liein the region |z + a,| < A, we obtain from (6)
IP(2) > 2t {A i } 0

|zl — 1

According to (7), for |z| > 1 in the region |z + a,| = A we have |P(z)| > O for |z| = 1 + M,/A. This means that |P(z)| # 0
at the points of the complex plane which do not lie in circular regions |z + a,] < 4 and |z] < 1 + M,/A. From this we
deduce that all zeros of the polynomial (1) must lie in the union of th