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,U. M. CHMEYHOBH'B. 

0 KPI1TEPl?lJ~l.MI-IM.t\. 3A PEIIIABAlhE RICCATI-EBE 
JE,IU-1A4UHE ITOMOnY KBA,nFATYPA 

Tipao, D. BER.'IOULLI, a 3aTHM Euu:R, noi<a3aJIH cy ft<l ce cneQHjaJIHa 
Riccati-eaa je;:~ua<rHHa 

(I) 
dy • 
-·- +y=:U11 
dx 

MO».."e pemKm. KBap;pazypaMa ai<o je y H>oj 

4k 
(2) 11=--- (k=0,1,2, ... ) HJIH oc=-2 (k-++oo). 

2k±1 

LroVVILLE je ,rJ;OKa3ao .na ce 3a apep;aoc.Ta napa.Me-rpa IX pa3.rn:r<m.Te op; 
(2) pemelbe je,o;Ha'UUie (1) He Mome ,u;o6HTH noMoky I<Ba,rJ;paTYPa HHTH p;a 
m je Moryhe H3pa3HTH y KOHatiHoM o6rumy noMoky eneMeHTBpHHx 
<P~ja. 

IllTo ce TWie onmre Riccati-eae je,IJ;HaqHHe 

dy 
(3) d-;+Py1 +Qy+R=0, (P:PO, R:PO) 

rp;e cy P, Q, R npOii3BDJf>Hf.! qJyi!l<.qaje of( x, no3Ha.TO je p;a ce OHa MO>Ke 
CBeC'rH Ha JIHHeapny jep;Ha'-rHHy, na npeMa TOMe H. peiiiHTILUOMOfiy KBa

p;parypa, ai<o joj c.:: :ma jep;aH, Ma KOjH:, napmeynapHH HHTerpa.JI. 

MdjyrHM, y iocrepaTypa ce Mory HaliH H MHom cne~HjaJiHH KpH
Tepnjyr,IH I<ap;a je Mo:ryhe ormrry Riccati-eay je,rJ;Ha•nmy peruHTH I<Ba,IJ;pa
TfPaM.a. TH t-cpHTepHjyMH cao,n;e ce Ha op;peljeHe pen~je I<oje Mopajy 
nocrojam H3!\1eljy KOetPIIL\HjeHaTa. P, Q, R Riccati-eae jeAHa•ume (3). 

HaBO,IJ;HMO HeRe op; THX I<pHTepHjyMa: 
4k 

(4) R=CPe-lfQdx(JPe-JQdxdxf
2H•, cc KOHCTaHTa); 

cn~jB.JIHo, 3a k = 0, cnep;H op;aa.I(e 

(5) R = CPe-2fQt~x, 

(6) 4R= ;
2 

+2 ( ;r +GP; 
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~ .HI ~ .c>+l 

R= S 2HI +PS 2Hl + --'- (QS2.P+I + pPS lil+l)' _2L(QS2Hl +pPS-29+1)'! 

2P 2P 
(?) 29 

+ CPS 2HI. (S= -(2p+ 1) fPdx. p KOHCTilHTa]; 

1 -J!." 1 ( J.!." J c J!.u ) P=-;;e " , Q =-;; b- 2e " • -;; e " dx , 

(8) 

R= ~ (c+c-(J: eJ~"dxYl 
(a,b,c upoH3BO.Jl>HC «fl~nje OA x, a G KOHCTaHTa) j 

(9) P+Q+R=O H omnmje a'P+abQ+lrR=O, (a H b KOHCTaHTe); 

(10) 'Y'-P'¥2-cP'Y+R=O, r.z:te je c1>=-(Q+2P'I'), 

( cn~ja.JIHo ea c1> = 0, c1> = - Q + 2yPR, c1> = - ~) ; 

( P')' (11) P(a'+Pa1 +Qa+R)- Q+2Pa-p =0, (a ljlym<l.lHja OA x). 

KpmepujyM (4) nomqe o.z:t llEJOBKJi-a [1], (7) H (8) o.z:t KAPAI1AH
l.IH1i-a [2], (6) OA BYr.AEB-a (2], (5) OA ABEL-a [3], (9) o.z:t KURENSKOG 
[3 CTp. 23-24], (10) O.z:t MKrPmiOBKJi-3 [3 crp. 23-24], .z:tOK KpHTCpHjyM 
(11) OOTH'IC OA ABDELKADBR-3 [4]. 

Y OBOM Pa.m' AajCMO MHOI'O OilliiTHjH KpHTCpHjYlt\, I<OjH HaBC.z:tCHC 
ca,tqJlKH I<ao cne~ja.JIHe c.nyqajeae. :Hmm:, OCHOBHH ~ HaM je .z:ta YKB
»<eMO .z:ta je CBBKH Tai<a.B !<pHTepBjyM CI<BBBaJieHTaH 3axTCBY AB OIIIliTa 
Riccati-eaa je.wm'IHHa HMa IlllpTHKYJiaPHH BHTerpaJI OAPeljeuor THOa; y 
cyWTHHH, .z:tai<Jie, jeAHHo no3HaBIUI>e napnu<ynapuor mrrerpana oMoryhyje 
BllTti"pa~jy I<BRAPaTyPaMa. 

II 

Iloi<83ahCMo C8Wl AB CC CBH rope HBBCACHH KpHTCpHjyMH Mory .z:to-
6Hnl Kao cne~ja.JIHH CJI}"Iajeau jCAHor oiliiJTajer KpurepujyMa, H3 I<ojer 
ce MO»<e H3BeCTH cn~jll.TIB39llBjOM jom 6ecKoHa'IHO MHoro .z:tpyrmc pa3-
HHX cne~jammx KpmepujyMa. Ilpu TOMe ce ueheMo o6a3BpaTH ua 
ycnoae o er:m~ju mrrerpana, jep je H3BoljeiLe 'IHCTO !l>opMaJIHor 
Kapai<Tepa. 

Y3eheMo npOH3BOJLHY !I>~Hjy u (x) H H3BpiiiHTH 3aMeny npo
MeH.ll>HBHX 

(Cl) ~ = f Pe- f CQ+U'II)ctx dx, y = u +"le- f CQ+U'II)d%. 

cl 



Ha Taj ua'IHH he ce OIIlllT!l Riccati-esa jewiatJaHa CBeCTH aa. I<RHOHHtJI<H 
o6;mrc 

(~) 

(y) 

d1J + "fJZ = F(~), 
d~ 

<l>~jH F(~) y @) MO>Ke ce WiTH o6mm I<aKa.B ce xcfie, np;ai<Jie c 
003HpOM Ha (IX) H ( y) HMaMO 

(·() ~: + Prr + Qu + R = - Pe- 1 J CQ+2.Pu)t~x • F {J Pr· f (Q+1P.•M~ d.."f:} . 

B~o ,n;a ce H3 (y') MmKe aailH npoB3Bo.n.uo Maoro Be3a 3a 
P, Q, R npu I<OjHMa ce <l>~ja F(~) y (~) Mo>Ke ,n;a'l'H yganpep; ogpe
ljeH o6JJHK. 3a TO je ,n;oso.n.Ho ,n;a ce npoH3BO.JbHoj «;Py~je: u(x) ,n;ajy 
pa3HC O,J:Weljeae Bpe,ll;HOCTH. 

MH heMO ce os,qe 3aJUl:>KaTH aa jeWtoM. cn~jllJIHo.l\1 CJiyttajy €}:lyHK
q:aje F(~ y je,wm'lHHH (~). llpe.Ma aaupe.,n; peqeaoM, je,IJ;Batmaa (~) Molrn. 
b.e ce penmm I<Ba,rij)arypaMa a.Ko je y ILOj 

4.\ 

F(~=J.C2k±1> 

na he ce Ta,IJ;a H ,n;arn oiiWTa Riccati-eaa jel-{Ha'tiHHa Molili peiiiHTH KBa
.n;pa-rypaMa. 

MomeMo, ,n;aKJie, pefiu: aKo iWciiioju rfiyHK14uja u(x), KOHCiiianiila ).. 
u ~o UIJ311iilusa~~ 6poj k, iUaKo da je 

(12) :: +Pu2 + Qu+R= -)..Pe-ljCQ+2.Pu)h · [f Pe-f<Q+2Pv)lhtdx ]-2:!1, 
oiiutii.ia Riccati-esa jedHa"'lUHa MO:Hee ce petUUtUU KaaiJpaiiiypaMa,' upu iilo.Me 
doJta.JU y o63Up u k = 0 u k -+ + oo • 

Ill 

Y3HMajyfiH cn~jaJIHe u, k u i\, .n;o6Hi:ieMo H3 (12) pasae cnel.\H
jaJIHe IqnrrepujyMe. Tai<o 3a u = 0 .qo6ajarAo Iqnrrep:n:jyM ( 4) 

4k 

(A) R= - APe -l]Qtl% · (f Pe-jQt~x dx) -iA:l:l • 

3a k=O H3Jla3H O.qaBJ:{e KpHTepHjyM (5) ,IJ;OK .'311 CBai<O l-ijJyro k= 1,2, . .. 
H k-+ + oo .qo6aja ce .qpym. 

,I:(ecua c-rpaaa y (12) ynpocmhe ce a.I<o y llioj y3MeMo u=- Q/2P. 
T~ .qo6ajaMo, H3Bpunmnm cse pat~yae, 

(B) 4R=~ +2(;)'- 4)..P(f Pdxt21~t. 
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3ak=0BMa.M.O OJ(SBJ(e KpHTepBjyM (6), H038CBaKO ,tq>yro k=l,2, ... 
H k-+ + oo J(o6Hhe ce APyrH. 

Cnel.\HjaJIHO 3a k = 0, pena~ja (12) rnaca 

(C) du +PuS+ Qu+R= ->..Pe-z[CQ+2Pw)dJC. 
dx 

Kpu-repujyM (7) fie ce J(OOHTH Ka;:J; ce y:JMe u = - JL ~ _p__ , 
2P 2S 

a 

. -J!!_" f c J~ . KpHTepHJYM (8) KaJl ce y3Me u= -e a· • -;;e 11 dx. YocranoM, 

MO>KC ce y (C) Y3eTH 33 U UITa CC XOBC; CBaKO HOBO U J(afie H HOBH 
KpHTepHjyM. 

(D) 

Y3MCMo JIH y (12) >..=0, J(Ot5HheMo 

du 
- +Pu1 +Qu+R=O, 
dx 

WTo 3Hatm ):(a 3a u tpe6a yaeTH Ma KaKas napTHKynapHH HRTerpan .rtaTe 
Riccati-eBe jeJ(Ha'lBHe, InTO je noaHaTa cmap. Y KpHTepujyMy (9) y3ero 
je ):(a oua HMa I<OHCTaHTy y = afb 3a napTHK}'JiapHH mnerpaJI, cne~aJIHo 
y=l. Y(10) je )'3eTOJ(a jenapTBKYJiaPHBHHTerpBJiy=-(Q+c!>)/2P, 
JlOK je y (11) Y3eT napTm<ynapBH HHTerpaJl y= -a(x)-QfP+P'fJ». 

IV 

Ha OCHOBH (D), jaCHO CC BHJ(H .rta KpHTepHjyMH (9), (1 0) H (11) 
onepHIIIy ea yuanpe):( J(aTHM napmeynapHHM imTerpaJIHMa OnWTe Riccati
ese je):(ua•ume: yHanpCJ( J(&Ta <l>ym~ja y = tp (x, P, Q, R) npornacu ce 
napTHKyJiapHHM HHTerpanoM OIIIllTe Riccati-ese jeJ(HB'IHBe, ua ce OHJ(a 
AOOHjy ycnoBH 3a P, Q, R no):( KojHMa he ro 6mu (I<purepujyM). IloDITo 
je je,l:(HOM jCAlUI DapTHl<)'JiapBH HH'IerpaJl D03HBT, OHa ce MO>KC csecrn 
Ha JIHHeapuy, Tj. pelllHTB KBQApllT)'PwM. ' 

IloKa3aheMO ,1:(8 je y OCHOBB OBO np~ B y KpHTCpHjyMHMa (5) 
go (8). Ta.n;a ce onnna Riccati-esa je,u;uatnlua CBOJ(H ua KaHOliWIKH o6.JIBK 

~ +1)•=>.., 

3a Kojy je mu<O yotJHTH napnn<ynapHH HH'IerpSJI. Ha Taj Ha'lBH KpHTe
pujyMB (5) J(O (8) He auaqe mrurra J(pyro Hero ):(8 cy onurroj Riccati-eBoj 
j CJ(HSqHHH uaMCTHYnf pegOM OBH napTHeyJI3pHH HHTerpaJIH: 

V):e -[Qd%; -Q/2P+y'i; -Q/2P+pf2S+Y,:S-2t
1
+1 ; 

e- f ~( VA- J : e f ~ dx} 
CJiuqHO CC MO»<e UOK833TB H 38 OllUITHje KpHTepHjyMe (A), (B) H (C). 

1";1 

..;!. 
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V 

P. l<A:inA.lrnH (S] y jeAHOM CBOM pa,tcy HCIIHTBBaO je ,n;a JIH ce MOif<C 
noMohy napTHKynapHor Imrerpana ,n;ucpepeHqHjaJIHe je,n;aatm:He 

du 
(13) - = M1y"'l+M~+ • • • +M,yMA1, 0~1n].<Fns· ··<m,. 

d:c 

CBH3liTii crerre:e: nomrnoMa aa ,n;ecaoj crpaHH; oa,n;e cy 1nj c;eJIH 6pojeaH, 
a 11'4, M.a H aime cp)'1ll~je o,n; x, HO Koje HHcy H,n;eHTH'II<ll je~aKe ayJIH. 
I!pa TOMe ce Mo»<e np emocrrunrrH ,n;a 6pojeBH 1nj-l HeMajy saje,n;HHtU<or 
)leJIHTe.JI,.a (pe,lt'jHOT:la.Ha je,n;aatnma) jep, ai<O H.Majy saje,ll;li:WJIDI ,n;eJIHTe.Jb v 
onga neli r.yncnny.lV'I;a y = y-v CMaiLyje creneu. 

Pe3JllTaT, J~O 1wrn je )l;omao P. KA.mAmm, je oBo: )l;a OH, He npe-r
rroCl'aBJblljyhH mmrra o cpym<c;HjaMa M1, nocrojana sa CBai<H napmi<y
JiapHH m-rrerpan y1 cyn~ja y=lf'(yl>Y) KojoM he ce CMaB>HTH creneH 
nommo.Ma y peA:YKOBaHoj je,n;HatmHH (13), mrrpe6Ho je H )l;OBOJLHO M 
6y):(e m.~o~2, Tj. )l;a je~<nma 6y)l;e HJIH Riccati-eBa wm JI.HHeapHa. H.mNe 
je TO 1110ryfie rrOCTHliH ca!40 KO,ll; HSBecHHX Cllec;Hja.JIHHX je)l;Hatnma TO!'a 
nma, H TO ea J.IapO"tiHTHM napTHKJnapHHM HHTerpaJIHMa, a s;e ea CBS.l<HM. 

300I' CBera OBOra je jaCHO OTl<yA!l TOJIHl<H pa3HOBpCHH H MHoro-
6pojHH I<pHTepHjyMH 3a pemaaase onmre Riccati-eBe je,n;aatm:He noMohy 
KBa,n;pa-rypa: o,n; CBHX pe,n;yKoBaHHX je)l;HattHHa ooJIIn<a (13) caMo ce Ko,n; 
Riccati-eae napTHI<ynapHH HHTerpan MO>Ke ynoTpe6HTH sa cmrn<aBaiLe 
creneaa rroJIHHOMa no y KOjH y :a.oj )l;OJia3H, Tj. sa caolje:a.e Ha JIHHeapey 
j~na<nmy, Tj. sa pemaaaB>e noMohy KBa)l;paT)'Pa. CBH)l;O c3)l;a,n;aTH KpH
TepujyMH, Ma KOjHM HatiHHOM ,n;a cy )l;OOHjeHH, HHCY _HHIIITa ,n;pyro Hero Bese 
H3Meljy .P, Q,R Koje ce ,n;o6Hjajy K3)l;a ce usaecHa cpyaKD;Hja o,n; x,P,Q,R 
npornaCH nar-rm<yJIHpHHM HHTerpaJIOM onmre Riccati-eBe je)l;HaqHHe. 

(CaoutuiU"eHo 7-X-1959) 
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SUR LA SOLUTION DE L'EQUATION DIFFERENTmLLE 
DE RICCATI A VAIDE DE QUADRATURES 

Par D. M. SIMEUNOVIC (Belgrade) 

La transformation 

(a) ~ = J Pe -J<Q+U'u)t& dx , y = u + 7J e -J<Q+U'u)t&, 

oil u represente une fonction arbitraire de x .. reduit !'equation generale 
de PJccati 

{b) 

A la forme 

(c) 

oil F(~) est donn~ par 

dy +.EY+Qy+R=O, 
dx 

d1J + TJ' = F(~), 
d~ 

(d) F(~) = _ _!_ (d u + Pu1 + Qu + R) i I <Q+lh)tb:. 
P dx 

Etant donne que F(~) est compl~ent arbitraire, on obtient, en 
tenant compte de (a), (b) et (d) 

(e) ~: +Pul+ Qu+R = -Pe-:zf<Q+l.Pu)t& P {J Ps-l<Q+2Pu>"dx}. 

En particulier, si F(~) = ).~!&.. ). = const., "= - ~.. k = 0., 1, •.. 
2k±l 

(meme pour k = oo , c. a. d. " ... - 2), fequation (c) se reduit a Pequa
tion particuli~e de Riccati resoluble par quadratures. Dans ce cas la re-
lation (e) prend la forme .... 
(/) du +Pu' + Qu+R= ->.Pe-:zf<Q+2P.,)u UPe_(Q+U'u)udx J-iAfi". 

dx 

Autrement dit: s'il existe la fonction u, la constante ). et un entier 
positif k tel que la condition (/) soit satisfaite, !'equation generale de 
Riccati (b) peut~e resolue par quadratures (Ies valeurs k = 0 et k = oo 
sont aussi admises). 

De cettc mani= la relation (/) est un critere gmeral donant la 
solution de l'~uation de Riccati par quadratures. En choisissant u, k et 
>. d'une mani= oonvcoablc, on obticnt divers criteres connusl: de PBYo
VITCH (4), d'A.Bm. (5), de BoUGABPP (6), de KARAI'AND2ITCH (7), (8), de 
KURBNSKY (9), de .MrnuNoVITCH (10) et d'AsoBLKADER (11). 

Notrc procede general met en evidence que tout critere resulte en 
imposant ll l'~uation de Riccati une integmle particuliere. Autrc:ment 
dit, si l'on impose une fonction donn~ a l'avance cp (x,P, Q,R,) comme 
l'integrale particuliere de !'equation de Riccati, on obtient une relation 
entre P, Q et R et cette relation est le critere en question. 

1 Voir le tenc en serbe. 



rAAC CCJ;X Cpncu arai!Jewuje H4YJ:4 u yMerH.OCrU 
00e.MH>e npupomio -MilT~ nayu, r:11>. 26 - 1965. 
GLAS ~ f.Actufhnk Serbe thJs Sciences et du Arts, t. CCLX 
ctasse des Sci.encu mathhnatique.s et naturclles, M 26-1965 

;o;. M. CHMEYHOBR'li. 

IIPHME).I.BA 0 HYJIAMA )E,I(HE I<JIACE u;rumx ~YHI<I.XHJA 
(IIpKI!lLeBO Bll IV CKJDY, on 22. V 1964, na OCRDBY pe4Jepam 

aHSAemn<a Muoi}paza To.wlla a ltOIIBCHDl' 'LliRBil CAIJ6odana AAaH'Ullia) 

I. Y OBOM pll)zy uocn:rpahe:r.m U.eJrY tflym<u.Rjy 

ll pacuope~ ILeHBX HyJIS. y KOMWiei<CHoj paBDll non upemoC'I'aBKOM na 
r, aa,ttoBOJi.aBajy ycnoue 1 < r1 < r1 < ... , RJIH oDIIiTHje 1 <frit<:-w · . : 
Y cnc:u.HillJIHOM c.nyq:ajy, Ka~a jc r 1 =a, r,.t+l =a1, (m= I, 2,· · ·) G. P6lya 

· rlfC 
H G. S zcgo [1, laDHI'a II, crp. 69, 3!lJtS.TaK 176] uoKa3ano: cy: 

00 

1° ~ ~aja L a-"' z!', (a > 2) HM:a ca:r.m peamte HeraTHBHe 
n-0 

upocre eyne. 0Baj CT8B noi<ll3yje y R3BecROM. Cl\IIHCJIY Beay R3M.cljy pac-
1 

DO{)eAa syJIS. y KOMIIJleKCHOj . paBHH ll BeJIH'Im!Ie lim. sup I a I n'• fl-+ Oi:1, 

Kao DITO jc TO DOK83ao A. Edrci y pa,ey (2]. C ru>yre crpme, P61ya 
a Szeg6 cy noi<838JIH [I; IOLB:ra I, crp. 123, s~aT9lC 200] 

QO 

2° sa I a I > 2,5 l}>ys:KitHja L ~z" Ha l1J8.lD!JJ.H CBtU<or Kpy>I<Hor 
JC-0 

DpCTCHa 

pll3JIH1lllTll jc on HYJIC H y yHyl'plliil!LOCIR CB(U(Ol' Oll OBHX npcreROBa BMa 

C&Mo no je,qUy 1fYJIY. 
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Ma heao A1l'I'B )Wllllte&.e osa AA Cl'I:Bia sa 0JI!Ut!!jy o6mDca (l) 
B JJOI<Psalu~•o ~ ~ BJlDl Te tyaaqafe 38BIIal ~ c6uuca B upa
~ JCOeCioa•tHiemrra r,. TBKO lieao ~ oaaJ eras 

crAB. (i). Axo i• r1 >-1, r•+1~2, (m-1,2,···), 
r. ~4 

W K 
(1) HUUJ JIYA4 y -· 2 EO; arg ( •• ~ 2" 

(n"). Axo i• r1 > I, ,...,, ~ 4, (,. - I,~···), ~4 r. . . 
(1) UMa Cd.MO i1pociiie HUcliiium4 JIYM, U iiio C4.MO iio j~JIY jl CtJ<lKOJI oa 
p113JUIIC4 

( -2rv 0), ( -2r•+u- 2r.), · (m- I, 2, · ·~). (a) 

(ill). Axo cy r1 peaAHu UAU JCo.MiiMKCNU " t11eo je 1 < l r1 l < 

< I ~·I < · · ·, 1";:11 ;> S, (m- i, 2, • • ·), ~a je ~ja (I) pauuwiiill -

oa HYM Jut tJ>dHUfiU uaKoz lCp;ptcHDZ iipciiielul 

flr~ r.l < I•I<V lr.r.+ll, (m-1, 2,· • ·), (r.-1) 

" UMtJ y YJIYWPtlUD60Ciiiu uaKoz oa Otlll% ilpciiieHola Cd.MO w ieaHY HYAY· 
. . . 

~ ABR pesynmm (it1 R (ili) AJljy ~o ywuntelioc cra-

Bosa 1° R 2° P61ya-a R Szeg6-a, 8l<O ce Cl'8BH y J0 r1 -a ur;,+'- a'l 
. . 

11 ~ 2, o~ocao y 2° r1 ""' a, r;:' - a' Jl I e~l ~ 2,5 YJI.CCl'O I 11! ~ VS. 
(m- 1, 2, • • ·) • .MeroAB AOIOI38 sa (u1 H (ill) y OBOil PRAY cn:attiaa je TJP
IrJJ3Y P61ya-il • Szegk. 

2. ,l(DKtn ciiilull. (i). 3a 0 et;;; 1•1 ~ r, ( 1) maa- uyna Jl!l QCiroBy 
Kalteya-oBor CT&Ba [1, IOYil"ll I, o~ m, 38.ART&K 22]. 

HeKa je- ~ ~arg(•) ~ ~, • -l.cl"'· 3~ r.~l•l ~r-+u 

(m- J, 2, • • •) HHI!riii!HM.f\ (1) J o6mucy 

/(•)- Ji" [t + ( _L+r•) + ( .- . + r.r..-t) + ... + 
r1 r1···r. \r•+l • V-+tr-+• _. · 

+ + + + ... C 
Ji" r.r...-t • • ·r1) · ~ ;"+l J } 

r-+1 r•+• •.. r.. Ji" r. +,r-+1 ••• r~ 

(2) 

-



Peamm p;eo H3paaa y cpeAH>Oj 38l"p!IAB fep;muc je 

1 + (J.!.L + "•.\ cos 8 + ( I z f• + r. "a-1.) coo 2 8 + ... + 
"•H rsv \r.+J ,.!RH I BIB 

U03HTHBBH, TO cy cpi KOHBeRCHe npeMJ}. p;OJie II 3a rm ~I z I ~ rnt+u 
(m.,. 1, 2, · • ·) y:mllmjy HajBeliy Bpep;HOCT 6mro :m lzl = r,. rum sa 
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(3) 

(4) 

fzl = r111+1• 36or_!!_::;::: -2
1

, (k-- 1~ 2, •• ·) lfl~e 'Pt mcy Y [r~m ra-u] 
r.H1 

Behe o~ f1*=(1 + ~), 'Pa* = (~ +~a)' tpu* =(~a+~~), rp/~ c: 

CS(!..+ !...),• o o 

21 210 

,I(pym 1JJDlH y (3) je HeHeraTBJWI aa - i ~ arg { z} ~ i, a 30np 

uapep,mm 'DWIOBa Imje Behl! op; 36'npa 

(! + !.) + (!.. + !..) + (!. + !_)+ ... =!. +!.. + !_ + ... < 2 21 21 21 21 210 2 21 25 

1 1 1 I 1 <-+-+-+···--·--c=ol, 2 21 21 2 1-! z 

na je H3p83 (3) no3H'l'liBall H (1) Hel't19. HfJI.a. 
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(h1. 3a AOK83 Aellll. (h1 CTIIB8 KOpBcndle!m ce OBIUlii03B&'tll& CT8BOii: · 
A. H u r wit z-a [3, crp. 119]. · 

AKo Je 1/. (•)I BB3 llii8JIIl'Dl'DO ~a y o6nacrB D orptiBR.;; 
'ltiiO) JJpOCTOa ICOIITJPOM: R BKO /. ( .&') -+ f( .&') ~ y D R /( .&' r 
BBje J(,qeBTil'U(II RJJIII, TaA8 je •• e D ll)'ml c~JymaorJe /( • ), ~ R 
C8llO ftWit BKO je •• 'l'll111C1l IIII1"'aaiJDDB CKJIIIl s:yna ci»YIIIU\Ilia /. ( • ), 
DPR 'I1:XJ ce R m1UCe KOje cy BJlle • ~ajao JIBoro n paqyuajy · y 
ftt:IICC llllrOIIIUI3B8B. . 

MoAYJI 2m-rora 'IIJI8JIIl PeAR (1) &me ILIIKCibUlJilll 3a 

r.< 1•1 < ,...,.._ (m-1, 2.·. ·). (S) 

3a oue BPCAJIOC"l''l • ~ 'lriaBOJ:lll peA. ( 1) BellpeC'r8HO pacry . OJ:1 no-
. 'llerBOI". 1ID8B& 11.0 JIJIJ(CIDUUIRor, a 38.Dlll ODBJVljy OJ:1 II8KClDWIBOr •1VIJIB8 . 
AO Geacomrcmocm [1, KHdll'a I, crp_ 20, 3&ART8K 117]. · · 

Hclca je (r1 '• · • · r~)-1 (~y- liiBKCIDWIBII 'IB8J( • •- -x, x> o. TSAR 
R3 ( 1) ID18ll0 

/( -x) (ri "• · · · r.)-1 
( -xr""" 

( 
" x:' . x:' ) = 1--+ - + ... -

"•+1 "•+1"•+• "•+1 "•+•"•+• 

- r. + '· , __ 1 - ••• + ( -1r'•"a-7. ... ,.1> 1--=- .-..; "·. 
% x:' %" r •+1 % 

. (6) 

3a x- 2 "• 11 38 ~ ~ 4, OAJioalo 38 "• ~ -
4
1 

, (m- 1, ~ ••• ) je 
'· '-+1 

. 1 ~ 
/( -2r.Xr1 r1 • • ·r.) ( -2r_.)-- >-----.!!.. ~ 0 . (7) 

2 "-+t 

I:locallrrpajl!o CIIA1l llOJIIIBOil 

" ,;Y :!' /.(-x)-1--· +-· -···+(-1)" , (1') 
· f't "• "• · r1ra• • •r• 

R Belal je n clJBKCBpBBO B m JCABK ~ 6pojeaa 1, 2. • • •, ft. Tlwa IDWI.O 

/.( -x) (r1 r1 • • •r..) ( -xr--
" x:' ~ ) - 1- -+ - ... +(-1r--' -

( "•+1 "•+t"-+• r..,.1r_. •. · ·r. 

- ("•- "•".-t. + ... -( -1r r.r..-s •• •f't). 
" x:' ,. 



79 

H3 (1') BHAJD!O JJ.a je. f~~< ( 0) > 0, a H3 (6') ,qa je 

f,.(-2r1 )< o, f ..: (-2r-,J > o~ ... , (-1)"/ .. (-2r") > o. (b) 

(Y ,qpyroj BCjCABfl~m (b) sa n tr ... 2 H r 11 = 4 r1 SBBK > npcml3H y 3H8K 

je~ocm). H3 (b) npo\113Wm:m ,qa f" ( z) HMa caM.O npOCTC aeraTHBHC 
ayne, H TO TatmO n Hj'Jill, UO jerozy y CBSKOM O)t p83Mlll<8 

(-2ru 0), (-2raos-tu-2r .. ), (m=-1,2,···, n-1). (a') 

Ha om:oey mme,qeaor H u r wit z -ouor crasa CJICAH ca,qa ,Ita cy TaliKC 
aaroMJIJI8BIULa ay.na 011. f,. ( z) H jeAHHe ayn:e cflyma:(Hjc f ( z) • 

IIolal3ahCMO All y CBDKOM o,q pll3M8Kil (a) Hllta CSMO jewm Tlltma 
Blli'Om!JillB8l B}'JDl HH3a nOJIHHo~a f,. ( z) , Tj. C&Mo je,ttml ayna o,q f ( z ). 

IIoljHM.o O)t yrsp!jea~ 6poja 2 n, ( n > 0) H nOCMaTpajMo HH3 
napHBX UOJIBHO:Ma ftzt+tl& (-x ), (k = 0, 1, 2, • • ·) y ymp!jeaoM Pa3MIIKY 

I.,.= (-2 r11.,-2 r.-J. T~a jc aa ocaoey (6') / 111 (- 2 r.-1 ) < 0, 

/ 111 (- 2 rs..) > 0, o,qawre CJICAH ,qa je aa HCKO - ~ e (- 2 r111 ,-2 r..,_J, 

/ 111 (- ~~~~) = 0. Y cnc~jiUIBOM cnyqajy, KS.o nrro je seh aar.mu:iieao, aa 

n=l I! r1 =4r1J 6uhe / 1 (-2r1 )=0, Tj. -~= -2r1 • 

C ,qpyre crpaae~ npl!l!a (5) B~o ,qa he MO)tYJI 2n- Tora 1JJIBHa 
peAl! ( 1), IOIO I! Mo.eyn 2 n - Tora tJJiaHa BH33 noJIHHon 1~+• (- x ), 
( .f = 0, 1, 2' ••• ) OHm MBKCHlltaJIHH tJJillH 3ll 

r~n < x < r111+1 • (5') 

36or r "'+1 ~ 4 , (m= 1, 2 , • • ·) osaj qmm 6Hhe MBKCHMa.mm: H sa CBaKo 
~ . 

-x e ( -2 r111 ,- 2r..,_1 ) =I111 • (5'') 

KaKo li!OAYJIR 'IIJI8HOB& HB3a nOJIHHoMa / ~~t+r ( - x) , ( s =- 0, 1, 2, • • •} 
o,q .MaKCHMIIJIHor 1VUlHI1 na HBA3JLC acnpeCTSHo ona,Itajy a: KS.KO jc 
-~.,.e I 111 , TO he 6RTR f.,.+t(-~)<0, a npCMa (6') / 111+t(-2r111 ) >0, 
o,qaKJIC np0113W1a:m ,qa je aa HCKO -~+I e (- 2 r.,.,- ~an), /S:.+t ( -~+1) = 0. 
Hero 'l'aKO, nomro - ~+I e I..., 6uhe f,.+& (- ~+J < 0, a DpeP41l (6') 
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/~(-2r111 )>-0,. o~e CJJeAR, 011er, AB fe sa BeiCO -~,e(-2r111 , 
-~+I) , /111+& (-~&) - 0 • Hacrisn.ajylm OBaj DOC'i'ymiK AOJJII3II ce 
~o 311101tyqaca AB je BB3 I - ~+il) B)'JIIl uapw IIOJDiiiO.S 1-+111 ( ""'"x), 
(I - 0, 1, 2, • • ·) y c(mKalpaRox paaiwcy I~ - (-2 r111 ,-2r.....,) OJJIIAil
jylm, Tj. 

-2r~~r-~> -~>-~+a>-~+&> • • • > -2r111 • 

Kao MOBOTOJDI B Olj)BHINCB OBBj JIB3 IIDla CiiJlO jCAIIY 'l'tl1D<J BIII'OMII

mm&Jf.ll - ~ B osa cc a6or (6') m: DOICJJBIIa ea - 2 r111 • 

UoaurrpajMo C8All BB3 IIC1IBpBRX no.tuiiiOilll 1~+ .. +1 (-x), (I- 0~·1, 2, . 
• o o) y P'" ey r_ .. IIpeu (6'),- 1a10 ~ ~ &me / .. +1 (-2 r.....,) < 0, . 

/111+1 (-2 r111 ) > 0, oABiOie CJIC,l\11 AB je aa ue:Ko -~+le (-2 r111 , -2 r~, 
f.,+l (-~+J) ..,. 0. l<opBCTehB DpeTXOABO pe30BOBalLC 0 M8KCJIIIWIBOM 

'II.JIB.BY, 6Bhc / 111+a( -~+J> 0, a IIpCU (6') / 111+.( -2r.,;.;J < 0, tiAaMe 
JJpOH3IIJI83II Afl je 3ll BeKO - ~+• e (-~+u -2 r..-J, /t.+a (-~+.) • 0. 
,llaJI.e jc ! .. +.<- ~+.> > 0, jep - ~. e I- a :opc:U (6') je /~~t+l (-
2r._J < 0, ~ je sa HCKo - ~ ... +& e (-~+., -2 i-.,...J, / 111+1 (-~J - 0. 
Hacr&BJJ.ajyha OBaj nocijuaK A01Dl311 cc AO 311KlLyqKa AB jc JIB3 ( -

~ii+t.l a:Jna aeuapaax nommo-a f~~ot+ .. H(-x}, (i-o, 1,~ ... ) y paa
IUIKY r .. pacryhB, Tj. 

-2r111 < -~+l< -~+•< -!;.,.+&< o • • < -2r~~~-~.. 

Kao MOROI'OBI! R orpllBJI1ICB R osaj BR3 IUl8. CBMO jeAHY Ta11KJ' 
BBrOBOl1IIIB8JL -~'111 R OBB CC sOOr (6') BC IIOKJI8IDl ea -2r~. 

. . 

Haj38A, IIOK8>ICJDlO All CC T811KC B8l'OIDilliiBii - ~ B - ~ 110-

ICDIIIBjy. Y pa3II8ICy I,. JiaAa no jeABB, R caxo je,ttBB 11J1I8 o,q /~~o~+,(•) 
sa AOBOJLRO BCJJJQCO s. HeKa cy,. 1010 B rope, -~ll+l ·aync OA 

ft~~~tli+l ( •), a - ~tll ~ o~ ft~~+tA ( •) a3 TOr pa3111111CB. 3a A~ oo jc 

1/ ... +alH (-~ .. >1-li-+ .. +l (-~+ .. ) -/~~o~+u (- l;..+u) 1-
.1111+ .... 1 (*) 

- ~.. -+ 0, 
r1 r• • • .,._.. ... +1 

llPJl qCMY jc - 2 r111 < - ~+ll < -2 r~~r-~ {1111 ymp~ pa:w8K). I<alco je 
I ~~~+••+~ (.~) uenpc::ICH.AIDl Y I.,. R KBl(O je ieAmm JIYli8 ~ /~~o~+IA+1 ( •) Y 
J .. ,.-~+ll+U TO 36cJr (*), -~+ .. -+-~ill+IJ 1-+ 00 B 3llTO CC 

r:" r:' • I. 'l'll111<C Blll'OILBJIBBIHJI -.,.. B-.,.. DOKJIIIDilJY y C88KOJl OA pa3II8K& 111-

-( -2r..,-2r.....,). 

Ha HCTII BllqBB CC JlOICii3)'je sa 11JJ1C 10DC0 B3 p83llll<ll I.,.._l -

-( -2r-+u-2r.J, T8KO B B3 pi3II8ICil 11-( -2r11 O) ~ /(•). 

·· '· 



("Jh1. Hcl<a jc 

•<•>~/(•)- (rtf'i• .. r..)-1,.- _ (~ + .. + ···)+ 
(rl1l"s ••• r,.)-1.- "-+1 "-+1 r•+• 

"• ,._,...... "•"..-s ... t'J +-+--+···+ • . ~ .. (8) 

3a 

(11) 

mwtO B3 (10) 

(12) 

,~, ~ - + - + - + .. . + - + - + - + ... + -< (
1 1 1 ) 1 1 1 1 
a ~ a• a ~ a' P 

(
1 1 . 1 ) 1 1 2a' 

<2 -+-+-+··· -2·--- ---<I. a a1 a' a 1_..!_ al-l 
. a' 

(13) 

IlocneAJLII HejCAJIII.QBBB je ~OliOn.e&ll 38 Cl ~ VS. 
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36or (12) R ,n;e41HHH•(Hje 38 • ~TO ea (8), BKO je l!!:t!J;;;;;. S, (i-I r, I · 
- 1, 2, • • • ), 38 CB8KO • BB xpyry (11) 6Biie 

'

/(•)- (r, ra .•• r..)-1_ I< 1, 
(r1ra·· · r..)-111" OAHOCBO 

OAU<JIC C1Ie,n;B [(z) 9' 0, 
(r1 r1 • • -r.j-1~ 

Tj.f(•) + o. Ha ocaosy 

Rouch~ crna CJICAH c:a,qa ~ ~ (r1r1 •.• r..)-1~ Jl [J(•)
-(r1ra· .. r..)-1 .-+(r1ra·• -r..)-1_-,, Tf. tJiikl$(je (r,ra· .. r.>-- .- R 

/(•) HMiljy Y ~yry 1•1 < Vlr.r.+tl,(m- I, 2,·· ·) iCABBK 6poj ayma, 

ABJOIC m H)'JJ8. To 3Bil'IDI, y Kpyry 1•1 <VIr.-~ r.l ~a /(•) BMa (m- 1) 
u:pry, urro ,n;OIQI.3Yj~ .n;a y ya:yrplliiii&OCI'JI c:saxor o,q KPY:aaDI1 upcrc::110Bil 

(9) IIB.tJ;Il uo jewm HyJJB cJ,l~e /(•). 

JIHTBPATYPA 
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n • .Jqr)'I'O ~- Berlin 1954. 

[%] A. B d re l : · Power series hniq partial I1IIDI with zeros in a bal£-plmc, Proc. 
Amcr • .Matb. Soc. voL 9,. NI 2 (1958), crp. 320-324. 

[3] B. C. T ltc h m a ra h: The Theorr of Puactions, Odorcl Univ. Press, R BSAD>e· 
l9SO. 

D. M. SIMBUNOVI~ 

RBMARQUB SUR LBS mROS D'UNB CLASSB 
DBS FONCIIONS BNTJ1iRBS 

R~aum~ 

Dana cette note on dbnontte le t:b&dme suivant : 
Soft 

• .- .- I I /(•)- 1 +-+- + .. · + +···;(I< lr1 1< ra < ···) 
r1 r1 r1 r1 r1· · · r. 

a1ors, 

(i). Si r1 > 1 et~ ~2, (m-1,2,· • • ), /(•) Jtadmet des z6roa 
r. 

11: 11: 
dana le demi-plan - 2 ~ Ill (. J E:; 2 . 

. ~ 
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(li). Soit r1 >I, r.+l ~ 4, (m"" 1,2,· · · ), alors f(s) n'admet que 
r. 

des zeros simples negatifs et seulcmcnt un dims l'intcrvalle 

(-2ru 0), (-2r•+H-2r.), {mcsl,2,• · ·). 

-··· (iii) Si l<lrtl<lral<···;tr·;~\~s, (m=l,2,···),f(z) e8t 

.differc'J:lte de ztxo sur la frontiere des anneaux 

Ylr,..;r,.,l < lzl< Y!r.r.HI, (ro=l;m"" 1,2,· • ·) 

et Rdmeit &euk:inent un zero dans leur- interleur. 

Lc:s parts (ii) et (ill) generalisent 1es resuttats de F6lya et Szegij 
[vol. II~ ex. 176, p. 69; vol. I, ex. 200, p. 123]. Pour en deduirc de 

(H) le resultat de F6lya et Szego n fuut prendre r1 = a,r;,:1 =aa, a~2, 

et dans ("ili") Tl = a/"'+1 = aa, et I a I~ 2,S au lieu de I a I ~ ys, (m= l, 2, ... ). r.,. 





MATEMATHqxHBECHHK 
2 (11) 1965, CP'T• 259-261 

(1) 

n zY 
SUR LES ZEROS DU POLYNOME L -; n= 1, 2, ... 

v~o v! 

D. M. Simeuiwvic 

(Communique le 2 novembre 1965) 

Dans cette note nous allons cons;derer le polynome 

" zv L -, n= 1,2, ... 
v-0 V! 

et nous demontrerons le theoreme suivant: 

(2) 

Tous /es zeros du polyname ( 1) sont situes dans l' anneau 

n V < lzl~n. 
2e 3 

259 

So it donne le polynome Q,. (z) = b0 + b1 z + · · · + bn z". Dans ce cas le 
polynome Q n (z) · Q,. (- z) ne contient que des exposants pairs de z. 
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ConsidCrons maintcnant le polyn6mc de degrc pair 

lkz"' 
P2t(z)- ~ -, k=-1,2, ••• 

.,-o v! 
A1ors on a 

(3) 
k 

Pn (z) • P2t (- z) 03 1 + '5' a2k+zl zlk+ZI 
.!:1 

avcc 

et 

(4) 

a2.-
2

1
31 

(1-1)2•=0; .r-1,2, ... ,k 

1 
azH:t= 21 2kt 

1 
azk+4= 41 2kt 

1 
a.~c=--. 

2kl 2 

1 1 1 
----+···+(-l)k+l +···+--
31 (2k-1)J (k+l)!2 2kf 2! 

1 . 1 1 
- ---+ ..• +(-1)k+2 + ... +--
5!(2k-1)! (k+2)!l .2k!4! 

A l'exception du dernicr coefficient azk+zl dans (4), 1es autres sont 
symetriqucs par rapport au terme moycn et leurs valeurs absolucs decroisscnt 
d'une ~n monotone. Oil en deduit 

2 2 2 
lazHzl< (k+ 1)t2' lauHI< (k+2)tz' ... • la•~c:l = 2kiZ 

ce qui donnc de (3) 

I P2~c:(z) ·P2 ~c:( -z)-11 ~ 

~ 1+ + +···+ ~ 
2jzj2k+2( lziZ lzl• lzlu- z ) 
(k+1)1 2 (k+2)2 (k+2)2(k+3)2 (k+2)2 (k+3)2 ···(2k)2 

Pour 

~ 1+ ' + +···+ . 
2jzj21c:+Z ( lzl2 lzl• lzl2k- 2 ) . 
(k +I) 12 . (k + 1)2 (k + 1)4 (k + 1)2k- z 

k+l 
lzl:i-, A>1 

).e 

on a toujours 
lzl 2 lzl 4 lzlu-z e2 3 

1+ + +···+ <--<-, 
(k+1)2 (k+1)4 (k+1)2k--Z el-l 2 

de sortc qu'on obtient dans ce cas 
. 3 (k + 1)2k+Z 

(S) 1Pu(z)·P2~c:(-z)-1l< 

Vu que, d'apres la formulc de Stirling, on a 

(k+ 1)1>(k+ 1)4'+1 e-(k+l) 

(k + 1)1 2 



l'inegalite (5) peut s'ecrire alors sous la forme 

d'ou il suit que 

lorsque 

3 I Pu(z)·P2t( -z)-11 <--, 
A_2k+2 

I Pu (z) P2 t (-z)- 11 < 1 

2k+:Z 

).~ VJ, 
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ce qui montre que le polynBme P2t (z) n'admet pas de zeros dans le cercle 

(6) I I k+ 1 3-Clk+:Z)-1 z<--· 
e 

De la meme maniere, on montre que le polynome de degre impair 

2k+l z" 
P2 k+ 1 (z) = 2: - , k = 0, 1, 2, ... 

"W-O v! 

n'a pas, aussi, de zeros dans le cercle (6). 

A cause de 

k+l 2k+2 n 
--= >--
2k+2 2k+:Z 11 • 

e V3 2eV3 2eV3 

oil n designe 2k, respectivement 2k+ 1, c'est-a-dire le degre de (1), et en 
tenant compte de (6) on conclut que {1) n'a pas de zeros dans le cercle 

(7) 
n lzl< f3, n=l,2, ... 

2e 3 

• zY 
Quand n-oo, le polynome 2 --+er, et ses zeros d'apres (7) tendent 

V=O v! . 
vers l'infini, ce qui donne le fait connu que er n'a pas de zeros dans le plan 
complexe. 

D'apres [1] (I partie, ex. 23) il resulte que tous les zeros de (1) soot 
dans I z I ~n. de la, et de (7) il s'ensuit que tous les zeros de (1) solit dans 
l'anneau (2) ce qu'il fallait demontrer. 

RBFBRBNCE 

[1] 0. P61ya und G. Szog6, A.ufgaben und Lehrslitze uus der Analysis, sccondc 
edit. Berlin 1954. 
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MATEMA~ BECHHK 
4 19) 1967 c:Tp. 293-298 

D. M. Simeunovic 11 
SUR LES LIMITES DES MODULES 
DES ZEROS DES POLYNO· Ml~S 

(Communique le 21 mars !9$; 

1. Dans cette note nous allons donner l'e;~;tl;!nsion d'un procede utilise 
par D. Markovitch [I]. [2], [3] dans l'estimation des limites des zeros des 
polynomes. Cette extension nous a conduit aux resultats plus precises con
cemant ces limites. 

(1) 

Il est bien connu que pour }'expression 

n 

2 ex.. A., 
S= v_=.c_l __ 

n 

2 {3., A., 
V= I 

ou rx, sont reels, ~. et 1-, reels et positifs les inegalites suivantes ont lieu 

(2) M . (a.,) (a.,) m - < S < Max - . 
J~v~n (3v l~v~n ~v 

Nous allons preciser ces inegalites, en supposant que les coefficients J.... 
(v = I, 2, ... , n) sont decroissantes. Dans ce but appliquons la transformee 
d'Abel sur le nominateur et denominateur de (I), c'est-a-dire, posons 

n n-1 
(3) 2 Cv '-• = 2: Sv (c) ~A.,+ s, (c) '-n, 

V= I V=l 

avec 
V 

(4) Sv (c)= L ck> ~Av = 1-,-A.,+~> (v= I, 2, ... , n--1). 
k=l 

On obtient alors 

S= 

n-1 
2 s .. (cx)~A.v+s,(cx)An 

V= I 

n-1 
) Sv (~) ~Av + Sn (~)An 
~ . 

V= I 

d'ou, en vertu de (2) pour .il.f..v>O (v== 1,2, ... , n-1), il s'ensuit 

(5) M . (Sv (cx)) S . M (•''v (oc)) m--<<ax--. 
l.;;;v.;;;n Sv (~) l~v.;;;, s, (~) 
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D'apres (2) pour A.,= 1 (v = I, 2, ... , n) on a 

ID - <--, M . (a..k) s .. (a..) 
t.,;;;ko;;;v ~k Sv (~) 

s .. (a..) M (a..k) --< ax -
s .. (~) t..;;k.,;;v ~k 

(v = l, 2, ... , n), 

ce qui donne 

m-< m--M . (a..k) M" (s .. (a.)) 
t~k.,;;v ~k t.,;;v,;;;n Sv (~) ' 

M (
Sv (11)) M (ci"') ax --< ax -, 

J..;v.;;:;n s .. (~) t.;;;k.o;v . ~k · 

De la et de (5) on ttre 

(6) Min (rt.k)< Mm (s .. (ll))<S< Max (s .. (r~.))< Max ·(· ~): 
t.;;:ko;;;Y ~k I.o;v.;;;a Sy (~) J..;;vo;;;a s., {~) t..;k..;;v ~k 

l. Soit pe 11 i, 0<6<2'1t un zero du polynome 

11 

(1) P(z)= L a,.z'", aoa,:;t=O, 
v-0 

c'est-a-dire 
11 

(8) L a,.ev6ipv=O. 

v-0 

De (8) resulte d'abord l'inegalite connu (de Cauchy) 

" I Oo I< L I a .. I p'", 
.. ~t 

laquelle s'ecrit sous la forme 

(9) laol< i lb .. lt'"(.f_}'"· t>O, 
v-1 I 

ou l'on suppose que ( 7 r decroit d'une fa~on monotone, c'est-a-dire p<l. 

En appliquant au second membre de (9) la tranformation d'Abel (3) et 
en tenant compte des notations (4), on obtient 

laol< i s,.(jajt)L\ (.f._)'" +s,(jajt) (.f._)"· 
v-t I I 

En divisant ceci par 

(10) Ql (p) = i b .. p'" = "i:S .. (b) L\ (.f._)"+ s, (b) L\ (1._)"' 
,._1 v~t t I 

et en vertu de (2) et (6) il en resulte 

(11) J&< .. <~. 
Ql (p) rl ~ 

b,.>O (v= I, 2, ... , n), 

-
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ou l'on a pose 

De (11) on deduit imm6diatemment le theorcme suivant: 

La limite inferieure des modules des zeros des po/ynomes ( 7) sera la racine 
psoitive p1 de /'equation 

_laoL ~~ Q~ (r) . 
I-ll 

En vertu de (ll) cette racim; n 'e:>t pas b ferieure a la racine positive p
2 

de l'equation 

Exemple. Si l'on prend dans (10) bv=1(v = l,2, ... ,n), ce qui impli
que, a1ors, 

Ql(p)== 2: - , n ( p )v 
Y=l t 

on obtient d'apres (11) 

laol < (i (t)<rL(t) i (_f_)y I '-' ' 

V=J t 
c' est-a-dire 

(12) I Oo I --... --;- < !it (t) < 1-lz (t), 

( 
p ) L: - -

V=l I 

ou fLt (t) et ILl (t) designent respectivement 

De (12) nous obtenons 

lao lt laol t p >---·- > _ _,__,c..:..__ 
I ao I + fLt (t) I ao I + fLz (t) 

(13) 

L'expression 

I 0 o It 
I ao I + ILl(!) ' 

(14) 

comme la limite inferieure des modules des zeros des polynomes a ete donnee 
par Landau [4], J. Karamata [5], et D. Markovitch [2]. 
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On conclut, d'apres (13) que la Iimite inferieure des modules des zeros 
des polynomes (7) donn= par 

I tzo It ----, 
I ao I + fL1 (t) 

n'est pas plus petite que la limite de ses zero donnees par (14). 

Pour en deduire la limite superieure des modules des zeros de (7) nous 
allons partir de l 'inegalite 

(15) I a,;j < i J a,_,. I 
V=( pY ' . 

1aquelle resulte de (8). 

On peut ecrire ( 15) sous la forme 

(16) IAo I< i ~(~)v = "i: s, (11l)!:!. (~)v +s, (·gj_) (~-)"· 
v-1 a. P v= 1 ex p oc p 

avec A,= a,_, (v = 0, 1, 2, ... , n) ex etant positif et tel que (;) v so it une suite 

decroissante. 

En divisant ( 16) par 

" (ex)" n-1 (ex)" (ex)" (17) Q1 (p)=L:b,- =L:s,(b)!:!.- +s,(b)-, 
v-1 P 11-l P P 

nous obtenons 

(18) 

ou l'on a pose 

~<M1 <M2, 
Q2 (p) 

b,>O (v= 1, 2, ... , n), 

M
1 
= Max (s,(~)) 

1.,.;'11~11 Sy (b) ' (~l M 2 = Max ~ 
l.;;;k~n bk 

De (18) on deduit le theoreme. 

La limite superieure des zeros des polynomes (1) est la racine positive p1 
de /'equation 

~=Q2(p). 
M1 

En vertu de (18) p1 n'est pas plus grand que la racine positive p2 de 
l'equation 

~=Q2(p). 
M2 



Sur les limites des modules ... 297 

Exemple. En prenant dans (17) b~ = 1 (v = 1, 2, ... , n) ce qui signifie 
qu'on a 

pour p>cx, de (18) on obtient 

c'est-a-dire 

(19) 

ou l'on a pose 

A cause de An-k=ak(k=O, I, 2, ... , n), de (19) resulte 

d'ou, par exemple, pour oc= 1 on a 

(20) 

avec les notations 

Enfin, de (20) on conclut que !'expression 

comme la limite superieure des modules des zeros des polynomes (7), n'esl 
pas plus grande que !'expression 

qui represente la forme classique (de Cauchy) de la limite superieure de~> 
modules des zeros des polynomes (7). 
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11 
LES LIMITES DES MODULES DES ZEROS DES D. M. Simeunovic 

!; POLYNOMES ET DES SERIES DE TAYLOR 

(<Oo!.'lll!'..unique le 1 man 196n 

1. 11 en ex.iste Ulle serie des resultats donnant Ies limites inferieures 
et superieures des modules des zeros des polynomes et des fonctions. C..es 
limites sont exprimees moyennant des coefficients des polynomes, respectivement 
des series de Taylor. Un de premier resultat de ce genre est dO. a M. Petro
vitch. Les problemes de cette espece ont ete traites aussi par E. Landau et 
P. Montel. 

Dans cette note nous allons donner dans 3 une nouvelle inCgalit6 d'ou 
il en resulte les nouvelles lim.ites pour les modules des zeros des polynomes, 
et pour des fonctions representees par les series de Taylor (Les inegalites (15)). 
Ces limites subsistent aussi dans certains cas oil les limites donnees par 
M. Petrovich [1], E. Landau [2], P. Monte! [3] et D. Markovitch [4] perdent 
leurs sens. 

Cauchy a donne certains inegalites pour des zeros des polynomes du
quelles resultent les autres. Les inegalites mentionnees par Cauchy resultent du 
fait que chaque zero t du polynome 

n 
(1) P(z) = z a.zv, 

V=O 

satisfait a l'equation P (t) = 0 et par consequent aussi les inegalites 

n-1 n 

I an 11 t I" < L I av 11 t I v • I ao I< z I av 11 t I v · 
Y=0 V=J 

De 1<1, par exemple, on en deduit les Iimites de Cauchy: 

Tous Jes zeros du polynome (1) se trouvent dans l'anneau 

OU ~I et ~2 SOnt des racines positiVeS deS equation 

n n-1 

I ao I = z I Clv I ~v , L I av I ~v = I an ICn 
V= I v=O 

2. P. Monte! a deduit un nouvel anneau dans lequel se trouvent tous 
les zeros du polynome (l). 
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So it 
" 

(2) M6 (P)=(
2

1
7t J !P(e~')l 8dcp)~. 

-or 

Les relations suivantes soot connues 

M 1 (P) <M,(P), O<s<r< oo 
ainsi que 

7t 

M 0 (P) = lim M, (P) = exp (-
1 J In I P (e~l) Id cp) , 

~ 2n 
-n 

M~(P)=lirnM,(P)= Max IP(z) I· 
.r->oo · jzj =l 

Le resultat de Montel asserte que tous les zeros du polynome (1) se 
trouvent dans l'anneau 

(3) ~<lzi<MII(P) . 
M,(P} !ani 

Montel a deduit !'estimation (3} du theoreme connu de Jensen de la 
theorie de fonctions [5, pp. 125]. 

3. En se basant seulement sur l'inegalite de Holder et en utilisant la 
formule de Parseval, on tent deduire un nouvel anneau qui contient tous les 
zeros du polynome (1). 

Soit p e 8.t, 0 < 0 < 2 7t, un zero de (1) d'ou on tire !'equation 

laol=l i a~e~61 p~~. 
~-1 

qui s'ecrit aussi sous la forme 

n 

laol=_!__l J(i 0~e'V<p·')(i A..e~<a-q>)lp~)dcp,. 
2 7t V= I A.. V= I 

-n 

De la resulte l'inegalite 
TC 

(4} laol< -1 Jl i !!:!_e~'~';lli A.,e~CO-q>)lp~~dcp, 
2n v-1 A.. ~-1 

-n 

oil {A..} est une suite reelle ou complexe differente de zero. 
En appliquant au second membre de (4) l'inegalite de HOlder avec 

_!__+_!__=I, p>l, on obtient 
p q 

n I rt I 

(5) I a0 I<(__!___ J I i !!::!.._ ev'l' l lP dcp)P (-
1 J I i A..ev(fl-q>)l pv lq dcp)q, 

2n ~-1 A., 27t v-1 
-n -n 

· · .... 
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d'ou evidemment resulte l'inegalite 

(6) 

(7) 

avc.c 

(8) 

(9) 

n I 

I ao I < (-
1 J I i .!!:!__ e-..; 1 I P d rp)-; ( i I A.. ! P y) · 

2 7t v=l Av v-1 
-Tt 

De (6) il s'ensuit, par exemple, pour A,.= 1 + v et p < 1 

2p-p2 
I 0 o I< MP (PI) , (1-p)2 

n I 

Jl i ~e'XI''iParp)-;· v=l 1 +v 

L'inegalite (7) sera satisfaite pour 

301 

Le second membre de (9) represente une des limites inferieures de 
zeros du polynome (1). 

En posant dails (1) z = _.!._ on obtient 
t 

tn P (_.!._) = P* (t) = i On-v (Y • 

( v=O 

Soit rea: 1, 0 < oc < 2 "• un zero du polynome P* (t). D'apres (9) pour 
r< 1 on a alors 

(10) 

ou l'on a pose 
n I 

(11) Mp(PJ=(-1 fi i an-v e'XI''IP drp)P• 
2rc v=ll+v 

-n 

Le zero rea;/ de plus petit module du polynome P* (t) sera le zero p e 61 

de plus grand module de (1), ce qui donne a cause de z=_.!_, p=_!.-etceci 
t r 

en vertu de (10) donne 

(12) p<1/( 1-~lan~~~Pz))=gz 
En tenant compte de (9) et (12) on conclut: Tous les zeros du polynome 

( 1) se trouvent dans 'anneau 

(13) gl <I z I <gz 
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4. Pour s. = 2, en vertu de la formule de Parseval, d'apres (2), l'anneau 
de Montel prend la forme 

(14) 
laol 

1 

~J. lllvl2 
~ • < zJ< •-• 

Z I 0 v 12 I an I 

v-o 

tandis que I' anneau donne par (13), en tenant compte de (8) et (11) se reduit 
pour p=2, a 

(15) 1- __ i~. (!:_~
2

)} _ <lzl<l/(~-1/ (~. (~r)} ) 
laol+(~. n~~vr)i . V lanl+(~. (1;::1))} 

L'anneau de Montel (14) resulte de l'inegalite (5) pour p = q = 2 et 
A..= 1 (v= 1,2, ... ,n). 

De (5), respectivement de (6) on peut obtenir des autres anneaux dans 
1esquels se trouvent tous les zeros de (1). 

Pour 1es polynomes d'un grand degre n, les limites de l'anneau (15) peuvent 
etre plus precises que celles de (14). L'estimation (15) a, en particulier, une 
valeur, si 1'on s'agit des limites inferieures pour des fonctions representees par 
les series de Taylor. 

La limite inferieure des modules des zeros de fonctions representees par .. 
une serie de Taylor 2 ayzv d'apres M. Petrovitch, E. Landau, P. Montel et 

Y=O 
D. Markovitch est donnee par )'expression 

(16) 
lao I 

~~ lllvl2 
v~o 

tandis que dans notre cas, d'apres (15) cette limite sera exprimee par 

(17) 1-
( ~ (~)2)i v~l 1 +V 

laol+(~ (~)
2

)~ 
v-1 1 +v 

Remarquons que de~ (~)
2 < ~ 1 ay 12, (17) a un sens toutes lcs fois 

v- 1 1 +v ..-1 

que ( 16). Cependant, on peut se produire ~ (~)
2 

< co avec ~ I ay j2 = co, 
.,_, I +v v-1 

ce qui montre, par exemple, la fonction 

.. ex., 
f(z) = 1 + 2 z", I«., I= I, 

v-tln (1 +v} 
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.. 1 .. 1 
dans laquelle 2: =eo, tandis que L: < eo , de cette 

v~l /n2 (l+v) v~d1+v)2 /n2 (l+v) 
mani<!re, pour cette fonction, !'expression (16) n'a pas le sens, car elle est 
egale a zero, mais (17), comme la Iimite inferieure des modules de ses zeros. 
est differente de zero. 
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D. M. Simeunovic 
SUR LE CERCLE QUI CONTIENT AU MOmS 
UN ZERO D'UN POLYNOME E'f LES QUESTIONS 
QUI S'Y RATTACHENT 

(Communique le 9 fevrier 1968) 

1. Dans cette note nous allons considerer le rapport ~ntre les zeros 
z1, z2, ••• , zn d'un polynome 

(1) P (z) = a0 + a1 z + · · · + an-1 zn-l +an zn, an¥:0, 

et la valeur de ce polynome clans un point ~ fixe, mais arbitraire, du plan 
complexe. Nous demontrerons, tout d'abord, la proposition suivante: 

Le cerc/e dont le centre est !; et le rayon 

rp(~)=~~p~~) I 
contient au moins un zero du po/ynome ( 1). 

Ceci est presque evident. La valeur du polynome ( 1) au point ~ peut 
etre aussi exprimee par la relation suivante 

(2) 

Soit z le zero du polynome (1), le plus proche de ~. Alors de (2), il 
resulte 

l P(~) I lz-~1"<--;;;;- • · 
d'ou 

(3) 

ce qui prouve !'assertion. 

2. Applications. En prenant plusieurs differentes valeurs pour ~. on 
obtient une suite de cercles contenant au moins un zero du polynome (1). Ces 
exemples donnent alors de divers resultats obtenus par des voies differentes. 

Exemp/e 1. Si l'on prend pour ~ le zero d'un polynome dont on a 
retranche un terme (Abschnitts-Polynome) du polynome (1), par exemple un 
zero de 
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on aura, d'apres (3), qu'au moins un zero z du polynomc (1), satisfait i\ 
la relation 

d'ou 

(4) 

(5) 

lz-~1<1~1· 

lzl<21~1· 
Le resultat (4) a ete obtenu par G. Szego (1]. 
Si le polynome (1) a la forme 

P(z)=1+zP+a"z", n>p>1, 

et si ex, (i = 1, 2, ... , p) designent les zeros du polynome · 

Q(z)= 1 +zP, 

2Jors de (3) il s'ensuit que cbacun des cercles 

I Z-CXf I< 1 (i = 1, 2, ...• p) 

contient au moins un zero de (5) (voir le resultat de D. Markovic [2])· 

Exemp/e 2. Considerons les polynomes 

(6) P(z) =zn+A~zn-.t +A~+tzn-t-t +At+2 zn-t-z+ · · ·+An (At#=O), 

(7) Q (z) = At+1 zn-~-
1 + At+z zn-.t-z + • • · +An. 

G. v. Sz. Nagy [3] a demontre le tbeoreme suivant: 
Si le polynome (7) admet au moins un zero dans le cercle I z I< r, alors 

le polynome (6) aura au moins un zero dans le cercle 

I 

(8) I z I< 2r + i At li". 
Nous allons montrer que (8) peut etre precise. En realite, le theoreme 

suivant sera valable: 

Theor~me I. Si le polynome (7) admet au moins un zero dans le cercle 
I z I< r, alors le po/ynome ( 6) admet au mains un zero dans le cere le 

I 

lzl<2r+[l(i)r 

Demonstration. Designons par ~ le zero du polynome (7). Alors, d'apres 
(3), pour au moins un zero de (6), on a 

I 

I z-< I< ':/1 <•+A• <_.I <':/1 <I"+ I At 11 < 1._.<1 <I+ [1 ~)I r 
des lors: 

I zl<21 ~ 1+[1Atl]1 
(~) , 
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c'est-a- dire, a cause de I ~ I < r, on a 
I 

l z l <2r+['~)T' 
ce qui prouve le theoreme I. 

(9) 

(10) 

Exemple 3. Soient 

P(z)=z11 +a1 zn-1 +a2 zn-2 + · · · + au-1 z+a" , 

Q (z) = P (z) - z 11-at zn-t, k = 1, 2, . . . , .n-- L 

Alors le theoreme suivant a lieu: 

Theoreme n. Si le polynome ( 10) admet a~t mains un zi ro dans le cere le 
I z I < r, alors le polynome {9) aura au moins t.m zero dan.:<: le cere le 

1 

1 z 1 <2 r + [ (;) lr (11) 

Pour k = n, r est egal a zero et (11) se reduit a 
I 

I zl <la" In. 
La demonstration du tbeoreme 11 est semblable a celle du tbeoreme L 
Enfin, voici encore un exemple. 

Exemple 4. D'apres notre proposition, cbaque cercle 
I 

1 z-~ 1 < (el~ l n!)n, 
en particulier le cercle 

I 

I z I <(n!)n, 

contient au moins un zero du polynome 

n 1 
P11 (z) = L: - zt (n=l, 2, 3, ... ). 

k~ok! 

Etant donne que l'on a, d'apres la formule de Stirling, 

1 n 1 
(n!)il < -(3 7tn)2ii (n = 1, 2, 3, ... ), 

e 

on peut dire qu'au moins un zero de Pn (z) est contenu dans le cercle 

n t 
I zl <-(37tn)iii, 

e 

pour tout n = l, 2, ... , et pour n > 6 dans le cercle 

2 I z l<- n. 
e 

Les deux demiers resultats completent: ceux que nous avons obtenus dans (4]. 
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Toutes les assertions precedentes sont aussi valables, evidcmment, pour lea 
polynomes 

11 Ok 
~-z" avec la" I< 1 
k-ok! 

(k=O, 1, 2, ... ). 
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SUR LES ZEROS DES POLYNOMES DE COMPOSffiON 

D. 1vr. Simeunovic 

(Communique le 17 n,~.cernbrc: 1969) 

Nous demontrerons plusieurs theoremes sur les zeros des polynomes de 
composition, qui generalisent certains n!sultats connus, et permettent d'obtenir, 
clans certains cas, des limites plus precises pour les modules des zeros des 
polyn6mes. 

Nous remarquons aussi que le theoreme 4 concernant les polynomes de 
composition peut etre formule pour des fonctions entieres donnes par leurs 
series de Taylor. 

D'apres la regie de Descartes, !'equation 

C0 +C1 z+ · · · +Cn-1 zn-1-Cnz"=0, C0 Cn:;60, C~>O 

n'a qu'une racine positive, tandis que !'equation 

(k=O, 1, ... , n) 

C0 +C1 z+ · · · + Cy-1 zp-1 -CpzP+ Cp+tzp+1+ · · · +Cnzn=O 

C0 C11 Cn:cFO, O<p<n 

peut avoir, au plus, deux racines positives (y compris le cas de racines doubles). 
En nous appuyant sur ces faits, nous demontrerons les deux theoremes suivants: 

Theorem e 1. Si R1 est une racine positive de /'equation 

(1) «Pdz)==A0 +A1 z+ · · · +An---tzn--1 -Anzi"=O, A0 An:;l=O, A~>O, 

la racine positive R, de I' equation 

(2) «P,(z)=A~+Aiz+ · · · +A:,_Izn--1-A~=O (1<s<oo) 

satisfera d la condition 
(3) R,<R~. 

n-1 

Demonstration. Pour z =R1 , il resulte de (I) que An R'i= L:A~ Rt d'ou 
k=O 

c'est-a-dire 
A I All R$ A' R(n-1)1 A:s Rn:s 0 

0 + 1 I+ • • • + n--1 I - n 1 < ' 
ce qui, d'apres (2), donne <I>, (Ri) < 0. 
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Les inegalites <1>,(0)>0 et <I>,(Rn<o, ajoutees au fait que <l>,(z)=O 
possede une seule racine positive R,, assurent que O<R, < RL 

Theorem e 2. Si /'equation 

(4) F1 (z)=A0 +A1 z+ · · · +A,.1 z:I'-1-ApzP+Ar1 zl1+1 + · · · +Anz"=0~ 

A0 ApA,.#O, O<p<n 

a deux racines positives r1 et Rp r1<Rtt /'equation 

(5) F,(z) =A~+ A~ z + · · · + A~_ 1 z:l'-1 -A~ zP + A;+1 zP+l + · . · +A! zn = 0 

(l<s<co) 

a egalement deux racines positives r, et R,, r,<R,, qui satisfont aux conditions 

r,<rL Ri <R,. 
" 

Demonstration. Pour z=r1 ilresultede(4)que Apr~=LA~:rf. d'ou 
k-0 
k'#p 

l" )I " A~r~'= L Akrt > L Akrt', 
-o k-o 

k'#p k>Fp 
c'est-a-dire 

AI A' I A' (p-1)1 A' PI A' (p+1)1 A' ... 0 
0 + I r1 + • · · + p-1 r1 - p TJ + p+1 T1 + • • • + 11 r1 < , 

ce qui, d'apres (5), signifie que F, (ri) < 0. 

Conune F,(O)>O et F,(ri)<O, il n'existe qu'un seul r,, avec O<r,<r~, 
pour lequel on a F, (r,) = 0. 

De meme, pour z=R1 il resulte de (4) que ApR~= LAkRt d'ou 
k-0 
k'#p 

( " ")' " A~Rf= 2 AkR1 > LAkRt', 
k - 0 k-0 
k'#p kt>p 

c'est-a-dire 

~'+A'R'+ A' R<'-1>• A'R"'+A' Rc11+1>'+ +A'R,..<O .110 1 1 • • • p-1 1 - p 1 p+ 1 1 • • • 11 1 > 

ce qui, d'apres (5), signifie que F, (Ri) < 0. 

Enfin, manifestement, F,(O)>O et F,( + co)>O. 

Le fait que 0<r1<R1 , et les inegalites F,(O)>O, F,(ri)<O, F,(Ri)<Oet 
F, ( + oo )> 0 demontrent que F, (z) = 0 possCde au moins deux racines positives 
r, et R,, satisfaisant aux inegalites O<r,<ri<Ri<R,<+ eo, done aussi a 
r,<R,. En vertu de la regie de Descartes, F, (z) = 0 ne peut posseder d'autres 
racines positives. 

Nous demontrerons maintenant encore deux theoremes sur les polynomes 
de composition. 
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Theorem e 3. Soit R. la raciJ~e positive (unique) de /'equation 

(6) A~+A~R.+ · · · +A:-tRZ-l-A:R:=o, An=FO, s>l. 

Alors tous les zeros du polynome de composition 

(7) 
ll 

P(z)= 2.atb~: z1:, hn=:F-0. !a1: l=At, !hti=B~.; 
k-Q 

sont contenus dans chacun des cerdes 

1 j 1 

(8) lz i·<R? (H-MD1 <R1(1 +M:)1 , 
1 

(9) lz I< R/ M~<R1 M2 
ou on a pose 

M1 = max (Bt) 
· ~"'it-l Bn 

1 

M2 = max (_!_!_ln-k' 
04<~-1 _!_ 

Bn (f.; 

n-1 
(1.1:>0, 2 (f.k< 1 

k-0 

1 1 
avec -+-= 1. 

s t 

Demonstration. Soit 

(10) z=u'A 
1m zero du po1yn6me (7). On aura alors 

n-1 
A,.BnlulnJ'AI"< 2: AklulkBki'Aik, 

k-0 
c'est-a-dire 

11-1 B 1 
Anlul"< ~ A.tlulk-2. !H 

k-0 Bn I A I 
(11) 

105 

En appliquant au second membre de (11) l'inegalite de Holder avec 

_!__ + _!_ = 1, on obtient 
s t 

(12) 

' 

• 
A! I ulm< (~:A~ I u I")(:~:(!~' ·

1 
'A l<~-k>t )'· 

Soit MI = max (Bk) avec I A I> l. n resulte alors de (12) 
~~-! Bn 

• 
A! I ul"'< c~ A~ I ul") (~l~e. '~I Alley)'. 
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c'est-a-dire 

(13) A! lul"'< ("i1 A~ l u l ")( M~ )f· 
k-0 I A I' -1 

1 1 

Pour I A. I= (1+M~)7, lui= P' (13) se reduit a 
11-1 

A! p" < L At pot 
k-0 

ce qui, d'apres {6), signifie que p < R,, d'ou resu!te, a la suite de (10), la pre
miere des inegalitcs de (8), tandis que la deuxiem-e resulte de (3) (theoreme 1 ). 

Pour dcmontrer (9), supposons que nous ayons clans (12) 

(
B" 1 )' B,." IA. I-" <a~:, 

n-1 

<X.t > 0, 2: <XJ: < 1, 
k=O 

ce qui signifie que 
t 

lA. I<( B~:+ ]"-k. 
B,. ak 

Pour 
1 

I A. I = max ( B~: ]"-k 04~-1 1 • 

B,. a1 

1 

lui= P1 (14) 

on a 
1 

11 - 1 ~" 1 )' 2: - · <1 
k=O " I A 1-" 

et (12) se rCduit a 
11 - 1 

A,. p" < L A~: p", 
k-0 

ce qui, d'apres (6), nous donne p < R,, d'ou resulte, a la suite de (10) et 
de (14), la premiere des inegalitcs (9), tandis que la seconde rcsulte egalement de 
(3) (theoreme 1) 

Lorsque t -+ oo, alors s-+ 1 et (9) se reduit a 
1 

lzi<R1 M2 , M 2 = max - , - (B~;)"-" 
~-1 B,. 

ce qui est un rCsultat connu, obtenu par D. Markovitch [4). 

(15) 

En particulier, pour a~:= 1 (k=O, 1, ... , n) le polynome (7) se reduit a 
11 

P(z)= L b~:zj;. 
k-0 

.. 
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Dans ce cas, la racine positive de !'equation (6) est R,, 1 <R,<2, ce qui 
signifie que tous Ies zeros du polynome ( 15) sont con tenus dans chacun des 
cercles 

1 1 

(16) lz i<27 (1+MD1
• 

(17) 

Lorsque s -+ 00 ' on a t -+ 1 et ( 16) se reduit a 

et ceci est le resultat classique de Cauchy [1], tandis que (17) se reduit, dans 
ce cas, a 

ce qui est le resultat obtenu par Fujiwara (3] (methode de Fujiwara). 

Quand t -+oo' on a s -+1 et (17) se reduit a 
1 

lzi<2M*, (
B )n=k M*= max ___! 

0~-1 B11 

(Montel [5], Dieudonne [2]). 

Exemple. Soient 

On aura alors 

s 
ft (z) = ,2; a~:zk= 9 + 6z+ 3zZ+4zl+z4+zS, 

k-0 

' / 2(z)= L b~;zk= 1+z+3z2+2z3+4z4+2zS. 
k=O 

5 
P(z)= z a~:h.tzk=9+6z+9zZ+8zl+4z4+2zs. 

k=O 

L'equation (6) pour s = 1 dans ce cas est 

9+6R1 +3R~+4R~+R1-R~=O; 

sa racine positive est R1 = 3. Nous avons ensuite, dans notre ea.<; 

1 

d'ou on a R1 M 2 =6. 

Mz = max· (B.t)s::i = 2 
04.:;;4 B5 

Pour s = t = 2 I' equation (6) est 

81 +36R2 +9R~+ 16R~+R~-R~=0 
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avec la racine positive Rz<S. Nous avons M1 = max (Bk) =2, ce qui donne 
o.;;~<.-;;;4 Bs 

d'apres (8) 
I 1 

Ri(l +MD2 <ViS=S. 

Done, pour s = t = 2 tous les zeros du polynome de composition P (z) 
sont con tenus, pour l'exemple consider6, dans le cercle I z I< 5, tandis que du 
tbeoreme de D. Markovitch [4] on aurait dans ce cas la conclusion que tous 
les zeros du polynome donn6 P (z) se trouvent dans le cercle I z I< 6. 

Theo r eme 4. Si l'tquation 

(18) A~ +A~ R,+ · · · +A:-1 R:- 1 --A~R~ +A;+l R:+1 + · · · +A!R: = 0, 

A31 =FO (1 <s< oo) 
I 11 I • 

a deux racines positives R, et R,, avec R,<R, le polynome de composition 

(19) 
11 

f(z)= ~ alblzl, b11=F0 lak i=Ak, lb~I=B~ 
k-0 

admet alors exactement p zeros dans le cercle 

1 

(20) lzl<~ ' M 

et pas de zeros dans r anneau circulaire 

I 1 - -
(21) ~ • M< I z I< .R; I M, 

s'il existe un nombre positif M tel que 

(22) 

1 1 

( 

B J'-k ( t lk-11 o..;T.::'-t l..!. <M< min Bp«J 
B ,..' P+t4<n B 

11- l 

• 
avec otl>O, ~ otl< 1; 

k-0 

1 1 -+-=1, 
8 t 

t>l. 

k>Fp 

D 6 m o n s t r at i o n. Soit 

Z=U)., (I AI =M) 

et £ un nombre positif pour lequel on a 

(23) R:+ &< I u I'<R:-£. 
11 resultc alors de ( 18) que 

11 

A~lu l ll'> 2: A4 1ul"· 
k-0 

·~~~ 
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d'ou 
l 

(24) A11 I u l ">l~o Ai I u 1")'. 
k~p 

So it M ~-= I i. I> 1 de f~n que nous ayons 

l 

(25) ( " (B1: 1 )') 
1 

2: -·-- <1. 
k-o B, Mp-~: 
k>#p 

li resulte alors de (24), compte tenu de (25) et de l'inegalite de Holder av~ 
I. 1 

----+-·"'' 1, i> 1 que 
s t 

d'ou on a, a la suite de M = I A I' que 

(26) 

Soient 

(27) 

" A11 B 11 Iu).. IP> 2: A~:B~:Iu).. l t. 

11 

k-0 
k>Fp 

P(z) = _2: aJ:b~:zt, Q(z) =a,b21 zP. 
k-0 
k>#p 

On a, sur le cercle I z I= I u).. I, de (27), compte tenu de (26), que 

" IP(z) I< _2: A,.B.t I u).. II:<A,B, I UA IP= I Q (z)=? O, 
k-0 . 
k-Fp 

d'ou il resulte, d'apres le theoreme ds Rouche, que dans le cercle lzl<luAI, 
f(z) = P(z)+Q(z) a le meme nombre de zeros que Q(z), done p zeros. Etant 
donne que I u I, d'apres (23), est un nombre rubitraire tel que 

l l - -
R;' <I u I<R;' 

d'ou 

il en resulte que la fonction f(z) a exa.ctement p zeros dans le cercle 
l l l - - -

I 
'' . , , 11/1 lz <R, M, et qu'elle n'a pas de zeros dans le domame R, M<lzi <R, M. 

ou M est nombre positif pour lequel son:t satisfaitcs les relations (22). 
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Dans notre cas M est choisi dans (22) de maniere que 

- • -- <ex", cxk>O, (
B" 1 )' 
Bp M1'-" 

11 

2: Cl"< 1. 
k-0 k.Pp 

Les dernieres relations sont satisfaites si 

M> ( B" +]p~k. 
Bp«k 

k=O, 1, ... , p-1, 

1 

M< Bpcxt 
( 

1 )k--p 

B" ' 
k = p + 1, p + 2, ... , n, 

c'est-a-dire si les relations (22) sont satisfaites, ce qui demontre completement 
le theoreme 4. 

Si }'equation (18) a deux racines positives distinctes R1' et R~ pour s = 1, 
elle a, d'apres le theoreme 2, deux racines positives distinctes egalement 
R: et R; pour chaque s> 1. Pour cette raison nous avons que t -Ho quand 
s-+ 1, et le polynome (19) a, d'apres (20), exactement p zeros dans le cercle 

lzi<R;M 
et d'apres (21), pas de zeros dans l'anneau circulaire 

R;M<Izi<R;M 
oil on a 

I 1 

max __! <M< min 2 . (
B p-k - B )k-p 

<K~c.;:;p-1 BP) p+l.;;k,;;n (B" 
Si on a encore b" = 1 (k = 0, 1, ... , n), alors M= 1, et on obtient dans ce 

If 

cas le theoreme classique de Pellet [6] pour le polynome 2: a"z". 
k=O 

R em a r que. Par le metne procede utilise dans la demonstration du theo
reme 4 on peut demontrer le .. 

Theorem e 4' .* So it la fonction donnee, L a" z", converge absolwnent 
k - 0 .. 

pour tous les z et so it la fonction 2: b" z" admet un rayon de convergence r> 0. 
k-0 

Si /'equation 

~ AkR~-A~R!' = 0 (Ap=t:O, A"= I Ot I; 1 <s< oo) 
k-0 
k'f'p 

•) Je tiens a rcmercier le professeur Stojakovic de l'Universite de Novi Sad, de m'avoir 
S'.Jggere !'extension du theoreme 4 aux fonctions entieres. 
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I • I • 

possede deux racines positives· R, et R,, avec R,<R,, alors /ajo11ction composee 

00 

f(z) = 2: aJ; bJ; z" (bp# 0, BJ; =I bJ; I) 
k~O 

a exactement p zeros dans le cerc/e 

et pas de zeros dans I' anneau circulaire 

fl condition qu'il existe un nombre positif M tel que 

avec 

t>l. 
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PUBUCATIONS DE L'INSTITUT MATHEMATIQUE 
NouveUe Krie, tome 11 (25), 1971. pp. 99-IOS 

SUR CERTAINES INEGALITES INTEGRALES 
ET LEURS APPLICATIONS 

D. M. Simeunovic 

(Communique le 27 Novembre 1970) 

1. Le but de cet article est de donner une preuvc unifiee pour une suite 
d'inegalites elementaires habituellement obtenues par des procedes diffcreuts et 
quelquefois compliques (voir [2]-[6]). Le procede que nous exposons ici, nous 
permet egalement d'etablir d'une maniere simple la convexite logarithmique 
d'une classe generate de fonctions definies par des integrales oil figurent des 
parametres. Cette convexite logarithmiques de differentes fonctions est parfois 
demontree d'une maniere plus compliquee, comme par exemple dans le cas de 
la fonction r (t) (voir, par exemple [7]). 

Nous considererons ici les proprietes des fonctions donnees par des 
integrales definies oil figurent des parametres dans l'exposant. La forme gene
rale des telles fonctions, considerees dans cet article, est donnee par les integrates: 

b 

(a) I (t) = J (f(x)]e g (x) dx, 
a 

b 

(b) I(t, u) = J [/(x)]1 [g (x)]" h (x) dx.t> 
a 

Nous demontrerons, dans la section 2, deux theoremes sur les integrales 
(a) et (b), et ensuite, dans la section 3, nous donnerons certaines applications 
de ces inegalites, dans des cas oil le choix des fonctions f(x) et g (x) est 
simple, ce qui nous permettra d'obtenir immediatement une suite d'inegalites 
elementaires. 

2. Theorem e 1. Soient f (x) et g (x) des fonctions non negatives sur 
le segment [a, b], et soit t un parametre reel, te/s que nous avons 

b 

(1) I(t)= j[f(x)]fg(x)dx. 
a 

N ous avons a/ors: 
1 o La fonction I (t) satisfait a l'inegalite 

(2) I(s+oc+~)<[I(s+ocp)]~[I(s+~q)]~ (~ +~=1, p>l), 

a condition qu'existent /es integrales au second membre. 

1> Le segment [a, b) peut etre infini. 

,. 
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2° La fonction I(t), de/inie par (1) jouit de la convexite logarithmique, 
c' est-a-dire que 

(3) I2 ('l :lz) < l(t1) l(tJ. 

Cette fonction est par suite egalement convexe au sens ordinaire du terme. 

Re marque. L'integrale I (t) definie par (a) peut etre don nee dans une 
forme plus generate, comme une integrale de Stieltjes: 

b 

I 1 (t)= Jlf(x)]' g(x)dh(x) 
a 

ou h (x) est une fonction non decroissante sur (a, b). Les affirrnations 1 o et 2° . 
sont alors valables dans une forme analogue. 

De m 0 n strati 0 n de 1°. Etant donne que 

( 
_!_+~ _!_) ( .!.+(! _!_) 

p+a.+(l g= JP gp \fq gq ' 

nous aurons dans notre cas, d'apres l'inegalite de Holder 

b b b b 

f f'+a.+l! gdx= f (t-J;+a. g~)(t-i+ll g +) dx<(J Jna.p gdx )~(J ['+llq gdxf, 
a a a a 

ce qui, d'apres (1), represente l'inegalite (2). 

Pour la preuve de 2° il fa ut poser, dans (2), s = 0, p = q = 2, rx = .!1_, 
2 

lz 
~=-. 

2 

Theorem e 2. Soient f(x), g (x) et h (x) des fonctions non negatives sur le 
segment [a, b), et t, u, des parametres reels tels qu'existe la fonction 

b 

(4) I (t, u) = J [f(x)"f [g (x))" h (x) dx. 
a 

liau! avons alors: 

3° La fonction I (t, u) satisfait d l'inegalite 

(5) I(s+rx+~. r+y+o)< 

l I (1 } ) 
<[I(s+a:p, r+yp)jP"[l(s+~q, r+oq))-q ~+-=1, p>l , . p q 

d condition qu'existent les integrales au second membre. 

4° La fonction I(t, u) possede la convexite /ogarithmique, c'est-a-dire 

(6) 12 ('t :'2 , "1 :r~:z) < I(t" u1) /(f2, u2)· 
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La demonstration de 3° s'obtient par !'application de I'inegalite de Holder 
a l'identite 

( 
~+« ~+Y ~)( ~+~ ~+8 ~) 

f'+«+~gr+y+Bh= jp gp hp jq gq hq. 

Pour prouver 4° il faut poser dan!> (5) s =r= O, p=q=2, et._!.!_ ~=~ 
- 2' 2' 

r=~. ~=~. 
2 2 

Des exemples de fonctions de la forme (1) , respectivement (4), soot don
nes par les fonctions r (t) et B (t, u): 

00 00 

rcr>= J ;x~. 7 dx= J xt-1 e-4dx (t>O), 

0 0 

1 I 

B(t, u)=Jr(1-x)"·--
1
-dx=Jxt-1 (1-x)a-1 dx (t>O, u>O). 

x(1-x) 
0 0 

D'apres le theoreme 1, respectivement 2, ce soot des fonctions qui ont la 
convexite logarithmique. 

Pour tX=O, [3= 1, p=q=2, s=t, on obtient de (2) l'inegalite 

(2') J2(t+ 1) <l(t)l(t+2). 

Pour t = n-1 = 0, 1, 2, ... , (2') se reduit a l'inegalite 

(2") J2 (n) <l(n-1) I(n+ l), n= I, 2, ... 

obtenue par G. P61ya et G. Szego [1, vol. I, sect. II, probleme 199] en prenant 
des fonctions positives et continues f(x) et g (x) sur le segment [a, b]. 

3. Applications. De (2), (3) et (2'), ainsi que de (5) et (6) on 
peut obtenir une suite d'inegalites particulieres. Nous nous bornerons ici a un 
cas simple quant au choix des fonctions f(x) et g (x). Nous obtiendrons une 
inegalite et nous demontrerons, entre autre, qu'elle contient plusieurs resultats 
coon us. 

E . f I x em pI e. Sotent (x) = x, g (x) = --. Nous avoos alors, pour t=FO, 
X 

d'apres (1) 
b 

J 1 b'-cr 
I(t)= r·-dx=--. 

X t 
a 

Pour b>a>O et t>O de (2') nous avons l'inegalite 

(
bt+t-at+1)2 < (b'-a') (bt+2-cf+2) ' 

t+ 1 t (t + 2) 

qu'on peut ecrire dans la forme 

(bt+'-at+I)Z _ (bt+•--at+l)2-(b-a)2 (ab)' 
<.;. - ------- , 

(t + 1 )2 ; (t + 2) 
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d'ou , 
(7) bC+l-a'+1 > (t +I) (b-a) (ab)1. 

Si nous posons, dans (7), t + I = r, nous obtenons l'inegalite 

r-1 

(8) b"-a'> r(b-a) (ab)_2_ (b>a>O; r> 1). 

Cette reJation devient une egalite pour b =a ou r = 1 . 
.!_ .!_ 1 

Si nous posons, dans (8), h=yr, a=xr et r=- (O<s<l) nous obte
s 

nons l'inegalite 
6-l 

(9) r-~·a(y-x)(xyf2 (y>x>O; O<s<l). 

Ceci se reduit a l'egalite pour y = x ou bien s = 0, respectivement s = 1. 
De (8) et (9) on peut obtenir une suite d'inegalites particulieres. Nous 

nous bornerons ici a l'inegalite (8) dont nous tirerons, entre autre, plusieurs 
resultats connus. Certains d'entre eux seront generalises, d'autre seront rendus 
plus precis. Nous exposons certains de ces resultats, ou n est un entier positif: 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

{14) 

1-x2" >2 nx" (I-x) (O<x< 1) [2, p. 139] 

.x«+l_x-(<X+l) oc+I 
>-- (oc>O; x> 1) [2, p. 181] 

X'"-x-"' lXX 

I +a+a2 + ···+a" n+l 
(a>O; n> 2) [2. p. 142] >--

a+a2 +a3 + · · · +an-1 n-1 

1-xn+l 1-x"vx (O<x< 1) (3, p. 123] >--- X 
n+1 n 

En posant b= 1, a=x (O<x<l) et r=2n dans (8), on obtiendra l'inegalite 

1 

I-x2">2nxn-2(1-x) (O<x<I). 

Cette inegalite est plus precise que (10). 

Si on pose, dans (8), b =X'", a= x-"' (ex>O; x> I) et r= oc + ~ (oc>O, ~>0; 
IX 

done r> 1) on obtient l'inegalite 

x«+~-x-'<~+~> ex+~ 
---->-- (ex>O, ~>0; x> 1). 

x«- .x-:"' ex 
(15) 

En substituant, dans (15) x par_!__, ou on a maintenant O<x< 1, on aura de 
X 

nouveau l'inegalite (15), ce qui signifie qu'on a la relation 

x«+~-x-(<~+~) (X + ~ 
----->-- (oc>O, ~>0; x>O et x=l= 1). 

XO'- x-"' IX 
(16) 
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L'inegalite (16) peut etre ecrite clans la forme 

r~~+2 1i-} IX+ (3 
---->-- (1X>0, ~> 0; x > 1), 
xli (x2"'-1) IX 

(17) 

c'est-a-dire dans la forme 

(18) 
1-x201+ 2 ~ IX+ (3 
---->---
x13 (1-x2") IX 

(oc>O, ~> 0; O< x < 1). 

Pour (3= 1 il resulte de (15) 

.x«+1-x-(•'<-t l) at+ 1 
·->-··· 

x«- .~· (X 

(19) 

L'inegalite ( 19) est plus precise que ( 11). 
Remarquons que le signe d'egalite dam; (1 2) est vaiable pour a= 1. Pour 

cette raison nous considererons le cas pour a>O et n:;k L Si on pose, dans (1 7), 

rx = n-
1 

, (3 = 1 et x =a> 1 et en divisant le premier membre par (a-1) on 
2 

obtient l'inegalite (12) pour a> 1. On obtient la meme inega1ite de (18) pour 
O<a<l. 

L'inegalite (13) resulte de (18) pour a.=!!..· et (3=_!._, 
2 2 

On peut aussi obtenir, de (8), 1es inega1ites suivantes: 

n-1 
[2, p. 119] 

--------<---
1 +x+x2 + · · · +xn-1 2n+ 1 

[2, p. 144] 

( 
n+l n-1) 

IX.n ·-l>na. 2 -oc
2 (a.>1) [2, p. 162] 

de meme qu'une suite d'autres resultats. Ainsi, par exemple, pour b = xs, 
a=x-'(x> 1, s>O) on obtient de (8) l'inegalite 

(20) xrr_x-r'>r(XS-x-') (x> 1; r> 1, s>O). 

Si nous posons x = e dans (20), nous obtiendrons l'inegalite 

shrs>rshs (r> 1, s>O). 

En partant de (8) on peut obtenir d'autres resultats. Ainsi: Pour la 
fonction 

n 
(21) f(x)=c0 +2: ckxk (ck>O, k=1,2, ... ,n; rk>1) 

on a l'inegalite 
(22) 

k~l 

f(b)-f(a) > (b-a)f' (VQb) (b > a>O). 

Demonstration. De (21) on a 
n 

( 23) f(b}-f(a) = 1: ck (b'k·--dk). 
k~1 
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D'apres (8) on a les relations 

brk-cfk> rk (b-a) (VOii)rk- 1
' k= 1, 2, ... 'n, 

et d'apres celA on peut ecrire (23) sous la forme 

" Jcb>-J<a> > (b-a) L ck rk(Jiabrk-
1
, 

k~1 

ce qui, en d'autres termes, represente (22) etant donne que 

(24) 

" !' (VCib) =}; ck rk (Vab)'k-t. 
k-1 

Soit rk=k= I. 2, ...• et soit la serie 

... 
f(x)=c0 +c1 x+}; ck~ (ck>O, k=2, 3, .... ) 

k-2 

convergente pour I xI < R. On a a/ors, pcnu a, bE [0, R], l'inegalite 

f(b)-f(a) > (b-a)f' ('(Qb) (h> a>O). 

Ex em p I e. Etant donne que 

tgx= f c2k_1x2t-1 (c2k-1>0, k=l, 2, ... ; O<x<~). 
k-1 2 

on a 

tg~-tg IX> (~-IX) (1 +tg2 ~ ( ~ >~> IX>0). 

Considerons de nouveau la fonction 

b 

I(t)= f x'·: dx (b>a>O). 
a 

bz:_az 
d'ou il resulte que I(O)=lnb-lna, I(l)=h-a, 1(2)= . 

2 
L'inegalite (2'), pour t = 0 se reduit a J2 ( 1) <I (0) I (2), ce qui, pour 

notre exemple, mene a l'inegalite 
b2-a2 

(b-a)2 <(1nb-lna)· (b>a>O), 
2 

qui pour h>a>O peut etre ecrite dans la forme 

(25) b +a> h-a (b>a>O). 
2 lnb-lna 

11 existe plusieurs preuves de l'inegalite (25). L'une d'elles est donnee dans [4], 
une autre dans [5, p. 158], une troisieme dans [2, p. 192]. et encore deux 
preuve8 dans [6, p. p. 273 et 274]. 
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Partant du theoreme 2 nous avons tire la conclusion que la fonction 
B (t, u) a la propriete de convexite logarithmique, d'ou resulte, d'apres (6), 
l'inegalite 

2 (ti + t2 ul + u2 ) ) B - 2- , ---2- <B (t" ul) B (!2, Uz, 

qui se reduit, pour t1 =p+r, fz=p-r, u1 =q+s, t~z=q-s (p>r>O, q>s>O) a 
(26) B2 (p, q)<.l3(p+r, q+s)B(p-r, q-s). 

Soit f(x) =x'" (1-x)' (r>O, s>O). On !l. alors 

M= max{f(x)}= - · -. ( r )' ( s )s 
!l<x<l , r+s r+s 

A la suite de 
i I 

B (p+ r, q+s) = J xPH-1 0-·x)q•&-! dx= .f f(x) xP-1 (1-x)<~'-1 dx 
0 0 

I 

<M[ xP-1 (1-x)q-l dx=(---~'-)'(-3-)s B (p, q), 
. r+s r+s 
0 

(26) se reduit a l'inegalite 

B(p, q) < (_!-)'(-3 -)s B (p-r, q-s) (p>r>O, q>s>O) 
r+s r+s 

obtenue par P. Kesava Menon [8] (cf. [6], p. 289). 
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IIPOEJJEMH 

CBojKM npo5neMHMa, IWjH 'l'pe5a Aa 5yny 
opHrHHam!H, n:oxeJbHO je Aa npeAJiai<l'I:R 
npUXJbY'Ie peiUe!LC :a .zwyra o5a~~enrreu,a. Ha

po'DITo o mn:epa-rypa Pemeu.:a ce o5jaBJLyjy 
mecr Mecel:lH nocne c5jaBJLHDaH.a npo5nCMa. 

PROBLEMES 
Il est desirable d'adjoindre aux problemes, 
qui doivent etre originaux, leurs solutioru 
ainsi que d'autres informations, surtour sur 
la litterature. Les solutions seront publiees 
dans six mois apres leurs parutions. 

··-----------·---------------------- -

PEWEH11 ITPOEJIEMI1 

199. Proposed by Alexandru Lupas, Irutitut de calcul, Cluj, Roumanie 

Let P (x) =· X" + a1 x"-1 + · . · + a, be a polynomial with the roots 
4 x1,x2 , ••• , x,, and such that lakl<k2--k+ 1, k= I, 2, ... , n. Prove that, for 
3 

each. real or complex root, holds the inequality 

lx1l<3, j=l,2, ... , n. 

Solution with generalization by D. M. Simeunovic and D. D. Adamovic, 
University of Belgrade 

For every zero X=pe'0:;60 (p>O, 0~6<27t) of the polynomial P the 
follo?ling inequality 

holds. By the supposition 

we have further 

or 

4 
lakl~k2--k+ 1 (k= 1, 2, ... , n), 

3 

1~ i (k2 -_!k+ t)p-k. 
k-1 3 

This means, since the function g(t)- ~ (k2-_!k+l)t-k decreases for t>O, that 
k-1 3 

i (k2 -_!k+ 1) t-k<l implies p<t. 
k~l 3 
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Putting 

.t,(t) =! k2--k+1 t-k, • ( 4 ) ' 
k-1 3 

we obtain, for t> 1, 
.. ( 4 ) 2t2 +t+3 lim s,.(t)= I k2 --k+1 t~= s(t). 

....... k-1 3 3(t-1)' 
Hence, 

s,.(3)<s(3)= 1 (n= 1, Z, ... ); 

i. e., by the above conclusion, we have, for each zero x of the polynomial P, 

lxl=p<3, 
what was to be proved. 

We note that the upper bound 3 is the best possible obtainable by the 
above procedure. Namely, 3 is the unique root of the equation 

. s(t) = }: (k2-_±_k+1)t-k=1 (t>l), 
k-1 3 

because s(t) decreases strictly for t> 1. 

Generalization. The preceding considerations lead immediately to the 
following proposition: · 

Let aic;(k= 1, 2, ... ) be complex numbers such that 

latl:5:«t (k= 1, 2, ... ), 

where the series ... 
f(x) = }; a.k x" 

k~l 

has the positive radius of convergence R and irif"mitely many positive coefficients. 

1'hen: if f(R)::?; 1, the equality t( +) = 1 has for t::?; ~ the unique root t0 , and 

for every zero ?: of the polynomial 

" P (z) = z" + }; ak zrt-lc 
k-1 

holds l?:l<t0 ; if f(R)<1, we have lq<_!_ for every zero ?:. 
R 

Examples. 1° If 
1 la"l:5:- (k= 1, 2, ... ), 
k! 

then It I <-1-, since in this case 
log2 

1 
for t=to= Jog2. 

(1) .. 1 .!. f- =}; -=e' -1=1 
t k-1 kl t" 



then 
lakl=:;:ci:k (k=1,2, ... ; tt>O), 

1?:1< 1 +IX +Vttir.t +4) • 

because now 

t(_!_)=r.t i kt-k= r.tt 
t k-1 (t- 1)2 

for t=t
0
= rx+ 2 +~rx(cx+ 4). 

(E.~pecially, for ex= 1 we have 

gl<3+f; 

this result is due to P. Monte/.) 

3o If 

then 

(1>1) 

.. 1 ~ 

f(R)=f(I)=k~a(2k+1f g-1<1 

and hence I q < 1. 

Solution by the author 

If lx11::;:1 then lx11<3; let us suppose that lx11>1. Because 

0=IP(x1)l=IX/+}: akx1n-kl ~lx1 1"-l}: akxJto-kl 
k-1 k-1 

we observe that 

(1) 
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Taking into account that lakl=:;:k1 -_±_k + 1, k= 1,2, ... , n, from {1), one obtains 
3 

which is the same with 

(2) t(1 +t) 4t +-'->1, t=-1--<1. 
(1-t)l 3(1-t)1 1-t !x1! 

1 
It is easy to see that (2) implies that t>-

3
, more precisely lx11<3, and the 

solution is complete. 
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SUR CERTAINES lNEGALITES PARTICULIERES 

D. M. S imeunovic 

(Communique le 23 Mai 1975) 

Nous demontrons, dans ce travail, certaines inegalites particulieres a 
partir d'une inegalite integrale obtenue dans [I] Celles-ci renforcent, entre 
autres, certaines inegalites connues. 

(a) 

On considere, dans [I], une fonction de la forme 

b 

I (t) = J {f(x)}1 g (x) dxll 
a 

et on y demontre que: 
Et ant donne, sur le segment [a , b], deux fonctions non negatives, f (x) et 

g (x), et un parametre reel t, tels qu' existe la f onction 

b 

I (t) = J {f(x)} 1 g (x) dx, 
a 

nous avons pour I (t) l'inegalite 

(I) J(s+cx+~) ~ {I(s+cxp)}*{I(s+~q)}f (~ +~ = l,p > l) 

a condition qu' existent les integrates du second membre. 

Re marque. No us aurions des inegalites contraires a ( 1) pour p < 0 
ou q< O. 

L'inegalite (1) etait appliquee a des choix simples de fonctions f(x) et 
g (x), et au cas p = q = 2, ce qui a permis d'obtenir plusieurs inegalites parti
culieres, entre autres 

(2) 
et 
(3) 

b' - a'-;?: r ( b - a) (V ab)' - 1 

b'- a'~r (b- a) cVaby- 1 

(b -;?: a>O, r -;?: 1) 

(b -;?: a>O, O::::;; r ::::;; 1) 

L'inegalite (2) devient une egalite pour b = a ou r = I . 
L'inegalite (3) se reduit a egalite pour b = a ou r = 0, respectivement r = I. 

1) Le segment [a,b] peut etre infini . 

14 Publications de l'Institut Mathemntique 
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On peut obtenir, a partir de (1 ), pour un choix different de fonctions 
f(x) et g (x), diverses inegalites. Nous nous arreterons ici sur un cas simple, 

quant au choix des fonctions f(x) et g (x), avec _!__ + _!__ = I et p > 1. 
p q 

Nous considererons ici l'inegalite ( 1) pour f(x) = x, g (x) = _!__. Dans ce 
X 

cas on a d'apres (a) 
b b 

(aJ l(t) = Jx' ·~dx= Jx1-1dx. 

a a 

De (a1) on a 

l(s+a+~) = 
bs+a+ ~-as+ a+~ 

(s+a+~=I=O) 
s+a+~ 

I (s + ap) = 
bs+ap - as+ap 

(s + ap=/=0) 
s + ap 

bs+~q - as+~q 

(s + ~q=l= 0) l(s+~q) =----
s+~q 

D'apres (1) on a dans ce cas 

I I 

(4) 
bs+a+[l- as+a+~ ~ ( bs+ap- as+ap )p (bs+~q- as+~q )q 

s + a + ~ s + ap s + ~q 

(b ~ a > O, s +(X+ ~ =/= 0, s+ap=/=0, s + ~q=/=0, 
I I -+-= 1, 
p q 

P> I). 

Pour b = a ou a = ~. ~ = ~, ( 4) se reduit a une egalite. 
p q 

De ( 4) on peut obtenir une suite d'inegalites particulieres . 
r-1 

Pours = 1, a = 1, ~ = 0, p = r - l(r > 2), q=-- , b ~ a > O, on obtient de 
r - 2 

( 4) t' inegali te 

( 4.I) (
a + b )r-1 

b'- a'~ r (b - a) -
2

- (b ~ a > O, r ~ 2) 

L'expression ci-dessus devient une ega lite pour b = a ou r = 2. 
L'inegalite ( 4.1) est auss i va lable pour r = I , elte devient alors une egalite. 

(4.2) 

L'inegalite (4.1) est plus precise que (2) pour r > 2. 
Pour r ~ 2 (4.1) devien t l'inegalite de sens contraire, c'est-a-dire 

(
a + b )r-1 

b' - a' ~ r (b - a) -
2
- (b ~ a > O , r ~ 2) 

L'inegalite ( 4.2) se reduit a egalite pour b = a ou r = 2, respectivement r = 1. 
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D'apres (2) et ( 4.2) on obtient 

r(b - a)( a :b r-1

?= b'-a' ?= r(b -a)()iab)'- 1 (b ?= a> O, 1 ~ r ~ 2). 

On peut obtenir de (4.1) et (4.2) diverses inega1ites particulieres. 
Pour b = 2n+ I , a = 2n - l , r = n > 2 (n entier positif) l'inegalite (4.1) se 

reduit a 
(2n - 1)11 + (2n)" < (2n+ 1)11 (n = 3,4, ... ). 

La derniere inegalite est donnee, comme probleme , par C.M. Frye [2] (voir 
egalement [3], p. 190). Une solution de ce probleme est donnee dans [4]. 

En posant, dans (4.1) b =x', a = x-• (x?= 1, s ?= O), on obtient l'inegalite 

JaqueJle Se reduit pour X= e, a J'inegaJite 

shrs ?= rshs (chsy-t (r ?= 2, s ?= O) . 

La derniere inegalite est plus precise que 

shrs ?= rshs (r ?= 1, s?: O), 

pour r > 2 (voir [1] p. 103). 

(5) 

L'application de l'inegalite ( 4.1) permet de demontrer que: 
Pour une fonction f(x), representee par la serie de Taylor 

00 

f(x) = _Lckxk 
k= O 

convergente pour I xI < R, avec les coefficients ck ?= 0 (k = 2, 3, . .. ), nous avons 
/'inegalite 

(6) 
(

a + b) f(b)-/(a)"?(b-a)f' -
2

-

Demonstration. On a, d'apres (5) 

00 

f(b)- f(a) = 2 ck(bk- ak). 
k=l 

Mais, puisque d'apres ( 4.1 ), 

bk-ak"?k(b-a)(a:br- l Ck=l, ... ) 

il resulte que (7) se reduit a 

(8) oo (a+ b )k-t f(b)-f(a) ?=(b-a)_Lkck -- . 
k = O 2 

14• 
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A cause de 

'(a +b) oo (a+b)k-1 f -- = L kck -- , 
2 k=l 2 

1'inega1ite (8) se reduit, en fait, a (6). 

Ex e mp 1 e. Etant donne que 

oo xzk ( 1 
chx= L- ck=->0 

k=O 2k! 2k! ' 
k = 0, 1' 2, . .. ; I X I< 00) 

nous avons 

(
a+b) chb- cha~(b- a)sh -

2
- (b~a~O). 

Pour b~a>O, on obtient de (a): 

I(O)=lnb-lna 

I (p- 1) = bP-1-ap-1 
p-1 

l(-l)=b-a 
ab · 

(p# 1) 

L'inegalite (1), pourS= -1, <X= 1, ~=0, p>1, q=-P-, se reduit a 
p-1 

I p-1 

I(O)~ {/(p _ 1)r {1( -l)r-;-. 
c' est-a-dire a 

lnb-lna~( bP-
1

- aP-
1 )~(b-a)p;l' 

p-1 ab 

d'ou on obtient, pour b > a> 0, l'inegalite suivante 

I 

(9) 
lnb - lna ( bP-1 _ ap- 1 ); 

< (p-1)(b - a)(ab)P- 1 (b>a>O, p> 1) 

En posant, dans (9). b= x > 1, a = 1, on obtient 

(9.1) 
In x ( xP-1 _ 1 _I_ 

~~ --< p 
x-1 (p-1)(x-1) xP-1) (x > 1,p > 1) 

I 
En substituant, dans (9 . 1), ~ a x, on obtient de nouveau l'inegalite (9.1), ce 
que signifie que nous avons aussi 

I 

(9 .2) ln x ( xP- 1 - 1 )"P 
x - 1 < (p - 1)(x- 1)xP- 1 

(x > O, x # 1,p > 1) 

J.:a 
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Pour p=2 l'inegalite (9.2) se reduit a 

(9.3) 
In x 1 
--<
x-1 Vx 

!'expression obtenue par J. Karamata [5) . 

(x > O, x=P 1), 

213 

Pour I < p < 2 l'inegalite (9 .2) est plus stricte que l'inegalite (9.3). En 
effet, si on substitue, dans (3), x ab, 1 a a, et p - 1 a r(O < p - 1< 1), on 
obtiendra 

xP- 1 - 1 < (p - 1)(x- 1)(V~ )P- 2 (x > 1, 1 < p < 2) 
d'ou 

xP- 1 - 1 1 

(p-1)(x-1)xP- 1 < cv~y· 
done 

1 I 

( 10) 
( 

xp-1_ 1 )-; ( 1 )-; 1 
(p-I) (x- 1)xP- 1 < (V~Y =(V~) (x > 1, 1 < p < 2). 

Si on substitue, dans (10), __!__a x, on obtient de nouveau l'inegalite (10), a la 
X 

suite de quoi on a 
I 

( 
xP- 1 - 1 )-; I 

(p-1)(x-1)xP- 1 <vx (x > O, x=P I, 1 < p<2). 

Pour b ;?; a> O, on obtient de (a 1) 

/(1)=b- a 

bP-aP 
l(p)=-- (p=/:;0) 

p 

l(O)= In b-In a. 
. p 

L'inegalite (1), pour S=O, <X= 1, ~=0, p > 1, q=--, se reduit a 
p-I 

I p-1 

/(1)~{/(p)}"P {/(0)}7, 

c'est-a-dire a 
I p-1 

(
bP-aP)p( )p b- a~ p In b-In a , 

d'ou on obtient, pour b>a>O, l'inegalite 

( 11) 

I 

In b - In a > (p (b - a) )p-1 

b- a bP-aP 
(b>a>O, p> 1). 
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Pour p=2, (11) se reduit a 
inb - ina 2 ---->--

b-a b +a 
(b>a>O) (11.1) 

Il existe plusieurs preuves de l'inegalite (11.1). L'une d'elles est donnee 
dans [6], une autre dans [7, p. 158], une troisieme dans [8, p. 192], deux 
autres preuves dans [9, pp. 273 et 274], et une enfin dans [1]. 

Pour l < p < 2 l'inegalite (11) est plus precise que (11.1). En effet, d'apres 
(4.2) on a 

d'ou 

done 

bP - aP < p (b _ a) (a: b r-1 (b>a>0,1 < p<2) 

p(b-a) > (- 2-)P- 1
, 

bP - aP b + a 

I 

( 
p ( b- a) );=I> _ 2 _ 
bP- aP b+ a 

(b > a>O, 1< p < 2). 

BIBLIOGRAPHIE 

[1] D. M. Si me uno vi c, Sur certaines inega/ites integrates et leurs applications. 
Pub!. Inst. Math. (Beograd) 11 (25) (1971), 99-105. 

[2] C. M. Fry e, Problem E 1264, Amer. Math. Monthly 70 (1963), 891. 
[3] D . S. M it r in o vi c (Saradnik P. M. Vasic), Analiticke nejednakosti Beograd 1970, 
[4] Amer. Math. Monthly 71(1964), 683 . 
[5] J. K a ram at a, Yesnik Drustva matematicara i fizicara SRS, knjiga I, sveska 1 

(1949), 78-79, Pitanja i zadaci. 
[6] B. 0 s t I e and H. L. T e r w i 11 in g e r, Proceedings of the Montana Academy 

of Sciences, 17 (1957), 69-70. 
[7] D. S. M it r in o vi c, Elementary /nequali!ies, Groningen 1964. 
[8] D . S. M it r in o vi c, Nejednakosli, Beograd 1965. 
[9] D. S. M it r in o vi c Analytic inequalities, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New 

York, 1970. 



MATEMATH'UCH BECHHK 
13 (28} 1976, crp. 449--454 

D. M. SimeunoviC 
Slm. 1:JNE EVALUATION DES VALEURS 
APPROXJMATIVES DES ZEROS COMPLEXES 
DES POLYNOMES 

{<':"-mmmniqu6 h: 20 Flwrier 1976) 

On donne, clans cet art! de, une evaluation des valeurs approchees des zeros 
complexes des polynomes. L'avantage de cette evaluation peut consister dans le 
fait qu'elle depend, outre le degre n du polynome P (z), encore et uniquement, de 
la valeur du polynome et de sa derivee premiere dans le zero approximatif. On 
souligne egalement la possibilite d'obtenir d'autres evaluations de ce genre. 

Soit un polynorne complexe ou reel de degre n~ 1 

(l) 

Soit ~=x+iy un zero simple de (1); il en resulte que P (t:) = 0, P' (Q =I= 0. 
Soit U un voisinage convexe du zero complexe ~ oil le polynome (I) n'a pas 
d'autres zeros. 

Oil sait que si nous prenons unevaleur approchee z0=x0 +iYo dans le voisinage 
U (voir, par exemple, [1], pp. 153-155, egalement [2] pp. 1054-1059), en appliquant 
la methode de Newton 

(2) 
P (zic-1) 

zk = zk--t-P' (zk-t) (k= 1, 2, ... ) 

nous pourrons obtenir des valeurs plus approch6es de ~. Dans des conditions deter
minces (voir [3]. pp. 59-60, 6galement [1], p. 155) la suite (2) converge vers le zero 
complexe ?; du polynome (1). 

En particulier, si la condition 

mini.P' (z)j=m>O 
rEU 

est remplie dan.<> le voisinage U qui contient la suite z", nous aurons I' evaluation 

(3) 

(voir [1], egalement [2], loc. cit.). 
Lors de !'evaluation de l'erreur de la valeur approch6e de z~; au moyen de (3), 

nous rencontrous le probleme de la determination du nombre m= min !P' (z) I· 
rEU 

De meme, dans un voisinage U, min lP' (z)l peut etre un tres petit nombre, sans 
z. EU 

que cela soit le cas de I P'(zt) I· 
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Nous donnerons une evaluation de 1 zr-Q qui depend du degre n du polynome 
donne, de la valeur du i>otynome et de la valeur de sa derivee au point zt; nous 
donnerons quelques autres evaluations de 1 z,.-t; 1. Prealablement voici un lemme. 

Le m m e. Soit un polynome complexe de degre n~ l 

(4) P (z) = z" + a1 zr.- 1 + · · · +a,., 

s etant un des nombres I, 2, .. , n et ex un nombre complexe arbitraire pour lequel on a 

P(cx):f-0 et P(•>(oc)::f-0. 

Alors le cercle du centre en ex et de rayon 

I !.P • .!_ 
R = , __ !_~ _ _!}xJ ---1 ·• 

. (i'l-- s)! ['($) (oc) 

contient au moins un zero du polynome P(z). En d'autres termes nous aurons, pour un 
zero ~ au moins le polynome P (z): 

I 

(5) 
I 

n!P(cx) 17 · 
lcx-q~ (n-s)!PC.r>(cx) 

Le cas s= 1 se rUuit a: 
(6) 1«-~~~~ nP(cx) I 

P' (ex) ' 

tandis que le cas s=n se reduit a: 
I 

(7) 1«-~I~IP(cx)l"· 

Demo n strati on. Nous demontrerons d'abord (7), c'est-a-dire (5), 
pour s=n. Soient ~~. ~2, ••• , ~n Ies zeros du polynome (4). Alors 

(8) (ex- ~1)(cx- ~J · · ·(ex-~,) =P (ex). 

Soit ~le zero du polynome P(z) qui est le plus proche du point ex dans le plan com
plexe. Nous aurons alors de (8) 

d'ou 
jot-q•~IP(«)I, 

I 

1«-~I~IP(cx)l". 

Pour la demonstration de (6), respectivement (5), dans le cas s=l, partons 
de l'egalite: 

(9) 
P' («) 1 I 1 
--=--+--+ ... +--, 
P(cx) cx-~1 cx-~2 ex-~, 

d'ou 

(10) I
P'(cx) l 1 1 1 
P(cx) ~ 1«-~tl+l «-~z i+ ···+ I « -~J 
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Soit l;; le zero du polynome P(z) qui est le plus proche de oc dans le plan complexe. 
Nous aurons alors. de (10): 

d'ou 

Joc ·-q~l nP(a.) I· 
I P' (a.) 

ll suffit, pour prouver (5) dans le cas ou s est un des nombres 2, 3, ... , n- .. 1 
(egalement pour s=l), de trouver la derivee d'ordre s du polynome P(z) au point a., 
et de Ja divise:r p<lr P(rx), en nppliquant un raisonnement analogue a celui que nous 
2.vions pour -¥ '""' 1. 

Re m a r que. L'inega.!it6 (7) est demontree egalement dans [4]. L'inegalite 
{6) peut etre eg.ale:rr.t::•.i t dtJ.,10Jjtn~ a partlr du th.eoreme bien connu de Laguerre 
(vo!r, par exemp1e f./.1, pp. 991·--992) d.ont 1'6nonc6 est: 

;.}oit P(2) t.m poly1wm.e complexe de degre ~~~ 1 et soit oc un nombre complexe 
arbitrt~ire pour lequel P(o:)#O et P'(a.)#O. Soit K un cercle arbitraire sur lequel !\e 
iwuven.t. les poinls 

nP(a.) 
oc et oc- · . 

P' (oc) 

Alors. le disque de K contient au moins un zero de P(z). 

En effet, si no us considerons le cere le K, pass ant par oc et oc- n p ( oc) , rlont 
p, (a:) 

le cm.rtre est au point oc -· nP (oc) , le rayon de K est egal a I nP (et)_ I, de telle 
2P'(oc) 2P'(a:) 

maniere que nous ayons, pour un zero ~ au moins de P (z): 

I 
nP(oc) 

oc- 2P' (oc) ~~~~ nP(oc) I· 
2P' (oc) 

d'ou on obtient 

L'inegalite (5), pour s qui est un des nombres 2, 3, ... , n-1 et egalement 
pourS"--= 1, peut etre obtenue egalement du tbeoreme de D. Markovic [5] (voir aussi 
[2], pp. 995--996) dont l'enonce est: 

Eta.nt donne un po1ynome 

P(z)=z"+a1 z"- 1 + ···+a,, 

.v etant un des nombres 1, 2, .. , n-1 et oc un nombre complexe arbitraire pour iequel 
P(oc)¥:0 et ptm (oc);f:O. Alors chaque cercle ferme qui contient oc et les points 

I 
2knl --; 

~ ---;-{ n!P(oc) } 
k = oc -- e (n -s)!P<•> (oc) (k = 0, 1' • . . ' s- 1) 

contient au moins un zero du polynome p<•'(z). (Le cas s=--= 1 se rt:duit au. theoreme 
de Laguerre). 
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En effet, si on prend, dans le theoreme de D. Markovic, le cercle sur lequel se 
trouvent IT. et ~k. ayant pour centre 

1 2~nl n!P(IT.) + 
«--le {(n - s)!P<•>(Ct)}' 

nous obtiendrons pour le rayon de cc cercle la valeur 

1 

_!__'-~-~p (~I· 1! {n-s)!P(•>(et) ' 

de maniere que cous ayons, pour un zero~ an moins de P(z): 

I 
1 ~~"'{ n!P(o:) ·}+ >- ~ - 1 I n!P(Ct) 1+ 

. et - 2e (n-s)IP{I){cx)- ·--..,~2 (n-s)!P<•>(a:) ' 

d'ou 
1 

la:-q~ ~ n!P(a;) I•· 
(n- s)! PC.' (a;) 

On peut demontrer pour ICt-t: I d'autres evaluations aussi. Ainsi, par exemple, 
en derivant (9) en IT. on obtiendra 

d'ou 

(11) 

P' 2(Ct)-P(Ct)P" (Ct) 

p2(1%) 

1 1 - - -
(1% - ~1)2 (IT. - ~J2 

1 
(a; - ~,)2 J 

I
P' 2 (a;)-P(Ct)P"(IT.)I~ 1 1 I 

P2 (a;) ...,.~-t1 l 2 + la: - ~2l2 + ... + la:-~ .. 12 • 

Soit ~le zero de P(i) le plus proche de IT. dans le plan complexe. De (11) nous aurons 
alors 

(12) l p'z(Ct)-P(a:)P"(a:) l~ n (P(a:)=#;O). 
pz(a;) ...,. la:-qz 

Si nous avons encore P' 2(1%}-P(a;) P"(a:)=#;O, nous obtiendrons de (12) 

1 

(13) I 
nPZ (a:) \1 

liT. - ~~~ p'Z(a;)-P(a:)P"(Ct) • 

T h e o r e m e. So it ~ un zero complexe simple du polynome 

P (z) =z"+a1 z"-1 + · · · +a11 

de degre n > 1. Soit U un voisinage convexe du zero t, dans lequel il n'y a pas 
d'autres zeros de P(z). Soit ensuite Zk la valeur approchee de ~ determinee par 
la formule de Newton 

(14) (k= 1, 2, ... ) 
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Si Z.tE U et si !a suite z~; converge vers ~. a/ors, pour k suffisamment grand (k>N), 
nous aurons /'evaluation 

(1 5) Jz -~ ~ ~ ~ nP(zk) I· 
k P' (zk) 

D 6 m o n s t r at i o n. Soit Z.t la valeur approchee du zero complexe simple t 
du polynome P(z), determinee au moyen de (14). Vu que ~ est un zero simple 
de P (z), c'eiit-a-dire P ~) = 0 et P' (~*0, il existe un voisinage convexe U de 
~ ou le polynome P (z) n'a pas d'autre!. zeros, avec P' (z)*O pour zE U. Etant 
donne que la suite zk dans (14) converge vers t nous aurons pour un k(k>.N) 
t>Ulfitamt:ut grand que z~;E.U et aussi que le zero le plus proche du point .?:k 

est ?;,. Si nous posons dans (6) la valeur zk approchee du zero complexe ~. 
dett~rmiuce de cette maniere, a la place de oc, nous obtiendrons (15), ce que 
d'h:<tut<tr.:-: :n.otr~:~ thcoreme. 

L'evaJuation (15) peut etre mise sous une autre forme aussi. D'apres 
0 4) (J~l d.: 

(l6) 

et aw:ui 

d'oii. 

(17) J zk+t - ~ l ~ l zk - ~ l + j P (zk) I· 
P' (zk) 

Partant de (15) et (16) l'inegalite (17) peut etre mise sous la forme 

lzk+l - ~ ~~(n+ 1) izk+t-zk l· 

Pour I ZJ;-~ I. on peut obtenir, de (5) et (13), les evaluations 

1 

(18} l zk-~ ~ ~ ~ n!P(zk) I' 
(n- s)! p <•l (zk) 

et 
I 

(19) I ~ ~&~ P2(zJ 12 
zk- "" P' 2 (zk) - P(zk)P" (zk) 

en posant. dans (5) et (13), oc au lieu de z~:. 

Re mar que 1. Si z~c est la valeur approchee du zero complexe ~ du polynome 
P(z) et si~ est le zero de P(z) qui est la plus proche du point zt dans le plan complexe, 
alors les evaluations (18) et (19) sont valables independamment de la maniere dont :t]; 
est determine. · 

Re mar que 2. Si la suite 

(20) (k ~' l' 0, 2, ... ) 
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converge vers ~.on peut donner a !'evaluation (19) la forme 

lzk+l-q:;;;;;(l + Vn) izk+t-zkl· 

Le cas de la suite (20), quand le polynome reel P(x) a des zeros reels a ete considere 
dans [3], pp. 117-119. 
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;~TJH. LA YJ:t.. !~PARTITION DES ZEROS D'UNE CLASSE DE POLYNCJMEf; 

D. M. SimeunoviC 

(Communique le 28. X 1977.) 

On considere, dans cet article, le polynome 

P (z) = a0 + a1 z + a2 z
2 + · · · +a,. z" (n>2) 

et .la repartition de ses zeros dans le plan complexe sous l'hypothese que ses 
coefficients ak satisfont aux conditions 

ak>O (k=O, l, 2, ... , n) et 0< 00 <-a1< · · · < a'!.=l., 
a1 a2 a,. 

ou plus generalement 

laki>O (k=O, 1, 2, ... , n) et 0<1 ::1<1::1< ···<I 0

::
1 1· 

On demontre, . sous ces conditions, Jes theoremes suivants, quant au 
polynome (1). 

Theoreme 1. Si /'on a, dans (1), ak>O (k=O, 1, 2, ... , n) et 

(2) (k = 1, 2, ... , n- I), 

le polynome (1) ne poss~de que des zeros negatifs simples, un seul dans chacun 
des inten•alles 

(3) (
- 2ao o) (- 2a1 - 2ao) (- 2a,._l _3_a,_2) ' , ' ' .... ' ' . a1 a2 a, a,. a,._ 1 

Theoreme 2. Si on a, dans (I), ak>O (k=O, 1, 2, ... , n) et 

(4) (k :, 1, 2, . .. , n- l ), 

le polynome (1) n'a pas de zeros dam le <fomaine 

'it" . .- {},...11: ·--"""' erg z ~-. 
2 2 
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Theoreme 3. Si on a, dans (1), lakl>O (k=O, 1, 2, ... ,n) 

(5) I ak 12>51 ak-1 ak+1l (k = 1, 2, ... , n - 1 ), 

alors le polynome (1) est different de zero d la limite de chaque anneau circulaire 

(6) vs I ak-2 l< lzi<V5I 
0
k-l I 

ak-1 ak 
(k=2, 3, .•. n) 

et n'a q'.lun zero a l'interieur de chacun d'eux. 
Les thCoremes I, 2 et 3 qui on trait au polynome (I) soot valablez, 

sous Jes memcs ·conditions, pour la fonction entiere 

(7) f(z)=a0 +a1 z+a2 z2 + · · · +a,z-+ ... 

La dt monstration des theoremes 2 et 3, daos le cas de la fonction entiere (7) 
est identique a celle du polynome (1). Pour demontrer le theoreme 1 dans le 
cas de la fonction entiere (7) on considere la suite des polynomes 

P, (z) = a0 + a1 z + a 2 z
2 + ... +a, z" (n = 3, 4, ... ) 

c'est-a-dire la suite des sommes partielles de la serie (7). 
On considere, dans [1], la fonction entiere 

(8) 
z z2 z" 

f(z)=1+ - + - + · · · +- --- + · · · 
'1 '1'2 r1rz· • ·r,. 

et la repartition, dans le plan complexe, des ses zeros, sous l'hipothese que 
les rk satisfont aux conditions 1<r1<r2 < · · · <r,· · · ou plus gem!ralement 
1 < I r 1 I< I r2 1 < · · ·< I rn l < · · · . Les theoremes soot demontres pour la 
fonction {8): 

(i) Si r1 > 1 et rk+ 1 > 2 (k = 1, 2, ... ), la fonction (8) n'a pas de zeros dans 
rk 

le region 
1t 1t 

- -::;; arg {z}::;;-. 
2 2 

(ii) Si r 1 > 1 et rk+ 1 > 4 (k = 1, 2, ... ), la fonction (8) n'a que des zeros 
rk 

simples negatifs, un dans chaque intervalle 

(-2r1'0), (-2rk+l• -2rJ, (k=l,2, ... ). 

(iii) Si les rk soot reels ou complexe, et si I r 1 I< 1 et I r;: 1 I> 5 (k ~ 1, 2, ... ), 

la fonction (8) est differente de zero sur la limite de chaque anneau circulaire 

(9) V I 'k-t rk I< I z I< V Irk rki 1 I (k = 1, 2, ... ), <I 'o I= 1) 

et n'a qu'un zero a 1'interieur de chacun d'eux. 
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Sur la repartion des zeros d'une cla.ssc de polynl'>mes 

Si on pose, dans (8), r1 =a, rk+t =a2, on obtient la .fonction 
rk 

189 

Dans [2, tome II, p. 69, probleme 176}, c'est··a-clire [.2, tom.0 I, p . 123, 
probleme 200], G. P61ya et G. Szego on demontre quo;-. 

1) pour a~2 la fonction (10) n'a que des zeros n6ga tifr. n!els, 
2) pour I a 1 ~2,5 la fonction (10) est differentf: de <.•!1c• ii la li.mitt! de 

chaque anneau circulaire 

(k= J., 2, . .. :; 

et n'a, a l'interieur de chacun d'eux, q'u'un zero. 
Les theoremes (ii) et (iii) representent la generalisation <~es rbmltata 1) et 

2) de G. P6lya et G. Szego. Les methodes de demonstration des theoremes 
(ii) et (iii) donnees dans [1] sont semblables aux methodes de demonstration 
de 1) et 2) de G. P61ya et G. Szego [2]. 

Remarque. On peut prendre, dans les th6oremes (i), (ii) et (iii), r1 >0, 
respectivement I r 1 I> 0, alors qu'on peut prendre, dans (iii), c'est-a-dire dans 
{9) l'anneau 

(k=1,2, .. . ), Clro l=l). 

Les theoremes (i), (ii) et (iii) qui considerent la fonction entiere (8), sont 
valable, sous les memes conditions, pour chaque somme partielle 

(II) (n= 3, 4, ... ). 

Les theoremes I, 2 et 3 que se rapportent au polynome (1) s'obtiennent 
simplement des tbeoremes {i), (ii) et (iii), demontres dans (!], avec la difference 
qu'on y prend, au lieu de r1 >I, resp. I r1 I >1, r1 >0, resp. I r 1 ! >0, en ramenant 
au prealble le polynome (I) a la forme (11). 

Afin de pouvoir obtenir d'autres conclusions sur les zeros du polynome 
(1), nous demontrerons ici completement les theoremes 1, 2 et 3. 

Demo n s t rat ion d u the o d: me l. Considerons un polynome de 
la forme 

(12) (n>2) 

oil on a 0<r1 <r2 < · · · <rn. Les module du k·ieme terme de (12) est maximal 
pour r~:<l z l<r,.. 71 (k =I, 2, ... , n- 1). Le~; modules des termes de (12) croissent 
continument, du premier jusqu'au terme maximal, pour ces valeurs de z, et 
decroissent ensuite du terme maximal juaqu''au dernicr [2, tome I, p. 20, 
probleme 117]. 
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Soit (r1 r 2 • • • r~c)- 1 (- x)" le terme maximal dans (12) pour z = - x (x>O). 
Nous avons alors 

(13) Q(-x)(r1 r2 •• ·r~c)- 1 (-x)k= 

=(1--x-+ xz - ... +(-1)"-k __ x"_-_~c __ } 
rk+t rk+t'k+z rk+trk+z" • ·r,. 

r~c rk 'k-J ( 1)k rk 'k-J ••• rJ 1 x '" --+ - ... + - > --·--. 
X x2 xl' . ·rk+! X 

Pour X=2Tk et rk+ 1 ~4. c'est-a-dire _!!._~_!_ (k o= 1,2, ...• . n- 1) il resulre 
r~c rk+1 4 

Oe (13) 

(14) 
· 1 2r 

Q( -2r~c) (r1 r 2 • • ·rJ- 1 ( -2rJk>---2.~o. 
2 rk+1 

De (12) on a Q (0)>0 et de (14) 

(15) Q (- 2 r 1)<0, Q (- 2 r2)>0, ... , {-I)" Q (- 2 r,.)>O. 

(Dans la deuxieme inegalite ( 15), pour n = 2 et r 2 = 4 r 1 la signe > devient = ). 
Il resulte de ( 15) que Q (z) n'a que des zeros negatifs simples, exactement n (n > 2), 
a rasion d'un par intervalle 

(16) {-2rp0), (-2rk+t• -2r~c), (k=1,2, ... ,n-l). 

Si on divise par a0 le polynome (1), on obtient 

P(z) z z2 z" 
{17) -=1 +-+-+ ... +-. 

ao ao ao ao 
a1 a2 a,. 

Le polynomc (17) peut se mettre sous la forme 

P(z) z z2 z" 
(18) --=1+-+ +···+----

ao ao ao •. ~ ao.~ •.. a .. -z.a,_l 
a1 a1 a2 a1 a2 a,._ 1 a,. 

Si on pose, dans (18) ao = r1, a,.= r
2

, • •• , a,_1 .,. r,. et p (z) = Q (z), on obtient 
a1 a2 a,. a0 

le polynome (12). Les conditions 

et 
0<r1 <r2< · · • <r,. 

rk+t~4 (k.,.1,2, ... ,n-1) 

'" 
se rCduisent maintenant aux conditions ak > 0 (k = 1, 2, ... , n), 0 < a0 < 

at 

< ~< · · · <a,_, et conditions (2), et les intervalles (16) aux intervalles (3), 
a2 a, 

ce qui demontre le theoreme 1. 
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Consequence du the o r em" I. Si on a, dw:s lt: polynome ( 1) ak>O 
(k=O, 1, 2, ... , n) et ak2>ar._1ak+ 1 (k=l , 2, '' " ' n - 1) ei si la condition 

est Satisfaite pour un nombre impair k =, S·<n,. le polyntir;-Je (1) a au moins un 

zero dans finterva/le (-
2 ::-t' 0). 

Demonstration. Si dans (12) ! .:f:.!.:.L:;:d (,~>= :l , 2, . .. , n -1), et si la 
rk 

d. . '•+ I -.. 4 ... 1 • • ' b . con 1t1on --~ est remp!Ie pour tm n C!) :J ,) l'(: 1 -mp~.: !" ,~· ,~ S<Jr, on o t1ent 
r# 

pour X= -2r,, de (13) r ,, . ' ., \.l . . 
Q (- 2 r) (r r .. . r )- 1 ( · - 2 r )' ,= , 1 --· .!.::_~~- · + 1·-::.S!_}. (!:':!..tL) 

• ~~\ 12 ,! ,S' l' V !'P ~ • 
- ' t +1 \•,· ·~l 1 J+2 

( 
2 )3 ( )2 ( ) ~ . 1 , .. -- r.::- ::::· ~::~ + ... J-·+-1··-~·(·~~:·L)-

_ _!_ { r,_1 )2 ( '•-2) + ... >_! __ _3 r o!_~o. 
8 r# r,_ 1 2 rs+ 1 

ce qui signifie que Q (- 2 r J < 0. Etan.t donne que Q (0) > 0, le polynome Q (z) 
a au moins un zeros dans l'intcrvallc (- 2 rs, 0). Les conditions r1 > 0 

et 'k+J >1 (k= 1, 2, ... , n ·-1), avec !:<.±.!.~4 pour un k=s<rr impair, valable 
~ ~ 

pour Q (z), se reduisent, dans ce cas du polynome {l ), a ak > 0 (k = 0, 1, 2, ... , n) 
et ak2>ak_Jak+s(k=1,2, ... ,n-1), et pour k=s<n impair, a la condi
tion a,l~4 as-1 as+)t alors que J>intervalle (- 2 's• 0) qui ce rapporte a Q (z), 

se reduit a la suite de '~ = !J-I , dans le ea& du polynome (1), a l'intervalle 
as 

(-
2
::-1

, 0 )· ce qui demontre la consequenc-e du theoreme I. 

Demonstration du theoren111 2. Pour O~lzl~r1 (12) n'a p-es 
zeros, ainsi que l'etablit le th6orerue de l(akeya [2, tome I, section Ill, 
probleme 22]. 

Soien.t --~-~arg{z}~-~-. z""" izle~1 • Pour rk<lzl<rk+ 1 (k=l,2, ... , 
2 2 

n -I) nous ecrirons (12) dans ia forme 

(19) 
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La partie reelle entre les crochets (19) est egale 1 

(20) 1 +(l:l+!!..)cos6+( lzl
2 

+ 'k'k-t )cos26+ 
rk+l lzl 'k+l,k+z lzl2 

( 
I z" I r rk • • • r} . • . + + k -I k I COS k 6-1-

Tk+ITk+%' • •T21c lzl 

( 
I z lk+ I ) ( I z l"-k ) + · cos(k+ 1)6+ · · · + ---------.- cos(n-k)O. 

'k+l,k+z' • ''2k+l .· rk+lrl<+~· • ··•., 

Nous demontrerons que !'expression (20) est positi'l!e pour -- ;-~ arg {z}""' 

=0:::;;;2:_ et 'k+t ~2 (k= I, 2, ... , n-1). Etant donne que Ies dedvecs secondes 
2 ~ . 

par rapport a 1 z 1. de cbacune des ronctions 

cpi(Jzi)=(J.:l+!!..). cpz(Jzl>=( JzJ2 + '"'k-1 ) .... , 
rk+l lzl rk+l,k+Z lzl2 

cpk(JzJ)ca( Jzlk + rkrk-1'. ' '•) 

'k+t,k+z''''zk JzJk ' 

( 
lzl"+l } cpk+l <I z I>= ..... 

rk+ 1 'k+z • • • '2k+l 

cp,_"(lzJ)=( lzl•-k ) 
'k+l,k+z' • ·r 11 

soot non negatives, les cp1 soot des fonctions convexes vers le bas, et pour 
rk~lzJ:::;;;rk+ 1 (k=I,2, ... ,n-1) elles prennent les valeurs maximales, soit 

pour I z I='"' soit pour I z I= rk+ 1• A cause de ~:::;;;__!_ (k = 1, 2, ... , n- 1) 
rk+t 2 

les fonctions cp1 ne depassent pas, dans l'intervalle [rk, '" + .J lcs valeurs 

• ( I) • (I J) • (1 1) • (1 1) cp,= 1+2, cpz= T+v. cpJ= 21+ 26. cp•= 26+2•o •... 

Le sc.cond terme, dans (20), est non negatif pour - ~:::;;;6 :::;;;~, et la sommc 
2 2 

des termcs suivants ne depasse pas 

(__!_ + _!_ _) + (__!_ + __!_)+(__!_+_I ) + ... = _!__ + __!_ + __!_ + 
2 23 23 26 26 210 2 22 25 

1 1 1 ... < --+-+ - -+ ... = ] 
2 22 23 ' 
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ce qui rend !'expression (20) positive, et fliit q~Je (1 2) n'a pas de zeros dans 

le domaine -~~arg{z}~~ quand r 1 >0 et-~~~2 (k= I, 2, ... , n- I). 
2 2 r,~ 

Ceci signifie que le polynome {18), 1;\:sf.~a-dire (1 ), n'a pas de zeros dans le 

domaine -~-~arg{z}~-i· quam} a,/·~2rtu._ 1 a:t-:· A (k= I, 2, ... , n-1) puisque 

(I) se reduit a (18) pour (Jk:;-.fl (k "'~ iJ., I, 2, . '" , r1), !:tr:.:l ""rk (k-= I, 2, ... , 
a.~: 

1) 1 d. · , ~"ir+ l -...... 'l ,, ,. . Ai'• •i·J ;~ J. .. , ' • ('" - 1 2 I) n- et e con 1t10n ----- ~,_.,, .,e r. ,.,t.., ... ,_ nk ~-:;- 'l.a1, __ 1 ak·H ."\. '=:' . , •••• , n- , 

l~~ 

.c'est-a-dire a (4), oe. qtd Mmt-ntJt~ ~e th{z,,d:m~:: .?. .. 

Demonstration. <tu th6cq:i;me J . Snit 

et que z appartienne l I'anneau circulaire 

(22) (k =I, 2, ... , n- 1), (I T0 1=- 1). 

On a alors 

(23) 'V z = . "'>:: --+ + ... + l""'()j 'Q(z)-(r1r2···rk)-
1zk /_.( lzl lzl2 

(r1 r2 • • ·rk)-tzk Irk+! I lrk+t,k+zl 

+----lz_l:~~---)+ lrkl+lrkrk-tl+ ••. +lrkrk-1' • •r,!. 
lrk+t~hz' · ' 1'nl lzl lzl2 lzlk 

Pour I; I= sI rk I (s> i) ii resulte de (23) 

+ sn-k ,_!!_ ~~~~k ·I rk-u._ l"-k-1 • • ·I 'n-1 I+ 
rk+t , 'k+2 r,. 

U Publicaticn.s de l'I1U1it11t M11tMmauquo 



194 

(24) 

et 

on a 

D. M. Simetmovit 

Pour 

, ... ys 

'" I~ 1 1 '"+I --:::-s"" <VSY~ 
1 1 1 

lt~JI~-+--+--+ · · · vs (VS)• (V5)9 

1 1 1 +-+--+--+ ... ''= vs CVSt (VS)' 
2 2 2 2 2 2 10 =vs+ (VS)• + (Y5)9 + ... ~ V5 + ({5)1 + (V5)1 =(VS))- 1 < t. 

A cause de (24), et de la definition (21) de <X> (z), on aura pour chaque z 
s.ur le cercle I z I""' VS I'~= I (k = 1, 2, ... , n) 

-
1 2 le < 1 c'est-~-dire -1 < 1, I 

Q(z)-{r r .• ·r )-1 ztl I Q(z) I 
(r, 'z ... r~e)-' zlc (r1 'z . .. r~c)-1 zle 

d'ou i1 resulte que Q (z) ;#:0, c'cst-l-dirc Q {z);#:O. A la suite du 
(r1 r2 • · ·rJ-1 z" 

tbeoreme de Rouche i1 resulte maintenent que Ies fonctions (r1 r2 • • • rJ- 1 zk 
et [Q (z)- (r1 r2 • • • r~c)- 1 zk], c'est-A-dire (r1 r2 • • • rJ- 1 zle et Q (z) ont, daM le 
cercle I z I<VS I '~c I (k =I, 2, ... , n) un nombre egal de zeros, done k. Ceci 
signifie que dans le cercle I z I <VS I '"-• I la fonction Q (z) a (k -1) zeros, ce 
qui prouve qu'a l'interieur de chacun des anneau circulaires (22) se trouve un 
zero du polynomc Q (z). 

Les conditions lr1 I>O et I '~: 1 ~~5 (k= 1, 2, ... , n-1) qui se rappor

tent au polynome Q (z), se reduisent, pour polynome P (z), a 1 a" 1 > o (k = o, 
1, 2, ... , n) et I at 12 ~ S I a~;_ 1 ale+ 1 1, c'est-a-dire a (5), ce qui prouve le theoreme 3. 
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Noon.Ue 116r1e, '- 30 (44), 1911, pp. 169-17$ 

SUR LES LIMITES DES ZEROS DU POLYNOME 

z z2 z" 
1+-+-+· .. +-

11 21 n! 

D. M. SimeunoviC 

(Communique le 9. XI 1979) 

G. P6lya et G. Szego ont considere, dans [1) (tome, I, p. 109), le polynom~ 

(1) 
z z2 z!' 1+-+-+ ... +-
11 2! nl 

de degre impair n, et demontre, que n-+- eo, on a pour son unique racine reelle -x,. 

(2) x, = ns+- - -lnn+-- ln r 27t-- +o(l), 1 s s (1r-t=1+s) 
2 1 +s 1 + s s 

oil s est la racine positive de !'equation 

Dans cet article on considere le polynome (1) de degre n impair ou pair 
et on va demontrer le thCoreme suivant. 

Theoreme. Tout zero zk (k = 1, 1, ... , n) du polynome (1) satisfaii a 
l'inegalites 

l (I +fUn) (n+ I) 
(3) (n+ l)s[27t(l-s«,)2 (n+ 1)] < l zkl~n, 

oil s est la racine positive de /'equation 

(4) 

et ou on a 

(0,278 < s< 0,279) 

I 

Yn+l 
«~~= e 
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Corollaire 1. Pour tout zero zk(k= 1, 2, ... , n) du pofynome (1) on 
a fes inigalitis 

(S) 
1 S S n~ 

(n+ 1) s+- ln(n+ 1)+ lnu· 27t(l-sotJ]<Izk l~n. 
2 1 +sot,. 1 +sot,. 

Coro llaire 2. Pour tout zero zk(k= 1, 2, .. .. n} du polyniJme (1) on 
a les inlgalites 

(6) s s ('~ 1 +s) 0,25 ns+--lnn+--ln r 2,. __ - N_-0,2S<Iz.tl~n 
. 1+s l+s s rn+l 

et les megalith 

(7) 
1 s 

ns+- --Inn< I Z.t I ~n. 
2 1+s 

Demonstration du theoreme. Soit zk=xk+iyk un zero arbitrairc 
du polynome (1). D'apres [1) (tome I, p. 116, probleme 23), il resulte que 

(8) !zkl~n. 

(Voir aussi [2D. 
Pour chaque zero du po1ynome {1) on a ensuitc 

I 
~+· .t:+l ~+3 I 

I ~k I=~= (n~ 1)1 + (n~2)! + (n~3)l + · · · 

~lzkl"+ 1 ( 1 +1zkl+ lzkl
2 

+···) 
(n+ 1)! n+2 (n+2)(n+3) 

~lzkl"+ 1 
( 1+ lzkl + lz.t l

2 + .. ·)Jzkl"~- 1 , 
(n+l)l n+2 (n+2)2 (n+1)1 1_1zkl 

n+2 
c'est-a-dire 

(9) 

(10) 

(11) 

DCmontrons que 

1 

jzki 
1-n+2 

I z.tl> (n + 1) s [27t (1- s ot,.)2 (n + 1)]
2 <l+•C~~tH,+I) 

Supposons qu'on a 

I z.t l ~(n + 1) s [27t (1- s ot,)z (n + 1)]2 <H•CIIt) <•+I) _ 
I 

n+1 --· 
= el+~ [27t(l-sot,)2 (n+1)]:l(tHC~~tHa+l) 
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On obtient de (9) 

(12) 

1 < - -·---·------------·····----- ! 

~--- I_ (n + 1) s [27t (1- so: )l (n + 1)]2(1+un)("-t t) 
2(J+Htn) n+2 n 

[~·Jt(l-sc..:,.)Z(n+ 1)] .e("+t)l. ______ ___,=----------
1-so:, 

ou on a pose 
I ·~ 

2(1+scxn) 2(l+•o:n) 
V2-;;(n-+-l)=.::...[2_7t~(_I-_so:_!!,)~2~(n_+__:.1)~] -----'·[~2 __ 7t~(l_-_s_o:_!!;J::_2..::..(n_+~1)]:::___ 

1-s o:, 

On va demontrer maintenant que 
1 __ I_ 

(14) 
2 (2+rcxn) (n+ I) Y n+l 

[27t(l--u,)2(n+l)] <e =IX,. 

De l'inegalite 

1n t 1 --::::;;-
t-1 Vt (t>O et t=l= 1) 

obtenue par J. Karamata dans [3] (voir aussi £4D, on a l'inegalite 

(15) 

d'ou 

t-1 

VI 
t::::;;e (t> 1). 

Si on pose, dans l'inegalite (15) t = 2 1t (1- s 1X,)2 (n + 1), on obtient 

2 n (1-s o:,)2 (n+ I)-I 2 n (l-1 cx,)2 (n+l) 

2 (1 ,)
l( l) (in(1-srt.n)Z(n+l) Vln(l-rrrn)l(n+l) 

n: -so: n+ ::::;;e <e = 
V2'ii (1-.ro:,)(n+l) 
-- Vii+1 

=e 

1 t'fitct-6~tn} a 

(16) [2 (1 ,)2 
( 

1 
:Z(l+.rrt.n)(n+l> 2<1+u,)v,;:n: _ V,;.ft 

X= 1t -srx n+ )] <e <:.e =!?..,, 
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( 
J ) . - (,j+t . . 

. }12;(1-sa,) __ V21t 1-se <1, ce qui .signifie que l'in6ga1it6 (14) 
pwsque 2 ( 1 + s a ) -- ( ! ) 

11 
Vn+l 

· 2 1 +se 
est valable. 

A la suite de (16) on a · 

- (n+ 1) ~. x 1 ~ (n + !) ! . oc, 1 
n+2 .....,. __ ·_._n+2 . > l-sa .. = 1, c'est-A-dire 

1-srt.. ___ . l.:_soc" l;_sa, 
n 

I 

(17) 

1- ~n + 1) s r . , --~j:"2""[21t\l- sa
1
J2(n + t)l (!+an) (n+l) 

>1. 
1-sa,. . 

Nous demontrerons aus.'>i que 

I~ ----· 

(18) [21t ( 1 _ S a,.)2 (n + 1)f (l+t cxn) e<n+l)s;;?: e<"+ l)1 [ln (I-I Cln)2 (n+l)l2 (I+ICin}(n+l) • 

Pour obtenir l'inegalite (I8), nous demontrerons d'abord l'inegalite 

( 19) ;(Jtt e;;?: eX (b:;;;x~a,.). 

Considerons la fonction 

f(x) =XCX" e1-%- 1 

qui donne f' (x) =~-· e1
-Jt (a,.-x). Comme f' (x)~O pour I ~x~a,. et comme 

/(1) = 0, nous avons /(x);;?:O pour -I ~x~a,., ce qui sign.ifie que l'inegalite (I9) 
est valable. 

En utilisant (I9) on obtient 

(20) ~ (n+ 1)1 e(n+l);,;;?: e(n+ I) u (I ~X~IX,.). 

2 (1 H IXn} (n+ IJ 
En posant, dans (20) x=[21t{l-saJ2 (n+l)] , pour l~X~IX,., 

on obtient l'inegalite (I8). 
En prenant en consideration les inegalites (I7) et (I8), l'inegalite (13) se 

reduit a 
(2I) ~< 1 

I 

e<n+l)l (21t (1-•«,)2 (n+ID2 (I H IXn} (n+l) 

11 resulte de l'inegalite (21) 

X&<- (n+ 1) s[21t (1- .S: a,J2 (n + 1)]2 (l+•«.oHn+i), 

c'est-a-dire 

(22) lxk I> (n+ 1) s [21t (I _ s ot,.)2 (n + I)]2 <Hun) <n+15. 
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Eu S!!pposant que (11) est valable, nous avons obtenu {22), c'r.st-A-dire 
I xk ! >I zk !. ce qui est ·impossible. Cette contradiction demontre { 10). 

On obti~nt, de (8) et de (10), l'inegalite {3), d'oii il resulte qm-: !e 
theoroeme est demontre. 

{24) 

Demontrons encore Ies corollaires 1 et 2. 
Si <m pose. dans l' inegalite e7 -;;:::y {y-;;::::0) 

2 (l+s ex,) (n+!) 
y = ln[21t{1-sa:,}~ (n+ 1)] , 

, 2(1+un)(n+l) 
[.lr; {1- s ~r.,)2 (n + 1)] -;;;::: 1 + 

1 +- ln [2 1t {1- s oc,)2 (n + 1)]. 
2 {I + s oc,)(n + 1) 

A la suit~ de l'inegalite {23), l'inegalite {10) se reduit a 
1 S S n/-

jzk j>·(n+l)s+ - ln(n+1)+ lnLr21t(l-sct,JJ, 
2 1 +soc, 1 +soc, 

q': qui, avec (8), donne (5). 
Pour demontrer (6) nous ferons usage des inegalites suivantes: 

(25) et~1+2t (O~t~l), 

lnp ;::::::_1_ 
~.r: (p-;;::: 1), 

P r P 
(26) 

1 1 --<--
Vn+1 rn+f (27) (n=1, 2, 3, ... ). 

Pour t = ,
1 

1 
, on obtiendra, de (25) 

r 11 + 1 

(28) 

d'oii 

c'est~a-dire 

_1_ 2 
Vii+i v-OCn = e ~ 1 + n + 1 , 

2s 
1 +satn~ 1 +s+ ,r:::-=, 

rn+1 

T + ~ oc, -;;;::: 
1 

1 
2 s = 1 ! s . 

1 
s 

1 
·-r-;?; r.! s [ 1 -- I ~ -s·. ·d:~·T]' 

+s+-- +--··---=-= . 
Vn+l l+s Vn+l 

de sorte que 

(29) 
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2
' d'ou On a, de (28) -s«.ll";i:; -s-Vn+ 1' 

2J 2s -(1 +s)-2s---, 1--s«.,";i:;1-s-Vn+1- Vn+l 
c'est-1-dire 

(30) 

(31) 

(32} 

(33) 

1-s~,~(l +s)[ 1 - 1~s ( 1 + Vn~ 1)]· 
On obtient do (.?.9) 

T+~f;,:~"J;, -(~:,r·v:+1. 
En usaut des inegalitcs (29), (30) et (31), on obtient de (24) 

!zkl>(n+ l)s+(_!__·'--(-'-)
2

• V 1 
]In(n+ 1)+ 

2 1 +s 1 +s n+1 

+f-s -(-' }
1

·-
2 ]tn{Yh(1+s)[t-~(l+-1 )]}= 

_l+s l+s Vn+1 l+s V11+l 

1 , 3 1/"i\: 
=(n+ l)s+--ln(n+1)+-ln)r2~(1 +s)]-

2 l+s 1+s 

_ 2(_s_)2
[Invn+1 + In~(l +s)]+ 

l+s Vn+l Vn+l 

+[-1:-, -(-.:-,f·-vn
2
-+ ~]In[ 1- ·-1:-', ( 1 +-Vn~-~)l 

On obtient, de l'inegalite (26), pour p= Vn+ 1 

In Vn+ 1 1 
---===-~--Vn+I rn+T. 

En considerant les inegalites (27) et (33), on obtient ensuite de (32) 

1 ~ S nf;;;'":_ lzkl>(n+ 1)s+---ln(n+ 1)+-Inlr 2~(1 +s)]-
2 1+s 1+.r 

- 2 (-'-)
2 

{ 1 +In [V'27t (1 + s)]} • ~ + 
1+s rn+1 

+ --- ·--In 1-- 1+-- , [ 
s ( s )2 2 ] [ 2s ( 1 )] 

1+s 1+s Vn+1 1+1 vn+1 
c'est-8-dire 

1 J S nfiL 0,25 (34) lzk!>(n+ l)s+--In(n+ 1)+-lnLr2~(1 +s)]-~-0,25 
2 l+.r 1+s vn+l 
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-2(-
3
-}

2 

{I +lnW27t(l +s)]}> -0,25, 
l+s 

[_a -(-s )2
·-

2 ]In[t-~{1+ I }]>--0,25 
l+s 1+s Vn+l l+.t Vn+l 

On obtient de (34) 

-
1 1 

1 s 1 s 1 (v-1+s) o,2s ,.,. 
zk .>ns-1-2 1 +s nn+ 1 +s n 27t-s-· -,~,+-1 ···· 0, ,;_, , 

17.5 

~ill. on g pm:e S=-:_lne1u=-
9
-ln_!_, a la suite de 1n(n -{·l)>l:n.n. Y •. e;; 

· I +s 1 +s s 
.!n.(;.g~·}it6::; (35) et (8) donnent (6). 

}., la suite de 

_s_Jn(V"h I +s)> 0,25 +0,25 
l+s s fiJ+l 

on obtient de (35) 

cc qui, avec (8). donne (7). 

1 s 
jzkl>ns+---lnn, 

2 l+s 

Nous avons demontre, de cette maniere, le corollaire 2. 
Comme on a 

on obtient de (35) 

0,25 
N'-<0,25, 
vn+l 

lzkl>ns+---Inn+--ln r27t-- -0,5. 1 s s {'~I+s) 
2 1 +s 1 +s s 
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ON A PROCEDURE FOR THE SIMULTANEOUS 
DETERMINATION OF ALL ZEROS OF A POLYNOMIAL(*) 

by D.M. SIMEUNOVIC (in Belgrade) (~•) 

SOMMARIO. -In questo lavoro si considera una procedura d'ilerazione per la 
simultanea dett:rminazio~ di tulti gli zeri di un polinomio nel caso che usi 
sialw rtali t: distinli. Si ottt:ngono condizioni suj]icien.ti per la convergenza 
di una tale proct:dura. 

SUMMARY. -We consider in this paper an ill! ration procedUre for the simult~
ous delt!rmination of all zeros of a polynomial in the case when they are rtal 
and distinct. The sufficient conditions for the convergence of that procedure 
are obtained. 

Let us consider the system of equations 

(1) Xi= /;(Xt 1 X2 1 ••• 1 Xn) (i = 11 2 1 ••• 1 n) 

where the /; and their derivatives !liL8
8 ( i, j = 1, 2, ... , n) are real and con-
si 

tinuous functions for A;~ x; ~ B;, where A, and B, are given numbers. 

Let~, x~, ... , x',. be an isolated solution of (1), with A; ~ :G ~ B,. As 
is k:oown, the quoted isolated solution of the system (1) can be obtained 

by the iteration method. In order to obtain it we stan with a given initial 
· tu · <0> <0> <0> 'th A <o> B and fi approxnnate so non x 1 , x2 , ••• , x. , W1 ; ~ x1 ~ ,, orm 

the iteration sequences 
(2) 

(A:+ I) - ~-( (1:) (l:) (I:)) (.- 1 2 . k- 0 1 2 ) X; - J, X l 1 Xz 1 ••• 1 X" I - 1 1 ••• 1 n; - 1 1 1 • • • • 

(") Ptrvenu10 in Rcdazionc iJ 9 gcnnaio 1990. 

( .. ) lndirizzo dcll'Autore: Mining and Geology Faculty- Djulina 7 - 11000 Belgrade 

(Yug01lavla). 
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and 
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If we set 

[

Xll 

X= ~:'j ' 
:r.fl 

r
/t(X) 1 fz(X) 

f(X.) :::: • .=.,, I 

lf~,(A) -• 

X :z; .f(.X) 

(2') x<k+l>=t(X(")> (k=O,t,2, ... ). 

For the derivative f'(X) we now have 

!'ex> = [at.] ax, 

TT 

The domain of X, f(X) and f(X) is D{A, ~ x, ~ B,}. where Ai and 
Bi are given real numbers. 

Here we use the norm notation 

With respect to domain D we shall introduce the norm 

(3) llf(X)llr = T~ llf(X)IIm, 

where 

(4) llf(X)IIm =m~ t la/i(X) I· 
I J=l 8Xj 

In our paper we shall use the following theorem related to the conver
gence of the iterative procedure (2'), that is (2), and which may be found 
in [1]. 
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THEoREM 1. Let the functions /(X) and f'(X) be continuous in 
the domain D, and, in D, let the inequality 

(5) llf(X)IIr ~ q < 1 , 

where q is a constant, hold trUe! 

·rt the successive approximadons 

(6) · x<h•> = t<x<t>> (k= o, 1,2, ... ) 

lie in D, then the iteration process (6) converges and the limiting vector 

x' = lim x<t> 
1:-ooo 

is the sole solution of system (1) in domain D. 

COROllARY 1. The iteration process (6) converges if 

~ lat.<x> I 1 <. 1 2 ) ( 7) LJ a ~ qi < I = 1 1 ••• 1 n 
J•l Xj 

whenX ED. 
Obviously, from the system of inequalities (7) follows condition (5) 

of Tbcon:m 1. 

(8) 

Nom 1. For the approximation of x< 1:) the following estimate holds: 

t 
IIX' - x<l:) ""' ~ -1 q uxo> - x<O) llm ( k = 1 J 2 J ••• ) ' 

-q 

where x< l) = /( x<O)). 

NOTE 1'. The convergence of the iterative process (2) (or (2')) in the 
general case is linear. 

Here a proof of Note 1' will be given. 
If the iterative process (2') converges to the solution X' of the equation 

(1'), then 

(9) X'= /(X'). 
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Let x<t> be an approximate solution of equation (11
) obtained by the pro

cess (2') fork large enough. Setting X' = x<1> + (X'- x<1>) and using 
Taylor's formula we obtain 

(10) /(X') = /(X<1>) + f'(X)(X'- x<1>) 

whence X= x<t) + O(X'- x<1>), 0 < (} < 1. 
Keeping in mind (21

) and (9), we obtain from (10) 

X'- x<.t+t> = f(X)(X'- x<1>) , 

whence 

( 11) IIX'- x<k+l)llm < max llf(X)IImiiX'- x<A:)IIm. 
- XED 

Because of (3), (4) and (5) we see that (11) is reduced to 

(12) 

From (12) we deduce that the convergence of the iterative process (2') 
(or (2)) is linear, that is of the order 1. 

1. Consider a real polynomial 

( 13) P(:z;) = anx" + a,._t :z;n-l + ... + at:z:+ ao, (an=/ 0, n~ 3) 

with all zeros Xt, x2, ... , x11 real and distinct. 
Let us set then 

For d one usually takes an estimate of the form 

d~ m(m> 0), 

(see for example [2], also [3]). 
When discussing a real polynomial whose all zeros Xi are real and 

distinct. which is our case, the lower bound ford can be also determined if 
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all the zeros of the po1yoomial (13) are sufficiently separated using corre
sponding intervals. 

Let 

(14) [ bi Id;] I ( i = 1 I 2 I • • • I B) D 01 < dt < bz < d2 < • • • < b,. < cl,. 

denote intervals which contain the respective zeros ~i of the polynomial 
(13). Then 

(d;,bi~t) (i:;: 1,2, ... 1 n-1) 

are intervals in which the polynomial (13) has no zeros. It is obvious that 

d2m!fl(bi+t-d;) (I= 1,2 1 .. . 1 n-1). 
' 

We shall write polynomial (13) in the form 

a 1 11 1 P(~ 
a,. IT<~-~,)= P(~) 1 whence--+ E = P( ) and 

1•1 ~- :J;i J-l ~- ~, ~ 

'"' 
( 15) 

. 1 " 1 
(~-~i)3 + ~(~-~!'' =Q(~) (i= 11 2 1 ... ,n) 

If I 

where 

( 16) 
P"'(x)P2 (~)- 3P"(x)P'(~)P(~) + 2(P'(~)) 3 

Q(x) = -- -

We shall take respectively from each of the intervals (14) one point 
Let these points be c; ( i = 11 2 1 ••• 1 n), no one of them being a zero of 
(13). We then have from (15), for~= c;, 

I 
11 

1 
-)3 + E( \1 =Q(c;) (i= 11 2 1 ••• 1 n). 

Ci- ~i 
1
_

1 
Ci- Xj 

( 17) 

HI 

We shall consider (17) as a system of n equations in n unknowns 
~~~ ~2 1 ••• 1 ~~~ which can be written in the form 

1 

(1 8) Xi= Cj- [ Q(e;) - ~ (<; ~ Xj)l rJ (i = 1,2 , ... ,n) · 
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The system (18) is of the form (1). We shall apply the method ofiter

ation for its solution. Let ·:A0>, x~0> 1 ••• 1 x~0> be initial approximate values 
of zeros of the polynomial (13), with x~0> E [ b, 1 dd, ( i = 1 1 2 1 ••• 1 n). 
Applying the iteration procedure (2) to the system (18) we obtain 

r n -t 
(k+l) -· _ I or > ~ 1 ] xi -· t-i -· ,.._c; - L- (A:) 3 1 

I J·l (c;-xi) 
L 11' 

{19) 

( t :::: J ! 2 I , • • 1 n; k = 0 I 1 I 2 I • • ,) • 

Vle shall dr..m.cmsl:ratc ·1he following theorem, related to the convergence of 

iteration se-,quences (19). 

THEOREM 2. Let the polynomial (13) have all its zeros xi( i = 1, 2, 
••• 1 n) real and distinct contained in the intervals (14), respectively. If in 
every interval (14) we choose arbitrarily c; and x~ 0> and if then all the 
approximations x~ A:+ I) ( k = 0 1 1, 2 1 ••• ) obtained by the procedure (19) 

remain in the intervals (14), then the iteration sequences (19) converge 
respectively to the zeros x1 of the polynomial (13), when 

d 
(20) ffif(~- b,) S-:; 1 

where 

d = "l)ylx• - xJI1 
s is a number greater than 2 forwhich 

(21) 
[( 

8 )
4 7f4] 1 -- +- ·-sq<1 

8- 1 45 a4 

and q is a constant. 

Proof. The system (18) is of the form (1 ). Denoting i.ts right sides by 

f• ( i = 11 2 1 ••• 1 n) respectively, we shall have 

(22) 

a" { 0 for j = i -= 4 8/j -(c;- x,)-
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Substiluting in the relation (22) the quantities Q( e;) by the corresponding 
values from (17) we shall obtain 

(23) 8/, {Oforj=i 
{J ~ = "tg-!1~4 for · ...! i ~ 

J/ C«-2:1) J T 

By (23), the left sides in (7) reduce to 

Q le;- :t;l4 • L -
1 
--14 ( s = 1, 2, ... , n) . 

;..a Ci- ZJ 
(24) 

/:If 

By hypothesis, the zeros z1, x2 1 ••• 1 x. of (13) are real and distinct 
and the minimal distance between neighbouring zeros is d > 0. Let zeros 
Zl, X2, ••• 1 Xn be in order 

(25) 

and 

XI < X2 < · · • < Xa • 

If Xi, C;, :t~O) E ( bi, dd, then, having in mind (20) 

d 
le;- xal ~ m:pc(da- b,) < -

I -IJ 

(25') lx~O)- x,l ~ mr<da- b,) ~.; (s > 2), (i = 1,2, ... ,n) . 

If e; < x1, because of (25), we now have 

(26) le;- x1l > (j- i)dfor j- i > 0 1 

le;- x1l > (i- j- 1)d fori- j- 1 > 0 1 

le;- XJI > 3
-

1 
d fori- j- 1 = 0 (i 1 j = 112, ... , n) . 

- 8 

If e; > Xi, then, having in mind (25) 

(27) le;- XJI > (j- i- 1)dfor j- i- 1 > 0, 

let- x1l > "- 1 
d for j- i- 1 = 0 1 

8 

let- XJI > (i- j)d fori- j > 0 (i1 j = 11 2 1 ••• , n) . 
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From (26) and (27) one obtains 

"\ 1 1 [( 8 )
4 

(28) , ... . < - -- + 1:1' lc1- XJI 4 d:' 8- 1 
lff 

+2 (1+ 2
1
4 + 3

1
4 + ... + (~)•)]. (i=1,2, ... ,n) 

fur 'il e.ven ~ 4 , and 

fornodd ~ 3. 
Since 

1 1 7r
4 

1+24+34+ ... =90, 

relations (28) and (29) reduce to 

Multiplying (30) by le; - Xi 14 , one obtains, keeping in mind (25) 

(31) t.l~ = :;:: < [ (. ~ t)' + :; ] · .~ (i = 1,2, . . . ,n). 

t;l 

Because of (21) we see that (31) reduces to 
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which by (23) and (24) represents the conditiol18 (1). The condition (20) 

implies that (7) is satisfied. · In view of Corollary 1 and Theorem 1, the 
pl'f"«!<ing fact proves 'Theorem 2. 

Nom 2. For the approximations of :~:~ 1> the following estimates hold 
(32) 

(1:) . ql: (I) (0) • - -l:t; -:~:~1~ 1 _qmr:~tlz1 -x, I (a-1,2, ... ,n; k-1,2, ... ). 

NOTE 2'. TI1e convergence of the iterative process (19) is linear. 

COROLLARY 2. The iteration process (19) converges if 

(32') max(d;- b;) < 0.4915563988 d. 
i -

The estimate (32) .follows from the estimate (8), while the conclusion 
in Note 2' follows from the conclusion of Note i '. 

Set 

(33) 
[( 

8 )4 7r4] 1 
F(s) = .s -1 + 45 . s4 . 

For 8 E (0, 1) we have F(s) > 2. For 8 E ( 1, oo) the function F( a) is 
continuous and monotonically decreasing, where F( a) -+ oo when s -+ 1 
and F( 8) -+ 0 when 8 -+ oo. Thus there is only one value 8 1 E ( 1, oo) for 
which F( 8 1

) = 1, which means that s' is the positive root of the equation 

(34) 
[( 

8 )
4 7r4] 1 

8 - 1 + 45 . _,4 = I . 

It is not hard to establish that for s' we have the bounds 

2 .034354556 < a' < 2 .034354557 . 

Besides that. for 8 > .,, one has 

(35) F( s) = q < F( i) < 1 . 
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:m view of (33) the relation (35) represents the condition (21 ), which means: 
that (20) holds for s > a'. 

REMARK. We saw that the condition (20) is fulfilled for e. > s', vvhere 
t is the positive root of the equation (34). Therefore in (20) one may t?.k~ · 
.3::: 2.034354557. In that case (20) reduces to 

(36) max(di - bi) < 0.4915563988 d, 
i -

:m that Corollary 2 is proved. 
For given s > s', in view of (21), one has 

(37) [( 
s )

4 
71'4] 1 q= -- +- ·-<1, 

a- 1 . 45 a4 

and according to (20) one should have 

(38) 
d 

max (cl; - M < -- . 
i - 8 

The constant q obtained in this way serves in (32) for the valuation of the 
approximations x~k). 

From (37) we may deduce that q quickly decreases as s gets larger, 
which in view of (38) means that q decreases quickly when m;:tx (cl; - bi) 

' decreases. 
For a given q < 1 one can finds from (37}, and then from (38) de

temline how large m:pc( d.; - 61) should be. In the following table we give 
' some cases: 

q s m~( cl;- b,) q 8 mcpc ( di - bi) 

' s 
0.5 2.246 ~ 0.4452 d 0.001 7.900 5 0.1265 d 
0.1 2.940 < 0.3401 d 0.0001 13.698 $; 0 .0730 d 
0.01 4.677 ~ 0.2138 d 0.00001 24.390 :5:0.0410 d 

In practice m:pc (d.;- b,) should be detennined so tlmt (36) holds. Then 
' from (38) one takes s = iiw: 1(~-b;). With this value of s one determines 

the constant q from (37). 
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As mentioned, for the quantity d one usually gives the bound of the 
form d ~ m (m > 0), so that the condition (20) will be satisfied for 

_ (3~ m~(ti.- 6·) < ~ 
I I - I 3 

while the condition (36) will be satisfied when 

(40) m~(d;- bj} ~ 0.4915563988 m. 
I 

In practice instead of d one most often operates with the quantity m. 
In iterative procedures for simultaneous determination of all zeros xi 

of a polynomial (when the zeros are all distinct) the initiat values x~O) must 
be chosen so that 

lx~0>- xal ~ h (i= 1,2, ... ,n). 

Th prove the convetgence of these iterative procedures, the constant h, in 
the general case must satisfy the condition 

d h<-. 
2 

In some iterative procedures one requires that h be much smaller than ~. 
We mention here the procedure 

(41) 
( 

(A:) 
(A:+ 1) _ (A:) p Xi ) . _ . _ 

Xj - Xj - ,. (I - 1 1 2 1 ••• , n; k - 0 1 1 1 2 1 ••• ) 

fl(x~A:)- x?>> 
1-1 
HI 

which is used more than 20 years. The appearance of the procedure ( 41) is 
linked with the papers [4] and [5]. 

For the iterative procedure (41), K. ~ (4] proved the following 
proposition: 

lfd= ~ lxi- XJI and 

( 41') lx~0>- Xil < h (i = 1,2 ... n) 
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where 

( 1 + q) 1/(n-1) 
h =d. (0 < q < 1)' 2( 1 + q) 1/(n--1) - 1 

(42) 

then the iterative procedure (41) is convergent, where -

By the procedure (41), we deduce from (42) llll11 th~ quantity h must 

be much smaller than ~ and it decreases with the iracrerum of the degree n 

of the polynomial. Thus for n = 3 we must have I~ < 0 .226~.409197 d, 
for n = 6 we must have h < 0.1146128658 d, and for n::::: 10 we must 

have h < 0 .0690099084 d. A similar situation ariS<:s with some interval 
methods for simultaneous determination of all zeros of a polynomial (see 
[6]). 

Good aspects of the procedure (19) are in the following: 

1) one can take wider intervals [ bi, £4] containing initial values x~0>, 
2) the widths of the intervals [ bi, £4], depending on (20). do not depend 

on the degree n of the polynomial, 
3) a relatively small decrease of the intervals [ bi, £4] enables one to arrive 

at the approximations x~k) with a satisfying precision, 
4) the calculation of the values x~k+l) are not complicated, since the 

quantities Ci and Q( q) are not changed. 

2. EXAMPLE. The procedure (19) will be applied to theLcgendre polyno
mial of degree 6 

(43) 
1 

P6(x) = T6(231x6 ·- 315x4 + 105x2
- 5) . 

It is known that the Legendre polynomial of degree n 

Pn(x) = n!~" ::" (x
2

- 1)" 

has all zeros real and different and that they all He in the interval ( -1, 1). 
The zeros of the polynomial (43) are the zeros of the polynomial 

(44) P(x) = 231x6 -315x4 + 105x2 -5 
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and they are symmetrically distributed with respect to the paint 0. Since · ·. · 

P(-0.95) > 0, P(-0.92) < 0; P(-0.67) < O. P(-0.64) > 0; 
P(-0.25) > O,P(-0.21) < O;P(0.21) .< O,P(0.25) > O;P(0.64) 
> 0, P( 0 .67) < 0; P( 0 .92) < 0, P( 0 .95) > 0; then in every interval 
lbil~]: 

. - . _ (45) [ -0.951 -0 .92] 1 [ -0.67 1-0 .64] ~ [ -...o .25 1 -0 .it'] 1 

[0.2110.25], [0.6410.67]1 [0.9210.95] 

· lies a zero of the palynomial (44). Here 

(46) m~(d.;- b;) = 0.04 
• 

and 

(47) min(bi+l- d;) = 0.25 =m< d. 
i -

According to (47) we have 

0.4915563988 m= 0.1228890997 

which in view of (46) means that 

(48) max(d;- b,) < 0.4915563988 m. 
i 

Taking into account (47) we obtain from (48) 

m~( d.;- bi) < 0.4915563988 d 1 
' 

so that also the condition (32') is fulfilled. According to (39), we now have 

& = __ ~~ . , = 6 .25. For" = 6 .25 from (37) we obtain 

q < 0 .002735 . 

If for quantities c; E [ b,, d;] and x~O) E [ bi1 d;] we take for example: 

. CJ = -0 .94 1 £:2 = -0 .63 1 C) = -0 .23 1 C4 = 0 .22 I C5 : 0 .65 I £'.6 = 0 .93 1 
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x\0> = -0.93, x~0> = -0 .65, x~0> = -0.24, 

x~0> = 0.24, x~0> = 0.66, x~O) = 0 .94, 

89 

then by applying the procedure (19), taking into account (16), we set ap
proximations: 

x< 1> = -0.9324695197, x~2> = -0.9324695142, x~3> = -0.9324695142 
x~1> = -0.6612096179, xt = -0.6612093865, xt = -0.6612093865 
xt = --0.2386191882,x/> = -0.2386191861, x/> = -02386191861 
x4

1> = 0.2386191878, x~2) = 0.2386191861, x~3> = 0.2386191861 
x< l) = 0.6612093679, x< 2> = 0.6612093865, :zP> = 0.6612093865 
x~1> = 0.9324695142, x~2> = 0.9324695142, x~3> = 0.9324695142 

According to (32), in our case 

lx~ 2> -xil <0.0000000841 (i= 1,2 1 ••• ,6). 

For the application of the procedure (41), according to (41') and (42) 
we must have lx~ 0>- xil < 0.1146128658 m= 0.0286532165, that is 
max(c4- bi) < 0.0286532165, which is not fulfilled here. This means 

i 

that in applying the procedure (41) the initial values x~0> must be taken 
from smaller intervals than the intervals (45). 

When dealing with a complex or real polynomial P(z) of degree 
n. whose all zeros z1 , z2 1 ••• , Zn are distinct, then we have the following 
proposition: 

If Zi is an approximate value of a zero Zi of a polynomial P( z) and if 

(49) lnP(zi) I m d 
P'(zd < 2 ~ 2 I 

then 

(50) 

independently of the way we obtained the approximate value z,. The propo
sition (50) may be found in [7]. 
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In our case, for z1 = :.~;~2) ( i = 1, 2, ... , 6), the conditions (49) are 
fulfilled. According to (50) we have 

1!1;~2) -!I;· I < 0 .()()(XX)()()()06 ( i = 1 '2' ••• '6) . 

Let us state at the end that there exist several procedures for the si
multaneous determination of all zeros of a polynomial. Some of them may 
be found in [8] and [9]. 
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SIMEUNOVIC, D. M. 

On the Convergence of an Iterative Procedure for the Simultaneous Determination 
of all Zeros of a Polynomial 

In this paper one considers an iteration procedure for the simultaneous determination of all zeros of a polynomial 
in case they are real and distinct. Sufficient conditions for the convergence of that procedure are obtained. 

There exist more than one procedure for the simultaneous determination of all zeros of a polynomial. An 
exhaustive list of works related to that problem can be found in (I]. 

Let us consider the system of equations 

"'' = f,(xu "'•• ... , x.) , i =I, 2, ... , n, (1) 

where the f, and 8f<J8x1, i, j = 1, 2, ... , n, are real and continuous functions for A, ;;:; "'' ;;:; B., i = 1, 2, ... , n, with 
A, and B, given numbers. Let xi, x2, ... , "'~ be an isolated solution of (I), with A 1 ;;:; xj;;:; B, . .As is known, the 
quoted isolated solution of system (1) can be obtained by the iteration method. In order to obtain it we start with 
a given initial approximate solution 4o>, x~o>, ... , x<,ll>, with A1 ;;:; x(1°l;;:; B., and form the iteration sequences 

~H1l = f1(x~1l, x&t>, ... , x~ll), i = 1, 2, ... , n; k = 0, I, 2, ... . (2) 

Aa ia known (cf. (2]), aequencea (2) converge to the quoted i.!olated aolulion of ayatem (1) when 

i:/aaf,,;;;q,<I, i=1,2, ... ,n, (3) 
1-1 "'' 

for A, ;;:; "'' ;;:; B., i = I, 2, ... , n. 
Consider a real polynomial 

P(x) = z" + ~x•-1 + ... + a0 , n ~ 3, (4) 

" with all zeros :1:1> :~:3 , ... , :l:n real and distinct. We shall write (4) in the form II (z- :~:1) = P(x), wherefrom 
1-1 

1 " 1 P'(z) --+4--=-. 
:t- :~:, 1-1 :1:- x1 P(x) 

1"' 
(5) 

Let 
(b., d,) , i = 1, 2, ... , n, (6) 

be intervals containing respectively each a zero of (4). We shall take respectively from each of the intervals (6) one 
point. Let these points be c., i = 1, 2, ... , n, no one of them being a zero of (4). We then have from (5), for :1: = c1, 

I " 1 P'(c,) , --+4 - -- =-P(), •=1,2, ... ,n. (7) 
C1 - Z1 1-1 C1 - Xf C1 

1+1 

We shall consider (7) as a system of n equations inn unknowns :~:11 :~:3, ... , :l:n which we can write in the form 

:~:, = c, - 1/(PP'((c,)) - i; - 1
- ) , i = I, 2, ... , n. c1 1_ 1 c1 -z

1 

. 1"'' 
(8) 

The system (8) is of the form (I). We shall apply the method of iteration for its solution. Let :t\0>, z~0l, ... , x<~> be the 
initial approximate values of zeros of the polynomial (4), with x(1°l e (b., d1), i = I, 2, ... , n . .Applying the iteration 
procedure (2) to system (8) we obtain 

xJl+ll = c1 - 1/(Pp'(c<) - i; 1 ...~1>), i = 1, 2, ... , n; k = 0, 1, 2, ... . (9) 
(cl) 1-1 c,-~ 

Ni 

We shall demonstrate the next theorem, related to the convergence of iteration sequences (9). 

where 

Theorem 1: The iteration Bequencea (9) converge reapectively to zeroB x11 z2, ... , "'• of the polynomial (4) when 

d = min j:~:,- :~:11, i,j = · 1, 2, ... , n, 
1,1 
1+1 

(IO), (ll) 

(12) 
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r being either a po8ilive rool of lhe equation 

( 8 )' ( I I I )- 2 
8 - I + 2 1 + 2' + 3i + ... + ("-; 2r - 8 

(13) 

for n even ~ 4, or a positive rool of lhe equation 

( 8 )' ( 1 1 1 )- 2 8-1 + 2 1+v+az+ ... +(n-;1r - 8 (14) 

for n odd~ 3. 
Proof: The system (8) is of the form (I) . Denoting its right sides in order by f, (i = 1, 2, ... , n) we have 

1
0 for j = i 

6f, _ P'(c,) " 1 -a . • 
az - -(c, - z1)"

2 [-P( ) - ~ --] for 3 # •. 
j Ct 1-1 Ct - Zj 

1"'' 
(16) 

Substituting in the relations (16) the quantities P'(c1)/P(c1) by the corresponding values from (7) we obtain 

{

0 for j = i 
6f, = (c, -z,)' . . 
6z1 --( ---)2 for 3 # •. 

Ct -Zj 

(I6) 

By (16), the left sides in (3) reduce to 

" le.- z,f 2 . 
~ -

1 
---

1
., • = I, 2, •.• , n • 

1-1 c,- :l:j 
(I7) 

1 .. , 

By hypothesis, the zeros :l:t• :t1, ••• , z,. of (4) are real and distinct and the minimal distance between two neigh· 
bouring zeros is d > 0. Let the zeros :t1, :t1, ••• , :t,. be in order 

:tl < =· < ... < =· . 
If c, < :t1 and if 

fc, - ztl ;;:; ~, 8 > 2, i = 1, 2, ... , n , 

then 

fc, - x1f > (j- i) d for j- i > 0, fc, - z11 > (i - j - 1) d for i- j- 1 > 0 '1 
fc, - z11 ::2: 

8 
-

1 
d for i - 3" - 1 = 0, i, j = I, 2, ... , n • 

- 8 

If c, > z, then, ha.ving (18) in mind, 

fc,- x11 > (j- i- 1) d for j- i- 1 > 0, 
8-I fc,- z11 ~ -

8
-d 

fc,- x11 > (i- j) d for i- j > 0, i,j = I, 2, ... , n. 

From (19) and (20) one obtains 

for j - i - 1 = 0 , I 
.. 1 1 [( 8 ). ( 1 1 1 ] 

1~ ,c, - =~,~ < dl 8 - 1 + 2 I + v +as+ ... + (n -; 2)" • i= 1,2, ... ,n, 

with n even ~ 4, or 

.. 1 1 [( 8 )' ( 1 1 1 ] J~fc,-z1f•<di s-1 + 2 I+v+az+ ... +(n-;1)"' i= 1•
2, ... ,n, 

with n odd ::2: 3. 
Denoting by r a positive root of (13) or (14), respectively relations (21) and (22) reduce to 

.. 1 ,. . 
~ 

1
---

1
,< 32 , '= 1,2, ... ,n. 

1-l c,- Zj u 
1,.; 

Multiplying (23) by fc1 - z 1f2 one obtains, on account of (10), 

• fc, - z,f• r• r1 d2 . 
~ -

1 
---

11 
< Tz le. - z,J• ;;:; Tz • 2 = I, • = I, 2, ... , n, 

1-1 c,- z1 u .. r 
1 ... 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 
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or 
• Ice- z,l' . 
}; -

1 
---

1
, < 1, • = 1, 2, ... , n , (24) 

J-1 Ce- ZJ 

J"' 
which by (16) and (17) represents conditions (3). 

Conditions (10) imply that conditions (3) are satisfied . Taking into account also conditions (11), the demon
stration of Theorem 1 would be completed. 

Equations (13) and (14) can be written in the form 

s• - 281 - 2S~• + 4Ss - 28 = 0 , 
where 

1 1 1 
s = 

1 +21+31 + ... + (,.; 2r 
for n even ;,;:; 4 or 

1 1 1 
s = 1 + 2i + 3i + ... + (n ; 1 r . 

respectively, for n odd ;;;:; 3. In both cases S is subject to the limitations 

n• 
1;;,;;S<t~· 

Equation (25) has only one positive root r, with 

(25) 

(26) 

(27) 

2 < r < 2,5. (28) 
The increase of Sin (25) or the increase of the degree n of the polynomial (4), respectively, which appears in (26) 
and (27), implies the increase of the positive root r, which remains in the limits (28). Having in mind (28), the con
clusion results from Theorem 1: 

w-'ere 

The iteration sequences (9) respectively converge to ur<M z,., z1, ••• , x. of t-'e polynomial (4) when 

Ice - zd :;;,;; 0,4d and 1~0> - zd :;;,;; 0,4d , i = 1, 2, ... , n , 

d = min lze - z11 , i, j = 1, 2, ... , n • 
,,J ,,.J 
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Acdcmi::-Vcrlag Berlb 

On S9me Estimates of Approximate Values of Zeros of Polynomials 

Considering the polynomial :•~ a sp;:ci!ic function one can give some particular estimates for the approximate values of 
its zeros. The Clj;Jahlishing of su..'h estimat~ is the purpose of this paper. 

C<>usider th~ poi,ynomio.l 

n;::; 2, (1) 

1111rllet.r.1,z1, •• , ,;;.lr.:its;o~;;QO', \Vc •::::c>.rn; i:e t1T.<mt!Jepolynomial(1)inthefonnP(z).= (z- z1)(z - zJ ... (z- z.),when~ 

f'(z) 1 1 . 1 -- ·~ __ , ___ + ----- 1" .•• + ---. 
P(i! :t ·- ~, z - /.> z - z. 

(2) 

Before further exposition w~ ~hall prove the following theorem. 

Tbeor~m 1: Let c! be u11y point in the complex plane for which P(c1) * 0 and P'(c1) * 0. Tlren the closed circle C., 

having its cent~r in c. a.1d a ratbus r 1 = I nP(c,) I· contains at least one zero of the polynomial (1). 
.. P'(ctl 

Proof: For z = c1 one obtains from (2) 

P'(c1) 1 1 1 
-- = -- + --- + ... + --. 
P(c1) c1 - z1 c1 - z2 c1 - z. 

(3) 

Let z 1 be s. zero of the polynomial (I) which is nearest to c 1.1! is clear that such a zero of( 1) exists. One then has from (3) 

I
P'(c1)1:;; __ 1_ + __ 1_ + ... + __ 1_:;; __ n_, 
P(c1) - lc1 - z11 lc1 - z21 lc1 - z.l - let - z11 

hence the relation 

(4) 

which is the statement of Theorem 1. 
Theorem 1 is the particular case of a more general theorem mentioned in (5], where several proofs have been given 

in addition to the above proof. Theorem 1 can be also deduced from Laguerre's Theorem (see [5]). 
Let u.~ now consider the case when all the zeros z., z1 , ••• , z. of (1) arc distinct Let us then put 

d = min lz1 - zJi , .. , l,j = 1, 2, ••• , n . 

For done usually takes an estimate of the form 

d~ m, m >0 

(see for e.umF!c [2t also [6]). 
H we have, fvr the point c1 which is near to zero : 1 of the polynomial (1) 

namely 
l
nP(c1)1 < ~. 
P'(c1) 2 

d 
r, < 2' 

then the closed circle C1 contains, by Theorem I, only one zero of the polynomial (1), which is z 1, so that one has by (4) 

(6) 

(1) 

fct - z,l ;:;; lnP(c•)l· (8) 
P'(c,) 
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In the aue when the condition (7) is satisfied one has by (8) 

4 
lea-Zal < -. . 2 (9) 

Under the condition (7), having iD min" (9), we shall give for lea - Zal an cstimalc which is more pn:cisc than (8). 
Wrilc lint (3) iD the form 

P'(c1) 1 1 1 
--=--+ + ... + . 
p~ ~-~ ~-~+~-~ ~-~+~-~ 

(10) 

Keeping iD miDd (5). (7) and (9), one obtrles from (10) 

IP'(cJI 1 1 1 
P(cJ :S lea - z,j + ·j;;:: .t:l - lea -· :,1 + ... + lza - tJ -lea - z,l ~ 

1 n-1 1 n-1 1 2n-2 
~--+ <---+--=--+--. 

lea - z,l tl - lea - z,l · lea - z,l d _ ~ lea - z,l d 
2 

hence 

•~ - z I < IP(c,) 
... , a 2n- 2 

IP'(c,) - -
4 

-IP(call 

(11) 

Wbca the condition (7) is satisfied one has IP(c1)1 < lP'~,) d. Hence 

IP(c,) IP(c,l lnP(c )I 
211-2 < - __ a 

IP'(caX - -
4 
-IP(c,) IP'(c,) _ 2n - 2 • JP'(c,) 4 P'(c,) · 

4 211 

(12) 

From (12) we draw the coadusioa that the c:stimatc (11) for lea - z11 is more precise than the cstimalc (8) when the 
condition (7) is Atisficd. U 

lnP(cJI < ~ ~ ~ 
P'(cJ 2 2' 

then 

IP(c,) s IP(c,X 
211-2 - 2n -2 

IP'(c,)l - --IP(ca)l IJ"(call- --IP(cJI 
d m 

Under the condition (13), bviag iD mind (14), one obtains from (11) 

Jc - z I< IP(c,l 
a I 2n-l 

IP'(call - --IP(call 
m 

U the condition (13) is aatisficcl one haa IP(call < tp'(call m. la that aue 
2n 

IP(call < IP(c,)l lnP(c,)l 
2112 =--

j.P'(c,x - ---IP(call IP'(call _ 2n- 2 . IP'(cJI m P'(cJ • 
111 m ~ 

(13) 

(14) 

(IS) 

(16) 

From (16) we CODdude that the cstimalc (IS) for Jc1 - zal ia more precilc than (8) when the condition (13) is aatidicd. 
OD tbe bail olwhat haa becD aaid, DOW w can formulate the CoDowins theorem n:latins 1o estimata of IIJIPrODmalc 

value. cl =o~ ola poiJaomia1. 
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Theorem 2 : ut all uros :., z1, .. . , z. of the polynomial (1) be different and let 

d=lilinJz1 - z), I,.]= 1,2, .. . ,n. 
••I 

ut z1 be any zero of the polynomial (I) and let i 1 be iu approximate value. If 

the11 

I her. 

l
nP(£,)1 < .~ 
P'(zJ 2' 

The estimates (19) and (21) arc more precise than the estimate (18). When IP(£1)1 is sufficiently small, then 

Ji,- z,l ~I P(i_:') I· 
P'(z,) 

T 547 

(I/} 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

Proof: If we put in (7), (8), (11), (13) and (15) c1 = i 1, we obtain (17), (18), (19), (20) and (21), respectively, which 
proYes Theorem 2. 

From (12), that is from (16) for c1 = i., we can conclude that the estimates (19) and (20) are more precise than 
estimate (18). That (22) is valid when JP(%1)1 is sufficiently small, can be easily concluded from the right-hand side of (19), 
or from the right-band side· of (20). 

The estimates (18), (19) and (21) arc valid independently of the way we obtained the approximate value £1 of zero 
z1 of the polynomial (1). 

We can apply Newton's method for the determination of approximate values of simple complex zeros of polynomials. 
Lct-zr-bc a-simple complex-zero-of-the-polynomial (1).- l.ct-subscquently-U 1-bc-a convex-neighbourhood of-the-zero z., 
where the polynomial (1) has no other zeros. As is known, taking the ini\ial approximate value z 1 (0) from the neighbourhood 
of u., using Newton's method, 

P(z1(k)) 
z1(k + 1)= z1(k)- --, k = 0, 1,2, ... , 

P'(z1(k)) 
(23) 

we can get new, more precise approximations of the zero z1 of polynomial (1). Under certain conditions (sec [4], p.155), 
the sequence (23) converges to the zero z1 of the polynomial (1). Specially, if we have 

min IP'(z)l ?; m1 > 0, 
a•U• 

where the neighbourhood U 1 contains the sequence z 1 (k), then the estimate 

(24) 

is valid. 
Concerning estimate (24), in practice it often appears that there arc difficulties in determining the value of m1• 

When we speak about the estimates (18), (19) and (21) aU values that appear in them (the degree n ~fa polynomia~ 
the value of a polynomial and its derivative at the point i 1 and the value d, that is its lower bound m) can be determined 
without any special dHiicu!tics. This fact underlines the practical significance of these estimates. 
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The use or the cstimata (18) and (19}, that is the estimate (21) will be shown con~tcly. There are sevctal expressions 
which repraent the upper bouud M oC the modulus of zeros of a polynOmial (see Cor example (3]). We an: giving bcrc 
one Caucby'a result [1], according to which Cor r:vcry zero z,. I = 1, 2, .•. , n, of polynOmial (1) one has 

j%~ iS mu (n laJ)1,., k = 1, 2, ...• , n • (2S) 

For the value 4, usuaUJ we give an estimate of the Corm (6).Wc arc giving here the estimate pn:scoted in (2], p. 89, 
according to which 

JDI 
4!1; •ru =m, 

(2M} . -1 
(26) 

where M is the IIJI!)« bound or the modulus or the zeros or the polynomial (1). which m~ thatlzJ ;ii! M, I = 1, 2, ... , n, 
and~ · 

::o 

Dl =l-'t 

=I 
&1 

.c.-1 s. 

~l 

,f, 

.s •• t 

the values sa are dct..crmined by the equations 

'•-1. 
s. 

S'lo-l 

sa= t ~, k = 0,1,2, .. . , ' 
1•1 

la + a1sa- 1 + ... + a1_ 1s1 + ka1 = 0, k = 1, 2, •.. , n - ·1, s0 = n, 

that is, from the equations 

'-+• + a1.r•+•-l + ... + a.-ts.u + y. = 0, m = 0, 1, 2, ..• 

For the number 111 which lq)raeDll a lower bound for 4, using (26). usually we get a diminished value. This 
diminution is more c:~prcssed iD the case when the degxcc n or the polynominl (1) is larger. 

We want to mention that for d we can get more precise estimates than (26) when n > 3. Besides, the lower bound 
for d can be also determined if iD the complex plane all the zeros of the polynomial (1) arc sufficiently separated using 
comspouding c:irdes. 

Example: The polynomial 

P(z) "" zl + 3z - S (27) 

has two complex zeros z1 and z1o and one real zero z1• For ill zeros. according to (25). one has lzd ~ 3 = M. U the value 
d is estimated tuins the formula (26) with M = 3, we shall get d > 0, 7712 = rn. U Cor the initial approximate value of the 
zero z1 of the polynomial (27) we have taken z1(0) = -0,6 + 21, then applying Newton's method (23). we have 

z1(1) = -O,S17224736 + 1,9994972351, z1(2) = -0,5770856931 + 1,9997709681, . 

where IP(z1 (2)~ ""0,0000005883,1.P'(z1 (2)~ = 10,57902297. U we put i 1 = z1(2). then 

IJP(%,{2))1 = 0,000000167 < 0,3886 = ~ < ~ 
P'(%,(2)) 2 2. 

whic:h lllCIIII& that the conditiom (17) and (20) an: satisfied. Therefore, for lz1(2)- z11 we can take the estimates (18) and 
(21). According to (18) we have 

(z,(2)- :,1 iS 0,000000167. 

and accordins to (21) wc have 

!% 1 (2) - z al < 0,000000056 • 

Remark: From Theorem 1 wc c:a.n conclude the roUowiDg: Let z 1 ~ one isoloted slmpk zero of the polynomiol (I) 
and let f 1 ~Its appro::dmau !Kilue. q tMn all other zeros z 1, z 1, • •• , z. of the polynomiDI (I) lie outside the circle with centn I 1 and 

. lnP(f,)l 
radivl r 1 • P'(l) , tltm w /tow the estimate 

l
nP(i)l 

If, - ~'tl :a P'(l) . (28) 



Numen"k bei Glelcbungssystemen und PolynomnulbteUen 

References 

I CAUCIIY, A. L.: Exerclces de matMmatique. Oeuvres (2) Vol 9, 1829. 
2 BEuzrn, I. s. (EepclHH,If. C.); Zm~ov, N. P. ()ICH.Itl:oa, H. n.): MCTO,IlU BLI'!HcneHRli. Mocua 1960. 
3 M.unt!N, M.: Geometry of polynomials. Amer. Math. Soc., Providence, P~L 1966. 
4 Damxmt, B. P. (.QCMIIJIOIIA, s. n.); MAilON, J. A. (MapoK, If. A.): OcHoaw IWUJllfleJiloDOli MnTCM&'I'1[Df. Moc:ua !970. 

T549 

S SlloiEUNOVII:, D. M.: Sur une evaluation des valeurs approximativ"" det zeros complexCll des poiynomcs. Mat. Yc:s~ik 13 (28) (!976). 
. 449-454. 
6 Pu!tc, S. 8.: On tbe minimal distance of the :zeros oC a polynomial Publ hut. Math. 33 (52) (!98)'), 35--38. 

AJdras: rro~ Dr. DIUGOMIR SIW!UNovtl:, Mining and Geology Faculty, Dju!ina 7, 11000 Delgta•:lc, Y'UG?slavia. 





T 832 ZAMM · Z. angew. Math. Mech. 71 (1991) 6 

ZAMM · Z. angew. Math. Mech. 71 (1991) 6, T 832-T 835 

SIMEUNOVIC, D. M. 

A Remark on the Zeros of a Polynomial 

In this paper we determine in the complex plane circular domains containing all zeros of the polynomial 

Akademic Vcrlag 

P(z) = z" + a1z"- 1 + a2z"- 2 + .. . + a._ 1z +a., n !i;:; 3, (1) 
where we also obtain several expressions which represent an upper bound for the moduli of the zeros of P(z). 

The place of the zeros of the polynomial (I) in the complex plane, depending on its coefficients a~, k = I, 2, ... , n, 
was investigated by many authors (see e.g. [1)). Here we quote a result due to Cauchy [I, p. 123) which is as follows: 

All zeros of the polynomial (1) lie in the circular domain 

lzi<1+M (2) 

where 

k = 1,2, ... ,n. (3) 

M. ToMic [2) considered the zeros of the polynomial (1) in the halfplanes lz + a 11 ;;:; lz - 11, lz + a11 < lz - 11 and 
the halfplanes lz + a 11 !i;:; lzl, lz + a11 < lzl of the complex plane and obtained interesting results. Here we quote three of 
M. ToMic's results: 
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(A1) In the halfplane 

lz + a11 ~ lz - 11 (4) 

all the zeros of the polynamial (I) lie in the circular domain 

lzl<1+~ (5) 
where 

M 
1 

= max la, + a3 + · · · + a.l 
k-1 • k = 2,3, ... ,n. (6) 

(A2) In the halfplane 

lz + a11 < lz - 11 (7) 

all the zeros of the polynomial (1) lie in the union of the circular domains 

lz + a,l < 1, lzl < 1 + M2 (8) 
where 

M, = max la,l + la31 + ... + la.l 
k- 1 • 

k·= 2,3, ... ,n. (9) 

(A3) All the zeros of the polynomial (1) lie in the union of the circular domains 

lz + a11 < 1, lzl < 1 + M 2 • (10) 

The result (A2) is contained in the result (A3), but it was especially pointed out by M. ToMJC in order to be considered 
together with the result (A1). 

In view of the inequalities 

la 1I~M (11) 
and 

M1 ~M2 ~M. (12) 

M. ToMJC proved that the union of the circular domains (10) lies inside Cauchy's circular domain (2), except when 
M2 = M in which case the union of the domains (10) coincides with the domain (2). 

When M1 > 1, then 1 + ~ < 1 + M1 ~ 1 + M2 ~ 1 +M. In this case the part of the circular domain (5) 
which is contained in the balfplane (4) lies inside Cauchy's circular domain (2). Concerning the zeros of the polynomial 
(I) which lie in the halfplane (7), according to (A2) they lie in the union of the circular domains (8) where this union does 
not have points outside Cauchy's domain (2). 

In this paper the zeros of the polynomial (1) are considered in certain circular domains, and one theorem is proved. 
For the proof of the theorem we shaU use the method that M. Towcused in proving the results (A2)and (A3), respectively. 

Theorem: All the zeros of the polynomial (I) lie in the union of the circular domains 

lz + a11 <A, lzl < 1 + MJA, 

where M 2 is given by (9) and A is an arbitrary positive number. 

hence 

Since 

54" 

Proof: We write (1) in the form 

P(z) = z"- 1(z + a1) + a,z"- 2 + a3z"-3 + ... + a._,z +a., 

IP(z)l ~ izl"- 1 iz + a11 - [ia2llzl"- 2 + la3llzl"-3 + ... + la.- 1llzl + la.IJ. 

la,llzl"- 2 + la3l lzl"-3 + ... + la. _,jjzi + la.l = la,l (izj•-> -lzl"-3) 
+ (ia21 + la31) (lzl"- 3 - lzl"- 4

) + ... + (la,l + ja31 + ... + la.- 11) (lzl - 1) 
+ (ia21 + ja31 + ... + la._,j + la.l) 

= (izl- 1) [la,llzl"-3 + la,l + la31. 21zl•-• + .. . + la,l + ja,l + .. . +la.-,1. (n- 2) 
2 n- 2 

ja,l + iaJI + ... +la.- 11 + la.l n- 1] + ·--
n-1 lzl-1 

~ Ozl - 1) M2 izl"- 3 + 2jzj•-• + ... + (n- 2) + -- , [ 
n- 1] 
lzl- 1 

(13) 

(14) 

(15) 
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the relation (15) reduces to 

JP(z)l ~ lzl"- 1 lz + atl- (fzf- I) M 2 fzl"- 3 + 2 fzf•-• + ... + (n- 2) + -- , [ 
n- 1] 
fzl - I 

hence 

I (fzf-I)M[ 2 n-2 n-1 I ]j JP(z)f ~ fzl"- 1 fz + a1J -
2 

1 I + - + ... + --3 + --2 • - - • 
fzl fzl fzl"- fzl"-

1 
_ _!._ 

fzl 

For fzl > 1 we have 

and 

n-1 1 n- 1( 1 1 ) n-1 n n+1 
fzf• - l. --1 = fzJ•- l 1 + W + lzll + ... < fzl" - 2 + fzf•- l + lzr + ... 

1- -
fzl 

2 n - 2 n - 1 n fzl 2 

1 +-+ ... +-- + -- + -- + ... =---. 
fzl fzl"- 3 fzl"- 2 fzl"- 1 (fzl- 1)2 

Taking (17) and (18) into account, we obtain from (16) 

IP(z)f > fzl"- 1 [1z + a 11-~]. 
fzl- 1 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

Forfz + a1J ~A, thatis,forpointsin thecomplexplanewhichdonotlieindomainfz + a1J <A, weobtainfrom (19) 

IP(z)l > fzl"- 1 [A - ~]. 
fzf- 1 

(20) 

According to (20), forfzl > !,in the domain Jz + a1J ~ A wehavefP(z)f > Oforfzl ~ 1 + MJA. This means that!P(z)l * 0 
at the points of the complex plane which do not lie in the circular domains fz + a1J <A and fzl < 1 + MJA. From this 
we deduce that all zeros of the polynomial (1) must lie in the union of circular domains fz + a1J <A and fzf < 1 + MJA, 
which finishes the proof of the Theorem. 

cases. 
Taking for A different positive values we can obtain from the theorem particular results. Here we list some particular 

1. For A = 1 one obtains the result (A3) of M. ToMJc. 

2. For A =~(the case when the sum A+ (1 + MJA) has minimal value): 

(01) All the zeros of the polynomial (I) lie in the union of the circular domains 

fzf<l+~. (21) 

3 F A
_ -(fad- 1) + V<Ja 1J- 1)1 +4M2 . or - (when 1 + M1/A = Ja1J + A, i.e. the case when the circle 

2 
fz + a1J =A is contained in the circle fzl = 1 + MJA and touches it): 

(D2) All the zeros of the polynomial (I) lie in the circular domain 

(22) 

4. For A = la11 + 1 + V<Ja 1J + 1)' + 4M1 (when fa 11 + 1 + M 2/A =A, i.e. the case when the circle fzl = 
2 

1 + MJA is contained in the circle fz + a1J =A and touches it): 

(D3) All the zeros of the polynomial (1) lie in the circular domain 

(23) 

From (02) and (D3) we can conclude: 

(D4 ) All the zeros of the polynomial (I) lie in the intersection of the circular domains (22) and (23). 
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Because of (11) and (12) we have 

that is 

la11 + 1 + V<la 11 - ~)2 +4M2 s la11 + 1 + ViQ,f- 21a,l + 1 + 4M 
2 - 2 

!at! + 1 + VU - la11 + 2M)2
- 4M(M - la11) 

2 

s 1a,1 + 1J + V{1-la~r+TM)' = 1 +M. 
- 2 

la,l + 1 + V(la,l-l)i + 4M 2 ~ 1 + M. 
2 

In (24) we have the= -sign when M= la11 = M 2• 

T835 

(24) 

Taking into account (24) we conclude that the circular domain (22) is contained in Cauchy's circular domain (2), 
except when M= la11 = M2 in which case two domains coincide. 

la 11- 1 ± V0a 11- 1)2 +4M2 • • 
5. ForA= (when A+ 1 + MJA = la1l,l.e.thecasewhenthec•rclelz + a11 =A 

2 
touches the circle lzl = 1 + M2/A): 

(Dsl If 

la11 ~ 1 + 2 }~M.", 

then all the zeros of the polynomial (I) lie in the union of the circular domains 

lz + a,l < la,l- 1- VUaJ-=-f)i- 4M, 
2 • 

lzl <la,!+ 1- VUa,i=!P- 4M, 
2 

(25) 

(26) 

Interesting results on the bounds of the moduli of the zeros of polynomials were obtained by F. G. BoESE and 
W. J. LUTHER in (3). 
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Note on the Location of Zeros of a Polynomial 
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In this note we determine in the complex plane regions containing the zeros of the polynomial 

We also obtain one expression which represents an upper bound for the moduli of the zeros of P(z). 

T643 

Akademic V crlag 

(1) 

The location of the zeros of the polynomial (1) in the complex plane, depending on its coefficients a1, k = 1, 2, ... , n, 
was investigated by many authors (see e.g. [1)). Here we quote a result due to Cauchy [1, p. 123] which is as foUows: 

All the zeros of the polynomial (I) lie in the circular region 

lzi<1+M , (2) 

where 
M= maxja1j, k = 1,2, ... , n. 

Representing the polynomial (1) in the form 

P(z) = z"- 1(z + a1) + a,z"-z + ... + a._ 1z +a., 
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hence 

IP(z)l :e: lzr•-• {rz +a 1- [la21 + lall + ... + la._,j + ~]} 
-

1 lzl lzl2 lzl"-2 lzr·-• ' 
(3) 

M. Towc [2] considered the zeros of the polynomial (I) in the halfplanes lz + a11!!; lz- 11, lz + a11 < lz- 11 and the 
halfplanes lz + a11 !!; lzl, lz + a11 < lzl of the complex plane and obtained interesting results. Here we quote two of 
M. Towc's results: 

(A1): In the halfplane !z + a11 !!; lzl all the zeros of the polynomial (I) lie in the region 

lzl < (l + A~,2") 11' ~ (1 + max la11'12 C.J'1', k=2,3, ... ,n, 
where 

la r• la.!• A =la !•+ _l_ + ··· + -( 1)"1•' .. 2 2.,, n- 1 ]"'• c.(p,q) =c.= [1 + 2!,. + 3!,. + ... + (n- 1)"'' 

and 1/ p + 1/q = 1, p > l. 

where 

In the halfplane !z + a11 < lzl all the zeros of the polynomial (I) lie in the region 

lz + a 11 < (1 + A'j.2")
11

' . 

(A2): In the halfplane !z + a11 !!; lzl all the zeros of the polynomial (I) lie in the region 

lzl < V1 + 4Bfn, 

B = lazl + !all + ... + la.l . 
2 3 n 

In the halfplane !z + a11 < lzl all the zeros of the polynomial (I) lie in the region 

lz + a11 < V1 + 4Bfn. 

(a,) 

(a',) 

(az) 

(a~) 

In this paper, using the procedure of M. Towc, the zeros of the polynomial (I) are considered in certain circular 
regions and also in the halfplancs lz + a11 !!; lzl, lz + a11 < lzl and the following theorem is proved. 

where 

Theorem: All the zeros of the polynomial (I) lie in the union of the circular regions 

lz + a11 <A, 

M 1 = max la.!, 

lzl < 1 +M, 
A' 

k = 2,3, ... ,n, 

(4) 

(5) 

and A is an arbitrary positive number. 

Proof: For lzl > 1, from (3) we have 

1 { [ 1 1 1 1 ]} IP(z)l!!; lzl"- lz + atl- M, - + 1 + ··· + -
1 

_2 + ---=-1 
lzl lzl zl" lzl" 

n-1 { [I 1 1 1 1 ]} > lzl lz + atl- M, - + 1 + ··· + --2 + --, + - + ··· lzl lzl lzl"- lzl"- lzl" 

= lzr·-•{rz + a,l- ~}. 
lzl- 1 

that is 

IP(z)l > lzl"- 1 {1z + atl - 12~ 1} · (6) 

For lz + a11 !!; A, that is, for points in the complex plane which do not lie in the region lz + a11 < A, weobtainfrom(6) 

IP(z)l > lzl·-• {A-~}. (7) 
lzl- 1 

According to (7), for lzl > 1 in the region lz + a11!!; A we have IP(z)l > 0 for lzl!!; 1 +M .fA. This means that IP(z)l ,., 0 
at the points of the complex plane which do not lie in circular regions lz + a11 <A and lzl < 1 + M 1/A. From this we 
deduce that all zeros of the polynomial (I) must lie in the union of the circular regions lz + a11 < A and lzl < 1 + M 1/A, 
which finishes the proof of the Theorem. 
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Taking for A different positive values we can obtain from the theorem particular res ults. Here we list some particular 
cases: 

1 Fo A- -(lad- 1) + VUad- 1)
2 

+ 4M• ( h 1 + M, - 1 1 +A i.e. the case when the circle . r -
2 

w en A - a1 , 

!z + a1! = A is contained in the circle !zl = I + :• and touches it): 

that is 

(C1) : All the zeros of the polynomial (I) lie in the circular region 

In view of the inequalities M 1 ;i! M and lad ~ M, we have 

la,!+ I+ vua,!- 1)2 + 4M, !a,!+ I+ V!ad 2
- 2!a,! + 1 + 4M 

2 ~ 2 

!a,! + 1 + V(l -!a,! + 2M)2 
- 4M(M- !a11) 

2 

In (9) we have = -sign when M= !a1! = M 1. 

(8) 

(9) 

Taking into account (9) we conclude that the circular region (8) is contained in Cauchy's circular region (2), except 
when M= !a1! = M 1 in which case the two regions coincide. 

1 + •lf+4M ( M) 2. For A = V '
2 

T .. m 
1 when A = 1 + --j : 

(C2): All the zeros of the polynomial (I) lie in the union of the circular regions 

I I 1 + V'f+4M. z + a 1 < 
2 

, 11 1 + V'1+4M. z < 2 0 
(10) 

If a1 = 0, then according to (10) it follows that all the zeros of the polynomial (1) lie in the circular region 

I I 
1 + j!'1+4M;' 

z < 2 0 

It is not hard to see that 

and 

1 + V1 + 4M, 

2 
<1+M1 ~1+M. (11) 

The circular regions (10) are symmetric with respect to the line !z + a 11 = lzl. Taking this into account, the result 
(C2 ) can be given in the following form: 

(C~): In the halfplane 

!z +a,!~ lzl (12) 

all the zeros of the polynomial (I) lie in the region 

1+V1+4M, 
lzl < 

2 
(13) 
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but in halfplane 

lz + atl < lzl 

all the zeros of the polynomial (I) lie in the region 

lz+atl< 1+~ 
2 

Let us consider the halfplane (12). On account of (11), the region (13) is contained in the Cauchy region (2). 

(14) 

(15) 

If we consider the complex plane as the union of the halfplanes (12) and (14), then according to (C1) and (C2) we 
can conclude that: 

In the halfplane (12) a// the zeros of the polynomial (I) lie in the region (13), but in the ha/fplane (14) a// the zeros of 
the polynomial (I) lie in the region (8). 

Both the regions (8) and (13) are contained in the Cauchy region (2). 
Remark: Taking into account the theorem proved in [3], we can conclude that all the results given in this paper 

I I 
. . . la,! + ... + la.! 

ho d a so tf mstead of the quanttty M 1 from (5) one· sets M 2 = max , k = 2, 3, ... , n. 
k- I 
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ON .A PROCESS FOR OBTAINING ITERATIVE FORMULAS 
OF HIGHER ORDER FOR ROOTS OF EQUATIONS 

1. Let 

(J.) 

D.M.. SIMEUNOVIC 

(Bclpl) 

x~~+ 1 = f(x,J, n =0, 1, 2, ... 

be an iterative method for finding the root x =a of the real o:r complex equation 
F(x)""" 0. 

For the itrntive method (1) which converges to x =a, we say it i.<J O·f order kif 

{2) l·xll+ 1 - al = 0(1 .x. -al 1 ) , n~ ex> • 

If the functionf{x) is k times differentiable in a neighborhood of the limit 
point .'t = a, then the iterative method (I) is of order kif and only if 

(3) f(a) = a,f'(a) = f"(a) = ... = Jfk-l) (a)= 0, /(1:) (a)* 0. 

2. In [6] Theorem 1 is given which represents the co:II!.Sequence of a theorem 
proved in [1]. In [2] Theorem 2 iS proved. We state here these theorems. 

~OREM 1. Let (1) be ai• iterative metb,od of or·der k (;! 2), ar.u! let the 
fimction f(x) be k+ltimes differentiable in a neighborlzoori ofth.~ limit point 
x=a. Then 

x,.._1 = f(x,.)-! /'(x.)(x .. - /(x:.~)) = 

(4) = .:t11 -(1+ !/'(x .. ))(x11 - /(x,.)), n = 0,1,2,. .. . 

is an iterative me#wd of order at /ea.~t k+l. 

THBoREM 2. Let (1) he a11 iterative~ of order k., IA~!t t/tefimctionj(!.) be 
lt+ 1 times differentiable in a neighborh.ood of the limia poirr.t x ~,. ti arld !et 

f' (a) ~ lr. Tluirs 
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(5) 
_ f(x.)- !f'(x.)x. _ _ X._ f(x,.) _ 

x,.+l- 1 -X. 1 • n-0,1,2, ... 
1-

1
f'(x.) . 1- kf'(x,.) 

is an iterative 1M;f!Jod fJ/ order at le4ri k+ 1. 

3. In this paper we also giw an iterative process by which, starting from an 
iterative mctb,od of order k, one obtains an iterative method of order at least k+ 1. 
In this connection the folloWing theorem·is proved here. 

THEoREM 3. Let (1) be an iterative metll.odoforder k._Let thefimctionf(x) 
·be let 1 times differentiable in a neighbourhood of the limit point x = a and let 
f'(a) * 1. TIU?n · 

(6) xn+l = f(x,.) -t f'(x11 )( X.- f(x.)), 
1- f'(x.) 

thm is. 

( 
1 ( f'(x.) )~ 

(7) .l':w+t = ~- 1+ k 1- /J(x.) r/X. ~ /(x.)) ~ 11 = 0,1.2, .... 

is an iterative method of order at least k+ 1. 

ProofoffMorem, 3. In the mdhoct(l) the if.CI:atM fimctionis/{tc). audLm 
the method (6) the iterative function is · 

<B> g{x) = /(x)- ! r<">( :.:-;.~:U . 
For the function g (x) we shall prove that 

(9) g(a) = a, g'(a) = g"(a) = ... = g<1>(a) --0. 

By hypothesis, (1) is an iterative method of order k and therefore relations 
(3) hold. 

In view ot: we obtain from (8) 

(10) g(a) =a. 

From (8) we have 

(r){x)= /')(x)-_![ ;r+l){x)(x- f(x)]+(r)f'>(xJ x-f{x)1'+ 
g kl_ 1-f'(.x) 1 ~ 1-f1.x) 

(
r 1 ,.(~1) .[ x-/(x))" .[.x-f(x))(r)] 

(11) + 2f {x't l-F(x} + ... + f'(x1lt-f~x) ~ 



3 Iterative Famm1atr of Higher Order 

In view of relations (3), we obtain from (11) 

(i2) 

Since 

g("(a)=O forr=l,2, ... ,k-l. 

(
x- f(x))'= (1- /'{x))

2 
+(x-f(x))[1'(~) 

1- f'(x) (t- f'(x))'" . 

ruci kc..:ping in mind relations (3), from(11) for r = kwe obtl.in 

'12.1 --

From (10), (12) and (13) we conclude thatcondition.g (9) a-."t'' thUUled) which 
means that tlle iterative method (6) is of order at leas~ k+ !, whkh ends th~ 
proof of Theorem 3. . 

Fork =1 the iterative methods (5) and (6) coincide and reduce to 

x,- f(x,) 
Xn+l =x .. - 1_/'(x.), n=0,1,2, ... 

~-An example. If(1) represents Newton's method for finding simple roots of 
the equation F{X) = 0, namely 

(14) 

whlch means that 

F(x.,) 
xn+l = x .. -· ( ) , n = 0,1s2, ... 

F' x .. 

F(~) 
f(x,) = x,.- F'(x .. ) , 

then from (4), (5), (6) we obtain the following methods, re.~ectively: 

(15) 

(16) 

(17) 

(n = 0, 1,2 , ... ). 
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According to the preceding theorems, the iterative methods (IS}, (16), (17) are of 
order 3, since as we know Newton's method, (14) is of or:der 2. · 

Method (IS) is known as Chebyshev's iterative method (see [3]).The 
asymptotic error constant for the iterative method (IS) is . 

3(F"{a))2 -F'(a)F111(a) 
cl=___;,____;__-: 

6(F'(a))2 

Method (16) represents Hallcy's iterative method (see [4] and [5]). The as
y;.uptotic error constant for the iterative method (16) is 

(18) 

3{F"(a)}2 -2F'(a)F"'(a) 
c3 .. . 

12{F'{a)) 

For the iterative method (17) the asymptotic error constant is 

C3- -F"(a) 
6(F'(a)} · 

S. Methods (15), (16), (17) are special cases offiunily iterative methods 

x,. •• = x,. F(x,.}. 2(F'(~)yz- sF(x.)~:(x.) , n = 0, 1,2 , ... 
F'(x,) 2(F'(x.)} -(s+I)F(x0)F"(~) . 

where s is a finite parameter. 
For simple roots of the equation F{x) = 0 the ordu of the imtive method 

(18) is 3 for every fixed finite value of the parameters, which is easily verified. 
The asymtotic error constant for the iterative method (18) is 

3{1- s}(F"{a))
2 
-2F'(a)F"'(a) 

cl= -
12(F'(a)) 

Fors= -1 from (18) we obtain Chebyshev's method (IS}, and fors= 0 from 
(18) we obtain Halley's method (16). Fors= 1 from (18) we obtain method (17). 
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ON. THE LOCA'riON OF THE ZER .. OS OF 
T.bQLy·· "N· r"a1Hn ~ ·[ , .. , 
£ . '· ·1_., . .t1f1.l!..>·T!.. I ,;j 

Summary. In th[s papet we dr!l.ctm.i i':oc in d.tc romp!ex plane 
regions containing the zeros of the pol.y rwmial 

We also obtain an expression which rep:reRents an upper bound for 
the moduli of the zeros of P(z). 

1. The location of the zeros of the polynomial (1) in the complex 
plane, depending on its coefficients ab k = 1, 2, · · · , n, was investigated 
by many a,uthors (see e.g. [1] and [2]). Here we quote a result due to P. 
Montel [3] which is as follows: 
(R1): All the zeros of the polynomial (1} lie in the region 

{2) lzl <2M, 

where 

(3) k=.1~2,···,n. 

Representing t.he polynomial (1) in the form 

(4) P(z) = .zn-l(z- at)·+· azzn-2 + · · · + an-IZ +an, 

M. Tomic [4] considered the zeror; of tht! polynomial (l.)'in the halfplanes 

lz +·all ~ lz- lj, lz + a1l < !z -- 11 <md the halfpla.nes lz + a1l ~ jzj, 
lz + a1l < lzl of the complex plane and obtained interesting results. 

AMS Subject Classification 19!11. Primary: 12010. 
Key wox·ds and phrases: region~; of the z<ews, upper bound for the moduli of 

the zeros, the :~:eros in the halfplan""..s. 

'. 
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2. In this paper, the zeros of the polynomial (1) are considered in 
certain circular regions and also in the halfplanes !z+a1 1 ~ jzj, lz+atl < jzj 
of the complex plane and the following theorem is proved. · 

Theorem. For fixed positive parameters, let 

(5) 
_J__ 

M. == max laki•+A:-2, k = 2, 3, · · ·, n. 

Then all the zeros of the polynomial {1} lie in the union of the regions 

(6) lz+a1I<B, lzl < Ma + (J'yf:)B- 1
, 

where B is an arbitrary positive constant. 

Proof: From( 5) we have 

(7) la2l ~M:, la31 ~ M-'+1 • · • la I < M"'+n- 2 
a 1 ' n ·- s • 

Taking into account (7), from ( 4) for lzJ.> M11 we have 

n-1 { 1"'-1 [~ _ ~ ... lanl ]} IP(z)l ~ lzl lz +all- lz lzl"' r lzJs+l + + lzJs+n-2 > 

{ [(
M ):s (M )•+1 (M ):s+n-2 ]} 

> lzln-1 lz+a11--lzl"'-1 lzi + lzi +--·+ ~ +··· = 

= lzln-
1 {lz+ all- lzi~:M.J, 

that is 

(8) IP(z)l > lzln-1 {lz+atl- lzi-•M/J . M"' } 

For lz + at I ~ B, that is, for points in the complex plane which do 
not lie in the region lz + a1l < B, we obtain from (8) 

(9) IP(z)l > lzln- l{ B- lzi~.:M_,} ~ 

According to (9), for lzl >Main the region lz+atl ~ B we have IP(z)l > 0 
for lzl ~ M.+ (M:)B- 1

• This means tht~.t IP(z)l -:/= 0 at points of the 
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complex plane which do not lie in the regions /z + a1/ < B and /z/ < 
M 5 + (M:)B-1 • l<rom t his we deduce that ell the zeros of the polynomial 
(1) must lie in the union of the d:cr.:ul.-~r r.-eglons (6), which finishes the proof 
of Theorem. 

3. Taking for .8 and D diiTer·~n l; positive values we can obtain from 
Theorem severaJ partic~JJ ar re~.ult£ .. Here we list. some particular cases. 

• 1 • 
3.1. For B ~'~ ~· fMz -- ja.1i ·+ ,,/O)r:--=::-Tal /)2 + 4M;] (when M. + 

(M:)B-1 = ja1!+ B, i.e .. the case when the drde jz ta1! == B is contained 
in the circle /zl '~" M3 + (l,;J_:)B- 1 ;J,mi touches it): 

(R31 ): AU the zeros o.f the po lyrwmiat ( 1) lie in the region 

(10) /z! < ~ [Ms +!at!+ ·\/(Ms ··- latl)2 + 4M:]. 

3.2. For B =! [Ms + JM.'; :t-4K1.;] (when B = Ms + (M:)B-1 ): 

(R32): All the zeros of the polynomial (1) lie in the union of the 
regions 

(11) 

(12) 

jz + a I/ < ~ [M_, + V M! + 4M; l, 
/z/ <~[M_,+ .jM; + 4Mir 

It is not difficult to see that 

~ [Ms + jM; t4M;] ~ 
~ ~ [ Ms + / a,j + .j(-M-s ---1 a-1/-)2_+_4_M___,:] , 

where in (12) we have the equality sign when a1 = 0. 
If a1 = 0, then according to (11) it follows that all the zeros of the 

polynomial ( 1) lie in the region 

(13) 

The circular regions (11) a.re symmetric with respect to the line 
jz + a1 1 = /z/, for a1 '1: 0. Taking this into account, the result (R32) can be 
given in the form: 
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(m2 ): In the halfplane 

(14) lz+ a1l ~ lzl 

the zeros of the polynomial ( 1) lie in the region 

(15) lzl < 4 [u. + /iii·t 4M: ]-

In the halfplane 

(16) !z + a1l < lzl 

the zeros of the polynomial {1) lie in the region 

(17) lz+atl <~[M.+ VM'f+4M;]. 

Let us consider the halifpla.ne (14). On account of (12), the region 
(15) is contained in the circular region (10). 

If we consider the complex plane a.s the union of the halfplanes (14) 
and (16), then according to (R31) and (~2) we can conclude that: 

(R~): In the halfplane {LI} the zeros of the polynomial {1} lie in the 
region {15}, but in the halfplane {16} the zeros of the polynomial (1} lie in 
the region (10}. 

(18) 

4. For s == 2, from (5) we obtain 

l. 
M2 = max lakl~, k == 2, 3, ... , n. 

In this case the results (R31) and (R~2) reduce, respectively, to: 
(R41 ): All the zeros of the polynomial (1) lie in the region 

(19) lzl < ~ [M2 + la1l + V(M2 -la1l)2 + 4Mi]. 

(R~2 ): In the halfplane (14} the zeros of the polynomial {1) lie in the 
region 

(20) lzl ·< ~ ( 1 + v's) M2. 

I~' .............._ 
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In the halfplane ( 15) the zeros of the polynomial ( 1) lie in the region 

(21) 

where in (22) we h::wl~ UJ.e eoc;.t.a.1ity sign vhen M2 == la1 1 ==M. 
We abo obtain 

{23) 
' 1 
.: (1 + /5) lvf-, <- (1 + J5) M< 2M. 2 \ .. ·- 2 

Taking into account (22) we conclude that the region (19) is con
tained in Montel'fl region (2), e.xcept when M 2 = M = la11 in which case 
the two regions coincide. 

In view of (.R4t) and (R~2 ) we can also conclude that: 
(R~): In the halfplane {1...{} the zeros of the polynomial {1} lie in the 

region (20), but in the halfplane {16} the zeros of the polynomial {1} lie in 
the region (19). 

Both the regions (19) and (20) are contained in Mantel's region (2). 
5. The case when s -+ oo. From (5) we have 

lim M-s = 1; lim lvf; = A2 = maxlakl, k = 2,3, .. ·,n. 
S-f"CO ,c;-+oo 

In. this case the results (R3I), (R32) and (R~2) reduce to the results 
given in (5]. 
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A. HJ3;:rvi.AH..I( CONCERNING ZEROS OF ONE 
CirA.SS OF POLYNOMIALS 

D . M. Simeunovic 

.,.'\. bsti~ .O'Jd: . in this paper the distribution of zeros of a class of 
re:J.l. pz)lynomia.l£ is considered. In some cases the intervals, each one 
conkl..llli.ng OlJ.e zero, are determined with more accuracy. 

1. One considers in [2] the polynomial 

(1) P(z) = ao + a1z + a2z
2 + · · · + anzn (n ~ 3) 

with coefficients ak satisfying the conditions 

(2) ilk> 0 ( k = 0, 1, 2, ... , n) and 0 < ao < at < ... < an-2 < an-1 , 
a1 a2 an-I an 

or more generally 

, I (k ) d I ao I I all I Ctn-21 I an·--1 I !Llk > 0 =0,1,2, ... ,n an 0 < - < - <···< -- < ---· , 
a1 a2 an-t a" 

where next theorems are proved. 

(3) 

A} If a~;> 0 (k = 0,1,2, ... ,n) and if 

2 

~->4 (k=l,2, ... ,n-1), 
ak-tak+1 -

the polynomial {1} has only simple real negative zeros, one in each of the 
irttervals 

{3a.) 

AMS Subject Classification 1991. Primary: 12D10. 
Key words and phrases: distribution of the 7;e10s, iutervhB of the zeros, zems 

of a class of real polynomials. 
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B) !fa~;> 0 (k = O,i,2, ... ,n) and if 

a2 
~- ?. 2 ( k = 1, 2, ... , n - 1) , 

ak-lak+I 

the polynomial ( 1) has no ;;eros in the domain 

11' 11" -- < arg{z} < - . 2- - 2 

C) If!akl > 0 (k :.-= O,J., ... ,n) and if 

__ aL·-12': 5 (k = 1,2, ... , n- 1), 
a~:-tak+I 

the polynomial (1} is different fmm zem at the boundary of every circular 
ring 

v'5lak-·21 < lzl < Jslal:-11 (k = 2,3, ... ,n) 
al:-l a1: 

and has one zero inside each one of them. 
2. In this paper we shall consider the polynomial (1), with coeffi

cients a1: satisfying, in addition to (2), the conditions 

(4) 
a2 

--..::::.!£_ ~ s (s > 1) (k= 1,2, ... ,n-1) 
a~:-tai:+I 

where s is a constant. 
The theorem A) holds fors= 4 and the theorem B) holds fors= 2. 
The purpose of this paper is to establish some conditions on the 

coefficients a1: for which 1) some, or all, of zeros of the polynomial (1) 
will be real and negative also for the values of the constant s < 4, and 
2) intervals containing zeros of the polynomial (1) in the case s > 4 are 
determined with more accuracy. 

Let us first make a constatation. 
If the coefficients of the polynomial 

F3(x) = ao + a1x + a2x2 + a3x
3 

(a1: > 0; k = 0,1,2,3) 

satisfy condition 

2 

~<3, 
a1a3 
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F3 h 3-s one real negative and two complex zeros. 
2 2 

If a~!;·= 3, a:~2 :f 3, F3 has also one real negative and twn compl~x 
·wros. 

2 2 

If :f2- == ~ = 3, F3 has a triple real negative zero x = -- 7'!2.... . 
:..; U;) aoa2 . ~<•3 

Having in mind the preceding constatation about .f3, we conr.hlde 
tlw.\. for tb.e value s ~ 3 the polynomial (1) has not necessaril y all ze:-r.)t: 
s!J:a.pl<o: . .:ea.l a.nd. negative. In order to have, in the polynomial (1), all zero~ 
si.!nr:,J::: il.:nd. n;::,gativl~, there must be s > 3 in ( 4 ). In relation to that we 
&lu.U rl \-:t.:l cmotrate next theorems. 

T heorem 1. If in (1) ak > 0 (k = 0, 1, 2, ... , n) and if 

(5) 

the polynomial {1} has at least n - 2 real negative zeros, at least one in 
eiJ,ch of the intervals 

(6) 

'rheorem 2. If in (1} ak > 0 (k = 0, 1, 2, ... , n) and if 

(7) 

and further 

(7a) 

the polynomial {1) has all zeros real and negative, one in each of the in
tervals 

(8) 

l) E'or n = 3 one takes a-1 = 0 in (6) and (8). 
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Proof of Theorem 1. As in [2], consider the polynomial 

(9) 
z z2 zn 

Q(z) = 1 +-+-+ ··· + (n ~ 3) 
T1 r1r2 _ TtT2 ••• Tn 

where 0 < T1 < 1'2 < · · · < Tn and moreover 

(10) 1':l -.. T3 -.. Tn-1 . Tn 3 --- ..-- ...... ···>-->--> . 
it ::_ T1 - - Tn-2 - Tn-1 

Let 

(11) 
12 T3 Tn . 
- == 3 + eh - = 3 + c2, .•• , -- = 3 + Cn-1 , 
Tt T2 Tn-1 

with 

(12) Ct 2:: c2 ~ • • • 2:: Cn-1 > 0 . 

The modulus of the k-th term in (9) is maxima.l for Tk < lzl < Tk+l 

(k = 1, 2, ... , n- 1). For these va.lues of z, the moduli of the terms of 
the polynomia.l (9) continuously increase from the initia.l term 1 to the 
maxima.l one, then decrease from the max:ima.l term to the last one [1] 
(volume I, part I, problem 117). 

Let us first consider the case when n > 3 in (9). Let (TtT2 ••• T/c)-1 • 

·(-x)k be the max:ima.l term in (9) for z = -x (x > 0). One then obtains 
from (9) 

le X X . + .. · 
( 

2 x3 

Q( -X)( TtT2 .. • TJ:)( -X)- = 1 - Tk+l + Tk+l Tlc+2- T1c+1 Tk+2Tic+J 

(13) 1 n-k -xn-k ) 

.. ·+(- ) Tk+tTic+2Tk+3" 'Tn 

Tic T!cTic-1 + ( 1)/c TlcTk-1 • •. Tt -- + - ... - k ' 
X x2 X 

with 

Q( -X)( T1T2 ••• Tk)( -X )-k 2:: 

(14) 
x x2 x3 Tic >1--+ - --

- Tk+I Tk+l T!c+2 Tk+1Tk+2Tic+3 X 
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For x = 2rk (k = 1,2, ... ,n- 3), having in mind (11) and {12), oue 
obtains from (14) 

(15) 

(16) 
2 

3 + CJ; 

1 25 3 
-- tk + - tk 
2 54 

we obtain from (15) 

(17) 

The function h(tk) has zeros Ut = 3 
1'((W, u2 = i and UJ = 

- 3-'i'i(ffi, with h(tk) ~ 0 for tk :::; ~· The condition tk:::; ~ 1 by {16), reduces 
to 3,ic,. ~ i, wherefrom one obtains ck ~ i· Now, by (12), conditions (11) 
reduce to 

{18) 
T2 f3 fn.-1 . Tn. 10 ->-> .. ·>-->-->--. 
Tt - T2 - - Tn-2 - rn-1 - 3 

When conditions (18) are satisfied, with 1·1 > 0, for x = 2rn_2 one 
obtains from {13) 

(19) Q( -2rn-2)(rtr2 ... ,.n.-2)( -2r·n-2)k)-(n-2) ~ 

!_ _ 2rn-2 + !_ (~fn-2) 2 
(2rn-.!) ~ !_ _ 2rn-2 +! (!:n-·2)

3 
> O. 

2 Tn-1 2 fn-1 fn 2 Tn-1 2 Tn- 1 

For n = 3, one obtains from (19) 

(20) Q( -2rt)(r1)( -2r1)-1 > 0. 
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Having in mind (15), (17), (19) a.nd (20), we conclude that 

(21) Q( -2r~c)(r1r2 ... r~c)( -2r~c)-k > 0 (k = 1, 2, ... , n- 2). 

As Q(O) > 0 and as by (21) Q(-2r1) < 0, Q(-2r2) > 0, ... ,(-1)"-2 • 

·Q( -2rn-2) > 0, we conclude that the polynomial (9) has .at . .least n -- 2 
real negative zeros, at least one in each of the intervals 

(22) (-21·1,0), {-2r2,-2ri), .. ·,(-2rn-2,-2rn-3) ,2) 

if conditions {18) are satisfied and r 1 > 0. 
Dividing {1) by a0 one obtains the polynomial 

P(z) 1 z2 zn -=1+-+--+ .. ·+-a !!11. !!11. .!!D.., 
0 a1 a2 an 

which can be written in the form 

(23) 

(23a) 

PW 1 ~ . ~ . . 
-- = 1+ !!11. + !!11..!!1. + .. ·+ !!ll..!!l. ... .!!n.:l. 

lL() a1 GJ a2 GJ G:J an 

IT putting in (23) 

ao = r1 , 
a1 

a1 an-1 -- = T2,···,---- = Tn, 
a2 an 

P(z) = Q(z) 
ao 

one should obtain the polynomial (9). Conditions (18) then reduce to 
(5) a.nd the intervals (22) reduce to {6), which completes the proof of 
Theorem 1. 

Proof of Theorem 2. Let us consider the polynomial (9) with 
TJ > 0, 

{24) 

a.nd 

(24a) 

r2 > T3 > ... > Tn-1 > ~ > 10 
T} - T2 - - Tn-2 - Tn-1 - 3 

O $ Tn-1 _ ~ < ! • 
Tn-2 Tn-1 - 5 

:1) For n = 3 the intervals (22} reduce to ( -2r1, 0}. 
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From (24) and (24a) one obtains 

(25) Tn-2 > Tn-1 9 
Tn-1 - - Tu -- 500' 

Under conditions (24) relations (2:1) holci.. F.'m k =: n -·- l and x ==; 

= ~Tn-t, by (24) and (25), one obtajns, from (13) 

(26) 

Fork= n and x = ~rn, there follows from (13) 

We see, from the polynomial (9) and the relations (21), (26) and {27), 
that Q(O) > 0, Q(-2rt) < 0, Q(-2r2) > 0, ... ,Q(-2rn-·2)(-l)n-2 > 0, 
Q ( -~rn-t) (-l)n-l > 0, Q ( -~rn) (--l)n > 0, wherefrom we conclude 
that the polynomial (9) has only simple real negative zeros, one in ea.ch of 
the intervals 

(28) 

when conditions (24), (24a) are satisfied and r1 > 0. 
By (23) and (23a), conditions (24) and (24a.) reduce to conditions 

(7) and (7a), and intervals (28) to intervals (8), by which the proof of 
Theorem 2 is completed. 
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Theorem 3. If in {1} ak > 0 (k = 0,1,2, ... ,n) and if 

(29) 
a2 

_ _.....k_~4+2h (h>O), (k=1,2, ... ,n-1), 
ak-1ak+t · · 

the polynomial {1) is different from zero in each of the intervals 

{30) 

(31) 

[_(2+h)ak~1, _2ak-1] (k= 1, 2, ... ,n- 1). 
ak ak 

Proof. Consider the polunomial (9) where r1 > 0 ~-nd where 

Tk+t ~4+2h (h>O), (k=1,2, ... ,n-1), 
Tk 

If dividing {9) by r1 r~~ •• rA: (z =F 0), one obtains 

{32) Q(z)(r1r2 .. . rk)z-k = 

= (!. + _z_ + z2 + ... + zn-k -) + 
2 rk+1 Tk+1rk+2 rk+1rk+2···rn 

(
1 rk rkrk-1 rkrk-1 •• • r1) 

+ 2 + -; + z2 + · .. + ~..::__:z~k -~ 

Let z = lzle8i (0 :5 (J :5 21r"). Then the real part in the first bracket 7 

at the right hand side of (32), is 

1 lzl lzl2 lzln-k 
(33) A=-+-cosfJ+ cos20+···+ cos(n-k)fJ 

2 Tk+1 Tk+1 Tk+2 Tk+t Tk+2 • • · Tn 

and the real part in the second bracket at the right hand side of (32) is 

( ) 
1 Tk TkTk-1 TkTk-1 • • • T1 

34 B="2+fzTcosfJ+ lzl2 cos20+···+ lzjk coskfJ. 

We shall prove that 

A+B>O 

for every (J and every z for which 

(35) 2rk:5lzl:5(2+h)rA:, (k=l,2, ... ,n-1), 
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when conditions (31) are satisfied and wh~re n;::: :.l. 
Let 

(36) S = eo + c1 COS 0 + c2 C0!1 20 + · · · -}- c,..,. cos m0 . 

ffwe put 

er s· f) ( ' .. ..:os 20 
J.JO = 1, 1 ::::: f.+ COH 1 ,_..;:?. .;.:: l +COS~:+ ----2-, · · · 

"' • COH ~10 COS 7.HJ 
••• 1 Sv = 1 -'~- COS IJ +· ·-··;:; .... ·- + ·· • · + ·----- 1 

,;;, V 

{36) can be written in the form 

By [1] (vol. Il, pa.rt VI, problem 28), for every 9 and every v = 
2, 3, ... , there is 

(38) 
cos 28 cos v9 

Sv = 1 +COS 0 + --· + "• + -- > 0 , 2 V 

whereas 

(39) 1 + cosO ~ 0. 

li we have in (36) 

(40) eo;::: Ct > 2c2 > 3c~ >"'>(m- l)Cm- 1 > ffiCm > 0, 

then, by {37), because of (38) and (39), there is 

s ~ 0. 

If one puts in {36) 

1 
eo= -·, 

2 
izl 

Ct:::::: --· , 
l'k+l 
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one obtains S = A. Further 

lzl 
~- --- ' Cv+l = Cu • Tk+v+l 

(v= 1,2, ... ,n- k- 1). 

By (31) and (35), for every v = 1, 2, ... , n -- k- 1, one ha.s 

[ 
lzl ] [ _ (2+h)rk] vcv-(v+1)CuH=Cu v-(v+1) ~c.., v--(v+.:.)- = 

Tk+v+l Tk+v+l 

[ 
r~; f'k+I r;.+" J =eu v-(v+1)(2+h)-. ----····. ~ 

Tk+l Tk+2 )'k+v+l 

~ C11 [v- (v + 1)(2 + h) 2v+1(2 ~ h)v+l] = 

=cv[v-(v+1) 2v+l(~+h)v] >cv(v-;2~+!) >0. 

As we have further 

C{J-c1 =!_J:l>!_(2+h)r~;>!- 2+h =O 
2 Tk+l - 2 Tk+l - 2 2(2 +h) 1 

conditions ( 40) hold, and therefrom A ~ 0. 
IT putting in (36) 

1 Tk TI;Tk-1 TI;Tk-1 ••• r1 
Co=2, Ct=~, C2= lzl2 ,···,Cm=C!c= lzlk 

one shall obtainS= B. In this case 

Tk-v 
Cv+l = Cv • j;l' (v=1,2, ... ,k-1). 

By (31) and (35), for every v = 1,2, ... ,k- 1, one has 

VCv- (v + l)cv+l = Cv [v- (v + 1) ri~v] ~ c11 [v- (v + l)r;;:] = 

= Cv [v _ V + 1 Tk-1 • Tk-2 • • . Tk-v ] ~ 
2 r~; Tk-1 Tk-v+I 

> [ 
v+l 1 ] 

C V- > 
- V 2 2"(2 + h )11 

( 
v+l) > C11 V - 22,+1 > 0 . 
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As we have further 

conditions ( 40) hold o.lso in this ea:::&; tflf:lrefrom B ;::: 0. 
For n ?. 3 or,e h0.s A. ?. f: a.G.d IJ ~ 0, but 

(41) 

Having in mind (3~?.) ; (.33) and (34), we conclude, from (41), that 
the polynomial Q(z) in (9) is d.ifferent from zero in the domains (35) when 
conditions (31) are satisfied fen- n?. 3. T he domains (35) now become 

(42) 2ak-l < __ lzl .. _~ .(2 + h)ak"::.!. , (k ) ..... = 1,2, ... , n- 1 . 
ak ak 

We conclude, from ( 42), that the polynomial ( 1) is different from zero 
in every of the intervals (30), which completes the proof of Theorem 3. 

3. The Theorem A) holds also under conditions (29), which means 
that the polynomial (1) has also only simple real negative zeros, one in 
each of the intervals (3a). By Theorem 3, the polynomial (1) has no zeros 
in the intervals (30). These two facts will be stated by the next theorem. 

Theorem 4. If in. (.1} Ot: > 0 (k =7. 0,1, 2, ... , n) and if 

a2 
_._....!.t...k_ 2: 4+ 2h (h > 0), (k = 1,2, ... ,n -1), 
ak-lak+l 

the polynomial (1) has only simple real negative zeros, one in each of the 
intervals 
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A REM;\.R.K ON. THE LOCATION OF TFIE 
ZE~ROS OF POLYNOMIALS 

:D . M , Simeunovic 

Atsb7a c'.t .. b . 1;his paper we determine, in the complex plane, re
giom: r.onta5..r,f:c:n,<, the 'i~roe; of the polynomial 

(1) P (z ) "''' .t" + o.l::: r. -l + a2zn·-Z + · · · + an-lZ +an, n 2:: 3. 

We also obtain two expressions which represent upper bounds for 
the moduli of the zeros of P(z) with greater precision than those ob
tained by Cauchy 13.n.d P. Mantel. 

1. The locat ion of the zeros of the polynomial (I) in the complex plane, 
depending on its coefficients ak, k = 1, 2, · · · , n, was investigated by many 
e.uthors (see e.g. [1] and [2]). Here we quote a result due to Cauchy [1, p.l23J 
and a result due to P. Mantel (3] which are respectively as follows: 

(R1): All the zeros of the polynomial (1) lie in the region 

(2) lzl < 1 +A, 

where 

(3) 

(4) 

{5) 

{6) 

(7) 

k = 1,2,·· · ,n. 
(R2): All the zeros of the polynomial (1) lie in the region 

lzl <2M, 

1 
111 = maxlaklr, k == 1, 2, .. · , n. 

2. In this pa.per, for the polynomial (1), the following theorem is proved. 

'Theorem . .For fixed positive pammeter s,let 
1 

.M= max!akj.r+A:-1, 
1 

M1 = max.lail•+;-1 , 

k = 1,2, · · · ,n, 

j = 1,3,· .. ,u, 
----------------
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_1_ 
M2 = max laml•+m-1, m= 2,4,··· ,v, 

where u = n, v = n -1, when n is odd, reBpectively, u = n- 1, v = n, when 
n is·even. Then all the zeros of the polynomial (1) lie in the region 

(9) 

(10) 
(11) 

M' + V M28 +4M2 + 4M'+l 
I I< 1 1 2 ,z • 2 

Proof. From (7) and (8) we have 

la1l ~ MJ., la3l ~ M;+2
, • • ·, laul ~ Mf+u:-1, 

la· I < u,s+I la ! < Mo+3 . . . In·· I < M.s+v- 1. 2 - 2 , 4 -- 2 , , '"'11 - 2 

On account of M= max(.MIJ M2), we have 

(12) M 1 $ M and M2 ~ M. 

Taking into account (10), (11) and (12), from (1) for lzl > M we have 

IP(z)l > lzln{l -lzls-l ( [~ + ~ + ... + laul ] + - lzl". lzls+2 lzls+u- l 

[ la2l la4l lavl ] ) } 
+ lzl'+l + lzls+3 + ... + lzls+v-l > 

> lzln{1-lzl'-1 
([ ( ~~) 

8+(7zl) s+~-· · ·] + [ ( 7zi) s+~ ( 7zi) s+!. · ·])} = 

{ 
M'lzl M.'+l } { M'lzl + M'+l} 

= lzln 1 - lzl2 ~ M[ - lzl2 ~M? ~ lzln 1 - izl2 - M; , 

that is 

(13) IP(z)l > lzln{1- M{lzl + M~+l} lzl2- M2 . 
M"+~-i-4M2+4,w-+r From (13) we have IP(z)l > 0 for lzl ~ 1 1 

2 
2 

• This 
means that IP(z)l I= 0 at the points of the complex plane not contained in 
the region (9). From this we deduce that all the zeros of the polynomial (1) 
must be in the region (9), thus completing the proof of this Theorem. 

3. Taking for parameter s different positive values we can obtain from 
the Theorem several particular results. Here we list two particular cases. 

3.1. Fors= 1 from the Theorem we obtain the following result: 
(R31): All the zeros of the polynomial (1) lie in the region 

(14) lzl < M1 + ..jMf ~4M2 + 4Mi, 

! 
...::. 



where 

(15) 

(16} 

(17) 

A remark on the location of the zeros of polynomials 

1 
M= max!ak!"k, 

1 

M1 =maxlaill, 
1 

M2 = maxlaml"', 

k = 1,2, · · · ,n, 
j = 1,3, ... ,u, 

m= 2,4,·· · ,v, 
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a·Tt.d where 'lh = n! v = n.- 1, when n is odd, respectively, u = n -- 1, v ::.::: n
1 

(1R) 

(19) 

In. vie'!:'' of {l:.i), { 16) and (17), we have 

Jl1 ~ M and M2 ~ M. 

k-C~::ping izl .m.ind (18), we see that 

~h.+ J"Mt +4M2 + 4Mi 
2 

~ 2M. 

Taking i ntt:~ account (19) we conclude that the region (14) is contained 
iu the Mantel's region (4),except when M1 = M2 =M, in what case the two 
regions coincide. 

(20) 

(21) 

(22) 

3.2. The case when s -+ oo. From (6), (7) and {8) we have 

lim M= lim Mt = lim M2 = 1, 
s-+oo s-+oo s-+oo 

lim M{= At= maxlajl, j = 1,3, · · · ,u, 
.!-+00 

m= 2,4, .. · ,v, 

where u = n, v = n- 1, when n is odd, respectively, u = n -1, v = n, when 
n is even. 

Hawing in mind {20), (21) and {22), from the Theorem we obtain the 
following result: 

(23) 

where 

(24) 

(25) 

(26) 

(R:~z): All the zeros of the polynomial {1) lie in the region 

I I 
A1 + )A~ + 4 + 4A2 

Z < 
2 

I 

A1 = maxlail, 

A2 = max lam!, 
A= maxlakl, 

j = 1,3, ... ,u, 

m=2,4,··· ,v, 
k = 1,2, ... ,n, 

and where u = n, v = n- 1, when n is odd, respectively, u = n- 1, v = n, 
when n is even. 

In view of (24), (25) and (26), we have 

(27) 
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Having in mind (27), we see that 

(2S) A1 + y' A~+ 4 + 4A2 ~ 1 + A. 

Taking into account (28) we conclude that the region {23) is contained 
in the Cauchy's region {2), except when A1 = A2 =A in what case the two 
regions coincide. 
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A. PllOCEDURE FOR OBTAINING ITER.ATIVE 
FORMULAS OF HIGHER ORDER. 

D. M. Simeunovic 

Absb:act. In this paper a procedure for obtaining iter2,tive fo:r
nm.las of higher order is obtained. In particular, a family of iter:-J,t.ive 
fo'L"D.lulas of higher order is given. The family includes several already 
known results. 

1. Introduction 

Let 

(1) Xn+l = f(xn), n = 0, 1, 2,· · · 

be an iterative method for finding the root x = a of the real or complex 
equation F(x) = 0. 

For the iterative method (1) which converges to x = a, we say it is of 
order k if 

(2) 

If the function f(x) is k times differentiable in a neighbourhood of the 
limit point x =a, then the iterative method (1) is of order kif and only if 

(3) f(a) =a, !'(a)= !"(a)=···= f(k-l)(a) = 0, f(k)(o:) =/= 0. 

This paper deals with a general procedure for obtaining iterative for
mulas of higher order. 

2. A Theorem for Iterative Formulas of Higher Orde1c 

Starting from an iterative method of order k for finding the root x = a of 
the real or complex equation F(x) = 0, we give, in this paper, a procedure for 
obtaining iterative methods of order ~ k + 1. In this connect.ion the following 
theorem is proved here. 
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Theorem 1. Let (1) be an iterative method of order k ~ 2. Let the 
function f(x) be k + 1 times differentiable in a neighbourhood of the limit 
point x =a. Then for the function g(x) of the form 

(4) g(x) = G(f'(x)) 

k time8 differentiable in the neighbourhood of the limit point x = a such that 

(5) 

(6) 

and 

(7) 

g(a) = 0, 

g'(x) ~ ~h(x)J"(x) 

h(a) = 1, 

fo''"'fntt.la 

(8) . Xn+l = f(xn)- g(xn)(Xn -f(xn)), n = 0, 1,2,· · · 

is an iterati11e method of order ~ k + 1; 

Proof. In the method (1) the iteration function is f(x), and in the 
method (8) the iteration function is 

(9) cp(x) = f(x)- g(x)(x- f(x)). 

For the function cp(x) we shall prove that 

(10) cp(a) =a, cp'(a) = cp"(a) = · · · = cp(k)(a) = 0. 

By hypothesis, (1) is an iterative method of order k ~ 2 and therefore 
the relations {3) hold. 

(11) 

and 
(12) 

From (9) and (6) we have, respectively 

tp(r)(x) = f{r)(x)- gCr>(x){x- f(x)}- rg<r-l}(x)(l- f'(x)) + 

+ (;)g<r-2)(x)J"(x) + ... +rg'(x)f(r-l)(x) + g(x)f(r)(x) 

g<•-1l(x) ~ ~ ( h(•-'l(x)J"(x) + (r- 2)h(H)(x)f"'(x)+ 

+ (r ; 2) h(•-•) (x)f(')(x) + · · · + (r -2)h' (x )j<•-ll(x) + h(x )j(•) (x)) . 

For k ~ 2, in view of (3), we obtain from (9) 

(13) tp(a) =a. 
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Because of (3) and (5), for r = 1, we obtain from (11) 

(14) cp'(a) = 0. 

l<or k = 2, in view of (3) and ('7), we ha.ve from (6) 

(15) g'(a) = ~f"(a). 
Taking into account (3), (5) and {15), we obtai.'2 frnm (11) 

{1.6) c/'(a) = J"(a)- 2· ~.f"'(a) = 0. 

In view of (13), (14) and (16), we conclude that tlu; relatiovt: (10) are 
satjsfied for k = 2. 

For k ~ 3, having in mind (3) and ('1), we obb.iu. from (12) 

(17) g(r-l)(a) = 0, for 2 :S ,. :; k -l 

a.n.d 

(18) 

On account of (3), {5) and (17), for r = 1, 2, · · · , k - 1, from (11) we 
have, re~pectively 

(19) cp'(a) = 0, cp"(a) = 0, · · · , lf.P:-l)(a) = 0. 

Keeping in mind (3), (5), (17) and (18) for r = k, we obtain from (11) 

(20) cp(k)(a) = j(k)(a)- k· !.j<k>(a) ::-.::0. 
k 

In view of (13), (14), (19) and (20), we conclude that the relations (10) 
are satisfied for k ~ 3. Since the relations (10) are satisfied for k = 2, it follows 
that they are satisfied for k ~ 2, which means that the iterative method (8) 
is of order ~ k + 1 for k ~ 2. 

3. Determination of the Function g(x) . 

From (4), it follows that the function h(x) has the form h(x)=H(J'(x)). 
For k ~ 2, in view of (3), the condition .f'(a) = 0 is satisfied. Therefore, it is 
not difficult to determine the function of the form h(x) = H(J'(x)) for which 
we have h(a) = H(f'(o:)) = H(O) = l. 

For every given function h{x), we can obtain from {6) the corresponding 
function g ( x) as 

(21) g(x) = ~ lx h(t)f"(t)dt ::::: ~ L:z; H(f'(t))d{(t) = G(.f'(x)) 

for which we have g(a) = G(J'(o:)) ~-:-: G(O) ::::. 0. 
The function g(x) can also be d.ireetJy given. 
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4. Some Forms of the Function g(x) 

Here we give several functions g(x) obtained from (21) for corresponding 
functions h(x). These are 

1 
(22) g(x) = k.f'(x), for h(x) = 1, 

which is the result obtained by G. Milovanovic [5]; 
1 f'(x) 1 

(23) g(x)=kr 1 ~.r-"' for h(x)=,. ,, "<>' 

which is the result obtained in [7]; 
f'(x) . 1 

(24) g(x) = ,_ ~''-', for h(x) = (1 _ kf'(x))2 , 

which is the result obtained by B. Jovanovic [4]; 

(25) 
1 ·1 

g(x) =-kIn (1- f'(x)), for h(x) = . ,, , ; 

(26) g(x) = ~ (ef'(x) -1) 1 for h(x) = ef'(x); 

(27) 
J'(:t:) ~ 

g(x) = e-r - 1, for h(x) = e 1: ; 

(28) g(x) = ~ sinf'(x), for h(x) = cosf'(x); 

(29) 
1 

g(x) = k(J'(x)- (J'(x))2
), for h(x) = 1- 2f'(x). 

Now we shall give some more forms of the function -g(x) for which the 
conditions (4), (5), (6) and (7) from Theorem 1 are also satisfied. These are 

(30) g(x) = .!_ ( (stuv -1 + [2- (1- sf'(x))tt)
11 -l) ' 

k stuv 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

( ) 
1 ( (2-(1-•J'(:z:))

1
J"-1 ) 

g x = - e .,,. - 1 
k ' 

g(x) = ~ ( ( stv + ln[2 -8~~- sf'(x))t~) 
11 -l), 

( ) 
_ (kstuv- 1 + [2- (1- sf'(x))tt) 

11 

g X - -1 
kstuv ' 

( ) 
[2-(1-•(!"'))1)"-1 

g X = e • lv -1, 

( ) 
_ (kstv + ln[2- (1- sf'(x))t])

11 

g X - -1 
kstv · ' 

....... 
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where s, t, u and v are finite parameters i= 0. 
We shall consider in particular the functirm g(x) from (33). In thi<> case 

Theorem 1 reduces to next theorem. 

Theorem 2. Let (1) be an iteru.ti11e method of o·rrler k ;::: 2. Let the 
function f(x) be k + 1 times differentiaO!e in a. neigM:.mrhood of the limit 
point x = a. Then 

((kstuv -l+ f2-- (1 -.~f' (.-:cn )) 1f' '~ 
11 

\ • 

Xn+l =f(xn)- - --·-"--k -----·-·~--·-·-"·-·1·-·lj ·(~l:n. -- f (xn)) = 
stu·u . 

l /' 

(36) _ x _ (~stuv-1+[2-(1 :- sfj,;ni~_t\) ': t .. - _ f/ .. ,. .
1
,\ 

- n kstuv \.·~.~1 •· •.· "n. i 1 

n = 0, 1,2, .. · · 
is an iterative method of arder ~ k+1, wheTe s, t, u and 1J are finite parameters 
f= 0. If f'(a.) -:/= 1, s = u = 1 and tv = -1 o1· ktv = ·-·1 , then the method (36) 
holds for k 2: 1. 

Proof. On basis of Theorem 1 it folows that Theorem 2 holds for k 2: 2. 
If f'(a.) f. 1, s = u = 1 and tv = -1, the iteration function on the right hand 
side of (36} reduces to 

(37) v>(xJ ~ J(x)- ( ("- H (~- f'(x))'r
1 -1) (x- f(x)). 

If j'(a.) f. 1, s = u = 1 and kt•J = ···1 , the iteration function on the 
right hand side of {36} reduces to 

(38) <p(x) = f(x) - · ( {1 - · J'(x)r-t ·- 1) (x -- f(x)). 

It is not difficult to see that functions (37) and (38) satisfy (10) for 
k = 1, which means that they satisfy it <J.lso for k 2: 1. This way we have 
completed the proof of the Theorem 2, · 

Four parameters, s, t, u and v, stand in the formula (36). Giving these 
parameters fixed finite values -:f. 0, one obtains particular iterative formulas. 

5. Special Cases of the :Formula (36) 

5.1. Fors= t = u = v = 1 and k 2: 2, formula (36) reduces to 

Xn+l = f(xn) ·- ~f'(:cn)(Xn - f(xn.)) = 

=Xn-- (l+~f'(xn)) (:~;n-·-f{xn)), n=0,1,2,· .. 1 

(39) 

which is the result obtained by G .. Milovanovic [5]. 
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5.2. For s = u = 1, tv = -1 and if f'(a) #= 1, the formula (36), which 
in this case holds for k ~ 1, reduces to 

k- 1 + (1- j'(xn)/ -, 

( 

1 ) 
Xn+l = /(:r:n) - ( k ) - 1 · (:r:, - f(xnl) = 

(40) 

(41) 

1 . 

_ (k -1 + (1- f'(xn))t)-r ( _ I( )) 
- Xn - k Xn J Xn ~ 

n = 0,1,2;··· 

5.2.1. Fort= 1, from (40) we obtain 

_ f( ) _ f'(xn) ( . _ f( \) _ 
Xn+I - Xn k _ f'(xn) Xn Xn; 1 -

Xn- f(xn) . 
= Xn - 1 ( ) , n = 0, 1, 2, · · · 

1- if' Xn 
which is the result obtained by B. Jovanovic (4]. 

5.2.2. Fort= -1, from {40) we have 

( ) 
1 '( )Xn- f(xn) 

Xn+I = f Xn - kf Xn 1 _ f'(xn) = 

(
42

) ( 1 f'(xn) ) 
= Xn - 1 + k 1 _ f'(xn) (xn - f(xn)), n = 0, 1, 2, · · · 

which is the result obtained in (7). 
5.3. Fors= u = 11 ktv = -1 and if f'(a) #= 1, the formula (36) 1 which 

in this case holds for k ~ 1, reduces to 

Xn+l = f(xn)- ( (1- f'(xn)) -i - 1) (xn- f(xn)) = 

(43) - - Xn- f(xn) - 0 1 2 ... - Xn 1 I n- I I I 

(1 - f'(xn)) I 

6. Examples 

If (1) represents Newton's method for finding a simple root x = a of 
the equation F{x) = 0, namely 

{44) 

which means that 

(45) 

F(xn) n = O, 1, 2, · · · Xn+l = Xn - F'(xn ) 1 

F(xn) 
J (xn) = Xn - F'(xn) 
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and k = 2, then we obtain from (36) for u = 1 the following method 

(46) 
F(xn) \ (F'(xn)r 

r

2stv + 1- ( 1- sF(xn)F"_(:n)) t v 

Xn+l = Xn ·- F'(xn) ·------·----·-;~ ·tv - =---'---

\ 
n :.:::: 0, 1~. 2, · · · 

According to Theorem 21 the itera.~ ive method (45) for fixed finite pa
rameters s, t and v (st11 f 0) is of ord~r ;:.-:: ~3 ~ r.-:iner: as we know Newton's 
method (44) is of ordeT 2. 

The asymptotic error com~tant for t be iter-c.1;ive metod ( 46) is 

3 (3 + 2(-t - l)s + 1) (F''1 (a~) ) 1 
- 4F1 (a)Fm (a) c3 = ti • --------

24(P1(a))2 
(47) 

6.1. Fors= t = 1, v = -1, we obtain from (46) 

F(xn) 2{F'(xn))
2 

(4S) Xn+l = Xn- F'{xn). 2(F'(xn)) 2 - .F(xn)_F_"-(x_n_) 1 n = 0,1,2,·· · 

which is Halley's method (see [2], [3}). 

[3]) 

(49) 

6.2. Fors= 2, t = !, 11 = -1, we have from (46) Euler's method (see 

F(xn) 2 
Xn+l = Xn -· F'(xn) · __ (____ ) t , 

1 + l - ~~n)F"(?l 
(F'(x,.)) 

6.3. For s = t = 11 = 1, we obtain from (46) 

n = 0, 1, 2, · · · 

F(xn) 2(F'(:I:n)) 2 + F(xn)F''(xn) 
(50) Xn+l == Xn - ----· --·--·-------- , n = 0, 1, 2, · · · 

F'(xn) . 2(F'(xn)) 2 

which represents Chebyshevts method (see [J.]). 

6.4. Fors= :-11 t = ~' v = -11 when F(x) is a polynomial of degree 
m ~ 2, we have from ( 46) 

F(xn) m 
(51) Xn+l = Xn -· F'(xn) · ·-- ----------,-j, 

1 +(m- 1) (1- _!!!_. F(xn)FII(z;)) 
m-l {F'(xn)) 

n = 0, 1,2, · · · 
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which is the Laguerre method (see [3]). 

(52) 

6.5. Fors= 1, t = -!, v = 1, we obtain from (46) 
1 

_ _ F(xn) ( 1 _ F(xn)F"(xn)) -
2 

= O 1 2 ... Xn+l - Xn F'(xn) (F'(xn))2 , n , , , 

which represents Ostrowski's square root method (sea [6]). 

6.6. Fors= {3 + 1, t = !, v = -1, we have from (45) 

F(xn) /3 + 1 (53) Xn+l = Xn - · -------"- n = 0 1 2 .. · r., 'Xn) \ } , , , , 

f3 + (1- (fJ + 1)· n~..J!.:.£~ 'l 
(F'(x,.)) } 

which represents a one parameter family of iterative formulas obtained by E. 
Hansen and M. Patrick [3]. 

(54) 

6.7. Fors= 1, t = -1, v = 1, we have from {46) 

F(xn) 2(F'(xn))
2

- F(xn)F"(xn) 
Xn+l = Xn- F'(xn). 2(F'(xn}) 2 - 2F(xn)F"(xn)' 

which is the method obtained in [7). 

n = 0,1,2,·· · 

6.8. Fors= m~l' t = m~l, v = -l, when F(x) is a polynomial of 
degree m 2: 2, we obtain from ( 46) the method 

1-m 

F(xn) ( m F(xn)F"(xn)) """"2m 
(55) Xn+I = Xn - F'( ) 1 - --

1
· 2 , n = 0, 1, 2, · · · 

Xn m- (P(xn)) 
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On a l\1ethod for Obtaining Iterative Formulas of 
I:ligher Order 

DR.AGOMIR. SrMEUNOVIC 

ABST~VCT. In ~his F"·il<~;· i' I~i.*Mwd for obtaining iterative formulas of higher 
order l'c)~· fi.n d;n ,:r. 1 G~it. ;~ c; \' <.~rrc=.~o.tio ns ir; obtained. ThP.se forrn!!las include several 
d rc::..d.Y kn·:nl! ll e:.:.:d:::·. 

] . INTRODUCTION 

Let 

(1) X -- .r(x ) n -1··1 ...... J n 1 n = 0, 1, 2, .. . 

be an iterative method for finding the root x =a of the real or complex equation 
F(:c) = 0. 

For the iterative method (1) which converges to x = n, we say it is of order kif 

If the function f(x) is k times differentiable in a neighborhood of the limit point 
x = c~, then the iterative method (1) is of order k if and only if 

f(n) =·= LY, f'(a) = f"(a) = · · · = j(k-l)(a) = 0, f(k)(a) f. 0. 

This paper deals with a general method for obtaining iterative formulas of 
higher order. 

2. A THEOREM FOR ITERATIVE FORMULAS OF HIGHER ORDER 

Starti:n.g from an iterative method of order k 2: 1 for finding t.he root ::c == a. 
of the real or complex equation F(x) = 0, we give, in this paper, a method for 
obtaining iterative formulas of order ~ k + 1. In this connection the following 
theorem is proved here. 

Theorem 1. Let (1) be an iterative method of order k 2: 1. Let the jn'nction .f(x) 
be k + 1 times dif]enmtiable in a neighborhood of the limit~ point ::t: :::::: (r. and let 

1991 M>J·them.ni.ics Sub}ect Classification. Primary: 65H05. 
Key word.:; m;d phmses. Iteration formulas, approximate solut ions of equat.ions. 

53 
@2005 Mut:'l. emat.i•:a. tfi,Jrc.'fkl'1 



54 ON A METHOD FOR OBTAINING ITERATIVE FORMULAS OF HIGHER 0RD~R 

f'(a) f. 1. Then for the function h(x) k times differentiable in the neighborhood 
of the limit point x =a such that . 

(4) h(a) = 0 

and 

(5) · h'(a) = 1, 

formula 

{6) Xn+l = f(~cn)- kf'(xn)h(x11 ), n = 0, 1, 2, · · · 

is an iterative method of orde,· 2: k + 1. 

Proof. In the method (1) the ite!·ation function is f(x), and in the method (6) the 
iteration function is 

(7) 
. 1 

g(x) = f(x)- !/'(x)h(x). 

For the function g(x) we shall prove that 

(8) g(o:) =a, · g'(a) = g11 (a) = · · · = g(k)(a) = 0. 

By hypothesis, (1) is an iterative method of order k 2: 1 and therefore the 
relations (3) hold. 

From (7) we have 

(9) g<r>(x) = f(r)(x)- t (f(r+l)(x)h(x) + r f(r)(x)h'(x)+ 

+ (;)f(r-l)(x)h"(x) + · · · + J'(x)h(r)(x)). 

For k 2: 1, in view of {3) and ( 4), we obtain from (7) 

(10) g(a) =a. 

Because of (3) and ( 4), we obtain from {9) 

g(r)(a) = 0, textfor 1 ~ r ~ k- 1, 

that is 

(11) g'(a) = 0, g"(o:) = 0, · · · ,g<k-l)(o:) = 0. 

On account of (3), (4) and {5), for r = k, we obtain from (9) 

(12) g<k>(a) = f(k)(o:)- .!_ · kf(k)(o:) = 0. 
k 

In view of (10), (11) and (12), we conclude that the relations (8) are tiatisfied 
for k 2: 1, which means that the iterative method (6) is of order 2: k + 1. D 
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3. SOME FORMS OF THE FUNCTION h(x) 

Taking for t he fum:tion h(x) different forms, we em1 obtain from (G) several 
particular r'~sults. Here we give some forms for the function h(x). 

3.1. For 

(13) 
u(x) 

h(x) = u'(x) v(x), 

whew the function,:; u(:z:) and v(x) are k + 1 times differentiable in a neighb<:n hood 
of the limit P'Jin.t :;; ·=--= a: 3uch that u(a) = 0, u'(a) =/= 0 and v(a) = l, we ha:~:<: 
h(n) oo: 0 ~:md !-/ (o:) == 1. f.n this case formula (6) reduces to 

(JA.) :r.,, H = f(:;:,, ) ·-- ~J'(xn) ;~:~) v(xn), n = 0, 1, 2, · · · . 

For differer;t i'orms of rhe function u(x) and v(x), from (14) we can obtain the 
particular results. 

3.1.1. For u(x) ~-.= x -- f(x) and v(x) = 1, where u(a) = 0, u'(a) =/= 0, fcom (1 4) 
we obta.in the iterative method 

( loj' r 1 1 Xn- j(xn) 
Xn+l ~-= J" (Xn)- kf (xn) 1 _ J'(xn) = 

:=Xn- (1+~ 1 !j,(~n)) (xn-f(xn)), n=0,1,2, ... , 

which is the result obtained in [7] . 
3.L2. For u(x) = x- f(x) and 

1- f'(x) 
v(x)- ---i--.:..,--:-

- 1- tJ'(x)' 
where u(a) =--= 0, u'(a) =/= 0 and v(a) = 1, from (14) we obtain the iterati•;e method 

' l f) J( ) J'( )Xn- J(xn) 
~ J Xn+I = Xn - Xn k _ J'(xn) = 

Xn- J(xn) 
- x - n=0,1,2,···, 
- n 1- ~f'(xn)' 

which is the result obtained by B. Jovanovic [4] . 
3.2. Let x = a is single root of the equation F(x) = 0 and let the function 

F(:c) is k + 1 times differentiable in a neighbourhood of t.he limit. point x = a. 
Then we have F(a) = 0 and F'(a) =/= 0. 

For u(x) = F(x), from (13) we obtain 

(
,.L. 7) I ( ) F(x) ( ) 

L X = F' (X) V X ' 

where h(a) = 0 and h'(a) = 1. In this case formula (6) reduces to 

(18) ( ) 1 '( ) F(xn) ( ) 
Xn+I = J Xn - kj Xn F'(xn) V Xn ' n = 0, 1,2,· · · 
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3.2.1. For v(x) = 1, from (18) we obtain the iterative method 

( ) ( 
1 1 ) F(xn) 

19 Xn+l = f Xn)- kf (xn F'(xn), n = 0, 1, 2, · · · 

3.3. For h(x) = x- f(x) and fork 2: 2 we have h(a) = 0 and h'(a) = 1. In 
this case formula (6) reduces to 

(20) Xn+l = f(:r:n)- i J'(xn)(Xn- f(xn)) = 
j), . 

· ( 1 1 ) · ( · ) = Xn - 1 + T/ (xn) X~ - f(xn) , n = 0, 1, 2, · · · 

which is the result obtained by G. Milovanovic [5) . 

(21) 

(22) 

(23) 

4. EXAMPLES 

1) Let (1) be regula falsi, which means 

aF(xn) - XnF(a) 
Xn+l = F(xn) -c F(a) 1 

where 

n = 0,1,2,· · · 

aF(x)- xF(a) 
f(x) = F(x)- F(a) 

The method (21) is of order k = 1. 

For v(x) = F(~>;(~)(a), where v(a) = 1, from {18) we obtain Newton's 
iterative method of order k = 2 for finding of the single root x = a of the 
equation F(x) = 0, namely 

F(xn) 
Xn+l = Xn- F'(xn)' n = 0, 1,2, · · · 

2) If (1) represents Newton's method (22) for finding a single root x = a of 
the equation F(x) = 0, which means that 

F(x) 
f(x) = x- F'(x) 

and k = 2, then we obtain from (18) the iterative method 

. F(xn) ( F(xn)F"(xn) ) 
Xn+l = Xn- F'(xn) 1 + 2(F'(xn))2 v(xn) ' n = 0, 1,2, · · · 

According to Theorem 1, the iterative method (23) is of order k ?: 3, 
since as we know Newton's method (22) is of order 2. 

For different forms of the function v(x), from (23) we can obtain par
ticular results. 



-

(24) 

f26) 
\ ' 

(27) 
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a) For v(x) = 1, we obtain from (23) 

F(xn) 2(F'(xn)) 2 + F(xn)F"(xn) 
Xn+l = Xn- F'(xn) 2(F'(xn))2 , 

which is Chebyshev's method (see [1]) . 
b) For 

2(F'(x)? 
v(x) = 2(F'(x)) 2 - F(x)F"(x)' 

we obtr:dn from (23) 

F(xn) 2(F'(xn))2 

x,~-!-1 = .Xn -- F'(xn) 2(F'(xn))2 - F(xn)F"(xn)' 

which represents Halley's method (see [2, 3]). 
c) For 

(F'(x))2 

v(x) = (F'(x))2- F(x)F"(x)' 

we obtain from (23) 

F(xn) 2(F'(xn))2 - F(xn)F"(xn) 
Xn+l = Xn -- F'(xn) 2(F'(xn)) 2 - 2F(xn)F"(xn)' 

which is the method obtained in [7]. 
d) For 

n=0,1,2, ··· 

n = 0, 1, 2, · · · 

nc=0,1,2,··· 

v(x) = 1 ( 1), 
( 1 _ F(x)F"(x)) 2 1 + (1 _ F(x)F"(x)) 2 

(F'(x))2 (F'(x))2 

2 

we obtain from (23) 
1 

F(xn) ( F(xn)F"(xn)) -2 
Xn+l = Xn- F'(xn) 1- (F'(xn))2 ' n = 0, 1, 2, · · ·, 

which represents Ostrowski's square root method (see [6}). 
e) For 

2m 
v(x) = 1 ------- --------1 -, 

(
1 + ( _ 1) (1 _ _!!!_F(x)F"(x)) 2) (1 + (l _ m __ F'(:r)F'"(x)) 2) 

m m-1 (F'(x))2 m .. -1 (F'(xW 

when F(x) is a polynomial of degree m~ 2, we obtain fl·om (23) 

(28) 
F(xn) m 

Xn+l = Xn- --,------ .. ----·-----1, 
F (xn) l + ( __ l) (l __ _r_n._I(J:n)F~~;J.J' 2 

m m-1 (F'(x,-,))~ 

n =0,1,··· 

which is the Laguerre's method (see [3]). 

57 
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(29) 
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where {3 is fixed finite parameter, we obtain from (23) 

F(xn) 13+1 
Xn+l = Xn- F'( ) . 1, n = 0, 1, 2, ... 

Xn 13+( 1- (j3+ 1) F ~ ~~~):en r; 
which represents a one parameter family of iterative formulas ob
ta.med by E. Hansen and M. Patrick [3]. 

In all previous cases we have v(a) = 1.. 
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A Remark on the Moduli 
of the Roots of Algebraic Equations 

DRAGO!\IIR M. S~tMEUNOVI-6 

ABSTRACT. In this paper we obtain several upper bound:-: of the mod till. 
of the roots of the algebraic equations. 

The bounds of the moduli of the roots of the algebra5.c eqnaJions were 
investigated by many authors (see e.g. (1J, [2], [3J, (4j). 

In this paper, for the algebraic equation 

(1) n + n-1 n-2 + + L 0 Z a1z + a2z · · · an-!Z TUn = , 

the following theorems are proved. In the next let 

(2) Ak = iaki, k = 1, 2, ... , n. 
Theorem 1. Let 

M1 = max(Ak- Ak_I), k = 2, 3, ... , n. 

Then the upper bound for the moduli of the roots of the equation (1) is 

Theorem 2. Let 

(4) M2 = max(Ak- A1), k = 2,3, ... ,n 

and 

(5) _ · (Ak- A.1) ,_., _ . M3- max k"'=1 , n·- 2,3, ... ,n. 

Then the upper bound for the moduli of the mot;; of the equation (1) is 

(B3) 

1 + A1 + J"Q. + A1)2 + 4~~-
1
.f M

2 
> 0 2 l . J. . I 

2000 Mathematics Subject Clm;sijicatiun. Primary: 12D10. 
Key words and phrases. Roots of algebrv-ic equations, Upper bounds for roots moduli. 
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(Bs) 1 + A1, if M3 ~ 0, 

(B6) 2 + A1 + JAl + 4M3 if Ma > 0. .:.__:_....::.._::._7-=------:- ' 
2 

Proof of Theorem 1. First, note that for r > 1 we have the following rela
tions 

(6) 
1 1 1 1 
-+-+···+-+··· = --, 
r r 2 rn r -1 

(7) 
1 2 n - .r 
- + - + · · · + -n + · · · - ( _ 1)2' r r2 r r 

(8) 
1 1 

rk = (r- 1)rk-l 
1 

(r- 1)rk' k = 1, 2, ... 'n, 

which we shall use in the proof of the previous theorems. 
Let z = re9i (0:::; (} < 21f) the root of the equation (1), where 

(9) lzl = r. 
Taking into account (2) and (9), from (1) we obtain the inequality 

) A1 A2 An-I An 
. (10 1 :::; -r + -r-2 + ... + -rn---I + -rn- · 

In view of (8) , the inequality (10) reduces to 

<--+-- + +· ··+ --,---,----1 AI 1 (A2- AI Aa- A2 An- An-I) An 
- r - 1 r - 1 r r 2 rn-I ( r - 1 )rn 

wherefrom we obtain 

(1 ) 1 AI 1 (A2- AI A3 - A2 An- An-I) 1 < -r---1 + -r---1 r + r 2 + ... + rn-I · 

For MI :::; 0, because of (3), (11) reduces to 

1 AI <--1, 
r-

wherefrom follows 
r < 1 +A~, 

which represents the proof of (BI)· 
For MI > 0, in view of (3) and (6), (11) reduces to 

1<--+-- -+-+·· ·+--AI MI (1 1 1 ) 
r - 1 r - 1 r r 2 rn-I 

< ~ + MI (! + ~ + ... + _1_ + ... ) = ~ + MI 
r-1 r-1 r r2 rn-I r-1 (r-1)2 ' 

wherefrom follows that 

(12) 
AI Ml 

1 < r- 1 + (r - 1)2 · 
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- --· 

From (12) we obtain 

2+AI+JAT~ 
r < 2 ' 

which represents the proof of (B2). 

Proof of Theorem 2. Inequality (10) can be written ir:. tlm form 

1 < A2- A1 + A3- A1 + .. . + Ar;_~-~ -~1- ·+ ;h (2~ + - ~;,; + . __ + _.!:._ ) , 
- r 2 r3 Tn · \ . ·r '!' ··· rn 

wherefrom, because of (6) we have 

1 < ! ( A~-=-~2 + !~~--=-~~~ i- - . . ·!- ~~_;-~--~:~~) 
r r r~ ,H--l 

= ~ + ~ (A2- A~ + A3 - A~ + .. . + ~n -- A1 \ 
r - 1 r r 1'2 ,n-1 ) ' 

which means that 

(13) 1 < ~ + !(~2 ~ A1 + A3 ~=-AI_+ ... + -~n- A1). 
r - 1 r r r 2 r11.-l 

For M2 ~ 0, (13) reduces t.o 

1 ..... _:_~ 
..... r ----1' 

wherefrom we obtain 
r < 1 +.t'h, 

which concludes the proof of (B2). 
For M2 > 0, because of (4) and (6), from inequality (13) we obtain 

1 < ~ + M3_ (~ + I_+ ... + --~-) 
r - 1 r r r 2 rn.-1 

< A1_ + M2 (! + _1:_ + _ .. + ____ 1_ + ... ) = ~ + M2 ' 
r-1 r r r 2 rn-l r-- 1 r(r-1) 

that is 

(14) 

From (14) we obt.ain 

A1 !tl2 
1 < ---- -- + ----. 

r -- 1 ·r(r - -1) 

which represents the proof of (.84), 

45 
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The inequality (13) can be written in the form 

(15) 1 At 1 (A2 - At 1 A3 - At 2 An - At n - 1) <--+- -+ -+ ···+ -- . r - 1 r 1 r 2 r 2 n - 1 rn-t · 

For M3 ~ 0, from (15) we have 

At 
1 < - ' r-1 

wherefrom we obtain 
r < 1 + A1. 

which represents the proof of (Bs). 
For M3 > 0, because (5) and (7), (15) reduces to 

1< --+- -+-+···+--At M3(1 2 n-1) 
r - 1 r r r2 rn-t 

< ~ + M3 (! + 3_ + ... + n- 1 + ... ) = ~ + _?J3 
r- 1 r r r 2 rn-t r- 1 (r ·- 1)2' 

that is 

(16) At M3 
1 < r- 1 + (r- 1)2 · 

From (16) we obtain 

2 +At + /A[+ 4M3 
r < 2 ' 

which represents the proof of (B6)· 

Theorem 3. Let 

(17) (
Ak- Ak-t) · M4 = max k _ 

1 
, k = 2, 3, ... , n. 

Then the upper bound of the moduli of the roots of the equation (1) is 

(B1) 1 +At, if M4 ~ 0, 

(Bs) s, if M4 > 0, 

where s > 1 is the root of the equation 

(18) (r -1)3
- At(r- 1)2 - M4(r- 1)- M4 = 0. 

Proof. Inequality (11) can be written in the form 
(19) 

1<-+- -+ -+· .. + --. At 1 (A2-A1 1 . A3-A2 2 An-An-t n -1) 
r -1 r -1 1 r 2 7'2 n - 1 rn-t 

For M ~ 0, from (1 D) we have 

At 1<--1, r-

D 
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wherefrom we obtain 
T < 1 ·-J · A1, 

which represents the proof of (B7 ) . 

For M4 > 0, because (17) and('!), (19) reduces to 

1 < ~ + M4 . (~ + _?:._ I·· ... + !!~-~'~)\ 
r - 1 r - 1 ,. r:l 1.·n--l 

A1 M4 (1 2 n ·--1 \ 
< r - 1 + 7" - · 1 ; + ~'i + . .. + ~:r;.::r + .. -) 

that is 

(20) 

From (20) we obtain 

(r -1)3 -· A1(r- 1)2 -- · M,i (r ·- J.) - .. Af4 < 0, 

47 

wherefrom we conclude that root s > 1 nf th~ equation (18) is the upper 
bound of the moduli of the roots of the equation (1), which represents the 
proof of (Bs). 0 
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A Procedure for Obtaining a Family of 
Iterative Forxnulas of Higher Order 

DHAGG ME·t M. SIMEUNOVlC 

ABSTRACT. In tl1~} p::.pei· a ?JOcedmc for obtaining iterative formulas 
of highe;: order \o•· fin, 1.i!;:5 ?.:-?.:J •)'' :>: ob ::.a5 n<.XL The family includes several 
already krlUI'IfJl l:~S'J,; ~;:-- . 

In this paper, sta.rt! ng tlcm Ho.lh.fs iterative formula (see [1], [2]) for 
finding zeros of the function.s, a family of iterative formulas of the third 
order has been obtained. 

Halley's iterative formula for flnding the simple zero of the function F(x) 
is 

2F (xk )F' (:z:k) 
XJ:+l = Xk - - -----· 2 . --- , k = 0, 1, 2, ... , 

2(F'(xk)) - F(xk)F"(xk) 
(1) 

where F(x) is three times differentiable function. 
Formula ( 1) we can write in the form 

F(xk) 1 
(2) Xk+l = Xk- -F'( )- · F(x )F"'x ) , k = 0, 1, 2, .... 

. Xk 1- k \ k 

Expression 

(3) 

can be written in the form 

2(F'{xk))
2 

1 
_ [''(xk)F"(xk) 

2(F'(xk))
2 

(4) 1 __ ~~~~~)F"(x~) = 1 _ 8 + 8 ( 1 - F(xk)F"(x~)), 
2(F'(xk)) 2s(F'(xk)) 

where s is a real parameter 1- 0. 
As it is known, for small values lh! of the real number h and real parameter 

v =/= 0, the following relation is valid 

(5) 1- h ~ ( 1- ~) V• 

-----·---
2000 Mathematics Subject Clas.~ification. Primary: 65H05. 
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If Xk is an approximative value of the simple zero a of the function F(x) 
that is near enough to the zero a, then the value of F(xk) is small, and so 
the absolute value of the expression 

F(xk)F!I(xk) 

2s(F'(xk) )
2 (6) 

is also small. 
If we put expression (6) into (5) instead of h, we will get a relation 

(7) 1 _ F(xk)F"(x~2 ~ ( 1 __ f'Jx,r.;)!"(x:,~)v, 
2s(F'(xk)) \ 2sv(F'(xk)t 

because of which (4) is reduced to a relatbn 

(S) 1 _ F(xk)F"(x;) ~ 1 _ 8 
+ 8 (l -· .F~xk)F"(xk~ )v· 

2(F'(xk)) 2sv(F'(xk)) 

If in the formula (2) instead of expression (3) we put 

1 _ 
8 
+ s(J. _ F(xk)F"(xk~)v 

· 2sv(F'(xk)) 

we will get an iterative formula 

9 
F(xk) 1 

( ) Xk+1 = Xk- F'(xk) . 1- s + s (1- F(xk)F"(xk) )v ' 

2sv(F'(xk))
2 

where s and v are real parameters i= 0. 

k = 0, 1, 2, ... ' 

It is not difficult to prove for formula (9) that it represents an iterative 
formula of the third order. 

By formula (9) it is given one family of iterative methods of the third 
order, where s and v are real parameters i= 0. 

The asymptotic error constant for the iterative method (9) is 

3(3 + 2(v- 1)(23v)-1 - 1) (F"(a))
2

- 4F'(a)F"'(a) 
(10) c3 = • 

24(F'(a))
2 

where a is a simple zero of the function F(x). 
Taking for parameters s and v different values, we can obtain from (9) 

particular iterative formulas. Here we list some of the particular cases: 

1) Fors= 1, v = 1, (9) reduces to Halley's method (2). 
1 

2) Fors= v =-, we have from (9) Euler's method (see [1]) 
2 

F(xk) 2 
(11) Xk+l =Xk- F'( ) . 1/2' k =0,1,2, ... 

Xk 1 ± ( 1 _ '2F(xk)F"(xk)) 

(F'(xk))
2 

•"...1111 
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3) Fors = 1, v = ·-·1, from (9) we obtain 

(12) 
F(x~:) 2(F'(xk:))

2 + F(xk)F"(xk) 
Xk+J = Xk - . . ' 

· F'(x k) 2(F'(xk) ) 2 k = 0, 1, 2, ... ' 

which repn:sents Cb.eb,Y::hev's method (see [7]). 
n ·- 1 1 

4) For s = -----, v = --, when F(x) is a polynomial of degree n ~ 2, 
., l ?: 

vv e have fr~n1 t 9) .~ 
(13) 

" '( \ .-. X_~;) n k Xk-1-l = ~C fc - -- ·;-;:- ·-~· • ---- ·----·-- ·--- --- - , = 0, 1, 2, ... , 
1" , ·.: · l ( F( )F"( ) ) 1/2 

(14) 

(1.5) 

(Hi) 

V ·'·-' _ , , , n Xk Xk 
}_ i: ("?.- l j 1 - --. 2 

. \ n- 1 (F'(xk)) 

which js t:!H~ La.gu.::m1 method (sec (1J, (3]). 
1 

5) l'br s ,-__.::: 1, 1J = i' (9) reduces to 

F(xk) 1 
Xk-L1 =-~ :J.'tc - --- • 1 k = 0, 1, 2, .. . 1 

' F'(xk) ( F(xk)F"(xk)) 112 

± 1 - ---'----'----'--;;----'-
(F'(xk))2 

which represents Ostrowski's square root method (see [41). 
1 1 

6) Fors= --, v = -,the formula (9) reduces to 
w+1 2 

F(xk) w + 1 
XkH = Xk- F'(xk) . ( ( ) F(xk)F"(xk)) 1/2' k = 0, 1, 2, . .. , 

w ± 1 - w + 1 . __:__:_:__-'---n_:__ 

(F'(xk))
2 

where w is a real parameter -:/= -1. 
The family of iterative formulas (15) are obtained by E. Hansen and IVL 

Patrick (1] . 
7) For s = v = -1, we have from {9) the formula 

F(xk) 2(F'(xk))
2

- F(xk)F"(xk) 
Xk-H = Xk- F'(xk) . 2(F'(xk)) 2 - 2F(xk)F"(xk)' 

which is obtained in (5). 

k = 0, 1, 2, ... ' 

8) For s = 1, v = n2~ 
1

, when F(x) is a polynomial of degree n ?.: 2, we 

obtain from (9) 

1-n 

::ck 1 = Xk- F(xk) . (1- _n_. F(xk)F"(~k)) ~, k = 0, 1, 2_. ... , 
(17) + F'(xk) n - · 1 (F'(xk)):z 

which represents the method obtained in !EiJ. 
The family of iterative method (9) is one particular case of one more 

genera.l family of iterative methods obtained in [6]. 
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A. P·:rocedure for Obtaining a Family of Iterative 
Fo:rrnulas for Finding Zeros of Functions 

D RAGOMIR M. SIMEUNOVIC 

/ i.r:sTEt-'l.m·. In t!1.~ paper a family of iterative formulas for finding zeros 
cf ~\mdim:>..'! ;s ohtain~d. The family includes the Laguerre method . All 
t im meHcn<:t!'- of the family are cubically convergent for a simple ?..ero . 
'i'h~~ ,;;uperior behz.vior cf Laguerre method when starting from the point 
:..:,;; i'i.>r whid.; ixr- i ic"' large, is also explained. 

In this paper for finding the real simple zero of the function f(:r;) we use 
the function 

F(x) = f(x) 
(x +c)"' ' 

where c and s (s =f. 0) are real parameters, because the zero of .F(x) is also 
the zero of f(x). 

For finding a real simple zero r of the function F ( x) we apply the Newton 
method (method of the tangents) 

F(xk) 
{2) Xk+l = Xk- F'(xk) , k = 0, 1, 2, ... , 

with the condition 

(3) 

where Xk is the approximative value of the zero r of the flmction F'(x), that 
is, the zero r of the function f(x). 

From (1) we obtain 

(·i) F'(x) _ (x + c)f'(x)- sf(x) 
- (x + c)8 +1 ' 

{5) 11 (x + c)2 f"(x)- 2s(x + c)f'(x) + s(s + J)f(x) 
F (x) = (x + c)s+2 ----·----·-··· .. 

The condition (3) reduces to equation 

(6) (xk + c? f"(xk)- 2s(xk + c)f'(xk) + s(s + l)f(:rrc) = G, 

:"!000 Mathematics Subject Classification. Primary: 65H05. 
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2 A PROCEDURE FOR OBTAINING A FAMILY OF ITERATIVE FORMULAS • •• 

where Xk is the approximative value of the zero r of the function f(x). 
From equation (6) on obtain 

.'lj'(xk) ± vr-s2_(f_'_(X_k_))~2 ---s-(s_+_1_)-j(_X_k)_f_11(_X_k) 

(7) Xk + c = . f"(xk) , 

that is 

(8) . s(s + 1)/(xk) 
z,_ +c = -- . ,.. r 2 

. af'(x:.) =f y s2 (/'(xk)) - s(s + 1)/(xk)f"(xk) 

!Tom (1) r:nd (4) we obtain 

(9) 
F(xk) f(x~;) 

F'(x~.;) = !'( ) sf(xk) · " Xk ---
Xk+c 

If Xk + c from {8) we put in (9) we obtain 

F(xk) (s + l)f(xk) 

F'(xk) = f'(xk) ± vs2 (f'(xk)} 2
- s(s + 1)f(xk)f"(xk) . 

In this case the formula (2) reduces to 

(s + l)f(xk) 
Xk+l = Xk- ' 

(10) f'(xk) ±V s2 (/'(xk)}2
- s(s + 1)f(xk)l"(xk) 

k = 0, 1,2, ... 

The formula (10) represents one family of iterative formulas for finding a 
real simple zero of the function f ( x). 

All the methods of the family (10) are cubically convergent for a simple 
zero of the function f(x). 

The asymptotic error constant for family (10) is 

(11) 
_ 3( 1- ~) (/"(r)}

2
- 4/'(r)f"'(r) 

c3- 24(/'(r))2 . 

For s = _!_ from (10) on obtain the family 
a 

(a+ l)f(xk) 
Xk-1-1 = Xk - 2 . ' 

(12) af'(xk) ±V (f'(xk)) -(a+ 1)f(xk)f"(xk) 

k = 0,1,2, ... 

The family (12) was derived by Eldon Hansen and Merrell Patrick in (2). 
Now we consider the real polynomial 

{13) P(x) = xn + alxn-l + a2Xn-;2 + .: .. + tln-lX +an 
whose zeros are all real and different. 
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Fors = n- 1 and f(x) = P(x), the function (1) re...iuces to 

(14) F( ) P(x) 
X = (X + C) n-1 . 

In ihi'l c.ase the iterative formula (10) reduces to the Laguen:e formula (1], 
kw: k := 0, 1, 2, ... 

( 1 " ) nP(xk) 
_.._) Xf•+I = x~c- P'(xk) ± J<n -1)2(P'(xk)) 2 - n(1~ -·· l:;P-(:7;~ ) ·~~,;,:·(~;:) ., 

\i'/6 ca.n \·?Tite (15) in t~e form 

k=0,1,2, ... 

As we can see, the Laguerre formula (15), respectively formtd1.\ {16) rep
resent the Newton method (the method of tangents) applied to :.Unction 
(14), with the condition (3), respectively condition (6), whi.eh now reduces 
to condition 

(17) (xk + c)2 P''(xk)- 2(n- l)(xk + c)P'(xk) + n(n -- 1)P(xk) =:= 0, 

where Xk is the approximative value of the zero r of the polynomi.·:tl P(x). 
l?or s = n- 1 and f(x) = P(x) from (7) we obtain 

(18) 

(n -l)P'{xk)- xkP"(xk) ± J(n -1)2{P'(xk))
2

- n (n -l)P(;k)P"(:-,;k) 
c= . ··------- -

P"(x~c) 

For lxkl = oo from (19) for c we obtain 

(20) /1
-----·-

Ca = a1 ± (a1)2 _ ·---~~, 
n n n(n --1) 

The tangent of the curve (14) at the point !:t~z! = oo i..s its asymptote 
whose equation is 

(21) y = x + a1- (n ·- l)ca, 

because c = Ca for !xk I = oo. 
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According to (20) the equation (21) reduces to-

2a2 (22} 
( )

2 
a1 a1 

y = x +-; =f (n- 1)J -; · n(n -1) · 

Tile intetsection by the straight line (22) on the x-axis is the point 

'(23) . al 
Xa = -- ± (n- 1) 

n ( )

2 a1 2a2 
-; - n(n-1). 

x-axis: 
+-- points on Jfif2 2a2 ·vve have ~wo (al - --

- __ a1 _ (n -1) -; n(n -
1
) Xa -:- n (24) 

and 

(25) x+=-a1 +(n-1) 
a n n(n -1) · (:)2 2a2 

If all zeros of polynomial (13) are real, it is known that they lie on x-a.xis 
between x-;; and x;!". 

The tangent of the curve (14) at the point Xk for large !xkl intersects with 
the x--axis at the point 

al 
Xt = -- ± ( n - 1) 

n 
a1 _ 2a2 + 0 __!:_ 

( )
2 ( ) 

n n(n-1) Xk ' 

where for c we used the relation (19). 
We can show the above result in the form: 

If the initial approximative value for zero r of the polynomial (13) takes 
value Xk for large !xk!, then in the first following step of Laguerre formula 
(15), respectively (16), we obtain the value 

Jfi)) ( ) a1 2a2 1 
Xk+l = Xt = -- ± (n- 1) - + Q -

n n(n -1) Xk 

( )

2 
a1 a1 2~ ~--;±(n-1hj -; - , ~,, 

(26) 

that is the value which is relatively close to the value of its largest, also the 
smallest zero of polynomial (13). 

This way, we give an explanation of known characteristics of Laguerre 
formula (15), respectively (16). 

It is known that the Laguerre method converges globally and monotoni
ca.lly to roots of polynomials if all the roots are real and different. 

The Laguerre method (16) is obtained also in [3] as a particular case of a 
family of iterative formulas. _ 
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A remark on the Upper Bounds of t he Moduli 
of the Roots of Algebraic EquatioDB 

DRAGOMIR M . SJME!:I.i\';'0'1;1!~ 

ABSTRACT. In thin paper we obt ain en,. uppel" bo)lL'lcl of the mndtLli of 
the roots of the algebr:!ic equations. 

The bounds of the moduli of the roots or sJgeh(aic eqi.Iations were re
searched by many authors (see e.g. [1,2,3,4.]). 

For the algebraic equation 

(1) 

let 

(2) 

In thls paper, for the equation (1) the following theorem is proved. 

Theorem. Let Ck, k = 1, 2, ... , n be positive parumeters for which 

(3) (C1 + A1)2 - 402 ~ 0; (2Ck + Ak)2 
--·- 4G'k-l Ck+l ~ 0; k = 2, 3, ... , n. 

Then 
(4) 

Ct +A1 + y'(C~/fJ2-:=:-4c~·. 
2 ' 

R=max 2Ck +A~; + J{2Ck.f- A~)!_..:_E=t Ck+l- k = 2, 3, ... , n- 1; 

C,..+A,.. 
Cn-1 

is one upper bound for the moduli of the roots of the equation (1). 

Proof. Let z = re9i (0::; e < 21r) be the root of the equation (1), where 

(5) !zl = r. 
Taking into account (2) and (5), from {1) we obtain the inequality 

(6) 

2000 MatheMat-'.cs Subject ()laeaificat iun. Prima..ry: 12Dl0. 
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8 A REMARK ON THE UPPER BOUNDS OF THE MODULI OF THE RoOTS •.. 

Let R be a positive number for which 

{7) Jl!l ~ A1Jl!l-1 + A2Rn-2 + · · · + An-1R +An. 

Then, according to Cauchy's theorem (see (1], p. 122) for the moduii oi the 
roots of the equation ( 1) we have the following relation 

{8) r 5: R. 

Let the parameters ck > 0, k = 1, 2, ... 'n satisfy the following inequali
ties 

(9) 

Rn - C1R!'-1 + C2R!'-2 ~ A1R"-1 

C1R!'-1 _: 2C2R!'-2 + CaJrl-3 2: A2Rn-2 

Cn-2R2 - 2Cn-1R + Cn ~ An-lR . 
Cn-lR- Cn ~ An. 

The sum of all inequalities in (9) gives the inequality et). 
The inequalities (9) are satisfied for 

(lO) R > C1 + A1 + J(Cl + At)2 - 4C2 
- 2 ' 

(ll) R ~ 2Ck + Ak + J(2C~+ Ak)
2

- 4Ck-tCk+l , k = 2, 3, ... , n _ 1, 
2 k-1 

(12) R ~ Cn +An . 
Cn-1 

The relations {10), (11) and (12) are satisfied for R represented by (4), 
which completes the proof of the theorem, from whence follows the relation 
~). 0 

By giving the parameters Ck, k = 1, 2, ... , n different positive values, we 
obtain from (4) the-particular results. 

For 

(13) ck = k + v's, k = 1, 2, ... , n, 

and in case that 

(14) Ak ~ k, k = 1, 2, ... , n, 

having in mind that 

3k + kv'S + 2 + 2v'5 = (k- 1 + Vs)(3 +Vs), 

we obtain the Mantel's result from (4) 

(15) R = 
3 + .;5 . 

2 

Remark. The result (15) also holds if 

Ak $ k, k = 1, 2, ... , n- 1, 
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-------------------~ 

(1 + v'5)n 
A- < 1 + -' -~--- . 

H - · 2 
In this paper the result (1.5) is obtaine.r1 wi~hou.i using the infinite series. 
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A Not e on t he Zeros of One 
Forrn of C omposite Polynom ials 

DB.AGO!\HH. :~ ... 1. SiMEUNOVIC 

ABSTRACT . !n tb h p<lp:'c<· vN {:tmsider <..me fo:-n1 of composite polynomi
a ls . Several f,; l v.LC't!~ ,~(.·D (·(:1>.\ ing tb<:.i r ;;eros are ;)bta ined. 

Let P(z ) be a poiynominl 

(1) an =I ol 
whose zeros Zl 1 z~ 1 ••• , Zn are arranged so that 

(2) 

and a polynomial 

(3) 

where k is a fixed integer (1 ~ k ~ n), ck is an arbitarary constant and it 
holds that Cn =/= an. 

Let u 1 1 u2 1 ••• , Un be the zeros of the polynomial Q ( z) arranged so that 

(4) 

Then: 

(A) 

(B) 
!P(ul)l ~ IP(u2)1 ~ ... ~ IP(un)l. 

IQ(z1)1 ~ IQ(z2)1 ~ · · · ~ IQ(zn)l. 
(C) Besides every zero Ui of the polynomial Q(z) there exists at least 
one zero Zj of the polynomial P(z) such that 

(5) 

where uq is the upper bound of the moduli of zeros of the polynomial Q(z). 
(D) Besides every zero Zi of the polynomial P(z) there exists at least. 
one zero u8 of the polynomial Q(z) such that 

1 1 

{6) ius-zd ~ (l::llzilk)n ~ (I::IM/) 11 ~ 
2000 Mathem.at·ics Subject Classification. Primary: 12Dl0. 
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48 A NOTE ON THE ZEROS OF ONE FORM OF COMPOSITE POLYNOMIALS 

where Up is the upper bound of the moduli of zeros of the polynomial P(z). 
Before we give proofs of (A)-(D), we represent polynomials P(z) and Q(z) 

in the following form 

(7) 

(8) 
P(z) = an(z- z1)(z -- z2) · · · (z- Zn), 

Q(z) = an(z- u1)(z- u2) · · · (z- Un)· 

Proof (A). From the equation ('l), it follows that 

P(u;) = ct~'u,/', j = 1, 2, ... , n, 

that is 

(9) IP(Ui) I = lckl juilk, i = 1, 2, ... , n, 

wherefrom, because of (4), we conclude that (A) holds. 

Proof (B). From the equation (3), it follows that 

Q(zi) = -ckz/, i = 1, 2, ... , n, 

that is 

(10) IQ(zi)l = lckilzilk, i= 1,2, ... ,n, 

wherefrom, because of (2), we conclude that (A) holds. 

Proof (C). The equation (9), according to (7), is reduced to the equation 

(11) lanllui- zti!Ui- z2!· · ·IUi- Znl = lckiluil\ i = 1, 2, ... , n. 

Let Zj be a zero of the polynomial P(z) that is closest to the zero Ui of 
the polynomial Q(z). Then, from (11) we get 

lani!Ui- ziln ~ lckiiUilk, 

wherefrom (C) follows. 

Proof (D). The equation (10), according tu (8), is reduced tu the eqautiun 

(12) lani!Zi- u11!zi- u2l" ·lzi- Unl = lckllzilk, i = 1, 2, ... , n. 

Let u8 be a zero of the polynomial Q(z) that is closest to the zero Zi of the 
polynomial P(z). Then, from (12) we get 

iani!Zi- Usln ~ !ckllzilk, 

wherefrom (D) follows. 
The case where k = 0 and eo = c is given in [1, p. 80]. The case where 

k = n and Cn = an is given in 11. p.80], and also in [2] and [3) . 
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A H,emark on One Family of Iterative Formulas 

DRAGOMIR M. SIMEUNOVIC 

A ps ·.: ~tAC'.i'. In this paper we obtain one family of iterative formulas of 
~be sec:md vrder for finding zeros of a given function F(x). 

Ttt Hr, i.s pa.per , ::: ta.rf.:ing from the Newton's iterative formula 

( ' ' J ) 

whkh v.•e write in the form 

(2) ;J;k+l ' Xk (I - F(~k) ) )' , k = 0, 1, 2, ... , 
XkF' Xk 

we obtain &. family of iterative formulas of the second order. 
If, instead of 

we put 

(
I- F(xk) )

8 

sxkF'(xk) ' 

in formula (2), where s f= 0 is a real parameter, we get an iterative for .mula 

(3) ( 
F(xk) )s 

:J:k+l = XI.; 1 - '( ) , k = 0, 1, 2' .. 
sx~.;F Xk 

The expression (3) represents one family of iterative formulas, Le. one 
iterative method, of the second order. 

If we now consider different real values for the parameter s, we obi;ain 
particular iterative formulas from (3). 

For s = 1, (3) reduces to Newton's method (2). 
For finding zeros of the polynomial 

(4} 

2000 Mathematics Subject Classification. Primary: 65H05. 
Key wurds and phrases. Iteration formulas, Approximate soiutions of equations. 

51 
(£)201! Mnt!H~:t.na.tkn. MQaavica 
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of the degree n, we take s = ~ if n is odd. In this case, the formula (3) 
reduces to 

(5) 

1 

.( _ nP(xk) ) n, k = 0, 1, 2, .. · 
Xk+l = Xk l XkP'(xk) 

If n is even, th~n we takes= n~ 1 . In that case, (3) becomes 

I 

(6) ( 
(n-1)P(xk))n-I 

XHl = Xk 1 -- '( ) . k = 0, 1, 2, ... 
XkP Xk 

The location of the zeros of the polynomial (4) in the complex plane, 
depcndir}g on jts coefficients ab where k = 0, 1. 2, n, were studied by many 
authors (sec, e.g. !IJ) . Here we cite two results dnc to Cauchy !1, pp. 122--
123] and a result due to P. Montel !2] which are. respectively, as follows: 

(RI) All the zeros of the polynomial (4) lie in the circle 

(7) ]x] ::::; r, 

where r is a positive root of the equation 

(8) P1(x) = ]an]xn -lan-1]xn-1 - · · · -]a1]x -laol = 0. 

{R2) All the zeros of the polynomial (4) lie in the region 

(9} Jxl < 1 +A, 
where 

{10) 

(R3) 
(11) 

where 

(12) 

A=maxl:l• k=0,1,2, ... ,n-1. 

All the zeros of the polynomial (4) lie in the region 

JxJ <2M, 

an-k 

I I
f; 

M= max --;;;:, k = 1,2, ... ,n. 

For determining the upper bound for the moduli of zeros of the polynomial 
(4), we can use the formula 

I 

(13) ( 
_ nPI(xk) )

11
, k = 0,1,2, .. . 

Xk+l = Xk 1 xkP{(xk) 

The method (13), for xo > 1 +A, converges monotonically tor. 

Example. We determine the upper bound for the moduli of zeros of the polynomial 

P(x)=x5 -5x+22 

using' the formula {13), where 

P1(x) = x5
- Sx- 22, 

for xo > 1 +A. 
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Taking x 0 = 30, we obtain 

Newton's method 

Pi(xn) 
:~;.._+1 = Xk - P{ (xk) 

xo = 30 

Xi = 24.00003506 

x5 = 7.866439195 

x:w = 2.675267821 

:T:i4 = 2.000013231 

Xi5 = 2.000000000 

REFERENCES 

Method using formula (13) 

xo =30 

Xi = 2.69437266 

X2 = 2. 017339895 
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X4 = 2.0000Q()[)(}(J 
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A Rernn-k on One Iterative Proa:...~ for 
Finding the Roots of Eqrllatians 

DRAGO:MIR M SIMEUNDVI(: 

A.ss:rnAcr. In tl:ris paper we consider the COL"'Vel"J?,P.r.ce af one i.t..e.:.CJ!.:.i"-'3 
formula for finding the roots of equations. 

It; is 'IM:ill known that, if the equation 

(1) x=f(x) 

has only one root x = r in the interval [a, b}, arrl if the deri'ative .f'(a;) of 
the function f(x) satisfies the condition 

(2) rnax l/(x)l =M< 1, for x E [a,bl, 

tl-..lff.l the iterative J.rEthod 

(~3) Xk+l = f(xk), k = 0, 1, 2 ... , 

com'ergffi to the root x = r of the equation (1) .1 vvhere the initial value xa 
can be any number from the interval [a, b]. 'Ihe: oonvergence of the process 
(3) is rmre rapid if M has a small value. 

In this :p:lp€1:' V\e consider the vall.lffi f (a) and.f (b) ami use it to determine 
rnax i.f(x)I -

Let f' ( x) be a negative incre.asing fu:nLiiou. Tl-..erefore, VvB have 

(4) f(a)::; f (x)::; /(b) <0, for x E [a,b]. 

From (4), v.;e see that 

(5) max i/(x)l =.: !/(n)i 
and 

(6) 1-- /(a) >0. 

In (5), V\e have either 

(7) maxl/(x)l = if(a)l < 1 

or 

(8) maxj/(x)j = l/(a)! ~ 1. 

2010 Mathematics 8-ub.ied Classification. Pri.:rm.~.y: 65f:ll~i. 

Key 1mrds o:rul pluuse-;. Iteratim1 ior.aTLtlas, appPJXin:.:.te solutions of Eqt.JBti.ons. 
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In both of the3e case;;, v.e write the equation (1) in the form 

(9) x = 1 _ ~'(a) (f(x) - f (a)x), 

that is, in the form 

(10) 

where 

x=J1(x), 

(11) 
1 

!1(x) =.. b,_, (f(x)- f(a)x). 

Ram (11) v.e obtain 

1 
(12) fi(x) =.. n 1 _, (f(x)- /(a)). 

As f(x) is an increasing function, oonsidering (6), v.e oonclude from (12) 
that the function Ji ( x) is also increasing. 

Rom (12) v.e obtain 

f'(b)- f'(a) - f'(a) 
(13) Ji(a) =0, Ji(b) = 1 _ f'(a) < 1 _ f'(a) < 1. 

From (13) follows that 

(14) maxlft (x)l = f'(b)- f'(a) < 1 
1 1- f'(a) · 

Let f'(x) be a negative d£:neasi.ng function 'Therefore, v.e have 

(15) 0 > J'(a) ~ /(x) ~/(b), for x E [a, b]. 

Rom (15), v.e see that 

(16) maxl/(x)l = l/(b)l 
and 

(17) 1- /(b) >0. 

In (16), v.e have either 

(18) maxl/(x)l = l/(b) l < 1 

or 

(19) maxl/(x)l = l/(b)l ~ 1. 

In both of the3e case;;, v.e write the equation (1) in the form 

1 
(~) x = 

1
_ f'(b) (f(x)- /(b)x), 

that is, in the form 

(21) x=h(x), 
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where 

(Z2) 

R-am (Z2) ~ obtain 

h(x) = 1 _ ~(b) (f(:r;) -· l(b)x). 

(23) ~2(x) = ·-
1
- :-- ( / (xj' .... r'"' (.?'J) -

. 1-- j?(b)' ' . . 

55 

As f (x) is a decreasing fu:n~jion, con:;idain.t-:; (.1.'/') , ·.";~conclude from (23) 
that the function ~(x) is also decreasiu,<:!,'. 

From (23) '\\e obtain 

(24) J;_(a) = f[F) -_l(bi <.: .... -__j'!__}::l,. < J., 
1 - .. f'(b) 1- [(b) 

n"r·· · 0 f. .... c-;) ::.::: . . 
" ,(,, ~ 

From (24) follows that 

(25) f '(a.) -· f-'((/1 . I "' (, )1 ,, .J I -·] 

max 12 x ' = ---T=---i., fb) -- ·<~ -· . \ 

If the function .f(x) satisfies the condition (4), having (9) in mind, we can 
use the following iterative process for finding the root :x = r of the equation 
(1): 

1 
(26) Xk+l = 1 _ f'(a)(f(x,") - - /(a):ck), ko=O, 1,2 ... 

wbenmaxl.f(x)l < 1 and when. rr.a;x.jf(x)l2 1. 
IT the function .f(x) satisfies the condition (15), having (20) in mind, 

we can use the following iterative process for fincling the root x = r of the 
EqUation (1): 

(27) 1 ( I . ,. • ) k Xk+l = 
1 

__ ji(b) f·,xk)- · (b)xk , , =0, 1, 2 ... 

when maxif'(x)l <l and 'vvhen n:x>x!f(:J;)I ?. 1. 
In [1, p. 145), the equation · 

(28) .F(x) o·= 0 

is oonsidered, which has the rout :r =1' in the interval [a, b] in the case 

(29) 0 <m1 ~ Ff(x) :S 1\t1j_, for x E [a,b], 1 

where 'V'.B can take 

(30) ·nq_ =-~ F' (a), .ll.:1j_ = F' (b). 

Now the condition (29) is J.>Bduced. to 

(31) l'1(a) -~~ F(:;;) ::~ Jfl(b) .. 

1If .F( (x) < 0 jr,stead of eqt.'.a:t'ioD . . F'(x) "'" 0 v;e cot:lS.ide:r tlJB equation--P(x) = 0. 
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In this case the equation (28) can be 'Written in the form 

1 
(32) x=x- F'(b)F(x), 

that is, in the form 

where 

(33) 

V\~ 

(34) 

x =cp(x) 

1 
cp(x) =x- P(b)F(x), 

'{i(x) = 1'- F~b)F'(x). 
Ffav:ing (30) and (31) in mind, it follows from (34) that 

. I F(a) 
(35) max'{i(x)l=1- F'(b)=q<l. 

Example 1. The equnf:Wn 

(a) F(x) =&f- 6x- 3=0 

has a root x =rE [1, 2) =[a, b). 
~ ca:n write the equnf:Wn (a) in the farm 

3 3 
( a1) x = 4x + &i2, 

that is, in the farm 

vhere 

(GQ) 

Rum ( GQ) 1re oatain 

(aa) 

x=f(x), 

3 3 
f(x) = 4x + &i2" 

3 3 f (x) =-4z;2 - 4:1;3. 

For x E [1, 2) = [a, b) the ft.uu:J:ion J'(x) is negai:ive and incrensing, and it 
lwlds that 

(at) 
3 9 

/(1) =f(a) =-2, · /(2) =f(b) =-
32

, 

which means that we can apply the fo-nnula {26) for finding the root x = r E 

[1, 2] of the equnf:Wn ( a1). 
Acaml:i:ng to (5) a:nd (at), we ha:ue 

3 
(06) max if(x)i = l/(1)1 = if(a) i = 2 > 1. 
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Having (£14) in mind, ue o!Jtoinfrorn {V,.) 
39 

(ao) n:mcifi(x)l = 8()' 

.FhJm (a) ue obtain 

(017) 

F' (1) = P (a) ::.._-::: 18, F; (2) :=.~ .F (b) = 90, 

which means that the condition (.'J 1) is s<J.i is.ficd. 
For x E [1, 2) = [a~ b} th:. funsf:i<Yt?. Jf1 (;;:.) iB i ncrmsiTI(J, a:n.d it holds that 

(ag) J<-t (l) :::=P'(a) ==18, P r(2) ~::,F' (b) ="00. 

'The fu:nc!;ion vf(x ) in, (S4) is d~ar:;tJsi? ig a:rul ha:ui:ng (ag) in mind, tre 

obtainfrom {34) 

ca10) :r.na.v:: 1 vJ (x)! :=.= ~. 
Naw the f0777711la {32} is rP...d:uced to 

(an) x =x- 2 .F(x), 
90 

from v.hich foll01JJS the ·iterai:ive process 

1 3 
(a12) Xk+l = Xk- 00(8xk - 6xk- 3), k = 0, 1, 2, .... 

Having (OQ) a:nd (04) in mind, the iterotive process {26) is reduced to 

(a13) Xk+l =~(xk+~k + ~,;), k=0,1,2, ... , 

vhich conuenJe<J rr..are mpidly tlw:n the process ( a12) for finding the root x = 

r E [1, 2] of the epKii:ion (a), having (06) and (a10) in mind. The initial 
value Xo co:n be a:n:t.J nu:mber from the inLoruol (1, 2]. 
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On the Location. of ZP!\.'"15 of SonJe Polynomials 

. ABs-n:-tACl'. 1n t.biE r:·.::~per 'W\') det"t-:-.;.uiine the regions in the complE'..x plane 
cor1tai.nir.'f;; :;.::ero.-.·. cf ::.f .:J.e !;JGly:nao::ri.c.!s .. 

ln this p3;per ~·;e e~iri'c-,ir:ie:-:c tlm po1yn-.::l!:nial 

(1) P (z) ,;:;: ;[· ·-~·· Up:::',.t·-· p ·-!- O.:>+IZ:r<--p-· 1 -+ · · · +a11 , CJp # 0, p < n. 

'lne location of zo.::t·m of t he polynomials in the oomplex plane, depend
ing on its coefficients was studied by many authors. Here we cite a result 
obtained by P. J\.1:)nt.E>l [lj ani a. l"!ibUt by H Gug;gBnhei.nEr [2] which are, 
rmpective1y, :3.s follmv.:;: 
(R1): All the zero:; of the polynomial (1) are in the region 

1 
(2) !.zj < 2rrnxlakpc, p ~ k ~ n. 

(R2 ): All the zercs of the polynomial (1) are in the region 

(3) lzl <r, 

·where r > 1 is the root of the equation 

(4) rP-~1 --laql =0 

and where 

(5) 

In tl'.Js paper -v~ prove the following theorem 

'IllBL.>X.~1011 .. . h:t q, p S: k ~ n be the ]XJsif:ive pxrameters, v.here 

(6) Ac=max(':l), p~ k~ n, 

and 

(7) 

Then all zeros of flu:. ]XJlynamiol (1) are in the reginn 

(8) lzl <reM;;, 

2010 Mathematics Subject Classification. Primary: J.2D10 . 
.Key u.mds a:nd phrases. Zera:; of the polynomials, region of zercs. 
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uhere re > 1 is the root of the equaif.an 

(9) rP-~1 - Ac=O. 

Proof of 'Ihearern 1. Rum (7) we lL~ 
1 

Ckk 5: 1\-{: 

that is 

(10) Ck ~ J.4k, p '5, k ~ n. 

Fl:om (1), for lzl > 1\-{:, having (6) and (10) in mind, v.e obtain 

IP(z)l=lzln(1- (IOpj+J~!-ll +···+lad\) 
I ziP lzjP-+-1 !zln. J 

= 1z1n(1- ( l0pl . .!E._+ l0pHI . _lp+_!_ +· .. +la,.! . ~)) 
cp !ziP C-p-t-1 jz!P+1 Cn lzln 

n( ( Cp lp-+1 Cn )) 2 lzl 1- Ac I ziP + lzi.P+1 + ... + lzln 

( 
Ji1;f 1\lf[H ~n ) 

>lz!n 1-Ac(-+-+···+-+···) !ziP !zjv-+1 lzln 

( 
Acl'vfl'( 1\-{: (1\-{:)2 (~)n-p )) =lzln 1- jzjP 1+~+ ~ +···+ ~ +··· 

-!zln (1- Acl'vfl' ) - lziP-Izi.P-1~ ' 
that is 

(11) Acl'vfl' ) !P(z)l > lzln( 1- lz!P-Izi.P-1~ . 
Fbr 

(12) lzl 2 re~ 

from (11) v.e have IP(z)l > 0, that is IP(z)l #0. 
This rreans that all zero:; of the polynomial (1) are in the region (8). D 

Taking different positive values for parameters Ck, v.e obtain several :prr
ticular l'ffiUlts from 'Ibmrem 1. 

Fbr 

(13) Ck _ IO-Jcl -~1' p5,k5,n, 

the following l'ffiUlt from 'Ibmrem 1 is obtained: 
(Ra): All zercs of the polynomial (1) are ill the region 

1 

(14) lzl <2rrmc(~~) k, p5, k 5: n. 
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Proof of (.Ra). R8J.wg (13) in mind, from (6) and (7) v.€ obtain 

(15) Ac =~1 
and 

1 

-1 /!· ( JakJ) k JvJe = rrnx. --- p < k < n. 2P-1 ' - -

J.r1 tb.is r;n,c;;<~ tb: tY:tl.l<·1i;ior._ (0) l00UC€S to equation 

(1/) , ;p - ~1 - rg>-1 = 0, 

and legion G5) n:d~:uo:s to ·r14:Q.on (14). 
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'Ihe J.Y.:>gion (14) fu..: z; ;?~ 2 is srmller than the region (2). For p = 1 tbe 
region (1Ll) nx:l1J02S to the region (2). CJ 

VV:>: di':'IJX)nst.rate the other case by giving an example. 

Th."'<.ll".ople 1.. The zeros of the polynomial 

(19) .P(z) =15- &? +llz+W, 

v.here pc= a, according to result (R2 ) are in the region 

(20) JzJ < 3.1, 

vhere r > 1 is the root of the equation 

(21) ,.3- ? - X>= 0, (3 < r < 3.1), 

u:(l.dfmm (14) follows tJwt all zeros of the polynmnial {19) are in the rerfion 

(22) JzJ < 2. 76. 
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54-..'i.'). 

[3] M. 1\lf..arden, Geometry of Pol:ynomials, AnH-. Ivhlh. Soc. Providence, RI. 2005. 

DRA.GOlVIrn. M St.l'vl.lOONOVIC 

l'vfrKE .ALAsA 8 
11000 BEi.GR.ADE 
8ERmA 





MA'IH:EMJaiCA ~RAVICA 

VoL. 16-2 (2012), 63-68 

Acceleration of~ of One Iterative 
~~hod for :Finding t he Roots of F.quations 

DRAGOMIR. M SrMEuNovrc 

AESTH.i\GJ.' . In this paper v.e consider tv.o iterative n::ethods which ac> 
.:·derate t he findjng of the roots of equations. 

It is v;{';il knC117Vll that, if the equation 

U) x=f(x) 

b.a.s only one 1-ccl x = r in the interval [a, b], and if the derivative f' (x ) of 
the fu:ru ... -·tion f (x) satisfies the condition 

(2) maxl/(x)l ...:....M< 1, for x E [a, b), 

then the iterative rretbod 

(3) Xk+l = f(xk), k = 0, 1, 2 ... , 

converg-e:; to the root x = r of the EqUation (1), where the initial value xo 
can be any Ili1Ir.ber from. the interval [a, b]. The oonvergence of method (3) 
is rmre rapid if M has a small value. 

In this paper v.e oonsider the values f (a) and f (b) and use it to determine · 
maxl.f(x)l . 

We consider two iterative methods for finding the root x = r of the 
equation (1) in cases when 

(4) f(a) =/=0, /(b) =f=O 

(5) maxl/(x)l . M< 1 

and when f ( x) is increasing or decreasing. 
If the conditions ( 4) and ( 5) are satisfied, then 

(6) l/(a)l < 1 and l/(b)l < 1. 

\\e put 

(7) /(a) =a, J'(b) =--={3. 

Iroruse of (6) and (7), ~ have 

(8) 1- a > 0 and 1 -- f3 > 0. 

:<fllO M athe.matics Subject Classification. Pri.ID'Il]l: 6.'5HJ5. 
Key tlXJrds a:n.d phrases. Iteration furm.Ilas, approxi.ma+...e soluti.ons of er:-!U3tiom. 
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If the function f (x) is increasing on the interval [a, b], then ~ coP.sider 
the following tv.o cas:s 

(Cl) 

(~) 

-1 <a~ /(x) ~ f3 < 0, 

0 <a~ /(x) ~ f3 < 1. 

In these casES, v.e ·write the equation (1) in the form 

(9) x=-
1
-(J(x)- ax), 

1-a 
that is, in the forr.n 

(10) x=J1(x), 

where 

(11) 
1 

fl(x)=-
1 

-(f(x)-ax). 
-a 

From (11) ~ obtain 

1 
(12) ft(x)=-(f(x)-a). 

1-a 

As f(x) is an increasing function, considering (8), ~conclude from (12) 
that the function ft ( x) is also increasing. 

Fbr the case (Cl), ~ have 

(13) maxl/(x)l = lal. 
Considering (7), ~obtain from (12) 

(14) 
{3- a lal 

ft(a) =0, ft(b) = 1 _ a <., , ,_, < lal. 

Horn (14) ~ conclude that 

{3- a lal 
(15) maxlft(x)l = 

1
_a <., , ,_, <lal. 

Fbr the case ( ~), ~ have 

(16) maxl/(x)l =/3. 
Considering (7), ~obtain from (12) 

(17) /(a) =0, /(b)=~=:. 
From (17) ~ oonclude that 

{3-a 
(18) maxlft(x)l = 

1
_ a < {3. 

When f' ( x) is decreasing, ~ oornider the other tv.o cases 

(Q) O>a?./(x)?./3> - 1, 
(C4) 1 >a?. /(x)?. {3 > 0. 
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In these cases, v.e write the equation (1) in the farrn 

1 
(19) x=

1
_fJ(f(x)-fJx), 

that is, in the form 

(Xl) x=f2(x), 

1,vhere 

(21) 
1 

h(x) = 
1

_ fJ (f(x)- px). 

I+.nm (21) v.e obtain 

1 
}j_(x) = 

1 
_ fJ (f (x) -- fJ). 
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}.s f(x) is a docreasing function, considering (8), v.e roncJude from (22) 
that the ftmction ~( x) is also decreasing. 

Fbr the case ( Q), v.e have 

(23) maxl/(x)l = I,Bj. 

Jn view of (7), v.e obtain from (22) 

(.'"A) .ef( ) a- fJ ltJI IRI .i!(b) 0 
t:t-± J2 a = 1- ,8 < 1 + ltJI < ~ ' J2 = . 

From (24) v.e ronclude that 

a-,8 
(25) maxl}j_(x)l =l-,8 <1.81-

For the case ( C4), v.e have 

(26) maxl/(x)l =a. 

In view of (7), v.e obtain from (22) 

(27) }j_(a) = ~ =; < a, f~(b) =0. 

From (27) v.e ronclude that 

o:-,8 
(28) maxl~(x)l = ·~-8 < o:. 

·- ' 

From the ronditions (4), (5) and ('l), as 'M'll as from (13), (15) and (16), 
(18), v.e see that 

(29) rmxjl{(x)l <max!f'(x) l 

when f(x) is increasing, which satisfies (Ci) or. (CA)· 'rnen, from (9) v.e 
obtain the iterative rr£thod 

(30) 
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Analogornly, from the ronditiom (4), (5) and (7), a'3 v.ell a'3 from (23), 
(25) and (26), (28), v.e see that 

(31) max!~(x)l <maxl/(x)l 
when f(x) is decreasing, which satisfies (Q) or (C4). 'Then from (19) v.e 
obtain the iterntive rrethod 

1 
(32) Xk+l = 

1
_ {3 (f(xk)- fJxk), k =0, 1, 2 .... 

Because of (29) and (31), the rrethod (30) or the rrethod (32) converges 
rrore rapidly than the rretbod (3). 

V\e dermmtrate the rretbods (31) and (32) on the following exarrq)les. 

Ekarc:ple 1. 'll1e eJ[UDl:ian 

(A) xf- 8x+5 =0 

has anly one root x = r in the interval [2, 3). 
Vi-e can write the equaJ;ion (A) in the farm 

8 5 
(A1.) x=;- Xl' 

that is, in the farm 

(~) 

uhere 

(Aa) 

x=f(x), 

8 5 
f(x) =;- X2. 

Rum (Aa) tre obtain 

(~) 
8 10 

/(x) =- X2 + x3. 

0n (2, 3) the ftuu::l:ion f (X) is increasing, a:nd 
. . ·. . 3 · M 

(As) /(a) =/(2) =o: =-4 =-0.75, /(b) =/(3) ={3 =- ZT' 

uhich means that ue can apply thefarrro.Jla {30} in the case (q). Arxarding 
to {13}, from (As) ue have 

maxl/(x)l = lo:l =0.75 

a:nd accard:ing to {15}, ue have from (As) 

{3-o: max!Ji(x)l =-- =0.132275132. 
1-0: 

Naw, the jCff'ITf1Jl;a {30} is red:uced to 

(4) 1 ( 8 5 ) X 1=-- --- 075x -k+ 1 75 2 + . k ' k - 0, 1, 2, ... ' 
. Xk xk 



a:nd the farrrt11la {3) to 

8 5 
(_Ar) Xk+l =-- -, k = 0, 1,2 . .. . 

xk Xf 

The values Xk a:re listed in Tbhle 1. Both formulas (~) :md (Ar) start 
from the scrme initial value ~ = 3. 

TABLE: 1. 

xs = 2.439312154 XXl = 2.43!}122287 

X{j = 2.439311698 :r:~ ... ~-~~~~~ 
2 43 73 

X40 = 2.439..11169..~ 
X7 = . 93116 ' ... . . . ........... . 

X49 = 2.439311671 
xs = 2.439311672 xro = 2.439311672 
Xg = 2.43931167'2 XSI = 2.439311672 

Example 2. The equa;tian 

(B) x+ex ___ 2=0 

lws anly ane root x = r in the interval [0, 0.8]. 
H-e can write the equation (B) in the fon tt 

(~) x = ln(2 .:-. x), 

that is, in the farm 

x= f(x) . ~ ' 

(.8.3) .f(x) =--=ln(2·- x). 

Ftum (.B.3) tre obtain 

(B4) '"'( ' 1 f x) =-~ - --·----:-. 
· x·- 2 

On [0,0.8] thefun.ction. f(x) i.'i decreaBi:ng, and 

(B.>) f(a) =J'(O) o=a :::=--~ 1 f(b) ~:.::: /(0.8) =/3 =-~, 
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v.hich means that 1re can apply the farrrwla {32} in the case ( C3). Aaxrrdi:ng 
to {23}, from(..&) ?re ha:ve . 

5 
:rmxl/(x)l = I.BI = 6 

a:rul accardi:ng to {25}, · 1re ha:ve from ( Bs) 
,8-a 

:rmxl~(x)l = 
1

_ ,8 =0.181818182. 

Now, the forrmda {32} is rOOuced to 
1 

(.&;) Xk+I = 1l ( 61n(2- Xk) +5xk), k = 0, 1, 2, ... , 

mul the forrmda {3} to 

. (Br) Xk+I =ln(2-Xk), k=0,1,2 .... 

'Ihe values Xk are listed in 'Ibhle 2. Both forrmdas (:&;) mul (B7) start 
from the same initial value Xo = 0.8. 

TABLE 2. 

I Farrrwla ( .&) I Forrmda (Er) I 
X() 0.8 X() =0.8 

XI = 0.463.)84485 XI = 0.182321557 

X2 =0.444917036 
X2 = 0.597560106 

X3 = 0.44306896 
~3- = 0.338213501 

X4 = 0.442876765 
~- : : 'ri.400i&<ri>2 

X5 = 0.442856732 
~10 . 0.447472609 

X6 = 0.442854644 
~: · · o.Mmi554 

:V, = 0.442854426 
:':~.:: ?.442853978 

xa = o.4428544IJ4 
X4Q=0.~ 
~-··a.~ 

Xg = 0.442854401 
XlQ = 0.44285440 X47 = 0.442854401 

1 X48 = 0.442854401 
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A Relnu-k with Regard to 
lnequalitie.:; for Sarrre Surns 

DRAGaMJR l\t1. SilvtFlJN 5VlC 

ABSTRACT. In this 1-Y:lfler vc.e a:msil':k!r S\'l!re ir-2qualit~es tJJat ure :r&· 

garded to rertai.n sm:m. 

Inequalities that vve shall us...~ in this p!-lf}{~.f ~;:cil th.a.\; are p:r:ovOO. in [1] are 
the following: 

(1) 

and 

(2) 

···--1 
lf-d""?_r(b-a)(ab)rr, b>a.>O, r ~ 1 

s-1 
if- ce ~ s(b- a)(ahf2, b >a>O, 0 <s ~ 1. 

If in the inequality (1) vve put 

1 
(3) b= 1 1) 

(n- 2)2+X2- 4 

1 
a= 1 1 , x/=0, 

(n+-)2 +X2--. 2 4 

vve shall get the inequality 

1 1 

(Cn·- ~)2+X2 - ir (Cn+~)2+X2- :lr 
2nr 2n:r 

"?.. ((n2-+x2)2- n2)~ > (n2+XJ)r+1' 

where summing for n = 1, 2! .. . , we get 

00 2n 1 
( 4) ~ (n2 + X2)2 < r(x2Y, r "?_ 1, x =I= 0. 

Fbr r = 1, from ( 4) vve obtain. 

(5) 

2:}10 Mathematics Subject Classification. P.ri:rmly: 49A35, 90C30. 
Key 'UX1ITis a:nd ph:roses. l:neqtmlities fer ~ sun:s. 

@2014 M"athematiCll'. Mravica 
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If in the i.na:)uality (2) v.e put 

(6) 
1 

b= 1 _?_ 1' (n- -)2 +~-+-2 4 

a= 1 (n+~)2 +:zil +1' X f=O, 
4 

v.e get the ~ty 

1 1 

(7) 
((n- ~)2+x2+~t- ((n+!)2+x2+!)s 

' 2 4 

< 2ns 2ns 
- ((n2+x2+~)2-n2)~ < (n2+x2)s+1' 

ftS it is 
1 1 

(n2 +x2 + ~)2- n2 < (n2 +x2)2 . 

. Sumr.ning for n = 1, 2, ... , from (7) v.e get 

(8) 
1 00 2n 

---.- < Lr __ ? , -'>'a...L.l ,0 < S ~ 1, X f=O. 
n=1 

Fbr s = 1, from (8) v.e obtain 

(9) 
1 00 

---x <:E- ~ 2n 2 ~-~· 

n=1 

lrlfflualitie:; (5) and (9) written. in the farm 

(10) 
1 00 2n 1 
-! < L(n2+x2)2 < x2' xf=O 

2 n=1 

repre:;ent :Mathieu's i.n£qualitie:; (sre [2, p. 62J]). 
Fbr s = ~' r ~ 1 (0 < s ~ 1), the inequality (8) reduces to 

00 2n 
(11) r 1 1 < L .!:±:1' r ~ 1. 

(x2 +2)r n=1 (n2 +x2) r 

Flum ( 4) and (11) v.e obtain inequality 

r 
00 2n 1 

(12) 1 < L !±! < c--?.) ' r ~ 1, X f= 0. 
(x2 +~)r n=1 (n2 +x2) r r x- r 

If in the inequality (1) v.e put 

(13) b= _1 
n- ~ +:zil' 

1 
a=------

n+~ +:zil' 
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for r ;:::: 1 and x real ID.1IIDer, v.e get inequality 

1 1 

(n- ~ +x2)r (n+~ +x2)r 
> r r 

((n+x2)2- i)~ > (n+x2)r+l' 

(14) 

where smnming for n = 1, 2, .. . , v.e get inequality 
00 1 1 

(1~) ~(n+x2)r+l < r(x2 +~)r+l, r;:::: 1, xis real Inliiber. 
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H3PA'IYIIABAIJJE CPJmlltE TEMIIEPATYPE 3PA'IEIDA 
UOMO'Ii.Y rJIOBYC-TEPMOMETPA YUOTPEBOM HOMOrPAMA 
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I_ 

..:o"< M3PA'IYHABAiLE CPE)J)bE TEMllEPATYPE 3PA'IEILA 
liOMO'IiY rHOBYC- TEPMOMETP A YIIOTPEBOM 

HOMOrPAMA 

JU>ArOMHP M. CMMEYHOBH'B. 

IIo~ TOIIJIOTHm4 3pa'<leH>eM IIO,lqla3YMeBa ce 3pa'<leH>e Koje HacTa
je yCJie~ 3arpejaHOCTH HeKor rena, H 'lHja ja'lHHa 3aBHCH je,n;nHo o,n; 
cTeneHa 3arpejaHOCTH H oco6HHe AOTH'lHor TeJia. Teno ce ycJieA 3pa
"<IeH>a xJia,n;H 3aTO mro ce je,n;aH ,n;eo H.eroBe MOneKynapHe eHepmje 
npeTBapa y 3pa'<IHY eHepmjy, AOK noBmneH>e TeMnepaType HeKora 
TeJia ycJie,n; 3pa"<IeH.a HaCTaje oTy,n;a WTO ce 3pa'<1Ha eHepmja Koja Ha 
H.era na,n;He npeTBapa y MOJieKynapHy eHepmjy, ,n;aKJie y TOIIJioTy. 
CBaKO TeJIO 3pa"<IH Ha CBaKOj TeMIIepaTypH, CaMO UITO ce Ha BHWOj 
TeMIIepaTypH OBO 3paqeH>e 3anaJKa. 

ToDJIOTHO 3pa'leJLe y PllAHHM npocropujaua 

lJecTa cy p~a r.teCTa r.u;e ce ja.BJDa 3pa'<1Ha TOIIJIOTa. TaKBa cy 
cBa oHa MeCTa r,n;e ce pa.n;H ea yrpejamm npe,n;MeTHMa HJIH y H>HXOBoj 
Henocpe~HOj 6JIH3HHH. Y TaKBJfM npOCTOpHjaMa ja"<IHHa TOIIJIOTHOr 
3pa'ieiba MOJKe 6HTH B~.lrnKa H HeraTHBHO ,n;eJIOB8TH Ha JDyp;e KOjH y 
H>oj pa,n;e. 36or rora je y Me,ll;~H pa,n;a no'i'pe6Ho o,n;pe,n;vtTH ja'lliHy 
3pa'ieH>a Koja ea yrpejaHHX oKOJIHHX noBpnuma ,n;onHpe Ha Mecro r,n;e 
JDYAH pa,n;e. Mo:m:e ce ,n;ecHTH .u;a 3pa'<leiVe Ha HeKOM pa,l{HoM MeCTy 
6y,n;e TaKO jaKO ,n;a OTeJKaBa HOpMaJIRH pap;, 'laK H p;a npeBa3Hl)e rpa
mw;e M3,lij)JKJLHBOCTH:, WTO, pa3yxe ce, seoMa WTeTHo ,n;eJiyje no 
3,lqla.BJbe PB.AHHKa. 

Ja"<IHa a 3pa'leH>a p:exe noBpnnme Mo:m:e ce MepHm H .u;npC'KT'HHM 
nyreM, aJIH je ouaj Ha'IHH npHJiwmo Te:m:ax. MHoro je .naKIUe ysecTH: 
y pa'IYH cpe~y TeMnepaTYPY 3pa'leH.a oxoJIHHe. IIo.u; OBOM ce no.u;
pa3yxeBa TeMIIepa-rypa Iij)HOr Tena xo.u; xoje 6H ouo 3pa'limo HCTOM 
ja'IHHOM xao H oxoJIHHa. Kaxo upHO TeJio m.~a aajuehy Moh 3pa'leH.a, 
TO je cp~a TeMIIepaTypa 3pa'leH.a, oBaxo Ae<PHHHcaaa, ysex moxa 
o.u; cp~e TeMIIepa'orype oxoJIHHe. 3a YKYJIHO 3pa'<leH>e E, xoje eMH
TYje je,qau KBa.u;paTHH CaHTHMeTap noBpnume xqmora Te.n:a y je.u;Hoj 
CeK~, BIUIOI CTecpaH-nO~aHOB 38KOH KOjH rJiacH: 

-

E = &14 (1) 
rne je T aucoayma TeunepaTypa, a & = 5,73·10-5 erg. cm-a grad-4 sec~ 
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lfBCTp)'Jie&aT 

3a H3pa~asaH.e cpe,qH>e Tamepa-rype 3pa'le:F&a oxoJIHae yno-
1'pe6JI.aua ee y M~ pa,qa rJio6yc-TepMoMeTap. To je myn,n,a · 
6axapua KYrJia (rJio6yc) npe'IHHKa 15,3 cM, npeBY'leHa cno,n,a ~WHOM i'-: , - ·- '' · 

6ojoM 6e3 cjaja. Y TY KYrJIY ce YMeTHe :aomnu TepMoMeTap Taxo ~ii . · -·::.~ · ~ -
pe3epsoap TepMOMeTpa AOI}e y ~eHTap xyrJie. _ , ..• 

AKo ce rJio6yc-TepMOMeTap yHece y npocTop y xoMe ee jaBJD~;:<. ·:~- ·· · .: _ 
TOnJioTHo 3pa'ieH>e, OH he ce no~ ~ejCTBQM 3pa'IeH>a 3arpeuaTH, H 't"o'-?f:_ ,;:_~:; _ ·:·i ·· 
YTOJIHKO BHme YKOJnnto je ja'Dma 3pa'leH>a oxoJIHHe ueha, H rJio6yc:.. ~ :-, _ _._ , :·· · :_.. . 
TepMOMeTap nOKa3HBahe BHIIIY 'l'f!'M'Ilepa.Typy OA OKOJIHOr Ba3AYX8· Ha.;;:. : ·.;, _~ :;.:.-~ ;:; : 
TeMneparypy rJio6yea Y™'le H KpeTa.~Ue Ba3AYX&, Taxo AB he ouaj ~\t;,~. ·. ¥<--~ .-:· · 
TelKHTH ,qa XJI&AH HJIH 3arpeBa rno6ye. Y je):tHOM TpeuyTKy XJial}eH>e ',' ,;~ .~:_.:·~-- · __ -
rJio6yca H3a3BMIO xpeTaH>eM B33Ayxa H3jeAUa'IHhe ce ea 3arpeua..::. :: __ ·- <-~t ;:··.
HteM yCJieA ·ronJIOTHor 3pa-qea.a. To OOH'IHO 6HBa noCJie 20 MmiYTa o,q::.:; ,; ; i; ; .,_; i 
Tpeuyrxa xa,qa je rJio6ye H3JIOJKeH. Ta,qa ee epeA}ba TeMIIepaTJPa·- ''., :··· < \-_. '\: · 
3pa'leH:.a H'3paqyHaua no o6pac~y. 

(06pa3a~ 2)• 

rJte Je r,•=T1' + 2,47 -lOS Vw (t1 - tv) 

Tr cpe~ TeMIIepazypa 3pa'le&.a y acconynrnM CTeneRHMa 
Tg TeMIIepaT)'pa rno6yc-repwoxe-rpa, Taz:ol)e y ancony-raHM c-reneHHMa 
W 6p3HHa CTPYja&.a sa:J~a y m/sec 
tg rexnepaTfP8 rno6yc-TepMOMeTpa y °C 
tv TeMIJepaTYPa sa:J~a y °C 

J.b o6pae~a (2) BJ!Wf ee ,qa he epe,IU~>a TeMnepaTypa 3pa'IeH>a 6nm 
yroJIHKo ueha yxoJIHKo je ueha -remxepaTypa r.rro6yea, AaJLe, )'KOJIJfKO 
je Beha 6p3Jma CTpyjaH>a Ba3)cyX8 H WTO je ueha pa3JIHKa H3Mel}y 
TeMIIepaType rJio6yc-TepMOMeTpa H TeMnepaTYPe sa3Ayxa rAe ce Me- · 
peH>e upum. ., __ 

DOCTynaK upu Mepeu.y 

rJio6yc ce noCTaBH ua noce6aa CTa.rraK Ha MeCTy rAe Tpe6a Me- ' 
pHTH TeMIIepaTypy H OCTaBH ee 15 AO 20 MHHYTa. Ta,qa ce "'IHTa TeM.:. · 
nepaTYPa rJio6ye-TepMOMeTpa, H TO je t~. 3anm ce xaTa-TepMoMe
'rpOM O,tq>eJtH 6p3nHa crpyjaH>a Ba3,qyxa, xojH o6eJieJK3BaMO ea W, a 
ncmtOMeTpoM ce JDMepH TeMIIepaTypa B83Ayxa, xojH o6eJieEaBaMo ea 
tv. Oue A06HjeHe BpeAHOCTH YJieceMo y o6pa3~ (2), noMohy xojer H3-
pa"fYHaBaMo cpe,TUI>y TewtepaTYPY 3pa'leH>a. llpH MepeH>y ee 3a6e
JieJKH P3AHO Mecro r,qe ce MepeH:.e BpWH H upe~r~e xa,qa je MepeH>e H3-
upmeuo; 3aTHM ee JDMepH TewtepaTYPa eno,n,H>er Ba3Ayxa H peJia
THBHa BJiaJKHOCT1 K80 H peJiaTHBH8 BJI8JKHOCT pa,qHOr MeCTa. 

~ T. Bedford 

•;.· .· .. . 
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n p M M e p. P~o MeCTO: -nocMaTPa"'IIHQB cTaKJieHe TPaKe (JieBa 
CTpaHa) nehH II, MH~CTpMje CTaKJia IlaHqeao: 

re:.mepaTYPa rno6yc-TepuoMe-rpa tg = 42°C 
Te:amepaTYPa Ba3,10'Xa tv = 30°C 
6p3HHa CTpyjau.a sa3,~tYXa W = 0,55 m/sec 
Te:amepaTYPa cnon.aor sa3.zurxa 23°C ea penaTHBHOM snalKHowby o;t 55%, ;tolt 
je penaTHBHa BnaJKBOCT y cauoj npocToPJijH H3HOCHna 39%. 

Mepea.e H3Bpmeao 26. VII. 1957 r. y 10 qacosa. 

AI{O roplbe ape,u;HOCTM YHect;Mo y o6pa3a~ (2) MMaheMo 

Tr' = (273 + 42)' + 2,47 ·1()11· f0,55 ·(42 -30) 

o~aKJte ~o6JtjaMo Tr =-= 331,2 anc. CTeneHH = 58,2°C. 
KaKo je M3pa'liyaaaaH>e cpe,t:t~Le TeMnepaTYPe 3pa'leH.a no o6pa

cey OTeJKBHO 36or 'UH3a paqyHcKHX onepai.zy~ja Koje 3axTeaajy a:mue 
npeMeHa, nororoay KaAa 'tpe6a apumTH aehH 6poj MepeH>a, Kao IUTO 

je TO CJiyqaj KO~ HaC y HailiOj npaKCH, M WTO Te onepai.zy~je HMCY yae:c 
AOCTYDHe CBMMa KOjM p~e ea rJio6yc-TepMOMeTpOM1 H3p~MO CaM HQ
MorpaM 3a H3pa'lYHaBaiLe cpe~e TeMnepaTYPe 3paqeH.a ynoTPe6oM 
rJio6yc-TepMoMeTpa. HoMorpaM je H3pal}eH npBeHCTBeHo 3a noTpe6e 

, O~eJLeH>a Me~e p~a XMmjeHcKor HHCTHTyTa HPC - OAHOCHO 
3a noTPe6e Jia6opaTopMje 3a <l>H3H'lKa H MHKpOKJIHMaTCKa MepeH>a. 

IloCTojehM HOMOrpaMH OBe BpCTe KO.A HaC He o6yxaaTajy OHe Haj
qewhe CJI)"Iajeae KOjM ce y caaKo~eBHoj npaKCH jaaJLajy, Te ce oce
haJia DQTPe6a 38 je~HHM TliKBMM HOMOrpaMOM. J13pal}eHM HOMOrpaM 
o6yxsaTa cJiyqajeae rAe ce TeMnepaTypa rJio6yca Kpehe M3Meljy 35"C 
H 120<--C, 6p3MHB CTpyjaH>a Ba3~yxa 0~ 0 M y CeK. ~0 3 M y CeK., M KO~ 
KOjMx pa3JIMKe TeMnepaType rno6yc-TepMOMeTpa H TeMnepaType aa-
3~a H~ ~o 80()C. 

HoMorpaM je HaMeH>eH CBHMa KOjH ce 6aae o~eHoM TOnJiomor 
3paqeHJa, no <Pa6pH'IKMM JieKapHMa, noTpe6aMa xmMjeHCKHX 3aBOAa, 
caHHTapHHM MHcne~jaMa H HHCDeKWfja:Ma ~a. IloMohy H>era ce 
,ttOJia3H 6p3o 11.0 ~oCTa Ta'IHor pe'lyJITaTa. Ta'lHOCT 3aBMCH OA npaaMJI .. 
HOCTH p~a M MOhH O~eH>HBaH.a Ha HOMOrpaMy. 

HoMorpaM je H3pal}ea- TaKo W:ro cy ua CK8JIY A npeHeceHe pa3-
JIHKe TeMnepaType rno6yc-TepMOMeTpa H TeMnepaType Ba3~yxa. CKil
na B (6p3MHa CTpyjaH>a aa3AYxa) JD~eJbeHa je no o6pacxzy 

2,47 yw u---. --·L 
2,47 VW+2 

r~e je W 6p3MHa CTPYjaH>a B83Ayxa, L AYJKHHa CKaJie B. CKaJia C 
nponopt:(HoHaJIHa je H3p8.3y {Tr4 - Tg4

). CKaJia B AeJIM pacroja~ne 
CKaJie C ME y p8.3Mepn 1:3. 

YnOTpe6a HOMOrpBMa 

Ha cxany A npeHece ce p83JIHKa reMnepaType rno6yc-TepMoMe
TPa M Tamepa~ B8.3)cyX8. O~aTJie ce ~e npasoM npeKo 6p3HHe 
CTpyjau.a B83AYJCB ~o noMohHe CKaJie C. 0~ Ta'lKe Ha CKaJIM C MAe 
ce npaBOM ~o TeMIIepaTYPe r.no6yc-repMo~e-rpa Ha CK8JDI E. OBa npa-
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sa ceq:e eKaJIY D, aa Kojoj HaJia3HMO cpewny TeMIXepa-rypy 3pa'leH>a. 
rope aa.a~eHH npHMep y nornYHOCTH ee CJialKe ea pe3yJITaToM .n;o6H
jeHHM pa'fYHeKHM nyreM. 

3a p~ HOMOrpaMOM nOTpefiHO je HM:aTJf ,tzyJKH JieH>Kp. Haj6oJbe 
je Ha JieH.KJ>.Y o.n; upoBHJtHOl' xayq:yxa 3anapaTH m"J.TOM jeAHy upasoJm
HHjcxy 6pa3AY. Mecro Ha JieH:>Hpy r):{e je 6pa3AA npeMasaTH qpHHM 
TYIJ.IeM. K~a ee osaj oeyum CKHHYTJ.f ra ea nospunm:e JieH>Mpa, AOK 
he 6pa3):{a oeTaTH HanyH:.eHa ryweM y ~HAY TaHKe l{!JHe- npase Jm
HHje. llpHJIHKOM pa1);a JieH:.Hp OKpeHyTH TaKO .n;a ~pHa JIJ1HHja 6y.n;e 1!;0 

nanKpa. OsaKBHM JieH>l1poM ee H~6erasajy rpeuiKe Koje HRa'<:le npa 
Pa.z:tY ea HOMOrpaMHMa y .n;pyrnM CJiyqajeBJ?IMa MOr y .u;a HaCTaHy. 

H a n o M e H a. - Kaxo noHex:a,IJ; okoJIHX jH,D;OBH Mory 6aTH XJiaA
Huja O.IJ; Ba31l;yxa y ea!.!Oj npoCTOpHjH (KaO y JieflapaMa), TO je y OBOM 
CJIY'Iajy pa3nMKa TeMnepaType rJio6ye-~epMoMeTpa H TeMnepaType 
Ba3J:tYXa ueranmHa. 3a noTJ)e6e Hame Jia6opaTopHje H3PaAHO caM H 
je1);aH TaKa.B HOMOrpaM. 

0B.IJ;e je pa3MaTpauo llHTaJLe TOnJioTHor 3pa'leH>a y paAHHM npo
CTOpHjaMa, H>eroso OApeljHBCUbe noMohy rJio6yc-TepMoMe-rpa, xao H 
nocTYUaK npH MepeH>y. 3a 6p3o H3pa'IYHa.BCUbe cpeAH:.e TeMnepaType 
3pa'leH.a H3paljeH je OIIIIIHpaH HOMorpaM, KojH o6yxsaTa CJiyqajese 
KOjH ee y npaxcv. jaBJbajy, Te npercrasJba npornapeH>e noeTojehHx 
HOMOrpaMa OBe BpcTe y KOjHMa Haj'lernhH CJiy'lajeBH H3 npaKCe HI'!CY 
6KJIH o6yxsaheaH. 

THE CALCULATION OF THE MEDIUM TEMPERATURE OF HEAT 
RADIATION WITH GLOBE-THERMOMETER USING THE NOMOGRAM 

by 

D. S i m e u n o v i c 

The author discusses the question of . heat radiation in working rooms, 
its calculation by the globe-thermometer and the measuring procedure. For 
a quick calculation of the medium radiation temperature a detailed noma
gram was made, including cases appearing in practice; it represents the en
largement of previous nomograms of this kind which were unable to embrace 
what happens in practice. 
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PRILOG POZNAVANJU REZIMA PIJENJA VODE U USLOVIMA 
VISOKE TEMPERATURE RADNE SREDlNE 

Pitanje gubitka natrijumhlorida i reZima pijenja vode pri radu 
u uslovi.ma visoke temperature radne &recline oda"9no je aktuelno 
za medicinu rada. To je razumljivo kad se ima na umu da u sa
vremenoj industriji i rudarstvu, i pored svih higijP.nsk:ih mera koje 
se sprovode na planu op5te i individualne za5t ite, znatan broj Ijudi 
cesto radi pod nekonfornim uslovima visoke toplote, -koji izazivaju 
obilno znojenje, gubljenje nat.J.ijumhlorida, drugih soli i vitamina 
i pijenje vece koliCine teenosti. Kakva treba da bude voda za pice 
u takvim uslovima, da li s njom treba unositi izvesne kolicine zno
jem izgubljene soli, ill na koji drugi nacin, - to su pitanja koja 
~ sve ce5ce postavljaju u teoriji i praksi medicine rada i koja do 
danas nisu dobila jedan op5teprihvacen odgovor (1). . 

Poznato je da znojenje maze zavisiti ne samo od temperature i 
vlamosti vazduha, vec da u tome mogu igrati odredenu ulogu i psi
hicki, razni morbogeni i drugi cinioci. Prema A. Baetjer-u kod 
zdravih ljudi kad rade lak.Si posao vidljivo znojenje se javlja vec 
na temperaturi od 31,1° C (2). Prema· Letavet-u u mirovanju pri re
Jativnoj vlamosti od 22% vid!jivo znojenje se konstatuje tek pri 
temperaturi od 30° C, a pri 60% relativne vlaznosti vec na 25-26° 
C. (3). I dok pri tim uslovima i lakSem miSicnom radu l!ovek izluci 
za 24 casa prosecno oko 600 ems (od 400 cm3 do 1 lit.) znoja, s po
rastom temperature i vlage okoline i misicnog rada povecava se i 
znojenje (3). Ukoliko su tem.peratura i vlaga viSe od okoline, uto
liko je znojenje infenzivnije sto moze dovesti do gubitka viSe litara 
u toku osmoeasovnog rada. Za nas je ovde od znacaja cinjenica da 
se pri tom znojenju (po5to znoj sadrZi prosecno od 0,005--:-0,5% na
trijumhlorida [2,31) izlueuju i znatne kolicine natrijumhlorida, -
prema A M .. Baetjer-u (2), u ekstremnom znojenju, i do 25 g a 
prema Letct1et-u (3) i do 40 g za 24 h. PolazeCi od cinjenica da se 
pri obienoj i.shrani hranom unese dnevno proseeno 15--25 g natri
jumhlorida, cesto i daleko manje (4), do§lo se do zaklju&a da obil
no znojenje maZe dovesti do smanjivanja koncentracije natrijum
hlorida u krvi i tkivima, kao i do opadanja osmotskog pritiska 
.,ekstracelularne teritorije" (kretanje vode u pravcu celulamog sek
tora, koji je postao relativno hipertoniean [51), i do nastanka izve
snih patoloSkih stanja, u prvom redu u oblasti neuromuskularnog 
aparata - kao tzv. toplotni grCevi. Po Hanns-u (5), gubitak hlorida 
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mote dovesti do hloropeniCke azotemije, anoreksije, malaksalosti, 
adinamije, apatije, vomitusa, dijareja i tzv. toplotnih gr~va. ~ 
se da davanje natrijumhlorida u takvim slueajevima brzo otklanja sve 
navedene poteSkoce. Da bi se one izbegle, i fabricki lekari odavno 
su insistirali na sprovot'!enju mera za obezbedenje bilansa natrijum
hlorida, i u tom smislu danas gotovo u svim privredno razvijenim 
zemljama postoje higijenski propisi o obaveznom uno§enju natrijum
hlorida (s vodom, hranom ill u obliku tableta) u toku rada. Beathsler 
(prema 5) prepo~uje za pice hladnu slanu vodu u koncentraciji 
0.1-0,15% NaCI; Metz (6) je za nesto veeu koncentraciju (2% NaCl). 
Hanns je za koncentraciju 2-3 g natrijevog hlorida na litar vode. U 
SAD i nekim drugim driavama preporucuju se tablete soli, dok se 
u Pensllvaniji radnici snabdevaju zasoljenim pivom (5}. U SSSR-u 
je sanitarni propis da se onima koji rade u uslovima visoke tem
perature radne sredine za pice obezbeduje 0,5% slana gazirana voda. 
Slican propis postoji i kod nas, kao i u mnogim drugim zemljama. 

Poslednjih godina, medutim, u NemaCkoj (7), Francuskoj (8), 
ltaliji (1}, a i kod nas (9), cesce se stavljaju primedbe na takve kon
cepcije. Lehman istice da ne postoji opasnost od deficita bilansa na
trijumhlorida za radnike nemaCkog podneblja, i ne preporucuje pi
jenje slane vode, .,jer je ono ne samo neprijatno radnicima, vee moZe 
biti i stetno po njihovu radnu sposobnost" (7). 

Iz izlcnenog proistice da je jos uvelt sporno pitanje korisnosU 
pijenja slane vode. Zato smo se odlucili da to pitanje prouCimo u 
na5im uslovima rada. Posle visegodiSnjeg proucavanja uslova rada u 
nekim toplim odeljenjima jedne fabrike stakla, odlucili smo da tamo 
ispitamo problem kvaliteta i kvantiteta vode za pice raznih osobina 
u svetlu navedenih novih podataka i literaturi. ' 

Metod rada.- U fabrici stakla u Pancevu, jula 1957, ispitivanja 
~u vriena kod 15 radnika-dobrovoljaca koji su radili u uslovima vi
soke konvekcije i radijacije. Broj radnika po radnim mestima bio je 
~ledeci: mesto posmatraca trake - 4; hranjenje peCi - 3; lomaCka 
bina- 4; rezacka bina- 3; oni koji rade na svim pomenutim me
stima - 1 radnik. Broj radnika prema godinama starosti: 20--25 je
rlan radnik; 25--30 sedam radnika; 30-35 dva radnika; 35--40 dva 
radnika; 40--45 jedan radnik 50--55 jedan radnik; 55-60 jedan rad
nik. Radni stai: 1 godina - 2 radnika; 2 godine - jedan radnik; 3 
godine- 2 radnika; 4 godine- jedan radnik; 5 godina- 2 rad
nika; 6 godina - 2 radnika; 7 godina - 1 radnik; preko 10 godina -
4 radnik:a. 

Posle \Jzimanja op§te i radne anamneze, kliniCkim pregledom je 
11tvrdeno njihovo dobro zdravstveno stanje, koje je pra~o ~ 
celo vreme desetodnevnog ispitivanja (jula 1957 god.) Posebno su 
svakodnevno viSeput, pomocu termopara, vclena lspitivanja tempe
rature koze b!la, nosa, obraza. prstiju, let'!a (oblasti lopatice), re
gions prve falange velikog prsta ruke i dorzwna stopala, kao i palca 
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'IC 
U'l 

Tahcla l 
Rczultati milcrDitlimatski/, ispitivazu.:z - p'c 11 

Radno mc:sto 
Klimataki clcmcnti I Van prcduzea u hladu - ··j-aH I atr I e. t. I Zona konfora t at I rv I arv t at I rv I arv H w ltt 

Iznad gomjc 
Mesto posma- gra:ic : z:one 
traea trakc 17a3 2,1 48 8,8 4,2 0,6 0,35 58,9 7,2 31.S komfors 21,9 1,2 64 10,0 

Daleko iznad 

42 
gomje granicc:. 

Hranfenjc peti 29,4 1,7 8,9 3,7 0,3 0,65 103,0 5,4 35,0 zone konfora 22.4 1,4 61 7,8 

Iznad gomjc 

3,4, 
granice zone 

Lomaeka bina 34,0 2,6 30 1,3 0,2 0.64 43,0 1,2 28,5 konfore 21,4 1,8 63 8,1 

Iznad gornje 

8,6 1 
granicc zone 

~ta bina 32,3 2,3 38 J, 7 0,3 o.~o 45,0 1,6 29,0 konfora 2.2,0 1,7 64 11,0 

··-
Objdujcnje; t-tcmpcratura vazduha, ro-rclativna vla:nca, H-katavrednost, t~-brzinc strujanja vazduba u metrima na ackundu, 

tr-srednja tcmpcratura z~cnja, '· t.- efcktivna tempcratura (kodgovana c. t.). Ovde ·su date srcdnjc vrcdnosti pomc
nutih veliana, lto je i ozna~eno crtom iznad pojcdinih oznaka; a s indeksqm oznat\ava st&ndardnu devijaclju u tu 
veU&u • 



desne noge. Kontrolisano je stanje kardio-vaskularnog sistema (puls. 
krvni pritisak) i ispitivano subjektivno stanje radnika u toku rada. 
Od laboratoriskih ispitivanja, pored pregleda krvna slike, u krvnom 
serumu je odrec!ivana koncentracija natrijumhlorida, natrijuma, ka
lijuma, ureje 1 ukupnih proteina. 

U prvom delu na!eg rada ispitivane osobe pile su za vreme rada 
obimu vodu, a u drugom delu prvih osam (prema rednom broju u 
na§em radu) pilo je mesto vode jabukov sok, dok je preostalih se
dam pilo slanu gaziranu vodu (0,5% NaCl). AnaHza pomenutih ma
terija u krvi vdena je kod svih radnika, kako pri pieu obicrte tako 
i slane gazirane i slatke vode. U mokraCi je posebna ~Zn.ja obra
fena koncentracijama Na, NaCl i ureje. 

Merena je teZina tela na poeetku i na kraju radnog dana. Upo
redo s klini&im i laboratoriskim ispitivanjima v.rSf:'erta su higijenska 
merenja u radnoj sredini, u prvom redu merenja temperature va
zduha i psihrometrija (termografom i higrografom, kao i Assman
ovim psihrometrom), srednje tempf'.rature zracenja (globus termo
metrom) i katatermometrija. 

Kratka higijenska karakteristika rodnih mestt! vidi se iz ta
bele 1. 

Kao sto se vidi, na svim ispitivanim radnim mestima klimatsko 
stanje bilo je van zone konfora. 

· KliniCki i laboratoriski nalazi: U toku celog perioda ispitivanja 
nije od strane radnika bilo Zalbi na tegobe, sem od strane jednog 
radnika (broj 6) sa cetvorogodiSnjim radnim staZom, koji je patio od 
neuroticke glavobolje vee viSe godina i koji je i pre ovih ispitiva
nja objektivno pokazivao brojne tegobe tipa neurovegetativne di
stonije. 

KoliCina popijene vode varirala je u veoma Sirokim razmerama, 
kako po pojedinim danima tako i kod pojedinaca. Oni s manjim sta
zom pili su prosecno pri radu ne5to viSe vode (2,5-4,5 lit. za 8 sati 
rada) no oni s duZim st<lZom (1,400-3,200 lit.). TeZina tela na kraju 
rada, · u poredenju s onom-na· pocetku rada, kod onih s manjim rad
nim stazom nije pokazivala znatnije gubitke (u 15% slucajeva poka
zivala je da je cak i povecana od 100----350 g.), do~ je kod onih s 
duZim radnim staZom vise bila izraZena tendencija smanjenja tele
sne teZine na kraju rada (od 300-1300 g). KoliCina mokraee je kod 
onih s dugim radnim staZom bila ne5to manja i ne5to kon
centrovanija (spec. teZina od 1026 do 1034) u toku prvih osam Ca.so
va, dok je kod onih s kraC:im radnim staZom, iako neregularno, bila 
vi!e izraZena tendencija lakog smanjenja. SpecifiCna. teZina mokraCe 
uzeta pre poeetka rada kretala se u granicama normale. 

lspitivanja natrijuma, natrijumhlorida, ureje i ukupnih belan
cevina u krvnom serumu bila su u centru na!e pa.Znje. Rezultate tih 
ispitivanja dajem.o u sledeCim grafikonima: 
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Grafakon 2 

ObJIW!Jenje oznaka: 
- •• - PljeDje obl~ne vode (pre rada u po~tku tsp!Uvan,Ja). 
- - - - TreEq dana pljepJa obll!ne vode (na kraju rada). 

Prvog dana reUma slatke vode (Jabukov sok) za prvth a osoba 1 'I (od 
G-15) slana gaZlrana voda. 

• • . • . Na kraj11 radnog dana, na kraJu lspltivanja (rdlm pljenja kao l prethodnl). 
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U drugom delu .naSih ispitivanja, p1-vih osam radnika pilo je ja
bukov sok a ostalih sedam (na naSim graflkonima brojevi od 8 do 
15) 0,5% slanu gaziranu vodu. 

Grafikon 1 pokazuje da se koncentracija natrijuma u krv
nom serumu [radeno po metodu Richaro-a R., Overman-a i A K. 
Devis-a (10)] kod svih radnika, bez obzira na kvalitet tecnosti za pi
ee, kretala preteZ.no u granicama normale ill ne5to iznad nje (rad
nik 3 je hranilac peti, star 33 godine, sa staZom u staklari od 10 
g~ a radnik 7 rezac i.....-lca. star 25 godina, sa staZom u staklari 
od 6 godina). Te se vrednosti 1'->J.~u ~~ g-ranicama normale, kao Mo se 
vidi i kod grope koja je pila ja1n:~ko•; ~inlpa prl :radu. 

Veoma slicno stoji stva:r- sa natrljwnhJoridom [radeno po metodu 
Van Slyke-a (11)]. Sve su vrednosti u granicama normale, a delom, 
Cak, preko gomje granice. Kao sto se vidi na grafikonu 2, to vaZi i 
za grupu koja je pila slatko pice . 

... Jlr4AAI~TW;q(,KUPNEj 

6 

, :1 • I" 6 ., 11 ~ , , lP ,, ,~ q 

lfJ!: ,PAll .61i'QJ ~A.DAtiiVA 

Grnfikoo 3 

Ukupne belancevine u serumu (grafikon 3) tak.ode su se kre
tale u g£anicama nonnale kod svih radnika i svih reZima pijenja vo
de pri radu [metod Van Slyke (11)]. 

Koncentracija ureje u serumu bila je na gomjoj granici nor
male, pa cak i iznad nje; to se slabije odraiavalo kod grupa koje su 
pile slatko piee (12). 

lspitivanja mokrace nisu pokazala patoloske osobitosti, sem u 
nekoliko slu~jeva neznatnog povi§enja kalijuma. Koncentracije na
trijumhlorida i ureje merene na pofetku, usred i na kraju rada bile 
su u granicama normale. Ureje i na1rljum su pokazivali tendenciju 
porasta pred kraj rada, all ipak u okviru tolerantnog. 

• Sastojcl jabukovog sirupa (lzrabmato na 100 cm~ soka): Na - 8,03 ~; 
K - 285 mg%. ukupan ~eeer (kao invertnl) B.B4" ; NaCl - 0,05%. Saatojcl 
obl&le vode bW su u okvlrlma blgtjenskog standards. 
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KoZile temperature (merene termoelektricnim priborom) dajemo 
na str. 300 s 15 grafikona koji odgovaraju pojedinim radnicirna. 

_Kao §to se_iz navedenih .grafikona prikazanih na tabli vidi, i po
red izvesnih inclividualnih razlika u vrednostima temperature poje
dinih delova koze tela kod raznih osoba, jasno je izrazepa tenden-· 
clja najvetih vrednosti za obraz (3) i najmanjih za prsa (radnici su 
nosili za vreme rada gusto tkano, prostrano pamueno odelo, koje je 
spreeavalo znatno dejstvo radijacij.e). To u izvesnoj, nesto slabijoj 
formi vaZi i za standardne devijacije tih srednjih vrednosti. Up•Jredo 
s tim grafikonima dajemo, poredenja radi, vrednosti temperature 
kofe kod kontrolne grupe u konfornim uslovima i fizickom miru. 

Grafikon 5 pretstavlja aritmetiCke sredine i standardne devija
cije istih merenja kao i kod ostalih grafikona od 1-15, samo se ovaj 
odnosi na grupu ljudi koji rade kancelariske poslove pri temperaturi 
od 23° C, relativnoj vla!nosti 35%, brzini strujanja vazduha od 0,03 
mlsek, i efektivnoj od 20° C, dakle u zoni konfora. 
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Knma slika nije pokazala veCih osobenosti u toku rada. Broj 
eritrocita se kretao u granicama od 3,5-4,000.000 (srednje vrednosti 
3,700.000), a hemoglobina u granicama oci. 70-80% (prema ispiti
vanju kontrolnih grupa kod radnika drugih zanimanja u istom me· 
stu, te vrednosti se bitnije ne razlikuju od njih). Najveea koncentrn
cija felicnih elemenata u krvi bila je izra.Zena na kraju rada kod 
radnika s duZim stazom, a ne§to smanjena koncentracija, takot!e na 
kraju. rada, kod. -ra.dnika s radnim stazom od tri godine. 

Knmi pritisak se za vreme ~da kretao od 95170 do 120/70. Ten
dencija snizenja TA postojala je kod svih radnika, bez obzira na Zi
votnu doh i radni staz, i, s malim poveCan.jem (10-15 mm Hg}, 
odri.avala se i van rada. 

Grafikon S 

Puls nije pokazivao naroCite osobitosti (sem lake tahikardije) za 
vreme rada, i za vreme odmora brzo se vracao na nonnalu. 

Ispitivanjem radnika utvrdili sino da oni upotrebljavaju ja~e· 
zasoljenu hranu (na radu cesto slaninu), da svoje jelo kuci redovno 
dosoljavaju. Mi.Sljenja smo da time oni, pri navedenim klimatskim 
uslovima, obezbeduju dovoljne kolicine natrijumhlorida i da ne trpe 
od toplotnih grceva ill drugih poteSltoea koje proizvodi poviSena to
plota (izuzev Zalbi na umor i subjektivno teZe podno§enje velike 
toplote). Niie zapaien gubitak apetita.' 

Napominjemo da su radnici radije pili obienu no zasoljenu vo
du pri radu i da su od obe radije pili slatki jabukov sok. 

Na osnovu na§ih ispitivanja reiima pijenja raznih sastava vode 
pri radu u odre<tenim, nekonfornim uslovima povi!ene konvekcione 
i radijacione toplote, mozem.o doneti sledeee zakljucke: 

1. U navedenim uslavima rada, gde znojenje rad.nika ne prelazi 
granicu od 4,5 lit. teenosti za 8 easova rada, ne dolazi do 
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smanjenja koilcentracije natrijuma i natrijumhlorida u krv
nom serumu ispitivanih osoba, bez obzira da li za vreme ra
da piju obienu-, zasoljenu gaziranu m za.slac!enu vodu (voCni 
sok). 

2. Ukupna proteinemija nije pokazivala abnormalnosti ni za 
vreme rada ni posle njega. 

3. Koncentraclje ureje u krvi pokazivale su tendenciju po:rasta, 
naroCito kod osoba koje su pile obienu vodu, dok su kod 
onih koje su pile rastvor jabukovog soka bile najbli!e normali . 

.f. Radnici su pri datim uslovima radije pili obicnu vodu i ja
bukov sok no zasoljenu gaziranu vodu. 

5. Alro se wi zakljuCci potvrde na veeem broju radnika, valjalo 
bi insistirati na promeni propisa o obaveznom snabdevanju 
takvih radruka zasoljenom gaziranom vodom. 

Veoma smo zahvalni prof. dr I. f>uritiCu, ~ija nam je pomoc u oceni i defl
llltivnoj obradl dobijeuog materijala bila od velike korisU. 

REZIME 

Vriena su ispitivanja stanjazdravlja, subjektivnogoseeanja, uslova 
rada i koncentraclje natrijuma, natrijumhlorida, belancevine i ureje 
u krvnom serumu u osobe koje rade u uslovima poviSene konvekcije 
i radijacije, kod kojih se znojenjem za osamsatirada gubiloproseeno 
2-3 lit vode (maksimalno 4,5 lit.), i pritom s eksperimentisalo s 
reZimom pijenja obiene zasoljene gazirane i zasladene vode (voc
ni sok). 

Nadeno je da koncentracije natrijuma, natrijumhlorida i ukupnih 
belancevina u serwnu ne pokazuju otstupanje od normale ni pri 
jednom od navedenih reZima pijenja teenosti pri radu, dok je ureja 
kod jednog broja pokazivala tendenciju porasta preko normale. Doolo 
se do zakljuC.ka da pijenje slane gazirane vode u datim klimatskim 
uslovima nema prednosti nad pijenjem obicne ill zasladene vode. 
Istice se potreba za daljim ispitivanjem, na veeem broju osoba koje 
rade u uslovima poveeane toplote, kako bi se eventualno stvorila 
nauena baza za izmenu propisa o snabdevanju slanom gaziranom 
vodom osoba koje rade u uslovima povi§ene toplote. 

Higfjemki lmtitut NRS 
Zdrc~vatvena af4nice& fabrike ltakle& - Pa~evo 
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Summary 

CONTRIBUTION TO THE KNOWLEDGE OF THE DRI'N"Kil\10 
OJ' WATER IN A MILIEU WITH HIGH 'rEMPERATUAE 

M. Savtt:evlt, D. Slmeunovlt:, M. Zlvkov, .s. Radon1l!1{: and B. Bablf: 

The authors examined the state of health, subjectif feelings, working-condi
tions and concentration.S of sodiwn, sodium-chlorid, albumins and ur~a in the 
blood-serum in persons working under augmented convection and rc1diation 
and who, by perspiration, lost o.n an avarage 2-3 liters of water. Experiments 
were carried out with drinkln,g of salty-gas and sweetened water (fruit-juice). 

The authors established that concentrations of sodi~a, sodium chlorid and 
the total amount of albumins in the serum do not diverge from normal values 
when drinking liquids during work. In some of these persons urea was increa
sed over the normaL They concluded that drinking of salty-gas water in de
termined climatic conditions had no advantages over drinking of ordinary or 
sweetened water. They point out the importance of furi..her examinations of a 
greater nwnber of persons wbo are working in premlses with high tempera
ture. in o:rder to make a scientific basis for the modification of regulations of 
supplying of salty-gas water of persons working in a milieu with high tem~ 
j;>erature. 

Institute ot Hygiene, Beogr11d! 
Bealt11. Center of the Glasa-Faeto-ry, Pa~evo 
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ZONA KONFORA I PRODUXTIVNOST RADA 

Posto;ji niz fizikalru.h !'aktora koji se mogu javiti 
u sredlh1 gde ljud.:i. rade. Tak:vi faktori su: temperatura vaz
duha, .vlaznost vazduha~ atrujanje ve.zduha i njegova obladju
juca moc, toplot.no zracenje zagrejanih povrsina, osvetljenost p 
buks, prasina, jonlzirajuca zracenja i dr. Ovi fak:tori cesto 
mogu biti takvi da ometaju normalan rad ljudi. Zbog toga lju
di pri radu jedna deo avoje radne sposobnosti ulazu na suprot
stavljahje ovim ciniocima. Ima i takvih slucajeva gde radnici 
nisu u stanau da se duze vremena zadrze na jednom radnom mestu, 
pa makar upotrebili sve svoje fizicke 1 psihicke sposobnosti. 

Da bi -·se- izvrsila ocena delovanja pomenutih faktora, · 
mora se, pre svega, reci kakvi treba da budu oni u izvesnoj 
prostoriji da bi se covek radeci odredjenu vrstu posla prito
me osecao najugodnije. Kako se navedeni faktori nikada ne ja
vljaju pojedinacno, vec vise njih istovremeno, to se mora vo
diti racuna o njihovom udruzenom dejstvu. Zbog toga se obic
no vrsi grupacija pojedinih faktora. Ovo je 1 pravdano, jer 
se pokazalo da se njihova delovanja uzajamno dopunjuju. Ispi
tivanja su dal je pokazala da coveku pri datoj vrsti posla 
/na primer, koji radi fizicki lak posao i lako je obucen/ mo
za biti toplije pri temperaturi vazduha, recimo do 20°C s re
lativnom vlaznoecu vecom od 8~% i brzinom strujanja vazduha 
manjom od 0,10 m/sek, nego pri temperaturi vazduha od 25°0 
s relativnom vlaznoicu manjom od 33fo 1 brzinom strujanja vaz
duha ve6o111 od 1,50 111/sek. Rad.niku ce bit! ugodno da radi sli
cne poslove kao i gore 1 na temperaturi od }0°0 ako je rela
tivna vlaznost manja od }9% a brzina strujanja vazduha veca 
od 0,50 m/sek. Zato kao posebnu grupu fizikalnih !aktora cine 
temperatura vazduba, njegova relativna vlaznost, strujanje va
zduha 1 toplotno zracenje. Oni zajedno karakterisu mitroklimat
sko stanje u radnoj prostoriji. Takvo mikrdklimatsko stanje u 
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radnoj prostorij1 pri kome se vecina radnika radeci odredjenu 
vrstu posla oseca ugodno, pretstavlja zona konfora. Za njenu 
ocenu sluze nam efektivne 1 kor1govano-efektivn~ temperature. 
Pod efektivnom temperaturom podrazumeva se temperatura mirnog 
1 vodenom parom zasicenog vazdllha. U ovakvom stanju mikrokli
ma ljudi ce se, radeci odredjenu vrstu poala, osecati na iz
vestan nacin. Na isti taktw nacin ljud.l 3Gt radeci istu vrstu 
posla, mogu osecat:l._ i 11 uslovima gde vaz1.uh ima izvesnu brzi
nu strujanja i nije potpuno zasicen vodenom parom, pa ovakvo 
stanje mikroklime pretstavlja ekvivalent date efektivne tempe
rature. Ako se jos u prostoriji javlja i toplotno zr~cenje, 
onda imamo korigovani ekvivalent za datu e!ektivnu temperaturu. 

Cesta su radna mesta gde mikroklima nije u zoni kon
fora. Ima slucajeva gde su zbog samog tehnoloskog procesa pove
cani i temperatura i vlaznost vazduha. Kao primer navodimo ode
ljenje za bojenje tkanina u tekstilnoj industriji. Da b1smo o
vakvo stanje popravili, na mestima gde nema dobre ventilacije 
radnici otvaraju prozore, tako da za vreme hladnih dana u pro
storiju ulazi hladan vahduh i dolazi do tacke rose. Tako se vo
dena para kondenzuje po zidovima i tavanicama i palje radnici
ma na glavu i za vrat, pri cemu se oni vrlo nelagodno osecaju. 
U samom vazduhu stvara se magla usled cega se smanjuje vidlji
vost u prostoriji, cesto puta u tolikoj meri da se dva radnika 
ne mogu videti na jednom metru razdaljine. Svakako se ovako ne
normalni mikroklimatski uslovi odraiavaju i na produktivnost 
rada. 

Ima 1 takvih radnih mesta gde se javlja intenz1vno 
toplotno zracenje. Ovo moze biti tako jako da radnici ne mogu 
u neposrednoj blizini izvora da izdrze viae od nekoliko minuta, 
sto je cesto nedevoljno da bi pravilno obavili potreban posao. 
Svakako da ovo ide na ustrb kvaliteta materijala koj1 se pr1tom 
izradjuje. Kao primer uzmimo rucno dodavanje primesa u cilju 
popravljanja kvaliteta celika u zagrevnim pecima zelezare. ce
sto puta se ponavlja vec jednom svrseni posao, pa 1 ovo deluje 
na smanjenje produktivnosti. Slicnih primera ima mnogo 1 necemo 
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ih ovde oavoditi. Pored iznetog, nenormalni mikroklimatski u
slovi dovode do cestih prehladjivanja radnika /velike proma
je s hladnim vazduhom, kretanje radnika iz suvise zagrejanog 
dela prostorije u hladne delove ili u druge prostorije sto 
je povezano s proccsom pl~izvodnje itd. i njihovog otsustvova
nja s posla. Sta S3 moze da ucini u smislu poboljsanja mikro
klimatski h uslova l!:avlsi 1 od samog radnog mesta, od faktora 
koji je posebno izrazen, kao i oi tehnoloskog procesa. 

I slaba osvetljenost u radnoj prostoriji utice na 
smanjenJe produktivnosti rada. To je ocigledno, jer S€ pri tom 
preciznost izrade amanuje, povecava se greska u izradi, ponav
lja se isti posao. Dalje 1 nepravilna i alaba csvjetljenost do
vode do lose orijentacije 1 zatim do cestih povreda, naprezanja 
organs vida, kao i do njegovog slabljenja. 

Ima i takvih radnih mesta gde se javlja velika za
prasenost. Zbog njene povecane koncentracije radnici su prinu
djeni da nose licna zastitna sredstva, a ova ih cine nedovolj
no komotnim pri radu. Oni moraju pritom da ulazu vece fizicke 
napore za savladjivanje otpora pri disanju. Usled zaprasenosti 
dolazi do oboljevanja radnika i do cestih otsustvovanja s po
sla. Pored toga, velika zaprasenost stvara apatiju prema poslu, 
pa i ovo ima uticaja na produktivnost rada. Prasina ne samo da 
deluje na radnika vrlo rdjavo, vec i na same masine. Ona se .ta
lozi na razne delove masina i nagriza ih trenjem ili hemiski 
te ove brze postaju neu~otrebljive. Zbog toga je potrebno pra
sinu otklanjati jos na samom izvoru i ne dozvoliti njeno sire
nje po celoj radnoj prostoriji. Nije redak slucaj da usled ve~

like zaprasenosti dolazi i do zastoja pojedinih osetljivih ma
sina. Zbog toga se masine moraju cesce cistiti, a sve to ide 
na smanjenje produktivnosti. 

Kao sledeci faktor u radnim prostorijama uzecemo 
buku. Ova se javlja u vecini radnih prostorija, a cesto u po
vecanom iznosu. Ovakva buka ima stetno dejstvo na culo sluha. 
Pored toga, povecana buka onemogucava normalno sporazumevanje 
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pr1 radu 1 zvu~nu signalizaci~u koja je u ve61n1 alueajeva 
,'Jedino s.redstvo ove vrste. Ktf.o ;primer uzmimo pog1b1ju dvoji
ce radnika u leto 1957 g. u fabrici "Jugov1skoza" - Loznica. 
Usl.ed suviSe jake buke koju je stva.rala vodena para pri 1z
laaku 1z jedne eevi, ovi radn.ici kre6uc1 se prugom nisu cul1 
p1sak lokomotive 1 nl~Su sa Hklonili, v~c ih js ova pregaz1la. 
Ima mnogo primers gde je po1,r~ct:lJlliSi i:mka bHa uzrok mnogim ne
srecama na poslu. Povecana buk~ on.omogltcava jos 1 pracenje ta
kta pojedinih ma8ina, kao i ujihcnro pravilno funkcionisanje. 
Usled ovoga dolazi do vecih ol!itecenja maSi.na, koja bi se, 1na
ce, da SU naTeme otkrivena mogla izbaci. 

Dalje, gde se god javlja povecana buka ista je pra
cena i vibracijama podloge, te ova ova elements daluju na sma
njenje koncentracije paznja na poslu. Osim toga, jaka buka kod 
radnika /narocito koji se nisu navikli/ stvara neku vrstu oia
mucenost1. Uonotona buka deluje 1 uspavljujuce na one radnike 
koji su manje pokretni /naprimer, cija je duznost da prate me
me instrumente u masinskim salama 1 na drugim radnim mestima/. 

Cilj ovoga rada nije da iznosi primere mikroklimat
sk1h 1 ostalih uslova pri radu, vec samo da ukaze na njihovo 
delovanje u pogledu produktivnosti kao i da bi se to stanje 
obavezno uzelo u obzir rad1 stalnog poboljsanja. Ovde takodje 
nisu mogll blti izneti 1 iatali c1nioci: pare, gaaovi 1 druge 
materije koje stetno deluju na zdravlje radnika 1 odxazavaju 
se na povecanje poboljevanja, a a tim u vezi 1 na izoatajanje 
a posla. Svakako da ce se sve ovo u velikoj meri odraziti na 
produktivnost rada. 

Radi ilustracije dacemo tabelarni prikaz o stanju 
mirkoklime, osvetljenosti i buke u nekim preduzecima na ter1-
tor1ji NR Srb~jo sa kracim komentarom. 

Prilog: tabele 1-5. 

Oznake u tabelama: 

t - temperatura vazduha 
Rv - relativna vlaznoat u % 
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W - brzina strujanja vazduha 
tr - srednja temperatura zraconja 
et ·· e!ektivna temperatura. 

Iz 'tabela 1. vidi Se da je u letnjem periodu za 
vrerutt :iapit:lva.uja t~)mperatura spoljnog vazduha bila 22°C 

aa rehi.. ti'7llOm vldlt"l.oscu od 60%. Jasno je da je spoljna klima 
im!:ila uti.c~J.ja na e tcm.;je mikroklime u r adnim prostorijama. Iz 
iste tabele v·idi se da bi efektivna temperatura, ukoliko bi se 
otklonilo toplotno zracenje na radnim mestima a smanjila vlaz
noat vazduha, bila u zoni konfora, pa bi svim radnicima, izu
zev nove valjaonice 1 radnog mesta vozaca krana, u njoj bilo 
ugodno .. Medjutim, usled dejetva toplotnog zracenja stanje mi.
kroklime u radionicama gde se ovo javlja daleko je iznad gor
nje granico zone kontora, sto u tabeli nije naznaceno /u tabe-
11 je data e!ektivna temperatura za cije izracunavanje nije 
uzeto u obzir toplotno zracenje/. Prema tome, u pomenutim pro~ 
storijama zastitom od toplotnog zracenja 1 izmenama pojedinih 
faktora mikroklime ventilacijom stanje bi se dovelo u zonu 
konfora, pri cemu bi radnici mogli da imaju znatno veci ucinak 
pri radu. Dalje, se iz tabele vidi da je osvetljenost uglavnom 
zadovoljavajuca na svim radnim mestima, dok je buka bila u po
vecanom iznosu, a u nekim odeljenjima prelazila je i preko sto 
!ona. 

Iz prilozenih os talih tabela moze se videti da je 
stanje mikroklime 0 osvetljenosti 1 buke bilo u pojedinim ode
ljenjima. alieno kao u tabeli 1, pa. se i ovde mogu prlmenit:L 
alieni postupci za njihovo poboljsa.nje. Interesantno je, madju
tim, navesti da. je mikroklimatako stanje u fabrici "Ivo Lola 
Ribar" /tabela 5/ u Zelez~,ispitivano u zimskim uslovima, 
daleko ispod donJe granice zone kon!ora. To je jos interesan
tnije i zbog toga sto je ovo novije pred11zece, a pi tanje gre
janja u hladnim danima nije u potpunosti resano. Jasno je da 
ce ovakvo stanja imati uticaja na produktivnost r.ada. 
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Veliki broj ispitivanja mikroklimatskih i ostalib 
faktora obavljenib u raznim privrednim gra~a u RR Srbiji i 
drugim republikama pokazao jB da je njibovo stanje u velikom 
broju slucajeva bilo van zona konfora ma u koje doba godine. 
I~ svega ovogn moza s3 zakljuciti da bi se poboljsanjem uslova 
rnda povecala u mno~~mP. i ss~a produktivnost. 



Tabe1a 1 

Ifaziv od~ljenja t RV Vi 

Kova~ioa zagrevne 
lpe61 27 65 0,45 

l!e1i~na _(pe6) 28 78 OJ55 

Valjaonioa lima I 28 72 0,70 

Nova Valjaonica '6 7.5 o,lo 

Pooink:ovaonioa 25 75 0_.~_40 

Gasgenerator 26 64 0,56 

Kabina 'VezalSa 
ltraua u novoj 
valfa,onioi - 34__ 50 OJ05 

Z E L J E Z A R.A. S :M E D E R E V 0 
U 1etnjem periodu t-22; Rv-60% 

tr e.t. zona konfora 
osvetJ.lenos1; 
u .luks ma 

94 2:5 _r_.5 u z.k:. 50 

80 25.5 
.~:znan gorn~e 
granioe z •• 180 

69 25 -"- 55 

61 '' 
.JJaJ.eiCo ~zna~?-

gornae granioe 150 z •• 
' - 2' u· z.k. 250 

- 23 u z.lc. 180 

Dalek:o izne.d 

30 
gornj e g1:anice 

- 1 z.k. 250 

_.HU~ 
u fonima 

94 - lOO 

86 - 94 

loo- 102 

g, I lo; 

74 - 86 

78 - 95 

86 - 94 

~ 

I 



Ta.bela 2 

Naziv odeljenja t 

F1etaoija 17 
IJ!!'O ~u;o e 
flotaoija 20 

I!~~:Ul:_o '2 
Pr!ionioa 28 

xoritaete pe6i 26 

Mehanil51ti filtri 22__._5 

Gaegenerator 18 

Rafinerlja :52 
~Utlnl.,!C ~'tarJ. :L~g 
:Jema-horizont 9 28 

.Hori.zont 6 2,,5 

Radili~te ::5 28,5 

R U D N I X I T 0 P I 0 N I C A "T R E F C A" 
U letnjem periodu t-2.5; Rv-44 

Rv w tr· e.t. zona ltonfora 
ueve~~i1eno.s"t; u lults ma 

72 OJ16 16 
.LSpOtl tlODJ8 

'6 - granioe z.lt. 

51 0,20 - 18 u z.k. 240 

41 0_~92 62 25 
.Lznaa. go~~e 
granioe z •• 140 

'7 0__._20 '8 2' u z.'k. ,20 

'4 0,10 80 22 -"- 64 

41 0.22 .. - 19 -"- 50 

58 0,40 - 16,5 
.Lspoa. a.OnJe 
granioe z.lc. 1.100 

41 0 80 65 24.5 
~a gornJ~J 
~~;ranioi z.lc. 125 

96 0__._09 - 27.5 
.LZJlaf?o go~~~ gra.nioe z •• 2,5 

92 0_._29 - 22 u z .le. 2,0 

45 0,25 - 2,,2 u z.lc. 2t5 - . -. 

~Ufii:B 
u fonima 

86,- 90 

92 - 104 

80 - 94 

98 - 99 

92 - 98 

84 - 95 

76 - 98 

78 - 90 

92 - 116 

90 - 104 

'- 92 --11~ 

01 

I 



11M A G N 0 H R 0 1411 K R A L J E V 0 
Tabela ' 

Naziv odeljenja t tr e.t. zona k:onfora 
usvek~i:os1; .tl\.!~ 

Rv w u luk:s u fonima 
I 

Rotaoiona pecS 
l(glavna) 38 2a 0,10 92J5 28_,5 

Iznad go m~ e 
granioe z. • 90 82 

IHD"Caol.ona pec 
·sinteraSi '5 28 0,08 92 27 -"- 95 82 
HLA.tlTt1811: 

otJg:"Ji~na komom '6 45 1,60 - 28,5 -·- 92 94 
.W.l.DOVl. -
p~ede.jna traka 24 43 0,50 - 20 u· z.k. 50 86 
~~l.DOVl. 

22 47 0,27 18 u ;z.k. 59 96 - 106 kug1i~ni i cevasti - \D 
~omo:rna peo 
i pramjenje :n 40 0,20 102 25,5 

J.ZDatl go~~ e 
granioe z • • 68 72 

, Su(!ara ~omorne 
24 '7 6125 16 

~znaa aonJe 
47 84 - 9' !pe6i pri radu vent. - granioe z.k. 

1

:::;usara poa.L.e tlVB sa- Iznad go m~ e ta etvaranla i bez 
~ada venti atora · 26 40 0.20 42 25 granioe z. • 47 72 
~!,enJ e ~eomo:rne 

6 24 , 5 47 0,25 55 30 -"- 60 72 
. :tune.L.slte peel. 
su~ara 70 28 0_, 56 94 55 -"- 48 10- 82 
;cune:~ostte peel. 

42 '5 '0 -"- 26 76- 84 kana1 0.20 44 I --l'l'a~~ e~~ e ope~ 
20 147 _o,oel 19 u z • .lc. 54 80~ sa vruci vagoneta .. - - -- - --~ 



Tabela. 4 

Naziv odeljenja t 1\V 

xova~nica. pla.mene 
pe61 :3, '0 
Gibnja.ra naftne 
pe6i ''·' 42 

I 

.X&lionioa '1 40 

Obra.da topkova '4 41 

Vagonsk:o odeljenje 25,.5 70 

Obrada ala.ta 27 59 

Odelien~e za izradu 
I k:ona rl.l oija. 26 69 

i struga.rsk:o odelj enj e 25 57 
----

FABRIX:A V'AGONA 
"X RA L·J E V 0" 

Lenji period t-27; Rv-55% 

w tr e.t. zona k:onfora 

0,98 98 26 
Iznad gorn~e 
granioe z •• 

0__,_10 70 29,2 -"-
0,10 - 26 -"-
0,12 8' 27,2 -"-
0,15 - 2,,, u z.k:. 

0,:30 - 2,,5 u z. k:. 

0,20 - 2,,6 u z. k:. 

0,17 - 22,5 u z.k:. 
L_ -~ 

~si~k~i:oa10 

240 

1.1oo 

1.150 

1.420 

1.500 

1.500 

1.4:50 

,20 

~u~ 
u fonima 

92 - lOO 

101 - 104 

92 - lOO 

86 

98 - 104 

85 - 88 

96 ... 104 

97 - 102 

I 

' 
I 

... 
0 

I 



Tabela 5 

l'iaziv odeljenja 

Livnioa - fo~eraj 

Brusilioa 

F:l:'eze:raj 

st:rugamioa 

ltontaza 

"I V 0 L 0 L A R I B A R" Z E L E Z N I K 

Zimski period t-2; Rv-65~ 

t Rv w tr. I e.t. 

6 9' I o,,o I - 4 

9 76 10,22 I- 8 

10 70 10,2.71- 18,5 

ll,;! 77 IO,,O·- lO 

12 1 76 t·o,,61 - I lo,; 

osvetlj enosl 
Zona k:oD,fora I u luk:eima 
Is pod.- donj e 
granioe z.k:. 

·-"-
-"-

-"-
-"-

160 

850 

lSO 

l.:f~o 

240 

.I:IUita 
u fonima 

96 

94 - 104 

lOO 

94 

84 - 98 

Robleraj 12 8' 0,:55 - J 10,2 -"- 2.50 j___!.~ - 96 -i 

I I 
A.latnioa 14 74 0,28 - 12 - 11- 1.500 1 8:5 - 92 

l Bravarnioe. 110, 5 J 76 j 0,401 - ( 8,5 1 -"- 1 '80 j 79- 104 

..... ..... 
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DRAGOMIR SIMEUNOVIC, saradnik Higijenskog 
instituta NR Srbije, Odelenje medicine rada, 

Beograd 

OSVETLJENJE U INDlJSTRIJI NR SRBIJE 

Cilj ove teme je da prifka2:e stainj e OSV'etljenoot(.; u 
pajedin.im g.rana.ma industz1ije NRS s csvrt.om.. na 
sigTurn.IOSt pl'i radu-
Podax:i imeti avde. pre'dstavlja.ju sam~"7 d~> tmu1..,. 
tata ~jdD;l. ilspirtrl.vanja Osv-eJtlja.vanda j, nter~

nja owetljen.<J~Sti u poj&linJim prerllt~ze&na. NRS. 
Osve1!l.j!avmje rarlnih prostOII'fi,ja obavlj-a.. se prfu.'O'd·
iw m. i ve§tal~ !W~. VeStaJffidm oovetij e--· 
njem ko:nisti se u;glavnom nMu i u 1dru dana gde 
je pti!rodno oo.vetlja'Wl!Il.je nedoVoljn101. Isto tallro njim 
se iko.risti u · zatvorend!m k.ao i ~ prosto-. 
nijama. 
Dn.evno oovetljruva;nje pojedinili prostorija za'VIisi od 
n.iza &1dlaca. Oni. · mogu da se podele na·: 
e asb:t'ouw1:llS!ro-geografske, 

• met.eorol~e, 
tehni1Bke. 

u am:raoomsk.o-geogr;afSke &ioce spadaju polooaj 
sunoa na. nebu, ~afska ~a rnesta., orijenta
cija ~de i provU.dndh ~ na njoj; kao i ;re

ljef okoline gde je zgrada po.stavljena. 

U me:teorol~e Oip;iiQICe dolaze jasnost atmosfere 
-xui.olblaeenje, saldriaj -..rodeii'I.e parre, pra~, di'In.o
va u atrnoSferi i dr. 
TehniJCki anroci su mnogob.rojni, a mCJ6au se p!Prle
iiiti, m.a spoljaSnje i 1llDR.l111raiiinje. Spoljoonjli se ocllno,.. 
se na zalkllon.jenoot od SJJ.sednilh zgrada i drveea, 
kao i njlhOVIIl velli~!DIUJ li. udatjenOISt. Uilllltraimji (ji,... 

moci o(k.q[ine radnog mesta i ptoStooije koji uJtifu 
na dnev.no OiSVetljavanje ru na.jiVaZni.ji. Ovde na
vodJmo neke od' n1ih, k:ao ~ su: 
G ddme!Wije i dblilk same prosboorije, 
0 ~ i poiloZaj zastalkljenih povr5ina, 
e polotZaj ;radh1Qig mesta u p-l:"'Storiji, 
G raspore<i. astalih. radfnih mesta i predmeta, 
0 zakOOen.ost .prostari.je i prena:trpanoot samog 

radnog mESta, 
boja zidova, tavanice i p1)rla, 

0 koncentracij!al p;raSine, ddm.o:va i para u va:tduhu 
prostooije. 

Sto se tiiCe v~<>g osvetljava!Ilja ra.dnih pl"()Sto
rija, ono ta:k:ode zavisi od ntiza ciniJa.ca. Tako na 

primer zavisi od polo!aja sijaliCn.ih mesta, jaJCine i 
vxste sijalica, rasporeda sijalienih mesta, udaljeno
&ti sijali.ca, cistoce samih sijalica i rpnogih dru
gih Cinilaca. 
Za sigurnost pri radu zaposlenog eoveka ipak je 
najva!n.ije pravilno osvetljavanje radn.og mesta i 
okoline, bilo prirodnom ili ve§taCkom svetlOOfu. 

Tokom ispitivahja op§te osvetljenosti p:rostorija 
struena lica su :n.a :ocitu pa.Znju p osvecivala fupiti
vanju osvetljen.osti. samog radnog mesta i njegove 
nepcsredne okoline. 
Za merenje osvetljenosti upotrebljavan je 1\llksme
tar po Dr. B. Lange Photo-Element S 145. Osve
tljenost je merena direktno na radnom mesbu -
odnosno na povrsini gde se obavljaju poslovi. Isto 
tako merena je i odbojna svetlost u visini oC!lju 
radnika na radnim mestima. 

Pored osvetljenosti, u radnim pro&torijama su 
ispitivani i ostali faktori kao mikroklima, indu
striijska buka, industrijska pra§ina, gasovli: i dr. 

Isbo tako ispitivano je i stanje higijensko-tehnic
ke zastite i sigurnosti pri radu s obzirom na sve 
gore pomenute &ioce. 
Imajuci u vidu proces rada u dotiCn.om pred~u 
i na radnom mestu, kao i celokupno naeleno sta.
nje s obzirom na sve gore pamenute faktore, 9troc
njaci cdelenja medicine rada Higijenskog instiJbulta 
NRS u svom elaboratu uvek su davali konkretne 
predloge i nacine da se obezbedi sigumost pri ra
du. Posebno mesto u ovim elaboratima posv~va
no je pitanju pravilnog osvetljavanja ra.dnili pro
storija. Pri tome se vodilo ractma o vn;tama .po
slova koji se u dotienoj prostoriji i na radilom 
mestu obavljaju kao i o uticaju osvetljeawsti na
zdravlje zaposlenih ljudi. 

Zbog ogranieenosti prostora i vremena ovde izmo
simo samo neke podatke u vezi osvetljavanja i si
gurnosti pri radu u industriji NR Srbije. 

Usled vellirog broja preduzeca u koj1ma je ispi.ti
valllo etanje osvetljavanja, kao i vel.dkog broja o
n±J.aca koji na ova utieu, u ptikazu kgji se ovde 
pril~e dajemo stvarno stanje osvetljenosti me-. 

a 



ren.o na pojedinim rndn.im mestima i prostorijatna 
na lieu mesta i to u: 
5 tekstilniih pred~~ 
5 gra.fil1kib pred,'u.zeea. 
5 pr~a metalline industmje 
2 preduzeea hemij.ti ~e dnd.uslrije 
4 rudnib. (2 metailna i 2 I"'.Jdnika uglja) 
1 fabrici stakla 
1 fabr.ici CJbuCe i 
1 fabrici prehTambene. ialdUJS1ttije (fabrici pi<Va i 
kvasca) §to. ukupn.o_ obuhva,ta 24 predJuzeca, na te
ritoriji NR Srbd.je. 
U ovarn prik~ moZe- se Videti razlika u osve
tljenasti na pojedirtlj!m radnim mestfima· gde se oba~ 
vljaju isti posloVi ali u razn.im pl'e!iurze"ma., kao i 
nzlike u .osvebljemlsbi. gde se obavljaju ra.rlialbi. 
poslovi pOCev ocl lropanja i: utov.ara rude pa. do 
najfinijih paslova 'koao §to je na. primer g:raJV}nnje. 
Iz tabela prikaza -osvetdjenooti, J:IlOf.e se vide'tt za 
svako predt!Ze6e nazi.v rad:ne prostorije, jal:ina 
osvetljenosti izraZen.a u luksima .na• pOvriini rad
nog lllESta, odboj~ osvetljenost' mere'na u W.i.ni 
ooju kao i vrsta osvet.Ijenda. ;rz samog Jl32iva pro
storija lako se zakljuOi,ije kalkvi 8e u tlljoj poslovi 
obavljaju. 
Napominjemo daJ je u :pOjedinim. prostorj.jama vr
OOn.o v:i§e merenja O.svetljen09ti; aii: je u talbelama 
dato uglavnom samo po jedno karakteristiaw me
renje za svaku radnu prostoriju. 
Za svako preduzeee dat je i datum merenja. Sva 
merenja obavljena su danju izme4u 8 i 13 ~asova. 
Jedino je u §tamparskom preduzecu •Politlka« 
merenje obavljeno noeu izmedu 20 i 23 Wa. 

Kao Sto se 1z pribrumih. re:wltata merenja vidi, 
osv~e!DOSt na pojedi.nim. i11ldnin1 mestim.a i pro
stori~ama u lindustrlji N'R Srbije je veoma razliCita. 
R.azlaz:i. za. ovo su ·t.atlllov:rsni, a 'Ciolarte o.d 'l"a1Zllih u 
pOCetku navedenih Cimlaca. 
Da! bi se u ~ mogln prli:i pra:viJnom osve
tljava:nju rad!oili mest.a .i. prosbooi.ja billo bi po
trelmo sve· Qropce lroji na ovo utifu wz:ebi. u abzi.r 
jo§ pri gra&mdu ~ i pri ddrediv~ju l.'"8SpCr 
reda pojed.ln:ih radrUh opetrilcija i radndh · DlEBta u 
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ndima. nrlo tako :i: za ocen.j.ivanje tren.wtlne EJi;tuacije 
u pogledu osvetljavanja radfnih prostorija i mesta 
n~ je uzeti. u Obzir 1Ill1llge &mlce fto ~
stavlja · jedan veoma- -obiman p:Jsao, pogotavu. ako 
se, iel.i taikvo Bpii.Wanje sprovesti. u· velikom G'ojtu 
i po priro(li pos1a ~ preduzeCa'. Ovaj pa;:ao 
zahteva veliilru strruCnoot i iSirusbvo u radu kao i 
du7Ji. yremenski period. 

P~ je da se be-L svetlosti ne bi m.og.ao ni za
misliti rnar.ma1an zi:vot i rad ij!UidiJ -~. Zato je 
jed.an 00. gliMlilh eleme:na:ta a sigu.nulst pri radu 
doV'ol~no i: pra.v:Hno ~etljavanje .radnJih mesta i 
~l~ 
N~Jj·no i nepra;vi1:no osvetljavan.je radtrlh me
sta, pros.torija: i ab>lilne mole da ima te§ke pade:
d'ice Stab na primer: 

0 veorna temre pa <:ak. i sm.r.tne po:v'I'ede, 
~ delim.iil'no ill palpuno <liteeenje arga:n.a vida, 
e j !rlro n2.[Jre'lainje d. za:ma.rattje na. poslu koje po-

vla!Ci d. ~ drugih posl~a, · 

8 1~ · prihl&;o' ·dekmm.je ru11 traSpo!OOenje i rad 
i.11d. 

Pored toga ato._ rnepraviLno osvetlja.vanje ut.ite na 
si~ost pri radu, ono. dma i veliki utj.ecaj na p.ro
dukrtivtnost rada: 

Da bi se· osi~alo tprovilno osvetl:jav~e u indwtri
ji i uopSte, poLt\5b.no je !to pre dtm.eti izvesne pro
p.ise i :nott"ple o tome. Norme treba rul!l'O~ito da obe
zbede dovoljan po~tni nivo Ul osvetl.jenost uop§te 
Ispod koga se ne bi smelo i~i. Ovo je veoma zna
~no l treba mu posvetiti na.roCitu pa!nju. Pored 
strublog tehniCkog osoblja i strul:njaka za medi
cinu rada, u izradi predloga i davanja potrebnih 
narmi za osvetljenje treba da urestvuju fiziolozi, 
Qlklu.Hsti, kaD i psiholozi. 

Iz ~~ merernja na ratlnrian ~inul u indu
striji NR Sl1bije, a i: onih ikoja ovde 'IlliSu aeta, mo
m se zakljuCiti daJ je 5'1ia:n1i·e oovetlje!rl09ti u veil-

. k'om broju sJ.IImaljeva. zadovoljavadu£e, tnuze.v kod 
~ja'VilJnda u nJdnicima i tlrug.inl podzemnim 
pl'UMrijama ka'o i irLvlesnhn sporedinim pr<Sborija
ma~. 



PRIKAZ OSVETLJENOSTI U PO.JEDINIM GRANAMA INDUSTRLJE NR SRBIJE 

TEKSTILNA INDUSTRIJ'A 

Nadena osvetljenost lux 
Rednl Radna prostorija 

Na povr- Odbojna broj 
~lni radnog u visini 

Vrsta osvetljenja 

mesta ociju 

I »Branko K.rsmanovico: - Paracin (mereno 11 XI 1959. g.) 

1 Prepredanje 90 25 prirodna 
2 Stara predionlca 180 35 prirodna 
3 Farbara pri predioniCi 210 26 prlrodna 
4 Prepredanje - velika prostor.ija 330 70 prirodna 
5 Predionica vlafule vune 150 60 prl.rbdna 
6 Predlonica - druga zgrada 110 40 prirodna 
7 Vunovla~ 90 20 konibinovana 
8 CeMjaonica na sprn tu 190 80 prlrodna 
9 Farbara 300 60 prirodna 

10 Konl:\ano-snovacko 1300 120 prirodna 
11 Tkamica 1700 260 prirodna 

ll »Oktobarska sloboda« -- Beog;.·ad (mereno 15 V1I 1957. g.) 

1 Farbara 300 40 prlrodna 
I 2 Presovanje vune 250 30 prirodna 

~ 3 Predlonica - nova 1600 150 prirodna 
i 4 Predlonica/I 1200 150 prirodna 
.I 5 Predionica/ll 2100 250 prirodna 

I 6 Stare vlacare 500 150 prirodna 
7 Nove via~ 900 50 prlrodna 

I 8 TI<aantca nova 250 100 prirodl'la 
9 Tka~nica »Dunavc 450 20 prlrodna 

I 10 Tka~lca »Sirokoc 200 50 prirodna 

I 11 Tkal!nlca •Brzoc 285 20 prirodna 

I m Tekstilna industrija •Beogradc (mereno 21 I 1959. g.) 

i 1 Vlal:\are - donje 62 31 kombinovana 
I 

2 VIa~ - gornje 98 35 kombinovana ! 
I 3 Predionica - nova 180 40 prirodna 
I 
I 4 Spuleraj 1200 72 prirodna 
I 5 Premotavanje 540 48 prirodna 

6 Uvodenje 1150 100 1tomb!nova:..1a 
7 Tkai:nica 400 28 prirodnn 
a Farbara I coo 80 prirodnn 
9 Farbara n 220 120 prlrodna 

10 Bellonlca 560 170 prirodna 
i 11 CiAeenje komada 1200 200 prirodna 
I 
I 

I IV »Ra.Skac - Novi iPaza'l;" (mereno 26 IV 1960. g.) 

I 1 Predlonica I 2000 150 prirodna I 
I 2 Predionlca !I 900 60 prirodna 
i 3 Prlprema - premotavanje 1400 150 prirodna 

I 4 · Namotavanje 600 100 prirodna 

I 5 Tkamica 1700 60 prirodna 
I 6 CUcenje komada 2200 150 prirodna 

I 7 Pegleraj 900 150 prirodna 
8 Krojalmica 2200 370 px-lrodna 

t 9 Trlkota.Za 1600 100 prirodna 
I 

10 Konfekcija 1200 250 prirodna i 
I 11 Pakovanje 1700 300 prirodna 
~ 

-·---·-··~--------
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Nadena osvetljenost lux 
Redni Radna prbstorlja 
broj 

V »KG!IOVkac - Pri!tina (mereno 25 IV 1960. g.) 

1 Regme.racija 
2 Predionica 
3 Konbonica 
4 Tkal!nica 
5 Dubliranje 
6 VeMa&o vlnkno 
7 Pakeraj 

Napavr
Siniradnog 

m.esta 

380 
2100 
1200 
900 
900 
1!00 

1400 

Odbojna 
uvisini 

oBju 

90 
300 
250 
200 
190 
220 
200 

-· - - -- --·-··- . . .. - -- ·---- ----------------- - -------- - --

GRAFICKA INDUSTRi[JA 

I Beogradski graffi!ki zavod - . Beograd (mer"OOo G XII 1959. g.) 

1 ~na sla~a 150 95 
2 M~lnska slaga~nica 200 30. 
3 Duboka §tampa 240 170 
4 Ofset §tampa 120 55 
5 Tjpom&Sinarnica 300 105 
6 Stereotipija 68 20 
7 Monotip 1100 105 
8 Paplmica 80 50 
9 Knj~a lSOO 60 

10 RotaclJa - §tampa 170 65 
11 Eceraj 120 30 
12 Livnica olova 100 26 

Vrsta osvetijenja 

prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 

prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
kombinovana 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
kombinovana 
kombinovana 

U Stamparsko izdavafko preduzece »Borbac Beograd (mereno 11. IV 1960. g.) 

1 Rubla slagabrlca/IV 950 60 
2 R~na slagatnicaN 650 160 
3 ~inska slagafnica 150 62 
4 Flah §tampa 62 17 
5 Stereotipija 150 20 
6 Rotacija - ~tampa (stare maS:ine) 165 32 
7 Rotacija - ~tampa (nove mas.ine) 160 30 
8 Mcinotip 240 9 
9 Eceraj 60 12 

Ill Stamparsko preduzeee »N-ovi daoi« - Beograd (meren-o 29. IV 1959. g.) 

1 Ru~a slagatnica 240 96 
2 Livnica olova 66 18 
3 Ofset ~tampa 155 92 
4 Knj~ov~ca 90 40 
5 Cinkogra;fija 60 30 
6 Kopirnica 500 40 

IV Zavod za izradu ~anica- Beo~rirad (mereno 23. V 1959. g.) 

1 Rufna slagamtca 420 
2 Tipo~inarnica 300 
3 Monotl.p 400 
4 Djori m~ine- Atampa 1500 
5 Knjigoveznfca 280 
6 Sortirnlca 550 
7 Brojafnica novca I 1500 
8 BrojaCnlca novca U 600 
9 Obrada kHJea 300 

10 Cinkografija 700 
11 Gravirnica 1300 

95 
40 
90 

300 
40 

150 
400 
100 
90 

200 
700 

prirodna 
prirodna 
kombinovana 
kombinovana 
kombinovana 
ve&fka 
ve!tafka 
prirodna 
komblnovana 

prirodna 
kombinovana 
prirodna 
kombinovana 
kombinovana 
prirodna 

prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
pr.lrodna 
prirodna 
pr irodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 

-------- - -----· - -··-- ·- ---- --------· ·· ·- · - ·- -· - - -- -- · - - ·-- - ·-- - --
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Redni 
broj 

1--· 
I 
I 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

Radna prostorija 
Nadena osvetljenost lux 

Napovr
sinlradnog 

mesta 

Odbojna 
uvisini 

oEiju 

V Novinsko izdavacko :oPolitikac - Beograd (mereno 16 XI 1957. g.) 

Ruena slaga~nica 
Linotip 
Frez ma!ine 
Stereotipija 
Rotacija - stara masina 
Rotaclja - nova maS:ina 
Cinkografija 

···-----------

220 
400 
70 

350 
250 
260 
300 

25 
20 
5 

20 
30 
30 
75 

METALNA INDUS'IH.IJA 

I :olvo Lola Ribar« -- Zelez.nik (mereno 6. V 1958. g.) 

1 Obrada celicnih konstrukcija 1430 120 
2 Kovai!nica 560 70 
3 Metalna obrada - zapadno 300 15 
4 Metalna obrada - severno 280 14 
5 Metalna obrada - sredina 1700 200 
6 Alatnira - sredina 320 20 

II Brodogradiliste :oTito.: - Beograd (mereno 3. VIII 1961. g.) 

1 Jezgrarnica 58 15 
2 Livnica ispred susare 2600 98 
3 Livnlca ispred Cistionice 450 31 
4 Cistionica odlivaka 250 32 
5 Alatnica 300 95 
6 Matinsko I 140 25 
7 Ma~insko II 450 50 
8 MaA.insko :UI 290 20 
9 Ma&nsko IV 350 68 

10 MC!Sinsko V 300 42 
11 Kovacruca 120 35 
12 Brodo-kova~ko - juino 1000 95 
13 Brodo-kovacko - sredina 495 85 

III :oJugostroj« Rakovica - (mereno 8. Ill 1957. g.) 

1 Farbara 30 11 
2 MontaZa 330 110 
3 Stolarnica 320 120 
4 Modelarnica 200 20 
5 Kovaenica 250 20 
6 Livnlca - formeraj 150 15 
7 Livnica - topionica 250 15 
8 Mailnsko 600 100 
9 Limarsko 250 15 

10 Lo!ionica 30 11 
11 Niklernica 60 15 

IV Fabrika kablova - Svetozarevo (mereno 24. X 1960. g.) 

1 Livnica- prizernlje 300 45 
2 Prva platforma gas generatori 620 40 
3 Druga platforma - livena pc-i 360 150 
4 Treat platforma - §aderi 600 200 
5 Gas-generator-i 700 30 
6 Valja6ki stan I 650 40 
7 Pruga260 960 60 

Vrsta osvetljenja 

ve5ta8ta 
ve§ta~ka 
veAtafka 
veAta&:a 
ve~tacka 
ve!taCka 
ve§tacka 

prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 

. kombinovana 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 

kombinovana 
prirodna 
prlrodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
prlrodna 
prirodna 
kombinovana 
prirodna 

prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
prirodna 
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NatJena osveUjenost lux 
·-----··-·1 

Redn.l Radna prostorija 
Napovr- I Odbojna Vrsta osvetljenja broj !iniradnog uvfsini 

mesta oOju 

8 Na mostu - sredina 340 20 prirodna 
9 Mallnska radloniea valjaonice 1100 450 prtrodna 

10 KalaJd!iniea 400 62 prirodna 
11 !ibra - sredina 200 22 prlrodna 
12 Impregnacija kablova kod olovne pNse 400 30 prlrodna 
13 Pletara 450 30 prfrodna 
14 Gumara - sredina 430 27 prirodna 
15 Lakimiea - sredina 1000 100 prirodna 
16 Farbara 190 40 priroclna 
17 PoUrnlea - sredina 2550 550 prirodna 
18 Kovamlea 325 25 prirodna 

V Fabrika autcmobila -·- Prib()j (mer.:!nc 2.2. X 1&59. g.) 

1 Karosernlea 750 55 prirodna 
2 Monta!a autobus~ 420 110 prirodDa 
3 Elektrimo odelmje 320 47 prtrodna 
4 Gumara, 655 60 prlrodna 
5 Linijska montaza I 120 5 prirodna 
6 Linijska montab Il 220 27 prirodna 
7 Nitovanje liasija 210 30 prlrodna 
8 Kod maiine »TOSc 34359 430 55 prirodna 
9 Kod ma!ine »TOS« 3602 450 40 prirodna 

10 Kod ma!.lne •MAS• 3586 sSO 30 prlrotfna 
11 Brusillea 1138 420 32 prirodna 
12 Ma!ina »MASc 3590 625 25 priTodns. 
13 Kova&Uca 22 5 komhinovana 
14 KalioDiea 12 5 kombfnovana 
15 Karosernica - limarniea 900 42 prhodna 
16 Karosemic:a - vazdumt ~ci 850 50 prirodna 
17 Karosemiea- krupna limarija 82o 90 prirodna 
18 Lakimiea 850 300 prirodna 
19 Alatnica 980 200 prirotfna 

- --··-----· -----

HEMIJSKA INDUSTRIJA 

I •Zorkac Subotica (mereno 25. VI 1956. g.) 

1 Priionica 360 90 prirodna 
2 Gomja platforma 250 30 prirodna 
3 Ispinlnje gasova 300 30 prirodn3. 
4 Kantaktne pel:i- platforma 350 60 prirodna 
5 SwnPorni dioksid 180 20 prirodna 
6 Kristalni pogon 60 20 prirodna 
7 AJ.uminiwn sulfat 75 35 prirodna 
8 Natrium sulfat 35 6 kombinovana 
9 Super fosfat - podrum 15 4 ve§ta~ka 

II »Viskozac- Loznica (mereno 6. XI 1958. g.) 

1 Retortne peCi - bri:iranje 35 3,5 kombinovana 
2 Retc.rtne peCi - probijanje 280 44 komblnovana 
3 Retortne peCi- kondenzacija 35 3,5 kombinovana 
4 TopionJca sump:>ra 380 42 prirodna 
5 Destilacija - prizeml:je 150 40 komb!novana 
6 Destilaclja I I 130 40 kombinovana 
7 De.!ltilaclja/ll 1115 1{1 kombinovana 
8 Dozf.ranje sirovin:t M 10 kombinovana 
9 Kotlarniea 25 2 kombinovana 

---·- --· ··-- . --·~ - - -------·----------- ----~ ·----· - ··- -- - · ---- ----··- - -
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Rednl Radna prostorija 
broj 

10 Alkalizacih 
11 Matiranje eel vlakna 
12 Pranje kiselih otpadaka 
13 Filter prese 
14 Lu!na stanica 

-- . -- ----·--------

RUDARS'i"VO 

Nat!ena osveUjenost lux 

N"apovr
sinl radnog 

mesta 

140 
87 
69 
39 
60 

Odbojna 
u visini 
ociju 

Vrsta osvetljenja 

--------------------
14 

6,5 
4 
4 
4 

kombinovana 
kombinovana 
kombino.vana 
kombinovana 
lmmb!nova.na 

I Rudnik i topionica olova i cinka •Tr~c - Zvel!an Rudnik Stari Trg (mcrer.o 5. Il Hl50. g.) 

1 
2 
3 
?. 
5 
6 
7 

8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 

1 

3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 

15 
16 
17 
18 

Prilaz starom. oknu -- 730 30 
Sipka tt l10dniku -- 730 6 
I.V horizon!; ·- 735 6 
Otko!l 96/15 -- karbitna lampa 3 
V hol"'izcnt - -- centralna sipka (elektricn.o) 35 
IX horizont - pumpna stanica (elektricno) 35 
Drobilica ispod izvoznog postrojenja 7,5 

Topionica - Zvet:an (mereno 10. 11 1959. g.) 
Drobilica I - prizernlje 200 
Rdetka na platfonni 250 
Magneti 280 
Rdetka drobilice II 260 
Platfonna drobllice II 260 
Male drobllice - prizemlje 120 
Okrugli bunkeri 290 
Zreara - bunkeri 4()9 
Istovar korPi 420 
Sahtne peCi 2-3 60 
Sarlira.nje peel plaforma 380 
Koritaste peel-stare 35 
Koritaste peci-nove 38 

II Rudnik antimona - Zajaca (mereno 5. X 1957 g.) 

Okno - Mamutovac 
Radlliste broj 3 
RadiliSte broj 6 
Radil.iSte broj 183 
Glavna izvuzna resetka 
Glavna izvozna re§etka s druge strane 

Okno - Zavorje 
Radiliite broj 131 
Radi.mte broj 109 
RadiliSte broj 111 
RadiliSte broj 127 

Olmo - Stolice 
RadiliSte br. 7C 
RadiliSte br. 7A 
RadiliSte br. 13 
Radillite br. 16A 
Radili4te br. 56 

Okno- Veliki Majdan 
Okno - centralni !iut 
RadiliSte br. aos 
Radillite br. 701 
RadlliJte br. 802 

25 
12 
26 
25 
21 

12 
15 
15 
15 

30 
30 
20 
15 
20 

15 
15 
20 
15 

8 vesta~k:l 
0,5 vest:l~lca 
1 vcltacka 
0 ,1 vesta~lca 

15 vest..acka 
16 ve.!itaeka 
1 ve§tal:ka 

30 koml:>inovana 
60 komblnovana 
54 kombino"-ana 
32 kombinovana 
28 lromblnovana 
14 kombinovana 
63 prirodna 
87 prirodna 
90 prirodna 
30 kombinovana 
20 prirodna 

5 kombinovana 
7 kombinovana 

5 v~ta~ka 
7 vestacka 
5 vdta~ka 
5 v~lltacka 
4 ve~tat!ka 

5 vettacka 
9 ve§ta~ka 
7 v~tzcka 
6 vdta&a 

10 v~taCka 
10 veUaBca 
5 veAta&a 
5 veAta&a 

10 veltacka 

7 ve§tacka 
5 veJtacka 

10 veltacka 
'1 veiHacka 
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- ---
Redni Radna prostorija 
broj 

Topionica 
19 Priprema iarie 
20 Brener 
21 Ftotaclja 

Nadena osvetljenost lux 

Napovr
ilnlradnog 

mesta 

50 
30 

650 

III Rudnlk uglja »Podvisc- Knja!eva.c (mereno 29-X-1957 g.) 

1 Radllilte br. 515 3 
2 Radlmte br. SUS 2,5 
3 Radillite br. 928-B 2,6 
4 Radillite br. 926 3,2 
5 Bunker-separacf}a 150 
6 Bacanje uglja u bunker 150 

Odbojna 
uvislni 

oB,Ju 

20 
20 
50 

0,2 
0,1 
0,1 
0,3 

15 
17 

Vrsta o.svetljenja 

kombinovana 
kombinovana 
prlrodna 

velitaata 
ve!ta&a 
veJta&.a 
ve.Maata 
kombinovana 
korr.binovana 

IV Rudnlk ugJ.ja »Dcbra Sreeao: - Knja!evae (mereno ao-X-1957 g.) 

1 Vetnma stanica 1:\~t:et; horizonta 2,8 
2 Radili!te br. 54 6 
3 RadlliAtP. br. 52 5 
4 Radillite br. 501 3,5 
5 Sipanje uglja na ilraku 30 

OSTALA PREDUZECA 

Srpska fabrika stakla - Paral:ln (mereno 28. X 1980 g.) 

1 Pel: I na platou - stari pogon 500 
2 Bubanj pel: 105 
3 IUadnjab. 7 za pee 4 300 
4 Gravirnlca 2000 
5 Lon~ pel: 650 
6 RadillSte br. 3 650 
7 Radiliite br. 5 600-
8 Kadna pel: 11 140 
9 Kadna pel: br. 5 95 

10 Volof ma!ina - biral!i stakla 200 
11 P-1 izrada fia~a 200 
12 Nova mebonica 420 
13 Hranjenje peCi 1700 

' 14 Slikarnlca 400 

I 15 Automatsko dekorisanje 115 
16 Dek optr ma~ina 38 

I 

I Fabrika obuce »Proleterc - Beograd (mereno 22--V-ID59 g.) I 
I 1 Stanceraj 550 
I 2 Stanceraj - dovriavanje 120 I 

· I 3 Stanceraj - lepljenje 45 
4: Kruina obrada-krug 1 420 
5 Krug3 145 
6 KrugC 88 
7 Kroja&lica 300 
8 Mallnsko 80 
9 Krug 5 i 2 120 

Fabrika plva i kvasca - Svetozarevo (mereno 13-XI-1959. g.) 

1 Ciil:enje jebna - trljeri 250 
2 Potapanje jebna 30 
3 BB%elll za klljanje 5 
4 Otakanje piva 12 

-- - - ---·--- ------

10 

0,1 
0 
0,1 
0,2 
2 

v~t.aflm 
veM:a~ka 
velta!"ka 
ve~tn&a 
ve1itafka 

- -----------·-----···---·. 

60 prirodna 
40 prlrodna 
68 prlrodna 

500 prirodna 
40 prlrodna 
40 prirodna 
38 prirodna 
60 prlrodna 
52 prirodno 
25 prirodna 
25 prirodna 

240 prirodna 
300 pxirodna 
120 prlrodna 
40 prirodna 

4 kombinovana 

115 prirodna 
17 prlrodna 
15 prlrodna 
12 prlrodna 
92 prirodna 
54 pr lrodna 

115 prirodna 
30 prlrodna 
80 prirodna 

10 prlrodno 
13 prirodno 
1,5 kombinovana 
4 komblnovana 

·-- - ----· 
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M.etoda sukcesivne aproksimacije primenjena u prostom 
dijagonalnom sistemu razvodetija VAZduha. po jami 

(sa 2 sllke) 

Dipl. mat. Draromir Simeunovic 

Ovde cemo se osvrnuti na prlmenu meto
de sukcesivne aproksimaclje za relavanje 
skupa jednaifuta, koje su od osnovnog zna
caja pri prostom dijagonalnom siStemu raz
vodenja _vazduha po japrl. VodeH raruna o 
uslovima pri kojima pastoje reknja koja 
odgovaraju prirodi postavljenog problema, 
dacemo postupak da se do pn'blifnog rele
nja bl'Ze dolle i ocenu gre§ke pribliinog u 
odnosu na tal!no re!enje. 

Sistem jedna&a o kojima je ovde ~ 
dat je u [1] i ima oblik: 

X = V M .. + M. (1 + y)l 
Ms (I)l 

(2} 

(I) 

gde su M1, M!, M3, M,, Ms pozitivni brojevi. 
Re.§enja 'X!' i ~ sistema(I) moraju biti po

zitivna da bi odgovarala prirodi postavlje
nog problema. 

Kad stavimo: 

M1 Me M1 Ma 
-M = as, -M =aa; -M =b, , -M =ba (3) 

1 t a- - • •-

sistem (I) mo7.emo da napikmo u obliku: 

x ="/ a1 + &z (1 + y)l 

Y="/ b1 + ba (1 +:)1 

(1')1 
(I') 

(2') 

Me4utim, kako re8avanje sistema (I') do
vodi do reAavanja opSte jednal:ine ~etvrtcg 
stepena, to se u praksi primenjuju metode 
koje daju njihova prlbli!na relenja. 

Postupak nala!enja pribli!nih r~enja si
stema (I) OdD.osrio (!')- izlou~lde - u I 11 ~ -a u: 
obimu koji odgovara namenl ovakvog ud!be
nika. Zato 6emo u ovom radu izvriiti de
taljniju analizu problema nalaZenja priblif
nJh re§enja, korlste8 Ban a c: h- o v stav 
[2] o invarijabilnoj ta&i preslikavanja. 

Na osnovu Banachovog stava, da bi jedna
l:ina 

x = f(x) (4) 

imala jedno i samo jedno r~enje u interva
lu [a, b] potrebno je i dovoljno da funkclja 
f (x) ima. vrednostLu . tome_ intervalu_ i da je 
kontra:kclja; a da bi funkclja f (x) bila kon
trakcija dovoljnQ je da je ona diferenclja
bilna u (a, b) i da je: 

I f' (x)l ::;: q < 1 (5) 

U ovom slul:aju se do r~nja jednal:in~ (4) 
dolazi metodom sukeesivne aproksimacije 
kad se za pol:etnu vrednost uzme proizvoljno 
xo iz [a, b) i formira niz: 

x1 = f (x0), x1 = I (x1) , • •• , Xn = f (xn.....,), • • •• (6) 

Za odstu.panje tat:nog re!enja xO od n-tog 
pribli!nog re§enja x,. jednal:ine (4), vaZi ne
jedna&a: 
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I x*-xnl~ qnlx.-x.l 
1-q 

(1) 

odalde vidimo da ova razlika zavisi od koe
ficljenta q, od broja n i od p~etne vrednosti 
:e,. Ukoliko )e q bli!e null, postupak (6) brie 
konve~T.ra, a sporije ako je q bli!e jedinici 

Iz (7) se vidi da kada n~ oo, x.-t X' jer 
je 0 < q < 1. 

Primenimo sada izlo~enu metodu na re
l!avanje sistema (1'). Kad vrednost nepoznate 
'Y iz (2') zamenimo u (1') dobijamo jedna&u: 

x- Va1 + a1 ( 1 + V h ...L h_ n _,_ .. \I 11 (8) 

odakle sledi da je 

:x: = f (x), 
tj. 

f {x) =V aa + aa (1 +V b1 +b. {1 + x)l}1 {D) 

Funkcija f (:x:) data sa (9), za vredDost! x 
.iz intervala [0, oo) ima vrednost takode u 
intervalu [0, oo). Za njen prvi izvod u 
[0, oo) mo£emo dokazati da je 

f' (x) ~ V lit ba = q, (10) 

fto zajedno sa (10) daje: 

p < f'(x):=;;;: q (15)-

Videli smo da niz (6) sve brie konvergira, 
Ato je q bl.iZe null, a sporije kada je q bllie 
jedinicl. Prvi slu~aj prikazan je na slicl 1 a) 
a drugi na slicl 1 b). 

Kako primena postupk-a (6) za nala!enje 
pribliinog reienja jednaMne (8) u nlu~ju ka
da je q bllie jedinici zahteva duti ra~ to 
Cem.o ovde izlo~ti metod koji ubrzava po
stupllk sukcesivne aprobimacije. Radi toga 
j~u (8) napi§emo u obliku 

X - f {:ll:) = 0 (16) 

1 stavimo 

F (x) = x - f (x), 

odakle je 

F' (x) = 1 - f' (x) 

pa na osnovu (15) vdl ncjednakost 

0 < 1-q~ F' (x) < 1-p 

Obrazujmo sada funkciju 

4p (x)=x-AP (X) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

a da bi funkclja f (x) bila kontrakcija treba gde je l pozitlvan broj koji &mo nalmadno 
da je odrediti. Tada se re§enje jednaful.e 

Vaaba=Q< 1 {11) 

tj. da je 11! bz < 1, ill fto prema (3) daje 

odakle je 

M,Ma < 1 
lab,= MtMa 

M1 M, ->
Ms Ma 

(12) 

(13) 

Uslov (13) poklapa se sa uslovom (93c) da
tim u [1), str. 120. 

Za prvi izvod funkclje f (x) lz (9) u ln
tervalu [0, oo) mo£emo dokazati da va!i ne
jednakost: 
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aa ba 
=p. ==--=-~, (1~) 

F(x) = 0 

tj. re§enje jednaMne (16) svodi na reienje 
jednaMne 

J: = cp (x) (21) 

Za prvl izvod funkclje cp(x) iz (20) do
bijamo 

Cl" (:a:) = 1 -l. F1 (:a:) (22) 

odakle na osnow (19) zaklju~jemo da je 

1-l: (1-p) < ,·(x)~ 1->..(1- q) (23) 

Kako je prema (15) p < q. to Et! tp'(x) 
imati na)manju vrednost kada je 

2 
)..,.. 2-(q+p) (24) 



U tom slu~aju je 

gde je 

q - q-p < <J 
I-2- (q + p) q ' 

(25) 

(26) 

pa funkcija tp(x) . ispunjava uslove Banaho-
vog stava. · 

Do resenja jednaCine (21), a tim i jedna
Cine (16) dolazi se na taj . na~in, llto se ttzine 
proizvoljna vrednost xo iz mtervala [o, eo) i 
formira niz. 

0) 

y 

Sad eemo na jednom konkretnom prime
ru pokazati dobijanje pribliZnih re8enja si
sterna (I) primenom ovog drugog postupka. 
Uporedenja radi, dacemo i niz pribliZnih re
knja dobijenih -na .prvi na&. 

Neka veli&e otpora izra!ene u mijurzima 
imaju sledeee vrednosti: 

M1 = 40, M! = 10, Ma = 100, M4 = 20, 
~is = 50 

Tada sistem (r> postaje 

X = V 0,25 + 0,5 (1 + y)Z 

y =--=V 0,1 + 0,5 (1 + x)2 

(a)} 
(S) 

(b) 

Sl. la) 1 b) - Brzlna konvergenclje trdenQg re!Jalja r> b u r<avlsnosU od pol!etne vret!nostt xo 1 veiH!ine ko
eflcljenta q. 

PHC. 1 8) H t!) - CKopoCTh Z:ODBepreBD;KJ,1 HCKOUOXO ~e>r.IUI x"') B 3BllHCH>lOCTH O'i' H8'18JiloHOI!: neJIM'<HHht 
xo r.f nenK'iHHl>l Jtoe<t>m~,u~HTa q. 

Zbog toga §to je q1 < q , niz (2'1) brie kon
vergira ad niza (6). Koliko je to puta brie 
pokazuje nam koeficijent 

(28) 

Re8avanje jedna&e (8) izloZeno na prvi 
nal!in podudara se sa· postupkom izloZellim 
u [1). Meltutim, ovaj drug! postupak ubrn
va dobijanje re§enja jedna&e (8), jer je 
q1 < q, u ~emu se i sastoji njegova praktil!
na vrednost. 

Sl. I - Sema dljagonalnog mtema provetravanja. 

PJte. a •. - c-~BOA c:IIC'lPIW ~II]Ul!UIB. 

57 



Ovde je prema obrascima (11), (14); (24), (26) 
i (28) 

q = 0,5; p = 0,37; l. =1,77; qt = 0,12; k = 
= 4,17 
8tO maCi da ce se po~pltom (27) do reAenja 
sistema (S) doCi l!etiri puta bde nego postup
kom (6). U ovom slul!aju jednaCina (20) glasi 

q~(x) = :r -1,77( :r- yo,25 + 0,5 (1 + 

+ { 0,1 + 0,5 (1 + x)2 ]2) (c) 

Ako. za pol:etnu vrednost uzmemo 

xo= 1 

dobicemo iz (c) 

Xt = cp (x0) = '!' (1} = 2,42. 

Prl ovo_me smo izral:unali l vrednost J/1 
poSto je desna strana jedna&e (b) saddana 
u jednacinl (c), pa imamo par pribli!nih vred
nosti 

X1 = 2,42 Yt = 1,45 

Nastavljajul:i postupak dobijamo: 

XI = 2,52 
xs = 2,53 
X6 = 2,53 

Yl = 2.'" 
Yl = 2,51 
Y' = 2,51 

Imamo dakle ,;a xo = 1: 

Xl = 2,42 Y1 = 1,45 
:n = 2,52 ye = 2,44 
:X: = 2,53 ya = 2,51 
.lU = 2,53 Y' = 2,51 

Medutim, primcnjujuci prvi postupak po os
novnim jedn.11Mnama (I') i uzimajul:i istu po
l:etnu vrednost ll:.o = 1 dobicemo: 

.:le:~ ::: 1,!!0 'Yl = 1,45 
:7.:-J "'~ 2,16 y2 = 2,00 
:r.,s =--= 2,aa y" = 2,27 
X<i ~= 2,•I5 Y4 = 2,39 
XJ:i ·= 2,•.'.8 ys = 2,46 
""1 :=: 2,50 ys =- 2,51 
2(7 == 2,53 y1 = 2,51 
:m = 2,53 ya = 2,51 

Na kraju cemo izracunati greAku pribli!
nog r~ja XJ nepoznate x u odnosu na stvar
n.o reAenje ~. Ovo cemo postii:i kada u obra
scu (7) velitinu q zamenimo sa q1. Pri tome 
dobijamo: 

I x• - x1 ! < 0,002, 

llto zna~i da pribli!Zno reSenje X3 = 2,53 ne 
odstupa od stvarnog reSenja x* viSe od 0,002 

Na 11i!an nal!ln R mole dati ocena gre
Ake pribli!n.og relenja ya = 2,51. 

PE3IOME 

lfetooA cyzcecl!iiBBOA IIDIIPOIII:CIIllQ:qJDI DJi-elftlllliiOIA B ll}'lOCTOft AJIIU'OR&ni>DOA CIICI'elle 
~eDeliDIII ~ 11 IIDill'l'le 

- ~ - M.--Cl\nreyH·Oli'H'l*) 

B 3TOA CTBTLe ABH MeTOA xoropldll yotOpRe'l' npo~ece BaXOJS:~eHHII opM6.7DmceHHoro pe
DieHHII CHCTellhl ypoBBeBJdt Jro'l'OPLie Il()II:Wl.RlO'fCII B AJfBI'OH8Jlt.Hoil CHC"i'eele pac:IJI)E!AeJiemd 

B03AYXJl B IIIa.XTe. Me'l"'A DpJOle&eR &a !tOHJtpel'HOX opJf.lfepe M ABHO cpllBBeBHe c o&.J1mhnl 
CJIOC06oll BllX~eBHSI J:IpH()njDB:eJIH&IX pememdt, KOTOpbllm riom.:JYIOTCR B 'l'lllDIX CJJY'IBIIX 

ropooA upaJt'J.'HJOC. 
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0 primeni Njutnove metode na resavanje slozenog 
dijagona lnog sistema u ventilaciji rudnika 

(sa 1 slikom) 

Dragom i :r Simeunovic, decent-- Branko Vulicevic, asistent 

U radu. se izlaZe Nju.tn~a metoda i njena modifikadja za pribtizno 
1·esavanjc netinearnih sistema atgebarskih iH transcendentnih jednaCina i 
daje primena ovih metoda kod stozenog dijagonalnog sistema u. ventiladji 
rudnika. Pri tome se iznose u.slovi pod kojima se ove metode mogu. primeniti 
i daje ocena greske, sto je za praksu. od posebnog znacaja. 

Kod provetravanja rudnika postoji viSe 
metoda za resavanje slozenih dijagonalnih 
sistema. Jedna od njih poznata je kao meto
da konvergentnog pribli.Zavanja. Ova metoda 
se zasniva na cinjenici da je algebarski zbir 
depresija u jednom zatvorenom poligonu p, 
u kome nema izvora depresije, jednak null, 
sto se moie napisati u obliku 

mp g ~ 
. ~ M;p Y!p = 0 , p = 1,:<:, . .. , n. (I) 
1= 1 

gde su M1p otpori u mijurzima pojedinih og
ranaka datog poligona p, ytp odgovarajuce 
kolicin e vazduha u tim ograncima, a m, broj 
ogranaka poligona p. P rema tome, u (1) p 
oznacava redni broj poligona, a rnp broj stra
na toga poligona, videti [1]. 

Za date otpore Mt., treba u ograncima 
svakog poligona odrediti odgovarajuce koli
cine vazduha ytp. Ovaj problem se svodi na 
re§avanje jednog sistema od n kvadratnih 
jednaciua sa isto toliko nepoznatih. Pri to
me su za praksu od interesa samo ona re§e
nja Xl (i = l, 2, ... , n) datoga sistema jedna
~ina koja ispunjavaju uslove 

0 < XI < 1 (I = 1, 2, . .. , n,) ( tv 

n 
E Xt < 

1=1 
(3) 

Za resavanje ovoga sistema jedna~ina o
bicno se koristi Njutnova metoda sukcesiv
nih aproksimacija, kao sto je to ucinjeno u. 
[1 ] . 

Njutnova metoda 

Neka je dat sistem od n nelineamih jed
nacina 

ft {Xt, X!, ••• , Xn) = 0 

} f 2 {Xt, X2, ••• 1 Xn) = 0 
(4) . . 

fn {Xt. X2, ••• , Xn) = 0 

sa isto tollko nepoznatih Xt, x:, . . . , xn. 

Leve strane u (4) predstavljaju sist.em od 
n ftmkcija sa n argumenata. Argumente 
Xt, xz ... , xn i :funkcije ft, ft, . .. , fn mo~emo 
napisati kao matrice koJ.one, odnosno kao 
n-dimenzione vektore, tj. 
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x~[]· ·~m 
Na ovaj na~in sistem jedna~ina (4) moze

mo napisati u obliku 

1(x)=O (4') 

Sistem jednaCina (4), odnosno (4') resava
cemo ovde metodom sukcesivilih aproksima
cija prl l:emu cemo prvo izloZiti Njutnovu 
metodu a zatim modifikaciju Nj1.1tnove m.;
tode. 

N k (k, O<> rrt) ··bm:::r. e a su x1 , x2 , • • • , X
11 

J?l'l .na 
re§enja sistema (4) dobijena n k-tGm pribli~ 
zavanJ'U i neka SU d(k) dCk) u(lr) 

11 2t•••t n 

redom, njihova odstupanja od taCnih resenja. 
Tada su tal:na resenja sistema (4) 

x, = x\kl + d~l 
Xa = x~k) + dkk) 

Xn = xlk) + d(kl 
n n 

sto mozenio napisati u obliku 

xr> 
xg'l 

X=l. I+ 

x<kl 
n 

d\k) 

d(k) 
2 

d(k) 
n 

= x(kl + d(k) 

Zamenom (5) u (4') dobija se 

(5) 

t (x) = f {:x<kl + dCkl) = 0 (6) 

Neka su funkcije ft (i = 1, 2, ... , n) siste
ma (4) definisane i neprekidne u nekoj zat
vorenoj oblasti D, koja sadrli xi xek>, i neka 
ove funkcije u ovoj oblasti imaju neprekidne 
parcijalne izvode prvog i drugog reda u od
nosu na sve argumente. Tada se ove funk
cije u okolini x(kl oblnsti D mogu predstaviti 
Taylorovim obrascem, pa iz (6) imamo da je 

gde je R ostatak. Za dovoljno mall vektor 
dCkl ostatak R u (7) moremo zanemariti pa, 
umesto jedna~ine (7), mozemo pisati jedna
cinu 

f (xCkl) + f' (x{kl) d(k) = 0 (8) 

Jedna~ina (8) je sistem jedna~ina 

(k) (k) (k) 
f1 (x , x , .... ,xn· ) + 

1 S I 

n af, d(k) = 0 
:E - j 

J=] C1XJ 

(k) (k) (!c) 
fz (x 1 , x2 , ... ' xn ) + ~ afa dik) = 0 (8') 

j=laxJ 

(k) (k) (k) n afn (k) 
fn(x 1 , x2 , ... ,x~ )+ E -d. =0 

J=laxl l 

napisan u matricnom obliku, pri ~emu je 

f' (x) = W (x) = 

af, ~ ... a~l 
ax1 iX~ .?Xn 

ar. afa arll 
ax

1 
C1Xz •• • axn' 

.... I (9) 

afn afu afa -···-
<1Xt C1JCs .?Xn 

za x = xCkl. 

Jednacina (8) se zbog (9) moze napisati u 
obliku 

f (xtkl) + W (xCk)) dCkl = 0 (10) 

Ako je matrica W (x{kl) regularna, tada 
se jednaCina (10) moze re§iti po dCk>, odakle 
je 

dOt> = - w-t (x<kl) f (xClQ) (11) 

gde je W-1 (x<k>) inverzna matrica matrice 
w (x<kl). 

Zbog zanemarivanja ostatka R u jednacr
ni (7) re!enje dCkl dato sa (11) dovodi do sle
deeeg pribliZnog resenja sistema (4), odnosno 
(4'), tj. 

xCk+t) = x(k) + d(k) 

koje zbog (11) mozemo pisati u obliku 

xPt+t) = x(k)- w-1 (x(kl) f (x(kl), k = 0, 1, 2, .. • 
f (x(k) + d(k)) = f (x<kl) + f' (xCkl) d(k) + R = 0 (7) (12) 
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Ova metoda pribl.iZavanja naziva se Nju- Sto predstavlja re5enje sistema (4). Pri to-
tnova metoda. me je 

Egzistencija resenja sistema (4), odnosno 
(4') i konvergencija Njutnovog procesa (12) 
osigurani su sledeeom teoremom, ciji se do
kaz moze naci, na primer, u [2] , glava XIII. 

Teorema 1.- Neka je dat sistem ne
linearnih algebarskih ill transcendentnih je
dnacina (4), gde su funkcije f1 (i = 1, 2, ... , n) 
zajedno sa svojim parcijalnim izvodima pr
vog i drugog reda definisane i neprekidne u 
nekoj zatvorenoj oblasti D. Neka tacka x<0 > 
:_ajedno sa svojom zatvorenom okolinom 
Vh lezi u D, tj. 

Vh (x<al) = { 11 x- x{o) 11 ;;; h l C D*), 

pri cemu su ispunjeni sledeci uslovi: 

1° matrica W (x) za x = x<0> ima inverznu 
matriCU w-1 (x(O)), 

gde je 
IIW-1 (x<0>) 11 ~ So (13) 

h 
20 \1 W-1 (x(O)) f (x (o)) 11 ;;;:; bo :;; - (14) 

2 
n aBfl(x) 1 

30 Il?-a?' ~ ~"I"" I ;;;; c ; i, j = 1, 2, . •. , n (15) 
1., J S=l S 

i X 6 V h (X (0)); 

4° konstante ao, bo i c zadovoljavaju ne
jednacinu 

(16) 

Tada Njutnov proces {12) pri pocetnom 
pribliZnOln resenjU x(O) konvergira ka 

x* = limx(k) = [ :i,] 
k-.oo • 

x 3 

:~~:I::::~:~~~~:~~:~ n: p~ ::~~~:~~:ut:m: u[zl~a~Jjrmi]' 
I I - 7 9 2-8 

Je IIAII = max {J2J;- J-31+:51+:4.111+ 14J+:-61+:21.1-7J+I9J+ 

+121+1-81} = max {14. 13, 26} = 26. Za malricu B = [1!] 
nJ•na norma le J: B!I = max {1- 5!, 123J, l19i} = 23 

( 
1 )k-1 

11 x*- x<k> 11 ~ 2 (17) 

Modifikacija Njutnove metode 

Kako kod Njutnove metode (12) za resa
vanje sistema jednacina (4) u svakom novom 
koraku priblliavanja treba ponovo odredi·· 
vati inverznu matricu w-1(xCk>), to cemo ov
de izneti modifikaciju Njutnove metode. 

Zapravo, ako je matrica W(x<0 >) nepre
kidna U okolini traZenog resenja X~ i ako je 
pocetno resenje X(O) dOVO}jno blisk0 resenjU 
x*, to se umesto 

W-1 (X (k)) 

u {12) moze uzeti 

w-1 (x (o)) 

Na taj nacin resenje x* sistema jednaci
na (4) odredujemo sukcesivnim aproksima
cijama oblika 

(18) 
z(k+t) = z(k)- W-1 (x (O)) f (z (k)) , k = 0, 1, 2, ..• 

gde je: 

z<o> = x<ol i pri cemu je jos z<1> = x<t> 

Pri ovome VaZi t e o r e m a 2. Ako su is
punjeni uslovi 1°-4° teoreme 1 i 

qo = 2nao boc < 1 (19) 

to je modifikovani proces Njutna (18) sa po
cetnim pribliznim resenjem z(O) = x(O) kon
vergira resenju x* sistema jednaCina (4), pri 
cemu je 

H x* - z.(k) 11 :5 2bo q~ (20) 

gde je norma uzeta u istom smislu kao i kod 
teoreme 1. 

Dokaz teoreme 2 moze se takocle naci u 
[2], glava xm. 

Njutnovu metodu i njenu modifikaciju 
primenicemo za resavanje jednog konkret
nog primera. Posmatrajmo kanonsku semu 
(slika 1). 

3 



Prvi poligon Cini trougao sa ograncima 
1-2, 1-6 i 6-2. Neka su na ovim o
grancima dati redom otpori Mu = 3, 
Mu = 1 i Mat = 12 sa odgovarajucim ko
liCinama vazduha yu = xt, yu = 1 - xt i 
yat =XI. 

Drugi poligon cini ~etvorougao sa ogran~ 
cima 6 - 2, 2 - 3, 6 - 5 i5- 3. Neka su na 
ovim ograncima dati redom otpori Mu = 12, 
Mu = 2, Mu = 2 i Mu = 3 sa odgovaraju
cim kolicinama vazduha ya = X!, yu ~-= 

= 1-xt-x.z, yu =X\+ n i YM = X!l. 

TreCi poligon. liini tr.ougao sa ogrimdrua 
5-3, 3-4 i 5-4. Nek~ su na ovirn o
grancima dati redom otpori Mta = 3, 
Mu = 6 i Ml.a = 34 sa odgovarajucim ko
licinama vazduha yta = xa, yn = xt + :n + 
+ xa i yaa = 1-:x:t·-xz-xs. 

Prema (1) i s obzir.orn na datu kanonsku 

semu za data bi po1igona, imamo sledeei si

stem jednaCina 

2 2 ft = 3x1 - (1 - x,)t - 12JC2 = 0 
f 1 = 12~+2(x1+Xa)l-2(l-x1-xJ1-3x~=0 (21) 
~ = 3x~ + 6(x1+Xs+x1)1-34 (1-x1-x1-xJI ... O 

Za sistem (21) je 

i f1 H 3x~ -- (1 - x1)
1 

- 12x~ ] 
f (x) f2 12x~+2{x1+x:Ja_2(1-x1-Xz)2 -3x: 

r. 3x~+6(x.+xz+x,)1-34(1-xcxa-x.r' 
i 

''• _ af1 
ax

1 
- 4.x! + 4, 01x2 

= - 24x1 
ar. = 0 
ax3 

Vodeei ra~a o relacijama (2) i (3) i us
lovima teoreme 1, uzimajuCi za poeetno pri-
bliZno re§enje x\o) = 0,404; x~o) = 0,096; 

x~o) = 0,198, tj. 

imacemo 

W(x(O)) 

odakle je 

x<o) = 0,096 
[

0,404} 

[ 

5,616 
= . 4,000 

28,912 

0,198 

-2,304 
6,304 

28,912 

0,000 l 
-1.1881 
30,100 

detW (x(O)) = 1615,07169792, 

-154,747456 169,04160 6,671608 [ 

224,097856 69,35040 2,73715~] 

W-l ( (o)) -66,613248 -228,98304 44,619264 
X = 1615,07169792 

5 

SI. l - Kanonska ~ema. 

Fig. 1 - Canonic scheme. 

afs - 4 afz 
ax1 - • axa = 24x1 + 4 ar. = - 6x, 

.i'Xa 
af1 
~x. = - 56 (x1+x1+xa)+68, 

at, 
ax

8 
= -56 (x,+~+·x1)+68, 

af1 
ax, = -56 (xt+Xs+xa) + 6x 3 + 68, 

pa je 

4 

[ 

4xt + 4 
W(x) = 024xt 

4 
24xz + 4 
-6Xa 

-58 (Xt + X1 + Xa) + 68, r 
-58 (Xt + X1 + Xa) + 68, 
-58 (Xt + Xt + Xa) + 6Xa + 68, 



11 W-1 (X (O)) 11 = 
340,215552 

1615,07169792 
= 0,21065044. 

Kako je 

[ 
0,02384] 

r (x <o>) = -0,00702 
-0,06010 

i 
w-1 (x (o)) :f (x (o)) = 

1 [ 4,69115024 ] 
= -··----- --5,27682704 

1015,07169792 -2,66221666 

to je 

!I W-1 (x (o)) f (x (o)) 11 = 
5,2'7682704 
----- = 0,00326724. 
1615,07169792 

U na5em slucaju je 

max z __ n I a2h I 
i, j S=l C1XJCIXs 

= 168. 

Prema (13), (14) i (15) uzimajuci 
ao = 0,21065044; bo = 0,00326724; c = 168 i 
n = 3, iz (16) je 

qo = 2 · 3 · 0,21065044 · 0,00326724 · 168 < 
< 0,69450024 < 1, 

pa Njutnov proces (12), kao i njegova modi

fikacija (18) s obzirom na (19) konvergiraju. 

Prva dva pribli.Zna resenja sistema (21), 

sa gore uzetim pocetnim resenjem 

] 
izracunata Njutnovom metodom (12) su 

l xfl> l [ 0,40109539 ] 
x(l) = x2:> = 0,09926724 

X~ ) 0,19964836 

x<r> = [ :~1 = l :::::::: 1 
X3 O,lll990733 

G;e8ka dobijenog pribli.Znog resenja x<t) 
prema (17) je 

11 x* - x<1> 11 < o,0005476e < o,ooos. 
Prvih 10 pribli!nih resenja sistema (21) 

sa istim I>OCetnim re§enjem z(o) = x\o>, odre
denih modifikovanom metodom Njutna 
(18) su: 

x<t> 
I = 0,40109539 

x(l) 
2 = 0,09926'2':!4: 

x<2l = 0,40029987 
(2) 

I x2 = 0,099B0103 
x<3) 

I = 0,40008203 x&3) = 0,09994571. 
x£4) 

I = 0,40002243 
x<4) 

2 = 0,09998517 
x<5l 

I = 0,40000613 45) = 0,099995\) fj 
x<6) 

1 = 0,40000168 x~6) = 0,09999889 

xfl> = 0,40000046 X~ = 0,09999969 
x<B> 

1 = 0,40000013 x~B) = 0,09999991 
x£9) = 0,40000003 

19• 
1 x2 = 0,09999998 

x~to) = 0,40000001 oo> 
X2 = 0,09999099 

xU> 
3 = 0,19964836 

x<2) 
3 = 0,19990325 

x<3) 
3 = 0,19997341 . 

x<4) 
3 = 0,19999271 

X~5 ' = 0,19999800 

x~l>) = 0,19999945 

x!7> 3 = 0,19999985 

xW> = 0,19999996 

X~9) = 0,19999999 

x~O) = 0,20000000 

Prema (20), greska u 20-om pribli.Zavanju 
hila bi manja od 0,00000004. 

Napomenimo da je taeno resenje sistema 
{21) koje ispunjava uslove (2) i (3) 

x*= 

r 
:;]= 
x3 L 0,2 J 

0,4 

0,1 

*) Rafunanje je vrieno na ma!ini MONROE 990. 
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SUMMARY 

About the Application of Newton's Method for Solving Complex Diagonal 
Systems of Mine Ventilation 

D. S imeu n ov i C, docent- B. Vu lie evi C, assistant*) 

The work outlines Newton's method and its modification for approximate solu
tion of n.onlinear systems of algebraic or transcendent equations, and further applica
tion of such methods in complex diagonal systems of mine ventilation. The conditions 
under which the methods may be applied are presented, as well as an assessment of the 
error for both methods, this lbeing very important for practice. Both methods are mu
started in a single example, but a particular importance is given to the modification of 
Newton's method, having in view that its application in practice often is more simple. 
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PLANIRMlJE TEHNOLOsKIH PARAMETARA OTKOPA 
KOD PRIMDIE METOM OTKOPP.VANJA SIROKIM CELOM 
SA ZftRUSAVANJE:-., KROVNE PLOCE UGLJA 

Uvod 

Kao §to je poznato, metod.a otkopavanja 1Hrokw t:elom sa ~arul§avanjem 
krovne plot:e uglja 1ma veana !iiroku primenu u jugoslovenskoj rudars
koj praksi. Naime, slozen1 rudarsko··geolo§ki uslovi eksploatac1je, u 
prvom redu geolo§ke 1 tektonske strukture 1 pranenlj1ve deblj1ne slo
jeva, daju pr1oritet ovoj grupi metoda u odnosu na ~etode otkopavanja 
!lirokim t:elom u normalnoj visini otkopa. U rudnicima mrkog uglja Srbi
je, mo!e se slobodno konstatovati, osnovna je or1jentac1ja u pravcu 
uvodjenja ovih metoda uz prirnenu mehanizovane hidraul1t:ne podgrade 
(~1HP) 1 tehnolog1je mehanizovanog otkopavanja. 

Uvodjenje p~enutih tehnit:ko- tehnoloskih resenja na otkopima predstav
lja slo~en problem sa strut:nog i nau~nog stanovista. Ovde imamo u vi
du veliku grupu uticajnih faktora koji uti~u na 1zbor otkopne mehan1-
zac1je i MHP, slo~eno medjusobno dejstvo mHP 1 radne sredine, pitanje 
"uhodavanja" t€'hnc;.o<.f .. ~~ t.& !az! probnCJg rada otkopa, planiranje 1 op
timizac1ju tehnolog1je otkopavanja 1 dr. Sve ovo narocito postavlja 
u vrlo delikatan polo~aj rudarske strut:njake u neposrednoj proizvod
nji odgovorne za primenu izabranih te~~it:ko-tehnoloskih re§enja, a 
posebno kada se imaju u vidu kvalifikaciona i starosna struktura ruda
ra u naliim rudnicima i drug! faktori vezani za radnu snaqu. 

Tezak ekonomski polo!aj koji prati rudnike uglja sa podzemnom eksploa
t .acijOIII u duzem vremenskom periodu odrazio se 1 na Jllllterijalnu bazu 
naut:no-istrazivackog rada u ovoj oblasti i suzio mogu6nost organize-

*/ Rudarsko-geoloski fakultet u Beogradu 
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vanijeq koordin1ranog rada na :z:ajedn!~k:f.m p:rojektima u koji.mtl bi se 
o• problematika Jcompleksno i sistematski izu~a.vala, !l rezultmti ist
ra!ivanja dali zna~ajne smernice rudnic:f.ma, odnoano atru~njacima ne
posr:edno anga!ovanim u nj iJna. Do sada su ipak ostwtreni zapden! rezul
tati od strane pojedinih stru~ih 1 nau~n!h timow. M par.cijalnom is

tralivanju pojedinih delova celokupne prohlematike 1 stvcxena solidiJa 
osnova za dalji rnzvoj nau~noistra~iva~koq rnda. 

U ovom radu 1zlo!16emo neke aspekte p:Un1rtH1ja>. te1wH5ko-tn.lmo1o~Jdh 

pareetara otkopa IU.rokog ~ela sn zaxu!fl.l'lr-..njmn kl:ovnli ploc€: ugljl!! k.ojt 

au u~eni i izui:Savaju se u tirou p:r.i Kated:i: i l'le pO:..;;emnu ekBl?loat.aciju 

le~iuta Rudarsko-qeoloikoq fakulteta u Beo9radu. 

Pol.azne osnove 

u fazi pripreme otlcopnoq polja 1 fcn:'Dl!ranja otkopn moqu6e je detalj
no izu~iti karakter radne sredine, pramene u elementima zaleganja i 
debljini sloja uglja, kvalitativno i kvantitativno pr1sustvo jalovih 

pro•lojftka, tektonskih zona 1 drugih faktara r~levantnih za dimenzio
nisanje 1 planiranje razvoja kapaciteta otkopa, odnosno kor1govanje 
kapaciteta u odnosu na projektovan1.. Samo po L'leb:J. se rame6e da se ove 
mogueDoati moraju iskoriatiti kao predualov uepe§nom vodjenju otkopa 
1 planiranju svih parametara 1 elemenata koji karakter1§u njegov rad 
u smislu istra!ivanja pcmenutih uticajnih faktora 1 anal1ze nj1hovog 

dejstva Dll rad otkopa. To dalje zahteva form:b:anje posebne tehn1cke 
dokumentacije otkopnoq polja tj. detnljnu qra£icku dokumentac1ju 1 
odgovaraju~e tehn1~ke prora~une. 

Jedno· od-va!n1h p1tanja, alto ne i najva!!:nije, je promenlj1vost deb
lj!ne sloja uqlja, odnosno deblj1ne krovne plo~e. Debljina krovne plo
~e ne uti~e oamo na rezerva uglja u otkopnom polju ve6 se neposredno 
odra!ava na celokupnost rada otkopa, iskor.1Aaenje natkopnog dela slo
ja i sve druge tehn1~ke 1 ekonomske parametre otkopa. u pr1premljenom 
otkopncn polju moqu6e je bu.lenjem kratkih buliotirut iz pr1premn1h pro

storija utvrd1t1 debl jinu sloja, odnosno izvrlit1 proveru i korekc1ju 
osnova iz polazne tehn1~ke clokumentacije (to sa ~esto u praks1. 1 ~1ni) 

1 Dll tazi toqa kontaktnu povrlHnu krovine i ugljenog sloja izraziti 

mataati~kom jednalH.nom poqodnom za analit1~ko 1!'tra!Hvanje zavisnost1 
tehni~ko-tehnoloAkih parametara otk~pa 1 polo~aja otkopnog fronta. 

Jasno je da se p:>atupsk odnos1 na horir:ontalnn i blago nagnul-..a le~is

ta. 



Matemati~ka interpretacija 

Ako koordinatni sist~ OXYZ postavimo tako da x-osa stoji u pravcu na

predovanja ~ela otkopa, a Y·-osa nor-rnalno n.a mraj pravac u ravni podine 

sloj a uglja, kako je to na slici 1. nazna~eno, a z-osa upravno na ravan 

podine tada se jedna~ina kontakta krovinr.t-ugalj pomnatrana kao jedna 

povr~ moze izraziti funkcijom 

Z = f (X , Y) 

Ako se du!Hna otkopa ozna.IH s~ 1 , a h:noa nt\p:re::lovanja i:ela otkopa od 

pocetne tacke sa h to 6e u ravni XOY o tkop·;:a povr1Hna imati oblik pra

vougaonika duzine 1 i sirine h pri cenm s\t njegove osnovice paralelne 

sa osom Y odnosno x. Kolicina ug1ja sadr~ana iznad ovog pravougaonika 

dobija se pomo6u dvostrukog integrala 

V= fl f (X,Y) dXdY 
D 

gde je D-domen unutra!njosti (povr§ina) uocenoq pravougaonika, Ako je 

h
0 

rastojanje po1azne linije otkopnoq fronta od Y-ose, a 1
0 

rastojanje 

desnoq ruba otkopa od X-ose tada 6e pamenuta zapremina V iznositi 

1
0

+1 h
0

+h 

V = J dY f f (X, Y) dX 

1o ho 

vrednost ovoq integral a zavisi kako od f (X, Y) tako 1 od ve111Hna 1
0

, 1, 

h
0 

i h. Tako za zapreminu V dobijamo funkciju 

V= F (1,b,1
0
,h

0
) 

Kako su 1
0 

1 h
0 

konstante za date otkopno po1je to vred nost zapremine 

zavisi od ve1ic!na 1 1 h pa imamo da je 

V= F
1 

(l,h) 

Usvajanjem du!ine otkopa kao konstante 1 uocena zapremina menj a se sa 

ve1i1Hnan h pa imamo da je 

(1) 

Pos1ednja jednaiHna naJTI neposredno omoqu6ava da odredimo zapreminu V 

!lad znamo veliclnu h 'c"j. poJo7.a j cela otkopa. 

P.ko ~;e postavi zahtev rl'\ kol.H':I.nC\ otkopan09 ug1ja u jed.i.nici vr!'r.~;>r'"i 



SLIKA 1. ~MATSKi PRIKAZ PROBLEMA 

LEGENDA : D- PRAVAC NAPREDOVANJA OTKOPA 
1,2.3 .• . n KONTROLNE BUSOTINE 
x,O,y KOORDINATNI SISTEM 
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bude konstantna ill pranenlj iva lalo funkcij & vreme m. lSija vredno•t je 

Q(t), tada 6e biti 

Kako je 

....2!.... "'- Q (t) 
dt 

dV dV db ---.- ,•.;: --
dt dh dt 

to se pr ema pr.ethodr.o j jednn~!n i. dobij& 

Q ft) = ~v_ dh 

dh at 

Iz relacije (1) je 

dV =_m. 
dh dh 

pa zamenan vrednosti 11 (2) se dobija 

Q(t) = .!!._2 dh . --
dh dt 

JednalSina (3) mo!e se napisati 1 u obliku 

odaltle ja 

F2 (h) = ;~(t.)dt "' 01 (t) r "" 01 (t) -Ql (t0 ) 

~ ~ 

tj. 

gde je s tavl jcano 

Ol{t) - Ql(to) = Q2(t) 

Ako se jednalSina (4) re!ii po h dobija se 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

Jedna!Sir.a (5) nam OII'ogu6ava da u svakom trenutku t odredimo polo~j 

CSela otkopa. 



:rz jeclna~1ne (5) se dobija 

!!! • Oj(t) 
dt 
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l§j,me je odredjena brzina napr~J::wunjc oti~opa u &'l.<akom trenutku t. 

Alto se jed:na~ina (4) reU po t C!obit~a g:,11 

t n F
3

(h) (6) 

JedMlH.na (6) nam omogucJ;llva d.,~ cilr~3:!.mo ·~·!:i!!M> &--z.ci!:', ~e s.e ~elo otkopa 

pomeriti za vel1~1nu h. 

Tehnoloika avrs1shodnost 

:rzvedena 11111temati~Jca zavisnost hl::zin<;J ~edwanja 1 ko11ZS1na uglja u 

otltopncm polju (bloku) anoqu6a'Wl. da se ~ projektovan1 proizvodn1 Jca~ 

pac1tet otkopa odred1 njegov polof.aj u poamatranom vr2menskom per:1odu 

1 potreb:na br)£1na dnevnoq napredovanja za real1zac1ju projektom poetav

ljenog cilja. Tom prethodi ist:r.r.t!iwnje 1skcriii6enja ugljene supstan

ce u otkopnom polju koje ae takodje ma!e preciznije odrediti nakon for
miranja jl'!dna~1ne povr§1ne Jcontaku Jcrovirta-ugalj. Tako odredjenu po

trebnu brzinu napredovanja nu!no je proveriti sa stanovi§ta odgovara

ju~ih tehnolosko-orqanizac1on1h faktora 1 tek tada doneti Jcona~n za

klju!Sak o realnosti planiranog Jcapac1teta. 

Predlolen1 postup&k pr\1ia mogu6nost i za realno 1 sistematsko pra~enje 

!ekorii!i6euju. (gubitaka) i nj.1.hovo izu!Savanje u funkciji uticajn1h ~1-

nilaca (tehn!~ko-tehnolo!k1h parametara otkopa) Jcao 1 za istra!ivanje 

uzajamnog dejstva podgrada-rl!t.oM sredina 1 drug1h faktora koji ut1~u 

na iakori!~enje kr.ovna plo~e uqlja i stabilnost otkopa. 

Z&klju~k 

OsnoVM postavka ovog rada je da metoda otkopavanja Airokim ~elan sa 

zarulavanjem krovne plo~e uglje mora bit1 predmet stalne stru!Sne oca~ 

ne i nau~a analize 1 usavrlavanja, naro~ito kada se u otkopu prime

njuje tehnologija meban1zownog otkopavanjl!l 1 MBP. Kao baza za 1stra

!1vanje 1 planiranje tehni!Sko-tehnololk1h parametara otkopa, predlo!en 

ja matemati~ki metod koji dovod1 u vezu te paramtre i karakter prome
ne debljine sloja, odnosno raspored masa uglja u otkopnam polju. U 

daljem toku problem se t.z,J&lvc, na osnovu sistematski i avrsishodno 

~r·~,r11~n1h rodataka (opa~anjima i merenjima) u jami, u kompleksnim 

1st.ra!1va~1< lm· I .fmovima. 
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INTRODUCCION 

Los procesos de atenuaci6n de distintos materiales tienen gran aplicaci6n en to do el mundo y tamhien en Yugo ,. 
la'via. Se conoce que hoy en d ia se gasta entre 2.H " J,4"11t del total de consumo de energia elec~ric~ en Ios procews de 
atenuaci6n. T-eniendo eso en cuenta y sabiendo que et grado de eficiencia de la ea'!rgia utillza<!;) en los prnceso~ de mo
ler es muy baja se puede entender la importancia de la determinaci6n de la potencia optima de Ios electromntorcs ~1 
proyectar Ios molinos y Jas plantas correspondientes. Muy a menudo observamos moli.nos cen la potcnci:~ de electromo· 
tares inadecuada, muy alta o muy baja. 

Hay varias ecuuciones para calcular la potencia de electromotorcs en molinos. Sin ernbr.<rge, avcriguamos la potcn
cia nccesaria de Ios electromotores, dependiendo de -sus dimensiones y otros panime rros in fl uyentcs er. el pro ceso de 
moler, se consiguen grandes diferencias de la potencia calculada..seg(ln las fomlUlas ya cor:ocirlas. 

Teniendo en cuenta la importancia de la proyecci6n y fijaci6n de Ios molinos con la optima potencia de Ios elec
tmmotores, se ha prograrnado un experimento para calcular la energia y otros importantes pl!.r ~,metros en el molino 
semiindustrial y semiaut6geno con dimensiones de 1,83 tJ> x 0,61 m. 

Las investigaciones han sido muy precisas, subrayando el catculo de la potencia y de numcro de vue Ita~. 
La segunda parte de la investigacion esta hasada tanto en Ios resultados de Ios dlculos efectuados en la mina 

de cobre de Majdanpek como en Ios datos de minas en distintas partes del mundo y tambien en Ios conor.imientos leo
ricos de este campo de la ciencia. 

En esta investigaci6n primeramente se han fundado interdependencias Jinares matematicas entre la potencia !n· 
terior y exterior de electromotores y luego se han calculado !as perdidas de electroenergia. De:;pue3 se ha estudiado ia 
energia absorbida de electromotores dependiendo de la carga del molino con bolas ye! total de alimentacion (holas 
+ mineral + agua), la densidad, etc. AI fmal se han estudiado en forma matematica la inftuencia de todos Ios pani.metros 
en la fijaci6n de la potencia de electromotores. Gradualmente se han ido eliminando de la ecuaci6n algunos factores 
menos influyentes, para Jlegar al final a ecuaci6n bastante simple, segtin la cuallos valores adquiridos resultan muy simi
Jares a Ios anteriores valores de la potencia de Ios electromotores, es decir, hemos conseguido la ecuac:ion pura detnmi
nar la optima potencia de Ios electromotores. 

1.0. INVESTIGACIONES HECHASSOBRE LA TORSION Y LA POTENCIA BAJO DISTINTAS CONDICIONES EN 
EL FUNCIONAMIENTO DEL MOLINO 

De acuerdo con Jas instalacioncs cxpcrimentalcs de medida y la instrumcnlaci(lll, se ha ctcctu:.~ uo la imcsligat:ilm 
sobre las torsiones y la potencia del molino semiaut6geno experimental durante su funcionamiento bajo diferentes con
diciones. Para cada tipo de funcionamiento, es decir, para cada carga del molino, se han fijado Ios can1bios de las torsio
nes y de la potencia. Se investigaron las torsiones y la potencia bajo Jas siguientes condiciones: 

i) cuando funciona solo el reductor, mientras esta parada la transferencia en cadena de !a torsion hasta el 
molino, 

ii) cuando funciona el molino vacio, 
iii) cuando el molino esta cargado con 3 I 2 kilos de bolas, 
iv) cuando et molino est a cargado con 5 13 kilos de bo las, 
v) cuando et molino estA cargado con 784 kilos de bolas, 

vi) cuando e) molino esta funcionando con el 30-r. de su volumen, 
vii) cuando e) molino est& cargado con ei 30"11ode su volumen con mineral y con 312 kilos de bolas, 
vili) cuando el30~el volumen del molino esta cargado con mineral y con 513 kilos de bolas, y 
ix) cuando el 30'Mt del volumen del molino esta cargado con mineraltls y con 784 kilos de bolas. 
Para cada una de las nombradas condiciones se han hecho !as correspondientes anotaciones sobre el tiempo de I as 

torsiones y de la potencia. Primeramente se ha fijado el momento del comienzo del funcionamiento d~l molino en cad a 
una de las condiciones. El momento inicial se ha fijado con el aumento A=M(P) que ofrece buen arreglo de las sei'lales 
en la cinta de apuntes. En estos apuntes se ha fijado tambiCn el proceso de transferencia del cambio de la torsion Y de la 
potencia desde el momento del comienzo hasta la obtencion de un valor medio. Los siguientes &puntes conseguidos fue· 
ron Ios de 1as seftales medidas con la misma ampUficacion A=M(P) teniendo, esta vez, la mformacion de tiempo alargada 
en la cinta. La fljacion de senales bajo !as mencionadas condiciones se ha efectuado tambien con et aumento A=M(P) 
500 con la normal base de tiempo y con la aJargada. 
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En ciertas condiciones de funcionarniento se ha efecluado una fijacion de tas seftales medidl'.s en distintos interva
los de tiempo: en el momento del comienzo, despu6s de cinco minutos. despuea de die% minuto-, 15 y 20 minuto! del 
funcionamiento. Estaa investigaciones se haft efectuado tambi6n con la amplificacioa de A=M(t} 1000 y A=M(P) 500 
con la base temporal nomtaJ y prolonpda en Ios apuntes. 

En la cinta de anotaciones domina el fijado cambio de scllales medidas como un diagnma en el cusl en la abscisa 
esta anotado el tiempo t(scc}, y en la ordenada el cambio de la torsi6n M(Nm}, es declr, de la potencia necesaria 
(Pkw) en et funcionamiento del molino. En cada anotacion estan seftaladas las correspondientes condiciones en el 
funcionamiento del moUno. En la parte superk>r de las anotaciones aparecen Ios n6mero11 de Jas tomones del reductor 
y del molino. De esta manera se puede hacer un anlilisis de Ios cambios en las senates medidas dentro de cada torsiOn dei 
reductor y del molino. Asi, se pueden explicar las influencias del electromotor y de las ccde:-.as en el cambio de las se
i'lales medidas en la torsi6n y en la potencia. 

2.0 CONSUMO DE LA F.NERGIA 

Para fijar la:; perdidas en e1 moto-r del molino se han medido las potencias interior y exterioli en ~i tje del reductm 
bajo distintas condickmes en el. funcionamiento del molino. Los resultados de estos cih:ulo:s estan demo:;(mdolll'!n e! 
cuadro NO 1. En Ios tre:s carol!, entre la pot.encia interior seftalada con la "x) y la exterior ~fiat~ch con la ''y' 1 ~xisw 
una clara d~peudenda de forrrtn iineal. Asi que para Ios datos en la columna a esta dependencia esta fijada de t~ siguiw
re forma: 

y ::::0,9023 X·- l,~rr; 

con ei factor d~ com~lru:i6n r = 0,9999. 
Para Ios dato! eil la oolamna b se ha fijado la dependencia en la siguiente forma: 

y =: 0,8451 X- · 0,776 (2) 

l"On el factor de correlaci6n lineal r = 0,9979. 
Para !os datos en la columnli c se ha encontrado la dependencia de tipo: 

y = O.B261 X- 0,:25 

con el factor de correlaci6n lineal r = 0.9997. 

---·-------·----

CUADRONO 1 

Potencia de Ios electromotore:r 

Potenc~a interior, kw 
a a 

Potencia exterior kw 
b 

·---~--------

9,0 
10,5 
12,0 
13,4 
14,9 
16,4 
17,9 
19,4 
20,9 

2 

6,9 
8,3 
9,6 

10,9 
12,3 
13,6 
14,9 
16,4 
17,6 

Condiciones de funclonamiento del molino: 
- · Motor: Potencia P = 25 kw 

Voitllje N = 220 V 
Ntimero de tomones n = 87(f1 

Rapidez de las toraiones: 
a : n, = 0,606 lltcf = 19,5"1 

b : 11s = 0,730 nkr = 23,5"1 

c : n = 0.854 nkr = 27 ,5"1 

- Redw:tor: 2\.s/I,O 

3 

6,8 
8,1 
9,4 

10,6 
12,0 
13,1 
13,8 
15,7 
17,1 

c 
4 

6,5 
7,8 
9,0 

10,2 
11,2 
12,7 
13,8 
15,1 
16,4 

(lj 

(2) 

(3) 
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En el cuadro NO 2 hemos moatrado Ios wlores dl' 11 potencla para dos condiclones del funcionamiento, calcula
dos segUn lu ecuaciones dadu para el oomspondiente valor de la poteocia interior. 

Potencia interior; kw 

9,0 
10,5 
12,0 
13,4 
14,9 
16,4 
17,9 
19,4 
20,9 

CUADRONOl 
Potencflt Clllculllda de /or tlectromotom~ 

a 
6,9 
8,3 
9,6 

{0,9 
12,2 
13,6 
15,8 
16,3 
17,7 

Potencia exterior; kw 

b 
6,8 
8,1 
9.4 

10,6 
12,0 
13,1 
13,8 
15?1 
17,1 

c 

6,5 
7,8 
9,0 

10,2 
11,2 
12,7 
13,8 
15,1 
16,4 

La diferencia entre las potencias interior y exterior representa la perdidll de !a P,Otencin. Ba.Wldose en los datos 
dei cuadro NO l, se han conseguido datos relacionados a la -perdida de la -potencis, ios que, a su vez, hem os mostrado en 
el cruidro NO 3. 

En cuando a Ios datos del cuadro N° 3, la dependencia entre la perdida de la potencla "y'' y de la potencfa inte
rior "x" se ha conseguido para las condiciones y en la forma 

y = 0,0977 X+ 1,197 (4) 

con la correlacion lineal r = 0,992; 
Relacionado a Ios datos del mimlo cuadro y para las condicionea b, erta depeodencia esti en la fonna de 

y = 0,1549 X+ 0,776 (5) 

con la correlacion lineal r = 0,943; 
Re1acionado a Ios datos del cuadro NO 3, y para las condiciones c,la dependencia entr~ la perdida de la potencia 

y la potencia interior esta en forma de: 

a= 0,1739 x + 0,925 (6) 

con la correlaci6n lineal r = 0,993 
Seg6n Ios -datos obtenido:\1 para~ corretstei6n linea! !le puede~ obsgrwr quelo~ tre!S wos ~lmcionsdos ala poteucia 

interior y a la ~rdicla de !a potencia existe una muy fuerte dcpa;.ndencia expresada on lB fonna de las funciones li.nealts 
conseguidu. · 

Potencia interior; kw 

1 

9,0 
10,5 
12,0 
13,4 
14,9 
16,4 
17,9 
19,4 
20,9 ----· 
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CUADRONOJ 
Pirdidaa de la potencfa 

Nn:IY!u de la potmc:iaa; kw 
a b 

2 3 

2,1 2,2 
2,2 2,4 
2,4 2,6 
2,5 2,8 
2,6 2,9 
2,6 3) 
3.0 4,1 
3,0 3,7 
3,0 3,8 

c 
4 

2,5 
2,7 
3,0 
3,2 
3,7 
3,7 
4,1 
4,3 
4,5 



Potencia interior; kw 

9,0 
10,5 
12,0 
13,4 
14,9 
16,4 
17,9 
19;4 
20,9 

CUADRON04 
Ctllallaltu pbdldtll de Ill potencltl 

a 

2,1 
2,2 
2,4 
2,5 
2,7 
2,8 
2,9 
3,1 
3,2 

Nrdida de la potencia; kw 
b 

2,2 
2,4 
2,6 
2,9 
3,1 
3,3 
3,5 . 
3,8 
4,0 

c 
2,5 
2,7 
3,0 
3,3 
3,5 
3,8 
4,0 
4,3 
4,6 

En el cuadro NO 4 estin Ios valores de la perdida de la potencia "y" ca!cutado& re~n !as ecuaclones (4), (5) y (6) 
par<~ !os conl':spondienwe v&lo~s de la potencia interior "x". 

Tamb.i.Cu en Ja imagen NO I hemos mostrado las lineas de la potencia exterior para las condidcu-es "a", .. b" y "c" 
en fu.nci6n de 1& potencia interior, iguaJ que las lineas de las perdidas de la potencia en funci6n de la potuncia interior, 
tambien para ias •;or.diciones "a", .. b" y "c" . 

.3.0 POTENCIA ABSORBIDA EN SU FUNCION CONTRIBUYENTE DE LA CARGA DEL MOUNO 

En el cuadro NO 5 Ios resultados de Ios cilculos de la potencia absorbida dada en kw que depende de la carga dada 
en porcentajes. Basindose en esos resultados se ha desi&nado, entre la potencia absorbida "y" y el porcentaje de la carga 
.. x". la c:orrespondiente dependencia en la forma de la funci6n lineal: 

y = 0;0213 X+ 0,608 (7) 

con la correlaci6n lineal r = 0,9%7. La correlaci6n lineal conseguida indica que entre la carga del molino y la potencia 
absorbida cxiste una fuerte dependencia lineal en la forma de la funci6n (7). El grlfico de la linea (7) est& en la imagen 
2. 

En el mismo cuadro hem os dado tambien el valor de la potencia absorbida "y" calculada seg(m la ecuaci6n (7) pa· 
ra la correspondiente carga. 

4.0 LA MASA DE LA CARGA DEL MOIJNO 

La densidad de carga del molino cambia segian et volumen de carp y con el cambio del tonelaje ali01entado. Los 
resultados de los c&lculos de la densidad de la carga para loa dfstintos grados de volumen de carga est4n dados en et cua
dro NO 6. 

Carga del molino 
con bolas ., 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 

CUADRONO S 
Potencflz absorbidll. 

Medida 

0,64 
0,67 
0,70 
0,74 
0,74 
0,76 
0,78 
0,80 
0,82 
0,&4 
0,86 

Potencia absorblda: kw 
Calculada 

0,65 
0,67 
0,69 
0,74 
0,74 
0,76 
0,78 
0,80 
0,80 
0,84 
0,86 
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lmagen I: 

a) Potencil1 exterior en funcitm de potencia interior ( 1 ), (2) y ( 3) 
b) Perdtla de la funciim en [unci!Jn de potencia illteriorde la linea: (4), (5), (6) 
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CUADRON06 

x(o/o) 

La densidad de la cflrga en jimciim de Ill cmga volumetrlca y de ItA contrlbucl6n de Ill clll'gll de bolas 

Li! carga La densidad de la carp bajo dminta participacion 
de laa bolaa: kt./m'& volumetrico 

or. 2 4 6 

20 2.700 2.970 3.320 
22 1.685 2.950 3.290 
24 2.670 2.930 3.270 
26 2.650 2.910 3.250 
28 2.630 2.900 3.230 
30 2.610 2.870 3.200 
32 2.600 2.850 3.120 
34 2.590 2.820 3.040 
36 2.570 2.800 2.960 
38 2.530 2.760 2.920 
40 2.510 2.760 2.840 

Matemiticmnent~ la densidad de In carp podria expresane de In :Uguientc fomta: 

•tAk+bAm ., 
vP 

8 

3.600 
4.510 
3.420 
3.350 
3.280 
3.200 
3.160 
3.130 
3.090 
3.070 
3.040 

10 

3.900 
3.800 
3.700 
3.600 
3.500 
3.420 
3.340 
3.290 
3.240 
3.190 
3.150 

(8) 

don de Att ea el porcentaje del volumen de carp con bolu, ~ es el pon:etu~e del volw:nm con R'ineml y cl agua, V pes 
el porcenfaje del total volumen de carp dd molino. Puelto que ~ +)m= V P' de ahi ~=V p- ~ y I& fonnula (8) 
podem01 preseRtar de ia aipkme fonna: . 
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all+ b vp (9) 
1 =-~------

vp 

donde aparece a=a 1 -b. La formula (9) puede escribi; tambitn a si: 

(10) 

De la ecuacion (10) puede observane qu~ con et con~tant~ porcc:ntaje de la carga volumetrica de bolas ~k) la 
densidad de la carga (-y) va decreciendo aJ aum~ntar el porcentaje de la total carga volumetrica (V p>• y va creciendo 
con la di.sminuci6n del porcentaje de la misma (Y ). AI mantencr un. con:stante porcentaje de la carga volumetrica 
(V p,) la densidad de la carga ('y) va incr~mentimdo M aumeutJr cl porccnt::je de la ca{Sa volumetric& de bolas ().k), y 
va aisminuyendo a1 disminuir el porcentaje de la c11rga vo!umetrica de boJas Q.k). La ecuacion (10) se tomaria para ha· 
ce r el c3lculo de la densidad de la carga (';')si re tuviera.'1 exacta'i r~h.cionll5 d'J Ios porcentajes en la carga volumetrica de 
bolas, agua y mineral. Aunque, en prindpi.o, :;e ticnd1: a obtcn~M· z~o lni!.m&.~ relaciones entre el mineral y el agua, en la 
practica ocurre que esto.'l van variando Jcmt..·-., ur! ci~rtas iimit:;~ . Dtmmt~ et fW'lcionamiento del molino, las bolas se 
;ran gastando disminuyendo asi su diam~tro y, u pes3r !3;:-; :>\.~ crmstant~ !eitOvaci6n, aparece cierta variaci6n en el porcen· 
taje de su contenido voiumetrico. Estus v;.;rilJ.::il) m'S c 1 ~ !a ZaJrf.a voll.l.ril~trica que constituyen bolas, mineral y el agua 
provocan ciertos cambios en la dem:idad de carga. De esta fomHt,los va1orcs creados en la densidad de la carga ('y) difie· 
ren, aunque minimamertte, de los correspnndientes valore:> de lo. dens!dad de la carga que se calcularia seg(ln la ecua
cion ( 1 0), conociendose Ios coeficientes ay b, ad em <is de lor; 111\lort-.s dRdos para el k y .el V p· 

Basandose en Ios datos del cuadro NO 6, se ha.n designado coeficicrttt:s ay b con la condici6n de corresponde Ios 
valores de la densidad de la carga (1) calculados segtin esas ecuaciones lO mas posible con Ios valores de la densidad de 
la carga mencionada en el cuadro NO 6 que se han eonseguido midiendolos, AI determinar Ios coeficientes ay b en la 
ecuaci6n (10) se ban analizado especia!mente los casos en que: 

- . ··- --·-·- ·- ... . .. -- ... . . . - . .. . . . . 
Basandose en Ios datos del cuadro NO 6, de acuerd.o con !a ecuaci6n (10), para ).k = 2, la dependencia entre la 

densidad de la ca.rga ('y) yet porcentaje uc la total carga volum!trica (V p) se ha encontrado en la fom1Ula: 

7230,52 
+ 2360,51 (11) 

con el factor de la dependencia no-lineal)..·:::: 0,9615. 
Basandose en Ios datos del rnismo cuadm NO 6, donde ).k = 4, entre la densidad de la carga del molino y et por· 

centaje de la total carga volumetiiCli se ha encontrado la dependencia de tipo 

8710,71 
1== --- + 256I,07 

vP 

con el factor de la dependencia no-lineal/..= 0,9656 
Segun Ios datos del cu~dm NO 6. don:de ~k ,= 6, entre 'Y y V p se ha encontrado la dependencia de tipo 

18473,07 
-r== ---+ 2485,38 

vP 

con et facwr de la depmdencia no-lineal ). = 0,9082 

(12) 

(13) 

Badndose en Ios dntos del cuadro NO 6, donde ~ = 8, entre "1 y V p se ha obtenido la depmdencia de tipo 

22517,09 
-r=--- + 2481,34 (14) 

vP 

con ea factor de Ill d~dmda ~o-tmeal ). = 0,9894 
Ai final, a~ Ios dato; del cnmro NO 6. domde Ak == 10. mtre 7 y Vp se ha ~!!ado la ~~ttder;ci!l de 

tipc . 
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31149,58 
"(= --- + 2377,87 {IS) 

vP 

con el factor de la dependencia no-lineal 'Y = 0,9978 

Seglln Ios valores obtenidos referentes al factor de la dependencia no-lineal (A), se observa que en todos Ios casos 
analizados entre 'Y y V p existe una fuerte dependencia de tipo (11)) (l 5). 

Por eso I as obtenides ecuacione: referenteB a la deruidad de la carp para distintos porrentajes de la carga volume· 
trica de bolas y distintos porcentajes de la carga total volumetrica p~eden ~ter utilizados en la practica con alto grado de 
seguridad. 

En el cuadro NO 7 hemos presentado Ios valores de la 'h:nsidad d~ la c:uga ('Y) calculados mediante las ecuaciones 
0 I ) - (15) para Ios correspondientes valores de la carga volumetrica {V p). 

Ademas de las ecuaciones individuales (11) - (l5) para el r:iiC'i.tlo de ha densidad de la carga dependientemente 
del porcentaje de la total carga volumetrica, consegu~os a bare de dato~ dei cu ,~t:i!"!:,) :,ro 6, i'.k = 2, A1r. = 4, ~k = 6, ).k = 
8, ~k = 10, aqui, tomando en cuenta, a1 mismo tiempo, u 'dos lo~ di'!lOtJ ccnl.ct1idos ~n d cuadro N0"6, se ha determma· 
do t.a ecuaci6n para el c41culo de la densidad de la car.gil. 

~ 
'Y = 3000 - + 2440 (16) 

vP 

CUADRONO 7 

Den~idod cdlculada de la carga en {uncifm de la carga volumetrica 

Carga Densidad de la carga en 
volumetrica ,. 2 4 6 8 10 

20 2.722 2.997 3.409 3.607 3.935 
22 2.689 2.957 3.325 3.505 3,794 
24 2.662 2.924 3.255 3.420 3.676 
26 2.639 2.896 3.196 l.347 3.576 
28 2.619 2.872 3.145 3.286 3.490 
30 2.602 2.851 3.101 3.232 3.416 
32 2.586 2.833 3.%3 3.185 3.351 
34 2.573 2.817 3.029 3.144 3.294 
36 3.561 2.803 2.999 3.107 3.243 
38 2.551 2.790 2.972 3.074 3.198 
40 2.541 2.779 2.947 3.044 3.157 

Los valores para 'Y· conseguidos mediante la ecuaci6n (16), en general, concuerdan bastante bien con Ios valores 
dados en el cuadro NO 6, es decir, con Ios vllores referentea a la densidad de la carga conseguida con la medici6n. 

~k 
Si en la ecuacion (10) ponemos-= x. entre 1 y (x se consigue la dependencia lineal: 

vP 

a) 'Y = 3000 )( + 2440(16) (16) 

con el factor de la dependencia lineal r1 = 0,9892 

En el cuadro NO 8 estan dados Ios valores reftrentes a la densidad de la carga calculados segun la ecuaciim (16) 
para distintos valom del porcentaje de la carga voh.1metdca o la de ~ bolas ~k) y distintos valores de pofcentajes 
de la total cup volum6trica (V p>-
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imagen3 

Demkiad de Ill carga (y) en funcfim del total volumen de la Cll1'grl (xJ 

y 

~~00 
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~ood 
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3700 

3500 

3500 

31.00 

3300 

3200 

3100 

JOOO ~ 
2900 

1800 

2700 

2600 

1500 -,---.--·r 

15 10 11. 18 
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lmagen S 

Monograma p~a eJ cfilculo de la demidtxl de fo carga ('Y) dependiendo de la carga 1•olumetrica 
de bow {'A.k) e/ to till vo!lmen de la ctuga del molino (V pJ 

Vp 

. _ .. IS . ... 

13 

" 10 
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Total cup volum6trlca 
vP .. 

20 
22 
24 
26 
28 
30 
32 
34 
36 
38 
40 

CUADRON08 

CUJa volusnft.rica dill bolu ( ~) 

2.740 
2.713 
2.690 
2.671 
2.654 
2.640 
2.627 
2.616 
2.607 
2.598 
2.590 

3.040 
2.985 
2.940 
2.902 
2.869 
2.840 
2.815 
2.793 
2.772 
2.755 
2.740 ------·· .... ·--.-----·---.-.-·------

3.340 
3258 
3.190 
3.132 
3.083 
3.040 
3;003 
2.969 
2.940 
2.914 
2.890 

3.640 
3.531 
3.440 
3.353 
3.297 
3.240 
3.190 
3.146 
3.107 
3.072 
3.040 

3.940 
3.804 
3.690 
3.594 
3.511 
3.440 
3.378 
3.322 
3.273 
3.229 
3.190 

Para et calculo de la densidad df} 1~ c<trga h), y de ncmtrdo con !a ecuaci6n (16), dependientemente de ~ Y de V P' 
se ha elaborado aqui un especial ntoi'!Ogmm,a. Para ro~!f;.e~ui! la rlem~idad cie la ca.rga ('y) se extiende una linea atravesando 
el punto que corrcsponde al porcentaje dt~ b total ~g:~volumetriCll (en !a eF.cahs V ), y atravesando et punto que ccrn'!:'>
ponde a1 porcentaje de la carga vo!uull}tiica de las bo!as (en la escala 4). El puntol3onde esta linea corta la escala A re
presenta la buscada densidad de la cargli. Ejcm.plo: para V p = 30, k ::: ff se consigue que 1 = 3240. 

5.0 LA CARGA DEL MOUNO EN FUNCION DE LA CARGA VOLUMETRICA DE DISI1NTA DENSIDAD 

En Ios cuadros NOS 9 y 10 est:in presentadas las cargas del molino en funcion de la carga volu~trica de distinta 
densidad. En el cuadro NO 9las cargas ~stan dadas en kW, mientras que el cuadro NO 10 estan dadas en pascales. 

Basandose en Ios datos del cuadro NO 9, entre la carga del molino dada en kW, que hemos seflalado con la .. y.,, y 
la carga vo1umetrica en porcentajes que hemos sellalado con la "x", se ban descubierto las siguientes dependencias: 

1. Referente a Ja densidad de la carp 1 = 3000 kg/m3 se ha descubierto dependencia de tipo: 

Y = 14 + 1,353 (46 _ x); o,t42 {X- 46) (17) 

con el factor de la dependencia no-lineal ). = 0,923. Segtin el valor conseguido para ). se puede observar que hay una 
fuerte dependencia entre la carga del molino y la carga volumetrica expresada en porcentajes. Esta dependencia es no
lineal tipo (17). De la ecuaci6n (17) podcmos concluir que la carga va incrementando con el aumento del porcentaje 
de la carga volumetrica hasta x = 38,96. Para el caso x = 38,96 A$ 39 la carga del molino Dega a su 6ptimo valor y = 
y max = 17 ,S 1 kW. Con el aumento del porcentaje de la carga volumetrica, la carga del molino empieza a decaer, to cual 
se observa en la imagen n\uncro 6, donde e5ta presentada la linea (17). 

2. Con la densidad de la carga 1 = 3400 kg/m3 se ha descubierto la dependencia de tipo: 

Y = 15+2,88(46 -x)e0,147S(x-46) (18) 

IJDiien 6 

Cmp del molino (y) en fimcion de la cargrz volumitrictl (x:) y densidod .., = 3000 kgfm'l 
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(KW I 

11 
~ ~ 

11 

15 

15 ~ 
~ 

ll 

IJ +--- .,....-----,.--- --,--- . ·------~----·· 
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con el factor de dependencia no-lineal ~ = 0,990. Seg(m el valor de ~ podemos observar que existe una fuerte depen· 
dencia no-lineal entre la carga del molino y la carp volum6trica expresada en porcentajes de tipo (18). De la ecua
cion (18) podemos conciuir que la carp va incmnentando con el aumento del porcentaje de la c:uga volum6trica x = 
39,22. Cuando X= 39,2239la carp Ueva a su optimo valor y = Ymax 222,18 kW. Aumentando mis el porcentaje de .la 
carga volUJD6trica la carga dei molino empieza a decaer. 

CUADRO N09 

La CtUgti en funciOn de la carga volumetrica con distinta densldod 

Carga del molino: kW 
Carga volumetrica "'(= 3000 "'(= 3400 

"lt kg/ml km/m3 

20 14,9 16,5 
23 15,2 17,2 
26 15,5 18,1 
28 15,7 18,9 
30 16,2 19,6 
32 16,6 20,2 
34 17,1 20,8 
37 17,8 21,3 
43 17,8 21 ,4 
45 14,8 17,2 

CUADRONO 10 

La Cll1FJ del molino en {unci6n de la Cl11'gtr volumitrica y la densidad 

Carga del molino: Pa 
C:il'ga volumetrica "'(= 3000 "'(= 3400 .. kt,/m3 kg/m3 

20 625.000 690.000 
23 650.000 715.000 
26 680.000 750.000 
28 720.000 785.000 
30 745.000 805.000 
32 775.000 835.000 
34 800.000 910.000 
37 875.000 980.000 
43 950.000 1.000.000 
45 765.000 815.000 

3. Con la densidad deJa carga ~ = 3800 ks/m3 la dependencia es de tipo 

Y = 16 + 5,865 (46- X) e 0,1626 (x- 46) 

"f= 3800 
km/m3 

~ 8,2 

19,3 
20,4 
2;2.,0 
23,4 
24,2 
25,5 
26,9 
27,0 
21,3 

7:::3800 
kt,/m3 

730.000 
800.000 
830.000 
360.000 
870.000 
930.000 

1.025.000 
1.103.000 
1.120.000 

900.000 ---·----- ---

(19) 

con el factor de dependcncia no-lineal ~ = 0,981. De valor con!eguido de la i\ se observa que hay una fuerte dependeD· 
cia no lineal de tipo (19) entre la carga del molino y la cuga volumetrica expresada en porcmtajes. Con el incremento 
de la carp volumetrica hasta x = 39,85, Ja carp del molino Cicce. Cumndo x = 39,85 Ill$ 40i la carga Uega a su optimo 
valor y = y = 29,29 k ... Awnentando mis la carp volum6trica la cuga del molino empieza a deeaer. 

En ef'C:clro NO 11 mm dadOI loB valores de la carp (y} caiculldou segiin la ~cion (17). (18) y (19) para Ios 
correspondientes valores de la carp volumitrica (x). 

Basmdose en Ios datoa del cuadro NOlO se han descubimo bia sigeientes depmdenci!ul fintxe la carp del molino 
dada en pucales, seflalada con la •y• y la carp volll~Mtrica dada en porcmmjeu. sefliDlada con la '"J(': 

1. Con la densidad de la carp 'Y =300 'q,/m3 se ha descub~rto dfliJ'Cnd~nc.ill d~ tipo 

y = 550.000 + 200.859 (46 - x) e O,l?l Cc - 46) (20) 

oon el f~torde_dependencia n~.~;:::,J>.?~?~., " , .. ... 
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CUADRONO 11 
lA CII1P del mollno Clllt:ultldtl en jUnclim de la Clf1JIJ vtJiutnetrlctl ptllfllG disdnt.a1 dmfldlltk• 

Carp del moUno: kW 
CliP volumltrica "'(= 3000 "(=3400 "(=3800 .. ks/m1 kif m' ks/m' 

20 14,9 16,6 18,2 
23 15,6 18,0 20,5 
28 15,9 18,6 21,7 
30 16,2 19,4 23,0 
32 16,6 20,1 24,4 
34 17,0 20,9 26,0 
37 17,4 21,9 28,2 
43 16,7 20,6 26,8 
45 15,2 16,1 21,0 

SegUn e1 valor con~3W.do psra lM 1\ :J~: observa que existe una fuerte dependencia no-lineal de tipo (20) entre la 
cargadelmolklo y la cal'f,l! 'loil1nWtdc& exprooadn en porcentajes. De la ecuacion (20) podemos concluit que b carga d.ei 
molino va incrementando ron el amnento ., (it porcantaje de la carga volum6trica x = 40,152. Pua lax= 40.152 ~-'"' ~-0 ii.\ 
carga del molino U~~ a su .mor. t.ptimo y= y mu = 981973 kW. Aumentando rnas et porcentaje de In carga volumetri· 
ea, la carga del molsno empteza a decaer. · 

2. Con la densi~ d0 la carp 1 =; 3400 kg/m3 se ha descubierto la dependencia de tipo 

Y = 600.000 + 205.48"/ (46 _X) e 0,165 (x- 46) (21) 

con et factor de la dependencia no-lineal A= 0,955. 
Segtin el mencionado valor de la A observamos que existe una fuerte dependencia de tipo (21) entre la carga del 

molino y la carga volum6trics expresada en porcentajes. De la ecuaci6n (21) se puede concluir que la carga del molino 
va incrementando con el wmento del porcentaje de la carp vo~trica x = 39,939. Cuando x = 39,939, la C41'8B del 
molino llep a su 6ptimo valor y = Ymax = 1058125 Pa. Aumentando mas el porcentaje de la carga volumetrica, la carga 
empieza a decaer, lo cual se ve eo la imagen NO 10 con la linea (21). 

3. Con la demidad de la carp"(= 3800 kg/m3 se ha descubierto la dependencia de tipo 

y = 700000 + 212850 (46- x) e 0•172 (x- 46) (22) 

con el factor de la dependencia no-lined ;\. = 0,976. Con el valor conseguido para la A observamos que existe una muy 
fuerte depend~ncia de tipo (22) entre la carga del molino y la carga volumetrica expresada en porcentajes. De la ecua-

fma&en 7 

Or1p del molino (y J m {uncl6n de la Cll1fll volumetrica con la densidlld "f = 3400 kgfm3 
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cion (22) podcmos concluir que la carga va aumentando con el incremento de la carga volumetrica exprellada en porcen
tajes X= 40,186. Cuando lax= 40,1986 l'tf, 40, la cargallega uu 6ptiino valor y = Ymu = 1155023 Pa. Aumentando 
mls el porcentaje do la cuga volurnetrica. 

En el cuadro N° 12 estin dados Ios valom do la carp del molino calculadaa segcin la -ecuaci6n NOS (20), (21) y 
(22) para Ios conespondientes valores del porcentaje de la carga volum6trica. 

CUADRONO 12 

Lll CtZTga del molino calcu/4da en funcion de Ill carga vo!umitrica y la densidad 

Carga del molino: Pa 
Cerga. volume~ "(= 300 'Y == 3400 'Y:::; 3800 

•.r. kg/m3 kg/m~ kg/m3 

~ .... - - . . . .. ___ ... 4. --·------
20 611.234 673.221 763.224 
23 640.47? 706.259 793.689 
26 681.412 751.580 836.499 
'2& 716.497 789.759 873.289 
30 758.344 834.621 917.278 
32 806.636 885.557 968.176 
34 859.671 940.457 1.024.143 
37 937.931 1.018.890 1.!07.407 
43 910.761 975.777 L08l.l53 
45 719.288 774.231 879.215 

l'mqea8 

Ca1p del molino (y) en jUncilm de la cargrz volumetrica con demklad 'Y = 3800 q{m3 

:r I 
(KW/ I 

]g 

11 

11 

16 

n 

1C 

lJ 

11 

11 

10 

,, 
11 

17 

" 10 11 ll 

332 



lmlaea9 
cmp del molit;o (y J en {unciOn de liJ ct11Jr1 Folumetrlca (xJ y demidtTXI .., = 3000 1rgfm3 
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Cmga del molino (y) en funcilm de Ill carga volumetrlca (xJ y denndad -y = 3400 kg/m'$ 
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Qzrga del molino (y J en ftmcil.m de la C/lF#Z volwnetrlw (xJ der1sfdad 'Y = 3800 kgfm3 
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6.0 flli'I1MJZACION DE LA POTENCIA DEL MOTOR EN EL MO UNO. 

Ya hemos visto que el proceso de atenuaci6n tienc una amplia aplicuci6n y puede ::el:\'ir para dilltintos prop6sitos. 
De la totw energia que boy en dia se emplea en el mundo, 2,8 y 3,4•& cs parte del pzoceso de la atemw.ci6n. Por ero, la 
designaci6n de la 6ptima potencia del motor del molino y, con e!8 capacidad, repre:entn un importante problema tee· 
nolOgico, puesto que la total capacidad de la planta y ei ga;to tllp(--cifiro de 1a eneq;ia dependen de la correcta eleccion 
de las dimensiones del molino y del regimen de su funcioruuniento. 

Para designar la necesaria potencia del motor del molino industria) g~neralmento se utilizan las siguientes eeuacio-
nes: 

donde la P reprcsenta Ja potencm del motor en kW, m Des: d dwmtm ei:ectivo del m•> lino expre~o en metros,la L 1n 
!a longitu:d del molino t!Ullbi6n expresada en metros y }Q -yes la densi;iad de la c&rgs e~presada. en toneladas segUn. m3 . 

Lm segunda ecuaci6n para la designacion de la potencia nooosarla en et motor de! ntolino industrial. es ia siguiente: 

D· L· I I 
(B) P = Wi (-) 2,85-/ 0,95 

Dp ~ 

donde la P es la potencia del motor en kW, la o1 es e! di3metro drotivo del molino indumiai, la J?.p ea el diUnetro 
efectivo del moUno eemindustrial. la t 1 e' la lonsftUd del moiin~ md\~!S'hiit,la LP cs la longitud del molino semindustrial 
y la w1 ea e1 factor funcional. En la ecu8Ci6n (B) Ios D1, D2' Lp_ "/LP ~rtin dsdoten metros. 

AI deaf&au la potencia del motor del moJino industiiai mooiJnte m ~D (A) no H toma en cuenta la carp vo
lumetric& como padmetro muy intluyente, lo CUll reSJ.dta liar uM. d(;I)Wn~ja. Lai de~~Jtnm.cion dt 11 potcmcia del motor 
del moliDo industrial me4Jante li ecuaci6n (B)~ reliciofli&ldo oon el fu.Wilcioomniento del molino aeminduatri.al donde, 
adema de la potenc!a efectiva del moUno induatrial y :emmdumm!, tambitn aparew cl factor furu:ional. 

Para poder compuar loa valores de ia potenci& de !~ electrorwtom Cfj!t:wadoa m~w Jar; mencionadu ecua
c:ionea COD la reaiDNiltAJ Decaaria pot.eacfa. SC rum n'~O da~!l>3 de OOU CWilW miJt811 &ll mUJUto donde ban lido oo-
loc:ldos JDaliDos llliiimt6ieDOi de pundit dimeiiJio!WU. for~~ ~i1~0 W medieimws ef~ OD 103 moJinot3 uznin. 
dllltli!hs y ~ m la miM ~. cnble a Mlllji~~ b.m fi!i;fliwdo 8jmr ~rW depemdm:~ mamaridcall 
entlla aipmoa ~ illflayen'iell CM &VU to a Ja JO~Ci~ d~~tlm.< ®~ilOOtmreiJ y, bsi:Mdooo fm eilo!, 01Jill:2 W ~ 
ci6rt pua el d!.Qil'! 4e.Ja, . .POtencia 6p~~ t:i~ 1~ e!~ctrom.-ot1ll~J. i.kJ ~ f~tr.)lli! fue po!!l'ble compmr loa valorca '=ml!!'<~i-
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dos de la nueva ecuacion y de lu primeras dos, igual que compararles con Ios auUnticos valores de 18 potencia de Ios 
electromotores mencionados en el cuadro NO 13. 

Los auUnticos valorea de la potencia de Ios electromotom de loa molinos industriales detenninados experimen
taJmente fueron .en cui todos loa casos men ores de Ios valores conei!pO~Dtes caJculado! mediante bs ecuaciones (A) 
y (B). Estas diferencias se notan espeeialmente en la ecuaci6n (8). 

Estas diferenciu aparec:en generalmente. por Ios altos valores de Ios exponentes con Ios que .e gndlla eo. laa ecU&o 
ciones et diimetro y la longitud del moUno. Eato se destaca mil en la ecuaciOn (B). 

En cuanto al gasto de la energia en el func:ionamiento del mo&no, la mayor influencia la ejen:e la total carp del 
molino. Si con la M designamos la masa de la total carga del molino, con la Vel volwnen del molino, con la V P la carp 
volumetrica expresada en partes de la unidad y con la -yla densidad de la total carga, entoncea, rel~nmdollla w:sa 
tenemos: 

M=V•V •-y p 

Puesto que el volurnen del molino 

Dl 

V:.-.:: 11 ·-- • L 
4 

donde; ia D pres;":nta el dhimetro efectivo del molino,la L la longitud efectiva del molino. ~.h.ora, J?&rn I*- m3sa M. tl'lne
nto!l: 

'11' 

M=-D2 LVp"f 
4 

Para la detcrminacibn de la potencia del motor del molino industrial dependimtementc de la masa de la cargn 
tottAJ, hemos empezado coo la ecuacion: · 

p == al Mk 

es decir, de la ecuacion 

(C1) P = a (D2 LVP 'Y)k 

donde la a y la k :;on constantes. 
Basindose en Ios resultados conseguidos mediantc Ios experimentos y bajo distintas condiciones del funciona

miento de la mina de cobre de Majdanpek, se han determinado Ios valores para las constantes a y k que figuran en la 
ecunci6n (C 1). Asi, se ha conseguido la ec:uacion para el cilculo de la potencia de Ios elect.romotores nec:esaria para su 
funcionamiento: 

(C2) P= 111,15(02 LVp1) 0•66 

don de la P se potencia del electromotor en kW, la D- diimetro efectivo del molino expmado en metros, la L ~ Ion· 
gitud efectiva del molino tambi6n expresada en metros, la V p·total carga volum6trlca expresada en partes de la unidad, 
1 - densidad de la carga total expresada en tone lad as por meno cubico. 

Si en la ecuaci6n (C2) exprewnosla total carp vohunetrica en porcentajes, se consegulr& la ecuacion: 

(C) P= 5,32~ LVp"f)0,66 

Los valores de la potencia de Ios ekctromotores de Ios molinm industriales caJculados seg\in la ecuacion (C) concuerdan 
perfectlmente con Ios valorea coi1$C3Uidos con la mcdiciCn. 

Aqui destacan las caracteristicu y las condlciones del funeionamiento de lo! cuatro molmos elcgidos de distintcs 
dimmsiones. 

L.as dirnensiones y las condiciones del funcionamiento del primer mol.ino: 

D 
1 
= 8,54om, L = 3,66om: Fso = 1 Som, n1 = 0,70 nk.r = 9,91-1 • a = a 1 /a~ := I '17/71 mm (nuevo cambio) 

t't= 6mm. -yl = ~700 k;/ml: Ak = R' V p = l <k.. 'Y = 3!00 ks/ml. 

Las dimtnliones y comdicioan del fWlcioum!l-..nto del squndo moliuo: .. 
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D1 = 9,150 m, L = 3,66om. F80 = 150 mm, n
5 

= 0,80 "kr = 9,91-1
, a= a1ta2 = 59/44 mm (viejos cambios), 

b = 6mm, 'YJ = 2700 kgjm3
• 

De esa forma se ban conseguido Ios d.i&metros efectivos: 
D = 8,358 m para ~~primer molino 
D = 9,042 m para et segundo molino 
D = 9,328 m para el tercer molino, y 
D = 9,328 m plr.l cl cuarto molino. 
En el cuadro NO 13, referente a Ios cuatro mencionados molinos, se han dado las caracteristicas y las condiciones 

del funcionamfento,la potenci3 ce!cufuda de Ios electromotores segUn las ecwciones (A), (B) y (C). 

CUADRONO 13 
Dates comparativos 

-------... -·---·-
Caiacteristicas Poitncia Potencia calculada 

del molino mcdi<.!a segun 1a ecuaci6n 

D;m L;m yp.,. 'Y!c<f, -yt/m3 P;kW (A); kW (B); kW (C); kW 

8,358 3,66 30 g 3,20 4200 3978 6979 4200 
9,042 3,66 32 10 3,34 5000 5094 8500 5002 
9,328 4,27 28 8 3,28 5230 6328 10836 5221 
9,328 4,73 30 10 3,42 6000 7309 12004 6009 

Como puede observarse del cuadro NO I 3, Ios. valores de la potencia de Jo~ electromotores calculados segun la 
ecuaci6n (C) concuerdan perfectamente con Ios valores conseguidm con la medici6n. Los valores caJcuJados de la po
tencia de electromotores con la aplicaci6n de la ecuacion (A), difieren menos de Ios valores medidos en Ios molinos con 
dimensiones inferiores~ mientras que esta diferencia es algo mayor m los molinos rruis grandes. Los valores calculados de 
la potencia de Ios electromotores mediante la ecuaci6n (B), como puede observarse en et cuadro mencionado, difieren 
mucho de la potencia de Ios motores conseguida con la medlci6n. 

Mediante la ecuaci6n (C) puede calcularse la potencia del electromotor del molino dependientemente del diame· 
tro efectivo del molino (D), de la longitud efectiva del molino (L), del porcentaje de la total carga volumetrica (V p> y 
de la densidad de la cuga ('y). 

En Ios cuadros NOS 14 y 15 estan dados Ios valores para la potencia de Ios electromotores de molinos cuyo diime
tro 0 1 = 9,150 my la longitud L = 3,66 m, que estan calculados segun la ecuacion (C) con las mencionadas densidades 
de la carga tomadas del cuadro NO 6, determinadas con I as mediciones. 

CUADRONO 14 
Potenda de Ios electromotoresy la densidlld de la carga en {uncion de Vp pam Ios distintos 'Ak 

Potencia de Ios electromotores y la densidad de la carga 
Cmp volumetrica :\k = 6% 

Vp:ov.. P;kW -y; t/m3 

20 3614 3,32 
22 3826 3,29 
24 4036 3,27 
26 4237 3,2S 
28 4432 3,23 
30 4610 3,20 
32 4731 3,12 

Condicionamientos: 

D = 8.968, L= 3,66; Fao= ISO mm, "s = 0,70. 

nkr = 9,9r1 ,-r1 = 2700 'q/m' ,a= a1/2 = 127/71 

(nuevol recambios). b = 6 mm 
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A.k:;::8,. 
P;kW -y; tm/~ P;kW 

3812 3,60 4019 
3993 3,51 4207 
4157 3,42 4378 
4323 3,35 4533 
4477 3,28 4673 
4610 3,20 4816 
4770 3,16 4948 

~k = IO"b 
7; t/m3 

3,90 
3,80 
3,70 
3,60 
3,50 
3,42 
3,34 



CUADRONO IS 
Potencia de Ios electromotores y Ill den!idad de ltl cti1P en jimc/On Yp pmw lol diltintos Art 

Potencia de Ios clectromotora y la densidad de la carp 
Carp volwn6trica ~t=6 .. ~k=s .. ~=10'fo 

Vp;., P; kW -y; t/m3 P;kW ")';t/m3 -y; kW r.t/m3 

20 3654 3,32 
22 3867 3,29 
24 4080 3,27 
26 4284 3,25 
28 4480 3,23 
30 4660 3,20 
32 4782 3,12 

Condiciutwnientos: 

D::: 9,042 m; L = 3,66 m; Fgo = 150mm, 

"' = 0 '71) • n = 9 91-t ovJ = 2700 kgjm3 
.. s ' • kr • ' , 

,. = a1Ja'l = 59/44 (nuevos recambios), n = 6 mm 

3854 3,60 4063 3,90 
4036 3,51 4253 3,80 
4202 3,42 . 4426 3,70 
4370 3,35 4583 3,60 
4526 3,28 4724 3,50 
4660 3,20 4869 3,42 
4822 3,16 5002 3,34 

En el cuadro NO 16 estan dados Ios va!ores para la potencia de electromotoret~ de molinos cuyo diimetro 0 1 = 
9,150 m y la longitud L = 3,66 m, caleulados seglin la ecuaci6n (C) bajo mencionadas condicionts en el funcionamiento 
d101 molino. En cuanto a la densidad de la carga se han torilado Ios valores conseguidos de las ecuaciones de (11) - ( 15) 
pant ei caso V p = Jo-.. 

CUADRONO 16 
Potenria de kn electromotores ptl1C distintos k; 

).k = 6'11o 1 = 3.101 kg/m3 ).k = s.. "f = 3.232 ~m3 ~ = l0'1t -r= 3.416 kg/ml 

4.564kW 4.691 kW 4.865kW 

Condicionamientos: 

D = 8.968 m, L = 3,66 m, F80 = 1 so mm, 

n8 = 0,70 • nkr = 9,91-1 , 'Y I = 2700 kgfm3 

a= a1ta2 = 127/71 (nuevos recambios), b = 6 m. 

En cl cuadro NO 17 estan dados los.valorea para la potencia de loa electromotores vistoa en el caso anterior, con· 
siguiendo Ios valores de la densidad de la carga de la ecuaclon NO 16. Mencionados valores de la potencia de Ios motores 
est6n calculados seg\in la ecuaci6n (C). 

CUADRONO 17 
Potenckl del electromotor para/os distinlos kt 

1\ k = 6., "' = 3.040 ksJm3 ~k = 8'1> 1 = 3.:!40 kg/m31 
~ = 10.. "'= 3.440 kg/m, 

4.505 4.698 4.888 

AI fmal de este trabajG hemos querido exponer la ewadon pam el c:ilculo de la potencia de Ios electromotores de 
molinos, ademis de la ecuaci6n.: ., 

(C') P = 4,97 (01 LVP 'Y) ; 

Los calcuWJos VaJoret de la poteacm de mntores medJ.~mte la e~-ilm (C') t11mbien c®Weidan utisfactorimten-
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te con Ios valores conseguidos con la medici6n. Esta ecuaci6n resulta ser de interes por loa valores del exponente que es 
2 2 

En la ecuacion (C) el valor del exponente es 0,66 ~~ 
3 3 

En el cuadro NO 18, para Ios cuatro molinos ya mencionados, se dan Ios valores de la potencia del electromotor 
conseguida con la medici6n y Ios valores de la potencia calculada mediantc la ecuaci6n (C'). 

CUADRONO 18 
Potencia electromoto'ffl segUn la eCWJCiOn (C') 

Caractermicas Potencia Potencia caJculada 
del molino medida segtin(C') 

D,m L,m Vp"..t ~k; "('J/ml p;kW P;kW 

8.358 3,66 3-Q 8 3,20 4200 4.198 
9,042 3,66 32 10 3,34 5000 5.008 
9,328 4,27 28 8 3,28 5230 5.229 
9,328 4,73 30 lO 3,42 6000 6.027 

CONCLUSION 

El trabajo cientifico y de investigaci6n ha mostrado, a traves de la labor experimental y analisis te6rico de Ios 
resultados, que se puede conseguir la educaci6n para e) cakulo de la potencla optima electromotora de Ios molinos 
semiaut6genos. 

Wi (pi/Dp 2,85 Li/Lp 
Las investigaciones han mostrado que las ya exis~entes formulas P = t ,36 • 0 2•6 L y P = --- ----

0,95 
dan resultados que difJCren bastante de los reales, especialmente en 1~ molinos de grandes dimensiones. Esas diferen
cias de los resultados Uegan a ser mayores del too ... Las diferencias son especialmente grandes en la aplicaci6n de la 
segunda ecuaci6n. 

Nuestras investigaciones ban permitido determinar la ecuacion para calcular las 6ptimas potencias electromotoras 
de Ios molinos semiaut6genos a base de n1ltmrosos experimentos y resultados conseguidos en Ios mi>linos semindustria
les y semiaut6genos: 

p = 5,32 (1>2 • L. y • "f) 0,66;kW 
p 

donde: 

P = potencia electromotora; kW 
P- dwnetro efectivo del rnolino; m 
L - longitud efectiva del molino; m 
V p - carga volumetrica del molino (mineral + agua -. bolas ); ~ 
.., - densidad de la carsa; t/m3 

Los valores de la potencia electromotora de Ios molinos semiaut6genos conseguidos mediante estPl ecuaci6n con
cuerdan perfectamente eon Ios valores de !a potencia electromotora cons.eguida con la medici6n en varias milta' del 
mundo en molin<l'O semiaut6genos de distintas dimensiones. 

•• <':. .,. ·. ; ' . 

.; .• ) . .. :! , . · '·· ··· 
. . ,•;,. · .·• 
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Rudarsko-geoloski fakultet, Beograd 

UTICAJ DUliNE OTKOPA NA !SKORisCENJE UGLJA U USLOVIMA MAUH 
LEZISTA SA .Sl02ENIM EKSPLOATACIONIM KARAKTERISTIKAMA 

l.UVOD 

Sva le!i~ta uglja na podru~ju SFRJ karakteri§u slo!eni geo
lo§ko-rudarski uslovi u smdslu uticaja velikoq broja faktora 
koji moqu imati negativno dejstvo na moqu6nost 1 efekte pri
mene ~irokog ~ela sa tehnologijom mehanizovanog otkopavanja. 
U ovom slu~aju pod pojmom tehnologije mehanizovanog otkopava
nja podrazumeva se primena kombinovan1h otkopnih maiina uz 
podgradjivanje otkopa mehanizovanom hidrauli~nom podgradom 
(MHP), s obzirom nm ~injenicu da je to osnovna orijentacija 
u proi%vodnji uglja podzemnim na~inom u uslovima jugoaloven
skih le~i~ta uglja. 

Doudnantni geolo§ki oblici su tabli~aste naqnute strukture 
ili sinklinale sa i zra!enim tektons kim deformmcijama plikativ
nog 1 disjunktivnog karaktera, ~ije su posledice nepravilni 
oblici ograni~enih eksploatacionih podru~ja 1 mogw6e kratke 
du!ine otkopnih polja 1 blokova sa ~estim promenama pravca 
pru!anja 1 padnih uglova slojeva. Gro proizvodnje ostvaruje se 
1z slojeva uglja sa padnim uglom do 30° 1 sa debljinom ve~om 
od 3.0 m. Pri tome je promenljivost debljine slojeva znatna, 
§to u pojedinim slu~ajevima predstavlja ograni~avaju61 faktor 
za unif.iciranje tehni~kih re§enja konstrukcije podzemnog pro
i~vodnog sistema 1 posebno konstruktivn!h karakteristika ot-
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kopnih jedinica. Ako se prflthndnom dcda cinjenica da su os
novna. fiz!cko-roehaniclca svojntva radne sredine nepovoljna 
jer preovladjuju le~ilta u kojl~ au vrednosti cvrsto6e na 
pritisak krovine ' i ~,-x'ldine nUe :U:!. :r.nat.no D.U!e u odnos1.t na 
ugalj ,. on& je j.n:ano 1:la Ilrtr..xSr.e lt<~.rnkte:~:lstU:e le~iita u 

mnoqome sn~avaj\1 lll09~'6>1<Jstl 1Z91:'adn;i(~ velik!h proizvodnih 
s1stem1!1 1 ~onrc<eo1t-..3:.!!1c.:i:1e.. pro!zvoo.njc u istim. Posebno je pi
tanje uvooj®tljt". tehl!.:.,lo.c:rt:Je mehan:l.zovilU!og otkopavanja u UB

loviml.\ u:al.ih leUIH: .. "!, l.'<:lno1.mo u e!tsploatacionim podJ:u~jima 
rudn1ka sa g~olo!ktm rezcrv~ od ne~oliko mi.liona pa do 
neltoU.ko desetina ~:~:Uiona tona ugl:Ja n kojima je potrebno 
istral1t1 mogu6nost uvodjenja same jedne, eventualno dve, 
mehanizovane otkopne jedinice. 

hda ae zna da prelaz na tehnologiju mehanizovanog otkopava
nja 1 odgovaraju6a ~ekonstrukcija podzemnog proizvodnog ais
tema predstavlja veliki investtcioni zahvat u smislu anga!o
'~ja znatnog obima sredstava 1 d& je ograni~ena mogu6nost 
industrijskog eksperimenta, jasno je da u fazi pred1nvest1-
c1one anali~e moraju b1t1 kompleksno 1s~~olene uzajamne za
v1snosti svih releve~tnih geoloiko-rudarskih, pro1zvodno-teh
nick1h faktora 1 eJconomsJdh efekata pro1zvodnje. o tom sklo
pu v1iestxuk1 zMI:!aj 1ma p1tanje gub1taka, odnosno iskorU(!e
nje le!1ita. Za razliku od lef.ilta uglja u kojima rezerve 
QiD09'U6avaju dUCJi period eltsploatacije uz optim:f.zaciju proh
vodnog kapac!teta, kada povet!anje iskorU6enja illla nagldera 
gldbalni pr1,~edno-strategijski karakter, u uslovima malih 
l.e!1ita iskorU6enje reze:rv1 b1tno utilSe na ekonomiju eksplo
atacije i mo!e bit1 presudan faktor koj1 opravdava 1li pak 

na opravdava zamenu tehnologije. 

Polaze61 od navedenib uslova, kao 1 l51njen1ce da na podru~ju 
SFRJ, a nar~1to u SR Srb1j1 1ma ve61 broj le!ilta kvalitet
nog mrkog uglja sa relativno malim rezervama uqlja 1 nepravil

nim oblicima eksploatacionih polja, u kojima se primenjuje 
111 planira prtmena tehnologije mehanizovanog otkopavenja na 
~irokom felu, na Katedri za podzemnu eksplo&taciju le~iita 
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11 sar.aan:J! :<a Katedrom za matematiku 1 sire u okviru Rudar

~ko·~·gcolo~kog fakulteta u Beogradu razvija se mctodologija 

~r.<S.- t~l"m! cko-ekonomskl.l ocenu takvih le!i~ta sa stanovilit.a 

r:.oguc;:nosti ZO!Jr.ene tehnologije. Po toj metodologij 1 po~ebna 

s~ p;:\.i~:.j ~~ pcu11c6u je istra!ivanju gubitaka uglja u funkci ji 

~r.ir.~dn.ll.h :lce.:L"<>kteristika le!Ut:J., konstrukcije podzellUlog 

:,n:-c:l.:t.vcdnory s :t stema i metode 1 tehnologi je otkopavanj a . u 

c•;o111 r.adu date su samo osnovne postavke pr1 izucavanju ka

·;:.ec:Jod.j f~ .:i.skor.t ~cenja leUi!ta u funkciji oblika povri!ine 

e l<sf?loatacionog polja 1 duUne otltopa sa ciljem da se doka

~u znacaj istra!ivanja te veze, s obzirom da se ovom aspek

tu problema naj~e~ce ne posvecuje pa!nja pri rehvanju prak

ticnih zada taka. 

2. ISKORISCEHJE REZERVI UGLJA U ZAVISNOSTI OD OBLIKA 
I£21STA I DUZINE OTKOPA 

U bilo kom konkretnom slu~aju eksploataciona gran!ca otkop

nog bloka (dela le!ilta) u horizontalnoj projekc1j1 mo!o bi
t! aproksimirana analiti~kom funkcijom u odnosu na 1zabran! 

koor dinatni sistem vezan za polofaj podzemnih prostorija 

osnovne p ripreme. U O<)nosu na 1zabran1 koordinatni s iutem 
XOY, m:l~:li je linija granice (granica otltopnog bloka) data 

jedna~H.nom ycf(x ) (s l.l). y 
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Povrsina ogranicena dalom x-ose izmedju a 1 s, pravama x=3, 
x=B, i lukolll krive yzf(x) data je kao 

8 
P "' I f(x)dx 

.:'! 

l?o~-;:5i.ni.\ ~oju cine 5.:-afira.ni pravougaonic1 (otkopna polja) 
iJ.M v,;et'<Xl'-"~G<t . 

P~."':t (f {13) +i ( ~-~) +t (6_;27.) + ••• +f (a H)] 

tj~ vrednoat. 

P1•%[f(a+t)+f(a+2%)+ ••• +f(a+nt)] 

Povr!ina P1 predatavlja iakoril6en1 deo povrline P prilikom 
otkopavanja iirokim ~elom duUne 1. ova povrlina zaviai od 

obllka krive y-f(x), tj. od oblika granice leiUta u ravni 
otkopavanja XOY 1 od du!ine ~ela t za utvrdjene fikune vred
noat.i vell~ine a 1 11. 

p p 
Odnoa P 1 il:ra!en u procentima, tj. 1t • P1 • 100 predstavlja 
koeficijent pokr1venost1 povrline P prilikom otkopavanja, 
odnoano koeficijent korekcije bilansnih rezervi uglja kao 
pomled!ca geometrizacije le!ilta za potrebe primene metode 
otkop&vanja lirokia ~elom, pod uslovom da ae ne vrli otkopa
vaoje ovih delova lelllta nekim drugim tehn1~k1m relenjem 
metods otkopavanja 1 da je prose~na deb1jina sloja u celom 
tretiranom podru~ju ista. Lako je a priori uo~lti da otko
pavanje ov1h, perifernih, delova leUita predatavlja kaR~plek
Gan problem u smialu prostornog 1 vremenakog povezivanja sa 
oanovniJD prolzvodnim aiatemom. Tu se, pre svega, postavlja 
pitanje veze za aiatem tranaporta 1 provetravanja kao 1 
uticaja na lntenzitet podzemnog pritiaka u zoni mehani~ova-
009 otkopa. Ekonomsku opravdanoat je nu!no isp1tat! u svakom 
odredjenom alu~aju all, na osnovu nekih prakti~nih iskustava 
kao 1 nalih iatralivanja, dollo se do aaznanja da najeel~a 

ove delove le!ilta nije racionalno ni ekonomsk! opravdano 
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otkopavati. N~ovisno o tome, 11 prvoj fazi ispitivani~ '"slo
va ::a zamenu tchnologijc kori::;!"\O je utvrditi pok ri.v.;: ;,c; s t 

povr~ine sloja pri razlicitim du%inama ot.kopa kako bi se s t

vot·!la sigurna osnova za ekonornsko-matematicku optimi :o:acij u 
pod~emnog proizvodnog sistema kao eeline, odnosno odrcdile 
:i.nl.'l.ustrijske rezerve u le!Utu ltoje 1110gu blti zahvat"ene me
hanizovanim otkopom §irokog cela. 

U e~ lu~oju da je prose~na debljina s1oja u celom tretiranom 
del.u le!H§ta ista to 15e, kao §to je vec istaknuto, koe f i ci

jent korelccije bilansnih rezervi bi,ti jednak koeficijentu K 

pa su tada industrijske rezerve uglja 

Logi~no je da pri promenljivim debljinama sloja treba kori
govati koeficijent K odgovaraju6im odnosom deblj!ne slojevn 9 

tj. 

= K·ds 
Kk dsp 

gde je: d
8 

- debljina sloja u otkopnom bloku. 
d

5
p - debljina sloja u perifernom delu. 

Gubitke ugljene supstance u op§tem sl11~aju moqu6e je takodje 

odred!ti anal1tick1 lcao funkciju du!ine otkopa 1 oblika gra
n1!5 ·~e krive. Naime, alto je y=f(x)=Y(x) jedna~ina krive, tada 
je povr§ina koju ograni~ava luk krive, deo x-ose izmcdj u 
tal:aka x

0 
1 x

0
+Z. 1 pravih x=x

0 
i x=x

0
+Z. data sa 

X +Z. 
1° y(x)dx. 
xo 

a povrllna pravouqaon1ka je l·y(x
0
+l) odnosno Z·y(x

0
) u za

visnost1 da 11 je y=y(x) opadaju6a 111 rastu~a funkcija 

(sl.br.2). 
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y 

-0~ X ,.. I I L ~ X 0 Xo )G~ w _.,. 

Slilta br.2 

~t·af:i.Ut..!!J. ~~ koj1 G1.IO o:mafili aa R(t) bla vrednost 

X +t 
R(t) • 1° y(z)dx-l•y(x

0
+l) 

zo 

o:lnouno 

z +t 
aqt) = fO y(z)dx-loy(zo) 

xo 

'! r?noc.l el~aju za R(l) se doblja 

t' 
itU) • 1 •l'1c1), z

0
<c1<x0 +l 

~ u drugom alua&ju 

B 
nu> • ~ y' cc1> z

0
<c1cx

0
+t 

Ako at.avimo M
1
""1NXIY' (x) I, tada za R(l) u oba tdufaja vaU 

x <x<x +t 
0 0 

OCIItW!I 

' IRU) I cj-•M1 

Za •lueaj kada u in~alu [a,B] 1JNUBO n pr&vougaonlka. tacS& 

311 an) 'Vall ocena 

(a) 
,a 

IR(l)l ~ ;- (H1+~ + ••• + Hn) 
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Ako se stavi M=max(M1 ,M2•···•Mn)~x!y'(x)! 
a~x" a (lt "'0. G X -~n~c:B i 

0 0 

tada se izraz pod (a) svodi na 

(b) 

Ilustracije radi, dac!e se jedan jednostavniji alueaj kada le
!i§te 1ma elipsasti oblik ~ije su poluose auJGO m 1 b=700 m 
(slika br.3). Koordinatni sistem XOY smestimo u centar elipse. 

y 

h:200 

0 Slika hr.::: 

x2 v2 
Jedna~ina ove elipse je ~ + ~ • 1, tj. 

a b 

Za hc200 m dobija se Su345 m. Uzmimo da je a=45 n. Za razli
l!iite vrednosti l, tj. za ra:l.i~ite dv!ine otkopa c!obi.c!e me 

p 
razli~iti odnosi Pl • U c1lju anal!za posmatrani su slu~a-
jevi za %=50, ~zso; ~m7S ! %sl00 m. 
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z-so Z=60 Za7S l=lOO -
xi yisf(Xi) xi yia:f(xi) "1 yimf(xi) x! y .t"'.£ (xi) 

---··----
Ci0=45 695 45 695 45 6~5 ,t5 ~ss 

a ·t-Z..t95 675 105 670 120 660 1-15 G·U. 
a -l'Rt=l«S 641 165 652 195 588 245 51) 
l1.+3l=l95 588 225 546 270 4S3 J45 2C..'O 
a~t:-245 513 285 428 J.45 200 
(O·f$l--295 401 345 200 
a+8l=34S 200 

V na!em s1u~aju je 

a 345 
P • /f(x)dx • ~~g I 1360 2-x2dxal64.494,5 

IJ 45 

P(50) 
P(60) 
P(75) 
P(lOO) 

... 150.900 
- 147.000 
.. 143.325 
... 135.400 

p 
Za odnos K • Pl • lOO dobijeno je redom& 

K(50) • 91,74\ 
K(60) • 89,9'5\ 
K(75) • 87,13\ 
lt(lOO) • 82,31\ 

Za iste vrednostl a 1 b prl a•25 1 8•345 dobijeno je: 

p • 178.426 
P(CO) • 167.640 
P(40) • 93,95\ 

Dati primer 1 dobijene brojne vrednost1 za koeficijent K u 

potpunoa~i potvrdjuju po1aznu pretpostavku o znatnom utica

ju ~uline otkopa na iakor!lcenje rezerv1 uglja jer ae vidi 

da pri promeni duline otkopo od 40 do 100 m qubici se ~ove

~avaju za 11,6\ 111, za sv~ki~ 10 m ~ve6anja du~ina otkopa 

amanjuje ae lskoril~enje le!ilta po osnovi geometrizacije 

proizvodrJlli jedinica oko 2\. 
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Log1Eki je moguce zaklju~H:i da cz gubici rlilsti ukoliko su 

granJ.ce eksploatac:l.onog pod:::-uc).:1 nepra~:iln:!.j :;; :i. ce1.ov1ti 

tektonski sklop slo~eniji. U ve:Jii sa ovir-1 je .1. pitan je is

trallenos ti le,;i~ta, odnosn•' t;J ,~w . ."'ntj_ ognmicen:.)a lcoje tako

dje mo!e delovat_:l. negativ11o rw g1:>c•:Ltk·:' il~~:t j c.·,.v.~ s:.upstnnce. 

Isto tako, da se 2akljuciti ~1~ sr: ~:d. r,><::v'O!.~u~j\~ tUnwn:?:ija 

otkopnih polja po po.du i p:cu:i:anj1..1 pro~;.:!lltl.tl2l•11 ~1dco ovlh 

gubitaka smanjuje. 

Kada se ima u vidu 151njen1ca dil eu u w~Jd;r1 nlll~i!ill l(!!!i:Hitim.?.l. 

metode otkopavanja fiirokiru ISelol•l s;;. :t ll.:J:l./.J<\...,.:l.nj~.m !o::o'\--:ne 

plo~e uqlja (vertikalna koncentri!\c!jsJ je<!ina .~lt.en:-.ativa 

za primenu tehnologije mehanhc•1anog c~.kOj?<."\'ir<!n:ji:l, a kod ko

jih se eksploatacioni qub:i.c.1 lu:ecu ocl 10 do JO~, lako je iz

ra~unati da se u pojedinim slu~ajev.hna u!<upr:o :tl>kori~cenje 

mo!e svesti na svega 50 do 60~. 

3. TEHNICKO-EKONOr!SKE IMPUKACIJE PROBLEMA 

Porast qubitaka ugljene a>upst.s.nce sa po-r~danjem du!.:!.ne ot.Jco

pa 1ma vi~estruki uticaj na inteqralnl.') tehnH!ko-ekonomske 

fl'llc.tore otkopavanja u. uslov:f.ma m."tlih lef.ista sa Rlolf.eni.m 

geolo!ikim karakter1stiki11MI i nep:tavilnim granicama. U ovom 

slui:aju vreme eksploatadje na najilP.pouredniji naZ.H.n P.OVCJ:u

je tehnitSko-ekonoln.ske efeltt.~J eksplo<:tt.!lcije, ltow;;'tl:ukciju 

podZeml.'lOCJ proizvodnoq sistellll! i !'riroone uslovfl ~t l.d:l.i§tu. 

Naime, vreme eksploat.actj~ tctkvog ldUta (dela l~~~!i~ta ) 

mora b1t1 toliko da. se reprodukuju sva ulof.ena sr<l':!dstv&. r•a 
je njeqovu povezanost ! m~djus®r.u uslovljeno$t sa tel'ini~ki.ln 

re!enjima nu!fno posebno analid:cat:i ve6 u prvoj fazi ispiti

vanja mogu6nost1 zamene tehnoloqije prela&om na mehanizovano 

otko~vanje. Bolje relSeno, ako se vxU lspiti'/l)tnje opl'avda

nosti zame11e tehnologije i optimizira izbor tehni<Skih rei'le

nja onda proces optimb:acije mora imati vi~~etapn! karaktez·. 

tako da se ve6 u ptvoj et.api ocenjuju qeolo~ko··.t·udarski uslovi 
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u lelilitu, preliminarno definUu tehni~_ko-tehnololfka re8enja 
1 odredjuju globaln1 tehn1~ko-ekonomsk1 efe.kt.!.. U tom poatup·
ku svrs1shodno je ~1 ad analiti~ke ~avienus\':1. bkoz-Ui·Senjl!l 

lelilta u funkc1j1 duline otkopa, • obzi~c~ da je ruogu6e i 

sve osnovne kateqor1je trolikova oeksf>loat.acije !axH.z<tU k no 

funk-ciju du!ine otlcopa za izabn.na tehnlljka rdknj~ <"OOt,;.:lo 

1 tehnologije otkopavanja. Primena s&VX"\~m• r.!!~~m<>ke to1:m!kt' 

~uje da se analiti~kim mat.ellio.'i'i:i~kim nt"''lekm odY.cd.t opU

malni interval du!ine otkopa ·1 anaU~il:ii\ u·Hcaj VtlliJ.:og bo:o-· 

j~ faktora na kapacitet otltopa 1 troskow plt"Oi:r.\:'o~nje 1 n~ 

taj na~in stvori oanova za detaljno 1stra!1~tje 1 a~timi%a~ 

ciju podzemnog proizvodnog sistema kao cel!ne. 

Ako se podje od ~injenice da ve6a du!ina otkopa zahteva ve6a 
1nvest1c1ona ulaganja 1 istovremeno uzrokuje pove6anje za 9VU 
kategoriju gubitaka uglja, jasno je da 6e u uslovima malih 
le!ilta optimalna du!ina opadat1 sa smanjenjam 1Rkor1~6enja 
le!11ta, bez obzira lto se pr1 tom pove~ava koeficijent pri
preme 1 manifestuju neka druga negativna de jstva na tro!kove 
proizvodnje. Posledica mo!e biti 1 ta da u nekim slucajevima 
zamena tehnologije 1 ne daje odgovaraju~e poboljianje ekonom
skih efekata !to, opet, ne mora itlklju~1ti p:d.men\' tehnolcqi
je SDehanizovanog otkopavemja. Ovde se i.Jrlltju u vidu prednosti 
koje takva tehnologija donosi u domenu zaAtite 1 e!qurnosti 
ra.da. 
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KORELACI.TA OSNOVliTH PARMiE'l'ARA RADA ML!NOVA I 

NJIHOV UTICAJ NA KAPACITF~ I UTROSAK ENERGIJE 

M~ Gr~jic1 , Do Salatic2 , D. Simeunovic3, 
IJ, Ocepc,k\ J. MilosevicS i s. Deusi66 

Ist1.•elHvacl.um radom uspostavljena je korelacija izmedju neldh 
osnovnih parametara u radu mlinova kao 13to su: masa rude u mlinu, 
broj obrtaja mlinau specificM potrosnja elektricne energije, 
specificna potrosnja melju6ih tela i velicina zrna materijala u 
mlinuo Utvrdjena je efikasnost rada mlina u zavisnosti od apsor
pcije snage., Date su i neke matematicke :r..avisnosti. 

~ 

Do kretanja pulpe kroz mlin dolazi usled strujanja i disper
Z1Je9 te je za pov~canje specificne proizvodnosti, pored ostalog, 
veoma vszno optimiranje praznjenja mlinA, jer je brzina protoka 
pulpe kroz mlj~ direktno proporcionalna brzini praznjenja mlina. 

Pozna-~anje :z&visnosti izmedju kolicine praZ.njenja pulpe iz 
mlina i parametara koji uticu na to omogucuje stvaranje optimal
nib uslova za povecanja brzine usitnjavanja t•ude u mlinu. To je 
poaebno karuteriaticno za mlinove velild.h dimenzija kada se mea·· 
lje ruda velike tvrdine, jer kao ~oeledica nastajc s manjenje ko
eficiJenta br.zine usitnjavanja mineralnih zrna veli~ina iznad 
1 v2 ill!ll' sto se ;jasno vidi na grafikonima alike 1. 

Istr&Zinmja u cilju poveean;ja kinatike mlevsnja izvedelUll S\l! 

u mlinovima poluindustrijsk:ih i industrijskib razmerao Rezulh:i;:i. 
:!.at.rdivanja omoguciH au da se dobiju potr3bni podaci za uspo-

1. Rukovodilac razvoja u Rudniku bakra Majdanpek i docent TGbni·~ 
ckog fakultata u Boru, Mar~ala Tita 2, 19250 Majdanpek. 

2~ Redovni protesor Rudarsko-geolo!kog takulteta u Beog~adu! 
Dju~L~a ?, 11000 Beograd. 

3. Redovni protesor Rudarsko-geoloakog takulteta u Beogrndu~ 
DjuRina 7, 11000 Beograd~ . 

4~ Redovni profesor Fakultete za naravoalovje in tehl1olo~ijo u. 
!Jubljani~ Aikerceva 20, 61000 ~ubljana. 

5. Pl-edsednik Poslovodnog odbora Basene Bor, 19210 Bor., 
6., Struani saradnik Rudarsko-geoloskog fakulteta u Beog.re,du~ 

Dju~ina ?v 11000 Beo~radQ 
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stavlJanje Ptatcmatickih zavisnosti izmedju zapunjenosti mlina i 
specificne proizvodnosti mlevenja i speciticne potrosnje elck
trien~ energije 9 a u !unkciji tvrdine rude. 

7= :I A 0,9" m 
0 ,,000 
a 3,200 

E .. ,,000 
i.t 1C 3,200 

-~ (),] -~ 
~o,2~ 

Q,t 

o---. I "T I I I I ..,.......,,...--,-....-.......-
g ~ !i IS ~ S fi I ... ... 8 8 :!: 1: ., 
ci d o ci d ci d ~ N ~ ~ ..s 

velifina zrna ; mm 

Sl. 1.- Kceficijenti brzine usitnjavanja zrna razlicite 
krupnoce u mlinovima Rudnika bakra u Majdanpeku 

Rezultati istrazivanja omogucili su definisanje optimalnih u
slova mlevenja vezanih za smanjenje specUicne potroanje elek
tricne energije, Slll8njenje habanja melJUcih tela i poboljlianje 
granulometrijskog sasteva proizvoda mlevenja. Isto•rremeno istra
zivanja ulcazuju Ill! prednost ugrad.nJe resetke U mlinu, koja regu
li§e protok pulp<!' kroz mlin s a kntr.lama pomocu mehani&ma sa pro
menljivom brzinom praznjenja. 

IZNALA~JE JEDNACINE ZA OPTIMIRANJE MLEVENJ~ 
Na osnovu l•rojnih !!k:::pel.•imentalnih podatakn, prikupljcmih u 

rodu poluindustx-ijokog i industrijakib. mlinova u Rudniku bakra 
Majdanpek, pristupilo se iznalazenju matomaticke zavisnosti iz
Joedju pojodinih pararnetaro. Ti parBJIIetri bili su: potro~nja e
nergije9 obloga~ sipki., kugla, te specificni kapaciteti mlina sa 

Hpkama i mlina sa kuf5la.mo, Gve u .runkci,ji k.apoci teta mlinova, 
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zatim udeo velicine zrna u proizvodu mlevenja ag5, d74 i d10 i 
kapacitet mlina u runkcij i broja obrtaja mlina, te potroSnju e
nergije i apsorpciju sn~ge u funkciji zapunjenosti mlina i, na 
kraju , specif icni lcapaciteti mlina sa sipkama i mlina sa lrugla
ma u funkciji velicine zrna n95• 

Svak& teorijski nanjena jednaci nn zavisnosti pojedinib para
metara graficki je prika~ana linijom u cijoj se blizini nalaze 
i e lmper:i.mentalno dobijeni podaci. 

S obzi r om d1:1 graficki prH:azane jednacine u veoma vis okom 
!~tepenu aproks imix-a .ju ~lmperimer,r.alne podatke to su dobijeni ko
efic:i. jenti korelaci~ e 9 takodje, veoma visoki. U svim sluca jcvim& 
taj koeficijent je iznad 0,90 1 a u vecini slucajeva i iznad 0 997. 
Zbog toga se dob:l.jene jednacine mogu smatrati veoma pouzdanim zs. 
optimiranje uslova rada industrijskih mlinova. 

POTROSNJA ENERGIJE I MELJU6JH TELA I SPECIFI~NI 
KAPACITET MLEVENJA U FUNKCIJI KAPACITETA MLINA 

Potrosnja energije i meljucib tela i speci.ricni kapaciteii mle-· 

venja u runkciji kapaciteta mlina mor.u se izraziti zajednickom 
opstom jednacinom: y e a/x + b, gde je ~ casovni kapacitet mlinu 
tl t/h a z jedan od navedenib parametara, dok su !. i .!?_ konntant eo 

Potrosnja elektricne energije u industrijskom mlinu sa sipka
ma izrazava se jednacinom: y = 1 031,195/x- 2,?6; kWh/t, a u 
mlinu sa kuglama jednacinom: y c 3 939,058/x - 12,88; kWh/t~ Za 
prvu jednacinu koeficijent korelacije j e : r ... 0,986, a Z.!l ~tntgu 

r = 0 9 991. Kada su u pitanju polujud.ustrijski mlinovi onda- jecl 
nacina za mlin SS sipkama ima oblik: l a 2,348/X + 1J_~; kiJh/t 9 a 
za. mlin sa kuglama: y = 6,042/x + ,,0?; kWh/t . Ode;ov.:~rajuci ko
aficijenti korelacije su 0,947 i 0,994. Sve 4 j ednacine graficki 
su prika zane na slici 2. Jasno je uocljivo da je potro~nja elek
t r icne energije po toni samlevene rude u svim slucajevima obrnu·· 
to proporcionalna kapacitetu mlina. 

Kao sto smo ve6 rekli ista opsta jednacina vazi i za potros
nju melju6ib tela u f'unkciji kapaciteta. Kada su u pitanju j.ndu

strijski mlino i i potrofinja obloga moze se izraziti jednacinom: 
y = 32,3?3/x - 0,138; kg/t, potrocnja ~ipki: ~09,668Lx-Oa2~; 
kg/t i potro~nja lrugla: y = 200,09Ux - 0,624; kg/t. o.igovarajtl•w 

ci koeticijenti korelacije su: 0,997, 0,98? i O, 9&~. Ista zavi
snosti kod poluindustrijskib mlinova izrazava~u se jednacinwua : 
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1,1 1.l 1.3 1.4 1.5 1.& 
10 I ca ~ • - • I I 

~:1 If)·--· 0 
~ ~~ ~ 
.a:: 
.• 'l 
~ 2-r·------,-r.r--- : . j 

~ \.,. -----···-· 0+--··----···-·--·--··· ·--.~, 112 186 
tfO .... •\!·• < ('~ lu 190 Q;t/h 

Ul., 2.- lotro~n,je cn&rc~ijfl u .f'unkciji kOJ13Citcta u industrij
s kim mlinovima 3~~ sipkama (1) i kue;lama (2) i poluin
dust :ri J:;kira rnlinovimn sa ~ipkwna (3) i kuglama (L~) 

~ = 0,0336/x +_0 20C1; kg/t, ~a obloge, y = 0,140/x + 0,196; 
l:tit, za i!iipke iy"' 0 212.1/x + 0 2269;kg/t, za kugle. Vrednosti 
J:'tJr.;!JCktivnih i;ocf:icijcnntn l':orelocijc 3U: 0 1 s~t:1 1 0, CJC:2 i 0, ')21. 

::vih 6 j~rln:.~ino r:r:Jficki je prik:J~:)no nn slici 3. 1 ovdc so 

UOC[!VU dirc.ktne ~avisnost izmedju potro:;.nje cclika i kopacitcta' 

koja je 'l l'ibrm.:toj proporciji 1 tj • sa porastom casovnog kOp:lCi

t~ta smanjuje se potro~nja oblor;a, Hpki i kugla. 

1,2 1.3 1,4 Q; tlh 

0 o.~. 

~ O~·b·~~~~;:::::::::~~=:::::~==~ all 
..:c 
•• O,J 
...2: 
IL 

' 0.2 !! 

£ 31= I j . 0, - < y I I 

·- I I 0 I 
170 1?4 178 182 185 190 Q:t/h 

:n. 3~- lotro>• ·,j"' obloGa (1), F·ipl;i (2) i kur:la (3) 
u in•L:;tt'ij~hm (a) i poluirul11:;t.rijnkim (b) 
mlinovima u funkciji kapaci1;eta mlnvenja 

Vrcdnosti spc:c:!.ficnor; Y.opaciteta lilh:v~;:,ja u runkciji kapoci

tatli, takod,jE-, 1!··· .. u 3c i?.ru~ilii jct]u<.tcln,Jr.l: y .. u,'x. ·+ b. 1. 2'•lll~>.t 

to~:~ 7.u mlin sa ?'iplwma irulWJtrijsldh ra:~r.;ora jednacina r;lasi: 
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y_ .. -170~2:?/x + 1 ,865; th-1m-.3, a za mlin sa kuglama istih raz
tnera: ~ =-332,689/x + 2 ,507; th-"!m-3 • Odc;ovarajuce ;jednacine za 
poluindustrijski olin glasc: y =- 0,283/x + 1,189 i th-1m-3 i 
y = -·01 42ZL!L.:t 1,~8'1; th-1m-3. Graficki prikaz navedene 4 jed

nacine dat je na slici 4. 

l.l 1.2 1.3 1.4 l5 1,6 Q; 1/h 
'l,40 
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' . .c.: 1,20 ..... 
.... 
4) -0 
~ 1,10 0.. 
d 
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c: 
00 

0 
1,00 

4) 
0.. 
en 

0,90 

17i) 174 178 182 1&6 190 

Sl. 4.- Specjfjcni kapacitet u funkciji kapaciteta 
mlina u industrijskom (1) i f!Oluindustri,j ·· 
SKOI?, (2) mlinu sa sipkama (a) i kuglmna (b) 

Q: t/h 

Graficki priknz Jednacina na slici 4 jasno ukazuje da sa pc
rastom kapaciteta mlina raste i specificni kapacitet mlcvenjo 9 

kao u industrijskim, tako i u poluindustrijskim mlinovima. 

UDEO ZRNA d95~74~10 U IZLAZU IZ MLINA I 
KAPACITET U FUNKCIJI BRZINE OBRT~NJA MLIN~ 

Brzina obrtanja mlina bitno utice na granulometrijsld saotav 
izlaza iz mlina. Sa promenom brzine obrtanja :nlina menja se i 

casovni kapacitet mlina. IJ Rudniku bakrs u Ha;jdanpeku px•ouca.vano 
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je dejstvo promene brzine obrtanja mlina na granulom~trijski 30-

stav izlo?.a iz ml ina i kapacitet mlevenja. Dob.ijeni eksperi men
talni z•ezultati posluzili su za iznaJ.azenje motematicke zavisno
sti pojedinih parameters. Konstatovano je da i ovde vaU opeta 
jednacina: l-.=....~ + !?_, kako za granulometrijoki sastav izla:~a 
iz mlina, ·talco i za njegov kapac.itet. l'ri tom !. oznacava brzinu 
obrtanja rdin.a. 

Zs. ud.ac, ~2.·na tJ95 ,jed.naiHn.a glasi: l .. 1~,t:!69/x + 119,Zll·; ~~ 
~';a zr;)!U a7,-t.-~ ;: .• ":3~{J: ~ .. 106,?0; ~. a za velicinu zrna d10: 
~~!tl~:~~~ ·" '1~ 3 ~~; %c I ovde su ostvareni veoma visoki koefi
c:i.jent;i ko:~alaci;je i to: 0,976, 0,998 i 0, 967. 

Slfe 3 jedlWcine :?;rai'icki su prikazane na :::lici 5, gde su tac
kama nanett'> :.i.. ekspa:t•imentalno dobijene vrednosti. 
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20 A 

0,68 q72 0,76 0,80 q&4 lC nkr 
10~·---,----.---~--~~-~~;;.: 
Q6~ 

brzina obrtanja mlina: •1. "kr 

Sl.. 5.- Finoca izlaza iz mlina dqc; (1), d?/t (2) i d10 (3) 
u funkciji brzine obrtaDJS indust~1jskog ml1na 

Kapacitet mlina, takodje, zavisi od brzine obrtnnja mlinn. U 

ovom radu utvrdj i.v.-:Jn ,io kapacitct poluiudustriJukog i indust.riJ
s~og ~lina u zavisnosti od brzine nje~ovog ourtanja. Za indus
trijski mlin jedna~ina glasi: y • ~3.364/x + 12~; t/h, e za po
luinduatriJski: l = 0,0408/x + 1,Q9?; t/h. Odeovarajuci koefici
jenti korolacije su: 0 9999 i 0,985. Graticki prikaz jed.naci.na 

dat je na slic i 6. r.riva 2, na alici 6~ pokazujo do kupacitct 
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Sl .• 6,. - .Kapacitet u funkci;ji brzille obrt!mj a indus
trijskoe; (1) i poluindustrijskog (2) rnlina 

poluindu.strijskog mlina vif:e zavisi od brzine obrtan ja mH
YUl<9 uego industrijskog (kriva 1 ). 

POTRpSNJA ENERGIJE I APSORPCIJ"A SN.AGE U 

FUNKCI,JI ZAPllliifiNSKE ZAPUNJENOSTI MLIN! 

1-·rikazani rezultati i stra7..i vanja u ovom rutiu omoc;ucili :n.: da 
.se utvrde medjuzavisnosti pojedinih osnovnih p~•ramet;ara ml1;venja 

kod. ~>oluindustrijskih i industrijskih mliuova. Da bi Se na\"cde

ni osnovni parametri u mleveuju od.rzovali u ok•.;iru <:ptimalnih· 
vrednosti~ uc;radjena je reGot ko sa pode!"avajuc'.::i.m illebanizmom za 
pra~njenje mlinu u poluimlustrijs'ki mlin (slikc:t ?)~ 

131. 'l.- :-:0:-:c1;ku Rn pod~";rmm,juc;.!l'! mcb:.,ni:·;u:om 
zu px·a;;;njenje pulpc.- iz mlina 
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Ugradjeni mehanizam omo~ucujc rer;ulisanje protoka pulpc u ~i

ro~;om l'asponu, ;"·t.o o010:_;u~uj<~ odr~nvonje kom.:tanln,,:; ni\'oa l'l!l;_·t• 

u r.linu bez obzir.a na lmrnktcristike rude. 3 ~.-bziror:~ nn je meha
ni.-.am za regulisaJ!je nezavioan od mlina 1 pro~tene su vrk::oP. bez 
zaustavljanja clinn • .Brzina obrtanja tnlina LiltJ je . o,eo :..~ nkr" 
Granulosesta\• i koli~ina ku~la u mlinu tormirani su u zavtsno
sti od ~anulosastava i tvrdine rude. 

Na osnovu eksperimentaln1h rezultata o potrocnji ene!.'gij~ u 

zavi.snosti od. zapreminskog punjenja mlina ·11spostavljana js i'nate

~.t<ticka Y.avisnCist jednaCinom oblika: ~A..±-~-:~}r_;-·d~!., 
g.ie ,je y potrofinja energije 1 ~ zapreminsko punjenje mlina n ?~? & 

at £~ ~ i ~ konstantee 
U pomenutom slucaju jednacina zavisnor:ti im:. sledeci ob1ik~ 

;y .. 10,8 + ~175(x - ~5)2 + 3(x - 35); kWh/h sa koeficijen"iiom 

korelacije r a 0 1 960. 
Jednacina je Eraficki prikazana na slici B. 
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zapr~minsko punjenje mtina ; •tw 
Slo 8.- PotroRnja energije u tunkciji 

znprc·minnkog punjenjn mlina 

0 

50 

Oblik krive na slici 8 jasno ukazujo da sa porantom zapremin

akog punjenja mlina do blizu ;5 ~~ opadn potro~nja ole l~t!'icne e

nergije po toni so~levene rude. Sa daljim porastom znpr~minskog 
punjenja 111lina ro:;l.e i opeciticna pr1tro£;nj11 cuergije .. 

Na slici 9 groficki je predstavljeua matematicka zavir:tlOc;t 

izrocd,iu aps orbovuna srmge i ZSJlrerulnr:ko~ punjr:nja !;•lina o OVa za -
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visno::;f. i~ro~nva se jednacinom: y .. ""121,86;?/x + 29,5; it<fJ, koja 
daje koeficijent korclacije r c 0,984. 

27 
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zapreminsko punjenje mlina ; •t. 

Sl. 9.- Apsorbovana snaga u runkciji 
zapreminskog punjenja mlina 

----..-'o o 

50 

Kriva na slici 9 pokazuje da ~psorbovana nnaga raste sa po
rastom zaprcminskog punjenja mlina. U pocetku ncRto brze, a ro
tom sporije. 

SPEOIFICNI KAPACITh~ U FUNKCIJI KRUPNO~ n95 
Ova serija opita obuhvnt.ila jo ispitivanjc· ::\avisnosti speci

ficnos kapaciteta mlovenJa od k~upnoca ulazne rude, odnosno od 
masenog udela zrna krupnijih od n95 um .. Ispitivanja su izvodje
na dvosterenim mlavenjem u poluinductrijskom mlinu sa kuglama. 

Dobiveni parametri u cksperimentalnom radu iskorisceni su za 
i~nalazenje matematicke zavisnosti izmedju s~eciticnog kapaci
teta i k:rupnoce ulazne rude, kako u prvi, tnko i u drugi ctepen 
mleven~ja. Ta zavisnost u prvom stepenu mlevenje predstavljena 
,1e ,jednacinorn: z. = -0,0505x +~ th-1m-~, ~~ u •lrugom jedna
~i.nom: l......::...=0,8?8x + 2,61..'l2; th- m- • Zn prvu jl~dnacinu kl.,efici
Jeut lcorelm:ije iznosi 0,979, a za drugu o~~l3u. 

Obo je<'!noC.ino r;rofiC:I:i ::ll prikazano na slici ·10, gde prova 1 
daje zavilwost u prvon., a r•r;:va 2 u drugom stepenu mlevenja u 
roluiudustrijol;om l'llinu su ku~;loma .. 
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udeo krupnoce dgs ; •1. 
Sl. 10.- Specificni kapacitet u funkciji krupnoce n95 
Fasmatrajuci prave 1 i 2 na slici 10 jasna se uocova da spe

cificni kapacitet opada sa porastom udela krupnoce n95• Takodjo, 
UOCBVO SO da je taj utica;j Veci U drU&ODI ntepenu mlovenja., 

ZAKLJUCAK 

Sva prakticna i teorijska istrazivanja u ovom radu imala su 
za cilj da .se pronadja zavisnost izmedju pojcdinih osnovnib pa
rametara u procesu mlevenja u cilju uspastavljanja optimalnih 
uslava mlevenja pri kojima se za usitnjaT£anjs ost'!aruje maksi·
malna kinetika mlevenja. 

Faralelna istrazivanja u radu poluindustrijskih i iudustriJ
skib mlinova pakazala su da pastojo osetno razliko u re ~mltati

ma, tako da se maze tVl.'tliti da indeka mo.Jjivosti, kao paramctal, 
lillevenja ne maze biti dovoljan Zll dcfini!;unjc toh110J.oflto~; pro
cesa mlevenja u industdj:>kiM '"1inovim:1. HP.7.ul1.nl;i n11 pol::.:-·.11li 
da je medjuzavisnost. osnovttih fal~to1•a rclcveuju u indu::;I;I•iJslim 
mlinavima slozeniJa negc u poluindustrijskim. J o:.cban znacaj i
ma brzina proticanj;r pulpe krozmlin, ll•·firri:l:llll' 1:m:,1m pulpe 
koJa se prazni iz mlina u jedinici vremena. PoSGban znacaj ima . . 
odr~avanJe opt.imalnog nivoa :·.q:lll•,i··:· •.• ::r. i ml.ina, 11 .-i.o ;.;o maze 

postici ugradnjom podesavajuceg mehaniz:na za , ·romeP..l.jivo pr.az
njenje pulpe iz mlina kroz resetku ~ 

Istrazivanja su ukazala na posebno znai!ajnu ulor-.u c tJsovnog 
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l:t>rncitctn, brzjn•' oL~'~arr,iu r;JiP:•, z:!prer.insl~c n .. rur.jenosti L:l i

~~a, brzine rroto~:t. P'.llr-·e ,:~ ·oz ...:lin i naiHna pra:~ r ~jenjo pulp' i:: 

c1lino rtn ontvnriv:::. J.,:c r.Jn~:r.~ ir~alnc :d.net icko anor1:ije pri padanju 

me1jucih tnla i ne:; t•Htvo.riv~m;jc ortin~lnih telm•.,lot'kih pok:rzate

lja r;leven;jn, pro :.:vcc;a na r;r.-:.wulomtJt:cijf:ki na:;t .::llt proi~voc.la 

1nlevcn~in, na :;ter-C'n otv·1T'l'tt> ,j :.:? n:'! cat::ovrd knp~. t' i te !: mlinu i Io :J 

tro:::t.ovc: ulc~v•itr,ia . 

THE CORRELA1'ION BETWEh"N MAIN OH:RATION.AI. 

NILL lARAMl:.'TERS AUD THEIR INFLUENCE ON 

THE MILL CAPACITY AND PO\iER CONSUf"lF'riON 

/In it c:m be: ·n~nn frora tlr<.· ot.l.~tinctl re~;nlt:;~ ;;. ;:ne tcclmolor:i-: 

c(Jl :mJ :;Lt·ucl.urill Oi•el·:ll.iolllaJ paract~OOl'3 t.lit"ri.'l' L·l.'t\o:ccn l:Wr;;i

-ii••itmtrial orr•i in..Iur:t:}:j:,l cour.Utiou.:;. It mea~;:; Litnt nll proc:c· ~s 

features which effect c.rin<line; process eau not be expressed by 
onr~ p.<~.rametcr only. 

'l'hc proiJlei!J h: thut all or-r_.r~:tionnl facliorr: u1.·c more tlep<!Bd<rnt 

on each other t·ol.' l:n·:~c :nill:; 1..1•-•n from nmnller GCH:;i-industri::l 

mills. '!'his CXJ..'rJciH.lly rolotes to mnteriul fl.ou \·!hit:h depend::: on 

dischore;e rate. 
To J.nvestir:;ute tho fillinc level ot the lllill \o:e used tho. dis

char~inc; c;cchartimn (FiG• '/) t-Ihich showed very 1~ood results. 

From .. the datA shotm . rm :F'ie;. 1 it can be s een thnt input cnP.J'l:Y 

c:rm vnry 1rzith cltnng(}n nf HHJ, c"r~o~city Ol!d flcM of the pulp. 

'l'he iucrcaGc. oJ' c.t:iJidinc; rut•: cocfi'ic it·Ht l"or r.;rnins lart:el' 
than 1 , 2 mm in industrial mill, has similal· v:>lue as coei'.f'icir:nt 

\·thich relates to s emi - industrial mill runninr; at eo ~ o:r critical 
:;pc ell, '7':i ~; ::>olicl ~-; cont.::nt, circtJbtinr; load ol:' 300 ;.; and fi.llin;; 

level o:r ~5 :~. On tho U:.wis or this we can conclude that in oro.er 
to reach opti1r.r..1 kinett.ic encr6;)', crindine; speed. must oe const;mt 
all the tirn' \·.'hich c•m be ur.hievod by setting a number o:r mill 

rof.ntionn no 1;!lnt kin~tl•ic ~ncr{.zy of i'illin1~ bnlls has its ma

:r.J•:uun vuluu, uucl hy colll.l'ullil•l.': Llm .L'lo\'t o,r r:ruti~rial which ue

!'Cl:d:· ~'n·l'.ill:in;:t lei!Vf'l U'it:;. l:.). 

'!'his tzill help to achi~re ~:;cod pl•oduct finenas, liberation de

:~r'"'1 :.mu c•)OCl ~~~rncity \!.i1'·h rnini!llUl cost:J. 
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An investic;o1;:ion waa made about mill efficiency :1!J e function 
of :t~t~ol'IJell cn,~r·r:y .i.n l.,~,,,a•al.ll•n:tl C'l'll.!ll.h•ns. :ht• .:.•l·l:s! h·:~.::!il · 

uet\':~~<?n the spc·c-J. of l:lill rot:.1tions, specific r0we r consumption, 
specii'ic steel cosur.tption and grain size was also analj'zed. The 
transfer ot pulp in the mill is caused by two rcnsons: the con
vection and the di~r-ersion .. In that sens~, for cood efficiency 
of th~ rail! it is ~lso important to have good. discllarcinc; rate 
and related parameters which can aff'ect itt prcvidel3 the condi
tiO!!S form improving the c;rinding process in the milL This co
pecially relates to larger mill:J and to lwrd~~':' ora !Hl grinding 
rate coefficient, can be rcdused .for grains lar@;el' thun 1,2 mrn. 

The posaibilitlos for incro~aine grindin5 kineticswere also 
explored in oer:~i-indu~trial mill .. 

On the basis of t:;ained resultsmathm!latical interd.ependancc 
was obtained betwc0n the filling rntio, specific grinding cffi
ci~r.cy P-nd specific conoumption versus different ore hardness. 
The most econor.•i.cal po~1er consumption and minimum wearing rate 
as a function of .filling level were defined on that way, giving 
very r;ood grain size distribution. At the same time this inve
stir;etion showed the odvontnt;es of u~.iJg mill grates with the 
device for setting the discharge capacity which controle the ma
terial flow in the mill. 

Recenzija: M. Gr~vi6 

• 
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Rudarr;ko-geoloski 
f akultet - Deograd 

USKLADJIVANJE KAPACITETA PROIZVODNJE KVARCNOG PESKA SA 
LE2ISTA "SL4TINA" l "CllcUCE" U SL02EN IM GEOLOSKIM USLOVIMA 

uvoo 

Pi tartje racionalncg ir;korisC::enj a n:zervi mineralnih sirovina , obzi
rom na njihov oqrauH!en kaxakter 1 kvali tet 1 strukturu zauzima zna·~ajno 

mesto kod projekto7anja Gistema i tehnoloskih zahvata u povr§lnskoj ek
sploataeiji. 

Da bi ae smanjili troAkovi oplemenjlvanja sirovine u procesu pripre
me, a na taj na!Sin 1 ukupni tro!!ikov! proizvodnje, tezi se direktnoj homo
genlzaciji u procesu otkopavanj& tako da se postiqne ujedna~eni kvalitet 
ulaza za pripremu mineralnih sirovina. _ 

Rezultati detaljnih istrdivanja ukazuju da je kvarcni pesak leii
ita "Slatina• 1 •eu~Suqe• dobrog kvaliteta u poqledu hemijskog sastava, 
dok za qranulometrijski sastav postoje oqrani~enja kod uslova srednje 
krupno6e zrna kada se le!iita tretiraju pojedlna!Sno. 

Zboq toga su oba le!iita otvo~ena 1 prakti!Sno se lstovremeno vrli 
eksploatacija na dva povriinska kopa, ~ime se posti!e znatno vece isko
ri!cenje rezervi, neqo da se ukupni kapacitet obezbedjuje samo sa jednog 
kopa. 

Oanovn•! rudarsko-geoloi!ike karaltteristike leU!ita 

Na osno;."U geolo!kih interpretacija, kvarcni pesak u leUstima "l!ucu
ge~ 1 ~slatina" pojavljuje se naizmeni~no u obliku slojeva 1 vrlo izdu~e
ni h so!Siva r.a~li!Sitoq hernijskog i gr.anulornetrijskog sastava. 

Vec u fazi istra!ivanja, imaju6! u vidu debar kva litet peska i os
novne zahteve potro~a~a u pogledu sadr!aja Si02 ! srednje krupnoce zr.na , 
izdvojene su tri klase peska ekonomski zna~ajne za eksploataciju: 

-~:!r;-,;~--------------:~~:----------:~~:-----------~~;:-----1 
Takodje, u pojedinlm delovima le!i~ta registrovani su tanki prosloj

ci peaka koji ne zadovoljavaju navedene zahteve i izdvojeni su kao jalo
vina. · 
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Prve dve izdvojene klase peska koriste se u liva!Skoj 1 a tre~a u 

stakla:akoj industriji i ispor.u~uju »e u ;;:azlili:lU.iil koliiHn&ila. 

Sa aspekta xasporeda alojeva kao 1 priouutva jalovih proslojaka 1 le

lEi§ta su predisponirana za selektlvnu ei:iBploataciju. P:dsutna komponenta 

koja isti~e znaZ!aj selekt.ivne akBploataclije koo nayledavanja kapaciteta 

proizvodnje kva:r:cn09 peska ~:;~ o·::a dvi!'. !&:f:'U'itft je srednji qranulometrijski 

sastav (Sv) 1 koji se mora obe~bed!ti lod :f.!'lpoxnke pesk,. 

Karakterist115m' jr:: di! j~ S'"-"i!!lulc~t~~·:l :!:dt:t ~etav ra.:.1:lici'l: kod iste 

klase pesk·a u ova dva le!BiH:lli, k<~.o i. l~ :.:·nd.:i.f:!.1.t.t.m ;lele>Jirllll iatog leUA

ta i kre~e S·O U opseg-.:1 + () r :l ~ 1: () :mu o 

Sa tog stanov1§1:a :cazmot..~em; :je p~,t.rutj ,'? ·~lje:dnachtvanjl'l granulometrij·

skog sasta•ra u fazl ekt>ploa'l:.acije le.1H8ta, obe~e([jenjem pot:.:ebnih koli

~ina peska otkopa:Y'artjelll r"'zlicit:.i'h delo~e r.:i!!l jednoq iU. oba povrUnska 

kopa. 

Ovakvo opredeljenje proi:r.ila::::l il!l tJOtreb-e makiU.31a~ iskoril~enja 

rezervi, produlenja veka eksploataeije povx!UllSkih kopova a sam:im tim 

ostvaruje se i duqoro~nije snabdevanje po~~~a~a. 

Takve okolnosti su diktirale da se obziroa na e~turu le!Uita, 
front radova na otkopavanju projelttuje t-.liko da au istovremeno po vert!

kali otvorene i zahvac!ene :we tri :lclase peaka 1 ito otvara §ire JIIOCJU~nos

ti u pogledu ujednacavanja qranulometrija~ sastava. 

Za ta~no definisanje koli~inskoq odnosa uae§~a pojedinih frakcija u 

ukupnmn kapacl tetu u funkclji granulometrijBkoq aastava (Sv) , !tonstrui

san je nomogram (slika 1). 

Obrazlo~enje ma.t .em.atHikog moqela 

U le!Utu kvarcnQCJ peska zastupljen je grAnulometrijski Sl:lstav izme-· 

dju a 1 b mm. Ako se krupno6a zrna peska ozna~i sa X, tada je a~<b. 

Interval (a,b) podeli a~ na Rna jednakih podlntervala ta~kama X0 1 Xl, 

X2, •••• Xn pri ~emu je XO=a i Kn=b. eestice peska ~ije veli~ine X zado

voljavaju uslov Xk-l.g,EXk, pripadaju iutervalu (Xk- l,,Xk). 

Od uo~e·ne koli~ine pes ka posmatl:ane kao cellne, u~eA6e peska krup

no6e izmedju :Oc-1 i Xk oznacimo sa Uk (k= l,2, •••• 1 n) ma kojima se mo~a 

formirati odgovaraju6i histogram (slika 2.) , pri ~emu je: 

~ Uk=l. 
K'=l 
U~eMe peska krupno~e izmedju a 1 ~ ;nm, u ovom sluZ!aju je jednako 

povrslni navedenog histograma du~ intervalm (a,~) . U fazi eksploataci je 

pojedinih delova le lHsta '"L" uzima oe da su poznati nj.ihovi qranulome

trijskl sastavi peska. 
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Iz: qrauul ometrijskog sastava pesJca u dva le!ilita "Ll" 1 "L2"mo~e: se 
u svaJcoj fazi njihovog otkopavanja utvrditi u~e§6e peska odredjene krup

no6e izmedju ~ ! ~ mm. 

Ako sa pl o:ma.c:tmo udeo peska krupno6e od nl do 111 mm u delu le;!ii.lta 

"Ll" ko:ii sa •Jt:kopc.o.v o., a sa p2 udeo peska krupno6e od a2 do 112 mm u delu 

le1Hst~- "L:2 ~ koji G<.'! ot..kopava, tada na otkopanu koli~inu Q"l peska iz l e·

zil'ita "!..l ~ dola~i xv.!.i?:i.na ql peska krupno6e od nl do ~1 mm, a na otkopa-· 

nu b.Jli~.!.H'.:I Q:l pt!::~ika i.r. leJ,!:!.sta "L2" dolazi koli~ina q2 peska krupnoce 

oa a1 do f!?. ll\m. 

ql. ·- p1 01 

q2 ::: p2 Q2 

(1) 

• • • ( 2) 

Ako ae z101ht.ava di!O zbtr koli~ina ql 1 q2 sa oba kopa bude konstantan 

~ija vrednoat je q, tada je prema (1) 1 (2): 

ql ... q2 "' q 

il1 
pl Ql + p2 Q2 a q • • • ( 3) 

Navedene medjusobne zavisnosti ve~icina 01, pl, ql, 02, p2, q2, 1 q 

date jednacinama (1), (2), (3) prikazane su na nomoqramu. 

Pomo6u navedenog nomograma mogu se odrediti velicine: na primer Ql 

kada su poznate velic1ne p1 1 ql 111 q2 kada su poznate ve11cine p2 1 

02 111 pak ve11c1na q2 kada su poznate ve11c1ne Ql, pl 1 q. 

U poslednjem s1u~aju, pomo6u velic1na Ql 1 pl povlacenjem prave do 

preseka sa skalom ql, dobijamo ql i pomo6u nadjene vel1c1ne ql 1 pozna

te velicine q pcwla~enjem prave do presek11 na skali q2 odredjuje s~ ·.rell·· 

cinaq2. 

!akljtll:ak 

Na konkretnom primeru povr!Hnskih kopova kvarcnog peska "Slatinr.<" ;~. 

"Cuct.lge", obradjeno je uskladjenje kapac1teta proi:l:vodnje u funkciji 

gr:anulometrijskog sastava, sa osnovnim ciljem da se po at.igne mai~sin1mlno 

iskori!6'enje rezerv1 selektivnim otkopavanjem na osnovu matemati~kog mo·· 

dela ! nomograma sa koga se tacno mogu oeredit1 odnos1 kolicina sa gr<mu

lometrijskim sastavom prema zahtevima srednje vrednost1 kntpno6e zrna. 

Ovakvim nac1nom rada pored ve6eg 1skor1§6enja rezervi i produzenja 

veka eksploatacije l.ezi!lta pove6ana je 1 s1qurnost ispor~lke i. u pog1e

d\.1. kol1cina i asortimana kvarcnog peska po!ito se istov:ce:mem' eksplmata

cija izv-oo.i na vUe radilUta. 
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BESLENEN CEVHER BOYUTU BIR F~KSIYON OLARAK BHYP.U DEGtPI-!EtUN GOC 
VE KAPASHESINlN HESABI 

D. Salatic*. S. Deusic*. D. Simeunovic*. M. Grujic~* 

* Faculty of Mining and Geology. Belgrade. Yugoslavia 
*~ Hajdanpek Copper Mine. Majdanpek, Yugoslavia 

IQ ET 

DUnya elektrik enerjisinin %3.5'u boyut kUcUltme i~lemleri~cle sar
fedi lmektedi r. Bu balumdan boyut kUcUl bnede gUc sarfiyatml azu. l tmak 
icin y~n olarak arast1naalar yap1lmaktadw. Benzet· durumda elektrik 
gUG sarfiyat1n1 azaltmak Uzere degirmen l<&pasHes1ni art tnma yon!Jnden 
arast1nnalar Hnem kazanmaktad1r. 

Bu nastu1111da. Majdanpek b:tl<1 r madeninden de{ii r'I'IU!ne best enen cev
her boyutunun deginnen gUc ve 'apasitesine et~is~ incelenmistir. Bu a
ra$tlnna sonucu bu parametrelerin tay1nf icin baz1 fonnUller gelisti
r11mi $t1 r. 

Deginnene beslenen cevher boyutu artt1r1ld1~1nda deginnen kapasi
tesi azalmakta ve de~irmen gUcU artn~ktad1r. Bu Ut parametre, yaln1zca 
deginmen cap1 ve uzunluguna bagl1 olmay1p fo~Ullerin degerlendirilme
sinde beslenen cevher boyutu da Unern11 rol oynar. 



C~~ACITY AMO POWER CALCULATION OF BALL HILL IN FUNCTION Or 4)RE 
F~ED SIZE 

D. Salaticx, s. Deuiicx, D.Si8eunovicx, H. Grujicxx 

x Faculty of Hining and Geology, B~lgrade, Yugoslavia 

x~ Hajdanpek Copper Hine, Hajdanpek, Yugoslav·ia 
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Temporarly, 3,5· J or the world electric ener&J consumption, are 
used in comminution processes. That is the main reason, vhy still exist 
1nt~ns1ve r~search or possibilities for d~creas!ng or po~er consumption 
in comminution processes. On the aaae way, there are aany investilati~ns 
in !ncr~asing or mill capacity in ai• or decreasing apec1f1c coneu~t-
ion of electric power. ' 

In our res~arch in copper mine Hajdanp~k, ve investtsated the ino 
fluence of mill feed size on mill capacity and require~ power. As a re
sult of our investigations, we got sese aodificate equations for de
terainatton or mentioned paraaetera. 

With increasing of mill feed size, decreases the ~11 capacity 
and increses the r~quired mill power. So we concluded, t~t theae two 
parameters are not only in dependence or Dill diaweter and lensht. Be
side the mill dimensions, it is necesary, to input the ore reed eize 
in evaluated equatione. 



II!TRODUCTION 

The largest share in production cost's or lliner-1\l processing today 

accounts for the consumption or the ~l ~ctric po~er. It is our task to 

inves tigate the possibility or reduction in energv consu~tion with the 

aim to decreast> the production c o01! t.a . A lBI'ge consW!,ption of energy 

appe• ra particularly in the grinri ing p~oce3~e~. 

The world uide economic criaio cont1nu:tne; oveli' a nusber of years 

had a quite unfavourable 1nrluennc to the developwent or m!nins. It 

r e?lected particularly to the Mine~al proccaGio~ . Yh~t forced majority 

of mines to engage themmel W!e ira reducticl) or production coats pri·· 

marily through reducing of tha elec~ric power con~umption, which being, 

aa regards the mineral processing, the largest nhare in production 

costs. This app@ars particularly !n grinding process costs. 

The efforts to reduce th~ ~lectric power consumption had positive 

results. Installing or modern grinding ~quip~~ent and reducing the par
ticle ri!ed aize.o; ttie- epec{rtc -energy cone!.ullption hc_d . b~en consiC!er"ably 

reduced. Introduction of computerized grinding proce~ae~ and flotation 

to the great extent reduced electric power consumption and improved the 

results or teehnological proceaaea. 

IUY!STIGATIONS PERFORMED DURING THE LAST DECADE 

In Hajdanpek copper mine for the last ten years intensified activi

u~s towards the reduction of' electric pouer COOSUI'llption particularly in 

cruaMng and grinding PII'OCease!ll have becm undertalcen. ["!rat, testing 

of influence in the volull!e or the balls charge and fi nding the optimum 

&llilse ot' the balls in the mill haa been completed. Thus, the specific 

~lectric power consumpti on has be~n reduced by 0,85 kWh/t (1). Then, 

t~ating or influ~nce of the mill ~otat1on rat e on ~lectrie power cor.s

uaption nnd the mill capacity hae been ade. 'th~:•ough increase in rota

tion •111 rate from 60 to 80 ~ or the critical rate, electric power con

eumption has been reduced bf 1,08 kWh/t (2). rurther investigations 

encoapascect te11t1ng or the influenctt or suppleiDenUr;g •ills by various 

size of balls. In th!e way supple~nting the mills by balls diameters 

or 60 and -0 mz in ratio of 60:40 led to new r~ductlon or energy cons

u~ption by 0,51 kWh/t (3). The next ~tep to the ~ame effect K&s closing 
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or th~ tertiary crushing by inatallinc the sere~n hmvins mn appvrture 

ot 15 11111. Thus, the feed particle SiH !n th~ 3r!m!!!tC ~I'~~~C tf:C 

reduced fro• 25 to 15 ... This led to the r~ductior. or t~~ tat~tl ~le
ctric power consumption in the crushing prccest~2 by 1,16 kWh/t (-). 

Finally, the two-stage classification in th~ sr-indi~& proe~ae h&P been 

introduced and caused the fUrther reduction in ~peeifiQ ~le~tr!e power 

conmumption by 0,9- kWh/t (5). 

All the stated reductions in dectd·(~- ;i'll>'!i'<<'!' t)tn"lt::ttmpUm'! d·~~ih! 

cr•ushing, grinding and class1f1cat.ion pre<:!\:tl~~hl u?d.o':~~ r 'tll ,jthmpek 

copper mine the further e:~~:ploitation of.' th~ ~'";ppe;"' Ql'~, u~.a cont~nt of 

which for the last 15 years decreesed fi'Ol!l 0, 83 to O,SO 'J!, C~! lil 0\ quite 

profitable way. 

Also, fairly extensive investigations or poas!ble appl1cat1an of 
semiautogeneaua grinding in Hajdanpek copper •lne hlv~ ~n ~rror.ed. 

Investigations indicated that there la a poaa1b111ty to apply ae.t

autogeneous •ills using the or~ from the Hajdanp~k deposit. Si.ulta

n@ously, modifl~d for•s for calculating the electrouotor force for auch 

kind of mills (6) have been found. 

EXPERIMENTAL 

Based on the results effect~d during the said lnY•stisationa for 

reduction of electric power conau•ption in Hajd~npek copper aine, the 

capacity of which la 13 million ore ton3 per s yes~, we haYe started 

th~ testing of the influence or or~ reed particle alae on •ill capacltJ 

and required •111 electroaotor force. 

The most deUcatto techonologieel problea asppeared ln connection 

~ith optimization of the installed electroaotor force end consequentlJ 

the mill capacity in plants for ore flotation concentration. The flo

tation capacity depends on the proper mill dimenaiona. 

Grounded on the theoret!cal knowledge and data rroa the world lite

rature support~d by our e:~~:p•ri~ntel investigations ~rrormed in HaJ
danpek copper mine flotation, ror dtrr~r~t alll di~a1one, w~ have 

established th@ foras for calculating the alll cap&ul\Jand eleetroao

tor fore~. 

The general form of the equation for the mill cspecitr 1a aa followe: 
Q:a(OIL)b 



26 

The constant "a" ranges fro• 0,~6 to 0,56 and the constant "b" from 

1, 19 to 1, 20. 

In the aa!De' way we have estebli s h~d thi! 111at~matical interdepen

dence between the requi~ed •ill el~ctromotor f orce and its dimensions. 

This interdependence reads as follows: 

The constant "a 1", t'I'H'Ig('~ fl.'~l:l ·: 0 , '5 0 l:. o l, 1:::.. 

The coefficient .,r ccrl'l':!laUon f m• .::upaclty proved to be a rather 

high one (r = 0,99917), t he ~a~e hei ng fo~ the electromotor force 

er,= 99905). 

The int~rd~pendence b~twe~n the mill capacity and electr~motor for

ce tnay be expresoed by the .following equations: 

Q : cP - d i.e. 

P = c 1Q - d 1 

Thus, the applied r.onstants are of the following values: 

c = o,a; ••• o,08; d"' 3,0 ••• ll,o; c 1 = 12,5 ••• 18,5; d1 = 53,o ••• 62,0 

In this case the coefficients of correlation exceed 0,999 as well. 

Thereafter, maintaining all the relevant parameters as constants, 

we have changed the feed particle size cr80) in a range 20; 10; 5; 2; 

·0,5 and 0,25. The const ant p&rameters wer e as follows: 

n = O, 75 ncr ·~ numb ~t· of mill rotation 

f = 45 ~ - volu~ Cl!' balls charge 

Ai: 15,10 kWh/~- Work index 

P80 = 'f.lt pm - :Product particle eize 

Taking into consid@ration the results obtained by experiments! work 

together with literature data (7) we have come to the following forms 

f'or the mill capacity and electromotor force: 

Hil! capacity 

Q :.: a(OZL)b .(5+t'g0
2 >-1 

"a"= s,qo; "b~ = 1,199 
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El~ctroeotor force 

P = a 1 (1)2L)b 1 .(10+F~01 > 

"at" = 0,9-; "bt" = 1,144 

CONCLUSION 

The literature abundences 1o1ith nu~erct!S i\;r-m~ i'ol' calculation of 

the mill capacity and electromotcr fore~. They P-11 a~~ connected with 

the mill dimensions and other par.o:rndere; of th~ i.l!U $ct1v1ty and thQ! 

Bond's working index as we:U. OUr inveatigatlcns W:!!t'e rocuaad to the 

influence of the feed graind size on the mill capacity ~nd requited 

electromotor force. The in•:eatlgatloms ahotor that the feed particle si

ze influences on both the mil~ capacity and r~quired ~leetromotor for

ce. By increasing the feed grain size the mill capacity reduces and 

the required force for mill rotation increas~s. 
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ODREDIVANJE LTiiliA NA.JVECEG NAGmA KORISNIH 
KOMPONENTI LEZISTA MINERALNIH SIROVINA 

f.tUDA.RSKO GEOLO~KI FAKUL'Thl 
Beograd 

U ovom n :du dt~je re jed&.ll l)Ostupatc za odredivanje linija najveeeg nagiba korhmih kom* 
pml~nti 1ezista i 1 ineralt.~i.h sirovina, cime je omogueeno bolje sagledava:nje pnjedinih 
karakieristik<A lemta. · 

Sadriaj jedne kcrisne komponente u datom leii~tu mineralnih sirovina, koji cemo 
oznacila sa s. najeesc.e nijc ravnomemo rasporeden vet zavisi od mcsta, odnosno od 
tacke M u kojoj se posmatra. U pravouglom koordinatnom sistemu OXYZ u prostoro 
'Jeliciua S je funkcija poloiaja taCke M (x, y, z), ~to maCi daje 

S = F 1 (x, y, z). 
U ravni otkopavanja OXY velicina S je takode funkcija polohja ta~ke N (x, y), mino:.

no 
S = F(x,y) {1) 

Geometrijski, jednaana (1) u pravouglom koordinatnom sistemu OXYS u prostoru 
predstavlja jednu povri. Ako se ova povri preseca ravnima paralelnim sa ravni OXY 
dobiee se na povrii (1) linije koje se zovu izolinije prema ravni OXY. 

Linije povueene na povdi (1) koje su upravne na izolinijama zovu se linije najveceg 
nagiba prerna. ravni OXY. Prema tome, Iinije najveeeg nagiba povrii (1) predstavljaju 
ortogonainc trajektorije izolinija pov1~i (1) prema ravni OXY. Iz defmicije izolinij~ i lini·· 
ja najveeeg nagiba povrii (1) prema ravni OXY sledi da sui njihove odgovaraju6'! projek·· 
cije na rnvan OXY takode uzajamno normalne. 

!zolinijc pomi (1) prema ravni OXY date su jednaCinama 

S = F(x,y), S = a, (2) 

gde je a parametar. · 
Elimh•acijom promeujive S iz jednacina (2) dobijaju se projekdje iz.olinij:! povrlii (1) 

na ravan OXY cija je jednacina 

F (x, y) - a = 0. (3; 

Varijaciom paramet,lra a dobijaju se na povr~i (l) raz:ne izolinije predstavljene 
jcdnacinama (2) kao i njihovc projekcije na ravan OXY pralstavljene jednacinom {3). 
Kako projckcije linija najveteg nagiba povrii (1) na ravan OXY predstav!jaju ortogo
nalnc trajckturije projekcija izolinija na ravan OXY, tj. ortogonalne trajek1.orije linija (3) 
u ravni OXY. lt> projckcije linija najveeeg nagiba povrii (1) na rnvan OXY treha tax.iti u 
ravni OXY k<u 1 ortogonalne trajekto:riie familiie krivih (3). 
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Diferencijalna jednaana familijc krivih (3) je 

y = - (OF/bx)/(OF/o y) = f1 (x, y), 

a diferendjalna jedna&a njcnil1 ortogonalnih trajektorija je 

y'= (OF/o y)/(OF/iJx) = f2 (x, y). 

Oplti integral y ~ f (x, C). 

(4) 

(5) 

(6) 

· diferencijalne jednal':irie (5). gc:b je C r;roizvoljna konstanta, predstavlja jednu familiju 
krivih linija u ravni OXY. 1"e hive ~u zapravo projekcije na ravan OXY linija najveteg 
nagiba pomi (1). 

l.inije uajv~..eg lUtet'b~ n~ po~t"rii (1) date su prema tome jednaCinama 

S = F (x, y), y = f(x,C). (7) 

Varijacijom proiz.voljne konstante C iT. (6) se mogu dobiti pojedine ortogonalne tra
jektorije. Z8 nalafenje ortogonhlne tmjcktorije koja prolazi kroz datu ta&u No (Xo. Yo), 
konstantu C treba odrediti iz uslova 

Yo =< f (Xoo C). (8) 

Kroz datu tafku No (Xo. y0) u ravni OXY prolazi jedna ortogonalna trajektorija. 
Koeficijent pravca njene tangente u taCki No (Xo. y0), prema (5), iznosi 

Yo = f2 (Xoo yo), (9) 

awe je odreden i pravac ortogonalne trajektorije u taad No (Xot Yo)· 
Pravac ortogonalne trajektorije u njenoj taW No (Xoo y0) predstavlja pravac u 

kojem veliCina S ima najvefu promenu. 
Ako IS jednaam (5) stavimo y'= k dob~o jednaanu 

f2 (x, y) = .k. (10) 

Jednatina (10) u ravni oxvdaje jednu bivu koja se zove izoldina. Ortogooalne tra-
jektorije koje prola1.e kroz ~fke na izokliui imaju u tim ta&ama isti pravac. · 

Navedena svojstv'.l ortogonalnih trajel:torija omogutavaju da se bolje sagledaju poje
dine karakteristikc Jef:ilta mineralnih sirovina. 

LITERATURA: 
T. Pejovic Diferencijaluc jedna&e, Nauma bjip, 1971. 
Earl D. Rainville: Elementary differential cquatioDJ, third edition, The MaaDi!Jan 
Company, New York, 1964. 
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ODREDIVANJE SREDNJEG SADRL\JA KABAK1'ElUST!KA KVAI.ITETA 
U FUNKCIJI RAZVOJA BADOVA NA POmiNSKIM KOPOVIMA 

Prof. dr Dragomir Simeunovft 

[217] RPZIMB 

U ovom radu daje se jedan postupak za odredivanfe srednjeg saddaja 
kar.tkteristika kvaliteta u pojedinim zonama lcli.~ miit.ecalnih sinmna u fukciji 
pm'I'Sinske eksploatacije. 

• • • 
Saddaj jedn.e karakteristike kvaliteta u Iemtu mineralnih sirovina, koji &mo 

oznacStl sa S, zavisi od mesta, odnosno od ta&e gde se po.s1l'12tra U pr-dVOUglom 
koordlnatnom sistemu OXYZ u prostoru vellcSna S je funkcija polo&ja t.a&.e M Cr. y, z), 
!to znaa da je 

S=l)(.r,y,z} (1) 

U r:ivni otkopavanja OXY veliana S je takoc1e funkcija polo&ja t2&e N ~ y) u 
kojoj se posmatra; gde je sada 

S = F(z, y}. (2) 

]edan od osnovnih zadat.aka je ocJredivanje srednje vrednosti velli'Sne S u 
posmatranoj oblasti D ravni OXY. 

Ako je saddaj S posmatrane karakteristike kvaliteta dat u vidu jena&e (2), tada 
se odredivanje srednje vrednostl veliBne S u oblastl D svodi na nalafenje srednje 
vrednosti funkcije P 6c, y) u oblasti D ravni OXY. 

Srednja vrednost Pm funkcije P 6c, y) u oblasti D dobip se po fomrull 

Fm=! JJ F(x,y}dxdy, (3) 

D 

gdeje: 

P - povrSina oblas.i Du ravnl OXY. 

Kako srednja vrednost funkdje F (;x, y) u ob.lastl D predstavlja u ~ obb.<M 
srednju vrednost saddaja karakteristike kvaliteta, koju &mo oznafitl sa ~ • ro fz (3) 
dobljamo 
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Sm=! JJ F(x,y}drdy. (4) 

D 

Pcmiina. P oblm! Du nmli OXY.mo!e se~ f po fon:mill. 

P= JJdrdy. (5) 

D 

Kada se u datom le!iltu javlja vile b.raktedstib ~ oo&l !le t.".dredi'i'iinfe 
sr.e-dn,~g saddaja u oblast.l 0, po napred navedenom postupl"Up m."i~~. pr.;..~h.d.o zsa ·. 
:r~ku oo. n!ih, gde sada P (;x, y) predbvlja saddaj uoc!ene briklA~tw.t.~ -u t.-:?hl~:i D. · 

U fm dltopivanja oblast 0 u rav:nl OXY predstavlja ooocdeii:u ~on:._. ~()~1:.-dti&rn?. 
z~ ptri118lnsko otkcpavanje lefi!ta u nmednam pe:rlodu. Usmel\"!:o:j.~, obH.k ~ p;:~n:lit.m 
ohl.usti ~) odzeduju se u finkdji razvoja radov~ na povxfinskom kopu. Pri izbcm ohbdi 
D, ~:ao ~dan izvor lnformadja o ~ vamu u1ogu fmaju izoUnije li Iro!Je najf:erS~ 
:n-ngk~ I.lC'&l'l...atx:me brakterlstlke lmiliteta. 

Ako se u datom lemtu javija vi§e lwakt.eristib baliteta., onda otkopavanje ~ 
obavljati po takvoj oblast.l 0 kako bi se dobili 1ito je moguee boljl efektl. 

Oblast D po kojoj se u ravn1 OXY obavlja otkopav-.mje lemta u vednl slu(!ajern 
nema kamplikovan obinc. Njen rub C najc!elle je sastavljen od ~Jh linip., &ne 
je olaklano fzra6mavanje dv05fmkog Jntegrala u formnJama (4) 1 (5). 

Profeson~ dr vtadlmlru PadooiCu 1 Doe. dr A.ndrlfl .larleu posebno se 
zobiialjujem na podrld, iorlmlm suges#jama I f'riZUtMlJMiju prllilKnn pl.sanja ovog 
mda. 

liTERATI.JRA: 

1. T. PejoviC, Matematl&a analiza Ill, Beograd 1972. 
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JEDNA INTEBPOIACIONA FORMli'IA I NJENA PRIMENA 
U POmlNSKOJ EKS.PLOAl'AOJI 

Dr..tgomir Simeuuovic 

APSTRAKT 

U ovom radu posrnatra.ru1. je j'~dna iJ.t:erpoladm1a formula koja se upotrebljava u 
povrSinskoj eksploataciji kod modeliranja lef&a ni.ineralnih sirovina. Za tu formulu 
naveden je niz svojsl"..ava koja pored teodjskog imaju ! svoj praktiCni znaeaj. U radu je 
odredena jedna gomja gr.mica apsolutne gtdke koja se more uOniti kada ~e umesto 
osnovne interpolacione formule upotrebi nje.o. kraCi oblik. Sa druge strane razrnatrau je i 
obnruti problem i pri tome je dat nacin na koji se moze ochediti skraceni oblik 
interpolaclone formule a da apsolutna. greSka koja se maze pojaviti njenom upotrebom 
umesto osnovne interpoladone Jormule ne prelazi unapred datu vred..'1.ost. 

UVOD 

Neka su S1o ~ •... , Sm, Sm+t• ... , Sn v:rednosti jedne veliCine S u taCkama M1 6c:to y 1), Mz 
Cx2, Y2), ..• , 11., Cx.n, ym), Mm+l (X.n+to Ym+l), ... , M, Cx.u y.) ravni OXY, tj. neka je: 

S(M) .. Sp J-.1, 2, ... , m, m+l, .. . , n. (1) 

Ako uzmemo da je veliCina S funkcija polozaja taCke M(x, y) u ravni OXY, tada je: 

S(M) - S(x,y). (2) 

Za odredivanje vrednosti. S(M) u t:a.Cki M*~. j = 1, 2, ... , m, m+l , ... , n cesto se 
korlsti neka interpo!adona formula. Mi cemo ovde posmatrati IDI:erpo!aclonu formulu 
prema kojoj se za S(M) uzlma · 

gde su d 11 ~ •••• , d.n, d.n+11 ••• , dn ra..c:tojanja ta&:e M od taOlka M11 M2, ••• ,- Mn~, M.n.11 

... , Mn i gde je k pozitivna konstanta. 

" Dr Dmgomlr Sl.meunovit, red. pro!., Rudarskc--geololli fakultet, Beogmd 



Akostavbno 

(~JJ = ql, ~;J~ = q, 

tada je t q1 = 1. Veliene q1 (j • 1, 2, .. . , n) precl&.avljaju tefiue Sl kojima vrednosti S, · 
~q q . 

utlfu na vrednost. S(M), zbog lega je fOlm'.ilit (3) jeclm te!i.nska inteq>Obdona faanuJa 
Interpolaciona fomrula oblika (3) naSla je S'IOju ~::;rfmmu u nu1"l.~v.:t i geologi.j! kod 
modeliranja le1iSta minera1nih slrovlna [1}, [2]. 'I':;~l~ke M1, M~, ... , M111, Mm~!• ... , Mru kd,e 
se nalaze u jednoj ravni OXY, a koja pre~vfja zontYo (;if:kep::w"'J.r.ja, su n\';!...<t::t u dat:om 
Ir-..fihl u kojfma su poznate vrednosti sl, r'2 •... , Snu s.,l->1: " .. . , 5:1 l.l~!gcH.re p~o;rnatr.me 
karakl:eristike s. 

:tmKA. SVOJSTVA POJWUI..E (3) 

Sada c5emo nave5ti neka svoj.c:tva formule (3): 

1" Za bllo kojl broj h>O je 

S(l.f) ... ~ j- 1, 2, ... , m_, m+l, . . . , n . (4) 

Ovo osnovno svojstvo fonnule (3) dokazuje S'! kada se ta7lomak na desnoj strani (3) 
pro!irl sa <df a zatim \lZtile da t\--70. Sto znafi da M-)-My prl Cem.u se dobija 
SCMY- Sp j •1, 2, . . . , m,m+l, ... , n. 

2° Za svakl broj ll>O I bilo koju taCkr& M je 

gS. S(M)S G, (5) 

gdeje 

g .. mln Sp G- max s., j"' 1, 2, .. . , m, m+ 1, ... , n. (6) 

Svoj.stvo t' se dobija kada se u brojitelju ru1 desnoj smu:d (3) prvo uzme u abm da je 
S, ~ g a zatim da je S, S. G za svako j "" 1, 2, ... , m, m+l, .... , n. 

3° AkoJe S1 .. S2 "' •• ... s,. ... s.._.,.1 "" ••• "'s .... s~, ta& je 

S(M) ... s.,. (J) 

5$ 



(8) 

S(M) , ,~ :~~~-~!.:.:~: .. : .:_~-~'!!.:~:~' +.:_:_:_~S, (9) 
1' 

(1.0),. 

50;> znaa da u bilo kojoj tac1ti M * M1 u ov()m sh.1Ciju· S(M) teil. arit:metiCkoj . stedini 
vrednostl sl. ~ . . - 'I s,,, sm~ll .... , Sn. 

"f SluEaj 6uuia k--)>!1;). Neka .fc 

(11) 

· Tada proSirlvarijem razlomka na desnoj stf::uu (3) sa (d1l", posle &ga 'uzmemp da k~ 
dobijamo · 

(1~) 

8" Za d 1 <.: d2 S: • • • S: d.,., ka.da k-too, -J.z (3) se dobija 

.. (13) 

SlubjB'' je sJ.m~j 1' z:a e "" l, tj. kada je d 1 < dz S: ... S: d;u'jeije tacla·e+l .. 2, tj. e .;; l . · · · 

.9° Shi.Ctlj 6uuf..a M-Jtoo . N-;:_ka su ta&:e M1, M2, ••• , ~ •. Mm•t; ... , -~ saMane. u 
konafuoj oblastl D r,<vni OX¥.. Kada re taeka M sve viSe uclalja{m ·oo.' obbsti:D i pri tome 
M---J.oo 1 t.:uia 

(14) 

U daljem. fz!aganju smatraeemo da su ta&e Mtt M2, ••• , M1111 Mm~1, ••• , Ma u och10'5-u na 
ta&u M tasporeltene tako da su ispunjenl uslovi 
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d1 ~d1 s ... sd.,. ~d ...... s ... sda. (15) 

ProSirivanjem razlomka na desnoj strani (3) sa Cd;!, forlllllh (3) dobija oblik 

()k ( "\* ( )11: ()k ~ ' ~ dl ·. • ~ 

s(
M)- St + d; ·S1 + ... ·r cl:) ·Sm + ~~- ·5,., .. 1 + ... + ~ ·Sa 

- ( )!< ( )1: ( '\k ( )k ~ ~ _:'.L.! ' . -~ 1+ d, + ... +.d .. + d".+l.J ....... ~d., 

(16) 

d, (dt Y' 
Kada M-+oo , tada -d ~ 1 a takcGe i -d-·)! -> 1 .:a s;;ntd ko;::·;;t:ni. broj k > 0 i j • 2, ... , 

I \. l. 

m, m+l, ... , n &ne se dokazuje svoj.stvo rf' fomm.le (16), odtJr.:mlo fo:mmle (3). 

Iz interpolacione fOimule (16) vidimo cla vr•ednos.t SO\{' ~t~visi od 'n:ednosti St, Sz, ... , Sm, 
Sm.~t ... , 5n u odgovarajudm ta&aro.a Ml> M:t. ... , M.,, l~"''-' ... , M,'!.f ad rastojanja d1o ~ 
.•. , dm, ct_lt ... , dn tih ta~ od ta&e M l ad cksponenta k. Sa poveCanjem rastojanja 
t:afke Mt ad ta&e M smanjuje se utlcaj ~ na vrednost S(M) l obratno. Sa poveCanjem 
eksponenta k utlcaj udaljenijih talaka na vrednost S(M) se sman,<luje. a utlcaj najbli!e 
ta&e se pave6lva. Kada se eksponent k smanjuje 1 kada k~, ta.da pojedine ~ Sj 
Imafu podjednaku teZinu utlcaja na vrednost S(M), ~o se vidi :lz svojstva (/' f~ (3). 

Nekaje 

A=S1 +(::J ·S3+ ... +(::J ·S.,., 

B=1+(~:J + ... +(::J. 
A1 =(d:~Jk ·SmH + ... +(::r ·Sa, 

Bt =(d~1J + ... +(~:J. 
inekaje 

Tadaje 

S1 +(~J ·Sl+ ... +(tJ ·S~ 
s•(M) =- (d~J.. (~)t 

1+- + ... + d 
dl .. 

A+A, 
S(M) = B+BI' 

A 
S"(M)==B. 

Fomrula (19) predstavlja kraCi oblik formulc (16). 
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(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 



r 

Fommla (19) sastojl se od prvih m &.nova fomlUle (16). Pomoeu nje se more takode 
odn=ditl vrednost velicrne S u ta&i M, koju smo oznaOli sa ~M), koristed pri tome 
manji broj tafaka iz blffe okoline ta&e M. 

u ~ sluaju, vrednosti. S(..M) i s-(M) razlikuju se medu sobom. 

Sada temo odreditl granlce u kojima se n.alazi razlika koja se javlja kada se ume.sto 
formule (3), odnosno formule (16), za dobijanje vrednosti S u ta&i M koristl formula 
(19). Drugim reama, daeemo jednu ocenu za .I S(M)-~ (. 

Imajud u vidu (6) ! (15) nije teSko zakljuati da za 1 :S:: rn < n va!e sledeee nejednakostl 

A 2 g · B, A :S:: G · B, (d)k (d)k 
A1 ~ (n- m) ·b.-~-. · G, B1 S (n-m) · ~ . 

.. m·:-1 m+l 

Pored toga vaZi i nejednako~"t 

B+B1 > 1. 

10° lzmedu S(M) t S*(M) va%e n.ejednakostt 

(22) 

(23) 

(24) 

S*(M) -(n-m) ·(G- g) {d~Jk <:: S(M) < s•(M) +(n-m) ·(G- g).(d~1J. (25) 

Za dokaz nejednakosti (25) kori.stieemo jednakost 

(26) 

Zbog(22)}e 

(27) 

fmajud u vidu (23), (24) i (27), zakljurujemo da je 

A+ A1 A A1 A·B1 A 1 ( m) ( ) d1 
( )

k 

- =--+---- :S::-+--· n- · G-g · -- < 
B+B1 B B+B1 B·(B+B1) B B+B1 d ,,.+1 

A ( d )" -+(n-m}·(G-~· - 1 
, 

B d-1 

Sto prema (20) i (21) znacr da je 
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s(M) < S *(M)+ (n- m)· ( G- g) -(~Jt, d_, 

&ne je dokazana desna strana {25). 

Zbog(22)je 

A· B1 G·B1 

B·(B+B
1
J:;; -B+B1 • 

Imafud ponovo u vidu (23), (24) kau i (:(.9), sa·d.::i :i:l:lldj'J•~ujerno da je 

!--+A1 __ A _A_1 A·H1 ~·<\. I (d)" 
B+B, - B+ B+B

1 
--B-:-(n-:-B:) ,,: ·B·- B+·B~·(n-o~ ·(G- g). dm:l > 

A ( _\ (. ~ ( d, Y -- n- ux; · G- g) . -------) , 
B · \d.....,1 

St:o prema (20) i (21) znao da je 

s(M)>S"(M}-(n-m)·(G-g)·( ~ )". d_, 

&ne je doka?.ana i leva stntna (25). 

Nejedmlkosti (25) mogu se naplsatl u obliku 

ls(M)- s • (M)I < (n- m)· (G- g) {d~.J • lS:m<n. 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

U jednom ddu D p.."1Smatranog le!iSta broj poznatih tabka M11 M2, ... , Mm, M.n•t• ... , Mo 
je ogranirea 

Prema formuli (16), vrednost. S(M) dobija se uzimanjem u obzJr svih n poznatih taaka jz 

bli!e 1 dalje okoline ta&e M, dok se kod upotrebe formule (19) za dobijanje vrednosti 
~ k.aristi m< n poznal:ih taO!ca iz blife okoline ta&e M 

Nejednak~ (31) data je jedna gomja granic:a grc:§re koja se mo!e u&il:i kada se za 
odredlvanje vredn.C\'iti veli&le S u l3&i M umeru> fommle (16) upa:rebi fomrula (19). 

Nejednakost (31) mo1emo posmatratl i tako !to Cemo postaviti uslov da bude 

(n-m}{d~.J S:p, (32) 

gde je p unapred dati mall broj. U tom sluaju nejednakost (31) mo!emo napisati u 
obliku 
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!SOO- S'(M)I <p ·(G-g), 

~ je gomj:l granica greSke data u vidu jednog malog dela p od (G -g). 

Ako uzmemo da je 

tada re viliti. i u:>lov (32). 

Nekaje 

A.lco sada uzm~o da je 

n·(-~)k ~p. d_, 

s>1. 

n·GJ ~p. 
w!a ec zbog (35) vaiitl i uslov (34), a samim tim v:diee i uslov (32). 

(33) 

(35) 

(36) 

Za unapred datl mall broj p i dati broj s · > 1, iz (36) se maze odrediti eksponent k. U 
praksi se za k nadeno iz (36) uzima najmanji ceo broj. 

Sa druge strane, za dati broj k > 0 (u praksi najeesee ceo broj) i unapred dati mall broj p, 
iz (36) se mo!e odrediti broj s. U praksi se za s nadeno iz (36) uzima najmanji ceo broj. 

d 
Sa ovako nac!enom vredno5Cu za s, iz (35) se maze odrediti odnos ~. 

m+l 

lJPOTREBA. JllORMUIA (16) I (19) 

Neka u posmatranom leziStu mineralnih sirovina imamo n doneklc ravnomemo 
msporeaenih ta~ M11 M2, ••• , M.n, M.n.1, ••• , Mn u ravni OXY u kojima su poznate 
vrednosti S1, Sz, ... , Sm, Sm+l> •.• , Sa njegove karakterlstike S. Vrednost karakteristike S u 
ta&i M p osm.atranog lefiSta mozemo odrediti kao S(.M) upotrebom fonnule (16) ill kao 
~ upotrebom formule (19). 

Fonnu!a (16) se obimo korlstl kada broj poznatih ta~ nije velild.. U slu&ju kada 
imamo veliki broj poznatih taauca, tada mozemo koristitl formulu C19), Razlog za ova 
sasi:oji se u tome ~o udaljenije ta&e kojih ima (n - m), poeev od ta&e Mm+t za koju je 
d 1 . 
-d 1 ~- < 1 sve manje utlfu na vrednost S(M) Sto naroOI:o dolaz! do izr:!Zaja sa 

n>+1 $ 

pove6mjem eksponenta k. 

Neka je M ta&a u kojoj zelimo da odredimo vrednost karakteristike S. Tada prvo 
izraOJnavamo rastojanje d1 ta&e Mod njoj najbli!e poznate ta&e M1• Zatlm oko ta&e 
Mu ravni OJIT u kojoj leze poznate ta&e opisujemo krug C polupreO'lika 



r •s·dz, s> 1. (37) 

gde je s dati broj. Pri tome, ta&e M11 M2, ••• , M,.., M.n.11 ••• , .Mn. kojih ima ukupno n, 
krugom C biee podcljene na dva dela: na ta&e koje lcle u krugu C, ~iji &mo broj 
oznaCitl. sa m i ta&e koje ieie na krugu C i lzvan kruga C, kojih ima (n - m). U ovom 
sluaju ta&a M,. .. 1 ne lefi u krugu C, pa je zato 

d,.+Z :2': r. 

Imajud u vidu (37), iz (38) zakljurujemo da je 

d 1 1 
····--<-
1 .~ ' 

{ ""~'- s 

pa1c.ada je 

. (l)k {n-m)· -; s p, 

(38) 

(39) 

(40) 

gde je p unapred datl malt broj, tada ee biti ispunjen i uslov (32). Iz (40) sada 
o::lreaujemo eksponent k poSte su nam sve ostale vell&le poznate. Naposletku 
Wafunavamo l rastojanja d2, ••• , d.n ta&e Mod taaka M2, ••• , M,.. Na taj naon odredili 
smo sve vellCine potrebne za primenu formule (19). 

Umesto uslova (32) mo!em6 koristiti uslov (36), jer kada je ispunjen uslov (36) tada vaZi 
i uslov (32). U ovom sluaju se za eksponent k dobija neznatno pove6ma vrednost. 

Ako se dogodi. da laug C, iSji je polupremi.k r dat jednaCinom (37), obuhvati sve poznate 
ta&e, tada se mOOe korlst.iti fomrula (16) ill se smanjitl polupreauk kruga C kako bi se 
opislvanjem novog kruga oko ta&e M neke od poznatlh taaka na.Sle na tom krugu i van 
njega, &ne bi hila omogueena primena formule (19). 

Broj poznatih taaka M11 M21 • • ., koje se mogu nad u krugu C zavisi od njegovog 
poluprefulka r. odnosoo od d1 is i laeee se od 1 do n. 

Rastoja.Dje d1 ta&e M od njoj najbli!e poznate ta&e M1 ispunjava uslov O<d1~ gde je 
t"'max d1• Ako su po7.nate ta&e M1, M2, ••• .Mm, M.n.11 ••• , Mu rasporedene tako da &le 

h·J2 
jednu kvadratnu mrefu, gde strana svakog kvadrata ima du!Jnu h, tada fe t = -

2
- ~to 

cdgovara slu~fu kada se ta&a M poklapa sa centrom kvadrata _uoeene 1llieZe. 

DTERA.ll.JRA. 

[lJ David M. Geostatlstlcal Ore Reserve Estimation, tm, Elsevier, 

[2] Drill Hale Interpolation: Mineralized Interpolation Techniques, William E. Hugeg. 
RoderlckK. Davey, SodetyofMiningEngineels, New York, 1979. 
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JEDNA INTERPOLACIONA FORMUlA REDA tr I N)'ENA 
PRIMENA U POVIWNSKOJ EKSPJ..OAT .. \Ojl 

AN INTERPOlATION FORMUlA OF r ORDER AND 
ITS APPLICA.nON IN OPENCAsT-MINING 

Dragomir Sim.eunavi{ 

U ovom radu posmatrana je je~ inteipoiaciona formula reda r koja se maze 
primenili u povrSinskoj eksploataciji kod modeliranja lemta roineralnih sirovina. Za tu 
fonnulu navedena su neka svojstva koja pored teori)skog imaju i svoj pi:akt.ifui znaC!j. U 
radu su navedenl. i neki posebni shmljevi koji prolzilaze iz posmatrzne formule. 

In this paper an interpolation formula of r orde.t that may be applied in opencast 
mining, is considered Sain.e characteristics of this formula. being of both theoretical and 
practical significance, are presented, and special cases emerging from this formula are 
presented, as well. 

UVOD 

Nelc;l su 511 ~ •••• , Sn pozltivne vrednosti jedne veli&le S u ta&ama M1 0!:1> y 1), 

Mz 0x::z, y2), ... , Mn (;xro y.J ravni OXY, tj. neka je 

s ~ - sv j - 1, 2, ... , n. (1) 

Aka uzmem.o da je veli&a S funkdja polo!aja ta&:e M (";{, y) u ravni OXY, tada je 

s 00 - s (.x,y). (2) 

• Prof. drDragori:lir SimcunoviC, Rudamko geo!o!ki Cakultet, Dutina 7, Beograd 
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b\ odre&vanje vrednosti S (M) u ta&l M ~ j - 1, 2, ... , n resto se korlsti neka 
.inteKpoJsdoca fcrmula. Mi C'emo Ovde posmatrati Jnteipolacionu fOIIII.Ulu: 

(
d-k S' d-Ie 

1 

S(M)= 1 • i : • ·S:a'+-·-+d.,-~<.g•'); 
d

1
- +d

2
-lr.+·-+d -Jr. , 

" 
(.3) 

gde su d1, ~' •.. do rastojanja ta&e M od tabka M1, M 2, ••• , Mn, gde je :k poz.itivn::t 
konstaw. i r realan broj. 

A.ko ~'l'Vimo 

d -lr. ~d-lr. 
1 :. qi' L , = q, 

.. 1 

.11 q . q 
t~d~~ je :E _L,1. VeHcSne _1_, j- 1, 2, ... , n predstavljaju tdine sa kci):m:a vredno.ru Sj 

~~q q . 
ut:!Cu Jl:j! wcdno& s (M), zbog rega je formula (3) jedna tezinska interpolaclom fomm1r.t 
re&;:. . 

Interpolaclona formlla oblika (3) mofe se primeniti u rudarstvu i geologiji kod 
nuxk!ir.mja lemta mineralnih sfrovina. Ta&e Mb M:z, ... , M.. koje r.e aalaze u jed.noj 
r.lv.ni OXY, a koja pn:dstavlja zonu ttkopavanja. su mesta u datom let..iStu u kojima su 
poznate vredn.o.sti S11 5::, ... , 5n njegove posmatxanc karakteristike s. 

NlmA SVO.JSTVA POBMl.JIE {3) 

Sada Cem.o navesti neka svojstva formule (3): 

1° Za bllo Jwjl broJ, k > 0, I realan broJ r, ( oGO < r < + ao). je: 

S(Mj} • Sp}•I, 2, ... , n. 

Z' Za maki bl'OJ k>O, makl reaJan broJ r I bDo kofu UIBm M jc: 

gSSCM)SG, 

gdeje 
g- min Sp G- max Sp j - 1, 2, ... , n. 

3° Am je St • Sz • -· • s. • So > 0, tada je: 

• S(M)•So. 

(4) 

(5) 

(6) 

0) 

4° Ve'Di9m! S 00 deflnlsgm! formuJom {3) je strl1dlm ~ !W'lkdfa po r. 
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dt .. da ...... "" de < flc.-t s ... ~

Tadaje 
i 

(M) (
S1' +52' + ... +S/\J;; s = ·-. 

c 

fJ? Za ~ < da s - s da,llda k __. + ltl iz (11) se dobija: 

S(M)uS1. 

Slubj ff' je shlat 7' za c • 1. 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

9° ~!aula 11 __. GO• Neka b1l ta&e Mt. Ma, .•. , .Mn ~ ulwnafuoj cblastl D 
ravni OXY. Kada se ta&a M sve vile udaJtava od ob12'&1 D .t prl tf.mte .M~ <lO, tada 

1 (s f s ,. s 'l; 
(M) 

1+1+ ... -!-., s __. ------- . 
n ) 

S 00 -Hrulx S,"" G, 

l:t' Z. r"" Cll je: 

l"" 1, 2, ... , n. 

j"" 1, 2, ...• n. 

S t11.11'\ -~ (s da""' s <la-~o s <!,;" \T-'«t~~ .. ~j7.1i \).YAJ•- l • ;l •.,,• n ~ I i o , 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 



13° Za r .. 1 je: 

d -k • s + d -k s -k S (M) = 1 I 2 • 2 + ••• + d,. • S,. 
d -k + d -k + + d -k 

I 2 ... " 

(17) 

Fmmula (17) je poznata inteipoladona formula koja se prlmenjuje u povrSinskoj 
eksp!catadji [1], [2], [3]. 

~ 

Iz intt."'p<>laciane fonnule (3) vidimo da vredno:.'t 5(11) z:avisi. od vredn~li. 

~. Sz, ... , Sn u odgovarajuCim. ta&ama M11 M:!, ... , Mm C"'.d li'a!lto.Jau;a d1, ~' ... , dn tih ta&ka 
od taCke Mid vrednosti k i r. Sa poveCanjem rastoj:mja taelre .i:\1~ od uao~ M s.:manjuje se 
u'"Jcaj ~ na vrednost S(M) i obrntno. Sa pcM:Ca.-a.:em e.ltsponenta k u1icaj udalje:nijih 
ta~ na vrednost SCM) se smanjuje, a uticaj najblite t-afr..e se poveeava. R.ada se 
vr.!dnostt za r (-a; < r < +llD) smanjuje, tada se S(M) takode smanjuje, a bda re vrednost 
za r poveeava tada se i S(M) poveeava. Podesnim. izborom vrednosti z.a lE i !1." mogu se u 
praksi clobiti zadovoljavajUd rezultati. 

UJE.'IA.TllRA 

[1] David M.; Geostatistical Ore Reserve Estimation, Elsevier, 1977; 
(2] Hugeg E. William, Davey K. Roderick: Drill Hole lnte1J>olation: Mineralized 

Interpolation Techniques, Society of Mining Engineers, Neiv York, 1979. 
[3] Sbru:wiovic D.: Jedna .int:l;rpolaciona formula i njeoa prim.ena u povriinskoj 

eksploataciji, Zbomik radova, Drugi medunarodni simpozijum o povriinskoj 
eksploataciji i kvalitetu slrovina za proizvodnju cementa, KoSjerlc, 1996. 
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IZVOD 

ZAAlTTA ZJVOTNE SREDINE FRu§KE GORE I 

EKSPLOATACIJA MINERALNIH SIROWfA 

Vrdnik, 14-16. os. 1997. godlne 

ODRB>IVANJE ZAPRASENOSTI PRIMENOM 
TEZINSKO..DA.WiNSKE gNTERPOlACIONE FORMULE 

U ovom radu posmatrana ja jedna interpolaclona foonula koja se mom upotrebiti za 
odredivanje sadrfaja pra§ine u datom prostoru. Za tu formulu navedeno je vile svojstava koja 
pored teorijskog imajJ i svaj praktiau znabt~ U radu se daja jadna gomja granlca apsolutne 
gre§ke koja sa mote ul:initl kada se umesto osnovne lnterpolaclona formula upotrebl njen la'aei 
oblik. Razmatran· je, takocfe, I obmuti problem i prl tome je dat nallln na koJ se mofe odrediti 
skra6eni oblik interpolacione formule, a da apsolutna gre§ka. koja se mom uanitl njanom 
upotrebom umesto osnovne interpolacione fonnule bucle manja od unapred data vrednostl. 

UVOD 

Neka su s,, Sz, ... ' s, •• s,.,, ... I s" vrednosti jedne veliane s u ta&ama 
M, (x, y,, ~). ~ (~. Y2• ~). • •• , M., (x,, Ym• l,), M,..., (x,...,, y,...,, z,.,), · · · , M" (X,, Yn• zJ 
prostora OXYZ, tj. neka je: 

S(MJ = S.. j = 1, 2, .. :, m, ·m+1, ... , n. (1} 

Ako uzmemo da je veliana S fur,kcija polotaja ta~e M(x, y, z) u Pi ~oru OXYZ, tada 
je: 

S(M) = S(x, y, z) (2} 

Za odred"Mlllje vrednosti S{M) u taCki M ~ ~. j = 1, 2, .•• , m, m+1, •.• , n ~sto se 
koristi neka interpolaciona formula. Mi oomo ovde p1)Smatrati interpolacionu formulu prema kojoj 
se za S(M) uzima 

' Or Dragomir Simeun~. red. prof., Rudarsko-geo!DA!d fakulet, Beogrcd 
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(~ r . s, + ( _!_ r . sa + .. ·. + ( ~ r . s. + ( _!_ J . s_, + ... + (_!r . s. 
s(M) = I et. d,. d,.., d, (3) 

(~.r +(~r + ... +(~r +(d~.J + ... +(~.r · 
gde su d,, dz, . . ., d, d,.1, • • ., d,. rasiojanja taa& M od ~~.,;a M,, ~. • • ., M..,. M..,..,, 
• • ., M, I gde ja k pozjtivna kons1anta. 

Ako stavimo 

(~r = ~· t.(~J = q. 

t!ilda ja t ~ = 1. Velielna ~ (j = 1, 2, ... , n) PlsK'-!I'l'i.i'oll.i;:.;in \'wlioo 1V~ f«,offima wsrlnosti ~ utit:u 
... q q 

na Vl'fldnost S{M). Vrednost S(M) mvisi i oo ~Jsn~ dl, d1, ••• , d."' (~.,..~· ., .. , d,. tW'Jt9 M od 
tetaka M,, Mz, ... , M,.. M_1, ••• , M,.. Zbog ~ fc;rm,ul!il. {3) ~~.,.ttstu:itt jm1niJ w:finsm-daljnslw 
interpolaclonu formuhJ. 

lntarpolacicna formula obllka (3) na!la p svo)J prlm~Dnu u rudamvu i geologij kod 
modeliranja la2iitm mi!Walnih sii'OIIIM [1], [2]. Taeke M1, Mz, ... , M, .. M.,..,, ••• , M,., su mesta 
u datom le!litu u koJma su poznate vrednos1! s,, 5.!, • . . , s,.. S....11 • • . , s,. njegove posmatrane 
karakteristika S. Za ta taeka najedee ss uzima da late u ravnl OXY, pri temu ta ravan 
predstavlja zc:nl olkopavanja. 

U taBd ~. j=1, 2, ••• , m, WM-1, ••• , n, VNdnost karaktoristike S mofemo dobiti kao 
S(M) primenom ~ formula (3). 

Kao Ita Ccmo vldetl, intarpalaclana fcrmW. (3) rnoUI se kOOsttll prt odreclvan).t sadrmja 
pra§ine u posmatlancm prostoru. 

NEKA SVOJSTVA fORMULE (3) 

5ada 6emo navesti neka svojsiva formuie (3): 

1• Zll b/ID lcol IHD/Il>D Je 

S(MJ = ~ j "~ 1, 2, ... , m, m+1, ... , n. 

2" Za avaJcl broJit>O I bllo ko}u f)ilaa4 M js 

g ~ S(M) ~ G, 

gdeje 

g = mln St. G = max ~. j = 1, 2, . .. . , m, nH-1, ... , n. 

~ Alco Je s, = s, = .. ·= s. = s_, = ... ~ s. ::: s., lacia ji! 

S(M) = s ... 

4e 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 



~ Zs bllo kop res/an broJ H Je 

!? Zs d, = d, = ... = d,.. = tJ_, = ... = d., I bilo koJI broJ bD }o 

s(M) =.~.!~51 _+ ..• + S"' + S..,u + ... + S •. 
n 

ff' ICJJda k--+0, tada se iz (3) dobij<:l 

s( ) s, + s~ -:- ... + s ... + s ... , + ... + s. 
M ==----- -- -. 

n 

7" Neka je 

d, = ~ = • • • = d, < dc+1 s; • • • s; d,.. 

Kada k~. tadc. iz (3) dobijamo 

s(M) = S, + S2 + ... +.S •. 
c 

If' Za d, < d2 ~ ••• s; dn , bda k-+oo 1 lz (3} 118 dobiJa 

S(M) :: S1• 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

U dal.iem izlaganju smatra~mo da su taeke M,, ~ •... , Mm, M_,, ... , M. u odnosu 
na tafku M rasporedene tako da su lspunjenl uslavl 

d, ~ ~ ~ ... s d,. ~ d_, ~ ... ~ d,. • 

ProSirivanjem mzlcmka na desnoj stranl (3) sa (d1)k, formula (3) dobija oblik 

s(M)= S, +_(~)' ·S, + ... +(~)' ·S. +cJ ·S_,+ ... +(~)' ·S, 

1 +(~r + ... +(~r +(~J + ... +(~r 

(14) 

(15) 

lz interpolacione formule (15) vidimo da vrednost S(M) zavisi od vrednostl s,. ~ •... , 
Sm, s_,, ... , s. u odgovarajufim tai5kama M1, ~ •••• , M,.. M_,, .•. , M., od rastojanja d1, c!..z, 
... , ~. d,..1, ••• d. tih taeaka od tatke M I od eksponenta k. Sa poveeanjem rastojanja tacka 
~ od tafke M smanjuje se uticaj ~ na vrednost S(M) I obratno. Sa poveamjem eksponents k 
uticaj udaljenijh taCaka na vrednost S(M) se smanjuje, a uticaj naJ:lli!e ~ke se pove~va. Kada 
se eksponent k smanjuje i kada k~. tada pojedine vrednosti ~ imaju podjednaku ta1inu uticaja 
na vrednost S(M}, !to se vidi iz svojstva ff formule (3) 

Neka je 
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S, +(d•)~~~ ·S. + ... +( d.)•. S 
S •(M) = et. d., • 

1+(~J + ... +(::r 
(16) 

Formula (16) predstavlja tcraei oblik formu!e (15). 
Formula (16) sastoj se od prvih m C!anova formula (15). Pomotu nje se mo!e takode 

odrediti vrednost veliane S u taeki M, koiJ smo o.ll'I<Wii sa S"(M), koristea pri tome manj broj 
tafaka iz bli!e okollne ta&e M. 

U op§tem slu~)J. vr~11 S(M) i S"{M} razliiruJu oo medu sobom. 
sada eemo navesti granice u kojlma se Mlazl raz.flka koja sa javlja kada se umesto 

formula (3), odnosno formula (15), za dobijanjg vredne;,.~ B u '!a?'..<d M i<oristi formula (16). Drugim 
reeima, da6emo jednu ocenu za 1 S{M) • s·'{~·~} ! . 

11' lzmefiu S(lf} I S*(MJ VB M~\ti'S'Ji 

S *(M)- (n -m) ·(G- g)·(~)·< s(M) <S *(M) ·}(n- m)·(G- g)-(~)·. (17) 
d .. , d_, 

Nejednakostl (17) mogu se napisati u obliku 

ls(M) -s ·(M~ <(n-m) ·(G-g)-(.3_)··, 
d,.., 

1 ~m< n. (18) 

0 navedenim svojstvima 1°·9" op§imije se mo:!e videti u [3]. 
U jednom delu D posmatranog prostora broj poznatih tat:aka M1, ~ •••• , Mm, M_, 

. • ., M,. je ograni~n. 
Prema formuli (15), vrednost S(M) dobija se uzimanjem u obzir svih n poznatih taa:lka iz 

bli& i dalje okoline tafke M, dok se ked upotrebe formula (16) za dobijanje vrednosti S*(M) 
koristi m < n -poznatlh tafaka iz bli!e okoline tafke M. 

NejedMko§aJ (18) data je jedna gomja granlca gre.~e koja se mo!e uCiniti kada se za 
odredivanje vrednosti veliane S u taekl M umesto formula (15) upotrebl formula (16). 

Nejednakost {1 B) mo!emo posmatrati l tako §to 6emo postaviti uslov da bude 

(n-m){~J Sp, (19) 

gde je p unapred datl mali bro~ U tom slu~).t nejedr.akost (18) mo!emo napisati u obliku 

I S(M) - S*(M) I< p ·(G - g), (20) 

ama je gomja granlca gra§ke data u vldu jednog malog dela pod (G • g). 
Ako uzmemo da je 

n-(~J Sp, (21) 

tada te va2iti i uslov (19). 
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Neka je 

d, 1 -:s:
~tt S I 

S> 1. 

Ako sada uzmemo t1o ja 

tada ea zt:~ (22) v.;dffi i •mlov {21), a ~im tlm wfi6e i uslov (19). 

(22) 

(ZJ) 

~·:a un~;pred dati mt':li broj p i dati broj s > 1, lz (23) se mo!e odrediti eksponent k. U 
pr~~ ::;e~ ::::;;; I~ nar~t:.\nC• ix. (2:3) uc:.i ! na ~~ajm::>l1~ r:ao l"..!"oj. 

Sa drugo t~ranE>1 za c~::..'fi bmj ~ > Q (u pml~.si najCeMe reo broD i unapred dati rnali broj 
p, iz (:23) sf:f molfi ~~:iraclr:i tv.o j ~ . U pra'<sl sa m s nadeno iz (23) uzima najman~ ceo bmj. Sa 

ovai(r) n~denom vtsdrn.J~~;~ ZP~. :~ , i:r. (22) se mote odrediti odnos ~ • 
. d, •• , 

U!lOTREBA F0~1!M.iUlA (1§} I {H;} 

Neka u obiastl D pros'!ora OXYZ imamo n clonekle ravnomemo rasporedenih taCaka 
M,, ~ •... , M, •• M,..1, ••. , M,. u !mjma su poznate vrectnosti s,, S:z, .•. , s..., s_,, ... , Sn 
njegove karakteristike S. Vrednost k.ara.kteristike S u tafkl M oblasti D mcW!mo odreditl kao S(M) 
upotrebom formula (15) ili kao S"'(M) upotrebom formula (16). 

Formula (15) se · obleno koristl kada broj poznatlh taeaka nija velikl. U slueaju kada 
imamo veliki broj poznatih tat:aka, tada mo!emo koristlti formulu (16). Razlog za Qvo sastoj se u 

tome Sto uclaljeliije ta&a kojh ima (n - m), pofev od ta~ M_, za koju ja ..3_ ~ ~ < 1 sve 
cl_, s 

manja 'Jtieu na vrednost S(M) 5to narOOito do!azl do izrefaja sa j:)ove6anjem eksporw!nta k. 
Neka je M taaa u kojoj telimo da odredimo vrednOst kanikteristllce S. Tada PfV'.::I 

izraeunavamo mstop.nja d1 ta&e M od njoj r.aJ:lli!e poznate ta&e M1• Zatim oko ta&e M u 
porostoru OXYl. u kome le!e poznate taCke opisujemo loptu L poluprel:nika 

s > 1, {24) 

gc'~ je s daa broj. Pri tome, taCke M1, ~. • • ., Mm, M.,..,, . • ., M,, kojh ima ukupno n, !o~c.m l 
bite pod<Jijene na dva dela: na taeke koje leze u lopti L. l:ij 6amo broj oznaCiti sa m I taeke koje 
le:?:e na lopti L l i.lVan lopte L, koFh ima (n - m). U ovom slul:aju taeka M_, ne leii t.! lopti L, pa 
le .?.~.to 

lmajuCi u vidu (24}, iz {25) :r.akljucujemo da je 

pa kada je 

d, 1 
-~
d_j s' 

(n-m)·GJ ~p, 

(25) 

(26) 

(27} 



gde je p unapred dati mali broj, tada 6! biti ispunjen i uslov (19). lz (27) sada odredujemo 
eksponent k poito su narn sve osta1e veli&lG poznate. Naposletku izrabJnavamo I rastojanja 
dz, . . ., d, taeke M od tafaka Mz, . . ., M,. Nil taj naan odrediR smo sve vel~ne potrebne za 
primenu formula (16). 

Umesto uslova (19) mo!emo koristitl uslov (23), jer i<ada je ispunjen uslov (23) tada va!i 
I uslov (19). U ovom slu6a).l so za ek.~ et doblja nezna1no pave6ana vrednost. 

Ako so dogoci da lopta 1.., Clj je polupremil< r dat jednoCinom (24), obuhvati sve 
poznate taeke, tada sa mofB koristitl formula (1 &1 iQ se smanjtl polupretnik lopte l kako bi se 
opisivanjem nave lopte oleo tal:ke M neke oo poznatih taeat<a na§Je na toj Jopti i van nje, ame bi 
bila omogutena prirMna formula (16). 

Broj pozna!ih taeaka M,, ~ •... , !-'o)e se mogu naa u topti L zavisl od njanog 
polupreatika r, odnosno od d1 i si !<rete ~ oo 1 do n. 

RastojMjG d1 tat'ke M c.xl njcj rl:lj=cr!if"' i)OZ1'2.111 t~t5i<e M1 ispunj".tva uslov O<d1~t. gde ja 

t=max et.. 

PRIMENA FORMULA 

Neka se u posmatrnnom ~OS\(~IJ OXYZ ~vi~ pra!ina i neka je S veliana kojom se 
izra!ava stepen njegova zapras~nosti. Ve!ie\m: S mcde se iskazati u miligramima pra§ine po 
kubnom metru vazduha, u broil f.esti~ pra~ine po i<ubnom centimetru vazduha koje su, na 
primer, manje od 5 mikrOM m u kollCir:i namtclene prL~ne po jedinici pavrSine u toku odredenog 
vremena. Za veli~nu S kazaeemo jednostavno da pl"edstavlja sadrtaj pra§lne u zapra§enom 
prostoru. 

Neka u delu D zaprabmog prosloi'a OXYZ ta~e M1, Mz, . . ., M..., M_1, • • ., Mn 
predstavlja).l mesta u kojma SIJ ustannvljeni sadi'Uj SI, Sz, ... , s.... s_1• ... , sn uotene 
prUine. 

Sadrf.aj pra§ina u nekuj ta~ M#.,, j=i, 2, ... , m, m+1, ... , n, u posmatranom delu 
D zaprdenog prostom motemo dobitl kao_ S{M) primenom interpolacione formula (15) ili kao 
S*(M) primenoni lnterpolaciona formula (15) na naan opisan u prethodnom ode!Jw. Znaet, pored 
poznaiih sadrfaja p;dlrl!l! dobijellih na n odabranih taeaka zapra§enog prostora, upotrebom 
iormule (15) ni formula (16) mfl&mo odre.diti zapra§enost I u drugim tafkama prostora. 

UTERATUM 

1. David M.: GEOS'TATlSTICAL ORE RESERVE ESTIMATION, Bsevier, 19n; 
2. William E. 1-fugftg, Roderlt".k K. Dawy: DRILL HOLE INTERPOLA.TION, Mineralized 

lnterpola1ion Techniques, Soi:iety of Mfnlng Engineers, New York, 1979; 
3. Simeunoll'!t D.: JEDNA INTERPOLACIONA fORMULA l NJENA PRIMENA U POVR~INSKOJ 

EKSPl.OATACIJI, Zbanlk ~ Drugi medunarodnl simpozij.lm o povrSinskoj eksptomacij i 
ltvalltaw sArovilm m prolzvol::tn,lu osmenta, Kosjerl6, 1996. 
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IZVOD 

INFORMATIKA, EKOLOGJJA I MENAD1MENT U POVR~INSKOJ 

EKSPLOATACIJI LE1i~A MINERALNIH SIROVINA 

Arandelovac, 18-21. 06. 1997. godine 

Pf~OSTORNA ~NTERPOlACIJA KARAKTERISTIKA 
LEZISTA MINERALNIH SIROVINA 

Dragomlr Simeunovi6" 

U ovom radu posmatrana je prostoma interpolacija karakteristika :ezista mineralnih 
sirovina. U tu svrhu koriMana je jedna interpolaciona formula reda r. za tu fonnulu navedena su 
neka svojstva koja pored teorijskog imaju I svoj prakticni znacaj. U radu je, takode, posmatran i 
kra6i oblik interpolacione formula. 

woo 
Neka su 8 1, 8 2, ••• , 8m, 8m+l • ... , 8" vrednosti jedne ve!icine 8 u tackc;ma 

M1 (x1, Y1• Z1), M2 (x2, Y2• zJ, · · · , Mm (x,, Ym• z,J, M_, (X....1• Ym+1• ~~), · • • , M" (xr., y,, zJ 
prostora OXYZ, tj. neka je: 

j = 1, 2, . . ., m, m+ 1, • . ., n. (i) 

Ako uzmemo da je velicina 8 funkcija polozaja tacke M(x, y, l) u prostoru OXYZ, ta~;!a 

ja: 

8(M) = S(x, y, z) {2) 

Za odred'tvanje V(ednosti S(M) u ta~l M * M1, j = 1, 2, ... , m, m+1, . . . , n eesto se 
koristi n~ka interpolaciona formula. Mi 6emo ovds posmatrati interpolacionu formu!u prema kojoj se 
za 8(M) uzima 

• Dr DragOmJr S!meuoov~. red. prof., RudarskD-geolo§d falwl!et, Baogrsd 
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()k 1'). ()k ( ). (). ,, 1 , 1 , 1 
1 

1 , 
1 

1 , 
d, ·81 + d:"· ·81 + ... + d;:" ~s .. + ~~ ·S •• , + ... + d:" ·SR 

s(M) =I ( )k ( - )• ( )• ( ,~ ( )~ ~ •.. + ~ ~- ... + ~ + ~+J + ... + ~ 
{3) 

gde su d1, ~ •.• ; ., ·dm• cf,....1, •• • , d11 rastojanja taB<e M od tafaka M1, M2, ••• , Mm• M.,..1, 

. . ., M,. gdo je k pozitima. konsta.'ltc-t i r realan broj. 
Ar.o stavimo 

( 
•' \~ " ( •' .,. 
.! .. , I -! =Q '\ l···-- l· ::::('1 r"~ 1 J' J'~ i 1 ' 

' ''J .) . r~• (1) 

tada je :t ~::.: 1. Ye:icina ~iL G ::: ·J , 2, • • ., n) pradstavljaju taZine sa kojima vrednostl S1 uti&! 
~ q q . 

na vrednost S(M), zbog ~a je foimula (3} jadna teZinska interpolaciona formula reda r. 
lnterpo!aciona formi!a oblika (3) mu!e se primeniti u rudarstvu I geologip kod modeliranja 

leZi§"~ mineralnih sirovina. TaCke M1, M2, ... , Mm, M_1, ••• , M" koje se nalaze u prostoru 0~ su 
mesta u datom le:li~ u i<ojima su poznate vrednosti S1, Sz, ... , Sm• S-1• ... , S" njegova 
~atrane kRnUdaristike S. 

U t.ru:kr M -:~> M1, j = 1, 2, ... , m, m+ 1. ...• n vrednost karakterisb"ke S mo!emo dobiti kao 
S(M) primenom interpolaclom fonnule (3). 

NEKA SVOJSTVA FORMUL.E (3) 

Sad& eemo navesti neka svojstva formula (3): 

1° Za bllo koJ! broJ k > 0 I realan broJ r, (-oo < r < + oo), je: 

S (M~ :: S1, j :;: ·1, 2, ... , n. (4) 

2" 7.n uvlllkl broJ b.O, svakl realan broJ r I bllo koju tKku 11 Je: 
9 ~ S (M) s; G, (5) 

gdeje 
g == m in S1, G = max ~. I = 1, 2, ...• m, m+ 1, ... , n. (6) 

3" Alto je S, = ~ = ... = Sn = 80 > 0, tada je: 

S (M)::: So- (7) 

4111 Vellruna S {ill} deflnlsana formulom (3) ... strlktno ~ funkci)& po r. 

5'" :za d1 = c1a = ... = d,. = d > o 1 bllo koJI broJ k >0 ja: 

S(M)=( S,' +S: :···+ s:r (8) 
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2'.9 k = 0, iz (3) se dobija 

S (M)=( S,' +S,' :···+S.'r (9) 

Slueaj ltada fe k = + oo. Neka je: 

d1 = d2 = ... = de <-de.1 ~ ••• ~· {10) 

Tada je 
t 

, (s,' + s; + ... + s; ); 
b (M)= . 

c 
{11 ) 

l~" :<~a d1 <:: d~ ~ ••• ::; dn, I za k = + oo iz (11) se dobija: 

S (M)= S1• {12} 

Slucaj 8° je sluCaj 7" za c = 1. 

go Ze r = - oo, iz (3) se doblja 

S (M) ~ mln S1 = g, j= 1, 2, ... , n. (13) 

·mo la r ::: + oo, (3) se svodi na 

S (M) = max S1 = G, i= 1, 2, ... , n. (14) 

11e Za r = 0 je: 

(15) 

12" Za r = 1 je: 

(_!_)k ·S, +(-
1 )k ·S, + ... +(-1 )k ·S,. +(-

1 jy ·S.,.,.+ .. :i{~)' ·S., 
d, d2 . d,. d, •• , d. s (M)=--·-- k k l --); t' ..:__ __ 

(-1_) + (~) + ... + (-1 ) + (-~) + ... +(-1 l 
d1 d 2 d.,. d,H dn ) 

(16) 

Formula (16) je poznata interpolaciona formula koj8l se primenjuje u povrsinskoj 
t'lksp!oataciji [1], [2], [3]. 

U daljem izlaganju smatraoomo da su taeka M1, M2, ••• , Mr.v M,..1, ... , Mn u odnosu na 
tacku M rasporedena tako da su ispunjani uslovi 

d, ~ d, s ... s d,. ~ d.,., ~ ... ~ d •. (17) 

Prosirivanjem razlomka na desnoj strani (3) sa (d1)k, formula (3) dobija oblik 
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()' ()' ( )' ()' l; 1 d, 1 • d, r d, r d 1. r 
S, + -- ·S, + ... +l- ·S,. ;+ - ·S.,., + ... + - ·Sn 

d, d,. d,... d. 

1+(~)· +· ... +(~)· +(~)· + ... +l-~)~ J. 
d, d,. d.,.. d. 

s(M)= (16) 

lz in~erpolacione formula (3) vidimo da vrednost S(M) zavisl od vrednosti 
S1, 5:., ... , S,., S,..1, .... S" u odgovarajuCim tafkama M1, ~ •••• , Mm, M .... , •... , ~n• od rastojanja 
d.1, d2, ••• , d.,. d~.,, ... ,. d" tih ta~a od tat:ke M i od vrednosti k I . r. Sa poveeanjom rastojanja 
tacke M1 od tacke. M smanjuje se uticaj S, na vrednost S(M) i obratno. Sa poveC3lljcm 
elc:.sponenta k uticaj udaljenijih tacaka na vrednost S(M) se smanjuje, a uticaj najblize tacl'o se 
!l{Wscavn. !<a.d.:l so volii:'ina r (-oo < r < +00) smanjuje, tada se S(M) takode smanjuja, a kada se 
velli!ina r D<JVecava ta.da sa i S(M) pov~va. Podesnim izborom vrednosti za k i r mogu ~e u 
prc:ks! dobiti za.do'Joliavajuti rezultati. 

Neka ja 

(). ()' , d, , d, , 
S, + d, ·S, + ... + d. ·S.,. 

S • (M)= 

1+( ::J + .... +(::J 
(19) 

Formula {19) predstavlja kraCi oblik formula (16). 
Formula (19) sastoji se od prvih m clanova formula (18). PomOCll nje sa moze takode 

odrediti '.rn~dnost veliCine S u tacki M, koju smo oznaafi sa S*(M), koristeCi pri tome manji broj 
taWa iz bli7.e okoline ta~e M. 

U op5tem sluCaju, vrednos1i S(M) i S*(M) razlikuju se medu sobom. 
U daljem tekstu posmatraeemo sluCajeve kada je r > 0. 

~~" lzmedu S(M) I S*(M) vafl relaclja: 

~s(M)]' - [s· (M)]' I< {n -·m)· (a· - g') { d::. J. 16m < r.. 

Kada ja r ceo pozitivan broj, tada se iz (20) moze dobiU nejednakost 

Is{ M)- s· (M)j < {n- m)·(~: - g'). (~)· 
r · g d • .... r = 1, 2, ... 

Za r .= .:!. , · gde je v ceo pozitivan broj, iz (20) se mote lzvesti nejednakost 
. V 

. ,_, ( I ') ( d )' ls{M) - s• (M~< (n- m) · v · G-;- · G; - g; · d,.:, , V= 1, 2, ... 
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(21) 

(22) 
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U jednom delu D posmatranog prostora broj poznabn t3tal<a M,, M2, ••• , M,,. M,..,, ... , M,. 
je ogranifen. 

Prema formull (18), vrednost S(M) dobija ss uzimanjem u obzir 3VIh n poznatih taCaka iz 
bliZe i daije okoiina tat:ke M, dol< se !\od upu-traba fcrmulG (1S) za dobljsnjG voed;;o.:.;i S*(M) 
koristi m < n poznatih taalk8 iz blife okolina tafka M. 

Nejedn~ (21) data je jedna gomja granlaa gre§ke 1\oja sa mo~e uCinltl kada oo 7.a 
odred"IVanje vrednosti velil:ine S u taCki M umes.to formul0 (18) upotrabl formula (19). 

Nejednakost (21) mo!emo posmatrati i tako Mo 6emc postaviti us!ov da bud~ 

(n-m)·{G' :..g•) ( d, )k 
_:__-::.........:..,-_,--.!... -- ~ p. 

r·g d., .. , 

gde je p linapred datl mali broj. U tom slu~u nejednakost (21) mot~mo napisati u ob!!!t'J 

I S(M) - S*(M) I < p, 

Ako uzmemo da je 

_n ·...:..{ G_' ~--· g-:..' ) . (-d_, )' ~ P ' 
r·g d., .. , 

tada ea vaZiti i uslov (23). 
Nekaje 

d, 1 
-~-
d..... s' 

s> 1. 

Ako sada uzmemo da je 

n·{G' -g') (1)' 
r-1 • - ~p. 

r · g s 

tada ea zbog {26) vai.iti I uslov (25), e. samim tim vllii~ i uslov (23). 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

za unapred dati mail broj p I dati broj s > 1, iz (27) sa moie todrediti eksponsni !<. U 
pral<si sa za k nadeno lz {27) uzlma najmanji cao broj. 

Sa druga strane, za dati broj k > 0 (u pral<s! na.jf~:S e&..l broD I unapred dati mall broj 
p, iz {27) se moza odreditl broj s. U praksl sa za s nedsrio (;! (27) uzimG. !1ajmMji coo broj. Sa 

ovako nadenom vrednostu za s, iz (26) se moza oorodlti odnos ...5_ . 
d,..,, 

UPOTAEBA f'ORMULA (18) I (19} 

U jadnom lefi§tu mlneraJnih slrovina ko]e se . nillazl u ob!Mti D prostora O><YZ lmamo n 
donelde ravnomemo raspored'en!h taeaka M1, M:t, ... , M111, Mru-t• •••• M:~ u kojima ru poznate 
vredi'IOSf:l 81, Sz, ••• , Sm, S,._1, ••• , Sn njsga.;a karaktaristik~ S. Vrednost ~ristike S u taad 
M oblutl D mo!erno odmditi ks.o S(M) upatroOOm formula {18) m kao S'(M) upotrebom formu!e 
(19). 



Fonnula (1 B) se ob!alo koristi kada broj poznatih tafaka nija vef!ki. U sluOaju kada 
imaroo veliki broj poznatih tafaka, tada motemo koristitl fonnulu ('19). Rez!og za cNo sastoji se u 

tomo §to udaljenije 1afke koph ima (n - m), poeev od taae Mm+, za koju je .3__ ~ .!. < 1 sve 
. d.,,., s . 

manJe util5u na vrednost S(M) §to liaroato dolazl do izrafaja sa pcvefanjam fJI'.sponenta k. 
Neka ja M tafka u kojoj te6mo da odredimo vrednos't karaktarlstika S. Tada prvo 

izratunavamo rastojanje d1 tafke M od njoj najblite poznate ta&e M1• Zetim oko taC:.'ke M u 
prostorn OXYZ u kome le!e pc)znate tafke Oj)isujemo loptu L poiuprea,ika 

r = $11d1, s > 1., (28) 

goo je a dati bmj. Pri ~Ome3, taCke M1, M2 , ••• , Mm, Mlll+1, ••• , M", kojill imn ukupno n, 1optom L ~lc'C!I 

prxhl!jmD na dva dala: na ta&e koje late u lopti L. aji 6emo bmj om~:,au sa m l rnt~·3 koj•l !:;,;;,,~ 

r.r~ :Optl L i il'Vi.Yl !opte L, kojih ima (n - m). U ovom slu~ju t!Wka MIM, m:1 !;:1:li u lopti L.. f.ll..\ jc' 
:edo 

dnl<·l 0 r. 

!m&juCi u vidu (24), iz (25) zakljubJjemo da je 

~._~.!I 
d.,., s 

pa kada je 

(n-m)·(G' -g') .(.!)' ~p. 
,_, 8 r. g 

(29) 

(30) 

(31) 

gda ja p unapred dati mall broj, tada 6e biti ispunjen i uslov (23). lz (31') sada odredujerno 
aksponent . k poSto su nam sve ostale veliane poznate. Naposletku izrafunavamo i . rastojanja 
~ .... , dm tetke M od ~ M2, ... , M,.. Na taj naan odredili smo we veliane potrebne za 
primenu formula (19). 

Umesto uslova (23) mo!emo koristitl uslov (27), jer kada je ispunjen uslov (~I} tada vaZi 
I uslov (19). U ovom slu~u se za ekspOnent k dobija neznatno pove6ana vradnost. 

Ako se dogodi da lopta L, ~jl je polupreauk r dat jednaanom (28), obuhvati sve poznate 
tai::ke; tada- se mole koristitl fonnula (18) m se smanjitl polupreertik lopta L kako bl sa opisivanjem 
nova lopte oko talike M neke od poznatlh ~ ndle na toj loptl i van nja, time bi bila 
ooiogueana primen.a fonnule (19). 

Broj poznatih tafaka M1, Mz, •.. , koje se mogu n~ u loptl L z:avisi od njenog 
polupretnika r, odnosno od d1 I s I krete se od 1 do n. 

Rastojanje d1 hWI<e M od njoj n&Jbli!e poznate tafke M1 lspunjava usloY O<d16t, gde je 
t=max d,. 

Na sUE&n naan mote se koristiti I nejednakost (22). 

12 

_..........~~~ 



UTERATURA 

1. Oavid M.: Geostatistical Ore Reserve Estimation, Elsevier, 19n; 
2. Wi!liam E. Hugeg, RO<ferick K Davey: Drill Hole Interpolation, Mineralized Interpolation 

Techniques, Society of Mining Engineers, New York, 1979; 
3. Simeunovi6 D.: Jedna interpolaciona fonnula i njana primena u poVT'Sinskoj eksploataciji, 

Zbomik radova, Drugi medunarodni simpozijum o povr5inskoj e~ploa:laciji i kvalitetu sirovina 
za proizvodnju cementa, Kosjeric, 1996. 

13 





Jugosiovc:nsl<l komitet za povffilnsku s:q,!oataclju 2avez:u !nzsnjera ! !!:lh!'!!W!:'. Jugos!a~Jj~ 
Rudarsko geolo§kl fakultet - t<atedra za p!M~Insku ek.<Jp!oataciju, Beograd 

POV 

PIM •1van MilutinoviC"' PC •Kamar.o!om~. Golubac 
Sku~tina op..l\tine Gr.l!ubs.r.: 

S A V E T 0 V A NJ E 

... .1' 

INSKA E SPlOATACIJA 
KAMENA 

GOLUBAC 
2&27. septembar 1997. 

, 



Povriinska eksploatacija kamena 

lzdavac-
Jugoslovenski komitet za 
pominsku eksploataciju 

Urednlk 
Prof. dr Vladimlr Pavlovi6 

Tehnlcka prlprema 
Mirjana ~kovi6 dipl. inz. rud., 
s~ Stepanovi6 dipl. inz. rud. 
Vojkan To!li6, dipl. inz. rud. 
Vojislav Krsti6 dipl. inz. rud. 

Graficko relenfa korJca 
GTP •Grafomark• - Beograd 

TiraZ 
200 pnmeraka 

§tamp a 
GTP •Grafomark" - Beograd 

® Sva prava zadr:Zava lzdavac 

Stampanje Zbomika radova Savetovanja "Povrilnuka ekakploataclja kemena" pomogli su: 
PIM "lvan Mllutlnovlc" PC "Kamenofom" ~ Golubac, Rudsrslcl lnstftut - Zemun, DD 
"Putevl" - Po1ega, DP Rudnlcl nememfa "Rakovac" - Ralcovac, DP Fabrflat cementa 
"KosJerlc" - KosJerlc, Mlnlstarstvo u nauku I tehnologlju Republlke SrbiJe, Mlnlstarstvo 
za rudarstvo I energetlkll Repubflks SrbiJe, Mlnfstsrstvo lndustriJe, energetlke I rudarstva 
Republlke Cme Gore, Mlnfstarstvo ::a zaltltu ilvotno sredfne Republfke Srbfje I 
Jllnlstarstvo ekologiJe I ilvotne sredlne 1!!£ublllce Cme Gore. 



OCENA KARAKTERISTIKA POUZDANOSTI RADA SISTEMA 
POVRSINSKE EKSPLOATACIJE 

Vladimir Pavlovi61
, Dragomir Simeunovi& 

STATISTICKI PODACI PARAMETARA POUZDANOSTI 

U teoriji pouzdanosti statisticki podaci o radu i otkazima sistema u povrsinskoj 
eksploataciji razlikuju se po planu pracenja, a rezultati koji se dobijaju po nacinu kontrole radnih 
mogucnosti sistema u procesu eksploatacije. Planom pracenja rada utvrdjuje se broj elemenata, 
redosled sprovodjenja pracenja i kriterijumi prekida ili zavrsetka pracenja. Kontrola rada sistema u 
eksploataciji moze biti neprekidna ili periodicna. U Tabeli 1, dati su osnovni faktori koji karakterisu 
eksploatacione statisticke podatke po planu pracenja i vidu kontrole rada sistema. 

Tabela 1 
Osnovni faktorl kop karakterisu eksploatacione statisticke podatke o e_ouzdanostl sistema 
~ Broj·elemenata··sistema ·-

2. Redosled aktivnosti posle otkaza 2.1. Prekid pracenia rada elementa 
pojedinog elementa 2.2. Obnavljnje (ili zamena novim) i produzetal< 

~racenja rada ·---
3. Kriterijurni prekida pracenja rada 3.1. Do zadatoQ ukupnoQ broja otkaza 

sistema (po svim elementima) 3.2. Do otkaza svakog elementa ili po dostizanju J 
zadatog vwmena rada _ 

3.3. Do zadatoQ broja otkaza ili vremena rada 
3.4. Do proizvoljnog slucajnog vremena rada po 

svakom elementu (uzorak) 

1 Prof. Or Vladimir Paviovic, RudarskoiJeolo~ki fakultet, Elusina 7, 11000 Beograd 
2 Prof. Or Oragomir Simeunovic, RudarskoiJeulo!lki fakuitet, Elu!iina 7, 11000 Beograd 
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Podaci o radu elemenata sistema su specificni. Elementi po pravilu rade sa promenljMm 
intezitetom u razlicitim vremenskim periodima. lntervali prikupljanja podataka o r11du elemenata su 
slu~jni i promenljivih vrednosti, a broj dobijenih intervala vremena rada proizvoljan. Ovakvi uzorci 
statistickih podataka su ogranieeni u odnosu na osnovni skup i realizuju se po kriterijumu 
sluCajnog vremena. Oni su opstiji u odncsu na uzorke koji se dobijaju sa prekidima praeenja po. 
kriterijumimu zadatog ukupnog broja otkaza, zadatog vremena rada ili prve realizacije od ova dva 
kriterijuma. 

Pojam elementa sistema povrsinske eksploatacije obuhvata sirok spektar od slozenih 
podsistema do prostih detalja. Po karakteru statist1ckih podataka elementi sistema se uslovno 
mogu podeliti na dve grupe. Prvu grupu cine oenovni podsistemi koji obezbedjuju normalno 
funkcionisanje i obicno se kontroHsu neprekidno. Ot1 poclsisfemi Sll uobic&jeno obnovljivi pa se sa 
mogueom modemizacijom produzava vreme mda i njlhmr vek. Ur-roci otr-.aza podsistema mogu biti 
razliCiti, a zavise od slozenosti njihova struxture. ?:Pk::mi m .. <:podefe rada takvih podsistema su 
slozeni pa se tesko mogu predstaviti standardnim re::.podeiP.ma. Drt1t1;J grupu cine konstruktivno 
prosti elementi sistema sa razlicitim vidovima konlrcle radnin sposobnosti. Zakoni raspodele 
vremena rada takvih elemenata dobro se aproksimiraju staP.dardnim raspodelama. 

Metode ocene pokazatelja pouzdanosti po statistickim podacima dele se na parametarske 
i neparametarske. Parametarske metode koriste statistiCke hipoteze o vidu zal<ona raspodele. 
Metode se nakon statisticke obrade pod'ltaka svode na ocenu parametara teoretskog ~ona i 
proveri hipoteze o saglasnosti sa eksperimentalnim podacima. Neparametarskim metodama ocene 
moguee je neposredno dobiti ocenu parametara pouzdanosti i empirijski zakon raspodele vremena 
rada 

METOD NAJVECE VERODOSTOJNOSTI 

Osnovni metod odredjivanja parametara teoretskog zakona je meted najvece 
verodostojnosti koji je zasnovan na pretpostavci da su sakupljeni podaci u toku eksploatacije 
najverovatnija realizacija. Ako su elementi uzorka t1, ~. • •• , t, izvueeni sa vraeanjem, promenljive 
T1, T2, ••• , T" su nezavisne rnedjusobno. Ako je L nepoznati parametar osnovnog skupa koga 
treba oceniti, tada ce svako t1 imati zakon verovatnoea f (t1, L). Zakon verovatnoee uzorka: 

V (t1, f2o ••• , t"; L) = f (t,l L) f (t2 1 L) .. . f (tnl L) ja verodostojnost uzorka. 

Metoda najvece verodostojnostl svodi se na odredjivanje one ocene L.., parametra L za 
koji funkcija V dostize svoj mal<simum. Odredjivanje maksimuma funkcije V svodi se na 
analiziranje njenog parcijalnog izvoda po nepoznatom pararnetru L. Realno resenje L.., jednaCine 
dVldL = 0 za koju V dostize svoj maksimum predstavlja najefikasniju ocenu L. 

Ako ja u uzorku od n elemanata k razlicitih vrednosti t1 sa odgovarajucim frekvencijama f1 

pri C:emu je :E f1 = n; i = 1, ... , k, za verodostojnost uzorka vaZi: 

V= TI (p, (L)f,. 

Kako funkcija In V dostize svoj maksimum za ista vrednosti nezavisne promenljive za 
koje dostite I funkcija V, to je praktii':nije tra.Ziti maksimum funkcije: 

In V = :E f, In p1 (L) kod prekldnog rasporeda, a funkcije: 
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In V== L: In f (t,i L); i =: 1, ... , n, kod neprekidnog rasporeda. 

Ako za realno resenje L = L0 (t,, t~ ... , t,J jednacine d(ln V)!dL = 0, funkcija In V dostize 
maks!mum, re§enje L0 (t1, . .. , t,,) je naj~fikasnija ocena parametra L 

l<od prekidr.og rasporeda jednacina d(!n V)ldL = 0 svodi se na 

2' _f, _:!_ pJL) = 0 
~ p,(L) d l. 

a kod nsprekidnug rasporeda na 

.,..... t d (f(tJ.)} 
-~.1 -;·(-tlL-; ··-·-.. d ;- = 0 ,, ~ 

Ako ~El u :!:ilkonu vewvatncte osnovnog skupa nalazi visa nepoznatih parametara 
L1, ~ .... , 1-.. verodostojnost uzorka je fiJnkcija: 

V' (t,, t.,, ... , tn; .l!, ... , L,) = 0 (p1 (L,, ... , L,)f,; i = 1, ... , k, 

kod prekidnog rasporeda, dok je kod neprekidnog rasporeda: 

V (t,, ... , tn: L,, ... , t,) = IT f (t,i L1, ... , L,); i = 1, ... , n. 

Odredjivanje maksimuma svodi se na resenje sistema od r jednacina sa r nepoznatih: 

0 
In V = o, i = 1, ... , r. Svako resenje ovog sistema za koje V dostize svoj maksimum daje 

aL, 
najefikasnije ocene parametara L1, ... , L,. 

NEPARAMETARSKA OCENA KARAKTERISTIKA POUZDANOSTI 

Zakon pouzdanosti F(t) i osnovne karakteristike (vreme rada, obnavljanja i vek) mogu biti 
odradjeni eksperimentalno u toku eksploatacije sistema ukoliko je uzorak realizacija odgovara.jucih 
sluCaJnih velicina T ob!ika: 

t,, t2o ... , t~ ... , t0, gde je: t1 > t~1 i n > 20. 

Tada se verovatnoca rada P~ (t) za 0 < t < eo, moze oceniti na osnovu detinicije 
statisticka varovatnoce po formuli: 

Pe (t) =m, In 

gde je: m1 .. broj realizacija slucajne velicine. 
Empirijska vrednost gustine raspodele f (t) odredjuja sa delenjem intervala (tn, tJ na 

r = 4 In n intervala duzine h = (tn - tJ!r, kada je srednja vrednost intervala: ~ = ~ + h 0 - 0.5}; 
j = 1, ... , r - broj intervala od 1 do r, pa je: 

34 



fe (t) = m;n h 

gde je m1 - broj realizacija rada uzorka t1 koji padnu Ll j-ti interval. Ocigledno je: 

L fe (t) h = (1/n) L m1 =: nln = 1. 

Kada n~oo i h~O je fe (9 = f (t). 
lntenziteti rada i obnavljanja za sradine interva!a tj dobijaju se iz izraza: 

Le (t) = m1 I h (n - L mJ 

gde je k = 1, ... , j - 1 - broj intcrvala od i do j - 1, rnk - broj realizacija rada \ uzorka koji pad a 
u k-ti interval. 

Srednja vrednost vremena rada sistema iznosi: 

T., = (1/n) L t; i = 1, .. . , n. 

Kako se formiranje osnovncg skupa ovog tipa vrsi na osnovu velikog obima ispitivanja 
sistema i u praksi je veorna slozeno zbog dugog potrebnog vremena pracenja, eesto se 
istraiivana slucajna velicina (vreme rada do otkaza sistema) dobija na osnovu uzorka velicine n: 

tr1• tr2• ···• ~. i1, l.z, ···• ~-m 

gde je: ~. j = 1, ... , n-m - vreme moguceg rada elementa koji nije otkazao u momentu prekida 
praeenja njegovog rada mereno od momenta poslednjeg obnavljanja ukoliko je obnavljanje 
izvr5eno, t,., i = 1, ... , rn - vreme rada elementa koji je otkazao do momenta otkaza pri 
neprekidnoj kontroli ili do momenta otkrivanja skrivenog otkaza pri periodicnoj kontroli, a koje se 
meri od momenta poslednjeg obnavljanja ukoliko je element obnovljiv. 

Uvecanje broja analiza novih uzoraka omogucava efikasno pracenje parametara 
pouzdanosti sistema i podsistema povrsinske eksploatacije koji u realnom vremenu imaju eeste 
eksploatacione i struktume promene koje mogu umanjiti vrednosti prethodnih analiza. 

lzracunavanje srednjeg vremena rada T, u ovom slucaju nije tako jednostavno jer se iz 
ogranieenog uzorka ne dobija pouzdanost svih n elemenata sistema povr5inske eksploatacije. Za 
n-m elemenata se ne zna. koliko bi vremena radili. da nisu uslovno iskljuceni, pa je potrebno naci 
pokazatalje pouzdanosti koji bi sto pribliznije opisivali sistem povr5inske eksp!oatacije. 
Najracionalnije je zadati teoretski zakon raspodele vremena rada sistema i preko najvcee 
verodostojnosti odrediti parametre na osnovu ogranicenog uzorka ispitivanja. 

Za eksponencijalnu raspodelu verovatnoce rada P(t) = exp (-VT,) sa bezuslovnom 
gustinom raspodele f(t) = (1ff,) exp (-VT,), moze se dobiti srednje vreme rada metodom najveee 
verodostojnosti. Za ograniceno ispitivanje preko funkcije verodostojnosti datog uzorka V koja za 
bilo koji uzorak slucajne velicine predstavlja verovatnocu pojave konkretnog uzorka: 

V = lfi (TIT,) exp (-t, IT,)) 1fi exp (-~ IT,)) = 
= (TI T,m) exp (- (TIT,) (L t11 + L fy) 

gde je: exp (-t{T,) - verovatnoca rada u toku vremena rada ~-

35 



Jednacina verovatnoce za dobijanje nepoznatog parametra funkcije raspodele nakon 
logaritmovanja i anuliranja funkcije V po L je: 

d(in 'v')ld T, = (-mrr,) + (1/T ~ Q: t11 + L: t) = 0, pa je: 
T, = 0:::: t11 + L t)" I m . 

Odavde se mo2.e izvesti jasan zakljucak da je za eksponencijalnu raspodelu verovatnoce 
rada sistema, pri analizi ogranicenog uzorka srednje vreme rada jednako odnosu ukupnog 
vremona rada svih elemanata i broja onih koji su otkazali. 

1. t'li:lllC'Jic B.: TEORIJSKA STATISTW..A, Naucna Knjiga, Beograd, 1979. 
2. Pavlovic V.: POUZDANOST DiSKONTINUALNIH SISTEMA, RGF, Beograd, 1989. 
3. Sirnunovi6 V.: UVOD U TEORIJU VEROVATNOCE I MATEMATICKU STATISTIKU, Tekon, 

Becgrad, 1995. 
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PR!MENA TEZ!NSKE INTERPOlACIONE hr.::ORMULE RE~}A r 
ZA ODREE»IVANJE ZAPRASENOBT~ 

Dragomir Simeurrovi6" 

APSTRAKT 

Za odredivanje sadriaja prasine na pojedinim m~st!ma u za.pms~nom proston1 u ovom 
radu primenjena je tezinska interpolaciona formula reda r. La tu torrnulu prethodno je navedeno 
vi!ie svojstava koja pored teorijskog imaju i svoj prakticni znncaj. 

UVOD 

Neka su S,, S2 , ••• , S" pozitivne vrednosti jeclna vel!i:';lne S 11 tacl<ama M, (x,, y,, z,), 
M2 (~. Y2• Z2), .•• , M" (x", Yn• zJ prostcra OXYZ, tj. neka je: 

S(MJ = ~· j = 1, 2, ... , n. (1) 

Ako je velicina S funkcija polozaja tacke M(x, y, ~) u r-•mstom OKYZ, tad&. je: 

S(M) = S(x, }'. z) (2) 

Za odredivanje vrednosti S(M) u tacki M ""' M1, j =-..: 1, ;~. n cesto se !m;isii neka 
interpolaciona formula. Mi cemo ovde posmatrati interpoladonu ft.mnu!u prerna 1\ojoj sa za S(M) 
uzima 

• Dr Dragomir SirneunoviC, red. prof., RIJdarsko-gllolcliiki iakui!!f\, Beogrt;d 



s(M}= 
(tr -s~' +(tr ·S/ + ... +(fr ·S"' 

(:lr +(:J.t + ... +(:.r 
(3) 

gde su d1, d2, . •. , d" rastojanja tacke M od tacaka M1, M2, ••• , M", gde je k pozitivna konstanta 
i r raal?J1 broj. 

Aka stavimo 

( ;)· =q,, !(;)· =q, 
I l •l I 

,f., q q 
tada ja 2.. _:!.. = 1. Velicina J G = 1, 2, ... , n) predstavljaju tezine sa kojima vrednosti S1 uticu 

~~ q q 

na vrednost S(M), zbog 13ega je fom1ula (3) jedna tezinska interpolaciona fonnula reda r. 
lnierpolaciona fonnula (3) maze se primeniti za odredivanja sadriaja pra5ine na 

t>.:>jedinim mestirna u zaprasenom prostoru. Pri tome velicina S ptedstavlja zapra5encst u uoeenom 
prostoru. Tacks M1, M2, ••• , M" u prostoru OXYZ su mesta u kojima zapra.Sencst S ima 
vrodnosU s,. 82, ... , sn. 

u tacki M~:M1 , i=i, 2, 
:r.terpolacione formula (3). 

., n zapra5enost S mozemo odrediti kao S(M) primenom 

NEKA SVOJS1V A FOR MULE (3) 

Sada cemo navesti neka svojstva formula (3): 

1" Za bllo kojl broj k > 0 I realan broj r, (-oo < r < + oo), je: 

S (M;) = s,. j = 1, 2, .. . , n. (4) 

2" la svakl broj k>O, svakl realan broj r I bilo koju tacku M je: 

g ~ S (M)~ G, (5) 

gda je 
g = min s,. G = max s,. j = 1, 2, ... , n. (6) 

:r' Ako je S, = S2 = ... = S" = S0 > 0, tada je: 

S (M) = So- (7) 

40 Vellcina s (M) deflnlsana formulom (3) )a strlldno rastuea funkclja po r. 

5" la d1 = d2 = ... = d" = d > 0 I bllo kojl bro) k >0 je: 

( 

r I 

S(M)= 5
1 +Sz' :··-+S.'r (8) 
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6" Za k = 0, iz (3) se dobija 

(9) 

Sluca) kada )e k = + oo. Neka je: 

(10) 

Tada je 

s (MJ = (-s,'_+_s_·L.;--··-· +_s'-.')! {11) 

3" Za d, < d2 :::;; '·· :::;; d,., I za k :.: + oo iz (1 i} :;o dobija: 

S (M)= S,. (12) 

Slu~aj 8° je slu~aj 7" za c = 1. 

go Za r = - oo, iz (3) se dobija 

S (M) = min S1 = g, i= f, 2, ...• n. (13) 

'iOO Za r = + oo, (3) se svodi na 

S (M) = max 81 = G, I= 1, 2, ... , n. (14) 

11° Za r = 0 je: 

(15) 

12'" Za r = 1 je: 

(16) 

Formula (16) je poznata interpolaciona formula :<oja sa prirnenjuja u povrsinskoj 
eksploataciji [1], [2], [3]. 

U daljem izlaganju smatraeemo da su tacks M1, M2, ••• , flil" u odnosu na taCku M 
rasporadene take da su ispurtjeni uslovi 

f1n 

Prosirivanjem razlomka na desnoj strani (3) sa (d1)\ foiTflula (3) dobija oblik 
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s(M)= 
( )

k . ( )k r d, r d, r 

S, + dz ·S:z + ... + d. ·S. 

t+(::r + ... +(::r 
(18) 

lz interpolacione formula (18) koja predstavlja drugl oblilt formu!e {3} vldimo da wednost 
S(M) :zavisi od vrednosti S1, S2, ... , Sn u odgovaraju~im tackama M1, M2, ... , M", od rastojanja 
d1, d2, ... , d" tih tacaka od tacke M i od vrednosti k i r. Sa pove6anjem rastojanja taoke M1 od 
t<l~:(e M smanjuje se uticaj S1 na vrednost S(M) i obratno. Sa pove6ru,jer.l e~spon:>nta k utic<lj 
udaljenijih tacaka na vrednost S(M) se smanjuje, a uticaj n:ajb!iz1~ iaff<e se povocava. K2da se 
velicina r (-«> < r < +eo) smanjuje, tada se S(M) ta!<ode smanjuja, 3. k':1d::. se ve!ii.':ina. r povecava 
tada se i S(M) povecava. Podesnim izborom vrednosti :za k i r n:O':J~ 5·3 u J1raj.:si c!obiti 
:U.\dovoljavajuci rezu ltati. 

l!fl!MENA FORMULA 

Neka se u posmatranom prostoru OXYZ javlja prasina I neka je S velicina kojom se 
i:n!lZava stepen njegove zaprasenosti. Velicina S moze se iskazati u miligramima pra5ine po 
kubnom metru vazduha, u broju cestica prasine po kubnom centimetru vazduha: koje su, na 
primer, manje od 5 mikrona ili u kolicini natalozene prasine po jedinici povr5ine u toku odredenog 
vremena. Za velicinu S kazacemo jednostavno da predstavlja sadrtaj pra5ine u zap~nom 
prostoru. 

Neka u delu D zaprasenog prostora OXVZ tacke M1, M2, ••• , Mn predstavljaju mesta u 
kojima su ustanovljeni saclrZaji s1. s2 •...• sn uocene pra5ine. 

Sadr2aj prasine u nekoj tacki M:t:M1, j=1, 2, . . ., n, u posmatranom delu D zapra5enog 
prostora mozemo dobiti kao S(M) primenorn interpolacione formula (3) odnosno formula (18). 
ZnaCI, pored poznatih sadr:taja prasine dobijenih na n odabranih tacaka zapra5enog prostora, 
upotrebom formula (3) ili formula (18) mozemo odrediti zaprasenost i u drugim tackama prostora 

UTERATURA 

1. David M.: GEOSTATISTICAL ORE RESERVE ESTIMATION, Elsevier, 1977; 
2. William E. Hugeg, Roderick K. Davey: DRILL HOLE INTERPOLATION, Mineralized 

Interpolation Techniques, Society o1 Mining Engineers, New York, 1979; 
3. Simeunovic D.: JEDNA INTERPOLACIONA FORMULA I NJENA PRIMENA U POVRSINSKOJ 

EKSPLOATACIJI, Zbomik radova, Drugi medunarodni simpozijum o povr~inskoj eksploataciji 
kvalitetu sirovina za proizvodnju cementa, Kosjeri6, '1996. 
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Drugo medunarodno savetovanje 
o povrsinskoj eksptoataciji glina 
Pozamvo.c, 14-16. maj 1990. godine 

ANALIZA MODELJ.\ FUNKCION!SANJA DISKOI\rnNUALNIH 
SISTEMA 

ANALYSIS OF A MODEL OF OPERATION OF DISCONTINUOUS 
SYSTEMS 

Vladimir Pavlovic1
, Drc.gomir Simeunovic! 

APSTRAKT 

Analiticki modeli koji se kOiiste za proracun kapaciteta diskontinualnih sistema dele se na 
deterministicke i stohasticke i daju razlicite rezultate. Kod velikih povrsinskill kopova se opsluzuje 
vise bagera sa velikim brojern kamiona koji se krecu izrnedju utovarnih i istovarnih mesta 
fonnirajuci veliki zatvoreni dinarnicki sistem. Cak i kod jednostavnih sistema sa j ~~dnim bagerom i 
ogranicenim brojem kamiona, koji su uobicajeni u povrsinskoj eksploataciji glina, metode kojima se 
opisuje funkcionisaje sistenu daju razlicite rezultate. Razlike se ne pojavljuju zbog netlostataka 
metoda vec zbog cinjenice da je !esko dati dobar analiticki opis procesa sistema. Sa druge stram; 
one su toliko ma!e da se postavlja pitanje racionalnosli simulacije stohasticl<ih procesa 
diskontinualnih kako slozenih tako i jednostavnih sistema. Da bi se uporedile dve osnovne metode 
izvrsena je uporedna analiza sa jednakim ulaznim poda.cirna i uslovima. 

ABSTRAKT 

Analytic models which are used for calculation of capacity of discontinuous systems are 
divided into deterministic and stochastic ones and they offer differing results. In large opencast 

1 Prof. dr Vladimir Pavlo•,ic, Katedra za povrsinsku e:<sploataciju Rudarsi<O-gaolo~kog fakulteta u Beogradu 
2 Prof. dr Oragomir Simeunovic. Rudars~<O··geolo§ki fakuitet u Beogradu 
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mines are operating several excavators and a large number of trucks, which are driving between 
loading and dumping places, forming a big closed dynamic system. Even in case of simple 
systems, consisting of one excavator and a limited number of trucks, what is common in opencast 
exploitation of clays, methods which describe operation of the system yield differing results. Tl:lese . 
differences do not appear because of shortcomings of the methods applied but due to the fact 
that it is hard to give a good analytic description of the system's process. On the other side, the 
differences are so minute that a question of racionality of simulation of stochastic processes of 
both discontinuous and simple systems could be posed. In order to compare these two basic 
methods a comparative analysis with even input data and conditions is carried out. 

MODEL! FUNKCIONISANJA DISKONTINUALNIH SISTEMA 

Kod deterministickog modela, raspodela svih dogndjaia i.rna deterministicki karakter. Tako 
maksimalni kapacitet sistema, sa jednim bagerorn irrcenzit.ota •Jtovar<'. b = 20 i cetiri kamiona 
nosivosti q = 50 I, sa intenzitetom dolazaka u sistenl a = 15 i:t:nosi: Qmax ~ 50 60/3 = 1000 1/h i 
dobija se pod uslovom da se uvek sigurno vrsi utovar kamiona. Ovaj uslov ne obuhvata radna 
stanja i broj kamiona i pouzdanost masina. 

Stohasticki modeli, za razliku od deterministickog, su realniji. Sistem u modelu Palma 
sadrzi samo dva od cetiri moguca stanja sa eksponencijainim raspodelama verovatnoca stanja. 
Objedinjavanje tri faze u jednu automatski podrazumeva da nema cekanja u bilo kojoj fazi. Ovaj 
uslov nije odrziv u slucaju kada je i utovar i istovar ops!uzivanje u sistemu. Analizirana je prva 
mogucnost da je utovar opsluzivanje dok su ostale tri faze objedinjene. Model Takaca obuhvata, 
takodje, dva stanja diskontinualnog sistema ali bez uslovljavanja da je vreme opsluzivanja 
eksponencijalno raspodeljeno. U ovbm slucaju je verovatnoca raspodele vremena voinje 
eksponencijalna, a vreme opsluzivanja ima bilo koju raspodelu. U modelu sa cetiri stanja 
verovatnoce raspodela svih stanja su eksponencijalne, nema cekanja u toku voznje i moguci su 
redovi cekanja na utovar i istovar. Za dobijanje kapaciteta sistema odredjuju se verovatnoce 
raspodela za n1 kamiona u stanju i; (i = 1, 2, 3, 4) ako stanja imaju c1 elemenata opsluzivanja. U 
modelu redova cekanja sa ogranicenim brojem kamiona u sistemu se uobicajeno koriste 
eksponencijalne verovatnoce raspodela svih stanja. U praksi se precizniji rezultati dobijaju sa 
normalnom verovatnocom raspodele vremena opsluzivanja i voznje. U proracun se ukljucuju 

verovatnoce pojave n kamiona u sisternu: Pr. = kl{q'b)" · PJ(k- n)!, n = 1, ... , k, gde je: 

Po = (2: kl.(q'b)" · PJ(k- n)!J', n = 0, 1, .. . , k. Simulaciona analiza kao i u deterministickom 

slucaju daje sledece rezultate: 

P0 = 0,03513 
p1 = 0,10538 
p2 = 0,23710 
p3 = 0,35565 
P4 = 0,26674 

Ocekivani broj kamiona u redu : 
Ocekivani broj kamiona u sistemu: 
Ocekivano vreme cekanja (h) : 
Ocekivano vreme boravka kamiona u sistemu (h): 
Kapacitet sistema (1/h): 
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1,7486 
2,7135 
0,0906 
0,1406 
965 



Kapacitet sistema se znacaJniJe menja i umanJUJe tek uvodjenjem pouzdanosti rada 
opreme. Svaki bager zahteva vreme za pomocne tehnoloske operacije kada se ne vrsi utovar sto 
cak i uz dobru organizaciju daje skra6enje casovnog efektivnog vremena rada na oko 45 minuta. 
Odatle je casovno iskoriscenje vremena rada ~ = 0,75 pa maksimalni tehnicki kapacitet iznosi: 

~eh= 50 · 60 · 0,75/3 '""~ "150 t I h. 

Rezultat se moze prikazati preko uvecanja stednjeg vremena utovara za jedan minut jer 
je 310,75 = 4 kao u deterministickom modelu. UvodjeAje vremenskog iskoriscenja pretpostavlja 
duze srednje vreme utovara koje sadrzi srednje vreme .utovara i vreme pornocnih tehnoloskih 
operacija. Za promenjeni intenzitet utovara b = 15 u stohastickom modelu se sirnulacijom dobijaju 
sledeci rezu ltati: 

P0 = 0,01538 
p1 "" 0,06154 
p2 = 0,18462 
p3 = 0,36923 
P, = 0,36923 

Ocekivani broj kamiona u mdu: 
Ocekivani broj kam:ona u sistemu: 
Ocekivano vreme cekanja kamiona (h): 
Ocekivano vreme boravka u sistemu (h): 
Kapacitet sistema (Uh): 

2,0308 
3,0154 
0,1375 
0,2042 
738 

Potpunije sagladavanje efektivnog vremena rada bagera dobija se uvodjenjern 
pouzdanosti rada opreme izrazene preko verovatnoce rada u vremenu t: 

P, (t) = (B/(L + B)) · (1 + (L/B) · exp (- (L + B)· t)), 

gde su: L i B - intenziteti rada i obnavljanja elemenata sistema. 
Za simulacijom dobijenu vrednost P,(1) = 0,9, eksploatacioni kapacitet sistema u 

deterrninistickom modelu iznosi: Q, = 750 · 0,9 = 675 t I h. Na ovaj nacin se vreme utovara 

produzava i iznosi 410,9 = 4,4 minute sto daje intenzitet utovara b = 14. U stohastickom modelu 
se dobijaju sledeci rezultati: 

P0 = 0,01247 
p1 = 0,05343 
p2 :.:: 0,17175 
p3 = 0,36803 
p 4 = 0,39432 

Ocekivani broj kamiona u redu: 
Ocekiv2.ni broj karniona u sisternu: 
Ocekivano vreme cekanja u redu (h): 
Ocekivano vreme boravka u sistemu (h): 
Kapaciiet sistema (Uh): 

2,0908 
3,0783 
0,1512 
0,2227 
691 

Maze se pretpostaviti da istovarno mesto ne uslovljava kasnjenje i da je srednja 
raspoiozivost kamiona, takodje, 0,75 i da nema rezervnih jedinica. Nasuprot ovome, uobicajeno je 
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u aksploataciji da se, · u zavisnosti od uslova, na svakih cetiri do deset kamiona uvodi po jedan 
rezervni. Srednji broj kamiona u radu u sistemu za dati primer je 0,75 · 4 == 3 sto znaci da ce 

redovi eekanja na utovar i istovar biti kraci. lntenzitet dolazaka kamiona · se smanjuje zbog 
povecanja vremena ciklusa na 4/0,75 = 5,3 minute i iznosi a = 1 "i. Sirnulacionom analizom u 
stohastit:kom modelu se dobijaju sledeci rezultati: 

P0 = 0,03092 
P, = 0,09718 
p2 = 0,22908 
p3 = 0,35998 
p4 = 0,28284 

Ocekivani broj kamiona u redu: 
Ocekivani broj kamiona u sistemu: 
Ocekivano vreme cekanja u redu (h) : 
Ocekivano vreme boravka u sistemu (h): 

~ ,79"76 
2,7HG6 
0, i ~~25 

{),2039 

Kapacitet sistema uz raspolozivost kamiona (Q,k). (t/h): 678 

Ovome treba dodati i analizu pouzdanosti za dobijanje verovatnoca raspodele broja 
kamiona u radu. Broj kamiona u radu je slucajna promenljiva verovatnoce raspodele Rn; n=1, ... ,4. 
Za uvodjenje pouzdanosti rada kamiona potrebno je naci verovatnocu raspodele kamiona u radu 
po bageru u radu i izvrsiti simulaciju za stohasticki model koji obuhvata i pouzdanost sistema. 
Verovatnoce raspodele broja kamiona u radu se mogu dobiti na osnovu pravila mnozenja 
verovatnoca nezavisnih dogadjaja koje glasi: 

P(AA, ... A,) = P(A)· P(A,)· ... · P(A,). 

i znaci da je verovatnoca proizvoda nezavisnih dogadjaja jednaka proizvodu njihovih verovatnoca. 
Ako se izvodi n nezavisnih eksperimenata kod kojih se u svakom dogadjaj A pojavljije sa 
verovatnocom p, tada je verovatnoca da se dogadjaj A realizuje tacno m puta u datom 
eksperimentu data izrazom: 

Pmn = r1·P"·{1-Ptm/nt(n--n1)1. 

Verovatnoca da se dogadjaj A dogodi ne manje od m puta u seriji od n nezavisnih 
eksperimenata je data formulom: 

Rmn = Z:n-p' · {1- Ptk/~Q-{n- k)!, k =m ... . n. 

Verovatnoca P m.n da se u n nezavisnih eksperimenata dogadjaj A, cija je verovatnoca 
realizacije u i-tom eksperimentu jednaka p1 (0 s p1 s 1 ), i = 1, .. .. n, realizuje m puta jednaka je 
zbiru svih mogucih proizvoda u kojima se simbol p sa raz!icitim indeksima pojavljuje m puta, a 
simbol q (q1 = 1 - p1) sa razlicitim indel<sima pojavljuje n - m puta: 

pmn = P,P .... Rr,q,., ... q + P,qp, ... q_,pn + .. . + qq ... q,_,..pn-m.t".Pn 

Za nalaienje vero•;atnoce P m,n potrebno je obrazovati sve moguce proizvode koji sadrZe 
m simbola p i n - m simbola q sa razlicitim indeksima. Zbog toga se obrazuje sledeca funkcija: 
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G(t) = (q + P, · t) · ... · (q + Pn · t) = IT (q + ~ · t} I= 1 •.. . , n, 

Gde je t proizvoljan realan pararnetar. Za nala.Zenje koeficijenta t'" u datom proizvodu 
potrebno je izvrsiti sva mnozenja i svesti sve clanove sa istim stepenom od t. Tako se dolazi do 
teoreme da je verovatnoca da se u n nezavisnih eksperimenata, dogadjaj A cija je verovatnoca 
realizacije u i-tom ekaperimentu jednaka Pi (i = i, 2, ... , n), realizuje m puta .jednaka koeficijentu 
uz t"' posle mnozenja datog proizvoda, pa vaii jednakost: 

I1 (q + H · t) == L Pi,n · f · 

Leva i desna str=:ma jednakosti predstavljaju istu funkciju samQ ~to je na levoj strani 
predstavijena kao proizvod , a na Gesnoj kao polinom posle mnozenja i -sYOcljeoja koeficljenata sa 
istim stepenom od t. Mnozenjr~ rn leve ~t l'ane, razvijanjem zbira ·na desi'lGj l iz]ednacavanjem 
koeficijenat;;. uz iste stepen8 o:i t ciobiju se verovatnoce P o.n , P tn• ... : P "·" , da se u n nezavisnih 
eksperimcnatc. dogadjaj A ne rF,alizuje nijedanput, realizuje jedanput, ... , realizuje n puta. 

Za d<.ti primer sa cetiri kamiona postavlja se sledeca jednaclna: 

Leva struna jednacine je: 

IJ (q -1- ~ • t) = (q + P, · t) · (q + P. · t) · (q, + P. · t); (q + P. · t) = 
= qqq,q + (qq (p,q + qp.) + q,q (p,q + qp, )) . t + 

+(qqp,p, +(p,q +qp.)-(p,q +q,p.)+RP.q,q -f)+ 

-!· (P,P, (P,q + qp.) + P,P. (p,q + q,p, )) · r + P,P.P.P, · r. i = 1, ... , 4. 

Desna strana je: 

L ~.. . f = Po.• + P,,. . t + P... . f + P... . r + P... . r 1 I= o .... , 4. 

TransiJOrtni deo diskontinualnog sistema sastoji se od cetiri kamiona koji su medjusobno 
nezavisni u vremenu t rada. Pouzdanost (verovatnoca rada) svakog kamiona je Pi· Verovatnoca 
otkaza je q = I - p1, (i = 1, 2, 3, 4). Verovatnoce rada elemenata sistema su: 

- Svi kamioni rade 

P •.• = P.P.P,P • . 

- Tri kamiona rade 

P, .• = qP.P,P. + P,qp,p, + P.P.qP. + P,P.P,q . 

- Dva kamiona rade 

- Jedan kamion radi 

P, .• = P,qqq + qp.q,q + qqp,q + qqqq , 

94 



- Ne radi ni jedan kamion 

Po.• = 1 - (P,,, + P,,, + P,.. + P •.• ) . 

Za ve:ovatnoce ;ada kamiona P1 = P2 =" P~ = P4 "' 0,9 i vercvatnota ot:<aza q1 = q2 = q3 

= q4 = 0,1, dobijaju se sledece vrednosti rea!izacija: 

r •.• = o,6561 
P3.4 = 0,2916 
P2,4 = 0,0486 
P,A = 0,0036 
P0.4 = 0,0001 

Ukoliko se u stohasticki model ugradi pouzdan:::•::j'c ondn je uz svoc~jenjt) sume na jedinicu, 
verovatnoca raspodele nel<og broja kamiona u bi!o ~;ojoj tack\ q;'3:i !:'.ivanja u sistemu se dobija iz 
izraza: 

p(b<ojusl<1 .. ou> x) = L (cfbr . k!·l<" . Po/{k -· n)!. n=X+1, ... ,k, 

PO + P, + .. . + pk == 1 . 

Unosenjem vrednosti datih u primeru dobija se verovatnoca raspodele vise od jednog 
kamiona u sistemu koja iznosi: P rt>l = 0,9987 pa se konacno dobija sledeci kapacitet sistema: 
Q&p = 677 tJh . 

Sagledavanjem rezultata modela datih u Tabeli i ., uocljivo je da su razlike izuzetno male 
i prakticno ne otstupaju vi!ie od 3%. Uporedno dobijeni kapaciteti ukE~.zuju da se do dobrih 
rezultata moze doci koriscenjem jednostavnih proracuna kod relativno malih povrsinskih kopova 
koji su i najprisutniji u eksploataciji gline. 

Tabe/a 1. 

l(apacitet 
Deterministicki Stohasticki 

Odstupanje (%) 
Broj kamiona u 

model model sistemu 

Qmax 1000 965 - 3,6 2,7 

o,.h 750 738 - 1,6 3,0 
o. 675 691 + 2,4 3,1 
Qsk 678 + 0,4 2,8 

Qsp - 677 + 0,2 

Praksa je pokazala da je uvodjenje parametara pouzdanosti i simulacija rada u modelu 
sa ogranicenim brojem kamiona u sistemu slozen i osetljiv posao. Komplikovana situacija se brzo 
moze pojaviti na utovaru i pocetni uslovi se moraju postaviti pre analize uvodjenjem 
deterministickog broja kamiona ciji se kapacitet i vreme rada simulacijom koriguje u realniju 
vrednost. Verovatnoce stanja sistema se mogu izracunati ukoliko je broj kamiona mali ali se i tada 
mogu zbog nagcmilavanja dobiti pogresni rezultati. Zbog toga su i ove analize za slozene 
diskontinualne sisteme sa.mo priblizne. 
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1n Drugo medunarodno savetovanje 

o povrsinskoj eksploataciji glina 
Pozarevac, 14-16. maj 1998. godine 

INTER.POLACIONE FORMULE U pOY~SINSKOJ EKSPLOATACIJI . 

INTERPOLATION FORMULAS 'IN OPENCAST MINING 

Dragomir Simeunovi61 

APSTRAKT 

U ovom radu razmatrane su neke .interpolacione formule koje se mogu primeniti u 
povrsinskoj eksploataciji. 

ABSTRAKT 

In this paper some interpolation formulas,_ which could be applied in opencast mining, are 
considered. 

UVOD 

Neka su za datu funkciju f(x) u tackam~,x1 (l :::o, 1, ... , n) koje pripadaju intervalu [a,b) 
poznate njene vrednosti f(x1). Funkcija F(x), takva da j.e 

(i = 0, 1, .. . ,n) (1) 

naziva se interpolaciona funkcija funkcije f(x). 
Za interpolacionu funkciju F(x) uzima se funkcija oblika 

F(x) = F(x; q, q, ... , q) (2) 

' Prof. dr Dragomir Simeunovic, Rudarsko-geolo~ki fakultet u Beogradu 
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u kojoj se parametri eo. a1, ... , a, odreduju jz uslova 

F(x1; q,, q, ... , q,) = ~x1 ) (i = 0, 1, ... , n). 

Tacke x1 (i = 0, 1, ... , n) nazivaju se interpolacioni evorovi. Cvorovi ~ su takvi da je 

a~ x. < x, < ... < xn ~ b. 

(3) 

(4) 

Jedan opstiji problem interpolacije javlja se kad!;l su pored vrednosti funkcije. :1(~ i:J 
interpolacionim cvorovima poznate i vrednosti njenih izvoda. · 

Za interpolacionu funkciju F(x) :najcesce se uzima algebarski polinom 

Pn(x) = q, + qx + ... +q,Xn 

~--:·· ~.: 

.... ~ .... - ,.: 
4(_;~~5) . 
~-~l ·.;, . ,, 

koji zadovoljava uslove ~~~-:·~. : 
,...i'J.l~ ...... . 

Pn(x1)= ~X1 ) (i = 0, 1, ... , n). '' ·~·(£) . ~-

":"f.a... . .• 

- . U povrsinskoj e!<sploataciji interpolacija se uglavnotn -koristi kod proucavanja karakteri$tfka 
lezista mineralnih sirovina. · · · :~· : _ 

LAGRANGE-ov INTERPOLACIONI POLINOM 

Polinom (5) koji zadovoljava uslove (6) je jedinstven i moze se predstaviti u obliku 

Pn(x) = f ~X1 ) L1(x), (7) 
1·0 

gde je 

L (X)= \. . ·o1y . . -,r - ,-- 1-11) 1+1/ - --, ·nt 
I ; o < / ' < > < (i = 0, 1, ... ,n) (8) 

Polinomi (8) koji su stepena ne viseg od n nazivaju se Lagrange-ovi polinomi. Za njih 
vaie sledeca svojstva: 

L1(xJ = {~ zak = i 

zak ::~; i 

f L1(x) = 1 za svako x. 
1= 0 

W) 
., ·~u.; ~-

(10) 

Kako je svaki Lagrange-ov polinom ~(x) (i = 0, 1, .. . ,n) stepena ne viseg od n, to je i 
polinom P n(x) iz (7) takode stepena ne viseg od n. Zbog (9) je 

Pn(x1) = ~X1 ) _(i = 0, 1, ... , n). . (11) 

Zato polinom (7) predstavlja jedan interpolacioni polinom za funkciju f(x). 
Formula (7) naziva se Lagrange-ova interpolaciona formula, a polinom (7) Lagrange-ov 

interpolacioni polinom. 
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Primer. Za podatke 

tj. 

X I ~ f(x) 

Lagrange-ov interpolacioni polinom je 

P,(x) = 7x' - 27X + 32 . 
6 

2 4 
6 

Na primer, za x = 3 iz (12) dobijamo P2(3) = 2.333. 
Neka je d bilo koja realna konstanta. Tada se polinom (7) mo:Ze naplsati u obliku 

Pn(x) = d+ I (~x1 )- ~ L1(x) . 
Ie O 

Jednakost (13) dokazuje se na osnovu svojstva (10). 
Za d = f(Xo) polinom (13) svodi se na 

Pn(x) = ~x.) + f (~xJ- ~x.)) L1(x). 
1=1 

lz (14) za n = 1 dobijamo 

P,(x) = ~xo} + x- x. (~x.)- ~x.)), 
x,- x. 

sto predstavlja formulu za linearnu interpolaciju. 
Za n = 0 polinom (7) postaje P0 (X), pri cemu se uzima 

P.(x) = ~x.) za svako x. 

lnlerpolapioni polinom p n(x) moze se predstaviti i u obliku 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

gde je P .,.,(x) interpolacioni polinom koji je riklbijen na osnovu podataka o funkciji f(x) u C:vorovima 
Xo· x,, ... , x.,., i gde je P0 . 1(X0 ) vrednost polinoma Pn-1(x) u C:voru X0 • 

lmajuci u vidu (16), iz (17) se za n = 1 dobija 
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P,(x)=~xJ+ x-x. (~x,)-~x.)). 
X,- X0 

(18) 

Formula (13), (14), (17) i (18) mogu se u praksi koristiti za nalaienje interpolacionog 
polinoma Pn(x). 

Kod prethodnog primera, prema datim podacima za prva dva cvora, primenom formula 
(18) dobijamo: 

P:(x) ~ 2 + ~ = ~ (1- 2) = 2- (x- 1) odakle je P1(4) = -1. 

Sa.da, za d<lte podatke, primenom formula (17) dobijamo 

P,(:..:) o~ 2 -- (x -- 1) + (x- 1Xx- 2) · (6 + 1) = 2- (x -1) + (x- 1Xx- 2) . .?.. = 7x' _,.. 27
X 2".2~ . 

. ~ 6 6 

HE~Mrfe-OVA 'INTER_PRETACIJA 

Sada cenio posmatrati inter.polaciju kada su za funkciju f(x) u cvorovima poznate njene 
vrednosti i v;ednosti njenih izvoda. 

Neka su za funkciju f(x) poznate sledece vrednosti: 

~X1 ) f {x1) ••• , fl~c,-•l(x1 ) (i = o, 1, ... , m) 

Ako . broj poznatih podatakCi o funkciji f(x) oznacimo sa n + 1, tada je 

n + 1 = ko+ k, + ... + km. 

(1.9) 

Broj 1<t naziva se visestrukost cvora x1• lnterpolacija funkcije f(x) algebarskim polinomom u 
ovom slucaju, poznata je kao Hermite-ova interpolacija. Kako broj podataka o funkciji f(x) iznosi 
n + ·1, Hermite-ov interpolacioni polinom u opstem slueaju je polinom: 

Hn(x) = q, + qx + ... +qx" (20) 

koji zadovoljava uslove 

Hn(Jl(x1) = t!Jl(x1) (i = 0, 1, ... , m; j = 0, 1, ... , k1 - 1) (21) 

Odredivanje koeficijenata polinoma Hn(x) iz sistema jednacina (21) moze biti dosta 
komplikovano. Zbog toga se u praksi Hermite - ov interpolacioni polinom naJcesce traii u obliku 

Hn(x) = Pm(x) + {x- x.Xx- x,) . .(x- xm) Hk(x), (22) 

gde je P m(x) Lagrange-ov interpolacioni polinom dobijen na osnovu poznatih parova (x1, f(x1)), 

(i = 0, 1, ... , m) o funkciji f(x) i gde je Hk(x) za sada nepoznati polinom, ciji je stepen takav da je 
m + 1 + k = n. U ovom slucaju potrebno je odrediti polinom Hk(x). Za nalaienje Lagrange-ovog 
interpolacionog polinoma P m(X), za koji je P m(X1) = f(X1) (i = 0, 1, ... , m) koristi Se m + 1 podataka 
o funkciji f(x) . Za odredivanje polinoma Hk(x) koriste se preostali podaci o vredn6stima izvoda 
funkcije f(x). Prema interpolacionim zahtevima (21) potrebne uslove za odredivanje polinoma Hk(x) 
dobijamo diferenciranjem polinoma (22) uz koriilcenje podataka (21) o izvodima funkcije l(x) u 
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cvorovima x1• Na ovaj nacin dolazimo do podataka o polinomu Hk(x) koji su opet tipa (21), a koji 
se sada odnose na polinom Hk(x) . Odredivanje polinoma Hk(x) obavlja se na isti nacin kao sto je 
to cinjeno za H"(x). Pri pojavi polinoma H0(x), stavlja se H0(x) = a, gde je a konstanta, koja se 
odreduje iz odgovarajuceg interpolacionog uslova. 

Nalaienje Hermite-ovog interpolacionog polinoma prikazacemo na sledecem primeru. 

Primer: Naci Hermite-ov interpolacioni polinom za funkciju f(x) cije su vrednos\l date u tabeli 1 . 

tabela 1 .tab'ela 2 

X 0 1 2 X 0 2 
f(x) 6 2 4 H.(x) 2 -2 

t (x) -3 1 H~(x) 4 

t' {x) 10 

Poste je data sest podataka o funkciji f(x), Hermite-ov interpolapioni potinom u opstem 
slucaju bice algebarski polinom petog stel:)ena, koji cemo oznaciti sa H5(x). Ovde ie m + 1 = 3, tj. 
m = 2; n + 1 = 6, tj . n = 5. Daije je k + m + 1 = n, tj. k + 3 = 5, Sfo znaCi k = 2. Zato je 
prema (22) 

H.(x) = P.(x) + (x- xJx- x,Xx- x.) H.(x) (23) 

gde je P2(x) Lagrange-ov interpolacioni polinom koji se dobija na osnovu vrednosti funkcije f(x) u 
tackama Xa = 0, X1 = 1 i X2 = 2. lmamo 

(x- o~x-2) ~-o x-1 • 
+---+1------k- + 2 · - + 4 · = 3X - 7X + 6 . 

(1 - 0 1- 2) 2- 0 2- 1 

Prema (23) sada je 

H.(x) = 3X2 
- 7X + 6 + x{x -1Xx- 2h(x) (24) 

gde je H2(x) za sada nepoznati polinom. 
Difeneciranjem (24) dobijamo 

H~(x) = ax -7 + (3x•- 6X + 2) H.{x) + (x•- 3X2 + 2x) H~(x), (25) 

H~(x) = 6 + (ax- a) H.(x) + 2(3x• - 6X + 2) H~(x) + (x•- 3x• + 2'X) H~(x). (26) 

Za x = 0 i x = 2 iz (25) dobijamo 

H~(o) = -7 + 2H.(o) (27) 

Koriscenjem uslova (21) i podataka iz tabele 1., prema kojima je 

H~ (o) ,; t (o) = -3 

jednacine (27) svode se na 

-3 = -7 + 2H.(o) 1 = 5 + 2H.(2) 
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odakle je 

H.(o) = 2. H.(2) = -2. 

Za x = 0 iz (26) dobijamo 

.. 
~ 

: ;;. odakle je 

H~(o) = 6- 6H.(o) + 4H~(o) 

lmajuci u vidu (28), uslove (21) i· podatk_e iz tebele 1., jedr:uicina (29) se svodi _na 

10 = 6 ~ 12 + 4H~(o} -

,·. 

H~(o) = 4. 

(28) 

(29) 

, .. 

(3d) 

'( 
Sada, prema (28) i (30) za H2(x) imamo podatke prikazane u tabeli 2. 
Slicno nalaienju polinoma H5(x), prema podaci_ma iz t~be'te 2., polinom H2(:<} traiimo u 

obliku 
> 

H.(x) = P,(x) + x(x - 2) q 

gde je 

() 
X-2 X-0 

P, X = 2 '--- 2 . -- = -2X + 2 
0-2 2-0 

i gde je a nepoznata konstanta, tj. 

.odakle .je 

H.(x) = -2x + 2 + x(x- 2) a. 

lz (32) je 

H~(x) = -2 + (2x- 2) a. 

Za x = 0 i zbog H~ ( 0) = 4 iz (33) dobijamo 

4 = - 2- 2a 

a= -3 . 

. · Sada je prema (32) 

H.(x) = -3x• + 4X + 2 .. 

lmajuci u vidu (34), iz (24) dobijamo 

H,(x) = 3x• - ?x + 6 + x(x- 1Xx- 2X- 3x• + 4x + 2) 

tj. 

H,(x) = -3x' + 13x' - 16x' + 5x• - 3X + 6, 
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sto predstavlja Hermite-ov interpolacioni polinom za funkciju f(x) . 
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11 m edunarodni simpozijum Rudarstvo i zastita iivotne sredine, Beograd 

PRIMENA NEKIH INTERPOLACIONIH FORMULA ZA FUNKCIJE VISE 
PROMENLJIVIH U ZASTITI ZIVOTNE SREDINE 

APPLICATION OF SOME INTERPOLATION FORMULAS FOR FUNCTIONS OF 
MORE VARIABLES IN ENVIRONMENTAL PROTECTION 

D . Simeunovic 
Rud!lrsko-geoloski fakulte t, B eograd 

APSTRAKT: U ovom radu razmacrana je primena nckih inlerpolacionih formuta za fwikcije vise promenljivih 
tt zaititi iivotne sredine. 

ABSTRACT: IR this paper we consider th e applicacion of some interpolation formulas for the functions of 
more variables in environmental protection. 

UVOD 

lnterpolacija kao jedan vid aproksimacije maze se 
koristiti u zastiti zivotne sredine pri pracenju raznih 
pojava. Primeri takvih pojava su zaprasenost i sirenje 
materija sa deponija po okolnom prostoru. 

U ovom radu razmatrane su neke interpolacione 
formule za funkcije vise promenljivih koje se mogu 
primcnlti u zaStiti· Zivotne srectine . 

Interpolacija funkcija od dve promenljive 

Neka su za funkciju u = f(x,y) u datim tackama 
M;/X;.Y;) (i=O ,I , ... ,m;j=O ,I , ... ,n) koje pripadaju oblasti 

D: a S: x $ b, c S: y S: d ravni XOY poznate njene 
vrednosti 

f(x;.Y;) = l\;; (i="O,l , .. ,m; j=O,l , ... ,n) (1) 

Funkcija v = F(x,y) takva da je 

F(X;,Y;) = f(X;,y;) = U;i (i=O,l , .. ,m; j=O,l , ... ,n) (2) 

naziva se interpo1aciona funkcija funkcije u = f (x ,y). 
Tacke (x;.Y;) (i=O,l , .. ~m; j=O,l , ... ,n) nazivaju se 
interpolacioni b>orovi. Cvorovi su takvi da je 

a ~ X0 < x1 < ... < X 11, ~ b, 

c ~ Y~ <y1 <.. <Yn .:5 d. (3) 

Za interpolacionu funkciju v = F(x,y) najcesce se 
uzima polinom sa dve promenljive x i y oblika 

m n 

P..,,, (~. y) = .2: L a,/yi 

i=O j=O 

koji zaclovoljava uslove 

(4) 
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Polinom (4) koji zadovoljava uslove (5) maze se 
predstaviti u obliku 

"' n 

Pm,o (X, y) = L L U;jL;(~)LjCy) = 
i=O j=O 

(6) 

gde je 

Li(x):::; (x- Xo) ... (x- x.i-l){x- ·"<i-t-l) .. (x- xm) • 

(xi- Xo) .. . (xi- xi-J)(::c;i- xi+ I) .(xi- xm) 

(7) 

L-(y) = (y- Y.) . . . (y- Y;-l)(y- Y;.,) .. (y- Y,) . 

J (Y;- Y.) . . . (yi- Y;-I)(Y;- Y;,.,) .(y;- Y,) 

(8) 

Polinomi (7) i (8) nazivaju se Lagrangeovi polinomi. 
Za njih vaze sledeca svojstva: 

L;(x,) = f za s = i 
(9) 

0 za s :;t: i 

m 

LL;(X) =I za svako X' (10) 

i::::Q 

Li(y,) = {~ za t = j 
(11) 

za [ :;t: j 



" 
LLi(y) = 1 za svako y, 

j=U 

(12) 
P2•2 (x,y) = tL;(x{~u;h(Y)J 

m 11 iz koje u tacki M(l.6,l.3), tj . za x=l.6, y=i.3 
IIL;(x)Li(y) = 1 za svako xiy. 

i=O j=O 

( !3) dobij~mo 

Zbog (9) i (I l) je 

~11 .,,(:\;.Yj); U;j = f(x. ;.Yj) (i = O,l,.,m;j;; O,l, . ,n). (!{) 

Za10 polinom (6) prcdstav1ja jedan intcrpolacio ni 
polinom za funkciju u = f (x,y). 

Formula (6) je interpo1aciona formu la 
Lagrangeovog tipa za funkciju u = f (x ,y) od dve 
promenlj i ve x i y. 

Ako rvorovi (x,,yi) u ravni XOY obmzuju 
pravougaonu rnre'i.u, tj . ako je 

X;= x, + id 1 (i = O,l •.. • m), Yj = y 0 + jd, (j = O,l •..• n) ,(15) 

gdc su d , i d, kons tante cF- 0, tada je formula (6) 
· jednost~vnija. U ovom s1ucaju broj cvorova ntreie 
iznosi (m+ I )(n+ I), gde je m+ 1 broj mzlicitih 
vrednosti promenljive x, a n+l broj raz!icitih vrednosti 
prolilenljive y. u praksi se najcesce posmatra ovaj 
s lucaj i pri tome uzima m = n. 

Vrednosti funkcije u = f (x,y) u tackama (x, ,yi) 
obicno se prikazuju u vidu sledece tabele . 

Tabela I 

y '-...... X x, x, Xz .. . 

Yo Uoo uJO UJ.o ... 

y, llo• u, u, 
y, Uo2 u,2 u~'! . .. 

Primer: Na jednom ravnom terenu u Cijoj se 
bli zi ni nalaze izvo ri prasine postavlje ni su talozn ici za 
praSinu u taC.kama koje Ci ne pravougaonu nu·ezu. 
Posle odredenog vremena u posmatranim taC.kama -
evorovima dobijenc su, kolicine natalozene prasine u 
mglm' koje s u prikazane u tabeli 2, gde su vrednosti 
promenljivih x i y date u km. Nu osnovu podataka iz 
tabele 2 primcnom intcrpolacione formule (6) od rediti 
kolicinu nata1 o:Zene prasine u tacki M (1 .6, 1.3). 

Tabela 2 
y ....._ X l.O 1.4 1.8 

1.2 10 12 8 

1.4 7 9 6 

1.6 6 5 3 

Rese nj e: U ovom s1ucaju jc m+1 = 3, tj. m=2 i 
n+ I =3. tj . n=2 ~to znaci m=n=2, pa se lormula (6) 
svodi na 

0.04 ( O.DJ 0.03 0.01) P-. 2 (1.6,1.3)=-- 10·-+7·--6-
•. CJ.32 0.08 0.04 0.08 

+ _<l;~( t 2 · _<l;~~ + 9 · ?03l.- 5~) 
0.16 O.OR 0.04 0.08 

0.12 ( 0.03 
6 

0.03 O.Ol) 
6 +-l3·--· + · --3- =9.09. 

0.32 0.08 O.G4 0.08 

lnterpoladja funkc.ija od tri i vise promenljivih 

Analogno intcrpolacionim formulama za funkcije 
od dve promenljive, mogu se dobiti interpolacione 
forrnule za funkcije od vi!le promenljivih . Ovde cemo 
navesti interpolacionu formulu zn funkciju 
w = F (x,y,z) od tri promenljive X.,y ,z. 

Ako su u cvorovima .(x;.Y;.z,) poznate vrcdnosti 
funkcije w = F (x,y,z), tj. aka je 

F(x; .Y; .z,) = w,;, (lo) 

tada imamo interpolacionu formulu 

m n r 

Pm.n,,(x, y, z) = L L L wijkL;(x)Lj(y)Lk(z), (17) 

i=O j=O k::::~O 

gde su L,(x), Li(y) i L,(z) Lagrangcovi polinomi 
oblika (7) i (8). 

Ako su cvorovi (x,,yi,z,) takvi da jc 

xi= X0 + id 1 (i = O,l, . . , m), Yj = y0 + jd~ (j;::: O,l,..,nJ, 

z k = "1. 0 + kt1 1 (k = 0,1, .. ,r) 

gde su d1, d, i ct, konstante cF- 0, tada je formula ( 17) 
jcdnostavnija. 

ZAKLJUCAK 

Navedene interpolacione formule mogu se primenjivati 
za odredivanje posrnatranih veliCina i na onim 
mestima - taCkama gde nisu vrSena ispitivanja , Sto 
omogucava bolje sagledavanje i pracenje razn ih pojava 
u datoj zivotnoj sredin i. 
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PRVO MEDUNARODNO SAVETOVANJE 
0 POVR~INSKOJ EKSPLOATACUI UGWA 

Ugalj '98 
..RJGOStOVENSKI KOMirET ZA PO\IR§INSI<l.J EKSPLOATACIJU 
SAVEZA INfENJERA llEHNlCAAA JUGOSI.AVUE 

THE FIRST INTERNATIONAL CONFERENCE 
ON COAL OPENCAST EXPLOITATION 

Coal '98 
'T'UGOSIAV OPENCAST MINN3 COMMITTEE 

ASSOC1AliON OF ENGINEERS AND TECHNICIANS OF YUGOSlAVIA 

PRIMENA PRONVEVE iNTERPOLACIJE PRI IZUCAVANJU 
KARAKTERISTIKA RADNE SREDINE ~OVRSINSKIH KOPOVA 

UGLJA 

APPLICATION OF PRONV'S INTERPOLATION IN THE STUDY OF 
CHARACTERISTICS OF WORKING ENVIRONI\> ENT OF COAL 

OPENCAST MINES 

Dragomir Simeunovic 1 

APSTRAKT 

U ovom radu posmatrana je Pronyeva interpolaclja koja se maze primeniti pri izucavanju 
karakteristika radne sredine povi'Sinskih kopova uglja. 

ABSTRACT 

This paper deals with the application of Prony's interpolation in the study of 
characteristics of working environment of coaJ opencast mines. 

' Prof. dr Oragomlr Slmeunov~. Rudarsko-geolo§kl fakultet, Beogracl 
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Pronyeva interpolacija, kao jedan vid aproksimacije, definisana je za sluCaj parnog broja 
interpolacionih evorova kojl su rasporedeni na jednakim rastojanjima. Ona se dobija iz re5enja 
jedna homogena lineame diferencne jedna.Cine reda n sa konstantnim koeficijentima. Zbog toga 
eemo najpre reCi ne~to o homoganoj lineamoj diferencnoj jedn~lni reda n sa konstantnim 
koeficijentima. 

Jednacina 

F(k + n) + an_1F(k + n -1) + ... + a,F(k + 1) + a0F(k) = 0, 

k = 0,1,2, ... , 
(1) 

gde je F(k) nepoznata funkr.:ija promanljive k I gde su So. ~ .... , a,..., realne konstante, nazlva se 
homogena lineama diferencna jednoona reda n sa konstantnlm koeficijentlma. 

Ako je F1(k) re~anjo jednaeine ("I), tada je njeno re~nje i funkcija CF,(k), gde je C 
proizvoljna konstanta. 

Ako su F,(k), F2(k), ... , F0 (1<) re5enja jednaCine (1), tada je njeno re~nje i fuhkcija . . 

F(k) = C,Fdk) + C2 F2 (k) + ... + CnFn(k), (2) 

gde su C,, C20 ... , Cn proizvoljne konstante. 
Ako su F,(k), F2(k), ... , F"(k) lineamo riezavlsna re~nja jedna.Cine (1), tada (2) 

predstavlja opSte re5enje jednaCine (1). 
Re~nja F,(k), F2(k), ... , F"(k) jednaCine (1) .koja su lirieamo nezavisna predstavljaju njena osnovna 
re5enja. · 

Uvodenjem smene 

F(k) = r 11
, (3) 

odakle je 

F(k + t) = r11
.,, t = 0,1, ... ,n, 

gde je r konstanta koja se naknadno odreduje, jedna.Cina (1) postaje 

rlt+n + a,._,rlt+n-r + ... + a,;lt+t + aorlt = 0, 

koja se posle deljenja sa ,... svodi na jedna.Cinu 

r" + a,._,r"-' + ... + a,r + a0 = 0. (4) 

JednaCina (4) je algebarska jednaCina stepena n po nepoznatoj r i naziva se 
karakterlstiena jedna.Cina jednaCine (1 ). 

JednaCina (4) moze imati sve korene r1, r2, ... , rn realne i razlicite. U ovom slucaju 
osnovna ~nja jednaCine (1), prema (3), su 

lt lt lt 
F,(k) = r, , F1 (k) = r1 , ... ,F,.(k) = r,. , 

a njeno opSte re~nje je 

lt k lt 
F(k) = C,r, + C2 r1 + ... + C,.r,. . (5) 
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r 

Jednacina (4) mote imatl sve korene realne, medu kojima maze biti i vi§estrukih 
korenaAko je r1 njen koren visestrukostl s, tada tom korenu odgovara s osnovnih resenja 
jednal:ine (1). Ta resenja su: 

" kr." k•-t lr r, . , ..... r,. 

Jednal:ina (4) maze imati neke ili sve kompleksne korene medu kojima maze bili i 
visestrukih. korena. Aka je njen koren r1 = p(cos9 + isin9). tada je njen koren I r2 = p(cosEl -_ 
isin9). Ako je pri tome r, koren visestrukostl s, tada je i r2 koren takode visestrukosti s. Ovim 
korenima odgovara 2s osnovnih resenja jednaCine (1). Ta resenja su: 

plr COS k(}, kp 11 
COS k(}, ... , k__, p" r;o; kf!, 

· plr sin kO, kp" sin kO, ... , k • .:., pt sin kO 

Primer 1. Naci resenje dlferencne jednacine 

F(k + 2)- 5F(k + 1) + 6F(k) = 0 

koje zadovoljava uslove F(O) = 1 i F(1) = -4. 

Re5enje. Karakteristiena jednacina jednacine (a) je 

r 2
- 5r + 6 = 0, 

Ciji su koreni r1 = 3 i r2 = 2. Zato su osnovna resenja jedna6lne (!1) 

lr lr F;(k)=r, =3 i 

a njeno opste resenje je 

F(k} = c, · 3" + C2 • 2~<. 

Kako je za k=O, F(O) = 1 i za k = 1, F(1) = -4, to iz {a,) imamo sistem jednacina 

1 = C, + C2 

-4 = 3C, + 2C2 

(a) 

(a,) 

odakle dobijamo c, = -6, C2 = 7. Zamenom ovih vrednostl za c, i C2 u (a,) dobijamo traieno 
resenje jednacine (a) · 

F(k) = -6 · 3• + 7 · 2". 

Primer 2. Diferencna jednal:ina 

F(k + 2}- 6F(k + 1) + 9F(k) = 0 (b) 

ima karakteristicnu jednaCinu 

r 2
- 6r + 9 = 0, 
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a; su korenl r, = 3 i r2 = 3, ~o znaa da karakt_eristil:na jednaana jednaane (b) lma jedan 
dvostruki realan koren r, = 3. Zbog toga su osnovna rehnja jednaane (b) · 

I! k k k 
F,(k) = r, = 3 , F2 (k) = k r, = k · 3 , 

a njeno ~e ret;enja ja 

F(k) = c, · 3lf + C2 k • 3•. 

Primer ~~ ~lesiti diferencnu jednaBnu 

F(k ·l· 3) + BF(k) = 0. 

Re5enll!:. Kara1dml$litna JeGI~rnna dlferencialne · jedn&Cine (c) je 

r 3 +· 8 = 0 

koja se moia ilapisati u ob!iku 

(r+2)(r2
- 2r-i·4) = 0, 

Ciji su l<oreni 

r1 = -2, r2 •3 = 1 ± ;.[3 = 2 (cos; :1; I sin;). 

Osnovna r~nja jednaane (c) su 

F,(k) = r,• = (-2)•, F2 (k) = 2• cos!!:!., 
3 

F.(k) = 2~r . ktr ... sm-3 I 

a njeno op5te ~enje je 

k " k br . J."lc • k1r. 
F(k) = C,(-2) + C2 • 2 cos-+ C3 • e sill-. 

3 3 

~~Postoje 

(-2l = 2/r cos br " (k = 0,1,2, ... ), 

opsta re§enja (c,) jednafine (c) mo!emo napisati u obUku 

F(k) = c,. 2" cosktr + 2". re, cos!!!!.. +C~ sin k1t ). 
3 3 

PRONYEVA INTERPOLACIJA 

(b,) 

(c) 

(c,) 

Neka su poznate vrednosti f(xJ = Yt date funkcije y = f(x) u tafkarna Xt (k = 0, 1, ... , 
2n-1) koje sa nalaze u intervafu [a,b] i .pri . Oemu su taC:ke x.. rasporedene na · jednakim 
rastojanjlma h. U ovom slueaju lmamo paran broj podataka (X... yJ (k = o, 1, ... , 2n-1) koji 

· iznosi 2n. Kako je x..-x..., = h = const (k = 1, 2, ... , 2n-1), smenom 
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(6) 

podatke (~. yJ mofemo zarneniti podacima (k, yJ (k = 0, 1, ... , 2n-1). 
Na osnovu podataka (k. yJ (k = o, 1, ... , 2n-1) mozemo odraditl funkciju F(k) koja 

zadovoljava uslove 

F(k) = Yt (k = 0,1, ... ,2n -1). (7) 

U tu svrhu formiraeemo homogenu lineamu diferencnu jednwnu reda n sa konstantnim 
koeficijentima 

F(k + n) + a,_1F(k + n -1) + ... + a1F(k + 1) + a0F(k) = 0. (B) , 

Koristeci uslove (7) za k = 0, 1, ... , n-1, iz (8) dobijarno sistem liaeamitl jednaCina 

y 0 a0 + y1a1 + ... + y,_1a,_, = -y, 

YtSo + Yzat + ··· + y,a,_, = -Yn+t 

za odredivanje koeficijenata 11o. a, •... , a,.., diferencne jednaane (8). 
Ako je detarminanta 

Yo Yt y,_, 
Yt Yz y, * 0, 

Yn-1 Y, Yzn-2 

resenje sistema (9) po So. a,, ... , a,.., je jedinstveno. 

(9) 

(10) 

Poste odrecfwanja koeficijenata ao. a,, ... , et,..1 u jednaCini (8) pristupamo njenom 
resavanju. 

Neka je 

F(k) = C1F,(k) +C2 F2 (k) + ··~ + C,F,(k) 

op5ta re8enje diferencne jednaCine (B) formfrane na prethodnl natlln. 

Konstante C1, C2, ••• , C" u (11) mozemo odrediti iz sistema jednaCina 

F,(O)C1 + F2 (0)C2 + -· + F,(O)C, = Yo 

F,(1}C1 + F2 (1)C2 + ... + F,(t)C, = Y.t 

F,(n -1)C1 + F2 (n -1)C2 + ... + F,(II-1)C, = y,_, 
koji se dobija iz (11) za k = 0, 1, .•. , n-1 uz koris6enja uSiova F{k) = Yk (k = 0, 1, ... , n-1). 

lmajuCi u vidu smenu (6), odakle je 
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k =X- Xo 
h , (13) 

iz (11) dobijamo interpolacionu funkciju 

X- Xo X- Xo X- X0 . X- X0 f/J(x) = F( ) = C1F,( ) + C2 F2 ( ) + .;. + CnFnf }, (14) 
h h h h 

kojom je interpoDran skup podataka (xk, yJ, k = 0, 1, ... , 2n-1. 
lnterpolacija dobijena na prethodni naCin naziva se Pronyeva (eksponencijalna) 

ir\tarpolacija, a funkcija Cl>(x) Pronyeva interpolaciona funkclja 

.Piiffi~Lb Za s~up podataka 

k 

Kt 
-Xlr. 

0 
1 
6 

1 
3 
13 

odraditi Pronyevu interpolacionu funkciju . 

2 
s · 
29 

3 
7 

67 

. f.ie~~ Ovda je 2n-1 = 3, tj. n = 2, a korak h = 2. Sistem lineamih jednaCina (9) postaje 

6a0 + 13a1 = -29 

13a0 + 29a1 = -67, 

odakle dobijamo Bo = 6, a, = -5. Diferencna jednaa'na (8} sada glasi 

F(k + 2)- 5F(k + 1) + 6F(k) = 0, 

Cija je karakteristiena jednaeina 

r 2
- 5r + 6 = 0. 

(15) 

(16) 

Korenl jednal:lne (16) su r, = 3 I r2. = 2. Zato su osnovna reienja jednaane (15) F,(k) = 3k i 
F2(k) = ~. a njeno op5te re5enje je F(k) = C~F,(k)+C2F2(k), tj. 

F ( k) = C1 • 3k + C 2 • 2/c. 

Konstante c, I C2 u (17} odredi6emo lz uslova F(O) = 6 I F(1} = 13. Tako dobijamo jednacine 

6 = C1 + C2 

13 = 3C1 + 2C2 , 

iz kojih ~alazimo C1 = 1, C2 = 5. Sada iz (17} za C, = 1 i C2 = 5 dobijamo 

F(k) = 31c +5·2k. 

Stavtjaju6i u (18) k = x - x 0 = x - 1 
dobijamo PronYevu lnterpolacionu funkciju 

h 2 
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x-1 x-1 
x-1 - -

{[J(x)=F(--)=3 2 +5·2 2 . 
2 

Na primer, za x = 4, iz formula (19) dobijamo 

tf}( 4) = F(1.5) :::::: 19.34. 

Primer 2. Za skup podataka 

k 0 
1 
2 

1 
2 
4 

2 
3 
3 

3 
4 

je 2n-1 = 3, tj. n = 2, a korak h = 1. Sistem jednacina (9) svodi se na 

2a0 + 4a1 = -3 

4a0 + 3a1 :::::: -1, 

odakle dobijamo ao = 0.5 i a, = -1. U ovom slucaju diferencna jednaCina (8) glasi 

F(k + 2}- F(k + 1) + 0.5F(k) = 0, 

a njena karakteristicna jednaeina je 

r2 
- r + 0.5 = 0. 

(19) 

(20) 

(21) 

1 i 
Koreni jednaCine (21) su lj,2 = - ±-, koja temo napisati u trigonometrijskom obliku, pri eemu 

2 2 

J2 /. tr + . . tr) z "' . . d je r, 2 = - 1cos- _ 1 sm- . ato su osnovna re::.en}a Je nacine 
. 2 4 4 

Fr ( k) = ( ..[2/ cos k1r F2 ( k) :::::: ( .fi )* sin ktr , a njeno op5te resenje ja 
2 4 2 4 

F(k) = C1F1(k)+C2F2(k), tj. 

F(k) :::::: C
1

( .[if cos ktr + C
2
(..{2 /sin k1r. 

2 4 2 4 

Konstante C1 i C2 u (22) odredi6emo iz uslova F(O) = 2 i F(1) = 4. Tako dobijamo jednacina 

2=C1 

1 1 
4 = c, ·-+ C2 2 2 

iz kojih dobijamo C1 = 2 i C2 = 6. U ovom slucaju (22) se svodi na 

.J2 k ktr ..[2 k • ktr 
F(k) = 2(-) cos-+ 6(-) sm-. 

2 4 2 4 
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Stavljaju6i u (23) k = x - x 0 = x - 1 dobljamo Pronyevu interpolacionu funkciju 
h 

fl>(x) = F(x -1) = 2(5 r-t cos (X - 1)1& + 6(5 ye-t sin (x- t)n. (24) 
2 4 2 4 

Za x = 1.5 iz formula (24) dobijamo <lt(1.5) = F(0.5) = 3.48. 

Primer 3. Za skup podataka 

k 

X.. 

Yk 

0 

0 

6 

1 

2 

1 

2 

4 

9 

odr~xfiti Pronyavu interpolaclonu funkciju. 

3 

6 

7 

4 

8 

21 

5 

10 

31 

Re5enje. OVde je 2n-1 = 5, ij. n = 3, a korak h = 2. Sistem linearnih jednaCina (9) postaje 

6a0 + a1 + 9a2 = -7 

a0 +9a1 +7a2 = -21 

9a0 + 7a1 + 21a2 = -31, 

odakle dobijamo 8o = 2, a. = -1, 8z = -2. Diferencna jednaana (B) sada glasi 

F(k + 3)- 2F(k + 2)- F(k + 1) + 2F(k) = 0, 

Cija je karakteristiena jednaana 

r 3 
- 2r2 

- r + 2 = 0. 

Koreni jednaeine (26) su r, = 1, r2 = -1, r3 = 2. 
Zato su osnovna r~nja jedna.Cine (25) 

(25) 

(26) 

k k k k k k 
F,(k) = r; = 1 = 1, F2 (k) = r2 = h1) =cos kn, F3 (k) = r3 = 2 , 

a njeno op5te resenje je F(k) = C1F,(k) + C2 F2 {k) + C3 F3 (k), tj. 

F( k) = C1 + C2 cos k1r + C3 • 2k (27) 

Konstante c,. C2 I C3 u (27) odredi~mo iz uslova F(O) = 6, F(1) = 1 i F{2) = 9. Tako dobijamo 
jedna.Cine 

6=C1 +C2 +C3 

1 = c, - C2 + 2C3 

9 = C1 + C2 + 4C3 
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iz kojih nalazimo C1 = 2, C2 ::: 3 I C3 = 1. Sada iz (27) za ·c, = 2, C2 = 3 i C3 = 1 dobijamo 

F(k) = 2 + 3 cos ktr + 2k. 

X X 
Stavljajucl u (28) k = - = - dobijamo Pronyevu interpolacionu funkciju 

h 2 

K 
X 1CX -

f!>(x) = F(-) = 2 + 3cos-- + 22. 
2 2 

7 
Na primer, za x = 7, iz (29) dobijamo f/J(l) = F(-) ::= 13.31. 

2 

UTERATURA 

(28) 

(29) 

1. A. De Prony: Essai experimentale et analytique .... J. Ec. Polytech. Paris 1(2) (1795), 24-76 

2. G. Milovanovic: Numericka analiza, 11 deo. Naucna knjiga, Beograd 1985. 

3. D. Simeunovic, B. Vulieevic, V. Pavlovic, M. lvovic: Matematika 11, 11 deo·. Ekonomski fakultet, 
Beograd 1978. 
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Novl Sad - Beoeln, 11-14. 05. 1999. 

EKSTREMI FUNKCaJA VRSE PROMENLJIVIH 

EXTREMES OF FUNCTIONS OF SEVERAL VARIABLES 

Dragomir SimeunoviC' 

APSTRAKT 

U ovom radu daju se neki postupcl za odred"JVanje ekstrema funkcija visa promenljMh. 

ABSTRACT 

This paper deals · with some procedures for determination of extremes of functions of 
several variables. · 

U ovom radu daju se neki postupcl za odred"JVanja maksimuma i minimuma realne 
funkclje 

y = f (x,, Xz, .•. , x,.) (1) 

od n nezavisRih promenljivih x,, Xz, ... x., koja je definisana u odredenoj oblasti D. 

Fuhkcija (1) u unutra§njoj tlWid M{,(xf0>,x~0>, ... ,x~>) oblasti D ima lokalni maksimum 

ako je 

( (0) (0) (0)) f( V\ f X1 ,X2 , ... ,Xn > x,, Xz, ... , "nn• 

a lokalnl minimum ako je 

1 Prof. dr Dragomlr Simeul"'IVV6, ~lo§d fakuh&1, Beogl'lld 
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'( 
(0) (0) (0)) f( xJ x1 ,X2 , •.• ,Xn < x,, Kt. •.. , 

za sve taae M (x,, ~ •... , xJ -:~; Mo{xf'>,xf>, ... ,x~>) koje se nalaze u neposrednoj okolini 

tafke Mo-
Neka je (1) diferencijabilna runkcija. Potreban uslov da ona u unutraAnjoj taB<i M0 oblasti 

D ima lokalnl maksimum. m lokaJnl minimum jeste da su svl njeni parcijalnl izvodl prvog reda u toj 
tafkl jednakl nuti, tj. da je 

Of - = 01 = 1,2. ... ,n. 
ilx, 

(2) 

Tatka Mo(xf0>,x~0>, ... ,x~>) u kojoj su ispunjonl uslovi (2) naziva se stacionama tafka 

funkcije f u oblasti D. Dovoljan uslov da funkcija (1) u njanoj st&clonamoj tar:ki M0 ima lokalni 
maksimum ili lokalni minimum- jeste da je u toj tiWkl njen diferencijal drugog reda razli~it od nule, 
~· da je 

..6 -'l f( (0) (0) (0)) 0 uy=u- x1 ,X2 , ••• ,Xn -:/; , (3) 

pri ~mu se pretpostavlja d~ funkcija f ima neprelddne parcljalne izvode prvog i drugog reda. Ako 
je eft > 0, tada u taekl M0 runkcija f ima lokalni minimum eija je vrednost 

( 
(0) (0) (0) y,., = f x1 ,x2 , ••• ,xn ), 

a ako je eft < 0, tada u tafk1 Mu runkcija f lma lokalnl makslmum eija je vrednost 

'( 
(0) (0) (0)) Y- = x, ,Xz , ••• ,Xn • 

Ako je eft = 0 u taekl Mu. odrecfiVanje lokalnog maksimuma ili minimuma zahteva 
nala!enje totalnih diferencljala vi~ reda. 

Neka je funkcija f u okolinl ta&a Mu oblasti D m puta diferencijabilna. Ako su u taCki M0 

ispunjeni uslovi · 

df =tit= .... = tr't = 0, d"f ;7f 0. 

tada: 
1) za m pamo runkcija f u t8fld Mu ima lokalnl minimum ako je d"'f > 0, a lokalni maksimum 

ako je d"'f < 0; 
2) za m nepamo runkclja f u tafki Mu ne dostite nl lokalni minimum ni lokalni maksimum. 

KRITERUUM~LVESnaRA 

Za funkciju f koja lma neprekldne parcijalne lzvode prvog I drugog reda njen totalni 
diferencijal prvog reda je 

n iJf 
df = L-dx,. 

,_, ilx, 

a njen totalni diferencijal drugog reda je cft = d (df), pri i5emu se iz (4) dobija 
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2 - n 821 n 821 n 821 
d I- Larar dx1dx1 + L dx2dx1 + ... + L dxndx1. (5) 

/•1 1 I jR1 &2&/ /•1 arnarj 

Totalni diferencljaJ drugog reda funkcije f posmatra6emo u njenoj staclonamoj taBd M0
• 

AAo stavimo 

8 21 
--- = A,· IJ = 1,2, .. . , n, 
&;&, 

tada se (5) mote naplsati u obllku 

n n n 

d
2
f = LA,1aX1dx1 + LA21dx2 dx1 + ... + LA~Wdxndxj 

/~1 , .. , /•1 

&-t &-t 
Zbog neprekldnostl parcllalnlh lzvoda -- je 

ex,exJ 
"'=A,. 

Pomo6u valiana ~ iz (6) obrazujmo detenninantu reda n u obliku 

~1At2··~ 

o.l:~::~ 
Glavni minori detenninanta Dn u pravcu njene glavne dijagonale su 

~
At2··.Asn 

~1A,21 An··Azn 1J,_=A11, M~= , ••• , Mn = Dn = . 
,An .... -....... 

A,z .. .A,., 

(6) 

(7) 

Totalnl diferencfjal drugog reda funkcije f u njanoj staclonamoj tafkl Me, izrafen formulom 
(7) predstavlja jednu kvadratnu fonnu veliana ~ gde su At realne konstante. 

Prema kriterijumu Silvostera o pozitivnoj, odnosno negativnoj definitnosti kvadratne forme 
ja: 

rlf> ~ (8) 

ako su iapunjenl uslovl 

(9) 

rlf<~ (10) 

ako su lspunjenl nalzmenimo uslovi 

150 



M,< 0, M.r> 0, ... , (-1fM,.> 0. (11) 

Ovo znaei da funkclja f u stacionamoj taBd Mu ima Jokalnl minimum ako su ispunjeni 
uslovi (9), odnosno lokalnl maksimum ako su lspunjeni ualovi (11). Vrednost lokalnog minimuma 
odnosno lokalnog makslmuma doblja se kao · 

(0) (0) (0) y=f(x1 ,x2 , ••• ,x,. ). 

Aka u staclonamoj tafkl Mu nije zadovoljen nl jedan od uslova (9) odnosno (11), tada 
funkcija f u tafkl M0 nema nl lokalnl minimum nl lokalril maksimum. 

Zajednifki naziv za lokalne minlmuma I lol<alne mal<slmume funkcije f u oblasti D je 
lokalnl ekstreml funkclje f u oblastl D. 

Primer: Odrediti lokalne ekstrema funkciia 

f /. 2 2 l': y = 1'X1, X~ x:J = X 1 + X 2 + X 3 • 4X1 - 6x2 ·• Bx3 + 30. (12) 

Reienje: Najpre nalazimo parcija.lna lzvode prvcg rada funkcije (12) po nezavisnim promenljivima 
x,, ~ I x,. lmamo 

iJf iJf iJf 
- = 2x1 - 4,- = 2x2 - 6,- = 2x3 - 8. 
ax1 &-2 ax3 

Sada parcijalne izvode lz (13) izjednafavamo sa nulom. Dobijamo sistem jednaana 

2x1 -4 = 0,2x2 -6 = 0,2x3 -8 = 0 

(13) 

aje je re~nje: x1 = 2, ~ = 3, x, = 4. Tal:ka M.,(2,3,4) je staclonama taeka funkcije (12). U njoj 
data funkcija mo!e imati lokalnl ekstrem. Da H ona zalsta u toj tafki lma lokalnl ekstrem, 
utvrdioomo pomoou znaka njenog totaJnog diferencljala ckugog recta u tafki Mc,(2,3,4). U tu svrhu 
iz (13) nalazimo parcijalne lzvode drugog reda funkclje f. lmamo 

iJ2f iJ2f IJ2f 
-=2---=0 =0 ax: ·ax,mr-2 'mr-,mr-3 

IJ2t /}21 IJ2f 
--=-0-=2, =0 
ax2ax, · mr-: &-2&-3 

iJ2f /}2/ /}2/ 
--=0 =0,-=2 
&3&1 'ex3mr2 ax: 

Ala znafl da je 

A, = 2, A,.r = 0, A13 = 0 
An = 0, A,.. = 2, A., = 0 
A,., = 0, An = 0, A.u = 2. 
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Zalo je 0, = ~~~, odalde knamo M,= 2> 0, M,=~~= 4 > 0, M,= o, =~ ~ ~= 11> 0 

U ovom slueaju ispunjeni su uslovl (9) pa je cff > 0, odakle sledi da funkcija (13) u taBO 
Mo(2,3,4) dostite lokalnl minimum aja je vrednost y,., = f (2,3,4) = 1. 

USLOVNI EKSTREMI 

Neka je dP.ta funkcija 

y = f (x,, X:;, .•• , x,) 

aja nazavisne promenljive zadovoljavaju m uslova oblika 

(14) 

(15) 

gde je m < n. Za odred"IVanje lokalnlh ekstrema funkcije (14) pri i5emu njene nezavisne 
promenljive zadovoljavaju uslove (15} u praksl se obiblo koristl metoda Lagranta. Ova metoda se 
sastojl u tome tto se pomoru funkcije f lz (14) I funkcija 9t lz (15) formira funkcija oblika 

F = f (x,, Xz- ••• , x,) + ...t, g,(x,, x~> ... , x,) + ... + ...tm gmfx,, Xz- ••• , x,) (16) 

gde su ~ •... , )..,., realne konstante koje se nazivaju Lagran!ovi mno!itelji, a funkcija F u ovom 
slueaju Lagranfova funkcija Funkciju F uzimamo kao funkciju promenljivih x,, Xz, •.. , x,, A1, ••• , A,. 
Na ova; naan, odred"JVanje uslovnih ekstrema date funkcije f svedeno je na odrecfJVanjs 
ekstiemnlh vrednosti lagrantove funkcije F. 

Potreban uslov da funkcija f ima uslovni ekstrem (uslovnl minimum ili uslovni maksimum) 

u njenoj tatki MQ{xi0>,xf>, ... ,x~>) jeste da su svl parcijalnl izvodl prvog reda funkcije F po x,, 
Xz, ••• , x,, ~ •... , A, jednaki null, tj. da je 

iJF == Ut + ~ 41, + ... + ...tm i9'm = O,/ = 1,2, ... ,n 
tJx, iJx, iJx, iJx, 

(17) 

IJF 
- = g1 = O,J =\ ... ,m. 
O...t, 

(18) 

1 u ovom slueaju taCka Mo za koju au lspunjenl uslovl (17) I (18) naziva se stacionama 

Oovoljan uslov da funkcija f lz (14) u njenoj stacionamoj ta&l Mo lma uslovnl ekstrem 
jeste da je u toj ~d d"lferencijal drugog reda funkcije F razliat oc:l nu!e, tj. da je 

a'F(xtOI .x~ol, ..• ,x~OI) '* 0 

uz dodatne usfove 

dg, (x~ol, x~ol , ... , x~ol) = 0, I = t, ... ,m. 
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Pri tome, funkcija f u tal:ki Mo lma 
a) uslovni minimum ako je 

~~( (0) (0) (0)) 0. ur,X1 ,x2 , ••• ,Xn > , 

b) uslovnl maksimum ako ja 

..~~ ~c (0) 101 (0) > unX1 ,x2 , ••• ,Xn <0. 

(21} 

(22) 

Pri nala2:enju vrednoatl lfF(::ti0>,x~0>, ••• ,x~>) moraju se uzetl u obzir I dodatni uslov 

(20). 

U ,,,x..j . ' _.:::,~ ( IO) (H) · (O)) 0 od-.«... .la Jovn'h kst fu k .. S:U\i<&ll na J>a ... r Xi ,x2 , ... ,:x:.,. = , IIINIYan,.. us 1 e rema n CIJe 

zahteva nala!enje totalnlh d!ferancij~~e vineg reda funkclje F. 

Primer: Odreditl ekstrema funkclja 

y = f (x1, Xg x:J = X: +xi+~ (23) 

uz uslov 

x, X1 X~ : 1. (24) 

ReienJe: OVde ja u pitanju odred'IVanje uslovnog ekstrema funkcije f, gde imamo jedan uslov 

g, (X,, x/ll xJ = x, x1 x., - 1. 

U ovom slueaju Lagran!ova funkcija F lma obik F = f + ~ g,, q. 

F = ~ +~ +~ +A., (X, XI X$- 1). 

Njenl parcijalni izvodl prvog reda su 

(25) 

(26) 

iJF 2 oF 2 iJF 2 IJF 
- = 3X1 + ~X2X3,- = 3x2 + ~X1X3,- = 3X3 + ~X1X2,- = X 1X 2X 3 -1. (27} 
~1 ~ ~ ~ 

lzjedna~vanjem ovih parcijalnih izvoda sa nulom dobijamo sistem jednaana 

2 . 2 2 
3x1 + ~x2x3 ::0, 3x2 + ~x1x3 ::0, 3x3 + ~x1x2 ::0, x1x2x 3 - 1::0, 

aje je rdenje: x1 = 1, ~ = 1, ~ = 1, ~ = -3. Stadonama tafka funkcije je Mc,(1,1,1) za).., = -3. 
T otalnl diferencijal prvog reda funkclje (26} je 

dF = (3x~ + A.,x2 x 3 } dx, -1(3x: + A.,x1x 3 } dx1 + (3x: + A.,x1x 2 )dx.,. 

a njen totalnl cflferencijal drugog reda je 

t!F=6(x1dx~ + x2dx: + x3dx:) + 2A,(x3dx1dx2 + x 2dx1dx3 + x 1dx2dx3 }. (28) 

U staclonamoj tafkl Mo (1,1,1) I ~ = -3 lz (28) dobijamo 
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(29) 

Prema (20), dodatnl uslov u ovom slueaju je dg1 :::0, Q. d (x1 Xz Xs - 1) = 0, odakle 

Xl!fpx, + x.xpxz + X.XP3 = 0. (30) 

Uslov (30) u tallkl Mo (1,1,1) u saglasnosti sa (20) svodl se na dodatnl uslov 

dx, + dx6 + dx3 = 0. (31) 

lz uslova (31) je 

dx3 = -dx, - dxl". (32) 

Zamer10m dobijene vrednosti za dx, iz (32) u desnoj strani (29) posie sred"IVanja 
dobijamo 

uF (1, 1, 1) = 18 dxi + 9 dx,dx6 + 9 dxpx, + 18 dx~. (33) 

lzraz (33) predstavlja jednu kvadratnu formu ve6l5ina cfxPxt (i,j = 1 ,2). Saglasno formuli 

[f), u ovom slu~u determinant& Dn svodl se na determinantu 0 2 _= ~81~ • Njeni glavni monori su 

M1 ::: 18 > 0, M2 = 0 2 =~81~ = 243 > 0, ~ prema (9), u saglasnosti sa kriterijumom Silvestera, 

znao da je <fF (1,1,1) > 0. Sada prema (21) zakljuoojemo da funkcija (23) u njenoj stacionamoj 
taeki Mo (1,1,1) ima uslovnl minimum l:ija je vrednost y..., = f(1,1,1) = 3. 
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International Conforence 

EKOLOSKA POUZDANOST ELEMENATA TEHNICKIH S!STEMA 

ECOLOGICAL RELIABILITY OF ELEMENTS OF TECHNiCAL 
SYSTEMS 

Vladlmlr Pavlov16', Dragomfr Slmeunovic! 

UVOD 

Realizacija koncepta I principa infenjerske ekologije u fabrikama cementa mi se 
sistemom in!enjersko-ekolo§kog pra6enja proizvodnje ko~ predstavlja kompleks medjusobno 
povezanih elemenata m podsistema I<Oji funkcloni§u u optimalnom re!imu upravljanja. Pri tome se 
pod upravljanjem u lnfenje~lo§kom smlslu podrazumeva slstem stalne kontrole 1 
racionalnog dejstva na uslove I faktore kop utioo na ekolo!ku sltuaclju prirodno-tehni&og 
geosistema sa clljem da se utvrdl, obezbedi I odril neophodni nivo ekolo§ke bezopasnosti u 
procesima projektovanja I proizvodnje po svim podslstemlma. 

U praksl rada prirodno-tehni&ih ekoslstema elementl tehniekog podsistema lmaju osobinu 
da posla odredjenog perioda vremena lmaju nlfe k&rakteristike pouzdanostl u odnosu na nova 
elemente ili elamente koji su' manje radii!. Takvi su svi elementi kojl su podlofni starenju, habanju, 
itd. Poznato je nekoliko raspodela starenja koje oplsuju ovaj proces. Najizuooniji je slu~ kada 
funkclja raspodele funkclonlsanja lma rastu61 intsnzitet otkaza. 

Obnavljanje prirodno-tehnleldh geosistema ukljucuje kompleks rnera za koreklivno i 
preventivno obnavljanje po svim lzvorima tehnogenog uticaja ~-w,, 1=1, .•• , n I objekata prirode l::j 

e1, J=1, ... , m. Konkretno stanje lzvora uticaja I objekata prirodo uslovljava sprovodjenje, u 

odredjenom trenutku funkclonlsanja slstema ~. odredjenog nlza operaclja u okvlru planlranog i 

neplanlranog obnavljanja. Teku6e plansko obnavljanje I kontrola pouzdanosti elemenata lma lokalnl 

1 Prof. dr Vladlmlr PavloviO, l<aladra za povrllnsku ~. Rudarl!lco-geololld falwltet, Beograd 
1 Prof. dr Dragomlr Silnaun01116, Rucfarako.geolo falcult8t, Beograd 
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karakter sa radovima koji nisu vezani za ekoloAki ekstremne situacije. Naplanska obnavljanja 
mogu biti povezana sa nepredvldjenlm ekololkl ekstramnlm altuacijama. Plansko obnavfJ&llje i 
kontrola pouzdanostl se reafiZUje u optimalnlm vremenskim lnteMllima za postizanje potrebnog 
nlvoa ekoloAke bezopasnostl. Za stohastleke modete razvoja tehnogenlh procesa u prirodno
telvliCklm gaoslstemima korlste se metode statistlke I vei"'VVltnoo» za analizu slufajnih vefielna. 

EKOLOIKA STABILNOST I PERIODICNos'r KONTROLE SISTEMA 

F.koiOOka stabilnost prlrodno-tehnladh geoslstema e9 -u dopultenlm granlcama (od donje 

(Drj) do gomja (Dg) granlce) teku6ih prolzvodnlh procesa u vremenu t o-znafena je izrazom: 
DtO::Wj). Dd~DtSDg I predstavlja analltieku osnovu za predvldjanje pon~nja e!<ooistema ili 

~1\Jrer.1j9no.J elementa. 
Ek:olOOko stabilnl proces prolzvodnje cementa obezbedjuje lzmene postavijana !unkcija 

!:'!(~l~a u dopu§tenlm granlcama u odnosu na prirodu: 

e9 = D(DA(i; waJt)); Dfi(t whJ(t)); DL(f. wg(t))}, 

gda su: DA, Dti• Dt_ -lntegralne karakteristlke stanja blosfere redo-m za atmosferu, hldrosferu I 

li1osfaru u zor.l o§tro postavljenlh dopuitenlh g,.anica (Ae=Dg-Dd). 

Razmatranl procesl su po svojoJ prlrodl siOOajnl sa razlleitim karakterom izmena 
parametam pojedinamlh raspodela YIJ· Procesl lzmena ~h vefieina prirodno-tehnitkih 

goosistema (ekoslstem objekata fabn"ke cementa), odra&vaju realne fllieke zakonomemostl I 
mehsnlzme razvoja tih sistema. 

Po§to je wc:tS'*(fJ)SWg, pratenl parametar u vremenu & prelazl dopultenu granlcu Aw I 

to gomju granlcu pod uslovom da je: 

w(tj) + wttj) ll.t C!: w9 , 

a da je lspod donje granlce prl: 

w(tj) + wttj) l1t S wd • 

PoAto su, po pravilu, vrednosti w(lj) I Wj('J) nepoznate I slueajne, moguoo je ocen1t1 samo 

karakterisb"ke verovatno6e mogutnosti lzlaza pra6mog parametra za vreme od ~ do (~+ll.t) van 

dopu§tane zone Aw. Verovatnoea P(W~g)=P zavlsi od 6frlne dopultene zone llw I karaktera 
lzrnene parametra w(t). 

Potreba za stanom proverom stanja ekoaislema prolstiee 1z zaht8va da se maks!malno 
skratl vreme boravka u stanju skrivene rnogOOnosti otkaza. UkoDico te provere ne uti6J na 
funkdoi'Uanje slsterna polrebno ih je sprovoditl 1to eeAte. 

Peliodienost preventivnog opslu2ivanja I kontrolo pouzdanosti elemenata ekoslstema mote 
se op1sat1 matematieklm modelom I nati optimakla varijanta tehniekog opshdivanja. Kao kriterijum 
optlmalnosti rno!e poslufltl makslmalnl koeflcijent gotowstl I mlnlmainl trolkovl za tehnleko 
opslu!lvanje. Odredjlvanje rnaksirnUle perlodH!uostl preventlvnog opslutivan}a Vlil se na osnovu 
utvrdJvanja nal!lna ~ akaJnfm proceiom kroz lzbor stndeglje upravljanja slueajnlm 
nedetsrmlnisal'llm procesom. Postoje I'IIZIIeiti sisteml preventivnog opsluflvanja prirodno-tehnlekih 
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geoslstema I mogu se zasnlvall na kvantitativnof realizaclji procesa. na kalendarskom vremenu 
rada, na ukupnom vremenu reallzacije i na tehniekom stanju etemenata sistema. 

N&~1nteresantnije je sprovodjenje preventivnog opslldlvanja I kontrole po prognoznom 
parametru, · preko granimo dopuAtenih stanja Pod takvim uslovlma, ~kovl realizacije 
preventivnog opslutivanja su minimalni jer se ono ~ samo kada je to stvamo neophodno. Ovo 
je mogu6e ostvaritl samo pri stabilnoj kontroD tehni~og stanja elemenata sistema kontrolno
dijagnostiekom opremom. 

Posebno je pogodna analiza moguroostl kontrole elemenata sistema sa eksponencijalnom 
raspodelom vremena do ekstremnih sltuaclja sa parametrom (a). Uzlmaju61 u obzir vreme trajanja 
prove re <tp>. mo!e se govoritl o lzboru optimalne perlodiOOosti kontrole (\) tako da K(lf<, tp. _a) 

kao koeficijent iskori~nja dela prolzvodnog vremena ima maksimainu vrednost. U ciklusu 
realizaclje procesa sa verovatno6om P(lf<) = exp(-~). za vrema lf< ne dolazi do prelaza granimih 

vrednosti do momenta provere, a sa verovatno6om F(lf<) = 1-exp(-alf<) dolazi do otkaza do 

mornanta provere. Pri tome raspodela slueajnog vremena funkcionisanja sistema (tf) u tom 

intervalu ima slede6u gustlnu; 

f(t) = a exp(-at)/(1-exp{-atiJ). 

Srednja vrednost slueajne velifine ft mo!e se odrediti iz slede6eg izraza: 

M(tf) = tk exp(-attJ + I0'k t a exp(-at) dt = (1-exp(-attJ)Ia. 

Potrebno je na61 vrednost lf< koja obezbedjuje maksimum funkcije koeficijenta 

iskoriMenja: 

K(t~c- tp a) = M(tf}/(tl(l"tp} = (1-exp{-at/()}/a(tft+tp}· 

Ekstremna vrednost za K(lf<, tp. a) doblja se za onu vrednost I!( za koju je dK/dftrO, 

odakle se doblja jednafina: 

(A} exp(at/() = 1 + atk + atp 

iz koje se odredjuje velifina lf< za data vrednosti a I ;,. Ako je vrednost atp mala (na primer: 

~.1), mofe se sa dobrom.aprokslmacljom naptsati: 

exp(atiJ = 1 + atn + (a2tl)l2, 

tako da se iz {A) dobija: 

(8) tk = (2 trfaJ112 = (2 atpJ112ta. 

Za a=0.05, I granloou vrednost atp::0.1, 1z (B) se doblja ftr8.944272. Taena vrednost za 

~ lz (A) kod a=O.OS, atp::0.1 je tre.324423. 

Jedn&ana za odredjivanje optlmalne perlodienosti kontrole na osnow pouzdanosti I 
~ lma sledea obllk: 

(C) (P (tiJI(1-F(ttJJ2J f0tk (1-F(t))dt + ln(t-F(t/t}J-CrfCn = 0, 
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gde su: ft<-periodienost kontrole prt eksponencijalnom zakonu raspodele sa parametrima a i ft<, 

Cp·trotkovi za reafiZ8Ciju planske kontrole I opsltdivanja. Cn-troAkovi neplanskih opsluZivanja. 

Kako je: F(t) = 1-exp(-at), sledl da je: F'(\) =a exp(-aft<). 

Sada sa zamanom u (C) doblja: 

a exp(atiJ I0'k exp(-atiJ-(C,ICnJ = o, 

odnosno: 

exp(atiJ = 1 + atk + (C,ICnJ· 

Bazultat se poklapa sa analizom kontrole sa poznatim 'IITamanom tni!r-mja pn.-v~ro (ip) uz 

me~lmimalnu funkciju koeficijenta i~ja, pa je: CpfCn ::: o.fp, Mo pro~iru}$ mog:.Jenostl 

r~uvMja postavljenog zadatka. Za grafiao reAenje se poomvlj~ju dv·a l<:rivv: y=exp(alJ<) I 
y--:a~+1+(Cp1Cn). odnosno: y:exp{aft<) I v=a\+1+atp. Njihovi graflc.i 7..a ®.=0.05 i a.t,::O:Idati su na 

SI. 1. 

y 
2.0 

y=exp(atjJ 

1.8 Y=&\+1+a\> 

1.4 

1.2 
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0.8 

0.6 
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SHka 1. Gralik za odredjvanje perlodli!nostl lcontrole pouzdanostJ 

ZAKLJOOAK 

Anallzom lnfOnnacija o stanjima aistema utvrdjuju se elrategije pri kojlma se u slublju 
01kaza vrAi obnavljanje, a prt lsteku odredjenog perloda rada kontrola pouzdanostl elemenata I 
planlrano opshdlvanje. Ova prikazana pristupa utvrdJvanju periodienosti kontrole pouzdanostl 
elemenata ekoslstema u cementnoj lndustriP dalu mogu6nost elastienog prilaza I osetljive anaHze 
eime je omogu6ena jednostavna praktiena primena. Vlaoka pouzdanost postavljenog ekoslstema, 
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kop ukfJUruje I kontrolno meme uredjaje, neophodna je ne samo sa aspekta optimizacije 
proizvodnih trOOI<:ova ve6 i zakonski postavfjenih uslova ekol~ke bezopasnostl funkcionisanja 
objekta u celinl. 
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APSOLUTNI EKSTHEMI FUNKCIJA VISE PROMENLJIVIH 

ABSOLUTE EXTREMES OF FUNCTIONS OF SEVERAL 
VARIABLES 

Dragomir Simeunovi61
, Vladimir Pavlovi& 

APSTRAKT 

U ovom radu daju se neki postupci za odredivanje apsolutnih ekstrema funkcija vi~e 

promenljivih. 

ABSTRACT 

This paper deals with some procedures for determination · of absolute extremes of 
functions of several variables. 

U povrsinskoj eksploataciji l:esto se sreeemo sa funkcijama vi~ . promenljivih kao i sa 
pitanjem odredivanja njenih apsolutnih ekstrema 

U ovom radu daju se neki postupci za odre~vanje apsolutnih ekstrema realne funkcije 

y = f (x,, x21 ••• , x,J (1) 

od n nezavisnih promenljivih x1, ~ •••• x, koja je definisana u odredenoj zatvorenoj oblasti 0 1 

Euklidovog n - dimenzionalnog prostora R". 
Neka je A neprazan skup ~ji su elementi X, Y, Z,... • Ako svakom uredenom paru 

elemenata (X, Y) iz A dodelimo realan broj d (X, Y) koji ima sledeca svojstva: 

1) 0 ~ d (X, Y) < +-, 
2) d (X,Y) = 0 ako je X = Y i X = Y ako. je d (X, Y) = 0, 
3) d (X, Z) ~ d (X, Y) + d (Y, Z), 

' Prof. dr Dragomlr Slmeunovle, Rudarsko-geolo§d fakultet. Beograd 
2 Prof. dr Vladimlr PavloviC, Rucfarsko.geolo fakultet, Beograd 
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taCia k~mo. da smo skup A snabdeli. metfikam d. Pri tome skup A snabdeven metrikom d 
naziv&n:~a metriCki prostor. Njegove elemente X, V, Z, . .'. nazivamo tackama toga metriCkog 
prostora, a d (X, Y} rastojanjem izmedu taCaka X i Y. 

Neka su A i B dati skupovi. Proizvod skupova A i B u aznaci A x B je skup ured~nih 
parova (a, b) pri eemu element a pripada skupu A a element b pripada skupu B. 

Neka je R skup svih realnih brojeva. Tada se skup koji predstavlja proizvod R x R x ... 
x R = R" naziva n - dimenzionalni prostor. Elementi ili tacke ovoga prostora su uredene n - torke 
realnih brojeva oblika X = (x1, x2, • •• , x,J. Brojevi x1, x2, ... , Xn nazivaju se koordinate tacke X. 
Ako se u prostoru R" rastojanje izrnedu njag,)vih taCaka X = (x1, x2, ... , xJ i Y = (y1, y2, ... , yJ 
uvede pomoeu formula 

1 

( 
n { _ \•;;12 

d (x. Y) = . :E If; -- .Y i r . 
I = 1 . 

tada se prostor R" naziva Euklidov n - rJ;menzionalni prostor. 
Jednodimenzionalni EuklidGv proslor ja realna prava, gde je rastojanje izmedu dve tacke 

1 
X = (x) i Y = (y) dato sa d (X, Y) = ( ( x - y) 2

) 
2 = lx - yl. Dvodimenzionalni Euklidov prostor 

je realna ravan, gde je rastojanje izmeciu dve tacke X = (x1, ~) i Y = (y1, y2) dato sa d (X, Y) = 
1 

((x1 - y1) 
2 

+ (x2 - y2 ) 
2

) 
2 . Trodimenzionalni Euklidov prostor je uobieajeni realni prostor od 

tri dimenzije. Rastojanje izmedu dve taCke X = (x1, ~. xJ i Y = (y1, y2, y.:J toga prostora dato je 
1 

sa d(X,Y)=((xt-Y1)
2 

+(x2 -y2 )
2 

+(x3 -y3)
2

)
2

. 

Uzmimo da je u Euklidovom n - dimenzionalnom prostoru data jedna zatvorena povrs C 
koja ogranieava konacni deo D toga prostora. Tacke prostora D zajedno sa tackama povr5i C 
cine jednu zatvorenu oblast D1 a tacke prostora D Cine jednu otvorenu oblast Euklidovog n -
dimenzionalnog prostora. Povr5 C naziva se rub oblasti D. Ovde navodimo neke slucajeve. 

Otvorena obfa.qt D jednodimenzionalnog Euklidovog prostora je interval (a,b), a zatvorena 
oblast D1 je segment [a,b], odnosno zatvoreni interval [a,b]. Rub oblasti D ovde su tacke a i b. 
Zatvorenu oblast D1 u Euklidovom dvodimenzionalnom prostoru Cine tacke ravni ogranizene 
jednom zatvorenom krivom C zajedno sa tackama krive C, a deo ravni D ogranicen krivom C bez 
taCaka te krive predstavlja otvorenu oblast toga prostora. Kriva C je rub oblasti D. Unija C, kao 
rub oblasti D, maze se sastojati i od viSa linija C1, C2 ... , Cm nadovezanih jedna na drugu. Svaka 
od linija C1, C2 ... , Cm definise se odgovarajueom jednaclnom. Tacke T1, T2 .. . , T m koje povezuju 
linije C1 i C2, C2 i C3, • • • , Cm-1 i Cm i Cm i C1 su temena ruba C koje takode pripadaju zatvorenoj 
oblasti D1• Unija C, kao rub oblasti D, moze bitl definisana i samo jednom jednaeinom. 

U Euklidovom prostoru R" rub C koji ogranieava konaeni deo D toga prostora predstavlja 
jednu zatvorenu povr5. 

Posmatrajmo sada funkciju (1) tj. tunkciju y = f (x1, ~. ..., xJ od n nezavisnih 
promenljMh x1, ~ .... , Xn koja je definisana u zatvorenoj oblasti D1 Euklidovog prostora R". 

ed k .. f · M_( (0) (0) (0)) • f (0) (0) (0) Vr nost fun CtJe u ta&i .. -'0 x1 ,x2 , ... ,Xn J9 Yo = (x1 ,x2 , ... ,xn ) , odnosno Yo = f(Mo). 
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Apsolutni ekstremi funkcije f predstavljaju njenu najmanju i njenu najvetu vrednost u 
datoj zatvorenoj oblasti D1• Pri tome njena najmanja vrednost u 0 1 naziva se apsolutni minimum, 
a njena najveea vrednost apsolutni maksimum. 

Za neprekidnu funkciju f definisanu u zatvorenoj oblasti D, Euklidovog ·prostora R" 
kafemo da u taCki M0 koja pripada oblasti D1 dostize: -

a) apsolutni minimum ako je f(MJ ~ f (M) za sve ta&e M iz D,, 
b) apsolutni makslmum ako je f(MJ ~ f (M) za sve tatke M iz D1 , 

c) relativni minimum koji zovemo i lokalnl minimum ako je f(MJ < f (M) za sve tacke M iz 
neposredne okoline tatke M0 '# M, 

d) relativni maksimum koji zovemo i lokalni maksimum ako je f(M0) > f (M) za sve tacke M iz 
neposredn3 okoline ta&e Mo * M. 

LOKALNI EKSTREMI 

Neka je f diferencijabilna funkcija Potreban uslov da ona u tacki M0 iz oblasti D, ima 
lokalni maksimum ili lokalni minimum jeste da su svi njeni parcijalni izvodi prvog reda u toj taCki 
jednaki nuli, tj. da je 

df = O) = 1,2, ... ,n. 
dX; 

(2) 

Tacka Mo(x~0>,x~0>, ... ,x~0>) u kojoj su ispunjeni uslovi (2) naziva se stacionama tacka 

funkcije f u oblasti D1• Dovoljan uslov da funkcija (1) u njenoj stacionamoj tacki M0 ima lokalni 
maksimum ili lokalni minimum jeste da je u toj tatki njen totalni diferencijal drugog reda razliCit od 
nule, tj. da je 

~ ~ (0) (0) (0) u y = CT f (X 1 , X 2 , ••• ,X n ) '# 0, (3) 

pri cemu se pretpostavlja da funkcija f lma neprekidne parcijalne izvode prvog i drugog reda Ako 
je eft > 0, tada u ta&i M0 funkcija f ima lokalni minimum cija je vrednost 

f( (0) (0) (0)) y,., = x1 , X 2 , •.• ,Xn , 

a ako je d2J < 0, tada u ta&i M0 funkcija f ima lokalni maksimum cija je vrednost 

f( (0) (0) (0)) Ymar = x, ,X2 , ••• ,Xn • 

Ako Je eft = 0 u ta&i M0, odre<fiVanje lokalnog maksimuma ili minimuma zahteva 
nalatenje totalnih diferencijala vi5eg reda 

Neka je funkcija f u okolini ta&e M0 oblasti D m puta diferencijabilna. Ako su u tacki M0 

ispunjeni uslovi 

df =eft= .... = d""'f = 0, d"f'# 0, 

tada: 

1) za m pamo funkcija f u taBd Mu ima lokalnl minimum ako je d"'f > 0, a lokalni maksimum 
ako je d"'f < o; 

2) za m nepamo funkcija f -u ta&i M0 ne dostize ni lokalni minimum ni lokalni maksimum. 
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USLOVNI EKSTREMI 

Neka je data funkcija 

y = f (x,, x~ ... , x,J (4) 

pri ~mu x1, x2, ... , x, zadovoijavaju m uslova oblika 

gfx,, x21 ... , x,J = 0, j = 1, ... ,m (5) 

gde je m < n. Zn odred'IV81lja lokalnih ekstrema funkcije (4) pri ~mu x1, ~ .... , x" zadovoljavaju 
uslove (5) u praksi sa obieno koristi metoda Lagran~a. Ova metoda se sastoji u tome Sto se 
pomoeu funkcije f iz ( 4) i funkclja gJ iz (5) formira funkcija oblika 

F = f (X7r )(!!> ... , xnJ ·}- :>.., ,qdxl, x2, .. . , x,J + ... + Am Ym(x,, Xz, ... , x,J (6) 

gde su }..,, .... A,,. realr.e l<.om.:tQi'M hoj9 so nazivaju Lagranzovi mnoZitelji, a funkcija F u ovom 
slucaju Lagraniova funkr.i.{a. ;;ur.kciju r-= uzhnarno kao funkciju promenljivih x1, ~ .... , x,, }..,, ... , A,,. 
Na ovaj nal;in, odredivanje uslovnih ekstrema date funkcije f svedeno je na odred'rvanje 
ekstremnih vrednosl.i Lagranzove funkcijt! F. 

Potreban uslov da funkcija f u taCki M0 ima uslovni ekstrem (uslovni minimum ili uslovni 
maksimum) jeste da su svi parcljalni izvodi prvog reda funkcije F po x1, ~ .... , x,, }..,, ... , A, u toj 
taCki jednaki nuli, tj. da je 

()':__, =-~+A, ~gt + ... +Am ()gm = O,i = 1,2, ... ,n 
()x; Jx1 i:Jx1 ()x1 

(7) 

()F 
-=g =0 ·-()J.., 1 ,J - f, ... ,m. (8) 

I u ovom sluCaju taCka Mo za koju su ispunjeni uslovi (7) I (8) naziva se stacionama 
tal:ka 

Dovoljan us!ov da funkcija f iz (4) u njenoj stacionamoj tafki Mo ima uslovni ekstrem 
jeste da je u toj tal:ki totalni diferencijal drugog reda funkcije F razliCit od nule, tj. da je 

cfF(xfO) ,X~O) , ... ,X~O) )'*- 0 

uz dodatne uslove 

,J,. ( (0) (0) (0)) • 
YI:IJ x1 ,x2 , ... ,xn = 0, J = 1, ... ,m. 

Pri tome, funkcija f u ~ M0 ima 

a) uslovni minimum ako je 

..aF( toJ roJ roJ) a X 1 , X 2 , ... ,X n > 0, 

b) uslovni maksimum ako je 

..aF( roJ roJ roJ) a . X 1 , X 2 , ... , X n < 0. 
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Pri nalafenju vrednosti ~F(x~0>,x~0>, ... ,x~0>) moraju se uzeti u obzir i dodatni uslovi 

(10). 

U slu~u da je ~F (x~0> ,x~o) , ... ,x~0>) = 0, odredivanje uslovnih ekstrema fun:-cija f 

zahteva nalafenje totalnih diferencijala viseg reda funkcije F. 
Za odred"rvanje znaka totalnog diferencijala drugog reda funkcije visa nezavisnih 

promenljivih obil:no se koristi kriterijum Silvestera (videti 1,2,4 i 6). 

APSOLUTNl EKSTREMI 

Neka je funkcija y = f (x1, ~ •••• , x,} diferencijabilna u datoj zatvorenoj ob!asti 0 1• Neka 
su M1, M~, ... , Mk stadonarne tal:ke funkcije f koje pripadaju oblasti 0 1• Dalje, neka su N1, N2, •• • , 

N. stacioname tal:ke Lagranzove funkcije F koje takode pripadaju oblasti 0 1, a kod koje uslnvna 
veza izmedu x,, x2, ••• , x" predstavlja jednatinu ruba C. Tada u oblasti 0 1 funkcija f ima: 

1° apsolutni minimum aja je vrednost 

a = min {f(M1), f(M:J, ... , f(M,J, f(N1), f(N:J, ... f(N.J}, 

2° apsolutni maksimum tija je vrednost 

A = max {f(M1), f(M:J, ... , f(M,J, f(N1), f(N:J, ... f(N.J}. 

(13) 

(14) 

Kao ~o vidimo apsolutni ekstremi funkcije f predstavljaju najmanju i najvecu vrednost 
koje ta funkcija dostize u njenim stacionarnim tal:kama koje pripadaju oblasti 0 1 i stacionamim 
tal:kama Lagranzove funkcije F formirane od date funkcije f i ruba C koje takode pripadaju oblasti 
o,. 

Primer: Odrediti apsolutne ekstreme funkcije 

y = f (X1, x:J = x/ + X1X2 + xl - 4x1 - 5x2 + 10 (15) 

u zatvorenoj oblasti 0 1 odredenoj sa x1 <:: 0, x2 0:: 0, x1+~-4 :::; 0. 

Reienje: Oblast 01 predstavlja deo ravni 0 x1~ koju l:ine tacke trougla l:ija su temena T, (0,0), 
T2 (4,0) i T3 (0,4). Oblast D tine unutr~nje tal:ke trougla T1, T2, T3 , a oblast D, cine tal:ke oblasti 
0, tal:ke strana T1T2, T2T3 i T3T1 toga trougla i njegova temena T,, T2 i T3• Rub C oblasti D su 
navedene strane trougla zajedno sa njegovim temenima. Kao sto vidimo rub C sastoji se od linija 
C, = T1T2, C2 = T2T3 i C3 = T3T1 aje su jednatine redom: 

za C1: ~ = 0, za C2 : X1+~ -4 = 0 i za C3: x, = 0. 

Za odredivanje stacionarnih .ta~a funkcije f iz (15) u oblasti D, prvo nalazimo njene 
parcijalne izvode po x1 i ~ koji izjedna~ni sa nulom daju jednacine: 

2x1+X2-4 = 0, X1+2x2-5 = 0. 

Re~nje ovih jednaana je x, = 1, x2 = 2. TaCka M, (1 ,2) je stacionama tal:ka funKcije f 
za koju vidimo da pripada oblasti 01• 

Dalji korak je odre<fr1anje stacionarnih ta~a Lagranzove funkcije F koja se obrazuje od 
funkcije f i jednaeine ruba C. U n•m sluCaju rub C sastoji se od tri linije C1, C2 i C3 

nadovezanih jedna na drugu aje smo jednaane vec naveli. 

89 



Lagranfova funkcija F1 za liniju C1 glasi 

F, = f + A.,x2" 

Njer,i parcijalr.i izvodi prvoga reda po ~~ ~ i A, izjedn~ni sa nulom daju jednatine: 

2x,+x2-4 = 01 x1+2x2-5 + A., = 0, x2 = 0. 

Re5enje ovih jednaCina je x1 = 21 ~ = 01 A, = 3. Tafka N1 (2~0) za A, = 3 je stacionama taCI<a 
Lagran!ove funkcije F, za koju vidimo da pripada oblasti 0 1• 

Lagran!ova funkcija F2 za liniju C2 glasl 

F, "' f + i\., (XI +X, -4). 

Njenl pardjalni lzvodi prvoga reda po X11 ~I ~ izjedn~nl sa nulom daju jednaane: 

2x,.fx:l·4 + 1.,2 : 01 x,+2x2-5 + A-2 = 01 x,+x2 -4 = 0. 

3 5 3 3 5 3 
Re~enje mtih jedr:atina je x, = -I ~ = -I Az = --. Tafka N2 c- I-) za ~ =- -- je 

2 2 2 2 2 2 
stacionama tacl<a lagran!ove funkcije F2 za koju vidimo da pripada oblasti D,. 

Lagranfova funkcija F3 za liniju C3 glasl 

Fs = f + A.,x,. 

Njeni parcijalni izvodi prvoga reda po x,l ~ i ).., izjedn~ni sa nulom daju jednatine: 

2x1·rX2-4 + A., = 0, x,+2X2-5 = 0, x, = 0. 

5 3 5 3 
Reoonje ovih jednaana je x, = 01 ~ = - I ).., = -. Tafka N3 (01 -) za ).., = - je stacionarna 

2 2 2 2 
talik.a Lagran!ove funkcije F3 za koju vidimo da pripada oblasti 0 1• 

Temena T1 (0~0)~ T2 (4~0) I T3 (0,4) posmatranog trougla pripadaju rubu C. Ona se 
takode uzimaju kao stacionarne tal:ke odgovarajutih Lagranzovih funkcija. Navedena temena 
oznatieemo redom sa N4 (010)~ N5 (4~0) I N11 (0~4). Svako tame odredeno je sa dve jednatinel tj. 
sa dva uslova. Tame T1 (010) odredeno je jednaanama x, = 01 ~ = 01 tame T2 (4~0) jednaCinama 
x, - 4 = 01 ~ = 01 a teme T3 (0,4) jednaCinama x1 = 01 ~ - 4 = 0. Ako se za svako tame 
obrazuju odgovarajuee Lagranfove funkcijel onda-se kao njihove stacionarne tal:ke dobijaju b$ ta 
temena. Ovo je razlog !§to se navedena temena uzimaju za stacioname tafke odgovarajucih 
lagran!ovih funkcija. 

Posle odredivanja stacionamih ~a M1 funkcije f iz (15) I stacionamih taCaka N1 
Lagran!ove funkcije na rubu C pristupamo nala!enju vrednostl funkcije f iz (15) u tim tafkama. 
lmamo: 

3 5 15 5 15 
f(M,) = f(1 12) = 31 f(N,) = f(2,0) = 6, f(N,) = f(-,-) = -, f(NJ = f(O, -) = -, 

2 2 4 2 4 

f(NJ = f(O,O) = 10, f(NJ = f(4,0) = 10, f(N,J = f(0,4) = 6 

Prema (13) 1 apsolutni minimum funkclje (15) u navedenoj zatvorenoj oblastl D, je 

90 



15 15 
a= mln {3, 6, -, -, 10, 10, 6} = 3, 

4 4 

a prema (14) njen apsolutnl ma.ksimum je 

15 15 
A= max {3, 6, -, -, 10, 10, 6} = 10. 

4 4 
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PROVERA POUZDANOSTI SiSTEMA POVRSINSKE 
EKSPLOATACIJE PO KRITER!JUMU MAKSIMALNE STACIONARNE 

VEROVATNOCE RADA 

Vladimir Pav/ovic', Dragomir Simeunovicf 

UVOD 

Optimizacija parametara preventivnog i korektivnog odrfavanja uslovljava dostizanje 
zahtevanog nivoa po!JZdanosti sistema u slu~nom procesu pominske eksploatacije. Jedan od 
osnovnih faktora koji opredeljuje strategiju preventivnog odriavanja je mogutnost raspolaganja 
informacijama o stanjima sistema u toku rada. Upravljanje odrfavanjem sistema zahteva 
poznavanje funkcije raspodele vremena rada i karakteristika pogodnosti obnavljanja i odriavanja 
sistema na osnow ~ga se moze dobiti ocena za period kontrole izmedju momenata planiranog 
opsluzivanja sa statisticki odredjenim vremenom trajanja. 

PLANIRANJE PROVERE POUZDANOSTI 

Provere pouzdanosti i obnavljanja ukoliko se utvrde nedostaci mogu dovesti do povecanja 
stacioname verovatnote rada sistema ako se ispune i uslovi koji utieu na nju. Period (tp) izmedju 

provera pouzdanosti ima stalni intenzitet otkaza (a) i u tom periodu se mogu pronaci dodatne 
neispravnosti sistema. Srednje vreme provere je T p• dok je T 0 srednje vreme obnavljanja sistema. 

Kako je (a) konstantno u vremenu, onda sa i obnavljanja realizuju stalno poste provera, nakon 
~ga je sistem ispravan. Provera se mote realizovati i posle pojave neispravnosti. Sistem moze 
otkazati za vreme provere i obnavljanja sa verovatnotom p>O, pri ~mu se sa verovatnotom (1-p) 
takav dogadjaj ne mote desiti neposredno pre vremena naredne provere. Verovatnoea (r) 
odraiava moguenost otkaza sistema pri proveri pouzdanosti sistema neposredno pre rada 

' Prof. dr Vladimlr Pavlovi6, Rudarsko-geolo&kl lakuHet, Katedra za povr§insku eksploataclju, Elu~na 7, Beograd, 
telllax: 011-3242-138 

2 Prof. dr Dragomir Simeui"'IOIi6, Rudarsko-geolo&kl fakuHet, l:>uAina 7, Beograd 
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Postoje fetiri razf.ate mogu6nosti nastupanja neispravnosti (zastoja) koje su prikazane na 
SI. 1. 

Mogu6e je pokazati da se pri t-+oo stacionama verovatno6a rada P s svodi na 

matematiBto ofekivanje intervala ispravnog stanja T r podeljeno sa sumom matematie!Qh 

oi5ekivanja ispravnih stanja i vremena zastoja T z izmedju dva uzastopna intervala ispravnog 

stanja. pa je: 

lim t-+oo J K(t) dt It = P8 = T rf(T r+T z) . 

Za opisanu proceduru provere pouzdanosti, nolspravnost sa moie dogoditi sa 
verovatnomm 1-exp(-alp) na intervalu (0, i>) m a.e ne daSJ'tl M vorr;;v;a,tnto6.Jm a:cp(-atp). 

Stacionama verovatno6a rada se mo'-e predstavili slad<3C!m i".!ri.ilOOJ: 

P s = (1-exp(-alp))/aM(T r+ T z>· 

Za pMJ mogu6nost rasporeda lntervala izraz M(T r+T z) zu 008kivanu vrednost ciklusa 

izmedju dva perioda ispravnog stanja je: 

M(Tr+Tzh = lp + Tp + T0 , 

dok je za drugu, trebJ i fetvrtu mogu6nost (u(){:ijivo za sluCaj Ill): 

M(Tr+Tz)2 = (lp+Tp)(P(1-r)+1) + p T0 • 

Vrednost M(T r+ T z) za sve fetiri mogu6nosti je: 

M(Tr+Tz)=(1-exp(-atp}) M(Tr+Tz)1 + exp(-afp} M(Tr+Tz}2 = 
= (lp+T p)(1+P(1-r)exp(-atp)+T0 (1-{1-p)exp(-alp)). 

Konafno, stacionama verovatno6a rada je: 

P 5=(1-exp(-atp))/(a(tp+ T p)(1+p(1-r)exp(-atp>)+aT 0 (1-(1-p)exp(-alp))). 

Za odredivanje optimalnog perioda provere pouzdanostl potrebho j& jednal:inu diferencirati 
po tp. izjednaati je sa nulom i lzvesti ~eno tp. ·' · · · 
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Tr 
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Slika 1. Vremenski dijagraml mogu6nosti pojave neispravnostl 

lzratena u pogodnijem obtiku stacionama verovatnoea rada je: 

P s=(exp(alp)-1 )/a((lp+ T pHexp(atp>+p(1-r))+ T 0 (exp(atp>-(1-p))). 

Dalje je: 

dPsfdlp=P(1-r)+(a(1 +P( 1-r) Hlp+ T p)+a p T 0 + 1-p(1-r))exp(atp>-exp(2alp)/ 

/a((tp+ T p)(exp(atp>+p(1-r)+ T 0 (exp(alp)-(1-p)))2. 

Stavljanjem dPsfdip=O. dobija se jedna~ina: · 

(*) p(1-r)+(a((1+p(1-r))(lp+ T p)+apT 0 +1-p(1-r))exp(alp)-exp(2atp>=O. 

Za date vrednosti velicina p, r, T p• T 0 I a iz poslednje jednacine se odredjuje 1>· Za 

ovako nadjeno 1>· stacionama verovatnoea rada dostize maksimum. 

Primer: 
· Za p=O.OOS, r=0.004, T p::S, T 0::20, a=0.008, iz jednaane (*) se dobija tp=9.85. Za ovako 

nadjeno lp dobija se maksimalna stacionama verovatnoea rada Psmax = 0.26. 
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ZAKWUCAK 

Postavljena metodologija planiranja provere pouzdanos!i moze dati u praksl istraiivanja 
slotenih rudarsklh sistema dobre rezultate, posebno u kombinaciji sa drugim pristupima. Na ovaj 
naCin se mote prevaziCi Cinjenlca da provere mogu biti nepouzdane, odnosno, kao rezultat 
provere ispravnog elementa mogute ga je proglasiti neispravnim ili obmuto ne uooti nastajanje 
neispravnosti. 

LITERATURA 

1. Pavlovic V.: Sisterni pominske eksploatacija, Hudaml<o-gaolo~l<i FakuHet, Beograd, 1998. 
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EKSTREMI FUNKCIJA DVE PROMENLJIVE PO ZADATIM 
PRAVCIMA 

EXTREMES OF l·He FUNCTIONS OF TWO VARIABLES IN 
ASSIGNED DIRECTIONS 

Dragomlr Simeunovlc', Vladimir Pavlovlf1l 

APSTRAKT 

U ovom radu posmatraju se ekstremi tunkcija dve promenljive po zadatim pravcima. U 
povr5inskoj eksploataciji leZista pri odred"IVanju vrednosti pojedinih karakteristika javlja se potreba 
za nalaienjem njenih ekstremnih vrednosti duz nekih linija, pravih ili krivih, u zoni otkopavanja. 

ABSTRACT 

In this paper the extremes of the functions of two variables in assigned directions are 
observed. In surface mining, together with the determination of the values of the specific 
characteristics, there is a necessity of the determniation of their extreme values along the straight 
lines curves in excavation zones. 

1 Prof. dr Dragomlr Slmeunovl6, Rucfarsko.geoloW fakultet, Beograd, f>u~na 7 
2 Prof. dr Vladimir Pav~. Rudarsko-gaolo!kl fakultet, Katedra za povl§nsku eksploataciju, Beograd, euruna 7, 
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U povr§inskoj eksploatacljl pojedine karakteristike leZi~ mogu se predstaviti u obliku 
neke funkcije koja zavisi od polofaja tafke M (x,y} u ravnl Oxy eksploataclonog polja Ovo znaCi 
da se vrednost u jedne u<Xene karakteristike lefi§ta mote lzraziti u obliku odredene funkcije f(x,y) 
dveju nezavisnih promenljivih x I y, ij. kao 

u = f (x,y}. (1} 

U praksl se javlja potreba da se odrede ekstremi funkcije u = f (x,y) definisane u oblasti 
0 ravni Oxy, a posebno da se odrede njenl ekstremi duz neke linije, prave ili krive, koja pripada 
oblasti D. 

Predmet ovoga rada je odredivanje takvih ekstrema funkcije u = f (x,y). 
Neka je u oblasti D ~vnl Oxy dc1inluana funkclja 

u = f (x,y} 

I neka je u toj oblasti datn jGdna linija, ~.:mwa m knva, l;ija je jednaBna 

g(x,y} = 0. 

(2) 

(3) 

Za odred"IVanje ekstrema funkcije (2) duz linije (3) ovde primenjujemo Lagranzovu metodu 
mnoZitelja za nala!enje uslovnih, odnosno vezanlh ekstrema U tu svrhu formira se Lagranzova 
funkcija 

F = f(x,y} + ~ g(x,y}, (4) 

gde je ~ realan parametar, a zatim nadu parcijalnl izvodl prvog reda funkcije F po x,y i ~ i ti 
izvodi se izjednafe sa nulom. Tako se dobijaju jednaCine 

a F = ~+~a g = o, 
ax ax ax 

aF =~+~ ag =o. 
ay ay ay 

aF 
a~ = g(x,y} =0 , (5) 

iz kojih treba odrediti nepoznate x,y I ).. 
Neka je x1, y,, ~ jedno realno re§enje sistema jednafina (5). Tal:ka M,(x,,y,) za ~ = ~ 

je jedna stacionama tafka funkcije (4). U njoj funkclja (2} mote lmati lokalnu uslovnu ekstremnu 
vrednost. 

Da bl se utvrdilo da li funkcija (2) u taeki M,(x,,y,) za ~ = ~ ima ekstrem potrebno je 

_.... ··at "zvod d red fu k .je F t• ""' a2 F a2 F I a2 F . . ··at . nw.~ parctJ ne 1 e rugog a n ea , J. na ... . - 2-, "}....... --2- 1 u tim parCIJ mm 
dX UJCuy dy 

izvodima umesto x,y, i ~ staviti x,, y,, ~- Na taj naan dobijaju se veliCine 

a2 F a2 F a2 F 
(--"2}, (--} I (--"2}. Posle toga se odreduje vrednost totalnog diferencijala drugog reda 

dX dxay dy 

funkclje F u tal;ki M,(x,,y1) za ~ = ~ tj. 

d2F = (d
2

F }dx2 + 2(a
2

F }dxdy+ (d
2

F }dy2 
ax2 axay dy2 

(6) 
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Sada se diferencira jednaana (4), odakle se dobija 
ag ag 
-dx+-dy=O. ax 'iJy 

U jednacini (7) stavi se x = x,, y = y1 pa se dobija jednatina 

(ag Jdx + (ag Jdy =o ax ay 
lz jednacine (8) nade se dx ili dy I tako dobijena vrednost zameni u jednal:inl (6). 

(7) 

(8) 

Al<o ja prl tome d2F > 0, tada funkcija u = f. {x,y) u taCk! M,(x,,y,) za A. = A., ima lokafni 
minimum, a ako je d2F < 0, tada funkcija u = f (x,y) u tal:kl M1{x1,y1) za A. = A., ima loka!ni 
maksimum. Vrednosti lokalnog minimuma. odnosno lokalnog maksimuma funkcija u = f (x,y) sG 
dobija kao u""" = f (x,,y,), odnosno kao umax = f (x,,y,). 

Ako je d2F = 0 u tackl M,(x,,y,) za A. = A.,, tada ja pitanja ekstrema otvoreno i zahteva 
naknadna ispitivanja. 

Za odre:flvanja . najmanja odnosno najveea vrednosti funkcija u = f (x,y) izmedu taCaka A 
i B krive g(x,y) = 0 potrebno ja uzetl i vrednosti funkcije f(x,y) u taCkama A i B. Tako dobijamo 
f(A) i f(B). U tom sluCaju je 

min {f(A), u,_ u"""" F(B)} ~ u = f (x,y) ~ max {f(A), u,_ u,_, F(B)}. (9) 

U slueaju da neprekidna funkcija u = f (x,y) izmedu taCaka A i B krive g(x,y) = 0 nema 
lokalnih ekstrema, tada je: 

min {f(A), f(B)} ~ u = f (x,y) ~ max {f(A), f(B)}. 

Primer: 
Odrediti ekstreme funkcija 

u = Jly + xl - 2x -6y + 20 

duz prave 

y=2- X 

izmedu njanih tacaka A (3.~1) I B (0,2). 
Reianle: 

Ovda je f (x,y) = x2y + X'/ - 2x -6y + 20, 

g (x,y) = x + y -2 = o. 

Lagranzova funkcija u ovom sluCaju ja 

odakle je 

F = Jly + xY - 2x -6y + 20 + A. (X+ y - 2}, 

aF 2 - = 2xy + y - 2 + A., ax 
aF 2 aF 
ay = x + 2xy - s + A., aA. = x + y - 2. 
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lzjednaawanjem ovih parcijalnih lzvoda sa nulom dobijamo sistem jednaana 

2xy+y-2+)..=0 

x'+2xy-6+)..=0 

X+Y-2=0 
aje je re~nje: x1 = 2, y1 = 0, ).., ::: 2. 

Dalje, iz (14) dobijamo 

a2 F a2 F a2 F 
ax2 = 2y, amy = 2x + 2}r, ay2 = 2x 

Za X = X1=2, Y :: ~·1 :=0 I :t :: :1\, :::: 2, 1z (15) dobljamo: 

o2 F 32 F tJ 2F (-·) '"" o, L-.-J = 4 (-) = 4. 
ax2 axay oy2 

Sada, prema (6) ja 

rf-F:: 8dxdy ,,_ 4 d:/ 

DiferenGiran}am jednaane (12) dobijamo jednaanu 

ag ag 
-dx+-dy=O, ax ay 

ij. jednaCinu 

dx+dy=O, 

odakle je 

dx = -dy. 

Zamanom vrednosti za dx. iz (17) u (16) dobijamo 

r!F = -4 #< 0, 

(15) 

(16) 

(17) 

~ znaCI da funkclja (10) u tafkl M, (2,0) za).. = ~ = 2 lma lokalnl makslmum aja je vrednost 

u .. = f(2,0) = 18. 

Dalje jG f (A) = f(3,-1) = 14, f(B) = f(0,2) = 8. 
Prema (9) ja 

mln {14, 18, 8} S u = f(x,y) S max {14, 18, 8}, 

~ znafl da je 

B S u = f(x,y) S 18 

du! prave y = 2-x od tafke A (3,·1) do tafke B (0,2) I da u tafkl M1 (2,0) te prave funkcija 
u = f(x,y) data sa (10) ima lokalnl makslmum u,_ = 16. 
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APSTRAKT 

0 NEKIM FORMULAMA ZA INTERPOLACIJU 

ON SOME FORMULAS FOR INTERPOLATION 

Dragomir Simeunovic' 

U ovom radu posmatrane su neke formula koje mogu biti upotrebljene za interpolaciju. 

ABSTRACT 

In this paper we consider some formulas which can be used for the interpolation. 

Neka je funkcija y = f(x) jedne nezavisne promenjlve x data u tackama x0, x,, ... ,x" 
segmenta [a,b], gde je 

k = 0, 1, ... , n. (1) 

Funkcija y = F( x) za koju je 

k = o, 1, ... , n (2) 

predstavlja jednu interpolacionu funkciju funkcije y = f(x). Tal::ke (xk, yJ, k = 0, 1, ... , n nazivaju 

se interpolacionim evorovima. Kod interpolacije se uzirna f(x) = F(x) za xe [a,b]. 

Jedna interpolaciona funkcija funkcije y = f(x) je Lagranzeva interpolaciona funkcija 

1 Prof. dr Dragomlr Slmeunovi6, RudarskOiJeolo~ lakultet, Beograd 
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n 

L(x) = L/"(x)y", (3) 

k=O 

gde je 

.( ) _ (x- x0)(x- x,) ... (x- x"_,)(x- Xk+1) ... (x- Xn) k _ 
L~~; X - , . - 0, 1, ... , n . (4) 

(x" - x0)(x"- x,) ... (x"- X~~;_ 1)(x"- xk+1) ... (x"- xn) 

Funkcija (4) su polinoml stepena n, za koje je 

{
1 za l=k 

l.."{x) = . o za I:~: k 

Za funkciju L" (x) va!l jednakost 

n 

I,L~c(X) = 1 
/p;Q 

za. sval<o x. 
Funkcije L" ( x) deflnisane sa (4) nazivaju se Lagranzevi polinomi. 

lmajuCi u vidu (5) lako se zakljueuje iz (3) da je 

L(x") = Yt· k = 0, 1, ... , n. 

(5) 

(6) 

(7) 

Pomoeu Lagranfevih polinoma L" ( x) mogu se dobiti razne interpolacione funkcije 

funkcije y = f(x). Mi 6emo ovde posmatrati funkciju 

n 

Fd(x) = TI (Y~~; + d)'-t(xJ - d' (8) 

k=O 

gde je d konstanta takva da je 

y" + d > 0, k = 0, 1, ... , n . (9) 

Funkcija Fd(x) ima sledeb3 svojstvo: 

lim Fd(X) = L(x). 
d-t-+-

(10) 

lmajuCI u vidu da su funkcije (3) I (8) neprekldne, iz (10), za dovoljno veliko d sledi 
relacija 

Ld(x) "" L(x). (11) 

Za Y~c > 0, k = 0, 1, ... , n i za d = 0, funkcija (8) se svodi na 

1n 

---'-" 



, 
Fo(X) = n y~(x). (12) 

k=O 

U ovom slucaju je F0 (x) > 0 . 

lmajuci u vidu relaciju (6), za interpolaciona funkcije (3), (8) i ('i 2) nalazimo da ja 

L(x) = c, FAx)= c, F0 (x) = c 

za svako x, kada ja 

Yo = Yt = ... = Y, = c :t:- 0. 

Kod upotrebe Lagranzeva interpolacione funkcijc (3) moze sa dogoditi da bude L( x) < 0 

za xe[a,b] i kad su sve vrednosti Yk > 0, k == 0, 1, ... , n, dol< se pri upotrebi interpolacione 

funkcije (12) uvek dobija F0 ( x) > 0 . 

Kod primene interpolacione funkcije (8), kada je yk > 0 moguce je izabrati konstantu d 

tako da bude Fd ( x) ~ 0 . 

PRIMER 

Za podatke: Xo = 1, Yo = 10 
x, = 2, y, = 1 
x2 = 4, y2 = 2 

naci L(3), F0(3), F2(3). 

Resenje: 

U ovom slucaju je n = 2. Prema (4) imamo: 

1 
L0 (3) = --, 

3 

.Prema formulama (3), (8) i (12) dobijamo 

L(3) =- -1.667, F0 (3) = 0.585, F2 (3) = 0.080. 

Za d = 10 000 iz (8) se dobija 

Fd(3) = -1.665::: L(3) . 

LlTERATURA 
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0 NEKIM FORMULAMA ZA ~NTERPOLACI .. IU FUNKCIJA 
OD DVE PROMENJIVE 

ON SOME FORMULAS FOR INTERPOLATION OF THE 
FUNCTIONS OF TWO VARIABLES 

Dragomir Simeunovi61 

APSTRAKT 

U ovom radu posmatrane su neke formula koje mogu biti upotrebljene za interpolaciju 
funkcija od dve promenjive. 

ABSTRACT 

In this paper we consider some formulas which can be used for the interpolation of the 
functions of two variables. 

INTERPOLACIJA FUNKCIJA OD DVE PROMENJIVE 

Neka su za funkciju u = f(x, y) u datim tackama M;1(x;. y1) (i =0, 1 , ... , m; j =0, 1 , ... , n) 
koje pripadaju oblasti 
0: a ::::; x ::::; b, c ::::; y ::::; d ravni XOY pozmate njene vrednosti 

t(x,,yJ = uij (; = 0, 1, .. . , m; j = 0, 1, ... , n). (1) 

Funkcija v = F(x,y) takva da je 

F(x,,yi)= t(x1,yi)= uij (; = 0, 1, .. . , m; j = 0, 1, ... , n) (2) 

' Prof. dr Dragomlr Simeunovic, Rudarsko-geolo!lki fakultet, Du!lina 7, Beograd 
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naziva se interpolaciona funkcija funkcije u = f(x, y). Tacke (x1, y1) (i =0, 1, ...• m; j ::0, 1 , .. .• n) 
nazivaju se interpolacioni cvorovi. Cvorovi su takvi da ja 

a~x0 <x1 < ... <xm ~b, 

c ~ Yo < Yt < ··· < Yn ~ d · (3) 

Za intrpolacionu funkciju v = F(x, y) r.ajcellce se uzima polinom sa dve promenjive x i y 
oblika 

m n 

Pm,n(x.y)= 'I,_"Laqx 1y1 

i=O }=0 

koji zadovoljava uslove 

Pm,n (x1, y1) = t(x1, y1) = uiJ V = 0, "/, ... ,m; j '= 0, ·t, .. . , n) 

Polinom (4) koji zadovoljava uslove (5) moze se predstaviti u obiiku 

gd1~ je 

P.,{x, y) = ~ ~u,L1 (x))y) = ~L1 (x{~u,L1 (y)l 

L,(x) = (x- x0 ) .. (x- x,_,Xx- x1+1 ) .. (x- xm) 
(x,- x0 ) .. (x1 - x, ~Jx, - x1+1 ) .. (x,- xm} 

Li(y) = (y- Yo) .. (y- YJ-t zy- YJ+t ) .. (v- yJ 
(Yi- Yo) .. (Yi- yi_,'f.y,- YJ+t) .. (Y,- yJ 

Polinomi (7) i (8) nazivaju se Lagrangeovi polinomi. Za njih vale sledeca svojstva: 

L1(xJ = {~ za s = i 

za s * i 

m L L1 (x) = 1 , za svako x, 
i=O 

L,(v,)={~ za t = j 
za t * j 

n 

l / 1 (y) = 1 , za svako y, 
/=0 

m n 

L z>, (x X-i (y) = 1 za svako X i y. 
i =O j = O 
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(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

........... 



Zbog (9) i (11) je 

(14) 

Zato polinom (6) predstavlja jedan interpolacioni polinom za funkciju u =f(x, y) . 
Formula (6) je interpolaciona formula Lagrangeovog tipa za funkciju u =f(x, y) od dve promenjive 
Xi y. 

Ako cvorovi (x1, y1) u ravni XOY obrazuju pravougaonu mrezu, tj. ako je 

x1 = x0 + id1 V ::.:: 0, 1, ... , m), Y1 = Yo + jd2 V = 0, 1, ... , n), (15) 

gde su d1 i d2 konstante :;t 0, tada je fcrmula (6) jednostavnija. U ovom slucaju broj cvorova 
mreze iznosi (m+ 1 )(n+ 1 ), gde ja m+ 1 broj razlicitih vrednosti prom en jive x, a n+ 1 broj razlicitih 
vrednosti promenjive y. U praksi se najcesce posmatra ovaj slucaj i pri tome uzima m = n. 

Vrednosti funkcije u = f(x,y) u tackama (x1, y1) obicno se prikazuje u vidu sledece tabele. 

Tabela 1. 

y \X Xo X X? •• _:....___ 

Yo Uoo U1o u20 • • • 

Y1 Uo1 u11 u21 •• • 

Y2 U02 U12 u22 • •• 

0 0 0 

0 0 0 

Primer: 

Na jednom ravnom terenu u cijoj se blizini nalaze izvori prasine postavljeni su taloznici 
za prasinu u tackama koje cine pravougaonu mrezu. Posle odredenog vremena u posmatranim 
tackama - cvorovima dobijene su kolicine natalozene prasine u mg/m2 koje su prikazane u tabeli 
2, gde su vrednosti promenjivih x i y date u km. Na osnovu podataka iz tabele 2 primenom 
interpolacione formule (6) odrediti kolicinu natalozene prasine u tacki M (1.6, 1.3). 

Tabela 2. 
- ·· 

y\x 1.0 1.4 1.8 
1.2 10 12 8 
1.4 7 9 6 
1.6 6 5 3 

Resenje: 

U ovom slucju je m+ 1 = 3, tj. m=2 i n+ 1 = 3, tj . n=2 sto znaci m=n=2, pa se formula 
(6) svodi na 

P,,(x, y)" t, L,(x{ t,u,L1(y)l 
iz koje u tacki M (1.6, 1.3) , tj. za x =1.6, y =1.3 dobijamo 
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( ) 
0.04 ( 0.03 0.03 0.01 ) 

P2,2 1.6. t.3 = - o.s2 to . o.os + 7. o.o.i -· 6. o.a8· 

0.12 (1 0.03 ~ 0.03 ,. 0.01) +-- 2·--+::: ·-- -;,·--
0.16 0.08 0.04 0.08 

0.12 ( 0.03 0.03 0..01l + -- s .. _+a ... ___ -- 3 . -- I= 9.6o9 
0.32 0.08 0.04 0.08 J 

Pomocu L.agrangeovih polinoma l;(x) ! '-:M definisanih sa (7) i (8) mogu se dobiti 
druge interpolacione funkcije funkcije u = f{ :x, y}. 

U ovom radu mi 6emo peosrrmtra.ti :·unkdjtJ 

m n 

Fd(x, y) =nIl t~q +· dy-.(xJ.;V) ·- d 
1~o J=O 

= fi (fi(uq +dfJ&'iAx),J'-d' 
1=0 l J~O 

(16) 

gde je d konstanta takva da jG 

uq+d>O, V=0,1,".,m; j=0,1, ... ,n). (17) 

Zbog (9) i (11) je 

Fd(x1,yi)=uii , V=0,1, ... ,m; j=0,1, ... ,n), (18) 

sto znaci da funkcija (16) preclstavlja jednu interpolacionu funkciju funkcije U = f( X, y). 
Funkcija Fd(x, y) ima sledece svojstvo: 

lim FAx, y} = Pm,,(x, y). 
d--t-

(19) 

lmajuci u vidu da su funkcije (6) i (16) neprekidne, iz (19), za dovoljno veliko d vaii relacija 

FAx,y)"" Pm,n(x,y) . (20) 

Za uii > o, i == o, 1, .. . , m; j = 0, 1, ... , n i za d=O funkcija (16) se svodi na 

F,(x, y) = fi (!] u,'•l•~,~)} (21) 

U ovom slucaju je F0(x, y) > 0 za svako x, y iz D. 
lmajuci u vidu relacije (1 0) i (12) za interpolacione funkcije (6), (16) i (21) nalazimo da je 

Pm,n(x,y) = Fd(x,y) = F0 (x.y) = C 

za svako x, y iz D, kada je 
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uij = C :F. 0, I = 0, 1, ... , m; j = 0, 1, ... , n. 

Kod upotrebe interpolacione funkcije (6) moze se dogoditi da bude Pm, n (x, y) < 0 za 

neke vrednosti x, y iz D i kada su sve vrednosti Ll;j > 0, i = 0, 1, .. . , m; j = 0, 1, ... , n, dok 

se pri upctrebi interpolacione furikcije (21) uvek dobija F0(x, y) > 0. 
Kod primene interpolacione funkcije (16), kada je u;1 > 0 moguce je izabrati konstantu d 

tako da bude 

Fjx, y) ~ o. 

Ako se kod prcdhodnog primers primeni formula (21) dobiee se 

F0 (1.6, 1 . .3) = 9.645 
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0 NEKIM FORMULAMA ZA INTERPOLACIJU FUNKCIJA 
OD TRI PROMENJIVE 

ON SOME FORMULAS FOR INTERPOLATION OF THE 
!FUNCTIONS OF THREE VARIABLES 

Dragomir Simeunovic1
, Vfadimir Pavlovi& 

APSTRAKT 

U ovom radu posmatrane su neke formula koje mogu biti upotrebljene za interpolaciju 
fun:<cija od tri promenjive. 

ABSTRACT 

In this paper we consider some formulas which can be used for the interpolation of the 
functions of three variables. 

INTERPOLACIJA FUNKCIJA OD TRI PROMENJIVE 

Neka su za funkciju u = f{x, y, z) u datim taCkama MIP<{x1, y1, z~) (i =0, 1, ... , m; 
j =0, 1, ... , n; k =0, 1, ... , p) koje pripadaju oblasti · 
D: a1 ~ x ~ ~. b1 ~ y ~ b2, C1 ~ z s; <; prostora OXYZ poznate njene vrednosti 

Funkcija v = F(x, y, z) takva da je 

, Prof. dr Dragomlr Slmeunovl(;, Rudarsko geoloW fakuHet, E>u§lna 7, Beograd 
~ Prof. dr Vladlmlr Pavlovl(;, Rudmko geoloW fakultet, E>uAina 7, Beograd 
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~a se lnterpolaclona funkcija ~~ u ~ f(x, y, z~. ~aeke (X..~· Zt,.) (i ::0, 1,._.., m: 
1 :::0, 1, ... , n; k :::0, 1, ... , p) nazr18JU se mterpolaaom Mrovl. CVorovl su takvi da Jtl 

8 1 S Xo < X1 < ... < X m S 82, 

b1 Syo <y, < ... <yn ;S;b?.• 

c1 S z0 < z1 < ... < Zp S c2 • (3) 

Za inttpole.ciomJ funkciju v "" F(x, y, z) n~ se uzima polinom sa tri promenjive x, y 
I z obfika 

r;o 11 l P f.x,-u z):= ...... 1 . . ,.,,. -"' "''~'ll.,.t: m.n.p\: 3> ,,. . • (,. -..""~"' _ a:. 
~"!:') ~ ..011•""3 

(4} 

koji zadr.voljn.v~~;. m;X>v,D 

P m.n.p (x,, Y l•zl.J"·' f(x,, Y l•Z~ )~ Utt (i:.:: 0,1, ... , m; j = 0,1, ... , n; k = 0, 1, ... , p) (5) 

Polinom (4) i<ojl zadovoljava uslove (5) mofe se predstavitl u obliku 

PIIWI(x,y,:z)= f± fu"L,(x).,(y)_k (z) 
la() )o()k-D 

gdeje 

L, (x) = (x- Xo ) .. (x- X1-1 Xx- xl+1 ) .. (x- X m) 
{x1 - x0 ) .. (x1 - X1-1 Xx1 - xl+1 ) .. (x, - X m) 

L (y) -· (y- Yo ) .. (y- YH lv- YJ+,) .. (y- Yn) 
1 -"(YJ-Yof.{Y,-y,_Jy,-y}+1) .. {Y,-yn) 

( } 
(z - I 0 ) .. (z- Z11_, Xz - z11., ) .. (z- Zp) 

lk :r. ::::
(z~ - Zo ) .. {zll - zk_, Xzk - zk+' ) .. (Zk - zP) 

Polinom! (7), (8) I (9) nazJvaju se lagrangecM polinoml. Za nph vafe sledefa swjstva: 

{
1 za r=i 

L1 (x,) = 0 za r :~d ' 

fL,(x)= 1, za svako x, 
1..() 
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L ={1 za s=j 
1(y,) 0 za siL!:j' {12) 

(13) 

{14) 

(15) 

{16) 

Zbog (10), (12) i (14) je 

Pm.n.p(x:,y1,zk)=u1Jk =f(x,,y1,zk). 0=0,1, ... ,m; j=0,1, ... ,n; k=0,1, ... ,p) (17) 

Zato por.nom (6) predstavlja jedan interpolacionl polinom za funkciju u =f(x, y; z)~ 
Formula (6) je interpolaciona formula Lagrangeovog tipa za funkciju u =f(lr, y, z) od tri promenjive 
X, y i Z. 

Ako su fvorovi (let. y1, zJ u prostoru O'XYZ izabranl tako da je 

x1 = x0 +id1 0 = 0,1, ... ,m), 
Y1 = Yo + jd2 0 = 0,1, ... , n), 
zk = z 0 + kd3 (k = 0, 1, ... , p). (18) 

gde su d1, d2 I d3 konstante iL!: 0, tada je formula (6) jednostavnija. U ovom slu~ju broj fvorova 
mrefe iznosi (m+1)(n+1)(p+1), gde je -m+1 broj razliCitih-vrednosti promanjive x, n+1 broj razlicitih 
vrednostl promenjive y a p+ 1 broj razlifltih vrednosti promenjiva z. U praksl sa najroMa posmatra 
ovaj slullaj I pri tome uzima m = n = p. 

Pomoeu Lagrangeovih polinoma '-t(x), ~(y) i l;(z) definlsanih sa (7), (8) i (9) mogu se 
dobiti i druge interpolacione. funkcije funkcije u = f( x, y, z). 

U ovom radu mi eemo posmatrati funkciju 

{19) 

gde je d konstanta takva da je 

u" + d > 0, 0 = 0,1, ... , m; j = 0, 1, ... , n; k = 0, 1, ... , p ). (20) 
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Zbog (10), (12) I (14) je 

Fd{x1,y1,zk)=u", 0=0,1, ... ,m; j=0,1, ... ,n; k=0,1, ... ,p), (21) 

~o znaci da 1unkcija (19) predstavija jednu lnterpolacionu funkciju funl(cije u :: f( x, y, z). 
Funkcija F"(x, y, z} ima slede6e svojstvo: 

lirn FAit. y,z)= P~~~,~w (x, y,z). (22) 
o;l-+o. 

lm&It~C! L1 vi1~u da su funkcije (6) I (19) neprekldne, iz (22), za dovoljno veliko d vai.i. mla.c:ija 

%:: (.- lf .,:)""' D /.., 'J "') ·~ •.1 '1./'l: \ fl 4 .. j f cn.~,-p \r.., :1 J .:t,:. • (23} 

l.'£1. '.lr.h > t), 0 = 0, 1, ••• , m; j = 0, 1, ... , n; k = 0, 1, ... , p) i za d::O funkcila (iH) so f.vodl 

na 
.,~ ~ m n f:J • 
f'o\ Y.,y, :l! :=: nrnJu l,(x.a..(y).,(z) 

!..0 ;ui) !-:..(} ljl; • 
(24) 

U O'II'Oh"l slu~ju je F0(J,C, y, z) > 0 za svako x, y, z lz D. 
imajuCI u vidu relacije (11), (13) I (15) za interpolacione funkcije (6), (19) i (24) nalazimo 

d"' .la 

PmA!)0~:.y,z)= Ftt(x,y,z)= F0 (x,y,z)= C 

:r.a ENi?IK(l )(·, y, Z jz 0, kada je 

l.!IJ< ::: c ~ 0. Q = 0, 1, .•. , m; j = 0, 1, ... , n; k = 0, 1, ... , p ). 

Kod upotrebe lnterpolacione funkcije (6) mo~e se dogoditi da bude P m.n.p,(x, y, z) < 0 za 

neka vradnostl x, y, z iz D i kada su sve vrednosti ulik > 0, 

0 == 0, 1, ... , m; j = 0, 1, ... , n; k = 0, 1, ... , p ), dok se pri upotrebl lnterpolacione funkcije (24) uvek 

dcbija F0(x, y, z) > 0. 
Kod primena interpolacione funkcije (19), kada je uljlc > 0 moguee ja izabrati konstantu 

d tako da bude 

Fd(x, y, z) ~ 0. 

Litrmdura: 

1. B.P. Demldovlch and I. A. Maron: Computational mathematics, translated from russian by 
George Yankovsky, Mlr pubfishers Moscow, Third printing 1981. 

2. D. Slmeunovl6: Primena nekih interpolaclonlh formula za funkcija viSa promenjivih u z~titi 
1lvotne sredine (Appficatlon of same interpolation formulas for functions of mora variables in 
environmental protection), 11 Medunarodnl slmpozijum rudarstva i za.Stite zivotne sredine, 
Beograd 25-27. maj 1998, 309- 310. 
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JliKOJIOBAfbE 

Y BenoM MaHaeTIIpy, y BapalhH, 21. Maja 1892. ro~HHe no eTa
poM KaJieH~apy poljeH je Pa~HBoj KalllaHHH Kao npBo ~eTe ou;a HH
Kone H MajKe AHe. 0Tau; HHKOJia 6HO je eHpOMalJlaH H pa~HO je no 
BapalhH Kao Ha~HH'-Iap. MajKa AHa je nopeKJIOM H3 cpncKor cena 
Karna KO~ lleT.Jyja y Mai)apeKoj. 

l1Me Pa~HBOj 3anHCaHO je y KprnTeHHIJ;H H y CBHM ~oKyMeHTH
Ma ~o o~nacKa y PycHjy 1915. ro~HHe. Ka~a ce TaMO noMernao ea Cp-
6HjaHIJ;HMa, npeKpCTHJIH cy ray Pa~HBoje y BojHHM ~oKyMeHTHMa H 
y yBepelhy 0 jyroCJIOBeHCKOM ~p)l(aBJbaHCTBY KaCHHje. Ha CBHM ny-
6JIHKOBaHllM pa~oBHMa rnTaMnaHo je P. KarnaHHH. 

21. cpe6pyapa 1895. ro~HHe poljeH je MnnaH, Mnaljn Pa~HBojes 
6paT, gOIJ;HHje yrne~HH HCTOpH'-Iap yMeTHOCTH H eeejHCTa. 

CprreKy OCHOBHY rnKony Pa~HBoj je rroxaljao y CBOM po~HOM Me
CTY o~ 1898. ~o 1902. ro~HHe. CBor YT.JHTeJba JosaHa CnaBKOBHha T.Je
cTo je UOMHI-baO H yBeK MY yKa3HBaO 3aXBaJIHOeT y eTHIJ;alhy Jby6a
BH npeMa KlhH3H. 1902. ro~HHe yMHpe MY MajKa AHa. Ou;y HHKOJIH 
y T.JyBalhy H BacrrHTaBalhy Pa~HBoja H MHnaHa noMa)l(e AHHHa ceeTpa 
JlaTHHKa H 6pHHe o lhHXOBOM yT.Jelhy. Te MeTe, 1902, ro~HHe Pa~Hsoj 
rrona3H y npBH pa3pe~ KnacHT.JHe rHMHa3Hje y OeHjeKy, H TO npBH 
H3 cBora cena OTKa~ ee 3a ceno 3Ha, me 1905. ro~HHe 3aBprnaBa 
TpehH pa3pe~ ea O~JIH'-IHHM ycnexoM. ro~HHe 1905. npena3H y HoBH 
ea~ H nona3H y T.JeTBpTH pa3pe~ CpncKe npaBOCJiaBHe BeJIHKe rHM
Ha3Hje. Ha npena3aK y HoBH Ca~ HajBHrne je YTHu;ao KarnaHHHOB 
yT.JHTeJb JoBaH CnaBKOBHh u TaMo ra je cBecp~Ho npHXBaTHO ~HpeK
Top Baca llyrnH6pK. MeTe ro~HHe, o~ ~o6poTBopa ,3a~y)l(6HHe 
'Bopha CepBHIJ;Kor", KojoM je ynpaBJbao 0~6op cpncKor npaBocnaB
HOr Hapo~Hor ca6opa y CpeMcKHM KapnoBIJ;HMa, ~o6Hja cTanHy no
Moh (cnmeH~Hjy) 3a lliKonoBalhe. TaKo je ~ocrreo ~o MaType 1910. 
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rognHe, 6e3 MaTepHjaJIHHX 6pHra, ea f.I06pOM CTHIICHgHjOM, KOjy je 
3acJiy)KHBao rrpeMa ycrrexy a ne no nopeKny. 17. jyHa 1910. rognHe 
P. KaruaHnH je go6no rHMHaJnjcKo cneAoqaHCTBO 3penocTH. Aa 6H 
HMao rrpaso yrrnca Ha 6mro KojH rpaKywreT H ymmep3HTCT, oH je Tpa
)KHO H IIOJiarao .D;OIIYHCKR liCHUT H3 qPIKOI' je3nKa H KlhH)KCBHOCTH. 
TaKo MY je H3,n;aTa .D:onyna cBeiW'-laHCTBa 3pCJIOCTH, 'IHMe je rrpo
marueH 3pCJIHM Ja JHHC iW M<1 KOjn tlJaKyJ1TCT yHHBCp3HTCTa. illTO 
ce TH'IC CTpyKe 3a Kojy ce TIOC/te l,:aTypt; onpe)~CJIHO, BCJIHKH YTHIJ,aj 
je HMao CTesan MHJrommo e, }Lerof.l npm:pecGp MaTeMaTHKe y HosoM 
Ca.n;y, Kao u TO JU'l'O je BO.rieo :r.~aTeMaTHKy, 1.1 y acTpOHOMHjy 6no rrpo
CTO 3aJhy6JbCH. 

1910. ro.n;m-Ie 0,!1 ;qo6p~HBOp2'. ,3a{~:oK6.HHC raspe A.n:aMOBHha", 
KojoM je yrrpaBJhao l.J;pKBCHo-mKoncKn o.n;6op y CpeMCKHM KapnoB
IJ,HMa, Pa.n;nsoj Karuamm: A06nja cTnrreHgnjy 3a cTy.n:nje MaTeMaTH'l
KHX H acTpOHOMCKHX HayKa y oe•Iy. 0KT06pa Meceu,a 1910. fO.U:HHC 
Pa.n;Hsoj Karuamm o.n:Jia3H y .Be~I H yrrncyje ce Ha <l>nno3ocpcKH cpa
KYJITeT, Ha rpyrry MaTeMaTH'IKHX rrpe.n;MeTa. Tipecy.n:aH YTHIJ,aj Ha H.e
ra H3Bp1IIHO je y Eeqy Ta)l;a joru MJia.n;H npocpecop BnnxeJIM BnpTHH
rep (W. Wirtinger), KOjH ra je Ha CBOjHM rrpe,n:aBalhHMa H KOJIOKBHjy
MHMa yrryTHO y HajMo.n;epHHja JIOrli'!Ka pacyl)HBalba. 

1911. ro.n:mre P. KamaHHH npenaJH Ha Csey'IHJIHlllTe y 3arpe-
6y (Reg. Universitatis Francisci Josephi 1.) H r.n:e .n:o neTa 1913. noxa
l)a npep;aBalba Ha <f>HJI030cpCKOM cpaKyJITCTY (fpyna MaTeMaTH'IKHX 
HayKa). Asa npocpecopa, rosopno je KalllaHHH, ocTaJia cy MY y Haj
Jremuoj ycnoMeHH, KaKo no TOMe lllTO je o.n: lhHX Hayqno TaKo H Ja 
I-hHXOB JIH'mH or1noc npeMa u.eMy H nosepei-he Koje cy MY yKa3HBa
JIH. To cy 6H.rm rrpo~ecop aHaJIH3e Bna,n:HMHp BapnhaK (1865-1942) 
H npocpecop reoMeTpnje Jypaj Maju,eH (1875-1924). Ko.n: npocpeco
pa BJ!aAHMnpa BapHhaKa CTH'le conn.n;Ho JHalhe H3 aHaJIH3e, a KO.U: 
rrpocpecopa Jypaja Maj~eHa yrroJHaje ce ea .n:ocTHrHyhnMa oH,n:allllhe 
reoMeTpRje. 1912. ro:a:nHe KaruaHHH je cTy.n:eHT ,n:eMOHCTpaTop, o.n:
HOCHO acncTeHT H3 reoMeTpHje KO.U: rrpocpecopa Maju,eHa, a 1913. ro
.U:HHe nocTaBJbeH je 3a cTyp:eHTa p;eMoHcTpaTopa-acncTeHTa 3a AHa
JIH3Y Kop; npocpecopa BapHhaKa. 

CerrTer.r6pa 1913. ro,n:nHe KaruaHHH npena3H Ha YHHBep3HTCT 
y Ey:O:HMrremTH H HacTaRJha cTy.n:nje MaTeMaTHKe. Y Ey.n:nMnelllTH 
yr-mo j e MaTeMaTHKY Ha HCTOM cpaKyJITeTy r.n;e je CTy.n:Hpao Eor,n:aH 
nmpHJIOBlfh (1864--1947) KOjer he P. KalllaHHH 3aMCHHTlf y HaCTaBH 
MaTeMaTHKe He\ TexHH'IKOM cpaKynTeTy y Eeorpa.n:y. illKoJicKy 
1913/1914. rol-(HHY uponeo je y EyAHMrrelllTH. EHJia je TO ro,n:nHa H3-
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Mel)y 6aJIKaHCKHX paTOBa H fipBOr CBCTCKOr paTa Kap;a cy ra BHllie 
op; MaTeMaTHKe 3aHHMane p;pyre CTBapH H p;oral)alha. 1913. H 1914. 
rop;HHe y Byp;HMrremTH 6Ho je rrpep;cep;HHK p;pymTBa ,Kono MJiap;Hx 
Cp6a". 

JlpeKUO UllCO/l06QT-bQ. flp6U C6eWC1CU paw 

no U36njan,y flpnor CBCTCKOr paTa 1914. rop;HHe P. KamaHHH 
rrp.:::KHp;a cTyp;Hje y Eyp;HMrremTH H Kao aycTpoyrapcKH nop;aHHK 6H
Ba M06HJIHCaH H y aycTpoyrapCKOj BOjCIJ;H je pap;H O)J;CJIY)KCI-ha BOj
HOr pOKa y l)a'IKOj 'ICTH. fiOCJie o6yKe H TIOJIO)KCHOf o<iJHIJ;HpCKOf HC
IlHTa P. KamaHHH je 25. Maja 1915. rop;HHe y 6op6eHoj jep;HHHIJ;H 
yrryheH Ha pycKH <iJpoHT (ranHu;nja), rp;e je y6p3o 5. jyHa 1915. ro
AHHe Kop; cena CHOBH)J;OBa Ha ,IJ;lhenpy npemao PycnMa. OsHM <IH
HOM O)J; je IIOKa3aO H3Y3CTHY xpa6pOCT, jep 6eKCTBO aycTpoyrapCKOr 
OqJHIJ;Hpa y paTHHM ycJIOBHMa TIOBJia'IHJIO je CMpTHY Ka3Hy. Jep;HO 
npeMe 6no je y pycKHM noropnMa y TapHonoJhy H KnjeBy. 3a OT
KJial-hal-he cyMlhe Kop; Pyca p;a je aycTpoyrapcKH mrrHjyH MHoro MY 
je llOMOlJIO H3BeCHO 3Halbe D;pKBCHO-CJIOBCHCKOr je3HKa H jaCHO HC
Ka3HBalhe MOJIHTBe ,Qqe Ham". CenTeM6pa 1915. rop;nHe Kama
HHH ce npnjaBHO 3a p;o6posoJhu;a y cprrcKoj sojcu;n. 

Kap;a ce y Op;ecH noqeJia cpopMHpaTH CprrcKa p;o6poBoJha<JKa 
;J;HBH3Hja, 16. arrpnna 1916. rop;HHe, rryKOBHHK CTesaH Xai,mh, KO
MaHp;aHT CpncKe p;o6poBollia<IKe p;HBH3Hje, nocTaBJha Pap;nBoja 
KamaHHHa 3a al)yTaHTa KOMaHp;aHTa flpBor rryKa y 'IHHY rremap;Hj
cKor IIOTllOpy<IHHKa. Y TOM 'IHHY H 3Balhy 6HO je 1916. fO)J;HHe Ha 
cppoHTY y ,IJ;o6pyi,IH, 1917. y Eecapa6njH H 1918. Ha ConyHcKOM 
cppOHTy. 

Y Op;ecn, 1917. rop;nHe, P. KamaHHH yrro3Haje KaTapHHY lia-
6pnh, CTy)J;CHTa Mep;HIJ;HHe, KOja IIOMa)Ke y pap;y BOjHe 60JIHHIJ;e, a KO
ja he nocTaTH lherosa cyrrpyra 1919. rop;HHe. 

1917. rop;nHe P. KamaHHH je op;JIHKOBaH pycKHM opp;eHoM CBe
Te AHe 3. cTerreHa. 

HoBeM6pa Meceu;a 1917. rop;nHe KamaHHHOB nyK y cacTany 
.IJ:o6poBOllia<IKe )J;HBH3Hje Kpehe H3 ETyJIHje (Eecapa6Hja) 3a rp'IKY 
H CTH)Ke y ConyH OKO Eo)KHfta 1917. rop;HHe. MapTa Meceu;a 1918. 
rop;HHe nyK y KojeM ce HaJia3HO P. KamaHHH 3arroceo je noJIO)Kaje 
Ha .IJ:o6poM lloJhy. 15. cerrTeM6pa 1918. rop;nHe 3ano<IHlhe o<iJaH3H
Ba Ha ConyHCKOM <iJpoHTY Kao H lheroB npo6oj H KamaHHH je y He-



266 Pa]:(lmoj KawaHHH 

rrpeKH;:J;HHM 6op6aMa u MapmcBHMa rrpeKo KaBa;o;apa~a, illTHna H 
KoqaHa ;o;o H36Hjalha Ha 6yrapeKy rpaHH~Y KOA QapeBor Cena, a 3a~ 
THM HaeTaBJbajyhu 6op6e H MapmeBe rrpeKo Beneea, CKorrJba H Ka~ 
'IaHHKa npoJJa3H Kp03 flpH3peH H 3ayeTaBJba ee y 'BaKOBH~H. 1. HO~ 
BeM6pa 1918. EeorpaP. je ocno6ol)eH, a 25. HOBeM6pa 1918. rop;HHe 
BojBOJ~hHa ea l-IRpalhOM npHcaje.rvnneHa je KpaJbeBHHH Cp6uju. Be~ 
JIHKa p a;r,.JcT Pi :3aAOi10 J:SCTllO :Ja epneKor ocpH~Hpa Pa;o;usoja 
KamaHnna. Ho::3CM6p:l. 1918. rO):\HHe P. KamanHH je ;o;oqeKao Kpaj 
paTa )' '£8KOB11IXU. 

IIog ymHt~<>pll.fOM, K::lJ\1 j e cpncrca sojeKa ocno6o;o;una Eeorpa;o;, 
a~yTaHT nyKa IIOT!IOPY'HHIK Pa;wnoje KarnaHHH rrnaHnpa o;o;na3aK 
y flapH3 pa;o;H HOBpllleJ.ha CTyp;nja MaTeMaTHKe H y TOM CMHCJIY KO~ 
pHeTH IIpHCYCTBO !:ppaH~YCKl:lX OcpH~Hpa H BOjHHKa 3a yqefbe cppan~ 
~YCKOJ' je3U:Ka. Y TOMe MY je 3HaTHO IIOMOrJIO eOJIHAHO 3Halbe Jia~ 
THHCKOr, HeMat{KOr, rpqKor H Mal)apCKOr je3HKa. 

1918. rol~fiHe P. KarnaHHH je op;JIHKOBaH op;o;enoM Eenor opna 
ea MaqeHuMa 4. cTeneHa, a 1919. ro;o;HHe 3naTHOM Me;o;allioM 3a xpa~ 
6poeT H enrnecKHM op;o;eHoM PaTHH KpeT ea MaqeBHMa. 

noc;re neToro;o;nrnlher sojeBalba, cenTeM6pa 1919. ro;o;:aHe, Pa~ 
AHBoje KarnaHHH 6HBa ;o;eMo6unueaH H CKHAa yHncpopMy. M.eTe je~ 
cemt IIO'IHlhe ;o;a o6HaBJba 3Halha ea eTy;o;nja y Eeqy, 3arpe6y HEy~ 
AHMIICIUTH H Tpa)KH OAJia3aK y llapH3 KaKO 6H 3aBplllHO CTYAHje Ma
TCM~THKe. 

HoBe~t6pa 1919. ro;o;nHe Pa;o;usoje KarnaHHH ee BeHqasa ea Ka~ 
TapHHOM 'Ia6p:ah. Y 6paKy ey pol)eHa lbHXOBa ;o;e~a: KhH Pa;o;MHna 
(19:~2), KhH Bepa (1925) H eHH MunaH (1930). 

3aBptueinaK cm.youja y llapU3y 

ro;o;HHe 1920. Pa;o;HBoje KamaHHH o;o;na3H y llapH3 ;o;a 6H 3a-
BplliHO cTy;o;uje npeKHHyTe paTOM. Ha Cop6oHH y llapu3y cnywa 
npe;o;aBalha H noxal)a ceMHHape KOA qysenux <!JpaH~ycKHX npocpe
copa llHKapa (E. Picard), A;o;aMapa (J. Hadamard), Jle6era (H. Le
besgue), MonTena (P. Montel), fypca (E. Goursat) H ;o;pyrux. 21. no
BeM6pa 1921. ro;o;nHe Pa;o;usoje KamaHHH je AHTIJIOMHpao Ha Cop-
6oHH (Licence es Sciences mathematiques), IIOlllTO je IIOJIO)KHO MC~ 
rrHTe H3 MaTeMaTHKe, pa~HoHanne MexaHHKe H acTpOHOMHje. Kyp
cese fypca H3 MaTeMaTHKe H Anena (P. Appell) H3 pa~uonanne Me
xamu e oH j e ;o;o6po npoyq:ao. llo 3aspmeTKY cTy;o;uja MaTeMaTHKe, 
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pal\HOHaJme MexaHHKe H acTpoHOMHje, Pa~HBoje KarnaHHH ce Bpa
THO y Eeorpa~ ea lliHpOKHM H TeMeJbHHM 3HaH:.eM H3 OBHX 06Jia·· 
CTH. 

YHHBEP3HTET l1 AKAJJ:EMHJA HAYKA 

Ha npe~Jior npocpecopa EomaHa raspHIIOBHha, 30. MapTa 
1922. ro~HHe, YHHBep3HTeTcKa ynpaBa H3a6paiia je Pa~HBoja 
Karnamma 3a acMcTeHTa 3a MaTeMaTMKY Ha TexHH'-IKOM cpaKyJITeTy 
y Eeorpa~y. Ta~a, y OKBMpy MaTeMaTH'-IKor ceMHHapa YHMBep3MTe
Ta y Eeorpa~y, nope~ MMxaMJia TieTpOBHha, EomaHa raspMIIOBMha, 
MuJiyTMHa MMIIaHKOBMha, AHTOHa EMIIMMOBMha, HMKOJie CaJITHKO
Ba, TieTpa 3ajoH'-IKOBcKor, BjaqecJiaBa )l(ap~el\KOr, Ta~Mje Tiejo
BHha, y pa~y yqecTByje M Pa~MBOje KamaHMH. Ca oBaKo ysehaHMM 
6pojeM MaTeMaTM'Iapa y MaTeMaTM'-IKOM ceMMHapy, ea CBOjMM rnMpo
KMM, pa3HOBpCHMM M KBaJIMTeTHMM 3HalbeM M3 MHOfHX 06IIaCTH Ma
TeMaTMKe, cTe'-leHMM Ha pa3HMM eBponcKMM yHMBep3MTeTMMa, Y'-IM
HHJIH cy ~a ce nojaBe M npBM pe3yJITaTM TaKo opraHM30BaHor pap:a 
Ha YHHBep3MTeTy y Eeorpa~y M AKa~eMMjM HayKa. 

9. Maja 1924. ro~HHe, npeMa pe<PepaTy npo<Pecopa ~p MMxaM
Jia TieTpOBMfia M ~p AHTOHa EMIIMMOBHfia, cl>MJI030<i?CKH cpaKynTeT 
YHMBep3HTeTa y Eeorpa~y npMxBaTa KarnaHMHOB pa~ ,0 aHaJIHTM'-1-
KMM o6IIMI\MMa MYIITHcpopMHHX cpyHKI\Hja" 3a ~OKTopcKy Te3y. llpeA 
KoMHCHjOM Kojy cy ca'-IHlhaBaJIH npocpecopH ~p MHxaHJIO ileTpOBMh 
M ~p AHTOH EMIIMMOBHfi 20. HOBeM6pa 1924. fO~HHe Pa~HBOje 
KarnaHHH je o~6paHHO cBojy ~OKTopcKy Te3y no~ nacJIOBOM ,0 aHa
JIHTH'IKHM o6IIHI\HMa MYIITHcpopMHHX cpyHKI\Mja". TiocJie rrpe~aje 
100 rnTaMrraHHX rrpHMepaKa cBoje ~OKTopcKe Te3e YnpaBH <I>Hno-
3ocpcKor <PaKyJITeTa YHHBep3MTeTa y Eeorpa~y, mTo 3a no'IeTHMKa 
HHje 6Ho MaJIH TpornaK, Pa~HBoje KarnaHHH je npomarneH 3a ~oK
Topa cpHII03o<PHje YHHBep3HTeTa y Eeorpa~y (Pa~HBoje KamaHMH: 
0 aHaJIHTH'IKHM o6JIMI\HMa MYIITMcpopMHHX <PYHKI\Hja, Eeorpa~ 
1925, CTp. (4) + 36 + (1)). 

1925. fO~HHe Ta~Hja TiejOBHfi O~Jia3H Ha je~HOfO~HlllH:.Y CIIel\Mja
JIH3al\Hjy y TiapH3, a 3a TO BpeMe lberoBe qacoBe Ha cl>HJI03ocpcKOM cpa
KYIITeTy npey3HMa Pa~HBoje KamaHHH. 30. anpHIIa 1925. je~Ha rpyrra 
HacTaBHHKa YHHBep3HTeTa y Eeorpa~y, y Kojoj ce HaJia3H M P. 
KarnaHHH, rroKpehe rrocTyrraK 3a H3rpa~H:.Y HOBe ACTpOHOMCKe orrcep
BaTOpHje. 
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cpe):(lhHX WKOJia 

13. Maja 1926. rop;HHe Pap;HBoje KarnaHHH je H3a6paH 3a p;oQeH
Ta YHHBep3HTeTa y Eeorpap;y Ha TexHHqKoM <f>aKynTeTy.1926. H 1927. 
rop;HHe P. KamaHHH y CprrcKoj KpaJbeBcKoj aKap;eMHjH o6jaBJbyje cBo
ja qeTHpH pap;a: 0 aHanHTHqKHM o6JIHQHMa MYJITHcpopMHHX <PYHKQH
ja (Sur les formes analytiques des fonctions multiformes), CprrcKa KpaJbeB
cKa aKap;eMHja, Thac CXVII, IlpBH pa3pep;, KID. 53, Eeorpap; 1926, CTp. 

1.1-49; 0 Mel)yco6HOM YTHQajy KpHTHqKHX TaqaKa (Influence mutuelle 
des points critiques), CprrcKa KpalbeBcKa aKap;eMHja, Thac CXVII, Ilp
BH pa3pep;, KID. 53, Eeorpap; 1926, crp. 51--64; 0 MYJITHcpopMHHM HH
TerpanHMa PHKaTHjeBe p;HcpepeHQHjanHe jep;HaqHHe (Sur les integrales 
multiformes de !'equation de Riccati), CprrcKa KpaJbeBcKa aKap;eMHja, 
Thac CXX, llpBH pa3pep;, KID. 55, Eeorpap; 1926, CTp. 35--66; 0 jep;Hoj 
KJiacH MYJITH<f>opMHHX cpyHKQHja (Sur une classe des fonctions analyti-
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ques multiformes), CprrcKa KpaJheBcrca aKageMHja, Thac cxxvrr, ITp
BH pa3peg, Klh. 58, Eeorpag 1927, crp. 67-86. HaBegeHa rpyrra pagoBa 
cagp)l{}f H goKTopcKy Te3y PagHBoja KarnaHHHa. Y OBHM pagoBHMa OH 

yBO)'J;H jegaH HOB rrojaM- 3aKOH MYJITHcpOpMHOCTH OKO H30JIOBaHe Ta'!
Ke. To je Be3a F(x, yo, y 1) = 0 Koja rroCTojH H3Mel)Y gBe geTepMHHaJ~H
je yo H y 1 MYJITHcpopMHe aHaJIHTH'!Ke cpyHK~Hje y(x) y Ta'IKH x aKa ce 
H3 geTepMHHa~Hje yo go6Hja geTepMHHa~Hja y 1 jegHHM o6HnacKoM OKO 
H30.TIOBaHe Ta'!Ke Xo y II03HTHBHOM CMepy IIO jegHOCTaBHOj 3aTBOpeHOj 

KpHBOj JIHHHjH. KarnaHHH y THM pagOBHMa IIOCMa-rpa gBa OCHOBHa npo-

6JieMa: 1) Aa JIH 3a gaTH 3aKOH MYJITHcpopMHOCTH rroCTojH MYJITHcpopM
Ha aHaJIHTH'!Ka cpyHKIJ,Hja H KOjH je lbeH aHaJIHTH'IKH 06JIHK? ¥I 2) 3a 

MYJITHcpopMHY aHaJIHTH'IKY cpyHK~Hjy, gaTy g11peKTHO HJIH rrpeKo gH
cpepeH~HjanHe jegHa'!HHe, ogpegHTH 3aKoH MYJITncpopMHOCTH, a rrpe
KO lbera HCIIHTaTH OC06HHe CaMe cpyH~Hje. Mel)y THM pagOBHMa IIO
ce6aH 3Haqaj HMa pag 0 MYJITHcpopMHHM HHTerpanHMa PHKaTHjeBe gH
cpepeHI~HjanHe jegHa'!HHe. Cagp)Kima oBora paga cacTojH ce y cne
geheM Ba:>KHOM HCKa3y: 

HeKa cy A, B 11 C aHaJIHTH'!Ke cpyHK~Hje Koje cy y goMeHy D YHH
cpopMHe H jegHa O)l; lbHX HJIH BHIIIC 3ajegHO, HMajy jegHy CHHrynapHy 
Ta'!KY Xo, Taga PHKaTHjeBa )l;HcpepeHD;HjaJIHa jegHa'IHHa 

y'=Ay2 +By+C (1) 
HMa y 0 jegaH YHHcpOpMHH HHTerpan h HJIH )'J;Ba, h1 11 h2 HJIH 'fPH. Y np
BOM cnyqajy 3aKOH MYJITHcpopMHOCTH OTilliTer HHTerpana y(x) OKO Ta'!

KC Xo je 

1 1 
--=--+g(x) 
y 1 -h y0 -h 

ay gpyroM 

1 a 
--=--

(2) 

(3) 

rge je a KOHCTaHTa ::f:. 1 11 rge cy h(x) H g(x) YHHcpOpMHC aHaJIHTH'!Ke 

cpyHKIJ;Hje yD. 0BH 3aKOHH MYJITHcpopMHOCTH cy KapaKTepHCTHKa jeg

Ha'!HHe (1) ll He 3aBHCC O)'J; HHTerpa~HOHHX KOHCTaHaTa. 

AKo je xo y D jegHHa KpHTH'!Ka TC\'!Ka MYJITHcpopMHe aHaJIHTH'I

Ke cpyHKD;Hje y(x) 11 aKo je oKo xo lbeH 3aKoH MYJITHcpopMHOCTH gaT ea 
(3), rge je a KOHCTaHTa a h(x) 11 g(x) y D yHHcpopMHe aHaJIHTH'!Ke cpyHK
~Hje, Taga CBaKoj Ta'IKH x H3 D ogroBapa jegHa gBojHa norapHTaMcKa 
cnHpana (HJIH Kpyr aKo je I a I= 1) Ha Kojoj Jie)Ke cBe geTepMHHaJ~Hje 
cJ?YHK~Hje y(x) go611jeHe ll,HpKyna~HjOM OKO KpHTH'IKC Ta'!KC XO. 0BO 
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3Ha<JH p;a C~ y y-paBHH 3a pa3HO X H3 D p;o6nja jep;aH CHCTeM i'J:BOjHHX 
norapHTaMCKHX crrnpana. AKo cy ncrrylh~He H3BecHe oco6nHe Tora cH
C'reMa cmrpana, Tap;a je THM CHCTeMOM IIOTIIYHO OJipei)eHa PHKaTHje
Ba p;:mpepeHI-\HjaJIHa jep;Ha<JHHa (1) <JHjH OIIIliTH HHTerpan je p;aT cpymc
IJ,HjOM y(x). Y CJiyqajy a = 1, CHCTeM THX CIIHpaJia npeJia3H y CllCTeM 

Kpyrosa. 
Y pa;:~:y 0 yrrpolllhasafby p;mpepeH:u,HjanHHX jep;Ha<JHHa npnor pe

)Ja noMohy IhHXOBHX napTHKynapHHX HHTerpana (Sur la sirilplification 
des ~~quations differentielles a l'aide des leurs integrales particulieres), Cpn
cKa IcpaJhencKa aKap;eMnja, Thac CX:XXIV, llpBH pa3pep;, KTh. 63, .5eo-
rpa,n; 1929, CTp. 159-174, KauiaHHH IIOCMaTpa JJ;HCpepeHIJ,Hjanny jegHa
~mHy o6JIHKa 

(A) y' = Mtym1+m2ym2+ ... +Mkymk , O::;m1<m2< ... < mk, 

me cy M1, M2, ... , Mk Ma KaKse cpyHKIJ,Hje op; x H Hncy H,n;eHTWIKH je,n;
HaKe HYJIH, a m1, m2, ... , mk :u,eJIH 6pojesH H npH TOMe rroCTaBJba rrpo-
6JieM: Aa JIH rroCTojH cMeHa y = g(yt. Y), me je y 1 napTHKynapHH HH
Terpan JJ;HcpepeHIJ,HjaJIHe jep;Ha<JHI-Ie {A) KOjOM ce OI-Ia CBO)l;H Ha )J;H<Pe
peHIJ,HjaJIHY jep;Ha<JHHY 

(B) y' = N1yn1 + N2Y02 + ... + N 5Y 05
, 0::; n1<n2< ... < ll5 , 

me cy Nt. N2. ... , N 5 <l>YHKIJ,Hje op; Yl Hop; Mb M2, ... , Mk a DJ. n2, ... , ns 
oneT :u,eJIH 6pojesH, aJIH TaKo p;a 6yp;e n5 < mk. 

3a je,n;Ha<JHHY (A) KawaHHH nocMaTpa 6pojese m 1-l, mrl, ... , 
mk+ CsH OBH 6pojesH cy :u,enH; OHH cy H II03HTHBHH, ceM eseHTyaJI
HO IIpBOr KOjH MO)Ke 6HTH -1 H 0 {aKO je m 1 = 0 HJIH m 1 = 1), ll ,n:py
ror KOjH MO)Ke 6HTH 0 (aKO je m1 = 0, m2 = 1). AKO OBH 6pojeBH He
Majy 3aje,n:HH<JKH p;eJIHTeJb, pehH heMO ,n:a je jep;Ha<JHHa {A) pe,n:yKo
BaHa. AKo HMajy 3ajep;HH<JKH ,n:eJIHTeJb m, Tap; a je m> 1. CMeHoM 

y =~ , je,n:Ha<JHHa {A) ce CBO)l;H Ha je,n:Ha<JHHY 

k I+~ k 

Y = L:mM;Y m = LN;Yn;, 
i=l i=l 

m -1 
me je 1 +-k- = nk < mk. TaKo ce jep;Ha<JHHa (A), Koja Hnje 

m 
pe.n:yKOBaHa, Hase,n;eHOM CMeHOM, H 6e3 II03HaBalba napTHKYJ1apHOr HH-
Terpana, MO)Ke 1'paHc<PopMHCaTH y je,n:Ha<JHHY HCTOf Tima, aJIH ea Ma-
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lbHM CTerreHOM rroJIHHOMa no Y. Pap;H Tora, y Hanep;eHOM rrpo6neMY P. 
KarnaHHH yJHMa p;a je jep;Ha'-lHHa (A) pep;yKoBaHa H p;oKa3yje CJiep;ehe 
TBp~elbe: AKO je jep;Ha'-lHHa (A) pep;yKOBaHa, OH)J;a ce OHa eMeHOM 
y=g(yi' Y) MO)I(e TpaHecpopMHeaTH y jep;Ha'-lHHY MCTOr 06JIHKa HO Ma
lher CTeiieHa IIOJIHHOMa OH)J;a If eaMO OH)J;a aKO je TO PHKaTHjeBa jep;
Ha'-lHHa, Tj. jep;Ha'-lHHa 06JIHKa 

y' = A(x) + B(x)y + C(x)y2. 
1929. rop;HHe Pap;Hnoje KamaHHH yqeeTnyje Ha HpnoM KOHrpeey 

MaTeMaTH'-lapa enoneHeKHX 3eMaJha y BapmaBH (23-27. eenTeM6pa), 
rp;e je y p;pymTBy M. fleTponHha, H. CanTHKona, J. KapaMaTe Kao H 
enor rrpocpecopa Bnap;HMHpa BapHhaKa ea eTyJ:rHja y 3arpe6y. 

25. MapTa 1930. rop;HHe KamaHHH je rroeTaBJheH 3a naHpep;Hor 
rrpocpeeopa YHHnep3HTeTa y Eeorpap;y Ha TexHW-IKOM cpaKynTeTy. 
HeTe rop;HHe OH IIO'-lHlbe ea rrHealbeM enora 3Ha'-lajHor H o6HMHor p;e
na ,BHilla MaTeMaTHKa" 3a eT)')J;eHTe TeXHHKe. 

fop;HHe 1931. KarnaHHH yqeeTnyje Ha KoHrpeey pyMyHeKHX Ma
TeMaTH'-lapa y TypHy-CenepHHy. 

1931. -rop;HHe rro'-lHlhe p;a H3Jia3H qaeorrne MaTeMaTH'-lKH JIHCT 3a 
cpep;H>y mKony, '-lHjH je jep;aH op; oeHHBa'-la H ypep;HHKa 6no rrpocpeeop 
KarnaHHH. qaeorrnc je H3Jia3HO caMo p;ne rop;nHe. 

1938. rop;nHe P. KamaHHH o6janJhyje enoj 3arra)l(eHH pap;: Sur les 
divers proeedes d'interpolation, Publications mathematiques de l'Universite 
de Belgrade, t. VI- VII, Belgrade 1938, pp. 240-266. Y onoM pap;y OH pa3-
MaTpa HHTepiiOJia~Hjy If arrpOKeHMaLJ;Hjy p;aTe cpyHKLJ;Hje IIOJIHHOMOM. 
flpo6JieM HHTeprronau;Hje cpyHKLJ;Hje j(x) IIOJIHHOMOM Pn-I(X) CTeiieHa 
n- 1 (n = 1, 2, ... ) KOjH ea f(x) HMa n 3ajep;HH'-lKHX Ta'-laKa (xi, yj} (Xi :f- Xj 3a 
i :t- j), rp;e je Yi =/(xi) cnop;H Ha pernanaH>e cHcTeMa jep;Ha'-lHHa 
(a1) Pn-t(Xi)=yi, i = 0, 1, ... , n-1. 

Y npaKCH, pemaBalbe eHCTeMa (a1) 33BHCH 0):1; Tora y KOM 06JIHKY 
je HanHcaH noJIHHOM Pn-l(x). KarnaHHH ra onp;e pHMa Kao JIHHeapHy 
KOM6HHa~Hjy n IIOJIHHOMa p0(x), p 1(x), ... , Pn-I(X) KOjH cy CTeneHa ~n-1, 
Tj. y 06JIHKY 

n-I 

(az) P,_Jx)'= L Akpk (x), 
k=O 

na Ce CHCTeM (a1) y OBOM CJiy'Iajy CBO)J;H Ha 
n-1 

(aJ} _LAkpk(x;)=y;, i=O,l, ... ,n-1. 
i=O 
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JinneapHH cncTeM (a3) non neno3HaTHX A 0, Ar. ... , An-l Ml\..fa p;e
TepMHHaHTY 

(a4) 

Po(Xo) 
Po(XI) 

Po(Xn-1) 

pl(xo) 
pl(xl) 

P1(Xn-1) 

Pn-I(Xo) I 
~~~~~<~~~ . I 
Pn-1 (xn-1) 1 

HeKaje D(x) p;eTepMHHaHTa Koja ce A06nja H3 Jl:eTcfMHn:.ur;:e (;:;1) 
t.:a;n,a ce y lheHOM npBoM pe;n,y x0 3aMeHH ea x . KaKo j e D(x) H'.J.'HIEor.r 

:no x najBHIIIe cTenena n-1 H anynnpa ce 3a x=x1, x2, ... , Xn-1, o:-1. ce MO·
)KC aHyJIHpaTH H 3a X = Xo CaMO aKO je H)];CHTHl.JKH je)J;I!aKa Hym1, HiT::-> 
3Hal.JH p;a p;eTepMHHaHTa ( a4) CHCTeMa ( aJ) MO)Ke 6MTH jep;HaKa ny.iilf ca
MO aKo je D(x)=O. AKo ce p;eTepMHHaHTa D(x) pa3BHje no eJieMeHTHMa 
ffiene npBe BpcTe, TO 6H 3Hal.JHJIO ~a cy noJIHHOMH Po(x), P1(x), ... , Pn-i(X) 
JIHHeapno 3aBHCHH. 3aTo, aKo cy noJIHHOMH p0(x), p1(x), ... , Pn-t(x) JIH
neapno He3aBHCHH, Tj. aKo o6pa3yjy 6a3y, ;n,eTepMHHanTa (C1.4) 6Khe pa3·
JIHl.JliTa op; HyJie na he CHCTeM (a3) HMaTH jep;HHCTBeHO peiiielbe. 

Y npaKcH ce KopncTe pa3JIHl.JHTe 6a3e. To cy: 

1° CrenenH: Pk(X) = xk (k=O, 1, ... , n-1). Y OBOM CJiyqajy IIOJIHHOM 
P11_ 1(x) HMa je;n,HOCTaBaH 06JIHK, aJIH ce y CHCTeMY (a3) y CBarmj jep;na
l.JHHH jaBJbajy cBe neno3naTe AK, na je lhHXOBO nana)Ken,e npHJIHl.JHO 
OTe)KaHO. 

2° Lagrange-oBH noJIHHOMH: 

( ) 
(X-X

0
) (x-x1) ... (x-xk-·I)(x-xk+I) ... (x-xn_1} 

~X= ' 
(xk-xo)(xk-xi) ... (xk-xk_,}(xk-xk+I) ... (xk-·xn_,} 

k = 12 _ 1. ( ) = (x-x1)(x-x2 ) ... (x-x"_1) __ , , ... ,n ,p
0 

X , , 
(X

0
-X1)(X0 -X1 ) ... (x"-x,_1) 

3a Koje je 

, ) _ {0 3a i :f:. k 
PktXi - 1 . k 

3a l = 
36or qera ce cHCTeM (a3) CBOAH na 
(as) Pi(xi)Ai = Yi> i = 0, 1, ... , n--1, 

me cBaKa jep;naqnna ca;n,p){{H no jep,ny neno3HaTy Ai> op;aKne ce ;qo6u
ja Ai = Yi (i = 0, 1, ... , n- 1). Y OBOM cny'mjy Ai cy naKo op;pei)eHH, ann 
cy 3aTo Lagrange-oBH noJIHHOMH Pl<(x) npHJIJAqno KOMHJH1KOBanor o6-
JIHKa. 
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3° Newton-oBH nonHHOMH: 

Ja Koje je 

pk(x;)~ e Ja i=F- k 

Ja i= k 

na ce CHCTeM ( a3) CBO)l;H Ha 
i 

(a6) LAkpk(x;)=Ypi=O,l...,n-1 
k=O 
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y KojeM npaa je)l;Ha'IHHa ca)l;p:>KH caMo A 0, .rrpyra caMo A 0 H A 1, HTJl:. H 
rp;e ce HenoJHaTe A 0, A1. ... , An-l y3acTonHo o)l;pel)yjy noMohy npeT
XO)l;HO Befi H3pa'IyHaTHX. 

Y OBOM pa)l;y KarnaHHH ce He onpe)l;eJbyje HH Ja jeAHY OA HaBe)l;e
HHX 6a3a, Befi ycneBa )];a y Ollii.ITeM CJIYT-Iajy CHCTeM ( a3) 3aMeHH je)l;HHM 
CHCTeMOM ea HCTHM 6pojeM je)l;Ha'IHHa aJIH TaKBHX )l;a Ce y CBaKOj O)l; 
lhHX jaaJba caMo je)l;Ha OA HenoJHanrx Ak. Tiocne Tora oH yao)l;H nojaM 
KolhyroaaHe H caMOKOihyroBaHe 6a3e H )l;OKaJyje cne)l;ehH CTaa: 

3a CBaKH CKyn Bpe)l;HOCTH XQ, XI. ... , Xn-1 (Xj =F- Xj 3a i =F- j) llOCTOjH 
6a3a Po(x), Pl(x), ... , Pn-t(x) nonHHOMa Koja je caMoKolhyroaaHa. 

3a Ty, TaK03BaHy Legendre-oay 6aJy, KamaHHH )l;aje H peKypeHT
HH o6pa3al.\ 3a lbeHo Hana)Kelbe. 

CaMoKolhyroaaHo<.'T Legendre-one 6a3e HanHcaHa y eKcnJIHI.\HT
HOM o6JIHKY rnacH: 

{
OJav=F-k 

PdxoJPv(xo)+ PdXJ)pixJ)+ ... + PdXn-JJplxn-1) = 
· =F-0Jav=k 

Y3MHMO ea)]; a m+ 1 (0 ~ m ~ n-1) npBHX 'IJiaHoaa HHTepnonal.\HO
HOr llOJIHHOMa Pn-t(x) no 6a3H (pk), Tj. 

Sm(X) = AQpo(x)+AtPt(x)+ ... + AmPm(x), 
rp;e Sm(x) npe)l;CTaBJba m-TH O)l;ce'IaK noniDioMa Pn-t(x) no 6a3H (pk).llH
TepecaHTaH je cnyqaj ~n-1, jep je Sn-J(X) = Pn-J(X) 3a CBaKO X. 0)l;HOC 
O)l;Ce'!Ka Sm(X) npeMa HHTepnoJial.\HOHOM llOJIHHOMY Pn-t(X) a THMe H 
npeMa <PYHKI.\HjH f(x) Koja ce HH'TepnonHpaje Ba)KHO nHTalbe. Oaaj O)l;
Hoc 3aBHCH OA ycaojeHe 6a3e. TaKo: 

1° 3a 6a3y creneHa (xk) o)l;ce'IaK sm(x) je noJIIDIOM CTeneHa m KOjH y 
Ta'IKH x = 0, y = Pn-t(O) ea noJIHHOMOM Pn-t(x) HMa )l;OAJIP pe)l;a m (a ea <PYHK-
1.\}ijoM ftx), y OIIIllTeM CJI)"'ajy, He Mopa HMaTH 6HJio IIITa 3aje)l;HH'IKOr). 
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2° 3a Lagrange-osy 6a3y CPJc) op:ce'laK sm(x) je ITOJIHHOM.crenena n-1 
KOjH ea Pn-!(X) a THMe H ea f(x), IIITO Irnje TelliKO BHAeTH, HMa 3ajep:HWIKe 
Ta'IKe (xi, Yi) 3a i = 0, 1, ... ,m (Yi = Pn-t(Xi) = ftxi)), IIITO 3Ha<nf Sm(Xi) = Yi· 

3° 3a Newton-osy 6a3y (Pk) op:ee'laK sm(x) je nonnnoM eTeneHa 
m KOlH ea Pn-I(x) a THMe H ea f(x), IliTO HHje TeiliKO BHJWTH, HMa 3ajep:
HH'IKe Ta'IKe (xi, Yi) 3a i = 0, 1, ... ,m, IliTO 3Ha'IM Sm(Xi) = Yi· 

4° 3a Legendre-osy 6a3y (pk) op:ce .. IaK sm(x) je no:umoM CTeneHa 
m. ,Il;a 6H YTBPJJ:HO Be3y H3Meljy f(x), Pn-l(x) H. S:n(x), K2.1Uamm C3 rm(x) 
03Ha'laBa npOH3BOJbaH llOJIHHOM eTeneHa Ill KOjH je ype~;eH UO Legr;n
dre-osoj 6a3H, HaHMe 

fm(x)=B0p0 (x)+BtPI (x)+ ... +BmPm(x). 
BapHpajyhH B 0, Bt. ... , Bm p:o6Hhe ee eBH Mory1m no;mnoMH cTe

neHa :$; m, na Meljy lhHMa H op:ee'laK sm(x). AKo ey 3a,[\aTe Ta'!Ke (xi, 
f(xi)), i = 0, 1, ... , n-1 H Ta'IKaMa (xi) op:rosapajyha Legendre-osa 6a3a, 
Tap:a H3Meljy CBHX MoryhHx noJIHHOMa rm(x) creneHa m, op:ee'laK sm(x) 
no Legendre-osoj 6a3H je oHaj KojH MHHHMH3Hpa H3pa3 

n-1 
2 

L (f(x1)-rm(x1)] • 

i=O 

EqmKaeHoCT anpoKeHMa~Hje cpyHIG.\Hje f(x) op:ee'I~HMa sm(x) MO
)KeMo nosehaTH Ha p:sa Ha'IHHa: npH cpHKCHpaHOM 6pojy HHTepnona
~HOHHX Ta'laKa, eMalbHBalbeM pa3MaKa y KOjeM ee OHe MOpajy HaJia-
3HTH, HJIH, npH cpHKCHpaHOM pa3MaKy, ysehaBalbeM 6poja HHTepnOJia
~HOHHX Ta'laKa Koje y lheMy Jie)Ke. TipBH nocrynaK Kap:a ce pa3MaK 
cMalhyje J.(OK ce He csep:e Ha jep:Hy TalJKy, MO)Ke ce cnposeCTH ea New
ton-osoM 6a3oM H TaKo p:o6HTH Taylor-os o6pa3a~, a p:pym, ysehalheM 
6poja HHTepnOJia~HOHHX Ta'laKa J.(O 6eCKOHa'IHOCTH, Kap:a je y llHTalhy 
pa3MaK ( -1, 1) MO)Ke ee cnpoBeCTH ea Legendre-OBOM 6a30M H TaKO p:o-
6HTH opToroHaJIHH pa3Boj no Legendre-OBHM noJIHHOMHMa. 

,IJ;eo 06HMHOf pap:a Ha llHCalby MaTeMaTHKe 3a CTYJJ:eHTe TeXHH
Ke, 3ano'leTor 1930. rop:HHe, P. KalllaHHH 3aBplllaBa o6jaBJbHBalbeM 
KlhHre: BHilla MaTeMaTHKa I, Eeorpap: 1934, crp. 627. 

Ha CTyJ.(HjaMa y Eeqy, 3arpe6y, Eyp:HMnelliTH, a HapOlJHTO y na
pH3y, KalllaHHH je CTeKao IliHpoKa H eo.rmgHa 3Halha H H3 MexaHHKe H 
acrpoHOMHje. 0BHM HayKaMa oHje TaKolje noKJialbao noee6Hy lla)Klhy. 
TaKO, y nepHop:y H3Meljy 1932. H 1939. fOJ.(HHe OH o6jaBJbyje CBOja lJe
THpH pap:a H3 o6naeTH acrpOHOMHje y ny6JIHKa~HjH: Memoire de l'Ob
servatoire astronomique de llJniversite de Belgrade. Meljy OBHM pap:o
BHMa je noee6Ho o6HMaH pap:: Sur les erreurs des observations, Memo
ire de l'Observatoire astronomique de llJniversite de Belgrade, t. IV, Bel-

cl 
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grade 1939, pp. 1-48. Y npBa 'rpn pap;a Kawamm H3y'-laBa KpeTaina Ma
JIHX IIJiaHeTa HlbHXOBe Meljyco6He IIOJIO)f(aje. Y l.JeTBpTOM pap;y OH ;o;e
TaJbHO pa3MaTPa npo6JieM rpemaKa IlOCMaTpalba, I.JlTO 3a acrpOHOMH
jy, a HIIIHpe, HMa KaKO TeOpHjCKH TaKO 11 BeJIHKH rrpaKTHl.JHH 3Hal.Jaj. 

YKa3oM MHHHCTpa npocseTe npocpecop Pap;Hsoje KamaHHH je 
1936. ro;o;HHe nocTaBJ'oeH 3a ynpaBHHKa CTyp;eHTCKor ;o;oMa Kpalha 
AneKcaHp;pa I1pBor y Beorpap:y. 0By )J;)')KHOCT o6aBJhao je p;o 1941. ro
;IJ;HHe H 3a CBe BpeMe HCIIOJhaBaO je BeJIHKJ 6pHry 0 CBHM CTyp;eHTHMa 
CTaHapHMa TOra )J;OMa. 

28. HOBeM6pa 1939. rop;HHe Pap;HBoje Kama:mrnje nocrasJheH 3a pe
)J;OBHor npocpecopa YHHBep3wreTa y Beorpap;y Ha Te,Xl{Hl.JKOM <PaKyme
TY· Mere rop;HHe OH je O;IJ;JIHKOBaH opp;eHoM CBeTora Case 3. creneHa. 

1940. rop;HHe P. KamaHHH 3anol.Jinue pap; nop; Ha3HBOM ,OcHoBH 
TeopHjcKe MexaHHKe". Ca BehHM nay3aMa, oBaj pyKonHc oHje 3aspumo 
1977. rop;HHe. OpHmHaJIHH TeKcr Tora pyKormca Ha 198 CTPaHa ea p;Ba 
npHnora HaJia3H ce y ApxHBY CAHY. 

BpeMe oKyna~Hje y TOKY ,!J;pyror cseTcKor paTa P. KamaHHH je 
rrpoBeo y Eeorpap;y. Taga YHHBep3HTeT y Beorpap;y HHje pap;Ho. 

Ha BacKpc, 16. anpHJia 1944. rop;1me eHmecKH H aMepHl.JKH aBH
OHH 6a~ajy 6oM6e Ha Eeorpap;. ToM npHJIHKOM 6oM6a je norop;HJia H 
pa3pymHna p;oM KamaHHHa (yrao ynH~a KpaJba AneKcaHp;pa H 
CrHmKe) YHHlilTHBillH npocpecoposy 6H6JIHOTeKy H crsapH y KyhH, p;oK 
nopop;H~a KamaHHH l.Jy)J;HHM cnyl.JajeM ocTaje )I(HBa. 

1945. rop;HHe o6HOBJheH je pap; YHHBep3HTeTa y Eeorpap;y H jy
Ha HcTe ro;o;HHe Pa;o;rmoje KamaHHH je rrpey3eT y 3Balby pep;oBHOr npo
<Pecopa 3a npep;MeT MaTeMaTHKa Ha TexHHl.JKOM <PaKynTery. illKOJICKe 
1945/46. rop;HHe MHHHcrapCTBO npocBeTe Cp6Hje P. KamaHHHa nocra
BJha 3a xoHopapHor npocpecopa 3a npep;MeT Pa~HOHaJIHa MexaHHKa Ha 

<I>HJI03o<PcKoM <PaKyJrTeTy y Eeorpap;y. 
2. MapTa 1946. rop;HHe npo<Pecop Pap;HBoje KamaHHH je H3a6paH 

3a p;orrHcHor qJiaHa CpncKe aKap;eMHje HayKa (CAH). 
Kap;a je 1946. rop;HHe OCHOBaH MaTeMaTHl.JKH HHCTHTYT CAH, 

KamaHHH ce yKJhyqyje y pap; Tora 11HCTHTyTa. Op; 1952. p;o 1958. ro
;IJ;HHe KamaHHH je yrrpaBHHK MaTeMaTHl.JKOr HHCTHTyTa. 1950. rop;HHe 
MaTeMaTHl.JKH HHCTHTYT CAH noKpehe H3)J;aBalbe qacorrHca ,36opHHK 
pap;oBa MaTeMaTHl.JKOr HHCTHTyTa". 3a ypep;HHKa TOra l.JaCOIIHCa IlO
CTaBJheH je Pap;Hsoje KamaHHH. 0By )J;J)I(HOCT ycnemHo je o6aBJhao Ha
pep;HHX ;o;eceT rop;HHa. 

1948. rop;mre P. KamaHHH o6jaBJbyje pap;: Les equations generales du 
mouvement d'un systeme de points materiel aux liaisons donnees, Publica-
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tions de l'Institut mathematique, Academie Serbe den Sciences, t. II, Belgra
de 1948, pp. 116--130. Y lbeM)' Karnamrn noCMaTpa seJe AaTe je,qna'IHHa
Ma Mel)y renepa.JIHCrurnM KOOpAHJiaTar.ta H lbHXOBHM H3BO,[(HMa Ma KOf pe
_qa y najollliiTHjeM o6nHKY H TPIDKH cae ome Be3a Kojc he oMoryiurrn Kpe
Talhe CHCTeMa MarepHja.JIHHX Ta'IaKa y camacnocm ea ,qaTIIM BeJaMa. TipH 
TOMe OH IIOKaJyje ,qa ce Mel)y CBHM CHJI3MU BC33. HCfWiY HJJ;CaJIHC CM.i'IC BC-
3a H ,qa oHe 'IHHe je3rpo cHmi BC3a H Mopajy ce y cnarmj npmHI~H y3eTH y 
o63Hp. 3a oae cHJie ae3ii ,qaTo je I'blli'COFO Me::~gHlNK".J o6ene::¥.je. 

1948. ro,qHHe ocHoBaHa je TexHW!Ka ;;em1JG1 UJKmm y Eeorpa,qy. 
3a lheHor peKTopa Pa,qHBoje KarrmHHh je Gm; rmcTafljhCH p;na nyTa 
(1950/51 H 1951/52). Kao peKTop Texu>r'JKt:~ Bt.iHIKC lliKOJIC y Beorpa
AY OH ce 3a.Jiarao 3a no,qH3alhe Hacnme. P.<:t JmmH HUBO Ha CBHM lhCHHM 
!flaKyJITCTHMa, KaKO OCHOBHHX TaKO H c~yqnHX IIpC):VvieTa, 3a OIIpeMa
lhC na6opaTopHja H Ha6aaKy KH>Mra H qacorrHca, a noce6Ho 3a Hayq
HOHCTpiDKHBa'IKH pa,q. 

1949. fOAHHe H3 IIITaMne H3Jia3H ·rpehe M3Aalhe KaiiiaHHHOBC 
KlhHre BHIIIa MaTeMaTHKa I Ha 847 cTPaHa. Oao ACJIO H3Aa.Jia je ,Ha
Y'IHa KlhHra" H3 Eeorpa,qa. 11cre rOAHHe y ,Hay'IHOj KlhH3H" H3Jia3H 
KaiiiaHHHOBO o6HMHO ,qeno BHIIIa MaTeMaTHKa 11, KlhHra rrpaa, Eeo

rpa,q 1949, C'fP. 624 + VIII. 
1950. fOAHHC y ,Hay'IHOj KlhH3H" H3Jia3H jOIII je,qHO 3Ha'IajHO ,qe

JIO Pa,qHaoja KaiiiaHHHa BHIIIa MaTeMaTHKa 11, KlhHra ,qpyra, Eeorpa,q 
1950, CTP· 680 +VIII. OaoM KlhHfOM rrpo!flecop Pa,qHaoje KaiiiaHHH je 
3aBpiiiHO caoje orpoMHO ,qeno HarrHcaBII!H yi.I6eHHK BHIIIa MaTeMaTH
Ka, KOjH he CJIY:>KHTH He CaMO crmeHTHMa TCXHHKC Beh H CBHMa KOjH 
CC MaTeMaTHKOM 6aae HJIH je rrpHMCinyjy. 

11ornaaJha Koja ca_qp){ce ose TPH KlhHre cy: 
BHina MaTeMaTHKa 1: ,Il;eTepMHHaHTe. BeKTOpH. BeKTopcKo 

MHO)Kelbe. <PyHKnHje je,qHe rrpoMeHJhHBe-11paaa H paBaH. KpHBe JIH
HHje y paBHH. <PyHKl\Hje BHillC HC3aDHCHHX IIpOMCHJhHBHX-PaBaH H 
rrpaBa y IIpOCTOpy. floBpiiiHHe H KpHBC JIHHHje y IIpOCTOpy. rpaHH'I
HC ape,quocrH HH30Ba. HerrpeKHAHe cf>YHKnHje. l13so,q. TaHreHTa H 

HOpMa.Jia- ,D;mpepeHnHjanH- JlyK. TipHMHTHDHe lflYHKnHje. l13BOAH 
BHIIIer pe,qa-KpHBHHa. TionHHOMH. 11poumpeHa TeopeMa o pa3nara
IDy-,[I;op;Hp KpHBHX JIHHHja y paBHH. Tajnoposa H l:hyTHOBa !flopMyna. 
AecpHHHnHj a H H3pa'IyHaBal'be o,qpel)eHor HHTerpana. TipH6JIH)KHO 
H3pa'IyHaBalhe HHTerpana. TipHMeHa o,qpel)eHor HHTerpa.Jia Ha reo
MeTpHjcKa Mepelha. TiepHOAH'IHe lflYHKnHje-<l>ypHjeos pep;. OcHoB
HH rrojMOBH o AH!flepeHnHjanHHM jeJ.(Ha~mHaMa. AenHMH'IHH H3BO

AH-110T11YHH AH!flepeHJ~HjanH. HMIIJIH1l,:WI'He cpyHKnHje. TaHreH:u;Hja.JI-
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HH eneMeHTH KpHBnX nHHHja y rrpocTopy. PaqyHaae c rrpH6JIH)KHHM 
Bpe)J;HOCTHMa. 

Bmna MaTcMaTHKa II-1: IlyHKTyanHe KOOp)];HHaTe. IlospiiiHHe 
11;pyror pe11;a. Ilon, rronapa, rronapHa pasaH. TaHreHu;HjanHe H JIHHHj
cKe Koop)];HHaTe. IlonP.HOMH. Pau;HoHanHe cpyHKI.J;Hje. 11MIIJIHI.J;HTHe 
cpyHKI.J;Hje. 3asHcHoCT Meljy cpyHKI.J;HjaMa-3aMeHa rrpoMeHJhHBHX. Eec
KOHaqHH pe)];OBH. HmoBH n pe)];OBH cpynKI.J;Hja. U:emr pe)];OBH. MajopaH
Tc-TpaHccpopMau,Hja u;ejiOr pe):(a. EecKOHaqHH rrpoH3BO)];H H sepH)KHH 
pa3JIOMI.J;H- ,Il;HBepreH'fHH pe)];OBH. IlojaM KpHBe JIHHHje H IlOBpiiiHHe. 
KpHBe JIHHHje y npocropy. Ilospnnme. JJ:oAHp-06sojHHI.J;e. HeKe cne
I~HjanHe KpHBe JIHHHje H IlOBplllHHe. 

BHrna MaTeMaTHKa II-2: Heo11;peljeHH HHTerpanH. 0ApeljeHH HH
TerpanH. <l>yHKI.J;Hje )];ecpHHHCaHe HHTerpanoM. TpHroHoMeTpHjcKH pe
AOBH. JJ:socrpyKH HHTerpanH. TpocrpyKH HHTerpanH. KpHBOJIHHHjcKn 
H nosprnHHCKH HHTerpanH. CKanapHa H seKTopcKa noJha. lhyTHOB H 
JIOrapHTaMCKH IIOTeHI.J;Hjan. ,Il;HcpepeHI.J;HjanHe je)];HaqHHe. ,Il;HcpepeHI.J;H
jaJIHe je)];HaqHHe rrpsor pe):(a. CHCTeMH AH<\JepeHu;HjanHHX je):(Ha"l{HHa . 
.il:HcpepeHu;HjanHe je)];HaqHHe sHrner pe):(a. 

lif3Jia3aK OBHX KlhHra H3 IIITaMrre, HaiiHCaHHX Ha 2.150 crpaHa, 6HO 
je 3HaqajaH )];oraljaj y KYJITYPHOM )KlfBOTY Eeorpa):(a, Cp6Hje H Jyrocna
BHje. TipeKo THX KlhHra y Harny MaTeMaTHKy yrnna je MaTeMaTH"lJKa crpo
rocr H npell,H3HOCT, noce6Ho y Hacrasy rne je rro)];HrnyT aeH yKynHH HH
so (He CaMO Ha TeXHH"lJKHM cpaKynTeTHMa) pa36HjalbeM cpopMaJIH3Ma. 

Y y1,16enHKY BHrna MaTeMaTHKa, 6e3 cyMlhe je)];HOM 011; Haj6oJhHX 
yJ,I6eHHKa Te BpCTe KO)]; HaC, KOjH je IIJIO)]; He caMO )];yrorO)];Hllllher Ha
CTaBHOr HcKycrsa seh H ):(yroro)];HIIIlher casecHor npoyqasaaa CBHX )];e
nosa KOjH 0):( eneMeHTapHOr 3Halba ):(OBO):(e ):(0 HOBHX IIOjMOBa, CBa H3-
Jiaraaa cy jacHo HCKa3aHa H o6pacu;n npeu;H3HO H3Be):(eHH, 3arrHcao je 
1989. MHo11;par ToMHh. 

3a csoj y1,16eHHK BHrna MaTeMaTHKa Pa):(HBoje KarnaHHHje 1949. 
rop;HHe 11;06Ho HarpaAy Bna11;e <l>HPJ. 

P. KarnaHHH H )];aJhe o6paljyje npo6neMe H3 Pau;HoHanHe MexaHH
Ke H 1951. ro):(HHe o6jasJbyje o6HMaH pa):(: OIIIIITe je):(Ha"l{HHe KpeTalba cH
creMa MaTepHjanHHX TaqaKa (Les equations generales du mouvement d'un 
systeme de points materiels ), CprrcKa aKa):(eMHja Hayx:a, 36opHHK pa):(osa, 
Klh. VII, MaTeMaTH"<lKH HHCTHTyT, Klh. 1, Eeorpa11; 1951, crp. 17-57. Y 
OBOM PMY ):(aTe cy ):(HcpepeHu;HjanHe je):(Ha"l{HHe CBHX peanHHX KpeTalba ea
rnacHHX ea Be3aMa 6e3 063Hpa Ha TO KaKBe cy OBe Be3e: XOJIOHOMHe, HJIH 
HeXOJIOHOMHe, JIHHeapHe IIO 6p3HHaMa HJIH He.lif3Meljy CBHX MOryirnx pe
aJIHHX KpeTaaa HCTaKeyTa cy H ):(ecpHHHeaHa KpeTaaa ea H)];eanHo ycno 
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craBJbeHRM ne3aMa. TiopeA Tora, rrojaM BMpryemrnx rroMepmba je A3T y 
HajoruJlTIIjeM CJiyqajy Be3a H Ha OCHOBY TOra H3BeAeHa je TaK03B3Ha 
ocHOBHa jeAHa'llffia ,[(ImaMHKe Ma 3a KaKBe Be3e. Ha Kpajy, rrojMY KpeTa
I-ha ea Imeanno ycrrocrauJbeHHM Be3aMa AaTo je KOHKpeTHo T}'Mat.Jei-he. 

C P 11 C K A A I ~ A U E M ~~ J A H A Y K A 

3EOPHI1K PA,UOBA 
KH>. VII 

MA TEMAH1l-!KI1 I1HCTI1TYT 

K,.. I 

G~OfPA.!! 
I 9 5 I 

ACAO£MI~ SfRBE DfS SC i f HCfS 

RECUEIL DES TRAVAUX 
T. VII 

I HSTITUT MATHt:MATIQU£ ... . 

y •c••••: 
AoatKWn A·P i'AJI.HBOJ KAWAHHH 
JOp.U._ MauMtn• oc- ••C'fWl'Jl• CAH 

n p MIUiof:WO ... XII uyny O.At..t:.t:Ho-1 npNPOAHO tUT(MITM'UJU: lllfkl 

7 XII 1950 roAHHC 
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····-lu-;;:;;;;Ja. ;;,..llrotu .... Cp-;~;-.~~-lf••lt ••ru, Koc:Mt~,ln.• .,: 1ri 

Cri. 5. OcHoBao je H AeCeT rOAHHa ypebHBao 'lacormc 36opHHK paAOBa 
MaTeMaTH'IKOr HHCTHryTa y EeorpaAy 

'l>e6pyapa 1952. KawaHHH yqecTayje Ha llpBOM jyrocnoaeHCKOM 
KOHrpecy pa~HOHaJIHe H npHMelbeHe MeXaHHKe Ha EJieAY· 

Ha npeAJIOr M. MHnaHKOBHha OA 13. Maja 1952. roAHHe P. 
KawaHHH je nopeA l.JJiaHcrBa y 0AeJheay npHpOAHG-MaTeMaTHl.JKHX 
HayKa nocrao 11 qnaH 0AeJheaa TexHHl.JKHX HayKa CAH. 

Y paAY: l1HTerpanH AHcpepeHJ.zyija6HJIIDIX <PYHKIJ;Hja (Les integrales 
des fonctions differentiables), CpncKa aKaAeMHja HaYKa, 36opHHK PaAOBa 
KI-h. XXXV, MaTeMaTHl.JKH HHcnrryr, KI-h. 3, EeorpaA 1953, crp. 29-44 P. 
KawaHHH nocMaTPa AHcflepeHl.\Hja6HJIHe cfJYHKIJ;Hje ABejy He3aBHCIDIX 
npoMeHJhmmx x H y, YKa3yje Aa ce Ha AHcpepeHI.J;llja6HJIHe <!JYHKIJ;Hje Ha
HJia3H rrpH pa3MaTPaay cpYHKIJ;Hja jeAHe KOMnJieKcHe npoMeHJhHBe 11 KOA 
KpHBOJIHHHjCKHX HHTerpana. llpH TOMe OH H3BOAH jeAHY orrnrry OC06HH}' 
AHcpepeHl.\Hja6HJIIDIX cl>YHKIJ;Hja, a 3aTHM npoiiiHpyje H3BeCHe mrrerpan
He TeopeMe Ha AHcpepeHI.J;llja6HJIHe cpYHKIJ;Hje CJI}')Kelrn ce eneMeH.TapnHM 
cpeACTBHMa aHaJIH3e. Kao DlaBHH CTaB KOjH ce y OBOM paAY AOKa3yje je 



280 PaAHBOj KawaHHH 

CrasA: 
TipeTnocranKe: 1° <PyH.KIJ;Hje P(x, y) H Q(x, y) ,n:mpepeH~Hja6HJI

He cy y OTBOpeHOM no,n:pyqjy D: 

"0 ·v n· . DQ aP . 
I. ·' J e ···---·- o:::: --

Dx t>'y ' 

3° 31.\TBopeHa :~Kop~~r.n-'loBa KpHBa JIHHHja K Jie)KH y D H MO)I(e ce 
peKTncpnu;apE,TH; 

4° 3a·rHopew) WJ;(pyl.J:jt; (K) , 'IHja je KOHrypa K, ,n:eo je no,n:pyqja 
D H MO)Ke CC p8.3J!O)KHT!1 y KU!-1:8'-IHO MHOrO IIO,n:pyqja HOpMaJIHHX H C 
063HpOM Ha X- !.1 C 068H(JOZ..I :Ua y--OCOBHHy. 

Tsp9erhe: 

f Pdx -r Qdy == 0 . 
K 

(Tio.n:pyqje je HOpMa.JIHO C 063HpOM Ha X-QCOBifHY aKO MY KOHrypy 
qm{e npase x =a H x = b H K-pHBe y = f 1(x) H y = f2(x), me cy <P~je f 1(x) 
H h(x) HenpeKH,n:He 3a a<x<b H / 1(x)<f2(x). AHanorno 3a y-oCOBifHY). 

,ll;oKa3 je CJIH'IaH KJiaCH'IHOM ,n:oKa3y KojH je ,n:ao Goursat 3a Ca
uchy--eny TeopeMy. 

H. Loomann y CBOM pa,n:y: Ober die Cauchy-Riemannschen Differen
tialgleichungen, Gott. Nachr. 1923, p. 97-108 ,n:oKa3ao je ono:. 

HeKa cy p(x,y) H q(x,y) ,n:ne je,n:Ho3naqne y G .n:e<PHHHCaHe <I>YHK
u;uje o,n: x H y Koje 3a,n:oBoJbaBajy one yCJioBe a) p(x,y) H q(x,y) cy Herrpe-

-IGiAHe y (X, y); 6) y CBaKOj Ta'IKH IIOCTOje : H :! ; ~) H3y3eBU1H 

je,n:nor CKYJia Mepe HyJia Ba)KH op = oq . Ta,n:a 
8y 8x 

Jp dx+q dy=O 

.n:~ cnaKor oHor rrpanoyraoHHKa ea crpaHaMa rrapaneJIHHM ocoBHHa
Ma 'IHja yey·rpalliH>OCT H KOHrype rra,n:ajy y G. 

TipeTrrocranKe cy on,n:e lliHpe Hero y Crasy A: He TPU)I(H ce ,n:H
<PepeH~Hja6HJIHOcT cpyn~Hja p H q, Befi CaMO er3HCTeH~Hja H3BO,n:a 

Bp H j!q H nerrpeKH,n:HoCT <PYll~Hja p H q. Ho, peJyJITaT je y)I(H 
8y ax 
Hero OHaj y Crasy A: KO,n: JioMaHa je K crre~jaJIHa KpHBa JIHHHja, HaM
Me rrpasoyraoHHK 'llije cy crpane rrapaneJIHe Koop,n:HHaTHHM ocosHHaMa. 



PaAHBOj KawaHHH 281 

Y OBOM paAy P. KarnaHHH AOKaJyje H jorn HeKe CTasose. KaAa ce 
YBCAC nojaM HHTerpaJia H KOA KOMnJICKCHHX ci>YH~Hja, A06HjeHH OA
rosapajyhH pe3yJITaTH Aajy KornH-jesy TeopeMy, KornH-jes HHTerpan 
H TeopeMy Mopepa. IloAJiora 3a cse TO je CTaB A. 

10. jyHa 1955. rOAHHe PaAHBoje KarnaHHH je H3a6paH 3a peAon
Hor qJiaHa CAH y 0AeJheH:.y npHpOAHo-MaTeMaTH'l{KHX HayKa. 

Ha 3axTeB H Mon6y 0AeJbeH.a TeXHH'l{KHX HayKa CAH KarnaHHH 
je nocTaBJbeH 3a ceKpeTapa osor OAeJbeH:.a, THMe lliTO je npey3eT Ha 
.u,Be rop:HHe o.n: Op:eJbeH:.a npHpop:Ho-MaTeMaTH'l{KHX HayKa, a Ha TOM 
IIOJIO)I(ajy je 6HO OA 29. jyHa 1955. AO 15. anpHJia 1959. rOAHHe. 

O.n: 1. OKT06pa 1957. rop:HHe Pap:Hsoje KarnaHHH 3aMeH.yje o6o
Jienor aKap:eMHKa MHJIYTHHa MHJiaHKOBHha Ha A)0KHOCTH noTnpeAce.n:
HHKa CAH. Osy AY)I(HOCT oH je o6aBJbao .n:o 12. jaHyapa 1959. rop:HHe. 

IloCJie npe.n:aje AY)I(HOCTH ynpaBHHKa MaTeMaTH'l{KOr HHCTHTyTa 
CAH MHop:pary ToMHhy, TaAa .n:onHCHOM qJiaHy CAH, P. KarnaHHH je 
H3a6paH MapTa 1958. rop:HHe 3a npeAcep:HHKa HayqHor caseTa HHCTI1·· 
TyTa. Ha osoj AY)I(HOCTH 6Ho je cse .n:o oeTaBKe Maja 1961. rop:Ime. 

HaKOH 35 rop:HHa pa.n:a Ha TeXHH'l{KHM cpaKynTeTHMa YHHBep3H
TeTa y Eeorpa.n:y, me je npe.n:m~ao BHrny MaTeMaTHKY I, AB<t>epemw
janHH H HHTerpanHH paqyH H Bmny MaTeMaTHKY 11, 6Ho rne<P KaTep:pe 
3a MaTeMaTHKY H y speMe nocrojaH.a TexHHqKe BeJIHKe rnKoJie 6Ho .n:sa 
nyTa H.eH peKTop, Pap:Hsoje KarnaHHH 30. anpHna 1957. rop:HHe o.n:na-
3H y neH3Hjy no esojoj )I(CJhH Kao pep:oBHH npocpeeop EneKTPOTeXHH'l{
Kor <t>aKynTeTa YHHBep3HTeTa y Eeorpa.n:y. 

Ilpocpeeopa KarnaHHHa H)l;aJbe HHTepeeyjy npo6neMH Be3aHH 3a 
aeTPOHOMHjy. 2. OKT06pa 1957. rop:HHe y MaTeMaTH'l{KOM HHCTMTYTY oH 
eaonrnTaBa esoj pap: 0 aeTpOHOMeKOj pecppaK~HjH. 3a OBaj pap: 
KarnaHHH je KOpHeTHO HajHOBHje nop:aTKe o aTMoecpepH p:o6HjeHHX no
Mohy paKeTa. Pap: je WTaMnaH CJiep:ehe rop:HHe no.n: HacnosoM: Refrac
tion astronomique moyenne, Academie Serbe des Sciences, Notes et trava
ux de la Section d'astronomie de l'Institut mathematique, Vol. 11, No. 10-20, 
Belgrade 1958, pp. 11-20. 

3a pe3ynTaTe y HayqHoM, crpyqHoM H ne.n:arornKoM pa.n:y aKap:e
MHK P. KarnaHHHje 27. anpHna 1961. rop:HHe op:nHKOBaH Opp:eHoM pa

.n:a ea ~pBCHOM 3aCTaBOM, a 1963. fO.Jl:HHe 0KT06apCKOM Harpap:OM rpa
p:a Eeorpa.n:a (3aje.n:Ho ea aKap:eMHKOM IlasnoM CaBHheM). 

2. MapTa 1960. rop:HHe y MaTeMaTH'l{KOM HHCTHTYTY KarnaHHH je 
eaonrnTHO pa.n:: KsamiTaTHBHa aHanH3a nyTaH.a npojeKTHna TeneAH
pHrosaHHx no noTery. Oso caonrnTeH.e H3a3Bano je HHTepecoBaH.e 
CTPY'l{lbaKa H3 BojHoTeXHHqKor HHCTHTyTa y EeorpaAY· Y se3H ea THM 
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BojHoTeXHH'IKH HHCTHTYT je rpa)KHO eapaAI:hY ea KawaHHHOM. Map
Ta 1966. roAHHe y BojHoTeXHH'IKOM HHeTHTYTY KawaHHH je OAp)Kao 
npeAanai:he Koje je y ~eJIHHH IIITaMnaHo noA HaCJionoM: IIyTalha npo
jeKTHJia TeJieAHpHronaHIIX no noTery, Hay'IHOTeXHII'IKII npemeA 
16(1966), 3,CTp. 3-25. 

1960. rOAHHe P. KawaHHH no'IHI:he eapaAlhY ea aKaAeMHKOM Tia
B.llO~I CanHheM Ha rrpo6neMHMa poTau;Hje He6eeKHX TeJia a OApel)Hna
u,y IMiXOBHX acTpocpH3H'IKHX neJIH'IHHa. Y Thaey CAH, KI:h. CCXLV 
OHH 06.jaBJhyjy npne paAone H3 onHx HCTpa)I(Hnai:ha: II. CanHh: 0 :na
eTaHKY po·raJJ.}!je eHcTeMa 11 nojeAIIHIIX :ne6eeKHX TeJia HP. KawaHHH: 
3eMJhiiHH cnojenu H IbHxone KapaKTepHeTHKe. lleKa3 II. Canaha o po
Tat~RjH ue6ecKHX Tena a 3aKo:ny ryCTHHa I:hHXOBIIX MaTepajana, P. 
KawaHHH je y TOM paAy MaTeMaTH'IKH OllHCaO poTa~Hjy H paCJiojana
IbC~ HeoecKor TeJia ( On):\e 3eMJhe) Ha llOTllYHO opiiriiHaJiaH Ha'IHH. On a 
ABa HanegeHa paAa II. CanHha HP. KawaHHHa npeAeTanJbajy oeHony 
3a cne Hape):\He paAOne 0 llOHaiiiai:hy MaTepHjaJia llOA neJIHKHM npiiTH
e~HM<l. o6janJbeHe ea noTnHeOM II. CanHh -P. KawaHHH. TaKo ey Ha
CTane ~IeTHpH MOHorpaqmje II. CanHha HP. KawaHHHa noA HacnonoM: 
,IJoHaiiiai:he MaTepHjaJia llOA nHeOKHM npHTHel.I;HMa", oojanJbeHe y 
speMeHy OA 1961. AO 1966. roAHHe. One MOHorpaqmje ey y EeorpaAy 
npene):\eHe Ha eHmeeKH, ay ConjeTeKOM Cane3y, Hemo KaeHHje, ea eH
meeKer Ha pycKH H IIITaMnaHII Kao jeAHHeTneHa KlhHra. (Pe):\aKTOp H 
ypeAHHK one KI:hare je npocp. AP ,IJ;paraH TpHcpyHonHh.) 

PaAHBoje KawaHHH je yqeCTnonao y neheM 6pojy KOMHCHja 3a OA-
6paHy H KOMHeHja 3a npeme):\ H OI.I;CHY AOKTOpeKHX Te3a y CpnCKOj aKa
):\eMHjH HayKa H Ha YHIIBep3HTeTHMa. BehHHa OBHX AOKTOpCKHX Te3a 
je H3 o6JiaCTH MaTeMaTHKe, a eJieAe o6naeTH H3 MexaHHKe 11 aCTpOHO
MHje. 

1968. rOAIIHe aKaAeMHK PaAHBoje KawaHHH AOOHO je CeAMojyn
eKy HarpaAy CP Cp611je 3a )KHBOTHO AeJio. 

Ha npegnor EneKrpOTCXHH'IKOr cpaKyJITeTa y EeorpaAy PaAHBO
je KawaHHHje 1973. rOAHHe npomaweu 3a no'laeuor AOKTopa Ymmep-
3HTeTa y EeorpaAY· 

IIonoAOM enor 80-or poljeHAaHa, 1972. roAHHe, P. KamaHHH je 
A06Ho IIoneJby MawHHeKor cpaKyJITeTa YHHnep3HTeTa y EeorpaAy 
,3a H3BaHpeAHC ):\OnpHHOee y ll0):\H3alhy MJia):\HX Ka):\pona If pa3BOj 
MamHHeKor cpaKynTeTa y EeorpaAy". 

1979. rOAHHe P. KawaHHH A06Hja TioneJhy flpHpOAHO-MaTeMa
TH'IKOr <t>aKyJITeTa YHHnep3HTeTa y HonoM CaAy ,Y 3HaK npH3Halba 
3a 3Ha'lajaH ):\OllpHHOC y paAy H pa3Bojy cpaKyJITCTa". 

~ 
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Kao xpa6ap paTHHK y CpncKoj A06poBOJha'!Koj p;HBli3Hjli y TOKY 
Ilpaor caeTcKor paTa PaA:HBoje Karnamm je 6Ho aeoMa u;elbeH Meljy 
caojHM ca6opu;HMa. Oil: 1. cenTeM6pa 1969. rOJl:HHe OH je npep;ce)l:HHK 
YnpaaHor OA:6opa ,YA:py)l(eina A:06poaoJhau;a 1912-1918", Ha Kojoj A:Y
)I(HOCTH je 6.HO Jl:O Kpaja )I(.HBOTa. 

1971. rO)l:HHe .H3 IliTaMIIe .H3Jia3H KlhHra: ,il;o6pOBOJhl.\H y paTOBH
Ma 1912-1918- )l.O)I(.HBJhaj.H H cehalba, EeorpaA: 1971, C'rp. 41C, '-mjH 
je O)l:roaopHH ypeA:H.HK 6H:o npo<!Jecop P. KarnaHHH. 

1977. rOJl:HHe .H3 uiTaMrre H3Jia3H jorn je)l:Ha KlhHra: JyrocnoBeH
CKH go6poBOJbi.J;H y PycHj.H 1914-1918. Eeorpag 1977, CTIJ. 424, 'l.HjM je 
o,~roaopHH ypegHHK TaKolje 6H:o P. KarnaH.HH. 

1982. rO)l:HHe, CKpOMHO, y CBOM }J;OMY y Kpyry IIOpO}J;HI.J;e H CBOjHX 
yqeHH:Ka, rrpHjaTeJha H capap;HHKa, rrpocnaaH:o je caoj 90-T.H poljeHgaH. 
roCTHMa je peKaO: ,Ila, H3BOJI.HTe, }J;Olj.HTe .H IIOCeTHTe Me H Ha MOj CTO
TH poljeHgaH." 

* * * 
Pap;H:aoje KarnaHHH je jep;aH Oil: peTKMX MaTeMaTM'Iapa H3Meljy 

p;aa caeTcKa paTa KojH HHje 6H:o cTyp;eHT Eeorpap;cKor yH.Haep3.HTeTa. 
0Hje cTyp;Hje 3arroqeo y Eeqy, HacTaBHO y 3arpe6y .H Eyp;HMrrernTH, a 
3aBplliHO y IlapH3y, CTeKaBili.H BeOMa IliHpOKO .H TeMeJhHO 3Halhe .H3 
MaTeMaT.HKe, pau;HoHaJIHe MexaH.HKe H acrpoHoM.Hje. Ca TaKB.HM cao
j.HM 3HalheM OH je MOrao fOBOpHT.H 0 CB.HM MaTeMaTH~IKMM rrpo6JieM.H
Ma oHora apeMeHa ea pa3yMeaalheM M KpHT.H'IK.H. Ilo Jl:OJiacKy Ha Ee
orpap;cK.H YHHBep3.HTeT op;Max ce YKJhY'IMO y pap; MaTeMaTM'IKOr ceMH
Hapa, me je rrpornHp.Ho B.H,ll;MKe Ko,n; Mnalj.HX capa,n;HMKa, a Hapo .. mTo Kop; 
JoaaHa KapaMaTe (1902-1967). TipeMaKa3.HBalhy aKap;eMHKa MHOA:pa
ra ToM.Hha (1912- 2001), JoaaH KapaMaTa je qecTo roaopH:o ,n;a je ae
JIHKM Y'fHI.J;aj Ha lbera O,ll;HrpaJIO II03HaHCTBO, a KaCH.Hje H IIpHjaTeJhC'TBO 
ea Pa,n;HaojeM KarnaHHHOM. OH MY je oMoryhHo, KaKo je caM KapaMa
Ta roaopHo, p;a yaHp;H 3Ha'laj HOBHX o6naCTH MaTeMaTHKe - TeopH:je 
cKyrroaa, Mepe H HHTerpana, a rroce6Ho 3Ha'!aj C1'poror ,n;oKa3a. 

Y caojHM Hay'!H.HM pa,n;oBH:Ma P. KarnaHHHje o6paljH:aao rrpo6ne
Me .H3 06JiaCTH ,ll;HcpepeHI.J;.HjaJIHHX je,n;Ha'I.HHa, TeOpHje KOMIIJieKCHHX H 
peaJIHHX cpyHKI.J;Hja, aHaJI.H3e, reoMe1'pHje, .HHTepiiOJiai.J;.Hje H arrpOKCH
Mai.J;.Hje, CTaTHCTHKe, pai.J;.HOHaJIHe MeXaH.HKe, aC1'pOHOMHje H reocpH3li
Ke. 

ilpo6JieM KOjll KarnaH:UH IIOCMaTpa y CBOjHM MaTeMaTH'IKMM pa
,ll;OBHMa je CKOpO yaeK H3BOpaH H OH HHje IIOCJie,ll;Hl,a HeK.HX ,n;pyrHX pe-
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3YJITaTa HHTH yonniTelba II03H3THX CT3BOB3 H 3aTO y lberOBH:M pa}.(O
BHMa ymam-IOM H HeMa II03HBa Ha .n:pyre ayTope. 11cKa3 rrpo6rreMa j e 
npocT, rum Ha'I:HH lberoaor pemaaalba HHje je.n;HocTaBaH. OH rrpo6.11eM 
<ICCTO IIOCMa·rpa y crreu;HjaJIHOM aJIH KapaKTepHCTH'IHOM crryqajy UTa
p;a li):(e Ka OIIlllTeM, 3JIH AOTJie AOK TO OCHOBHe rrpeTIIOCTaBKe y 110'-leT-
KY pa,4a ;n;onymrajy, TaKo .n:a pa.n: rrpe.n;cTaaJba je.n;Hy 3aapmeHy I.'(emmy, 
1Hi:Me ;:y OCHOBHe npeTJIOCT3BKe o.n;pe.n;HJie H Kpaji-bH ]10MCT pa,n,lt. 'l'o 
Ci;; mij6CW:>C Bl'.l]J;H y lberOBHM pa.n;OBHMa rp;e Ce IIOCM3Tpajy <'tH<lJHI'i'H'J. 

.KR o6.r!.l·qH MYHTl!lcpopMHHX cpyHKIJ;Hja, 3aTHM y pa.n;y Koju cc o;.~noc1~ m •. 
ynpomha.tHl the nncpepeHu;HjaJIHHX je.n;Ha'IHHa rrpaor pega rroMohy rhn
xo:..mx napTHKYJiapHHX HHTerpana Kao H y pa.n:y y KojeM ce pa3MaTpa 
rrpoo:neivi MHTepiiOJiaiJ;Hje H arrpOKCHMaiJ;Hje cpyHKIJ;Hje IIOJIHHOHOM. 
Cmr<mo je nocTyrrao 11 y pa.n;oBHMa H3 MexaHHKe H acrpoHOMHje. 3Ha
qajeM pe3yJITaTa H Ha'IHHOM IIHCalba, KamaHHHOBH pa.n;OBH BpliiHJIH cy 
YTHIJ;aj Ha MHOre HCTp3)KHB3'Ie. Y CBHM lbefOBHM pa.n;OBHM3 H3Jiaralba 
cy BeOMa jaCHO HCK333H3 H A06HjeHH pe3yJITaTH H o6paCIJ;H rrpeiJ;H3HO 
H3Be.n;eHH. To Ba)KH H 3a lberos y1,16eHHK BHma MaTeMaTHKa. KaKo y 
CBOjHM pa.n;OBHMa TaKO H Ha rrpe.n;aBalbHMa KamaHHH je BeJIHKY Ba·· 
)KHOCT rrp11.n;asao C'TpOroM .n;oKa3y. Kao rrpocpecop Ha TeXHH'IKHM cpa
KYJ1TeTHMa YHHBep3HTeTa y Eeorpa.n;y H mecp KaTe.n;pe 3a MaTeMaTH
KY Ha THM cpaKyJITeTHMa, a rroce6HO Kp03 CBOj y1,16eHHK Bn:rua MaTe
MaTHKa, OH je IIOAHrao HHBO HaCTaBe H3 MaTeMaTHKe, a je.n;Ho BpeMe 
KaO peKTOp TeXHH'!Ke BeJIHKe lllKOJie OAHrpao je BeJIHKY ynory H y IIO
AH3alby HaCTaBe Ha BHliiH HHBO H KOA OCTaJIHX rrpe.n;MeTa. IlpeKO fbe
fOBOr yi,I6eHHKa Bn:rna MaTeMaTHKa yuma je y Hamy MaTeMaTHKY npe
IJ;H3HOCT H CTpOrOCT AOKa3a. 

Y MaTeMaTH'IKOM HHCTHTY'fy, KaO lberOB BHlllefOAHllll-bH ynpaB
HHK, a KacHnje H rrpe.n;ce.n;HHK HayqHor CaseTa, HeyMopHo je pa.n;Ho .n;a
jyhn: BeJIHKH AOIIpHHOC pa3Bojy H Hay'IHOM yme.n;y OBOr HHCTHTJT3. 
MJia~H MaTeMaTH'IapH, KaO H MHOrH APYfH HcrpaX<HBa'IH HMaJIH cy l-be
fOBY no.n;pmKy H rroMoh. l1 rrn:cau; OBHX pe.n;osa yseK he ce ea 3axsan
Homhy cehaTH rroMohH, caseTa H YITYTCTaBa Koje MY je rrpocpecop Pa-
1J.HBoje KamaHHH yKa3HBaO Ha Ha'IHH IIHCalba CBOr rrpBor Hay'-lHOf pa
.n;a, Hcmqyhn: .n;a pa.n: TPe6a .n;a je HarrHcaH jacHo, rrpeu;H3HO H ca)KeTo. 
Ilpn: TOMe, oH je rosopn:o: ,KaKo Hamt:mem rrpBH pa.n;, TaKo hem rrn:
caTH H ocTane." CsojHM seJIHKHM aYTOPHTeTOM npocpecop Pa.n;Msoje 
KarnaHHH yTHu;ao je Ha cpe.n;MHY ga u;eHM Hayt.ma .n;ocrnnryha. 

3a Pa.n;Hsoja KamaHHHa ce MO)Ke pehH .n:a je 6110 .n:apoBHT MaTe
MaTH'Iap 11 rrpn:po.n;lbaK ea ruHpOKOM Hay'IHOM KYJITYPONL CBojHM 
06HMHHM H TeMeJbHHM 3HalbeM H3 BHl!Ie o6rracrH MaTeM.aTHKe, Mexa-
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HHKe H acrpOHOMHje OH je 6110 jep;aH OJJ; HaUIHX IIOCJieJJ;lbHX eHIJ;HKJIO
nep;HCTa. TaKBHM 3HalheM, YKYIIHOM p;eJioBalhy y Hayu;H, noce6HHM Ha
CTaBHHqKHM p;apOM H peTKHM JIHqHHM OC06HHaMa OH je y jep;HOM ne
pHOJJ;y BpllillO BeJIHKH YTHIJ;aj Ha Harny cpep;HHy. 

Pap;Hsoje KarnaHHH je 6Ho p;p)0Kelhy6HB H BeoMa p;yxoBHT. Tiopep; 
Tora HMao je BeJIHKY Moh 3ana:>Kalha n naMhelha. Kao TaKaB ocrao je 
y HajnemneM cehalby KOJJ; CBHX KOjH cy ra II03HaBaJIU H ea ThHM capa
ljHBaJIH. 

llpHJIHKOM nHcalha onor TeKcTa npocp. p;p Jl.paraH TpHcpyHoBHh 
MH je cranHo Ha pacnonaral-be cnoj pyKonHc: MaTeMaTHqap Pap;Hsoje 
KarnaHHH H lberono p;o6a (pyKonHc y npHnpeMH 3a rnTaMny), op;aKJie 
caM npey3eo BHI.Ile nop;aTaKa o :>KHBOTY H pap;y Pap;Hnoja KarnaHHHa, 
36or qera MY p;yryjeM seJIHKY 3axsaJIHOCT. 

TIPO<I>ECOP KAIIIAHI1H 0 CEEI1 

J a caM nopeiOioM H3 Kpajlbe cHpOTHlhe ceJbaqKe, IIITO je, nepo
saTHO, H 6HO IIOBOJJ; p;a H ja H MOj MJialjH 6paT MHJiaH op;eMO y rHMHa-
3Hjy, jep Ha ceny He 6HcMo HMaJIH op; qera :>KHBeTH. PoljeH caM yEa
palbH, y EenoM MaHacTapy, H op;aTJie caM OTarnao y OcajeK, y KJia
cHqHy rHMHa3Hjy, npna H3 csora cena OTKap; ce 3a ceno 3Ha! Tpa ro
AHHe CaM ce MyqHo, HHKap; HHCaM HMaO ,!l;OBOJbHO cpep;CTaBa, aJIH CaM 
6Ho op;JIHqaH ljaK. Tiocne Tpeher pa3pep;a OTHrnao caM y HosH Cap;, y 
CpncKy npasocnasHy senaKy raMHa3Hjy- TaqHo ce TaKo 3Bana. Ype
p;ao je TO, 36or qera caM MY seqHTO 6naro.n;apaH, Ham ceocKH yqaTeJb 
JosaH CJiaBKOBHh. TaMo Me je cnecpp;Ho npHxBaTao p;HpeKTop Baca 
TiyrnH6pK. TaKo caM p;orypao p;o MaType 1910. rop;HHe, 6e3 MaTepajan
HHX 6pHra, yneK C p;o6pOM CTHIIeHp;HjOM, Kojy caM 3aCJiy:>KHBaO He no 
nopeiOiy, neh no - ou;eHaMa. 

HHjep;aH rrpocpecop H3 one p;ne rHMHa3Hje Haje MH oCTao y plja
noj ycrroMeHH. IliTo ce THqe Moje crpyKe, 3a Kojy caM ce rroTOM onpe
p;enHo, neJIHKH Y'fHIJ;aj HMao je Ha MeHe CTeBaH ManonaHOB, Moj Ho
nocap;cKH rrpocpecop MaTeMaTRKe. A IIITO caM OTRrnao 6arn Ha CTYJJ;H
je MaTeMaTHKe, rrocToje p;na pa3Jiora: rrpso - 6Ho caM 3alhy6JbeH y 
acrpoHOMHjy. TaKo caM OTHrnao Ha cryp;Hje, Hajrrpe y Eeq, rra y 3arpe6. 
Y Eeqy je Ha MeHe rrpecyp;aH yTau;aj H3BprnHo oHp;a jorn Mrrap;a rrpo
cpecop BHJIXeJIM BHpTHHrep. OH Me je Ha csojHM rrpep;analbHMa 11 Ko
JIOKBHjyMHMa yrryTHO y HajMop;epHHja JIOrHqKa pacyljHBalha. 



286 PaAHBoj KawaHHH 

JJ:pyry H Tpehy rop:HHY npoBeo caM y 3arpe6y. ABa npocpecopa 
oCTarra cy MM y Hajnemnoj ycnoMeHH, a 3a cBoj p:aJh.H pa3Boj nnqHo caM 
HM 3aXBaJiaH, He CaMO 3a OHO IIITO CaM OA lbHX Hay'U10 Befi H 3a lhHXOB 
JIH'IHH op:Hoc npeMa MeHH, 3a noBepelbe Koje cy MH yKa3HBaJm. To cy 
6HJIH npocpecop aHaJIH3e Bnap:HMHp BapHhaK H npocpecop reoMeTpH
je Jypaj Majn;eH. Ha TPehoj rop:HHH 6Ho caM HM, y CTBapH, Beh acac·reHT. 

Tiocnep:lby rop:HHY IIIKOJIOBalba npoBeo caM y BynnMnemTH, npH·· 
:majeM: ea cna6HM nocnoBalbeM y MaTeMaTHIJ;H. Enna je TO mra roJ(H·· 
Ha H3Me9y 6aJIKaHCKHX paTOBa H npBOf CBeTCKOr paTa Kll,l\(l cy HaC ·
npHpOAHO - MHOfO BHIIIe OA CTPYKe 3aHHMane ,!..\pyre CTBapV!. J)am '1'3.

na CaM 6HO npep:cep:HHK OMJiap:HHCKOf yp:py)Kefua )' J3yniiMII~LU"fH ;zoje; 
ce 3Bano ,Korro MJiap:Hx Cp6a". HMao caM HBap:eceT p:Be rop:Hne Ka;J,a 
CaM 6HO M06HJIHCaH H ynyheH y raJIHIJ;Hjy. ilMaO caM paBHO p:Ba,u;eceT 
cep:aM rop:HHa Kap:a caM 6HO p:eM06HJIHCaH. 3a THX neT fOAHHa, HH HO
BHHe HHCaM 'IHTao, a KaMOJIH MaTeMaTHKy. Tipep:ao caM ce PycHMa 'IHM 
caM Morao, H Kao p:o6poBoJban; y cpncKoj Bojcu,H 6Ho 6opau,, y ,IJ;o6py
J)H H Ha ConyHcKoM cppoHTy. EHno Hac je y TOM p:o6poBoJba'IKOM Kop
nycy li3 CBHX HaliiHX. KpajeBa, CBHX 3aHHMalha ... 

Kao H H3 lllKOJie, TaKO cy MH H H3 paTa OCTaJIH y HajneniiiOj ycno
MeH.H MOjH KOMaHp:aHTH, CTojaH TionoBHh, Bnap:HMHp Kosa'!eBHh, Tie
Tap Pap:HBojeBHh, TieTap MapTHHOBHh, Kao H, y Eeorpap:y jorn )KHB, 
BojHcnaB AH9enKOBHh. Mo)Ke ce peh.H p:a je THX neT rop:HHa 3a Moje 
CTJp:Hje H 3a MOj Hay'IHH pap: 6HJIO neT H3ry6JbeHHX fOAHHa, aJIH, Kap: 
6H Cc HCTOpHja ITOHOBHJia, OITeT 6HX HCTO Y'IHHHO. 

fiOCJie paTa OTHIIIaO CaM y fiapH3, Ha Cop6oHy, TY CaM AHITJIO
MHpao H3 MaTeMaTHKe, MeXaHHKe H acTpOHOMHje. fipep:aBaJIH cy Tap:a 
qyseHH npocpecopH Ap:aMap, llHKap, rypca, Jle6er, MoHTeJI, AHp:oa
je. HMao caM TaKo cpehy p:a npo9eM Kpo3 p:Be MaTeMamqKe IIIKone 
OBOr BpeMeHa: HeMa'IKY H cppaHu,ycKy. ilMaJie cy CBOje OC06eHOCTH H 
CBOje KBaJIHTeTe, KOjH cy MH MHOfO KOpHCTHJIH. BpaTHO CaM ce y Ee
orpap: H noCTao acHCTeHT npocpecopa Eorp;aHa raspHJIOBHha Ha Tex
HH'IKOM cpaKynTeTy. Ha KaTep:pH cy 6HJIH H MHxaHno TieTpOBHh Arrac 
H MHJIYTHH MHrraHKOBHh, npocpecopH H aKap:eMHIJ,H. Y H>HXOBOM npH
jaTeJbCKOM APYIIITBY 6Ho caM op: 1922. rop:HHe na p:o cMpTH csaKor op: 
1-hHX. Ty CaM H AOKTOpHpao H Hanpep:oBaO OA aCHCTeHTa AO pep:OBHOf 
npocpecopa, rnecpa KaTep:pe H peKTopa TexHHqKe BeJIHKe IIIKone. 

llopep: BHCOKe cTpyqHe cnpeMe H opHrHHaJmHx Hay'IHHX pap:oBa, 
CBa TPOjHIJ,a cy ce Op:JIHKOBaJia He'IHM IIITO HajBHIIIe IJ,eHHM, IIITO CMa
TpaM 3a JbJp:CKY Bpep:HOCT HajBHIIIer paHra: Jby6aB npeMa MJiap:HM re

HepaU,HjaMa, pa3yMeBal-he MJiap:HX JbJp:H, Hece6H'IHOCT H HCKpeHa no-
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Moh MJia)l;IiM, TaJieHTOBaHHM Jb)'JJ;HMa y lhHXOBOM HanpegoBafby. YMe
JIH cy ga ce pagyjy H ga }')KHBajy Kag ce MJia)J.H Jb)'JJ;H y3giDKy. I1Mao caM 
cpefiy ga Ce pa3BHjaM H pagHM nopeg fbHX, BeJIHKHX ayTOpHTeTa Hay
Ke H Mopana. Aa ce noHOCHM lhHXOBHM npnjaTeJbCTBOM. He sepyjeM 
ga je Hrge ITOCTOjao TaKaB aM6HjeHT KaKaB cy CTBOpHJIH raBpHJIOBHfi, 
TieTpOBHh H MHnaHKOBHh. 

HapaBHO, MOjH gpyrOBH H ja MOpaJIH Cl\!0, TOKOM BpeMeHa, ga 
yHOCHMO HeKe HOBe CTBapH ga 6HCMO gp::.KaJIH KOpaK C HayKOM y CBe

Ty. 0HO UITO noce6HO xofiy ga HCTaKHeM jecTe: HHKag CC TOMe HHCY 

npOTHBHJIH, HanpOTHB, npHXBaTaJIH cy, IIOMarami HaM y TOMe, xpa6pH
JIH ga He cTaHeMo, ga HgeMo gaJbe. 

TpH cy npeCy]J;Ha MOMeHTa 6HJia y MOM cpopMHpalby. TipBO UITO 
je Ha MeHe YTHIJ;aJIO y CMHCJIY pa3BHjalba MOr HatiHHa MHIIIJbelba 6HJia 
je MaJia CeOCKa OCHOBHa IIIKOJia me CMO Ce BHille BaCITHTaBaJIH y gyxy 

Hero y 3Halhy. Y gyxy HaiJ;HOHaJIHOM, npHpOgHO, jep CMO MH Taga JKH

BeJIH nog aycTpoyrapCKOM OKynau;HjOM. ,Upyro: 3aBplliHO CaM KJiaCH'I
HY rHMHa3njy. K.rracHKa je, yonlliTe, Ha Mene ytiHHHJia BeJIHKH yTm~aj. 
Tpefie: y OHO go6a Kaga caM CTynao Ha YHHBep3HTeT, KlbHJKeBHOCT H 
HCTOpHja Mora napoga pa3BHjane cy y MeHH Hgeje H Jby6aB npeMa KlhH-
3H yonlliTe. 3nao caM Taga nanaMeT cBe nallle necMe H necHMKe, cse 
name nHcu;e H KpHTHtiape. To uiTo jecaM, HMaM ga 3axBaJIHM ynpaso 
TOMe: 6e3 Tora 6Hx 6Ho caMo po6oT. Crsapane cy Me IIIKone, og ocHoB

He go YHHBep3HTeTa, H yJKHBaM y TOMe liiTO TO 3HaM H IliTO MOry TO 
ga npH3HaM. 

HHjegHa HayKa HHje HenonynapHHja og MaTeMaTHKe, HayKe o 6po
jeBHMa H reoMeTpHjCKHM 06JIHIJ;HMa, HaKO ce OHe nojaBJbyjy OgMaX, Ha 

rpaHHIJ;H HeCBeCHOr H CBeCHOr, OgMaX Ha ITO'IeTKY 'IOBeKOBOr MHIIIJbe

lba H pa3MHIIIJbalha. Toj tiYJJ;HOj nojasu HenonynapHOCTH MaTeMaTHKe 

rJiaBHH je y3pOK TO IIITO je y MaTeMaTHIJ;H gHJieTaHTH3aM Malbe Moryh 

Hero y 6HJIO KOjoj gpyroj Hayu;H HJIH yMeTHOCTH . .[I,HJieTaHTH3aM je Bp

JIO npHMaMJbHB, an:H- MaTeMaTHKa ce He yqH H3 6poiiiypa. ,HeMa Kpa
JbeBcKor nyTa y reoMeTpHjH", npH'Ia ce ga je ogroBOpHo EyKJIHA Kpa
JbY TIToJioMejy <I>Hnagempy Kaga je oBaj 3aJKeneo ga Ha HeKH naK Ha

'IHH gol)e go reoMeTPHjCKHX 3Halba. 
,UHneTaHTe Tpe6a pa3JIHKOBaTH og aMaTepa: OBH cy 6naropogHH, 

KOpHCHH H CBaKe naJKlbe H llOXBaJie gOCTOjHH Jb)'AH. AMaTep-neCHHK 

KpHje CBOje CTHXOBe H tiUTa HX llOHeKOM CaMO npujaTeJby; AHJieTaHT 3a
cuna CBe pegaKIJ;Hje H JIHCTOBe CBOjHM CTUXOBUMa H OrOp'IeH je IIITO HX 

He lllTaMnajy. AMaTep-CJIHKap Bellla CBOje CJIUKe y CBOM CTaHy, gHJie

TaHT HenpeKHgHO npaBH H3JIO)K6e H JbYT je lllTO HHCY nocehene H lllTO 
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He IUHIIY p:o6po 0 lheMy. AMaTep-MY3H'-Iap CBHpa y CBOjoj C06HD;H, }l;H
JieTaHT npHpel)yje jaBHe KOHD;epTe H cpp:HT je IIITO Ha :tblll\ta HeMa ny-
6JIHKe. AMaTep Ja csoje cna6ocrH H Heycnexe KpHBH ce6e, }1HJxeTaHry 
cy yaeK KpHBH p:pyrH, npHjaTeJbH, cpe,11MHa, n:plUIHKe, I'(eJIO .LIPY1llTBO. 
):(HJieTaHT He 3Ha Kompyqnjesy H3peKy, Kojy CTPY'!Htar.r<I H aMaTepH 
noiiiTyjy: ,llpaso je 3Halbe 3HaTH IIITa 3Ham H 3HO.'l'H mTa He 3Ham " . 

illTo ce y jep:Hoj crpyn;H, cseje.[IHO r<m-moj, E.mue y rro11Y~:6.rhaBa 
06HqaH je3HK KOjHM CBaKO rOBOpH, THM je neha .\iOr'yhHOCT 3a ]:\l1Jie
TaHTe: roBopehH onniTenoJHaTe peqn, HMajy y-n ·:tc:·H< p,a ::majy .H cm11y 

CYliiTHHY CTBapH. Y TaKBHM C1'pyKaMa, CBaKO je HOMaJlO U J(HJJ:eTaHT, 
3aTo cy oHe H nonynapHe. MaTeMaTHKa HMa cnaj je3HK 11 cBoje noce6-
HOCTH; lbHX npBO Tpe6a HayqHTH, a 3aTO je llOTpeGaH HCTpajaH H 
CMHIIIJbeH pap:. Ho, KO TO HayqH, Taj Beh HHje }l;IiJieTai-IT: MO)Ke ce 6a
BHTH MaTeMaTHKOM H KaO HayKOM H KaO cpep:CTBOM npH HJyqaBalby 
p:pymx HayKa. AKO HHje 6alll npaBH crpyqlbaK, OH je aMaTep. AKO 
HHliiTa p:pyro, 3Ha p:a je 6oJLe npoqHTaTH jep:Hy p:o6py KH>Hry Hero Ha
nHcaTH ]l;Be pl)ase. TeiiiKO je ea OHHMa KOjH Taj je3HK H TO llHCMO He 
Hayqe, a yo6pa3e p:a cy HX HayqHJIH, am1- pel)H cy Hero y p:pymM CTPY
KaMa H 6p3o ce yoqe. Map:a cnopHje, npHMeTe ce Ha Kpajy H y p:pymM 
CTpyKaMa, jep - ,CBe Ce MO)Ke H3MHCJIHTH OCHM TaJieHTa H CBe Ce MO
)Ke CKpHTH OCHM He3Halba". 

I1Ma H crpyqlbaKa KojH op:y C1'paHnyTHD;OM. To cy ycKH cnen;nja
JIHCTH KOjH y jep:HOM HCYBHIIIe CKyqeHOM ll0)1pyqjy CBoje crpyKe }l;OCTH
)Ky nepsep3HY BHPTY03HOCT y pa3HHM cnen;HjaJIHHM H Heno'I'pe6HHM 
p:eTaJLHMa H qHlheHHD;aMa, He ocehajytm csojy HayKy H csojy crpyKy 
KaO n;eJIHHy; He BH}l;e lbeHy Be3y ea OCTaJIHM HayKaMa H crpyKaMa, HH
TH 3Hajy lbHXOB llOJIO)Kaj H 3Haqaj Mel)y OCTaJIHM MaHHcpeCTaD;HjaMa 
Jby)l;CKOr p:yxa, 0 KOjHMa pep:OBHO HeMajy HH nojMa. 0HH pap:e KaO po-

60TH: XOpH30HT HM je BpJIO y3aK, a p:yrna nycTa. TaKBH HHKap: He 3Ha
qe HHIIITa, OHH HHKOMe He MOry 6HTH npHMep. I1MaO CaM Cpehy IIITO 
caM ce y csoM pa3sojy, op: ceocKe IIIKone y EenoM MaHaCTHpy p:o 6e
orpap:cKe ynHsep3HTeTcKe KaTep:pe, cycpeTao c npaBHM Jby)l;HMa KOjH 
cy MOrJIH p:a MH llOMOrHy. ll03HaTO je p:a KaO npocpecop HHCaM 6HO 
6nar, aJIH caM 3ap:OBOJbaH IIITO HHKap: HHCaM qyo p:a je 0 MeHH HeKO llO

HeO pl)as yTHCaK. Tpyp:Ho caM ce p:a Ha csoje l)aKe yrwieM oHaKo Ka
KO cy Ha MeHe YTHD;aJIH MOjH BaCllHTaqlf, MOjH npocpecopH. 

(l13 Klhnre ,II.parocnasa Ap:aMOBHha, Pa320Bopu ea caBpeMeHu
l{UMa, Eeorpap: 1982, crp.131- ·134 (y pep:aKI.J;njn H ea npep:rosopoM aKa
p:eMHKa Pap:osaHa CaMapi,mha). - A Kap:eMHK Pap:Hsoj KaiiiaHHH ca
oniiiTHO je osaj TeKCT ayTopy KlhHre 1974. rop:HHe.) 

:!. 
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4. Yoap. - 1 <jJacJ1,Hio!a; 

5. JiopeHu,oae illpm~.;~{iOJNWlf:•:fe u ..:·i.fmuiiit.ljnooa Uieopuja pe11ailiuauilieiila. -
1 <t>acl.lf!K.Tia. 

CneAehH paAOBH cy y je;v,wj 1.pac~HKJI<I: 

6. ApuiliMeiliU'tKa cpeou~>a Mepe~t>a; 

7. AHiliUHO.«Uje uoeaAa y KOHiliunyyMy; 

8. MepeH>a iloMohy <tacoBHUKa u Kypupa; 

9. Kapi'JuHaAHU u opi'JuJ-:aAHU 6pojeau; 

10. 0 MaiileMailiuu,u; 

11. XeMujcKu caciliaa illlaueiila u H>UXOBa aiil.Mocc/Jepa. -1 <t>acu;mrna; 

12. floHautaH>e MaiiiepujaAa iloo aucoKUM ilpuiliucu,UMa. - 2 cseX<Iba; 

13. Buuta MailieMailiuKa. - 1 cseX<alb; 

14. Teopuja Kpuaux iloaputu- 1 <t>acl.lf!KJia. 

Osu ce pyKOUHCH HaJiaJe y ApxHBY CpncKe aKaAeMHje HayKa H yMeTHOCTH. 
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Radivoje K<lSanin was born on May 21, according to Julian calendar, in 
Beli Manastir, Baranja. He attended the Serbian elementary !)chool in his na
live town from 1892 to 1902. He completed the first three classes of classic 
gymnasium in Osijek, and then he moved to Novi Sad, where he finished the 
fourth class and passed the final examination. In 1910 he began his studies in 
mathematics and astronomy in Vienna, and in 1911 he moved to the Univer
sity of Zagreb, where he stayed until summer of 1913. The same year Radi
voje K.asanin moved to the University of Budapest, and continued his studies 
of mathematics. The beginning of the First World War in 1914 interrupted his 
studies in Budapest, he was mobilized by the Austro-Hungarian Army. In May 
1915 he was sent to the Russian front, and soon after he was demobilized and 
in 1920 he went to Paris where he completed his studies in mathematics on 
Sorbone in 1921 (Licence es Sciences mathematiques). He defended his doc
toral dissertation in 1924. He was appointed assistant at the Technical Faculty 
of the University of Belgrade in 1922, an assistant professor in 1926, associ
ate professor in 1930, and full professor in 1939. He was elected Rector of the 
Technical High School for two terms of office ( 1950/51 and 1951/52). 

He was elected corresponding member of the Serbian Academy of Sci
ences on March 2, 1946 and full member on June 10, 1955. He served the 
post of director of the Institute of Mathematics from 1951 to 1958, was pre
sident of its Council from 1958 to 1961. In 1950 the Proceeding of the In
stitute of Mathematics were published and during the next ten years Radi
voje Kasanin was its editor in chief. From October 1, 1957 to January 12, 
1959 Radivoje Kasanin served as deputy vice-president of the Serbian Aca
demy of Sciences. 

During his studies in Vienna, Zagreb, Budapest and Paris he received 
an excellent grounding and substantial knowledge in mathematics, rational 
mechanics and astronomy. From the very beginning of his engagement at 
the University ofBelgrade his intellectual and scientific knowledge gave gu
idance to his younger colleagues and students and steeled them in their first 
steps in science. 

Successful achievements ofRadivoje Kasanin could be found in many 
fields: theory of differential equations, theory of complex functions, analy
sis, geometry, interpolation and approximation, mechanics, astronomy and 
geophysics and in each of mentioned fields ofhis work he published papers 
that were acknowledged. 
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As a professor at technical faculties of the Belgrade University and he
ad of the department of mathematics at those faculties, and especially with 
his text book on higher mathematics, professor Ka.Sanin made enormous con
tribution to the raising of teaching level of mathematics. For a short time he 
served as Rector of the High Technical School from which post he was able 
to exert a fonnative influence on evaluating teaching levels of other subjects. 

He wag director of the M1thematical institute for many years, then pre
sident of its Scientific Council and considerably contributed to its reputati
on. Young m<! chl~m ,ltk'; "ins and m2 ny other researchers had his full support. 

Radivoje Kas2nin is ;.·:ght:y regarded as talented mathematician and 
scholar of 11atural sciences with wide scientific culture. As for his profound 
and diversified knowledge in many areas of mathematics, mechanics and 
astronomy he could be considered as our last encyclopedist. 

Radivoje Ka.Sanin was friendly and witty person. He was endowed with 
an outstanding memory and gift of observation. 

Radivoje Kasanin died in Belgrade on October 30, 1989 where he was 
buried. 
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MODEL KINETIKE FLOTIRANJA ZASNOVAN NA BOLTZMAN-ovoj 
FUNKCIJI 

Predrag LAZic-, Nadefda. ooC*, Du51ca VUCINIC·, Slaven DEUSIC*, Dragomlr Slf-1EUNOVIC3 

Rudarsko-geol~ld fakultet, Katedra za PMS, E>u5ina 7, Beograd 

lzvod 

Kineiika flot;frcmja cbuhvata kompleks pitanja koja se odnose na zakonomemost promene brzine I me.'Janizma procesa. 
Ispiiivanja kinetike Roliranjr~ dovode do potpunijeg sagledavanja mehanizma procesa s jedne strar.e a s druge strane 
otkrfvaju moguaiost/ optlmizadje I automatizadje industrijskog procesa. U ovom radu, autori predliiZu novl model za 
opis!vanje kinetJke 11otiranja zasnovan na s/ienosti pozitivnog del a sigmoidal nog grafika BOL TLMAN-ove funkdje !XJ 

grafiCkvm zavlsno5eu iskoriseenja u funkdji vremena flotiranja. Na bazi !aboratorijskih ana!iza promene brzine ffotlranja i 
iskoriseenja bakra u funkdj7 vremena flotiranja rude ,. Veliki Krive/}' RTE-Bor, vr§i se poredenje AGAR-ovog (najce§ie 
primenjivanog mode/a) i mode/a zasnovanog na BOLTZMAN-ovoj funkdji. ProvenJ predloienog mode/a izvr5ena je i na 
rezultatlma /aboit3f:orijskih ispi'tivanja kinetike flotiranja o/ova iz rude rudnika Rudnik. Poredenjem koefidjenata kore/adje 
AG4R-ove I 80L TZMAN-ove funkdje uotava se da je isti veCi kod BOL TZMAN-ove funkdje. Isto tako standardno odstvpanje 
izra&natih od ekspelimentalnih rezu!tata wek je manje kod predloiene funkdje. Izraeunavanja koefidjenta 80L TZMAN-f;ve 
funkdje jednostavno se obav/ja uz pomoe kompjuterskog programa Microcal Origin. Utvrdivanje optima/nog mode/a kinetike 
flotiranja vr5eno je u d/ju optimizadje procesa flotiranja sa aspekta smanjenja potroSnje energije po jedinid kilpaciteta s 
jedne strane I poboljSanja tehnoloSkih pokazate/ja s druge strane. 
Kljuifne reii: Kinetika flotiranja, 8/Zina Rotiranja, Boltzman-ov model, Ruda bakra rudnik ,.Rudnik"', 

Abstract 

The flotation kinetics encompasses a number of questions related to the regularity of velocity change and the process 
mechanism. The research on Rotation kinetics lead to the more complete recogni'tion of process n 1echanism from one point 
of vie~ and from another they have revealed many possibilities for optimization and automation of the infustrial process. In 
this paper, the authors are suggesting the new model for desaiption of Rotation kinetics based on the simi/artiy of the 
posi'tive area of sigmoid Boltzmans' function graph wffh the graphical representation of mineral recovery vs flotation time. 
On the basis of laboratory analysis on the flotation veloCity change vs. flotation time of the nVeJiki Kriveij" ·- R1lJ 8or ore, the 
comparison of Agars' (the most common model) and the model based on the Boltzman function. ln sddition, the standard 
deviation of calculated from the experimental resultS is in all cases smaller with the function sugge.Ted. The calculations of 
Boltzman function coefffdents are simple with the use of computer program Microca! Origin. The e>tab!ishment of the 
optimal model of Rotation kinetics was accomplished With respect to the flotation optimization, but also both from the point 
of energy consumption decrease by capacity unit and the improvement of technological parameters. 
Keywords: Rotation kinetics, flotation ve/odty, Boltzmans' model, Copper ore of "Rudnik" mine 

Uvod 

Osnovnl probleml koje treba re5itl u tzueavanju kinetlke flotiranja proistleu lz cinjenlce da se sam 
proces flotlranja sastojl lz citavog nlza nmlkro procesa" kojl se odigravaju po speclfienlm mehanlzmima I 
!maju sopstvene klnetike procesa kojl zavise od nlza promenljivlh vellclna a neposredno utieu na kinetiku 
flotiranja. 

Zbog toga je kinetika flotiranja predmet istrazivanja mnoglh lstrazivaea (Beloglazov 1947, Arbiter 1 
Harris 1962, Inoue-Imauziml 1962, Tomllnson I Aemlng 1965, Huber-Panu 1965, Kllmpel 1980, Agar 
1985) I mnogl drug!. U literaturl se sreeu razllcitl prlstupl izueavanju klnetlke flotlranja od emplrijskih preko 
modela kojl se sluie analogijom klnetlke hemljsklh reakcija do analitiCkih modela (cetvorofaznl model, 
model zasnQVan na verovatnoel flotlranja). 

Egzaktno oc:fre(JJvanja klnetiCkih konstantl je od suStinskog znaeaja pogotow 5tD se vrednostt istih 
menjaju u funkcijl vremena, zbog cega ne mogu sa dovoljnom preclznostu aproksimiratl ret.-ultatl flotiranja 
u ceJom vremenskom lntervalu. 
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Autorl ovog rada, predlalu novi model za oplsivanje kfnetike flotlranja zasnovan na eksperimentalnim 
rezultatima lspitivanja, obllka: 

l,_(e" -1) . 
I= .. .. ................................................................................................................. (1) 

a+e 
gdeje: 
I - iskoriSCenje korisne komponente, % 
Imax - makslmalno lskoriSCenje korisne komponente (Imax = Al) 

1 
k - koeflcijent koji se dobija !vJo -

dt 
~ 

a- koeflcijent kojl se dobija kao edt 
A:z, t{) I dt - koeflcljentl Boltzman-ove funkcije 
t - vreme ftotlranja, min. 
Koeflcljenti Boltzman-ove funktije se lzraeunavaju pomoeu kompjuterskog programa Mlrrocal Origin~ 

uno5enjem podataka 1.a vrme flotlr~nja I za lskoriScenja, jednostavno i bez ikakv!h prethodnlh oglanlce!cY1! .. 
Zamenom dobijenlh vn;dn(~~"'li u jednacinu 1 doblja se analiti&l lzraz za tzraeunavanje lskonst.er:ja lcori;on;~ 
komponent.:J !J blln 1-:ojoj t:1[id lsp~Uv<mog vremena flotiranja 

~1&~.\,~0~0'£1~.]1\ll 

Posi:upak izrafumwanja ktleficijenta Boltzman-ove funkcije zasnovan je na metodl iteraclje. i\laiml!, Na 
osnovu eksperimootalnih podataka formlraju se poretne vrednostl koeticljenata At, Al, to i dt I potom u 
procesu lteraclje dolaz!mo do pravlh vrednostl uz mlnlmalnu gre5ku aproksimaclje. Na osnovi1 ovlh 
podataka lzraeunavaju se I max, k I a I na taj nacln dolazimo do funkcionalne zavlsnosti lzmedu 
iskor!St.enja I vremena flotiranja za ispitivanu sirovlnu na bazl eksperlmentalnih rezultata lstrai.lvanja. 

Polazeei od op5teg obli!<a Boltzman-ove jednacine (2) dobljamo sledeee: 

1-~ . 
I=---+~ ............................................................................................................. ....... (2) 

t-1, 

i +edr 
ill 

-· --~L=.~--1- l-A, ............................................................................................................... . (3) 
-~.. _.i ~. 

1 +e<j(e m 

l ~ 
Uvo<'tenjem smena dt == k, e « =a, .-1--1 = p, -1 = lrru. dobljamo: 

- ___ {!__ . I-
11 

-t I .... ......................................................................................................... ...... (4) 
l+ae 

AA.o u Jedna~lnl (4) I brojilac llmenilac podellmo sa a lmaCemo: 

~-~ ' I = -~--~ + -1 ............................................................................................................. (5) 

1 + e~ e t1t 

1 
Uvodenjem smena - = a 

a 
i p = r dobijamo sledeellzraz: 

a 

f3 I=- --:;-·+ .l,_ ........................... ............ .......... .. ........................... ............. .................... (6) 
1+ae 

Ill 

I= __ r __ +I ........................................................................................ ... .. .. ..... ... .... .... {7) 
a+ elt nu 

-·-----
Uzlmajut! u r.biflr da je 1(0)=0 moiemo nap!satl: 

r + Im.a+J,_t!t = 0 
odaiQe stedl: 
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r = -Imax{a+1) ........................................................................................................................ (8) 
Zamenom jednacine (8) u jednaclnu (7) dobijamo 

I"'" (en -1) 
I= tt ................................................................................................................... (9) 

a+e 
Jednacina 9 predstavlja novl oblik matematiCkog izraza kojl predlaiemo za oplsivanje kinetike ftotlranja 

zasnovan na BOL lZMAN-ovoj funkcljl. Postupak lzraeunavanja koeficlenata Imax, a I k kod predlozenog 
modela je matno jednostavnljl od onog kojl daje B. A Wills 1986 za izraeunavanje koefkijenata Agar-ove 
funkcije. 

Za testiranje novog modela, VJ'Sill smo aproksimaclju eksperlmentalnlh rezultata pomotu novog 
matemati&og modela zasnovanog na Boltzman-ovoj funkciji. Rezultate koje smo prl tome dobill, poredili 
smo sa rezultatlma dobljenlm aprokslmacijom tih lstih rezultata pomocu najceSte primenjivanog Agar
ovog modela oblika: 
Ili = 95.4. {1- e£-o.o17·(r-Ln)J} ............................ _ .................................................................. (10) 

gde je: 
I - lskoriscenje korisne komponente, % 
Imax - maksimalno iskoriscenje korisne komponente, % 
k - klneticka konstanta 
t - vreme flotlranja, min. 
b - korekclono vreme 

Izraeunavanje koeficijenata Imax, k I b obavljeno je uz pomoc kompjuterskog programa koji je dao B. A 
Wills 1986 a prema sledetoj procedurl: 

Na poeetku lzraeunavanja zadaje se Imax=100 a koeftcljentl k I b se izracunavaju po formulama (11) I 
(12). Na osnovu dobljenlh vrednostl se lzraeunava suma kvadratnih odstupanja po fonnuli (13). Potom se 
vrednost Imoix smanjuje za odn'tenl korak I ceo postupak proraeuna se ponavlja sve dok se ne dobije 
minimalna vrednost kvadratnog odstupanja sto predstavlja konaene vrednosti za Imax, k i b. 

[ 
n (I I) n (I I) n ] n?;tln ";~ -~In ";~ ?;t 

k =- 2 .............................................................. (11) 

nfJ2 -(ft) 
q-1 q•l 

[ki:t+ 'f1n(Irra• -I)] 
qpl q•l I rrax 

b =- .......................................................................................... (12) 
nk 

n (I -I) +2kb:Lin .,.. q 

q-1 I.,.. ...... (13) 

Kvadratno odstupanje (13) je mlnimalno kada je: 
n 

dLr2 

q=1 = 0 .............................................................................................. (14) 
db 

Rezultati i diskusija 

U ovom radu utvnfiVan je optimalni model klnetike ftotiranja mde bakra "Veliki Krivelj" i rude olova 
rudnika "Rudnlk". Za aproksimaciju eksperimentalnih rezu!taia lroriSCen je novi Boltzman-ov model dok je 
Agar-ov model ~ za porectenje. 
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Na bazl eksperimentalnih rezultata, primenom odgovarajuclh modela, dobijene su sledeee jednaclne za 
rudu bakra Vellkl Krlvelj: 

79,1·( e1.u -1) 
16 = 1,1 ............................................................................................................ (15) 

1,415+e ., 

lA = 80, 5 · [ 1 - e-o,:M{r•z.•> J .................................................................................................... (16) 

Saddaj bakra, lskoriSCenja, kvadratna odstupanja, koefldjentl korelacije i standardna odstupanja dati 
su u tabell 1. Na slid 1 dat je grafiCk.l prlkaz kumulativnih iskoriStenja bakra dobijenih eksperimentalno I 
na bazl Boltzman-ovog I Agar-ovog modela kao I promena brzlne flotlranja bakra u funl<.cijl vremena. Na 
kraju data je promena sadriaja metala u osnovnom koncentratu bakra u funkcijl vremena flotiranja. 

·---- -· ·---·-- -r·-·-··.6- ~··---- ··--·-··.~- ·--- ----- •·-··-- ·-··-· 
Razlika- Razlika J Vreme, Cu,% ICU,% ICU,% ICu,% 

mln (Eksperjm.) (Eksperlm.) (Boltzman) (Agar) (3-1L-r-. p-s2:..~ . 
1 2 3 4 5 r 7 I 

4?~._, _ _ .. _____ ... _: 
!) - - 0 - _::_ _ _! ____ , _ _:. ____ ! 

r-------·---1----· 
t----L .. _J ____ fl~Oa 62 09 61,39 65 29 - 0_/~9 __ , __ ]__ .J.i.1.?,Q ____ 

'l I 6 22 74 30 7693 72 79 Ml~--+---1J_7_ ~··-·-·--·· · '--·-·-··-.:::L:::::--·---

----1I~-·+------~~~~-~ ---- 78 21 79 os 78 52 0 71 D 10 
79,98 7908 7999 ~·:~ 1-~----~cr--I·-----·-·-3:J.srr· · 81,06 79 08 8~37 ---·---·- -··---C:.:::.... 

-·---- rs==0,99367 ue=161 
~-- rA=0,99360 UA=162 

100 ts~ 100 IskoriS~enje bakra: 15 ...... .s ~ • Eksperimentalni rezultati 

E 90 a 1 - Boltzman-ov model 14 90 
~ Q) 2 - Agar-ov model _.... .... 

! 13 '"0 80 ~ 80 
'"0 )Cl) 

12 ....._., ·c 
tlj 70 0 70 

Brzina flotiranja: 
'5' .!oil 

(ll 3 - Eksperimentalni rezultati 11 tlj -..... 
60 

4 - Boltzman-ov model ....... 
60 .... 10 0 5 - Agar-ov model 

4:1 
tlj 50 6- Sadrlaj bakra, Cu 'Yo 50 9 .s 
~ 8 1-:Q 40 40 

30 -I 30-l I~ A 
"<.._ ~7 

6 
20 J 20-l I \\/j ~ i 5 

:0 j l:r.~l o 1 I j o 1 o I' I I I ~t 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

Vreme flotiranja, min 

Slib 1. Promena lskoriitenja, aadriaja meblla I brzlne ftotiranja mlnerala bakn u funkdjl vremeN~ 
ftotinnja 
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Kinetika flotiranja rude olova iz Pb-Cu-Zn rude rudnika Rudnik tak0<1e, je ispitivana prl pogonskom reiimu 
reagenasa. Prlmenom napred navedenih modela dobijene su sledete jednacine koje oplsuju tok procesa 
flotiranja mlnerala olova: 

94, 4 . ( eo,56-r -1) 
/8 = 0,56- ................................................................ . ......................................... (17) 

1,03+e , 

/A= 90. {1- el~-949{r~o.z7Jl} ..................................................................................................... (18) 

U tabell 2 prlkazanl su rezultati eksperimentalnih I lzraeunatlh vrednostl lskoriScenja olova u osnovnom 
koncentratu, standardna odsb.Jpanja I koeftcijentl korelacije I sadi'Zaj olova u lzdvojenlm koncentratima .. 
Na slid 2 prikazan je tok procesa flotlranja mlnerala olova kilo I promena brzine I sadi'Zaja metala u 
osnovnom koncentratu olova u funkcijl vrernena ftotiranja. · 

Tabela 2 Rezu tati neti e otiranJa mmera a o ova ru e ru n1 i!! u i'ft! I . Id 'k fl . d d 'k ..R d 'k" 

Vreme, Pb,% IPb,% I Pb,% IPb,% Razlika Razlika 
mln (Eksperim.) (Eksperim.) _(_Boltzman) _(_Agad_ _(3-1)_2 _(_3-SJ2 

1 2 3 4 5 6 7 
0 -0 0 00 - 0 00 -
4 26,31 7.0.96 76 02 76 47 l!r_93 0 26 
8 14,94 87:93 92 24 87 60 18 59 011 
12 6 32 9427 9417 90 95 l!r_01 10 99 
16 207 9577 94 37 9196 195 14 48 
20 0,57 96 24 91.t_40 9~_27 ~40 15 77 

ra=O 99105 cre=2 23 
rA=O 98497 crA=2 88 
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Is.torliCenjc olova: 
• Bkspcrimentalni rezultati 
1 • Boltzman-ov model 

- 100 ~ 100 2 • Agar-ov model 40 ~ 0 

·~ .D if 
90 

p.. 
90 ,...:::, 0 35 ::f ... 'a' Brzina flotiranja: ~ ""0 

~ 80 'U 80 3 • Eksperimentalni rczultati 1-o 

~ ~ 
'-' 4 • Boltzman-ov model 30 Q.) 

.~ 70 ~ 70 5 • Agar-ov model g 
la :!i ] 

·t3 60 60 
6 • Sadr!aj olova, Pb % 25 

~ 0 
~ 

~ as 50 50 20 .s 
~ 

~ 
~ C3 

~ 40 40...; ~ 15 ctl 

·~nJ > 
30 ~~ 0 

.. c. ~ ,4 ·-· 
.. :i ,, 3 ~ 10 0 

"@"' 
20 "'~ ~ 

·~ 
-a 

1 as 
HI j 

::.>') 

0 

10 ~ . _______:::;;; 

I I I (} r- I I I I I I 

0 2 4 6 8 10 12 14 20 

Vreme flotiranja, min 

S!ikm 2. Pmmena iskoriSeenja, sadriaja metala i brzine ftotiranjill minerala olova u funkciji vremena 
ftotiranja 

Na osnovu prlkazanih rezultata moze se konstatovatl da se primenom I jednog I drugog modela 
dobljaju vlsokl koeficijentl korelaclje. Prlmenom Boltzman-ovog modela, dobija se bolja pokrivenost 
eksperimentalnih rezultata lzraeunatlm, pogotovu u poeetku flotlranja. Koeficijentl korelacije kod 
Boltzman-ovog modela su uvek viSI u porectenju sa Agar-ovim modelom 

Standardna odstupanja su takcKfe neSto nila kod predlozenog modela u porectenu sa Agar-vim 
modelom. 

Promena brzlne flotlranja izraeunata kao dJjdt u funkciji vremena bltno se razlikuje u zavisnostl od 
primenjehog modela. Boltzman-ov model preciznije opisuje promenu brzJne od maksimalne vrednostl koja 
se postlle u poletlw flotlranja pa nadalje. Agar-ov model ne daje makslmalnu brzinu jer model ne pokrlva 
eksperlmentalne rezultate u poeetku flotiranja 

Prlmenom oba modela, na osnovu krlva promene lskoriscenja, moze pouzdano utvrdlti granlca lzmeGu 
grubog I !(ontrolnog flotlranja tj trenutak kada kriva iskor!Stenja lma nagli prelaz u horizontalnl poloZaj. 
Ova pojava je joS lzrazenlja kod Boltzman-ovog modela. 

zaldjueak 

Na osnovu rezultata prikazanih u ovom radu moze se zakljufltl da predlozenl model klnetlke flotlranja 
ruda obojenlh metala, zasnovan na Boltzman-ovoj jednafinl u potpunostl opisuje tok procesa od potetka 
flotlranja. Predlozenl model karakteriSe: 
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• Jednostavan prlmena I lzrafunavanje koeftcljenata putern kompjuterskog programa Mlaocal 
Origin bez lkakvlh ogranli!enja. 

• Bolja preclznost aprokslmaclje u porectenju sa do sada nav~ primenjivanlm Agar-ovlm 
modelom 

• Jednostavnlje odredtvanje granlce lzmeGu vr1o lntenzlvnog (grubog) I sporog (kontrolnog) 
llotiranja. 

i! 
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Na osnow predlozenog Boltzman-ovog modela moze se uz pomoc najmanje tri 
eksperimentalne ta&e I ta&om 0,0 kao cetvrtom, vrlo precizno oplsatl tok procesa ftotiranja 
Sto predstavlja uSt:edu u troSkovlma hemljsldh analiza I ubrzava posb.Jpak lznalaZenja 
funkdonalne zavisnostl izrnec:tu iskoriStenja korisne komponente I brzine flotiranja u funkciji 
vremena. 

Zahvalnost 

Z.hv11/jujemo se Ministarstvu Zil niluku, tehnologije lmzvoj Republike Srbije Zil finilnsijsku 
pomoe tokom re~~lizilci}e Pr:ojeksta ~6.01.00348 I NP EE301-93B. 
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PRIMENA ZAKONA OSCILOVANJA STENSKE MASE IZAZVANE 
MINIRANJEM U KRECNJAKU 

APPLICATION OF LAWS ON THE RATE OF ROCK 
OSCILLATIONS CAUSED BY BLASTING IN LIMESTONE 

Lutovac S. 1, Simeunovic D. 2, Trajkovic S. 3 

APSTRAKT 

Uovom radu.izvrsena je analiza zakona oscilovanja tla, koji je predlozio profesor 
M. A. Sadovski i stepen njegove primenljivosti za miniranja sa privrednim eksplozivima za 
potrebe rudarstva i drugih privrednih delatnosti. Primenljivost ovog zakona, za miniranja sa 
ogranirenim kolicinama eksploziva (sto je slueaj sa svim miniranjima koja se izvode u privredne 
svrhe), analiziranaje na modelu zasnovanom na principu slicnosti, a pod istim radnim uslovima, 
kao i na primerima masovnih miniranja koja se izvode radi eksploatacije lezista. 

Tom prilikom konstatovano je da primena zakona oscilovanja stenske mase omogueava 
da se za svako miniranje unapred odr~i brzina oscilovanja Ua, a miniranja se u pogledu 
seizmiCkog dejstva stavljaju pod kontrolu, sto pruia moguenost da se veliCina potresa isplanira. 

ABSTRACT 

This paper is focused to the analysis of the law on ground oscillation, suggested 
by Professor M .A. Sadovski as wel as to the level of its applicability for blasting with commercial 
explosives for the requirements of mining and other economic activities. The applicability 
of this law. for blasting with limited quantities of explosive (being the case with all the blasting 
carried out for economic purposes), was analysed by the model based on the principle of 
similarity, but under the same working conditions and also on the cases of groupped blasting 
performed for the purpose of deposit exploitation. 
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On that ocassion it was stated that the application of the law on rock mass oscillation 
enables, in advance, determinition of ground oscillation rate for each blasting, while the 
blasting, as concerns the seismic impact, are put under control, rendering the possibility 
to plan in advance, the strenght of the shock. · 

ZAKON OSCILOVANJA TLA 

Za uspostavljanje korelacione vere izmedu brzine oscilovanja i tri osnovna parametra .. 
koji utitu na njenu velicinu: kolicina eksploziva, osobine stenskog materijala i rastojanja, u svetu 
je razvijeno vise matematiCkih modela. Jedan od najeesee koriseenih modela, ij. jednacina, je 
jednacina Sadovskog, koja definise zakon promene brzine oscilovanja tla u zavisnosti od · 
rastojanja, kolicine eksploziva i izvodenja miniranja. Tako definisan zakon pruZa moguenost da . 
odredimo seizmicko dejstvo miniranja u pravcu nekog objekta ili naselja, pri eemu se korisli 
veza izmedu brzine oscilovanja tla i posledica koje se mogu odraziti na objekte. 

Jednacina M. A. Sadovskog data je u obliku: 

V=Kv·R-n (1) 

gde je: v - brzina oscilovanja tla ( cm/s }, Kv- koeficijent koji je uslovljen karakteristikama tla i 
uslovima miniranja, a odreouje se terenskim merenjima, n - eksponent koji je uslovljen 
karakteristikama tla i uslovima miniranja, a odreouje se terenskim merenjima, R - redukovano 
rastojanje: 

r 
R = ~r;::: (2) 

\IQ 
U zapadnim zemljama primenjuje se izraz: 

r R--- JQ;' (3) 

gde je: r rastojanje minskog polja do mesta merenja (m), Q- ukupna kolicina eksploziva 
(kg), ~ - maksimalna kolicina eksploziva koja se istovremeno inicira u jednom intervalu1 

pri cemu izmedu dva sukcesivna iniciranja mora da postoji dovoljan vremenski razmak 
koji onemogucava preklapanje ili susretanje talasa (kg). 

Znaeajno svojstvo zakona brzine oscilovanja tla u zavisnostl od redukovanog 
rastojanjal data formulom 1 je sledeee: ako se redukovano rastojanje (R) sa bilo ~og nivoa 
poveea (smanji) za 1 %, brzina oscilovanja tla (v) se smanji (poveea} za n%. 

Ovo svojstvo odredeno je preko pojma koeficijenta elastienosti {'1), koji se, za brzinu 

oscilovanja tla (v), u zavisnosti od redukovanog rastojanja (R), svodi na: 

T'J = - R . dv I odakle se dobija T'J = n = const . 
V dR 

Zbog T'J = n = const I zaista znaCi da poveeanje (smanjenje) redukovanog rastojanja (R) 

sa bilo kog nivoa od 1 %1 dovodi do smanjenja (poveeanja) brzine oscilovanja tla (v) taeno n %.~ 

Na osnovu proracunatog zakona po (1)~ u moguenosti smo da konstruiSemo 
aproksimativnu krivu koja korelise dobijene rezultate u zavisnosti od koliCine eksplozival rastojanja, 
radne sredine i uslova lzvodenja mlniranja. 
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Ovako proracunat zakon omogueava nam da se unapred za svako m1mranje 
prognozira brzina oscilovanja, odnosno da se predvidi stepen seizmickog intenziteta 
potresa koji ee biti izazvan miniranjem. Na ovaj nacin, miniranja se u pogledu seizmickog 
dejstva stavljaju pod kontrolu, sto ujedno pruza mogucnost da se potresi ne samo 
kontrolisu, vec i unapred planiraju. 

Da bl se izbegle subjektivne odluke pri usvajanju na6enog matematiCkog oblika krive 
v = v(R), koja ee aproksimirati vrednosti dobijene istaZivanjem, koristi se indeks krfvolinlfske 
zavisnosti: 

P = 1_ L'(v1 - v(R1 ))
2 

L'(v,- v} 
(4) 

gde je: v1- predstavlja Vmax, v(R)- predstavlja izracunate vrednosti za v po dobijenoj formuli 

zakona oscilovanja tla, v - predstavlja aritmeticku sredinu za podatke v1• 

METODOLOGIJA ISTRAZIVANJA 

Ovaj rad obuhvata ispitivanja na modelu, koja su izvedena na kamenolomu Kijevo -
Kijevo (radna sredina A- krecnjak) i ispitivanja koja su izvrsena pri masovnim miniranjima 
na povrsinskom kopu· Kovilovaca - Despotovac. 

ISPITIVANJA NA MODELU 

Opis odabranog modela 

Pri izboru modela, koji ee posluZiti za ova istraZivanja, definisani su sledeei parametri, 
kao konstantne velicine: 

- dubina busotine 
- tezina eksploz.ivnog punjenja po busotini 
- broj opita 
- broj busotina u jednom opitu 
- vremenski zastoj izmeau busotina 
- rastojanje izme6u busotina 

0,5 [m] 
0,10 [kg] 
4 
10 
0,5 [s] 
1,0 [m] 

U ovim ogledima vr5ena su instrumentalna merenja brzine oscilovanja istim 
instrumentom- trokomponentnim geofonom VS -1200. 

Na Slici 1 prikazana je 5.ema modela minSkog poija sa svim potrebnim podacima. 

Svaki opit posmatra se potpuno nezavisno od ostalih opita, a potom su svi opiti 
prikazani zajednicki, kao jedinstvenacelina za ispitivanu stensku masu. 

MODELSKA ISPITIVANJA 

Oplt 1/A 

lzracunate vrednosti redukovanih rastojanja, brzina oscilovanja tla pe komponentama i 
maksimalnih (vmax) brzina oscilovanja date su u Tabeli 1. 

Na osnovu rezultata datih u Tabeli 1, metodom najmanjih kvadrata odredeni su 
parametri (Kv) i (n) u formuli 1 i tako je dobijena jednacina oscilovanja tla u obliku: 
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v1 = 80, 1149· R-1
•
6612 (5) 

sa indeksom krivolinijske zavisnosti p1 = 0,970. 

Tabela 1 
Eksplozija Redukovano (Yt) (vv) (v,) (vrrax) 

broj rastojanje (R) fcmfsl rcmtsl rcmtsl rcrnfsl 
1 10 7722 1 020 0 915 1 010 1 7023 
2 12 9266 0,750 0,460 1000 1,3320 

~ 3 15 0810 0425 0 240 0 525 0 7168 
4 1----.. 17,2355 0,410 0,220 0490 0,6757 

1--·--- - ---• 5 -- 19 3899 0,295 0,185 0,350 0,4937 ,_I r---·-·-
6 21,5443 0,225 0,140 0,315 0,4116 . - ·------ - ... ••1 

7 23 6988 0,210 0,160 0,420 0,4961 --
8 25,8532 0,200 0,125 0,360 0,4304 

r---· 
9 28 0077 0,215 0175 0155 0 3176 

~-1Q_~_.___30,162j 0,190 0,140 0,140 0,2744 

Opit 11/A 
Jzracunate vrednosti redukovanih rastojanja, brzina oscilovanja tla po 

komponentama i maksimalnih brzina oscilovanja date su u Tabeli 2. 

Tabela 2 
Eksplozija Redukovano (vt) (Yv) (vr) (vrrax) 

broj rastojanje (R) rcmtsl fcmlsl fcmfsl fcmlsl 
11 32 3165 0,170 0,095 0270 0,3329 
12 34,4710 0,155 0,080 0,260 0,3131 
13 36 6254 0 115 0 085 0 245 0,2837 
14 38 7798 0 080 0,095 0260 02881 
15 40,9343 0,180 0,120 0,120 0,2474 
16 43 0887 0,155 0 090 0145 0 2305 
17 45,2431 0,170 0,090 0,115 0,2241 
18 47 3976 0,120 0090 0,130 0 1985 
19 49,5520 0,125 0,100 0,125 0,203!...._j 
20 51",7064 0,150 0,125 0,100 0,2194 

Na osnovu rezultata datih u Tabeli 2 odredeni su parametri (Kv) i (n) u (1) i tako je 
dobijena jednacina oscilovanja tla u obliku: 

V 2 = 15,4287 · R-1
•
1058 (6) 

sa indeksom krivolinijske zavisnosti p2 = 0,965. 

Oplt Ill/A 

lzraCunate vrednosti redukovanih rastojanja, brzina oscilovanja tla po komponentama i 
maksimalnih brzina oscilovanja date su u Tabeli 3. 
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Tabela 3 
Eksplozija Redukovano (vt) (vv) (v1) (vmax) i 

broj rastojanje (R) [cmfsl fcmlsl fcmfsl fcm'sl 
21 53 8609 0180 0095 0,0920 0,2234~ 

22 56 0153 0 131 0080 0 0940 011800 
33 581697 0,120 0,104 0,0750 011756 . 
24 60 3242 0 119 0,074 01060 0,1757 ·---
25 62 4786 0,108 0,096 0,0760 0,1633 
26 64 6330 0 080 0,050 0 1200 ___ ---·-- --~1?.?&....... .. _ 
27 66 7875 0105 0,075 0,1000 __ lh1..6_~---·· ··-··-
28 68,9419 0 055 . .· 0,060 0 1050 __ --- 0,13~~----1--···· 
29 71,0963 0 060 . . 0;055 0,1000 ....... _,_Q.,_):?.,~- --·--
30 73,2508 0,035 o:o32 o.o~. L--~g .. ~!ZQfL~~-· ..... u. •;a 

Na osnovu rezultata datih u Tabeli 3 odredeni su parametri (Kv} i (n) u formuli 1 i 
taf<o je dobijena jednacina oscilovanja tla u obliku: · · 

V 3 = 2650,5063 · R-2•
3542 (7) 

sa indeksom krivolinijske zavisnosti p3 = 0,889. · 

OpitiV/A 

lzraeunate vrednosti redukovanih rastojanja, brzina oscilovanja tla po komponentama i 
maksimalnih brzina oscilovanja date su u Tabeli 4. 

Tabela 4 
Eksplozija Redukovano {Vt) (vv) {VI) (vmax) 

broj rastojanje (R) [cm's] [cm's] [cm's] [cmls] 
31 75 4052 0 063 0 071 0 096 01350 
32 77 5596 0,064 0060 0 092 0,1271 
33 79 7141 0050 0 048 0 090 0..2.1136 
34 81 8685 0,059 0,059 0,084 0,1184 
35 < 84,0230 0 041 0 037 .o 059 0 0808 
36 86 1774 0,045 0,052 0,059 0,0906 
37 88 3318 0 055 0-,048 . 0,057 0,0926 
38 90 4863 0055 0,050 0,070 0,1021 
39 92 6407 0,037 0 038 0 035 0 0635 
40 

~-
94,7951 0,035 0,030 0,024 0,0520 

Na osnovu rezultata datih u Tabeli 4 odreCJeni su parametri (Kv) i (n) u formuli 1 i 
tako je dobljena jednacina oscilovanja tla u obliku: 

v4 = 448180,9106-R-3
·4629 (8) 

sa indeksom krivolinijske zavisnosti p4 = 0, 880. 
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Proracun zakona brzine oscilovanja tla za opstu krivu 

v0 = 26,255 • R'.-

1.0 

0,8 

0,6 

0.~ 

0,2 

i 
I 
I 

I 
I 
i 

I 
i 

I 

Krivu brLine oscilovanja tla, koju dobijamo na 
osnovu podataka za sva cetiri opita, odnosno za 
vrednosti redukovanog rastojanja od R = 10,7722 do 
R = 94,7951 , ovde nazivamo opstom krivom. Podaci za 
proracun opste krive sadrzani su u tabelama od 1 do 4 
(za svih 40 eksplozija), sto je omogu6ilo da se po ve6 
opisanoj metodoJogiji odrede parametri i dobije jednacina 
opste krive brzine oscilovanja u obliku: 

v0 = 26,2550·R-1
•
2596 (9) 

sa indeksom krivolinijske zavisnosti Po = 0,961. 
Grafickl prikaz ove jednacine dat je na Slici 2. 

S/ika 2 Graficki prikaz opste krive za radnu sredinu A PK Kijevo 

PRIKAZ MASOVNIH MINIRANJA NA POVRSINSKOM KOPU 
KOVILOVACA DESPOTOVAC 

Da bi se proverili rezultati ispitivanja na modelu, izvr5ena su i merenja pri masovnim 
miniranjima koja se izvode s ciljem eksplotacije leZista mineralnih sirovina. Merenja su izvrsena 
na povr5inskom kopu Kovilovaea - Despotovac, na masivnim ili slojevitim kreenjacima. 

lspitivanjem fizicko-mehanickih osobina radne sredine dobijene su sledete vrednosti: 
- ugao unutrasnjeg trenja cp = 31° 35' 
- kohezija C = 138,33 [kN/m2

] 

- zapreminska tezina y = 26,26 [kNtm1 

- cvrstoca na pritisak ap = 808,08 [daN/cm2
] 

- cvrstoca na zatezanje Oz = 75,90 [daN/cm2
] 

- brzina longitudinalnih elasticnih talasa cp = 6661,00 [m/s] 
- brzina transverzalnih elasticnih talasa -c5 = 2852,67 [m/s] 
- dinamicki modul elasticnosti Edin = 62,46 [GN/m2

] 

- dinamicki Poasonov koeficijent !Jdm = 0,39 [GN/m2] 

Mlniranje br. I 

Osnovni podaci vezani za kolicinu eksploziva u busotinama su sledeci: 
- ukupan broj busotina Nuk = 34 
- ukupna kolicina eksploziva, balkanit 0 1 = 2420,0 [kg,] 
- ukupna kolicina eksploziva, detonex 0 2 = 1203,0 [kg] 
- ukupna kolicina eksploziva Ouk = 3623,0 [kg] 
- max. kolicina eksploziva po intervalu usporenja 0 1 = 108,0 [kg] 
- interval usporenja tu = 25 i 42 [ms] 
- prosecna duzina cepa L~ = 2,2 [m] 
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Minlranje br. 11 
Osnovni podaci vezani za kolicinu eksploziva u busotinama su sledeci: 
- ukupan broj busotina Nuk = 36 
- ukupna kolicina eksploziva, balkanit 0 1 = 828,0 [kg) 
- ukupna kolicina eksploziva, detonex 0 2 = 1140,0 [kg] 
- ukupna kolicina eksploziva ANFO 03 = 1296,0 [kg) 
- ukupna kolicina eksploziva Ouk = 3264,0 [kg] 
- max. kolicina eksploziva po intervalu usporenja 0 1 = 92,0 [kg] 
-interval usporenja tu= 25142 [ms] 
- prosecna duzina cepa Lpe ::: 2,2 (m] 
Proracun zakona oscilovanja tla za ova miniranja ce se vrsiti na dva nacina: po 

ruskim autorima i po americkim autorima. 

Proracun zakona oscilovanja tla po ruskim autorima 

Za proracun zakona oscilovanja tla po ruskim autorima, redukovano rastojanje 
(R) ce se odrediti na osnovu forrnule 2. 

Vrednosti kolicina eksploziva (0), rastojanja od mesta miniranja do mesta opaZ8nja (r), 
redukovana rastojanja (R), brzine oscilovanja po komponetama (vv).(v1),(v1) i rezultujuca 
brzina oscilovanja tla (Vrez) dati su u Tabeli 5. 

Tabela 5 
Rednl (r} (Q} 

(R} 
(vv} (vt} (v1) (Vrez) 

broj rml fkgl fcrnlsl rcmfsl [cm's] [cmls] 
1 3350 36230 21 8117 01460 0 0517 1 2000 1 2100 
2 850,0 3623,0 55,3430 0,0138 0,0270 0,0617 0,0687 ' 
3 950 0 3623,0 61,8540 0 0222 0 0422 0 0623 0,0785 
4 1155,0 3623,0 75,2014 0,0327 0,0317 0,0246 0,0518 
5 8600 32640 57 9760 0,1400 0,1010 0,1830 0 2516 
6 8300 3264,0 55,9536 0,0206 0,0133 0,0407 0 0475 
7 9650 3264,0 65 0545 0,0045 0,0337 0,0555 0 0651 
8 970,0 3264,0 65,3916 0,0202 0,0568 0,0711 0,0932 
9 960 0 32640 64,7174 0 0174 0 0477 0,0708 0,0871 

I 10 855,0 32640 57,6390 0,0200 0,1070 0,0245 0,1116 
11 880,0 32640 59 3234 0,0729 0,0936 0 0156 01197 
12 885,0 3264,0 59,6614 0,0134 0,1530 0,0426 0,1594 

Na osnovu rezultata datih u Tabeli 5, metodom najmanjih kvadrata odredeni su 
parametri (Kv} i (n) u formuli 1 i tako je dobijena jednaclna oscilovanja tla u obliku: 

v1 = 2131,52 · R-2
•
441 (10) 

sa indeksom krivolinijske zavisnosti p1 = 0,984. 

Proracun zakona oscilovanja tla po amerlckim autorlma 

Za proraeun zakona oscilovanja tla po ameriCkim autorima, redukovano rastojanje (R) 
ce se odrediti na osnovu (2). 
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Vrednosti maksimalnih kolicina eksploziva po intervalu (01), rastojanja od mesta 
miniranja do mesta opaZ.anja (r), redukovana rastojanja (R), brzine oscilovanja po komponetama 
(vv).{v1),(v1) i rezultujuea brzina oscilovanja tla {Vrez) dati su u Tabeli 6. 

Tabela 6 
Rednl {r) (Q) 

(R) 
(vv) (vt) {Vt) (Vrez) 

broj [m] _{kg] [cmls] [cmlsl rcmlsl Jcmls] 
1 3350 108,0 32 2354 01460 00517 12000 1 2100 
2 850,0 108,0 81,7931 0,0138 0,0270 0 0617 0,0687 
3 950 0 108 0 91 4138 0 0222 00422 0 0623 0 0785 
4 1155,0 108,0 111,1399 0,0327 0,0317 0,0246 0,0518 
5 8600 92,0 89,6612 01400 0,1010 0 1830 0,2516 
6 830,0 92,0 86,5335 0,0206 0,0133 0,0407 0,0475 
7 965,0 92,0 100,6082 0,0045 0,0337 0 0555 0 0651 
8 970,0 . 92,0 101,1295 0,0202 0,0568 0,0711 0,0932 
9 960 0 92,0 100,0869 0,0174 0 0477 0 0706 0 0871 
10 855,0 92,0 89,1399 0,0200 0,1070 0,0245 0,1116 
11 880 0 92,0 91 7463 0,0729 0 0936 0 0156 0 1197 
12 885,0 92,0 92,2676 0,0134 0,1530 0,0426 0,1594 

Na osnovu rezultata datih u Tabeli 6, metodom najmanjih kvadrata odredeni su 
parametri (Kv) i (n) u formuli 1 i tako je dobijena jednacina oscilovanja tla u obliku: 

v2 = 3822,082 · R -2
•
3416 (11) 

sa indeksom krivolinijske zavisnosti p1 = 0,981. 

Uporedivanje krivih brzina oscilovanja tla 

Graficki prikaz uporednih vrednosti brzina 
oscilovanja za proracun redukovanog rastojanja po 
ruskim i americkim autorima dat je na Slici 3. 

Na osnovu dobijenih re7..ultata statisticke analize 
izmedu registrovanih i izracunatih brzina oscilovanja tla po 
ruskim i ameriCkim autorima, mozemo reei da izmedu dve 
prornenljive, tj. brzine oscilovanja tla (v) i redukovanog 
rastojanja (R) postoji veoma jaka povezanost, ali da 
ruska metoda daje rezultate koji su bliZi izmerenim, odnosno 
registrovanim vrednostima brzina oscilovanja tla. 
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ZAKWUCAK 

IZVISena ispitivanja u okviru ovog rada metodoloski se sastoje iz dva dela. PJYi deo se 
sastoji iz primene zakona oscilovanja Ua izvedenih u obliku ispitivanja na modelu u radnoj 
sredini, pri istim uslovima. Drugi deo se sastoji iz primene zakona oscilovanja tla na primerima 
masovnih miniranja, koja se izvode pri eksploataciji leZista mineralnih sirovina. 

U okviru istraZivanja primene zakona oscilovanja tla na primerima masovnih miniranja, 
u ovom radu izvrseno je uporeaenje proraeuna zakona po ruskirn i ameriekim autorima na 
primeru povr5inskog kopa Kovilovaea - Despotovac. Ova dva na~ina imaju razlitit pristup u 
smislu proraeuna redukovanog rastojanja, odnosno kolieine eksploziva. 

Na osnovu registrovanih i izraeunatih brzina oscilovanja Ua po ruskim I americkim 
autorima, izvrsena je statisticka analiza podataka nr.i osnovu kojF.; rnoz.emo reel da izmeau 
brzine oscilovanja tla (v) i redukovanog rastojanja (H} postQji veoma jaka povezanost, ali 
da ruska metoda daje rezultate koji su blizi vrednostima izrnerenih, tj. registrovanih brzina 
oscilovanja tla. · 

Na osnovu istraZivanja izvedenih na modelu i istraZivanja pri masovnim miniranjima, 
koja su pnl<azana u ovom radu, moze se reei da nam primena zakona oscilovanja Ua praktiCno 
omogueava da se pri eksploataciji leZista mineralnih sirovina smanje negativni efekti miniranja i 
tako poveca efikasnost proizvodnje i ujedno zastite gradevinski objekti u neposrednoj 
blizini mesta miniranja. 
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NEKE FORMULE ZA INTERPOLACIJU 

SOME FORMULAS FOR INTERPOLATION 

Simeunovic 0.1 

Apstrakt 

U ovom radu su posmatrane neke formula koje mogu biti upotreb/jene za interpolaciju. 

Abstract 

In this paper we consider some formulas which can be used for the interpolation. 

UVOD 

Neka je funkcija y = f(x) jedne nezavisne promenjive x data u tackama x0, 

X1, ••• ,Xn segmenta [a,b], gde je: 

k = 0, 1, ... , n. (1) 

Funkcija y = F(x) za koju je 

k = o, 1, ... , n (2} 

predstavlja jednu interpolacionu funkciju funkcije y = f{x). Tacke (xk, Yk), k = 0, 1, ... , n 
nazivaju se interpolacionim cvorovima. Kod interpolacije se uzima f(x) = F(x) za 
xe[a,b]. 

1 Prof. Dr Dragomir Simeunovic 
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Jedna interpolaciona funkcija funkcije y = f(x) je Lagranzeva interpolaciona 
funkcija 

n 

L(x) = ~~>k(x)yk • (3) 
k=O 

gdeje: 

L ( )
- (x-x0 )(x-x1 ) ••• (x-xk_1)(x-xk+t) ... (x-xn) _ (4) 

k x - , k - o, 1, ... , n. 
(xk - x 0 )(xk - x 1 ) ••• (xk - xk_ 1)(xk - xk+t) ... (xk - xn) 

Funkcije (4) su polinomi stepena n, z:a koje je 

{
1 za i=k 

Lk(xl) = o za i * k 

Za funkciju Lk (X) vazi jednakost: 

n 

2>k(x) = 1 
k=O 

za svako x. 

(5) 

(6) 

Funkcije Lk(x) definisane sa (4) nazivaju se Lagranzevi polinomi. lmajuci u vidu 

(5) lako se zakljucuje iz (3) da je 

L(xk) = yk, k = o, 1, ... , n. (7) 

Pomo(:u Lagranzevih polinoma Lk ( x) mogu se dobiti razne interpolacione 

funkcije funkcije y = f(x). Posmatracemo funkciju 

Vd(x) =I (yk + dfk(x)- (n +d), 
k=O 

gde je d konstanta takva da je 

Yk + d > 0, k = 0, 1, ... , n. 

Funkcija Vd(x) ima slede}a svojstva: 

vd(xk)= yk, k = 0,1,2, ... ,n, 

v,_c = c 

za svako x, kada je 

Yo = Y1 = ... = Yn = c. 

PRIMER: 
Za podatke: Xo = 1, Yo = 1 0 

x1 = 2, Y1 = 1 
x2= 4, Y2 = 2 

vai.i V2(3). 
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(8) 

(9) 

(10) 

(11) 



Resenje: 

U ovom slueaju je n = 2·i d = 2. Prema (4) imamo: 

1 1 
L0 (3) = --, L1(3) = 1, L2 (3) = -. 

3 3 

Prema formuli (8) dobijamo: 

V2 (3) = 1.024, . 
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ZASTITI ZIVOTNE SREDINE, Drugi rnedunarodni simpozijum: Rudarstvo i zastita zivotne 
sredine, MEP '98, Beograd. 

58. D. Simeunovic; 
PRIMENA PRONYEVE INTERPOLACUE PRI IZUCA V ANJU KARAKTERISTIKA RADNE 
SREDINE POVRSINSKIH KOPOVA UGLJA, Prvo rnedunarodno savetovanje o povrsinskoj 
eksploataciji uglja- U galj '98, Beograd 24-'26. 09. 1998. 

59. D. Simeunovic; 
EKSTREMI FUNKCDA VISE PROMENLJIVIH, Medunarodno savetovanje- Cement '99, 
Novi Sad- Beocin, 11-14. 05. 1999. 

60. V. Pavlovic; D. Simeunovic; 
EKOLOSKA POUZDANOST ELEMENATA TEHNICKIH SISTEMA, Medunarodno 
savetovanje- Cement '99, Novi Sad- Beocin, 11 -14. 05. 1999. 

61. V. Pavlovic; D. Simeunovic; 
APSOLUTNI EKSTREMI FUNKCDA VISE PROMENLJIVIH, IV rnedunarodna naucna 
konferencija o povrsinskoj eksploataciji- OMC '99, Bor, 22-24. 09. 1999. 

62. V. Pavlovic; D. Simeunovic; 
PROVERA POUZDANOSTI SISTEMA POVRSINSKE EKSPLOATACDE PO KRITERIJUMU 
MAKSIMALNE STACIONARNE VEROVATNOCE RADA, Savetovanje: Inforrnatika, 
rnenadzrnent, ekologija i standardi - IMES 2000, Arandelovac, 10-12. 06. 2000. 

63. V. Pavlovic; D. Simeunovic; 
EKSTREMI FUNKCIJA DYE PROMENLJIVE PO ZADATIM PRAVCIMA, Savetovanje: 
- KAMEN 2000, Arandelovac, 11-13. 10. 2000. 

64. D. Simeunovic; 
0 NEKIM FORMULAMA ZA INTERPOLACDU, Trece rnedunarodno savetovanje o povrsinskoj 
eksploataciji i preradi - Glina, Rurna 16-18. 05. 2001. 

65. D. Simeunovic; 
0 NEKIM FORMULAMA ZA INTERPOLACIJU FUNKCIJA OD DYE PROMENLJIVE, Drugo 
rnedunarodno savetovanje o povrsinskoj eksploataciji uglja- Ugalj '01, Beograd, 04-06. 10. 2001. 

66. D. Simeunovic; V. Pavlovic; 
0 NEKIM FORMULAMA ZA INTERPOLACIJU FUNKCIJA OD TRI PROMENLJIVE, Druga 
rnedunarodna izlozba i savetovanje- KAMEN 2001, Arandelovac, 10-13. 10. 2001. 

67. D. Simeunovic; 
RADIVOJ KASANIN (1892- 1989)- Zivot i delo srpskih naucnika, Srpska akadernija nauka i 
urnetnosti, biografije i bibliografije knj. VIII, II odelenje knj. 8, Beograd, 2002. 
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68. P. Lazic; N. Calic; D. Vucinic; S. Deusic D. Simeunovic; 
MODEL KINETIKE FLOTIRANJA ZASNOV AN NA BOLTZMAN-ovoj FUNKCIJI, 
18 Jugoslovenski simpozijum o pripremi mineralnih sirovina, Banja Vrujci, 11- 14. juni 2002. 

69. S. Lutova; D. Simeunovic; S. Trajkovic; 
PIMENA ZAKONA OSCILOV ANJA STENSKE MASE IZAZV ANE MINIRAANJEM U 
KRECNJAKU, VI rnedunarodna izlozba i savetovanje- KAMEN 2005, Arandelovac, 
26-29. 10. 2005. 

70. D. Simeunovic; 
NEKE FORMULE ZA INTERPOLACIJU, VII medunarodna konferencija - NEMETALI 06, 
Banja Vrujci, 25-28. 10. 2006. 
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Dr Dragomir M. Simeunovic, diplomirani astronom i 
diplomirani matematicar, redovni profesor u penziji, 
Rudarsko-geoloskog fakulteta, Univerziteta u Beogradu 

Dragomir Simeunovic roden je 22. februara 1931. godine u mestu Prilike, opstina lvanjica, 

od oca Milana i majke Novke, rodene Ilic. Cetvorogodisnju osnovnu skolu zavrsio j e 1942. 

godine u Prilikama, malu maturu 1946. godine u Ivanjici, a veliku maturu 1950. godine u 
Beogradu. Na Prirodno-matematickom fakultetu u Beogradu zavrsio je studije Astronomije 

28. juna 1955. godine kao poslednji diplomac profesora Milutina Milankovica. Godine 1960. 

zavrsio je studije Matematike, takode na Prirodno-matematickom fakultetu u Beogradu. Na 
prirodno - matematickom fakultetu u Beogradu odbranio je magistarski rad 1967. godine iz 

oblasti matematike pod nazivom , Lokalizacija nula polinoma ". Doktorsku disertaciju iz 
oblasti matematike pod nazivom , 0 granicama korena algebarskih jednaCina i nekim 
njihovim primenama ", odbranio je 8. maja 1969. godine na Prirodno-matematickom fakultetu 

u Beogradu. 

Po zavrsetku vojnog roka, u novembru 1956. godine, zaposlio se u Higijenskom institutu NR 
Srbije u Odeljenju medicine rada, gde radi do februara 1962. godine. 

Februara 1962. godine izabran je za asistenta za predmet Matematika na Rudarsko

geoloskom fakultetu u Beogradu. Godine 1970. izabran je za docenta, 1977. za vanrednog 
profesora, a godine 1982. za redovnog profesora Rudarsko-geoloskog fakulteta, Univerziteta 

u Beogradu. U toku rada na Rudarsko-geoloskom fakultetu u Beogradu predavao je: 

Matematiku I, Matematiku II, Posebna poglavlja iz matematike i Geostatistiku. Studentima 

Poslediplomske nastave odrzavao je predavanja od 1969. do 1998. godine. U toku svog rada 
na fakultetu, bio je i Sef Katedre za primenjenu matematiku skoro dvadeset godina. Clan 

GAMM-a (Gesellschaft fur angewandte mathematik und mechanik) bio je vise od dvadeset 
godina. Penzionisanje 1996. godine. 

Dragomir Simeunovic bio je angazovan na Ekonomskom fakultetu Beogradu, gde je 

predavao Matematiku II od 1971. do 1975. godine. 

Jedno vreme predavao je Matematiku 11 i u Vojnoj akademiji u Beogradu. 



Predavanja iz oblasti Matematike za slusaoce poslediplomskih studija, odrzavao je izvesno 

vreme na fakultetima u Boru, Pristini i Tuzli. 

Visu matematiku predavao je u Visoj skoli za organizaciju rada u Beogradu. U istoj skoli 
predavao je i predmet Fizikalne stetnosti. Visu matematiku predavao je i na Veterinarskom 

fakultetu u Beogradu. 

Bio je clan Komisija za odbranu Doktorskih disertacija iz oblasti rudarstva, geologije, 
astronomije i matematike za dvadeset cetiri kandidata, kao i clan velikog broja Komisija za 

odbranu magistarskih i diplomskih radova. 

Dragomir Simeunovic objavio je preko sedamdeset pet radova u raznim stranim i domacim 
publikacijama. 

Pored radova datih u ovoj knjizi, ovde navodimo i sledece radove: 

1. D. Simeunovic, ,Fizikalne stetnosti", Skripta za studente Vise skole za kadrovske 

sluzbe u Beogradu, Beograd, 1965. godine. 

2. D. Simeunovic, B. Brankovic, ,Fizikalne stetnosti", Skripta za studente Vise skole 
za organizaciju rada, Beograd, 1967. godine. 

3. C. Cepinac, V. Popovic, D. Simeunovic, ,Matematika- Prirucnik za pripremarije 
prijemnog ispita", Visa skola za organizaciju rada u Beogradu, Beograd; 1967. 
godine. 

4. D. Simeunovic, , Visa matematika ", Skripta za studente Vi se skole za organizaciju 

rada, Beograd, 1968. godine. 
5. D. Simeunovic, B. Vulicevic, V. Pavlovic, ,Reseni ispitni zadaci iz Matematike 11", 

Ekonomski fakultet, Beograd, 1974. godine. 
6. D. Simeunovic, B. Vulicevic, V. Pavlovic, M. Ivovic, M. Andelkovic, ,,Matematika 

11 - Zadaci i osnovi teorije ", V izdanje, Univerzitet u Beogradu, Ekonomski fakultet 
1976. godine. 

7. D. Simeunovic, ,Matematika za poslediplomske studije ", Rudarsko-geoloski 
fakultet, Beograd, 1985. godine. 

Godine 1960. stupa u brak sa Darom Bogunovic, sa kojom je proveo vise od pedeset tri godine, 
do njene smrti 13. juna 2013. Supruga Dara imala je veliko razumevanje za njegov naucni i 
strucni rad i svesrdno ga je podrzavala u svemu. Ovu knjigu Dragomir Simeunovic posvecuje 
svojoj supruzi Dari u znak velikog postovanja i zahvalnosti. 

Profesor Dragomir Simeunovic sada zivi u Beogradu. 

Beograd, 2016. godina 
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