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Buuie myra y npiMeHaMa AudepeHIUjalHAX jeAHa-
YMHA 04 BaMKHOCTU je 3HATH HE caM MHTerpad jejHa-
upge, Beh acumrorne epeoHocTu mwerose, T. j. TpaHMNy,
KOjoj Taj mHTErpal TexH Kajl TpanpoMeH.buBa 6ecro-
nHauno pacre. lecto UyTa y MEXaHUUKUM HAM PU3NYKUM
npobaeMiMa, KOjiI ce CBOAe Ha pellaBambe AUdbepeHIu-
jaAHUX jeAHAUNHa, yC.beA KaKBUX HApPOUUTUX YCA0BA,
IICKa3aHNX y 1npobaeMy, OBaj ce MOME CMAaTpaTti Kao
pellleH Kaj] ce 3Hajy acUMTOTe HHTErpaiHux KpHUBHX,
KOje IpecTaBbajy MeXaHUUKH HAM PU3NYKI HEHOMEH,
Ma Aa ce mere kpuse m He Mory Hahm. lla Gaur n 'y
cAydajeBUMa Kajl ce jeiHaunHa MOMie IHTEerpaauti, I0-
ca0 mHTerpanuje o6uuHo je Bpao Terobad, 1 6mao Ou
0] WHTEpeca UMaTH jelHy MeTOoAy, Koja 61 golymrala
AHPEKTHO H3PayHaBalbe MOMEHYTUX TpaHiua, a Aa ce
He Mopa mpohil Kpo3 TepeTHe HHTETpalIoOHe olepalije.

Y jeanome cBoMe paHmjeM paay (Sur les zeros et
les infinis des intégrales des équations différentielles
algébriques, Paris 1894.) ja cam ce 6aBio 0 CANYHUM M-
TamiMa, adll Koja ce OAHOCEe Ha BPeAHOCTH Koje I10-
NIITaBajy UHrerpale jaTe AUdepeHdljalHe jeAHadIHe,
JAII IX 4uMHe GEeCKOHAUHNUM, ILIM 33 KOje OBI I110CTajy
MakcHMyM man MuHumyMm 1 r. A. Teopeme Ha Koje.caM
TOM MPILANKOM HAWIIaA0, MOy ¢€ HPUMEHHTI Ha pellemne
HEKOJAUKIX IITalba I3 TeOopuje acUMTOTHUX BPEAHOCTII
HHTErpaJda, I Koja ¢y IIpeAMeT OBOra paAaa.
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Onwrtn uuTerpaa y jeAHe AudepeHIUjalHe jejHa-

YpHEe NpBOTa peja
dy
F (x, Y, dx) =o0

je u3BecHa ®YHKIUja IIPalpOMEH.bUBE X U jeAHEe HH-
TerpanuoHe KOHCTaHTe, Koja ®YHKIMja, cTaB/beHa Ha
MeCTO Y-a Y AUDEPEHINjalHo] jejHa'THHII, CBOAU OBY
Ha WNAEHTHTET Ma KakBe Oum.ie BPeAHOCTH X-a N MHTe-

rpangone KOHCTaHTe. ACUMTOTHe BPeAHOCTH MHTEerpaJa
Yy Bapupajy y OIITe ¢a BapujalldjoM WHTErpaiuone
KOHCTaHTE, U 3aKOH Te Bapujanuje y OIIITEe HE MOKe
fuTH TNO3HAT AOK Ce jeAHAYUHA IIOTIYHO HE NHTErpa.ll.
Aay nMa 3HAUAjHUX C€JAydajeBa, y KOjUMa Te acUMTOTHE
BPEAHOCTH He 3aBHUCe OJ WHTErpaluoHe KOHCTAHTE ;
Taja Te BPEAHOCTH OCTajy jeAHE U ucTe 3a CBe IIo-
ce6He uHTerpaJe, AoOMjeHe CcIeNNPUKOBAH.eM Te KOH-
CTaHTE Yy OIIUTEeM HHTerpaJy.
Tako H. np. 3a AudepeHNUjalHY jeAHAUNHY
2 ; dy
[ax® y + @] —x] 5L —y —a=0o,

(rae ¢y @ n « craaHn GpojeBu), YHjH je OIIITH MHTE-
rpaa mnpecrtaB.beH obpacueMm

aly +a [C—alogly +aj] —1 =0

\C o3Hauyje nHTErpaunOHy KOHCTAHTY|, PAHNLE KOjUMAa
TeHU y npn 6€CKOHAYHOM palnhemy X — a, 0YeBUAHO CY
)
y=—a i y=-¢e" —a,
na AakJae Bapupajy ca BapujauujoM koHctaHrte C.
Ha nporus, 3a jesnauunny

| dy
[acy—f—a)—x]a;-—y—a:o



4njn je ONIUITH HHTEerpal
aly +a —aloglyfa +C=o0

Y MOKe TEemNTH caMO IPaHHUU — @, Koja je He3aBHUCHA
oa C.

IlamepaH caM NIOKa3aTH y OBOME paAy, Kako cey
OMIIITe T8 OKOAHOCT, HE3aBHCHOCT aCUMTOTHUX BPEAHOCTH
ommTera MHTerpaJda 0] HATerpaluoHe KOHCTAHTe, MOME
pacno3HaTd Ha caMo; AATOj AUDPEPEHUnjalHO] jeAHaYNHN,

d

Kal je oBa a.edapcka y OAHOCY Ha X, Y, d—Z’ I KaKo

ce y TOMe CaAydajy MOry u3padyHaTd Te BpeAHOCTH. 3a
TaM hy UpHUMEHHTH HCTY METOAY Ha pellaBalbe CANYHAX
muTamba, Koja ce 0AHOCE Ha aCUMTOTe OIIITe WHTe-
rpaide KpHBe.

Hera je aara aarebapcka AueepeHuyjalHa jesHa-
YHA IIPBOTa peaa

d
(1) F (x, Y, ai—’) = o,

rae je F aara aarebapcka oyHEOMja X — a, Y — a U

dy .
n3BOAa 7. TakBa _]e,ZI,Ha,'{IIHa MOKEe ce yBeH HamamcaTu

dx
y 00auky
i (dy )" i dy|"™!
@ fo ¥ ge) ThS Y g T
ey |
+ fm-l (X’ y) R + 1-m (X7 y, = 0
rae oy f,, f, - - - f moamHOMEN 1O Yy ca cAYMHUHOLUMA

Koju cy aarebapcke ®yHKOuje X-a, U KOje He II0-
crajy 6eckOHaUHEe HU 3a KOjy KOHAYHY BPEAHOCT X-a.

V momeHnyToMe CBOME -paAy ja caM AOKasao, W3-
mMehy ocraanx, OBe ABE TeopeMe (Koje BaKe U y Oll-
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mTHjeM caydajy kKaa je I' mMa KakBe TpPaHCIEACHTH2
PYHKIMjA X-a) :

IlpBa Teopema: Jda du epediocru x-@, Koje TO-
HuwTasajy omuTw UHTepa.l ougieperuujaane jeOHauuNe
(1), Guare HesagucHe 00 uWTe:payuone rRoNcranre, UO-
TpedHo jJe w 006010 1 Oa céana 00 gynryuja fik (x, y)
h= 1,2+ « «m)ocum f, X,y caopiu Kao YUHUOUA
Y moouMyT Ha cTeuen pasan uMmoercy k uau cefiu 00
ogoza.

Apyra teopema: Kad 00 uoyenyre epedHocTu He
sa6uce 00 UNTEePANUOHE KOHCTANTEe, OHe Mopajy Ouru :
Wl & = 00, Wl KOPEHU JeOHaMUHe

(3 f, x,00 = o0
pewene uo X,

Ilomto ¢y Te ABe TeopeMe OCHOBA CBH]Y pe3yaTarTa.
oBora paja, TO HABOAUM Yy KPaTKO IbUXOB AOKa3, OC-
HOBaH Ha I3BECHIM TeopeMaMa U3 TeopHje airefapckrux

SYHKIUja I ANPEPEHINjalHHuX jejHAYNHA NpPBOra peaAa.
) dy
3aMneanMo jejHaumHy (2] peleHy 1o M3BOAY 4

npeMa no3HaToj Puiseux-oBoj Teopemi, CBaKO 04 THX

pemema MOKe ce HalucaTn y O6JlI’IHy

d k (k- ks
\a\a%:A!_X»yH—}—B(‘XJyu +C\X)yy "I_‘

O

rae cy Axl,, Bixi, Cxie

PyHKINjE X-a, Koje aarebapckn 3aBHCe 04 CadNHI-
Jala AecHe CTpaHe jejHaunHe (2], U A (X] HUje HAEH-
TIYKN paBHA HYAH; A ¥ (4 CY lleall 0 I0A0HU Gpojesn,
oA Kojux A Mo:ke Ourn pasaH n Hyau. CraBHMO

u

z=Vy;



jeAHaunna (a) moctaje
dz =t o d—ue
|b) lll/ (T)Z = A X Z +B {X} VA

-+- C X Zl—y+3+ . e e

Osnaunmo ca (P) ckyn cBujy Bpeanocrtn X-a, y
Oamsumn  Kojux oyskunuje A, B, C. . . me Mory ce
pasButi y Geckomauan pea mo Taylor-oBom o6pacuy;
TaKBe BPEAHOCTH X-a OUEeBHAHO HEe 3aBilce 04 WHTe-
rpauuoHe goHcranre. Pasanmkyjvo oBa ABa cayuaja.

lpeu cayuaj: A — w + 1 = o. Jeanauuna (b) rasa
1ocraje

(c) ‘ud‘Z:Am—}—BIX»Z—I—C(X}Z’—}—- .-

AecHa crpama jejHAUIHE (] MOME ce pasBUTH Yy Oec-
KOHauaH pej, ypehen 1o cremeHuma x-a 1 z-a, U
30MpBUB y OANBIHI BPEAHOCTH 7 = 0, X = @, T'Ae
je @ Ma KaKBa HOBO.bHA BPEAHOCT X-a, Al KOja He
npunaja ckyny (Pi. Ilpema Tome n nmpema 1osHaroj oc-
HOBHOj TEOpeMH U3 Teopilje AudepeHIjalHnX je HaunHa
npBOra peaa, jeAHaunHy (| U3BECHO 3a40BO.baBA jeaH,
I caMo jeAaH 110ce0HII MHTErpad (406HjeH ClennduKo-
BatbeM MHTErpallliloHe KOHCTAaHTEe Y OIILLITeM HHTerpaayl,
KOJU TeMU HyIn KaAd X Temku rpanuny . Taj unrerpaa
He MOMe OUTH MAEHTIYKM PaBaH HY.II, IOITO DbYHE-
uija A (X) Huje HAEHTHUKN paBHA Hyau.  lakae, Ma Ka-
KBOj, IOBO.LHO y3€T0j, BPEAHOCTH X-a 0AroBapa 1o
jeAaH 1moceGHM HHTErpa.d, Kojii HUje MAGHTHUKI paBaH
HyAH, I KOJU MOCTaje paBaH HyaHl 32 X = «. A T0 lio-
Ka3yje Aa BPEAHOCTH X-a KOje MOHHIITABA]Y OUIITH
IHTErpaa jeAnauyuHe (cl, 1 mpema ToMe Takohe 1 onrru
HHTErpaA jeAHaunHe (21, U3BECHO Bapupajy ca Bapiija-
IJOM HNHTerpalioHe KOHCTaHTe.



dz

Apyeu cayuaj: o — w + 1 < o. Tapa ussoa

noc'raje OECKOHAYaH 3a Zz — O U HEe MOKe ce pasBuTN

y 6eckoHauaH pel y OaHU3BHNHI BPCAHOCTH Z = O ; a&aH

dz
HEeroBa H3BpHyTa BpejHOCT dy N3BECHO Cce MO:iie pas-

BUTH Y TaKaB peA, 36up.bm; y 6au3MHH BPEAHOCTII
Z =01 X — @, TAe je o Kao Il Mal0 4ac, Ma KaKba
BPEAHOCT X-a, aal Koja He upunaja ckymy Pr. Ilpeva
‘TOMeE, I IpeMa jeAHoj mosnartoj reopemn Briot-Bouquet-a,

N3BECHO I10CTOjH jeAdaH HHTErpad [(HO KOji nMa BHIie
rpana), Koju Temn Hyau Kaj X Texdl rpanunn o. I3
TOr'a G€ M3BOAM, KAO I Y IIPBOME cAyuajy, Aa BPEAHOCTI
X-a KOje HOHMIITABAjY OIMITI MHTerpaa jeiHainde (2
3aBlUCE O HHTErpallOHE KOHCTAHTE.

IIpema Tome, aa 6u Te BpeAHOCTH OIL1c HE3aBICHE
04 KOHCTauTe, uorpedio je la oyie A — u 4+ 1 > o0

A
man - = 1. Ho aako je aorasari Aa je TO y lCTH Max

u 0060.bal YCAOB. Jep Kal je OH HCHYIbeH, jelHATIIHA
(b) mose ce waumcari y 00JHRY

1 dz \ i—p + B l—y+l+ I ) /1—#—}-2_{_

— o =ANxz (X' z X) z
* 7y dx ‘ :
rae cy CBH UBJOMIONN Zz-a Ha AECHOj CTpaHy IO-
AOHLHI. 3aMUCALIMO Aa je Ha AECHOj CTpaHll jejHadlHe
Z 3aMEILEHO OUUITIM IHTEerpaloM caMe Te jeiHaunHe,
M 03HAUNMO Ca X = & jeAHY O] BPEAHOCTI KOjé MOHH-
mrasajy Taj nbarerpad; raja he Gutn

A—u . A—u+41
/[AX'Z T+ Bixiz ‘++.. dz.
o) 72" =e*
[lycruMo Aa x TEMHM I'PAHINN ¢ ; JeBa CrpaHa jeAHa-
upHe () Tesmm Hyanm, a Aa 6# Tako 1GTO MOrao OuTH



1 ca AECHOM CTpPAHOM, 1OTPeGHO je, MouITO Cy CBU 13-
JOMHUOIN Z-a TOJAOMHH, Aa 6ap jedaH 04 yedoBa

fil Ao =00, Bila) =00, Cial = oo -

6yae uciyibed. A 1OWITO €y KOPEHH Ma KOjE OA jeAHa-
ynHe (f] He3aBHCHII 0A HHTErpPallioOHC KOHCTAHTE, TaKo
ke nmero 6urn n ca BpesnocrnMa X
AoBo.baH. llpema rowme :

a. YcaoB je parac

Aa 6u BpeAnocTH X-a KOje IOHHIITABAJY OIUITH
MHTErpaa jejnauute (2] 61ae HesaBicHe 04 KOHCTAHTC,
norpe6HO je 1 A0BO.BHO Aad 3a CBa pellieiba Te jeiHa-

dy p Ao I
YHHe 10 = e HCIYILeH ycaoB — = |.
dx yA yib Y w o=

I13 uera c.neayje nenocpeino reopema .

Teopema Il rarkohe mocraje ouesuana, jep cbBn Ko-
HAUHI KOpeHn o Ma Koje 04 jeiHaqnHa (] ussecHo
3a10B0.bABAJY JCAHAIUHY

f,1x, 0l =0

nmpeMa 0coGIHIT KOpCHa aAredapekiX je HatiiHa ca 1po-
MEILIIBIM CAuMHIIOIMA, A4 OCTajy KOHAYHU CBE A0Tae,
AOK CAuHILAALL HAjJBIIIIEra CTEICHA Y JeAHATIHI HE 110-
cTaHe paBaH Iy.au.

[Iperxoate reopemMe 'iHe Moryhum noriyno pe-
imeibe I1pobaema :

Hafin worpedie 1 0ogo.pne yedose, 0a Gl acMTOTHE
BpeONOCTIL oTTes wiTeepata jeonaduie (1) Guae pesa-
suUCHe 00 ll)l'l't}f]'lﬂll(ll,l)]l(’, roflerapre, iy TOME C.’]/'lr‘lj![
USPAMIYHATIL TC GPHPOHOCT I Aes UPeTXONN02  THO3HABAIHA
ouTea Il)('l'(},.‘});).l") Te ').P(\))lz‘ﬂllllle.

Jep ako ce crasu

. ,,], ﬂl; e dy
} & dx dg



10

1 aKo ce, llocae Te cMeHe, jedHaunHa (1| Hammnle y
06.anKy

. ( (IS)U:—i
A, | ! dy} + @, 'y,f) dy + ’

d¢
T P V58 Gy T s 8=

rae ¢y ¢, ¢, P, * * - P, HoauHOMH 1O & ca cavuHMHU-
ouuMa Koju cy aaredapcke @yHKIUje y-a, U Koje He
nocrajy OGeckoHauHe HM 3a KOjJY KOHAUHY BPEAHOCT
y-a, rpaHuie KOjUMa TeHI Yy Kap X pacre OecKo-
HAUHO , jecy BPEAHOCTH y-a KoOje [OHHMINTABA]Y OMNIITH
UHTerpaJa jeiHaunHe (4], KaA ce y HCTOj cMarpa iy Kao
npanpoMeB.buBa, a £ Kao erosa <eyHKIUja.

[Ipumenom Teopema I u I a0aazm ce raga 40 oBnx
pesyarara :

Teopema III:  Ja Gu epanuue, rojusa Texcu owirn
unTespal Yy jeonawuru 1), wao X Gecronauino pacre, du.e
HeSAGUCHE 00 WNTEepAljUoNe  KOHCTanTe. TOTpedno  je
0060.LHO Oa coaKa 00 (PYNKIULJL Pk OCUM O CAOPICIL Ko
wuHuoua &' we je h=k (h =1, 2, 3+ « -m.

Teopema I\ @ Kao 00 cy wostenyre epanuue nesa-
gucHe 00 UHTepayuone ROHCTaNTe. oopehere u roHavie,
OHe Yy Ropenu  anedapcre  jeoHavune @ . 00 = 0
pewene o y.'

ITorBpanvo Te ABe Teopeve H. Up. HAa AUbEpPEH-
IHjaaHo] jeiHAYNHY

I HOpumeodGa. Haraawyjem ia ope TeopeMe Baiie caMO OHia, ako HHTe-
rpaa oamera mMa oapeheny rpanuny, xomauny maun GeckoHauny, jep ce Moxe
AeCHTH A2 je OH y GANBHHU BPEAHOCTH X = OO HOTHYyHO Heoapehen, kao wTo
je H. mp. cayuaj ca TPHrOHOMETPHJCKIM éyHKmujama. Y ToMe je cayuajy Bpea-
HOCT X = OO ECEHIMjaANM CHHTYJApPATET HHTETpada i NO3HATC METOle y aHa-
AUTHYKO] TEOPHjH AMDEPEHUMjAAHHX jeAHAUNHa LPBOra peia Aajy HauuHa Aa ce

Td OKOAHOCT joul Yy Hampel pacnosHa Ha Aa™)] AUdEPEeHLM]alao] jeAHaumHu.
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~dy o dy
th) hﬂm&—wm]—wﬂ¢w¢]“o
rae cy f(y] m @ (y)] moamHomu mo y. AKo ce crabnm

by ady
=T w T d

jeAnaunHa ce mpersapa y

) d§ ) m— m N
(i [9? (yl dy + t1y) é] [91 |y>] M =

Aa O6u acuMTOTHE BpejHOCTH y — a Oumie Hesa-
BHUCHE O/ WHTEerpauuoHe KoHCcTaHTe, npema teopemu III
noTpeOHO je 11 A0BO.bHO Aa 6yje p =~ m, I Kal TOA Cy
Te BPeAHOCTH He3aBUCHE 0J KOHCTaHTe, OHEe MOpajy 6uru
KopeHn aareb6apcke jeAHaunne ¢ [yl = o. A To ce Moie
HOTBPAUTH U HEIIOCPEAHO Ha M3pa3dy OINIITera WHTerpaJa
jeanaunue (h), Koju ce ao6mja Ha OBaj Ha4uNH: jeAHa-
yuHa (il HanucaHa y 006aUKY

d§ Ty)
dy ly)

am—p
m
E=9py¢
npunaja tuny Bernoulli-eBe Aneepeninjaahe jeAHaunse

Z 4P x)lz=QI(x)z

4Mjil je OIIITH HHTerpa.

— § Pdx I—n) § Pdx
Z =€ [-C—(n——l).fdx-Qe( ]

OmmTu nHTerpaa jejnaunte (i) 6uhe sakae

/f(y) p—m [f(y) m—p
- 7 dy . 3 m y N dy 7?
f=e ?(y) [C 1 p<‘mJ o1y e L/‘(p 62 dy]

1 m

a mHTerpaa jeanauude (h)

{
l—n
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X—=¢e e

/f(y) p p—m/‘f(y) . m
Pl PO
@ (y) —m m [ p—m
cy P J“ dy - J oW
3a p < m rpaHnme KojuMa Tedil iy npu OecKo-
HauHoM pauthemy X-a KOpeHHn cy aarefapcke jeiHa-
unHe @ (yl = 0 u TpaHCIeAeHNYHE jelHadllne

p—m f(y)
—m — ~ dy
c+ = fdy piyle ™ -/"’m =0
m [}

pelIeHux Io y; OHe AAKJAC Baplupajy ca BapHjauijoM
koncranre C. Ila nporus ako je p = m, re rpatuie Mory
Onti caMo KopeHI aarebapcke jeiHauiiHe ¢ (y] = O ;
OHE Cy JakJe iesasuncne o1 C.

IIpeTxoane Teopeme Aajy NOTIYH OArOBOP Ha IO-
craB.beno nurame. o y mojeinnnm cayuajesnma moryhe
je whn jour aame m permTn upobaeM II Y caAydajy Kaa
dy
dx
TpaHCUEeAeHTHe &YyHEIIIje X-a. [lao jeaanm oa MHOro

Cy caudnHnouilr oA y u Yy ,/’l,‘d'l"Oj ‘]-G,J.Ha,‘VIIIHH Ma KaKBe

OpojHNX TaKBUX caydajena Haselthy uyseny Riccati-eny
jeAHAUIHY, HA KOjy €€ TaKo 4ecTo Hamla3Il KaKo y aHa-
ANTHYKO] TEOPIjiI AUdEepeHINjalHIX jeiHaTlHA, TAKO I
y IBUXOBHIM TEOMETPIJCKIIM, MEXaHHUKNM H ®H3HYKHUM
npumeHaMa. Ta je jeaHaunHa

dy

|~ B

o d;+¢.(X'yz+¢ti'Y+903<X‘:0

rae ¢y @, ¢, ¢, OyHKUUje X-a, 3a Koje hy mper-
oCTaBNTH, Aa Ol AOKas3nm O6uAIl NPOCTHju, Aa CY YHU-
POPMHE DYHKIN]E.

CmeHOM ®YHEIIjE
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_
Yol
jeanaunua (7 mpeaasu y
du
(8) dx-l—u—{—i( ju +f,(x) =0
rae je ] ——— L ¥, x
tl Xl = 902 (}‘) 901 ()\}

lf2 (X = @, (X) @, (X]
OI‘paHI/I(IVIMO ¢ce Ha peaAHe BpeAHOOTI/I X-a, Hy-—

CTUMO Aa X pacTe OeCKOHAaTHO M Pa3alKyjMO OBa ABa
caydaja :

IOpsm cay4aj: [, (x) u f, (x) resce roHauHuMm U
00 HyJde pasiuvHum panunama. lleka cy

[ limf, (xi = a

l lim f2 X) = a

1

2

T€ I'PaHUNe; ja BEeAUM A3, Kad X OeCKOHaYHO pacre,
Jpanula Kojoj Tedcl OTWTU uHTezpad jedHawune (8) we
3asucu 00 UHTepaljuode KOHCTaAHTe : OHa je uau uor-
UyHO HeoopeheHa, Ta Ma KaKey 6peOHOCT 0a.lu KOHCTaAHTU,
uAu je pasHa jeoHoj 00 6peoHOCTU

9)——*( + Va®, — 4a), (a, — V'a?, —4a))

’ |
Jep, Kaa ce y jeaHaunHu (8) cTaBu X = ¢ U Kaj
S

w\va

ce ysMme 3a MPANpPOMEH.bHBY u a 3a HOBY ®YHKILHjy &
nCTa €€ jeAHaulHa MOKe HanucaTu y 00AMKY

o u+f(§)u—}—f(§)

wa

110)
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Hera je £ =1 (u) ommru uHTErpaa oBe HOCAEAME
jeAHaunne. ACUMTOTHE BpeAHOCTH $YHKIMje U 38 X= - 00
HHUCY HUIITA APYro, A0 BPEAHOCTH KOje Ta GYHKIUja A0-
6uja 3a £ — o, n npema tome MoryhHa cy oBa ABa
caydaja :

I. ®ynrunja u, AepuHucaHa AndbepeHLHjalHOM je-
AnaumHoM (10) Hema HuKakBY oApeheHy Bpeanocr 3a
&= o0, T. j. BpeaHocr £ = 0 mHpecTaB.ba ECEHIIjaHN
cuHryaapurer dyHrunje u (§1 Aednnncane jesnad. (101
Y ToMe caydajy n acUMTOTHa BPEAHOCT T€ &YHKIH]je
HOTIIYHO je HeoApeheHa : MHTErpaa HE TEHH HHKAKBO)]
oApeheHoj rpannnu.

Taras je H.1up. cayuaj ca Riccati-eBoM jepnaumnom

@ 'a§+112+|:0;

jeanaunna (10) oBae je = o -FJ

qpju je ONIITH HHTErpa.d

u = — tang (&1— + G)

rae je (' uHTErpannoHa KoHCTaHTa. Bpeanocr § =
eCeHIjalHlI je CHHIyJAapureT &yHKUHje U, 1 BPEAHOCT
tang (+ o), T. j. acUMTOTHA BPEAHOCT OIIITEra MHTe-
rpaJa jeAHadlHe (al, IOTIYHO je HeoApehena.
HaBoanwm yarpea, Aa ce, 110 IO3HATHM MeTOJaMa
U3 aHalUTHUKE Teoplje ANDEpPEeHLHjaAHIX jeAHAdNnHa
1pBOra peja, MOMe YBEK Ha caMOj AaToj jeAHAUNHU N
6e3 mperxojHe UHTerpallje Paclo3HATI, Aa Al j& BpeA-
Hoer £ =— O eceHUMjaJHI CHHIYJAapUTET OIIITera MHTe-
rpaia, Uall He, Ila IpeMa ToMe H TO, Aad JAHM AaTa je-
AHAUNHA IOTHAAa 1oa caydaj 1 mam moa mayhu cayuaj.
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II. Bpeanocr & = o Huje eceHIUjaAHI CHHIY1APATET
DbYHELLjE U & AeenHncane jeanaunHoM 10:. AcuMTOTHE
BPEAHOCTH HHTErpaaa i Taja HICY HHIITa APYro A0
KOPeHHU I jeAHa4YUHe Y (r| — O pelieHe 110 T; HEKa je
T TaKaB jelaH KOPEH.

Hanumumo jeawaunuy 1100y obanky

/ P (u) du
Tyt
< v (UT') u+ fy (6)

1 You == e
i nyctumMo Aa 4 rexa rpaHunu r. Taaa he aeBa crpana
jeanaunte (11, remury Hyan, ma Aa 61 Tako neto 6140
1 ca AEeCHOM CTpPaHOM, moTpedHO je Aa Oyade

12 lim [u"’+ ].l(l)u+ f_z(l_)]_—o 3 ) v=0
l]U l{) l.u:l‘

Yeaos 112, 3axresa aa 1 6yle KopeH aarebapcke
jeaHadiHe Apyrora crereHa

N

108 * 4+ ar+a, =o0

1 craB je TuMe ,OKa3aH : it U3BECHO TeU jeAHO] OA
rparuua Y. I1 npeva toMe: acuMTOTHE BPEAHOCTH MH-
Terpaaa iy Aare jeAgHatTiiHe (71 He 3aBlce 04 MHTErpa-
IuoHe KoHcraHTe 11 Aofujajy ce, Kal ce jeiHa 04 Bpel-
HOCTII 91 1OAEAll TPaHUIOM, KOJOj TEeHI , X 1pil
fdecKOHAUHOM palhelby X-a.

Aan ce yome nhu jomr aame.

Raa je a®, — ‘a, = o ABe Bpeanocrn ) jesnare
Cy U HHTETpa.ad it TeHI ILIXOBO] 3aje AHHYKO] BPEAHOCTII.
Mo aro je a* — %a, = o0, Te ¢y ABE BpPeIHOCTI pas-

AngHe Mehy cofoM 11y TOMe cayuajy Mory ce A0Kas3arTil
HeKO.AIKe 3HavajHe TeopeMe, 04 KOJUX je Ha HeKe IPBII
manmao r. Poincaré (Sur les équations lindaires aux
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différenielles ordinaires et aux dilferences linies, mram-
naHo y American Journal of Mathematics, vol. VII } 3},
1 3a Koje hy oBjge, AOMYyHHBUIM Y UCTH Max CaMe TeO-
peme, U3HeTH HOBe M IPOCTHje AOKase, aal IpeTIo-
CTABUBILM Aa Cy BpeAHocTH cadnHnaaua f (xi n f, (x)
pealHe 3a A0BO/bHO BeJIKE U TO.10MKHE BPEAHOCTH X-a,
I OTpAHMYHBILI cC Ha pealHe MHHTerpaJde, KojiI ¢y, y
0CcTaa0M, 04 HajBehera nHTepeca y lpuMeHaMa.

PazankyjMo oBa aBa moA-cayudaja.
f 1) =0 ar - gt
IIpsu uwoo-cayuaj : a”, ta, > o.

Taja cy kopeHu KBaaparHe jeanaunse (K1 peaanu;
03HAUNMO UX €3 @, U ¢,, {iPETIIOCTABUBLIN A3 je &, > Q,.
Younmo 3a THM KBaApaTHY jeiHaUUHY

w +f, xiu4f, (xi =o0
pellleHy 1o u, 1 HeKa Cy
u= 0 (x u= 0, x

IbeHI KOPeHN, Koju he OuTH &yHKLUje IPalpPOMEH.bUBE
x. Taaa, npermnocraB.bajyhu Aa je nouesmin 04 jeaue
II3BECHE, J0BO.LHO BeAMKE BPEAHOCTH X-a HelpecTaHo

0,
6uhe lim 0, x) =«

1

xi > 0, ix),

3ax — 4+ oo
lim 0, x) = a,
Aan ose age oyurunje O, u 0, rexehn npu paur-
hemy x-a rpammmama e, u o, MOry TO YHHATH Ha
ABa Haunna : pactyhn man omagajyhn. IHemurajmo 3a-
ce6HO CBaKU 04 OBUX CJAydajeBa.
[IpermocraBuMo Hajpe Aa jé 3a BeAUKe M0A0HHE

BpeAHOCTH X-a

0, x1 > e,
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Aakae Aa O, rtemn rpanumu o onajajyhu. Youumo je-
AaH 1noce6aH UHTErpad u (X jeAHauuHe (81, KOju 3a jeAHY,
AOBO.bHO BEAHKY, BpEAHOCT X — X, 3aA0B0.baBa yC.10BE

q
ux, > 0 x,
wx, > 0, x,

U MycTHMO Aa X pacre 04 X = X, A0 X = -+ oo. U3
jeanaunte (8], HamucaHe y 00ANKY

u ‘
(13) i ux — 0, x| fux — 0, x|
du
BUA ce, A3 he 3a TO BpeMe IpBH H3BOA ix OuTH He-

raTMBaH, T. j. A4 SYHKIMja U (X] oumaza. Ho y rtome
omajamy eHe BPeAHOCTH HEIpPecTaHO OcTajy Behe 04
oAroBapajyhux BpeAHOCTH &YHKIUjA 0, u ("’)2, jep uum
61 HACTYIMO MOMeHaT y KoMe Om 6Ma10

0, x) <ux < 0, x
du . . |

H3BOA — TOCTA0 6 no3uTHBAH, T. j. PYHKLHMja U (X
ormouena OM A3 pacTre, WITO 6U OMA0 ANCYPAHO, MOIITO
01 OHa 0AMax, YAM IIOYHe Aa pacTe, HAHOBO AOCTUIAY,
BpepHocT oyHEnuje @ (x), mpecruraa je u oa rTora rpe-
HyTKa HaHOBO oOllajaJda (jep M3BOA HAHOBO IlOCTaje He-
raTuBaH): dbyHKOWja 6u, Aakie, Han3meHle I 3a 6ecKo-
Ha4HO 6.UCKEe BPEeAHOCTH X-a 011a]ada II Pac.ia.

dynkunja u (X| AaKae HENMPecTaHO Ollaja, alll OcTa-
jyhu Hempecrano o Bpeanoctu Beha o4 @, ixi, na sakae
He mpeaasehn rpamnny o, To Beh norasyje aa u (xi,
npu 6ecKOHAYHOM palithemy X-a, TEHH H3BECH(Q] TIpa-
HUI[I KOja He Moke OuTH Mama 04 «,. Aan, IOIITO
upeMa Teopemud, KOjy ¢MO MaJa0 4ac 10Kas3a.dH, a U IIpeMa
jeAHauyunn (8 HamMcaHo] y 00auMRY
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du

u
{1!“ X — X :f _ o .
0 S S
< w4 f, (xju -, (x

Ta TpaHHua Mopa Ourtu mam @, wanm o, (6es dera On
1€Ba cTpaHa jeAHaunHe (l4) 6mia GeckoHayHa a A€CHa
Hei, M INOWITO je IpeMa MpeTnocTaBuil «, > ¢, TO je

limu (x) = e,

Hurepaa darde Tescu eefied 1xopeny KeaoparHe JeOHa-
yune (E), m ToO Ha HAUMH MOKAa3aH CAMKOM (l).

Tako he mero 6utm m ako je 3a AO0BOBHO BEANKE
II03UTHBHE BPEAHOCTH X-a @1 x| < a,, Aakae akKo @l
TEXKHN TpaHuu ¢, pactyhu. Jep, aKo Kao M Maao 4Yac,
younMo jeAaH HoceOHM HHTErpas u (X), Koju 3a jeiHy
AOBO/bHO BEJANKY BpeAHOCT X = X, 3a40B0.baBa yC.10B€

uix, > 6, x,)
u(x, > 0, (x,)
3 jeAHaumHe (13) BUAM ce Aa, AOK X pacre OA X, A0
du
+ oo, U3BOA g ocraje HeraTHBaH, T. j. ®yHKIUja U (X]

onaja. Ho y ToMe omajamy heHa BPEAHOCT HE MOMe
IOCTATH Mama 04 OAroBapajyhe BpeaHocTH @YHKIUjE
0, x|, jep 6m y rToMe caydajy N3BOA MOCTAO IIO3UTHBAH,
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T. j. OYHEILUja u Toudeda O Aa pacre, wro 6m 6mao
HeMoryhe 13 HCTHUX pasaora Kao u Mauao-uac. OBa dyHK-
11ja AaKJAe HeNpecTaHo ollaga, aail ocrajyhn rnpu rome
HenpecraHo Beha o4 oarosapajyhe Bpeinocru oyukmmje
0, x/, koja je omer u cama, 10 lpernocrasiu, seha
o4 a,. IIs rora ce Beh ysuha, Kao 11 Maa0 vac, ga u (xi
TERN TPAHUIN (.

Aarae cBu uHTErpadd, KOju Cy, HOYEBLIN 04 jeAHe
113BECHE BPEAHOCTM X, 11a 40 X = - oo Behm 02 0Aro-
Bapajyhnx BpeaHoctn oyukuuje @ (X, ussBecHo Texe
TpaHMII ¢, KaA X TeU IPaHuIU + oo.

Ja BeauM, ja he mcru pesyarar BamuTH U 3a OHE
MHTErpa.de, KOjU He 3a40B0O.baBajy HOMEHYTH yC.JOB, a1l
KOji Cy TaKBHU, Aa IbUXOBA BPEAHOCT, 3a AOBObLHO BE-
AMEe BpeAHocTH x-a, aemu namehy 0, x) u 6, ix), camo
uiro he Taza TaKBM MHTErpaAnd TERUTH TPAHULA ¢,

pacryhn. Jep, npema jeanauunu (13), 3a TaKBe BpeA-
du
HOCTH X-a M3BOA - 6uke 1osnruBaH, jaKkae GPYHKIUja U

pacre. [la mowTo je mweHa HpBOOHTHA BPEAHOCT U (X,
Beha 04 oarosapajyhe Bpeanoctn oyrrmje 6, (xi, To
OHa TIpU CBOMe pallhemy HE MOMe TeUTH T'PaHNIN Q,,
a TONITO, TpeMa PaHujoj TeOPeMU, PaHUUA PYHKIUje u,
KOja Y OBOME C.ayuajy M3BECHO 10CTOji, MOpa OUTH 1Al

o, UM @,, TO jeé OYEeBUAHO

limu x1 = e,

Kao 110 je u Tpeba.o A0Kasard, a TOK OYHEIHje 3a
BeJalKe BpeAHocTN X-a Ouhe npernocrasLet CAMKOM (2.
Ocrajy Ham, Ha 10CAETKY, OHII HHTerpaau u (X}, sa

Koje je, IOYEBHIM 04 jeAHE U3BECHe, J0BO.LHO BeJWKe,
BPEAHOCTN X-a HelpecTaHo

uxi < 0, x
9%
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uix) <6, x.

Taja uma camo jejaH udyseTaH caydaj, y KoMe u (x)
MOJKEe omajarT AOK X Bapupa o4 X, A0 - oo : TO je
0HJAQ, KaA je Yy MCTH Max

m TS
02 X1 = a,
T. j. ka4 6, remm cBojoj rpanunm e, omnaaajyhu, u

Kaj je
a, <u(x,) <0, x,

M
ﬁ,"
dg :
g :
0t=0€o x
(Ca. 2)

Taaa je, momro je Beh 1o mpernocrasnu

uix, < 0, x,,

du

Ha OCHOBY jeAHauuHe (131, n3BoA dx HeraTuBaH, AaK.Je
u (x) omaja. ¥ ToMe onajaiby MoryhHa cy ABa cayuaja:
uAM U (X| omajajyhn HemnpecTaHO TE:KI IPAHULN ¢,, WAL
npeaasu Ty TpaHULY, 11 Y TOMe C.aAydajy Mopa OlaAaTi
A0 — oo, momTo, 360r 3HAKA 113BOAA, HE MOMKE HUKAKO
OTHOYeTH Aa pacTe, a Mehy THM, 0 OHOME IUTO TpeT-
X0AH, HE MO#i€ UMATH Apyre rpannue nsmehy o, u — oe.
Y oBoMe mocaealbeM cayuajy, KaA ®YHKOHja U (Xi oIa-
Aajyhu mpehe rpamnny e,, ona omajia jakae A0 — oo,
a ooOpasan (131 mokrasyje Aa he ona ao0utHm Ty Bpea-
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HOCT 3a WU3BEeCHY KOHAUHY BpejgHocT x-a. Ho us wue-
Tora ce obpacka BuAM, Aa he 3a Ty ucry KoHaumy
BPEAHOCT X-a ®YHKIMja U (X| Yy HCTH MaX HMATH W BpeA-
HOCT + oo. IIpernocraBka u (x| << 0@, xinu(x) < 6, (x)
saxTeBa Taja 4a u oyuxunje @, u @, nocrany Gecko-
HauHe 3a Ty BPEAHOCT X-a.

du

[Tomrto je, moueBmm 04 Te BPEAHOCTH, W3BOA =«

OlleT HeraTMBaH, TO U IX) OmajAa 04 -+ oo A0 U3BECHe
rpaHuIe, all y TOMe ollajamy He Mose npehn rpanmy
@,, momro 61 y TOMEe MOMEHTY M3BOA IOCTA0 MOBUTH-
BaH U OYHKNMja 61 HAHOBO pacaa A0 M3BECHE I'DaHIHLE ;
ako 61 oBa rpaHmma 6uaa -+ oo 33 X = oo, TO On
6110 y CYNPOTHOCTH ca jeiHauuHOM (|4, umuja Ou aeBa
crpaHa 6maa GecKoHauHa, a A€CHA HE; TaKO O HCTO
6mao u kaa 6u Ta rpaHuna Gunaa KOHAUHA, jep 66 OHA
Taja OUEBHAHO Oma1a pasaudHa O] €, M «,, KOje cy je-
ANHE BPEAHOCTH, 34 KOje AecHa CTpaHa MOmKe ONTH
feckoHaUHAa.

dynrumje u X1 He MOKe, AaKJAe, Y CBOMe Olajatby
upehu rpamnny e¢,. M3 Tora ce, Kao u Maao uac. 3a-
Kbydyje Aa U (X| TERM I'DAHUIM ¢, U TO Ha HAYUH
O3HAYEH CAUKOM (3

3a mHTerpaJe, mak, Koju pacrty AOK X Bapupa 04
X, A0 - oo, JaKO ce AOKa3yje, Kao M A0 CaA, Ad Y
TOMe palnhemy He Mory npehu rpanmny o, u aa Tese
caMOj TOj T'paHUIIM.

I3 cBera oBora usaBoAM ce OBa TeOpeMa:

Kao 200 je a* — ha, > o, acumrorna epednocT ou-
wrea uMTepala u jeonawune (8) pasHa je, 1y ouwdre,
gefiedt ropeny weadparie jeonavune (E); usyserno, u sa
useecie cuevjjarne wirepate, Ta acuUMTOTHA GpPCOHOCT
MoJice TUTU pasHa MatbeM KOpeHly ucre jedHavuHe. 3a
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KOje IaK HuHTerpale, M 104 KOjUM YCAOBUMA MOKe Ha-
CTYIUTH OBaj MOC.ICAILH CAYyTaj, BUAX C€ U3 OBOTa, IITO
IpeTxoAn.

Apyew uoo-caypiag: at — ha, < o.

Tajsa cy ropenun mpajparic jejnauune B mvarn-
HapHU, 11 [peMa TOME 3a Ma KaKBY peaiHy BpPCHOCT
X-a, MO3UTUBHY Il AO0BO.LHO BEAHKY, HOANHOM

V1%

(X?%'/r/o o

(Ca. 3)

w4 xou A X

Mopa  UMaTH HOBNTHBAH 3HaK, IITO 1oKasyje, upeMa
jeAHaunnu (8i, Aa PYHRIIja U (X, HOYEBHIN 0] H3BECHE
AOBOBHO BeAKE BPEeAHOCTH X-a Henpecrano omaga. llo
Y TOMe CBOME Olajamy OHa He MOMKe IMall HHUKAKBY
oapehery 1 konauny rpanmiy. Jep, 1101ITO UMAMO TOCAA
ca peajHHM HHTerpaauma, Ta 61 rpaHuna Mopaaa 61T
CTBApHA I aKO je O TakBa IpaHUla, TpeMa jejHaulHn
l41 mopaao 6u Gurn
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0" +a,0+a,=o0

HITO je HeMoryhe, mOWITO 1uCTA KBAAPATHA jeAHAYMHA
HeMa peaaHux KopeHa. Ta rpanuna He Moxie 6GuTH HU
u= — o0 3a X — oo, jep 6u To O6MI0 y CYIPOTHOCTH
ca obpacuem (l%], KOju ce 3a BpAO BeaUKEe BPEAHOCTH
X-a CBOAM Ha

Z
X —X, = f oy
’ u* 4+ a, u -4 a,
ZU -

1 p—nu
1A Ha x4+ C = q arctang

rqe ¢y p U ( pealHu U UMarnHapHU A€0 MMaridHapHUX
KopeHa KpajaparHe jeanaunte (Ei, a C unTrerpaumoHa
KoHeTaHTa. 3a X =— 00, U — — 0@ .1eBa CTpaHa jelHa-
YuHe IocTada Ou OECKOHAYHO BeaAUKa, AOK Ou JecHa
006Tala KOHAYHA.

Ta je rpaHuna jakae IOTIYHO HeoApehena, 1uTo
MOe AOhH caMO 0TyAa, aKo je BpEAHOCT X — oo €eCeH-
IUjaiHl CHHTYJAapuTeTr &YHKIUje U (X), AePHHHCaHE je-
AHAUMHOM (8), U Taja, IOIITO Ta PYHELHUja, Kao IITO je
rope npumeheHo, HelpecTaHo ollaja 3a BeaAlUKe BpeA-
HOCTH IIpaillpoMeH.bliBe, TO he Bapujalluja meHa 3a Be-
JAUKE BPEAHOCTH X-a OUTH 1IPecTaBbeHa CAMKOM ().

Ho o rome ce MomeMO yBepuTH joul Ha jejaH
MHTePeCaHTaH HAYNMH, [IOMOhy M3BECHHX oco0uHa AnHe-
ApHUX AUPEPEHIIjaIHIX jeAHAUNHA Apyrora peaa, H1omohy
KOJUX €€ MOTYy Y HeKOJAUKO [peuusupaTi 11 came Bpea-
HOCTH X-a 3a KOje ®YHKIHja 1 (X] UMa CKOKOBE 04 — 00
Ha + oo

Ako ce y jeaHaumHu (8] craBu

1 dv 1

(15) U= 1 ax 21

(x)
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OBa Ce IpeTBapa y JAHMHeapHy jejiHauuHy

d*v
d_xz-l-—ale)V:O
‘ ‘ _ L df, L, .
rae je w[X):I_z(Xi—’QE—j‘tltX\.

IloueBmmn o4 jeAHe U3BecHe, MO3UTHBHE 1 A0BObLHO
Be.lKe BPeAHOCTH X = X, PYHRIH]ja m (X| 6uhe KOHAYHA

(%

(Ca. &)

11 uMahe KOHCTAHTHO je,Zl,a,H N ucTn 3HaAK, M TO 3HaK
2

a .
KOHCTaHTe a, — Tl » TOIITO je
. g \ _ . ¢ \ . . .) .
limf, (xj =a, limf, x)=a, limP x)=o0
1 raj 3Hak 6uhe mosuTMBaH, momTo je a’ — 4a, < o.

Y ucro Bpeme, mowTO 3a T€ BPEAHOCTH X-a, GYHK-
nuja ® (X| OCTaje KOHa4Ha, IpeMa 0co6MHAMa ANHEAPHUX

jeaHaulHa ¥ caM MHTerpaa v OCTaje y TOMe MHTepBaay
KOHAYaH.

[locay:xumo ce caj jeAHOM TO3HATOM Sturm-oBoM
TEOPEMOM, 0OAHOCHO JAMHEapHNX jeAHAUNHA APyrora peaa,
KOja ce cacToju y OBOME :
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Hera cy aare ABe jesHaunue

d*v

(A) axﬁ—}—athIV:O
d*w

(B) dxt + X XIw =0

rae ¢y ®yHKIUje w (XI U ) (X| X0A0MOPPHE 34 CBE BpeA-
HOCTH X-a y jeAHoMe AATOM HHTepBaay 04 X = a A0
X =D, U TakBe, Aa je 3a CBe Te BpPEAHOCTH X-a He-

npecTaHo
@ (X = ¥ (X

Tasa usmehy ABe BpPEAHOCTH X-a, KOje MOHUILTABAjY
uHTerpaa jeaHaunHe (Bi mopa aemarn Gap jeiHa Bpea-
HOCT X-a, KOja NOHNINTaBa WHTErpaa jeiHauune (Al.
[Sturm: Mémoire sur les ¢quations différentielles liné-
aires du second ordre, Journal de Liouville t. [. 1836].

[Tourro dyHEUMjA & (X, TPH 6@CKOHAYHOM palherny

X-a, TEM!N MO3UTHBHOj U 04 HyJle pasinvHO] [PaHILIN
2
a
1 . : " ¢ ;
a, — = > TO CE YBEK MOMNe uzabparTi BPeAHOCT X, TaKO,
Aa je y uMHTepBaady 04 X =— X, A0 X =—= oo HajMaiba

BPEAHOCT Te OYHKLNje PasAlldHa O HyJe U MO3UTHBHA.

OsmaunMo ca N Ty IbeHy HajMatby BPEAHOCT U IphMe-

HIIMO TOpIbY Sturm-oBy TeopeMy Ha jejHaunse (Al
d*w

D) I + \Nw = o

[Tomiro je y mHTEpPBaAy (X, o| HENPECTaHO
o (XI 2 N
TO uaMehy ABe y3acTONHE BPEAHOCTH X-a, KOje IIOHU-
IITaBajy SYHKOUjy W, Mopa Jae:arn 06ap jejHa Bpea-

HOCT KOja IIOHMIUTaBa <®YHKIMjY V. Aan omimTH je nHre-
rpaa jeanauune (), momro je N > o,



w = C,sin x VN + G,

rae oy C, u C, HHTErpalione KOHCTAHTe| 1 Ta] HHTerpal
ocTaje y mHTEpBaly X = X,, X = 0e| 0eCKOHauHO
MHOT'O 1IyTa paBaH HYyaAH, 3a BPEAHOCTH X-a, ynja je

.7
y3aCTONHA Pa3ANKa CTalHa U PaBHA opojy VN - llpema

TOME I DYHKIMjA U MOpa MocraTil OeCKOHauHO MHOIO
iyra OuHTH paBHA HyaAd y HCTOME HHTepBady, M y3a-

CTONHA pas.anKa I3Mehy ABe TakBe BpeAHOCTH KOje je
T
TIOHIIIITABA]Y OYEBUAHO MOPa OITH Maiba 04 V§ - A us

Tora, mpema ooOpaciy 15 n3aa3n 4a  eyHKLUIja U (X)
nocraje GeCKOHAUHO MHOTO MHyTa 6ecroHavHa y MHTE-
-rpady X, oei, I TO 3a BPEAHOCTH X-a, 4ija je y3a-
2T
CTOIIHA PasaHEKa Mamba 04 l/ﬂ
V uern Max o4eBHAHO je M TO, Aa, MHOIITO J0Ta-

1 dv
PHTAMCKI H3BOA - 1o 38a X = X, — & (rAe X, O3HaJYaBa

jeAHy, Ma KOjy, 04 BPEeAHOCTH KOja LOHMIITaBA V, a &
6eCKOHAYHO Ma.dll [03UTHBAH OpPOj) IMa BPEAHOCT — oo,
a 3a X = X, + & IMa BPEAHOCT + oo, PYHKIHja L OC-
nnayje 6ecKOHAUHO MHOrO TNyTa OA — 0@ A0 + oo ca
CKOKOBHMa, 0/ — 06 Ha oo.

I3 cBera rora nU3BOAU ¢e OBa Teopema :

Kao :00 je a®,
WHTe2pata 1L WOTTUYHO je Heoopelela; unre:pa.l ocljutijje

— ha, < 0, acumroTHa 6pEOHOCT

GecroMauno MHO020 TYTa 00 — 00 00 &0 Ca CROKOGUMA
00 — oo Ha + oo.

Kao mpocr mpumep, y KOMe ce MOMe BUAETH, Kako
ce Kaj CBe Halpea MOMEHyTe OKOJAHOCTI jaB.bajy, Ha-

BOAIM jeAHAUYNHY
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=1

du

— 4+ u* +au+ b =o0

dx

rae cy « u b peaane roHcranre. HpaiparHa jeinauina
(K oBae je

w4+ au+b=o0

qiji KOpeHn Heka ¢y ¢, U ¢,, €& HPEeTHOCTAaBROM Aa
jea >a,.

[Ipema rope u3BeA€HIM TeopeMaMa, aKko je a*—1b >o,
IIHTEerpaJa u (X) Te/KHU TPaHuuu ¢, & CaMO M3BECHU M-
Terpaau MOy W3Y3eTHO TERHTH Tpaminnn &,. AKO je,
Ha uporus, a® — b < o0, HHTerpaa He TEMI HHKAKBO]
oipehenoj rpamnnn, Beh ocilyje 0GeCKOHAYHO MHOTO
nyra 04 — oe Ka -4 oo.

A cBe ce To 10oTBphyje Ha OmIITEM HHTErpasy je-
AHaUdlHe, Koju je
a, + Ca,_,e(a'r“"“

N gela e
(rae je C HHTErpallioHa KOHCTAHTA!.

Avo je a® — tb > o, xopenn @, 1 @, Cy pealHn,
pasaHKa o, — ¢, HeraTiBHA Il MHTErPAl OEBIAHO TEHII
rpanuun o,. I'paHnmu @, Temur caMo jeAaH jeAnHU I10-
cebuil HHTerpaJd, Koju 0 AroBapa BpeAHOCTH NHTerpannone
KoHcTaHtre C — oo 11 KOjII ce HAGHTHYIKI CBOAU HAa U — @,.

Ha mnporus, aro je a® — 4b < o, T. j. KopeHn «,
1 @, NMarumHapHN o paBuu p —+ —1, omrrn mH-
Terpad jeAHaunHe MO Ce HaImIcaTn y o6AuKY

u — p — qtang iqx + C)

KOju H3pa3 O4YEeBMAHO He TeXH HUKAKBOj oapehenoj rpa-
HUIM, 1Majyhl BpeaHOCT X — oe Kao eCeHIUjalHn CHH-
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rysapurer. ¥ UCTH Max ce BUAH Aa HHTerpa.d Ocluayje
0eCKOHAYHO MHOTO IIyTa 04 — 00 Ka + 60 1 TO 3a
BPEAHOCTH X-a UYMjH je Yy3acTONHI pa3Mak paBaH Opojy

T T
— =
q Var—4

IUTO cBe MOTBphyje ropme reopeme.

Hajsaa, HaBewhy jeany AocTa ONIITY, NHTEPECAHTHY
kaacy Riccati-eBux aAucepeHnMjasHMX jeAHAYMHA, y KO-
juMa ce IOMeHyTe TeopeMe MOry Takohe HemocpeaHo
HOTBPAUTH : TO je cayuaj kaa cy f x n f, (x) panu-
OHaJAHe $YHKIMje X-a& U Kaj je OIIITH HHTerpaad je-
AHAUMHE paBaH A0TapHTaMCKOM N3BOAY KaKBE YHUDODPMHE
DYHKLHjE.

AKo ce Ta YHAGOPMHA &®YHKUMja o3Haunm ca U,
OHJA je

n eyurmnja U 6uhe unrerpaa auneaprHe AudepeHijaaie
jeanaunte Apyrora peaa
2

IR .
(16) % + 1, (%] Ix +t,xi=o0

[locaysumo ce caj jeaHoM TeopeMoOM, KOJjy je AO-
kazao Halphen 1886 r. (Comptes Rendus de I’Academie
des Sciences t. 101. p. 1238 n Koja ce cacToju’y OBOME :

Hera je aara auHeapna AudepeHIyjaaHa jepHaduira,
n-TOI' peja

dy . Ay A"y —
T n I, (X) 5—7=1 1), 1 n=2 . e ) X =0
dx +1'~'<1x '+‘('X’dx 2+ .S, XY
rae cy S, S, S,- . - panuoHalHe &YHKINje X-a,

04 KOjUX HH jejHa He pacre GECKOHAUHO IIpu GeCcKo-
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HauHOM pamhewy X-a. Hajg roa je ouurrm nHrerpan
TaKBe jeAHe jeAHAUYUHE YHHPOPMHA ©PYHKIHUja, OH MOPa
6uTn oBaKBOr 06AHKA

=R, (x) e“x—i— R, xi eﬁx—\— SRS (A 4 eax

rae cy R,, R, - < R, painuonaine dyHKOMje X-a,
aa B3, y- - - KopeHn aareb6apcke jeAHauMHE N-TOT

CTEeIleHa

Fox" 4 A X" — AT+ - A

(@)

y KOjoj je y omumire
Ax = lim =g (x1 3a X = 4 oe.

[IpumenuMo oBy TeopeMy Ha uamy oyHROUjy L.
Ilowrro cy f, un f, mo npermocrasuu painoHaiHe PYHK-
uije Xx-a, KOje Tede KOHAUHMM TpaHALAMa a, U a,,
un momro ce Halphen-oBa aareGapcka jeinaduna (K1 y
TOME CaAy4ajy CBOAM Ha Hally paHHjy KBaipaTHy jeAHa-
unny (E), unju cy kopeun @, u a,, To Mopa Gurn

X

U=R, [x e 4 R, xi e

rae cy R, n R, nspecne paunoHaane ¢yHKOUjE X-a.
Omutu narerpaa Riccati-eBe jeanaunse (81 Mos#ie
ce Taja Hammcarn y o0.4uRY

R Rl ( (lri.’) @y —ey) X

pau &Rt Tlel o

Y=Tax — L o lmea)x
R, + R,

Ilycrumo aa x 6GeckoHadyHo pacre. AKO ¢y KOpeHH
@, 1 «, peaiHu, pa3anka @, — ¢, je oApedHa U npema
TOME je

. (JR‘2 (oy— ) X
lim|e,R, + x| =0
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lim Rze(%_m‘)X — o0

1 dR,
Tako HCTO A0TapUTaAMCKI U3BOA o~
R, dx

MOJi€ IIPecTaBUTH Kao 30Up U3BECHOra KOHAUHOr 6poja
n3pasa

> KOjII ce YBeK

Bi
X — ak
TEHU HyaAHU, IIa Aakde u TemxH TpaHuun o,. Mehy tnu
MO;K€ ce AeCUTH A3 Ce 3a jeiHy W3BECHY, CIelNjaaHy,
BPEAHOCT WMHTErpaguoHe KOHCTaHTe pPalWOHAJAHA $YHK-
uuja R, (X) cBeae HMAEHTUYKH HA HYAY ; 33 TakBe cClle-
11ja]He UHTerpaJde acuMrToTHa ke BpejHocT OuTH @,.
AKO cy KOpeHHm ¢, U (¢, UMariuHapHH, EKCIIOHEeH-
HujaHa o yYHKIUja e 2T )x CBOAM C€ Ha CUHYC U KOCI-
HYC pealHUX KOAMYMHA U ®YHKIMja U (X| HeMa HUKAKBY
oApeheny BpeaHoCT 3a X = oo.

[Iperxoaaum Teopemama oapehena je rpannua Kojoj
TEXI w (Y cAy4ajy Kaa Ta rpaHuna nocroju). I'panuna
dYHKIHjE 1, AEDIHHCAHEe AUDEPEHINjalHOM jeiHaYnHOM
(7) 6uhe

limy =7—— -

V cayuajy Kaa u Temu TPAHUIM &, KO ¢, TEHI
o
N3BECHO] KOHAYHO] FPaHULM b, y TERI TPaHUII —bl; aKo
TO HUje caAyuaj, ONIITa WHTerpaHa KpuBa (7] HMa Kao
CBOJYy aCMMTOTHY KpPHUBY
p, Xy —a =0

Cauuen pesyaraTi BpeAe U 3a OHE clielujaHe

HHTErpale Koju Teske TpaHun «,.
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Axo, mak v Hema oapeheHe rpannie, Tako he ucro
Ourn, y orurre, ¥ ca HHTErpaioMm .

Apyrm caydaj: f, (x) u f, (x) we reawce ode Ko-
HavHuM cpantfana, uL aro redace. re cly one chaHute
pacre 1wy Raa je jeaHa oA THX rpaHuua GeCKOHAYHA,
rpaHdna MHTErpala u HU3BECHO je 6ecrkoHauHa. Kag cy
obe rpanune paBHe HYAM, Y OILITEM CaAyudajy He Mome
ce Hahm rpamuna wHTErpasa u, ail y CHELMjaJHUM CAY-
yajeBUMa TO je udecTo uyra Moryhuo.

Taro, Kag ¢y @, XI I @, (X| airebapcke ®yHKUIje
X-a, Ba/ba jeAHAUIHY (7) HalucaTn y o6AMKY

k=m 3 .
dx\n—k
. <) == —
ki Wi i ((ly) ©

rae ¢y ¥, @, - - @_ HOAMHOMH MO X I J, Ca ca-
WIHIONMMA, KOju He TOCTajy OeCKOHAUHH HU 3a KOjY
KOHAaUHy BpeJHOCT y-a, I Ha Tako ypehewy jeanaunmy
npumenutun reopeme [ n IL

Teopemama Il n IV pemen je mpoGaem o craa-
HOCTH ACHMTOTa IapaJelHHX X-HOj OCH 3a jejHaulHy

dy
(Al F %Y qx) — ©F

HCTU NPUHUUII OYE€BUAHO Bammn U 34 acuMTOoTe Ilapa-

AeAHe Y-CKOj OCIl: AOBOBHO j€ YUMHHUTH Y jeAHAUMHII
1
CMeHy y = _—H NPUMEHUTU TeopeMme [ u II Ha Tako Ao-

Oujeny jeAHaUMHY

'F{x E) = 0.

Z
> dx

Ocraje HaMm jour Aa peuminMo 0Baj 11pob.aeM :
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Pacuosiaru na 0aro] Ougieperijijatno) jeonaritii
() 0a . acuwrore ouwutre UHTEPAIHE KPUGe, KOje Hucy
uapadedne  KOOPOUHATHILL  ocaMa X U Y, eapupajy ca
GapLjalUjodt LHTepaljione RoHcTanTe Wt e, 1 nafiu
Te acuMToTe Y Cyuajy Kad cy one cradwe.’

Paau tora, cTaBHMO

A=

A<

Il YYMHUMO Y AaTOj jeAHauuHu (A) OBy CMeHY UPOMEH-
JLUBOX : CMarpajMo A Kao HOBY IPAalpOMEH/BHBY a X'
Kao OYHKIUjYy 04 A. AKO ce y (Al craBn

X
Yy = A'Xa %}i — A + %
X a
Aobmja ce HOBa jeAHAUUHA
dx
(16 ‘F(A, X, ﬁ) — 0.

Yraonu caduMHHOLM AacHMTOTa OIMITe UHTEerpaaHe
KpuBe Y (jeAHauMHe A, Koje HMCY NapaJdealHe KOOPAU-
HaTHUM OCaMa, HUCY HHUIITa APYro A0 KOHayHE Bpea-
HOCTH A 3a KOje OIIUTH HUHTEerpaa & ANbepeHlujalHe
jeanaunse (16) nocraje 6eckonayan. Osmaummo ca Ai Te
yraoHe CadUHIIONE ; aKO ce Yy jegHaunHu (161 crasu

1 dz
X —= dX:——"{
Z Z
U aKo je
‘ dz
(17 ¢‘X,z,a)::o

! Tlpameaba o eceHuMjaiHMM CHHIYAAPHTCTUMA, YUlHbeHA DaHUje, KOA Teo-
peMa O QCUMTOTHHM BpPEIHOCTHMA WHTCrpata, OUEBHAHO BakH U OBAe, KAO I
CLBYAQ HpH CAUYHHM HCTPAMKUBABHMA,
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HOBA jeAHAUNHA TaKO AOOUjeHA, BPEAHOCTH A HUCY
HUIITa, APYrO A0 BPEAHOCTH A Koje IIOHUIITABAJY OIIITH
HHTEerpaa z AlbepeHuujaiHe jeAHadnmHe (17), u ako ce
nera jeAHauMHa Hamuiie y o6AnKy (ITO je yBek Moryhel

dz \m dz \™"!
Po Ay 2] (—ﬁ) + @, (A, 7 (ﬁ) + ..

dz '
+ Pt M2l g+ P (A, z) = 0

rae ¢y @,, @, © -+ - @, UOAMHOMII 110 Z A& GCAUYMHHO-
nuMa KOju He 1ocrajy OECKOHAUHH HU 33 KaKBY KO-
Ha4YHy BpPeAHOCT X-a, npumeHa Teopema | m Il aoBoan
AO OBOTa PEe3y.ATaTa :

Teopema V. Ja Gu yeaonu cavunuoyu A; Guiu He-
3a6UCHU 00 UHTezpalUOHe KOHCTanTe, UOTPeOHO je u 0o-
60bHO O0a ceara 00 PyHruuja @k (A, z), ocum @, (A, z),
cadpicu Kao wuHuoua z, e jeh =k (R = 1,2 ...m).

Teopema VI. Kad 200 cy yeaonu cavunuoyu Ai He-
3a6UCHU 00 UNTepaljuoie KOHCTaHTe, OHU CY HOpeHU
aaebapcke jedHavuHe

@, (A, ol = o
pewere uo A.

ITorBpauMo oBe TeopeMe Ha jeiHOME IPOCTOM IIpH-

Mepy : HeKa je AaTa AudepeHuyjalHa jejiHadnHa

d

p) x* d—,y( — Xy — (ay + bx)* = o.

CraBuBIII y3acToTie

X
y = AX, ﬂ:),—i— E_{E
dx d}.

1 dz

X = —, dx = ——
A
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jeaHannHa (171 je y oBoMe cayuajy

. | dz o
as -+ b JK—*_/'"O'

YcaoBu rTeopeme V uciy-eHu €y, UITO 3Ha4YH Aa
YraoHHI CA4YMHUOIM acuMTOTA He 3aBlce 0 UHTerpalllloHe
KOHCTaHTe, a npeMa Teopemu VI T cy yraoHum cadn-
HUOL paBHHU jeAHOMEe M HcToMe 6pojy

,_ b
a
LITO 3HA4YM Aa CY AcHMTOTE CBUjy MOCCOHUX MHTErpa.a-
HUX KPHUBUX TapaJdeaHe Mehy cob6om. A cBe ce To mO-
TBphyje HemocpeAHO Ha OINNTEM MHTErpaay jesHaulHe
p) Koju je

l ) X
Y= (alogx+c—b a’

Teopeme V u VI Tnuy ce yraonux caduHuaaLa
acUMTOTa ; HO Aa ACHMTUTC He OM 3aBuUCHAe 04 HMHTE-
rpaloHe KOHCTaHTe, LI0TpeOHO je Aa 1 opAuHATE O]
nouerka Tux acumrora 6yay HesasucHe oa C. IIpo6aem
Aa ce pacllo3Ha Ha AarTo] AllbepeHIujalHo] jeAHaunHH,
Aad 1M je TaKO UAN He, peuniaBa ce 1aKko IPIMEHOM Teo-
pema I, 1I, V u VL

Heka je A Ma Koji 04 KopeHa Maao-mpehainine
jeAHaunmne @, (A, 0 = 0; OpAMHaTa O/ IIOYETKA ACUM-
TOTe, UMju je yraoHH CaulHuAal A, paBHA je TIPaHMII
KOjO] TemMn mn3pas

=y — A

Kal ce y IbeMy !/ 3aMeHM OIIITHM WHTEerpaloM AaTe
jeanaumnne (15) m mas cc 3a THM mnycrn A3 X 6eCKO-
HA4YHO pacTe.

AKO ce Jakae y jegHaminn (15) craBm ysacronie
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dy dpy
dz
X —= — C[X:——"f‘
Z Z
1 aKo je
’ dz
(19 VAN (7], z, C~17—2 =0
— Tr4e ¢y 7} cMaTpa Kao IpPaNpOMEH/bUBA & 2z Kao Ibe-
roBa ®yHKIMja — TaKo AoOHWjeHa jeAHauuia, OpAuHATE

1 HHCY HUUITa APYro A0 BPEAHOCTH 7 KOje IOHMIITA-
Bajy ONIUTH uHTerpaa z jepHauuse (19). [Ipumena teo-
pema I u Il pemmhe Taja mornyno mpo6aem.
Nurerpaan omnx jeanaumsa (15 umje TpaHcoop-
MucaHe jeAHaunHe (19] 3a40B0.baBajy yca0Be TeopeMma
I u II, nMajy Bpa0 nHETEpEcaHTHE reoMeTpujcke ocobuHe,
KOje 3aCaysKyjy AyO.bera MCIOMTHBaa U KOje MICAUM
M3BECTH Y ApyroMme jeaHoMm paay. Tako, 3a Te jeaHa-
duHe, Gall U Kaj Cy BPeAHOCTH A NPOMEH.bUBE, a BPeA-
HOCTH 7] KOje NOHULITaBajy z He 3aBUCE 04 A, IITO CE
€Be MOKe DPACIO3HATH HEeNOCPeAHO Ha je AHAUMHU, aCUM-
TOTE CBHjy NOCE6HHX WMHTerpaaa Ipo.Jase Kpo3 U3BeCHE
€TaaHEe TayKe (KOje ceé yBek Mory Hahu Ha y-CKOj OCH,
M Kaj ce MyCTU A3 WHTErpaluoHa KOHCTAHTA BapHpPa,
acumrore ce 00phy OKO TwxX cTaanuyx Tavara. A U3 Tora
ce DPAKTa MOKe WU3BECTH BUIIIE HHTePEecaHTHUX 0COONHA.

HaBoaum jepny BamHy LpHMeHY, KOjy IIPEeTX0AHH
pesyATaTu HaJdase y aHaJMTHYKO] Teopuju aarebapcrnx
AudepeHIjalHuX jejHaunla APYrora peaa

dy (l"y)
2 - =
20} F(y, dx’ dx? ©

y KOjuMa X He $Urypulle eKCIAUIIUTHO.

3%
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YounMo caydajeBe Kaj je ONIUITH MHTErpaJ jeiHa-
unne (20) aacebapcra, upocro-uepuoduvra mau  0602y6o-
uepuoduuka SYHKIUja X-3, aAl Ca KOHauHuM GpojeM
BPEAHOCTH 3a cBaKy AaTy BpeaHocT Xx-a. Ilomrto TaxBa
jeAHa ®yHKNMja, Ka0 WITO je II03HATO, MMa TY OCOOUHY,
Aa m3Mehy mwe u meHora IpBOr N3BOAA MOPA IIOCTOjATH
aarebapcka peaamuja, To he ce y THM cayuajeBuMa, aKo

cc y jeanaumHu (20) ysMe Yy Kao IpalpOMeH.bUBA, A

d .
"X Kao ¢YHKOHM]a Te IIpalnpOMEeH.bUBE

dx
dy
dx — (y)

Jeanaunsa (201 nperBopurTn y

. dp
(21 l‘(y,p,pa§ = o,
JeAHaUNHy 1pPBOra peja, YUjU OINIITH HHTErpaa

(22) p=x1y,C
MOpa AEPMHNCATH p Kao aarebapcKy oYHKUUjY y-a.
Taaa he ce ommu mHTerpaa y jeamaunse (20) a06uTn
Kao unBepcnja A6eaoBor uHTerpaaa

237 x= | =

3aMIC MO KOHCTPYjUCAHY a.reGapcry KpuBy (22),
cMaTpajyhu p Kao amenmey a y Kao OpAMHATY jeAne
TauKe; Ta KPHUBa he ce AedopMHCATH BapUjaljoM WH-
Terpanuode KoHctaHte C.

Y reopuju A6esoBuX HHTerpa.ia NO3HATH Cy OBU
cTaBoOBH'

! 8. u. np. Raffy: Recherches algébriques sur les intégrales abeliennes
(Annales de I'Ecole®™Normale Superiéure, 2me série, t. XIL).
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I. Axo ce o3Haue ca
(24) o, &, - « - Qj

YraOHH CAUMHMOLM ACHMTOTa KpuBe (22), Koje HUCY Ha-
paaeaHe KOOpAUHATHHM OCaMa ; ca

(25) 131’ x82 ot ﬁk

yraOHH CAYMHHOLN TAHTeHaTa (Takohe HemapaaeaHnx
ocaMa) Ha HCTY KPUBY y OHUM TadyKaMa (PEaAHIM HAH

UMarnHapHUM|, y KOjUMa OHa cede OpAHHATHY I-CKY,
0Cy, OHAA& BPEAHOCTI

wea, V/—1,  2mwa, V' —I1 . - - 2wa; V —1

WV —1, g, V—1 - - 2w V —

IIOMHOKCHE KaKBUM 1e1M 6pojeM, IPecTaB.bajy moaapHe
nepnole AbeaoBor murerpaaa (23).

II. Ako je wumBepcuja y ucrora AGeAOBOr UHTE-
Tpada, aarebapcka Al ABOTY6O-IEPHOAMIKA SYHKIU)a
X-a, BpeaHocTH (2% m (25] He IOCTOje; aKo je
IIPoCTO-IIepUoAMYKA SYHKIINja ca KOHAYHNM OpojeM Bpea-
HOCTH, BpeaHocTH (2% 1 (251 mocroje 1 UMajy jejHOra
M HCTOr 3ajejHNYKOr Aeanona, TaKo Aa aKO Ce OBaj
O3HauM ca g, Mopa Ourn

a = m,Q, 0, =m,Q, - -a =mQ
ﬁlznl()) 132:1]29’ e 'fjk": l’lk\’)
r4e m, - - -m 1 N, - - - Nk O3HA4Yjy neae Gpojese.
[Iepnoaa mpocro-repuojndre dyHKUUje y MOpa, Taaa GUTII
Mo MV —1

rae M osnayaBa KakaB 1eo 06poj.

[locay:xnmo ce 1M craBoBuMa ¥ TeopemaMa V i
VL. CraBumo y jeanaumnu (21) ysacromue: HpBO



d Y
p=1ly, =i+ dy
dy T
da
1 dz
a 3a THM Y= dy = — pr
H HeKa je

, dz\" dz ™!
26/ @, A,z (a)J 4+, A (d}:) 4+ ...

d
+ Pt 2l 5+ P Pl = 0

HOBa Tako AoOHMjeHa jeAHAUMHA, § KOjOoj ce z cMaTpa
Ka0 ®YHKINja TPANpPOMEHbUBE A. AKO ce O3Hade ca

Ay Ay e e

BDPEAHOCTH, KOHa4YHe U pasindyHe oj HyJle, Koje MOHHU-
IITaBajy OMINTH UHTerpad z (A) jeaHaumue (26), oHAA
je y ommre

Ai=limA (j=1,2. « i 8az=o0 1.j. 3ay=o0e,

a1, U3 peaanuje p = Ay

. p
Aj=1lim> 3a y = oc.
y
Ja Apyre crpaHe, YraoHH CAUMHUOLM O, ¢, ... Ot

MOTY C€ AedMHHCATH ONLITIM obpacie
. . ¥ . 0 "
oq:hmﬁ j=1,2- - il Ba y =o¢

na Jakae je

{
a]:}—” ij:l,i)...i)_
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[Tpema teopemama V u VI zarmbyuyje ce oHA2 0BO:
Ja BPEAHOCTH @ He OU BaBHCMAE OA UHTErPAIOHe KOH-
craHTe, MOTPEeGHO je W AOBOLHO A& CBAKH OJ IOAWHOMA,
®, 1A, 2] ocuM @ (A, 7] CAAPHU KAO umHmola z”, rie je
n=hth=1,2. . .mj, u Kag roa je Taj ycaos nermy-
ibeH, BpejHOCTH ¢ Guhe wopeHu aarebapcke jeanaunne

| .
1271 ( ’ ”,
P |
peniexne 1mno «.

Ha ocHOBy 7Tora, u ysesuwr y o63up MaJao dac Io-
MeHyTa ABa craBa 0 AGEA0BHM IHTErpasnMa, MOKe ce
[I3BECTH OBa TEOpeMa :

Aa ow omurw wnreepadt jeonavune (20) mozao duru
arzedapera wa 0sozydo-tepuoduyina (fiynKiuja x-a, 1o-
rpedio je oa ce  diyncuja @ (A, o) ceodn 1a  jeony
KONCTANTY, Pastuyiiy o) Hiyle 1 nesasucHy o) A, 1 0a
ceara 00 (iyniipa @ (A, ) (h=1.2 « « «m) cadpucu
rao wunuoua z°, e je n = h.

IIpernocraBumo Aa je oBaj 110CACAIBH  YCAOB HC-
IIyHmeH, aall Aa c¢ DYHKIHUja ¢, (A, O He CBOAN HA KOH-
cranty HesaBucHy oA A. Taza omurru usTerpaa iy He
Moke OurH aarebapcka uan ABOry60-mepHoAndKa yHH-
nuja, aAm Moke GUTHU IPOCTO-IEPUOANYKA PYHKIUjA X-a.
Taza jeanaunna @, (A, 0) = 0 pellena 10 A NMa N3BECAH
Opoj KOpeHa, W IpeMa OBOME LITO IPETXOAN, MOKE Ce
3a Taj cayudaj U3BECTH OBa TEOpPEMa :

Ja 6u gy Mocao Guru upocro-uepuoounra (iynriu)a
X-a ca Konaunum Gpojert GpeonocTi, 10Tpe6ro je 0a Ko-
pent aj jeoravuie 27), perene o o uMajy 3ajed UKoz
deuoua.

A0 camuHEHX ce TeopeMa 404431 U HOCMATPALEM
BpeAHoCcTH yraoHux caunmimaaia 3. Te ce BpeanHocTn
MOT'Yy AEDHHUCATH OMIITHM o6paciieM
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1
ﬁj_—_limil% j=1,2. . -ki Ba p = o.

IIpema ToMe, ako cc jeanaunHa (211 Hanniie y 06auky

h-—u g
S dp —
L 'h(uV7 }7’ })H h — 0
h=o dy

TaKo Aa Jesa crpana 6yae ypehewa mo cremenuma p-a,
YraoHH CaumHuoIM KOpeHy ¢y aarebapcke jejHaqnHe

: . I
K»\)S\ ]”(('),l}) S——

pettene o B3, rac @ upecrappa Ma KOjy 01 BpeAHOCTH
y-a Koje IIOHHIITaBAajy OIIITI IIHTerpaa p (y jeAHadnHe
2hi. Aarae

Aa 6u 1y Moo Ourn  aacedapera uaw 0602160-te-
puoduura diyiiiuja, jeonavuna (28). pewena wo 3, He
MoJice  wMaTI e Jedar  Kopell  RONavAH U pasauvan
00 .10,

AKo jeanaunna 28 nva KopeHa 3 Koju He 3a-
Buce 04 0, aan cy KomauHi 11 pa3ANIHE 04 HY.A€, OILITH
MHTEerpaa 1 He Moimic Onrn aarebapekn mam  ABory6o-
nepuojndKa dyHKUIja. -\

Aa 6u iy docio Guru upocro-uepuoounKa (iR
XL, i ROHAMNUNL dpojedt  GpeoHocTU , uorpedino je O
rareu rwopenu B jeonarie (28) umajy jeonoa  3ajeo-
HUMKOD deduola @ Koju Gi 1j ucro epeate Guo u sajed-
HuwR Oeaudal; Kopeia o jeonawie (27); uepiooa
dynuuje y Gulie Tada

Nmp V' — |
20e N osnauvasa ranae ueo (o).

YcaoBu, nckasaHn y oBUM TeopeMaMa, TaKBe CY
npupoje, Aa €€ YBEeK Ha AarToj AllbepPeHIUjalHoj jeAHa-
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YUHI MOie PaCHO3HATH A3 AU CY OHM UCHYHeHU HAN

we. Mere teopeme Mory OuUTH OA BEAMKE KOPHCTH IpPH

pelaBalby IHATalba O AHAANTHYKO] HPUPOAM OTIITEra

NHTErpaaa, Kao # 3a TpPaKerme HHTerpadHuX IIepHoAa.

ITorBpanMo ux 6ap Ha jejHOME IPOCTOM IIpPUMepy.
Ilexka je aara AndepeHiujalHa jeAHAYNHA,

dy
dx

dy

—= 0
dx

(29) (llxz_'_a‘ )+b

rae a u b o3HaUyjy /ABe KOHCTaHTe. JejHaumHa (21
mocraje oBAe
dp
Yggtap+hy=o
a jeAHauuHa (26)
dz
2l +al 4+ bj g =0

~

7] oBae je

L
+a—§—bzo

JeiHaunHa (2

uMji je jeAuHU KOpeH

| —Q—a
b

a=— 7"

a jeaHaunna (28]

(:3,—}—]))@:0

4ujil je jJeAMHH KOpeH

B=—y-

llpema nperxoannm reopemama, aa 6u y 6ua0 aa-
reGapcKa ®YHKUHUja X-a, Mopa, 6uti b = o; aa Ou Guao
IPOCTO-NIEPROAMYKA DYHKIIN]a ¢a KOHAUHNM GpojeM Bpea-
HOCTH, MOopa onru nanm a — 0 uau
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L+a o
p M=

rae ¢y m u n neanm 6pojeBu) 0AaKae

m-+n
" n

a —

T. j. ¢ Mopa O6HTH palMoHaAAH 6poj; uepmoaa Taja
Mopa 6urn
Mz V —1
‘nb

rae M osHauapa rarohe kakaB 1eo 6poj

A cBe ce TO noTBphyje HemocpejHO Ha mapasy
OILTera MHTerpaJa jeiHaunue (29) xoju je

1
i y = C (1 4 Oeby) T+=

1

AN y=C(1 +0xi'+?

npema rome Aa au je b g o man b =o0; Cu C osna-
4yjy HHTerpaliloHe KOHCTaHTe.

IIperxoane TeopeMe Mory Hahn UHTEpECAHTHUX IIPI-
MeHa U Y palUOHaAHO] MeXaHHI.

Younmo H. mp. 1IpaBO-ANHHjCKO KpeTambe jejHe
TauKe 110 yTULAjeM KaKkBe ciJle Koja je aarefapcka
dYHEIMja OpsuHe n BpeMeHa. Bpsmua, kojy he Tauka
UMarT y jejHoMe JaHOMe TPEeHYTKY, B3aBUCH Yy OIILTE
0A ImeHe nouerne Gpsuue, 1 Memwahie ce ca Bapujalujom
OBe MocJAeArbe. Aal 1IMa 3HAYAJHUX caydajeBa y KOjuMa,
Ma ¢4 KOjOM ce IOYeTHOM OpP3MHOM IIOKPEeHyJAa TAuKa,
oHa he mo ucrery jepHOra WN3BECHOI WHTEPBaJa Bpe-
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MeHa 3a400UTH YBEK jeAHy u ucTy 6p3uHY, PAKT AHAAOT
OHOME, Ca KOJHM Ce HMa II0CAa Y KAACHYIKOM Tpobaemy
rayroxponaMa. lleTo Tako nMa cayudajeBa y Kojuma,
6p3uHa, Kal BpeMe OeCKOHA4HO pacTre, TeHN jeAHO]
Y3BECHO] Il CTAJAHOj TpaHuun, Koja he yBek 6utu jeana
II MCTA, Ma ca KaKBOM C€ IOYeTHOM Op3MHOM TadKa
HOKpeHy.a.

[IpeTrxoase TeopeMe Aajy HauMHA A& Ce Te 3Ha-
dajHe OKOJAHOCTH Y AaToMe INpob.aeMy I[peABHAe joII
npe HeroBora MOTIYHOT pelleiba, Ha I 0HAA Kaj je To
peurer-e Hemoryhe 300r HecaBaaAbUBUX HHTEIPAINOHHX
remikoha. Jep ako ce Op3MHA HOKPETHE TAaYKe O3HAUN
ca v, HEHa Maca ca m, a cmia kKoja je kpehe ca F,
1 aKo je Ta cmaa Aara aarebapcka oyHkuumja P (t, v)
BpeMeHa n 6pauHe, pelreme 1pobaeMa CBOAM Ce Ha
MHTerpanujy aarebapcke AudepeHunjalHe jeAHAUMHE mp-
BOTa peAa

d’s dv
F=mgmz=mg= b it, v)

KOja Cce YBEeK MO;Ke Hamucarn y 00.aHRY

(v 8)-
t, v,dt =0

rae je f moamHOM y OAHOCY Ha v Hg- Jaxro ce ysuha
Aa y mpo6.eMy YOIy MHTErpalioHe KOHCTAHTE WUrpa
caMa II0YeTHa Op3uHa IIOKPeTHe Tauke, H Aa IIpeMa
TOME€ Hallle TeopeMe Jajy HaunHa Ja ce W3Hahy OHU
€1eMEHTH Kperama, KOju 0ocTajy CTaaHH, He3aBUCHU OA
noueTHe Op3umHe.

@ P
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