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Rezime

Pojam asimptotske efikasnosti proistekao je iz potrebe da se stati-
stiqki testovi porede na osnovu neke kvantitativne osobine. Klasiqna
teorija Nejman-Pirsona predla�e uniformno najmo�nije testove kao
najbo	e, ali oni postoje na veoma uskom skupu statistiqkih modela,
mnogo u�em od potrebnih u teoriji i primenama. Predlo�ene su razne
asimptotske efikasnosti (Bahadurova, Pitmanova, Ha
is-Lemanova, Qe-
rnov	eva,...) a u ovom radu se razmatraju izraqunava�a u Bahadurovom
smislu. Rad je pode	en u tri poglav	a.

U prvom poglav	u su uvedeni osnovni pojmovi i prikazani rezultati
koji svode problem raquna�a Bahadurovih asimptotskih efikasnosti
na problem odre�iva�a velikih odstupa�a niza test statistika. Zatim
su dati osnovni rezultati teorije velikih odstupa�a koji zahtevaju re-
xava�e odgovaraju�ih ekstremalnih problema na uopxtenim Banahovim
prostorima. Zbog fundamentalnog znaqaja u radu, prikazane su i osnove
teorije diferencijalnog raquna na Banahovim prostorima, preciznije,
teorema o postoja�u implicitnog operatora i teorema o postoja�u La-
gran�ovih mno�ilaca.

Drugo poglav	e posve�eno je izraqunava�u velikih odstupa�a ni-
zova statistika Kolmogorov	evog tipa, integralnog tipa kao i �ihovim
uopxte�ima, U - i V - statistikama xto ga qini tehniqki najzahtevni-
jom celinom a prikazana tvr�e�a imaju dalekose�an uticaj na teoriju
matematiqke statistike.

U tre�em poglav	u prime�eni su prethodno dobijeni rezultati na
izraqunava�e lokalnih Bahadurovih asimptotskih efikasnosti. Izlo-
�ena teorija je potom ilustrovana na nekoliko primera.
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Poglav	e 1

Uvod

1.1 Opxti pristup raquna�a asimptotskih

efikasnosti

Neka je sluqajna veliqina X definisana na prostoru verovatno�a
(Ω,A,Pθ) gde verovatnosnu meru Pθ odre�uje parametar θ koji pripada
skupu Θ. Neka je s = {X1, X2, ...} niz nezavisnih jednako raspode	enih
sluqajnih veliqina definisanih na (Ω,A,Pθ) sa raspodelom Pθ.

Razmotrimo problem testira�a hipoteze

H : θ ∈ Θ0 ⊂ Θ protiv alternative A : θ ∈ Θ1 = Θ \Θ0

na osnovu uzorka X1, ..., Xn. Neka je dat niz test statistika {Tn}, Tn =
Tn(X1, ..., Xn). Bez uma�e�a opxtosti, pretpostavimo da je kritiqna
oblast testa data sa

{s : Tn(s) ≥ c},
gde je c neki realan broj. Funkcija mo�i testa u taqki θ ∈ Θ je γ(θ) =
Pθ(Tn ≥ c) a prag znaqajnosti je sup{Pθ(Tn ≥ c) : θ ∈ Θ0}.

Definiximo za svako β ∈ (0, 1) i θ ∈ Θ1 niz realnih brojeva cn =
cn(β, θ) uz pomo� dvostruke nejednakosti

Pθ(Tn > cn) ≤ β ≤ Pθ(Tn ≥ cn). (1.1)

Tada
αn(β, θ) = sup{Pθ′(Tn ≥ cn : θ′ ∈ Θ0)}

predstav	a minimalni prag znaqajnosti testa zasnovanog preko {Tn} za
koji je mo� testa u taqki θ bar β. Za proizvo	an nivo znaqajnosti α,
0 < α < β, neka je

NT (α, β, θ) = min{n : αm(β, θ) ≤ α za svako m ≥ n}.

1
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Jasno je da je NT (α, β, θ) najma�i obim uzorka takav da za prag znaqa-
jnosti ne ve�i od α test zasnovan pomo�u niza statistika {Tn} ostvari
mo� bar β u alternativi θ.

Pretpostavimo da za testira�e nulte hipoteze H protiv alterna-
tivne hipoteze A imamo dva niza test statistika {Tn} i {Vn}. Relativna
efikasnost niza {Vn} u odnosu na {Tn} definixe se sa

eV,T (α, β, θ) =
NT (α, β, θ)

NV (α, β, θ)
.

Relativnu efikasnost testova u opxtem sluqaju je veoma texko izra-
qunati. Prelaskom na graniqnu vrednost nekih od parametara taj ne-
dostatak se mogao ubla�iti. To motivixe konstrukciju novih kriteri-
juma za pore�e�e testova, asimptotskih relativnih efikasnosti (ARE).
Navodimo samo neke od �ih, Bahadurovu, Ha
is-Lemanovu i Pitmanovu,
a posveti�emo se u ovom radu samo odre�iva�em Bahadurove asimptotske
efikasnosti.

• Ako za β ∈ (0, 1) i θ ∈ Θ1 postoji graniqna vrednost

eBV,T (β, θ) = lim
α↓0

eV,T (α, β, θ),

onda eBV,T (β, θ) zovemo Bahadurova asimptotska relativna efika-
snost niza {Vn} u odnosu na niz {Tn}.

• Ako za α ∈ (0, 1) i θ ∈ Θ1 postoji graniqna vrednost

eHLV,T (β, θ) = lim
β↑1

eV,T (α, β, θ),

onda eHLV,T (β, θ) zovemo Ha
is-Lemanova asimptotska relativna efi-
kasnost niza {Vn} u odnosu na niz {Tn}.

• Ako za 0 < α < β < 1 i θ → θ0 ∈ ∂Θ0 postoji graniqna vrednost (u
odnosu na neku zadatu topologiju)

ePV,T (β, θ) = lim
θ→θ0

eV,T (α, β, θ),

onda ePV,T (β, θ) zovemo Pitmanova asimptotska relativna efika-
snost niza {Vn} u odnosu na niz {Tn}.

Primer 1.1.1. Neka su X1, ..., Xn nezavisne sluqajne veliqine sa raspo-
delom N (θ, 1). Nulta hipoteza H : θ = 0 se testira protiv alternative
A : θ > 0. Predlo�ena su dva niza test statistika, {X̄n} i {tn}. Kako
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Studentov t-test ne koristi informaciju da je disperzija 1, prirodno
je oqekivati da je on ma�e efikasan u odnosu na test zasnovan na {X̄n}.
ARE ovih testova su:

eBt,X̄(β, θ) ≡ ln(1 + θ2)

θ2
< 1, eHLt,X̄ (α, θ) ≡ 1, ePt,X̄(α, β) ≡ 1.

Odatle vidimo da Ha
is-Lemanova i Pitmanova ARE nisu uspele da
razlikuju testove u ovom sluqaju. Bahadurova ARE jasno ukazuje da je
Studentov t-test ma�e efikasan, pogotovo protiv da	ih alternativa.

♦

Oznaqimo za svako θ, t i svaki niz statistika {Tn}

Fn(t; θ) = Pθ(s : Tn(s) < t), Gn(t) = inf{Fn(t; θ) : θ ∈ Θ0}.

Sluqajnu veliqinu
Ln(s) = 1−Gn(Tn(s))

zovemo P -vrednost testa.
U sluqaju da je θ ∈ Θ0 P -vrednost je pribli�no uniformno raspode-

	ena na [0, 1]. Bahadur je pokazao (videti [5], teorema 7.4) da va�i ocena

Pθ(Ln ≤ u) ≤ u za svako u ∈ [0, 1]. (1.2)

Pored toga, od interesa je i asimptotsko ponaxa�e P -vrednosti pod
alternativom (θ ∈ Θ1). U mnogim sluqajevima za θ ∈ Θ1 imamo konve-
rgenciju u Pθ-verovatno�i

lim
n→∞

n−1 lnLn = −1

2
cT (θ), (1.3)

gde je cT (θ) nesluqajna pozitivna funkcija od parametra θ ∈ Θ1. Vre-
dnost cT (θ) zovemo Bahadurov taqan nagib niza {Tn} (u da	em tekstu
nagib). Narednu teoremu, koja predstav	a asimptotsku relaciju nagiba
i NT (α, β, θ) dokazao je Bahadur i mo�e se prona�i u [7].

Teorema 1.1.2. Ako va�i (1.3) za niz statistika {Tn} sa cT (θ) > 0,
tada

NT (α, β, θ) ∼ 2 ln 1/α

cT (θ)
kad α→ 0.

Dokaz. Doka�imo prvo da za svako β ∈ (0, 1) va�i

lim
n→∞

n−1 lnαn(β, θ) = −1

2
cT (θ). (1.4)
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Pretpostavimo suprotno, da (1.4) nije taqno za neko β. Definiximo
za to β niz {cn} po formuli (1.1). Poxto smo pretpostavili da (1.4)
ne va�i sledi da postoji rastu�i niz {nk} i ε tako da je jedna od dve
naredne nejednakosti

−n−1
k lnαnk(β, θ) <

1

2
cT (θ)− ε, (1.5)

−n−1
k lnαnk(β, θ) >

1

2
cT (θ) + ε, (1.6)

taqna za svako k.
U sluqaju (1.5), kao posledicu od (1.3) imamo da je

Pθ

(
−n−1

k lnLnk >
1

2
cT (θ)− ε

)
≤Pθ(−n−1

k lnLnk > −n−1
k lnαnk(β, θ))

=Pθ(Lnk < αnk(β, θ))

=Pθ(1−Gnk(Tnk) < 1−Gnk(cnk))

=Pθ(Tnk > cnk) ≤ β za svako k.

Leva strana razmatrane nejednakosti te�i ka 1 kad k → ∞, xto
je u kontradikciji sa pretpostavkom da je 0 < β < 1. Sluqaj (1.6) se
razmatra analogno.

Izvedimo sada iz (1.4) zak	uqak teoreme. Neka je Nα = NT (α, β, θ).
Iz (1.4) imamo da je

αn(β, θ) > exp{−ncT (θ)}

za dovo	no veliko n. Za takvo n, neka je α ma�e od exp{−ncT (θ)}. Tada
je

exp{−NαcT (θ)} < αNα(β, θ) ≤ α < exp{−ncT (θ)}

odakle sledi da je Nα > n. To obezbe�uje da Nα →∞ kad α→ 0.
Na osnovu definicije Nα imamo

αNα(β, θ) ≤ α ≤ αNα−1(β, θ)

ili, tome ekvivalentno,

−N−1
α lnαNα−1(β, θ) ≤ −N−1

α lnα ≤ −N−1
α lnαNα(β, θ).

Prelazak na graniqnu vrednost kad α → 0 uz (1.4) kompletira dokaz
teoreme.
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Direktna posledica ove teoreme je da ako va�i (1.3) za nizove {Tn}
i {Vn}, �ihova Bahadurova ARE se mo�e izraqunati kao

eBV,T (β, θ) = cV (θ)/cT (θ).

Uz pomo� slede�e teoreme, koju je dokazao Bahadur u svom radu [5],
mo�emo izraqunati taqan nagib statistika.

Teorema 1.1.3. Neka za niz statistika {Tn} va�i

Tn
Pθ−→ b(θ), θ ∈ Θ1, (1.7)

gde je −∞ < b(θ) <∞ i

lim
n→∞

n−1 ln[1−Gn(t)] = −f(t) (1.8)

za svako t iz nekog otvorenog intervala I na kom je f neprekidna i
{b(θ), θ ∈ Θ1} ⊂ I. Tada va�i (1.3), xtavixe za svako θ ∈ Θ1

cT (θ) = 2f(b(θ)).

Dokaz. Neka je θ ∈ Θ1 proizvo	no i neka je ε > 0 tako da (b−ε, b+ε) ⊂ I.
Oznaqimo sa

O = {s ∈ Ω : b− ε < Tn(s) < b+ ε}.

Iz (1.7) sledi da za svako δ > 0 postoji dovo	no veliko n tako da ocena
Pθ(O) > 1 − δ va�i. Kako je Fn monotona, za svako s ∈ O va�e i nejed-
nakosti

1− Fn(b+ ε) ≤ Ln(s) ≤ 1− Fn(b− ε).

Logaritmova�em i prelaskom na graniqnu vrednost kad n→∞ dobijamo
da pod uslovom (1.8) va�i

−f(b+ ε) ≤ lim inf
n→∞

n−1 lnLn ≤ lim sup
n→∞

n−1 lnLn ≤ −f(b− ε)

za svako s ∈ O. Prelaskom na graniqnu vrednost kad ε → 0 i iskori-
stivxi neprekidnost funkcije f dobijamo da u Pθ-verovatno�i va�i

lim
n→∞

n−1 lnLn = −f(t).
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Jox jedan fundamentalan rezultat u Bahadurovoj teoriji je posto-
ja�e gor�e granice za nagib, xto je dokazano u [5]. Definiximo za
svaka dva elementa Pθ i Pθ′ iz familije raspodela Kulbak-Lajblerovo
rastoja�e sa

K(Pθ, Pθ′) =

{∫
Ω

ln dPθ
dPθ′

dPθ ako je Pθ � Pθ′ ,

+∞ inaqe.

Qesto �emo pisati K(θ, θ′) umesto K(Pθ, Pθ′). Jedno od svojstava Kulbak-
Lajblerovog rastoja�a je K(θ, θ′) ≥ 0 kao i K(θ, θ′) = 0 akko Pθ = Pθ′ .
Definiximo i za θ ∈ Θ1

K(θ,Θ0) = inf{K(θ, θ0) : θ0 ∈ Θ0}.

Teorema 1.1.4. Za svako θ ∈ Θ1 sa Pθ verovatno�om 1 va�i

lim inf
n→∞

n−1 lnLn(s) ≥ −K(θ,Θ0).

Dokaz. Zanima nas samo sluqaj kada jeK(θ,Θ0) <∞. Fiksirajmo θ ∈ Θ1

za koje to va�i. Na osnovu definicije infimuma, za proizvo	no ε > 0
postoji θ0 ∈ Θ0 tako da

0 ≤ L(θ, θ0) < K(θ,Θ0) + ε < +∞.

Za fiksirane θ i θ0 oznaqimo saK �ihovo Kulbak-Lajblerovo rastoja�e
K(θ, θ0). Ako je K <∞ imamo da je Pθ � Pθ0 , pa na osnovu Lebeg-Radon-
Nikodimove teoreme (videti [30], Teorema 6.27) postoji funkcija r tako
da va�i dPθ = rdPθ0 . Oznaqimo sa rn(s) =

∏n
i=1 r(Xi). Tada na osnovu

jakog zakona velikih brojeva sa Pθ-verovatno�om 1 va�i

lim
n→∞

n−1 ln rn(s) = lim
n→∞

n−1

n∑
i=1

ln r(Xi) =

∫
Ω

ln r(x)dPθ = K. (1.9)

Za svako prirodno n uvedimo doga�aje

An = {Ln < exp[−n(K + 2ε)]}, Bn = {rn < exp[n(K + ε)]}.

Tada je

Pθ(AnBn) =

∫
AnBn

dP n
θ =

∫
AnBn

rndP
n
θ0

≤ exp{n(K + ε)}
∫
An

dP n
θ0

=exp{n(K + ε)} · Pθ0(An) ≤ exp{−nε} (1.10)
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gde posled�a nejednakost sledi iz (1.2).
Na osnovu (1.10) imamo da red

∑∞
n=1 Pθ(AnBn) konvergira. Na osnovu

Borel-Kantelijeve leme sa Pθ-verovatno�om 1 samo konaqan broj doga�aja
se realizovao. Uzevxi u obzir (1.9) dobijamo da nejednakost

Ln(s) ≥ exp{−n(K + 2ε)}

va�i skoro sigurno za dovo	no veliko n. Logaritmova�em, de	e�em
sa n, prelaskom na graniqnu vrednost kad n → ∞ i potom kad ε → 0
dobijamo tvr�e�e teoreme.

Teorema 1.1.4 implicira da nagib cT (θ) proizvo	ne statistike {Tn}
zadovo	ava nejednakost

cBT (θ) ≤ 2K(θ,Θ0). (1.11)

Prirodno je definisati Bahadurovu asimptotku efikasnost testa za-
snovanog na nizu statistika {Tn} za konkretnu alternativu θ kao koli-
qnik

eBT (θ) =
cT (θ)

2K(θ,Θ0)
,

dok lokalnom Bahadurovom asimptotskom efikasnox�u nazivamo koli-
qnik

eBT = lim
θ→θ0

cT (θ)

2K(θ,Θ0)
, θ ∈ ∂Θ0. (1.12)

Ako u (1.11) stoji jednakost za svako θ ∈ Θ1, tada ka�emo da je
niz {Tn} asimptotski optimalan u Bahadurovom smislu. Ako va�i bar
asimptotsko ponaxa�e za svako θ0 ∈ ∂Θ0

cT (θ) ∼ 2K(θ,Θ0), θ → θ0

tada se ka�e da je niz statistika {Tn} lokalno asimptotski optimalan
u Bahadurovom smislu.

1.2 Osnove teorije velikih odstupa�a

Raquna�a Bahadurove efikasnosti, pod uslovima teoreme 1.1.3, svodi
se na odre�iva�e asimptotskog ponaxa�a verovatno�a malo verovatnih
doga�aja, tj.

lim
n→∞

n−1 lnP (Tn ≥ t) = −f(t).
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Ta graniqna svojstva zva�emo velika odstupa�a niza statistika {Tn}.
U ovom ode	ku navodimo osnovne rezultate te teorije na koje �emo se
osla�ati u da	em radu.

Neka je Y sluqajna veliqina sa funkcijom raspodele F . Oznaqimo
sa ψ moment generatornu funkciju od Y :

ψ(t) = EetY =

∫ ∞
−∞

etydF (y), −∞ < t <∞,

i definiximo
ρ = inf{ψ(t) : t ≥ 0}.

Kako je ψ(0) = 1 i ψ(t) ≥ 0 sledi da je 0 ≤ ρ ≤ 1.

Lema 1.2.1. Neka je Y sluqajna veliqina sa moment generatornom
funkcijom ψ(t). Va�i

P (Y ≥ 0) ≤ ρ.

Dokaz. Neka je t, 0 ≥ t <∞ proizvo	no. Tada va�i

P (Y ≥ 0) =

∫ ∞
0

dF (y) ≤
∫ ∞

0

etydF (y) ≤
∫ ∞
−∞

etydF (y) ≤ ψ(t),

odakle prolaskom infimuma po t, 0 ≥ t <∞ dobijamo tvr�e�e teoreme.

Kao posledicu ove leme zbog monotonosti funkcije t→ tn imamo da
ako je Yi, 1 ≤ i ≤ n prost sluqajan uzorak, onda va�i

P (Y1 + · · ·+ Yn ≥ 0) ≤ inf{ψY1+···+Yn(t) : t ≥ 0}
= inf{ψY1(t)n : t ≥ 0}
= (inf{ψY1(t) : t ≥ 0})n = ρn (1.13)

Naredna teorema smatra se osnovom teorije velikih odstupa�a. U
prikazanom obliku dokazao ju je Qernov koji je uopxtio prvobitne Kra-
merove rezultate (videti [5], teorema 3.1).

Teorema 1.2.2. Neka je un niz realnih brojeva takav da un → u, −∞ <
u < +∞, i

P (Y > 0) > 0.

Tada

lim
n→∞

n−1 lnP (Y1 + Y2 + · · ·+ Yn ≥ nun) = −f(u),
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gde je

−f(u) = inf{−tu+ lnψ(t) : t ≥ 0}.

Ako jox pretpostavimo da je ψ(t) < ∞ u okolini nule, E(Yi) = 0 i
DYi = σ2 > 0, tada

f(u) =
u2

2σ2
(1 + o(1)) kadu→ 0.

Primer 1.2.3. Neka je Yi, 1 ≤ i ≤ n prost sluqajan uzorak iz N (µ, σ2).
Moment generatorna funkcija od Y1 je ψ(t) = exp[µt+1/2σ2t2], t ∈ R. Na
osnovu teoreme 1.2.2 dobijamo da su velika odstupa�a statistike

∑n
i=1 Yi

lim
n→∞

n−1 lnP (Y1 + Y2 + · · ·+ Yn ≥ nu) = −(u− µ)2

2σ2
.

♦

Uopxtimo problem velikih odstupa�a sume sluqajnih veliqina na
problem velikih odstupa�a ,,pogodnih" funkcionala empirijskih mera.

Neka je (S, d) separabilan metriqki prostor, B Borelova σ-algebra
podskupova od S, i neka je Λ = P(B) skup svih verovatnosnih mera na
B. Definiximo za proizvo	ne P,Q ∈ Λ

K(Q,P ) =


∫
S

ln dQ
dP
dQ, ako Q� P,

+∞, inaqe,
(1.14)

i definiximo za svaki podskup Ω od Λ

K(Ω, P ) = inf{K(Q,P ) : Q ∈ Ω},

imaju�i na umu da je K(∅, P ) = +∞.
Neka je {Yj} niz nezavisnih jednako raspode	enih sluqajnih prome-

n	ivih koje uzimaju vrednosti iz S i imaju raspodelu P ∈ Λ. Oznaqimo
sa Fn empirijsku raspodelu uzorka Y1, ..., Yn, tj. za svaki B ∈ B

Fn(B) = n−1

n∑
i=1

I{Yi ∈ B}.

Definiximo u prostoru Λ topologiju τ kao minimalnu za koju su
preslikava�a Q → Q(B), Q ∈ Λ neprekidna za svako B ∈ B. Navodimo
teoremu koja predstav	a glavni rezultat rada [8].
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Teorema 1.2.4. Neka je P ∈ Λ i T : Λ→ R̄ τ -neprekidni funkcional u
svakoj taqki Q ∈ Γ = {R ∈ Λ : K(R,P ) < ∞}. Neka je ΩT

t = {Q ∈ Λ :
T (Q) ≥ t}. Ako je funkcija t → K(ΩT

t , P ) neprekidna zdesna u taqki
t = r, tada je

lim
n→∞

n−1 lnP (T (Fn) ≥ r + γn) = −K(ΩT
r , P )

za svaki realan niz {γn} takav da γn → 0 kad n→∞.

Teorema 1.2.4 bi�e osnova za izraqunava�e velikih odstupa�a stati-
stika integralnog tipa. Za velika odstupa�a �ihovih uopxte�a, U - i
V -statistika, potrebni su nam pojmovi i rezultati koji slede.

Neka je Y topoloxki prostor sa σ-algebrom Y . Oznaqimo sa cl(A)
i int(A) zatvore�e i unutraxnost skupa A ⊂ Y . Kaza�emo za fami-
liju verovatnosnih mera {µε} na Y da zadovo	ava princip velikih
odstupa�a sa funkcijom I, 0 ≤ I(y) ≤ ∞ za y ∈ Y ako su skupovi
{y ∈ Y : I(y) ≤ c} kompaktni za svako c <∞ i za svako A ∈ Y va�i

−I(int(A)) ≤ lim inf
ε→0

ε lnµε(A) ≤ lim sup
ε→0

ε lnµε(A) ≤ −I(cl(A)),

gde je I(B) = inf{I(y) : y ∈ B}.
Neka je Φ : Sm → Y , simetriqna u odnosu na permutacije svojih

argumenata. Na osnovu prostog sluqajnog uzorka Y1, ..., Yn definisa�emo
V -empirijsku meru na prostoru Y , pomo�u

Hn(B) = n−m
n∑

i1=1

· · ·
n∑

im=1

I{Φ(Yi1 , ..., Yim) ∈ B}, B ∈ Y . (1.15)

Dokazi za naredne dve teoreme mogu se prona�i u [1] (teorema 3.1 i teo-
rema 3.2).

Teorema 1.2.5. Neka funkcija Φ preslikava mer	iv prostor (Sm, S(m))
(S(m) = σ(S × . . . S)) u mer	iv prostor (Y,Y). Oznaqimo sa Qm m-
proizvod meru od Q. Tada V -empirijska mera Hn zadovo	ava princip ve-
likih odstupa�a na prostoru P(Y) u odnosu na topologiju τ sa funkci-
jom odstupa�a

JP (ν) = inf{K(Q,P ) : ν = Qm ◦ Φ−1, Qm ∈ P(Sm)}.

Teorema 1.2.6. Neka je funkcional T : P(Y) → R̄ τ -neprekidan, neka
je Ωt = {µ ∈ P(Y) : T (µ) ≥ t}, t ∈ R τ -zatvoren, i neka je Hn niz
V -empirijskih mera konstruisanih iz niza sluqajnih veliqina {Yn}
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sa raspodelom P . Pretpostavimo da Hn zadovo	ava princip velikih
odstupa�a na P(Y) u τ topologiji sa funkcijom odstupa�a JP . Pre-
tpostavimo jox da je funkcija λP (t) = inf{JP (ν) : ν ∈ Ωt} neprekidna
zdesna u taqki t = r. Tada

lim
n→∞

n−1 lnP (T (Hn) ≥ r + γn) = −λP (t)

za svaki realan niz {γn} takav da γn → 0 kad n→∞.

Posled�i rezultat koji navodimo u ovom ode	ku tiqe se postoja�a
rexe�a ekstremalnog problema koji �e nam biti od znaqaja, a dokazan
je u radu [8] (lema 3.2).

Lema 1.2.7. Neka je Ω neprazan τ -zatvoren skup verovatnosnih mera
iz Λ i neka je P ∈ Λ. Tada postoji mera Q ∈ Ω za koju va�i

K(Q,P) = K(Ω,P).

1.3 Osnove diferencijalnog raquna na

Banahovim prostorima

Kao xto smo videli u prethodnom ode	ku, izraqunava�e velikih
odstupa�a zahteva rexava�e ekstremalnih problema povezanih sa mi-
nimizacijom Kulbak-Lajblerovog rastoja�a na odre�enim skupovima.
Sada navodimo rezultate koji omogu�avaju �ihovo rexava�e.

Neka su X i Y normirani prostori, fi, i = 0, 1, ...,m, glatke funkcije
na X , F glatko preslikava�e prostora X u Y . Razmotrimo ekstremalni
problem

maksimizirati (minimizirati) f0(x) pod uslovima

F (x) = 0,

fi(x) ≷ 0, i = 1, ...,m,

(1.16)

gde oznaka fi(x) ≷ 0 znaqi da i-to ograniqe�e je fi(x) = 0 ili fi(x) ≥ 0
ili fi(x) ≤ 0.

Pravilo Lagran�ovih mno�ilaca va�i za problem uslovnih ekstre-
muma na Banahovim prostorima (1.16). Kako bismo ga formulisali
definiximo prvo Lagnran�ovu funkciju

L(x, y∗, λ, λ0) =
m∑
i=0

λifi(x) + 〈y∗, F (x)〉,



1.3. Osnove diferencijalnog raquna na Banahovim prostorima 12

gde λ = (λ1, ..., λm) ∈ Rm, λ0 ∈ R, y∗ ∈ Y∗, simbol 〈y∗, F (x)〉 oznaqava
vrednost u koju funkcional y∗ slika element F (x) ∈ Y a Y∗ je oznaka
za dualni prostor od Y . Dokaz naredne teoreme mo�e se prona�i u [33],
ode	ak 3.2, mi ovde navodimo samo formulaciju.

Teorema 1.3.1. Neka su X i Y Banahovi prostori, U otvoren podskup
od X . Neka su funkcije fi : U → R, i = 0, 1, ...,m i preslikava�e F : U →
Y strogo diferencijabilni u taqki x̂. Ako je x̂ lokalni ekstremum
problema (1.16) i ako je slika Im(F ′(x̂)) zatvoren potprostor u Y, tada
postoje Lagran�ovi mno�ioci ŷ∗, λ̂, λ̂0 koji nisu istovremeno jednaki
nuli, za koje va�i:

(a) uslov stacionarnosti za Lagran�ovu funkciju po x:

Lx(x̂, ŷ∗, λ̂, λ̂0) = 0; (1.17)

(b) uslov saglasnosti znakova: λ̂0 ≥ 0 ako je x̂ minimum, λ̂0 ≤ 0 ako je
x̂ maksimum, i

λ̂i ≶ 0, i = 1, 2, ...,m; (1.18)

(v) dopunski uslov:

λ̂ifi(x̂) = 0, i = 1, 2, ...,m.

Oznaka (1.17) znaqi da je Frexeov izvod po x operatora L u taqki
(x̂, ŷ∗, λ̂, λ̂0) nula operator, tj. za svako h ∈ X , Lx(x̂, ŷ∗, λ̂, λ̂0)h = 0.
Uslovi (1.18) znaqe da ako je u (1.16) fi(x) ≥ 0 tada je λ̂i ≤ 0, ako je
fi(x) ≤ 0 tada je λ̂i ≥ 0 i konaqno ako je fi(x) = 0 tada λ̂i mo�e biti
proizvo	nog znaka.

Napomi�emo da je preslikava�e F : X → Y strogo diferencija-
bilno u taqki x̂ ako postoji linearni operator Υ : X → Y takav da za
svako ε > 0 postoji δ > 0 tako da za svako x1 i x2 za koje va�i

‖x1 − x̂‖ < δ, ‖x2 − x̂‖ < δ,

va�i i

‖F (x1)− F (x2)−Υ(x1 − x2)‖Y < ε‖x1 − x2‖X .

Za strogu diferencijabilnost dajemo dovo	an uslov, koji se mo�e pro-
na�i u [33], ode	ak 2.2.3.



1.3. Osnove diferencijalnog raquna na Banahovim prostorima 13

Teorema 1.3.2. Neka su X i Y normirani prostori, U okolina taqke
x̂ ∈ X i neka postoji Gatoov izvod preslikava�a F : U → Y u svakoj
taqki x ∈ U . Ako je preslikava�e x→ F ′(x) neprekidno (u uniformnoj
operatorskoj topologiji prostora L(X ,Y)) u taqki x̂, tada je pres-
likava�e F strogo diferencijabilno u x̂ (i poslediqno Frexe difer-
encijabilno u istoj taqki). (Ovde je oznaka L(X ,Y) korix�ena za pros-
tor svih linearnih neprekidnih preslikava�a X u Y.)

Formuliximo sada dva rezultata vezana za postoja�e implicitne
funkcije i operatora, oba se mogu prona�i u [34].

Teorema 1.3.3. Neka su Fi(y1, ..., yp;x1, ..., xp), i = 1, 2..., p, realne nepre-
kidne funkcije realnih argumenata koje se anuliraju u taqki M =
(y0

1, ..., y
0
p; x

0
1, ..., x

0
s) i u nekoj dovo	no maloj kugli s centrom uM mogu se

razviti u red sa stepenima od yi−y0
i i xk−x0

k, i = 1, 2, ..., p, k = 1, 2, ..., s.
Pretpostavimo da ovi redovi ne sadr�e slobodne qlanove. Tada, ako je
jakobijan

J =
∂(F1, ..., Fp)

∂(y1, ..., yp)

razliqit od 0 u taqki M onda sistem jednaqina

Fi(y1, ..., yp;x1, ..., xs) = 0, i = 1, 2, ..., p,

ima jedinstveno rexe�e yi = φi(x1, ..., xs) = 0, koje zadovo	ava uslov

φi(x
0
1, ..., x

0
s) = y0

i ,

i u nekoj dovo	no maloj kugli sa centrom u taqki (x0
1, ..., x

0
s) funkcije

φi mogu biti razvijene u red sa stepenima od xk − x0
k, k = 1, 2, ..., s.

Neka su E1,E2,E3 Banahovi prostori i oznaqimo sa Dr(x0,E) kuglu
polupreqnika r u prostoru E sa centrom u taqki x0. Razmotrimo pro-
blem nalaska rexe�a x = x(y) operatorske jednaqine

F (x, y) = 0, (1.19)

koje zadovo	ava uslov

x(y0) = x0 (1.20)

ako znamo da je

F (x0, y0) = 0.
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Za operator A : X → Y �emo re�i da je analitiqki u taqki x0 ∈ X
ako va�i A(x0 + h) = Ax0 +

∑∞
k=1 Fk(h, h, ..., h), gde su Fk k-linearne

forme za koje va�i ‖Fk(x1, ..., xk)‖ ≤ M‖x1‖ . . . ‖xk‖ za neko M ≥ 0 a
h ∈ X je iz neke dovo	no male oblasti konvergencije ‖h‖ < r (videti
[34], ode	ak 22). Ako prethodno svojstvo va�i za sve x0 ∈ U onda ka�emo
da je operator analitiqki na skupu U .

Teorema 1.3.4. Neka je F (x, y) analitiqki operator definisan na sku-
pu Dr(x0,E1)×Dρ(y0,E2) sa vrednostima u E3 takav da operator

B = F ′x(x0, y0)

(Frexeov izvod od F po x u taqki (x0, y0)) ima ograniqen inverz. Tada
postoje pozitivni brojevi r1 i ρ1 i jedinstveni analitiqki operator
f : Dρ1(y0,E2)→ Dr1(x0,E1) takav da je

x = f(y)

rexe�e jednaqine (1.19) koje zadovo	ava uslove (1.20).

1.4 Postavka problema

Neka je X1, X2, ..., Xn niz nezavisnih jednako raspode	enih sluqajnih
veliqina sa funkcijom raspodele F i neka je Fn(t) = 1

n

∑n
i=1 I{Xi ≤ t}

odgovaraju�a empirijska funkcija raspodele. Problem koji �emo razma-
trati je testira�e hipoteze saglasnosti sa raspodelom, H : F = F0, gde
je F0 poznata neprekidna funkcija raspodele, protiv opxte alternative
A : F 6= F0 koju �emo ako bude potrebe specificirati u zavisnosti od
sluqaja. Razne statistike se koriste za testove saglasnosti, navex�emo
neke od �ih koje �e i biti glavni predmet istra�iva�a u da	em radu.

Najpoznatija statistika ovog tipa je Kolmogorov	eva statistika

Dn = sup
−∞<t<∞

|Fn(t)− F0(t)| (1.21)

i �ene varijacije, Smirnov	eva jednostrana satistika

D+
n = sup

−∞<t<∞
(Fn(t)− F0(t)) (1.22)

D−n = sup
−∞<t<∞

(F0(t)− Fn(t)) (1.23)

kao i Kajperova statistika

Vn = sup
−∞<t<∞

(Fn(t)− F0(t))− inf
−∞<t<∞

(F0(t)− Fn(t)). (1.24)
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Oqigledno je da je

Dn = max(D+
n , D

−
n ) i Vn = D+

n +D−n .

Votson i Darling su predlo�ili centrirane verzije Kolmogorov-
Smirnov	evih statistika:

Gn = sup
−∞<t<∞

∣∣∣∣∣∣Fn(t)− F0(t)−
∞∫

−∞

(Fn(s)− F0(s))dF0(s)

∣∣∣∣∣∣ , (1.25)

G+
n = sup

−∞<t<∞

Fn(t)− F0(t)−
∞∫

−∞

(Fn(s)− F0(s))dF0(s)

 , (1.26)

G−n = sup
−∞<t<∞

 ∞∫
−∞

(Fn(s)− F0(s))dF0(s) + F0(t)− Fn(t)

 . (1.27)

Jox jednu statistiku Kolmogorov	evog tipa koju �emo razmatrati
izuqavali su Hmaladze i Aki:

Kn = sup
−∞<t<∞

∣∣∣∣∣∣Fn(t)−
t∫

−∞

1− Fn(s)

1− F0(s)
dF0(s)

∣∣∣∣∣∣ (1.28)

(jednostrane statistike K+
n i K−n se uvode na sliqan naqin).

Druga grupa statistika zasnovana je na integralu razlike izme�u Fn
i F0. Najpoznatija od �ih je Kramer-fon Mizesova statistika

ω2
n,1 =

∞∫
−∞

(Fn(t)− F0(t))2dF0(t). (1.29)

Anderson i Darling su predlo�ili �eno uopxte�e dodava�em nene-
gativne te�inske funkcije i posmatra�em proizvo	nog prirodnog ste-
pena razlike Fn − F0:

ωkn,q =

∞∫
−∞

(Fn(t)− F0(t))kq(F0(t))dF0(t). (1.30)

Primetimo da statistike ωkn,q nisu postojane protiv svih alternativa
za neparno k.
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Razmatra�emo i U - i V -statistike, koje su predlo�ili Hefding i
fon Mizes. Pored ostalog, �ihova posebnost je to xto se veliki broj
ocena i test statistika mo�e predstaviti u obliku U - i V - statistika
za pogodno odabrane parametre.

Neka je m prirodan broj, i neka je obim uzorka n ≥ m. Definixemo
U -statistiku sa

Un =

(
n

m

)−1 ∑
1≤i1<···<im≤n

Φ(Xi1 , . . . , Xim), (1.31)

gde je funkcija Φ : Rm → R simetriqna u odnosu na svaku permutaciju
svojih m argumenata.

V -statistika Vn definixe se pomo�u

Vn = n−m
n∑

i1=1

· · ·
n∑

im=1

Φ(Xi1 , ..., Xim). (1.32)

Funkcija Φ zove se jezgro a m se zove red U -statistike (V -statistike).

Primer 1.4.1.

• Uzoraqka sred�a vrednost jeste U - odnosno V -statistika sa je-
zgrom Φ(s) = s.

• Vrednost empirijske funkcije raspodele u nekoj taqki t ∈ R jeste
U - odnosno V -statistika sa jezgrom Φ(s) = I{s ≤ t}.

• Vilkoksonova jednouzoraqka statistika Wn mo�e se predstaviti
u obliku U -statistike sa jezgrom Φ(s, t) = I{s+ t > 0}.

• Fon Mizesova integralna statistika ω2
n,1, mo�e se predstaviti u

obliku V -statistike sa jezgrom Φ(s, t) = 1/2(s2+t2)−max(s, t)+1/3.

♦

Nakon izraqunava�a velikih odstupa�a ovih statistika, �ihove
nagibe dobijamo na osnovu teoreme 1.1.3 . Nakon toga, de	e�em dobijamo
odgovaraju�e Bahadurove asimptotske efikasnosti. Tim izraqunava-
�ima je posve�en ostatak rada.



Poglav	e 2

Velika odstupa�a

2.1 Statistike Kolmogorov	evog tipa

U ovom ode	ku razmatramo statistike Dn, D
±
n , Vn, Gn, G

±
n , i Kn, K

±
n

definisane sa (1.21)−(1.28). Bez gubitka opxtosti mo�emo pretposta-
viti da je raspodela pod nultom hipotezom uniformna na intervalu
[0, 1], F0(t) = t, 0 ≤ t ≤ 1 (jer ako je X sluqajna veliqina sa neprekidnom
funkcijom raspodele F onda je F (X) ∈ U(0, 1)).

Rezultat o velikim odstupa�ima za statistike Dn, D
±
n i Vn mo�e se

prona�i u [5] a kako bismo ga formulisali definiximo najpre funkcije
za 0 < a < 1

f(a, t) =

{
(a+ t) ln a+t

t
+ (1− a− t) ln 1−a−t

1−t , 0 ≤ t ≤ 1− a,
+∞, 1− a < t ≤ 1,

(2.1)

i

g1(a) = inf
0≤t≤1

f(a, t).

Lema 2.1.1. Funkcija g1 je neprekidna, xtavixe va�i

g1(a) = 2a2(1 + o(1)), kada→ 0. (2.2)

Dokaz. Iz (2.1) sledi da se infimum od f(a, .) posti�e u taqki t = t(a),
korenu jednaqine

f ′t(a, t) = ln
(1− t)(a+ t)

t(1− a− t)
− a

t(1− t)
= 0.

17
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Iz teoreme o implicitnoj funkciji t(a) zavisi neprekidno od a. Pre-
tpostavimo da se t(a) ponaxa kao c + α(a) kad a → 0 (c je neki realan
broj iz (0, 1), a α(a)→ 0 kad a→ 0). Nakon razvoja dobijamo da je

t(a) =
1

2
+ o(1), (2.3)

kad a→ 0. Uvrstivxi (2.3) u (2.1) dobija se

g1(a) =

(
a+

1

2
+ α

)
ln

(
1 +

a
1
2

+ α

)
+

(
1

2
− α− a

)
ln

(
1− a

1
2
− α

)
= 2a2(1 + o(1)),

kad a→ 0.

Teorema 2.1.2. Neka je Tn jedna od statistika Dn, D
+
n , D

−
n ili Vn.

Ako je nulta hipoteza H taqna tada je

lim
n→∞

n−1 lnP (Tn ≥ a) = −g1(a). (2.4)

Dokaz. Uvedimo oznake

P+
n = P (D+

n ≥ a), P−n = P (D−n ≥ a), Pn = P (Dn ≥ a).

Jednakost P+
n = P−n dokazao je Smirnov (videti [31]). Tada zbog monoto-

nosti i subaditivnosti verovato�e sledi

P+
n ≤ Pn ≤ P+

n + P−n = 2P+
n . (2.5)

Ako poka�emo (2.4) za niz statistika D+
n , zbog (2.5), tvr�e�e teoreme �e

slediti i za nizove D−n i Dn. Odredimo do�e ograniqe�e za P
+
n .

Za svako t ∈ [0, 1]

P+
n ≥ P (Fn(t)− t− a ≥ 0) = P

(
n∑
i=1

I{Xi ≤ t} ≥ n(t+ a)

)
. (2.6)

Moment generatorna funkcija indikatora I{Xi ≤ t} je

ψ(x) = EexI{Xi≤t} = tex + 1− t.

Da bismo izraqunali (2.6) na osnovu teoreme 1.2.2 potrebno je na�i
inf{−x(t+ a) + ln(tex + 1− t) : x ≥ 0}. Izjednaqava�em izvoda sa nulom
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dolazimo do toga da se infimum dosti�e u taqki x = ln(1−a−t
a+t

)+ln
(

1−t
t

)
odakle sledi da je

lim
n→∞

n−1 lnP (Fn(t)− t− a ≥ 0) = −f(a, t).

Kako je t bilo proizvo	no, imamo

lim inf
n→∞

n−1 lnP+
n ≥ −g1(a). (2.7)

Da bismo dobili isto gor�e ograniqe�e biramo prirodnom dovo	no
veliko da va�e nejednakosti 0 < a− 1

m
< 1. Tada za sve 1 ≤ i ≤ m, poxto

su Fn(t) i t neopadaju�e, va�i

max

{
Fn(t)− t :

i− 1

m
≤ t ≤ i

m

}
≤ Fn

(
i

m

)
− i− 1

m
.

Stoga va�i i

D+
n ≤ max

{
Fn

(
i

m

)
− i− 1

m
: 1 ≤ i ≤ m

}
.

Zbog subaditivnosti verovatno�e i posle zbog leme 1.2.1 imamo

P+
n ≤

m∑
i=1

P

(
Fn

(
i

m

)
− i− 1

m
−
(
a− 1

m

)
≥ 0

)
≤ me−ng1(a−

1
m).

Logaritmova�em i prelaskom na graniqnu vrednost kad n→∞ dobijamo

lim sup
n→∞

n−1 lnP+
n ≤ −g1

(
a− 1

m

)
.

Zbog neprekidnosti g1, prelaskom na graniqnu vrednost kad m → ∞,
dobijamo i tra�eno gor�e ograniqe�e

lim sup
n→∞

n−1 lnP+
n ≤ −g1(a). (2.8)

Tvr�e�e teoreme za niz D+
n sledi iz (2.7) i (2.8).

Dokaz za niz Vn zahteva dodatne argumente. Oznaqimo sa

Qn = P (Vn ≥ a).

Kako je Qn ≥ P+
n , dovo	no je dokazati

lim sup
n→∞

n−1 lnQn ≤ −g1(a). (2.9)
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Primetimo da je

Vn = sup{Fn(t)− t+ u− Fn(u) : 0 ≤ t ≤ 1, 0 ≤ u ≤ 1}.

Neka je m prirodan broj dovo	no veliki da va�i 0 < a − 2
m
< 1 i i, j

prirodni brojevi takvi da va�i 1 ≤ i, j ≤ m. Tada

Fn(t)− t+ u− Fn(u) ≤ Fn

(
i

m

)
− i− 1

m
+

j

m
− Fn

(
j − 1

m

)
= ∆n(i, j)

za i−1
m
≤ t ≤ i

m
i j−1

m
≤ u ≤ j

m
. Primetimo da je

Fn

(
i

m

)
− Fn

(
j − 1

m

)
=

n∑
i=1

(
I

{
Xi ≤

i

m

}
− I

{
Xi ≤

j − 1

m

})
.

Nakon izraqunava�a moment generatorne funkcije za ∆n(i, j) i pri-
menom teoreme 1.2.2 dobijamo

P (∆n(i, j) ≥ a) ≤

{
exp

[
−nf

(
a− 2

m
, i−j+1

m

)]
, i ≥ j − 1,

exp
[
−nf

(
a− 2

m
, 1− j−1−i

m

)]
, i ≤ j − 1.

(2.10)

Stoga je za sve i, j,

P (∆n(i, j) ≥ a) ≤ exp

[
−ng1

(
a− 2

m

)]
,

pa je i

Qn ≤
∑
i,j

P (∆n(i, j) ≥ a) ≤ m2 exp

[
−ng1

(
a− 2

m

)]
.

Logaritmova�em, de	e�em sa n, potom prolaskom limesa prvo kad n→
∞ a onda i kadm→∞, dobijamo ocenu (2.9) (uzeli smo u obzir neprekid-
nost funkcije g1 koju obezbe�uje lema 2.1.1).

Formuliximo i doka�imo teoremu o velikim odstupa�ima stati-
stika Gn, G

+
n , G

−
n , koja je bila objav	ena u radu [32]. Bi�e dovo	no da to

uradimo za statistiku G+
n jer kao i pre, veoma lako mo�emo ustanoviti

analognu nejednakost sa (2.5). Uvedimo funkciju

g2 = inf

{
−as− 1

2
s+ ln

(
es − 1

s

)}
.

Analognim postupkom kao za funkciju g1 (lema 2.1.1) dobijamo da je g2

neprekidna i da va�i

g2(a) = 6a2(1 + o(1)), kad a→ 0.
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Teorema 2.1.3. Ako je nulta hipoteza H taqna i a ∈ (0, 1), tada

lim
n→∞

n−1 lnP (G+
n ≥ a) = −g2(a).

Dokaz. Zapiximo G+
n u slede�em obliku

G+
n = sup

0≤t≤1

[
Fn(t)− t+ x̄− 1

2

]
.

Za proizvo	no t ∈ [0, 1] imamo

P (G+
n ≥ a) ≥ P

(
n−1

n∑
j=1

Zj ≥ a

)
,

gde je Zj = I{Xj ≤ 1} − t+Xj − 1
2
. Moment generatorna funkcija za Zj

je
EesZj = e−s/2(es − 1), s ≥ 0.

Primenom teoreme 1.2.2 dolazimo do do�e ocene

lim inf
n→∞

n−1 lnP (G+
n ≥ a) ≥ − inf

s≥0
ln[e−asEesZj ] = −g2(a).

Gor�e ograniqe�e mo�emo dobiti na isti naqin kao u teoremi 2.1.2
za statistiku D+

n . Prvo iskoristimo monotonost funkcije Fn da dobi-
jemo ocenu

G+
n ≤max

{
Fn

(
i

m

)
− i− 1

m
+ x̄− 1

2
: 1 ≤ i ≤ m

}
= max

{
n∑
i=1

n−1

(
I{Xi ≤ t}+Xi −

i− 1

nm
− 1

2n

)
: 1 ≤ i ≤ m

}
.

Ponovo, zbog subaditivnosti verovatno�e i leme 1.2.1, nakon elemen-
tarnog raquna dobija se tvr�e�e teoreme.

Velika odstupa�a Hmaladze-Aki statistika Kn, K
±
n opisana su sle-

de�om teoremom, koju je dokazala Podkoritova u svom radu [10].

Teorema 2.1.4. Neka je Tn neka od statistika Kn, K
+
n , K

−
n . Ako je

nulta hipoteza H taqna i a ∈ (0, 1), tada

lim
n→∞

n−1 lnP (Tn ≥ a) = g3(a),

gde je

g3(a) = a+ ln(1− a) = −1

2
a2(1 + o(1)), kad a→∞.
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Dokaz. Opet je dovo	no razmatrati samoK+
n jer va�i nejednakost analo-

gna sa (2.5). Neka je t ∈ [0, 1] proizvo	no i neka je X(m) najve�a stati-
stika poretka strogo ma�a od t. Va�i:

Fn(t)−
∫ t

0

1− Fn(s)

1− s
ds

= Fn(t)−
∫ X(1)

0

1

1− s
ds−

∫ X(2)

X(1)

n−1
n

1− s
ds− · · · −

∫ t

X(m)

n−m
n

1− s
ds

=
m∑
i=1

n−1
(
1 + ln(1−X(i))

)
+
n−m
n

ln(1− t) = n−1

n∑
j=1

Wj

gde je

Wj =

{
1 + ln(1−Xj), Xj ≤ t,

ln(1− t), Xj > t.

Za proizvo	no t ∈ [0, 1] tada imamo

P (K+
n ≥ a) ≥ P

(
n−1

n∑
j=1

Wj ≥ a

)
.

Moment generatorna funkcija za W1 je

φt(s) =EesW1 = E(E(esW1|X1)) = tEes+s ln(1−X′1) + (1− t)Ees ln(1−t)

=
es − (1− t)s+1es + (1− t)s+1(s+ 1)

s+ 1
, s ≥ 0

gde smo sa X ′1 oznaqili X1|X1 ≤ t, va�i X ′1 ∈ U [0, t]. Na osnovu teoreme
1.2.2 imamo

lim
n→∞

n−1 lnP

(
n∑
j=1

Wj ≥ na

)
= −ψ(a, t),

gde je −ψ(a, t) = inf{−sa+ lnφt(s) : s ≥ 0}. Odatle sledi

lim inf
n→∞

n−1 lnP (K+
n ≥ a) ≥ sup

0≤t≤1
{−ψ(a, t)}

= sup
0≤t≤1

inf
s≥0
{−sa+ lnφt(s)}

= sup
0≤t≤1

inf
s≥0
{s(1− a)− ln(1 + s)

+ ln(1− (1− t)s+1(1− (s+ 1)e−s))}.

Funkcija h(s, t, a) = s(1− a)− ln(1 + s) + ln(1− (1− t)s+1(1− (s+ 1)e−s))
je rastu�a po t za fiksirane s i a, tj. h(s, t1, a) < h(s, t2, a) za t1 < t2.
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Prolaskom infimuma po svim s ≥ 0 u posled�oj nejednakosti dobijamo
da je funkcija inf

s≥0
{h(s, t, a)} neopadaju�a po t. Va�i

sup
0≤t≤1

{−ψ(a, t)} = inf
s≥0

h(s, 1, a) = inf
s≥0
{s(1− s)− ln(1 + s)}

=a+ ln(1− a) ≡ g3(a).

Odatle dobijamo da je do�e ograniqe�e

lim inf
n→∞

n−1 lnP (K+
n ≥ a) ≥ g3(a). (2.11)

Da bismo dobili gor�e ograniqe�e, uzmimo prirodno k dovo	no ve-
liko da va�i a > εk = (ln ln k)−1. Zbog monotonosti va�i za svako
1 ≤ i ≤ k

max
i−1
k
≤t≤ i

k

{
Fn(t)−

∫ t

0

1− Fn(s)

a− s
ds

}
≤ Fn

(
i

k

)
−
∫ i−1

k

0

1− Fn(s)

a− s
ds

= Fn

(
i

k

)
− Fn

(
i− 1

k

)
+ Fn

(
i− 1

k

)
−
∫ i−1

k

0

1− Fn(s)

a− s
ds.

Odakle se lako dobija da va�i

P (K+
n ≥ a) ≤P

(
max
1≤i≤k

[
Fn

(
i− 1

k

)
−
∫ i−1

k

0

1− Fn(s)

a− s
ds

]
≥ a− εk

)

+ P

(
max
1≤i≤k

[
Fn

(
i

k

)
− Fn

(
i− 1

k

)]
≥ εk

)
= A1 + A2.

Ocenimo sada A1 i A2 koriste�i prvo subaditivnost verovatno�e a po-
tom i nejednakost (1.13):

A1 ≤
k∑
i=1

P

(
Fn

(
i− 1

k

)
−
∫ i−1

k

0

1− Fn(s)

a− s
ds ≥ a− εk

)

≤ k max
1≤i≤k

exp

[
−nψ

(
a− εk,

i− 1

k

)]
≤ k exp[n sup

0≤t≤1
{−ψ(a− εk, t)}]

= k exp[n(a− εk + ln(1− a+ εk))]

A2 ≤
k∑
i=1

P

(
Fn

(
i

k

)
− Fn

(
i− 1

k

)
≥ εk

)
≤ 2k exp[−n((1− εk) ln(1− εk)

+ εk ln εk + εk ln(k − 1))].
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Nakon logaritmova�a, potom prolaskom lim sup kad n→∞, korix�e�em
asimptotske relacije ln(an + bn) ∼ ln max{an, bn} kad n → ∞ i toga da
je funkcija f(x) = x lnx ograniqena odozdo sa −e−1, dobijamo

lim sup
n→∞

n−1 lnP (K+
n ≥ a)

≤ max

{
a− εk + ln(1− a+ εk),

2

e
− εk ln(k − 1)

}
.

Prelaskom na graniqnu vrednost kad k →∞ dobijamo i gor�e ograniqe�e

lim sup
n→∞

n−1 lnP (K+
n ≥ a) ≤ g3(a). (2.12)

Iz (2.12) i (2.11) sledi tvr�e�e teoreme.

2.2 Statistike integralnog tipa

U ovom ode	ku razmatramo velika odstupa�a integralne statistike
ωkn,q, definisne pomo�u jednakosti (1.30). Glavni rezultat objav	en je
u Nikitinovom radu iz dva dela [11], [12]. Kako bismo ga formulisali
razmotrimo prvo graniqni problem

y′′ − λqyk−1 = 0, y(0) = y(1) = 0,

∫ 1

0

ykqdt = 1. (2.13)

Postoja�e rexe�a problema (2.13) mo�e se pokazati metodama izlo�e-
nim u [6], XII poglav	e, ode	ak 2.4. Neka je λ0 = λ0(q; k) najma�i broj
po apsolutnoj vrednosti za koji rexe�e problema (2.13) postoji (svi
takvi brojevi su negativni) i neka je x0 odgovaraju�e rexe�e za λ = λ0.
Za par (x0, λ0) �emo �emo re�i da je glavno rexe�e a za λ0 da je glavna
vrednost problema (2.13).

Teorema 2.2.1. Pretpostavimo da je nulta hipoteza H taqna. Neka
je k pozitivan ceo broj i neka je q pozitivna te�inska funkcija,
integrabilna na (0, 1). Tada

lim
n→∞

n−1 lnP (ωkn,q ≥ a) =
∞∑
j=2

cja
j/k, (2.14)

gde red sa koeficijentima cj konvergira za dovo	no malo a > 0; xtavixe
c2 = 1

2
λ0(q; k).
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Dokaz. Posmatrajmo naxu statistiku ωkn,q kao funkcional od Fn

χ(Fn) =

∫ 1

0

(Fn(t)− t)kq(t)dt.

Za svake dve funkcije raspodele F1 i F2 na [0, 1] va�i

|χ(F1)− χ(F2)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

(F1(t)− t)kq(t)dt−
∫ 1

0

(F2(t)− t)kq(t)dt
∣∣∣∣

≤
∫ 1

0

∣∣(F1(t)− t)k − (F2(t)− t)k
∣∣ q(t)dt

=

∫ 1

0

∣∣kξk−1(t)
∣∣ |(F1(t)− t)− (F2(t)− t)| q(t)dt

≤k
∫ 1

0

q(t)dt

{
sup

0≤t≤1
|F1(t)− F2(t)|

}
gde smo koristili osnovnu integralnu nejednakost, Lagran�ovu teo-
remu o sred�oj vrednosti i to da je

∣∣ξk−1(t)
∣∣ ∈ [0, 1]. Niz nejednakosti

ukazuje na to da je funkcional χ ρ-neprekidan xto implicira da je i
τ -neprekidan u prostoru svih funkcija raspodele na [0, 1], Λ1 (dokaz tog
tvr�e�a mo�e se prona�i u [8]).

Uvedimo sada za svako a > 0 skup Ωa, onih funkcija raspodele na
[0, 1] koje zadovo	avaju nejednakost∫ 1

0

(F (t)− t)kq(t)dt ≥ a.

Za svaku apsolutno neprekidnu funkciju raspodele F na [0, 1] oznaqimo
sa K(F ) odgovaraju�e Kulbak-Lajblerovo rastoja�e

K(F ) =

∫ 1

0

F ′(t) lnF ′(t)dt.

Uvedimo jox oznaku

K(Ωa) = inf{K(F ) : F ∈ Ωa}.

Pretpostavimo da za dovo	no malo a > 0

K(Ωa) = −
∞∑
j=2

cja
j/k, (2.15)
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gde je red sa desne strane jednakosti bax onaj iz (2.14). Tada je K(Ωa)
neprekidna funkcija po a za dovo	no malo a > 0, pokazali smo da je ωkn,q
τ -neprekidan funkcional od Fn, pa su zadovo	eni svi uslovi teoreme
1.2.4 koja nam obezbe�uje

lim
n→∞

n−1 lnP (ωkn,q ≥ a) = −K(Ωa). (2.16)

Zak	uqak teoreme (2.2.1) tada sledi iz (2.15) i (2.16), pa da bismo ko-
mpletirali dokaz moramo pokazati da (2.15) va�i, qime se nada	e ba-
vimo.

Skup Ωa je neprazan za dovo	no malo a i τ -zatvoren jer je χ τ -
neprekidan, pa je Ωa = χ−1[a,+∞] zatvoren kao inverzna slika zatvore-
nog skupa neprekidnim preslikava�em. Na osnovu leme 1.2.7, postoji
funkcija raspodele Q ∈ Ωa u kojoj funkcional F → K(F ) dosti�e
infimum, tj. postoji rexe�e ekstremalnog problema raquna�a K(Ωa).

Za izraqunava�e K(Ωa) dovo	no je posmatrati familiju F , apso-
lutno neprekidnih funkcija raspodele F na [0, 1] sa odgovaraju�im gu-
stinama f (jer ako funkcija raspodele nije apsolutno neprekidna onda
je K(F ) = +∞ po definiciji). Za δ > 0, definiximo podskup fami-
lije F

Vδ = {F ∈ F : f > δ skoro svuda na [0, 1]}.

Lema 2.2.2. Postoji nenegativna funkcija α takva da α(δ) → 0 kad
δ → 0 i za dovo	no malo δ > 0 va�i

K(Ωa) ≥ K(Ωa−α(δ) ∩ Vδ/2)− δ.

Dokaz leme. Pretpostavimo da se vrednost K(Ωa) dosti�e za funkciju
raspodele F sa odgovaraju�om gustinom f . Tada

fδ =
f + δ

1 + δ
>
δ

2
,

pa odgovaraju�a funkcija raspodele Fδ pripada skupu Vδ/2. Kako fδ
ravnomerno te�i ka f kad δ → 0, odatle sledi da Fδ konvergira ka F
taqka po taqka na [0, 1]. Poxto je [0, 1] kompaktan skup sledi da Fδ → F
ravnomerno na [0, 1]. To implicira da

lim
δ→0

χ(Fδ) = lim
δ→0

∫ 1

0

(Fδ(t)− t)kq(t)dt =

∫ 1

0

lim
δ→0

(Fδ(t)− t)kq(t)dt

=

∫ 1

0

(F (t)− t)kq(t)dt = χ(F ),
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pa je Fδ ∈ Ωa−α(δ) ∩ Vδ/2 gde α(s)→ 0 kad δ → 0.
Poka�imo sada nejednakost∫ 1

0

fδ(t) ln fδ(t)dt−
∫ 1

0

f(t) ln f(t)dt ≤ δ. (2.17)

Primenimo Lagran�ove teoreme o sred�oj vrednosti na funkciju x lnx
i iskoristvxi da je K(F ) =

∫ 1

0
f(t) ln f(t)dt ≥ 0 dobijamo∫ 1

0

fδ(t) ln fδ(t)dt−
∫ 1

0

f(t) ln f(t)dt

=− ln(1 + δ)− δ

1 + δ

∫ 1

0

f(t) ln f(t)dt

+
1

1 + δ

∫ 1

0

[(f(t) + δ) ln(f(t) + δ)− f(t) ln f(t)]dt

≤ 1

1 + δ

∫ 1

0

(ln(f(t) + δ∗(t)) + 1) δ dt, 0 < δ∗(t) < δ.

Nejednakost (2.17) sledi ako u prethodnoj primenimo jox elementarnu
nejednakost lnx ≤ x− 1 za x > 0. Stoga je

K(Ωa) =

∫ 1

0

f(t) ln f(t)dt ≥
∫ 1

0

fδ(t) ln fδ(t)dt− δ,

odakle tvr�e�e leme 2.2.2 sledi.

Sada na osnovu leme 2.2.2 kao i qi�enice da infimum nadskupa nije
ve�i od infimuma podskupa, va�i

K(Ωa1 ∩ Vδ/2)− δ ≤ K(Ωa) ≤ K(Ωa ∩ Vδ/2), (2.18)

gde je a1 = a− α(δ).
Nejednakost (2.13) nam obezbe�uje da izraqunava�em K(Ωa ∩ Vδ/2) i

prelaskom na graniqnu vrednost kad δ → 0 mo�emo dobiti K(Ωa).
Jox jedno pomo�no tvr�e�e tiqe se osobina prostora Wp,m[0, 1] kojeg

qine funkcije x(t), m puta diferencijabile, takve da je x(0) = x(1) = 0
i x(m) ∈ Lp[0, 1], 0 < p ≤ ∞.

Norma se u prostoru Wp,m[0, 1], za 0 < p <∞ definixe kao

‖x‖Wp,m =

[∫ 1

0

∣∣x(m)(t)
∣∣p dt]

dok se za p =∞ definixe kao

‖x‖W∞,1 = ess sup
0≤t≤1

|x′(t)|.
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Lema 2.2.3. Za svako x ∈W1,2[0, 1]

sup
0≤t≤1

|x(t)| ≤ sup
0≤t≤1

|x′(t)| ≤ ‖x‖W1,2 .

Dokaz leme. Va�i

|x(t)| =
∣∣∣∣∫ t

0

x′(s)ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

|x′(s)|ds ≤ sup
0≤t≤1

|x′(t)|.

Po Rolovoj teoremi postoji taqka t0 ∈ [0, 1] td. x′(t0) = 0. Tada je za
svako t ∈ [0, 1]

|x′(t)| =
∣∣∣∣∫ t

t0

x′′(s)ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

|x′′(s)|ds = ‖x‖W1,2 .

Prolaskom supremuma po svim t ∈ [0, 1] dolazimo do nejednakosti iz
tvr�e�a leme.

Bi�e pogodno, zbog lakxeg zapisa, pre�i sa klase F na klasu apso-
lutno neprekidnih funkcija x(t) = F (t) − t, F ∈ F . Neka je U ⊂
W∞,1[0, 1] = X otvoren podskup koji sadr�i funkcije x takve da

x′(t) + 1 >
δ

2
za skoro sve t ∈ [0, 1]. (2.19)

Tada se nax ekstremalni problem (izraqunava�e K(Ωa1 ∩ Vδ/2)) svodi
na minimizaciju funkcionala

f0(x) = K(F ) =

∫ 1

0

(x′(t) + 1) ln(x′(t) + 1)dt, (2.20)

na skupu U pod ograniqe�em

f1(x) =

∫ 1

0

xk(t)q(t)dt− a1 ≥ 0. (2.21)

Nejednakost (2.19) obezbe�uje postoja�e Gatoovih izvoda funkcionala f0

i f1 u svakoj taqki x ∈ U , pa izraqunajmo �ihovo dejstvo na proizvo	nom
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h ∈W∞,1[0, 1].

f ′0(x)h = lim
ε→0

f0(x+ εh)− f0(x)

ε

= lim
ε→0

1

ε

∫ 1

0

[(x′ + εh′ + 1) ln(x′ + εh′ + 1)− (x′ + 1) ln(x′ + 1)]dt

=

∫ 1

0

(ln(x′ + 1) + 1)h′dt,

f ′1(x)h = lim
ε→0

f1(x+ εh)− f1(x)

ε

= lim
ε→0

1

ε

∫ 1

0

[(x+ εh)kq − xkq]dt =

∫ 1

0

kxk−1qhdt.

Kao takvi, f ′0(x) i f ′1(x) su neprekidni funkcionali, pa nam teorema
1.3.2 obezbe�uje strogu diferencijabilnost od f0 i f1. Sada su svi uslovi
teoreme 1.3.1 ispu�eni na osnovu koje postoje Lagran�ovi mno�ioci, λ̂0

i λ̂1, λ̂
2
0 + λ̂2

1 > 0, takvi da funkcija x̂(t), rexe�e ekstremalnog problema
(2.20) - (2.21), zadovo	ava jednaqinu

Lx(x̂, λ̂0, λ̂1) = 0, (2.22)

gde je

L(x, λ̂0, λ̂1) = λ̂0f0(x) + λ̂1f1(x),

uz dodatni uslov

λ̂1f1(x̂) = 0.

Uslov (2.22) znaqi da je izvod funkcije L po x nula operator, tj. za
svako h ∈W∞,1[0, 1] va�i

Lx(x̂, λ̂0, λ̂1)h =λ̂0f
′
0(x̂)h+ λ̂1f

′
1(x̂)h

=

∫ 1

0

[
λ̂0(ln(x̂′(t) + 1) + 1)h′(t) + kλ̂1x̂

k−1(t)q(t)h(t)
]
dt = 0.

Parcijalnom integracijom to se svodi na∫ 1

0

[
λ̂0(ln(x̂′(t) + 1) + 1) + kλ̂1

∫ 1

t

x̂k−1(s)q(s)ds

]
h′(t)dt = 0.

Odatle se pogodnim izborom h mo�e dobiti (videti [9], ode	ak 7.) da
za skoro svako t va�i

λ̂0(ln(x̂′(t) + 1) + 1) + kλ̂1

∫ 1

t

x̂k−1(s)q(s)ds = const. (2.23)
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Mo�emo smatrati da je (2.23) taqna za sve t ∈ [0, 1] jer se vrednost
funkcionala f0 ne�e promeniti. Iz izraza (2.23) sledi da je funkcija
ln(x̂′ + 1) apsolutno neprekidna, pa je po �utn-Lajbnicovoj formuli
skoro svuda diferencijabilna i diferencira�em se dobija

λ̂0x̂
′′(t)− kλ̂1x̂

k−1(t)(x̂′(t) + 1)q(t) = 0. (2.24)

Ponovo mo�emo pretpostaviti da (2.24) va�i za svako t ∈ [0, 1]. Poxto
je q pozitivna, x̂′(t)+1 > δ/2, i λ̂1 > 0, ako bi λ̂0 bilo jednako 0, sledilo
bi da je x̂ ≡ 0 xto je u suprotnosti sa uslovom (2.21). Dakle uslov (2.24)
je u naxem sluqaju ekvivalentan sa Ojler-Lagran�ovom jednaqinom

x̂′′(t)− µx̂k−1(t)(x̂′(t) + 1)q(t) = 0, (2.25)

uz koju treba uzeti u obzir normalizacioni uslov∫ 1

0

x̂k(t)q(t)dt = a1 (2.26)

i graniqni uslov

x̂(0) = x̂(1) = 0. (2.27)

U nastavku se bavimo konstrukcijom rexe�a problema (2.25)-(2.27).
Bi�e pogodno uvesti slede�u notaciju:

ε = a
1/k
1 , x̂ = gε, ν = µεk−2. (2.28)

Jednaqina (2.25) postaje

g′′ − νgk−1q − νεgk−1g′q = 0, (2.29)

uslov normalizacije postaje ∫ 1

0

gkqdt = 1, (2.30)

dok graniqni uslovi su neprome�eni

g(0) = g(1) = 0. (2.31)

Leva strana jednakosti (2.29) mo�e se posmatrati kao analitiqki
operator A(g, ν, ε) iz prostora W1,2[0, 1] × R2 u L1[0, 1]. Napomenimo da
smo lokalni ekstremum tra�ili u prostoru W∞,1 ali smo dobili da
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je dvostruko diferencijabilan i da pripada prostoru W1,2 koji je na
osnovu leme 2.2.3 sadr�an u W∞,1.

Razmotrimo prvo pomo�ni problem koji se dobija iz (2.29)-(2.31)
uzevxi da je ε = 0:

g′′ = νqgk−1 = 0, g(0) = g(1) = 0,

∫ 1

0

gkqdt = 1. (2.32)

Podsetimo se da je bax (2.32) izdvojen kao potreban za formulaciju
teoreme, �egova rexe�a ima�e glavni doprinos u rexava�u inicijalnog
problema. Na poqetku ode	ka smo definislai λ0 = λ0(q; k) kao najma�i
broj po apsolutnoj vrednosti ν za koji rexe�e problema (2.32) postoji.
To rexe�e oznaqimo sa x0.

U sluqaju kada je k = 1, glavno rexe�e (x0, λ0) se mo�e lako izraziti
pomo�u Grinove funkcije G(t, s) kao

λ0(q; 1) =−
(∫ 1

0

∫ 1

0

G(t, s)q(t)q(s)dtds

)−1

,

x0(t) =− λ0

∫ 1

0

G(t, s)q(s)ds, (2.33)

gde je

G(t, s) = min(t, s)− ts, 0 ≤ t, s ≤ 1.

Zapoqnimo konstrukciju rexe�a problema (2.29)-(2.31) od sluqaja
k = 1. Uvedimo smene

x = g − x0, λ = ν − λ0. (2.34)

Tada jednaqina (2.29) postaje

x′′ − λq − (λ+ λ0)ε(x′ + x′0)q = 0, (2.35)

uslov normalizacije postaje∫ 1

0

(x+ x0)qdt = 1, (2.36)

dok su graniqni uslovi neprome�eni

x(0) = x(1) = 0. (2.37)

Leva strana jednakosti (2.35) uz graniqne uslove (2.37) se mo�e po-
smatrati kao analitiqki operator A(x, ε, λ) : W1,2[0, 1] × R2 → L1[0, 1].
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Proverom po definiciji, �egov Frexeov izvod po x u taqki (x, 0, 0),
deluje na proizvo	no h ∈W1,2[0, 1] kao

Bh = Ax(x, 0, 0)h = h′′, h(0) = h(1) = 0.

Kao takav, operator B je invertibilan jer inverznu sliku od y ∈ L1[0, 1]
nalazimo rexava�em diferencijalne jednaqine h′′ = y uz ve� pomenute
graniqne uslove, dobija se h(t) =

∫ 1

0
G(t, s)y(s)ds. Stoga mo�emo pri-

meniti teoremu 1.3.4 o implicitnim analitiqkim operatorima i dobiti
rexe�e problema (2.35) u obliku

x =
∑
i+j≥0

xi,jε
iλj, (2.38)

gde je red apsolutno konvergentan u odnosu na normu prostora W1,2[0, 1]
za dovo	no male ε i |λ| > 0. Zamenom (2.38) u (2.35) i pore�e�em koefi-
cijenata uz odgovaraju�e stepene od ε i λ, mogu se izraqunati xi,j za svako
i i j. Specijalno, x0,0 = 0 a x0,1 se dobija izjednaqava�em koeficijenata
uz λ, tj. x′′0,1λ− λq = 0 odakle sledi da je

x0,1 =

∫ 1

0

G(t, s)q(s)ds.

Stav	aju�i (2.38) u (2.36) i integracijom qlan po qlan dobijamo

0 =

∫ 1

0

(x+ x0)qdt− 1 =

∫ 1

0

xqdt+

∫ 1

0

x0qdt− 1

=

∫ 1

0

(λx0,1 + εx1,0 +
∑
i+j≥2

xi,jε
iλj)qdt

=− λ

λ0

+ c1,0ε+
∑
i+j≥2

ci,jε
iλj, (2.39)

gde smo na osnovu (2.33) iskoristili da je
∫ 1

0
x0,1(t)q(t)dt = − 1

λ0
, a ci,j su

preostali numeriqki koeficijenti. Kako red
∑

i+j≥1 ‖xi,j‖W1,2ε
iλj kon-

vergira, na osnovu leme 2.2.3 sledi da i
∑

i+j≥1 ‖xi,j‖supε
iλj konvergira,

xto obezbe�uje apsolutnu konvergenciju reda (2.39) za dovo	no male ε
i |λ| > 0. Na osnovu teoreme o implicitnoj funkciji 1.3.3, poxto je
izvod po λ u taqki (0, 0) funkcije iz (2.39) razliqit od nule, u dovo	no
maloj okolini koordinatnog poqetka λ jeste analitiqka funkcija od ε.
Na osnovu toga i (2.38) imamo

x(t) =
∞∑
j=1

xj(t)ε
j,



2.2. Statistike integralnog tipa 33

gde red sa desne strane konvergira za dovo	no malo ε > 0. Kad vratimo
smene (2.34) i (2.28) dobijamo da je rexe�e problema (2.25)-(2.27) za k = 1

x̂(t) =x0a1 +
∞∑
j=1

xj(t)a
j+1
1 ,

µ =λ0a1 +
∞∑
j=1

µja
j+1
1 .

Razmotrimo sada sluqaj kada je k = 2. Napomenimo da x0 i λ0 zavise
od k, iako se koristi ista oznaka kao u sluqaju k = 1 u opxtem sluqaju
oni ne moraju biti jednaki. Nakon smene (2.34), jednaqina (2.29) poprima
oblik

Bx−R(x, ε, λ) = 0, (2.40)

gde je

Bx =x′′ − λ0xq, (2.41)

R(x, ε, λ) =λxq + λx0q + ελxx′q + λ0εxx
′q + ελ(xx0)′q

+ λ0εx0x
′
0q + λ0ε(x0x)′q + ελx0x

′
0q.

Uslov normalizacije sada postaje∫ 1

0

(x+ x0)2qdt = 1, (2.42)

dok su graniqni uslovi neprome�eni.
Za razliku od prethodnog sluqaja, operator B : W1,2[0, 1] → L1[0, 1]

odre�en sa (2.41) nije invertibilan. On nije 1− 1 jer je jezgro ovog op-
eratora dimenzije 1, znamo da Bx = 0 ima jedno netrivijalno rexe�e u
prostoruW1,2[0, 1]. Stoga se operatorsko uopxte�e teoreme o implicit-
noj funkciji (toerema 1.3.4) ne mo�e primeniti. Do rexe�a jednaqina
(2.40) dolazimo pomo�u �apunov-Xmit jednaqine grana�a.

Oznaqimo sa E1 prostor W1,2[0, 1] a sa E2 prostor L1[0, 1]. Dualni
prostor od Ei oznaqimo sa E∗i , za i = 1, 2. Neka je B∗ : E∗2 → E∗1
konjungovani operator od B (po definiciji, B∗ slika funkcional e∗2 u
funkcional e∗2 ◦ B) i neka je (x, α) vrednost funkcionala α u taqki x.
Oznaqimo sa γ onaj element prostora E∗1 za koji je (x0, γ) = 1. Kako je
B oblika Bx = (ax′)′ + bx za a ≡ 1 i b ≡ −λ0q, on je Xturm-Liuvilov
operator, poslediqno i Fredholmov (dim(Ker(B)), dim(E2/ Im(B)) <∞).
Na osnovu izlaga�a u [34] iz ode	ka 21, poxto je B Fredholmov va�i
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da je dim(Ker(B∗)) = dim(Ker(B)) = 1 . Neka je ψ ∈ E∗2 funkcional koji
generixe jezgro operatora B∗ i neka je z element prostora E2 takav da
je (z, ψ) = 1.

Odredimo sada z i ψ u funkciji od x0 i q. Na osnovu teoreme o
reprezentaciji funkcionala na L1[0, 1] (videti [30], teorema 8.19) po-

stoji jedinstvena funkcija a ∈ L1[0, 1] takva da je (x, ψ) =
∫ 1

0
x(t)a(t)dt.

Neka je ψ1 ∈ E∗2 takav da va�i (y, ψ1) =
∫ 1

0
yx0dt. Dvostrukom primenom

parcijalne integracije dobijamo da va�i za svako x ∈ E1 slede�e

(x,B∗ψ1) =(Bx, ψ1) =

∫ 1

0

B(x)x0dt =

∫ 1

0

(x′′ − λ0xq)x0dt =

=

∫ 1

0

x′′x0dt−
∫ 1

0

λ0xqx0dt = −
∫ 1

0

x′x′0dt−
∫ 1

0

λ0xqx0dt

=

∫ 1

0

xx′′0dt−
∫ 1

0

λ0xqx0dt =

∫ 1

0

xB(x0)dt =

∫ 1

0

x · 0dt0 = 0

tj. pokazali smo da ψ1 ∈ Ker(B∗). Poxto je jezgro dimenzije jedan sledi
da je nax proizvo	ni izbor generatora jezgra od B∗ bax moglo biti
ψ ≡ ψ1. Zbog uslova normalizacije

∫ 1

0
x0q · x0 = 1 sledi da je z ≡ x0q tj.

imamo da je (x0q, ψ) = 1.
Definiximo sada operator koji slika E1 u E2

B̃x = Bx+ ξz, gde je ξ = (x, γ).

Na osnovu uopxtene Xmit-ove leme ([34], ode	ak 21.3) operator B̃ je
invertibilan, �egov inverzni operator Γ = B̃−1 je ograniqen, i va�i

Γz = x0, Γ∗γ = ψ.

Zapiximo jednakost (2.40) u obliku

B̃x = R(x, ε, λ) + ξz, (2.43)

sada teorema o implicitnim operatorima (teorema 1.3.4) mo�e da se
primeni jer je Frexeov izvod po x u taqki (x, ε, λ, ξ) = (x0, 0, 0, 0) ope-
ratora B̃x − R(x, ε, λ) − ξz bax B̃ koji ima ograniqen inverz Γ. Ona
obezbe�uje da se rexe�e x mo�e analitiqki izraziti u dovo	no maloj
okolini koordinatnog poqetka, tj.

x =
∞∑

i,j,k=0

xi,j,kξ
iεjλk (2.44)
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za dovo	no male ξ, ε, |λ| > 0, kao i da red apsolutno konvergira u odnosu
na normu prostora E1.

Kako bismo naxli xi,j,k uvrstimo (2.44) u (2.43) i izvrximo izje-
dnaqava�e koeficijenata uz odgovaraju�e stepene od ξ, ε i λ. Kao i
u sluqaju k = 1, odredi�emo samo prvih nekoliko koeficijenata jer
kad budemo raqunali jakobijan u koordinatnom poqetku samo linearni
delovi se ne�e ponixtiti.

Elementarnim raqunom dobijamo

B̃x0,0,0 = 0 ⇒ x0,0,0 = Γ0 = 0

B̃x1,0,0 = z ⇒ x1,0,0 = Γz = x0

B̃xi,0,0 = 0 ⇒ xi,0,0 = 0, i ≥ 2

B̃x0,0,1 = x0q ⇒ x0,0,1 = Γ(x0q)

B̃x0,1,0 = λ0x0x
′
0q ⇒ x0,1,0 = λ0Γ(x0x

′
0q)

B̃x1,0,1 = x1,0,0q ⇒ x1,0,1 = Γ(x0q)

B̃x1,1,0 = λ0(x0x1,0,0)′q ⇒ x1,1,0 = 2λ0Γ(x0x
′
0q)

i tako da	e.
Ci	 nam je da poka�emo da λ i ξ analitiqki zavise od ε u okolini

koordinatnog poqetka. Potrebne dve implicitne jednaqine dobijamo
kada (2.44) uvrstimo u ξ = (x, γ) i kada uvrstimo u normalizacioni
uslov (2.42).

Uvrstimo (2.44) u ξ = (x, γ), i definiximo Li,j,k = (xi,j,k, γ), tada
dobijamo

ξ =
∞∑
i=0

Li,0,0ξ
i +

∞∑
i=1

ξi
∑
j+k≥1

Li,j,kε
jλk.

Ako iskoristimo da je L0,0,0 = (x0,0,0, γ) = (0, γ) = 0, kao i L1,0,0 =
(x0, γ) = 1, dolazimo do �apunov-Xmit jednakosti grana�a

∞∑
i=2

Li,0,0ξ
i +

∞∑
i=1

ξi
∑
j+k≥1

Li,j,kε
jλk = 0.

Kao xto smo ve� napomenuli od znaqaja su samo vode�ih nekoliko ko-
eficijenata. Iskoristi�emo osobinu koju nam je obezbedila Xmit-ova
lema, da je Γ∗γ = ψ, odnosno po definiciji da je (Γ(x), γ) = (x, ψ). Uz to
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iskoristimo i osobinu koju smo pokazali, da je (x0q, ψ) = 1. Dobijamo

L2,0,0 = L3,0,0 = · · · = Lk,0,0 = · · · = 0,

L0,0,1 = (Γ(x0q), γ) = (x0q, ψ) = 1,

L0,1,0 = λ0(Γ(x0q), γ),

L1,0,1 = (Γ(x0q), γ) = (x0q, ψ) = 1,

L1,1,0 = 2λ0(Γ(x0q), γ) = 2L0,1,0.

Stoga naxa jednaqina grana�a postaje

F1(ξ, ε, λ) ≡ λ+ ξλ+ L0,1,0(ε+ 2ξε) + L0,2,0ε
2 + · · · = 0.

Druga implicitna jednaqina dobija se kada se (2.44) uvrsti u no-
rmalizacioni uslov (2.42). Lema 2.2.3 nam obezbe�uje apsolutnu konve-
rgenciju od razvoja x2, poslediqno i integraciju qlan po qlan u odnosu
na meru q dt. Dobijamo

F2(ξ, ε, λ) ≡ 2ξ + 2λ+ a0,1,0ε+ a0,2,0ε
2 + · · · = 0, (2.45)

gde su koeficijenti ai,j,k brojevi, vrednosti odgovaraju�ih integrala uz
ξiεjλk.

Sada razmatramo klasiqnu implicitnu jednaqinu

(F1(ξ, ε, λ), F2(ξ, ε, λ)) = (0, 0)

qiji je jakobijan
∂(F1, F2)

∂(ξ, λ)
(0, 0) =

∣∣∣∣0 1
2 2

∣∣∣∣ 6= 0,

odakle na osnovu teoreme 1.3.3 sledi da za dovo	no malo ε > 0 va�i

ξ =
∞∑
k=1

ckε
k, λ =

∞∑
k=1

dkε
k. (2.46)

Zamenom (2.46) u (2.44) i vra�aju�i smene (2.34) i (2.28) dobijamo
rexe�e problema (2.25)-(2.27) za k = 2 u obliku apsolutno konvergentih
redova

x̂(t) = x0a
1/2
1 +

∞∑
j=1

xj(t)a
(j+1)/2
1 ,

µ = λ0 +
∞∑
j=1

µja
j/2
1 .
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Napomenimo da su koeficijenti xj i µj samo oznaqeni isto kao u sluqaju
k = 1 ali u opxtem sluqaju oni nisu jednaki, koriste se iste oznake zbog
jednostavnosti.

Sluqaj k > 2 se svodi ili na regularan sluqaj k = 1 ili na granaju�i
k = 2. Koriste�i se smenom (2.34) transformixemo jednaqinu (2.29) u
onu oblika (2.40) gde je

Bx = x′′ − λ0(k − 1)xk−2
0 xq, (2.47)

a operator R(x, ε, λ) sadr�i qlanove ε, λ ili x stepena ve�eg od 1.
Razmatramo slede�a dva sluqaja.

I. Operator B : W1,2[0, 1] → L1[0, 1] zadat sa (2.47) ima ograniqeni
inverz (regularan sluqaj).

Primenimo teoremu o implicitnom operatoru kao u sluqaju k = 1.
Dobijamo da je rexe�e problema (2.25)-(2.27) oblika

x̂(t) = x0a
1/k
1 +

∞∑
j=1

xj(t)a
(j+1)/2
1 , (2.48)

µ = λ0a
(2/k−1)
1 +

∞∑
j=1

µja
(j−k+2)/k
1 , (2.49)

gde redovi konvergiraju za a1 > 0 dovo	no malo.
II. Operator B nije invertibilan.

Kako je B Xturm-Liuvilov operator on je i Fredholmov, pa opet,
kao i u sluqaju k = 2, mo�emo se pozvati na Xmit-ovu lemu. Nakon toga,
primenom teoreme o implicitnim operatorima dobili bismo analitiqku
zavisnost i na kraju postavili implicitne jednaqine grana�a i norma-
lizacionog uslova. Izrazi postaju samo opxirniji i neke formule �e
se promeniti, ali promene nisu baziqne, npr u (2.45) �e vode�i qlanovi
biti kξ+kλ umesto 2ξ+2λ. Nakon toga dolazimo do zak	uqka da rexe�e
problema (2.25)-(2.27) zaista ima oblik (2.48)-(2.49).

Time je za svako prirodno k funkcija x̂(t) u kojoj se posti�e infi-
mum funkcionala f0 konstruisana.

Na osnovu leme 2.2.3, funkcija x̂(t) dozvo	ava diferencira�e qlan
po qlan i red sa diferenciranim qlanovima konvergira uniformno na
[0, 1], pa je

x̂′(t) = x′0(t)a
1/k
1 +

∞∑
j=1

x′j(t)a
(j+1)/k
1 . (2.50)
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Sme�uju�i (2.50) u funkcional f0(x) i integracijom qlan po qlan
dobijamo∫ 1

0

(x̂′(t) + 1) ln(x̂(t) + 1)dt =

∫ 1

0

(x̂′(t) + 1)

(
x̂′(t)− 1

2
x̂′2(t) + . . .

)
dt

=

∫ 1

0

(
x̂′(t) +

1

2
x̂′2(t) + . . .

)
dt

=

∫ 1

0

x̂′(t)dt+
1

2

∫ 1

0

x̂′2(t)dt+ . . .

= 0 +
1

2

∫ 1

0

x′20 (t)a
2/k
1 dt+ . . .

=− 1

2
a

2/k
1

∫ 1

0

x′′0(t)x0(t)dt+ . . .

=− 1

2
a

2/k
1

∫ 1

0

λ0x
k
0(t)qdt+ . . .

=− λ0

2
a

2/k
1 +

∞∑
j=3

bja
j/k
1 , (2.51)

gde su bj = bj(q; k) numeriqki koeficijenti, λ0 = λ0(q; k) glavna vre-
dnost problema (2.13) i red konvergira za dovo	no malo a1 > 0. Time
smo pokazali da je

K(Ωa1 ∩ Vδ/2) = −λ0

2
a

2/k
1 +

∞∑
j=3

bja
j/k
1 .

Setimo se da je a1 = a − α(δ) → a kad δ → 0 . Prelaskom na graniqnu
vrednost u (2.18) kad δ → 0 i ako iskoristimo levu nejednakost iz (2.51)
dobijamo

K(Ωa) ≥ −
λ0

2
a

2/k
1 +

∞∑
j=3

bja
j/k
1 . (2.52)

S druge strane, vrednost K(Ωa ∩ Vδ/2) se raquna analogno kao vrednost
K(Ωa1 ∩ Vδ/2). Odgovaraju�e rexe�e ekstremalnog problema ima formu
(2.48) samo u zavisnosti od a umesto a1. Stoga desna nejednakost od (2.18)
postaje

K(Ωa) ≤ −
λ0

2
a

2/k
1 +

∞∑
j=3

bja
j/k
1 . (2.53)

Sada na osnovu (2.52) i (2.53) sledi tvrd�e�e teoreme.
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2.3 U- i V -statistike

U ovom ode	ku razamtramo velika odstupa�a U - i V -statistika de-
finisanih pomo�u (1.31) i (1.32). Te statistike se uobiqajeno posma-
traju u paru zbog sliqnih asimptotskih svojstava a pokaza�emo da se
uz dodatne uslove velika odstupa�a U - i V -statistika poklapaju. Rezu-
ltate koje smo uvristili dokazali su Nikitin i Ponikarov, videti [13].

Neka je

Θ(F ) =

∫ +∞

−∞
. . .

∫ +∞

−∞
Φ(x1, ..., xm)dF (x1) . . . dF (xm)

Pretpostav	aju�i E|Φ| <∞, definixemo

Φc(x1, ..., xc) =E(Φ(X1, ..., Xm)|X1 = x1, ..., Xc = xc)

=E(Φ(x1, ..., xc, Xc+1, ..., Xm)), c = 1, ...,m.

Oznaqimo sa Φ̃ = Φ−Θ(F ) i Φ̃c = Φc −Θ(F ) za c = 1, ...,m.
Posmatrajmo funkcije

g1(x1) = Φ̃1(x1),

g2(x1, x2) = Φ̃2(x1, x2)− g1(x1)− g2(x2),

...

gm(x1, ..., xm) = Φ̃m(x1, ..., xm)−
m∑
i=1

gi(x1)−
∑

1≤i1<i2≤m

g2(xi1 , xi2)

− · · · −
∑

1≤i1<···<im−1≤m

gm−1(xi1 , ..., xim−1).

Neka je r najma�i prirodan broj za koji va�i

g1 = · · · = gr−1 = 0, gr 6= 0. (2.54)

Broj r nazivamo rang U - odnosno V -statistike, ili jox rang jezgra
Φ. U sluqaju kada je r = 1 re�i �emo da je jezgro nedegenerisano, u
suprotnom �emo re�i da je degenerisano. Izdvoji�emo sluqaj r = 2 i
za nega re�i da je slabo degenerisano jezgro. U ovom radu bi�e izraqu-
nata velika odstupa�a za U - i V -statistike sa nedegenerisanim i slabo
degenerisanim jezgrom.

Ne uma�uju�i opxtost, pretpostavimo da je uzorak X1, ..., Xn iz uni-
formne raspodele na intervalu [0, 1]. Ako to ne bi bio sluqaj, ve� bi
nax uzorak Y1, ..., Yn bio iz raspodele F , onda bismo mogli da posma-
tramo U - i V -statistiku sa transformisanim jezgrom Φ0(X1, ..., Xn) =
Φ(F−1(Y1), ..., F−1(Yn)).
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Teorema 2.3.1. Neka je jezgro Φ V -statistike (1.32) ograniqeno na
[0, 1]m,

|Φ(s1, ..., sm)| ≤M, (2.55)

EΦ = 0 i Φ je ranga 1, tj.

σ2 = Eψ(X1) > 0, (2.56)

gde je ψ(s1) = E(Φ(X1, ..., Xm)|X1 = s1). Tada za svaki realan niz {γn}
takav da γn → 0 va�i

lim
n→∞

n−1 lnP (Vn ≥ a+ γn) =
∞∑
j=2

bja
j, (2.57)

gde red sa desne strane jednakosti konvergira za dovo	no malo a > 0,
xtavixe b2 = −1/(2m2σ2).

Napomena: Niz {γn} je uveden u formulaciji teoreme jer mnoge stati-
stike koje ne pripadaju klasi V -statistika mogu da se aproksimiraju
uz korekciju koju taj niz predstav	a.

Dokaz. Statistiku Vn iz iskaza teoreme mo�emo predstaviti u obliku
funkcionala V -empirijske mere kao

Vn = T (Hn) =

∫ M

−M
xdHn(x),

gde je Hn definisana formulom (1.15) a konstanta M pomo�u (2.55).
Parcijalnom integracijom dobijamo

|T (H1)− T (H2)| =
∣∣∣∣∫ M

−M
xdH1(x)−

∫ M

−M
xdH2(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ M

−M
xd(H1 −H2)(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ M

−M
(H1 −H2)(x)dx

∣∣∣∣
≤ 2M sup

t

∣∣H1(t)−H2(t)
∣∣

gde suH1, H2 ∈ P(R) proizvo	ne i poistovetili smoH i(t) saH1(−∞, t).
Ova nejednakost obezbe�uje neprekidnost funkcionala T u topologiji ρ
koja implicira τ -neprekidnost. Na osnovu teoreme (1.2.5) V -empirijska
mera Hn zadovo	ava na P(R) princip velikih odstupa�a sa funkcijom
odstupa�a

JP (ν) = inf{K(Q,P ) : ν = Qm ◦ Φ−1, Qm ∈ P([0, 1]m)}.
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Poslediqno, funkcija λ iz iskaza teoreme (1.2.6) je oblika

λ(a) =JP (Ωa) = inf

{
K(Q,P ) :

∫ M

−M
ydQm ◦ Φ−1(y) ≥ a

}
= inf

{
K(Q,P ) :

∫
Im

Φ(s1, ..., sm)dQ(s1) . . . dQ(sm) ≥ a

}
,

gde je sa Im oznaqen skup [0, 1]m.
Ako je λ(a) neprekidna zdesna za dovo	no malo a > 0, tada tvr�e�e

naxe teoreme sledi na osnovu teoreme 1.2.6 i u nastavku to pokazujemo.
Pojednostavimo oznake,

Ωa = {F je funkcija raspodele na [0,1]∫
Im

Φ(s1, ..., sm)dF (s1) . . . dF (sm) ≥ a}.

Oznaqimo sa K(F ) Kulbak-Lajblerovo rastoja�e funkcije raspodele F
od uniformne na [0, 1], tj.

K(F ) =

∫ 1

0

F ′(t) lnF ′(t)dt.

U saglasnosti sa (1.14) stav	amo

K(Ωa) = inf{K(F ) : F ∈ Ωa}.

Pokaza�emo da je K(Ωa) analitiqka funkcija po a za a > 0 dovo	no
malo, xtavixe

K(Ωa) = −
∞∑
j=2

bja
j, (2.58)

gde je red sa desne strane jednak onom iz (2.57). Tada �e λP (a) = K(Ωa)
svakako biti neprekidna zdesna u a za dovo	no malo a > 0. Stoga je
ostatak dokaza posve�en dokaziva�u (2.58).

Primetimo da je Ωa = T−1[a,+∞] pa je on τ -zatvoren kao inverzna
slika τ -neprekidnog preslikava�a. Na osnovu leme 1.2.7 imamo da posto-
ji funkcija raspodele iz Ωa u kojoj se infimum K(Ωa) dosti�e, odnosno
postoji rexe�e naxeg ekstremalnog problema.

Da bismo izraqunali K(Ωa) dovo	no je posmatrati klasu F apso-
lutno neprekidnih funkcija na [0, 1] sa gustinama f . Za svako δ defi-
nixemo kao i pre,

Vδ = {F ∈ F : f > δ skoro svuda na [0, 1]}.
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Na osnovu leme (2.1.1) va�i

K(Ωa1 ∩ Vδ/2)− δ ≤ K(Ωa) ≤ K(Ωa ∩ Vδ/2), (2.59)

gde je a1 = a− α(δ).
Neka je U otvoreni podskup od L1[0, 1] koji se stastoji od funkcija

f takvih da

f(t) > δ/2, (2.60)

za skoro svako t ∈ [0, 1]. Nax ekstremalni problem se svodi na mini-
mizaciju funkcionala

g0 =

∫ 1

0

f(t) ln f(t)dt (2.61)

definisanog na U od L1[0, 1] uz dva dodatna ograniqe�a

g1(f) =

∫
Im

Φ(s1, ..., sm)
m∏
j=1

f(sj)ds1 . . . dsm − a1 ≥ 0, (2.62)

g2(f) =

∫ 1

0

f(t)dt− 1 = 0. (2.63)

Analognim postupkom kao u dokazu teoreme (2.2.1) mo�emo pokazati
da su funkcije g0, g1 i g2 strogo diferencijabilne na U . Kao i pre,
zadovo	eni su uslovi za primenu teoreme 1.3.1 koja nam obezbe�uje po-
stoja�e konstanti λ̂0, λ̂1 i λ̂2 za koje va�i λ̂2

0 + λ̂2
1 + λ̂2

2 > 0 tako da
funkcija f̂(t), u kojoj problem (2.61)-(2.63) dosti�e lokalni ekstremum,
zadovo	ava jednakost

Lf (f̂ , λ̂0, λ̂1, λ̂2) = 0, (2.64)

gde je

L(f, λ̂0, λ̂1) = λ̂0g0(f) + λ̂1g1(f) + λ̂2g1(f),

uz dodatne uslove

λ̂1g1(f̂) =0, (2.65)

λ̂2g2(f̂) =0. (2.66)
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Raqunaju�i (2.64), analognim tehnikama prikazanim u raqunu (2.22),
dobijamo da za svako h ∈W1,1[0, 1] va�i∫ 1

0

(
λ̂0(ln f̂(s1) + 1) + λ̂2

+ λ̂1m

∫
Im−1

Φ(s1, ..., sm)
m∏
j=2

f̂(sj)ds2 . . . dsm

)
h′(s1)ds1 = 0.

Pogodnim izborom h mo�e se pokazati (videti [9], ode	ak 7.) da va�i

λ̂0(ln f̂(s1) + 1) + λ̂2 + λ̂1m

∫
Im−1

Φ(s1, ..., sm)
m∏
j=2

f̂(sj)ds2 . . . dsm = C1,

(2.67)

gde je C1 neka konstanta. Tako dobijena Ojler-Lagran�ova jednaqina
razmatra se uz normalizacione uslove∫

Im
Φ(s1, ..., sm)

m∏
j=1

f̂(sj)ds1 . . . dsm = a1, (2.68)

∫ 1

0

f̂(t)dt = 1, (2.69)

koji slede iz (2.65) i (2.66).
Bi�e pokazano, ostav	eno je za kraj dokaza ove teoreme, da je λ̂0 6= 0

u (2.67). Odatle sledi da je (2.67) ekvivalentna sa

f̂(s1) = C2 exp

{
µ

∫
Im−1

Φ
m∏
j=2

f̂(sj)ds2 . . . dsm

}
.

Zbog ograniqenosti jezgra i zbog normalizacionog uslova (2.69) ima-
mo da je f̂ ograniqena tj. f̂ ∈ L∞[0, 1]. Mo�emo izraqunati konstantu
C2 iz uslova (2.69), pa naxa jednaqina postaje

f̂(s1) =
exp

{
µ
∫
Im−1 Φ

∏m
j=2 f̂(sj)ds2 . . . dsm

}
∫ 1

0
exp

{
µ
∫
Im−1 Φ

∏m
j=2 f̂(sj)ds2 . . . dsm

}
ds1

, (2.70)

koja se razmatra uz normalizacioni uslov (2.68).
Uvedimo smene

a1 = ε, µ = λε, f̂(t) = 1 + εx(t). (2.71)
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Tada (2.70) postaje

(1 + εx(s1))

∫ 1

0

exp

{
λε

∫
Im−1

Φ
m∏
j=2

(1 + εx(sj))ds2 . . . dsm

}
ds1 (2.72)

− exp

{
λε

∫
Im−1

Φ
m∏
j=2

(1 + εx(sj))ds2 . . . dsm

}
= 0,

(2.73)

a normalizacioni uslov postaje

m

∫ 1

0

ψ(s1)x(s1)ds1 +

∫
Im

ΦZ(ε,m, x)ds1 . . . dsm − 1 = 0, (2.74)

gde je

Z(ε,m, x) = εm−1

m∏
j=1

x(sj) + εm−2

m∑
i=2

∏
j 6=i

x(sj) + · · ·+ ε
∑
j<i

x(sj)x(si).

Leva strana jednakosti (2.72) mo�e da se posmatra kao analitiqki
operator A(x, λ, ε) : L∞[0, 1] × R2 → L∞[0, 1]. To sledi po defini-
ciji ako se posmatra stepeni red dobijen nakon razvoja eksponencijalne
funkcije. Nax ci	 je da poka�emo da je rexe�e problema (2.72)-(2.74)
analitiqka funkcija od ε za dovo	no malo ε.

Primetimo da je

exp

{
λε

∫
Im−1

Φ
m∏
j=2

(1 + εx(sj))ds2 . . . dsm

}
= exp

{
λεψ(s1) + λε2

∫
Im−1

ΦR(ε,m, x)ds2 . . . dsm

}
,

gde

R(ε,m, x) = εm−2

m∏
j=2

x(sj) + εm−3

m∑
i=2

∏
j 6=i

x(sj) + · · ·+ ε

m∑
j=2

x(sj).

Ako sada razvijemo ekponencijalnu funkciju u red i uzmemo u obzir
samo najma�e stepene od ε dobijamo

exp

{
λε

∫
Im−1

Φ
m∏
j=2

(1 + εx(sj))ds2 . . . dsm

}
= 1 + λεψ(s1)

+λε2
∫
Im−1

ΦR(ε,m, x)ds2 . . . dsm +
λ2ε2

2
ψ2(s1) + A1ε

3 + . . . . (2.75)
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Ovde, koeficijent A1 uz ε
3, kao i oni uz ε ve�eg stepena, zavise od Φ,

m, λ i x. Isto va�i i za koeficijente A2 i A3 koji se jav	aju kasnije.
Integracijom (2.75) u odnosu na s1 dobijamo∫ 1

0

exp

{
λε

∫
Im−1

Φ
m∏
j=2

(1 + εx(sj))ds2 . . . dsm

}
ds1

=1 + λε2
∫
Im

ΦR(ε,m, x)ds1 . . . dsm +
λ2ε2

2
σ2 + A2ε

3 + . . . ,

(2.76)

gde smo iskoristili jednakost∫ 1

0

ψ(s1)ds1 = EΦ = 0.

Uzevxi u obzir (2.75) i (2.76), naxa jednaqina (2.72) tada postaje

(1 + x(s1))

(
1 + λε2

∫
Im

ΦR(ε,m, x)ds1 . . . dsm +
λ2ε2

2
σ2 + A2ε

3 + . . .

)
=

(
1 + λεψ(s1) + λε2

∫
Im−1

ΦR(ε,m, x)ds2 . . . dsm

+
λ2ε2

2
ψ2(s1) + A1ε

3 + . . .

)
odnosno

x(s1)−λψ(s1)− λ2ε

2
ψ2(s1)− λε

∫
Im−1

ΦR(ε,m, x)ds2 . . . dsm +
λ2ε

2
σ2

+λε

∫
Im

ΦR(ε,m, x)ds1 . . . dsm + A3ε
2 + · · · = 0. (2.77)

Uz (2.77) posmatramo i normalizacioni uslov (2.74).
Posmatrajmo pomo�ni problem dobijen iz (2.74) i (2.77) za taqku

ε = 0. On je oblika

x(s1)− λψ(s1) =0,

m

∫ 1

0

ψ(s1)x(s1)ds1 =1.

Smenivxi x u drugoj jednaqini sa λψ dobijamo da je par λ0 = 1/(mσ2),
x0 = λ0ψ jedinstveno rexe�e tog pomo�nog problema. Neka je ν = λ−λ0.
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Tada je (2.77) oblika

x(s1)− νψ(s1)− λ0ψ(s1)− (λ0 + ν)2ε

2
ψ2(s1)

− (λ0 + ν)ε

∫
Im−1

ΦR(ε,m, x)ds2 . . . dsm +
(λ0 + ν)2ε

2
σ2 (2.78)

+ (λ0 + ν)ε

∫
Im

ΦR(ε,m, x)ds1 . . . dsm + A3ε
2 + · · · = 0.

Leva strana jednakosti mo�e da se posmatra kao analitiqki operator
A(x, ν, ε) : L∞[0, 1]× R2 → L∞[0, 1]. Frexeov izvod po x u taqki x = x0,
ν = 0, ε = 0 je identiqko preslikava�e, koje oqigledno ima ograniqeni
inverzni operator. Teorema 1.3.4 nam tada obezbe�uje da je x analitiqka
funkcija od ν i ε za dovo	no male |ν|, ε > 0, tj. postoje funkcije xk,l ∈
L∞[0, 1] takve da je

x(t) = x0(t) +
∑
k+l>0

xk,l(t)ν
kεl (2.79)

i red sa desne strane konvergira apsolutno u prostoru L∞. Ve� smo
izraqunali da je x0 = λ0ψ, preostale koeficijente �emo na�i ako uvrsti-
mo (2.79) u (2.78) i izjednaqimo koeficijente uz odgovaraju�e stepene od
ε i λ. Za potrebe dokaza, dovo	no �e nam biti da izraqunamo samo

x1,0(s1) = ψ(s1),

odakle sledi da je nax red oblika

x = λ0ψ + νψ + x0,1ε+ . . . .

Kada to uvrdstimo u normalizacioni uslov (2.74), zbog apsolutne ko-
nvergencije u L∞ normi mo�emo integraliti qlan po qlan. Dobijamo

mνσ2 + c0,1ε+
∑
i+j≥2

ci,jε
iνj = 0, (2.80)

gde su koeficijenti nezavisni od ε i ν i red konvergira za dov	no
male |ν|, ε > 0. Primetimo da je izvod implicitne funkcije kod (2.80)
po ν pozitivna konstanta mσ2, stoga na osnovu teoreme o implicitnoj
funkciji 1.3.3 imamo da je ν analitiqka funkcija od ε u nekoj okolini
koordinatnog poqetka:

ν =
∞∑
k=1

dkε
k. (2.81)
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Sme�uju�i sada (2.81) u (2.79) za neke xk ∈ L∞[0, 1] imamo konstruisano
rexe�e u vidu konvergentnog reda za dovo	no malo ε > 0:

x(t) = λ0ψ(t) +
∞∑
k=1

xk(t)ε
k. (2.82)

Ako vratimo sada poqetnu notaciju (2.71) imamo da je (2.82) oblika

f̂(t) = 1 + a1λ0ψ(t) +
∞∑
k=1

xk(t)a
k+1
1 . (2.83)

Jasno je da f̂(t) > δ/2 za dovo	no male δ i a1, stoga rexe�e naxeg
ekstremalnog problema pripada skupu Ωa ∩ Vδ/2. Sme�uju�i (2.83) u
funkcional (2.62), istim postupkom kao kod smo raqunali (2.51), nala-
zimo da je ∫ 1

0

f̂(t) ln f̂(t)dt = −
∞∑
k=2

bka
k
1

za neke numeriqke koeficijente bk. Specijalno, vode�i koeficijent b2

je

b2 = −1

2
λ2

0

∫ 1

0

ψ2(t)dt = − 1

2m2σ2
.

Prisetimo se da a1 = a−α(δ)→ a kad δ → 0. Prelaskom na graniqnu
vrednost leva nejednakost u (2.59) postaje

K(Ωa) ≥ −
∞∑
k=2

bka
k. (2.84)

S druge strane, K(Ωa ∩ Vδ/2) se mo�e izraqunati na isti naqin kao
K(Ωa1 ∩ Vδ/2) samo umesto od a1 zavisi�e od a, pa je desna nejednakosti
u (2.59)

K(Ωa) ≤ −
∞∑
k=2

bka
k. (2.85)

Iz (2.84) i (2.85) sledi zak	uqak teoreme u sluqaju da je λ0 6= 0.
Dokaz �emo kompletirati ako poka�emo da je λ0 6= 0. Pretpostavimo

suprotno, da je λ0 = 0. Glavna jednaqina (2.67) tada poprima oblik∫
Im−1

Φ(s1, ..., sm)
m∏
j=2

f̂(sj)ds2 . . . dsm = C, (2.86)
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za neku konstantu C. Mno�e�em (2.86) sa f̂1(s1) i integracijom po s1 od
0 do 1 dobijamo ∫

Im
Φ(s1, ..., sm)

m∏
j=1

f̂(sj)ds1 . . . dsm = C. (2.87)

Ako uporedimo (2.87) sa normalizacionim uslovom (2.68) dobijamo da je
C = a1. Stoga (2.86) sada postaje∫

Im−1

Φ(s1, ..., sm)
m∏
j=2

f̂(sj)ds2 . . . dsm = a1. (2.88)

Pokaza�emo qak i u sluqaju da jednaqina (2.88) ima rexe�e, tada
funkcional (2.55) u �oj ne dosti�e minimum.

Razmotrimo pomo�ni Lagran�ov problem. Prona�i do�u granicu
funkcionala

g0(f) =

∫ 1

0

f(t) ln f(t)dt (2.89)

na otvorenom podskupu U Banahovog prostora L1[0, 1] svih funkcija f
koje zadovo	avaju za skoro svako t ∈ [0, 1] nejednakost

f(t) > δ/2

pod dodatnim uslovima

g1(f) =

∫
Im−1

Φ(s1, ..., sm)
m∏
j=2

f(sj)ds2 . . . dsm = a1,

g2(f) =

∫ 1

0

f(t)dt− 1 = 0.

Na osnovu teoreme 1.3.1 dolazimo do Ojler-Lagran�ove jednaqine (sa

Lagran�ovim mno�iocima λ̂
(1)
0 , λ̂

(1)
1 , λ̂

(1)
2 i konstantom C(1)). Za m = 2

ta jednaqina je oblika

λ̂
(1)
0 ln(f̂ (1)(s1) + 1) + λ̂

(1)
2 + λ̂

(1)
1 Φ(s1, s2) = C(1), (2.90)

dok za m > 2 je oblika

λ̂0
(1) ln(f̂ (1) + 1) + λ̂

(1)
2

+ λ̂
(1)
1 (m− 1)

∫
Im−2

Φ(s1, ..., sm)
m−1∏
j=2

f̂ (1)(sj)ds2 . . . dsm−1 = C(1). (2.91)
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U oba sluqaja, normalicazioni uslovi su∫
Im−1

Φ(s1, ..., sm)
m∏
j=2

f̂ (1)(sj)ds2 . . . dsm = a1,

∫ 1

0

f̂ (1)(t)dt = 1. (2.92)

Primetimo prvo da (2.90) vodi do kontradikcije. Naime, za λ̂
(1)
1 6= 0

leva strana zavisi od s2. Poslediqno, Φ je konstanto u odnosu na s2.
Zbog svojstva simetrije jezgra ono je tada konstanta i po s1, pa je je-
zgro konstantna funkcija xto je u suprotnosti sa uslovom nedegene-
risanosti jezgra. U sluqaju da je λ̂

(1)
1 = 0, tada ln f̂ (1)(s1) je konstanta

zbog (2.90), pa je i f̂ (1)(s1) konstanta. Kako je f̂ (1)(s1) gustina, imamo
da je f̂ (1)(s1) ≡ 1. Ta gustina ne mo�e biti rexe�e naxeg problema jer
stav	aju�i f̂ (1)(s1) ≡ 1 u (2.92) dobijamo da je ψ(s1) = a1 xto je opet u
kontradikciji sa uslovom nedegenerisanosti jezgra.

Pre�imo na sluqaj m > 2. U (2.91) promen	iva sm se jav	a samo kao
argument jezgra. Integracijom (2.91) po sm imamo

λ̂0
(1) ln(f̂ (1) + 1) + λ̂

(1)
2

+ λ̂
(1)
1 (m− 1)

∫
Im−2

Φ(1)(s1, ..., sm−1)
m−1∏
j=2

f̂ (1)(sj)ds2 . . . dsm−1 = C(1).

(2.93)

Opet dobijamo jednaqinu oblika (2.67) ali sa jezgrom

Φ(1)(s1, ..., sm−1) =

∫ 1

0

Φ(s1, ..., sm)dsm

stepena m − 1. Za jednaqinu (2.93) sada ponav	amo konstrukciju, tj.
tra�imo minimalnu vrednost funkcionala (2.89) na skupu rexe�a je-
dnaqine (2.93). Dolazimo do nove Ojler-Lagran�ove jednaqine

λ̂0
(2) ln(f̂ (2) + 1) + λ̂

(2)
2

+ λ̂
(2)
1 (m− 1)

∫
Im−3

Φ(2)(s1, ..., sm−2)
m−2∏
j=2

f̂ (2)(sj)ds2 . . . dsm−2 = C(2),

gde je jezgro

Φ(2)(s1, ..., sm−2) =

∫ 1

0

Φ(1)(s1, ..., sm−1)dsm−1

stepenam−2. Ako je λ̂
(2)
0 = 0, pravimo novu iteraciju koja nam obezbe�uje

jezgro stepena m− 3, i tako da	e. Postoje dva sluqaja.
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Prvi, svi λ̂
(k)
0 do k = m− 2 su nule. Tada za k = m− 2 dolazimo do

jezgra stepena m = 2, tj. do jednaqine oblika (2.90) za koju smo pokazali
da vodi do kontradikcije.

Drugi sluqaj bi bio da u nekom koraku k < m − 2 va�i λ̂
(k)
0 6= 0 po

prvi put. Tada jednakost poprima oblik

λ̂0
(k) ln(f̂ (k) + 1) + λ̂

(k)
2

+ λ̂
(k)
1 (m− 1)

∫
Im−k−1

Φ(k)(s1, ..., sm−k)
m−k∏
j=2

f̂ (k)(sj)ds2 . . . dsm−k = C(k),

(2.94)

sa jezgrom

Φ(k)(s1, ..., sm−k) =

∫ 1

0

Φ(s1, ..., sm)dsm+1 . . . dsm.

Sluqaj kada je λ̂
(k)
0 6= 0 u takvoj jednaqini je ve� razmatran, pod tom

pretpostavkom smo konstruisali rexe�e ekstremalnog problema

K(Ωa1) =
∞∑
j=2

bja
j
1,

gde je

b
(k)
2 =

1

2(m− k)2σ(k)2
, σ(k)2 =

∫ 1

0

ψ(k)2(t)dt,

ψ(k)(s1) =

∫
Im−k−1

Ψ(k)(s1, ..., sm−k)ds2...dsm−k.

Oqigledno je da se ψ(k) poklapa sa funkcijom

ψ(s1) =

∫
Im−1

Φ(s1, ..., sm)ds2...dsm−k

jer se obe dobijaju integracijom jezgra Φ po svim promen	ivim osim
jedne. Poslediqno

b
(k)
2 =

1

2(m− k)2σ2
.

Poxto je m − k < m sledi da je b
(k)
2 je ve�e od b2, pa rexe�e problema

(2.94) f̂ (k) nije minimalno (za dovo	no malo a1 > 0). Time dolazimo do
kontradikcije, pa je dokaz teoreme kompletiran.
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Sliqno tvr�e�e va�i i za U -statistike, koje se mogu aproksimirati
V -statistikama uz dovo	no malu korekciju.

Teorema 2.3.2. Neka za jezgro U-statistike

Un =

(
n

m

)−1 ∑
1≤i1<···<im≤n

Φ(Xi1 , ..., Xim),

va�e pretpostavke iz teoreme 2.3.1. Tada za svaki realan niz {γn} za
koji γn → 0 kad n→∞, va�i:

lim
n→∞

n−1 lnP (Un ≥ a+ γn) =
∞∑
j=2

bja
j, (2.95)

gde se red sa desne strane (2.95) poklapa sa redom iz (2.57) i konvergira
za dovo	no malo a > 0.

Dokaz. Zbog jednostavnosti, pretpostavimo da je γn = 0. Bi�e jasno iz
konstrukcije dokaza da se metod mo�e primeniti i na opxti sluqaj, bez
tog uslova.

Neka je M konstanta koja predstav	a gor�u granicu jezgra Φ iz
(2.55). Po definiciji U - i V -statistika imamo da va�i identitet

Vn =
m!
(
n
m

)
nm

Un +Wn, (2.96)

gde suma

Wn =
1

nm

∑
diag

Φ(Xi1 , ..., Xim)

sadr�i ,,dijagonalne" elemente, tj. sumirano je po svimm-torkama inde-
ksa (i1, ..., im) me�u kojima postoje bar dva jednaka. Iz (2.96) sledi da
je

Un =
nm

m!
(
n
m

)Vn − nm

m!
(
n
m

)Wn. (2.97)

Oqigledno je da

|Vn| ≤M. (2.98)

Kako suma Wn sadr�i n
m −m!

(
n
m

)
elemenata, imamo

|Wn| ≤
nm −m!

(
n
m

)
nm

M. (2.99)
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Iskoristimo Stirlingovu formulu (n! ∼
√

2πn(n/e)n, kad n → ∞) da
bismo dobili

nm

m!
(
n
m

) = 1 +
K

n
+O(

1

n2
), n→∞, (2.100)

gde konstanta K > 0 zavisi od m. Fiksirajmo ε > 0. Iz (2.100) sledi
da postoji prirodan broj n0 takav da za svaki n > n0 va�i nejednakost

0 <
nm −m!

(
n
m

)
nm

<
ε

M
. (2.101)

Kako nas zanima graniqna vrednost kada ε→ 0, mo�emo da pretpostavimo
da ε < M . Stoga je

1 +
ε

M
< 2. (2.102)

Neka je a > 0. Za n > n0, uzimaju�i u obzir (2.98), (2.99), (2.101) i
(2.102), iz (2.97) dobijamo gor�u ocenu

P (Un > a) =P

(
nm

m!
(
n
m

)Vn − nm

m!
(
n
m

)Wn > a

)

=P

(
Vn +

(
nm

m!
(
n
m

) − 1

)
Vn −

nm

m!
(
n
m

)Wn > a

)

≤P

(
Vn +

(
nm

m!
(
n
m

) − 1

)
|Vn|+

nm

m!
(
n
m

) |Wn| > a

)
≤P

(
Vn +

ε

M
|Vn|+

(
1 +

ε

M

)
|Wn| > a

)
≤P (Vn + ε+ ε > a) = P (Vn > a− 3ε).

(2.103)

Analogno, dolazimo do do�e ocene

P (Un > a) =P

(
nm

m!
(
n
m

)Vn − nm

m!
(
n
m

)Wn > a

)

=P

(
Vn +

(
nm

m!
(
n
m

) − 1

)
Vn −

nm

m!
(
n
m

)Wn > a

)
≥P

(
Vn −

ε

M
|Vn| −

(
1 +

ε

M

)
|Wn| > a

)
≥P (Vn − ε− ε > a) = P (Vn > a+ 3ε).

(2.104)
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Neka su a i ε dovo	no mali da teorema 2.3.1 va�i za a+3ε i a−3ε. Tada
iz (2.103), (2.104) i (2.57) sledi

lim
n→∞

n−1 lnP (Un > a) ≥ lim
n→∞

n−1 lnP (Vn > a+ 3ε) = f(a+ 3ε)

lim
n→∞

n−1 lnP (Un > a) ≤ lim
n→∞

n−1 lnP (Vn > a− 3ε) = f(a− 3ε),

gde je f(a) red sa desne strane (2.57). Neka ε → 0. Zbog neprekidnosti
funkcije f(a) dobijamo tra�enu relaciju

lim
n→∞

n−1 lnP (Un > a+ γn) =
∞∑
j=2

bja
j.

Pretpostav	amo ponovo da je {Xn} niz nezavisnih sluqajnih veliqi-
na iz uniformne raspodele na [0, 1] ali, za razliku od prethodnog sluqa-
ja, pretpostavimo da je jezgro Φ degenerisano, xtavixe, da je ranga r = 2.
Definicija (2.54) funkcionala (1.32) za r = 2 znaqi∫

Im−1

Φ(s1, s2, ..., sm)ds2 . . . dsm = 0 skoro svuda,

dok ∫
Im−2

Φ(s1, s2, ..., sm)ds3 . . . dsm

nije jednak nuli skoro svuda.
Oznaqimo sa

Φ∗(s1, s2) =

∫
Im−2

Φ(s1, ..., sm)ds3...dsm, m > 2,

Φ∗(s1, s2) = Φ(s1, s2), m = 2.

(2.105)

Teorema 2.3.3. Pretpostavimo da je jezgro Φ V -statistike (1.32)
ograniqeno na [0, 1]m, |Φ(s1, ..., sm)| ≤M , EΦ = 0 i da je Φ ranga 2. Neka
je ν0 najma�i broj ν za koji integralna jednaqina

x(s1) = ν

∫ 1

0

Φ∗(s1, s2)x(s2)ds2

ima rexe�e. Neka je 1/ν0 i prosta sopstvena vrednost integralnog
operatora sa jezgrom Φ∗ koji slika L2[0, 1] u L2[0, 1] i neka je {γn} proizvo-
	ni niz takav da γn → 0. Tada va�i relacija

lim
n→∞

n−1 lnP (Vn ≥ a+ γn) =
∞∑
j=2

bja
j/2, (2.106)
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gde red sa desne strane konvergira za dovo	no malo a > 0; xtavixe,
vode�i koeficijent b2 = − ν0

2(m2 )
.

Dokaz. Uvedimo oznake

Ωa = {F je funkcija raspodele na [0,1]∫
Im

Φ(s1, ..., sm)dF (s1) . . . dF (sm) ≥ a},

K(F ) =

∫ 1

0

F ′(t) lnF ′(t)dt,

K(Ωa) = inf{K(F ) : F ∈ Ωa}.

Pokaza�emo da je K(Ωa) analitiqka funkcija po a za a > 0 dovo	no
malo, xtavixe

K(Ωa) = −
∞∑
j=2

bja
j, (2.107)

gde je red sa desne strane jednak onom iz (2.106). Tada �e K(Ωa) svakako
biti neprekidna zdesna u a za dovo	no malo a > 0. Na isti naqin kao
xto je to uqi�eno u dokazu teoreme 2.3.1, mo�e se pokazati da su i ostali
uslovi teoreme 1.2.6 zadovo	eni, na osnovu koje sledi tvr�e�e naxe
teoreme. Dakle, kompletira�emo dokaz pokaziva�em da va�i jednakost
(2.107).

Da bismo izraqunali K(Ωa) dovo	no je posmatrati klasu F apso-
lutno neprekidnih funkcija na [0, 1] sa gustinama f . Za svako δ defi-
nixemo kao i pre,

Vδ = {F ∈ F : f > δ skoro svuda na [0, 1]}.

Na osnovu leme (2.1.1) va�i

K(Ωa1 ∩ Vδ/2)− δ ≤ K(Ωa) ≤ K(Ωa ∩ Vδ/2), (2.108)

gde je a1 = a− α(δ).
Izraqunava�e K(Ωa1 ∩Vδ/2) se svodi na rexava�e ekstremalnog pro-

blema (2.61)-(2.63) sa degenerisanim jezgrom. Nakon primene teoreme
1.3.1, dolazimo do Ojler-Lagran�ove jednaqine

λ̂0(ln f̂(s1) + 1) + λ̂2 + λ̂1m

∫
Im−1

Φ(s1, ..., sm)
m∏
j=2

f̂(sj)ds2 . . . dsm = C1.

(2.109)
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gde je C1 neka konstanta. Tako dobijena jednaqina razmatra se uz norma-
lizacione uslove (2.68) i (2.69) tj. uz∫

Im
Φ(s1, ..., sm)

m∏
j=1

f̂(sj)ds1 . . . dsm = a1,∫ 1

0

f̂(t)dt = 1.

Konstruiximo sada rexe�e naxe Ojler-Lagran�ove jednaqine u slu-
qaju kada je λ̂0 6= 0. Na kraju �e biti konstatovano da sluqaj λ̂0 = 0 vodi
do kontradikcije.

Neka je λ̂0 6= 0. Iz (2.109) sledi

f̂(s1) = C2 exp

{
µ

∫
Im−1

Φ
m∏
j=2

f̂(sj)ds2 . . . dsm

}
.

Zbog ograniqenosti jezgra i zbog normalizacionog uslova (2.69) ima-
mo da je f̂ ograniqena tj. f̂ ∈ L∞[0, 1]. Mo�emo izraqunati konstantu
C2 iz uslova (2.69), pa naxa jednaqina postaje

f̂(s1) =
exp

{
λ
∫
Im−1 Φ

∏m
j=2 f̂(sj)ds2 . . . dsm

}
∫ 1

0
exp

{
λ
∫
Im−1 Φ

∏m
j=2 f̂(sj)ds2 . . . dsm

}
ds1

, (2.110)

koja treba da se razmatra uz normalizacioni uslov (2.68).
Uvodimo notaciju

a1 = ε2, f̂(s) = 1 + εy(s). (2.111)

Kako je

m∏
j=1

(1 + εy(sj)) =εm
m∏
j=1

y(sj) + εm−1

m∑
i=1

∏
j 6=i

y(sj)

+ · · ·+ ε2
∑
i<j

y(si)y(sj) + ε
m∑
j=1

y(sj) + 1,

(2.112)

imamo∫
Im−1

Φ
m∏
j=2

(1 + εy(sj))ds2 . . . dsm

=

∫
Im−1

Φ

(
εm−1

m∏
j=2

y(sj) + · · ·+ ε
m∑
j=2

y(sj)

)
ds2 . . . dsm.
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Posled�i sabirak nestaje zbog degenerisanosti jezgra. Ovo je mesto gde
se po prvi put pojav	uje razlika u odnosu na nedegenerisan sluqaj.

Kako je jezgro Ψ simetriqno, mo�emo smeniti
∑m

j=2 y(sj) sa (m −
1)y(s2) pod integralom. Tada je

exp

{
λ

∫
Im−1

Φ
m∏
j=2

f̂(sj)ds2 . . . dsm

}
= exp

{
λε(m− 1)

∫
Im−1

Φy(s2)ds2 . . . dsm (2.113)

+ λε

∫
Im−1

ΦS(ε,m, y)ds2 . . . dsm

}
,

gde

S(ε,m, y) = εm−2

m∏
j=2

y(sj) + · · ·+ ε
∑

2≤j1<j2≤m

y(sj1)y(sj2).

Prvi sabirak u eksponentu jeste vode�i qlan dok drugi, uz S(ε,m, y),
sadr�i ve�e stepene od ε te �e on ostvarivati ma�i uticaj na rexe�e.

Nakon sliqnih transformacija i smene promen	ivih (2.111) norma-
lizacioni uslov (2.68) postaje∫

Im
Φ(s1, ..., sm)N(ε,m, y)ds1 . . . dsm = 1, (2.114)

gde je

N(ε,m, y) = εm−2

m∏
j=1

y(sj) + · · ·+
∑

1≤j1<j2≤m

y(sj1)y(sj2). (2.115)

Nakon razvoja eksponencijalne fukncije u (2.113) i ostav	aju�i samo
vode�e stepene od ε dolazimo do

exp

{
λε(m−1)

∫
Im−1

Φy(s2)ds2 . . . dsm

+ λε

∫
Im−1

ΦS(ε,m, y)ds2 . . . dsm

}
= 1 + λε(m− 1)

∫
Im−1

Φy(s2)ds2 . . . dsm

+ λε

∫
Im−1

ΦS(ε,m, y)ds2 . . . dsm +D1ε
2 + . . . ,

(2.116)
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gde koeficijent D1 uz ε
2, kao i koeficijenti uz ve�e stepene od ε, zavisi

od Φ, m i x. Isto va�i i za koeficijente D2 i D3 koji se pojav	uju u
nastavku. Integracijom reda po s1, dobijamo

∫ 1

0

exp

{
λε(m−1)

∫
Im−1

Φy(s2)ds2 . . . dsm

+ λε

∫
Im−1

ΦS(ε,m, y)ds2 . . . dsm

}
ds1

= 1 + λε(m− 1)

∫
Im

Φy(s2)ds1 . . . dsm

+ λε

∫
Im

ΦS(ε,m, y)ds1 . . . dsm +D2ε
2 + . . .

=1 + λε

∫
Im

ΦS(ε,m, y)ds1 . . . dsm +D2ε
2 + . . . , (2.117)

iskoristili smo da se sabirak

λε(m− 1)

∫
Im

Φy(s2)ds1 . . . dsm

= λε(m− 1)

∫ 1

0

y(s2)

(∫
Im−1

Φds1ds3 . . . dsm

)
ds2 ≡ 0

anulira zbog degenerisanosti jezgra.
Sme�iva�em (2.116) i (2.117) u glavnu jednaqinu (2.110), ona poprima

oblik

(1 + εy(s1))

(
1 + λε

∫
Im

ΦSds1 . . . dsm +D2ε
2 + . . .

)
= 1 + λε(m− 1)

∫
Im−1

Φy(s2)ds2 . . . dsm

+ λε

∫
Im−1

ΦSds2 . . . dsm +D1ε
2 + . . .

(2.118)

Oslobodivxi se zagada i de	e�em sa ε u (2.118) dobijamo

y(s1)− λ(m− 1)

∫
Im−1

Φy(s2)ds2 . . . dsm

−λ
∫
Im−1

ΦSds2 . . . dsm + λ

∫
Im

ΦSds1 . . . dsm +D3ε+ · · · = 0.

(2.119)

Napomenimo da se ova jednaqina posmatra uz normalizacioni uslov
(2.114).
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Kao i pre, ideja nam je da levu stranu jednakosti (2.119) posmatramo
kao analitiqki operator A(y, λ, ε) : L∞[0, 1]×R2 → L∞[0, 1]. Ci	 nam je
da poka�emo da je rexe�e problema (2.119), (2.114) analitiqka funkcija
od ε, za ε dovo	no malo.

Konstruiximo prvo rexe�e za pomo�ni problem koji se dobija iz
(2.119), (2.114) za ε = 0. To je linearna integralna jednaqina

y(s1)− λ(m− 1)

∫
Im−1

Φy(s2)ds2 . . . dsm = 0 (2.120)

uz normalizacioni uslov(
m

2

)∫
Im

Φy(s1)y(s2)ds1 . . . dsm = 1.

Koriste�i notaciju (2.105), naxu jednaqinu (2.120) mo�emo zapisati
u obliku

y(s1)− λ(m− 1)

∫ 1

0

Φ∗(s1, s2)y(s2)ds2 = 0.

Posmatramo odgovaraju�i linearni integralni operator sa sime-
triqnim jezgrom Φ∗(s1, s2) kao operator iz L2[0, 1] → L2[0, 1]. On je
samoadjungovan i kompaktan, pa na osnovu spektralne teoreme za samo-
adjungovane kompaktne operatore (videti [30], teorema 14.4) ima realan
i najvixe prebrojiv ograniqen skup sopstvenih vrednosti. Sve su pozi-
tivne zbog uslova normiranosti, pa postoji najve�a i oznaqimo je sa
1/(λ0(m−1)), tj. ν0 = λ0(m−1) je bax onaj realan broj iz iskaza teoreme.
Kako smo pretpostavili da je sopstveni potprostor koji odgovara vre-
dnosti 1/(λ0(m− 1)) dimenzije 1 (pretpostavili smo da je 1/(λ0(m− 1))
prosta sopstvena vrednost), postoji jedinstveno x0 koje zadovo	ava je-
dnaqine

x0(s1)− λ0(m− 1)

∫
Im−1

Φx0(s2)ds2 . . . dsm = 0 (2.121)(
m

2

)∫
Im

Φx0(s1)x0(s2)ds1 . . . dsm = 1. (2.122)

Pre�imo sada na konstrukciju rexe�a inicijalnog problema. Uve-
dimo smene

x(t) = y(t)− x0(t), µ = λ− λ0.
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Tada (2.119) i (2.114) postaju

x(s1) + x0(s1)− (λ0 + µ)(m− 1)

∫
Im−1

Φ(x(s2) + x0(s2))ds2 . . . dsm

− (λ0 + µ)

∫
Im−1

ΦS(ε,m, x+ x0)ds2 . . . dsm

+ (λ0 + µ)

∫
Im

ΦS(ε,m, x+ x0)ds1 . . . dsm +D3ε+ · · · = 0

(2.123)

i ∫
Im

ΦN(ε,m, x+ x0)ds1 . . . dsm = 1. (2.124)

Zapiximo (2.123) u obliku

Bx = R(x, ε, µ), (2.125)

gde je

(Bx)(s1) = x(s1)− λ0(m− 1)

∫
Im−1

Φx(s2)ds2 . . . dsm (2.126)

a preostali sabirci iz (2.123) su uvrxteni u R(x, ε, µ):

R(x, ε, µ) =(λ0 + µ)

∫
Im−1

ΦS(ε,m, x(s2) + x0(s2))ds2 . . . dsm

− (λ0 + µ)

∫
Im

ΦS(ε,m, x(s2) + x0(s2))ds1 . . . dsm

+ µ(m− 1)

∫
Im−1

ΦS(x(s2) + x0(s2))ds2 . . . dsm

+ λ0

∫
Im−1

Φx0(s2)ds2 . . . dsm −D3ε+ . . . .

(2.127)

Da bismo doxli do (2.127) koristili smo (2.121).
Primetimo da operator B : L∞[0, 1] → L∞[0, 1] odre�en sa (2.126)

jeste Frexeov izvod operatora A u taqki x = x0. B nije invertibilan,
nije 1 − 1 jer znamo da je jezgro ovog operatora dimenzije 1, znamo da
Bx = 0 ima jedno netrivijalno rexe�e jer je 1/(λ0(m− 1)) bila prosta
sopstvena vrednost po pretpostavkama iz teoreme. Stoga se operatorsko
uopxte�e teoreme o implicitnoj funkciji (toerema 1.3.4) ne mo�e pri-
meniti, pa �emo kao i pre, rexe�e na�i pomo�u �apunov-Xmitove je-
dnaqine grana�a.
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Oznaqimo sa E1 prostor L
∞[0, 1] a sa E2 prostor L

2[0, 1]. Dualni pro-
stor od Ei oznaqimo sa E∗i , za i = 1, 2. Neka je B∗ : E∗2 → E∗1 konjungovani
operator od B i neka je (x, α) vrednost funkcionala α u taqki x.

Operator Cx = x kao identiqko preslikava�e ima ograniqen inverz
aDx = λ0(m−1)

∫
Im−1 Φx(s2)ds2 . . . dsm jeste linearni integralni opera-

tor i kao takav je kompaktan. Odatle sledi da je B = C+D Fredholmov
na osnovu Nikolskijeve teoreme jer se mo�e predstaviti u obliku zbira
invertibilnog i kompaktnog operatora (videti [35]).

Oznaqimo sa γ onaj element prostora E∗1 za koji je (x0, γ) = 1. Na
osnovu izlaga�a u [34] iz ode	ka 21, poxto je B Fredholmov va�i da
je dim(Ker(B∗)) = dim(Ker(B)) = 1 . Neka je ψ ∈ E∗2 funkcional koji
generixe jezgro operatora B∗ i neka je z element prostora E2 takav da
je (z, ψ) = 1.

Odredimo sada z i ψ u funkciji od x0 i Φ. Na osnovu teoreme o
reprezentaciji funkcionala na L1[0, 1] (videti [30], teorema 8.19) po-

stoji jedinstvena funkcija a ∈ L1[0, 1] td. (x, ψ) =
∫ 1

0
x(t)a(t)dt. Neka je

ψ1 ∈ E∗2 td. (y, ψ1) =
∫ 1

0
yx0dt. Iskoristivxi (2.121), dobijamo da va�i

za svako x ∈ E1 slede�e

(x,B∗ψ1) =(Bx, ψ1) =

∫ 1

0

(Bx)(s1)x0(s1)ds1

=

∫ 1

0

(
(x(s1)− λ0(m− 1)

∫
Im−1

Φx(s2)ds2 . . . dsm)

)
x0(s1)ds1

=

∫ 1

0

x(s1)x0(s1)ds1 − λ0(m− 1)

∫
Im

Φx0(s1)x(s2)ds1 . . . dsm

=λ0(m− 1)

∫
Im

Φx0(s1)x(s2)ds1 . . . dsm

− λ0(m− 1)

∫
Im

Φx0(s1)x(s2)ds1 . . . dsm = 0

tj. pokazali smo da ψ1 ∈ Ker(B∗). Poxto je jezgro dimenzije jedan sledi
da je nax proizvo	ni izbor generatora jezgra od B∗ bax moglo biti
ψ ≡ ψ1. Tada je zbog uslova normalizacije za x0 (2.122)

z ≡
(
m

2

)∫
Im−1

Φx0(s2)ds2 . . . dsm,

odakle sledi formula koja �e nam biti potrebna kasnije(
(m− 1)

∫
Im−1

Φx0(s2)ds2 . . . dsm, ψ

)
=
m− 1(

m
2

) (z, ψ) =
m− 1(

m
2

) . (2.128)
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Definiximo sada operator koji slika E1 u E2

B̃x = Bx+ ξz, gde je ξ = (x, γ).

Na osnovu uopxtene Xmit-ove leme ([34], ode	ak 21.3) operator B̃ je
invertibilan, �egov inverzni operator Γ = B̃−1 je ograniqen, i

Γz = x0, Γ∗γ = ψ.

Zapiximo jednakost (2.125) u obliku

B̃x = R(x, ε, µ) + ξz. (2.129)

Sada teorema o implicitnim operatorima (teorema 1.3.4) mo�e da se
primeni jer je Frexeov izvod po x u taqki (x, ε, λ, ξ) = (x0, 0, 0, 0) ope-
ratora B̃x − R(x, ε, λ) − ξz bax B̃ koji ima ograniqen inverz Γ. Ona
obezbe�uje da se rexe�e x mo�e analitiqki izraziti u dovo	no maloj
okolini koordinatnog poqetka, tj.

x =
∞∑

i,j,k=0

xi,j,kξ
iεjµk (2.130)

za dovo	no male ξ, ε, |µ| > 0, kao i da red apsolutno konvergira u odnosu
na normu prostora E1.

Kako bismo naxli xi,j,k uvrstimo (2.130) u (2.129) i izvrximo izje-
dnaqava�e koeficijenata uz odgovaraju�e stepene od ξ, ε i µ. Kao i pre,
odredi�emo samo prvih nekoliko koeficijenata jer kad budemo raqu-
nali jakobijan u koordinatnom poqetku samo linearni delovi se ne�e
ponixtiti.

Elementarnim raqunom dobijamo

B̃x0,0,0 = 0 ⇒ x0,0,0 = Γ0 = 0

B̃x1,0,0 = z ⇒ x1,0,0 = Γz = x0

B̃xi,0,0 = 0 ⇒ xi,0,0 = 0, i ≥ 2

B̃x0,0,1 =(m− 1)

∫
Im−1

Φx0(s2)ds2 . . . dsm

⇒ x0,0,1 = Γ

(
(m− 1)

∫
Im−1

Φx0(s2)ds2 . . . dsm

)
i tako da	e.

Ci	 nam je da poka�emo da µ i ξ analitiqki zavise od ε u okolini
koordinatnog poqetka. Potrebne dve implicitne jednaqine dobijamo
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kada (2.130) uvrstimo u ξ = (x, γ) i kada uvrstimo u normalizacioni
uslov (2.124).

Smenimo (2.130) u ξ = (x, γ) i definiximo Li,j,k = (xi,j,k, γ), tada
dobijamo

ξ =
∞∑
i=0

Li,0,0ξ
i +

∞∑
i=1

ξi
∑
j+k≥1

Li,j,kε
jµk.

Ako iskoristimo da je L0,0,0 = (x0,0,0, γ) = (0, γ) = 0, kao i L1,0,0 =
(x0, γ) = 1, dolazimo do �apunov-Xmit jednakosti grana�a

∞∑
i=2

Li,0,0ξ
i +

∞∑
i=1

ξi
∑
j+k≥1

Li,j,kε
jλk = 0.

Ono xto nas zanima su samo vode�ih nekoliko koeficijenata. Isko-
risti�emo osobinu koju nam je obezbedila Xmit-ova lema, da je Γ∗γ = ψ,
odnosno po definiciji da je (Γ(x), γ) = (x, ψ) kao i osobinu (2.128). Do-
bijamo

L2,0,0 =L3,0,0 = · · · = Lk,0,0 = · · · = 0,

L0,0,1 =

(
Γ

(
(m− 1)

∫
Im−1

Φx0(s2)ds2 . . . dsm

)
, γ

)
=

(
(m− 1)

∫
Im−1

Φx0(s2)ds2 . . . dsm, ψ

)
=
m− 1(

m
2

) ,

itd. Stoga naxa jednaqina grana�a postaje

F1(ξ, ε, µ) ≡ m− 1(
m
2

) µ+ L0,1,0ε+ L0,1,1µε+ L0,2,0ε
2 + · · · = 0. (2.131)

Druga implicitna jednaqina dobija se kada se (2.130) uvrsti u no-
rmalizacioni uslov (2.124). Integraciju qlan po qlan nam obezbe�uje
ravnomerna konvergencija reda, a nas zanima samo posled�i sabirak od
N iz definicije (2.115) jer svi ostali sabirci sadr�e ve�i stepen od
ε. Dobijamo

1 =

(
m

2

)∫
Im

Φ

(
(x(s1) + x0(s1))(x(s2) + x0(s2)) + . . .

)
ds1 . . . dsm

=

(
m

2

)∫
Im

Φ

( 2∏
l=1

( ∞∑
i,j,k=0

xi,j,k(sl)ξ
iεjµk + x0(sl)

)
+ . . .

)
ds1 . . . dsm

=

(
m

2

)∫
Im

Φ

( 2∏
l=1

x0(sl) + 2ξ
2∏
l=1

x0(sl) + c0,1,0ε+ c0,0,1µ+ . . .

)
ds1 . . . dsm

=1 + 2ξ + a0,1,0ε+ a0,0,1µ+ . . . .
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Koristili smo relaciju da je x0,0,0 = x0 i normalizacioni uslov za x0

(2.122).
Naxa druga implicitna jednaqina sada postaje

F2(ξ, ε, µ) ≡ 2ξ + a0,1,0ε+ a0,0,1µ+ · · · = 0, (2.132)

gde su koeficijenti ai,j,k brojevi, vrednosti odgovaraju�ih integrala uz
ξiεjµk.

Objedinivxi jednaqine (2.131) i (2.132) dobijamo klasiqnu impli-
citnu jednaqinu

(F1(ξ, ε, µ), F2(ξ, ε, µ)) = (0, 0).

Odgovaraju�i jakobijan je

∂(F1, F2)

∂(ξ, λ)
(0, 0) =

∣∣∣∣∣0
m−1

(m2 )
2 a0,0,1

∣∣∣∣∣ 6= 0,

odakle na osnovu teoreme 1.3.3 sledi da za dovo	no malo ε > 0 va�i

ξ =
∞∑
k=1

ckε
k, µ =

∞∑
k=1

dkε
k.

Zamenom dobijenih redova u (2.130) dobijamo

x(t) =
∞∑
j=1

xj(t)ε
j.

Stoga je

y(t) = x0(t) + x(t) = x0(t) +
∞∑
j=1

xj(t)ε
j.

Vrativxi smenu (2.111) dobijamo

f̂(t) = 1 + x0(t)a
1/2
1 +

∞∑
j=1

xj(t)a
(j+1)/2
1 . (2.133)

Oqigledno je da f̂(t) > δ/2 za dovo	no male a1 i δ stoga dobijeno
rexe�e ekstremalnog problema pripada skupu Ωa1 ∩ Vδ/2.

Sme�uju�i (2.133) u funkcional (2.61) i razvijaju�i logaritamsku
funkciju u red (istim postupkom kao kod smo raqunali (2.51)), nalazimo
da je ∫ 1

0

f̂(t) ln f̂(t)dt =
1

2
a1

∫ 1

0

x2
0(t)dt+

∞∑
j=3

bja
j/2
1 ,
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za neke koeficijente bj. Uzevxi u obzir (2.121) i (2.122) dobijamo∫ 1

0

x2
0(s1)ds1 =

∫ 1

0

(
λ0(m− 1)

∫
Im−1

Φx0(s2)ds2 . . . dsm

)
x0(s1)ds1

=
λ0(m− 1)(

m
2

) (
m

2

)∫
Im

Φy(s1)y(s2)ds1 . . . dsm =
λ0(m− 1)(

m
2

) ,

poslediqno,

g0(f̂) =
λ0(m− 1)

2
(
m
2

) a1 +
∞∑
j=3

bja
j/2
1 .

Prisetimo se da a1 = a + α(δ) kad δ → 0, prelaskom na graniqnu
vrednost u (2.108) kad δ → 0, imamo da je

K(Ωa) =
λ0(m− 1)

2
(
m
2

) a+
∞∑
j=3

bja
j/2 =

ν0

2
(
m
2

)a+
∞∑
j=3

bja
j/2.

Da bismo kompletirali dokaz preostaje da se poka�e da je λ̂0 6= 0 za
Ojler-Lagran�ovu jednaqinu (2.109), ali argumenti su gotovo isti kao
i u nedegenerisanom sluqaju. Pretpostavivxi suprotno, u sluqaju kada
je m = 3 dolazi se do kontradikcije analogno, a opxti sluqaj kad m > 3
se mo�e svesti na m = 3.

Sliqno tvr�e�e va�i i za U -statistike.

Teorema 2.3.4. Neka za jezgro U-statistike

Un =

(
n

m

)−1 ∑
1≤i1<···<im≤n

Φ(Xi1 , ..., Xim),

va�e pretpostavke iz teoreme 2.3.3. Tada za svaki realan niz {γn} za
koji γn → 0 kad n→∞, va�i:

lim
n→∞

n−1 lnP (Un ≥ a+ γn) =
∞∑
j=2

bja
j/2,

gde red sa desne strane se poklapa sa redom iz (2.106) i konvergira za
dovo	no malo a > 0.

Dokaz teoreme 2.3.4 analogan je dokazu teoreme 2.3.2 jer prikazana
metoda nije zavisila od ranga jezgra, uz napomenu da se ovog puta vrxi
poziva�e na teoremu 2.3.3.
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Primer 2.3.5. Razmotrimo opxti sluqaj ponderisane Kramer-fon Mizes-
ove statistike

ω2
n,q =

∫ 1

0

(Fn(u)− u)2q(u)du,

gde je nenegativna funkcija q integrabilna na [0, 1]. Ona se mo�e napisati
u obliku V -statistike stepena m = 2 i ranga r = 2:

Vn = n−2

n∑
i=1

n∑
j=1

Φ(Xi, Xj)

sa ograniqenim jezgrom

Φ(s, t) =

∫ 1

0

(I{s ≤ u < 1} − u)(I{t ≤ u < 1} − u)q(u)du. (2.134)

U sluqaju da je 1/ν0, najve�a sopstvena vrednost integralnog opera-
tora sa jezgrom Φ prosta, zadovo	eni su uslovi teoreme 2.3.4, pa va�i

lim
n→∞

n−1 lnP (ω2
n,q ≥ a) = −ν0

2
a+

∞∑
j=3

bja
j/2,

xto se poklapa sa rezultatom iz teoreme 2.2.1.
♦

Ovi rezultati su u velikoj meri doprineli razvoju teorije testira�a
statistiqkih hipoteza jer je upravo �ihovom primenog omogu�eno raqu-
na�e Bahadurovih asimptotskih efikasnosti nekih novih test stati-
stika (videti [14]-[29]).



Poglav	e 3

Bahadurova asimptotska

efikasnost

3.1 Lokalni Bahadurovi nagibi

Rezultati prikazani u drugom poglav	u, o velikim odstupa�ima
raznih statistika testova saglasnosti, omogu�avaju nam da izraqunamo
vode�e qlanove �ihovih Bahadurovih nagiba, poslediqno i �ihovu loka-
lnu Bahadurovu asimptotsku efikasnost.

Oznaqimo sa Θ skup svih neprekidnih funkcija raspodele Fθ(.) sa
uniformnom metrikom

ρ(Fθ1 , Fθ2) = sup
−∞<t<∞

|Fθ1(t)− Fθ2(t)|.

Oznaqimo sa f(., θ) odgovaraju�u gustinu i sa Pθ raspodelu. Pretposta-
v	amo da nam je parametarski skup Θ0 saqi�en od samo jedne funkcije
raspodele F0 i oznaqimo sa Θ1 = Θ \Θ0.

Metoda za izraqunava�e taqnih nagiba zasnovana na teoremi 1.1.3
primen	iva je na sve nizove statistika koje smo razmatrali. Ono xto
treba napomenuti je da je u nekim sluqajevima potrebno nametnuti do-
datne uslove kako bi se obezbedila konvergencija u Pθ-verovatno�i niza
statistika ka funkciji b(θ). U svim sluqajevima osla�amo se i na
Glivenko-Kantelijevu teoremu koja obezbe�uje ravnomernu konvergenciju
Fn ka Fθ skoro sigurno (za uzorak iz raspodele Fθ).

• Za statistike Kolmogorov	evog tipa Dn, Gn i Vn kao i za inte-
gralnu statistiku ωkn,q nisu nam neophodne dodatne pretpostavke,

66
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ve� na osnovu Glivenko-Kantelijeve teoreme imamo da je

bD(θ) = sup
−∞<t<∞

|Fθ(t)− F0(t)|,

bG(θ) = sup
−∞<t<∞

∣∣∣∣Fθ(t)− F0(t)−
∞∫

−∞

(θ(s)− F0(s))dF0(s)

∣∣∣∣,
bV (θ) = sup

−∞<t<∞
(Fθ(t)− F0(t))− inf

−∞<t<∞
(F0(t)− Fθ),

bωkq (θ) =

∞∫
−∞

(Fθ(t)− F0(t))kq(F0(t))dF0(t).

Odatle, na osnovu teoreme 1.1.3 kao i teorema 2.1.2, 2.1.3, 2.2.1
imamo

cD(θ) = 4
(

sup
−∞<t<∞

|Fθ(t)− F0(t)|
)2
,

cG(θ) = 12

(
sup

−∞<t<∞

∣∣∣∣Fθ(t)− F0(t)−
∞∫

−∞

(Fθ(s)− F0(s))dF0(s)

∣∣∣∣)2

,

cV (θ) = 4
(

sup
−∞<t<∞

(Fθ(t)− F0(t))− inf
−∞<t<∞

(F0(t)− Fθ)
)2
,

cωkq (θ) = −λ0(q; k)

( ∞∫
−∞

(Fθ(t)− F0(t))kq(F0(t))dF0(t)

)2/k

,

kad Fθ → F0. Za jednostrane varijante ovih statistika va�e
analogni rezultati.

• Za konvergenciju Hmaladze-Aki statistike Kn u verovatno�i ka
bK(θ) dovo	na su nam dodatna dva uslova (videti [4]):

(A) Postoji funkcija raspodele Sθ i nizovi realnih brojeva {an}
i {bn} tako da va�i

√
nan →∞, bn/(

√
nan)→ 0, i

Rn
θ ((z − bn)/an)→ Sθ(z),

gde je

Rθ(z) =

{
Fθ(F

−1
0 (1− e−z)), z ≥ 0,

0, z < 0;

(B) ∫ ∞
−∞

1− Fθ(t)
1− F0(t)

dF0(t) <∞.
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Tada je funkcija b(θ) oblika

bK(θ) = sup
−∞<t<∞

∣∣∣∣∣∣Fθ(t)−
t∫

−∞

1− Fθ(s)
1− F0(s)

dF0(s)

∣∣∣∣∣∣ ,
odakle primenom teoreme 1.1.3 kao i teoreme 2.1.4 dobijamo

cK(θ) = sup
−∞<t<∞

∣∣∣∣∣∣Fθ(t)−
t∫

−∞

1− Fθ(s)
1− F0(s)

dF0(s)

∣∣∣∣∣∣
2

,

kad Fθ → F0. Analogno se dobija za statistike K
±
n .

• Zbog svojih istih asimptotskih svojstava, identiqni rezultati
va�e za odgovaraju�e U - i V -statistike. Navodimo samo za Un
a rezultati se mogu prona�i u radu [3]. Na osnovu zakona velikih
brojeva za U -statistike, va�i

Un
Pθ−→ bU(θ) = EθΦ(X1, ..., Xm), kad n→∞.

Pretpostav	a se, zbog postojanosti testa, da je jezgro Φ takvo da
va�i bΦ(θ) > 0 za θ ∈ Θ1 kao i da bΦ(θ)→ 0 kad Fθ → F0. Na osno-
vu teoreme 1.1.3 i teoreme 2.3.2 u sluqaju nedegenerisanog jezgra,
odnosno teoreme 2.3.4 u sluqaju degenerisanog imamo:

1. ako je jezgro ranga 1 tada je lokalni Bahadurov taqan nagib
statistike Un

cU(θ) =
b2

Φ(θ)

m2σ2
kad Fθ → F0;

2. ako je jezgro ranga 2 tada je lokalni Bahadurov taqan nagib
statistike Un

cU(θ) =
2ν0bΦ(θ)

m(m− 1)
kad Fθ → F0.

Uz pretpostavku o ograniqenosti jezgra, kao i uz dodatne uslove:∫ ∞
−∞
|fθ(x, θ)|dx <∞,

∫ ∞
−∞
|fθθ(x, θ)|dx <∞, (3.1)∫ ∞

−∞
|fθθθ(x, θ)|dx <∞ (3.2)

za θ dovo	no malo, asimptotsko ponaxa�e Bahadurovog nagiba je
odre�enije. Naime va�e slede�e teoreme, videti [3].
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Teorema 3.1.1. Neka je {Un} niz nedegenerisanih U- ili V -stati-
stika sa ograniqenim jezgrom i neka va�e uslovi (3.1). Tada kad
Fθ → F0

cU(θ) ∼ 1

σ2

(∫ ∞
−∞

ψ(x)fθ(x, 0)dx

)2

· θ2.

Teorema 3.1.2. Neka je {Un} niz slabo degenerisanih U- ili V -
statistika sa ograniqenim jezgrom i neka va�e uslovi (3.1) i
(3.2). Tada kad Fθ → F0

cU(θ) ∼ ν0

∫
R2

Φ∗(x1, x2)fθ(x1, 0)fθ(x2, 0)dx1dx2 · θ2.

Napomenimo jox, da u sluqaju regularnih familija raspodela va�i
relacija

2K(θ) ∼ I(f) · θ2, kad Fθ → F0, (3.3)

gde je

I(f) =

∫
R

f 2
θ (x, 0)

f(x, 0)
dx

Fixerova informaciona funkcija, videti [5]. Uz pomo� �e, lokalnih
Bahadurovih nagiba i formule (1.12), raquna�emo lokalne efikanosti
testova.

3.2 Primeri

Izraqunajmo lokalne Bahadurove efikasnosti testova zasnovanim na
statistikama Dn, Vn, Gn, Kn i ω

2
n za bliske alternative iz normalne,

Koxijeve i eksponencijalne raspodele.

Primer 3.2.1. Neka je Fθ funkcija raspodele sluqajne veliqine sa
N (θ, 1) raspodelom. Kulbak-Lajblerovo rastoja�e takvih alternativa
je

K(θ, 0) =

∫ +∞

−∞
log

e−(x−θ)2/2

e−x2/2
1√
2π
e−(x−θ)2/2dx

=

∫ ∞
−∞

(
θx− θ2

2

)
1√
(2π)

e−(x−θ)2/2dx =
θ2

2
.
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Va�i i

Fθ(x)− Φ(x) = Φ(x− θ)− Φ(x) ∼ −θ 1√
2π
e−x

2/2, kad θ → 0.

Uvrstivxi to u dobijene izraze za nagibe kad θ → 0 dobijamo rezultate
prikazane u tabeli 3.1.

cD(θ) cV (θ) cG(θ) cK(θ) cω2(θ)
2
π
θ2 2

π
θ2 12 (1−

√
2)2

4π
θ2 0.81θ2 π

2
√

3
θ2

Tabela 3.1: Bahadurovi lokalni nagibi za N (θ, 1) alternativu.

eBD eBV eBG eBK eBω2

0.64 0.64 0.96 0.81 0.91

Tabela 3.2: Bahadurove lokalne efikasnosti za N (θ, 1) alternativu.

Bahadurove lokalne efikasnosti pomenutih testova protiv alterna-
tive iz normalne raspodele sa pomerajem date su u tabeli 3.2.

♦

Primer 3.2.2. Neka je Fθ = 1/π arctan(x− θ) + 1/2 funkcija raspodele
sluqajne veliqine sa Koxijevom raspodelom sa parametrom lokacije θ.
Tada je

Fθ(x)− F0(x) =
1

π
(arctan(x− θ)− arctan(x)) ∼ −θ 1

π(1 + x2)
,

kad θ → 0. Uvrstivxi to u izraze za lokalne nagibe, dobijamo rezultate
prikazane u tabeli 3.3.

cD(θ) cV (θ) cG(θ) cK(θ) cω2(θ)
4
π2 θ

2 4
π2 θ

2 3
π2 θ

2 0.33θ2 3
8
θ2

Tabela 3.3: Bahadurovi lokalni nagibi za C(θ, 1) alternativu.

Na osnovu formule (3.3) imamo da je Kulbak-Lajblerovo rastoja�e

K(θ, 0) ∼
∫
R

f 2
θ (x, 0)

f(x, 0)
dx · θ2 =

∫
R

(
1

π(1+x2)

)2

1
π(1+x2)

dx · θ2 =
θ2

2
, kad θ → 0.
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eBD eBV eBG eBK eBω2

0.41 0.41 0.30 0.33 0.38

Tabela 3.4: Bahadurove lokalne efikasnosti za N (θ, 1) alternativu.

Lokalne Bahadurove efikasnosti pomenutih testova protiv alterna-
tive iz Koxijeve raspodele sa pomerajem date su u tabeli 3.4.

♦

Primer 3.2.3. Neka je Fθ = 1 − e−(1+θ)x, x ≥ 0 funkcija raspodele
sluqajne veliqine sa E(1 + θ) raspodelom. Tada je

Fθ − F0 ∼ θe−xx, kad θ → 0.

Uvrstivxi to u dobijene izraze za nagibe dobijamo rezultate prikazane
u tabeli 3.5.

cD(θ) cV (θ) cG(θ) cK(θ) cω2(θ)

4e−2θ2 4e−2θ2 3
4
θ2 θ2 2π2

27
θ2

Tabela 3.5: Bahadurovi lokalni nagibi za E(1 + θ) alternativu.

U ovom sluqaju mo�emo izraqunati po definiciji K(θ, 0) ∼ θ2

2
kad

θ → 0. Lokalne Bahadurove efikasnosti pomenutih testova protiv
alternative iz eksponencijalne raspodele sa parametrom skalira�a
date su u tabeli 3.6.

eBD eBV eBG eBK eBω2

0.54 0.54 0.75 1 0.73

Tabela 3.6: Bahadurove lokalne efikasnosti za E(1 + θ) alternativu.

♦

Rezultati prethodna 3 primera objedi�eni su u tabeli 3.7.
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eBD eBV eBG eBK eBω2

N (θ, 1) 0.64 0.64 0.96 0.81 0.91
C(θ, 1) 0.41 0.41 0.30 0.33 0.38
E(1 + θ) 0.54 0.54 0..75 1 0.73

Tabela 3.7: Bahadurove lokalne efikasnosti.

Mo�emo zak	uqiti da ne postoji uniformno optimalni test protiv
opxte alternative, prinu�eni smo da testove specijalizujemo u odnosu
na problem.

Ako bismo integralnu statistiku ω2
n,1 posmatrali kao specijalan

sluqaj V -statistike sa slabo degenerisanim jezgrom Φ(s, t) = 1
2
(s2 + t2)−

max(s, t) + 1
3
(primer 2.3.5 za q = 1), onda bi rezultati primera 3.2.1

mogli da se dobiju i na slede�i naqin.

Primer 3.2.4. Neka je Fθ funkcija raspodele sluqajne veliqine sa
N (θ, 1) raspodelom. Tada je na osnovu teoreme 3.1.2

cω2(θ) ∼ π2

∫
R2

(
1

2
(s2 + t2)−max(s, t) +

1

3

)
sφ(s) tφ(t) ds dt · θ2

= −π2

∫
R2

max(s, t)st φ(s)φ(t) ds dt · θ2

= π2

∫
R
φ3(s) ds · θ2 =

π

2
√

3
· θ2,

kad θ → 0, xto se svakako poklapa sa prethodnim rezultatima.

♦

Primer 3.2.5. Neka je Θ0 skup svih apsolutno neprekidnih funkcija
raspodele Fθ0 simetriqnih oko nule i neka je Θ1 skup svih Fθ funkcija
raspodele sluqajne veliqine sa N (θ, 1) raspodelom. Za testira�e nulte
hipoteze H : F ∈ Θ0 protiv alternative A : F ∈ Θ1 koristi�emo
Vilkoksonovu jednouzoraqku statistiku Wn, U -statistiku sa jezgrom
Φ1(s, t) = I{s+ t > 0} − 1

2
.

Raspodela test statistike Wn je ista za svaku Fθ0 ∈ Θ0, pa ne uma-
�uju�i opxtost mo�emo pretpostaviti da je pod nultom hipotezom uzo-
rak iz N (0, 1). Prva projekcija jezgra je

ψ(s) = E(Φ1(X1, s)) = P (X1 + s > 0)− 1

2
=

1

2
− Φ(s),
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i σ2 = 1
12
. Dakle jezgro je nedegenerisano, pa �emo lokalni Bahadurov

nagib ovog testa dobiti korix�e�em teoreme 3.1.1, odnosno imamo da je

cW (θ) ∼ 12

(∫
R

(
1

2
− Φ(s)

)
sφ(s)ds

)2

· θ2 =
3

π
θ2, kad θ → 0.

Mo�e se pokazati, (videti [2]) da je dvostruko Kulbak-Lajblerovo ra-
stoja�e alternative Fθ do familije simetriqnih raspodela Θ0

2K(θ,Θ0) ∼ 1

4

∫ ∞
−∞

(f ′θ(x, 0)− f ′θ(−x, 0))2

f(x, 0)
dx · θ2 =

1

4
I1(f) · θ2,

kad θ → 0, gde smo uveli oznaku

I1(f) =

∫ ∞
−∞

(f ′θ(x, 0)− f ′θ(−x, 0))2

f(x, 0)
dx.

U konkretnom sluqaju normalnih alternativa sa lokacijskim parame-
trom imamo da je 1

4
I1(φ) = 1, pa dobijamo da je Bahadurova lokalna

efikasnost Vilkoksonovog testa protiv pomenutih alternativa

eBW =
3

π
≈ 0.96.

♦

Primer 3.2.6. Neka je Θ0, kao u prethodnom primeru, skup svih apso-
lutno neprekidnih funkcija raspodele Fθ0 simetriqnih oko nule i neka
je Θ1 skup Azalinijevih alternativa normalne raspodele odnosno skup
svih Fθ sa gustinom raspodele f(x, θ) = 2φ(x)Φ(θx). Za testira�e H :
F ∈ Θ0 protiv alternative A : F ∈ Θ1 koristi�emo Vilkoksonovu jedno-
uzoraqku statistiku Wn. Kao u prethodnom primeru, na osnovu teoreme
3.1.1 imamo

cW (θ) ∼ 12

(∫
R

(
1

2
− Φ(s)

)
2φ(s)

s√
2π
ds

)2

· θ2 =
6

π2
θ2, kad θ → 0.

Gor�a granica za Bahadurov nagib u ovom sluqaju je

2K(θ,Θ0) ∼ 1

4

∫ ∞
−∞

(2φ(x) x√
2π
− 2φ(−x) −x√

2π
)2

φ(x)
dx · θ2 =

2

π
· θ2

kad θ → 0, pa je lokalna Bahadurova efikasnost Vilkoksonovog testa
protiv Azalinijevih alternativa

eBW =
3

π
≈ 0.96.

♦
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[19] B. Milošević, M. Obradović; Two-dimensional Kolmogorov-type
goodness-of-fit tests based on characterisations and their asymptotic ef-
ficiencies, Journ. Nonparam. Stat., 28, 413–427, (2016).

[20] Ya.Yu. Nikitin; Large deviations of U-empirical Kolmogorov-Smirnov
tests, and their efficiency, J. Nonparam. Stat. 22(5), 649–668, (2010).

[21] Y.Y. Nikitin, M. Ahsanullah; New U-empirical tests of symmetry based
on extremal order statistics, and their efficiencies, in: Mathematical
Statistics and Limit Theorems, Springer International Publishing, pp.
231–248, (2015).



76

[22] Ya.Yu. Nikitin, K.Yu. Volkova; Asymptotic efficiency of exponentiality
tests based on order statistics characterization, Georgian Math. J., 17,
749–763, (2010).

[23] Ya.Yu. Nikitin, K.Yu. Volkova; Exponentiality tests Based on Ahsan-
ullahs characterization and their efficiency, J. Math. Sci., 204, 42–54,
(2015).
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