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IIpearosop

Y apyroj nososran XIX Beka mMaTemMaTwdapu cy JONLIH HA We)y Ja hOPMaTU3Y]jy
ey MaTeMaTuKy THMe ITo he mpoHahm cKyn akcmoma Ha KojuMa OW OHA MOYUBAJIA.
[TeanoBa apurmeTuKa je CIucak akCMOMa O IPUPOAHUM OpojeBuMa Koje je Kpajem XIX
Beka mpe oo Dysene [leano y cBom mokyajy ga dpopmaiansyje apurmeruky. [lnm
OBOT' paja je na ce ymo3HaMo ca lemesroBuM pesyaTatruma o HemoTnyHocTH lleaHoBe
apUTMeTHKe, Ka0 U ca TeXHHUKOM KOJHparha KOjy je OH MPUTOM pa3Buo. Takobhe, 6uhe
npejcrabbena Jlebopa Teopema, Te HpuUMepH TauyHUX, aju y l[leaHOBO] apuTMeTHIN
HEJIOKA3UBUX PEUCHMITA, KOje HAM 0Ba TEOopeMa MpyKa.

Kypr Temen (1906—1978.) je 6uo aycTpujcKo-aMepuvKd MareMaTudap, Jorudap u
dunozod. Ilopea Apucrorena, Tapckor u @perea, cMarpa ce jeJHEM O HAj3HAYAJHUX
JIOTUYapa y UCTOPUjU YOBEUYAHCTBA.

Pohen 1906. y nmamammmem Bphy, Yemka, Beh kako gere je mcro/baBao BeJHKY
pago3HagocT. llIkonoBame je 3amo4deo y pojgHOoM rpaay 1912. m Tamo ce MKOJI0BaO CBe
70 1924. rogunHe, KaJ1a oJ/1a3u Ha CTyAuje y bed, rae ce 3anHTepecoBao 3a MaTeMAaTUKY
u joruky. Cmarpa ce ga je npegaBame JaBuma Xuabepra KojeMm je IMPUCYCTBOBAO y
Bonomu 1928. roaune oxpeansio ['egesnor xxkupornu npasat. 1929. rogause je JJOKTOPH-
pao, a 1931. objaBuo cBOje JiBe TeopeMe O HEMOTIYHOCTH, OJIHOCHO JIOKA3a0 JIa HUje/IHA
Teopuja Koja caap:Ku IleaHOBY apuTMeTHKY HHje MMOTIYyHA, Kao U JIa ce KOH3UCTEHTHOCT
TaKBe TeopHuje He MOKe J0Ka3aTu y camoj Teopuju. OBu [egeioBu pesyararu ¢y OKOH-
JaJd MOoKyIiaje ja ce nponahe cKymn akcmoma Koje Om Omiie J0BOJbHE Jla Ce Ha HhUMa
yTeMesbu TEeJOKYITHA MaTeMaTHKa, OJHOCHO ToKa3a/u Ja (hopMmain3aluja mejae Mare-
MaTuke Huje moryha. /la 6m mokazao nmomenyta TBphema, [emgen je Mopao na mponabe
HAYUH KaKo Ja KOJIupa MpupoaHe OpojeBe, TBphema u J0Ka3e, Te je OCMUCINO OHO IITO
JaHac HazuaMo legeoBuM OpojeBUMa UM KOJOBUMA, & IITO CY KACHHje MHOTH MaTe-
matudapu, nonyTt Tapckor, Hepua, Tjypunra, y cBoMm pajy kopuctuiu. Lejiesr je ymMpo
1978. roguue y Ilpuncrony.

Mapun Xyro JIe6 (1921-2006.) je 6uo memauku maremarndap. Poljen u ogpactao
y Bepsuny, nenocpenno npejn usbujame /Ipyror cserckor para manymra Hemauky u
onnasu y Yjemumeno Kpassescrso. busa menoproan 1940. roguue y Aycrpasujy, rie
Houmibe Ja ce 0aBu MaremMaTukoMm. 1943. mobuja 103BOJY Jla ce BpaTh Y YjeIUuIbeHO
KpameBcTBO, a HAKOH 3aBpIIeTKa paTa, 3al0YdIbe CTyAHje Ha YHuBep3uTeTy y JIoH-
jgony. Hakon ojdpane JOKTOpPCKe jucepTralije, 1HocTaje acuCTeHT Ha Y HUBEP3UTETy Y

JIngcy, tiae he 1967. mocratn n nmpodecop maremarudke Jjoruke. JIeb je paano mc-



TpaxKMBamba Be3aHa 3a TEOPHUjy J0Ka3a, MOJIAJIHY JIOTUKY U TEOPHUjy U3padyH/bUBOCTH.
Teopema kojy je pomystcao 1955. roaune je Heroro Haj3HavdajHUje TOCTUTHYhe, a JaHac
ce meMy y dacT Ha3uBa JleboBa Teopema. Ona Kaxke na axo l[leanosa apummemura
dokasyje umniurauuly ” axo je pevenuya F doxasusa y Ileanoso] apummemuuu, ornda
je F' mauna’, onda Ileanosa apummemura doxasyje F. Cremmjanano, JleboBa Teopema
HAM Jlaje TpUMepe TaYyHUX pPEeYeHHuIa Koje Hucy jokasuBe y lleanoBoj apurmerwuiiy.
[Togerkom 1970-ux roguna Jled oxa3u Ha YHuBep3uTeT y AMcrepmamy, Ije IIpejaje

CBe JI0 OJIacKa y 1men3ujy. YMpo je 2006. rogune y Auneny, Xosrauauja.



1 IleanoBa apuTmMeTuKa

[leanoBa apuTMeTHKa je TeOpHja IPBOI pejia Koja (popMaIu3yje apuTMETHIKA CBOJ-
cTBa mpupoaHux Opojesa. asbe y Tekcry hiemo 3a 0Baj mojaM KOpUCTHTH O3HaKY PA.
Vumecro yobuuajenor 3amuca PA - S, nmucahemo kpahe F S kako 6mcmo o3Havman na
je S teopema Ileanose apurmeruke. ¥ mpBoM Aeay paja Bumehemo ga cBakoj ¢op-
Mmyau S Ha jesuky PA moxkeMmo jgojaeuTu Tepm Ha jesuky PA koju o3nadaBamo "S u
koju Haszusamo [esenos koj (wnu 6poj) dopmyse S. Takolje, nedunucaliemo dopmyty
Bew(x) tako ga Bew(™S™) kaxke na ce y PA moxke qokazaru popmysia S. Y —pedenure
cy pedenune nsrpahene momohy KOHjyHKIIMje, JUCjYHKIMje, €r3UCTEHIIUjaTHOT KBaH-
TUhHUKATOPA U OPPAHHYEHOT YHHBep3aHOr KBarudukaTopa (”3a cBako x Mame o1 y” ).
s mpBor mesa paja je Jga JIoKazxeMo cieneliux mer ocobuHa OBHX MOjMOBA.

(i) Ako je = S, onga = Bew("S7),

(ii) F Bew("(S — T)7) — (Bew("S7) — Bew("T7)),

(iii) F Bew("™S™) — Bew("Bew("S™)7),

(iv) Bew("S7) je Y —peuennra,

(v) Ako je S Y—peuenuna, ouna - S — Bew("S7).

Yeaosu (i), (ii), (iil) cy nosnarn kao Xunbepr-Bepuaj-/lebosu ycnon nzpobhera.

1.1 Cunrakca u cemantuka IleanoBe apurMmeruke

Azbyxka [TeanoBe apuTMeTHKe C€ CACTOJH OJ CKyIa JOTHYKHX M CKYIa HEJOIHIKHIX
cumbosa. CKym JOTHYKHX CUMOOJIa dnHE DECKOHAYO MPEOPOjUB CKYI MPOMEHbUBUX
{vo, v1, va...}, yeTupu Jornuka cumbosa L, —, V u 3Hak =, Te nomolinu cumbonn ((u ).
Cxyn HEJTOrTYIKUX cuMOO0JIa uYnHe jegan cum60.,1 kKouctanTe 0, jeqan yHapHU DYHKITUjCKA
cumboJ1 S u JBa OuHapHa QyHKIHjcKa cuMOoJIa + | -.

YV HaCTaBKY JIajeMO eKCILIAIUTHE JIe(PUHUTIEje TOjMOBA KOju he HaM OUTH TTOTPEOHH.

Hedbunanmmja 1.1
Ypehenu nap sa nexe objexme a u b je objexam (a,b).

3akon ypehennx maposa: Axo (a,b) = (¢, d), onna a =bu ¢ =d.

Hedbunaumnuja 1.2
Ypehena mpojra (a,b,c) sa nexe ofjexme a, b u ¢ je ojexam (a, (b, c)).

Hakie, ako je (a,b,c) = (d,e, f),ongajea=d,b=euc=f.
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Hedbunaunmnuja 1.3

Konauwan nu3 s je 6unro koja ypehena k—mopka (k je npupodan 6poj), 2de s; o3ma-
4a8a 8pedrocm HuU3a Ha i—mom mecmy. Ilpemnocmasmwamo da nocmoju Kowavwar Hu3
dyosrcure 0, u da 30 cearxu wonauan Hu3 S Jdyscune k u ceaku objexam a, Nocmoju
Konauar nus s’ dyocune k + 1, maxas da 3a ceako i < k, s, = s; u s;, = a. Axo je

KoHauaH HU3 S dyscune k, onda je Sy mwe2068a npea 8peOHOCM,a Sp_1 NOCAEJHA.

3akoH KOHAYHUX HIU30Ba: KoHauu HU30BU Cy HJICHTHYHH aKO UMAjy UcTe JayxKumne k
U UCTEe BPEJTHOCTH 3a cBe i < k.

Konavan Hu3 s ayxkumbHe k uuju je i-tw wiaH, ¢ < k, jJegHak S;, o0eJezKaBaMo
[S0, S1, -y Sk—1]. Crora, [ ] je konauan Hu3 ayKuHe 0.
Hanomena
Kana cy y nuramy HH30BH KOHAUHE JIYKHHE, YeCTO M30CTAB/HAMO 3arpajie.
Hedbunaunmnuja 1.4
3a t kaorcemo da je mepm y PA aro u camo axo nocmoju Konanuan Hu3 4uja je nocieora
epednocm t, a ceaxa npemxodna epednocm nusa je 0, npomensusa, ypehenu nap s-a
u npemzxodne epednocmu wusa, ypehena mpojka 3nara + u dse npemxodne epedrocmu

HU3aG, UAY Ypehena mpojka 3uaka - u dee npemrodHe 8pedHOCU HU3A.

Hanomena

Uspas t = ¢’ hemo cmarparu ypehenom Tpojkom cumbona =, t u t'.

Hedbunaunmnuja 1.5

F je amomexra popmyaa axo je wunu cumbor L, uasu axo je 3a nexe mepmose t u t',

F jeonaxa uspasy t =t'.

Hamnomena

Uzpaz F' — F’ hemo cmarparu ypeljenom Tpojkom cumbona —, F'u F', a uzpas Yo F
ypehenom Tpojkom cumbosia V, v u F.

Hedbunaumnuja 1.6

F je popmyaa y PA axo u camo axo nocmoju Konauar Hu3 4uja je nocaedwa pednocm
F, a ceaxa npemzodna epednocm HuU3a je amomcka popmyaa, ypehena mpojka cumbora
— u dee npemxodne epednocmu Husa, usu ypehena mpojka ¥, Heke npomenpuse u

Hekwoe npemxodﬁoe YAAGHA HU3A.

Uspas —F, weranujy dopmyre F, nedunumemo kao (F — L). t # t' je, kao
u obuuno, ckpahenuna 3a —t = t'. Takobe, npermocraB/baMo 1a Cy OCTAJIH MO3HATH

JIOTHYIKH cUMOOJIH, onyT A, V, <> u 3, JedpuHUCAHN HA HEKH O] YOOHYajeHUuX HAYUHA.
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Kaxkemo na je dopmynsa G nocaemuna no modus ponens-y dbopmyna (F — G) u
F, a VoF je nocinemnna zenepanusdayuje popmyne F. Ilpapuia 3akmpyunBama y PA cy
modus ponens u npaBmiIo reHepanusanuje. OcTaje jomn ma HaBegeMo akcuome [leanose
apUTMeTHuKe.

Ckyny akcuoma PA npunanajy ciaegehe akcumome 3a cienbeHUK, 30Up U MPOU3BO/I,

Tj. HapeaHuX IrectT (popMmy.ia:

(
(
(
(
(
(

6) x-sy=(r-y)+ux,
KA0 U UHJYKTHUBHE aKCUOMeE, 110 KOJUMa Ce HoAPa3yMeBa OECKOHAYHO MHOIO (DOpMYy.Ia,
PA obnuka:

F(0) AVz(F(x) = F(sz)) = VaF(x)

rie je F' mpousBosbHa opMyJia, a & TPOU3BOHbHA MPOMEH/HUBA.
[Ipema ToMme, akcuome P A ¢y Tormdke aKCHoMe, aKCHOMe 3a CJIeI0eHNK, 301D U TPOU3BO/I,

KaO U MHAYKTHBHE aKCHUOME.

Hedbunanmnumja 1.7

Aoxas y PA gopmynse F je xwonauar nus gopmyaa wuja je nocaeda spedtocm gop-
myaa F, a ceara npemzodua epednocm nuda je axcuoma PA, nocaeduva gopmyaa, xoje
YUHE NPEMITOOHE YAGHOBE HU3A, MO MOdUS PONENS-Y, UAU NOCACOUUN 2EHEPANUSAGULJE
dopmyae xoja je npemrodHU YAGH HUSG.

Dopmynsa F je dokasusa usu je meopema y PA, axo nocmoju doxas dopmysre F y
PA.

Hapomumo jorrr Heke gedunnimje koje he Ham OUTH 3HAYAJHE Y JTaJ/heM H3JIaramy.
Hedbunumnuja 1.8

3ameopen mepm je 0HG] Y KOJeM ce He Nojasnyje HUJeIRE NPOMEHHUBGE.

Hedbunaumnuja 1.9
IIpomenmusa v je canobodrna y opmyau F axo nocmoju konwauwan wus hg, hy, ..., h,

maxas da je hg amomcka dopmyrat = t' y xojoj ce v nojaswyje y t uaut’', h, je gopmyra



F, a 3a ceakxo i < r, 3a wexy gpopmyasy F', hiyy = (hy = F') uau hipy = (F' — hy),

UAU 36 HEKY NMPOMEHLUBY U passusumy 00 v, h;y 1 = Yuh,.

Hedbunumuja 1.10

Peuenuua uru 3ameopera Gopmyaa je Gopmyaa y K0joj HujeoHa npoMenpbuea Huje
cA00001a.

Hedbunaunnmja 1.11

IIpomennusa v je 3amervena mepmom t y mepmy t, wmo sanucyjemo tl(t),
axo nocmoje 06a KonawHa Hu3a ucme Oyscune, 00 Kojuxr jedan usepahyje mepm t u
rbezose nodmepmose, a dpyau npedcmas.na Hu3 Koju ce dobuje Kao pe3ysamam 3aMmeHe

NPpoMeHDUBE V THNEPMOM t Y CBAKOM HAAHY TIPEBOS HUS3A.

Amnamorno neduHuIIeMO 3aMeHy TPOMEHbUBE v TepMoM t y dbopmyan F.
Nwmajyhu y Buay oBe nedunuimje, 3aK/bydyjeMo Ja je CBaKa UJIyKTUBHA aKCHOMA JIOI'U-

YKW €KBHUBaJeHTHA cjejaehoj dopmyim:

F,.(0) —» (Vx(F — Fy(sx)) = F).
Hedbunanmnuja 1.12
Peuvenuya Iearnose apummemuxe je madwHa axo je mauwna kada rene npomeHsbuse
Yyaumajy epedrnocmu u3 ckyna npupodnux bpojesa, odnocro 0,1,2,..., 0 o3navasa Hyy,

a s, + u - cy onepayuje cAedberura, cabuUParba U MHONCEH .

CBaku 3aTBOpEH TepM ¢ O3HAYABA jeIMHCTBEH Npupojan 6poj. 0 oznauasa 0, a ako
t u t' o3mauaBajy 1 u i’, ouga st, t + ¢ u t - t' osHauasajy o6pojese i + 1, 1+ mwi-i'.
Hedbunanmnuja 1.13
Hymepana t 3a 6poj i je 3ameopen mepm xoju ce dobuje 6e3UBAEM T NOJABHUBAHA

anaxa caedbernuxa s za 0.

Haxkie, 3 je sss0, 1 je sO, ut.

[Tpe pasmarpama (i)-(v) u muxoBux joka3a, Mopahemo ga ce ocBpHEMO HA CLOCOO-
Hoct PA nma nokake pasHe UHMEbEHHIE O TPUpOIHUM OpojeBuma. Hamwme, jennuu me-
jgoruduku cumbosin Koje PA cajgpxu cy 0, s, + u -, Te HUje OYUIVICAHO Ja OHA MOKE
Jla MCKaxkKe, a KaMOJH JOKayke pas3He 3HaudajHe dopmyre. llokasahemo ma cy v PA
JIOKA31MBe HEeKe 103HaTe 3aKOHUTOCTU KOje Bazke 3a 1pupojHe Opojese.

Teopema 1.1
Foz=0Vdyx=sy.



okaz
Heka je F' dopmyna (r =0V Jy v =sy). Taga cy Vo(r =0 — F) u Va(z =sy — F)
uctuauTe, onmnocHo Baxn - Vr(z =0 — F) u FVy(Ve(x =y — F) — Va(z = sy —

F)). Tlpema unayktuBHoj akcuomu, ciaeau - F, onnocuo Hx =0V Jy z = sy. [

Teopema 1.2
Fr+y=y+uw.

okaz
36or akcuome (3), Bazku - 040 = 0. TIpernocraBumo jga Baxku - 042 = = 1 TOKaKAMO
F 0+4sz = sx. U3 akcuome (4) u unaykunujcke xumorese ciaean - 0+sz = s(0+x) = sz,
OJlaKJIe TTpeMa HHAYKTUBHO] akcuoMu - 0+z = . 13 akcnome (3) mmamo - o = 240, Te
F O0+x = x+0. IIpernocraBumo jia Baxku = r+y = y—+x u JokaxkuMo - x+sy = sy+z.
Hajupe, u3 akcuoma (3) u (4) mmamo F y +s0 = s(y + 0) = sy = sy + 0, a ako
HPETIOCTABUMO = y+Sx = Sy-+x, U3 aKCHOMe (4) U OBe IIPETIOCTABKE CJIe/H - y+Ssr =
s(y + sx) = s(sy + x) = sy + sz, Te mpemMa WHIYKTUBHOj AKCHOMH - y + ST = Sy + .
Cagia, U3 yopaBo JI0Ka3aHOT TBphema, HHIYKIU]jCKe XUToTe3e 1 akcuoMe (4) umamo
Fx+sy=s(x+y) =s(y+z) =y+sr=sy+az. Jakne, npeMa HHIYKTHBHO] AKCHOMH,
Fr+y=y+z 0O

Tephema ciaegehux TeopeMa cy jg00po MO3HATA, a JOKA3U C€ U3BOJIE CJAMIHO KO MITO

CMO ToKa3aau y Teopemu 1.1.

Teopema 1.3
Fo+(y+2)=(z+y)+ =2

Teopema 1.4
Fa-(y+2)=(z-y)+(z-2)

Teopema 1.5
Teopema 1.6
Fr-y=y-x.

Teopema 1.7
Axoi1+j =k, onda i1+ 3=Fk.



okaz

WNuayknujom mo j. Ako jei+7j =k u j =0, ouna je i = k, uymepas j je 0, npema Tome
Fi+j=1i+0=1i=k. IIpernoctaBumo ma 3a cBako k Baxku i+ j = k, kax rox je
i+ 7 = k. Tlokazyjemo ja Taja ucro Baxku u 3a j + 1. Ako je i + (j+ 1) = k, onza 3a
HEKO M BaxKu | + j = m, onHocHO k = m + 1 u uymepas k je sm. Caean -1+ j = m,

omuocuo Fi+sj=s(i+j)=sm=k O

Teopema 1.8
Axojetr-7=Fk, ondajet1-3=~F.

loka3z

Cauvno Kao J0Ka3 IpeTxoane Teopeme. [

Teopema 1.9

Axo je t sameopen mepm, a i wez08a 6pedHOCM. Y NPUPOIHUM bpojesuma, onda -t = 1.

oxkaz

Nunyknujom mo koucrpyknuju tepma t. Ako je repm t 0, onga je 0 BeroBa BpeHOCT ¥
npupoaHuM OpojeBuMa. AKO je BpeHOCT TepMa t y TPUPOIHUM OPOjeBUMA 4, & BPETHOCT
repMma t' je j, oHza je 1 + j BpegHocT TepMma t + t' y npupoanum OpojeBuma. Heka je
k =i+ j. Ilpema muaykumjckoj xumnoresu, -t =i u b t' = j. Ilpema Teopemn 1.7,

Fi+j=k. Crora, Ft+t =i+ j=k. Ciimuno 3a ciegberHuka u MHOKemwe. [

Teopema 1.10

Axo cy t ut' sameopenu ut =t mauno, onda -1t =1t'.

lokaz
Axo Tepmosu t u t' o3navaBajy Gpojese i u i/, npema Teopemu 1.9, -t =iu k-t =1i.

Ako je t =t/ TauHo, oHjia je i = ' u i je jennak Hymepasy i'. Jakiue, Ft =t [

Hedbunrunuja 1.14
x <y je popmysra 3z v+ sz =y.

Hedunanmnuja 1.15

x >y je dopmysa y < x.

x <y je gopmyaa (xr <yVaz=y).
x>y je dopmysra y < x.

Teopema 1.11
F-x < 0.



okaz
Ako mpernmocraBumo jia je © < 0, ouga 3z x + sz = 0. Meljyrum, 360r akcuoma (4) u

(1), Baxku caenehe: b x + sz = s(x + 2) # 0. Kourpagukuuja. [

Teopema 1.12
Fr<sy<r<yVe=y.

okaz

Frx<sy<rdzoz+sz=sy

< 3s(x+2) =sy

< dz x + z = y. Ha ocHOBY Teopme 1.1, umamo

< (x+0=y V Jwz+sw=y)

Gr=y Vr<y.l

Hedunanmnuja 1.16

V{z = j7:j <i} je ducjynruyuja ceux pevenuya x = j 3a j < i u L je axo je i = 0.

Teopema 1.13

Fr<ioV{iz=j3:j<i}.

okaz

WNunyknujom 1o ¢. Ako je i = 0, kako je F —x < 0, coieim o < 0 < L. Ilper-
nmoctaBuMo ja b x < i< V{z =j:j <i}. llpema reopemn 1.12 -z <si <+ (z <i V
xr = 1), 1a upemMa MHJYKIMjCKO] Xuiore3n umMamo -z < si <> (V{z =j:j <i}Vz =1i),

oaKJIe KoHaIHO nobujamo o <si+> V{z =j:j <i+1}. O
Teopema 1.14 (ITornyna maAyKIHIja)
3a npouseowny popmysy F(x),

FVYz(Vyly <x — F(y)) — F(z)) = F(x).

okaz

[IpernocraBumo
(¥) Va(Vyly <z — F(y)) = F(z)).

Hedunnmmmo G(z) kao Vy(y <z — F(y)) A F(x)), te fiemo mokazaru G(zx), ogaxie
caequ F(z). Uuayknujom, nososbro je nokazatn G(0) u V(G (z) — G(sx)). Ha 6ucmo
mokazann G(0), mpema teopemu 1.11 mmamo Yy —y < 0, omakme crean Vy(y < 0 —
F(y)), a u3 (x) umamo F(0), ma npema tome u G(0). Jlasmbe kemumo Ja HOKazKeMO
Va(G(z) — G(sx)). Tlpermocrasumo G(x), 1j. Yy(y <  — F(y)) n F(z). Tlpema
reopemu 1.12 , Vy(y < st — F(y)), omakie npema () umamo F(sx), na je u G(sx). O
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ITpunuyun Hajmareee 6poja:

F F(x) — 3x(F(z) ANVy(ly < * — —F(y))), kopuiihiereM KOHTPAIO3UIH]e, CJIeTH
JIMPEKTHO U3 TMOTHYHe WHAYKIuje 3ameroM —F (x) ymecro F(x).

Teopema 1.15

-z < x;

r<y<z—x<z;

r<yVez=yVy<u,

r<y—r+z<y+z

r<YN0<z—=>x-2<Yy-=2.

Teopema 1.16

Axo 1 < j, onda 1< 3.

Axo 1 #£ j, onda - 1 # 3.

Axo i > 7, onda F -1 < 3.

okaz

Ako je i < j, onza je 3a meko k, i + (k+ 1) = j u i+ sk = j nupema Teopemn 1.7, Te je
Fi<j. Akojei# j,onpai < jnmm j <imhbi<jnmb j<i, omakme F1i# j npema
IPBOM KOHJVHKTY M3 Teopeme 1.15. Ako i > j, oHga j < ¢ mwiad j = i, omakjae - j < i

unu - j =i m onga je mpemMa Apyrom KOHjyHKTY u3 Teopeme 1.15, F —i < j. [J

1.2 IlceynorepmoBu m >—dopmyJie

C 003upoM Ha TO 14 Cy jeaAuHn HeJJOrudku cumOosn [leanoBe apurmMeTnke KOHCTAHTA,
0, yauapuu (yHKIMjcKu cuMb01 cae0eHnKa s, u jiBa OnHapHa HYHKIHjcKa cuMOoIa +
u -, geiayje na PA nuje y moryhuoctu na ce 6aBu BesmkuMm OpojeM byHKnumja. Y
HACTABKYy MOKa3yjeMO Ha KOju HauymH ce PA GaBu pyHKIHjaMa KOje HUCY O3HAYEHE
HUJEJIHUM HeHUM TE€PMOM.
Hedbunaunuja 1.17
Dopmyay F(x,y) y PA nasusamo nceydomepm axo je gopmysa Iy (F(x,y)), odnocro
dopmyaa Jy(F(x,y) A\Vz(F(x,2) = y = 2)), dokasusa y PA.

Ceaku niceynorepm F(x, y) nedunnine jeany n-apuy GbyHKIHJY 1 cTora MHOTe (DY HK-
1ije Koje HUCY O3HavueHe TepMoBuMa y PA, umak mory Outm pasmarpane y m\0Oj, y
CMUCJY TCEYI0TEPMOBA KOJU UX JIePUHHUIILY.

Hecro hiemo 3anucuBarn f(x), ymecro F(X,y), 0MHOCHO n30cTaBbaheMo MTPOMEH/bIUBY

Y U TUCATH MAaJO YMECTO BEJIUKO CJIOBO f.
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Ako je A(y) dopmysa y PA n F(x,y) uceymorepm, mumemo A(f(x)) aa 6ucmo
osnaumn dopmyay Jy(F(x,y) A A(y)) v PA. Tlpumernmo ga xaza je Jly F(x,y)
nokasuso, dopmyna A(f(x)), 1j. Jy (F(x,y) AN A(y)) je ekBuBasnenrna dopmynu Vy
(F(x,y) = Ay))-

Kopucrumo uzpaze Yy < xF u Jy < F na 6ucmo kpahe sanucanu uspase Vy(y <
r— F)n3Jyly <z AF).

Hedbunumuja 1.18

Dopmysy HAZUBAMO CMPURMHA Y—HOPMYAQ aKO NPUNAda HAJMA0] KAACYU KOja
cadporcu cee popmyse u = v,0 = U, SU = V,U+V = W U V- U = W, U CAOPHCU C6E
(FANG),(FVG),3xF uVr < yF, xad200 cadporcu dopmyae F u G.

Y—popmyaa je popmyaa xoja je y PA roecuuru exeusasenmua cmpurmmuoj X— hopmy-

AU.

Cse aroMmcke dpopmyie cy L—dopmyie, ¢ 003UPOM JIa je cBaKa aToMCKa (hopMyJia eK-
BUBaJIeHTHA (OPMYJIH KOja HACTaje NPUMEHOM KOHjVHKIMje U eI3HCTEHIIN]aJJHOI KBaH-
tudukaropa Ha popmyre u = v,0 = u,su =v,u+v =wu u-v =w. Hup. z+sy =s0
je ekBuBasienTHa dopmyan JuFvIw(sy =u A z+u=v A 0 =w A sw=0v).

Jlakie, MOZKeMO J1a 3aKJbY IHMO J1a je u & < Y, onHOCcHO Jz(x + sz = y) jenHa X —dop-
Mmysa. Hamwme, ako je F' jenna Y—dopmysa, orma je u Jr < yF, mrTo 3Ha4d jga cy
Y —dopmysie 3aTBOpeHe W 3a OI'PAHMYEHU YHUBEP3AJIHU, KAO H 33 OI'PAHUYECHH €r3UC-
TEHIUjaJIHU KBAHTU(DUKATOP.

Nmajyhu y Buay na je, mpema teopemu 1.15 meramnuja dmio Koje aromcke dopmyJie
- = gy ekBUBaJeHTHA dopMmyan x <y V y < r, MOKEMO Jia TBPJIUMO Ja je Heraimja
cBake aToMcke popmysie Takohe Y —dopmyia.

Y.—dopmyJie Koje cy YjeJHO U IICeYA0TEPMOBU, KPATKO HA3UBAMO Y —IICEY/I0TEPM.
Hedbunumuja 1.19

Y—peueHuua je X— hopmysa Koja je penerua.

Axko je F' Y —dopwmyna, a S pedennta gobujena o F' 3aMeHOM 3aTBOPEHUX TEPMOBA
3a cJ1000/1He MpoMeHsbuBe v F') oHja je S HCTO TaKo X —pedeHuIa.
Teopema 1.17

Axo je S mauna S—pewenuua, onda = S.

lokaz
Ako je S rauna aromcka dopmysa, ouna je, mpema teopemu 1.10 F S. Ako je (S A S)

TavHa, ouga cy S u S’ taune, omakie ciequ S u b S majeu b (SAS). Axo je
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(S Vv S') Tauno, ouna je S win S’ rauno, ogakse F S wim F S’ najeu - (SV.S’). Ako
je JzF rmauna, onga je 3a Heko i, ¢popmyaa F(i) Koja ce mobuje 3aMeHOM TPOMEHIbHBE
x TepMoM 1 TauHa, na je - F(i), re coienm u - JxF. Ako je Vo < iF tagno, oHJa je 3a
cBako j < i, F'(j) Tauno, majemw3acako j < i, F(j)ut x =j — F. Meljyrum, mpema
reopemu 1.13 Fz <iV{r=j:j<i},najerax<i— FutkVe<iF. Konauno,

aKo je S eKBHBAJEHTHO MOKA3WBOj pedeHun, u S je qoka3una. [

Hedbunumuja 1.20
Dopmyna A je A—dopmyaa axo cy A u ~A S—dopmyae.

Hasonumo meke ocobumre A—dopmyia.

e Cpaka aToMcka dopmyna t = t' je A—dopmyia, jep cMO HPETXOIHO HOKA3AIU JIa
cy cBaka aToMcka opmysia, Ka0 U CBakKa Heramnmja aroMcke ¢popmyse Y—hopmyiia.

ot <t je A—dopwmyna jep je exkpuBanentaa dbopmyan JxIy(t = At = yAx < y),
Koja je X—dopmyia, a -t < t’ je ekBuBaseHTHO dhopmyau t = t' V1 < t, Koja je Takobe
Y. —dopmyiia.

e Heranuja A—dopwmyite je ounrsneano A—dopmyna. Ao cy A u B A—dopwmyie,
OHJIA je TO W BUXOBa KOHjyHKIja. Hanme, Taga Baxku na cy A, B,~A u - B YX—dopmy-
ae, na cy ¢opmyaa AA B u mena Herammja A V - B Takohe X—dopmyie, OTHOCHO
caenu TBpheme. AHAJIOIHO ce mOKa3yje Aa je u gucjyukinuja popmyna A u B A—dopmy-
ga. Hakne, A—dopmyse cy 3arBopeHe 3a cBe Bysose onepaiuje.

e C ob3upom ma cy Y—dopMmyae 3aTBopene 3a oba orpaHndeHa KBaHTH(MHUKATOPA,
onga cy o u A—dopmyse. Hanme, ako cy A u A Y—dopmyne, u Vo < yA je
Y—dopmyna, a -Vr < yA je exkBuBasentna XL—dopmyiu Jr < y—A. Cawmgno ce
HoKazyje Jia TBpherme BaXKu U 33 OIDAHUYEHU €I3UCTEHIMjAJHUT KBAaHTUMUKATOD.

e Ako je F(x,y) X—dopmyna u nceymnorepm, onja je ona 1 A—dopmyna. Hamwve,
Kako je 3y F(x,y) aokasusa, onja je ~F (X, y) ekBupaanerna S—dopmysu 3z(F(x, 2)A
-z =y).

e Axo je A(y) A—dopmyna u F(x,y) X—uceynorepm, ouma je A(f(x)) A—dopmyna
jep A(f(x)) je ¥—dopmyna Jy(F(x,y) A A(y)), a ¢ 063upoM 12 je OHA €KBUBAJEHTHA
dbopmym Vy(F(x,y) = A(y)), 7A(f(x)) je ekpupasentra S—dopmyan Jy(F(x,y) A

—A(y))-

Hajkpahe peueno, A—dopmyie caapzxke cse aroMmcke popmyiie u cse popmyie t < t/,
U 3aTBOpeHe cy 3a ByJoBe onepalinje, orpannyene KBAHTU(UKATOPE U 3aMeHy Y —Iicey-

JOTepMOBa.
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ITucahemo dxr < yF ymecro dxr < syF u Vr < yF' ymecro Vr < syF'. Jacuo je ja
axo je F' X—dopmyra ognocao A—dopmyia, OHIA Cy TO U MOMeHyTe (PopMy.JIe.

U3 reopeme 1.17 cienu ga, ako je F(x) A—dopmynia u i je n—TOpKa MPUPOIHEX
opojesa, onaa je - F(i) wim = —F(i). C o63upom m1a je F'(x) A—dopmyna, obe hopmyie
F(i) u =F(i) cy Y—dopmyse. Ilpema teopemu 1.17, Koja 10j 01 OBHX Ja je TadHa,

teopema je y PA. Crora cy cBu mpumepun A—dopmy/ia oIy duBH.

1.3 Jle/peme, KOIUIHUK U OCTAaTAK
Hedbunanmnumja 1.21
d|x je gopmyaa Iq q-d = x.

d|x je ounrieano Y—dopmyaa. Hapeana Teopema mokasyje na je d|x uw A—dopmyna
jep je ekBHBaJIeHTHa (popMy/Iu u3rpahenoj oja aromckux ¢popmyiaa ByaoBum omneparu-
jaMa, OrpaHMYeHNM KBAaHTH(MHKATOPHMA U 3aMEHOM Y., —Te€pPMOBA.

Jlokaszu ciegehux Teopema Cy JUPEKTHU, T€ WX HeheMO eKCILIMIUTHO HABOIUTH.
Teopema 1.18
Fdgq-d=x—3Jq(¢<xNq-d=rx).

Teopema 1.19
Fdld.

Teopema 1.20
Fdlx A x|y — dly.

Teopema 1.21
Fdlx — (d|(z +y) < d|y).

Teopema 1.22
Fd+#0—
dgFr(z=q-d+rAr<d AV¢Vr'(x=q¢ -d+r" Nr'<d—qg=q¢ Nr=1")).

Hedunucahemo ocrarak u oznadapatu ra Ost.

Hedbunanmnuja 1.22
Ost(z,d,r) je dopmyaa

(r<dAJgz=q-d+r)V(d=0AT=1)).
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Bunumo na je Ost(z,d,r) ¥—dopmyrna, a u3z reopeme 1.22 BuauMo u ja je mcey-
JIOTEPM.

Cetrmmo ce 1a oarosapajyhy dbyaknujy kojy medunumre npeyaorepm F' o3HagaBaMo
MaJUM CJIOBOM f, Tj. DYHKIH]Y Kojy Aecdunure mnceyaorepm (st o3HaATaBaMo 0st.
Teopema 1.23
F ost(z,0) = .

Teopema 1.24
F d|x < ost(x,d) = 0.

Teopema 1.25
Fost(z + yd, d) = ost(x,d).

Cxyn mpupoanux OpojeBa HHUje 3aTBOPEH 3a ONEePAIlU]y OIy3WMarba, CTOra YBOIAMO
MceyI0TepM KOju TO jecTe.
Teopema 1.26
Fy<z—3dzzx=y+=z

Hedbunaunmnuja 1.23
Monus(z,y, z) je gopmysa (x =y + 2V (r <y Az=0)).

Ounursenno je ma je Monus Y—nceymoTepM. Ymecto monus(x,y) TUIIEMO T—Y I
oBa (pyHKIMja NpeAcTaB/ba 3aMeHy 3a Olepalnjy Ody3uMatha.
Hedbunrunuja 1.24
Prost(p) je gopmyaa (p # 1 AVd(d|p — d =1V d=Dp)).

Huje eBumentHO fa je Prost(p) A—dopmyra, aam npuMeTuMo fa, ¢ 003HpOM Ja
je F dlp — d < p, Prost(p) je expusanentuo dbopmyaun p # 1 AVd < p(dlp — d =
1V d = p), koja jecre A—dopmya jep je usrpabhena on A—dopmysa nomohy Bymobux
oIepanuja U OrpAaHUYeHIX KBAHTH(PUKATOPA.

Teopema 1.27

F 2 je najmaru npocm.

Teopema 1.28

F Axo je x > 1, onda Hexu npocm deau x.

Hedbunumuja 1.25
UzajamnoProsti(a,b) je gopmyra
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Vd(dla Adlb — d = 1),

UzajamnoProsti(a,b) je A—dopmyna ¢ 063upom Ja je ekBuBajeHTHA (HOPMYIH
Vd < a(dla Adlb — d = 1).

Teopema 1.29

Fa ub cy ysajammno npocmu axo u camo ako wujedar npocm He deau 0ba a u b.

loxkaz
N3 Teopema 1.20 u 1.28.01

Cuiteir BaykKHO TBpheme 0 y3ajaMHO TPOCTUM OPOjeBUMA.

Teopema 1.30

F Axo cy a u b eehu 00 1 u ysajammno npocmu, onda 3a Heke T u Yy saxcu ax + 1 = by.

okaz

HazoBumo 6poj ¢ 7 nobpum” ako u camo ako dxdy ax + ¢ = by. Ilomazehu ox npet-
mocraBke 7a ¢y a u b Behm ox 1 m y3ajamHo mpoctu, mokasahemo ma je 1 mobap. Ako
y3MeMo T = b—1 u y = a, cienu ga je a gobap, a ako je x = 0 u y = 1, ciequ jga je
b nobap. lasbe, ako je i j00ap, OJHOCHO MOCTOje T U Y TaKo Ja je axr + i = by, oHjga
je m qi nobap, ' = qr my = qy. Axo cy i u ¢ g06pu u i > i, oHja je gobap m i—i’.
Hanwme, ako ax +i = by u ax’ + i = by, wexa je 2" = x + by’ + (b—1)z’ u neka je
y' =y +ar’ + (a—1)y. Y tom cay4ajy je ax” + (i—i') = by”. Hexka je d najmamu
nosutuBaH jgobap 6poj. Tama, ako je i mobap, d|i jep 3a Heke q,r,i = qd +r ur < d.
Crora je gd nobap un i > gd. O63upom na i—qd = r, r je nobap, 360r Tora mTo je d
HajMamn Baxku r = 0, a name Baxku i = qd u d|i. Nmajyhn y Buay ga cy a n b 106pu,

caenn aa dla, d|b, d =1 u 1 je nobap.O]

Teopema 1.31

F Axo je p npocm u deau ab, onwda p desu a uau p deau b.

loka3s

[IpernioctaBumo na p gesw ab. AKo p He Ieu a, OHIA CY a U p y3ajamHo npoctu. [Ipema
teopemn 1.30, 3a Heke ,y,ar + 1 = py u ouna je abr + b = pby. C o63upom na plab,
plabx u p|pby, u3 Teopeme 1.21 caenn p|b.O]
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1.4 Hajmamu 3aje JHUYKHN CaAprKaJiail

VY pamseM Tekety cMmarpaliemo na cy M(x,y) u H(z,y) 1pou3BOBHH MICEYI0TEPMOBH.

Teopema 1.32
F Axo je 3a cee i < k,m(i) > 0, onda nocmoju wajmareu nosumusar | makas da 3a cee

i < k saorcu m(3)]|l.

oka3z

Uunyknujom mo k. IlpermocraBumo ma je 3a cse i < k,m(i) > 0. Ako je k = 0, ouzna
je Tpazxkeno [ jennako 1. IlpermocraBumo jga TBpheme Baxku 3a k. 3a k + 1 Tpazkeno [
ce nobuje Kama nomuoxkuMo [ koje dbyukimonurte 3a k ca m(k). Hajsan, npumernmo

HPUHIMI HajMamer Opoja. [J

Hedbunumuja 1.26

Nzs[m(i) : 1 < k](1) je caedeha dopmyaa

(Vi < km@@) > 0Nl >0ANYi <km@IAY] <) > 0AYi <k m(i)|j]) Vv
(Fi < kEm(i) = ONI1 = 0), xoja kasce da je | najmaru 3ajednunky cadpicaray, Hu3a

eaemenama m(i), i < k.

Umajyhiu y Bugy teopemy 1.32, Mozkemo Ja 3aksby<aumo jga je Nzs[m(i) : ¢ < k|(1)
nceygorepMm. Yrouuko je M(z,y) Y—uceyaorepm, ouia je o u Nzs[m(i) : i < k](1).
Teopema 1.33
Fj<k—m(j)|nzsim(i) i < k].

Teopema 1.34

F Buao koju cadporcanay, ceux m(i), i < k, cadporcu u nzsim(i) : i < kJ.

okaz

[Tpernocrasumo ma m(i)|z 3a cee ¢ < k. Heka je | = nzs[m(i) : i < k]. Moxemo
npermoctapuTn jga je [ > 0. 3a weke ¢, r,x = gl +7r wr < l. C ob3upom ma m(i)|l n
m(i)|x, ouma u m(i)|r 3a cBe i < k, mITO je y CympoOTHOCTH ca THME Ja je | MHHUMAJHO

ako je r > 0. Haxkne r =0 u [|x. O

Teopema 1.35

F Axo je p npocm u plnzsim(i) 1 i < k|, onda p|m(i) 3a nexo i < k.

lokaz
Unaykumjom mo k. Ako je k = 0, nzs[m(i) : i < 0] = 1 u p ue menn nzs[m(i) : i < 0].

IIpermocraBumo na pinzsim(i) : i < k + 1]. C ob3upom ga csaxo m(i),i < k + 1 genau
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nzsim(i) : i < k] - m(k), u3 reopeme 1.34 cieam nzs(m(i) : ¢ < k+ 1]|nzsm(i) : i <
k] - m(k). Ilpema reopemu 1.31, miu plnzsim(i) : i < k], omakie mo HHIYKI]CKO]
0J

xunoresu p faean neko m(i), i < k, uan plm(k).

Teopema 1.36 (Kunecka teopema o ocranuma)

F Vi <k (1 <m@@)Ah() <m(i) AVi,jli < j <k — m(i) um(j) cy ysajammo
npocmu)/— Ja < nzsim(i) : i < k|Vi < k ost(a,m(i)) = h(i). Jpyeum pewuma, 3a
uaanose nexoe nusa m(i), i < k, Koju cy céu no naposuMa Y3ajamno npocmu, u 36 cee
h(i) maxee da je 1 < m(i) A h(i) < m(i), nocmoju a < nzs[m(i) : i < k| 3a xoje sascu

da je h(i) ocmamax npu deswervy a ca m(i).

okaz

IIpermocraBumo ga Baxku Vi < k(1 < m(i) A k(i) < m(i)) AVi,ji < j <k — m(i)
u m(j) cy ysajamuo npoctu). [loka3 ussojumo ungaykuujom mo k. Heka je a =0
kaga je k = 0. a < 1 = nzs[m(i) : ¢ < 0]. TlpermocraBumo ja je 3a TPOU3BOJHHO
k, a < nzsm(i) : i < k], n ost(a,m(i)) = h(i) 3a cBe i < k. Heka je | = nzs[m(i) :
i < kl,m =m(k). l um cy y3ajamuo mpocrtu, mro uaumMo u3 ciaeaeher. Axo p|l, onga
npema Teopemu 1.35 3a meko i < k, p|m(i), a momrto cy m(i) u m y3ajaMHO TPOCTH, P
He Jiem M.

Nmajyhm y Buay ga cy [ mw m y3ajamao npoctu, npema teopemu 1.30 3a Heke
z,y,lz + 1 = my. Muoxemem obe crpane ca a + (I—1)h(k) Buaumo 1a 3a Heke apyre
z,y,lx +a+ (I-1)h(k) = my. Hexka je a* = l(x + h(k)) + a. Ouga a* = my + h(k).
Ako je i < k, omma ¢ obsupom ga m(i)|l, ost(a*,m(i)) = ost(a,m(i)) = h(i) n
ost(a*,m(k)) = ost(a*,m) = h(k), ¢ o63upom ma je h(k) < m(k) = m. Heka je
I'=nzsm(i) : i < k+1]. Axo je a* < ', noka3 je 3aBpmien. Ako je a* > l', onja Heka
je b najsehin caap:kanan on I/ koje je < a*, u Heka je @™ = a*—b. Onga je a™ < I', a c
o63upom ga m(i)|l'|b3za cee i < k+1, ost(a™,m(i)) = ost(a*—b, m(i)) = ost(a*,m(i)) =
h(z). O

Teopema 1.37

F Hus eaemenama m(i),i < k uma jeduncmeeny najeehy spednocm.

Hedbunaunuja 1.27
Maz[m(i) : 1 < k|(l) je dopmyaa (i < k m(i) = LAV < k m(i) <], odnocno 1 je

waar Huza m(i), i < k xoju uma najeehy epednocm.

Jacno, Maz[m(i) : i < k|(l) je X—mnceymorepm.
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Hedbunaumnuja 1.28
Max(z,y,z) je[(x >y N z=2)V (x <y A z=y)|, 00nocno gopmysa xoja Kasce da

je z MaKcumym 00 T u .

Max(z,y,2) je L—nceyaoTepm.

Y nacrapky jedununiemo yuknujy Beta kojy je ['egesr nedunmncao kKako O Kojam-
pao KOHAYHEe HU30Be IMPUPOIHUX OpojeBa Kao mapoBe OpojeBa.
Hedbunumuja 1.29
Beta(a,b,i,7) je ost(a, 1+ (4+ 1)-b) =r.

Beta(a,b,i,7) je Takohe X —1ceyaoTepm.
Teopema 1.38 (T'egesoBa siema)
F 3a npoussowan nceydomepm H(i,y) u 3a ceaxo k, nocmoje a u b maxsu da je 3a cee
i < k,beta(a,b,i) = h(i). Jakae, 3a npoussonan nceydomepm H(i,y) nocmoje a u b
maxeu da je ocmamak npu dewerwy a ca 1+ (14 1) - b jednax h(i), sa cearo i < k.
Jow, eaorcu da, axo je s = max(k,max[h(i) :i < k])+ 1, a u b ce mozy odabpamu

mako da b <nzsfi+1:i<s|+1ua<nzs[l+(i+1)b:i<k|.

okaz

Heka je s kao mro Kazke TBpheme geme. Ouga s > k u 3a ce i < k,s > h(i). Heka je
b=nzs[i+1:i < s|. [Ipermocrasnmo na je i < j < k. IToxkazahemo na cy 1+ (i +1)b
u 1+ (5 + 1)b ysajamuo npocru. IIpernocrasumo ma p|l + (i + 1)b u p|1 + (5 + 1)b.
OHja p Jelu BUXOBY pasiuky (j—i)b, oaHocHo Bazku plj—i win plb. C obzupom na
je 1 < j—i <k < s, Baxu u j—ilb. Y cBakom ciy4dajy, p|b n npema Tome p|(i + 1)b.
[Momro Bazku p|1 + (i + 1)b, p menn ®HUXOBY pa3iuky 1, mTo je KouTpagnknuja. [Tpema
Tome, ako § < j < k,1+ (i +1)b u 1 + (§ + 1)b ¢y y3ajamno mpoctu. Illrapure,
3a cBe i < k,h(i) < s <b<1l+(i+1)bul <1+ (i+ 1)b Ilpema Kuneckoj
TEOpeMH O ocTalmMa, oaTHOCHO Teopemu 1.36, yaumajyhu m(i) = 1 + (i + 1)b, 3a HeKO
a<nzs[l+ (i+1)b:i < k|, beta(a,b,i) = h(i), 3a cBe i < k. O

[Ipumerumo ga cy nceyaorepMoBu Koju y I'egeoBoj meMu mpyzkajy Bese uzmehy a u
b Y —nceynorepmopu. Onm he mam omoryhurn na Bugumo ma cy nomohy A—dopmyaa
nedwurncaHn ojapeheru mojMoBu y Be3u ca cuaTakcom PA, momyt "TememoBor Opoja
tepMma [leanose apurmeruke” uau ”IegenoBor 6poja dpopmyiie Ileanose apurmernke”.
Teopema 1.39
F 3a npoussonne c,d, k,n nocmoje a u b maxeu da je beta(a,b,k) = n u 3a ceaxo
i < k,beta(a,b,i) = beta(c,d,1).
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okaz
Hedunumemo H(i,y) tae je y = beta(c,d, i) ako je i < k, a uHaue = n, u HeKa ¢y a,b

kao y I'enenoBoj nemn. [

1.5 V¥YBox y I'enesioBe OpojeBe

Caza noummemo na passujamo cuntakcy lleanose apurmeruke y camoj [leanonoj
apuTMeTunu. Pa3Bujame cWHTaKce HeKe TeopHje VHyTap Te caMe TeopHje MOXKe ce
Ha3BaTH ~IOKA3WBAIHLEM MeTaTeOpHje y caMOj TEeOpUju’ .

Hauun na koju [leanosa apurMmernka jgoKa3yje TBphema Be3aHa 3a CBOjy CHHTAKCY,
Tj. TBphema Koja rpajie HeHy MeTaTeopHjy ce pas3inKyje oJ HaYMHA Ha KOju JI0Kazyje
TBphema Be3aHa 3a npupojgHe d6pojeBe. /[la 6u lleanoBa apurmeruka JoKa3aja TBP-
beme o mpupogHIM OpojeBHMa, JOBOJBHO je 1a pedeHuIa nin (popmyia jesnka P A Koja
nckasyje To tpheme Oyme teopema y PA. Illta peuenuna Ha jesuky PA u3pakasa,
3aBUCH OJI TOTA W3 KOI CKYyTa TheHe TPOMEHJbUBE Y3UMajy BPEJIHOCTH, KA0 W OJ TOTa
IMITa O3HAYABA]y HEHU HEJOTHIKU CHUMOOJIH.

Kana je ped o ckyny npupoIHux 6pojeBa, 0JHOCHO KaJIa MPOMEH/bUBE Y3UMajy Bpe -
HOCTH U3 TOT CKyna, pedenuie PA mory uzpazxasaru TBphema caMmo 0 npupoaumM 6po-
jeBUMa U peslalijamMa M olepalfjamMa Koje ce MOry JeUHUCATH ¥ TOM CKYIYy Ha je3UKY
[leanose apurmeruke. Ctora Huje 3a odekKuBaTu ja 6u lleanoBa apurMeTuka MorJa ja
JIOKazke JaK W HeKe Hajje THOCTaBHUje TBP/IHE O CBOjOj CHHTAKCH, TMOIYT HIP. OHE Koja
Kazke Jla YHUBEpP3a/JHU KBAaHTU(MUKATOP HUje HPOMEH/bUBA, & KAMOJIM HEKa 3Ha4YajHUja
tBphema. Mnak, u3 ciejgehux pasjora, 9MHU ce Ja je CACBHM ONPaBIAHO CMaTpPaTH
[leanoBy apuTMETHKY CIOCOOHOM 3a JIOKA3WBAIHE YUIH-EHHUIIA O CBOjOj COICTBEHO] CUH-
TaKCH.

[Tox, ” Cunrakcom” hemo cmarparn HedoOpMainy MATEMATHIKy TEOPU]Y CHHTAKCE
[Teanose apurmernke, a 00jeKTH KOjuMa, ce OHa OaBu Cy OCHOBHE cumbOom PA, kao u
ypeheHn napoBu u KOHAYHM HU30BH Objekara.

[Toctoju aBocTpyka kopecnoneniuja uzmely Cunrakce u PA: najupe, usmehy o6-
jexata CuHTakce u objekara PA, omHOCHO IpUPOIHUX OpojeBa, a Ipyro, u3Mehy mmena
n npeankara jesmka CHHTaKce w TepMoBa U ¢gopMmyaa jesuka PA. Bpojesu kKoju oxro-
Bapajy objektuma CrHTakce ce Ha3wBajy lemenoBn OpOjeBH MM KOJOBH THX O0jeKaTa.

Ykparko hemo onucaru cucrem l'ejiesjoBor HyMepucamba.

Tepm [leanoBe apuTmeTuke Koju ojaroBapa uMmeHy y CuHTakcu mpejcrtasba [eme-

708 6poj objekTa o3HAYEHOr TUM MMeHOM (HIp. ako cumbGoa V uma lexenos 6poj 5,
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onma uMe "3a cBaku’ je3umka CHHTaKCe KOje ce ogHocu Ha cuM0O0J1 V 0jroBapa TepMmy
sssssO jesmka apuTMmernke, Koju o3xHadasa 6poj 5). Popmyna Ileanose apurmvernke
Koja onrosapa npenukary y CHHTaKcH je TadHa caMmo 3a OHe 00jekTe CHHTaKce 3a Koje
npeaukaT Baxku. /Jlasbe, moctoje pasue Beze m3Mehy TepmoBa, bopMysia, pedyeHHNA 1
jokaza y [leanoBoj apurmeruiu, Koje Mamke W BHIIIE OJIoBapajy no-crojehum Besama
n3mely nmena, npeankara, pedeHura u goka3a y Cuarakcu. Kopecnonmenmnuja n3mehy
uMeHa u npeaukara CuHTaKce n TepMoBa u dopMmya lleanose apurmeTnke ITpPUPOTHO
ce mpomupyje Ha ony uaMmely pedenuria Cunrakce u pedennna PA usrpahenunx on tep-
MOBa u opMmyJia KOjU 0JI'0OBapajy UMEHUMa U IPEJIUKATUMaA OJi KOJUX CY IIOMEHYTe
peuennnie Cunrakce ¢dopmupane. Vmajyhu y BuIy Ty KOPeCHOHIEHIHjy, PedeHUIe
PA cy nokazuBe y PA camo ako cy muxoBd mnamjanu joka3uBu y Cunrakcu. Nmak,
pedenuiie CHHTaKCe KOje M3pazkaBajy MO3HATE W eJleMeHTapHe (M HeKe He TOJUKO eJie-
MEHTAPHE) CUHTAKTHUKe ucrune, bulie nangann nokasusux pevenunay PA. Mlrasume,
KOPECIIOH/ICHIIMja Ce TMUPHA Ha JePUHUIN]Y KOMILIEKCHUX MOjMOBa: Je(DUHUIIIjEe KOM-
nekcHnx popmyna [leanoBe apurmernke, cacTaB/bEHUX OJ1 j€THOCTABHU]UX, T€CTO JIMIE
Ha HedbopmasHe nedwHUITje TOMONY KOjUX ¢y BUXOBU oarosapajyhm mpemgukatu Cun-
takce necdunucanu jeman nomohy apyror. Komadno, KopecmoHIeHIja ce MIUPH, MaJa
rpyosbe, Ha oy u3mehy Hedopmasnux jpokaza y Cunrakcu n goka3a y PA. Hanwme,
HU30BUMa pedeHuria Koje y CHHTAKCH n3pazkanBajy HedOpMaJiHe J0Ka3e CHHTAKTHIKUX
JuibeHuIa he gecTo ojaroBaparu JoKa3u pedenuna y IleanoBoj apurmeTuiy duje man-
nane y jesuky CWHTaKce Te YnmbeHure GopMy IuImy.

Crakom ocaoBHOM cumbosty [leanoBe apurMeruke /10/1€/byj€MO TIPUPOJIAH OPOj, KOju

ce y TOM cJydajy HaszuBa ['enenoB 6poj wiam Ko, Ha cjaegehn HAYWH:

1l|—=|V|=|0]|s |+
113 |5 ]719]11(13] 15

[IpomensbuBOj v; Hoaebyjemo 6poj 2t + 17. [lakire, cBAKM OCHOBHH CHMOOJI ©Ma HellapaH
[lenenon 6poj.

Hedbunumemo m(i,7) =2((i +j)(i+j)+i+1). Axko objektn z u y (6uio ga cy
cumbosn wim ypeljenn maposn) wmajy TemenoBe GpojeBe i u j, onga hie ypeljenn map
(x,y) umaru Temenos 6poj (i, j). C o63upom 1a je 7(i, j) mapan 6poj, OH CUTYPHO HUje
['enenoB 6poj ocHOBHOT cUMOOJIA.

BnamMo, cBaku TepM u (opMmysia je HeKu ypeheru map Tj. ypehena Tpojka, a cBaka
ypebena tpojka je no gedunuiuju ypehenn nmap, mna cy 3aucta cBu 00jeKTH HeKH ypehenn

[AapOBH, T€ CMO UM Ha MPETXOIHH HAYUH JOAEIUIN KO, OTHOCHO jJedrnHICAIN cMOo [ee-
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JioBe OpojeBe 3a cBe TepmoBe u dopmyse y PA. Tlpe Hero mro mouyneMo 1a, JT0Ka3yjeMo
cuatakcy PA y PA, pazsuhiemo 3auerTke Teoprje KOHAUHUX HA30Ba MIPUPOIHUX OPOjeBa
y PA. Jla 6ucmo To ypaauau, Hajupe mopamo y PA pasputu Teopujy ypehenux maposa
npupoguux opojena. Ilouehemo medununujom Y—rmceymorepma 3a Koju hemo mohnm na
nokazkemo y PA 3akon ypeherux maposa.

Hedbunanmnuja 1.30

Par(x,y, z) je dopmyaa 2((x + y)(z +y) + x + 1) = 2z xoja xasce da je z xod napa 06-

jexama “wuju cy Kodosu T u Y.

Par(x,y, z) je X—nuceynorepm. Ilucahemo (x,y) ymecto par(x,y). Haxe, (x,y) je
KOJI 1apa, objekara Yuju Cy KOJIOBU T U .

YV HacTaBKy TeKcTa, Tamo Tje Oyaemo Omsm y MoryhaocTu gapahemMo eKCIIMInTHE
JeduHuNKje IceyI0TepMOBa IIOMONY UAeHTUTeTa, Kao HIIP. Yy ciaeaehoj medpununuju.
Hedbunaumnumja 1.31
(z,y) =2((z+y)(z+y) +z+1).

Teopema 1.40
F Axo (x,y) = (2/,y), onda jex =2' uy =1y

loka3z

[Ipernocrasumo na Baxu (z,y) = (2',y'). Tagaje (r+y)(x+y)+z+1= (2’ +¢) (' +
Y )+ +1. Akor+y <2’ +y,onpma (x+y)(z+y)+rx+1 < (z4+y+1)(x+y+1) <
(@ +y) (' +y") < (' +y) (2" +y')+2'+1, mro muje moryhe. Chomano, ako 2/+y' < z+vy,
ouga (2',y') < (x,y), mrro je Takohe memoryhe. /lakne, x +y = 2’ + 4, ognocuo x = 1z’

ny=y. O

Csaku Tepm mwin dopmysna y PA umajy Henapan ['enenoB 6poj, min mapas o0JIuKa

7(i,7), A€ ¢y i U j HEemapHU.
Teopema 1.41
Fay < (z,y)

[Ipumerumo jga nmperxogHa TeopeMa Kazke 1a je I'emesioB 6poj Tepma Behu on [ene-
JIOBOT OPOja CBAKOr HEroBOr moaTepMma, aa je Lememos Opoj aromcke dpopmyne t =t/
Behu ox T'egenosor 6poja Tepmosa t u t/, I'enesioB 6poj dpopmyae je sehu ox ['egenoBux
opojeBa mennx noadopmya, Kao u ja je ['emenon 6poj dopmyne VoF', sehn ox I'ese-

JIOBOT' Opoja MPOMEIbJbUBE .
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Teopema 1.42
Fr<a' = (z,y) <(2y), y<y — (2,9 <(zY).

Hedbunaumnuja 1.32
Prvi(z,w) je dopmyra

By <z(w,y) =2V (-, y < z2(z,y) =2 Aw = 0)),

Koja wastce da je w Kod npee Koopduname napa “wuju je kod z uau je w = 0 axo maxas

nap He nocmoju.
Hedbunumuja 1.33
Drugi(z,w) je gopmyaa

(Fz < z(z,w) = 2V (—3z,y < 2(z,y) = 2 Aw = 0)),

Koja Kasce 0a je w kod dpyee xoopduname napa wuju je kod z usu je w = 0 axo makae

nap He nocmoju.

Provi(z,w) u Drugi(z,w) cy X—1ceyaoTepMOBH.
Teopema 1.43
= prui((z,y)) = =, drugi((z,y)) = y.

3a ypebeny Tpojky (i, j, k) nedununemo caenehn nceymorepm.
Hedbunaunuja 1.34
(Z’, Y, Z) = (fﬂ, (y7 Z))
Hedunaumnuja 1.35
pr(w) = prvi(w); dr(w) = prvi(drugi(w)); tr(w) = drugi(drugi(w)).
Teopema 1.44
Fpr((2,y,2) = 2; dr((z,y,2)) = y; tr((z,y, 2)) = 2.

Teopema 1.45
iy, z < (z,y,2).
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1.6 Koaumpame KOHAYHUX HU30BA

Kao mro je Beh mosmnaro, ypehenu nap je omapeher cBojoM HpBOM U JIPYTOM KOM-
norenToM. CJIMYHO, KOHAYaH HU3 hg, by, ..., hp_1 je oapehen cBojoM jgyzKuHOM k, Te
BpenocTuMa h;, 3a ¢Bako ¢ < k. YKOJIMKO Cy HU30BH HCTE JIyZKHUHE, & PA3IUIUTH, TO
3HAYW JIa UMajy pa3udnTe BpeaHocTH h; 3a HeKo 1 < k.

Jlo cama cmo mocturan aa HujeaHa dpopmyna y PA ocum 1 mHema uctu I'esenio 6poj
Kao HeKM ocHOBHE cuMmbon y PA. Nmajyhu y Buny na he nokasu 6utu gedpuHACAHE Kao
KOHAYHHU HU30BU oapehenHe BpcTe, XKeauMo aa uM gogeanmMo [emenoBe OpojeBe Koju ce
Pa3/IUKYjy O OHUX KOJU Cy HOJE/beHH OCHOBHUM cuMOomMa 1 (popmynama. C o03upom
Ha TO Jia CBaKW OCHOBHU cuMboJ1 nma Henapan ['enesion 6poj, a ceaka dpopmysia, ocum L,
Tenenos 6poj obuka 7 (i, w(a,b)), vie je i Hemapa#s, a 7(a, b) TapaH, XKeJbeHH Pe3yJITAT
nocTuzkeMo TuMe 1To hemo I'esestoBe OpojeBe KOHAUHUX HU30Be JedbuHHcaTH 12 OYIy
obamka (m(a,b), k), rae 3a cBako ¢, d 3a koje Baxu 7(c,d) < m(a,b), mocroju i < k,
Tako 1a je Beta(c,d,i) # Beta(a,b,i). Hanve, mpBo cBaKOM dWjaHy HHU3a, Tj. CBAKO]
dbopMyIu Koja je dIaH HI3a, J0/1e/bYjeMO KOJI Ha IIPETXOHO OUCAH HAUWH, Te JOOUjaMOo
HU3 KOIOBAa Ha KOJU 3aTUM HPUMEHHMO ['eeoBy JieMy, OIHOCHO IIPOHAJIA3HMO @ U b
TaKBe JIa je KOJ i-TOr 4iaHa Hu3a jenHak ca Beta(a,b,i). Hajsan, Tegesos 6poj nuza
je m(m(a,b), k), vae je k ny:xuna Hu3a, a a U b 3HAMO Ja MOCTOje Ha OCHOBY [emesioBe
JeMe, 1 GMpaMo HX TaKBe J1a 3a CBaKo ¢, d 3a Koje Baxu (¢, d) < m(a,b), nocroju i < k,
tako 1a je Beta(c,d,i) # Beta(a,b,1), onnocuo uu 3a jemno i uuje Beta(c, d, i) jeanaxko
KOJLy -TOr' 4jlaHa Hu3a, e je l'esiesioB 6poj Husa, ojapehen Ha oBaj HAUMH, jeUHCTBEH.
Hedunanmnuja 1.36
KonNiz(s) je ¢popmyaa Ja < s3b < s3Ik < s(s = ((a,b), k) ANVe < s¥Vd < s((e,d) <
(a,b) — Ji < k beta(c,d, 1) # beta(a,b,i)), odnocno s je Tedenos b6poj konaunoz nusa
Koju ce dobuja Ha 20PENOMEHYMU HAYUH.

Hedbunumnuja 1.37

dn(s) = drugi(s), mj. dyscuna Husa wuju je xkod s je dpyea koopdurama napa nomohy
xojez dobujamo s.

Hedbunumuja 1.38

vredn(s,i) = beta(prvi(prvi(s)), drugi(prvi(s)),i), odnocno kod i-moe wraHa Hu3da je

jednar Beta dynxuuju, £ao wmo cmo npemroono u OnUCaAU.

KonNiz je A—dopmyna, a dn(s) u vredn(s,i) cy Y—nceynorepmosu. [Tucahemo s;
ymecto vredn(s, ).

Jacmo je j1a je 3aKOH KOHAYHHUX HHU30BA JIOKa3uB y PA.
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Teopema 1.46
F (KonNiz(s) AN KonNiz(s') A dn(s) = dn(s')AVi < dn(s)s; = siy) = s = 5.

Teopema 1.47
F3ls (KonNiz(s) Adn(s) = 0).

oxka3s

((0,0),0) je xkomauan uu3 myzxune 0. Fberosa jemuncrsenocr caeam u3 reopeme 1.46. O

Hedbunaumnuja 1.39
[]=1((0,0),0).

Teopema 1.48
Fdn(s) =k — Jl'(KonNiz(s') Ndn(s') = sk AVi < k sy = s; N s, =n).

okaz

[Ipernocrasumo na dn(s) = k. Heka je ¢ = prvi(prvi(s)), d = drugi(prvi(s)). IIpema
teopemu 1.39, nocroje a u b taksu ga je beta(a, b, k) = n u 3a ce i < k,beta(a,b,1) =
beta(c,d,i). Heka je s’ = ((a,b),sk). Tana je dn(s') = sk,s, = beta(a,b,i) =
beta(c,d,i) = s;, 3a cBe @ < k, u s} = beta(a,b, k). Ilpema npunnuny majmamer 6poja,
MOZKEMO JIa MPeTHOCTaBUMO Ja je (a,b) Hajmamu. [

Teopema 1.49

3a 6uno koju nceydomepm H (i, j), F s (KonNiz(s) Adn(s) =k AVi < k s; = h(i)).

loka3z
Nunyknujom o k, kopucrehu teopemy 1.47 kana je k = 0 u mo3uBajyhu ce Ha TeopeMy

1.48 ca n = h(k) kaza je k nosurusno. [

Crenehe gBe TeopeMe Cy HaM HEOIXOJHE Ja OMCMO MOIVIM Jla YBEJIEeMO Olepalldje
n3/iBajama 10/JHM3a U KOHKaTeHaluje, Koje Ham omoryhyjy jia kopucrehu mocrojehe,
nedUHUTIIEMO HOBE TepMOBe, (hopMyJIe i JIOKa3e.

Teopema 1.50

Fe<j<kAdn(s) =k — 3 (KonNiz(s') ANdn(s') = j—e AVi < j—e s =
Seti), OOHOCHO, GKO UMGMO KOHAUAH HU3 dyscune k, Mocmoju mawno jedar KOHA4aH
nus dysrcune j—e, 20e je e < j < k, wuju cearu waam uma %00 s, = Se;.

oxkaz

Unayxuujom mo j—e. Ako je j = e, | | mam nmaje pememe. Axo jee < j+1 < k
u s; GYHKIMOHUITE 3a j, oHJa mpema Teopemu 1.48, Heka je s’ TakBO TakBO Ja je

dn(s") =j—e+1, s/ =slzai<j—en 3;’;6 = s;. Tama s” dyuxkunonume 3a j + 1. O
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Teopema 1.51

Fdn(s)=kANdn(s) =k Nj<k+k — 3"(KonNiz(s") Ndn(s") = j) ANVi < j(i <
k— sl =s)Nk<i<j—si=s,), odnocro, 3a dea xonauna nusa dyorcure k u k',
nocmoju Konauan nuz dysrcune j, j < k+ k', 3a xoju eascu s = s; 3a i < k, odnocro

"

i

o o
=s.., 80k <i<j.

okaz
CamaHO Kao M y MPEeTXOJHOM J0Ka3y, WHAyKnujom no j. Kopucruwmo [ | kaga je j = 0,

a Jasbe Teopemy 1.48. [

Teopema 1.52
Fdn(s) =kAdn(s') =k — 3s"(KonNiz(s") Ndn(s") = k+ kK AVi < k s} =5, A\Vi <
K sp. ;= s;), mj. 3a dea xonauna nusa dysicure k u k', nocmoju xonavan nus dyorcune

k+ k' sa xoju je si =s;, 1 <kwusj,;,=s;,1<k.

okaz

ITpema teopemu 1.51. [

IMonnus konaunor nusa ho, ..., e, ..., hj, ... ox e 10 j je nus he, ..., h;_1. Y ciydajy
j < e moje[].

KonkarenanujoM KOHAYHOr HU3A, @, ..., b Ay:KuHE k ca HU30M c, ..., d nyxkuHe k', no-
Ouja ce KOHaYaH HHU3 a,...,b,c,...,d nyxune k+ k'. [n| je konauan Hu3 ayxuse 1 3a
Koju je [n]o = n.

Hedbunumuja 1.40

Podniz(s,e,j,s') je popmyaa (me < j < dn(s)As' =[])V(e < j < dn(s)NKonNiz(s')A\
dn(s') = j—e AVi < j—e s = s.44), Koja kavrce da je nus wuju je kod s', nodnus
KOHAMHO2 HUSA “uju je k0D s, 1we206a dyscuna je j—e, e < j < dn(s), a kod ceaxoe

/ _ . . *
YAAGHA S = Seti, L < J—€.

Podniz(s, e, 7, s') je ¥—nceynorepm. ITuuemo sp jy ymecro podniz(s,e,j).
Hedbunrunnmja 1.41
Konkat(s,s',s") je dopmyaa (KonNiz(s") Adn(s") = dn(s) +dn(s") AVi < dn(s) s} =
s; ANVi < dn(s’)sgn(s)ﬂ = §%), Koja Kavice da je konauan Hu3 wuja je Jystcuna jednara
36uUpy QYAHCUHG HU308G €4 KOOOBUM S U S, HU3 “UjU “AGHOBYU UMAajy Kodose S = s;,

i <dn(s) u s, = s @ <dn(s).

Konkat(s, s', s”) je ¥—muceynorepm. Ilumremo s * s’ ymecro konkat(s, s').
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Hedbunaunmnuja 1.42
Niz(s,n) je gopmyaa KonNiz(s) Adn(s) = 1A sy =n.

Niz(n, s) je ¥—nceygorepm. ITumewmo [n] ymecro niz(n).

Teopema 1.53

F Axo je s Konauan nu3, onda [|xs=s=sx*][].

Teopema 1.54

F Axo cy s,8 u s" konaunu nusosu, onda je s x (s' xs") = (s* ') * s".

oxka3s

Heka cy k, k' n kK nyxune ansoBa s,s' u s”. Hekajeu = s’ x 5", v/ = s*xs', v =sxumn
v’ =u'*xs". Tana, kopucrehn aconujaruBHOCT cabupaba, BUIAMO J1a Cy U 1 V' KOHAYHU
uu30Bu Jyxkune k+ k' + k", kao u na 3a cee i < k+ K + k", v; = v]. llpumenom 3akona

KOHAYHHUX HU30Ba cJiegu TBpherme.[]

1.7 TepmoBu u dpopmyne PAy PA

Ako je o Tepm wan popmyna PA, man wHexku ox cumbona L, —,V,=,0,8,+,-, a i

meros ['esenos 6poj, onjga hemo nucatu "o ' ymecto i.

Hedbunaumnuja 1.43
PPy r=1rg0n s T4 1 0. cy mepmosu 1,3,5,7,9,11,13 u 15.

Hedbunrunuja 1.44
Promenljiva(v) je A—gpopmyaa i <vv=2-1+ 17.

Teopema 1.55

F = Promenljiva("™V7).

[IperxoaHO cMO HMOMEHY/IH Kako jJenyje ga PA He Moxke Jga JOKaxkKe 9aK HH BPJIO
jenHoctaBHo TBpherme Koje Kaxke jna V Huje mpoMmensbuBa. Caja BUIUMO 18 MOKE.

[Toacerumo ce nedpunuimje repma y PA Kojy ¢M0 HaA 1OYeTKY Jajau: t je TepM ako
M CaMO aKO TOCTOjU KOHA4YaH HU3 4Hja je TOCaekha BPEJHOCT t, a CBaKa NPeTXOJHA
BpejHOCT HEU3a je 0, mpoMeH/buBa, ypeheru map cumbosa § M IIPETXOJHE BPETHOCTH
Hu3a, ypeheHna Tpojka + u JBe IpeTXO/He BPeJIHOCTH HU3a WK ypeheHa TpojKa - U JIBe

HPETXOAHe BPEJIHOCTA HU3A.
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Hedbunaumnuja 1.45

Term(t) je dpopmyaa

3s[KonNiz(s) Adn(s) > ON 8y5)-1 =t AVi < dn(s)(s; = 70"V Promenljiva(s;) V
g,k <ilsi=("s"s;) Vs =("+s5,80) Vs = ("5 80)])]

Heka je 7 A(s,t)” ckpahennna 3a uspas” [KonNiz(s) A ...)])|” y nedbununuju Term(t).
A(s,t) je ounrmenno A—dopwmyra, na je Term(t) ounrneano Y—dopmyaa. MehyTum,
360r kBanTHduUKaTOpa ”Is” KOju HUje OrpaHUYeH, ocTaje Ja ce mokaze ja je Term(t)
A—cdopmyra. Hapenra Teopema HaM Haje TO TBpheme.

Teopema 1.56

F3ds A(s,t) <> 3db<nzsli+1:i<t+2]+1

da <nzs[l+(t+1)b:i<t+1]3s < ((a,b),t +1)A(s, ).
Jlokaz

Cwmep < je ounriemaH, a 3a CMep — JajeMO caMO HallpT.

AKo je s KOHAYaH HM3 KOjU IOKa3yje 71a je t TepM, OHIa MOCTOJH HEKH KOHAYAH HU3
s’ amja je cBaka Bpemnoct < t. Hamwme, mpermocraBumo na Baxu A(s,t). Onma mocroju
uu3 s takaB na A(s',t) m (x) 3a cBe i < dn(s'),s; = t. (Maryurusno, s’ nobujemo
O]l § WHAYKTHBHUM OpHcameM BpenHocTn Behnx o ¢ ciaecHa Ha jeo.) Uuayknmjom
no j, mocroju uu3 s’ TakaB ga je A(s',t) u (*j) ako je j < dn(s') = k', onga 3a cBe
i, ako je kK'—j < i < K, tama s, < t. Vepmrraamem j = dn(s') y (*j) pobujemo s’
TakBo na je A(s',t) u 3a koje Baxu (k). Cimuan apry™MenT HaM HOKasyje jJa Takohe
CMeMO TPEeTTIOCTaBUTH Ja 3a CBe 4, ], ako je i < j < dn(s'), onma s # s}. Tlonosrum
MOCTaB/hAEM S KAO S, CMEMO JIa TIPETIIOCTaBUMO J1a 3a cBe i < dn(s),s; < t, u 3a cBe
i < j<dn(s),s; #sj.

[Tpumenom /lupuxseoBor npunimna (KOju TBPIAH Ja aKO M MecTa Cajprke y cebu n
CJIOBA W N > M, OHJIA HEKO MEeCTO CaJp:Ku bap jaBa cjoBa) ciaean na je dn(s) <t + 1.

3a cBe KoHauyHe HU30Be S, ako 3a cBe 1 < t+1,s; < ¢, onja 3aneke ¢,7,1 < j <t+1
u s; = s;. OBO JI0Ka3yjeMo HHIYKIUjOM IO t.

Bak/byuyjeMo Jia 3a Heke KoHauHe Huzose s, A(s,t), dn(s) < t+ 1 u 3a cBako
i < dn(s), s; < t. Ilpema legenosoj jemn, nocroje a,b Takeu fa 3a ce i < ¢+ 1,
Beta(a,b,i) = s;, b <nzsli+1:i <max(t+1,mazx]s; : i <t+1])+1]+1=nzs[i+1:
i<t+2]+1l,ma<nzs[l+ (i+1)b:i<t+1]. Crean na 3a HeKe KOHAYHE HA30BE
Baxkn s’ < ((a,b),t+ 1), A(s',t). O

IIperxoano cmo gedunucann aroMmcke gopmyae y PA kao uspase obsmka t = t' u
L.
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Hedbunaunmnuja 1.46
At formula(zx) je dopmyaa
(Tt < a3 <z[Term(t) NTerm(t')ANe = ("="t,t" )| Ax="1").

At formula(x) je A—dopmyaa, ¢ o63upom aa je Term(t) A—dopmyna.
Hedbunumuja 1.47
Formula(z) je gopmyna
Is[KonNiz(s) Adn(s) > ON 5g5)21 = © A Vi < dn(s)(At formula(s;)V
dj,k <is;=("—",s;, ) V3Ij <iJv[Promenljiva(v) As; = ("V7,v,s;)])]-

ITojaBbyjy ce neorpannydenu kpantudukaropu 35 u Jv Kao u y jgedununuju For-
mula(z). /Tokas na ce oun Mory orpanmanti nomohy ” < z” je cim9yan OHOM KOju CMO
Jan 3a reopeMy 1.56, crora hemo ra oBje M30CTaBUTH.

[Tpermocraspamo ma mocroju A—dopmyna Ax(xr) Koja o3HAUABA /1A je HEITO aK-
cuoma Ileanose apurmernke. Takohe, mpermocraB/baMo Jia je JaT Y —IICeyaI0TepM
sub(t, i, z) xoju maje kox dbopmyse Koja ce go6uje Kaja ce 'y HopMyan Koja uma KoJ &,
cBa €JIODOIHA MOjaB/bUBAIbA TPOMEHJ/BUBE KOja UMa KO ¢ 3aMeHe TePMOM KOjU MMa KOJI
t.

Hup. sub("0, "1 Tog+vy =v ) ="Tvg+ 0 =wvy "
Hedunanmnuja 1.48
PosledModPon(x,y,z) je dopmyaa

Formula(z) A Formula(z) Ny = ("=, 2z, x),

0dHoCHO Y je k00 hopmyse Koja je dobujena modus ponens-om od Gopmyaa ca K0A06UMG

rucz.

Hedbunaumnuja 1.49
PosledGen(z,y) je dopmyaa

Jv < z(Formula(y) A Promenljiva(v) Az = ("V7,v,y)),

00HOCHO, T je K0d popmyie Koja je dobujera 2eneparudarujom 00 Gopmyra ca K0008UMa

Y U .

O06e naBemene dpopmyite cy A—dopmysie, Kao 1 OHa IITO CAeId Y HapeaHo] aeduHu-

IHjN.
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Hedbunaunmnuja 1.50

Dok(y, z) je ¢popmyaa

(KonNiz(y) A Sgney-1 = x AVi < dn(y)—1[Az(y;) V

35 < i 3k < i PosledModPon(y;,yj,yx) V 3j < iPosledGen(y;,y;)]), odnocro y je xod

HU3A KOJU npedcmas.na d0kas 3a GoPMYAY wuju je xod x.

Hedbunrumnumja 1.51
Bew(x) je gopmyaa JyDok(y, z), odnocrno Bew(x) snauu da je x dokasuea y PA.

Jacuo je na je Bew(z) Y—dopmyia, amu muje 1 A—dbopmyna (ocum ykosuko PA
HUje HEKOH3UCTEHTHA).

Caza mozkemo ja ucrpazxyjemo mra [leanosa apurmernka jgokasyje 0 J0Ka3uBOCTH

y PA.

1.8 OcuoBHe ocobute Bew(x)

C o63upom ma je Bew(z) Y—dopmyia, onga je 3a cBaky pedenuiyy S Ileanose
apurmetnke u Bew("S7) Y—peuenuna, Tj. mokazano je tBpheme (iv) ca moderka
OBOI' HOIJIaBsba. Jorr Baxku ja ako je S pedennna u - S, onga Bew(™S7) je Tauna
Y —peduenuria, a npema reopemu 1.17, F Bew("S™), 1j. Baxu (i).

Teopema 1.57

Hexa cy S u T pevenuue Ileanose apummemure. Tada
F Bew(" (S = T)") — (Bew("S™") — Bew("T™)).

loka3z

Hososbmo je yountu ma = Dok(y,™ (S — T) ) ADok(y',”S7) — Dok(yxy'«["T7],"T7).
(MaryuruBho, ¢ 003upoM Ja je modus ponens jeJHO O JBa IPABUJIA 3aKJby YHBAHA
[TeanoBe apurmernke, m0ka3 3a 1 je KOHaAYaH HU3 KOju duHE JIOKa3u TBphema S — T,

S, u Haj3aj cama peuenura T').0J

C ob63upom ga (iii) jgako ciaequ u3 (v), octaje ma ce mokaxke (v). Mopamo mokazaru
aa F S — Bew("S7) 3a 6wio kojy Y—pedenuny S. Hajupe mopamo ja nokazxemo ja
je dyHKIMja Koja cBakoMm Opojy ¢ gojaesbyje ['emenoB 6poj mymepana i, jedwHucaHa
Y —TICeyI0TEPMOM.

Hedbunrumnuja 1.52

Num(z,y) je opmyaa 3s(dn(s) =x+1Nsog="0"AVi < x s;41 = ("8, 8:) NSz =),

00HOCHO Y Je K00 HYMEPAAG Y KOJeM Ce S8 NOJas.LYje T NYma.
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[Torpeban HaMm je u YM—uceygorepMm 3a PYHKIHM]Y KOja CBAKOM % jiojesbyje L'eaenos 6poj
1—Te MPOMeHJbURE.

Hedbunaunmnuja 1.53

prom(z) = 2-x+ 17.

Hedbunrunuja 1.54

su(x,y, z) = sub(num(x), prom(y), z).

Bpeaoct dynkunje nedunncane Y—iceyaorepmom su(x,y, z) 3a 6mio koje i, j, k je
pesyntat, I, (i), 3amene i 3a j—Ty npomensbusy v; y dopmyan ca [egenosum 6pojem
k. Tako je HIp.
Teopema 1.58

Fsu(8,4,"vy=v1 ) ="8=wv .

Caza mopamo objacuutn jenmy Bpery notanmje: 'Bew|[F). IlpermocraBumo na
je F' dopmyna IleanoBe apurMeTnke y KOjoj je TadHO M TPOMEH/bUBHUX CJIODOIHO U
TO €y TPOMEHJBUBE Uk, ..., Vg, , Tie je ki < .. < k,. Tanma je Bew[F| dbopmyna
Bew(su(vg,,, K, -.., su(vg,, ko, su(vg,, k1,"F))...)). Ilpumernmo ga Bew[F] uma ucre
cJI060/IHE IPOMEHIBUBE Vg, , ..., Uk, Kao u F. Bew[F] je tauno 3a 6pojese iy, ..., i, (Kaja

Cy OHU JIOJIEJHEHH U, , ..., Uk, DEIOM) aKO U CaMO ako je

Fyp (11) -y, (im)

OJIHOCHO, Pe3yJITAaT 3aMeHe HyMepaJia iy, ..., i, KOju 03Ha4aBajy Te 6pojeBe 3a NPpOMEH/bUBE
Vkyy s Uk, ¥ F', TeOpema lleanose apurmeruke. ¥ ciayuajy ja je F' pedenuna, Tj. Hema

ca0b6ounx npoMenspuBux, Bew[F] je y crBapu Bew(™F7).

Teopema 1.59 (” Tokaszusoct modus ponens—om”)
3a 6unro koje popmyne F, G jesura PA,
F Bew[(F — G)] = (Bew[F] — Bew|G]).

lokaz

Ja 6rucMo yauHIIN J0Ka3 MperjaeHujuM, MPeTHOCTABIMO JIa Cy CJ0GO/HE MTPOMEHIbIBe
yFuvnuvs,ay G o uwvs. Taga

Bew[F] je Bew(su(vs, 3, (su(ve,2,"F7)))),

Bew[G] je Bew(su(vs, 3(su(vy,1,"G™M)))), u

Bew[(F — G)] je Bew(su(vs, 3, su(vq, 2, su(vy, 1, (F — G)7)))).

ITocmaTpajmo caa ma
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F su(vs, 3, su(vy, 2, su(vy, 1, (F — G)7))) =

("=, su(vs, 3, (su(ve,2," F))), su(vs, 3, (su(v1,1,"G™)))). Tana, kao n'y moka3y reo-
peme 1.57,

F Dok(y, su(vs, 3, su(va, 2, su(vy, 1,7 (F — G)7)))) ADok(y', su(vs, 3, (su(ve,2," F))))
— Dok(y xy'  [su(vs, 3, (su(vy,1,"GM)))], su(vs, 3, (su(vy,1,7G™)))). O

Amnanorno tBphemy (i) Baxu:

Teopema 1.60

3a ceary gpopmyay F Ileanose apummemuxe, axo = F, onda F Bew[F].

okaz

[IpernocraBuMo, oner pajiu jeIHOCTABHOCTH, Ja je m = 2 u ga cy y F' ase cjobosgne
npomensbuBe vz U vs. Onja je dopmyna Bew|F| jeanaka dopmymiu

Bew(su(vs, 5, su(vs, 3," F))). Heka dbopmyna G 6yae YosVusF. Ouna je G pedenuna u
npema (i), = Bew("G™). Heka je H YusF. Xohiemo aa sugnmo na saxku E Bew("G™) —
Bew[H|. (Murynrusno, (G — H,,(i)) je cBakako ZOKA3UBO y JIOTHIHU H CBAKAKO je aK-
crnoma MHOTEX dopmynanuja goruke. IIpema Tome, na 6ucmo nobwmm gokas H,,, 1o1a-
jemo mokas tphema (G — H,, (1)) nokady dbopmyrie G u mpumersyjemo modus ponens.)
[Tpema Tome, ¢ o63upom ma = Jy Dok(y, ("— 1, "G, su(vs,3,"H™))) u

= Dok(y, ("—7,"G™, su(vs,3,"H™"))) A Dok(y',"G™") —

Dok(y'syx*[su(vs, 3," H")], su(vs, 3, H")), eraucrennnjasnuM KBaHTH(HUKOBATHEM HMar-
Mo ga b Bew("G7) — Bew(su(vs,3,"H™)), 1j. F Bew("G") — Bew[H]. Cnununo,
+ Bew[H| — Bew|F], na je crora - Bew[F|. [

Cazna hemo nokaszatu ma 3a 6uiao xojy Y—dopmyny F, = F — Bew[F]. (v) je
CIeNyjaJial caydaj OBOr pe3ysaraTa y KojeM je F peuenuna. Cuoernujasno, ¢ 003upoM j1a
je Bew("S™) ¥—peuennna, - Bew("S7) —Bew("Bew("S™)"), omnocuo Baxku (iii).
Teopema 1.61 (” TokasuBa 3; —KOMIJIeTHOCT” )
3a 6uno kojy N—dopmyay, H F — Bew|F).

okaz

[lounmemo yodyaBameM JIa MOXKEMO HPeTIOCTaBHTH Ja je F' crpukTHa Y —dopmyla,
jep ako je X —dopmyna, oHIA 3a HEKY CTPUKTHY Y—ddopmyay G, F' je eKBUBAJIEHTHO
ca G, 1j. W F - Guk G — F, onakse npema teopemu 1.60, = Bew|G — F].
Mebyrum, orna mpema reopemu 1.59, F Bew|G| — Bew|F|, n onna ako - G — Bew|G]|,
- F — Bew[F].
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Hajupe pazmarpamo ciyuaj y kojem je F neka popmyna u+v = w. IIpernocraBumo
na je F' weka dbopmynavs + vy = v3. Xohemo na Buamumo ga b vs + vg = vz — Bewl|vs +
Vg = Ug].

OBme uMa apryMmenT, Koju Moxke ja ce dgopmaausyje y PA, Koju oBo mokasyje.
AprymenT Huje Huinra apyro g0 paspahuBame jgokaza Teopeme 1.7.

Heka je i5 mpoussospHo. (Y (opMamnsaiyju, IpoOMeH/bIUBA Uy UTPA YJIOTY i5 Y CaJIalll-
beM apryMeHTy. )

[IpeTmocTaBuMO Ja 3a MPOU3BOJBHO i3 Baxku i5 + 0 = i3. (Y dopmanuzanuju, ak-
cuoma (3) je 3ammcana Herjie y oBoj Tauku orupuinke.) Tana is = i3 u i5 je i3. (Onue
6u Ouse ynorpeb/beHe akKCHOME HIEHTHTEeTa U3 Joruke.) vg + 0 = vy je akcuoma PA,
JlakJie JJoka3uBa je. OHja mpeMa MmpaBuiy reHepansauje, Yug vg+0 = vy je T0Ka3uBo.
Yug vg + 0 = vg — i5 + 0 = i5 je Jormuka akcuoma. Onarie ciaenu ja je is + 0 = is, T1j.
i5 + 0 = i3 je mokasupo. Jlakie, 3a cBe i3 je i5 + 0 = i3 g0Ka3uBO aKko i5 + 0 = i3.

Hexka je i, npousBospHo. IlpernocraBumo 1a je 3a cBe is, i + 1y = i3 J0Ka3MWBO aKoO
je i5 + 19 = i3. Heka je 14 = i + 1. Tlokazahemo ma 3a cBe i, i5 + iy = i3 J0Ka3WBO
axKo i5 + 14 = i3. Heka je cajga i3 TpOU3BOBHO W MPETHOCTABAMO 15 + 14 = 13. laja je
i5s 4 (ia + 1) = (i5 + i2) + 1 = i3. C o63upom ma 0 Huje caendeHuk, i3 # 0 U 3a HEKH
6poj i1, i3 = i1 + 1. Jakue, (i5 +i2) + 1 =iy + 1 u i5 + 1o = ¢;. [Ipema npernocrasipm,
is+ip = iy je mokasuBo. Cuenehu akcuomy (4), YugVo; vg+sv; = s(vg+v1) je JoKasnBo,
na je To u i5 + sip = siy. MehyTum, sis je iy, a siy je i3. akue, i5 + iy = i3 je 10Ka3HBO.
Crora, 3a cBe i3, i5 + iy = i3 je JOKa3UBO aKo i5 + 14 = 23. Cjaean ja je 3a cBe iy, aKO
je 3a cBe i3, i5 + 1y = i3 JIOKA3WBO aKo je i5 + iy = 13, OHJA, IJie je 14 = io + 1, 3a CBe i3,
i5 + iy = i3 je JIOKa3MBO aKoO 15 + 14 = 13.

[Tpema uupykiuju (y bopMain3anuju ce Ha OBOM MECTY MOjaBJbyje aKCHOMA), 34 CBe
13, i5 + iy = i3 je J0Ka3UBO aKo 15 + 19 = 13. CTOra, aKo is + io = i3, OHJA je i5 + 1y = i3
pe3ysrar 3amene jipyre, Tpehe u mmere npoMeHJ/bUBE Y Us + Uy = U3 YMECTO io, 13 U ij
JIOKA31B.

Cauano je 3a cBe Jpyre u3dbope IPOMEH/bUBUX U CJAUIHO, aKo je F dopmyrna u =
v,0=u,su=vuwmu-v=uw.

Ja Gucmo jrokazanm Teopemy, JOBOJBHO je nokazaru Ja - F — Bew|[F], ako je
F dopmyna koja ce jpobuja KOHJYHKITMjOM, JUCjYHKIIMjOM, €I3UCTEHIMjAJTHUM KBaH-
TUPUKATOPOM WM OIPAHMYCHUM €r3UCTAHIUjAJTHEM KBaAHTU(MHUKATOPOM 0] (popMmyJie
G 3a kojy Baxku - G — Bew[G].

Konjynkuuja: upernocrasumo ja je F dopmysna (G A H),
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FG — Bew|G] u

+ H — Bew[H]|. Ounga

- F — (Bew[G] A Bew[H]). Cana

FG — (H — F). Ilpema teopemn 1.60,

F Bew[(G — (H — F))]. Mehyruwm, nupema Teopemu 1.59,
F Bew|[(G — (H — F))] — (Bew|G] — Bew[(H — F)]) u
+ Bew[(H — F)] — (Bew[H] — Bew[F]),

- F — Bew[F].

Apryment 3a JIycjyHKIUjy je C/AnYaH, aju 9aK jeJHOCTABHUjU.

Ersucrennujanuan kantudgurarop: [Ipernocrasumo na je F dopmyna dxG u
G — Bew|G]. Ilpema norummu,

F G — F. llpema Teopemnu 1.59 u 1.60,

F Bew|G] — Bew[F]. Crora,

F G — Bew|F|. TlpomenbuBa x nuje caobogna y F, na uuje nu y Bew[F], koja nma
ucre cjaobojHe npoMensbuse kao u F. Ilo jorunmu,

F 32G — Bewl[F], Tj.

- F — Bew[F].

Orpanndenn kBaHTH(MUKATOP je Majao KoMmminkoBanuju. Heka je H mpom3BosbHA
dbopmyna. ZKemmmo ma goxazkemo ga cy Bew[H,(sy)| nBew[H],(sy) exBuBaseHTHe.
[IpeTnocTaBuMO Ja je y vk, k—Ta npoMeH/buBa U HeheMo moMUbaTH Jpyre MPOMEeH/bUBE
OCHM ¥ 1 OpojeBe OCUM OHHUX UMjH je HyMepaJl 3aMeHa 3a y. Tasa, npeMa popMaIn3aliujun
Jl0Ka3a TBphema J1a 3a 0110 Koju 0poj ¢, pe3yJsirar 3amene st 3a y y H je pe3yarar 3amene
izayy Hy(sy),

Fsu(y, k,"Hy(sy)") = su(sy,k,"H"). Cana
Bew[H,(sy)) je Bew(su(y, k," Hy(sy)") n
Bew[H],(sy) je Bew(su(sy,k,"H™)), crora
F Bew[H,(sy)] > Bew[H],(sy).

Cimano, ¢ 063upoM ja y Huje ciaoboxna y Hy(0),
Fsu(y,k,"H,(0)") ="H,(0)" = su(0,k,"H") u
+ Bew[H,(0)] ++ Bew[H,](0).

Cana mpernocraBumo aa je F dopmyna Vo < yG n
- G — Bew|G]. Crora, F,(0) je Vz(z < 0 — G4(0)). C 063upom Ha
F-x <0,

- F,(0),
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- Bew[F,(0)] upema Teopemu 1.60,
F Bew[F],(0) npema mpeTXoaHOM, I
F F,(0) — Bew[F],(0), Tj.
F (F — Bew[F]),(0). Tana, ¢ o63upom
Fr<sy+srz<yVaz=y,
F F,(sy) < (F A G), ogaxme npema teopemama 1.59 u 1.60,
F Bew[F] N\ Bew|G| — Bew[F,(sy)]. C o63upom Ha
G — Bew|G],
F (F — Bew[F]) = (F,(sy) = Bew[F]| A Bew|G]). Nmajyhn y Buny
- BewlFy(sy)] ¢ BeulFl, (sy),
F (F — Bew[F]) — (F,(sy) = Bew[F],(sy)), Tj.
F (F — Bew[F]) — (F — Bew[F]),(sy) u crora
FVy((F — Bew[F]|) = (F — Bew[F]),(sy)). Ilo unaykrusaoj akcuomu,
- F — Bew[F].
Crora, 3a caky L—dopmyny F, - F — Bew|[F]. O
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2 HenornyHoct IleanoBe aputMeTuke u

JIleboBa Teopema

2.1 Jlema o mujaroHaJin3ariiju

TenepasaunsoBaHa jJemMa 0 AMjarOHAJIU3AIAJU
IIpemnocmasumo 0a CY Yo, .., Yn, 21, -, Zm Pasausume npomensuse u 0a cy Po(yo, ..., Yn,
2), ooy Po(Yoy ooy Ynsy 2) Popmyae na jesuxy PA y kojuma ce cee caobodne npomennuse
Hara3e MENY Yo, .., Yn, 2. (Z je cpalienuya 3a 21, ..., zm ). Tada nocmoje opmyae So(2), ...,
Sn(2) Ha jesury PA y kojuma cy cee npomennuse mehy z u 6ascu
FSo(2) <> Bo("So(2) 7, ..., "Sn(2) 7, 2), ..., ka0 U
FSpu(2) < Pu("So(2) 7, ....,"Sn(2) 7, 2).

lokaz

Heka je Su(w, xg, ..., Tn, y) jenan S—mnceynorepm 3a (n+2)—aphy byHkimjy subst quja
je BpeJHOCT 3a a, by, ..., b, ['egenos 6poj uzpasa Koju ce 100uja pecIeKTUBHOM 3aMEHOM
HPOMEH/bUBUX X, ..., T, ¥ dbopMmynn Koja uma [exenon 6poj a, Hymepaauma by, ..., b,,.

Hexka je 3a cBako i < n, k; ['ejiesioB 6poj 3a
Pi(su(xo, Toy .oy Tp)y ovvy SU(Tpy X0,y ooy T )y Z),
a meka je 9;(z) creneha dopmymra
Pi(su(ko, ko, ki, ..., kp), ..y su(kp, Ko, ..o, ki), Z).
Jeuno 1rro Tpeba ja moxKaxkemo je
F su(k;, ko, ..., kn) = "5;(z) "

PecnekTuBHOM 3aMEHOM IPOMEHJBUBUX I, ..., Ty, HyMepaauMma Ko, ..., k, y dopmyan

Koja uMma l'eznenos 6poj k;, Tj. v bopmytu
Pi(su(xo, oy ooy X))y ooy SU(Ty Ty oovy T ), Z),

nobuja ce dopmyaa Si(z), te je subst(k;, ko, ..., k,) jeanako IegenoBom 6pojy m3pasa
Si(z). Hakie, ¥ —pedeHuna

su(ki, ko, ceey kn) = ’_S,L'(Z)—l

je TadHa, a U3 JIOKa3UBOCTU TAYHUX Y —PEUeHUIa CJie/u
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H SU(ki,kQ, ,kn) = rSi(Z)—I. [

[Tpumernmo aa, ako cy ¢Be dpopmyne Po(Yo, .., Yn, Z)s -y Po(Yoy vy Yn, 2), 2—dopmye
win A—dopmyiste, ouga cy u cse dopmyiae Syo(z),...,.S,(z) Takohe Y —dopmyie uin
A—dopMmyite, pecIIeKTUBHO.

ITocaenuma 1

ITpemnocmasumo 0a cy Po(Yo, ooy Yn)s s Pn(Yo, ooy Yn) Popmyae na jesuxy PA, wuje cy
cee caob0dne npomenspuee Mehy npomMensusuUMa 1o, ..., Y,. lada nocmoje peuernuue
Soy -y Sp Ha jesuxy PA maxse da

FSo > Po("So™, .., ST, s w

FSu(¢< Pu("So ..., TS, ).

loka3z

OBo je crmenujaJiHu cIydaj reHepaJn30BaHe JeMe O JujaroHaau3anuju, kama je m = 0.

0

ITocaenuna 2 (Jlema o amjaroHasm3arujn)
ITIpemnocmasumo da je P(y) dopmyra wna jesuxy PA y xojoj je y jeduna caobodua

npomennuea. Tada nocmoju pevenuya S wa jesuky PA maxea da b S <> P(TS™).

okaz

Ogro je cuenmjaann cayuaj Hocaegumne 1, kaga je n = 0. O

2.2 JleboBa Teopema um Teopema O HenmoTiyHocTu PA

Jleon Xenkun 1952. roamHe mocTap/ba IMUTAILE JIa JIM je pedeHuna S, aodujeHa w3
JeMe 0 JUjaroHann3anuju kaga ce ymecto P(z) craBu Bew(x), mokasusa win me. 3a
takBo S Baxku - S <> Bew("S7). Maprun Xyro Jle6 je 1954. rommaa 0AroBOpHO Ha
OBO TINTaFe TOKA3ABINH Jia 3a cBe pedenune S, ako - Bew(™S™) — S, oupa b+ S. lanac
je oBo TBpheme mo3naro Kao Jlebosa Teopema. OnHa oaMax Jiaje oJroBop Ha XeHKHHOBO
nurame, jep ako - .S <> Bew("S7), ouna F Bew("S™) — S, ctora je - S.

Buauaj JleboBe TeopeMe je BUITECTPYK, a oryena ce, u3mely ocrasior, n y caesehum
cUTyalmjama.

YecTo HHUje je THOCTABHO CXBATUTH KOJUKO je BEJIUKH ja3, Y MAaTEMATHIKOM CMHCTY,
u3Mel)y TauHOCTH M JOKaswBocTH. Hamme, YKOIMKO ce He cxBaTa pasimnka m3Mmeljy oBa
JBa 10jMa, Moxke ce yunuTu Ja je dopmysia Bew("ST) — S, 3a kojy upernocraBka

JleboBe TeopemMe TBPIM A je JO0Ka3nBa, TPUBHjAJIHO TATHA Y CBAKOM CJIy4a]y, HE3aBUCHO
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ox Tora mAa Jikm je S TadHa WM HE, OJHOCHO JokasmBa wiad He. Mebhyrum, ako je S
HeTavYHa, He Ou 6110 700pO 11a je U JoKa3uBa, jep Ou ce Taja YnHIIO Aa S He Ou Tpebasio
yBeK Ja Gyie qoka3uBo, Behi camo moj yesosoM ja je Bew(™S™T) — S naokasuso.

Moxknaa genyje kao ga Bew(x) y JleboBoj Teopemu (byHKIMOHUIIE KAO HETAIH]A.
BnamMo, ako je 0SS — S A0Ka3MBO, JOKA3WBO je u S, a JoKasuBame dopmyse S Ha
oBaj HauMH HasmBa ce reductio ad absurdum. MebhyTum, moHOIIEme 3aK/bydaka 0 S
caMo Ha OCHOBY 4HeHutie ja je (S — S) 10Ka3uBo, je JOrmuKa rperika Koja ce Ha3uBa
petitio principii. YKOJHUKO ce He PA3IUKYjy MMOjMOBU TadHe U JOKa3UBe (DOPMYIIe, MOKe
ce ynnuTH J1a Jlebosa Teopema TBpiM Jja je petitio principii jponyiireno y Ileanosoj
APpUTMETUIIN.

Moz ma 6u 6umo 3a odekuBambe Ja he PA Gap mOBpeMeHO TBPAUTH JIa je MCIpPaBHA
¢ 003MpPOM Ha HEJOKA3UBY pEUYeHHIy S, Tj. TBPAUTH Ja aKO JoKasyje S, omma S
Baxku. Mebhyrum, JleboBa rTeopema HaM IoBOpHU Jja TO HUKaJa HUje Tako. PA TBpan
Bew("S7) — S, mTo je ucnpaBHO ¢ 003upoM Ha S caMO KaJla je OYHIJIeHO Ja jecre,
OTHOCHO KaJa je S 3amcTa JOKa3MBa.

Konauno, MozKe u3ryiefaTa BpJIo 9yaHO j1a TBphebe Koje Kaxke 11a ako je S JI0Ka3UuBO,
oHJa je S TadyHO, HHje caMo 10 ceOU J0Ka3uBo. UWHU ce 1a je cacBUM OYMIJIEIHO 11
3a OmI0 Koje S BakKu 7a, ako je S TadHo, OHJA je S W JOKA3WBO. 3allTO Ce YOIIITe
bapuTu [leaHoBOM apuTMETHKOM aKO HheHe TeopeMe HUCY TadHe, U KaKo je moryhe ma
OMJI0 KOja TaKBa OYHUIJIEHA HCTUHA HUje JOKa3uBa’

Y HacTaBKy HaBOAMMO .JIeDOBY TeopeMy, Kao U HeH JI0Ka3.

Teopema 2.1 (JIeboBa Teopema)
Axo = Bew("S7) — S, onda = S.

oxkaz

Heka je Q(z) dopmyna (Bew(xz) — S). Ilpema nujaronaanoj Jemu, MOCTOjH PEUCHUATIA
I 3a kojy Baku: I <> Q("I7), 1j. = I <> (Bew("I") — S). Paan snakiier qurama,
ckparnhemo ” Bew([)” wa " PI”. Jlae umamo

(1) I <> (PI — S). OpaBne caenu

(2) - I — (PI — S), a ouna mo yciaoBy (i) u3 mpeTxomHor morjaBba o IleanoBoj
apuTMETHUIHN,

(3) F P(I — (PI — 9)), ano yciosy (ii) u3 IpeTxXoAHOr IOTIABIbA

4P — (PI—2S))— (PI— P(PI—2S)). U3 (3) u (4) cnenn

(5) = PI — P(PI — S). llonoso mpema ycaoBy (i) u3 IpeTXOHOr MOMJIAB/bA TMAMO
(6) - P(PI — S) — (PPI — PS), a upema (5) u (6) crenu
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(7) = PI — (PPI — PS). Ilpema ycioBy (iii) u3 npeTxomHor morjias/ba,
(8) F PI — PPI,awus (7) u (8) ciaeau

(9)  PI — PS.

Cazna mpermnoctasumo 1a je = Bew(™S™T) — S, omnocuo

(10) = PS — S. Ilpema (9) u (10) nmamo

(11) - PI — S,awu3 (1) u (11) caeau

(12) F I. M3 (i) upeTXomHOr MOrJIaB/ba, CJIeIn

(13) - PI, a onma u3 (11) u (13) caean

(14) - S.O

Teopema 2.2 (IIpBa Teopema HemormyHoctu PA)

Hexa je F S <» = Bew("S™). Onda axo je PA xonsucmenmma,
(a) ¥ S;

(6) axo = Bew("S™") —F S, onda PA¥ —S.

oxka3s

(a) Umamo u3 (i) ako = S onma = Bew(™S™), onnocno F —S. C ob63upom ja je PA
KOH3HCTEHCTHA, 100ujaMo ¥ S

(6) Ako - =S, onma Bew(™S™), omakie mo npernocrasiu ciaean - S, 13 konsucrent-

Hoctu PA nobujamo ¥ —S. [J

Teopema 2.3 (dpyra Teopema o HenornyHoctu PA)
Axo je PA xonsucmenmna, onda PA ¥ —Bew(" L7).

okaz
Konrpanosunujom, ako = —Bew(™ L"), ouma F Bew(" L") — 1, omakie u3 JleGose

teopeme ciaean - |, ogaocno PA Huje Kon3ucrenTHA. [

2.3 Ilocaeauiie JleboBe Teopeme

KonTtpanoszumnujom, u3 Jlebose Teopeme nmamo 1a, ako P Huje mokaszuso y PA, onaa
"ako je P mokasuso y PA, ouna je P tauno” muje nokazuso y PA. V3 mpermnoctaBky
na je PA koH3UCTEHTHA, IajeMo TpuMepe pedeHnIla Koje Hucy JoKasuBe y PA.
IIpumep 1
C o63upom 1a "1+ 1 = 3”7 uuje nokasuBo y PA, ouna um "ako je 1 + 1 = 3 10Ka3muBO
y PA, onga 1+ 1= 3" uuje nokasuso y PA.

IIpumep 2

Jlajemo mpuMep TaduHe pedeHHUIle Koja Huje AokKasuBa y PA.
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Jaka konauna Pem3ujeBa Teopema TBp/ M j1a 3a 6u10 Koje mpupojHe 6pojese n, k, m
Behe ox Hyse mocroju N TakBO ja ako 000juMO OWJI0 KOjU TOJCKYII OJ 7. eJieMeHaTa
ckyna S = {1,2,3, ..., N} jennom o7 k 60ja, OHJIa TOCTOjU MOACKYT Y cKyma S KOju uma
HajMambe m ejeMeHaTa, 33 KOJH BarKU Jia Cy CBH IHErOBHU IMOACKYIIOBU OJI N eJIeMeHaTa,
ucre 60je, a Opoj esreMeHarTa CKyna Y je Mamy WJId jeJHAaK HajMameM eJIEMEHTY CKYyIia
Y.

[Tapuc-XapuHTTOHOBa TeopeMa Karke Jla jaka KOHadHa Pem3mjeBa TeopeMa HHje
nokasuBa y PA. [lakie, u3 Jleboe Teopeme ciean jga ”ako je jaka Konadna Pem3u-
jeBa Teopema jokasuBa y PA, onjga je jaka konauna PemsujeBa Teopema rtadHa’ Huje

nokaszmBa y PA.

39



JIutepaTrypa
[1] George Boolos, The Logic of Provability, Cambridge University Press, 1993.
[2] Raymond M. Smullyan, Logicians who reason about themselves

[3] ZKapko Mujajnosuh, Sopan Mapkosuh, Kocra omen, Xunbeprosu npobaeMu un

JIOTWKa, 3aBOJ 3a yIIOeHUKe W HacTaBHA cpeacTBa - Beorpam, 1986.
[4] https://en.wikipedia.org/wiki/Kurt_GC3%B6del
[5] https://en.wikipedia.org/wiki/Martin_L%C3%B6b
[6] https://en.wikipedia.org/wiki/L%C3%B6b%27s_theorem

[7] https://en.wikipedia.org/wiki/Paris%E2%80%93Harrington_theorem#The_

strengthened_finite_Ramsey_theorem

[8] http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/history/Biographies/Lob.html

40



