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Predgovor

U drugoj polovini XIX veka matematiqari su doxli na ideju da formalizuju

celu matematiku time xto �e prona�i skup aksioma na kojima bi ona poqivala.

Peanova aritmetika je spisak aksioma o prirodnim brojevima koje je krajem XIX

veka predlo�io �uzepe Peano u svom pokuxaju da formalizuje aritmetiku. Ci	

ovog rada je da se upoznamo sa Gedelovim rezultatima o nepotpunosti Peanove

aritmetike, kao i sa tehnikom kodira�a koju je on pritom razvio. Tako�e, bi�e

predstav	ena Lebova teorema, te primeri taqnih, ali u Peanovoj aritmetici

nedokazivih reqenica, koje nam ova teorema pru�a.

Kurt Gedel (1906−1978.) je bio austrijsko-ameriqki matematiqar, logiqar i

filozof. Pored Aristotela, Tarskog i Fregea, smatra se jednim od najznaqajnih

logiqara u istoriji qoveqanstva.

Ro�en 1906. u danax�em Brnu, Qexka, ve� kako dete je ispo	avao veliku

radoznalost. Xkolova�e je zapoqeo u rodnom gradu 1912. i tamo se xkolovao sve

do 1924. godine, kada odlazi na studije u Beq, gde se zainteresovao za matematiku

i logiku. Smatra se da je predava�e Davida Hilberta kojem je prisustvovao u

Bolo�i 1928. godine odredilo Gedelov �ivotni pravac. 1929. godine je doktori-

rao, a 1931. objavio svoje dve teoreme o nepotpunosti, odnosno dokazao da nijedna

teorija koja sadr�i Peanovu aritmetiku nije potpuna, kao i da se konzistentnost

takve teorije ne mo�e dokazati u samoj teoriji. Ovi Gedelovi rezultati su okon-

qali pokuxaje da se prona�e skup aksioma koje bi bile dovo	ne da se na �ima

uteme	i celokupna matematika, odnosno pokazali da formalizacija cele mate-

matike nije mogu�a. Da bi dokazao pomenuta tvr�e�a, Gedel je morao da prona�e

naqin kako da kodira prirodne brojeve, tvr�e�a i dokaze, te je osmislio ono xto

danas nazivamo Gedelovim brojevima ili kodovima, a xto su kasnije mnogi mate-

matiqari, poput Tarskog, Qerqa, Tjuringa, u svom radu koristili. Gedel je umro

1978. godine u Prinstonu.

Marin Hugo Leb (1921-2006.) je bio nemaqki matematiqar. Ro�en i odrastao

u Berlinu, neposredno pred izbija�e Drugog svetskog rata napuxta Nemaqku i

odlazi u Ujedi�eno Kra	evstvo. Biva deportovan 1940. godine u Australiju, gde

poqi�e da se bavi matematikom. 1943. dobija dozvolu da se vrati u Ujedi�eno

Kra	evstvo, a nakon zavrxetka rata, zapoqi�e studije na Univerzitetu u Lon-

donu. Nakon odbrane doktorske disertacije, postaje asistent na Univerzitetu u

Lidsu, gde �e 1967. postati i profesor matematiqke logike. Leb je radio is-
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tra�iva�a vezana za teoriju dokaza, modalnu logiku i teoriju izraqun	ivosti.

Teorema koju je fomulisao 1955. godine je �egovo najznaqajnije postignu�e, a danas

se �emu u qast naziva Lebova teorema. Ona ka�e da ako Peanova aritmetika

dokazuje implikaciju ”ako je reqenica F dokaziva u Peanovoj aritmetici, onda

je F taqna”, onda Peanova aritmetika dokazuje F . Specijalno, Lebova teorema

nam daje primere taqnih reqenica koje nisu dokazive u Peanovoj aritmetici.

Poqetkom 1970-ih godina Leb odlazi na Univerzitet u Amsterdamu, gde predaje

sve do odlaska u penziju. Umro je 2006. godine u Anenu, Holandija.
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1 Peanova aritmetika

Peanova aritmetika je teorija prvog reda koja formalizuje aritmetiqka svoj-

stva prirodnih brojeva. Da	e u tekstu �emo za ovaj pojam koristiti oznaku PA.

Umesto uobiqajenog zapisa PA ` S, pisa�emo kra�e ` S kako bismo oznaqili da

je S teorema Peanove aritmetike. U prvom delu rada vide�emo da svakoj for-

muli S na jeziku PA mo�emo dodeliti term na jeziku PA koji oznaqavamo pSq i

koji nazivamo Gedelov kod (ili broj) formule S. Tako�e, definisa�emo formulu

Bew(x) tako da Bew(pSq) ka�e da se u PA mo�e dokazati formula S. Σ−reqenice
su reqenice izgra�ene pomo�u konjunkcije, disjunkcije, egzistencijalnog kvan-

tifikatora i ograniqenog univerzalnog kvatifikatora ("za svako x ma�e od y").

Ci	 prvog dela rada je da doka�emo slede�ih pet osobina ovih pojmova.

(i) Ako je ` S, onda ` Bew(pSq),

(ii) ` Bew(p(S → T )q)→ (Bew(pSq)→ Bew(pTq)),

(iii) ` Bew(pSq)→ Bew(pBew(pSq)q),

(iv) Bew(pSq) je Σ−reqenica,
(v) Ako je S Σ−reqenica, onda ` S → Bew(pSq).

Uslovi (i), (ii), (iii) su poznati kao Hilbert-Bernaj-Lebovi uslovi izvo�e�a.

1.1 Sintaksa i semantika Peanove aritmetike

Azbuka Peanove aritmetike se sastoji od skupa logiqkih i skupa nelogiqkih

simbola. Skup logiqkih simbola qine beskonaqo prebrojiv skup promen	ivih

{v0, v1, v2...}, qetiri logiqka simbola ⊥, →, ∀ i znak =, te pomo�ni simboli ( i ).

Skup nelogiqkih simbola qine jedan simbol konstante 0, jedan unarni funkcijski

simbol s i dva binarna funkcijska simbola + i ·.
U nastavku dajemo eksplicitne definicije pojmova koji �e nam biti potrebni.

Definicija 1.1

Ure�eni par za neke objekte a i b je objekat 〈a, b〉.

Zakon ure�enih parova: Ako 〈a, b〉 = 〈c, d〉, onda a = b i c = d.

Definicija 1.2

Ure�ena trojka 〈a, b, c〉 za neke objekte a, b i c je objekat 〈a, 〈b, c〉〉.

Dakle, ako je 〈a, b, c〉 = 〈d, e, f〉, onda je a = d, b = e i c = f .
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Definicija 1.3

Konaqan niz s je bilo koja ure�ena k−torka (k je prirodan broj), gde si ozna-

qava vrednost niza na i−tom mestu. Pretpostav	amo da postoji konaqan niz

du�ine 0, i da za svaki konaqan niz s du�ine k i svaki objekat a, postoji

konaqan niz s′ du�ine k + 1, takav da za svako i < k, s′i = si i s′k = a. Ako je

konaqan niz s du�ine k, onda je s0 �egova prva vrednost,a sk−1 posled�a.

Zakon konaqnih nizova: Konaqi nizovi su identiqni ako imaju iste du�ine k

i iste vrednosti za sve i < k.

Konaqan niz s du�ine k qiji je i-ti qlan, i < k, jednak si, obele�avamo

[s0, s1, ..., sk−1]. Stoga, [ ] je konaqan niz du�ine 0.

Napomena

Kada su u pita�u nizovi konaqne du�ine, qesto izostav	amo zagrade.

Definicija 1.4

Za t ka�emo da jeterm u PA ako i samo ako postoji konaqan niz qija je posled�a

vrednost t, a svaka prethodna vrednost niza je 0, promen	iva, ure�eni par s-a

i prethodne vrednosti niza, ure�ena trojka znaka + i dve prethodne vrednosti

niza, ili ure�ena trojka znaka · i dve prethodne vrednosti niza.

Napomena

Izraz t = t′ �emo smatrati ure�enom trojkom simbola =, t i t′.

Definicija 1.5

F je atomska formula ako je qini simbol ⊥, ili ako je za neke termove t i t′,

F jednaka izrazu t = t′.

Napomena

Izraz F → F ′ �emo smatrati ure�enom trojkom simbola →, F i F ′, a izraz ∀vF
ure�enom trojkom simbola ∀, v i F .
Definicija 1.6

F je formula u PA ako i samo ako postoji konaqan niz qija je posled�a vrednost

F , a svaka prethodna vrednost niza je atomska formula, ure�ena trojka simbola

→ i dve prethodne vrednosti niza, ili ure�ena trojka ∀, neke promen	ive i

nekog prethodnog qlana niza.

Izraz ¬F , negaciju formule F , definixemo kao (F → ⊥). t 6= t′ je, kao

i obiqno, skra�enica za ¬t = t′. Tako�e, pretpostav	amo da su ostali poznati

logiqki simboli, poput ∧,∨,↔ i ∃, definisani na neki od uobiqajenih naqina.
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Ka�emo da je formula G posledica po modus ponens-u formula (F → G) i

F , a ∀vF je posledica generalizacije formule F . Pravila zak	uqiva�a u PA su

modus ponens i pravilo generalizacije. Ostaje jox da navedemo aksiome Peanove

aritmetike.

Skupu aksioma PA pripadaju slede�e aksiome za sledbenik, zbir i proizvod,

tj. narednih xest formula:

(1) 0 6= sx,

(2) sx = sy → x = y,

(3) x+ 0 = x,

(4) x+ sy = s(x+ y),

(5) x · 0 = 0,

(6) x · sy = (x · y) + x,

kao i induktivne aksiome, pod kojima se podrazumeva beskonaqno mnogo formula

PA oblika:

F (0) ∧ ∀x(F (x)→ F (sx))→ ∀xF (x)

gde je F proizvo	na formula, a x proizvo	na promen	iva.

Prema tome, aksiome PA su logiqke aksiome, aksiome za sledbenik, zbir i proizvod,

kao i induktivne aksiome.

Definicija 1.7

Dokaz u PA formule F je konaqan niz formula qija je posled�a vrednost for-

mula F , a svaka prethodna vrednost niza je aksioma PA, posledica formula, koje

qine prethodne qlanove niza, po modus ponens-u, ili posledica generalizacije

formule koja je prethodni qlan niza.

Formula F je dokaziva ili je teorema u PA, ako postoji dokaz formule F u

PA.

Navodimo jox neke definicije koje �e nam biti znaqajne u da	em izlaga�u.

Definicija 1.8

Zatvoren term je onaj u kojem se ne pojav	uje nijedna promen	iva.

Definicija 1.9

Promen	iva v je slobodna u formuli F ako postoji konaqan niz h0, h1, ..., hr

takav da je h0 atomska formula t = t′ u kojoj se v pojav	uje u t ili t′, hr je formula
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F, a za svako i < r, za neku formulu F ′, hi+1 = (hi → F ′) ili hi+1 = (F ′ → hi),

ili za neku promen	ivu u razliqitu od v, hi+1 = ∀uhi.

Definicija 1.10

Reqenica ili zatvorena formula je formula u kojoj nijedna promen	iva nije

slobodna.

Definicija 1.11

Promen	iva v je zame�ena termom t u termu t′, xto zapisujemo t′v(t),

ako postoje dva konaqna niza iste du�ine, od kojih jedan izgra�uje term t′ i

�egove podtermove, a drugi predstav	a niz koji se dobije kao rezulatat zamene

promen	ive v termom t u svakom qlanu prvog niza.

Analogno definixemo zamenu promen	ive v termom t u formuli F .

Imaju�i u vidu ove definicije, zak	uqujemo da je svaka iduktivna aksioma logi-

qki ekvivalentna slede�oj formuli:

Fx(0)→ (∀x(F → Fx(sx))→ F ).

Definicija 1.12

Reqenica Peanove aritmetike je taqna ako je taqna kada �ene promen	ive

uzimaju vrednosti iz skupa prirodnih brojeva, odnosno 0,1,2,..., 0 oznaqava nulu,

a s, + i · su operacije sledbenika, sabira�a i mno�e�a.

Svaki zatvoren term t oznaqava jedinstven prirodan broj. 0 oznaqava 0, a ako

t i t′ oznaqavaju i i i′, onda st, t+ t′ i t · t′ oznaqavaju brojeve i+ 1, i+ i′ i i · i′.
Definicija 1.13

Numeral i za broj i je zatvoren term koji se dobije veziva�em i pojav	iva�a

znaka sledbenika s za 0.

Dakle, 3 je sss0, 1 je s0, itd.

Pre razmatra�a (i)-(v) i �ihovih dokaza, mora�emo da se osvrnemo na sposob-

nost PA da doka�e razne qi�enice o prirodnim brojevima. Naime, jedini ne-

logiqki simboli koje PA sadr�i su 0, s, + i ·, te nije oqigledno da ona mo�e

da iska�e, a kamoli doka�e razne znaqajne formule. Pokaza�emo da su u PA

dokazive neke poznate zakonitosti koje va�e za prirodne brojeve.

Teorema 1.1

` x = 0 ∨ ∃y x = sy.
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Dokaz

Neka je F formula (x = 0 ∨ ∃y x = sy). Tada su ∀x(x = 0→ F ) i ∀x(x = sy → F )

istinite, odnosno va�i ` ∀x(x = 0 → F ) i ` ∀y(∀x(x = y → F ) → ∀x(x = sy →
F )). Prema induktivnoj aksiomi, sledi ` F , odnosno ` x = 0 ∨ ∃y x = sy. �

Teorema 1.2

` x+ y = y + x.

Dokaz

Zbog aksiome (3), va�i ` 0+0 = 0. Pretpostavimo da va�i ` 0+x = x i doka�imo

` 0+sx = sx. Iz aksiome (4) i indukcijske hipoteze sledi ` 0+sx = s(0+x) = sx,

odakle prema induktivnoj aksiomi ` 0+x = x. Iz aksiome (3) imamo ` x = x+0, te

` 0+x = x+0. Pretpostavimo da va�i ` x+y = y+x i doka�imo ` x+sy = sy+x.

Najpre, iz aksioma (3) i (4) imamo ` y + s0 = s(y + 0) = sy = sy + 0, a ako

pretpostavimo ` y+sx = sy+x, iz aksiome (4) i ove pretpostavke sledi ` y+ssx =

s(y + sx) = s(sy + x) = sy + sx, te prema induktivnoj aksiomi ` y + sx = sy + x.

Sada, iz upravo dokazanog tvr�e�a, indukcijske hipoteze i aksiome (4) imamo

` x+sy = s(x+y) = s(y+x) = y+sx = sy+x. Dakle, prema induktivnoj aksiomi,

` x+ y = y + x. �

Tvr�e�a slede�ih teorema su dobro poznata, a dokazi se izvode sliqno kao xto

smo pokazali u teoremi 1.1.

Teorema 1.3

` x+ (y + z) = (x+ y) + z.

Teorema 1.4

` x · (y + z) = (x · y) + (x · z).

Teorema 1.5

` x · (y · z) = (x · y) · z.

Teorema 1.6

` x · y = y · x.

Teorema 1.7

Ako i+ j = k, onda ` i + j = k.
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Dokaz

Indukcijom po j. Ako je i+ j = k i j = 0, onda je i = k, numeral j je 0, prema tome

` i + j = i + 0 = i = k. Pretpostavimo da za svako k va�i ` i + j = k, kad god je

i+ j = k. Pokazujemo da tada isto va�i i za j + 1. Ako je i+ (j + 1) = k, onda za

neko m va�i i+ j = m, odnosno k = m+ 1 i numeral k je sm. Sledi ` i + j = m,

odnosno ` i + sj = s(i + j) = sm = k. �

Teorema 1.8

Ako je i · j = k, onda je ` i · j = k.

Dokaz

Sliqno kao dokaz prethodne teoreme. �

Teorema 1.9

Ako je t zatvoren term, a i �egova vrednost u prirodnim brojevima, onda ` t = i.

Dokaz

Indukcijom po konstrukciji terma t. Ako je term t 0, onda je 0 �egova vrednost u

prirodnim brojevima. Ako je vrednost terma t u prirodnim brojevima i, a vrednost

terma t′ je j, onda je i + j vrednost terma t + t′ u prirodnim brojevima. Neka je

k = i + j. Prema indukcijskoj hipotezi, ` t = i i ` t′ = j. Prema teoremi 1.7,

` i + j = k. Stoga, ` t+ t′ = i + j = k. Sliqno za sledbenika i mno�e�e. �

Teorema 1.10

Ako su t i t′ zatvoreni i t = t′ taqno, onda ` t = t′.

Dokaz

Ako termovi t i t′ oznaqavaju brojeve i i i′, prema teoremi 1.9, ` t = i i ` t′ = i′.

Ako je t = t′ taqno, onda je i = i′ i i je jednak numeralu i′. Dakle, ` t = t′. �

Definicija 1.14

x < y je formula ∃z x+ sz = y.

Definicija 1.15

x > y je formula y < x.

x ≤ y je formula (x < y ∨ x = y).

x ≥ y je formula y ≤ x.

Teorema 1.11

` ¬x < 0.
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Dokaz

Ako pretpostavimo da je x < 0, onda ∃z x+ sz = 0. Me�utim, zbog aksioma (4) i

(1), va�i slede�e: ` x+ sz = s(x+ z) 6= 0. Kontradikcija. �

Teorema 1.12

` x < sy ↔ x < y ∨ x = y.

Dokaz

` x < sy ↔ ∃z x+ sz = sy

↔ ∃s(x+ z) = sy

↔ ∃z x+ z = y. Na osnovu teorme 1.1, imamo

↔ (x+ 0 = y ∨ ∃w x+ sw = y)

↔ x = y ∨ x < y .�

Definicija 1.16

∨{x = j : j < i} je disjunkcija svih reqenica x = j za j < i i ⊥ je ako je i = 0.

Teorema 1.13

` x < i↔ ∨{x = j : j < i}.

Dokaz

Indukcijom po i. Ako je i = 0, kako je ` ¬x < 0, sledi ` x < 0 ↔ ⊥. Pret-

postavimo da ` x < i↔ ∨{x = j : j < i}. Prema teoremi 1.12 ` x < si↔ (x < i ∨
x = i), pa prema indukcijskoj hipotezi imamo ` x < si↔ (∨{x = j : j < i}∨x = i),

odakle konaqno dobijamo ` x < si↔ ∨{x = j : j < i+ 1}. �

Teorema 1.14 (Potpuna indukcija)

Za proizvo	nu formulu F (x),

` ∀x(∀y(y < x→ F (y))→ F (x))→ F (x).

Dokaz

Pretpostavimo

(∗) ∀x(∀y(y < x→ F (y))→ F (x)).

Definiximo G(x) kao ∀y(y < x→ F (y)) ∧ F (x)), te �emo pokazati G(x), odakle

sledi F (x). Indukcijom, dovo	no je pokazati G(0) i ∀x(G(x)→ G(sx)). Da bismo

dokazali G(0), prema teoremi 1.11 imamo ∀y ¬y < 0, odakle sledi ∀y(y < 0 →
F (y)), a iz (∗) imamo F (0), pa prema tome i G(0). Da	e �elimo da poka�emo

∀x(G(x) → G(sx)). Pretpostavimo G(x), tj. ∀y(y < x → F (y)) i F (x). Prema

teoremi 1.12 , ∀y(y < sx→ F (y)), odakle prema (∗) imamo F (sx), pa je i G(sx). �
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Princip najma�eg broja :

` F (x) → ∃x(F (x) ∧ ∀y(y < x → ¬F (y))), korix�e�em kontrapozicije, sledi

direktno iz potpune indukcije zamenom ¬F (x) umesto F (x).

Teorema 1.15

¬x < x;

x < y < z → x < z;

x < y ∨ x = y ∨ y < x;

x < y → x+ z < y + z;

x < y ∧ 0 < z → x · z < y · z.

Teorema 1.16

Ako i < j, onda ` i < j.

Ako i 6= j, onda ` i 6= j.

Ako i ≥ j, onda ` ¬i < j.

Dokaz

Ako je i < j, onda je za neko k, i+ (k+ 1) = j i ` i + sk = j prema teoremi 1.7, te je

` i < j. Ako je i 6= j, onda i < j ili j < i i ` i < j ili ` j < i, odakle ` i 6= j prema

prvom konjunktu iz teoreme 1.15. Ako i ≥ j, onda j < i ili j = i, odakle ` j < i

ili ` j = i i onda je prema drugom konjunktu iz teoreme 1.15, ` ¬i < j. �

1.2 Pseudotermovi i Σ−formule

S obzirom na to da su jedini nelogiqki simboli Peanove aritmetike konstanta

0, unarni funkcijski simbol sledbenika s, i dva binarna funkcijska simbola +

i ·, deluje da PA nije u mogu�nosti da se bavi velikim brojem funkcija. U

nastavku pokazujemo na koji naqin se PA bavi funkcijama koje nisu oznaqene

nijednim �enim termom.

Definicija 1.17

Formulu F (x, y) u PA nazivamo pseudoterm ako je formula ∃!y (F (x, y)), odnosno

formula ∃y(F (x, y) ∧ ∀z(F (x, z)→ y = z)), dokaziva u PA.

Svaki pseudoterm F (x, y) definixe jednu n-arnu funkciju i stoga mnoge funk-

cije koje nisu oznaqene termovima u PA, ipak mogu biti razmatrane u �oj, u

smislu pseudotermova koji ih definixu.

Qesto �emo zapisivati f(x), umesto F (x, y), odnosno izostav	a�emo promen	ivu

y i pisati malo umesto veliko slovo f .
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Ako je A(y) formula u PA i F (x, y) pseudoterm, pixemo A(f(x)) da bismo

oznaqili formulu ∃y(F (x, y) ∧ A(y)) u PA. Primetimo da kada je ∃!y F (x, y)

dokazivo, formula A(f(x)), tj. ∃y (F (x, y) ∧ A(y)) je ekvivalentna formuli ∀y
(F (x, y)→ A(y)).

Koristimo izraze ∀y < xF i ∃y < xF da bismo kra�e zapisali izraze ∀y(y <

x→ F ) i ∃y(y < x ∧ F ).

Definicija 1.18

Formulu nazivamo striktna Σ−formula ako pripada najma�oj klasi koja

sadr�i sve formule u = v,0 = u, su = v, u + v = w i v · u = w, i sadr�i sve

(F ∧G), (F ∨G),∃xF i ∀x < yF , kadgod sadr�i formule F i G.

Σ−formula je formula koja je u PA logiqki ekvivalentna striktnoj Σ−formu-
li.

Sve atomske formule su Σ−formule, s obzirom da je svaka atomska formula ek-

vivalentna formuli koja nastaje primenom konjunkcije i egzistencijalnog kvan-

tifikatora na formule u = v,0 = u, su = v, u+v = w i u ·v = w. Npr. x+sy = s0

je ekvivalentna formuli ∃u∃v∃w(sy = u ∧ x+ u = v ∧ 0 = w ∧ sw = v).

Dakle, mo�emo da zak	uqimo da je i x < y, odnosno ∃z(x+ sz = y) jedna Σ−for-
mula. Naime, ako je F jedna Σ−formula, onda je i ∃x < yF , xto znaqi da su

Σ−formule zatvorene i za ograniqeni univerzalni, kao i za ograniqeni egzis-

tencijalni kvantifikator.

Imaju�i u vidu da je, prema teoremi 1.15 negacija bilo koje atomske formule

¬x = y ekvivalentna formuli x < y ∨ y < x, mo�emo da tvrdimo da je negacija

svake atomske formule tako�e Σ−formula.
Σ−formule koje su ujedno i pseudotermovi, kratko nazivamo Σ−pseudoterm.

Definicija 1.19

Σ−reqenica je Σ−formula koja je reqenica.

Ako je F Σ−formula, a S reqenica dobijena od F zamenom zatvorenih termova

za slobodne promen	ive u F , onda je S isto tako Σ−reqenica.
Teorema 1.17

Ako je S taqna Σ−reqenica, onda ` S.

Dokaz

Ako je S taqna atomska formula, onda je, prema teoremi 1.10 ` S. Ako je (S ∧ S ′)
taqna, onda su S i S ′ taqne, odakle sledi ` S i ` S ′, pa je i ` (S ∧ S ′). Ako je
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(S ∨ S ′) taqno, onda je S ili S ′ taqno, odakle ` S ili ` S ′, pa je i ` (S ∨ S ′). Ako
je ∃xF taqna, onda je za neko i, formula F (i) koja se dobije zamenom promen	ive

x termom i taqna, pa je ` F (i), te sledi i ` ∃xF . Ako je ∀x < iF taqno, onda je za

svako j < i, F (j) taqno, pa je i za svako j < i, ` F (j) i ` x = j→ F . Me�utim, prema

teoremi 1.13 ` x < i↔ ∨{x = j : j < i}, pa je ` x < i→ F i ` ∀x < i F . Konaqno,

ako je S ekvivalentno dokazivoj reqenici, i S je dokaziva. �

Definicija 1.20

Formula A je ∆−formula ako su A i ¬A Σ−formule.

Navodimo neke osobine ∆−formula.
• Svaka atomska formula t = t′ je ∆−formula, jer smo prethodno pokazali da

su svaka atomska formula, kao i svaka negacija atomske formule Σ−formula.
• t < t′ je ∆−formula jer je ekvivalentna formuli ∃x∃y(t = x∧ t′ = y∧x < y),

koja je Σ−formula, a ¬t < t′ je ekvivalentno formuli t = t′ ∨ t′ < t, koja je tako�e

Σ−formula.
• Negacija ∆−formule je oqigledno ∆−formula. Ako su A i B ∆−formule,

onda je to i �ihova konjunkcija. Naime, tada va�i da su A,B,¬A i ¬B Σ−formu-
le, pa su formula A ∧B i �ena negacija ¬A ∨ ¬B tako�e Σ−formule, odnosno
sledi tvr�e�e. Analogno se pokazuje da je i disjunkcija formula A i B ∆−formu-
la. Dakle, ∆−formule su zatvorene za sve Bulove operacije.
• S obzirom da su Σ−formule zatvorene za oba ograniqena kvantifikatora,

onda su to i ∆−formule. Naime, ako su A i ¬A Σ−formule, i ∀x < yA je

Σ−formula, a ¬∀x < yA je ekvivalentna Σ−formuli ∃x < y¬A. Sliqno se

pokazuje da tvr�e�e va�i i za ograniqeni egzistencijalni kvantifikator.

• Ako je F (x, y) Σ−formula i pseudoterm, onda je ona i ∆−formula. Naime,
kako je ∃!y F (x, y) dokaziva, onda je ¬F (x, y) ekvivalnetna Σ−formuli ∃z(F (x, z)∧
¬z = y).

• Ako je A(y) ∆−formula i F (x, y) Σ−pseudoterm, onda je A(f(x)) ∆−formula
jer A(f(x)) je Σ−formula ∃y(F (x, y) ∧ A(y)), a s obzirom da je ona ekvivalentna

formuli ∀y(F (x, y)→ A(y)), ¬A(f(x)) je ekvivalentna Σ−formuli ∃y(F (x, y) ∧
¬A(y)).

Najkra�e reqeno, ∆−formule sadr�e sve atomske formule i sve formule t < t′,

i zatvorene su za Bulove operacije, ograniqene kvantifikatore i zamenu Σ−pseu-
dotermova.
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Pisa�emo ∃x ≤ yF umesto ∃x < syF i ∀x ≤ yF umesto ∀x < syF . Jasno je da

ako je F Σ−formula odnosno ∆−formula, onda su to i pomenute formule.
Iz teoreme 1.17 sledi da, ako je F (x) ∆−formula i i je n−torka prirodnih

brojeva, onda je ` F (i) ili ` ¬F (i). S obzirom da je F (x) ∆−formula, obe formule
F (i) i ¬F (i) su Σ−formule. Prema teoremi 1.17, koja god od ovih da je taqna,

teorema je u PA. Stoga su svi primeri ∆−formula odluqivi.

1.3 De	e�e, koliqnik i ostatak

Definicija 1.21

d|x je formula ∃q q · d = x.

d|x je oqigledno Σ−formula. Naredna teorema pokazuje da je d|x i ∆−formula
jer je ekvivalentna formuli izgra�enoj od atomskih formula Bulovim operaci-

jama, ograniqenim kvantifikatorima i zamenom Σ−termova.
Dokazi slede�ih teorema su direktni, te ih ne�emo eksplicitno navoditi.

Teorema 1.18

` ∃q q · d = x→ ∃q(q ≤ x ∧ q · d = x).

Teorema 1.19

` d|d.

Teorema 1.20

` d|x ∧ x|y → d|y.

Teorema 1.21

` d|x→ (d|(x+ y)↔ d|y).

Teorema 1.22

` d 6= 0→
∃q∃r(x = q · d+ r ∧ r < d ∧ ∀q′∀r′(x = q′ · d+ r′ ∧ r′ < d→ q = q′ ∧ r = r′)).

Definisa�emo ostatak i oznaqavati ga Ost.

Definicija 1.22

Ost(x, d, r) je formula

((r < d ∧ ∃q x = q · d+ r) ∨ (d = 0 ∧ r = x)).
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Vidimo da je Ost(x, d, r) Σ−formula, a iz teoreme 1.22 vidimo i da je pseu-

doterm.

Setimo se da odgovaraju�u funkciju koju definixe preudoterm F oznaqavamo

malim slovom f , tj. funkciju koju definixe pseudoterm Ost oznaqavamo ost.

Teorema 1.23

` ost(x, 0) = x.

Teorema 1.24

` d|x↔ ost(x, d) = 0.

Teorema 1.25

` ost(x+ yd, d) = ost(x, d).

Skup prirodnih brojeva nije zatvoren za operaciju oduzima�a, stoga uvodimo

pseudoterm koji to jeste.

Teorema 1.26

` y ≤ x→ ∃!z x = y + z

Definicija 1.23

Monus(x, y, z) je formula (x = y + z ∨ (x < y ∧ z = 0)).

Oqigledno je da je Monus Σ−pseudoterm. Umesto monus(x, y) pixemo x−̇y i
ova funkcija predstav	a zamenu za operaciju oduzima�a.

Definicija 1.24

Prost(p) je formula (p 6= 1 ∧ ∀d(d|p→ d = 1 ∨ d = p)).

Nije evidentno da je Prost(p) ∆−formula, ali primetimo da, s obzirom da

je ` d|p → d ≤ p, Prost(p) je ekvivalentno formuli p 6= 1 ∧ ∀d ≤ p(d|p → d =

1∨ d = p), koja jeste ∆−formula jer je izgra�ena od ∆−formula pomo�u Bulovih
operacija i ograniqenih kvantifikatora.

Teorema 1.27

` 2 je najma�i prost.

Teorema 1.28

` Ako je x > 1, onda neki prost deli x.

Definicija 1.25

UzajamnoProsti(a, b) je formula
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∀d(d|a ∧ d|b→ d = 1).

UzajamnoProsti(a, b) je ∆−formula s obzirom da je ekvivalentna formuli

∀d ≤ a(d|a ∧ d|b→ d = 1).

Teorema 1.29

` a i b su uzajamno prosti ako i samo ako nijedan prost ne deli oba a i b.

Dokaz

Iz teorema 1.20 i 1.28.�

Sledi va�no tvr�e�e o uzajamno prostim brojevima.

Teorema 1.30

` Ako su a i b ve�i od 1 i uzajamno prosti, onda za neke x i y va�i ax+ 1 = by.

Dokaz

Nazovimo broj i "dobrim" ako i samo ako ∃x∃y ax + i = by. Polaze�i od pret-

postavke da su a i b ve�i od 1 i uzajamno prosti, pokaza�emo da je 1 dobar. Ako

uzmemo x = b−̇1 i y = a, sledi da je a dobar, a ako je x = 0 i y = 1, sledi da je

b dobar. Da	e, ako je i dobar, odnosno postoje x i y tako da je ax + i = by, onda

je i qi dobar, x′ = qx i y′ = qy. Ako su i i i′ dobri i i ≥ i′, onda je dobar i i−̇i′.
Naime, ako ax + i = by i ax′ + i′ = by′, neka je x′′ = x + by′ + (b−̇1)x′ i neka je

y′′ = y + ax′ + (a−̇1)y′. U tom sluqaju je ax′′ + (i−̇i′) = by′′. Neka je d najma�i

pozitivan dobar broj. Tada, ako je i dobar, d|i jer za neke q, r, i = qd + r i r < d.

Stoga je qd dobar i i ≥ qd. Obzirom da i−̇qd = r, r je dobar, zbog toga xto je d

najma�i va�i r = 0, a da	e va�i i = qd i d|i. Imaju�i u vidu da su a i b dobri,
sledi da d|a, d|b, d = 1 i 1 je dobar.�

Teorema 1.31

` Ako je p prost i deli ab, onda p deli a ili p deli b.

Dokaz

Pretpostavimo da p deli ab. Ako p ne deli a, onda su a i p uzajamno prosti. Prema

teoremi 1.30, za neke x, y, ax + 1 = py i onda je abx + b = pby. S obzirom da p|ab,
p|abx i p|pby, iz teoreme 1.21 sledi p|b.�
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1.4 Najma�i zajedniqki sadr�alac

U da	em tekstu smatra�emo da suM(x, y) i H(x, y) proizvo	ni pseudotermovi.

Teorema 1.32

` Ako je za sve i < k,m(i) > 0, onda postoji najma�i pozitivan l takav da za sve

i < k va�i m(i)|l.

Dokaz

Indukcijom po k. Pretpostavimo da je za sve i < k,m(i) > 0. Ako je k = 0, onda

je tra�eno l jednako 1. Pretpostavimo da tvr�e�e va�i za k. Za k + 1 tra�eno l

se dobije kada pomno�imo l koje funkcionixe za k sa m(k). Najzad, primenimo

princip najma�eg broja. �

Definicija 1.26

Nzs[m(i) : i < k](l) je slede�a formula

(∀i < k m(i) > 0 ∧ l > 0 ∧ ∀i < k m(i)|l ∧ ∀j < l¬[j > 0 ∧ ∀i < k m(i)|j]) ∨
(∃i < k m(i) = 0 ∧ l = 0), koja ka�e da je l najma�i zajedniqki sadr�alac niza

elemenata m(i), i < k.

Imaju�i u vidu teoremu 1.32, mo�emo da zak	uqimo da je Nzs[m(i) : i < k](l)

pseudoterm. Ukoliko je M(x, y) Σ−pseudoterm, onda je to i Nzs[m(i) : i < k](l).

Teorema 1.33

` j < k → m(j)|nzs[m(i) : i < k].

Teorema 1.34

` Bilo koji sadr�alac svih m(i), i < k, sadr�i i nzs[m(i) : i < k].

Dokaz

Pretpostavimo da m(i)|x za sve i < k. Neka je l = nzs[m(i) : i < k]. Mo�emo

pretpostaviti da je l > 0. Za neke q, r, x = ql + r i r < l. S obzirom da m(i)|l i
m(i)|x, onda i m(i)|r za sve i < k, xto je u suprotnosti sa time da je l minimalno

ako je r > 0. Dakle r = 0 i l|x. �

Teorema 1.35

` Ako je p prost i p|nzs[m(i) : i < k], onda p|m(i) za neko i < k.

Dokaz

Indukcijom po k. Ako je k = 0, nzs[m(i) : i < 0] = 1 i p ne deli nzs[m(i) : i < 0].

Pretpostavimo da p|nzs[m(i) : i < k + 1]. S obzirom da svako m(i), i < k + 1 deli
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nzs[m(i) : i < k] · m(k), iz teoreme 1.34 sledi nzs[m(i) : i < k + 1]|nzs[m(i) : i <

k] · m(k). Prema teoremi 1.31, ili p|nzs[m(i) : i < k], odakle po indukcijskoj

hipotezi p deli neko m(i), i < k, ili p|m(k). �

Teorema 1.36 (Kineska teorema o ostacima)

` [∀i < k (1 < m(i) ∧ h(i) < m(i)) ∧ ∀i, j(i < j < k → m(i) i m(j) su uzajamno

prosti)]→ ∃a < nzs[m(i) : i < k]∀i < k ost(a,m(i)) = h(i). Drugim reqima, za

qlanove nekog niza m(i), i < k, koji su svi po parovima uzajamno prosti, i za sve

h(i) takve da je 1 < m(i) ∧ h(i) < m(i), postoji a < nzs[m(i) : i < k] za koje va�i

da je h(i) ostatak pri de	e�u a sa m(i).

Dokaz

Pretpostavimo da va�i ∀i < k(1 < m(i) ∧ h(i) < m(i)) ∧ ∀i, j(i < j < k → m(i)

i m(j) su uzajamno prosti). Dokaz izvodimo indukcijom po k. Neka je a = 0

kada je k = 0. a < 1 = nzs[m(i) : i < 0]. Pretpostavimo da je za proizvo	no

k, a < nzs[m(i) : i < k], i ost(a,m(i)) = h(i) za sve i < k. Neka je l = nzs[m(i) :

i < k],m = m(k). l i m su uzajamno prosti, xto vidimo iz slede�eg. Ako p|l, onda
prema teoremi 1.35 za neko i < k, p|m(i), a poxto su m(i) i m uzajamno prosti, p

ne deli m.

Imaju�i u vidu da su l i m uzajamno prosti, prema teoremi 1.30 za neke

x, y, lx + 1 = my. Mno�e�em obe strane sa a + (l−̇1)h(k) vidimo da za neke druge

x, y, lx+ a+ (l−̇1)h(k) = my. Neka je a∗ = l(x + h(k)) + a. Onda a∗ = my + h(k).

Ako je i < k, onda s obzirom da m(i)|l, ost(a∗,m(i)) = ost(a,m(i)) = h(i) i

ost(a∗,m(k)) = ost(a∗,m) = h(k), s obzirom da je h(k) < m(k) = m. Neka je

l′ = nzs[m(i) : i < k + 1]. Ako je a∗ < l′, dokaz je zavrxen. Ako je a∗ ≥ l′, onda neka

je b najve�i sadr�alac od l′ koje je ≤ a∗, i neka je a∗∗ = a∗−̇b. Onda je a∗∗ < l′, a s

obzirom dam(i)|l′|b za sve i < k+1, ost(a∗∗,m(i)) = ost(a∗−̇b,m(i)) = ost(a∗,m(i)) =

h(i). �

Teorema 1.37

` Niz elemenata m(i), i < k ima jedinstvenu najve�u vrednost.

Definicija 1.27

Max[m(i) : i < k](l) je formula [∃i < k m(i) = l ∧ ∀i < k m(i) ≤ l], odnosno l je

qlan niza m(i), i < k koji ima najve�u vrednost.

Jasno, Max[m(i) : i < k](l) je Σ−pseudoterm.
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Definicija 1.28

Max(x, y, z) je [(x ≥ y ∧ z = x) ∨ (x < y ∧ z = y)], odnosno formula koja ka�e da

je z maksimum od x i y.

Max(x,y,z ) je Σ−pseudoterm.
U nastavku definixemo funkciju Beta koju je Gedel definisao kako bi kodi-

rao konaqne nizove prirodnih brojeva kao parove brojeva.

Definicija 1.29

Beta(a, b, i, r) je ost(a,1+ (i + 1) · b) = r.

Beta(a, b, i, r) je tako�e Σ−pseudoterm.
Teorema 1.38 (Gedelova lema)

` Za proizvo	an pseudoterm H(i, y) i za svako k, postoje a i b takvi da je za sve

i < k, beta(a, b, i) = h(i). Dakle, za proizvo	an pseudoterm H(i, y) postoje a i b

takvi da je ostatak pri de	e�u a sa 1+ (i + 1) · b jednak h(i), za svako i < k.

Jox va�i da, ako je s = max(k,max[h(i) : i < k]) + 1, a i b se mogu odabrati

tako da b < nzs[i+ 1 : i < s] + 1 i a < nzs[1 + (i+ 1)b : i < k].

Dokaz

Neka je s kao xto ka�e tvr�e�e leme. Onda s > k i za sve i < k, s > h(i). Neka je

b = nzs[i+ 1 : i < s]. Pretpostavimo da je i < j < k. Pokaza�emo da su 1 + (i+ 1)b

i 1 + (j + 1)b uzajamno prosti. Pretpostavimo da p|1 + (i + 1)b i p|1 + (j + 1)b.

Onda p deli �ihovu razliku (j−̇i)b, odnosno va�i p|j−̇i ili p|b. S obzirom da

je 1 ≤ j−̇i < k < s, va�i i j−̇i|b. U svakom sluqaju, p|b i prema tome p|(i + 1)b.

Poxto va�i p|1 + (i+ 1)b, p deli �ihovu razliku 1, xto je kontradikcija. Prema

tome, ako i < j < k, 1 + (i + 1)b i 1 + (j + 1)b su uzajamno prosti. Xtavixe,

za sve i < k, h(i) < s ≤ b < 1 + (i + 1)b i 1 < 1 + (i + 1)b. Prema Kineskoj

teoremi o ostacima, odnosno teoremi 1.36, uzimaju�i m(i) = 1 + (i + 1)b, za neko

a < nzs[1 + (i+ 1)b : i < k], beta(a, b, i) = h(i), za sve i < k. �

Primetimo da su pseudotermovi koji u Gedelovoj lemi pru�aju veze izme�u a i

b Σ−pseudotermovi. Oni �e nam omogu�iti da vidimo da su pomo�u ∆−formula
definisani odre�eni pojmovi u vezi sa sintaksom PA, poput "Gedelovog broja

terma Peanove aritmetike" ili "Gedelovog broja formule Peanove aritmetike".

Teorema 1.39

` Za proizvo	ne c, d, k, n postoje a i b takvi da je beta(a, b, k) = n i za svako

i < k, beta(a, b, i) = beta(c, d, i).
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Dokaz

Definixemo H(i, y) gde je y = beta(c, d, i) ako je i < k, a inaqe = n, i neka su a, b

kao u Gedelovoj lemi. �

1.5 Uvod u Gedelove brojeve

Sada poqi�emo da razvijamo sintaksu Peanove aritmetike u samoj Peanovoj

aritmetici. Razvija�e sintakse neke teorije unutar te same teorije mo�e se

nazvati "dokaziva�em metateorije u samoj teoriji".

Naqin na koji Peanova aritmetika dokazuje tvr�e�a vezana za svoju sintaksu,

tj. tvr�e�a koja grade �enu metateoriju se razlikuje od naqina na koji dokazuje

tvr�e�a vezana za prirodne brojeve. Da bi Peanova aritmetika dokazala tvr-

�e�e o prirodnim brojevima, dovo	no je da reqenica ili formula jezika PA koja

iskazuje to tvr�e�e bude teorema u PA. Xta reqenica na jeziku PA izra�ava,

zavisi od toga iz kog skupa �ene promen	ive uzimaju vrednosti, kao i od toga

xta oznaqavaju �eni nelogiqki simboli.

Kada je req o skupu prirodnih brojeva, odnosno kada promen	ive uzimaju vred-

nosti iz tog skupa, reqenice PA mogu izra�avati tvr�e�a samo o prirodnim bro-

jevima i relacijama i operacijama koje se mogu definisati u tom skupu na jeziku

Peanove aritmetike. Stoga nije za oqekivati da bi Peanova aritmetika mogla da

doka�e qak i neke najjednostavnije tvrd�e o svojoj sintaksi, poput npr. one koja

ka�e da univerzalni kvantifikator nije promen	iva, a kamoli neka znaqajnija

tvr�e�a. Ipak, iz slede�ih razloga, qini se da je sasvim opravdano smatrati

Peanovu aritmetiku sposobnom za dokaziva�e qi�enica o svojoj sopstvenoj sin-

taksi.

Pod "Sintaksom" �emo smatrati neformalnu matematiqku teoriju sintakse

Peanove aritmetike, a objekti kojima se ona bavi su osnovni simboli PA, kao i

ure�eni parovi i konaqni nizovi objekata.

Postoji dvostruka korespondencija izme�u Sintakse i PA: najpre, izme�u ob-

jekata Sintakse i objekata PA, odnosno prirodnih brojeva, a drugo, izme�u imena

i predikata jezika Sintakse i termova i formula jezika PA. Brojevi koji odgo-

varaju objektima Sintakse se nazivaju Gedelovi brojevi ili kodovi tih objekata.

Ukratko �emo opisati sistem Gedelovog numerisa�a.

Term Peanove aritmetike koji odgovara imenu u Sintaksi predstav	a Gede-

lov broj objekta oznaqenog tim imenom (npr. ako simbol ∀ ima Gedelov broj 5,
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onda ime "za svaki" jezika Sintakse koje se odnosi na simbol ∀ odgovara termu
sssss0 jezika aritmetike, koji oznaqava broj 5). Formula Peanove aritmetike

koja odgovara predikatu u Sintaksi je taqna samo za one objekte Sintakse za koje

predikat va�i. Da	e, postoje razne veze izme�u termova, formula, reqenica i

dokaza u Peanovoj aritmetici, koje ma�e ili vixe odgovaraju po-stoje�im vezama

izme�u imena, predikata, reqenica i dokaza u Sintaksi. Korespondencija izme�u

imena i predikata Sintakse i termova i formula Peanove aritmetike prirodno

se proxiruje na onu izme�u reqenica Sintakse i reqenica PA izgra�enih od ter-

mova i formula koji odgovaraju imenima i predikatima od kojih su pomenute

reqenice Sintakse formirane. Imaju�i u vidu tu korespondenciju, reqenice

PA su dokazive u PA samo ako su �ihovi pandani dokazivi u Sintaksi. Ipak,

reqenice Sintakse koje izra�avaju poznate i elementarne (i neke ne toliko ele-

mentarne) sintaktiqke istine, bi�e pandani dokazivih reqenica u PA. Xtavixe,

korespondencija se xiri na definiciju kompleksnih pojmova: definicije kom-

pleksnih formula Peanove aritmetike, sastav	enih od jednostavnijih, qesto liqe

na neformalne definicije pomo�u kojih su �ihovi odgovaraju�i predikati Sin-

takse definisani jedan pomo�u drugog. Konaqno, korespondencija se xiri, mada

grub	e, na onu izme�u neformalnih dokaza u Sintaksi i dokaza u PA. Naime,

nizovima reqenica koje u Sintaksi izra�avaju neformalne dokaze sintaktiqkih

qi�enica �e qesto odgovarati dokazi reqenica u Peanovoj aritmetici qije pan-

dane u jeziku Sintakse te qi�enice formulixu.

Svakom osnovnom simbolu Peanove aritmetike dode	ujemo prirodan broj, koji

se u tom sluqaju naziva Gedelov broj ili kod, na slede�i naqin:

⊥ → ∀ = 0 s + ·
1 3 5 7 9 11 13 15

Promen	ivoj vi dode	ujemo broj 2i+ 17. Dakle, svaki osnovni simbol ima neparan

Gedelov broj.

Definixemo π(i, j) = 2((i+ j)(i+ j) + i+ 1). Ako objekti x i y (bilo da su

simboli ili ure�eni parovi) imaju Gedelove brojeve i i j, onda �e ure�eni par

〈x, y〉 imati Gedelov broj π(i, j). S obzirom da je π(i, j) paran broj, on sigurno nije

Gedelov broj osnovnog simbola.

Znamo, svaki term i formula je neki ure�eni par tj. ure�ena trojka, a svaka

ure�ena trojka je po definiciji ure�eni par, pa su zaista svi objekti neki ure�eni

parovi, te smo im na prethodni naqin dodelili kod, odnosno definisali smo Gede-
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love brojeve za sve termove i formule u PA. Pre nego xto poqnemo da dokazujemo

sintaksu PA u PA, razvi�emo zaqetke teorije konaqnih nizova prirodnih brojeva

u PA. Da bismo to uradili, najpre moramo u PA razviti teoriju ure�enih parova

prirodnih brojeva. Poqe�emo definicijom Σ−pseudoterma za koji �emo mo�i da

poka�emo u PA zakon ure�enih parova.

Definicija 1.30

Par(x, y, z) je formula 2((x+ y)(x+ y) + x+ 1) = z koja ka�e da je z kod para ob-

jekata qiji su kodovi x i y.

Par(x, y, z) je Σ−pseudoterm. Pisa�emo (x, y) umesto par(x, y). Dakle, (x, y) je

kod para objekata qiji su kodovi x i y.

U nastavku teksta, tamo gde budemo bili u mogu�nosti dava�emo eksplicitne

definicije pseudotermova pomo�u identiteta, kao npr. u slede�oj definiciji.

Definicija 1.31

(x, y) = 2((x+ y)(x+ y) + x+ 1).

Teorema 1.40

` Ako (x, y) = (x′, y′), onda je x = x′ i y = y′.

Dokaz

Pretpostavimo da va�i (x, y) = (x′, y′). Tada je (x+y)(x+y)+x+1 = (x′+y′)(x′+

y′) + x′+ 1. Ako x+ y < x′+ y′, onda (x+ y)(x+ y) + x+ 1 ≤ (x+ y+ 1)(x+ y+ 1) ≤
(x′+y′)(x′+y′) < (x′+y′)(x′+y′)+x′+1, xto nije mogu�e. Sliqno, ako x′+y′ < x+y,

onda (x′, y′) < (x, y), xto je tako�e nemogu�e. Dakle, x+ y = x′+ y′, odnosno x = x′

i y = y′. �

Svaki term ili formula u PA imaju neparan Gedelov broj, ili paran oblika

π(i, j), gde su i i j neparni.

Teorema 1.41

` x, y < (x, y).

Primetimo da prethodna teorema ka�e da je Gedelov broj terma ve�i od Gede-

lovog broja svakog �egovog podterma, da je Gedelov broj atomske formule t = t′

ve�i od Gedelovog broja termova t i t′, Gedelov broj formule je ve�i od Gedelovih

brojeva �enih podformula, kao i da je Gedelov broj formule ∀vF , ve�i od Gede-

lovog broja prome�	ive v.
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Teorema 1.42

` x < x′ → (x, y) < (x′, y), y < y′ → (x, y) < (x, y′).

Definicija 1.32

Prvi(z, w) je formula

(∃y < z(w, y) = z ∨ (¬∃x, y < z(x, y) = z ∧ w = 0)),

koja ka�e da je w kod prve koordinate para qiji je kod z ili je w = 0 ako takav

par ne postoji.

Definicija 1.33

Drugi(z, w) je formula

(∃x < z(x,w) = z ∨ (¬∃x, y < z(x, y) = z ∧ w = 0)),

koja ka�e da je w kod druge koordinate para qiji je kod z ili je w = 0 ako takav

par ne postoji.

Prvi(z,w) i Drugi(z,w) su Σ−pseudotermovi.

Teorema 1.43

` prvi((x, y)) = x, drugi((x, y)) = y.

Za ure�enu trojku 〈i, j, k〉 definixemo slede�i pseudoterm.

Definicija 1.34

(x, y, z) = (x, (y, z)).

Definicija 1.35

pr(w) = prvi(w); dr(w) = prvi(drugi(w)); tr(w) = drugi(drugi(w)).

Teorema 1.44

` pr((x, y, z)) = x; dr((x, y, z)) = y; tr((x, y, z)) = z.

Teorema 1.45

` x, y, z < (x, y, z).
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1.6 Kodira�e konaqnih nizova

Kao xto je ve� poznato, ure�eni par je odre�en svojom prvom i drugom kom-

ponentom. Sliqno, konaqan niz h0, h1, ..., hk−1 je odre�en svojom du�inom k, te

vrednostima hi, za svako i < k. Ukoliko su nizovi iste du�ine, a razliqiti, to

znaqi da imaju razliqite vrednosti hi za neko i < k.

Do sada smo postigli da nijedna formula u PA osim ⊥ nema isti Gedelov broj

kao neki osnovni simbol u PA. Imaju�i u vidu da �e dokazi biti definisani kao

konaqni nizovi odre�ene vrste, �elimo da im dodelimo Gedelove brojeve koji se

razlikuju od onih koji su dode	eni osnovnim simbolima i formulama. S obzirom

na to da svaki osnovni simbol ima neparan Gedelov broj, a svaka formula, osim ⊥,
Gedelov broj oblika π(i, π(a, b)), gde je i neparan, a π(a, b) paran, �e	eni rezultat

posti�emo time xto �emo Gedelove brojeve konaqnih nizove definisati da budu

oblika π(π(a, b), k), gde za svako c, d za koje va�i π(c, d) < π(a, b), postoji i < k,

tako da je Beta(c, d, i) 6= Beta(a, b, i). Naime, prvo svakom qlanu niza, tj. svakoj

formuli koja je qlan niza, dode	ujemo kod na prethodno opisan naqin, te dobijamo

niz kodova na koji zatim primenimo Gedelovu lemu, odnosno pronalazimo a i b

takve da je kod i-tog qlana niza jednak sa Beta(a, b, i). Najzad, Gedelov broj niza

je π(π(a, b), k), gde je k du�ina niza, a a i b znamo da postoje na osnovu Gedelove

leme, i biramo ih takve da za svako c, d za koje va�i π(c, d) < π(a, b), postoji i < k,

tako da je Beta(c, d, i) 6= Beta(a, b, i), odnosno ni za jedno i nije Beta(c, d, i) jednako

kodu i-tog qlana niza, te je Gedelov broj niza, odre�en na ovaj naqin, jedinstven.

Definicija 1.36

KonNiz(s) je formula ∃a < s∃b < s∃k < s(s = ((a, b), k) ∧ ∀c < s∀d < s((c, d) <

(a, b) → ∃i < k beta(c, d, i) 6= beta(a, b, i)), odnosno s je Gedelov broj konaqnog niza

koji se dobija na gorepomenuti naqin.

Definicija 1.37

dn(s) = drugi(s), tj. du�ina niza qiji je kod s je druga koordinata para pomo�u

kojeg dobijamo s.

Definicija 1.38

vredn(s, i) = beta(prvi(prvi(s)), drugi(prvi(s)), i), odnosno kod i-tog qlana niza je

jednak Beta funkciji, kao xto smo prethodno i opisali.

KonNiz je ∆−formula, a dn(s) i vredn(s, i) su Σ−pseudotermovi. Pisa�emo si
umesto vredn(s, i).

Jasno je da je zakon konaqnih nizova dokaziv u PA.
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Teorema 1.46

` (KonNiz(s) ∧KonNiz(s′) ∧ dn(s) = dn(s′)∧∀i < dn(s)si = si′)→ s = s′.

Teorema 1.47

` ∃!s (KonNiz(s) ∧ dn(s) = 0).

Dokaz

((0, 0), 0) je konaqan niz du�ine 0. �egova jedinstvenost sledi iz teoreme 1.46. �

Definicija 1.39

[ ] = ((0,0),0).

Teorema 1.48

` dn(s) = k → ∃!s′(KonNiz(s′) ∧ dn(s′) = sk ∧ ∀i < k si′ = si ∧ s′k = n).

Dokaz

Pretpostavimo da dn(s) = k. Neka je c = prvi(prvi(s)), d = drugi(prvi(s)). Prema

teoremi 1.39, postoje a i b takvi da je beta(a, b, k) = n i za sve i < k, beta(a, b, i) =

beta(c, d, i). Neka je s′ = ((a, b), sk). Tada je dn(s′) = sk, s′i = beta(a, b, i) =

beta(c, d, i) = si, za sve i < k, i s′k = beta(a, b, k). Prema principu najma�eg broja,

mo�emo da pretpostavimo da je (a, b) najma�i. �

Teorema 1.49

Za bilo koji pseudoterm H(i, j), ` ∃!s (KonNiz(s) ∧ dn(s) = k ∧ ∀i < k si = h(i)).

Dokaz

Indukcijom po k, koriste�i teoremu 1.47 kada je k = 0 i pozivaju�i se na teoremu

1.48 sa n = h(k) kada je k pozitivno. �

Slede�e dve teoreme su nam neophodne da bismo mogli da uvedemo operacije

izdvaja�a podniza i konkatenacije, koje nam omogu�uju da koriste�i postoje�e,

definixemo nove termove, formule i dokaze.

Teorema 1.50

` e ≤ j < k ∧ dn(s) = k → ∃!s′(KonNiz(s′) ∧ dn(s′) = j−̇e ∧ ∀i < j−̇e s′i =

se+i), odnosno, ako imamo konaqan niz du�ine k, postoji taqno jedan konaqan

niz du�ine j−̇e, gde je e ≤ j < k, qiji svaki qlan ima kod s′i = se+i.

Dokaz

Indukcijom po j−̇e. Ako je j = e, [ ] nam daje rexe�e. Ako je e < j + 1 < k

i si funkcionixe za j, onda prema teoremi 1.48, neka je s′′ takvo takvo da je

dn(s′′) = j−̇e+ 1, s′′i = s′i za i < j−̇e i s′′
j−̇e = sj. Tada s

′′ funkcionixe za j + 1. �
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Teorema 1.51

` dn(s) = k ∧ dn(s′) = k′ ∧ j ≤ k + k′ → ∃s′′(KonNiz(s′′) ∧ dn(s′′) = j) ∧ ∀i < j(i <

k → s′′i = si)∧ k ≤ i < j → s′′i = s′
i−̇k), odnosno, za dva konaqna niza du�ine k i k′,

postoji konaqan niz du�ine j, j ≤ k + k′, za koji va�i s′′i = si za i < k, odnosno

s′′i = s′
i−̇k za k ≤ i < j.

Dokaz

Sliqno kao i u prethodnom dokazu, indukcijom po j. Koristimo [ ] kada je j = 0,

a da	e teoremu 1.48. �

Teorema 1.52

` dn(s) = k ∧ dn(s′) = k′ → ∃s′′(KonNiz(s′′)∧ dn(s′′) = k+ k′ ∧∀i < k s′′i = si ∧∀i <
k′ s′′k+i = s′i), tj. za dva konaqna niza du�ine k i k′, postoji konaqan niz du�ine

k + k′ za koji je s′′i = si, i < k i s′′k+i = s′i, i < k′.

Dokaz

Prema teoremi 1.51. �

Podniz konaqnog niza h0, ..., he, ..., hj, ... od e do j je niz he, ..., hj−1. U sluqaju

j ≤ e, to je [ ].

Konkatenacijom konaqnog niza a, ..., b du�ine k sa nizom c, ..., d du�ine k′, do-

bija se konaqan niz a, ..., b, c, ..., d du�ine k + k′. [n] je konaqan niz du�ine 1 za

koji je [n]0 = n.

Definicija 1.40

Podniz(s, e, j, s′) je formula (¬e ≤ j < dn(s)∧s′ = [ ])∨(e ≤ j < dn(s)∧KonNiz(s′)∧
dn(s′) = j−̇e ∧ ∀i < j−̇e s′i = se+i), koja ka�e da je niz qiji je kod s′, podniz

konaqnog niza qiji je kod s, �egova du�ina je j−̇e, e ≤ j < dn(s), a kod svakog

qlana s′i = se+i, i < j−̇e.

Podniz(s, e, j, s′) je Σ−pseudoterm. Pixemo s[e,j) umesto podniz(s,e,j ).

Definicija 1.41

Konkat(s, s′, s′′) je formula (KonNiz(s′′)∧ dn(s′′) = dn(s) + dn(s′)∧∀i < dn(s) s′′i =

si ∧ ∀i < dn(s′)s′′dn(s)+i = s′i), koja ka�e da je konaqan niz qija je du�ina jednaka

zbiru du�ina nizova sa kodovim s i s′, niz qiji qlanovi imaju kodove s′′i = si,

i < dn(s) i s′′dn(s)+i = s′i, i < dn(s′).

Konkat(s, s′, s′′) je Σ−pseudoterm. Pixemo s ∗ s′ umesto konkat(s, s′).
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Definicija 1.42

Niz(s, n) je formula KonNiz(s) ∧ dn(s) = 1 ∧ s0 = n.

Niz(n, s) je Σ−pseudoterm. Pixemo [n] umesto niz(n).

Teorema 1.53

` Ako je s konaqan niz, onda [ ] ∗ s = s = s ∗ [ ].

Teorema 1.54

` Ako su s, s′ i s′′ konaqni nizovi, onda je s ∗ (s′ ∗ s′′) = (s ∗ s′) ∗ s′′.

Dokaz

Neka su k, k′ i k′′ du�ine nizova s, s′ i s′′. Neka je u = s′ ∗ s′′, u′ = s ∗ s′, v = s ∗ u i
v′ = u′ ∗s′′. Tada, koriste�i asocijativnost sabira�a, vidimo da su v i v′ konaqni
nizovi du�ine k+ k′+ k′′, kao i da za sve i < k+ k′+ k′′, vi = v′i. Primenom zakona

konaqnih nizova sledi tvr�e�e.�

1.7 Termovi i formule PA u PA

Ako je σ term ili formula PA, ili neki od simbola ⊥,→,∀,=,0, s,+, ·, a i

�egov Gedelov broj, onda �emo pisati pσq umesto i.

Definicija 1.43

p⊥q, p→q, p∀q, p=q, p0q, psq, p+q, p·q su termovi 1,3,5,7,9,11,13 i 15.

Definicija 1.44

Promenljiva(v) je ∆−formula ∃i < v v = 2 · i + 17.

Teorema 1.55

` ¬Promenljiva(p∀q).

Prethodno smo pomenuli kako deluje da PA ne mo�e da doka�e qak ni vrlo

jednostavno tvr�e�e koje ka�e da ∀ nije promen	iva. Sada vidimo da mo�e.
Podsetimo se definicije terma u PA koju smo na poqetku dali: t je term ako

i samo ako postoji konaqan niz qija je posled�a vrednost t , a svaka prethodna

vrednost niza je 0, promen	iva, ure�eni par simbola s i prethodne vrednosti

niza, ure�ena trojka + i dve prethodne vrednosti niza ili ure�ena trojka · i dve
prethodne vrednosti niza.
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Definicija 1.45

Term(t) je formula

∃s[KonNiz(s) ∧ dn(s) > 0 ∧ sdn(s)−̇1 = t ∧ ∀i < dn(s)(si = p0q ∨ Promenljiva(si) ∨
∃j, k < i[si = (psq, sj) ∨ si = (p+q, sj, sk) ∨ si = (p·q, sj, sk)])].

Neka je "A(s,t)" skra�enica za izraz "[KonNiz(s) ∧ ...)])]" u definiciji Term(t).

A(s,t) je oqigledno ∆−formula, pa je Term(t) oqigledno Σ−formula. Me�utim,

zbog kvantifikatora "∃s" koji nije ograniqen, ostaje da se poka�e da je Term(t)

∆−formula. Naredna teorema nam daje to tvr�e�e.

Teorema 1.56

` ∃s A(s, t)↔ ∃b < nzs[i+ 1 : i < t+ 2] + 1

∃a < nzs[1 + (i+ 1)b : i < t+ 1]∃s ≤ ((a, b), t+ 1)A(s, t).

Dokaz

Smer ← je oqigledan, a za smer → dajemo samo nacrt.

Ako je s konaqan niz koji pokazuje da je t term, onda postoji neki konaqan niz

s′ qija je svaka vrednost ≤ t. Naime, pretpostavimo da va�i A(s, t). Onda postoji

niz s′ takav da A(s′, t) i (∗) za sve i < dn(s′), s′i = t. (Intuitivno, s′ dobijemo

od s induktivnim brisa�em vrednosti ve�ih od t sdesna na levo.) Indukcijom

po j, postoji niz s′ takav da je A(s′, t) i (∗j) ako je j ≤ dn(s′) = k′, onda za sve

i, ako je k′−̇j ≤ i < k′, tada s′i ≤ t. Uvrxtava�em j = dn(s′) u (∗j) dobijemo s′

takvo da je A(s′, t) i za koje va�i (∗). Sliqan argument nam pokazuje da tako�e

smemo pretpostaviti da za sve i, j, ako je i < j < dn(s′), onda s′i 6= s′j. Ponovnim

postav	a�em s′ kao s, smemo da pretpostavimo da za sve i < dn(s), si ≤ t, i za sve

i < j < dn(s), si 6= sj.

Primenom Dirihleovog principa (koji tvrdi da ako m mesta sadr�e u sebi n

slova i n > m, onda neko mesto sadr�i bar dva slova) sledi da je dn(s) ≤ t+ 1.

Za sve konaqne nizove s, ako za sve i ≤ t+1, si ≤ t, onda za neke i, j, i < j ≤ t+1

i si = sj. Ovo dokazujemo indukcijom po t.

Zak	uqujemo da za neke konaqne nizove s, A(s, t), dn(s) ≤ t + 1 i za svako

i < dn(s), si ≤ t. Prema Gedelovoj lemi, postoje a, b takvi da za sve i < t + 1,

Beta(a, b, i) = si, b < nzs[i+1 : i < max(t+1,max[si : i < t+1])+1]+1 = nzs[i+1 :

i < t + 2] + 1, i a < nzs[1 + (i + 1)b : i < t + 1]. Sledi da za neke konaqne nizove

va�i s′ ≤ ((a, b), t+ 1), A(s′, t). �

Prethodno smo definisali atomske formule u PA kao izraze oblika t = t′ i

⊥.
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Definicija 1.46

Atformula(x) je formula

(∃t < x ∃t′ < x[Term(t) ∧ Term(t′) ∧ x = (p=q, t, t′)] ∧ x = p⊥q).

Atformula(x) je ∆−formula, s obzirom da je Term(t) ∆−formula.

Definicija 1.47

Formula(x) je formula

∃s[KonNiz(s) ∧ dn(s) > 0 ∧ sdn(s)−̇1 = x ∧ ∀i < dn(s)(Atformula(si)∨
∃j, k < i si = (p→q, sj, sk) ∨ ∃j < i ∃v[Promenljiva(v) ∧ si = (p∀q, v, sk)])].

Pojav	uju se neograniqeni kvantifikatori ∃s i ∃v kao i u definiciji For-

mula(x ). Dokaz da se oni mogu ograniqiti pomo�u ” ≤ x” je sliqan onom koji smo

dali za teoremu 1.56, stoga �emo ga ovde izostaviti.

Pretpostav	amo da postoji ∆−formula Ax(x) koja oznaqava da je nexto ak-

sioma Peanove aritmetike. Tako�e, pretpostav	amo da je dat Σ−pseudoterm
sub(t, i, x) koji daje kod formule koja se dobije kada se u formuli koja ima kod x,

sva slobodna pojav	iva�a promen	ive koja ima kod i zamene termom koji ima kod

t.

Npr. sub(p0q, p1q, pv0 + v1 = v2q) = pv0 + 0 = v2q.

Definicija 1.48

PosledModPon(x,y,z) je formula

Formula(x) ∧ Formula(z) ∧ y = (p→q, z, x),

odnosno y je kod formule koja je dobijena modus ponens-om od formula sa kodovima

x i z.

Definicija 1.49

PosledGen(x,y) je formula

∃v < x(Formula(y) ∧ Promenljiva(v) ∧ x = (p∀q, v, y)),

odnosno, x je kod formule koja je dobijena generalizacijom od formula sa kodovima

y i v.

Obe navedene formule su ∆−formule, kao i ona xto sledi u narednoj defini-
ciji.
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Definicija 1.50

Dok(y, x) je formula

(KonNiz(y) ∧ sdn(y)−̇1 = x ∧ ∀i < dn(y)−̇1[Ax(yi) ∨
∃j < i ∃k < i PosledModPon(yi, yj, yk) ∨ ∃j < iPosledGen(yi, yj)]), odnosno y je kod

niza koji predstav	a dokaz za formulu qiji je kod x.

Definicija 1.51

Bew(x) je formula ∃yDok(y, x), odnosno Bew(x) znaqi da je x dokaziva u PA.

Jasno je da je Bew(x ) Σ−formula, ali nije i ∆−formula (osim ukoliko PA

nije nekonzistentna).

Sada mo�emo da istra�ujemo xta Peanova aritmetika dokazuje o dokazivosti

u PA.

1.8 Osnovne osobine Bew(x)

S obzirom da je Bew(x ) Σ−formula, onda je za svaku reqenicu S Peanove

aritmetike i Bew(pSq) Σ−reqenica, tj. dokazano je tvr�e�e (iv) sa poqetka

ovog poglav	a. Jox va�i da ako je S reqenica i ` S, onda Bew(pSq) je taqna

Σ−reqenica, a prema teoremi 1.17, ` Bew(pSq), tj. va�i (i).

Teorema 1.57

Neka su S i T reqenice Peanove aritmetike. Tada

` Bew(p(S → T )q)→ (Bew(pSq)→ Bew(pTq)).

Dokaz

Dovo	no je uoqiti da ` Dok(y, p(S → T )q)∧Dok(y′, pSq)→ Dok(y∗y′∗ [pTq], pTq).

(Intuitivno, s obzirom da je modus ponens jedno od dva pravila zak	uqiva�a

Peanove aritmetike, dokaz za T je konaqan niz koji qine dokazi tvr�e�a S → T ,

S, i najzad sama reqenica T ).�

S obzirom da (iii) lako sledi iz (v), ostaje da se poka�e (v). Moramo pokazati

da ` S → Bew(pSq) za bilo koju Σ−reqenicu S. Najpre moramo da poka�emo da

je funkcija koja svakom broju i dode	uje Gedelov broj numerala i, definisana

Σ−pseudotermom.

Definicija 1.52

Num(x, y) je formula ∃s(dn(s) = x+1∧ s0 = p0q∧∀i < x si+1 = (psq, si)∧ sx = y),

odnosno y je kod numerala u kojem se s pojav	uje x puta.
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Potreban nam je i Σ−pseudoterm za funkciju koja svakom i dode	uje Gedelov broj

i−te promen	ive.

Definicija 1.53

prom(x) = 2 · x+ 17.

Definicija 1.54

su(x, y, z) = sub(num(x), prom(y), z).

Vrednost funkcije definisane Σ−pseudotermom su(x, y, z) za bilo koje i, j, k je

rezultat, Fvj(i), zamene i za j−tu promen	ivu vj u formuli sa Gedelovim brojem

k. Tako je npr.

Teorema 1.58

` su(3,4, pv4 = v1q) = p3 = v1q.

Sada moramo objasniti jednu vrstu notacije: ′Bew[F ]′. Pretpostavimo da

je F formula Peanove aritmetike u kojoj je taqno m promen	ivih slobodno i

to su promen	ive vk1 , ..., vkm , gde je k1 < ... < km. Tada je Bew[F ] formula

Bew(su(vkm ,km, ..., su(vk2 ,k2, su(vk1 ,k1, pFq))...)). Primetimo da Bew[F ] ima iste

slobodne promen	ive vk1 , ..., vkm kao i F . Bew[F ] je taqno za brojeve i1, ..., im (kada

su oni dode	eni vk1 , ..., vkm redom) ako i samo ako je

Fvk1
(i1)...vkm (im)

odnosno, rezultat zamene numerala i1, ..., im koji oznaqavaju te brojeve za promen	ive

vk1 , ..., vkm u F , teorema Peanove aritmetike. U sluqaju da je F reqenica, tj. nema

slobodnih promen	ivih, Bew[F ] je u stvari Bew(pFq).

Teorema 1.59 ("Dokazivost modus ponens−om")
Za bilo koje formule F, G jezika PA,

` Bew[(F → G)]→ (Bew[F ]→ Bew[G]).

Dokaz

Da bismo uqinili dokaz preglednijim, pretpostavimo da su slobodne promen	ive

u F v2 i v3, a u G v1 i v3. Tada

Bew[F] je Bew(su(v3,3, (su(v2,2, pFq)))),

Bew[G] je Bew(su(v3,3(su(v1,1, pGq)))), i

Bew[(F → G)] je Bew(su(v3,3, su(v2,2, su(v1,1, p(F → G)q)))).

Posmatrajmo sad da
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` su(v3,3, su(v2,2, su(v1,1, p(F → G)q))) =

(p→q, su(v3,3, (su(v2,2, pFq))), su(v3,3, (su(v1,1, pGq)))). Tada, kao i u dokazu teo-

reme 1.57,

` Dok(y, su(v3,3, su(v2,2, su(v1,1, p(F → G)q))))∧Dok(y′, su(v3,3, (su(v2,2, pFq))))

→ Dok(y ∗ y′ ∗ [su(v3,3, (su(v1,1, pGq)))], su(v3,3, (su(v1,1, pGq)))). �

Analogno tvr�e�u (i) va�i:

Teorema 1.60

Za svaku formulu F Peanove aritmetike, ako ` F , onda ` Bew[F ].

Dokaz

Pretpostavimo, opet radi jednostavnosti, da je m = 2 i da su u F dve slobodne

promen	ive v3 i v5. Onda je formula Bew[F ] jednaka formuli

Bew(su(v5,5, su(v3,3, pFq))). Neka formula G bude ∀v3∀v5F . Onda je G reqenica i

prema (i), ` Bew(pGq). Neka je H ∀v5F . Ho�emo da vidimo da va�i ` Bew(pGq)→
Bew[H]. (Intuitivno, (G→ Hv3(i)) je svakako dokazivo u logici i svakako je ak-

sioma mnogih formulacija logike. Prema tome, da bismo dobili dokaz Hv3 , doda-

jemo dokaz tvr�e�a (G→ Hv3(i)) dokazu formule G i prime�ujemo modus ponens.)

Prema tome, s obzirom da ` ∃y Dok(y, (p→q, pGq, su(v3,3, pHq))) i

` Dok(y, (p→q, pGq, su(v3,3, pHq))) ∧Dok(y′, pGq)→
Dok(y′∗y∗[su(v3,3, pHq)], su(v3,3, pHq)), egzistencijalnim kvantifikova�em ima-

mo da ` Bew(pGq) → Bew(su(v3,3, pHq)), tj. ` Bew(pGq) → Bew[H]. Sliqno,

` Bew[H]→ Bew[F ], pa je stoga ` Bew[F ]. �

Sada �emo dokazati da za bilo koju Σ−formulu F, ` F → Bew[F ]. (v) je

specijalan sluqaj ovog rezultata u kojem je F reqenica. Specijalno, s obzirom da

je Bew(pSq) Σ−reqenica, ` Bew(pSq)→Bew(pBew(pSq)q), odnosno va�i (iii).

Teorema 1.61 (”Dokaziva Σ1−kompletnost”)
Za bilo koju Σ−formulu, ` F → Bew[F ].

Dokaz

Poqi�emo uoqava�em da mo�emo pretpostaviti da je F striktna Σ−formula,
jer ako je Σ−formula, onda za neku striktnu Σ−formulu G, F je ekvivalentno

sa G, tj. ` F → G i ` G → F , odakle prema teoremi 1.60, ` Bew[G → F ].

Me�utim, onda prema teoremi 1.59, ` Bew[G]→ Bew[F ], i onda ako ` G→ Bew[G],

` F → Bew[F ].
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Najpre razmatramo sluqaj u kojem je F neka formula u+v = w. Pretpostavimo

da je F neka formulav5 + v2 = v3. Ho�emo da vidimo da ` v5 + v2 = v3 → Bew[v5 +

v2 = v3].

Ovde ima argument, koji mo�e da se formalizuje u PA, koji ovo pokazuje.

Argument nije nixta drugo do razra�iva�e dokaza teoreme 1.7.

Neka je i5 proizvo	no. (U formalizaciji, promen	iva v5 igra ulogu i5 u sadax-

�em argumentu.)

Pretpostavimo da za proizvo	no i3 va�i i5 + 0 = i3. (U formalizaciji, ak-

sioma (3) je zapisana negde u ovoj taqki otprilike.) Tada i5 = i3 i i5 je i3. (Ovde

bi bile upotreb	ene aksiome identiteta iz logike.) v0 + 0 = v0 je aksioma PA,

dakle dokaziva je. Onda prema pravilu generalizacije, ∀v0 v0+0 = v0 je dokazivo.

∀v0 v0 + 0 = v0 → i5 + 0 = i5 je logiqka aksioma. Odatle sledi da je i5 + 0 = i5, tj.

i5 + 0 = i3 je dokazivo. Dakle, za sve i3 je i5 + 0 = i3 dokazivo ako i5 + 0 = i3.

Neka je i2 proizvo	no. Pretpostavimo da je za sve i3, i5 + i2 = i3 dokazivo ako

je i5 + i2 = i3. Neka je i4 = i2 + 1. Pokaza�emo da za sve i3, i5 + i4 = i3 dokazivo

ako i5 + i4 = i3. Neka je sada i3 proizvo	no i pretpostavimo i5 + i4 = i3. Tada je

i5 + (i2 + 1) = (i5 + i2) + 1 = i3. S obzirom da 0 nije sledbenik, i3 6= 0 i za neki

broj i1, i3 = i1 + 1. Dakle, (i5 + i2) + 1 = i1 + 1 i i5 + i2 = i1. Prema pretpostavci,

i5+i2 = i1 je dokazivo. Slede�i aksiomu (4), ∀v0∀v1 v0+sv1 = s(v0+v1) je dokazivo,

pa je to i i5 + si2 = si1. Me�utim, si2 je i4, a si1 je i3. Dakle, i5 + i4 = i3 je dokazivo.

Stoga, za sve i3, i5 + i4 = i3 je dokazivo ako i5 + i4 = i3. Sledi da je za sve i2, ako

je za sve i3, i5 + i2 = i3 dokazivo ako je i5 + i2 = i3, onda, gde je i4 = i2 + 1, za sve i3,

i5 + i4 = i3 je dokazivo ako i5 + i4 = i3.

Prema indukciji (u formalizaciji se na ovom mestu pojav	uje aksioma), za sve

i3, i5 + i2 = i3 je dokazivo ako i5 + i2 = i3. Stoga, ako i5 + i2 = i3, onda je i5 + i2 = i3

rezultat zamene druge, tre�e i pete promen	ive u v5 + v2 = v3 umesto i2, i3 i i5

dokaziv.

Sliqno je za sve druge izbore promen	ivih i sliqno, ako je F formula u =

v,0 = u, su = v ili u · v = w.

Da bismo dokazali teoremu, dovo	no je pokazati da ` F → Bew[F ], ako je

F formula koja se dobija konjunkcijom, disjunkcijom, egzistencijalnim kvan-

tifikatorom ili ograniqenim egzistancijalnim kvantifikatorom od formule

G za koju va�i ` G→ Bew[G].

Konjunkcija: pretpostavimo da je F formula (G ∧H),
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` G→ Bew[G] i

` H → Bew[H]. Onda

` F → (Bew[G] ∧Bew[H]). Sada

` G→ (H → F ). Prema teoremi 1.60,

` Bew[(G→ (H → F ))]. Me�utim, prema teoremi 1.59,

` Bew[(G→ (H → F ))]→ (Bew[G]→ Bew[(H → F )]) i

` Bew[(H → F )]→ (Bew[H]→ Bew[F ]),

` F → Bew[F ].

Argument za dusjunkciju je sliqan, ali qak jednostavniji.

Egzistencijalni kvantifikator: Pretpostavimo da je F formula ∃xG i

` G→ Bew[G]. Prema logici,

` G→ F . Prema teoremi 1.59 i 1.60,

` Bew[G]→ Bew[F ]. Stoga,

` G → Bew[F ]. Promen	iva x nije slobodna u F, pa nije ni u Bew[F ], koja ima

iste slobodne promen	ive kao i F. Po logici,

` ∃xG→ Bew[F ], tj.

` F → Bew[F ].

Ograniqeni kvantifikator je malo komplikovaniji. Neka je H proizvo	na

formula. �elimo da doka�emo da su Bew[Hy(sy)] iBew[H]y(sy) ekvivalentne.

Pretpostavimo da je y vk, k−ta promen	iva i ne�emo pomi�ati druge promen	ive
osim y i brojeve osim onih qiji je numeral zamena za y. Tada, prema formalizaciji

dokaza tvr�e�a da za bilo koji broj i, rezultat zamene si za y uH je rezultat zamene

i za y u Hy(sy),

` su(y,k, pHy(sy)q) = su(sy,k, pHq). Sada

Bew[Hy(sy)] je Bew(su(y,k, pHy(sy)q)) i

Bew[H]y(sy) je Bew(su(sy,k, pHq)), stoga

` Bew[Hy(sy)]↔ Bew[H]y(sy).

Sliqno, s obzirom da y nije slobodna u Hy(0),

` su(y,k, pHy(0)q) = pHy(0)q = su(0,k, pHq) i

` Bew[Hy(0)]↔ Bew[Hy](0).

Sada pretpostavimo da je F formula ∀x < yG i

` G→ Bew[G]. Stoga, Fy(0) je ∀x(x < 0→ Gy(0)). S obzirom na

` ¬x < 0,

` Fy(0),
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` Bew[Fy(0)] prema teoremi 1.60,

` Bew[F ]y(0) prema prethodnom, i

` Fy(0)→ Bew[F ]y(0), tj.

` (F → Bew[F ])y(0). Tada, s obzirom

` x < sy ↔ x < y ∨ x = y,

` Fy(sy)↔ (F ∧G), odakle prema teoremama 1.59 i 1.60,

` Bew[F ] ∧Bew[G]→ Bew[Fy(sy)]. S obzirom na

` G→ Bew[G],

` (F → Bew[F ])→ (Fy(sy)→ Bew[F ] ∧Bew[G]). Imaju�i u vidu

` Bew[Fy(sy)]↔ Bew[F ]y(sy),

` (F → Bew[F ])→ (Fy(sy)→ Bew[F ]y(sy)), tj.

` (F → Bew[F ])→ (F → Bew[F ])y(sy) i stoga

` ∀y((F → Bew[F ])→ (F → Bew[F ])y(sy)). Po induktivnoj aksiomi,

` F → Bew[F ].

Stoga, za svaku Σ−formulu F, ` F → Bew[F ]. �
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2 Nepotpunost Peanove aritmetike i

Lebova teorema

2.1 Lema o dijagonalizaciji

Generalizovana lema o dijagonalizaciji

Pretpostavimo da su y0, ..., yn, z1, ..., zm razliqite promen	ive i da su P0(y0, ...., yn,

z), ..., Pn(y0, ..., yn, z) formule na jeziku PA u kojima se sve slobodne promen	ive

nalaze me�u y0, ..., yn, z.(z je skra�enica za z1, ..., zm). Tada postoje formule S0(z), ...,

Sn(z) na jeziku PA u kojima su sve promen	ive me�u z i va�i

` S0(z)↔ P0(pS0(z)q, ..., pSn(z)q, z), ..., kao i

` Sn(z)↔ Pn(pS0(z)q, ..., pSn(z)q, z).

Dokaz

Neka je Su(w, x0, ..., xn, y) jedan Σ−pseudoterm za (n+2)−arnu funkciju subst qija
je vrednost za a, b0, ..., bn Gedelov broj izraza koji se dobija respektivnom zamenom

promen	ivih x0, ..., xn u formuli koja ima Gedelov broj a, numeralima b0, ...,bn.

Neka je za svako i ≤ n, ki Gedelov broj za

Pi(su(x0, x0, ..., xn), ..., su(xn, x0, ..., xn), z),

a neka je Si(z) slede�a formula

Pi(su(k0,k0,k1, ...,kn), ..., su(kn,k0, ...,kn), z).

Jedino xto treba da poka�emo je

` su(ki,k0, ...,kn) = pSi(z)q.

Respektivnom zamenom promen	ivih x0, ..., xn, numeralima k0, ...,kn u formuli

koja ima Gedelov broj ki, tj. u formuli

Pi(su(x0, x0, ..., xn), ..., su(xn, x0, ..., xn), z),

dobija se formula Si(z), te je subst(ki, k0, ..., kn) jednako Gedelovom broju izraza

Si(z). Dakle, Σ−reqenica

su(ki,k0, ...,kn) = pSi(z)q

je taqna, a iz dokazivosti taqnih Σ−reqenica sledi

35



` su(ki,k0, ...,kn) = pSi(z)q. �

Primetimo da, ako su sve formule P0(y0, ..., yn, z), ..., Pn(y0, ..., yn, z), Σ−formule
ili ∆−formule, onda su i sve formule S0(z), ..., Sn(z) tako�e Σ−formule ili

∆−formule, respektivno.
Posledica 1

Pretpostavimo da su P0(y0, ..., yn), ..., Pn(y0, ..., yn) formule na jeziku PA, qije su

sve slobodne promen	ive me�u promen	ivima y0, ..., yn. Tada postoje reqenice

S0, ..., Sn na jeziku PA takve da

` S0 ↔ P0(pS0q, ..., pSnq), ..., i

` Sn(↔ Pn(pS0q, ..., pSnq).

Dokaz

Ovo je specijalni sluqaj generalizovane leme o dijagonalizaciji, kada je m = 0.

�

Posledica 2 (Lema o dijagonalizaciji)

Pretpostavimo da je P (y) formula na jeziku PA u kojoj je y jedina slobodna

promen	iva. Tada postoji reqenica S na jeziku PA takva da ` S ↔ P (pSq).

Dokaz

Ovo je specijalni sluqaj Posledice 1, kada je n = 0. �

2.2 Lebova teorema i teorema o nepotpunosti PA

Leon Henkin 1952. godine postav	a pita�e da li je reqenica S, dobijena iz

leme o dijagonalizaciji kada se umesto P (x) stavi Bew(x), dokaziva ili ne. Za

takvo S va�i ` S ↔ Bew(pSq). Martin Hugo Leb je 1954. godina odgovorio na

ovo pita�e pokazavxi da za sve reqenice S, ako ` Bew(pSq)→ S, onda ` S. Danas
je ovo tvr�e�e poznato kao Lebova teorema. Ona odmah daje odgovor na Henkinovo

pita�e, jer ako ` S ↔ Bew(pSq), onda ` Bew(pSq)→ S, stoga je ` S.
Znaqaj Lebove teoreme je vixestruk, a ogleda se, izme�u ostalog, i u slede�im

situacijama.

Qesto nije jednostavno shvatiti koliko je veliki jaz, u matematiqkom smislu,

izme�u taqnosti i dokazivosti. Naime, ukoliko se ne shvata razlika izme�u ova

dva pojma, mo�e se qiniti da je formula Bew(pSq) → S, za koju pretpostavka

Lebove teoreme tvrdi da je dokaziva, trivijalno taqna u svakom sluqaju, nezavisno
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od toga da li je S taqna ili ne, odnosno dokaziva ili ne. Me�utim, ako je S

netaqna, ne bi bilo dobro da je i dokaziva, jer bi se tada qinilo da S ne bi trebalo

uvek da bude dokazivo, ve� samo pod uslovom da je Bew(pSq)→ S dokazivo.

Mo�da deluje kao da Bew(x) u Lebovoj teoremi funkcionixe kao negacija.

Znamo, ako je ¬S → S dokazivo, dokazivo je i S, a dokaziva�e formule S na

ovaj naqin naziva se reductio ad absurdum. Me�utim, donoxe�e zak	uqaka o S

samo na osnovu qi�enice da je (S → S) dokazivo, je logiqka grexka koja se naziva

petitio principii. Ukoliko se ne razlikuju pojmovi taqne i dokazive formule, mo�e

se qiniti da Lebova teorema tvrdi da je petitio principii dopuxteno u Peanovoj

aritmetici.

Mo�da bi bilo za oqekiva�e da �e PA bar povremeno tvrditi da je ispravna

s obzirom na nedokazivu reqenicu S, tj. tvrditi da ako dokazuje S, onda S

va�i. Me�utim, Lebova teorema nam govori da to nikada nije tako. PA tvrdi

Bew(pSq) → S, xto je ispravno s obzirom na S samo kada je oqigledno da jeste,

odnosno kada je S zaista dokaziva.

Konaqno, mo�e izgledati vrlo qudno da tvr�e�e koje ka�e da ako je S dokazivo,

onda je S taqno, nije samo po sebi dokazivo. Qini se da je sasvim oqigledno da

za bilo koje S va�i da, ako je S taqno, onda je S i dokazivo. Zaxto se uopxte

baviti Peanovom aritmetikom ako �ene teoreme nisu taqne, i kako je mogu�e da

bilo koja takva oqigledna istina nije dokaziva?

U nastavku navodimo Lebovu teoremu, kao i �en dokaz.

Teorema 2.1 (Lebova teorema)

Ako ` Bew(pSq)→ S, onda ` S.

Dokaz

Neka je Q(x) formula (Bew(x)→ S). Prema dijagonalnoj lemi, postoji reqenica

I za koju va�i: ` I ↔ Q(pIq), tj. ` I ↔ (Bew(pIq) → S). Radi lakxeg qita�a,

skrati�emo ”Bew(I)” na ”PI”. Da	e imamo

(1) ` I ↔ (PI → S). Odavde sledi

(2) ` I → (PI → S), a onda po uslovu (i) iz prethodnog poglav	a o Peanovoj

aritmetici,

(3) ` P (I → (PI → S)), a po uslovu (ii) iz prethodnog poglav	a

(4) ` P (I → (PI → S))→ (PI → P (PI → S)). Iz (3) i (4) sledi

(5) ` PI → P (PI → S). Ponovo prema uslovu (ii) iz prethodnog poglav	a imamo

(6) ` P (PI → S)→ (PPI → PS), a prema (5) i (6) sledi
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(7) ` PI → (PPI → PS). Prema uslovu (iii) iz prethodnog poglav	a,

(8) ` PI → PPI, a iz (7) i (8) sledi

(9) ` PI → PS.

Sada pretpostavimo da je ` Bew(pSq)→ S, odnosno

(10) ` PS → S. Prema (9) i (10) imamo

(11) ` PI → S, a iz (1) i (11) sledi

(12) ` I. Iz (i) prethodnog poglav	a, sledi
(13) ` PI, a onda iz (11) i (13) sledi
(14) ` S.�

Teorema 2.2 (Prva teorema nepotpunosti PA)

Neka je ` S ↔ ¬Bew(pSq). Onda ako je PA konzistentna,

(a) 0 S;
(b) ako ` Bew(pSq)→` S, onda PA 0 ¬S.

Dokaz

(a) Imamo iz (i) ako ` S onda ` Bew(pSq), odnosno ` ¬S. S obzirom da je PA

konzistenstna, dobijamo 0 S;
(b) Ako ` ¬S, onda Bew(pSq), odakle po pretpostavci sledi ` S. Iz konzistent-
nosti PA dobijamo 0 ¬S. �

Teorema 2.3 (Druga teorema o nepotpunosti PA)

Ako je PA konzistentna, onda PA 0 ¬Bew(p⊥q).

Dokaz

Kontrapozicijom, ako ` ¬Bew(p⊥q), onda ` Bew(p⊥q) → ⊥, odakle iz Lebove
teoreme sledi ` ⊥, odnosno PA nije konzistentna. �

2.3 Posledice Lebove teoreme

Kontrapozicijom, iz Lebove teoreme imamo da, ako P nije dokazivo u PA, onda

”ako je P dokazivo u PA, onda je P taqno” nije dokazivo u PA. Uz pretpostavku

da je PA konzistentna, dajemo primere reqenica koje nisu dokazive u PA.

Primer 1

S obzirom da ”1 + 1 = 3” nije dokazivo u PA, onda ni ”ako je 1 + 1 = 3 dokazivo

u PA, onda 1 + 1 = 3 ” nije dokazivo u PA.

Primer 2

Dajemo primer taqne reqenice koja nije dokaziva u PA.
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Jaka konaqna Remzijeva teorema tvrdi da za bilo koje prirodne brojeve n, k,m

ve�e od nule postoji N takvo da ako obojimo bilo koji podskup od n elemenata

skupa S = {1, 2, 3, ..., N} jednom od k boja, onda postoji podskup Y skupa S koji ima

najma�e m elemenata, za koji va�i da su svi �egovi podskupovi od n elemenata

iste boje, a broj elemenata skupa Y je ma�i ili jednak najma�em elementu skupa

Y .

Paris-Haringtonova teorema ka�e da jaka konaqna Remzijeva teorema nije

dokaziva u PA. Dakle, iz Lebove teoreme sledi da ”ako je jaka konaqna Remzi-

jeva teorema dokaziva u PA, onda je jaka konaqna Remzijeva teorema taqna” nije

dokaziva u PA.
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