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Predgovor

Razvoj savremenog bankarstva i privrede pove�ava izlo�enost
razliqitim rizicima. Rizici, kao mogu�nost apsolutnog ili rela-
tivnog gubitka u odnosu na oqekivani, su karakteristika bankarskog
poslova�a. �ihova identifkacija kao i adekvatne mere zaxtite
postale su va�an faktor uspexnog poslova�a.

Da bi se rizik izbegao ili barem doveo u prihvat	ivo sta�e,
potrebno je �ime uprav	ati. Uspexnost finansijskih institucija
zasniva se na adekvatnoj proceni izlo�enosti kreditnom riziku.

U prvom poglav	u ovog rada opisa�emo kreditni rizik. Upo-
zna�emo se sa paramatrima koje konfigurixu kod kreditnog rizika,
opisa�emo verovatno�u neispu�e�a obaveza (verovatno�a nepla�a�a)
i verovatno�u ispu�e�a obaveza (verovatno�u opstanka). U nastavku
opisa�emo modele kreditnog rizika, koji za ci	 imaju sma�e�e rizika
na najma�i mogu�i nivo.

U drugom poglav	u upozna�emo se sa logistiqkom regresijom, opisa-
�emo poreklo logistiqke funkcije. U ovom poglav	u predstavi�emo
logistiqke regresione modele, kreira�emo model, odrediti intervalne
ocene, i predstaviti procene slaga�a modela sa podacima.

U tre�em poglav	u opisa�emo modele stabla odluqiva�a. Pred-
staviti proces kreira�a stabla odluka, naqin grana�a, i izbor
optimalne veliqine stabla odluka.

U posled�em poglav	u prikaza�emo na primeru prethodno opisane
modele. Opisa�emo podatke koje �emo koristiti, iskoristi�emo logis-
tiqko regresione modele i modele stabla odluqiva�a. I kao kraj�i
rezultat predstavi�emo rezultate dobijene iz modela i me�usobno ih
uporediti.
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Poglav	e 1

Kreditni rizik

1.1 Uvod

Uopxteno govore�i, kreditni rizik predstav	a rizik da du�nik
(obligator, reference entity) ne ispuni svoje obaveze u dogovorenom (un-
apred odre�enom) vremenskom periodu T . Ako se ovaj doga�aj dogodi,
ka�emo da se dogodio doga�aj neispu�e�a obaveza ili doga�aj neizvr-
xe�a finansijskih obaveza (default event).

Kreditni rizik je prisutan u svakodnevnom �ivotu. Na primer,
posmatrajmo osobu koji dolazi u banku i aplicira za kredit kako bi
kupila odre�enu nekretninu. Pretpostavimo da je kredit odobren od
strane banke, koja ima dogovor sa klijentom (du�nikom) da �e novac
vratiti posle ispu�e�a odre�enih kriterijuma i unapred odre�enom
vremenskom periodu. U ovoj situaciji kreditna institucija (banka) je
izlo�ena riziku da ta osoba ne�e vratiti kredit (deo sume ili ceo
iznos uzetog kredita), ili osoba ne�e ispuniti utvr�ene kriterijume.

Vrsta rizika sa kojom se banka suoqava je upravo kreditni rizik.
Du�nik je osoba koja aplicira za pozajmicu (kredit). Doga�aj neispu-
�e�a obaveza (default event) se ostvaruje na dan kada du�nik nije u
sta�u da ispuni svoje obaveze.

Ovaj primer pokazuje glavne karakteristike kreditnog rizika.
Mo�emo videti da su ovde uk	uqene dve strane: sa jedne je banka, koja
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POGLAV�E 1. KREDITNI RIZIK

se izla�e riziku, dok je na drugoj strani du�nik (ponekad se naziva i
poverilac) koji mora da ispuni niz obaveza. Prilikom aplicira�a za
kredit, postoji niz kriterijuma koji se ovom prilikom utvr�uju, kao
i kojim redosledom �e ove obaveze biti ispu�ene, tj. niz kriterijuma
koji identifikuju du�nika. Na kraju, rizik je odre�en u unapred
zadatom vremenskom periodu [0, T ], gde se T naziva vreme dospe�a
(maturity, the time horizon).

Ovaj primer tako�e pokazuje i da postoje razliqiti elementi koje
banke ne poznaju u trenutku kada izdaju kredit. Prvo, banka ne
zna verovatno�u doga�aja kraha. Banke ovaj problem pokuxavaju da
prevazi�u prikup	a�em raznih informacija o budu�em du�niku, kako
bi odredili verovatno�u da on ne�e biti u mogu�nosti da vrati novac.
Qak i ako pretpostavimo da �e se desiti doga�aj kraha, neizvesno je
kada se on mo�e dogoditi. Tako�e, i iznos gubitka je neodre�en.

Ne postoji jedinstvena definicija kreditnog rizika. Definicija
zavisi od konteksta i svrhe za koju neko �eli da definixe ovaj pojam.
Samim tim, mo�emo re�i da se rizik definixe kao verovatnosna mera
da se dogodi doga�aj neispu�e�a obaveza. Na taj naqin definisan
rizik izra�ava opasnost da efekti budu�ih ishoda doga�aja odstupaju
od oqekivanih ishoda.

Opxte prihva�ena definicija kreditnog rizika glasi:

Definicija 1.1.1. Kreditni rizik je specifiqna vrsta rizika koji
nastaje pri investira�u finansijskih sredstava. Kreditni rizik je
rizik da zajmoprimac u finansijskom ugovoru ne�e izvrxiti obavezu
delimiqno ili u celini, xto �e izazvati da investitor pretrpi fi-
nansijski gubitak.

U finansijskom svetu, kreditni rizik se mo�e okarakterisati
u terminima: du�nik (referentna osoba), skup kriterijuma koji
definixu doga�aj kraha (neispu�e�a obaveza), i vremenski interval u
kojem je zastup	en kreditni rizik.

Qesto, umesto du�nika i kredita, govori se o kompanijama i obvezni-
cama. U ovom sluqaju krah mo�e biti definisan na razliqite naqine.
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POGLAV�E 1. KREDITNI RIZIK

Jox neki od primera doga�aja kraha mogu biti: nepla�ena ob-
veznica1 (na primer kupon obveznice), restruktuira�e kompanije, ili
spaja�e sa drugom korporacijom [1].

U svetu je mali broj kraha kompanija, ali imaju veliki uticaj
na finansijsko tr�ixte. Kreditne agencije2, kao xto su Mudi,
Standard i Pur, svakodnevno raqunaju kreditni rizik za razliqita
preduze�a sa tr�ixta [1]. Promena rejtinga kompanije utica�e na
cene svih srodnih finansijskih instrumenata, kao xto su prinosi
korporativnih obveznica.

Vixestruki krahovi su izuzetno retki, neki od nih su, na primer,
prirodne katastrofe, sistemski krahovi, politiqki doga�aji, terori-
stiqki doga�aji.

U nastavku opisa�emo Bazelski komitet, koji je osnovan sa ci	em
uprav	a�a kreditnim rizikom, osnovne parametre koji konfigurixu
kod kreditnog rizika i modele kreditnog rizika.

1.2 Bazelski komitet

Krajem 1974. guverneri zema	a qlanice G10 osnovali su Bazelski
komitet za bankarski nadzor, koji ima za ci	 unapre�e�e bankarskog
nadzora na nivou celog sveta. Danas qlanstvo u komitetu ima trinaest
zema	a: Belgija, Holandija, Francuska, Kanada, Japan, Luksemburg,
Nemaqka, Italija, Xpanija, Velika Britanija, SAD, Xvedska i
Xvajcarska [2].

Bazelski komitet nema nadnacionalni autoritet kontrole, i �egovi
zak	uqci nemaju pravnu snagu. On formulixe osnovne standarde i
preporuquje najbo	e prakse u svojim dokumentima, u ci	u da �e ih
supervizori xirom sveta primeniti na odgovaraju�i naqin za �ihove

1Obveznica (bond) je finansijski instrument, odnosno du�niqka hartija od vred-
nosti, kojom izdavalac (du�nik) priznaje da ima finansijsku obavezu ka poveriocu,
a slu�i poveriocu kao dokaz za to i kao sredstvo prikup	a�a naplate.

2Agencija za kreditne rejtinge (Credit Rating Agencies - CRA) je kompanija koja
dode	uje kreditne rejtinge klijentima, tako xto oce�uje sposobnost du�nika da is-
plati dug pravovremenim isplatama kamata i glavnice i verovatno�om neizvrxe�a
obaveza.
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nacionalne sisteme. Bazelski komitet ima lidersku ulogu u usposta-
v	a�u smernica procene uprav	a�a rizikom banaka.

Standardi iz me�unarodno usaglaxenog okvira za mere�e adekvat-
nosti kapitala (Bazel II) prestav	aju obuhvatniji naqin tretira�a
izlo�enosti banaka kreditnom riziku u odnosu na Sporazum o kap-
italu(Bazel I), iniciraju�i kod banaka ve�u oset	ivost u odnosu na
izlo�enost i potrebu da u kontinuitetu razvijaju okvir za uprav	a�e
ovim rizikom.

Posebni kvaliteti Bazelskog sporazuma kada je u pita�u kreditni
rizik su:

1. Razvojni put pristupa mere�a izlo�enosti kreditnom riziku i
kalkulacije kapitala, kao i mogu�nost izbora izme�u razliqitih
pristupa;

2. Veliki naglasak na potrebi da banke razvijaju svoje interne
modele za mere�e izlo�enosti kreditnom riziku i kalkulaciju
ekonomskog kapitala;

3. Nove tehnike za ubla�ava�e izlo�enosti kreditnom riziku,
mogu�nost izbora, od jednostavnijih, do slo�enijih pristupa ovim
tehnikama.

Ponu�eni set pristupa za mere�e izlo�enosti kreditnom riziku ra-
zlikuje se po nivou sofisticiranosti, prihvataju�i da nisu sve banke
podjednako spremne da mere svoju izlo�enost ovom riziku, ali i �e	u
komiteta da i Bazelski sporazum bude xiroko prime�en u svetskoj
bankarskoj industriji i da postane svetski standard u domenu mere�a
kapitalne adekvatnosti banaka. Postoje tri nivoa pristupa [2]:

• Standardizovani pristup kreditnom riziku, koji je najjednos-
tavniji,

• Osnovni vixi pristup kreditnom riziku, kao prvi nivo pri-
stupa kreditnom riziku koji podrazumeva primenu internih
metodologija banaka za mere�e izlo�enosti i procenu adekva-
tnosti kapitala samo u odnosu na jednu komponentu (verovatno�u
neizvrxe�a obaveza od strane du�nika). Za ostale komponente
rizika banke moraju da se oslone na procenu supervizora,
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• Vixi pristup kreditnom riziku, kao najve�i nivo pristupa kre-
ditnom riziku, koji u potpunosti omogu�uje mere�e izlo�enosti i
procenu adekvatnosti kapitala primenom internih metodologija
banaka.

Nakon Bazelovog sporazuma (Basel II Accord) 2004. godine, banke
moraju izdvojiti odre�en iznos kapitala za pokri�e rizika koji je
svojstven �ihovim kreditnim portfolijima. Predmet ovog sporazuma
je upravo ispu�e�e minimalnih uslovima i zahteva za uprav	a�e
rizikom. Komponente rizika uk	uquju procene verovatno�e kraha,
stope oporavka i izlo�enost krahu. Ovo, naravno, podstiqe banke da
investiraju u modelima kreditnog rizika sa xto ve�im brojem pristupa.

Krajem juna 2017. godine u Srbiji je usvojen i u primeni nov spo-
razum (Bazel III), qiju izradu su banke potvrdile tokom 2013. godine.
Ci	 novog sporazuma je bo	e uprav	a�e rizicima, a deta	nije se mo�e
videti u [3].

1.3 Parametri za mere�e izlo�enosti

kreditnom riziku

Glavni ci	 ovog rada je kreira�e modela za procenu izlo�enosti
riziku raznih finansijskih instrumenata qija je vrednost povezana sa
verovatno�om da �e se odre�eni du�nik (ili grupa du�nika) do�iveti
krah u odre�enom vremenskom intervalu [0, T ]. Sa ovim ci	em defini-
sane su razliqite mere koje poma�u u odre�iva�u izlo�enosti kredi-
tnom riziku. Verovatno�a nepla�a�a (Probability at defualt - PD) i
dodatne dve komponente rizika gubici u sluqaju nepla�a�a (Loss Given
Default - LGD) i izlo�enost (Exposure at default - EAD) su k	uqni
ulazni parametri kalkulacije kapitala. Samim tim validacija ovih
komponenti je k	uqna u procesu zaxtite od rizika.

U nastavku opisa�emo deta	nije ove komponente.

1.3.1 Verovatno�a nepla�a�a i

verovatno�a opstanka

Zadatak dode	iva�a verovatno�e nepla�a�a (Probability at default
- PD) svakom klijentu, nije uopxte jednostavan zadatak. Postoje dva
osnovna pristupa definisa�a ove verovatno�e :
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• Odre�iva�e verovatno�a gubitaka na osnovu podataka sa tr�ixta
(Calibration of default probabilities from market data). Najpoz-
natiji koncept je oqekivane frekvencije neizvrxe�a finan-
sijskih obaveza3, koju su predstavili Kilhofer, MekKoun i
Vaxiqek (KMV model),

• Odre�iva�e verovatno�a gubitaka na osnovu rangira�a4. U ovom
sluqaju su verovatno�e nepla�a�a povezane sa rejtingom.

Mo�emo definisati verovatno�u ispu�e�a i neispu�e�a obaveza
[1]:

Definicija 1.3.1. Verovatno�a ispu�e�a obaveza - opstanka (sur-
vival probability - PSurv(t)) je verovatno�a da du�nik ispuni odgovaraju�e
obaveze u odre�enom intervalu [0, t], tj. da se krah ne dogodi u vremen-
skom intrevalu izme�u 0 i t. Neka sluqajna promen	iva X predstav	a
vremenski trenutak u kome se desio krah. Tada je

PSurv(t) = P{X > t}.

U skladu s tim, verovatno�a neispu�e�a obaveza - kraha (default proba-
bility - PDef (t)) je verovatno�a da du�nik ne ispuni obaveze u vreme-
nskom intervalu [0, t]. Tada je

PDef(t) = P{X ≤ t}.

1.3.2 Rangira�e klijenata

U osnovi rangira�e klijenta opisuje kreditnu sposobnost klijenata.
Koriste se kvantitativne i kvalitativne informacije za procenu kli-
jenta. U praksi, postupak oce�iva�a se qesto vixe zasniva na proceni
i iskustvu rangira�a analitiqara, nego na qisto matematiqkim pro-
cedurama sa strogo definisanim ishodima. U Sjedi�enim Ameriqkim
Dr�avama i Kanadi, ve�ina aplikanata za kredit su oce�eni barem od

3Oqekivana frekvencija gubitaka (Expected Default Frequencies - EDF) je
verovatno�a da kompanija u nekom trenutku ne�e izvrxiti obeveze, tako xto ne�e
uplatiti kamatu ili glavnicu.

4Verovatno�a gubitaka na osnovu rangira�a (Calibration of default probabilites from
ratings) predstav	a metod dodele ranga klijentima, rejting mo�e biti dode	en na
osnovu agencija za dodelu rejtinga (na primer Moody’s Investors Services, Standard &
Poor’s (S&P)), ili nekim internim bankarskim pristupom.
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strane dve rejting agencije5.

Na nerazvijenim tr�ixtima banke moraju koristiti svoj sistem
rangira�a. Osobe koje dode	uju rejting klijentima su kreditni
analitiqari banaka. Oni moraju uzeti u obzir mnoge razliqite
parametre navedene kompanije, kao na primer: dug, kratkoroqne i
dugoroqne obaveze, kapital kompanije, likvidnost kompanije, sta�e
dr�ave u kojoj se kompanija nalazi, sta�e na tr�ixtu...

Rejting je atribut kreditne sposobnosti koji se ne mo�e strogo
matematiqki definisati. Predstav	a rezultat bankarskih procena
klijenta na osnovu istorijskih podataka o klijentu (kao xto je istorija
pla�a�a, dugovni iznos, broj raquna u banci, visina kredita) upotre-
bom statistiqkih alata6, i nakon odre�enog perioda vrxi se ponovna
procena (novo rangira�e istih kao i novih klijenata).

1.3.3 Izlo�enost

Izlo�enost (Exposure at default - EAD) je parametar koji se koristi
za izraqunava�e ekonomskog kapitala ili regulatornog kapitala pod
Bazelskim II komitetom za bankarsku instituciju. Predstav	a bruto
iznos koji du�nik nije vratio u trenutku doga�aja neispu�e�a obaveza,
izra�eno u valuti.

Izvan Bazel II, ovaj koncept je poznat i kao kreditna izlo�enost
(Credit exposure - CE). Ona predstav	a neposredni gubitak koji bi
zajmodavac izgubio ako du�nik (ugovorna strana) u potpunosti ne
isplati svoj dug.

Generalno gledano, EAD se posmatra kao procena u kojoj meri bi
banka mogla biti izlo�ena ugovornoj strani u sluqaju i u trenutku
neizvrxe�a obaveza partnera. EAD je jednak teku�em iznosu u sluqaju
neizmirenih obaveza, kao xto su dugoroqni krediti [4].

5U Sjedi�enim Ameriqkim Dr�avama postoji veliki broj agencija koje rade pro-
cenu kreditne spopobnosti klijenata (neke od agencija su Moodi’s, S & P i Fitch)

6Rejting klijenata (credit scoring) je procena kreditne sposobnosti klijenata, i za
�eno izraqunava�e je neophodna pomo� statistiqkih softvera, najqex�e korx�eni
su: SAS Business Intelligence, R, Stata, RapidMiner, itd.
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1.3.4 Gubitak usled neispu�e�a obaveza

Gubitak usled neispu�e�a obaveza, kraha (Loss Given Default -
LGD), je udeo gubitka u trenutnu kada du�nik ne mo�e da izmiri
svoje dugove, u odnosu na ukupnu izlo�enost, tj. predstav	a procenat
izlo�enosti gubitku.

Ovo je jedan od glavnih parametara kod kreditnog rizika, povezan
je sa parametrom oqekivanog gubitka (EL - Expected Loss), kao i
regulatornog kapitala na osnovu Bazelskog komiteta.

Gubitak usled neispu�e�a obaveza (LGD) predstav	a udeo
izgub	enog kapitala u odnosu na ukupan iznos, koji je izgub	en u
trenutku neispu�e�a obaveza du�nika. Stopa spasa (Recovery Rate -
RR) se definixe RR = LGD − 1 i predstav	a udeo sredstava koji je
povra�en od trenutka kada se desio krah.

Primer 1. Pretpostavimo da je klijent od banke uzeo kredit za
kupovinu stana, ali je doxlo do kraha klijenta, i preostali dug u
trenutku kraha iznosi 200000 dolara. U tom trenutku banka radi
zaplenu stana (xto predstav	a depozit) i mo�e ga prodati po neto
ceni od 160000 (uk	uquju�i i troxkove koje se odnose na otkup). Tada
je udeo gibitka usled neispu�e�a obaveza jednak

LDG = (200000− 160000)/200000 = 0.2,

odnosno 20%, a stopa spasa je jednaka RR = 1−LDG = 0.8, odnosno 80%.

1.3.5 Oqekivani gubitak

Oqekivani gubitak (Expected Loss - EL) je sred�a vrednost gu-
bitka ako se desi doga�aj neispu�e�a obaveze tokom vremenskog inter-
vala [0, T ], gde je T trenutak doga�aja neispu�e�a obaveza. Ako pret-
postavimo da je data promen	iva gubitka L:

L =

{
X, desio se doga�aj neispu�e�a obaveza E;
0, inaqe.

tada oqekivani gubitak iznosi EL = P (E) · E(X).

Kako bi se zaxtitili od mogu�eg nevra�a�a pozajmica, banke qesto
koriste neku vrstu osigura�a od mogu�eg gubitka, kako za lica koja su
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vrlo riziqna, tako i za ma�e riziqna. Napla�iva�em odgovaraju�e pre-
mije rizika (iznos preko vrednosti kredita - kamata) za svaki kredit
i prikup	a�e ovih premija rizika na internom bankovnom raqunu,
nazvanom rezervisa�a za oqekivane gubitke, stvori�e kapitalni jastuk
za pokriva�e gubitaka koji nastaju zbog neispla�enih kredita.

Na finansijskom tr�ixtu je uveden dodatni koncept prilikom
izdava�a kredita koji ima za ci	 da se ve�ina kredita otplati tokom
vremena, kao i da se sma�i iznos neotpla�enog iznosa kod kredita
koji nisu vra�eni. Sa druge strane, krediti su obiqno podr�ani
hipotekom, qija se vrednost me�a vremenom u odnosu na neizmirenu
vrednost kredita.

Banka svakom klijentu dode	uje odre�enu verovatno�u kraha (default
probability - PD), udeo gubitka koja se naziva gubitak u sluqaju ne-
pla�a�a (loss given default - LGD), udeo izlo�enosti kredita za koji se
oqekuje da ne�e biti vra�en u sluqaju neizvrxe�a obaveza, i izlo�enost
(exposure At Default -EAD) iznos koji �e biti izgub	en u odre�enom vre-
menskom periodu. Na osnovu prethodnog, oqekivana vrednost gubitaka
(EL) bilo kog du�nika predstav	a oqekivanu vrednost promen	ive gu-
bitka i iznosi:

EL = EAD × LGD × PD,P (D) = PD,

gde je L gubitak, D predstav	a doga�aj da du�nik ne vrati kredit u
odre�enom vremenskom periodu, i P (D) je verovatno�a ovog doga�aja [4].

1.4 Modeli kreditnog rizika

Budu�i da uspexnost poslova�a banke neposredno zavisi od sposo-
bnosti predvi�a�a i kvalifikacije rizika, za �u je vrlo va�no
ispravno proceniti kreditnu sposobnost osoba koje apliciraju za poza-
jmicu. Pre pojave modela kreditnog rizika i razvoja odgovaraju�ih
tehnologija potrebnih za �ihovu implementaciju, takva se procena
zasnivala isk	uqivo na iskustvu i subjektivnom ose�aju bankarskog
analitiqara. Rezultati takvih odluka qesto nisu bili zadovo	avaju�i.
Posledica je bila da su krediti odobravani klijentima koji su kasnije
zapali u potexko�e s otplatom zajma, dok su odbijani zahtevi onih koji
su bili u mogu�nosti izvrxavati svoje obaveze.
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Modeli kreditnog rizika razvijeni su sa ci	em utvr�iva�a
verovatno�e da klijent, s odre�enim karakteristikama, ne�e biti u
mogu�nosti da izvrxi svoje obaveze.

S vremenom modeli kreditnog rizika postali su sna�na podrxka
bankama u uprav	a�u kreditnim rizikom. Prema Hend i Henleju7

kreditni rizik je termin koji se koristi za opisiva�e formalnih
statistiqkih metoda klasifikacije aplikanata za kredit (riziqnih
i ma�e riziqnih). Dakle, kreditni rizik se svodi na problem klasi-
fikacije, gde su ulazni podaci oni koji se odnose na podnosioce zahteva
za kredit.

Pri kreira�u modela kreditnog rizika potrebno je biti svestan
qi�enice da se ne mo�e taqno klasifikovati svaki analizirani
klijent. Savrxena klasifikacija je nemogu�a, budu�i da i dobri i
loxi klijenti ponekad imaju iste ili sliqne karakteristike. Zbog
toga se pri modelira�u nastoji odrediti pravilo koje kao rezultat
daje najma�i mogu�i broj netaqnih klasifikacija [4].

Statistiqka teorija nudi razliqite metode za oce�iva�e kreditnog
rizika. U ovom radu pa��u �emo posvetiti modelima logistiqke
regresije, kao i modelima stabla odluqiva�a.

Regresija se koristi za opisiva�e i predvi�a�e zavisne promen	ive
u odnosu na skup nezavisnih promen	ivih. Kako se binarne promen	ive
pojav	uju kod kreditnog rizika (na primer da li klijent uspexno
ispunio svoje obaveze, ili je doxlo do kraha), logistiqka regresija
je naxla primenu u modelira�u ovog rizika. Na osnovu �e se mo�e
proceniti da li �e du�nik u potpunosti ispuniti svoje obazeve, ili
�e do�i do doga�aja neispu�e�a obaveza.

Stablo odluka je poznato i kao stablo klasifikacije. Stabla
predstav	aju modele koji se sastoje iz skupa "ako-onda" uslova de	e�a
kod sluqajeva klasifikacije na dve ili vixe razliqitih grupa. U
sluqaju binarne klasifikacije, svaki qvor stabla je dode	en pravilu
odluqiva�a koji opisuje uzorak i deli ga na dve podgrupe. Tada se

7Henlej (W. E. Henley) i Hend (D. J. Hand) su u radu "K najbli�ih susednih klasi-
fikatora za procenu kreditnog rizika du�nika" (”A k-Nearest-Neighbour Classifier
for Assessing Consumer Credit Risk”) opisali �ihovu metodu za procenu kreditnog
rizika na osnovu razdvaja�a skupa podataka u razliqite klase i raquna�e uda	e-
nosti izme�u susednih klasifikatora.
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proces posmatra�a razvija nani�e preko stabla u skladu sa pravilom
donoxe�a odluka sve do kraj�eg qvora u razgranatoj xemi stabla, koji
tada predstav	a klasifikaciju ovog stabla odluka [8].

U ovom radu opisa�emo deta	nije ove statistiqke metode i �ihove
primene u podruqju uprav	a�a kreditnim rizikom.
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Poglav	e 2

Logistiqka regresija

Logistiqka raspodela je neprekidna raspodela verovatno�e qija je
funkcija raspodele:

F (x) =
1

1 + e
x−m
s

, x ∈ R.

U ovom poglav	u opisa�emo nastanak i razvoj logistiqke raspodele,
kao i �ene najva�nije osobine.

2.1 Razvoj logistiqke funkcije tokom

vremena

Logistqka funkcija je nastala u 19. veku za potrebe modelova�a
rasta razliqitih populacija. Razliqiti istra�ivaqi su se jox tokom
18. veka bavili prouqava�em i predvi�a�em rasta 	udske populacije
u nekoj zem	i.

Tomas Maltus (1776-1834), ekonomista iz Engleske, je u svom radu
”An essay on the principle of population as it affects the future improvement
of society” iz 1789. godine izlo�io svoje gledixte da se sa pove�a�em
broja stanovnika pove�ava i koliqina proizvedenih resursa, hrane i
sliqno, ali ovo pove�a�e raste aritmetiqkom progresijom, dok rast
broja stanovnika prati geometrijsku progresiju. Posle odre�enog broja
godina, resursa �e biti ma�e, a stanovnika koji �e ih koristiti vixe,
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pa �e tako zavladati oskudice. Ovo sta�e �e se vremenom pogorxavati
i dobilo je naziv - demografska (Maltusova) katastrofa. Doxli su do
zak	uqka da je jedini naqin da se izbegne ili odlo�i katastrofa sma-
�e�e priraxtaja, xto se mo�e posti�i pove�a�em smrtnosti - namerno
izazvanim ratovima, bolestima, oskudicama, ili ograniqenim ra�a�em.

Ovaj problem se svodi na prouqava�e neke koliqineW (t) (na primer
veliqina 	udske populacije u vremenskom trenutku t) i �enog prira-
xtaja u jedinici vremena koji �emo obele�iti sa W ′(t):

W ′(t) =
dW (t)

dt
. (2.1)

Na primeru populacije, prebrojava�em dolazimo do podatka da u
nekom trenutku t0 na Zem	i �ivi W (0) stanovnika. Populacija u
slede�em trenutku je srazmerna populaciji u prethodnom jer rast
stanovnixtva prati geometrijsku progresiju, odnosno W (1) = rW (0),
gde je r parametar koji opisuje neto priraxtaj stanovnixtva i mo�e se
dobiti iz postoje�ih podataka.

Ako sa γ oznaqimo konstantnu brzinu ra�a�a u jedinici vremena
po jedinki (stopa nataliteta), a sa δ konstantnu brzina umira�a u
jedinici vremena po jedinki (stopa mortaliteta), tada va�i da je
konstantan priraxtaj β = γ − δ.

Ako je sa W (t) oznaqen broj jedinki u trenutku t, onda je on posle
nekog vremenskog intervala ∆t jednak

W (t+ ∆t) = W (t) + βW (t)∆t.

Vidimo da je rast srazmeran postoje�oj populaciji i vremenu,
odnosno da postoji neka konstanta β takva za koju va�i:

W ′(t) = βW (t), (2.2)

W (0) = W0, (2.3)

β =
W ′(t)

W (t)
. (2.4)
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Rexava�em ovih diferencijalnih jednaqina dobijamo:

dW (t)

W (t)
= βdt,

ln|W (t)| = βt+ c,

W (t) = eβtec.

Rexe�e jednaqine (2.1) je:

W (t) = W0e
βt.

Pa se dolazi do zak	uqka da je rast populacije eksponencijalan, odnosno
da postoji neka konstanta A za koju va�i:

W (t) = Aeβt,

gde se za A qesto uzima veliqina populacije u poqetnom trenutku po-
smatra�a W (0)

W (0) = W0 = Ae0 = A.

Ovaj model se pokazao kao dobar pri prouqava�u mladih populacija,
kao xto je na primer populacija Sjedi�enih Ameriqkih Dr�ava u
prvim decenijama po �ihovom nastanku, i naziva se osnovni (Maltusov)
populacioni model.

Slika 2.1: Osnovni Maltusov model1

1Tomas Maltus (Thomas Maltus) je ovaj model opisao u svom radu ”An Essey on the
Principle of Population”, deta	nije se mo�e videti u [6].

14



POGLAV�E 2. LOGISTIQKA REGRESIJA

Me�utim, belgijski matematiqar i astronom Alfons Ketle i �egov
mla�i saradnik matematiqar Pjer-Fransoa Verhulst su primetili
da ovakvo rexe�e posle nekog vremena dovodi do nerealnih procena
i da bi trebalo ograniqiti priraxtaj populacije na neki naqin.
Oni su smatrali da nijedna sredina ne mo�e na sebi da odr�ava
neograniqen broj jedinki, odnosno da rast populacije treba ograniqiti
do neke maksimalne fiksne vrednosti karakteristiqne za sistem koji
se posmatra, odnosno do nekog maksimalnog nosivog kapaciteta sredine.
Ograniqeni resursi usporavaju rast populacije i populacija te�i ka
graniqnom zasi�enu. Tako�e linearne brzine ra�a�a i umira�a nisu
konstante, i sma�uju brzinu ra�a�a, a uve�avaju brzinu umira�a sa
rastom populacije.

Oni su u jednaqinu (2.2) dodali element φ(W (t)) koji predstav	a
otpor populacije prema da	em rastu u trenutku t:

W ′(t) = βW (t)− φ(W (t)).

Verhulst je zatim eksperimentisao sa razliqitim oblicima za
φ(W (t)) i doxao na ideju da uvede konstantu ω koja bi predstav	a
gor�u granicu zasi�enosti za W . Priraxtaj populacije bi tada bio
proporcionalan trenutnoj veliqini, ali i �enom prostoru za da	i rast
ω −W (t):

W ′(t) = βW (t)(ω −W (t)).

Uvo�e�em smene P (t) = W (t)
ω

dobijamo slede�u diferencijalnu jed-
naqinu:

P ′(t) = βP (t)(1− P (t)),

a �eno rexe�e je oblika:

P (t) =
eα+βt

1 + eα+βt
.

Kriva P (t) ima S-oblik i Verhulst ju je nazvao logistiqkom
krivom (Slika 2.2). Ovaj model je bo	i nego Maltusov model, ali ima
nedostatke jer nisu uzeti u obzir i mnogi spo	ax�i uticaji.
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Slika 2.2: Verhulstova logistiqka kriva2

Logistiqka raspodela je ponovo otkrivena od strane Rejmonda Perla
i Lovela Rida 1920. godine. Oni nisu bili upoznati sa Verhulstovim
radom, ali su sami doxli do sliqnih zak	uqaka prilikom posmatra�a
populacije Sjedi�enih Dr�ava. Posle objav	iva�a �ihovih radova,
logistiqka funkcija je prime�ivana za predvi�a�e veliqina razli-
qitih 	udskih i �ivoti�skih populacija, me�utim ve�ina tadax�ih
matematiqara je davala ve�i znaqaj probit modelu koji se bazirao na
normalnoj raspodeli nego logistiqkom.

Tek zahva	uju�i razvoju raqunarstva u drugoj polovini 20. veka
logistiqka raspodela stiqe xiroku popularnost. �ena prednost u
odnosu na probit model bila je u jednostavnijem obliku i povo	nim
analitiqkim svojstvima koji je qine mnogo pogodnijom za izraqunava�e
uz pomo� razliqitih algoritama.

Danas je logistiqka raspodela najpoznatija po svojoj primeni u
modelima logistiqke regresije i nekih vrsta neuronskih mre�a.

Definicija 2.1.1. Standardna logistiqka funkcija (sigmoid
kriva), koja je jox poznata i pod nazivom osnovna logistiqka funkcija,
jednaka je:

P (t) =
1

1 + e−t
.

2Deta	an opis modela se mo�e videti u [7].
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Ova jednaqina se dobija kao rexe�e diferencijalne jednaqine prvog
reda:

dP

dt
= P (1− P ),

P (0) =
1

2
.

Definicija 2.1.2. Logistiqka funkcija je strogo rastu�a funkcija
koja se mo�e prikazati i u slede�em obliku:

P (t) =
1

1 + e−at
, (2.5)

gde je a parametar nagiba sigmoidne funkcije.

Me�aju�i vrednost parametra a, dobijaju se razliqiti oblici, xto
je prikazano na Slici 2.3.

Slika 2.3: Standardna logistiqka funkcija3

3Grafikon je kreiran u programskom jeziku R za razliqite vrednosti parametra
a logistiqke funckije F (x) = 1

1+e−ax , kod se mo�e videtu u prilogu B.1.
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Logistiqka raspodela je simetriqna raspodela texkih repova.

Definicija 2.1.3. Neka je X sluqajna promen	iva sa logistiqkom
raspodelom. Tada X ima slede�u funkciju raspodele i gustinu
raspodele:

F (x) =
1

1 + e−
x−m
s

, s > 0,m ∈ R, x ∈ R,

f(x) =
e−

x−m
s

s(1 + e−
x−m
s )2

, s > 0,m ∈ R, x ∈ R.

Na slikama (2.4.) i (2.5.) prikazane su funkcije i gustine logistiqke
raspodele za razliqite vrednosti parametara s i m:

Slika 2.4: Funkcija logistiqke raspodele3
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Slika 2.5: Gustina logistiqke raspodele3

Neke osnovne osobine logistiqke raspodele su:

• Oqekiva�e: E(X) = m,

• Medijana: µ = m,

• Mod: mod = m,

• Disperzija: D(X) = s2π2

3
,

• Koeficijent simetrije: γ1 = 0,

• Koeficijent sp	oxtenosti: γ2 = 6
5
.

2.2 Logistiqka regresija

Logistiqka regresija je jedan od modela uopxtene linearne regre-
sije u kome zavisna promen	iva uzima samo dve vrednosti (binarna
promen	iva), dok nezavisne promen	ive mogu biti numeriqke, kategori-
jske ili �ihova kombinacija. Logistiqki regresioni model se naziva
jox i binarni logistiqki regresioni model (Binary Logistic Regression
Model). Zavisna promen	iva se kodira tako xto se jednom ishodu do-
de	uje 1, a drugom 0, pri qemu je svejedno koji se ishod kodira jedinicom,
a koji nulom.
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2.2.1 Osnovni model

Logistiqka (logit) transformacija se koristi za predvi�a�e
verovatno�e nastupa�a pojave koja je kodirana jedinicom.

Neka su date n nezavisne sluqajne promen	ive X1, ..., Xn na osnovu
koje treba predvideti vrednosti za Y i neka Y uzima samo dve razliqite
vrednosti, G = {0, 1}. Umesto direktnog predvi�a�a kojoj �e klasi
pripadati Y , ideja logistiqke regresije je oce�iva�e verovatno�e da
Y pripadne svakoj od klasa, ako je vrednost za X1, ..., Xn poznata. Dakle,
treba proceniti slede�e verovatno�e:

P{Y = 1 | X1, ..., Xn}, P{Y = 0 | X1, ..., Xn}.

Oznaqimo sa:
P (X) = P{Y = 1|X1, ..., Xn}.

Problem se svodi na oce�iva�e vrednosti P (X). Kako P (X) predstav	a
neku verovatno�u, potrebno je da funkcija kojom se ova vrednost mode-
lira bude neprekidna, monotona i da uzima vrednosti izme�u 0 i 1.

Tvr�e�e 2.2.1. Za kreira�e logistiqko regresionog modela koristi
se logistiqka funkcija slede�eg oblika:

P (X) =
eβ0+

∑n
k=1 βkXk

1 + eβ0+
∑n
k=1 βkXk

, β0, β1, ..., βn ∈ R, β1 6= 0, ..., βn 6= 0, (2.6)

za koju va�i da je neprekidna, monotona i da uzima vrednosti izme�u
0 i 1.

Oqigledno je da funkcija (2.6) ispu�ava uslove modela za P (X).
Jednostavnim transformacijama iz (2.6) dobijamo slede�u jednakost:

P (X)

1− P (X)
= eβ0+

∑n
k=1 βkXk . (2.7)

Izraz P (X)
1−P (X)

se naziva kvotom i mo�e da uzme bilo koju vrednost
izme�u 0 i ∞. Kvote se qex�e od verovatno�a koriste u modelo-
va�ima kreditnog rizika: vrednosti blizu 0 odgovaraju veoma malim
xansama da du�nik ne ispuni svoje obaveze i zato xto je vrednost kvote
ve�a, to je ve�a i xansa negativnog ishoda, tj da se dogodi doga�aj kraha.

Primenom prirodnih logaritama na obe strane jednaqine (2.7) dobi-
jamo:

ln
( P (X)

1− P (X)

)
= β0 +

n∑
k=1

βkXk. (2.8)
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Leva strana jednaqine (2.8) se naziva logit transformacijom od
P (X). Kada vrednost P (X) pripada intervalu [0, 1], vrednost logit
funkcije se kre�e od −∞ do +∞.

Kod logistiqke regresije vrednost zavisne promen	ive Y za dato
X se mo�e izraziti kao Y |X = P (X) + ε. Najqex�i je sluqaj da
promen	iva ε ima normalnu raspodelu sa matematiqkim oqekiva�em
koje je jednak nuli i konstantnom varijansom. Me�utim, poxto je sluqa-
jna promen	iva Y binarna, ε ima binarnu raspodelu. Iz qi�enice da
je Y |X − P (X) = ε sledi da promen	iva ε uzima vrednost 1 − P (X) sa
verovatno�om P (X) (kada je Y = 1) i vrednost −P (X) sa verovatno�om
1 − P (X) (kada je Y = 0) [14]. Dakle, promen	iva ε ima slede�u
raspodelu:

ε :

(
1− P (X) − P (X)

P (X) 1− P (X)

)
,

a �eno matemetiqko oqekiva�e i disperzija iznose

E(ε) = 0,

D(ε) = P (X)(1− P (X)).

2.2.2 Kvota doga�aja

Posmatrajmo binarnu promen	ivu koja uzima vrednost 1 ako se po-
smatrani doga�aj desio i vrednost 0 ako se doga�aj nije desio. Sred�a
vrednost promen	ive predstav	a verovatno�u ostvarenih doga�aja tj.
µ = P{Y = 1}. Na primer, ako je µ = 0.83, tada se od svih posmatranih
doga�aja ostvarilo �ih 83%.

Definicija 2.2.1. Kvota doga�aja (odds) predstav	a koliqnik
verovatno�e da se doga�aj desio i verovatno�e da se doga�aj nije desio.
Ako sa P (X) oznaqimo verovatno�u da se doga�aj desio, tada kvota do-
ga�aja iznosi:

odds =
P (X)

1− P (X)
.

Na primer, ako je verovatno�a da se doga�aj desi 0.83, tada je kvota
doga�aja odds = 0.83

0.17
= 4.88, xto znaqi da doga�aj ima 4.88 puta ve�e

xanse da se desi nego da se ne desi. Ako je poznata kvota doga�aja,
verovatno�a doga�aja se mo�e izraqunati kao

P (X) =
odds

1− odds
.
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U sluqaju da je verovatno�a ostvare�a doga�aja 0.5, tada je kvota
doga�aja 1 i jednaka je kvoti komplementarnog doga�aja. Xto je kvota
nekog doga�aja ve�a, ve�a je i verovatno�a da se taj doga�aj desi, pa na taj
naqin mo�emo videti da li je ve�a verovatno�a da se desi neki doga�aj
ili �emu komplementarni doga�aj.

2.3 Parametri logistiqke regresije

Posmatrajmo logistiqki model u kome je sluqajna promen	iva
jednodimenziona:

P (X) =
eβ0+β1X

1 + eβ0+β1X
. (2.9)

Koeficijent β1 se naziva koeficijent nagiba i ukazuje na stopu
rasta ili opada�a funkcije P (X) u zavisnosti od toga da li je β1
pozitivna ili negativna konstanta. Ako je β1 = 0, tada je P (X) kon-
stantna za sve vrednosti X, pa kriva logistiqke regresije prelazi u
horizontalnu pravu. Nagib tangente logistiqke krive je dat izrazom
β1P (X)(1 − P (X)). Ako je, na primer, P (X) = 0.5 tangenta logistiqke
krive ima nagib 0.25β1, a ako je P (X) = 0.9 ili P (X) = 0.1, taj nagib
iznosi 0.09β1. Nagib se pribli�ava vrednosti 0, kako se P (X) pri-
bli�ava 0 ili 1. Najve�i nagib tangente se posti�e kada je P (X) = 0.5.

2.3.1 Oce�iva�e parametara

Model logistiqke regresije (2.6) zavisi od parametara β0, β1, β2, ..., βn
koje je potrebno oceniti iz uzorka. Prilikom oce�iva�a parametara
logistiqke regresije koristi se metod maksimalne verodostojnosti.

Ovaj metod daje vrednosti parametrima β1, β2, ..., βn koje mak-
simiziraju verovatno�u dobija�a registrovanog skupa podataka.

Definicija 2.3.1. Funkcija verodostojnosti

L(β) =  L(β0, β1, β2, ..., βn)

je funkcija nepoznatih parametara β0, β1, β2, ..., βn.

Pod uslovom da je ova funkcija diferencijabilna, tra�imo vred-
nosti parametara koje su rexe�e jednaqine

dL(β)

dβ
= 0.

22



POGLAV�E 2. LOGISTIQKA REGRESIJA

Prelazimo na logaritam funkcije verodostojnosti, pa �emo posmatrati
funckiju lnL(β).

Neka je dat uzorak obima n registrovanih vrednosti parova (Xi, Yi),
gde je Xi = (X1i, X2i, ..., Xni), a Yi uzima vrednost 0 i 1 za svako i =
1, 2, ..., n. Formiramo funkciju maksimalne verodostojnosti parametara
na osnovu ovog uzorka:

L(β0, β1, ..., βn) =
n∏
i=1

P (Xi)
Yi(1− P (Xi))

1−Yi . (2.10)

Primenom logaritma na ovu jednaqinu i zatim vra�a�em transfor-
macije iz (2.7) dobijamo:

lnL(β0, β1, ..., βn) =
n∑
i=1

ln(P (Xi))
Yi +

n∑
i=1

ln(1− P (Xi))
1−Yi

=
n∑
i=1

[Yi ln(P (Xi)) + (1− Yi) ln(1− P (Xi))]

=
n∑
i=1

Yi ln
P (Xi)

1− P (Xi)
+

n∑
i=1

ln(1− P (Xi))

=
n∑
i=1

YiX
T
i β −

n∑
i=1

ln(1 + eX
T
i β).

Ocene β̂0, β̂1, ..., β̂n parametara β0, β1, ..., βn se dobijaju kao rexe�a
slede�eg sistema jednaqina:

∂ lnL(β0, β1, ..., βn)

∂β0
= 0, (2.11)

∂ lnL(β0, β1, ..., βn)

∂β1
= 0, (2.12)

· · · (2.13)

∂ lnL(β0, β1, ..., βn)

∂βn
= 0. (2.14)

Sada �emo navesti teoremu koja se odnosi na funkcije verodosto-
jnosti i koja nam garantuje potreban i dovo	an uslov da je statistika
dovo	na:

Teorema 2.1. Statistika Tn = Tn(X) je dovo	na statistika za pa-
rameter β ako i samo ako funkcija verodostojnosti L(x; β) mo�e biti
predstav	ena u obliku L(x; β) = g(Tn(x), β)h(x), gde funkcija h(x) ne
zavisi od parametra β.
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Dokaz teoreme se mo�e videti u [9].
U nastavku navex�emo i neke osnovne teoreme koje se odnose na ocene

dobijene metodom maksimalne verodostojnosti.

Teorema 2.2. Neka je Tn efikasna ocena parametra β. Tada je Tn jedino
rexe�e jednaqine verodostojnosti.

Teorema 2.3. Ako je Tn dovo	na statistika za parametar β, onda je
svako rexe�e jednaqine verodostojnosti funkcija od Tn.

Teorema 2.4. Ako je β̂ ocena po metodi maksimalne verodostojnosti
za parametar β i q(β) neprekidna funkcija koja ima inverznu funkciju,
tada je q(β̂) ocena po metodi maksimalne verodostojnosti za q(β).

Dokazi ovih teorema se mogu videti u [9] i [10].

2.3.2 Testira�e znaqajnosti parametara

Nakon oce�iva�a parametara vixestruke logistiqke regresije,
potrebno je na�i najbo	i model, odnosno model koji najbo	e opisuje
zavisnu promen	ivu. Ovo uk	uquje formulisa�e i testira�e statis-
tiqkih hipoteza za odre�iva�e da li znaqajno utiqu na ponaxa�e
zavisne promen	ive. Testira se hipoteza

H0: promen	iva (nekoliko promen	ivih) nije znaqajna protiv al-
ternative

H1: promen	iva (nekoliko promen	ivih) je znaqajna.

Ovim testira�em poredimo registrovane vrednosti rezultuju�e
promen	ive sa vrednostima dobijene pomo�u dva modela (gde jedan od
modela sadr�i a drugi ne sadr�i promen	ivu qija se znaqajnost te-
stira). Ako su predvi�ene vrednosti na osnovu modela koji sadr�i
tu promen	ivu bo	e ili taqnije nego vrednosti na osnovu modela koji
ne sadr�i tu promen	ivu, tada je promen	iva u modelu znaqajna i
model koji sadr�i tu promen	ivu se smatra bo	im od modela koji je ne
sadr�i. U nastavku �emo opisati neke od naqina za testira�e znaqa-
jnosti parametara.

Test koliqnika verodostojnosti

Pore�e�e registrovane i oce�ene vrednosti dobijene iz modela koji
sadr�i nezavisnu promen	ivu i modela koji je ne sadr�i je bazirano
na logaritmu funkcije verodostojnosti. Pri tome se smatra da je
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registrovana vrednost zavisne promen	ive ona oce�ena vrednost koja
se dobija iz potpunog modela4.

Kada iskoristimo funkciju makismalne verodostojnosti iz jed-
nakosti (2.10) dobijamo:

D = −2 ln
Lf

Lp
= −2

n∑
i=1

(Yi ln
Ŷi
Yi

+ (1− Yi) ln
1− Ŷi
1− Yi

),

gde je Ŷi = Ŷi(Xi), statistika D se naziva odstupa�e ili devijacija
(deviance), Lf funkcija verodostojnosti oce�enog modela, a Lp je
funkcija verodostojnosti potpunog modela, dok se izraz Lf

Lp
naziva

koliqnik verodostojnosti.

Pri ispitiva�u znaqajnosti nezavisne promen	ive posmatraju se
modeli sa i bez nezavisne promen	ive. Oznaqimo sa G promenu koja
nastaje u D prilikom uk	uqiva�a nezavisne promen	ive, odnosno:

G =D(model bez nezavisne promen	ive)

−D(model sa nezavisnom promen	ivom)

=− 2 ln

(∑
Yi
n

)∑Yi (n−∑Yi
n

)n−∑Yi

∏n
i=1 Ŷ

Yi
i (1− Ŷi)1−Yi

=2
n∑
i=1

(
Yi ln Ŷi + (1− Yi) ln Ŷi

)
− 2

(∑
Yi ln

∑
Yi + (n−

∑
Yi) ln(n−

∑
Yi)−

∑
Yi ln

∑
Yi)
)
.

Teorema 2.5. Pretpostavimo da oce�en model sadr�i prediktore
X1, ..., Xk, k ∈ {1, 2..., n}, dok potpuni model sadr�i prediktore
X1, ..., Xn, tada test statistika

G =− 2 ln

(∑
Yi
n

)∑Yi (n−∑Yi
n

)n−∑Yi

∏n
i=1 Ŷ

Yi
i (1− Ŷi)1−Yi

ima χ2
n−k raspodelu.

Dokaz se mo�e videti u [14].

4Zasi�en, potpun ili kompletan model (saturated model) je onaj model koji sadr�i
onoliko mnogo parametara koliko ima registrovanih vrednosti, tj. n. Najjedno-
stavniji primer potpunog modela je model proste linearne regresije koji ima samo
dve taqke (n = 2).
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Valdov test

Jedan od naqina testira�a znaqajnosti parametara je Valdov test za
jednodimenzionu logistiqku regresiju, koji testira slede�e hipoteze:

H0 : β1 = 0,

H1 : β1 6= 0.

Teorema 2.6. Valdova test-statistika z∗ koja pri va�e�u H0 ima
normalnu raspodelu N (0, 1) je jednaka:

z∗ =
β̂1

σ̂(β̂1)
,

gde σ̂(β̂1) predstav	a ocenu standardne devijacije parametra β1.

Ukoliko saH obele�imo matricu drugih izvoda funkcije lnL(β0, β1)
definisanu na slede�i naqin:

H = [hij]2×2, i, j ∈ 0, 1,

hij =
∂2 lnL(β0, β1)

∂βi∂βj
, i, j ∈ 0, 1.

tada se ocena za disperziju ocene β̂1 mo�e dobiti preko determinante
prethodne jednakosti:

σ̂2(β̂1) = (| −hij |β1=β̂1)
−1,

a odatle se naravno dobija ocena za standardnu devijaciju.
Valdov test mo�e da bude i jednostrani i dvostrani, u zavisnosti od

prirode konkretnog problema. Na primer, u dvostranoj varijanti Val-
dovog testa, donoxe�e odluke o odbaciva�u ili prihvata�u hipoteze
H0 za zadatim pragom znaqajnosti α se vrxi na slede�i naqin:

| z∗ |≤ z(1− α

2
)⇒ prihvatamo H0,

| z∗ |> z(1− α

2
)⇒ odbacujemo H0,

gde je z inverzna funkcija normalne raspodele N(0, 1).

Kada je u pita�u vixestruka logistiqka regresija testira se
hipoteza da su p koeficijenata uz prediktore jednaki nuli, pri qemu
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va�i p < n gde je n veliqina uzorka. Pretpostavimo da je dat sluqajan
vektor X = {X1, X2, ..., Xn} sa n promen	ivih, test statistika je:

W = β̂
T

(V ar(β̂))−1β̂,

gde je β̂ oce�en vektor koja se sastoji od oce�enih koeficijenata

β̂1, β̂2, ..., β̂n, β̂
T
je transponovan vektor vektora β̂ i V ar(β̂) matrica

ocena standardne devijacije.

Teorema 2.7. Test statistika

W = β̂
T

(V ar(β̂))−1β̂

pod pretpostavkom da su svi p koeficijenata uz prediktore jednaki 0,
ima χ2

p−1 raspodelu.

Dokaz se mo�e na�i u [13].

Bonferonijeva korekcija

Vixestruka pore�e�a se jav	aju kada statistiqka analiza uk	uquje
vixestruke statistiqke testove. Xto je vixe razliqitih modela, to je
ve�i broj zak	uqaka donetih na osnovu rezultata dobijenih iz modela,
pa je samim tim i verovatno�a da se donese pogrexan zak	uqak ve�a.
Razvijeno je nekoliko statistiqkih tehnika, koje direktno upore�uju
nivoe znaqajnosti za pojedinaqna i vixestruka pore�e�a. Ove tehnike
zahtevaju i stro�iji prag znaqajnosti, kako bi se doneli ispravni
zak	uqci na osnovu dobijenih rezultata. U nastavku �emo opisati
jedan od naqina korekcije praga znaqajnosti Bonferonijevu korekciju.

Bonferonijeva korekcija nadokna�uje mogu�nosti grexke, tako xto
se svaka hipoteza testira sa nivooom znaqajnosti α′

m
, gde α′ predstav	a

grexku druge vrste, a m je ukupan broj testiranih hipoteza.

Definicija 2.3.2. Neka je dat skup hipoteza H1, H2, .., Hm i neka su
p1, p2, ..., pm odgovaraju�e p vrednosti. Neka je m ukupan broj nultih
hipoteza i m0 broj taqnih nultih hipoteza. Ukupan broj pogrexnih
odluka (Familiwise error rate) je verovatno�a odbaciva�a najma�e jedne
taqne nulte hipoteze Hi, odnosno grexka druge vrste α′. Bonferoni-
jeva korekcja odbacuje nultu hipotezu za svako pi ≤ α′

m
, i ∈ {1, 2...,m},

gde je ukupan broj pogrexnih odluka ≤ α′.

27



POGLAV�E 2. LOGISTIQKA REGRESIJA

Ako su svi testovi izvo�eni sa nivoom znaqajnosti α tada je
sveukupna verovatno�a prav	e�a bar jednog netaqnog odbaciva�a,
odnosno verovatno�a grexke druge vrste ve�a od α i �ena vrednost je
obiqno nepoznata. Svakako mo�e biti pokazano da kada god se izvodi
skup m testova, svaki sa nivoom znaqajnosti α, tada je α′ najvixe
1 − (1 − α)m. Kako se m0 pove�ava verovatno�a grexke mo�e postati
neprihvat	ivo velika. Da bi smo nadomestili taj problem, najbo	e
je sprovoditi samo one testove koji su od stvarnog interesa. Za odgo-
vorno sprovo�e�e testa, odabra�emo neku razumno malu gor�u granicu
b za verovatno�u prav	e�a najma�e jednog netaqnog odbaciva�a. Tada
sprovodimo svaki test sa nivoom znaqajnosti m0

m
, gde m oznaqava broj

izvedenih testova.

Primer 2. Ako �elimo da α′ bude najvixe 0.1 i izvodimo sve mogu�e
testove za k = 5 grupa, sprovex�emo svako naxe dvostruko pore�e�e sa
nivoom znaqajnosti α = 0.1/10 = 0.01.

2.3.3 Intervali povere�a za parametre

Iz rexe�a jednaqina (2.11) i (2.12) direktno slede jednaqine za
izraqunava�e 100(1−α)% intervala povere�a za parametre β0, β1, ..., βn:

Iβ0 = (β̂0 − z1−α
2
σ̂2(β̂0), β̂0 + z1−α

2
σ̂2(β̂0)),

Iβ1 = (β̂1 − z1−α
2
σ̂2(β̂1), β̂1 + z1−α

2
σ̂2(β̂1)),

· · ·
Iβn = (β̂n − z1−α

2
σ̂2(β̂n), β̂n + z1−α

2
σ̂2(β̂n)),

gde je σ̂2(β̂i), i ∈ {0, 1, ..., n} ocena standardne grexke odgovaraju�eg
parametra, a z1−α

2
tabliqna vrednost standardne normalne raspodele

za koju va�i
P (|β̂i| ≤ z1−α

2
) = 1− α, i ∈ {0, 1, ..., n}.

2.4 Predvi�a�e

Kada su parametri modela oce�eni, ocena vrednosti P (X) se jednos-
tavno dobija �ihovim ubaciva�em u formulu (2.6):

P̂ (X) =
eβ̂0+

∑n
k=1 β̂kXk

1 + eβ̂0+
∑n
k=1 β̂kXk

.
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Klasifikacija promen	ive Y se zatim vrxi na osnovu P̂ (X):

Ŷ =

{
0, P̂ (X) < q;

1, P̂ (X) > q.

gde je q ∈ (0, 1) unapred odre�ena konstanta. Skup taqaka

D = {x | p̂(X) = q}

se naziva granicom odluke klasifikatora. Taqke iz D mogu se
proizvo	no prik	uqiti i jednoj i drugoj klasi. U praksi se one naj-
qex�e stav	aju u "pozitivnu" klasu Y = 1, odnosno klasifikacija se
vrxi po slede�em pravilu:

Ŷ =

{
0, P̂ (X) < q;

1, P̂ (X) ≥ q.

Standardna vrednost za q je 1
2
, ali postoje i sluqajevi u kojima se

uzimaju druge vrednosti. To se obiqno radi u situacijama kada grexka
prilikom klasifikacije ne nosi iste posledice za svaku pogrexnu
klasu ili kada su klase znaqajno razliqitih veliqina.

2.5 Procena slaga�a modela sa

podacima

Kada smo kreirali model, odnosno, podrazumevamo da model sadr�i
one promen	ive koje su znaqajne, zanima nas koliko efikasno nax
model opisuje rezultuju�u (zavisnu) promen	ivu, kako odrediti �ihove
performanse i kako me�usobno porediti modele.

Postoje razne metode za izraqunava�e performasni, u nastavku �emo
opisati neke od �ih, kao xto su matrica klasifikacije (Confusion
matrix), ROC kriva i �inijev (Gini) koeficijent.

2.5.1 Identifikacija autlajera me�u podacima

Autlajer (outlier) mo�emo shvatiti kao vrednost iz uzorka koja
znatno odstupa od ostalih vrednosti. Iako se autlajeri qesto smatraju
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grexkom, oni mogu nositi va�nu informaciju. Neotkriveni autlajeri
mogu voditi ka pogrexnoj specifikaciji modela, pristrasnoj oceni
parametara i netaqnim rezultatima. Stoga je va�no taqno identi-
fikovati autlajere pre modelova�a i analize.

Postoji veliki broj metoda identifikacije i otkriva�a autlajera.
Mi �emo u nastavku opisati grafiqki prikaz autlajera (pomo�u
pravougaonih dijagrama) i test Kukovo rastoja�e.

Jedan od najqex�e korix�enih naqina utvr�iva�a da li je nexto
autlajer ili ne je Kukovo rastoja�e (Cook’s distance). Podaci koji
imaju veliko Kukovo rastoja�e smatraju se znaqajnim za da	u analizu.

Teorema 2.8. Kukovo rastoja�e je test koji se koristi za utvr�i-
va�e i identifikaciju podataka koji znatno odstupaju od ostalih, i
izraqunava se:

CDi =
(β̂
−i
− β̂)T (XTV X)(β̂

−i
− β̂)

(p+ 1)σ̂2
, i ∈ {1, 2, ..., n},

gde je β̂
−i

ocena vektora β bez i-te opservacije, a σ̂ je pozitivan koren
sred�ekvadratne grexke, odnosno va�i:

σ̂ =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(yi − ŷi)2.

Ukoliko je Kukovo rastoja�e

CDi >
4

n− (p+ 1)
,

tada se i-ta opservacija mo�e smatrati autlajerom.

Pravougaoni dijagram (box-plot) predstav	a naqin grafiqkog
prikaziva�a podataka pogodan za preliminarna pore�e�a sa simetri-
qnim raspodelama, posebno normalnom. Ovaj dijagram se mo�e dobiti
tako xto se na izabranoj osi odrede taqke koje odgovaraju uzoraqkoj
medijani i kvartilima q1 i q3, zatim se raqunaju unutrax�e granice
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f1 i f3 i spo	ax�e granice F1 i F3 na slede�i naqin:

f1 = q1 − 1.5(q3 − q1),
f3 = q1 + 1.5(q3 − q1),
F1 = q1 − 3(q3 − q1),
F3 = q1 + 3(q3 − q1).

I onda se odre�uje a1-najma�i me�u elementima uzorka koji je ve�i od
f1 i a3-najve�i me�u elementima uzorka koji je ma�i od f3.

Dijagram se sastoji od pravougaonika qija je jedna strana paralelna
izabranoj osi i jednaka odseqku (q1, q3). Dimenzija druge strane se bira
proizvo	no. U pravougaonik se ucrtava prava linija koja odgovara uzo-
raqkoj medijani me. Ako je ta linija blizu sredine pravougaonika,
raspodela obele�ja na uzorku bi mogla biti neka simetriqna raspodela,
u suprotnom je u pita�u asimetriqna raspodela (na slici 2.7. je
prikazan primer jednog dijagrama).

Slika 2.6: Pravougaoni dijagram

2.5.2 Klasifikacija

Neka su dati sluqajni vektori X = {X1, X2, ..., XN}, pri qemu sluqa-
jne promen	ive X1, X2, ..., XN mogu biti kvantitativne (diskretne ili
neprekidne) ili kvalitativne, i sluqajna promen	iva Y koja je kvali-
tativnog tipa, uzima vrednosti iz skupa G = {G1, G2, ..., GM} i zavisna
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je od sluqajnog vektora X. Neka je poznato n realizacija ovih sluqajnih
veliqina:

{x11, x21, ..., xN1, y1}, {x12, x22, ..., xN2, y2}, ..., {x1n, x2n, ..., xNn, yn}.

Ovakvu klasu problema koji se bave predvi�a�em vrednosti zavisne
promen	ive Y na osnovu vrednosti prediktora X i nekog skupa
podataka na kome su vrednosti i za X i za Y poznate u statistici
nazivamo problemima klasifikacije. U skladu sa tim, model za
predvi�a�e vrednosti primen	ive Y se naziva klasifikatorom, a
qlanovi skupa G klasama.

Klasifikacioni modeli imaju veliku primenu u nauci i industriji.
Oni igraju k	uqnu ulogu u sistemima u kojima je potrebno brzo, pouz-
dano i automatski doneti neku odluku ili sortirati neke objekte. Neki
od primera upotrebe klasifikacije u praksi su:

• Dava�e dijagnoze za nekog pacijenta na osnovu uoqenih simptoma.

• Detekcija ne�e	enih poruka u elektronskoj poxti.

• Prepoznava�e rukopisa sa digitalne fotografije.

• Odluqiva�e da li nekom korisniku banke treba odobriti finan-
sijski kredit.

2.5.3 Mera uspeha klasifikatora

Svrha svakog klasifikatora je da sa xto ve�im uspehom predvidi
vrednosti promen	ive Y , odnosno svrsta Y u odgovaraju�u klasu.
Postoji vixe razliqitih mera za pore�e�e uspeha klasifikatora.

Sve ove mere se raqunaju na osnovu tzv. "matrice klasifika-
tora" (confusion matrix) koja u kolonama sadr�i stvarne vrednosti
promen	ive Y (stvarne klase), a u redovima vrednosti promen	ive
Y oce�ene od strane klasifikatora. Ovakva matrica se naziva i
"matrica zabune", i predstav	a dobar naqin da se prika�e koji
deo sluqajeva je ispravno, a koji pogrexno klasifikovan. Matrica
klasifikacije se najqex�e raquna za sluqajeve kada postoje samo dve
klase, na primer "pozitivnu" klasu Y = 0 i negativnu klasu Y = 1.
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Definicija 2.5.1. Matrica klasifikacije (confusion matrix) pred-
stav	a matricu pogrexnih i taqinh klasifikacija podataka. Sa
matrice mo�emo proqitati slede�e vrednosti:

• Broj sluqajeva koji su ispravno klasifikovani kao pozitivni (true
positive). Oznaka za ovu vrednost je TP.

• Broj sluqajeva koji su pogrexno klasifikovani kao pozitivni
(false positive). Oznaka za ovu vrednost je FP.

• Broj sluqajeva koji su ispravno klasifikovani kao negativni (true
negative). Oznaka za ovu vrednost je TN.

• Broj sluqajeva koji su pogrexno klasifikovani kao negativni
(false negative). Oznaka za ovu vrednost je FN.

Sama matrica �e izgedati:

Stvarne klase
0 1

Oce�ene klase
0 FN TN
1 FP TP

Tabela 2.1: Matrica klasifikacije

Na osnovu vrednosti iz matrice mogu da se izraqunaju razliqite
mere uspeha klasifikatora. Spomenu�emo neke od osnovnih, koje �e kas-
nije biti korix�ene u praktiqnom delu.

Definicija 2.5.2. Mere uspeha klasifikatora su:

• Taqnost (accuracy) je osnovna mera koja se uvek izraqunava. Ona
predstav	a udeo uspexno klasifikovanih primera. Oznaka za ovu
vrednost je ACC. Izraqunava se po slede�oj formuli:

ACC =
TP + TN

TP + FP + TN + FN
;

• Preciznost (precision - positive predictive value) je udeo uspexnih
klasifikacija me�u primerima koji su klasifikovani kao pozi-
tivni. Oznaka za ovu vrednost je PPV . Izraqunava se po slede�oj
formuli:

PPV =
TP

TP + FP
;
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• Senzitivnost (sensitivity - true positive rate) je udeo uspexnih
klasifikacija me�u primerima koji su pozitivni u stvarnosti.
Oznaka za ovu vrednost je TPR. Izraqunava se po slede�oj for-
muli:

TPR =
TP

TP + FN
;

• Specifiqnost (specificity - true negative rate) je udeo neuspexnih
klasifikacija me�u primerima koji su negativni u stvarnosti.
Oznaka za ovu vrednost je TNR. Izraqunava se po slede�oj for-
muli:

TNR =
TN

TN + FP
;

• F1 metrika je harmonijska sredina izme�u preciznosti i senzi-
tivnosti. Izraqunava se po slede�oj formuli:

F1 = 2 · PPV · TPR
PPV + TPR

= 2 · TP

2TP + FP + FN
.

Izbor odre�ene mere kao metrike uspeha se vrxi na osnovu konkretnih
osobina zadatka koji klasifikator treba da vrxi u praksi. U nekim
sluqajevima je bitno samo xto vixe instanci klasifikovati na pravi
naqin, u drugima je va�no izbe�i pogrexno proce�iva�e neke od klasa
jer ono nosi velike posledice itd.

Jedan od naqina za prikaz rezultata oce�enog logistiqkog regre-
sionog modela je pomo�u prethodno definisane matrice klasifikacije.
Da bismo kreirali ovu matricu predvi�enih vrednosti iz naxeg mo-
dela, za oce�en parametar nasuprot taqnoj vrednosti, moramo prvo
definisati nivo odluqiva�a (cut-off value) sa kojim �emo porediti
svaku oce�enu vrednost. Najqex�e vrednost za ovaj parametar je 0.5.

2.5.4 ROC kriva

ROC kriva (Receiver Operating Characteristic Curve) je grafiqka
tehnika koja je vixe od 30 godina veoma popularna posebno u labara-
torijskoj medicini. Primena ove tehnike ja zapoqela tokom Drugog
svetskog rata za evaluaciju la�no pozitivnih i stvarno pozitivnih
signala na ekranu radara. Kasnije je adaptirana od strane radiologa i
labaratorijskih nauqnika za evaluaciju oset	ivosti i specifiqnosti
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medicinskih odre�iva�a pri razliqitim nivoima odluqiva�a.

Kada se senzitivnost i specifiqnost testa izraqunaju za qitav
niz nivoa verovatno�e, nivoa odluqiva�a, mogu�e je konstruisati ROC
krivu koja povezuje senzitivnost (verovatno�u taqnog detektova�a pri-
sustva osobine) i specifiqnost, (verovatno�u netaqnog detektova�a
prisustva osobine). Svaka taqka ROC krive predstav	a ure�eni par
(senzitivnost, 1- specifiqnost) koji odgovara pojedinaqnom nivou od-
luqiva�a.

Slika 2.7: ROC kriva5

ROC kriva koje se odlikuje kompletnim razdvaja�em (nema prekla-
pa�a raspodele rezultata dve grupe) prolazi kroz gor�i levi ugao gde
stvarno pozitivni udeo iznosi 1,0 odnosno oset	ivost 100%, a la�no
pozitivni udeo 0, odnosno 1-specifiqnost. Kriva za test kod koga nema
razdvaja�a (identiqna raspodela rezultata dve grupe) je dijagonalna
linija od do�eg levog ugla do gor�eg desnog ugla. Ve�ina ROC krivih
se nalazi izme�u ove dve krajnosti i kvalitativno gledano ona koja je
bli�a gor�em levom uglu ukazuje na test sa ve�om taqnox�u. Ukoliko
je vixe ROC krivih prikazano na jednom dijagramu ona koja se nalazi
iznad i na levo u odnosu na ROC krivu sa kojom se poredi ukazuje na
test sa ve�om posmatranom taqnox�u. Relativni polo�aj dve ili vixe

5Na grafiku je crvenom bojom prikazana ROC kriva, na x-osi je prikazana mera
1-specifiqnost FPR, a na y-osi je prikazana mera senzitivnost TPR, grafikon je
kreiran u programskom jeziku (R), kod se mo�e videtu u prilogu B.1.
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krivih omogu�ava kvalitativno pore�e�e vixe testova.

Primer 3. Posmatrajmo rezultate odre�enog testa u dve populacije.
Neka je jedna populacija sa obo	e�em, i drugu bez obo	e�a, retko �emo
dobiti perfektno razdvaja�e izme�u ove dve grupe. Umesto toga
raspodela rezultata testa �e se preklapati, kao xto je prikazano
na Slici 2.9, a deta	nija analiza se mo�e videti u [15].

Slika 2.8: Raspodela populacija sa i bez obo	e�a6

Za svaku mogu�u kritiqnu vrednost koju smo izabrali da razdvaja
dve populacije, postoja�e neki sluqajevi sa obo	e�em koji su korek-
tno klasifikovani kao pozitivni (TP = true positive fraction), ali
�e neki sluqajevi sa obo	e�em biti klasifikovani kao negativni, to
jest la�no negativni (FN = false negative fraction). Sa druge strane,
neki sluqajevi bez obo	e�a �e biti korektno klasifikovani kao nega-
tivni (TN = true negative fraction), dok �e neki sluqajevi bez obo	e�a
biti klasifikovani kao pozitivni, tj. la�no pozitivni (FP = false
positive fraction), xto je prikazano u Tabeli matrica klasifikacije,
tabela 2.1.

Povrxina ispod ROC krive, koja se kre�e od nule do jedan, je mera
sposobnosti modela u razdvaja�u subjekata koji su iskusili doga�aj koji
se posmatra u odnosu na one koji nisu. Povrxina ispod ROC krive, u
oznaci AUC (The Area Under the Curve), je prihva�ena tradicionalna

6Deta	niji opis primera se mo�e videti u [15]
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izvedena mera za ROC krivu.

Kao opxte pravilo, koristimo slede�e:

• AUC = 0.5 - nema razdvaja�a,

• 0.5 ≤ AUC < 0.7 - loxe razdvaja�e,

• 0.7 ≤ AUC < 0.8 - prihvat	ivo razdvaja�e,

• 0.8 ≤ AUC < 0.9 - odliqno razdvaja�e,

• AUC ≥ 0.9 - izvanredno razdvaja�e.

Jox jedna od mera koja je koristi za procenu slaga�a modele sa po-
dacima je �inijev (Gini) koeficijent. Kada smo odredili ROC krivu
(slika 2.9), i oznaqili prostor izme�u dijalonale i ROC krive sa DR, a
prostor izme�u ROC krive x−ose sa AUC, tada mo�emo odrediti �ini-
jev koeficijent, i on je jednak:

Gini =
DR

2
= 2(AUC − 0.5) = 2AUC − 1.

Vrednost ovog koeficijenta je izme�u 0 i 1. U sluqaju kada su rezultati
dobijenog modela dobri, tada je vrednost Gini koeficijenta prili�no
jednaka 1, a kada su loxi rezultati tada je pribli�no jednaka 0.

37



Poglav	e 3

Stablo odluqiva�a

Standardni modeli podrazumevaju parametarske modele, me�utim, za
modele kreditnog rizika mogu�e je koristiti i neparametarske modele,
kao xto je stablo odluqiva�a. U nastavku opisa�emo konstrukciju
stabla odluka, i kasnije na konkretnom primeru kreirati model stabla
odluqiva�a i iskorisiti za pore�e�e sa logistiqko regresionim
modelom.

Ovaj metod ima xiroku primenu u razvoju modela kreditnog rizika.
U praksi je poznat i pod nazivom drvo raspodele ili stablo klasi-
fikacije, i predstav	a model koji se sastoje iz skupa "ako-onda"
uslova de	e�a (klasifikacije) na dve ili vixe razliqitih grupa.
Proces izrade stabla je: izbor jedne promen	ive koja "najbo	e"
razdvaja podatke u dve (ili vixe) podgrupe, nakon toga proces podele
se ponav	a rekurzivno sve dok qvor ne dostigne minimalnu veliqinu
(izabrani minalni broj podataka za posled�i qvor) ili se rezultati
modela ne mogu pobo	xati. U zavisnosti od izabranog algoritma,
ci	 je kategorizacija novih promen	ivih i rekategorizacija ve�
postoje�ih kategoriqkih promen	ivih. Jedna od k	uqnih razlika u
odnosu na parametarske modele je ta da su sve promen	ive tretirane
kao kategoriqke promen	ive.

Koraci algoritma za konstrukciju stabla su:

1. Izrada stabla odluqiva�a rekurzivnim binarnim de	e�em skupa
podataka, zaustav	aju�i se tek kad svaki kraj�i qvor ima ma�e od
zadatog broja podataka;
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2. Skra�iva�e (podreziva�e stabla) kako bismo dobili niz najbo	ih
podstabala;

3. Odabir podstabla koje proizvodi najma�u grexku, odnosno izbor
optimalnog parametra kompleksnosti.

Stablo se sastoji od qvorova i grana. Grane povezuju rodite	ske
qvorove (parent node) sa deqijim qvorovima (child node). Kod stabla
postoje tri vrste qvorova:

• poqetni qvor (naziva se i koreni qvor i predstav	a poqetni qvor
u stablu, kojem ne prethodi nijedan qvor),

• kraj�i qvor (�ime se zavrxava odre�ena grana stabla, i pred-
stav	aju sva mogu�a rexe�a zadatog problema),

• qvor odluke (definixe odre�eni kriterijum u obliku vrednosti
atributa iz kojeg izlaze grane koje zadovo	avaju odre�ene vred-
nosti tog atributa).

Osnovne prednosti metode stabla odluqiva�a su: mogu�nost gene-
risa�a razum	ivih modela, jasna va�nost pojedinih atributa za
konkretni problem i xiroka dostupnost softverskih rexe�a.

Nedostatak stabala odluqiva�a je �ihova nestabilnost jer mala
odstupa�a u uzorku podataka mogu imati velike varijacije u dode	enim
klasifikacijama, proraquni mogu postati jako kompleksni, naroqito
ako su mnoge vrednosti nepouzdane i/ili ako je mnogo pozitivnih
ishoda.

Primer 4. Na primeru modela kreditnog rizika, pretpostavka
primene ovog stabla odluka je posedova�e baze podataka aplikanata
za kredit, koji su opisani sa n atributa x1, x2, ..., xn. Podnosite	i
zahteva pode	eni su u dva podskupa, i oznaqeni su: dobri (neriziqni)
i loxi (riziqni) klijenti. Ci	 modela kreditnog rizika jeste
pronalazak klasifikatora (atributa) koji najbo	e razdvaja uzorak
dobrih klijenata od uzorka loxih klijenata. Algoritam poqi�e
qvorom koji sadr�i uzorke dobrih i loxih klijenata, nakon qega se
pronalaze svi mogu�i ishodi s ci	em dobija�a najkorisnijeg atributa
x i odgovaraju�e graniqne vrednosti c koja najbo	e vrxi razdvaja�e
uzoraka dobrih i loxih klijenata. Podaci se dele prema svim mogu�im
kriterijima u dve grane. Pri tome se izabere kriterijum koji po-
datke deli u podskupove koje su homogeniji od poqetnog skupa podatka.
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Procedura se nastav	a dok se ne dostigne minimalna veliqina qvora
(jedan od primera stabla je prikazan na slici 3.1.).

Slika 3.1: Primer stabla odluqiva�a1

Stabla odluqiva�a je model koja se koristi u sluqajevima klasi-
fikacijskih i predikcijskih problema. Postoji veliki broj algori-
tama2 koji se koriste za kreira�e stabla odluqiva�a. U nastavku �emo
opisati jedan od algoritama klasifikacije (Classification And Regres-
sion Tree - CART).

3.1 Izrada stabla odluqiva�a

CART (Classification And Regression Tree) algoritam, koji je pred-
stavio Breiman (Leo Breiman), mo�e se koristiti za izradu modela

1Primer stabla odluka je kreiran u programskom jeziku R na osnovu podataka
primera koji je opisan u qetvrtom poglav	u.

2Neki od algoritama su: ID3, CART, C4.5, CHAID, MARS.
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stabla odluqiva�a na osnovu klasifikacije ili regresione analize
[21]. U nastavaku prestavi�emo model koji se zasniva na klasifikaciji.

Pretpostavimo da imamo n podataka (zapisa) i ukupno C klasa.
Model stabla odluqiva�a podeli�e ove podatke u k konaqnih grupa, gde
je svakoj od ovih grupa dode	ena oce�ena klasa. Mo�emo definisati:

• πi, i ∈ 1, 2..., C je verovatno�a klase Ci, i ∈ 1, 2..., C;

• L(i, j), i, j ∈ 1, 2..., C je matrica gubitaka za pogrexno klasifiko-
va�e klase i kao j, va�i L(i, i) = 0;

• A je qvor u stablu;

• τ(x) je stvarna klasa zapisa x, gde je x vrednost vektora X =
(X1, ..., Xm) koji predstav	a vektor prediktora X1, ..., Xm;

• τ(A) je klasa dode	ena qvoru A, gde je A kraj�i qvor u stablu;

• ni, niA broj podataka koji pripadaju klasi i, i ∈ 1, 2..., C, odnosno
broj podataka koji pripadaju klasi i u qvoru A.

Definicija 3.1.1. Verovatno�a u qvoru A i verovatno�a klase i pri
uslovu da pripada qvoru A, redom, su jednake:

P (A) =
C∑
i=1

πiP{x ∈ A, |τ(x) = i},

P (i|A) = P{τ(x) = i|x ∈ A} = πi
P{x ∈ A|τ(x) = i}

P{x ∈ A}
,

gde je πi verovatno�a klase i, odnosno πi = P{τ(x) = i}.

Ve�ina parametara se oce�uje na osnovu podataka, pa su ocene prethod-
nih verovatno�a jednake:

P̂ (A) =
C∑
i=1

πi
niA
ni
, (3.1)

P̂ (i|A) = πi

niA
ni∑C

i=1 πi
niA
ni

. (3.2)
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Definicija 3.1.2. Slo�enost kreira�a qvora A i slo�enost
kreira�a modela (stabla) T su jednake:

R(A) =
C∑
i=1

P (i|A)L(i, τ(A)),

R(T ) =
k∑
j=1

P (Aj)R(Aj),

gde je τ(A) izabran tako da slo�enost dovede na najma�i mogu� nivo,
a Aj su odgovaraju�i qvorovi u stablu.

Mo�emo pre�i na konstrukciju stabla, odnosno izbor odgovaraju�ih
atributa (klase) u svakom qvoru za kreira�e stabla.

3.1.1 Izbor atributa za kreira�e stabla

Glavni ci	 ispravne selekcije atributa je izabrati podskup ulaznih
atributa kako bi se eliminisali atributi koji nisu relevantni i
koji ne daju prediktivnu informaciju, sa ci	em postiza�a visoke
taqnosti klasifikacije (Ramaswami i Bhaskaran, 2009.). Ako �elimo
da podelimo skup D u ma�e delove, idealno bi bilo da svaki podskup
bude qist (sve instance u jednoj particiji da pripadaju istoj klasi,
kao na slici 3.1).

Slika 3.2: Podela podataka u grupe sa istim klasama3

Kada je u pita�u klasifikacioni algoritam (CART) stablo je uvek
binarno i svaki qvor ima taqno dve grane. Ovaj algoritam rekurzivno

3Na slici je prikazan primer podele skupa podataka na homonege podatke, de-
ta	nije se mo�e videti u [22].
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deli poqetni skup u podskupove sa istim vrednostima ci	nog atributa
(iste klase).

Definicija 3.1.3. Mera koja se korsiti za utvr�iva�e "povo	nosti"
gra�a�a je:

Φ(A|i) = 2P (AL)P (AR)
C∑
j=1

|P (j|AL)− P (j|AR)|, (3.3)

gde je Φ(A|i) mera povo	nosti grana�a za kandidat grana�a klasu i
qvora A.

AL i AR su levi odnosno desni potomak (deqiji qvor) qvora A, i C
predstav	a broj klasa, a verovatno�e P (AL), P (AR), P (j|AL), P (j|AL)
su prikazane u jednakostima (3.1) i (3.2). Optimalno grana�e je ono
sa maksimalnom vrednosti Φ(A|i) za sva mogu�a grana�a za qvor A,
odnosno odre�ujemo maksimalnu vrednost funkcije maxi Φ(A|i) za svako
i ∈ {1, 2..., C}.

Na osnovu prethodnog mo�emo zak	uqiti da Φ(A|i) raste kada obe
komponente proizvoda rastu 2P (AL)P (AR) i

∑C
j=1 |P (j|AL) − P (j|AR)|.

Tako�e, komponenta 2P (AL)P (AR) ima maksimalnu vrednost kada su
oba potomka iste veliqine (imaju istu zastup	enost), i tada ona
iznosi 0.5 · 0.5 = 0.25. Ako oznaqimo sa Q(i|A) drugu komponentu, �ena
maksimalna vrednost je kada su sve instance qvora potomka potpuno
uniformne (qiste).

Postupak maksimizacije Φ(A|i) se ponav	a za svaki naredni qvor,
dok se ne kreiraju sva mogu�a gra�a�a ili se ne dostigne zadati
minimalni broj podataka u kraj�em qvoru. Kada se iscrpe sva mogu�a
grana�a generisano je puno stablo.

Jedan od indeksa koji slu�i za mere�e kvaliteta podele je �inijev
koeficijent. Koristi se za testira�e svakog pojedinog razdvaja�a i
mere�a homogenosti podataka. �inijev koeficijent qesto se opisuje
kao mera "qisto�e" qvora. Qisto�a qvora predstav	a one qvorove u
kojima je veliki procenat instanci koji pripadaju istoj klasi. Mala
vrednost ovog koeficijenta ukazuje na "qiste" qvorove. Na primer neka
je S atribut diskretne vrednosti koji ima n razliqitih vrednosti
{s1, s2, ..., sn} u skupu D. Kako bi se opredili za najbo	i binarni
prelom atributa S, ispitujemo sve mogu�e podskupove koje se mogu
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formirati koriste�i vrednost atributa S.

Za proveru slaga�a modela sa podacima koriste se i metode koje su
opisane u poglav	u 2.

3.2 Skra�iva�e stabla odluka

Kada smo kreirali potupno stablo (stablo sa svim mogu�im pode-
lama), postoji mogu�nost da je kreirano stablo isuvixe kompleksno.
Qesto nisu svi kraj�i qvorovi stabla homogeni, xto ostav	a odre�eni
stepen grexke prilikom klasifikacije. Metoda skra�iva�a stabla
(pruning) rexava problem preklapa�a (nehomogenosti) podataka.

Podrezana verzija je ma�e kompleksna, i lakxa je za razumeva�e.
Obiqno je br�a i bo	a pri klasifikaciji podataka koji se koriste
za testira�e, nego nepodrezana stabla. Postoje dva pristupa za
skra�iva�e stabala: podreziva�e i nadreziva�e4 stabla.

Pri pristupu podreziva�a stabala, stablo se skra�uje na naqin da
se donese odluka da li �e se de	e�e nastaviti na odre�enom qvoru ili
ne. Nakon zaustav	a�a, qvor postaje list (kraj�i qvor). Kod izrade
stabla, mere kao xto su statistiqka znaqajnost, �inijev koeficijent i
druge mogu se koristiti za procenu kvaliteta podele.

Neka su dati A1, A2, ..., Ak kraj�i qvorovi kreiranog stabla T . Defi-
nixemo:

• |T | ukupan broj kraj�ih qvorova u stablu T ,

• R(T ) =
∑k

i=1 P (Ai)R(Ai) je slo�enost kreira�a stabla T .

Neka je α neki broj izme�u 0 i ∞ koji predstav	a slo�enost dodava�a
novog prediktora modelu, i naziva se parametar kompleksnosti (com-
plexity parameter).

Definicija 3.2.1. Slo�enost kreira�a stabla Tα (cost-complexity
pruning measure) je mera

R(Tα) = R(T ) + α|T |,
4Nadreziva�e stabla je proces nadograd�e stabla, dodava�e novih qvorova, ovaj

metod ne�emo razmatrati u radu, deta	nije se mo�e videt i [17].
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gde je Tα podstablo potpunog modela koji ima najma�u vrednost
slo�enosti.

Mo�emo primetiti da je T0 potpun model (sa svim prediktorima),
dok je T∞ model bez ijednog gra�a�a.

Tvr�e�e 3.2.1. Va�e slede�a tvr�e�a:

• Ako su T1 i T2 podstabla stabla T , pri qemu va�i Rα(T1) =
Rα(T2), tada va�i da je stablo T1 podstablo stabla T2 ili je
stablo T2 podstablo stabla T1, pa je |T1| < |T2| ili |T2| < |T1|;

• Ako je α > β tada je Tα = Tβ ili je Tα podstablo stabla Tβ;

• Za date vrednosti parametara kompleksnosti α1, α2, ..., αm,
Tα1 , Tα2 , ..., Tαm i R(Tα1), R(Tαm), ..., R(Tαm) se mogu efikasno
izraqunati.

Dokaz prethodnog tvr�e�a se mo�e videti u [21].

Na osnovu prethodnog, mo�emo definisati skra�eno stablo Tα kao
najma�e stablo T za koje va�i da je R(Tα) minimalno, odnosno da je
slo�enost kreira�a stabla minimalna:

R(Tα) = min
Tα⊆T

R(T ).

3.3 Izbor optimalnog parametra

kompleksnosti

Za najbo	i izbor skra�enog postabla, odnosno najbo	i izbor vrednosti
α, koristi se kros-validacija (cross-validation).

Grupixemo sve mogu�e vrednosti α u m inetervala, gde je m < |T |:

I1 = [0, α1],

I2 = (α1, α2],

· ··
Im = (αm−1,∞].

Postupak kros-validacije je:
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1. Oce�uje se kompletan model tako xto se izraqunaju vrednosti:

β1 = 0,

β2 =
√
α1α2,

· ··
βm−1 =

√
αm−2αm−1,

βm =∞,

gde je svako βi vrednost za odgovaraju�i interval Ii.

2. Podaci se podele u s grupa G1, G2, ..., Gs svaki veliqine s
n
, i za

svaku grupu pojedinaqno se ponav	a postupak:

• Oce�uje se potupun model na osnovu svih vrednost osim vred-
nost iz grupe Gi i kreiraju se stabla Tβ1 , Tβ2 , ..., Tβm za ovaj
redukovani skup podataka,

• Izraquna se oce�ena klasa za svako Gi na osnovu svakog mo-
dela Tβj , 1 ≤ j ≤ m,

• Na osnovu pretodnog izraquna se slo�enost kreira�a modela
za svaki od kreiranih modela (stabla).

3. Sumiraju se vrednosti u grupi Gi kako bismo dobili oce�eni
rizik za svako βj. Stablo Tβ je najbo	e odabrano (skra�eno) pod-
stablo za odgovaraju�u vrednost β za koju je izraqunat parametar
kompleksnosti najma�i.

U nekim modelima svaka od grupa Gi sadr�i samo jednu opservaciju,
dok je za kreira�e modela stabla odluqiva�a ova podela isuvixe kom-
plikovana, uobiqajna podela koja se koristi je s = 10 grupa.
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Poglav	e 4

Primena modela kreditnog

rizika

U ovom poglav	u predstavi�emo prethodno opisane modele na
primeru kreditnog rizika na osnovu podataka klijenata koji su
aplicirali za kredit preko sajta LendingClub. Ova kompanija se
bavi poveziva-�em klijenata (ili firmi) koja apliciraju za kredit
(pozajmicu) i investitora (osoba ili kompanija) koji su spremni
da investiraju, sa ci	em ostvare�a dobiti povratom investicije.
Deta	niji opis podataka se mo�e videti u [19], a programski kod
korix�en prilikom izrade modela se nalazi u prilogu B ovog rada.

Podaci se sastoje od izdatih kredita tokom 2016, koji uk	uquju
trenutne statuse otplate kredita (trenutni, kasni sa otplatom, ne-
ispla�en, ceo iznos otpla�en itd).

Sastoji se od 25 promen	ivih sa ukupno 434407 zapisa. U tabeli
u prilogu A se mogu videti opisi promen	ivih koje �emo korisiti u
istra�iva�u. Deta	niji opis podataka se mo�e videti [19].

Svaki od zapisa sadr�i deta	ne informacije o klijentu, kao na
primer: iznos kredita, iznos rate, kamatna stopa, preostali iznos
za otplatu, godine sta�a zaposlenog, posedova�e nekretnine, dr�ava
klijenta, rang klijenta, itd.

Iznosi pozajmica (kredita) se uglavnom izme�u 8000$ i 20000$, dok
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je mali broj klijenata aplicirao za kredit koji je ma�i i ve�i od ovih
suma, xto se mo�e videti na slici 4.1.

Slika 4.1: Raspodela promen	ive iznos kredita1

Kada je u pita�u svrha aplicira�a za kredit, mo�emo primetiti
da je najve�i broj klijenata aplicirao sa potrebom refinansira�a
trenutnih kredita, oko 57% ukupnog broja klijenata, dok je oko 21%
aplicirao za refinansira�e kreditnih kartica, tu su jox uk	uqeni
i krediti za zdravstvene svrhe, kupovinu automobila, ku�a, odmor...
Grafiqki prikaz se mo�e videti na slici 4.2, dok se deta	n broj po
kategorijama i procenat mo�e videti u prilogu B.

Tako�e, mo�emo primetiti da postoje razliqiti statusi kredita.
Najve�i broj kredita je trenutno aktivan (u toku) 87%, otpla�enih je
pribli�no 7%, i apliciranih 2%, ostalih 4% qine neotpla�eni i kre-
diti sa kax�e�em, deta	niji podaci se mogu videti na slici 4.3.

1Na grafikonu su prikazani gustina raspodele promen	ive iznos kredita, empi-
rijska funkcija raspodele i pravougaoni (box-plot) dijagram, koriste�i funkciju
Desc u programskom jeziku R, deta	niji opis se mo�e videti u [20].
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Slika 4.2: Opis kredita2

Slika 4.3: Trenutni statusi kredita3

2Na grafikonu su prikazane frekvencije, procenti i kumulativni procenti
promen	ive opis kredita po kategorijama, koriste�i funkciju Desc u programskom
jeziku R, deta	niji opis se mo�e videti u [20].

3Na grafikonu su prikazane frekvencije, procenti i kumulativni procenti
promen	ive status kredita, deta	niji opis se mo�e videti u [20].
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Klijenti se mogu grupisati u razliqite kategorije, tj rangirati, na
osnovu prethodne istorije podataka o �ihovom aplicira�u. Rangira�e
klijenata je ura�eno na osnovu istorijskih podataka o �ima4 (podataka
iz prethodnih godina, od poqetka 2015. godine) sa ci	em da	e analize
kritiqnih i ma�e kritiqnih klijenata, deta	nije se mo�e videti [19].
Najkritiqnije osobe (osobe koje ne�e biti u mogu�nosti da otplate
kredit) su oznaqene sa G, a najma�e kritiqne sa A. Mo�emo primetiti
da najve�i broj klijenata pripada grupi C, B i A oko 78%, deta	na
raspodela ranga klijenata na osnovu statusa kredita se mo�e videti u
tabeli 4.1.

Status kredita
Rang klijenta 0 1 Total

A
4876 814 5690
85.7% 14.3% 12.1%

B
8498 2983 11481
74% 26% 29.9%

C
9049 5038 14087
64.2% 35.8% 29.9%

D
4541 3703 8244
55.1% 44.9% 17.5%

E
2311 2533 4844
47.7% 52.3% 10.3%

F
899 1249 2148
41.9% 58.1% 4.6%

G
253 434 687
36.8% 63.2% 1.5%

Total 30427 16754 47181

Tabela 4.1: Matrica klasifikacije5

Na osnovu informacija statusa kredita (loan status) mo�emo ura-
diti grupisa�e klijenata u dve grupe na osnovu pita�a da li su svoje
obaveze izvrxili na vreme ili je doxlo do kraha. Na osnovu toga kre-
dite koji imaju status Full Paid �emo oznqititi sa 0, (odnosno Survived),

4Opis procesa dodele ranga klijentima se mo�e videti u prvom poglav	u rada.
Poxto je faktorska promen	iva, u programskom jeziku R se razmatra kao posebna
kategorija promen	ivih, kod za transformaciju ove promen	ive se mo�e videti u
prilogu B.2.

5Rezultati u tabeli su prikazani na osnovu promen	ivih status kredita i rang
kredita, kod za izradu tabele se mo�e videti u prilogu B.2.
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i oni predstav	aju du�nike koju su otplatili ceo iznos kredita. U
drugu grupu �emo ostaviti kredite sa statusima Charged off, Defaulted,
Late (31-120 days), Late (16-30 days), i oznaqi�emo ih sa 1 (odnosno De-
faulted), oni predstav	aju kredite za koji se dogodio doga�aj kraha, ili
kasne sa otplatom. Na osnovu prethodnog, mo�emo da formiramo novu
promen	ivu:

Y =


0, ako promen	iva status kredita uzima vrednost Full Paid;

ako promen	iva status kredita uzima vrednosti:
1, Charged off, Defaulted, Late (31-120 days), Late (16-30 days).

(4.1)

koju �emo koristiti kao zavisnu promen	ivu prilikom izrade modela.
Kredite koji su u toku (sa statusima Issued, Current) ne�emo korisiti
u analizi i izradi modela.

Nakon izdvojenih podataka mo�emo primetiti da imamo ukupno
47181 zapisa, a raspodela po statusima se mo�e videti na slici 4.4.

Slika 4.4: Raspodela statusa kredita nakon izdvojenih podataka6

Kada su u pita�u autlajeri (outliers), mo�emo primetiti da po-
stoje pojedini zapisi koji drastiqno odstupaju od ostalih vrednosti,
ovi zapisi pripadaju promen	ivima annual inc, dti, total acc i charge-
off within 12 mths (slika 4.5.). Kako bismo utvrdili da li su navedeni
autlajeri predstav	aju grexke u podacima, iskoristi�emo test Kukuvo
rastoja�e za detekciju autlajera i grafiqki prikaz podataka pomo�u
pravougaonih (box-plot) dijagrama.

6Prikaz raspodele promen	ive status kredita, nakon grupisa�a klijenta, izdvo-
jenih statusa Full Paid, Charged off, Defaulted, Late (31-120 days), Late (16-30 days).
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Slika 4.5: Prisustvo autlajera me�u podacima7

Slika 4.6: Provera autlajera8

7Grafiqki prikaz autlajera za promen	ive annual inc, dti, total acc i charge-
off within 12 mths, gde su na y-osi prikazane vrednosti promen	ivih, a na x-osi in-
deks, odnosno redni broj zapisa, kod za izradu grafikona se mo�e videti u prilogu
B.2.

8Grafiqki prikaz autlajera pomo�u pravougaonih (box-plot) dijagrama
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Na osnovu dijagrama sa slike 4.6. pravougaonih (box-plot) dijagrama
mo�emo zak	uqiti da prethodno navedeni podaci jesu autlajeri. Za
proveru iskoristi�emo i test Kukovo rastoja�e (opisan u poglav	u 2),
koji �emo primeniti direktno na model logistiqke regresije, a nakon
toga doneti zak	uqak u autlajerima.

Kada je u pita�u promen	iva koja se odnosi na godix�e pri-
hode klijanata mo�emo primetiti da su iznosi izuzetno veliki (u hi-
	adama, mo�e se videti na slici 4.7. - levi grafikon), pa �emo umesto
stvarnih vrednosti koristi logaritamske vrednosti (slika 4.7. - desni
grafikon).

Slika 4.7: Nova raspodela statusa kredita

Tako�e, kod procenata (kolone int rate i revol util) koristi�emo
decimalne brojeve, prethodno pomno�ene sa 100.

Kada su u pita�u nedostaju�e vrednosti (Na’s), primetili smo da
je kod primen	ive du�ina radnog sta�a emp length postoji odre�en
broj zapisa koji nemaju ovaj podatak (mo�e se videti na slici 4.8.).
Zato �emo vrednosti ove promen	ive grupisati u odre�ene kategorije,
tako da jedna od grupa sadr�i samo nedostaju�e vrednosti (slika 4.9.).
Pored ove promen	ive, i promen	iva revol util je sadr�ala odre�ene
nedostaju�e podatke, pa smo ove vrednosti zamenili medijanom ovih po-
dataka (mo�e se videti u prilogu B.2.).
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Slika 4.8: Raspodela du�ine radnog sta�a klijenta

Slika 4.9: Nova raspodela du�ine radnog sta�a klijenta

Promen	iva preostali iznos kredita (out prncp) sadr�i vrednost
0 ukoliko je otpla�en ceo iznos kredita, a ukoliko je doxlo od
kraha sadr�i iznos koji nije otpla�en. Na osnovu ove promen	ive
kreira�emo novu kategoriqku promen	ivu koja �e sadr�ati vrednosti
ove promen	ive pode	ene u kategorije (grafiqki prikaz mo�e se videti
na slici 4.10).
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Slika 4.10: Raspodela promen	ive preostali iznos za otplatu kredita

Kada smo podatke sredili, mo�emo pre�i na kreira�e modela. Prvi
model koji �emo iskorisiti je logistiqko regresioni model (opisan u
poglav	u 2).

Pre nego xto kreiramo model, va�no je podeliti podatke u dva
skupa, prvi skup koji �e sadr�ati podatke na osnovu kojih �emo
trenirati model (train) skup podataka, i drugi za testira�e modela
(test) skup podataka, xto se mo�e videti u prilogu B.2. Skup podataka
kojim �emo trenirati model sadr�a�e 70% originalnog skupa, dok �e
podaci za testira�e sadr�ati 30%.

�elimo da testiramo da li �e klijenti isplatiti iznos kredita u
potpunosti (pre�iveti) ili ne�e biti u mogu�nosti da isplate do kraja
(desiti se doga�aj kraha). Za kreira�e logistiqko regresionog modela
koristi�emo zavisnu promen	ivu koja uzima dve vrednosti 0 (pre�iveo)
i 1(doxlo je do kraha):

Y =

{
0, pre�iveo;
1, desio se doga�aj kraha.

(4.2)

gde smo ovu promen	ivu prethodno formirali na osnovu promen	ive
status kredita (jednakost (4.1)), i promen	ivu �emo nazvati Defaulted.
Logistiqko regresioni model �e imati oblik:

P{Y = 1|X1, ..., Xk} =
eβ0+β1X1+...+βkXk

1 + eβ0+β1X1+...+βkXk
,

gde su promen	ive X1, ..., Xk iznos kredita, iznos rate, kamatna stopa,
preostali iznos, itd (spisak svih promen	ivih iz modela se mo�e
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videti u prilogu C.1), i ukupan broj ovih promen	ivih je k = 20, a
zavisna promen	iva Y je prethodno definisana promen	iva Defaulted
(jednakost 4.2).

U programskom jeziku R koristi�emo funckiju glm za kreira�e lo-
gistiqko regresionog modela. Model �emo kreirati na osnovu ve�eg
broja promen	ivih koji su opisane u prilogu 1, xto se mo�e videti
u prilogu 2. Promen	ive koje ne�emo uk	uqiti u model su godix-
�i prihod (annual inc), poxto je ova vrednost uk	uqena u logarita-
msku vrednost promen	ive log annual inc, kao i odre�ene kategoriqke
promen	ive (na primer grade, emp length) poxto smo formirali �ima
analogne promen	ive. Kreirani model se mo�e videti u nastavku:

glm ( formula = de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths + open acc + revo l bal +
r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths + emp length new +
de l inq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat + t o t a l r ec i n t +
v e r i f i c a t i o n s ta tu s + grade ord , fami ly = ”binomial ” ,
data = t r a i n )

Statistike kreiranog modela se mogu videti u prilogu C.1, i na
osnovu ovih rezultata (p-vrednosti dode	ene promen	ivima) zak	uqu-
jemo da su odre�ene promen	ive znaqajne (kao xto su int rate, installment,
home ownership).
Pre nego xto poqnemo sa analizom modela, proveri�emo prisustvo aut-
lajera. U prethodnom delu smo utvrdili prisustvo na osnovu grafiqkog
prikaza vrednosti samih promen	ivih pojedinaqno, a sada �emo isko-
risiti test zasnovan na kukuvom rastoja�u, za proveru da li postoje
autlajeri u kreiranom modelu. Na slici 4.11. mo�emo uoqiti jednu
vrednost koja znatno odstupa od ostalih, pa mo�emo re�i da je ona uti-
cajna vrednost u prethodno kreiranom logistiqko regresionom modelu.

Slika 4.11: Uticajne vrednosti u modelu na osnovu testa Kukovo rasto-
ja�e10

10Na x-osi grafika su prikazani indeksi, odnosno redni broj zapisa me�u po-
dacima oznaqene sa Index, a na y-osi je vrednost mere Kukovo rastoja�e oznaqene sa
cook.
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Zapis na koji se odnosi ova uticajna vrednost se mo�e videti u
prilogu B.2. Ovu vrednost �emo isk	uqiti iz skupa podataka prilikom
kreira�a novog modela, koji �emo koristiti za testira�e podataka.

Kada smo kreirali model, �elimo da proverimo da li su sve
promen	ive u modelu znaqajne i da li mo�emo pobo	xati rezultate
dobijenog modela. Za proveru znaqajnosti parametara iskoristi�emo
Valdov test (opisan u drugom poglav	u), kojim �emo testirati znaqa-
jnost svake pojedinaqne promen	ive. U nastavku mo�emo videti
rezultate Valdovih testova znaqajnosti prediktora log annual income
i out prncp cat:

Wald t e s t f o r l og annual income
in glm ( formula = de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e +
in s t a l lmen t + home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths +
open acc + revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + purpose + de l i nq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n status , fami ly = ”binomial ” ,
data = t r a i n )
F = 10.27854 on 1 and 32986 df : p= 0.0013471

Wald t e s t f o r out prncp cat
in glm ( formula = de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e +
in s t a l lmen t + home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths +
open acc + revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + purpose + de l i nq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n status , fami ly = ”binomial ” ,
data = t r a i n )
F = 0.009294951 on 4 and 32986 df : p= 0.99983

Kako smo koristi veliki broj Valdovih testova za testira�e
znaqajnosti predikora, ukupno 20 testiranih hipoteza (za svaki od
prediktora), verovatno�a donoxe�a pogrexnih zak	uqaka postaje ve�a.
Iskoristi�emo Bonferonijevu korekciju (opisanu u drugom poglav	u)
kako bismo sma�ili mogu�nost grexke. �elimo da grexka druge vrste
bude najvixe α′ = 0.1, i kako je ukupan broj testiranih hipoteza m = 20,
sprovex�emo svako pore�e�e sa nivoom znaqajnosti α = 0.1

20
= 0.005,

odnosno nultu hipotezu �emo odbaciti ako je p vrednost testa ma�a od
0.005.

Na osnovu dobijenih rezultata mo�emo zak	uqiti da je predi-
ktor log annual income znaqajan (p-vrednost testa je p = 0.0013471
pa odbacujemo nultu hipotezu H0 : promen	iva nije znaqajna) sa
nivoom znaqajnosti α = 0.005. Sa istim nivoom znaqajnosti prediktor
out prncp cat nije pojedinaqno znaqajan (p = 0.99983, pa se prihvata
nulta hipoteza). Deta	ni rezultati testira�a uz pomo� Valdovog
testa su prikazani u prilogu C.2, a promen	ive koje su pojedinaqno
znaqajne su log annual income i open acc.

Sa ci	em pobo	xa�a rezultate modela, iskoristi�emo test koli-
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qnika maksimalne verodostojnosti (opisan u poglav	u 2) kako bismo
uporedili me�usobno modele, i odluqili koji predikori jesu, a koji
nisu znaqajni.

Iskoristi�emo rezultate dobijene Valdovim testom i Bonferoni-
jevu korekciju, i kreirati nove modele koji ne�e sadr�ati prediktore
koji nisu znaqajni na osnovu Valdovog testa i na osnovu znaqajnosti
prediktora iz prvog inicijalnog model.

Prvo �emo testirati da su svi koeficiijenti uz prediktore jednaki
nuli, i rezultati dobijenog testa su:

Analys i s o f Deviance Table

Model 1 : de f au l t ed ˜ 1
Model 2 : de f au l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths + open acc +
revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + de l inq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n s ta tu s + grade ord
Resid . Df Resid . Dev Df Deviance Pr(>Chi )
1 33026 42971
2 32980 16900 46 26072 < 2 .2 e−16 ∗∗∗
−−−
S i g n i f . codes : 0 ∗∗∗ 0 .001 ∗∗ 0 .01 ∗ 0 .05 . 0 .1 1

Na osnovu dobijenih rezultata, i p-vrednosti testa koja je ma�a od
2.2e−16, odbacujemo nultu hipotezu da su svi koeficijenti jednaki nuli.

Kada smo utvrdili da nisu svi koefijenti jednaki nuli, �elimo da
proverimo da li su koeficijenti uz odre�ene prediktore jednaki nuli.
Na primer, �elimo da testiramo da li su koeficijenti uz prediktore
verification status i chargeoff within 12 mths jednaki nuli, dobijeni rezul-
tati su:

Analys i s o f Deviance Table

Model 1 : de f au l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths + open acc +
revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + emp length new + de l inq 2 yrs +
t o t a l acc + out prncp cat + t o t a l r ec i n t + grade ord
Model 2 : de f au l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths + open acc +
revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + de l inq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n s ta tu s + grade ord
Resid . Df Resid . Dev Df Deviance Pr(>Chi )
1 32983 16906
2 32980 16900 3 6.2803 0.09874 .
−−−
S i g n i f . codes : 0 ∗∗∗ 0 .001 ∗∗ 0 .01 ∗ 0 .05 . 0 .1 1

Na osnovu rezultata, mo�emo zak	uqiti da sa nivoom znaqajnosti
0.005 prihvatamo nultu hipotezu da ovi prediktori nisu znaqajni.

�elimo da uporedimo i uticaj parova prediktora u konkretnom
modelu. Ispita�emo uticaj para prediktora out prncp cat i revol bal,
i rezultati su:

Analys i s o f Deviance Table

Model 1 : de f au l t ed ˜ out prncp cat + revo l bal
Model 2 : de f au l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths + open acc +
revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + de l inq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
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t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n s ta tu s + grade ord
Resid . Df Resid . Dev Df Deviance Pr(>Chi )
1 33021 18933
2 32980 16900 41 2033.3 < 2 .2 e−16 ∗∗∗
−−−
S i g n i f . codes : 0 ∗∗∗ 0 .001 ∗∗ 0 .01 ∗ 0 .05 . 0 .1 1

Na osnovu p-vrednosti koja je ma�a od 2.2e−16 odbacujemo nultu
hipotezu da su zajedno jednaki nuli, i zak	uqujemo da su u paru
znaqajni.

Na osnovu rezultata osnovnog modela (model modLog prikazan u
prilogu C.1.), mo�emo primetiti da se znaqajnost prediktora ”Miss-
ing” i ”10+ years” znatno razlikuje od ostalih prediktora promen	ive
emp length new, pa �elimo da proverimo da li mo�emo pobo	xati
rezultate modela na osnovu pregrupisa�a kategorija ove promen	ive.
Formira�emo novu promen	ivu:

emp length bon =


Missing, ako je emp length new = ”Missing”,
10 + years ako je emp length new = ”10+ years”,
Others, ostale vrednosti ove promen	ive.

i ovu promen	ivu �emo iskoristiti prilikom pore�e�a modela kako
bismo utvrili da li su dobijeni rezultati modela pobo	xani.

Nov test koji �elimo da proverimo je uticaj novo kreirane ka-
tegoriqke promen	ive emp length bon u odnosu na uticaj promen	ive
emp length new, i dobijeni rezultati su:

Analys i s o f Deviance Table

Model 1 : de f au l t ed ˜ emp length bon
Model 2 : de f au l t ed ˜ emp length new
Resid . Df Resid . Dev Df Deviance Pr(>Chi )
1 33024 42869
2 33020 42843 4 25.789 3 .49 e−05 ∗∗∗
−−−
S i g n i f . codes : 0 ∗∗∗ 0 .001 ∗∗ 0 .01 ∗ 0 .05 . 0 .1 1

Na osnovu male p-vrednosti koja iznosi 3.49e−05 odbacujemo nultu
hipotezu i mo�emo zak	uqiti da je model bo	i sa prediktorom
emp length new.

Svi kreirani modeli sa odre�enim izbaqenim prediktorima, kao i
rezultati testa maksimalne verodostojnosti se mogu videti u prilogu
C.3, a kao kraj�i rezultat dobili smo nov model, gde smo isk	uqili
prediktore verification status, chargeoff within 12 mths, dti i revol bal i on
izgleda (rezultati modela se mogu videti u prilogu C.1.):

glm ( formula = de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e +
in s t a l lmen t + home ownership + purpose + inq l a s t 6mths +
open acc + revo l u t i l + tot cur bal + emp length new + de l inq 2 yrs +
t o t a l acc + out prncp cat + t o t a l r ec i n t + grade ord , fami ly = ”binomial ” ,
data = t r a i n )
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Rezultati pore�ena ovog modela sa izbaqenim prediktorima verifi-
cation status, chargeoff within 12 mths, dti i revol bal u odnosu na poqetni
model su(koriste�i test koliqnika verodostojnosti):

Analys i s o f Deviance Table

Model 1 : de f au l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose + inq l a s t 6mths + open acc + revo l u t i l +
tot cur bal + emp length new + de l inq 2 yrs + t o t a l acc +
out prncp cat + t o t a l r ec i n t + grade ord
Model 2 : de f au l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths + open acc +
revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + de l inq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n s ta tu s + grade ord
Resid . Df Resid . Dev Df Deviance Pr(>Chi )
1 32985 16906
2 32980 16900 5 6.3658 0.2722

Na osnovu p-vrednosti koja je jednaka 0.2722 prihvatamo nultu
hipotezu, i zak	uqujemo su koeficijenti uz prediktore verifica-
tion status, chargeoff within 12 mths, dti i revol bal jednaki nuli, i da ovi
prediktori nisu znaqajni.

Funkcija glm vra�a ocene parametara β0, β1, ..., β17 u logistiqko re-
gresionom modelu, i one iznose:

Estimate Std . Error z value Pr(>| z | )
( I n t e r c ep t ) 23.1611 229.0902 0.1011 0.9195
log annual income −0.1396 0.0509 −2.7433 0.0061∗∗
term 60 months 0 .2159 0.0519 4.1593 0.0000∗∗∗
i n t ra t e −0.1664 0.0155 −10.7203 0.0000∗∗∗
i n s t a l lmen t 0 .0011 0.0001 11.8098 0.0000∗∗∗
home ownershipOWN 0.1872 0.0642 2.9154 0.0036∗∗
home ownershipRENT 0.4372 0.0516 8.4785 0.0000∗∗∗
home ownershipANY −17.5983 7499.8684 −0.0023 0.9981
purposec r ed i t card 0.3621 0.2391 1.5148 0.1298
purposedebt c on s o l i d a t i on 0.4613 0.2349 1.9634 0.0496∗
purposehome improvement 0 .7079 0.2444 2.8966 0.0038∗∗
purposehouse −0.2614 0.3346 −0.7813 0.4346
purposemajor purchase 0 .3916 0.2645 1.4802 0.1388
purposemedical 0 .7941 0.2812 2.8238 0.0047∗∗
purposemoving 0.5543 0.2998 1.8489 0 . 0645 .
purposeother 0 .6267 0.2433 2.5758 0.0100∗
purposerenewable energy 1.1725 0.5517 2.1253 0.0336∗
purposesmal l bus ine s s 0 .8782 0.2865 3.0653 0.0022∗∗
purposevacat ion 0.4319 0.3300 1.3085 0.1907
inq l a s t 6mths 0 .1101 0.0210 5.2567 0.0000∗∗∗
open acc 0 .0207 0.0050 4.1461 0.0000∗∗∗
r evo l u t i l 0 .0105 0.0009 12.0315 0.0000∗∗∗
to t cur bal 0 .0000 0.0000 −5.3923 0.0000∗∗∗
emp length new1−3 −0.0809 0.0822 −0.9840 0.3251
emp length new10+ years −0.2607 0.0815 −3.1978 0.0014∗∗
emp length new4−5 −0.0258 0.0916 −0.2821 0.7779
emp length new6−7 −0.1296 0.1029 −1.2588 0.2081
emp length new8−9 −0.0492 0.0982 −0.5013 0.6161
emp length newMissing 0.4489 0.1005 4.4679 0.0000∗∗∗
de l i nq 2 yrs 0 .0795 0.0204 3.8978 0.0001∗∗∗
t o t a l acc −0.0076 0.0024 −3.1827 0.0015∗∗
out prncp cat>1000 $ −0.0929 1673.6975 −0.0001 1.0000
out prncp cat0 $ −21.7145 229.0892 −0.0948 0.9245
out prncp cat1000−10000 $ 0.0417 289.9220 0.0001 0.9999
out prncp cat10000−20000 $ −0.0365 293.9903 −0.0001 0.9999
t o t a l r ec i n t −0.0004 0.0000 −13.3632 0.0000∗∗∗
grade ord .L 5.2861 0.3152 16.7718 0.0000∗∗∗
grade ord .Q −0.2074 0.0864 −2.4014 0.0163∗
grade ord .C −0.2052 0.0757 −2.7109 0.0067∗∗
grade ord ˆ4 0.0362 0.0650 0.5567 0.5777
grade ord ˆ5 0.0195 0.0539 0.3621 0.7173
grade ord ˆ6 0.0222 0.0457 0.4851 0.6276

Sada mo�emo pre�i na testira�e podataka11. Kreira�emo novu

11Koristi�emo funckiju predict u R-u za predvi�a�e podataka
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promen	ivu predicted u skupu podataka test (prilog C.2.).

Na osnovu dobijenih rezultata mo�emo izraqunati matricu klasi-
fikacije (confusion matrix), i dobijene vrednosti su prikazane u tabeli
ispod (4.2.), gde je Def zavisna promen	iva, a ˆDef oce�ena vrednost.

Stvarne klase - (Def)
0 1

Oce�ene klase - ( ˆDef)
0 9073 1331
1 55 3695

Tabela 4.2: Matrica klasifikacije

Na osnovu ove matrice mo�emo izraqunati i odre�ene mere (opisane
u poglav	u 2), i dobijamo da su �ihove vrednosti12:

ACC = 0.9021, (4.3)

TPR = 0.9940, (4.4)

TNR = 0.7352, (4.5)

PPV = 0.8721, (4.6)

F1 = 2 · PPV · TPR
PPV + TPR

= 0.9291. (4.7)

Kako su ovi rezultati dobri (na osnovu opisa mera u poglav	u 2),
mo�emo zak	uqiti da ovaj model logistiqke regresije dobro opisuje
podatke.

Jox jedan od naqina provere slaga�a modela je i ROC kriva. Kon-
strukcija ove krive se mo�e videti u prilogu 2, a �en izgled je prikazan
na slici 4.12.

Na osnovu ROC krive mo�emo odrediti vrednost mere AUC (Area
Under the Curve) i �inijev koeficijent:

AUC = 0.9269, (4.8)

Gini = 0.8539. (4.9)

.
Na osnovu opisa ovih mera u poglav	u 2, zak	uqujemo da su rezultati

dobijenog modela dobri, i da je ura�eno odliqno razdvaja�e.

12Mere se mogu izraqunati na osnovu opisanih formula u poglav	u 2, a mi smo
koristili ugra�enu funkciju u R-u ConfusionMatrix, i dobijeni rezultati se mogu
videti u prilogu B.2.
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Slika 4.12: ROC kriva

�elimo da uporedimo rezultate dobijenog modela i sa drugim
modelom, i da onda na osnovu dobijenih rezultata me�usobno uporedimo
modele. Iskoristi�emo model stabla odluqiva�a (opisan u tre�em
poglav	u rada).

Stablo odluka (Decision Tree) je dobar metod klasifikacije po-
dataka, i relativno je jednostavan za implementaciju. Za potrebe
kreira�a stabla odluka, potrebno je koristiti odgovaraju�u zavisnu
promen	ivu, tj klasifikovati klijente u dve grupe:

• Riziqni klijenti (kod kojih postoji mogu�nost da ne ispune svoje
obaveze do kraja),

• Sigurni klijenti (klijenti koji �e svoje obaveze ispuniti u pot-
punosti).

Ovu promen	ivu smo definisali prilikom kreira�a modela
logistiqke regresije (promen	iva Y iz jednakosti (4.1)), pa �emo �u
iskorititi prilikom kreira�a i ovog modela.

Stablo odluqiva�a se kreira na osnovu isk	uqivo kategoriqkih
promen	ivih, pa �emo za izradu ovog modela iskoristiti trenutne
kategoriqke promen	ive kao prediktore: grade, home ownership, term,
emp length new, loan status, home ownership, verification status. Isko-
risti�emo i neprekidne promen	ive, koje �emo podeliti u odgovaraju�e
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intervale i na osnovu kojih �emo kreirati odgovaraju�e nove kate-
goriqke promen	ive (to su promen	ive: loan amnt cat, annual inc cat,
total acc cat, int rate cat, installment cat, revol bal cat, out prncp cat, a
intervali na osnovu kojih su pode	eni se mogu videti u prilogu B.3.)

Nedostatak stabala odluqiva�a je �ihova nestabilnost jer male
fluktuacije u uzorku podataka mogu rezultirati velikim varijacijama
u dode	enim klasifikacijama, proraquni mogu postati jako komplek-
sni, naroqito ako su mnoge vrednosti nepouzdane i/ili ako je mnogo
pozitivnih ishoda.

Mo�emo primetiti, da me�u podacima ima mnogo vixe sigurnih
kredita nego riziqnih, a nesrazmeran broj podataka mo�e dovesti
do pogrexnih zak	uqaka i proraquni mogu biti jako kompleksni
(mo�e se videti u tre�em poglav	u prilikom opisa nedostataka stabla
odluqiva�a), pa �emo zbog toga izdvojiti isti broj sigurnih zapisa
koliko imamo i riziqnih.

Fokusira�emo se na binarno stablo odluka, i zato nam je potrebno
da naxe promen	ive transformixemo u binarne promen	ive.

Na primer, originalna promen	iva rang klijenta (grade) je kate-
goriqka promen	iva i uzima vrednosti A,B,C...:

Slika 4.13: Vrednosti promen	ive rang klijenta13

13U tabeli su prikazane originalne vrednosti za promen	ivu rang za odre�ene
zapise, tako na primer u drugom zapisu promen	iva rang uzima vrednost B.
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Nakon transformacije vrednosti promen	ive rang u binarne vred-
nosti, na osnovu atributa koje je uzimala originalna promen	iva,
kreirane su nove promen	ive koje uzimaju vrednosti 0 i 1, kao na slici
4.14.

Slika 4.14: Binarne vrednosti promen	ive rang klijenta

Na ovaj naqin �emo transformisati sve promen	ive koje se nalaze u
naxem skupu podataka (kod transformacije se mo�e videti u prilogu 2).

Kada smo prilagodili podatke za izradu modela, mo�emo izdvojiti
podatke koje �emo koristiti za trenira�e modela, i kasnije za testi-
ra�e dobijenih rezultate, 50% podataka koristi�emo za trenira�e i
50% za testira�e modela (prilog 2).

Sada kada imamo izdvojene podatke za trenira�e modela, mo�emo
kreirati stablo odluka na osnovu ovih podataka. Za kreira�e stabla
koristi�emo funckiju rpart u R-u, i rezultati dobijenog modela su:

C l a s s i f i c a t i o n t r e e :
rpar t ( formula = sa f e ˜ . , data = t r a i n data , method = ” c l a s s ” )

Var iab l e s a c tua l l y used in t r e e cons t ruc t i on :
[ 1 ] loansDS$annual inc cat10000 −100000 $ loansDS$emp lengthMiss ing
[ 3 ] loansDS$gradeD loansDS$gradeG
[ 5 ] loansDS$home ownershipMORTGAGE loansDS$home ownershipOWN
[ 7 ] loansDS$ in t ra t e cat20−30 $ loansDS$out prncp cat0 $

Root node e r r o r : 8377/16754 = 0.5

n= 16754

CP n s p l i t r e l e r r o r xe r ro r xstd
1 0.7274681 0 1.00000 1.02507 0.0077233
2 0.0019697 1 0.27253 0.27253 0.0053010
3 0.0012733 3 0.26859 0.26967 0.0052774
4 0.0010744 7 0.26334 0.26680 0.0052536
5 0.0010000 8 0.26227 0.26681 0.0052534

Grafiqki prikaz stabla odluqiva�a se mo�e videti u prilogu B.3.

Kada smo kreirali stablo, �elimo da proverimo da li mo�emo
pobo	xati rezultate stabla (skratiti stablo14). Za ovaj metod,
potrebno je odrediti graniqnu vrednost c za koju je najma�a vrednost
grexke. Ova vrednost se mo�e proqitati na osnovu rezultata dobijenog
modela, i ona iznosi c = 0.001 na osnovu najma�e vrednosti grexke

14Metod skra�iva�e stabla (pruning) je opisan u poglav	u 3 ovog rada.
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(xerror = 0.26227), xto se mo�e videti i na osnovu grafiqkog prikaza
sa slike 4.15.

Slika 4.15: Graniqe vrednosti u odnosu na vrednost grexke

Ovu graniqnu vrednost �emo iskoristiti za skra�iva�e stabla, i
novo kreirano stablo se mo�e videti na slici 4.16.

Na osnovu qvorova stabla, mo�emo zak	uqiti da je 23% ukupnog
broja klijenata koji su uzeli kredit sa kamatnom stopom od 5-10% �e
ispuniti svoje obaveze (otplatiti ceo iznos kredita u dogovorenom
vremenskom periodu), i da je verovatno�a ovog doga�aja jednaka 0.27.
A kada je u pita�u doga�aj neispu�e�a obaveza, 15% ukupnog broja
klijenata su uzeli kredit sa kamatnom stopom ma�om od 5% i ve�om od
20% sa verovatno�om 0.72 ne�e biti u mogu�nosti da otplate kredit,
kao i 17% klijenata koji su uzeli kredit sa kamatnom stopom od 10-20%
i ne pripadaju rangu D. I na osnovu ovog modela stabla odluqiva�a,
testira�emo podatke15.

15Koristi�emo funkciju predict u R-u, kod se mo�e videti u prilogu B.3.
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Slika 4.16: Grafiqki prikaz stabla odluqiva�a

Na osnovu dobijenih rezultata, kreiramo matricu klasifikacije16,
i rezultati su prikazani u tabeli 4.3.

Stvarne klase - (Def)
0 1

Oce�ene klase - ( ˆDef)
0 8110 1984
1 267 6393

Tabela 4.3: Matrica klasifikacije

16Matricu �emo kreirati na osnovu funkcije ConfusionMatrix u programskom
jeziku R.

66



POGLAV�E 4. PRIMENA MODELA KREDITNOG RIZIKA

Na osnovu rezultata matrice mo�emo izraqunati i mere (opisane u
poglav	u 2), i rezulatati su:

ACC = 0.8656, (4.10)

TPR = 0.9681, (4.11)

TNR = 0.7632, (4.12)

PPV = 0.8034, (4.13)

F1 = 2 · PPV · TPR
PPV + TPR

= 0.8781. (4.14)

Kako su ovi rezultati dobri (na osnovu opisa mera u poglav	u 2),
mo�emo zak	uqiti da kreirani model stabla odluqiva�a dobro opisuje
podatke.

Iskoristi�emo i mere AUC i �inijev koeficijent za proveru mo-
dela, i vrednosti ovih koeficijenata su:

AUC = 0.8656, (4.15)

Gini = 0.7312. (4.16)

Tako�e, na osnovu ovih vrednosti (opisa parametara u drugom
poglav	u) mo�emo zak	uqiti da model dobro opisuje podatke.

Odgovaraju�a ROC kriva se mo�e videti na slici 4.17.

Slika 4.17: ROC kriva
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Kada uporedimo rezultate dobijene logistiqko regresionim modelom
i modela stabla odluke (na osnovu rezultata prikazanih u jednakostima
(4.1)-(4.6) za logistiqko regresioni model, i jednakostima (4.8)-(4.14)
za model stabla odluqiva�a) mo�emo zak	uqiti da oba modela dobro
opisuju podatke, ali je za nijansu bo	i logistiqko regresioni model,
xto se mo�e videti i na osnovu pore�e�a polo�aja ROC krivih na
slici (4.18).

Slika 4.18: Pore�e�e ROC krivih17

17Na grafiku je crvenom bojom prikazana ROC kriva kreirana na osnovu logis-
tiqko regresionog modela, a crnom bojom je kreirana na osnovu stabla odluka.
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Zak	uqak

Pogrexna procena kreditne sposobnosti klijenata ima za posledicu
gubitke, koji mogu izazvati velike probleme. S jedne strane odobrava�e
kredita klijentu koji ne�e biti u mogu�nosti da ispuni svoje obaveze u
potpunosti direktan je troxak banke, a sa druge strane, neodobrava�e
kredita dobrom klijentu uma�uje financijski uqinak. Stoga je pita�e
procene kreditne sposobnosti klijenta potrebno posvetiti posebnu
pa��u. Kao xto je u radu napomenuto, kao podrxka finansijskim
institucijama, razvijeni su i koriste se brojni modeli kreditnog
rizika.

U ovom radu su prikazani logistiqko regresioni modeli i mo-
deli stabla odluqiva�a, teorijski i primena sa konkretnim podacima.
Rezultati analize pokazali su da se va�nim prediktorom mo�e sma-
trati promen	iva rang klijenata, kamatna stopa, preostali iznos za ot-
platu kredita, pa tako klijenti koji su uzeli kredit sa ma�om kamatnom
stopom, kao i klijenti rangirani sa ocenom A sa velikom verovatno�om
�e otplatiti ceo iznos kredita na vreme, dok za klijente rangirane
ispod ocene D i sa velikim preostalim iznosom za otplatu kredita
postoji velika mogu�nost da ne�e vratiti kredit na vreme, kao i uti-
caj posedova�a nekretnina na samu otplatu kredita. Iako je tek nakon
implementacije u praksi mogu�e izvrxiti adekvatnu validaciju mode-
la, na osnovu navedenog mo�e se zak	uqiti da primena modela dopri-
nosi pobo	xa�u uprav	a�a kreditnim rizikom, xto doprinosi bo	im
analizama, i redukciju kreditnog rizika.

69



Literatura

[1] W. Schoutens, J. Cariboni (2009): Levy processes in credit risk
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Prilog A

Opis podataka

Redni
broj

Naziv
promen	ive

Opis Vrednost

1 addr state Drzava klijenta AK,AL,AR,..
2 annual inc Godix�i prihod

klijenta
Iznos u
dolarima
$

3 chargeoff within
12 mths

Broj naplata u
posled�ih 12 meseci

Ceo broj

4 delinq 2yrs Ukupan broj kas-
�e�a ve�a od 30
dana u toku dve
godine

Ceo broj

5 dti Udeo mesecnog
iznosa kredita u
odnosu na ukupan
iznosk	uquju�i
hipoteke

Procenat

6 out prncp Preostali iznos
glavnice kredita za
otplatu

Iznos u
dolarima
$

7 emp length Godine sta�a Kategorije,
ma�e od 1 god,
1 god, 2 god ...

8 home ownership Posedova�e nekret-
nine

any, mortgage,
own, rent, none
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PRILOG A. OPIS PODATAKA

Redni
broj

Naziv
promen	ive

Opis Vrednost

9 id Redni broj Ceo broj
10 inq last 6mths Broj prijava za

kredit u posled�ih
xest meseci

Ceo broj

11 installment Rata kredita Iznos u
dolarima
$

12 int rate Kamatna stopa Procenat
13 loan amnt Ukupan iznos poza-

jmice/kredita
Iznos u
dolarima
$

14 loan status Status kredita Current, De-
fault, Fully
Paid...

15 member id Redni broj klijenta Ceo broj
16 open acc Broj otvorenih

raquna klijenta
Ceo broj

17 purpose Svrha aplicira�a
za kredit

Slobodan opis

18 revol bal Ukupno iznos kred-
itnih kartica kli-
jenta

Iznos u
dolarima
$

19 revol util Iznos koji klijent
koristi na svim
kreditnim karti-
cama

Iznos u
dolarima
$

20 grade Rangira�e klijenta A,B,C....
21 tot cur bal Trenutni salto kli-

jetna
Iznos u
dolarima
$
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Redni
broj

Naziv
promen	ive

Opis Vrednost

22 total acc Ukupan broj raquna Ceo Broj
23 verification status Status potvrde Not, Source ili

Verified
24 term Broj meseci za ot-

platu kredita
Ceo broj

25 total rec int Ukupna otpla�ena
kamata kredita do
danas

Iznos u
dolarima
$
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Prilog B

Programski kod

B.1 Slike korix�ene u radu

> # sigmoid f u n k c i j a :
> s igmoid <− f unc t i on (a , x ){
+ 1 / ( 1 + exp(−a∗ x ) )
+ }
> x <− seq (−2.5 , 2 . 5 , 0 . 001)
>
> p lo t (x , s igmoid (1 , x ) , xlim=c (−3 ,3) , ylim = c (0 , 1 . 3 )
> , c o l=’ blue ’ , xlab = ’ ’ , ylab = ’ ’ , type=” l ” , axes=F)
> u <− par ( ” usr ” )
>
> ax i s (1 , pos=0, outer = TRUE)
> ax i s (2 , pos=0)
> arrows (u [ 1 ] , 0 , u [ 2 ] , 0 , code = 2 , xpd = TRUE)
> arrows (0 , u [ 3 ] , 0 , u [ 4 ] , code = 2 , xpd = TRUE)
>
> t i t l e ( xlab=” t ” , l i n e =2, cex . lab =1.5 , mgp=c (8 , 5 , 0 ) )
> t i t l e ( ylab=”P( t ) ” , l i n e =−10, cex . lab =1.5)
>
> l i n e s (x , x/x+0.02 , ylim = c (0 , 1 . 3 ) , c o l=’ black ’ )
> l i n e s (x , x+0.5 , ylim = c (0 , 1 . 3 ) , c o l=’ black ’ )
> l i n e s (x , s igmoid (2 , x ) , ylim = c (0 , 1) , c o l=’ ye l low ’ )
> l i n e s (x , s igmoid (3 , x ) , ylim = c (0 , 1) , c o l=’ green ’ )
> l i n e s (x , s igmoid (5 , x ) , ylim = c (0 , 1) , c o l=’ red ’ )
> l i n e s (x , s igmoid (1 , x ) , ylim = c (0 , 1) , c o l=’ blue ’ )
>
> # l o g i s t i c k a f u n k c i j a r a s p o d e l e
> l i b r a r y ( s t a t s )
>
> x<−seq (−5 ,20 ,0 .01)
>
> p lo t (x , p l o g i s (x , l o c a t i on =5, s c a l e =2, lower . t a i l = TRUE
+ , log . p = FALSE) , ylim=c (0 , 1 ) , xlim=c (−5 ,20)
+ , co l=’ blue ’ , xlab = ’x ’ , ylab = ’F(x ) ’ , type=” l ” )
>
> l i n e s (x , p l o g i s (x , l o c a t i o n =9, s c a l e =3, lower . t a i l = TRUE
+ , log . p = FALSE) , c o l=’ green ’ )
> l i n e s (x , p l o g i s (x , l o c a t i o n =9, s c a l e =4, lower . t a i l = TRUE
+ , log . p = FALSE) , c o l=’ red ’ )
> l i n e s (x , p l o g i s (x , l o c a t i o n =6, s c a l e =2, lower . t a i l = TRUE
+ , log . p = FALSE) , c o l=’ ye l low ’ )
> l i n e s (x , p l o g i s (x , l o c a t i o n =2, s c a l e =1, lower . t a i l = TRUE
+ , log . p = FALSE) , c o l=’ purple ’ )
> gr id ( )
>
> l egend (14 , 0 . 5 , l egend=c ( ”m=5, s=2” , ”m=9, s=3” , ”m=9, s=4”
+ , ”m=6, s=2” , ”m=2, s=1” ) ,
+ co l=c ( ” blue ” , ” green ” , ” red ” , ” ye l low ” , ” purple ” )
+ , l t y =1, cex =0.8)
>
> # l o g i s t i c k a g u s t i n a r a s p o d e l e
> x<−seq (−5 ,20 ,0 .01)
>
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> p lo t (x , d l o g i s (x , l o c a t i on =5, s c a l e =2, log =FALSE)
+ , ylim=c ( 0 , 0 . 3 ) , xlim=c (−5 ,20)
+ , co l=’ blue ’ , xlab = ’x ’ , ylab = ’ f ( x ) ’ , type=” l ” )
> l i n e s (x , d l o g i s (x , l o c a t i o n =9, s c a l e =3, log = FALSE)
+ , co l=’ green ’ )
> l i n e s (x , d l o g i s (x , l o c a t i o n =9, s c a l e =4, log = FALSE)
+ , co l=’ red ’ )
> l i n e s (x , d l o g i s (x , l o c a t i o n =6, s c a l e =2, log = FALSE)
+ , co l=’ ye l low ’ )
> l i n e s (x , d l o g i s (x , l o c a t i o n =2, s c a l e =1, log = FALSE)
+ , co l=’ purple ’ )
> gr id ( )
>
> l egend (14 , 0 . 28 , legend=c ( ”m=5, s=2” , ”m=9, s=3” , ”m=9, s=4”
+ , ”m=6, s=2” , ”m=2, s=1” ) , c o l=c ( ” blue ” , ” green ” , ” red ” ,
+ ” ye l low ” , ” purple ” ) , l t y =1, cex =0.8)
>
> # ROC k r i v a
> l i b r a r y (ROCR)
> i r i s $ i s v <− as . numeric ( i r i s $ Spec i e s == ” v e r s i c o l o r ” )
> mod <− glm ( i s v ˜ Sepal . Length+Sepal .Width , data=i r i s
+ , fami ly=”binomial ” )
> pred1 <− p r ed i c t i on ( p r ed i c t (mod) , i r i s $ i s v )
> per f1 <− performance ( pred1 , ” tpr ” , ” fp r ” )
>
> p lo t ( per f1 , xlab=’FPR ’ , ylab=’TPR’ , type=” l ” , c o l=” red ” )
> x<−seq ( 0 , 1 , 0 . 0 1 )
> l i n e s (x , x , ylim = c (0 , 1 . 3 ) , c o l=’ black ’ , type=” l ”
+ , l t y =2, lwd=1.4)

B.2 Primena modela

B.2.1 Osnovne statistike podataka

> # preuz imanje podataka za 2016 godinu :
> loan data 2016Q1 <− read . csv ( ”D: /Master rad i z rada /Primeri / loan data/LoanStats 2016Q1 . csv ” )
> loan data 2016Q2 <− read . csv ( ”D: /Master rad i z rada /Primeri / loan data/LoanStats 2016Q2 . csv ” )
> loan data 2016Q3 <− read . csv ( ”D: /Master rad i z rada /Primeri / loan data/LoanStats 2016Q3 . csv ” )
> loan data 2016Q4 <− read . csv ( ”D: /Master rad i z rada /Primeri / loan data/LoanStats 2016Q4 . csv ” )
> # nadov e z i v an j e podataka − j edan skup podataka :
> loan data <− rbind ( loan data 2016Q1, loan data 2016Q2, loan data 2016Q3, loan data 2016Q4)
> #s t a t i s t i k e :
> summary( loan data )
id member id loan amnt term in t ra t e
Min . : 55716 Min . : 113909 Min . : 1000 36 months :323495 Min .
: 0 . 0 532
1 s t Qu. : 74685647 1 s t Qu . : 80062544 1 s t Qu . : 8000 60 months :110912
1 s t Qu. : 0 . 0 9 4 9
Median :81454189 Median : 87190177 Median :12400
Median : 0 . 1199
Mean :81944688 Mean : 87851154 Mean :14734 Mean
: 0 . 1 304
3 rd Qu. :90137900 3 rd Qu . : 96588878 3 rd Qu. : 2 0000
3 rd Qu. : 0 . 1 5 5 9
Max. :96453160 Max. :103570872 Max. :40000 Max.
: 0 . 3 099

in s t a l lmen t grade sub grade emp t i t l e emp length
Min . : 30 .12 A: 70847 C1 : 31576 : 28487 10+ years :149972
1 s t Qu . : 247 .22 B:134512 B5 : 31339 Teacher : 8248 2 years : 39601
Median : 375.63 C:132178 B4 : 29053 Manager : 7403 3 years : 34734
Mean : 444.12 D: 59178 C2 : 26596 Owner : 5007 < 1 year : 31918
3 rd Qu . : 592 .39 E: 25807 B3 : 25898 Reg i s t e r ed Nurse : 3381 1 year : 29156
Max. : 1584 . 90 F : 9334 C4 : 25878 (Other ) :381880 n/a : 28214
G: 2551 (Other ) :264067 NA’ s : 1 ( Other ) :120812
home ownership annual inc v e r i f i c a t i o n s ta tu s loan s ta tu s
MORTGAGE:211516 Min . : 0 Not Ve r i f i e d :133828 Current :381178
OWN : 53037 1 s t Qu . : 48000 Source Ve r i f i e d :174294 Ful ly Paid : 30427
RENT :169744 Median : 67000 Ve r i f i e d :126285 Late (31−120 days ) : 6280
ANY : 110 Mean : 79498 I s sued : 6048
3 rd Qu . : 95000 Charged Off : 4567
Max. :9573072 In Grace Period : 3748
(Other ) : 2159
purpose t i t l e z ip code addr s t a t e
debt c on s o l i d a t i on :248899 Debt c on s o l i d a t i on :234563 750xx : 4571 CA
: 57888
c r e d i t card : 91609 Credit card r e f i n an c i n g : 86183 945xx : 4475 TX
: 37036
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home improvement : 31182 Home improvement : 29884 112xx : 4416 NY
: 35505
other : 28469 Other : 27745 606xx : 4104 FL
: 31727
major purchase : 10406 : 23173 300xx : 3959 IL
: 17715
medical : 5440 Major purchase : 10031 331xx : 3715 NJ
: 15891
(Other ) : 18402 (Other ) : 22828 (Other ) :409167
(Other ) :238645
d t i de l i nq 2 yrs inq l a s t 6mths open acc r evo l bal
r evo l u t i l
Min . : −1.00 Min . : 0 .0000 Min . : 0 . 0 000 Min . : 1 .00 Min . : 0
Min . : 0 . 0 000
1 s t Qu . : 12 .31 1 s t Qu . : 0 .0000 1 s t Qu. : 0 . 0 0 0 0 1 s t Qu . : 8 .00 1 s t Qu . : 6003
1 s t Qu. : 0 . 3 2 4 0
Median : 18 .22 Median : 0 .0000 Median : 0 . 0 000 Median : 1 1 . 0 0 Median : 11203
Median : 0 . 5040
Mean : 20 .33 Mean : 0 .3606 Mean : 0 . 5 614 Mean : 1 1 . 8 8 Mean : 16943
Mean : 0 . 5068
3 rd Qu . : 24 .87 3 rd Qu . : 0 .0000 3 rd Qu. : 1 . 0 0 0 0 3 rd Qu. : 1 5 . 0 0 3 rd Qu . : 20064
3 rd Qu. : 0 . 6 9 0 0
Max. : 9999 . 00 Max. : 29 . 0000 Max. : 5 . 0 000 Max. : 9 7 . 0 0 Max. :1044210
Max. : 1 . 7 200
NA’ s : 1 NA’ s :264
t o t a l acc out prncp t o t a l pymnt t o t a l r ec prncp t o t a l r ec i n t
l a s t pymnt amnt
Min . : 2 .00 Min . : 0 Min . : 0 Min . : 0 . 0 Min . : 0 . 0
Min . : 0 .0
1 s t Qu . : 16 .00 1 s t Qu . : 5246 1 s t Qu . : 1015 1 s t Qu . : 649 .4 1 s t Qu . : 258 .2
1 s t Qu . : 250 .5
Median : 23 .00 Median :10003 Median : 2327 Median : 1484.5 Median : 593 .0
Median : 392 .8
Mean : 24 .52 Mean :11763 Mean : 3732 Mean : 2813.8 Mean : 915 .9
Mean : 1316.8
3 rd Qu . : 31 .00 3 rd Qu. : 1 6989 3 rd Qu . : 4549 3 rd Qu . : 3004.2 3 rd Qu. : 1 2 2 5 . 4
3 rd Qu . : 654 .9
Max . : 1 76 . 00 Max. :40000 Max. :46886 Max. : 40000 . 0 Max . : 9 459 . 1
Max . : 42148 . 5

to t cur bal cha r g eo f f with in 12 mths
Min . : 0 Min . : 0 . 000000
1 s t Qu . : 30328 1 s t Qu. : 0 . 0 0 0 0 00
Median : 81448 Median :0 . 000000
Mean : 143451 Mean :0 . 009074
3 rd Qu . : 212890 3 rd Qu. : 0 . 0 0 0 0 00
Max. :5445012 Max. : 9 . 000000

> s t r ( loan data )
’ data . frame ’ : 434407 obs . o f 32 v a r i a b l e s :
$ id : i n t 74523825 75993583 76022756 75800404 75933549 76041549 . . .
$ member id : i n t 79900601 81484367 81513504 81268205 81424322 81532277
. . .
$ loan amnt : i n t 12000 22000 25000 12500 24000 16800 30000 35000 5625 10550 . . .
$ term : Factor w/ 2 l e v e l s ” 36 months ” ,” 60 months ” : 2 1 2 1 2 2 2 2 1 2 . . .
$ i n t ra t e : num 0.1147 0.0649 0.1299 0.1299 0.1953 . . .
$ i n s t a l lmen t : num 264 674 569 421 630 . . .
$ grade : Factor w/ 7 l e v e l s ”A” ,”B” ,”C” ,”D” , . . : 2 1 3 3 4 4 2 4 4 3 . . .
$ sub grade : Factor w/ 35 l e v e l s ”A1” ,”A2” ,”A3 ” , . . : 10 2 12 12 20 17 9 18 18 15 . . .
$ emp t i t l e : Factor w/ 121664 l e v e l s ”” ,”
Assembler ” , . . : 41347 21257 . . .
$ emp length : Factor w/ 12 l e v e l s ”< 1 year ” ,”1 year ” , . . : 3 3 3 7 2 3 4 3 3 3 . . .
$ home ownership : Factor w/ 4 l e v e l s ”MORTGAGE” ,”OWN” , . . : 3 1 3 3 2 3 1 1 1 3 . . .
$ annual inc : num 30000 134000 138000 55000 135000 . . .
$ v e r i f i c a t i o n s ta tu s : Factor w/ 3 l e v e l s ”Not Ve r i f i e d ” , . . : 3 3 1 3 3 2 3 3 3 1 . . .
$ loan s ta tu s : Factor w/ 8 l e v e l s ”Charged Off ” , . . : 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 . . .
$ purpose : Factor w/ 13 l e v e l s ” car ” ,” c r e d i t card ” , . . : 3 3 3 3 2 3 3 3 4 3 . . .
$ t i t l e : Factor w/ 14 l e v e l s ”” ,” Bus iness ” , . . : 6 6 6 6 5 6 6 6 9 6 . . .
$ z ip code : Factor w/ 911 l e v e l s ”007xx” ,”008xx ” , . . : 723 319 70 873 251 . . .
$ addr s t a t e : Factor w/ 50 l e v e l s ”AK” ,”AL” ,”AR” , . . : 6 10 31 47 27 15 43 14 37 10 . . .
$ d t i : num 40.8 26 .3 12 .4 33 .7 20 .2 . . .
$ de l i nq 2 yrs : i n t 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 . . .
$ inq l a s t 6mths : i n t 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 . . .
$ open acc : i n t 29 20 9 11 14 14 20 23 7 10 . . .
$ r evo l bal : i n t 23705 60963 8577 18170 25934 9906 26495 41602 1773 3594 . . .
$ r evo l u t i l : num 0.167 0 .67 0 .371 0 .733 0 .679 0 .416 0 .532 0 .63 0 .269 0 .313 . . .
$ t o t a l acc : i n t 43 34 24 18 19 35 43 26 14 20 . . .
$ out prncp : num 10606 16894 22198 9813 21704 . . .
$ t o t a l pymnt : num 2358 6064 5082 3772 5795 . . .
$ t o t a l r ec prncp : num 1394 5106 2802 2687 2296 . . .
$ t o t a l r ec i n t : num 965 957 2280 1086 3498 . . .
$ l a s t pymnt amnt : num 264 674 569 421 630 . . .
$ to t cur bal : i n t 36850 405151 11565 46568 118667 51348 256353 310728 . . .
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$ cha rg eo f f with in 12 mths : i n t 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . .
> l i b r a r y ( DescTools )
Warning message :
package D e s c T o o l s was bu i l t under R ve r s i on 3 . 3 . 3
> # raspode la s l promenl j ive loan amount
> Desc ( loan data$ loan amnt , main = ”” , p l o t i t = TRUE)
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

l ength n NAs unique 0 s mean meanCI
434 ’ 407 434 ’ 407 0 1 ’ 533 0 14 ’ 734 .04 14 ’ 707 .30
100.0% 0.0% 0.0% 14 ’ 760.78

.05 .10 .25 median .75 .90 .95
3 ’ 200 .00 5 ’ 000 .00 8 ’ 000 .00 12 ’ 400.00 20 ’ 000 .00 28 ’ 300 .00 34 ’ 850.00

range sd vcoe f mad IQR skew kurt
39 ’ 000 .00 8 ’ 991 .62 0 .61 8 ’ 895 .60 12 ’ 000 .00 0 .75 −0.19

lowest : 1 ’ 000 (1 ’ 975) , 1 ’ 025 (5 ) , 1 ’ 050 (10) , 1 ’ 075 (7 ) , 1 ’ 100 (45)
h ighe s t : 39 ’ 900 (4 ) , 39 ’ 925 (3 ) , 39 ’ 950 , 39 ’ 975 (4 ) , 40 ’ 000 (3 ’ 432)

> # promen l j i v a purpose
> Desc ( loan data$purpose , main = ”” , p l o t i t = TRUE)
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

l ength n NAs unique l e v e l s dupes
434 ’ 407 434 ’ 407 0 13 13 y
100.0% 0.0%

l e v e l f r e q perc cumfreq cumperc
1 debt c on s o l i d a t i on 248 ’ 899 57.3% 248 ’ 899 57.3%
2 c r e d i t card 91 ’ 609 21.1% 340 ’ 508 78.4%
3 home improvement 31 ’ 182 7.2% 371 ’ 690 85.6%
4 other 28 ’ 469 6.6% 400 ’ 159 92.1%
5 major purchase 10 ’ 406 2.4% 410 ’ 565 94.5%
6 medical 5 ’ 440 1.3% 416 ’ 005 95.8%
7 car 4 ’ 813 1.1% 420 ’ 818 96.9%
8 smal l bus ine s s 4 ’ 790 1.1% 425 ’ 608 98.0%
9 vacat ion 3 ’ 262 0.8% 428 ’ 870 98.7%
10 moving 3 ’ 229 0.7% 432 ’ 099 99.5%
11 house 2 ’ 002 0.5% 434 ’ 101 99.9%
12 renewable energy 304 0.1% 434 ’ 405 100.0%
. . . e t c .
[ l i s t output truncated ]

> # izdva j an j e podskupa podataka
> # f u l l paid −> 1
> # charged o f f , de fau l ted , l a t e (31−120 days ) , Late (16−30 days ) −> 0
> l oans <− subset ( loan data , loan s ta tu s %in% c (”Charged Off ” ,” Defau l t ” ,” Ful ly Paid”
+ ,” In Grace Period ”
+ ,” Late (16−30 days )” ,” Late (31−120 days ) ” ) )
> # ordered promenl j ive u R−u
> l oans $ grade ord <− ordered ( loans $ grade )
> # log vredbost kolone annual income
> l oans $ log annual income <− l og ( loans $annual inc )
> l oans $ log annual income [ which ( loans $ log annual income == ”− I n f ” ) ] <− 0
> l oans $emp length new <− rep (NA, length ( loans $emp length ) ) # nova kolona
> # i n i c i j a l i z a c i j a , g rup i s an j e v r ednos t i u k a t e g o r i j e
> l oans $emp length new [ which ( loans $emp length == ”< 1 year ” ) ] <− ”< 1 year ”
> l oans $emp length new [ which ( loans $emp length %in% c (”1 year ” ,”2 years ” ,”3 years ” ) ) ] <− ”1−3”
> l oans $emp length new [ which ( loans $emp length %in% c (”4 years ” ,”5 years ” ) ) ] <− ”4−5”
> l oans $emp length new [ which ( loans $emp length %in% c (”6 years ” ,”7 years ” ) ) ] <− ”6−7”
> l oans $emp length new [ which ( loans $emp length %in% c (”8 years ” ,”9 years ” ) ) ] <− ”8−9”
> l oans $emp length new [ which ( loans $emp length == ”10+ years ” ) ] <− ”10+ years ”
> l oans $emp length new [ which ( loans $emp length == ”n/a ” ) ] <− ”Miss ing ”
> l oans $emp length new= as . f a c t o r ( loans $emp length new)
> summary( loans $emp length new)
< 1 year 1−3 10+ years 4−5 6−7 8−9 Miss ing
3509 11319 16106 5561 3538 4092 3056
> # revo l u t i l − Na ’ s
> l oans $ r evo l u t i l [ which ( i s . na ( loans $ r evo l u t i l ) ) ] <− median ( loans $ r evo l u t i l , na . rm=TRUE)
> # nova ka t e g o r prom − za s t a t u s k r e d i t a , v r e d n o s t i 0 i 1
> l oans $ de f au l t ed <− 1 # i n i c i j a l i z a c i j a
> index fp <− which ( loans $ loan s ta tu s == ”Ful ly Paid” )
> l oans $ de f au l t ed [ index fp ] <− 0
> # in t r a t e i r e v o l u t i l , pomnozene sa 100
> l oans $ i n t ra t e <− l oans $ i n t ra t e ∗100
> l oans $ r evo l u t i l <− l oans $ r evo l u t i l ∗ 100
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B.2.2 Logistiqko regresioni model

> l i b r a r y ( caTools )
> # pode l a podataka − t r a i n and t e s t :
> sp l = sample . s p l i t ( l oans $ de fau l ted , 0 . 7 )
> t r a i n = subset ( loans , sp l == TRUE)
> t e s t = subset ( loans , sp l == FALSE)
>
> modLog = glm( de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t
+ + home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths + open acc
+ + revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths
+ + emp length new + purpose + de l i nq 2 yrs + t o t a l acc
+ + out prncp cat + t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n s ta tu s + grade ord
+ , data=tra in , fami ly=”binomial ” )
> # Kukovo r a s t o j a n j e :
> cook <− cooks . d i s t ance (modLog)
> p lo t ( cook , cex=2, main=”” , xlab = ”” , ylab = ”” ) # p l o t cook ’ s d i s t a n c e
> ab l i n e (h = 4∗mean( cook , na . rm=T)) # add c u t o f f l i n e
> t ext (x=1: l ength ( cook )+1 , y=cook
+ , l a b e l s=i f e l s e ( cook>4∗mean( cook , na . rm=T)
+ ,names ( cook ) , ”” ) ) # add l a b e l s
> i n f l u e n t i a l <− as . numeric ( names ( cook )
+ [ ( cook > 4∗mean( cook , na . rm=T) ) ] ) # i n f l u e n t i a l row numbers
> head ( loans [ i n f l u e n t i a l , ] )
loan amnt term in t ra t e i n s t a l lmen t grade emp t i t l e emp length home ownership annual inc
1245 6000 36 months 9 .16 191.25 B medical s a l e s 10+ years
MORTGAGE 150000
v e r i f i c a t i o n s ta tu s loan s ta tu s purpose addr s t a t e
d t i de l i nq 2 yrs inq l a s t 6mths
1245 Ve r i f i e d Charged Off debt c on s o l i d a t i on NY 4.46
2 1
open acc r evo l bal r evo l u t i l t o t a l acc out prncp t o t a l r ec i n t l a s t pymnt amnt tot cur bal
1245 9 3402 27 .9 13 0 170.39
191.25 30805
cha r g eo f f with in 12 mths grade ord log annual income emp length new de fau l t ed new loan s ta tu s
1245 0 B 11.91839 10+ years
1 Defaulted
out prncp cat t o t a l r ec prncp cat loan amnt cat t o t a l acc cat
annual inc cat i n t ra t e cat
1245 0 $ >1000 $ < 10000 $
10−50 100000−1000000 $ 5−10 $
in s t a l lmen t cat r evo l bal cat
1245 100−500 $ < 5000 $
> # Waldov t e s t
> l i b r a r y ( survey )
> regTermTest (modLog , ”term” )
Wald t e s t f o r term
in glm ( formula = de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e +
in s t a l lmen t + home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths +
open acc + revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + purpose + de l i nq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n s ta tu s + grade ord , fami ly = ”binomial ” ,
data = t r a i n )
F = 24.07312 on 1 and 32980 df : p= 9.3188 e−07
> regTermTest (modLog , ” i n t ra t e ” )
Wald t e s t f o r i n t ra t e
in glm ( formula = de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e +
in s t a l lmen t + home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths +
open acc + revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + purpose + de l i nq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n s ta tu s + grade ord , fami ly = ”binomial ” ,
data = t r a i n )
F = 116.3649 on 1 and 32980 df : p= < 2 .22 e−16
> regTermTest (modLog , ” i n s t a l lmen t ” )
Wald t e s t f o r i n s t a l lmen t
in glm ( formula = de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e +
in s t a l lmen t + home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths +
open acc + revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + purpose + de l i nq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n s ta tu s + grade ord , fami ly = ”binomial ” ,
data = t r a i n )
F = 134.8402 on 1 and 32980 df : p= < 2 .22 e−16
> # konacan model :
> modlog new = glm( de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t
+ + home ownership + purpose + inq l a s t 6mths + open acc
+ + revo l u t i l + tot cur bal
+ + emp length new + purpose + de l i nq 2 yrs + t o t a l acc
+ + out prncp cat + t o t a l r ec i n t + grade ord
+ , data=t r a i n [− i n f l u e n t i a l , ] , f ami ly=”binomial ” )
> #k o e f i c i j e n t i modela :
> round (summary(modlog new) $ coef , 4 )
Estimate Std . Error z value Pr(>| z | )
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( I n t e r c ep t ) 23.2737 230.6399 0.1009 0.9196
log annual income −0.1491 0.0512 −2.9141 0.0036
term 60 months 0 .2166 0.0522 4.1494 0.0000
i n t ra t e −0.1664 0.0156 −10.6687 0.0000
in s t a l lmen t 0 .0011 0.0001 11.8522 0.0000
home ownershipOWN 0.1890 0.0645 2.9305 0.0034
home ownershipRENT 0.4398 0.0518 8.4905 0.0000
home ownershipANY −17.5972 7496.4990 −0.0023 0.9981
purposec r ed i t card 0.3514 0.2393 1.4683 0.1420
purposedebt c on s o l i d a t i on 0.4503 0.2352 1.9144 0.0556
purposehome improvement 0 .6870 0.2448 2.8066 0.0050
purposehouse −0.2638 0.3349 −0.7879 0.4308
purposemajor purchase 0 .3819 0.2652 1.4403 0.1498
purposemedical 0 .7687 0.2822 2.7238 0.0065
purposemoving 0.5198 0.3014 1.7244 0.0846
purposeother 0 .6219 0.2436 2.5527 0.0107
purposerenewable energy 1.1645 0.5518 2.1104 0.0348
purposesmal l bus ine s s 0 .8629 0.2876 3.0006 0.0027
purposevacat ion 0.4301 0.3304 1.3018 0.1930
inq l a s t 6mths 0 .1112 0.0210 5.2846 0.0000
open acc 0 .0213 0.0050 4.2386 0.0000
r evo l u t i l 0 .0104 0.0009 11.9358 0.0000
tot cur bal 0 .0000 0.0000 −5.3473 0.0000
emp length new1−3 −0.0877 0.0825 −1.0629 0.2878
emp length new10+ years −0.2649 0.0818 −3.2396 0.0012
emp length new4−5 −0.0285 0.0919 −0.3097 0.7568
emp length new6−7 −0.1430 0.1035 −1.3824 0.1669
emp length new8−9 −0.0500 0.0985 −0.5078 0.6116
emp length newMissing 0.4485 0.1008 4.4477 0.0000
de l i nq 2 yrs 0 .0830 0.0204 4.0598 0.0000
t o t a l acc −0.0078 0.0024 −3.2429 0.0012
out prncp cat>1000 $ −0.0935 1673.9169 −0.0001 1.0000
out prncp cat0 $ −21.7124 230.6390 −0.0941 0.9250
out prncp cat1000−10000 $ 0.0389 291.7211 0.0001 0.9999
out prncp cat10000−20000 $ −0.0377 296.0230 −0.0001 0.9999
t o t a l r ec i n t −0.0004 0.0000 −13.2591 0.0000
grade ord .L 5.2765 0.3166 16.6652 0.0000
grade ord .Q −0.1977 0.0865 −2.2849 0.0223
grade ord .C −0.2000 0.0759 −2.6366 0.0084
grade ord ˆ4 0.0360 0.0652 0.5516 0.5812
grade ord ˆ5 0.0165 0.0541 0.3048 0.7605
grade ord ˆ6 0.0199 0.0459 0.4343 0.6641
> #k o e f i c i j e n t i modela :
> round (summary(modlog new) $ coef , 4 )
Estimate Std . Error z value Pr(>| z | )
( I n t e r c ep t ) 23.2737 230.6399 0.1009 0.9196
log annual income −0.1491 0.0512 −2.9141 0.0036
term 60 months 0 .2166 0.0522 4.1494 0.0000
i n t ra t e −0.1664 0.0156 −10.6687 0.0000
in s t a l lmen t 0 .0011 0.0001 11.8522 0.0000
home ownershipOWN 0.1890 0.0645 2.9305 0.0034
home ownershipRENT 0.4398 0.0518 8.4905 0.0000
home ownershipANY −17.5972 7496.4990 −0.0023 0.9981
purposec r ed i t card 0.3514 0.2393 1.4683 0.1420
purposedebt c on s o l i d a t i on 0.4503 0.2352 1.9144 0.0556
purposehome improvement 0 .6870 0.2448 2.8066 0.0050
purposehouse −0.2638 0.3349 −0.7879 0.4308
purposemajor purchase 0 .3819 0.2652 1.4403 0.1498
purposemedical 0 .7687 0.2822 2.7238 0.0065
purposemoving 0.5198 0.3014 1.7244 0.0846
purposeother 0 .6219 0.2436 2.5527 0.0107
purposerenewable energy 1.1645 0.5518 2.1104 0.0348
purposesmal l bus ine s s 0 .8629 0.2876 3.0006 0.0027
purposevacat ion 0.4301 0.3304 1.3018 0.1930
inq l a s t 6mths 0 .1112 0.0210 5.2846 0.0000
open acc 0 .0213 0.0050 4.2386 0.0000
r evo l u t i l 0 .0104 0.0009 11.9358 0.0000
tot cur bal 0 .0000 0.0000 −5.3473 0.0000
emp length new1−3 −0.0877 0.0825 −1.0629 0.2878
emp length new10+ years −0.2649 0.0818 −3.2396 0.0012
emp length new4−5 −0.0285 0.0919 −0.3097 0.7568
emp length new6−7 −0.1430 0.1035 −1.3824 0.1669
emp length new8−9 −0.0500 0.0985 −0.5078 0.6116
emp length newMissing 0.4485 0.1008 4.4477 0.0000
de l i nq 2 yrs 0 .0830 0.0204 4.0598 0.0000
t o t a l acc −0.0078 0.0024 −3.2429 0.0012
out prncp cat>1000 $ −0.0935 1673.9169 −0.0001 1.0000
out prncp cat0 $ −21.7124 230.6390 −0.0941 0.9250
out prncp cat1000−10000 $ 0.0389 291.7211 0.0001 0.9999
out prncp cat10000−20000 $ −0.0377 296.0230 −0.0001 0.9999
t o t a l r ec i n t −0.0004 0.0000 −13.2591 0.0000
grade ord .L 5.2765 0.3166 16.6652 0.0000
grade ord .Q −0.1977 0.0865 −2.2849 0.0223
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grade ord .C −0.2000 0.0759 −2.6366 0.0084
grade ord ˆ4 0.0360 0.0652 0.5516 0.5812
grade ord ˆ5 0.0165 0.0541 0.3048 0.7605
grade ord ˆ6 0.0199 0.0459 0.4343 0.6641
> cm < − confus ionMatr ix ( as . numeric ( t e s t $ pred i c t ed >= 0 . 5 ) , t e s t $ de f au l t ed )
> cm
Confusion Matrix and S t a t i s t i c s

Reference
Pred i c t i on 0 1
0 9075 1330
1 53 3696

Accuracy : 0 .9023
95% CI : (0 . 8973 , 0 .9071)
No Informat ion Rate : 0 .6449
P−Value [ Acc > NIR ] : < 2 .2 e−16

Kappa : 0 .7737
Mcnemar ’ s Test P−Value : < 2 .2 e−16

S e n s i t i v i t y : 0 .9942
S p e c i f i c i t y : 0 .7354
Pos Pred Value : 0 .8722
Neg Pred Value : 0 .9859
Prevalence : 0 .6449
Detect ion Rate : 0 .6412
Detect ion Prevalence : 0 .7351
Balanced Accuracy : 0 .8648

’ Po s i t i v e ’ Class : 0

> #Test Area Under the Curve (AUC) , i ROC kr iva
> l i b r a r y (ROCR)
> l i b r a r y (ROCR)
> p <− pr ed i c t (modlog new , newdata=tes t , type=”response ”)
> pr <− p r ed i c t i on (p , t e s t $ de f au l t ed )
> pr f <− performance ( pr , measure = ” tpr ” , x . measure = ” fp r ”)
> p lo t ( prf , xlab = ”TRP” , ylab=”FPR”)
>
> auc <− performance ( pr , measure = ”auc ”)
> auc <− auc@y . va lues [ [ 1 ] ]
> auc # AUC vrednost
[ 1 ] 0 .9269694
> # g i n i mera :
> g i n i <− 2∗ auc −1
> g i n i
[ 1 ] 0 .8539388

B.2.3 Modeli stabla odluka

> # k r e i r a n j e nov ih k a t e g o r i c k i h p r omen l j i v i h :
> l oans $ loan amnt cat <− rep (NA, length ( loans $ loan amnt ) ) # nova ko lona
> l oans $ loan amnt cat [ which ( loans $ loan amnt < 10000) ] <− ”< 10000 $”
> l oans $ loan amnt cat [ which ( loans $ loan amnt >= 10000 & loans $ loan amnt
> < 20000) ] <− ”10000−20000 $”
> l oans $ loan amnt cat [ which ( loans $ loan amnt >= 20000 & loans $ loan amnt
> < 30000) ] <− ”20000−30000 $”
> l oans $ loan amnt cat [ which ( loans $ loan amnt >= 30000 & loans $ loan amnt <= 40000) ]
> <− ”30000−40000 $”
> l oans $ loan amnt cat= as . f a c t o r ( loans $ loan amnt cat )
> summary( loans $ loan amnt cat )
< 10000 $ 10000−20000 $ 20000−30000 $ 30000−40000 $
15595 17111 9452 5023
> l oans $ t o t a l acc cat <− rep (NA, length ( loans $ t o t a l acc ) ) # nova ko lona
> l oans $ t o t a l acc cat [ which ( loans $ t o t a l acc < 10 ) ] <− ”< 10”
> l oans $ t o t a l acc cat [ which ( loans $ t o t a l acc >= 10 & loans $ t o t a l acc < 50 ) ] <− ”10−50”
> l oans $ t o t a l acc cat [ which ( loans $ t o t a l acc >= 50 & loans $ t o t a l acc < 100 ) ] <− ”50−100”
> l oans $ t o t a l acc cat [ which ( loans $ t o t a l acc >= 100) ] <− ”>100”
> l oans $ t o t a l acc cat= as . f a c t o r ( loans $ t o t a l acc cat )
> summary( loans $ t o t a l acc cat )
< 10 >100 10−50 50−100
2658 14 42375 2134
> l oans $annual inc cat <− rep (NA, length ( loans $annual inc ) ) # nova ko lona
> l oans $annual inc cat [ which ( loans $annual inc < 1000) ] <− ”< 1000 $”
> l oans $annual inc cat [ which ( loans $annual inc >= 1000 & loans $annual inc < 10000) ]
> <− ”1000−10000 $”
> l oans $annual inc cat [ which ( loans $annual inc >= 10000 & loans $annual inc < 100000) ]
> <− ”10000−100000 $”
> l oans $annual inc cat [ which ( loans $annual inc >= 100000 & loans $annual inc <= 1000000) ]
> <− ”100000−1000000 $”
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> l oans $annual inc cat [ which ( loans $annual inc > 1000000) ] <− ”> 1000000 $”
> l oans $annual inc cat= as . f a c t o r ( loans $annual inc cat )
> summary( loans $annual inc cat )
< 1000 $ > 1000000 $ 1000−10000 $ 10000−100000 $ 100000−1000000 $
4 11 40 36308 10818
> l oans $ i n t ra t e cat <− rep (NA, length ( loans $ i n t ra t e ) ) # nova ko lona
> l oans $ i n t ra t e cat [ which ( loans $ i n t ra t e < 5 ) ] <− ”< 5 $”
> l oans $ i n t ra t e cat [ which ( loans $ i n t ra t e >= 5 & loans $ i n t ra t e < 10 ) ] <− ”5−10 $”
> l oans $ i n t ra t e cat [ which ( loans $ i n t ra t e >= 10 & loans $ i n t ra t e < 20 ) ] <− ”10−20 $”
> l oans $ i n t ra t e cat [ which ( loans $ i n t ra t e >= 20 & loans $ i n t ra t e <= 30) ] <− ”20−30 $”
> l oans $ i n t ra t e cat [ which ( loans $ i n t ra t e > 30 ) ] <− ”> 30 $”
> l oans $ i n t ra t e cat= as . f a c t o r ( loans $ i n t ra t e cat )
> summary( loans $ i n t ra t e cat )
> 30 $ 10−20 $ 20−30 $ 5−10 $
63 29075 6839 11204
> l oans $ in s t a l lmen t cat <− rep (NA, length ( loans $ in s t a l lmen t ) ) # nova ko lona
> l oans $ in s t a l lmen t cat [ which ( loans $ in s t a l lmen t < 50 ) ] <− ”< 50 $”
> l oans $ in s t a l lmen t cat [ which ( loans $ in s t a l lmen t >= 50 & loans $ in s t a l lmen t < 100 ) ]
> <− ”50−100 $”
> l oans $ in s t a l lmen t cat [ which ( loans $ in s t a l lmen t >= 100 & loans $ in s t a l lmen t < 500 ) ]
> <− ”100−500 $”
> l oans $ in s t a l lmen t cat [ which ( loans $ in s t a l lmen t >= 500 & loans $ in s t a l lmen t <= 1000) ]
> <− ”500−1000 $”
> l oans $ in s t a l lmen t cat [ which ( loans $ in s t a l lmen t > 1000) ] <− ”> 1000 $”
> l oans $ in s t a l lmen t cat= as . f a c t o r ( loans $ in s t a l lmen t cat )
> summary( loans $ in s t a l lmen t cat )
< 50 $ > 1000 $ 100−500 $ 50−100 $ 500−1000 $
480 2945 27408 1687 14661
> l oans $ r evo l bal cat <− rep (NA, length ( loans $ r evo l bal ) ) # nova ko lona
> l oans $ r evo l bal cat [ which ( loans $ r evo l bal < 5000) ] <− ”< 5000 $”
> l oans $ r evo l bal cat [ which ( loans $ r evo l bal >= 5000 & loans $ r evo l bal < 10000) ]
> <− ”5000−10000 $”
> l oans $ r evo l bal cat [ which ( loans $ r evo l bal >= 10000 & loans $ r evo l bal < 20000) ]
> <− ”10000−20000 $”
> l oans $ r evo l bal cat [ which ( loans $ r evo l bal >= 20000 & loans $ r evo l bal <= 50000) ]
> <− ”20000−50000 $”
> l oans $ r evo l bal cat [ which ( loans $ r evo l bal > 50000) ] <− ”> 50000 $”
> l oans $ r evo l bal cat= as . f a c t o r ( loans $ r evo l bal cat )
> summary( loans $ r evo l bal cat )
< 5000 $ > 50000 $ 10000−20000 $ 20000−50000 $ 5000−10000 $
10920 1965 13196 9637 11463
> l i b r a r y ( dplyr )
> l oans dt <− s e l e c t ( loans , grade ord , term , home ownership , emp length new
+ , loan status , de fau l ted , v e r i f i c a t i o n status , purpose
+ , loan amnt cat , annual inc cat , t o t a l acc cat , i n t ra t e cat
+ , i n s t a l lmen t cat , r evo l bal cat , out prncp cat )
> s a f e loans <− l oans dt [ l oans dt$ loan s ta tu s == ’ Ful ly Paid ’ , ]
> r i s ky loans <− l oans dt [ l oans dt$ loan s ta tu s %in% c ( ”Charged Off ” , ”Defau l t ”
+ , ” In Grace Period ”
+
, ”Late (16−30 days ) ” , ”Late (31−120 days ) ” ) , ]
> # izdva jamo i s t i b r o j redova r i z i c n i h i s i g u r n i h k r e d i t a
> s a f e loans <− s a f e loans [ 1 : nrow ( r i s ky loans ) , ]
> # Spajamo poda tke :
> loansDS <− rbind ( s a f e loans , r i s ky loans )
> s t r ( loansDS )
’ data . frame ’ : 33508 obs . o f 15 v a r i a b l e s :
$ grade ord : Ord . f a c t o r w/ 7 l e v e l s ”A”<”B”<”C”<”D” < . . : 4 3 1 4 2 1 1 2 3 2 . . .
$ term : Factor w/ 2 l e v e l s ” 36 months” , ” 60 months” : 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 . . .
$ home ownership : Factor w/ 4 l e v e l s ”MORTGAGE” , ”OWN” , . . : 3 1 2 1 2 3 3 2 2 1 . . .
$ emp length new : Factor w/ 7 l e v e l s ”< 1 year ” , ”1−3” , . . : 3 3 7 4 3 6 2 7 6 2 . . .
$ loan s ta tu s : Factor w/ 8 l e v e l s ”Charged Off ” , . . : 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 . . .
$ de f au l t ed : num 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . .
$ v e r i f i c a t i o n s ta tu s : Factor w/ 3 l e v e l s ”Not Ve r i f i e d ” , . . : 2 1 1 3 1 1 2 1 1 2 . . .
$ purpose : Factor w/ 13 l e v e l s ” car ” , ” c r e d i t card ” , . . : 2 3 2 2 3 3 4 3 3 2 . . .
$ loan amnt cat : Factor w/ 4 l e v e l s ”< 10000 $” , ”10000−20000 $” , . . : 1 1 3 4 3 2 1 1 2 1 . . .
$ annual inc cat : Factor w/ 5 l e v e l s ”< 1000 $” , ”> 1000000 $” , . . : 4 4 5 5 4 5 4 4 4 4 . . .
$ t o t a l acc cat : Factor w/ 4 l e v e l s ”< 10” , ”>100” , . . : 3 3 4 4 3 3 3 3 3 3 . . .
$ i n t ra t e cat : Factor w/ 4 l e v e l s ”> 30 $” , ”10−20 $” , . . : 2 2 4 2 2 4 4 2 2 4 . . .
$ i n s t a l lmen t cat : Factor w/ 5 l e v e l s ”< 50 $” , ”> 1000 $” , . . : 3 3 5 2 5 3 3 3 3 3 . . .
$ r evo l bal cat : Factor w/ 5 l e v e l s ”< 5000 $” , ”> 50000 $” , . . : 5 3 4 2 3 5 5 4 3 5 . . .
$ out prncp cat : Factor w/ 5 l e v e l s ”> 20000 $” , ”>1000 $” , . . : 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 . . .
> # Trans formac i ja podataka u b inarne − b inarno s t a b l o od luka
> l i b r a r y ( kn i t r )
> # provera o r i g i n a l n i h i t r an s f o rm i s an i h podataka za p romen l j i vu rang
> kn i t r : : kable ( head ( loansDS [ 1 ] ) )

| | grade ord |
|:−−|:−−−−−−−−−|
|18 |D |
|20 |C |
|58 |A |

83



PRILOG B. PROGRAMSKI KOD

|69 |D |
|73 |B |
|79 |A |
> kn i t r : : kable ( head (model . matrix ( ˜ loansDS$grade − 1 ) ) )

| loansDS$gradeA | loansDS$gradeB | loansDS$gradeC | loansDS$gradeD |
loansDS$gradeE | loansDS$gradeF | loansDS$gradeG |
|−−−−−−−−−−−−−−:|−−−−−−−−−−−−−−:|−−−−−−−−−−−−−−:|−−−−−−−−−−−−−−:
|−−−−−−−−−−−−−−:|−−−−−−−−−−−−−−:|−−−−−−−−−−−−−−:|
| 0 | 0 | 0 | 1 |
0 | 0 | 0 |
| 0 | 0 | 1 | 0 |
0 | 0 | 0 |
| 1 | 0 | 0 | 0 |
0 | 0 | 0 |
| 0 | 0 | 0 | 1 |
0 | 0 | 0 |
| 0 | 1 | 0 | 0 |
0 | 0 | 0 |
| 1 | 0 | 0 | 0 |
0 | 0 | 0 |
> # Trans formac i ja s v i h podataka :
> l oans . data <− data . frame ( s a f e = loansDS$ de fau l t ed )
> l oans . data <− cbind ( loans . data , model . matrix ( ˜ loansDS$grade − 1) )
> l oans . data <− cbind ( loans . data , model . matrix ( ˜ loansDS$term − 1) )
> l oans . data <− cbind ( loans . data , model . matrix ( ˜ loansDS$home ownership − 1) )
> l oans . data <− cbind ( loans . data , model . matrix ( ˜ loansDS$ v e r i f i c a t i o n s ta tu s − 1) )
> l oans . data <− cbind ( loans . data , model . matrix ( ˜ loansDS$purpose − 1) )
> l oans . data <− cbind ( loans . data , model . matrix ( ˜ loansDS$emp length − 1) )
> l oans . data <− cbind ( loans . data , model . matrix ( ˜ loansDS$ loan amnt cat − 1) )
> l oans . data <− cbind ( loans . data , model . matrix ( ˜ loansDS$ t o t a l acc cat − 1) )
> l oans . data <− cbind ( loans . data , model . matrix ( ˜ loansDS$annual inc cat − 1) )
> l oans . data <− cbind ( loans . data , model . matrix ( ˜ loansDS$ in s t a l lmen t cat − 1) )
> l oans . data <− cbind ( loans . data , model . matrix ( ˜ loansDS$ in t ra t e cat − 1) )
> l oans . data <− cbind ( loans . data , model . matrix ( ˜ loansDS$ r evo l bal cat − 1) )
> l oans . data <− cbind ( loans . data , model . matrix ( ˜ loansDS$out prncp cat − 1) )
> l i b r a r y ( ca r e t )
> l i b r a r y ( rpar t )
> l i b r a r y ( rpar t . p l o t )
> l i b r a r y ( caTools )
> # pode l a podataka − t r a i n and t e s t :
> sp l = sample . s p l i t ( l oans . data$ sa fe , 0 . 5 )
> t r a i n data = subset ( loans . data , sp l == TRUE)
> t e s t data = subset ( loans . data , sp l == FALSE)
> # i z r a da s t a b l a
> rpar t t r e e <− rpar t ( s a f e ˜ . , t r a i n data , method = ’ c l a s s ’ , cp = 0 .001)
> pr intcp ( rpar t t r e e ) # i s p i s r e z u l t a t a

C l a s s i f i c a t i o n t r e e :
rpar t ( formula = sa f e ˜ . , data = t r a i n data , method = ” c l a s s ” ,
cp = 0 .001)

Var iab l e s a c tua l l y used in t r e e cons t ruc t i on :
[ 1 ] loansDS$gradeD loansDS$gradeE
loansDS$home ownershipMORTGAGE
[ 4 ] loansDS$ in t ra t e cat20−30 $ loansDS$out prncp cat0 $ loansDS$term 36 months

Root node e r r o r : 8377/16754 = 0 .5

n= 16754

CP n s p l i t r e l e r r o r xe r ro r xstd
1 0.7216187 0 1.00000 1.00752 0.0077255
2 0.0034022 1 0.27838 0.27838 0.0053485
3 0.0014325 3 0.27158 0.27468 0.0053185
4 0.0010000 6 0.26728 0.27182 0.0052951
> plotcp ( rpar t tree , c o l = 2 , upper = ” s i z e ” ) # v i z u e l n i p r i ka z , cp = 0.01
> rpar t . p l o t ( rpar t t r e e ) # i s c r t a v a n j e s t a b l a
> p f i t<− prune ( rpar t tree , cp= 0.0016) # za odgovara jucu v r edno s t cp
> rpar t . p l o t ( p f i t )
> # p r e d i k c j a
> rpar t pred <− pr ed i c t ( rpar t tree , t e s t data , type = ’ c l a s s ’ )
> t e s t data$ rpar t pred<− pr ed i c t ( rpar t tree , t e s t data , type = ’ c l a s s ’ )
> t e s t data$ rpar t pred <− as . numeric ( t e s t data$ rpar t pred )
> # matr ica k l a s i f i k a c i j e
> confus ionMatr ix ( rpar t pred , t e s t data$ s a f e )
Confusion Matrix and S t a t i s t i c s

Reference
Pred i c t i on 0 1
0 8172 1966
1 205 6411
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Accuracy : 0 .8704
95% CI : (0 . 8652 , 0 .8755)
No Informat ion Rate : 0 .5
P−Value [ Acc > NIR ] : < 2 .2 e−16

Kappa : 0 .7408
Mcnemar ’ s Test P−Value : < 2 .2 e−16

S e n s i t i v i t y : 0 .9755
S p e c i f i c i t y : 0 .7653
Pos Pred Value : 0 .8061
Neg Pred Value : 0 .9690
Prevalence : 0 .5000
Detect ion Rate : 0 .4878
Detect ion Prevalence : 0 .6051
Balanced Accuracy : 0 .8704

’ Po s i t i v e ’ Class : 0

> l i b r a r y (ROCR)
> #Test Area Under the Curve (AUC) , i ROC kr iva
> pred = pr ed i c t i on ( t e s t data$ rpar t pred , t e s t data$ s a f e )
> as . numeric ( performance ( pred , ”auc ”)@y. va lues ) # AUC vrednost
[ 1 ] 0 .870419
> ROCRperf = performance ( pred , ” tpr ” , ” fp r ”)
> p lo t (ROCRperf , xlab=”FPR” , ylab=”TPR”)
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Prilog C

Logistiqko regresioni model

C.1 Kreirani modeli

> modLog = glm( de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t
+ + home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths + open acc
+ + revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths
+ + emp length new + purpose + de l i nq 2 yrs + t o t a l acc
+ + out prncp cat + t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n s ta tu s + grade ord
+ , data=tra in , fami ly=”binomial ” )
> summary(modLog)

Cal l :
glm ( formula = de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e +
in s t a l lmen t + home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths +
open acc + revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + purpose + de l i nq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n s ta tu s + grade ord , fami ly = ”binomial ” ,
data = t r a i n )

Deviance Res idua l s :
Min 1Q Median 3Q Max
−1.57666 −0.49004 −0.32202 0.00007 2.94067

Co e f f i c i e n t s :
Estimate Std . Error z value Pr(>| z | )
( I n t e r c ep t ) 2 .315 e+01 2.290 e+02 0.101 0.919506
log annual income −1.341e−01 5 .345 e−02 −2.510 0.012082 ∗
term 60 months 2 .241 e−01 5 .240 e−02 4 .278 1 .89 e−05 ∗∗∗
i n t ra t e −1.688e−01 1 .561 e−02 −10.818 < 2e−16 ∗∗∗
i n s t a l lmen t 1 .079 e−03 9 .443 e−05 11.428 < 2e−16 ∗∗∗
home ownershipOWN 1.886 e−01 6 .439 e−02 2 .929 0.003405 ∗∗
home ownershipRENT 4.357 e−01 5 .175 e−02 8 .419 < 2e−16 ∗∗∗
home ownershipANY −1.763 e+01 7.485 e+03 −0.002 0.998121
purposec r ed i t card 3 .571 e−01 2 .390 e−01 1 .494 0.135123
purposedebt c on s o l i d a t i on 4 .523 e−01 2 .349 e−01 1 .925 0.054201 .
purposehome improvement 7 .052 e−01 2 .444 e−01 2 .886 0.003901 ∗∗
purposehouse −2.756e−01 3 .348 e−01 −0.823 0.410421
purposemajor purchase 3 .861 e−01 2 .645 e−01 1 .459 0.144458
purposemedical 7 .881 e−01 2 .813 e−01 2 .802 0.005078 ∗∗
purposemoving 5 .273 e−01 3 .001 e−01 1 .757 0.078927 .
purposeother 6 .152 e−01 2 .434 e−01 2 .528 0.011479 ∗
purposerenewable energy 1 .137 e+00 5.519 e−01 2 .061 0.039336 ∗
purposesmal l bus ine s s 8 .775 e−01 2 .864 e−01 3 .063 0.002189 ∗∗
purposevacat ion 4 .182 e−01 3 .302 e−01 1 .266 0.205360
d t i −3.551e−05 2 .098 e−04 −0.169 0.865582
inq l a s t 6mths 1 .085 e−01 2 .097 e−02 5 .175 2 .28 e−07 ∗∗∗
open acc 2 .106 e−02 5 .055 e−03 4 .167 3 .09 e−05 ∗∗∗
r evo l bal −2.037e−07 1 .217 e−06 −0.167 0.867045
r evo l u t i l 1 .040 e−02 9 .136 e−04 11.384 < 2e−16 ∗∗∗
to t cur bal −1.018e−06 1 .981 e−07 −5.140 2 .74 e−07 ∗∗∗
cha r g eo f f with in 12 mths 1 .777 e−01 1 .623 e−01 1 .095 0.273496
emp length new1−3 −8.091e−02 8 .231 e−02 −0.983 0.325642
emp length new10+ years −2.640e−01 8 .172 e−02 −3.230 0.001236 ∗∗
emp length new4−5 −2.825e−02 9 .178 e−02 −0.308 0.758258
emp length new6−7 −1.328e−01 1 .031 e−01 −1.288 0.197578
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emp length new8−9 −5.098e−02 9 .834 e−02 −0.518 0.604157
emp length newMissing 4 .169 e−01 1 .017 e−01 4 .100 4 .13 e−05 ∗∗∗
de l i nq 2 yrs 7 .560 e−02 2 .082 e−02 3 .630 0.000283 ∗∗∗
t o t a l acc −7.820e−03 2 .390 e−03 −3.272 0.001069 ∗∗
out prncp cat>1000 $ −7.969e−02 1 .672 e+03 0.000 0.999962
out prncp cat0 $ −2.172 e+01 2.290 e+02 −0.095 0.924459
out prncp cat1000−10000 $ 3 .867 e−02 2 .899 e+02 0.000 0.999894
out prncp cat10000−20000 $ −4.165e−02 2 .939 e+02 0.000 0.999887
t o t a l r ec i n t −4.172e−04 3 .117 e−05 −13.385 < 2e−16 ∗∗∗
v e r i f i c a t i o n s ta tusSource Ve r i f i e d −1.247e−02 5 .356 e−02 −0.233 0.815910
v e r i f i c a t i o n s t a t u sVe r i f i e d 9 .111 e−02 5 .668 e−02 1 .607 0.107984
grade ord .L 5 .303 e+00 3.155 e−01 16.811 < 2e−16 ∗∗∗
grade ord .Q −2.108e−01 8 .657 e−02 −2.435 0.014883 ∗
grade ord .C −2.067e−01 7 .576 e−02 −2.728 0.006366 ∗∗
grade ord ˆ4 3 .684 e−02 6 .504 e−02 0 .566 0.571091
grade ord ˆ5 2 .333 e−02 5 .397 e−02 0 .432 0.665540
grade ord ˆ6 2 .209 e−02 4 .576 e−02 0 .483 0.629308
−−−
S i g n i f . codes : 0 ∗∗∗ 0 .001 ∗∗ 0 .01 ∗ 0 .05 . 0 .1 1

( Di spe r s i on parameter f o r binomial fami ly taken to be 1)

Nul l deviance : 42971 on 33026 degrees o f freedom
Res idual deviance : 16900 on 32980 degrees o f freedom
AIC : 16994

Number o f F i sher Scor ing i t e r a t i o n s : 18
>
>
> modlog new = glm( de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t
+ + home ownership + purpose + inq l a s t 6mths + open acc
+ + revo l u t i l + tot cur bal
+ + emp length new + purpose + de l i nq 2 yrs + t o t a l acc
+ + out prncp cat + t o t a l r ec i n t + grade ord
+ , data=t r a i n [− i n f l u e n t i a l , ] , f ami ly=”binomial ” )
> summary(modlog new)

Cal l :
glm ( formula = de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e +
in s t a l lmen t + home ownership + purpose + inq l a s t 6mths +
open acc + revo l u t i l + tot cur bal + emp length new + purpose +
de l i nq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat + t o t a l r ec i n t +
grade ord , fami ly = ”binomial ” , data = t r a i n [− i n f l u e n t i a l ,
] )

Deviance Res idua l s :
Min 1Q Median 3Q Max
−1.60062 −0.49062 −0.32233 0.00007 2.91236

Co e f f i c i e n t s :
Estimate Std . Error z value Pr(>| z | )
( I n t e r c ep t ) 23.1618455024 229.0903860042 0 .101 0.91947
log annual income −0.1396447511 0.0508737497 −2.745
0.00605 ∗∗
term 60 months 0.2157396575 0.0519101106 4 .156
0.0000323834 ∗∗∗
i n t ra t e −0.1663560331 0.0155171764 −10.721 < 0.0000000000000002 ∗∗∗
i n s t a l lmen t 0.0010954113 0.0000927464
11.811 < 0.0000000000000002 ∗∗∗
home ownershipOWN 0.1870316136 0.0642137478 2 .913
0.00358 ∗∗
home ownershipRENT 0.4369501819 0.0515639943
8 .474 < 0.0000000000000002 ∗∗∗
home ownershipANY −17.5981122411 7499.9262476062 −0.002 0.99813
purposec r ed i t card 0.3623887365 0.2390501297 1 .516 0.12953
purposedebt c on s o l i d a t i on 0.4612088765 0.2349421094 1 .963
0.04964 ∗
purposehome improvement 0.7078066822 0.2443823577 2 .896
0.00378 ∗∗
purposehouse −0.2614093527 0.3345615314 −0.781 0.43460
purposemajor purchase 0.3915722203 0.2645388276 1 .480 0.13882
purposemedical 0.7941552100 0.2812281723 2 .824
0.00474 ∗∗
purposemoving 0.5543595039 0.2998259825 1 .849
0.06447 .
purposeother 0.6267053133 0.2433208333 2 .576
0.01001 ∗
purposerenewable energy 1.1725286523 0.5517076704 2 .125
0.03356 ∗
purposesmal l bus ine s s 0.8781026988 0.2864984348 3 .065
0.00218 ∗∗
purposevacat ion 0.4318615522 0.3300308857 1 .309 0.19069
inq l a s t 6mths 0.1100885289 0.0209512821 5 .255
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0.0000001484 ∗∗∗
open acc 0.0206933903 0.0049924531 4 .145
0.0000339911 ∗∗∗
r evo l u t i l 0 .0104827711 0.0008711522
12.033 < 0.0000000000000002 ∗∗∗
to t cur bal −0.0000010253 0.0000001901 −5.394
0.0000000688 ∗∗∗
emp length new1−3 −0.0807185466 0.0822493345 −0.981 0.32640
emp length new10+ years −0.2606887746 0.0815134642 −3.198
0.00138 ∗∗
emp length new4−5 −0.0258516232 0.0916318998 −0.282 0.77785
emp length new6−7 −0.1295664290 0.1029189896 −1.259 0.20806
emp length new8−9 −0.0492441015 0.0981943845 −0.501 0.61602
emp length newMissing 0.4487930192 0.1004623073 4 .467
0.0000079221 ∗∗∗
de l i nq 2 yrs 0.0794954524 0.0204009568 3 .897
0.0000975311 ∗∗∗
t o t a l acc −0.0075851638 0.0023846653 −3.181
0.00147 ∗∗
out prncp cat>1000 $ −0.0926946482 1673.7028664652 0 .000 0.99996
out prncp cat0 $ −21.7142468934 229.0894536204 −0.095 0.92449
out prncp cat1000−10000 $ 0.0419108566 289.9220491956 0 .000 0.99988
out prncp cat10000−20000 $ −0.0363563969 293.9903879719 0 .000 0.99990
t o t a l r ec i n t −0.0004159230 0.0000311346 −13.359 < 0.0000000000000002 ∗∗∗
grade ord .L 5.2861868293 0.3151714156
16.772 < 0.0000000000000002 ∗∗∗
grade ord .Q −0.2075454882 0.0863795482 −2.403
0.01627 ∗
grade ord .C −0.2052576788 0.0757099951 −2.711
0.00671 ∗∗
grade ord ˆ4 0.0363037569 0.0650054865 0 .558 0.57652
grade ord ˆ5 0.0195202607 0.0539206829 0 .362 0.71734
grade ord ˆ6 0.0220066220 0.0456832330 0 .482 0.63000
−−−
S i g n i f . codes : 0 ∗∗∗ 0 .001 ∗∗ 0 .01 ∗ 0 .05 . 0 .1 1

( Di spe r s i on parameter f o r binomial fami ly taken to be 1)

Nul l deviance : 42970 on 33025 degrees o f freedom
Res idual deviance : 16906 on 32984 degrees o f freedom
AIC : 16990

Number o f F i sher Scor ing i t e r a t i o n s : 18

C.2 Valdov test

> l i b r a r y ( survey )
> # znaca j n i parametr i :
> regTermTest (modLog , ” log annual income” )
Wald t e s t f o r l og annual income
in glm ( formula = de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e +
in s t a l lmen t + home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths +
open acc + revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + purpose + de l i nq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n status , fami ly = ”binomial ” ,
data = t r a i n )
F = 10.27854 on 1 and 32986 df : p= 0.0013471
> regTermTest (modLog , ”open acc ” )
Wald t e s t f o r open acc
in glm ( formula = de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e +
in s t a l lmen t + home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths +
open acc + revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + purpose + de l i nq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n status , fami ly = ”binomial ” ,
data = t r a i n )
F = 17.0196 on 1 and 32986 df : p= 3.7087 e−05
> # parametr i k o j i n i su zna ca j n i :
> regTermTest (modLog , ” r evo l bal ” )
Wald t e s t f o r r evo l bal
in glm ( formula = de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e +
in s t a l lmen t + home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths +
open acc + revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + purpose + de l i nq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n status , fami ly = ”binomial ” ,
data = t r a i n )
F = 0.04145856 on 1 and 32986 df : p= 0.83866
> regTermTest (modLog , ” cha r g eo f f with in 12 mths” )
Wald t e s t f o r cha r g eo f f with in 12 mths
in glm ( formula = de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e +
in s t a l lmen t + home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths +
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open acc + revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + purpose + de l i nq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n status , fami ly = ”binomial ” ,
data = t r a i n )
F = 1.360891 on 1 and 32986 df : p= 0.24339
> regTermTest (modLog , ”out prncp cat ” )
Wald t e s t f o r out prncp cat
in glm ( formula = de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e +
in s t a l lmen t + home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths +
open acc + revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + purpose + de l i nq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n status , fami ly = ”binomial ” ,
data = t r a i n )
F = 0.009294951 on 4 and 32986 df : p= 0.99983

C.3 Test koliqnika maksimalne

verodostojnosti

> # model be z p r e d i k t o r a
> anova ( update (modLog , ˜ 1) ,
+ modLog ,
+ t e s t=”Chisq” )
Ana lys i s o f Deviance Table

Model 1 : de f au l t ed ˜ 1
Model 2 : de f au l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths + open acc +
revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + de l inq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n s ta tu s + grade ord
Resid . Df Resid . Dev Df Deviance Pr(>Chi )
1 33026 42971
2 32980 16900 46 26072 < 2 .2 e−16 ∗∗∗
−−−
S i g n i f . codes : 0 ∗∗∗ 0 .001 ∗∗ 0 .01 ∗ 0 .05 . 0 .1 1
> # odbacujemo nu l t u h i p o t e z u
> # t e s t i r a n j e parova p r e d i k t o r a :
> modLog2 = glm( de fau l t ed ˜ out prncp cat + revo l bal
+ , data=tra in , fami ly=”binomial ” )
> anova (modLog2 ,modLog , t e s t =”Chisq” )
Ana lys i s o f Deviance Table

Model 1 : de f au l t ed ˜ out prncp cat + revo l bal
Model 2 : de f au l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths + open acc +
revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + de l inq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n s ta tu s + grade ord
Resid . Df Resid . Dev Df Deviance Pr(>Chi )
1 33021 18933
2 32980 16900 41 2033.3 < 2 .2 e−16 ∗∗∗
−−−
S i g n i f . codes : 0 ∗∗∗ 0 .001 ∗∗ 0 .01 ∗ 0 .05 . 0 .1 1
> # odbacujemo nu l t u h i p o t e z u
> # iz ba c en p r e d i k t o r v e r i f i c a t i o n s t a t u s
> modLog3 = glm( de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t
+ + home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths + open acc
+ + revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths
+ + emp length new + de l inq 2 yrs + t o t a l acc
+ + out prncp cat + t o t a l r ec i n t + grade ord
+ , data=tra in , fami ly=”binomial ” )
> anova (modLog3 , modLog , t e s t =”Chisq” )
Ana lys i s o f Deviance Table

Model 1 : de f au l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths + open acc +
revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + de l inq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + grade ord
Model 2 : de f au l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths + open acc +
revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + de l inq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n s ta tu s + grade ord
Resid . Df Resid . Dev Df Deviance Pr(>Chi )
1 32982 16905
2 32980 16900 2 5.1242 0.07714 .
−−−
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S i g n i f . codes : 0 ∗∗∗ 0 .001 ∗∗ 0 .01 ∗ 0 .05 . 0 .1 1
> # pr i h v a t a se nu l t a h i po t e z a , p = 0.07714 za prag z n a c a j n o s t i 0 .005
> # i z b a c e n i p r e d i k t o r i v e r i f i c a t i o n s t a t u s i c h a r g e o f f w i t h i n 12 mths
> modLog4 = glm( de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t
+ + home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths + open acc
+ + revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal
+ + emp length new + de l inq 2 yrs + t o t a l acc
+ + out prncp cat + t o t a l r ec i n t + grade ord
+ , data=tra in , fami ly=”binomial ” )
> anova (modLog4 , modLog , t e s t =”Chisq” )
Ana lys i s o f Deviance Table

Model 1 : de f au l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths + open acc +
revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + emp length new + de l inq 2 yrs +
t o t a l acc + out prncp cat + t o t a l r ec i n t + grade ord
Model 2 : de f au l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths + open acc +
revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + de l inq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n s ta tu s + grade ord
Resid . Df Resid . Dev Df Deviance Pr(>Chi )
1 32983 16906
2 32980 16900 3 6.2803 0.09874 .
−−−
S i g n i f . codes : 0 ∗∗∗ 0 .001 ∗∗ 0 .01 ∗ 0 .05 . 0 .1 1
> # pr i h v a t a se nu l t a h i po t e z a , p = 0.09874 za prag z n a c a j n o s t i 0 .005
> # i z b a c e n i p r e d i k t o r i v e r i f i c a t i o n s t a t u s , c h a r g e o f f w i t h i n 12 mths i d t i
> modLog5 = glm( de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t
+ + home ownership + purpose + inq l a s t 6mths + open acc
+ + revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal
+ + emp length new + de l inq 2 yrs + t o t a l acc
+ + out prncp cat + t o t a l r ec i n t + grade ord
+ , data=tra in , fami ly=”binomial ” )
> anova (modLog5 , modLog , t e s t =”Chisq” )
Ana lys i s o f Deviance Table

Model 1 : de f au l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose + inq l a s t 6mths + open acc + revo l bal +
r evo l u t i l + tot cur bal + emp length new + de l inq 2 yrs +
t o t a l acc + out prncp cat + t o t a l r ec i n t + grade ord
Model 2 : de f au l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths + open acc +
revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + de l inq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n s ta tu s + grade ord
Resid . Df Resid . Dev Df Deviance Pr(>Chi )
1 32984 16906
2 32980 16900 4 6.3335 0.1756
> # pr i h v a t a se nu l t a h i po t e z a , p = 0.1756 za prag z n a c a j n o s t i 0 .1
> # i z b a c e n i p r e d i k t o r i v e r i f i c a t i o n s t a t u s , c h a r g e o f f w i t h i n 12 mths , d t i i r e v o l b a l
> modLog6 = glm( de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t
+ + home ownership + purpose + inq l a s t 6mths + open acc
+ + revo l u t i l + tot cur bal
+ + emp length new + de l inq 2 yrs + t o t a l acc
+ + out prncp cat + t o t a l r ec i n t + grade ord
+ , data=tra in , fami ly=”binomial ” )
> anova (modLog6 , modLog , t e s t =”Chisq” )
Ana lys i s o f Deviance Table

Model 1 : de f au l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose + inq l a s t 6mths + open acc + revo l u t i l +
tot cur bal + emp length new + de l inq 2 yrs + t o t a l acc +
out prncp cat + t o t a l r ec i n t + grade ord
Model 2 : de f au l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths + open acc +
revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + de l inq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n s ta tu s + grade ord
Resid . Df Resid . Dev Df Deviance Pr(>Chi )
1 32985 16906
2 32980 16900 5 6.3658 0.2722
> # pr i h v a t a se nu l t a h i po t e z a , p = 0.2722 za prag z n a c a j n o s t i 0 .1
> # zamena sa purpose bon
> modLog7 = glm( de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t
+ + home ownership + purpose bon + inq l a s t 6mths + open acc
+ + revo l u t i l + tot cur bal
+ + emp length new + de l inq 2 yrs + t o t a l acc
+ + out prncp cat + t o t a l r ec i n t + grade ord
+ , data=tra in , fami ly=”binomial ” )
> anova (modLog7 , modLog , t e s t =”Chisq” )
Ana lys i s o f Deviance Table
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Model 1 : de f au l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose bon + inq l a s t 6mths + open acc +
revo l u t i l + tot cur bal + emp length new + de l inq 2 yrs +
t o t a l acc + out prncp cat + t o t a l r ec i n t + grade ord
Model 2 : de f au l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths + open acc +
revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + de l inq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n s ta tu s + grade ord
Resid . Df Resid . Dev Df Deviance Pr(>Chi )
1 32993 16932
2 32980 16900 13 32.581 0.001969 ∗∗
−−−
S i g n i f . codes : 0 ∗∗∗ 0 .001 ∗∗ 0 .01 ∗ 0 .05 . 0 .1 1
> # odbacu j e se nu l t a h i p o t e z a
>
> # zamena sa emp l e n g t h bon
> modLog8 = glm( de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t
+ + home ownership + purpose + inq l a s t 6mths + open acc
+ + revo l u t i l + tot cur bal
+ + emp length bon + de l i nq 2 yrs + t o t a l acc
+ + out prncp cat + t o t a l r ec i n t + grade ord
+ , data=tra in , fami ly=”binomial ” )
> anova (modLog8 , modLog , t e s t =”Chisq” )
Ana lys i s o f Deviance Table

Model 1 : de f au l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose + inq l a s t 6mths + open acc + revo l u t i l +
tot cur bal + emp length bon + de l i nq 2 yrs + t o t a l acc +
out prncp cat + t o t a l r ec i n t + grade ord
Model 2 : de f au l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths + open acc +
revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + de l inq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n s ta tu s + grade ord
Resid . Df Resid . Dev Df Deviance Pr(>Chi )
1 32989 16908
2 32980 16900 9 8.6232 0.4728
> # pr i h va ra se nu l t a h i p o t e z a
> # t e s t i r a n j e z n a c a j n o s t i p r e d i k t o r a emp l e n g t h bon u odnosu na p r e d i k t o r
> # emp l e n g t h new
> modLog b = glm( de fau l t ed ˜ emp length bon
+ , data=tra in , fami ly=”binomial ” )
> modLog n = glm( de fau l t ed ˜ emp length new
+ , data=tra in , fami ly=”binomial ” )
> anova (modLog b ,modLog n , t e s t=”Chisq” )
Ana lys i s o f Deviance Table

Model 1 : de f au l t ed ˜ emp length bon
Model 2 : de f au l t ed ˜ emp length new
Resid . Df Resid . Dev Df Deviance Pr(>Chi )
1 33024 42869
2 33020 42843 4 25.789 3 .49 e−05 ∗∗∗
−−−
S i g n i f . codes : 0 ∗∗∗ 0 .001 ∗∗ 0 .01 ∗ 0 .05 . 0 .1 1
> # odbacu j e se nu l t a h i p o t e z a
> # zamena sa grade bon
> modLog9 = glm( de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t
+ + home ownership + purpose + inq l a s t 6mths + open acc
+ + revo l u t i l + tot cur bal
+ + emp length bon + de l i nq 2 yrs + t o t a l acc
+ + out prncp cat + t o t a l r ec i n t + grade bon
+ , data=tra in , fami ly=”binomial ” )
> anova (modLog9 , modLog , t e s t =”Chisq” )
Ana lys i s o f Deviance Table

Model 1 : de f au l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose + inq l a s t 6mths + open acc + revo l u t i l +
tot cur bal + emp length bon + de l i nq 2 yrs + t o t a l acc +
out prncp cat + t o t a l r ec i n t + grade bon
Model 2 : de f au l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths + open acc +
revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + de l inq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n s ta tu s + grade ord
Resid . Df Resid . Dev Df Deviance Pr(>Chi )
1 32994 17222
2 32980 16900 14 321.76 < 2 .2 e−16 ∗∗∗
−−−
S i g n i f . codes : 0 ∗∗∗ 0 .001 ∗∗ 0 .01 ∗ 0 .05 . 0 .1 1
> # odbacu j e se nu l t a h i p o t e z a
>
> # zamena sa out prncp bon
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> modLog10 = glm( de fau l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t
+ + home ownership + purpose + inq l a s t 6mths + open acc
+ + revo l u t i l + tot cur bal
+ + emp length bon + de l i nq 2 yrs + t o t a l acc
+ + out prncp bon + t o t a l r ec i n t + grade ord
+ , data=tra in , fami ly=”binomial ” )
> anova (modLog10 , modLog , t e s t =”Chisq” )
Ana lys i s o f Deviance Table

Model 1 : de f au l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose + inq l a s t 6mths + open acc + revo l u t i l +
tot cur bal + emp length bon + de l i nq 2 yrs + t o t a l acc +
out prncp bon + t o t a l r ec i n t + grade ord
Model 2 : de f au l t ed ˜ log annual income + term + in t ra t e + in s t a l lmen t +
home ownership + purpose + dt i + inq l a s t 6mths + open acc +
revo l bal + r evo l u t i l + tot cur bal + cha rg eo f f with in 12 mths +
emp length new + de l inq 2 yrs + t o t a l acc + out prncp cat +
t o t a l r ec i n t + v e r i f i c a t i o n s ta tu s + grade ord
Resid . Df Resid . Dev Df Deviance Pr(>Chi )
1 32991 22462
2 32980 16900 11 5561.8 < 2 .2 e−16 ∗∗∗
−−−
S i g n i f . codes : 0 ∗∗∗ 0 .001 ∗∗ 0 .01 ∗ 0 .05 . 0 .1 1
> # odbacu j e se nu l t a h i p o t e z a
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Stablo odluqiva�a

D.1 Model stablo odluka

Slika D.1: Inicijlalno stablo odluka
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D.2 Deta	ne statistike qvorova stabla

odluke

> summary( rpar t t r e e )
Cal l :
rpar t ( formula = sa f e ˜ . , data = t r a i n data , method = ” c l a s s ” ,
cp = 0 .001)
n= 16754

CP n s p l i t r e l e r r o r xe r ro r xstd
1 0.721618718 0 1.0000000 1.0075206 0.007725533
2 0.003402173 1 0.2783813 0.2783813 0.005348466
3 0.001432494 3 0.2715769 0.2746807 0.005318505
4 0.001000000 6 0.2672795 0.2718157 0.005295086

Var iab le importance
loansDS$out prncp cat0 $ loansDS$out prncp cat1000−10000 $ loansDS$out prncp cat10000−20000 $
48 19 18
loansDS$out prncp cat> 20000 $ loansDS$ in t ra t e cat20−30 $
loansDS$gradeF
11 2 1
loansDS$gradeE
1

Node number 1 : 16754 observat ions , complexity param=0.7216187
pred i c t ed c l a s s=0 expected l o s s =0.5 P( node ) =1
c l a s s counts : 8377 8377
p r o b a b i l i t i e s : 0 .500 0 .500
l e f t son=2 (10709 obs ) r i gh t son=3 (6045 obs )
Primary s p l i t s :
loansDS$out prncp cat0 $ < 0 .5 to the r ight , improve=4728.6360 , (0 miss ing )
loansDS$out prncp cat1000−10000 $ < 0 .5 to the l e f t , improve=1375.5020 , (0 miss ing )
loansDS$out prncp cat10000−20000 $ < 0 .5 to the l e f t , improve=1289.5240 , (0 miss ing )
loansDS$out prncp cat> 20000 $ < 0 .5 to the l e f t , improve= 767.4004 , (0 miss ing )
loansDS$ in t ra t e cat5−10 $ < 0 .5 to the r ight , improve= 528.6396 , (0 miss ing )
Surrogate s p l i t s :
loansDS$out prncp cat1000−10000 $ < 0 .5 to the l e f t , agree =0.780 , adj =0.391 , (0 s p l i t )
loansDS$out prncp cat10000−20000 $ < 0 .5 to the l e f t , agree =0.773 , adj =0.370 , (0 s p l i t )
loansDS$out prncp cat> 20000 $ < 0 .5 to the l e f t , agree =0.723 , adj =0.233 , (0 s p l i t )
loansDS$out prncp cat>1000 $ < 0 .5 to the l e f t , agree =0.642 , adj =0.007 , (0 s p l i t )
loansDS$ purposesmal l bus ine s s < 0 .5 to the l e f t , agree =0.640 , adj =0.003 , (0 s p l i t )

Node number 2 : 10709 observat ions , complexity param=0.003402173
pred i c t ed c l a s s=0 expected l o s s =0.2177608 P( node ) =0.6391906
c l a s s counts : 8377 2332
p r o b a b i l i t i e s : 0 .782 0 .218
l e f t son=4 (9350 obs ) r i gh t son=5 (1359 obs )
Primary s p l i t s :
loansDS$ in t ra t e cat20−30 $ < 0 .5 to the l e f t , improve=180.30630 , (0 miss ing )
loansDS$ in t ra t e cat5−10 $ < 0 .5 to the r ight , improve=152.94560 , (0 miss ing )
loansDS$gradeA < 0 .5 to the r ight , improve= 84.62551 , (0 miss ing )
loansDS$gradeB < 0 .5 to the r ight , improve= 74.43885 , (0 miss ing )
loansDS$gradeE < 0 .5 to the l e f t , improve= 72.47467 , (0 miss ing )
Surrogate s p l i t s :
loansDS$gradeF < 0 .5 to the l e f t , agree =0.917 , adj =0.348 , (0 s p l i t )
loansDS$gradeE < 0 .5 to the l e f t , agree =0.910 , adj =0.287 , (0 s p l i t )
loansDS$gradeG < 0 .5 to the l e f t , agree =0.886 , adj =0.104 , (0 s p l i t )

Node number 3 : 6045 obse rva t i on s
pred i c t ed c l a s s=1 expected l o s s=0 P( node ) =0.3608094
c l a s s counts : 0 6045
p r o b a b i l i t i e s : 0 .000 1 .000

Node number 4 : 9350 obse rva t i on s
pred i c t ed c l a s s=0 expected l o s s =0.1827807 P( node ) =0.5580757
c l a s s counts : 7641 1709
p r o b a b i l i t i e s : 0 .817 0 .183

Node number 5 : 1359 observat ions , complexity param=0.003402173
pred i c t ed c l a s s=0 expected l o s s =0.4584253 P( node ) =0.08111496
c l a s s counts : 736 623
p r o b a b i l i t i e s : 0 .542 0 .458
l e f t son=10 (608 obs ) r i gh t son=11 (751 obs )
Primary s p l i t s :
loansDS$home ownershipMORTGAGE < 0 .5 to the r ight , improve=21.231620 , (0 miss ing )
loansDS$home ownershipRENT < 0 .5 to the l e f t , improve=15.289870 , (0 miss ing )
loansDS$term 36 months < 0 .5 to the l e f t , improve= 8.534720 , (0 miss ing )
loansDS$term 60 months < 0 .5 to the r ight , improve= 8.534720 , (0 miss ing )
loansDS$emp length10+ years < 0 .5 to the r ight , improve= 6.937574 , (0 miss ing )
Surrogate s p l i t s :
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loansDS$home ownershipRENT < 0 .5 to the l e f t ,
agree =0.857 , adj =0.679 , (0 s p l i t )
loansDS$emp length10+ years < 0 .5 to the r ight , agree =0.603 , adj =0.113 , (0 s p l i t )
loansDS$home ownershipOWN < 0 .5 to the l e f t ,
agree =0.591 , adj =0.086 , (0 s p l i t )
loansDS$ r evo l bal cat20000−50000 $ < 0 .5 to the r ight , agree =0.582 , adj =0.066 , (0 s p l i t )
loansDS$annual inc cat100000 −1000000 $ < 0 .5 to the r ight , agree =0.578 , adj =0.056 , (0 s p l i t )

Node number 10 : 608 obse rva t i on s
pred i c t ed c l a s s=0 expected l o s s =0.3601974 P( node ) =0.03628984
c l a s s counts : 389 219
p r o b a b i l i t i e s : 0 .640 0 .360

Node number 11 : 751 observat ions , complexity param=0.001432494
pred i c t ed c l a s s=1 expected l o s s =0.4620506 P( node ) =0.04482512
c l a s s counts : 347 404
p r o b a b i l i t i e s : 0 .462 0 .538
l e f t son=22 (7 obs ) r i gh t son=23 (744 obs )
Primary s p l i t s :
loansDS$gradeD < 0 .5 to the r ight , improve=4.089572 , (0 miss ing )
loansDS$gradeE < 0 .5 to the r ight , improve=3.738918 , (0 miss ing )
loansDS$ r evo l bal cat< 5000 $ < 0 .5 to the l e f t , improve=3.233276 , (0 miss ing )
loansDS$gradeF < 0 .5 to the l e f t , improve=2.283683 , (0 miss ing )
loansDS$ in s t a l lmen t cat50−100 $ < 0 .5 to the r ight , improve=2.205932 , (0 miss ing )

Node number 22 : 7 obse rva t i on s
pred i c t ed c l a s s=0 expected l o s s=0 P( node ) =0.0004178107
c l a s s counts : 7 0
p r o b a b i l i t i e s : 1 .000 0 .000

Node number 23 : 744 observat ions , complexity param=0.001432494
pred i c t ed c l a s s=1 expected l o s s =0.4569892 P( node ) =0.04440731
c l a s s counts : 340 404
p r o b a b i l i t i e s : 0 .457 0 .543
l e f t son=46 (388 obs ) r i gh t son=47 (356 obs )
Primary s p l i t s :
loansDS$gradeE < 0 .5 to the r ight , improve=4.610685 , (0 miss ing )
loansDS$ r evo l bal cat< 5000 $ < 0 .5 to the l e f t , improve=3.241338 , (0 miss ing )
loansDS$purposemajor purchase < 0 .5 to the r ight , improve=1.900147 , (0 miss ing )
loansDS$gradeF < 0 .5 to the l e f t , improve=1.877615 , (0 miss ing )
loansDS$emp length< 1 year < 0 .5 to the l e f t , improve=1.859323 , (0 miss ing )
Surrogate s p l i t s :
loansDS$gradeF < 0 .5 to the l e f t , agree =0.876 , adj =0.742 , (0 s p l i t )
loansDS$gradeG < 0 .5 to the l e f t , agree =0.645 , adj =0.258 , (0 s p l i t )
loansDS$term 36 months < 0 .5 to the r ight , agree =0.558 , adj =0.076 , (0 s p l i t )
loansDS$term 60 months < 0 .5 to the l e f t , agree =0.558 , adj =0.076 , (0 s p l i t )
loansDS$emp length1−3 < 0 .5 to the l e f t , agree =0.556 , adj =0.073 , (0 s p l i t )

Node number 46 : 388 observat ions , complexity param=0.001432494
pred i c t ed c l a s s=0 expected l o s s =0.4896907 P( node ) =0.02315865
c l a s s counts : 198 190
p r o b a b i l i t i e s : 0 .510 0 .490
l e f t son=92 (215 obs ) r i gh t son=93 (173 obs )
Primary s p l i t s :
loansDS$term 36 months < 0 .5 to the l e f t , improve=3.147906 , (0 miss ing )
loansDS$term 60 months < 0 .5 to the r ight , improve=3.147906 , (0 miss ing )
loansDS$emp length10+ years < 0 .5 to the r ight , improve=2.526974 , (0 miss ing )
loansDS$emp lengthMiss ing < 0 .5 to the l e f t , improve=2.292238 , (0 miss ing )
loansDS$emp length< 1 year < 0 .5 to the l e f t , improve=1.913308 , (0 miss ing )
Surrogate s p l i t s :
loansDS$term 60 months < 0 .5 to the r ight , agree =1.000 , adj =1.000 , (0 s p l i t )
loansDS$ loan amnt cat< 10000 $ < 0 .5 to the l e f t , agree =0.799 , adj =0.549 , (0 s p l i t )
loansDS$ in s t a l lmen t cat500−1000 $ < 0 .5 to the r ight , agree =0.668 , adj =0.254 , (0 s p l i t )
loansDS$ r evo l bal cat< 5000 $ < 0 .5 to the l e f t , agree =0.647 , adj =0.208 , (0 s p l i t )
loansDS$ in s t a l lmen t cat100−500 $ < 0 .5 to the l e f t , agree =0.606 , adj =0.116 , (0 s p l i t )

Node number 47 : 356 obse rva t i on s
pred i c t ed c l a s s=1 expected l o s s =0.3988764 P( node ) =0.02124866
c l a s s counts : 142 214
p r o b a b i l i t i e s : 0 .399 0 .601

Node number 92 : 215 obse rva t i on s
pred i c t ed c l a s s=0 expected l o s s =0.4325581 P( node ) =0.01283276
c l a s s counts : 122 93
p r o b a b i l i t i e s : 0 .567 0 .433

Node number 93 : 173 obse rva t i on s
pred i c t ed c l a s s=1 expected l o s s =0.4393064 P( node ) =0.01032589
c l a s s counts : 76 97
p r o b a b i l i t i e s : 0 .439 0 .561
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