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ALGEBARSKA SVOJSTVA SPEKTRALNIH

INVARIJANTI U FLOROVOJ HOMOLOGIJI

Rezime

U ovom radu definixemo i analiziramo spektralne invarijante u

Florovoj homologiji za konormalno rasloje�e i Florovoj homologiji

za otvoren skup. Konstrukcija preslikava�a tipa Piunikin{Salamon{

Xvarc, koju mi ovde izvodimo, neophodan je korak za dobru definisanost

ovih invarijanti. Postoja�e dodatnih algebarskih struktura, kao xto

je proizvod na spomenutim Florovim homologijama, omogu�ava nam da

izvedemo razne nejednakosti me�u spektralnim invarijantama. Posma-

tra�em perturbovano holomorfnih Rimanovih povrxi sa granicom mo-

�emo da uporedimo invarijante iz raznih Florovih homologija.
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Algebraic properties of spectral invariants in Floer
Homology

Abstract

In this doctoral dissertation we define and investigate spectral invariants

in Floer homology for conormal bundle and Floer homology of an open sub-

set. As a key step to well defined spectral invariants we give a construction

of Piunikhin-Salamon-Schwarz isomorphism in both of these homologies. Ad-

ditional algebraic structures, such as a product on Floer homology, give us

various inequalities between spectral invariants. We can compare spectral in-

variants from different Floer homologies by observing appropriate perturbed

holomorphic Riemmanian surfaces with boundary.
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Uvod i pregled rezultata

Morsova teorija, koja se pripisuje M. Morsu [79, 80], daje nam naqin da izuqavamo

topologiju glatke mnogostrukosti M posmatra�em kritiqnih taqaka Morsove

funkcije f koja je definisana na toj mnogostrukosti. Ideja koja se izdvaja

iz ove teorije jeste da se posmatraju podnivoi Ma = {p ∈ M | f(p) ≤ a}. Dve
teoreme su bitne pri prouqava�u podnivoa, videti [76]. Jedna teorema nam

ka�e da su podnivoi Ma i M b difeomorfni ako u intervalu [a, b] nemamo

kritiqnih taqaka. Difeomorfizam se uspostav	a spuxta�em taqaka iz skupa

M b do skupa Ma negativnim gradijentnim tokom funkcije f . A ako u istom

intervalu imamo jednu kritiqnu taqku indeksa k onda je M b homotopski ekvi-

valentno podnivou Ma na koji je zalep	ena jedna k−�elija. Ovakva �elijska
dekompozicija daje nam jedno va�no svojstvo glatkih povezanih zatvorenih

mnogostrukosti. Svaka takva mnogostrukost konaqne dimenzije difeomorfna

je uniji konaqno mnogo k−ruqki, pri qemu je svaka ruqka u bijektivnoj vezi

sa kritiqnim taqkama indeksa k. Navedeno svojstvo daje motivaciju da se

postavi i slede�e pita�e. Ako dve mnogostrukosti imaju isti broj �elija u

svakoj dimenziji da li su one homotopski ekvivalentne? Da bi se odgovorilo

na ovo pita�e, moramo da kontrolixemo naqin na koji lepimo �elije u tim

mnogostrukostima. Odgovor je negativan, a ispitiva�e homotopskog tipa mno-

gostrukosti vodilo je ka zasniva�u Morsove homologije. Prvi prodor na tom

po	u pripisuje se R. Tomu [110], S. Smejlu [108] i �. Milnoru [76]. Drugaqiji

pristup Morsovoj homologiji prisutan je u radu E. Vitena [114]. On nam daje

direktnu vezu izme�u homologije mnogostrukosti i Ho
ove teorije, videti [17]

i [49]. Lep istorijski pregled Morsove homologije mo�e se na�i u [20].

Simplektiqka struktura se prirodno pojav	uju u klasiqnoj mehanici pri

modelira�u faznog prostora raznih sistema, videti [7]. Takva struktura nam

daje dobar ambijent za izuqava�e transformacija sistema od N qestica, za-

tim za izuqava�e kreta�a planeta ili za prostira�e talasa. Pokuxaji da se

opixu ovakvi sistemi vodili su ka razvoju simplektiqke topologije. Danas,

ova oblast kombinuje ideje iz analize, topologije, dinamiqkih sistema, kom-

pleksne analize, diferencijalne i algebarske geometrije. Zanim	iv put od

simplektiqke topologije ka dinamici dat je u [82].

Arnoldova hipoteza, koja je prirodno uopxte�e Posled�e Poenkareove ge-

ometrijske teoreme, tvrdi da je broj fiksnih taqaka simplektomorfizma na

zatvorenoj simplektiqkoj mnogostrukosti koji je generisan Hamiltonovim vek-

torskim po	em ve�i od sume Betijevih brojeva. Simplektomorfizmi su difeo-

morfizmi simplektiqke mnogostrukosti koji quvaju simplektiqku strukturu.
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Betijevi brojevi su jednaki dimenziji odgovaraju�e singularne homologije. Q.

Konli i E. Cender su pokazali da Arnoldova hipoteza va�i na torusima svih

dimenzija [22]. E	axberg [26] je potvrdio hipotezu u sluqaju mnogostrukosti

dimenzije dva. Varijacioni metod koji su koristili, konaqnodimenziona a-

proksimacija funkcionala dejstva na prostoru pet	i, nije mogao da se pri-

meni u drugim sluqajevima. Gromov	ev rad o pseudo-holomorfnim krivama [47]

uveo je potpuno novu tehniku za izuqava�e simplektiqkih mnogostrukosti.

Kombinuju�i varijacioni metod Konlija i Cendera, Gromov	evu teoriju pse-

udo-holomorfnih krivih i Vitenovu interpretaciju Morsove teorije, Flor

pravi znaqajan iskorak u dokaziva�u Arnoldove hipoteze. U seriji radova [31,

32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40] definixe se Florova teorija kao beskona-

qnodimenziona verzija Morsove teorije. Simplektomorfizmi koji su gener-

isani Hamiltonovim vektorskim po	em nazivaju se Hamiltonovim difeomor-

fizmima. Fiksne taqke takvih difeomorfizama su u ,,1−1" vezi sa periodiq-

nim orbitama Hamiltonijana koji je zadat na simplektiqkoj mnogostrukosti

(videti Glavu 1 za definicije ovih pojmova). Ove periodiqne orbite �e biti

generatori Florove homologije. Graniqni operator broji perturbovane holo-

morfne cilindre koji spajaju dve periodiqne orbite. Ti cilindri �e za-

pravo biti negativne gradijentne trajektorije funkcionala dejstva. Razlika

u odnosu na Morsovu teoriju je u tome xto funkcional deluje na prostoru

kontraktibilnih pet	i, koji je zapravo beskonaqnodimenziona mnogostrukost.

Jox jedna razlika je xto u Morsovom sluqaju gradijentne trajektorije pred-

stav	aju rexe�a obiqnih diferencijalnih jednaqina dok u Florovoj teoriji

cilindre vidimo kao rexe�a parcijalnih diferencijalnih jednaqina. Poz-

nato je da u teoriji parcijalnih jednaqina, za razliku od teorije diferen-

cijalnih jednaqina, ne va�i Teorema o egzistenciji i jedinstvenosti rexe�a

kao ni Teorema o produ�ivosti rexe�a. Opisane razlike zahtevaju drugaqiji

analitiqki pristup Florovoj teoriji. Flor je, koriste�i nelinearnu Fred-

holmovu analizu, uspexno formulisao ovo beskonaqnodimenziono uopxte�e

iako je i sam Gromov sum�ao u to [11]. Flor je tako�e pokazao da je nova ho-

mologija izomorfna singularnoj. Iz ove qi�enice Arnoldova hipoteza sledi

jednostavno. Hamiltonov difeomorfizam ima fiksnih taqaka bar onoliko ko-

liko ima generatora Florove homologije. A broj takvih generatora je jednak

broju generatora singularne homologije, qiji broj je ve�i od sume Betijevih

brojeva. Flor je svoju konstrukciju izveo pod pretpostavkom da je druga ho-

motopska grupa ambijentne mnogostrukosti trivijalna. Ovi uslovi su kasnije

oslab	eni, a zatim i potpuno eliminisani u radovima [44, 50, 68].
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Jedna od narednih uopxte�a opisane konstrukcije jeste Florova homologija

za Lagra�eve preseke. Potpuno je prirodno posmatrati Lagran�eve podmno-

gostrukosti u simplektiqkim mnogostrukostima. Jedna od motivacija za ovako

nexto je i svojstvo da difeomorfizam mnogostrukosti quva simplektiqku

formu ako i samo ako je �egov grafik Lagran�eva podmnogostrukost u proizvo-

du simplektiqke mnogostrukosti sa samom sobom. Neka su date dve kompaktne

Lagran�eve podmnogostrukosti L0 i L1 koje se seku transverzalno. Genera-

tori nove homologije �e biti preseqne taqke podmnogostrukosti, L0 ∩ L1, (ko-

jih ima konaqno mnogo) a graniqno preslikava�e broji holomorfne diskove

qije se granice nalaze na L0 i L1. Flor je pokazao da je broj preseka La-

gran�eve podmnogostrukosti L0 i �ene Hamiltonove deformacije L1 = φ1
H(L0)

ve�i od sume Betijevih brojeva podmnogostrukosti L0. Florova homologija za

Lagra�eve preseke ne mo�e da se definixe za svake dve Lagran�eve podmno-

gostrukosti. Topoloxke pretpostavke koje je koristio Flor oslab	ene su u

radovima [84, 45].

U ambijentu kotangentnog rasloje�a T ∗M (koji uvek ima simplektiqku

strukturu) prirodno je posmatrati Lagran�evu Florovu homologiju za par

nulto seqe�e oM , i konormalno rasloje�e ν∗N zatvorene podmnogostrukosti

N ⊂M . Ova homologija je razmatrana u [94, 85, 86]. Generatori homologije su

preseqne taqke podmnogostrukosti koje se seku transverzalno, ν∗N t φ1
H(oM).

Lagran�eva podmnogostrukost φ1
H(oM) je zapravo Hamilotonova deformacija

od oM . Graniqni operator broji holomorfne diskove qije su granice na ν
∗N i

φ1
H(oM). Ovako definisana homologija bi�e izomorfna singularnoj homologiji

od N .

Motivisani ovakvom konstrukcijom u kotangentnom rasloje�u, R. Kasturi-

rangan i J.-G. O [58] definixu Florovu homologiju za otvoren podskup U ⊂M .

Ova konstrukcija je bila deo projekta kvantizacije Ejlenberg-Stinrodovih ak-

sioma [57]. Tu je glavni problem bio kako otvorenom skupu pridru�iti La-

gran�evu podmnogostrukost u T ∗M . Ne mo�emo da posmatramo uniju nultog

seqe�a oU i konormalnog rasloje�a od ∂U jer je to singularna Lagran�eva

podmnogostrukost. Autori umesto toga posmatraju samo negativan deo konor-

malnog rasloje�a (videti Poglav	e 1.8 za preciznu definiciju). To �e opet

biti singularna podmnogostrukost ali ovoga puta dopuxta aproksimaciju taq-

nim Lagran�evim podmnogostrukostima. Da	e, autori posmatraju Florovu

homologiju za par nulto seqe�e i unapred opisane aproksimacije pa uzimaju

direktan limes dobijenih homologija. Ispostav	a se da �e homologija koja se

dobije u direktnom limesu biti izomorfna singularnoj homologiji od U .

5



Opisane Florove homologije su izomorfne odgovaraju�im singularnim (pa

onda i Morsovim) homologijama. U sluqaju kotangentnog rasloje�a, na primer,

izomorfizam izme�u Florove homologije za par (oM , ν
∗N) i Morsove homologije

za N posti�e se podiza�em C2 male Morsove funkcije f : N → R do Hamil-

tonijana Hf : T ∗M → R. Funkcija se prvo kontrolisano proxiri na cevastu

okolinu od N a zatim se proxiri da bude nula van te okoline (videti [94]

za vixe deta	a). Na ovaj naqin posti�emo jedan-jedan vezu izme�u genera-

tora Florove homologije i kritiqnih taqaka funkcije f . Dodatno, gradi-

jentni diskovi Hamiltonijana Hf �e biti u bijektivnoj vezi sa negativnim

gradijentnim trajektorijama od f . Na ovaj naqin, posti�emo izomorfizam

me�u homologijama jox na nivou lanaca. Za ovako definisan izomorfizam

nije poznato da li komutira sa prirodnim izomorfizmima u odgovaraju�im

homologijama. Prirodni izomorfizmi identifikuju homologije za razliqit

izbor parametara. U sluqaju Florove homologije parametri su Hamiltonijan

i skoro kompleksna struktura. A u sluqaju Morsove homologije to su Morsova

funkcija i Rimanova metrika. Postav	eno pita�e komutativnosti nije tri-

vijalno jer tu treba uporediti preslikava�e koje broji objekte koji su defin-

isani kao rexe�a diferencijalnih jednaqina sa preslikava�em koje broji

objekte koji su rexe�a parcijalnih diferencijalnih jednaqina.

Sem proxiriva�a C2 male Morsove funkcije do odgovaraju�eg Hamiltoni-

jana, izomorfizam izme�u Florovih i Morsovih homologija mo�emo da kon-

struixemo i na drugi naqin. Taj naqin je zasnovan na broja�u objekata kom-

binovanog tipa i prvo je konstruisan u sluqaju Florove homologije za peri-

odiqne orbite. Ne zahteva nikakvu vezu izme�u Morsove funkcije i Hamil-

tonijana ve� mo�e da se konstruixe za proizvo	an izbor istih. S. Piunikin,

D. Salamon i M. Xvarc u radu [91] pokazuju da taj izomorfizam komutira

sa kanonskim izomorfizmima. Kasnije su se pojavile sliqne konstrukcije

u drugim kontekstima koje uspostav	aju izomorfizme izme�u odgovaraju�ih

Morsovih i Florovih homologija i svako takvo preslikava�e se naziva pre-

slikava�em tipa PSS. I u ovoj tezi �emo koristiti ovaj neformalan naziv.

U autorovom radu [24] prikazana je konstrukcija ovog izomorfizma u sluqaju

Florove homologije za par (oM , ν
∗N) i pokazana je �egova prirodnost. U

koautorskom radu sa J. Kati� i D. Milinkovi�em [61] definisan je izomor-

fizam izme�u Morsove i Florove homologije za otvoren skup broja�em kom-

binovanih objekata sliqnog tipa. Konstrukcije PSS preslikava�a u La-

gran�evoj Florovoj homologiji, koja ne moraju uvek da budu izomorfizmi, date

su u radovima [60, 4, 23, 14, 16, 66, 51, 117].
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Ve� smo napomenuli da je Florova homologija izomorfna singularnoj ho-

mologiji. Ali pored toga, Florova homologija sadr�i mnogo vixe informa-

cija osim topoloxkih. Mo�emo da posmatramo Florovu jednaqinu na nekim

komplikovanijim objektima nego xto su cilindri ili diskovi. Posmatra�em

Florove jednaqine na povrxi koja liqi na par pantalona (to je CP 1\{0, 1,∞})
M. Xvarc [101] definixe proizvod na Florovoj homologiji za periodiqne

orbite. Ispostav	a se da se pri PSS preslikava�u ovaj proizvod slika u

standardan indeks preseka na Morsovoj (odnosno singularnoj) homologiji. U

koautorskom radu sa J. Kati� i D. Milinkovi�em [25] data je konstrukcija koja

sparuje elemente Florovih homologija za periodiqne orbite i Lagran�eve pre-

seke i kao rezultat dobije se element Lagran�eve Florove homologije. Tu se

broje perturbovano-holomorfne Rimanove povrxi sa granicom koje liqe na

pantalone (videti Sliku 9). U ve� pomenutom autorovom radu [24] data je kon-

strukcija proizvoda na Lagran�evoj Florovoj homologiji za par (oM , ν
∗N).

Definisan je broja�em perturbovano-holomorfnih pantalona sa granicom.

Granica ovih pantalona se slika u oM ∪ ν∗N pri qemu na jednoj povezanoj kom-

ponenti granice imamo skok sa jedne na drugu Lagran�evu podmnogostrukost.

Holomorfne Rimanove povrxi sa skokom na granici izuqavaju se u [3], ali se

tamo posmatraju samo trake R × [0, 1] na qijoj granici mo�e da se desi skok.

Naxe Rimanove povrxi su komplikovanije. Izuqava�em opisanih pantalona

sa granicom mo�emo da definixemo i proizvod na Florovoj homologiji za

otvoren skup [61]. Ovde je konstrukcija komplikovanija jer zahteva da se taj

proizvod definixe za aproksimacije a zatim da se poka�e �egova saglasnost

sa direktnim limesom.

Jox jedna potvrda toga da Florova homologija sadr�i puno vixe od topolo-

xkih informacija jeste postoja�e filtrirane Florove homologije. Postoja�e

dobro definisanog funkcionala dejstva na odgovaraju�im prostorima puteva

(ili pet	i) zadaje nam filtraciju na Florovom kompleksu. Iz qi�enice da

funkcionali dejstva opadaju du� objekata pomo�u kojih definixemo graniqno

preslikava�a sledi da �e filtrirani kompleks biti jedan potkompleks. �e-

gova homologija zadaje filtriranu Florovu homologiju. Dok obiqna Florova

homologija nije zavisila od izbora Hamiltonijana, filtrirane homologije

�e zavisiti. Postoja�e filtracije na homologijama daju nam mogu�nost da

definixemo spektralne invarijante. To su realni brojevi pridru�eni Hamil-

tonijanu i homoloxkoj klasi. Invarijante registruju najma�i nivo u filtri-

ranim homologijama na kojem se pojav	uje naxa klasa.

Mo�da najjednostavniji naqin da se razumeju ove invarijante jeste pristup
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prikazan u k�izi [93]. Autori L. Polteroviq i D. Rozen motivixu Florove

invarijante spektralnim brojevima u Morsovoj homologiji kompaktne mno-

gostrukosti M . Ako je data Morsova funkcija f : M → R filtraciju na

homologiji zadajemo podnivoima funkcije f . Oznaqimo sa

ia : HM∗(M
a)→ HM∗(M)

inkluziju homologije podnivoa Ma u homologiju celog prostora. Za nenula

Morsovu klasu α definixemo spektralni broj

c(α, f) = inf{a : α ∈ Im(ia)}.

Ovako definisani brojevi �e biti kritiqne vrednosti funkcije f , spektralni

broj fundamentalne klase �e biti maksimum funkcije f , dok �e minimum

funkcije biti jednak spektralnom broju klase jedne taqke u nultoj homologiji.

Autori tako�e pokazuju da su ovi spektralni brojevi Lipxic-neprekidni u

odnosu na uniformnu normu na C∞(M). Izvedena je i subaditivnost brojeva

u odnosu na indeks preseka (videti Tvr�e�e 10.1.4 u [93]). Ovako definisani

spektralni brojevi �e biti karakteristiqni eksponent na Morsovoj homologiji

(koju vidimo kao vektorski prostor). Nije sluqajno xto autori koriste pojam

iz dinamiqkih sistema. Spektralne invarijante nam daju informacije i o

dinamici naxeg prostora u kom su kreta�a zadata Hamiltonijanima.

Spektralne invarijante, definisane pomo�u generixu�ih funkcija u kotan-

gentnom rasloje�u, prvi je uveo K. Viterbo u svom poznatom radu [113]. U

radu [2] mo�e se na�i jasno i koncizno izlaga�e ove konstrukcije. Neka je E

rasloje�e ranga k nad M i neka je S : E → R generixu�a funkcija kvadratna

u beskonaqnosti koja generixe Lagran�evu podmnogostrukost L ⊂ T ∗M . Neka

je α ∈ H∗dR(M) kohomolxka klasa i

τ : Hs
dR(M)→ Hs+k

c,dR(E)

Tomov izomorfizam. Oznaqimo sa

ja : {e ∈ E |S(e) < a} → E

ulaga�e. Broj

c(u, S) = inf{a | j∗a(τ(u)) 6= 0}

predstav	a Viterbovu invarijantu kohomoloxke klase u. Viterbove invari-
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jante pridru�ujemo i homoloxkim klasama pomo�u Poenkareovog duala. Za

α ∈ H∗(M) definixemo

c(α, S) = −c(PD(α),−S).

J.-G. O [85] je definisao invarijante u Florovoj homologiji za Lagran�eve

preseke u ambijentu kotangentnog rasloje�a (definicije ovih invarijanti su

prezentovane u Glavi 5). Ispostav	a se da su ove dve invarijante, Viterbove

i Oove, jednake pri nekim uslovima normalizacije, videti [74, 75].

Spektralne invarijante za Florovu homologiju periodiqnih orbita defin-

isali su M. Xvarc [102] i J.-G. O [88]. Ambijentni prostor koji se posmatra

je zatvorena simplektiqka mnogostrukost, sa dodatnim topoloxkim restrik-

cijama.

R. Leklerk [66] definixe spektralne invarijante u Florovoj homologiji

za preseke zatvorenih relativno asferiqnih Lagran�evih podmnogostrukosti.

On tako�e definixe invarijante vixeg reda koriste�i tehnike spektralnih

nizova. Ovaj uslov koji treba da zadovo	e Lagran�eve podmnogostrukosti do-

datno je oslab	en u radu [67]. R. Leklerk i F. Zapolski definixu spektralne

invarijante za monotone Lagran�eve podmnogostrukosti (xto je inaqe najop-

xtiji sluqaj kada klasiqna Florova homologija mo�e da se definixe).

U radovima [19, 13, 98, 116] definisane su invarijante u ambijentu kon-

taktnih mnogostrukosti a u radu [5] izvedene je konstrukcija invarijanti u

Rabinovicevoj Florovoj homologiji.

Dinamiqka definicija invarijanti na povrxima razliqitim od sfere,

koju su autori V. Umelijer, F. Le Ru i S. Sejfadini prezentovali u radu [55],

daje invarijante koje su jednake do sada definisanim spektralnim invari-

jantama. Dinamiqki pristup olakxava �ihovo izraqunava�e u specijalnim

situacijama.

Spektralne invarijante su prime�ene u rexava�u mnogih problema u sim-

plektiqkoj topologiji. Neki od �ih su ispitiva�e Hoferove metrike na pros-

toru Hamiltonovih difemorfizama i Lagra�evih podmnogostrukosti [71, 72,

73, 113, 102, 89, 63, 66, 116, 105]. Zatim problem simplektiqke kamile [113, 109].

Korix�e�em spektralnih invarijanti mogu se definisati kvazimorfizmi na

grupi Hamiltonovih difeomorfizama [28, 90, 111, 46], zatim kvazista�a [29,

30, 78] a mo�e se ispitati rigidnost nekih podskupova u simplektiqkoj mno-

gostrukosti [30] (koje je dinamiqko svojstvo). Spektralne invarijante su naxle

veliku primenu i u C0 simplektiqkoj topologiji [103, 104, 52, 53, 54].

U ovom radu nastav	amo sa izuqava�em spektralnih invarijanti u Florovoj
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homologiji. Da bi iste bile dobro definisane, i da bi mogla da se poka�e �i-

hova nezavisnost od Hamiltonijana, neophodno je postoja�e izomorfizma tipa

PSS. J. Kati� je u svojoj doktorskoj disertaciji [1], u poglav	u Zak	uqci i

mogu�i pravci da	eg istra�iva�a, postavila pita�e da li je mogu�e konstru-

isati izomorfizam tipa PSS u sluqaju Florove homologije za par (oM , ν
∗N).

Ono xto navodi kao potexko�u jeste xta uzeti za graniqne uslove holomorfnih

diskova koje posmatramo. O neophodnosti ovakvog izomorfizma dovo	no gov-

ori rad [52] u kom autori, u nedostatku istog, konstruixu preslikava�e tipa

PSS koriste�i qi�enicu da se podmnogostrukosti koje razmatraju mogu pred-

staviti kao proizvod neke dve mnogostrukosti. Ova konstrukcija, naravno,

ne mo�e da se uopxti jer ne mo�e svako konormalno rasloje�e da se pred-

stavi kao proizvod dve podmnogostrukosti. Ovde izvodimo konstrukciju takvog

preslikava�a tipa PSS. Skok na granici Rimanove povrxi dao nam je ideju

da prav	e�em skoka na pantalonama definixemo proizvod na Florovoj ho-

mologiji za konormalno rasloje�e.

Sliqna ideja skoka na granici je korix�ena za definisa�e preslikava�a

tipa PSS u Florovoj homologji za otvoren skup. Da bismo pokazali da su

PSS preslikava�a izomorfizmi moramo da koristimo ozbi	nije algebarske

strukture. Prvo, da bismo pokazali da je PSS za aproksimacije izomorfizam

moramo da komponujemo naxa preslikava�a sa odgovaraju�im Poenkareovim du-

alima. Problem je, naime, u tome xto je Florova homologija za otvoren skup,

onako kako je definisana u [57], izomorfna Morsovoj homologiji funkcije

qije negativne gradijentne trajektorija uviru u skup U oko granice. Mi

�emo morati da posmatramo i funkcije qije negativne gradijentne trajek-

torije izlaze iz skupa U . A Morsova homologija za takvu klasu funkcija

nije izomorfna singularnoj homologiji ve� singularnoj homologiji od U rela-

tivno granica ∂U . Kada taj problem prevazi�emo, moramo da ispitamo saglas-

nost PSS preslikava�a sa direktnim limesom pomo�u kojeg smo definisali

Florovu homologiju otvorenog skupa. Kao i u sluqaju konormalne Florove

homologije mo�emo da definixemo proizvod koji broji pantalone koje imaju

skok na jednoj povezanoj komponenti granice.

U Glavi 1 date su definicije osnovnih pojmova koje koristimo u radu.

Tu je dat i pregled svih verzija Florovih homologija koje izuqavamo. Nave-

deni su osnovni stavovi i teoreme i ukazano je na literaturu gde se mogu

na�i deta	nija razjax�e�a. Kroz celu tezu posmatramo qetiri razliqite

Florove homologije. To su Florova homologija za periodiqne orbite u

zatvorenoj simplektiqkoj mnogostrukosti koja je definisana u Poglav	u 1.6,
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zatim Florova homologija za Lagran�eve preseke u zatvorenoj simplektiqkoj

mnogostrukosti za zatvorenu Lagran�evu podmnogostrukost koja je definisana

u Poglav	u 1.7.2. Slede�a je Florova homologija za Lagran�eve preseke u

ambijentu kotangentnog rasloje�a T ∗M za par nulto seqe�e, oM , konormalno

rasloje�e, ν∗N , zatvorene podmnogostrukosti N ⊂ M . Ovu homologiju smo

definisali u Poglav	u 1.7.1. Posled�a homologija koja nam je od interesa je

Florova homologija u ambijentu kotangentnog rasloje�a T ∗M za otvoren skup

U ⊂M baze. Ci	 ovog teksta je da ispita slede�e tri stvari

• upore�iva�e spektralnih invarijanti u Florovoj homologiji za pe-

riodiqne orbite i Lagran�evoj Florovoj homologiji za zatvorene

(pod)mnogostrukosti,

• ispitiva�e spektralnih invarijanti u konormalnoj Florovoj ho-

mologiji,

• definisa�e i ispitiva�e spektralnih invarijanti u Florovoj ho-

mologiji za otvoren skup.

Shodno tome kroz celu tezu se provlaqe tri celine. Svaka glava je, poqev od

druge, pode	ena prema ispitiva�u ili definisa�u nekog pojma u tim razli-

qitim ambijentima. Qitalac mo�e da qita tezu redom ili da se posveti izuqa-

va�u jednog problema iz gore navedene liste pa da prolazi samo ona poglav	a

koja su posve�ena tom problemu. Mi �emo sadr�aj teze prezentovati prate�i

bax taj naqin qita�a.

Pomo�u modulskih prostora koji broje holomorfne povrxi u kompaktnoj

mnogostrukosti, koje smo definisali u Poglav	u 2.1, mo�emo da definixemo

morfizme izme�u Florove homologije za periodiqne orbite i Lagran�eve

Florove homologije u zatvorenom ambijentu. Ovi morfizmi, qija je konstruk-

cija data u Poglav	u 3.1, poznati su od ranije i mi pratimo pristup koji

je dat u [4]. Poglav	e 2.1 sadr�i i konstrukciju modulskih prostora koji

broje holomorfne povrxi koje liqe na iscepane pantalone. Pomo�u tih modul-

skih prostora definixemo operaciju koja sparuje elemente iz dve pomenute

Florove homologije. Konstrukcija te operacije je data u Poglav	u 4.1 i deo

je koautorskog rada sa J. Kati� i D. Milinkovi�em [25]. Nakon uvo�e�a do-

vo	no algebarskih struktura mo�emo da uporedimo spektralne invarijante u

Florovoj homologiji za periodiqne orbite, definisane u Poglav	u 5.1, i in-

varijante za Lagran�evu Florovu homologiju u zatvorenom ambijentu, defin-

isane u Poglav	u 5.2. Tako�e mo�emo da ispitamo kako se te invarijante
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sla�u sa operacijom koja sparuje elemente iz ove dve homologije. To je sadr-

�aj Poglav	a 6.1 qiji su rezultati objav	eni u radu [25].

Prilaz drugom problemu iz gor�e liste poqi�e od Poglav	a 2.2 i 2.3.

Ambijent u kom se nalazimo je kotangentno rasloje�e T ∗M a izdvojena je

jedna zatvorena podmnogostrukost N zatvorene mnogostrukosti M . Pomo�u

modulskih prostora iz ovih poglav	a, koji broje (kombinovane) objekte gradi-

jentnih trajektorija u N i perturbovano holomorfnih traka sa graniqnim

uslovima na oM i ν∗N mo�emo da definixemo PSS izomorfizam izme�u

Florove homologije za par (oM , ν
∗N) i Morsove homologije od N . Konstruk-

cija ovog preslikava�a mo�e se na�i u Poglav	u 3.2. Broja�em pantalona iz

Poglav	a 2.4 mo�emo da definixemo proizvod na konormalnoj Florovoj ho-

mologiji, xto je sadr�aj Poglav	a 4.2. Nakon definisa�a spektralnih inva-

rijanti u konormalnoj Florovoj homologiji u Poglav	u 5.3 mo�emo da pre�emo

na Poglav	e 6.2 u kom pokazujemo subaditivnost konormalnih spektralnih in-

varijanti u odnosu na proizvod u konormalnoj Florovoj homologiji. Izlo�ene

konstrukcije su originalni rezultati objav	eni u autorskim radovima [24, 83].

Tre�i problem, ispitiva�e spektralnih invarijanti u Florovoj ho-

mologiji za otvoren skup U ⊂ M baze u ambijentu kotangentnog rasloje�a

T ∗M , tako�e poqi�e od konstrukcije raznih modulskih prostora, odnosno

Poglav	a 2.5 i 2.6. Nakon toga mo�emo da definixemo PSS preslikava�e

iz odgovaraju�e Florove homologije u Morsovu homologiju za otvoren skup U

i mo�emo da konstruixem proizvod na Florovoj homologiji. Konstrukcija

izomorfizma je data u Poglav	u 3.3 a konstrukcija proizvoda u Poglav	u 4.3.

PSS izomorfizam nam omogu�ava da u Poglav	u 5.4 definixemo spektralne

invarijante u Florovoj homologiji za otvoren skup i ispitamo neka �ihova

svojstva. Poglav	e 6.3 sadr�i dokaz da su spektralne invarijante subadi-

tivne u odnosu na proizvod u odgovaraju�oj homologiji. Navedeni rezultati su

deo koaturskog rada sa J. Kati� i D. Milinkovi�em [61].

Posled�a glava sadr�i kratak opis problema koji daju ideje u kom pravcu

bi mogao da se nastavi da	i rad u istra�iva�u spektralnih invarijanti.

Na kraju, �elim da se zahvalim mom mentoru, Jeleni Kati�, i Darku

Milinkovi�u na podrxci koju su mi pru�ili u prethodnim godinama za-

jedniqkog rada. Bez �ihovih sugestija, pomo�i i brojnih odgovora bilo bi

nemogu�e do�i do ovih rezultata. Tako�e se zahva	ujem Bo�idaru Jovanovi�u

koji je svojim sugestijama doprineo kvalitetu same teze.
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1 Osnovni pojmovi i definicije

U ovoj glavi definixemo poznate pojmove i stavove koji �e nam biti neophodni

u radu. Polazimo od definicije raznih diferencijalno-topoloxkih objekata,

uvodimo pomo�ne algebarske pojmove, zatim definixemo Morsovu homologiju.

U Poglav	u 1.4 izdvajamo neke karakteristiqne klase koje koristimo u radu.

Pomo�u tih klasa definixemo Konli-Cenderov indeks periodiqnih orbita i

Maslov	eve indekse Hamiltonovih puteva koji su nam potrebni za opis in-

deksa raznih Koxi-Rimanovih operatora koji se jav	aju u radu. Spomenute

karakteristiqne klase daju opstrukciju za dobru definisanost Florovih ho-

mologija kojima je posve�en ve�i deo glave. U ovoj tezi se na vixe mesta ko-

riste kobordizmi modulskih prostora. U Poglav	u 1.5 definixemo Gromov-

	evu konvergenciju perturbovano holomorfnih traka koja nam kasnije zadaje

topoloxku granicu tih modulskih prostora.

1.1 Diferencijalno-topoloxki pojmovi

Sada �emo dati definiciju simplektiqkih mnogostrukosti koji su glavni am-

bijentni prostor u celom radu.

Definicija 1.1. Ka�emo da je par (P, ω) simplektiqka mnogostrukost

ako je P glatka mnogostrukost a ω zatvorena, nedegenerisana diferencijalna

2−forma na P . Nedegenerisanost znaqi da za svaki tangentni vektor Xp ∈ TpP
postoji vektor Yp ∈ TpP tako da je

ω(Xp, Yp) 6= 0.

Forma ω se naziva simplektiqka forma.

Poznato svojstvo simplektiqkih mnogostrukosti je da je svaka orijentabil-

na, a ako jox pretpostavimo da je mnogostrukost konaqne dimenzije onda �e ta

dimenzija biti paran broj (videti [18]).

Najpoznatiji primer simplektiqke mnogostrukosti je standardni Euklid-

ski prostor R2n sa koordinatama (q1, ..., qn, p1, ..., pn) na kojem je simplektiqka

forma zadata sa ω0 =
∑n

i=1 dpi ∧ dqi.
Sam uslov da je svaka konaqno dimenziona simplektiqka mnogostrukost

parne dimenzije nam ka�e da ne mo�emo na svakoj glatkoj mnogostrukosti da

zadamo simplektiqku formu. Ali iznad svake mnogostrukosti nalazi se neka

simplektiqka mnogostrukost. Preciznije, neka jeM kompaktna mnogostrukost
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bez granice i neka je π : T ∗M →M �eno kotangentno rasloje�e. Sa

θ(Xp) = p(π∗Xp), p ∈ T ∗M,

je definisana 1−forma na T ∗M . Ova forma se naziva Liuvilova forma. Sim-

plektiqka struktura na T ∗M zadata je 2−formom

ω = dθ.

Slede�om definicijom �emo izdvojiti jednu klasu podmnogostrukosti u

simplektiqkim mnogostrukostima koje razmatramo kasnije.

Definicija 1.2. Ka�emo da je L ⊂ (P, ω) Lagran�eva podmnogostrukost

ako se simplektiqka forma anulira na L, ω|L = 0, i ako je dimL = 1
2

dimP .

Prve primere Lagran�evih podmnogostrukosti mo�emo da na�emo u R2 gde

je svaka glatka kriva Lagran�eva. U T ∗M tako�e mo�emo da izdvojimo neke

Lagran�eve podmnogostrukosti. Neka jeN ⊂M podmnogostrukost odM . �eno

konormalno rasloje�e

ν∗N = {α ∈ T ∗pM : p ∈ N, α|TpN = 0},

je Lagran�eva podmnogostrukost od T ∗M . Specijalno, za N = M dobijemo da

je nulto seqe�e oM ⊂ T ∗M Lagran�eva podmnogostrukost.

Od interesa �e nam biti da posmatramo Lagran�eve podmnogostrukosti koje

su u specijalnom polo�aju, transverzalnom ili im je presek qist.

Definicija 1.3. Ka�emo da se dve podmnogostrukosti U, V ⊂ X glatke mno-

gostrukosti X seku qisto ako za svaku taqku p ∈ U ∩ V va�i

Tp(U ∩ V ) = TpU ∩ TpV.

Transverzalan presek je specijalan sluqaj qistog preseka dve podmnogostru-

kosti. Ve� spomenute podmnogostrukosti oM i ν∗N seku se qisto du� �ihovog

preseka oN = oM ∩ ν∗N .
Definisa�emo i dodatnu strukturu na simplektiqkim mnogostrukostima

(koja opet, ne zahteva postoja�e simplektiqke strukture ve� mo�e da se defin-

ixe i opxtije).

Definicija 1.4. Skoro kompleksna struktura na P je izomorfizam vek-

torskih rasloje�a

J : TP → TP,
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za koji va�i

J2 = −I,

gde je I identiqko preslikava�e na fibri tangentnog rasloje�a, I : TpP → TpP .

Kad ve� imamo datu simplektiqku strukturu mo�emo nekako da je ,,uporedi-

mo" sa skoro kompleksnom strukturom. Ka�emo da je J saglasna sa ω ako ω(·, J ·)
zadaje Rimanovu metriku na P . Mo�e se pokazati (videti [18]) da na svakoj

simplektiqkoj mnogostrukosti (P, ω) postoji skoro kompleksna struktura koja

je saglasna sa ω. Vektorsko po	e dato funkcijom energije zadaje dinamiku sim-

plektiqke mnogostrukosti. Pod funkcijom energije podrazumeva�emo glatko

preslikava�e

H : P × [0, 1]→ R,

koje nazivamo Hamiltonova funkcija ili Hamiltonijan. Ako P nije kom-

paktna mnogostrukost onda �emo zahtevati da Hamiltonijan H ima kompaktan

nosaq. Kako je forma ω nedegenerisana mo�emo da je vidimo kao izomorfizam

vektorskih rasloje�a

ω : TP → T ∗P.

To znaqi da svakoj 1−formi na P odgovara taqno jedno vektorsko po	e na P .

Kad imamo dat Hamiltonijan H jedinstveno vektorsko po	e koje zadovo	ava

jednakost

ω(XH , ·) = −dH(·),

naziva se Hamitonovo vektorsko po	e. Tok ovog vektorskog po	a, odnosno

rexe�e sistema
d

dt
φtH(x) = XH(φtH(x)), φ0

H = I,

zadaje Hamiltonove difeomorfizme na P .

1.2 Direktan limes

Da bismo definisali Florovu homologiju za otvorene skupove potrebna nam je

malo komplikovanija algebarska struktura. U ovom poglav	u �emo definisati

neophodne algebarske pojmove koji su standardni i poznati i mogu se na�i u [48].

Posmatra�emo direktan limes familije homologija. Da bismo mogli da

definixemo direktan limes moramo da definixemo direktan skup indeksa

po kome se uzima taj limes.

Definicija 1.5. Ka�emo da je predure�en skup (I,≤) direktan skup ako za

svaka dva elementa α, β ∈ I postoji neki element γ ∈ I tako da va�i α ≤ γ i
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β ≤ γ.

Kada imamo skup Abelovih grupa Gα koji je indeksiran direktnim skupom

(I,≤) zahteva�emo dodatna preslikava�a koja povezuju Gα i Gβ za neke indekse

α, β ∈ I.

Definicija 1.6. Neka je Gα, α ∈ I, skup Abelovih grupa indeksiran direkt-
nim skupom (I,≤). Ka�emo da je Gα direktan sistem grupa ako za sve indekse

α, β ∈ I za koje va�i α ≤ β postoji homomorfizam

fαβ : Gα → Gβ,

tako da ovi homomorfizmi zadovo	avaju slede�a svojstva

• fαα = I, za sve α ∈ I,

• Ako je α ≤ β ≤ γ za neke α, β, γ ∈ I tada je fαγ = fβγ ◦ fαβ.

Kada imamo direktan sistem grupa mo�emo da definixemo i direktan

limes. Ovaj limes mo�e da se definixe na dva naqina.

Definicija 1.7. Direktan limes, lim−→Gα, direktnog sistema grupa Gα

definixe se kao koliqnik direktne sume ⊕αGα po podgrupi koja je generisama

elementima oblika a− fαβ(a), gde je a ∈ Gα a Gα vidimo kao podskup direktne

sume. Drugim reqima,

lim−→Gα = ⊕αGα/Γ,

gde je Γ = {a− fαβ(a) | a ∈ Gα, α, β ∈ I}.

Prate�i [48], direktan limes mo�emo da definixemo na jox jedan naqin

(koji �e zapravo biti operativniji). Posmatrajmo disjunktnu uniju poseqenu

po relaciji ekvivalencije ∐
α

Gα/ ∼,

pri qemu je a ∼ b ako je fαγ(a) = fβγ(a) za neko γ ∈ I gde su elementi a ∈ Gα i

b ∈ Gβ. Homomorfizam koji klasu ekvivalencije [a] ∈
∐
Gα/ ∼ slika u koset

od a u grupi lim−→Gα �e zapravo biti izomorfizam. To nam daje mogu�nost da

direktan limes definixemo i kao

lim−→Gα =
∐
α

Gα/ ∼ .

Na isti naqin se definixe direktan limes vektorskih prostora.
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1.3 Morsova homologija

Neka je X kompaktna mnogostrukost. Ka�emo da je glatka funkcija f : X → R
Morsova funkcija ako su sve �ene kritiqne taqke nedegenerisane. Geometri-

jski, to znaqi da je diferencijal funkcije, df : X → T ∗X, transverzalan na

nulto seqe�e u kotangentnom rasloje�u,

df t oX ⊂ T ∗X.

Nedegenerisanost drugog izvoda nam daje Morsove karte U u okolini svake

kritiqne taqke p ∈ U na kojoj funkcija f ima oblik

f = f(p)− x2
1 − x2

2 − ...− x2
k + x2

k+1 + ...+ x2
n,

gde su (x1, x2, ..., xn) ∈ U lokalne koordinate (videti [76]). Broj k koji se po-

jav	uje u prethodnoj sumi naziva se Morsovim indeksom kritiqne taqke p, i

oznaqava sa

k = mf (p).

On predstav	a broj negativnih sopstvenih vrednosti matrice drugog izvoda

funkcije f u taqki p i ne zavisi od izbora lokalnih koordinata oko kritiqne

taqke. Jox jedna lepa posledica postoja�a Morsovih karata je qi�enica

da su kritiqne taqke Morsove funkcije izolovane. Kako je X kompaktna

mnogostrukost zak	uqujemo da f mo�e imati samo konaqno mnogo kritiqnih

taqaka. Oznaqimo skup svih kritiqnih taqaka sa Crit(f).

Za generiqki izbor Morsove funkcije f i Rimanove strukture g na X

mo�emo da definixemoMorsovu homologiju, koju oznaqavamo sa HM∗(X : f, g).

Lanqasti kompleks �e biti vektorski prostor nad Z2
1 generisan elementima

iz Crit(f). Graduacija na kompleksu je zadata Morsovim indeksom,

CMk(X : f, g) = Z2〈p | p ∈ Crit(f), mf (p) = k〉.

Graniqni operator ∂M broji gradijentne trajektorije koje spajaju dve kritiqne

1Morsovu homologiju mo�emo da definixemo i sa koeficijentima u Z ali tada bismo
morali da vodimo raquna o orijentaciji modulskih prostora. Za potrebe ove teze dovo	no
je uzeti koeficijente iz Z2.
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taqke qiji se indeksi razlikuju za jedan. Skup rexe�a
γ : R→ X,
dγ
ds

= −∇f(γ),

γ(−∞) = p, γ(+∞) = q

(1.1)

poseqenog po R-dejstvu oznaqimo saM(p, q; f, g). Prokomentariximo gradijent

funkcije, ∇f koji figurixe u sistemu jednaqina (1.1). Znamo da se u pris-

ustvu Rimanove metrike na X gradijent definixe kao dual diferencijala df ,

odnosno

〈∇f, v〉 = df(v), za sve v ∈ TX.

Koriste�i uslov da je (f, g) Mors-Smejlov par2 (xto se posti�e za gener-

iqki izbor Morsove funkcije i Rimanove metrike) mo�e se pokazati da �e

M(p, q; f, g) biti mnogostrukost dimenzije

mf (p)−mf (q)− 1.

Ako je mf (p) − mf (q) = 1 tada �e M(p, q; f, g) biti kompaktna mnogostrukost

dimenzije nula, qiji broj taqaka oznaqavamo sa n(p, q; f, g). Graniqni operator

∂M : CMk(X : f, g)→ CMk−1(X : f, g),

se na generatorima definixe kao

∂M(p) =
∑

q∈CMk−1

n(p, q; f, g) q,

i da	e linearno proxiruje na celo CMk(X : f, g). Ovaj operator je dobro

definisan i zadovo	ava jednakost

∂M ◦ ∂M = 0,

videti [76, 100]. Morsova homologija se definixe kao homologija para

(CM∗(X : f, g), ∂M), odnosno

HMk(X : f, g) = Ker ∂M/ Im ∂M .

Homologija ne�e zavisiti od izbora Mors-Smejlov para (f, g). Odnosno, za dva

2Ka�emo da je par (f, g) Mors-Smejlov ako se sve stabilne i nestabilne mnogostrukosti
pridru�ene kritiqnim taqkama funkcije f seku transverzalno.
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takva para (fα, gα) i (fβ, gβ) postoji izomorfizam koji se na slede�i naqin

definixe na nivou lanaca. Neka je R > 0 fiksirano. Neka je fαβs glatka

homotopija izme�u fα i fβ koja zadovo	ava uslove

fαβs =

fα, s ≤ −R,

fβ, s ≥ R.

I Rimanove metrike �emo spojiti glatkom homotopijom gαβs koja zadovo	ava

gαβs =

gα, s ≤ −R,

gβ, s ≥ R.

Neka je n(pα, pβ; fαβ, gαβ) broj elemenata (po modulu 2) mnogostrukosti dimen-

zije nula

M(pα, pβ; fαβ, gαβ) =


γ : R→ X,
dγ
ds

= −∇gαβs
fαβs (γ),

γ(−∞) = pα, γ(+∞) = pβ,

(1.2)

gde su pα ∈ Crit(fα) i pβ ∈ Crit(fβ) kritiqne taqke istih indeksa, mfα(pα) =

mfβ(pβ). Za generiqki izbor homotopija fαβs i gαβs skup M(pα, pβ; fαβ, gαβ) �e

zaista biti mnogostrukost (videti [100] za vixe deta	a). Lanqasto preslika-

va�e

ταβ : CM∗(X : fα, gα)→ CM∗(X : fβ, gβ),

definixe se sa

ταβ(pα) =
∑
pβ

n(pα, pβ; fαβ, gαβ) pβ.

Odgovaraju�e preslikava�e na nivou homologija oznaqavamo sa

Tαβ : HM∗(X : fα, gα)→ HM∗(X : fβ, gβ). (1.3)

Izostavili smo ∗ u oznaci preslikava�a na nivou homologija kao xto se uo-

biqajeno pixe zbog jednostavnijeg zapisa.

Mo�e se pokazati da preslikava�a Tαβ zadovo	avaju jednakost

Tαγ = Tβγ ◦Tαβ,

za svaka tri Mors-Smejlova para (fα, gα), (fβ, gβ) i (fγ, gγ). Ako specijalno
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posmatramo konstantne homotopije fααs ≡ fα i gααs ≡ gα dobijemo identitet

Tαα = I,

odakle zak	uqujemo da su preslikava�a Tαβ izomorfizmi.

Ako ka�emo da su nam svaka dva Mors-Smejlova para u relaciji ≤ (u

smislu Definicije 1.5) onda mo�emo da posmatramo direktan limes po tim

parovima. Vektorski prostor koji dobijemo tako�e nazivamo Morsovom ho-

mologijom zatvorene mnogostrukosti3 X i oznaqavamo

HM∗(X) = lim−→HM∗(X : fα, gα),

(vidimo da ovde ne figurixu ni Rimanova metrika ni Morsova funkcija).

Sliqno kako smo konstruisali preslikava�a Tαβ mo�emo da definixemo

povezuju�i homomorfizam

Gαβ : HMk(X : f, gα)→ HMk(X : f, gβ)

za svake dve metrike za koje su (f, gα) i (f, gβ) Mors-Smejlovi parovi. Na

nivou lanqastih kompleksa preslikava�e Gαβ broji gradijentne trajektorije

iz slede�eg modulskog prostora

M(p, q : f, gαβ) =


γ : R→ X,
dγ
ds

= −∇gαβs
f(γ),

γ(−∞) = p, γ(+∞) = q.

(1.4)

Ako fiksiramo jednu Morsovu funkciju f i posmatramo direktan limes po

svim generiqkim Rimanovim metrikama (sada su nam svake dve metrike u

relaciji ≤) dobijemo vektorski prostor koji oznaqavamo sa HM∗(X : f)

(vidimo da sada ne figurixe Rimanova metrika).

Iz komutativnosti slede�eg dijagrama

· · · → HMk(X : fα, ga)
Gfα
ab−→ HMk(X : fα, gb)

Gfα
bc−→ HMk(X : fα, gc) → · · ·

↓ Tga
αβ ↓ Tgb

αβ ↓ Tgc
αβ

· · · → HMk(X : fβ, ga)
G
fβ
ab−→ HMk(X : fβ, gb)

G
fβ
bc−→ HMk(X : fβ, gc) → · · ·

mo�emo da zak	uqimo da postoji izomorfizam iz koliqniqkog prostora

HM∗(X : fα) u HM∗(X : fβ) koji je indukovan izomorfizmima Tg
αβ. Dobijeno

3Za mnogostrukost ka�emo da je zatvorena ako je kompaktna i bez granice
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preslikava�e �emo oznaqiti istim slovom kao i preslikava�e definisano

u (1.3),

Tαβ : HM∗(X : fα)→ HM∗(X : fβ), (1.5)

bez mogu�nosti da do�e do zabune jer su domen i kodomen posled�eg preslika-

va�a koliqniqki prostori dobijeni posle dejstva direktnim limesom po Ri-

manovim metrikama.

Sve ove navedene Morsove homologije su izomorfne me�usobno i izomorfne

su singularnoj homologiji H∗(X;Z2) sa koeficijentima u Z2. Za izomor-

fizam sa singularnom homologijom pogledati [10, 93, 56]. U ostatku rada �emo

identifikovati sve navedene homologije. Istaknimo jox jednom da iako sve

navedene homologije mo�emo da identifikujemo, treba imati u vidu da pos-

toji mogu�nost izbora razliqitih parametara (Morsove funkcije i Rimanove

metrike) u konstrukciji radi postiza�a uslova transverzalnosti.

Sada �emo konstruisati proizvod na ovoj homologiji. Videti [12] za kon-

strukciju proizvoda u sliqnom kontekstu. Nax proizvod broji drveta sa tri

grane pri qemu se sve tri grane identifikuju kao dolaze�e. Neka su fj,

j ∈ {1, 2, 3} tri Morsove funkcije i gj Rimanove metrike tako da je zadovo	ena

transverzalnost slede�ih prostora

W u
f1

(p1) t W u
f2

(p2) t W u
f3

(p3)

za sve kritiqne taqke pj funkcije fj. Tako�e �emo pretpostaviti da su parovi

(fj, gj), j ∈ {1, 2, 3}, Mors-Smejlovi. Ovi uslovi se mogu posti�i za generiqki

izbor metrika. Za kritiqne taqke pj ∈ CM∗(X : fj, gj), j ∈ {1, 2, 3}, defin-
ixemo modulski prostor M(p1, p2, p3) kao skup drveta γ = (γ1, γ2, γ3) tako da

va�i (videti Sliku 1)
γj : (−∞, 0]→ X, j = 1, 2, 3,

γ̇j = −∇gjfj(γj), j = 1, 2, 3,

γj(−∞) = pj, j = 1, 2, 3,

γ1(0) = γ2(0) = γ3(0).

Za generiqki izbor Rimanovih metrika ovaj modulski prostor �e biti mno-

gostrukost dimenzije

mf1(p1) +mf2(p2) +mf3(p3)− 2 dimX.

Ako sa n(p1, p2, p3) oznaqimo broj elemenata kompaktne mnogostrukosti qija je
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Slika 1: Drvo sa tri dolaze�a krajaM(p1, p2, p3)

dimenzija nula, tada se proizvod · definixe na nivou lanaca

· : CMk(X : f1, g1)⊗ CMl(X : f2, g2) −→ CM2 dimX−k−l(X : f3, g3).

Na generatorima uzima vrednost

p1 · p2 =
∑
p3

n(p1, p2, p3) p3, (1.6)

a da	e se produ�ava po linearnosti. Preslikava�e · komutira sa graniqnim
operatorom u Morsovoj homologiji i definixe proizvod na nivou homologija

· : HM∗(X : f1, g1)⊗HM∗(X : f2, g2) −→ HM∗(X : f3, g3).

Ovaj proizvod je tako�e dobro definisan na homologijama koje se dobiju kao

direktan limes po metrikama

· : HM∗(X : f1)⊗HM∗(X : f2) −→ HM∗(X : f3),

xto sledi iz jednakosti

Gf3

ab(pa · qa) = Gf1

ab(pa) ·G
f2

ab(qa). (1.7)

U radu �emo koristiti jox jedan proizvod na Morsovoj homologiji, takoz-

vani spo	ax�i indeks preseka. Neka je A ⊂ X zatvorena podmnogostrukost.

Date su nam Morsove funkcije f−1 : X → R i f−2 , f
+ : A→ R. Za p−1 ∈ Crit(f−1 ),

p−2 ∈ Crit(f−2 ) i p+ ∈ Crit(f+) definixemo modulski prostor drveta sa dva
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Slika 2: Drvo iz prostoraMext(p−1 , p
−
2 ; p+) sa dva dolaze�a i jednim odlaze�im

krajem

dolaze�a i jednim odlaze�im krajem (videti Sliku 2). Preciznije, neka je

Mext(p−1 , p
−
2 ; p+) =



(γ−1 , γ
−
2 , γ

+)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ−1 : (−∞, 0]→ X,

γ−2 : (−∞, 0]→ A,

γ+ : [0,+∞)→ A,
dγ−1
ds

= −∇g−1
f−1 (γ−1 ),

dγ−2
ds

= −∇g−2
f−2 (γ−2 ),

dγ+

ds
= −∇g+f+(γ+),

γ−1 (−∞) = p−1 ,

γ−2 (−∞) = p−2 ,

γ+(+∞) = p+,

γ−1 (0) = γ−2 (0) = γ+(0).

(1.8)

Za generiqki izbor Mors-Smejlovih parova (f−1 , g
−
1 ), (f−2 , g

−
2 ), (f+, g+),

modulski prostorMext(p−1 , p
−
2 ; p+) �e biti mnogostrukost dimenzije

mf−1
(p−1 ) +mf−2

(p−2 )−mf+(p+)− dimX.

Na lanqastim kompleksima preslikava�e

∩̃A : CFk(X : f−1 , g
−
1 )⊗ CFl(A : f−2 , g

−
2 )→ CFk+l−dimX(A : f+, g+),

definisano je jednakox�u

p−1 ∩̃Ap−2 =
∑
p+

]2Mext(p−1 , p
−
2 ; p+) p+. (1.9)

To je jedno lanqasto preslikava�e koje indukuje spo	ax�i indeks preseka

∩̃A : HFk(X : f−1 , g
−
1 )⊗HFl(A : f−2 , g

−
2 )→ HFk+l−dimX(A : f+, g+).

Naziv ovog proizvoda, kao i oznaku ∩̃A, pozajmili smo iz [15], Poglav	e 4.3.
U ci	u aksiomatizacije Morsove homologije u [100] razmatrana je Morsova
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homologija otvorenog podskupa u nekoj ambijentnoj mnogostrukosti. U ovoj tezi

�emo koristiti samo neka svojstva te konstrukcije koja ovde navodimo. Neka

je U ⊂ X otvoren podskup sa glatkom granicom ∂U . Posmatra�emo specijalnu

klasu Morsovih funkcija, definisanih kao u [8] ili [65].

Definicija 1.8. Neka je F− ⊂ C∞(X) skup svih Morsovih funkcija f na X

za koje va�i

• Crit(f) ∩ V = ∅, gde je V neka okolina od ∂U ,

• df(ξ) > 0 za svaki tangentni vektor ξ koji izvire iz U du� ∂U .

Morsovu homologiju skupa U definisanu pomo�u funkcija iz klase F− mo�emo
da identifikujemo sa singularnom homologijom od U . Za konstrukciju izomor-

fizma

HM∗(U : f) ∼= H∗(U ;Z2),

kada f ∈ F− videti Teoremu 2.6. (iii) u [65] ili Glavu 4 u [100].

Primetimo da proizvod koji smo definisali na ambijentnoj mno-

gostrukosti X, jednakost (1.6), mo�emo da definixemo i na otvorenom pod-

skupu U ⊂ X ako biramo funkcije fj ∈ F−, j ∈ {1, 2, 3}. Izbor takvih

funkcija nam obezbe�uje da se gubitak kompaktnosti modulskog prostora

M(p1, p2; p3) realizuje jedino kao raspada�e gradijentnih trajektorija unutar

skupa U (jer smo kritiqne taqke unutar U razdvojili nekom okolinom od

granice). Ovde su pj kritiqne taqke funkcija fj koje se nalaze unutar skupa

U . Proizvod na homologijama otvorenog podskupa

· : HM∗(U : f1)⊗HM∗(U : f2)→ HM∗(U : f3), (1.10)

ispitujemo deta	nije u Poglav	u 4.3.

Definisa�emo i skup

F+ := {f ∈ C∞(X) | −f ∈ F−}. (1.11)

Za funkcije iz ove klase postoji izomorfizam sa relativnom singularnom

homologijom

HM∗(U : f) ∼= H∗(U, ∂U ;Z2),

videti Teoremu 2.6. (ii) u [65].

Mo�emo da na�emo direktnu vezu izme�u Morsovih homologija u odnosu

na funkciju f ∈ F− i funkciju −f ∈ F+. Pod Poenkareovom dualnox�u u
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Morsovoj homologiji podrazumeva�emo izomorfizam oblika

PDg
M : HMk(U : f, g)

∼=−→ HMn−k(U : −f, g), p 7→ p. (1.12)

Ovo nije poznati Poenkareov dual (definisan u [100], Poglav	e 5.2) jer domen

i kodomen naxeg preslikava�a nisu jednaki domenu i kodomenu preslikava�a

koje je definisano u [100]. Ipak �emo koristiti istu oznaku jer je konstruk-

cija preslikava�a (f 7→ −f , p 7→ p) ista. Dodali smo parametar g u oznaci

preslikava�a da bismo istakli da se radi o Morsovim homologijama koje su

definisane u odnosu na metriku g. Kako PDg
M kritiqnu taqku slika u sebe

ono je oqigledno saglasno sa preslikava�em Gαβ, odnosno va�i

PD
gβ
M ◦Gαβ = Gαβ ◦ PDgα

M .

To znaqi da u direktnom limesu po Rimanovim metrikama dobijemo izomor-

fizam, koji tako�e nazivamo Poenkareov dual,

PDM : HMk(U : f)
∼=−→ HMn−k(U : −f). (1.13)

1.4 Neke karakteristiqne klase

U ovom poglav	u (P, ω) �e biti kompaktna simplektiqka mnogostrukost a L ⊂
P zatvorena Lagran�eva podmnogostrukost. Pristup i oznake koje koristimo

prate radove [35, 84, 95, 96].

Simplektiqka struktura zadaje netrivijalnu (de Ramovu) kohomoloxku

klasu [ω] ∈ H2(P,R). Ova klasa, da	e, definixe homomorfizam (koji �emo

oznaqiti istim slovom)

ω : π2(P )→ R.

Simplektiqka forma zadaje jox jednu kohomoloxku klasu. To je prva Qer-

nova klasa skoro kompleksnog vektorskog rasloje�a (TP, J) u odnosu na skoro

kompleksnu strukturu koja je ω−saglasna. Klasu oznaqavamo sa

c1 ∈ H2(P ;Z).

Iako se u samoj konstrukciji pojav	uje J , Qernova klasa c1 ne�e zavisiti

od ω−saglasne skoro kompleksne strukture jer je prostor takvih struktura

kontraktibilan (videti [47]). Ova klasa definixe jedan novi homomorfizam,
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koji oznaqavamo istim slovom

c1 : π2(P )→ Z.

Sada �emo opisati kako se definixe kohomoloxka klasa

µ ∈ H1(Λ(Cn);Z),

a za deta	e videti [6] ili [1]. Λ(Cn) predstav	a skup svih Lagra�evih pot-

prostora u Cn. Unitarna grupa U(n) deluje tranzitivno na Λ(Cn) a stabiliza-

tor izdvojenog Lagran�evog potprostora Rn mo�e se identifikovati sa O(n).

Dakle

Λ(Cn) = U(n)/O(n).

Ako je dat proizvo	an potprostor L ∈ Λ(Cn) tada postoji unitarni automor-

fizam ϕ(L) koji slika Rn u L. Ovo preslikava�e je jedinstveno do na ortogo-

nalnu transformaciju. Kvadrat determinante matrice ϕ(L) zavisi samo od L

pa je dobro definisano preslikava�e

Det2 : Λ(Cn)→ S1, L 7→ Det2(ϕ(L)).

Korix�e�em odgovaraju�ih fibracija i taqnih nizova mogu se izraqunati

homoloxka i kohomoloxka grupa prostora Lagran�evih podmnogostrukosti.

Va�i�e

H1(Λ(Cn);Z) ∼= H1(Λ(Cn);Z) ∼= Z.

Za generator kohomoloxke grupe H1(Λ(Cn);Z) uzima se kocikl qija je vrednost

na zatvorenoj krivoj γ : S1 → Λ(Cn) jednaka stepenu kompozicije

Det2 ◦γ : S1 → S1.

Ovaj generator se oznaqava sa µ i naziva se Maslov	eva klasa.

I na relativnim homotopskim grupama mo�emo da definixemo neke homo-

morfizme. Jasno je da simplektiqka forma zadaje homomorfizam

ω : π2(P,L)→ R,

koji na predstavniku w : (D2, ∂D2)→ (P,L) klase A ∈ π2(P,L) deluje sa

〈ω,A〉 =

∫
D2

w∗ω.
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Pokaza�emo da Maslov	eva klasa definixe homomorfizam na π2(P,L). Neka

je

w : (D2, ∂D2)→ (P,L)

glatko preslikava�e. Tada postoji jedinstvena trivijalizacija (do na homo-

topiju) povlaqe�a rasloje�a TP na D2. Novo rasloje�e, koje oznaqavamo sa

w∗TP , bi�e simplektiqko vektorsko rasloje�e

f : w∗TP ∼= D2 × Cn,

(odnosno na fibrama imamo oquva�e simplektiqke forme). Trivijalizacija

f definixe put u prostoru Lagran�evih podmnogostrukosti

f̃ : S1 → Λ(Cn).

Sada definixemo

Iµ,L(w) = µ(f̃) ∈ Z.

U prethodnom izrazu sa desne strane figurixe Maslov	eva klasa iz koho-

moloxke grupe H1(Λ(Cn);Z). Preslikava�e Iµ,L definisano na ovaj naqin

indukova�e homomorfizam na π2(P,L) (videti [84, 112] za vixe deta	a). Novi

homomorfizam tako�e oznaqavamo sa µ bez bojazni da �e do�i do zabune

µ : π2(P,L)→ Z.

U navedenim radovima je tako�e pokazana jednakost

µ(w)− µ(w′) = 2c1(u), (1.14)

za svaka dva glatka preslikava�a w,w′ : (D2, ∂D2) → (P,L) koja su jednaka na

granici, w|∂D2 = w′|∂D2 . Sfera u dobijena je lep	e�em preslikava�a w i w′

po granici.

Sada �emo objasniti kako se definixe Maslov	ev indeks Hamiltonovog

puta u P koji poqi�e i zavrxava se na L (u ovom delu smo pratili oznake i

izlaga�e iz rada [66]). Neka su x, y : [0, 1]→ P dva takva puta za Hamiltonijan

H, odnosno neka va�i

ẋ = XH(x), x(0), x(1) ∈ L, ẏ = XH(y), y(0), y(1) ∈ L.
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Odaberimo glatko preslikava�e

v : [0, 1]× [0, 1]→ P,

za koje va�i

v(r, 0), v(r, 1) ∈ L, v(0, t) = x(t), v(1, t) = y(t), r, t ∈ [0, 1].

Trivijalizacija povlaqe�a rasloje�a v∗TP ∼= [0, 1]× [0, 1]×Cn zadaje pet	u u

Λ(Cn). Tu pet	u oznaqimo sa γv. Ceo broj

〈µ, γv〉 ∈ Z, (1.15)

oznaqavamo sa µ(x, y). Ova vrednost, koja se naziva relativan Maslov	ev in-

deks, ne�e zavisiti ni od trivijalizacije ni od izbora preslikava�a v ako

va�i uslov µ|π2(P,L) = 0. Iz aditivnosti spariva�a (1.15) zak	uqujemo da

svakom Hamiltonovom putu mo�emo da dodelimo ceo broj ako izdvojimo jedan

Hamiltonov put, x0, i definixemo

µL(x) = µ(x, x0).

Ovako definisana celobrojna vrednost µL(x) naziva se relativan Maslov	ev

indeks Hamiltonovog puta x.

Mo�emo da definixemo i indeks Lagran�evog puta u Λ(Cn) kao indeks

preseka krive i orijentisanog Maslov	evog cikla. Ovaj pristup je izlo�en

u [95]. Neka je Λ : [a, b] → Λ(Cn) glatka kriva qije su sve taqke preseca�a

regularne (videti [95] za definiciju). Neka je V jedan fiksiran Lagran�ev

potprostor iz Λ(Cn). Maslov	ev indeks µ(Λ, V ) jednak je

µ(Λ, V ) =
1

2
sign Γ(Λ, V, a) +

∑
a<s<b

sign Γ(Λ, V, s) +
1

2
sign Γ(Λ, V, b).

Ovde je Γ(Λ, V, s) forma preseca�a krive Λ i potprostora V u taqki s, a sign Γ

predstav	a razliku broja negativnih i pozitivnih sopstvenih vrednosti ma-

trice koja zadaje formu (videti [95] za vixe deta	a).

Oznaqimo sa Sp(n) skup svih simplektomorfizama od R2n. To su difeo-

morfizmi prostora R2n koji quvaju standardnu simplektiqku strukturu ω0.

Mo�emo da definixemo i Maslov	ev indeks puta simplektiqkih matrica
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Ψ : [a, b]→ Sp(n) kao

µ(Ψ) = µ(Ψ(V ), V ),

gde je izdvojen jedan Lagran�ev potprostor V = {0} × Rn.

Sada �emo definisati Konli-Cenderov indeks za Hamiltonove orbite.

Neka je a : S1 → P periodiqna orbita Hamiltonijana H : S1×P → R, odnosno,
neka va�i ȧ(t) = XH(a). Posmatra�emo samo one Hamiltonove orbite koje su

trivijalne u π1(P ). Ako pet	u a popunimo diskom u : D2 → P tada mo�emo

da trivijalizujemo povlaqe�e rasloje�a Ψ : a∗TP → S1 × Cn. Na taj naqin

dobijemo put simplektomorfizama

Ψa(t) = Ψ ◦ dφtH ◦Ψ−1 : Cn → Cn.

Konli-Cenderov indeks Hamiltonove orbite a definixe se jednakox�u

µCZ(a) =
dimP

2
− µ(Ψa),

gde µ(Ψa) predstav	a Maslov	ev indeks puta simplektiqkih matrica. Ovako

definisan Konli-Cenderov indeks jednak je Morsovom koindeksu (dimP −
mf (p)) kritiqne taqke p od neke C2 male Morsove funkcije f (u tom sluqaju

kritiqnu taqku p posmatramo kao konstantnu orbitu). Kada je zadovo	en uslov

c1|π2(P ) = 0 definicija ne�e zavisiti od izbora diska u. U radu [97] mogu se

na�i deta	nija svojstva ovako definisanog indeksa.

Preostalo nam je da definixemo Maslov	ev indeks Hamiltonovih puteva

u kotangentnom rsloje�u. Kada imamo strukturu kotangentnog rasloje�a T ∗M

definicija Maslov	evog indeksa je jednostavnija. Neka je x : [0, 1] → T ∗M

Hamiltonov put Hamiltonijana H : T ∗M × [0, 1]→ R sa kompaktnim nosaqem.

Posmatra�emo puteve koji poqi�u na oM a zavrxavaju se na konormalnom

rasloje�u ν∗S zatvorene podmnogostrukosti S ⊂ M . Kao i u sluqaju op-

xte simplektiqke mnogostrukosti posmatra�emo trivijalizacije rasloje�a

x∗T (T ∗M). Simplektiqke trivijalizacije

Φ : x∗T (T ∗M)→ [0, 1]× Cn ∼= [0, 1]× Rn ⊕ (Rn)∗

koje posmatramo zadovo	ava�e dodatne uslove. Tangentno rasloje�e T (T ∗M)

se kanonski razdvaja na sumu

T (T ∗M) = H ⊕ V,
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pri qemu je V vertikalno tangentno rasloje�e qija je fibra Vp izomorfna sa

T ∗π(p)M a H je horizontalno podrasloje�e zadato Levi-Qivitinom koneksijom

od g. Ovde je g fiksirana Rimanova metrika na M . Fibra horizontalnog

rasloje�a Hp je izomorfna sa Tπ(p)M . Posmatramo klasu trivijalizacija Φ

koje horizontalni prostor slikaju u Rn

Φ(Hx(t)) = Rn,

a vertikalni u ıRn

Φ(Vx(t)) = ıRn.

Jedna ovakva trivijalizacija mo�e da se dobije pomo�u paralelnog transporta

pa klasa koju posmatramo ne�e biti prazna. Oznaqimo sa

V Φ = Φ(Tx(1)ν
∗S),

jedan izdvojeni Lagran�ev potprostor. Definixemo put simplketiqkih ma-

trica

BΦ(t) = Φ ◦ dφtH ◦ Φ−1,

gde su φtH Hamiltonovi difeomorfizmi generisani Hamiltonijanom H. Mo�e

se pokazati da izraz

µ(BΦ(Rn), V Φ)

ne�e zavisiti od izbora trivijalizacije Φ iz navedene klase. Maslov	ev in-

deks Hamiltonovog puta x u kotangentnom rasloje�u definixemo kao

µS(x) = µ(BΦ(Rn), V Φ).

Ovako definisan Maslov	ev indeks �e zadovo	avati svojstvo da

µS(x) +
1

2
dimS ∈ Z,

i dodatno, ova vrednost �e biti jednaka Morsovom indeksu kritiqne taqke neke

Morsove funkcije koja je C2 mala. U tom sluqaju kritiqnu taqku funkcije

posmatramo kao konstantan Hamiltonov put (videti [85] za vixe deta	a).

1.5 Gromov	eva kompaktnost

U ovom delu �emo objasniti osnovne pojmove Gromov	eve kompaktnosti. Naime,

razni modulski prostori koje definixemo u Glavi 2 �e biti mnogostrukosti.
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Ali ove mnogostrukosti ne�e biti ni zatvorene4 ni mnogostrukosti sa grani-

com, u opxtem sluqaju. �ihova topoloxka granica (odnosno taqke nagomila-

va�a) ne�e biti mnogostrukost dimenzije za jedan ma�e od polazne ali ipak

pokazuje neke pravilnosti. �u �e qiniti mnogostrukosti istog tipa ali

ni�ih dimenzija. Ovu pojavu imamo i na prostoru negativnih gradijentnih

trajektorija Morsove funkcije. U tom sluqaju se skup M(p, q; f, g) kompak-

tifikuje dodava�em ,,izlom	enih" gradijentnih trajektorija. Podsetimo se

definicije ovog pojma.

Definicija 1.9. Ka�emo da niz gradijentnih trajektorija (γn)n∈N ⊂
M(p, q; f, g) konvergira ka izlom	enoj trajektoriji (γ1, ..., γk) ako postoje re-

alni nizovi (sin)n∈N, i ∈ {1, ..., k}, takvi da va�i

γn · sin
C∞loc
⇒ γi

za sve i ∈ {1, ..., k}. Ovde γn · sin oznaqava trajektoriju γn · sin(s) = γn(sin +

s). Potrebno je da budu zadovo	ene i slede�e jednakosti limn→∞ γn(−∞) =

γ1(−∞), limn→∞ γn(+∞) = γk(+∞) i ako je i 6= k tada va�i γi(+∞) =

γi+1(−∞).

Sada �emo objasniti u odnosu na koju konvergenciju posmatramo topoloxku

granicu niza holomorfnih traka, odnosno u kom smislu niz holomorfnih

traka konvergira. U ovom poglav	u P oznaqava simplektiqku mnogostrukost

koja ne mora biti kompaktna. Time �elimo da pokrijemo konvergenciju traka

i u kompaktnoj simplektiqkoj mnogostrukosti i u kotangentnom rasloje�u jer

su to ambijenti sa kojima radimo u ovoj tezi.

Definicija 1.10. Ka�emo da niz perturbovano holomorfnih preslikava�a

un : R × [0, 1] → P ograniqene energije konvergira u Gromov	evom smislu ka

razlom	enoj traci u = (u1, ..., uk), ui : R × [0, 1] → P , ako postoje realni

nizovi (sin)n∈N, i ∈ {1, ..., k}, takvi da un(s + sin, t) konvergira na kompaktima

zajedno sa svim svojim izvodima ka ui, i ∈ {1, ..., k}. Dodatno se zahteva da va�i
limn→∞ un(−∞, t) = u1(−∞, t), limn→∞ un(+∞, t) = uk(+∞, t) i ako je i 6= k tada

va�i ui(+∞, t) = ui+1(−∞, t).

Ovu konvergenciju neki autori nazivaju slaba ili geometrijska konvergen-

cija.

U Poglav	ima 2.3 i 2.5 radimo sa kombinovanim objektima u smislu da

posmatramo ure�ene parove koje qine gradijentne trajektorije i perturbovano

4Osim u dimenziji nula
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holomorfne trake. Za niz takvih objekata ka�emo da konvergira ka razlom	e-

nom objektu ako niz trajektorija konvergira ka razlom	enoj trajektoriji ili

ako niz perturbovano holomorfnih traka konvegira ka razlom	enoj traci.

1.6 Florova homologija za periodiqne orbite

U ovom poglav	u dajemo konstrukciju Florove homologije za periodiqne or-

bite. Ambijentna mnogostrukost je zatvorena simplektiqka mnogostrukost

(P, ω) koja zadovo	ava uslov

ω|π2(P ) = 0, c1|π2(P ) = 0. (1.16)

Mnogostrukosti koje zadovo	avaju ova dva uslova nazivamo simplektiqki as-

feriqnim mnogostrukostima. Neka je H : P × S1 → R vremenski zavisan

Hamiltonijan. Posmatra�emo periodiqne orbite ovog Hamiltonijana koje su

rexe�a diferencijalne jednaqine

ȧ(t) = XH(a(t)), (1.17)

gde je XH Hamiltonovo vektorsko po	e. Fiksne taqke Hamiltonovog difeo-

morfizma φ1
H su u 1-1 vezi sa 1-periodiqnim rexe�ima jednaqine (1.17). Ta

veza se ostvaruje jednakox�u

a(t) = φtH(x),

pri qemu je x ∈ P fiksna taqka od φ1
H . Pretpostavi�emo da su sve periodiqne

Hamiltonove orbite nedegenerisane, xto znaqi da 1 nije sopstvena vrednost

od dφ1
H(a(0)). Upravo �e nam kontraktibilne Hamiltonove periodiqne orbite

biti generatori lanqastog kompleksa nad Z2

CF∗(P : H, J) = Z2

〈
a : S1 → P | ȧ(t) = XH(a(t)), [a] = 0 ∈ π1(P )

〉
.

Kompleks je graduisan Konli-Cenderovim indeksom

CFk(P : H, J) = Z2

〈
a ∈ CF∗(P : H, J) |µCZ(a) = k

〉
,

a graniqni operator broji perturbovane holomorfne cilindre koji spajaju

dve periodiqne Hamiltonove orbite. Definixemo modulski prostor takvih
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cilindara

Mperiod(a, b : P : H, J) =


u : R× S1 → P,

∂J,H(u) ≡ ∂u
∂s

+ J(∂u
∂t
−XH(u)) = 0,

u(−∞, t) = a(t), u(+∞, t) = b(t)

 /R. (1.18)

Perturbacija na cilindrima je invarijantna du� s−ose pa mo�emo da dejstvu-
jemo grupom R na prostor ovakvih preslikava�a. Dejstvo ima oblik

u(·, ·) 7→ u(·+ s, ·).

Cilindre iz ovakvog modulskog prostora �emo nazivati neparametrizovanim

cilindrima. Za generiqki izbor ω−saglasne skoro kompleksne strukture

modulski prostorMperiod(a, b : P : H, J) �e biti mnogostrukost dimenzije

µCZ(a)− µCZ(b)− 1.

Kada je dimenzija ove mnogostrukosti nula ona �e biti kompaktna, odnosno

to �e biti konaqan skup taqaka qiji broj (po modulu 2) oznaqavamo sa

]2Mperiod(a, b : P : H, J). U sluqaju da je �ena dimenzija 1 mo�emo da je kom-

paktifikujemo tako da va�i (videti [97] za vixe deta	a)

∂Mperiod(a, b : P : H, J) =
⋃

c∈CF∗

Mperiod(a, c : P : H, J)×Mperiod(c, b : P : H, J).

Graniqni operator

δ : CFk(P : H, J)→ CFk−1(P : H, J)

je na generatorima lanqastog kompleksa definisan sa

δ(a) =
∑

b∈CFk−1

]2Mperiod(a, b : P : H, J) b,

i linearno produ�en na ceo prostor. Iz opisa granice jednodimenzione mno-

gostrukosti Mperiod(a, b : P : H, J) qiji je broj krajeva paran mo�emo da za-

k	uqimo

δ ◦ δ = 0.
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Florova homologija za periodiqne orbite se definixe kao homologija

opisanog kompleksa

HF∗(P : H, J) = H∗(CF∗(P : H, J), δ).

Na prostoru kontraktibilnih pet	i

Ω0(P ) = {a : S1 → P | [a] = 0 ∈ π1(P )},

imamo dobro definisan funkcional dejstva aPH : Ω0(P )→ R koji je jednak

aPH(a) = −
∫∫

D2

ã∗ω +

∫
S1

H(a(t), t) dt. (1.19)

Ovde je ã : D2 → P bilo koje proxire�e preslikava�a a, ã|S1 = a, na ceo

disk. Prvi integral u (1.19) ne zavisi od izbora preslikava�a ã dok god je

uslov (1.16) zadovo	en. Mo�e se pokazati da su generatori lanqastog kom-

pleksa CF∗(P : H, J) zapravo kritiqne taqke od aPH .

Poznato je da funkcional dejstva opada du� perturbovanih holomorfnih

cilindara. To sledi iz slede�eg niza jednakosti

aPH(b)− aPH(a) =

∫ +∞

−∞

d

ds
aPH(u(s, t)) ds =

=

∫ +∞

−∞

d

ds

[
−
∫∫

D2

ũ∗(s, t)ω +

∫
S1

H(u(s, t), t) dt

]
ds.

Ovde je u perturbovani holomorfni cilindar koji spaja periodiqne orbite

a i b. Preslikava�e ũ∗(s, t) je proxire�e pet	e u(s, t) na bilo koji disk.

Da	e, koriste�i Kartanovu formulu i qi�enicu da je simplektiqka forma

zatvorena, dobijamo jednakosti

aPH(b)− aPH(a) = −
∫ +∞

−∞

∫∫
D2

d

ds
ũ∗ω +

∫ +∞

−∞

∫
S1

d

ds
H(u(s, t), t) dt =

= −
∫ +∞

−∞

∫∫
D2

ũ∗ (d(iXω) + iXdω) +

∫ +∞

−∞

∫
S1

dH

(
∂u

∂s

)
dt ds =

= −
∫ +∞

−∞

∫∫
D2

dũ∗iXω −
∫ +∞

−∞

∫
S1

ω

(
XH ,

∂u

∂s

)
dt ds.

Vektorsko po	e X jednako je

X(ũ) =
∂ũ

∂s
.
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Nastav	amo prethodni raqun

aPH(b)− aPH(a) = −
∫ +∞

−∞

∫
S1

u∗iXω −
∫ +∞

−∞

∫
S1

ω

(
XH ,

∂u

∂s

)
dt ds =

= −
∫
R×S1

ω

(
X,

∂u

∂t

)
dt ds−

∫
R×S1

ω

(
XH ,

∂u

∂s

)
dt ds =

= −
∫
R×S1

ω

(
∂u

∂s
,
∂u

∂t

)
dt ds−

∫
R×S1

ω

(
XH ,

∂u

∂s

)
dt ds =

= −
∫
R×S1

ω

(
∂u

∂s
,
∂u

∂t
−XH

)
dt ds =

= −
∫
R×S1

ω

(
∂u

∂s
, J
∂u

∂s

)
dt ds =

= −
∫
R×S1

∣∣∣∣∂u∂s
∣∣∣∣2
J

dt ds ≤ 0.

Posled�a jednakost sledi iz qi�enice da je skoro kompleksna struktura ω−sa-
glasna.

Opada�e funkcionala dejstva du� holomorfnih cilindara omogu�ava nam

da definixemo filtriranu Florovu homologiju. Ista je generisana lanqas-

tim kompleksom

CF λ
∗ (P : H, J) = Z2

〈
a ∈ CF∗(P : H, J) | aPH(a) < λ

〉
.

Graniqni operator je zadat restrikcijom graniqnog operatora sa ve�eg kom-

pleksa

δλ = δ|CFλ∗ (P :H,J) : CF λ
k (P : H, J)→ CF λ

k−1(P : H, J),

i dobro je definisan zbog opada�a funkcionala dejstva aPH du� cilindara.

Filtrirana Florova homologija za periodiqne orbite definixe se kao ho-

mologija kompleksa CF λ

HF λ
∗ (P : H, J) = H∗(CF

λ
∗ (P : H, J), δλ).

Poznato je da Florova homologija ne zavisi od izbora Hamiltonijana ni skoro

kompleksne strukture, dok filtrirane homologije zavise od izbora Hamil-

tonijana. Tako�e je poznato da je Florova homologija izomorfna Morsovoj

homologiji celog prostora

HF∗(P : H, J) ∼= HM∗(P ).

Jedan naqin da se konstruixe ovaj izomorfizam jeste posmatra�em C2 malih
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Morsovih funkcija na P qije �e Hamiltonove orbite (ako f posmatramo kao

Hamiltonijan koji ne zavisi od vremena) biti samo kritiqne taqke od f . Drugi

naqin da se poka�e ovaj izomorfizam jeste pomo�u preslikava�a tipa PSS.

Sada �emo, prate�i [91], u kratkim crtama izvesti konstrukciju PSS pres-

likava�a.

Fiksirajmo realan brojR > 0. Koristi�emo glatku funkciju ρR : R→ [0, 1]

koja zadovo	ava uslove

ρR(s) =

1, |s| ≥ R + 1,

0, |s| ≤ R.
(1.20)

Neka je f : P → R Morsova funkcija i g Rimanova metrika na P takva da je

par (f, g) Mors-Smejlov. Na nivou lanaca definixemo preslikava�e

PSS : CM∗(P : f)→ CF∗(P : H, J),

koje na generatorima uzima vrednost

PSS(p) =
∑
a

n(p, a) a, (1.21)

a da	e se produ�ava po linearnosti. Broj n(p, a) predstav	a (po modulu 2)

broj parova (γ, u) (videti Sliku 3)

γ : (−∞, 0]→ P, u : [0,+∞)× S1 → P

koji zadovo	avaju sistem
dγ
ds

= −∇f(γ(s)),

∂su+ J(∂tu−XρRH(u)) = 0,

γ(−∞) = p, u(+∞, t) = a(t),

γ(0) = u(0, 1
2
).

Ovako definisano preslikava�e komutira sa odgovaraju�im diferencijalima

PSS ◦ ∂M = δ ◦ PSS,

i indukuje homomorfizam na nivou homologija

PSS : HM∗(P : f)→ HF∗(P : H, J).
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Slika 3: Kombinovani objekti koji definixu preslikava�a PSS i PSS−1

Ono �e zapravo biti izomorfizam qiji inverz broji ,,obrnute" kombinovane

objekte. To su ure�eni parovi (u, γ) koji zadovo	avaju sistem

u : (−∞, 0]× S1 → P, γ : [0,+∞)→ P,

∂su+ J(∂tu−XρRH(u)) = 0,
dγ
ds

= −∇f(γ(s)),

u(−∞, t) = a(t), γ(+∞) = p,

u(0, 1
2
) = γ(0).

1.7 Florova homologija za Lagran�eve preseke

Kao xto smo ve� napomenuli u uvodu, Florova homologija za Lagran�eve pre-

seke predstav	a uopxte�e Florove homologije za periodiqne orbite. Ona nije

uvek dobro definisana u ambijentu kompaktne simplektiqke mnogostrukosti

ve� zahteva neke topoloxke restrikcije. Pretpostavke koji mi ovde koris-

timo mogu da se oslabe. Ipak koristimo restriktivnije pretpostavke zbog

jednostavnosti izlaga�a. U ambijentu kotangentnog rasloje�a (koje nije kom-

paktna mnogostrukost) ne moramo da uvodimo nikakve topoloxke restrik-

cije. Ipak, da bismo premostili problem nekompaktnosti ambijentne mno-

gostrukosti moramo da posmatramo specijalnu klasu skoro kompleksnih struk-

tura koja �e kontrolisati ponaxa�e holomorfnih traka.

1.7.1 Konormalne Lagran�eve podmnogostrukosti

Neka je H : T ∗M × [0, 1] → R Hamiltonijan sa kompaktnim nosaqem takav da

va�i

ν∗N t φ1
H(oM), (1.22)

gde je N zatvorena podmnogostrukost od M . Lanqasti kompleks pomo�u koga

definixemo Florovu homologiju bi�e Z2−vektorski prostor generisan konaq-
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nim skupom ν∗N ∩ φ1
H(oM). Kompleks oznaqavamo sa

CF∗(oM , ν
∗N : H, J)

pri qemu je J skoro kompleksna struktura na T ∗M . Ovde nam J igra ulogu

parametra, odnosno, varira�emo J sa ci	em da postignemo neke uslove reg-

ularnosti. Mo�e se pokazati (videti [85] za deta	e) da su preseqne taqke

ν∗N ∩ φ1
H(oM) u 1 − 1 vezi sa Hamiltonovim putevima koji poqi�u na nul-

tom seqe�u oM a zavrxavaju se na konormalnom rasloje�u ν∗N . Vixe �emo

koristiti ovaj drugi opis generatora lanqastog kompleksa, odnosno

CF∗(oM , ν
∗N : H, J) = Z2 〈x : [0, 1]→ T ∗M, | ẋ = XH(x), x(0) ∈ oM , x(1) ∈ ν∗N〉 .

Kompleks graduixemo celobrojnim Maslov	evim indeksom

CFk(oM , ν
∗N : H, J) = Z2〈x ∈ CF∗(oM , ν∗N : H, J)|µN(x) +

dimN

2
= k〉.

Graniqni operator ∂F broji perturbovane holomorfne trake koje spajaju Ha-

miltonove puteve x i y,

∂F (x) =
∑
y∈CF∗

n(x, y;H, J) y.

Ovde je n(x, y;H, J) broj elemenata (po modulu 2) nuladimenzione mno-

gostrukosti

M(x, y;H, J) =


u : R× [0, 1]→ T ∗M,

∂J,H(u) ≡ ∂u
∂s

+ J(∂u
∂t
−XH(u)) = 0,

u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ ν∗N,
u(−∞, t) = x(t), u(+∞, t) = y(t)

 /R. (1.23)

Ovde seqemo po R−dejstvu koje deluje kao translacija du� holomorfnih traka.

Par (H, J) �emo nazivati regularnim parom ako je linearizacija perturbo-

vanog Koxi-Rimanovog operatora ∂J,H surjektivna za sve u ∈M(x, y;H, J). Za

tako odabran par modulski prostorM(x, y;H, J) �e zaista biti mnogostrukost

dimenzije

dimM(x, y;H, J) = µN(x)− µN(y)− 1

(videti [94] za vixe deta	a). Regularnost ovog para se posti�e za izbor skoro

kompleksne strukture iz generiqkog skupa. Jednodimenziona komponenta mno-
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gostrukostiM(x, y;H, J) bi�e jednaka uniji

∂M(x, y;H, J) =
⋃
z

M(x, z;H, J)×M(z, y;H, J).

Ova jednakost se pokazuje koriste�i Gromov	evu kompaktnost i lep	e�e,

sliqno kao u [97]. Broja�em krajeva ove mnogostrukosti dolazimo do jednakosti

∂F ◦ ∂F = 0.

Florova homologija za par (oM , ν
∗N) definixe se kao homologija opisanog

kompleksa

HF∗(oM , ν
∗N : H, J) = H∗(CF∗(oM , ν

∗N : H, J), ∂F ).

Poznato je da ova homologija ne zavisi od izbora regularnog para (H, J).

Za bilo koja dva regularna para (Hα, Jα) i (Hβ, Jβ) izomorfizam izme�u odgo-

varaju�ih Florovih homologija

Sαβ : HF∗(oM , ν
∗N : Hα, Jα)→ HF∗(oM , ν

∗N : Hβ, Jβ)

indukovan je lanqastim homomorfizmom

σαβ : CF∗(oM , ν
∗N : Hα, Jα)→ CF∗(oM , ν

∗N : Hβ, Jβ).

Na generatorima kompleksa uzima vrednost

σαβ(xα) =
∑
xβ

n(xα, xβ;HαβJαβ)xβ,

gde je n(xα, xβ;HαβJαβ) broj elemenata kompaktne nuladimenzione mno-

gostrukosti

M(xα, xβ;HαβJαβ) =


u : R× [0, 1]→ T ∗M,
∂u
∂s

+ Jαβ(∂u
∂t
−XHαβ(u)) = 0,

u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ ν∗N,
u(−∞, t) = xα(t), u(+∞, t) = xβ(t).

(1.24)

Ovde su Hαβ
s i Jαβs homotopije izme�u odgovaraju�ih Hamiltonijana i skoro

kompleksnih struktura. Drugim reqima, za neko R > 0 va�i

39



Hαβ
s =

{
Hα, s ≤ −R
Hβ, s ≥ R,

Jαβs =

{
Jα, s ≤ −R
Jβ, s ≥ R.

Sada �emo definisati odgovaraju�i funkcional dejstva za ovu homologiju.

Posmatramo prostor puteva qiji su krajevi na izdvojenim Lagran�evim

podmnogostrukostima

Ω(oM , ν
∗N) = {γ : [0, 1]→ T ∗M | γ(0) ∈ oM , γ(1) ∈ ν∗N}.

Funkcional dejstva AH : Ω(oM , ν
∗N)→ R definisan je sa

AH(γ) = −
∫
γ∗θ +

∫ 1

0

H(γ(t), t) dt,

gde je θ Liuvilova 1−forma na kotangentnom rasloje�u. Kritiqne taqke ovog

funkcionala �e biti upravo Hamiltonovi putevi od H, odnosno elementi kom-

pleksa CF∗(oM , ν
∗N : H, J).

Kada imamo dobro definisan funkcional dejstva, koji opada du� holo-

morfnih traka, mo�emo da definixemo i filtriranu Florovu homologiju.

Kao xto smo ve� istakli, ova homologija igra va�nu ulogu pri definisa�u

spektralnih invarijanti. Ona �e, za razliku od obiqne homologije, zavisiti

od Hamiltonijana. Definisa�emo jedan potkompleks naxeg kompleksa. Neka

je

CF λ
∗ (oM , ν

∗N : H, J) = Z2〈x ∈ CF∗(oM , ν∗N : H, J) | AH(x) < λ〉. (1.25)

Graniqni operator quva ovako definisanu filtraciju jer ako u ∈
M(x, y;H, J) tada je AH(y) ≤ AH(x). To znaqi da je restrikcija

∂λF = ∂F |CFλ∗

jedno graniqno preslikava�e na novom kompleksu CF λ
∗ . Filtrirana Florova

homologija se definixe kao homologija ovog potkompleksa

HF λ
∗ (oM , ν

∗N : H, J) = H∗(CF
λ
∗ (oM , ν

∗N : H, J), ∂λF ). (1.26)

Znamo da T ∗M nije kompaktna mnogostrukost. Uslov kompaktnosti je
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neophodan za primenu mnogih teorema. Ovaj problem mo�emo da prevazid-

jemo izborom odgovaraju�ih skoro kompleksnih struktura. Ako je na mno-

gostrukosti M zadata Rimanova metrika G tada pridru�ena Levi-Qivitina

koneksija indukuje kanonsku skoro kompleksnu strukturu na T ∗M koju �emo oz-

naqiti sa JG. Ovakva skoro kompleksna struktura zadovo	ava slede�e uslove

• JG je ω-kompatibilna,

• Za svako (q, p) ∈ T ∗M , JG slika vertikalne tangentne vektore u horizon-

talne tangentne vektore u odnosu na Levi-Qivitinu koneksiju,

• Na nultom seqe�u, oM ⊂ T ∗M , JG svakom vektoru v ∈ TqM ⊂ T(q,0)(T
∗M)

dode	uje kotangentni vektor JG(v) = G(v, ·) ∈ T ∗qM ⊂ T(q,0)(T
∗M). Ovde

smo koristili identifikaciju

T(q,0)(T
∗M) = TqM ⊕ T ∗qM.

Kad god imamo potrebu za skoro kompleksnom strukturom na kotangentnom

rasloje�u podrazumeva se da �e ona biti iz skupa

jc = {J | J je ω − saglasna , J = JG van kompaktnog podskupa u T ∗M}. (1.27)

Ovakav izbog skoro kompleksnih struktura nam omogu�ava da kontrolixemo

perturbovano holomorfna preslikava�a u ambijentu kotangentnog rasloje�a

koje nije kompaktna mnogostrukost. Naime, slika svake perturbovane holo-

morfne trake u T ∗M (u odnosu na skoro kompleksnu strukturu iz jc) �e biti

u kompaktnom podskupu od T ∗M (videti Teoremu 3.2 u [85]).

1.7.2 Zatvorena simplektiqka mnogostrukost

Neka je (P, ω) kompaktna simplektiqka mnogostrukost i L ⊂ P �ena zatvorena

Lagran�eva podmnogostrukost, takvi da va�i

ω|π2(P,L) = 0, µ|π2(P,L) = 0. (1.28)

Par (P,L) koji zadovo	ava uslov (1.28) naziva se relativno asferiqna podmno-

gostrukost (u nekoj literaturi se mo�e na�i i termin oslab	eno taqna podmno-

gostrukost). Primer takvog para je podtorus L = Tk × {0} u torusu P = T2k

(znamo da je π2(T2k,Tk) = 0 pa je uslov (1.28) zadovo	en). Jox neki primeri se

mogu dobiti ,,plumbing" konstrukcijom (videti [115]).
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Definisa�emo Lagran�evu Florovu homologiju za podmnogostrukost L koja

zadovo	ava ove uslove iako je poznato da ti uslovi mogu da se oslabe. Neka je

H : P × [0, 1]→ R

gladak Hamiltonijan, takav da se L i �egova Hamiltonova deformacija seku

transverzalno,

L t φ1
H(L). (1.29)

Lanqasti kompleks, pomo�u koga definixemo Florovu homologiju, generisan

je Hamitonovim putevima koji poqi�u i zavrxavaju na L a trivijalni su u rel-

ativnoj homotopskoj grupi. Kompleks je graduisan relativnim Maslov	evim

indeksom koji smo definisali u Poglav	u 1.4

CFk(L, P : H, J) = Z2〈x : [0, 1]→ P |

ẋ = XH(x), x(0), x(1) ∈ L, [x] = 0 ∈ π1(P,L), µL(x) = k〉.

Graniqni operator broji perturbovane holomorfne trake iz modulskog pros-

tora

M(x, y : L : H, J) =


u : R× [0, 1]→ P,
∂u
∂s

+ J(∂u
∂t
−XH(u)) = 0,

u(s, 0), u(s, 1) ∈ L, s ∈ R,
u(−∞, t) = x(t), u(+∞, t) = y(t)

 /R. (1.30)

poseqenog po R−dejstvu. Dejstvo je (kao i ranije) zadato translacijom du�

s−ose. Za generiqki izbor skoro kompleksne strukture M(x, y : L : H, J) �e

biti mnogostrukost dimenzije

µL(x)− µL(y)− 1.

Kada je ta dimenzija jednaka nuli M(x, y : L : H, J) �e biti kompaktna mno-

gostrukost, odnosno konaqan broj taqaka. Broj taqaka (po modulu 2) oznaqavamo

sa n(x, y : L : H, J). Sada mo�emo da definixemo graniqno preslikava�e

∂ : CFk(L, P : H, J)→ CFk−1(L, P : H, J).

Na generatorima je ono jednako

∂(x) =
∑

y∈CFk−1

n(x, y : L : H, J) y
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a da	e je produ�eno po linearnosti. Iz opisa topoloxke granice jednodimen-

zione komponente mnogostrukostiM(x, y : L : H, J) zak	uqujemo da va�i

∂ ◦ ∂ = 0.

Florova homologija za Lagran�eve preseke definixe se kao homologija defin-

isanog kompleksa

HF∗(L, P : H, J) = H∗(CF∗(L, P : H, J), ∂).

Generatori lanqastog kompleksa �e, kao i u ranijim sluqajevima, biti

kritiqne taqke funkcionala dejstva. Funkcional

AP :L
H : Ω0(P,L)→ R

je definisan na prostoru puteva

Ω0(P,L) = {γ : [0, 1]→ P, | γ(0), γ(1) ∈ L, [γ] ∈ π1(P,L)} .

U putu γ sa krajevima na L on uzima vrednost

AP :L
H (γ) = −

∫∫
D2

+

h∗ω +

∫ 1

0

H(γ(t), t) dt. (1.31)

Ovde je proxire�e h bilo koje preslikava�e iz gor�e polovine diska

h : D2
+ = {z ∈ C | |z| ≤ 1, Im z ≥ 0} → P,

koje se na gor�oj kru�nici restrikuje na γ

h(eiπt) = γ(t)

i zadovo	ava graniqni uslov h(t) ∈ L za t ∈ [−1, 1]. Kako smo pretpostavili

da je ω|π2(P,L) = 0, prvi integral u (1.31) ne�e zavisiti od proxire�a h.

Funkcional dejstva opada du� holomorfnih traka koje spajaju dva Hamil-

tonova puta, pa mo�emo da definixemo filtriranu homologiju. Graniqni

operator ∂ se restrikuje na potkompleks

CF λ
∗ (L, P : H, J) = Z2

〈
x ∈ CF∗(L, P : H, J) | AP :L

H (x) < λ
〉
.

43



Slika 4: Kombinovani objekti koji definixu preslikava�a PSSL i (PSSL)−1

i daje graniqno preslikava�e na tom potkompleksu

∂λ = ∂|CFλ∗ .

Filtrirana Florova homologija za Lagran�eve preseke definixe se kao ho-

mologija potkompleksa

HF λ
∗ (L, P : H, J) = H∗(CF

λ
∗ (L, P : H, J), ∂λ).

Sada �emo u kratkim crtama izvesti konstrukciju preslikava�a tipa PSS

koje daje izomorfizam izme�u HF∗(L, P : H, J) i Morsove homologije HM∗(L :

f, g) gde je f : L → R Morsova funkcija na L. Ova konstrukcija je izvedena

u [4] u opxtijem sluqaju (bez pretpostavki (1.28)). Neka je p ∈ CM∗(L : f, g)

kritiqna taqka funkcije f i x ∈ CF∗(L, P : H, J) Hamiltonov put za H.

Preslikava�e tipa PSS

PSSL : CM∗(L : f, g)→ CF∗(L, P : H, J),

na generatorima uzima vrednost

PSSL(p) =
∑
x

n(p, x)x.

Ovde je n(p, x) broj elemenata (po modulu 2) parova (γ, u) koji zadovo	avaju

sistem jednaqina (videti Sliku 4)

γ : (−∞, 0]→ L, u : [0,+∞)× [0, 1]→ P,
dγ
ds

= −∇f(γ(s)),

∂su+ J(∂tu−XρRH(u)) = 0,

u(s, 0), u(s, 1), u(0, t) ∈ L,
γ(−∞) = p, u(+∞, t) = x(t),

γ(0) = u(0, 1
2
).

(1.32)

Ispostav	a se da je PSSL lanqasto preslikava�e koje indukuje homomorfizam
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na nivou homologija

PSSL : HM∗(L : f, g)→ HF∗(L, P : H, J).

Va�i�e i jaqe svojstvo. To �e biti izomorfizam qiji inverz, na nivou lanaca,

(PSSL)−1 : CF∗(L, P : H, J)→ CM∗(L : f, g),

broji inverzne objekte. Odnosno

(PSSL)−1(x) =
∑
p

n(x, p) p,

gde je n(x, p) broj (po modulu 2) ure�enih parova (u, γ) koji zadovo	avaju sistem

u : (−∞, 0]× [0, 1]→ P, γ : [0,+∞)→ L,

∂su+ J(∂tu−XρRH(u)) = 0,
dγ
ds

= −∇f(γ(s)),

u(s, 0), u(s, 1), u(0, t) ∈ L,
u(−∞, t) = x(t), γ(+∞) = p,

u(0, 1
2
) = γ(0).

1.8 Florova homologija za otvorene skupove

U radovima [57, 58] autori daju konstrukciju Florove homologije za otvorene

skupove. U ovom poglav	u dajemo opis te konstrukcije.

Neka je U ⊂ M otvoren podskup sa glatkom granicom ∂U . Osnovna ideja je

da skupu U pridru�imo neki simplektiqki objekat. Znamo da smo u sluqaju

zatvorenog podskupa N ⊂ M posmatrali �egovo konormalno rasloje�e ν∗N

koje je Lagran�eva podmnogostrukost u T ∗M . Postav	a se pita�e koju podmno-

gostrukost pridru�iti objektu U . Kao jedno od rexe�a dolazimo do slede�eg

skupa

ν∗−U = oU
∐

ν∗−(∂U), (1.33)

gde je ν∗−(∂U) negativan deo konormalnog rasloje�a ν∗(∂U)

ν∗−(∂U) = {(q, p) ∈ ν∗(∂U) | p(n) ≤ 0, za n spo	nu normalu na ∂U}.

Skup ν∗−U se naziva negativan konormalan skup od U . Prostor ν∗−U je sin-

gularan i ne mo�emo da razmatramo Koxi-Rimanovu jendaqinu sa graniqnim

uslovima na �emu. Ono xto je zgodno jeste da ovaj singularan prostor dopuxta
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Υε

ν∗
−U

q

p

1

Slika 5: Singularan prostor ν∗−U i jedna �egova aproksimacija Υε

aproksimaciju taqnim Lagran�evim podmnogostrukostima. Sada �emo objas-

niti konstrukciju tih aproksimacija koje oznaqavamo sa Υ (videti i [58]).

Na Slici 5 prikazan je ν∗−U i jedna aproksimacija Υε u sluqaju kada je

U = (−1, 1) ⊂ R.
Za konstrukciju aproksimacija u opxtem sluqaju koristimo aproksimacije

u dimenziji jedan. Neka je Tb(∂U) cevasta okolina granice ∂U . Znamo da va�i

Tb(∂U) ∼= ∂U × (−1, 1)

Ako je C singularna kriva u (−1, 1)× R definisana sa

C = {(q, 0) | −1 ≤ q ≤ 0} ∪ {(0, p) | p ≥ 0},

tada je

ν∗−U ∩ π−1(Tb(∂U)) = o∂U × C.

Ovde o∂U × C vidimo kao podskup kotangentnog rasloje�a jer je

o∂U × C ⊂ T ∗(∂U)× ((−1, 1)× R),
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C

Cε

q = q0

q

p

1

Slika 6: Funkcija hΥε predstav	a povrxinu xrafirane oblasti

a sa druge strane imamo niz identifikacija

T ∗M |Tb(∂U) = T ∗(Tb(∂U)) ∼= T ∗(∂U × (−1, 1))

∼= T ∗(∂U)× T ∗(−1, 1)

∼= T ∗(∂U)× ((−1, 1)× R).

Krivu C aproksimiramo familijom krivih Cε koja je dobijena od jedne poqetne

krive C1. Kriva C1 je neko monotono utapa�e od R u R2 koje izgleda kao na

Slici 6. Familija Cε se dobije koniqnim reskalira�em krive C1 iz ugla

krive C, taqke (0, 0). Sada aproksimaciju od ν∗−U definixemo kao

Υε = ν∗−U \ π−1(Tb(∂U)) ∪ (o∂U × Cε), (1.34)

pri qemu o∂U × Cε vidimo kao podskup od T ∗M |Tb(∂U) na gore opisani naqin.

Pokaza�emo da je Υε taqna Lagran�eva podmnogostrukost. Definiximo

funkciju hΥε : Υε → R tako da zadovo	ava slede�e uslove

• na skupu ν∗−U \ π−1(Tb(∂U)) = oM |U\Tb(∂U) funkcija hΥε jednaka je nuli,

• u sredix�em delu ν∗−U ∩ π−1(Tb(∂U)) funkcija hΥε(q0, p0) predstav	a

povrxinu xrafirane oblasti na Slici 6 (oblast je ograniqena krivom

Cε, q-osom i pravom q = q0),

• na skupu ν∗−(∂U)∩Υε funkcija hΥε jednaka je povrxini koja je ograniqena

q-osom, p-osom i krivom Cε.
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Jednostavno se proverava da va�i

θ|TΥε = dhΥε ,

(podsetimo se da je θ kanonska Liuvilova 1−forma na T ∗M). Ova familija

aproksimacija Υε konvergira ka ν
∗
−U , kada ε→ 0, u Lipxicovoj topologiji5.

Sada kada smo definisali aproksimacije Υε mo�emo da definixemo

Florovu homologiju za par (oM ,Υε).

Neka je H : T ∗M × [0, 1] → R Hamiltonijan sa kompaktnim nosaqem, takav

da va�i

φ1
H(oM) t oM ,

i

φ1
H(oM) ∩ oM |∂U = ∅, φ1

H(oM) t ν∗−U. (1.35)

Oba navedena uslova mo�emo da zadovo	imo generiqkim izborom Hamiltoni-

jana H.

Definiximo Florov kompleks CF∗(oM ,Υε : H, Jε) kao skup Hamiltonovih

puteva

x : [0, 1]→ T ∗M, ẋ = XH(x),

koji zadovo	avaju graniqne uslove

x(0) ∈ oM , x(1) ∈ Υε.

Generatori kompleksa �e biti kritiqne taqke efektivnog funkcionala dejstva

AΥε
H : Ω(oM ,Υε)→ R koji je definisan sa

AΥε
H (γ) = −

∫
γ∗θ +

∫ 1

0

H(γ(t), t)dt+ hΥε(γ(1)). (1.36)

Funkcional deluje na prostoru svih puteva sa odgovaraju�im krajevima

Ω(oM ,Υε) = {γ : [0, 1]→ T ∗M | γ(0) ∈ oM , γ(1) ∈ Υε} .

Primetimo da se u definiciji funkcionala dejstva pojav	uje dodatan qlan,

hΥε(γ(1)). Kako je i∗Υεθ 6= 0 ovaj qlan je neophodan da bismo postigli da se

5Lipxicovo rastoja�e izme�u dva prostora se definixe kao

dL(A,B) = inf{| log dil(f)|+ | log dil(f−1)| | f : A→ B je bi-Lipxicov homeomorfizam},

pri qemu je dil(f) najma�a Lipxicova konstanta od f (videti [64] za definiciju)
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dAΥε
H (x) anulira na Hamiltonovim putevima x ∈ CF∗(oM ,Υε : H, Jε).

Kompleks CF∗(oM ,Υε : H, Jε) se graduixe celobrojnim vrednostima

µ(x) ≡ µM(x) +
1

2
dimM, ako x(1) ∈ oU

µ(x) ≡ µ∂U(x) +
1

2
dim(∂U), ako x(1) ∈ ν∗(∂U).

U prethodnim jednaqinama µS(x) je kanonski dode	en Maslov	ev indeks

definisan u Poglav	u 1.4 za svaku glatku zatvorenu podmnogostrukost S ⊂M .

Graniqni operator

∂Jε,H : CFk(oM ,Υε : H, Jε)→ CFk−1(oM ,Υε : H, Jε),

je definisan kao broj perturbovanih holomorfnih traka sa granicom na oM i

Υε i odgovaraju�im asimptotskim krajevima
u : R× [0, 1]→ T ∗M,
∂u
∂s

+ Jε
(
∂u
∂t
−XH(u)

)
= 0,

u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ Υε,

u(−∞, t) = x(t), u(+∞, t) = y(t).

(1.37)

Skup rexe�a ovog sistema, poseqenog po R−dejstvu, oznaqi�emo sa M(x, y :

oM ,Υε;H, Jε).

Florova homologija za par (oM ,Υε) definixe se kao homologija opisanog

kompleksa

HF∗(oM ,Υε : H, Jε) = H∗(CF∗(oM ,Υε : H, Jε), ∂Jε,H).

Ho�emo da definixemo filtriranu Florovu homologiju za aproksimacije.

Kao i prethodnim sluqajevima, filtracija se zadaje funkcionalom AΥε
H koji

opada du� perturbovanih holomorfnih traka. Drugim reqima, ako postoji

u ∈M(x, y : oM ,Υε;H, Jε) tada je

AΥε
H (y(t))−AΥε

H (x(t)) =

∫ +∞

−∞

d

ds
AΥε
H (u(s, t)) ds =

=

∫ +∞

−∞

[
− d

ds

∫
u(s, t)∗θ +

d

ds

∫ 1

0

H(u(s, t), t) dt

]
ds+

+

∫ +∞

−∞

d

ds
hΥε(u(s, 1)) ds.
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Sada �emo u prvom integralu iskoristiti Kartanovu formulu pri qemu je X

vektorsko po	e generisano preslikava�ima u, X(s, t) = ∂u
∂s

(s, t).

AΥε
H (y(t))−AΥε

H (x(t)) = −
∫ +∞

−∞

∫
u(s, t)∗ (diXθ + iXdθ) +

+

∫ +∞

−∞
dH

∂u

∂s
dt ds+

+

∫ +∞

−∞
dhΥε(u(s, 1))

∂u

∂s
(s, 1) ds.

Liuvilova forma θ zadaje simplektiqku formu ω = dθ pa imamo slede�e jed-

nakosti.

AΥε
H (y(t))−AΥε

H (x(t)) = −
∫ +∞

−∞

∫ 1

0

du(s, t)∗iXθ −
∫ +∞

−∞

∫
u(s, t)∗iXω+

+

∫ +∞

−∞

∫ 1

0

dH
∂u

∂s
dt ds+

+

∫ +∞

−∞
dhΥε(u(s, 1))

∂u

∂s
(s, 1) ds =

= −
∫ +∞

−∞

(
θ(u(s, 1))

∂u

∂s
(s, 1)− θ(u(s, 0))

∂u

∂s
(s, 0)

)
−

−
∫ +∞

−∞

∫ 1

0

ω

(
X,

∂u

∂t

)
−
∫ +∞

−∞

∫ 1

0

ω

(
XH ,

∂u

∂s

)
dt ds+

+

∫ +∞

−∞
dhΥε(u(s, 1))

∂u

∂s
(s, 1) ds.

Znamo da je θ|ToM = 0 i da ∂u
∂s

(s, o) ∈ ToM pa je drugi qlan u prvom integralu

jednak nuli. Sledi jednakost

AΥε
H (y(t))−AΥε

H (x(t)) =

∫ +∞

−∞

(
−θ(u(s, 1))

∂u

∂s
(s, 1) + dhΥε(u(s, 1))

∂u

∂s
(s, 1)

)
ds−

−
∫
R×[0,1]

ω

(
∂u

∂s
,
∂u

∂t
−XH

)
dt ds

Funkcije hΥε zadovo	avaju uslov dhΥε = θ|TΥε a ∂u
∂s

(s, 1) ∈ TΥε pa je prvi

integral u posled�oj jednakosti jednak nuli. Preostaje nam jox jedan qlan

AΥε
H (y(t))−AΥε

H (x(t)) = −
∫
R×[0,1]

ω

(
∂u

∂s
, J
∂u

∂s

)
dt ds =

= −
∫
R×[0,1]

∥∥∥∥∂u∂s
∥∥∥∥2

J

dt ds ≤ 0,
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koji je negativan jer je J skoro kompleksna struktura saglasna sa simplek-

tiqkom formom. Dakle, graniqni operator �e quvati filtriran kompleks

CF λ
∗ (oM ,Υε : H, Jε) = Z2

〈
x ∈ CF∗(oM ,Υε : H, Jε) | AΥε

H (x) < λ
〉
,

pa mo�emo da definixemo filtriranu Florovu homologiju za aproksimaciju

Υε

HF λ
∗ (oM ,Υε : H, Jε) = H∗(CF

λ
∗ (oM ,Υε : H, Jε), ∂Jε,H |CFλ∗ ).

Oznaqi�emo sa

ıλΥε∗ : HF λ
∗ (oM ,Υε : H, Jε)→ HF∗(oM ,Υε : H, Jε), (1.38)

homomorfizam na nivou homologija koji je indukovan inkluzijom lanqastih

kompleksa

ıλΥε : CF λ
∗ (oM ,Υε : H, Jε)→ CF∗(oM ,Υε : H, Jε).

Sliqno kao i u sluqaju Florove homologije za par (oM , ν
∗N), Florova

homologija za aproksimaciju Υ ne�e zavisiti od izbora regularnog para

(H, J). Preslikava�e koje uspostav	a izomorfizam, za neka dva regularna

para (Hβ, Jβ) i (Hα, Jα), oznaqi�emo sa

SΥ
αβ : HF∗(oM ,Υ : Hα, Jα)→ HF∗(oM ,Υ : Hβ, Jβ). (1.39)

Na nivou lanqastog kompleksa ono je indukovano preslikava�em

σΥ
αβ : CF∗(oM ,Υ : Hα, Jα)→ CF∗(oM ,Υ : Hβ, Jβ).

Kao i u sluqaju kada smo definisali Sαβ za konormalnu Florovu homologiju

(videti (1.24)), brojimo perturbovane trake kod kojih je perturbacija na jednom

kraju data Hamiltonijanom Hα. Zatim se ta perturbacija glatko me�a i na

drugom kraju je odre�ena Hamiltonijanom Hβ. U odnosu na ve� pomenut sluqaj

razlika je u tome xto imamo drugaqije graniqne uslove. Preciznije

σΥ
αβ(xα) =

∑
xβ

n(xα, xβ : oM ,Υ;Hαβ, Jαβ)xβ,
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gde n(xα, xβ : oM ,Υ;Hαβ, Jαβ) oznaqava broj elemenata mnogostrukosti

M(xα, xβ : oM ,Υ;Hαβ, Jαβ) =


∂u
∂s

+ Jαβ(∂u
∂t
−XHαβ(u)) = 0,

u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ Υ,

u(−∞, t) = xα(t), u(+∞, t) = xβ(t).

Sada �emo definisati preslikava�e koje povezuje Florove homologije za

razliqite aproksimacije Υ. Prvo �emo definisati relaciju ≤ me�u ovim

aproksimacijama. Oznaqimo sa ϕΥ funkciju koja zadovo	ava jednakost

hΥ = ϕΥ ◦ π,

na skupu U . Ova funkcija je dobro definisana jer je restrikcija

π : Υ \ π−1(∂U)→ U,

difeomorfizam (ovde je π : T ∗M → M kanonska projekcija). Primetimo da

smo preslikava�e

ϕΥ : U → R,

mogli da definixemo i kao

ϕΥ = hΥ ◦ π−1.

Koristi�emo se funkcijama ϕΥ da bismo uporedili neke dve aproksimacije.

Ovaj pojam izdvajamo slede�om definicijom.

Definicija 1.11. Neka su Υα i Υβ dve aproksimacije singularne podmno-

gostrukosti ν∗−U . Ka�emo da va�i

Υα ≤ Υβ ako je ϕΥα ≤ ϕΥβ .

Kada imamo dve aproksimacije koje su uporedive u smislu relacije ≤ ko-

risti�e nam da ih spojimo odgovaaju�im familijama aproksimacija.

Definicija 1.12. Jednoparametarska familija aproksimacija {Υε}0≤ε≤1 je

monotona ako va�i

Υε1 ≤ Υε2 za sve ε1 ≤ ε2.

Neka su date dve aproksimacije Υα i Υβ za koje va�i Υα ≤ Υβ. I neka je

52



{Υε}0≤ε≤1 monotona familija koja ih spaja,

Υ0 = Υα, Υ1 = Υβ.

Da bismo postigli regularnost prostora rexe�a perturbovane Koxi-Rimanove

jednaqine bi�e nam potrebno da variramo i skoro kompleksnu strukturu

{Jε}0≤ε≤1. Za K > 0 definixemo glatku rastu�u funkciju σK : R → [0, 1]

koja zadovo	ava slede�e uslove

σK(s) =

1, s ≥ K,

0, s ≤ −K.

Za xα ∈ CF∗(oM ,Υα : H, Jα) i xβ ∈ CF∗(oM ,Υβ : H, Jβ) uvodimo modulski

prostor

M(xα, xβ : oM , {Υε} : H, {Jε}) =


u : R× [0, 1]→ T ∗M,
∂u
∂s

+ JσK(s)
(
∂u
∂t
−XH(u)

)
= 0,

u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ ΥσK(s),

u(−∞, t) = xα(t), u(+∞, t) = xβ(t).

(1.40)

Za generiqki izbor familije skoro kompleksnih struktura M(xα, xβ :

oM , {Υε} : H, {Jε}) �e biti mnogostrukost. Opis �ene granice (koji je standar-
dan) daje nam qi�enicu da je preslikava�e

Fαβ : CFk(oM ,Υα : H, Jα)→ CFk(oM ,Υβ : H, Jβ),

definisano na nivou lanaca broja�em elemenata nuladimenzione komponente

mnogostrukostiM

Fαβ(xα) =
∑
xβ

n(xα, xβ : oM , {Υε} : H, {Jε})xβ, (1.41)

jedno lanqasto preslikava�e. Na nivou homologija dobijamo povezuju�i homo-

morfizam

Fαβ : HF∗(oM ,Υα : H, Jα)→ HF∗(oM ,Υβ : H, Jβ).

Ovi homomorfizmi zadovo	avaju jednakost

Fαα = I,
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za sve aproksimacije Υα koje su dovo	no blizu ν∗−U . Dodatno, ako je Υα ≤
Υβ ≤ Υγ tada va�i

Fαγ = Fβγ ◦ Fαβ,

(videti Teoremu 3.5 u [58]).

Definisali smo jedno predure�e�e na skupu svih aproksimacija. Ho�emo

da poka�emo da je ovaj skup direktan. Neka su Υα i Υβ neke dve aproksimacije.

Iz opisa konstrukcije ovih aproksimacija sledi da postoje krive Cα i Cβ koje

zadovo	avaju relaciju (1.34). Mi mo�emo da na�emo monotonu krivu Cγ qiji

�e grafik biti iznad grafika krivih Cα i Cβ u R2. Za ovako konstruisanu

krivu dobijemo aproksimaciju Υγ koja �e zadovo	avati nejednakosti

Υα ≤ Υγ, Υβ ≤ Υγ.

Pokazali smo da je skup svih aproksimacija sa ure�e�em ≤ direktan, po-

kazali smo da je sistem homologija HF∗(oM ,Υ : H, J) direktan sistem grupa i

da ima smisla priqati o direktnom limesu tog sistema.

Florovu homologiju za otvoren skup U definixemo kao direktan limes

Florovih homologija za aproksimacije

HF−∗ (H,U : M) = lim−→HF∗(oM ,Υ : H, J). (1.42)

Definisana na ovaj naqin, Florova homologija HF−∗ (H,U : M) bi�e izo-

morfna Morsovoj homologijiHM∗(U : f) za Morsove funkcije f iz klase F− ⊂
C∞(M) koju smo definisali u Definiciji 1.8 (videti [58] za konstrukciju

izomorfizma). Znamo da su Morsove homologije za ovakav izbor funkcija

izomorfne singularnoj homologiji. Dakle

HF−∗ (H,U : M) ∼= H∗(U ;Z2). (1.43)

Koriste�i definisane povezuju�e homomorfizme Fαβ mo�emo da defin-

ixemo i filtrirane Florove homologije za otvoren skup. U radu [58], Tvr�e�e

3.4, autori su pokazali da funkcional dejstva A{Υ
ε}

H opada du� perturbovanih

holomorfnih traka pomo�u kojih definixemo Fαβ. To zapravo znaqi da va�i

nejednakost

AΥβ
H (u(+∞, t))−AΥα

H (u(−∞, t)) ≤ 0

kada postoji u ∈M(xα, xβ : oM , {Υε} : H, {Jε}). Dakle, lanqasto preslikava�e
Fαβ je dobro definisano preslikava�e na filtriranim lanqastim komplek-
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sima

Fαβ|CFλ∗ : CF λ
∗ (oM ,Υα : H, Jα)→ CF λ

∗ (oM ,Υβ : H, Jβ).

I indukuje homomorfizam na nivou filtriranih homologija

Fλ
αβ : HF λ

∗ (oM ,Υα : H, Jα)→ HF λ
∗ (oM ,Υβ : H, Jβ).

Sada definixemo filtriranu Florovu homologiju za otvoren skup kao di-

rektan limes po filtriranim homologijama za aproksimacije

HF λ
∗ (H,U : M) = lim−→HF λ

∗ (oM ,Υ : H, J). (1.44)

Va�i�e

Fλ
αβ ◦ ıλΥα∗ = ıλΥβ∗ ◦ Fλ

αβ,

odakle zak	uqujemo da postoji preslikava�e

[ı]λ∗ : HF λ
∗ (H,U : M)→ HF−∗ (H,U : M), (1.45)

koje je indukovano inkluzijama filtriranih kompleksa za aproksimacije.

Preslikava�a SΥ
αβ �e tako�e biti saglasna su sa povezuju�im izomor-

fizmima Fab, u smislu da je slede�i dijagram komutativan

· · · → HFk(Υa : Hα, Ja)
FHαab−→ HFk(Υb : Hα, Jb)

FHαbc−→ HFk(Υc : Hα, Jc) →
↓ SΥa

αβ ↓ SΥb
αβ ↓ SΥc

αβ

· · · → HFk(Υa : Hβ, Ja)
F
Hβ
ab−→ HFk(Υb : Hβ, Jb)

F
Hβ
bc−→ HFk(Υc : Hβ, Jc) →

Kada pro�emo direktnim limesom po (Υ, J) dobijemo kanonski izomorfizam

koji povezuje dve Florove homologije otvorenog skupa za razliqit izbor

Hamiltonijana

S−αβ : HF−∗ (Hα, U : M)→ HF−∗ (Hβ, U : M). (1.46)

U radu [58], gde se definixe homologija za otvoren skup, ne stoji − u oznaci

Florove homologije HF−∗ (H,U : M). Uveli smo ovu oznaku da bismo istakli da

koristimo negativan konormalan skup ν∗−U u konstrukciji. Za razliku od [58],

bi�e nam potrebno da posmatramo i homologije definisane pomo�u pozitivnog

konormalnog skupa.
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Pozitivan konormalan skup, ν∗+U definixe se kao

ν∗+U = oU
∐

ν∗+(∂U), (1.47)

gde je

ν∗+(∂U) = {(q, p) ∈ ν∗(∂U) | p(n) ≥ 0, za n spo	nu normalu na ∂U}.

Prate�i oznake iz [57] definiximo anti-simplektiqku involuciju

ζ : x = (q, p) 7→ x = (q,−p). (1.48)

Primetimo da ζ slika negativan konormalan skup ν∗−U u pozitivan konormalan

skup ν∗+U . Koriste�i ovo preslikava�e mo�emo da opixemo aproksimacije od

ν∗+U koriste�i ve� opisane aproksimacije negativnog dela. Ako je Υ taqna

Lagran�eva aproksimacija od ν∗−U , tada je

Υ = ζ(Υ)

taqna Lagran�eva aproksimacija od ν∗+U . Na skupu aproksimacija Υ mo�emo

da zadamo parcijalno ure�e�e

Υ
α ≤ Υ

β ⇔ ζ(Υ
α
) ≤ ζ(Υ

β
).

ζ nam daje novi Hamiltonijan

H(x, t) = −H(ζ(x), t),

i novu skoro kompleksnu strukturu

J = ζ∗J.

Neka je, za Υ
α ≤ Υ

β
, F+

αβ povezuju�i homomorfizam:

F+
αβ : HFk(oM ,Υα : H, Jα)→ HFk(oM ,Υβ : H, Jβ)

definisan na isti naqin kao i Fαβ, broja�em rexe�a sistema (1.40). Sada

definixemo Florovu homologiju otvorenog skupa U , modeliranu pozitivnim
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konormalnim skupom kao

HF+
k (H,U : M) = lim−→HFk(oM ,Υ : H, J). (1.49)

Ovaj limes �e sada biti izomorfan Morsovoj homologiji HM∗(U : f) pri

qemu se sada posmatraju funkcije iz klase f ∈ F+ ⊂ C∞(M). Morsova

homologija za ovakav izbor funkcija izomorfna je relativnoj homologiji

H∗(U, ∂U ;Z2). Zak	uqujemo

HF+
∗ (H,U : M) ∼= H∗(U, ∂U ;Z2). (1.50)

Kao xto su nam izomorfizmi SΥ
αβ bili saglasni sa povezuju�im izomor-

fizmima Fab tako �e i izomorfizmi

SΥ
αβ : HF∗(oM ,Υ : Hα, Jα)→ HF∗(oM ,Υ : Hβ, Jβ)

biti saglasni sa povezuju�im izomorfizmima F+
ab. Prolaskom direktnog

limesa dobijamo izomorfizam koji povezuje Florove homologije za razliqit

izbor Hamiltonovih funkcija

S+
αβ : HF+

∗ (Hα, U : M)→ HF+
∗ (Hβ, U : M). (1.51)

Koriste�i anti-simplektiqku involuciju mo�emo da uporedimo Florove

homologije za aproksimacije od ν∗−U i ν∗+U . Oqigledno je

CFk(oM ,Υ : H, J) ∼= CFn−k(oM ,Υ : H, J).

Postoji identifikacija prostora perturbovanih holomorfnih traka koje

definixu graniqni operator u odgovaraju�im homologijama

ζ :M(x, y : oM ,Υ;H, J)
∼=−→M(x, y : oM ,Υ;H, J).

Ovi modulski prostori su definisani u (1.37). Involucija ζ indukuje izomor-

fizam u Florovoj homologiji, tipa Poenkareovog duala

PDΥ
F = ζ∗ : HFk(oM ,Υ : H, J)

∼=−→ HFn−k(oM ,Υ : H, J). (1.52)

Primetimo da ovo preslikava�e nije isto kao uobiqajena Poenkareova dual-

nost izme�u homoloxkih i kohomoloxkih grupa, koja je definisana u Poglav	u

2.2. u [86]. Ipak �emo koristiti istu oznaku za ovo preslikava�e (izme�u ho-
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moloxkih grupa), jer je konstrukcija ista kao u [86]. Sliqno kao u Morsovom

sluqaju, u oznaci ovog preslikava�a koristi�emo parametar Υ da bi istakli

da se ono odonosi na Florove homologije za aproksimacije Υ i Υ. Oqigledno

va�i

F+
αβ ◦ PDΥα

F = PD
Υβ
F ◦ Fαβ,

pa je dobro definisano preslikava�e, tipa Poenkareov dual, me�u Florovim

homologijama za otvoren skup

PDF : HF−k (H,U : M)
∼=−→ HF+

n−k(H,U : M). (1.53)

Primedba 1.13. U definiciji Florove homologije za otvoren skup ne mo�emo

da fiksiramo jednu skoro kompleksnu strukturu pa da tra�imo direktan

limes po aproksimacijama, ve� za svaku aproksimaciju imamo odgovaraju�u

skoro kompleksnu strukturu koja se koristi pri definisa�uHF∗(oM ,Υ : H, J).

Ove skoro kompleksne strukture biramo iz generiqkog skupa a razlog varira�a

je potreba da nam rexe�a Koxi-Rimanove jednaqine koja posmatramo budu reg-

ularna. U skladu sa tim u oznaci Florovih homologija za otvoren skup (leve

strane jednaqina (1.42) i (1.49)) ne figurixe ni jedno J .
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2 Modulski prostori

U ovoj glavi �emo definisati vixe pomo�nih modulskih prostora koji kas-

nije ulaze u definiciju raznih proizvoda i morfizama me�u homologijama.

Ti modulski prostori su zapravo prostori rexe�a diferencijalnih ili par-

cijalnih diferencijalnih jednaqina.

Kada god imamo neko preslikava�e Rimanove povrxi sa granicom podra-

zumeva�emo da je ono glatko na unutrax�osti povrxi a neprekidno na celoj

povrxi sa granicom.

Fredholmova analiza na odgovaraju�im Banahovim prostorima daje nam reg-

ularnost rexe�a parcijalnih diferencijalnih jednaqina koje �e biti elip-

tiqkog tipa. Odatle �emo zak	uqivati da su ti modulski prostori zapravo

mnogostrukosti qija je dimenzija jednaka Fredholmovom indeksu operatora

koji zadaje tu mnogostrukost. Opis granice takve mnogostrukosti sledi iz

odgovaraju�ih konvergencija i argumenata lep	e�a. Te tehnike su opisane u

gotovo svim standardnim k�igama o simplektiqkim mnogostrukostima. Po-

sebno �emo obratiti pa��u na neke fenomene koji do sada nisu opisani u

literaturi. Jedan takav fenomen, opisan u Poglav	u 2.4, je skok na granici

Rimanove povrxi sa jedne na drugu Lagran�evu podmnogostrukost, pri qemu

se takve podmnogostrukosti seku qisto. Potrebno je objasniti zaxto je jedno

takvo preslikava�e neprekidno i potrebno je postaviti Fredholmovu analizu.

U Poglav	u 2.1 data je konstrukcija modulskih prostora qiji su elementi

perturbovano holomorfna preslikava�a Rimanove povrxi u kompaktnu mno-

gostrukost. Rimanova povrx koju posmatramo dobijena je identifikacijom

dela granice trake R × [0, 1] (videti Sliku 7). Rezultati ovog poglav	a su

poznati od ranije a mi pratimo oznake iz [4].

U Poglav	u 2.2 posmatramo perturbovano holomorfna preslikava�a traka

R×[0, 1] u kotangentno rasloje�e T ∗M pri qemu se do�a granica trake, R×{0},
slika na nulto seqe�e, oM , dok se gor�a granica trake, R×{1}, slika na konor-
malno rasloje�e, ν∗N . Ovde je N ⊂ M zatvorena podmnogostrukost zatvorene

mnogostrukosti. U narednom poglav	u, 2.3, posmatramo kombinovane objekte

istih perturbovano holomorfnih traka i polugradijentnih trajektorija koje

se nalaze u N . Rezultati ovih poglav	a su deo autorovog rada [24].

Poglav	e 2.4 sadr�i konstrukciju modulskog prostora qiji su elementi

perturbovano holomorfne pantalone smextene u T ∗M . Granica pantalona

se slika u uniju Lagran�evih podmnogostrukosti oM ∪ ν∗N pri qemu na

povezanim komponentama granice imamo skokove sa jedne na drugu Lagran�evu

podmnogostrukost. Fredholmova analiza na objektima ovakvog tipa je autorov
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Slika 7: Rimanova povrx Στ

originalan rezultat. Raquna�e dimenzije ovih modulskih prostora, xto je

prikazano u Poglav	u 2.4.2, deo je autorovog rada [83].

U Poglav	ima 2.5 i 2.6 data je konstrukcija modulskih prostora kombino-

vanog tipa i modulskih prostora pantalona. I u jednom i u drugom sluqaju

ambijentna mnogostrukost je T ∗M . Posmatramo polugradijentne trajektorije

koje se nalaze u otvorenom skupu U ⊂ M sa glatkom granicom. Granice Ri-

manovih povrxi koje posmatramo (to su trake i pantalone) slikaju se u unije

dve Lagran�eve podmnogostrukosti. Jedna je nulto seqe�e a druga Lagran�eva

podmnogostrukost, koja je inaqe taqna, je aproksimacija negativnog ili pozi-

tivnog konormalnog skupa od U (ove pojmove smo definisali u Poglav	u 1.8).

Rezultati prezentovani u ovim poglav	ima deo su koautorskog rada sa J. Kati�

i D. Milinkovi�em [61].

2.1 Holomorfne povrxi u kompaktnoj mnogostrukosti

Ambijent u kom se nalazimo, u ovom poglav	u, je kompaktna simplektiqka

mnogostrukost (P, ω) koja zadovo	ava uslove date u (1.16). �ena zatvorena

Lagran�eva podmnogostrukost L ⊂ P zadovo	ava uslov (1.28). Neka je H :

P × S1 → R dopustiv gladak Hamiltonijan. Dopustivost znaqi da ne postoje

konstantne kontraktibilne periodiqne orbite od H. Definixemo Rimanovu

povrx koja je dobijena identifikacijom dela granice beskonaqne trake. Pre-

ciznije, neka je

Στ = R× [0, 1]/ ∼,

gde identifikujemo (s, 0) ∼ (s, 1) za sve s ≤ 0 (videti Sliku 7). Neka su

a ∈ CF∗(P : H, J) i x ∈ CF∗(L, P : H, J) generatori lanqastih kompleksa.

Posmatramo modulski prostor dim�aka definisanu u [4]

Mτ (a, x) =

u : Στ → P

∣∣∣∣∣∣∣
∂su+ J(∂tu−XH(u)) = 0,

u(s, 0), u(s, 1) ∈ L, s ≥ 0,

u(−∞, t) = a(t), u(+∞, t) = x(t)

 , (2.1)
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Slika 8: Dim�ak koji predstav	a element modulskog prostoraMτ (a, x)

(videti Sliku 8). Hamiltonijan H biramo tako da par (H, J) zadovol-

java uslove regularnosti i u Florovoj homologiji za periodiqne orbite i u

Florovoj homologiji za Lagran�eve preseke. Za generiqki izbor skoro kom-

pleksne struktureMτ (a, x) �e biti mnogostrukost dimenzije

µCZ(a)− µL(x)− n,

videti [4] za vixe deta	a6. Ovde µCZ i µL oznaqavaju, redom, Konli-Cenderov

i Maslov	ev indeks koji su definisani u Poglav	u 1.4. U prethodnoj jed-

nakosti n je prirodan broj za koji va�i dimP = 2n. Topoloxka granica

jednodimenzione komponente odMτ (a, x) je oblika

∂Mτ (a, x) =
⋃

b∈CFk−1(P :H,J)

Mperiod(a, b : P : H, J)×Mτ (b, x)

⋃
y∈CFk+1(L,P :H,J)

Mτ (a, y)×M(y, x : L : H, J).
(2.2)

Podsetimo se da smo mnogostrukostMperiod(a, b : P : H, J), koja oznaqava skup

perturbovano holomorfnih cilindara, definisali u (1.18). Skup perturbo-

vanih holomorfnih traka u P sa granicom na L,M(x, y : L : H, J), definisan

je u (1.30).

U radu [4] posmatrani su i modulski prostori obrnutih dim�aka. Za te

potrebe definixemo Rimanovu povrx Σχ kao standardnu traku

Σχ = R× [0, 1]/ ∼,
6Naxe dimenzije se razlikuju od onih u radu [4]. Razlog le�i u tome xto se naxa nor-

malizacija za Konli-Cenderov indeks razlikuje. Mi smo ovaj indeks normalizovali tako
da je jednak Morsovom koindeksu kritiqne taqke C2 malog Hamiltonijana. Uz taj uslov nor-
malizacije, dimenzija pozitivnih polu-kapa koje u kraju +∞ te�e ka periodiqnoj orbiti
a(t) jednaka je 2n − µCZ(a), a dimenzija polu-kapa koje na −∞ kraju te�e ka a(t) jednaka je
µCZ(a). Ovakva normalizacija Konli-Cenderovog indeksa, i shodno tome raqun dimenzija
polu-kapa, data je u radu [91].
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sa identifikacijom (s, 0) ∼ (s, 1) za sve s ≥ 0. Obrnuti dim�aci koji spajaju

x ∈ CF∗(L, P : H, J) i a ∈ CF∗(P : H, J) definisani su kao skup preslikava�a

koji zadovo	avaju slede�e uslove

Mχ(x, a) =

u : Σχ → P

∣∣∣∣∣∣∣
∂su+ J(∂tu−XH(u)) = 0,

u(s, 0), u(s, 1) ∈ L, s ≤ 0,

u(−∞, t) = x(t), u(+∞, t) = a(t)

 . (2.3)

Za generiqki izbor skoro kompleksne struktureMχ(x, a) �e tako�e biti mno-

gostrukost dimenzije

µL(x)− µCZ(a).

Granica se opisuje na sliqan naqin kao i ∂Mτ (a, x).

Definisa�emo jednu Rimanovu povrx sa granicom koja liqi na standardne

parove pantalona ali ima�emo dodatnu identifikaciju na granici. Na dis-

junktnoj uniji

R× [−1, 0] t R× [0, 1]

zadajemo dve identifikacije. Jedna je

(s, 0−) ∼ (s, 0+), za sve s ≥ 0,

a druga je

(s, 0+) ∼ (s, 1), za sve s ≤ 0,

(videti Sliku 9). Oznaqimo sa Σ̃ dobijenu Rimanovu povrx sa granicom. Neka

su Σ̃−1 i Σ̃−2 dva dolaze�a kraja i neka je Σ̃+ jedan odlaze�i u Σ̃ tako da va�i

Σ̃−1 ≈ S1 × (−∞, 0],

Σ̃−2 ≈ [0, 1]× (−∞, 0],

Σ̃+ ≈ [0, 1]× [0,+∞).

Preostali, kompaktan, deo povrxi oznaqi�emo sa

Σ̃0 = Σ̃ \ (Σ̃−1 ∪ Σ̃−2 ∪ Σ̃+).

Za periodiqnu orbitu a ∈ CF∗(P : H−1 , J
−
1 ) i Hamiltonove puteve x ∈

CF∗(L, P : H−2 , J
−
2 ), y ∈ CF∗(L, P : H+, J+) definixemo modulski prostor

M̃(a, x; y) kao skup svih preslikava�a u : Σ̃ → P koja zadovo	avaju slede�i
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Slika 9: Rimanova povrx Σ̃

Slika 10: Element modulskog prostora M̃(a, x; y)

sistem (videti Sliku 10)

∂su
−
j + J(∂tu

−
j −XρR(s)H−j

(u−j )) = 0, na u−j = u|Σ̃−j , j ∈ {1, 2},
∂su

+ + J(∂tu
+ −XρR(s)H+(u+)) = 0, na u+ = u|Σ̃+ ,

∂su
0 + J∂tu

0 = 0, na u0 = u|Σ̃0 ,

u(s,−1), u(s, 0−), u(−s,−1), u(−s, 1) ∈ L, s ≤ 0,

u−1 (−∞, t) = a(t),

u−2 (−∞, t) = x(t),

u+(+∞, t) = y(t).

(2.4)

Funkciju ρR smo definisali u (1.20). Za generiqi izbor skoro kompleksne

strukture J (koja je na odgovaraju�im krajevima jednaka zadatim skoro kom-

pleksnim strukturama), skup M̃(a, x; y) �e biti mnogostrukost dimenzije

µCZ(a) + µL(x)− µL(y)− 2n.

Topoloxka granica ove mnogostrukosti ima oblik

∂M̃(a, x; y) =
⋃

b∈CF∗(P :H−1 ,J
−
1 )

Mperiod(a, b : P : H−1 , J
−
1 )× M̃(b, x; y)

⋃
x′∈CF∗(L,P :H−2 ,J

−
2 )

M(x, x′ : L : H−2 , J
−
2 )× M̃(a, x′; y)

⋃
y′∈CF∗(L,P :H+,J+)

M̃(a, x; y′)×M(y′, y : L : H+, J+).

(2.5)
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2.2 Holomorfne trake sa konormalnim graniqnim uslo-

vima

U ovom poglav	u �emo definisati jedan modulski prostor holomorfnih traka

u T ∗M koje se seku u nekoj taqki na oN = oM ∩ ν∗N . Potreba za ovakvim

prostorom se jav	a u Poglav	u 3.2 gde definixemo PSS preslikava�e. U

ovoj situaciji imamo specifiqne graniqne uslove. Naime, do�a granica trake

se slika u nulto seqe�e oM a gor�a granica trake se slika u ν∗N . Poznato

je da se ove dve mnogostrukosti seku qisto du� oN . Specifiqnost ovakvih

graniqnih uslova, koji nisu qesti u literaturi, zahteva dub	u analizu i ovde

�emo izvesti deta	e te analize.

Neka su x, y : [0, 1] → T ∗M Hamiltonovi putevi Hamiltonijana H : [0, 1] ×
T ∗M → R sa kompaktnim nosaqem. Ovi putevi zadovo	avaju iste graniqne

uslove

x(0), y(0) ∈ oM , x(1), y(1) ∈ ν∗N.

Neka je R > 0 fiksirana konstanta a ρ+
R : R → R je glatka funkcija za koju

va�i

ρ+
R(s) =

1, s ≥ R + 1,

0, s ≤ R.
(2.6)

Glatka funkcija ρ−R : R→ R definisana sa

ρ−R(s) = ρ+
R(−s). (2.7)

Definixemo mnogostrukost

M̃(x, y;H) =


(u−, u+)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u± : R× [0, 1]→ T ∗M,

E(u±) :=
∫∫

R×[0,1]
‖∂su±‖2

J dt ds < +∞,
∂u±
∂s

+ J(∂u±
∂t
−Xρ±RH

(u±)) = 0,

u±(s, 0) ∈ oM , u±(s, 1) ∈ ν∗N, s ∈ R,
u−(−∞, t) = x(t), u+(+∞, t) = y(t),

u−(+∞) = u+(−∞)


. (2.8)

Na Slici 11 je dat prikaz jednog kombinovanog objekta (u−, u+) iz skupa

M̃(x, y;H).

Traka u+ (odnosno u−) koju posmatramo je holomorfna za s ≤ R (s ≥ −R)
i ima ograniqenu energiju. Zna se da takve trake dopuxtaju neprekidno pro-

du�e�e (videti Poglav	e 4.5 u [70] i Teoremu 3.1 u [99]). Ovo produ�e�e �e

biti taqka koja se nalazi u oN = oM ∩ ν∗N stoga mo�emo da izostavimo drugi

64



Slika 11: M̃(x, y;H)

argument u u+(−∞) (odnosno u−(+∞)).

Mnogostrukost M̃(x, y;H) je na neki naqin singularna. Objektima (u−, u+)

bi u Morsovoj analizi odgovarale dve gradijentnte trajektorije koje imaju

zajedniqku taqku. Ono xto je nama neophodno jeste da prebrojimo elemente iz

nuladimenzione komponente mnogostrukosti M̃. Pokaza�emo da je broja�e ovih

objekata isto xto i broja�e perturbovanih holomorfnih traka koje spajaju

x i y (isto na nivou homologija). Glavna ideja jeste da poka�emo da je M̃
kobordantno mnogostrukosti koja sadr�i spomenute trake.

Uvodimo pomo�nu mnogostrukost

MR(x, y;H) =

u
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u : R× [0, 1]→ T ∗M,
∂u
∂s

+ J(∂u
∂t
−XρRH(u)) = 0,

u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ ν∗N, s ∈ R,
u(−∞, t) = x(t), u(+∞, t) = y(t)

 (2.9)

i

M̌(x, y;H) = {(R, u) |R > R0, u ∈MR(x, y;H)} .

Funkcija ρR je definisana u (1.20). Granicu mnogostrukosti M̌(x, y;H)

mo�emo da opixemo kao

∂M̌(x, y;H) =MR0(x, y;H) ∪ M̃(x, y;H)

∪
⋃
z

M(x, z;H)× M̌(z, y;H)

∪
⋃
z

M̌(x, z;H)×M(z, y;H).

(2.10)

Sada �emo objasniti jednakost (2.10). Jasno je kako se posled�a dva qlana

desne strane jav	aju kao graniqni elementi. Elementi iz skupaMR0(x, y;H)

se jav	aju u granici kada Rn → R0. Najkomplikovanije je pokazati da se M̃
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jav	a kao deo granice. Dokaz toga �emo podeliti na dva dela. U Poglav	u 2.2.1

pokazujemo zaxto je deo granice ∂M̌ zapravo podskup modulskog prostora M̃.

A u Poglav	u 2.2.2 pokazujemo zaxto va�i inkluzija M̃ ⊂ ∂M̌.

2.2.1 Raspada�e

Neka je (Rn, un) niz elemenata iz M̌(x, y;H). U sluqaju kada Rn → +∞
graniqnu vrednost od un ∈ MRn(x, y;H) mo�emo da identifiujemo sa ele-

mentom iz M̃(x, y;H) koriste�i slede�e dve reparametrizacije

u−n (s, t) = un(s−Rn +R0, t), u
+
n (s, t) = un(s+Rn −R0, t).

Trake u−n zadovo	avaju jednaqinu

∂u−n
∂s

+ J

(
∂u−n
∂t
−XρRn−H

(u−n )

)
= 0,

i graniqne uslove

u−n (s, 0) = un(s−Rn +R0, 0) ∈ oM ,

u−n (s, 1) = un(s−Rn +R0, 1) ∈ ν∗N,

za sve s ∈ R. Funkcija ρRn− zadovo	ava slede�e jednakosti

ρRn−(s) =

0, −R0 ≤ s ≤ 2Rn −R0,

1, s ∈ (−∞,−R0 − 1] ∪ [2Rn −R0 + 1,+∞).

Pozitivna traka u+
n tako�e zadovo	ava perturbovanu Koxi-Rimanovu jednaq-

inu
∂u+

n

∂s
+ J

(
∂u+

n

∂t
−XρRn+H(u+

n )

)
= 0,

granica u+
n (R × {0}) se slika u nulto seqe�e a u+

n (R × {1}) se slika u ν∗N .

Fukcija ρRn+ ispu�ava jednakosti

ρRn+(s) =

0, −2Rn +R0 ≤ s ≤ R0,

1, s ∈ (−∞,−2Rn +R0 − 1] ∪ [R0 + 1,+∞).
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Trake u±n konvergiraju lokalno uniformno sa svim svojim izvodima ka trakama

u± koje zadovo	avaju jednaqinu

∂u±

∂s
+ J

(
∂u±

∂t
−Xρ±R0

H(u±)

)
= 0,

videti [1] za vixe deta	a. Oqigledno je u−(−∞, t) = x(t) i u+(+∞, t) = y(t).

U +∞−kraju traka u− konvergira ka nekoj taqki p ∈ N ⊂ oM jer je u− holo-

morfno za s ≥ −R0 i ima ograniqenu energiju. Pozitivna traka u+ je holo-

morfna u okolini −∞ i na tom kraju konvergira ka nekoj taqki q ∈ N . Iz

jednakosti

u−n (Rn −R0, t) = u+
n (−Rn +R0, t)

zak	uqujemo da je p = q. Dakle par (u−, u+) pripada M̃(x, y;H).

2.2.2 Lep	e�e

Sada ho�emo da poka�emo da za dat par (u−, u+) ∈ M̃ mo�emo da na�emo famil-

iju elemenata (R,ωR) ∈ M̌ koja konvergira (u Gromov	evom smislu) ka (u−, u+)

kada R → +∞ (videti Teoremu 4.1.2 u [14], Poglav	e 4.7 u [41] i Teoremu 7.1

u [99]).

Glavna tehnika koja se koristi je lep	e�e i u najkra�im crtama izgleda

ovako. Trake u− i u+ su holomorfne oko taqaka u−(+∞) = u+(−∞) i mo�emo

da izvedemo pred-lep	e�e qime dobijamo neko preslikava�e uR. Ovo preslika-

va�e �e biti aproksimativno rexe�e Koxi-Rimanove jednaqine, uR zadovo	a-

va ovu jednaqinu svuda sem u maloj okolini od uR(0) = u−(+∞) = u+(−∞).

Nakon ovoga konstruixemo desni inverz linearizacije DuR operatora ∂. Ko-

riste�i Teoremu o implicitnoj funkciji mo�emo da na�emo pravo rexe�e ove

jednaqine, ωR, koje �e biti u okolini proizvo	nog rexe�a.

U [14] autori lepe dva holomorfna diska sa granicom na jednoj Lagran�evoj

podmnogostrukosti. Frauenfelder u [41] i Xmexke u [99] posmatraju holo-

morfne trake qije su granice na dve kompaktne podmnogostrukosti koje se

seku qisto u kompaktnoj simplektiqkoj mnogostrukosti. Kotangentno raslo-

je�e nije kompaktna mnogostrukost, ali uz izbor skoro kompleksnih struk-

tura iz skupa jc (videti (1.27) za definiciju), slika svake holomorfne trake

konaqne energije sa granicom na ν∗N ∪ oM �e se nalaziti u kompaktnom pod-

skupu od T ∗M . Dakle, mo�emo pretpostaviti da se sve dexava u kompaktnom

delu naxe simplektiqke mnogostrukosti. Potrebna nam je i specijalna klasa

Rimanovih metrika koje posmatramo na T ∗M . Naime, potrebno je da podmno-

gostrukosti oM i ν∗N budu totalno geodezijske podmnogostrukosti u odnosu na
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Rimanovu metriku koju razmatramo.

Prate�i [42] i [107] objasni�emo kako se konstruixu tra�ene Rimanove

metrike na T ∗M . Neka je Jt gladak put u jc. Tada postoji glatka familija

Rimanovih metrika na T ∗M , gt takva da va�i

1. oM je totalno geodezijska podmnogostrukost u odnosu na g0 i J0(q)TqoM je

ortogonalni komplement od TqoM za sve q ∈ oM ,

2. ν∗N je totalno geodezijska podmnogostrukost u odnosu na g1 i J1(q)Tq(ν
∗N)

je ortogonalni komplement od Tq(ν
∗N) u okolini taqke preseka dve holo-

morfne trake koje lepimo,

3. gt(Jt(q)u, Jt(q)v) = gt(u, v) za q ∈ T ∗M i u, v ∈ Tq(T ∗M).

Mo�emo da definixemo metriku g0 tako da ona zadovo	ava uslove

1. oM je totalno geodezijska podmnogostrukost u odnosu na g0 i J0(q)TqoM je

ortogonalni komplement od TqoM za sve q ∈ oM ,

2. g0(J0(q)u, J0(q)v) = g0(u, v) za q ∈ T ∗M i u, v ∈ Tq(T ∗M),

videti [42] za deta	e. Na isti naqin definixemo metriku g1 koja zadovo-

	ava ista svojstva u odnosu na podmnogostrukost ν∗N . U [42] autor razmatra

kompaktne Lagran�eve podmnogostrukosti. Konormalno rasloje�e ν∗N nije

kompaktna mnogostrukost u opxtem sluqaju. Ali nama je dovo	no da na�emo

metriku u odnosu na koju je ν∗N totalno geodezijska u okolini N ⊂ oM , ne na

celom ν∗N . Linearna kombinacija

gt(u, v) = gt(u, v) + gt(Jtu, Jtv),

gde je gt(u, v) = (1 − t)g0(u, v) + tg1(u, v), daje nam tra�enu familiju metrika

(videti i [107] za konstrukciju tra�enih metrika).

Ostali tehniqki deta	i lep	e�a su isti kao u [99].

2.3 Kombinovani objekti sa konormalnim graniqnim u-

slovima

U ovom poglav	u posmatramo presek polugradijentnih trajektorija neke Mor-

sove funkcije i perturbovanih holomorfnih traka kod kojih se perturbacija

glatko sma�uje do nule na odgovaraju�em kraju. Pokaza�emo da skup ovakvih

objekata ima strukturu mnogostrukosti sa granicom i opisati tu granicu u

nekim sluqajevima.
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Neka je p kritiqna taqka Morsove funkcije f : N → R i neka je zadat

vremenski zavisan Hamiltonijan H : [0, 1]×T ∗M → R sa kompaktnim nosaqem.

Posmatramo Hamiltonov put x : [0, 1]→ T ∗M

ẋ = XH(x),

koji poqi�e na nultom seqe�u oM a zavrxava na konormalnom rasloje�u ν∗N

x(0) ∈ oM , x(1) ∈ ν∗N.

Za tako odabrane elemente definixemo prostor (videti Sliku 12)

M(p, f ;x,H) =



(γ, u)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ : (−∞, 0]→ N,

u : R× [0, 1]→ T ∗M,
dγ
ds

= −∇f(γ(s)),
∂u
∂s

+ J(∂u
∂t
−Xρ+

RH
(u)) = 0,

E(u) < +∞,
u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ ν∗N, s ∈ R,
γ(−∞) = p, u(+∞, t) = x(t),

γ(0) = u(−∞).



. (2.11)

Ovde je R > 0 a funkcija ρ+
R je definisana u (2.6).

Primedba 2.1. Jasno je da modulski prostorM(p, f ;x,H) zavisi od Rimanove

metrike na N (koja se krije u gradijentu funkcije f , ∇f) i od skoro komplek-
sne strukture na T ∗M (koja se pojav	uje u Koxi-Rimanovoj jednaqini). Ove

argumente u notaciji ipak izostav	amo zbog praktiqnih razloga.

Bi�e nam potrebna i inverzna (u vremenu, ako s posmatramo kao vremenski

parametar) slika ovih modulskih prostora. Preciznije, definixemo novi

skup ure�enih parova

M(x,H; p, f) =



(γ, u)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ : [0,+∞)→ N,

u : R× [0, 1]→ T ∗M,
dγ
ds

= −∇f(γ(s)),
∂u
∂s

+ J(∂u
∂t
−Xρ−RH

(u)) = 0,

E(u) < +∞,
u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ ν∗N, s ∈ R,
u(−∞, t) = x(t), γ(+∞) = p,

γ(0) = u(+∞),



, (2.12)
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Slika 12: M(p, f ;x,H) iM(x,H; p, f)

pri qemu je ρ−R definisano u (2.7).

Stav 2.2. Za generiqki izbor Rimanove metrike i generiqki izbor skoro kom-

pleksne strukture skupM(p, f ;x,H) ima strukturu mnogostrukosti qija je

dimenzija mf (p) − (µN(x) + 1
2

dimN). Skup M(x,H; p, f) tako�e ima struk-

tutu mnogostrukosti dimenzije µN(x) + 1
2

dimN −mf (p).

Dokaz. Neka W u(p, f) oznaqava nestabilnu mnogostrukost kritiqne taqke p

Morsove funkcije f

W u(p, f) = {γ(t) | γ : R→ N, γ̇ = −∇f(γ), γ(−∞) = p} ⊂ N.

Poznato je da ovakvi skupovi imaju strukturu glatke mnogostrukosti qija je

dimenzija dimW u(p, f) = mf (p) (videti [77] za deta	e).

Definiximo jox jedan pomo�ni modulski prostorM+(x,H) kao skup rex-

e�a sistema 

u : R× [0, 1]→ T ∗M,
∂u
∂s

+ J(∂u
∂t
−Xρ+

RH
(u)) = 0,

E(u) < +∞,
u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ ν∗N, s ∈ R,
u(+∞, t) = x(t).

Ovaj skup tako�e ima strukturu mnogostrukosti qija je dimenzija

dimM+(x,H) =
1

2
dimN − µN(x),

videti [85] za vixe deta	a.

Za generiqki izbor parametara preslikava�e

ev : W u(p, f)×M+(x,H)→ N ×N,
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definisano sa

ev(γ, u) = (γ(0), u(−∞)),

je transverzalno na dijagonalu 4 ⊂ N × N . Sada M(p, f ;x,H) mo�emo da

vidimo kao inverznu sliku dijagonale pri preslikav�au ev

M(p, f ;x,H) = ev−1(4),

qija je dimenzija

mf (p) +
1

2
dimN − µN(x)− (2 dimN − dimN) = mf (p)−

1

2
dimN − µN(x).

Dimenzija mnogostrukostiM(x,H; p, f) se odre�uje na sliqan naqin.

Broja�em taqaka nuladimenzione mnogostrukosti M(p, f ;x,H) dobijamo

morfizam iz Morsove u Florovu homologiju definisan na nivou lanaca. Da

bismo mogli bo	e da opixemo taj morzfizam (da li je to lanqasto preslika-

va�e, da li indukuje izomorfizam) moramo da precizno da opixemo naruxa-

va�e kompaktnosti mnogostrukosti M(p, f ;x,H). Kao xto smo naglasili u

Poglav	u 1.5 modulski prostori ne�e biti kompaktne mnogostrukosti, osim

kada im je dimenzija jednaka nuli. Ali �ihovu topoloxku granicu mo�emo

u potpunosti da opixemo. Opis topoloxke granice (u smislu konvergencije

koju smo definisali u Poglav	u 1.5) je dat u slede�em stavu.

Stav 2.3. Neka je g generiqka Rimanova metrika i J generiqka skoro komplek-

sna struktura. Ako je mf (p) = µN(x) + 1
2

dimN tada jeM(p, f ;x,H) konaqan

skup. Ako je mf (p) = µN(x) + 1
2

dimN + 1 tada jeM(p, f ;x,H) mnogostrukost

dimenzije 1 qiju granicu mo�emo da opixemo na slede�i naqin

∂M(p, f ;x,H) =
⋃

mf (q)=mf (p)−1

M(p, q; f)×M(q, f ;x,H)

∪
⋃

µN (y)=µN (x)+1

M(p, f ; y,H)×M(y, x;H).

Dokaz. Posmatramo niz (γn, un) u M(p, f ;x,H) koji nema W 1,2−konvergentan
podniz. Kako je N kompaktna podmnogostrukost γn(t) je ograniqeno za svako t.
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Niz γn je ravnostepeno neprekidan xto sledi iz slede�ih nejednakosti

d(γn(t1), γn(t2)) ≤
∫ t2

t1

‖γ̇(s)‖ ds

≤
√
t2 − t1

√∫ t2

t1

‖γ̇(s)‖2 ds

=
√
t2 − t1

√∫ t2

t1

∂

∂s
f(γn(s)) ds

≤
√
t2 − t1

√
max
x∈N

f(x)− f(γn(−∞))

=
√
t2 − t1

√
max
x∈N

f(x)− f(p).

Koriste�i Arcela-Askolijevu teoremu zak	uqujemo da γn ima podniz koji kon-

vergira uniformno na kompaktnim skupovima. Kako niz γn zadovo	ava difer-

encijalnu jednaqinu

γ̇n = −∇f(γn),

a funkcija f je glatka, zak	uqujemo da γn konvergira sa svim svojim izvodima

na kompaktnim podskupovima od (−∞, 0].

Energija perturbovanih holomorfnih traka un je uniformno ograniqena

jer je

AH(x(t)) =Aρ+
RH

(un(+∞), t)−Aρ+
RH

(un(−∞), t) =

= −E(un) +

∫ +∞

−∞

∫ 1

0

(ρ+
R(s))′H(un(s, t), t) dt ds.

Funkcija ρ+
R je definisana u (2.6). Hamiltonijan H ima kompaktan nosaq,

funkcija (ρ+
R(s))′ je razliqita od nule samo na intervalu [R,R+1] pa je posled-

�i integral uniformno ograniqen∣∣∣∣ ∫ +∞

−∞

∫ 1

0

(ρ+
R(s))′H(un(s, t), t) dt ds

∣∣∣∣ ≤ C.

Iz Gromov	eve teoreme o kompaktnosti (videti [47]) sledi da un ima podniz

koji konvergira zajedno sa svim svojim izvodima na kompaktnim podskupovima

od (R × [0, 1]) \ {z1, ...zm}. Mehurovi mogu da se pojave u taqkama zi ako su to

unutrax�e taqke od R × [0, 1]. Mogu�a je i pojava mehurova u taqkama zk koje

su graniqne taqke skupa R × [0, 1]. Tu se mehurovi pojav	uju kao holomorfni

diskovi qije je granica na nultom seqe�u i konormalnom rasloje�u. U naxem

sluqaju ne mogu da se pojave ni holomorfne sfere ni holomorfni diskovi.

Izostanak istih sledi iz taqnosti simplektiqke forme i iz qi�enice da se
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Liuvilova forma anulira na nultom seqe�u i konormalnom rasloje�u. Zaista,

ako je v : S2 → T ∗M holomorfna sfera tada je∫
S2

‖dv‖2 =

∫
S2

v∗ω =

∫
∂S2

v∗λ = 0.

A ako je v : R× [0, 1]→ T ∗M holomorfni disk, tada je∫
R×[0,1]

‖dv‖2 =

∫
R×[0,1]

v∗ω =

∫
∂(R×[0,1])

v∗λ = 0,

jer je λ = 0 na oM i ν∗N .

Dakle (γn, un) ima podniz koji uniformno konvergira sa svim svojim

izvodima na kompaktnim podskupovima. Iz C∞loc konvergencije sledi W
1,2 kon-

vergencija. Naxli smo podniz od (γn, un) koji konvergira ka nekom elementu

skupaM(pm, f ;x0, H). Sliqno kao u [35, 59, 69, 97, 100] zak	uqujemo da je jedino

naruxava�e kompaktnosti raspada�e trajektorija na slede�i naqin⋃
M(p, p1; f)× ...×M(pm−1, pm; f)×M(pm, f ;x0, H)

×M(x0, x1;H)× ...×M(xl−1, x;H).
(2.13)

Ovde su p, p1, ..., pm kritiqne taqke funkcije f a x0, ..., xl−1, x su Hamiltonovi

putevi sa opadaju�im Morsovim i Maslov	evim indeksima tako da va�i

mf (p
m) ≥ µN(x0) +

1

2
dimN.

Ovim smo objasnili zaxto je granica ∂M(p, f, g;x,H, J) podskup unije (2.13).

Obrnuta inkluzija sledi iz standardnih argumenata lep	e�a.

Ako je mf (p) = µN(x) + 1
2

dimN tada je M(p, f ;x,H) kompaktna mno-

gostrukost dimenzije nula paM(p, f ;x,H) ima konaqan broj elemenata.

Ako je mf (p) = µN(x) + 1
2

dimN + 1 tada granica odM(p, f ;x,H) mo�e da

sadr�i samo elemente skupaM(p, q; f)×M(q, f ;x,H) za neku kritiqnu taqku

q za koju va�i mf (q) = mf (p)−1 ili elemente skupaM(p, f ; y,H)×M(y, x;H)

za neki Hamiltonov put y qiji je Maslov	ev indeks µN(y) = µN(x) + 1.

Analogan stav postoji i u sluqaju opisiva�a granice mnogostrukosti

M(x,H; p, f).

Stav 2.4. Neka je g generiqka Rimanova metrika i J generiqka skoro komplek-

sna struktura. Ako je mf (p) = µN(x) + 1
2

dimN tada jeM(x,H; p, f) konaqan

skup. Ako je mf (p) = µN(x) + 1
2

dimN − 1 tada jeM(x,H; p, f) mnogostrukost
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dimenzije 1 qiju granicu mo�emo da opixemo na slede�i naqin

∂M(x,H; p, f) =
⋃

mf (q)=mf (p)+11

M(x,H; q, f)×M(q, p; f)

∪
⋃

µN (y)=µN (x)−1

M(x, y;H)×M(y,H; p, f).

Sada �emo definisati vixe pomo�nih modulskih prostora koji �e nam biti

neophodni u Glavi 3. Sliqni prostori su ve� opisani u [60].

Neka je R > 0 fiksiran broj. Za p i q, dve kritiqne taqke funkcije f

definixemo

MR(p, q, f ;H) =



(γ−, γ+, u)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ− : (−∞, 0]→ N, γ+ : [0,+∞)→ N,

u : R× [0, 1]→ T ∗M,
dγ±
ds

= −∇f(γ±),
∂u
∂s

+ J(∂u
∂t
−XσRH(u)) = 0,

E(u) < +∞,
γ−(−∞) = p, γ+(+∞) = q,

u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ ν∗N, s ∈ R,
u(±∞, t) = γ±(0)



, (2.14)

gde je σR : R→ [0, 1] glatka funkcija za koju va�i

σR(s) =

1, |s| ≤ R,

0, |s| ≥ R + 1.
(2.15)

Definixemo i modulski prostor

M(p, q, f ;H) =
{

(R, γ−, γ+, u) | (γ−, γ+, u) ∈MR(p, q, f ;H), R > R0

}
, (2.16)

(Videti Sliku 13).

Za generiqki izbor parametara M(p, q, f ;H) je mnogostrukost dimenzije

jedan ako je mf (p) = mf (q) i mnogostrukost dimenzije nula ako je mf (p) =

mf (q)− 1.

Sada �emo opisati topoloxku granicu mnogostrukosti M(p, q, f ;H) u

sluqaju kada je ta mnogostrukost dimenzije jedan. Kada god ka�emo topoloxka

granica podrazumeva se da je to u smislu konvergencije koju smo definisali u

Poglav	u 1.5.

Stav 2.5. Neka su p i q kritiqne taqke funkcije f istog Morsovog indeksa,

k = mf (p) = mf (q). Tada topoloxka granica mnogostrukosti M(p, q, f ;H)
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Slika 13: MR(p, q, f ;H)

ima oblik

∂M(p, q, f ;H) =MR0(p, q, f ;H) ∪
⋃

mf (r)=k−1

M(p, r; f)×M(r, q, f ;H)

∪
⋃

mf (r)=k+1

M(p, r, f ;H)×M(r, q; f)

∪
⋃

µN (x)+dimN/2=k

M(p, f ;x,H)×M(x,H; q, f).

Dokaz. Neka je (Rn, γ
n
−, γ

n
+, un) niz iz modulskog prostora M(p, q, f ;H). Tada

ovaj niz ili W 1,2−konvergira ka elementu iz istog modulskog prostora ili

jedno od slede�ih tvr�e�a va�i.

(1) Postoji podniz Rnk takav da Rnk → R0 i (γnk− , γ
nk
+ , unk) konvergira ka

elementu (γ−, γ+, u) ∈MR0(p, q, f ;H).

(2) Postoji podniz od (Rn, γ
n
−, γ

n
+, un) koji konvergira ka razlom	enom ele-

mentu u M(p, r; f) × M(r, q, f ;H). Podniz (γnk+ , unk) konvergira u W 1,2

topologiji a γnk− konvergira slabo.

(3) Postoji podniz koji konvergira ka razlom	enom elementu u

M(p, r, f ;H) × M(r, q; f) (sluqaj sliqan sluqaju koji je opisan u

(2)).

(4) Postoji podniz takav da Rnk → +∞ i (γnk− , γ
nk
+ , unk) konvergira slabo ka

razlom	enom elementu izM(p, f ;x,H)×M(x,H; q, f).

Naime, ako je niz Rn ograniqen tada mo�emo da na�emo kompaktan skup K

takav da je {Rn} ⊂ K. Familiju funkcija ρR mo�emo odabrati tako da bude

neprekidna po R, pa sve procene u Stavu 2.3 va�e uniformno po R ∈ K. Sliq-

nim rezonova�em kao u Stavu 2.3 mo�emo da zak	uqimo da niz (γn−, γ
n
+, un) ima
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podniz koji konvergira lokalno uniformno. Ako (Rn, γ
n
−, γ

n
+, un) ne konvergira

ka elementu iz M(p, q, f ;H), tada Rn → R0 ili Rn → R > R0 (sa Rn oz-

naqavamo i podniz). U prvom sluqaju (γn−, γ
n
+, un) konvergira u W 1,2 topologiji

a u drugom sluqaju (γn−, γ
n
+, un) konvergira ka razlom	enom elementu. Kako je

M(p, q, f ;H) dimenzije jedan, element (γn−, γ
n
+, un) mo�e da se raspadne samo jed-

nom. Do raspada mo�e da do�e na trajektorijama γn− ili γ
n
+ ali ne i na traci.

Niz un ne mo�e da konvergira ka razlom	enoj traci. Traka un je perturbovano

holomorfna na kompaktnom delu [−Rn, Rn]× [0, 1] i ona tu konvergira. Ako se

raspad desi na delu gde nemamo perturbaciju (na holomorfnom delu) dobijemo

novu traku koja je rexe�e sistema
v : R× [0, 1]→ T ∗M,
∂v
∂s

+ J ∂v
∂t

= 0,

v(R× {0}) ⊂ oM , v(R× {1}) ⊂ ν∗N.

Ranije smo videli da su sva rexe�a ovakvog sistema konstantna. Dakle, un ne

mo�e da se raspadne ni na holomorfnom delu.

Na ovaj naqin smo opisali prva tri sluqaja. Qetvrti sluqaj se dexava ako

je Rn neograniqen niz. Izdvoji�emo podniz Rn → +∞. Trake

u−n (s, t) := un(s−Rn −R0 − 1, t), u+
n (s, t) := un(s+Rn +R0 + 1, t),

konvergiraju lokalno uniformno sa svim svojim izvodima ka nekim trakama

u− i u+. Ove trake su rexe�a sistema
∂u±

∂s
+ J(∂u

±

∂t
−Xρ±R0

(u±)) = 0,

u±(R× {0}) ⊂ oM , u
±(R× {1}) ⊂ ν∗N,

u±(∓∞, t) = x(t),

u±(±∞, t) = γ±(0).

Trajektorije γn± ne mogu da se raspadnu jer su p i q kritiqne taqke istog

Morsovog indeksa pa one konvergiraju ka nekim trajektorijama γ±.

Obrnuto, za svaki razlom	eni element oblika

• (γ, γ−, γ+, u) ∈M(p, r; f)×M(r, q, f ;H),

• (γ−, γ+, u, γ) ∈M(p, r, f ;H)×M(r, q; f),

• (γ1, u1, γ2, u2) ∈M(p, f ;x,H)×M(x,H, J ; q, f, g),

postoji niz iz M(p, q, f ;H) koji slabo konvergira ka odgovaraju�em ob-
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Slika 14: Modulski prostorMε(x, y,H; f)

jektu. Dokaz ove qe�enice je zasnovan na Teoremi o implicitnoj funkciji i

tehnikama pred-lep	e�a i lep	e�a (svi deta	i se mogu na�u u [1] i [59]).

Sada definixemo jox jedan modulski prostor koji broji objekte kombino-

vanog tipa, samo sada spajamo dva Hamiltonova puta x i y. Neka je ε > 0

fiksirano. Definiximo skup

Mε(x, y,H; f) =



(u−, u+, γ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u± : R× [0, 1]→ T ∗M,

γ : [−ε, ε]→ N,
∂u±
∂s

+ J(∂u±
∂t
−Xρ±RH

(u±)) = 0,
dγ
ds

= −∇f(γ),

E(u±) < +∞,
u±(s, 0) ∈ oM , u±(s, 1) ∈ ν∗N, s ∈ R,
u−(−∞, t) = x(t), u+(+∞, t) = y(t),

u∓(±∞) = γ(∓ε)



, (2.17)

(videti Sliku 14) i parametrizovanu verziju tog skupa

M(x, y,H; f) =
{

(ε, u−, u+, γ) | (u−, u+, γ) ∈Mε(x, y,H; f), ε ∈ [ε0, ε1]
}
, (2.18)

pri qemu su ε0 i ε1 fiksirani pozitivni brojevi. Bi�e nam potrebna jox jedna

parametrizovana verzija mnogostrukostiMε. Neka je

M(x, y,H; f) =
{

(ε, u−, u+, γ) | (u−, u+, γ) ∈Mε(x, y,H; f), ε > ε0

}
. (2.19)

Ako Maslov	evi indeksi puteva x i y zadovo	avaju jednakost

µN(y) = µN(x) + 1
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tada jeM(x, y,H; f) mnogostrukost dimenzije nula. U sluqaju da va�i

µN(y) = µN(x)

M(x, y,H; f) je mnogostrukost dimenzije jedan qiju granicu mo�emo da

opixemo na slede�i naqin.

Stav 2.6. Neka su x i y dva Hamiltonova puta istog Maslov	evog indeksa,

µN(x) = µN(y). Topoloxka granica mnogostrukostiM(x, y,H; f) je oblika

∂M(x, y,H; f) =Mε1(x, y,H; f) ∪ Mε0(x, y,H; f)

∪
⋃

µN (z)=µN (x)−1

M(x, z;H)×M(z, y,H; f)

∪
⋃

µN (z)=µN (x)+1

M(x, z,H; f)×M(z, y;H).

Dokaz. Posmatramo niz (εn, u
n
−, u

n
+, γn) ∈ M(x, y,H; f) koji nema konvergentan

podniz u W 1,2−topologiji. Kako je niz εn ograniqen sve ocene za un±, γn va�e

uniformno po ε (videti Stav 2.3). Dakle nizovi un−, u
n
+ i γn konvergiraju

lokalno uniformno i element (un−, u
n
+, γn) mo�e da se raspadne samo jednom

(zbog naqina na koji smo odabrali dimenzije). Domeni trajektorija γn su

ograniqeni pa γn ne mo�e da se raspadne. Tako da kao graniqnu vrednost

niza elemenata izM(x, y,H; f) mo�emo da dobijemo neki od slede�ih objekata

(1) Postoji podniz koji konvergira ka elementu iz Mε1(x, y,H; f) ili

Mε0(x, y,H; f).

(2) Postoji podniz koji slabo konvergira ka elementu skupa M(x, z;H) ×
M(z, y,H; f).

(3) Postoji podniz koji slabo konvergira ka elementu skupaM(x, z,H; f) ×
M(z, y;H).

Bi�e nam potreban i opis granice mnogostrukosti M(x, y,H; f). Dokaz

slede�eg stava sliqan je dokazu Stava 2.5.

Stav 2.7. Neka su x i y dva Hamiltonova puta istog Maslov	evog indeksa,
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µN(x) = µN(y). Topoloxka granica mnogostrukostiM(x, y,H; f) je oblika

∂M(x, y,H; f) =Mε0(x, y,H; f)

∪
⋃

µN (z)=µN (x)−1

M(x, z;H)×M(z, y,H; f)

∪
⋃

µN (z)=µN (x)+1

M(x, z,H; f)×M(z, y;H)

∪
⋃

mf (p)=µN (x)+dimN/2

M(x,H; p, f)×M(p, f ; y,H).

Sada �emo definisati modulski prostor sliqan prostoruM(p, q, f ;H), je-

dina razlika je xto holomorfne trake koje posmatramo nisu perturbovane

jednim fiksiranim Hamiltonijanom H ve� celom familijom Hamiltoni-

jana. Preciznije, neka je Hδ, 0 ≤ δ ≤ 1, homotopija vremenski zavisnih

Hamiltonovih funkcija koja povezuje dva fiksirana Hamiltonijana H0 i H1.

Definixemo

M(p, q, f ;Hδ) =
{

(δ, γ−, γ+, u) | (γ−, γ+, u) ∈MR0(p, q, f ;Hδ), 0 ≤ δ ≤ 1
}
. (2.20)

Dimenzija ove mnogostrukosti je mf (p)−mf (q)+1 i topoloxku granicu opisu-

jemo u slede�em stavu.

Stav 2.8. Neka su p i q kritiqne taqke Morsove funkcije f istog Morsovog

indeksa, k = mf (p) = mf (q). Topoloxka granica mnogostrukosti dimenzije

jedan,M(p, q, f ;Hδ), je oblika

∂M(p, q, f ;Hδ) =MR0(p, q, f ;H0) ∪ MR0(p, q, f ;H1)

∪
⋃

mf (r)=k−1

M(p, r; f)×M(r, q, f ;Hδ)

∪
⋃

mf (r)=k+1

M(p, r, f ;Hδ)×M(r, q; f).

Dokaz. Dokaz je sliqan dokazu Stava 2.5.

U definisa�u dosadax�ih modulskih prostora uvek smo koristili jednu

fiksiranu Morsovu funkciju f . Potrebno je da variramo i ovaj parametar,

odnosno da posmatramo prostore koji zavise od familije Morsovih funkcija.

Definisa�emo preciznije te homotopije.

Neka je (fαβs,δ , H
αβ
s,δ ), 0 ≤ δ ≤ 1, homotopija koja povezuje (fα, Hαβ

s ) za δ = 0 i

(fαβs , Hβ) za δ = 1. Ovde je i fαβs homotopija koja povezuje dve Morsove funkcije
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fα i fβ

fαβs =

fα, s ≤ −T − 1,

fβ, s ≥ −T.

Sliqno, Hαβ
s je homotopija koja povezuje dva Hamiltonijana Hα i Hβ

Hαβ
s =

Hα, s ≤ T,

Hβ, s ≥ T + 1.

Homotopiju (fαβs,δ , H
αβ
s,δ ) �emo odabrati tako je za δ i s dovo	no male (velike)

vrednosti, fαβs,δ jednako fα (Hαβ
s,δ jednako Hβ). Na isti naqin odaberemo ho-

motopiju Rimanovih metrika na N i skoro kompleksnih struktura na T ∗M ,

(gαβs,δ , J
αβ
s,δ ). Neka je

M̂(pα, fαβs,δ ;xβ, Hαβ
s,δ ) =



(δ, γ, u)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ : (−∞, 0]→ N,

u : R× [0, 1]→ T ∗M,
dγ
ds

= −∇gαβs,δ
fαβs,δ (γ(s)),

∂u
∂s

+ Jαβs,δ (∂u
∂t
−Xρ+

RH
αβ
s,δ

(u)) = 0,

E(u) < +∞,
γ(−∞) = pα,

u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ ν∗N, s ∈ R,
u(+∞, t) = xβ(t),

γ(0) = u(−∞)



. (2.21)

Dimenzija ove mnogostrukosti je mfα(pα) − (µN(xβ) + 1
2

dimN) + 1. Mno-

gostrukosti

M(pα, fαβs ;xβ, Hβ) =



(γ, u)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ : (−∞, 0]→ N,

u : R× [0, 1]→ T ∗M,
dγ
ds

= −∇gαβs
fαβs (γ(s)),

∂u
∂s

+ Jβ(∂u
∂t
−Xρ+

RH
β(u)) = 0,

E(u) < +∞,
γ(−∞) = pα,

u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ ν∗N, s ∈ R,
u(+∞, t) = xβ(t),

γ(0) = u(−∞)



,
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i

M(pα, fα;xβ, Hαβ
s ) =



(γ, u)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ : (−∞, 0]→ N,

u : R× [0, 1]→ T ∗M,
dγ
ds

= −∇gαf
α(γ),

∂u
∂s

+ Jαβs (∂u
∂t
−Xρ+

RH
αβ
s

(u)) = 0,

E(u) < +∞,
γ(−∞) = pα,

u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ ν∗N, s ∈ R,
u(+∞, t) = xβ(t),

γ(0) = u(−∞)



, (2.22)

su delovi granice ∂M̂(pα, fαβs,δ ;xβ, Hαβ
s,δ ) koja je u potpunosti opisana u slede�em

stavu.

Stav 2.9. Neka je pα kritiqna taqka Morsove funkcije fα i xβ Hamiltonov

put Hamiltonijana Hβ tako da va�i mfα(pα) = µN(xβ) + 1
2

dimN . Granica

mnogostrukosti dimenzije jedan, M̂(pα, fαβs,δ ;xβ, Hαβ
s,δ ), je oblika

∂M̂(pα, fαβs,δ ;xβ, Hαβ
s,δ ) =M(pα, fαβs ;xβ, Hβ) ∪ M(pα, fα;xβ, Hαβ

s )

∪
⋃

mfα (qα)=mfα (pα)−1

M(pα, qα; fα)× M̂(qα, fαβs,δ ;xβ, Hαβ
s,δ )

∪
⋃

µN (yβ)=µN (xβ)+1

M̂(pα, fαβs,δ ; yβ, Hαβ
s,δ )×M(yβ, xβ;Hβ).

Dokaz. Dokaz je sliqan dokazu Stava 2.3 i Stava 2.5.

2.4 Holomorfne pantalone sa konormalnim graniqnim

uslovima

Neka je Σ Rimanova povrx sa granicom koju definixemo kao disjunktnu uniju

R× [−1, 0] t R× [0, 1]

pri qemu identifikujemo (s, 0−) ∼ (s, 0+) za s ≥ 0 (videti Sliku 15). Dobijena

povrx Σ je Rimanova povrx qija je unutrax�ost

Int(Σ) = R× (−1, 1) \ (−∞, 0]× {0}.
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Slika 15: Rimanova povrx Σ

Kompleksna struktura na Int(Σ) je data inkluzijom u C, (s, t) 7→ s + ıt. Holo-

morfne koordinate u taqki (0, 0) date su preslikava�em

{ζ ∈ C | Re ζ ≥ 0, |ζ| < 1} → Σ, ζ 7→ ζ2,

koje granicu {Re ζ = 0, |ζ| < 1} slika u deo granice (−1, 0]×{0−, 0+}. Granica
povrxi Σ ima tri komponente

R× {−1}, R× {1}, (−∞, 0]× {0−, 0+}.

Posmatra�emo preslikava�a koja Rimanovu povrx Σ slikaju u T ∗M .

Ovakva preslikava�a �emo nazivati i pantalonama. Pantalone zadovo	avaju

perturbovanu Koxi-Rimanovu jednaqinu. Perturbacija na odgovaraju�im kra-

jevima (asimptotski krajevi koji su nalik trakama) je zadata Hamiltonijanima

H−1 , H
−
2 i H+. Ova perturbacija se glatko spuxta do nule i na kompaktnom

delu pantalona (koji sadr�i rascep izme�u dve nogavice) preslikava�e zado-

vo	ava neperturbovanu Koxi-Rimanovu jednaqinu. Na asimptotskim kraje-

vima imamo zadate koordinate (s, t) pa Koxi-Rimanovu jednaqinu mo�emo da

izrazimo u koordinatama, dok na kompaktnom delu nemamo zadate lokalne koor-

dinate. Tu je preslikava�e opisano kao nula operatora ∂. Granica pantalona

se slika na Lagran�eve podmnogostrukosti oM ∪ ν∗N koje se seku qisto. Na

rascepu izme�u nogavica imamo prelaz sa jedne Lagran�eve podmnogostrukosti

na drugu (holomorfna preslikava�a sa sliqnim graniqnim uslovima su razma-

trana u [21] i [3]). Skup opisanih preslikava�a (uz dodatne uslove) formiraju

mnogostrukost koju �emo sada precizno definisati.

Oznaqi�emo sa Σ−1 , Σ−2 , Σ+ dva ,,dolazna" i jedan ,,odlazni" kraj povrxi Σ.

Ovi krajevi su definisani pomo�u holomorfnih utapa�a

ψ−i : (−∞, 0]× [0, 1]→ Σ, i ∈ {1, 2},

ψ+ : [0,+∞)× [0, 1]→ Σ,
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kao �ihove slike
Σ−i = ψ−i ((−∞, 0]× [0, 1]), i ∈ {1, 2}

Σ+ = ψ+([0,+∞)× [0, 1]).

Preostaje nam kompaktan deo Rimanove povrxi

Σ0 = Σ \
(
Σ−1 ∪ Σ−2 ∪ Σ+

)
.

Za Hamiltonove puteve x−i ∈ CF∗(H−i ), i ∈ {1, 2} i x+ ∈ CF∗(H+) definixemo

modulski prostor

M(x−1 , x
−
2 ;x+) =



u : Σ→ T ∗M,
∂u−i
∂s

+ J(
∂u−i
∂t
−XρR(s)H−i

(u−i )) = 0, u−i = u ◦ ψ−i , i ∈ {1, 2}
∂u+

∂s
+ J(∂u

+

∂t
−XρRH+(u+)) = 0, u+ = u ◦ ψ+,

∂J(u) = ∂u0

∂s
+ J ∂u

0

∂t
= 0, u0 = u|Σ0 ,

u(s,−1) ∈ oM , u(s, 1) ∈ ν∗N, s ∈ R,
u(s, 0−) ∈ ν∗N, u(s, 0+) ∈ oM , s ≤ 0,

u−i (−∞, t) = x−i (t), i ∈ {1, 2},
u+(+∞, t) = x+(t).

(2.23)

Koristi�emo oznaku

∂J,H(u) = 0 (2.24)

za perturbovanu Koxi-Rimanovu jednaqinu koju posmatramo
∂u−i
∂s

+ J(
∂u−i
∂t
−XρR(s)H−i

(u−i )) = 0, u−i = u ◦ ψ−i , i ∈ {1, 2}
∂u+

∂s
+ J(∂u

+

∂t
−XρRH+(u+)) = 0, u+ = u ◦ ψ+,

∂u0

∂s
+ J ∂u

0

∂t
= 0, u0 = u|Σ0 .

Za generiqki izbor Hamiltonijana i skoro kompleksne strukture

M(x−1 , x
−
2 ;x+) je mnogostrukost konaqne dimenzije. Ci	 nam je da

M(x−1 , x
−
2 ;x+) vidimo kao regularnu nulu odgovaraju�eg Fredholmovog pres-

likava�a. Sada �emo dati deta	e Fredholmove analize koja linearizaciju

preslikava�a ∂J,H opisuje kao Fredholmov operator. Da bismo postigli regu-

larnost odgovaraju�ih objekata dopusti�emo da skoro kompleksna struktura J

zavisi od taqaka u Σ.
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2.4.1 Fredholmova analiza na pantalonama

Neka je p > 2. Definiximo prostor preslikava�a

P1,p(x−1 , x
−
2 ;x+) =



u ∈ W 1,p
loc (Σ, T ∗M),

(∃T > 0)(∃ξ−i ∈ W 1,p((−∞,−T ]× [0, 1], (x−i )∗T (T ∗M))

(∃ξ+ ∈ W 1,p([T,+∞)× [0, 1], (x+)∗T (T ∗M))

u−i (s, t) = expx−i (t)ξ
−
i (s, t), s ≤ −T, i ∈ {1, 2},

u+(s, t) = expx+(t)ξ
+(s, t), s ≥ T,

u(s,−1) ∈ oM , u(s, 1) ∈ ν∗N, s ∈ R,
u(s, 0−) ∈ ν∗N, u(s, 0+) ∈ oM , s ≤ 0,

lim
s→−∞

u−i (s, t) = x−i (t), i ∈ {1, 2},

lim
s→+∞

u+(s, t) = x+(t).

(2.25)

P1,p(x−1 , x
−
2 ;x+) je Banahova mnogostrukost na kojoj se karte dobijaju pomo�u

eksponencijalnog preslikava�a. Za u ∈ P1,p va�i

TuP1,p(x−1 , x
−
2 ;x+) = W 1,p

Λ (u∗T (T ∗M)),

pri qemu na desnoj strani imamo skup W 1,p-seqe�a vektorskog rasloje�a

u∗T (T ∗M)→ Σ

sa Lagran�evim graniqnim uslovima

W 1,p
Λ (u∗T (T ∗M)) =


ξ ∈ W 1,p(u∗T (T ∗M)),

ξ(s,−1) ∈ Tu(s,−1)oM , ξ(s, 1) ∈ Tu(s,1)ν
∗N, s ∈ R,

ξ(s, 0−) ∈ Tu(s,0−)ν
∗N, ξ(s, 0+) ∈ Tu(s,0+)oM , s ≤ 0.

Operator ∂J,H mo�emo da vidimo kao seqe�e Banahovog rasloje�a

E → P1,p(x−1 , x
−
2 ;x+),

qija je fibra nad u ∈ P1,p

Eu = Lp(u∗T (T ∗M)).
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Operator ∂J,H je Fredholmovo preslikava�e. Linearizacija operatora u �e-

govoj nuli u je oblika

Euξ := D∂J,H(u)ξ = 5∂suξ + J 5∂tu ξ +5ξJ
∂u

∂t
−5ξ(JXH(u)).

Fredholmovost operatora sledi iz lokalnih eliptiqkih procena i asimptot-

skog ponaxa�a (preseci ν∗N ∩ φ1
H−i

(oM) i ν∗N ∩ φ1
H+(oM) su transverzalni).

Sliqno kao u Fredholmovoj analizi za Lagran�evu Florovu homologiju, pos-

matramo skup skoro kompleksnih struktura na T ∗M , J , koje su parametrizo-
vane taqkama iz Σ

J = {J : Σ→ jc}.

Skup J �e nam biti skup parametara koje variramo u ci	u da nula postane

regularna vrednost preslikava�a

F : P1,p(x−1 , x
−
2 ;x+)× J → E ,

(u, J) 7→ ∂J,H(u).

Postoja�e generiqki skup Jreg ⊂ J takav da je Eu ,,na" za svako J ∈ Jreg.
To da	e znaqi da je za svako J ∈ Jreg

M(x−1 , x
−
2 ;x+) = ∂

−1

J,H(0)

mnogostrukost qiju dimenziju dobijamo iz indeksa Fredholmovog operatora

∂J,H

dimM(x−1 , x
−
2 ;x+) = Ind ∂J,H .

Kompaktnost skupa rexe�a jednaqine (2.24) u C∞loc topologiji sledi iz Leme

6.1, Stava 6.2 u [3] i qi�enice da ne postoje netrivijalni holomorfni diskovi

sa granicom na oM ∪ ν∗N . Zapravo, kada ispitujemo kompaktnost prostora

rexe�a, ne postoji razlika izme�u traka sa skokovima na granici (koje raz-

matraju Abondandolo i Xvarc u [3]) i naxih graniqnih uslova sa skokom na

rascepu izme�u nogavica. Neprekidno produ�e�e u taqki gde se dexava skok

sledi iz Stava 6.5 u [3]. Kako je N kompaktna podmnogostrukost niz pantalona

mo�e da se raspadne samo na asimptotskim krajevima i to na pantalone plus

perturbovana holomorfna traka na odgovaraju�em kraju (Slika 16).
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Slika 16: Granica mnogostrukostiM(x−1 , x
−
2 ;x+)

Zato, granica mnogostrukosti dimenzije jedanM(x−1 , x
−
2 ;x+) je unija

∂M(x−1 , x
−
2 ;x+) =

⋃
y−1 ∈CF∗(H

−
1 )

M(x−1 , y
−
1 ;H−1 )×M(y−1 , x

−
2 ;x+)

⋃
y−2 ∈CF∗(H

−
2 )

M(x−2 , y
−
2 ;H−2 )×M(x−1 , y

−
2 ;x+)

⋃
y+∈CF∗(H+)

M(x−1 , x
−
2 ; y+)×M(y+, x+;H+).

(2.26)

Argumenti lep	e�a u ovoj situaciji su sliqni argumentima koji se jav	aju

u [100] ili [34]. Pred-lep	e�e linearizovanih Fredholmovih operatora i

postoja�e taqnog rexe�a Koxi-Rimanove jednaqine u blizini zalep	ene trake

i pantalona daju inkluziju desne strane (2.26) u skup ∂M(x−1 , x
−
2 ;x+).

2.4.2 Raquna�e dimenzije mnogostrukosti pantalona

U ovom poglav	u �emo izraqunati dimenziju mnogostrukosti

M(x−1 , x
−
2 ;x+)

koju smo definisali u (2.23). Ve� smo istakli da je dimenzija te mnogostruko-

sti jednaka indeksu operatora ∂J,H . Indeks ovog operatora �emo na�i lep	e-

�em Fredholmovih operatora koji zadaju polu-trake sa odgovaraju�im graniq-

nim uslovima, koje na jednom kraju konvergiraju ka Hamiltonovim putevima.

Indeks takvih operatora znamo a tako�e je poznato da se pri lep	e�u opera-

tora �ihovi indeksi sabiraju. Ova ideja se koristi u [101], kada autor raquna

dimenzije modulskih prostora koji sadr�e Rimanove povrxi sa tri asimptot-
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ska kraja koji liqe na cilindre. Kako je dimenzija polu-kapa poznata (videti

fusnotu na strani 61), lep	e�em Fredholmovih indeksa, direktno je dobijena

tra�ena dimenzija.

Oznaqimo sa F operator koji dobijemo kada restrikujemo F za jednu vred-

nost skoro kompleksne strukture J ∈ Jreg

F ≡ F|J : P1,p(x−1 , x
−
2 ;x+)→ E .

Sada �emo opisati prostor rexe�a polu-traka koje lepimo na pantalone. Neka

je

M+(x−1 , H
−
1 ) =



u : R× [0, 1]→ T ∗M,

E(u) < +∞,
∂u
∂s

+ J(∂u
∂t
−Xρ+

RH
−
1

(u)) = 0,

u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ ν∗N, s ∈ R,
u(+∞, t) = x−1 (t)

prostor rexe�a polu-traka koje se u kraju −∞ skup	aju u taqku a na kraju

+∞ konvergiraju ka Hamiltonovom putu x−1 . Ovaj modulski prostor mo�emo da

vidimo kao regularnu vrednost (za neku vrednost skoro kompleksne strukture)

operatora

F−1 : P1,p
− (x−1 )→ E−1 ,

pri qemu se P1,p
− (x−1 ) i E−1 definixu sliqno kao P1,p(x−1 , x

−
2 ;x+) i E . Ba-

nahov prostor P1,p
− (x−1 ) �e biti jednak skupu W 1,p

loc preslikava�a, sa odgo-

varaju�im graniqnim uslovima, koja eksponencijalno konvergiraju ka x−1 kada

s → +∞. E−1 �e biti totalni prostor Banahovog rasloje�a qija je fibra jed-

naka skupu preslikava�a koje dobijemo kada Koxi-Rimanov operator deluje na

u ∈ P1,p
− (x−1 ). Na isti naqin definixemo Fredholmov operator

F−2 : P1,p
− (x−2 )→ E−2 ,

koji opisuje prostor polu-traka koje u kraju +∞ konvergiraju ka x−2 . Indeksi

ovih operatora su poznati (videti [3]) i jednaki su

indF−i =
1

2
dimN − µN(x−i ).

Formulu smo ve� koristili u dokazu Stava 2.2.

Bi�e nam potreban i operator koji opisuje prostor polu-traka koje u kraju

−∞ konvergiraju ka nekom Hamiltonovom putu. Preciznije, za Hamiltonov
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Slika 17: Lep	e�e polu-traka na pantalone

put x+ Hamiltonijana H+ definixemo modulski prostor

M−(x+, H+) =



u : R× [0, 1]→ T ∗M,

E(u) < +∞,
∂u
∂s

+ J(∂u
∂t
−Xρ−RH

+(u)) = 0,

u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ ν∗N, s ∈ R,
u(−∞, t) = x+(t).

On �e biti regularna nula Fredholmovog operatora

F+ : P1,p
+ (x+)→ E+,

koji deluje na Banahov prostor W 1,p
loc preslikava�a koja u −∞ kraju eksponen-

cijalno konvergiraju ka x+(t). Sliqno kao i u prethodnim sluqajevima, E+ je

totalni prostor qija je fibra skup odgovaraju�ih preslikava�a iz Lp pros-

tora. Indeks ovog operatora je tako�e poznat i jednak je

indF+ =
1

2
dimN + µN(x+).

Kada zalepimo operatore F, F−1 , F
−
2 i F+ (videti [100] za definiciju lep-

	e�a Fredholmovih operatora) dobijemo operator koji oznaqavamo sa

F−1 ]F
−
2 ]F ]F

+. (2.27)

Indeks ovog operatora bi�e jednak indeksu operatora koji broji holomorfne

diskove sa qetiri skoka na granici koja se slika u oM ∪ν∗N (videti Sliku 17).

Da bismo naxli indeks operatora (2.27) zalepi�emo tri nova operatora

koji �e, nakon lep	e�a, brojati iste dikove sa qetiri skoka na granici koja

se slika u oM ∪ ν∗N . Preciznije, neka su dati Hamiltonijani H−, H+ i neka
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je H̃ homotopija koja ih spaja. Za Hamiltonove puteve x± Hamiltonijana H±

definixemo prostor perturbovano holomorfnih traka koje imaju skok i na

gor�em i na do�em delu granice

M(x−, H−;x+, H+) =



u : R× [0, 1]→ T ∗M,

E(u) < +∞,
∂u
∂s

+ J(∂u
∂t
−XH̃(u)) = 0,

u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ ν∗N, s ≤ 0,

u(s, 0) ∈ ν∗N, u(s, 1) ∈ oM , s ≥ 0,

u(−∞, t) = x−(t), u(+∞, t) = x+(t).

Ovaj modulski prostor �e biti nula Fredholmovog operatora

S : P1,p(x−, x+)→ E∓,

gde je

P1,p(x−, x+) =



u ∈ W 1,p
loc (R× [0, 1], T ∗M),

(∃T > 0)(∃ξ− ∈ W 1,p((−∞,−T ]× [0, 1], (x−)∗T (T ∗M))

(∃ξ+ ∈ W 1,p([T,+∞)× [0, 1], (x+)∗T (T ∗M))

u−(s, t) = expx−(t)ξ
−(s, t), s ≤ −T,

u+(s, t) = expx+(t)ξ
+(s, t), s ≥ T,

u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ ν∗N, s ≤ 0,

u(s, 0) ∈ ν∗N, u(s, 1) ∈ oM , s ≥ 0,

lim
s→−∞

u(s, t) = x−(t),

lim
s→+∞

u(s, t) = x+(t).

Totalni prostor E∓ ima fibru

E∓u = Lp(u∗T (T ∗M)).

Indeks operatora S (odnosno dimenzija mnogostrukostiM(x−, H−;x+, H+)) je

poznat i jednak je

indS = µN(x−)− µN(x+)− dimM + dimN,

videti [3] za deta	e. Oznaqimo sa S− Freholmov operator

S− : P1,p
− (x−)→ E−,
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Slika 18: Lep	e�e polu-traka na celu traku sa dva skoka

koji zadaje mnogostrukostM+(x−, H−)

M+(x−, H−) = (S−)−1(0).

MnogostrukostM−(x+, H+) �emo videti kao regularnu nulu operatora

S+ : P1,p
+ (x+)→ E+.

Lep	e�em operatora S, S− i S+ (videti Sliku 18) dobijamo operator qiji je

indeks jednak

ind(S−]S]S+) = indS− + indS + indS+.

Operator S−]S]S+ broji, kao i F−1 ]F
−
2 ]F ]F

+, holomorfne diskove sa qetiri

skoka na granici koja se slika u oM ∪ ν∗N . Izjednaqava�em �ihovih indeksa

zak	uqujemo da je

indF = dimM(x−1 , x
−
2 ;x+) = µN(x−1 ) + µN(x−2 )− µN(x+) +

1

2
dimN − dimM.

2.5 Kombinovani objekti sa taqnim graniqnim uslovima

Svi objekti koje ovde posmatramo smexteni su u kotangentno rasloje�e T ∗M .

Granice Rimanovih povrxi koje koristimo u ovom poglav	u bi�e smextene na

taqnim Lagran�evim podmnogostrukostima. Jedna takva je nulto seqe�e, oM .

Ostale taqne Lagran�eve podmnogostrukosti su zapravo aproksimacije Υ koje

smo definisali u Poglav	u 1.8. Kao i u tom poglav	u, U ⊂M �e biti otvoren

skup sa glatkom granicom ∂U .

Objekti koje definixemo sliqni su objektima koje smo definisali u Po-

glav	u 2.3 pa �emo izostaviti tehniqke deta	e u dokazima.

Neka je f ∈ F− ⊂ C∞(M) i p kritiqna taqka funkcije f koja se nalazi u

skupu U . Neka je H : T ∗M × [0, 1] → R Hamiltonijan sa kompaktnim nosaqem.

Iz (1.35) sledi da svi Hamiltonovi putevi x ∈ CF∗(oM ,Υ : H, J) zadovo	avaju
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Slika 19: Kombinovani objekatM(p, x)

uslov

x(1) /∈ oM |∂U .

Posmatra�emo aproksimacije Υ koje se poklapaju sa ν∗−U van male okoline od

oM |∂U (tj. dovo	no su blizu negativnog konormalnog skupa). Za dovo	no dobre

aproksimacije Υ mo�emo re�i da svi Hamiltonovi putevi iz CF∗(oM ,Υ : H, J)

imaju iste graniqne uslove

x(0), x(1) ∈ oM ili x(0) ∈ oM , x(1) ∈ ν∗−U. (2.28)

Za ovako odabranu kritiqnu taqku p i Hamiltonov put x definixemo mno-

gostrukost (videti Sliku 19)

M(p, x) ≡M(p, f, g;x, oM ,Υ, H, J) =
(γ, u)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ : (−∞, 0]→ U, u : R× [0, 1]→ T ∗M,

γ̇(s) = −∇gf(γ(s)),
∂u
∂s

+ J(∂u
∂t
−Xρ+

RH
(u)) = 0,

E(u) < +∞,
u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ Υ, s ∈ R,
γ(−∞) = p, u(+∞, t) = x(t),

u(−∞) = γ(0)


.

(2.29)

Stav 2.10. Za generiqki izbor Rimanove metrike g i skoro kompleksne struk-

ture J , skupM(p, x) je glatka mnogostrukost dimenzije mf (p)− µ(x).

Dokaz. Oznaqimo sa D traku R × [0, 1]. Neka je W 1,r
u (D) kompletira�e tan-

91



gentnog prostora TuC
∞(D) od

C∞(D) = {u ∈ C∞(D,T ∗M) | u(R×{0}) ⊂ oM , u(R×{1}) ∈ Υ, u(+∞, t) = x(t)},
(2.30)

koji je jednak

TuC
∞(D) =

η ∈ C
∞(D,TT ∗M)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
η(s, t) ∈ Tu(s,t)T

∗M,

η(R× {0}) ⊂ ToM ,

η(R× {1}) ∈ TΥ,

η(t,+∞) = 0

 , (2.31)

u Sobo	ev	evoj normi

‖η‖W 1,r =

∫∫
D

(|η|r + |∇sη|r + |∇tη|r) dsdt

 1
r

.

Ovde je parametar r > 1. Kotangentno rasloje�e nije kompaktna mno-

gostrukost, ali zbog izbora skoro kompleksne strukture iz skupa (1.27), slika

svake holomorfne trake sa odgovaraju�im graniqnim uslovima se nalazi u kom-

paktnom podskupu od T ∗M . Ovakvo tvr�e�e smo ve� koristili u sluqaju traka

sa konormalnim graniqnim uslovima. A za dokaz tvr�e�a koje opisuje trake

sa taqnim graniqnim uslovima videti Lemu 2.1 u [87]. Zak	uqak je da mo�emo

pretpostaviti da se sve dexava u kompaktnom podskupu od T ∗M . U tom sluqaju

norma ‖ · ‖W 1,r ekvivalentna je normi koju dobijemo za drugi izbor koneksije

ili metrike. Dakle, topologija indukovana ovom normom je nezavisna od izbo-

ra metrike i koneksije.

Glatki objekti na D koje smo definisali u (2.30) i (2.31) su zapravo glatki

na unutrax�osti od D a neprekidni na D. Banahov prostor W 1,r
u (D) daje nam

Banahovu mnogostrukost preslikava�a P1,r(D) pomo�u jednakosti

TuP1,r(D) = W 1,r
u (D).

Prate�i [58] biramo metriku g tako da cevastu okolinu od ∂U mo�emo da

identifikujemo sa proizvodom

Tb(∂U) ∼= ∂U × (−1, 1).
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Kako se TT ∗M simplektiqki razla�e na direktan zbir

TT ∗M |Tb(∂U) = T (T ∗(∂U))⊕ T (T ∗(−1, 1)),

ovakav izbor metrike g daje nam razlaga�e vertikalnog i horizontalnog pros-

tora

V ≡ V(T ∗M) = V((T ∗(∂U))⊕ V(T ∗(−1, 1)),

H ≡ H(T ∗M) = H((T ∗(∂U))⊕H(T ∗(−1, 1)).

Neka je u : D → T ∗M rexe�e sistema
∂u
∂s

+ J(∂u
∂t
−Xρ+

RH
(u)) = 0,

u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ Υ, s ∈ R,
u(+∞, t) = x(t).

(2.32)

Oznaqimo dimenziju mnogostrukosti M sa n. Fiksiramo trivijalizaciju

Φ+ : x∗(TT ∗M)→ [0, 1]× Cn,

i proxirimo je do trivijalizacije

Φu : u∗(TT ∗M)→ D × Cn,

koja quva razlaga�e od TT ∗M

Φu(H) = Rn, Φu(V) = iRn.

Izbor metrike g daje nam i slede�a razlaga�a

Φu(V(T ∗(∂U)) = iRn−1 × {0}, Φu(V(T ∗(−1, 1)) = {0} × iR,

Φu(H(T ∗(∂U)) = Rn−1 × {0}, Φu(H(T ∗(−1, 1)) = {0} × R.

Operator ∂J,ρ+
RH

, definisan sa

∂J,ρ+
RH
u =

∂u

∂s
+ J

(
∂u

∂t
−XρRH(u)

)
,

mo�emo videti kao seqe�e odgovaraju�eg vektorskog rasloje�a nad P1,r(D). Oz-

naqimo sa Lu �egovu kovarijantnu linearizaciju u taqki u. Operator (Φ−1
u )∗Lu
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je Koxi-Rimanov operator oblika ∂
∂s

+ J ∂
∂t

+ T koji dejstvuje na

W 1,r
Φu

= {η ∈ W 1,r(D,Cn) | η(s, 0) ∈ Rn, η(s, 1) ∈ ΛΦu(s)},

gde je

ΛΦu(s) = Φu(Tu(s,1)Υ).

Nastavak dokaza prati Dodatak u [86]. Zak	uqujemo da je, za generiqki

izbor J , skup rexe�a W s(x,H) sistema (2.32) glatka mnogostrukost dimenzije

−µ(x) + n.

Kao i ranije, W u(p, f) nam oznaqava nestabilnu mnogostrukost taqke p. Za

generiqki izbor parametara g i J preslikava�e

ev : W u(p, f)×W s(x,H)→ U × U, (γ, u) 7→ (γ(0), u(−∞)) ,

je transverzalno na dijagonalu pa je

M(p, x) = ev−1(∆)

glatka mnogostrukost kodimenzije n u W u(p, f)×W s(x,H). Zak	uqujemo

dimM(p, x) = mf (p)− µ(x) + n− n = mf (p)− µ(x).

Slede�i stav daje opis granice mnogostrukosti M(p, x). Podsetimo se da

smo modulski prostor M(p, q; f, g) neparametrizovanih gradijentnih trajek-

torija funkcije f : U → R definisali u (1.1). Skup neparametrizovanih per-

turbovanih holomorfnih traka,M(x, y : oM ,Υ;H, J), definisali smo u (1.37).

Stav 2.11. Slede�a svojstva va�e za generiqki izbor parametara:

(1) ako je mf (p) = µ(x) tada je mnogostrukostM(p, x) kompaktna i dimez-

ije nula, dakle konaqan skup taqaka,

(2) ako je mf (p) = µ(x) + 1 tada je M(p, x) mnogostrukost dimenzije jedan.

�ena topoloxka granica je oblika

∂M(p, x) =
⋃
q

M(p, q; f, g)×M(q, x) ∪
⋃
y

M(p, y)×M(y, x : oM ,Υ;H, J).

Prva unija je uzeta po svim kritiqnim taqkama q ∈ Crit(f) Morsovog
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indeksa mf (q) = mf (p)− 1 a druga unija po svim y ∈ CF (oM ,Υ : H, J) za

koje va�i µ(y) = µ(x) + 1.

Dokaz. Stav se dokazuje korix�e�em Arcela-Askolijeve teoreme i Gromov	eve

teoreme o kompaktnosti. Mehurovi ne mogu da se pojave zbog taqnosti forme

ω i zbog graniqnih uslova na taqnoj Lagran�evoj podmnogostrukosti. Izbor

Morsove funkcije f iz klase F− kontrolixe nepostoja�e dodatnih elemenata
u topoloxkoj granici koji dolaze od niza γn(0) = un(−∞). Ne mo�e do�i do

raspada niza ovakvih taqaka jer su one izolovane od granice ∂U .

Sada �emo odabrati Morsovu funkciju f iz klase F+ ⊂ C∞(M) koju smo

definisali u (1.11). Za x ∈ CF∗(oM ,Υ : H, J) definixemo modulski prostor

M(x, p) ≡M(x, oM ,Υ, H, J ; p, f, g) =
(u, γ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u : R× [0, 1]→ T ∗M, γ : [0,+∞)→ U,
∂u
∂s

+ J(∂u
∂t
−Xρ−RH

(u)) = 0,

γ̇(s) = −∇gf(γ(s)),

E(u) < +∞,
u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ Υ, s ∈ R,
u(−∞, t) = x(t), γ(+∞) = p,

u(+∞) = γ(0)


.

(2.33)

Koriste�i iste argumente kao u dokazu Stava 2.10 mo�emo da zak	uqimo da

je, za generiqki izbor parametara g i J , skupM(x, p) mnogostrukost dimenzije

dimM(x, p) = µ(x)−mf (p).

Mnogostrukost je kompaktna u dimenziji nula. Ako je �ena dimenzija jednaka

jedinici opis topoloxke granice je dat sa

∂M(x, p) =
⋃
y

M(x, y : oM ,Υ;H, J)×M(y, p)∪
⋃
q

M(x, q)×M(q, p; f, g). (2.34)

Sada �emo definisati modulske prostore koji su sliqni prostorima koje

smo definisali u (2.14) i (2.16) (samo sada umesto konormalnih graniqnih

uslova imamo taqne graniqne uslove). Neka su date dve kritiqne taqke p, q ∈
Crit(f) ∩ U funkcije f ∈ F− i R > 0 realan broj. Definixemo modulski

prostor
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MR(p, q : oM ,Υ;±f,H, J) =



(γ−, γ+, u)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ− : (−∞, 0]→ U,

γ+ : [0,+∞)→ U,

u : R× [0, 1]→ T ∗M,
dγ±
dt

= −∇(±f)(γ±),
∂u
∂s

+ J(∂u
∂t
−XσRH(u)) = 0

γ−(−∞) = p, γ+(+∞) = q,

E(u) < +∞,
u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ Υ,

u(±∞, t) = γ±(0)



.

(2.35)

Ovaj modulski prostor �e biti glatka mnogostrukost i deo granice mno-

gostrukosti

M(p, q : oM ,Υ;±f,H, J) = {(γ−, γ+, u, R) |

(γ−, γ+, u) ∈MR(p, q : oM ,Υ;±f,H, J), R > R0 } .
(2.36)

Neka su fα, fβ ∈ F+ dve Morsove funkcije i Hα Hamiltonijan sa kompak-

tnim nosaqem. Za pβ ∈ Crit(fβ) i xα ∈ CF∗(oM ,Υ : Hα, Jα) definixemo jox

jedan pomo�ni modulski prostor

M̃T (xα, oM ,Υ, Hα, Jα; pβ, f
αβ
T , gαβT ) =



(γ, u)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ : [0,+∞)→ U,

u : R× [0, 1]→ T ∗M,

γ̇(s) = −∇gαβT
fαβT (γ),

∂u
∂s

+ Jα(∂u
∂t
−Xρ−TH

α(u)) = 0,

E(u) < +∞,
u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ Υ, s ∈ R,
γ(+∞) = pβ,

u(−∞, t) = xα(t),

γ(0) = u(+∞)



.

(2.37)

Ovde je T > 0 fiksiran realan broj, a homotopija fαβT (s) ∈ F+ zadovo	ava

uslove

fαβT (s) =

fα, s ≤ T,

fβ, s ≥ 2T.

Da bismo postigli regularnost rexe�a moramo da variramo i Rimanove
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metrike. Posmatramo homotopiju metrika gαβT koja zadovo	ava uslove

gαβT (s) =

gα, s ≤ T,

gβ, s ≥ 2T.

Parametrizovana verzija prethodnog modulskog prostora je

M̃(xα, oM ,Υ, Hα, Jα; pβ, f
αβ
T , gαβT ) ={

(γ, u, T )
∣∣∣(γ, u) ∈ M̃T (xα, oM ,Υ, Hα, Jα; pβ, f

αβ
T , gαβT ), T > T0

}
.

(2.38)

Sada �emo fiksirati jednu Morsovu funkciju fβ ∈ F+. Neka je Hαβ
T (s)

homotopija Hamiltonovih funkcija koja zadovo	ava uslove

Hαβ
T (s) =

Hα, s ≤ −2T,

Hβ, s ≥ −T.

Definixemo modulski prostor

M̌T (xα, oM ,Υ, H
αβ
T , JαβT ; pβ, f

β, gβ) =



(γ, u)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ : [0,+∞)→ U,

u : R× [0, 1]→ T ∗M,

γ̇(s) = −∇gβf
β(γ),

∂u
∂s

+ JαβT (∂u
∂t
−Xρ−TH

αβ
T

(u)) = 0,

E(u) < +∞,
u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ Υ, s ∈ R,
γ(+∞) = pβ,

u(−∞, t) = xα(t),

u(+∞) = γ(0),

(2.39)

Sliqno kao i malopre, da bismo postigli regularnost rexe�a moramo da

variramo skoro kompleksne strukture. Homotopija istih, JαβT prilago�ena

je Hamiltonijanima na odgovaraju�im krajevima,

JαβT (s) =

Jα, s ≤ −2T,

Jβ, s ≥ −T.

Sada �emo posmatrati homotopije i Hamiltonijana i Morsovih funkcija.

Neka je (fαβλ , Hαβ
λ )0≤λ≤1 homotopija koja povezuje (fβ, Hαβ

T ) za λ = 0 i (fαβT , Hα)

za λ = 1. Na isti naqin izaberemo homotopije skoro kompleksnih struktura i
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Rimanovih metrika (gαβλ , Jαβλ )0≤λ≤1.

Modulski prostor

M̂(xα, oM ,Υ, H
αβ
λ , Jαβλ ; pβ, f

αβ
λ , gαβλ ) =



(γ, u, λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u : R× [0, 1]→ T ∗M,

γ : [0,+∞)→ U,
∂u
∂s

+ Jαβλ (∂u
∂t
−Xρ−TH

αβ
λ

(u)) = 0,

γ̇(s) = −∇gαβλ
fαβλ (γ),

E(u) < +∞,
u(−∞, t) = xα(t),

u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ Υ, s ∈ R,
γ(+∞) = pβ,

u(+∞) = γ(0).

(2.40)

�e biti mnogostrukost dimenzije mfβ(pβ) − µ(xα) + 1. Za mfβ(pβ) = µ(xα)

granica mnogostrukosti M̂(xα, oM ,Υ, H
αβ
λ , Jαβλ ; pβ, f

αβ
λ , gαβλ ), qija je dimenzija

jedan, je oblika⋃
yα

M(xα, yα : oM ,Υ, Hα, Jα)× M̂(yα, oM ,Υ, H
αβ
λ , Jαβλ ; pβ, f

αβ
λ , gαβλ ) ∪⋃

qβ

M̂(xα, oM ,Υ, H
αβ
λ , Jαβλ ; qβ, f

αβ
λ , gαβλ )×M(qβ, pβ; fβ, gβ) ∪

⋃
M̃T (xα, oM ,Υ, Hα, Jα; pβ, f

αβ
T , gαβT ) ∪⋃

M̌T (xα, oM ,Υ, H
αβ
T , JαβT ; pβ, f

β, gβ).

(2.41)

2.6 Holomorfne pantalone sa taqnim graniqnim uslo-

vima

Da bismo definisali proizvod na Florovoj homologiji za otvoren skup posma-

tra�emo perturbovane holomorfne pantalone sa granicom na taqnim podmno-

gostrukostima, oM ∪Υ. Sliqne objekte smo posmatrali u Poglav	u 2.4 samo je

tada granica pantalona bila na oM ∪ ν∗N . Postoji jedna suxtinska razlika

u odnosu na pantalone sa konormalnim graniqnim uslovima. Tamo smo posma-

trali Rimanovu povrx Σ koja je imala dva dolaze�a kraja, Σ−1 i Σ−2 , i jedan

odlaze�i kraj Σ+. U ovom poglav	u povrx Σ �emo posmatrati kao povrx koja

sadr�i tri dolaze�a kraja.

Preciznije, neka su Σ1, Σ2, Σ3 tri kraja povrxi Σ koja identifikujemo sa
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Slika 20: Modulski prostorMΥ(x1, x2, x3)

negativnim polu-trakama,

Σj ≈ (−∞, 0]× [0, 1], j ∈ {1, 2, 3}.

Za preslikava�e u : Σ → T ∗M posmatra�emo restrikcije na tim krajevima

koje oznaqavamo sa

uj = u|Σj , j ∈ {1, 2, 3}.

Neka suHj, j ∈ {1, 2, 3}, Hamiltonijani sa kompaktnim nosaqem. Odaberimo
aproksimaciju Υ koja je dovo	no blizu negativnom konormalnom skupu ν∗−U . Za

xj ∈ CF∗(oM ,Υ : Hj, J
Υ
j ), j ∈ {1, 2, 3} definixemo modulski prostor (videti

Sliku 20)

MΥ(x1, x2, x3) =


u : Σ→ T ∗M

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂suj + JΥ(∂tuj −Xρ(s)Hj(uj)) = 0, j = 1, 2, 3,

∂su+ JΥ∂tu = 0, na Σ0 := Σ \ (Σ1 ∪ Σ2 ∪ Σ3),

E(u) < +∞,
u(s,−1) ∈ oM , u(s, 1) ∈ Υ, s ∈ R,
u(s, 0−) ∈ Υ, u(s, 0+) ∈ oM , s ≤ 0,

uj(−∞, t) = xj(t), j = 1, 2, 3.

(2.42)

Sada je ρ : R→ [0, 1] glatka opadaju�a funkcija koja zadovo	ava uslove

ρ(s) =

1, s ≤ −2

0, s ≥ −1.

Da bismo postigli regularnost rexe�a iz skupaMΥ(x1, x2, x3) dopusti�emo

da skoro kompleksna struktura JΥ zavisi od taqaka Rimanove povrxi Σ. Na

odgovaraju�im asimptotskim krajevima ona je jednaka unapred zadatim skoro

kompleksnim strukturama JΥ
j . Za generiqki izbor skoro kompleksne strukture

MΥ(x1, x2, x3) �e biti mnogostrukost dimenzije

µ(x1) + µ(x2) + µ(x3)− 2n,
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Slika 21: Graniqni uslovi i Hamiltonijan H̃ za u ∈MR(xa1, x
a
2, x

a
3 : Υ̃s)

(podsetimo se da je n = dimM).

Bi�e nam potrebne i pantalone sa granicom na homotopiji taqnih La-

gran�evih podmnogostrukosti. Neka je Υ̃s homotopija izme�u dve aproksi-

macije

Υ̃s =

Υa, s ≤ −R

Υb, s ≥ R,
(2.43)

pri qemu je R > 0 fiksiran realan broj. Neka su dati Hamiltonovi putevi

xaj ∈ CF∗(oM ,Υa : Hj, J
Υa
j ), j ∈ {1, 2, 3}. Definixemo modulski prostor

MR(xa1, x
a
2, x

a
3 : Υ̃s) (2.44)

kao skup rexe�a u : Σ→ T ∗M jednaqine

∂̄J,H̃u = 0,

gde je Hamiltonijan H̃ prikazan na Slici 21.

Bi�e nam potrebna i parametrizovana verzija ovog modulskog prostora

M(xa1, x
a
2, x

a
3 : Υ̃s) =

{
(R, u) |R > R0, u ∈MR(xa1, x

a
2, x

a
3 : Υ̃s)

}
. (2.45)

Granica jednodimenzione komponente mnogostrukostiM(xa1, x
a
2, x

a
3 : Υ̃s) mo-
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�e da se opixe kao unija slede�ih mnogostrukosti

B1 =
⋃
ya1

M(xa1, y
a
1 : oM ,Υa;H1, J

Υa
1 )×M(ya1 , x

a
2, x

a
3 : Υ̃s),

B2 =
⋃
ya2

M(xa2, y
a
2 : oM ,Υa;H2, J

Υa
2 )×M(xa1, y

a
2 , x

a
3 : Υ̃s),

B3 =
⋃
ya3

M(xa3, y
a
3 : oM ,Υa;H3, J

Υa
3 )×M(xa1, x

a
2, y

a
3 : Υ̃s),

B4 =MR0(xa1, x
a
2, x

a
3 : Υ̃s),

B5 =
⋃

xb1,x
b
2,x

b
3

M(xa1, x
b
1 : oM , Υ̃s : H1, J1)×M(xa2, x

b
2 : oM , Υ̃s : H2, J2)×

×M(xa3, x
b
3 : oM , Υ̃s : H3, J3)×MΥb(xb1, x

b
2, x

b
3)

(2.46)

U prethodnim izrazima unije su uzete po onim qlanovima yaj ∈ CF∗(oM ,Υa :

Hj, J
Υa
j ) i xbj ∈ CF∗(oM ,Υb : Hj, J

Υb
j ), j ∈ {1, 2, 3}, za koje su sve mnogostrukosti

Bi dimenzije nula. Podsetimo se da smo mnogostrukosti M(xa, xb : oM , Υ̃s :

H, J) definisali u (1.40), dok smo pomo�uM(xa, ya : oM ,Υa;H, J) definisali

graniqni operator u Florovoj homologiji za aproksimacije (videti (1.37)).
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3 (Izo)Morfizmi

Ova glava sadr�i konstrukciju (izo)morfizama izme�u raznih homologija

(Florovih i Morsovih). Morfizmi su definisani na nivou lanaca broja�em

kombinovanih objekata koje smo definisali u Glavi 2. Neophodno je pokazati

da su takva preslikava�a lanqasta a u nekim sluqajevima ona �e indukovati

izomorfizme izme�u homologija. Da bismo to postigli definixemo vixe

pomo�nih mnogostrukosti, a zatim posmatra�em granica tih mnogostrukosti

dobijamo �e	ene identitete. Ove morfizme �emo kasnije iskoristiti da

bismo definisali spektralne invarijante i pokazali neke nejednakosti me�u

�ima (videti Glavu 5 i 6).

Poglav	e 3.1 sadr�i opis poznatog morfizma, izme�u Florove homologije

za periodiqne orbite i Lagran�eve Florove homologije u kompaktnoj simplek-

tiqkoj mnogostrukosti, qija je konstrukcija data u [4]. Morfizam je definisan

broja�em taqaka nuladimenzionog modulskog prostora koji sadr�i dim�ake sa

granicom na kompaktnoj Lagran�evoj podmnogostrukosti.

U Poglav	u 3.2 data je konstrukcija PSS izomorfizma izme�u Morsove

homologije zatvorene podmnogostrukosti N ⊂ M i Florove homologije, u

ambijentu kotangentnog rasloje�a T ∗M , za par (oM , ν
∗N). Preslikava�e je

definisano na nivou lanaca pomo�u modulskih prostora koji su definisani

u Poglav	u 2.3. Da bi se pokazalo da je ovo preslikava�e lanqasto, za-

tim da je izomorfizam i da je prirodno, u smislu sa komutira sa kanon-

skim izomorfizmima u odgovaraju�im homologijama, koriste se opisi granica

raznih jednodimenzionih modulskih prostora iz istog poglav	a. Rezultati

ovog poglav	a objav	eni su u autorovom radu [24].

Poglav	e 3.3 posve�eno je konstrukciji PSS izomorfizama izme�u Morsove

homologije otvorenog podskupa U ⊂ M sa glatkom granicom i Florovih ho-

mologija koje su modelirane pozitivnim i negativnim konormalnim skupom od

U , ν∗−U i ν∗+U . Preslikava�a su prvo definisana na Florovim homologijama

za aproksimacije. U definiciji preslikava�a i dokaziva�u �egovih svojsta-

va (lanqasto preslikava�e, izomorfizam i prirodno preslikava�e) koriste

se pomo�ni modulski prostori koji su definisani u Poglav	u 2.5. Znamo da se

Florove homologije modelirane sa ν∗−U i ν∗+U definixu kao direktni limesi.

Da bismo definisali PSS preslikava�e na �ima neophodno je pokazati da

se PSS preslikava�a za aproksimacije dobro sla�u sa povezuju�im homomor-

fizmima izme�u Florovih homologija za razliqite aproksimacije. Rezultati

ovog poglav	a deo su koautorskog rada sa J. Kati� i D. Milinkovi�em [61].
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3.1 Broja�e dim�aka

U ovom poglav	u konstruixemo homomorfizam izme�u Florove homologije za

periodiqne orbite koju smo definisali u Poglav	u 1.6 i Florove homologije

za Lagran�eve preseke definisane u 1.7.2

τ∗ : HF∗(P : H, J)→ HF∗(L, P : H, J).

Ambijentna mnogostrukost je zatvorena simplektiqka mnogostrukost (P, ω) a

L ⊂ P je �ena zatvorena Lagran�eva podmnogostrukost. Par (P,L) zadovo	ava

uslov (1.28). Homomorfizam τ

τ : CF∗(P : H, J)→ CF∗(L, P : H, J),

je na nivou lanaca zadat jednakox�u

τ(a) =
∑

x∈CF∗(L,P :H,J)

nτ (a, x)x,

pri qemu nτ (a, x) oznaqava broj elemenata (po modulu 2) nuladimenzione kom-

ponente mnogostrukosti Mτ (a, x) koju smo definisali u (2.1). Qi�enica da

je τ lanqasto preslikava�e (τ ◦ δ = ∂ ◦ τ) sledi iz opisa granice koji je dat

u (2.2). Dakle, dobro je definisano preslikava�e na nivou homologija

τ∗ : HF∗(P : H, J)→ HF∗(L, P : H, J).

Bi�e nam potrebno dodatno svojstvo homomorfizma τ∗. Postav	a se pi-

ta�e da li se ovo preslikava�e (i kako) redukuje na filtrirane homologije.

Odgovor je pozitivan i to svojstvo nam daje mogu�nost da uporedimo spektralne

invarijante u Florovoj homologiji za periodiqne orbite sa spektralnim in-

varijantama u Florovoj homologiji za Lagran�eve preseke.

Stav 3.1. Homomorfizam τ∗ indukuje homomorfizam τλ∗ na filtriranim ho-

mologijama

τλ∗ : HF λ
∗ (P : H, J)→ HF λ

∗ (L, P : H, J).

Dokaz. Neka je a ∈ CF λ
∗ (P : H, J) i neka postoji dim�ak u ∈ Mτ (a, x) koji

spaja periodiqnu orbitu a i Hamiltonov put x ∈ CF∗(L, P : H, J). Ho�emo da

poka�emo da x ∈ CF λ
∗ (L, P : H, J), odnosno da je zadovo	ena nejednakost

AP :L
H (x) ≤ λ.
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Odatle �e direktno slediti da τ(a) ∈ CF λ
∗ (L, P : H, J).

Izdvoji�emo jednu pet	u y pomo�u preslikava�a u qiji �e krajevi (ili

bo	e re�i kraj y(0) = y(1)) pripadati podmnogostrukosti L,

y(t) = u(0, t).

Kako a ∈ Ω0(P ) i kako postoji cilindar koji spaja a i y to znaqi da se y tako�e

nalazi u prostoru Ω0(P ). Sa druge strane x ∈ Ω0(P,L) i postoji traka koja

spaja y i x pa �e y pripadati i prostoru Ω0(P,L). Znamo da su funkcionali

dejstva aPH i AP :L
H jednaki na preseku skupova Ω0(P ) i Ω0(P,L). Podsetimo se

da je funkcional aPH definisan u (1.19) dok je funkcional AP :L
H definisan

u (1.31). Dobijamo slede�i niz nejednakosti

AP :L
H (x)− aPH(a) = AP :L

H (x)−AP :L
H (y) + aPH(y) + aPH(a) =

=

∫ +∞

0

d

ds
aH(u(s, ·)) ds+

∫ 0

−∞

d

ds
AH(u(s, ·)) ds =

= −
∫ +∞

−∞

∫ 1

0

ω(∂su, ∂tu−XH(u)) dt ds =

= −
∫ +∞

−∞

∫ 1

0

‖∂su‖2
J ≤ 0.

Dakle, na nivou lanaca je dobro definisano preslikava�e

τλ = τ |CFλ∗ (P :H,J) : CF λ
∗ (P : H, J)→ CF λ

∗ (L, P : H, J).

Pokazali smo da graniqni operatori δ i ∂ quvaju filtraciju, znamo da je

τ lanqasto preslikava�e pa �e i τλ biti lanqasto preslikava�e. Odnosno,

dobili smo homomorfizam me�u filtriranim homologijama, τλ∗ .

Jednostavno se zak	uquje da dijagram na nivou lanqastih kompleksa

CF λ
∗ (P : H, J)

iλ

��

τλ // CF λ
∗ (L, P : H, J)

jλ

��
CF∗(P : H, J) τ // CF∗(L, P : H, J)

komutira. Kako su sve strelice u dijagramu lanqasta preslikava�a dobijamo
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komutativan dijagram na nivou homologija

HF λ
∗ (P : H, J)

iλ∗
��

τλ∗ // HF λ
∗ (L, P : H, J)

jλ∗
��

HF∗(P : H, J)
τ∗ // HF∗(L, P : H, J).

(3.1)

U radu [4] je pokazano da slede�i dijagram komutira

HF∗(P : H, J)
τ∗ // HF∗(L, P : H, J)

HM∗(P : fP , gP )

PSS

OO

ı! // HM∗(L : fL, gL),

PSSL

OO
(3.2)

gde je ı! umker preslikava�e definisano kao kompozicija Poenkareovih duala

i inkluzije

ı! = (PDL)−1 ◦ ı∗ ◦ PDP . (3.3)

Preslikava�e ı∗ je povlaqe�e inkluzije na nivou kohomologija

ı∗ : HM2n−∗(P : −fP , gP )→ HMn−∗(L : −fL, gL),

dok su Poenkareovi duali preslikava�a oblika

PDL : HM∗(L : fL, gL)→ HMn−∗(L : −fL, gL),

PDP : HM∗(P : fP , gP )→ HM2n−∗(P : −fP , gP ).

Funkcije fP : P → R i fL : L → R su Morsove a gP i gL su metrike na P i L

takve da su odgovaraju�i parovi Mors-Smejlovi.

Definisa�emo jox jedan morfizam

χ∗ : HF∗(L, P : H, J)→ HF∗(P : H, J),

koji na nivou lanaca broji taqke mnogostrukostiMχ(x, a) koju smo definisali

u (2.3). U Hamiltonovom putu x ∈ CF∗(L, P : H, J) preslikava�a χ uzima

vrednost

χ(x) =
∑

a∈CF∗(P :H,J)

nχ(x, a) a,

gde je nχ(x, a) broj elemenata kompaktne nuladimenzione mnogostrukosti

Mχ(x, a). Preslikava�e se na ceo kompleks produ�ava po linearnosti. Iz

opisa granice jednodimenzione komponente od Mχ(x, a) sledi da �e χ biti
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lanqasto preslikava�e koje indukuje morfizam na nivou homologija. Pres-

likava�e χ �e indukovati morfizam na nivou filtriranih homologija

χλ∗ : HF λ
∗ (L, P : H, J)→ HF λ

∗ (P : H, J).

Kao i u sluqaju preslikava�a τ mo�e se pokazati da postoji komutativan

dijagram koji uk	uquje filtrirane Florove homologije

HF λ
∗ (L, P : H, J)

jλ∗
��

χλ∗ // HF λ
∗ (P : H, J)

iλ∗
��

HF∗(L, P : H, J)
χ∗ // HF∗(P : H, J).

(3.4)

U radu [4] je tako�e pokazano da postoji komutativan dijagram

HF∗(L, P : H, J)
χ∗ // HF∗(P : H, J)

HM∗(L : fL, g)

PSSL

OO

i∗ // HM∗(P : fP , g),

PSS

OO
(3.5)

gde je i∗ inluzija Morsovih homologija. Funkcija fP je proxire�e funkcije

fL koje je opisano u dokazu Stava 4.5. U tom sluqaju je dobro definisana

inkluzija lanqastih kompleksa

i : CM∗(L : fL, g)→ CM∗(P : fP , g),

koja indukuje homomorfizam na nivou Morsovih homologija.

3.2 PSS u konormalnoj Florovoj homologiji

Sada �emo dati konstrukciju PSS preslikava�a koje uspostav	a izomorfizam

izme�u Morsove homologije od N i Lagran�eve Florove homologije za par

nulto seqe�e oM , konormalno rasloje�e ν
∗N u kotangentnom rasloje�u T ∗M .

Koriste�i kombinovane objekte iz skupova M(p, f ;x,H) i M(x,H; p, f) koji

su definisani u (2.11) i (2.12) preslikava�e definixemo na nivou lanaca.

Da bismo pokazali da je ono lanqasto i da indukuje izomorfizam na nivou ho-

mologija koristi�emo kobordizme pomo�nih modulskih prostora koji su defin-

isani u Poglav	u 2.3.

U ovom poglav	u �emo, radi jednostavnijeg zapisa, umesto CF∗(oM , ν
∗N :

H, J) koristiti oznaku CF∗(H) i CM∗(f) umesto CM∗(N : f, g). Isto

skra�e�e �emo koristiti i u oznakama homologija. Do zabune ne mo�e da
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do�e jer je sada ambijentna mnogostrukost kotangentno rasloje�e T ∗M i kad

god ka�emo Florova homologija mislimo na Lagran�evu Florovu homologiju

HF∗(oM , ν
∗N : H, J). Sliqno, jedina Morsova homologija koju posmatramo

je homologija Morsove funkcije f koja je definisana na podmnogostrukosti

N ⊂M .

Pokazali smo da suM(p, f ;x,H) iM(x,H; p, f) kompaktne mnogostrukosti

dimenzije nula ako va�i relacija mf (p) = µN(x) + 1
2

dimN . Konaqan broj

elemenata ovih mnogostrukosti (modulo 2) �emo oznaqiti sa n(p, f ;x,H) i

n(x,H; p, f). Preslikava�a tipa PSS se definixu kao

φ : CFk(H)→ CMk(f), φ(x) =
∑

mf (p)=k

n(x,H; p, f) p,

ψ : CMk(f)→ CFk(H), ψ(p) =
∑

µN (x)=k− 1
2

dimN

n(p, f ;x,H)x,

na generatorima lanqastih kompleksa a zatim se produ�e po linearnosti. Iz

slede�eg stava mo�emo da zak	uqimo da ova preslikava�a indukuju preslika-

va�a na nivou homologija.

Stav 3.2. Preslikava�a φ i ψ su lanqasta preslikava�a.

Dokaz. Pokaza�emo da va�i (φ ◦ ∂F − ∂M ◦ φ)(x) = 0 za sve x ∈ CFk(H). Ako

krenemo od desne strane dobijemo jednakost

(φ ◦ ∂F − ∂M ◦ φ)(x) =
∑

mf (q)=k−1

( ∑
µN (y)+dimN/2=k−1

n(x, y;H)n(y,H; q, f)

)
q−

−
∑

mf (q)=k−1

( ∑
mf (p)=k

n(x,H; p, f)n(p, q; f)

)
q.

Za q ∈ CMk−1(f) suma, koja figurixe u prethodnom izrazu,∑
µN (y)+dimN/2=k−1

n(x, y;H)n(y,H; q, f)−
∑

mf (p)=k

n(x,H; p, f)n(p, q; f) (3.6)

predstav	a broj elemenata mnogostrukosti⋃
y∈CFk−1(H)

M(x, y;H)×M(y,H; q, f) ∪
⋃

p∈CMk(f)

M(x,H; p, f)×M(p, q; f).

U Stavu 2.4 smo videli smo da je ova unija upravo granica mnogostrukosti

M(x,H; q, f) qija je dimenzija jedan. Znamo da svaka mnogostrukost dimenzije

jedan ima paran broj taqaka u granici pa je izraz (3.6) jednak nuli (naravno,
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u prostoru sa Z2 koeficijentima). Zak	uqujemo da zaista va�i

φ ◦ ∂F = ∂M ◦ φ.

Posmatra�em jednodimenzione komponente mnogostrukosti M(p, f ;x,H) i

opisa �ene granice iz Stava 2.3 mo�emo da zak	uqimo da va�i jednakost

ψ ◦ ∂M = ∂F ◦ ψ.

Dakle, dobili smo preslikava�a na nivou homologija

φ∗ : HFk(H)→ HMk(f),

i

ψ∗ : HMk(f)→ HFk(H).

Teorema 3.3. Preslikava�a φ∗ i ψ∗ su izomorfizmi, inverzni jedan drugome

φ∗ ◦ ψ∗ = I|HM i ψ∗ ◦ φ∗ = I|HF .

Dokaz. Znamo da lanqasto homotopna preslikava�a indukuju ista preslika-

va�a na nivou homologija. Glavna ideja koja se koristi jeste da poka�emo

da su odgovaraju�e kompozicije (na nivou lanaca) lanqasto homotopne jednos-

tavnijim preslikava�ima. Kada ka�emo jednostavnija preslikava�a mislimo

na preslikava�a u qijoj definiciji uqestvuju ma�e komplikovani objekti od

objekata pomo�u kojih smo definisali PSS.

Dokaz �emo podeliti na dva dela. U Delu A pokazujemo da je φ∗ ◦ ψ∗ iden-
titet a u Delu B da va�i ψ∗ ◦ φ∗ = I|HF .

Deo A. Iz naqina na koji smo definisali φ i ψ zak	uqujemo da je

φ∗ ◦ ψ∗(p) =
∑

mf (q)=k

( ∑
µN (x)+dimN/2=k

n(p, f ;x,H)n(x,H; q, f)

)
q.

Suma ∑
µN (x)+dimN/2=k

n(p, f ;x,H)n(x,H; q, f)

je broj elemenata skupa

∪xM(p, f ;x,H)×M(x,H; q, f), (3.7)
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a ova unija je, sa druge strane, deo granice mnogostrukosti ∂M(p, q, f ;H)

definisane u (2.16). Konstruisa�emo nova preslikava�a na nivou

lanaca, l i j. Ovim �elimo da opixemo ostatak granice ∂M(p, q, f ;H)

koji se ne jav	a u (3.7).

Preslikava�e

l : CMk(f)→ CMk(f),

je zadato jednakox�u

l(p) =
∑

mf (q)=k

n(p, q, f ;H) q,

gde je n(p, q, f ;H) broj elemenata mnogostrukosti MR0(p, q, f ;H)

(videti (2.14) za definiciju).

Primedba 3.4. Broj n(p, q, f ;H) mo�emo da vidimo i kao broj pre-

seka perturbovanih holomorfnih diskova sa nestabilnom mnogostruko-

x�u W u(p, f) i stabilnom mnogostrukox�u W s(q, f). Polovina granice

holomorfnih diskova je na nultom seqe�u a druga polovina na konormal-

nom rasloje�u. Kada se pribli�avamo taqkama skoka, perturbacija, koja

figurixe u Koxi-Rimanovoj jednaqini, se glatko sma�uje do nule.

Drugo preslikava�e

j : CMk(f)→ CMk+1(f),

jednako je

j(p) =
∑

mf (r)=k+1

n(p, r, f ;H) r,

gde je n(p, r, f ;H) broj taqaka (modulo 2) mnogostrukostiM(p, r, f ;H) qija

je dimenzija nula. Suma∑
mf (r)=k−1

n(p, r; f)n(r, q, f ;H)

odgovara sumi koja se jav	a u j ◦ ∂M , a∑
mf (r)=k+1

n(p, r, f ;H)n(r, q; f)

odgovara sumi ∂M◦j. Iz opisa granice mnogostrukostiM(p, q, f ;H) datog
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u Stavu 2.5 zak	uqujemo da va�i

φ ◦ ψ − l = ∂M ◦ j + j ◦ ∂M .

Kako su preslikava�a φ i ψ lanqasta zak	uqujemo da je i preslikava�e

l = φ ◦ ψ − ∂M ◦ j − j ◦ ∂M

lanqasto. Odgovaraju�e preslikava�e na nivou homologija, koje je za-

pravo jednako φ∗ ◦ ψ∗, oznaqi�emo sa

l∗ : HMk(f)→ HMk(f).

Sada umesto preslikava�a ψ∗ ◦ φ∗ mo�emo da posmatramo preslikava�e
l∗.

Pokaza�emo da l∗ ne zavisi od Hamiltonijana H (zavisnost od ovog

parametra se jav	a u definiciji MR0(p, q, f ;H) a samim tim i u

n(p, q, f ;H)). Neka su H0 i H1 dva Hamiltonijana sa kompaktnim

nosaqima i Hδ, 0 ≤ δ ≤ 1, homotopija koja ih spaja. Neka je li, i ∈ {0, 1},
preslikava�e koje odgovara Hamiltonijanima Hi. Posmatraju�i mno-

gostrukost M(p, r, f ;Hδ) koja je definisana u (2.20) i �enu topoloxku

granicu opisanu u Stavu 2.8 zak	uqujemo da va�i

l1 − l0 = ∂M ◦ jδ + jδ ◦ ∂M ,

gde je jδ pomo�no preslikava�e koje broji elemente prostora

M(p, r, f ;Hδ). Preciznije, preslikava�e

jδ : CMk(f)→ CMk+1(f),

je na generatorima lanqastog kompleksa jednako

jδ(p) =
∑

mf (r)=k+1

n(p, r, f ;Hδ) r,

gde n(p, r, f ;Hδ) oznaqava broj elemenata (modulo 2) mnogostrukosti

M(p, r, f ;Hδ) qija je dimenzija jednaka nuli. Zak	uqujemo da je na nivou

homologija

l0∗ = l1∗.

110



Mi �emo odabrati homotopiju koja spaja nax Hamiltonijan H i Hamil-

tonijan koji je identiqki jednak nuli. Zak	uqujemo da je preslikava�e

l, a samim tim i φ ◦ ψ, lanqasto homotopno preslikava�u i : CMk(f) →
CMk(f) koje se definixe kao

i(p) =
∑

mf (q)=k

n(p, q, f ; 0) q.

Sada smo kompoziciju na nivou homologija φ∗ ◦ ψ∗ izjednaqili sa i∗.

Deta	nije �emo opisati preslikava�e i. Za dve kritiqne taqke p, q ∈
CM∗(f) ono broji presek mnogostrukosti W u(p, f), W s(q, f) i prostor

holomorfnih diskova (neperturbovanih) qija je granica na oM ∪ ν∗N . U
dokazu Stava 2.3 smo videli da su svi ovakvi diskovi konstantni. Sledi

da n(p, q, f ; 0) predstav	a broj elemenata u preseku W u(p, f) ∩ W s(q, f)

ili, jednostavnije reqeno, to je broj gradijentnih trajektorija koje spa-

jaju taqke p i q. Kako Morsov indeks strogo opada du� netrivijalne

gradijentne trajektorije, a p i q su kritiqne taqke istog Morsovog in-

deksa, takve trajektorije ne�e postojati ako je p 6= q. Drugim reqima,

i = I,

i na nivou lanaca (sada postaje jasnije zaxto smo upotrebili pojam jed-

nostavnija preslikava�a na poqetku dokaza). Na nivou homologija tako�e

dobijamo identiqko preslikava�e.

Deo B. Istu ideju koristimo da bismo pokazali drugi identitet

ψ∗ ◦ φ∗ = I|HF .

Kompozicija ψ ◦ φ je lanqasto homotopna preslikava�u

r : CFk(H)→ CFk(H),

koje se definixe sa

r(x) =
∑

µN (y)=µN (x)

nε0(x, y,H; f) y.

nε0(x, y,H; f) je broj elemenata mnogostrukostiMε0(x, y,H; f) qija je di-

menzija nula (ovu mnogostrukost smo definisali u (2.17)) (preslikava�e
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r je analogija preslikava�a l u Delu A). Lanqasta homotopija se us-

postav	a pomo�u preslikava�a

v : CFk(H)→ CFk+1(H),

koje je definisano sa

v(x) =
∑

µN (y)=µN (x)+1

n(x, y,H; f) y.

n(x, y,H; f) predstav	a broj elemenata (modulo 2) mnogostrukosti

M(x, y,H; f) qija je dimenzija nula (videti (2.19) za definiciju). Iz

opisa granice mnogostrukostiM koji je dat u Stavu 2.7 sledi jednakost

ψ ◦ φ = r + ∂F ◦ v + v ◦ ∂F .

Sada �emo, koriste�i mnogostrukost M(x, y,H; f) koja je definisana

u (2.18), pokazati da je r∗, preslikava�e na nivou homologija, nezavisno

od izbora paramentra ε0. Neka su r0 i r1 preslikava�a na nivou lanaca

koja odgovaraju vrednostima ε0 i ε1. Definixemo preslikava�e

s : CFk(H)→ CFk+1(H),

na generatorima lanqastog kompleksa kao

s(x) =
∑

µN (y)+=µN (x)+1

n(x, y,H; f) y,

gde je n(x, y,H; f) broj elemenata mnogostrukosti M(x, y,H; f). Iz

Stava 2.6 sledi

r0 − r1 = s ◦ ∂F + ∂F ◦ s,

odnosno, na nivou homologija dobijemo ista preslikava�a

r0∗ = r1∗.

Kada pro�emo limesom ε→ 0 zak	uqujemo da je ψ ◦φ homotopno preslika-
va�u

ĩ : CFk(H)→ CFk(H),
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koje definixemo jednakox�u

ĩ(x) =
∑

µN (y)=µN (x)

ñ(x, y;H) y.

ñ(x, y;H) oznaqava broj elemenata mnogostrukosti M̃(x, y;H) koju smo

definisali u (2.8). Koriste�i mnogostrukost M̌(x, y;H) qija je dimen-

zija jedan i opis �ene granice koji je dat u (2.10) zak	uqujemo da je ĩ

(odnosno ψ ◦ φ) lanqasto homotopno preslikava�u

k : x 7→
∑

µN (y)=µN (x)

nR0(x, y;H) y,

gde nR0(x, y;H) broji elemente mnogostrukosti MR0(x, y;H) qija je di-

menzija nula (videti (2.9) za definiciju). Ako postoji holomorfna traka

koja spaja Hamiltonove puteve x i y tada je µN(x) > µN(y) pa zak	uqujemo

da je

nR0(x, y;H) =

1, x = y,

0, x 6= y.

Drugim reqima, preslikava�e k indukuje identitet u homologiji

HF∗(H).

Pokaza�emo da su naxa PSS preslikava�a φ∗ i ψ∗ prirodna, u smislu

da komutiraju sa izomorfizmima u Morsovoj i Florovoj homologiji za iz-

bor razliqitih parametara. Preslikava�e Tαβ koje uspostav	a izomorfizam

izme�u Morsovih homologija za dva razliqita Mors-Smejlova para (fα, gα) i

(fβ, gβ) smo definisali u Poglav	u 1.3. Preslikava�e Sαβ je definisano u

Poglav	u 1.7.1. Ono uspostav	a izomorfizam izme�u konormalnih Florovih

homologija HF∗(oM , ν
∗N : H, J) za izbor razliqitih Hamiltonijana i skoro

kompleksnih struktura. Pita�e prirodnosti, odnosno saglasnosti PSS sa

ovim preslikava�ima nije trivijalno. Preslikava�a S i T broje objekte ra-

zliqitog tipa. Broja�em gradijentnih trajektorije, koje predstav	aju rex-

e�a obiqnih diferencijalnih jednaqina, definixemo preslikava�e T, dok S

broji rexe�a parcijalnih diferencijalnih jednaqina.
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Teorema 3.5. Dijagram

HFk(oM , ν
∗N : Hα, Jα)

Sαβ // HFk(oM , ν
∗N : Hβ, Jβ)

HMk(N : fα, gα)
Tαβ //

ψα∗

OO

HMk(N : fβ, gβ),

ψβ∗

OO

komutira.

Dokaz. Ideja dokaza je da se poka�e da su σαβ ◦ψα i ψβ ◦ταβ lanqasto homotopna
preslikava�a. Kako oni generixu (redom) Sαβ ◦ ψα∗ i ψβ∗ ◦ Tαβ sledi�e da

dijagram zaista komutira.

Dokaz �emo izvesti u dva koraka. U Koraku 1 definixemo novo preslika-

va�e χ koje �e biti homotopno preslikava�u σαβ ◦ψα a u Koraku 2 definixemo
preslikava�e ξ homotopno ψβ ◦ ταβ. U zak	uqku dokaza pokazujemo da su χ i ξ

lanqasto homotopna preslikava�a.

Korak 1. Na osnovu definicija preslikava�a σαβ i ψ
α znamo da je

(σαβ ◦ ψα)(pα) =
∑
xα,xβ

n(pα, fα;xα, Hα)n(xα, xβ;Hαβ, Jαβ)xβ.

Drugim reqima, σαβ ◦ ψα broji elemente skupa⋃
xα,xβ

M(pα, fα;xα, Hα)×M(xα, xβ;Hαβ, Jαβ). (3.8)

Podsetimo se da smo M(xα, xβ;Hαβ, Jαβ) definisali u (1.24). Unija u

izrazu (3.8) je uzeta po svim xα, xβ za koje va�i

mfα(pα) = µN(xα) +
1

2
dimN = µN(xβ) +

1

2
dimN.

Neka je T > 0 realan parametar i neka je Hαβ
T,s glatka homotopija koja

spaja Hα i Hβ, odnosno

Hαβ
T,s =

Hα, s ≤ T,

Hβ, s ≥ T + 1.

Zajedno sa tim posmatra�emo i homotopiju izme�u skoro kompleksnih

struktura Jα i Jβ

JαβT,s =

Jα, s ≤ T,

Jβ, s ≥ T + 1.
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Definixemo modulski prostor

M̆(pα, fα;xβ, Hαβ
T,s) =



(T, γ, u)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

T > T0,

γ : (−∞, 0]→ N,

u : R× [0, 1]→ T ∗M,
dγ
ds

= −∇gαf
α(γ),

∂u
∂s

+ JαβT,s(
∂u
∂t
−Xρ+

RH
αβ
T,s

(u)) = 0,

E(u) < +∞,
γ(−∞) = pα,

u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ ν∗N, s ∈ R,
u(+∞, t) = xβ(t),

γ(0) = u(−∞)



.

Koriste�i iste ideje kao u analizi modulskih prostora u Poglav	u 2.3,

zak	uqujemo da granicu od M̆ mo�emo opisati kao

∂M̆(pα, fα;xβ, Hαβ
T,s) =M(pα, fα;xβ, Hαβ

T0,s
)

∪
⋃
xα

M(pα, fα;xα, Hα)×M(xα, xβ;Hαβ, Jαβ)

∪
⋃
qα

M(pα, qα; fα, gα)× M̆(qα, fα;xβ, Hαβ
T,s)

∪
⋃
yβ

M̆(pα, fα; yβ, Hαβ
T,s)×M(yβ, xβ;Hβ, Jβ).

Prvi element prethodne unije je ve� opisan u (2.22) (dobije se za jednu

fiksiranu homotopiju Hαβ
s = Hαβ

T0,s
). Uvodimo novo preslikava�e χ koje

broji elemente (po modulu 2) mnogostrukostiM(pα, fα;xβ, Hαβ
s )

χ(pα) =
∑
xβ

n(pα, fα;xβ, Hαβ
s )xβ.

Iz opisa topoloxke granice M̆ zak	uqujemo da su χ i σαβ ◦ ψα lanqasto
homotopna preslikava�a.

Korak 2. Druga kompozicija zadovo	ava jednakost

ψβ ◦ ταβ(pα) =
∑
pβ ,xβ

n(pα, pβ; fαβ, gαβ)n(pβ, fβ;xβ, Hβ)xβ.
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Sada, ψβ ◦ ταβ broji elemente skupa⋃
pβ ,xβ

M(pα, pβ; fαβ, gαβ)×M(pβ, fβ;xβ, Hβ),

gde jeM(pα, pβ; fαβ, gαβ) definisano u (1.2). U prethodnom izrazu unija

je uzeta po elementima pβ, xβ koji zadovo	avaju jednakosti

mfα(pα) = mfβ(pβ) = µN(xβ) +
1

2
dimN.

Definixemo preslikava�e ξ koje broji elemente mnogostrukosti

M(pα, fαβs ;xβ, Hβ). Sledi, sliqno kao u Koraku 1, da su ξ i ψβ ◦ ταβ
lanqasto homotopna preslikava�a.

Posmatraju�i modulski prostor M̂(pα, fαβs,δ ;xβ, Hαβ
s,δ ) koji smo definisali

u (2.21), pokaza�emo da su χ i ξ lanqasto homotopni. Definixemo lanqasti

homomorfizam

j : CMk−1(fα)→ CFk(H
β),

j(pα) =
∑

µN (xβ)+dimN/2=k

n̂(pα, fαβs,δ ;xβ, Hαβ
s,δ )xβ,

gde je n̂(pα, fαβs,δ ;xβ, Hαβ
s,δ ) broj elemenata mnogostrukosti M̂(pα, fαβs,δ ;xβ, Hαβ

s,δ ) di-

menzije nula. Iz Stava 2.9 u kom smo dali opis granice ∂M̂ sledi jednakost

ξ − χ+ j ◦ ∂M + ∂F ◦ j = 0.

3.3 PSS u Florovoj homologiji za otvorene skupove

U ovom poglav	u konstruixemo izomorfizme spomenute u (1.43) i (1.50) tako

xto singularne homologije modeliramo odgovaraju�im Morsovim homologi-

jama. Glavna ideja je da prvo konstruixemo izomorfizme za aproksimacije

Υ od konormalnih skupova ν∗−U i ν∗+U , xto je zadatak Poglav	a 3.3.1. Nakon

toga u Poglav	u 3.3.2 ispitujemo kako se ti izomorfizmi ponaxaju u direkt-

nom limesu.

Podsetimo se da je ambijent u kom se nalazimo kotangentno rasloje�e, T ∗M .

U bazi, zatvorenoj mnogostrukosti M , posmatramo otvoren skup U ⊂ M sa

glatkom granicom ∂U . Ovakvom skupu pridru�ujemo negativan konormalan
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skup, ν∗−U , definisan u (1.33) i pozitivan konormalan skup, ν∗+U , definisan

u (1.47). Florovu homologiju za otvoren skup U , modeliranu negativnim konor-

malnim skupom, definisali smo u (1.42) kao direktan limes Florovih ho-

mologija za par (oM ,Υ) gde je Υ aproksimacija od ν∗−U . Ovu homologiju smo

oznaqavali sa HF−∗ (H,U : M). Kao xto smo istakli u Poglav	u 1.8 bi�e nam

potrebna i Florova homologija za otvoren skup U , modelirana pozitivnim

konormalnim skupom. Ovu homologiju smo oznaqavali sa HF+
∗ (H,U : M), a

definisali smo je u (1.49) kao direktan limes po aproksimacijama od ν∗+U .

U celom poglav	u �emo pretpostaviti da radimo sa Hamiltonijanom H :

T ∗M×[0, 1]→ R qiji je nosaq kompaktan skup i koji zadovo	ava slede�e uslove

φ1
H(oM) t oM , φ1

H(oM) ∩ oM |∂U = ∅, φ1
H(oM) t ν∗−U. (3.9)

3.3.1 PSS za aproksimacije

Neka je f ∈ F− Morsova funkcija i p ∈ Crit(f) ∩ U kritiqna taqka. Od-

aberimo aproksimaciju Υ koja je dovo	no blizu ν∗−U , u smislu da za sve

x ∈ CF∗(oM ,Υ : H, J) va�i (2.28). Za prethodno opisane izbore u (2.29) defin-

isali smo modulski prostor M(p, x) koji �e biti kompaktna mnogostrukost

dimenzije nula ako je mf (p) = µ(x). Sada na nivou lanaca definixemo pres-

likava�e

φΥ : CMk(U : f, g)→ CFk(oM ,Υ : H, J),

jednakox�u

φΥ(p) =
∑
x∈CFk

n(p, x)x,

gde n(p, x) oznaqava broj elemenata odM(p, x).

Neka je sada f Morsova funkcija iz druge klase F+ ⊂ C∞(M) i p ∈ Crit(f)∩
U . Mnogostrukost M(x, p), definisana u (2.33), bi�e kompaktna i dimenzije

nula ako je mf (p) = µ(x). Oznaqimo sa n(x, p) broj elemenata po modulu 2 te

mnogostrukosti. Definixemo jox jedno preslikava�e

ψΥ : CFk(oM ,Υ : H, J)→ CMk(U : f),

koje je na generatorima lanqastog kompleksa zadato sa

ψΥ(x) =
∑

p∈CMk

n(x, p) p,

a da	e produ�eno po linearnosti.
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Preslikava�a φΥ i ψΥ �e biti lanqasta preslikava�a.

Stav 3.6. Preslikava�a φΥ i ψΥ indukuju homomorfizme na nivou homologija

ΦΥ : HMk(U : f−, g)→ HFk(oM ,Υ : H, J),

i

ΨΥ : HFk(oM ,Υ : H, J)→ HMk(U : f+, g),

za sve f± ∈ F±

Dokaz ovog stava sliqan je dokazu Stava 3.2. Izostav	amo ga jer smo sve

neophodne korake ve� izveli. Opisali smo granice jednodimenzionih mno-

gostrukosti M(p, x) M(x, p) (Stav 2.11 i (2.34)) xto je dovo	no da bi se

pokazale relacije ΦΥ ◦ ∂M = ∂F ◦ ΦΥ i ΨΥ ◦ ∂F = ∂M ◦Υ.

Primetimo da sada ne mo�emo da se pitamo da li su ovi homomorfizmi

inverzni jedan drugom (xto smo imali u sluqaju PSS-a u Florovoj homologiji

sa konormalnim graniqnim uslovima, Teorema 3.3). Pita�e nema smisla jer

se ne poklapaju domen preslikava�a ΦΥ i kodomen od ΨΥ. Istaknimo jox

jednom da je ΦΥ definisano pomo�u Morsovih funkcija iz klase F−, dok smo za
konstrukciju preslikava�a ΨΥ koristili funkcije iz F+. Ipak, Poenkareov

dual PDg
M u Morsovoj homologiji, definisan u (1.12), i Poenkareov dual u

Florovoj homologiji za aproksimacije PDΥ
F , definisan u (1.52), daju nam vezu

izme�u ΦΥ i ΨΥ. O tome govori slede�i stav.

Stav 3.7. Neka je f ∈ F−. Tada slede�i dijagram komutira

HMk(U : f, g)

PDgM
∼=
��

ΦΥ
// HFk(oM ,Υ : H, J)

PDΥ
F
∼=
��

HMn−k(U : −f, g) HFn−k(oM ,Υ : H, J).ΨΥ
oo

Iz ovog dijagrama zak	uqujemo da su preslikava�a ΦΥ i ΨΥ izomorfizmi.

Dokaz. Pokaza�emo da va�i

ΨΥ ◦ PDΥ
F ◦ ΦΥ = PDg

M .

Leva strana dejstvuje na kritiqnu taqku p ∈ CMk(U : f, g) kao

ΨΥ ◦ PDΥ
F ◦ ΦΥ(p) =

∑
m−f (q)=n−k

 ∑
µ(x)=k

n(p, x)n(x, q)

 q.
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Oqigledno je n(x, q) = n(x, q) gde je

n(x, q) = ]2M(x, oM ,Υ, H, J ; p,−f, g)

pri qemu smo ovu mnogostrukost definisali u (2.33). Primetimo da ovde ne-

mamo anti-simplektiqke parametre, Υ, H, J , kao u samoj definiciji (2.33).

Sada posmatramo perturbovane holomorfne trake pri qemu je perturbacija

zadata sa H a granica traka je na oM ∪Υ. Xto se tiqe preseka sa negativnim

gradijentnim trajektorijama od −f tu se nixta ne me�a jer u(+∞) ∈ oM ∩Υ ⊂
oU pa je u(+∞) = u(+∞). Suma

∑
µ(x)=k

n(p, x)n(x, q) predstav	a broj elemenata

mnogostrukosti⋃
x

M(p, f, g;x, oM ,Υ, H, J)×M(x, q, OM ,Υ : −f,H, J, g). (3.10)

qija je dimenzija jednaka nuli. U ostatku dokaza koristimo modulske pros-

tore definisane u Poglav	u 2.5. Mnogostrukost (3.10) �e biti deo granice

mnogostrukosti M(p, q : oM ,Υ;±f,H, J) koju smo definisali u (2.36). Cela

granica ove jednodimenzione mnogostrukosti je oblika

∂M(p, q : oM ,Υ;±f,H, J) =MR0(p, q : oM ,Υ;±f,H, J)∪⋃
x∈CFk(H)

M(p, f, g;x, oM ,Υ, H, J)×M(x, q, OM ,Υ : −f,H, J, g)∪

⋃
r∈CMk−1(f)

M(p, r; f, g)×M(r, q : oM ,Υ;±f,H, J)∪

⋃
r∈CMn−k+1(−f)

M(p, r : oM ,Υ;±f,H, J)×M(r, q;−f, g).

MnogostrukostMR0(p, q : oM ,Υ;±f,H, J), koja se pojav	uje u prethodnoj uniji,

definisana je u (2.35). Ovakav opis granice nam ka�e da �e preslikava�e

ΨΥ ◦ PDΥ
F ◦ ΦΥ biti lanqasto homotopno preslikava�u

p 7→
∑

q∈CMn−k(−f)

nR0(p, q) q,

gde nR0(p, q) predstav	a broj taqaka nuladimenzione mnogostrukostiMR0(p, q :

oM ,Υ;±f,H, J). Kao i u dokazu Teoreme 3.3 mo�e se pokazati da posled�e

preslikava�e, na nivou homologija, ne zavisi od parametra R0. Specijalno,

uzmimo da je R0 = 0. Holomorfne trake koje brojimo uMR0=0 imaju granicu

na taqnim Lagran�evim podmnogostrukostima oM ∪Υ i va�i hΥ|oU = 0. Takve

119



trake mogu da budu samo konstantne. Sveli smo naxe preslikava�e na broja�e

parova (γ−, γ+) za koje va�i
γ− : (−∞, 0]→ U, γ+ : [0,+∞)→ U,

γ̇± = −∇(±f)(γ±),

γ−(−∞) = p, γ+(+∞) = q,

γ−(0) = γ+(0).

To znaqi da se negativnom gradijentnom trajektorijom od f kre�emo iz taqke

p do neke taqke (koja nije kritiqna taqka funkcije f). Zatim se iz te taqke

vra�amo nazad jer se kre�emo du� negativne gradijentne trajektorije od −f .
Jedino gde mo�emo da zavrximo to je kritiqna taqa p koju vidimo kao element

kompleksa CMn−k(U : −f, g). Dakle, broj takvih parova je 1 ako je p = q a inaqe

je jednak 0. Zak	uqujemo da je ΨΥ ◦PDΥ
F ◦ΦΥ lanqasto homotopno preslikava�u

PDg
M .

Sada �emo pokazati da su preslikava�a ΨΥ i ΦΥ prirodna, u smislu da

komutiraju sa kanonskim izomorfizmima

SΥ
αβ : HF∗(oM ,Υ : Hα, Jα)→ HF∗(oM ,Υ : Hβ, Jβ)

i

Tαβ : HM∗(U : fα, gα)→ HM∗(U : fβ, gβ),

koji su definisani (redom) u (1.39), Poglav	e 1.8 i (1.3), Poglav	e 1.3. Sa

ΦΥ
α : HMk(U : fα, gα)→ HFk(oM ,Υ : Hα, Jα),

ΨΥ
α : HFk(oM ,Υ : Hα, Jα)→ HMk(U : fα, gα)

�emo oznaqiti PSS homomorfizme kojima odgovara izbor parametara

(fα, gα, Hα, Jα).

Stav 3.8. Slede�i dijagrami su komutativni

HFk(oM ,Υ : Hα, Jα)
SΥ
αβ−→ HFk(oM ,Υ : Hβ, Jβ)

ΨΥ
α ↓ ↓ ΨΥ

β

HMk(U : fα, gα)
Tαβ−→ HMk(U : fβ, gβ)

(3.11)
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i

HFk(oM ,Υ : Hα, Jα)
SΥ
αβ−→ HFk(oM ,Υ : Hβ, Jβ)

ΦΥ
α ↑ ↑ ΦΥ

β

HMk(U : fα, gα)
Tαβ−→ HMk(U : fβ, gβ).

Primedba 3.9. Jasno je da u prethodnom dijagramu Morsove funkcije fα i

fβ uzimamo iz klase F− kada su one argumenti domena funkcije ΦΥ. A kada

su Morsove funkcije argumenti domena funkcije ΨΥ onda ih biramo iz klase

F+.

Dokaz. Homomorfizam Tαβ ◦ΨΥ
α jednak je, na nivou homologija, preslikava�u

K koje je na generatorima lanqastog kompleksa zadato sa

K(xα) =
∑
pβ

ñT0(xα, pβ) pβ,

gde je ñT0(xα, pβ) broj elemenata (po modulu 2) nuladimenzione komponente mno-

gostrukosti M̃T0(xα, oM ,Υ, Hα, Jα; pβ, fαβ,T , gαβ,T ) koju smo definisali u (2.37).

Jednakost preslikava�a (na nivou homologija), Tαβ ◦ ΨΥ
α = K

sledi iz opisa topoloxke granice jednodimenzione mnogostrukosti

M̃(xα, oM ,Υ, Hα, Jα; pβ, fαβ,T , gαβ,T ) koju smo definisali u (2.38). Jednos-

tavno zak	uqujemo da va�i

∂M̃(xα, oM ,Υ, Hα, Jα; pβ, fαβ,T , gαβ,T ) =

M̃T0(xα, oM ,Υ, Hα, Jα; pβ, fαβ,T , gαβ,T )∪⋃
pα

M(xα, oM ,Υ, Hα, Jα; pα, fα, gα)×M(pα, pβ; fαβ, gαβ)⋃
yα

M(xα, yα : oM ,Υ;Hα, Jα)× M̃(yα, oM ,Υ, Hα, Jα; pβ, fαβ,T , gαβ,T )⋃
qβ

M̃(xα, oM ,Υ, Hα, Jα; qβ, fαβ,T , gαβ,T )×M(qβ, pβ : fβ, gβ).

Na sliqan naqin zak	uqujemo da je preslikava�e ΨΥ
β ◦ SΥ

αβ jednako pres-

likava�u koje L,

L(xα) =
∑
pβ

ňT0(xα, pβ) pβ,

indukuje na nivou homologija. Ovde ňT0(xα, pβ) oznaqava broj taqaka mno-

gostrukosti M̌T0(xα, oM ,Υ, Hαβ,T , J
αβ,T ; pβ, fβ, gβ) koju smo definisali u (2.39).

Kao i malopre, uvodimo parametrizovanu verziju mnogostrukosti M̌T0 koja je
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definisana kao

M̌(xα,oM ,Υ, Hαβ,T , J
αβ,T ; pβ, fβ, gβ) = {(γ, u, T ) |

(γ, u) ∈ M̌T (xα, oM ,Υ, Hαβ,T , J
αβ,T ; pβ, fβ, gβ), T > T0 } .

Zatim iz opisa �ene granice zak	uqujemo da va�i

ΨΥ
β ◦ SΥ

αβ = L.

Preostalo nam je da poka�emo da su preslikava�a K i L jed-

naka na nivou homologija. Posmatra�em jednodimenzione mnogostrukosti

M̂(xα, oM ,Υ, Hαβ,λ, Jαβ,λ; pβ, fαβ,λ, gαβ,λ) koju smo definisali u (2.40) iz opisa

�ene granice (2.41) sledi jednakost

K = L.

3.3.2 PSS u direktnom limesu

U ovom poglav	u ispitujemo kako se preslikava�a ΦΥ i ΨΥ sla�u sa direktnim

limesima pomo�u kojih smo definisali Florove homologije za otvoren skup.

Podsetimo se da smo preslikava�e

Gαβ : HM∗(U : f, gα)→ HM∗(U : f, gβ),

koje uspostav	a izomorfizam izme�u Morsovih homologija za razliqit izbor

metrika definisali u Poglav	u 1.3. Preslikava�a

Fαβ : HFk(oM ,Υα : H, Jα)→ HFk(oM ,Υβ : H, Jβ),

koja povezuju Florove homologije za dve aproksimacije Υα i Υβ od ν
∗
−U , defin-

isali smo u Poglav	u 1.8. U istom poglav	u smo definisali povezuju�e homo-

morfizme za aproksimacije pozitivnog konormalnog skupa

F+
αβ : HFk(oM ,Υα : H, Jα)→ HFk(oM ,Υβ : H, Jβ).
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Radi lakxeg zapisa koristi�emo skra�ene oznake u slede�em stavu

HMk(gα) ≡ HMk(U : f, gα),

HFk(Υα) ≡ HFk(oM ,Υα : H, Jα),

Φα ≡ ΦΥα ,

Ψα ≡ ΨΥα .

Stav 3.10. Slede�i dijagrami su komutativni

· · · −→ HMk(gα)
Gαβ−→ HMk(gβ)

Gβγ−→ HMk(gγ) −→ · · ·
↓ Φα ↓ Φβ ↓ Φγ

· · · −→ HFk(Υα)
Fαβ−→ HFk(Υβ)

Fβγ−→ HFk(Υγ) −→ · · ·

(3.12)

i

· · · −→ HFk(Υα)
F+
αβ−→ HFk(Υβ)

F+
βγ−→ HFk(Υγ) −→ · · ·

↓ Ψα ↓ Ψβ ↓ Ψγ

· · · −→ HMk(gα)
Gαβ−→ HMk(gβ)

Gβγ−→ HMk(gγ) −→ · · ·

(3.13)

Dokaz. Za dokaz ovog stava koriste se ideje koje smo ve� izneli u dokazu

Stava 3.8. Uvodimo kombinovane modulske prostore koji su zadati kao parovi

gradijentnih trajektorija i holomorfnih traka. Sada variramo Rimanovu

metriku kod gradijentnih trajektorija i variramo graniqne uslove za pertur-

bova�e holomorfne trake. Argumentima kobordizama pokazujemo da su pres-

likava�a Φβ ◦Gαβ i Fαβ ◦ Φα (odnosno Ψβ ◦ F+
αβ i Gαβ ◦ Ψα) jednaka na nivou

homologija.

Iz komutativnosti dijagrama (3.12) i (3.13) sledi da mo�emo da pro�emo

direktnim limesom kroz preslikava�a ΨΥ i ΦΥ.

Stav 3.11. Neka su f±∈F± ⊂ C∞(M) dve Morsove funkcije. Tada postoje

homorfizmi

Φ : HMk(U : f−)→ HF−k (H,U : M),

i

Ψ : HF+
k (H,U : M)→ HMk(U : f+).

Dokaz. Izvex�emo konstrukciju preslikava�a Φ qiji je domen vektorski pros-

tor koji je dobijen kao direktan limes. Ovo je poznata algebarska konstrukcija

i izvodimo je zbog celovitosti izlaga�a.
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Prvi nax korak �e biti da definixemo preslikava�e Φ. Neka je [p] ∈
HMk(U : f−). To znaqi da postoji neka metrika gα tako da p ∈ HMk(U : f−, gα).

Sada je dobro definisano preslikava�e

Φα : HMk(U : f−, gα)→ HF∗(oM ,Υα : H, Jα)

za neku aproksimaciju Υα i neku skoro kompleksnu strukturu Jα. Definixemo

Φ([p]) = [Φα(p)].

Slede�i korak je da poka�emo da je ovako preslikava�e Φ dobro defin-

isano, odnosno da ne zavisi od izbora predstavnika klase. Neka, za neki drugi

element zadat Rimanovom metrikom gβ,

q ∈ HMk(U : f−, gβ),

va�i

[p] = [q].

Jednakost u direktnom limesu znaqi da postoji neka tre�a Rimanova metrika

gγ tako da va�i

Gαγ(p) = Gβγ(q).

Iz komutativnosti dijagrama (3.12) zak	uqujemo da va�i

Φγ(Gβγ(q)) = Fβγ(Φ
β(q))

i

Φγ(Gαγ(p)) = Fαγ(Φ
α(p)).

Zak	uqujemo da va�i

Fβγ(Φ
β(q)) = Fαγ(Φ

α(p)).

Po definiciji direktnog limesa to znaqi da su klase [Φα(p)] i [Φβ(q)] jednake

u HF−∗ (H,U : M). Zak	uqujemo, preslikava�e Φ je dobro definisano. Ono �e

biti homorfizam jer je svako od preslikava�a Φα tako�e homomorfizam.

Preslikava�e Ψ se definixe na sliqan naqin.

Ovako definisani homomorfizmi su zapravo preslikava�a tipa PSS.

Kao i u sluqaju konormalne Florove homologije, oni �e biti izomorfizmi.

Ali ne jedan drugom inverzni, jer smo ve� naglasili da takva kompozicija

nema smisla. Povezani su, kao i u sluqaju preslikava�a za aproksimacije,
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Poenkareovim dualima koje smo definisali u (1.13) i (1.53).

Teorema 3.12. Neka je f ∈ F−. Iz komutativnosti slede�eg dijagrama

HMk(U : f)

PDM ∼=
��

Φ // HF−k (H,U : M)

PDF ∼=
��

HMn−k(−f, U) HF+
n−k(H,U : M)Ψoo

zak	uqujemo da su preslikava�a Φ i Ψ izomorfizmi.

Dokaz. Na osnovu Stava 3.7 znamo da va�i

Ψα ◦ PDΥα
F ◦ Φα = PDgα

M .

Neka je pα ∈ HMk(U : f, gα) predstavnik klase [pα] ∈ HMk(U : f). Tada va�i

Ψ ◦ PDF ◦ Φ([pα]) = Ψ ◦ PDF ([Φα(pα)])

= Ψ([PDΥα
F ◦ Φα(pα))]

= [Ψα ◦ PDΥα
F ◦ Φα(pα)]

= [PDgα
M (pα)] = PDM([pα]).

Sada �emo pokazati prirodnost preslikava�a Φ i Ψ (prirodnost u smislu

Teoreme 3.5). Podsetimo se da smo u (1.5), Poglav	e 1.3, definisali kanonsko

preslikava�e

Tαβ : HM∗(U : fα)→ HM∗(U : fβ),

koje uspostav	a izomorfizam izme�u Morsovih homologija za razliqit izbor

Morsovih funkcija fα, fβ ∈ F− ili fα, fβ ∈ F+. Kanonsko preslikava�e

koje uspostav	a izomorfizam izme�u Florovih homologija za otvoren skup

smo definisali u Poglav	u 1.8, i to za homologije modelirane negativnim

konormalnim skupom u (1.46),

S−αβ : HF−∗ (Hα, U : M)→ HF−∗ (Hβ, U : M).

A za homologije modelirane pozitivnim konormalnim skupom preslikava�e

S+
αβ : HF+

∗ (Hα, U : M)→ HF+
∗ (Hβ, U : M),

je definisano u (1.51).
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Teorema 3.13. Izomorfizmi Φ i Ψ komutiraju sa prirodnim izomorfizmima

u Morsovoj i Florovoj homologiji. Preciznije, neka su date Morsove funkcije

f±α , f
±
β ∈ F± i Hamiltonijani Hα, Hβ. Oznaqimo sa Ψα,Ψβ PSS izomorfizme

u pozitivnoj homologiji, a sa Φα,Φβ izomorfizme u sluqaju negativne ho-

mologije. Tada su slede�i dijagrami komutativni

HF+
k (Hα, U : M)

S+
αβ−→ HF+

k (Hβ, U : M)

Ψα ↓ ↓ Ψβ

HMk(U : f+
α )

Tαβ−→ HMk(U : f+
β )

.

i

HF−k (Hα, U : M)
S−αβ−→ HF−k (Hβ, U : M)

Φα ↑ ↑ Φβ

HMk(U : f−α )
Tαβ−→ HMk(U : f−β ).

Dokaz. Pokaza�emo komutativnost prvog dijagrama. Komutativnost drugog se

pokazuje na isti naqin.

Podsetimo se da smo pokazali da odgovaraju�i dijagram za aproksimacije

komutira (3.11). Dakle, na klasama iz prostora koji je dobijen kao diretan

limes imamo jednakost

Tαβ ◦Ψα([xa]) = Tαβ

([
ΨΥa
α (xa)

])
=

=
[
T gaαβ

(
ΨΥa
α (xa)

)]
=

= [ΨΥa
β

(
SΥa
αβ (xa)

)
] =

= Ψβ

(
[SΥa
αβ (xa)]

)
= Ψβ ◦ S+

αβ([xa]),

za sve [xa] ∈ HF+
k (Hα, U : M).
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4 Prozvodi

Ova glava je posve�ena dub	em izuqava�u algebarskih struktura Florovih

homologija koje smo definisali u Glavi 1. Naime, broja�em raznih

perturbovano-holomorfnih Rimanovih povrxi koje smo definisali u Glavi 2

mo�emo da definixemo proizvode na jednoj Florovoj homologiji ili da sparu-

jemo elemente iz dve razliqite Florove homologije. Ovaj drugi sluqaj je

prikazan u Poglav	u 4.1 gde broja�em pantalona kod kojih je jedna nogav-

ica ,,zakrp	ena" a ivica druge nogavice je na Lagran�evoj podmnogostrukosti

sparujemo element Florove homologije za periodiqne orbite sa elementom

Florove homologije za Lagran�eve preseke. Rezultati ovog poglav	a deo su

koautorskog rada sa J. Kati� i D. Milinkovi�em [25].

Ako brojimo pantalone kod kojih na rascepu izme�u nogavica imamo skok,

pri qemu se jedan deo te komponente granice slika na nulto seqe�e a drugi deo

na konormalno rasloje�e dobijemo proizvod na Florovoj homologiji za par

(oM , ν
∗N). Ono xto ovaj proizvod razlikuje od do sada poznatih proizvoda

jeste xto su do sada poznati proizvodi oblika

HF∗(L0, L1)⊗HF∗(L1, L2)→ HF∗(L0, L2).

Odnosno nisu na Florovoj homologiji za isti par. Nax proizvod je oblika

HF∗(oM , ν
∗N)⊗HF∗(oM , ν∗N)→ HF∗(oM , ν

∗N),

odnosno sparuje elemente iz Florovih homologija za isti par. Konstrukcija

ovog proizvoda data je u Poglav	u 4.2 i deo je autorovog rada [24]. Tako�e je

pokazano da ovaj proizvod, komponovan sa PSS preslikava�em u konormalnoj

Florovoj homologiji, daje spo	ax�i indeks preseka u Morsovoj homologiji.

Sliqnu ideju (prisustvo skoka na rascepu izme�u nogavica) smo iskoris-

tili u definisa�u proizvoda na Florovoj homologiji za otvoren skupu u

Poglav	u 4.3. Kao i u sluqaju definisa�a morfizama, prozvod smo prvo

definisali na homologiji za aproksimaciju a zatim pokazali da se tako defin-

isan proizvod sla�e sa direktnim limesom. Konstukcija ovog proizvoda deo

je koautorskog rada [61].

4.1 Florova homologija kompaktnih podmnogostrukosti

U ovom poglav	u �emo konstruisati proizvod koji sparuje element Florove

homologije za periodiqne orbite (definisane u Poglav	u 1.6) i Florove ho-
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mologije kompaktne Lagran�eve podmnogostrukosti (definisane u Poglav	u

1.7.2). Proizvod se definixe broja�em perturbovano holomorfnih Rimanovih

povrxi koje smo definisali u Poglav	u 2.1.

Teorema 4.1. Neka je (P, ω) zatvorena simplektiqka mnogostrukost i L ⊂ P

�ena zatvorena Lagran�eva podmnogostrukost takva da je par (P,L) rela-

tivno asferiqna podmnogostrukost (odnosno, zadovo	ava uslov (1.28)). Date

su tri Hamiltonove funkcije Hj : P × [0, 1] → R, j ∈ {1, 2, 3} i tri skoro

kompleksne strukture Jj pri qemu su odgovaraju�i parovi regularni. Tada

postoji proizvod

� : HF∗(P : H−1 , J
−
1 )⊗HF∗(L, P : H−2 , J

−
2 )→ HF∗(L, P : H+, J+),

koji, za izbor Hamiltonijana H−2 = H+, na Florovoj homologiji za La-

gran�eve preseke HF∗(L, P : H−2 , J
−
2 ) zadaje strukturu modula nad Florovom

homologijom za periodiqne orbite HF∗(P : H−1 , J
−
1 ).

Dokaz. Ovaj proizvod je definisan broja�em perturbovanih holomorfnih Ri-

manovih povrxi koje su nalik pantalonama, Σ̃ iz Poglav	a 2.1. Neka je

a ∈ CF∗(P : H−1 , J
−
1 ) Hamiltonova orbita i neka su x ∈ CF∗(L, P : H−2 , J

−
2 ),

y ∈ CF∗(L, P : H+, J+) Hamiltonovi putevi. Za definisa�e preslikava�e �
na nivou lanaca

� : CF∗(P : H−1 , J
−
1 )⊗ CF∗(L, P : H−2 , J

−
2 )→ CF∗(L, P : H+, J+),

koristimo mnogostrukost M̃(a, x; y) koju smo definisali u (2.4). Na genera-

torima definixemo

a � x =
∑

y∈CF∗(L,P :H+,J+)

]2M̃(a, x; y) y,

a da	e se preslikava�e produ�i po linearnosti. ]2M̃(a, x; y) oznaqava broj

elemenata ove kompaktne nuladimenzione mnogostrukosti. Iz opisa granice

�ene jednodimenzione komponente, koji je dat u (2.5) sledi da �e ovo biti

jedno lanqasto preslikava�e koje indukuje proizvod na homologijama.
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4.2 Florova homologija konormalnih podmno-

gostrukosti

Sada �emo definisati operaciju na Florovoj homologiji zatvorenog podskupa

N ⊂ M koju smo definisali u Poglav	u 1.7.1 i oznaqili sa HF∗(oM , ν
∗N :

H, J). Sve neophodne konstrukcije za definiciju ovog proizvoda izveli smo u

Poglav	u 2.4. Sada nam preostaje da definixemo sam proizvod.

Teorema 4.2. Neka su H−1 , H
−
2 , H

+ : [0, 1]× T ∗M → R Hamiltonijani sa kom-

paktnim nosaqemi i J−1 , J
−
2 , J

+ skoro kompleksne strukture tako da su odgo-

varaju�i parovi sa Hamiltonijanima regularni. Tada postoji proizvod ∗ u
homologiji

∗ : HFk(oM , ν
∗N : H−1 , J

−
1 )⊗HFl(oM , ν∗N : H−2 , J

−
2 )→

→ HFk+l−dimM(oM , ν
∗N : H+, J+),

koji pomo�u PSS preslikava�a indukuje operaciju na HM∗(N)

α • β = φ∗(ψ∗(α) ∗ ψ∗(β)),

za sve α, β ∈ HM∗(N).

Dokaz. Preslikava�e je na nivou lanaca definisano broja�em parova pan-

talona sa konormalnim graniqnim uslovima. Za x−1 ∈ CFk(oM , ν∗N : H−1 , J
−
1 ),

x−2 ∈ CFl(oM , ν∗N : H−2 , J
−
2 ), i x+ ∈ CF∗(oM , ν∗N : H+, J+) definixemo

x−1 ∗ x−2 =
∑
x+

n(x−1 , x
−
2 ;x+)x+, (4.1)

gde je n(x−1 , x
−
2 ;x+) broj elemenata (po modulu 2) mnogostrukostiM(x−1 , x

−
2 ;x+)

dimenzije nula koju smo definisali u (2.23). Dimenziju ove mnogostrukosti

smo sraqunali u Poglav	u 2.4.2 pa �e suma u (4.1) prolaziti po

x+ ∈ CFk+l−dimM(oM , ν
∗N : H+, J+).

Proizvod se da	e proxiruje po linearnosti. Iz raspada�a jednodimenzione

mnogostrukostiM(x−1 , x
−
2 ;x+) koje je opisano u (2.26) sledi da je ∗ jedno lan-

qasto preslikava�e i da indukuje proizvod opisan u postavci teoreme.

U sluqaju kada je N = M dobijamo proizvod koji je definisan u [86] (raz-

matran i u [62]). U tom sluqaju je • proizvod preseka na Morsovoj homologiji

(dualan kap proizvodu).
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Slika 22: Objekti koji definixu proizvod ?

U opxtem sluqaju, kada N nije jednako celoj mnogostrukosti, proizvod •
mo�emo da opixemo kao kompoziciju spo	ax�eg indeksa preseka koji je defin-

isan u (1.9) i morfizmaHM∗(N)→ HM∗(M) koji dolazi od inkluzijeN ↪→M .

U ostatku poglav	a pokaza�emo ovo tvr�e�e. Potreban nam je drugaqiji opis

proizvoda ∗. Naime, proizvod smo mogli da definixemo i kao kompoziciju

poznatog proizvoda u Lagran�evoj Florovoj homologiji

? : HF∗(oM , oM : H−1 , J
−
1 )⊗HF∗(oM , ν∗N : H−2 , J

−
2 )→ HF∗(oM , ν

∗N : H+, J+),

i morfizma

m∗ : HF∗(oM , ν
∗N : H−1 , J

−
1 )→ HF∗(oM , oM : H−1 , J

−
1 ).

Primetimo da je HF∗(oM , oM : H−1 , J
−
1 ) Florova homologija koju smo defin-

isali u Poglav	u 1.7.1 kada specijalno uzmemo da je N = M . Proizvod ? se

definixe broja�em pantalona qija je granica na oM ∪ ν∗N (videti Sliku 22).

Ta konstrukcija je poznata i mo�e se na�i u [9]. Izvex�emo je i ovde jer �e nam

biti potrebni deta	i te konstrukcije. Nakon toga �emo izvesti konstrukciju

morfizma m∗.

Stav 4.3. Neka su H−1 , H
−
2 , H

+ Hamiltonijani sa kompaktnim nosaqima i

J−1 , J
−
2 , J

+ odgovaraju�e skoro kompleksne strukture. Tada postoji proizvod

? : HF∗(oM , oM : H−1 , J
−
1 )⊗HF∗(oM , ν∗N : H−2 , J

−
2 )→ HF∗(oM , ν

∗N : H+, J+),

koji, komponovan sa preslikava�em tipa PSS, daje spo	ax�i indeks preseka

∩̃N . Odnosno, za sve α ∈ HM∗(M : f−1 , g
−
1 ) i β ∈ HM∗(N : f−2 , g

−
2 ) va�i

ψ∗(α∩̃Nβ) = ψ∗(α) ? ψ∗(β).

Primedba 4.4. Spo	ax�i indeks preseka koji se spomi�e u formulaciji

ovog stava definisan je u (1.9).
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Dokaz. Za x−1 ∈ CF∗(oM , oM : H−1 , J
−
1 ), x−2 ∈ CF∗(oM , ν

∗N : H−2 , J
−
2 ) i x+ ∈

CF∗(oM , ν
∗N : H+, J+) definixemo modulski prostorMe(x−1 , x

−
2 ;x+) kao skup

u : Σ→ T ∗M,

∂su
−
j + J(∂tu

−
j −XρRH

−
j

(u−j )) = 0, j = 1, 2,

∂su
+ + J(∂tu

+ −XρRH+(u+)) = 0,

∂su
0 + J∂tu

0 = 0,

u(s,−1) ∈ oM , u(s, 1) ∈ ν∗N, s ∈ R,
u(s, 0−), u(s, 0+) ∈ oM , s ≤ 0,

u−j (−∞, t) = x−j (t), j = 1, 2,

u+(+∞, t) = x+(t).

Rimanovu povrx Σ i restrikcije preslikava�a u, koje smo oznaqili sa

u−j , u
+, u0, definisali smo u Poglav	u 2.4. Za generiqki izbor skoro kom-

pleksne strukture,Me(x−1 , x
−
2 ;x+) �e biti mnogostrukost dimezije

µM(x−1 ) + µN(x−2 )− µN(x+)− dimM

2
.

Proizvod ? zadajemo jednakox�u

x−1 ? x
−
2 =

∑
x+

]2Me(x−1 , x
−
2 ;x+)x+,

na generatorima lanqastog kompleksa. Ovde je ]2Me(x−1 , x
−
2 ;x+) broj elemenata

(po modulu 2) nuladimenzione komponenete mnogostrukosti Me(x−1 , x
−
2 ;x+).

Proxirimo ? bilinearno na ceo domen

CF∗(oM , oM : H−1 , J
−
1 )⊗ CF∗(oM , ν∗N : H−2 , J

−
2 ).

Opis granice jednodimenzione komponente od Me(x−1 , x
−
2 ;x+) daje nam qi�e-

nicu da ? komutira sa odgovaraju�im graniqnim operatorima i da indukuje

preslikava�e na nivou homologija

? : HFk(oM , oM : H−1 , J
−
1 )⊗HFl(oM , ν∗N : H−2 , J

−
2 )→

→ HFk+l−dimM(oM , ν
∗N : H+, J+).

Sada �emo pokazati da PSS preslikava�e ψ∗ quva algebarsku strukturu,

odnosno slika ∩̃N u ?. Ideja je, kao i u prethodnim situacijama, da poka�emo da

su preslikava�a ∩̃N i φ(ψ?ψ) lanqasto homotopna. Neka su p−1 , p
−
2 , p

+ kritiqne

taqke odgovaraju�ih Morsovih funkcija f−1 : M → R, f−2 , f+ : N → R. Iz
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definicije preslikava�a ψ i φ sledi da va�i jednakost

φ(ψ(p−1 ) ? ψ(p−2 )) =
∑

x−1 ,x
−
2 ,x

+,p+

]2M(p−1 , f
−
1 ;x−1 , H

−
1 ) ]2M(p−2 , f

−
2 ;x−2 , H

−
2 )

]2Me(x−1 , x
−
2 ;x+) ]2M(x+, H+; p+, f+) p+.

Prate�i ideje iz [62], definixemo dva pomo�na modulska prostora. Prvi pros-

tor, Mprod
R (p−1 , p

−
2 , p

+;
−→
f ,
−→
H ), jednak je skupu preslikava�a (γ−1 , γ

−
2 , γ

+, u) koja

zadovo	avaju slede�e uslove

γ−1 : (−∞, 0]→M, γ−1 (−∞) = p−1 ,

γ−2 : (−∞, 0]→ N, γ−2 (−∞) = p−2 ,

γ+ : [0,+∞)→ N, γ+(+∞) = p+,

u : Σ→ T ∗M,
dγ−1
ds

= −∇g−1
f−1 (γ−1 ),

dγ−2
ds

= −∇g−2
f−2 (γ−2 ),

dγ+

ds
= −∇g+f+(γ+),

∂su
−
j + J(∂tu

−
j −Xκ−RHj

(u−j )) = 0, j = 1, 2,

∂su
+ + J(∂tu

+ −Xκ+
RH3

(u+)) = 0,

∂su
0 + J∂tu

0 = 0,

E(u) < +∞,
u(s,−1) ∈ oM , u(s, 1) ∈ ν∗N, s ∈ R,
u(s, 0−), u(s, 0+) ∈ oM , s ≤ 0,

u−j (−∞) = γ−j (0), j = 1, 2,

u+(+∞) = γ+(0),

gde je R > 2. Funkcija

κ−R : (−∞, 0]→ [0, 1],

zadovo	ava uslove

κ−R(s) =

1, −R ≤ s ≤ −2,

0, s ≤ −R− 1, s ≥ −1

a funkcija

κ+
R : [0,+∞)→ [0, 1],

jednaka je

κ+
R(s) = κ−R(−s).
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U argumentu ovog modulskog prostora jav	a se izraz (
−→
f ,
−→
H ). Time smo �eleli

da istaknemo da imamo razliqite funkcije, f−1 , f
−
2 , f

+, i Hamiltonijane,

H−1 , H
−
2 , H

+, na odgovaraju�im krajevima pantalona Σ. Drugi pomo�ni modul-

ski prostor je

Mprod(p−1 , p
−
2 , p

+;
−→
f ,
−→
H ) =

{(R, γ−1 , γ−2 , γ+, u) |R > R0, (γ−1 , γ
−
2 , γ

+, u) ∈Mprod
R (p−1 , p

−
2 , p

+;
−→
f ,
−→
H )}.

Topoloxka granica jednodimenzione mnogostrukostiMprod je oblika

∂Mprod(p−1 , p
−
2 , p

+;
−→
f ,
−→
H ) =Mprod

R0
(p−1 , p

−
2 , p

+;
−→
f ,
−→
H )⋃

q−1 ∈CF∗(f
−
1 )

M(p−1 , q
−
1 ; f−1 , g

−
1 )×Mprod(q−1 , p

−
2 , p

+;
−→
f ,
−→
H )

⋃
q−2 ∈CF∗(f

−
2 )

M(p−2 , q
−
2 ; f−2 , g

−
2 )×Mprod(p−1 , q

−
2 , p

+;
−→
f ,
−→
H )

⋃
q+∈CF∗(f+)

Mprod(p−1 , p
−
2 , q

+;
−→
f ,
−→
H )×M(q+, p+; f+, g+)

⋃
x−1 ,x

−
2 ,x

+

M(p−1 , f
−
1 ;x−1 , H

−
1 )×M(p−2 , f

−
2 ;x−2 , H

−
2 )×

×Me(x−1 , x
−
2 ;x+)×M(x+, H+; p+, f+).

Zak	uqujemo da je, na nivou homologija, preslikava�e φ(ψ(p−1 )?ψ(p−2 )) jednako

preslikava�u koje broji elemente modulskog prostoraMprod
R0

(p−1 , p
−
2 , p

+;
−→
f ,
−→
H ).

Posled�e preslikava�e je nezavisno od izbora Hamiltonijana kojima vrximo

perturbaciju na nogavicama pantalona. Isti argument smo koristili kada smo

pokazivali da homomorfizam L, u dokazu Teoreme 3.3, ne zavisi od Hamiltoni-

jana. Specijalno, uze�emo da su svi Hamiltonijani jednaki nuli. Holomorfni

diksovi sa granicom na oM ∪ ν∗N su konstantni pa va�i jednakost

Mprod
R0

(p−1 , p
−
2 , p

+;
−→
f ,
−→
H = 0) =Mext(p−1 , p

−
2 ; p+).

Skup drvetaMext(p−1 , p
−
2 ; p+), koji se jav	a u definiciji spo	ax�eg indeksa

preseka, definisali smo u (1.8). Zak	uqujemo da va�i

α∩̃Nβ = φ∗(ψ∗(α) ? ψ∗(β)),

za sve α ∈ HM∗(M : f−1 , g
−
1 ) i β ∈ HM∗(N : f−2 , g

−
2 ).

U slede�em stavu �emo konstruisati spomenuti morfizam m∗ i pokazati da
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dolazi od inkluzije

i : N ↪→M.

Stav 4.5. Neka je H : [0, 1]×T ∗M → R Hamiltonijan sa kompaktnim nosaqem

i J skoro kompleksna struktura takva da je par (H, J) regularan. Tada pos-

toji morfizam me�u Florovim homologijama

m∗ : HF∗(oM , ν
∗N : H, J)→ HF∗(oM , oM : H, J),

koji je indukovan inkluzijom na nivou Morsovoh homologija. Drugim reqima,

va�i

φ∗ ◦m∗ ◦ ψ∗ = i∗,

gde je i∗ morfizam na nivou Morsovih homologija indukovan inkluzijom i :

N ↪→M u smislu Xvarca (videti Pomo�no Tvr�e�e 4.22 u [100]).

Dokaz. Morfizam m∗ se definixe na nivou lanaca broja�em perturbovanih

holomorfnih traka koje imaju skok na gor�oj granici R × {1}. Preciznije,

za x ∈ CF∗(oM , ν
∗N : H, J) i y ∈ CF∗(oM , oM : H, J) definixemo modulski

prostor

Mj(x, y;H, J) =


u : R× [0, 1]→ T ∗M

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂su+ J(∂tu−XH(u)) = 0,

u(s, 0) ∈ oM , s ∈ R,
u(s, 1) ∈ ν∗N, s ≤ 0,

u(s, 1) ∈ oM , s ≥ 0,

u(−∞, t) = x(t),

u(+∞, t) = y(t)


.

Perturbovane holomorfne trake, sa ovakvim skokovima na granici, razmatrane

su u [3]. Na generatorima kompleksa CF∗(oM , ν
∗N : H, J) definixemo m

m(x) =
∑
y

]2Mj(x, y;H, J) y,

i da	e produ�imo po linearnosti. Granica jednodimenzione komponente od

Mj(x, y;H, J) je oblika

∂Mj
[1](x, y;H, J) =

⋃
x′∈CF∗(oM ,ν∗N :H,J)

M(x, x′;H, J)×Mj(x′, x;H, J)

⋃
y′∈CF∗(oM ,oM :H,J)

Mj(x, y′;H, J)×M(y′, y;H, J).
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Dakle, m indukuje preslikava�e na nivou homologija

m∗ : HF∗(oM , ν
∗N : H, J)→ HF∗(oM , oM : H, J).

Sada �emo deta	nije opisati preslikava�e koje m∗, pomo�u PSS preslika-

va�a, indukuje ne nivou Morsovih homologija

φ∗ ◦m∗ ◦ ψ∗ : HM∗(N)→ HM∗(M).

Da bismo ovo preslikava�e mogli da dovedemo u vezu sa inkluzijom iz postavke

ovog stava moramo nekako da pove�emo Morsove funkcije na N i M . Neka je

f : N → R bilo koja Morsova funkcija definisana na zatvorenom podskupu

N . Pokazano je u [100] da postoji Morsova funkcija F : M → R koja proxiruje

f na ceo ambijentni prostor M ,

F |N = f,

tako da ne postoje negativne gradijentne trajektorije od F koje izlaze iz N

(za deta	e videti Tvr�e�e 4.16 i Posledicu 4.17 u [100]). Na da	e, u dokazu,

podrazumevamo da nam je Morsova homologija od N modelirana funkcijom f , a

Morsova homologija od M se definixe u odnosu na spomenuto proxire�e F .

Preslikava�e, φ ◦m ◦ ψ je na generatoru lanqastog kompleksa jednako

φ(m(ψ(p))) =
∑
x,y,q

]2M(p, f ;x,H)]2Mj(x, y;H, J)]2M(y,H; q, F ) q,

pri qemu sumiramo po elementima

x ∈ CFk(oM , ν∗N : H, J), y ∈ CFk(oM , oM : H, J), q ∈ CMk(M : F, g).

Primetimo da je sada g metrika na ve�em prostoru,M . Definisa�emo modulske

prostore koji su analogija prostora MR(p, q, f ;H) i M(p, q, f ;H) koji se ja-

v	aju u (2.14) i (2.16). Razlika u odnosu na tu situaciju je u tome xto sada
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imamo skok na gor�oj granici. Prvi pomo�ni modulski prostor je

Maux
R (p, f ; q, F ;H) =



(γ−, u, γ+)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ− : (−∞, 0]→ N, γ̇− = −∇f(γ−),

γ+ : [0,+∞)→M, γ̇+ = −∇F (γ+),

u : R× [0, 1]→ T ∗M,

∂su+ J(∂tu−XσRH(u)) = 0,

u(s, 0) ∈ oM , s ∈ R,
u(s, 1) ∈ ν∗N, s ≤ 0,

u(s, 1) ∈ oM , s ≥ 0,

γ−(−∞) = p, γ+(+∞) = q,

u(−∞) = γ−(0), u(+∞) = γ+(0)



.

Za generiqki izbor parametara on �e biti mnogostrukost dimenzije mf (p) −
mF (q). Podsetimo se da smo funkciju σR definisali u (2.15). Drugi modulski

prostor je parametrizovana verzija prethodnog

Maux(p, f ; q, F ;H) = {(R, γ−, u, γ+) | (γ−, u, γ+) ∈Maux
R (p, f ; q, F ;H), R > R0}.

Tako�e, za generiqki izbor parametara, to je jedna mnogostrukost dimenzije

mf (p) − mF (q) + 1. Za p ∈ CMk(N : f, g) i q ∈ CMk(M : F, g) granica mno-

gostrukostiMaux(p, f ; q, F ;H) qija je dimenzija jedan mo�e da se opixe kao

∂Maux(p, f ; q, F ;H) =Maux
R0

(p, f ; q, F ;H)⋃
r∈CMk−1(N :f,g)

M(p, r; f, g)×Maux(r, f ; q, F ;H)

⋃
s∈CMk+1(M :F,g)

Maux(p, f ; s, F ;H)×M(s, q;F, g)

⋃
x∈CFk,y∈CFk

M(p, f ;x,H)×Mj(x, y;H, J)×M(y,H; q, F ).

Dakle, φ ◦m ◦ ψ je lanqasto homotopno preslikava�u

η : CMk(N : f, g)→ CMk(M : F, g),

definisano jednakox�u

η(p) =
∑
q

]2Maux
R0

(p, f ; q, F ;H) q.

Ovo preslikava�e je analogija preslikava�a l koje smo koristili u dokazu

136



Teoreme 3.3. Na isti naqin kao i tada, zak	uqujemo da �e η biti lanqasto

homotopno preslikava�u η0 koje broji kombinovane objekte (γ−, u, γ+) gde je u

holomorfni disk (perturbovan nula Hamiltonijanom) sa granicom na oM∪ν∗N .
Ve� smo pokazali da su svi takvi diskovi konstantni, pa η0 broji negativne

gradijentne trajektorije od F (jer je F = f na N) koje povezuju taqku p ∈ N
sa nekom taqkom q ∈ CMk(M : F, g). Izbor funkcije F je takav da ni jedna

�ena negativna gradijentna trajektorija ne mo�e da napusti N . Kako su p i

q istog Morsovog indeksa, negativna gradijentna trajektorija koja spaja p i q

ne postoji kada je p 6= q. Zak	uqujemo da je

η0 = i : CMk(N : f, g)→ CMk(M : F, g),

obiqna inkluzija lanqastih kompleksa. Jox jednom �emo naglasiti da je F

specijalno odabrano proxire�e funkcije f pa inkluzija lanqastih kompleksa

ima smisla u takvoj situaciji. Na nivou Morsovih homologija, preslikava�a

φ∗ ◦m∗ ◦ ψ∗ i i∗ su jednaka.

Dakle, definisali smo proizvod na Florovoj homologiji HF∗(oM , ν
∗N :

H, J) broja�em parova pantalona koje imaju skok izme�u nogavica. Pomo�u

preslikava�a tipa PSS dobili smo proizvod • na nivou Morsovih homologija.

Iz drugaqijeg opisa proizvoda

∗ = ? ◦ (m∗ ⊗ I),

Stava 4.3 i Stava 4.5 zak	uqujemo da proizvod • mo�emo da opixemo kao

kompoziciju inkluzije i spo	ax�eg indeksa preseka. Odnosno za sve α, β ∈
HM∗(N) va�i

α • β = i∗(α)∩̃Nβ. (4.2)

4.3 Florova homologija za otvorene skupove

U ovom poglav	u definixemo proizvod na Florovoj homologiji za otvoren

skup. Proizvod se definixe broja�em parova pantalona koje smo definisali

u (2.42). Prvi korak je da definixemo proizvod na Florovim homologi-

jama za aproksimacije Υ a zatim da poka�emo da je taj proizvod saglasan

sa povezuju�im homomorfizmima Fab koje smo definisali u Poglav	u 1.8.

Pokaza�emo i da preslikava�e tipa PSS quvaju algebarsku strukturu time

xto ovaj proizvod slika u proizvod · na Morsovoj homologiju (definisan

u (1.10)).
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Podsetimo se da je ambijentna simplektiqka mnogostrukost T ∗M . U bazi

naxe mnogostrukosti posmatramo otvoren skup U ⊂M koji ima glatku granicu

∂U . Ovde �emo razmatrati samo aproksimacije Υ negativnog konormalnog

skupa ν∗−U i, shodno tome, Florovu homologiju za otvoren skup modeliranu

sa ν∗−U . Ova homologija, koju smo oznaqavali sa HF−∗ (H,U : M), definisana

je u (1.42).

Oznaqimo sa Hj, j ∈ {1, 2, 3}, Hamiltonijane na T ∗M koji zavise od vremena

i koji imaju kompaktne nosaqe. Tako�e �emo pretpostaviti da Hj zadovo	avaju

relacije date u (3.9). Neka je Υ dovo	no dobra aproksimacija od ν∗−U , u smislu

da svi Hamiltonovi putevi xj ∈ CF∗(oM ,Υ : Hj, J
Υ
j ), j ∈ {1, 2, 3}, zadovo	avaju

uslov (2.28).

Stav 4.6. Za prethodno opisane Hamiltonijane Hj i aproksimaciju Υ pos-

toji proizvod na Florovoj homologiji za aproksimacije

◦ : HF∗(oM ,Υ : H1, J
Υ
1 )⊗HF∗(oM ,Υ : H2, J

Υ
2 )→ HF∗(oM ,Υ : H3, J

Υ
3 ).

Dokaz. Proizvod se definixe na generatorima lanqastih kompleksa xj ∈
CF∗(oM ,Υ : Hj, J

Υ
j ), j ∈ {1, 2}, relacijom

x1 ◦ x2 =
∑
x3

]2MΥ(x1, x2, x3)x3.

]2MΥ(x1, x2, x3) oznaqava broj elemenata kompaktne nuladimenzione mno-

gostrukosti MΥ(x1, x2, x3) koju smo definisali u (2.42). Proizvod se bilin-

earno proxiruje na ceo prostor. Iz opisa granica jednodimenzione komponente

mnogostrukostiMΥ(x1, x2, x3)

∂MΥ(x1, x2, x3) =
⋃

y1∈CF∗(H1)

M(x1, y1 : oM ,Υ : H1, J
Υ
1 )×MΥ(y1, x2, x3)

⋃
y2∈CF∗(H2)

M(x2, y2 : oM ,Υ : H2, J
Υ
2 )×MΥ(x1, y2;x3)

⋃
y3∈CF∗(H3)

M(x3, y3 : oM ,Υ : H3, J
Υ
3 )×MΥ(x1, x2, y3),

sledi da �e ◦ komutirati sa odgovaraju�im graniqnim operatorima. Dakle,

definisali smo proizvod ◦ na nivou homologija.

Slede�i stav nam pokazuje da je proizvod ◦ saglasan sa povezuju�im izomor-

fizmima

FH
ab : HF∗(oM ,Υa : H, JΥa)→ HF∗(oM ,Υb : H, JΥb),
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koje smo definisali u (1.41). U oznaci ovog izomorfizma se pojav	uje H da

bi bilo istaknuto za koju Hamiltonovu funkciju je definisano povezuju�e

preslikava�e.

Stav 4.7. Za dovo	no dobre aproksimacije Υa i Υb va�i

FH3
ab (· ◦ ·) = FH1

ab (·) ◦ FH2
ab (·). (4.3)

Odnosno, preslikava�a FH3
ab (xa1◦xa2) i FH1

ab (xa1)◦FH2
ab (xa2) su lanqasto homotopna

za xa1 ∈ CF∗(oM ,Υa : H1, J
Υa
1 ) i xa2 ∈ CF∗(oM ,Υa : H2, J

Υa
2 ).

Dokaz. Povezuju�i homomorfizmi Fab su izomorfizmi kada su Υa i Υb do-

vo	no dobra aproksimacija od ν∗−U . Inverzni homomorfizam �e biti Fba. Ovaj

homomorfizam je definisan u (1.41) pomo�u modulskih prostora (1.40), samo

�emo sada umesto homotopije ΥσK(s) imati homotopiju ΥσK(−s) kao graniqni

uslov. Dakle, dovo	no je da poka�emo da su preslikava�a xa1 ◦ xa2 i

FH3
ba

(
FH1
ab (xa1) ◦ FH2

ab (xa2)
)
lanqasto homotopna. Iz jednakosti

FH1
ab (xa1) =

∑
xb1

]2M(xa1, x
b
1 : oM , Υ̃s : H1, J1)xb1

i

FH2
ab (xa2) =

∑
xb2

]2M(xa2, x
b
2 : oM , Υ̃s : H2, J2)xb2

zak	uqujemo da va�i

FH1
ab (xa1) ◦ FH2

ab (xa2) =
∑

xb1,x
b
2,x

b
3

]2M(xa1, x
b
1 : oM , Υ̃s : H1, J1)

]2M(xa2, x
b
2 : oM , Υ̃s : H2, J2)]2MΥb(xb1, x

b
2, x

b
3)xb3.

Kada ovu jednakost napadnemo sa leve strane preslikava�em FH3
ba dobijemo

slede�u jednakost

FH3
ba

(
FH1
ab (xa1) ◦ FH2

ab (xa2)
)

=
∑

xb1,x
b
2,x

b
3,x

a
3

]2M(xa1, x
b
1 : oM , Υ̃s : H1, J1)

]2M(xa2, x
b
2 : oM , Υ̃s : H2, J2)

]2MΥb(xb1, x
b
2, x

b
3)

]2M(xa3, x
b
3 : oM , Υ̃s : H3, J3)xa3.

(4.4)

Sada �emo posmatrati mnogostrukost M(xa1, x
a
2, x

a
3 : Υ̃s) koju smo definisali

u (2.45). Opis granice ove mnogostrukosti koji je dat u (2.46) pokazuje da �e
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preslikava�e (4.4) biti lanqasto homotopno bilinearnom preslikava�u

U : CF∗(oM ,Υa : H1, J
Υa
1 )⊗ CF∗(oM ,Υa : H2, J

Υa
2 )→ CF∗(oM ,Υa : H3, J

Υa
3 ),

koje je ne generatorima lanqastog kompleksa jednako

U(xa1 ⊗ xa2) =
∑
xa3

]2MR0(xa1, x
a
2, x

a
3 : Υ̃s)x

a
3.

Mnogostrukost MR0(xa1, x
a
2, x

a
3 : Υ̃s) smo definisali u (2.44). Definisa�em

novog pomo�nog modulskog prostora lako se dokazuje da �e preslikava�e U

biti lanqasto homotopno preslikava�u ◦, odnosno da U na nivou homologija

indukuje definisani proizvod ◦. Pomo�ni modulski prostor �e sada brojati

pantalone u kojima glatko me�amo granicu. Odnosno, od homotopije Υ̃s koju smo

definisali u (2.43) pravimo homotopiju koja je identiqki jednaka Υ̃s ≡ Υa.

Saglasnost proizvoda ◦ sa povezuju�im homomorfizmima daje nam dobro

definisan proizvod na Florovoj homologiji za otvoren skup.

Teorema 4.8. Proizvod ◦ definisan na Florovim homologijama za aproksi-

macije daje nam dobro definisan proizvod na Florovoj homologiji za otvoren

skup

◦ : HF−∗ (H1, U : M)⊗HF−∗ (H2, U : M) −→ HF−∗ (H3, U : M).

Dokaz. Neka su [x1] ∈ HF∗(H1, U : M) i [x2] ∈ HF∗(H2, U : M) dva elementa

iz koliqniqkog prostora. Odaberimo elemente xa1 ∈ HF∗(oM ,Υa : H1, J
Υa
1 ) i

xa
′

2 ∈ HF∗(oM ,Υa′ : H2, J
Υa′
2 ) kao predstavnike tih klasa

[xa1] = [x1], [xa
′

2 ] = [x2].

U opxtem sluqaju, aproksimacije Υa i Υa′ ne moraju da budu jednake, ali sig-

urno mo�emo na�i neku aproksimaciju koja je ve�a od obe, u smislu Defini-

cije 1.5. Neka je Υb neka aproksimacija tako da va�i

Υa ≤ Υb, Υa′ ≤ Υb.

Neka su

FH1
ab : HF∗(oM ,Υa : H1, J

Υa
1 )→ HF∗(oM ,Υb : H1, J

Υb
1 )

i

FH2

a′b : HF∗(oM ,Υa′ : H2, J
Υa′
2 )→ HF∗(oM ,Υb : H2, J

Υb
2 ),
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odgovaraju�i povezuju�i izomorfizmi. Proizvod na elementima Florove ho-

mologije za otvoren skup se definixe kao

[x1] ◦ [x2] = [FH1
ab (xa1) ◦ FH2

a′b(x
a′

2 )].

Ho�emo da poka�emo da ovako definisan proizvod ne zavisi od predstavnika

klasa a ni od aproksimacije Υb. Neka postoje aproksimacije Υc i Υc′ takve da su

element xc1 ∈ HF∗(oM ,Υc : H1, J
Υc
1 ) i xc

′
2 ∈ HF∗(oM ,Υc′ : H2, J

Υc′
2 ) predstavnici

klasa [x1] i [x2]. Odnosno, va�i

[xc1] = [x1], [xc
′

2 ] = [x2].

Neka je Υd neka nova aproksimacija koja zadovo	ava relacije

Υc ≤ Υd, Υc′ ≤ Υd.

Sada ho�emo da poka�emo da su elementi

FH1
ab (xa1) ◦ FH2

a′b(x
a′

2 ) i FH1
cd (xc1) ◦ FH2

c′d(x
c′

2 )

jednaki u koliqniqkom prostoru. Kako su xa1 i xc1 predstavnici iste klase

koliqniqkom prostoru zak	uqujemo da postoji aproksimacija Υe tako da va�i

Υa ≤ Υe, Υc ≤ Υe,

i

Fae(x
a
1) = Fce(x

c
1). (4.5)

Sliqno, postoji aproksimacija Υe′ takva da su zadovo	ene relacije

Υa′ ≤ Υe′ , Υc′ ≤ Υe′ ,

i

Fa′e′(x
a′

2 ) = Fc′e′(x
c′

2 ). (4.6)

Na�imo novu aproksimaciju Υf koja �e biti ve�a od svih ostalih

Υe,Υe′ ,Υb,Υd ≤ Υf .

141



Tada je

FH3
bf

(
FH1
ab (xa1) ◦ FH2

a′b(x
a′

2 )
)

(4.3)
= FH1

bf

(
FH1
ab (xa1)

)
◦ FH2

bf

(
FH2

a′b(x
a′

2 )
)

=

= FH1
af (xa1) ◦ FH2

a′f (x
a′

2 ).

Tako�e va�i

FH3
df

(
FH1
cd (xc1) ◦ FH2

c′d(x
c′

2 )
)

(4.3)
= FH1

df

(
FH1
cd (xc1)

)
◦ FH2

df

(
FH2

c′d(x
c′

2 )
)

=

= FH1
cf (xc1) ◦ FH2

c′f (x
c′

2 ) =

= FH1
ef

(
FH1
ce (xc1)

)
◦ FH2

e′f

(
FH2

c′e′(x
c′

2 )
)

(4.5)+(4.6)
=

= FH1
ef

(
FH1
ae (xa1)

)
◦ FH2

e′f

(
FH2

a′e′(x
a′

2 )
)

= FH1
af (xa1) ◦ FH2

a′f (x
a′

2 ).

Zak	uqujemo da su elementi
[
FH1
ab (xa1) ◦ FH2

a′b(x
a′
2 )
]
i
[
FH1
cd (xc1) ◦ FH2

c′d(x
c′
2 )
]
jednaki

u koliqniqkom prostoru HF−∗ (H3, U : M), odnosno proizvod ◦ je dobro defin-
isan na Florovoj homologiji za otvoren skup.

Sada �emo pokazati da preslikava�e

Φ : HMk(U : f−)→ HF−k (H,U : M),

koje smo definisali u Stavu 3.11, quva algebarsku strukturu, odnosno, da

proizvod na Morsovoj homologiji, definisan u (1.10) slika u proizvod koji

smo upravo definisali, ◦.

Teorema 4.9. Neka su f1, f2, f3 : U → R Morsove funkcije iz klase F−. Za

[αi] ∈ HMk(U : fi), i ∈ {1, 2} va�i

Φf3([α1] · [α2]) = Φf1([α1]) ◦ Φf2([α2]),

gde je Φfj izomorfizam tipa PSS koji odgovara funkciji fj u domenu i Hamil-

tonijanu Hj u kodomenu.

Dokaz. Mo�emo pretpostaviti da je element αi ∈ HM∗(U : fi, gi) predstavnik

klase [αi], i ∈ {1, 2}. Iz definicije preslikava�a Φ i Teoreme 4.8 sledi da je

dovo	no pokazati da na nivou Florovih homologija za aproksimacije va�i

Φf3

Υ (α1 · α2) = Φf1

Υ (α1) ◦ Φf2

Υ (α2). (4.7)

Ovde je Υ dovo	no dobra aproksimacija od ν∗−U . Jednakost (4.7) ekvivalentna
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Slika 23: Pomo�na mnogostrukost koja se koristi u dokazu Teoreme 4.9

je jednakosti

(Φf3

Υ )−1
(

Φf1

Υ (α1) ◦ Φf2

Υ (α2)
)

= α1 · α2.

Koriste�i Stav 3.7, posled�u jednakost svodimo na �oj ekvivalentnu

(PDf3,g3

M )−1 ◦Ψf3

Υ
◦ PDΥ,H3

F

(
Φf1

Υ (α1) ◦ Φf2

Υ (α2)
)

= α1 · α2. (4.8)

Jednakost ovih preslikava�a na nivou homologija sledi iz argumenata kobor-

dizama prime�enih na pomo�nu mnogostrukost koja je skicirana na Slici 23.

Sliqna ideja je korix�ena u dokazu Stava 4.3.
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5 Spektralne invarijante u Florovoj homolo-

giji

U ovoj glavi definixemo spektralne invarijante u raznim Florovim ho-

mologijama. Definicija u prva tri poglav	a je na idejnom nivou ista. Pos-

matramo najma�i nivo u filtriranoj homologiji na kom se realizuje neka sin-

gularna klasa. Ovde �emo nekada koristiti singularne klase, nekada Morsove

klase, imaju�i uvek na umu da su te homologije izomorfne.

Poglav	e 5.1 sadr�i konstrukciju spektralnih invarijanti za periodiqne

orbite. Ta konstrukcija je poznata i mi pratimo oznake iz [102].

Definicija spektralnih invarijanti u Lagran�evoj Florovoj homologiji

za kompaktne podmnogostrukosti data je u Poglav	u 5.2 pri qemu mi pratimo

rad [66].

Spektralne invarijante u konormalnoj Florovoj homologiji su definisane

u Poglav	u 5.3. Ova konstrukcija je poznata i data je u [85] a mi pratimo

oznake date u autorovom radu [24].

U Poglav	u 5.4 definisane su spektralne invarijante u sluqaju otvorenog

podskupa baze U ⊂M i ovo je originalni rezultat objav	en u [61]. U Florovoj

homologiji za otvorene skupove postoji dodatan izazov pri definisa�u spek-

tralnih invarijanti. Naime, tu nam je domen koliqniqki prostor dobijen

delova�em direktnog limesa. Da bismo mogli da definixemo invarijante

za elemente takvog prostora prvo �emo definisati invarijante u Florovim

homologijama za aproksimacije. Nakon toga treba pokazati da se tako defin-

isane invarijante dobro sla�u sa direktnim limesom. U ovom poglav	u je na-

�ena veza izme�u invarijanti za otvoren skup i invarijanti za aproksimacije,

odnosno pokazano je da �e te invarijante biti jednake za sve aproksimacije

koje su ve�e od neke fiksirane. Pokazana je i neprekidnost relativnih in-

varijanti u odnosu na Hoferovu normu Hamiltonijana i nejednakost izme�u

invarijanti za dva otvorena skupa U ⊂ V .

5.1 Florova homologija za periodiqne orbite

Definicije i svojstva koja ovde navodimo mogu se na�i u [102]. Neka je (P, ω)

zatvorena simplektiqka mnogostrukost koja zadovo	ava uslov (1.16). Oznaqimo

sa

iλ∗ : HF λ
∗ (P : H, J)→ HF∗(P : H, J),

144



inkluziju na nivou homologija koja je indukovana inluzijom na nivou kom-

pleksa

iλ : CF λ
∗ (P : H, J)→ CF∗(P : H, J).

Podsetimo se da smo ove Florove homologije za periodiqne orbite definisali

u Poglav	u 1.6. Neka je f : P → RMorsova funkcija. Za α ∈ HM∗(P : f, g)\{0}
definixemo spektralnu invarijantu

ρ(α : P : H) = inf
{
λ |PSS(α) ∈ Im(iλ∗)

}
.

Ovde je PSS preslikava�e koje uspostav	a izomorfizam izme�u Morsove ho-

mologije od P i Florove homologije za periodiqne orbite i definisano je

u (1.21).

5.2 Florova homologija kompaktnih podmnogostrukosti

U ovom poglav	u definixemo invarijante singularnih klasa koje �ive u

zatvorenoj Lagran�evoj podmnogostrukosti L zatvorene simplektiqke mno-

gostrukosti (P, ω). Pratimo definiciju koja se mo�e na�i u u [66]. Neka

je

jλ∗ : HF λ
∗ (L, P : H, J)→ HF∗(L, P : H, J),

inkluzija filtrirane Florove homologije u kompletnu Florovu homologiju

koja je, kao i u prethodnom poglav	u, indukovna inkluzijom odgovaraju�ih

kompleksa

jλ : CF λ
∗ (L, P : H, J)→ CF∗(L, P : H, J).

Spomenute komplekse i Florove homologije smo definisali u Poglav	u 1.7.2.

Neka je f : L→ R Morsova funkcija i α element Morsove homologije HM∗(L :

f, g) razliqit od nule. Spektralna invarijanta od α definixe se kao

σ(α : L, P : H) = inf
{
λ |PSSL(α) ∈ Im(jλ∗ )

}
.

Sada je PSSL izomorfizam tipa PSS qiju smo konstrukciju izveli u

Poglav	u 1.7.2.

Ako imamo dva Hamiltonijana, H i K, koji prave istu Hamiltonovu de-

formaciju od L, φ1
H(L) = φ1

K(L), onda �e se �ihove spektralne invarijante

razlikovati za istu konstantu C. Drugim reqima

σ(α : L, P : H)− σ(α : L, P : K) = C,
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za sve α ∈ HM∗(L) (videti [66] za vixe deta	a).

5.3 Florova homologija konormalnih podmnogostruko-

sti

Sada nam je ambijentna mnogostrukost T ∗M , gde jeM zatvorena mnogostrukost,

i izdvojena je jedna zatvorena podmnogostrukost N ⊂ M . Florova homologija

za par (oM , ν
N), qije invarijante posmatramo, definisana je u Poglav	u (1.7.1).

Invarijante u ovoj homologiji su definisane u [85] a mi �emo pratiti defini-

ciju i oznake iz [24]. Razlika je u tome xto u [24] koristimo preslikava�e tipa

PSS u definiciji invarijanti.

Neka je

kλ∗ : HF λ
∗ (oM , ν

∗N : H, J)→ HF∗(oM , ν
∗N : H, J),

preslikava�e indukovano inkluzijom lanqastih kompleksa. Neka je f : N →
R Morsova funkcija. Za α ∈ HM∗(N : f, g) \ {0} definixemo konormalnu

spektralnu invarijantu

l(α : oM , ν
∗N : H) = inf

{
λ |ψ∗(α) ∈ Im(kλ∗ )

}
.

Izomorfizam ψ∗ smo definisali u Poglav	u 3.2.

5.4 Florova homologija za otvorene skupove

Ovde �emo analizirati Florovu homologiju za otvoren skup modeliranu nega-

tivnim konormalnim skupom ν∗−U ⊂ T ∗M . Homologija je definisana u Poglav-

	u 1.8 kao direktan limes Florovih homologija za aproksimacije i oznaqavali

smo je sa

HF−∗ (H : U,M) = lim−→HF∗(oM ,Υ : H, J).

Podsetimo se da je U ⊂ M otvoren skup qija je granica glatka zatvorena

podmnogostrukost ∂U . U istom poglav	u smo definisali filtrirane Florove

homologije za aproksimaciju Υ, u oznaci

HF λ
∗ (oM ,Υ : H, J).

Inkluzija filtriranog lanqastog kompleksa u ceo kompleks indukovala je

homomorfizam na nivou homologija

ıλΥ∗ : HF λ
∗ (oM ,Υ : H, J)→ HF∗(oM ,Υ : H, J).
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Neka je f : U → R Morsova funkcija. Za α ∈ HM∗(U : f, gΥ) \ {0} definixemo
spektralne invarijante u odnosu na aproksimacije kao

cΥ(α : U,M : H) = inf
{
λ |ΦΥ(α) ∈ Im(ıλΥ∗)

}
.

Preslikava�e ΦΥ je izomorfizam tipa PSS koji smo definisali u Poglav	u

3.3.1.

�elimo da definixemo i spektralne invarijante koje ispituju kada se

neka klasa realizuje u Florovoj homologiji za otvoren skup. Definisali smo

filtriranu Florovu homologiju za otvoren skup u (1.44) i pokazali da postoji

homomorfizam

[ı]λ∗ : HF λ
∗ (H,U : M)→ HF−∗ (H,U : M),

koji je indukovan inkluzijama lanqastih kompleksa za aproksimacije. Za [α] ∈
HM∗(U : f) \ {0} definixemo spektralnu invarijantu za otvoren skup U kao

c([α] : U,M : H) = inf
{
λ |Φ([α]) ∈ Im([ı]λ∗)

}
.

Φ je izomorfizam definisan u Poglav	u 3.3.2.

Prirodno se name�e pita�e da li su nekako povezane invarijante cΥ(α :

U,M : H) i c([α] : U,M : H). Da li, na primer, cΥ(α : U,M : H) te�i

ka c([α] : U,M : H) kada se Υ pribli�ava ν∗−U . Va�i�e jaqe svojstvo. Sve

invarijante �e postati jednake, poqev od neke aproksimacije.

Stav 5.1. Neka je α ∈ HM∗(f, U : gΥ) \ {0}. Tada postoji aproksimacija Υ̃,

koja je ve�a od Υ, Υ ≤ Υ̃, tako da va�i

c([α] : U,M : H) = cΥ̂(GΥΥ̂(α) : U,M : H)

za sve aproksimacije Υ̂ koje su ve�e od Υ̃, Υ̃ ≤ Υ̂.

Primedba 5.2. Ovde smo kao argumente funkcije G stavili aproksimacije,

a ne samo slova kao ranije. Time smo �eleli da istaknemo koja aproksimacija

se nalazi u domenu a koja u kodomenu funkcije.

Dokaz. U dokazu �emo koristiti slede�i komutativan dijagram u kom se po-
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jav	uju aproksimacije za koje va�i poredak Υ ≤ Υ̃ ≤ Υ̂.

· · · → HMk(f, U : gΥ)
G

ΥΥ̃→ HMk(f, U : gΥ̃)
G

Υ̃Υ̂→ HMk(f, U : gΥ̂) → · · ·
↓ ΦΥ ↓ ΦΥ̃ ↓ ΦΥ̂

· · · → HFk(Υa : H, JΥ)
F

ΥΥ̃→ HFk(Υ̃ : H, JΥ̃)
F

Υ̃Υ̂→ HFk(Υ̂ : H, JΥ̂) → · · ·
↑ ıλΥ∗ ↑ ıλ

Υ̃∗ ↑ ıλ
Υ̂∗

· · · → HF λ
k (Υa : H, JΥ)

Fλ
ΥΥ̃→ HF λ

k (Υ̃ : H, JΥ̃)
Fλ

Υ̃Υ̂→ HF λ
k (Υ̂ : H, JΥ̂) → · · ·

(5.1)

Komutativnost gor�eg dijagrama smo pokazali u Stavu 3.10, dok komutativnost

do�eg dijagrama sledi iz qi�enice da su preslikava�a Fλ dobijena, na nivou

lanaca, kao restrikcija preslikava�a F na odgovaraju�e potkomplekse CF λ.

Neka je λ ∈ R broj za koji va�i

Φ([α]) ∈ Im(ıλ∗).

Tada postoji [x] ∈ HF λ
k (H,U : M) za koje je

Φ([α]) = [ı]λ∗([x]).

Kako su klase [α] i [x] elementi prostora koji je dobijen kao direktan limes,

postoja�e elementi

α ∈ HMk(U : f, gΥ), x ∈ HF λ
k (oM ,Υ

′ : H, JΥ′)

koji �e biti predstavnici tih klasa. Ovde su Υ i Υ′ neke aproksimacije od

ν∗−U .

Φ([α]) = [ΦΥ(α)],

i

[ı]λ∗ [x] = [ıλΥ′∗(x)].

Jednakost ovih elemenata koliqniqkog prostora znaqi da postoji neka aproksi-

macija Υ̃ ve�a od Υ i Υ′ tako da je

FΥΥ̃(ΦΥ(α)) = FΥ′Υ̃(ıλΥ′∗(x)).

Koriste�i komutativni dijagram (5.1) dobijamo niz jednakosti

ΦΥ̃(GΥΥ̃(α)) = FΥΥ̃(ΦΥ(α)) = FΥ′Υ̃(ıλΥ′∗(x)) = ıλ
Υ̃∗(F

λ
Υ′Υ̃

(x)).
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Dakle

ΦΥ̃(GΥΥ̃(α)) ∈ Im(ıλ
Υ̃∗).

Zak	uqujemo da va�i nejednakost

cΥ̃(GΥΥ̃(α) : U,M : H) ≤ c([α] : U,M : H). (5.2)

Ako je µ ∈ R realan broj tako da

ΦΥ(α) ∈ Im(ıµΥ∗),

tada je ΦΥ(α) = ıµΥ∗(y) za neki element y ∈ HF µ
k (oM ,Υ : H, JΥ). Tada va�i

Φ([α]) = [ΦΥ(α)] = [ıµΥ∗(y)] = [ı]µ∗ [y],

odnosno, [α] ∈ Im([ı]µ∗). Dobili smo jox jednu nejednakost

c([α] : U,M : H) ≤ cΥ(α : U,M : H). (5.3)

Neka je sada Υ̂ bilo koja aproksimacija za koju va�i

Υ̃ ≤ Υ̂.

Ako ΦΥ̃(GΥΥ̃(α)) ∈ Im ıλ
Υ̃∗ tada postoji z ∈ HF

λ
∗ (oM , Υ̃ : H, JΥ̃) tako da va�i

ΦΥ̃(GΥΥ̃(α)) = ıλ
Υ̃∗(z).

Koriste�i dijagram (5.1) dobijamo niz jednakosti

ΦΥ̂(GΥΥ̂(α)) = ΦΥ̂(GΥ̃Υ̂ ◦GΥΥ̃(α)) =

= FΥ̃Υ̂ ◦ ΦΥ̃(GΥΥ̃(α)) =

= FΥ̃Υ̂ı
λ
Υ̃∗(z) = ıλ

Υ̂∗(F
λ
Υ̃Υ̂

(z)).

Drugim reqima ΦΥ̂(GΥΥ̂(α)) ∈ Im(ıλ
Υ̂∗). Dobili smo nejednakost

cΥ̂(GΥΥ̂(α) : U,M : H) ≤ cΥ̃(GΥΥ̃(α) : U,M : H). (5.4)

To zapravo znaqi da kako idemo niz komutativan dijagram (5.1) spektralne

invarijante opadaju. Sada �emo pokazati i obrnutu nejednakost, odakle za-

149



k	uqujemo da �e sve invarijante biti jednake. Zaista

cΥ̃(GΥΥ̃(α) : U,M : H)
(5.2)

≤ c([α] : U,M : H)
(∗)
=

(∗)
= c([GΥΥ̂(α)] : U,M : H)

(5.3)

≤
(5.3)

≤ cΥ̂(GΥΥ̂(α) : U,M : H).

(5.5)

Jednakost (∗) va�i jer α i GΥΥ̂(α) predstav	aju isti element u koliqniqkom

prostoru. Iz (5.4) i (5.5) dobijamo jednakost iz postavke ovog stava.

Kao i za ostale invarijante, i u sluqaju ovih invarijanti, mo�e da se

postavi pita�e da li su one uporedive za dva bliska Hamiltonijana. Kada

ka�emo dva bliska Hamiltonijana, misli se u Hoferovoj normi koja se defin-

ixe kao

‖H‖ =

∫ 1

0

[
max
x

H(x, t)−min
x
H(x, t)

]
dt. (5.6)

Ispostavi�e se da su relativne spektralne invarijante za otvoren skup U

koje se definixu kao

C([α] : U,M : H) = c([α] : U,M : H)− c(1 : U,M : H), (5.7)

neprekidne u odnosu na Hoferovu normu. Ovde je 1 generator nulte homoloxke

grupe HM0(U : f).

Teorema 5.3. Neka su H,H ′ : T ∗M×[0, 1]→ R Hamiltonijani sa kompaktnim

nosaqima. Za sve [α] ∈ HM∗(U : f) \ {0} va�i

|C([α] : U,M : H)− C([α] : U,M : H ′)| ≤ ‖H −H ′‖ . (5.8)

Dokaz. Prvi korak u dokazu jeste da poka�emo da ista nejednakost va�i za

relativne invarijante za aproksimacije. Oznaqimo te relativne invarijante

sa

CΥ(α : U,M : H) = cΥ(α : U,M : H)− cΥ(1 : U,M : H),

gde α ∈ HM∗(U : f, gΥ) \ {0} i 1 je generator grupe HM0(U : f, gΥ).

Spojimo Hamiltonijane linearnom homotopijom

Hs = (1− σ(s))H + σ(s)H ′,

gde je σ : R → [0, 1] glatka rastu�a funkcija koja zadovo	ava uslov σ(s) = 0

za s ≤ 0 i σ(s) = 1 za s ≥ 1. Posmatra�emo preslikava�e koje uspostav	a

150



izomorfizam izme�u Florovih homologija za izbor Hamiltonijana H i H ′

SΥ
HH′ : HF∗(oM ,Υ : H, J)→ HF∗(oM ,Υ : H ′, J ′).

Preslikava�e smo definisali u (1.39), ali smo tada birali proizvo	nu reg-

ularnu homotopiju koja spaja H i H ′. Sada �emo, specijalno, uzeti lin-

earnu homotopiju Hs koja ulazi u definiciju modulskih prostora M(x, x′ :

oM ,Υ;Hs, Js). Za x ∈ CF∗(oM ,Υ : H, J) i x′ ∈ CF∗(oM ,Υ : H ′, J ′) definixemo

M(x, x′ : oM ,Υ;Hs, Js) =


u : R× [0, 1]→ T ∗M,
∂u
∂s

+ Js(∂u
∂t
−XHs(u)) = 0,

u(s, 0) ∈ oM , u(s, 1) ∈ Υ,

u(−∞, t) = x(t), u(+∞, t) = x′(t).

Ovde je Js skoro kompleksna struktura koja je na −∞ kraju jednaka zadatoj

strukturi J a na +∞ kraju je jednaka J ′. Ako postoji neka traka u ∈M(x, x′ :

oM ,Υ;Hs, Js) tada je

AΥ
H′(x

′)−AΥ
H(x) =

∫ +∞

−∞

d

ds
AΥ
Hs(u(s, ·)) ds

≤ E+(H −H ′) ≡
∫ 1

0

max
x

(H −H ′) dt.
(5.9)

Kako linearna homotopija ne mora da bude regularna, mo�emo da je C1−
aproksimiramo regularnom homotopijom koja �e u�i u definiciju modulskog

prostoraM(x, x′ : oM ,Υ;Hs, Js). Tada �e va�iti

AΥ
H′(x

′)−AΥ
H(x) ≤ E+(H −H ′) + ε

za proizvo	no malo ε > 0. Kada pustimo limes da ε→ 0 dobijemo procenu (5.9)

i za regularnu homotopiju Hs. Dakle, ako je slika elementa x pri preslika-

va�u SΥ
HH′ oblika

SΥ
HH′(x) =

∑
j

x′j,

tada je

AΥ
H′(x

′
j)−AΥ

H(x) ≤ E+(H −H ′), (5.10)

za sve x′j. Za x ∈ HF∗(oM ,Υ : H, J) uvodimo oznaku

c̃Υ(x,H) = inf{λ ∈ R |x ∈ Im ıλΥ,H∗)}.
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Oqigledno va�i

cΥ(α : U,M : H) = c̃Υ(ΦΥ
H(α), H).

Iz procene (5.10) sledi nejednakost

c̃Υ(SΥ
H,H′(x), H ′) ≤ c̃Υ(x,H) + E+(H −H ′).

U Stavu 3.8 smo pokazali da va�i

SΥ
H,H′ ◦ ΦΥ

H = ΦΥ
H′ .

Koriste�i ovaj identitet dobijamo niz nejednakosti

cΥ(α : U,M : H ′) = c̃Υ(ΦΥ
H′(α), H ′) =

= c̃Υ(SΥ
H,H′ ◦ ΦΥ

H(α), H ′) ≤

≤ c̃Υ(ΦΥ
H(α), H) + E+(H −H ′) =

= cΥ(α : U,M : H) + E+(H −H ′),

(5.11)

koji va�i za sve α ∈ HM∗(f, U) \ {0}. Ako napixemo istu nejednakost za

generator nulte homologije sa izme�enim Hamiltonijanima dobijemo

cΥ(1 : U,M : H) ≤ cΥ(1 : U,M : H ′) + E+(H ′ −H) =

= cΥ(1 : U,M : H ′) +

∫ 1

0

max
x

(H ′(x, t)−H(x, t)) dt =

= cΥ(1 : U,M : H ′) +

∫ 1

0

−min
x

(H(x, t)−H ′(x, t)) dt =

= cΥ(1 : U,M : H ′)−
∫ 1

0

min
x

(H(x, t)−H ′(x, t)) dt.

(5.12)

Kada spojimo nejednakosti (5.11) i (5.12) dobijemo novu nejednakost

CΥ(α : U,M : H ′)− CΥ(α : U,M : H) =

= cΥ(α : U,M : H ′)− cΥ(1 : U,M : H ′)−

− cΥ(α : U,M : H) + cΥ(1 : U,M : H) ≤

≤
∫ 1

0

max
x

(H(x, t)−H ′(x, t)) dt−
∫ 1

0

min
x

(H ′(x, t)−H(x, t)) dt =

= ‖H −H ′‖.
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Kada zamenimo mesta Hamiltonijanima dobijemo i nejednakost

CΥ(α : U,M : H)− CΥ(α : U,M : H ′) ≤ ‖H ′ −H‖.

Odatle sledi da su relativne invarijente za aproksimacije neprekidne u

odnosu na Hoferovu normu

|CΥ(α : U,M : H)− CΥ(α : U,M : H ′)| ≤ ‖H ′ −H‖.

Koriste�i Stav 5.1 zak	uqujmo da �e i aproksimacije za otvoren skup zadovo-

	avati ovu nejednakost.

Slede�a teorema je uopxte�e nejednakosti koja je pokazana u [87] a daje vezu

izme�u invarijanti pri ulaga�u otvorenog skupa u ve�i otvoren skup.

Teorema 5.4. Neka su U↪→V dva otvorena podskupa od M i neka je homomor-

fizam

UV ∗ : HMk(U : f)→ HMk(V : f)

indukovan inkluzijom

UV : U ↪→ V

surjektivan. Tada za [α] ∈ HMk(U : f) \ {0} va�i nejednakost

c(UV ∗([α]) : V,M : H) ≤ c([α] : U,M : H).

Dokaz. Oznaqimo sa

[ı]UV ∗ : HF−k (H,U : M)→ HF−k (H,V : M),

[ı]λUV ∗ : HF λ
k (H,U : M)→ HF λ

k (H, V : M),

[ı]λU∗ : HF λ
k (H,U : M)→ HF−k (H,U : M),

[ı]λV ∗ : HF λ
k (H, V : M)→ HF−k (H,V : M),

odogovaraju�e homomorfizme indukovane inkluzijama (videti i [87]). Slede�i
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dijagram je komutativan

HF λ
k (H,U : M)

[ı]λU∗
��

[ı]λUV ∗ // HF λ
k (H, V : M)

[ı]λV ∗
��

HF−k (H,U : M)

ΨU
��

ıUV ∗ // HF−k (H,V : M)

ΨV
��

HMk(U : f)
UV ∗ // HMk(V : f).

(5.13)

Komutativnost gor�eg dijagrama je pokazana u [87]. Da bi pokazali da do�i

dijagram komutira dovo	no je posmatrati homologije za odgovaraju�e aproksi-

macije

HFk(oM ,Υ
U : H, J)

Ψ
ΥU

��

ı
(H,J)
UV ∗ // HFk(oM ,Υ

V : H, J)

Ψ
ΥV

��
HMk(U : f, g)

UV ∗ // HMk(V : f, g),

ΥU koja je dovo	no blizu skupu ν∗−U i ΥV dovo	no blizu skupu ν∗−V . Ovde su

ı
(H,J)
UV ∗ inkluzije definisane kao u [87]. Uzmimo [x] iz homologije HFk(oM ,Υ

U :

H, J). Va�i

ΨΥV (ı
(H,J)
UV ∗ ([x])) =

∑
p∈CMk(V )

n(x, p)[p]. (5.14)

Druga kompozicija daje jednakost

UV ∗(ΨΥU ([x])) =
∑

p∈CMk(U)

n(x, p)UV ∗([p]),

koja je zapravo jednaka (5.14) ako je UV ∗ surjektivno preslikava�e. Dakle,

pokazali smo komutativnost dijagrama (5.13).

Definiximo skup

AU[α] = {λ ∈ R | ΦU([α]) ∈ Im[ı]λU∗}.

Ako λ ∈ AU[α], tada je ΦU(α) = [ı]λU∗([β]) za neko [β] ∈ HF λ
k (H,U : M). Na osnovu

dijagrama (5.13) zak	uqujemo da va�i

[ı]λV ∗([ı]
λ
UV ∗([β])) = [ı]UV ∗([ı]

λ
U∗([β])) = [ı]UV ∗(ΦU([α])) = ΦV (UV ∗([α])).
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Drugim reqima λ ∈ AVUV ∗([α]). Pokazali smo inkluziju skupova

AU[α] ⊂ AVUV ∗([α]).

Naxe invarijante su infimumi ovih skupova, pa nejednakost me�u invarijan-

tama sledi iz qi�enice da je

inf AVUV ∗([α]) ≤ inf AU[α].
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6 Upore�iva�e spektralnih invarijanti

U ovoj glavi kombinujemo sve pojmove koje smo definisali i konstruisali u

Glavama 2, 3, 4, 5.

Naime, morfizam koji broji dim�ake u kompaktnoj simplektiqkoj mno-

gostrukosti daje nam naqin da uporedimo spektralne invarijante Florove ho-

mologije za periodiqne orbite i Florove homologije za Lagran�eve preseke.

Invarijante mo�emo da uporedimo jer funkcionali dejstva (iz odgovaraju�ih

homologija) opadaju du� dim�aka. Pored toga, u Poglav	u 6.1 pokazana je

subaditivnost spektralnih invarijanti u odnosu na proizvod koji smo defin-

isali u Poglav	u 4.1. Sadr�aj ovog poglav	a je originalni rezultat objav	en

u [25].

Kada zadajemo jednu algebarsku strukturu na Florovoj homologiji (kao

xto je proizvod) jasna geometrijska slika koja se jav	a (to je broja�e odgo-

varaju�ih perturbovanih pantalona) olakxava nam posao kada �elimo dub	e

da ispitamo svojstva tog proizvoda. Naime, mo�emo da kontrolixemo vred-

nosti funkcionala dejstva na jednom asimptotskom kraju pantalona koje u-

qestvuju u definiciji proizvoda pa mo�emo da zak	uqimo kako se proizvod

redukuje na filtrirane Florove homologije. Kao xto smo ve� istakli filtri-

rane homologije igraju va�nu ulogu u definisa�u spektralnih invarijanti.

Kontrola funkcionala dejstva omogu�ava nam da poka�emo da su spektralne

invarijante subaditivne (ili da zadovo	avaju nejednakost trougla) u odnosu

na odgovaraju�e proizvode.

U Poglav	u 6.2 pokazujemo subaditivnost invarijanti u konormalnoj

Florovoj homologiji u odnosu na proizvod koji je definisan u Poglav	u 4.2.

Rezultati ovog poglav	a objav	eni su u autorskom radu [24].

U posled�em poglav	u pokazujemo subaditivnost invarijanti u Florovoj

homologiji za otvoren skup u odnosu na proizvod koji je definisan u

Poglav	u 4.3. Dobijeni rezultati deo su koautorskog rada [61].

6.1 Upore�iva�e invarijanti u kompaktnoj mnogostru-

kosti

Ambijentna mnogostrukost je kompaktna simplektiqka mnogostrukost (P, ω).

L ⊂ P je Lagran�eva podmnogostrukost tako da su zadovo	eni uslovi (1.28).

Pretpostavi�emo da su zadovo	eni i uslovi (1.16) koji su nam bili neophodni

za dobru definisanost (filtrirane) Florove homologije za periodiqne or-

bite. Iz jednakosti (1.14) mo�emo da zak	uqimo da uslov µ|π2(P,L) = 0 va�i
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ako je zadovo	en uslov c1|π2(P ) = 0.

Prve dve teoreme u ovom poglav	u upore�uju spektralne invarijante u

Florovoj homologiji zatvorene Lagran�eve podmnogostrukosti i Florovoj ho-

mologiji za periodiqne orbite.

Teorema 6.1. Neka je α ∈ HM∗(P : fP , gP ) \ {0} klasa u Morsovoj homologiji.

Tada va�i

ρ(α : P : H) ≥ σ(ı!(α) : L, P : H).

Primedba 6.2. Preslikava�e ı! je umker preslikava�e koje smo definisali

u (3.3).

Dokaz. Postoji slede�i komutativan dijagram

HF λ
∗ (P : H, J)

iλ∗
��

τλ∗ // HF λ
∗ (L, P : H, J)

jλ∗
��

HF∗(P : H, J)
τ∗ // HF∗(L, P : H, J)

HM∗(P : fP , gP )

PSS

OO

ı! // HM∗(L : fL, gL).

PSSL

OO

(6.1)

Gor�i dijagram je izveden u (3.1) a do�i dijagram se pojav	uje u (3.2). Pod-

setimo se da smo spektralne invarijante u Florovoj homologiji definisali

kao

ρ(α : P : H) = inf RH(α),

gde je

RH(α) =
{
λ |PSS(α) ∈ Im(iλ∗)

}
.

Spektralne invarijante u Florovoj homologiji za Lagran�eve preseke smo

definisali kao

σ(β : L, P : H) = inf SH(β),

gde je

SH(β) =
{
λ |PSSL(β) ∈ Im(jλ∗ )

}
.

Ako λ ∈ RH(α) tada je

PSS(α) = iλ∗(a),

za neko a ∈ HF λ
∗ (P : H, J). Iz dijagrama (6.1) vidimo da �e va�iti

PSSL(ı!(α)) = jλ∗ (τ
λ
∗ (a)),
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odnosno λ ∈ SH(ı!(α)). Dakle, va�i inkluzija

RH(α) ⊂ SH(ı!(α)).

Naxe invarijante su infimumi ovih skupova pa zak	uqujemo

ρ(α : P : H) ≥ σ(ı!(α) : L, P : H).

Teorema 6.3. Neka je β ∈ HM∗(L : fL, g) \ {0} Morsova homoloxka klasa. Tada

va�i

ρ(i∗(β) : P : H) ≤ σ(β : L, P : H).

Primedba 6.4. i∗ je inkluzija Morsovih homologija koja je dobro definisana

kada je Morsova funkcija fP : P → R proxire�e Morsove funkcije fL : L→ R
koje smo opisali u dokazu Stava 4.5.

Dokaz. Kada spojimo komutativne dijagrame (3.4) i (3.5) dobijemo slede�i ko-

mutativan dijagram

HF λ
∗ (L, P : H, J)

jλ∗
��

χλ∗ // HF λ
∗ (P : H, J)

iλ∗
��

HF∗(L, P : H, J)
χ∗ // HF∗(P : H, J)

HM∗(L : fL, g)

PSSL

OO

i∗ // HM∗(P : fP , g).

PSS

OO

Ako je PSSL(β) ∈ Im(jλ∗ ) tada PSS(i∗(β)) ∈ Im(iλ∗). Sada nejednakost sledi iz

inkluzije

SH(β) ⊂ RH(i∗(β)).

Sada �emo pokazati kako se ponaxaju spektralne invarijante u odnosu na

proizvod

� : HF∗(P : H1, J1)⊗HF∗(L, P : H2, J2)→ HF∗(L, P : H1]H2, JH1]H2),

koji smo definisali u Poglav	u 4.1. Skoro kompleksna struktura J1 zado-

vo	ava uslove regularnosti u Florovoj homologiji za periodiqne orbite u
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odnosu na Hamiltonijan H1 : P × S1 → R, dok J2 zadovo	ava uslove regu-

larnosti u Florovoj homologiji za Lagran�eve preseke u odnosu na Hamil-

tonijan H2 : P × [0, 1] → R. Ovde �emo razmatrati situaciju kada je na

izlaznom kraju Rimanove povrxi Σ̃ perturbacija Koxi-Rimanove jednaqine

zadata nadoveziva�em Hamltonijana

H1]H2(p, t) =

H1(p, 2t), 0 ≤ t ≤ 1
2
,

H2(p, 2t− 1), 1
2
≤ t ≤ 1.

U opxtem sluqaju ne mo�emo da nadove�emo bilo koja dva Hamiltonijana jer ne

moraju da budu jednaki na odgovaraju�im krajevima intervala. Ipak, postoji

postupak (videti Napomenu 2.5 u [78]) koji nam dopuxta da bilo koji Hamil-

tonijan zamenimo Hamiltonovom funkcijom koja je jednaka nuli u okolini

taqaka t = 0 i t = 1. Takav postupak ne�e promeniti spektralne invarijante

Hamiltonijana a pri tome �e H1]H2 biti glatka funkcija.

Teorema 6.5. Neka su a ∈ HF∗(P : H1, J1) i x ∈ HF∗(L, P : H2, J2) elementi

Florovih homologija razliqiti od nule. Tada va�i nejednakost

σ((PSSL)−1(a � x) : L, P : H1]H2) ≤

≤ ρ(PSS−1(a) : P : H1) + σ((PSSL)−1(x) : L, P : H2).
(6.2)

Dokaz. Da bismo pokazali nejednakost (6.2), posmatra�emo, kao u [88] i [102],

rasloje�e π̃ : P̃ → Σ̃ qija je fibra izomorfna sa (P, ω). Fiksira�emo trivi-

jalizacije na odgovaraju�im krajevima

ϕ−j : P̃−j ≡ P̃ |Σ̃−j → Σ̃−j × P, j ∈ {1, 2},

ϕ+ : P̃+ ≡ P̃ |Σ̃+ → Σ̃+ × P.

Na restrikcijama P̃−1 , P̃
−
2 i P̃+ definixemo 2−forme

ω̃−j = (ϕ−j )∗(ω + d(ρRHjdt)), j ∈ {1, 2},

ω̃+ = (ϕ+)∗(ω + d(ρR(H1]H2)dt)).

U dokazu �e nam biti potrebna slede�a teorema.

Teorema 6.6. (Entov,[27]) Postoji zatvorena 2−forma ω̃ koja zadovo	ava

slede�e uslove

(1) ω̃|Σ̃−j = ω̃−j , j ∈ {1, 2},
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(2) ω̃|Σ̃+ = ω̃+,

(3) restrikcija od ω̃ na fibre rasloje�a π̃ jednaka je ω,

(4) ω̃∧(n+1) = 0.

Nastav	amo sa dokazom Teoreme 6.5. Neka je ω̃ 2−forma opisana u Teo-

remi 6.6. Definixemo

Ωλ = ω̃ + λπ̃∗ωΣ̃,

gde je ωΣ̃ forma povrxine na Σ̃ za koju je
∫

Σ̃
ωΣ̃ = 1. Odaberimo skoro komplek-

snu strukturu J̃ na P̃ tako da va�i

(1) J̃ je ω̃−saglasna na svakoj fibri (pa quva vertikalni tangentni prostor),

(2) projekcija π̃ : P̃ → Σ̃ je (J̃ , i) holomorfno preslikava�e, odnosno va�i

dπ̃ ◦ J̃ = i ◦ dπ̃, pri qemu je i kompleksna struktura na Σ̃,

(3) (ϕ−j )∗J̃ = i⊕ J−j , gde je J−j (s, t, x) = (φtρRHj)
∗J , j ∈ {1, 2},

(4) (ϕ+)∗J̃ = i⊕ J+, gde je J+(s, t, x) = (φtρR(H1]H2))
∗J .

U odnosu na ovako odabrane skoro kompleksne strukture i 2−forme dobili smo
J̃−holomorfno seqe�e ũ rasloje�a π̃. Restrikcije ovog rasloje�a, na krajeve

Σ̃−j , Σ̃
+ (ili neki kra�i asimptotski kraj difeomorfan sa (−∞, K]×S1 odnosno

(−∞, K ′]× [0, 1]), rexe�a su odgovaraju�ih jednaqina

∂su+ J
(
∂us −XρRHj(u)

)
= 0, j ∈ {1, 2},

∂su+ J
(
∂us −XρR(H1]H2)(u)

)
= 0.

(6.3)

Prate�i [102] ili [27] dobijamo da, za ac ∈ CF∗(P : H1, J1), xc ∈ CF∗(L, P :

H2, J2) i yc ∈ CF∗(L, P : H1]H2, JH1]H2) va�i∫
ũ∗ω̃ = aPH1

(ac) +AP :L
H2

(xc)−AP :L
H1]H2

(yc), (6.4)

kad god postoji J̃−holomorfno seqe�e ũ : Σ̃ → P̃ koje zadovo	ava jedna-

qine (6.3) na krajevima. Kako je J̃ skoro kompleksna struktura koja je Ωλ−
saglasna, va�i�e

0 ≤
∫
ũ∗Ωλ =

∫
ũ∗ω̃ + λ

∫
ũ∗π̃∗ωΣ̃ =

∫
ũ∗ω̃ + λ

∫
ωΣ̃ =

∫
ũ∗ω̃ + λ.
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Sada �emo opet iskoristiti rezultat koji je pokazao Entov, koji ka�e da za

bilo koje δ > 0 mo�emo da odaberemo zatvorenu 2−formu ω̃ tako da Ωλ bude

simplektiqka forma za sve 0 < λ ≤ δ (videti [27] za vixe deta	a).

Neka je δ > 0, a ∈ HF∗(P : H1, J1) i x ∈ HF∗(L, P : H2, J2). Neka su

ac ∈ CF∗(P : H1, J1) i xc ∈ CF∗(L, P : H2, J2) predstavnici klasa a i x, tako da

va�i
aPH1

(ac) ≤ ρ(PSS−1(a) : P : H1) + δ,

AP :L
H2

(xc) ≤ σ((PSSL)−1(x) : L, P : H2) + δ.

Za bilo koje yc koje se pojav	uje u sumi ac � xc, postoji u ∈ M̃(ac, xc; yc), pa �e

va�iti

AP :L
H1]H2

(yc) ≤ aPH1
(ac) +AP :L

H2
(xc) + δ ≤

≤ ρ(PSS−1(a) : P : H1) + δ + σ((PSSL)−1(x) : L, P : H2) + δ + δ =

= ρ(PSS−1(a) : P : H1) + σ((PSSL)−1(x) : L, P : H2) + 3δ.

Prethodna jednakost je taqna za sve δ > 0 i yc koji se pojav	uju u sumi ac � xc.
Zak	uqujemo da va�i nejednakost iz tvr�e�a ove teoreme.

Primedba 6.7. Mo�e se pokazati da, pomo�u PSS preslikava�a, proizvod �
daje proizvod na Morsovoj homologiji

HM∗(P : f1, g1)⊗HM∗(L : f2, g2)→ HM∗(L : f3, g3).

Taj proizvod �e upravo biti spo	ax�i indeks preseka, odnosno, va�i�e

PSSL(α∩̃Lβ) = PSS(α) � PSSL(β),

za sve α ∈ HM∗(P : f1, g1) i β ∈ HM∗(L : f2, g2). Jednakost iz posled�e teoreme

mo�e da se napixe i u obliku

σ(α∩̃Lβ : L, P : H1]H2) ≤ ρ(α : P : H1) + σ(β : L, P : H2).

6.2 Konormalne spektralne invarijante

Sada �emo ispitati kako se me�aju konormalne spektralne invarijante pri

dejstvu proizvoda koji su definisani u Poglav	u 4.2. Nalazimo se u kotan-

gentnom rasloje�u T ∗M , i posmatramo Florovu homologiju za par (ν∗N, oM).

Teorema 6.8. Konormalne spektralne invarijante su subaditivne u odnosu

na spo	ax�i indeks preseka. Drugim reqima, za α ∈ HM∗(M : f1, g1) i β ∈
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HM∗(N : f2, g2) pri qemu je α∩̃Nβ 6= 0 va�i

l(α∩̃Nβ : oM , ν
∗N : H1]H2) ≤ l(α : oM , oM : H1) + l(β : oM , ν

∗N : H2). (6.5)

Dokaz. Pokazali smo u Stavu 4.3 da preslikava�e tipa PSS u konormalnoj

Florovoj homologiji, ψ∗, proizvod ? slika u ∩̃N , odnosno da za sve α ∈ HM∗(M :

f1, g1) i β ∈ HM∗(N : f2, g2) va�i

ψ∗(α∩̃Nβ) = ψ∗(α) ? ψ∗(β).

Prvo �emo deta	nije ispitati kako proizvod ? deluje na filtriranim ho-

mologijama. Pokaza�emo da se ? redukuje na slede�e filtrirane komplekse

CF λ
∗ (oM , ν

∗N : H1, J1)× CF µ
∗ (oM , ν

∗N : H2, J2)→ CF λ+µ+4ε
∗ (oM , ν

∗N : H, JH),

za svako ε > 0. Ovde je H kra�a oznaka za H1]H2.

Definixemo glatku familiju Hamiltonijana

K : R× [−1, 1]× T ∗M → R

koja zadovo	ava uslove

K(s, t, ·) =


H1(t+ 1, ·), s ≤ −1,−1 ≤ t ≤ 0,

H2(t, ·), s ≤ −1, 0 ≤ t ≤ 1,

1
2
H1]H2( t+1

2
, ·), s ≥ 1.

Familiju K mo�emo da odaberemo tako da va�i∥∥∥∥∂K∂s
∥∥∥∥ ≤ ε, s ∈ [−1, 1],

i
∂K

∂s
= 0,

inaqe. Neka su x1 ∈ CF λ
∗ (oM , ν

∗N : H1, J1) i x2 ∈ CF µ
∗ (oM , ν

∗N : H2, J2)

Hamiltonovi putevi. Neka postoje pantalone u ∈ Me(x1, x2;x) za neko x ∈
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CF∗(oM , ν
∗N : H, JH) (u je rexe�e jednaqine ∂̄K,J(u) = 0). Tada va�i

0 ≤
∫

Σ

∥∥∥∥∂u∂s
∥∥∥∥2

J

ds dt =

∫
Σ

ω

(
∂u

∂s
, J
∂u

∂s

)
ds dt

=

∫
Σ

ω

(
∂u

∂s
,
∂u

∂t
−XK(u)

)
ds dt

=

∫
Σ

u∗ω −
∫

Σ

dK

(
∂u

∂s

)
ds dt.

(6.6)

Koriste�i Stoksovu formulu dobijemo jednakost∫
Σ

u∗ω = −
∫
x∗1λ−

∫
x∗2λ+

∫
x∗λ.

Prime�uju�i identitet∫
Σ

∂

∂s

(
K ◦ u

)
ds dt =

∫
Σ

dK

(
∂u

∂s

)
ds dt+

∫
Σ

∂K

∂s
(u) ds dt,

i Stoksovu formulu ponovo dobijamo procenu

−
∫

Σ

dK

(
∂u

∂s

)
ds dt ≤

∫ 1

0

H1(x1(t), t) dt+

+

∫ 1

0

H2(x2(t), t) dt−
∫ 1

0

H1]H2(x(t), t) dt+ 4ε.

Dakle

AH1]H2(x) ≤ AH1(x1) +AH2(x2) + 4ε.

Odnosno, x1 ? x2 ∈ CF λ+µ+4ε
∗ (oM , ν

∗N : H1]H2, JH1]H2).

Sada se vra�amo na Morsove homoloxke klase α ∈ HM∗(M : f1, g1) i β ∈
HM∗(N : f2, g2). Ako ψ∗(α) ∈ Im(kλ∗ ) i ψ∗(β) ∈ Im(kµ∗ ) tada je

ψ∗(α∩̃Nβ) = ψ∗(α) ? ψ∗(β) =

= kλ∗ (x1) ? kµ∗ (x2) ∈ Im kλ+µ+4ε
∗ .

Dobijamo nejednakost

l(α∩̃Nβ; oM , ν
∗N : H1]H2) ≤ l(α; oM , oM : H1) + l(β; oM , ν

∗N : H2) + 4ε,

koja va�i za svako ε > 0. Kada pro�emo limesom ε → 0 dobijemo nejed-

nakost (6.5).

Uzmimo specijalno da je α = [M ], gde je [M ] fundamentalna klasa, H2 = 0
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i stavimo to u nejednakost (6.5). Kako je H]0 samo reparametrizacija od H

koja ne me�a ni Hamiltonove puteve, ni perturbovane trake, a samim tim ni

spektralne invarijante, dobijamo slede�u posledicu.

Posledica 6.9. Sve spektralne invarijante ne-nula Morsovih homoloxkih

klasa su ograniqene. Za sve α ∈ HM∗(N : f, g) \ {0} va�i

l(α; oM , ν
∗M : H) ≤ l([M ]; oM , oM : H).

Sada �emo pokazati kako se spektralne invarijante me�aju inkluzijom u

Morsovu homologiju ve�eg prostora

i∗ : HM∗(N : f, g)→ HM∗(M : F, g),

koja nastaje komponova�em morfizma

m∗ : HF∗(oM , ν
∗N : H, J)→ HF∗(oM , oM : H, J),

(definisan u Stavu 4.5) i preslikava�a tipa PSS

i∗ = φ∗ ◦m∗ ◦ ψ∗.

Preslikava�a ψ∗ i φ∗ su me�usobno inverzna i definisana su u Poglav	u 3.2.

Teorema 6.10. Neka je α ∈ HM∗(N : f, g) \ {0}. Tada va�i

l(i∗(α) : oM , oM : H) ≤ l(α : oM , ν
∗N : H). (6.7)

Dokaz. Funkcional dejstva AH opada du� perturbovane holomorfne trake u ∈
Mj(x, y;H, J). Raqun je sliqan raqunu koji smo ve� izvodili u Poglav	ima 1.6

i 1.8. Holomorfne trake iz modulskog prostora Mj(x, y;H, J) korix�ene su

pri definisa�u preslikava�a m na nivou lanaca. To znaqi da se m∗ redukuje

na filtrirane homologije kao

m∗ : HF λ
∗ (oM , ν

∗N : H, J)→ HF λ
∗ (oM , oM : H, J).

Iz ove redukcije zak	uqujemo da ako se ψ∗(α) realizuje kao slika nekog ele-

menta iz HF λ
∗ (oM , oM : H, J), onda �e

ψ∗(i∗(α)) = ψ∗(φ∗m∗ψ∗(α)) = m∗(ψ∗(α)),
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biti slika elementa iz HF λ
∗ (oM , ν

∗N : H, J). Nejednakost (6.7) sledi direktno.

Pokazali smo da proizvod ∗ definisan na Florovoj homologiji za par

(oM , ν
∗N) mo�e da se opixe kao

∗ = ? ◦ (m∗ ⊗ I).

Pomo�u PSS preslikava�a, definisali smo proizvod na Morsovoj strani

α • β = φ∗(ψ∗(α) ∗ ψ∗(β)),

za α, β ∈ HM∗(N : f, g). U (4.2) smo istakli da se proizvod • mo�e videti kao
kompozicija spo	ax�eg indeksa preseka i inkluzije

α • β = i∗(α)∩̃Nβ.

Ova karakterizacija, zajedno sa Teoremama 6.8 i 6.10 daje nam svojstvo da su

konormalne spektralne invarijante subaditivne u odnosu na proizvod •.

Posledica 6.11. Za sve Morsove homoloxke klase α, β ∈ HM∗(N : f, g) takve

da je α • β 6= 0 va�i

l(α • β; oM , ν
∗N : H]H ′) ≤ l(α; oM , ν

∗N : H) + l(β; oM , ν
∗N : H ′).

6.3 Spektralne invarijante za otvoren skup

U Poglav	u 4.3 smo konstruisali proizvod na Florovoj homologiji za otvoren

skup

◦ : HF−∗ (H1, U : M)⊗HF−∗ (H2, U : M)→ HF−∗ (H3, U : M),

i pokazali da se pri PSS preslikava�u ◦ slika u proizvod na Morsovoj ho-

mologiji koji broji drveta (videti Teoremu 4.9). Preciznije, neka su date

Morsove funkcije f1, f2, f3 : U → R iz klase F−. Tada za sve [αi] ∈ HMk(U : fi),

i ∈ {1, 2} va�i
Φf3([α1] · [α2]) = Φf1([α1]) ◦ Φf2([α2]).

U ovom poglav	u �emo pokazati da su spektralne invarijante za otvoren skup

subaditivne u odnosu na proizvod · u Morsovoj homologiji. Sliqno svojstvo

smo imali u sluqaju konormalnih spektralnih invarijanti, Teorema 6.8 i

Posledica 6.11. Da bismo pokazali subaditivnost invarijanti za otvoren
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skup prvo �emo pokazati da to svojstvo zadovo	avaju invarijante za aproksi-

macije Υ negativnog konormalnog skupa ν∗−U . Neka su nam dati Hamiltonijani

H1, H2 : T ∗M × [0, 1] → R sa kompaktnim nosaqima. Kao xto smo ranije ve�

objasnili mo�emo da ih zamenimo Hamiltonijanima koji su jednaki nuli u

okolini taqaka t = 0 i t = 1 pa je �ihovo nadoveziva�e dobro definisan

gladak Hamiltonijan H1]H2.

Stav 6.12. Za Morsove klase αj ∈ HM∗(U : fj, gj), j ∈ {1, 2}, za koje je 0 6=
α1 · α2 ∈ HM∗(U : f3, g3), va�i

c3
Υ(α1 · α2 : U,M : H1]H2) ≤ c1

Υ(α1 : U,M : H1) + c2
Υ(α2 : U,M : H2).

Dodali smo eksponente u oznaci invarijanti, cjΥ, da bismo istakli da se one

definixu pomo�u PSS izomorfizama u qijoj definiciji se koriste Morsove

funkcije fj, j ∈ {1, 2, 3}.

Dokaz. Kao i u dokazu Teoreme 6.8 mo�e se pokazati da proizvod ◦ na filtri-
ranim homologijama indukuje preslikava�e

CF λ
∗ (Υ, H1)⊗ CF µ

∗ (Υ, H2)→ CF λ+µ+4ε
∗ (Υ, H1]H2).

Podsetimo se da smo proizvod ◦ definisali broja�em elemenata nuladimen-

zione komponente mnogostrukostiMΥ(x1, x2, x3) koju smo definisali u (2.42).

Iz opisa redukcije proizvoda na filtrirane homologije zak	uqujemo da ako

postoji u ∈MΥ(x1, x2, x3) tada je

AΥ
H1]H2

(x3) ≤ AΥ
H1

(x1) +AΥ
H2

(x2) + 4ε.

Opet, kao i u dokazu Teoreme 6.8, koriste�i identitet (4.7) zak	uqujemo da

nejednakost

c3
Υ(α1 · α2 : U,M : H1]H2) ≤ c1

Υ(α1 : U,M : H1) + c2
Υ(α2 : U,M : H2) + 4ε,

va�i za sve ε > 0. Pustimo limes ε → 0 i dobijemo nejednakost iz postavke

ovog Stava.

Sada �emo pokazati da se ova nejednakost sla�e sa direktnim limesom

pomo�u koga smo definisali Florovu homologiju za otvoren skup.

Teorema 6.13. Za Morsove klase [αj] ∈ HM∗(U : fj), j ∈ {1, 2}, koje zadovo	a-
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vaju uslov 0 6= [α1] · [α2] ∈ HM∗(U : f3) va�i nejednakost

c3([α1] · [α2] : U,M : H1]H2) ≤ c1([α1] : U,M : H1) + c2([α2] : U,M : H2),

pri qemu smo opet eksponentima j u oznaci invarijanti cj istakli da su

klase iz Morsovih homologija modelirane funkcijama fj.

Dokaz. Iz definicije direktnog limesa sledi da za [αj] ∈ HM∗(U : fj) postoji

Υj tako da

αj ∈ HM∗(U : fj, gΥj), j ∈ {1, 2}.

Proizvod na direktnom limesu Morsovih homologija se definixe kao

[α1] · [α2] = [GΥ1Υ̃(α1) ·GΥ2Υ̃(α2)],

za neku aproksimaciju Υ̃ koja je ve�a od Υ1 i Υ2, Υ1 ≤ Υ̃ i Υ2 ≤ Υ̃. Na osnovu

Stava 5.1 zak	uqujemo da postoji aproksimacija Υ0 koja je ve�a od Υ̃ tako da

va�i

c1([α1] : U,M : H1) = c1
Υ

(GΥ1Υ(α1) : U,M : H1),

c2([α2] : U,M : H2) = c2
Υ

(GΥ2Υ(α2) : U,M : H2),

c3([α1] · [α2] : U,M : H1]H2) = c3
Υ

(GΥ̃Υ(GΥ1Υ̃(α1) ·GΥ2Υ̃(α2)) : U,M : H1]H2),

za sve Υ za koje je Υ0 ≤ Υ. Sada prethodni stav prime�ujemo na posled�u

invarijantu c3
Υ
. Dobijemo nejednakost

c3([α1] · [α2] : U,M : H1]H2) =

= c3
Υ

(GΥ̃Υ(GΥ1Υ̃(α1) ·GΥ2Υ̃(α2)) : U,M : H1]H2) =

= c3
Υ

(GΥ1Υ(α1) ·GΥ2Υ(α2) : U,M : H1]H2) ≤

≤ c1
Υ

(GΥ1Υ(α1) : U,M : H1) + c2
Υ

(GΥ2Υ(α2) : U,M : H2) =

= c1([α1] : U,M : H1) + c2([α2] : U,M : H2),

pri qemu druga jednakost sledi iz identiteta (1.7).

167



7 Da	i pravci istra�iva�a

Ovde �emo objasniti neke ideje u kom pravcu bi mogao da se nastavi da	i rad

u oblasti spektralnih invarijanti Florovog tipa.

Kvazimorfizmi A. Monzner, N. Vixeri i F. Zapolski [78] su definisali

dve familije funkcija indeksirane kohomoloxkim klasama a ∈ H1(M ;R).

Jedna familiju dejstvuje na grupu Hamiltonovih difeomorfizama kotan-

gentnog rasloje�a T ∗M

µa : Ham(T ∗M)→ R,

dok druga familija funkcija dejstvuje na prostor glatkih funkcija sa kom-

paktnim nosaqem na T ∗M

ζa : C∞c (T ∗M)→ R.

Sada �emo ukratko opisati konstrukciju ovih familija funkcija koja se

znaqajno osla�a na svojstva spektralnih invarijanti.

Podsetimo se da smo sa l(α : oM , ν
∗N : H) oznaqili spektralne invar-

ijante u Lagran�evoj Florovoj homologiji kotangentnog rasloje�a (videti

Poglav	e 5.3 za definiciju). Autori u radu [78] razmatraju specijalan sluqaj

kada je podmnogostrukost N jednaka celoj mnogostrukosti M . Prilagodi�emo

oznake tom radu pa �emo invarijenate za taj specijalan sluqaj oznaqavati sa

l(α,H), odnosno

l(α,H) ≡ l(α : oM , oM : H).

Mo�e se pokazati (videti Lemu 2.6 u [78]) da spektralne invarijante ne�e

zavisiti od Hamiltonijana dok god on generixe isti Hamiltonov difeomor-

fizam. Drugim reqima, ako su H,H ′ ∈ C∞c ([0, 1] × T ∗M) dva Hamiltonijana

takva da va�i φ1
H = φ1

H′ tada je

l(α,H) = l(α,H ′),

za sve α ∈ HM∗(M). To znaqi da mo�emo da definixemo

l(α, φ),

gde je φ ∈ Ham(T ∗M) Hamiltonov difeomorfizam. Oznaqimo sa l+ spek-

tralne invarijante pridru�ene fundamentalnoj klasi [M ] ∈ HMn(M) mno-

gostrukosti M ,

l+(φ) ≡ l([M ], φ),
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za sve φ ∈ Ham(T ∗M).

Definiximo jednu familiju funkcija

µ0 : Ham(T ∗M)→ R

kao

µ0(φ) = lim
k→∞

l+(φk)

k
. (7.1)

Sada mo�emo da objasnimo kako se definixe familija µa. Za a ∈ H1(M ;R)

odaberemo α ∈ a i definixemo simplektomorfizam

Tα : T ∗M → T ∗M

jednakox�u

Tα(q, p) = (q, p+ α(q)).

Na kraju

µa(φ) = µ0(T−αφTα). (7.2)

U [78] se mogu na�i deta	i zaxto je graniqna vrednost koja se jav	a u (7.1)

konaqna i zaxto izraz sa leve strane u jednakosti (7.2) ne�e zavisiti od izbora

predstavnika α. Ova familija funkcija �e zapravo biti parcijalni kvazi-

morfizmi u smislu Entova i Polteroviqa (videti [29] i Teoremu 1.3 u [78]).

Neformalno reqeno, kvazimorfizmi su homomorfizmi grupe u R do na neku

ograniqenu grexku. Oni slu�e kao zamena homomorfizmima za ispitiva�e

geometrijskih i dinamiqkih svojstava grupa jer mnoge poznate grupe ne do-

puxtaju netrivijalne homomorfizme u R (videti Glavu 3 u [93]).

Drugu familiju funkcija, ζa, definixemo kao

ζa(H) = µa(φ
1
H).

Ova familija �e zadovo	avati svojstva parcijalnih kvazista�a. Definicija

ovog pojma se mo�e na�i u [29].

Ovakve familije funkcija su prime�ene na ispitiva�e algebarske i ge-

ometrijske strukture grupe Ham(T ∗M), zatim na ispitiva�e svojstava Poa-

sonovih zagrada i na simplektiqku rigidnost.

Postav	a se pita�e da li mogu da se dobiju neki novi rezultati ako bi

se radilo sa spektralnim invarijantama u sluqaju kada je N prava podmno-

gostrukost od M? Da li bi u tom sluqaju familije µa i ζa i da	e bile par-

cijalni kvazimorfizmi i kvazista�a? Koliko bi se te familije razlikovale
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od gore definisanih?

Ubice spektra S. Sejfadini u radu [106] dokazuje slede�u teoremu.

Teorema 7.1. (Teorema 2 u [106]) Neka su U1, ..., Uk me�usobno razdvojeni

otvoreni podskupovi zatvorene monotone simplektiqke mnogostrukosti7

(P, ω). Pretpostavimo da je svaki skup Ui simplektomorfan Euklidskoj

lopti polupreqnika ri i da je svaki skup razdvojiv od sebe8 sa energijom razd-

vaja�a9 E(Ui) <
|λ|
2
. Tada, za svaki Hamiltonijan H : P × [0, 1] → R qiji je

nosaq sadr�an u skupu U1 t ... t Uk va�i

ρ([P ] : P : H) ≤ πr2,

gde je r = max{r1, ..., rk}.

Podsetimo se da je ρ spektralna invarijanta u Florovoj homologiji za peri-

odiqne orbite definisana u Poglav	u 5.1. Klasa [P ] oznaqava fundamentalnu

klasu mnogostrukosti P . Teorema je naxla primenu u ispitiva�u svojstava

invarijanti Poasonovih zagrada (videti [106] za vixe deta	a) a motivisana je

opxtijim pita�em (videti slede�i paragraf).

Za potrebe dokaza Teoreme 7.1 Sejfadini konstruixe specijalnu klasu

funkcija koju naziva ,,ubice spektra". Ako je zadat otvoren skup U koji je

simplektomorfan Euklidskoj lopti polupreqnika r, Br, za svako pozitivno ε
ma�e od r mo�e se konstruisati funkcija Kε : P → R qiji �e nosaq biti u

skupu {z : r − 4ε ≤ |z| ≤ r − ε} ⊂ Br ≡ U (ovde smo identifikovali skup

U sa Br). Grafiqki prikaz funkcije Kε je dat na Slici 24. Va�no svojstvo

ove klase funkcija jeste da neutralixe spektralne invarijane Hamiltoni-

jana qiji je nosaq sadr�an u skupu U . Preciznije, ako je U otvoren skup iz

Teoreme 7.1 tada �e va�iti

ρ([P ] : P : H +Kε) = 0,

za sve Hamiltonijane qiji je nosaq sadr�an u Br−4ε ⊂ Br ≡ U (ovo je tvr�e�e

Teoreme 7 u [106]). Primetimo jedno va�no svojstvo funkcijaKε. One ne zavise

7Ka�emo da je simplektiqka mnogostrukost monotona ako postoji ne-nula konstanta λ
takva da va�i ω|π2(P ) = λc1|π2(P ).

8Ka�emo da je skup razdvojiv od sebe ako postoji Hamiltonov difeomorfizam φ ∈ Ham(P )
takav da va�i φ(U) ∩ U = ∅.

9Energija razdvaja�a otvorenog skupa U definixe se kao E(U) = inf{‖φ‖ : φ(U)∩U = ∅}.
Ovde je ‖φ‖ Hoferova norma na prostoru Ham(P ) koja se definixe kao ‖φ‖ = inf{‖H‖ : φ1H =
φ}. Normu Hamiltonijana ‖H‖ definisali smo u (5.6).
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Slika 24: Grafiqki prikaz funkcije Kε

od Hamiltonijana H ve� samo od skupa U .

Ubice spektra daju znaqajan doprinos u proceni spektralnih invarijanti

velike klase Hamiltonijana. Sam autor u radu [106] postav	a pita�e da li se

funkcije Kε mogu konstruisati za xiru klasu domena a ne samo za otvorene

skupove koji su simplektomorfni lopti. Ono xto se nama qini kao zanim	ivo

pita�e jeste da li se mogu konstruisati ubice spektra koje neutralixu spek-

tralne invarijante u Florovoj homologiji za Lagran�eve preseke. Da li onda

u toj homologiji, pomo�u nove klase funkcija, mo�emo da poka�emo analogno

tvr�e�e Teoremi 7.1? Jasno je da, ako imamo fiksiranu Lagran�evu podmno-

gostrukost L, otvoreni skupovi Ui koji se jav	aju u Teoremi 7.1 moraju da seku

L da bi uopxte doprineli promeni spektra Hamiltonijana H.

Maks formula Neka je H Hamiltonijan opisan u Teoremi 7.1. Oznaqimo sa

Hi, i = 1, ..., k, Hamiltonijane koji su jednaki H na skupu Ui a da	e proxireni

nulom na ceo domen. Jasno je da va�i H =
∑k

i=1Hi. Kako su skupovi Ui me-

�usobno disjunktni i mogu da se razdvoje od sebe, logiqno je pretpostaviti da

Florova homologija za periodiqne orbite od H zavisi samo od pojedinaqnih

HamiltonijanaHi, odnosno, ne�e postojati holomorfni cilindri koji povezuju

periodiqne orbite od H smextene u razliqitim skupovima Ui, ve� �e netri-

vijalni holomorfni cilindri, koji zadaju graniqni operator u homologiji,

a time i samu homologiju, spajati periodiqne orbite koje se nalaze u istom

skupu Ui. Ovakva diskusija prirodno vodi do pita�a postav	enog u Napomeni

6 u [106]. Da li va�i formula maksimuma u Florovoj homologiji za periodiqne

orbite

ρ([P ] : P : H) = max
i
ρ([P ] : P : Hi)?

Potvrdan odgovor na ovo pita�e, u sluqaju kada je je P zatvorena asferiqna

mnogostrukost a Ui specijalna klasa Liuvilovih domena, dat u radu [55], Teo-

rema 45. Sliqna formula postoji za spektralne brojeve u Morsovoj homologiji
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(videti Poglav	e 10.1 u [93]). Ovim je zapravo dat potvrdan odgovor na pita�e

koje je L. Polteroviq postavio u svom radu [92] o invarijantama Poasonovih

zagrada.

Mogu�i nastavak ovog rada je pita�e da li formula maksimuma va�i za

spektralne invarijante u Florovoj homologiji za Lagran�eve preseke.

Limes PSS preslikava�a u Florovoj homologiji za otvoren skup

po otvorenim skupovima U Poglav	u 1.7.1 data je konstrukcija Florove

homologije za Lagran�eve preseke za par (oM , ν
∗N), gde je N ⊂ M zatvorena

podmnogostrukost zatvorene mnogostrukosti M . U Poglav	u 1.8 data je kon-

strukcija Florove homologije za otvoren skup U ⊂ M qija je granica ∂U

glatka. Prva homologija, koju �emo kra�e oznaqavati10 sa HF∗(oM , ν
∗N),

izomorfna je singularnoj homologiji od N . Druga homologija, modelirana

negativnim konormalnim skupom, u oznaci HF∗(U : M) izomorfna je sin-

gularnoj homologiji od U . I u jednom i u drugom sluqaju ambijent u kome

se nalazimo je T ∗M i konstruixemo homologije za koje se ispostav	a da su

izomorfne singularnim homologijama odgovaraju�ih podskupova, N , odnosno

U . Pri tome je skup N zatvoren a skup U otvoren. Prirodno se name�e pita�e

kako se ponaxaju ove homologije ako posmatramo �ihov limes po skupovima.

Tu razlikujemo dva sluqaja.

Prvi sluqaj je da posmatramo limes po otvorenim skupovima koji su pod-

skupovi od N . Neka je data familija otvorenih skupova Un takva da va�i

limn→∞ Un = N . Pita�e je da li �e biti izomorfne grupe limn→∞HF∗(Un : M)

i HF∗(oM , ν
∗N). Odgovor na ovo pita�e je negativan. Kontraprimer mo�emo

da konstruixemo ako uzmemo da je M = S1 i N = M . Pokri�emo kru�nicu

otvorenim skupovima Un koji su difeomorfni otvorenom intervalu u R. Neka
su skupovi sa parnim indeksima, U2n, jednaki celoj kru�nici bez malog luka

koji sadr�i taqku 1 ∈ S1. Ove lukove oko taqke 1 biramo tako da familija

U2n bude rastu�a u smislu inkluzije. Skupovi sa neparnim indeksima, U2n+1,

�e biti jednaki celoj kru�nici bez malog luka koji sadr�i taqku ı ∈ S1. Kao

i malopre, lukove oko taqke ı biramo tako da familija U2n+1 bude rastu�a u

smislu inkluzije. Znamo da je HF1(Un : M) ∼= H1(Un) = 0 jer su skupovi Un

kontraktibilni. Sa druge strane HF1(oM , ν
∗N) ∼= H1(S1) ∼= Z2. To znaqi da

limes homologija za otvoren skup po otvorenim skupovima koji isrp	uju neki

zatvoren skup ne daje homologiju koja je izomorfna homologiji tog zatvorenog

skupa.

10Sada izostav	amo oznake za Hamiltonijan i skoro kompleksnu strukturu jer �elimo da
obratimo vixe pa��e na same skupove koji se jav	aju u konstrukciji.
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Drugi sluqaj je da posmatramo limes od HF∗(U : M) po otvorenim

skupovima U koji sadr�e N (ovde, kao i u prethodnom sluqaju, mo�emo da

posmatramo direktan limes pri qemu je predure�e�e zadato inkluzijom me�u

skupovima). U radu [87] je samo napomenuto da �e va�iti

lim−→
U⊃N

HF∗(U : M) ∼= HF∗(oM , ν
∗N) (7.3)

i nije dat nikakva dokaz ove qi�enice koja nije oqigledna. Tako da je pita�e

koje se ovde postav	a da li va�i (7.3). Ako je odgovor na ovo pita�e potvrdan

bilo bi zanim	ivo da se ispita da li preslikava�e tipa PSS u Florovoj

homologiji za otvoren skup, koje smo definisali u Poglav	u 3.3, pri dejstvu

direktnog limesa lim−→U⊃N postaje jednako preslikava�u PSS u konormalnoj

Florovoj homologiji koje smo definisali u Poglav	u 3.2.

Spektralne invarijante i C0 simplektiqka topologija Poznata

Gromov-E	axbergova teorema ka�e da je difeomorfizam koji je C0 limes sim-

plektomorfizama i sam simplektomorfizam. Ova teorema je dala motivaciju

da se definixu simplektiqki homeomorfizmi na (P, ω) kao C0 limes (na

kompaktnim podskupovima) simplektomorfizama. Definicija Hamiltonovog

homeomorfizma je znaqajno komplikovanija. Najgrub	e reqeno, to je homeomor-

fizam simplektiqke mnogostrukosti φ sa kompaktnim nosaqem za koji postoji

put homeomorfizama φt sa kompaktnim nosaqem, φ1 = φ i niz Hamiltonovih

difeomorfizama φtHi , tako�e sa kompaktnim nosaqem, koji u C0 normi konver-

gira ka φt uniformno po t ∈ [0, 1]. Dodatno se zahteva da niz Hamiltonijana Hi

konvergira ka nekoj neprekidnoj funkciji u supremum normi na P (videti [81]

za taqnu definiciju). Ovi pojmovi su osnova C0 simplektiqke topologije koja

se znaqajno razvila u posled�ih par godina.

Bilo bi zanim	ivo ispitati kako se ponaxaju spektralne invarijante pri

C0 limesima? Da li ih simplektiqki i Hamiltonovi homeomorfizmi quvaju?

Ovakva pita�a su zapoqeta u [52, 53].
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