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PREDGOVOR

Stohasti€ki modeli realnih sistema koriste se u firikom krugu disciplina prirodnih,
drustvenih i tehnickih nauka. Ovo je pre svega uslovljeno moguénostima njihove nu-
mericke realizacije (simulacije) sredstvima savremene rac¢unske tehnike. U ovoj knji-
zi se analiziraju stohasti¢ki modeli prostorno raspodeljenih sistema (sludajnih polja)
sa stanovista njihove simulacije sredstvima digitalne i hibridne radunske tehnike.

Knjiga sadr3i pet glava. U prvoj je dat pregled Monte—Karlo algoritama za simu-
laciju raspodeljenih sistema. U drugoj i treéoj glavi je izloZen opiti postupak kons-
truisanja eksplicitnih stohastitkih modela linearnih paraboli¢nih sistema kao predus-
lov za simulaciju na digitalnom i hibridnom radunaru. Postupci simulacije su flustro-
vani primerima. U &etvrtoj glavi je prikazana moguénost konstrukcije implicitnog sto-
hasti¢kog modela na osnovu generalisanih karakteristika paraboli¢nog sistema. U pe-
toj glavi je pokazano kako se ovi modeli mogu koristiti u svthe identifikacije para-
metara raspodeljenih sistema, §to je ilustrovano primerom identifikacije parametara
jednog podzemnog rezervoara. '

Rukopis ove knjige proéitali su akademik dr Mirko Stojakovié, dr Zoran Ivkovié
idr Nedeljko Parezanovié¢, Na njihovim sugestijama i primedbama autor se zahvaljuje.

Primedbe na struénu ili metodsku stranu izlaganja autor ée primiti sa zahvalno-
$6u.

Beograd, decembar 1977, Autor
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UuvoD

Savremeni tehnoloski razvoj nametnuo je potrebu regulacije i kontrole sloze-
nih tehnolodkih i prirodnih mehanizama $to se ispoljava i kroz dinamidan us-
pon koji teorija sistema sa raspodeljenim parametrima (SRP) dozivljava u poslednje
vreme [1]. Prema §iroko usvojenoj definiciji [S61, pod sistemom sa raspodeljenim
parametrima se podrazumeva sistem &ije je stanje opisano.skalarnom ili vektorskom
veli¢inom raspodeljenom u nekom odredjenom prostoru.

Tipi&ne primere SRP kod kojih se nameéu upravijacke intervencije predstavlja-
ju razligiti fizicki (hidrodinami&ki, elektromagnetski i dr.) i tehnolodki (termicki,
hemijski i dr.) procesi, a takodje i problemi iz oblesti prostorne tehnike (na pri-
mer, ponafanje letilica sa te&nim gorivom). Najveéim delom, ovi objekti kao i spo-
Hasnja dejstva kojima su podvrgnuti nisu u potpunosti odredjeni. Kako je teorija
verovatnoce uobi¢ajeni matemati€ki aparat za opisivanje neodredjenosti, moZemo
o najveéem broju prakti¢nih primera SRP govoriti kao o sistemima sa shudajno
(stohastitki) raspodeljenim parametrima (SSRP).

Da bi u §to preglednijem obliku ukazali na raspoloZive moguénosti teorije SRP
i na mesto koje u tom okviru zauzima metoda stohastiéicog modeliranja, na sl. 1
smo vizuelno predstavili klase realnih sistema na koje se odnose &etiri osnovna ma-
tematicka modela. U osnovne matematicke modele SRP ubrojali smo parcijalne di-
ferencijalne jedna&ine (PDJ), integralne jednagine (I), stohasticke modele (SM) i
varijacione modele (VM).

Klasa realnih SRP koja se moZe ekvivalentno opisati pomoéu sva getiri osnovna
modela, odgovara linearnim elipti¢nim PDJ. Lineami paraboliéni sistemi PDJ se
mogu ekvivalentno opisati pomoéu IJ i SM. Hiperbolicke PDJ se ne mogu ekviva-
lentno opisati stohasti¢kim modelom, a nelinearne PDJ se, u opitem slucaju, ne
mogu prevesti u IJ. Svi osnovni modeli, osim PDJ, obuhvataju i odredjene klase si-
stema sa koncentrisanim parametrima. Najzad, na .1 je ukazano i na &injenicu da
svi SRP nisu u potpunosti matematicki struktuirani, odnosno da se matematicka
struktura nekih realnih SRP he moZe u potpunosti identifikovati ni sa jednim od
osnaviith modela.
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Na sl. 2 su prikazane osnovne numerike metode za dobijanje brojnih podataka o
SRP — direktno uslovljene jednim od &etiri osnovna matemati¢ka modela.

Za one klase SRP koje se mogu ekvivalentno opisati sa viSe matemati&kih modela,
ovim direktnim numeri¢kim postupcima se pridruZuju i indirektni koji se <astoje u
odredjivanju matematitkog modela ekvivalentnog zadatom i primeni odgovarajuceg
direktnog numeri¢kog modela. Tako se ustaljerio stanje procesa difuzije na nekoj po-
vi§ini G moZe opisati jednim od slede¢a &etiri medjusobno ekvivalentna modela:

(¥DJ) Qz-u~+—i29=0; x.y) €G;
ox oy*?

uxy) =fxy); GY)E€8G = {xy): x =5®,y =n@), tE[0,T]};

(U) ) = L) 52 ot K=Y

gde je u(t) relenje Fredholm-ove integralne jednaZine druge vrste:

mue)* I TR 1t) & = 16K -—a‘“g "g(t) g(s)

M) x(0) = x, + wy(1), y({t) =y, + wp(t);
u(xq¥o) = ME(x(r), y(7) ;
7 =inf {t : (x(t), ytDEG} ;

Wy (), w2(t) — standardni, medjuscbno nezavisni skalami procesi Wiener-a.
(VM) Funkcija u(x y) je odredjena kao ekstremala funkeionala
o) = 1 J( EY? + &)Y dx @y,
G ox ay
definisanog nad klasom K dopustivih funkcija:

K; = {uxy);ue€ €@, (xy) € G, u((xy) € 5 G) = f(xy) }:

Prema tome, numeri¢ka analiza navedenog SRP se moze sprovesti bilo kojim od
metoda predstavljenih na sl. 2. Pri tome su te metode uslovno klasifikovane u direk-
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tne i indirektne u zavisnosti od toga sa kojim je matemati¢kim modelom SRP prvo-
bitno identifikovan.

SloZenost matematickih modela SRP sa stanovista njihove numeri¢ke analize, od-
nosno realizacije na ratunaru,se poveéava ako se spoljasnja dejstva na sistem ne mo-
gu unapred potpuno odrediti, te se opisuju kao sluGajna, stohasticka. U ovoj knjizi
se izlaZu rezulati analize matemati¢kih modela stohasti¢kih sistema sa raspodelje-
nim parametrima sa stanovi§ta njihove realizacije (simulacije) sredstvima raspolozive
radunske tehnike.

U glavi I rada dat je pregled algoritama Monte—Karlo koji se primenjuju u obla-
sti SRP. Data je kratka istorijska retrospekcija razvoja metoda. Algoritmi su podelje-
ni u tri osnovne grupe prema vrsti stohasti¢kih modela na osnovu kojih se izvode.
Za grupe algoritama kojima se rad ne bavi direktno, izloZeni su u kratkim crtama
principi na kojima se zasnivaju.

U glavi II razradjen je opsti postupak za konstruisanje stohastickih modela para-
boliénih PDJ sa slu¢ajnim koeficfjentima na osnovu kojih se formiraju algoritmi za
njihovo reSavanje. Eliptiéne PDJ se tretiraju kao poseban sluéaj paraboli¢nih. Prika-
zan je primer stohastitkog modeliranja SSRP na digitalnom radunaru.

U glavi Il su na osnovu stohasti¢kih modela iz predhodnih glava formirani hibri-
dni algoritmi za refavanje paraboli¢nih i eliptiénih PDJ. Analizirane su gre3ke algori-
tma. Prikazan je primer simulacije jednog nestacionarnog SRP na hibridnom racu-
naru. ) ' '

U glavi IV je pokazano da — analogno sa sistemom karakteristika za linearne
PDJ prvoga reda — postoji sistem generalisanih (stohastitkih) karakteristika i za
paraboligne sisteme. Ova &injenica je iskoriftena za obrazovanje stohasti¢kog mode-
la SRP ekvivalentnog opisu pomoéu PDJ. Takav model opisuje implicitno stanja ra-
spodeljenog sistema pomocu stohastickih diferencijalnih jedna&ina duz difuzionih
trajek torfja i naziva se karakteristi¢nim stohasti¢kim modelom.

U glavi V se refava zadatak identifikacije nepoznatih parametara karakteristi¢nog
stohasti¢kog modela u slucaju delovanja raspodeljenog Suma na sistem. Zadatak i-
dentifikacije se svodi na iznalaZenje minimuma neke regresione funkcije (funkciona-
1a), 3to se efikasno numericki refava algoritmima stohasticke aproksimacije. Postu-
pak je flustrovan primerima. Dati su rezultati pretraZivanja ocena u parametarskoj
ravni pomoéu digitalnog radunara.
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I PREGLED MONTE~KARLO ALGORITAMA
U OBLASTI SRP

1.1. OPSTE NAPOMENE

Osnovna ideja metoda Monte—Karlo zasniva se na mafinskoj reprodukciji (simula-
ciji) velikog broja realizacija slu&ajnih veliCina koje figurisu u SM i ocenjivanju njiho-
vih brojnih karakteristika (matematitko otekivanje, disperzija i dr.) na osnovu broj-
nih karakteristika uzorka (aritmeti¢ka sredina, srednji kvadrat i dr.). Poto takav po-
stupak potseta na bacanje kocke u igrama na sre€u, metod je dobio Siroko usvojeni
naziv ,Monte--Karlo metod”. ' -

Iako su konstrukcije stohasti¢kih modela ekvivalentnih diskretizovanim shemama
PDJ veé dvadesetih godina ovoga veka izlozene u radovima Petrovskog [5] i Wienera
[6], rad Metropolis-a i Ulama |7}, u kojem je prvi put upotrebljena ova veza za for-
miranje numeri¢kog algoritma, pojavio se tek 1949. godine u vezi sa pojavom prvih
prakti¢no upotrebljivih elektronskih radunara. Ovo se lako moZe shvatiti ako se ima
- u vidu da relativno spora konvergencija brojnih karakteristika uzorka ka brojnim ka-
rakteristikkama statisti¢ke populacije u celini (slucajne veli¢ine) zahteva simulaciju ve-
likog broja medjusobno nezavisnih realizacija slu&ajne velicine.

Prateéi razvoj elektronskih radunara, metod Monte—Karlo se dalje snazno razvi-
jao direéi sve vise oblast svoje primene. Algoritmi Mente—Karlo za dobijanje brojnih
podataka o SRP se prema stohastiC¢kim modelima iz kojih su izvedeni, mogu podeli-
ti u tri grupe.

Algoritmi prve i najstarije grupe izvode se iz SM kojim se sistem linearnih alge-
barskih jednaéina ekvivalentno predstavlja u obliku Markovljevog lanca. Koriste se
za reSavanje PDJ i IJ u diskretizovanom vidu. .,

U drugu grupu ulaze algoritmi izvedeni iz SM kojima se ekvivalentno opisuje je-
dna klasa integralnih jednacina.

Trecoj grup: pripadaju algoritmi na bazi difuzionih procesa (tipa procesa Wie-
ner-a) ékvivalentnih nekim klasama PDJ.
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Sredstva racunske tehnike kod kojih se veliGine predstavljaju kontinualno (analog-
na tehnika) i diskretno — kontinualno (hibridna tehnika) je prirodno koristiti za re-
alizaciju algoritama druge i tre¢e grupe. Ovo opravdava uslovnu terminologiju prema
kojoj su algoritmi iz prve, druge i treée grupe respektivno: diskretni, diskretno—kon-
tinualni (hibridni) i kontinualni.

1.2. ALGORITMI MONTE-KARLO ZA RESAVANIE
DISKRETIZOVANH PDJ 1 IJ

Prvi algoritam ovoga tipa je formulisan u ve¢ pomenutom radu Metropolis-a i Ulam-a
[7]. U osnovi to je algoritam za refavanje jedne klase sistema linearnih algebarskih jedna-
¢ina, tako da se u poznijim radovima upravo u tom obliku i razvijao [8—11].

U odnosu na postojeée algoritme za resavanje PDJ novi algoritam je imao sledeéa
preimuéstva: :

1) Ovim algoritmom se mogu dobiti reSenja u proizvoljnoj tatki prostora ili vremena,
a da pri tome nije neophodno da se refenje odredjuje u celoj prostornoj oblasti u
toku cele ,predistorije” kao kod metoda konaénih razlika.

2) Zahtevi u pogledu kapaciteta (operativne memorije) radunara i ukupno vreme refa-
vanja rastu sa poveéanjem broja dimenzija PDJ znatno sporije nego li kod klasi¢nih
algoritama.

3) Daje moguénost jednovremenog refavanja PDJ sa vie razli¢itih graniénih uslova uz
minimalno poveéanje broja radunskih operacija. .

4) Algoritam nije osetljiv na Sum radunskih komponenata (gresku—okrugljenja).

5) Ta¢nost i veli¢ina oblasti u kojoj se reSava PDJ ne moraju biti ograniGeni kapacite-
tom radunara kao kod metode konaénih razlika. Alternativno ogranicenje moZe bi-
ti maksimalno dopufteno vreme za odredjivanje refenja na radunaru.

Nabrojane odlike u osnovi karakterifu celu metodu i glavni su motiv daljeg razvoja
Monte—Karlo algoritama.

Osnovno ogranitenje alagoritama prve grupe predstavlja zahtev da matrica sistema
ima ,,dominantnu” dijagonalu. Na ovo ogranitenje nailazi se i kod standardnih iterati-
vnih postupaka za refavanje linearnih algebarskih sistema jednagina (napr., Gauss—Sei-
del-ov postupak).

Izloziéemo u kratkim crtama konstrukciju algoritma. Neka je data matriéna jedna-
&ina

Ax=b 1)
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gde
~ matrica Q tipa n x n sa elementima a.. ima dominantnu dijagonalu,
~ b je zadati vektor sa elementima b;, @i=1,..n),
~ X je nepoznati vektor sa elemennma Xjs i=1,..,n).

Relacija (1) se moze napisati v obliku
x=Hx+d )
gde su matrica H sa elementima hij G,j =1, .., n) i vektor d sa elementima d;, (i =

1, ..., n) odabrani tako da sve sopstvene vrednosti matrice H po modulu budu manje
od jedinice. To je uvek moguée kada matrica A ima dominantnu dijagonalu.

Za matrice A sa dominantnom dijagonalom se iz (2) dobija
x=@E-Hyla=d+Hd+H2d + .. 3)

ili u skalarnom obliku

x—d‘+2hgd]+k_‘lh]-k1§1hkjd]+ 3
i=1,..n).

Uvedimo nenegativne multiplikatore Pij» @4,j=1, .., n) tako da vazi

n
b pu<l, i=1,.,n
=19

i defini¥imo matricu V elemenata Vip (,j =1, ..., n) odredjenih relacijama
vy by S by, Gi=1,n) o @)
1] l] s £ 3 3 .

Neka je dalje

A n .
Pint1 = 1 _jz';l Py» =1, ..,0n),

A )
Ppt1j= O G=1, .,n).

Odredimo sada Markovljev lanac nad skupom diskretnih stanja {Sy, S5, ... Sy, Sp4q }
tako §to ¢emo za metricu prelaza usvojiti matricu P sa elementima Pij i,j=1, ..,ntl)
koji predstavljaju verovatnoée prelaza iz stanja S; u stanje S;. Krajnje stanje (K) realizaci-
je Markovljevog lanca — (trajektorije) T; = {Slo, Sip» Sigs -+ S K }¢e biti stanje K=S_ 41,
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jer su verovatnoce prelaza iz stanja S, u bilo koje drugo stanje jednake nuli.
DefiniSimo slu¢ajnu funkciju nad trajektorijom T;

A
TP = dig *Vigiy 4y *Vig i i o Yt M io it Vil imYim (©

sa verovatnoéom realizacije

P =Py i1 Pi i Pimed im Pigy e g =0+, m< o).
Pokazatemo sada da‘je refenje sistema (1) odredjeno matematickim ogekivanjem
M ECri) = xi.
Zaista vazi
©° n 1
MET)= T 2 E E P(T) - (d +v lldll
m=o ij=l iy=1i =l

* Yioi1 * Vim—1im dim)

Vioi1 ¥iti, dip *

odnosno

MET) =d; + E h1011 g +112_1 iy=1 Bigiy Bigip G * - @)

Uporedjenjem (7) i (3’) zakljuduje sé da za i = iy, vazi
M HT) = x; ®)

§to je trebalo dokazati.

Stohastiki model je dakle slu¢ajna funkcija £(T;) nad trajektorijama Markovljevog

lanca. Na osnovu ovog modela se formira slede¢i algoritam za odredjivanje x;.

1) Organizuje se N realizacija T%‘(k = 1,..., N) Markovljevog lanca {Sr’ Pi(=1,..,
n+1), sa podetnim stanjem S;

2) U toku svake realizacije formira se veli¢ina ’_q'(Tgﬁ i registruje se njena konac¢na vred-
nost posle izbijanja trajektorije u krajnje stanje S .,

3) Za dovoljno veliki broj N realizacija moze se uzeti da je

N.l_
L Era ®

Poslednji algoritamski korak (3) se opravdava zakonom velikih brojeva prema ko-
me vazi '
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N .
PUMEM)-L T rahi<el>i- “:5)
N

Lako je videti da se algebarski sistemi dobijeni diskretizacijom hiperboli¢nih PDJ
ne mogu refavati ovim algoritmom, jer matrice takvih sistema nemaju dominantnu di-
jagonatu.

Osnovno preimuéstvo algoritama iz ove grupe je njthova op§tost. Njima se direkt-
no refavaju diskretizovane PDJ i 1J sa linearnim graniénim uslovima druge { treée vrs-
te,{12—-14], sto kod algoritama iz ostalih grups nije sludaj. Pored toga, algoritmi ovo-
ga tipa dopustaju, barem principijelno, reSavanje diskretizovanih PDJ reda razligitog
od 2.

U nedostatke ove grupe algoritama moZe se ubrojati njihova &isto diskretna priro-
da koja ih predodredjuje isklju¢ivo za primem ma digitalnim radunarima pri Semu
se operativna memorija ratunara optereuje jednako kao i u primeni klasi¢nih relak-
sacionih metoda za reavanje sistema (1),(12). U opstem sludaju ovi algoritmi obuh-
vataju  veéi broj radunskih operacija i podataka od algoritama iz ostalih grupa,jer
ne uzimaju u obzir specifitnosti algebarskih sistema dobijenih diskretizacijom poje-
dinih klasa PDJ. Ovo vodi poveéavanju odgovarajuéeg masinskog vremena kao i zah-
teva u pogledu kapaciteta memorije masine.

U radu {12] uiteda u kapacitetu operativne memorije ostvarena je tako $to j je
svim elementima matrice V pripisana ista yrednost. To medjutim, zahteva realizacije
Markovljevog lanca sa unapred zadatim verovatnoéama prelaza. Da realizacija algorit-
ma za generisanje takvog Markovljevog lanca ne bi oduzimala isuvile mnogo mafins-
kog vremena, predlaZe se posebna konstrukcija generatora Markovljevih trajektorija
(u ,hardware”—u). Ovim se efektivno vreme radunanja skraéuje, ali se znatno uveéa-
va period pripreme.

1.3. ALGORITMI MONTE—KARLO ZA RESAVANIE
INTEGRALNIH JEDNACINA

Ovu ideju je razvio i praktidno primenio za odredjivanje sopstvenih vrednosti Fred-
holm—ovih integralnih jedna&ina druge vrste Kalos [16]. Algoritam je nadao primenu u
odredjivanju najmanje sopstvene vrednosti Hamilton—ovog operatora u Schridinger—o-
voj jednacini svedenoj na integralni oblik,{17].

Nemoguénost da se postojeéim numerickim metodama i raspolozivom radunskom
tehnikom odredi potencijal Schrodinger—ove jednadine za sisteme od tri i vile korpus-
kula predstavljala je osnovni motiv za razvoj ovih metoda. Sa brojem korpuskula u si-

stemu, dimenzionalnost Schrodinger—ove jednagine naglo raste, §to ve¢ za tri istovrsne -
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korpuskule onemoguéava numeritko refenje integralne jednadine za potencijal meto-
dom konaénih razlika. Metod Monte—Karlo namede se kao jedini izlaz iz ove situaci-
jeJ181].

Opisaéemo stohasti¢ki model za izvodjenje algoritma ovoga tipa.
Nekz je data Fredholm—ova integralna jednacina druge vrsté

Foo

o) =L, K(y-2)6() dz + F(y) =Aé(¥) + Fy ), (10)

gde je
+ OO

_{o F()dv=L <e, 0K F(v)< o,

Uvedimo u (10) smene

96 Ay @); EQ A1), KAy a1
L L Mo

i uoCimo da za IJ koja se tako dobija

o) =My _f kiy-2) 9(0) dz + £) a2)

vaZi razvoj u red
o(y) = f(y) + zl MIA™ f(y). a3
m:

S. druge strane poznato je da za dve medjusobno nezavisne velidine £, i £; vazi

+ OO
Plto+t<yl= f P{< y—z};‘; Pi, <2}z (19)
uz predpostavku da je funkcija raspodele P {§; < 2} diferencijabilna po z. Neka je

P, < v} =Kk(¥), o

d d = =

= .P =2 P <vl=..=1W).
4Py <vi= Pl <vi= .= 1)
Uo¢imo da za sludajnu funkciju

1 <v

xg<v={ 53"
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vazi
Mx {& <v} =P{t <v}.

Otuda sledi

oo m oo m
M Z MIx{Z¢<yl=2 MIP{Z§<yl=
m=1 <0 m=l v=0

= T M AT () = ofy) — ().
m=1

Algoritam Monte—Kado za odredjivanje vrednosti funkcije ¥(y) u tacki y formira
se na osnovu jednacine

o) =M Z MPx{Zt, <y} +10). (6)

k
1) Generira se realizacija £, slu¢ajne veli¢ine sa raspodelom verovatnoce k(v).

-2) Nezavisno od & generiraju se realizacije Egt medjusobno nezavisnih sludajnih veli-
gina £, (i=1,2, ..,7) sa gustinom raspodele f(v).

m
3) Formiraju se zbirovi X Sl; i odredjuju vrednosti

k
x{ % £,}, (m=1,2,..,0).
V=0

4) Funkcija ¥(y) u tatki y se odredjuje prema formuli

Tz

J
[ MIx(F g < y) ). a7

vy) ~

z =~

Na osnovu konvergencije reda (13) i zakona velikih brojeva, moze se smatrati da za
dovoljno veliko J i N formula (17) sa dobrom priblizno$éu odredjuje vrednost funkcije
#(y).

Razvoj ove grupe algoritama prvenstveno je diktiran potrebama teorijske fizike, to
je u znatnoj meri odredilo njihova preimuéstva i nedostatke. Osnovna preimuéstva ovih
algoritama su ekonomiénost u refavanju vifedimenzionih problema i prakti¢na primen-
ljivost algoritma u otsustvu pocetnih aproksimacija refenja. Osnovni nedostatak je ne-
dovoljna taZnost relenja u sludajevima kada se jezgro LV (potencijal) ne ponada dovolj-
no ,,pitomo”. Do sada razvijeniv algoritmi ove grupe namenjeni su iskljuéivo brzim digi-

\
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talnim ra¢unarima velikog kapaciteta operativne memorije. Pitanjima optimizacije al-

goritama sa stanovista raspoloZivog kapaciteta operativne memorije i dopultenog vre-

mena radunanja nedovoljno je posveéena paZnja. MoZe se oCekivati da ée istraZivanje

u ovom pravcu otvoriti puteve primeni ove grupe algoritama i na $ire klase SRP izvan
domena teorijske fizike.

1.4. ALGORITMI MONTE-KARLO ZA RESAVANIJE PDJ MODELI-
RANIJEM DIFUZIONIH PROCESA

Prvi algoritam u kome su primenjene diskretizovane realizacije Wiener-ovog proce-
sa (diskretno lutanje) za numeri¢ko refavanje PDJ dat je 1950. godine u radu Donsker
i Kac-a [19].Faza tesne sprege izmedju algoritama Monte—Karlo i razvoja radunske te-
hnike polela je sa radom Chuang, Kazda i Windeknecht-a 1962. godine,{20]-u kome su
sredstva analogne radunske tehnike u kombinaciji sa nekim logi¢kim elementima upo-
trebljena za realizaciju diskretno-kontinualnog algoritma na bazi neprekidnih realizaci-
ja Wiener-ovog procesa. Ova sprega pored toga 3to je predstavljala jedan od motiva raz-
voja hibridne radunske tehnike, [21-23], posredno je priblizila metod Monte—Karlo
problemima teorije upravljanja. U novije vreme algoritmom Monte—Karlo ovoga
tipa je refen jedan primer optimalnog upravljanja deterministitkim SRP,[13].

Osnovna karakteristika algoritama ove grupe je veéa ekonomiénost (manji broj ra-
¢unskih operacija) u odnosu na algoritme iz prve grupe. Ova odlika je posledica &inje-
nice da su difuzioni (strogo Markovljevi) procesi doslovno ekvivalentni linearnim eli-
pti¢nim i paraboliénim PDJ, dok diskretni Markovljevi procesi u algoritmima iz prve
grupe tek u grani¢nom prelazu postaju ekvivalentni PDJ.

Izloziéemo ukratko osnovne radove iz navedene oblasti.

Posle pionirskog rada Chuang, Kazda i Windeknecht-a {20], u kome se refava prost
slu¢aj dvodimenzione elipti¢ne jedna&ine, metod su pribvatili i dalje razvili Lipcer, Ka-
balevskij i Dasevskij, {24, 25]. ReSena je paraboli¢na jednodimenziona PDJ sa uslo-
vima Cauchy-a i grani¢nim uslovima prve vrste. Isti problem je 1967. refavao Han-
dler na brzoj repetitivnoj analognoj masini ASTRAC II taio da je vreme potreb-
no za odredjivanje refenja znatno skraéeno.[26]. Ovaj uspeh jc inspirisao dalje rado-
ve na konstrukciji specijalizovanih hibridnih racunara i daljoj razradi algoritama,[27—
-29].

U ovim radovima su razvijeni algoritmi za re§avanje posebnih slucajeva elipti¢nih
i stacionamih paraboli¢nih jednacina. Algoritam za reSavanje nestacionarnih parabo-
li¢nih jednacina, u oblastima sa pokretnom granicom razvijen je u {30, 31].

Iz pregleda postojeé¢ih algoritama Monte—Karlo za numeri¢ku analizu SRP moze-
mo zakljuditi sledece. :
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1) Savremena radunska tehnika je savladala poletne teskoée uslovljene sporoiéu stati-
sticke konvergencije algoritama Monte—Karlo.

2) U skladu sa tim u prvi plan su izbili problemi razvoja efektivnih algoritama Sirokog
spektra primene, posebno u oblasti upravljanja SRP.

3) Postojeti algoritmi Monte—Karlo za numeri¢ku analizu SRP nisu u dovoljnoj meri
medjusobno povezani, §to se ocituje u srazmerno uskom polju primene pojedinag-
nih algoritama.

4) Primena identifikacionih i drugh standardnih metoda teorije upravljanja znatno je
otezana nepovezano$éu i ograni¢eno$éu stohastitkih modela na osnovu kojih se od-

redjuju algoritmi, posebno odsustvom stohasti¢kih modela koji bi uzimali u obzir
neodredjenost ili zajum}jenost parametara SRP.

Potreba otklanjanja uo&enih nedostataka predstavljala je motivaciju za ovaj rad.
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I SIMULACIJA EXSPLICITNOG STOHASTICKOG MODELA
PARABOLICNOG SISTEMA NA DIGITALNOM RACUNARU

2.1. DETERMINISTICKI NESTACIONARNI PARABOLICNI SISTEM

2.1.1. Stohasticki model

Neka je linearni nestacionarni paraboli¢ni sistem opisan slede¢im meSovitim prob-
lemom s2 pocetnim i graniénim uslovima prve vrste

L u(x,t) — o(x,t) u(x,t) + d(x,t) =0, (xt)€Gx I,
uxf) = P(x), (xt) € 5Gx T, 0

gde je ograni¢ena otvorena oblast G C E®, & G — granica oblasti G,

GaGuse

- 7 A
L=0,tp) 0<t . <ol =[0,t ),

¢, d, u — skalari,

diferencijalni operator L A (2, V)+®BV,V)— -éat— ,

simbol (,) oznacava skalarni proizvod,

vektor a, (n x 1), sa elementima a;(x, t),

matrica B, (n x n), sa elementima bij(x,t),

vektorski diferencijalni operator ,nabla” ¥ 4 {ga* yooes a—a— 1,
X
1

v A {¢(x,t), (x.t) € 8Gx (0, tmax)
’ f(x), 'x€G;t=0.

Primetimo da je uvodjenjem sinteti¢ke funkcije ¥ (x,t) meSoviti problem Cauchy—
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~Dirichlet-a sveden formalno na problem Dirichlet-a sa degenerisanom elipti¢nom jed-
nadinom (l)*.

Matrica B mora biti pozitivno—definitna za svako (x,t) € GXI; da bi se ofuvao nor-
malno—paraboliZni karakter operatora L. UoZimo jo§ da je matrica B uvek simetrina.

Klasi¢no (ili strogo) refenje u(x,t) jednacine (1) mora biti dva puta diferencijabil-
*no po svim prostornim koordinatama (x;) i jedanput po vremenskoj koardinati (t). U
tu svrhu dovolini su sledeéi uslovi [32}:

(A) funkcije c(x,t), d(x,t), a;(x,t), bs(x,t) moraju biti neprekidne po Lipschitz-u za
svako (x,t) € Gx I,.

(B) funkcija y/(x,t) mora biti deo po deo neprekidna za svako (x,t) € §G % -I-t'

Celishodno je, radi povezivanja sistema (1) sa odgovarajuéim stohastikim proce-
som, uvesti sledeée nove oznake:
¢ & to— b
A
v(x,5) = u(x, t,—s),
9, A y ] a
=@, V)+(BVN)+'5'-,
$
, A
2 x5) = g(x, t5—s),
, A
bij(xas) - bij(x:to—s)a ) (2)
¢(x,8) & (X, tg—s),
a9 & dx, t,-9),
; A
‘p(x,S) =y (X, to—s)’
v(x9) 8 v, t5-9),
L2 (s:5€ 0,1} T8 {s5€ 0.1}
= {s:s€ 0t} Ig=1s:s€ QO] ).

Smenom s = t, — tinvertuje se smer vremenske ose, a pogetni uslov f(x),(t = 0) pre-
vodi u krajnji uslov (s = t ;). Uvodjenjem ove smene i oznaka (2) u (1) i suzavanjem po-
luintervala viemena I na poluinterval Is, dobiéemo

Lv(x,s) — ¢’(x,8) v(xs) + ¥(x5) =0, (x,9)EGx L,
v(x,s) = ¥’(xs), (x,8) €8GX Ts‘ {a

*U saglasnosti sa ovim nazvaéemo objedinjenu funkciju grani¢nih i poCetnih uslova konturnim us-
lovom. Pod konturom se ovde razume granica prostorno—vremenske oblasti G X L. -
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Koristeéi se analogijom izmedju (1°) i prve jednaine Kolmogorova, mozemo koefici-
jentima aj(xs) i b}:(x,s) pripisati znaCenje lokalnih statistitkih parametara nekog stro-
go Markovljevog (cilfuzxonog) procesa,[33]. Naime aj(x,, 8) i b (xo, 55) s¢ mogu
odrediti preko verovatnoca prelaza P(s, x, 8, dx) dxfuz:onog procesa kao koefici-
jent translacije i difuzije u tacki (x,, s,):

I (x=x5) P(sy, %, 8, dx) = a'(x, 85)-(5—80) + o(s—s,),
Ix—x Jse

" S < (7 X—%0)? P8, X, 8, dx) = (B'(xy.8) Ya¥) -(8-8) + 0(s—5,),
—x |<e
(3)
gde je
yE€ D , (D" — skup n—dimenzionih vektora sa komponentama iz nekog skupa p!
apstraktnih elemenata),

€ — proizvoljno mali pozitivan broj.

Relacije (3) daju koeficijentima a] i bij fizicki ocigledan smisao srednje brzine tran-
slacie i srednje brzine difuzije u tadki x, i trenutku s . Upotrebljene oznake ilustrova-
ne su na §l. 3.

Kada su koeficijenti jednagine (1°) zadati, relacije (3) odredjuju verovatnoée prela-
za jednog strogo Markovljevog (difuzionog) procesa, tj. definiSu stohasti¢ki proces ko-
ji sa jediniénom verovatnoéom jednoznadno odgovara datom operatoru L’ jednagine
(1°). Medjutim, re3avanje sistema n—dimenzionih integralnih jednagina (3) je veoma
sloZen problem, tako da, u op$tem slu€aju, moramo odustati od odredjivanja difuzio-
nog procesa preko verovatnoéa prelaza. Neposredno odredjivanje realizacije difuzionog
procesa znatno je prostije. Trajektorije (realizacije) difuzionog procesa sa odredjenim
lokalnim karakteristikama (srednjim brzinama difuzije i translacije) mogu se odredi-
ti, kako je to pokazao K. It6' [34—36], preko priradtaja standardnog procesa Wiener—
—Lévy-a (SWL) i It -ovog stohastidkog integrala (ISI). Ako sa w(s) ozna&imo n—di-
menzioni SWL sa medjusobno nezavisnim komponentama, a sa B, matricu odredjenu
relacjom B’ B' T = B’ (indeks T oznadava transponovanje), difuzioni proces x(s) sa
difuzijom B’ i translacijom a’ ée biti odredjen integralnom relacijom

X0) = %) + J alxsy), 39) dsg + FBGGsp)sp) dwesy), @
xs)€G x L.

U jednagini (4) prvi integral predstavlja uobigajeni stohasticki integral (SI) odredjen
srednjekvadratnom konvergencijom integralnik suma, dok je drugi integral tipa ISI, §to
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po definiciji oznatava konvergenciju po verovatno¢i odgovaraju¢ih integralnih suma.

Iz (4) se moze pokazati ([37], str. 482) da za dovolino male vrednosti A s pribliz-
no va

x(s +As) — x(s) = 2'(x(5),8) A s +B(x(s).5) W(s +A s) — w(s)), )

§to opravdava zapisivanje integralne jednaéine u obliku stohasticke diferencijalne jed-
nacine It6-a (SDII):

dx(s) = a'(x(s), s)ds + B (x(s), s) dw(s); x(0) = x,,. ©)

ReSenje ove jednacine egzistira ako su

(C) koeficijenti aj(x,s) i elementi -b_i'- (x,s) matrice E’(x,s) ogranideni, odnosno ako
se ne menjagju brze od lineamih funkcija koordinata.

Uz uslove (A), reenje SDJI (6) ¢e biti sa tatno3éu do stohastitke ekvivalentnosti
jedinstveno i skoro sigurno neprekidno, jer se neprekidna po Lipschitz-u matrica B’
uvek moze faktorizovati tako da matrica — faktor B’, za koju vazi B, B T =B’ ta-
kodje bude neprekidna po Lipschitz-u,[38].

Na taj nadin, svakom paraboliénom operatoru L’ (odnosno L) sa glatkim i ogra-
ni¢enim koeficijentima (uslovi (A) i (C), odgovara jedan strogo Markovljev proces
gije su skoro sve trajektorije neprekidne i predstavijaju resenje SDJI (6). Kaze se da
operator L’ upravlja procesom ili indukuje proces x(s).

Ova ¢injenica navodi na mis2o da se sistemn sa raspodeljenim parametrima opisan
parcijalnom diferencijalnom jednadinom i mesovitim uslovima (1)—(1’) moZe opisa-
ti preko SDJI, tj. predstaviti kao sistem sa koncentrisanim parametrima i stohasti¢-
kom pobudom. Ideja predstavlja generalizaciju dobro poznatég metoda karakteristi-
ka za linearne PDJ prvog reda na sluéaj elipti¢nih i paraboli¢nih jednacina.

Da bi se upotpunio opis paraboliénog sistema (1), jednaéini (6) treba pridruziti
jo§ jednu jednacinu koja ée opisivati ponasanje same funkcije v(x s) u zavisnosti od
koeficijenata neobuhvaéenih operatorom L’ u jednacini (1°). Za dobijanje ove relaci-

je iskoristi¢emo formulu K. It§-a o diferenciranju sloZenih funkcija od difuzionih pro-
cesa,[39].

Neka je difuzioni proces x(s) odredjen SDJI (6) i neka je funkcija F(x,s) dvaput
neprekidno diferencijabilna po koordinatama x i jedanput po s u nekoj oblasti CxI.
Tada je stohasticki diferencijal It6-a (SDI) slozene funkcije F(x(s),s) difuzionog pro-
cesa x{s) odredjen relacijom

dF(x(s).s) = L'F(x(s), s) ds + (VE(x(s)5), B” dw(s)). ')

Imajuéi u vidu da za funkciju F(x,s) = v(x,s) mora da vaZzi jednacina (1) za svako
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(x,8) € G x I dobicemo
dv(x(s), 5) = [C(x(8)9) vx(E)s) — (x(®)5)] ds +
+ (7 v(x(5)$), B’(x(3) 9dw(s)), (x5)EGx ®)
Kontumi uslov ove jednacine odredien je uslovom (1°):
v(x(s), ) = P (x(s), 9, (x(6), ) €5 Gx 1

koji se moZe iskazati preko momenta 7 prvog izlaska procesa x(s) na konturu 6G xI s

vx(F), T) = ¥ '(x(F), 7). ©)

Formalno se 7 definie relacijom 'r'é 1G] 8de je
s
Y L iy {s:x(s) € U}, x(s)) €U, s 4 inf L.
17 i : o

Sistem SDJI (6), (8) sa uslovom (9) daje potpun opis paraboli¢nog sistema (1°). Stoha-
stiki model sistema (1°) u integralnom obliku glasi:

%(s) = x(o) +°f sa’(x(sl),sl)dsl +of * E’(x(sl),sl)dw(sl ) s €0,7), x, €G;
(10)

VKE)8) =¥(H(E)0)+ [ Mxlsphsp) — ExGspsp)] dsy +

+ ofs (V vix(sy)s 57, B sy dwlsy)), s€ O, 7).

Da bi se izbegle iteracije, jednacina (8) se mora integraliti na celom intervalu
s € (0, T) nezavisno od (6), jer je za nju odredjen uslov u tagki s = 7, dok se uslov
za (6) odredjuje u tacki s =0. U skladu s tim, promenimo smer integriranja u pos-
lednjoj od jednacina (10) smenom t = t —s i predjimo na oznake iz (1).

x(s) = x(0) + of ; a(x(sy), ty—sy )dsg + of : ﬁ(x(sl htg—sp) dw(sy),
s €10, 7), x(0) €G;
to

tof = [c(x(ty—ty)s tpulx(to—ty)ity)

u(xg,te) =¥ ( (7).t~ )=

to a1
— d(x(ty-tity] dty tof- ; [Vulx(t,—t1)t),

E(x(to—tl)dtl w(tg-t)ht, € L.
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Matrica B. (x,t) je odredjena odnosom B BT =B.

Model (11) u kome stohasti€ki proces tipa SWL predstavlja pobudu, u potpunosti
zamenjuje determinisani sistem (1).

Poslednja iz jednacina (11) sa jedini&nom verovatno¢om utvrdjuje jednakost deter-
minisane funkcije (refenja) u(x,, t,) u ma kojoj unapred zadatoj tagki (x4, t,) €G x I
i funkcionala nad difuzionim trajektorijama i nad funkcijama u(x,t) i V u(x.t).

Stohasticki model (11) je srodan sa sistemom karakteristi¢nih diferencijalnih jed-
nadina kojim se opisuju linearne PDJ prvog reda, u tom smislu §to se duz nekih kara-
kteristiénih putanja (,staza”) odredjenih trajektorijama difuzionog procesa x(s), rede-
nje PDJ moZe odrediti kao linijski integral od parametara PDJ. U oba sludaja se dak-
le sistem sa raspodeljenim parametrima opisuje nekim karakteristiénim sistemom sa
koncentrisanim parametrima.

2.1.2. Eksplicitno resenje u tadki

Uvedimo oznaku
BTvx Aw(s) 2 (v, 9, B(x(s), 9) dw(e) 2)
i uodimo da je SDJI
" dv(x(s), 9 = [ MK()) — P, + HTvx W), (x.5) € Gx I,

linearna po v(s) = v(x(s), s). K oristeéi se poznatom kvadraturnom formulom za linearne
diferencijalne jedna¢ine prvog reda, dobi¢emo

- %,
S(x(sq), 1) d3y . Teaf c’(%(sy),s1)dsy

.
Hx(0)0) =v(x(F), F) ¥ g

@ (x(sy).85)dsy~

§
3 f?eo—f 2C’(X(Sz ),81)dsy

(o]

(T¥(x(sy).5), BX(x(sy), 85) dw(sy)). (13)

Prema poznatoj osobini ISI [34], vaZi

T uf c’(x(sy),5¢)ds

- 5

Mx J e PR
0

(Tv(x(s9), 57), B'(x(5,), 55) dw(s)) =0,  (14)

gde je sa M, oznacen operator matematickog ocekivanja definisan u prostoru verovat-
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noée difuzionog procesa x(s). Ako na (13) primenimo M, i vratimo se na oznake iz
(1), dobi¢emo resenje problema (1) u tatki x, = x(0) € G i t, € L

-
=] c(x(s1),tg—s1)d
U(xguty) =My V(K(F), ty = 7) I

— S2

= to—s1)ds
+MX J.Teof c(x(s1),tg—~sy )dsy
o}

d(X(Sz),to*Sz)d52, (15)
(Xprty) €G x I

Jednaéina (15) zajedno sa SDJI'(6) u potpunosti odredjuje re§enje determinisanog
problema (1) u tagki (x, t,) prostorno vremenske oblasti G. x L.

Jednacine (6) i (15) predstavijaju osnovu za formiranje kontinuainih, diskretnih i
diskretno—kontinualnih stohastidkih (Monte—Karlo) algoritama za resavanje parabolié-
nog sistema (1) sa meSovitim konturnim uslovima.

Napomenimo da se reSenje (6), (15) odnosi i na opstiji sludaj nestacionarnog para-
boli¢nog sistema u jednostruko povezanoj oblasti G sa vremenski promenljivom gra-
nicom 8G,. Dokaz ove Cinjenice dat je u [31] .

Treba podvuéi da reSenje problema Dirichlet-a za eliptinu jednacinu koja se dobi-
ja iz (1) uklanjanjem izvoda po vremenu iz operatora L, predstavlja ustaljeno stanje
paraboli&nog sistema (1): up(x,) = li)mm u(xq:t,). Na taj nacin se iz (15) lako do-
bija formula za odredjivanje refenja "0 up(x) eliptitnih jednagina.

2.2. PARABOLICNI SISTEM SA SLUCAINO RASPODELJENIM
PARAMETRIMA

U realnim procesima koji se opisuju pomoéu PDJ postoji uvek izvesna doza neod-
redjenosti u poznavanju vrednosti parametara sistema, bilo da se radi o grefkama me-
renja, bilo da je u pitanju sluéajna priroda samih parametara. Medjutim, kompleks-
nost matematickih modela kojima se opisuju ovakvi sistemi retko dopusta uzimanje
u obzir ove &injenice.

Specifika karakteristi¢nih stohasti¢kih modela sastoji se u njihovoj selektivnos-
ti, Naime integraljenje duz difuzionih staza omoguéava odredjivanje relenja (odziva
sistema) iskljudivo u tadkama nekog unapred izabranog podskupa zadate prostorno—
—vremenske oblasti. Kada je broj tadaka izabranog podskupa iz bilo kojih razloga
mnogo manji od ukupnog broja tataka zadate oblasti-(3to je u praksi Zest studaj,
[40]) karakteristi¢ni stohasticki model se nameée svojom ekonomiénoséu. Ova eko-
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<

nomi¢nost &ini numerigki prihvatljivim modele koji vode raduna i o sluéajnoj raspo-
deli parametara,

Primenimo izloZzenu metodiku konstrukcije karak teristi¢nih stohasti¢kih modela
u 2.1. na sisteme sa slu¢ajno raspodeljenim parametrima i na sisteme sa slu€ajnim
poremeéajem konturnih uslova.

2.2.1. Stohasticki koeficijenti

Najopstiji slu¢aj ,,zafumljenosti” sistema (1) se moZe formulisati na sledeéi nadin:
L,u(xt,0) — clxt,w) u(xtg) + d(xt,e) =0, (xt,w) €Gx [, xQ

uxt, o = P(x0), (xt,e) € 8GXI x Q (16)

gde je

Lw u(x,t,w) 4 [@a(xt,w), V) + Bx.t, WV, V) — E)Bt_ 1 u(x,t,w),

Q — skup elementarnih dogadjaja cw iz.prostora verovatnoée sluéajnih funkcija
a,B,c,d.

Simetri¢na matrica B je pozitivno definitna za svako (x,t, ) € G x I x (1.

Za razliku od (1), relacije (16) odredjuju &itav skup prostotno i vremenski raspode-
lienih funkcija u(x t, w,) koje odgovaraju svakoj pojedinagnoj realizaciji elementarnog
dogadjaja w = w,, iz skupa elementarnih dogadjaja 2 . Da bi glatkome operatoru L,
mogli da damo uobiCajeni smisao, moramo obezbediti dvostruku diferencijabilnost po
prostornim i jednostruku po vremenskoj koordinati svih realizacija resenja u(x,t w).

Uslov glatkosti resenja (B) iz 2.1. ostaje dakle neizmenjen, dok se uslov (A) iz
2.1. prodiruje na sve realizacije: \
(A) funkcije x(c,t, ), d(x,t,0), 3(x,t, ¢, bij(s,t,w) moraju biti neprekidne po Lipsc-
hitz-u za svako (x,t, W)EG x I; x Q.
Uslovi (A) i (B) iz 2.1. garantuju egzistenciju klasiénog resenja za svaku realizaciju
w = w, € Q raspodeljenih parametara sistema: ¢, d, a, B.

Koriste¢i oznake (2) za obelezavanje parametara sistema sa invertovanim smerom
vremenske ose (s = t, — t), dobiéemo
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L}, (v(x s, @~ c'(x5,w) v(xs,w) + (x5,w) =0, (x5,0) EGXL * Q

v(x s, W)= YAx5), (x5,W)E 8 GxI1xQ. (16%)

Za svako w€ Q operator L’ , indukuje difuzioni proces x(s, w) koji predstavija re-
$enje SDJI

ax(5,) = 2(x(5,w), 5, @) ds + B (x(5,0)5, HW(s), (x5,00) € GXIX 0y

x(o,w) = X, - an

Ovde je kao i ranije 5’(x,s,w)- E’T(x,s,w) =B(xs,w) .

I usiov egzistencije reSenja SDJI (C) iz 2.1. se mora prosiriti na sve realizaéije ko-
eficijenata.

(C) elementi ai(x3,), Bij(x,s,a) vektora a’(x s,«) i matrice l;’(x,s,w) su ogranide-
ni konstantom ili se ne menjaju brze od linearnih funkcija koordinata za svako
(xs,w)EGXL x Q.

Uslovi (A) i (C) garantuju egzistenciju i jedinstvenost skoro sigurno neprekidnog
reSenja SDJI (21) sa taéno§éu do stohasticke ekvivalencije.

Posto je uslovom (A) i uslovom (B) iz 2.1. obezbedjena potrebna glatkost svake re-
alizacije funkcije v(x,s,w), na nju se moze primeniti formula K.It8-a za diferencira-
nje slozene funkcije, 3to uz (16) daje

dv(x(s,w), s,) =[(x(s,w) 5 ,)v(x(s, ),8,0) — d'(x(s,w).s,w)] ds
+ (7 v(x(,0)5, 4, B'(x(5,05, ) dw(s)); (x5,0) EGxIxR . (18)
1z konturnog uslova (16’) dobijamo
VOCF (), T(4), @) = VT @), T, (19)

gde je za tatku s = T{w) uvedena oznaka x(7(w)) = x(s,w).

Trenutak 7(w) prvog izlaska difuzione trajektorije na konturu

Hw) 21y 5, @

T, & . o
U (W)= sxéﬂl’ {s: xG,w) £ U} (20)
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zavisi od realizacije (w) sluéajnih koeficijenata PDJ.

Sistem SDJI (17) i (18) sa slucajnim parametrima i uslov (19) u potpunosti odre-
djuju ,,zafumljeni” parabolidni sistem (16"). Vraéajuéi se na oznake iz (16) i zapisu-
juéi SDJI (17), (18) u integralnom obliku, dobiéemo sledeéi karakteristiéni stohastic-
ki model sistema (16).

x(s,W) = xq + Of sa(x(sl,co) do—sp,w)dsy + of sﬁ(x(sl W), ty—~s1 ,w)dw(sy ),

s €0, TW)), x, €G;

u(Xg ty,w) = ¥ (X(T@)), to~ 7 (w)) - X I %l)[c(x(to-tl,w),tl wulx(t,
: (
—tl ,O.J),tl ,w)
t
~ Ax(tg—ty ), ty,@)] dty — . I%’w)(v u(x(ty—ty o), t1 ),

B(X(to—tl ,(-O),tl a"")dt lw(to__t 1))7
(t,€L). (1)

Matrica E(x,t, w) je odredjena relacijom B- BT =B.

Dok je u poslednjoj SDJI iz (11) funkcija na levoj strani jednacine predstavljala
deterministi¢ku veli¢inu stohasticki ekvivalentnu funkcionalu od difuzione trajekto-
rije, dotle veli¢ina na levoj strani poslednje SDJI iz (21) i sama predstavlja sludajnu
funkciju. Funkcional sa kojim se utvrdjuje stohasti¢ka ekvivalentnost, kao i difuzio-
m trajektorija, zavisi od fluktuacija slucajnih parametara PDJ (16).

Verovatnote sluéajnih fluktuacija koeficijenata sistema (16) i prirastaja SWL pro-
cesa dw(s) su, kao $to se vidi iz izvodjenja stohastikog modela (21), medjusobno ne-
zavisne. Ova osobina verovatnoéa je posledica predpostavke da se odgovarajuéi fizicki
sistemn sa slufajno raspodeljenim parametrima uspesno mozZe opisati paraboli¢nom jed-
nadinom (16) &§i su koeficijenti sluéajne funkcije. Samim tim, predpostavljeno je da
su fluktuacije koeficijenata PDJ (,;makro—pojave’’) pojave razli¢itog reda veli¢ine od
procesa difuzije ,,(mikro—pojave™), te da se mogu tretirati nezavisno._jedne od drugih.
Intervencijom u stohastickom modelu (21) mogu se uzeti u obzir i razli¢ite vrste in-
terferencije fluktuacije koeficijenata i difuzije, §to ukazuje na &injenicu da je stohas-
ticki model (21) obuhvatniji od PDJ sa sludajnim koeficijentima (16).

Integrirajmo SDJI (18) kao linearnu jednatinu po funkciji v(s, w) = v(x(s,w).s,w),
primenimo na dobijeno resenje operator matematickog ocekivanja M, i vratimo se na
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oznake iz (16).

T(w)
-f C(X(sl RS ))to"51 s w)dsl
u XO ,to:w) = MX \I/(X( ?(OJ)) :to - F(w)) € 0

$2
Hw) =f Te(x(sy,Wd,te—s1, (Wdsy
f eo d(x(32 s o‘)»to—sz“o ﬁ52, (22)

(Xgstpw) € GXL Q.

M

(o]

Slucajna funkcija u(xy, ty, w) odredjena jednacinom (22) i SDJI (17) predstavlja
redenje problema (16) u taZki (x,, t,). Eksplicitan fzraz (22) omoguéuje odredjiva-
nje razli¢itih statisti¢kih parametara odziva ,zatumljenog” sistema (16). Nave3éemo
samo izraz za matematidko o&ekivanje.

Oznatimo @ M , operator matemati¢kog oCekivanja definisan u prostoru verovatno-

¢e slucajnih koeficijenata sistema (16). Primenimo M, na (22) i uvedimo oznaku
A

MEM, M,
) - fT(w)C(X(Sh W, to—sy,Wdsy
M uxgto, @) =My (T (W))t, - T(w)) €° +
§ Petx(s 1 Dto—sg,wH
= = To(x(s 1, Wito—5y,WwHNs
R P T 4 k(9,0 59, 6Ms, @3)
[s]

(%ot D EG x[* Q2.

Izraz na desnoj strani jedna&ine (23) se zajedno sa SDJI (17) mozZe iskoristiti za for-
miranje Monte—Xarlo algoritma za izraunavanje M, u(xy.t,, @).

Ocigledno je da relacije (17) i (22) obuhvataju i slu¢aj pokretne granice §G; jednos-
truko povezane oblasti G,.

Stohasticki model predstavlja uopitenje modela sistema sa sluéajnom pobudom for-
mulisanog u [41].

Klasa sluZajno raspodeljenih parametara obuhvaéenih stohastickim modelom (21)
moZe se prodiriti i na parametre sa prekidnim realizacfjama $to zahteva vopiteniju for-
mulaciju problema (16). Prirodnu podlogu za takva uopstenja predstavija stohasticki
model (21), §to ¢ée biti pokazano u glavi IV,
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2.2.2. Stohastiéki konturni uslovi

Situaciju u kojoj precizno odredjivanje konturnih uslova predstavlja znatne teorij-
ske i prakti¢ne teSkode najprirodnije je opisati nekom raspodelom verovatnoée reali-
zacija tih uslova. Stohasti¢ki model (21) prosto se proﬁiruje i na taj slucaj, ako se
uslovi (B) iz 2.1. preformuliSu na sledeéi nadin:

(B) funkcija ¥(x,t, w) mora biti deo po deo neprekidna za svako (x,t,w) € dGxLx Q.

Uslovi (A) i (B) za svaku realizaciju konturnih uslova { i raspodeljenih parametara
¢, d, a3, B garantuju jednostruku diferencijabilnost po vremenskoj i dvostruku diferen-
cijabilnost po prostornim koordinatama reenja sledeéeg problema:

qu(x,t,w) — o(x,t,w) u(xt,w) + dixt,w) =0, (xt,0) € GXIx Q,

u(xt,@ =¥ (xt,69, (x.1,6) € SGX L . eD)

Ako se uslovi (A) i (B) dopune uslovom (C), sistem (24) se moZe predstaviti sledeéim
stohasti¢kim modelom:

N S —
X(s,w) = xo +0f a(x(al }w)s to—s]_ ,(d)dSI +Of B (x(sl ’w),to—sl ,OJ)dW(Sl),

s €0, 7(w)), x, €G;

)

o7
t

u(xg.ty, @ = ¥ (x(T(w)), to— T(w)w) — [e(x(ty—tq,w) iy, w) ulx(t,

s (o)
to_?(w)

B(x(t,~t ptpeld Witgtp); (o€ 1. (25)

—tq,w)ty,w) — d(x(ty—ty,w)ity,w)] dty — (V u(x(ty—ty,w)ty, w),

Ogigledno je da se,analogno (22) i (23),iz poslednje SDJI (25) mogu dobiti:ekspli-
citan izraz za reSenje u vidu slucajne funkcije parametarskih fluktuacija kao i izraz za

matematidko oekivanje resenja t,

-f  elx(sp,w), t —sp,w)ds;
. t — _
u(Xgit, & =My YT (W), to— T(w),w) e G
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)
o =S elx(s 1,0 ).t — 51, W)dsy

+M, i ﬁ(w) & d(x(sy W)ty =390 )dsy, (26)
(Xgstgr «) € GXEXQ 5
-f_  cX(sy, W), to—sy, W)dsy
_ _ to~T ()
M, u(xysty, w) = MY (T(W)), ty— T(w), w)e +

S
2
Hw) o cx1,whto—s1,w)s,
0
é

MJ
0

d(x(s9,w),t5 =5, N5 ; Q27

(xgtgs) € GXIXQ.

N

2.3. PRIMER STOHASTICKOG MdDELIRANIA NA DIGITALNOM
RACUNARU ‘

2.3.1. Stohasticki model

Posmatrajmo sistem

dx(s) = bypdwy(s); %) =x,

dy(s) = §22~dw2(s); y(0) = yo}s = tg—t,s€[0.t,], (%o, YQ)G G;

d H(x(s), y(8), t5—5) = g(x(8), y(s))-ds — by dw,. (t,—s) +

+ Ell-%ﬂ(x(s), ¥(s), to—s)-dwy(s) + 522'53—}, H(x(s), y(s), to—s)-dwz(s);

s€[0,7]; Hx(T), y(T), to- T = 1; (28)
gde je

r & inf {s: (x(5), y6)) €G, s € [0, 1}; 72 min(r, t,);

I A A ISy
by =B =V I etey) B0 dy) b = -
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Resenje ovog sistema SDJI je odredjenb jednaginom

‘ T .
Me H(x°9 Yo tO’ WE) =U- Mx My Of g(X(Sl), Y(sl)) dSl =

T to
=U- 4;% MMyGq, () S xp, (x(57), Y6))dsy + xq (t5) o xp (X6 (29)

Y(Sl))dsl )

Polazeéi od jednadine (29) odredimo diskretni Monte—Karlo algoritam za refavanje
sistema SDJI (28). '

2.3.2. Aproksimacija SWL procesa procesom diskretnog lutanja

Neka je
Dw;t) =Dwy(t) =t;  Mw (t) = Mw,(t) =0. (30)
Stohasti€ki model tada glasi:
= t ' —
x(t) = x4 + by \/_2-0[ dw; () =xo + by V2 wi(t);

— t —
YO =yo +bg, V2 J @ =y5+by V2 wyt);

W Wl(t); f(t)_;; = wo(t). (31)

b1 /7 2Y)

DefiniSimo diskretan proces Markova z(n) na sledeéi nadin. Neka je z(0) bilo koji ceo
broj z(0) =0,+ 1,+ 2, ... i neka je

z(1)= z(0) + py, (32)
z(n) = z(n—-l) + up
gde je

P{w=1}=P{y=-I }=;—, G=1,..n
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P {ui=il;uj=il} =Pﬂ4i=il}Pﬂzj=il}, Gj=1, ..,n).

Proces z(n) definisan jednaginom (32) nazvaéemo diskretnim lutanjem (slugajnim, ,,pi-
janim” hodom).

Prema Donsker-y, [52 ], za dovolino veliko n vaZe sledece aproksimacije:

2 ([nt)) _ (nt]
Wi ~ L=—, Wyt == (33)

gde [nt] oznakava celobrojnu vrednost od nt, a realna promenljiva t uzima vrednosti
sa segmenta {0,1]. Odigledno va#:

] =1 oy <[nt] (34)
n n

Uvedimo oznaku k = [nt] <n i posmatrajmo relacije (31) i (33) u tatkama t =t} =
=k

=5
X(E) =g11 \/275'11(1() %5

| k<m)  (3)
y(%) = by V2 (k) + v,

Relacije (35) predstavljaju diskretnu aproksimaciju relacija (28). Vremenski korak dis

kretizacije iznosi At = 1, prostomi [Ax| = {Ay | = +/2/n -\511.
n ,
Obicno je pogodno odabrati veli¢inu prostornog koraka prema velidini oblasti G,
a vremenski korak odrediti preko relacije (A x)2 /2 b—%l) =At.

2.3.3. Diskretni algoritam za izratunavanje kriterijuma

Uo&imo da integral

102 1 xp GGy vy
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odredjuje vieme koje difuziona trajektorija provede u zoni crplienja D, do prvog iz-
laska na konturu (prostornu — §G — ili vremensku — t, — granicu). '
Diskretizacijom difuzione trajektorije diskretizuju se i sludajne veli¢ine 7, 7, t(7): .

& A infle: (x(0), y®) € Gy 1]

rp 2 A4 inf { k: (x(k), y() € Gpk >[t,/A1} ],

>
Mgy

D= 2 &, yl)-At,

gde je
6p 2 {(x y) : () € Gy x; =1Ax, y; = jAx}
D x.la ] . . J » A s _] J >
A ) _
D= {(xi’yj):(xi’yj)eDO’xi=le!Yj=]AY},

M) =1,2,.):k 8 ip/at.

Diskretni algoritam za resavanje problema (28) je odredjen jedna&inom (35) i dis-
 kretizovanim oblikom jednagine (20) u kojoj je operator matematidkog o&ekivanja
M, My zamenjen aritmetickom sredinom od N medjusobno nezavisnih sludajnih fun-
keija argumenata 75y (k% 7p), tp, ¥ (), V&), v =1,..,N):

QAt N kV
M e H(x,, Yo to, We) = U — ~—2-§ 2 { 2 xp(¥ ®, Y K)1.66)
‘ 4SL v=1 k=1
Relacije (35) i (36) u potpunosti odredjuju diskretni Monte—Karlo algoritam za re-
$avanje problema (28).

2.3.4. Analiza greske diskretnog algoritma

Diskretni Monte—Karlo algoritam resavanja problema (28) unosi u redenje tri osnov-
na tipa greske:

(1) greku diskretizacije neprekidnog Wiener-ovog procesa (35),
(2) greku usrednjavanja po kona&nom broju realizacija (36),
(3) gre¥ku usled neidealnosti generatora sluéajnih brojeva.
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Prva dva tipa gredke su znacajnija od treéeg, jer se pogodnim izborom generatora,

gregka treéeg tipa moze uvek uéiniti dovoljno malom.

2.3.4.1. Gregka diskretizacije Wiener-ovog procesa
Osnovna ideja za ovu ocenu greske uzeta je iz [53].
Neka je

) ims) [0G)-[ms]
uytote) = Mpy WD, 2R 20 @37)

0<3<t,< 1; yeCRY
fx);t=0, 0<x<a

v ={ Axt);t>0, x=0,x=a
y(xt);t>0, x€0a)

kBmspifxvalim Bty ) rEm-k

0<k<m<n.

Funkgija u,(c,t) = M; {¥( \Zf(.lf) - )} predstavlja matemati¢ko o&ekivanje
n
funkcije ¢ od diskretne trajektorije lutanja z(k) sa po&etkom u tacki i.

' Uotimo da vazi
woeer =4 1y G2 T e L )
M) w(z(’) Ln BV V8 et} SR
’EMM WEL Iy Ly v 20
=%-un( lf: )+2un(x——- ).

pnid Aol Aol AR 1
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Oduzmimo un(x,t) od leve i desne strane jednacine (38) i podelimo sa 1/n.

1
up(x,t+ =) —u(x,0
1

n

(39)

] unx +JLTT, 0 = 2ug(xd) Fup— =,
7 ’

12
(——m)
T up(x, 0) = f(x).

Modifikujmo diskretno lutanje z(k) tako da za k > ko, (kg 4 inf {k : z(k) € (0.2) })
verovatnoce prelaza novog diskretnog lutanja %(k) budu jednake nuli (diskretno lutanje
sa zaustavljanjem). Ako funkciju up(x,, t,) ponovo definifemo preko ZAk), k <k, =
= 2k) = «(k)):

un(xo,to)=M'[xo_ ,ﬁ]{w(%f;s' [ Bl-fasl ) 37)
SE [0, 1),

relacijama (24), koje i dalje vaze, se mogu pridodati relacije:
un@ O =M ;) (Y@t -0)}=y@t-0)=¢ay),

(40) |

u, (0. =M, {yO;t - 0)}=¢(0t)=v0,).

Diskretni problem odredjen relacijama (39) i (40) ima svoj kontinualni analogon:

2
du-low 0<x<a,t>0,
at 2 3
X
u(x0) = f(x), 0<x<a, - (41)

u(0,t) =¢(0,); u(at) =¥ (a,t),t>0.
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2.3.4.2. Greska usrednjavanja po konaénom broju realizacija

Odredi¢emo disperziju ocene (36) resenja (30) problema (28). prema [55| Premé
(36) imamo

A
u(xy,)= Wxy,t) =

Tz

U
. N =1
gde je

Y
“-U=XTUD<t0’

é — =p <1l
y=Mu,=p-1+q0=pslh

5zéDpu=p~12+q-02——02=pq<l;

Mi=¥ I My =

! N v=1 #",’ P

2 N N 2
Mt=Y .y S Muuw=UR.N+N-1p) :
N A A Hi 1 N( (N-1) p)

N N v
,/Dﬁ':._U_0<-!._.
JN JN

2.3.4.3. Metodi umanjenja greske usrednjavanja
A) Koriséenje korelisanih uzoraka sa negativnim korelacionim koeficijentom

- A . o —~Ay N
Za ocenu velic¢ine u = MF(§) usvajamo veli¢inu u =§ ;Zl
1.—’_

ne velidine sa istom raspodelom kao i £, koje medju sobom mogu biti i korelirane.

©1

F(g). gde su & slucaj-
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Odredimo D u preko:
DF(§) =DF(¥) = &2,

MF(£) = MF(E) = u,

rij v DF(EI) DF(E]) =

5 02; G,j=1,.,N).

M {[F &) — MF()I-F(E) — MFE)]}

Uodimo pre svega da je

Mﬁ‘. 1§ MF(%) = 1 § ME()
=2 L) = <. = u.
N =1 Y Ni=l
Dalje je
Du = M@u — 2:93_.1-}-2_.2 r.).
WEME T = 0

Kada su §; medjusobno nekorelisane veli¢ine

D7 = €% = DEG)
N

Kada su ¢; medjusobno korelisane

§to zna&i da u tom slucaju disperzija ocene U moze biti veca ili manja od disperzije
ocene za slu¢aj nekorelisanog niza £ — u zavisnosti od toga da li je koeficijenat

6'él+2.. Ie:

Ni<j U
_veti ili manji od jedinice.
Da bi umanjili disperziju, zahtevaéemo dakle
161 < 1,

odnosno
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i< 1430 T <l
N i<j ¥

Sledi

— N» p ri- <0Q.
i<j ¥

Kada je I = I =const, i#j,odavde sledi

=2«r<o.

Ako se usvoji T = — II:I » dobija se

o=+,

odnosno

=
=1
1
Z, %
E
1]

Zia

Pretpostavimo da iz nekorelisanog niza izvodimo korelisani niz tako da korelacije pos-
toje samo izmedju parnih i prethodnih neparnih ¢lanova niza. (Usvojimo jo§ da je N
parno). Tada ¢e se korelacioni koeficfienti korelisanih parova nalaziti isklju¢ivo na po-
moénim dijagonalama korelacione matrice i ukupan broj takvih koeficijenata ée biti
N-1. ‘

Za fi =T = const imacemo

~odnosno
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Primer 1.

zZat=-1 va210=1+2--'2-r__=__1__
2 N i<ji N '’
odnosno
DT = 9% BT =0
N2 NJZ

Primer 2.
e £ slu¢ajna veli¢ina ravnomerno raspodeljena na segmentu [0,1] i neka je

Nekag
fp e e =L

e~1
Posmatrajmo niz slu¢ajnih veli¢ina £, 23, - EN_1 kOjE€ sve imaju istu raspodelu

kaoié.
Odredimo korelacioni koeficijenat:
M) -f(1=F) — MA(2) -MF(I-b)]

K 1f@). f(14)] f(&) - DI(1-£)

Uocimo da va¥%i:

ME(E) = &=2_
e~1
Mf(1-§) = =4 |
e~1
3~e
Df(g) = ,
2e=1)2
Df(1—%) = 3= =Df(g),
2(e~1)

M [f() -f(1—§)) == .
(e~1)~

Smenom ovih vrednosti u gornju relaciju. odredi¢éemo vrednost korelacionog koefi-

cijenta
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3e—-e2 -15 _076

oy =2. a2 oy ~
KUEE) -f0-8)] =2 5522 =2 oy

Dalje imimo

2 s [Kf (£) f(1—£)] ~ N=L.(— 0.76) ~ 0.76,
2 B IKE () 10-5)) ~ 5k 079

6=1+2.3 K[fg) f(1-E)]~1-0.76 =024
Ni<; e

u =05 0 =_0 X
vbu JN 2/N

Standardna devijacija je oko dva puta manja od standardne devijacije ocene sa neko-
relisanim nizom — ako su u korelisanom nizu parni ¢lanovi odredjeni izrazima :

Ey=l— g 8=l —k3 by S1—Eg g, N =1~ Enog

B) Metod raslojavanja uzorka

Neka je
A —_1 N e 1
U=MF(¢); =2 2 F(§); Du == DF(§), gde £ ne zavisi od & za i # j.
N =T N ! !
a slu¢ajne veliCine &; imaju sve istu raspodelu kao slucajna veliCina £. Disperzija oce-
ne u na uzorku (%, .., EN) matematickog ocekivanja u = MF(¢) umanjuje se pogod-
nom modifikacijom (raslojavanjem) uzorka. Razdelimo uzorak, {9]. na k intervala
X1 < g?),(j)ng sa 1y realizacija u svakom: (i=1, 2, ..., nj), G=1,..,k).

k k
Y2 p; =1, X n;=N. Oznatimo sa P; verovatnocu:

P, Sp (% < z?) <x}= P(ii(i)< %) = P(%G)< Xi_p)

Predpostavimo da su verovatnoce Pj poznate @ priori (na primer. usled simetri¢nosti
i ravnomernosti raspodele). Tada moZemo koristiti slede¢i oblik ocene
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j:] Jn .j=]: i/

Neka je Yj 4 MF(EG)). Uo&imo da vaZzi

Mred) = 1 pooBLE<x}
%1 B

DFE) =M (M {[FEP) - u 11g= £0) 3=

P{E<x}
B

k 2
=2 P f [F(X)— ] Ad[——])

=2 ij [F() - wP dP (£ <x}.
%1
Prema definiciji je:
pFED) &M (red) - w21g=¢0)

L. L [F() — wl? dP{E<x} =
j 1
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1
s

X:
FAodp (5 <x} -4 77 FGoaple<x.

1 P -1

Usvojimo da je DF(EG)) =b = const,(j=1, ..,k) iiz uslova

L f*in(x) ® {g<x}-L { [IFE)dPLE<xP2
B %1 P %1

b = DF(z0)) =

G=1,..%),

odredimo k—2 nepoznate xq, , Xp_1» (slugaj konaénog intervala), i veli¢ine k, b.
a) Za slucaj polukonaénog inferva}a nepoznate su
Xps s X 1> X k
ili
Xgs X]» oo Xp_ 1> k
b) Za slu¢aj beskonadnog intervala nepoznate su

XO’ Xl’ ven xk—-l s Xk.

U slucajevima a) i b) disperzija b mozZe biti zadata unapred.
Za ovako odredjene podele, moze se odrediti i teoretski ispravan obim uzorka u
svakom podintervalu iz uslova:

. kP p2
Dy = ¥ -L.preih=73 —1=b
=l my I NP, N

Iz definiciie DFEW) sledi
b = DF(:() <DF@),

§to znaci da je
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Dy =2 < DF@E)-py.
N N

U slucajevima kada se vrednost b moze slobodno birati, moguée je usvojiti b = D—F&@ ,

pa e vaziti

Nazalost funkcija P {§ < x} nije pozmata, pa se u opitem slucaju mora odustati od
ta¢nog odredjivanja granica podintervala — one se odredjuju priblizno na osnovu intu-

icije.



P mel b M.qwu.,m*w.u-
|



Analiza matemati¢kih modela stohasti¢kih ... 49

III SIMULACIJA EKSPLICITNOG STOHASTICKOG MODELA
NA HIBRIDNOM RACUNARU

3.1. DEFINICLJA HIBRIDNOG SIMULACIONOG ALGORITMA

Simulacioni algoritam za odredjivanje odziva sistema (2.1) i (2.16) u tagki (x, ty)
na osnovu jednacina (2.15), (2.23)i (2.27) se zasniva na estimaciji matemati¢kog o-
¢ekivanja funkcionala nolazeéi od njegovih realizacija, §to nredstavlja opstu karakteri-
stiku algoritama Monte—Karlo tipa. Nestacionarnost difuzionih procesa ne dopusia pri-
menu ergodicne teoreme, tako da se matemati¢ko oéekivanje mora ocenjivati na osno-
vu diskretnog broja realizacija funkcionala od difuzionih trajektorija. Ova okolnost,ne-
zavisno od na¢ina na koji se zratunavaju same trajektorje i funkcional, ne donusta
da se eksplicitni izrazi (2.15), (2.23) i (2.27) shvate kao &isto kontinualni algoritmi.
Zamena operatora mzitematiékog oc¢ekivanja odgovarajuc¢im estimatorom i svaka dru-

* ga delimi¢na diskretizacija SDJI i funkcionala dovode do raznih varijanta hibridnog
(diskretno—kontinualnog) simulacionog algoritma. Ako se pak izvrii potnuna diskreti-
zacija SDJI (2.6) ili (2.17) i odgovarajuéeg funkcionala, algoritam postaje &isto diskre-
tan.

Ova podala simulacionih algoritama na hibridne i diskretne odgovara podeli posto-
je¢e raCunske tehnike na hibridne i digitalne radunske sisteme. Medjutim, odredjiva-
nje kontinualnog ili diskretnog oblika funkcionala i SDJI predstavlja samo prvi ko-
rak u razvoju algoritma za hibridnu odnosno digitalnu radunsku masinu. Algoritam
se moZe smatrati potpunim tek kada je reSen niz prateéih problema usko vezanih za
specifiku primenjene radunske tehnike kao §to su: skaliranje, analize greske. metod
programiranja itd.. Tako upotpurnjene algoritme nrirodno je nazivati digitalnim i hi-
bridnim simulacionim algoritmima. '

Kao tipi¢an primer hibridnog algoritma odabraéemo slu¢aj kada osim zamene o-
peratora matematickog ocekivanja diskretnim estimatorom nikakva druga diskretiza-
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cija nije vriena. Algoritam je odredjen na bazi jednagina (2.17) i (2.27) koje refava-
ju najopitiji slu¢aj (2.24) problema sa mefovitim grani¢nim uslovima.
Pridruzimo svakom elementarnom dogadjaju w, € Q, jednu realizaciju SWL pro-

cesa wK. Tada ée svakom paru realizacija (w), W ) odgovarati jedan ceo pozitivan
broj k = 1,2, 3, ..., N. Indeksom k oznac¢imo u (2.17) sve veliine koje zavise od

k~tog para realizacija (wy, wk),

dxk(s) = a’(xk(s),s,k)ds + ﬁ’(xk(s),s,k)dwk

4 (1)
xk(O) = Xos (xs)E€G X I, k=1, ., N
Postupimo na isti'na¢in sa jedna&inom (2.27)
Fk iy
; N . =J o (x5 )to—s1)dsy,
M ulxgty o = N kgl Vi (T, tg=T ) e’ +
. S
_ 2 k N
1 N Tk ‘f ck(x (sl),to—sl)dsl k
tN k2=1 of e? di(x*(s9), t5—s,)ds,, )

(xo, to) € Gxl,.

Operator M na desnoj strani jednacine (2 27) zamenjen je aritmetiCkom sredinom
od N realizacija.
Jednacine (1) i (2) predstavljaju hibridni simulacioni algoritam za odredjivanje
matematickog oCekivanja odziva zajumljenog paraboli¢nog Sistema (2.24).
Za realizaciju simulacionog algoritma (1), (2) potrebno je:
1. Generisati n medjusobno nezavisnih gausovskih sluéajnih procesa tipa beloga fu-
ma i visekratno resavati stohasti¢ke diferencijalne jednagine J1o-a.
2. Odrediti prostorno—-vremenske koordinate tacaka prvog izlaska difuzione tréjek-
torije na granicu oblasti Gx [;.
3. Odrediti vrednosti slu¢ajnog funkcionala koji figurise pod znakom operatora ma-
tematickog o&ekivanja u izrazu (2), prema datim realizacijama difuzionog proce-

sa.

4. Izrakunati aritmeti¢ku sredinu kojom se aproksimira operator matematickog oce-

kivanja u formuli (2).
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Prve dve overacije modeliranja difuzionog nrocesa sa zaustavljanjem na granici su
neprekidne, a poslednja je diskretna. Prirodno je prenustiti analognom delu hibrid-
nog sistema ostvarivanje neprekidnih operacija, a na digitalnom delu realizovati dis-
kretne operacije. Operacije obuhvaéene pod 3. mogu se prebaciti nrema potrebi bilo
na anélogrli bilo na hibridni deo radunara.

Za generisanje desnih strana stohastickih diferencijalnih jednaéina potreban je ge-
nerator n medjusobno nezavisnih Gauss-ovih procesa Ej(t), G =1, ..., n) tipa belog
§uma sa dovoljno sirokim spektrom gustine snage Sj(f) =5 0 = const, f € (fmin’fmax)
[42]. Sistem SDJI se dalje resava standardnim analognim metodama.

3.2. ANALIZA GRESAKA ~

a) Neposredni izvori gresaka pri realizaciji metoda na hibridnoj magini

-Ukazimo pre svega na greske linearnog i nelinearnog dela analognog modela, AD
konvertora i digitalnog programa. '

Izvore greSaka linearnog dela analognog modela predstavljaju ogranienja na frek-
ventni i dinamicki dianazon magine. Pored toga od bitnog uticaja moze biti i opseg
ravnomernosti spektra gustine snage generatora beloga Suma i odgovarajuéa vrednost
samoga snektra. Izbor parametara generatora zavisi od frekventnih i dinamickih og-
rani¢enja analognog modela. Opseg ravnomernosti snektra gustine snage generatora
ne treba da prevazilazi frekventna ograniCenja analognog modela.

Frekventna i dinami¢ka ograni¢enja linearnog dela analognog modela su uslov-
Jjena fizi¢kim karakteristikama komponenata.

Niskofrekventna ograni¢enja odredjuju se donjom granicom nropusnog opsega
pojacavaca. neta¢nos¢u integriranja integratora i nekompenzovanim komponenta-
ma drifta pojacavaca kao i efektom indukcije snoljasnje mreze (50 Hz).

Visok ofrekventna ograniéenja su uslovlijena gornjom granicom pronusnog opsega
pojacavaca. :

-Minimalni nanon koji se moze predstaviti na analognoj masini odredjuje se smet-
njama izazvanim elektronskim prekida¢ima nri usnostavljanju pocetnih uslova (Sum
nocetnih uslova), efektom indukcije od spoljasnje mreze (5o Hz), nekompenzova-
nim driftom pojacava¢a i Sumova pojaavaca zvu€nih uCestanosti. Pobrojani izvo-
ri gresaka su u osnovi karakteristiéni za analognu masinu koja radi u rezimu sa ve-
likom repeticijom. Maksimalni napon koji se moze predstaviti na analogrivj masini

jojednak relpomqerp g BT ERR |
MATEHATVISKO! MROTITYTA 45

(.
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Generisanje granica oblasti polja i odredjivanje viemenskih i prostornih koordina-
t1 taZke prvoga izlaska difuzione trajektorije na granicu nredstavljaju nelinearne ana-
logne operacije. Ako se grani¢ni uslovi realizuju na analognom delu hibridnog siste-
ma. oni takodje moraju biti ostvareni pomocu nelinearnih elemenata. U osnovi, to
mogu biti generatori funkcija od jedne ili nekoliko promenljivih i komparatori. Ovde
su izvori greske sledeci: greska generisanja zadate funkcije, preika okidackog praga
komparatora, konac¢nost vremena okidanja komparatora. Pored toga AD konvertori
analogno dobijenilt rezultata mogu takodje uneti znacajnu dopunsku gresku. Ako se
graniéni uslovi realizuju u digitalnom delu programa, gregka diskretne realizacije gra-
nicnih uslova mora biti uzeta u obzir. Kvantitativna analiza ovih gre§aka sprovedena
je u {31].

b) Greske aproksimacije SDJI

Trajektorije difuzionog procesa x(s) indukovanog operatorom L’ mogu se modeli-
rati na analognom delu hibridnog rac¢unara samo priblizno. Naime, infinitezimalni pri-
rastaj SWL procesa (dw(s)), tehnicki opisan kao , beli Sum”, se fizicki moZe samo pri-
blizno realizovati u obliku ,,ograniéenog belog uma’’. Za razliku od idealnog ,,belog
suma”, &iji je spektar gustine snage ravnomeran (postojan) duz cele frekventne ose,
wograniceni beli Sum™ #(s) ima konacan (ogranicen) frekventni opseg ravnomernost
spektra. Matematicki se ,,ograniCeni beli Sum” mozZe definisati kao familija strogo
stacionarnih Gauss— ovih stohastickih procesa £(s, ) ¢ija se autokorelaciona funkcija
priblizava (Dirac—ovoj) deita—funkciji kada § - o=,

Ako u SDJI (1) zameninto prirastaje SWL procesa dw(s) ,,ograni¢enim belim §u-
mom” £(s, B) ds = dw(s), dobiéemo oblik stohasticke diferencijalne jednacine (SDJ)
koji se moze realizovati na analognom delu hibridnog sistema

é% xK(s) = 2K s) s.K) + B'(xKs) s k) £6.8),
3)
xK(©0) = x,, x5) EGXI ,k =1, ..., N.

SDJ (3) je definisana preko obi¢nih stohastickih integrala odredjenih srednjekvadrat-
nom konvergencijom integralnih suma.

2d nalina na koji se autokorelacione funkcije procesa #k(s,ﬁ) priblizavaju delta —
funkciji kada 8 - oo zavisi da 1i ée SDJ (3) teziti SDJI (1), (simetri¢na konvergenci-
ja) ili ¢e, ne menjajuéi difuziju, uneti u matematicko oéekivanje redenja granicne
SDJ neko odstupanje od matemati¢kog o&ekivanja SDJI (1), (asimetri¢na konvergen-
cija). U ovom poslednjem sluéaju, potrebno je izmeniti SDT (3) tako da simetri¢no
konvergira ka SDJI (1). Za jedan odredjeni tio asimetri¢ne konvergencije, odgovaraju-
¢i korigovani (simetrizirani) tio SDJ (3) je definisao Stratonovic [43].
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Realizacijom SDJ (3) dopusta se, usled ograni¢enosti opsega ravnomernosti spek-
tra gustine snage beloga Suma £(s, ), odstupanje realizovane trajektorije x(s,8) od
idealne difuzione trajektorije x(s). Ovo moze usloviti odgovanjuéu gredku funkcio-
nala nad trajektorijama i dalje — gresku matemati¢kog ocekivanja funkcionala — od-
nosno gresku u oceni resenja problema (2.16). Moze se dakle tvrditi da se realizaci-
jom SDJ (3) namesto SDJI (1) unosi greska u PDJ (2.16) &ije se resenje trazi.

Koriste¢i se radovima Stratonovi¢a [44], izveséemo PDJ koja odgovara ostvarljivoj
SDJ (3). Razlika izmedju dobijene PDJ i zadate PDJ (1) da¢e nam uvid u kvalitativnu
i kvantitativnu stranu ove greske. Pojto se sve PDJ drugog reda mogu svesti na kano-
niéan oblik u kome ne figurifu &lanovi sa meSovitim izvodima, definisaéemo, radi prbs-
tijeg izvodjenja, paraboli¢ni operator L tako da ne sadrzi mefovitih izvoda. To znai
da ¢e matrice B, B i B’ biti dijagonalne i da ¢e komponente difuzionog procesa x(s)
iz SDJI (1), odnosno SDJ (3) biti medjusobno nezavisne.

Definisimo karaktenstlcnu funkciju () r—toga reda skalarnog sluéajnog procesa
z(t, w) (WEN,sER )

O(v;t;r;z) = M{expl] E t,, w) vl 4

gde je

IID

(vq» ..,v,r)ERr;t_ =(tl, e tr)e Ri:ze Rl;

j=J"1:r=1,2

Korelacionu runkciju r-toga reda (K) procesa z(t, w) éemo definisati na sledeci na-
¢in:

K ;r;z) = — [___.__Q_ In 6(v;t ;1;2))y=g )
J Vl e r
glejer=1,2, ...,;
K(t ;0;2) 20. ©)

Polazeéi od definicije (5) i (6), moZe se pokazati da se korelacione funkcije proce-
sa Xj~Xq; koji predstavlja i-tu skalarnu komponentu n-dimenzionog stohastickog pro-
cesa x(s)—x,, odredjuju preko korelacionih funkcija izvoda X;(s) prema sledeéim for-
mulama
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t t
1 T
K1 Xi—xoi) =of ..(.)f K ;r; )’(i) dsg ... ds; ;
1=2, .., (D

¢
1 .
K(ty; 1% - x) = [ Mx(s) ds.
0

Iz definicije korelacionih funkcija sledi da karakteristi¢na funkcija prvoga reda pro-
cesa x;(t) — x,; moZe biti izrazena preko korelacionih funkcija na sledeci nadin:

o
6 (vistys 1 x—Xg) = exp ,§1 ENURES XX vy

gde je

K(t ;15 x%9) = Ky, ty, oo t HX—Xg) = @®)
t, t .

= [l f UK 5 15%) dsy o ds, 2Kt ).
(8] (o]

Na taj nacin, ako znamo sve korelacione funkcije procesa X;(s), mozemo konstruisa-
ti karakteristiénu funkciju prvoga reda prirastaja xi(t) = X Kada su komponente ;(t)
medjusobno nezavisne, mozemo Konstruisati i karakteristiénu funkciju priraitaja vekto-

ra x(t) — X,

n

- L3 0 .

=exp 2, T Ghkt siaf). ' ©)
Posle mnozenja (9) sa skalarom ¥ i diferenciranja po t;, dobi¢emo:

9 ¥ -6(vl;t1; l;x—xo) =
oty (10)

) n 2y d . r
=y - 0(vqyity; U x— -z Zm‘-—-k(t.r‘;)]-v.
Vool ixxo) B 2 T at, fitty !

Primenom inverzne Fowrer-ove transformacije na karakteristicnu funkciju (9) od-
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rediéemo gustinu verovatnoce p(x—x, t ), prirastaja x—x, za vreme 4
px=%guty) =(7:;)ﬁ L B0y xp=xg )rexn vy (xp=xo I .
(11)
P
{ Avys tys 15 xp—xgp) exp -5-v(xg=xgp)] dvy-
Mnozenjem (11) sa skalarom V i diferenciranjem po t{, dobi¢emo:
Dy pix—xgt) = 2 - S [expl-i- 2w
L Yoplx—x_t)= ——— - [ ... exp[—j- 2 vilx;—
aty P %011 emt -< 7 -a PLmIm s i
d n
~x )= ¥ g Ovis ty 1;xi;xoi)] dvy .. dvy (12)
0 tl 1=1
Uvedimo oznaku: -
uget) & Yp(x~x.t); (13)
() = e T Fexp - vilxyx)l -v 116
ux,t)=———= - [... [ exp[- vi(x:i—x )] - Vi s
P A = BRI S R
t;1;%;-x )] dvy ... dvy (14)

Uvodjenjem (10), a zatim (14) u jednacinu (12) dobiéemo posle elementarnih trans-
formacija parcijalnu diferencijalnu jednacinu:

d 313 1 d ; r of
L uxt)= 2 T —— —k(t -1y £~ ulx,t). 15
D=2 2 o Sk ¢ e (o0 O (15)
oi
Iz (8) se elementarno dokazuje da je
t ot . '
& w(tr) =rf.f K(t,s;1;%;) dsy ... ds,_ (16)

gde je 5—=(sl' ey sr—l); r=2,3, ..
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Kada je proces x(t) Gauss-ov, PDJ (15) se svodi na jednaginu drugoga reda. Zais-
ta, korelacione funkcije Gauss-ovih procesa x(t) jednake su nuli za r > 2. Za taj
slucaj, uvedimo oznake

N A,
5‘1— K(120) =2 [ K52 ds 22 byleg 1),

aom
Qe =L R 15 %)ds = K(ts 1; %)=
dt dt o Tt ’
= My; (1) = (x,, 1)
Jednagina (15) ée se tada svesti na oblik
) -
3t u(x,, t) =
n ~ 3 32
) 2 - (x£) —2 u(x_ D). (18)
Y O AL L ) u(xg: 0] .

Ako sada pustimo da autokorelaciona funkcija procesa £(s,p) tezi delta-funkciji,
uslovi¢emo time da i autokorelaciona funkcija procesa )'c(s) takodje tezi delta-funkciji.
Graniéne vrednosti koeficijenata ée tada prema (17) glasiti:*

~ 2t .
2 bu(xoat) = Of So(xo)t) 8(t ,S) ds= So(x()’t) = b,ii(x()’t)»

(19)
ai(x,t) = M (1) = aj(x,t).

U tom sludaju jednaZina (18) prelazi u PDJ tipa (2.1), a proces x(t) odredjen SDJ
(3) prelazi u difuzioni proces odredjen SDJI (1).

Razlika izmedju jednaZine (18) i jednacine (2.1) se sastoji u tome $to idelani beli

Sum propusten kroz filtar (3) zadrzava precizno odredjena lokalna svojstva, dok Gauss-

-ov proces kona&ne snage (ograniGeni beli Sum) daje na izlazu istoga filtra -proces koji
se ne mozZe opisati lokalnim karakteristikama (funkcijama). Moze se slikovito kazati
da su lokalne karakteristike procesa koji teze ka difuzionim procesima ,razmazane”
duz odredjenog vremenskog segmenta Aty . Za vremenske intervale mnogo veée od
Aty , vaZi aproksimacija

* . . 53 " -
Predpostavija se ,simetriéna’’ konvergencija.

b4 e SRR 1.
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t ' .
of [K(s 895 2; %) l dsy ~ K(sy513 25 %) Oy, (6> Ay ),

na osnovu koje se moze govoriti o ,priblizno lokainim™ karakteristikama procesa x(s).
Naime, stvarne karakteristike procesa (integral na desnoj strani gomie relacije, na pri-
mer) u tacki s i na segmentu fs;y — Aty /2, Sy + Aty /2] se mogu u prvoj prib-
liznosti zameniti lokalnim konstantama (ovde — K(sl 81525 x)-Atkor). Medjutim, za
vremenske intervale reda velicine Aty ~ t, stvarne karak teristike profiltriranog pro-
cesa se matematicki opisuju kao funkcionali od statistickih karakteristika procesa na
ulazu filtra i ne mogu se svesti na obi&ne funkcije vremena, (ne mogu se iskazati u tet-
minima lokalnih karakteristika).

Prema tome, na vremenskim odseCcima reda veli¢ine Aty . se pomocu SDJ (3) ne
moZe generisati proces x(t) Cije lokalne karakteristike taéno odgovaraju unapred da-
tim koeficijentima PDJ. Za vremenske odsecke koji su mnogo veci od Aty ., koefi-
cijenti PDJ se mogu sa dobrom priblizno$éu opisati, odgovarajuéim izborom korelaci-
onih funkcija procesa x;(t). Odstupanje resenja PDJ (18) od refenja grani¢ne PDJ &i-
ji su koeficijenti odredjeni relacijama (19) predstavlja gresku izazvanu ograni¢enoscu
opsega ravnomemosti spektra gustine snage Suma Ei(s, £) (B < =0), odnosno gredku us-
led konacnosti vremena korelacije Aty . ograniCenog belog Suma (s, ).

Greike usled pribliznog odredjivanja SDJI analognim raunskim sredstvima se mogu
svesti isklju¢ivo na greske usled konagnosti viemena korelacije u slu¢aju da je potreb- -
no modelirati linearne SDJI. Zaista, u tom slu¢aju je dovoljno da procesi £ i(s, 8) bu-
du Gauss-ovi pa da i refenja SDJ (3) budu Gauss-ova.

Za nelinearne SDJ je mnogo teZe obezbediti Gauss-ovu prirodu redenja xi(s),(nije
dovoljno da ,ulazni” proces £(s, f) bude Gauss--ov). U slu¢ajevima kada PDJ koja se
resava indukuje nelinearne SDJI,moramo najes¢e dopustiti da raspodele procesa xi(s)
odstupaju od Gauss-ovih. Na taj nain se, kao $to se to vidi iz (15), zadata parcijal-
na diferencijalna jednacina perturbuje malim parametrima.

2 ux b= B (8 (o) —2-ux_£)+ brix t)——2—32 u( c))‘+
PR A= TN %y O 05 2. Xo:
(20)

n e r
+ 2 2 (& L ko) CF 2 uxo0).
=l r=3 ¢ dt ax& .

Koeficijenti :l% k(t, 1, i), (r = 3, 4, ... ), predstavljsju male parametre, posto korela-

cione funkcije viSega reda brze opadaju sa vremenom nego li korelacione funkcije ni-
Zega reda (za dovolino malo Aty ). Na taj naéin za PDJ koje indukuju nelinearne SDJI,
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resenje koje se dobija na osnovu analogne realizacije SDJ (3) zadovoljava parcijalnu
jednaginu (20) koja se od zadate PDJ razlikuje za izraz

AR
R3==

3 2 (LS ke <0 2 ux ) @1
i=1 r=3"1! dt axé]. o

Izraz (21) odredjuje gresku usled prisustva malih parametara. lako je R3 u kraj-
njoj liniji greska izazvana konaénos§éu vremena korelacije ograni¢enog belog $uma, i-
pak ¢emo je nazvati greskom usled nelinearnosti indukovane SDJI da bi istakli njenu
specifinost.

Analizom greske analogne realizacije SDJI izdvojene su dakle dve vrste grefaka:
greske usled konacnosti vremena korelacije Aty . ograni¢enog belog Suma (grezka
.+azmazivanja” lokalnih karakteristika difuzionog procesa) i greske usled nelinearno-
sti indukovanih SDJI.

Prva vrsta gregaka je obavezna u svim analognim realizacijama SDJ sa ograniéenim
belim §umom, dok se druga vrsta greSaka javlja samo u slu¢aju da su indukovane SDJ1
nelinearnog tipa.

¢) Greska ocene matematickog o¢ekivanja diskretnim algoritmom

Ova greika hibridnog simulacionog algoritma detaljno je razmatrana u {27] za slu-
taj Gauss-ove raspodele realizacija i za opsti sludaj — primenom centralne granidne
teoreme i zakona velikih brojeva. Obim uzorka (broj realizacija) N odredjuje se iz re-
lacije

N .
P{IL 3 u —Mul<el=1- 22
R &% el=1-e, | @2

gde je
Mu — matematicko oéekivanje slucajne veliCine u,
W — k-ta realizacija slucajne veli¢ine u,
a ~— verovatnoéa da apsolutno odstuvanje aritmeticke sredine N realizacija od ma-
temati¢kog odéekivanja bude ne manje od e,
€ — proizvoljno mali pozitivan broj.
Kada se raspodela uzorka (realizacija) razlikuje od Gauss-ove raspodele, potrebno je
za odredjivanje obima uzorka pre primene simulacionog algoritma poznavati standar-
dnu devijaciju o sluéajne veli¢ine (u) ¢ije se matematicko odekivanje ocenjuje. Me-
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djutim, veli¢ina o nije unapred poznata, to otezava primenu metodike izlozene u
[27]. Stoga éemo dati jednu ocenu standardne devijacije sluéajne veli¢ine

T
k -
[ (MGsy)te-s sy +

Uy 2 V(T to-7) €°
23
— 52 k
T ~f g & Giito—s1)ds
¢ 4xK(sp)s tgmsy) dsy

0

kojom se zaokrugljuje navedena metodika.
Treba oceniti disperziju Du = Mu? — M2u.

Uvedimo skraéene oznake:

ne

¥ = max hl/(x,t)l;(Té- max [d(x,0)} ,
X,t Xt

(24
A u

=Y+ AT-6y)

Zamenom (24) u (23) i elementarnim transformacijama dobijamo posle majoriranja
Mu? <[y +d(T - 8,)1%
Mn? < 1. @5)
Prema tome, standardna devijacija se ocenjuje nejednakoséu:
o8 JBu<y +dT-0,). 26)

Zamenjujuéi stvarnu vrednost standardne devijacije ¢ vrednoséu njene majorante iz
(26), moZemo da koristimo sve navedene metode za odredjivanje N pre reSavanja prob-
lema na hibridnom sistemu.
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3.3. ODREDJIVANJE SKALA —~ FAKTORA

Izbor skala — faktora SDJ koje se re§avaju na analognom delu hibridnog sistema
olaksan je time §to se oblast promene zavisnih promenljivih (x) stohastickih diferen-
cijalnih jednagina poklapa sa oblaséu G datog problema sa grani¢nim uslovima. Ipak,
direktno uvodjenje skala faktora u SDJ dovodi do neproporciunalne promene koefi-
cijenata pri drugim izvodima u odgovarajucoj parcijalnoj diferencijalnoj jednagini, u
odnosu na ostale koeficijente. Usled toga skala — faktorj se moraju uvoditi prvo u
parcijalnu diferencijalnu jednacinu. Skalirana stohasticka diferencijalna jednacina se
dobija automatski pomoéu formalnog prelaza od date parcijalne jednacine ka odgova-
rajucoj stohasti¢koj diferencijalnoj jednaCini.

Maksimaini napon U, koji odredjuje skalu analognog dela, i duzina Tp maksimal-
ne radne periode odredjuju nt1 — dimenzionalni paralelepiped 1T (radna oblast analog-
ne magine) u koji se mora smesti*’ zadata oblast Gx I sistema (2.16). U tu svthu G
treba upisati u odgovarajuéi minimalni paralelepiped

A
GCH= {X: Xl S [—'dl, dll, oy X“E [—‘dn, dn]} ,
gde je

A A A
d; Emax Ixq!, d, = max Ixsl, ..,d. = max Ix |
1 xEG 1 2 PEe 2 L yeGg M

Pri tome koordinatni sistem sa koordinatama x treba izabrati tako da oblast G ispu-

njava priblizno jednako pozitivni i negativni deo paralelepipeda. Skala faktori nezavis-
no promenljivih velicina parcijalne diferencijalne jednacine (2.1) dobijaju se iz odno-

sa

[=N

A% L A *max
N A OR @n
o ) p

Pomoéu (27) odredimo masinske nezavisno promenljive veli¢ine jednacinama:

M

xi=MXi -XiM,(i= 1’""n)’t=Mt-tM . (28)

Polaze¢i od principa maksimuma za problem Cauchy-a sa grani¢nim uslovima i pa-
raboli¢nim jew..acinama (ili za problem Dirichlet-a sa elipti¢nim jednaCinama), {45].
mozemo tvrdit za slucaj kada u jednaéini (2.1) odsustvuje slobodni ¢lan, da redenje
probiema u(x,,. ty) uzima ckstremalny vrednost ili u po¢etnom trenutku ili na gra-
nici 5 G. Ako u oblasti G><lt slobodni ¢lan ne menja znak. princip maksimuma se
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moze iskoristiti i u op§tem slucaju kada d(x, t) # 0. Za slobodni ¢lan sa promentlji-
vim znakom u GXIy, u svthu ocenjivanja ekstremalne vrednosti reSenja moze se ko-
ristiti nejednakost

MU <M <W () to= I+ J x99 | ds (29)
Uvedimo oznake

T4 max ), b ;),+Of d(x(s), to-9)l ds;

XEG tE[0.t,]
F4  max  o(xt); a= max la,(x )l; (30)
xEG tE[0t,] I xeGtept,] !
b, & _ My
i = x€GrePty 105
Iz (29) i (30) sledi
_i<u<i. (31)

Nejedna¢inu (31) mozemo iskoristiti za skaliranje zavisno promenljive veliGine u.
Na osnovu ograniCenja:

0 <co(xt) <C; ld(x,t) <

';l(X,t)' < ;l’ (i = l’ very n);u(x)t) < I='l: (32)

Tby Gt < by, (i = 1, ..., m);

]
odredimo skala-faktore

a =_cO,t)

M 4c
° Uy emlxy ty)
4

(x,t
ai =—5—9§-—)___ , (i =1, ey n);
U, aMi(x, t)
My é_io_ = dxp . (33)
Uo  dm(xM: tm)
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Q‘Il

2 A b(X,t) ..
M = U =—A—— (,j=1,..,n0);

(8] le] (XM,tM)

A
.

= __u(xt)

M
UM(XM s tM)

a
U

Prepisimo jednacinu (2.1) uzimajuéi u obzir jednakosti (28) i (33)

n My
= t
o UOMor tMo) 7 2 2MiCMotMo) g 52 uylaye tho) *
Mo Xi Moi
+ E E bag: (g st )MMb}] 22 W (Xnt s EMa)
Mi(*Mo'tM MM tMo) ~
i=1 _] ) 0 0 MXI MXJ ale aXMJ
— cng (ngms Trged MM, Uyg ((ppos trae) + dag(pgas t MMy (34)
M (po- Mo Mc Mt UM (¥Mo» tMo) + dMEMo- tio) M,

Jednagine (33) i (28) omogucuju da se izvrii prelaz od resenja skaliranih jednacina
up((xpg, typ) Ka redenju realnih jednacina u(x,t).

Odredimo SDJ indukovanu operatorom L:

M.
dxMi(tMFél Vv s- ——L—Byg mltng): ) dws(p) + (35)

MM

MM
# =B Loay Gy i)y G= 1 m),

xi
gde je:

Sit, G =1, ..., n) — disperzija j-te komponente Wiener-ovog procesa wj(t).

Odgovarajuéa aproksimacija (35) sa belim sumom £ (t),ogranicenog opsega Epinfmax)
ravnomernosti spektra gustine snage S komponenata £ prema Stratonovicu [43] glasi:

d xp(t / M
M % 2— lej(XM(tM) tM) 2 (tIVI) +

dt LS Mg M
M
2 M A (36)
M n
4l *nltag), ty) — % 2 —t B b
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Jednacine analognog modela SDJ mogu da se zapi$u u obliku

d _ n ai- — ) .

a—;;] Miltm) —j=21 _IE;LC—lb Mij (xppltap)s tM)'fj(tM) +
a; n g. _ _

+ —Lay Gyt , ) — 2 ... 9 %.,. (37)
- MiviMV'M/ > M/ T .2 Mi Mj >

(1 = 1 LIRS n)y

gde su:
% o‘i-‘ﬁij - koeficijenti pojatanja,

R,C;,(i=1,..,n) — vremenske konstante integratora.

Poredjenjem (35) i (37) dobija se

R{ G Sj M ij

(38)
L o . T .
RiCi xi RiG Sj Mxi ij

Hibridni simulacioni algoritam (1) i (2) je sada upotpunjen ocenama greske meto-
da (21), (22), (26), i formulama za odredjivanje koeficijenata analognog modela in-
dukovane SDIJI (38).

Detalji implementiranja hibridnog simulacionog algoritma na hibridnu raéunsku
masinu podrobno su razmatrani (za deterministicke parabolicke sisteme) u {31]1 [66].

3.4 SIMULACHA JEDNOG NESTACIONARNOG SRP

Posmatrajmo dugacki §tap od homogenog feromagnetnog materijala sa kvadratnim
popreénim presekom oko kojega je omotan provodnik élektriéne struje. Provodnik
se pobudjuje strujnim generatorom tako §to se intenzitet struje iz generatora linear-
no povecava sve dok ne dostigne nivo zasi¢enja, nosle Cega intenzitet ostaje konstan-
tan.
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Bi¢e posmatran samo linearni deo krive magnecenja, radi jednostavnosti izlaga-
nja. Uz ove vredpostavke, raspodela intenziteta magnetnog polja ée, ako se vrtlozne
struje uzmu u obzir a pojava histerezisa zanemari, biti opisana resenjem sledeceg
problema sa grani¢nim uslovima

2
ﬁﬂ+iﬂ=“7@ﬂ;0<t<ﬁ(&ﬂec,

5X2 ay2 ot ‘
(39) - ;
H=H(x,y, 1), ,‘

gde je
H(xy0) =0, xy)€G,

't/TS, 0<t<

T
Hx,y,t) = 1, xy)ESG.
(xyn) ={ b, b oxy)

Sa §G je oznacena granica kvadratne oblasti G. Vreme potrebno da se ustali jedno-
smeran strujni tok kroz provodnik oznaceno je sa Tg. Oblast G je odredjena izrazom

G={(xy): I« <%,Iyl < é;-},(vidisl. 4).

5G
y / TN
i t)lasc
G
e i ———-

|
a/2 af2 X |
=t - ]
|
X [
|
/2 | . A
T, T
z) b)
Slika 4.
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- Iz postavke zadatka se vidi da za intenzitet magnetnog polja H vazi
O<H(x,y,t)< 1.

Ozna&imo sa T vreme u toku kojega se Zeli posmatrati promena magnetnog polja. Fi-
zi¢ke veli¢ine kojima je opisan sistem su date u slede¢im jedinicama: H[A /cm]; a, x,
ylem];.t, T, Tg[sec]; u[S2sec/cm ]; ~/[1/Qcm];u-'y[sec/cm2 ] . Pri simulaciji na hibri-
dnom ra¢unskom sistemu usvojene su slede¢e brojne vrednosti: u y = 0,628;a = 5;
T;=0,T =142;T =10.

Prema 3.1, opisani SRP se mozZe ekvivalentno odrediti sledeéim stohastiékim mo-

delom
dx(t) = v 2 dw,(t); x(0)
x(t) =v — -dwy(t); x(0)=x,,
81“7 1 (V]

2 R
dy(t)=v S dw,(t); y@) =v,, (40)
2

1 1
s 3 t == +=@,—71)- - 3
u(xo yO 0) N i=l [le < tO—TS Ts ( (o] Tl) le = tO TS]

gde je (xy, yo) € G, a8y i S, spektralne gustine generatora beloga suma, saglasno
(35).

Da bi se ovaj model realizirao na hibridnom raéunaru potrebno je
— simulirati dva nezavisna SWL procesa w(t) i wy(1);

— zadati prostornu i vremensku granicu &G i tg i odrediti prostorno—vremenske
koordinate prvog izlaska Wiener-ove trajektorije (x(t), y(t)) na — prostornu gra-
nicu X(7), y(r), 7 ili na — vremensku granicu x(ty), y(to), t,;

— izradunati srednju vrednost prema (40).

U skladu sa 3.1, stohasticke diferencijalne jednagine iz (40) se resavaju na analognom,
a aritmeticka srednja vrednost na digitalnom delu hibridnog ragunara, pri ¢emu je po-
trebno da analogni deo preko A /D konvertora dostavlja podatke digitalnom delu ra-
¢unara.

Grani¢na oblast 6G se simulira pomoéu &etiri komparatora koji uporedjuju svaku

od koordinata vektorskog procesa Wiener-a (x(t), odnosno y(t)) sa veli¢inama ;—i -

a,
2
Istovremeno se odredjuje i trenutak 7 prvog izbijanja trajektorije na prostornu grani-

cu: tekuée vreme t je predstavljeno naponom na izlazu iz integratora koji na ulazu
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ima konstantan napon. Rad hibridnog ratunara se moze proslediti na blok—Semama
prikazanim na sl. S.

Blok za sledjenje i pamcenje signala T/S (track—and-store block) sledi napon na iz- |

fazu iz integratora dogod radi u rezimu sledjenja (track). Kada trajektorija izadje na
prostornu granicu na izlazu jednog od Zetiri ,,prostorna” komparatora pojavljuje se
impuls. S obzirom da su izlazi svih komparatora vezani na logicko ,ILI" kolo, taj
impuls predstavlja tzv. signal prekida (interrupt) na izlazu iz JLI” kola. Ovaj signal
prevodi blok T /S za sledjenje i pamdenje signala iz rezima sledjenja u rezim pamce-
nja (store) s jedne strane - i zaustavlja digitalni deo hibridnog racunara, s druge stra-
ne. Zapaméena veli¢ina iz integratora ide preko A /D konvertora u digitalni deo radu-
nara kao veli¢ina 7;. Istovremeno se napon na izlazu iz bloka za sledjenje i paméenje
poredi sa prethodno zadatim naponom (koji odgovara veli¢ini t,) na . vremenskom”
komparatoru. Ukoliko bi trajektorija iza§la na vremensku granicu (pre nego na pros-
tornu), na izlazu iz komparatora bi se obrazovao signal orekida koji bi u odnosu na
digitalni deo racunara imao nizi prioritet od signala prekida izazvanog izlaskom tra-
jektorije na prostornu granicu. Izraunavanje grani¢nih uslova i usrednjavanje obav-
ljaju se na digitalnom delu ragunara.

Pri simulaciji SDJT (40) na analognom delu hibridnog radunara, potrebno je odre-
diti koeficijente razmere tako da se fizicki model SRP uklopi u raspolozivi radni on-
seg napona [—10V, +10V] analognog dela radunara. U tu svrthu potrebno je pre sve-
ga izmeriti spektralne gustine Sy i 52 generatora belog suma G§—1 i GS—2, respek-
tivno. Merenjem [311 je dobijeno S; =8, = 3,18 [stec] za generatore koji su ko-
ri§éeni u simulaciji,[42]. Fizicke dimenzije oblasti koja se simulira su: + g-= +25

cm, a fizicko vreme koje je od interesa za proces magneéenja iznosi T = 10 sec. Ma-
ksimalno vreme trajanja simulacije je uslovljeno (u repetitivnom rezimu rada analog-
nog dela radunara koji je za ovu vrstu simulacije podesan) periodom reveticije TP =
= 1 msec. Skaliranje oblasti varijacije vrednosti nezavisno promenljivih u zadatku
se izvodi na sledeéi na¢in. Skala—faktor simulacionog modela G u oblasti G je odre-
dien izrazom

k, =k, =k=-—2_ =3 {em/V] =025 [cm/V] , (a1)

Y 2.U, 20

gde je U, — maksimalni radni napon na analognom delu hibridnog racunara,

Skala—faktor vremena simulacije se odredjuje koeficijentom

6=_T_____10]Secl =104 ' (42)
Ty 1[msec] '




67

GSt

G82

ReZim Stanje signala
®,
Track 1 /8 100,, tl'rl e
Store 0
Track 0 " )
o Kraj A
Store 1 kmjvuzni)e

Podetak A/D
konverzije

Slika 5.

PP1

‘Ka digital-
noj memoriji

-
[}

4
&o

i=i+l




68 Radovan Krtolica

Sada je pomocu skala—faktora k i § mogudée odrediti koeficijente Seme analognog
modela. [zrazimo promenljive fizickog modela preko nromenljivih analognog mode-
la koriste¢i skala—faktore.

2
B .1 t)+‘%—-—-l— 9%y =
= M YM> tM ' (s v tw)
K2 Y axdy k2T a2

™
=2 Hig vy s HOg vy, 0) =05
atM
T
—, €O TH (43)
H(xpp, Yo tM)l5GM ={ T,/p s 0<ty <T,
1 Lty > T/8

Koriste¢i se rezultatima odeljka 2.1, dobi¢emo SDJI odgovarajuéeg stohastickog mode-
la

d xp(ty) =V §2— \/‘Q"é dwy(tyy) 5
1 Hy
(44)
dymty) =V - VL awyy ;
) Ky
gde je tyyB = t. Iz s1.5 se vidi da je
d I W
— t = —= wy{tm1),
*Mtw) = 2 1w

dtyg

(45)

d % .

—_— tai) = —= wq(tyg),
dtM )’M( M) RC 2( M)
gde le(tM) i sz(tM) predstavljaju dva nezavisna bela Suma koja generisu blokovi GS1 i
GS2 respektivno, o i@y vrednosti koeficijentnih notenciometara na ulazu u odgova-
rajude integratore, a RC vremenska konstanta integratora.

Poredjenjem(44) i (45) dobija se

o /2. JE

1
RC S w kO

IO/ 4o
C

[
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Uzimajuéi u obzir vrednosti RC=2,5 [msec], Sy =S, =3,18 (VZsec] , k =0.25fm/V |,
B =104 sy =0628 [sec/cm?], dobija se

a; =0y =1. (47)

Zadatak je reSavan na hibridnom radunskom sistemu koji se sastojao iz digitalnog
ra¢unara SD3 910/920, brzog repetitivnog analognog radunara (tranzistorizovana vari-
janta EMV—10) i A/D konvertora tipa ACPK 100—11/2, [31]. Rezultati su prikazani
u tabeli 1, gde su uporedjeni sa taénim rezultatima u tri karakteristi¢ne tatke oblasti
G, (vidi sl. 4a).

Iz tabele 1. se vidi da je greika resenja —m—aé-llfﬁﬂl ~ 55%. Interesantno je uporedi-

Y

ti dobijenu gresku sa analitickom ocenom greske o kojoj je bilo re¢i u odeljku 32. Po-
znato je da je greska radunskih elemenata analognog dela radunara manja od 1%, tako
da je red veli¢ine greske reSenja SDJI, s obzirom na neprekidnost priblizno 1%.

Sa verovatnoéom 95% se za gresku ocene polja usred ograni¢enog obima uzorka
N = 104) moze reéi da nije veéa od 0,045 = 4,5% kada se uzme u obzir injenica da
standardno odstupanje funkcije H ne moze biti vece od 1.

Najzad, primenom postupka iz 32 se za relativnu gresku usled ograniCenosti frekve
ntnog opsega generatora belog Suma — dobija red veli¢ine od 2%.

Zbir ovih ocena greske izratunavanja H, (1% + 4,5% +2% = 7,5%), jeza2% veéi od
stvarne greske, (§to je posledica majorizacije), iz &ega se vidi da izloZena metodika o-
cene greske daje prihvatljive rezultate.

U tabeli 1. su radi uporedjenja navedeni neki rezultati simulacije istog eksplic’ -

nog stohastickog modela na digitalnom radunaru dobijeni primenom postupka iz odel}j-
ka 2.3.
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Tabela 1.

;l's = Osec Tg= 1,42 sec
t,lsec] oaa2 fom {142 {213 |355 994 t,, [sec] 0142 0,71 | 142 | 2,13 {355 | 994
m=t /ot 1 5 10 15 25 70 |at=0.142 m=t /A 1 5 10 15 {25 70 |at=0,142
tacno [sec] tagno [sec]
resene | 0022 | 0352 | 0711 | 0876 | 0977 | 0999 " . resenge 0002 | 0087] 0,380 | 0,704/0946 | 0999}
hibridna si- X = A~ y
mulacija {0010 | 0381 1 0.693 | 0877 | 0965 | 0999 y=0 ‘,}:\‘}{;‘c“i}: $-10,005 | 0,103} 0,391 ) 0,718}0955) 0998 y=0
digitalna
simulacija) 0000 | 0356 | 0,707
tolsec] (0442 | 071 [142 (213 |355 |994 t[sec] 0142|071 | 142 [213 355 | 994
m=t /ot| 1 5 10 15 25 70 |At=0,142 m=t /At 1 5 10 15 | 25 70 |at=0,142
tac [sec] [sec]
acno - taéno -
resenjn | 0-101 | 0568 | 0.821 | 0924 | 0986 | 0999 ;= _i;g’ refnje 0010] 0,176 | 0545 | 0814{0966 | 0999 ;= _3:
hibridna si hibridna si-
mulacija | 0-146 | 0.609 | 0873 | 0933 10996 | 0,999 mulacga | | 0067 | 0202 0574 | 0.825{0974 | 1,000
tolsec] 10142 071 | 142 } 213 [355 |994 tolsec] 0142] 071 | 142 | 213|355 | 994

At=0,142 At=0,142

=, /&t 1 5 10 15 25 70 | Isec] m=t /At 1 5 10 15 25 70 [sec]
taéno " x =125 taéno . x=125
resenje | 0-101 | 0568 | 0.821 | 0924 | 0.986 | 0999y =1,25 fesonte 0010 | 0,176 | 0,545 | 0,81410966 | 0999}y = 5
hibridna si hibridna .
mulacija | 0103 | 0.610 | 0848 ] 0916 | 0981 ) 0999 simu‘lacija 0,046 | 0,193 | 0526 | 0825]0974 § 1000
digitalna Y 0657 | 0857

simulacija
S

0067
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IV KARAKTERISTICNI (IMPLICITNI) STOHASTICKI MODEL
4.1. OPSTE NAPOMENE

Analogija stohasti¢kog modela iz glava I i 11l sa sistemom karakteristika za line-
arne parcijalne jednacine prvoga reda je nepotnuna zbog nrisustva prostornog gradi-
jenta stanja u skalarnoj jednacini stohastickog modela. U ovoj glavi stohasti¢ki mo-
del se modifikuje tako da nredstavlja sistem generalisanih karakteristika raspodelje-
nog sistema duz difuzionih trajektorij\a. Takav model je nazvan karakteristi¢énim sto-
hastickim modelom. Motiva za konstruisanje ovakvog modela raspodeljenog sistema
ima nekoliko.

Osnovu velikog broja prirodnih i tehnic¢kih prostorno rasvodeljenih procesa na ko-
je se naifazi u hidro i termodinamici i procesnoj industriji predstavljaju masovni difu-
zioni i filtracioni procesi koji se opisuju markovskim sluéajnim funkcijama. Pri tome
je za stanje posmatranog sistema celishodno usvojiti srednje vrednosti nekih individu-
alnih sluéajnih kretanja — §to vodi ka opisu sistema nomoéu parcijalnih diferencijal-
nih jednagina.

Postoje¢i numericki modeli odgovaraju¢ih raspodeljenih sistema se realizuju pos-
tupcima numeri¢kog resavanja tih narcijalnih jednaina. Modeli rasnodeljenih sistema
ovoga tipa [56—58] ne vode racuna o Cinjenici da se izralunata stanja mogu nrove-
ravati samo u kona¢nom broju prostornih tataka u kojima je vi§eno merenje.

Posto se i upravijanje sistemom praktiéno ostvaruje samo u konaénom broju nro-
stornih tadaka — evidentna je notreba za konstrukcijom egzaktnog matematickog mo-
dela raspodeljenog sistema u konaénom broju proizvoljno nrostorno raspodeljenih ta-
caka, [4p].

Pored toga, simulacija buduéih stanja sistema prednostavlja poznavanje i potpunu
odredjenost polaznih podataka. Priroda razmatranih noiava ne doousta u praksi da se
ovaj zahtev u potpunosti zadovolji. Iz toga razloga se prognoze dobijene simulacijom
moraju koristiti sa oprezom. Nepotpuna odredjenost parametara, grani¢nih i polet-
nih uslova moZe da se uzme u obzir tako §to ¢e se ove veli€ine predstaviti u obliku
slu¢ajnih funkcija.
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Nazalost, odgovaraju¢i modeli u nizu sluéajeva ne odredjuju jednoznaZno stanje
sistema. U ovoj glavi se reSava problem konstrukcije jednozna¢nog modela stanja si-
stema pomodu stohastitkih diferencijalnih jednagina It&a koje povezuju pojedinac-
na kretanja sa prostorno raspodeljenim stanjem celog sistema.

U slede¢oj glavi ¢e biti demonstrirane moguénosti koje modeli ovog tipa pruiaju
pri identifikaciji nepoznatih parametara sistema u prisustvu Suma, [63]. U narednom
odeljku dokazuje se ekvivalentnost karakteristi¢nog stohasti¢kog modela i parcijalne
diferencijalne jednacine sa deterministickim dovoljno glatkim koeficijentima.

Dokaz se uopstava na jednaéinu sa glatkim sluéajnim koeficijentima. Odeljak se
zavrsava konstrukcijom jednoznaénog karakteristi¢nog stohastikog modela sistema
sa raspodeljenim belim Sumom na ulazu &ija su stanja odredjena odgovarajuéom par-
cijalnom ‘diferendijalnom jednadinom.

U tre¢em odeljku se pokazuje da se u sludaju stacionarnosti operatora L karak-
teristi¢ni stohasticki model moze predstaviti u oblku pogodnom za ekonomiénije
izraGunavanje vremenske promene stanja sistema sredstvima racunske tehnike.

4.2. KARAKTERISTICNI STOHASTICKI MODEL

Neka je u(x,t) skalarno stanje sistema koje se opisuje jednadinom
Lu(x,t) — c(x,t) u(x,t) + d(x,t) =0 )
u oblasti x € GC RM, t€[0,T), gde je

A 3 d )
L= + [ + _—’_;
ot @ ax) (Bax ax)

B — poritivno definitna matrica na G.

Neka su zadati slede¢i grani¢ni i krajnji uslovi:
u(x,t) = ¢p(x,t); x€8 G, t€[0]1);
ux,T) =f(x); x€G )

Da bi jednacina (1) imala jedinstveno dovoljno glatko resenje dovoljno je, prema
[45] . da bude zadovoljen uslov

(A) koeficijenti operatora L, c(x,t) > 0, d(x,t) su ravnomemo neprekidni po Lip-
schitz-u.

Poznato je, [381, da se matrica B, koja je neprekidna po Lipschitz-u, moze faktorizo-
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vatiB = ETE, tako da je matrica faktor takodje neprekidna po Lipschitz-u. Posmatraj-
mo jos slede¢i dopunski uslov

(B) elementi matrice B (x,1), vektora a(x,t) i funkcija c(x,t), d(x,t) ne rastu brze od
linearnih funkcija prostornih kordinata.

Pokazaéemo da se stanje u(x,t) sistema (1) pri ispunjenju uslova (A) i (B) moze ek-
vivalentno odrediti sistemom karakteristi¢nih stohasti¢kih diferencijainih jedna&ina. Pr-
vo éemo dokazati da stanje u(x,t) koje zadovoljava jednadinu (1) zadovoljava takodje
i sistem karakteristi¢nih diferencijainih jedna¢ina. Posmatrajmo stohasti¢ki diferencijal
[t0-a ndimenzionog difuzionog nrocesa

dx, = a(x,, t) dt + B(x,, t) AW, 3)
gde je MW |2 = 24t.

Kada su zadovoljeni uslovi (A) i (B), sistem stohasti¢kih diferencijalnih jednacina
(3) ima skoro sigumo jedinstveno neprekidno resenje X¢> [33].Prema pravilu Itba o
diferenciranju sloZenih funkcija u(x,t) € 2 (gde Q% oznacava klasu dvaput neprekid-
no diferencijabilnih funkcija po prostornim kordinatama i jednom po vremenskoj kor-
dinati), imaéemo

du(x,, t) = Lu(x,, 1) dt + B(x,,b)- ga—u(xt,t) aw, (4)
X

Iz jednacine (1) sledi da duz karakteristi¢nih trajektorija x; u oblasti G vaZi sle-
deca relacija

Lu(xt) t) - c(xta t) -U(Xt, t) + d(xt’ t) =0 (5)
Uporedjenjem (4) i (5) dobijamo stohasticku jednadinu

dulxy,t) ={ c(xy, t) -uxgt) ~ d(xy,t)] dt +
+B(xg, 1) -2 ux,, 1) - AW, ©)
ax
Funkeija u(xy, t) koja zadovoljava jednaZinu (6) mora da zadovoljava i jednaginu
Mxt[d“("t» ;) ~ co(xg, ) -ulxy, ) dt + d(x,, t)-dt +
+B(xy, 1)- éa_x u(x,.t)-dW,] =0 D

gde M, - oznacava uslovno matematiZko o€ekivanje pri uslovu da karakteristi¢na
t

trajektorija polazi iz tatkex, u trenutku t.
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Posto vazi:

MXt [du(xt, t) — clx4, 1) -u(xt. t)dt + d(xt, t)dt +
+B(xy, 1) 5_3; u(xp, ) W, = My [duCe 91—

= c(xg,t) -uxgt) dt + d(xy, t) dt,
funkcija u(xt,t) mora da zadovolji jednaéinu
Mxt[du(xt,t)] = o(xp,t) - ulxp,t)dt + dix,.t) dt. ®)

Jednagina (8) vazi samo u oblasti G. Prema tome, ima smisla traziti reenje samo
na onom delu trajektorije x; koja u potpunosti lezi u oblasti G. Uvedimo oznake

Témf {t: xtEZG,xt=o=xoeG};
7 (1) é min(t, 7).

Oznagimo sa H(t) = HE (x( *)Ix;, t) funkcional koji odredjuje resenje (u negativ-
nom smeru t—os¢) jednaéine (8) na intervalu (t + 7(T—t), t, (T > t), duz trajektori-
jaxgs€ (t + 7(T—1), t], koje se sve zavriavaju u talki x,. Relenje jednacine (8) se
moze dakle predstaviti u obliku

ulx;, 1) = H() = HE(lxg, 1) ©)

Pokazaéemo da je (9) jedinstveno redenje jednacine (8) i da se H(t) moze odredi-
ti integrisanjem u negativnom smeru t — ose diferencijalne jednaéine

dH(t) = c(x;, t)-H(t) dt + d(xy, t) dt (10)

na intervalu t € (t + 7(T—t), t].

Da jednagdina (8) ima jedinstveno reSenje dokazaéemo tako §to ¢emo predpostaviti da
postoje dve razli¢ite funkcije u(x,t) i v(x,t) koje zadovoljavaju jednaginu. Sledi

Mxt[dz(xt,t)] = cxy,t) - 2(xy,t) dt,

gde je z(x,t) & u(x,t) — v(x,t).

Ova jednac¢ina se moze zanisati u integralnom obliku

T
Mxt[z(x—r, - z(xt D= tf c(xs,s) -z(xs,s)ds.
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Imajuéi u vidu da funkcije u(x,t) i v(x,t) na granici T vremenskog odse¢ka [0,T] za-
dovoljavaju grani -~i uslov /2), gomja relacija dobija sledeéi oblik:

T
z(xt, t) = - tf c(xs,s) ‘z(xs,s)ds.

Resenje ove homogene linearne jednacine mora biti z(xg,s) =0, s € [t, T]. Time je
dokazana jedinstvenost resenja jednacine (8). Qznacéimo to reSenje sa H(t). Treba da
pokazemo da sa verovatnoéom 1 vaZi

H(D) = Hy, () Slim  Hy (1),
n—> oo

gde H_ (t) predstaviia resenje diferencijalne jednacine
dH(t) = c(yfs t) Hp(t)dt + d(yp, t) dt (b)
Stohasticki proces y? u jednacini (b) moze biti ma koji neprekidni proces koji kon-

vergira ka x, kada n - oo. Tako se, na primer, kao proces y{l moZe usvojiti re§enje jed-
nacine

Edf yi= e FOUL 1, w) + 2 FUGR 1, w), ")

gde je w—elementarni slucajni ishod, a n—dimenzione funkcije F(i)(x,t,w), i=12),
zadovoljavaju uslove

t +T

a(x,t.) = lim 1. ? f\ M[Q'F—(-cl)- (x,3,0) -F(O)T(x,s,w)] dsdt +
o Taw T ty t -T ox

lo'f'T
+lm Lo [ MED ke w)dt,
B A t
[¢]

. . to*T 1 ,#T _ . T
BT(x,tO) . B(x,to) = lli_m % f I M[F(o)(x,s,w)F(o) (x,t, w)] ds dt.
=T 1,

O

Prema [3], relenje jednacine (b*) ¢e pri €, = 0,(n ~ o) konvergirati ka difuzionom
procesu x;.

Posto niz y't' konvergira. sa verovatnocom 1 vaZi nejednakost Iyt"+l - y't]l < e(n),

odnosno vaZi y?ﬂ = y? + B €(n), gde je ;6[—1.] ]. Usled neprekidnosti c¢(x t) i
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d(x.t) po x, vaze sledece relacije
ey ls) = oy s) + g ); dORT 9 = dORs) + (),

gde e(n) > 0, ei(n), (i=1,2, 3), predstavljaju proizvoljno male veli¢ine za dovoljno
velike vrednosti n. Otuda sledi

T n
H 4 (0-H () =~ tf c(yg, 8) [Hppq () — H(8)1ds + Hp 1 (T) ~H(T) + e3(n).

Ova jednacina je homogena po [H,,,(t) — H (D] s tatnoicu do e3(n). Prema
tome, njeno resenje je jednako nuli s tim istim redom tacnosti. Otuda sledi da niz
H (1), n = o, konvergira sa verovatnocom 1.

Treba jo§ dokazati da vazi H_(t) = H(t). Primenom uslovnog matematickog o&e-
kivanja My{\ na jednaéinu (b), dobijamo

My? [dH (0] = c(yf, ©) Hp(B)dt + d(vy, ©) dt.
Prema teoremi Fatou—Lebesgue-a,iz

lanl dH_ (1) = dH (1), sledi

lim My? [dH ()] = My-tn[de(t)]. Vazi dakle

My;{de(t)] = oy t) -He(t) -dt + d(yp,t) - dt.

Posto je y;’ = x, , vazi

t
Mxt[de(t)] = clxy 1) H(t) + dxg, t) dt.

Prema tome, resenje H_,(t) predstavlja sa verovatnoéom 1 redenje jednacine (8).
Posto je resenje jednadine (8) jedinstveno, mora da vazi H_,(t) = H(t). Dokazali smo,
dakle, da se integrisanjem jednacine (10) dobija resenje jednagine (8).

Posto pri uslovima (A) i (B) jednacina (10) ima jedinstveno neprekidno resenje,
dokazali smo da stanje u(x,t) koje zadovoljava jedna&inu (1) zadovoljava takodje i si-
stem karakteristi¢nih stohasti¢kih diferencijalnih jednagdina (3), (10). Kao pocetni us-
lov za (10) koristi se (2)
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H(t + 7'\(T"t) = w(xﬂ}(‘r_t).ﬂ‘ t + ? (T-t)), (1])
gde je Y (x.t) odredjeno relacijama

Y(xt)=o6(x.1).2ax€6G,t€0T) ,
Y(xt)=f(x).zat=T,x€ G.

Treba jo3 dokazati. da stanje u(x.t) odredjeno jednacinama (3), (9), (10) pri uslovu
(11) 2adovoljava, kada vaze (A) i (B), jednacinu (1) nri uslovu (2).

Primenom matematickog o¢ekivanja M, na levu i desnu stranu relacije (9), dobija-
t
mo

M, UG ] = u(xp0) = Mxt[H‘T(x(-)b(t,t)]- (12)

Poslednji izraz u (12) predstavlja generalisano resenje jednacine (1), koje se pri za-
dovoljenju uslova (A), (B) i (11) poklapa sa klasi¢nim resenjem jednaine (1) pri kon-
stantnom uslovu (2), [48].

Tako smo najzad dokazali ekvivalentnost matemati¢kih modela: (1) s jedne strane i
(3). (10) s druge, pri zadovoljenju uslova (A) i (B) u pogledu gladkosti koeficijenata.
Funkcje: a(x.t), B(x.t), c(x,t), d(x,t) u modelu (3), (10), koje zadovoljavaju uslove (A)
i (B) se mogu shvatiti kao realizacije slucajnih funkcija: a(x,tyv), B(x,t¥), c(xtv) i ‘
d(x.t.v). tj. kao realizacije sluéajnog operatora L, i koeficijenata c(x,t,v), d(x,t,v), gde
je v slu¢ajni parametar. U tom sluéaju se sistem opisan jednaginom

Lou(x.tv) — c(x,ty) -u(x,tv) +d(x,tv) =0 (13)

u oblasti x € GCR? u kojoj realizacije slu¢ajnih koeficijenata zadovoljavaju uslove (A)
i (B). moZe ekvivalentno opisati karakteristi¢nim sistemom stohastickih diferencijalnih
jednaéina

dx, = a(xq. t. V)t + B(x, t, v) -dW,; (14)

dulxy,tv) = e(xptv) -uxg,t vidt — d(x,t v)dt 5)

Sistem jednacina (14), (15) ima smisla i u slucaju kada koeficijenat d(xt,v) predstav-
lia raspodeljeni beli sum

d(x,t,v)dt = g(x,.t.v) -dVy,

(gde je dV, — prirastaj standardnog skalarnog procesa Wiener-a sa disperzijom
J t— P J P
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M[dV,] 229 -dt), iako u tom slucaju koeficijenat d(x,t,v) narugava uslov (A) kojim
je bila garantovana egzistencija i jedinstvenost re§enja jednadine (13). Naime, ako je
g(x,t,v) ravnomerno neprekidna po Lipschitz-u na G%[0,T] i ako ne raste brze od ne-
ke linearne funkcije prostornih koordinata, sa verovatno¢om 1 postoji jedinstveno ne-
prekidno redenje stohasticke diferencijalne jednacine (15). U tom sluéaju, stohastic-
ki model (14), (15) jednoznaéno opisuje stanje sistema (sa raspodeljenim belim $umo-

- vima na ulazu)koje nije jednoznaZno odredjeno jednaginom (13). Tada jednacine (14)
i(15) dobijaju sledeéi oblik

dxy = a(xg,tyv)dt + g(xt,t,v)dwt; (16)

du(xt V) = c(x,tv) -u(xt,t,v)dt — g(xt.,t,v) -th . an

Ove jednacine odredjuju stanje sistema na intervalu (t + 7(T—t),t], pri uslovu

u(xt"l'?(T——t)’ t+ ?(T_t)) = w(xt.*.?(’r__t),t + ?(T—t))

Slucajne varfjacije grani¢nih uslova koje su ovde predstavijene mogu da nastupe
usled delovanja spoljainje sredine na sistem ili usled nepouzdanosti eksperimentalnih
podataka na osnovu kojih su ti uslovi odredjeni.

4.3. KARAKTERISTICNI STOHASTICKI MODEL U SLUCAJU
STACIONARNOSTI OPERATORA L

U opstem sluéaju stanje sistema u(x,t) u svakoj tacki (x,t) € GX[0,T) se, prema
(2.12), izraGunava pomocéu posebne familije trajektarija x(-) na intervalu (t,T] koje
sve polaze iz tacke x. Ako je operator vremenski invarijantan, sva stanja sistema
u(x,t), t€ (0,T] se mogu predstaviti pomocu jedinstvene familije trajektorija x(-)
na intervalu (O,T] koje polaze iz tacke x. Ovo svojstvo omogucuje ekonomicniju re-
alizaciju odgovaraju¢ih karakteristiénih stohastickih modela sredstvima ratunske teh-
nike, [591, [63]. Posmatrajmo stanje u(x,t) sistema koje bi se formalno moglo opisa-
ti jednainom

2 u(x,ty) = [(a, —-a—, —ﬁ—) —¢] u(x,ty) + d(x,t,v) (@)
ot 0Xx 09X

(x,t) €GXI, v—slucajni parametar, 1 5 ©or1)I1 4 [0,1), sa odgovarajuéim konturhim
uslovima

A (0, (t=0,x€ G),

u(x,t,v) =y (xtv) = o(x,t),te,x €5G), ?
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>

Funkeije: c(x,t), ¢ (x,t) zadate su na G x I—, a funkcija B(x), odnosno a(x) je zada-
ta na G i d(x,t,v) je raspodeljeni slucajni proces (slucajno polje), Cije su statisticke ka-
rakteristike unapred zadate relacijom

d(x,t,v)dt = g(x) . dv, + q(x.t) dt.

Funkcije: g(x), q(x t) su zadate na G x I, a dV; predstavlja prirastaj skalarnog Wi-
ener-ovog procesa za koje je M[{dV,] = 0; M[th]2 =1.4dt.

Neka je: 0 Zél‘—t; ul(x,B V) 4 u(x,T-6yv); cl(x, 8) 4 c(x, T-6),

V16, 0) BUGx, T-6), dy(x,0) & A0, T- 0. 0).
Diferenciranjem funkcije u(x,T—#6, v) = u(x,t v) po t, dobijamo

Zamenom uvedenih veli¢ina u ()i (8) dobi¢emo

’ 3 _ o
v PR EENMTC R EL ORI G
(x,6)€ Gx[0,t);

( g )‘ll/ ( 6)={f(x)7(0=T,X€6), (2)
111 X, 0,V 1 X, = ‘b(x,T__g)’ (9 < [O’T), e 50)

Prema odeljku 2.,sistemn karakteristiénih stohasti¢kih diferencijalnih jednacina
ekvivalentan jedna¢ini (1) ima oblik .

dxp = axp)df +B(xg)-dW,, 0 € (8,7(T—6,) +0,) 8 €O, T), (3)
dul(xg L0y = C1(Xg ,6) -ul(xe ,0y) -df —dl(xg ,0,v)-dd | (4)
6 €7 T-0y)+6,, 6,1,
gde je B(x) = BT(x)- B(x), M[dW,]=0, M[dW,}% = 2d9.
Vratimo se,u jednacini (4),na prvobitne oznake

du(xg T-0yv) = ,C(XG T—-8).u(xg , T-0,v)db6~d(xy T—-0 v)db, )
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v

o

T+‘r-t° ‘[..,tO:- o

Slika 6.

8 € [T—ty + P(t,), T—t ], gde je t, =T—0,.

Posto koeficijenti u jednagini (3) ne zavise eksplicitno od vremena, funkcija prela-
za procesa x; je homogena u vremenu [33], §to znati da resenje jednacine (3) ne zavi-
si od izbora pocetka radunanja vremena. Ova Cinjenica je ilustrovana na S1.6 na kojoj

su usvojene sledece oznake: ty € [0,T];s € [0,t.) C[O,T),
=60 - (T—t) = ty—t, 0 € [T-t,T); 7 Sinf {5: x,€G, x, €G };

A .
£ =min (t,, 7).

Resenje jednagine (3) na intervalu 6 € [Tt , Tt +7), pri xg = x, u ta&ki
6 =T-t,, sa verovatnotom 1 se poklapa sa resenjem te iste jednacCine na intervalu
8 € [0, 7) pri uslovu xy = x,za § = 0. U skladu sa relacijama (2.10-11), generali
sano redenje jednacine () se odredjuje integriranjem jednacine (5) u negativnom sme-
ru na skupu karakteristi€nih trajektorija

{xeze € (T-t,, T+7 —to)}, pri uslovu

. L An f(xT)’xTEG'T>t
t—7 V)= —7) = ° 6
u(xT_t0+/7>, o T,V) \l/(xT_t0+?, tO T) { (b(XT_t s to—T) < to. ( )

0
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Posto jo funkeija nrelaza procesa x, homogena u vremenu, na intervalu 0 € (T—to,

T, 7)  proces Xg sa pocetnim uslovom XT—t, = Xo 5€ moze u jednaéini

0
(5) zameniti procesom xe"(t'“to) sa pocetnim uslovom x9—(T—to) = X, U tacki

§ =T—t,. Ako se zatim 6—(t—t ) zameni sa 6 , dobice se jednacina

du(x9 to— Bv) = c(xg ,to—()) u(xg ty= 6.v)d 9—d(x9 o0 ,v)do,
8e (0,7). (7)

Integriranjem ove jednadine u negativnom smeru § na intervalu € (7, 0) sa pocet-
nim uslovom '

u(xp, ty=7,v) = ¥(xp, to—?) - (8)

odredjuje sc stanje sistema u tacki (x,, tg).

Mozemo dakle zakljugiti da je stanje sistema (o), (8) sa stacionarnim operatorom
L odredjeno integralom od 8 =7 (ty) do 6 =0 jednaline (7), uz uslov (8), duz jed-
ne jedinstvene familije trajektorija odredjene jednaginom (3) na celom vremenskom in-
tervalu 0 € [0.T) na kojem je stanje sistema od interesa. Uocimo da se resenje jednaci-
ne

“du(xg .ty fy) = c(xg to—0)-ulxg ,t,—0,v)de -—d(xe’,to—(i v)dé ©)
moZe predstaviti u obliku
g to) = HE (e Ik to), 10)

u saglasnosti sa definicijom funkcionala H(t,) iz prethodnog ddeljka. Resenjem odgova-
rajuée diferencijalne jednacine (5) dobijamo

u(xgty¥) = Hi_to (x()lxq, to)- a1

Iz (10) i (11) dobijamo
HO (kg t) = HE Yo ()] x4, ty)- (12)
(o)

Resenje (12) predstavlja posledicu homogenosti u vremenu funkcije prelaza x,.
Da ponovimo u zakljudku osnovne rezultate ovog poglavlja. Konstruisan je karak-
teristini stohasticki model koji na proizvoljnom skupu prostorno izabranih tacaka
egzaktno opisuje stanje linearnih sistema sa raspodeljenim parametrima elipti¢nog
i paraboli¢nog tina u toku vremena.
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Karakteristiénim stohasti¢kim modelom se mogu uzeti u obzir nepotpuna odre-
djenost parametara, graniénih i pogetnih uslova, a da se ne ugrozi. jednoznaéna od-
redjenost stanja modela. Ovo je posebno interesantno u slu¢aju raspodeljenog belog
fuma na ulazu u sistem, jer re§enje odgovarajuée parcijalne diferencijalne jednagine
u tom sluZaju nije odredjeno jednoznano.

Priroda izlozenih. dokaza i konstrukcija karakteristi¢nih stohastickih modela uka-
zuje na Mmoguénost njihovog uopstenia na neke Klase kvazilinearnih parcijalnih dife-
* rencijalnih jednacina. '
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S. IDENTIFIKACIJA PARAMETARA KARAKTERISTICNOG STOHAS-
TICKOG MODELA SISTEMA U PRISUSTVU SUMA

5.1. OPSTE NAPOMENE

U ovoj glavi se formulise problem identifikacije nepozxiatih parametara sistema u
' prisustvu raspodeljenoga $uma kao zadatak minimizacije integrala srednje kvadratnog
. ods'tupanja ocene stanja sistema od mernih vrednosti u nrostorno izolovanim tacéka-

" ma. Pdkazuje se da se u tom ‘.sh'léaju usvojena funkgeija kriterijuma dobrote ocene
moze odrediti kao funkcional razlika ocenjenih i izmerenih matematickih o&ekiva-
nja i disperzija stanja sistema u tackama xg, (r =12, ...K). Na taj naéin se uklanja
potreba za koriS¢enjem nepoznatih tekuéih vrednosti Suma koji deluje na sistem u
vremenskom periodu na koji se identifikacija odnosi. Daljom transformacijom funk-
cije kriterijuma dobrote ocene umanjuje se ukupni obim izradunavanja potreban za
odredjivanje optimalne ocene nepoznatih parametara. U odnosu na identifikacioni al-
goritam dobijen neposrednim kombinovanjem metoda Monte—Karlo i gradijentnog
postupka, algoritam dobijen pomo¢u navedene transformacije zahteva 500 puta ma-
nji broj racunskih operacija.

Teoretski rezultati su ilustrovani sa dva primera. 1J prvom primeru se dokazuje
konvergencija identifikacionog algoritma u srednje—kvadratnom smis'1. U drugom
primeru se izratunava ocena koeficijenata vodoprovodnosti T i vodoodcednosti S
na osnovu merenja piezometarskog pritiska vode u jednoj tagki na povrsini podzem.
nog vodnog kolektora.

532. FORMULACIJA PROBLEMA IDENTIFIKACUE

Neka je zadat karakteristiéni stohasticki model prostorno raspodeljenog stanja si-
stema u(x.t,v) na koji deluje beli Sum '

dxg = a(xg )d6+ B(xe)-dW,GE(O,to),x0=o=x0, O]
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d(l‘(xe o= 0.v) = c(xe ). 6 (XG to—0 ,v)dB—d(xe ito—0,v)dé
6 € (0, ty), ' @)

gde je 6 4 T-t, t, € 0,T), §T(x) B®) 4 B(x), x, — determinisana tacka u prostor-
noj oblasti G. Terminalni uslov za jedna&inu (2) glasi

u(x1/-‘ ) to_'? 3 V) = ll/(x!r‘s to—ﬂ ’ (3)
gde je £= f(t,),

f(x), t=0,x€GU 5 G),
#x,t), L€ (0,t], x €8G),

Funkcije: a(x), c(x), ¥(x,t) 4 {

su poznate i definisane u oblasti (GUSG)x[0,T] . Funkcija d(x,t,v) je raspodeljena slu-
tajna funkcija (slucajno oolje), &ije su statisticke karakteristike a priori zadate relaci-
jom

d(x,ty) dt = g(x) dv, + q(x,t) dt,

gde su g(x) iq(x,t) poznate determinisane funkcije zadate na G%(0,T], a dV, predsta-
vlja prira§taj skalarnog Wiener—ovog procesa koji zadovoljava uslove

M, [dV{]=0; M, [th]2 =1.dt, (M, — matematicko oZekivanje po Sumu V,).

Treba oceniti nepoznatu matricu — parametar B(x) & glj(x) . E(x) na osnovu mer-
nih podataka o stanju sistema u(xg, t, v) = hy(ty), @ = 1,2, ..,K;t € [0,T]),uK pro-
storno izolovanih tacaka xi, r = 12, ..., K.

Oznaéimo sa ({(x,t,v) ocenu stanja sistema koju odredjuje model (1), (2), (3) u ko-
jem je nepoznata matrica B(x) ocenjena matricom B(x). Traziéemo onu optimalnu o-
cenu ﬁo(x) matrice B(x) koja minimizira srednji integral kvadrata razlike ocene stanja
ﬁixg , t, v) i izmerenog stanja u(xg, t, v) na vremenskom intervalu t € [Q,T]

. K T
JB) M, (2 f 106EeN) - uleh, Lt} @)

Konstrukcijom algoritma za numeri¢ko refavanje ovako postavljenog zadatka mo-
raju se odstraniti sledece teikoce. Prvo, ocene stanja sistema se ne mogu neposredno
izraCunati re§avanjem sistema jednagina (1), (2), (3), jer tekuée vrednosti Suma d(x,t,v)
nisu poznate. Drugo, odredjivanje optimalne ocene pretrazivanjem po vrednostima fun
kcije kriterijuma (4) zahteva vifestruko iterativno izraunavanje matematickog o&eki-
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vanja funkcionala od resenja sistema (1), (2), $to onemogucava realizaciju odgovaraju-
¢eg identifikacionog algoritma sredstvima raspolozive racunske tehnike.

Prvu od navedenih teskoca ¢emo odstraniti tako §to éemo dokazati da se funkcia
kriterijuma (4) moze predstaviti u obliku

~ kK T b ,
® =2 S [\/510 DGk 6.0)— v/ 5% D, u(xL 8 )]7d6 Xt +

+ z f M 80t w) — u(xh to ] Pty (5)

Naime u (5) je funkcija J(ﬁ) opisana pomo¢u matematickog ocekivanja Mv[u(xgﬂ V)]
i disperzije Dv[u(xgﬂ,v)] stanja sistema u tackama xf), r=1, ..,K).

Da bi dokazali relaciju (5), posmatrajmo jednacinu dﬁ‘()@ to 0v)=c(x6) u(xg,
—0,v)-d0—-q(xg t;—0)-d0—g(xg)-dV, _4;0 € 0.t), t, E (0,T), koja prema re-
zultatlma gllv, odred’ juje funkcional Ht 1 x( )lxt o) cije matematxéko odekivanje

predstavlja ocenu stanja sistema u(x 0 V) U taékl Xy =
0

Integriranjem leve i desne strane jednadine () u negativnom smeru t—0se na inter-
valu 6 € (7 (t,), 0) dobi¢emo

0(xgstyY) = %[c(xe) g, t, 0v)d0—- J q(xot — 6)d 6—
—TAf°g(x0).dv gt Oxat— £, 0).

Posto vazi M, [0(x,, t, v)] =0, jednakost nece biti naruSena primenom operato-

ra matematiékogooéekivanja M, na desnu stranu jednadine. Dakle vazi
)

0
{l\(xo,tosv)—Mv[ﬁ\(xo ,TO,V)] = - MXO TIJ g,(xo )dvto_.o

t

0 (8]
== Mxo[x.9<T -8(Xe)1dvto—o —~of Mxolxto_ KT.g’(xto_p)]-de.

]
gde je g'(xg) 4 g(xo) -exp| —of c(xs)dS].

Poznato je, da za Jt5—ov stohasticki integral, [33], vazi



86 Radovan Krtolica

t

t o
My £ M, [ _pcr By 4V, P =0 My D e ) Pdo

t
0
= My [Xg<Exg)l P a6
gde je xp indikator skupa D.
Posmatrajmo ocene ol (xgr tgs V) i Gz(xo, tos V) i odgovarajuce familije trajektori-
ja x91 i x%.
Iz poslednja dva niza jednagina dobijamo

t ey
DyIE! (v, tor W1 = S© {My [Xgecy, B OGN T 0,
| .
Dy[8(xo o)1= f My [Xg<r, 80P d6 ®
t.
Dv[ﬁl (xo ,to3v) - Gz(xo !toav)] = ofo {MXO[X9<1-2 'g(xg)] _
-— - l 2
Mxo [)(9<7-1 g(xo)]} e

gde D (-) oznacava M,[(-)* ] — [M, ().

Iz (B) je ocigledno da vazi

t
D6 (Xt W) — B2(xg b)) = of° [ \[53; Dyul(xy.0) -

_. /565 Dul(x, d WI2d6; ™

MJ0! (gt ) = 620t WP = DG (x5 ,t0.)

- (2 (xguto M) + IMB (xg o ) — B )] Y ®)

U skladu sa formulacijom zadatka identifikacije iz odeljka 5.2, izinerena stanja si-
stema moraju takodje da zadovoljavaju relacije (v) i (§) . Ako u definicionu relaciju
za J(B) uvedemo odgovarajuée zamene, dobicemo




A
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A K T tO a_ 'A -a— r 2
JB)= rgl J {of IV 5 Dvu(xg,e,v)—\/ae D, u(xL0 v1* d6 }dt,
K T .~
03 MU tg, v) = uxg, to, V) P, . e)

Oznacimo sa H?o (x( - )lxo.t,,) resenje diferencijalne jednacine
dulxg , to=0.v) = ¥y ) - ulxp tg=0 V)8 ~qCxq to= 6)d 9, ()

o€ (O',to);toe 0.I), utacki  =0.

Oc¢igledno véii
M, [U (5, t. )] = My [H (g, 1)), (=1, . K). ®

Za wratunavanje disperzije i matematickog océekivanja ocena u izrazu (€) mogu se
iskoristiti relacije (8) i (6) . Disperzija i matematicko odekivanje stanja ocenjuju se sta-
tistickom obradom rezultata merenja. Kada matematicko odekivanje i disperzija stanja
nisu unapred zadati, ocenjuju se izrazima:

— Ay N
MV[ U(Xro) to, V)] = UN(xf),to) = lﬁ' Vzl uv(xg) to)y (6)

A N _
D, u(xLt V)] = 013 SRRE I-ql_—l 2 lu,cte) - WOGLP (D

na osnovu niza nezavisnih merenja uv(xf), to) 4 u(x'o, tys Vv) c=1,2,..,K,t,€0T);
v=1,2,..,N),stanja sistema u tactkama xg. U sluéaju da se izvod stanja po vremenu

neposredno meri u’V(x{,, to) 4 Eﬁt— u(xa, to, v,), moZe koristiti ocena:
o .

-2

, N , .
2D, 1, M1 5B E G, t) UG o) -

t

2 Igu x5, t.) yu'(xr ty) @)
—b-l_-_l'v_fIV(o’o V;IVO’ .

Ako je izvrieno samo jedno merenje, prirodno je usvojiti ocene
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Ty (xg, to) = uy(xg, to);

af(xg, t)=0; (=12, .,K. ©)
Funkcija kriterijuma dobrote ocene J(B) se u tom sluaju moZe izraziti na sledeéi
nadin
~_ KT o~ oy Ty 12
I(B) = rzl of {Dyulxgty,v) + [Mulxgtov) — uplxg.t )1« Hdt,. (10)

Funkcija ul(xf), ty) u (10) je determinisana. Ipak model ocene u(xf),to,v) ostaje sto-
hasti¢ke prirode. ldentifikacioni postupak tezi da poniti uticaj stohastickog poremecaja
u modelu, jer merenje ne sadrzi informaciju o statistickim karakteristikama tog poreme-
Caja.

Kada se merenja izvode u toku postupka identifikacije (identifikacija u realnom vre-
menu), ocene UN(x{), ty) i og(x{), ty) treba iterativno poboljsavati )

— - N = 1

“N+1(xg‘to) e uN(x{), to) + N uNﬂ(xf), to) ,

r=1,2,.,K; N=1,2..), Q1
org (X00) = ok (6G80) + i i OG- TGP (12)

Za N=1 ocene se dobijaju iz (9).
Kada se () i (9) zamene u (5) dobija se eksplicitni oblik za J(B):
t

~_ KT ° r 2
WB)= 2SS IMGE xg <80 )— 5% D u(x, 6.5)1%d8 }dt, +
K T
, t g2
+ IS My H‘{O(x(- MIxg to)— Myu(xd, V)] dt,. (13)
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5.3. ALGORITAM ZA IDENTIFIKACUU DISPERZIONE MATRICE

Zadatak nalazenja ocene ﬁ koja minimizira funkcional (13) reSenja jednacine (1)

predstavlja ecncraluduju /dddtkd stohasticke aproksimacije. Naime trazenje ekstre-
muma J(ﬁo) = mm J(B ) predstavlja minimizaciju nekog funkcionala regresione fun-
keije od B. B

Taj zadatak se moze unrostiti koristeéi se éinjenicom da se kvadrat matemati¢kog
ocekivanja slucajne promenljive moze predstaviti kao matematicko oéekivanje proiz-
voda dve nexavisne slucajne promenljive sa funkcijama raspodele koje se poklapaju sa
funkcijom raspodele prvobitne slu¢ajne promenljive.

Neka su xg‘l & xl(s : 0. xg): xgz & x2(s:0. x;,) dva medjusobno nezavisna re-

senja jednacine (1). koja se. prema uslovima zadatka, moraju poklapati sa verovatno-
¢om |. Oznac¢imo odgovarajuéa matematicka oc¢ekivanja i momente prvog izlaska na
granicu §G sa M. 7} i My, 75. Neka je M A\ M;.M,.Tada izraz (13) dobija oblik

JB)=MY®B)], (14)

gde je Y(B) odredjeno izrazom:

~pa KTl 1 ) 12y
YB) = r=§i ofoj [x0<.,]-g(xg' ) Y D u(xg, 63]+[xg <r - 8%y )
’ K T _,
——-\/g%Dru(x{).G.v)]dedto+ 2 J OB (D) MG 6 )

r=|

[HY (x"2) — M u(xE.0 )] dt... (15)
O

u kome je usvojena oznaka ﬁ? (xf;i) 4 M, HY (xréi), i=12.
0o ‘o
Posto su H° (xo ) i x() (i = 1.2), regenja jednacina (n)i (1) za svaku unapred

odabranu ocenu B moze se pomocu izraza (15) izraCunati odgovarajuca vrednost
Y(B) Prema tome, zadatak odredjivanja optimalne ocene B se mozZe rediti nekim od
algoritama tipa stohasticke aproksimacije U slu¢aju kada je matrica B(x) = B kon-
stantna. zadatak identifikacije B se reava neposredno n~—dimenzionim algoritmom
Kiefer- Wolfowitz-a. Elementi bij konstantne matrice B se ocenjuju rekurentnim
relacijama

S T I S
by —bij+—c?-[\ij—Y], (16)



90 Radovan Krtolica

gde k =0,12, ... predstavlja redni broj iteracije; oznake

kA yak Tk rky vk A ok N ~k
vk 2 Y(b”, bu.....b,m), Yij—Y(bl B+ g, wa DR

predstavljaju odgovarajuce realizacije  Y(.); nizovi brojeva i zadovoljavaju dob-
ro poznate uslove: '
oo o0
lime,=0; Z a, =o0; T apcg < oo;
ke KT g2 K k=1 Kk

)]
o0 2
kz:l(ak/ck) <o @>05¢,>0; k=1,2,.)

Slu¢ajne funkcije Y}} i Yk moraju biti medjusobno nezavisne. Postupak (16) se
moze predstaviti i u matri¢nom obliku

Akt Jp0) + (/o) YO, k=1,2, ), -

gde B() oznazava k-tu rekurentnu ocenu matrice B, polazeéi od neke poéetne oce-
ne B(®). Matrica Y je definisana izrazom

Y]'l‘l,.. . .Y‘; L 0]
n .
k) A _ vk,
vk oo vk 0. .... 1
Ln1 nn| L J

Kada M Y(B) zadovoljava uslove teoreme Bluma [64], ocena g® konvergira ka
optimalnoj oceni B sa verovatnoéom I kada k - oo .

Algoritam (16) objedinjuje metod Monte—Karlo za izratunavanje stanja modela
(1), 2), (3) i algoritam stohastike aproksimacije za ocenu parametara modela _(sfste-
ma). Za razliku od uobiZajenog postuoka koriitenja stohastickog modela sistema sa
raspodeljenim parametrima za neposredno izraGunavanje refenja metodom Monte—
~ —Karlo, stohasticki model se ovde koristi za izvodjenje ekonomiénog algoritma iden-
tifikacije nepoznatih parametara. Neposredno kor/pbinovanje algoritma Monte—Karlo
za izraunavanje kriterijuma dobrote ocene MY(B) = J(ﬁ), (u sluéaju da se merenja
vrie samo u jed’r\loj prostornoj tacki %) i nekog algoritma nretrazivanja za 6dredj iva-
nje minimuma B , — zahteva generisanje velikog broja nezavisnih resenja jednacina
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(1), (2), (na digitalnim racunskim masinama obi¢no reda velicine 103) m jednom te
istom vrednoséu ocene matrice B.

Da bi se odredio naredni iterativni korak algoritma (16) potrebne su samo vred-
nosti Y(B) koje se odredjuju pomoéu dva nezavisna resenja jednacina (1) i (2).

Kada se merenja vi$e samo u jednoj prostornoj tacki x, € GCR", z1 jedan korak
algoritma (16) potrebno je izracunati 2(n2+l)re§enja sistema jednacina (1), (2). Za
realizaciju jednog iterativnog koraka algoritma pretrazivanja dobijenog neposrednim
kombinovanjem metoda Monte—Karlo i gradijentnog algoritma (u slu¢aju kada je
g(x) = 0), potrebno je generisati 1000 - (n2+1) nezavisnih resenja sistema jednacina
1), @

Na taj nacin ukupan obim potrebnih izradunavanja se povecava za 500 puta u
odnosu na obim izradunavanja koji zahteva algoritam (16). Kada su elementi mat-
rice B prostorno raspodeljeni, treba ih aoroksimirati funkcijama deo po deo konsta-
ntnim u odgovaraju¢im podoblastima oblasti G.

Neka oznake Y'lj Yk, b{j (j=1,..,n:k=1,2,.)u relacii (16) predstavljaju
vektore Ciji su elementi konstantne vrednosti odgovarajuéih koeficijenata u podob-
lastima oblasti G. Nepoznati vektori b.: ocenjuju se vifestrukom unotrebom reku-

rentne formule (16). Prirodno je ocekivati veéu taénost ocene onih elemenata vek-

tora by koji se nalaze u blizini mernih tacaka xJ.

5.4. NUMERICKI PRIMERI

Neka je sistem sa raspodeljenim parametrima formalno opisan relacijama

op. .8 44xty); x€@©a); tEQOI), (18)
at 3 X
u@,t) = ua,t) = u(x0) =0;
gde je

d(x,tv) dt =gsin(wx/a) dt + gsin(mx/a)dV,; (19)
(9.8 — const); |

dV, — priraitaj skalarnog procesa Wiener—a za koji vazi M[{dV,] =0; M[th]2=1 -dt.
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Treba oceniti nenoznati skalarni narametar B na osnovu merenja stanja sistema u(x,
tv) u tackix =x, € (0,a) na vremenskom odsecku t € [0,T].

Neka matematicko oZekivanje i izvod disoerzije stanja sistema u tacki x

2 I |

Mvu(xo,t ,V) =§§_ 1§ ‘ (l_e m B-t/‘l)~sin(1rxo/a), (20)
2

587 D u(xy:tV)] = gsin(mx,/2) e 2T Bt/a, 1)

predstavljaju rezultate merenja na vremenskom intervalu t € [0,T}. Smatraemo opti-
malnom onu ocenu B, koja minimizira funkciju kriterijuma dobrote ocene

J(ﬁ) 4 Mv{ 0}[ [1’1\ (xgtsV) — u(xg,t,¥) ]2dt}. (2)

Prema metodici razradjenoj u prethodnoj glavi, karakteristi¢ni stohasticki model
sistema (18) u kome je taéna vrednost parametra B = + /B zamenjena ocenom B =
=+ /B, ima dedeci oblik

dxg =BdW ; 6€ (0, 7 (t)); xg =x 228 =0, 23)
gde je
6 81-t; t,€ OT), B =B2; M [dW,]2 =2d0 ; M[aV, 12 = 1.dy;
80 (xg, to—0.v) = — dsin(mxp/a)df—gsin (1xg /2)AV, - . (24)
0 b

A

Gxp,te = AV =¥(&xp,to - 1=0.

U skladu sa (13), funkcija dobrote ocene (22) iskazuje se na sledeéi nacin

~ T £ mXg 2
XB)= § My S asin(7)d0 ~ Myulxg tom Pty +

T t _TXg \/——_"—
* S 0, g <prsintgl ;”0— D, u(xy,0 ) P8 dt,. (25)

Prema (14) i (15), izraz (25) ima oblik J(B) = MY(B), gde je
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~ T # nxle A nx%
Y(B)=Of [of qsin(—~ )dG—MVu(xo,to,v)]'[of qsin(—2 )do —

T t, n . nx}; /o )
Myu(xg to¥)dt, + of of [xg <r,’ gsin(—~) ~ v 35 Dyu(x.6 W] - (26)
. rrx% /9
. [X6<1°2 gsm(——;—)—- ga-Dvu(xo,G,v)]dBdto .

U skladu sa (16), traZenje optimalne ocene ﬁo obavlja se vifestrukom primenom re-

kurentne relacije
A A1 L & A
BR =gk X ry@k + o) - YBY), 27)
K
pri ¢emu koeficijenti ay, Ckes (k = 1, 2, ...) zadovoljavaju uslove (U). Dokazaéemo sred-
njekvadratnu konvergenciju algoritma (27). Primetimo da ocena stanja sistema (18) mo-

ze eksplicitno da se izrazi
~ 2 _ B
U(x,t,v)=Qj_r_2_ 1: (l—e 1 )-sin(—ém)i-
5

t _ 25 /a2
+ gsin(ZX-) -ofe 7B (t-s)/2 +dV (28)
Odavde se odredjuju matemati¢ko oéekivanje i disperzija
92 1 -11f2;3\t/a2 -
My80xt) =32 - % -(1=e™ By sin(mx/fa); 29
' B
2R, 2
D 8 (xt) = gsin(X) .(1—e 2T B/ ) £ (30)
a 2r B
Iz (30) sledi
(31

a A 2,\
D u(x,ty) = g2sin(TX) . ¢ 727 Bt/a
at Vv a

Prema (5), (20) i (21),za funkciju dobrote ocene dobijamo
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A g2 "
J<B)=‘Léi‘ fT[‘; &R/ ain G -La-emmA) @)

[~

- sin (—-—)l’-dt + f f Pein(0) 12 B/ _ 2 BO/a 2gpq

Ovaj rezultat se moze i neposredno dobiti &z (25), (20) i (21),ako se podie od &inje-
nice da je verovatnoca P, { x € d&x, t < ?(to)} da se proces x, (sa Poc‘.etkom u tadki
o Y

Xo) u trenutku t nadje u okolini tacke x € (0,3), — fundamentalno resenje jednacine

559— B -aa-—z- ;0 < x < a, sa grani¢nim uslpvima p(t0) = p(ta) = 0. U tom sluéaju je

P

. (X € &, t< ()} = plt; x,, x) odredjeno izrazom, [61):
o .

o > knx ’
kz s X - sin(——9).sin k1rx
=0

(. x) =2
p(t: Aobx) ;
Moze se lako proveriti da izraz (32) za J(ﬁ) zadovoljava sledeée uslove
(a) za IIS\ <B, J(ﬁ) opada, za B >B, J(ﬁ)' raste,
~ A A
(®) K, -IB-BI<|FB) <K; - [B-B|.
Posto vazi
(c) DY(B) < const < o,
obezbedjena je konvergencija algoritma (27) u srednjekvadratnom smislu prema pozna

toj teoremi Dug\aéa, [64]. Uslove (a) i (b) (*) nije tesko proveriti, ako se uo&i da se
izraz (32) za J(B) moze prevesti u oblik

aL 2.2 T t - Ae 2 _ 0_'2 2. X
J(B)"(l;i‘}- 'of- {({0[6 TBO/a'_ o~TBO/a 149} smz(—ag-)dto+

24 2.,
+ f f° g smz(f;-(—’) e 2" BO/a? _ e 2 B"/*"]do dt,,.
o . :

A

(*)Uslov (b) je zadovoljen samo na proizvoljnor&konaénom odse¢ku |B-—B| <, L <o, Medju-
tim, zamena taéne funkcije dobrote ocene J(B) izvan neke okoline B-—-sa proizvoljnom nepre-
kidno diferencijabilnom funkeijom, ¢ijj izvod ne menja znak na intervalima (- 0, -L); (L,+9)
4 u tuCkama B = +L se poklap2 sa J(B) . ne uti¢e na konvergenciju algoritma i m graniénu
vrednost. .

Prema tome, sa stanoviita konstrukciie algoritma za ocenu B, uslov (b) se moZe smatrati

zadovoljenim.
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Diferenciranjem poﬁ dobijamo

T t 22 Canaa t A
% = _ 2q2 . f { fO [e—n Be/zl2 _ e"ﬂJBe/_i.l2 ]do}{ j-Ooe"fBe/azde}
V] o ’ ’ B [+

_ m™ 2 Tty . 9, ™ P -2 B8 a2
() ary - o gn2 oy ramee s mares .
00 .

a2 -

- 0e72BO/a" ggqe

Iz ovog izraza neposredno sledi (a) i (b).

Postupak identifikacije iz odeljka 5.3 se moze primeniti u sluZajevima kada je, pored
koeficijenta difuzije, potrebno oceniti i neke druge parametté sistema. Ova tvrdnja se mo-
ze potkrepiti slede¢im primerom identifikacije parametara jednog deterministickog hidro-
geoloskog sistema, {601, {63). -

Stanje sistema (piezometarski pritisci vode jednog arteskog akvifera) opisano je slede-
¢om parcijalnom diferencijalnom jedna¢inom

du _q@u L 3uy -
S " T(a 2t a5 )- Q(x.y).
Ty, )E XOHXO)=0xI; 33)

u(x,y,t) = U = const za (x,y,t) € (6GXTI) U (Gx0).

Funkcija Q(x,y) je definisana zrazom

Llx—xgl €Li ly-yol €L;

Q(x7Y) = l '
0, Ix—xg >L ilily-yg>L.

- Treba oceniti nepoznate skalarne konstante T i S na osnovu merenja stanja sistema
u(xgut) = h(t) u tacki x, € G na vremenskom odsecku t € (0 , t]. Optimalne ocene
Ty S, biraju se tako da funkcija dobrote ocene

X1, 8) 2 gt [G(xgt) ~ u(xg D dt (34)

> .

uzme minimalnu vrednost.
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Karakteristi¢ni stohasticki model ekvivalentan sa (33) se dobija na isti na&in kao
iu prethodnom primeru kada se uoci da je B= T/S; q(x,y) = -Q(x,y)/S; g(x,y) =0
Ako namesto’ /g_ uvedemo oznaku ¥'T/S, dobiéemo karakteristi¢ni stohastic-

ki model u sledeéem obliku

dug =/ T/S dW,(6); xg=x,2a 0=0; 8€ [0, 7),

(39)
dyg =T/S dW5(0); vy =y, 22 0=0;6€ [0.9), (36)
duxy , g to— 0 = L - Qlxg,y4)d0, €0)
S

w0 Yoty N =¥ (%, y5, tg- H =U;0 €[0, 7).

>

Za skalarne, medjusobno nezavisne procese Wiener-a W(8) i W,(6) vazi M [dW, ()] 2=
= M[dW,(8)] %= 2d6. 1z (13) sledi

i,

w2

)= J - £u S QG g ) Iulx, Yot ity (38)
Prema (14) i (15), izraz (38) dobija oblik

X(T, §) = MY(T, 5),
gde je

(39)

T ~
Y(t,§) & J(U-hi - 1 -of“o(x}; ,yd)do] - [U-hit) - L -
S

S
E Q X2 y2 dé] dt
Of ( 67 e) ] (o}

(40)

~ A . .
Optimalna ocena parametara T i S izraunava se viSestrukom primenom rekurentnih
relacija

AN

T

A a A VS A A
K =T oy g, 89 - Y, 51
C
k

(41)
§ort =gy B vk §k 4 g - v(fk §¥.

(42)
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A
Za dovoljno velike vrednosti k, veli¢ine Tk § §K w priblizno optimalne oce-
ne parametara T i S. Na digitalnom radunaru izracunato je 150 iteracija algoritma (41).
(42) za sledeée brojne vrednosti parametara sistema: Q=0,156;U=214;L =275, Xo=
=1600;Y, = 400;a = 3500; b = 1000.

U tabeli 2. navedene su pocetne ocene parametara i odgovarajuée ocene dobijene u
poslednjoj iteraciji. Da bi se proverila ta¢nost i numeric¢ka konvergencija postupka, ceo
postupak je ponovljen Cetiri puta za &etiri para poCetnih ocena koje odgovaraju temeni-
ma kvadrata u parametarskoj ravni T—S, (sl. 7a). Kao ilustracija numedékgg procesa ite-
rativnog pribliZavanja ocena, na sl. 7b je prikazan proces ustaljenja ocene S™ u zavisnos-
ti od broja iteracijak =0, 1, 2, ..., 150. U toku rada na radunaru,uodeno je da se pro-
ces ustaljenja algoritma ubrzava kada se u svakoj iteraciji zameni Y sa Y , gde Y pred-
stavlja aritmeti¢ku sredinu od 30 nezavisnih realizacija Y.

Klasi¢nim postupcima za odredjivanje vrednosti parametara arteskog akvifera, koji
koriste merenja u vife prostornih taaka sistema, dobijaju se sledeée ocene

= 2. = 2
T,=0421 -10“; S, =0,636 -10°.

Najveta relativna odstupanja dobijenih ocena od ovih vrednosti iznose

30

m@x(L_Q) = 10,2%; n)@x -39 5S¢ - °) =9,1%,

T° o S9 So
§to u inZenjerskoj praksi predstavlja zadovol_]avajuél rezultat pri refavanju ovoga tipa proble-
ma, (65]. Izradunavanje jednoga para ocena T 150 , S §150 p, digitalnoj radunskoj masini
IBM 360/44 zahtevalo je proseéno 7 min zauzimanja racunskog sistema, (kompilacija,
asembliranje, Stampanje rezultata svakog drugog iteracionog koraka). U ovo vreme u-
radunato je i vreme kompilacije i Stampanje rezultata svake druge iteracije.

Tabela 2.
i | 19-102 | SPae? T,10.102 | §]%0. 102
1 o1 | o1 0,442 0,651
2 0,1 10 0378 0657
3 10 0.1 0,436 0583
4 10 10 0429 0,654
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;10251

k
sé b)
1.10243 4
3 4
05102 1 )
1 2
0 T T >
05-102 1.102 T
3)

Slika 7.

5.5. ZAKLJIUCAK

U ovoj glavi problem identifikacije nepoznatih parametara sistema na koji delu-
je raspodeljeni 3um se formuliSe kao zadatak minimizacije integrala srednjekvadra-
tnog odstupanja ocene stanja od tadnih vrednosti u mernim ta¢kama. Pokazano je
da se u tom sucaju funkcija- dobrote moze izraziti kao funkcional odstupanja oce-
njenih i izmerenih vrednosti matemati¢kih o&ekivanja i dispérzija u tackama xg,
(r=1,2, ..., K). Na taj na¢in je otklonjena teskoca koju stvara neizvesnost teku-
¢ih vrednosti suma koji deluje na sistem.
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Dalje se pokazuje da se odgovarajuéa izratunavanja mogu u znatnoj meri skratiti
prostom transformacijom kriterijuma dobrote ocene tako da se ontimalna ocena do-
bija kao minimum neke regres ione funkcije. Na taj naéin je kriterijum dobrote oce-
ne doveden na oblik pogodan za neposrédnu primenu algoritma stohasticke aproksi-
macije. Obim izradunavanja koji zahtevaju ovi algoritmi manji je 500 puta od obi-
ma izradunavanja potrebnih pri neposrednom kombinovanju Monte—Karlo metoda
i gradijentnog metoda. Dobijeni algoritam se moze priméniti i u slu¢aju kada para-
metri koji se ocenjuju zavise od prostornih kordinata.

Teoretski rezultati su ilustrovani sa dva primera. U prvom se analiti¢ki ilustruje
navedena metoda reSavanja problema identifikacije. Pokazuje se da u tom konkret-
nom slu¢aju izvedeni identifikacioni algoritam konvergira u srednje—kvadratnom
smislu: U drugom primeru je izracunata ocena koeficijenata filtracije T i vodoodce-
dnosti S na osnovu merenja piezometarskog pritiska vode u jednoj tacki na povrsi-
ni podzemnog vodnog kolektora (akvifera). Pokazuje se da se pri srazmerno malom
ukupnom obimu izradunavanja dobija zadovoljavajuéa ocena parametara T i S.

Uvedeni postupak identifikacije ima dobre izglede da bude uspesno primenjen
u zadacima odredjivanja nepoznatih grani¢nih uslova i spoljasnjih dejstava na sistem,
jer se u tim sluéajevima sva odgovarajuéa stanja sistema mogu odréditi pomocu je-
dne te iste familije trajektorija x;, §to vodi ka znatnom skra¢enju vremena izrauna-
vanja ocene.

Izgleda nam da rezultati ove glave dovoljno ubedjivo ukazuju na pogodnost i da-
lju perspektivu kori$¢enja karakteristi¢nih stohastickih modela sistema sa raspode-
ljenim parametrima u problemima identifikacije i upravlijanja takvim sistemnima.
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