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• ÐÅÇÈÌÅ. Ó îâîj òåçè, ïðîó÷àâàìî äåjñòâî áåñêîíà÷íå Õèëáåðòîâå ìàòðèöå êàî
îïåðàòîðà, êîjè çîâåìî îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå è îçíà÷àâàìî ñà H è äåjñòâî
Ëèáåðèíîã îïåðàòîðà, îçíà÷åíîã ñà L, íà êëàñè÷íèì ïðîñòîðèìà õîëîìîðôíèõ
ôóíêöèjà íà jåäèíè÷íîì äèñêó ó êîìïëåêñíîj ðàâíè.

Ïîçíàòî jå äà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H äåjñòâójå êàî îãðàíè÷åí îïåðàòîð
èç Áåðãìàíîâîã ïðîñòîðà Ap ó ïðîñòîð Ap àêî è ñàìî àêî jå 2 < p < ∞. Òàêî¢å,
ïîçíàòî jå äà jå íîðìà îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íà Áåðãìàíîâîì ïðîñòîðó
Ap jåäíàêà π

sin 2π
p

, êàäà jå 4 ≤ p <∞ è èçíåòà jå õèïîòåçà äà âàæè

‖H‖Ap→Ap =
π

sin 2π
p

,

è ó ñëó÷àjó 2 < p < 4. Ó îâîj òåçè äîêàçójåìî ïðåòõîäíó õèïîòåçó. Íàëàçèìî è äî»å
îãðàíè÷å»å çà íîðìó îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íà òåæèíñêèì Áåðãìàíîâèì
ïðîñòîðèìà Ap,α,

‖H‖Ap,α→Ap,α ≥
π

sin (α+2)π
p

, çà 1 < α+ 2 < p.

Ïîêàçójåìî äà ó ñëó÷àjó êàäà jå 4 ≤ 2(α+ 2) ≤ p, âàæè

‖H‖Ap,α→Ap,α =
π

sin (α+2)π
p

,

äîê jå ó ñëó÷àjó 2 ≤ α + 2 < p < 2(α + 2), äîáèjåíî ãîð»å îãðàíè÷å»å çà íîðìó
‖H‖Ap,α→Ap,α , áî§å îä ïðåòõîäíî ïîçíàòèõ. Äîêàçójåìî äà jå îïåðàòîð Õèëáåðòîâå
ìàòðèöå H îãðàíè÷åí íà ïðîñòîðèìà Áåñîâà Hp,q,α

ν àêî è ñàìî àêî âàæè 0 < κp,α,ν =
ν − α − 1

p + 1 < 1. Ïîñåáíî, îïåðàòîð H jå îãðàíè÷åí íà Áåðãìàíîâîì ïðîñòîðó Ap,α

àêî è ñàìî àêî jå 1 < α + 2 < p è îãðàíè÷åí jå íà Äèðèõëåîâîì ïðîñòîðó Dpα = Ap,α1

àêî è ñàìî àêî jå max{−1, p − 2} < α < 2p − 2. Òàêî¢å, ïîêàçójåìî äà àêî jå α > 2 è
0 < ε ≤ α−2, òàäà ñå ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè Áåðãìàíîâ ïðîñòîð A2

logα ïðåñëèêàâà ñà

îïåðàòîðîì Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H ó ïðîñòîð A2
logα−2−ε . Àêî jå α ∈ R, òàäà îïåðàòîð

Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H ïðåñëèêàâà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè Áëîõîâ ïðîñòîð Blogα ó
Blogα+1 . Äîêàçójåìî è äà îïåðàòîð H ïðåñëèêàâà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè Õàðäè-

Áëîõîâ ïðîñòîð B1
logα , êàäà jå α ≥ 0, ó ïðîñòîð B1

logα−1 è äà jå îâàêâî äåjñòâî îïåðàòîðà

H íàjáî§å ìîãó£å. Îñèì òîãà, ïðîñòîð VMOA ñå îïåðàòîðîì Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H
íå ïðåñëèêàâà ó Áëîõîâ ïðîñòîð B.

Ñà äðóãå ñòðàíå, íàëàçèìî äà jå Ëèáåðèí îïåðàòîð L îãðàíè÷åí íà ïðîñòîðèìà
Áåñîâà Hp,q,α

ν àêî è ñàìî àêî âàæè 0 < κp,α,ν = ν − α− 1
p + 1. Ïîðåä òîãà, äîêàçójåìî

äà àêî jå α > 1, òàäà ñå ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè Áåðãìàíîâ ïðîñòîð A2
logα ïðåñëèêàâà

ñà Ëèáåðèíèì îïåðàòîðîì L ó ïðîñòîð A2
logα−1 , äîê ó ñëó÷àjó êàäà jå α ∈ R, Ëèáåðèí

îïåðàòîð L ïðåñëèêàâà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè Áëîõîâ ïðîñòîð Blogα ó ñàìîã ñåáå.



Àêî jå α > 0, èìàìî äà îïåðàòîð L ïðåñëèêàâà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè Õàðäè-Áëîõîâ
ïðîñòîð B1

logα ó B1
logα−1 è ïîêàçójåìî äà jå îâàêâî äåjñòâî îïåðàòîðà L íàjáî§å ìîãó£å.

Ïîçíàòà Êîðåíáëóìîâà õèïîòåçà êîjà ñå îäíîñè íà ïðèíöèï ìàêñèìóìà ó
êëàñè÷íèì Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà Ap ãëàñè:
Íåêà jå 0 < p < ∞. Òàäà ïîñòîjè êîíñòàíòà 0 < c < 1 ñà ñëåäå£èì ñâîjñòâîì. Àêî

ñó f è g õîëîìîðôíå ôóíêöèjå ó jåäèíè÷íîì äèñêó D, òàêâå äà jå |f(z)| ≤ |g(z)| çà
ñâå c < |z| < 1, òàäà âàæè ‖f‖Ap ≤ ‖g‖Ap .
Õàjìàí jå äîêàçàî Êîðåíáëóìîâó õèïîòåçó ó ñëó÷àjó êàäà jå p = 2 è Õèíêàíåí jå
óîïøòèî »åãîâ ðåçóëòàò, ïîêàçàjó£è äà jå õèïîòåçà òà÷íà çà ñâå 1 ≤ p < ∞. Ñëó÷àj
0 < p < 1 ïðåòõîäíå õèïîòåçå îñòàî jå îòâîðåí. Ó îâîj òåçè, ðàçðåøàâàìî ïðåòõîäíè
îòâîðåí ñëó÷àj Êîðåíáëóìîâå õèïîòåçå, òàêî øòî ïîêàçójåìî äà Êîðåíáëóìîâ
ïðèíöèï ìàêñèìóìà ó Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà Ap íå âàæè ó ñëó÷àjó êàäà jå
0 < p < 1.
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HILBERT MATRIX OPERATOR AND

LIBERA OPERATOR ON SPACES OF

HOLOMORPHIC FUNCTIONS

• ABSTRACT. In this thesis, we study the in�nite Hilbert matrix viewed as an operator,
called the Hilbert matrix operator and denoted by H and Libera operator, denoted by L,
on the classical spaces of holomorphic functions on the unit disk in the complex plane.

It is well known that the Hilbert matrix operator H is a bounded operator from the
Bergman space Ap into Ap if and only if 2 < p < ∞. Also, it is known that the norm of
the Hilbert matrix operator H on the Bergman space Ap is equal π

sin 2π
p

, when 4 ≤ p <∞,

and it was conjectured that

‖H‖Ap→Ap =
π

sin 2π
p

,

when 2 < p < 4. In this thesis we prove this conjecture. We �nd the lower bound for the
norm of the Hilbert matrix operator H on the weighted Bergman space Ap,α,

‖H‖Ap,α→Ap,α ≥
π

sin (α+2)π
p

, for 1 < α+ 2 < p.

We show that if 4 ≤ 2(α+ 2) ≤ p, then

‖H‖Ap,α→Ap,α =
π

sin (α+2)π
p

,

while in the case 2 ≤ α+2 < p < 2(α+2), upper bound for the norm ‖H‖Ap,α→Ap,α , better
then known, is obtained. We prove that the Hilbert matrix operator H is bounded on the
Besov spaces Hp,q,α

ν if and only if 0 < κp,α,ν = ν − α− 1
p + 1 < 1. In particular, operator

H is bounded on the Bergman space Ap,α if and only if 1 < α + 2 < p and it is bounded
on the Dirichlet space Dpα = Ap,α1 if and only if max{−1, p − 2} < α < 2p − 2. We also
show that if α > 2 and 0 < ε ≤ α − 2, then the logarithmically weighted Bergman space
A2

logα is mapped by the Hilbert matrix operator H into the space A2
logα−2−ε . If α ∈ R,

then the Hilbert matrix operator H maps logarithmically weighted Bloch space Blogα into
Blogα+1 . We also prove that operator H maps logarithmically weighted Hardy-Bloch space

B1
logα , when α ≥ 0, into B1

logα−1 and that this result is sharp. Also, we have that the space

VMOA is not mapped by the Hilbert matrix operator H into the Bloch space B.
On the other hand, we �nd that the Libera operator L is bounded on the Besov space

Hp,q,α
ν if and only if 0 < κp,α,ν = ν − α − 1

p + 1. Then, we prove that if α > 1, then the

logarithmically weighted Bergman space A2
logα is mapped by the Libera operator L into the

space A2
logα−1 , while if α ∈ R, then the Libera operator L maps logarithmically weighted

Bloch space Blogα into itself. If α > 0, we have that operator L maps logarithmically
weighted Hardy-Bloch space B1

logα into B1
logα−1 and we show that this result is sharp.

The well known conjecture due to Korenblum about maximum principle in Bergman
space Ap states:
Let 0 < p < ∞. Then there exists a constant 0 < c < 1 with the following property. If

f and g are holomorphic functions in the unit disk D, such that |f(z)| ≤ |g(z)| for all
c < |z| < 1, then ‖f‖Ap ≤ ‖g‖Ap .



Hayman proved Korenblum's conjecture for p = 2 and Hinkkanen generalized this result,
by proving conjecture for all 1 ≤ p < ∞. The case 0 < p < 1 of conjecture still remains
open. In this thesis we resolve this case of the Korenblum's conjecture, by proving that
Korenblum's maximum principle in Bergman space Ap does not hold when 0 < p < 1.

• KEYWORDS. Hilbert matrix, Libera operator, maximum principle, Hardy spaces,
Bergman spaces, Besov spaces.
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Óâîä

Ïðâè ïóò óâåäåíà îä ñòðàíå Äàâèäà Õèëáåðòà ó ðàäó [25], áåñêîíà÷íà ìàòðèöà
÷èjè ñó åëåìåíòè äàòè ñà (n + k + 1)−1, ãäå jå n, k ≥ 0, íàjïðå jå ðàçìàòðàíà ó
òåîðèjè àïðîêñèìàöèjà. Ó ïîìåíóòîì ðàäó Õèëáåðò ïîêàçójå è ïðâå íåjåäíàêîñòè
ñà íèçîâèìà èíäóêîâàíå åëåìåíòèìà »åãîâå ìàòðèöå. Íàêîí òîãà, âå£è áðîj àóòîðà
ðàçìàòðà äåjñòâî Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà åëåìåíòàðíèì ïðîñòîðèìà íèçîâà. Ñïåêòàð
Õèëáåðòîâå ìàòðèöå êîjà äåjñòâójå íà ïðîñòîðó `2, îïèñàí jå îä ñòðàíå Ìàãíóñà
(âèäåòè ðàä [39]). Íàèìå, Ìàãíóñ jå ïîêàçàî äà jå íåïðåêèäíè äåî ñïåêòðà Õèëáåðòîâå
ìàòðèöå èíòåðâàë [0, π] è äà jå òî çàïðàâî öåî ñïåêòàð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå. Ó
êëàñè÷íîj ìîíîãðàôèjè [21] èñïèòójå ñå ïîíàøà»å Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà `p

ïðîñòîðèìà íèçîâà, ãäå ñå è óîïøòàâàjó ïðåòõîäíî ïîçíàòå êëàñè÷íå Õèëáåðòîâå
íåjåäíàêîñòè íà ïðîñòîðó `2. Èçìå¢ó îñòàëîã, ïîêàçójå ñå è äà jå íîðìà Õèëáåðòîâå
ìàòðèöå H : `p → `p, jåäíàêà ‖H‖`p→`p = π

sin π
p
çà ñâå 1 < p < ∞. Ñà ðàçâîjåì

òåîðèjå Õàíêåëîâèõ îïåðàòîðà, óîïøòàâàjó ñå äî òàäà ïîçíàòè ðåçóëòàòè êîjè ñå
îäíîñå íà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå, èìàjó£è ó âèäó äà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå
ìàòðèöå çàïðàâî ïðèïàäà ïðîñòîðó Õàíêåëîâèõ îïåðàòîðà. Çà âèøå èíôîðìàöèjà î
òåîðèjè Õàíêåëîâèõ îïåðàòîðà âèäåòè ìîíîãðàôèjó [53]. Ìîäåðíà òåîðèjà ïîñâå£åíà
Õèëáåðòîâîj ìàòðèöè, êîjà ïðå ñâåãà îáóõâàòà äåjñòâî îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå
íà íåêèì êëàñè÷íèì ïðîñòîðèìà õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà íà jåäèíè÷íîì äèñêó,
ïî÷è»å ñà ðàäîì [13], ó êîjåì àóòîðè Äèàìàíòîïóëîñ è Ñèñêàêèñ ðàçìàòðàjó îïåðàòîð
Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà Õàðäèjåâèì ïðîñòîðèìà Hp. Îíè ïîêàçójó äà jå îïåðàòîð
Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H îãðàíè÷åí íà Õàðäèjåâîì ïðîñòîðó Hp àêî è ñàìî àêî âàæè
1 < p < ∞. Ó ñëó÷àjó êàäà jå 2 ≤ p < ∞, äîáèjàjó ñëåäå£ó îöåíó îäîçãî çà íîðìó
Õèëáåðòîâå ìàòðèöå êîjà äåjñòâójå íà Õàðäèjåâèì ïðîñòîðèìà ‖H‖Hp→Hp ≤ π

sin π
p
,

äîê ó ñëó÷àjó 1 < p < 2, íàëàçå èñòó îöåíó, àëè ïîä íåêèì äîäàòíî íàìåòíóòèì
óñëîâèìà. Îñèì òîãà, îíè èçíîñå è ïðåòïîñòàâêó äà jå âðåäíîñò π

sin π
p
, çàïðàâî,

òà÷íà íîðìà îïåðàòîðà H : Hp → Hp. Ñà äðóãå ñòðàíå, Äèàìàíòîïóëîñ èñïèòójå è
ïîíàøà»å Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà Ap. Ó ñâîì ðàäó [12],
ïîêàçójå äà jå îïåðàòîð H : Ap → Ap îãðàíè÷åí àêî è ñàìî àêî âàæè 2 < p < ∞. Ó
ñëó÷àjó 4 ≤ p < ∞, ïîêàçójå äà âàæè ‖H‖Ap→Ap ≤ π

sin 2π
p

, äîê ó ñëó÷àjó 2 < p < 4,

äîáèjà ñëàáèjå ãîð»å îãðàíè÷å»å. Êîíà÷íî, ó ñâîì ðàäó [14], àóòîðè Äîñòàíè£,
Jåâòè£ è Âóêîòè£ ðàçðåøàâàjó ïðåòõîäíî íàâåäåíà îòâîðåíà ïèòà»à. Íàèìå,
îíè êàî ïîñëåäèöó jåäíå òåîðåìå Íåõàðèjåâîã òèïà, äîáèjàjó ãîð»å îãðàíè÷å»å
‖H‖Hp→Hp ≤ π

sin π
p
çà ñâå 1 < p < ∞ è íàëàçå äî»å îãðàíè÷å»å ‖H‖Hp→Hp ≥ π

sin π
p
,

òàêî¢å çà ñâå 1 < p < ∞. Íà òàj íà÷èí, ó ïîòïóíîñòè çàòâàðàjó ïèòà»å íîðìå
îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà Õàðäèjåâèì ïðîñòîðèìà. Îíè òàêî¢å, äîáèjàjó
äî»å îãðàíè÷å»å ‖H‖Ap→Ap ≥ π

sin 2π
p

çà ñâå 2 < p < ∞, ïîêàçàâøè íà òàj íà÷èí äà

jå íîðìà ‖H‖Ap→Ap jåäíàêà π
sin 2π

p

, çà ñâå 4 ≤ p < ∞. Ìå¢óòèì, íàêîí òîã ðàäà,

êàî îòâîðåí ïðîáëåì è äà§å jå îñòàëî ïèòà»å òà÷íå íîðìå îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå
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ìàòðèöå H : Ap → Ap, ó ñëó÷àjó êàäà jå 2 < p < 4. Íàêîí òîãà, âå£è áðîj
àóòîðà ñå áàâèî ðàçíèì óîïøòå»èìà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå (ïðå ñâåãà óîïøòàâàjó£è
ïîjåäèíå åëåìåíòå ó »åíîj èíòåãðàëíîj ðåïðåçåíàòöèjè) êîjà äåjñòâójå íà ïðîñòîðèìà
õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà (âèäåòè [8, 18, 19, 52]). Òàêî¢å, ó ïîñëåä»å âðåìå, îä
èíòåðåñà jå è ðàçìàòðà»å ìóëòèïëèêàòèâíå âàðèjàíòå Õèëáåðòîâå ìàòðèöå (çà âèøå
èíôîðìàöèjà ïîãëåäàòè ðàä [7]). Ó [38], àóòîðè Ëàíó÷à, Íîâàê è Ïàâëîâè£, èñïèòójó
èçìå¢ó îñòàëîã è äåjñòâî îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêèì
Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà. Ïîêàçójó äà ó ñëó÷àjó êàäà jå α > 3, îïåðàòîð H,
ïðåñëèêàâà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè Áåðãìàíîâ ïðîñòîð A2

logα ó Áåðãìàíîâ ïðîñòîð

A2. Òàêî¢å, îíè èñïèòójó è îãðàíè÷åíîñò îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà íåêèì
ïðîñòîðèìà ìåøîâèòå íîðìå è íàëàçå äà jå îïåðàòîð H : Hp,∞,α → Hp,∞,α îãðàíè÷åí
àêî è ñàìî àêî âàæè α + 1

p < 1. Ïîðåä îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H, àóòîðè
Ãàëàíîïóëîñ, Ãèðåëà, Ïåëàåç è Ñèñêàêèñ, ïîñìàòðàjó è ìîäèôèêîâàíè Õèëáåðòîâ
îïåðàòîð H̃ íà òåæèíñêèì Áåðãìàíîâèì è Äèðèõëåîâèì ïðîñòîðèìà (âèäåòè [19]).
Íàèìå, äîêàçójó äà àêî âàæè p > 1 è −1 < α < p−2, òàäà jå îïåðàòîð H̃ : Ap,α → Ap,α

îãðàíè÷åí, äîê ó ñëó÷àjó êàäà jå p > 1 è p − 2 < α ≤ p − 1, äîáèjàjó îãðàíè÷åíîñò
îïåðàòîðà H̃ : Dpα → Dpα. Ó îáà ñëó÷àjà, ïîòïóíà êàðàêòåðèçàöèjà îãðàíè÷åíîñòè
ìîäèôèêîâàíîã Õèëáåðòîâîã îïåðàòîðà, êàî è îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå, íà
ïðåòõîäíî íàâåäåíèì ïðîñòîðèìà îñòàëà jå îòâîðåíà.

Ïðâèõ øåñò ãëàâà îâå äîêòîðñêå äèñåðòàöèjå ïîñâå£åíî jå îïåðàòîðó Õèëáåðòîâå
ìàòðèöå è »åãîâîì äåjñòâó íà ïðîñòîðèìà õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà. Íàâåäåíè ñó
ïðå ñâåãà, ñâè íîâè ðåçóëòàòè äîáèjåíè îä ñòðàíå àóòîðà îâîã òåêñòà, Ì. Jåâòè£à è
Â. Áîæèíà. Ïðâà ãëàâà jå óâîäíîã êàðàêòåðà, ñàñòîjè ñå îä ïîçíàòèõ è êëàñè÷íèõ
ðåçóëòàòà êîjè ñå îäíîñå íà Õàíêåëîâå îïåðàòîðå è äåjñòâî Õèëáåðòîâå ìàòðèöå êàî
îïåðàòîðà íà ïðîñòîðèìà íèçîâà, ïðå ñâåãà íà `p ïðîñòîðèìà. Äîêàçàíà jå òåîðåìà
Íåõàðèjà è îäðå¢åíà íîðìà ‖H‖`p→`p çà ñâå 1 < p <∞. Îñèì òîãà, ïîêàçàíî jå íà êîjè
íà÷èí ñå èç òåîðåìå Íåõàðèjà äîáèjà êëàñè÷íà Õàðäèjåâà íåjåäíàêîñò. Äðóãà ãëàâà
jå ïîñâå£åíà äåjñòâó Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà Õàðäèjåâèì ïðîñòîðèìà è äîêàçó äà jå
íîðìà ‖H‖Hp→Hp jåäíàêà π

sin π
p
çà ñâå 1 < p < ∞. Ãëàâà ñå îñëà»à íà ðàäîâå [12, 13]

(Äèàìàíòîïóëîñ è Ñèñêàêèñ) è ïðå ñâåãà íà ðàä [14] (Äîñòàíè£, Jåâòè£ è Âóêîòè£).
Ìå¢óòèì, è ïîðåä òîãà, jåäàí äåî äðóãå ãëàâå jå îðèãèíàëàí. Íàèìå, íàâåäåí jå
ïîòïóíî íîâè äîêàç çà äî»å îãðàíè÷å»å ‖H‖Hp→Hp ≥ π

sin π
p
çà ñâå 1 < p <∞, ïðè ÷åìó

jå ïðèìå»åíà íîâà òåõíèêà êîjà êîðèñòè õèïåðãåîìåòðèjñêå ôóíêöèjå. Íàâåäåíè äîêàç
jå ïðåóçåò èç ðàäà [33] (Êàðàïåòðîâè£) è jåäíîñòàâíèjè jå è åëåãàíòíèjè îä îíîã âå£
ïîñòîjå£åã èç ðàäà [14]. Ãëàâíè ðåçóëòàò òðå£å ãëàâå jå êîíà÷íî ðàçðåøå»å îòâîðåíîã
ïðîáëåìà êîjè ñå îäíîñè íà íîðìó îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà Áåðãìàíîâîì
ïðîñòîðó Ap ó ñëó÷àjó êàäà jå 2 < p < 4. Íàèìå, äîêàçàíî jå äà âàæè ‖H‖Ap→Ap =
π

sin 2π
p

çà 2 < p < 4, ïðè ÷åìó jå äîêàç ïðåóçåò èç ðàäà [5] (Áîæèí, Êàðàïåòðîâè£) è ó

êîìå jå ïðèìå»åíà jåäíà íîâà òåõíèêà, êîjà ñå áàçèðà íà íîâîì ïðèñòóïó ìîíîòîíîñòè
èíòåãðàëíèõ ñðåäèíà õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà. Ñà äðóãå ñòðàíå, êîðèñòå£è òåõíèêó
õèïåðãåîìåòðèjñêèõ ôóíêöèjà, äàò jå íîâ è îðèãèíàëàí äîêàç çà äî»å îãðàíè÷å»å
‖H‖Ap→Ap ≥ π

sin 2π
p

çà ñâå 2 < p < ∞, êîjè jå òàêî¢å ïðåóçåò èç ðàäà [5]. Íàâåäåíè

äîêàç jå çíàòíî óïðîñòèî ïðåòõîäíî ïîñòîjå£è äîêàç èç ðàäà [14]. Îñòàòàê òðå£å ãëàâå
ñå áàçèðà íà ðåçóëòàòèìà ðàäà [12]. ×åòâðòà ãëàâà äîíîñè ïîòïóíó êàðàêòåðèçàöèjó
îãðàíè÷åíîñòè îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà ïðîñòîðèìà Áåñîâà è ïðîñòîðèìà
ìåøîâèòå íîðìå è òèìå ðàçðåøàâà jîø jåäàí ïðåòõîäíî íàâåäåíè îòâîðåí ïðîáëåì êîjè
äàòèðà èç ðàäîâà [19] (Ãàëàíîïóëîñ, Ãèðåëà, Ïåëàåç è Ñèñêàêèñ) è [38] (Ëàíó÷à, Íîâàê
è Ïàâëîâè£). Ðåçóëòàòè îâå ãëàâå ñó ïóáëèêîâàíè ó ðàäó [30] (Jåâòè£, Êàðàïåòðîâè£).
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Íàèìå, ãëàâíè ðåçóëòàò îâå ãëàâå jåñòå äà ñó îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H, àëè
ójåäíî è ìîäèôèêîâàíè Õèëáåðòîâ îïåðàòîð H̃, îãðàíè÷åíè íà ïðîñòîðó Hp,q,α

ν àêî è
ñàìî àêî âàæè 0 < κp,α,ν = ν−α− 1

p+1 < 1. Äèðåêòíà ïîñëåäèöà ïðåòõîäíîã ðåçóëòàòà

jåñòå äà ñó îïåðàòîðè H è H̃ îãðàíè÷åíè íà òåæèíñêîì Áåðãìàíîâîì ïðîñòîðó Ap,α

àêî è ñàìî àêî âàæè 1 < α + 2 < p. Òàêî¢å, ïîñëåäèöà íàâåäåíîã ðåçóëòàòà jåñòå
îãðàíè÷åíîñò îïåðàòîðà H è H̃ íà Äèðèõëåîâîì ïðîñòîðó Dpα àêî è ñàìî àêî âàæè
max{−1, p−2} < α < 2p−2. Ó ïåòîj ãëàâè ñå ðàçìàòðà äåjñòâî îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå
ìàòðèöå íà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêèì ïðîñòîðèìà Áåðãìàíà, Áëîõà è Õàðäè-Áëîõà.
Êàî øòî ñìî âå£ íàâåëè, ïðåòõîäíî ïîçíàò ðåçóëòàò î äåjñòâó Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà
ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêîì Áåðãìàíîâîì ïðîñòîðó A2

logα , jåñòå äà ó ñëó÷àjó α > 3, âàæè

H : A2
logα → A2. Îâàj ðåçóëòàò jå íàjïðå ïîáî§øàí ó ðàäó [28] (Jåâòè£, Êàðàïåòðîâè£),

ãäå jå ïîêàçàíî äà âàæè H : A2
logα → A2 çà ñâå α > 2. Ìå¢óòèì, ó ïåòîj ãëàâè

jå íàâåäåí ðåçóëòàò èç ðàäà [32] (Êàðàïåòðîâè£), êîjè óîïøòàâà ïðåòõîäíî íàâåäåíå
ðåçóëòàòå. Íàèìå, ïîêçàíî jå äà ó ñëó÷àjó êàäà jå α > 2 è 0 < ε ≤ α − 2 îïåðàòîð
Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H ïðåñëèêàâà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè Áåðãìàíîâ ïðîñòîð A2

logα

ó ïðîñòîð A2
logα−2−ε . Îñèì òîãà, ïîêàçàíî jå äà àêî âàæè α ∈ R, òàäà îïåðàòîð

Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H ïðåñëèêàâà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè Áëîõîâ ïðîñòîð Blogα ó
ïðîñòîð Blogα+1 . Òàêî¢å, îïåðàòîð H ïðåñëèêàâà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè Õàðäè-

Áëîõîâ ïðîñòîð B1
logα , êàäà jå α ≥ 0, ó ïðîñòîð B1

logα−1 è îâàêâî äåjñòâî îïåðàòîðà H

jå íàjáî§å ìîãó£å. Ñâè ðåçóëòàòè îâå ãëàâå ñó ïðåóçåòè èç ðàäà [32] (Êàðàïåòðîâè£).
Êîíà÷íî, ó øåñòîj ãëàâè ñå, èçìå¢ó îñòàëîã, îïèñójå äåjñòâî îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå
ìàòðèöå íà ïðîñòîðèìà Áåñîâà. Ðåçóëòàòè îâå ãëàâå ïðåóçåòè ñó èç ðàäà [28] (Jåâòè£,
Êàðàïåòðîâè£). Jåäàí îä ãëàâíèõ ðåçóëòàòà äîáèjåíèõ ó îâîj ãëàâè jåñòå äà îïåðàòîð
Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íå ïðåñëèêàâà ïðîñòîð VMOA ó Áëîõîâ ïðîñòîð B. Òàêî¢å,
ðàçìàòðà ñå è äåjñòâî îïåðàòîðà H íà ïîòïðîñòîðèìà ïðîñòîðà H1. Jåäàí îä ïðâèõ
ðåçóëòàòà î ïîíàøà»ó Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íà ïðîñòîðó H1 äîáèjåí jå ó ðàäó
Äèàìàíòîïóëîñà è Ñèñêàêèñà ([13]), ãäå jå ïîêàçàíî äà jå H íåîãðàíè÷åí îïåðàòîð
íà ïðîñòîðó H1. Ïîðåä òîãà, ó [38] jå ïîêàçàíî äà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H
äåjñòâójå êàî îãðàíè÷åí îïåðàòîð èç ïðîñòîðà H1 ó ïðîñòîð Hp çà ñâå 0 < p < 1.
Ìå¢óòèì, ó øåñòîj ãëàâè, îâå äèñåðòàöèjå ïîêàçàíî jå äà âàæè H : H1 → Hp,∞,1/p′

çà ñâå 1 < p < ∞, ïðè ÷åìó jå 1
p + 1

p′ = 1 è äà îïåðàòîð H íå ïðåñëèêàâà ïðîñòîð

H1,1,1
1 ó ïðîñòîð Hp,q,1/p′ çà áèëî êîjå q ∈ (0,∞). Íàïîìåíèìî äà jå ó ñâîì ðàäó [9]

àóòîð Ñèìà äîêàçàî äà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H ïðåñëèêàâà ïðîñòîð H1 ó
ïðîñòîð Êîøèjåâèõ òðàíñôîðìàöèjà ìåðà íà jåäèíè÷íîj êðóæíèöè T. Îñèì òîãà, ó
òîì ñëó÷àjó jå ïîêàçàíà è èíjåêòèâíîñò îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H.

Ëèáåðà jå ó ñâîì ðàäó [37] ïîñìàòðàî îïåðàòîð g(z) 7→ 2
z

∫ z
0 g(ζ)dζ è ïîêàçàî

»åãîâ çíà÷àj ó òåîðèjè jåäíîâàëåíòíèõ ôóíêöèjà. Çàïðàâî, Ëèáåðà jå ïîêàçàî äà
ïðåòõîäíè îïåðàòîð ïðåñëèêàâà jåäíó ïîñåáíó êëàñó jåäíîâàëåíòíèõ ôóíêöèjà ó
ñàìó ñåáå. Íàêîí òîã ðàäà, ïóáëèêîâàíî jå ìíîãî ðàäîâà íà òåìó ñëè÷íèõ îïåðàòîðà.
Óîïøòåíè Ëèáåðèí îïåðàòîð Λag(z) = 1

a−z
∫ a
z g(ζ)dζ, ãäå jå a ∈ D, óâåäåí jå è

ïðîó÷àâàí ñà òà÷êå ãëåäèøòà ôóíêöèîíàëíå àíàëèçå ó ðàäîâèìà Ñèñêàêèñà [57, 58],
à çàòèì è ó ðàäó [11]. Óêîëèêî jå a ∈ D, òàäà jå îïåðàòîð Λa äåôèíèñàí íà ïðîñòîðó
H(D), à ñàìèì òèì è íà êëàñè÷íèì ïðîñòîðèìà Õàðäèjà, Áåðãìàíà è Áåñîâà è
ìîæå ñå ïîêàçàòè äà èìà ñêîðî èñòà ëèíåàðíà òîïîëîøêà ñâîjñòâà êàî è îïåðàòîð
g(z) 7→

∫ z
0 g(ζ)dζ. Ñàìèì òèì, ïðîó÷àâà»å jåäíîã òàêâîã îïåðàòîðà íèjå áèëî îä

èíòåðåñà ñà òà÷êå ãëåäèøòà ôóíêöèîíàëíå àíàëèçå. Ïðåìà òîìå, îä âå£åã èíòåðåñà
jå áèëî ðàçìàòðà»å ñëó÷àjà êàäà jå a ∈ ∂D. Óîñòàëîì, òàäà ñå ìîæå ïðåòïîñòàâèòè
äà jå a = 1, îäíîñíî, äîëàçèìî äî îïåðàòîðà Λ1g(z) = 1

1−z
∫ 1
z g(ζ)dζ. Ïîêàçójå ñå äà
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jå îïåðàòîð Λ1 äîáðî äåôèíèñàí íà ïðîñòîðó H(D) è äà ïðåñëèêàâà ïðîñòîð H(D)

ó H(D), ïðè ÷åìó âàæè Λ1g(z) =
∑∞

n=0

(∑∞
k=n

ĝ(k)
k+1

)
zn =

∫ 1
0 g(t + (1 − t)z)dt çà ñâå

g(z) =
∑∞

n=0 ĝ(n)zn ∈ H(D). Íàïîìåíèìî äà ñå òàäà ñà L îçíà÷àâà Ëèáåðèí îïåðàòîð

Lg(z) =
∫ 1

0 g(t+(1− t)z)dt çà ñâå g(z) =
∑∞

n=0 ĝ(n)zn ∈ H(D) êàäà ïðåòõîäíî íàâåäåíè
èíòåãðàë êîíâåðãèðà ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòíèì ïîäñêóïîâèìà jåäèíè÷íîã äèñêà D.
Çà âèøå èíôîðìàöèjà î Ëèáåðèíîì îïåðàòîðó è çà íåêà äðóãà »åãîâà ñâîjñòâà âèäåòè
[44] (Íîâàê, Ïàâëîâè£). Ó ñâîì ðàäó [50] Ïàâëîâè£ èñïèòójå îãðàíè÷åíîñò Ëèáåðèíîã
îïåðàòîðà L íà ïðîñòîðèìà Áåñîâà è ïðîñòîðèìà ìåøîâèòå íîðìå. Íàèìå, îí ïîêàçójå
äà jå Ëèáåðèí îïåðàòîð L îãðàíè÷åí íà ïðîñòîðèìà Hp,q,α

ν àêî è ñàìî àêî âàæè
0 < κp,α,ν = ν − α − 1

p + 1, àëè ñàìî ó ñëó÷àjó êàäà jå p ≥ 1 è êàäà ν ïðîëàçè ñêóïîì
íåíåãàòèâíèõ öåëèõ áðîjåâà. Ïîòïóíà êàðàêòåðèçàöèjà îãðàíè÷åíîñòè Ëèáåðèíîã
îïåðàòîðà îñòàjå îòâîðåíà. Ñà äðóãå ñòðàíå, Ïàâëîâè£ ó ñâîì ðàäó [49] èñïèòójå
äåjñòâî Ëèáåðèíîã îïåðàòîðà íà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêèì ïðîñòîðèìà Õàðäè-Áëîõà.
Íàèìå, îí äîêàçójå äà àêî âàæè α > 0, òàäà Ëèáåðèí îïåðàòîð L ïðåñëèêàâà
ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè Õàðäè-Áëîõîâ ïðîñòîð B1

logα ó ïðîñòîð B1
logα−1 .

Ñåäìà è îñìà ãëàâà îâå äîêòîðñêå äèñåðòàöèjå ñó ïîñâå£åíå ðàçìàòðà»ó Ëèáåðèíîã
îïåðàòîðà íà ïðîñòîðèìà õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà. Ó ñåäìîj ãëàâè jå äàòà ïîòïóíà
êàðàêòåðèçàöèjà îãðàíè÷åíîñòè Ëèáåðèíîã îïåðàòîðà L íà ïðîñòîðèìà Hp,q,α

ν . Íàèìå,
ïîêàçàíî jå äà jå Ëèáåðèí îïåðàòîð îãðàíè÷åí íà ïðîñòîðó Hp,q,α

ν àêî è ñàìî àêî âàæè
0 < κp,α,ν = ν − α − 1

p + 1, ïðè ÷åìó jå óêëî»åíà îäãîâàðàjó£à ðåñòðèêöèjà äà jå
p ≥ 1 è äà ν ïðîëàçè ñêóïîì íåíåãàòèâíèõ öåëèõ áðîjåâà èç ðàäà [50]. Ðåçóëòàòè îâå
ãëàâå ñó ïóáëèêîâàíè ó ðàäó [29] àóòîðà Jåâòè£à è Êàðàïåòðîâè£à. Ó îñìîj ãëàâè
ñå ïîñìàòðà äåjñòâî Ëèáåðèíîã îïåðàòîðà íà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêèì ïðîñòîðèìà
Áåðãìàíà, Áëîõà è Õàðäè-Áëîõà. Äîêàçàíî jå äà àêî âàæè α > 1, òàäà ñå ëîãàðèòàìñêî
òåæèíñêè Áåðãìàíîâ ïðîñòîð A2

logα ïðåñëèêàâà ñà Ëèáåðèíèì îïåðàòîðîì L ó ïðîñòîð
A2

logα−1 , äîê ó ñëó÷àjó êàäà jå α ∈ R, Ëèáåðèí îïåðàòîð L ïðåñëèêàâà ëîãàðèòàìñêî

òåæèíñêè Áëîõîâ ïðîñòîð Blogα ó ñàìîã ñåáå. Ñà äðóãå ñòðàíå, ïîêàçàíî jå è äà
jå ïðåòõîäíî íàâåäåíè ðåçóëòàò î äåjñòâó Ëèáåðèíîã îïåðàòîðà L íà ëîãàðèòàìñêî
òåæèíñêèì ïðîñòîðèìà Õàðäè-Áëîõà èç ðàäà [49], ó èçâåñíîì ñìèñëó íàjáî§è ìîãó£.
Ðåçóëòàòè îñìå ãëàâå ïðåóçåòè ñó èç ðàäà [32] (Êàðàïåòðîâè£).

Êîðåíáëóì jå ó ñâîì ðàäó [34] èçíåî ñëåäå£ó õèïîòåçó î ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ó
Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà.
Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ó Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà. Íåêà jå 0 < p < ∞. Òàäà

ïîñòîjè êîíñòàíòà 0 < c < 1 ñà ñëåäå£èì ñâîjñòâîì. Àêî ñó f è g õîëîìîðôíå

ôóíêöèjå ó jåäèíè÷íîì äèñêó D, òàêâå äà jå |f(z)| ≤ |g(z)| çà ñâå c < |z| < 1, òàäà
âàæè

‖f‖Ap ≤ ‖g‖Ap .

Ó ïîìåíóòîì ðàäó [34], Êîðåíáëóì jå äîêàçàî ïðèíöèï ìàêñèìóìà çà p = 2 è c <
1
2e
−2, ïîä äîäàòíîì ïðåòïîñòàâêîì äà jå g/f õîëîìîðôíà ôóíêöèjà è íàêîí òîãà jå

óñëåäèëà ñåðèjà ïàðöèjàëíèõ ðåçóëòàòà îä ñòðàíå âå£åã áðîjà àóòîðà (âèäåòè ðàäîâå
[35, 36, 40, 56]). Õàjìàí jå ó ñâîì ðàäó [22], ïðâè äîêàçàî òà÷íîñò õèïîòåçå ó ñëó÷àjó
p = 2. Óáðçî íàêîí òîãà, Õèíêàíåí jå ó ðàäó [26], äîêàçàî òà÷íîñò õèïîòåçå çà ñâå
1 ≤ p < ∞. Ñëó÷àj 0 < p < 1 õèïîòåçå jå îñòàî íåðåøåí. Òàêî¢å, ó [26], Õèíêàíåí
jå ïîñòàâèî ïèòà»å äà ëè jå ïðèíöèï ìàêñèìóìà ó Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà âàëèäàí
è ó ñëó÷àjó êàäà jå 0 < p < 1. Íàêîí òîãà, ó [62], Âàíã jå äîêàçàî äà ïðèíöèï
ìàêñèìóìà ó Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà âàæè ó ñëó÷àjó 0 < p < 1, àëè ïîä äîäàòíîì
ïðåòïîñòàâêîì äà ôóíêöèjà g èìà ïðîñòó íóëó ó òà÷êè 0 ó jåäèíè÷íîì äèñêó D. Îñèì
òîãà, íàjáî§à âðåäíîñò êîíñòàíòå c, çà êîjó âàæè Êîðåíáëóìîâ ïðèíöèï ìàêñèìóìà
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çà 1 ≤ p < ∞, ÷àê è ó ñëó÷àjó p = 2, jîø óâåê jå íåïîçíàòà. Çà âèøå èíôîðìàöèjà
êîjà ñå îäíîñå íà îãðàíè÷å»à çà Êîðåíáëóìîâó êîíñòàíòó âèäåòè ðàäîâå Øóñòåðà è
Âàíãà [55, 60, 61, 63, 64].

Äåâåòà ãëàâà îâå äîêòîðñêå äèñåðòàöèjå jå ïîñâå£åíà îäãîâîðó íà îòâîðåíî ïèòà»å
òà÷íîñòè Êîðåíáëóìîâîã ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ó Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà Ap êîä
êîjèõ jå 0 < p < 1 è ðàçðåøå»ó ïðåîñòàëîã äåëà Êîðåíáëóìîâå õèïîòåçå. Íàèìå,
ïðàòå£è ðàä [6] àóòîðà Áîæèíà è Êàðàïåòðîâè£à, ó äåâåòîj ãëàâè çàïðàâî äîêàçójåìî
äà Êîðåíáëóìîâ ïðèíöèï ìàêñèìóìà íå âàæè ó Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà Ap êîä êîjèõ
jå 0 < p < 1. Îñèì òîãà, ïðàòå£è ðàäîâå [26, 55, 64] àóòîðà Õèíêàíåíà, Øóñòåðà è
Âàíãà, ó äåâåòîj ãëàâè äîêàçójåìî òà÷íîñò Êîðåíáëóìîâîã ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ó
Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà Ap êîä êîjèõ jå 1 ≤ p <∞.

Âåëèêó çàõâàëíîñò äóãójåì, ïðå ñâåãà, ñâîì ïðîôåñîðó Ìèðî§óáó Jåâòè£ó íà
óâî¢å»ó ó íàó÷íè ðàä, íà îäàáèðó òåìå, íà èçäâîjåíîì âðåìåíó, íà »åãîâîj èçóçåòíîj
ïîñâå£åíîñòè è ñâèì êîðèñíèì ñàâåòèìà è ñóãåñòèjàìà. Ïîñåáíó çàõâàëíîñò äóãójåì
è ïðîôåñîðó Âëàäèìèðó Áîæèíó íà ïðåóçåòèì îáàâåçàìà ìåíòîðà, íà áðîjíèì
ñàâåòèìà è »åãîâîj èñòðàjíîñòè ó çàjåäíè÷êîì ðàäó. Çàõâà§ójåì ñå è ñâîjèì ïðâèì
ïðîôåñîðèìà êîìïëåêñíå àíàëèçå Ìèîäðàãó Ìàòå§åâè£ó è Ìè§àíó Êíåæåâè£ó, êàî è
ïðîôåñîðó àíàëèçå è ÷ëàíó êîìèñèjå Ìèëîøó Àðñåíîâè£ó íà êîðèñíèì êîìåíòàðèìà
è óëîæåíîì òðóäó. Òàêî¢å, çàäîâî§ñòâî ìè jå äà ñå çàõâàëèì ñâîì ïðîôåñîðó �îð¢ó
Êðòèíè£ó, êàî è Ìàðèjè Ìèêè£, íà ïðàâèì ñàâåòèìà è ïîäðøöè. Èïàê, íàjâå£ó
çàõâàëíîñò äóãójåì ñâîjîj ïîðîäèöè.

Èâà»èöà, ìàj 2017. Áîáàí Êàðàïåòðîâè£

v



Îñíîâíè ïîjìîâè, òâð¢å»à è îçíàêå

Ó îâîj, ïðå ñâåãà óâîäíîj ãëàâè, äàò jå êðàòàê ïðåãëåä íåêèõ îñíîâíèõ ïîjìîâà,
êàî è òâð¢å»à, êîjà £å ñå êîðèñòèòè ó íàñòàâêó òåêñòà. Íàâåäåíè ñó óãëàâíîì
ðåçóëòàòè èç êëàñè÷íå òåîðèjå Õàðäèjåâèõ è Áåðãìàíîâèõ ïðîñòîðà, àëè è íåêè
îñíîâíè åëåìåíòè êîìïëåêñíå è ôóíêöèîíàëíå àíàëèçå. Òàêî¢å, ôèêñèðàíà jå è
íîòàöèjà êîjà £å áèòè êîðèø£åíà ó íàðåäíèì ïîãëàâ§èìà. Ãëàâà jå ïîäå§åíà íà
ñåêöèjå ó çàâèñíîñòè îä ïîjìà, òâð¢å»à èëè îçíàêå íà êîjó ñå îäíîñè. Ó ïîjåäèíèì
ñåêöèjàìà äàòå ñó è ðåôåðåíöå âåçàíå çà ïîjàì íà êîjè ñå ñåêöèjà îäíîñè.

• Jåäèíè÷íè äèñê D è jåäèíè÷íà êðóæíèöà T ó êîìïëåêñíîj ðàâíè C
Äèñê ïîëóïðå÷íèêà r > 0 ñà öåíòðîì ó òà÷êè z0 êîìïëåêñíå ðàâíè C îçíà÷àâàìî
ñà D(z0, r), îäíîñíî âàæè D(z0, r) = {z ∈ C : |z − z0| < r}. Jåäèíè÷íè äèñê
D(0, 1) îçíà÷àâàìî ñà D. Çà ãðàíèöó ∂D jåäèíè÷íîã äèñêà D, îäíîñíî, çà jåäèíè÷íó
êðóæíèöó, êîðèñòèìî îçíàêó T. Äàêëå, âàæè T = {z ∈ C : |z| = 1}.

• Ïðîñòîðè h(D) è H(D)

Ïðîñòîð ñâèõ õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà íà jåäèíè÷íîì äèñêó D îçíà÷àâà ñå ñàH(D), äîê
jå h(D) ïðîñòîð ñâèõ õàðìîíèjñêèõ ôóíêöèjà ó jåäèíè÷íîì äèñêó D. Ïðîñòîð H(D)
ñíàáäåâàìî ñà òîïîëîãèjîì èíäóêîâàíîì ðàâíîìåðíîì êîíâåðãåíöèjîì íà êîìïàêòíèì
ïîäñêóïîâèìà äèñêà D. Òàäà ñå äóàë ïðîñòîðà H(D) ïîèñòèâå£ójå ñà ïðîñòîðîì H(D),
ãäå g ∈ H(D) çíà÷è äà jå ôóíêöèjà g õîëîìîðôíà ó íåêîj îêîëèíè çàòâîðåíîã jåäèí÷íîã
äèñêà D (êîjà çàâèñè îä èçáîðà ôóíêöèjå g). Îäãîâàðàjó£å ñïàðèâà»å jå äàòî ñà

〈f, g〉 =

∞∑
n=0

f̂(n)ĝ(n),

ãäå jå f(z) =
∑∞

n=0 f̂(n)zn ∈ H(D) è g(z) =
∑∞

n=0 ĝ(n)zn ∈ H(D).

• Òåjëîðîâè êîåôèöèjåíòè

Íèç Òåjëîðîâèõ êîåôèöèjåíàòà ôóíêöèjå f ∈ H(D) îçíà÷àâà ñå ñà {f̂(n)}∞n=0, îäíîñíî

f̂(n) = f (n)(0)
n! çà ñâå n ≥ 0. Òåjëîðîâ ðåä ôóíêöèjå f

f(z) =
∞∑
n=0

f̂(n)zn, z ∈ D,

êîíâåðãèðà ó jåäèíè÷íîì äèñêó D. Ñà äðóãå ñòðàíå, óêîëèêî õîëîìîðôíó ôóíêöèjó
f(z) =

∑∞
n=0 f̂(n)zn ïîèñòîâåòèìî ñà »åíèì íèçîì Òåjëîðîâèõ êîåôèöèjåíàòà,

îäíîñíî ñà íèçîì {f̂(n)}∞n=0, òàäà ïîñìàòðàíå ïðîñòîðå õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà
ìîæåìî âèäåòè è êàî îäãîâàðàjó£å ïðîñòîðå íèçîâà.
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• Êîíñòàíòå
Ïîçèòèâíó êîíñòàíòó îçíà÷àâàìî ñà C, ïðè ÷åìó îíà ìîæå äà óçèìà ðàçíå âðåäíîñòè
ó çàâèñíîñòè îä êîíòåêñòà ó êîjåì ñå íàëàçè. Óêîëèêî êîíñòàíòà çàâèñè îä jåäíîã
ïàðàìåòðà α, ïèøåìî Cα, ïðè ÷åìó Cα îçíà÷àâà êîíñòàíòíó âåëè÷èíó çà ôèêñíó
âðåäíîñò ïàðàìåòðà α, äîê çà ðàçëè÷èòå âðåäíîñòè ïàðàìåòðà α è êîíñòàíòà Cα ìîæå
äà óçèìà ðàçíå âðåäíîñòè. Çà äâå âåëè÷èíåM è N , êàæåìî äà ñó óïîðåäèâå è ïèøåìî
M � N , óêîëèêî ïîñòîjè ïîçèòèâíà êîíñòàíòà C, òàêâà äà âàæè C−1N ≤ M ≤ CN .
Àêî ïîñòîjè ïîçèòèâíà êîíñòàíòà C, òàêâà äà jå M ≤ CN , òàäà êîðèñèòèìî îçíàêó
M . N . Óêîëèêî ñå óïîðå¢ójó äâå ôóíöêèjå, îáè÷íî ïîäðàçóìåâàìî äà ñó êîíñòàíòå
êîjå ñó èì ïðèäðóæåíå íåçàâèñíå îä èçáîðà ôóíêöèjà è èçáîðà »èõîâèõ àðãóìåíàòà.

• Lp ïðîñòîðè
Äâå ìåð§èâå ôóíêöèjå, ó îäíîñó íà ìåð§èâ ïðîñòîð (X,µ), ãäå jå µ ïîçèòèâíà ìåðà íà
îäãîâàðàjó£îj σ-àëãåáðè ïðîñòîðà X, ïîèñòîâå£ójåìî, óêîëèêî ñå îíå ïîêëàïàjó ñêîðî
ñâóäà íà ïðîñòîðó X ó îäíîñó íà äàòó ìåðó µ. Ôóíêöèjà f , êîjîì ñå ðåïðåçåíòójå
jåäíà òàêî äîáèjåíà êëàñà åêâèâàëåíöèjå, ïðèïàäà ïðîñòîðó Lp(X,µ), óêîëèêî âàæè

‖f‖Lp(X,µ) = ‖f‖p =

(∫
X
|f(x)|pdµ(x)

) 1
p

<∞ çà 0 < p <∞;

‖f‖L∞(X,µ) = ‖f‖∞ = ess sup
x∈X

|f(x)|.

Ïðîñòîðè Lp(X,µ) ñó Áàíàõîâè ïðîñòîðè çà ñâå 1 ≤ p ≤ ∞ (‖ · ‖p íèjå íîðìà êàäà
jå 0 < p < 1, àëè jå ó îâîì ñëó÷àjó ñà dp(f, g) = ‖f − g‖pp äåôèíèñàíà òðàíñëàòîðíî
èíâàðèjàíòíà ìåòðèêà íà ïðîñòîðó Lp(X,µ)). Òàêî¢å, L2(X,µ) jå Õèëáåðòîâ ïðîñòîð
ó îäíîñó íà ñêàëàðàí ïðîèçâîä (êîjè jå ñàãëàñàí ñà ïðåòõîäíî óâåäåíîì íîðìîì),
äåôèíèñàí íà ñëåäå£è íà÷èí

〈f, g〉 =

∫
X
f(x)g(x)dµ(x).

Íåêà jå 1 ≤ p ≤ ∞ è 1
p + 1

q = 1. Òàäà, çà äâå ìåð§èâå ôóíêöèjå f è g, ó îäíîñó íà
ìåð§èâ ïðîñòîð (X,µ), âàæè Õåëäåðîâà íåjåäíàêîñò

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Ñïåöèjàëíî, ó ñëó÷àjó êàäà jå p = q = 2, äîáèjàìî Êîøè-Øâàðöîâó íåjåäíàêîñò

‖fg‖1 ≤ ‖f‖2‖g‖2.

• `p ïðîñòîðè
Ïðîñòîð `p äåôèíèøåìî êàî ïðîñòîð Lp(X,µ), ïðè ÷åìó jå X = N0 è µ ìåðà êîjà
ñâàêîì ïîäñêóïó ñêóïà N0 ïðèäðóæójå »åãîâó êàðäèíàëíîñò (áðîjà÷êà ìåðà). Òî
çíà÷è äà jå `p ïðîñòîð íèçîâà a = {an}∞n=0, òàêâèõ äà âàæè

‖a‖`p = ‖a‖p =

( ∞∑
n=0

|an|p
) 1

p

çà 0 < p <∞;

‖a‖`∞ = ‖a‖∞ = sup
n∈N0

|an|.
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Ñêàëàðíè ïðîèçâîä íà ïðîñòîðó `2 äåôèíèñàí jå íà ñëåäå£è íà÷èí

〈a, b〉 =

∞∑
n=0

anbn,

ãäå jå a = {an}∞n=0 è b = {bn}∞n=0.

• Õàðäèjåâè ïðîñòîðè hp è Hp

Çà 0 < p ≤ ∞ äåôèíèøåìî Õàðäèjåâ ïðîñòîðHp êàî ïðîñòîð ñâèõ ôóíêöèjà f ∈ H(D),
òàêâèõ äà âàæè

‖f‖Hp = ‖f‖p = sup
0≤r<1

Mp(r, f) <∞,

ãäå jå

Mp(r, f) =

(
1

2π

∫ 2π

0
|f(reit)|pdt

) 1
p

çà 0 < p <∞;

M∞(r, f) = sup
0≤t<2π

|f(reit)|.

Òàêî¢å, çà 0 < p ≤ ∞ äåôèíèøåìî õàðìîíèjñêè Õàðäèjåâ ïðîñòîð hp êàî ïðîñòîð ñâèõ
ôóíêöèjà u ∈ h(D), òàêâèõ äà âàæè

‖u‖Hp = ‖u‖p = sup
0≤r<1

Mp(r, u) <∞.

Ôóíêöèjå èç Õàðäèjåâîã ïðîñòîðà çàäîâî§àâàjó Ôåjåð�Ðèñîâó íåjåäíàêîñò. Íàèìå, çà
ôóíêöèjó f ∈ Hp, ãäå jå p > 0, âàæè ñëåäå£à íåjåäíàêîñò∫ 1

−1
|f(t)|pdt ≤ π‖f‖Hp .

Íåêà jå f ∈ Hp, f 6≡ 0 è íåêà jå {λn}∞n=1 íèç ñâèõ íóëà ôóíêöèjå f ó äèñêó D
(óê§ó÷ójó£è è âèøåñòðóêîñòè). Òàäà, Áëàøêåîâ ïðîèçâîä

B(z) =
∞∏
n=1

|λn|
λn

λn − z
1− λnz

,

ðàâíîìåðíî êîíâåðãèðà íà êîìïàêòíèì ïîäñêóïîâèìà äèñêà D. Îñèì òîãà, âàæè
|B| ≤ 1 ó äèñêó D, |B| = 1 ñêîðî ñâóäà íà T è ñâå íóëå ôóíêöèjå B ñó {λn}∞n=1.
Êëàñè÷íà ðåôåðåíöà çà òåîðèjó Õàðäèjåâèõ ïðîñòîðà jå ìîíîãðàôèjà [16]. Òàêî¢å,
âèäåòè è ìîíîãðàôèjå [31, 47, 48].
Ïîòïðîñòîð ïðîñòîðà H∞ êîjè ñå ñàñòîjè îä îíèõ ôóíêöèjà êîjå ñó òàêî¢å è
íåïðåêèäíå íà çàòâîðåíîì jåäèíè÷íîì äèñêó D, ñíàáäåâåí ñà ñóïðåìóì íîðìîì, çîâå
ñå äèñê àëãåáðà è îáåëåæàâà ñà A.

• Ðèñîâà ôàêòîðèçàöèjà ó Õàðäèjåâèì ïðîñòîðèìà

Íåêà jå f ∈ Hp. Òàäà ïîñòîjè jåäèíñòâåíà ôàêòîðèçàöèjà ôóíêöèjå f = λBS[f ], ãäå
jå λ ∈ T, B jå Áëàøêåîâ ïðîèçâîä êîjè îäãîâàðà íóëàìà ôóíêöèjå f , S jå ñèíãóëàðíà
óíóòðàø»à ôóíêöèjà (S jå õîëîìîðôíà ôóíêöèjà ó äèñêó D, 0 < |S| ≤ 1 ó D, S(0) > 0
è |S| = 1 ñêîðî ñâóäà íà T) è

[f ](z) = exp

(∫
T

ξ + z

ξ − z
log |f(ξ)|dm(ξ)

)
çà ñâå z ∈ D.
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Îñèì òîãà, òàäà âàæè [f ] ∈ Hp è |[f ]| = |f | ñêîðî ñâóäà íà T. Jåäíà îä äèðåêòíèõ
ïîñëåäèöà ïðåòõîäíå ôàêòîðèçàöèjå ó Õàðäèjåâèì ïðîñòîðèìà ìîæå ñå èñêàçàòè
íà ñëåäå£è íà÷èí. Íåêà jå f ∈ Hp è 1

p = 1
q + 1

r . Òàäà ïîñòîjå ôóíêöèjå g ∈ Hq è

h ∈ Hr, òàêâå äà jå f = gh è ‖g‖qHq = ‖h‖rHr = ‖f‖pHp . Íàèìå, äîâî§íî jå èçàáðàòè

g = λBS[f ]
p
q è h = [f ]

p
r , èç ïðåòõîäíî íàâåäåíå ôàêòîðèçàöèjå ôóíêöèjå f .

• Îïåðàòîð Ðèñîâå ïðîjåêöèjå
Îïåðàòîð R+ : Lp(T)→ Hp äåôèíèñàí íà ñëåäå£è íà÷èí

R+u(z) =
1

2π

∫ 2π

0

u(t)

1− ze−it
dt, z ∈ D,

çîâå ñå îïåðàòîð Ðèñîâå ïðîjåêöèjå. Íà îñíîâó ðåçóëòàòà èç [27] îïåðàòîð Ðèñîâå
ïðîjåêöèjå jå îãðàíè÷åí çà 1 < p <∞ è âàæè

‖R+‖Lp(T)→Hp =
1

sin π
p

.

Óêîëèêî jå f ∈ Lp(T) è f(ξ) =
∞∑

n=−∞
f̂(n)ξn çà ξ ∈ T, ãäå jå

f̂(n) =
1

2π

∫ 2π

0
e−intf(eit)dt çà ñâå n ∈ Z,

òàäà âàæè

R+f(ξ) =
∞∑
n=0

f̂(n)ξn.

Íà îâàj íà÷èí îïåðàòîð Ðèñîâå ïðîjåêöèjå R+ âèäèìî êàî îïåðàòîð èç ïðîñòîðà
Lp(T) ó ïðîñòîð Hp(T) (îäãîâàðàjó£è Õàðäèjåâ ïðîñòîð íà jåäèíè÷íîj êðóæíèöè T)
êîjè jå èçîìîðôàí ïðîñòîðó Hp.

• Ïðîñòîðè BMOA è VMOA

Ïðîñòîð BMOA ñå ñàñòîjè îä ôóíêöèjà f ∈ H1, ÷èjå ñó ãðàíè÷íå âðåäíîñòè f(eit)
îãðàíè÷åíå ñðåä»å îñöèëàöèjå íà jåäèíè÷íîj êðóæíèöè T, îäíîñíî, êîjå çàäîâî§àâàjó
ñëåäå£è óñëîâ

sup
I

1

|I|

∫
I

∣∣f(eit)− fI
∣∣ dt <∞,

ãäå ñå ñóïðåìóì óçèìà ïî ñâèì èíòåðâàëèìà I ⊂ T è ãäå jå

fI =
1

|I|

∫
I
f(eit)dt.

Óêîëèêî âàæè

lim
|I|→0

1

|I|

∫
I

∣∣f(eit)− fI
∣∣ dt = 0,

òàäà êàæåìî äà ôóíêöèjà f ïðèïàäà ïðîñòîðó VMOA. Îâäå, êàî øòî jå óîáè÷àjåíî,
êîðèñòèìî îçíàêó |I| äà îçíà÷èìî äóæèíó ëóêà, îäíîñíî èíòåðâàëà I íà jåäèíè÷íîj
êðóæíèöè T. Ìîæå ñå ïîêàçàòè äà ñå äóàë ïðîñòîðà H1 èäåíòèôèêójå ñà ïðîñòîðîì
BMOA (Ôåôåðìàíîâà òåîðåìà) è äà ñå äóàë ïðîñòîðà VMOA èäåíòèôèêójå ñà H1.
Çà âèøå èíôîðìàöèjà î îâèì ïðîñòîðèìà âèäåòè [31].
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• Áåðãìàíîâè ïðîñòîðè Ap è òåæèíñêè Áåðãìàíîâè ïðîñòîðè Ap,α

Íîðìàëèçîâàíà Ëåáåãîâà ìåðà íà jåäèíè÷íîì äèñêó D îçíà÷àâà ñå ñà A, îäíîñíî âàæè

dA(z) =
1

π
dxdy =

1

π
rdrdθ, ãäå jå z = x+ iy = reiθ.

Çà 0 < p < ∞ è α > −1, òåæèíñêè Áåðãìàíîâ ïðîñòîð Ap,α = Ap,α(D) äåôèíèøåìî
êàî ïðîñòîð H(D) ∩ Lp(D, dAα), ãäå jå

dAα(z) = (α+ 1)
(
1− |z|2

)α
dA(z).

Àêî f ∈ Ap,α = H(D) ∩ Lp(D, dAα), òàäà ïèøåìî

‖f‖Ap,α = ‖f‖p,α =

(
(α+ 1)

∫
D
|f(z)|p

(
1− |z|2

)α
dA(z)

) 1
p

.

Ïðîñòîð Ap = Ap,0 jå Áåðãìàíîâ ïðîñòîð. Çà âèøå èíôîðìàöèjà î Áåðãìàíîâèì
ïðîñòîðèìà âèäåòè [17, 23, 31, 47, 48].

• Ïðîñòîðè Hp,q,α è Hp,q,α
ν (ñïåöèjàëíî, ïðîñòîðè Áåñîâà è Ëèïøèöà)

Ôóíêöèjà f ∈ H(D) ïðèïàäà ïðîñòîðó Hp,q,α, ãäå jå 0 < p, q ≤ ∞ è 0 < α <∞, óêîëèêî
âàæè

‖f‖Hp,q,α = ‖f‖p,q,α =

(∫ 1

0
M q
p (r, f)(1− r)qα−1dr

) 1
q

<∞, 0 < q <∞;

‖f‖Hp,∞,α = ‖f‖p,∞,α = sup
0≤r<1

(1− r)αMp(r, f) <∞.

Íèjå òåøêî ïðîâåðèòè äà f ∈ Ap,α àêî è ñàìî àêî âàæè

‖f‖p
p,p,α+1

p

=

∫ 1

0
(1− r)αMp

p (r, f)dr <∞.

Òàêî¢å, íîðìà ‖f‖p,α jå óïîðåäèâà ñà íîðìîì ‖f‖p,p,α+1
p
, îäíîñíî âàæè

‖f‖Ap,α � ‖f‖
H
p,p, α+1

p
.

Ïðåìà òîìå, âàæè Ap,α = H
p,p,α+1

p .
Óêîëèêî jå t ∈ R, êîðèñòèìî îçíàêó Dt çà íèç {(n + 1)t}∞n=0. Àêî jå λ = {λn}∞n=0

íèç è X ïðîñòîð íèçîâà (ïðèìåòèìî äà óêîëèêî ïîèñòîâåòèìî õîëîìîðôíó ôóíêöèjó
f(z) =

∑∞
n=0 f̂(n)zn ñà íèçîì »åíèõ Òåjëîðîâèõ êîåôèöèjåíàòà {f̂(n)}∞n=0, òàäà

ìîæåìî ïîñìàòðàòè ñâàêè ïðîñòîð õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà êàî ïðîñòîð íèçîâà), òàäà
ïèøåìî

λX = {λ ∗ x = {λnxn}∞n=0 : x = {xn}∞n=0 ∈ X} .

Íà ïðèìåð, âàæè {an}∞n=0 ∈ D1`1 àêî è ñàìî àêî jå
∑∞

n=0
|an|
n+1 <∞. Ïðîñòîð DtHp,q,α,

ãäå jå t 6= 0, îçíà÷àâàìî ñà Hp,q,α
−t . Ïðåìà òîìå, çà ñâàêî ν ∈ R, èìàìî äà âàæè

Hp,q,α
ν = D−νHp,q,α.
Ìå¢ó ïðîñòîðèìà Hp,q,α

s , ãäå jå 0 < s < ∞, ïðîñòîðè Hp,q,1
1+s ñó îä ñïåöèjàëíîã

èíòåðåñà è ïðåäñòàâ§àjó ïðîñòîðå Áåñîâà êàäà jå 0 < q < ∞ è Ëèïøèöîâå ïðîñòîðå
êàäà jå q =∞.
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Îñèì òîãà, ó íåêèì èçâîðèìà, íà ïðèìåð ó [48], ïðîñòîðè ôóíêöèjà f ∈ H(D),
òàêâèõ äà jå Dnf ∈ Hp,q,n−α, ãäå jå α ∈ R (èëè åêâèâàëåíòíî f (n) ∈ Hp,q,n−α), çà
íåêè íåíåãàòèâàí öåî áðîj n, òàêàâ äà jå n − α > 0, ïðåäñòàâ§àjó ïðîñòîðå Áåñîâà
è îçíà÷àâàjó ñå ñà Bp,qα . Óïîðå¢ójó£è ñâå ïðåòõîäíî íàâåäåíî ñà äåôèíèöèjîì äàòîì
èçíàä, íàëàçèìî äà jå Bp,qα = Hp,q,−α çà ñâå α < 0 è Bp,qα = Hp,q,1

1+α çà ñâå α ≥ 0.

• Áëîõîâ ïðîñòîð B
Çà ôóíêöèjó f ∈ H(D) êàæåìî äà ïðèïàäà Áëîõîâîì ïðîñòîðó B àêî âàæè

‖f‖B = sup
z∈D

(1− |z|2)|f ′(z)| <∞,

îäíîñíî, àêî jå Áëîõîâà ïîëóíîðìà ‖f‖B êîíà÷íà. Ñà äðóãå ñòðàíå, íîðìà íà Áëîõîâîì
ïðîñòîðó B ìîæå áèòè äåôèíèñàíà êàî ‖f‖B + |f(0)|. Íèjå òåøêî ïðîâåðèòè äà jå
îâà íîðìà åêâèâàëåíòíà íîðìè ‖D1f‖∞,∞,1. Ïðåìà òîìå, Áëîõîâ ïðîñòîð B ìîæåìî
âèäåòè è íà ñëåäå£è íà÷èí

B = H∞,∞,11 .

Âàæíî ñâîjñòâî Áëîõîâå ïîëóíîðìå jå »åíà êîíôîðìíà èíâàðèjàíòíîñò. Íàèìå, àêî
jå ϕa(z) = z−a

1−az , ãäå jå z ∈ D è a ∈ D, àóòîìîðôèçàì jåäèíè÷íîã äèñêà, òàäà âàæè

‖f ◦ ϕa‖B = ‖f‖B.

Òàêî¢å, âàæè H∞ ⊂ B. Çàïðàâî, àêî f ∈ H∞, òàäà jå

‖f‖B ≤ ‖f‖∞.

Èìàjó£è ó âèäó äà jå H∞,∞,1 êîìïëåòàí ïðîñòîð è äà jå B = H∞,∞,11 , ìîæåìî
çàê§ó÷èòè äà jå Áëîõîâ ïðîñòîð B, çàïðàâî jåäàí Áàíàõîâ ïðîñòîð.

• Õàðäè-Áëîõîâè ïðîñòîðè Bp,q0

Ïðîñòîðè Bp,q0 , ãäå jå 0 < p, q ≤ ∞, çîâó ñå Õàðäè-Áëîõîâè ïðîñòîðè. Òàäà âàæè

Bp,q0 = Hp,q,1
1 .

Ïðåìà òîìå, Õàðäè-Áëîõîâ ïðîñòîð Bp,q0 jå ïðîñòîð ñâèõ ôóíêöèjà f ∈ H(D), òàêâèõ
äà jå ∫ 1

0
M q
p (r, f ′)(1− r)q−1dr <∞, çà 0 < q <∞

è
sup

0≤r<1
(1− r)Mp(r, f

′) <∞, çà q =∞.

• Õèïåðãåîìåòðèjñêå ôóíêöèjå
Áåòà ôóíêöèjà jå äåôèíèñàíà íà ñëåäå£è íà÷èí

B(s, t) =

∫ 1

0
xs−1(1− x)t−1dx =

∫ ∞
0

xs−1

(1 + x)s+t
dx,

ãäå ñó s è t êîìïëåêñíè áðîjåâè, òàêâè äà jå Re s > 0 è Re t > 0. Âðåäíîñò B(s, t)

ìîæå áèòè èçðàæåíà ïðåêî Ãàìà ôóíêöèjå, îäíîñíî âàæè B(s, t) = Γ(s)Γ(t)
Γ(s+t) . Îñèì

òîãà, ïîçíàòî jå äà Ãàìà ôóíêöèjà çàäîâî§àâà ñëåäå£ó ôóíêöèîíàëíó jåäíà÷èíó

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sinπz
,

xi



çà ñâå êîìïëåêñíå áðîjåâå z ∈ C \ Z, òj. çà ñâå êîìïëåêñíå áðîjåâå êîjè íå ïðèïàäàjó
ñêóïó öåëèõ áðîjåâà. Õèïåðãåîìåòðèjñêà ôóíêöèjà F (a, b, c; z), z ∈ D, ñà ïàðàìåòðèìà
a, b è c, äåôèíèøå ñå íà ñëåäå£è íà÷èí

F (a, b, c; z) =

∞∑
k=0

Γ(k + a)

Γ(a)

Γ(k + b)

Γ(b)

Γ(c)

Γ(k + c)

zk

k!
.

Õèïåðãåîìåòðèjñêå ôóíêöèjå çàäîâî§àâàjó ñëåäå£ó èíòåãðàëíó ðåïðåçåíòàöèjó

F (a, b, c; z) =
1

B(a, c− a)

∫ 1

0

ta−1(1− t)c−a−1

(1− tz)b
dt,

êîjà âàæè êàäà jå èñïó»åí óñëîâ Re c > Re a > 0.

• Øòóðìîâ íèç ïîëèíîìà è Øòóðìîâà òåîðåìà

Íåêà jå P (x) ïîëèíîì è íåêà jå P0(x) = P (x) è P1(x) = P ′(x). Êîíñòðóèøèìî íèç
ïîëèíîìà, íà ñëåäå£è íà÷èí

P2 = − rem(P0, P1),
P3 = − rem(P1, P2),

...
Pn = − rem(Pn−2, Pn−1),
0 = − rem(Pn−1, Pn),

ãäå jå rem(Pj , Pj+1) îñòàòàê ïðè äå§å»ó ïîëèíîìà Pj ñà ïîëèíîìîì Pj+1, çà ñâå 0 ≤
j ≤ n− 1, ïðè ÷åìó jå n áðîj òàêâèõ äå§å»à ïîëèíîìà ïîòðåáíèõ äà ñå äîáèjå îñòàòàê
0 (áðîj n íå ìîæå áèòè âå£è îä ñòåïåíà degP ïîëèíîìà P ). Èìàjó£è ó âèäó äà jå
degPj+1 < degPj çà ñâå j ≥ 0, îâàj àëãîðèòàì ñå çàâðøàâà íàêîí êîíà÷íîã áðîjà
êîðàêà. Íèç ïîëèíîìà P0(x), P1(x), . . . , Pn(x) çîâåìî Øòóðìîâ íèç ïîëèíîìà P (x).
Äîêàç ñëåäå£å êëàñè÷íå òåîðåìå ìîæå ñå íà£è ó [54].
Øòóðìîâà òåîðåìà

Íåêà jå w(x) áðîj ïðîìåíà çíàêà ó Øòóðìîâîì íèçó

P0(x), P1(x), . . . , Pn(x),

ïîëèíîìà P (x). Òàäà jå áðîj íóëà ïîëèíîìà P (x) íà èíòåðâàëó (a, b) (íå ðà÷óíàjó£è
âèøåñòðóêîñòè), ãäå jå P (a) 6= 0, P (b) 6= 0 è a < b, jåäíàê w(a)− w(b).
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Ãëàâà 1

Îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà

ïðîñòîðèìà íèçîâà

1.1 Õàíêåëîâè îïåðàòîðè è òåîðåìà Íåõàðèjà

a0

a1

a1

a2

a2

a2 a3

a3

a3

a3

a4

a4

a4

a4

a4

[Γ] =

Ñëèêà 1.1.1 Íà ñëèöè jå ïðèêàçàíà

Õàíêåëîâà ìàòðèöà [Γ] = [an+k]∞n,k=0.

Åëåìåíòè íà ñïîðåäíèì äèjàãîíàëàìà

ìàòðèöå [Γ] ñó èñòè.

Ïðåñëèêàâà»å Γ èç jåäíîã ïðîñòîðà íèçîâà
X, ó äðóãè ïðîñòîð íèçîâà Y , îäðå¢åíî
ìàòðèöîì ïðåñëèêàâà»à [Γ] = [γnk]

∞
n,k=0,

äåôèíèñàíî jå íà ñëåäå£è íà÷èí

Γ : {xn}∞n=0 7→ {yn}∞n=0,

ãäå jå {xn}∞n=0 ∈ X è {yn}∞n=0 ∈ Y , ïðè ÷åìó
âàæè

yn =
∞∑
k=0

γnkxk, çà ñâå n ≥ 0.

Ìàòðèöà [Γ] ïðåñëèêàâà»à Γ jå Õàíêåëîâà

ìàòðèöà, àêî èìà èñòå åëåìåíòå íà ñâàêîj
ñïîðåäíîj äèjàãîíàëè, îäíîñíî àêî âàæè γnk =
an+k çà ñâå n, k ≥ 0 è çà íåêè íèç êîìïëåêñíèõ
áðîjåâà {an}∞n=0. Äðóãèì ðå÷èìà, åëåìåíòè
Õàíêåëîâå ìàòðèöå çàâèñå ñàìî îä çáèðà ñâîjèõ
êîîðäèíàòà.

Äåôèíèöèjà 1.1.1 Ïðåñëèêàâà»å Γ èç jåäíîã ïðîñòîðà íèçîâà X, ó äðóãè ïðîñòîð

íèçîâà Y , jå Õàíêåëîâ îïåðàòîð àêî jå ìàòðèöà òîã ïðåñëèêàâà»à [Γ] = [γnk]
∞
n,k=0

Õàíêåëîâà ìàòðèöà, îäíîñíî àêî ïîñòîjè íèç êîìïëåêñíèõ áðîjåâà {an}∞n=0, òàêàâ äà

âàæè γnk = an+k çà ñâå n, k ≥ 0. ♦

Óñëîâ äà jå Γ Õàíêåëîâ îïåðàòîð ìîæåìî ïðåäñòàâèòè è êàî èäåíòèòåò èçìå¢ó
îïåðàòîðà, ïðè ÷åìó óçèìàìî äà jå ïðîñòîð X èíâàðèjàíòàí ó îäíîñó íà îïåðàòîð
äåñíîã ïîìåðà»à êîjè jå äåôèíèñàí íà ñëåäå£è íà÷èí

D(x0, x1, . . . ) = (0, x0, x1, . . . )

è äà jå ïðîñòîð Y èíâàðèjàíòàí ó îäíîñó íà îïåðàòîð ëåâîã ïîìåðà»à êîjè jå
äåôèíèñàí íà ñëåäå£è íà÷èí

L(y0, y1, . . . ) = (y1, y2, . . . ).
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1.1. ÕÀÍÊÅËÎÂÈ ÎÏÅÐÀÒÎÐÈ È ÒÅÎÐÅÌÀ ÍÅÕÀÐÈJÀ

Íàèìå, ïîä ïðåòïîñòàâêîì äà jå Γ Õàíêåëîâ îïåðàòîð, âàæè

ΓD(x0, x1, . . . ) = Γ(0, x0, x1, . . . )

=

{ ∞∑
k=1

γnkxk−1

}∞
n=0

=

{ ∞∑
k=0

γn,k+1xk

}∞
n=0

=

{ ∞∑
k=0

an+k+1xk

}∞
n=0

è òàêî¢å, âàæè

LΓ(x0, x1, . . . ) = L

{ ∞∑
k=0

γnkxk

}∞
n=0

=

{ ∞∑
k=0

γnkxk

}∞
n=1

=

{ ∞∑
k=0

γn+1,kxk

}∞
n=0

=

{ ∞∑
k=0

an+k+1xk

}∞
n=0

,

ãäå jå (x0, x1, . . . ) ïðîèçâî§íî îäàáðàí åëåìåíò ïðîñòîðà X. Ïðåìà òîìå, íà îñíîâó
ïðåòõîäíîã, çàê§ó÷ójåìî äà àêî jå îïåðàòîð Γ Õàíêåëîâ îïåðàòîð, îíäà âàæè jåäíàêîñò

ΓD = LΓ.

X Y

X Y

Γ

LD

Γ
Ñëèêà 1.1.2 Îïåðàòîð Γ jå

Õàíêåëîâ àêî è ñàìî àêî

äèjàãðàì êîìóòèðà, òj. àêî è

ñàìî àêî âàæè ΓD = LΓ.

Ñà äðóãå ñòðàíå, àêî îïåðàòîð Γ çàäîâî§àâà jåäíàêîñò
ΓD = LΓ, òàäà jå

γn,k+1 = γn+1,k çà ñâå n, k ≥ 0.

Óêîëèêî ñàäà äåôèíèøåìî íèç {an}∞n=0 íà ñëåäå£è íà÷èí

an = γn,0 çà ñâå n ≥ 0,

äîáèjàìî äà jå

γnk = γn+1,k−1 = · · · = γn+k,0 = an+k çà ñâå n, k ≥ 0.

Ñëåäè äà jå îïåðàòîð Γ, çàïðàâî Õàíêåëîâ îïåðàòîð. Èç ñâåãà ïðåòõîäíîã, çàê§ó÷ójåìî
äà jå îïåðàòîð Γ Õàíêåëîâ îïåðàòîð àêî è ñàìî àêî âàæè ñëåäå£è èäåíòèòåò èçìå¢ó
îïåðàòîðà ΓD = LΓ.

Íåêà jå F : L2(T)→ L2(T) îïåðàòîð äåôèíèñàí íà ñëåäå£è íà÷èí

Ff(eit) = f(e−it).

Íèjå òåøêî ïðîâåðèòè äà jå îïåðàòîð F ñóðjåêòèâíà, ëèíåàðíà èçîìåòðèjà ïðîñòîðà
L2(T). Ñà äðóãå ñòðàíå, çà äàòó ôóíêöèjó g ∈ L∞(T), íåêà jå îïåðàòîð Mg : L2(T)→
L2(T) äåôèíèñàí êàî

Mgf(eit) = f(eit)g(eit).
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1.1. ÕÀÍÊÅËÎÂÈ ÎÏÅÐÀÒÎÐÈ È ÒÅÎÐÅÌÀ ÍÅÕÀÐÈJÀ

Òàêî¢å, íåêà jå g(z) =
∞∑

n=−∞
ĝ(n)zn çà z ∈ T, ãäå jå

ĝ(n) =
1

2π

∫ 2π

0
e−intg(eit)dt çà ñâå n ∈ Z.

Òàäà âàæè
‖Mgf‖2 ≤ ‖g‖∞‖f‖2,

çà ñâå f ∈ L2(T). Îñèì òîãà, íåêà jå R+ : L2(T) → H2 îïåðàòîð Ðèñîâå ïðîjåêöèjå.

L2(T) L2(T)

H2 H2

Mg

R+F

Hg

Ñëèêà 1.1.3 Êîìóòàòèâàí

äèjàãðàì êîjèì ñå îïèñójå

êîíñòðóêöèjà Õàíêåëîâîã

îïåðàòîðà Hg : H2 → H2

èíäóêîâàíîã ôóíêöèjîì

g ∈ L∞(T).

Òàäà, ìîæåìî äåôèíèñàòè îïåðàòîð Hg, êàî êîìïîçèöèjó òðè
ïðåòõîäíî äåôèíèñàíà îïåðàòîðà, îäíîñíî, äîáèjàìî äà âàæè

Hg = R+MgF : H2 → H2,

ïðè ÷åìó ïîäðàçóìåâàìî äà óìåñòî îïåðàòîðà F , ïîñìàòðàìî
»åãîâó ðåñòðèêöèjó F |H2 , íà ïîòïðîñòîð H2 ïðîñòîðà L2(T).
Òàêî¢å, òðåáà íàïîìåíóòè äà ñó ïðîñòîðè H2(T) è H2

èçîìîðôíè ïðîñòîðè, òàêî äà èõ ìîæåìî ïîèñòîâåòèòè.
Îïåðàòîð Hg jåñòå îãðàíè÷åí è ëèíåàðàí îïåðàòîð, êàî
êîìïîçèöèjà òàêâèõ îïåðàòîðà. Ïîêàæèìî äà jå îïåðàòîð Hg

Õàíêåëîâ îïåðàòîð. Íåêà jå f ∈ H2 ïðîèçâî§íî îäàáðàíà
ôóíêöèjà. Òàäà ïîñìàòðàjó£è ñâå íà jåäèí÷íîj êðóæíèöè T,
òj. çà z ∈ T, èìàìî äà âàæè

Hgf(z) =
∞∑
k=0

f̂(k)Hg(z
k).

Ñà äðóãå ñòðàíå, äîáèjàìî äà jå

Hg(z
k) = R+MgF (zk)

= R+Mg(z
k)

= R+(zkg(z))

= R+

( ∞∑
n=−∞

ĝ(n)zn−k
)

= R+

( ∞∑
n=−∞

ĝ(n+ k)zn
)

=
∞∑
n=0

ĝ(n+ k)zn.

Ïðåìà òîìå, äîáèjàìî äà âàæè

Hgf(z) =

∞∑
k=0

f̂(k)

∞∑
n=0

ĝ(n+ k)zn =

∞∑
n=0

( ∞∑
k=0

ĝ(n+ k)f̂(k)

)
zn.

Ñëåäè äà jå ìàòðèöà [Hg] = [ĝ(n + k)]∞n,k=0 Õàíêåëîâà ìàòðèöà, îäíîñíî îïåðàòîð Hg

jå Õàíêåëîâ îïåðàòîð.
Ñëåäå£à êëàñè÷íà òåîðåìà, ðåçóëòàò Íåõàðèjà, ïîòâð¢ójå äà jå òà÷àí è îáðàò

ïðåòõîäíîã ðàçìàòðà»à. Íàèìå, ñâàêè îãðàíè÷åí Õàíêåëîâ îïåðàòîð H íà ïðîñòîðó
H2 (îäíîñíî íà ïðîñòîðó `2 êîjè jå èçîìåòðè÷êè èçîìîðôàí ñà ïðîñòîðîì H2), jåñòå
îáëèêà Hg, çà íåêó ôóíêöèjó g ∈ L∞(T). Èàêî ôóíêöèjà g ñà îâèì ñâîjñòâîì íèjå
jåäèíñòâåíî îäðå¢åíà, ìîæåìî jå îäàáðàòè òàêî äà âàæè ‖H‖H2→H2 = ‖g‖L∞(T).
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1.1. ÕÀÍÊÅËÎÂÈ ÎÏÅÐÀÒÎÐÈ È ÒÅÎÐÅÌÀ ÍÅÕÀÐÈJÀ

Òåîðåìà 1.1.2 ([31, Íåõàðè]) Íåêà jå H îãðàíè÷åí Õàíêåëîâ îïåðàòîð íà ïðîñòîðó

H2. Òàäà ïîñòîjè ôóíêöèjà g ∈ L∞(T), òàêâà äà jå

H = Hg = R+MgF.

Îñèì òîãà, ôóíêöèjà g ìîæå áèòè èçàáðàíà íà òàêàâ íà÷èí, äà âàæè

‖H‖H2→H2 = ‖g‖L∞(T).

Äîêàç. Íåêà jå [H] = [an+k]
∞
n,k=0 ìàòðèöà îãðàíè÷åíîã Õàíêåëîâîã îïåðàòîðà H íà

ïðîñòîðó H2 (êîjè jå èçîìåòðè÷êè èçîìîðôàí Õèëáåðòîâîì ïðîñòîðó `2). Òàäà, çà
ïðîèçâî§íå öåëå áðîjåâå n, k ≥ 0, âàæè

〈Hzn, zk〉 =

〈 ∞∑
j=0

an+jz
j , zk

〉
= an+k =

〈 ∞∑
j=0

an+k+jz
j , 1

〉
= 〈Hzn+k, 1〉.

Ñà äðóãå ñòðàíå, êîðèñòå£è ëèíåàðíîñò îïåðàòîðà H è ïðåòõîäíî äîêàçàíó jåäíàêîñò
〈Hzn, zk〉 = 〈Hzn+k, 1〉 çà ñâå n, k ≥ 0, äîáèjàìî äà çà äâà ïðîèçâî§íî îäàáðàíà
ïîëèíîìà

P (z) =
N∑
n=0

pnz
n è Q(z) =

K∑
k=0

qkz
k,

âàæè

〈H(PQ), 1〉 =
N∑
n=0

K∑
k=0

pnqk〈Hzn+k, 1〉

=
N∑
n=0

K∑
k=0

pnqk〈Hzn, zk〉

=

〈
N∑
n=0

pnHzn,
K∑
k=0

qkz
k

〉
= 〈HP, FQ〉.

Ïðåìà òîìå, èç ïðåòõîäíîã, çà äâà ïðîèçâî§íî îäàáðàíà ïîëèíîìà P è Q, äîáèjàìî
äà âàæè 〈H(PQ), 1〉 = 〈HP, FQ〉. Íåêà jå φ ôóíêöèîíàë äåôèíèñàí ñà φ(f) = 〈Hf, 1〉.
Èç ëèíåàðíîñòè Õàíêåëîâîã îïåðàòîðà H è ñêàëàðíîã ïðîèçâîäà, ñëåäè ëèíåàðíîñò
ôóíêöèîíàëà φ. Îñèì òîãà, ïðèìåíîì Êîøè-Øâàðöîâå íåjåäíàêîñòè, äîáèjàìî äà jå

|φ(PQ)| = |〈H(PQ), 1〉| = |〈HP, FQ〉| ≤ ‖HP‖2‖FQ‖2 ≤ ‖H‖H2→H2 · ‖P‖2 · ‖Q‖2.

Íåêà ñó g, h ∈ H2 ïðîèçâî§íå ôóíêöèjå. Òàäà, áóäó£è äà ñó ïîëèíîìè ãóñòè ó
ïðîñòîðó H2, ïîñòîjå íèçîâè ïîëèíîìà {Pn}∞n=1 è {Qn}∞n=1, òàêâè äà jå

lim
n→∞

‖Pn − g‖2 = 0 è lim
n→∞

‖Qn − h‖2 = 0.

Ïðåìà òîìå, íà îñíîâó ïðåòõîäíîã, çàê§ó÷ójåìî äà âàæè

|φ(gh)| ≤ ‖H‖H2→H2 · ‖g‖2 · ‖h‖2.

Àêî jå f ∈ H1 ïðîèçâî§íà ôóíêöèjà, òàäà íà îñíîâó Ðèñîâå òåîðåìå î ôàêòîðèçàöèjè
ó Õàðäèjåâèì ïðîñòîðèìà, ïîñòîjå ôóíêöèjå g, h ∈ H2, òàêâå äà jå ‖g‖22 = ‖h‖22 = ‖f‖1.
Ñëåäè äà jå

|φ(f)| ≤ ‖H‖H2→H2‖f‖1,
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1.2. ÕÈËÁÅÐÒÎÂÀ ÌÀÒÐÈÖÀ ÊÀÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐ

îäíîñíî, φ jå îãðàíè÷åí ëèíåàðàí ôóíêöèîíàë íà ïðîñòîðó H1. Íà îñíîâó òåîðåìå
Õàí-Áàíàõà, ôóíêöèîíàë φ ñå ïðîøèðójå äî ôóíêöèîíàëà íà ïðîñòîðó L1(T), áåç
ïðîìåíå íîðìå. Ïðèìåíîì Ðèñîâå òåîðåìå î ðåïðåçåíòàöèjè îãðàíè÷åíèõ ëèíåàðíèõ
ôóíêöèîíàëà íà ïðîñòîðó L1(T), äîáèjàìî äà ïîñòîjè ôóíêöèjà u ∈ L∞(T), òàêâà äà
âàæè

φ(f) =
1

2π

∫ 2π

0
f(eit)u(eit)dt.

Ñà äðóãå ñòðàíå, ñëåäè äà jå

an+k = 〈Hzn+k, 1〉 = φ(zn+k) =
1

2π

∫ 2π

0
ei(n+k)tu(eit)dt = û(−(n+ k)),

çà ñâå n, k ≥ 0. Çàê§ó÷ójåìî äà jå an = û(−n) çà ñâå n ≥ 0. Êîíà÷íî, íåêà jå g = Fu.
Òàäà g ∈ L∞(T) è an = ĝ(n) çà ñâå n ≥ 0. Ñëåäè äà jå [H] = [ĝ(n + k)]∞n,k=0, îäíîñíî
âàæè H = Hg. Òàêî¢å, âàæè

‖g‖∞ = ‖Fu‖∞ = ‖u‖∞

è
‖φ‖ = ‖u‖∞,

îäíîñíî, äîáèjàìî äà jå
‖g‖∞ ≤ ‖H‖H2→H2 .

Ìå¢óòèì, ñà äðóãå ñòðàíå, èìàìî äà jå

‖H‖H2→H2 = ‖Hg‖H2→H2

= ‖R+MgF‖H2→H2

≤ ‖R+‖L2(T)→H2 · ‖Mg‖L2(T)→L2(T) · ‖F‖H2→L2(T)

≤ 1
sin π

2
· ‖g‖∞

= ‖g‖∞,

îäíîñíî, âàæè ‖H‖H2→H2 ≤ ‖g‖∞. Èç ñâåãà ïðåòõîäíîã äîáèjåíîã, çàê§ó÷ójåìî äà jå
‖H‖H2→H2 = ‖g‖∞. Òèìå jå äîêàç òåîðåìå çàâðøåí. �

1.2 Õèëáåðòîâà ìàòðèöà êàî îïåðàòîð

Ó ñêóïó Õàíêåëîâèõ ìàòðèöà ïîñåáíî ìåñòî çàóçèìà Õèëáåðòîâà ìàòðèöà. Îíà jå
ñâàêàêî jåäàí îä íàjçíà÷àjíèõ ïðåäñòàâíèêà ñêóïà Õàíêåëîâèõ ìàòðèöà, jåð îìîãó£àâà
èíòåðàêöèjó âå£åã áðîjà ìàòåìàòè÷êèõ äèñöèïëèíà, êàî øòî ñó òåîðèjà áðîjåâà, çàòèì
ëèíåàðíà àëãåáðà, òåîðèjà îïåðàòîðà è êîìïëåêñíà àíàëèçà. Ó ïîãëàâ§èìà êîjà ñëåäå
ðàçìàòðàìî äåjñòâî Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà ïðîñòîðèìà íèçîâà, ìå¢ó êîjèìà ñó è
íàjçíà÷àjíèjè ïðîñòîðè õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà.

Äåôèíèöèjà 1.2.1 Îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H jåñòå îïåðàòîð èíäóêîâàí

Õèëáåðòîâîì ìàòðèöîì

[H] = [hnk]
∞
n,k=0 =

[
1

n+ k + 1

]∞
n,k=0

.

♦
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1.2. ÕÈËÁÅÐÒÎÂÀ ÌÀÒÐÈÖÀ ÊÀÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐ

Îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H ìîæåìî âèäåòè è êàî îïåðàòîð êîjè äåjñòâójå íà
ïðîñòîðèìà õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà, áóäó£è äà ñå ñâàêîj õîëîìîðôíîj ôóíêöèjè ìîæå
ïðèäðóæèòè îäãîâàðàjó£è íèç »åíèõ Òåjëîðîâèõ êîåôèöèjåíàòà. Ïðåìà òîìå, àêî jå

f(z) =
∞∑
n=0

f̂(n)zn õîëîìîðôíà ôóíêöèjà ó jåäèíè÷íîì äèñêó D, òàäà âàæè

Hf(z) =
∞∑
n=0

∞∑
k=0

hnkf̂(k)zn =
∞∑
n=0

∞∑
k=0

f̂(k)

n+ k + 1
zn.

Àêî jå g ∈ L∞(T), òàäà jå ìàòðèöà îïåðàòîðà Hg = R+MgF , çàïðàâî îäðå¢åíà
êîåôèöèjåíòèìà ó ðàçâîjó ôóíêöèjå g, îäíîñíî âàæè [Hg] = [ĝ(n + k)]∞n,k=0. Îñèì
òîãà, êàî ó äîêàçó Òåîðåìå 1.1.2, çàê§ó÷ójåìî äà âàæè ‖Hg‖`2→`2 ≤ ‖g‖∞, áóäó£è äà
ñó ïðîñòîðè `2 è H2 èçîìåòðè÷êè èçîìîðôíè.

Íåêà jå g(eit) = ie−it(π − t) çà ñâå 0 ≤ t < 2π. Òàäà âàæè ‖g‖∞ = π è g ∈ L∞(T).
Çà ïðîèçâî§íî îäàáðàí öåî áðîj n ≥ 0, äîáèjàìî äà âàæè

ĝ(n) = 1
2π

∫ 2π
0 e−intg(eit)dt

= i
2π

∫ 2π
0 e−i(n+1)t(π − t)dt

= i
2π

[
π
∫ 2π

0 e−i(n+1)tdt−
∫ 2π

0 te−i(n+1)tdt
]

= 1
2π(n+1)

∫ 2π
0 td

(
e−i(n+1)t

)
= 1

2π(n+1)

[
te−i(n+1)t

∣∣2π
0
−
∫ 2π

0 e−i(n+1)tdt
]

= 1
n+1 .

Ñëåäè äà jå [Hg] = [ĝ(n + k)]∞n,k=0 =
[

1
n+k+1

]∞
n,k=0

, îäíîñíî îïåðàòîð Hg jå çàïðàâî

îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H, òj. âàæè Hg = H. Ïðåìà òîìå, çàê§ó÷ójåìî äà
âàæè ñëåäå£à íåjåäíàêîñò

‖H‖`2→`2 = ‖Hg‖`2→`2 ≤ ‖g‖∞ = π.

Íåøòî êàñíèjå, ó ñëåäå£åì ïîãëàâ§ó, ïîêàçà£åìî äà ó ïðåòõîäíîj íåjåäíàêîñòè âàæè
jåäíàêîñò, îäíîñíî äà jå ‖H‖`2→`2 = π.

Ñà äðóãå ñòðàíå, çà ïðîèçâî§íî îäàáðàíó ôóíêöèjó g ∈ L∞(T), íåêà jå îïåðàòîð
Λg : H1 → `1 äåôèíèñàí íà ñëåäå£è íà÷èí

Λgf(z) =
{
f̂(n)ĝ(n)

}∞
n=0

Ïîä äîäàòíîì ïðåòïîñòàâêîì äà jå ĝ(n) ≥ 0 çà ñâå n ≥ 0, êîðèñòå£è ðåçóëòàòå èç [24]
çàê§ó÷ójåìî äà âàæè

‖Hg‖`2→`2 = ‖Λg‖H1→`1 .

Ñïåöèjàëíî jå

‖Λgf‖`1 ≤ ‖Λg‖H1→`1‖f‖H1 = ‖Hg‖`2→`2‖f‖H1 ≤ ‖g‖∞‖f‖H1 ,

çà ñâå f ∈ H1, îäíîñíî âàæè

∞∑
n=0

∣∣∣f̂(n)ĝ(n)
∣∣∣ ≤ ‖g‖∞‖f‖H1 çà ñâå f ∈ H1. (1.2.1)
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1.2. ÕÈËÁÅÐÒÎÂÀ ÌÀÒÐÈÖÀ ÍÀ ÏÐÎÑÒÎÐÈÌÀ ÍÈÇÎÂÀ

Óêîëèêî óçìåìî äà jå g(eit) = ie−it(π−t), ãäå jå 0 ≤ t < 2π, êàî ïîñëåäèöó íåjåäíàêîñòè
(1.2.1), äîáèjàìî êëàñè÷íó Õàðäèjåâó íåjåäíàêîñò

∞∑
n=0

|f̂(n)|
n+ 1

≤ π‖f‖H1 çà ñâå f ∈ H1. (1.2.2)

Óêîëèêî ïàê, èçàáåðåìî äà jå g(eit) = iπe−
it
2 , ãäå jå 0 ≤ t < 2π, òàäà je ‖g‖∞ = π è

g ∈ L∞(T). Òàêî¢å, çà ñâàêè öåî áðîj n ≥ 0, âàæè

ĝ(n) = 1
2π

∫ 2π
0 e−intg(eit)dt

= i
2

∫ 2π
0 e−i(n+ 1

2)tdt

= i
2
e
−i(n+1

2)t

−i(n+ 1
2)

∣∣∣∣2π
0

= 1
n+ 1

2

.

Ïðèìåíîì íåjåäíàêîñòè (1.2.1) íà ïðåòõîäíî îäàáðàíó ôóíêöèjó g ∈ L∞(T), äîáèjàìî
íåjåäíàêîñò êîjà ïðåäñòàâ§à ïîáî§øà»å Õàðäèjåâå íåjåäíàêîñòè (1.2.2)

∞∑
n=0

|f̂(n)|
n+ 1

2

≤ π‖f‖H1 çà ñâå f ∈ H1. (1.2.3)

Çà âèøå èíôîðìàöèjà î ïðåòõîäíèì íåjåäíàêîñòèìà âèäåòè [14, 31].

1.3 Õèëáåðòîâà ìàòðèöà íà `p ïðîñòîðèìà

Äåjñòâî îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íà `p ïðîñòîðèìà ìîæå ñå èñêàçàòè íà
ñëåäå£è íà÷èí

H : {an}∞n=0 7→

{ ∞∑
k=0

ak
n+ k + 1

}∞
n=0

çà ñâå {an}∞n=0 ∈ `p.

Öè§ îâîã ïîãëàâ§à jåñòå îäðå¢èâà»å íîðìå îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íà `p

ïðîñòîðèìà, îäíîñíî íîðìå ‖H‖`p→`p . Ó íàñòàâêó íàì îä êîðèñòè ìîæå áèòè ñëåäå£à
êëàñè÷íà íåjåäíàêîñò.

Òåîðåìà 1.3.1 ([21, Õèëáåðòîâà íåjåäíàêîñò]) Íåêà jå 1 < p <∞ è 1
p + 1

q = 1. Àêî jå
f ∈ Lp(0,∞) è g ∈ Lq(0,∞), òàäà âàæè∫ ∞

0

∫ ∞
0

|f(x)g(y)|
x+ y

dxdy ≤ π

sin π
p

(∫ ∞
0
|f(x)|pdx

) 1
p
(∫ ∞

0
|g(y)|qdy

) 1
q

. (1.3.1)

Ñïåöèjàëíî, àêî jå {an}∞n=1 ∈ `p è {bk}∞k=1 ∈ `q, òàäà âàæè

∞∑
n=1

∞∑
k=1

|anbk|
n+ k

≤ π

sin π
p

( ∞∑
n=1

|an|p
) 1

p
( ∞∑
k=1

|bk|q
) 1

q

. (1.3.2)

Îñèì òîãà, êîíñòàíòà π
sin π

p
ó ïðåòõîäíèì íåjåäíàêîñòèìà jå íàjáî§à ìîãó£à.
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1.3. ÕÈËÁÅÐÒÎÂÀ ÌÀÒÐÈÖÀ ÍÀ ÏÐÎÑÒÎÐÈÌÀ ÍÈÇÎÂÀ

Äîêàç. Ïðèìåíîì Õåëäåðîâå íåjåäíàêîñòè çà ñïðåãíóòå åêñïîíåíòå p è q, äîáèjàìî äà
âàæè∫∞

0

∫∞
0
|f(x)g(y)|
x+y dxdy =

∫∞
0

∫∞
0
|f(x)g(y)|

(x+y)
1
p+1

q
dxdy

=
∫∞

0

∫∞
0 |f(x)| 1

(x+y)
1
p

(
x
y

) 1
pq |g(y)| 1

(x+y)
1
q

( y
x

) 1
pq dxdy

≤

∫∞
0 |f(x)|p

∫∞
0

(
x
y

) 1
q

x+y dydx

 1
p

·

(∫∞
0 |g(y)|q

∫∞
0

( yx)
1
p

x+y dxdy

) 1
q

= B
(

1
p ,

1
q

) 1
p

+ 1
q (∫∞

0 |f(x)|pdx
) 1
p
(∫∞

0 |g(y)|qdy
) 1
q

= π
sin π

p

(∫∞
0 |f(x)|pdx

) 1
p
(∫∞

0 |g(y)|qdy
) 1
q .

Íà òàj íà÷èí ñìî äîêàçàëè íåjåäíàêîñò (1.3.1). Ñïåöèjàëíî, ïðèìåíîì îâå
íåjåäíàêîñòè íà ôóíêöèjå f(x) è g(y), òàêâå äà jå f(x) = an çà ñâå x ∈ (n − 1, n], ãäå
jå n ∈ N è g(y) = bk çà ñâå y ∈ (k − 1, k], ãäå jå k ∈ N, äîáèjàìî äà âàæè

∞∑
n=1

∞∑
k=1

|anbk|
∫ n

n−1

∫ k

k−1

1

x+ y
dxdy ≤ π

sin π
p

( ∞∑
n=1

|an|p
) 1

p
( ∞∑
k=1

|bk|q
) 1

q

.

Ìå¢óòèì, êàêî âàæè∫ n

n−1

∫ k

k−1

1

x+ y
dxdy ≥ 1

n+ k
çà ñâå n, k ≥ 1,

èç ïðåòõîäíå äâå íåjåäíàêîñòè äîáèjàìî äà jå

∞∑
n=1

∞∑
k=1

|anbk|
n+ k

≤ π

sin π
p

( ∞∑
n=0

|an|p
) 1

p
( ∞∑
k=0

|bk|q
) 1

q

.

Áóäó£è äà èç íåjåäíàêîñòè (1.3.1) ñëåäè íåjåäíàêîñò (1.3.2), äîâî§íî jå jîø ïîêàçàòè
äà jå êîíñòàíòà π

sin π
p
íàjáî§à ìîãó£à ó íåjåäíàêîñòè (1.3.2). Íåêà jå S ïðîèçâî§íî

îäàáðàí áðîj ìà»è îä π
sin π

p
è íåêà jå 0 < ε < q

2p . Òàêî¢å, íåêà jå

an = n
− 1+ε

p è bk = k
− 1+ε

q çà ñâå n, k ∈ N.

Ó íàñòàâêó, êîðèñòèìî îçíàêó O(1) çà âåëè÷èíó êîjà ìîæå äà çàâèñè îä p è ε, àëè
êîjà jå îãðàíè÷åíà êàäà jå p ôèêñèðàíî è ε → 0. Òàêî¢å, êîðèñòè£åìî îçíàêó o(1) çà
âåëè÷èíó êîjà ìîæå äà çàâèñè îä p è ε, àëè êîjà òåæè íóëè êàäà jå p ôèêñèðàíî è
ε→ 0. Òàäà âàæè

1

ε
=

∫ ∞
1

x−1−εdx <

∞∑
n=1

n−1−ε < 1 +

∫ ∞
1

x−1−εdx = 1 +
1

ε
.
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Ñëåäè äà jå
∞∑
n=1

apn = 1
ε +O(1) è

∞∑
k=1

bqk = 1
ε +O(1). Îñèì òîãà, äîáèjàìî äà jå

∞∑
n=1

∞∑
k=1

anbk
n+k >

∫∞
1

∫∞
1 x

− 1+ε
p y
− 1+ε

q dxdy
x+y

=
∫∞

1 x−1−ε ∫∞
1
x

u
− 1+ε

q

1+u dudx

≥
∫∞

1 x−1−ε ∫∞
0

u
− 1+ε

q

1+u dudx−
∫∞

1 x−1−ε ∫ 1
x

0 u
− 1+ε

q dudx

=
∫∞

1 x−1−ε ∫∞
0

u
− 1+ε

q

1+u dudx−
∫∞

1
1
βxβ

x−1−εdx,

ïðè ÷åìó jå β = 1− 1+ε
q = 1

p −
ε
q . Ïðèìåòèìî äà jå òàäà α = 1

2p < β è ñàìèì òèì jå∫ ∞
1

1

βxβ
x−1−εdx ≤

∫ ∞
1

1

αxα
x−1−εdx ≤ 1

α2
.

Ïðåìà òîìå, äîáèjàìî äà jå

∞∑
n=1

∞∑
k=1

anbk
n+k >

∫∞
1 x−1−ε ∫∞

0
u
− 1+ε

q

1+u dudx+O(1)

= 1
ε

[
π

sin π
p

+ o(1)
]

+O(1)

= 1
ε

[
π

sin π
p

+ o(1)
]
.

Êîíà÷íî, çà äîâî§íî ìàëî ε, èìàjó£è ó âèäó äà jå áðîj S ìà»è îä π
sin π

p
, ñëåäè äà jå

∞∑
n=1

∞∑
k=1

anbk
n+k > 1

ε

[
π

sin π
p

+ o(1)
]

≥ S
(

1
ε +O(1)

) 1
p
(

1
ε +O(1)

) 1
q

= S

( ∞∑
n=1

apn

) 1
p
( ∞∑
k=1

bqk

) 1
q

,

÷èìå ñå ïîòâð¢ójå äà jå êîíñòàíòà π
sin π

p
ó íåjåäíàêîñòè (1.3.2) íàjáî§à ìîãó£à. �

Ñà äðóãå ñòðàíå, èç èíòåãðàëíå íåjåäíàêîñòè (1.3.1) ìîæåìî äîáèòè jîø jåäíó
âàðèjàíòó Õèëáåðòîâå íåjåäíàêîñòè çà íèçîâå. Íåêà ñó {an}∞n=0 ∈ `p è {bk}∞k=0 ∈ `q

ïðîèçâî§íî îäàáðàíè íèçîâè. Òàäà êàî ó äîêàçó Òåîðåìå 1.3.1 çàê§ó÷ójåìî äà âàæè

∞∑
n=1

∞∑
k=1

|an−1bk−1|
∫ n

n−1

∫ k

k−1

1

x+ y
dxdy ≤ π

sin π
p

( ∞∑
n=1

|an−1|p
) 1

p
( ∞∑
k=1

|bk−1|q
) 1

q

.

Ìå¢óòèì, êîðèñòå£è ïîäåëó êâàäðàòà [n−1, n]×[k−1, k] íà òðîóãëîâå ∆1 è ∆2 (âèäåòè
Ñëèêó 1.3.1), äîáèjàìî äà jå∫ n

n−1

∫ k
k−1

1
x+ydxdy =

∫
[n−1,n]×[k−1,k]

1
x+ydxdy

=
∫

∆1

1
x+ydxdy +

∫
∆2

1
x+ydxdy.
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0 n− 1 n

k − 1

k

x

y

x+ y = n+ k − 1

∆1

∆2

Ñëèêà 1.3.1 Íà ñëèöè jå

ïðèêàçàíà ïîäåëà êâàäðàòà

[n − 1, n] × [k − 1, k] íà

òðîóãëîâå ∆1 è ∆2, ïî êîjèìà

ñå èíòåãðàëè ôóíêöèjà 1
x+y

ó

öè§ó äîêàçèâà»à íåjåäíàêîñòè∫
[n−1,n]×[k−1,k]

dxdy
x+y

≥ 1
n+k−1

.

Ñëåäè äà jå ∫
∆1

1
x+ydxdy =

∫ n
n−1

∫ n+k−1−x
k−1

1
x+ydydx

=
∫ 1

0

∫ k−u
k−1

1
u+n−1+ydydu

=
∫ 1

0

∫ 1−u
0

1
n+k−1−(1−u−v)dvdu.

Ñëè÷íî, äîáèjàìî äà âàæè∫
∆2

1
x+ydxdy =

∫ n
n−1

∫ k
n+k−1−x

1
x+ydydx

=
∫ 1

0

∫ k
k−1+u

1
n−u+ydydu

=
∫ 1

0

∫ 1−u
0

1
n+k−1+(1−u−v)dvdu.

Êîðèñòå£è íåjåäíàêîñò 1
n+k−1−α + 1

n+k−1+α ≥
2

n+k−1 , êîjà âàæè çà ñâå 0 < α < 1,
äîáèjàìî äà jå∫ n

n−1

∫ k
k−1

1
x+ydxdy =

∫ 1
0

∫ 1−u
0

(
1

n+k−1−(1−u−v) + 1
n+k−1+(1−u−v)

)
dvdu

≥ 2
n+k−1

∫ 1
0

∫ 1−u
0 dvdu

= 1
n+k−1 ,

çà ñâå n, k ≥ 1. Ñëåäè äà jå

∞∑
n=1

∞∑
k=1

|an−1bk−1|
n+ k − 1

≤ π

sin π
p

( ∞∑
n=1

|an−1|p
) 1

p
( ∞∑
k=1

|bk−1|q
) 1

q

,

îäíîñíî âàæè

∞∑
n=0

∞∑
k=0

|anbk|
n+ k + 1

≤ π

sin π
p

( ∞∑
n=0

|an|p
) 1

p
( ∞∑
k=0

|bk|q
) 1

q

, (1.3.3)

çà ñâå {an}∞n=0 ∈ `p è {bk}∞k=0 ∈ `q è îñèì òîãà, êîíñòàíòà π
sin π

p
ó ïðåòõîäíîj

íåjåäíàêîñòè jå íàjáî§à ìîãó£à.
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1.3. ÕÈËÁÅÐÒÎÂÀ ÌÀÒÐÈÖÀ ÍÀ ÏÐÎÑÒÎÐÈÌÀ ÍÈÇÎÂÀ

Òåîðåìà 1.3.2 ([31]) Íåêà jå 1 < p < ∞. Òàäà çà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H
êîjè äåjñòâójå íà ïðîñòîðó `p âàæè

‖H‖`p→`p =
π

sin π
p

.

Äîêàç. Íåêà jå {an}∞n=0 ∈ `p. Òàäà èìàìî äà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íèç

{an}∞n=0 ∈ `p ïðåñëèêàâà ó íèç
{ ∞∑
k=0

ak
n+k+1

}∞
n=0

. Ïðåìà òîìå, äîâî§íî jå ïîêàçàòè äà

âàæè íåjåäíàêîñò ( ∞∑
n=0

( ∞∑
k=0

|ak|
n+ k + 1

)p) 1
p

≤ π

sin π
p

( ∞∑
n=0

|an|p
) 1

p

è äà jå êîíñòàíòà π
sin π

p
ó ïðåòõîäíîj íåjåäíàêîñòè îïòèìàëíà. Ó íàñòàâêó, íåêà jå

bn =

( ∞∑
k=0

|ak|
n+k+1

)p−1

çà ñâå n ≥ 0. Ïðèìåíîì íåjåäíàêîñòè (1.3.3) çàê§ó÷ójåìî äà

âàæè
∞∑
n=0

( ∞∑
k=0

|ak|
n+k+1

)p
=

∞∑
n=0

∞∑
k=0

|akbn|
n+k+1

≤ π
sin π

p

( ∞∑
k=0

|ak|p
) 1
p
( ∞∑
n=0
|bn|q

) 1
q

= π
sin π

p

( ∞∑
k=0

|ak|p
) 1
p
( ∞∑
n=0

( ∞∑
k=0

|ak|
n+k+1

)p) 1
q

,

ïðè ÷åìó jå π
sin π

p
îïòèìàëíà êîíñòàíòà. Êîíà÷íî, èç ïðåòõîäíå íåjåäíàêîñòè ñëåäè

( ∞∑
n=0

( ∞∑
k=0

|ak|
n+ k + 1

)p) 1
p

≤ π

sin π
p

( ∞∑
n=0

|an|p
) 1

p

è êîíñòàíòà π
sin π

p
jå îïòèìàëíà. �

Íàïîìåíà 1.3.3 Îáè÷íî ñå ó ëèòåðàòóðè ïîä Õèëáåðòîâîì íåjåäíàêîø£ó ñìàòðà
íåjåäíàêîñò (1.3.2) êàäà jå p = q = 2. Îäíîñíî, òî jå íåjåäíàêîñò

∞∑
n=1

∞∑
k=1

|anbk|
n+ k

≤ π

√√√√ ∞∑
n=1

|an|2

√√√√ ∞∑
k=1

|bk|2,

êîjà âàæè çà ñâàêà äâà íèçà {an}∞n=1 è {bk}∞k=1 èç ïðîñòîðà `2. Èíòåðåñàíòíî jå
äà ñå îâà íåjåäíàêîñò ìîæå ïîêàçàòè íà íåøòî åëåìåíòàðíèjè è âèøå ãåîìåòðèjñêè
íà÷èí íåãî øòî jå òî óðà¢åíî ó îïøòåì ñëó÷àjó ó äîêàçó Òåîðåìå 1.3.1, ïðè ÷åìó jå ó
jåäíîì òðåíóòêó ïîòðåáíî èñêîðèñòèòè è Êîøè-Øâàðöîâó íåjåäíàêîñò. Íàèìå, íàjïðå
ïîêàæèìî äà çà ñâàêè ïðèðîäàí áðîj n, âàæè ñëåäå£à íåjåäíàêîñò

∞∑
k=1

√
n√

k(n+ k)
≤ π. (1.3.4)

Ó íàñòàâêó, ïðàòå£è [45], äàjåìî jåäàí ïîòïóíî åëåìåíòàðàí, ãåîìåòðèjñêè äîêàç îâå
íåjåäíàêîñòè. Ó êîîðäèíàòíîj ðàâíè óî÷èìî òà÷êå O(0, 0), B(0,

√
n) è Ak(

√
n,
√
k) çà

ñâå k = 0, 1, . . . (âèäåòè Ñëèêó 1.3.2). Íåêà jå Ck òà÷êà êîjà íàñòàjå ó ïðåñåêó äóæè
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1.3. ÕÈËÁÅÐÒÎÂÀ ÌÀÒÐÈÖÀ ÍÀ ÏÐÎÑÒÎÐÈÌÀ ÍÈÇÎÂÀ

Ck

Ck−1

O(0, 0)

B(0,
√
n)

A0(
√
n, 0)

Ak−1(
√
n,
√
k − 1)

Ak(
√
n,
√
k)

Dk

Ñëèêà 1.3.2 Íà ñëèöè jå ïðèêàçàíà

êîíñòðóêöèjà êîjà ñå êîðèñòè çà

èçâî¢å»å jåäíîã åëåìåíòàðàíîã è

ãåîìåòðèjñêîã äîêàçà íåjåäíàêîñòè
∞∑
k=1

√
n√

k(n+k)
≤ π.

OAk è êðóæíîã ëóêà ñà öåíòðîì ó òà÷êè
O, ïîëóïðå÷íèêà

√
n, êîjè jå îäðå¢åí

òà÷êàìà A0 è B (çà ñâå k = 0, 1, . . . ).
Òàêî¢å, íåêà jå çà ñâå k = 1, 2, . . . ,
ñà Dk îçíà÷åí ïðåñåê äóæè OAk−1 è
íîðìàëå èç òà÷êå Ck íà äóæ OA0. Çàòèì,
íåêà jå ñà P îçíà÷åíà ïîâðøèíà êðóæíîã
èñå÷êà îäðå¢åíîã òà÷êàìà O, A0 è B (òj.
ïîâðøèíà ÷åòâðòèíå êðóãà ñà öåíòðîì ó
òà÷êè O ïîëóïðå÷íèêà

√
n) è íåêà jå

Pk ïîâðøèíà êðóæíîã èñå÷êà îäðå¢åíîã
òà÷êàìà O, Ck è Ck−1 çà ñâå k =
1, 2, . . . . Îñèì òîãà, ó íàñòàâêó, ïîâðøèíó
ïðîèçâî§íî îäàáðàíîã òðîóãëà ∆MNQ
îçíà÷àâàìî ñà P∆MNQ. Íàjïðå, ïðèìåòèìî
äà jå

πn

4
=
∞∑
k=1

Pk ≥
∞∑
k=1

P∆CkODk .

Ñà äðóãå ñòðàíå, êîðèñòå£è ïðåòõîäíó íåjåäíàêîñò è èìàjó£è ó âèäó äà çà ñâå öåëå
áðîjåâå k ≥ 1 âàæè

P∆CkODk =
(
|OCk|
|OAk|

)2
P∆AkOAk−1

= n
|OA0|2+|A0Ak|2

|OA0|·|Ak−1Ak|
2

= n
n+k

√
n(
√
k−
√
k−1)

2

≥ n
√
n

4
√
k(n+k)

,

äîáèjàìî äà jå πn
4 ≥

∞∑
k=1

n
√
n

4
√
k(n+k)

, îäàêëå ñëåäè íåjåäíàêîñò (1.3.4). Êîíà÷íî, ïðèìåíîì

íåjåäíàêîñòè Êîøè-Øâàðöà è íåjåäíàêîñòè (1.3.4), äîáèjàìî äà âàæè

∞∑
n=1

∞∑
k=1

|anbk|
n+k =

∞∑
n=1

∞∑
k=1

4√n
4√
k
√
n+k
|an|

4√
k

4√n
√
n+k
|bk|

≤
√
∞∑
n=1

∞∑
k=1

√
n√

k(n+k)
|an|2

√
∞∑
n=1

∞∑
k=1

√
k√

n(n+k)
|bk|2

≤ π

√
∞∑
n=1
|an|2

√
∞∑
k=1

|bk|2,

øòî jå è òðåáàëî ïîêàçàòè. ♦

Íàïîìåíà 1.3.4 Õèëáåðòîâà íåjåäíàêîñò çà íèçîâå ìîæå ñå èñêàçàòè è ó íåøòî
äðóãà÷èjåì îáëèêó. Íàèìå, óêîëèêî jå g ∈ L∞(T), a = {an}∞n=0 ∈ `2 è b = {bk}∞k=0 ∈ `2,
òàäà âàæè ∣∣∣∣∣

∞∑
n=0

∞∑
k=0

ĝ(n+ k)anbk

∣∣∣∣∣ ≤ ‖g‖∞‖a‖`2‖b‖`2 . (1.3.5)
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1.3. ÕÈËÁÅÐÒÎÂÀ ÌÀÒÐÈÖÀ ÍÀ ÏÐÎÑÒÎÐÈÌÀ ÍÈÇÎÂÀ

Çàïðàâî, ïðèìåòèìî äà ñå ïðèìåíîì Êîøè-Øâàðöîâå íåjåäíàêîñòè, äîáèjà ñëåäå£à
íåjåäíàêîñò∣∣∣∣ ∞∑

n=0

∞∑
k=0

ĝ(n+ k)anbk

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∞∑
n=0

∞∑
k=0

1
2π

∫ 2π
0 e−i(n+k)tg(eit)anbkdt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1
2π

∫ 2π
0 g(eit)

∞∑
n=0

ane
−int

∞∑
k=0

bke
−iktdt

∣∣∣∣
≤ ‖g‖∞

∣∣∣∣ 1
2π

∫ 2π
0

∞∑
n=0

ane
−int

∞∑
k=0

bke
−iktdt

∣∣∣∣
≤ ‖g‖∞

√
1

2π

∫ 2π
0

∣∣∣∣ ∞∑
n=0

ane−int
∣∣∣∣2 dt

√
1

2π

∫ 2π
0

∣∣∣∣ ∞∑
k=0

bke−ikt
∣∣∣∣2 dt.

Êàêî jå

1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

ane
−int

∣∣∣∣∣
2

dt =

∞∑
n=0

|an|2 è
1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

bke
−ikt

∣∣∣∣∣
2

dt =

∞∑
k=0

|bk|2,

òî ïðåòõîäíà íåjåäíàêîñò ïîñòàjå∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

∞∑
k=0

ĝ(n+ k)anbk

∣∣∣∣∣ ≤ ‖g‖∞
( ∞∑
n=0

|an|2
) 1

2
( ∞∑
k=0

|bk|2
) 1

2

= ‖g‖∞‖a‖`2‖b‖`2 ,

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. Ïðèìåíîì íåjåäíàêîñòè (1.3.5) íà ôóíêöèjó äåôèíèñàíó
ñà g(eit) = ie−it(π − t) çà 0 ≤ t < 2π (êàî ó äîêàçó Õàðäèjåâå íåjåäíàêîñòè (1.2.2))
äîáèjàìî âàðèjàíòó êëàñè÷íå Õèëáåðòîâå íåjåäíàêîñòè

∞∑
n=0

∞∑
k=0

|anbk|
n+ k + 1

≤ π‖a‖`2‖b‖`2 .

Ñà äðóãå ñòðàíå, ïðèìåíîì íåjåäíàêîñòè (1.3.5) íà ôóíêöèjó êîjà jå äåôèíèñàíà ñà

g(eit) = iπe−
it
2 , ãäå jå 0 ≤ t < 2π (êàî ó äîêàçó íåjåäíàêîñòè (1.2.3)), äîáèjàìî

ïîáî§øà»å ïðåòõîäíå íåjåäíàêîñòè

∞∑
n=0

∞∑
k=0

|anbk|
n+ k + 1

2

≤ π‖a‖`2‖b‖`2 .

♦

Òèìå ñìî çàâðøèëè ðàçìàòðà»å êîjå ñå îäíîñè íà äåjñòâî îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå
ìàòðèöå íà îñíîâíèì ïðîñòîðèìà íèçîâà. Èìàjó£è ó âèäó äà ñå ñâàêîj õîëîìîðôíîj
ôóíêöèjè ìîæå jåäíîçíà÷íî ïðèäðóæèòè íèç »åíèõ Òåjëîðîâèõ êîåôèöèjåíàòà, ñëåäè
äà ïðîñòîðè õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà ïîñòàjó ïðîñòîðè íèçîâà. Ó íàðåäíèì ãëàâàìà
èñïèòójåìî ïîíàøà»å îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà íåêèì ïîñåáíèì ïðîñòîðèìà
õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà íà jåäèíè÷íîì äèñêó, ìå¢ó êîjèìà ñó Õàðäèjåâè è Áåðãìàíîâè
ïðîñòîðè, àëè è äðóãè çíà÷àjíè ïðîñòîðè. Ðåçóëòàòè ó íàðåäíèì ãëàâàìà ñó íîâèjåã
äàòóìà è óãëàâíîì îðèãèíàëíè.
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Ãëàâà 2

Õèëáåðòîâà ìàòðèöà íà

Õàðäèjåâèì ïðîñòîðèìà

2.1 Äåjñòâî Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íà Hp ïðîñòîðèìà

Íåêà jå f ôóíêöèjà èç Õàðäèjåâîã ïðîñòîðàHp, ãäå jå 0 < p ≤ ∞ è íåêà jå {f̂(n)}∞n=0

»åí íèç Òåjëîðîâèõ êîåôèöèjåíàòà. Òàäà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H äåjñòâójå
íà ïðîñòîðó Hp íà ñëåäå£è íà÷èí

Hf(z) =
∞∑
n=0

( ∞∑
k=0

f̂(k)

n+ k + 1

)
zn, z ∈ D.

Ó îâîj ãëàâè îäðå¢ójåìî íîðìó Õèëáåðòîâå ìàòðèöå êîjà äåjñòâójå íà Õàðäèjåâèì
ïðîñòîðèìà. Çà ðàçëèêó îä íîðìå ‖H‖`p→`p , îäðå¢èâà»å íîðìå ‖H‖Hp→Hp jå íåøòî
êîìïëèêîâàíèjå è çàõòåâà ïðèìåíó äðóãèõ òåõíèêà. Îñèì òîãà, àíàëèçèðà£åìî è
êàêî ñå îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H ïîíàøà íà Õàðäèjåâèì ïðîñòîðèìà Hp, ó
çàâèñíîòè îä ïàðàìåòðà 0 < p ≤ ∞. Íàèìå, ïîêàçà£åìî äà jå îïåðàòîð H : Hp → Hp

îãðàíè÷åí àêî è ñàìî àêî jå 1 < p <∞ è ó ñëó÷àjó îãðàíè÷åíîñòè îäåðäè£åìî »åãîâó
òà÷íó íîðìó. Äàêëå, ó ñëó÷àjó êàäà jå p =∞, îïåðàòîðH : H∞ → H∞ íèjå îãðàíè÷åí.
Òàêî¢å, íè îïåðàòîð H : H1 → H1 íèjå îãðàíè÷åí. Èíòåðåñàíòíî jå äà ó ñëó÷àjó êàäà
jå 0 < p < 1, îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íå ïðåñëèêàâà Õàðäèjåâ ïðîñòîð Hp

÷àê íè ó ïðîñòîð H(D) õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà ó jåäèíè÷íîì äèñêó, øòî £å èçìå¢ó
îñòàëîã è áèòè ïîêàçàíî ó íàðåäíèì ðàçìàòðà»èìà.

Ìå¢óòèì, ïðå ñâåãà, óî÷èìî äà íà Hp ïðîñòîðèìà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå
èìà ñïåöèjàëíó èíòåãðàëíó ðåïðåçåíòàöèjó êîjà £å áèòè îä âèøåñòðóêå êîðèñòè ó
äà§åì èñïèòèâà»ó òîã îïåðàòîðà.

Ëåìà 2.1.1 ([13, 31]) Íåêà jå f ∈ Hp, ãäå jå 1 ≤ p ≤ ∞. Òàäà âàæè

Hf(z) =

∫ 1

0

f(t)

1− tz
dt. (2.1.1)

Äîêàç. Êîíâåðãåíöèjà èíòåãðàëà ó jåäíàêîñòè (2.1.1) ñëåäè äèðåêòíî, ïðèìåíîì
Ôåjåð�Ðèñîâå íåjåäíàêîñòè è ÷è»åíèöå äà jå ôóíêöèjà t 7→ 1

1−tz îãðàíè÷åíà çà ñâå

z ∈ D. Ïðåìà òîìå, èìàjó£è ó âèäó êîíâåðãåíöèjó èíòåãðàëà
∫ 1

0
f(t)
1−tzdt è ðàçâîj
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2.1. ÕÈËÁÅÐÒÎÂÀ ÌÀÒÐÈÖÀ ÍÀ ÕÀÐÄÈJÅÂÈÌ ÏÐÎÑÒÎÐÈÌÀ

ôóíêöèjå f ó Òåjëîðîâ ðåä f(z) =
∑∞

k=0 f̂(k)zk, çà ñâå z ∈ D, äîáèjàìî äà âàæè

∫ 1
0

f(t)
1−tzdt =

∫ 1
0 f(t)

∞∑
n=0

(tz)ndt

=
∫ 1

0

∞∑
k=0

f̂(k)tk
∞∑
n=0

tnzndt

=
∞∑
n=0

( ∞∑
k=0

f̂(k)
∫ 1

0 t
n+kdt

)
zn

=
∞∑
n=0

( ∞∑
k=0

f̂(k)
n+k+1

)
zn

= Hf(z),

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. �

2.1.1 Îïåðàòîð H íà ïðîñòîðó H∞

Ó îâîj ñåêöèjè ïîêàçójåìî äà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íèjå îãðàíè÷åí íà
ïðîñòîðó H∞. Íàèìå, ïîêàçå£åìî äà îïåðàòîð H íå ïðåñëèêàâà ïðîñòîð H∞ ó ñåáå
(íà îñíîâó òåîðåìå î çàòâîðåíîì ãðàôèêó, òî jå åêâèâàëåíòíî ÷è»åíèöè äà H íèjå
îãðàíè÷åí îïåðàòîð íà ïðîñòîðó H∞). Êîíñòàíòíà ôóíêöèjà f ≡ 1 ïðèïàäà ïðîñòîðó
H∞. Ñà äðóãå ñòðàíå, êîðèñòå£è èíòåãðàëíó ðåïðåçåíòàöèjó (2.1.1), ñëåäè äà jå

Hf(z) =

∫ 1

0

1

1− tz
dt =

∫ 1

0

( ∞∑
n=0

tnzn

)
dt =

∞∑
n=0

zn

n+ 1
=

1

z
log

1

1− z
,

ïðè ÷åìó ïîäðàçóìåâàìî îòêëî»èâ ñèíãóëàðèòåò ó íóëè ôóíêöèjå 1
z log 1

1−z . Ìå¢óòèì,
ôóíêöèjà

Hf(z) =
1

z
log

1

1− z
íèjå îãðàíè÷åíà õîëîìîðôíà ôóíêöèjà ó jåäèíè÷íîì äèñêó D, îäíîñíî Hf /∈ H∞.
Ïðåìà òîìå, îïåðàòîð H íå ïðåñëèêàâà ïðîñòîð H∞ ó ñàìîã ñåáå.

2.1.2 Îïåðàòîð H íà ïðîñòîðó H1

Òàêî¢å, ïîêàæèìî è äà îïåðàòîð H : H1 → H1 íèjå îãðàíè÷åí. Îïåò jå äîâî§íî
ïîêàçàòè äà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íå ïðåñëèêàâà ïðîñòîð H1 ó ñåáå. Íåêà
jå f ôóíêöèjà äåôèíèñàíà ó jåäèíè÷íîì äèñêó D íà ñëåäå£è íà÷èí

f(z) =
z2

(1− z) log2 1
1−z

.

Íàjïðå, ïîêàæèìî äà ôóíêöèjà f ïðèïàäà ïðîñòîðó H1. Íàèìå, ó ñëó÷àjó êàäà jå
z = eiθ è θ → 0, äîáèjàìî

|1− z| = |1− eiθ| � |θ| è
∣∣∣∣log

1

1− z

∣∣∣∣ � log
1

|1− z|
� log

1

|θ|
.

Ñëåäè, ∫ π
4

π
4

|f(eiθ)|dθ �
∫ π

4

0

dθ

θ log2 θ
=

∫ log π
4

−∞

dt

t2
<∞.
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2.1. ÕÈËÁÅÐÒÎÂÀ ÌÀÒÐÈÖÀ ÍÀ ÕÀÐÄÈJÅÂÈÌ ÏÐÎÑÒÎÐÈÌÀ

Ïðåìà òîìå, èìàjó£è ó âèäó êîíâåðãåíòíîñò ïðåòõîäíîã èíòåãðàëà, çàê§ó÷ójåìî äà
âàæè f ∈ H1. Ñà äðóãå ñòðàíå, ïðåòïîñòàâèìî äà Hf ∈ H1. Ïðèìåòèìî äà jå

Hf(z) =
∞∑
n=0

( ∞∑
k=0

f̂(k)
n+k+1

)
zn

=
∞∑
n=0

( ∞∑
k=0

f̂(k)
∫ 1

0 t
n+kdt

)
zn

=
∞∑
n=0

(∫ 1
0 t

nf(t)dt
)
zn.

Òàäà, íà îñíîâó Õàðäèjåâå íåjåäíàêîñòè (1.2.2), äîáèjàìî

∞∑
n=0

1

n+ 1

∫ 1

0
tnf(t)dt ≤ π‖Hf‖H1 <∞.

Ìå¢óòèì, âàæè
∞∑
n=0

1
n+1

∫ 1
0 t

nf(t)dt =
∫ 1

0 f(t)
∞∑
n=0

tn

n+1dt

=
∫ 1

0
f(t)
t log 1

1−tdt

=
∫ 1

0
t

(1−t) log 1
1−t

dt

=
∫ 1

0
1−s
s log 1

s

ds

= ∞,
øòî jå íåìîãó£å. Ïðåìà òîìå, ïî÷åòíà ïðåòïîñòàâêà jå ïîãðåøíà, òàêî äà ìîðà áèòè
Hf /∈ H1. Äàêëå, îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íèjå îãðàíè÷åí íà ïðîñòîðó H1.

2.1.3 Îïåðàòîð H íà Hp ïðîñòîðèìà êàäà jå 0 < p < 1

Íåêà jå 0 < p < 1. Ïîêàæèìî äà ó òîì ñëó÷àjó îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå
H íå ïðåñëèêàâà Õàðäèjåâ ïðîñòîð Hp ó ïðîñòîð õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà H(D) íà
jåäèíè÷íîì äèñêó. Òèì ïðå, çàê§ó÷ójåìî äà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íèjå
îãðàíè÷åí íà ïðîñòîðèìà Hp ó îâîì ñëó÷àjó. Øòàâèøå, ïîñòîjè ôóíêöèjà f èç
ïðîñòîðà Hp, ãäå jå 0 < p < 1, òàêâà äà ðåä Hf(0) äèâåðãèðà. Íàèìå, ïîñìàòðàjìî
ôóíêöèjó äåôèíèñàíó íà ñëåäå£è íà÷èí

f(z) =
1

1− z
çà ñâå z ∈ D.

Òàäà jå f ∈ H(D) è âàæè

‖f‖Hp = sup
0≤r<1

Mp(r, f) = sup
0≤r<1

(
1

2π

∫ 2π

0

1

|1− reit|p
dt

) 1
p

<∞,

èìàjó£è ó âèäó äà jå 0 < p < 1. Ñà äðóãå ñòðàíå, êàêî jå

Hf(z) =

∞∑
n=0

( ∞∑
k=0

f̂(k)

n+ k + 1

)
zn,

òî íàëàçèìî äà jå

Hf(0) =

∞∑
n=0

f̂(n)

n+ 1
=

∞∑
n=0

1

n+ 1
=∞.
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2.1. ÕÈËÁÅÐÒÎÂÀ ÌÀÒÐÈÖÀ ÍÀ ÕÀÐÄÈJÅÂÈÌ ÏÐÎÑÒÎÐÈÌÀ

Ñàìèì òèì, äîëàçèìî äî çàê§ó÷êà äà ïðåòõîäíî äîáèjåíà ôóíêöèjà Hf íå ïðèïàäà
ïðîñòîðó õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà H(D).

Ïðåìà òîìå, íà îñíîâó ïðåòõîäíèõ ðàçìàòðà»à îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå
H íèjå îãðàíè÷åí íà Õàðäèjåâèì ïðîñòîðèìà Hp ó ñëó÷àjó êàäà jå 0 < p ≤ 1 è
p = ∞. Ñòîãà, ó íàñòàâêó íàì jå îä èíòåðåñà äà ïîñìàòðàìî äåjñòâî îïåðàòîðà H
ñàìî íà Õàðäèjåâèì ïðîñòîðèìà Hp êîä êîjèõ jå 1 < p < ∞. Ïîêàçà£åìî äà jå ó
òîì ñëó÷àjó îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå îãðàíè÷åí è îäðåäè£åìî »åãîâó íîðìó.
Òàêî¢å, íàïîìåíèìî äà ñó ó ðàäó [13], Äèàìàíòîïóëîñ è Ñèñêàêèñ ïðâè äîêàçàëè
íåîãðàíè÷åíîñò îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà Õàðäèjåâîì ïðîñòîðó Hp ó ñëó÷àjó
êàäà jå p = 1 è p =∞.

2.2 Íîðìà ‖H‖Hp→Hp êàäà jå 1 < p <∞
Ó îâîì ïîãëàâ§ó, íåøòî êàñíèjå, ïîêàçà£åìî äà jå ó ñëó÷àjó 1 < p <∞, îïåðàòîð

Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H : Hp → Hp îãðàíè÷åí. Íàèìå, èñïîñòàâ§à ñå äà âàæè ñëåäå£à
íåjåäíàêîñò

‖H‖Hp→Hp ≤ π

sin π
p

,

ó ñëó÷àjó êàäà jå 1 < p < ∞. Îñèì òîãà, ïðåòõîäíî ãîð»å îãðàíè÷å»å £å áèòè è
òà÷íà íîðìà îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íà Õàðäèjåâîì ïðîñòîðó Hp êàäà jå
1 < p <∞.

2.2.1 Jåäíà òåîðåìà Íåõàðèjåâîã òèïà

Ó îâîj ñåêöèjè ïîêàæèìî îãðàíè÷åíîñò îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà ïðîñòîðó
Hp êàäà jå 1 < p < ∞. Çàïðàâî, äîêàçà£åìî íåøòî îïøòèjå òâð¢å»å. Íàèìå,
óêîëèêî jå Hg Õàíêåëîâ îïåðàòîð ïðèäðóæåí ôóíêöèjè g ∈ L∞(T), øòî çíà÷è äà
jå îïåðàòîð Hg çàïðàâî èíäóêîâàí ìàòðèöîì [ĝ(n+ k)]∞n,k=0 (âèäåòè ïðâó ãëàâó), òàäà
jå Hg îãðàíè÷åí îïåðàòîð íà Õàðäèjåâîì ïðîñòîðó Hp, çà ñâå 1 < p < ∞, îäíîñíî
âàæè

‖Hg‖Hp→Hp ≤ ‖g‖∞
sin π

p

.

Ê§ó÷íà ñòâàð ó äîêàçó ïðåòõîäíå íåjåäíàêîñòè, jåñòå ÷è»åíèöà äà Õàíêåëîâ îïåðàòîð
Hg èìà ðåïðåçåíòàöèjó Hg = R+MgF (âèäåòè ïîãëàâ§å 1.1), ãäå jå R+ : Lp(T) → Hp

îïåðàòîð Ðèñîâå ïðîjåêöèjå, äåôèíèñàí íà ñëåäå£è íà÷èí

R+u(z) =
1

2π

∫ 2π

0

u(t)

1− ze−it
dt, z ∈ D,

ïðè ÷åìó jå ïîçíàòî äà âàæè

‖R+‖Lp(T)→Hp =
1

sin π
p

,

çà ñâå 1 < p <∞ (âèäåòè [27]). Òàêî¢å, îïåðàòîð Mg : Lp(T)→ Lp(T) jåñòå äåôèíèñàí
êàî

Mgf(eit) = f(eit)g(eit),

ïðè ÷åìó âàæè
‖Mgf‖p ≤ ‖g‖∞‖f‖p,
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îäíîñíî,
‖Mg‖Lp(T)→Lp(T) ≤ ‖g‖∞.

Êîíà÷íî, îïåðàòîð F : Hp → Lp(T) jåñòå èçîìåòðè÷êè îïåðàòîð êîíjóãîâà»à íà
jåäèíè÷íîj êðóæíèöè T, îäíîñíî

Ff(eit) = f(e−it),

ãäå jå
‖F‖Hp→Lp(T) = 1.

Ìàòðèöà Õàíêåëîâîã îïåðàòîðàHg jåñòå äàòà ïðåêî êîåôèöèjåíàòà ó ðàçâîjó ôóíêöèjå

g ∈ L∞(T) íà ñëåäå£è íà÷èí [Hg] = [ĝ(n+ k)]∞n,k=0. Äàêëå, àêî jå f(z) =
∑∞

k=0 f̂(k)zk

õîëîìîðôíà ôóíêöèjà ó jåäèíè÷íîì äèñêó D, òàäà âàæè

Hgf(z) =
∞∑
n=0

( ∞∑
k=0

ĝ(n+ k)f̂(k)

)
zn.

Ïðàòå£è ðåçóëòàòå Äîñòàíè£à, Jåâòè£à è Âóêîòè£à èç ðàäà [14], ó íàñòàâêó äîêàçójåìî
ñëåäå£ó òåîðåìó Íåõàðèjåâîã òèïà.

Òåîðåìà 2.2.1 ([14]) Íåêà jå 1 < p <∞ è g ∈ L∞(T). Òàäà çà Õàíêåëîâ îïåðàòîð Hg

êîjè äåjñòâójå íà Õàðäèjåâîì ïðîñòîðó Hp âàæè Hg = R+MgF è

‖Hg‖Hp→Hp ≤ ‖g‖∞
sin π

p

.

Lp(T) Lp(T)

Hp Hp

Mg

R+F

Hg

Ñëèêà 1.4.1 Êîìóòàòèâàí äèjàãðàì êîjèì

ñå îïèñójå ïðåäñòàâ§à»å Õàíêåëîâîã

îïåðàòîðà Hg : Hp → Hp èíäóêîâàíîã

ôóíêöèjîì g ∈ L∞(T) êàî êîìïîçèöèjå

îïåðàòîðà Ðèñîâå ïðîjåêöèjå R+,

ìóëòèïëèêàöèîíîã îïåðàòîðà Mg è

èçîìåòðè÷êîã îïåðàòîðà êîíjóãîâà»à F .

Äîêàç. Íåêà jå f ∈ Hp è íåêà jå ñà Smf îçíà÷åí
m-òè Òåjëîðîâ ïîëèíîì ôóíêöèjå f , îäíîñíî íåêà
jå Smf(z) =

∑m
k=0 f̂(k)zk, ãäå jå z ∈ D. Ñëåäè

äà jå ‖Smf − f‖Hp → 0 êàäà m → ∞. Ñà äðóãå
ñòðàíå, íàjïðå ïîêàæèìî äà ðåä Hgf êîíâåðãèðà
ó jåäèíè÷íîì äèñêó D. Äîâî§íî jå ïîêàçàòè äà
âàæè ∣∣∣∣∣

∞∑
k=0

ĝ(n+ k)f̂(k)

∣∣∣∣∣ ≤ ‖g‖∞‖f‖Hp . (2.2.1)

Íàjïðå, ïîêàæèìî äà ïðåòõîäíà íåjåäíàêîñò âàæè
êàäà ñå ôóíêöèjà f çàìåíè ñà ñâîjèì m-òèì
Òåjëîðîâèì ïîëèíîìîì Smf . Íàêîí òîãà, óêîëèêî
ïóñòèìî äàm→∞ äîáè£åìî òðàæåíó íåjåäíàêîñò.
Íàjïðå, èìàjó£è ó âèäó ÷è»åíèöó äà jå îïåðàòîð
F èçîìåòðèjà ïðîñòîðà Hp ó ïðîñòîð Lp(T) è

îäãîâàðàjó£îì ïðèìåíîì Õåëäåðîâå íåjåäíàêîñòè, äîáèjàìî äà çàïðàâî âàæè ñëåäå£à
íåjåäíàêîñò ∣∣∣∣ m∑

k=0

ĝ(n+ k)f̂(k)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1
2π

∫ 2π
0 g(eit)e−int

m∑
k=0

f̂(k)e−iktdt

∣∣∣∣
=

∣∣∣ 1
2π

∫ 2π
0 g(eit)e−int(FSmf)(eit)dt

∣∣∣
≤ ‖g‖∞‖Smf‖Hp .
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Íà ñëè÷àí íà÷èí äîáèjàìî è îäãîâàðàjó£ó íåjåäíàêîñò çà ðàçëèêó Smf − Sjf , îäàêëå
çàê§ó÷ójåìî äà jå {

m∑
k=0

ĝ(n+ k)f̂(k)

}∞
m=0

jåäàí Êîøèjåâ íèç. Ïðåìà òîìå, óêîëèêî ñàäà ó ïðåòõîäíî äîáèjåíîj íåjåäíàêîñòè∣∣∣∣ m∑
k=0

ĝ(n+ k)f̂(k)

∣∣∣∣ ≤ ‖g‖∞‖Smf‖Hp ïóñòèìî äà m → ∞ äîáè£åìî íåjåäíàêîñò (2.2.1).

Äà§å, ïðèìåòèìî äà âàæè

HgSmf(z) =
∞∑
n=0

m∑
k=0

ĝ(n+ k)f̂(k)zn

=
∞∑
n=0

m∑
k=0

f̂(k) 1
2π

∫ 2π
0 g(eit)e−i(n+k)tdtzn

= 1
2π

∫ 2π
0 g(eit)

m∑
k=0

f̂(k)e−ikt
∞∑
n=0

e−intzndt

= 1
2π

∫ 2π
0

g(eit)Smf(e−it)
1−ze−it dt

= 1
2π

∫ 2π
0

(MgFSmf)(eit)
1−ze−it dt

= R+MgFSmf(z).

Íà èñòè íà÷èí ñå ïîêàçójå äà âàæè jåäíàêîñò Hg(Smf − Sjf) = R+MgF (Smf − Sjf),
îäàêëå èìàjó£è ó âèäó îãðàíè÷åíîñò îïåðàòîðà R+, Mg è F , çàê§ó÷ójåìî äà jå
{HgSmf}∞m=0 Êîøèjåâ íèç ó ïðîñòîðó Hp. Êîíà÷íî, óêîëèêî ó jåäíàêîñòè HgSmf =
R+MgFSmf ïóñòèìî äà m→∞, äîáèjàìî äà jå

Hgf = R+MgFf,

çà ñâå f ∈ Hp. Ñëåäè äà jå

‖Hg‖Hp→Hp ≤ ‖R+‖Lp(T)→Hp‖Mg‖Lp(T)→Lp(T)‖F‖Hp→Lp(T) ≤
‖g‖∞
sin π

p

,

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. �

2.2.2 Ãîð»å îãðàíè÷å»å çà ‖H‖Hp→Hp êàäà jå 1 < p <∞

Äèðåêòíà ïîñëåäèöà ïðåòõîäíå òåîðåìå Íåõàðèjåâîã òèïà jå îöåíà îäîçãî íîðìå
îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íà Õàðäèjåâîì ïðîñòîðó Hp êàäà jå 1 < p <∞.

Ïîñëåäèöà 2.2.2 Íåêà jå 1 < p < ∞. Òàäà íîðìà îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå

H êîjè äåjñòâójå íà Õàðäèjåâîì ïðîñòîðó Hp çàäîâî§àâà ñëåäå£ó îöåíó îäîçãî

‖H‖Hp→Hp ≤ π

sin π
p

.

Äîêàç. Òðàæåíà íåjåäíàêîñò ñëåäè ïðèìåíîì Òåîðåìå 2.2.1 íà ôóíêöèjó èç ïðîñòîðà
L∞(T) äåôèíèñàíó ñà g(eit) = ie−it(π − t), ãäå jå 0 ≤ t < 2π. �

Íàïîìåíèìî äà jå ïðâî ãîð»å îãðàíè÷å»å íîðìå îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå
H êîjè äåjñòâójå íà Õàðäèjåâèì ïðîñòîðèìà Hp, ó ñëó÷àjó êàäà jå 1 < p <∞, èçâåäåíî
îä ñòðàíå Äèàìàíòîïóëîñà è Ñèñêàêèñà ó ðàäó [13]. Íàèìå, ó òîì ðàäó jå ïîêàçàíî äà
âàæè îöåíà ‖H‖Hp→Hp ≤ π

sin π
p
, àëè ñàìî ó ñëó÷àjó êàäà jå 2 ≤ p <∞, äîê jå ó ñëó÷àjó

1 < p < 2 äîáèjåíî íåøòî ñëàáèjå ãîð»å îãðàíè÷å»å.
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2.2.3 Äî»å îãðàíè÷å»å çà ‖H‖Hp→Hp êàäà jå 1 < p <∞

Òåîðåìà êîjà ñëåäè äàjå îäãîâàðàjó£å äî»å îãðàíè÷å»å îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå
ìàòðèöå H êîjè äåjñòâójå íà Õàðäèjåâîì ïðîñòîðó Hp ó ñëó÷àjó êàäà jå 1 < p < ∞.
Ïðâè äîêàç îâå òåîðåìå èçâåäåí jå îä ñòðàíå Äîñòàíè£à, Jåâòè£à è Âóêîòè£à ó ðàäó
[14]. Ìå¢óòèì, äîêàç êîjè ñëåäè jå îðèãèíàëàí äîêàç àóòîðà îâîã òåêñòà, êîðèñòè
õèïåðãåîìåòðèjñêå ôóíêöèjå è jåäíîñòàâíèjè jå îä ïðåòõîäíî ïîìåíóòîã äîêàçà (çà
âèøå èíôîðìàöèjà âèäåòè [33]).

Òåîðåìà 2.2.3 ([14, 33]) Íåêà jå 1 < p < ∞. Òàäà íîðìà îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå

ìàòðèöå H êîjè äåjñòâójå íà Õàðäèjåâîì ïðîñòîðó Hp çàäîâî§àâà ñëåäå£ó îöåíó

îäîçäî

‖H‖Hp→Hp ≥ π

sin π
p

.

Äîêàç. Íåêà jå 0 < γ < 1 < p è fγ(z) = (1− z)−
γ
p çà z ∈ D. Íàêîí jåäíîñòàâíîã ðà÷óíà

è êîðèñòå£è õèïåðãåîìåòðèjñêå ôóíêöèjå (âèäåòè îäå§àê ó óâîäíîì äåëó ïîñâå£åí
õèïåðãåîìåòðèjñêèì ôóíêöèjàìà è îäãîâàðàjó£å îçíàêå) äîáèjàìî äà jå

‖fγ‖pHp =
∞∑
k=0

Γ2
(
k + γ

2

)
Γ2
(γ

2

) 1

(k!)2
= F

(γ
2
,
γ

2
, 1; 1

)
.

Íà îñíîâó Ñòèðëèíãîâå ôîðìóëå, çàê§ó÷ójåìî äà âàæè

Γ2
(
k + γ

2

)
(k!)2

∼ 1

(k + 1)2−γ êàäà k →∞.

Ñëåäè äà jå ‖fγ‖Hp < ∞ è ‖fγ‖Hp → ∞ êàäà γ → 1. Ñà äðóãå ñòðàíå, êîðèñòå£è
èíòåãðàëíó ðåïðåçåíòàöèjó õèïåðãåîìåòðèjñêèõ ôóíêöèjà è ôîðìóëó (2.1.1), äîáèjàìî
äà jå

Hfγ(z) =

∫ 1

0

dt

(1− t)
γ
p (1− tz)

= B

(
1, 1− 1

p

)
F

(
1, 1, 2− γ

p
; z

)
.

Îäíîñíî, âàæè

Hfγ(z) = Γ

(
γ

p

)
Γ

(
1− γ

p

) ∞∑
k=0

Γ2 (k + 1)

Γ
(
k + 2− γ

p

)
Γ
(
k + γ

p

) Γ
(
k + γ

p

)
Γ
(
γ
p

) zk

k!
.

Êàêî jå
Γ2 (k + 1)

Γ
(
k + 2− γ

p

)
Γ
(
k + γ

p

) = 1 +O

(
1

k + 1

)
,

òî äîáèjàìî

Hfγ(z) =
π

sin πγ
p

(fγ(z) + gγ(z)) ,

ïðè ÷åìó âàæè
sup

0<γ<1
‖gγ‖Hp ≤ sup

0<γ<1
‖gγ‖H∞ ≤ Cp <∞,

Ñàäà jå

‖H‖Hp→Hp ≥ ‖Hfγ‖H
p

‖fγ‖Hp
≥ π

sin πγ
p

‖fγ‖Hp − ‖gγ‖Hp

‖fγ‖Hp
.
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Êîíà÷íî, êàäà γ → 1, äîáèjàìî äà âàæè

‖H‖Hp→Hp ≥ π

sin π
p

,

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. Òèìå jå äîêàç çàâðøåí. �

Êîíà÷íî, íà îñíîâó ïðåòõîäíèõ ðàçìàòðà»à ìîæåìî îäðåäèòè íîðìó îïåðàòîðà
Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H : Hp → Hp ó ñëó÷àjó êàäà jå 1 < p <∞.

Òåîðåìà 2.2.4 Íåêà jå 1 < p < ∞. Òàäà çà íîðìó îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå

H íà Õàðäèjåâîì ïðîñòîðó Hp âàæè

‖H‖Hp→Hp =
π

sin π
p

.

Äîêàç. Òà÷íó íîðìó ‖H‖Hp→Hp = π
sin π

p
äîáèjàìî äèðåêòíî íà îñíîâó Òåîðåìå 2.2.3 è

Ïîñëåäèöå 2.2.2. �

Íàêîí ïðåòõîäíî íàâåäåíîã äåòà§íîã èñïèòèâà»à íà êîjè íà÷èí çàïðàâî îïåðàòîð
Õèëáåðòîâå ìàòðèöå äåjñòâójå íà Õàðäèjåâèì ïðîñòîðèìà, ïðèðîäíî jå âèäåòè íà êîjè
íà÷èí Õèëáåðòîâà ìàòðèöà äåjñòâójå íà Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà. Òî jå öè§ íàðåäíå
ãëàâå. Èïàê, êàî øòî £åìî óáðçî ïðèìåòèòè, ñèòóàöèjà êîä Áåðãìàíîâèõ ïðîñòîðà jå
íåøòî ñëîæåíèjà è çàõòåâà ïðèìåíó íîâèõ òåõíèêà.
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Ãëàâà 3

Õèëáåðòîâà ìàòðèöà íà

Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà

3.1 Õèëáåðòîâà ìàòðèöà íà Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà Ap

Ó îâîj ãëàâè îäðåäè£åìî òà÷íó íîðìó Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íà Áåðãìàíîâèì
ïðîñòîðèìà Ap íà êîjèìà jå òàj îïåðàòîð îãðàíè÷åí. Îñèì òîãà, èñïèòà£åìî è íîðìó
îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà òåæèíñêèì Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà. Èñïîñòàâ§à
ñå äà jå îäðå¢èâà»å òà÷íå íîðìå îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà Áåðãìàíîâèì
ïðîñòîðèìà íåøòî òåæå è êîìïëèêîâàíèjå ó îäíîñó íà ñëó÷àj Õàðäèjåâèõ ïðîñòîðà.
Çà ôóíêöèjó f ∈ Ap âàæè

‖f‖Ap =

(∫
D
|f(z)|pdA(z)

) 1
p

=

(
2

∫ 1

0
rMp

p (r, f)dr

) 1
p

<∞.

Ïðåìà òîìå, ñëåäè äà jå Hp ⊂ Ap. Îñèì òîãà, ïîçíàòî jå äà âàæè Hp ⊂ A2p (âèäåòè
[31]). Íà íåêè íà÷èí ôóíêöèjå èç Áåðãìàíîâèõ ïðîñòîðà èìàjó ñëè÷íà ñâîjñòâà êàî
ôóíêöèjå èç îäãîâàðàjó£èõ Õàðäèjåâèõ ïðîñòîðà, àëè jå »èõîâî èñïèòèâà»å îáè÷íî
íåøòî êîìïëèêîâàíèjå. Òàêî¢å, êîä âå£èíå îïåðàòîðà è ôóíêöèîíàëà äåôèíèñàíèõ
íà Õàðäèjåâèì è Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà jå óî÷åíî äà ñå íîðìà íà Áåðãìàíîâîì
ïðîñòîðó äîáèjà äóïëèðà»åì îäãîâàðàjó£å âåëè÷èíå êîjà ó÷åñòâójå ó íîðìè îïåðàòîðà
èëè ôóíêöèîíàëà íà îäãîâàðàjó£åì Õàðäèjåâîì ïðîñòîðó. Êàî øòî £åìî âèäåòè, òî
£å áèòè ñëó÷àj è êîä îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå.

Íàjïðå, ïðèìåòèìî äà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íèjå îãðàíè÷åí íà ïðîñòîðó
A2. Äîâî§íî jå ïîêàçàòè äà îïåðàòîð H íå ïðåñëèêàâà ïðîñòîð A2 ó ñåáå. Øòàâèøå,
ñèòóàöèjà jå jîø íåïîâî§íèjà. Íàèìå, ïîñòîjè ôóíêöèjà f èç Áåðãìàíîâîã ïðîñòîðà
A2, òàêâà äà íå ñàìî äà Hf íå ïðèïàäà ïðîñòîðó A2, âå£ jå ðåä îäðå¢åí ñà Hf(0)
äèâåðãåíòàí. Çàèñòà, ïîñìàòðàjìî ôóíêöèjó äåôèíèñàíó íà ñëåäå£è íà÷èí

f(z) =

∞∑
n=1

1

log(n+ 1)
zn, z ∈ D.

Òàäà jå

‖f‖2A2 =

∞∑
n=1

1

(n+ 1) log2(n+ 1)
<∞,

îäàêëå ñëåäè äà f ∈ A2. Ñà äðóãå ñòðàíå, âàæè

Hf(0) =

∞∑
n=1

1

(n+ 1) log(n+ 1)
=∞.
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Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã, îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H ó íàñòàâêó ïîñìàòðàìî ñàìî
íà Áåðãìàíîâèì ïðîñîòðèìà Ap êîä êîjèõ jå 2 < p < ∞. Íåêà jå f ∈ Ap, ãäå jå

2 < p < ∞. Òàäà, èìàjó£è ó âèäó äà íèç
{

1
n+1

}∞
n=0

ïðèïàäà ïðîñòîðó ìíîæèëàöà

(Ap, `1) (âèäåòè [31]), òî ïîñòîjè ïîçèòèâíà êîíñòàíòà C, òàêâà äà âàæè

∞∑
n=0

|f̂(n)|
n+ 1

≤ C‖f‖Ap ,

ãäå jå f(z) =
∞∑
n=0

f̂(n)zn çà z ∈ D. Ïðåìà òîìå, çà ñâàêó òàêâó ôóíêöèjó f ñëåäå£è ðåä

Hf(z) =
∞∑
n=0

( ∞∑
k=0

f̂(k)

n+ k + 1

)
zn,

èìà îãðàíè÷åí íèç êîåôèöèjåíàòà, øòî çíà÷è äà jå »åãîâ ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå
íàjìà»å jåäàí, îäíîñíî Hf jå äîáðî äåôèíèñàíà õîëîìîðôíà ôóíêöèjà ó jåäèíè÷íîì
äèñêó D. Ó íàñòàâêó, îä êîðèñèòè íàì ìîæå áèòè ñëåäå£à ëåìà êîjîì ñå äàjå jåäíà
èíòåãðàëíà ðåïðåçåíòàöèjà îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà Ap ïðîñòîðèìà (òàêî¢å,
âèäåòè [12]).

Ëåìà 3.1.1 ([12]) Íåêà jå f ∈ Ap, ãäå jå 2 < p <∞. Òàäà âàæè

Hf(z) =

∫ 1

0

1

1− (1− t)z
f

(
t

1− (1− t)z

)
dt.

Äîêàç. Çà z ∈ D è 0 < r < 1 äåôèíèøèìî

Crf(z) =

∫ r

0

f(t)

1− tz
dt.

Òàäà íà îñíîâó èíòåãðàëíå ðåïðåçåíòàöèjå (2.1.1) çàê§ó÷ójåìî äà jå

Hf(z) = lim
r→1

Crf(z).

Óêîëèêî çà äàòî z ∈ D èçàáåðåìî ñëåäå£ó ñòàçó èíòåãðàöèjå

t = t(s) =
rs

1− r(1− s)z
, 0 ≤ s ≤ 1,

äîáèjàìî äà âàæè

Crf(z) =
∫ r

0
f(t)
1−tzdt

=
∫ 1

0 f(t(s)) 1
1−t(s)z t

′(s)ds

=
∫ 1

0
r

1−r(1−s)zf
(

rs
1−r(1−s)z

)
ds.

Ñà äðóãå ñòðàíå, íåêà jå

hr(s) =
r

1− r(1− s)z
f(φr,s(z)),

ãäå jå

φr,s(z) =
rs

1− r(1− s)z
.
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Ïðèìåòèìî äà jå φr,s : D → D õîëîìîðôíî ïðåñëèêàâà»å, çà ñâå 0 ≤ r, s ≤ 1. Òàêî¢å,
âàæè

r

|1− r(1− s)z|
≤ 1

|1− z|
≤ 2

1− |z|2
.

Ôóíêöèjà f çàäîâî§àâà ñëåäå£ó íåjåäíàêîñò

|f(z)| ≤
(

1

1− |z|2

) 2
p

‖f‖Ap , (3.1.1)

çà ñâå z ∈ D (âèäåòè [59]). Îñèì òîãà, ñâàêà õîëîìîðôíà ôóíêöèjà φ : D→ D, èíäóêójå
îãðàíè÷åí êîìïîçèöèîíè îïåðàòîð Cφ : f → f ◦ φ íà ïðîñòîðó Ap è âàæè

‖Cφ‖Ap→Ap ≤
(

1 + |φ(0)|
1− |φ(0)|

) 2
p

(âèäåòè [10]).

Êîðèñòå£è íåjåäíàêîñò (3.1.1) è ïðåòõîäíó íåjåäíàêîñò, äîáèjàìî äà jå

|f(φr,s(z))| ≤
(

1

1− |z|2

) 2
p

‖f ◦ φr,s‖Ap

è òàêî¢å

‖f ◦ φr,s‖Ap ≤
(

1+|φr,s(0)|
1−|φr,s(0)|

) 2
p ‖f‖Ap

=
(

1+rs
1−rs

) 2
p ‖f‖Ap

≤
(

1+s
1−s

) 2
p ‖f‖Ap .

Êîðèñòå£è äâå ïðåòõîäíî äîáèjåíå íåjåäíàêîñòè, çàê§ó÷ójåìî äà jå

|hr(s)| ≤
2

(1− |z|2)
1+ 2

p

(
1 + s

1− s

) 2
p

‖f‖Ap .

Êàêî jå p > 2, òî jå äåñíà ñòðàíà ïðåòõîäíå íåjåäíàêîñòè èíòåãðàáèëíà ôóíêöèjà ïî
s. Êîíà÷íî, êîðèñòå£è Ëåáåãîâó òåîðåìó î äîìèíàíòíîj êîíâåðãåíöèjè, äîáèjàìî äà
âàæè

Hf(z) =

∫ 1

0

1

1− (1− s)z
f

(
s

1− (1− s)z

)
ds,

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. �

3.2 Íîðìà ‖H‖Ap→Ap êàäà jå 2 < p <∞
Èç ïðåòõîäíå Ëåìå 3.1.1 äîáèëè ñìî ñëåäå£ó èíòåãðàëíó ðåïðåçåíòàöèjó îïåðàòîðà

Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà Ap, ãäå jå 2 < p <∞,

Hf(z) =

∫ 1

0
Ttf(z)dt, z ∈ D, (3.2.1)

ïðè ÷åìó jå Ttf(z) = ωt(z)f(φt(z)), ωt(z) = 1
1−(1−t)z è φt(z) = t

1−(1−t)z . Ïðåòõîäíî
äîáèjåíó èíòåãðàëíó ðåïðåçåíòàöèjó, óïîòðåáè£åìî ó îöåíè íîðìå Õèëáåðòîâå
ìàòðèöå H : Ap → Ap îäîçãî è îäîçäî, ó öè§ó äîáèjà»à òà÷íå íîðìå. Íàèìå,
äîêàçà£åìî äà âàæè

‖H‖Ap→Ap =
π

sin 2π
p

,

çà ñâå 2 < p <∞.
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3.2.1 Ãîð»å îãðàíè÷å»å çà ‖H‖Ap→Ap êàäà jå 4 ≤ p <∞

Ó îâîì ïîãëàâ§ó íàïðàâè£åìî ãîð»å îãðàíè÷å»å çà íîðìó îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå
ìàòðèöå H íà Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà Ap ó ñëó÷àjó êàäà jå 4 ≤ p < ∞. Íàèìå,
ïîêàçà£åìî äà âàæè

‖H‖Ap→Ap ≤
π

sin 2π
p

êàäà jå 4 ≤ p <∞.

Òåîðåìà êîjà ñëåäè äîáèjåíà jå îä ñòðàíå Äèàìàíòîïóëîñà ó ðàäó [12]. Ìå¢óòèì, êàî
øòî £åìî âèäåòè òåõíèêà êîjà jå ïðèìå»åíà, óê§ó÷ójó£è è èíòåãðàëíó ðåïðåçåíòàöèjó
îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå äîáèjåíó ó ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó, íèjå áèëà äîâî§íà
äà îáóõâàòè è ñëó÷àj 2 < p < 4.

Òåîðåìà 3.2.1 ([12]) Íåêà jå 4 ≤ p < ∞. Òàäà çà íîðìó îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå

ìàòðèöå H íà Áåðãìàíîâîì ïðîñòîðó Ap âàæè

‖H‖Ap→Ap ≤
π

sin 2π
p

.

Äîêàç. Íåêà jå f ∈ Ap ïðîèçâî§íî îäàáðàíà ôóíêöèjà. Êîðèñòå£è èíòåãðàëíó
íåjåäíàêîñò Ìèíêîâñêîã è èíòåãðàëíó ðåïðåçåíòàöèjó (3.2.1) äîáèjàìî äà jå

‖Hf‖Ap =
(∫
D

∣∣∣∫ 1
0 Ttf(z)dt

∣∣∣p dA(z)
) 1
p

≤
∫ 1

0

(∫
D |Ttf(z)|pdA(z)

) 1
p dt

=
∫ 1

0 ‖Ttf‖Apdt,

ãäå jå Ttf(z) = ωt(z)f(φt(z)). Ñà äðóãå ñòðàíå, óâî¢å»åì ñìåíå w = φt(z), ãäå jå z ∈ D,
äîáèjàìî äà âàæè

‖Ttf‖pAp =
∫
D |Ttf(z)|pdA(z)

=
∫
D |ωt(z)|

p|f(φt(z))|pdA(z)

=
∫
φt(D) |ωt(φ

−1
t (w))|p|f(w)|p 1

|φ′t(φ
−1
t (w))|2dA(w)

= t2−p

(1−t)2
∫
Dt
|w|p−4|f(w)|pdA(w),

ãäå jå Dt = φt(D). Èìàjó£è ó âèäó äà jå Dt ⊂ D è p ≥ 4, ñëåäè äà jå

‖Ttf‖pAp ≤
t2−p

(1−t)2
∫
D |w|

p−4|f(w)|dA(w)

≤ t2−p

(1−t)2
∫
D |f(w)|pdA(w)

= t2−p

(1−t)2 ‖f‖
p
Ap ,

îäíîñíî, âàæè

‖Ttf‖Ap ≤
t
2
p
−1

(1− t)
2
p

‖f‖Ap .
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Êîíà÷íî, êîðèñòå£è ïðåòõîäíî äîáèjåíå íåjåäíàêîñòè, çàê§ó÷ójåìî äà jå

‖Hf‖Ap ≤
∫ 1

0 ‖Ttf‖Apdt

≤
∫ 1

0 t
2
p
−1

(1− t)−
2
pdt · ‖f‖Ap

= B
(

2
p , 1−

2
p

)
‖f‖Ap

= π
sin 2π

p

‖f‖Ap .

Òèìå jå äîêàç çàâðøåí. �

3.2.2 Ãîð»å îãðàíè÷å»å çà ‖H‖Ap→Ap êàäà jå 2 < p < 4

Êàî øòî ñìî âèäåëè, òåõíèêà ïðèìå»åíà ó ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó íå äàjå îöåíó
îäîçãî íîðìå îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà ó ñëó÷àjó
êàäà jå 2 < p < 4. Ìå¢óòèì, ïðèðîäíî jå ïðåòïîñòàâèòè äà ïðåòõîäíî íàâåäåíà îöåíà
îäîçãî íîðìå îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå

‖H‖Ap→Ap ≤
π

sin 2π
p

êàäà jå 4 ≤ p <∞,

âàæè è ó ñëó÷àjó 2 < p < 4. Òàêâà õèïîòåçà èçíåòà jå ó ðàäó [14] îä ñòðàíå Äîñòàíè£à,
Jåâòè£à è Âóêîòè£à è ïðåäñòàâ§àëà jå jåäàí îòâîðåí ïðîáëåì. Ïðàòå£è ðàä [5], êîjè
jå çàðàâî çàjåäíè÷êè ðàä Â. Áîæèíà è àóòîðà îâîã òåêñòà, ó íàñòàâêó äàjåìî äîêàç òå
õèïîòåçå. Ìå¢óòèì, äîêàç jå íåøòî êîìïëèêîâàíèjè è çàõòåâà ïðèìåíó íåêèõ äðóãèõ
òåõíèêà. Çàïðàâî, ó íàñòàâêó íàì jå öè§ äà ïîêàæåìî ñëåäå£ó íåjåäíàêîñò êîjà ñå
îäíîñè íà Áåòà ôóíêöèjó(

4− p
2

+
p− 2

2
s4

)
B

(
2

p
, 1− 2

p

)
≤
∫ 1

0
ψp(t) max

{
s2, t2

}p−2
dt,

ãäå jå 2 < p < 4, s ∈ [0, 1] è ψp(t) = t
2
p
−1

(1−t)−
2
p . Äîêàç ïðåòõîäíå íåjåäíàêîñòè, ó êîjîj

ó÷åñòâójå è Áåòà ôóíêöèjà, çàõòåâà ïðèìåíó âå£åã áðîjà ðàçëè÷èòèõ òåõíèêà. Íàjïðå,
êîðèø£å»åì Øòóðìîâå òåîðåìå èç åëåìåíòàðíå òåîðèjå ïîëèíîìà (âèäåòè îäå§àê ó
óâîäíîì äåëó ïîñâå£åí Øòóðìîâîj òåîðåìè è Øòóðìîâîì íèçó ïîëèíîìà) äîêàçà£åìî
ñëåäå£å òâð¢å»å êîjå £å áèòè îä êîðèñòè ïðè èçâî¢å»ó jåäíå ïîìî£íå íåjåäíàêîñòè ó
êîjîj ó÷åñòâójå Áåòà ôóíêöèjà. Íàêîí òîãà, ïðåëàçèìî íà äîêàç ïðåòõîäíî íàâåäåíå
íåjåäíàêîñòè çà Áåòà ôóíêöèjó, êîjà £å áèòè ê§ó÷íà ó äîêàçèâà»ó òðàæåíå îöåíå
îäîçãî íîðìå îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìàAp ó ñëó÷àjó
êàäà jå 2 < p < 4.

Ëåìà 3.2.2 Ïîëèíîìè η(x) è ξ(x), äåôèíèñàíè íà ñëåäå£è íà÷èí,

η(x) = x6 − 11x5 + 39x4 − 25x3 − 117x2 + 171x+ 2,

ξ(x) = 2x7 − 25x6 + 104x5 − 103x4 − 302x3 + 565x2 + x− 2,

ñó ïîçèòèâíè íà èíòåðâàëó (2, 4).
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Äîêàç. Äèðåêòíî ïðîâåðàâàìî äà jå η(2) = 12 è η(4) = 30. Ïðåìà òîìå, äîâî§íî jå
ïîêàçàòè äà ïîëèíîì η(x) íåìà íóëà íà èíòåðâàëó (2, 4). Êîíñòðóèøèìî Øòóðìîâ
íèç êîjè îäãîâàðà ïîëèíîìó η(x):

η0(x) = x6 − 11x5 + 39x4 − 25x3 − 117x2 + 171x+ 2,

η1(x) = 6x5 − 55x4 + 156x3 − 75x2 − 234x+ 171,

η2(x) = 1
36(137x4 − 1266x3 + 3633x2 − 2556x− 1953),

η3(x) = 2·362

18769(−262x3 − 6552x2 + 36537x− 46231),

η4(x) = 187692

22·363·17161
(−256149x2 + 1245415x− 1510428),

η5(x) = 23·365·171612

187693·65612310201
(−122409971x+ 322732527),

η6(x) = 187695·65612310201
25·368·171613

· 111119185452762355014
14984201000220841 .

Òàäà, íàêîí jåäíîñòàâíîã ðà÷óíà, äîáèjàìî ñëåäå£ó òàáåëó

η0(x) η1(x) η2(x) η3(x) η4(x) η5(x) η6(x) wη(x)

x = 2 + - - - - + + 2

x = 4 + + - - - - + 2

Òàáåëà 1. Òàáåëà ïðîìåíà çíàêà ó Øòóðìîâîì íèçó ïîëèíîìà η(x), êàäà jå x = 2 è
x = 4, ãäå jå wη(x) áðîj ïðîìåíà çíàêà ó Øòóðìîâîì íèçó η0(x), η1(x), . . . , η6(x).

Äîáèjàìî äà jå wη(2)− wη(4) = 0 è íà îñíîâó Øòóðìîâå òåîðåìå, çàê§ó÷ójåìî äà
ïîëèíîì η(x) íåìà íóëà íà èíòåðâàëó (2, 4).

Ñà äðóãå ñòðàíå, íàëàçèìî äà jå ξ(2) = 180 è ξ(4) = 210. Ïðåìà òîìå, òàêî¢å jå
äîâî§íî ïîêàçàòè äà ïîëèíîì ξ(x) íåìà íóëà íà èíòåðâàëó (2, 4). Òàäà, ñëè÷íî êàî ó
ïðåòõîäíîì ñëó÷àjó, íàêîí jåäíîñòàâíîã ðà÷óíà, äîëàçèìî äî ñëåäå£å òàáåëå

ξ0(x) ξ1(x) ξ2(x) ξ3(x) ξ4(x) ξ5(x) ξ6(x) ξ7(x) wξ(x)

x = 2 + - - - - + + + 2

x = 4 + + - - - - + + 2

Òàáåëà 2. Òàáåëà ïðîìåíà çíàêà ó Øòóðìîâîì íèçó ïîëèíîìà ξ(x), êàäà jå x = 2 è
x = 4, ãäå jå wξ(x) áðîj ïðîìåíà çíàêà ó Øòóðìîâîì íèçó ξ0(x), ξ1(x), . . . , ξ7(x).

Ñëåäè äà jå wξ(2) − wξ(4) = 0 è êîðèñòå£è Øòóðìîâó òåîðåìó, äîáèjàìî äà
ïîëèíîì ξ(x) íåìà íóëà íà èíòåðâàëó (2, 4). Òèìå jå äîêàç çàâðøåí. �

Íàïîìåíà 3.2.3 Êîðèñòå£è ïðîãðàìñêè jåçèê Mathematica, ìîæå ñå ëàêî âèäåòè äà
ñó ïîëèíîìè η(x) è ξ(x) ïîçèòèâíè íà èíòåðâàëó (2, 4). ♦

Ñëåäå£å åëåìåíòàðíî è jåäíîñòàâíî òâð¢å»å áè£å íàì îä êîðèñòè ó íåêèì äà§èì
ðàçìàòðà»èìà è ó äîêàçó jåäíå íåjåäíàêîñòè êîjà ñå îäíîñè íà Áåòà ôóíêöèjó.

Ëåìà 3.2.4 Íåêà jå α ∈ (0, 1] ∪ (2, 3) è t ∈ (0, 1). Òàäà âàæè

(1− t)α ≤ 1− αt+
α(α− 1)

2!
t2.
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Äîêàç. Ïðèìåòèìî äà âàæè

(1− t)α = 1− αt+ α(α−1)
2! t2 −

(
α(α−1)(α−2)

3! t3 − α(α−1)(α−2)(α−3)
4! t4 + . . .

)
≤ 1− αt+ α(α−1)

2! t2,
(3.2.2)

ãäå ñìî èñêîðèñòèëè äà jå èçðàç ó ïðåòõîäíîj çàãðàäè ïîçèòèâàí. �

Îñèì òîãà, áè£å íàì ïîòðåáíî è ñëåäå£å ïîçíàòî ñâîjñòâî Áåòà ôóíêöèjå.

Ëåìà 3.2.5 ([15, Òåîðåìà 3, ñòð. 114]) Íåêà jå 0 < x, y ≤ 1. Òàäà âàæè

B(x, y) ≤ 1

xy
.

Ïîñëåäè÷íî, êîðèø£å»åì ïðåòõîäíèõ ðåçóëòàòà, äîëàçèìî äî ñëåäå£å çíà÷àjíå
íåjåäíàêîñòè êîjà ñå îäíîñè íà Áåòà ôóíêöèjó.

Ëåìà 3.2.6 Íåêà jå 2 < p < 4. Òàäà âàæè

B

(
2

p
, 2(p− 2)

)
≤ 1

(p− 2)(4− p)
.

Äîêàç. (1) Ñëó÷àj 2 < p ≤ 5
2
. Êàêî âðåäíîñòè 2

p è 2(p − 2) ïðèïàäàjó èíòåðâàëó
(0, 1], òî íà îñíîâó Ëåìå 3.2.5, äîáèjàìî äà jå

B

(
2

p
, 2(p− 2)

)
≤ 1

2
p · 2(p− 2)

=
4− (p− 2)2

4(p− 2)(4− p)
≤ 1

(p− 2)(4− p)
.

(2) Ñëó÷àj p ∈
(
5
2
, 3
]
∪
(
7
2
, 4
)
. Êàêî 2p − 5 ∈ (0, 1] ∪ (2, 3), òî ïðèìåíîì

íåjåäíàêîñòè (3.2.2), äîáèjàìî

B
(

2
p , 2(p− 2)

)
=

∫ 1
0 t

2
p
−1

(1− t)2p−5dt

≤
∫ 1

0 t
2
p
−1
(

1− (2p− 5)t+ (2p−5)(2p−6)
2 t2

)
dt

= p
2 −

2p−5
2
p

+1
+ (p−3)(2p−5)

2
p

+2

= p
2 −

p(2p−5)
p+2 + p(p−3)(2p−5)

2(p+1) .

Ïðåìà òîìå, äîâî§íî jå ïîêàçàòè äà âàæè

p

[
1

2
− 2p− 5

p+ 2
+

(p− 3)(2p− 5)

2(p+ 1)

]
≤ 1

(p− 2)(4− p)
. (3.2.3)

Íèjå òåøêî ïðèìåòèòè äà jå íåjåäíàêîñò (3.2.3) òà÷íà àêî è ñàìî àêî âàæè

η(p) = p6 − 11p5 + 39p4 − 25p3 − 117p2 + 171p+ 2 ≥ 0,

ãäå jå 2 < p < 4. Ìå¢óòèì, íà îñíîâó Ëåìå 3.2.2, ñëåäè äà jå η(p) ≥ 0 çà ñâå 2 < p < 4.
Êîíà÷íî, íåjåäíàêîñò (3.2.3) jå òà÷íà.

(3) Ñëó÷àj 3 < p ≤ 7
2
. Òàäà jå 2p − 6 ∈ (0, 1]. Ïîíîâî, êîðèñòå£è íåjåäíàêîñò

(3.2.2), íàëàçèìî äà jå

B
(

2
p , 2(p− 2)

)
= 2(p−2)−1

2
p

+2(p−2)−1
B
(

2
p , 2p− 5

)
= p(2p−5)

(p−2)(2p−1)

∫ 1
0 t

2
p
−1

(1− t)2p−6dt

≤ p(2p−5)
(p−2)(2p−1)

∫ 1
0 t

2
p
−1
(

1− (2p− 6)t+ (2p−6)(2p−7)
2 t2

)
dt

= p(2p−5)
(p−2)(2p−1)

[
p
2 −

2p(p−3)
p+2 + p(p−3)(2p−7)

2(p+1)

]
.
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Äàêëå, äîâî§íî jå äîêàçàòè äà âàæè

p2(2p− 5)

2p− 1

[
1

2
− 2(p− 3)

p+ 2
+

(p− 3)(2p− 7)

2(p+ 1)

]
≤ 1

4− p
. (3.2.4)

Jåäíîñòàâàí ðà÷óí, ïîêàçójå äà jå íåjåäíàêîñò (3.2.4) òà÷íà àêî è ñàìî àêî âàæè

ξ(p) = 2p7 − 25p6 + 104p5 − 103p4 − 302p3 + 565p2 + p− 2 ≥ 0,

ãäå jå 2 < p < 4. Ïîíîâíîì ïðèìåíîì Ëåìå 3.2.2, ñëåäè äà jå ξ(p) ≥ 0 çà ñâå 2 < p < 4.
Ïðåìà òîìå, (3.2.4) jå òà÷íà íåjåäíàêîñò. Îâèì jå äîêàç ëåìå çàâðøåí. �

Êîíà÷íî ñìî ó ìîãó£íîñòè, êîðèø£å»åì ïðåòõîäíèõ ðåçóëòàòà, äà ïîêàæåìî
òðàæåíó íåjåäíàêîñò çà Áåòà ôóíêöèjó.

Ëåìà 3.2.7 Íåêà jå 2 < p < 4 è s ∈ [0, 1]. Òàäà âàæè(
4− p

2
+
p− 2

2
s4

)
B

(
2

p
, 1− 2

p

)
≤
∫ 1

0
ψp(t) max

{
s2, t2

}p−2
dt,

ãäå jå ψp(t) = t
2
p
−1

(1− t)−
2
p .

Äîêàç. Íåêà jå

Fp(s) =

(
4− p

2
+
p− 2

2
s4

)
B

(
2

p
, 1− 2

p

)
−
∫ 1

0
ψp(t) max

{
s2, t2

}p−2
dt. (3.2.5)

Íàø öè§ jå äà ïîêàæåìî äà jå Fp(s) ≤ 0 çà ñâå s ∈ [0, 1]. Íàjïðå, íàëàçèìî äà jå

Fp(s) =

(
4− p

2
+
p− 2

2
s4

)
B

(
2

p
, 1− 2

p

)
− s2(p−2)

∫ s

0
ψp(t)dt−

∫ 1

s
ψp(t)t

2(p−2)dt.

Òàäà, íàêîí jåäíîñòàâíîã ðà÷óíà, äîáèjàìî äà jå

F ′p(s) = 2(p− 2)B
(

2
p , 1−

2
p

)
s3 − 2(p− 2)s2(p−2)−1

∫ s
0 ψp(t)dt

= 2(p− 2)s2p−5
[
B
(

2
p , 1−

2
p

)
s8−2p −

∫ s
0 ψp(t)dt

]
.

Ïðåìà òîìå, âàæè
F ′p(s) = 2(p− 2)s2p−5Gp(s), (3.2.6)

ãäå ñìî îçíà÷èëè

Gp(s) = B

(
2

p
, 1− 2

p

)
s8−2p −

∫ s

0
ψp(t)dt. (3.2.7)

Äà§å, äîáèjàìî

G′p(s) = B
(

2
p , 1−

2
p

)
(8− 2p)s7−2p − ψp(s)

= 1

s
1− 2

p (1−s)
2
p

[
2(4− p)B

(
2
p , 1−

2
p

)
s

8−2p− 2
p (1− s)

2
p − 1

]
=

2(4−p)B
(

2
p
,1− 2

p

)
s
1− 2

p (1−s)
2
p

[
s

8−2p− 2
p (1− s)

2
p − 1

2(4−p)B
(

2
p
,1− 2

p

)
]

=
2(4−p)B

(
2
p
,1− 2

p

)
s
1− 2

p (1−s)
2
p

Ep(s),

(3.2.8)
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ãäå jå

Ep(s) = s
8−2p− 2

p (1− s)
2
p − 1

2(4− p)B
(

2
p , 1−

2
p

) . (3.2.9)

Äèôåðåíöèðà»åì, íàëàçèìî

E′p(s) =
(

8− 2p− 2
p

)
s

7−2p− 2
p (1− s)

2
p − 2

ps
8−2p− 2

p (1− s)
2
p
−1

= s
7−2p− 2

p (1− s)
2
p
−1
[
2
(

4− p− 1
p

)
(1− s)− 2

ps
]

= 2s
7−2p− 2

p

(1−s)1−
2
p

[
4− p− 1

p −
(

4− p− 1
p

)
s− 1

ps
]

= 2s
7−2p− 2

p

(1−s)1−
2
p

[
4− p− 1

p − (4− p)s
]

= 2(4−p)s7−2p− 2
p

(1−s)1−
2
p

[
4−p− 1

p

4−p − s
]
.

(3.2.10)

(1) Ñëó÷àj 2 +
√

3 ≤ p < 4. Ó îâîì ñëó÷àjó, âàæè íåjåäíàêîñò 4 − p − 1
p ≤ 0 è

ñàìèì òèì jå E′p ≤ 0 on [0, 1], îäàêëå ñëåäè äà jå Ep íåðàñòó£à ôóíêöèjà íà èíòåðâàëó

[0, 1]. Àêî jå 4−p− 1
p < 0, îäíîñíî àêî âàæè 2+

√
3 < p < 4, òàäà, êîðèñòå£è jåäíàêîñò

(3.2.9), äîáèjàìî äà jå lim
s→0+

Ep(s) = +∞. Àêî jå ïàê 4 − p − 1
p = 0, îäíîñíî àêî âàæè

p = 2 +
√

3, òàäà íàëàçèìî

Ep(0) = 1− 1

2(4−p)B
(

2
p
,1− 2

p

)
= 1− 1

2(2−
√

3)π
sin 2π

2+
√

3

> 1− 2
π sin 2π

2+
√

3

> 0.

Ñà äðóãå ñòðàíå, âàæè

Ep(1) = − 1

2(4− p)B
(

2
p , 1−

2
p

) < 0.

Ïðåìà òîìå, ïîñòîjè s0 ∈ (0, 1), òàêî äà jå Ep > 0 íà [0, s0), Ep(s0) = 0 è Ep < 0 íà
(s0, 1]. Èç (3.2.8), çàê§ó÷ójåìî äà jå

G′p ≥ 0 íà [0, s0] è G′p ≤ 0 íà [s0, 1].

Äàêëå, ôóíêöèjà Gp jå íåîïàäàjó£à íà [0, s0] è íåðàñòó£à íà [s0, 1]. Êàêî âàæè,

Gp(0) = 0 è Gp(1) = B

(
2

p
, 1− 2

p

)
−
∫ 1

0
ψp(t)dt = 0,

òî jå Gp ≥ 0 íà [0, 1]. Ñàäà, èç jåäíàêîñòè (3.2.6), ñëåäè äà jå F ′p ≥ 0 íà [0, 1]. Ñàìèì
òèì, Fp jå íåîïàäàjó£à ôóíêöèjà íà [0, 1]. Îñèì òîãà, âàæè

Fp(1) =
(

4−p
2 + p−2

2

)
B
(

2
p , 1−

2
p

)
−
∫ 1

0 ψp(t)dt

= B
(

2
p , 1−

2
p

)
−B

(
2
p , 1−

2
p

)
= 0,
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îäàêëå jå Fp(s) ≤ Fp(1) = 0 çà ñâå s ∈ [0, 1].
(2) Ñëó÷àj 2 < p < 2 +

√
3. Òàäà jå 4 − p − 1

p > 0 è ñàìèì òèì, íàëàçèìî äà

p0 =
4−p− 1

p

4−p ∈ (0, 1). Êîðèñòå£è (3.2.10), äîáèjàìî

E′p(s) =
2(4− p)s7−2p− 2

p

(1− s)1− 2
p

(p0 − s) .

Êàêî jå E′p ≥ 0 íà [0, p0] è E′p ≤ 0 íà [p0, 1], òî ñëåäè äà jå ôóíêöèjà Ep íåîïàäàjó£à íà
[0, p0] è íåðàñòó£à íà [p0, 1]. Ïðåìà òîìå, Ep(p0) = max

0≤s≤1
Ep(s). Êîðèñòå£è jåäíàêîñò

(3.2.9), äîáèjàìî äà jå

Ep(0) = Ep(1) = − 1

2(4− p)B
(

2
p , 1−

2
p

) < 0.

Òâðäèìî äà âàæè Ep(p0) > 0. Ïðåòïîñòàâèìî ñóïðîòíî, äà jå Ep(p0) ≤ 0. Òàäà jå
Ep(s) ≤ 0 çà ñâå s ∈ [0, 1]. Ñàäà, èç (3.2.8), çàê§ó÷ójåìî äà jå G′p ≤ 0 on [0, 1] è ñàìèì
òèì, Gp jå íåðàñòó£à ôóíêöèjà íà [0, 1]. Êàêî jå Gp(0) = Gp(1) = 0, òî ñëåäè äà jå
Gp ≡ 0, øòî çàïðàâî ïîâëà÷è äà jå G′p ≡ 0. Êîðèñòå£è (3.2.8), äîáèjàìî äà jå Ep ≡ 0
íà [0, 1] è ïðåìà òîìå, âàæè E′p ≡ 0 íà [0, 1]. Îâî jå ó êîíòðàäèêöèjè ñà jåäíàêîñòè
(3.2.10).

Äàêëå, äîêàçàëè ñìî äà âàæè Ep(p0) > 0. Òàêî¢å, âå£ ñìî ïîêàçàëè äà jå Ep(0) < 0
è Ep(1) < 0 è äà jå ôóíêöèjà Ep íåîïàäàjó£à íà [0, p0] è íåðàñòó£à [p0, 1]. Íà îñíîâó
ïðåòõîäíîã, ïîñòîjè p1 ∈ (0, p0), òàêî äà jå

Ep < 0 íà [0, p1), Ep(p1) = 0 è Ep > 0 íà (p1, p0],

è ïîñòîjè p2 ∈ (p0, 1), òàêî äà jå

Ep > 0 íà [p0, p2), Ep(p2) = 0 è Ep < 0 íà (p2, 1].

Ñòîãà, âàæè

Ep ≤ 0 íà [0, p1], Ep ≥ 0 íà [p1, p2] è Ep ≤ 0 íà [p2, 1].

Êîðèñòå£è (3.2.8), çàê§ó÷ójåìî äà jå

G′p ≤ 0 íà [0, p1], G′p ≥ 0 íà [p1, p2] è G′p ≤ 0 íà [p2, 1].

Äàêëå, ôóíêöèjà Gp jå íåðàñòó£à íà [0, p1], íåîïàäàjó£à íà [p1, p2] è íåðàñòó£à íà
[p2, 1]. Êîðèñòå£è jåäíàêîñò (3.2.7), èìàìî äà jå Gp(0) = Gp(1) = 0. Ïðåìà òîìå,
ïîñòîjè p3 ∈ (p1, p2), òàêî äà âàæè

Gp ≤ 0 íà [0, p3), Gp(p3) = 0 è Gp ≥ 0 íà (p3, 1].

Ñàìèì òèì jå,
Gp ≤ 0 íà [0, p3] è Gp ≥ 0 íà [p3, 1].

Èç jåäíàêîñòè (3.2.6), íàëàçèìî äà jå

F ′p ≤ 0 íà [0, p3] è F ′p ≥ 0 íà [p3, 1].
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Äàêëå, ôóíêöèjà Fp jå íåðàñòó£à íà [0, p3] è Fp jå íåîïàäàjó£à íà [p3, 1]. Àêî s ∈ [0, p3],
òàäà âàæè

Fp(s) ≤ Fp(0),

è àêî s ∈ [p3, 1], òàäà jå
Fp(s) ≤ Fp(1) = 0.

Ïðåìà òîìå, äà áè ïîêàçàëè äà jå Fp(s) ≤ 0 çà ñâå s ∈ [0, 1], äîâî§íî jå jîø ïîêàçàòè
äà jå Fp(0) ≤ 0. Ïîìåíóòà íåjåäíàêîñò ñëåäè èç íàðåäíîã ðàçìàòðà»à

Fp(0) = 4−p
2 B

(
2
p , 1−

2
p

)
−
∫ 1

0 ψp(s)t
2(p−2)dt

= 4−p
2 B

(
2
p , 1−

2
p

)
−
∫ 1

0 t
2
p

+2(p−2)−1
(1− t)−

2
pdt

= 4−p
2 B

(
2
p , 1−

2
p

)
−B

(
2
p + 2(p− 2), 1− 2

p

)
= 4−p

2 B
(

2
p , 1−

2
p

)
−

Γ
(

2
p

+2(p−2)
)

Γ
(

1− 2
p

)
Γ(2(p−2)+1)

= 4−p
2 B

(
2
p , 1−

2
p

)
−

Γ
(

2
p

+2(p−2)
)

Γ
(

2
p

)
Γ
(

1− 2
p

)
2(p−2)Γ(2(p−2))Γ

(
2
p

)
= 4−p

2 B
(

2
p , 1−

2
p

)
− 1

2(p−2)
1

B
(

2
p
,2(p−2)

)B (2
p , 1−

2
p

)
=

B
(

2
p
,1− 2

p

)
2

[
4− p− 1

(p−2)B
(

2
p
,2(p−2)

)
]

=
(4−p)B

(
2
p
,1− 2

p

)
2B
(

2
p
,2(p−2)

) [B (2
p , 2(p− 2)

)
− 1

(p−2)(4−p)

]
,

è êîðèñòå£è Ëåìó 3.2.6, çàê§ó÷ójåìî äà jå

Fp(0) =
(4− p)B

(
2
p , 1−

2
p

)
2B
(

2
p , 2(p− 2)

) [
B

(
2

p
, 2(p− 2)

)
− 1

(p− 2)(4− p)

]
≤ 0,

çà ñâå 2 < p < 4. Îâèì jå äîêàç êîìïëåòèðàí. �

Ó íàðåäíèì ðàçìàòðà»èìà ïîêàçójåìî äà âàæè íåjåäíàêîñò ‖H‖Ap→Ap ≤ π
sin 2π

p

çà

ñâå 2 < p < 4. Áè£å íàì ïîòðåáíà ñëåäå£å ïîçíàòî è åëåìåíòàðíî òâð¢å»å.

Ëåìà 3.2.8 Íåêà jå x > 0, y > 0 è α ∈ (0, 1). Òàäà âàæè

xα − yα ≤ αyα−1(x− y).

Äîêàç. Íåêà jå y > 0 ôèêñèðàíî è îçíà÷èìî

g(x) = xα − yα − αyα−1(x− y),

ãäå jå x > 0. Òàäà âàæè

g′(x) = αxα−1 − αyα−1 = α

(
1

x1−α −
1

y1−α

)
.

Èç ïðåòõîäíîã, çàê§ó÷ójåìî äà jå

g′ > 0 íà (0, y), g′ < 0 íà (y,∞) è g′(y) = 0.
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Ïðåìà òîìå, ôóíêöèjà g jå ðàñòó£à íà (0, y) è îïàäàjó£à íà (y,∞), îäíîñíî, íàëàçèìî
äà jå g(y) = max

0<x<∞
g(x). Ñàìèì òèì, âàæè

g(x) ≤ g(y) = yα − yα − αyα−1(y − y) = 0,

èëè åêâèâàëåíòíî
xα − yα ≤ αyα−1(x− y),

çà ñâå x > 0 è y > 0. �

Òåîðåìà 3.2.9 ([5]) Íåêà jå 2 < p < 4. Òàäà çà íîðìó îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå

ìàòðèöå H íà Áåðãìàíîâîì ïðîñòîðó Ap âàæè

‖H‖Ap→Ap ≤
π

sin 2π
p

.

Äîêàç. Íåêà jå f ∈ Ap, ãäå jå 2 < p < 4. Ïîòðåáíî jå äîêàçàòè äà âàæè íåjåäíàêîñò
‖Hf‖Ap ≤ π

sin 2π
p

‖f‖Ap . Áåç ñìà»å»à îïøòîñòè ìîæåìî ïðåòïîñòàâèòè äà jå f 6≡ 0.

Îçíà÷èìî
ϕ(r) = 2Mp

p (r, f),

ãäå jå 0 ≤ r < 1 è íåêà jå
χ(r) = ϕ(r)− ϕ(0).

Êàêî jå f õîëîìîðôíà ôóíêöèjà ó äèñêó D, äîáèjàìî äà jå ϕ jåäíà íåîïàäàjó£à è
äèôåðåíöèjàáèëíà ôóíêöèjà íà (0, 1) è âàæè ϕ 6≡ 0. Ïðåìà òîìå, ôóíêöèjà χ jå
íåîïàäàjó£à è äèôåðåíöèjàáèëíà íà èíòåðâàëó (0, 1). Ñòîãà, âàæè

χ′ ≥ 0 íà (0, 1),

è

χ(r) =

∫ r

0
χ′(s)ds,

ãäå jå 0 < r < 1. Íà îñíîâó jåäíàêîñòè (3.2.1), èìàìî äà jå

Hf(z) =

∫ 1

0
Ttf(z)dt,

ïðè ÷åìó jå

Ttf(z) = ωt(z)f(φt(z)), ωt(z) =
1

1− (1− t)z
è φt(z) =

t

1− (1− t)z
.

Øòàâèøå,

‖Hf‖Ap ≤
∫ 1

0
‖Ttf‖Apdt, (3.2.11)

ãäå jå

‖Ttf‖Ap =
t
2
p
−1

(1− t)
2
p

(∫
Dt

|w|p−4|f(w)|pdA(w)

) 1
p

. (3.2.12)
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10

t2

1
2−t

t
2−t

Dt

Rt2

Ñëèêà 1.5.1 Óìåñòî èíòåãðàöèjå ïî

äèñêó Dt = φt(D) = D
(

1
2−t ,

1−t
2−t

)
ó jåäíàêîñòè (3.2.12), ïðåëàçèìî

íà èíòåãðàöèjó ïî ïðñòåíó Rt2 ={
z ∈ C : t2 < |z| < 1

}
êîjè ñàäðæè

äèñê Dt, jåð jå t2 ≤ t
2−t .

Ó ïðåòõîäíîj jåäíàêîñòè jå óâåäåíà ñëåäå£à
îçíàêà

Dt = φt(D).

Òàêî¢å, íèjå òåøêî ïðîâåðèòè äà òàäà çàïðàâî
âàæè

Dt = D

(
1

2− t
,
1− t
2− t

)
,

îäíîñíî, Dt jå äèñê ñà öåíòðîì ó òà÷êè 1
2−t

ïîëóïðå÷íèêà 1−t
2−t . Ñà äðóãå ñòðàíå, íåêà jå

Rt2 =
{
z ∈ C : t2 < |z| < 1

}
.

Êàêî âàæè

1

2− t
− 1− t

2− t
=

t

2− t
≥ t2,

òî jå Dt ⊂ Rt2 (âèäåòè Ñëèêó 1.5.1). Èç (3.2.11)
è (3.2.12), äîáèjàìî äà jå çàïðàâî äîâî§íî
ïîêàçàòè äà âàæè ñëåäå£à íåjåäíàêîñò

∫ 1

0
ψp(t)

(∫
Rt2

|w|p−4|f(w)|pdA(w)

) 1
p

dt ≤ π

sin 2π
p

‖f‖Ap . (3.2.13)

Êàêî jå
π

sin 2π
p

‖f‖Ap = B
(

2
p , 1−

2
p

)
‖f‖Ap

=
∫ 1

0 ψp(t)dt‖f‖Ap

=
∫ 1

0 ψp(t)
(∫ 1

0 rϕ(r)dr
) 1
p
dt,

è ∫
Rt2

|w|p−4|f(w)|pdA(w) =

∫ 1

t2
rp−3ϕ(r)dr,

äîáèjàìî äà (3.3.1) âàæè, àêî jå çàïðàâî ñëåäå£à íåjåäíàêîñò òà÷íà

∫ 1

0
ψp(t)

(∫ 1

t2
rp−3ϕ(r)dr

) 1
p

dt ≤
∫ 1

0
ψp(t)

(∫ 1

0
rϕ(r)dr

) 1
p

dt. (3.2.14)

Êîðèñòå£è Ëåìó 3.2.8, íàëàçèìî äà jå

∫ 1
0 ψp(t)

[(∫ 1
t2 r

p−3ϕ(r)dr
) 1
p −

(∫ 1
0 rϕ(r)dr

) 1
p

]
dt

≤ 1
p

(∫ 1
0 rϕ(r)dr

) 1
p
−1 ∫ 1

0 ψp(t)
[∫ 1
t2 r

p−3ϕ(r)dr −
∫ 1

0 rϕ(r)dr
]
dt.

Ñàìèì òèì, íåjåäíàêîñò (3.3.2) âàæè, àêî jå∫ 1

0
ψp(t)

[∫ 1

t2
rp−3ϕ(r)dr −

∫ 1

0
rϕ(r)dr

]
dt ≤ 0, (3.2.15)
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èëè åêâèâàëåíòíî∫ 1
0 ψp(t)

∫ 1
t2 r

p−3χ(r)drdt+ ϕ(0)
[∫ 1

0 ψp(t)
∫ 1
t2 r

p−3drdt−
∫ 1

0 ψp(t)
∫ 1

0 rdrdt
]

≤
∫ 1

0 ψp(t)
∫ 1

0 rχ(r)drdt.
(3.2.16)

Ïîäñåòèìî ñå äà jå Fp(s) ôóíêöèjà äåôèíèñàíà ó (3.2.5). Ïðèìåíîì Ëåìå 3.2.7,
äîáèjàìî äà jå∫ 1

0 ψp(t)
∫ 1
t2 r

p−3drdt−
∫ 1

0 ψp(t)
∫ 1

0 rdrdt

=
∫ 1

0 ψp(t)
1−t2(p−2)

p−2 dt− 1
2

∫ 1
0 ψp(t)dt

= 1
p−2

[∫ 1
0 ψp(t)dt−

∫ 1
0 ψp(t)t

2(p−2)dt− p−2
2

∫ 1
0 ψp(t)dt

]
= 1

p−2

[
4−p

2 B
(

2
p , 1−

2
p

)
−
∫ 1

0 ψp(t)t
2(p−2)dt

]
=

Fp(0)
p−2

≤ 0.

Äàêëå, äîêàç íåjåäíàêîñòè (3.2.16), ðåäóêójåìî íà äîêàç íåjåäíàêîñòè∫ 1

0
ψp(t)

∫ 1

t2
rp−3χ(r)drdt ≤

∫ 1

0
ψp(t)

∫ 1

0
rχ(r)drdt. (3.2.17)

Êîðèñòå£è Ôóáèíèjåâó òåîðåìó, íàëàçèìî äà jå∫ 1
t2 r

p−3χ(r)dr =
∫ 1
t2 r

p−3
∫ r

0 χ
′(s)dsdr

=
∫ 1

0 χ
′(s)

∫ 1
max{s,t2} r

p−3drds

=
∫ 1

0 χ
′(s)

1−max{s,t2}p−2

p−2 ds,

è ∫ 1
0 rχ(r)dr =

∫ 1
0 r
∫ r

0 χ
′(s)dsdr

=
∫ 1

0 χ
′(s)

∫ 1
s rdrds

=
∫ 1

0
1−s2

2 χ′(s)ds.

Ïðåìà òîìå, óìåñòî (3.2.17), äîâî§íî jå äîêàçàòè äà âàæè∫ 1

0

χ′(s)

p− 2

∫ 1

0
ψp(t)

[
1−max

{
s, t2

}p−2
]
dtds ≤

∫ 1

0
ψp(t)dt

∫ 1

0

1− s2

2
χ′(s)ds,

èëè åêâèâàëåíòíî∫ 1
0
χ′(s)
p−2

[(
4−p

2 + p−2
2 s2

)
B
(

2
p , 1−

2
p

)
−
∫ 1

0 ψp(t) max
{
s, t2

}p−2
dt
]
ds

=
∫ 1

0
χ′(s)
p−2 Fp(

√
s)ds

≤ 0.

Ìå¢óòèì, ïðåòõîäíà íåjåäíàêîñò jå òà÷íà, jåð jå χ′(s) ≥ 0 çà ñâå s ∈ (0, 1) è Fp(
√
s) ≤ 0

çà ñâå s ∈ (0, 1), íà îñíîâó Ëåìå 3.2.7. Òèìå jå äîêàç òåîðåìå çàâðøåí. �
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Ïîñëåäèöà 3.2.10 Íåêà jå 2 < p <∞. Òàäà íîðìà îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå

H íà Áåðãìàíîâîì ïðîñòîðó Ap çàäîâî§àâà

‖H‖Ap→Ap ≤
π

sin 2π
p

.

Äîêàç. Òâð¢å»å ñëåäè íà îñíîâó Òåîðåìå 3.2.1 è Òåîðåìå 3.2.9. �

3.2.3 Äî»å îãðàíè÷å»å çà ‖H‖Ap→Ap êàäà jå 2 < p <∞

Çà îäãîâàðàjó£ó îöåíó îäîçäî îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íà Áåðãìàíîâèì
ïðîñòîðèìà Ap êàäà jå 2 < p <∞, êîðèñòè£åìî õèïåðãåîìåòðèjñêå ôóíêöèjå (âèäåòè
îäãîâàðàjó£ó ñåêöèjó ó óâîäíîj ãëàâè çà ïîòðåáíà òâð¢å»à è îçíàêå êîjå ñå îäíîñå
íà õèïåðãåîìåòðèjñêå ôóíêöèjå). Íàèìå, ïðàòå£è ðàä [5], äàjåìî îðèãèíàëàí äîêàç
íåjåäíàêîñòè ‖H‖Ap→Ap ≥ π

sin 2π
p

ó ñëó÷àjó êàäà jå 2 < p < ∞. Çà íåøòî äðóãà÷èjè

ïðèñòóï è ïðâîáèòàí äîêàç ïðåòõîäíå íåjåäíàêîñòè, êîjè jå íåøòî êîìïëèêîâàíèjè îä
äîëå íàâåäåíîã äîêàçà è çàõòåâà ïðèìåíó íåêèõ äðóãèõ òåõíèêà, âèäåòè [14].

Òåîðåìà 3.2.11 ([14, 31]) Íåêà jå 2 < p < ∞. Òàäà çà íîðìó îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå

ìàòðèöå H íà Áåðãìàíîâîì ïðîñòîðó Ap âàæè

‖H‖Ap→Ap ≥
π

sin 2π
p

.

Äîêàç. Íåêà jå 1 < γ < 2 < p è

fγ(z) = (1− z)−
γ
p =

∞∑
k=0

Γ
(
k + γ

p

)
Γ
(
γ
p

) zk

k!
,

çà z ∈ D. Òàäà, êîðèñòå£è õèïåðãåîìåòðèjñêå ôóíêöèjå, íàêîí jåäíîñòàâíîã ðà÷óíà,
äîáèjàìî äà jå

‖fγ‖pAp =

∫
D

(1− z)−
γ
2 (1− z)−

γ
2 dA(z) =

∞∑
k=0

Γ2
(
k + γ

2

)
Γ2
(γ

2

)
Γ(k + 2)

1

k!
= F

(γ
2
,
γ

2
, 2; 1

)
.

Íà îñíîâó Ñòèðëèíãîâå ôîðìóëå, ñëåäè äà jå

Γ2
(
k + γ

2

)
Γ(k + 2)

1

k!
∼ 1

(k + 1)3−γ , k →∞.

Ñòîãà âàæè ‖fγ‖Ap <∞, jåð jå 3− γ > 1⇔ γ < 2 è âàæè lim
γ→2
‖fγ‖Ap =∞. Êîðèñòå£è

èíòåãðàëíó ðåïðåçåíòàöèjó (2.1.1) (êîjà âàæè è ó Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà), äîáèjàìî
äà âàæè

Hfγ(z) =

∫ 1

0

dt

(1− t)
γ
p (1− tz)

= B

(
1, 1− γ

p

)
F

(
1, 1, 2− γ

p
; z

)
.

Ïðåìà òîìå,

Hfγ(z) = Γ

(
γ

p

)
Γ

(
1− γ

p

) ∞∑
k=0

Γ2(k + 1)

Γ
(
k + 2− γ

p

)
Γ
(
k + γ

p

) Γ
(
k + γ

p

)
Γ
(
γ
p

) zk

k!
.
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Êàêî jå
Γ2 (k + 1)

Γ
(
k + 2− γ

p

)
Γ
(
k + γ

p

) = 1 +O

(
1

k + 1

)
,

ñà óíèôîðìíîì êîíñòàíòîì çà 0 < γ
p < 1, äîáèjàìî

Hfγ(z) =
π

sin πγ
p

(fγ(z) + gγ(z)) ,

çà ñâå z ∈ D, ïðè ÷åìó jå

‖gγ‖∞ ≤
C

Γ
(
γ
p

) ∞∑
k=0

Γ
(
k + γ

p

)
(k + 1)!

≤ Cp <∞,

ãäå, êîðèñòå£è 1
p <

γ
p <

2
p < 1, èìàìî êîíñòàíòó êîjà çàâèñè ñàìî îä p. Ñàìèì òèì,

íàëàçèìî äà jå
sup

1<γ<2
‖gγ‖Ap ≤ Cp.

Äàêëå, âàæè

‖H‖Ap→Ap ≥
‖Hfγ‖Ap
‖fγ‖Ap

≥ π

sin πγ
p

‖fγ‖Ap − ‖gγ‖Ap
‖fγ‖Ap

.

Óêîëèêî ïóñòèìî äà γ → 2, äîáèjàìî

‖H‖Ap→Ap ≥
π

sin 2π
p

,

è òèìå jå äîêàç çàâðøåí. �

Íà êðàjó, ïðèìåíîì ïðåòõîäíî äîáèjåíèõ ðåçóëòàòà íàëàçèìî íîðìó îïåðàòîðà
Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íà Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà Ap êàäà jå 2 < p <∞.

Ïîñëåäèöà 3.2.12 Íåêà jå 2 < p <∞. Òàäà íîðìà îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå

H íà Áåðãìàíîâîì ïðîñòîðó Ap çàäîâî§àâà

‖H‖Ap→Ap =
π

sin 2π
p

.

Äîêàç. Íà îñíîâó Ïîñëåäèöå 3.2.10 è ïðåòõîäíå Òåîðåìå 3.2.11 äîëàçèìî äî òðàæåíîã
ðåçóëòàòà. �

3.3 Õèëáåðòîâà ìàòðèöà íà òåæèíñêèì Áåðãìàíîâèì

ïðîñòîðèìà Ap,α

Íåøòî êàñíèjå, ó ïåòîj ãëàâè Õèëáåðòîâà ìàòðèöà íà ïðîñòîðèìà Áåðãìàíîâîã

òèïà ïîêàçà£åìî äà çà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H êîjè äåjñòâójå íà òåæèíñêèì
Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà, âàæè

îïåðàòîð H : Ap,α → Ap,α jå îãðàíè÷åí àêî è ñàìî àêî jå 1 < α+ 2 < p.
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Öè§ îâîã ïîãëàâ§à jåñòå îöå»èâà»å íîðìå ‖H‖Ap,α→Ap,α . Êàî øòî jå è î÷åêèâàíî,
ñèòóàöèjà jå íåøòî êîìïëèêîâàíèjà ó îäíîñó íà êëàñè÷íå Áåðãìàíîâå ïðîñòîðå (êîä
êîjèõ jå α = 0). Ðåçóëòàòè îâîã ïîãëàâ§à ñó ïðåóçåòè èç ðàäà [33] àóòîðà îâîã òåêñòà.
Íàïîìåíèìî, äà ñå ó îâîì ðàäó ïðâè ïóò ðàçìàòðà íîðìà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà
òåæèíñêèì Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà êîä êîjèõ jå α 6= 0 è îñèì òîãà, äîáèjåíà jå òà÷íà
íîðìà ó ñëó÷àjó êàäà jå α ≥ 0 è p ≥ 2(α+ 2), äîê ñó ó îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà äîáèjåíè
ïàðöèjàëíè ðåçóëòàòè. Ñëè÷íî êàî êîä êëàñè÷íèõ Áåðãìàíîâèõ ïðîñòîðà, ïîêàçójåìî
äà âàæè ñëåäå£à òåîðåìà, ó êîjîj êîðèñòå£è õèïåðãåîìåòðèjñêå ôóíêöèjå, íàëàçèìî
îäãîâàðàjó£ó îöåíó îäîçäî çà íîðìó îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà òåæèíñêèì
Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà.

Òåîðåìà 3.3.1 ([33]) Íåêà jå 1 < α + 2 < p. Òàäà çà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå
H, êîjè äåjñòâójå íà òåæèíñêîì Áåðãìàíîâîì ïðîñòîðó Ap,α, âàæè

‖H‖Ap,α→Ap,α ≥
π

sin (α+2)π
p

.

Äîêàç. Ó äîêàçó (ñëè÷íî êàî êîä êëàñè÷íèõ Áåðãìàíîâèõ ïðîñòîðà, èçìå¢ó îñòàëîã,
êîðèñòèìî õèïåðãåîìåòðèjñêå ôóíêöèjå è èíòåãðàëíó ðåïðåçåíòàöèjó îïåðàòîðà H).

Íàèìå, íåêà jå 1 < γ < α+ 2 < p è fγ(z) = (1− z)−
γ
p çà ñâå z ∈ D. Íàêîí jåäíîñòàâíîã

ðà÷óíà, äîáèjàìî äà âàæè

‖fγ‖pAp,α = F
(γ

2
,
γ

2
, α+ 2; 1

)
.

Íà îñíîâó Ñòèðëèíãîâå ôîðìóëå, ñëåäè

Γ2
(
k + γ

2

)
Γ(k + α+ 2)

∼ k!

(k + 1)α+3−γ êàäà k →∞.

Ïðåìà òîìå, âàæè ‖fγ‖Ap,α < ∞, jåð jå α + 3 − γ > 1 ⇔ γ < α + 2 è òàêî¢å, âàæè
lim

γ→α+2
‖fγ‖Ap,α = ∞. Êîðèñòå£è èíòåãðàëíå ðåïðåçåíàòöèjå îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå

ìàòðèöå è õèïåðãåîìåòðèjñêèõ ôóíêöèjà, íàëàçèìî äà jå

Hfγ(z) =

∫ 1

0

dt

(1− t)
γ
p (1− tz)

= B

(
1, 1− γ

p

)
F

(
1, 1, 2− γ

p
; z

)
.

Ñëåäè,

Hfγ(z) = Γ

(
γ

p

)
Γ

(
1− γ

p

) ∞∑
k=0

Γ2(k + 1)

Γ
(
k + 2− γ

p

)
Γ
(
k + γ

p

) Γ
(
k + γ

p

)
Γ
(
γ
p

) zk

k!
.

Êàêî jå
Γ2 (k + 1)

Γ
(
k + 2− γ

p

)
Γ
(
k + γ

p

) = 1 +O

(
1

k + 1

)
,

äîáèjàìî

Hfγ(z) =
π

sin πγ
p

(fγ(z) + gγ(z)) ,

ãäå jå
sup

1<γ<α+2
‖gγ‖∞ ≤ Cp,α <∞,
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è ñàìèì òèì jå
sup

1<γ<α+2
‖gγ‖p,α ≤ Cp,α.

Ïðåìà òîìå, çàê§ó÷ójåìî äà âàæè

‖H‖Ap,α→Ap,α ≥
‖Hfγ‖Ap,α
‖fγ‖Ap,α

≥ π

sin πγ
p

‖fγ‖Ap,α − ‖gγ‖Ap,α
‖fγ‖Ap,α

.

Êîíà÷íî, óêîëèêî ïóñòèìî äà γ → α+ 2, äîáèjàìî

‖H‖Ap,α→Ap,α ≥
π

sin (α+2)π
p

,

è òèìå jå äîêàç çàâðøåí. �

Ñèòóàöèjà jå íåøòî ñëîæåíèjà óêîëèêî ñå íîðìà ‖H‖Ap,α→Ap,α îöå»ójå îäîçãî.
Òàäà, ó ñëó÷àjó êàäà jå α ≥ 0, âàæè ñëåäå£à òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3.2 ([33]) Íåêà jå α ≥ 0 è p > α+ 2. Òàäà

(i) Àêî jå p ≥ 2(α+ 2), âàæè

‖H‖Ap,α→Ap,α ≤
π

sin (α+2)π
p

;

(ii) Àêî jå 2α+ 3 ≤ p < 2(α+ 2), âàæè

‖H‖Ap,α→Ap,α ≤ 2
α+1
p

π

sin (α+2)π
p

;

(iii) Àêî jå α+ 2 < p < 2α+ 3, âàæè

‖H‖Ap,α→Ap,α ≤
(

1 + 2
2(α+2)

p
−1
)

π

sin (α+2)π
p

.

Äîêàç. Êîðèñòè£åìî ñëåäå£ó èíòåãðàëíó ðåïðåçåíòàöèjó îïåðàòîðàH, êîjó ñìî ðàíèjå
èçâîäèëè (âèäåòè ïðåäñòàâ§à»å (3.2.1)),

Hf(z) =

∫ 1

0
Ttf(z)dt, z ∈ D,

ïðè ÷åìó jå Ttf(z) = ωt(z)f(φt(z)), ωt(z) = 1
1−(1−t)z è φt(z) = t

1−(1−t)z . Êîðèñòå£è
èíòåãðàëíó íåjåäíàêîñò Ìèíêîâñêîã, äîáèjàìî

‖Hf‖Ap,α =
(
(α+ 1)

∫
D |Hf(z)|p

(
1− |z|2

)α
dA(z)

) 1
p

= (α+ 1)
1
p

(∫
D

∣∣∣∫ 1
0 Ttf(z)

(
1− |z|2

)α
p dt

∣∣∣p dA(z)
) 1
p

≤ (α+ 1)
1
p
∫ 1

0

(∫
D |Ttf(z)|p

(
1− |z|2

)α
dA(z)

) 1
p dt

=
∫ 1

0 ‖Ttf‖Ap,αdt.

(3.3.1)
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Óâî¢å»åì áèëèíåàðíå ñìåíå êîîðäèíàòà w = φt(z), ãäå jå z ∈ D, íàëàçèìî

‖Ttf‖pAp,α = (α+ 1)
∫
D |ωt(z)|

p|f(φt(z))|p
(
1− |z|2

)α
dA(z)

= (α+ 1)
∫
φt(D)

∣∣ωt(φ−1
t (w))

∣∣p |f(w)|p

|φ′t(φ−1
t (w))|2

(
1− |φ−1

t (w)|2
)α
dA(w)

= t2−p

(1−t)2 (α+ 1)
∫
φt(D) |w|

p−4|f(w)|p
(

1−
∣∣∣ w−t

(1−t)w

∣∣∣2)α dA(w).

Ïðåìà òîìå, âàæè

‖Ttf‖Ap,α =
t
2
p
−1

(1− t)
2
p

(
(α+ 1)

∫
Dt

|w|p−4|f(w)|p
(

1−
∣∣∣∣ w − t
(1− t)w

∣∣∣∣2
)α

dA(w)

) 1
p

.

ãäå jå Dt = φt(D). Òàäà jå Dt = D
(

1
2−t ,

1−t
2−t

)
, ãäå jå D

(
1

2−t ,
1−t
2−t

)
äèñê ïîëóïðå÷íèêà

1−t
2−t ñà öåíòðîì ó òà÷êè 1

2−t êîìïëåêñíå ðàâíè. Ñà äðóãå ñòðàíå, âàæè

1−
∣∣∣ w−t

(1−t)w

∣∣∣2 = (1−t)2|w|2−|w−t|2
(1−t)2|w|2

= 2tRew−t2−t(2−t)|w|2
(1−t)2|w|2

= t
1−t ·

2 Rew−t−(2−t)|w|2
(1−t)|w|2 .

Ñëåäè,

‖Ttf‖Ap,α =
t
α+2
p
−1

(1− t)
α+2
p

(
(α+ 1)

∫
Dt

|w|p−4|f(w)|pgt(w)αdA(w)

) 1
p

,

ãäå jå

gt(w) =
2 Rew − t− (2− t)|w|2

(1− t)|w|2
çà w ∈ Dt.

Êîðèñòå£è íåjåäíàêîñò

gt(w) ≤ 2|w|−t−(2−t)|w|2
(1−t)|w|2

≤ 1+|w|2−t−(2−t)|w|2
(1−t)|w|2

= 1−|w|2
|w|2

è ïðåòïîñòàâêó äà jå α ≥ 0, äîáèjàìî

gt(w)α ≤ |w|−2α
(
1− |w|2

)α
.

Ïðåìà òîìå, âàæè

‖Ttf‖Ap,α ≤
t
α+2
p
−1

(1− t)
α+2
p

(
(α+ 1)

∫
Dt

|w|p−2(α+2)|f(w)|p
(
1− |w|2

)α
dA(w)

) 1
p

. (3.3.2)
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Ñëó÷àj (i). p ≥ 2(α + 2). Êîðèñòå£è (3.3.2) è ÷è»åíèöó äà jå ó îâîì ñëó÷àjó
|w|p−2(α+2) ≤ 1 çà ñâå w ∈ Dt ⊂ D, çàê§ó÷ójåìî äà jå

‖Ttf‖Ap,α ≤ t
α+2
p −1

(1−t)
α+2
p

(
(α+ 1)

∫
Dt
|f(w)|p

(
1− |w|2

)α
dA(w)

) 1
p

≤ t
α+2
p −1

(1−t)
α+2
p

(
(α+ 1)

∫
D |f(w)|p

(
1− |w|2

)α
dA(w)

) 1
p

= t
α+2
p −1

(1−t)
α+2
p
‖f‖Ap,α .

Íà îñíîâó (3.3.1), ñëåäè

‖Hf‖Ap,α ≤
∫ 1

0
t
α+2
p −1

(1−t)
α+2
p
dt · ‖f‖Ap,α

= B
(
α+2
p , 1− α+2

p

)
‖f‖Ap,α

= Γ
(
α+2
p

)
Γ
(

1− α+2
p

)
‖f‖Ap,α

= π

sin
(α+2)π

p

‖f‖Ap,α .

Ïðåìà òîìå, ó îâîì ñëó÷àjó, äîáèjàìî äà âàæè

‖H‖Ap,α→Ap,α ≤
π

sin (α+2)π
p

.

Ñëó÷àj (ii). 2α + 3 ≤ p < 2(α + 2). Ó îâîì ñëó÷àjó âàæè |w|p−2(α+2) ≤ 1
|w| çà ñâå

w ∈ Dt ⊂ D. Òàäà, êîðèñòå£è (3.3.2), íàëàçèìî äà jå

‖Ttf‖Ap,α ≤
t
α+2
p
−1

(1− t)
α+2
p

(
(α+ 1)

∫
Dt

1

|w|
|f(w)|p

(
1− |w|2

)α
dA(w)

) 1
p

.

Íàêîí òîãà, äîáèjàìî∫
Dt

1
|w| |f(w)|p

(
1− |w|2

)α
dA(w) ≤

∫
D

1
|w| |f(w)|p

(
1− |w|2

)α
dA(w)

= 2
∫ 1

0

(
1− r2

)α
Mp
p (r, f)dr

≤ 2α+1
∫ 1

0 (1− r)αMp
p (r, f)dr

= 2α+2
∫ 1

0 r(1− r
2)αMp

p (r2, f)dr

≤ 2α+2
∫ 1

0 r(1− r
2)αMp

p (r, f)dr

= 2α+1
∫
D |f(w)|p

(
1− |w|2

)α
dA(w).
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Ó ïðåòõîäíîì ñìî êîðèñòèëè ÷è»åíèöó äà jå Mp(·, f) ðàñòó£à ôóíêöèjà. Òàäà jå

‖Ttf‖Ap,α ≤ 2
α+1
p t

α+2
p −1

(1−t)
α+2
p

(
(α+ 1)

∫
D |f(w)|p

(
1− |w|2

)α
dA(w)

) 1
p

= 2
α+1
p t

α+2
p −1

(1−t)
α+2
p
‖f‖Ap,α .

Íà îñíîâó (3.3.1), äîáèjàìî

‖Hf‖Ap,α ≤ 2
α+1
p

π

sin (α+2)π
p

‖f‖Ap,α .

Îäíîñíî, âàæè

‖H‖Ap,α→Ap,α ≤ 2
α+1
p

π

sin (α+2)π
p

.

Ñëó÷àj (iii). α + 2 < p < 2α + 3. Äèðåêòíî ñå ïðîâåðàâà äà âàæè |w| ≥ t
2−t çà

ñâå w ∈ Dt. Òàäà, ó îâîì ñëó÷àjó, íàëàçèìî äà jå |w|p−2(α+2) ≤
(

2−t
t

)2(α+2)−p
çà ñâå

w ∈ Dt ⊂ D. Äà§å, êîðèñòå£è (3.3.2), äîáèjàìî

‖Ttf‖Ap,α ≤ t
α+2
p −1

(1−t)
α+2
p

(
2−t
t

) 2(α+2)
p
−1
(

(α+ 1)
∫
Dt
|f(w)|p(1− |w|2)αdA(w)

) 1
p

≤ (2−t)
2(α+2)

p −1

t
α+2
p (1−t)

α+2
p
· ‖f‖Ap,α .

Ñà äðóãå ñòðàíå, âàæè

(2−t)
2(α+2)

p −1

t
α+2
p (1−t)

α+2
p

= (t+2(1−t))
2(α+2)

p −1

t
α+2
p (1−t)

α+2
p

≤ t
2(α+2)

p −1
+2

2(α+2)
p −1

(1−t)
2(α+2)

p −1

t
α+2
p (1−t)

α+2
p

= t
α+2
p −1

(1−t)
α+2
p

+ 2
2(α+2)

p
−1 (1−t)

α+2
p −1

t
α+2
p

.

Îâäå ñìî èñêîðèñòèëè íåjåäíàêîñò (x + y)β ≤ xβ + yβ êîjà âàæè çà ñâå x, y ≥ 0 è
β ∈ (0, 1). Ñàìèì òèì jå

‖Ttf‖Ap,α ≤

[
t
α+2
p
−1

(1− t)
α+2
p

+ 2
2(α+2)

p
−1 (1− t)

α+2
p
−1

t
α+2
p

]
‖f‖Ap,α ,

è êîðèñòå£è (3.3.1), äîáèjàìî

‖Hf‖Ap,α ≤
(

1 + 2
2(α+2)

p
−1
)

π

sin (α+2)π
p

‖f‖Ap,α ,

jåð jå ∫ 1

0

t
α+2
p
−1

(1− t)
α+2
p

dt =

∫ 1

0

(1− t)
α+2
p
−1

t
α+2
p

dt =
π

sin (α+2)π
p

.
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Êîíà÷íî, ñëåäè äà jå

‖H‖Ap,α→Ap,α ≤
(

1 + 2
2(α+2)

p
−1
)

π

sin (α+2)π
p

.

Òèìå jå äîêàç çàâðøåí. �

Êîíà÷íî, íà îñíîâó ïðåòõîäíèõ ðåçóëòàòà äîëàçèìî äà òà÷íå íîðìå îïåðàòîðà
Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íà òåæèíñêèì Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà Ap,α, ó ñëó÷àjó êàäà
jå α ≥ 0 è p ≥ 2(α+ 2). Íàèìå, èìàìî ñëåäå£è ðåçóëòàò.

Ïîñëåäèöà 3.3.3 Íåêà jå α ≥ 0 è p ≥ 2(α + 2). Òàäà çà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå

ìàòðèöå H êîjè äåjñòâójå íà òåæèíñêîì Áåðãìàíîâîì ïðîñòîðó Ap,α, âàæè

‖H‖Ap,α→Ap,α =
π

sin (α+2)π
p

.

Äîêàç. Òðàæåíè çàê§ó÷àê äèðåêòíî ñëåäè ïðèìåíîì ïðåòõîäíèõ ðåçóëòàòà, îäíîñíî,
ïðèìåíîì Òåîðåìå 3.3.1 è Òåîðåìå 3.3.2 (i). �

Îñèì òîãà, ïðèðîäíî jå ïðåòïîñòàâèòè äà âàæè

‖H‖Ap,α→Ap,α =
π

sin (α+2)π
p

,

ó îïøòåì ñëó÷àjó êàäà jå 1 < α+ 2 < p. Ìå¢óòèì, ðàçðåøàâà»å òà÷íîñòè jåäíå òàêâå
ïðåòïîñòàâêå çàõòåâà íåêà äîäàòíà ðàçìàòðà»à.

Ó íàðåäíîj ãëàâè èñïèòà£åìî îãðàíè÷åíîñò îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà
ïðîñòîðèìà ìåøîâèòå íîðìå Hp,q,α

ν . Èçìå¢ó îñòàëîã, êàî jåäíó îä ïîñëåäèöà, èìà£åìî
è ïðåòõîäíî íàjàâ§åíè ðåçóëòàò êîjè êàæå äà jå îïåðàòîð H îãðàíè÷åí íà ïðîñòîðó
Ap,α àêî è ñàìî àêî âàæè 1 < α+ 2 < p.
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Ãëàâà 4

Õèëáåðòîâà ìàòðèöà íà

ïðîñòîðèìà Áåðãìàíîâîã òèïà

4.1 Îãðàíè÷åíîñò îïåðàòîðà H íà Hp,q,α
ν ïðîñòîðèìà

Öè§ îâîã ïîãëàâ§à jå èñïèòèâà»å îãðàíè÷åíîñòè îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå
H íà ïðîñòîðèìà Hp,q,α

ν . Íàèìå, ïîêàçà£åìî äà jå îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H
(êàî è îäãîâàðàjó£è ìîäèôèêîâàíè Õèëáåðòîâ îïåðàòîð H̃) îãðàíè÷åí íà ïðîñòîðó
Hp,q,α
ν àêî è ñàìî àêî âàæè 0 < κp,α,ν = ν − α− 1

p + 1 < 1. Êàî ïîñëåäèöó ïðåòõîäíîã

ðåçóëòàòà èìà£åìî äà jå îïåðàòîð H, êàî è îïåðàòîð H̃, îãðàíè÷åí íà òåæèíñêîì
Áåðãìàíîâîì ïðîñòîðó Ap,α àêî è ñàìî àêî âàæè 1 < α + 2 < p è îãðàíè÷åí íà
Äèðèõëåîâîì ïðîñòîðó Dpα = Ap,α1 àêî è ñàìî àêî jå max{−1, p − 2} < α < 2p − 2.
Ðåçóëòàòè èç îâîã ïîãëàâ§à ñó ïóáëèêîâàíè ó ðàäó [30] (çàjåäíè÷êè ðàä Ì. Jåâòè£à è
àóòîðà îâîã òåêñòà). Îñèì òîãà, ïðå íàâåäåíèõ ðåçóëòàòà, ïîñòîjàëè ñó ñàìî îäðå¢åíè
ïàðöèjàëíè ðåçóëòàòè êîjè ñå òè÷ó êàäà jå îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H îãðàíè÷åí
íà Hp,q,α

ν ïðîñòîðèìà. Íàèìå, Ëàíó÷à, Íîâàê è Ïàâëîâè£ (âèäåòè [38]) ñó ïîêàçàëè
äà jå îïåðàòîð H : Hp,∞,α → Hp,∞,α îãðàíè÷åí àêî è ñàìî àêî âàæè α + 1

p < 1.
Òàêî¢å, ó ðàäó [19], àóòîðà Ãàëàíîïóëîñà, Ãèðåëå, Ïåëàåçà è Ñèñêàêèñà ñó äîêàçàíè
ñàìî ïàðöèjàëíè ðåçóëòàòè êîjè ñå òè÷ó îãðàíè÷åíîñòè ìîäèôèêîâàíîã Õèëáåðòîâîã
îïåðàòîðà H̃ íà òåæèíñêèì Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà Ap,α, êàî è íà Äèðèõëåîâèì
ïðîñòîðèìà Dpα = Ap,α1 . Îñèì ïðåòõîäíî íàâåäåíèõ ïàðöèjàëíèõ ðåçóëòàòà ó îâîj
îáëàñòè, êàî jåäíà ìîòèâàöèjà çà äîêàçèâà»å ïðåòõîäíî íàâåäåíîã ãëàâíîã ðåçóëòàòà
êîjè ñå îäíîñè íà ïèòà»å êàäà jå îïåðàòîð H îãðàíè÷åí íà ïðîñòîðèìà Hp,q,α

ν ,
ïîñëóæèî jå è îäãîâàðàjó£è ðåçóëòàò êîjè ñå îäíîñè íà Ëèáåðèí îïåðàòîð. Íàèìå,
Ëèáåðèí îïåðàòîð jåñòå îïåðàòîð äåôèíèñàí íà ñëåäå£è íà÷èí

Lf(z) =
∞∑
n=0

∞∑
k=n

f̂(k)

k + 1
zn, çà f(z) =

∞∑
n=0

f̂(n)zn ∈ H(D).

Ó ðàäó [29] (çàjåäíè÷êè ðàä Ì. Jåâòè£à è àóòîðà îâîã òåêñòà) è ó ðàäó [50] (àóòîðà
Ì. Ïàâëîâè£à) jå ïîêàçàíî äà jå Ëèáåðèí îïåðàòîð L îãðàíè÷åí íà ïðîñòîðó Hp,q,α

ν

àêî è ñàìî àêî âàæè 0 < κp,α,ν (çà âèøå èíôîðìàöèjà î Ëèáåðèíîì îïåðàòîðó
âèäåòè îäãîâàðàjó£à ïîãëàâ§à ó íàñòàâêó êîjà ñå íà »åãà îäíîñå). Èìàjó£è ó âèäó
îâàj ðåçóëòàò, îäãîâàðàjó£è ðåçóëòàò êîjè ñå îäíîñè íà îãðàíè÷åíîñò îïåðàòîðà
Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà Hp,q,α

ν ïðîñòîðèìà jåñòå íåî÷åêèâàí. Ìå¢óòèì, ðåçóëòàò êîjè
ñå îäíîñè íà îãðàíè÷åíîñò Ëèáåðèíîã îïåðàòîðà ïîñëóæèî jå êàî ãëàâíà ìîòèâàöèjà
çà èçâî¢å»å íàøåã ðåçóëòàòà î îãðàíè÷åíîñòè îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà
Hp,q,α
ν ïðîñòîðèìà. Íàø ãëàâíè ðåçóëòàò îâîã ïîãëàâ§à jåñòå ñëåäå£à òåîðåìà.
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Òåîðåìà 4.1.1 ([30]) Îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H jå îãðàíè÷åí íà ïðîñòîðó

Hp,q,α
ν àêî è ñàìî àêî âàæè 0 < κp,α,ν = ν − α− 1

p + 1 < 1.

Êàî äèðåêòíó ïîñëåäèöó Òåîðåìå 4.1.1, èìàjó£è ó âèäó äà jå Ap,α = H
p,p,α+1

p ,
íàëàçèìî äà âàæè

H : Ap,αν → Ap,αν àêî è ñàìî àêî 0 < ν − α+ 2

p
+ 1 < 1.

Ïîñåáíî, âàæè
H : Ap,α → Ap,α àêî è ñàìî àêî 1 < α+ 2 < p.

Äåjñòâî ìîäèôèêîâàíîã Õèëáåðòîâîã îïåðàòîðà H̃, äåôèíèñàíîã ñà

H̃f(z) =

∫ 1

0

|f(r)|
1− rz

dr, f ∈ H(D),

íà ïðîñòîðèìà Ap,α è Ap,α1 (êîjè ñå îçíà÷àâà ñà Dpα) jå ðàçìàòðàíî ó [19]. Ðàçìàòðà»åì
äîêàçà Òåîðåìå 4.1.1 çàê§ó÷è£åìî äà çàïðàâî îíà îñòàjå íà ñíàçè è êàäà ñå îïåðàòîð
Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H çàìåíè ñà ñâîjîì ìîäèôèêàöèjîì H̃, îäíîñíî äîáè£åìî äà
âàæè ñëåäå£à òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1.2 ([30]) Ìîäèôèêîâàíè Õèëáåðòîâ îïåðàòîð H̃ jå îãðàíè÷åí íà Hp,q,α
ν

àêî è ñàìî àêî âàæè 0 < κp,α,ν < 1.

Ïðèìåòèìî äà ñå ñëè÷àí ôåíîìåí jàâ§à êàäà ñå ïîñìàòðà îïåðàòîð òåæèíñêå
Áåðãìàíîâå ïðîjåêöèjå. Îïåðàòîð òåæèíñêå Áåðãìàíîâå ïðîjåêöèjå jå îãðàíè÷åí íà
ïðîñòîðó Lp(D, dAα) àêî è ñàìî àêî jå »åãîâà ìîäèôèêîâàíà âåðçèjà îãðàíè÷åíà íà
èñòîì ïðîñòîðó (âèäåòè [17, 23, 31, 65]).

Ó öè§ó äîêàçèâà»à Òåîðåìå 4.1.1, íàjïðå íàâîäèìî íåêîëèêî óâîäíèõ ðåçóëòàòà
êîjè £å áèòè ïîòðåáíè ó èçâî¢å»ó äîêàçà òå òåîðåìå.

Óêîëèêî f(z) =
∑∞

n=0 f̂(n)zn ∈ D1`1, òàäà jå Hf ∈ H(D). Íà îñíîâó Õàðäèjåâå
íåjåäíàêîñòè 1.2.2 âàæè H1 ⊆ D1`1. Ïðåìà òîìå, îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H
jå äîáðî äåôèíèñàí íà ïðîñòîðó H1, èàêî íèjå îãðàíè÷åí íà »åìó (îí jå îãðàíè÷åí
íà Õàðäèjåâîì ïðîñòîðó Hp ñàìî àêî jå 1 < p <∞, êàî øòî ñìî ðàíèjå ïîêàçèâàëè).
Ñòîãà, ó íàñòàâêó, íàjïðå îäðå¢ójåìî èíäåêñå p, q, α, ν çà êîjå âàæè Hp,q,α

ν ⊆ D1`1.
Ïðâî, íàâîäèìî jîø íåêîëèêî ïîòðåáíèõ ïîjìîâà è ðåçóëòàòà êîjè ñå íà »èõ îäíîñå.

Àêî ñó X è Y ïðîñòîðè íèçîâà, êàæåìî äà jå íèç λ = {λn}∞n=0 ìíîæèëàö èç
ïðîñòîðà X ó ïðîñòîð Y è ïèøåìî λ ∈ (X,Y ), àêî çà ñâàêè íèç x = {xn}∞n=0 âàæè
λ ∗ x = {λnxn}∞n=0 ∈ Y .

Òàêî¢å, áè£å íàì ïîòðåáíè è ãåíåðàëèñàíè ïðîñòîðè íèçîâà `(u, v). Íàèìå, íèç
êîìïëåêñíèõ áðîjåâà a = {an}∞n=0 ïðèïàäà ïðîñòîðó `(u, v), ãäå jå 0 < u, v ≤ ∞, àêî
âàæè

‖a‖v`(u,v) = ‖a‖vu,v =
∞∑
n=0

∑
k∈In

|ak|u
 v

u

<∞,

ãäå jå I0 = {0} è In = {k ∈ N : 2n−1 ≤ k < 2n} çà n ≥ 1. Ó ñëó÷àjåâèìà êàäà u
èëè v óçèìàjó âðåäíîñò áåñêîíà÷íî, îäãîâàðàjó£ó ñóìó ó ïðåòõîäíî íàâåäåíîì óñëîâó
ìå»àìî ñà ñóïðåìóìîì. Îñèì òîãà êîðèñòè£åìî è ñëåäå£ó íîòàöèjó. Çàïðàâî, íåêà jå
0 < u ≤ ∞ è 0 < q ≤ ∞. Óêîëèêî jå q ≤ u, òàäà ïèøåìî q ∗ u =∞, à óêîëèêî jå q > u,
òàäà jå 1

q∗u = 1
u −

1
q . Òðåáà£å íàì è ñëåäå£à òåîðåìà èç [31].
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Òåîðåìà 4.1.3 ([31])

(à) Àêî jå 0 < p ≤ 1, òàäà âàæè (Hp,q,α, `(u, v)) = D
1− 1

p
−α
`(u, q ∗ v).

(á) Àêî jå 2 ≤ p ≤ ∞, òàäà âàæè (Hp,q,α, `(u, v)) = D−α`(2 ∗ u, q ∗ v).
(â) Àêî jå 1 < p < 2, òàäà âàæè D−α`(p′ ∗u, q∗v) ⊆ (Hp,q,α, `(u, v)) ⊆ D−α`(2∗u, q∗v),
ïðè ÷åìó jå 1

p + 1
p′ = 1.

Êîðèñòå£è ïðåòõîäíó òåîðåìó, ó íàðåäíîj òåîðåìè îäðå¢ójåìî èíäåêñå p, q, α, ν çà
êîjå âàæè Hp,q,α

ν ⊆ D1`1. Çà âèøå èíôoðìàöèjà âèäåòè [29].

Òåîðåìà 4.1.4 ([29])
(1) Íåêà jå 0 < p < 2.
(1à) Àêî jå 0 < q ≤ 1, òàäà âàæè Hp,q,α

ν ⊆ D1`1 àêî è ñàìî àêî jå κp,α,ν ≥ 0.
(1á) Àêî jå 1 < q ≤ ∞, òàäà âàæè Hp,q,α

ν ⊆ D1`1 àêî è ñàìî àêî jå κp,α,ν > 0.
(2) Íåêà jå 2 ≤ p ≤ ∞.

(2à) Àêî jå 0 < q ≤ 1, òàäà âàæè Hp,q,α
ν ⊆ D1`1 àêî è ñàìî àêî jå ν − α ≥ −1

2 .

(2á) Àêî jå 1 < q ≤ ∞, òàäà âàæè Hp,q,α
ν ⊆ D1`1 àêî è ñàìî àêî jå ν − α > −1

2 .

Äîêàç. Ñëó÷àj (1). Ó îâîì ñëó÷àjó íàjïðå ïðåòïîñòàâèìî äà âàæè 0 < p ≤ 1. Íåêà
jå f(z) = 1

1−z çà ñâå z ∈ D. Òàäà êîðèñòå£è Òåîðåìó 4.1.4 íàëàçèìî äà jå

Hp,q,α
ν ⊆ D1`1 ⇔ f ∈ (Hp,q,α

ν , D1`1)

⇔ f ∈ (D−νHp,q,α, D1`1)

⇔ f ∈ Dν+1(Hp,q,α, `1)

⇔ f ∈ Dν+1(Hp,q,α, `(1, 1))

⇔ f ∈ Dν+1+1− 1
p
−α
`(1, q ∗ 1)

⇔ D
α+ 1

p
−2−ν

f ∈ `(1, q ∗ 1).

Óêîëèêî âàæè 0 < q ≤ 1, òàäà jå q ∗ 1 =∞. Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã, ñëåäè äà jå

Hp,q,α
ν ⊆ D1`1 ⇔

{
(n+ 1)

α+ 1
p
−2−ν

}∞
n=0
∈ `(1,∞)

⇔ sup
n≥0

∑
k∈In

(k + 1)
α+ 1

p
−2−ν

<∞

⇔ sup
n≥0

2
n
(
α+ 1

p
−1−ν

)
<∞

⇔ α+ 1
p − 1− ν ≤ 0

⇔ κp,α,ν ≥ 0,

îäíîñíî âàæè Hp,q,α
ν ⊆ D1`1 ⇔ κp,α,ν ≥ 0, øòî jå è çàïðàâî è òðåáàëî ïîêàçàòè.

Ñà äðóãå ñòðàíå, óêîëèêî jå 1 < q ≤ ∞, òàäà âàæè

q ∗ 1 = q′,
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ïðè ÷åìó jå 1
q + 1

q′ = 1. Äîáèjàìî

Hp,q,α
ν ⊆ D1`1 ⇔

{
(n+ 1)

α+ 1
p
−2−ν

}∞
n=0
∈ `(1, q′)

⇔
∞∑
n=0

( ∑
k∈In

(k + 1)
α+ 1

p
−2−ν

)q′
<∞

⇔
∞∑
n=0

2
n
(
α+ 1

p
−1−ν

)
q′
<∞

⇔ α+ 1
p − 1− ν < 0

⇔ κp,α,ν > 0.

Äà§å, ðàçìîòðèìî ñëó÷àj êàäà jå 1 < p < 2. Îïåò íåêà jå f(z) = 1
1−z çà ñâå z ∈ D.

Òàäà âàæè Hp,q,α
ν ⊆ D1`1 àêî è ñàìî àêî jå f ∈ Dν+1(Hp,q,α, `1). Íà îñíîâó Òåîðåìå

4.1.4 âàæè Dν+1−α`(p′ ∗ 1, q ∗ 1) ⊆ Dν+1(Hp,q,α, `1). Ïðåìà òîìå, äà áè ïîêàçàëè äà
âàæè Hp,q,α

ν ⊆ D1`1, äîâî§íî jå ïîêàçàòè äà f ∈ Dν+1−α`(p′ ∗ 1, q ∗ 1). Ïðèìåòèìî äà
jå p′ ∗ 1 = p.
Àêî jå 0 < q ≤ 1, òàäà âàæè q ∗ 1 =∞. Äîáèjàìî

f ∈ Dν+1−α`(p,∞) ⇔
{

(n+ 1)α−ν−1
}∞
n=0
∈ `(p,∞)

⇔ sup
n≥0

( ∑
k∈In

(k + 1)(α−ν−1)p

) 1
p

<∞

⇔ sup
n≥0

2
n((α−ν−1)p+1) 1

p <∞

⇔ sup
n≥0

2
n
(
α−ν−1+ 1

p

)
<∞

⇔ α− ν − 1 + 1
p ≤ 0

⇔ κp,α,ν ≥ 0,

øòî jå è òðåáàëî ïîêàçàòè. Ñà äðóãå ñòðàíå, àêî jå 1 < q ≤ ∞, òàäà èìàìî q ∗ 1 = q′.
Ñëåäè äà jå

f ∈ Dν+1−α`(p,∞) ⇔
{

(n+ 1)α−ν−1
}∞
n=0
∈ `(p, q′)

⇔
∞∑
n=0

( ∑
k∈In

(k + 1)(α−ν−1)p

) q′
p

<∞

⇔
∞∑
n=0

2
n((α−ν−1)p+1) q

′
p <∞

⇔ sup
n≥0

2
n
(
α−ν−1+ 1

p

)
q′
<∞

⇔ α− ν − 1 + 1
p < 0

⇔ κp,α,ν > 0.

Ñëó÷àj (2). Ó îâîì ñëó÷àjó èìàìî äà jå 2 ≤ p ≤ ∞ è íåêà jå f(z) = 1
1−z çà ñâå z ∈ D.
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Òàäà, íà îñíîâó Òåîðåìå 4.1.4, âàæè

Hp,q,α
ν ⊆ D1`1 ⇔ f ∈ (Hp,q,α

ν , D1`1)

⇔ f ∈ (D−νHp,q,α, D1`1)

⇔ f ∈ Dν+1(Hp,q,α, `1)

⇔ f ∈ Dν+1−α`(2 ∗ 1, q ∗ 1)

⇔
{

(n+ 1)α−ν−1
}∞
n=0
∈ `(2, q ∗ 1).

Óêîëèêî jå 0 < q ≤ 1, òàäà jå q ∗ 1 =∞ è äîáèjàìî

Hp,q,α
ν ⊆ D1`1 ⇔

{
(n+ 1)α−ν−1

}∞
n=0
∈ `(2,∞)

⇔ sup
n≥0

( ∑
k∈In

(k + 1)2(α−ν−1)

) 1
2

<∞

⇔ sup
n≥0

2n(2(α−ν−1)+1) 1
2 <∞

⇔ sup
n≥0

2n(α−ν−
1
2) <∞

⇔ α− ν − 1
2 ≤ 0

⇔ ν − α ≥ −1
2 .

Ñà äðóãå ñòðàíå, àêî jå 1 < q ≤ ∞, òàäà âàæè q ∗ 1 = q′ è ñàìèì òèì jå

Hp,q,α
ν ⊆ D1`1 ⇔

{
(n+ 1)α−ν−1

}∞
n=0
∈ `(2, q′)

⇔
∞∑
n=0

( ∑
k∈In

(k + 1)2(α−ν−1)

) q′
2

<∞

⇔
∞∑
n=0

2n(2(α−ν−1)+1) q
′
2 <∞

⇔
∞∑
n=0

2n(α−ν−
1
2)q′ <∞

⇔ α− ν − 1
2 < 0

⇔ ν − α > −1
2 .

Òèìå jå äîêàç òåîðåìå çàâðøåí. �

Êàî ïîñëåäèöó ïðåòõîäíå òåîðåìå, íàëàçèìî äà àêî jå 0 < p ≤ 2 è κp,α,ν > 0, òàäà
âàæè

H : Hp,q,α
ν → H(D).

Òàêî¢å, àêî jå f ∈ H(D) è
∫ 1

0 |f(r)|dr <∞, òàäà jå

Hf(z) =

∫ 1

0

f(r)

1− rz
dr ∈ H(D).

Îñèì òîãà, êîðèñòè£åìî ÷è»åíèöó äà àêî jå s− t = α− β è f ∈ H(D), òàäà âàæè

‖Dsf‖p,q,α � ‖Dtf‖p,q,β, (4.1.1)
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è ÷è»åíèöó äà àêî jå 0 < p < q ≤ ∞ è f ∈ H(D), ñëåäè

Mq(r, f) ≤ C‖f‖p
(1− r)

1
p
− 1
q

.

Çà äîêàç ïðåòõîäíå íåjåäíàêîñòè âèäåòè [16, Òåîðåìà 5.9].
Ñà äðóãå ñòðàíå íåêà jå ñàäà 2 < p ≤ ∞, κp,α,ν > 0 è f ∈ Hp,∞,α

ν . Êîðèñòå£è
jåäíàêîñò (4.1.1), íàëàçèìî äà jå∫ 1

0 |f(r)|dr ≤
∫ 1

0 M∞(r, f)dr

�
∫ 1

0 M∞(r,Dνf)(1− r)νdr

.
∫ 1

0 Mp(r,D
νf)(1− r)ν−

1
pdr

.
∫ 1

0 (1− r)ν−
1
p
−α
dr

< ∞,

jåð jå ν − α − 1
p > −1. Ïðåìà òîìå, âàæè H : Hp,∞,α

ν → H(D), àêî jå 2 < p ≤ ∞ è

κp,α,ν > 0 è ñàìèì òèì jå H : Hp,q,α
ν → H(D), jåð jå Hp,q,α

ν ⊆ Hp,∞,α
ν . Ïðèìåòèìî äà

àêî jå 2 < p ≤ ∞ è ν − α + 1
2 < 0 < ν − α − 1

p + 1, òàäà Hp,q,α
ν íèjå ïîäñêóï îä D1`1,

àëè èïàê âàæè H : Hp,q,α
ν → H(D).

Ó ðàçìàòðà»èìà êîjà ñëåäå êîðèñòèìî è íèç ïîëèíîìà {Vn}∞n=0 êîíñòðóèñàí íà
ñëåäå£è íà÷èí (âèäåòè [31, 47]):
Íåêà jå ω ôóíêöèjà êëàñå C∞ íà R òàêâà äà jå
ω(t) = 1 çà t ≤ 1;
ω(t) = 0 çà t ≥ 2;
ω jå îïàäàjó£à è ïîçèòèâíà íà èíòåðâàëó (1,2).
Íåêà jå ϕ(t) = ω

(
t
2

)
− ω(t) è V0(z) = 1 + z è çà n ≥ 1, äåôèíèøèìî

Vn(z) =

2n+1∑
k=2n−1

ϕ

(
k

2n−1

)
zk =

∞∑
k=0

ϕ

(
k

2n−1

)
zk.

Ïðåòõîäíî êîíñòðóèñàíè ïîëèíîìè èìàjó ñëåäå£à ñâîjñòâà

g(z) =
∞∑
n=0

(Vn ∗ g)(z) çà g ∈ H(D),

‖Vn ∗ g‖p ≤ Cp‖g‖p çà g ∈ Hp, p > 0,

‖Vn‖p � 2
n
(

1− 1
p

)
, 0 < p ≤ ∞.

Òàêî¢å, áè£å íàì ïîòðåáíî ñëåäå£èõ íåêîëèêî ïîçíàòèõ ëåìà.

Ëåìà 4.1.5 ([31, 47]) Íåêà jå 0 < p, q ≤ ∞, α > 0 è ν ∈ R. Ôóíêöèjà g ∈ H(D)
ïðèïàäà ïðîñòîðó Hp,q,α

ν àêî è ñàìî àêî âàæè

∞∑
n=0

2n(ν−α)q‖Vn ∗ g‖qp <∞ çà 0 < q <∞,

è àêî jå q =∞, òàäà g ∈ Hp,∞,α
ν àêî è ñàìî àêî âàæè

‖Vn ∗ g‖p = O
(

2n(α−ν)
)
.
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Ëåìà 4.1.6 ([29, 47]) Íåêà jå n ïîçèòèâàí öåî áðîj, P (z) =
4n∑
k=n

λkz
k, ãäå jå {λk}

íèç êîìïëåêñíèõ áðîjåâà è Q(z) =
4n∑
k=n

logδ(k + 1)λkz
k, ãäå jå δ ∈ R. Òàäà ïîñòîjè

àïñîëóòíà êîíñòàíòà C êîjà çàâèñè ñàìî îä δ, òàêâà äà jå

C−1‖Q‖p ≤ logδ(n+ 1)‖P‖p ≤ C‖Q‖p, ãäå jå 0 < p <∞.

Ëåìà 4.1.7 ([31, Ëåìà 7.3.1]) Íåêà jå 0 < s+ 1 < b. Òàäà âàæè∫ 1

0

(1− x)s

(1− tx)b
dx ≤ Cs,b(1− t)s−b+1, ãäå jå 0 ≤ t < 1.

Ëåìà 4.1.8 ([31, Ñòàâ 7.3.2]) Íåêà jå b > a > 0, c > 0, c − b + a > 0 è íåêà jå

f : [0, 1)→ [0,∞) ìåð§èâà ôóíêöèjà. Ïðåòïîñòàâèìî äà jå 0 < q < 1 è f jå ðàñòó£à

ôóíêöèjà èëè äà jå 1 ≤ q <∞. Òàäà âàæè∫ 1

0
(1− ρ)qa−1

(∫ 1

0

(1− r)c−1f(r)

(1− rρ)b
dr

)q
dρ ≤ C

∫ 1

0
(1− ρ)q(a−b+c)−1f q(ρ)dρ.

Êîíà÷íî, ïðåëàçèìî íà äîêàç Òåîðåìå 4.1.1. Íàjïðå, ïîêàçójåìî jåäàí ñìåð, òj.
ïîêàçójåìî äà àêî jå îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H îãðàíè÷åí íà ïðîñòîðó Hp,q,α

ν ,
òàäà jå 0 < κp,α,ν = ν − α− 1

p + 1 < 1.

Äîêàç èìïëèêàöèjå

îïåðàòîð H : Hp,q,α
ν → Hp,q,α

ν jå îãðàíè÷åí ⇒ 0 < κp,α,ν < 1,

ó Òåîðåìè 4.1.1.

Çàïðàâî äîâî§íî jå ïîêàçàòè äà àêî jå κp,α,ν ≥ 1 èëè κp,α,ν ≤ 0, òàäà îïåðàòîð
Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íå ïðåñëèêàâà ïðîñòîð Hp,q,α

ν ó ïðîñòîð Hp,q,α
ν . Ó íàñòàâêó

ðàçëèêójåìî âèøå ìîãó£íîñòè.

Ñëó÷àj 1. κp,α,ν > 1 (åêâèâàëåíòíî α+ 1
p − ν < 0).

Àêî jå f(z) ≡ C (ãäå jå C êîíñòàíòà), òàäà âàæè Hf(z) = C
z log 1

1−z = C
∞∑
n=0

zn

n+1 .

Î÷èãëåäíî jå f ∈ Hp,q,α
ν . Êîðèñòå£è Ëåìó 4.1.5 çàê§ó÷ójåìî

sup
n

2n(ν−α)‖Vn ∗Hf‖p � sup
n

2
n(ν−α− 1

p
)

=∞,

jåð jå ν − α− 1
p > 0. Äàêëå, âàæè Hf /∈ Hp,∞,α

ν è ñàìèì òèì jå Hf /∈ Hp,q,α
ν , jåð âàæè

Hp,q,α
ν ⊆ Hp,∞,α

ν . Ïðåìà òîìå, îïåðàòîð H íå ïðåñëèêàâà ïðîñòîð Hp,q,α
ν ó ïðîñòîð

Hp,q,α
ν ó îâîì ñëó÷àjó.

Ñëó÷àj 2. κp,α,ν = 1.

Ñëó÷àj 2(à). κp,α,ν = 1 ⇔ α+ 1
p − ν = 0, q =∞.

Ñëè÷íî ïðåòõîäíèì ðàçìàòð»èìà äîáèjàìî

f(z) =
1

z
log

1

1− z
=

∞∑
n=0

zn

n+ 1
∈ Hp,∞,α

ν àêî ν − α− 1

p
= 0.
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Òàêî¢å, âàæè Hf /∈ Hp,∞,α
ν , øòî ñëåäè èç

Hf(z) =
∞∑
k=0

1
(k+1)2

+
∞∑
n=1

∞∑
k=0

1
(n+k+1)(k+1)z

n

=
∞∑
k=0

1
(k+1)2

+
∞∑
n=1

1+ 1
2

+···+ 1
n

n zn.

Ñëó÷àj 2(á). κp,α,ν = 1 (åêâèâàëåíòíî α+ 1
p − ν = 0), 0 < q <∞.

Êîðèñòå£è Ëåìó 4.1.5 è Ëåìó 4.1.6, çàê§ó÷ójåìî äà ôóíêöèjà

g(z) =
∞∑
n=0

zn

(n+ 1) logε(n+ 2)
, ãäå jå max

{
1

q
, 1

}
< ε ≤ 1 +

1

q
,

ïðèïàäà ïðîñòîðó Hp,q,α
ν , äîê ôóíêöèjà

h(z) =

∞∑
n=0

log1−ε(n+ 2)

n+ 1
zn /∈ Hp,q,α

ν .

Êàêî âàæè

Ĥg(n) =

∞∑
k=0

log−ε(k + 2)

(n+ k + 1)(k + 1)
� ĥ(n), (âèäåòè [32]),

çàê§ó÷ójåìî äà Hg /∈ Hp,q,α
ν .

Ñëó÷àj 3. κp,α,ν ≤ 0.

Ñëó÷àj 3(à). κp,α,ν ≤ 0 ⇔ α+ 1
p − ν ≥ 1, q =∞.

Íåêà jå fβ(z) =
∞∑
n=0

zn

(n+1)β
, ãäå jå β > 0. Ñêóï

{
fβ : 0 < β < 1

2

}
jå óíèôîðìíî

îãðàíè÷åí ïîäñêóï îä Hp,∞,α
ν , îäíîñíî,

sup
0<β< 1

2

‖Dνfβ‖p,∞,α <∞ (Ëåìà 4.1.5).

Àêî áè îïåðàòîð H ìîãàî äà ñå ïðîäóæè äî îãðàíè÷åíîã îïåðàòîðà èç ïðîñòîðà Hp,∞,α
ν

ó ïðîñòîð H(D), èìàëè áè äà jå

sup
0<β< 1

2

|Hfβ(0)| <∞,

jåð jå f → f(0) íåïðåêèäàí ëèíåàðàí îïåðàòîð íà ïðîñòîðó H(D). Ìå¢óòèì, âàæè

Hfβ(0) =
∞∑
k=0

1

(k + 1)β+1
è lim

β→0
Hfβ(0) =∞,

øòî jå êîíòðàäèêöèjà.

Ñëó÷àj 3(á). κp,α,ν < 0 ⇔ α+ 1
p − ν > 1, 0 < q <∞.

Èçàáåðèìî 0 < β < α, òàêî äà jå κp,β,ν = 0. Òàäà âàæè Hp,∞,β
ν ⊆ Hp,q,α

ν . Ó ñêëàäó
ñà ïðåòõîäíèì ñëó÷àjåì 3(à), îïåðàòîð H íå ìîæå áèòè ïðîäóæåí äî îãðàíè÷åíîã

îïåðàòîðà èç ïðîñòîðà Hp,∞,β
ν ó ïðîñòîð H(D) è ñàìèì òèì, íå ìîæå áèòè ïðîäóæåí

äî îãðàíè÷åíîã îïåðàòîðà èç ïðîñòîðà Hp,q,α
ν ó ïðîñòîð H(D).
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Ñëó÷àj 3(â). κp,α,ν = 0 (åêâèâàëåíòíî α+ 1
p − ν = 1), 0 < q <∞.

Íåêà jå

f(z) =

∞∑
n=0

zn

logε(n+ 2)
, ãäå jå max

{
1

q
, 1

}
< ε ≤ 1 +

1

q
.

Ïðèìåíîì Ëåìå 4.1.6 äîáèjàìî

‖Dνf‖p,q,α �
∞∑
n=0

2
n
(
ν−α+1− 1

p

)
(n+ 2)−εq

=
∞∑
n=0

1
(n+2)εq

< ∞,

jåð jå εq > 1.
Ñà äðóãå ñòðàíå, ôóíêöèjà Hf jå äîáðî äåôèíèñàíà, jåð jå ε > 1, îäàêëå ñëåäè

∞∑
n=0

1

(n+ 1) logε(n+ 2)
<∞.

Ñàäà, ïîêàæèìî äà Hf /∈ Hp,q,α
ν . Íà îñíîâó Ëåìå 3.3 èç [50] èìàìî äà âàæè Hp,q,α

ν ⊆
H∞,q,βν , ãäå jå β = α+ 1

p . Íåêà jå n ïîçèòèâàí öåî áðîj, òàêàâ äà jå n > ν è γ = β+n−ν.
Òàäà âàæè H∞,q,βν = H∞,q,γn . Ïîêàæèìî äà Hf /∈ H∞,q,γn è ñàìèì òèì, äîáè£åìî äà
Hf /∈ Hp,q,α

ν . Äîâî§íî jå ïîêàçàòè äà jå ‖(Hf)(n)‖∞,q,γ = ∞. Òàêî¢å, ïðèìåòèìî äà

âàæè κ∞,γ,n = 0. Êàêî ñó êîåôèöèjåíòè ̂(Hf)(n)(k) ôóíêöèjå (Hf)(n) íåíåãàòèâíè,
íàëàçèìî äà Hf ∈ H∞,q,γn (åêâèâàëåíòíî (Hf)(n) ∈ H∞,q,γ) àêî è ñàìî àêî jå∫ 1

0

( ∞∑
k=0

̂(Hf)(n)(k)rk

)q
(1− r)qγ−1dr <∞,

øòî jå åêâèâàëåíòíî ñà

∞∑
k=0

2−kγq

2k+1−1∑
j=2k

̂(Hf)(n)(j)

q

<∞.

Êàêî jå ̂(Hf)(n)(k) � (k + 1)nĤf(k), òî jå ïðåòõîäíà íåjåäíàêîñò åêâèâàëåíòíà ñà

∞∑
k=0

2−k(γ−n)q

2k+1−1∑
j=2k

Ĥf(j)

q

<∞.

Òàêî¢å, âàæè Ĥf(j) ↓ 0 êàäà j →∞, òàêî äà äîáèjàìî åêâèâàëåíòàí óñëîâ

∞∑
k=0

2−k(γ−n−1)q
(
Ĥf

(
2k
))q

=
∞∑
k=0

(
Ĥf

(
2k
))q

<∞.

Ìå¢óòèì, ïðåòõîäíè óñëîâ íèjå çàäîâî§åí, jåð âàæè

Ĥf
(
2k
)

=
∞∑
j=0

1

(2k+j+1) logε(j+2)

� (k + 1)1−ε
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è
∞∑
k=0

(k + 1)(1−ε)q =∞,

jåð jå (ε− 1)q ≤ 1. �

Äîêàç èìïëèêàöèjå

0 < κp,α,ν < 1⇒ îïåðàòîð H : Hp,q,α
ν → Hp,q,α

ν jå îãðàíè÷åí,

ó Òåîðåìè 4.1.1.

Íåêà jå ñàäà 0 < κp,α,ν < 1 (èëè åêâèâàëåíòíî 0 < α + 1
p − ν < 1) è òàêî¢å, íåêà jå

f ∈ Hp,q,α
ν . Êàî øòî jå ðàíèjå äîêàçàíî, âàæè Hf ∈ H(D). Íåêà jå n ïîçèòèâàí öåî

áðîj. Î÷èãëåäíî, òàäà jå

M∞

(
ρ, (Hf)(n)

)
≤ C(n)

∫ 1

0

|f(r)|
(1− rρ)n+1

dr, n = 1, 2, . . . . (4.1.2)

Àêî jå 1 ≤ p <∞, êîðèñòå£è òåîðåìó Ôóáèíèjà, íàëàçèìî äà jå

Mp

(
ρ, (Hf)(n)

)
≤ C

∫ 1
0 |f(r)|

(
1

2π

∫ 2π
0

dθ

|1−rρeiθ|p(n+1)

) 1
p

dr

≤ C
∫ 1

0
M∞(r,f)

(1−rρ)
n+1− 1

p
dr, n = 1, 2, . . . .

(4.1.3)

Ó ïðåòõîäíîì ñìî êîðèñòèëè äà âàæè∫ 2π

0

dθ

|1− teiθ|s
= O

(
1

(1− t)s−1

)
, s > 1 (âèäåòè [16, Ëåìà, ñòð. 65]). (4.1.4)

Íåêà jå 0 < p < 1 è rk = 1 − 1
2k

çà k = 0, 1, 2, . . . . Ïîñìàòðàjìî ñàìî ïîçèòèâíå öåëå

áðîjåâå n, òàêâå äà jå n > 1
p − 1. Òàäà âàæè

Mp

(
ρ, (Hf)(n)

)
≤ C

(
1

2π

∫ 2π
0

(∫ 1
0

|f(r)|dr
|1−rρeiθ|n+1

)p
dθ

) 1
p

= C

(
1

2π

∫ 2π
0

( ∞∑
k=0

∫ rk+1

rk

|f(r)|dr
|1−rρeiθ|n+1

)p
dθ

) 1
p

≤ C

( ∞∑
k=0

2−kpMp
∞(rk+1,f)

(1−rk+1ρ)p(n+1)−1

) 1
p

≤ C
(∫ 1

0
Mp
∞(r,f)(1−r)p−1

(1−rρ)p(n+1)−1 dr
) 1
p
.

(4.1.5)

Ó ïðåòõîäíîì ñìî ïîíîâî êîðèñòèëè (4.1.4) è ÷è»åíèöó äà âàæè( ∞∑
k=0

ak

)p
≤
∞∑
k=0

apk, ãäå jå 0 < p < 1 è ak ≥ 0, k = 0, 1, 2, . . . .

Ñëó÷àj 1. q =∞.
Àêî f ∈ Hp,∞,α

ν , äà áè ïîêàçàëè äà Hf ∈ Hp,∞,α
ν , äîâî§íî jå ïîêàçàòè äà jå

Mp

(
ρ, (Hf)(n)

)
= O

(
(1− ρ)−α−n+ν

)
,
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ãäå jå n äîâî§íî âåëèêè ïîçèòèâàí öåî áðîj.

Ñëó÷àj 1(à). p =∞.
Ïðâî, ïðèìåòèìî äà jå α− ν > 0 è

M∞ (ρ,Dνf) = O
(

1
(1−r)α

)
⇔ M∞(ρ, f) = O

(
1

(1−r)α−ν

)
.

Êîðèñòå£è ïðåòõîäíî è (4.1.2), íàëàçèìî äà âàæè

M∞
(
ρ, (Hf)(n)

)
≤ C

∫ 1
0
M∞(r,f)dr
(1−rρ)n+1

≤ C
∫ 1

0
(1−r)ν−αdr
(1−rρ)n+1

≤ C
(1−ρ)n+α−ν , n ∈ N.

Íàïîìåíèìî äà ñìî îâäå êîðèñòèëè Ëåìó 4.1.7 è ïðåòïîñòàâêó äà jå ν − α > −1 ⇔
α− ν < 1.

Ñëó÷àj 1(á). 1 ≤ p <∞.
Èç

Mp (r,Dνf) = O

(
1

(1− r)α

)
,

çàê§ó÷ójåìî äà âàæè

M∞(r, f) = O

(
1

(1− r)α+ 1
p
−ν

)
.

Ïðèìåòèìî äà jå α + 1
p − ν > 0 (èëè åêâèâàëåíòíî κp,α,ν < 1). Ñàäà, êîðèñòå£è 4.1.3,

äîáèjàìî äà âàæè

Mp

(
ρ, (Hf)(n)

)
≤ C

∫ 1
0

M∞(r,f)dr

(1−rρ)
n+1− 1

p

≤ C
∫ 1

0
(1−r)ν−α−

1
p dr

(1−rρ)
n+1− 1

p
, n ∈ N.

Ó ïðåòõîäíîì ñìî êîðèñòèëè äà jå κp,α,ν > 0. Íà îñíîâó Ëåìå 4.1.7, ñëåäè

Mp

(
ρ, (Hf)(n)

)
≤ C

(1− ρ)n−ν+α
,

îäíîñíî, âàæè Hf ∈ Hp,∞,α
ν .

Ñëó÷àj 1(â). 0 < p < 1.
Ìîæåìî ïðåòïîñòàâèòè äà jå n > 1

p . Êîðèñòå£è (4.1.5) è Ëåìó 4.1.7, äîáèjàìî

Mp

(
ρ, (Hf)(n)

)
≤ C

(∫ 1
0
Mp
∞(r,f)(1−r)p−1dr

(1−rρ)p(n+1)−1

) 1
p

≤ C

(∫ 1
0

(1−r)p(−α−
1
p+ν+1)−1

dr

(1−rρ)p(n+1)−1

) 1
p

≤ C
(1−ρ)n+α−ν .

Ñëó÷àj 2. 0 < q <∞.
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Ïðåòïîñòàâèìî äà f ∈ Hp,q,α
ν èëè åêâèâàëåíòíî f (n) ∈ Hp,q,α+n−ν , ïðè ÷åìó jå

n äîâî§íî âåëèêè ïîçèòèâàí öåî áðîj. Äà áè ïîêàçàëè äà Hf ∈ Hp,q,α
ν , äîâî§íî jå

ïîêàçàòè äà (Hf)(n) ∈ Hp,q,α+n−ν .

Ñëó÷àj 2(à). p =∞.
Ó îâîì ñëó÷àjó, êîðèñòå£è (4.1.2) è Ëåìó 4.1.8 äîáèjàìî∥∥(Hf)(n)

∥∥q
∞,q,α+n−ν =

∫ 1
0 M

q
∞
(
ρ, (Hf)(n)

)
(1− ρ)q(n+α−ν)−1dρ

≤ C
∫ 1

0

(∫ 1
0
M∞(r,f)dr
(1−rρ)n+1

)q
(1− ρ)q(n+α−ν)−1dρ

≤ C
∫ 1

0 M
q
∞(ρ, f)(1− ρ)q(α−ν)−1dρ.

Êîðèñòå£è (4.1.1), çàê§ó÷ójåìî äà jå ïîñëåä»è èíòåãðàë êîíà÷àí, jåð jå èíòåãðàë∫ 1

0
M q
∞

(
ρ, f (n)

)
(1− ρ)q(n+α−ν)−1dρ

êîíà÷àí.
Îâäå jå Ëåìà 4.1.8 ïðèìå»åíà ó ñëó÷àjó a = n+ α− ν, b = n+ 1 è c = 1. Ïðèìåòèìî
äà jå a > 0, b > a çáîã α − ν < 1 (åêâèâàëåíòíî κ∞,α,ν = ν − α + 1 > 0). Øòàâèøå,
c = 1 > 0 è

c− b+ a > 0⇔ α− ν > 0⇔ ν − α+ 1 < 1⇔ κ∞,α,ν < 1.

Ñëó÷àj 2(á). 1 ≤ p <∞.
Ñëè÷íî êàî ó ïðåòõîäíîì ñëó÷àjó, êîðèñòå£è ñàäà (4.1.3) è Ëåìó 4.1.8, âèäèìî äà

âàæè ∥∥(Hf)(n)
∥∥q
p,q,n+α−ν =

∫ 1
0 M

q
p

(
ρ, (Hf)(n)

)
(1− ρ)q(n+α−ν)−1dρ

≤ C
∫ 1

0

(∫ 1
0

M∞(r,f)dr

(1−rρ)
n+1− 1

p

)q
(1− ρ)q(n+α−ν)−1dρ

≤ C
∫ 1

0 M
q
∞(ρ, f)(1− ρ)

q
(
α+ 1

p
−ν
)
−1
dρ.

Ïîñëåä»è èíòåãðàë jå êîíà÷àí, jåð jå èíòåãðàë∫ 1

0
M q
p

(
ρ, f (n)

)
(1− ρ)q(n+α−ν)−1dρ

êîíà÷àí.
Îâäå jå Ëåìà 4.1.8 ïðèìå»åíà ó ñëó÷àjó êàäà jå a = α + n− ν, b = n + 1− 1

p è c = 1.
Ïðèìåòèìî äà jå

a > 0, c > 0, b− a = ν − α− 1

p
+ 1 = κp,α,ν > 0

è

a− b+ c = α+
1

p
− ν > 0⇔ κp,α,ν = ν − α− 1

p
+ 1 < 1.

Ñëó÷àj 2(â). 0 < p < 1.
Ìîæåìî ïðåòïîñòàâèòè äà jå n > 1

p . Ñàäà êîðèñòèìî (4.1.5) è Ëåìó 4.1.8. Ñëåäè∥∥(Hf)(n)
∥∥q
p,q,n+α−ν ≤ C

∫ 1
0

(∫ 1
0
Mp
∞(r,f)(1−r)p−1dr

(1−rρ)p(n+1)−1

) q
p

(1− ρ)q(n+α−ν)−1dρ

≤ C
∫ 1

0 M
q
∞(ρ, f)(1− ρ)

q
p

(1+p(α−ν))−1
dρ

< ∞,
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jåð jå ∫ 1

0
M q
p

(
ρ, f (n)

)
(1− ρ)q(n+α−ν)−1dρ <∞.

Îâäå jå Ëåìà 4.1.8 ïðèìå»åíà ó ñëó÷àjó êàäà jå a = p(n+α−ν), b = p(n+1)−1, c = p
è ñà q

p óìåñòî q. Äîáèjàìî äà âàæè

a > 0, c > 0, b− a = p− 1− p(α− ν) > 0⇔ κp,α,ν > 0

è
a− b+ c = p(α− ν) + 1 > 0⇔ κp,α,ν < 1.

Òèìå jå çàâðøåí äîêàç è îâå èìïëèêàöèjå. �

4.2 Ïðèìåíà äóàëíîñòè

Ó îâîì ïîãëàâ§ó ïîêàçójåìî äà èìïëèêàöèjà

0 < κp,α,ν < 1⇒ îïåðàòîð H : Hp,q,α
ν → Hp,q,α

ν jå îãðàíè÷åí

ìîæå áèòè äîêàçàíà è êîðèø£å»åì äóàëíîñòè. Îâäå äàjåìî äåòà§àí äîêàç ñàìî ó
ñëó÷àjó êàäà jå 1 < p, q <∞. Áè£å íàì ïîòðåáíà è ñëåäå£à òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.2.1 ([31, 47]) Íåêà jå 1 < p, q <∞ è íåêà ñó p′ è q′ êîíjóãîâàíè åêñïîíåíòè

çà p è q, òèì ðåäîì. Òàäà ñå äóàë ïðîñòîðà Hp′,q′,1
1+α , ãäå jå α > 0 ìîæå ïîèñòèâåòèòè

ñà ïðîñòîðîì Hp,q,α. Îäãîâàðàjó£å äóàëíî óïàðèâà»å jå äàòî ñà

〈g, f〉 =
∞∑
n=0

ĝ(n)f̂(n),

ãäå jå f(z) =
∑∞

n=0 f̂(n)zn ∈ Hp,q,α è g(z) =
∑∞

n=0 ĝ(n)zn ∈ Hp′,q′,1
1+α .

Äîêàç èìïëèêàöèjå

0 < κp,α,ν < 1⇒ îïåðàòîð H : Hp,q,α
ν → Hp,q,α

ν jå îãðàíè÷åí,

ó ñëó÷àjó êàäà jå 1 < p, q <∞ .

Íåêà jå f ∈ Hp,q,α
ν è h ∈ Hp′,q′,1

1+α . Êàî øòî ñìî ðàíèjå ïðèìåòèëè, îïåðàòîð Õèëáåðòîâå
ìàòðèöå H jå äîáðî äåôèíèñàí íà ïðîñòîðó Hp,q,α

ν . Òàäà âàæè

|〈h,DνHf〉| = |〈Hf,Dνh〉|

=
∣∣∣∫DHf(z)Dν+1h(z)dA(z)

∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ 1
0 f(t)

(∫
D
Dν+1h(z)

1−tz dA(z)
)
dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∫ 1
0 f(t)

(
1
π

∫ 1
0 r
∫ 2π

0

Dν+1h(reiθ)
1−tre−iθ dθdr

)
dt

∣∣∣∣∣
≤ C

∫ 1
0 |f(t)|G(t)dt,

ãäå jå G(t) =
∫ 1

0

∣∣Dν+1h(r2t)
∣∣ rdr.
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Íåêà jå ñàäà δ = α+ 1
p−

1
q−ν. Êàêî jå 0 < α+ 1

p−ν < 1, òî äîáèjàìî −1 < δq < q−1.
Êîðèñòå£è Õåëäåðîâó íåjåäíàêîñò, íàëàçèìî

|〈h,DνHf〉| ≤ C
{∫ 1

0 |f(t)|q(1− t)δqdt
} 1
q
{∫ 1

0 G
q′(t)(1− t)−δq′dt

} 1
q′

= CI1I2,

ïðè ÷åìó jå I1 =
{∫ 1

0 |f(t)|q(1− t)δqdt
} 1
q
è I2 =

{∫ 1
0 G

q′(t)(1− t)−δq′dt
} 1
q′
. Ñëåäè äà jå

Iq1 ≤
∫ 1

0 M
q
∞(t, f)(1− t)δqdt

�
∫ 1

0 M
q
∞ (t,Dνf) (1− t)δq+qνdt

≤ C
∫ 1

0 M
q
p (t,Dνf) (1− t)δq−

q
p

+νq
dt

= C
∫ 1

0 M
q
p (t,Dνf) (1− t)qα−1dt.

Îäíîñíî, âàæè I1 ≤ C ‖Dνf‖p,q,α.
Äà§å, îöå»ójåìî I2. Ìîæåìî ïèñàòè,

Iq
′

2 = I21 + I22, (4.2.1)

ãäå jå

I21 =

∫ 1
2

0

(∫ 1

0

∣∣Dν+1h(r2t)
∣∣ rdr)q′ (1− t)−δq′dt

è

I22 =

∫ 1

1
2

(∫ 1

0

∣∣Dν+1h(r2t)
∣∣ rdr)q′ (1− t)−δq′dt.

Íèjå òåøêî âèäåòè äà âàæè

I21 ≤ CM q′
∞
(

1
2 , D

ν+1h
)

≤ C
∫ 1

0 M
q′
∞
(
t,Dν+1h

)
(1− t)−δq′+q′dt.

(4.2.2)

Îâäå ñìî èñêîðèñòèëè ÷è»åíèöó äà jå M q′
∞
(
t,Dν+1h

)
ðàñòó£à ôóíêöèjà, jåð jå

ôóíêöèjà M∞
(
t,Dν+1h

)
ðàñòó£à.

Ó íàñòàâêó, îöå»ójåìî I22.

I22 =
∫ 1

1
2

1
(2t)q′

(∫ t
0

∣∣Dν+1h(s)
∣∣ ds)q′ (1− t)−δq′dt

≤
∫ 1

1
2

(∫ t
0 M∞

(
s,Dν+1h

)
ds
)q′

(1− t)−δq′dt

≤
∫ 1

0

(∫ 1
1−tM∞

(
1− s,Dν+1h

)
ds
)q′

(1− t)−δq′dt

≤ C
∫ 1

0 M
q′
∞
(
t,Dν+1h

)
(1− t)−δq′+q′dt.

(4.2.3)

Ó ïðåòõîäíîì ñìî èñêîðèñòèëè íåjåäíàêîñò∫ 1

0

(∫ 1

1−t
ϕ(r)dr

)m
(1− t)k−1dt ≤

(m
k

)m ∫ 1

0
(ϕ(1− t))m (1− t)m+k−1dt,
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ãäå jå ϕ íåíåãàòèâíà ôóíêöèjà íà èíòåðâàëó (0, 1), 1 < m < ∞ è k > 0 (îâî jå
ñïåöèjàëàí ñëó÷àj jåäíå âàðèjàíòå êëàñè÷íå Õàðäèjåâå íåjåäíàêîñòè (âèäåòè [19, ñòð.
242] è îäãîâàðàjó£å ðåôåðåíöå êîjå ñó òàìî íàâåäåíå)).

Êîðèñòå£è (4.2.1), (4.2.2) è (4.2.3), äîáèjàìî äà jå

Iq
′

2 ≤ C
∫ 1

0 M
q′
∞
(
t,Dν+1h

)
(1− t)−δq′+q′dt

≤ C
∫ 1

0 M
q′

p′
(
t,Dν+1h

)
(1− t)−δq

′+q′− q
′
p′ dt

� C
∫ 1

0 M
q′

p′
(
t,D1+αh

)
(1− t)−δq

′+q′− q
′
p′+q

′(α−ν)
dt

= C
∫ 1

0 M
q′

p′
(
t,D1+αh

)
(1− t)q′−1dt

= C
∥∥D1+αh

∥∥q′
p′,q′,1

.

Ïðåìà òîìå, âàæè

|〈h,DνHf〉| ≤ C ‖Dνf‖p,q,α
∥∥D1+αh

∥∥
p′,q′,1

,

è ñàìèì òèì jå ‖DνHf‖p,q,α < ∞, íà îñíîâó Òåîðåìå 4.2.1, îäíîñíî, ñëåäè äà âàæè
Hf ∈ Hp,q,α

ν . �

Äà áè ïîêàçàëè äà jå îïåðàòîð H : H∞,q,αν → H∞,q,αν îãðàíè÷åí, ãäå jå 1 < q < ∞,
ó ñëó÷àjó êàäà âàæè 0 < α− ν < 1, ìîæåìî ïîñòóïèòè êàî ó ïðåòõîäíîì ðàçìàòðà»ó

óç êîðèø£å»å äóàëíîñòè
(
H1,q′,1

1+α

)′
= H∞,q,α (âèäåòè [1, 31]). Ó ñëó÷àjó êàäà jå p = 1

è 1 < q <∞, ìîæåìî êîðèñòèòè äóàëíîñò
(
H∞,q

′,1
1+α

)′
= H1,q,α (âèäåòè [1, 31]).

Ó ïðåòõîäíèì ãëàâàì èñïèòèâàëè ñìî ïîíàøà»å îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå
íà íåêèì êëàñè÷íèì ïðîñòîðèìà õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà íà jåäèíè÷íîì äèñêó. Ó
íàñòàâêó ïðîøèðójåìî ïðåòõîäíà ðàçìàòðà»à, òàêî øòî íåêå îä íàøèõ ïðåòõîäíî
ïîìåíóòèõ ïðîñòîðà õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà íà jåäèíè÷íîì äèñêó ñíàáäåâàìî ñà íåêîì
ëîãàðèòàìñêîì òåæèíîì. Äàêëå, ó íàðåäíîj ãëàâè èñïèòójåìî îïåðàòîð Õèëáåðòîâå
ìàòðèöå íà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêèì ïðîñòîðèìà.
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Ãëàâà 5

Õèëáåðòîâà ìàòðèöà íà

ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêèì

ïðîñòîðèìà

Ñâðõà îâå ãëàâå jåñòå èñïèòèâà»å äåjñòâà îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íà
íåêèì îä êëàñè÷íèõ ïðîñòîðà õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà íà jåäèíè÷íîì äèñêó, àëè êîjè
ñó ñíàáäåâåíè ñà ëîãàðèòàìñêîì òåæèíîì. Íàèìå, ïîêàçà£åìî äà àêî jå α > 2 è
0 < ε ≤ α − 2, òàäà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H ïðåñëèêàâà ëîãàðèòàìñêî
òåæèíñêè Áåðãìàíîâ ïðîñòîð A2

logα ó ïðîñòîð A2
logα−2−ε . Òàj ðåçóëòàò jåñòå óîïøòå»å

ïðåòõîäíî ïîçíàòèõ ðåçóëòàòà. Çàïðàâî, ó ðàäó [38] (Ëàíó÷à, Íîâàê, Ïàâëîâè£)
jåñòå äîêàçàíî äà ó ñëó÷àjó êàäà jå α > 3, îïåðàòîð H ïðåñëèêàâà ëîãàðèòàìñêî
òåæèíñêè ïðîñòîð A2

logα ó Áåðãìàíîâ ïðîñòîð A2. Ñà äðóãå ñòðàíå, ïîêàçàíî jå äà

âàæè H : A2
logα → A2 è ó ñëó÷àjó êàäà jå α > 2 (âèäåòè [28], çàjåäíè÷êè ðàä Ì. Jåâòè£à

è àóòîðà îâîã òåêñòà). Òàêî¢å, ïîêàçà£åìî äà ñå çà ñâå α ∈ R ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè
Áëîõîâ ïðîñòîð Blogα , îïåðàòîðîì Õèëáåðòîâå ìàòðèöå, ïðåñëèêàâà ó ïðîñòîð Blogα+1

(íà îâàj íà÷èí ñó òàêî¢å óîïøòåíè íåêè îäãîâàðàjó£è ðåçóëòàòè èç ïåòîã ïîãëàâ§à
ðàäà [38]). Îñèì òîãà, îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H, çà ñâå α ≥ 0, ïðåñëèêàâà
ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè Õàðäè-Áëîõîâ ïðîñòîð B1

logα ó ïðîñòîð B1
logα−1 , ïðè ÷åìó çà

ñâàêî ε > 0, ïîñòîjè ôóíêöèjà f ∈ B1
logα , òàêâà äà jå Hf /∈ B1

logα−1+ε . Ñâè ðåçóëòàòè èç

îâå ãëàâå ñó îðèãèíàëíè è ïóáëèêîâàíè ó ðàäó [32] àóòîðà îâîã òåêñòà.

5.1 Íåêè ïîìî£íè ðåçóëòàòè

Ó îâîì ïîãëàâ§ó äîêàçà£åìî íåêîëèêî óâîäíèõ è ïîìî£íèõ ðåçóëòàòà êîjè £å íàì
áèòè îä êîðèñòè ó ðàçìàòðà»èìà êîjà ñëåäå.

Ëåìà 5.1.1 Íåêà jå α ∈ R è a ≥ 2. Òàäà âàæè∫ ∞
log a

tαe−tdt ≤ Cα
logα a

a
,

ïðè ÷åìó jå Cα êîíñòàíòà êîjà íå çàâèñè îä a.

Äîêàç. (1) Ñëó÷àj α ≤ 0. Ñëåäè äà jå∫ ∞
log a

tαe−tdt ≤ logα a

∫ ∞
log a

e−tdt =
logα a

a
.
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(2) Ñëó÷àj α > 0. Ïðèìåíîì ïàðöèjàëíå èíòåãðàöèjå äîáèjàìî äà âàæè∫∞
log a t

αe−tdt = logα a
a + α

∫∞
log a t

α−1e−tdt

= logα a
a + α logα−1 a

a + α(α− 1)
∫∞

log a t
α−2e−tdt

≤ Cα
logα a
a + α(α− 1)

∫∞
log a t

α−2e−tdt.

Íàñòàâ§àjó£è ïðåòõîäíè ïîñòóïàê, äîáèjàìî äà jå∫∞
log a t

αe−tdt ≤ Cα
logα a
a + α(α− 1) · . . . · (α− bαc)

∫∞
log a t

α−bαc−1e−tdt

≤ Cα
logα a
a + α(α− 1) · . . . · (α− bαc) logα−bαc−1 a

a

≤ Cα
logα a
a ,

ãäå jå bαc íàjâå£è öåî áðîj êîjè íå ïðåëàçè α. �

Êîðèñòå£è ïðåòõîäíó ëåìó äîëàçèìî äî ñëåäå£åã êîðèñíîã ðåçóëòàòà.

Ëåìà 5.1.2 Íåêà jå α ∈ R è íåêà jå n íåíåãàòèâàí öåî áðîj. Òàäà âàæè∫ 1

0
rn logα

2

1− r
dr � logα(n+ 2)

n+ 1
,

ïðè ÷åìó jå îäãîâàðàjó£à êîíñòàíòà íåçàâèñíà îä n, îäíîñíî, ïîñòîjè êîíñòàíòà Cα
íåçàâèñíà îä n, òàêâà äà jå

1

Cα

logα(n+ 2)

n+ 1
≤
∫ 1

0
rn logα

2

1− r
dr ≤ Cα

logα(n+ 2)

n+ 1
.

Äîêàç. (1) Ñëó÷àj α ≥ 0. Íàjïðå, íàëàçèìî äà jå∫ 1
0 r

n logα 2
1−rdr ≥

∫ 1
1− 1

n+1
rn logα 2

1−rdr

≥ logα(n+ 2)
∫ 1

1− 1
n+1

rndr

= logα(n+2)
n+1

(
1− (1− 1

n+1)n+1
)

≥ C logα(n+2)
n+1 .

Ñà äðóãå ñòðàíå, êîðèñòå£è Ëåìó 5.1.1, äîáèjàìî äà âàæè∫ 1
1− 1

n+1
rn logα 2

1−rdr ≤
∫ 1

1− 1
n+1

logα 2
1−rdr

= 2
∫∞

log(2n+2) t
αe−tdt

≤ 2
∫∞

log(n+2) t
αe−tdt

≤ Cα
logα(n+2)

n+1

è ∫ 1− 1
n+1

0 rn logα 2
1−rdr ≤ Cα logα(n+ 2)

∫ 1− 1
n+1

0 rndr

= Cα
logα(n+2)

n+1

(
1− 1

n+1

)n+1

≤ Cα
logα(n+2)

n+1 .
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Ïðåìà òîìå, ñëåäè äà jå ∫ 1

0
rn logα

2

1− r
dr ≤ Cα

logα(n+ 2)

n+ 1
.

(2) Ñëó÷àj α < 0. Íåêà jå ϕ(r) = r logα 2
r , ãäå jå 0 < r 6 1. Òàäà jå ϕ íåíåãàòèâíà,

íåîïàäàjó£à ôóíêöèjà íà èíòåðâàëó (0, 1] è âàæè

t1−2αϕ(r) ≤ ϕ(tr) ≤ tϕ(r),

çà ñâå 0 < t < 1. Êîðèñòå£è Ëåìó 4.1 èç [41], äîáèjàìî äà jå∫ 1

0
rn
ϕ(1− r)

1− r
dr � ϕ

(
1

n+ 1

)
.

Êîíà÷íî, âàæè ∫ 1

0
rn logα

2

1− r
dr � logα(n+ 2)

n+ 1
,

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. �

Ñëåäå£à òåîðåìà jå ïîñëåäèöà Òåîðåìå 2.31 íà ñòðàíè 192 êëàñè÷íå ìîíîãðàôèjå
[67], ñòîãà £å »åí äîêàç áèòè èçîñòàâ§åí.

Òåîðåìà 5.1.3 ([67])
(à) Çà ñâå α ∈ R, Òåjëîðîâè êîåôèöèjåíòè F̂ (n) ôóíêöèjå

F (z) =
1

1− z
logα

2

1− z
,

çàäîâî§àâàjó,

F̂ (n) � logα(n+ 2),

ïðè ÷åìó jå îäãîâàðàjó£à êîíñòàíòà íåçàâèñíà îä n.
(á) Çà ñâå α ∈ R, Òåjëîðîâè êîåôèöèjåíòè Ĝ(n) ôóíêöèjå

G(z) = logα
2

1− z
,

çàäîâî§àâàjó,

Ĝ(n) � logα−1(n+ 2)

n+ 1
,

ïðè ÷åìó jå îäãîâàðàjó£à êîíñòàíòà íåçàâèñíà îä n.

Êîðèñòå£è ïðåòõîäíó òåîðåìó äîëàçèìî äî jîø jåäíîã êîðèñíîã òâð¢å»à.

Ëåìà 5.1.4 Íåêà jå α ∈ R è íåêà jå k íåíåãàòèâàí öåî áðîj. Òàäà âàæè

∞∑
n=0

logα(n+ 2)

(n+ 1)(n+ k + 1)
� logα+1(k + 2)

k + 1
,

ïðè ÷åìó jå îäãîâàðàjó£à êîíñòàíòà íåçàâèñíà îä k, îäíîñíî, ïîñòîjè êîíñòàíòà Cα
íåçàâèñíà îä k, òàêâà äà jå

1

Cα

logα+1(k + 2)

k + 1
≤
∞∑
n=0

logα(n+ 2)

(n+ 1)(n+ k + 1)
≤ Cα

logα+1(k + 2)

k + 1
.
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Äîêàç. Êîðèñòå£è Ëåìó 5.1.2 è Òåîðåìó 5.1.3 (á), äîáèjàìî äà âàæè

logα+1(k+2)
k+1 �

∫ 1
0 r

k logα+1 2
1−rdr

�
∫ 1

0 r
k
∞∑
n=0

logα(n+2)
n+1 rndr

=
∞∑
n=0

logα(n+2)
n+1

∫ 1
0 r

n+kdr

=
∞∑
n=0

logα(n+2)
(n+1)(n+k+1) ,

ïðè ÷åìó jå îäãîâàðàjó£à êîíñòàíòà íåçàâèñíà îä k. �

5.2 Îïåðàòîð H íà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêèì

Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà

Íåêà jå α ∈ R. Òàäà äåôèíèøåìî ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè Áåðãìàíîâ ïðîñòîð
A2

logα íà ñëåäå£è íà÷èí,

A2
logα =

{
f ∈ H(D) : ‖f‖2A2

logα
=

∫
D
|f(z)|2 logα

2

1− |z|2
dA(z) <∞

}
.

Ïðèìåòèìî äà jå A2
logα ⊂ A2 çà ñâå α > 0 è A2

log0 = A2.

Ëåìà 5.2.1 ([28, 32]) Íåêà jå α ∈ R è f(z) =
∑∞

n=0 f̂(n)zn ∈ A2
logα. Òàäà âàæè

‖f‖2A2
logα
�
∞∑
n=0

|f̂(n)|2 logα(n+ 2)

n+ 1
,

ïðè ÷åìó jå îäãîâàðàjó£à êîíñòàíòà íåçàâèñíà îä èçáîðà ôóíêöèjå f , îäíîñíî, ïîñòîjè
êîíñòàíòà C íåçàâèñíà îä èçáîðà ôóíêöèjå f , òàêâà äà jå

1

C
‖f‖2A2

logα
≤
∞∑
n=0

|f̂(n)|2 logα(n+ 2)

n+ 1
≤ C‖f‖2A2

logα
.

Äîêàç. Ïðèìåíîì Ïàðñåâàëîâå ôîðìóëå íà ôóíêöèjó f(z) =
∑∞

n=0 f̂(n)zn ∈ A2
logα è

ïðèìåíîì Ëåìå 5.1.2, íàëàçèìî äà jå

‖f‖2A2
logα

=

∞∑
n=0

|f̂(n)|2
∫ 1

0
rn logα

2

1− r
dr �

∞∑
n=0

|f̂(n)|2 logα(n+ 2)

n+ 1
,

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. �

Ñàäà ñìî ìîãó£íîñòè äà îïèøåìî ïîíàøà»å îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íà
ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêèì Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà A2

logα , êàäà jå α > 2. Ñëåäå£à
òåîðåìà óîïøòàâà îäãîâàðàjó£å ðåçóëòàòå èç ðàäîâà [28] è [38].
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Òåîðåìà 5.2.2 ([32]) Íåêà jå α > 2 è 0 < ε ≤ α − 2. Òàäà jå îïåðàòîð Õèëáåðòîâå

ìàòðèöå H äîáðî äåôèíèñàí íà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêîì Áåðãìàíîâîì ïðîñòîðó

A2
logα è ïðåñëèêàâà ãà ó ïðîñòîð A2

logα−2−ε.

Äîêàç. Íåêà jå f(z) =
∑∞

n=0 f̂(n)zn ∈ A2
logα . Òàäà, íà îñíîâó Êîøè-Øâàðöîâå

íåjåäíàêîñòè, çàê§ó÷ójåìî äà âàæè

∞∑
n=0

|f̂(n)|
n+ 1

≤

( ∞∑
n=0

|f̂(n)|2 logα(n+ 2)

n+ 1

) 1
2
( ∞∑
n=0

1

(n+ 1) logα(n+ 2)

) 1
2

<∞,

jåð jå α > 2. Ïðåìà òîìå, îïåðàòîð H jå äîáðî äåôèíèñàí íà ïðîñòîðó A2
logα . Ñà äðóãå

ñòðàíå, êîðèñòå£è îïåò Êîøè-Øâàðöîâó íåjåäíàêîñò è Ëåìó 5.1.4, äîáèjàìî äà âàæè

‖Hf‖2
A2

logα−2−ε
�

∞∑
n=0
|Ĥf(n)|2 logα−2−ε(n+2)

n+1

=
∞∑
n=0

∣∣∣∣ ∞∑
k=0

f̂(k)
n+k+1

∣∣∣∣2 logα−2−ε(n+2)
n+1

≤
∞∑
n=0

∞∑
k=0

|f̂(k)|2 logα(k+2)
n+k+1

∞∑
k=0

1
(n+k+1) logα(k+2)

logα−2−ε(n+2)
n+1

≤
∞∑
k=0

|f̂(k)|2 logα(k+2)
k+1

∞∑
k=0

1
logα(k+2)

∞∑
n=0

logα−2−ε(n+2)
(n+1)(n+k+1)

≤ C‖f‖2
A2

logα

∞∑
k=0

1
logα(k+2)

logα−1−ε(k+2)
k+1

= C‖f‖2
A2

logα

∞∑
k=0

1
(k+1) log1+ε(k+2)

< ∞.

Ñàìèì òèì, ñëåäè äà Hf ∈ A2
logα−2−ε . �

5.3 Îïåðàòîð H íà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêèì

Áëîõîâèì ïðîñòîðèìà

Çà α ∈ R ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè Áëîõîâ ïðîñòîð Blogα äåôèíèøå ñå íà ñëåäå£è
íà÷èí

Blogα =

{
f ∈ H(D) : |f ′(z)|(1− |z|) = O

(
logα

2

1− |z|

)}
.

Íîðìà ó ïðîñòîðó Blogα äàòà jå ñà

‖f‖Blogα = |f(0)|+ sup
z∈D
|f ′(z)|(1− |z|) log−α

2

1− |z|
.

Îñèì òîãà, ïðèìåòèìî äà jå Blog0 çàïðàâî Áëîõîâ ïðîñòîð B∞,∞0 = B. Ñëåäå£à òåîðåìà
îïèñójå ïîíàøà»å îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêèì
Áëîõîâèì ïðîñòîðèìà Blogα çà ñâå α ∈ R. Îñèì òîãà, îíà óîïøòàâà ïðåòõîäíî
ïîñòîjå£å ðåçóëòàòå êîjè ñå îäíîñå íà äåjñòâî Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà ëîãàðèòàñìêî
òåæèíñêèì ïðîñòîðèìà Áëîõà (âèäåòè [38]).

Òåîðåìà 5.3.1 ([32]) Íåêà jå α ∈ R. Òàäà jå îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H äîáðî

äåôèíèñàí îïåðàòîð íà ïðîñòîðó Blogα è ïðåñëèêàâà ãà ó ïðîñòîð Blogα+1.
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Äîêàç. Íà îñíîâó Òåîðåìå 2.1 (a) èç [49], íàëàçèìî äà àêî jå ôóíêöèjà f(z) =∑∞
n=0 f̂(n)zn ∈ Blogα , òàäà âàæè

∑∞
n=0

|f̂(n)|
n+1 < ∞. Ñëåäè äà jå îïåðàòîð Õèëáåðòîâå

ìàòðèöå H äîáðî äåôèíèñàí îïåðàòîð íà ïðîñòîðó Blogα . Ñà äðóãå ñòðàíå, íåêà jå
f ∈ Blogα , ïðè ÷åìó áåç ñìà»å»à îïøòîñòè, ìîæåìî äîäàòíî ïðåòïîñòàâèòè äà jå
f(0) = 0. Òàäà, ïðèìåíîì Ëåìå 4.2.8 èç [65], äîáèjàìî äà âàæè

f(z) =

∫
D

f ′(w)(1− |w|2)

w(1− wz)2
dA(w),

çà ñâå z ∈ D. Òàêî¢å, èìàìî äà jå∫
D

zk|z|2n

1− z
dA(z) =

1

n+ k + 1
,

çà ñâå íåíåãàòèâíå öåëå áðîjåâå n è k. Ïðåìà òîìå,∫
D
f(z)

|z|2n

1− z
dA(z) =

∞∑
k=0

f̂(k)

n+ k + 1
= Ĥf(n).

Ñòîãà, âàæè

|Ĥf(n)| =
∣∣∣∫D f(z) |z|

2n

1−z dA(z)
∣∣∣

=
∣∣∣∫D f ′(w)(1−|w|2)

w

∫
D

|z|2n
(1−wz)2(1−z)dA(z)dA(w)

∣∣∣
= 1

π

∣∣∣∫D f ′(w)(1−|w|2)
w

∫ 1
0 r

2n+1
∫ 2π

0
1

(1−wreiθ)2(1−re−iθ)
dθdrdA(w)

∣∣∣
= 1

π

∣∣∣∫D f ′(w)(1−|w|2)
w

∫ 1
0 r

2n+1 2π
(1−r2w)2

drdA(w)
∣∣∣

≤ C
∫
D
|f ′(w)|(1−|w|)

|w|
∫ 1

0
r2n+1

|1−r2w|2drdA(w)

≤ C
∫
D

logα 2
1−|w|
|w|

∫ 1
0

r2n+1

|1−r2w|2drdA(w)

= C
∫ 1

0 r
2n+1

∫
D

logα 2
1−|w|

|w||1−r2w|2dA(w)dr

= C
∫ 1

0 r
2n+1

∫ 1
0 logα 2

1−ρ
∫ 2π

0
1

|1−r2ρeiθ|2dθdρdr

≤ C
∫ 1

0 r
2n+1

∫ 1
0

1
1−r2ρ logα 2

1−ρdρdr

= C
∫ 1

0 logα 2
1−ρ

∫ 1
0

rn

1−rρdrdρ.

Îñèì òîãà, âàæè ∫ 1

0

rn

1− rρ
dr =

∞∑
k=0

ρk

n+ k + 1
.

64



5.3. ËÎÃÀÐÈÒÀÌÑÊÎ ÒÅÆÈÍÑÊÈ ÁËÎÕÎÂÈ ÏÐÎÑÒÎÐÈ

Ñàìèì òèì, êîðèñòå£è Ëåìó 5.1.2 è Ëåìó 5.1.4, äîáèjàìî

|Ĥf(n)| ≤ C
∞∑
k=0

1
n+k+1

∫ 1
0 ρ

k logα 2
1−ρdρ

≤ C
∞∑
k=0

logα(k+2)
(k+1)(n+k+1)

≤ C logα+1(n+2)
n+1 .

Ñàìèì òèì, âàæè

|(Hf)′(z)| =

∣∣∣∣ ∞∑
n=1

nĤf(n)zn−1

∣∣∣∣
≤

∞∑
n=1

n|Ĥf(n)||z|n−1

≤ C
∞∑
n=1

n
n+1 logα+1(n+ 2)|z|n−1

≤ C
∞∑
n=0

logα+1(n+ 3)|z|n

≤ C
∞∑
n=0

logα+1(n+ 2)|z|n.

Êîðèñòå£è Òåîðåìó 5.1.3(a), ñëåäè

1

1− |z|
logα+1 2

1− |z|
�
∞∑
n=0

logα+1(n+ 2)|z|n.

Êîíà÷íî jå

|(Hf)′(z)| ≤ C
∞∑
n=0

logα+1(n+ 2)|z|n

≤ C 1
1−|z| logα+1 2

1−|z| .

Îäíîñíî, âàæè Hf ∈ Blogα+1 . �

5.4 Îïåðàòîð H íà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêèì

Õàðäè-Áëîõîâèì ïðîñòîðèìà

Íåêà jå α ∈ R. Òàäà äåôèíèøåìî ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè Õàðäè-Áëîõîâ ïðîñòîð
B1

logα íà ñëåäå£è íà÷èí,

B1
logα =

{
f ∈ H(D) : ‖f‖B1logα = |f(0)|+

∫
D
|f ′(z)| logα

2

1− |z|
dA(z) <∞

}
.

Àêî jå α = 0, òàäà jå B1
log0 Õàðäè-Áëîõîâ ïðîñòîð B1,1

0 . Òàêî¢å, ïðèìåòèìî äà àêî

jå α ≥ 0, òàäà âàæè B1
logα ⊆ B

1,1
0 ⊆ H1 è àêî jå f(z) =

∑∞
n=0 f̂(n)zn ∈ H1, òàäà jå
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∑∞
n=0

|f̂(n)|
n+1 < ∞ (íà îñíîâó Õàðäèjåâå íåjåäíàêîñòè (1.2.2)). Ó íàñòàâêó ðàçìàòðà»à

îä êîðèñòè íàì ìîæå áèòè ñëåäå£à òåîðåìà êîjà jå äîêàçàíà ó [49].

Òåîðåìà 5.4.1 ([49]) Íåêà jå α ≥ −1 è íåêà jå f(z) =
∑∞

n=0 f̂(n)zn ∈ H(D), ïðè ÷åìó

âàæè f̂(n) ↓ 0 êàäà n→∞. Òàäà

f ∈ B1
logα àêî è ñàìî àêî

∞∑
n=0

f̂(n)
logα(n+ 2)

n+ 1
<∞.

Øòàâèøå, ïîñòîjè êîíñòàíòà C íåçàâèñíà îä ôóíêöèjå f , òàêâà äà jå

1

C
‖f‖B1logα ≤

∞∑
n=0

f̂(n)
logα(n+ 2)

n+ 1
≤ C‖f‖B1logα .

Òåîðåìà êîjà ñëåäè îïèñójå ïîíàøà»å Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íà ëîãàðèòàìñêî
òåæèíñêèì Õàðäè-Áëîõîâèì ïðîñòîðèìà. Çà âèøå èíôîðìàöèjà âèäåòè [32].

Òåîðåìà 5.4.2 ([32]) Íåêà jå α ≥ 0.
(à) Òàäà jå îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H äîáðî äåôèíèàí íà ïðîñòîðó B1

logα è

ïðåñëèêàâà ãà ó ïðîñòîð B1
logα−1.

(á) Àêî jå f(z) =
∑∞

n=0 f̂(n)zn, ïðè ÷åìó âàæè f̂(n) ↓ 0 êàäà n→∞ è
∑∞

n=0
f̂(n)
n+1 <∞,

òàäà Hf ∈ B1
logα−1 ïîâëà÷è f ∈ B1

logα.

(â) Ðåçóëòàò èç äåëà (a) jå íàjáî§è ìîãó£ ó ñìèñëó äà çà ñâàêî ε > 0 ïîñòîjè ôóíêöèjà
f ∈ B1

logα , òàêâà äà âàæè Hf /∈ B1
logα−1+ε .

(ã) Àêî jå α < 0, òàäà ñå îïåðàòîð H íå ìîæå ïðîøèðèòè äî íåïðåêèäíîã îïåðàòîðà

èç ïðîñòîðà B1
logα ó ïðîñòîð H(D).

Äîêàç. (à) Íà îñíîâó Òåîðåìå 2.1 (á) èç [49], èìàìî äà àêî f(z) =
∑∞

n=0 f̂(n)zn ∈ B1
logα ,

α ≥ 0, òàäà jå
∑∞

n=0
|f̂(n)|
n+1 < ∞. Ñàìèì òèì, îïåðàòîð H jå äîáðî äåôèíèñàí íà

B1
logα . Ñà äðóãå ñòðàíå, íåêà jå f ∈ B1

logα , ïðè ÷åìó áåç ñìà»å»à îïøòîñòè, ìîæåìî
ïðåòïîñòàâèòè äà jå f(0) = 0. Òàäà, íà îñíîâó Ëåìå 4.2.8 èç [65], äîáèjàìî äà âàæè

f(z) =

∫
D

f ′(w)(1− |w|2)

w(1− wz)2
dA(w),

çà ñâå z ∈ D. Íåêà jå S =
∫
D |(Hf)′(z)| logα−1 2

1−|z|dA(z). Òàäà, êîðèñòå£è èíòåãðàëíó

ðåïðåçåíòàöèjó îïåðàòîðà Õèëáåòîâå ìàòðèöå Hf(z) =
∫ 1

0
f(t)
1−tzdt, íàëàçèìî äà jå

S ≤
∫
D
∫ 1

0
|f(t)|
|1−tz|2 logα−1 2

1−|z|dtdA(z)

=
∫
D
∫ 1

0
1

|1−tz|2

∣∣∣∫D f ′(w)(1−|w|2)
w(1−wt)2 dA(w)

∣∣∣ logα−1 2
1−|z|dtdA(z)

≤ C
∫
D
|f ′(w)|(1−|w|)

|w|
∫
D logα−1 2

1−|z|
∫ 1

0
dt

|1−tz|2|1−tw|2dA(z)dA(w)

≤ C
∫
D
|f ′(w)|(1−|w|)

|w|
∫
D

1
|1−zw|3 logα−1 2

1−|z|dA(z)dA(w)

≤ C
∫
D
|f ′(w)|
|w|

∫
D

1
|1−zw|2 logα−1 2

1−|z|dA(z)dA(w)

≤ C
∫
D
|f ′(w)|
|w|

∫ 1
0

∫ 2π
0

dθ
|1−reiθw|2 logα−1 2

1−rdrdA(w)

≤ C
∫
D
|f ′(w)|
|w|

∫ 1
0

1
1−r|w| logα−1 2

1−rdrdA(w).
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Êîðèñòå£è Ëåìó 5.1.2 è Òåîðåìó 5.1.3 (á), ñëåäè äà jå∫ 1
0

1
1−r|w| logα−1 2

1−rdr =
∞∑
n=0
|w|n

∫ 1
0 r

n logα−1 2
1−rdr

�
∞∑
n=0

logα−1(n+2)
n+1 |w|n

� logα 2
1−|w| .

Ïîñëåäè÷íî, äîáèjàìî äà âàæè

S ≤ C
∫
D
|f ′(w)|
|w| logα 2

1−|w|dA(w)

≤ C
∫
D |f

′(w)| logα 2
1−|w|dA(w)

< ∞,

îäíîñíî, èìàìî äà Hf ∈ B1
logα−1 .

(á) Âàæè Hf(z) =
∞∑
n=0

Ĥf(n)zn, ïðè ÷åìó Ĥf(n) =
∞∑
k=0

f̂(k)
n+k+1 ↓ 0 êàäà n → ∞.

Tàäà, êîðèñòå£è Òåîðåìó 5.4.1, íàëàçèìî äà âàæè

‖Hf‖B1
logα−1

�
∞∑
n=0

Ĥf(n)
logα−1(n+ 2)

n+ 1
,

ïðè ÷åìó jå îäãîâàðàjó£à êîíñòàíòà íåçàâèñíà îä ôóíêöèjå f . Ñà äðóãå ñòðàíå,
êîðèñòå£è Ëåìó 5.1.4, äîáèjàìî

∞∑
n=0

Ĥf(n) logα−1(n+2)
n+1 =

∞∑
n=0

∞∑
k=0

f̂(k)
n+k+1

logα−1(n+2)
n+1

=
∞∑
k=0

f̂(k)
∞∑
n=0

logα−1(n+2)
(n+1)(n+k+1)

�
∞∑
k=0

f̂(k) logα(k+2)
k+1 .

Ïðåìà òîìå, âàæè

‖Hf‖B1
logα−1

�
∞∑
n=0

f̂(n)
logα(n+ 2)

n+ 1
,

ïðè ÷åìó jå îäãîâàðàjó£à êîíñòàíòà íåçàâèñíà îä ôóíêöèjå f . Òàäà jå

∞∑
n=0

f̂(n)
logα(n+ 2)

n+ 1
<∞,

è êîðèñòå£è Òåîðåìó 5.4.1, çàê§ó÷ójåìî äà f ∈ B1
logα .

(â) Íåêà jå ε > 0 è äåôèíèøèìî f̂(n) = 1
logα+1+ε/2(n+2)

çà ñâå n > 0. Òàäà âàæè∑∞
n=0

f̂(n)
n+1 <∞ è f̂(n) ↓ 0 êàäà n→∞. Òàêî¢å, íàëàçèìî äà jå

∞∑
n=0

f̂(n)
logα(n+ 2)

n+ 1
<∞ è

∞∑
n=0

f̂(n)
logα+ε(n+ 2)

n+ 1
=∞.
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Íåêà jå f(z) =
∑∞

n=0 f̂(n)zn. Òàäà f ∈ B1
logα íà îñíîâó Òåîðåìå 5.4.1 è Hf /∈ B1

logα−1+ε ,

jåð áè ó ñóïðîòíîì âàæèëî

∞∑
n=0

f̂(n)
logα+ε(n+ 2)

n+ 1
<∞,

íà îñíîâó äåëà (á) îâå òåîðåìå, øòî jå êîíòðàäèêöèjà.
(ã) Êàêî âàæè B1

logα ⊂ B1
logβ

çà ñâå β < α, òî ìîæåìî óçåòè äà jå −1 < α < 0. Íåêà

jå ñàäà

f(z) =

∞∑
n=0

zn

log(n+ 2)
.

Çà ñâàêî r ∈ (0, 1) ôóíêöèjà fr(z) = f(rz) ïðèïàäà ïðîñòîðóH(D) è íà îñíîâó Òåîðåìå
5.4.1, ñêóï {fr : r ∈ (0, 1)} jå îãðàíè÷åí ó ïðîñòîðó B1

logα . Ñà äðóãå ñòðàíå, âàæè

Hfr(0) =

∞∑
k=0

rk

(k + 1) log(k + 2)
→∞ êàäà r ↑ 1.

Îâî jå ó êîíòðàäèêöèjè ñà ÷è»åíèöîì äà àêî jå ñêóï X ⊂ B1
logα îãðàíè÷åí è àêî jå

H îãðàíè÷åí íà B1
logα , òàäà jå è ñêóï {Hf(0) : f ∈ X} îãðàíè÷åí, jåð jå ôóíêöèîíàë

h→ h(0) íåïðåêèäàí íà ïðîñòîðó H(D). Òèìå jå äîêàç êîìïëåòèðàí. �

Ïîñëåäèöà 5.4.3 Íåêà jå α ≥ 0 è f(z) =
∑∞

n=0 f̂(n)zn, ãäå jå f̂(n) ≥ 0 çà ñâå

íåíåãàòèâíå öåëå áðîjåâå n, ïðè ÷åìó âàæè
∑∞

n=0
f̂(n)
n+1 <∞. Òàäà

Hf ∈ B1
logα−1 àêî è ñàìî àêî

∞∑
n=0

f̂(n)
logα(n+ 2)

n+ 1
<∞.

Øòàâèøå, ïîñòîjè êîíñòàíòà C íåçàâèñíà îä èçáîðà ôóíêöèjå f , òàêâà äà jå

1

C
‖Hf‖B1

logα−1
≤
∞∑
n=0

f̂(n)
logα(n+ 2)

n+ 1
≤ C‖Hf‖B1

logα−1
.

Äîêàç. Âàæè Ĥf(n) =
∞∑
k=0

f̂(k)
n+k+1 ↓ 0 êàäà n → ∞, jåð jå f̂(k) ≥ 0 çà ñâå öåëå áðîjåâå

k > 0. Ñàäà òðàæåíè äîêàç ñëåäè äèðåêòíî èç äîêàçà äåëà (á) Òåîðåìå 5.4.2. �

Ïîñëåäèöà 5.4.4 Íåêà jå α ≥ 0 è íåêà jå ôóíêöèjà f(z) =
∑∞

n=0 f̂(n)zn ∈ H(D), ïðè
÷åìó âàæè

∞∑
n=0

|f̂(n)| logα(n+ 2)

n+ 1
<∞.

Òàäà Hf ∈ B1
logα−1 .

Äîêàç. Íåêà jå xn = Re f̂(n) è yn = Im f̂(n), çà ñâå íåíåãàòèâíå öåëå áðîjåâå n. Òàäà
ñó ôóíêöèjå

g(z) =

∞∑
n=0

xnz
n è h(z) =

∞∑
n=0

ynz
n,
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õîëîìîðôíå ó jåäèíè÷íîì äèñêó D. Äà§å, íåêà jå

x+
n =

|xn|+ xn
2

è x−n =
|xn| − xn

2
,

çà ñâå n = 0, 1, . . . . Òàäà âàæè x±n ≥ 0, x±n ≤ |xn| ≤ |f̂(n)| è x+
n −x−n = xn. Ïðåìà òîìå,

ôóíêöèjå g+(z) =
∞∑
n=0

x+
n z

n è g−(z) =
∞∑
n=0

x−n z
n ñó õîëîìîðôíå ó jåäèíè÷íîì äèñêó D

è âàæè
∞∑
n=0

x±n
logα(n+ 2)

n+ 1
≤
∞∑
n=0

|f̂(n)| logα(n+ 2)

n+ 1
<∞.

Ñòîãà, êîðèñòå£è Ïîñëåäèöó 5.4.3, íàëàçèìî äà

Hg+ ∈ B1
logα−1 è Hg− ∈ B1

logα−1 .

Òàäà äîáèjàìî äà âàæè∫
D |(Hg)′(z)| logα−1 2

1−|z|dA(z)

=
∫
D |(Hg

+)′(z)− (Hg−)(z)| logα−1 2
1−|z|dA(z)

≤
∫
D (|(Hg+)′(z)|+ |(Hg−)(z)|) logα−1 2

1−|z|dA(z)

< ∞,

îäíîñíî, âàæè Hg ∈ B1
logα−1 . Íà èñòè íà÷èí, ïîêàçójåìî äà Hh ∈ B1

logα−1 . Òàêî¢å,

âàæè Hf = Hg + iHh, jåð jå f = g + ih. Ñëåäè,∫
D |(Hf)′(z)| logα−1 2

1−|z|dA(z)

=
∫
D |(Hg)′(z) + i(Hh)′(z)| logα−1 2

1−|z|dA(z)

≤
∫
D (|(Hg)′(z)|+ |(Hh)′(z)|) logα−1 2

1−|z|dA(z)

< ∞.

Ñàìèì òèì jå Hf ∈ B1
logα−1 , ÷èìå jå äîêàç çàâðøåí. �

Íåøòî êàñíèjå, ó îäíîñó íà ïðåòõîäíî äîáèjåíå ðåçóëòàòå êîjè ãîâîðå î äåjñòâó
Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêèì ïðîñòîðèìà, äîáèjàìî íåêå
ñëè÷íå ðåçóëòàòå çà Ëèáåðèí îïåðàòîð êîjè äåjñòâójå íà ïîìåíóòèì ïðîñòîðèìà.
Ìîòèâàöèjà çà èñïèòèâà»å îâà äâà îïåðàòîðà íà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêèì ïðîñòîðèìà
õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà áèî jå ðàä [49], ó êîjåì jå èçìå¢ó îñòàëîã ðàçìàòðàíî è äåjñòâî
Ëèáåðèíîã îïåðàòîðà íà òèì ïðîñòîðèìà.
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Ãëàâà 6

Õèëáåðòîâà ìàòðèöà íà

ïðîñòîðèìà Áåñîâà

6.1 Õèëáåðòîâà ìàòðèöà íà ïðîñòîðó VMOA

Ïîêàçà£åìî äà àêî jå 0 < p ≤ ∞ è 1 < q ≤ ∞, òàäà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå
ìàòðèöå H íå ïðåñëèêàâà ïðîñòîð Áåñîâà Hp,q,1

1+1/p ó Áëîõîâ ïðîñòîð B. Êàî ïîñëåäèöó
ïðåòõîäíîã ðåçóëòàòà èìà£åìî äà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íå ïðåñëèêàâà
ïðîñòîð VMOA ó Áëîõîâ ïðîñòîð B. Çàïðàâî, îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå íèjå
îãðàíè÷åí íà ïðîñòîðó H∞, àëè ïðåñëèêàâà ïðîñòîð H∞ ó ïðîñòîð B (èëè ïðåöèçíèjå
ó ïðîñòîð BMOA). Ñà äðóãå ñòðàíå, îïåðàòîð H íå ïðåñëèêàâà ïðîñòîð BMOA ó
ïðîñòîð B. Ó îâîì ïîãëàâ§ó ïîáî§øàâàìî ïðåòõîäíè ðåçóëòàò. Íàèìå, ïîêàçà£åìî
äà ñå ïðîñòîð Áåñîâà Hp,q,1

1+1/p, êîjè jå ïîòïðîñòîð ïðîñòîðà BMOA, îñèì ó ñëó÷àjó êàäà
jå p = ∞ è 2 < q ≤ ∞, íå ïðåñëèêàâà ó Áëîõîâ ïðîñòîð B ñà îïåðàòîðîì Õèëáåðòîâå
ìàòðèöå H àêî jå 1 < q ≤ ∞. Ðåçóëòàòè èç îâîã ïîãëàâ§à ñó ïóáëèêîâàíè ó ðàäó [28],
êîjè jå çàjåäíè÷êè ðàä Ì. Jåâòè£à è àóòîðà îâîã òåêñòà. Íàjïðå, áè£å íàì ïîòðåáàí
ñëåäå£è ïîçíàò ðåçóëòàò î äóàëíîñòè îäãîâàðàjó£èõ ïðîñòîðà (âèäåòè [4]).

Òåîðåìà 6.1.1 ([4]) Àêî jå g ∈ B, òàäà jå ñà

ϕg(f) = lim
r→1

∞∑
n=0

f̂(n)ĝ(n)rn, f ∈ H1,1,1
1

äåôèíèñàí îãðàíè÷åí ëèíåàðàí ôóíêöèîíàë íà ïðîñòîðó H1,1,1
1 è âàæè

‖ϕg‖ ≤ C‖D1g‖∞,∞,1.

Îáðíóòî, àêî jå ϕ ∈
(
H1,1,1

1

)′
, òàäà ïîñòîjè jåäèíñòâåíà ôóíêöèjà g ∈ B, òàêâà äà

âàæè

ϕ(f) = ϕg(f) = lim
r→1

∞∑
n=0

f̂(n)ĝ(n)rn,

çà ñâå ôóíêöèjå f ∈ H1,1,1
1 è

‖D1g‖∞,∞,1 ≤ C‖ϕ‖.

Ñàäà ñìî ó ìîãó£íîñòè äà êîðèñòå£è íàø ïðåòõîäíî íàâåäåíè ðåçóëòàò äóàëíîñòè
ïîêàæåìî ñëåäå£ó òåîðåìó.
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Òåîðåìà 6.1.2 ([28])
(à) Àêî jå 0 < q ≤ 1, òàäà îïåðàòîð H ïðåñëèêàâà ïðîñòîð Hp,q,1

1+1/p, ãäå jå 0 < p ≤ ∞,

ó ïðîñòîð BMOA.
(á) Àêî jå 1 < q ≤ ∞, òàäà îïåðàòîð H íå ïðåñëèêàâà ïðîñòîð Hp,q,1

1+1/p, ïðè ÷åìó jå

0 < p ≤ ∞, ó ïðîñòîð B.

Äîêàç. (à) Çà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H êîjè äåjñòâójå íà Õàðäèjåâîì ïðîñòîðó
Hp, ãäå jå 1 ≤ p, âàæè

Hf = R+MgFf,

ãäå jå Ff(eit) = f(e−it), Mgu = gu çà ñâå u ∈ L∞(T), g(eit) = ie−it(π − t) çà 0 ≤ t < 2π
è R+ jå îïåðàòîð Ðèñîâå ïðîjåêöèjå äàò ñà

R+u(z) =
1

2π

∫ 2π

0

u(eit)

1− ze−it
dt.

Êàêî jå ïðîñòîð BMOA çàïðàâî Ðèñîâà ïðîjåêöèjà ïðîñòîðà L∞(T), íàëàçèìî äà
jå îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H îãðàíè÷åí îïåðàòîð èç ïðîñòîðà H∞ ó ïðîñòîð
BMOA.

Àêî jå 0 < q ≤ 1, òàäà âàæè Hp,q,1
1+1/p ⊆ H∞,1,11 . Ó íàñòàâêó, ïîêàçójåìî äà âàæè

H∞,1,11 ⊆ A. Íåêà jå f ∈ H∞,1,11 ïðîèçâî§íî îäàáðàíà ôóíêöèjà. Òàäà jå

f(z) =

∫ 1

0
D1f(ρz)dρ.

Äà áè ïîêàçàëè äà f ∈ A, äîâî§íî jå ïîêàçàòè äà èíòåãðàë íà äåñíîj ñòðàíè ïðåòõîäíå
jåäíàêîñòè ðàâíîìåðíî êîíâåðãèðà ó îäíîñó íà z ∈ D. Ìå¢óòèì, îâî äîáèjàìî èç
íåjåäíàêîñòè ∣∣∣∣∫ 1

r
D1f(ρz)dρ

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

r
M∞(ρ,D1f)dρ, 0 < r < 1, z ∈ D,

è ÷è»åíèöå äà jå
∫ 1

0 M∞(ρ,D1f)dρ < ∞ (âèäåòè [20, Òåîðåìà 4, ñòð. 754]). Ïðåìà

òîìå, âàæè Hp,q,1
1+1/p ⊆ A çà ñâå 0 < q ≤ 1. Ñàìèì òèì, àêî jå 0 < q ≤ 1, òàäà âàæè

H : Hp,q,1
1+1/p → BMOA.

(á) Àêî jå 0 < p1 < p2 ≤ ∞, òàäà âàæè Hp1,q,1
1+1/p1

⊆ Hp2,q,1
1+1/p2

. Ïðåòõîäíó ÷è»åíèöó
êîðèñòè£åìî ó íàñòàâêó.

Ñëó÷àj q =∞. Ó [38] jå ïîêàçàíî äà àêî f ∈ B, òàäà âàæè∣∣(Hf)′(z)
∣∣ (1− |z|) = O

(
log

2

1− |z|

)
, z ∈ D.

Ïðåòõîäíà îöåíà íå ìîæå áèòè ïîáî§øàíà êàî øòî ïîêàçójå ôóíêöèjà g(z) = log 2
1−z .

Ïîêàæèìî äà ñàäà âàæè g ∈ Hp,∞,1
1+1/p. Êàêî jå∣∣∣g(n)(z)

∣∣∣ ≤ C

|1− z|n
, n ≥ 1,

òî çà 1
n < p ≤ 1

n−1 , n ≥ 2, çàê§ó÷ójåìî äà âàæè

‖g(n)‖p,∞,n−1/p ≤ sup
0≤r<1

(1− r)n−1/p

(∫ 2π

0

Cdt

|1− reit|np

)1/p

≤ C.
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Îñèì òîãà, êàêî jå Hp,∞,1
1+1/p ⊆ H∞,∞,11 = B, òî äîáèjàìî äà îïåðàòîð H íå ïðåñëèêàâà

ïðîñòîð Hp,∞,1
1+1/p ó ïðîñòîð B è ñëåäå£à îöåíà

∣∣(Hf)′(z)
∣∣ (1− |z|) = O

(
log

2

1− |z|

)
, z ∈ D, f ∈ Hp,∞,1

1+1/p

íå ìîæå áèòè ïîáî§øàíà.
Ñëó÷àj 1 < q <∞. Ìîæåìî ïðåòïîñòàâèòè äà jå 1

n < p ≤ 1
n−1 , ãäå jå n > 2 öåî

áðîj. Íåêà jå

h(z) =

(
log

2

1− z

)γ−1

,

ãäå jå 1 < γ < 2 è q(2− γ) > 1. Ïîêàçà£åìî äà òàäà âàæè h ∈ Hp,q,1
1+1/p è Hh /∈ B. Ïðâî,

àêî f ∈ H(D), òàäà jå ‖D1+1/pf‖p,q,1 <∞ àêî è ñàìî àêî jå ‖f (n)‖p,q,n−1/p <∞. Ïðåìà

òîìå, äîâî§íî jå äîêàçàòè äà òàäà âàæè ‖h(n)‖p,q,n−1/p <∞. Íèjå òåøêî âèäåòè äà jå∣∣∣h(n)(z)
∣∣∣ ≤ C

|1− z|n
(

log 2
1−|z|

)2−γ , z ∈ D.

Ñëåäè

||h(n)||qp,q,n−1/p ≤ C
∫ 1

0

(∫ 2π
0

dt

|1−reit|np(log 2
1−r )

(2−γ)p

)q/p
(1− r)q(n−1/p)−1dr

≤ C
∫ 1

0
dr

(1−r)(log 2
1−r )

(2−γ)q

< ∞.

Ó ïðåòõîäíèì ðàçìàòðà»èìà ñìî êîðèñòèëè äà âàæè∫ 2π

0

dt

|1− reit|α
= O

(
1

(1− r)α−1

)
, α > 1.

Äà§å, íåêà jå

f(z) =
1

(1− z)
(

log 2
1−z

)γ .
Ñëè÷íî ïðåòõîäíèì ðàçìàòðà»èìà ïîêàçójå ñå äà òàäà âàæè f ∈ H1,1,1

1 (âèäåòè [47,
51]). Ñà äðóãå ñòðàíå, âàæè

lim
r→1−

∞∑
n=0

f̂(n)Ĥh(n)rn = lim
r→1−

∫ 1
0 f(rt)h(t)dt

= lim
r→1−

∫ 1
0

1
(1−rt)(log 2

1−rt)
γ

(
log 2

1−t

)γ−1
dt

= ∞.

Êîíà÷íî, íà îñíîâó Òåîðåìå 6.1.1 âàæè Hh /∈ B. �

Ïîñëåäèöà ïðåòõîäíå òåîðåìå jåñòå ïîíàøà»å îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H
íà ïðîñòîðó VMOA. Çàïðàâî, èñïîñòàâ§à ñå äà Õèëáåðòîâà ìàòðèöå íå ïðåñëèêàâà
ïðîñòîð VMOA ó Áëîõîâ ïðîñòîð B.
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Ïîñëåäèöà 6.1.3 Îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íå ïðåñëèêàâà ïðîñòîð VMOA
ó Áëîõîâ ïðîñòîð B.

Äîêàç. Êîðèñòå£è [47, Òåîðåìà 6.8, ñòð. 186], íàëàçèìî äà jå H∞,2,11 ⊆ VMOA. Ñà

äðóãå ñòðàíå, âàæè Hp,q,1
1+1/p ⊆ H∞,2,11 çà ñâå 0 < q ≤ 2. Ïðèìåíîì Òåîðåìå 6.1.2,

äîáèjàìî äà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íå ïðåñëèêàâà ïðîñòîð VMOA ó Áëîõîâ
ïðîñòîð B. Òèìå jå äîêàç çàâðøåí. �

Íàïîìåíà 6.1.4 Ó [38] jå ïîêàçàíî äà àêî jå f ∈ Hp,p,1
1+1/p, ãäå jå 1 < p <∞, òàäà âàæè

∣∣(Hf)′(z)
∣∣ (1− |z|) = O

((
log

2

1− |z|

) 1
p′
)
, z ∈ D, p+ p′ = pp′.

Ïðèìåòèìî äà ñå ïðèìåíîì Òåîðåìå 6.1.2, ìîæå çàê§ó÷èòè äà ñå ïðåòõîäíà îöåíà íå
ìîæå çàìåíèòè ñà îöåíîì ∣∣(Hf)′(z)

∣∣ (1− |z|) = O(1), z ∈ D,

çà ñâàêó ôóíêöèjó f ∈ Hp,p,1
1+1/p, ãäå jå 1 < p <∞. ♦

6.2 Õèëáåðòîâà ìàòðèöà íà ïîòïðîñòîðèìà ïðîñòîðà H1

Çíàìî äà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íèjå îãðàíè÷åí íà ïðîñòîðó H1. Èïàê,
ïîêàçà£åìî äà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H ïðåñëèêàâà ïðîñòîð H1 ó ïðîñòîð
Hp,∞,1/p′ , ãäå jå 1 < p < ∞ è p + p′ = pp′, àëè íå ó ïðîñòîð Hp,q,1/p′ çà áèëî êîjå
0 < q < ∞. Ïðèìåòèìî äà âàæè H1 ⊂ Hp,q,1/p′ ⊂ Hp,∞,1/p′ çà ñâå 1 < p, q < ∞.
Êîðèñòè£åìî ñëåäå£ó òåîðåìó (âèäåòè [47]).

Òåîðåìà 6.2.1 ([47]) Íåêà jå 1 < p, q < ∞ è α ∈ R. Òàäà jå äóàë ïðîñòîðà Bp,qα
èçîìîðôàí ïðîñòîðó Bp

′,q′

−α , p+ p′ = pp′, q + q′ = qq′, ó îäíîñó íà ñïàðèâà»å

〈f, g〉 =
∞∑
n=0

f̂(n)ĝ(n), f ∈ Bp,qα g ∈ Bp
′,q′

−α ,

ïðè ÷åìó ïðåòõîäíè ðåä êîíâåðãèðà.

Ñàäà ñìî ó ìîãó£íîñòè äà äîêàæåìî ïðåòõîäíî íàjàâ§åíè ðåçóëòàò êîðèñòå£è
èçìå¢ó îñòàëîã è ïðåòõîäíî íàâåäåíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 6.2.2 ([28]) Íåêà jå 1 < p <∞ è 1
p + 1

p′ = 1. Òàäà âàæè

(à) H : H1 → Hp,∞,1/p′.
(á) H íå ïðåñëèêàâà ïðîñòîð H1,1,1

1 ó ïðîñòîð Hp,q,1/p′ çà áèëî êîjå q ∈ (0,∞).

Äîêàç. (a) Íåêà jå f ∈ H1 ïðîèçâî§íî îäàáðàíà ôóíêöèjà. Òàäà jå Hf(z) =
∫ 1

0
f(r)
1−rzdr

çà ñâå z ∈ D. Êîðèñòå£è èíòåãðàëíó íåjåäíàêîñò Ìèíêîâñêîã è íåjåäíàêîñò Ôåjåð-
Ðèñà, íàëàçèìî äà âàæè

Mp(ρ,Hf) ≤
∫ 1

0 |f(r)|dr
(

1
2π

∫ 2π
0

dt
|1−rρeit|p

)1/p

≤ ||f ||1 C
(1−ρ)1/p

′ .
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(á) Êàêî âàæè Hp,q1,1/p′ ⊆ Hp,q2,1/p′ çà 0 < q1 < q2 <∞, òî ìîæåìî ïðåòïîñòàâèòè

äà jå 1 < q < ∞. Êàî è îáè÷íî, îçíà÷èìî q + q′ = qq′. Íåêà jå f ∈ Hp′,q′,1
1+1/p′ è

ïðåòïîñòàâèìî äà Hg ∈ Hp,q,1/p′ çà ñâàêî g ∈ H1,1,1
1 . Òàäà çà ñâàêî g ∈ H1,1,1

1 ðåä

∞∑
k=0

Ĥg(k)f̂(k)

êîíâåðãèðà íà îñíîâó Òåîðåìå 6.2.1 è ñàìèì òèì jå

∞∑
k=0

Ĥg(k)f̂(k) = lim
r→1−

∞∑
k=0

Ĥg(k)f̂(k)rk

= lim
r→1−

∞∑
k=0

∞∑
n=0

ĝ(n)
k+n+1 f̂(k)rk.

Êàêî âàæè
∞∑
n=0

|ĝ(n)|
n+k+1 ≤

∞∑
n=0

|ĝ(n)|
n+1 <∞ è

∞∑
k=0

|f̂(k)|rk <∞, íàëàçèìî äà jå

∞∑
k=0

∞∑
n=0

ĝ(n)

k + n+ 1
f̂(k)rk =

∞∑
n=0

∞∑
k=0

f̂(k)rk

n+ k + 1
ĝ(n),

çà ñâå r ∈ (0, 1). Ïðåìà òîìå,

∞∑
k=0

Ĥg(k)f̂(k) = lim
r→1−

∞∑
n=0

∞∑
k=0

f̂(k)rk

n+k+1 ĝ(n)

=
∞∑
n=0

∞∑
k=0

f̂(k)
n+k+1 ĝ(n)

=
∞∑
n=0

Ĥf(n)ĝ(n).

Ïðèìåíîì Òåîðåìå 6.1.1, çàê§ó÷ójåìî äà âàæè Hf ∈ B. Îâî jå ó êîíòðàäèêöèjè ñà
Òåîðåìîì 6.1.2 (á). �

Íàïîìåíà 6.2.3 (1) Íà îñíîâó [38, Ïîñëåäèöa 2.2] âàæè

H : H1 → Hp,q,1/p′+ε,

ãäå jå 1 < p, q < ∞ è ε > 0. Êàêî âàæè Hp,q,1/p′+ε ⊇ Hp,q,1/p′ , òî Òåîðåìà 6.2.2 (á)
ïîêàçójå äà

H : H1 → Hp,q,1/p′+ε

íå âàæè êàäà jå ε = 0.
(2) Âàæè H1,1,1

1 ⊂ H1 ⊂ H1,2,1
1 ⊂ Hp,2,1/p′ , ãäå jå 1 < p < ∞. Ïðåìà òîìå, êàî

ïîñëåäèöó Òåîðåìå 6.2.2 èìàìî äà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íå ïðåñëèêàâà
ïðîñòîð H1,1,1

1 ó ïðîñòîð H1,2,1
1 . Ñà ñðóãå ñòðàíå, äî èñòîã çàê§ó÷êà ìîæåìî äî£è

óêîëèêî êîðèñòèìî ÷è»åíèöó äà jå äóàë ïðîñòîðà H1,2,1
1 èçîìîðôàí ïðîñòîðó H∞,2,11

(âèäåòè [1]) è Òåîðåìó 6.1.2. ♦
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6.2. ÕÈËÁÅÐÒÎÂÀ ÌÀÒÐÈÖÀ ÍÀ ÏÐÎÑÒÎÐÈÌÀ ÁÅÑÎÂÀ

Íàïîìåíà 6.2.4 Jåäàí îä ïðâèõ ðåçóëòàòà î ïîíàøà»ó Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H íà
ïðîñòîðó H1 äîáèjåí jå ó ðàäó Äèàìàíòîïóëîñà è Ñèñêàêèñà ([13]), ãäå jå ïîêàçàíî äà
jå H íåîãðàíè÷åí îïåðàòîð íà ïðîñòîðó H1. Ñà äðóãå ñòðàíå, ó [38] (Ëàíó÷à, Íîâàê,
Ïàâëîâè£), jå ïîêàçàíî äà îïåðàòîð Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H äåjñòâójå êàî îãðàíè÷åí
îïåðàòîð èç ïðîñòîðà H1 ó ïðîñòîð Hp çà ñâå 0 < p < 1. Êàî øòî jå ó ïðåòõîäíîì
íàâåäåíî, ó ðàäó [28] (Jåâòè£, Êàðàïåòðîâè£), ïîêàçàíî jå äà âàæè H : H1 → Hp,∞,1/p′

çà ñâå 1 < p < ∞ è 1
p + 1

p′ = 1. Êîíà÷íî, ó ðàäó [9] (Ñèìà), äîêàçàíî jå äà îïåðàòîð

Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H ïðåñëèêàâà ïðîñòîð H1 ó ïðîñòîð Êîøèjåâèõ òðàíñôîðìàöèjà
ìåðà íà jåäèíè÷íîj êðóæíèöè T. Îñèì òîãà, ó òîì ñëó÷àjó jå ïîêàçàíà è èíjåêòèâíîñò
îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå H. Çà íåøòî âèøå èíôîðìàöèjà î òèì ðåçóëòàòèìà è
»èõîâèì äîêàçèìà ïîãëåäàòè ðàä [9]. ♦

Ñà äðóãå ñòðàíå, ñà îâîì ãëàâîì çàâðøàâàìî èñïèòèâà»å îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå
ìàòðèöå íà ïðîñòîðèìà õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà íà jåäèíè÷íîì äèñêó D. Ó íàðåäíèì
ãëàâàìà ïàæ»ó ïîñâå£ójåìî Ëèáåðèíîì îïåðàòîðó è »åãîâîì äåjñòâó íà íàøèì ãîðå
ïîìåíóòèì ïðîñòîðèìà.
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Ãëàâà 7

Ëèáåðèí îïåðàòîð íà ïðîñòîðèìà

ìåøîâèòå íîðìå

7.1 Äåôèíèöèjà Ëèáåðèíîã îïåðàòîðà

Êàî øòî ñìî íàãëàñèëè ó óâîäíîì äåëó H(D) îçíà÷àâà ïðîñòîð ñâèõ õîëîìîðôíèõ
ôóíêöèjà ó jåäèíè÷íîì äèñêó D ó êîìïëåêñíîj ðàâíè êîjè jå ñíàáäåâåí ñà òîïîëîãèjîì
èíäóêîâàíîì ðàâíîìåðíîì êîíâåðãåíöèjîì íà êîìïàêòíèì ïîäñêóïîâèìà jåäèíè÷íîã
äèñêà D. Îñèì òîãà, òàäà ñå äóàë ïðîñòîðà H(D) ïîèñòîâå£ójå ñà ïðîñòîðîì H(D),
ïðè ÷åìó g ∈ H(D) çíà÷è äà jå ôóíêöèjà g õîëîìîðôíà ó íåêîj îêîëèíè çàòâîðåíîã
äèñêà D (êîjà çàâèñè îä èçáîðà ôóíêöèjå g). Îäãîâàðàjó£å äóàëíî óïàðèâà»å jå äàòî
íà ñëåäå£è íà÷èí

〈f, g〉 =

∞∑
n=0

f̂(n)ĝ(n),

ãäå jå f(z) =
∑∞

n=0 f̂(n)zn ∈ H(D) è g(z) =
∑∞

n=0 ĝ(n)zn ∈ H(D).
Òàäà äåôèíèøåìî Ëèáåðèí îïåðàòîð íà ñëåäå£è íà÷èí

Lg(z) =
∞∑
n=0

( ∞∑
k=n

ĝ(k)

k + 1

)
zn =

∫ 1

0
g(t+ (1− t)z)dt,

ïðè ÷åìó jå g(z) =
∑∞

n=0 ĝ(n)zn ∈ H(D) è îñèì òîãà, ó òîì ñëó÷àjó íèjå òåøêî
ïðîâåðèòè äà îâàj îïåðàòîð ïðåñëèêàâà ïðîñòîð H(D) ó ïðîñòîð H(D).

Òàêî¢å, îçíà÷àâàìî ñà L îïåðàòîð

Lg(z) =

∫ 1

0
g(t+ (1− t)z)dt,

ãäå jå g(z) =
∑∞

n=0 ĝ(n)zn ∈ H(D), óâåê êàäà ïðåòõîäíî íàâåäåíè èíòåãðàë êîíâåðãèðà
ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòíèì ïîäñêóïîâèìà jåäèíè÷íîã äèñêà D. Çàïðàâî, ðàâíîìåðíà
êîíâåðãåíöèjà çíà÷è äà jå ãðàíè÷íà âðåäíîñò

lim
r→1−

∫ r

0
g(t+ (1− t)z)dt

ðàâíîìåðíà ó îäíîñó íà z íà áèëî êîjåì êîìïàêòíîì ïîäñêóïó jåäèíè÷íîã äèñêà D.
Ïðåòõîäíà ïðåòïîñòàâêà ãàðàíòójå äà jå ôóíêöèjà Lg õîëîìîðôíà ó jåäèíè÷íîì äèñêó
D. Òàêî¢å, îïåðàòîð L çîâåìî Ëèáåðèí îïåðàòîð, áóäó£è äà âàæè jåäíàêîñò L = L ó
ïðîñòîðó H(D).
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7.1. ÄÅÔÈÍÈÖÈJÀ ËÈÁÅÐÈÍÎÃ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ

Íàâåäèìî è êðàòàê èñòîðèjàò êîjè ñå îäíîñè íà óâî¢å»å Ëèáåðèíîã îïåðàòîðà.
Ïðâè ïóò Ëèáåðèí îïåðàòîð jåñòå ïðîó÷àâàí ó ðàäó [37]. Çàïðàâî, òàäà jå óâåäåí
îïåðàòîð

g(z) 7→ 2

z

∫ z

0
g(ζ)dζ

è ïîêàçàí jå »åãîâ çíà÷àj ó òåîðèjè jåäíîâàëåíòíèõ ôóíêöèjà. Ïîñåáíî, ïîêàçàíî jå
äà ïðåòõîäíè îïåðàòîð ïðåñëèêàâà jåäíó ïîñåáíó êëàñó jåäíîâàëåíòíèõ ôóíêöèjà ó
ñåáå. Íàêîí òîã ðàäà, ïóáëèêîâàíî jå ìíîãî ðàäîâà íà òåìó Ëèáåðèíîã îïåðàòîðà.
Óîïøòåíè Ëèáåðèí îïåðàòîð

Λag(z) =
1

a− z

∫ a

z
g(ζ)dζ, ãäå jå a ∈ D,

óâåäåí jå è ïðîó÷àâàí ñà òà÷êå ãëåäèøòà ôóíêöèîíàëíå àíàëèçå ó ðàäîâèìà [57, 58],
à çàòèì è ó ðàäó [11]. Óêîëèêî jå a ∈ D, òàäà jå îïåðàòîð Λa äåôèíèñàí íà ïðîñòîðó
H(D), à ñàìèì òèì è íà êëàñè÷íèì ïðîñòîðèìà Õàðäèjà, Áåðãìàíà è Áåñîâà è ìîæå
ñå ïîêàçàòè äà èìà ñêîðî èñòà ëèíåàðíà òîïîëîøêà ñâîjñòâà êàî è îïåðàòîð

g(z) 7→
∫ z

0
g(ζ)dζ.

Ïðåìà òîìå, ïðîó÷àâà»å jåäíîã òàêâîã îïåðàòîðà íèjå èíòåðåñàíòíî ñà òà÷êå ãëåäèøòà
ôóíêöèîíàëíå àíàëèçå. Ñòîãà, îä âå£åã èíòåðåñà jåñòå ðàçìàòàð»å ñëó÷àjà a ∈ ∂D.
Òàäà ìîæåìî ïðåòïîñòàâèòè äà jå a = 1, îäíîñíî ïîñìàòðàìî îïåðàòîð

Λ1g(z) =
1

1− z

∫ 1

z
g(ζ)dζ.

Çàïðàâî, íèjå òåøêî ïðîâåðèòè äà jå îïåðàòîð Λ1 äîáðî äåôèíèñàí íà ïðîñòîðó H(D)
è äà ïðåñëèêàâà ïðîñòîð H(D) ó H(D), ïðè ÷åìó âàæè

Λ1g(z) =
∞∑
n=0

( ∞∑
k=n

ĝ(k)

k + 1

)
zn =

∫ 1

0
g(t+ (1− t)z)dt,

çà ñâå g(z) =
∑∞

n=0 ĝ(n)zn ∈ H(D). Ïðåìà òîìå, îïåðàòîð Λ1, jåñòå çàïðàâî íàø
ïðåòõîäíî óâåäåíè Ëèáåðèí îïåðàòîð L.

Íàêîí îâîã óâîäà êîjè ñå îäíîñè íà Ëèáåðèí îïåðàòîð, ïðåëàçèìî íà èçó÷àâà»å
íåêèõ »åãîâèõ ñâîjñòàâà. Çàïðàâî, èíòåðåñójå íàñ íà êîjèì ïðîñòîðèìà ìåøîâèòå
íîðìå Hp,q,α

ν jå Ëèáåðèí îïåðàòîð îãðàíè÷åí. Îñèì òîãà, çà âèøå èíôîðìàöèjà î
Ëèáåðèíîì îïåðàòîðó è çà íåêà äðóãà »åãîâà ñâîjñòâà âèäåòè [44] (Íîâàê, Ïàâëîâè£).

7.2 Ëèáåðèí îïåðàòîð íà ïðîñòîðèìà Hp,q,α
ν

Îñíîâíà ñâðõà îâîã ïîãëàâ§à jåñòå äà ïîêàæåìî äà jå Ëèáåðèí îïåðàòîð L
îãðàíè÷åí íà ïðîñòîðó Hp,q,α

ν àêî è ñàìî àêî âàæè κp,α,ν = ν − α − 1
p + 1 > 0. Äîêàç

òîã òâð¢å»à ïóáëèêîâàí jå ó ðàäó [29] (Jåâòè£, Êàðàïåòðîâè£), ïðè ÷åìó jå êàî ãëàâíà
ìîòèâàöèjà ïîñëóæèî ðàä [50] (Ïàâëîâè£), ó êîjåì jå èçìå¢ó îñòàëîã äîêàçàíî äà
íàâåäåíî òâð¢å»å âàæè ó ñëó÷àjó êàäà jå p ≥ 1 è êàäà ν ïðîëàçè ñêóïîì íåíåãàòèâíèõ
öåëèõ áðîjåâà. Íàjïðå, íàâåäèìî íåêà ïîìî£íà òâð¢å»à êîjà £å íàì áèòè îä êîðèñòè ó
íàñòàâêó. Êîðèñòè£åìî îçíàêå è ðåçóëòàòå íàâåäåíå ó ïîãëàâ§ó 4.1. Ïðâî, ïîêàæèìî
ñëåäå£ó ëåìó (çà âèøå èíôîðìàöèjà âèäåòè [48]).
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7.2. ËÈÁÅÐÈÍ ÎÏÅÐÀÒÎÐ ÍÀ ÏÐÎÑÒÎÐÈÌÀ ÌÅØÎÂÈÒÅ ÍÎÐÌÅ

Ëåìà 7.2.1 Íåêà jå n ïîçèòèâàí öåî áðîj,

P (z) =
4n∑
k=n

λkz
k,

ïðè ÷åìó jå {λk} íèç êîìïëåêñíèõ áðîjåâà è íåêà jå

Q(z) =
4n∑
k=n

logδ(k + 1)λkz
k, ãäå jå δ ∈ R.

Òàäà ïîñòîjè àïñîëóòíà êîíñòàíòà C êîjà çàâèñè ñàìî îä δ, òàêâà äà âàæè

C−1‖Q‖p 6 logδ(n+ 1)‖P‖p 6 C‖Q‖p, ãäå jå 0 < p <∞.

Äîêàç. Ó äîêàçó êîðèñòèìî ñëåäå£å ïîçíàòå ðåçóëòàòå (çà âèøå èíôîðìàöèjà è çà
äîêàçå íàâåäåíèõ òâð¢å»à âèäåòè [31, 48]).

(1) Íåêà jå f(z) =
n∑

k=m

akz
k, 0 6 m 6 n. Òàäà âàæè

rn‖f‖p 6Mp(r, f) 6 rm‖f‖p, 0 < r < 1.

(2) Àêî jå f ∈ Hp è g ∈ Hq, ãäå jå 0 < p 6 1 è p 6 q, òàäà âàæè

Mq(r, f ∗ g) 6 (1− r)1− 1
p ‖f‖p‖g‖q, 0 < r < 1.

(3) Íåêà jå ψ ôóíêöèjà êëàñå C∞ ñà íîñà÷åì ó [a, b], òàêî äà jå b − a > 1 è íåêà

jå p > 0. Òàäà çà ñâàêè öåî áðîj N , Np > 1, ïîñòîjè êîíñòàíòà C = Cp,N , òàêâà äà
âàæè

‖Wψ‖p 6 C‖ψ(N)‖∞(b− a)
N+1− 1

p ,

ãäå jå Wψ(z) =
∑∞

k=−∞ ψ(k)zk.
Íàjïðå, ïðåòïîñòàâèìî äà jå 0 < p 6 1. Íåêà jå ϕ ôóíêöèjà êëàñå C∞ ñà íîñà÷åì

ó èíòåðâàëó
(

1
2 , 5
)
, òàêâà äà jå ϕ(x) = 1 çà x ∈ [1, 4] è îçíà÷èìî λk = 0 çà ñâå

k /∈ {n, n + 1, . . . , 4n}. Ïîñìàòðàjìî ôóíêöèjó ψ(x) = ϕ
(
x
n

)
logδ(x + 1). Òàäà çà Q

ìîæåìî ïèñàòè

Q(z) =
∞∑
k=0

ϕ

(
k

n

)
logδ(k + 1)λkz

k =
∞∑
k=0

ψ(k)λkz
k.

Òàêî¢å, ïðèìåòèìî äà jå suppψ ⊂
(
n
2 , 5n

)
. Ñòîãà, âàæè

‖Q‖p = ‖Wψ ∗ P‖p 6 Cn
1
p
−1‖Wψ‖p‖P‖p

6 Cn
1
p
−1‖ψ(N)‖∞nN+1− 1

p ‖P‖p
= CnN‖ψ(N)‖∞‖P‖p.

Ó öè§ó ïðîöåíå íîðìå ‖ψ(N)‖∞, êîðèñòè£åìî Ëàjáíèöîâî ïðàâèëî èçâîäà è ñëåäå£ó
ëàêî äîêàçèâó íåjåäíàêîñò∣∣∣∣(logδ(x+ 1)

)(j)
∣∣∣∣ 6 C logδ(n+ 1)

nj
,
n

2
6 x 6 5n, j = 0, 1, . . . ,
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7.2. ËÈÁÅÐÈÍ ÎÏÅÐÀÒÎÐ ÍÀ ÏÐÎÑÒÎÐÈÌÀ ÌÅØÎÂÈÒÅ ÍÎÐÌÅ

îäàêëå äîáèjàìî ∣∣ψ(N)(x)
∣∣ 6 C

N∑
j=0

∣∣ϕ(N−j) (x
n

)∣∣nj−N logδ(n+1)
nj

6 Cn−N logδ(n+ 1),

ïðè ÷åìó jå êîíñòàíòà C íåçàâèñíà îä n. Ïðåìà òîìå, âàæè

‖Q‖p 6 C logδ(n+ 1)‖P‖p.

Ó öè§ó äîêàçèâà»à íåjåäíàêîñòè ó äðóãîì ñìåðó, çàïèøèìî P íà ñëåäå£è íà÷èí

P (z) =

4n∑
k=n

log−δ(k + 1)ξkz
k,

ãäå jå ξk = λk logδ(k + 1). Ïîñòóïàjó£è êàî ó ãîðå íàâåäåíîì ñëó÷àjó, íàëàçèìî äà
âàæè

‖P‖p 6 C log−δ(n+ 1)‖Q‖p,

÷èìå jå äîêàç êîìïëåòèðàí ó ñëó÷àjó êàäà jå 0 < p 6 1.
Àêî jå p > 1, òàäà êîðèñòèìî íåjåäíàêîñò

‖Q‖p = ‖Wψ ∗ P‖p 6 ‖Wψ‖1‖P‖p

è
‖Wψ‖1 6 C logδ(n+ 1) (ïðåòõîäíè ñëó÷àj p = 1),

÷èìå çàâðøàâàìî äîêàç ëåìå. �

Ó íàñòàâêó êîðèñòèìî ñëåäå£è ïîçíàò ðåçóëòàò. Çà äîêàç òîã òâð¢å»à âèäåòè [16].

Ëåìà 7.2.2
(à) Âàæè Hp,q,α

ν ⊆ hp,∞,αν ⊆ Hp,∞,α
ν çà ñâå 0 < q <∞.

(á) Íåêà jå 0 < p < u 6∞ è β = 1
p −

1
u + α. Òàäà jå Hp,q,α

ν  Hu,q,β
ν .

Îñèì òîãà, áè£å íàì ïîòðåáíà ñëåäå£à òâð¢å»à êîjà ñó äîêàçàíà ó [50].

Ëåìà 7.2.3 Àêî ñó a è b ïîçèòèâíè ðåàëíè áðîjåâè, òàêâè äà jå a+ b 6 1 è g ∈ Hp,

ãäå jå 0 < p 6∞, òàäà âàæè(∫ 2π

0

∣∣g(a+ beit)
∣∣p dt) 1

p

6

(
2a+ b

b

) 1
p
(∫ 2π

0

∣∣g((a+ b)eit)
∣∣p dt) 1

p

.

Ëåìà 7.2.4 Íåêà jå 0 < q < 1, β > 0 è íåêà jå u : (0, 1)→ [0,∞) íåîïàäàjó£à ôóíêöèjà.
Òàäà jå (∫ 1

r
u(s)(1− s)β−1ds

)q
6 C

∫ 1

r
uq(s)(1− s)qβ−1ds,

ïðè ÷åìó jå C êîíñòàíòà êîjà íå çàâèñè îä u.

Ëåìà 7.2.5 Íåêà jå 1 < q < ∞, 1 + δ > ε > 0 è íåêà jå u > 0 ìåð§èâà ôóíêöèjà

äåôèíèñàíà íà èíòåðâàëó (r, 1). Òàäà âàæè(∫ 1

r
u(s)(1− s)δds

)q
6 C(1− r)εq

∫ 1

r
uq(s)(1− s)(1+δ−ε)q−1ds.

79



7.2. ËÈÁÅÐÈÍ ÎÏÅÐÀÒÎÐ ÍÀ ÏÐÎÑÒÎÐÈÌÀ ÌÅØÎÂÈÒÅ ÍÎÐÌÅ

Ïîðåä òîãà, ïîêàæèìî äà âàæå ñëåäå£à äâà êîðèñíà ñòàâà, êîjå £åìî êîðèñòèòè ó
äîêàçó ãëàâíîã ðåçóëòàòà ó îâîj ãëàâè. Ìå¢óòèì, íàjïðå, ïîäñåòèìî ñå äà ïðîñòîð ñâèõ
àíàëèòè÷êèõ ïîëèíîìà P íèjå ãóñò ó ïðîñòîðó Hp,∞,α. Íàèìå, çàòâîðå»å ïðîñòîðà
ïîëèíîìà P ó ïðîñòîðó Hp,∞,α jåñòå ïðîñòîð

hp,∞,α =
{
f ∈ Hp,∞,α : Mp(r, f) = o

(
(1− r)−α

)
êàäà r → 1

}
.

Ñòàâ 7.2.6 Íåêà jå 0 < p 6∞.

(à) Àêî jå κp,α,ν = ν − α − 1
p + 1 6 0, òàäà ñå îïåðàòîð L íå ìîæå ïðîøèðèòè äî

îãðàíè÷åíîã îïåðàòîðà èç ïðîñòîðà hp,∞,αν ó ïðîñòîð H(D) è ñàìèì òèì íå ìîæå ñå

ïðîøèðèòè äî îãðàíè÷åíîã îïåðàòîðà èç ïðîñòîðà Hp,∞,α
ν ó ïðîñòîð H(D).

(á) Àêî jå κp.α,ν < 0 è 0 < q < ∞, òàäà ñå îïåðàòîð L íå ìîæå ïðîøèðèòè äî

îãðàíè÷åíîã îïåðàòîðà èç ïðîñòîðà Hp,q,α
ν ó ïðîñòîð H(D).

Äîêàç. (à) Íåêà jå fρ(z) = 1
1−ρz è íåêà jå n ïîçèòèâàí öåî áðîj, òàêàâ äà jå n > α+ 1

p−1.
Àêî jå 0 < p <∞, èìàìî äà âàæè

Mp(r, f
(n)
ρ ) 6 C

(∫ 2π

0

dθ

|1− rρeiθ|(n+1)p

) 1
p

6
C

(1− rρ)
n+1− 1

p

.

Ïðåìà òîìå, äîáèjàìî

sup
06r<1

(1− r)α+n−νMp(r, f
(n)
ρ ) 6 C sup

06r<1

(1− r)α+n−ν

(1− rρ)
n+1− 1

p

6 C,

jåð jå α− ν + 1
p − 1 > 0⇔ κp,α,ν = ν − α+ 1

p + 1 6 0.
Àêî jå p =∞, òàäà âàæè

(1− r)α+n−νM∞(r, f (n)
ρ ) 6 C

(1− r)α+n−ν

(1− rρ)n+1
6 C.

Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã çàê§ó÷ójåìî äà jå ñêóï {fρ : 0 < ρ < 1} îãðàíè÷åí ó ïðîñòîðó
hp,∞,αν . Ñàìèì òèì, óêîëèêî áè îïåðàòîð L èìàî ïðîøèðå»å äî îãðàíè÷åíîã îïåðàòîðà
èç ïðîñòîðà hp,∞,αν ó ïðîñòîð H(D), òî áè çíà÷èëî äà jå ñêóï {Lfρ(0)} îãðàíè÷åí, jåð
jå ôóíêöèîíàë g → g(0) íåïðåêèäàí íà ïðîñòîðó H(D). Ìå¢óòèì, âàæè

Lfρ(0) =

∞∑
n=0

ρn

n+ 1
→∞ êàäà ρ→ 1,

øòî ïðåäñòàâ§à êîíòðàäèêöèjó.
(á) Íåêà jå κp,α,ν < 0 è 0 < q < ∞. Èçàáåðèìî 0 < β < α, òàêî äà jå κp,β,ν = 0.

Òàäà èìàìî äà âàæè Hp,∞,β
ν ⊆ Hp,q,α

ν . Ñàäà íà îñíîâó ïðåòõîäíî äîêàçàíîã äåëà (à),

îïåðàòîð L íå ìîæå áèòè ïðîøèðåí äî îãðàíè÷åíîã îïåðàòîðà èç ïðîñòîðà Hp,∞,β
ν

ó ïðîñòîð H(D) è ñàìèì òèì, íå ìîæå áèòè ïðîøèðåí äî îãðàíè÷åíîã îïåðàòîðà èç
ïðîñòîðà Hp,q,α

ν ó ïðîñòîð H(D). �

Ñòàâ 7.2.7 Íåêà jå 0 < p 6∞, 0 < q <∞ è κp,α,ν = 0. Òàäà ôóíêöèjà

f(z) =
∞∑
n=0

zn

logε(n+ 2)
, ãäå jå max

{
1

q
, 1

}
< ε 6 1 +

1

q
,

ïðèïàäà ïðîñòîðó Hp,q,α
ν . Îñèì òîãà, ôóíêöèjà Lf jå äîáðî äåôèíèñàíà, àëè Lf íå

ïðèïàäà ïðîñòîðó Hp,q,α
ν .
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Äîêàç. Íàjïðå, ïîêàæèìî äà f ∈ Hp,q,α
ν . Êîðèñòå£è Ëåìó 4.1.5, Ëåìó 7.2.1 è ñâîjñòâà

íèçà ïîëèíîìà {Vn}∞n=0 êîíñòðóèñàíîã ó ïîãëàâ§ó 4.1 , íàëàçèìî äà âàæè

‖Dνf‖qp,q,α �
∞∑
n=0

2n(ν−α)q‖Vn ∗ f‖qp

�
∞∑
n=0

2n(ν−α)q
(
log−ε(2n+1)

)q ‖Vn‖qp
�

∞∑
n=0

2n(ν−α)q(n+ 1)−εq2
n
(

1− 1
p

)
q

�
∞∑
n=0

(n+ 1)−εq

< ∞,

jåð jå εq > 1. Ïðåìà òîìå, âàæè f ∈ Hp,q,α
ν .

Ñà äðóãå ñòðàíå, ïîêàæèìî äà âàæè Lf /∈ Hp,q,α
ν . Íà îñíîâó Ëåìå 7.2.2, íàëàçèìî

äà jå

Hp,q,α
ν ⊆ H∞,q,βν , ãäå jå β = α+

1

p
,

è ñàìèì òèì äîâî§íî jå ïîêàçàòè äà âàæè Lf /∈ H∞,q,βν .
Íåêà jå n ïîçèòèâàí öåî áðîj, òàêàâ äà jå n > ν è γ = β + n − ν. Òàäà âàæè

H∞,q,βν = H∞,q,γn . Ïîêàæèìî äà âàæè Lf /∈ H∞,q,γn è èìà£åìî äà jå Lf /∈ Hp,q,α
ν .

Ïðèìåòèìî äà jå ôóíêöèjà Lf äîáðî äåôèíèñàíà, jåð jå ε > 1, øòî ïîâëà÷è

∞∑
k=0

1

(k + 1) logε(k + 2)
<∞.

Òàêî¢å, ïðèìåòèìî äà jå κ∞,γ,n = 0. Êàêî ñó êîåôèöèjåíòè ck ôóíêöèjå (Lf)(n)

íåíåãàòèâíè, âèäèìî äà ôóíêöèjà Lf ïðèïàäà ïðîñòîðó H∞,q,γn àêî è ñàìî àêî âàæè∫ 1

0

( ∞∑
k=0

ckr
k

)q
(1− r)qγ−1dr <∞,

øòî jå åêâèâàëåíòíî ñà
∞∑
k=0

2−kγq

2k+1−1∑
j=2k

cj

q

<∞.

Êàêî âàæè cj � (j + 1)nbj (j →∞), òî jå ïðåòõîäíà íåjåäíàêîñò åêâèâàëåíòíà ñà

∞∑
k=0

2−k(γ−n)q

2k+1−1∑
j=2k

bj

q

<∞,

ãäå ñó bj êîåôèöèjåíòè ôóíêöèjå Lf . Îñèì òîãà, êàêî bj ↓ 0 (j → ∞), äîáèjàìî
îäãîâàðàjó£è åêâèâàëåíòàí óñëîâ

∞∑
k=0

2−k(γ−n−1)qbq
2k
<∞.

Ìå¢óòèì, ïðåòõîäíè óñëîâ íèjå çàäîâî§åí, jåð jå n− γ + 1 = 0 è

b2k =

∞∑
j=2k

1

(j + 1) logε(j + 2)
� (k + 1)1−ε
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è ñàìèì òèì âàæè
∞∑
k=0

(k + 1)(1−ε)q =∞,

jåð jå (ε− 1)q 6 1. �

Êîíà÷íî, ñàäà ñìî ó ìîãó£íîñòè äà äîêàæåìî îñíîâíè ðåçóëòàò îâîã ïîãëàâ§à,
êîðèñòå£è ïðåòõîäíî äîáèjåíå ðåçóëòàòå.

Òåîðåìà 7.2.8 ([29]) Ñëåäå£è èñêàçè ñó åêâèâàëåíòíè:

(à) Îïåðàòîð L äåjñòâójå êàî îãðàíè÷åí îïåðàòîð èç ïðîñòîðà Hp,q,α
ν ó Hp,q,α

ν .

(á) Âàæè κp,α,ν := ν − α− 1
p + 1 > 0.

Äîêàç. Íàjïðå, ïîêàæèìî äà âàæè èìïëèêàöèjà (á) ⇒ (à). Îâà èìïëèêàöèjà jåñòå
äîêàçàíà ó [50] çà ñâå 1 6 p 6∞ è ñâå íåíåãàòèâíå öåëå áðîjåâå ν. Ìè £åìî ïîêàçàòè
äà îíà âàæè çà ñâå 0 < p < 1 è ñâå ν ∈ R. Îñèì òîãà, íàø äîêàç ïîêàçójå òà÷íîñò
íàâåäåíå èìïëèêàöèjå è ó ñëó÷àjó êàäà jå 1 6 p 6∞ è ν ∈ R.

Íåêà jå ν > α + 1
p − 1, 0 < p < 1 è g ∈ Hp,q,α

ν . Òàêî¢å, íåêà jå n ïîçèòèâàí öåî
áðîj, òàêàâ äà jå n− 1 < ν 6 n. Ïîçíàòî jå äà âàæè ‖Dνg‖p,q,α <∞ àêî è ñàìî àêî jå
‖g(n)‖p,q,β < ∞, ãäå jå β = α + n − ν > 0. Îñèì òîãà, èñòà åêâèâàëåíöèjà âàæè è çà
ôóíêöèjó Lg. Ïðåìà òîìå, äîâî§íî jå äîêàçàòè äà âàæè ‖(Lg)(n)‖p,q,β <∞.

Íåêà jå rk = 1− 1
2k

çà ñâå k > 0. Êàêî âàæè

(Lg)(n)(z) =

∫ 1

0
(1− t)ng(n)(t+ (1− t)z)dt,

òî äîáèjàìî äà jå∫ 2π
0

∣∣(Lg)(n)(reiθ)
∣∣p dθ 6 ∫ 2π

0 dθ
(∫ 1

0 (1− t)n|g(n)(t+ (1− t)reiθ)|dt
)p

=
∫ 2π

0 dθ

( ∞∑
k=0

∫ rk+1

rk
(1− t)n|g(n)(t+ (1− t)reiθ)|dt

)p
6 C

∞∑
k=0

2−knp−kp
∫ 2π

0 |g
(n)(tk + (1− tk)reiθ)|pdθ,

(7.2.1)

ïðè ÷åìó jå tk ∈ [rk, rk+1]. Êîðèñòå£è Ëåìó 7.2.3, íàëàçèìî äà jå∫ 2π

0
|g(n)(tk+(1−tk)reiθ)|pdθ 6

2tk + (1− tk)r
(1− tk)r

∫ 2π

0
|g(n)((tk+(1−tk)r)eiθ)|pdθ. (7.2.2)

Êîðèñòå£è (7.2.1) è (7.2.2), äîáèjàìî äà jå

rMp
p (r, (Lg)(n)) 6 C

∫ 1

0
(1− t)np+p−2Mp

p (t+ (1− t)r, g(n))dt. (7.2.3)

Óâî¢å»åì ñìåíå t+ (1− t)r = s, ñëåäè

rMp
p (r, (Lg)(n)) 6 C(1− r)−np−p+1

∫ 1

r
(1− s)np+p−2Mp

p (s, g(n))ds. (7.2.4)

Ñëó÷àj 0 < q 6 p < 1. Íà îñíîâó Ëåìå 7.2.4 è íà îñíîâó (7.2.4), äîáèjàìî

‖(Lg)(n)‖qp,q,β �
∫ 1

0 r
q
p (1− r)qβ−1M q

p (r, (Lg)(n))dr

6 C
∫ 1

0 (1− r)qβ−1−nq−q+ q
p (
∫ 1
r (1− s)np+p−2Mp

p (s, g(n))ds)
q
pdr

6 C
∫ 1

0 (1− r)qβ−1−nq−q+ q
p
∫ 1
r (1− s)nq+q−

q
p
−1
M q
p (s, g(n))dsdr

= C
∫ 1

0 (1− s)nq+q−
q
p
−1
M q
p (s, g(n))ds

∫ s
0 (1− r)qβ−1−nq−q+ q

pdr

6 C
∫ 1

0 (1− s)qβ−1M q
p (s, g(n))ds

< ∞.

(7.2.5)
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Ó ïðåòõîäíîì ñìî êîðèñòèëè òåîðåìó Ôóáèíèjà è ÷è»åíèöó äà jå ν > α+ 1
p − 1.

Ñëó÷àj p 6 q <∞. Ó îâîì ñëó÷àjó êîðèñòèìî (7.2.4) è Ëåìó 7.2.5. Èçàáåðèìî
ε > 0, òàêî äà jå ν > α+ 1

p − 1 + ε
p è íàëàçèìî äà âàæè∫ 1

0 r
q
p (1− r)qβ−1M q

p (r, (Lg)(n))dr

6 C
∫ 1

0 (1− r)qβ−1−nq−q+ q
p (
∫ 1
r (1− s)np+p−2Mp

p (s, g(n))ds)
q
pdr

6 C
∫ 1

0 (1− r)qβ−1−nq−q+ q
p

+ εq
p dr

∫ 1
r (1− s)(1+np+p−2−ε) q

p
−1
M q
p (s, g(n))ds

= C
∫ 1

0 (1− s)nq+q−
q
p
− εq
p
−1
M q
p (s, g(n))ds

∫ s
0 (1− r)qβ−1−nq−q+ q

p
+ εq
p dr

6 C
∫ 1

0 (1− s)qβ−1M q
p (s, g(n))ds

< ∞.

(7.2.6)

Ñëó÷àj q =∞. Àêî jå sup
06r<1

(1 − r)βpMp
p (r, g(n)) < ∞, òàäà êîðèñòå£è (7.2.4),

äîáèjàìî äà jå

sup
06r<1

(1− r)βpMp
p (r, (Lg)(n))

6 C sup
06r<1

(1− r)βp−np−p+1
∫ 1
r (1− s)np+p−2Mp

p (s, g(n))ds

6 C sup
06r<1

(1− r)βp−np−p+1
∫ 1
r (1− s)−βp+np+p−2ds

6 C.

(7.2.7)

Ôèíàëíî, èìïëèêàöèjà (á)⇒ (à), ó ñëó÷àjó 0 < p < 1, ñëåäè èç (7.2.5), (7.2.6) è (7.2.7).
Ñà äðóãå ñòðàíå, äîêàæèìî è òà÷íîñò èìïëèêàöèjå (à) ⇒ (á). Íàèìå, äîâî§íî jå

ïîêàçàòè äà èñêàç (à) íèjå òà÷àí ó ñëåäå£à òðè ñëó÷àjà:

q =∞, ν − α− 1

p
+ 1 6 0; (7.2.8)

0 < q <∞, ν − α− 1

p
+ 1 < 0; (7.2.9)

0 < q <∞, ν − α− 1

p
+ 1 = 0. (7.2.10)

Ñòàâ 7.2.6 (à) ïîêàçójå äà èñêàç (à) ó íàøîj òåîðåìè íèjå òà÷àí àêî âàæè (7.2.8), äîê
èç Ñòàâà 7.2.6 (á) ñëåäè äà èñêàç (à) íàøå òåîðåìå íèjå òà÷àí óêîëèêî âàæè (7.2.8).
Êîíà÷íî, Ñòàâ 7.2.7 ïîêàçójå äà àêî (7.2.10) âàæè, òàäà èñêàç (à) íèjå òà÷àí. Òèìå jå
äîêàç îâå òåîðåìå ó ïîòïóíîñòè çàâðøåí. �

Ó íàñòàâêó äîêàçójåìî jîø jåäíó çíà÷àjíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 7.2.9 ([29])
Íåêà jå κp,α,ν 6 0. Òàäà ñó ñëåäå£è èñêàçè ìå¢óñîáíî åêâèâàëåíòíè:

(à) Îïåðàòîð L íå ìîæå áèòè ïðîøèðåí äî îãðàíè÷åíîã îïåðàòîðà èç ïðîñòîðà Hp,q,α
ν

ó ïðîñòîð H(D).
(á) Îïåðàòîð L äåjñòâójå êàî îãðàíè÷åí îïåðàòîð èç ïðîñòîðà Hp,q,α

ν ó ïðîñòîð H(D).
(â) Âàæè Hp,q,α

ν ⊆ D1l1.
(ã) Âàæè 0 < p 6 2, 0 < q 6 1 è κp,α,ν = 0.

Äîêàç. Äèðåêòíî ñå ïðîâåðàâà äà èìïëèêàöèjå (â) ⇒ (á) ⇒ (à) è (ã) ⇒ (â) ñëåäå
ïðèìåíîì Òåîðåìå 4.1.4. Îñòàjå íàì jîø äà ïîêàæåìî èìïëèêàöèjó (a)⇒ (ã), îäíîñíî,
äà èñêàç (à) íå âàæè ó ñëåäå£èì ñëó÷àjåâèìà:

0 < p 6∞, 0 < q 6∞, κp,α,ν < 0; (7.2.11)
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0 < p 6∞, 1 < q 6∞, κp,α,ν = 0; (7.2.12)

2 < p 6∞, 0 < q 6 1, κp,α,ν = 0. (7.2.13)

Ïðèìåíîì Ñòàâà 7.2.6 äîëàçèìî äî çàê§ó÷êà äà èñêàç (à) íèjå òà÷àí óêîëèêî âàæå
óñëîâè (7.2.11).

Ñëó÷àj 0 < p 6∞, 1 < q 6∞, κp,α,ν = 0.
Íà îñíîâó Ñòàâà 7.2.6 ìîæåìî ïðåòïîñòàâèòè äà jå 1 < q <∞.
Íåêà jå

fε,ρ(z) =
∞∑
k=0

ρkzk

log1+ε(k + 2)
, 0 < ε <

1

2
, 0 < ρ < 1.

Íà èñòè íà÷èí êàî ó äîêàçó Ñòàâà 7.2.7, íàëàçèìî äà jå

‖Dνfε,ρ‖qp,q,α 6 Cq
∞∑
k=0

(k + 1)−(1+ε)q 6 Cq

∞∑
k=0

(k + 1)−q <∞,

ãäå jå êîíñòàíòà Cq íåçàâèñíà îä ε è ρ. Ôóíêöèjà fε,ρ ïðèïàäà ïðîñòîðó H(D) è ñêóï{
fε,ρ : 0 < ρ < 1, 0 < ε <

1

2

}
jå îãðàíè÷åí ó ïðîñòîðó Hp,q,α

ν . Ñà äðóãå ñòðàíå, âàæè

Lfε,ρ(0) =
∞∑
k=0

ρk

(k + 1) log1+ε(k + 2)
→∞, êàäà ρ→ 1 è ε→ 0.

îäàêëå ñëåäè òðàæåíè çàê§ó÷àê.
Àêî jå 2 < p 6 ∞, 0 < q 6 1, κp,α,ν = 0, òàäà ñå îïåðàòîð L íå ìîæå ïðîøèðèòè

äî îãðàíè÷åíîã îïåðàòîðà èç ïðîñòîðà Hp,q,α
ν ó ïðîñòîð H(D), øòî çàïðàâî ñëåäè íà

îñíîâó Ñòàâà 32 èç [50]. Òèìå jå äîêàç òåîðåìå çàâðøåí. �

Ñâå ïðåòõîäíî äîáèjåíå ðåçóëòàòå ìîæåìî èñêàçàòè ó ñëåäå£îj òåîðåìè.

Òåîðåìà 7.2.10 ([29]) Íåêà jå 0 < p 6∞, 0 < q 6∞ è α > 0. Òàäà âàæè

(5.1) Îïåðàòîð L äåjñòâójå êàî îãðàíè÷åí îïåðàòîð èç ïðîñòîðà Hp,q,α
ν ó ïðîñòîð

Hp,q,α
ν àêî è ñàìî àêî jå κp,α,ν > 0.

(5.2) Îïåðàòîð L äåjñòâójå êàî îãðàíè÷åí îïåðàòîð èç ïðîñòîðà Hp,q,α
ν ó ïðîñòîð

H(D), àëè íå è ó ïðîñòîð Hp,q,α
ν , ó ñëó÷àjó êàäà jå 0 < p 6 2, 0 < q 6 1 è κp,α,ν = 0.

(5.3) Îïåðàòîð L äåjñòâójå êàî îãðàíè÷åí îïåðàòîð èç ïðîñòîðà Hp,q,α
ν ó ïðîñòîð

Hp,q,α
ν , àëè Hp,q,α

ν íèjå ïîäñêóï îä D1l1, ó ñëó÷àjó êàäà jå κp,α,ν > 0 è

2 < p 6∞ è ν − α 6 −1
2 , êàäà jå 1 < q 6∞

èëè

2 < p 6∞ è ν − α < −1
2 , êàäà jå 0 < q 6 1.

(5.4) Îïåðàòîð L íå ìîæå áèòè ïðîøèðåí äî îãðàíè÷åíîã îïåðàòîðà èç ïðîñòîðà

Hp,q,α
ν ó ïðîñòîð H(D), ó ñëó÷àjó êàäà âàæè

(5.4.1) κp,α,ν < 0
èëè

(5.4.2) κp,α,ν = 0, 2 < p 6∞
èëè

(5.4.3) κp,α,ν = 0, 1 < q 6∞.
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7.2. ËÈÁÅÐÈÍ ÎÏÅÐÀÒÎÐ ÍÀ ÏÐÎÑÒÎÐÈÌÀ ÌÅØÎÂÈÒÅ ÍÎÐÌÅ

Äîêàç. Èñêàç (5.1) jåñòå ïîñëåäèöà Òåîðåìå 7.2.8, äîê jå (5.2) ïîñëåäèöà Òåîðåìå
7.2.9. Ñà äðóãå ñòðàíå, äåî (5.3) ñëåäè ïðèìåíîì Òåîðåìå 4.1.4 è Òåîðåìå 7.2.8. Øòî
ñå òè÷å èñêàçà (5.4), äåî (5.4.1) ñëåäè íà îñíîâó Ñòàâà 7.2.6, äîê äåî (5.4.2) ñëåäè
ïðèìåíîì Òåîðåìå 7.2.9 è äåî (5.4.3) ñëåäè òàêî¢å, íà îñíîâó Òåîðåìå 7.2.9. Òèìå jå
äîêàç êîìïëåòèðàí. �

Íà ñëè÷àí íà÷èí êàî øòî ñìî ïðîó÷àâàëè äåjñòâî îïåðàòîðà Õèëáåðòîâå ìàòðèöå
íà ëîãàðèòàñìêî òåæèíñêèì ïðîñòîðèìà õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà íà jåäèíè÷íîì äèñêó
D, ó íàðåäíîj ãëàâè ðàçìàòðàìî äåjñòâî Ëèáåðèíîã îïåðàòîðà íà òèì ïðîñòîðèìà.
Ïîðåä âå£ ïîñòîjå£èõ ðåçóëòàòà ïóáëèêîâàíèõ ó ðàäó [49], íàâîäèìî è îðèãèíàëíå
ðåçóëòàòå èç ðàäà [32].
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Ãëàâà 8

Ëèáåðèí îïåðàòîð íà ëîãàðèòàìñêî

òåæèíñêèì ïðîñòîðèìà

Èñïèòójåìî äåjñòâî Ëèáåðèíîã îïåðàòîðà íà ïðîñòîðèìà õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà
íà jåäèíè÷íîì äèñêó D ñíàáäåâåíèõ ñà ëîãàðèòàìñêîì òåæèíîì. Íàèìå, ïîêàçà£åìî
äà ó ñëó÷àjó êàäà jå α > 1, Ëèáåðèí îïåðàòîð L, ïðåñëèêàâà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè
Áåðãìàíîâ ïðîñòîð A2

logα ó ïðîñòîð A2
logα−1 . Òàêî¢å, ïîêàçójåìî äà L ïðåñëèêàâà

ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè Áëîõîâ ïðîñòîð Blogα ó ñåáå, çà ñâå α ∈ R. Îñèì òîãà, ó
ðàäó [49] (Ì. Ïàâëîâè£), ïîêàçàíî jå äà Ëèáåðèí îïåðàòîð L ïðåñëèêàâà ëîãàðèòàìñêî
òåæèíñêè Õàðäè-Áëîõîâ ïðîñòîð B1

logα ó ïðîñòîð B1
logα−1 , çà ñâå α > 0. Ìè ïîêàçójåìî

äà jå ïðåòõîäíè ðåçóëòàò íàjáî§è ìîãó£, ó ñìèñëó äà çà ñâàêî ε > 0, ïîñòîjè ôóíêöèjà
f ∈ B1

logα , òàêâà äà âàæè Lf /∈ B1
logα−1+ε . Ðåçóëòàòè îâå ãëàâå ïóáëèêîâàíè ñó ó ðàäó

[32] àóòîðà îâîã òåêñòà.

8.1 Îïåðàòîð L íà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêèì

Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà

Ïîäñåòèìî ñå äà ñìî ó Ãëàâè 5, çà ñâàêî α ∈ R, äåôèíèñàëè ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè
Áåðãìàíîâ ïðîñòîð A2

logα íà ñëåäå£è íà÷èí,

A2
logα =

{
f ∈ H(D) : ‖f‖2A2

logα
=

∫
D
|f(z)|2 logα

2

1− |z|2
dA(z) <∞

}
.

Òàêî¢å, ïîêàçàëè ñìî äà àêî f(z) =
∑∞

n=0 f̂(n)zn ∈ A2
logα , òàäà âàæè (âèäåòè Ëåìó

5.2.1)

‖f‖2A2
logα
�
∞∑
n=0

|f̂(n)|2 logα(n+ 2)

n+ 1
,

ïðè ÷åìó jå îäãîâàðàjó£à êîíñòàíòà íåçàâèñíà îä èçáîðà ôóíêöèjå f . Òåîðåìà êîjà
ñëåäè îïèñójå äåjñòâî Ëèáåðèíîã îïåðàòîðà íà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêèì Áåðãìàíîâèì
ïðîñòîðèìà.

Òåîðåìà 8.1.1 ([32]) Íåêà jå α > 1. Òàäà jå îïåðàòîð L äîáðî äåôèíèñàí íà ïðîñòîðó

A2
logα è ïðåñëèêàâà ãà ó ïðîñòîð A2

logα−1.
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8.1. ËÎÃÀÐÈÒÀÌÑÊÎ ÒÅÆÈÍÑÊÈ ÁÅÐÃÌÀÍÎÂÈ ÏÐÎÑÒÎÐÈ

Äîêàç. Íåêà jå f(z) =
∑∞

n=0 f̂(n)zn ∈ A2
logα . Òàäà, êîðèñòå£è Êîøè�Øâàðöîâó

íåjåäíàêîñò, íàëàçèìî äà âàæè

∞∑
n=0

|f̂(n)|
n+ 1

≤

( ∞∑
n=0

|f̂(n)|2 logα(n+ 2)

n+ 1

) 1
2
( ∞∑
n=0

1

(n+ 1) logα(n+ 2)

) 1
2

<∞,

jåð jå α > 1. Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã, äîáèjàìî äà àêî f(z) =
∑∞

n=0 f̂(n)zn ∈ A2
logα ,

òàäà jå
∑∞

n=0
|f̂(n)|
n+1 < ∞. Ïðåìà òîìå, Ëèáåðèí îïåðàòîð L jåñòå äîáðî äåôèíèñàí íà

ïðîñòîðó A2
logα . Êîðèñòå£è íåjåäíàêîñò (59) èç ðàäà [50], äîáèjàìî äà âàæè

rM2
2 (r,Lf) ≤ C(1− r)−1

∫ 1

r
M2

2 (s, f)ds,

çà ñâå 0 ≤ r < 1. Ñàìèì òèì, âàæè∫
D |Lf(z)|2 logα−1 2

1−|z|2dA(z) = 2
∫ 1

0 rM
2
2 (r,Lf) logα−1 2

1−r2dr

≤ C
∫ 1

0
1

1−r
∫ 1
r M

2
2 (s, f)ds logα−1 2

1−r2dr

= C
∫ 1

0 M
2
2 (s, f)

∫ s
0

1
1−r logα−1 2

1−r2drds

≤ C
∫ 1

0 M
2
2 (s, f)

∫ s
0

1
1−r logα−1 2

1−rdrds

= C
∫ 1

0 M
2
2 (s, f)

(
logα 2

1−s − logα 2
)
ds

≤ C
∫ 1

0 M
2
2 (s, f) logα 2

1−sds

= C
∫ 1

0 uM
2
2 (u2, f) logα 2

1−u2du

≤ C
∫ 1

0 uM
2
2 (u, f) logα 2

1−u2du

= C
∫
D |f(z)|2 logα 2

1−|z|2dA(z)

< ∞.

Ó ïðåòõîäíîì ñìî óâåëè ñìåíó s = u2 è èñêîðèñòèëè ÷è»åíèöó äà jå M2(·, f) ðàñòó£à
ôóíêöèjà. Ñëåäè äà Lf ∈ A2

logα−1 , øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. �

8.2 Îïåðàòîð L íà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêèì

Áëîõîâèì ïðîñòîðèìà

Ó Ãëàâè 5 ñìî, çà ñâàêî α ∈ R, äåôèíèñàëè ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè Áëîõîâ ïðîñòîð
Blogα íà ñëåäå£è íà÷èí,

Blogα =

{
f ∈ H(D) : |f ′(z)|(1− |z|) = O

(
logα

2

1− |z|

)}
.
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8.2. ËÎÃÀÐÈÒÀÌÑÊÎ ÒÅÆÈÍÑÊÈ ÁËÎÕÎÂÈ ÏÐÎÑÒÎÐÈ

Òàêî¢å, íîðìà ó ïðîñòîðó Blogα jå äàòà ñà

‖f‖Blogα = |f(0)|+ sup
z∈D
|f ′(z)|(1− |z|) log−α

2

1− |z|
.

Ðåçóëòàò êîjè ñëåäè îïèñójå äåjñòâî Ëèáåðèíîã îïåðàòîðà L íà ëîãàðèòàìñêî
òåæèíñêèì Áëîõîâèì ïðîñòîðèìà Blogα , çà ñâå α ∈ R.

Òåîðåìà 8.2.1 ([32]) Íåêà jå α ∈ R. Òàäà jå îïåðàòîð L äîáðî äåôèíèñàí íà ïðîñòîðó
Blogα è ïðåñëèêàâà ãà ó ïðîñòîð Blogα .

Äîêàç. Ïðèìåíîì Òåîðåìå 2.1 (à) èç [49], äîëàçèìî äî çàê§ó÷êà äà çà ôóíêöèjó

f(z) =
∑∞

n=0 f̂(n)zn ∈ Blogα âàæè
∑∞

n=0
|f̂(n)|
n+1 < ∞. Ïðåìà òîìå, Ëèáåðèí îïåðàòîð L

jå äîáðî äåôèíèñàí íà ïðîñòîðó Blogα .
Ñà äðóãå ñòðàíå, êîðèñòå£è Ëåìó 22 èç [50], çà ν = 1 è p =∞, íàëàçèìî äà âàæè

M∞(r, (Lf)′) ≤ (1− r)−2

∫ 1

r
(1− s)M∞(s, f ′)ds

çà ñâå 0 ≤ r < 1. Òàäà, êîðèñòå£è Ëåìó 5.1.1, íàëàçèìî äà jå

(1− r)M∞(r, (Lf)′) ≤ 1
1−r

∫ 1
r (1− s)M∞(s, f ′)ds

≤ C 1
1−r

∫ 1
r logα 2

1−sds

= C 1
1−r

∫∞
log 2

1−r
tαe−tdt

≤ C logα 2
1−r .

Êîíà÷íî, äîáèjàìî Lf ∈ Blogα . Òèìå jå äîêàç êîìïëåòèðàí. �

8.3 Îïåðàòîð L íà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêèì

Õàðäè-Áëîõîâèì ïðîñòîðèìà

Çà α ∈ R äåôèíèøåìî ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè Õàðäè-Áëîõîâ ïðîñòîð B1
logα íà

ñëåäå£è íà÷èí (âèäåòè Ãëàâó 5),

B1
logα =

{
f ∈ H(D) : ‖f‖B1logα = |f(0)|+

∫
D
|f ′(z)| logα

2

1− |z|
dA(z) <∞

}
.

Ó ðàäó [49] jå äîêàçàíà ñëåäå£à òåîðåìà, êîjà îïèñójå äåjñòâî Ëèáåðèíîã îïåðàòîðà L
íà Õàðäè-Áëîõîâèì ïðîñòîðèìà B1

logα , ó ñëó÷àjó êàäà jå α > 0.

Òåîðåìà 8.3.1 ([49]) Íåêà jå α > 0.
(à) Òàäà jå Ëèáåðèí îïåðàòîð L äîáðî äåôèíèñàí íà ïðîñòîðó B1

logα è ïðåñëèêàâà ãà ó

ïðîñòîð B1
logα−1.

(á) Àêî jå f(z) =
∑∞

n=0 f̂(n)zn, ïðè ÷åìó âàæè f̂(n) ↓ 0 êàäà n→∞ è
∑∞

n=0
f̂(n)
n+1 <∞,

òàäà Lf ∈ B1
logα−1 ïîâëà÷è f ∈ B1

logα.

(â) Àêî jå α < 0, òàäà Ëèáåðèí îïåðàòîð L íå ìîæå áèòè ïðîøèðåí äî íåïðåêèäíîã

îïåðàòîðà èç ïðîñòîðà B1
logα ó ïðîñòîð H(D).
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8.3. ËÎÃÀÐÈÒÀÌÑÊÎ ÒÅÆÈÍÑÊÈ ÕÀÐÄÈ-ÁËÎÕÎÂÈ ÏÐÎÑÒÎÐÈ

Äîêàç. Çà äåî (à) âèäåòè Òåîðåìó 2.3 èç [49]. Èñêàç (á) ñëåäè íà îñíîâó Òåîðåìå 1.1
è Òåîðåìå 1.2 èç [49]. Äåî (â) jå ïîñëåäèöà Òåîðåìå 2.1 èç [49]. �

Íàïîìåíà 8.3.2 Íà îñíîâó äåëà (à) èç Òåîðåìå 8.3.1 ñëåäè äà ó ñëó÷àjó êàäà jå α > 0,
Ëèáåðèí îïåðàòîð L ïðåñëèêàâà ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè Õàðäè-Áëîõîâ ïðîñòîð B1

logα

ó ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè Õàðäè-Áëîõîâ ïðîñòîð B1
logα−1 . Ïîêàæèìî ñàäà äà jå òàêàâ

ðåçóëòàò íàjáî§è ìîãó£, ó ñìèñëó äà çà ñâàêî ε > 0, ïîñòîjè ôóíêöèjà f ∈ B1
logα , òàêâà

äà âàæè Lf /∈ B1
logα−1+ε . Íàèìå, íåêà jå ε > 0 ïðîèçâî§íî îäàáðàíî è äåôèíèøèìî

f̂(n) =
1

logα+1+ε/2(n+ 2)
,

çà ñâå n > 0. Òàäà âàæè
∑∞

n=0
f̂(n)
n+1 <∞ è f̂(n) ↓ 0 êàäà n→∞. Îñèì òîãà, íàëàçèìî

äà jå
∞∑
n=0

f̂(n)
logα(n+ 2)

n+ 1
<∞ è

∞∑
n=0

f̂(n)
logα+ε(n+ 2)

n+ 1
=∞.

Íåêà jå f(z) =
∑∞

n=0 f̂(n)zn. Òàäà jå f ∈ B1
logα íà îñíîâó Òåîðåìå 5.4.1 è âàæè Lf /∈

B1
logα−1+ε , jåð áè ó ñóïðîòíîì èìàëè äà jå

∞∑
n=0

f̂(n)
logα+ε(n+ 2)

n+ 1
<∞,

íà îñíîâó äåëà (á) èç Òåîðåìå 8.3.1, øòî jå êîíòðàäèêöèjà. Òèìå jå íàøå ðàçìàòðà»å
ó ïîòïóíîñòè çàâðøåíî. ♦
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Ãëàâà 9

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ó

Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà

9.1 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ó Ap ïðîñòîðèìà àêî jå p ≥ 1

0 c 1
Ac

Dc

Sc

D

Ñëèêà A.1 Ïîäåëà jåäèíè÷íîã äèñêà D íà äèñê

Dc = {z : |z| < c}, êðóæíèöó Sc = {z : |z| = c}
è ïðñòåí Ac = {z : c < |z| < 1}, ïðè ÷åìó jå

0 < c < 1. Çà ôóíêöèjå f è g õîëîìîðôíå ó

jåäèíè÷íîì äèñêó D âàæè óñëîâ |f(z)| ≤ |g(z)|
çà ñâå z ∈ Ac.

Çà 0 < c < 1, íåêà jå ñà Ac îçíà÷åí ïðñòåí
îäðå¢åí óñëîâîì c < |z| < 1. Òàêî¢å, íåêà jå
Dc = {z : |z| < c} è Sc = {z : |z| = c}. Òàäà,
ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëà êàæå, äà àêî jå
ôóíêöèjà f õîëîìîðôíà ó jåäèíè÷íîì äèñêó
D è àêî jå |f | ≤ M ó ïðñòåíó Ac, çà íåêó
ïîçèòèâíó êîíñòàíòó M è íåêè ïîëóïðå÷íèê
c, òàäà âàæè |f | ≤ M ó jåäèíè÷íîì äèñêó D.
Ïðåìà òîìå, äîáèjàìî äà âàæè ‖f‖Ap ≤ M =
‖M‖Ap . Ó òîì ñëó÷àjó, ïîñòàâ§à ñå ïðèðîäíî
ïèòà»å äà ëè ñå êîíñòàíòà M ìîæå çàìåíèòè
ñà ïðîèçâî§íîì õîëîìîðôíîì ôóíêöèjîì ó
jåäèíè÷íîì äèñêó D èëè äðóãèì ðå÷èìà, àêî
ñó f è g õîëîìîðôíå ôóíêöèjå ó jåäèíè÷íîì
äèñêó D è àêî âàæè |f(z)| ≤ |g(z)| çà z ∈ Ac, äà
ëè òàäà ñëåäè äà jå ‖f‖Ap ≤ ‖g‖Ap? Íà ïðèìåð,
àêî jå ôóíêöèjà f/g õîëîìîðôíà ó jåäèíè÷íîì
äèñêó D, òàäà íà îñíîâó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà
ìîäóëà ñëåäè äà jå |f(z)| ≤ |g(z)| çà ñâå z ∈ D è
ñàìèì òèì âàæè ‖f‖Ap ≤ ‖g‖Ap . Ó âåçè ñà òèì, âàæàí ðåçóëòàò ó òåîðèjè Áåðãìàíîâèõ
ïðîñòîðà jå Êîðåíáëóìîâ ïðèíöèï ìàêñèìóìà, êîjè ïðåäñòàâ§à ïðèíöèï ìàêñèìóìà
ó Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà è êîjè ãëàñè:

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ó Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà. Íåêà jå 1 ≤ p < ∞. Òàäà ïîñòîjè
êîíñòàíòà 0 < c < 1 ñà ñëåäå£èì ñâîjñòâîì. Àêî ñó f è g õîëîìîðôíå ôóíêöèjå ó
jåäèíè÷íîì äèñêó D, òàêâå äà jå |f(z)| ≤ |g(z)| çà ñâå c < |z| < 1, òàäà âàæè

‖f‖Ap ≤ ‖g‖Ap .

Ïðâè ïóò äåôèíèñàí îä ñòðàíå Êîðåíáëóìà (âèäåòè [34]), ïðèíöèï ìàêñèìóìà jå
äîêàçàî Õåjìàí ó [22] ó ñëó÷àjó êàäà jå p = 2 è òî ñà êîíñòàíòîì c = 1

25 = 0.04.
Íàïîìåíèìî äà jå ó ñâîì ðàäó [34], Êîðåíáëóì äîêàçàî ïðèíöèï ìàêñèìóìà çà p = 2 è
c < 1

2e
−2, ïîä äîäàòíîì ïðåòïîñòàâêîì äà jå g/f õîëîìîðôíà ôóíêöèjà è íàêîí òîãà
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jå óñëåäèëà ñåðèjà ïàðöèjàëíèõ ðåçóëòàòà îä ñòðàíå âå£åã áðîjà àóòîðà: Êîðåíáëóì,
Î'Íèë, Ðè÷àðä èÆó (âèäåòè [35]), Êîðåíáëóì è Ðè÷àðä (âèäåòè [36]), Ìàòåðî (âèäåòè
[40]), Øâèê (âèäåòè [56]) è äðóãè. Êàñíèjå, Õèíêàíåí jå ó ñâîì ðàäó [26] ïîáî§øàî
Õåjìàíîâó êîíñòàíòó ïîêàçàâøè äà ïðèíöèï ìàêñèìóìà âàæè çà c = 0.15724. Îñèì
òîãà, îí jå ïîêàçàî äà ïðèíöèï ìàêñèìóìà âàæè è ó Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà Ap çà ñâå
1 ≤ p <∞. Ó ñëó÷àjó êàäà jå p = 2, jåäàí ïðèìåð ïðîíà¢åí îä ñòðàíå Ìàðòèíà (âèäåòè
[34]), ïîêàçójå äà âàæè c < 1√

2
. Ó îâîì ñëó÷àjó, Âàíã ([60]) jå íàøàî ãîð»å îãðàíè÷å»å

c < 0.69472 è ñêîðèjå, Âàíã jå ó ðàäó [63] ïîêàçàî äà çàïðàâî âàæè c < 0.6778994. Ñà
äðóãå ñòðàíå, ó ñëó÷àjó p = 2, Øóñòåð jå äîêàçàî äà âàæè c ≥ 0.21, êîðèñòå£è ñâîjñòâà
Ìåáèjóñîâîã ïñåóäîðàñòîjà»à ó ïðñòåíó (âèäåòè [55]). Òàêî¢å, ó [61], Âàíã jå äîêàçàî
äà âàæè c ≥ 0.25018 çà ñâå 1 ≤ p < ∞ è íåøòî ñêîðèjå, Âàíã jå ïîêàçàî äà âàæè
c ≥ 0.23917 çà ñâå 1 ≤ p < ∞ ([64]). Ó ñâàêîì ñëó÷àjó, òà÷íà âðåäíîñò êîíñòàíòå c,
÷àê è ó ñëó÷àjó p = 2, jîø óâåê jå íåïîçíàòà.

Çàïðàâî, Êîðåíáëóì jå èçíåî õèïîòåçó äà ïðèíöèï ìàêñèìóìà ó Áåðãìàíîâèì
ïðîñòîðèìà Ap âàæè çà ñâå 0 < p < ∞. Òàêî¢å, ó [26], Õèíêàíåí jå ïîñòàâèî
ïèòà»å äà ëè jå ïðèíöèï ìàêñèìóìà ó Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà âàëèäàí è ó ñëó÷àjó
êàäà jå 0 < p < 1. Ó [62], Âàíã jå äîêàçàî äà ïðèíöèï ìàêñèìóìà ó Áåðãìàíîâèì
ïðîñòîðèìà âàæè è ó ñëó÷àjó 0 < p < 1, àëè ïîä äîäàòíîì ïðåòïîñòàâêîì äà ôóíêöèjà
g èìà ïðîñòó íóëó ó òà÷êè 0 ó jåäèíè÷íîì äèñêó D. Ñà äðóãå ñòðàíå, êàî øòî £åìî
âèäåòè êàñíèjå ó äðóãîj ñåêöèjè îâå ãëàâå, îäãîâîð íà ïðåòõîäíî ïîñòàâ§åíî ïèòà»å
jå íåãàòèâàí.

Ó íàñòàâêó îâå ñåêöèjå, ïîêàçójåìî äà Êîðåíáëóìîâ ïðèíöèï ìàêñèìóìà âàæè
ó Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà Ap êîä êîjèõ jå 1 ≤ p < ∞. Äîêàç èçâîäèìî ïðàòå£è
ðåçóëòàòå èç [26, 55, 64]. Ïðå ñâåãà, ïîäñåòèìî ñå äà àêî jå ôóíêöèjà h ñóáõàðìîíèjñêà
ó jåäèíè÷íîì äèñêó D è àêî jå 0 < r1 < r2 < 1, òàäà âàæè∫ 2π

0
h(r1e

iθ)dθ ≤
∫ 2π

0
h(r2e

iθ)dθ.

Îñèì òîãà, ïîòðåáíà íàì jå è ñëåäå£à åëåìåíòàðíà ëåìà.

Ëåìà 9.1.1 ([64]) Íåêà jå α ïîçèòèâàí áðîj è 0 ≤ r ≤ c ≤ ρ < R. Àêî ñó g è

h õîëîìîðôíå ôóíêöèjå ó äèñêó |z| < R è àêî ôóíêöèjà h èìà íàjìà»å m íóëà ó

çàòâîðåíîì äèñêó |z| ≤ c ðà÷óíàjó£è è âèøåñòðóêîñòè, òàäà âàæè∫ 2π

0

∣∣∣g(reiθ)
∣∣∣α ∣∣∣h(reiθ)

∣∣∣ dθ ≤ ( r + c

ρ+ cr
ρ

)m ∫ 2π

0

∣∣∣g(ρeiθ)
∣∣∣α ∣∣∣h(ρeiθ)

∣∣∣ dθ.
Äîêàç. Ïðåìà ïðåòïîñòàâöè, ìîæåìî ïèñàòè

h(z) = h0(z)

m∏
k=1

(z − ak),

ãäå ñó a1, . . . , am ñâå íóëå ôóíêöèjå h ó çàòâîðåíîì äèñêó |z| ≤ c è ôóíêöèjà h0 jå
õîëîìîðôíà ó äèñêó |z| < R. Íåêà jå

H(z) = h0(z)
m∏
k=1

(
ρ− akz

ρ

)
.

Òàäà jå H õîëîìîðôíà ôóíêöèjà ó çàòâîðåíîì äèñêó |z| ≤ ρ è âàæè |h(z)| = |H(z)| çà
ñâå |z| = ρ. Òàêî¢å, íèjå òåøêî ïðîâåðèòè äà íà êðóæíèöè |z| = r, âàæè

|z − a| ≤ r + c

ρ+ cr
ρ

∣∣∣∣ρ− az

ρ

∣∣∣∣ ,
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çà ñâå |a| ≤ c. Ïðåìà òîìå, íà êðóæíèöè |z| = r, âàæè

|h(z)| ≤

(
r + c

ρ+ cr
ρ

)m
|H(z)|.

Èìàjó£è ó âèäó äà jå ôóíêöèjà |g|α|H| ñóáõàðìîíèjñêà (âèäåòè [26, ñòð. 336]), âàæè∫ 2π
0

∣∣g(reiθ)
∣∣α ∣∣h(reiθ)

∣∣ dθ ≤ (
r+c
ρ+ cr

ρ

)m ∫ 2π
0

∣∣g(reiθ)
∣∣α ∣∣H(reiθ)

∣∣ dθ
≤

(
r+c
ρ+ cr

ρ

)m ∫ 2π
0

∣∣g(ρeiθ)
∣∣α ∣∣H(ρeiθ)

∣∣ dθ
≤

(
r+c
ρ+ cr

ρ

)m ∫ 2π
0

∣∣g(ρeiθ)
∣∣α ∣∣h(ρeiθ)

∣∣ dθ,
øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. �

Ñàäà ñìî ó ìîãó£íîñòè äà ïîêàæåìî ãëàâíè ðåçóëòàò îâå ñåêöèjå. Íàèìå, òåîðåìà
êîjà ñëåäè ó íàñòàâêó ïîêàçójå òà÷íîñò ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ó ïðîñòîðèìà Ap êîä
êîjèõ jå 1 ≤ p <∞.

Òåîðåìà 9.1.2 [26, 55, 64] Íåêà jå 1 ≤ p <∞. Òàäà ïîñòîjè êîíñòàíòà 0 < c < 1 ñà

ñëåäå£èì ñâîjñòâîì. Àêî ñó f è g õîëîìîðôíå ôóíêöèjå ó jåäèíè÷íîì äèñêó D, òàêâå
äà jå |f(z)| ≤ |g(z)| çà ñâå c < |z| < 1, òàäà âàæè

‖f‖Ap ≤ ‖g‖Ap .

Äîêàç. Íàjïðå, íåêà jå 0 < c < 1 êîíñòàíòà êîjó £åìî êàñíèjå îäðåäèòè è íåêà jå
1 ≤ p < ∞, ïðè ÷åìó ñà bpc îçíà÷àâàìî öåî äåî áðîjà p. Òàêî¢å, íåêà ñó f è g
õîëîìîðôíå ôóíêöèjå ó jåäèíè÷íîì äèñêó D è íåêà âàæè |f(z)| ≤ |g(z)| çà ñâå z ∈ Ac.
Ïîòðåáíî jå äîêàçàòè äà âàæè∫

D
|f(z)|pdA(z) ≤

∫
D
|g(z)|pdA(z),

îäíîñíî∫
Dc
|f(z)|pdA(z) +

∫
Ac
|f(z)|pdA(z) ≤

∫
Dc
|g(z)|pdA(z) +

∫
Ac
|g(z)|pdA(z)

èëè åêâèâàëåíòíî∫
Dc

(|f(z)|p − |g(z)|p)dA(z) ≤
∫
Ac

(|g(z)|p − |f(z)|p)dA(z). (9.1.1)

Ìîæåìî ïðåòïîñòàâèòè äà ñó íîðìå ‖f‖Ap è ‖g‖Ap êîíà÷íå, jåð ó ñóïðîòíîì òðàæåíè
çàê§ó÷àê äèðåêòíî ñëåäè. Ñà äðóãå ñòðàíå, ìîæåìî ïðåòïîñòàâèòè äà ôóíêöèjà g
íèjå èäåíòè÷êè jåäíàêà 0 è äà ôóíêöèjà g èìà áàð jåäíó íóëó ó çàòâîðåíîì äèñêó
Dc, jåð ó ñóïðîòíîì òðàæåíè ðåçóëòàò òðèâèjàëíî ñëåäè. Íåêà jå ω(z) = f(z)/g(z)
çà ñâå z ∈ Ac. Òàäà jå |ω(z)| ≤ 1 çà ñâå z ∈ Ac. Äà§å, ìîæåìî ïðåòïîñòàâèòè äà
âàæè |ω(z)| < 1 çà ñâå z ∈ Ac, jåð ó ñóïðïòíîì òðàæåíè çàê§ó÷àê ñëåäè äèðåêòíî.
Äåôèíèøèìî

ω0 = ω0(ρ) = max {|ω(z)| : |z| = ρ} .

Çà ñâå x ≥ 0, y ≥ 0 è p ≥ 1, âàæè ñëåäå£à íåjåäíàêîñò (âèäåòè [21])

pyp−1(x− y) ≤ xp − yp ≤ pxp−1(x− y). (9.1.2)

92



9.1. ÑËÓ×ÀJ ÁÅÐÃÌÀÍÎÂÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐÀ ÂÅ�ÅÃ ÅÊÑÏÎÍÅÍÒÀ

Îñèì òîãà, òàäà íàëàçèìî äà âàæè

|f |p − |g|p =
(
|f |bpc

) p
bpc −

(
gbpc

) p
bpc

≤ p
bpc |f |

p−bpc (|f |bpc − |g|bpc)
≤ p

bpc |f |
p−bpc ∣∣f bpc − gbpc∣∣ .

(9.1.3)

Íåêà jå ñàäà 0 ≤ r ≤ c ≤ ρ < 1. Êàêî âàæè |f | < |g| ó ïðñòåíó Ac, òî ïðèìåíîì
Ðóøåîâå òåîðåìå äîëàçèìî äî çàê§ó÷êà äà ôóíêöèjå f bpc − gbpc è gbpc èìàjó èñòè
áðîj íóëà ó çàòâîðåíîì äèñêó Dc, ðà÷óíàjó£è è âèøåñòðóêîñòè. Ïîñåáíî, ôóíêöèjà
f bpc − gbpc èìà íàjìà»å bpc íóëà ó äèñêó Dc, jåð ñìî ïðåòïîñòàâèëè äà ôóíêöèjà g
èìà íàjìà»å jåäíó íóëó ó Dc. Ïðåìà òîìå, êîðèñòå£è Ëåìó 9.1.1 è íåjåäíàêîñò (9.1.3),
íàëàçèìî äà âàæè∫ 2π

0 (|f |p − |g|p) (reiθ)dθ ≤
∫ 2π

0
p
bpc
(
|f |p−bpc

∣∣f bpc − gbpc∣∣) (reiθ)dθ

≤
(
r+c
ρ+ cr

ρ

)bpc ∫ 2π
0

p
bpc
(
|f |p−bpc

∣∣f bpc − gbpc∣∣) (ρeiθ)dθ

=
(
r+c
ρ+ cr

ρ

)bpc ∫ 2π
0

p
bpc

(
|ω|p−bpc|1−ωbpc|

1−|ω|p (|g|p − |f |p)
)

(ρeiθ)dθ.

Ñàäà, íà îñíîâó ïðåòõîäíå íåjåäíàêîñòè äîáèjàìî äà âàæè∫ 2π

0
(|f |p − |g|p) (reiθ)dθ ≤

(
r + c

ρ+ cr
ρ

)bpc ∫ 2π

0

(∣∣1− ωbpc∣∣
1− |ω|bpc

(|g|p − |f |p)

)
(ρeiθ)dθ.

Ïðèìåòèìî äà çà ñâàêè ïðèðîäàí áðîj n è çà ñâå |a| < 1, âàæè ñëåäå£à íåjåäíàêîñò

|1− an|
1− |a|n

≤ |1− a|
1− |a|

.

Ïðåìà òîìå, íà îñíîâó ïðåòõîäíîã äîáèjàìî äà âàæè∫ 2π
0 (|f |p − |g|p) (reiθ)dθ ≤

(
r+c
ρ+ cr

ρ

)bpc ∫ 2π
0

(
|1−ω|
1−|ω|(|g|

p − |f |p)
)

(ρeiθ)dθ

≤
(
r+c
ρ+ cr

ρ

)bpc
γ(ρ)

∫ 2π
0 (|g|p − |f |p)(ρeiθ)dθ,

ïðè ÷åìó ôóíêöèjà γ(ρ) çàäîâî§àâà

γ(ρ) ≥ max

{
|1− ω(z)|
1− |ω(z)|

: |z| = ρ

}
.

Íåêà jå ρ ôèêñèðàíî. Çàòèì, ïîìíîæèìî ïðåòõîäíó íåjåäíàêîñò ñà r è èíòåãðàëèìî
jå ïî r ó ãðàíèöàìà îä 0 äî c. Òàäà, äîáèjàìî äà âàæè

1

γ(ρ)
∫ c

0

(
r+c
ρ+ cr

ρ

)bpc
rdr

∫
Dc

(|f |p − |g|p)(z)dA(z) ≤
∫ 2π

0
(|g|p − |f |p)(ρeiθ)dθ. (9.1.4)

Äà§å, ìíîæèìî íåjåäíàêîñò (9.1.4) ñà ρ è çàòèì jå èíòåãðàëèìî ïî ρ ó ãðàíèöàìà îä
c äî 1. Íàêîí òîãà, íàëàçèìî äà jå∫ 1

c

ρ

γ(ρ)
∫ c

0

(
r+c
ρ+ cr

ρ

)bpc
rdr

dρ

∫
Dc

(|f |p − |g|p)(z)dA(z) ≤
∫
Ac

(|g|p − |f |p)(z)dA(z).
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Óêîëèêî ïîêàæåìî äà jå ìîãó£å îäàáðàòè c, òàêî äà âàæè∫ 1

c

ρ

γ(ρ)
∫ c

0

(
r+c
ρ+ cr

ρ

)bpc
rdr

dρ ≥ 1, (9.1.5)

çàâðøèëè ñìî äîêàç òåîðåìå. Çàïðàâî, êàêî jå bpc ≥ 1, òî jå äîâî§íî ïîêàçàòè äà
ìîæåìî îäàáðàòè c, òàêî äà jå∫ 1

c

ρ

γ(ρ)
∫ c

0
r+c
ρ+ cr

ρ
rdr

dρ ≥ 1. (9.1.6)

Íàjïðå, îäðåäèìî îäãîâàðàjó£å îãðàíè÷å»å çà γ(ρ). Ïðå ñâåãà, íàïîìåíèìî äà jå
ïñåóäîõèïåðáîëè÷êî ðàñòîjà»å d èçìå¢ó òà÷àêà α, β ∈ D, äåôèíèñàíî íà ñëåäå£è
íà÷èí

d(α, β) =

∣∣∣∣ α− β1− αβ

∣∣∣∣ .
Ó ñâîì ðàäó [55], Øóñòåð jå ïîêàçàî äà âàæè

d(ω(z), ω0) =

∣∣∣∣ ω(z)− ω0

1− ω0ω(z)

∣∣∣∣ ≤ K(ρ) < 1,

çà ñâå |z| = ρ, ïðè ÷åìó jå

K(ρ) = 2ρ(1 + ρ−2c)

∞∏
n=1

(
1 + ρ2c2n−1

) (
1 + ρ−2c2n+1

) (
1 + c2n

)2
(1 + ρ2c2n−2) (1 + ρ−2c2n) (1 + c2n−1)2 .

Ïðàòå£è Õèíêàíåíîâ ðàä [26], íåêà jå

ω(z)− ω0

1− ω0ω(z)
= teiθ,

ãäå jå 0 ≤ t ≤ K(ρ) è 0 ≤ θ < 2π. Òàäà jå

ω(z) =
ω0 + teiθ

1 + ω0teiθ
.

Íèjå òåøêî ïðîâåðèòè äà jå óñëîâ |ω(z)| ≤ ω0 åêâèâàëåíòàí ñà

cos θ ≤ − t(1 + ω2
0)

2ω0
.

Ïðåìà òîìå, íà îñíîâó ïðåòõîäíèõ ðàçìàòðà»à, äîáèjàìî äà âàæè

|1−ω(z)|
1−|ω(z)| ≤

(1+ω0)|1−ω(z)|
1−|ω(z)|2

= |1−teiθ|
1−t2

√
1 + ω2

0t
2 + 2ω0t cos θ

≤ 1+t
1−t2
√

1− t2

=
√

1+t
1−t

≤
√

1+K(ρ)
1−K(ρ) ,
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çà ñâå |z| = ρ. Ñàìèì òèì, äîáèëè ñìî äà jå

max

{
|1− ω(z)|
1− |ω(z)|

: |z| = ρ

}
≤

√
1 +K(ρ)

1−K(ρ)
,

òàêî äà ìîæåìî îäàáðàòè äà jå

γ(ρ) =

√
1 +K(ρ)

1−K(ρ)
.

Êîðèñòå£è ïðîãðàìñêè jåçèê Mathematica, äîáèjàìî äà íåjåäíàêîñò (9.1.6) âàæè ó
ñëó÷àjó êàäà jå c = 0.23917. Íà îâàj íà÷èí, äîêàç òåîðåìå jå çàâðøåí. �

Çà 1 ≤ p < ∞, îçíà÷èìî ñà cp íàjâå£ó âðåäíîñò êîíñòàíòå c çà êîjó Êîðåíáëóìîâ
ïðèíöèï ìàêñèìóìà ó Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà Ap âàæè. Òàäà íà îñíîâó ïðåòõîäíå
òåîðåìå, äîáèjàìî jåäíî äî»å îãðàíè÷å»å cp ≥ 0.23917. Òî jå òðåíóòíî íàjáî§å äî»å
îãðàíè÷å»å çà Êîðåíáëóìîâó êîíñòàíòó. Òà÷íà âðåäíîñò êîíñòàíòå íèjå ïîçíàòà.

Íàïîìåíà 9.1.3 Ó ðàäó [26] Õèíêàíåí jå ïîñòàâèî ïèòà»å äà ëè âàæè

cp → 1 êàäà p→∞.

Îäãîâîð jå ïîòâðäàí è ñëåäè èç äîêàçà Òåîðåìå 9.1.2. Íàèìå, íà îñíîâó äîêàçà
ïðåòõîäíå òåîðåìå ïðèíöèï ìàêñèìóìà âàæè àêî çà êîíñòàíòó c âàæè íåjåäíàêîñò
(9.1.5). Îñèì òîãà, ïðèìåòèìî äà çà ëåâó ñòðàíó íåjåäíàêîñòè (9.1.5) âàæè∫ 1

c

ρ

γ(ρ)
∫ c

0

(
r+c
ρ+ cr

ρ

)bpc
rdr

dρ ≥ 2

c2

∫ 1

c

ρ

γ(ρ)
(

2cρ
ρ2+c2

)bpcdρ.
Òàêî¢å, êàêî âàæè

γ(ρ)

ρ

(
2cρ

ρ2 + c2

)bpc
→ 0 êàäà p→∞,

ïðè ÷åìó jå ïðåòõîäíà êîíâåðãåíöèjà ðàâíîìåðíà, òî èíòåãðàë

2

c2

∫ 1

c

ρ

γ(ρ)
(

2cρ
ρ2+c2

)bpcdρ,
äèâåðãèðà êà ∞ çà ñâå c ∈ (0, 1), êàäà p → ∞. Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã ðàçìàòðà»à
äîëàçèìî äî çàê§ó÷êà äà âàæè cp → 1 êàäà p→∞. ♦

9.2 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ó Ap ïðîñòîðèìà àêî jå p < 1

Ó îâîj ñåêöèjè äîêàçójåìî ãëàâíè ðåçóëòàò îâå ãëàâå. Íàèìå, ó òåîðåìè êîjà ñëåäè,
äîêàçójåìî äà Êîðåíáëóìîâ ïðèíöèï ìàêñèìóìà ó Áåðãìàíîâîì ïðîñòîðó Ap íå âàæè
ó ñëó÷àjó êàäà jå 0 < p < 1. Ðåçóëòàòè îâå ñåêöèjå ñó ïðåóçåòè èç ðàäà [6] (Áîæèí,
Êàðàïåòðîâè£). Ïðå ñâåãà, ïî÷è»åìî ñà ïðåëèìèíàðíèì ðåçóëòàòèìà. Ïîòðåáàí íàì
jå ñëåäå£è åëåìåíòàðàí è êîðèñòàí ðåçóëòàò.

Ëåìà 9.2.1 Íåêà jå 0 < p < 1 è x ≥ 0. Òàäà âàæè (1 + x)p ≤ 1 + px.
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Äîêàç. Íåêà jå ϕ(x) = 1 + px− (1 + x)p, ïðè ÷åìó jå x ≥ 0. Òàäà, èìàìî äà âàæè

ϕ′(x) = p− p(1 + x)p−1 = p

(
1−

(
1

1 + x

)1−p
)
≥ 0,

jåð jå 0 < p < 1. Ñòîãà, ôóíêöèjà ϕ jå íåîïàäàjó£à íà èíòåðâàëó [0,∞). Ïðåìà
òîìå, íàëàçèìî äà âàæè ϕ(x) ≥ ϕ(0) = 0 èëè åêâèâàëåíòíî, äîáèjàìî äà âàæè
1 + px ≥ (1 + x)p çà ñâå x ≥ 0. �

Êîðèñòå£è ïðåòõîäíó ëåìó, äîêàçójåìî ãëàâíè ïðåëèìèíàðíè ðåçóëòàò.

Ëåìà 9.2.2 Íåêà jå 0 < p < 1 è 0 < c < 1. Òàäà, ïîñòîjå n ∈ N è 0 < ε < 1, òàêâè
äà âàæè

1 +
np

2
εnp+2 >

(
1 +

(ε
c

)n)p
.

Äîêàç. Èìàjó£è ó âèäó äà jå 0 < p < 1, ìîæåìî èçàáðàòè äîâî§íî âåëèêî n ∈ N, òàêî
äà âàæè p+ 2

n < 1. Òàäà, íàëàçèìî äà jå np+ 2 < n èëè åêâèâàëåíòíî n− (np+ 2) > 0.
Ïðåìà òîìå, äîáèjàìî äà âàæè

lim
ε→0+

εn−(np+2) = 0.

Ñàìèì òèì, ìîæåìî èçàáðàòè äîâî§íî ìàëî 0 < ε < 1, òàêî äà jå

εn−(np+2) <
ncn

2
. (9.2.1)

Îñòàjå íàì jîø äà ïîêàæåìî äà ïðåòõîäíî èçàáðàíè n è ε çàäîâî§àâàjó òðàæåíè óñëîâ.
Íàèìå, êîðèñòå£è íåjåäíàêîñò (9.2.1), íàëàçèìî äà jå

n

2
εnp+2 >

(ε
c

)n
,

èëè åêâèâàëåíòíî
1 +

np

2
εnp+2 > 1 + p

(ε
c

)n
. (9.2.2)

Ñà äðóãå ñòðàíå, êîðèñòå£è Ëåìó 9.2.1, äîáèjàìî

1 + p
(ε
c

)n
≥
(

1 +
(ε
c

)n)p
. (9.2.3)

Êîíà÷íî, êîðèñòå£è (9.2.2) è (9.2.3), íàëàçèìî äà âàæè

1 +
np

2
εnp+2 >

(
1 +

(ε
c

)n)p
.

Òèìå jå äîêàç ëåìå êîìïëåòèðàí. �

Ñàäà ñìî ó ìîãó£íîñòè äà ïîêàæåìî ïðåòõîäíî íàjàâ§åíè ãëàâíè ðåçóëòàò îâå
ãëàâå, êîjè êàæå äà ïðèíöèï ìàêñèìóìà íå âàæè ó Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà ìàëîã
åêñïîíåíòà. Íàèìå, âàæè ñëåäå£à òåîðåìà.

Òåîðåìà 9.2.3 ([6]) Íåêà jå 0 < p < 1 è 0 < c < 1. Òàäà, ïîñòîjå ôóíêöèjå f è g
õîëîìîðôíå ó jåäèíè÷íîì äèñêó D, òàêâå äà âàæè |f(z)| < |g(z)| çà ñâå c < |z| < 1 è

‖f‖Ap > ‖g‖Ap .
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Äîêàç. Íà îñíîâó Ëåìå 9.2.2, çà äàòå 0 < p < 1 è 0 < c < 1, ïîñòîjå n ∈ N è 0 < ε < 1,
òàêâè äà âàæè

np+ 2 < n è 1 +
np

2
εnp+2 >

(
1 +

(ε
c

)n)p
. (9.2.4)

Òàäà, ìîæåìî äåôèíèñàòè ôóíêöèjå f è g, íà ñëåäå£è íà÷èí

f(z) =
1

1 +
(
ε
c

)n (zn + εn) è g(z) = zn,

çà ñâå z ∈ D. Äàêëå, ôóíêöèjå f è g ñó õîëîìîðôíå ó jåäèíè÷íîì äèñêó D. Ñà äðóãå
ñòðàíå, àêî jå c < |z| < 1, èìàìî äà âàæè

εn

cn + εn
>

εn

|z|n + εn
,

è ïîñëåäè÷íî
cn

cn + εn
= 1− εn

cn + εn
< 1− εn

|z|n + εn
=

|z|n

|z|n + εn
,

èëè åêâèâàëåíòíî
cn(|z|n + εn)

cn + εn
< |z|n.

Ñàìèì òèì, àêî jå c < |z| < 1, òàäà, êîðèñòå£è ïðåòõîäíó íåjåäíàêîñò, íàëàçèìî äà
âàæè

|f(z)| =

∣∣∣∣∣ 1

1 +
(
ε
c

)n (zn + εn)

∣∣∣∣∣ ≤ cn(|z|n + εn)

cn + εn
< |z|n = |g(z)|.

Îñòàjå íàì jîø äà ïîêàæåìî, äà çà ïðåòõîäíî îäàáðàíå ôóíêöèjå f è g, âàæè

‖f‖Ap > ‖g‖Ap ,

èëè åêâèâàëåíòíî (∫
D
|f(z)|pdA(z)

) 1
p

>

(∫
D
|g(z)|pdA(z)

) 1
p

. (9.2.5)

Âèäèìî äà (9.2.5) âàæè, àêî jå ñëåäå£à íåjåäíàêîñò òà÷íà∫
D

∣∣∣∣∣ 1

1 +
(
ε
c

)n (zn + εn)

∣∣∣∣∣
p

dA(z) >

∫
D
|zn|pdA(z),

êîjà jå åêâèâàëåíòíà ñà

1(
1 +

(
ε
c

)n)p ∫
D
|zn + εn|pdA(z) >

∫
D
|z|npdA(z). (9.2.6)

Ïðåìà òîìå, óìåñòî (9.2.6), äîâî§íî jå ïîêàçàòè äà âàæè∫
D
|zn + εn|pdA(z) >

(
1 +

(ε
c

)n)p ∫
D
|z|npdA(z). (9.2.7)

Êàêî jå D = Dε ∪ Sε ∪ Aε, ïðè ÷åìó jå Dε = {z ∈ C : |z| < ε}, Sε = {z ∈ C : |z| = ε} è
Aε = {z ∈ C : ε < |z| < 1}, òî íàëàçèìî äà jå äîâî§íî ïîêàçàòè äà âàæè∫

Dε
|zn + εn|pdA(z) +

∫
Aε
|zn + εn|pdA(z) >

(
1 +

(ε
c

)n)p ∫
D
|z|npdA(z). (9.2.8)
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Íàjïðå, ïðèìåòèìî äà jå∫
D
|z|npdA(z) =

1

π

∫ 2π

0

∫ 1

0
rnprdrdθ = 2

∫ 1

0
rnp+1dr =

2

np+ 2
. (9.2.9)

Ñà äðóãå ñòðàíå, èìàìî∫
Dε |z

n + εn|pdA(z) =
∫
Dε

∣∣εn (1 +
(
z
ε

)n)∣∣p dA(z)

= εnp
∫
Dε

∣∣1 +
(
z
ε

)n∣∣p dA(z)

= εnp
∫
Dε

(
1 +

(
z
ε

)n) p2 (1 +
(
z
ε

)n) p2 dA(z).

Ïðèìåòèìî äà jå
∣∣ z
ε

∣∣ < 1 çà ñâå z ∈ Dε. Ñàìèì òèì, äîáèjàìî∫
Dε |z

n + εn|pdA(z) = εnp
∫
Dε
∑∞

k=0

(p/2
k

) (
z
ε

)nk∑∞
j=0

(
p/2
j

) (
z
ε

)nj
dA(z)

= εnp
∫
Dε
∑∞

k=0

(p/2
k

)
1
εnk

znk
∑∞

j=0

(
p/2
j

)
1
εnj
znjdA(z).

Êàêî âàæè ∫
Dε
znkznjdA(z) = 0, çà ñâå íåíåãàòèâíå öåëå áðîjåâå k 6= j,

òî íàëàçèìî äà jå∫
Dε |z

n + εn|pdA(z) = εnp
∞∑
k=0

(p/2
k

)2 1
ε2nk

∫
Dε z

nkznkdA(z)

= εnp
∞∑
k=0

(p/2
k

)2 1
ε2nk

∫
Dε |z|

2nkdA(z).
(9.2.10)

Òàêî¢å, èìàìî äà jå∫
Dε
|z|2nkdA(z) =

1

π

∫ 2π

0

∫ ε

0
r2nkrdrdθ = 2

∫ ε

0
r2nk+1dr =

ε2nk+2

nk + 1
, (9.2.11)

çà ñâå íåíåãàòèâíå öåëå áðîjåâå k. Êîðèñòå£è (9.2.10) è (9.2.11), ñëåäè∫
Dε |z

n + εn|pdA(z) = εnp
∞∑
k=0

(p/2
k

)2 1
ε2nk

ε2nk+2

nk+1

= εnp+2
∞∑
k=0

(p/2
k

)2 1
nk+1 .

(9.2.12)

Ñëè÷íî, âàæè∫
Aε |z

n + εn|pdA(z) =
∫
Aε

∣∣zn (1 +
(
ε
z

)n)∣∣p dA(z)

=
∫
Aε |z|

np
∣∣1 +

(
ε
z

)n∣∣p dA(z)

=
∫
Aε |z|

np
(
1 +

(
ε
z

)n) p2 (1 +
(
ε
z

)n) p2 dA(z).

Ïðèìåòèìî äà jå
∣∣ ε
z

∣∣ < 1 çà ñâå z ∈ Aε. Ñòîãà, íàëàçèìî äà âàæè∫
Aε |z

n + εn|pdA(z) =
∫
Aε |z|

np
∑∞

k=0

(p/2
k

) (
ε
z

)nk∑∞
j=0

(
p/2
j

) (
ε
z

)nj
dA(z)

=
∫
Aε |z|

np
∑∞

k=0

(p/2
k

)
εnk 1

znk

∑∞
j=0

(
p/2
j

)
εnj 1

znj
dA(z).
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Êàêî jå ∫
Aε
|z|np 1

znk
1

znj
dA(z) = 0, çà ñâå íåíåãàòèâíå öåëå áðîjåâå k 6= j,

òî äîáèjàìî∫
Aε |z

n + εn|pdA(z) =
∞∑
k=0

(p/2
k

)2
ε2nk

∫
Aε |z|

np 1
znk

1
znk

dA(z)

=
∞∑
k=0

(p/2
k

)2
ε2nk

∫
Aε |z|

np−2nkdA(z).
(9.2.13)

Íàêîí òîãà, ñëåäè ∫
Aε |z|

np−2nkdA(z) = 1
π

∫ 2π
0

∫ 1
ε r

np−2nkrdrdθ

= 2
∫ 1
ε r

np+1−2nkdr

= 21−εnp+2−2nk

np+2−2nk

= 1−εnp+2−2nk

np+2
2
−nk

,

(9.2.14)

çà ñâå íåíåãàòèâíå öåëå áðîjåâå k. Ïðèìåòèìî äà âàæè np+2 6= 2nk çà ñâå íåíåãàòèâíå
öåëå áðîjåâå k, jåð jå n > np+ 2 > 2. Òàêî¢å, ïðèìåòèìî äà jå

1− εnp+2−2nk

np+2
2 − nk

=

∫
Aε
|z|np−2nkdA(z) ≥ 0,

çà ñâå íåíåãàòèâíå öåëå áðîjåâå k. Êîðèñòå£è (9.2.13) è (9.2.14), èìàìî äà jå∫
Aε |z

n + εn|pdA(z) =
∞∑
k=0

(p/2
k

)2
ε2nk 1−εnp+2−2nk

np+2
2
−nk

=
∞∑
k=0

(p/2
k

)2 ε2nk−εnp+2

np+2
2
−nk

= εnp+2
∞∑
k=0

(p/2
k

)2 ε2nk−(np+2)−1
np+2

2
−nk

,

(9.2.15)

ïðè ÷åìó jå

ε2nk−(np+2) − 1
np+2

2 − nk
≥ 0, çà ñâå íåíåãàòèâíå öåëå áðîjåâå k.

Êîíà÷íî, êîðèñòå£è (9.2.9), (9.2.12) è (9.2.15), äîêàç íåjåäíàêîñòè (9.2.8) ñâîäè ñå íà
òà÷íîñò ñëåäå£å íåjåäíàêîñòè

εnp+2
∞∑
k=0

(
p/2

k

)2
(

1

nk + 1
+
ε2nk−(np+2) − 1

np+2
2 − nk

)
>
(

1 +
(ε
c

)n)p 2

np+ 2
,

èëè åêâèâàëåíòíî

εnp+2
∞∑
k=0

ak >
(

1 +
(ε
c

)n)p 2

np+ 2
, (9.2.16)

ãäå ñìî îçíà÷èëè

ak =

(
p/2

k

)2
(

1

nk + 1
+
ε2nk−(np+2) − 1

np+2
2 − nk

)
≥ 0,
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çà ñâå íåíåãàòèâíå öåëå áðîjåâå k. Ïðèìåòèìî äà âàæè

∞∑
k=0

ak ≥ a0 = 1 +
ε−(np+2) − 1

np+2
2

= 1 +
2

np+ 2

(
ε−(np+2) − 1

)
. (9.2.17)

Ñàìèì òèì, êîðèñòå£è (9.2.17), óìåñòî íåjåäíàêîñòè (9.2.16) äîâî§íî jå äîêàçàòè äà
âàæè íåjåäíàêîñò

εnp+2

(
1 +

2

np+ 2

(
ε−(np+2) − 1

))
>
(

1 +
(ε
c

)n)p 2

np+ 2
,

êîjà jå åêâèâàëåíòíà ñà

2

np+ 2
εnp+2

(np
2

+ ε−(np+2)
)
>
(

1 +
(ε
c

)n)p 2

np+ 2

èëè åêâèâàëåíòíî
1 +

np

2
εnp+2 >

(
1 +

(ε
c

)n)p
.

Ìå¢óòèì, ïðåòõîäíà íåjåäíàêîñò jå òà÷íà, íà îñíîâó (9.2.4). Òèìå jå äîêàç òåîðåìå ó
ïîòïóíîñòè çàâðøåí. �

Ïðåìà òîìå, íà îñíîâó Òåîðåìå 9.1.2 è Òåîðåìå 9.2.3 äîáèjàìî äà Êîðåíáëóìîâ
ïðèíöèï ìàêñèìóìà ó Áåðãìàíîâèì ïðîñòîðèìà Ap âàæè ó ñëó÷àjó êàäà jå 1 ≤ p <∞,
äîê ó ñëó÷àjó êàäà jå 0 < p < 1, Êîðåíáëóìîâà õèïîòåçà íèjå òà÷íà.

100



Ëèòåðàòóðà

[1] P. Ahern, M. Jevti�c, Duality and multipliers for mixed norm spaces, Michigan Math.
J. 30, 53�64 (1983).

[2] P. Ahern, M. Jevti�c, Mean modulus and the fractional derivative of an inner function,
Complex Variables Theory Appl. 3, 297�311 (1984).

[3] A. Aleman, A. Montes-Rodr�iguez, A. Sarafoleanu, The eigenfunctions of the Hilbert
matrix, Constr. Approx. 36 (2012), no. 3, 353�374.

[4] J.M. Anderson, J. Clunie, C. Pommerenke, On Bloch and normal functions, J. Reine
Angew. Math. 270 (1974), 12�37.

[5] V. Bo�zin, B. Karapetrovi�c, Norm of the Hilbert matrix on Bergman spaces (ðàä íà
ðåöåíçèjè).

[6] V. Bo�zin, B. Karapetrovi�c, Failure of the Korenblum's maximum principle in Bergman

spaces with small exponents (ðàä íà ðåöåíçèjè).

[7] O. F. Brevig, K. M. Perfekt, K. Seip, A. Siskakis, D. Vukoti�c, The multiplicative

Hilbert matrix, Advances in Mathematics, vol. 302 (2016), 410�432.

[8] C. Chatzifountas, D. Girela, J. A. Pel�aez, A generalized Hilbert matrix acting on Hardy

spaces, J. Math. Anal. Appl. 413 (2014), 154�168.

[9] J. A. Cima, A type of Volterra operator, Complex Analysis and its Synergies, 2:3
(2016).

[10] C. C. Cowen, B. D. MacCluer, Composition operators on spaces of analytic functions,
Studied in Advanced Mathematics, CRC Press, Boca Raton, FL (1995).

[11] N. Danikas, S. Ruscheweyh, A. G. Siskakis, Metrical and topological properties of a

generalized Libera transform, Archiv der Mathematik, 63, no. 6 (1994), 517�524.

[12] E. Diamantopoulos, Hilbert matrix on Bergman spaces, Illinois Journal of Mathema-
tics, 48 (2004), no. 3, 1067�1078.

[13] E. Diamantopoulos, A.G. Siskakis, Composition operators and the Hilbert matrix, Stu-
dia Mathematica, 140(2000), no. 2, 191�198.

[14] M. Dostani�c, M. Jevti�c, D. Vukoti�c, Norm of the Hilbert matrix on Bergman and

Hardy spaces and theorem of Nehari type, J. Funct. Analysis, 254(2008), 2800�2815.

[15] S. S. Dragomir, R. P. Agarwal, N. S. Barnett, Inequalities for beta and gamma func-
tions via some classical and new integral inequalities, J. Inequal. Appl. 5 (2000),
103�165.

101



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

[16] P. L. Duren, Theory of Hp Spaces, Academic Press, New York (1970); reprinted with
supplement by Dover Publications, Mineola, NY (2000).

[17] P. L. Duren, P. Schuster, Bergman Spaces, Mathematical Surveys and Monographs
100, American Mathematical Society, Providence, RI 2004.

[18] P. Galanopoulos, J. A. Pel�aez, Hankel matrices on Hardy and Bergman spaces, Studia
Mathematica 200 (2010), 201�222.

[19] P. Galanopoulos, D. Girela, J. A. Pel�aez, A. G. Siskakis, Generalized Hilbert operators,
Annales Academiae Scientiarum Fennicae Mathematica, 39 (2014), 231�258.

[20] T. M. Flett, The Dual of an Inequality of Hardy and Littlewood and Some Related

Inequalities, Journal of Mathematical Analysis and Applications, 38 (1972), 746�765.

[21] G. H. Hardy, J. E. Littlewood, G. P�olya, Inequalities, 2nd edition, Cambridge Univer-
sity Press, Cambridge (1952).

[22] W. K. Hayman, On a conjecture of Korenblum, Analysis (Munich) 19 (1999), 195�205.

[23] H. Hedenmalm, B. Korenblum, K. Zhu, Theory of Bergman Spaces, Graduate Text in
Mathematics 199, Springer-Verlag, New York (2000).

[24] J. H. Hedlund, Multipliers of H1 and Hankel matrices, Proc. Amer. Math. Soc. 22
(1969), 20�23.

[25] D. Hilbert, Ein Beitrag zur Theorie des Legendre'schen Polynoms, Acta Mathematica
18 (1894), 155�159.

[26] A. Hinkkanen, On a maximum principle in Bergman space, Journal d'Analyse
Math�ematique 79 (1999), 335�344.

[27] B. Hollenbeck, I. Verbitsky, Best Constants for the Riesz Projection, J. Funct. Ana-
lysis, 175(2000), 370�392.

[28] M. Jevti�c, B. Karapetrovi�c, Hilbert matrix operator on Besov spaces, Publicationes
Mathematicae Debrecen, 90/3-4 (2017), 359�371.

[29] M. Jevti�c, B. Karapetrovi�c, Libera operator on mixed norm spaces Hp,q,α
ν when 0 <

p < 1, Filomat (ïðèõâà£åí çà îájàâ§èâà»å).

[30] M. Jevti�c, B. Karapetrovi�c, Hilbert matrix on spaces of Bergman�type, Journal of
Mathematical Analysis and Applications, 453 (2017), 241�254.

[31] M. Jevti�c, D. Vukoti�c, M. Arsenovi�c, Taylor Coe�cients and Coe�cient Multipliers

of Hardy and Bergman�Type Spaces, Springer, RSME Springer Series (2016).

[32] B. Karapetrovi�c, Libera and Hilbert matrix operator on logarithmically weighted Berg-
man, Bloch and Hardy-Bloch spaces, Czechoslovak Mathematical Journal (ïðèõâà£åí
çà îájàâ§èâà»å).

[33] B. Karapetrovi�c, Norm of the Hilbert matrix operator on the weighted Bergman spaces

(ðàä íà ðåöåíçèjè).

[34] B. Korenblum, A maximum principle for the Bergman space, Publ. Mat. 35 (1991),
479�486.

102



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

[35] B. Korenblum, R. O'Neil, K. Richards, K. Zhu, Totally monotone functions with

applications to the Bergman space, Trans. Amer. Math. Soc 337 (1993), 795�806.

[36] B. Korenblum, K. Richards,Majorization and domination in the Bergman space, Proc.
Amer. Math. Soc. 117 (1993), 153�158.

[37] R. J. Libera, Some classes of regular univalent functions, Proceedings of the American
Mathematical Society, 16 (1965), 755�758.

[38] B. Lanucha, M. Nowak, M. Pavlovi�c, Hilbert matrix operator on spaces of analytic

functions, Annales Academiae Scientiarum Fennicae Mathematica 37 (2012), 161�
174.

[39] W. Magnus, On the spectrum of Hilbert's matrix, Amer. J. Math 72 (1950), 699�704.

[40] J. Matero, On Korenblum's maximum principle for the Bergman space, Arch. Mat.
64 (1995), 337�340.

[41] M. Mateljevi�c, M. Pavlovi�c, Lp behaviour of the integral means of analytic functions,
Studia Math. 77 (1984), 219�237.

[42] N. K. Nikolski, Operators, Functions and Systems: An Easy Reading, Volume 1:

Hardy, Hankel and Toeplitz, American Mathematical Society, Mathematical Surveys
and Monographs, Volume 92, Providence (2002).

[43] N. K. Nikolski, Operators, Functions and Systems: An Easy Reading, Volume 2: Model

Operators and Systems, American Mathematical Society, Mathematical Surveys and
Monographs, Volume 93, Providence (2002).

[44] M. Nowak, M. Pavlovi�c, On the Libera operator, J. Math. Anal. Appl. 370, no. 2
(2010), 588�599.

[45] K. Oleszkiewicz, An Elementary Proof of Hilbert's Inequality, The American Mathe-
matical Monthly, Vol. 100, No. 3 (Mar., 1993), pp. 276�280.

[46] J. Partington, An Introduction to Hankel Operators, Cambridge University Press,
Cambridge (1988).

[47] M. Pavlovi�c, Introduction to Function Spaces on the Disk, Matemati�cki Institut Sanu,
Belgrade (2004).

[48] M. Pavlovi�c, Function Classes on the Unit Disc. An Introduction, De Gruyter Studies
in Mathematics 52 (2014).

[49] M. Pavlovi�c, Logarithmic Bloch space and its predual, Publications de l'Institut Mat-
hematique 100 (114), 1�16 (2016).

[50] M. Pavlovi�c, De�nition and Properties of the Libera Operator on Mixed Norm Spaces,
Hindawi Publishing Corporation, The Scienti�c World Journal, Volume 2014, Article
ID 590656, 15 pages, http://dx.doi.org/10.1155/2014/590656.

[51] M. Pavlovi�c, Analytic functions with decreasing coe�cients and Hardy and Bloch spa-
ces, Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society, 56 (2013), 623�635.

[52] J. A. Pel�aez, J. R�atty�a, Generalized Hilbert operators on weighted Bergman spaces,
Advances in Mathematics 240 (2013), 227�267.

103



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

[53] V. V. Peller, Hankel Operators and Their Applications, Springer, Springer Monographs
in Mathematics, New York (2003).

[54] V. V. Prasolov, Polynomials, Springer, Algorithms and Computation in Mathematics
11, New York (2010).

[55] A. Schuster, The maximum principle for the Bergman space and the M�obius pseudo-

distance for the annulus, Proc. Amer. Math. Soc. 134 (2006), 3525�3530.

[56] W. Schwick, On Korenblum's maximum principle, Proc. Amer. Math. Soc. 125 (1997),
2581�2587.

[57] A. G. Siskakis, Composition semigroups and the Cesaro operator on Hp, Journal of
the London Mathematical Society, 36, no. 2 (1987), 153�164.

[58] A. G. Siskakis, Semigroups of composition operators in Bergman spaces, Bulletin of
the Australian Mathematical Society, 35 (1987), 397�406.

[59] D. Vukoti�c, A sharp estimate for Apα functions in Cn, Proc. Amer. Math. Soc. 117
(1993), 753�756.

[60] C. Wang, Re�ning the constant in a maximum principle for the Bergman space, Proc.
Amer. Math. Soc. 132 (2004), 853�855.

[61] C. Wang, On Korenblum's maximum principle, Proc. Amer. Math. Soc. 134 (2006),
2061�2066.

[62] C. Wang, On a Maximum Principle for Bergman Spaces with Small Exponents, Inte-
gral Equations Operator Theory 59 (2007), 597�601.

[63] C. Wang, Domination in the Bergman space and Korenblum's constant, Integral Equ-
ations Operator Theory 61 (2008), 423�432.

[64] C. Wang, Some results on Korenblum's maximum principle, J. Math. Anal. Appl. 373
(2011), 393�398.

[65] K. Zhu, Operator theory in function spaces, Dekker, New York (1990).

[66] K. Zhu, Spaces of Holomorphic Functions in the Unit Ball, Mathematical Surveys and
Monographs, Volume 138, American Mathematical Society, Providence, RI (2007).

[67] A. Zygmund, Trigonometric Series, Vol. I, Cambridge University Press, Cambridge
1959.

104



Ñïèñàê ñèìáîëà

A äèñê àëãåáðà

Ac ïðñòåí c < |z| < 1 ó êîìïëåêñíîj ðàâíè, ïðè ÷åìó jå 0 < c < 1

Ap Áåðãìàíîâ ïðîñòîð

Ap,α òåæèíñêè Áåðãìàíîâ ïðîñòîð

A2
logα ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè Áåðãìàíîâ ïðîñòîð A2

A(z) íîðìàëèçîâàíà Ëåáåãîâà ìåðà íà jåäèíè÷íîì äèñêó

B Áëîõîâ ïðîñòîð

Blogα ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè Áëîõîâ ïðîñòîð

Bp,qα ïðîñòîðè Áåñîâà

Bp,q0 Õàðäè-Áëîõîâè ïðîñòîðè

B1
logα ëîãàðèòàìñêî òåæèíñêè Õàðäè-Áëîõîâ ïðîñòîð

B(z) Áëàøêåîâ ïðîèçâîä

B(s, t) Áåòà ôóíêöèjà

BMOA ïðîñòîð êîjè ñå ñàñòîjè îä ôóíêöèjà f èç Õàðäèjåâîã ïðîñòîðà H1

è ÷èjå ñó ãðàíè÷íå âðåäíîñòè f(eit) îãðàíè÷åíå ñðåä»å îñöèëàöèjå
íà jåäèíè÷íîj êðóæíèöè T

C êîìïëåêñíà ðàâàí

C ïîçèòèâíà êîíñòàíòà

Cα ïîçèòèâíà êîíñòàíòà êîjà çàâèñè îä ïàðàìåòðà α

D jåäèíè÷íè äèñê ñà öåíòðîì ó êîîðäèíàòíîì ïî÷åòêó ó êîìïëåêñíîj
ðàâíè C

D çàòâîðåíè jåäèíè÷íè äèñê

D(z0, r) äèñê ñà öåíòðîì ó òà÷êè z0 ∈ C ïîëóïðå÷íèêà r

Dc äèñê |z| < c, ïðè ÷åìó jå 0 < c < 1

Dc çàòâîðåíè äèñê |z| ≤ c, ïðè ÷åìó jå 0 < c < 1

Dt íèç
{

(n+ 1)t
}∞
n=0

, ãäå jå t ðåàëàí áðîj

D îïåðàòîð äåñíîã ïîìåðà»à

Γ ãàìà ôóíêöèjà

Γ : X → Y Õàíêåëîâ îïåðàòîð èç ïðîñòîðà íèçîâà X ó ïðîñòîð íèçîâà Y

F (a, b, c; z) õèïåðãåîìåòðèjñêà ôóíêöèjà ñà ïàðàìåòðèìà a, b, c, ãäå jå z ∈ D
f̂(n) n-òè Òåjëîðîâ êîåôèöèjåíò õîëîìîðôíå ôóíêöèjå f
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F ñóðjåêòèâíà ëèíåàðíà èçîìåòðèjà ïðîñòîðà L2(T) äåôèíèñàíà ñà
Ff(eit) = f(e−it)

H Õèëáåðòîâà ìàòðèöà

H Õàíêåëîâ îïåðàòîð

Hg Õàíêåëîâ îïåðàòîð èíäóêîâàí ôóíêöèjîì g ∈ L∞(T)

H(D) ïðîñòîð õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà íà jåäèíè÷íîì äèñêó D
h(D) ïðîñòîð õàðìîíèjñêèõ ôóíêöèjà íà jåäèíè÷íîì äèñêó D
Hp Õàðäèjåâ ïðîñòîð

Hp,q,α ïðîñòîðè ìåøîâèòå íîðìå

Hp,q,α
ν ïðîñòîðè Áåñîâà

hp,∞,α ïðîñòîð ôóíêöèjà f èç Hp,∞,α çà êîjå âàæè Mp(r, f) = o ((1− r)−α)
êàäà r → 1

K(ρ) êîíñòàíòà êîjà çàâèñè îä ïîëóïðå÷íèêà 0 < ρ < 1 è ó÷åñòâójå ó
îöåíè ïñåóäîõèïåðáîëè÷êîã ðàñòîjà»à íà jåäèíè÷íîì äèñêó

κp,α,ν îçíàêà çà âåëè÷èíó ν − α− 1
p + 1, ãäå ñó p, α è ν ïàðàìåòðè

L îïåðàòîð ëåâîã ïîìåðà»à

L Ëèáåðèí îïåðàòîð

Λa óîïøòåíè Ëèáåðèí îïåðàòîð, ãäå jå a ∈ D
Lp ïðîñòîðè ìåð§èâèõ ôóíêöèjà îãðàíè÷åíå p-íîðìå

`p ïðîñòîðè p-ñóìàáèëíèõ íèçîâà

`(u, v) óîïøòåíè ïðîñòîðè íèçîâà

Mg ìóëòèïëèêàöèîíè îïåðàòîð èíäóêîâàí ôóíêöèjîì g ∈ L∞(T)

Mp(r, f) èíòåãðàëíà ñðåäèíà ðåäà p ôóíêöèjå f íà êðóæíèöè ïîëóïðå÷íèêà
r ñà öåíòðîì ó êîîðäèíàòíîì ïî÷åòêó ó êîìïëåêñíîj ðàâíè

M � N îçíàêà çà ïîñòîjà»å ïîçèòèâíå êîíñòàíòå C, êîjà çàäîâî§àâà óñëîâ
C−1N ≤M ≤ CN

M . N îçíàêà çà ïîñòîjà»å ïîçèòèâíå êîíñòàíòå C, êîjà çàäîâî§àâà óñëîâ
M ≤ CN

N ñêóï ïðèðîäíèõ áðîjåâà

N0 ñêóï N ∪ {0}
P ïðîñòîð àíàëèòè÷êèõ ïîëèíîìà

R ñêóï ðåàëíèõ áðîjåâà

R+ îïåðàòîð Ðèñîâå ïðîjåêöèjå

Rt2 ïðñòåí t2 < |z| < 1 ó êîìïëåêñíîj ðàâíè, ïðè ÷åìó jå 0 < t < 1

Sc êðóæíèöà ïîëóïðå÷íèêà c ó êîìïëåêñíîj ðàâíè ñà öåíòðîì ó 0

Smf m-òè Òåjëîðîâ ïîëèíîì õîëîìîðôíå ôóíêöèjå f

T jåäèíè÷íà êðóæíèöà ñà öåíòðîì ó òà÷êè 0 êîìïëåêñíå ðàâíè

Ttf ñïåöèjàëíè êîìïîçèöèîíè îïåðàòîð õîëîìîðôíå ôóíêöèjå f , ïðè
÷åìó jå 0 < t < 1
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VMOA ïîòïðîñòîð ïðîñòîðà BMOA êîjè ñàäðæè ôóíêöèjå f çà êîjå âàæè
óñëîâ lim

|I|→0

1
|I|
∫
I

∣∣f(eit)− fI
∣∣ dt = 0

Vn ñïåöèjàëíî êîíñòðóèñàí íèç ïîëèíîìà çà êîjå, èçìå¢ó îñòàëîã, âàæè

‖Vn‖p � 2
n
(

1− 1
p

)
êàäà jå 0 < p ≤ ∞

Vn ∗ g êîíâîëóöèjà ïîëèíîìà Vn è ôóíêöèjå g õîëîìîðôíå ó jåäèíè÷íîì
äèñêó D

wξ(x) áðîj ïðîìåíà çíàêà ó Øòóðìîâîì íèçó ξ0(x), ξ1(x), . . . ïîëèíîìà
îçíà÷åíîã ñà ξ(x)

ψp(t) ôóíêöèjà t
2
p
−1

(1− t)−
2
p , ïðè ÷åìó jå 2 < p < 4 è 0 < t < 1

ω(t) ôóíêöèjà êëàñå C∞ íà R òàêâà äà jå
ω(t) = 1 çà t ≤ 1
ω(t) = 0 çà t ≥ 2
ω jå îïàäàjó£à è ïîçèòèâíà íà èíòåðâàëó (1,2)

ω(z) ôóíêöèjà f(z)/g(z), ãäå ñó f è g õîëîìîðôíå ôóíêöèjå ó äèñêó D è
çàäîâî§àâàjó óñëîâ |f | < |g| ó íåêîì ïðñòåíó Ac

ω0(ρ) max{|ω(z)| : |z| = ρ}
X ïðîñòîð íèçîâà

X ′ äóàë ïðîñòîðà X

(X,Y ) ïðîñòîð ìíîæèëàöà èç jåäíîã ïðîñòîðà íèçîâà X ó äðóãè ïðîñòîð
íèçîâà Y

Z ñêóï öåëèõ áðîjåâà
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