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YBOoa

VYobuuajHa je mpakca Ja ce Ha 4acOBUMa MaTeMaTHKe YYEHHUIMMa Jiajy caMO KpaTke
uH(popMalje U3 UCTOPHje MaTeMaTuKe y (OpMHU 3aHUMIBHBOT JI0JIaTKA, KOJU YIJIaBHOM HUjE 0]1
3Hauaja 3a Tekyhe HacTaBHe caapxkaje. Mcropuja MaTemaTke oOuiIyje MUTambUMa, IpUMEpUMa 1
npobieMrMa KOjU Ce MOTy MPHJIATOJAWTH CaBPEMEHOj HAcTaBU W TIOCTaTH JUPEKTHA H
eKCIUTMIIMTHA TOAPIIKA CaapkajuMa Koje Tpeba oOpaauth, mpoBexOaru, mpoayoutu. Bemrro
cacTaBJb€HH UCTOPUjCKU MPUMEPH M 33Jalld MOTY MMATH BEJIHMKH 3HAYa] U Y MATEMaTHYKOM U Y
MeTonudkoMm cmucity. [lopen Tora mro oMmoryhaBajy na ce KBaJIMTETHHUjE YCBOjH IpenBuleHO
rpaguBo, TOMEHYTH 33/1aIl MOT'Y Jla TIOACTaKHY YUYE€HHKE Ha pa3MHUILIbambe, 1a UX 3aUHTEPECY]jy U
MOTHUBHIILY.

Hcropuja mMaremaTuke HHje YKJbyY€Ha y HACTaBHH NpOIEC, MAKO MaTeMaTHKa HMa
3aHUMJBMBY UCTOpH]Y. BpojeBu, MaTemaTnuke ¢popmyse U MOJIENH HUCY HACTAJIU caMU 0]l cele.
CTBOpUIIO UX j€ BpeMe, IpYIITBEH! OJJHOCH, IOTpede, U Mpe cBera, JbyAH. | 0TOBO J1a HeMa Mi1a10T
YyOBeKa KOjHU C€ HM]j€ 3aIHUTa0 KaJla, Kako U 3allTo. 32 ydYeHHKe MOoKe OUTH KOpPHUCHO mnopeheme
MOJIEpHE MaTeMaTHKe ca CBOjUM OOJMIMMa y MpouuiocTy (nopeheme HoTaluje, TEpMUHOIIOTH]E,
METO/a JI0Ka3MBama U pauyHama). Takohe MolepHa MaTemMaTuka ce JaHac YrJlaBHOM IocMarpa
Kao mpousBoj 3amagHe Kyintype (ox Crape I'puke no HoBOBekoBHe EBpome). M3yuasajyhu
UCTOPHjy MaTeMaTHKe, YYCHUIM M HACTABHUIM MMajy TPWIMKY Ja TPUMETE W JIpyre, Mambe
MO03HATe MPUCTyIE oApeheHHM MaTeMaTHYKUM MpodieMuMa, KOju Cy c€ MOjaBWIH y APYTUM
KyJITypama, Kao U /1a BUJIe lbUXOBY YJIOTY Y TUM KyJATypama.

OBaj pajg je 3aMHUIIJbEH Kao 30MpKa MpuMepa M 3ajaTaka 3aCHOBAaHUX Ha MpuUYyama M3
HCTOpH]e MaTEeMaTUKE Koje Cy OJIMCKE TMOjeJMHUM HACTaBHHM TeMaMma y OCHOBHHM W CPEIHUM
mkonama. l3abpaHe HCTOpHMjcKe MpUYe MpaTe MpUMEpUd M 3aJalld TOTIYHO NpuiiaroheHu
PEIOBHO] U JI0JIaTHO] HACTaBH, MPU Y€MY j€ JaCHO MCTaKHYTO 3a KOje HacTaBHE TeMe (y CKIaay ca
aKTyeITHUM TporpaMuMa) Cy TMOTOJHM TMPEMNIOKeHU 3ananu. HakoH pemHor Opoja 3amaTka, y
3arpajama je Jata Mmpernopyka y KOM pa3peay U OKBHPY KOje HacTaBHe Teme, OM Morao na ce
peanusyje.



1. UcTopuja MaTeMaTHKe Y HACTABH

Benukanu wucTopHje MaTeMaTHYKUX HayKa OWIM Cy IO TpaBWIy, BEIMKaHU JyXa,
caMoIpeKopa, peBOJIYIIMOHAPH, UCTPaAjHH OOPIIHM 3a CBOjy UCTHHY. HOoBa ca3Hama cy ce HameTraa
y CyKoOy ca crapuM, ajiM Cy YeCTO W HacTajajla W3 CTapor, HaJIOTPaamhOM ITOCTHTHYTOT.
W3pasutHje HEro y JIpyruM 4YOBEKOBUM CTBapallauKUM JCJIAaTHOCTHMA (JIPYIITBEHE HAayKe,
MIPUPOJIHE HAYKE, YMETHOCT, KEbFIKEBHOCT) Y MATEMAaTHYKHM HayKama je CTapo U HOBO YCJIOBJHEHO
JEIHO IPYTUM.

Jlok ce BehMHa ocTanMx NHpeAMeTa ca3Hajy W Ipenajy y3 CTaJHO MPHCYCTBO HHXOBE
UCTOpHje, Yy MaTeMaTU4yKO] HAacTaBU OBa KOMIIOHEHTa j€ HEONpaBllaHO H30cTaBJbeHa. Maxo
MaTeMaThKa uMa 3HauajHy, I1a YaK ¥ BeoMa 3aHUMJbUBY UcTOpH]y. Kako Ou u3rienano roBOpuT
o AngpuheBuM jgenuMma, a He nomeHyTu Anapuha? ['oBoputu o MomapToBuM naenuma, a He
nomMeHyTH Mouapta? '0BOpUTH 0 MarHETHOM (PITyKCY MJIM MarHeTCKO] MHIYKIIU]H, @ HE TOMEHYTH
Tecny? bpojeBu, MmaremaTnuke Gpopmylie 1 MOJENU, HUCY HacTaJlu caMu of1 cebe. CTBapaiu cy ux
BpeMe, IPYILITBEHH OAHOCH, TOTpede, U Mpe CBEra Jby/Iu.



1.1. 3amTo je ncropuja MmaTeMaTHKe MOTPeOHA y HACTABHU
MaTreMaTuke?

WuTerpucame UCTOpUje MaTeMaTHKe y HACTaBYy 3aroBapa ce y pa3HuM 3emsbama EBporie u
cBera jorr ox rmoveTka mpouuior Beka (I[Toenkape 1908, Kmaju 1914, bputancko MUHHUCTaApCTBO
mnpocsere 1958, Jle Mopran 1958). I'ogure 1969, US NCTM (National Council for the Teaching
of Mathematics) nocseruo je cBoj 31. roauIIBaK HCTOPUJH MATEMATHKE KA0 HACTABHOM CPEJICTBY.

[Tpurosopu yBohemwy rcTopuje MaTeMaTUKe y HACTaBy MOTY Ce MOJEIUTH Y JIBE TpyIle, Ha
OCHOBY M3BOpa NOTEIIKOha, TO Cy NPUTrOBOPH 3aCHOBaHM Ha (HII030()CKOM U3BOPY U MIPUTOBOPU
3aCHOBAHU HA NPAKTUYHOM U3BOpY. [IpuroBopu 3acHoBaHu Ha GUII030CcKUM IpodIEMUMA, CY:
UCTOpHja HHje MaTeMaTHKa, UCTOpHja MOxe OuTH 30ymyjyha, yUeHUIIn MOTY MUMaTH MOTPEUIHO
Buljeme MponuIocT! (yCIOBJbEHO HEOBOJFHUM MO3HABAKHEM OIIITE UCTOPH]E), MHOTH YYCHUIIH
HE BOJIE MCTOpHjy, MCTOpHja MOKe OWUTH OATOBOpHA 32 W3a3HMBaKkE KYJITYPHOT IIOBHHH3MA.
[TpuroBopu 3acHOBaHH Ha MPAKTUYHOM U3BOPY Cy: HEOCTaTaK BpeMeHa (He0BoJbaH Opoj acoBa
MaTeMaTuKe), HEIOCTaTaK pecypca (HemOocTaTak yIOEHHKa M HACTaBHUX CpPEACTaBa M3 OBE
obnacTu), HENOCTaTaK CTPYYHOCTH (HEJOCTATaK HCTOPHJCKOr 3Hamba KOJ HACTaBHHKA
MaTeMaTHKe), Temkohe y olemhUBamby UCTOPHJCKE KOMIIOHEHTE Y MaTEMaTHIIH.

WNuTerpucamem ncToprje MaTeMaTUKE y HACTaBHU Ipoliec, HacTaBa Ou Omiia moOoJbIIana
u oborahena y cinenehux meT cerMeHara:

1) Yueme maTeMaTHKE

Maremartuka ce y mkoJjiaMa Hajuehe mpenaje AeayKTuBHO. Melh)yTuM UCTOPH]CKU Pa3BoOj
MaTeMaTHKe MO0Ka3yje /1a je TakBa OpraHu3aliija Hay4HHMX JAWCLUUIUIMHA HacTajla TeK HAaKOH IITO
cy one gocerie oapeheny 3pemoct. Xonanacku marematuyap, Xanc ®pojaenrtan (1905-1990),
oBo omucyje: ,,Hujenna maremarnuka ujeja HUKaza HUje o0jaBJbeHA Ha HAYMH Ha KOJU j€
OTKpHUBeHa. Pa3BujaHu Cy MOCTYyNIM KOjJU ce KOPUCTE J1a, KaJia je MpoOyieM pellleH, TOK pelliemha
npobiemMa okpeHy Haonako... Ha Taj HauuH ce BaTpeHH IIpoHalla3ak IPETBOPH Yy JeIeHy JIeNoTy.
[IpaBuiHa MHTErpaIyja UCTOPHje MaTeMaTHKE y 00pa3oBamy MOXKE Jla OTKpHje KaKo CY ,,HallH
MaTeMaTHYKH TIOJMOBH, CTPYKTYpE U HJigje OTKPUBAHU KA0 ajlaTKe 32 OPraHU30Bame (eHOMEeHa
(bU3UYKOT, COLMjATHOT M MEHTamHOT cBeTa.” (Ppojmenrtan). Mcroprja MareMaTuke MOXe Ha
HajOoJpM MOTYhM HaYMH Ja IPEJICTaBH MIPUPOJIAH TOK noral)aja v 1a 3a/Ip>Ku MEHUMYM JIOTHYKUX
npa3anHa. OBO je OWIo Mpu3HATO U 3aroBapaHo oj ctpane mHorux (Kmaju 1926, IToma 1954,

UT/I.)



Hcropuja MmaTemMaTiKa MOXe OUTH M3BOP IIKOJICKUX TpUMEpa, 3a/laTaka u 00jallmbemba.
Ako 0u ce mpoOiieMH M3 MCTOpPHje MaTEMaTHKE YBPCTHJIM y HACTaBY, CBAaKako OW oOoraTim
HAaCTaBHM Ca/p)Kaj y KOME JIOMHHHpPA]y BexOe W TMpoOJeMH KOjU U3IJIeAa]y BEIITAYKH
ocMHUIIUBEHU (HOp. nenmmdpoBame OpojeBa M pauyHCKUX ONepalija HeKe cTape IUBUIU3AIH]e
YMECTO yoOu4ajHOT Aemu(ppoBamba U3MUIIIJBEHUX PAYYHCKUX OIepannja i OpojeBa cacTaBJbEHUX
OJl cJI0Ba, 3Be3aua uta.) Takohe yrmo3HaBame yueHHKa ca UCTOPHjOM MaTeMaTHKe OTKPUIIO OH
UM Be3y U3Mel)y MaTeMaTuke U IpyTrux MpeaMeTa.

2) Pa3Boj Munubema 0 IpUpoId MaTeMaTUYKUX aKTUBHOCTHU

Yrno3HaBameM ca HMCTOPUjOM MaTEeMAaTHKE YYCHHUIM IOCTajy CIOCOOHUJU Jla pa3yme]y
3alITO MPETIIOCTaBKE U JIOKa3M, KOje je HEKO M3HEeO y mpouuioctH, 00e36el)yjy 3amoBospaBajyhe
WIM He3ajoBoJbaBajyhe oaroope Ha mocrojehe mpobneme. M camu OuBajy oxpabpeHu na
MOCTaBJhaj)y CBOja MUTama, M3HOCE CBOje MPETIOCTaBke W OaBe ce muUMa. lcropuja momaxke
yYCHUIIMIMA M Ja CXBarTe MPEIHOCTH WM MaHE CaBpPEMEHE MareMaTHdke HoTtaruje (HIp.
JHuodanrosa anrebapcka HoTalyja win lbyrHoBa HOTamuja y nudepeHIjaiHoM padyHy.)

3) JlugakTHuKa MOJI0ra HaCTABHUIIMA

[IpoyuaBajyhu nctopujy MareMaTHKe, HACTABHUIIM MOTY J1a IOCTaHy CBECHH moTemkoha,
KOje Cy ce IMojaBujIe y TPOIUIOCTH a MOTY C€ ITOHOBO TI0jaBUTH KOJ YUeHHKA. Mory aa mocrany
CBECHH KPEaTHBHOT Ipoleca y ,,HACTAHKY * MaT€MaTHKE U Ja ce yKJbyde y mera. Kao u na ce
YIIO3Hajy ca MaTeMaTHYKUM pe3yjiITaTuMa KOjU Ce Pa3iIMKyjy OJ CaBPEeMEHHX, a TUME MOTY Ja
pa3BHjy ToJepalujy U MOIITOBaKkE NMpeMa HeyOoOUYjHUM HauMHUMa yYEHHUKa J1a u3pase ujaeje u
petie mpobieme.

4) Pa3Boj eMOTHBHE HAKJIIOHOCTU ITPEMa MaTEMaTHUIIH

W3 ucropuje MaTeMaTHKe MOXE CE€ HAyYHTH Ja MaTeMaTWKa HHje CaMO CKYIl KPyTHUX
WCTHHA, Beh jeHa XyMaHUCTHYKA JENAaTHOCT. Benumke Maremaruyape je Kpacuia YHOpHOCT y
MOKYIIajuMa Jia poHal)y MmyT y CBOjUM HJigjama, Jla ce u300pe 3a CBOjY UCTHHY, 1a HU YUEHUIH
He Tpeba /1a ce obecxpabpe HeycnecuMa, HeCclopasyMuma, rpeirkama 1 HeioyMmuiuma, Oynyhu na
Cy TaKBE CTBapH MpaTHIIe paJoBe HAJUCTAKHYTHjUX MaTeMaTHIapa.

5) YBaxkaBame MaTeMaTHKE Kao KyJATypHE 1€JIaTHOCTH

[IpoyyaBameM HCTOpPHJCKHX MpHUMEpa, YYEHHMIIM ce cycpehy ca YMIeHMIIOM Ja ce
MaTeMaTHKa pa3BHjaia U cama 3a cebe, Bo)eHa eCTeTCKHM KPUTEpHjyMUMa, pajo3Haionhy anu u
pekpeanjoM. MaremaTuka, y CaBpeMEHOM OOJIMKY, YIJIaBHOM c€ IocMaTpa Kao MpPOHM3BOJ
3amajaHe Kyarype. 3ydyaBameM HCTOpH]je, HACTAaBHUILIM U YYCHUIIU UMAjy IIPUIIMKE J1a C€ YII03HAJy
ca IpyruM, Mame TO3HATUM MPUCTYNHUMa ojjpe)eHuM npobieMuma, KOju ce 0jaBbyjy y Apyrum
KyJITypama, Kao U /1a BUJie lbUXOB YTHIIA] Ha 3aMa Hy KyATypy U MOJIEPHY MaTeMaTHKYy.



1.2. Ha xoju HAYMH YK/bYYUTH UCTOPUjY MATEMATHKE Y HACTABY?

Ha koju HauMH BcTOpHja MaTeMaTHKE MOKe OMTH yKJbydeHa y HacTaBy? Pazmorpuhemo
TPU HAYWHA:

a) Yuemwe ncTopuje moMohy TupeKTHE UCTOpHjcKe nHpopmalje

[Tox oBMM HaYMHOM TMOJpPa3yMEBaMO YIO3HABAKE Ca M30JIOBAHUM HUCTOPH]CKUM
YHbCHUIIAMA, UMEHUMa, TaTyMUMa, Jtorah)ajuma Kao U cBeOOYXBaTHUM UCTOPHJCKUM Pa3BOjeM.

6) HactaBa maremaTuke HHCIIUPHUCAHA UCTOPHjOM

OcHOBHa Te3a OBOI' NPHCTYIA je Ja y4ewme Mopa Jla ce ojBHja y ,,IpaBoO‘ Bpeme 3a
MEHTAJIHU Pa3BOj YUCHUKA, a HAUYMH NpeJaBama He Tpeba na Oylne HU CTPOro JEAyKTHBAaH HU
cTporo ucropujcku, Beh nzbanancupan. HactaBauk 6u Tpebano aa 1mo3Haje HCTOPHjy MpeaMeETa,
Jla TIPeTIo3Haje KJbYYHE KOpaKe HCTOPUjCKE CBOJYIH]jE, KAa0 U KIbYUHE HJIeje U TPodieMe KOju Cy
OTBOPWJIM HOBE IEPCIEKTUBE y UCTpakMBamuMa. VcTopHja ce y HacTaBy MaTeMaTHKE MOXKE
YBECTHU EKCIUTMIIUTHO WM UMIUTMIUTHO. [10]1 eKCTITUIIMTHOM yBOhEHY HCTOPH]jE IOpa3yMeBa ce
HacTOjame Ja Ce NPUKaKe HAIpeAak MaTeMaTHKe Kpo3 pa3lIMuuTe HCTOpHjcKe mepuonae. Y
UMIUTHLIUTHOM yBOh)ebYy HCTOpHje MPBO Ce 3aBpILHU ca MAaTEMaTHYKUM CaJipiKajeM, Ila ce TeK OH/ia
YBOJIM UCTOpHjCKH KOHTeKcT. O0a oBa nmpucTyna tpebdana Ou 1a Oyay paBHOIIpaBHA, M HACTaBHUK
6u Tpebaso 1a ux 6Mpa y 3aBUCHOCTH O] CUTYaIHje. 3a YUeHUKe MOKe OUTH KOPUCHO nopeheme
CaBpeMEHE MaTeMaTHKE Ca CBOJUM OOJMIIMMAa Yy TMPOIUIOCTH. YUYEHHIIM C€ YIO3HA]y ca
pa3IMUUTUM IPUCTYNIHMA IMO3HATHUM mpodbiemuma. Takohe ydeHUK IoBe3yje pa3He 00JacTH
MaTeMaTuKe ca pa3IMYUuTUM HEMaTeMaTHYKUM JUCIUILTHHAMA.

B) Pa3Bujame qy0sbe CBECTH O MaTeMaTULU

Hcropuja Hyau 3aHUMIJbMBE MOTYNHOCTH, OJf CBECTM O MaTeMaTHIIM Kao HaylH Koja
HEMPEeKUJHO Hampeayje y caapkajy u (Gopmu, 10 ONIITEr OKBHpa y KOME Cy 00jelIumeHU
MOTHBalIMja, MHUTakha U MPOOJIEeMH, KOJH CYy JOBEIM JI0 pa3BOja PA3TUYUTHX MATEMAaTHUYKUX
obnactu. CaBpeMeHa HacTaBa MaTeMaTHKe, JIMILIEHA UCTOPHU]e, IOTIYHO 0/101]ja HAKIIOHOCT U BE3Y
ca KyITypoM H JPYIITBEHHM Haykama. MelhyTuM maremMaTWka Kao AWCIUIUIMHA CE MOXKe
rmocMarpaTH y OJIMCKOM OJTHOCY ca yMeTHouthy (My3HKa, apXUTeKTypa), prino30(CKUM MUTakbUMa
U IpyruM Haykama. MaTeMmaTHKa je Mperno3HaTJbUB CACTaBHH JE0 KYITypHE OalllTHHE pa3HUX
LMBUJIM3alMja, HAallMja U €eTHUYKUX TpyIa.



1.3. Kako ocMHCJUTH HHTErPpHCAH-€ HCTOPUje MaTeEMATHKeE Y
HACTaBHHU npouec?

Crpyune cuyx0e (HpymrBo wMatemartuuapa Cpbuje, HWHCTUTYT 3a neparomka
uctpaxuBama Cpouje) Tpebasio Ou Ja MOBPEMEHO OpraHu3yjy Iyke wim Kpahe cemuHape 3a
HACTaBHUKE MaTeMaTHKe, Yrja Ou TeMa Oujia ICTOpHja MaTeMaTHKe. MaTeMaTHIKy YacOIHCH KOjH
Cy HaMemeHn ydeHnnnMma (MaTtemaTtuuku Juct, Apxumenec, TanreHTa) tpebano OM a Heryjy
00jaBJbHBaC YWIAHAKA BE3AHHX 332 MCTOPH]Y MaTEMaTHKE, TOCEOHO KOPUCTUTH pa3He jyOmiieje
BE3aHE 3a IM03HAaTe MareMatudape. Y IOCHUIN U3 HCTOPHje MaTeMaTuke, ka0 MOMONHO HaCTaBHO
CpencTBO, Koju Beh mocroje y HEeKuM 3emibama, Kao mrto cy Pycuja, @pannycka u PymyHnuja,
Tpebano Ou J1a ce yBeay U y Halll 00pa30BHH CHUCTEM.

[Topen cemunapa, yacornuca ¥ yuOCHUKa, Kao jelaH O]l HauWHA 32 HHTETPAaIUjy UCTOPH]C
MaTeMaTHKe MOTY Jia OyJIi HCTPAKUBAYKH MIPOjEKTH 3aCHOBAHU Ha UCTOPHjCKUM TeKcToBuMa. Ha
MacTep crynujama Ha YHuBep3uTeTy Pockuine y [laHckoj, u3paja npojekra 3ay3uMa [eHTPaJIHO
Mmecto. CtyneHTH Tpeba Ja HampaBe TpHU NPOjeKTa, oA KOJUX jeJJaH MOpa Ja Ce OCBpPHE Ha
¢uno3odcka nurama MOBE3aHa ca MaTEMaTHMKOM, MCTOPHUJCKU Pa3BOj WM COLHUJaJHY yJIOTY
Marematuke. Jlurmiomupanu Maremaruyapu, 0Oe3 o03upa Ha Oyayhy mnpodecuonamny
OpHjeHTaIyjy, Tpeda /Ja CTeKHY yTHUCAK O yJIO03M MaTeMaTHKE Kao CETMEHTa JbYICKE KYIType U
JIpYIITBA, KAa0 JUCHUIUIMHUA KOja WMa CBOjy HCTOPH]Y M KOja j€ TIOBe3aHa ca JIpYyruMm
micuuiuinHama. Mako ce paam o mpumepy ca dakynTera, NpuMep je NpUMEHUB U Ha HUBOY
OCHOBHE WJIM Cpe/iibe HIKoe (rae Ou ce YUSHHIM YHNO3HABAIU ca MCTOPHjOM MaTeMaTHKE Kpo3
CEMHHApCKe pasioBe KOju Ou ce paJuiiv MojeIMHAaYHO WIN y Ipyrnama).

Jenan ox mpejuiora 3a yno3HaBame YYEHHKa ca UCTOPUJOM MAaTEMAaTUKE j€é U OCHUBAHE
MaTeMaTHYKe MCTOpHjcKe Jsaboparopuje, TIae OM ce uyBaje pelIMKe MaTeMaTHUYKUX
MHCTpyMEHaTa, amapara, ciupaBa W urpadaka. CBakako OM ce Ty Hallao W XHJIPOUHTErpaTop
Muxawnna IlerpoBuha Anaca (1868-1943), xojum ce Ham maremarnyap npociaBuo. OBaj 1aHac
HeompaBaHo 3a00paBJbEeH NMPOHATA3aK, MOXKE J1a TOCIYXH YUYEHUIIUMA J1a JIAKIIIE pasyMe]y Uuiejy
MHTETpalyje, ajli U J1a ce yI03Hajy ca MIPUMEPOM aHaJIOTHE payyHapCcKe MallIrHe.



ATacoB XUIPOMHTETPATOP j€ MEXaHWYKa CIIpaBa Koja pajiv Ha BOJY U ,,padyHa’* HHTErpaje
onpehennx knaca ¢ynkuuja. [IpBy Oenemky o wmemy IlerpoBuh je o6jaBuo y Ilapusy 1898.
rOJIMHE, a HEITO KAaCHWje W Ha CPIICKOM J€3WKYy Ca BHINE JeTasba. XHIPOMHTErpaTop je Ouo
u3NoxkeH y maBuiboHy KpasseBune CpOuje Ha Cerckoj uznoxou y [Mapuzy 1900. ronune, tre je
HarpaljeH 3/aTHOM MenajboM Hu3JokOe. 3a oBaj mponanazak [lerposuh je 1907. romune O6mo
Harpahen u nurmiaomom [pymrBa matematudapa y Jlounony. [p [paran Tpudynosuh je 1980.
TOAMHE W3BPIINO pekoHCTpykuujy IlerpoBuheBor xuapoumnTerpatopa. Taj pekoHCTpyucaHH
XHIPOUHTErpaTop ce Hana3u y Kabunery 3a maremaruky Lllymapckor ¢akynrera y beorpany.

Muxamuio [erpoBuh Anac (JieBo), naBu/boH Cpouje Ha CBerckoj uzioxou y Ilapusy 1900. ronune (y
CpPeIuHN) H CKHIIA AJIaCOBOT XUJIPOUHTErPaTopa (IecHo)

3a pa3nuKy Off cTama y IpeAMeTuMa JIPYIITBEHUX HayKa U yMeTHOCTH, y CpOuju je maio
Tora ypal)eHo Ha MOJby MCTOpHMje Yy HacTaBU MaTeMaTHke. PeTke cy myOnukamuje koje cy
noceeheHe OMIITOj WIKM HAllMOHAJIHO] UCTOPUjU 3a moTpede HacTaBHOr mporieca. Ham mo3Hatu
MareMaTh4ap, KJIMMarojor W acTpoHoM, MminyruH Munankouh (1879-1958), ucrtuue na je
UCTOpHja TIpUMEHEHE MaTeMaThke (HeOecka MeXaHWKa W OINITa acTPOHOMH]A) ,,jeHa O]
HAjCBETIHMjUX CTpaHA UCTOPHjE YOBEYAHCTBA™ U KaXKe Ja HAM MaTeMaTHKa ,,[T0Ka3yje BUCHHY JI0
KOje ce JbYJICKH YM TIONe0, a Ja ’heHa UCTOpHja MpeJCTaBiba ,,0He CTEIICHHIIC MTPEKO KOJUX Ce
nemao. MunankoBuh najee HacTaBsba: ,,CBaKa MojeiHa HayKa MOXKE C€ Y IOTITYHOCTH CXBATUTH
U TPO3pETH KPO3 HACTABHU IMpPOILEC TEK KaJa ce yIMO3Ha Kako je MocTaja M pa3Buia ce y TOKY
BEKOBA.*



2. HyMepu4K#N CMCTeMH CTAPUX MUBUIN3AIH)A

[IpBa mMaTemaTnuka 3Hama Mopajia cy OMTH MMOBe3aHa ca OpojameM. BemTuHy Opojama
MMajy W HallpeJaHMje )KUBOTHE (MajMyHH, HEKE MTHIIC UT/.), T1a 3aIlTO j¢ He OM MMao U YOBEK.
Jbynu cy mpBo 3a Opojame KOPUCTHIIM TPCTE, a Kajaa NPCTH HUCY OWIM JTOBOJHHU OHJAa OW Ha
JpBETY, KAMEHY WJIM KOCTUMa ype3WBaM 3HAKOBE y Trpymnama oa mo 5 wiu 10 3HakoBa (mITo
CUMOOJIMYHO MPEACTaBIbA MPCTE jeTHE OJHOCHO 00¢ maKe).

VY Yemkoj je oTkpuBeHa Bydrja kocT ctapa 30 000 roguna ca 55 ny0okux ypesa. Ypesu
Cy MojieJbeHH y rpyne o mo 5. Jlena civyaH HaYMH padyHamba KOPUCTE MPUINKOM Pa3InYUTUX
urapa, 4YeTUpY BEpTHKAIHE IPTHIIC MPEKO KOJUX CE MOBYYE IeTa, KOja je XOPU30HTAIHA HITH KOca.
Koctu 6abyHa ca cnmuyHuM ype3uma, MpUOIUKHO U3 UCTOT Mepuoa, nponahene cy u y Adpuiu.

Kana je tpebano 3abenexxutu Heku Behu 6poj, Ha mpumep 100, Ousio je cyBullle HAMOPHO
ype3uBaTH TOJHMKO HPTHIA. Tako Cy JbyIu MOCTENEHO JOUUIM 0 TOora Ja OpojeBe 03HadaBajy
mudppama. Paznmuutu Hapoau Cy KOPUCTHIIM pa3iMyUTe 3HAKOBE 3a IUdpe. YTIaBHOM CY,
HE3aBHCHO JE€HM OJ JIPYTHX, CTapu HApOAM KOPUCTHIIU JECETUYHH OpOJHU CUCTEM, OJAHOCHO
CHCTEM KOjU y OCHOBH UMa jieceT. O] BeIMKUX [IUBUIIN3AlIN]ja U3Y3€TaK je jeanHo Mecomnoramuja,
/i€ C€ pPa3BHO IIe3AECETUYHN OPOJHU CUCTEM.



2.1. BpojeBHu cuctem Maja nuBuiIn3anuje

Hapon Maja, u3 npamyma ['Batemanie u jy:xaor Mekcuka, umao je mnpe 2000 roauna

OpOjHU CUCTEM KOjH CE CacT0jao OJ] ABAJIECET PAIMYUTUX 3HAKOBA (TAaUKe U LPTHULIE Y PA3THIYUTHM
BapujaHTama). bpojeBu o1 jean 10 YeTUPH Cy U3pakaBaHU OJroBapajyhum 6pojem Taukuiia. Maje
OW TIOBYKJIE je[JHY XOPU30HTAIIHY IPTY 32 jeIHy IIaKy (5 MpCTHjy) YMECTO Jia MUY TeT Tadaka.

JIBe Xopu30HTaIHE pTe cy ABe mmake ( 5 + 5 = 10 mpcrujy) a
TpU IpTE TpeAcTaBibaje cy Tpu make ( 5+ 5 + 5 = 15).
[Mocnenma nudpa (20) nucana ce Kao CyHYEB 3pakK, CAMYHO CE
nucana u Hyna. Y nusuiusanuju Maja CyHue ce o0oxkaBaiio
kao OokaHcTBO. Behu OpojeBu cy cTajanu y mapoBuUMa jeTHU
W3HAJ IPYTUX, ¥ HA Taj HAYWH Cy YUHHIIU JBE KOJIOHE OJI03T0
Hagone. OBakaB HaAuWH 3amKcHBama OpojeBa, CiIMYaH
pUMCKOM, OHMO je HemojecaH 3a padyHame, IMOCeOHO 3a
MHOXXEHE U JieJberhe. Huje mo3Haro Ha Koju HaumH cy Maje
padyHald Tpou3BOJ JBa Opoja, jep 3a Mpakcy padyHama
HEJI0CTajy MOAAIM, MOIITO OHO Majo cadyyBaHOI MaTepujaia

MPUKa3yje camo pe3yiTare.

Bbpojesu Behu on 20 3anucuBanu cy Ha crnenaehu HauuH:

43 40 68 60

149

0O 1 2 3 4

@ [ ] o0 000 0000

5 6 7 8 9

10 11 12 13 14

15 16 17 18 19

100

nyTa 20 |

o)

nyta 1 |

Jlakie, cBaku Opoj je 3ampaso map 1Be ,,Iudpe”, ropma ce MHOXKH ca 20 a Toma ce MHOKH
ca JeIMHUIIOM, OJHOCHO caMoO ce cabepe Ha mpBH pe3ynartar. Tako HIp. 6poj 43 ce 3amucuBao
rmomohy 1Ba cuM00j1a, CHMOOJIOM 3a 2 M MCIIOJ hera CUMO0JIoM 3a 3, jep je 43 =2-20 + 3. Jlasbe
6poj 100 3anucuBan ca 5 rope u 0 goze, jep je 100 = 5-20 + 0. Mnu peunmo 6poj 149 je 3anucuBan

ca 7 rope u 9 nore, jep je 149 =7-20 + 9.



3anarak 2.1.1. (UerBpTH pa3pen, Ckyn npupoanux opojea) Cneache cumbone Maja
[MBUJIN3AIIM]e TIPEBEIU Y CAaBPEMEHE WHIN]CKO-aparicke OpojeBe:

h)

a) === 6) B)

']
.
-
-
—
—_—
-
-
-

=

Bl

Pememe 3agaTka 2.1.1. a) 14 6) 120 jep je 6-:20 + 0 =120
B) 218 jepje 10-20 + 18 =200+ 18 =218 1) 168 jep je 8:20 + 8 = 160 + 8 = 168

) 313 jepje 15:20+ 13 =300+ 13 =313  B) 380 jepje 19-20 +0 =380 + 0 = 380
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2.2. Erunarcku OpojeBHM cCHCTEM

VY nomuuau Huna verne oko 3000. roanHe mpe H.€. HACTala je eruIaTcKa uBuiIn3anija. Y
TO BpeME HacTajeé HUXOBO MUKTOTpadCcKo, XHjepormu(CKO IMHUCMO, KOJjUM C€ CBaka ped
npencraBbaia ynporrhenuM mprexom. [lapanenHo ca HacTaHKOM MUCMa Pa3BHO €€ M BeoMa
HECIIpETaH CHCTEM HyMepalyje, o3HadaBama OpojeBa. Erumhanm cy kopuctuiam cumOod 3a
mranuh kao o3HaKy 3a 1, cumOou Barpe 3a 10, cButak 3a 100, tjotocos et 3a 1000, KpuBH 1ITam
3a 10000, puba je mpencraBibama 100000, a cumOoN KoOju TMpEACTaBJba 3alambEHOT YOBEKA
kopuiheH je 3a 6poj MUJIHOH.

[ ]2 1|

1 1o | 100 | 1000 | 10000| 100000] 10°

Ervnartcku HyMepuykn xujepornudin

Erunarcku OpojeBHH CHCTEM je aAUTHUBHHU (,,pUMCKH‘‘) IEKaJHU CHUCTEM 3a Pa3NUKy O]l
MO3UIIMOHOT KaKaB JJaHac Kopuctumo. Ctora cy MOCTYIIIH 3a pa3He MaTeMaTHUKe onepariije Ouiu
BeoMa ciiokeHH. Mnmak u mopen Tora, Ha OCHOBY cadyBaHMX HM3BOpa, 3HaMoO jaa cy Erumhanm
MHOXWIIM M JCTIHIIN, Ka0 U J1a Cy UM OWJIM TIO3HATH pa3ioMIM (M BUX Cy HapaBHO 3aIMCHBAIIH
aJIUTUBHUM CHCTEMOM, HIIp. pa3jioMak 3/5 cy 3alucuBajM TaKo IITO OM TpW IyTa Hamucaiu
paznomak 1/5). 30up aBa Opoja je MOOHMjaH CaKyIUbamkeM CIMYHHMX CHUMOOJIAa M TPETBapameM
cBakux 10 TakBux y 1 cnenehu Behu. Ony3uMame je y CyIITHHU OJICTpabUBakhE 3aXTEBAHOT Opoja
nojequHUX cumbona. Mehytum, HacTajane O KOMIUIMKalMje Kajia Tpeba 0Jy3eTH BHIEe cuMOoIIa
O]l TaTHX.

E || E= |BAR <>
Eﬁ%% iiii 171 117 |mAn 22
ﬁmg oo bl 1/249
990 5 IE
276 1 ﬁﬁ

4522
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Y oBOM OpOj€BHOM CHCTEMY HH]€ ITOCTOja0 TAYHO YTBpheH mopeaak mo KoMe cy ce mucajie
JeIMHHUIIE, IeCETHIIe, CTOTUHE, XUJbaJle UTA. Moriie cy Ja ce MUy cieBa HaJIeCHO, 3/IECHA HAJICBO,
0J103r0 HA0JEe UM 07103710 Harope. [1a je Tako Hp. Opoj 35 Morao jaa ce HamuIIe:

AAYAIL [IITATAYA

nJIn

Crapu Erunhanu cy nmo3naBajin yABOCTpYyUYEH-€ pe3yinraTa U MHOXeme ca 10. Mmanu cy
nocebHe cumboine 3a crenere Opoja 10 ox 0 1o 6. U ympaBo cy cBako MHOMKE€H-€ CBOAMIN Ha
MHOXeme ca 2 u 10. EBo Hekosnko npumepa:

2-23=23+23=46
4-23=2-23+2-23=46+46=092
7-23=2-23+2-23+2-23+1-23=46+46+46+23=161

23 - 10 = aBe jmeceTHIle MOCTajy JBE CTOTHHE a TPH jeAWHHMIIE MOCTAjy TPU JIECETHIIC, TaKIe
nobujenu pesynrar je 230

234 - 10 = nBe CTOTHMHE IOCTajy JBE XHJbaJE, TPU JAECETHULE MOCTajy TPU CTOTHHE a YETHUPH
JeIUHUIIE TTOCTajy YSTUPH JISCETHIe, akie nooujenu pesyarar 2 340

M f1aHac y o3uIIMOHOM HYMEPHUKOM CHCTEMY JIAKO MHOXKMMO ca 10 1onucuBameM Hye
Ha Kpajy. ErunaTcku aiuTUBHU CHCTEM TO HMj€ J103BOJbaBalio. MHOXeHme je OMI0 AyroTpajaH u
KOMIUIMKOBaH rnocTymnak. Jlok cy ce nBa Opoja nenuia Tako IITO cy caOupaHe IABOCTPYKE U
JETHOCTPYKE BPEIHOCTH JEJIMOIIa CBE JIOK ce He J00Hje MeJbeHUK. AKO TO HUje OUIIO JTOBOJHHO
KopunrheHu cy pa3ioMIy (J0aBaHa je OJ0BHUHA JIeIHOIIa, TETHHA JeJTNOLIa, IeCETHHA JAeTHoIa
UT.)

12



3aparak 2.2.1. (Ipyru pa3pen, MHoxkeme) M3pauyHaj Ha ,,eTUIIATCKH HAYUH

a)5-34= 6)6-52= B)8 - 24=
Pemremse 3agaTka 2.2.1.
a) 5-34=(2+2+1) - 34=2-34+2-34+1-:34=68+68+34=170
0) 6-52=(2+24+2) - 52=2-52+2-52+2:52=104+ 104 + 104 =312

B) 8 24 =(2+2+2+2) - 24 =2-24+2-24+2:24 +2-24 =48 + 48 + 48 + 48 =192

3agarak 2.2.2. (YerBpTH pa3pen, Ckyn npupoaHux opojesa) Koju 6poj y erumarckom

OpojeBHOM cUCTEMY Tpe/icTaBIbajy cineaehu cumbonu:

777 D)D) NN

Pememe 3anaTka 2.2.2. To je 6poj 31427 jep je 3-10000 + 1-1000 +4-100 +2-10 +7

= 31427
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2.3. BpojeBHu cuctem y Meconoramuju

Y Meconoramuju, Koja ce Hajna3uia Ha TIIy AaHammer Mpaka, oko 4 000 roguHa mpe H.e.
HacTajy npBu TpagoBu, a oko 3 000 romuHa mpe H.e. Joja3u IO MpoHanacka mucma. Haponu
Meconotamuje cy nucaiu noMohy KJIMHOBA KOj€ Cy YKJISCHUBAIHU Yy ITMHEHe Tabnuie. 300r Tora
ce BbUXOBO IMHCMO Ha3WBa KIMHACTO mucMo. Ca pa3BojeM nmucMma pas3BHja ce U MaTemaruka. Mako
HACTajy U pa3BHjajy ce TOTOBO HCTOBPEMEHO, MaTeMaTHKa 3a0eJe:KeHa Ha TIIMHEHUM IIJI0YHIIaMa
MoKa3yje JIaJieKo BHIIU HUBO O]l eTUrarcke maremaruke. Jlok je y Erunty matematuka Ouia camo
NpakTUYHH anar, y Meconortamuju Cy MaTeMmartudapu (3ampaBo OOpa3oBaHM NHCAPH H
YMHOBHHIIN) Omin yOelheHr 1a je MareMaThka BpelHa M3ydaBama cama 1o cebu. 3axBasbyjyhu
€IACTUYHOM TMO3MIIMOHOM CHCTEMY DPa3BWIIM Cy CJIOXEHE METOJAE padyHama. YMEIH Cy Ja
pemaBajy JTUHEapHE M KBaJpTaHE jeIHAUYMHE W MpoOJeMe Ha HAYMH CIUYaH OHOME KOjU ce
KOPUCTH Y CPEIIHOIIKOJICKO] anreopu.

b

0

Aﬂﬁﬁ%%ﬂaqﬂ

o
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JIok Ccy ce cBe ocTayie IMBHJIM3AIMje YIIIABHOM OIpElesbHBale 3a JCCETHYHU OpOjHH
cucteM (BepoBaTtHO 300or 10 mpcTHjy Ha pykama), Hapoaum MecomoTtaMmuje Cy KOPHUCTHIIN
me3ieceTnyHu OpojHu cucteM. Ymecto 10, kopuctuiu cy 60 mmdapa 3a 3alucHBamkE CBUX
opojesa. Taunuje 59 mudapa cBe 10 3. BeKa mpe H.e. KaJia je yBeIeH CUMOOIT 3a YIIPaXKEHO MECTO
y 3amucy O0poja (0IHOCHO cuMOOII 3a HYITY), alld je HeroBa (yHKIIMja 0 JaHac OCTalia HejacHa.
Bbpoj 60 ce mucao uctum cumbosom kao 6poj 1. Takohe ce 6poj 60 + 60 = 3 600 mrcao ucTum
cumbomom, kao u 60 - 60 - 60 =216 000 u Tako nasbe. CBu 0BU cTenieHu Opoja 60 cy mucanu y3
noMoh jeTHOT ycripaBHOT KIIMHA, a Ha KOJU C€ MUCITU MTOKa3MBao je KOHTEKCT. /|Ba ycrpaBHa KiIMHA
cy mpenacraBsbaia 6poj 2. Tpu kimna 6poj 3 uta. bpoj 10 ce mucao y3 nmomoh aBa crojeHa koca
KITHA.

[uBunuzanuja, koja ce pazpujana usmel)y Turpa u Eydpara, je rnaBuu ,,kpuBai’ mro u
JaHac MmyH Kpyr aenumo Ha 360 ctenenu, cterneHn Ha 60 muHyTa 1 MUHYT Ha 60 cexynnu. Takobe,
Hapoau Meconotamuje Cy ,,KpUBIU IITO JaH AenuMo Ha 24 caTa, caT Ha 60 MUHYyTa U MUHYT Ha
60 cexynau. Ta mopena nenyje HEOOMYHO Yy JECETHUYHOM OpOJEBHOM CHUCTEMY, alld je CACBUM
IIPUPO/IHA Y BUXOBOM Iie3neceTnyHoM. Ha npumep 3 cara u 20 MUHYTa y 1€CETUYHOM CUCTEMY
je 3,33333... cata, 10K je y 1Ie3/1eCeTUYHOM jeaHocTaBHO 3,20 catu.

OBaj 1Ie3/IECETUYHH CHCTEM j€ MO3UIIMOHH CHCTEM (CIMYHO KA0 M Y HAIlleM JIECETUYHOM
CUCTEMY, ca JICCHA Ha JICBO Cy Ce IMHCcaJe jeUHUIIE, IECETHIIe, XUJbaJie UT/.) Ta ocoOnHa ra YnHA
HaNpPEAHUJUM U TMOTOJHHUJUM 3a payyHame OJf aJMTUBHUX cHCTeMa (KaKBU Cy OHIIM PEIMMO
erunaTcku U puMckn). Mako genyje rmomasaH, ca cBojux 60 mudapa, oBaj CHCTEM je y HEKUM
acmeKTHMa HaMpeIHUJU O HallleT JIECETUYHOT, 3acCHOBaHOT Ha ocHOBH 10. Jep, 10 uma nBa npasa
nenuona, To ¢y 2 u 5. Jlok ux 6poj 60 numa gak necet — 2, 3,4, 5, 6, 10, 12, 15, 20 u 30. 360r Tora
,,MHOTO BUIIIe OpOjeBa MMa KOHAYHY PENPE3CHTAIIHM]Y HETO Y IECETUYHOM CHCTEMY, T€ je paj ca
pa3IoMIIMMa y MHOTOME OJIaKIIIaH.

Y MecomnoTtamMuju ce MHOKEHE CBOJIUIIO Ha cabupame M MHOXKEHE MOTIYHUX KBajpaTa
opojeBa. Kopucrehu dopmymy:

2_.2_ 12
ab= ((a+b) 2a b<)

[Iponahene cy tabnuie crape 4000 roauHa, Koje caapxe KBaapate O6pojeBa ox 1 1o 59,
OJTHOCHO KBajJipaTe CBUX ,lHdapa” y me3aeceTHIHOM cuctemy. Jlesbeme je OmIo HemTo
cliokeHHje. BaBMIIomaHu Cy NIeJbemhe IPETBAPATH Y MHOKEHE PEIUTIPOIHOM BpeaHoIhy

1 . .
(@b = a - b ). OTkpuBeHe Cy W TabiuIle ca PEHUIPOYHMM BpPEIHOCTHMa OpojeBa, Koje Cy

KOpI/II_I_IheHC 3a MMOCTYIIaK JICJbCHbA.
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['maBHM XEHIUKEN MECOMOTaMCKOT OpOjeBHOI cMcTeMa OHIIO j€ 0JICYCTBO Hyse (KOPUCTH
ce Tek o1 3. Beka npe H.e.) Takohe, kao mTo je peueHo, cBu crenenu 6poja 60 cy ce nmucaiu ucTo,
OJTHOCHO 03HAYaBa0 WX j€ jeJlaH ycrpaBaH KJIMH. M ako ce U3 KOHTEKCTa HUje MOTJIO 3aKJbyYHTH,
octajayio 6 HejacHO n1a i cuM0071 o3HavaBa 1 uiau 60 wu 3600 ut.

3agaTtak 2.3.1. (Ceamu pa3pen, Pauuonasnu 6pojeBu) V3pauyHaj Ha ,,MEeCOIMOTAMCKHU
HauuH

a) 12-27= 6)7-31=

Pememe 3amaTka 2.3.1.
a)12-27=((12+27)2 —12%2 — 27?):2 = (392 -144-729 ):2 =
=(1521-144-729):2=648:2=324
6)7-31= ((7+31)2—7?— 31%2):2 =(382—-72— 312):2 = (1444 -49-961):2=

=434 :2=217
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2.4. Kunecko-janancku OpojeBHU CUCTEMHU

[Tpe Bumme ox 2000 ronuna y Kunu ce mojaBuia Bapujanta OpojeBHOT CHCTEMa IMO3HATOT
Kao ,,0pojame mranuha‘. [1o cBoj mpuIHIM 1a je 0Baj cucTeM KopuliheH join y 3. BEKy IIpe HOBE
epe, a Moryhe u panuje. CBe mudpe u OpojeBu cy ce mo yrBpheHoM mpaBuily go0ujanyd nmomohy
mranuha ymja je qykuHa 6mna og 3¢m go 14cm. BekoBuma cy ra MatemaTH4apy KOPUCTUIIH 3a
pauyHame. OcuMm y Kunan, kopuctro ce u 'y Jamany, Kopeju nu Bujernamy. J[Be ocHOBHE BapHjaHTe
Cy IpHKa3aHe Ha CIUIU:

1 2 3 4 5 6 7 8 9

O 111 | Tm

3amro cBaka nmudpa uMa JiBa CUMO0JIa Y OBOM MO3HIIMOHOM JIeKaJHOM cuctemy? JIok cy
ce mranuhu ciaraiy paju padyyHama, jeIHa BpcTa cuMOouia je Ouia noBosbHa. Melhytum kana cy
Kunesu nouenu ga 3anucyjy 6pojeBe jaBuo ce mpobiem, jep cy tpu ycrupasse 1pte |l morne ga
o3Ha4aBajy u 0poj 3, u 6poj 12 u 6poj 21. Jla Ou 0BO MpeBa3UILIA, HAUZMEHUYHO Cy KOPUCTUIIN
OpojeBe U3 ropme U 10me Kojone. bpoj 1234 ce 3anucyje:

Kacnwuje je yBeneno u npa3zno mecto 3a Hyay. [la je 6poj 60390 3anucuBan Ha cienehu

Ha4yuH:

T [

lIF

VY Jamany cy mpaBibeHE IUIOUHMIE Ha Kojuma cy uptuue (uudpe) Omie yTUCHYTE WU
HalpTaHe, Te Ce CIaramkeM U MpeMeIlTamkeM THX TUI0YUIA pauyHaJIo.
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Tpoyrao JaHr Xyua (Macknaos Tpoyrao) y pagy matremartuyapa Lly Luyea s 1303. roguHe

Jlo ycaBpiiaBama oBOT OpojeBHOT cucteMa aona3u y Kunu 3a Bpeme nunactuje Cynr. OBa
nuHactyja je 300 roguna Bnagana Kuaom, o 10. mo 13. Beka. Paznukyjy ce aBa nepuomaa, CeBepHO
Cymnr Hapcteo (960-1127) u Jyxuo Cynr Laperso (1127-1279). 3a To Bpeme, IMHACTH]a je ycIena
Jla TIOHOBO yjeJIMHU 3eMJbY, Ja pa3BHje BeIUKe rpaaoBe U aa o Kune HamnpaBu HajBehy cBeTCKY
€KOHOMCKY cuiry. Pa3Boj eKOHOMHje W TProBHHE, YCJIOBHO j€ W HAcTaHAaK HOBOT OpOjeBHOT
cucrema. Y Jyxxanom Cynr LlapcTBy jaBiba ce Taj HOBH OpOj€BHU CHCTEM IO3HAT Kao CYIIOY WU
Xyama CHUCTEM.
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Cyuyoy unm xyama 6pojesm

5 9
o X

PaznuuuTe BapujaHTe Cyyoy WM XyamMa OpOjEeBHOT CHUCTEMa y HApeIHHM BEKOBHMa
M0CTajy TOIyJIapHe y 00JacTh TProOBHHE, Y PAauyHOBOJCTBY M KEHTOBOACTBY. Jlok cy ce Ha
KMHECKUM MNujanama, nocedbno y Xonr Konry, 3agapxanu 10 kpaja 20. Bexa..

[TapanenHo ca moMeHyTUM OpojeBHHM cucTema, y Kunu ce pa3Bujao u OpojeBHH CHCTEM
3aCHOBAaH Ha KMHECKOM mucMy. CimuaH cucteMm pasBujaH je W y Jamany. Kunecko mmcmo je
cacTaBJbEHO 0J1 CUMOOJIa , TAKO Ja CBAKW CHMOOJI MPEICTaBIba jeJHY jeTHOCIOXKHY ped KHHECKOT
jesuka. [1a Tako u 3a cBaKy ped Koja IpejcTaBiba Opoj MocToju TagHo oapel)eHr CHMO0JI KHHECKOT
nucMa. Hexn cumOomnu kuneckor nucMa kopuithenu cy jomr y Bpeme nunactuje lanr oxo 1500.
n.H.e. Jlok je npouec Gopmupama KHHECKOT MMCMa 3a0KPYKEH 1oJ1 AnHactijoM huH y 3. B.H.e.

1 2 3 4 o 6
— =, ) A N
7 8 9 10 100 1000

4 IN A + E ¥F

Cumboaun KnHeckor nucma 3a 6pojese
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Kachwuje je HacTamo mpaBuiIo Ha OCHOBY KOjer CBaKM Op0j MOTao Jia ce HaIlUIe y3 MoMoh
cuMmbOora 3a jenHorudpene 6pojeBe u aekaaHe jeauauie. [1a ce Ha kuHeckom O6poj 4983 3ammcyje

Ha cienehy HauuH:

= l 4 nyra 1000
¥ |

ﬁ l 9 n:Ta 100
"3 il

IN

4+ | 8 ny:a 10

= 3

Jlaxne, y BEepTUKaIHOM HU3Y Ce MUIY ,,[IU(pe’, TaKO IITO e MPBO HaMMIlEe Opoj Xuibaaa
(omHOCHO HajBehe NeKaaHe JeIUHUIIC), TIa 3aTUM CUMOOJT 3a X1Jbaay, Ila UCIO OpOj CTOTHHA, Ta
cuMO01I1 3a cTO, a Opoj Jeceruila, ma cMMOOJI 3a JIeceT, U Ha Kpajy Opoj jeAnHuIIa.

Bnane HP Kune u TajBana cy pa3Busie cranmape 3a 0Baj CUCTEM OpojeBa, Tako J1a je
BUM Moryhe, tonaBameM opeleHnx npedukca, 3aUCUBATU U pa3ioMKe, CTeNeHe OpojeBa UT/L.
W nopen tora, oBaj cucreM je AaHac y Hajehoj Mepu HanymreH. Kopucrtu ce jomr y
¢uHaHCcHjama (HIIp. 3a MMCAkE YEKOBA).
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3agarak 2.4.1. (UerBptu paspen, JdogarHa HacraBa-aemm@poBame OpojeBa H
pauyHckux onepamnuja) Koje 6pojese npencrassbajy ciaenehu cumbomn:

6)

MM
PHETH
e LR T

Pemreme 3agarka 2.4.2.
a) 765 jep je 7-100 + 6-10 + 5 =765
0) 3248 jep je 3-1000 +2-100 + 4-10 + 8 = 3248

8) 9999 jep je 9-1000 + 9-100 + 9-10 + 9 = 9999

3agatak 2.4.2. (Tpehu pa3pen, donatHa HacraBa-nemmdpoBame OpojeBa u
pauyHckux onepanuja) Koju 6poj je mpencraBbeH IpTUIlaMa y CTapOM KHHECKOM OpOjeBHOM
CUCTEMY:

[y

T m

Pememe 3anaTka 2.4.2. To je Gpoj 45698.
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2.5. bpojeBnu cucrtemu Crape I'puxe

Crapa I'puka je HeCyMHUBO KOJIEBKa €BpPOIICKE IIUBUIIM3AIN]E,
KOja je OmeT y TMOCIeIUX HEKOJIMKO BEKOBa IOCTalla riobaiHa

I1
I11
I111

CUCTEeM HHje OMO Ha HMBOY KaKaB c€ OUYeKyje O] IUBHUIIM3AIUje Koja je I

nuBmiM3anyja. CaBpeMeHa MaTeMaThKa, Kao M MHOTe Apyre Hayke,

LI DI —

MoyMBa Ha BUXOBOM Hacnel)y. Mnak 3a pasnuky ox reomerpuje, I'pun

HUCY TPEBUIIIE Pa3BHjal apuTMETHKY. CaMHM TUM HU TPYKH OpOjeBHH

| &

110 MHOTO 4YeMy OMJia BEKOBMMA UCIIPE]] CBOT BPEMEHA. I'l
I'
[T
[T

Hajcrapuju rpuku OpojeBHH cUCTEM je OMO aTWMuku OpOjeBHU
cuctem. buo je y ymorpebu oz 7. Beka nipe H.e, Moryhe u paHuje, ma cBe.

1o 4. Beka nipe H.e. Kopuctro je ciioBa kao nudpe. U nanac ce y ['puxoj
OBHM OpOjeBU KOPHCTE 3a MHCAlke PeIHUX OpojeBa, CIMYHO Kao IITO Ce

| <

pUMCKH OpOjeBU KOPUCTE Y UCTY CBpXY. PuUMcku OpojeBHM cucTeM je
yIpaBO HACTa0 KOPEKIUjoM aruykor. ['JaBHa pasnuka y HauuHY

B =] =—| O OC| | &

<

3anucuBama OpojeBa usMel)y aTMuKkor U pUMCKOr cucTeMa je OUjIo IITOo

N
L

(
100

1000
10 000

ce y npBoM 0poj 4 niucao IIII a y npyrom IV, cimuno je 6uno u ca 9, 40,

90 uta. ATnyku OpOjeBHM CHCTEM MMAo je O3HAKe U 3a pPas3sIOMKe, ajlu
06e3 Hekor mnoceOHOr MpaBuia (Ha NpuUMep jeIHa IOJOBMHA C€

ZXZ?EZD

O3HadaBajla cCa C, jez[Ha YCTBPTHHA CJIMYHUM cUMOOJIOM CcaMo

3apotupanum 3a 180°)

Andaberckn OpojeBHU CHCTEM j€ HACTA0 HAJKaCHM]E Y 5. BEKYy Mpe H.€. Ik j€ Y LEJIOM
TPYKOM CBETY MOCTA0 JOMHHAHTAH TEeK Yy 3. BeKa Ipe H.e. Y JmuTeparypu andadeTcku OpojeBHU
CHCTEM C€ YeCTO Ha3MBa M MHJIETCKH, JOHCKU WMJIHM aleKcaHApHUjcKU OpojeBHH cucteM. CBakoj
JETUHUII, TECETUIN U CTOTUHHU OWJIO je JT0JEJbEHO M0 jeHO CIOBO Ipukor andadera. [Tomro je
TO 3axTeBalio 27 cioBa, TpUKku 24-cioBHU ajdaber MPOIIUPEH je ca TpH 3acTapena ciosa. Jla ou
ce OpojeBU PasIMKOBAIM O] CJIOBA, J0JaBaHa UM je Kepaua (cumboi ciudan anoctpody © ). a
Ou ce mpeacTaBibau OpojeBu o 1 10 999 Ta kBaumIa, OJJHOCHO Kepaua, JOMMCHBAHA j€ ca JIECHE
cTpane a 3a 6pojeBe oa 1000 mo 999 999 ca nese cTpane.
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3a nucame BeIUKUX OpojeBa y ajihabeTCKOM CUCTEMY, KOPUIIEEH je cum6os1 M u3 ctapor
aTHYKOT cucTema, Koju o3Hadaa 10 000, wim Ha cTaporpykoMm ,,Mupujaga”. bpoj mupujamu ce
mMcao u3Haj, ako 6u m3naa M nmucano B (ogHOCHO 2) TO OM OHJIA OHO Opoj 2+ 10 000 =
20 000. M ako 6u m3naa M mucano w (800) To 6u oHa omto 800« 10 000 =8
000 000. EBo mpumepa jeaHor 6poja HamucaHor andadeTckuM OpojeBuMa:

B 3
M " = 4582 x 10.000 + 709 = 45.820.709.

[Mucamem Benmukux OpojeBa OaBUO ce U UyBeHU ApxuMen y 3. BEeKy Ipe H.e. Y CBOM ey
,,bpojad mecka”, pa3BuO je HOBY OpOjeBHY IIeMy 3a INMHCEHE BEIUKHX OpojeBa, Koja je mmala
MHoro Behu orcer of 10 Taga nocrojehe.

Hakon mto je Anekcannap Benuku, cBOjUM OCBajaukuM MOXoauma, cturao no Muna,
I'pum nonaze y mocen Benukux OuOimoTeka rmpe ceera y Meconoramuju, Mame y Erunty. [Tog
yTHIIajeM BaBUJIOHCKUX OpojeBa, I'puu y 3. BeKy mpe H.e. CBOj aAMTUBHU andaldeTcku OpojeBHU
CHUCTEM JISIMMHUYHO TPETBApPajy y HEKY BPCTY IMO3UIIMOHOT CHCTEMa, OTPAaHWYaBAEM CBaKe
MO3UITMje Ha HajBUIIEe 59, HAKOH Yera ce mpena3y Ha HapeaHy no3unujy. Mnak oBoj cucTeM HHje
kopuiheH camo 3a nmpupoaHe OpojeBa, Beh U 3a Mucame pa3lioMaka U payyHCKe olepaiuje ca
BUMa (HELITO CJIMYHO KAao LITO CE€ CTeNeH WM caT aene Ha 60 MuHyTa, a MUHYT Ha 60 CEKyHAM).
Kao mto je Beh momenyTo, BepoBaTHO HET/ie Y 3. BEKY IPE H.€., TPUKU MaTeMaTH4apH ,,0TKPUBajy*
HyI1y, Mel)yTUM TO BEJIMKO OTKpUhe HUCY Y MOTIIYHOCTH MCKOPUCTHIIM Ja J0 Kpaja MpeBey CBOJ
aaUTUBHU andabeTcKku cucTteM y mo3unuonn. CuMO07 3a HyJy ¢€ TOKOM BpeMeHa Memao. Y 2.
BEKy TIpe H.e. y AJleKCaHApUjH je OmiIo yoOMvajHO Ja ce HyJia O3HauaBa Kao Kpykuh HaaBydeH
L[PTOM O] HEKOJIUKO HeroBUX MpedyHuka. KacHuje ce oBa HaJBlIaKka cKpaTuia Ha jeJJaH MPEeYHUK
(CTI0BO MaKpOH ,,0”). Y BU3aHTH]CKHM PYKOIMCHMA HaJIBJIaKa jé U30CTaBJbEeHA, TAKO JIa j& 0CTaJI0
camo ,,0” (OMHKPOH), CHMOOJI KOJM H JIaHaC O3Ha4YaBaMoO HYIY.
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3aparak 2.5.1. (YerBpTH pa3zpen, Cxkyn npupoaHux OpojeBa) Cienehe OpojeBe
MIPEBEIN U3 TPUKOT ATHYKOM CUCTEMA Y CAaBPEMEHH WHIIU)CKO-apariCKu OpOjeBHU CHCTEM:

a) 6)

FXFHHFAAA XHHHA A

Pememe 3agaTka 2.5.1.

X 6000 X 1000
HH 700 HHH 300

FAAN 80 VAVAN 20
|41 N+ 4

6781 1324
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2.6. Pumcku OpojeBu

ITo yrneny Ha aTuuke OpojeBe HaCTajy pUMCKH OpOjeBH, KOjU CE M JaHAC TOHEKA]] KOPUCTE
3a MUcame peaHux OpojeBa. M aTHuku U pUMCKH OpOjeBHHM CUCTEMH OWJIM CY Y OCHOBH aJIUTHBHH.
CamMuM TUM UMaJIF Cy CBE ,,XCHIUKENEe” aJINTUBHUX OPOjEBHUX CHCTEMA: OMIIM CY KOMIUIMKOBAHH
3a OJTy3MMambe Ca MPEeIa3oM, a 338 MHOKEHE U JIeJbEHhE TOTOBO HEYIIOTPEOIHHBH.

PUMCKU BPOJEBU

1 I 10 X 100 C

2 Il 200 XX 2001 CC

3 i 30| XXX 300] CCC

£ IV 40| XL 4001 CD

9 V 50 L 500 D

6 VI 60| LX 600 DC

71 VI /0] LXX /00| DCC

8| VI 80| LXXX 800 | DCCC

9 IX 90| XC 9001 CM
10 X 100 C 1000 M

Benuku OpojeBu cy ce mmcand Tako INTO ce W3HAN mocrojehux cumObona mucana
xopuzoHTanHa nptuna. Oxa je ysehana spennoct 6poja 1000 myra.

5000 10000 50000 100000 500000 1000000
\ X L C D M

Pumsbanu HUCY yomILTEe pa3BUjald MaTeMaTHKY, U OpojeBe Cy YIIIaBHOM KOPUCTUIIM 3a
NUcamke IoJMHA, pauyyHa, HOBYAHMX M3HOCA W CIMYHO. PUMCKa nMBUIM3aLMja HUje M3HEIpUia
HUjEeIHOT BEJMKOT MaTeMaThyapa, a CJIMYHO je U ca BehMHOM JpYrux NpUPOJHMUX Hayka. Mmak
pPUMCKH OpOjeBH Cy Iyro OoCTalld Y YyHOTpeOH 3axBasbyjyhu yTHIajy JIaTUHCKOT je3uKa (M JaHac
ciyx0enu jesuk Karonmuuke 1pkBe, Te je BEKOBHUMa OMO U Je3WK Ha KoMe ¢y ce y EBponu nucana
Hay4Ha jefna, KopuuiheH je Ha IPBUM YHUBEP3UTETHMA UT/L.)
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3anarak 2.6.1. (Tpehu pa3pen, lIpupoauu 6pojesu 10 1000) ITomepu camo jeaHy
MIMOUITY TaKO /1a jeTHAKOCT MOCTaHe TavyHa:

vV —=Il=V

Pememe 3anaTka 2.6.1. IV+I=V

3agaTtak 2.6.2. (Tpehu pa3pen, Ilpupoanu 6pojeBu x0 1000) ITomepu jenHy muOHILYy
TaKo J1a jeTHAKOCT TIOCTAHE TayHa:

I =1=1V

Pemreme 3agarka 2.6.2. N+II=IV umu III+1=1V

3agarak 2.6.3. (Tpehu paspen, IIpupoauu 6pojeu g0 1000) ITomepu camo jeany
IIMOUILY TaKo Ja JeTHAKOCT ITOCTaHE TayHa:

XI + [ =X

Pemiemse 3agarka 2.6.3. IX+1=X mwm X+ 1=XI

26



3anarak 2.6.4. (Tpehu pa3zpen, Ilpupoanu 6pojesu a0 1000) Ykionu tpu mmbure
TaKo J1a JeTHAKOCT MIOCTaHEe TayHa:

VIl + [ =]

Pemreme 3agarka 2.6.4. II-1=1

27



2.7. Aupuan4yHu OPojeBHU CUCTEM

W nox cy rpuku aTH4YKM OpojeBH MOCTYKWJIM Kao y30p 3a HACTaHAK PUMCKHUX OpojeBa,
npyru 6pojeBnu cuctem Crapux ['pka, andadarcku, mocmy o Kao y30p 3a HacTaHaK NUPUITHIHOT
OpojeBHOT cucteMa. ATUTUBHY hUPUIMYHY CHCTEM KOpUIINEH je Y Cpe/lheBeKOBHUM CIIOBEHCKUM
3eMibaMa y Kojuma ce mmcano hupuimiom (mpe cBera CpOuja, Byrapcka u Pycuja, amu u
Makxkenonuja, Llpua 'opa, Ykpajuna u benopycuja).

A B I A €S 3 H
i 2 3 4 5 6 7 8 9

I K A M N 3 0 n v
10 20 30 40 50 60 70 80 90

pecT Vv d XYW

100 200 300 400 500 600 700 800 900

Jenununama je noaesbeHo 9 cnosa, aecetuniama cieaehux 9, u crorunama joru 9. [Monekan
je, kao u y andabeTckom cuctemy, y3 OpojeBe JOMHCHBaH ,,anocTpod’ kepaua, 1a 6u ce OpojeBu
paznukoBanu of cioBa. bpojeBu on 11 10 19 cy ce ynTanu u mucany 37€CHa Ha JIEBO, a OCTaIH

CJICBA Ha JCCHO.

15 1 18 19

17
e e
* 31~

e
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(.
[
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bpoj xusbany ce o3HayaBao oxaromapajyhum 3Hakom ,,# wuchpen cioBa. Ha mpumep, ca
,#II”” o3HauaBao ce 6poj 1000 « 80 = 80 000. [ToBpemeno cy kopumheHu U MOceOHH CUMOOTH KOjU
cy 6poj yBehasanu 10 000 myra, 100 000 myTa utx.

1000 2000 20000 43000
A W K (T

F 3
10000 300000 4000000 80000000
@ T A L

VY Pycuju je oBaj cucteM octao y ynorpedbu ao pedopmu Ilerpa Benukor mouerkom 18.
Beka. U manac ce y Pycuju oBu OpojeBu MOTY BHJICTH Ha BEJIMKUM CaTOBHMa KOjU Kpace TOPHEBE
[[pKaBa U KyJe TBphaBa rpaljenux mpe 18. Beka.
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Car u3 17. Beka Ha KyJu y rpaay Cy3nasb (1eB0) M 3aK0H 0 fakapHOM HOBLY ca nmovyeTka 18. Beka (1ecHo)
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3anarak 2.7.1. (Tpehu pa3spen, /lonaTHa HacTaBa-aemudpoBame oOpojeBa u
pauyHckux onepamnuja) Cienehe 6pojeBe npeBenu U3 hMpUIMIHOT Y CABPEMEHH WH]IU]CKO-
aparcku OpOjeBHU CUCTEM:

a) N
‘CRE-
0) St
"TWr
B)

VAR
T) C ey

IIIH.

Pememwe 3anaTka 2.7.1. a)222 6)319 B)431 r1)988



2.8. bpojeBnu cuctem ETnonmnje

ETtnonwuja je 3emsba Ha UICTOKY AdpuUKe, KOja y KOHTUHYUTETY IOCTOjU XUJbalaMa rOHHA.
[Touenn Etmornckor IlapcTBa cexy jour y crapu Bek, Kaja Cy €THOICKH [IapEBU TOCIIONAPUIH
TproBuHoM Ha llpBeHOM MOpy M KajJa cy MM Ha pyJHUIUMA 3J1aTa 3aBUACIU U ErHIaTCKU
¢dapaonu. Taj ,,3maTHU" IepUoA, MO3HAT Kao AkcyMcko LlapcTBo, 3aBpiaBa ce Kajia uciiaM 0cBaja
obane Llpeenor mopa. Hapeane BexoBe ETnomnuja mpoBoau y u30Jialyju O]l OCTaTKa CBETa, Ha
CBOJOj BHCOpaBHHM, CBE JOK je IOHOBO HHCY OTKpWJIE €BpOIICKE KOJIOHMjanHe cuie. Ta
M30JI0BaHOCT, y3 6oraro Haciiehe, JonpuHena je Ja ce U JaHac y 0BOj 3eMJbU MOXKE BUJIETH MHOTO
tora HeoOuvHOT. [1a Tako y ETnonuju roguny nene va 13 mecenn. HoBu 1an He mounmbe y TOHOD
Ka0 y OCTaTKy cBeTa, Beh je ,,Hamux" 6 yacoBa MperoiHe 3arnpaBo eTHonckux 12 catu Hohy. OHO
mro O6u Tpedao ma je 7 yjyrpy je 1 car. Jlok TadHO y MOJHE YacoBHA Ka3ajbka y Etmomnuju
nokasyje Ha 6 a He Ha 12. JIBa kpyra o 1o 12 catu He Aiefie ce Ha MPETIOAHEBHE U TIOCIICTIOTHEBHE
gacoBe, Beh Ha qaeBHE 1 HOhHe. [1a je Tako monoh y Etnonuju 6 Hohaux acosa.

JpeBHa urpa 6pojama (Tj. MaHKaJIa WiIN redera) Ha kKameHoj 104U u3 700. roquHe npe HoBe epe npoHaljenoj
y ETnonuju (11eBo) u caBppemeHna Bep3uja urpe (1ecHo)

BbpojeBnu cuctem xoju je kopumrheH y ETHonuju, 3acCHOBaH je Ha rpuykoM andadeTckom
OpojeBHOM cucteMy. Y moMeHyToM AkcymMckoM LlapcTBy roBopuiio ce ru3 (re3) je3ukoM U mucaio
ce ru3 anpaberom. Hajcrapuju cauyBaHu TparoBu €THONCKE MUCMEHOCTH JIaTUpajy U3 9. Beka mpe
HOBE €pe, JIOK Cy HajcTapUju cauyBaHU HATIMCH Ha TU3 andadety u3 7. Beka Ipe HOBE epe.
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CakoMm ciioBy ru3 andadera JA0/eJbUBaHU CY pelloM jeHOIU(ppEeHH OpOjeBH, a 3aTUM U
,,OKpyrim® meouudpenn 6pojesu (o 10 1o 90) u Ha Kpajy jeaHo ciaoBo 3a 6poj 100. 1 Ty crajemo,
nckopuniheHo je ceera 19 ox ykymHo gak 231 cinoBa ru3 andabera. [IpaktnaHo Ty ce 1 3aBpiaBa
CIIMYHOCT ca TPYKUM aii(pabeTCKUM CHCTEMOM, alh W Cca CBHM JAPYTUM CHCTEMHMa KacHUje
MIPOUCTEKIIUM U3 Hera ( a TO Cy jeBPEjCKH, €rHIaTCKO-KONTCKH, adjaa-aparncku u hupuinaau
OpojeBHHU cucTeM). JIOK Cy OCTaau CHCTEMH AOC/bUBaIM ciioBa u cTtotuHaMa (oa 200 1o 900),
CTHOIICKH TU3 OpOjeBHH CUCTEM Te OpojeBe 3amucyje Ha cienehu HaunH €@ (jeqaH mopen Ipyror
cumbomuma 3a 2 u 100, ogaocHo 2-100 = 200) u tako peaom. Jasse, 6poj 1000 je 3ammcuBan Kao
I¢ (10*100=1000). 3arum 10000 je 3amucuBaHO IBOCTPYKMM cumOosiom 3a 100 , PP
(100*100=1000). 3a 3ammc ©Opoja 100000 kopumhena cy Tpu cuMOboga 1PP
(10*100*100=100000).

16 B L 0/ &2 I T U
0 1 70 %37 F& T
waE
x10.000 QP

['m3 je3wk ce maHac KOPUCTH CaMO Kao JIMTYPTHJCKUA J€3UK IMPaBOCIABHUX IpPKaBa y
Etuonuju u Eputpeju. [lok je cnyx6enu jesuk y ETnonuju ox 12. Beka 10 JaHaC aMXapCKH je€3HK.
IIpenackoM ca ru3 jesuka Ha aMxapcKu, 3aJp)kKaH je Tu3 andaber anu ¥ ru3 OpOjeBHU CHCTEM.
BpemeHoM jaBuiie cy ce HOBHHE Y 3allCHBaIby, YIIIaBHOM o1 yrunajema u3 Espone. Ila je Tako
yBeJieH HOBH cum6Oon ‘fi,' mTo je 3anpaso ckpahennna 3a 1000 Ha aMXapckoM je3uKy (OHOCHO
CJIOBO KOj€ O3HauaBa MPBU CJIOT PEUM XUJbay). 3aTUM j€ YBEJEH M CUMOOJ 3a Hyrmy. Te manac
MOCTOj| MPEJYIOT J1a ce T3 mudpe KOMOUHY]Y ca CABPEMEHUM HJIH]CKO-apariCKUM TMO3UITHOHUM
chUcTeMOM (3ampaBo Taj XUOpuAHM OpOjeBHH cUCTeM ce Beh MOBpeMEHO KOpPHUCTH, alu HHje
CTaHJAp/IM30BaH y OBOj BEJIMKO] Tl CHPOMAIITHO] 3€MJbH).
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3aparak 2.8.1. (UerBpTH paspen, /JlonatHa HacraBa-gemmmdpoBame OpojeBa H
pauyHnckux omepanuja) Koje OpojeBe mpencraBibajy ciaeachu cumMO0IM y E€THOICKOM TH3
OpOjeBHOM CHUCTEMY:

Pememwe 3anaTka 1.8.1. a) 11 6) 16 B)22 1)75

3amarak 2.8.2. (UerBptum pa3spen, JonatHa HacTaBa-gemmgpoBame OpojeBa H
pauyHckux onepauuja) [lornenaj car u u3padyHaj koje Bpeme y Etnonuju ox nokasyje. Hou
JIaH Y TOj 3eMJbH IOYHIbE J]a Ce padyHa o] 6 caTH MPENOHE 110 HAIlleM HAauuHY MEperha BpeMeHa.

Pememse 3agaTka 2.8.2. Ako je y nutamy AHeBHUX 10 yacoBa u 10 MuHyTa OHJA j€ TO
3ampaBo 16 yacoBa u 10 MUHYTa 110 ,,HaIIeM"* HAUUHY Mepema BpeMeHa. Ako ce paau HohHux 10
gacoBa u 10 munyTa, oHAA je To 4 u 10 paHo yjyTpy.
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2.9. Unamnjcko-apancku OpojeBu

Ha kpajy 1051a3uMo0 /10 Halller caBpeMeHOT mo3uInoHor cucreMa ca 10 mudapa (1, 2, 3, 4,
5,6,7,8,9, 0). OOM4HO KakeMO J1a KOPUCTUMO aparicke mudpe, aim oHE 3ampaBo MOTHUY W3
WNunmje. OBaj AekaaHU CHCTEM ca HYJIOM HAcTaje Kpajem 7. BeKa HOBE epe W IMOTHCKYje cTape
uHIMjcKe Opaxmm OpojeBe Koju cy Owimm y ymoTpeOu on 3. Beka HOBe epe. I[lo Hekum
UCTOpHYApUMa MaTeMaTHKe ,,aparcku’” OpOjeBHU CHUCTEM ce MpBO IMojaBuo y WHIOKUHM
(Kamboua) u Unnonesuju, a 3atum y Munuju. buno kako 6uno, oBu 6pojeBu Cy ce y3 HEe3HaTHE
MIPOMEHE IUPWIIH OJ] KCTOKA Ka 3anajy. HakoH ucroka MHIUjCKOT MOTKOHTHHEHTA, IIUPE ce Ha
3amajl IOTKOHTUHEHTA, 3aTUM UX npuxBara [lepcuja, npeko Apana ctuxy y EBpony, onakie cy
CE paLIUPUIIH TT0 EBPOIICKUM KOJIOHUjaMa IMPOM CBETA.

Bpaxmu 6pojesn —=[=|+|,rle |25 7
XuHaY 6pojesm o |23 |¥|ulc|o|c]|
Aparncku 6pojeBu clYIY I Y lslolalVvIALlA
Cpeamwosekosit | O | T (2 |3 Q| ¢| 6| A |89

SEEEI: 0[1]2(3|4|5|6]7]8]9
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MyciMMaHCKH CBET c€ yIIOo3Haje ca OBUM OpojeBuMa y 9. BeKy
HOBE epe, Kajua ce y barmamy npeBoau WHAMJCKO acCTPOHOMCKO JIEIIO
,CHHIXUH KOj€ YBOJH UH]IUjCKY apUTMETUKY Ca FheHUM HyMEPHUYKUM
CHCTEMOM. 3a JlaJbe MIUPEemE ,,apanckux’’ OpojeBa 3acirykaH je BEeIHKH
MaTeMaTH4ap ¥ acTpoHOM u3 9. Beka, Myxamen nu6H Myca e Xope3Mmu.
Pohen je y Xope3my (manac Y3ebOekucraH) a )KkuBeo U paauo y barmamy
(m Xopesm u barman cy tama nenosu Ilepcuje). Kao unan 6armancke
Akazemuje Hayka Hammcao je neno ,,Pauyn ca Xunmay OpojeBuma’ . anMBﬂ
Kachuje je oBa Kmura mpeBelcHa Ha JIATUHCKU TI0J] HACIOBOM éanb-XDPemu
,,Algoritmi de numero indorum “, mTo je 61O JIoII MPEBOJ HACIIOBA ,, ATl :
Xope3Mu 0 HHAMJCKUM OpojeBuMa”. YOp30 ce ped aaropuram ojgomMahuiia 3a HAaUWH padyyHama ca

|

HOBHM OpojeBMMa, caja Beh Ha3BaHMX aparcKuM, a HE MHIUjCKUM. XOpE3MH je CacTaBuo H
HA/IaJIEKO IMO3HATe aCTPOHOMCKE Ta0JIUIIE y KOjJUMa j€ 00jeIMHIO TPYKU U MH]IU]CKH ACTPOHOMCKH
cucreM. Mnak, apancku mMareMaTH4apyd M acCTpPOHOMH CIIOPO Cy MpPHUXBATalld MHAWjCKE mudpe.
Hexu on mux y 11. Bexy O6pojeBe numry cioBuma. Kako cy ce aparncka MmareMaTHKa U aCTPOHOMH]ja
pa3Bujalie yraiaBHOM Ha IpukoM Hacuel)y, cBe Bpeme je y ynoTpeOu u rpuku andadercku OpojeBHU
cucreM. U To He camMo y MpeBogMMa TPUKKMX aCTPOHOMA M MaTeMaTh4dapa, Beh u y HOBUM Aennma.

EBporubanu ce y cpenmeM BeKy cycpehy ca ,,aparnckum OpojeBuma‘, mpeo y llnanuju koja
BEKOBMMa Ouia moj aparckoM Bnamthy, a 3atum u y Wrammju, ®paniyckoj uta. Mehyrum,
030MIbHM]jA yIIOTpeba 0BUX OpojeBa movmmbe o011 15. Beka Kaja ce ¥ eBpoIicka MaTeMaTHKa Oyiu U3
IYTOT CPEIHEBEKOBHOT 3UMCKOT CHA.
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3. EparocTen n pauyname o0umMa 3eMibe

Eparocten u3z Kupene 6uo je rpuku maTtemaTtuuap, ajiu u
acTpoHOM, reorpad, MECHUK W arieTudap. buo je moszHat mon
HAIMMKOM ,,beta® (1ITo je mpyro ciioBo rpukor andabdeTa 1 03HaKa
3a Opoj nBa y andaberckom OpojeBHOM cuctemy). Hamumak je
I00MO jep ce y MHOTMM o0JiacTiMa Kojuma ce 0aBuo, cMaTrpao
JPYTUM YOBEKOM Y TaJallikbeM I'pukoM cBeTy. Pohen je 276. m. H.
e. y Kupenu, jeaHoj ox mer rpukux KOJIOHMja Ha TEPUTOPUjU
nanauime JIubuje. lllkonoBao ce Hajnpe y AlleKcaHAPHUjH, 3aTUM Y
Atunu. Benuka mowact My je ykasaHa kazxa ra je Iltomomej -
Eyeprer, Bnagap [1tonomejckor Erumnra, moctaBuo 3a ynpaBHUKa AJEKCaHIPU]jCKE 6H6J1H0Telce
Haj3HAYajHUje HAYy4YHE U 00pa30BHE MHCTHUTYIH]jE TOT BpeMeHa. Y Ty0OKOj CTapOCTH je OCIIeTeo,

ympo je y Anekcanapuju 194. roguse npe HoBe epe.

Bemy ce mpumnmcyje cucteM 3eMalbCKHX KOOpAMHATa 3aJaTHX IMoMmMohy 1Ba yria
(reorpadcka mupuHa U reorpadceka ayxuna). M3paauo npBy mamy Tajna no3saror csera (Espomna,
A3zuja u Adpuka) Ha K0joj je KOPUCTHO Tapajiene u MepHUinjaHe.

AnekcaHgpujcka 6ubnunoreka, caBpemeHa unycrpaumja
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VY MaTemaTuI| je HajIio3HaTHju 10 EpaTOCTeHOBOM CHTY, METOIH 32 Pa3/iBajambe MPOCTHX
on cinoxkeHux Opojesa. Iloctymak ce cacroju y cineachem: ucnumny ce cBu OpojeBu oa 2 10 n,
MOYEBIIU O] IPBOT Opoja HA CHHUCKY, Opoj JBa, MPEIPTajy Ce ca CIUCKa CBU OpOjeBH ca JiBa U
ynuine ce (3a0KpyXH ce) BOjka Kao MmpocT Opoj. 3aTuM ce MOHaBJha MOCTYMAK ca ciienehum
HempenpTaHuM opojem m. Jlakie, mpenprapajy ce CBU OpojeBH J€JbUBH Ca M, a OH caM Ce 00eTIeKHI
kao npocT. [lopen oBor mocroju U ePUKaCHUjU AITOPUTaM 3a MPOBEPY Ja Ju je oapeheH Opoj
mpoct. M3 pasmarpama MoxkeMo n3banuTu napHe OpojeBe Behe oa 2 jep Cy CBU OHH CIIOXKEHH.
Tako je mpBu Opoj umje canpkaoue Tpaxumo 3, a He 2. IlocTymak mpenpraBama OpojeBa
noynmeMo 071 m? jep cy cu 6pojeBu Mamu o1 m? Beh m36pucanu. Ynum Hahemo mpoct 6poj m
Takas Ja je m?>n nemamo notpely 3a qajbuM OpucameM. CBU IpeocTanu 6pojeBy cy IpocTH (y
Jlonatky he OUTH BHIIIC peUd O OBOME).

13
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2
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W3zwmelyy ocranor, EpaTocTeH je, Ha Beoma IOBUTJbUB HAYHH, U3MEPUO OOMM 3eMIbE TOINHE
212. n.H.e. buna my je mo3Hara ynmbeHuIa Aa 21. jyHa CyHUeBH 3pally 11a1a]y MOl IPaBUM yTIIOM
y rpany Cujena (manac Acyan) Ha jyry Erunta. Ucror nana y rpagy AnekcaHIIpuju, Ha C€BEpy
Erunra, cyHueBu 3pauu naaajy mon yriom on 7°12°. Takole Ouio My je TO3HATO pacTojambe
u3Mel)y oBa jiBa rpaja u oHo je 6mito 5000 cragua ( Herae oko 800 km). Y Crapoj ['pukoj ayxuHa
ce m3paxkaBajia y CTajinama, jeJlHa CTaua je mpejicTaBbaia Iy KHHY OJMMITH]CKOT cTaanoHa. Kako
Cy ce CTa/IMOHH Pa3JIMKOBAJIH O]l Ipajia JI0 Tpajia, u OBa jeJIMHUIIA HUje OMila CACBUM YHUBEP3aIHA.
Crapu ['pum cy umanum Jtocra npemmsHe MoAaTke O yaaJbeHocTUMa n3Mel)y MmojeIMHIX rpaoBa.
JHobap neo Bojae 00yke y Crapoj I'pukoj cacTojao ce y BexOH Mapiiupama y OKBUPY dajaHre.
Xommtu cy Owin yBexkOaHU J1la CBH HMCTO KOpauajy,... lla ma Buammo kako je Eparocten

HMCKOPHUCTHO T€ MOJATKE J1a OJIpear 00UM 3emMIbe.

——

Cauxa op. 1

Ha cnunm Op. 1 obenexxuu cmo ca O uenTap 3emibe, ca A rpaj Anekcanapujy, a ca S rpan
Cujeny. Ca a mpaBy Koja IIpeJICTaB/ba CyHUIEB 3pakK KOjH JI0JIa3u y AJleKcaHIpH]y, b je mpaBa koja
NPEJCTaBJba CYHUEB 3paK KOjU IO/ MPaBUM yriioM joja3u y Cujeny. 300T BeIHKe y/1abeHOCTH
CyHua on 3emibe, MOKE c€ MPETIOCTaBUTHU JIa Cy 3pallil MapaJIeIHU, T€ BaXH J1a j€ a MapaJieIHO
ca b. Yrao a je yrao moj Kojum CyHYEBH 3pany naaajy y Ainekcanapuju 21. jyHa, Kao mMTO CMO
PEKIIM Ha MOYETKY mherosa mepa je 7°12°. Ca B cmo obenexunu yrao unju cy kpauu npase OA u
0S. Cal cmo oGenexumu nyk AS, 0THOCHO pactojame u3Mel)y Anexcanapuje u Cujene.

[TpBo hemo na younmmo na cy yrioBu o u [ MOAYIApHHU jep Cy YIJIOBH ca MapajielIHuM
Kpanuma (1o jefaH Kpak UM ce Hajasu Ha npaBoj OA, a apyru map oaroapajyhux kpakoBa
MpeJCTaB/ba CyHYEBE 3paKe Koju cy mapanennu mehycobuno). Ila umamo na je a = p=7°12’.
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Pactojame on Anekcannpuje 10 Cujene Ham je mo3Haro 1 = 5000 cragmua. Yrao B je
[EHTPATHHU yTrao Haxa aykoM l. JacHo je na he nyk 1 mpema o6umy 3eMibe OJJHOCHTH UCTO Kao yrao
B mpema myHom yruy (yriry ox 360°). OqHOCHO:

1 _7°12

odum3emme  360°

Kana omasne uzpazumo obum3emibe, 1001jaMo:

360°
7°12’

obuM3eMibe =

Kako Ham je ] mo3HaTo, 3aMEHMMO Ta y jeTHAKOCT:

360°
7°12’

obum3eMibe = - 5000 cramua

obuM3emsbe = 50 - 5000 cragua

obuM3emsbe = 250 000 cragua

Haxne, moounu cmo ga oouMm 3emsbe u3Hocu 250 000 cragua. Kao mo je Ouno peun,
cTajaua Huje Ouila cCacBUM YHUBEp3aJHa JeAMHULIA, Jep ce JYKHHA CTaJUOHA Y TPUKUM IpaloBUMa
pasnukoBana. CBaku cTaguoH je 6uo ayragak 600 crona, MmehyTum crone cy ce paziaukonaie. [1a
J€ TaKo CcTola y TPYKUM TMOJIMCUMa y3uMalia BpeIHoCT o011 262 mm /10 308 mm, BaBUIIOHCKO-
nepcujcka je uMana 327 mm, a gennvancko-erunarcka yak 349 mm. Ilpernocrasiba ce na je
Epatocten KopucTHO WM ajeKcaHapujcky craguy (157 m) jep je KuBeo W pajuo y
Anekcanapuju, wim atnduky craany (185 m) jep je atmuka croma (308 mm) Ouna yoeapuBo
HajpacnpocTpamennja Mehy ['pruma. Mako je ctannon y Onumnuju 610 HajlIO3HATHJU Y aHTUYKO
BpeMe, Majio je BepoBaTHO Ja cy Eparocren u I'puu y Erunty KOpuCTHIN ONMMIIHN]CKY CTaauy
(175 m). Takolhe roToBO MOTIYHO MOXKE Ja c€ UCKIbYYH Jia je EpaTocTeH KOPHUCTHO eruIaTcKo-
(heHnYaHCKH CHCTEM Mepa 10 KOMe je cTomna u3Hocwia 349 mm a camuM TUM cTajgua Ou umana
npubmmxao 209 m. Ako je kopumheHa anekcanapujcka craaua (157 m) taga obum 3emibe
n3rocu 250 000 craama, ogaocHo 39 690 km, mTo npencrasiba rpemky o camo -2 % .

VY cBakoMm ciyuajy HEBepOBaTHA je MPEIM3HOCT Jo0ujeHor pe3ynrara. Mehytum u mopen
Tora oBaj EpatocTeHOB pe3ynraT HMje ommTe nmpuxBaheH mel)y crapo-rpukum reorpapuma u
00pa3oBaHUM JbYAMMa TOT BpeMeHa. JeAHOCTaBHO cMaTpalii cy 1a je EpaTocTeH nperepao, u aa
je 3emspa Mama. ['priuma cy y To Bpeme Ouii MO3HATH BEIHMKH J1enoBU EBpone, A3zuje u Adpuxke,
a oret To je Omio Mame o1 15% noBpiune 3emibe Kojy je Eparocten nzpauyHao.
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Hexux 150 roguna mocine Epatoctena, jeqan Apyru rpukd reorpad je MOHOBHO HCTH
excriepuMeHT. To je 6uo Ilocejmonuc ca Pomoca (135 m.H.e.-51 n.H.€.), HETZIE y IUTEpaATypH je€
noMumaH u kao [Icejnonnc n3 Anameje (aHTUYKH TPUKH Tpajl HA TEPUTOPHjU AaHammke Cupuje).
OH je momao o YMEEHUIIE N1a je yAaajbeHOCT u3Mmel)y octpBa Pomoca m Anekcanapuje 3750
cTagua. 3aTUM je WU3BE0 MCTH MpopadyyH kKao mTo je EparocreH 3a myk on AlekcaHapuje 10
Cujene. Ilocejmonuc je mobwo na je oomm 3emsbe 180 000 cragma, mTo je OMO MHOTO
HENpenM3HUjU pe3ynrTar, anu je 6uo ommre npuxBahen. M nyro je oBaj a He EparocteHoB
pe3yaTar cMmarpaH Kao TadaH. JenaH O] IIaBHUX KpHUBAIla 3a TO je TPUKH reorpad u acTpoHOM
Knaynuje IItonomej koju je y cojoj “T'eorpaduju’ daBopuzoBao Ilocejmonuca y omHocy Ha
Eparoctena. ['eorpadcka u actponomcka aena Kimayauje I1tonomeja 6mia cy onmmre npuxaheHa
U KacHHUje y aparckoj CpeIeBEKOBHO] KYJITYPH, a Y BpeMe peHecaHce cTuriia cy u 1o Esporme.
3anumibkBo je n1a je Kpucrogpep Konym6o kpenyo y Munujy Homen npopauyHoM na ce Muauja
HaJla3u ca Jpyre crpaHe Atnantuka. Taj mpopauyH je Ouo 3acHoBaH Ha I[locejmoHHCOBOM
HorpeurHom pesyatary ja je ooum 3emsbe 180 000 cranua, mro je roroBo 30% Mame of rpase
BPEIIHOCTH.

3anarak 3.1. (Iletu pa3pen, Yrao) Axo je a || b, u ako je yrao a = 15°30’ , ogpenutu
Mepy HEIo3HaTor yria f ca CiauKe

a

Pememe 3apaTka 3.1. Yrao 8 je Takohe jeanak 15°30’ jep cy yrioBu o u 3 yriioBu ca
napajyieIHuM Kpamuma (1 06a cy omrpa).
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3anarak 3.2. (Ceqmu paspen, Kpyr) I'pax Pyma ce nHanasu Ha 45° ceBepue reorpadceke
mmpuHe. AKo je mo3Haro aa je ooum 3emibe 40 075 km , onpenu:

a) pacrojame oJ rpajga Pyme no Cesepror mona (90° ceBepHe reorpadcke mupuHe)

0) pacrojame oj rpana Pyme o Jyxxuor nona (90° jyxue reorpadcke mupuHe)

Pememe 3agaTka 3.2. a) Yrao o = 45°, Tpeba Ham pacTojame rpaga Pyme og CeBepHOr

noJia, o3Haunhemo ra ca l. J/lobujamo cnenehy jemakaoct:

1 45°

oduM3eMJ/be - 360°

45°
360°

1 = osum3emme -

1 = osum3emme - g

l=40075km%

1 =5009,375 km

0) Yrao a = 45°+ 90° = 135°, tpeba Ham pactojame o Pyme 1o JyxxHor nosa, o3Haunhemo ra
ca l. CimuHO ka0 y mpeTXO0HOM MPUMEPY JT00HjaMO jeTHAKOCT:
1 _135°

odumM3eM/be - 360°

135°
360°

1 = osum3emme -
1 = osum3emme - E

3
l=40075km‘§

1 =15 028,125 km
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4. ApucTapx U padyyHame BeJIMYMHA U Y1aJbeHOCTH
Cynua u Mecena

Apucrapx ca Camoca (310. m.u.e. — 230. m.H.¢€.) je 610 rpuku
MaTeMaTHdap u actpoHoM. buo je yuenuk Ctpatona u3 Jlamrcaxa,
ynpaBHUKa Apucrorenoor Jluneja y Atunu. Mehytum cmarpa ce
na ce Apuctapx Huje oOpa3oBao y ATuHH, Beh y Anekcanapuju y
kojy ce Crparon mnpecenuo u 287. I.H.e. IOCTa0 YIPaBHUK
tamommer Jluneja. KacHuje je Apuctpax cTtBapao y Kpyry
Anekcanapujcke oubmmoreke. O BETOBUX pajioBa HUjE€ MHOTO TOTa
cayyBaHO, alld M TOCPEIHO MOXXEMO HACIYTHUTH J1a C€ PaTWIo O
BEJIMKOM MaTeMaTH4yapy W acTpoHOMy. BUTpyBHje, ClIaBHU pUMCKH
apxuTekTa, yOpaja Apucrapxa Mel)y Belauke MaTemMaTH4yape H
npoHana3aue, pame y3 pame ca EpatocteHom n Apxumenom. Jenan
O]l BEIMKMX ApHCTapXOBUX MpOHaNa3aka, koje moMume Butpysuje,
j€ CyHYaHH caT y 00JIMKY TOTYJIONTE 0 KOME Ce JJaHAC HUINTA HE 3HA.

[Tpemaa je u npe mera 6mito I'pka Koju cy 3aroBapajin XeauoueHTpHUuHU Mojienn CyH4YeBor
cucreMa, ApHucTapx je ocTao ynamheH Kao MpBU YOBEK KOjH j€ U3HEO jaKe apryMeHTe KOjU Uay Y
npusor oBoM Mojeny. Ctauo je CyHIe y LIeHTap, U OKO Hhera IPaBUIHO PAacllopeino IUIaHeTe.
ApuCTapXOB XETHOLEHTPUYHU MOJIEN MOHOBO je HakoH ckopo 1800 ronmHa 0XMBEO MOJHCKH
actpoHoM Hukona KonepHuk, a pazpaano u npomrpruo HeMaykl MaTeMaTuyap 1 aCTpOHOM JoxaH
Kemnnep.
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JenmHO ApHCTapXxoBO JIENO Koje =8 MPQ”“’“*‘”“’*“M?"“"‘“W“““”“?’““"
Neopt 3-y~rov-6w-u. ﬂ'""'t"‘““"’“l’w'nlag.xwyeywst

wé-gw-r-lw'w‘ikarélm pubysrizhy wé,}oywé"vuka(
BEJIMYMHAMA U YAaJbeHOCTHMA®, y KOME i sy ounHeTEle SE ¢

je wuspauyHao gmmensuje CyHma wu
Mecena, ka0 ¥ BUXOBY yJaJbEHOCT O]

j€ y LeTocTd cadyyBaHO HOCU Has3uB ,,0

3emube. KacHuje cy aeno npenucuBaim u
ymMHOXkaBainun Apanu. Jlok cy ce
EBporubanu yno3nanu ca wmuMm  1488.

Kaga ra je Ha JIaATHUHCKHU IIPEBEO

. ngmuwvu(m.n umwuwrh—aswpac-opéwn
utanujaHckn  Maremarnyap  bBophuo 2 T3t et o v e fiks é-;yko
Baia. whpoe V‘}‘P”“f’?!%ﬂ’“xﬁ'rwxgtﬂ

Apucrapxos pag, 13 3. BeKa Nn.H.e. Ha konuju 13 10. Beka

Apucrapx je mocmarpao Tpu crenupuyHa pacropena 3emube, CyHma u  Mecema
MpeJIcTaB/beHa Ha CIIMKaMa o3HaueHUM OpojeBumMa 1, 2 u 3. 3emsby cMmo obenexuinu ca Z, Mecen
ca M u Cynue ca S.

Cyane ~
3emiba

Cnuka 6p. 1

IIpBu pacnopen nHedeckux Tena (IlpBa roamna cpeamwe mkose, TpuroHomerpuja
npasoyrJior Tpoyriaa): Ha caunum 6p. 1 npeacraBibeH je pacnopesl OBUX HEOECKUX Telna Kaja je
TA4YHO TOJIa MECEUYEBOT JMCKA OCBETJbEHO. Tajga youaBamo mnpaBoyriu Tpoyrao SZM , mpas yrao
je xox Temena M. Yrao kox temeHa Z hemo o6enexuTu ca ¢ . Yrao ¢ je yrao Koju 3akjanajy
3painu MOBYYeHH 01 TocMaTpada npema CyHiry, omHocHO Mecelry. ApucTapX je u3Mepuo J1a je @
= 87°, wTo Huje Omno motnyHo TayHo. Jlanac 3Hamo na je @ = 89°51'. Cama moxemo na
HaIHILIEMO jeTHAKOCT:

SZ
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Kocunyc omrpor yria y mpaBoyrioM TPOYIJy jeHAK je KOJUYHUKY OJIMKE KaTere U
XUTIOTEHY3E .

Kako Ham je ¢ mo3naTo numamo Ja je:

MZ MZ .
57 = €O 87° (omHOCHO aKko yOalMMo TayHy BPEIHOCT 57 = €O 89°51")

MZ 1 MZ 1
— =— (OJHOCHO TayHa BPEIHOCT OU OmIa — = —)
sz 19 SZ 400

Haxne, Apucrapx je no6uo na je MZ (ynaseenoct Mecena o 3emibe) 19 myra mama o SZ
(ynassenoct Cynma ox 3emine). [IpaBu omHoc Te nBe ayxune je 400, koju HHje noOHjeH 300T
MOTPEITHO U3padyHaTor yria . Mmnak, kao mro hemo kacHHje BUAETH, OBA MOrPEIIHA BPEIHOCT
HUje MPEBHIIE YTUIAIA HA KPaAjibH PE3yJITar.

OBne Tpeba Harmacutu Ja ApHCTapX HHje T[O03HaBao Tpuronomerpujy. Ouem
TpuroHomerpuje cmatpa ce Xumnapx ca Pomgoca (190. m.H.e. - 120. 1.H.€.) KOju je HAaIIpaBHO MPBE
TpuroHomerpujcke Ttabiwuie. [lakie, Apucrapxy HUCY OWIM TIO3HATH HU CHUHYC M KOCHHYC.
Mehytum, MU OBJle KOPUCTUMO TPUTOHOMETPHjY 300T OUMIIICAHOCTH jep je Hama OJMKU TaKaB

IIPUCTYII.

Jpyru pacnopen Hebeckux Tesa (IIpBa roquna cpeame mkodie, Coimunoct): Ha cimmnm
Op. 2 mpuka3zas je pacnopen Mecemna, 3emsbe u CyHIIa IPHUIMKOM MOTITYHOT oMpadera CyHIa.
[Monynpeunnk Cynma SS1 nmasse hemo o3nauaBaru ca R(S), nox momynpeunnk Meceria MM1 ca
R(M).

Cnuka 6p. 2
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Youumo npasoyrie Tpoyriose SS1Z u MM1Z. Ouu cy ciiuynu jep cy yriosu S1SZ u MiMZ
paBU. 3aTHM UMajy 3ajeTHUYKH yrao KoJ TeMeHa Z, yrao SZS1 ogaocHo yrao MZMi1. Yuwm cy aBa
napa ojrosapajyhux yriosa y TpoyrioBuma nojyaapHu, 1 Tpehu nap yriosa he 6utu noayaapas.
W3 cnmuyHOCTH OBa J1Ba TPOYTJIA CIIEE jeTHAKOCTH:

R(M) _R(S)

MZ  SZ
OJHOCHO

R(M) _ MZ

R(S) SZ

OpHocHo monynpednuk Mecena u nonynpedauk CyHIa ce 0JHOCE MCTO Kao YAaJbeHOCT
Mecemna ox 3emibe u yaasbeHocT CyHia o 3emibe. To je pasior 300r vera cy, TiieJjaHo ca 3eMIbe,
MeceueB u CyHueB IUCK jeIHAKU. ApHCTapX je U3padyHao JAa je yrao noj kojum ce Buau CyHuen
0JTHOCHO MecedeB JIMCK HerJie OKO IoJia creneHa (TauHa BpeaHoct je 32"). Mehyrum taj mogarak
HaM je BUIIIAK, U HHjE HAM HEOIXOJIaH y JajbeM Pay.

Tpehu pacnopen nebeckux tesa (Ilpsa roguna cpeamwe mkose, Canynocr): Ciuka
0p.3 mpencrasiba pacnopen Mecena, 3emibe u CyHIla NpHiIMKoM nmompadema Mecena. Orie je
OWTHO HAITACHUTH Ja je ApucTtapx nmocMatpajyhu mompademe Mecera 3aKk/byqno J1a CeHKa KOjy
3emspa Oana Ha MeceueB AMCK MPUIMKOM NOMpayema MMa JiBa IyTa Behu momymnpedHuk on
Mecena (Taunuja BpeAHOCT OM Omiia OKO JIBa M MO MyTa). TO je 3aKJby4HO TaKO IITO j€ MEPHUO
BpeMe Koje npohe o moyeTka momMpauema Mecerna 10 TpeHyTka 10k Mecer nmotmyHo He 3ahe y
3eMJbUHY CEHKY. 3aKJby4HO je Ja je TO BpeMe MpUOIMKHO jeJJTHAKO BpeMeHy Koje Mecell mpoBeze
y 3eMJbHHO] ceHIM (0J] TpeHyTKa MOTIYHOT IOMpauema 10 TpeHyTKa kaaa Mecen mouHe jaa
n3J1a3u U3 3eMJbUHE CEHKE ).

Cnuka 6p. 3
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Ca l = S1A cmo obenexwin paznuky noiynpeunnka CyHIIAa W MOJYNpEYHUKa 3eMibe,
OJITHOCHO:

1=S1A=R(S) - R(Z)

Hyx MC je nonynpednuk 3eMJbHHE CEHKE, U BUAEIH CMO Ja je OH MPUOIMKHO JBa MyTa
Behn on momynpeunuka Mecena, ognocHo MC = 2R(M). yx BZi npexacraBma pazinuky
IOJIYNIPEYHUKA 3€MJbE U MOJIYIIPEUYHNKA 3EMJbUHE CEHKE, OTHOCHO:

BZi=R(Z) - MC= R(Z) - 2R(M)

Hame younmo mpaBoyraoHuk SAZiZ npu yemy je AZ1 = SZ. Hcto Tako u y
npaBoyraonuky BZMC 6uhe BC = MZ.

3arum youumo tpoyrioe ASi1Z1 u BZ1C. Onu cy cnmuHu jep cy yriioBU Koj TeMeHa A
onHocHo B mpasu, a yrnosu AZ1S1u Z1CB cy yriosu ca napanenHum kpauuma. M3 cnuunoctu 3a
OBa JIBa TPOYIJIA CIICIH:

AS1 _ AB
BZ1 BC'

Kao miro emo Buaenu AB u BC cy 3anpaBo ynamenoct Cynna (SZ) omHocHO Mecena
(MZ) o1 3emine, ma hemo 72 UX 3aMEHUMO Y j€THAKOCT:

ast _ sz
BZ1 MZ’

Hyxu AS1 u BZ1 cmo Beh uzpasmim npeko nonynpeunuka Cynna, 3emibe 1 Mecena, na

no0ujamo:

R(S)-R(Z) _ SZ
R(Z)-2R(M)  MZ '’

Beh je peueno na ce ynasseHoctu CyHua u Mecena o 3eMJbe 0JJHOCE HUCTO Ka0 BUXOBU
MOJIYTIPEYHUIIH, 1a he jeHaKOoCT Ja riiacu:

R(S)-R(Z) _ R(S)
R(Z)-2R(M) R(M) °

Ananmusupajyhu cnuky Op. 1 Bugenu cmo aa je rienano ca 3emsbe Cynne 19 myra mame
Hero Mecerl. A Ha OCHOBY OHOTa IITO je IMOKa3aHO MPHIIMKOM pacropena HeOecKnux Tena Kao Ha
cnunu Op. 2 cienu Aa je u nonynpeunuk Cynua 19 myra Behu ox momynpeunuka Mecera.
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19R(M) —R(Z) _

R(Z) — 2R(M) 19

19R(M) — R(Z) = 19R(Z) — 38R(M)
20 R(Z) = 57R(M)

R(Z) ~ 3R(M)

Jakne, mobuian cMo 1a je 3eMJbUH MOJYNPEeYHUK MNpUOIMKHO Tpu myra Behu on
MeceueBor. To je mocta 01M3y UCTUHH, jep je 3eMJbUH MOJIYIMPEYHUK 3ahCTa CKOPO TPOCTPYKO
Behu ox MeceueBor. MIHTepecaHTHO je Ja Ou ce TOTOBO MUCTH PE3yJTar A0OHMO Ja CMO y HM3pa3
YBPCTUJIM TauHy BpeIHOCT 3a ofgHoc ynasbeHoctu CyHua u Mecena. OHOCHO Ja cMo ymecto 19
y u3pa3 yBpcruin 400, oner OucMo T00mIu pe3yaTar Ja je 3eMJbHH MOTYIPEYHUK OKO TPH ITyTa
Behu o1 MeceueBor.

400R(M) — R(Z) _
R(Z) — 2R(M) 400

400R(M) — R(Z) = 400R(Z) — 800R(M)
1200 R(Z) = 401R(M)
R(Z) ~ 3R(M)

[TomrTo cMo u3pasmim MeceueB MOMYNPEUHUK MPEKO MOIYIpedHUKa 3eMJbe, jacHO je Ja
Ha OCHOBY IPaBOYIJIMX TPOYIJIOBA, NMPHUKA3aHUX Ha CiAMLIU Op.3, MOXKEMO M3pa3uTH OCTaje
CTpaHUle MPEKO 3€MJbUHOT MOJIyNpeYHHKa. Y mpaBoyrioMm Tpoyriy MMiZ no3natu cy Ham

kareta MMi=R(M) = % R(Z) wu yrao MZM1= % B (yrao B je yrao moJ KOjuM ce BHJIM CYHUECB

OJTHOCHO MECeueB JHUCK W U3HOCH HETJe OKO IoJIa cTerneHa). Takohe Ham je mo3HaT KoeuIujeHT
CIMYHOCTHU TpoyrioBa ZSS1u ZMMi1 u on u3znocu 19 (tauna Bpeanoct 400).

Apucrapx je Tako TMpeKo TMOoJIypeuHuka 3emisbe u3paszuo cneaehe 4 BenuunHe:
nonynpedHruk Mecena, nonynpeunuk CyHia, yaajbeHocT Mecena o1 3emibe U ynasbeHocT CyHia
on 3emsbe. [a je momynpeunnk 3emibe oko 6000 km, caznano ce 212. roauHe 11.H.€. 3aXBajbyjyhu
Epatocreny. Apuctapx je ympo Hewro panuje, 230. m.H.e. ¥ HMje My OMO MO3HAT OBaj MOJaTaK.
Mehytum ako OMCMO Ta UCKOPUCTWIIM M YBPCTHIIM Y OHO IITO je ApHCTapX H3padyHao J0OWIH
oucmo na je nonynpeunuk Mecena R(M) = 2000 km, a ynaseenoct Mecena ox 3emsbe 230 000
km. HapaBHo, kao mTo je Beh Omio peud, yBek IOCTOje pe3epBe Kajga ce CTajue MPeTBOpe y
KIJIOMETpE, 300T yHUBEp3amHoCcTH cTaaue. Beh kacHuje oBa 6pojka he OuTh momnpassbeHa.
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Xumapx (190. mu.e. — 120.m.H.e.), Hajeehu actpoHom Crape I'puke, HacTaBHO je H
MOTIPaBHO APHUCTAPXOB pall. Y JUTEpaTypu je MO3HAT WM MO MecTy pohema kao Xumapx u3
Huxkeje (anTHukm rpaj Ha ceBeposanaay Mase Asuje), WM M0 MECTy CMPTH Kao XWIapx ca
Ponoca. Tlopen onpehuBama ynasbeHOCTH ApPHUCTAPXOBOM METOAOM, XHUIAPX j€ YAaJbEHOCT O]l
Mecena 10 3emibe oJpenno W MeToaoM mapanakce. JloOmo je ma ta ynasbeHocT u3HOcH 60
noxynpeunnka 3emsbe (MZ = 60R(Z)), mro ca EparoctenoBum 6pojem R(Z) = 6000 km, naje
3anuBJbyjyhe Taunux 360 000 km. OBa BpeIHOCT HHje MOIpPaBJ/bEHA CKOPO J[BA MHJICHH]yMa.
Tex xkpajem XVIII Beka nBa dpanirycka akagemuka, Jlakang u Jlanann, 1oOumu cy pe3ynrar Koju
je Beoma Onm3ak paBoj Bpennoctu o 384 000 km, xonmko je 3aucra Mecer yaasbeH o1 3eMbe.

Ito ce Thue ymassenoctn CyHIa Ty ce jaBWja BeJIMKa Tpeuika 300T MOTPEUIHO
u3padyHaTor yria @ ca ciuke op.1. [1a je mo Apucrapxy, rienano ca 3emube, Cynie 6umno 19 myra
nasbe o Mecena, ymecto 400 myra (ucTH ogHOC BaxkH U 3a nonynpeunuke CyHua u Mecena).
Taj pesyunrar je 6uo noBosbaH 1a ce 3akibydn 1a je Cynue muoro Behe ox 3emibe (R(S) = 19R(M),
R(Z) = 3R(M)). To je HaBeno Apucrapxa Ja MocTaHe 3arOBOPHUK XEIUOLUCHTPUYHOT CUCTEMA.
HNako je 6uno Crapux ['pka xoju cy u mpe Apucrapxa 3aroBapaif XeJIUOLUSHTPUYHN CUCTEM, OH
je MPBU KOjU je U3HEO jake aprymeHTte 3a To. Mmak XelnHoneHTPUYHH CHCTEM HHUje OMO OmIlTe
npuxBaheH, Hu kox Ctapux ['pka, a HU MHOTO KacHHje. JenaH oJ] IJlaBHUX KpuBana 3a To je Beh
nomenyTu Knaymuje IIronomej (100. H.e. - 170. H.e.) UcTO Kao mTo je y cBojoj ,,['eorpacduju”
HeomnpaBaaHo ¢aBopuzoBao IlocejmorrcoB o6um 3emibe y ogHOCY Ha EparocTeHoOB, Tako je y
CBOM ,,BeninkoM 300pHUKY acTpOHOMHjE” HEONpaBIaHO (ABOPU30BAO I'COICHTPUYHU CHUCTEM.
Jena Kimaynuja [1Toomeja nmana cy BeIMKH yTHIIAj HA CPEIE-EBEKOBHY aparcKy aCTpOHOMUjY U
reorpadujy, a KaCHHj€ y BpeMe PeHECaHCe U Ha eBpOIICKe ayTope. Jpyru KpuBall 3a JOMHHAIH]Y
TeOLIEHTPUYHOT cucTeMa je Beauku Apucroren (384. m.H.e. - 322. nm.H.e.), ,,CyHlle HayKe" Kako
Cy Ta 3BajH, MyHa JBa MWJICHHjyMa HENPHUKOCHOBEHH ayTOPHTET Yy PAa3IUUYUTHM Hay4YHUM
obnacTuma.

Apucroren je 1ao BEIMKH JOIPUHOC aCTPOHOMCKO] HayllM TUME ILTO j€ U3HEO J0Kaze Ja
je 3emiba OKpyTJIa M U3HEO MOAATaK O BETMYUHU 3eMJbUHE JIoNTe (ApUCTOTEN IOMUELE J1a j€ 00UM
3emspune jonrte 400 000 cragua mro je nocta Henpenusnuje oa EparocrenoBux 250 000 cramua,
anu Ham roBopu aa cy Crapu ['pin u ipe EpaTocTena Bpimmim ciimyHe mpopadyHe, a ApUCTOTEN
je TpBU y MCTOPUjU H3HEO MPEACTAaBY O BEJIMYMHHU HAIle IUIAHETe Koja je Omcka CTBapHO]).
Mebhyrtum, Apuctoren je OMO 3aroBOPHUK TI'EOLEHTPUYHOI CHUCTEMa, a 3a TO Cy IMOCTOjalH
Hau3riea jaku apryMeHTu. Heku o1 \BUX Cy Jla cBa Tella TeXe Ka LIEHTPY YHUBEp3yMa, OJJHOCHO
LEHTPY 3eMJbe; 3aTHM IIOCTOjamke 3B€3/1a HEKPETHUIIA; 3aTUM aKo Ou ce 3eMiba kpeTaiia (OKO CBoOje
oce Ha MpUMep) OHJIa YOBEK KOjU OM CKOYMO y BHUC HE OM JIOCKOYMO HA MCTO MECTO MJIM KaMeH
6ayeH ca onpeleHe BUCHHE HE OM MAa0 TaYHO MCIOJ MecTa rje je 0aueH UTJ. XeTuOLEeHTPUIHU
CUCTEM j€ MOHOBO OXHUBJbeH 1543. roamnHe kana je mosbcku actpoHoMm Hukona Komepnuk,
HETIOCPETHO MpeJl CMPT, 00jaBUO CBOje Aelo ,,0 Kpykewmy HeOeckux Tena . ucnupanujy 3a cBoj
pan alM W eBeHTYyaJHy 3alllTHTY O 3JI0TJIaCHE KaTOJIMYKe MHKBU3WIMje, KonepHuk je Hamrao
yIIpaBo y ApUCTapXOBOM JIEIy.
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5. KenuiepoBe meTtoae 3a oapehuBame 3anpemMmuHe
0auBH

Joxan Kemiep je OMo Hemayku maTeMaruyap,
actpoHoM u acrtposior. [IpencraBibao je jeaHy on
KJbYUHHX (urypa y Hay4dHO] peBonyuuju 17. Beka.
UYyBeH je 1o CBOjUM 3aKOHHMMA KpeTama miaHera. Pohen
je 1571. roqune y Hemaukom rpaauhy Bajn nep [rary,
KOju Je y To BpeMe mmao Mame o 200 craHOBHUKA.
JoxanoB orary je 6uo npodecuonanHu BojHuk. Kana je
Joxany OWJIO TpH TOJMHE, OTAIl MY j€ OTHIIIA0 Yy par y
Xonanaujy. Crnenehe roaune u JoxaHoBa Majka ce
NPUIPYKWIA MYXKY Ha PATHIITY, OCTaBHBIIU Iy
O0aku. HakoH 11Be TOAMHE POIUTEIBH Cy CE€ BPATHIHU H
Kynuiu kyhy y rpany Jleon6epry. Yop30 cy npojanu u
KYIHIU KpuMy. MelyTuM rmocao ca KpuMoM HHje UIIIao.
Oran je HacTaBMO Ja M€ MO PaTHUILTUMA, YIJIaBHOM
naieko ox kyhe, ma 6m 1588. HamycTHO mMmopoauily
3ayBeK. JoxaHOBa Majka je ocTaja caMa ca CEeIMOpO

Jere, o]l KOjuX je Tpoje paHo yMPIIo JOK je jeaH CUH
Ouo enuenTuyap.

VYHpKkoc TelKkoM AeTUBCTBY, Koje My Huje oOehaBasno cBetity 6yryhHoct, Joxan Keruep
je uMao jenHy cpehHy okoiHoCT Aa ce poau y Hemaukoj 3axBaheHoj pedopmannjom. Jlok cy
KaTOJIMUKeE IIKoJIe OMIle yTIIaBHOM pe3epBUcaHe 3a 6orary ¢eyaanHy eauTy, IpOTeCTaHCKE MIKOJIe
cy Omiie OTBOpEHE U 3a CUPOMALIHY ajM HaJlapeHy fAeny. Y jeHy TakBYy MPOTECTAHTCKY LIKOIY
npumibeH je u Joxan Keruiep, kao HagapeHH Je4ak U3 CHPOMAIHE MPOTECTAHTCKE MOPOAMLIE.
Hakon ocHoBHe m1KoJie, 3aBpIINO j€ U MPOTECTAaHTCKY OOrociioBujy, Aa 6u ca 17 roanHa moyeo
crynuje gunozoduje u teomoruje y Tubunreny. Ty ce mmaau Kernnep uctakao jaBHo Opanehn
xenmuoreHTpuaHu Mojnen Hwukone KomepHmka, MoJbCKOT acTpoHOMa M MareMaTnuapa. HakoH
YeTUpH TOJIMHE CTY/AM]ja, YIIPaBo Kaja je OMo Mpeq 3aBpIIHUM MCIIUTOM, MOHYEHO My je MECTO
npogecopa maremaTrke Ha [Iporectantckom yHuBep3utety y I'pany. [lpuxBaTho je Taj mo3us,
jep mako je 6mo BeoMa peIUruo3an, HUje BUICO ce0e Kao CBEIITCHHUKA.
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Kao mpodecop marematuke Kerep je y I'pamy
J0KHBEO BEJIHMKO pazoudapeme. [IpBe romuHe je mMao majio
CTyleHara, a Japyre HujeaHor. buo je wHenpumiarohen
Me/1Iaroruju, EMOTHBHO j€ pearoBao, Te je uMao OyjHy MaITy
KOjy OOMYHU CTYJIEHTH HUCY MOTJH Aa npare. Mnak y ['pamy
je 3amodeo capaamy ca mpuHIeM XaHc YIJIPUXOM BOH
ErenGeprom. KacHuje je mocTrao acHUCTEHT JAHCKOT :
actponoma Tuxo bpaxea macramenor y Yemkoj. Haxom  “fp WFEEEs T
cmpt bpaxea 1601. Knemep u nmase ocraje y Ilpary kao ST
[APCKH MaTeMaTu4ap U acTpoJior Hemaukor napa Pymonda Il.
buo je u HacTaBHUK MaTemMaTuke y JIMHILY Kao U aCTPOJIOIIKH
CaBeTHUK reHepaiia Banenmrajua. Y rpany YiMy je Z0BpIIuo
Pynondose Tabmiuiie o kperamy miaHeTa Koje cy Ouiie OCHOBa
3a mpaBJbeme Xopockoma. IIpen xpaj uBOTa MMao je ABe
MOHY/IE KOje HUje MPUXBATHO, ca YHHUBEp3uTeTa y boimomu u |

u3 EHFHeCKe. .Kyha‘ y Mpary y Kojoj je kuBeo Kenne- o

Kemnep Hukana Huje HamycTro Tajammby Hemauky (Taurmje CBeto Pumcko [apcTBo kako
je BekoBuUMa OMo Ha3WB J1a0ABOT caBe3a KHE)KEBUHA M IpajzioBa Ha Teputopuju Hemauke, Yernike,
Ayctpuje...) Mmak 4ecto je Membao MecTo OopaBKa, MTO 300T HECTAOUITHOCTH M CTATHUX CyKoOa
KaTOJIMKa U MPOTECTaHaTa, MTO 300r U3HEBEPEHUX OueKuBama. CaMo HEMauky 1ap My je 0CTao
nyxaH 12 000 ¢nopuna. Joxan Kemnep je ympo 1630. y Peren3zOypry y meneceroj roauHu,
3a00paBJbEH U HANYUITEH O] CBUX.

Kemuep je Ouo ¢daciuaupan npaBuiHUM nonueapuma. 'ogune 1596. nanucao je netasbHy
CTyAM]y o paBuiIHUM Tenuma. [Tokyiao je na penykyje mianere CyH4eBOr cucTeMa Ha METpHUKe
ocobune IInmaronoBux Ttema. KacHuje je Ta meroBa Teopuja oxbaueHa. Mmak kao pesyarar
HBETOBUX HCTPaXXMBamkba MMaMo OTKpuhe Ja opOuTe rmiianera HUCY KpyxHe Beh enuntuyne. Tako
cy Tpu KennepoBa 3akoHa 0 KpeTamwy IUIaHeTa [MOCTAIN TeMeJb HOBE aCTPOHOMH]E.

Pauyname 3ampemuHe Oypaau (OJAHOCHO HENpaBWIHUX TE€OMETPUJCKUX Tena) OO je
mpobJIeM KOjUM Cy ce MaTeMaThdyapu OaBWIIM joul o aHTHYKMX BpemeHa. Ctapu Erumhanm cy
padyHaIH 3anpeMuHy 3apy0JbeHe TUpaMujie, Kao pa3iuKy BeJMKe U HeqocTajyhe Malie nmupaMu/ie
Ha Bpxy. ['puku MmatemaTudapu Eynokc ca Kuuna (408.m.1.e.-355.11.1.€) u Apxumen u3 Cupakyse
(287.m.H.e.-212.11.H.€.) KOPUCTWUIU Cy METOJy HCLpPIJbHBama KOJOM C€ TOBPIIMHA HEKOT
HEMpaBUWJIHOT 00JMKa M3pauyHaBa TaKO INTO Cy Ta JENWIM HAa MHOTOYIJIOBE YHje MOBPILMHE
KOHBEprupajy mnpema MOBpPUIMHMU IeJor Oo0JuKa (MCTO BaXM W 3a 3alpeMHuHy). EBporcku
MaTeMaTHdapu 17. BeKa MPHUCTYIAIN Cy OBOM MPOOIIEMY HHCITUPUCAHN APXHUMETOBHM PaJlOBUMA.

50



3a Bpeme cBor OopaBka y Jlunmy 1615. ronune Joxan Kemnep je o6jaBuo meno ,,Hosa
CTepeoMeTpHja BUHCKUX Oypaau‘ y KOMe je peluo oBaj Texkak mpobsieM. Taj mpoliem je ycneo
Jla peliy 3axBajbyjyhu ToMe mTo je Oype mocmMaTpao Kao Jia j€ cacTaBJbeHO O] HeJeJbUBUX TAaHKUX
JIMCTOBA, OAHOCHO H-ETOBY 3allPEMHHY j€ PaUyyHA0 Ka0 CyMY THX HeJeJbUBHX AenoBa. ClinyaH cTaB
3aCTynao je ¥ uranujaHcku matematuyap ['ammneo Fanmnej (1564.-1642.) kao U BEroB YYEHUK
bonasentypa Kasanuepu (1598.-1647.) koju je 1635. o6jaBHO 1ei0 Koje ce cMarpa IpeTeuoM
MaTeMaTHuKe aHauu3e (AuQepeHInjaTHOT ¥ HHTETPATHOT payyHa). JloK cy TeMesbe MaTeMaTHiKe
aHaJlM3e, OHAKBE KakKBY j€ JlaHAC MO3HAjeMo, yAapwiu KpajeM 17. Beka HEeMauku mMaTreMmaruyap
Totdpun Bunxenm Jlajonun u enrnecku marematuuap Vcax Hbyth.

-
|
'
s

Lyt

Nnax tpeba uctahu fa cBa 3aciyra He IPUIaJa caMO €BPOIICKUM MaTreMaThuapuma 18.
Beka. Mcropujcky mpasauny oa ckopo 2000 roauna, ox Eynokca u Apxumena no Kemepa u
Kapanmjepuja, monymaBajy 1aHac CKpajHyTH a3ujcku MaTtemarudapi. [1a rako Kunes Jlyn Xyu y
3. BeKy Kopuctu ApxXuMeZoBy METoAy Aa Ou u3pauyHao NOBpUIMHY Kpyra. Y 5. Beky Uy UyHkuu
3a padyHame 3alpeMuHe JIONTe KOPUCTH METOy Koja he xacHuje Outh Ha3BaHa Kamanujepujes
npunun. [onune 499. naanjckn Mmatemarnyap Apradxara KOpUCTH Au(epeHINjaTHy jeTHAYHHY
na Ou 3amucao acTpoHOMCKH mpobiem. Ha ocHoBy Te jenHaumHe bxackapa je y 12. BeKy pa3Buo
Heky BpcTy u3Boga. Oko 1000. rogune M6H an XauTam je moueo Aa pajiv Ha TOBE3UBamy anredpe
U TEOMETpHje U THME MNPUMNPEMHO MYT 3a MHTETpaHU padyH. 3Ha4dajaH JONPHUHOC Pa3BOjy
MaTeMaTHuke aHanuse, ganu cy u Hlapa¢ an /lun nmepcujcku marematudap u3 12. Beka Kao u
[Iuacyke Cexu KoBa jamancku matematudap u3 17. Beka. Hema cymme na cy Heka 01 OBUX
cazHama CTUIJIa M IO €BPOIICKUX MaTeMaruyapa jep Cy €BpOIICKe KOJIOHHjalHe cujie y 17. Beky
Beh yBenmuko onpxkaBaje moMopcke Be3e ca MHAMjOM W OCHHMBaJIE TIPBE KOJIOHHU]E Y HHEHOM
nprodasby.
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Joxan Kemiep ce 3amHTepecoBao 3a
Mepeme IMOBPIIMHA M 3allpPeMHHA HAaKOH
JeIHOT WHIUMICHTa KOjU j€ OO0CIeXHOo
ETOBO JIpyro BeHuame. Keruiep je Kymuo
Oype BUHA O JIOKAJHOT TProBIa BHHOM,
Me)yTMM Ha4MH Ha KOjU My j€ Tprosail .
M3MEpHO KOJIMYMHY BUHA y OypeTy, BeoMa ra
je HapyTHIO. Mepeme ce BpIIMIO Ha
cnenehu: Tproman OM oTuenuo pymy Ha
cpenuHu Oypera, a 3aTuM noMohy mitana
M3MEPHO KOJHMKO je Ta pyna yaajbeHa O]
HajynajbeHUje TayKe Ha TMOKJomiy. Ha crmuiu je pyma o3HaueHa ca TakoM S, JIOK je Tayka Ha
nokomty o3nadena D. [yxkuna nyxu SD = d oxpehuana je neny Buna y Oypery. Kemep je
0JIMax YOYHO Jia BUCOKO a y3aHO Oype MOXKe Ja uMa UCTY IyKuHY ayxu SD kao Hibke a mupe
Oype, JIOK Cy KOJ TakBe Oypajau 3alpeMHHE OYMTIICIHO PA3INUUTE (3allpeMuHa U3TYKECHOT je
3HATHO Mama). HakoH Tora moveo /1a pa3Muliba 0 HAYMHY KaKO J1a PEIM3HO H3MEPH 3alpEMHUHY
Oypanu paznnuutux obmuka. Kimura, Kojy je Hamuco Ha Ty TeMy, OuJia je leroB IOIPUHOC Pa3Bojy

MHTETPAIHOT payyHa, 1 MaTEMaTUYKE aHAJIU3€E YOIIITE.

[IpoyuaBajyhu Apxumenoe pamgoBe, Kemmep je
Hanucao u 1615. roqune o6jaBuo kwury "Nova Stereometria
doliorum vinariorum"”, u npesoay ,,HoBa crepeomerpuja
BUHCKHX Oypaan™. Pa3zpaamo je mocTymnak kKako jJa ce, TayHO
WK U3padyHa 3alpeMuHa  IPEKo
JieBe/ieceT pa3muunTHX Tena. JlaHac ce oBa BpcTa mpobiiema
pemaBa y3 nmomoh uHTerpaia. Kao mro je peueno, Kemep je

AIlIpOKCUMATUBHO,

0 TOME TOY€O J1a pa3MHIIJba HA JaH CBOje cBajade, Kajaa je
MIPaBWJIHO YOUHMO Jia j€ Ha4MH Ha KOJU TProBall BUHOM MEpH
3alpeMuHy BUHa y OypeTy, HajoOuuHuja mpesapa. [IpeBapa ce
cacrojaja 'y TOME Ja je IOMEHYTUM CHCTEM Mepema
3arpeMuHe Oypajiu, KOju ce 3aCHUBAO0 Ha JIy>)KUHU JyxH SD =
d, 3arpaBo 610 HanpaBJbeH 3a Oypaa y AyCTpHjH Koja cy Onina
HHUCKa U mupoka. U 3a TakBy Oypaj JaBao je peaTUBHO TauHe
pesynrare. Mehyrum 3a Oypan u3 Pajucke obnactu, koja cy
Ouna u3ayKeHa, JaBao je HeTauHe pe3ynirare. Tprosar je To
BEIITO 3JIOYNOTPEeOHO, TaKO IITO j& 3alpPEeMHHY H31y>KEHOT
OypeTa MepHO CKaJloM KOja je HampaBJbe€Ha 3a ,,3/1eMacTy‘
Oypana. Ha taj naunH n00wo0 je ma je 3anpemuHa Oypera Beha
HETO IITO jecTe, 1a je KOJIMYMHA BUHA KOJ]Y j€ XTEeO Ja HarlJlaT!h
Ouna Beha o1 KoIMUMHE BUHA KOja je 3aucTa ouna y Oypery.

NOVA

STEREOMETRIA
DOLIORVM VINARIORVM, INPRI-
mis Auftriaci , figure omnium
aptifsima;

ETr
usus IN EO VIRGZE CUBI-
cx compendiofiflimus & pla-
nefingularis,

Acceflic

STEREOMETR1IEZ ARCHIME-
dex Supplementum.

Authore

ToanneKepplero, Imp. Caf Matchizx I,

¢juf fidd. Ordd. Auftrize fupra Anafum

Mathematico,

Com priveligis Cafares wd awmsi X 73

ANNO M.DCXP

Lincirx

Escudcbar JOANNES PLANCVS, fumpribes Aubois,
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3aparak 5.1. (Ocmu paspen, Basbak) 3a Be3y n3mel)y mosmynpedHuka nornpeyHor npecexa

Oypera r, BucuHe Oypera h u ,,rproBauke” myxwune d, Kemnep je uckopucrtuno Iluraropuny
teopemy. Kopuctehu ucty teopemy u3pasu 3anpeMuHy Oypera caMo HpeKo BHUCHUHE OypeTa U
,,TPTOBauKe JTyKUHE",

Pememwe 3agaTka 5.1. YV maToMm mpaBoyriioMm Tpoyriy (ITOTJIEATH CIIMKY WCIOJ), jeTHa
h . .
KaTeTa M3HOCH - , JPyra KaTeTa je jefHaKa 2r ¥ XWIOTEHY3a OBOT IPAaBOYIJIOT TPOYIJia je

,,TproBauka‘“ nyxwuHna d. looujamo cnenehy jennakoct:

d? =(3)? + (2r)?
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Jlasse nobujamo:

2

2 _ 2 R

d> __ h’

ré — 2

+ 16

AKo casia 1o0HjeHH pe3yTaT yoanumo y popMyiry 3a 3aipeMUHy BajbaKa:

r 2
¥ =ar-h

JHo6ujamo:

Jlakiie, 3anpeMHHy OypeTa cMO U3pa3Hiiu PEKo BUCHHE OypeTa U ,,TproBayKe JTy>KuHe .

3agarak 5.2. (Ocmu paspen, Basbak) Jeqno Oype nma nomynpeyHHK MOMPEYHOT NMpeceKa

r;= 20 cm u ,,rproBauky nyxuny d = 50 cm. [[pyro Oype uma BucuHy I, = 15 cm, 10K 1 K0J

WBera ,, TproBavyka“ BUCHHA HMcTa Kao koj mpsor, nakie d = 50 cm. Mspauynaj u ymopenn

3anpeMuHe oba Oypeta. [Ipunukom pauyHama 3alpeMUHE 3aHEMapH 3aKpHUBJHEHOCT Oypanu, U

IIOCMaTpaj UX Kao BaJbak.

Pememse 3anaTka 5.2. 13 jennakoctu

d2 = (3)? + (2r)?

nobujamo na je BucuHa mpBor Oypera hy= 60 cm, nok je BucuHa apyror Oypera h,= 80 cm.

[Tomohy popmyre 3a 3ampeMuHy BajbKa 1061jaMo J1a je 3anpemuna mpsor 6ypera V;=2400mcm?

JI0K je 3anpemmuHa apyror oypera V,= 1800m cm?. Jlakie npBo Gype uMa 3a 4eTBpTHHY Behy

3alpeMUHy O]l IpYyror OypeTa, Hako UMajy jeHaKe ,,TpProBayke Ty>KuHe.
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3agarak 5.3. (UerBpra roguna, I'padux ¢pynkuuje) V kom omHocy tpeba ma Oymy
BUCHUHA Oypera | ,,TproBavka Jy)XHHa™ 1a Ou 3arpeMuHa Oypera 6uia makcumaina? Kopuctumo
dbopMyity 3a 3anpeMHuHy OypeTa KOjy CMO MPETXOIHO JOOUITH:

Hanowmena: ,, TproBauky ayxuny* d mocmaTpaj Kao KOHCTaHTY, a BUCHHY OypeTa h mocmarpaj
Kao IMPpOMCHILUBY.

Pememe 3anaTka 5.3. Tpeba nam nipBu u3Boa pyHKIHje V.

V'(h) = 1% — 3%h?

®ynuuja he umaTu MaKCUMYM KaJia je IPBU U3BOJ] jeTHAK HYJIHU, 11a J0OHjaMo:

2

3_;7 2 e wd”
Tl

3arum u3pazumo h npexo d u nodujamo crexnehe:

3h? = 4d?

Ia je Tpaxenu omHoc h:d =2 :/3.
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6. ITerap Jamjan u pauyHame 3anpemMuHe Opoaa

[Terap Jamjan Oxmyhesuh je 6uo nyopoBauku MatemaTruap u3 17. Beka. Pohen je y mecty
Cnano y [1y6poBaukoj Penyonunu. Huje nmo3nata tauna ronuHa polema anu ce 3Ha fa ce 1644.
npecenuo u3 Cnanor y JI[yOpoBHHMK M CTynHO Yy clyk0y Kao yuyutesb apurMmeruke. Hakon 12
roguHa ciryxkoe 1656. ronune Hamymra JlyopoBauky Pemyonuky u omuiasu y Hamyos.

dyOpoBHuk 1667. roqune

ITopomuna OxmyheBuh u3 koje moruue Ilerap Jlamjan Ounna je Ha JajeKko YyBEHa.
Pononauennuk nopoauie je npema npefamy 6uo kue3 Paausoj I'prypuh BrnangucasibeBuh, xoju
je y 12. Bexy umao Hacnemnu noces Herne y uctounoj bocuu. Ilocne mamga KpasseBune bocue
1463. u Xepuerosune 1483. mox OcmannujcKy BiacT, oapeheHu Opoj TuieMHhKUX MOpoauIia
Haiao je yrouuinte y cyceaHoj Jlyoposaukoj Permyommmm. Mehy wuma cy 6mmm u OxmyheBuhu
Koju ¢y ce Hactanwm y CiaaHoM TJe cy oJ paHuje umManu cBoj mocen. [lo cBoj mpwmnm 1a cy
OmxyspeBuhY OWITH BIIACHUITM TOT MMama U npe 1399. rogune. Hanme te rogune mecto CrnaHo
yna3u y cacraB JlyOpoBauke PemyOnuke, HakoH J1Ba Beka nposefeHa y Hemamuhkoj CpOuju u
HEKOJIMKO JIEIIeHH]a HeCTaOMITHOCTH Koje je mpatuo pacman Cprckor [apcTsa.
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Harnm ycrion mopozuiie je moveo y npBoj mojoBuHU 16. Beka kana je Besba OxmyheBuh
Tpryjyhu >KUTOM U COJbY CTEKA0 3HauajaH UMETAK, YKJbYy4yjyhu u cBOjy TproBauky ¢uioty. Mmao
je et cuHoBa. CBHX MET Cy CTYNHJIM y IIMAHCKY CIIy)0y. Dypo je cTpagao mpuimkoM mpeBo3a
Bojuuka u3 llnanuje y Utanujy, Hukona u AHTYH Cy MOTMHYJIHM y TIOMOPCKHM OMTKaMa, JOK je
Mapxko ympo y nybokoj crapoctu y Llnanuju. Hajmoznatuju ox neropuue 6pahe 6uo je Ilerap
Oxwmyhesuh.

Mopemnosar Ilerap OxmyheBuh je y ciy:xOH HIMaHCKOT Kpajba MPOIMYTOBA0O CKOPO IIE0
taaa nmo3Haru ceet of Ilopryrana o Muaauje. Kao momoparl u paTHUK IPOCIaBHO ce Yy OMIIU KOA
Jlenanta 1571. kana je Typcka patHa ¢ioTa 3aycTaBjbeHa y MOX0y Ha 3amanHy EBpory. Ocrano
je 3abenexeno ma je 1588. lon Ilenpo, kako cy ra y lllnmanuju xacHUje 3Baliu, Kao aaMHpaT
NPEABONO JIBAHAECT paTHUX OpozjoBa y HeycmenoMm noxony Ha KpameBuny Enrmecky. Tux
JIBaHAECT BEJMKUX OpPOIOBa Cy 3alpaBO OMJIM TProBauku OPOJOBH KOjH Cy MpUIIAJaIU TOPOJHIIN
OxmyheBuh u muXoBUM mpujaTesbuMa U pondounu n3 Cnanor. Ha muMa ce Hana3uio BHIIE Of
3000 unanoBa nocaze. 3a BUXOBY aJaNTalu]y y paTHe OpooBe, y ONpeMy U Opy’Kje, HOPOAHLIA
Oxwmyhesuh je nznsojuna gak 150 000 gykara. Ox tux 12 6pomoBa Heycnenu noxo Ha Exrnecky
npexxuBena ¢y camo asa. CBe oBO HHUje Omiio 10BOJbHO na Ou Ilerap 1m0 kpaja HampemoBao y
ciyx6u. Y ¢eynannoj lllnanuju HanpeaoBame y CIIy>k01 Opa3yMeBajio je MHUcaHe I0Ka3e Koju
noTBplyjy apuCTOKPATCKO MOPEKIIO.

Ja 6u moctao memuh, [Terap Oxmyhesuh
je IMaHCKOM KpaJjby W IUIEMCTBY MOpao Ja
CepBUpa MPUIY O MOPOJUYHO] BE3U C BEIMOKOM
napa Jlymana M jyHakOM €INCKHUX HapOIHHUX
necama Xpesbom OxmyheBuhem (y necmama Pesba
Kpunatuna). Hakon Hekonuko ¢ancudukoBaHUX
MoBeJha KOjUMa je MOBE3a0 CBOjy MOPOJHUILY ca
muaactijama Korpomamuh u Hemamuh, Ilerap
OxmyheBuh ce maTno aMOMIIMO3HOT MOJyXBaTa,
MpaB/bEHE MAIITOBUTOr TrpOoBHUKAa ca 150
rpOoBa noctojehux u HernocTojehnx
JY)KHOCTIOBEHCKUX 3€MaJba, Blajapa M miemuha.
Ty je napaBHo u rp0 JlymaHoBor BuTe3a Xpebe
OxmyheBuha, 1Mo cBOj NPWIMLIK H3MHIIBEH.
Lentpanno mecto y OxmyheBuheBoM rpOOBHUKY
3ay3uma rp0 [lapa Jlymana CuiHoOT, KOjU 3arrpaBo
npeacTtaBba npepahern rpd Ceeror Pumckor
HapctBa Ha KOmMe <cy TpOOBH HEMayKux

KHEXCEBHUHA 3aMEHBCHU IpaBuUM aJii n
M3MHIIJbEHUM TPOOBHMa OalIKaHCKUX 3eMalba.
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Cam rpOoBHUK je HaBoaHO Hal)eH Ha CBeTOj TOpHU M MpeMa MojanuMa y leMy HalpaBHuoO
ra je 1340. nuuam xepang napa Jlymana, u3BecHu ,,0aH on numepuje CranucinaB Pymumh®.
[IpeBapy je moapxkao u nana Knement [pyru, kome je rpOOBHHK /1a0 HZIE]y J1a MOOWIIHIIE H
MOTHUBHIIIE CTAHOBHUIITBO MMOPOOJHEHHX [Y’)KHOCIOBEHCKUX 3eMajba 3a paT NpoTuB OCMaHIH]jCKOT
[apctBa. Hakon mpubaBbeHUX MOBeJba U rpOoBHUKA, MoperuioBar Ilerap OxmyheBuh mobuja
1594. roqune o Bullekpasba y Hamysby ayro xespeHy MOTBPAY TUIEMCTBA, U mocTaje 1oH lleapo
OxwmyheBuh. Ympo je y JIucabony 1599. ocraBuBim uza cede jeany hepky.

ITo yrneny Ha mera yop3o cy u Apyre AyOpoBauke MOPOAMIIE MOYENE Ja MpaBe CBOjE
rpOOBHUKE KOju he MX MoBe3aTH ca CIIaBHUM JIMYHOCTHMA U3 CPIICKE CPEAHOBEKOBHE HCTOPH]E.
IlenpoB TpOOBHUK U HEroBe (alCUPUKOBAHE TOBEJHE Cy y HAPEJAHUM BEKOBHMA LUTHPAIU
Ha/JaxHyTH ucropudapu y JlyOpoBHuky anu u 'y Cpemckum Kapnosuuma, npususajyhu HeKo HOBO
HymanoBo IlapctBo koje he o6jenuHuTH CcBe Taga MOPOOJbEHE [YKHOCIOBEHCKE 3eMJIbE.
KapahopheBu ycranuuu cy 1804. Ha cBoje 3actaBe craBibaiu TpOoBe u3 Oxmyhuhesor
rpOOBHMKA, YITIABHOM HCTOPHjCKM HeyTreMelbeHe. HajHoBuju mnpumep je 1pd PemyOnuke
Maxkenonuje 3acHoBaH Ha (ancudukary nos I[lenpa Oxmyhesuha.

U nox je anmupain [lerap OxmyheBuh He3ao0uma3Ha TeMa y CBaKOj paclipaBy O XepaiInuiu
kako Ha bamkany tako m mmpe, matemarudap Ilerap OxmyheBuh je ckpajHyT M TroToBO
3abopasibeH. OBaj MHOHUP MaTeMaTHKE Ha OBUM IPOCTOPHMA je HEOTIPaB/IaHO 3aIl0CTaBJbEH YaK
u 'y XpBaTckoj koja nanac Oamrunu Haciehe JlyopoBauke PenmyOnuke.

Ilerap Hdamjan OxmyheBuh je Hamucao Ha WTalWjaHCKOM JBa Jeia M3 olnactu
MaTeMaTuKe, Koja Cy ocTalla y pyKOIHUCy, a AaHac ce uyBajy y Toneny y lllnanuju. I1pBo neno 6u
y mipeBoAy raacuio ,,Kparak pazroBop o nmpakTuuHoj reomeTpuju‘. Jlok Ou nmpeBoj apyror aena
rmacuo ,,Onmra pacrnpaBa O paszjoMIMMa W O HaumHy Bahjema apyror u tpeher kopeHa c
HCIPAaBHUM TMPaBUJIIOM 3a MpopadyHaBame U Mepeme OponmoBa®. IlpBo neno onHocuiio ce Ha
MIPAKTUYHY TEOMETPH]y, a JPyro ce GaBUIO pa3ioMIMMa U BaljemeM Jpyror u tpeher kopeHa.
Jlpyro Aeno caap’kKu M MOMOPCKY NMpoOsieMaTHKy Koja je Onia jako MmoBe3aHa ca MaTeMaTHUKOM,
OJTHOCHO jOUI jeJIHO MpaBMJIO 3a M3padyHaBame 3apeMuHe Opona. Taj neo Be3zaH 3a pauyHame
3arpeMuHe Opoja MOCTOjU cayyBaH U y 1yOpoBaukoM McTopujckoMm apXuBy IMoJ HaciaoBoM ,,0
Ha4YMHY Mepema UM pauyHamy 3alpeMuHe Opoaa Omiio Koje BpcTe U 00yiMKa, U 0 ofpehuBamy
TavyHOT M3HOCA Yy KOJIUMa off 1o 36 ToMoJia Ha TeMeJbY OBOT pauyHama 3anpemune’. Taj mpooiem
ce HHje CIIy4ajHO Hallao y CKJIOIMY TOT apUTMETUYKOT Jeia Oyayhu aa ce 4ecTo I0BOJIMO y BE3Y
ca BahemeM Tpeher kopeHa, moceOHO y HEKMM cTapujuM mnocrtymniuma koje Ilerap amjan
Oxwmyhesuh onucyje. To aemno je HajBepoBaTHUje 3am04eTo joI 3a Bpeme OxmyhuheBor 6opaBka
y 1yOpoBHUKY, T]i€ je roJlMHaMa paJuo Kao HaCTaBHUK MaTeMaTHKe, a JOBpIIWO ra je y Hamysmby
1661. roguue.
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OnpehuBame 3anmpemune Opona y Opojorpajamy Of JaBHUHA je OMO TeXak MpoOJIeM.
MareMaTHuky HMCIPAaBHO HHUjE€ Ta HUKO HHM MOKyIao pemmTH Oyayhu na je Opoxacka rpaha
3aKpUBJbEHA, a KOJI PA3JIMYUTUX THIIOBA OpoIoBa U pasiauuuTor obiuka. [locTojane cy paznuuute
anpoKCcHUMaIlije 3a U3padyHaBame 3alpeMUHe OpooBa, anu Hajuyenihe cy Ouiie jako HempeIu3He.
YopaBo Te crape mnocrynke OxmyheBuh ommcyje Ha TIOYETKY HAaBEIEHOT IOTJIaBJba.
Tum moctynimMa Hje 010 3a10BOJbaH. 3aKJbydyje Ja Cy T€ CTape alpOKCHMAIIH]je HEMOIeCHE 3a
OpomoBe Koju ce kopucte y 17. BeKy, jep Cy HalmpaBJbeHE 3a pauyHame 3aIIPEeMUHE HEKIX MHOTO
cTapujux OpoJioBa KOjU Cy MMaJId CacBUM Jpyrauvju oOJuK. Y cBojoj pacmpaBu OxmyheBuh
HaBOJM JBa ocTojeha HauMHa padyHama 3anpeMuHe Opoja.

[IpBu je moctymak, Kako Kaxke oH, 6uo: ,,[IoMHOXHM ce Hajipe Ay)KMHA ca IMIUPUHOM, a
3aTUM Taj Mpou3Boj ca BUcMHOM. O pe3ynTara ce ofy3Me jeqHa TpehuHa u 1obuja ce cTBapHa
3anpeMuHa O6poja. O Tora ce oner ogy3Me IeT MOCTO 300r HeMCKOpUITNEeHOCTH MpocTopa Ha
npamiry u kpMu.“ ['oBopehu o Tom noctynky, OxmyheBuh gasbe HaBou: ,, TUM HAUMHOM Ce CITYKU
Apcenan y Benenuju, uenu Jagpancku 3anuB u JleBant, kao u Menurepas cse 10 bapcenone. Taj
Ha4yMH pauyyHama ce TeMEJbU Ha ,,TpeheM creneny* (Ipou3Boy TpHU BEIUUYMHE) U HA TPAKTUUHOM
3anaxkawy. Morim 6ucmo pehu na 6u TO OMO mMpaBM HAYMH 332 Mepeme 3alpeMuHe Opoja H
CaBPIICHO UCTIPABHO MPaBUIIO Kaja Ou ce OpoI0BY I'pa Ui Ha CTAPHHCKH HAYMH. AU ¢ 0031upoM
Jla ce€ BPEMEHOM HE MEHhajy CaMo CTapH y30pH Y H3TPabH rajidja, HeTO U CBE OCTAJIO, jepCHhaln
Ce CBE BHIIE YCaBpIlaBajy y CBOjOj JIEMOTH, CKJIaay M Op3WHU, MPABHIO HABEJACHOT MEpema
[I0CTaje HETAYHO U CBE CE BUILIE YAaJbaBa O] MPABUWIHOT.“ Y HACTaBKy IOXBajbyje IIpOHaa3aya
TOT TpaBUIIa, jep je OHO OmIIo JocTa 100po 3a BpeMe Y KOME je HAcTallo U 3a OpPOoJ0BE KaKBH Cy
Taja OunK. Ann 3a pauyyHame 3allpeMHHA HOBUX je/Ipermhaka KOju Cy CAaCBUM IMPOMEHWIN OOJIHMK
M0CTaje CAaCBUM HEIPELU3HO.

JIpyru HauuH cacTojao ce y TOME Ja ce Hajlpe Ay>KHMHa U MHpHHa Opoaa cabepy U OHJa
ce Taj 30up NoMHOkH ca BucuHoM. OxmyheBuh ce ucnpaBHo nuTta: ,, JlocTa je 3aMHUCIUTH KOJIUKY
TO Be3y UMa ca Kyoom?** Jep je y muTamy Npou3BOJ BE a He Tpu BennuuHe. [1a nasme HacTaBiba:
,»JJpyTH HaulH Mepema ce ynorpedsbaBa y Hanybekoj KpasbeBunu. 3a mux 6€3 3aMepKu MOpaMo
MPUMETHUTH JIa HUCY BEIITH HU y TIOMOPCKOM 3Hamy HH y ymehy mepema OponoBa. To Mepeme
OHH BpIIIe 6€3 OCHOBE y HEKOM T'€OMETPH]jCKOM IPABHITY, OCUM aKO HHj€ HAITUIIAHO Y Ba3NlyXy, jep
HE BOJIE payyHa O YMH-CHMIM Jla je 3alpeMHHA Tejla MPOMOPIHOHAIHA KOJIUKO ca AYKMHOM H
LIMPUHOM, TOJIMKO M Ca BUCMHOM Tena.

[Terap [Jamjan OxmyheBuh y cBOjUM neiarMa KOPUCTH METpUUKe jequHHIe U3 17. Beka
KOje HUCY cByja Owie jeauHcTBeHe. Kao Mepy 3a JasbMHY KOPHCTH CTONY, Koja je y Beneuuju
usnocuina 0,347735 m 1ok je y JlyopoBHUKY Onia Hemito Mama 1 u3Hocuiaa 0,3423 m. YBoau u
KyOHy cromy. Canma je Omia Mepa 3a 3alipeMUuHYy JKUTa, a ymoTpebspaBaja ce U 3a U3pauyyHaBambe
3ampeMuHe Opoja. Y MeIUTEepaHCKHM 3eMJbaMa 3a 3alpeMuHy OpoJoBa KOPUCTHIIA C€ JeTMHUIIA
o MMeHoM koiia. [lenass je Oumna crapa Mepa 3a Ty>)KHHY KOja c€ KOPUCTHIIA TIPUIINKOM HU3TPaIHe
oponosa. Hammysscku negass je m3nocno 0,264 m, nyopoBauku HemTo Mame 0,256 m.
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N3 xkputnuke npumende Ha moctojehe MeToie 3a pauyHame 3arpeMuHe Opoa, jacHO je aa
je Ilerap /lamjan mMao wcmpaBaH CTaB O HauYMHY Ha KOjU Tpeda Ja ce padyyHa 3amnpeMuHa. Y
HaCTaBKy OH Ka)ke J1a je y CBaKoj Haylu U ymehy norpebHa u mpakca ga Ou ce I01uIo 10 100pux
pesynrara. Ha ocHOBY cBOT 1mo3HaBamwa reoMeTpHje aii U 12 rojjHa mpakce Meperma 3alpeMHHE
OpomoBa kojy je umao y JlyopoBaukoj Permybnuiu, OxmyheBuh je yBepeH na je Hamao mpernu3an
Ha4MH 32 oapehuBame 3anpemune 6poaa. Kako ce OpogoBu MelyycoOHO pa3iiuKyjy 1Mo 00JIMKY, OH
npeaiake aa ce OpoJ MoAeNd BEPTHKAIHO 110 CIIOJHUIIM IpaMila ¥ KpME Ha HEKOJMKO JICNIOBa,
PELHMO TPH, aJTi TI0 MOTYhHOCTH J1a ce y3Me U BHIIIE JIeJIOBa. 3aTUM 32 CBaKH OJ THX JIEJIOBA MEpU
TyKHHY, IINPUHY U BUCHHY Ha TTOYETKY M Ha KPajy CBAaKOT OJICEYKa. 3a CBAKHU OJICEYaK pauyHa ce
apUTMETHUYKa CPEMHA 33 CBaKy O]l TPU ITUMEH3Hje. Tako Ja CBaku JIeo T00Hje Cpelmby AYKUHY,
INIMPUHY W BUCUHY. 3aTUM CE€ 3a CBAaKH JIO M3payyHa 3allpeMHHA, Ta ce JoOujeHe 3ampeMuHe
cabepy. Ila ce ox 30upHO mOoOMjeHE 3ampeMuHe Oay3Me jemHa TpehwHa 300T 3aKpUBIHEHOCTH
Opona. Ha kpajy [lerap Jlamjan jom jeqHoM Harmamasa jqa he moctymak OUTH Ta9HUjH aKO ce OpoT
moJiey Ha mTo Buie AenoBa. OH je CBOj MOCTyIaK MpUKa3ao Ha Opoy raiujyH Koju ce y 16. u
17. Beky rpanuo y JlyopoBaukoj PemyOmuim, 1 MOrao ce KOpUCTUTH ¥ 32 OKEAHCKY ILIOBHIIOY.

Makera 1y0poBadKor rajujyHa

IToctymnak 3a pauyHame 3anpeMuHe 6poja koju je OxmyheBuh ocmuciano 61o je 3HaTHO
60JpM 071 1Ba cTapuja nmocrtynka. [llta BuIle HeroB MocTymnak HUje MHOTO 3a0CTajao 3a paJoBHMa
HEKHUX, KACHH]€ CBETCKH MO3HATHX, MaTeMaTnyapa 17. BeKa 0 KojuMa je OUIIo peuu y IPeTXOTHOM
MIOTJIaBJbY.
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3aparak 6.1. (Ocmu paspen, [lmpamuaa) bpon je nmonesbeH 3aMUNIIBEHUM BEPTHKATHUM
paBHMMa Ha TPH JieNa: KpMY, CPEIIbU JI€0 M IpaMall. 3aTHM j€ 32 CBaKU O]l THX JeJI0Ba U3MEpeHa
Oy’KMHA, IIMPUHA W BUCHHA HA TOYETKY W Ha Kpajy CBAaKOI oJiceuKka. MepemeM Cy N00ujeHH
cienehu  pesynraTtu:  JAyXKHHA  KpMeE (aky =4mu ak, = 3m), mmpuHa Kpme
(bk; = 3,8m u bk, = 4,5m), Bucuna kpme (hk; = 3mu hk, = 3,5m), nyxuna cpeamer
nena (asq; = 4mu as, = 4m), mupuHa cpeamer jaeia (bs; = 4,5m u bs, = 4,5m), Bucuna
cpenwer nena (hs; = 3,5muhs, =4m), ayxwuna npamma (ap; = 4muap, = 2,5m),
IUpUHA nmpamia (bp; =4,5mubp, = 3,1m) u BHCHHA npamia
(hpy =4mu hp, = 3,3m). Kopucrehiu OxmyheBuheBy mMeroay m3padyHaj 3alpeMUHY OBOT
opona.

Pememe 3amaTka 6.1. 3a cBaku ojceuak hemo J1a u3pauyHaMo apUTMETHYKY CPEIIMHY 3a
cBaKy o Tpu aumensuje. Jyxuny kpme ak 1001jeMo Kao apuTMETUYKY CPEIMHY JIBE H3MEPEHE
Bpennoctu ak = (aky + ak;) : 2 = (4m +3m) : 2 = 3,5m. Ha uctu Haunn nobujemo

ocraite BeamunHe: bk = 4,15m; hk = 3,25m; as = 4m; bs = 4,5m; hs = 3,75m;
2 1133

ap = 3,25m; bp = 3,8m; hp = 3,65m. 3anpemuna kpme je Vi = 3 ak - bk - hk = 31mm :

. . 2 3
CIIMYHO J00MjeMO J1a je 3allpeMuHa cpefmer aena Vg = 3 as: bs - hs = 45m*° u 3anpemnna

npamua Vi, = ; -ap-bp-hp= 22% m3. 3anpemuna 6posa je V.= Vi +V; + vV, = 98% m3.
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/. ITackanoBu u @epmaoBu npodJaeMu U3
BepoBaTHOhe

[Toyerak pa3Boja ,,eMnupujcKe™ Teopuje BepoBaTHohe Be3yje ce 3a 17. BeK 1 3a UMeHa JiBa
¢bpanmycka maremarudapa, 1o cy Iljep ne @epma u bres Ilackan. lbuxosa cryamja uz 1654.
roguHe 0aBW ce MPOOJIEMOM BE3aHHM 3a jeHYy KOIKapcky urpy. Y3 Pene [lekapra, Ilackan u
depma cy Haj3HAYAJHUJU PaAHITyCKHM MaTeMaTthyapu 17. Beka.

brnes IMackan je pohen 1623. roqune y rpany Kinepmon-®epaH.
lNoguue 1631. mopoauna [lackan ce cenu y I[lapus, a ocam rogmHa
kacHuje y Pyan. On manux Hory, bies je moka3uBao HHTEpeCOBambE 3a
HayKy, MOceOHO 3a MaTemaTuky. bberoB oram, koju Ouo uimaH
MepceHoBe akazemuje, ¥ caM Ce 3aHMMao 3a HayKy U MaTeMaTHKy.
Panuo je kao apxaBHU CITy>)KO€HUK 3a/1y>KEH 3a (UHAHCH]E U TTOPECKe
npuxone. Mnanu bies je ca 12 rogrHa no4eo aa u3y4aBa reoMeTpujy.
Ca 16 romuna je o0jaBuo mpBU pax M3 OOJACTH NPOjEKTUBHE

reoMeTpuje.

l'ogune 1642. ca cera 19 ronuHa, mo4eo je na pagul Ha KOHCTPYKIUJU MaTeMaTHUKe
MalIlHe, MEXaHUYKOT KaJIKyJaTopa, Aa Ou moMorao oy Ha nociy. [IpBu mpoTtotur je 3aBpiieH
1645. rogune, a 10 1652. Hanpaswo je S0 mpuMepaka oBe MalIuHE KOja je Moria jaa cabupa u
oxy3uma. Mehyrum nponaja [lackanure, Kako je KaCHHje Ha3BaHa, UILIA je c1abo 300T BHCOKE
I[eHe, KOMIUTMKOBAHE W3paJic U YUIHCHUIIC J1a je jeAHH bie3 Morao ja uX CepBHCHpa U paau
nonpaBke. Takohe [lackanuHa je Omia genMMaliHa MalllnHA, a TO HUje OUII0 HAPOYHUTO TIOTOJIHO,
jep ce y @paHIlycKOj II0jaBHO HOBU BAIYTHH CUCTEM, CTMYaH (hyHTaMma, MIMIMH3UMA U TICHUjUMa,
KOju ¢y ce kopuctunu y Benukoj bputanuju cse no cenamaecerux rogauHa 20. Beka, U Kao Takas
Huje 6uo aenumanad. Opanmycka je 1799. roguHe mpemia Ha JEMUMAIHU BayTHU CHUCTEM.
Yopkoc cBemy Ilackanuna je mpBHU BETUKH KOpakK Ka CTBapamby MEXaHHUYKOT padyyHapa joul OJl
BpemeHa Ctape ['puke u jonr yBeK MOTITYHO HEUCTPaXEHOT AHTHKUTEpa MeXaHU3aMa 3a OpOoJICKy

HaBUTAIlMj)y ¥  acTPOHOMCKE  IpOopadyHe.
[TackamoB moayxXBaT HWHCIHPHCAO je W Jpyre
MaTeMaTH4ape 1a KOHCTPYHUIILY CBOj€ ,,MaIlInHE 32
pauyHamwe®. Ila je Tako l'ordpua Bunxenm
Jlajonmi, nzymeo 1672. roguHe crpaBy Koja ce
3aCHUBAJIa Ha JPYroM MOJENY, Y3aCTOITHOM
cabupamy, Koja je Moria jia o0aBiba caOupame,
OJly3UMame, MHOXKEHE M JIeJhehe W Jla padyHa
KBaJ[paTHU KOPEH.
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I'omuue 1646. bine3oB oTall je MoBpeauo HOTY, M MOPao je Jia ce onopaBJba Koj kyhe, riae
Ccy 0 meMmy OpuHyna mweroBa miaha Opaha. Kako cy bie3oBu crpuueBun OwiM y pelMruo3HOM
nokpery u3 PyaHa, mon WBHXOBHM YTHIAjeM M OH caM IIOCTaje BeoMa penuruosad. llopen
penuryje, chepa HHTEpPEeCcOBama MOCTaje My PYCKH pyJeT U octajie urpe Ha cpehy. Kao pesynrar
TOr MHTepecoBama 1653. HacTaje mweroBo aeno: ,,Ie3a 0 apuTMETUYKOM TPOYTIy*, u3Hocehu y
BEMY ONKC TalOelapHOT NMpHUKaza 3a OMHOMHE Koe(uIMjeHTe KOju ce naHac 3oBe llackanos
tpoyrao. Crnenehe ronune, 3ajenno ca ®epmaom, 00jaBUiIO je IOMEHYTY CTYIHjy Koja ce OaBH
KOILIKAPCKUM MpoOsieMoM. Y HapeaHUM TrojJWHaMa CBE BHIINE ce IocBehyje peluruju u
¢dbunozoduju, na Ou mpex Kpaj KUBOTA MOTIYHO HAYCTHO MATeMaTHKy W (U3HKY. YMpPO je y
[Tapuzy 1662. ronune. Kao Beoma Miag mmao je cpehy Ja yrno3Ha BEJIMKaHE MaTeMaTHKeE,
lanuneja u Jlekapra, kao W &a HemrTo KacHUje ca depmMaoM CTBOpPH TeMeJbe pavyyHamrba
BepoBaTHOhe.

[Tjep ne depma je pohen 1601. y rpaxy bomon ne Jlomam, Ha jyry
®pannycke. Ctyaupao je mpaBo Ha yHuBep3utetuMa y Tymysy, Opneany u
Bopmoy. 3a Bpeme cryauja MOKa3WBao je BEIHMKHU TAJICHAT 32 MATEMAaTHKY.
Jlok je 6wo Ha YHuBepsurety y bopmoy, 1629. ucrakao ce xaaa je jeaHoM
TaMOUIEM MaTeMaTh4apy IMpPEICTaBHO CBOjy pecTaypupaHy Bep3Hjy
AQHTUYKOT JieNa ,,3HadajHe Tayke y PaBHHU, CTapOrpuKOr MaTeMaThdapa
Anomunnja u3 Ileprama. ¥ t0 Bpeme je y bopmoy crBapao mamm kpyr
MareMaTtudapa, KOju Cy IOCeIOBaJHM JIMYHE KOJEKIHMje KOmIMja Jerna
CTapoOrpuKuX MaTeMaThyapa, Koje cy Owie HamucaHe Ha Ppa3InYuTUM
jesunuma. PeTku cy OwiM opurMHaium Ha TrpykoMm, Hajuehe cy To Oumim

aparcku IpeBojH, Koju cy Hajupe ctuzanu y Uranujy u lllnanujy, a 3atum
ce mupwin najke no EBporu. Taj xpyr maremarudapa, kao u cam depma, gocrta A00po Cy
MO3HABAJIM T'PYKH, JJATUHCKU, UTAJINJaHCKU U ILIIAHCKHU, T€ Cy c€ OaBUIIM IPEBOhEHEM 1 TIOHOBHOM
nyOIMKaujoM TUX aHTHYKUX Jena. Takohe y cBOJUM KoJieKIMjamMa MMajld Cy HeKe, Taja joll
Heo0jaBJbEHE PyKOMHCE U Komuje, (paHiryckor Maremarndapa @pancoa Bujera.

HakoHn 3aBpiieHux cryamja npasa, 3aXBjbyjyhu miaeMuhkoM nopexity cBoje Majke, 10010
je 1631. roqune nocao Ha Bucokom cyny y Tyny3y, rae je octao 10 kpaja xkuBoTa. KacHuje je mao
JONPUHOC aHATTMTUYKO] TeoMeTpHjH, ca [lackamom je moctaBuo ocHOBe BepoBaTHOhe, a cMatTpa ce
U JeZIHUM OJ1 3aueTHHKa AuepeHujanHor pauyyHa. Mnak 3a MaTeMaTuKy cy Haj3Ha4yajHUja BeroBa
UCTpaXuBama y Teopuju OpojeBa. [loctaBuo je xumore3dy Aa Cy CBU Tako3BaHu DepmaoBu
OpojeBu, npoctu. KacHuje je koHTpa npumep 3a oBy xunore3y Hamao Ojiaep. Mana depmaona
Teopema ce 6aBu AespuBoOIThy OpojeBa. A moceOHO je 3annMibMBa Bennka depmaoBa Teopema,
KOja je HepacKUJAMBO Be3aHa 3a UCTOPU]y MaTeMaTHKE U JOJIUpYje MHOTe OUTHE TeME Be3aHe 3a
teopujy 6pojeBa. Teopemy je @epma o0jaBuo 1637. roaune, au BeHU KOpeHH cexy jour y Ctapy
I'puxy, on [luraropune teopeme u Iluraropenux tpojku OpojeBa. Hakon ®@epmaoBe cMpTu, Ha
MapriHM  HErOBOI NpUMepKa ApHUTMETHKe, Jiefla CTaporpykor maremaruyapa Jluodanra,
npoHaleH je 3amMc y koMme (paHIlyCKM MaTeMaTHyap TPBIM Ja MMa eJeraHTaH JI0Ka3 3a OBY
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TEeopeMy, aJIi J1a Cy MapruHe Kibure CyBHILe Majie J1a 01 ra Ty Hanucao. /lanac ce 030MIbHO CyMmba
na je depma 3aucTa 3Ha0 Aa JOKaKe HajIO3HATH]y OJf HEKOJIMKO T€opeMa Koje Cy Ha3BaHe IO
HBeMy. AJIM Ta] HBEroB 3alUC j€é HHCIMPUCA0 MaTeMaThyape Aa HapeaHux 350 roauna npodajy na
JOKaXy TO TBpheme. Benmukn MaTemaTHuapu HapeJHHX e€moxa Cy MOKymaBajyhu ma nokaxy
®epmaoBy Benuky Teopemy, nojaswiMd A0 JApYTHX OTKpuha 3HAaYajHUX 3a MaTeMaTUKY.
Bpurancku marematnuap Enzapy Bajic je koHauHO ycrieo, HAKOH HEKOJIMKO JICLICHH]ja paja, 1a
nokaxe TeopeMy 1993. ronune.

[TomenyTn Komkapcku mpodiem u3 17. Beka, MOCTaBUO j€ jeqaH MmoixynpodecroHaHu
Koukap, u rmacu: /[Ba xomnkapa A u b 6arajy HoBuuh, npu uemy jeian o lUX, peruMo A, urpa Ha
,,IACMO®, a IpyTH Ha ,,I1aBy". bpoj mojasa ,,mucma* (,,riaBe‘) mpeacTaBjba Opoj MOCHA 3a UTpaya
A (urpaua B). ITo6eauo je oHaj koju pBH J0he 10 yHanpen yrBphere cyme. Meljytum, 300r HEKUX
00jeKTHBHHX pa3Jiora urpa je nmpekunyra. [locraBiba ce muTame Kako MOJSIUTH YIIOT 3Hajyhu na
Cy y MOMEHTY TpeKu1a Korkapy A ouna morpedHa 2 moeHa ;10 1o00uTHE cyme, a Korkapy b jomnr 3
MOCHA.

l'ogune 1654. Tlackan u @epma cy aHATU3UPAIH U PEIIUIN OBaj mpodieM. OuurieaHo,
HE BHIIIE 0] YeTUpH Oalama HoBYMha je JOBOJBHO J1a ce urpa okoHuya. Heka a o3HavaBa Oaname
HoBurnha y koM A no6Gehyje (mojasa ,,nucma“), a b 6aname HoBunha y kome B moGehyje (mojaBa
,,rinase”). Ta norpebHa 4 Oanama MOTy Ja ce peanu3yjy Ha 16 pa3nuuuTux HauMHa, Kao IITO je
MPHUKa3aHO HA JOH0] Tabeu.

1 2 3 4 5 6 7 8 9101112 13 1415 16
a a a a b a a b a b b b b b a b
a a a b a a b a b a b b b a b b
a a b a a b a a b b a b a b b b
a b a a a b b ba a a a b b b b

On 16 moryhux ciny4ajeBa, 11 je moBoJsbHO 3a urpada A (To cy ciydajeu ox 1 1o 11, roe
Cce a jaBJba 2 WJIM BHIIE MyTa), 0K je 5 moBosbHO 3a B (ciyuajeBu ox 12 1o 16, riae ce b jasma 3

. . .11

win Bume myra). [Ipema Ttome, komkap A nmobouja y 11 o moryhmx 16 ciyuajeBa, ma je e

BepoBaTHOha q00MTKa 3a Korkapa A. Mcto Tako, momTo 5 o Moryhux 16 ciy4ajeBa moBOJBHO 3a
. 5

komnkapa B, BepoBarHoha moOuTka je 1¢ 3@ Kolkapa B. Koukapu 6u Tpebanm ma mojene yiaor

MIPOITOPIIMOHAITHO BepoBaTHOhama J1o0uTKa, Aakie y ogHocy 11:5.
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3agatak 7.1. (Ilerm pa3pen, Cxkyn mnpupoaHux OpojeBa) Komuko wuma
gerBoponudpeHux OpojeBa Koju MOry Ja ce Hamuiry camo y3 nomoh nmudapa 1 u 2. ludpe mory
Jla ce TIOHABJhA]Y.

Pememe 3a1aTka 7.1. Mima ux ykynuo 16. Tocy: 1111,1112,1121, 1211, 2111, 2211,
2121, 2112, 1212, 1221, 1122, 2221, 2212, 2122, 1222, 2222.

3aparak 7.2. (UeTBpTa roauHa cpeame mkoJie, Bepopatnoha u crarucruka) Hosuuh
ce Oama yetupu myta. Komnmka je BepoBaTHoha /1a cBa uetupu myra Oye ,,lTucMo™ ?

Pememwe 3amaTka 7.2. O3naunhemo ca P ,,mucmo™ a ca G ,,rmaBy”. YkynHo umamo 16
ciyuajesa: PPPP, PPPG, PPGP, PGPP, GPPP, GGPP, GPGP, GPPG, PGPG, PPGG, PGGP, GGGP,
GGPG, GPGG, PGGG, GGGG. Ox tux 16 cimydajeBa caMo je jeaH ca CBa YETHPH IMHCMA, Ta je

1
BepoBaTHONa J1a ce To Jiecu i 0,0625.

3aparak 7.3. (UerBpTa roanHa cpeame mkoJie, Beposatnoha u crarucruka) Korka
3a urpy ce 6ana aBa myra y3acronHo. Konuka je BepoBaTHOha /1a ce o0a myTa MojaBu CTpaHa ca
LIECT Tayaka?

Pememe 3agaTka 7.3. YkynHo uma 6:6 = 36 ucxona (11, 12, 13, 14,15, 16, 21, 22, 23,
24, ...,54,55,56,61, 62, 63, 64, 65, 66). A camo jenan ox Tux 36 ucxo/a je OHaj Kajga cy obe

.1
IecTuIle, akiie BepoBaTHONa fa ce To JecH je 36" 0,0278.
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8. IIpo0JyieM KeHMHTCOEePIIKUX MOCTOBA

Jleonapn Ojnep ce cMarpa HajUCTaKHYTHjUM
matemaruuapem 18. Beka. Pohen je y bazeny y llIBajuapckoj
1707. romune. Ortan My je Ouo Ilayn, mnporectaHCKH
CBEIITCHHUK KOJH C€ IIKOJIOBAO0 Ha YHUBEp3uTeTy y bazeny,
rJIe My j€ 9acoBe MaTeMaTuke apxkao JakoO beprymu. Jlnune
Bese Ilayma Ojnepa ca moponutiom bepHynu, koja je mana
HEKOJIMKO BPCHUX MaTeMaTH4apa, BEPOBATHO j€ YTHUIaia U Ha
mutazor JleoHapza fa ce paHO 3aMHTEpeCcyje 3a MaTeMaTUKYy.
Ca 13 ronuHa ¥ caMm je 1oyeo CTyAuje Ha YHUBEP3UTETY Y
bazeny. YV TO Bpeme yHHMBEpP3UTETH Cy OWIM HAJIMK
JaHALTHBUM TUMHA3HjaMa, IPYKalli Cy 3HaEbe U3 TOTOBO CBUX
Hayka Oe3 jacHor ycmepewa. Wnak Jleonapn Ojnep ce

MIOCTETICHO CBE BUIIIE OKpETao MareMaTtuiu. Ty je BeluKy
yIOTYy OAWTpao HEroB mpodecop MaTematuke JoxaH
Bepnymu, 6pat momenyror Jako6a. Ca camo 16 roguna Ojiep je 010paHUO MarucTapcky Te3y u3
obmactu ¢unozodpuje u marematnke, a ca 19 romuna je mokropupao. Tparajyhm 3a cramHuM
MIOCJIOM, YCaBPIIIHO C€ y Pa3IMYUTUM 00JIACTHMA HayKe M TEXHHUKE.

Togunae 1726. Ojnepy ctmke npumamibuBa monyna u3 Cankt [lerepOypra ma ce Tamo
mpecenu U paau Ha MiMriepaTtopckoj akageMuju HayKa U YMETHOCTH, KOjy j€ JIBe TOAMHE PaHH]e
ocHoBao pycku nap Ilerap Benuku. Mnaau 1okTop Hayka je y OYETKY OKJIEBAO, jep ce Hajao ja
he nobutn ynpaxmeHo mecto npodecopa pusuke y bazeny. Kaga mecro Huje n1o6mo, omnydyje
na oxe y Pycujy. ¥V Cankr IletepOypry oamax mocraje wian Akanemuje, 1o0uja GUHAHCH]CKY
MOTIIOPY U 3Balb€ MEAMIIMHCKOT IIOMOPCKOT MOopy4yHHKa. A Tpu roguHe kacuuje, 1730. moctaje
npodecop marematuke Ha Axanemuju. Karempy 3a marematuky je Boauo OjiepoB 3eMIbak,
HNanujen bepHynu, jom jenan maremaTudap u3 3HaMmeHute nopoauue. Kama je 1733. roaune
Hanujen nanyctuo Pycujy, Ojnep nocraje HOBH 1ied KaTteape 3a MaTeMaTHKY.
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VYV Pycuju cy ce CTBOpWIM HAeaIHU YcioBd na wiaau Ojiaep MOKaxe CBY CBOJy
rerujanHoct. Ilopen ¢uHaHCHjcke CUTypHOCTH Koja My je Owmna 3arapaHroBaHa, y CaHKT
[lerepOypry ce Hamao y cjajHOM MaTeMaTHykoM OKpyxkewmy. [lopen momenyror Jlanujena
Bepnynuja, y TO BpeMe y HOBOj PyCKOj TPECTOHUIY PAIUIIH Cy ¥ 1yBEHHU reomerap Jakob Xepmas,
Ka0 M MaTemMaTtudap ¥ yHuBep3aiaHu HaydyHuk Kpucrujan ['onnbax. ecetnne OjnepoBux pagosa
HacTaJM Cy Taja.

3rpaga Akagemuje HayKa u ymeTHocTH y CaHKT MeTepbypry,
usrpaheHa y npBoj nonosuHu 18. BeKa

WNnax HakoH 15 ronuHa npoBeaenux y Cankr [lerepOypry, Ojnep 1741. ronune HamymTa
Pycujy ycnen monmutryke HeCTaOMITHOCTH KOja je 3axBatwia Ty 3emsby. Ojuta3u y bepiun rae je
npycku kpajb @punpux Benrku ocHOBao AkajeMujy HayKa 10 YIiieAy Ha TPH IJIaBHE METPOIIOJe
tor BpemeHa, Ilapus, Jlongon u Cankr IlerepOypr. ¥V Ilpyckoj akagemuju Ojnep ce 6aBHO
Pa3NUTUYUTUM HPUPOAHUM U TEXHUYKUM HayKaMa, Kao M aJMMUHHCTPATUBHUM MOCIOBUMA.
Bume ox tpehune OjnepoBux pajgoBa HacTajy y ToM nepuoxay. l'onuHe 1766. ronnHe BeIMKH
MaTeMaTHyap J0J1a31 y CyKoO ca MpycKUM JI0BOPOM, U oayuyje n1a ce Bpatu y CankT [letepOypr,
KOjU HHMKaJa HUje MpecTao Ja My npyxa (puHaHCH]CKY MOTIOPY.

Tokom Ojneposor apyror 6opaska y Cankt [letepOypry, koju Tpaje cBe 10 BeroBe CMPTH
1783. ronune, Hactaje BehuHa on meroBux oko 1000 pamoBa. Yak U HEKOIHMKO ACIEHU]jA TTOCIE
meroe cMpTH, Akagemuja y Caakt [letepOypry je HacTaBmiia /1a myOJIMKYje FberOBE He00jaBJbEHE
panose. Ckopo aa HemMa 00J1acTH y K0jOj ce HUje ocTBapuo. Mcropuuapu MmaTeMaTHKE Ta cMaTpajy
JeOHUM O]l TIOCIEAUX ,,pEHECAaHCHHX MareMarhdapa“, KOju Cy TIO3HaBaJIH IEIOKYITHY
MareMaTuky cBor jo6a. CaxpameH je Ha rpo0Jby Y OKBHpPY MaHacTHpa Amnekcanapa Hesckor y
Cankr [letep30ypry, T1ie ce HaIa3u CBOjEBPCHA ,,alieja BeIMKaHa' caunibeHa oJ] HajBehux pyckux
KOMIIO3UTOpA, MTHCala, HAydHUKA U MTECHHUKA.
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Matemaruuape 18. Beka HUje Kpacuiia CHCTEMAaTHYHOCT U CTPOTOCT Y JIoKa3uBamy. Ojiep
U HErOBH CaBpEeMEHHIHM, ycxuheHo Ou ce 3a10BOJBHIIM PE3yATaToM WU (HOpMyJIoM KOjy Ou
JI00MIM U IPOBEPWIIM Kpo3 IpuMmepe. JenHa off KapakTepUCTHKAa MaTeMaTHKe TOI BpEMEHa je
MIOCTaBJbakhEe XUIIOTE3a, M 33JaBarbe M PellaBabe KOHKPETHUX MAaTeMaTHUKHUX MpolbiiemMa. Jenan
OJ1 TUX TOIyJapHUX MaTeMaTHYKuX pobiema 18. Beka 6uo je mpobdnem ,,Cenam KeHUrcOepreKux
MOCTOBA*,

Kenunrcoepr je 6uo najsehu rpan ucroune Ilpycke. Cpenunom 18. Beka 3a mpeBiacT Haj
oBuM TpajgoM 6opuie cy ce [Ipycka KpammeBuna u Pycko [lapcTBo, yrpaBo aBe 3eMibe y KOjuMa
je Ojnep mpoBeo 11e0 cBOj pagHu Bek. Jlanac ce Taj rpan 3oBe Kanmumunrpan, u npumnaga Pyckoj
®enepanuju. [To3HAT je MO CBOjUM OCTPBMMA, KaHAJIMMA M MOCTOBHMA, CITMYHO Kao U J[Ba HajBeha
rpaga Ha obanama bantuukor mopa, CrokxonMm u Caunkr IlerepOypr. Kana je 1736. rogune
Kenunrcoepr noceruo med karenpe 3a mareMatuky Pycke akanemuje Hayka, Jleonapn Ojiep,
CTaHOBHHIIM OBOT T'pajia Cy My IPECTaBHIN YyBEHH MPOOIEM KEHUHTCOSPITIIKAX MOCTOBA.

= z | R S © = OSSRt
Kanurunrpag (KenuHrcbepr), u gaHac ce y 0B0OM pycKOm rpagy mory npoHahu
2 op, yyBeHMX 7 MOCTOBa M3 BpeMeHa Kaaa je Ojnep noceTuo rpag

[IpoGnem keHurcOepmkux mMoctoBa riacu: ,Ilpexo peke Ilperen koja mpoTude Kpo3
Kenurcbepr u kojy ZiBa OCTpBa Jejie Ha JBa pyKaBlla, IIOCTOJU CE€laM MOCTOBa KOjU MOBE3Y]y
ocTpBa W ofajie peke (Kao IITO je MpUKa3zaHOo Ha Jowoj ciuin). [a nu je moryhe npehu cBe
MOCTOBE He mpena3ehu Hu IpeKo jeHOT J1Ba WK BHIe myTa?*
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L s

L)

KeHuHrcbepr ca cBOjum cegam MOCTOBA, NAaH rpaga us 1652. roguHe

Ojnep je 3akibyurio Aa To HUje Moryhe. J{o pemema je nomao Ha cneaehu HauuH. Jlenose
KOITHa (JIEBY U JIECHY 00aJly peKe, Kao U OCTPBO) MOKEMO 03HAYUTH TaukKaMa, a MOCTOBE JIMHUjaMa
KOje TIoBe3yjy Te Tauke (morneaaj cnuky). Tako nodujamo rpad ca TeMeHMMa M UBUIIAMa, TEMEHA
Cy HaM Tayke a MBHUIIE JUHM]E KOje MOBe3yjy Tauke. AKO U3 HEKOI TeMeHa rpada roJsiazy napas
Opoj MBHIIA, OHJA TO TEME MOXKEMO Ha3BaTh mapHUM. M 0OpHYTO, ako M3 HEKOT TeMEHa TOJIa3H
HemapaH Opoj MBHIIA, OH/Ia TO TEME MOXKEMO Ha3BaTh HemapHUM. [locTaBibeHH MTPOOIIEM MOXKeE ce
caja npedopMyimcatu: ,,J1a i ce mobujenu rpad Moxe HAIPTATH Y jeHOM MTOTe3y 0e3 oIn3ama
oJIoBKe ca manupa?‘‘ Jla 6GucMo HarpTanu TpakeHu rpad moixa3uMo U3 jeTHOT BEerOBOT TEMEHA, a
3aTUM P HEro MITO CTUTHEMO JI0 ciefieher TeMeHa [[pTamMo jeTHy JIMHH]Y, @ HAKOH H3JIacKa APYTy
JUHU]Y, U TaKO CBE JOK HE CTYrHEMO A0 MOCJeIer TeMeHa. AKO LPTame MOYHMEHEMO M
3aBpIlIaBaMO y UCTOM TEMEHY, OHJa cBa TeMeHa rpada Mopajy OUTH mapHa, WM ako HHUCY, OH/a
cBa MOpajy OMTH MapHa OCUM IMOYETHOT U Kpajiker, KOju OM OMIIM HemapHU. A Ha CIHUIM J0Je
BUIMMO Jla Cy TPM Te€MeHa HemapHa, a jenHo mapHo. Jlakie, Huje moryhe mpehu mocrtoBe
Kenunrcbepra ,,u3 jeqHor moresa®.
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I'pad xoju ce Moxe HampTaTH O€3 MoIM3ama OJIOBKE ca mamnupa 30Be ce Ojiepos epagh, a

oarosapajyhu nyt Ojnepog nym.
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3anarak 8.1. (UerBpTH pa3pen, JlonaTHa HacraBa- rpagoBu) Moxe 1 y jeTHOM
nore3y, 0e3 Mmon3ama OJ0BKE ca Manupa, J1a ce HalpTa gurypa ca cimke. AKo je To Moryhe,
HaBE/IU yTamby.

r B

Pememe 3agaTka 8.1. Cpa TemeHa oBe (UType W JIMHUjE KOjUMa Cy Ta TEMEHA CIIOjeHa
gyuHe jenad rpad. 13 temena A, I' u B monase no jBe jimHMje Ka IpyruM TeMEHHUMA, JIaKJie Ta TPU
TeMeHa cy napHa. Jlok cy remena Jl u b HenapHa, jep U3 BUX 10Ja3€ M0 TPH JIMHH]E Ka APYTHM
TemeHuma. J[o periema 10Ja31uMo Tako HMITO KPEHEMO M3 jeTHOT OJ1 JIBa HeMlapHa TEMEHa, a APYroM
HETapHOM TeMEHY 3aBpIINMO yT. JeaHo ox pemema je -A-b-B-T'-/1-b.

3agarak 8.2. (UerBpTH pa3pen, JoxatHa HactaBa- rpadgoBu) Moxe 1u y jeaHOM
nmoTe3y, 0e3 MmoAn3ama 0JIOBKE ca Manupa, Jia ce HalpTa oTBopeHa koBepTa? Ilornenaj ciauky. Ako
je To Moryhe, HaBeM MyTawky
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Pememe 3agaTka 8.2. CBa TeMeHa OBE OTBOPEHE KOBEPTE U JIMHHU]E KOjUMa Cy Ta TEMEHa
criojeHa yuHe jenad rpad. TemeHa o3HaueHa OpojeBUMa 5 1 2 cy ImapHa TeMEHa, CTCIICHA YeTUPU
(W3 cBaKor ol HUX BOJE MO 4yeTupu JinHUje). Teme 1 je mapHO, cTerneHa JBa, OJHOCHO U3 Hhera
BoJie nBe ymHUje. JIok cy TeMeHa 4 u 3, HerepHa TeMeHa, crerneHa tpu. U ympaso hemo oBa aBa
HemapHa TEMEHa y3eTH 3a IoYeTaK U Kpaj. Jemno ox moryhux pemiema je 4-5-1-2-3-5-2-4-3.

3agarak 8.3. (Ilerm paspen, JonarHa HacraBa- rpadosu) Ha rmanuau JlaBupuHT
HaJla3M Ce 0caM cejia OKpykeHuX rycroM mymom. Cerna cy obenexena ca ciosuma A, b, B, T, 1,
B, E, K. Heka o mux cy moBe3aHa myTeBMMa Kao Ha CJIMIM UCO. Jla U ce CBU IMMyTEBU MOTY
npehu TayHo 1Mo je AHOM MPH YeMy ce Kpo3 HEKO MeCTO Moske npohu Buiie myta? Ako je To moryhe,
HaBe/IU MyTamy.

Pememse 3anaTka 8.3. Ako mocmarpamo ceila Kao TEMEHa, a IMyTeBe Kao WBHUIE rpada,
OHJIa BUJIMMO J1a Cy JIBa TEMEHA HeTapHa, cTerneHa TpH, To ¢y TeMena b u I'. Ocrana cena (Temena)
Cy MapHa, cTeleHa JiBa, jep U3 BHUX BOJE 10 JBa myTa. Jla O cMo JouutH 10 peliema Mopamo Ja
KpEHEMO U3 jeTHOT HeTapHOT TeMEHa, a MyT Jia 3aBPIIMMO y APYrOM HEMapHOM TEeMEHY. JeaHo
pemieme je Ha npumep b-A-E-XK-B-I'-B-/-B-T'.
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3anarak 8.4. (Ileru paspen, /lonaTna HacraBa- rpadosu) /la au je moryhe y jeanom
note3y 0e3 Mo/nu3ama OJIOBKE ca Manupa HalpTaTh TaKBy 3aTBOPEHY KPUBY JIMHHU]Y, KOja CBaKy
Iy’ Ha CITUIIM Ipecela TaYHo jeTHOM?

Pemewe 3amaTka 8.4. JlaTm mpaBOyraoHMK c€ CacToju W3 TpU Jeflia, JBa Mamba
MpaBOyraHMWKa ¥ jenHor Beher. YHyTpammocT Tor Beher mpaBoyranuka cMo o3Ha4qmiu ca V, ieBor
Mamer ca L, a nmecnor mamer ca D. CriosbHY MOBPIIMHY CMO O3Ha4YMJIK cIoBOM S. TemMaHa cmo
CIIOjWJIM JIMHMjaMa Tako Jla CBaKa JMHHU]ja Mpecela TauHo jeaHy ayx. Teme S je HemapHo pena 7,
teme V je HemapHo pena 5. Temena L u D cy mapna pena 4. Jenno HerapHo Teme he HaMm OWTH
MOYeTaK, a IPyro HenapHo Teme he HaM OUTH HA Kpajy IyTa.
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9. lopjaTtak

9.1. OcHOBHM MOjMOBH U3 TeopHje OpojeBa

Teopuja OpojeBa je rpaHa MaTeMaTUKe KOja ce YrjaBHOM OaBU MpPOy4yaBamEM CBOjCTaBa
npupoanux OpojeBa N ={1,2,3,4,..}. JenHo o1 ocHoBHUX cBojcTaBa ckymna N je 1a cy Ha mwemy
neduHUCaHE orepalyje cabupama W MHOXKCHA KOje 3aJI0BOJhABA]y 3aKOHE KOMYTAaTHBHOCTH,
acolMjaTUBHOCTH M AucTpuOyTHBHOCTHU. [lopen Tora, 3a cBaka ABa pa3inyMTa eIeMEeHTa m,n U3
ckyna N Baku mi m < n wim n < m. CBaku HenpaszaH noackyn ckyna N nMa HajMamy el1eMeHT,
na Ba)XK IPUHLIUI MaTeMaTH4YKe WHAYKIIH]E.

Ocum cBojctBa ckyma N, Teopuja OpojeBa mpoydaBa U CBOjCTBa CKyna menux Opojesa 0,

+1, +2, +3,... Koju ce o3HayaBa ca Z, Te CKyIla pallioHaIHuX OpojeBa Tj. OpojeBa 00aHMKa s 3a pE

Z,q €N, koju ce o3HauaBa ca Q.

[Tojam nesbUBOCTH j€ jejaH O] HajjeqHOCTaBHUJUX, all YJeTHO U HajBa)KHUJUX MIOJMOBA Y
Teopuju Opojena.

HMedpununuja 9.1.1. Heka cy a u b nenm 6pojeBu, u Heka je a pa3auauTo o HyJie. AKO
MOCTOjH 11e0 Opoj M TakaB Jia je b =m - a, oHJa KakeMo Ja je a Aenwial win gakrop 6poja b, b
Jje caapkanal win yMHOXak 0poja 6poja a, JOK je m KOJIMYHHUK KOjU ce Jo0Hja Ipu Jesbeby Opoja
b ca 6pojem a. Axo je b nespuBO ca a, oHa TO 03HaYaBamo ca a|b u kaxxemo jeHOCTaBHO Ja a
nemu b. Axo a|b u ako a u b Hucy MehycoOHO jemHaku, KaxkeMo J1a je a mpaBu Jenuian opoja b.

Teopema 9.1.1. Ako je 1ieo 6poj b espuB HenuM OpojeM a pasInIuTHM O] HyJIe, OHJIA je
BHUXOB KOJMYHUK jeTHO3HAYHO opel)eH.

Joxa3s teopeme 9.1.1. Axo je Opoj b nespuB Opojem a, OHJ1a TOCTOjHU 110 OPOj M Kao BUXOB
KOJIMYHHK, TaKo 1a je b = m - a. Ako OM 1mocrojao jour HeKH KOJIMYHHK N KOjU ce Mo0Hja MpH
nesbewy Opoja b Opojem a, onza Ou Baxkuiia jeqHakocT b =n - a, ma 6u 6mwio m - a =n - a. Kako
J€ @ pa3IMuuTO OJ1 HyJIe, U3 TIOCIE/HhE JeHAKOCTH JoOHjaMo J1a je m = n.
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Teopema 9.1.2. (Anropuram ae/bema) 3a CBaku nap neaux opojesa a u b (b je paznuunro
O/l HyJIe) jeTHO3HAYHO je oapehen map nenux OpojeBa q U I 3a Koje je

a=bq+r, 0 r<|bl.

Joxka3 Teopeme 9.1.2. Jloka)kxuMo HajIIpe er3uCTEHIIN]y OpojeBa q u r. PazMoTpuMo ciry4aj
kazaa je a= 0. O3naunmo ca S ={m € Z: m|b| > a}. Kako jea+ 1 € S, To je S Hempasan moackymn
cKyma npupoaaux opojea N, ma nuMa HajMambH €IEMEHT.

Heka je s=minSu q' =s—1. Taxa q’ ve npumnaza ckyny S, na je q'|b| < a.
Croraje r=a—q'|b|=0. C apyre crpane je s|b|> a, jep je s€ S. Jlobujamo jeaHAKOCT:
|b|= s|b|—q'|b|>a—q'|b|=T,

Uume cmo nokazanu aa je 0 < r < |b|. 3 nepunnnnone jemnakocTy 3a r uMamo Ja je a
= q’b+r. Kako je |b|=b-sgn(b), To je a =bq +r3a q=q’-sgn(b).

Hexka je caga a < 0. Kako je —a > 0, npema qoka3zaHoM ciydajy noctoje S,I'€ Z takBu j1a
je—a=s|b|+ru0<r <|b|.Cagajea=—s|lb|—r u —|b] <r'<0. Axojer' =0, onza je 3a
q = —s-sgn(b) ur =r = 0 3anoBosbero TBphemwe. Mehyrum ako je r' > 0, onna — r’ He
3a7I0BOJbaBa TPaXKEHE HEjeTHAKOCTH. 300T TOra ce pajy MOoIpaBKa:

a=—=s|b| =1’ ==s|b| = |b| + |[b] = = (=s —1) |b| + (|b]—T").
Heka je ' =—s—1, r=|b|—r’. Caga je a=|b| q' +r. [IpoBepumo HejeTHAKOCT 3a T

Kako je 0 < r’ < |b|, muoxemem ca —1 mobujamo —|b|] < — r’ < 0. JlonaBamem |b]|
nooujamo 0 < |b|—r’ < |b|, 1j. 0 < r < |b|. 3a g = q’sgn(b) konauno umamo najea=bq+ru 0
<r<|b|.

Ocrtaje ma mokaxemo jequHCTBeHOCT. [IpernocraBumo na je a = bq+r = bqq+1y, 0
<r, 7 < |b|. He ymamyjyhu onmrocT goka3a MoKeMo J1a MPETIIOCTaBUMO Jia je T < 1q. M3 monasue
jenHakocTr uMamo 1aa je b(q—q4) = r;—r. Kako je 0 < r;—r < |b|, To je 0 < |b(q—q4)| < |b].
CkpahuBamem ca |b|, nodujamo na je 0 < |q—q,| < 1. Kako je |q—q | HeHeratuBan 1ieo 6poj, TO
je |19—q1|=0. Oryza je q=q,, majer=ry.

bpoj q y npeTxoHO 10Ka3aHO] TEOPEMH j€ HENOTIYH KOJIMYHUK, a I' OCTaTaK IpH JIeNCHhY
Opoja a 6pojem b, mm kpahe, camo ocrarak. Ako je r = 0, oHza je a = bq, 1j. 6poj a je IebUB
opojem b. Ako a Huje 1espuBO ca b, yBeK je r pa3Iu4yuTo O] HyJIe.
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AJropurtaM Jiesberha ce YeCTO KOPUCTH Y Kiacudukanuju opojeBa. Ha nmpumep, 3a b = 2,
ako je r = 1 umamo HemapHe OpojeBe obnmka a = 2q + 1, 10k 3a r = 0 umamo mapHe OpojeBe
a=2q. Cianuny cutyanujy umamo 3a b = 3,4,.. Tako no6ujamo pazOujame CKyma 1nenmux OpojeBa
Ha JIMCJYHKTHE KJlace 1Mo Moayiy Opoja b. JIBa nena Opoja nmpumanajy UCToj KJIacH OHJIA H CaMo
OHJIa aKO je IbUXO0Ba pasjifKa JiejbHBa ca b.

Teopema 9.1.3. Heka je b ieo 6poj Behu on 1. Tama ce cBaku mo3uTuBaH 1eo 6poj m Ha
JEIMHCTBEH HAYMH MOJKE NMPUKA3aTH Y OOJIHKY

m=a,b" +a,_,b" 1 +..+a,,
rieje0<a,<bum0<a;j<b,32i=0,1,..,n—1.

Hepununuja9.1.2. Hexaje D(a) ={bE€Z™* : b|a}, rue jea EZ. Axojea>1uD(a)={1,a},
OHJIa KaXXeMO Ja je @ pocT 0poj.

Jepunnunmja 9.1.3. Heka je D(a,b) =D(a) N D(b), rue cy a,b €Z, a u b cy paznuuutu
on nyne. bpoj (a,b) = max D(a,b) je najsehu 3ajennnuku genmian 6pojeaa u b. Axoje  (a,b)
=1, Tama kaxxeMo 1a cy 6pojeBu a u b y3ajamuo npoctu.

Teopema 9.1.4. 3a cBaku cioxxeH npupoaad 6poj n € N nmoctoju mpoct 6poj p Takas Ja

pin.

Teopema 9.1.5. Heka je n € N coxxen 6poj. Taga mocroju mpoct 6poj p < [vn].

Jloxa3 Teopeme 9.1.5. Kaxko je n cioxen 6poj, D(n) # {1, n}. Heka je k€ D(n) \ {1, n}.
[Momro k|n, moctoju npupoxan 6poj | rakas na je n = kl. Kako je 1 <k <n, ciequ na je u 1

<1< n. C o63upom na je k <1 wmm 1 < k, He ymamyjyhu ommroct nokaza, MOXKeMO aa
npermoctaBumo 1a je 1 < k. [Ipema nperxogrom tBphemy moctoju mpoct O6poj p Tako na p | 1. Te
jep <1l atume je p < k. Onarne je

p?<kil=n,1.p<[Vn].
Teopema 9.1.6. [IpocTux O6pojeBa MMa GECKOHAYHO MHOTO.

Teopema 9.1.7. (OcHoBHAa TeopeMa apuTMeTHKe) 3a cBaku npupojgaH 6poj n € N*
nocroje jemuncteenu K € N, npoctu 6pojeBu p; < Py << Py U Ay, Uy, ..., A, € N*1aK0 1a je

— 04 (04 04
n=p; - pz-2..Px
U3zpa3z p1*1: p2*2-.... px** Ha3UBaMO MPOCTOM WJIM KaHOHCKOM (pakTopu3anujom O6poja n.

Hocaenuua 9.1.1. Ilpupoman Opoj je KBagpaT OHAAa M CamMO OHJAA aKo Yy IPOCTOj
(akTopHU3aIMj1 UMa CBE U3JI0XKHOILIE MTapHE.
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9.2. OCHOBHM MOjMOBH U3 reoMeTpHje

l'eomeTpujcka ¢urypa je OWIO KOjU HEMpazaH IMOJACKYI TWPOCTOpa. 3aHUMIbUBE
reoMeTpujcke GUrype cy paBHH, IpaBe, MOIYIPaBe, AyKH, YIIIOBH, TPOYTIJIOBH. ..

Nepununmja 9.2.1. IpecnukaBame @ : E» = Er, n € {1, 2, 3}, koje je Oujekuuja u xoje
cBake jBe Tauke A u B mpocropa EP npecnukasa y Tauke A’ u B’ Takse na je (A, B) = (A', B)
Ha3MBa C€ N30METPHJCKOM TpaHC(HOPMAIIjOM HIIK U30METPHjoM mpoctopa En.

HMepununuja 9.2.2. JIse purype @4 u ®, cy nonynapse, y o3Hau @, = P,, ako nmocroju
n30MeTpHja (P Koja npeciukapa @ y @,, 1j. Baxu @(P1) = P,.

[lojaMm moOQymapHOCTH JYKM TIPOMCTHUYE U3 TPETXOJHE YOIIITeHe jAcuHuImje
MOyIapHOCTH (QUTYPA, jep Iy’K CMaTpaMo PUTYPOM.

Jepunnumja 9.2.3. Tauka S je cpeauiute ayxu AB ako mpumnazna Toj Ay>xu u ako je  AS
= SB.

Hepunummja 9.2.4. JIpa xouBekcHa wid KoHkasHa yriaa pOq u p'0'q’ cy nmomynapna
ako M caMo ako Ha Kparmma p, g, p' u q' pemom mocroje tauke P, Q, P' u Q' rtakse na je

(P,0,Q) = (P',0',Q).

Jepunnumja 9.2.5. 3a KOHBEKCaH yrao Kaxe ce Jia je npas, OIITap WIK Ty Y 3aBUCHOCTH
O]l TOora Jia JIU je OH MOAYAapaH, MamwHu O], UM Behu of cBor ymopenHor yria. /IBa yria cy
CYIUIEMEHTHA aKo j€ BbUXO0B 30Up ONpPYXKEH yrao, a KOMILIEMEHTHH aKO j€ lbUXOB 30Hp IIpaB yrao.

Teopema 9.2.1. IlpaBu yrioBu cy melycoOHO moaynapHu. Yrao MojaynapaH HEKOM
MIpaBOM YTy je Takole mpas.

Jepunnumja 9.2.6. Axo npase p u q caapxxe perom kpake OP u OQ Hekor mpasor yria

POQ, Tana kaxemo 11a je mpaBa p HopMaiHa (yIpaBHa) Ha IpaBy ( y O3HaLHU pLlg.

Teopema 9.2.2. 3a cBaky IpaBy p U CBaKy TauKy A HeKe paBHM I1OCTOjH j€IMHCTBEHA ITPaBa
N y TOj paBHU KOja caJp>kKu Tauky A ¥ ynpaBHa Ha IIPpaBoj p.
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JlBa Tpoyriia cy moJyJapHa ako MOCTOjH W30METpHja Koja jelaH TPOyrao MpeciuKaBa y
npyru. Kako nzomerpuja gyBa pemociel, jacHO je la ako Cy JBa TpoyrJja MoayAapHa, Taua Cy
noaynapHe W oaropapajyhe mBwuie u ofaroapajyhu yriosu. IlocToje yKymHO YeTHpH OCHOBHA
CTaBa TIOAYAAPHOCTH, KOjU HaM TOBOpe KOjU Cy O YycCJoBa IOAYIAapPHOCTU
oaropapajyhux wBMIa W yrioBa [JOBOJBHM Ja OM [Ba Tpoyrjia Owia MOAyAapHa.
Hpyru craB ce mnpunucyje Tamecy u3 Mmunera (624.m.H.e.-546.1m.H.€.), JOK c€ OCTaIU
npunucyjy [Iuraropu ca Camoca (570. m.H.e.- 495.m.1.¢.)

CraB 1 (CYC: Crpannua-Yrao-Crpanuna) /[Ba tpoyria cy nojayaapHa ako Cy JBe
WBHIIC ¥ HbUMa 3axBaheH yrao jeHoOr Tpoyria MOAyAapHU ca OAroBapajyhuM mBUIIAMA U YTIOM

Jpyror Tpoyria.

CraB 2 (YCY: Yrao-Crpanuna-yrao) /[Ba Tpoyria cy nmogyaapHa ako Cy jeIHa HBHUIIQ
Y B0j HAJICTJIN YTJIOBH jeTHOT TPOYTJIa MOAYAapHHU ca OroBapajyhoM MBUIIOM U HA 0] HAJICTIIAM
yII0BUMa JIPYTOT TPOYTJIA.

CraB 3 (CCC: Crpannua-Crpannna-Ctpanuna) /[Ba Tpoyria cy nojynapHa ako cy UM
onrosapajyhe uBuie noayaapHe.

CraB 4 (CCY: Crpannna-Ctpanuna-yrao) J[pa Tpoyria cy noayaapHa ako Cy JBE
CTpaHMIIC ¥ YTa0 HACTIPaM jeTHE O/ HUX jeAHOT TPOYTJia IMOAYIapHH ca OAroBapajyhuM uBuama
U oJroBapajyhum yriiom Ipyror Tpoyria, a yriIOBH HaclpaMm IpYTUX JIBEjy MBHIA Cy WM 00a
olTpa Wi oda npasa win oda Tyna.

Tephemwe 9.2.1. Hacipam moaynapHUX MBHIIA HEKOT TPOYTJIA Cy MOAYAApHH YIJIOBH M
0o0paTHO, HacIpaM NOAyJapHUX YIJIOBa TPOYTJa Cy NOJAyJapHe UBHIIE.

Teopema 9.2.3. (Iluraropuna Tteopema) IloBpmHa KBagpaTa HaJ XHUIIOTEHY30M
IIPAaBOYTJIOT TPOYTJIa je/IHaKa je 30Mpy MOBPIIMHA KBajpaTa HaJ KaTeTama TOT TPOoyTJia.

Teopema 9.2.4. (TanecoBa Teopema) AKo JIBe TapasieTHE MTPaBe CEKy KpaKke KOHBEKCHOT
yrjla ca TEeMEHOM y Tauku A, U To jenaH kpak y Taukama B u By, a npyru kpak y taukama C u Cq,

orna je AB = AC _ BC
MaJC 4B, T ac,  BG,

Teopema 9.2.5. Ako 1Ba TpoyTjia UMajy jelHaKe YIIIOBE, OHJA Cy TH TPOYTJIOBU CIIMYHH,
TO jECT OHJIa CY MPOIOPIIMOHAIIHY TApOBH OIr0OBapajyhux crpaHuna.

Teopema 9.2.6. Axko Ccy JABe CTpaHHUIE jeTHOr TpOyIJIa HPONOPIMOHAIHE JBeMa
CTpaHHIIaMa IPYroT TPOYTJIa U aKO j€ yrao KOju 3aXBaTajy OBE CTPaHUIIE Y TPBOM TPOYTITY jeAHAK
yTIIy KOjU 3aXBaTajy oAronapajyhe cTpaHulle y Jpyrom, Tajia Cy TpOYIJIOBU CINYHH.

Teopema 9.2.7. Axo cy cBa Tpu mnapa ojrorapajyhux crpaHMua JBa Tpoyria
MPONOPIMOHAIIHA, OHJIA CY TH TPOYTJIOBU CIIMYHH.
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9.3. OcHOBHM MOjMOBH U3 Teopuje rpadoBa

[Toyenn Teopwuje rpadoBa Be3yjy ce 3a IIBajIIapcKOr Maremarnyapa, Jieonapaa Ojiepa u
[Tpo6aem Kenurcoeprikux MmoctoBa, o yemy je Beh omno peun. OH je 26. aBrycra 1735. roauHe
MPE3EHTOBA0 CBOj paa Ha oBoM mpobinemy Pyckoj akagemuju Hayka y Cankt IletepOypry,
nokazyjyhu na je takaB oOmia3ak MOCTOBa HEMOTryh y3 HamoMeHy Ja Ce HErOB METOJl MOXKe
MIPOLIUPUTH Ha TIPOU3BOJBAH pacropes ocTpsa u Moctoa. Ojiep je camo popmynrcao nmorpedHe
Y JIOBOJbHE YCIIOBE JIa TakaB OOMJIa3aK MOCTOjH, alli HUjE CMAaTpao Ja je MOTPEeOHO J1a MOKaXe
JIOBOJbHE YCIIOBE y ommTeM cinydajy. Unanak o [Ipo6nemy Kenunrcoepuikux moctoBa Ojiep je
Haricao 1736. ronune, pBU NMyT je 00jaBibeH 1741. roguHe, anu je mpoOyauo Majlo MHTepeca
Mehy octanuM maTemaruuapuma Tor BpeMeHa. Teopuja rpadoBa 030uIbHUjEe TOYHEE Ja ce
pa3BHja TeK o1 Kpaja 19. Beka.

Jepununmja 9.3.1. I'pad G je ypehenu map (V, E). Enementu cxyna V ce 30By 4uBopoBH
(TemeHa unu BpXoBH), a eneMeHTH ckyma E rpane (uBuie) rpada G. 3a natu rpad G, ckyn uBopoa
ce ozHayaBa ca V(G), a ckyn rpana ca E(G).

HMedpununuja 9.3.2. I'pana koja cnaja yBop ca camMmuM coOOM Ha3uBa Ce MeTJba.

HMedpununuja 9.3.3. /[Ba uBopa HeopujeHTHCAHOT Tpada 6e3 MeTIbH, U U V, Cy CYCEeIHU aKO
Cy crojeHu rpaHoM € =(u,v). 3a YBOp U U rpaHy € KaKEeMO Jia Cy HHIIUJCHTHU (MCTO BAXKH U 32 V
ue). ['pana e =(u,v) ce ckpaheHo nuiie e = uv.

Jepunnumja 9.3.4. J[Be rpaHe cy cyceqHe ako UMajy 3ajeJHUYKU YBOP.

Jepunnumja 9.3.5. bpoj cycenHux 4YBopoBa V 30Be ce CTENeH YBopa V U
o3HauaBa ca d(Vv). UBop Koju Hema cyceia Ha3WBa ce M30J0BaH 4BOp. J[Ba cycemHa yBopa Cy
Kpajibe Tauke rpaHe Koja ux crnaja. CteneH yBopa MOXe ce AemudpoBaTu U Kao Opoj rpaHa Koje
Ce Crajajy y TOM 4BOpY.

Nepunnunmja 9.3.6. Kox opujentucanux rpadosa cy cBe rpane e =(u,V) OpHjeHTHCaHE,
Tj. OUTaH je peaociies YBopoBa. 3a rpany e =(u,v) KaxxeMo Ja BOJU U3 4Bopa Uy 4Bop V (1j. aa
W3J1a34 U3 YBOpa U, a yliasu y uBop V). M3nasuu crenen ysopa v, y o3naiu d* (v), je 6poj rpana
KOje BOJIE U3 YBOpa V. YIIa3HU cTereH uyBopa Vv, y o3Haim d~ (V), je Opoj rpaHa Koje BoJie y 4BOp
v. [letspa ce 00MYHO cMaTpa M yJIa3HOM M U3J1a3HOM TPaHOM 3a ojaroBapajyhu 4Bop.

Teopema 9.3.1. V HeopujeHTHCaHOM Tpady G, KOju MMa HajMamke JBa YBOPa, IMOCTOje Oap
JIBa WCTOT CTEICHA.

Teopema 9.3.2. V "eopujentucanom rpady G saxu d(vq) + d(vy) + ... + d(v,) = 2m,
rze je n 6poj yBopoBa, a m Opoj rpaHa.

Teopema 9.3.2. V HeopujenTucanoM rpady G 6poj 4BOpoBa HEMAPHOT CTEIICHA j€ MapaH.

79



9.4. OcHoBHM NOjMOBM U3 TeopHje BepoBaTHOhe

Teopuja BepoBaTHOOE je MaTeMaTH4Ka AUCHUIUIMHA KOja c€ OaBH M3y4aBambEM CIyUajHUX
nojaBa. OCHOBHHU MOJIENI KOjU C€ KOPUCTH Y TEOpHjH BepoBaTHOhe je ekcriepuMeHT momohy Kora
ce y IpUpOAM W JPYIITBY BpIIM IMpoydyaBame Be3a m3Mely y3poka u mocnemune. Ha mcxon
eKCIIepUMEHTa OOMYHO YTHYE BHIIE yCJIOBAa. AKO C€ €KCIEPUMEHT IOHABJba MHOTO ITyTa IMOJ
HCTUM YCJIOBHMA, T10jaBJbyje ce oapeleHa 3aKOHUTOCT y CKyny ucxona. OBa o0iacT MareMaTuke
ce 0aBM TUM 3aKOHUTOCTMMA yBol)eM KBaHTHUTATHBHE Mepe y oOnmky Opoja (Taj Opoj ce 30Be
BEepOBaTHONA, ¥ HBUME ce MPOLEHYje MOTYNHOCT HacTylama HCX0/1a).

Kao MmonepHa maremaTtuuka quCIUILUIMHA TEOpHUja BepoBaTHOhE pazBuja ce Tek mocie 1933.
roJauHe Kaja je pycku maremarudap Annapej Hukonajesuu Konmoropos o0jaBuo paa y Kojem je
U3JI0KMO OCHOBHE ITOCTABKE aKCHMOMAaTCKe 3aCHOBAHOCTH TeopHje BepoBaTHohe. Ilpe Tora oBa
o0ylacT MaTeMaTUKe ce pa3BHjajia OCIOHEHA Ha eMIIMPHjCKe M MHTYUTUBHE MOMEHTE, YCKO
MoBe3aHa ca mpobjeMuMa urapa Ha cpehy M mpakTHUYHHX npobsiema, 6e3 (GpopMarHO-IOTHYKe
Teopuje MOBEe3aHe ca JPYrMM MaTeMaThykuM mnojMoBuma. [louerak pasBoja Te ,,emmupujcke
Teopuje BepoBaTHohe Besyje ce 3a 17. Bek u 3a uMeHa JBa (hpaHIlyCcKa MaTemaruyapa, 1o cy Iljep
ne ®epma u bnes Ilackan. Bbbuxosa cryauja uz 1654. ronune 6aBu ce mpoOJIEMOM BE3aHUM 3a
JeIHy KOLKapCKy Urpy, o uemy je Beh O6miio peun. CimyHum npoGieMumMa, BE3aHUM 3a UTpe ca
KOILIKMIIaMa, 0aBHO ce U UTaJIujaHCcKu MaTeMaTnyap buponamo Kapaano (1501-1576), mpodecop
MareMaruke y bonowmu u Muiany.

[IpunukoM mpoydaBama pa3sHUX MpobieMa yodaBajy ce IMojaBe KOje Ce OCTBapyjy Npu
peanu3aiyju HeKOoT KOMIUIEKCHOT YCIIOBa. JelHa peain3aliyja ocMaTpaHor KOMITJIEKCHOT yClIoBa
ce 30Be ekcriepuMeHT. [locmartpajy ce ekcriepuMeHTH Koje je Moryhe moHOBUTH HEOTpaHUUYeH Opoj
IIyTa IIpU UCTUM YCIIOBHMA.

VY Teopuju BepoBaTHOOE eleMeHTapaH joralaj uin eaeMaHTapaH UCXOJ] jé OCHOBHH 110jaM
u He aepunume ce. CKym CBHX €JIEMEHTapHUX MCXOJa JETHOI EKCIepUMEHTa je MPOCTOp
eJIEMEHTApHUX HUCXOZa. Y OIIITEM Cy4ajy MpOCTOp €IEeMHTAapHUX MCXO/a ce O3HayaBa ca {, a
HETOBH €JIEMHTH Ca .
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Hepununuja 9.4.1. Axo je A noxackym ckyma £, Tana je A ciayuajan gorahaj.

Jepunnumja 9.4.2. (JlanuacoBa nepunuuuja BepoatHohe) IIpermocraBumo na je
CKyIl elleMeHTapHuX jaorah)aja koHadaH, Q={wq, W3, ..., W,} U 1a CBaKW eJIeMeHTapHH jorahaj
“Ma UCTy BepoBaTtHohy peanusanuje. Tazna je:

1
Pi=Pup =1

Heka je A moackymn ox , 1j. A= {wil, Wi, e wik}. Tana je P(A) =-.

n
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