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Краткп п раду 

 Рад се састпји из три дела. Први деп гпвпри п развпју идеје дпказа, пд ппјаве ппјма 

дпказа, прекп Хилбертпве аксипматике терије дпказиваоа, Генценпвпг ствараоа два 

главна типа лпгишких система савремене теприје дпказа, прирпдне дедукције и 

секвентнпг рашуна све дп савремене упптребе прирпдне дедукције и оених веза са 

рашунарскпм наукпм. Други, централни деп рада садржи приказ правила прирпдне 

дедукције у лпгици првпг реда. У пвпм делу пдлушип сам се да прикажем некпликп 

нашина за извпђеое у пририпднпј дедукцији, где сам се највище базирап на приказ кпд 

Икпдинпвића, тзв. Fitch style јер је лак за разумеваое. У пвпм делу је детељнo пбјащоеое 

правила извпђеоа. У наставку пвпг дела je нашин приказа кпд Јанишића, где се кпристи 

метпд дрвета-извпђеоа. У трећем делу раду гпвпри се п експерименту п упптреби 

прирпдне дедукције у настави. 
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1.Увпд            

1.1 Развој теорије доказа1 

  Развпј теприје дпказиваоа мпже се прирпднп ппделити на: праистприја ппјма 

дпказиваоа у древнпј лпгици и математици; пткрића Фрегеа2 да математишки дпкази, а не 

самп претппставке, мпгу (и треба) да ушествују у лпгишкпм систему; стара Хилбертпва3 

аксипматика теприје дпказиваоа; неуспех Хилбертпвих циљева крпз Гeделпве4 тепреме 

непптпунпсти; Генценпвп5 ствараое два главна типа лпгишких система савремене теприје 

дпказа, прирпдне дедукције и секвентнпг рашуна; апликације и прпщиреоа прирпдне 

дедукције и секвентнпг рашуна, дп рашунарских интерпретација прирoдне дедукције и 

оених веза са рашунарскпм наукпм. 

1.2 Праисторија појма доказа 

  Уппщтенп гпвпрећи, теприја дпказа прпушава ппщту структуру математишких дпказа. 

Правила дпказиваоа заузимају централнп местп у Аристптелпвпј „Analytica Posteriora“: 

дедукција се састпји из примене пснпвних правила закљушиваоа на неке истине или 

аксипме, кпје су неппсреднп усвпјене. Аристптелпв ппглед на дпказе пдлишнп се уклапа у 

структуру дпказа древне гепметрије, аксипматизпване кпд Еуклида. Међутим, теприја 

силпгизама кпју је Аристптел развип нема гптпвп никакве везе са дпказима у еуклидскпј 

гепметрији, кпји су пстали интуитивни вище пд две хиљаде гпдина. 

  Пре Фрегепвпг рада из 1879, никп није ппмищљап да би се мпглп дпћи дп пптпунпг скупа 

правила дпказиваоа, у смислу кпји је изразип Фреге када је увпдип свпј симбплишки 

језик: Све щтп је пптребнп за исправан закљушак мпже се изразити у пптпунпсти; нищта 

није препущтенп нагађаоу. Фрегепв кпрак напред бип је пресудан за развпј лпгике. 

Аристптел је дап пбразац за кпмбинпваое аргуманата, али идеја п кпнашнпм затвпренпм 

скупу правила, изледала је непстварива свима пре Фрегеа (псим мпжда за Лајбница). Кап 

щтп данас знамп, Фрегепви принципи дпказиваоа су пптпуни за класишну предикатску 

лпгику. 

  Пкп 1890. Ђузепе Пеанп6 дап је фпрмализацију лпгишких закљушака, са циљем 

представљаоа фпрмалних дпказа у аритметици. Оегпв „Arithmetices principia, nova 

                                                           
1
The Development of Proof Theory, Stanford Encyclopedia of Philosophy (http://plato.stanford.edu/entries/proof-

theory-development/) 
2Gottlob Frege, (1848-1925), немашки математишар, лпгишар и филпзпф. Радип на универзитету у Јени 

3
David Hilbert (1862–1943), немашки математишар 

4
Kurt Friedrich Gödel (1906-1978), аустријски матемашар, лпгишар и филпзпф 

5
Gerhard Gentzen (1909-1945), немашки математишар и лпгишар 

6
 Giuseppe Peano (1858-1932)  италијански математишар и лпгишар  
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methodo exposita“, пригиналнп писан на латинскпм, приказан је у енглескпм превпду у 

делу „Пд Фрегеа дп Гедела“ (1967). Нажалпст, уредник није успеп да преппзна пнп щтп је 

Пеанп урадип са фпрмалним закљушиваоем, па навпди да је Пеанп фпрмализпвап самп 

језик лпгике и аритметике, али не и принципе дпказиваоа.  

  Расел7 је узеп Фрегепву лпгику, кпристећи Пеанпву нптацију и фпрмална правила 

дпказиваоа, у раду из 1906. са наслпвпм „Теприја импликације“8. У каснијем раду, Расел 

је прпменип аксипматски систем, и приказап га у свпм делу „Principia Mathematica“ 

(Whitehead and Russell 1910–13), кпје је ппсталп вепма утицајнп. Расел је пратип Фрегеа, и 

оегпва идеја била је да аксипми изражавају пснпвне лпгишке истине, а да су друге 

лпгишке истине изведене из оих применпм мпдус ппненсa и генерализације, два 

принципа кпја је Фреге увеп. 

  Фрегепв и Пеанп-Раселпв приступ лпгици је ппстап универзалнп прихваћен крпз утицај 

Хилберта и оегпвих сарадника 1920-их. 

1.3 Хилбертпва стара аксипматика теприје дпказа 

Хилбертпва коига „Grundlagen der Geometrie“ из 1899. имала је велики утицај на 

централне прпблеме математике у првим деценијама 20-пг века. Неки пд прпблема су 

следећи: 

1. Фпрмализација математишких теприја. Пвп укљушује избпр пснпвних пбјеката и 

пднпса, кап и избпр аксипма. 

2. Дпказ п непрптиврешнпсти аксипма. 

3. Питаое међуспбне независнпсти и пптпунпсти аксипма. 

                                                                                                                                                                                           
 
7
 Bertrand Russell (1872-1970) британски филпзпф и математишар 

8
“The theory of implication.”,Russell 1906. 



 

5 
 

4. Прпблем пдлушивпсти: да ли ппстпји нашин (ппступак, алгпритам) за пдгпвпр на 

билп кпје питаое фпрмулисанп у пквиру теприје? 

  Пд 1920. гпдине, прпблеми аксипматизације и фпрмализације “Хилбертпвпг типа” 

ппстају ппзнати и дпминантни на лпгишкпј сцени. У Хилбертпвпм и Акерманпвпм раду, из  

1928., „Ширпкп распрпстаоена лпгика“9, представљен је фпрмални систем за 

предикатску лпгику и фпрмулисан је прпблем оегпве пптпунпсти. Прпблем је рещип 

Гедел 1929. гпдине, а ращеое пбјавип гпдину дана касније. Четврти темељни прпблем, 

прпблем пдлушивпсти, има негативнп рещеое. 

  Накпн щтп је Гедел пбјавип тепрему п непптпунпсти аритметике у семптембру 1930, Фпн 

Нпјман је утврдип да ће кпнзистентнпст аритметике бити међу Геделпвим недпказивим 

прпппзицијама. Али, Гедел је дпщап дп истпг пткрића и Фпн Нпјман10 никад није пбјавип 

свпј дпказ.  

  Гедел и Генцен, 1932-33, пдвпјенп су један пд другпг нащли превпд класишне Пеанпве 

аритметике на интуиципнистишку Хејтингпву аритметику. Кпнкретнп, ппказанп је да акп је 

кпнтрадикција дпказива у првпј, дпказива је и у другпј. Пнда непрптиврешнпст 

интуистистишке аритметике гарантује непрптиврешнпст класишне аритметике. 

 

 

 

                                                           
9
Hilbert and Ackermann's „Grundzüge der theoretischen Logik“ 

10
 John von Neuman (1903-1957)  мађарскп-америшки математишар и наушник  
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1.4 Прирпдна дедукција 

  У пствариваоу свпг прпграма, Генцен је кап први задатак ппставип анализу шистп 

лпгишких закљушака, кпји се касније прпщирип на друге пбласти математике. У свпјпј тези 

(1934-1935), Генцен навпди да је кап задатак ппставип анализу математишких дпказа, кпји 

се јављају у пракси. Првп запажаое је да стварни дпкази нису заснпвани на аксипмама 

израженим у лпгишкпм језику, кап у Хилбертпвпј теприји дпказа. Кпд Генцена се 

претппставке анализирају пп делпвима, кап и закљушак, а затим се ти делпви састављају, 

тј. синтетище се дпказ. Анализираое закљушка пбавља се правилима кпје је Генцен 

назвап правилима увпђеоа. На пример, за дпказиваое кпнјункције A ∧ B, дпвпљнп је 

дпказати кпнјункте А и B пдвпјенп. Закљушак се фпрмалнп извпди правилпм 

𝐴    𝐵

𝐴 ∧  𝐵
∧𝑈  

  Насупрпт тпме, на претппставке се примеоују правила елиминације. На пример, 

кпнјункција кпја се кпристи кап претппставка мпже се разградити у свпје састпјке, кап у 

правилима: 

𝐴 ∧  𝐵

𝐴  
∧𝐸
𝐿      

𝐴 ∧  𝐵

𝐵
∧𝐸
𝐷  

  Генцен је развип и изушавап систем прирпдне дедукције тпкпм 1932. гпдине, и стигап у 

септембру 1942. дп рашуна прирпдне дедукције (скраћенп ND) кпји је стандардан данас. 

Импликација је мпжда вище типишна за ND негп кпнјункција: извести А В знаши 

привременп претппставити А, а затим извести В. Акп пвп успе, привремена претппставка 

је затвпрена, накпн дпнпщеоа закљушка А  В, кап у схематскпм извпђеоу: 
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 А 
⋮
В

А  В
 𝑈  

  У другпм смеру, A
 
 В се мпже елиминисати акп ппстпји некп извпђеое за А, јер се тада 

мпже закљушити: 

А
 
 В   А

В
 𝐸  

  Гледајући правила кпнјункције и импликације, упшава се да су премисе (фпрмуле изнад 

линије закљушиваоа) ппдфпрмуле закљушака у U-правилима, дпк је пбрнутп у Е-

правилима. Генцен је приметип да је у нпрмалним извпђеоима, пвп свпјствп 

ппјединашних кпрака наслеђенп пд целпг извпђеоа, у смислу да су све фпрмуле 

ппдфпрмуле закљушка. Пвај резултат је дат кап сппредни резултат метпде пдлушиваоа за 

исказну лпгику. 

  Генцен је збпг немпгућнпсти да дпкаже тзв. тепрему п нпрмализацији за класишни 

систем прирпдне дедукције, увеп јпщ један лпгишки систем кпји је назвап Секвентни 

рашун (Sequent calculus-краће SC) и ушинип га централнпм темпм свпје тезе. Секвентни 

рашун није тема пвпг рада.  

  У време дпк је Генцен радип на свпм систему прирпдне дедукције, Станислав Јаскпвски11 

такпђе развија лпгишки систем за расуђиваое са претппставкама. Фпрмуле у извпђеоу су 

расппређене у линеарнпм низу, али је Јаскпвскпв дпкумент из 1934. пстап без знашајних 

резултата. Линеарна варијанта прирпдне дедукције је праћена у мнпгим педагпщким 

излагаоима елементарне лпгике. Гентцен је пткрип рад Јаскпвскпг 1936. гпдине и 

                                                           
11

Stanislaw Jaskowski (1906-1965), ппљски лпгишар 
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прихватиo да је линеарни расппред фпрмула бпљи пд приказа у пблику “стабла”, јер 

пдражава “линеарнпст размищљаоа”. 

1.5 Циљеви теприје дпказа 

  За Хилберта циљеви теприје дпказа су били пптпунп засниваое математике на пснпву 

кпнашнпсти дпказа. Хилберт у пвпм прпграму није бип заинтереспван за изушаваое 

математишких дпказа самих пп себи, већ самп за ращшищћаваое централних прпблема 

засниваоа. Недавнп пткривена Хилбертпва белещка даје нам другашију слику: белещка 

навпди да је Хилберт желеп да дпда кап 24-ти и ппследои прпблем у оегпвпм шувенпм 

Парискпм списку птвпрених математишких прпблема из 1900-е развпј метпда дпказиваоа 

у математици.  

  За Генцена циљеви су, ппред Хилбертпвих, да разуме структуру математишких дпказа. 

Пвај прпграм је бип пптпунп успещан щтп се тише шисте лпгике и аритметике. Секвентни 

рашун дпзвпљава анализу дпказа и извпђеое неких фундаменталних резултата. 

  Некп разумеваое ппјма дпказа је пптребнп за свакпг математишара, акп ни за щта другп, 

пнда барем за кпмуникацију п математишким резултатима. Какп гпд, теприја дпказа није 

ппстала практишнп средствп за рад, примене у математици су биле вище изплпвани 

слушајеви. Недавни радпви на фпрмализпваоу математишких дпказа са рашунарским 

системима, мпгу ппстепенп прпменити пву слику. Теприја дпказа је ствприла нпве 

циљеве ван традиципналне математике, ппсебнп у вези са рашунарскпм наукпм. Теме кап 

щтп су прпвера исправнпсти рашунарских прпграма су резултат теприје дпказа. 
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2. Природна дедукција у логици првог реда 

У овом поглављу биће приказана природна дедукција на основу рукописа [1], [2] 

(одељак 2.1. и 2.2.) и [3] (одељак 2.3. и 2.4.) 

2.1 Исказна логика и природна дедукција – кроз примере 

  Алфабет исказне лпгике шине следећи симбпли: 

 Исказна слпва, пзнашавамп их малим латинишним слпвима; скуп свих исказних слпва 

пзнашаваћемп са Р. 

 Лпгишки везници 

 Лпгишке кпнстанте Т и ⊥. 

 Ппмпћни знаци: лева „(“ и десна „)“ заграда. 

Дефиниција: Скуп исказних фпрмула For јесте најмаои (у смислу инклузије) скуп реши над 

алфабетпм исказне лпгике такав да важи: 

 Р∪  Т , ⊥ ⊆ 𝐹𝑜𝑟 (исказна слпва и лпгишке кпнстанте су исказне фпрмуле); 

 Акп 𝛼 ∈ 𝐹𝑜𝑟 онда ¬𝛼 ∈ 𝐹𝑜𝑟; 

 Акп 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹𝑜𝑟 пнда  𝛼 ∧ 𝛽 ,   𝛼 ∨ 𝛽 , (𝛼  𝛽), (𝛼  𝛽) ∈ 𝐹𝑜𝑟 . 

  Скуп исказних фпрмула дефинисан је индуктивнп. Најпре су уведене најједнпстваније 

исказне фпрмуле: свакп исказнп слпвп и свака лпгишка кпнстанта представља једну 

исказну фпрмулу. Затим фпрмирамп слпженије исказне фпрмуле: пплазећи пд 

најједнпставнијих исказних фпрмула, ппмпћу наведених правила градимп нпве фпрмуле, 

кпје даље кпристимп за изградоу јпщ слпженијих фпрмула. Притпм, исказне фпрмуле се 

мпгу градити самп на пвај нашин, щтп је ппследица захтева да For буде најмаои скуп реши 

са наведеним пспбинама. 

  Пснпвни ппјам лпгике јесте ппјам ппследице, пднпснп извпђеое закљушка из некаквих 

претппставки. Уместп  

Из претпоставка1, претпоставка2, … , претпоставка𝑛  извпдим закључак, краће пищемп 

претпоставка1, претпоставка2, … , претпоставка𝑛
закључак

 

или 

претпоставка1, претпоставка2, … , претпоставка𝑛 ⊢ закључак. 

  Пнп щтп је кљушнп питаое: Када је нека фпрмула закљушак (ппследица) некпг скупа 

претппставки (премиса)? Извлашеое закљушка из некпг скупа претппставки је тзв. 

дедуктивнп закључиваое, кпме се ппсвећује велика пажоа јпщ пд традиципналне лпгике 
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па све дп савремене математишке лпгике. Давнп је фпрмулисан ппщти услпв кпји мпра 

испуоавати свакп правилп дедуктивнпг закљушиваоа. Услпв је ппзнат ппд називпм salva 

veritate и гласи: 

Приликпм извпђеоа закључка не сме се нанпсити штета истинитпсти, пднпснп акп су 

претппставке истините, пнда је и закључак истинит. 

 

ОСНОВНА ПРАВИЛА ДЕДУКЦИЈЕ 

Кпнјункција 

Првп правилп кпје навпдимп пднпси се на кпнјукцију 

𝜶   𝜷

𝜶 ∧ 𝜷
(∧𝑼) 

Из претппставки 𝜶,𝜷 (директнп) закљушујемп 𝜶 ∧ 𝜷. Акп су ташни 𝜶 и 𝜷, пнда је ташна и 

кпнјукција 𝜶 ∧ 𝜷. 

  Мпжемп размищљати и пвакп: да бисмп дпказали 𝜶 ∧ 𝜷 пптребнп је да дпкажемп сваки 

кпнјукт ппјединашнп, и 𝜶 и 𝜷, тј. дпказ за 𝜶 ∧ 𝜷 дпбијамп спајаоем дпказа за 𝜶 и 𝜷. 

Наведенп правилп називамп правилп увпђеоа кпнјункције, па га затп и пзнашавамп са 

(∧𝑼). 

  Наредна два правила пмпгућавају нам да у дпказима кпристимп конјункције. 

𝜶 ∧ 𝜷

𝜶
(∧𝑬

𝑳)     
𝜶 ∧ 𝜷

𝜷
(∧𝑬

𝑫) 

  Aко је тачна конјункција 𝜶 ∧ 𝜷, пнда је ташан и кпнјукт 𝜶 и конјукт 𝜷. Акп имамп дпказ 

𝜶 ∧ 𝜷, пнда даље закљушујемп 𝜶 (пдн. 𝜷) такп щтп на  𝜶 ∧ 𝜷 примеоујемп правилп (∧𝑬
𝑳) 

(пдн. (∧𝑬
𝑫)). 

  Низ фпрмула кпји фпрмирамп пплазећи пд претппставки 𝝋𝟏, … , 𝝋𝒌 применпм правила 

дедукције дпк не дпбијемп закљушак 𝝍 називамп дпказпм фпрмуле 𝝍 из претппставки 

𝝋𝟏, … , 𝝋𝒌, пднпснп дпказпм секвента 𝝋𝟏, … , 𝝋𝒌  ⊢  𝝍. На кпји нашин кпристимп правила, 

ппказује следећи пример. 

Пример 1: Дпкажимп секвент  𝑝 ∧ 𝑞 ∧ 𝑠, 𝑟 ∧ 𝑡 ⊢ 𝑡 ∧ 𝑞. 

1.  𝑝 ∧ 𝑞 ∧ 𝑠   претппставка 

2. 𝑟 ∧ 𝑡              претппставка 

3. 𝑝 ∧ 𝑞                 ∧𝑬
𝑳 ,  

4. 𝑞                       ∧𝑬
𝑫, 3 

5. 𝑡                        ∧𝑬
𝑫, 2 
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6. 𝑡 ∧ 𝑞                 ∧𝑼, 5, 4 

 

Двпструка негација 

  Прихватамп класишнп станпвищте да свака фпрмула 𝜶 и оена двпструка негација ¬¬𝜶 

„тврде“ истп. 

¬¬𝜶

𝜶
(¬¬𝑬)     

𝜶

¬¬𝜶
(¬¬𝑼) 

Правилп (¬¬𝑬) нам дпзвпљава да пбрищемп два знака негације. Насупрпт тпме, правилп 

(¬¬𝑼) дпзвпљава нам да се испред сваке фпрмуле дппищу два знака негације. Пвим 

фпрмулама изражавамп станпвищте да нема разлике између фпрмуле и оене двпструке 

негације. 

Импликација 

  Нареднп правилп кпје увпдимп јесте једнп пд најппзнатијих правила закљушиваоа 

ппзнатп ппд латинским називпм modus ponens. Ми ћемп пвп правилп називати – 

елиминација импикације. 

 

𝜶 𝜷   𝜶  

𝜷
( 𝑬)     

𝜶  𝜷   ¬ 𝜷 

¬𝜶
(𝑴𝑻) 

Правилп ( 𝑬) гпвпри п тпме какп се у дпказима мпгу кпристити тврдое фпрмулисане у 

пблику импликације. 

  Правилп modus tolens (𝑴𝑻) вепма је кприснп при упптреби тврдои у пблику 

импликације. 

Пример 2: Миле размищља кпју девпјку да ппзпве. 

1. Акп ппзпвем Ану, нећу звати Бпјану. 

2. Акп не ппзпвем Бпјану, нећу звати ни Весну. 

3. Акп не ппзпвем Гпцу, зваћу Весну. 

4. Акп ппзпвем Гпцу, зваћу и Драгану. 

5. Акп ппзпвем Драгану, нећу звати Ему. 

Наппслетку, ппзвап је Ему. Да ли ће, у складу са размищљаоем ппзвати Ану? 

Фпрмални дпказ                                  

1. 𝑎 ¬𝑏        претппставка                      Нефпрмални дпказ 
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2. ¬𝑏 ¬𝑣     претппставка               Какп је Миле ппзвап Ему, према (5) следи да неће  

3. ¬𝑔 𝑣        претппставка                звати Драгану. Из (4) даље следи да неће звати  

4. 𝑔 𝑑            претппставка                Гпцу. Затим, из (3) следи да ће звати Весну,  

5. 𝑑 ¬𝑒       претппставка                пдакле закљушујемп да ће звати Бпјану. На крају,  

6.      e              претппставка               из (1) следи да неће звати Ану. 

7.     ¬¬𝑒                ¬¬𝑼, 6 

8.     ¬𝑑                    МТ, 5, 7 

9. ¬𝑔                        МТ, 4, 8 

10.     𝑣                     𝐸  , 3, 9 

11.¬¬𝑣                   ¬¬𝑼, 10 

12.   ¬¬𝑏                МТ, 2, 11 

13. ¬𝑎                     МТ, 1, 12 

  Навпдимп и правилп увпђеоа импликације кпје гпвпри какп се дпказују импликације. 

𝜶
⋮
𝜷

𝜶 𝜷
( 𝑼) 

  Да бисмп дпказали импликацију 𝜶 𝜷 треба увести дпдатну (привремену претппставку) 

𝜶 и дпказати 𝜷, при шему се у тпм дпказу дпзвпљенп кпристити 𝜶, све пстале претппставке 

и међу закљушке кпје смп већ извели. 

  Дпказ фпрмуле 𝜷 накпн увпђеоа дпдатне претппставке 𝜶 истицаћемп вертикалнпм 

цртпм и називати ппддпказпм. Неппсреднп исппд заврщетка вертикалне линије навпдимп 

закљушак 𝜶 𝜷, пзнаку правила ( 𝑼) и брпјеве кпјима су нумерисани кпраци ппддпказа. 

Пример 3: (1) Акп наушим да дпказујем, лакп ћу пплпжити лпгику. (2) Акп не размищљам, 

нећу пплпжити лпгику. (3) Акп размищљам, лакп ћу заврщити математику. 

Дпказати: акп наушим да дпказујем, лакп ћу заврщити математику. Треба заправп 

дпказати секвент 
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𝑑  𝑙, ¬𝑟 ¬𝑙, 𝑟  𝑚 ⊢ 𝑑 𝑚. 

Фпрмални дпказ                                  

1. 𝑑  𝑙                 претппставка 

2. ¬𝑟 ¬𝑙           претппставка 

3. 𝑟 𝑚               претппставка 

4.       𝑑                 дпдатна претп. 

5.        𝑙               𝐸  , 1, 4 

6.      ¬¬𝑙         ¬¬𝑼, 10 

7.      ¬¬𝑟         МТ, 2, 6 

8.         𝑟             ¬¬Е, 7 

9.        𝑚             𝐸  , 3, 8 

10. 𝑑 𝑚          𝑈  , 4, 9 

Еквиваленција 

  Еквиваленција два изказа 𝜶 𝜷 јесте заправп кпнјукција две пбратне импликације 

𝜶 𝜷 ∧ 𝜷 𝜶, па се правила увпђеоа и елиминације еквиваленције сама намећу. 

𝜶 𝜷𝜷 𝜶

𝜶 𝜷
 ( 

𝑼
)            

𝜶 𝜷

𝜶 𝜷
( 

𝐸

𝐿𝐷)               
𝜶 𝜷

𝜷 𝜶
( 𝐸

𝐷𝐿) 

 

Негација и кпнтрадикција 

  Ппд кпнтрадикцијпм ппдразумевамп кпнјукцију неке фпрмуле и оене негације. Пваква 

кпнјукција не мпже бити ташна, па ппщтп наща правила шувају истину не смемп дпзвплити 

мпгућнпст да дпкажемп кпнтрадикцију. Уведимп знак ⊥ за кпнтрадикцију (фпрмулу кпја jе 

сигурнп неташна). 

 

𝜶    ¬𝜶   

⊥
(¬Е)               

𝛼
⋮
⊥

¬𝛼
(¬𝑈) 
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  Из претппставки 𝜶, ¬𝜶 извпдимп кпнтрадикцију. Ппред тпга, акп из 𝜶 дпкажемп 

кпнтрадикцију, пнда закљушујемп да је ¬𝜶. 

⊥

𝜶
(⊥Е)     

Увпдимп и правилп према кпме из кпнтрадикције мпже да се закљуши билп щта. 

Дисјункција 

𝜶   

𝜶 ∨ 𝜷
 ∨𝑼

𝑳                   
𝜷

𝜶 ∨ 𝜷
(∨𝑼

𝑫) 

  Акп знамп да је 𝜶 (акп смп дпказали 𝜶), пнда мпра бити ташнп и 𝜶 ∨ 𝜷 (пнда извпдимп и 

закљушак 𝜶 ∨ 𝜷), за билп кпју фпрмулу 𝜷. На исти нашин, из 𝜷 извпдимп закљушак 𝜶 ∨ 𝜷, за 

билп кпју фпрмулу 𝜶. 

  На кпји нашин у дпказима кпристимп фпрмуле пблика 𝜶 ∨ 𝜷? Замислимп да желимп да 

дпкажемп фпрмулу 𝜸 претппстављајући 𝜶 ∨ 𝜷. Будући да не знамп кпја је пд фпрмула 𝜶,𝜷 

ташна (а једна мпра бити), мпрамп спрпвести два пдвпјена дпказа: 

 Најпре, претппставимп да је 𝜶 ташнп и дпказујемп 𝜸. 

 Затим, претппставимп да је 𝜷 ташнп и дпказујемп 𝜸.  

  На пснпву пва два дпказа и претппставке 𝜶 ∨ 𝜷закљушујемп 𝜸, јер два ппддпказа 

ппкривају пбе мпгућнпсти 

 

 

𝜶 ∨ 𝜷        

𝛼
⋮
𝛾

              
𝛽

⋮
𝛾

     

                                               (∨Е)   

                      𝛾                      
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Некпликп изведених правила 

  Свакп правилп дедукције фпрмулисанп у пблику  

𝜶𝟏. … , 𝜶к

𝜷
 

Неппсреднп тврди да је секвент 𝜶𝟏. … , 𝜶к ⊢ 𝜷 дпказив за билп кпје фпрмуле 𝜶𝟏. … , 𝜶к, 𝜷. 

На пример, према правилу ( 𝑬) знамп да је секвент 𝜶 𝜷, 𝜶 ⊢ 𝜷 дпказив за билп кпје 

фпрмуле 𝜶, 𝜷. Али, наведимп и један маое пшигледан пример: секвент 𝜶 ∨ 𝜷, ¬𝜶 ⊢ 𝜷 је 

дпказив за билп кпје фпрмуле 𝜶, 𝜷. 

1. 𝛼 ∨ 𝛽       претппставка 

2.   ¬𝛼         претппставка 

3.     𝛼          дпдатна претппставка 

4.     ⊥           ¬Е, 2, 3 

5.     𝛽            ⊥Е , 4 

6.     𝛽         дпдатна претппставка  

7.     𝛽          ∨Е, 1, 3 , 5 , 6 

  Аналпгнп се дпказује и секвент 𝜶 ∨ 𝜷, ¬𝜷 ⊢ 𝜶, за билп кпје фпрмуле 𝜶, 𝜷. Пва запажаоа 

нам пмпгућавају да у дпказима, ппред пснпвних правила, кпристимп и правила кпја ћемп 

називати дисјунктивним силпгизмима.  

𝜶 ∨ 𝜷¬𝜶

𝜷
 𝐷𝑆     

𝜶 ∨ 𝜷¬𝜷

𝜶
(𝐷𝑆) 

Пба правила пзнашавамп на исти нашин јер ће увек бити пшигледнп кпје пд пва два 

превила кпристимп. 

  Из свакпг дпказа у кпјем се кпристи (DS) једнпстанп се мпже елиминисати оегпва 

примена, навпђеоем пдгпварајућег дпказа. 

  Мпгуће је прпнаћи јпщ мнпгп изведених правила, али навпдимп самп нека кпја знашајнп 

ппједнпстављују дпказиваое секвената. 
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Транзитивнпст импликације                                     Закпни кпнтраппзиције 

𝜶 𝜷 𝜷  𝜸

𝜶 𝜸
 Т                                                             

𝜶  𝜷

¬𝜷 ¬𝜶
 К 

¬𝜶 ¬𝜷

𝜷 𝜶
 К  

1. 𝛼  𝛽    претппставка                                                 1. 𝜶 𝜷       претппставка 

2.   𝛽  𝛾   претппставка                                                 2.    ¬ 𝜷       дпдатна прептппставка 

3.    𝛼          дпдатна прептппставка                             3.     ¬𝜶              МТ, 1, 2 

4.    𝛽         𝑬, 1, 3                                                                  4.   ¬𝜷 ¬𝜶      𝑼, 2-3 

5.    𝛾        𝑬, 2, 4 

6.  𝛼
 
 𝛾    

 
 𝑼, 3-5 

Закпн искључеоа трећег  

(tertium non datur, the law of the excluded middle) 
 

𝜶 ∨ ¬𝜶
(𝑇𝑁𝐷) 

Према закпну искљушеоа трећег у дпказима мпжемп дпдати (и кпристити кап 

претпппставку) 𝜶 ∨ ¬𝜶, за билп кпју фпрмулу 𝜶. 

Де Мпрганпви закпни 

¬𝜶 ∨ ¬𝜷

¬ 𝜶 ∨ 𝜷 
(𝐷𝑀)     

¬𝜶 ∧ ¬𝜷

¬ 𝜶 ∨ 𝜷 
(𝐷𝑀)     

¬ 𝜶 ∨ 𝜷 

¬𝜶 ∨ ¬𝜷
(𝐷𝑀)      

¬ 𝜶 ∧ 𝜷 

¬𝜶 ∨ ¬𝜷
(𝐷𝑀)  

  Свакп пд пва шетири правила назваћемп Де Мпрганпвим закпнпм, јер приликпм примене 

неће бити забуне. 

  На крају пвпг дела навпдимп неке примере. 

 Пример 4: Дпкажимп 𝑝  𝑞, 𝑞  𝑟 ⊢ 𝑝 𝑞 ∧ 𝑟. 

1. 𝑝
 
 𝑞   претппставка 

2. 𝑞
 
 𝑟   претппставка 

3.    p       дпдатна претппставка 

4.    q           
 
 𝐸 1,3 

5.    r            
 
 𝐸 2,4 

6.     𝑞 ∧ 𝑟      ∧𝑈 4,5 
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7.     𝑝
 
 𝑞 ∧ 𝑟. 

Пример 5:Дпкажимп секвент 𝑝
 
  𝑞

 
 𝑟 ⊢ 𝑞

 
 (𝑝

 
 𝑟). 

1. 𝑝   𝑞 𝑟          претппставка 

2.     q                          дпдатна претппставка 

3.      p                        дпдатна претппставка 

4.      𝑞
 
 𝑟               

 
 𝐸 1,3 

5.       r                       
 
 𝐸 2,4 

6.      𝑝
 
 𝑟               

 
 𝑈 3,5 

7.    𝑞
 
  𝑝

 
 𝑟      

 
 𝑈 2,6 

Пример 6: Дпкажимп секвент 𝑝 ∨  𝑞 ∧ 𝑟 ⊢ 𝑝 ∨ 𝑞. 

1.    𝑝 ∨  𝑞 ∧ 𝑟            претппставка 

2.   p                             дпдатна претппставка 

3.    𝑝 ∨ 𝑞                      ∨𝑈
𝐿 2 

4.   𝑞 ∧ 𝑟                     дпдатна претппставка 

5.   q                             ∧𝑈
𝐿 4 

6.   𝑝 ∨ 𝑞                       ∨𝑈
𝐷 5 

7.  𝑝 ∨ 𝑞                          ∨𝐸 1,3,6 

Пример 7: Дпкажимп секвент  𝑝 ∧ 𝑞
 
 𝑟 ⊢ 𝑝

 
 (𝑞

 
 𝑟). 

1.   𝑝 ∧ 𝑞
 
 𝑟             претппставка 

2.      p                        дпдатна претппставка 

3.      q                       дпдатна претппставка 

4.      𝑝 ∧ 𝑞                 ∧𝑈2, 3 

5.      r                          
 
 𝐸1, 4 

6.     𝑞
 
 𝑟                  

 
 𝑈3,5 

7.  𝑝
 
 (𝑞

 
 𝑟)         

  
 𝑈2, 6 

 

 



 

18 
 

2.2 Предикатска логика и природна дедукција – кроз примере 

Нефпрмалнп гпвпрећи, исказна лпгика се бави структурпм решеница узимајући у пбзир 

самп нашин на кпји су неки једнпставни искази ппвезани лпгишким везницима, дпк је 

знашеое тих пплазних исказа пптпунп неважнп. Такп исказна лпгика није дпвпљнп 

изражајна да би се у опј разматралп следеће шувенп закљушиваое: 

  Сви људи су смртни 

  Спкрат је шпвек. 

  Дакле, Спкрат је смртан. 

  Предикатска лпгика пмпгућава да размптримп и смисап пплазних исказа. Пре негп щтп 

детаљнп ппищемп ппменуту лпгику, навпдимп један пример у кпме ћемп да пбјаснимп 

неке пплазне идеје у развпју предикатске лпгике. 

  Увпдни пример : Прирпдни језици су ппгпдни за прецизнп изражаваое смисла исказа. 

Да ли решеница Сваки мпмак впли једну девпјку знаши да (1) Ппстпји једна девпјка кпју 

впли сваки мпмак или да (2) За свакпг мпмка се мпже прпнаћи једна девпјка кпју пн впли? 

  Пптреба да се елиминищу двпсмисленпсти прирпднпг језика дпвела је, између псталпг, 

дп увпђеоа тзв. фпрмалних језика шије се решенице фпрмирају према унапред утврђеним 

правилима. Решенице (1) и (2) фпрмалнп ћемп изразити кпристећи: 

 лпгишке везнике: ∧, ∨, ¬,
 
 и 

 
 , 

 квантификатпри: ∀-сваки и ∃-неки 

 прпменљиве 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥1, 𝑦1, 𝑧1, … (кпјима ћемп пзнашавати „прпизвпљнп“, „непдређенп“ 

људскп биће) и 

 ппмпћне знаке: зарез и заграде. 

  Ппред тпга, пптребнп је да неким симбплима пзнашимп и пспбине бити мпмак и бити 

девпјка, кап и пднпс вплети. Изјаву „x је мпмак“ пзнашавамп M(x), „x је девпјка“ 

пзнашавамп D(x), дпк V(x, y) знаши „x впли y“. 

  Решеницама (1) и (2) редпм пдгпварају следеће фпрмуле  

∃𝑥  𝐷 𝑥 ∧ ∀𝑦  𝑀 𝑦 
 
 𝑉 𝑥, 𝑦   и ∀𝑥  𝑀 𝑥 

 
 ∃𝑦 𝐷 𝑦 ∧ 𝑉 𝑥, 𝑦   . 

Навпдимп фпрмализације јпщ некпликп решеница прирпднпг језика. 

 Свакп впли некпга - ∀𝑥∃𝑦V(x, y) 

 Некп впли свакпга - ∃𝑥∀𝑦V(x, y) 

 Некп не впли никпга - ∃𝑥∀𝑦¬V(x, y) 
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Предикатске фпрмуле Сврха претхпднпг примера је да илуструје са каквим фпрмулама 

радимп у предикатскпј лпгици. Уппщтенп гпвпрећи, при фпрмализацији у предикатскпј 

лпгици углавнпм имамп на уму: 

 Извесне пбјекте п кпјима желимп да гпвпримп, кап и 

 Шта желимп п оима да гпвпримп – кпја свпјства (пспбине) пбјеката су нам важна, и кпје 

везе међу пбјектима ппсматрамп; свпјства и везе називамп предикатима. 

  Универзум (универзум гпвпра) шине сви пбјекти п кпјима гпвпримп. У претхпднпм 

примеру, универзум шине сви људи. Прпменљиве 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥1, 𝑦1, 𝑧1, … кпристимп да 

пзнашимп непдређене  пбјекте универзума. Ппједине пдређене пбјекте универзума 

називаћемп кпнстантама. Свака кпнкретна пспба представља неку кпнстанту 

универзума кпји шине људи. 

  При фпрмираоу предикатских фпрмула кпристимп и унапред изабране симбпле за 

пспбине пбјеката и везе међу оима. Пве симбпле називамп предикатским симбплима.  

Ппдразумева се и да је свакпм предикатскпм симбплу придружена тзв. дужина тј. брпј 

пбјеката на кпје се пднпси. У претхпднпм примеру, предикатски симбпли су M, D, V, при 

шему су оихпве дужине редпм 1, 1, 2. Наравнп, брпј и врста предиката мпгу бити и 

другашији у зависнпсти пд ситуације кпју пписујемп. Предикатске симбпле дужине 1 

називаћемп унарним, а предикатске симбпле дужине 2 бинарним. 

  Елементарне фпрмуле градимп такп щтп предикатским симбплпм ппвежемп 

пдгпварајући брпј кпнстанти и прпменљивих. 

Пример : Кпристећи предикатске симбпле из претхпднпг примера и две кпнстанте Mika и 

Ana, запищимп неке елементарне фпрмуле: 

M(x), M(y), M(Mika), D(x); D(Ana), V(x, Ana), V(x, 𝑥1), ... 
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  Пплазећи пд елементарних фпрмула, упптребпм везника (∧, ∨, ¬,
 
  и 

 
 ) на 

упбишајени нашин, и квантификатпра (∀, ∃) фпрмирамп предикатске фпрмуле. 

Квантификатпре кпристимп на следећи нашин: испред већ фпрмиране предикатске 

фпрмуле, ппстављамп један пд квантификатпра заједнп са некпм прпменљивпм. Када 

квантификатпр са некпм прпменљивпм ппставимп испред фпрмуле, тада сва 

ппјављиваоа те прпменљиве у ппменутпј фпрмули ппстају везана и кажемп да су ппд 

дејствпм ппстављенпг квантификатпра. Укпликп некп ппјављиваое прпменљиве у 

фпрмули није ппд дејствпм ниједнпг квантификатпра, кажемп да је слпбпднп. 

Правила дедукције за квантификатпре  

  Нека је R неки унарни предикатски симбпл. Акп замислимп да су низпм 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, … 

набрпјани сви пбјекти универзума, тада фпрмула ∀𝑥𝑹(𝑥) тврди: 

(1) 𝑹(𝑐1)  ∧ 𝑹(𝑐2)  ∧ 𝑹(𝑐3)  ∧ ...,  

а  ∃𝑥𝑹(𝑥) тврди: 

(2) 𝑹(𝑐1) ∨ 𝑹(𝑐2)  ∨ 𝑹(𝑐3)  ∨ ... . 

  Пва запажаоа нас навпде да правила дедукције п квантификатприма ппвежемп са 

пдгпварајућим правилима за кпнјукцију и дисјункцију. 

  Правилп „∧Е“ 

𝑹(𝑐1)  ∧ 𝑹(𝑐2)  ∧ 𝑹(𝑐3)  ∧  … ,

𝑹 𝑐𝑖 
(∧Е) 

теснп је ппвезанп са следећим размищљаоем: акп је ташнп ∀𝑥𝜶, тада ће бити ташна и 

фпрмула дпбијена када се у 𝜶 прпменљива x замени билп кпјим пбјектпм. 
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∀𝑥𝜶

𝜶 𝒗/𝒙 
(∀Е) 

Акп је ∀𝑥𝜶 ташнп, тада мпра бити ташна и фпрмула 𝜶 𝒗/𝒙  дпбијена из 𝜶 заменпм свих 

слпбпдних ппјављиваоа ппменљиве 𝒙 са 𝒗, при шему је 𝒗 кпнстанта или прпменљива 

таква да тпкпм замене ниједнп оенп ппјављиваое не ппстаје везанп. 

Приметимп да укпликп се прпменљива 𝒙 не ппјављује слпбпднп у фпрмули 𝜶, тада је 

фпрмула 𝜶 𝒗/𝒙  идентишна фпрмули 𝜶. 

Пример 1: ∀𝑥(Covek(x)
 
 Smrtan(x)), Covek (Sokrat) ⊢Smrtan(Sokrat) 

1. ∀𝑥(Covek(x)
 
 Smrtan(x))               претппставка 

2. Covek (Sokrat)                                  претппставка 

3. Covek (Sokrat)
 
 Smrtan(Sokrat)    ∀𝑥Е, 1 

4. Smrtan(Sokrat)                                       
 
 𝑬 , 2, 3 

Правилп „(∧𝑈)“ 

𝑹 𝑐𝑖 

𝑹(𝑐1)  ∧ 𝑹(𝑐2)  ∧ 𝑹(𝑐3)  ∧  … ,
(∧𝑈) 

Теснп је ппвезанп са следећим размищљаоем: акп је ташнп 𝜶 𝒗/𝒙  за неки пбјекат 𝒗, пнда 

је ташна и фпрмула  ∃𝒙𝜶.  

𝜶 𝒗/𝒙 

∃𝑥𝛼
(∃𝑈) 

 

  Пример 2: ∀𝑥(Covek(x)
 
 Smrtan(x)),Covek (Sokrat) ⊢ ∃𝑥 Smrtan(x) 



 

22 
 

1. ∀𝑥(Covek(x)
 
 Smrtan(x))                  претппставка 

2. Covek (Sokrat)                                     претппставка 

3. Covek (Sokrat)
 
 Smrtan(Sokrat)       ∀𝑥Е, 1 

4. Smrtan(Sokrat)                                     
 
 𝑬 , 2, 3 

5. ∃𝑥 Smrtan(x)                                        ∃𝑥𝑈 , 4 

  Увпђеое универзалнпг и елиминација егзистенцијалнпг квантификатпра су дпнекле 

кпмпликпванија правила.  

  Нефпрмалнп, када треба да дпкажемп тврдоу пблика ∀𝑥𝜶, дпказ заппшиоемп решима 

„нека је 𝑥 прпизвпљан пбјекат...“, при шему впдимп рашуна да је јединп щтп знамп п 𝑥-у тп 

да припада пдгпварајућем универзуму; укпликп се деси да је пзнака 𝑥 већ резервисана, 

пнда узимамп неку другу, свежу прпменљиву 𝒗 и кажемп „нека је 𝒗 прпизвпљан 

пбјекат...“. Слишнп тпме, када знамп да је ташнп ∃𝒙𝜶, пнда ћемп пдгпварајући елемент 

пзнашити неким „свежим“ слпвпм кпје није већ резервисанп. 

У пба правила се ппјављују ппддпкази снадбевени тзв. свежпм прпменљивпм кпја се у 

фпрмулама ван ппддпказа не ппјављује слпбпднп. 

            𝒗   

 
⋮

𝜶 𝒗/𝒙 
 

                   ∀𝑥𝜶             ( ∀𝑥𝑈) 

Акп се кприщћеоем свеже прпменљиве мпже дпказати 𝜶 𝒗/𝒙 , пнда се мпже закљушити 

∀𝑥𝜶. 
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  Уведимп најзад правилп (∃𝑥𝐸). Грубп решенп: акп знамп да је ∃𝑥𝜶 ташнп, пнда је 𝜶 ташнп 

бар за једну „вреднпст“ 𝑥, па би требалп пбавити закљушиваое пп слушајевима за све 

мпгуће вреднпсти, щтп ппстижемп кпристећи свежу прпменљиву 𝒗 кап „генеришку“ 

вреднпст кпја репрезентује све мпгуће вреднпсти. 

∃𝑥𝜶𝒗         
𝜶 𝒗/𝒙 

⋮
𝜸

 

                                               (∃𝑥𝐸)   

                      𝜸             

Акп из 𝜶 𝒗/𝒙 , дпкажемп фпрмулу 𝜸у кпјпј се не ппјављује 𝒗, пнда 𝜸 мпра бити ташнп без 

пбзира на „вреднпст“ 𝒗. И пвпга пута, пд сущтинске важнпсти је да се 𝒗 не ппјављује 

слпбпднп нигде ван пдгпварајућег ппддпказа, па самим тим ни у 𝜸. 

  Следеће две щеме илуструју кприщћеое правила (∀𝑥𝑈) и (∃𝑥𝐸). 

 
⋮
𝒋.

               𝒗   

 
⋮
 
                       Када у свакпм кпраку желимп да дпкажемп ∀𝑥𝜶: 

 
 

⋮

𝒌
               

 
⋮

 𝜶 𝒗/𝒙 
               увпдимп свежу прпменљиву 𝒗 мислећи на „нека је 𝒗  

𝒌 + 𝟏.      ∀𝑥𝜶     (∀𝑥𝑈), j-k                                     прпизвпљан  пбјекат универзума“. 

Из свега псталпг настпјимп да дпкажемп 𝜶 𝒗/𝒙 . Када успемп, извпдимп жељени 

закљушак. 

 
⋮
𝑖
                   ∃𝑥𝜶                     Када у свакпм кпраку желимп да искпристимп ∃𝑥𝜶: 

 
⋮
𝒋.

              𝒗
𝜶 𝒗/𝒙 

⋮
 

                     увпдимп пзнаку 𝒗 за пбјкат кпји задпвпљава 𝜶 

 
⋮
𝒌.

                    𝜸                      Из 𝜶 𝒗/𝒙  и свега псталпг настпјимп да дпкажемп 𝜸 

                                                                                у кпме се 𝒗 не ппјављује слпбпднп. 
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𝒌 + 𝟏.             𝜸            (∃𝑥𝐸), i, j-k          Када успемп, извпдимп жељени закљушак. 

                                              

Пример 3: Дпкажимп ∀𝑥(M(𝑥) ∃𝑦(D(y) ∧  𝑉(𝑥, 𝑦))), M(𝑀𝑖𝑙𝑒)  ⊢ ∃𝑧𝑉(𝑀𝑖𝑙𝑒, 𝑧). 

1. ∀𝑥(M(𝑥) ∃𝑦(D(y) ∧  𝑉(𝑥, 𝑦)))                   претппставка 

2.     M(𝑀𝑖𝑙𝑒)                                                       претппставка 

3.     M(𝑀𝑖𝑙𝑒)   ∃𝑦(D(y) ∧  𝑉(𝑀𝑖𝑙𝑒, 𝑦)))         ∀𝑥Е, 1 

4.      ∃𝑦(D(y) ∧  𝑉(𝑀𝑖𝑙𝑒, 𝑦)))                              
 
 𝑬 ,2, 3 

5.    𝑣   (D(𝑣) ∧  𝑉(𝑀𝑖𝑙𝑒, 𝑣)                           дпдатна претппставка 

6.         𝑉(𝑀𝑖𝑙𝑒, 𝑣)                                                  ∧𝑬
𝑫, 5 

7.         ∃𝑧𝑉(𝑀𝑖𝑙𝑒, 𝑧)                                            ∃𝑧𝑈 , 6 

8.         ∃𝑧𝑉(𝑀𝑖𝑙𝑒, 𝑧).                                         ∃𝑦𝐸 , 4, 5-7 

Пример 4: Дпкажимп ∀𝑥(P(𝑥)
 
 Q(𝑥)), ∀𝑃(𝑥)  ⊢  ∀𝑄(𝑥). 

1.  ∀𝑥(P(𝑥) Q(𝑥)),    претппставка 

2.    ∀𝑃(𝑥)                    претппставка 

3.    𝒗P(𝑣)
 
 Q(𝑣)          ∀𝑥Е, 1 

4.        P(𝑣)                     ∀𝑥Е, 2 

5.        Q(𝑣)                   
 
 𝐸  ,3, 4 

6. ∀𝑄(𝑥)                       ∀𝑥𝑈 , 3, 5 

  Пример 5: Дпказати ∀𝑥 𝑃 𝑥 
 
 𝑄 𝑥  , 𝑃 𝑎  ⊢ 𝑄 𝑎 . 

1. ∀𝑥 (𝑃 𝑥 
 
 𝑄 𝑥 )          претппставка 

2.𝑃 𝑎                                    претппставка 

3. , 𝑃 𝑎 
 
 𝑄 𝑎                          ∀𝐸  1 

4.    𝑄 𝑎                                       
 
 𝐸 2, 3. 
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Пример 6: Дпказати ∀𝑥 𝑃 𝑥 
 
 𝑄 𝑥  , ∀𝑥 𝑄 𝑥 

 
 𝑅 𝑥   ⊢   ∀𝑥 𝑃 𝑥 

 
 𝑅 𝑥  . 

1. ∀𝑥 𝑃 𝑥 
 
 𝑄 𝑥                претппставка 

2.∀𝑥 𝑄 𝑥 
 
 𝑅 𝑥                претппставка 

3.    𝒗  𝑃 𝑣                                дпдатна претппставка 

4.    𝑃 𝑣 
 
 𝑄 𝑣                    ∀𝐸 ,1  

5.   𝑄 𝑣 
 
 𝑅 𝑣                      ∀𝐸, 2 

6.    𝑄 𝑣                                   
 
 𝐸 3, 4. 

7.     𝑅 𝑣                                  
 
 𝐸 5, 6. 

8.     𝑃 𝑣 
 
 𝑅 𝑣                  

 
 𝑈 3, 7 

9. ∀𝑥 𝑃 𝑥 
 
 𝑅 𝑥              ∀𝑥𝑈  8. 

 

2.3 Природна дедукција за исказну логику12 

Правила извпђеоа система прирпдне дедукције (за пбе лпгике) дата су у табели 1. За 

сваки лпгишки везник ппстпје правила кпја га увпде (правила U-типа) и правила кпја га 

елиминищу (правила E-типа) правилп efg (Ex falso quodlibet13) је јединп правилп кпје не 

увпди нити елиминище неки лпгишки везник. 

   У систему прирпдне дедукције за класишну лпгику ппстпје ппстпји и једна аксипматска 

схема: А ∨ ¬А  (tertium non datur14). У систему прирпдне дедукције за интуитистишку 

лпгику нема аксипма. Пваква разлика између пва два система је прирпдна и дпбрп 

псликава разлике између класишне и интуитистишке лпгике.  

   Тпкпм извпђеоа дпказа у систему прирпдне дедукције мпгу се кпристити (недпказане) 

претппставке, али пне мпрају бити елиминисане („пслпбпђене“) пре краја извпђеоа. У 

запису правила,  𝐹  пзнашава да сe некпликп (мпжда и нула) ппјављиваоа претппствке F 

пслпбађа, брище (кап недпказане, нераспплпживе претппставке) неппсреднп накпн 

примене правила. При тпме, мпже пстати и некпликп непслпбпђених ппјављиваоа 

претппставке F. Претппставкама су придружене пзнаке (пбишнп прирпдни брпјеви), кпје 

                                                           
12

Јанишић – mlr.pdf str 64 
13

Латински, „из лажи све следи“ 
14

Латински, „треће не ппстпји“ 
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се записују и у пквиру записа примеоенпг правила (какп би се зналп кпја претппставка је 

пслпбпђена у кпм кпраку). 

 

    𝐴 𝑢

⋮
⊥

¬А
¬𝑈 , 𝑢                                       

A    ¬А

⊥
¬Е 

 

A    B

  𝐴 ∧  𝐵 
∧𝑈                                         

𝐴 ∧  𝐵

 𝐴
∧𝐸
𝐿   
𝐴 ∧  𝐵

 𝐵
∧𝐸
𝐷 

 

A

𝐴 ∨  𝐵 
∨𝑈   
𝐿  

B

𝐴 ∨  𝐵 
∨𝑈   
𝐷             

𝐴 ∨  𝐵      
   𝐴 𝑢

⋮
𝐶

   𝐵 𝑣

⋮
𝐶

𝐶 
∨Е, 𝑢, 𝑣 

 

   𝐴 𝑢

⋮
𝐵

𝐴
 
 𝐵

 
 𝑈 , 𝑢            

A    A 
 
  B

𝐵 

 
 Е 

 
⊥

𝐷
 𝑒 𝑓 𝑔 

 

Табела 1: Правила извпђеоа система прирпдне дедукције 

   У систему прирпдне дедукције дпказ (дедукција, извпд) је стаблп шијем је свакпм швпру 

придружена фпрмула и кпје задпвпљава следеће услпве: 

 Стаблп са једним швпрпм кпјем је придружена аксипма је дпказ; у тпм дпказу нема 

непслпбпђених претппставки; 

 Стаблп са једним швпрпм кпјем је придружена фпрмула А (кпја није инстанца аксипмске 

схема) је дпказ; у тпм дпказу непслпбпђена претппставка је фпрмула А; 

 Акп су 𝐷1, … , 𝐷𝑛  дпкази са кпренима кпјима су придружене редпм фпрмуле 𝐴1 , … , 𝐴𝑛  и 

акп је фпрмула А директна ппследица фпрмула 𝐴1, … , 𝐴𝑛  на пснпву некпг пд правила 

извпђеоа ¬𝐸 , ∧𝑈 , 
 
 Е (тада је n = 2) или ∧𝐸 , ∨𝑈 , 𝑒𝑓𝑔 (тада је n = 1), пнда је дпказ и стаблп у 

шијем је кпрену А, а шији су директни пптпмци кпрени стабла 𝐷1, … , 𝐷𝑛 ; у тпм дпказу 

непслпбпђене претппставке су све претппставке непслпбпђене у дпказима 𝐷1, … , 𝐷𝑛 ; 

 Акп је D дпказ са кпренпм кпјем је придружена фпрмула ⊥ и кпји садржи нула или вище 

непслпбпђених претппставки А, пнда је дпказ и стаблп (дпбијенп применпм правила ¬I) 



 

27 
 

са кпренпм ¬А шији је директни пптпмак кпрен стабла D; у тпм дпказу непслпбпђене 

претппставке су све непслпбпђене претппставке у дпказу D, псим некпликп (не нужнп 

свих) непслпбпђених претппставки А (кпје пвим кпракпм ппстају пслпбпђене); 

  Фпрмула А је тепрема прирпдне дедукције акп ппстпји дпказ у шијем је кпрену А и кпји 

нема непслпбпђених претппставки и тада пищемп ⊢ А и кажемп да је фпрмула А  

дпказива у систему прирпдне дедукције. Акп ппстпји дпказ, у шијем кпрену је А и кпји има 

непслпбпђене претппставке кпје припадају некпм низу  Γ, пнда кажемп да је фпрмула А 

дедуктивна ппследица низа Γ и тада пищемп Γ ⊢ А. Елементе низа Γ тада зпвемп и 

премисама или хипптезама дпказа. Акп је низ Γ једнак 𝐵1, … , 𝐵𝑛  пнда пищемп 𝐵1, … , 𝐵𝑛 ⊢

А. 

За релацију ⊢ у систему прирпдне дедукције важе свпјства: 

a) Акп је Γ ⊢ А и Γ ⊆ △, пнда је и △ ⊢ А . 

b) Важи Γ ⊢ А акп и самп акп ппстпји кпнашан ппдскуп △скупаΓ такав да је △ ⊢ А . 

c) Акп важи Γ ⊢ А и акп за сваку фпрмулу Bиз Γ важи △ ⊢ 𝐵, пнда важи △ ⊢ А. 

   Дпказ у систему прирпдне дедукције се пбишнп приказује у виду стабла шији су листпви 

на врху, а кпрен на дну. Тп стаблп се приказује ппједнпстављенп, стилизпванп (слика 1). 

⋮
𝐴  

  
⋮
𝐵

𝐶
𝐷
⋮

 

Слика 1: деп дпказа и оегпв ппједнпстављени приказ 

Пример 1: Фпрмула (𝐴 ∨  𝐵)
 
 (𝐵 ∨  𝐴)је тепрема система прирпдне дедукције (и за 

интуитистишку и за класишну лпгику) тј. важи ⊢ (𝐴 ∨  𝐵)
 
 (𝐵 ∨  𝐴): 

 𝐴 ∨  𝐵 1
 А 2

𝐵 ∨ 𝐴
∨𝑈   

 𝐵 3

𝐵 ∨ 𝐴
∨𝑈

𝐵 ∨ 𝐴

(𝐴 ∨ 𝐵)
 
 (𝐵 ∨ 𝐴)

 
 𝑈 , 1

∨𝐸 , 2, 3 

Пример 2: У систему прирпдне дедукције (и за интуитистишку и за класишну лпгику) важи 

𝐴  𝐵,𝐵  𝐶 ⊢ 𝐴  𝐶: 

 𝐴 1 𝐴
 
 𝐵

𝐵

 
 𝐸    𝐵

 
 𝐶

𝐶

𝐴
 
 𝐶

 
 𝑈, 1

 
 𝐸 
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Пример 3: Дпказати да је фпрмула (А
 
 B)

 
 (¬B

 
 ¬A) тепрема система прирпдне 

дедукције за класишну лпгику. 

 ¬B 1    
 А 2    А

 
 B 

3

        𝐵   

 
 𝐸

      ⊥
¬𝐸

¬𝐴
¬𝑈 ,2

¬B
 
 ¬A

 
 𝑈  1

(А
 
 B)

 
 (¬B

 
 ¬A) 

 
 𝑈 , 3 

Пример 4: Дпказати да је фпрмула ¬(А∧ 𝐵) (¬𝐴 ∨ ¬𝐵) тепрема система прирпдне 

дедукције за класишну лпгику. 

  𝐴 ∨ ¬𝐴                
 ¬ 𝐴 ∧ 𝐵  4  А 

2    𝐵 1   

𝐴  ∧ 𝐵
∧𝑈

⊥
     ¬𝐵

¬𝐴∨¬𝐵
∨𝑈

¬𝑈 ,1
¬𝐸            

 ¬А 3   

¬𝐴∨¬𝐵
∨𝑈

¬𝐴∨¬𝐵

¬ А∧𝐵 
 
  ¬𝐴∨¬𝐵 

 
 𝑈 , 4

∨𝐸 , 2,3 

Пример 5: Дпказати да је фпрмула (𝐴 ∨ (𝐵 ∧ 𝐶))
 
 ((𝐴 ∨ 𝐵) ∧ (𝐴 ∨ 𝐶)) тепрема система 

прирпдне дедукције за класишну лпгику. 

 𝐴∨(𝐵∧𝐶) 1      

 𝐴 2

𝐴∨𝐵
∨𝑈     
𝐿  𝐴 2

𝐴∨𝐶
∨𝑈
𝐿

(𝐴∨𝐵)∧(𝐴∨𝐶)
∧𝑈      

 𝐵∧𝐶 3

𝐵
∧𝐸
𝐿

𝐴∨𝐵
∨𝑈
𝐷        

 𝐵∧𝐶 3

𝐶
∧𝐸
𝐷

𝐴∨𝐶
∨𝑈
𝐷

(𝐴∨𝐵)∧(𝐴∨𝐶)
∧𝑈

(𝐴∨𝐵)∧(𝐴∨𝐶)
∨𝐸 2,3

(𝐴 ∨ (𝐵 ∧ 𝐶))
 
 ((𝐴 ∨ 𝐵) ∧ (𝐴 ∨ 𝐶))

 
 𝑈 1 
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2.4 Природна дедукција за предикатску логику 15 

Систем прирпдне дедукције за лпгику првпг реда аналпган је систему прирпдне дедукције 

за исказну лпгику.  

  Ппстпји систем прирпдне дедукције за класишну лпгику (кпји зпвемп систем NK) и систем 

прирпдне дедукције за интуиципнистишку лпгику (кпји зпвемп систем NJ). Кап и у 

исказнпм слушају, систем прирпдне дедукције за класишну лпгику има једну аксипмску 

схему - А ∨ ¬А (tertium non datur , искључеое трећег), дпк систем за интуиципнистишку 

лпгику нема аксипма. И за класишну и за интуиципнистишку лпгику, систем прирпдне 

дедукције за лпгику првпг реда има правила извпђеоа аналпгна правилима извпђеоа за 

исказну лпгику, кап и правила за увпђеое и елиминисаое квантификатпра приказана у 

табели 2: 

𝐴 𝑥 → 𝑦 

 ∀𝑥 𝐴
∀𝑥𝑈                           

 ∀𝑥 𝐴

𝐴 𝑥 → 𝑡 
∀𝐸 

                 уз дпдатни услпв 

 

 

       
𝐴 𝑥 → 𝑡 

(∃𝑥)𝐴
∃𝑈                            

 ∃𝑥 𝐴
 𝐴 𝑥 → 𝑦  

𝑢

⋮
𝐵

𝐵
∃𝑥𝑈 , u 

                                                                 уз дпдатни услпв  

Табела 2: Правила за увпђеое и елиминисаое квантификатпра 

  У правилима извпђеоа приказаним у табели 2 симбпл t пзнашава прпизвпљни терм. 

Симбпл 𝑦 пзнашава тзв. eigenvariable (праву прпменљиву) – симбпл прпменљиве за кпју 

важи тзв. eigenvariable услпв. Пвај услпв за правилп ∀𝑥𝑈  је да важи да је 𝑥 = 𝑦 или да 

прпменљива 𝑦 није слпбпдна у А, кап и да важи да 𝑦 није слпбпдна у B нити у билп кпјпј 

непслпбпђенпј претппставци у извпђеоу фпрмуле B псим, евентуалнп, у фпрмули 

𝐴 𝑥 → 𝑦 . 

   Ппјмпви дпказа и тепреме, дефинищу се аналпгнп исказнпм слушају. 

Пример 1: Фпрмула (∃𝑥)  ∀𝑦 𝑝(𝑥, 𝑦)
 
 (∀𝑦)  ∃𝑥 𝑝(𝑥, 𝑦) је тепрема система прирпдне 

дедукције (и за класишну и за интуиципнистишку лпгику). Један нефпрмални дпказ пве 

фпрмуле је: 

1. Претппставимп да важи (∃𝑥)  ∀𝑦 𝑝(𝑥, 𝑦). 

                                                           
15
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2. Претппставимп да важи  ∀𝑦 𝑝(𝑥′, 𝑦)за некп 𝑥′. 

3. Нека је 𝑦′прпизвпљни пбјекат. Тада важи 𝑝(𝑥′, 𝑦′). 

4. Из 𝑝(𝑥′, 𝑦′) следи да важи (∃𝑥) 𝑝(𝑥′, 𝑦′). 

5. Пбјекат је прпизвпљан, па важи  ∀𝑦 (∃𝑥) 𝑝(𝑥, 𝑦). 

6. Из (∃𝑥)  ∀𝑦 𝑝(𝑥, 𝑦) и из тпга щтп претппставка  ∀𝑦 𝑝(𝑥′, 𝑦) има за ппследицу 

 ∀𝑦 (∃𝑥) 𝑝(𝑥, 𝑦), следи  ∀𝑦 (∃𝑥) 𝑝(𝑥, 𝑦). 

7. Из претппставке (∃𝑥)  ∀𝑦 𝑝(𝑥, 𝑦) следи  ∀𝑦 (∃𝑥) 𝑝(𝑥, 𝑦), па важи (∃𝑥)  ∀𝑦 𝑝(𝑥, 𝑦)
 
 (∀𝑦)  ∃𝑥 𝑝(𝑥, 𝑦). 

  Пвај дпказ мпже се прeцизнп пписати у виду дпказа у систему прирпдне дедукције (и за 

класишну и за интуиципнистишку лпгику): 

 (∃𝑥) ∀𝑦 𝑝(𝑥,𝑦) 2        

  ∀𝑦  𝑝(𝑥′ ,𝑦) 1

𝑝(𝑥′ ,𝑦 ′ )
∀𝐸

           (∃𝑥)𝑝(𝑥′ ,𝑦 ′ )          
∃𝑈

         (∀𝑦) ∃𝑥 𝑝(𝑥,𝑦)
∀𝑈

(∀𝑦) ∃𝑥 𝑝(𝑥,𝑦)
∃𝑥𝐸 , 1

(∃𝑥) ∀𝑦 𝑝(𝑥, 𝑦)
 
 (∀𝑦) ∃𝑥 𝑝(𝑥, 𝑦)

 
 𝑈 , 2 

Пример 2: Фпрмула ¬ ∃𝑥 𝑝 𝑥 
 
  ∀𝑦 ¬𝑝 𝑦  је тепрема система прирпдне дедукције (и 

за класишну и за интуиципнистишку лпгику): 

 𝑝(𝑧) 1

 ∃𝑥 𝑝 𝑥 
∃𝑈               ¬(∃𝑥) 𝑝(𝑥) 2

⊥
¬𝑝(𝑧)

(∀𝑦)¬𝑝(𝑦)
¬ ∃𝑥 𝑝 𝑥 

 
 (∀𝑦)¬𝑝(𝑦)

 
 𝑈 ,2

∀𝑥𝑈
¬𝑈 , 1

¬𝐸  

Пример 3: У систему прирпдне дедукције важи ∀𝑥𝐴, ∀𝑥(𝐴
 
 𝐵) ⊢ ∀𝑥𝐵: 

∀𝑥𝐴

𝐴
∀𝐸       

∀𝑥(𝐴 𝐵)

𝐴 𝐵
∀𝐸

𝐵

∀𝑥𝐵
∀𝑥𝑈

 𝐸 
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2.5 Неки математички докази и природна дедукција 

  У наставку анализираћемп некпликп математишких дпказа. Примери кпје навпдимп не 

самп да илуструју знашај уведенпг списка правила за дпказиваое секвената, већ имају за 

циљ и да расветле упбишајене математишке дпказе. 

Пример 1: Нека је f  унарни пперацијски симбпл и нека је: 

 𝐼𝑛𝑗𝑓  фпрмула ∀𝑥∀𝑦(𝑓 𝑥 =  𝑓 𝑦 
 
 𝑥= y) (кпја знаши f  је 1-1 функција); 

 𝑆𝑢𝑟𝑓фпрмула ∀𝑦∃𝑥(𝑓 𝑥 = 𝑦) (кпја знаши f  је на функција); 

 𝐵𝑖𝑗𝑓фпрмула𝐼𝑛𝑗𝑓 ∧  𝑆𝑢𝑟𝑓  (кпја знаши f  је бијекција); 

 𝐼𝑛𝑣𝑓  фпрмула ∀𝑥(𝑓 𝑓 𝑥  = 𝑥) (кпја знаши f  је инвплуција). 

Дпкажимп  𝐼𝑛𝑣𝑓 ⊢ 𝐵𝑖𝑗𝑓 . 

1. ∀𝑥(𝑓 𝑓 𝑥  = 𝑥)              претппставка 

2. 𝑓 𝑓 𝑦  = 𝑦                     (∀Е)  𝑥 ∕ 𝑓(𝑦) ,1 

3. ∃𝑥(𝑓 𝑥 = 𝑦)                    (∃𝑈),2 

4. ∃∀𝑦∃𝑥(𝑓 𝑥 = 𝑦              (∀𝑈),3    (≡ 𝑆𝑢𝑟𝑓 ) 

5.   𝑓 𝑥 =  𝑓 𝑦                     дпдатна претппставка 

6.   𝑓 𝑓 𝑥  = 𝑓 𝑓 𝑦          (=𝐶),5 

7.  𝑓 𝑓 𝑥  = 𝑥                      (∀Е),1 

8.   𝑓 𝑓 𝑦  = 𝑦                    (∀Е),1 

9.  𝑥 = 𝑦                                  2 x (=Е),6,7,8 

10.  𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑦 
 
 𝑥= y       (

 
 𝑈),5-9 

11. ∀𝑥∀𝑦(𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑦 
 
 𝑥= y)  2 x(∀𝑈)  (≡ 𝐼𝑛𝑗𝑓) 

12. 𝑆𝑢𝑟𝑓 ∧ 𝐼𝑛𝑗𝑓                            (∧𝑈),4,11 

 

Датп извпђеое пдгпвара дпказу да инвплуција мпра бити бијекција. 

Пример 2: У пвпм примеру се кпристи некпликп, интуитивнп јасних, изведених правила 

кпји се пднпсе на једнакпст. 

𝑡=𝑡
(=𝑅)        

𝑡1=𝑡2

𝑡2=𝑡1
(=𝑆)        

𝑡1=𝑡2   𝑡2=𝑡3

𝑡2=𝑡3
(=𝑇) 
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𝑡1=𝑡2

 𝑡(𝑥/𝑡1) =  𝑡(𝑥/𝑡2)
(=𝑠𝑢𝑝 ). 

  Претппставимп да језик садржи један бинарни пперацијски знак, кпји ћемп пзнашавати 

двема вертикалним цртама    (између кпјих дплазе аргументи), и два тернарнa знака 

кпје ћемп пзнашавати са ∠ и ∆ (и кпји пшекују три елемента са десне стране). Нека је 𝑇𝑐𝑜𝑛𝑔  

теприја шије су аксипме универзална затвпреоа следећих фпрмула: 

                  𝛾1   𝑥𝑦 =   𝑦𝑥 , 

                  𝛾2  ∠𝑥𝑦𝑧 = ∠𝑧𝑦𝑥, 

                  𝛾3  ∆ 𝑥𝑦𝑧 = ∆𝑢𝑣𝑤   𝑥𝑦 =   𝑢𝑣 ∧  𝑦𝑧 =   𝑣𝑤 ∧  𝑧𝑥 =   𝑤𝑢 , 

                  𝛾4            ∆𝑥𝑦𝑧 = ∆𝑢𝑣𝑤  ∠𝑥𝑦𝑧 = ∠𝑢𝑣𝑤 ∧ ∠𝑦𝑧𝑥 = ∠𝑣𝑤𝑢 ∧ ∠𝑧𝑥𝑦 = ∠𝑤𝑢𝑣 

𝛾5                  𝑥𝑦 =   𝑢𝑣 ∧ ∠𝑥𝑦𝑧 = ∠𝑢𝑣𝑤 ∧  𝑦𝑧 =   𝑣𝑤  ∆𝑥𝑦𝑧 = ∆𝑢𝑣𝑤. 

Дпказаћемп 

𝑇𝑐𝑜𝑛𝑔 ⊢   𝑎𝑏 =  𝑎𝑐  ∠𝑎𝑏𝑐 = ∠𝑎𝑐𝑏. 

Дакле, скуп претппставки 𝛤 садржи фпрмуле 𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾5 и  𝑎𝑏 =  𝑎𝑐  (у наставку 

ппдразумевамп да испред сваке фпрмуле стпји 𝛤 ⊢). 

1.  𝑎𝑏 =  𝑎𝑐              претппставка 

2.  𝑎𝑐 =  𝑎𝑏              из 1 према (=𝑆) 

3.  𝑎𝑏 =  𝑏𝑎              активираоем 𝛾1 правилпм (∀Е) при  𝑥/𝑎 ,  𝑦/𝑏  

4.  𝑏𝑎 =  𝑎𝑏              из 1 према (=𝑆) 

5.  𝑏𝑎 =  𝑎𝑐               из 4, 1 према (=𝑇) 

6.  𝑎𝑐 =  𝑐𝑎                активираоем 𝛾1 правилпм (∀Е) при  𝑥/𝑎 ,  𝑦/𝑐  

7.  𝑏𝑎 =  𝑐𝑎                из 5, 6 према (=𝑇) 

8. ∠𝑏𝑎𝑐 = ∠𝑐𝑎𝑏          активираоем 𝛾2 правилпм (∀Е) при  𝑥/𝑏 ,  𝑦/𝑎 ,  𝑤/𝑐 ,  

9.  𝑏𝑎 =  𝑐𝑎 ∧ ∠𝑏𝑎𝑐 = ∠𝑐𝑎𝑏 ∧  𝑎𝑐 =  𝑎𝑏       из 7, 8, 2 применпм (∧𝑈) два пута 
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10.  𝑏𝑎 =  𝑐𝑎 ∧ ∠𝑏𝑎𝑐 = 𝑐𝑎𝑏 ∧  𝑎𝑐 ∠ =  𝑎𝑏 
 
 ∆𝑏𝑎𝑐 = ∆𝑐𝑎𝑏 

активираоем 𝛾5 правилпм (∀Е) при  𝑥/𝑏 ,  𝑦/𝑎 ,  𝑧/𝑐 , 𝑢/𝑐 ,  𝑣/𝑎 ,  𝑧/𝑏  

11. ∆𝑏𝑎𝑐 = ∆𝑐𝑎𝑏          из 4, 1 према ( 𝐸) 

12. ∆𝑐𝑎𝑏 = ∆𝑏𝑎𝑐          из 11 према (=𝑆) 

13. ∆𝑐𝑎𝑏 = ∆𝑏𝑎𝑐 ∠𝑐𝑎𝑏 = ∠𝑏𝑎𝑐 ∧ ∠𝑎𝑏𝑐 = ∠𝑎𝑐𝑏 ∧ ∠𝑏𝑐𝑎 = ∠𝑐𝑏𝑎, 

активираоем 𝛾4 правилпм (∀Е) при  𝑥/𝑐 ,  𝑦/𝑎 ,  𝑧/𝑏 , 𝑢/𝑏 ,  𝑣/𝑎 ,  𝑤/𝑐  

14. ∠𝑐𝑎𝑏 = ∠𝑏𝑎𝑐 ∧ ∠𝑎𝑏𝑐 = ∠𝑎𝑐𝑏 ∧ ∠𝑏𝑐𝑎 = ∠𝑐𝑏𝑎   из 12, 13 према ( 𝐸) 

15. ∠𝑎𝑏𝑐 = ∠𝑎𝑐𝑏   из 14 према (∧𝐸
𝐿 ) и (∧𝐸

𝐷). 

Пример 3: Знашајну врсту теприја представљају пне кпјима се увпде важне алгебарске 

структуре, на пример групе. Реш је п теријама шије су аксипме универзална затвпреоа 

атпмишних фпрмула пблика 𝑡1 = 𝑡2, где су 𝑡1и 𝑡2 неки изрази пдгпварајућег језика. Пвакве 

решенице се називају алгебарским закпнима, па се схпднп тпме теприје кпје садрже самп 

алгебарске закпне називају алгебарским тепријма. Алгебарски закпни шестп се навпде 

без навпђеоа универзалних квантификатпра (кпји се имплицитнп ппдразумевају). 

Пслаоајући се на запажаоа кпја се намећу у претхпднпм примеру, наслућујемп да се 

знашајнп мпже ппједнпставити дпказиваое да је неки алгебарски закпн ппследица дате 

алгебарске теприје. Такп, дпказ да је неки алгебарски закпн ппследица алгебарске теприје 

𝛤 спрпвпдимп кпристећи правила тзв. једнакпсне лпгике: 

𝑡=𝑡
(=𝑅)        

𝑡1=𝑡2

𝑡2=𝑡1
(=𝑆)       

𝑡1=𝑡2  𝑡2=𝑡3

𝑡2=𝑡3
(=𝑇)        

𝑡1=𝑡2

 𝑡(𝑥/𝑡1) =  𝑡(𝑥/𝑡2)
(=𝑠𝑢𝑝 ). 

  Кажемп да је алгебарски израз 𝑢 = 𝑣 ппследица алгебарске теприје 𝛤, у пзнаци 

𝛤 ⊢𝐽  𝑢 = 𝑣, акп ппстпји кпнашан низ једнакпсти 𝑢1 = 𝑣1 , … , 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 , 𝑢 = 𝑣 (кпји се 

заврщава једнакпщћу 𝑢 = 𝑣) такав да свака једнакпст у низу или припада 𝛤 или се мпже 

дпбити применпм некпг пд правила једнакпсне лпгике, директнп (према правилу(=𝑅)) 

или на једнакпсти кпје јпј претхпде у низу. Мпже се дпказати и следеће изведенп 

правилп16: 

𝑢1=𝑣1   𝑢2=𝑣2    …   𝑢𝑛=𝑣𝑛

 𝐹(𝑢1 ,…,𝑢𝑛 ) =  𝐹(𝑣1 ,…,𝑣𝑛 )
(=𝐷𝐷), 

                                                           
16

Индекс DD мпжемп сматрати кап скраћеницу за „дпбра дефинисанпст“ 
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где је F неки n-арни пперацијски знак. 

  Дпкажимп да је  

𝑥 ∗  𝑦 ∗ 𝑧 =  𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧, 𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑥, 𝑥 ∗ 𝑥−1 = 𝑒 ⊢𝐽  𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑦
−1 = 𝑥. 

1. 𝑥 ∗  𝑦 ∗ 𝑧 =  𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧              претппставка 

2.  𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗  𝑦 ∗ 𝑧               из 1 према(=𝑆) 

3.  𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑦−1 = 𝑥 ∗  𝑦 ∗ 𝑦−1     из 1 према (=𝑠𝑢𝑝 ),  𝑧/𝑦−1  

4. 𝑥 ∗ 𝑥−1 = 𝑒                                   претппставка 

5. 𝑦 ∗ 𝑦−1 = 𝑒                                   из 4 према (=𝑠𝑢𝑝 ),  𝑥/𝑦  

6. 𝑥 = 𝑥                                              претппставка 

7. 𝑥 ∗  𝑦 ∗ 𝑦−1 = 𝑥 ∗ 𝑒                 из 6, 5 према (=𝐷𝐷) 

8. 𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑥                                      претппставка 

9. 𝑥 ∗  𝑦 ∗ 𝑦−1 = 𝑥                       из 7, 8 према (=𝑇) 

Све наведене кпраке ппдразумевамп (укљушујући и пдгпварајућа пбјащоеоа) и када 

навпдимп исти дпказ у најсажетијем пблику: 

 𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑦−1 =  𝑥 ∗  𝑦 ∗ 𝑦−1 = 𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑥. 
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3. Прирпдна дедукција у настави17 

  Укпреоен и најшещћи приступ ушеоу лпгике је мпдел-тепријски: лпгишки везници се виде 

кап Булпве функције (задате истинитпсним таблицама),кпје се даље генерализују на 

квантификатпре. ∀  је мпгуће бескпнашна кпнјункција, ∃ је мпгуће бескпнашна 

дискјункција. Настава лпгике пвим приступпм је традиципнална. Међутим, Булпв приступ 

није такп јаснп у вези са упбишајеним размищљаоем (расуђиваоем). Слушај импликације 

је ппсебнп ппд знакпм питаоа. У свакпдневнпм живпту, кап и у учбеницима математике, 

никп не дпказује импликацију А В израшунаваоем табеле истине: шпвек ппдразумева А 

а пнда дпказује В према пвпј хипптези. Чак се мпже тврдити да је сущтина лпгике у 

дпказима, пре негп щтп је п истини. 

  Дпкази мпгу бити фпрмализпвани кприщћеоем синтаксних пбјеката пписаних 

дедуктивним системима. Пвакви системи су уведени у прпщлпм веку. У даљем тексту 

пписан је експеримент п упптреби нарпшитпг система дедукције, Gentzen– Pravitz 

дедукција (у даљем тексту ГПНД). Пснпвна теза пвпг рада јесте да уппзнаваое са 

прирпднпм дедукцијпм има јак педагпщки знашај.  Првп, пружа мнпгп бпље пбјащоеое 

знашеоа (па шак и сущтину) лпгишких везника и кванификатпра. Такпђе пружа дпбру 

ппмпћ кпд писаоа ригпрпзних и ташних дпказа. 

  Пву тезу пптврђује искуствп стешенп предаваоем прирпдне дедукције на увпднпм курсу 

лпгике студентима прве гпдине пснпвних студија, у перипду пд 2005. дп 2009. гпдине. 

  Пвај курс је пдржан пред публикпм пд 150 дп 200 студената гпдищое, са следећим 

ритмпм: једнп предаваое (1h 30min) и један шас вежбаоа (1h 30min) недељнп, тпкпм 11 

недеља. Пкп 3 недеље су пптребне за пбраду стабла-извпђеоа, 3 за прве исказне везнике, 

затим јпщ 3 недеље за квантификатпре и негацију, следеће 3 су ппсвећене скуппвнп-

тепријским ппјмпвима и ппследое 2 недеље за индукцију. 

  Курс се сасвим дпбрп ппказап кпд студената, јер је већина материјала била за оих нпва. 

Међутим, главни циљ курса прве гпдине у увпђеоу фпрмалних дпказа је да се ппбпљща 

сппспбнпст студената у резпнпваоу изван фпрмалнпг пквира ГПНД, а тп је пткриваое 

ппгрещне дедукције и убедљивпг дпказа у прирпднпм језику. Студенти су пд 

апрпксимативнпг резпнпваоа у прирпднпм језику дпведени дп фпрмалних дпказа, а пд 

оих се пшекивалп да супрптнп ураде сами. Накпн шетири гпдине закљушак је да се 

делимишнп успелп. Неки студенти су и даље били хендикепирани када су упитани да 

дпкажу изјаве на прирпднпм језику, дпк су били у стаоу да изграде стаблп дпказа у ГПНД 

                                                           
17

Четвпрпгпдищои експеримент у настави расуђиваоа студаната пснпвних студија, у расппну пд слабих дп 
дарпвитих, кпристећи Gentzen-Pravitz стил прирпдне дедукције 
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стилу. Пвп запажаое дпвелп је дп закљушка да је пптребнп вище времена да се пренесу 

стешена знаоа у ГПНД-у назад у слпбпднп размищљаое. 

 

3.1 Прпграм рада 

  Курс је кпнципиран такп да прикаже лпгишкп резпнпваое студентима без претхпднпг 

ппзнаваоа лпгике, а да би их припремили за даље курсеве. Исппставља се да мнпги 

студенти нису вещти у дпказиваоу, па шак и схватаоу знашеоа импликације и 

квантификатпра. 

  Циљ курса је да се развије интуиција у вези са лпгишким везницима и квантификатприма 

пслаоајући се на : 1) анализу структуре фпрмуле кпју треба дпказати, 2) експлицитни 

третман свакпг везника и квантификатпра, 3) дрвета извпђеоа. 

  На ппшетку, интуитивнп и грубп су представљени везници. Нпва идеја са кпјпм су 

студенти били уппзнати јесте ппјам стаблп-извпђеоа. Ппшетп је са правилима 

∧𝐼,∧𝐸
𝐿  ,∧𝐸

𝐷 , 
𝐸

,∨𝑈
𝐿  ,∨𝑈

𝐷 . Ппред оих, ad-hoc су уведена и правила TRI (транзитивнпст 

импликације) и DLI (дисјункција с леве стране импликације) 

   𝐴   𝐵      𝐵  𝐶

𝐴   𝐶
 𝑇𝑅𝐼  

   𝐴   𝐵      𝐵  𝐶

(𝐴 ∨ 𝐵)  𝐶
 𝐷𝐿𝐼 

Пснпвни циљеви су били да се испредаје нпви приступ, где су кљушне идеје: 

 Ппјам закљушиваоа пп правилу, са премисама, закљушкпм и пправдаоем (име се 

кпристи кап пзнака за правилп закљушиваоа). 

 Прпвера да је правилп закљушиваоа правилнп примеоенп је једнпставан 

механишки задатак. 

 Правилп је заправп схема (исказне прпменљиве мпгу се заменити са билп кпјим 

фпрмулпм). 

 Стаблп-извпђеоа се пднпси на хипптезе (на врху) дп једнпг закљушка (на дну). 

 Стаблп-извпђеоа је изграђенп пд правила закљушиваоа. 

 

  Даље, курс прати Генценпв приступ, где се свакп правилп бави самп једним везникпм. 

Ппшиое се са  ∧, кпји има најједнпставнија правила и илуструју их дпказ за 𝐵 ∧

 𝐴,претппстављајући 𝐴 ∧ 𝐵. 

  Затим се прелази на   . Везник ( ) је најважнији из некпликп разлпга: 

 Свака тепрема има најмаое једну ппјаву ( ) псим TND (принцип искљушеоа 

трећег); тепрема је закљушак стабла-извпђеоа где се избацују све хипптезе. 
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 Пвај везник се шестп ппгрещнп разуме пд стране студената, и 

 Тп је пснпвнп местп за дискусију п управљаоу хипптеза. 

  Без пбзира на тп,  
Е
 је дпбрп ппзнат (другп име за modus ponens),   𝑈  је врлп прирпдан, 

јер се држи упбишајене праксе за дпказиваое 𝐴 𝐵: претппставимп А, пнда дпказујемп В. 

  Занимљива вежбаоа, пд лакпг дп тещкпг, мпгу се предлпжити кпристећи самп ∧ и  , 

или шак самп  . Евп неких примера, треба имати у виду да се   пднпси на деснп: 

 𝐴 ∧ 𝐵  𝐵 ∧ 𝐴 (вепма лакп); 

   𝐴 ∧ 𝐵   𝐶   𝐴  𝐵 𝐶  , и пбратнп: интуитивнп, ппстпје два једнака нашина 

да се изрази еквивалент идеје “и акп”; 

  𝐴  𝐵 𝐶    ((𝐴 𝐵) (𝐴 С)); 

 (А (𝐴 𝐵))  В. 

  У ппследоем, 𝑃 𝑄 је скраћеница за (𝑃 𝑄) ∧ (𝑄 𝑃). To је у пснпви сущтина 

дијагпналних аргумената: замена B са апсурдним ⊥ и дефиниција ¬ (касније дефиниција), 

знаши да А не мпже бити еквивалентан ¬. Пвде је аргумент развијен кпнструктивнп, без 

анализе слушаја 𝐴 ∨ ¬𝐴. 

  Пвај деп заврщава се дисјункцијпм. Два увпдна правила су пшигледна. Правила 

елиминације пдгпварају анализи слушаја и захтевају управљаое хипптезпм-птуда јпщ 

једна прилика да се разгпвара п пквиру. Треба имати  на уму да су студенти у искущеоу да 

измисле ∨Е правилп са два закљушка, нещтп кап  

𝐴 ∨ 𝐵

𝐴     𝐵
ппгрещнп ∨Е. 

  Пвде се мпра пбјаснити да је стаблп-изпђеоа са 2 (а уппщте, мнпгп) закљушка прилишнп 

кпмпликпванп. У извеснпм смислу са тим закљушцима треба ппступити пдвпјенп. 

Међутим, пдвпјене дедукције ппшев пд А и В мпрају на крају крајева да буду 

синхрпнизпване, када је ппстигнут исти закљушак.  

  Пре пбјащоаваоа правила за квантификатпре, велики брпј ппјмпва је пптребан за пнп 

щтп се пбишнп назива језик првпг реда. Међутим, саврщенп фпрмалнп и ригпрпзнп 

представљаое би билп кпнтрапрпдуктивнп на пвпм нивпу. Студенти имају пперативнп 

знаое п услпвима направљеним пд функција симбпла, кпнстанти и прпменљивих. Пвде 

се инсистира самп на псетљивим кпнцептима: слпбпдне и везане прпменљиве, оихпв 

пквир (на нивпу синтаксе фпрмуле), супституција слпбпдних прпменљивих. Фпрмуле кпје 

се разликују самп пп имену слпбпдних варијабли се сматрају идентишним. Правилп за ∀ 
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елиминацију је пшигледнп. Бирамп да пбезбедимп замену у називу: ∀𝑥Е знаши да ће 

(слпбпдна ппјава) прпменоива 𝑥 бити замеоена са 𝑡. Пвај нивп прецизнпсти је кпристан 

(шак и пптребан) за студенте. 

  Правилп ∀𝑈  птвара псетљивп питаое свежих прпменљивих. У премиси 𝑃(𝑥0), 𝑥0 стпји 

за прпизвпљне прпменљиве. Шта тп знаши? Да ли је лакп пбјаснити да “прпизвпљнп” 

знаши “не ппдлеже хипптези” или, ташније, “не ппдлеже дпступнпј хипптези”, дакле “није 

слпбпднп у билп кпјпј пд распплпживих хипптеза”. Мпглп би се рећи и да премиса 𝑃(𝑥0) 

не сме бити у пквиру (на нивпу дпказа) једне хипптезе на 𝑥0. Савладаваое рещаваоа 

хипптезе је пнда кљушнп у пвпј фази. Захтева се да студенти пищу експлицитнп пву 

страну услпва кап 𝑥0 ∉ 𝐹𝑉(𝑕1, … , 𝑕𝑛) и да га прпвере тпкпм прпцеса дпказа. 

  Пбјащоеоа п ∃𝑥Е  су на исти нашин. Наппмиоемп да се ∃ ппнаща кап бескoнaшнa 

верзија ∨. Стпга не шуди да је структура ∃𝑥Е слишна ∨Е. Али слишнп такпђе и студенти 

имају тенденцију да фпрмализују “ми знамп да ∃𝑥𝑃 𝑥 ; где је 𝑥0 пшигледан такп да је  

𝑃 𝑥0 ” пд  

∃𝑥𝑃 𝑥 

𝑃 𝑥0 
ппгрешнп- ∃Е 

  Таквп правилп дпвпди брзп дп нежељених ппследица, кап щтп је 

∃𝑥𝑃 𝑥 
𝑃 𝑥0 

∀𝑥𝑃(𝑥)

 погрешно − ∃𝑥Е 

  Стпга је (∃𝑥𝑃 𝑥 )  (∀𝑥𝑃(𝑥)). У пвпј фази студенти су у стаоу да прпнађу стаблп-дпказа 

за фпрмуле, кап щтп је  (∃𝑥∀𝑦 𝑅 𝑥, 𝑦 )  (∀𝑦∃𝑥 𝑅 𝑥, 𝑦 ) и да ппстану свесни да пбрнутп 

није тепрема. 

  На крају, увпди се апсурдна претппставка (⊥). Треба наппменути да се ⊥ не мпже 

дпказатииз празнпг скупа претппставки. Негација је дефинисана са ¬А ≝ А ⊥. 

  Занимљивп је наппменути да ⊥ и ¬ мпгу бити уведене вепма каснп, ппсле првпг реда 

ппјмпва. Мнпга интересантна вежбаоа мпгу да се ураде без ¬. Велики деп лпгишкпг 

материјала мпже да се развија без ппзиваоа на неташнп.  

  Ипак се у пвпј фази разгпвара п ¬ у циљу увпђеоа класишнпг расуђиваоа, кпристећи 

билп принцип искљушеоа средине (PEM) или ¬¬Е.  

  Међу вежбаоима кпја мпгу бити предлпжена у пвпј фази су неке загпнетке кап  

 ¬¬А ∧ ¬¬𝐵 ¬¬(𝐴 ∧ 𝐵) 

 ¬¬(¬¬𝐴 ∨ ¬¬𝐵 ¬¬(𝐴 ∨ 𝐵)). 
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  Пви примери мпгу да се дпкажу са ¬¬Е, али прпналажеое рещеоа без пвпг правила и 

без (PEM) захтева дпбрп разумеваое импликација. 

  Вепма кприснп средствп за пмпгућаваое дпказа извпдљивим је да се кпристи 

дефиниција. На пример ппд-фпрмула кап щтп је ∀𝑥 𝑃(𝑥)  𝑄(𝑥, 𝑦) мпже се скратити кап 

𝑅(𝑦)ппд услпвпм да дефинищемп 𝑅(𝑦) ≝ ∀𝑥 𝑃(𝑥)  𝑄(𝑥, 𝑦). Слпбпдне варијабле мпрају 

да се узму у пбзир. Технишки гпвпрећи, у теприји дпказа, такви кпраци се не сматрају 

дедукцијпм, већ следе из правила кпнверзије, щтп знаши да је стаблп-извпђеоа кпје има 

А кап свпј закљушак је стаблп-извпђеоа кпје има В у свпм закљушку када је А ≝

В или када В ≝ А. 

 

3.2 Педагпшки прпблеми и прпцена 

 Техничке преднпсти прирпдне дедукције у ппдучаваоу лпгике 

  Већ је ппменутп да се стаблпм-извпђеоа прирпдне дедукције бпље изражава упбишајенп 

размищљаое негп истинитпсним таблицама. Пвп је ппсебнп јаснп на импликацијама.         

Чиоеница да су  правила за 
 
  и ∧ пптпунп другашија је слушајна, јер ппмаже 

ппшетницима да се не збуне између пва два везника. Вепма интересантна ствар, из 

педагпщке перспективе, јесте да стаблп-извпђеоа пмпгућава да се истакну неке 

упбишајене грещке. Прилишнп шестп се дещава да студенти имају нејасне идеје и даље 

верујући да је оихпв аргумент дпбар. Мнпгп је теже да им се укаже на грещку на 

нефпрмалним или пплу-фпрмалним писаоима негп на стаблу-извпђеоа. Акп је ппгрещнп 

примеоенп правилп, мпже се рећи “пвп није у складу са закпнпм, на кпји смп се ппзвали” 

а мпже се дпдати “акп је ваще правилп у праву, дпбили би нежељену ппследицу”. Пвп 

делује прилишнп убедљивп кпд студената. Евп неких типишних грещака кпје мпгу бити 

истакнуте у ГПНД стилу дпказа: 

 Неправилна упптреба правила дедукције (ппсебнп ∨Е) 

 Нарущаваое „дпмета“ једне хипптезе 

 Занемариваое дпдатних услпва у правилима ∃𝑥Е или ∀𝑥𝑈  (запбилази се ппгпдним 

избoрoм квантификпване прпменљиве  ∃𝑥 , односно ∀𝑥 , уместп избпрпм свеже 

прпменљиве). 

 кприщћеое импликације, или правила, без дпказиваоа оених премиса. 

  Такве грещке пдгпварају типишнпм ппгрещнпм резпнпваоу записанпм нефпрмалнп. 
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 Педагпшка питаоа и замке 

  Један брпј педагпщких питаоа треба размптрити какп би се ГПНД  ушинип ефикасним 

алатпм за наставу. 

  Већ је ппменутп да стаблп-извпђеоапмпгућава да се истакну грещке са прецизнпщћу. У 

тпм смислу, инсистира се да су пправдаоа (пзнаке кпје се кпристе у кпрацима дедукције) 

пбавезна: шестп студенти пате пд недпстатка прецизних идеја п тпме щта пни заправп 

раде, или пд барем слабе сппспбнпсти да изразе свпје аргументе. У тпм духу тежи се да се 

захтева вище пд пнпга щтп се пбишнп даје у учбеницима. 
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4.Закључак 

  На крају псврт: за щта се кпристи прирoдна дедукција а за щта не? Прирпдна дедукција 

кпристи да се дпкаже да је некп расуђиваое исправнп. Акп кажемп: “Лети је тпплп, и сада 

је летп; дакле сада је тпплп” и рашунаоем дпђемп дп закљушка да је размищљаое ташнп, 

тп је пример упптребе прирпдне дудукције. Прирпдна дедукција са друге стране није 

ппгпдна за дпказиваое неважеоа неке претппставке, нити служи да се пбезбеди дпбар 

пдгпвпр на питаое “Шта би билп кад би...” . Када  дпказујемп исправнпст А ⊢ В, мислимп 

п стварима кпје ће се десити акп се А већ дпгпдилп, и акп пткријемп да је једна пд тих 

ствари В, тада смп заврщили. Прирпдна дедукција је ппгпдна за упптребу јер су ппступци 

кпји се у опј кпристе блиски пнима кпји се кпристе у прпцесу размищљаоа. Мпжда би 

мпглп да се ппкуща са увпђем прирпдне дедукције у прпграм лпгике за средое щкпле, јер 

пружа бпље пбјащоеое знашеоа лпгишких везника и квантификатпра а и да би ушеници 

дпбили прилику да науше да дпвпде у везу размищљаое и фпрмалнп дпказиваое. Акп би 

изразили секвенте решима, свакп би бип устаоу да пбјасни упптребу правила извпђеоа, 

без знаоа оихпвих имена или ппстајаоа. 
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