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KpaTtKo o paay

Pag ce cactoju u3 Tpu aena. lNpeu geo rosopu O pasBojy uaeje AOKasa, of nojase nojma
A0OKas3a, nNpeko XmnbepToBe aKCMOMATUMKe Tepuje [OKasuBakba, eHUeHOBOr cTBapakba ABa
rNaBHa TWMNa NOTMYKMX CUCTEMA CaBpemMeHe Teopuje [0Kasa, NpuUpoaHe JeayKuuje u
CEKBEHTHOI payyHa CBe [0 caBpemeHe ynotpebe npupoaHe AenyKuumje U HeHUX Be3a ca
payyHapcKkom HayKom. [pyru, ueHTpanHu Ae0 paja CaZp)KU NpuKas npasuia npupoaHe
heaykumje y normuy npsor pega. Y OoBOoM geny OANY4YMO CaM Ce [a MPUKAXKeM HEKOIMKO
HauMHa 3a nsBohere y NPUPMOAHOj AeAyKUMjK, rae cam ce Hajsuwe 6a3npao Ha NPUKas Koa
MkoanHosuha, T3B. Fitch style jep je naK 3a pasymeBatbe. Y oBOM aeny je AeTesbHO objalitbere
npasuna nssohera. Y HaCTaBKy OBOr AeNa je HauMH NpuKasa Kopg JaHuuuha, rae ce Kopuctm
meToa apseTa-ussohera. Y Tpehem peny pagy roBopu ce O eKCMEPUMEHTY O ynoTpebu
npupogHe aeayKuuje y HacTasu.



1.YBop
1.1 Pa3Boj Teopuje AoKasa'

PasBoj Teopuje [OKasmBara MOXKe Ce NPUPoOAHO NOAENUTU HA: NpancTtopuja nojma
[0Ka3MBatba y APEBHOj N0rULIM M MmaTeMaTuum; oTkpurha ®perea’ ga maTeMaTUUKM A0OKa3M, a He
camo npeTnocTtaBke, mory (1 Tpeba) Aa yyecTByjy y NIOTMUKOM cucTemy; ctapa Xunbeprtosa®
aKCMOMaTUKa Teopuje AoKasMBama; Heycnex XunbepTosux ummbesa Kpos Megenose’ Teopeme
HenoTnyHocTW; FeHLeHoBO> cTBapare AB8a rNaBHa TUMa NOTMYKMX CUCTEMa CaBpeMeHe Teopuje
A0Kas3a, npupoaHe AeAyKuuje M CEeKBEHTHOr PayyHa; anJuKauuje U npoluperba npupoaHe
OeayKumje U CEKBEHTHOI payyHa, 40 PayYyHapPCKUX MHTepnpeTaumja NnpupogHe geayKuuje u
HEHUX BE3a Ca PavYyHAPCKOM HayKOM.

1.2 IIpaucTropwmja nojMa Aokasa

YonwTeHo rosopehu, Teopuja AOKasa NpoyyaBa OMNWTY CTPYKTYPY MaTemMaTUYKMX [OO0Kasa.
MpaBuna AoKa3MBakba 3ay3MMajy LEeHTpasHO MmecTo y Apuctotenosoj ,Analytica Posteriora®:
AedyKumja ce cacToju M3 MPUMeEHe OCHOBHWX MpPaBu/Ia 3aK/byuyMBarkba Ha HEKe UCTUHE WU
aKcuome, Koje cy HenocpeaHo ycBojeHe. ApUCTOTENOB Noraes Ha AOoKase O4J/IMYHO ce YKiana y
CTPYKTYPY AOOKasa [peBHe reomeTpuje, akcmomaTtusoBaHe Kog Eykanpga. Mehytum, Teopwuja
cuaornmsama Kojy je Apuctoten pasBMo HemMa roTOBO HMKAKBe Be3e Ca A0Ka3uma y eyKAMACKOj
reoMeTpuju, Koju Ccy OCTann MHTYUTUBHU BULLIE OZ, A,Be XM/baJe roguHa.

Mpe ®pereosor paga ns 1879, HMKO HKWje NOMULLBAO Aa by ce morno gohu Ao NoTNyHOr ckyna
npasmaa fAoOKa3uBara, Y CMUCAY Koju je u3pasmo Ppere Kaga je yBoamo CBOj CMMOBOAUYKM
jesnk: CBe WTO je nNoTpebHO 3a MCrpaBaH 3aK/by4yak MOXKE Ce M3Pa3vTM Y MOTNYHOCTU; HULWITA
Huje npenywTeHo Harahamwy. ®pereoB Kopak Hanpes 6uo je npecypaH 3a pa3BOj NOTUKe.
ApucToTen je pao obpasal, 3a KOMOMHOBAE aprymaHaTa, aan ngeja 0 KOHa4YHOM 3aTBOPEHOM
CKyny npasuna, u3nenana je HeoctBapmea ceuma npe Operea (ocum moxaa 3a JlajoHuua). Kao
WTO AaHac 3Hamo, Ppereosu NPUHLUNKM AOKa3UBarba Cy NOTNYHU 32 KNACUYHY NpeauKaTCcKy
JIOTUKY.

Oko 1890. Bysene MMeaHo® pao je dopmanvsaumjy NOTMYKMX 3aK/byyaka, ca LM/bEM
npeactas/bakba GoOpmanHUX JOKasa y aputmetvuum. bberos ,Arithmetices principia, nova

The Development of Proof Theory, Stanford Encyclopedia of Philosophy (http://plato.stanford.edu/entries/proof-
theory-development/)
2Gottlob Frege, (1848-1925), Hemayku matemaTtumyap, formdap n punosod. Pagmo Ha yHUBep3uTeTy y JeHu

*David Hilbert (1862—-1943), HeMaukmn maTemaTnyap

*Kurt Friedrich Gddel (1906-1978), ayCTPUjCKM MaTemayap, 1ornyap 1 ¢punosod
>Gerhard Gentzen (1909-1945), Hemauku maTemaTtuyap v aormyap

® Giuseppe Peano (1858-1932) uTanujaHCKM MatemaTmyap v n1oruyap



methodo exposita®, opurMHanHO NUcaH Ha NAaTMHCKOM, NMPUKa3aH je y eHreckom npesoay y
aeny ,,0n ®perea go Negena” (1967). HaxkanocT, ypegHUK HUje ycneo ga npenosHa OHO LWTO je
MNMeaHo ypaamo ca ¢opmasHMM 3aK/byunmBarbem, Na HaBoau Aa je MNeaHo dopmanmM3oBao camo
Je3UK NorMKe N apuUTMETUKE, AN He N NPUHUUNE A0Ka3uBakba.

Pacen’ je yseo ®pereosy noruky, Kopuctehu [MMeaHoBy HoTaumjy v dopmanHa npasuna

[0Ka3mnBarba, y pagy 3 1906. ca Hacnhosom , Teopuja mnankaumje“®

. Y KacHujem paay, Pacen
je NMPOMEeHMO aKCMOMATCKM CUCTEM, M MPMKasao ra y ceom ageny ,Principia Mathematica”
(Whitehead and Russell 1910-13), Koje je nocTtano Beoma yTuuajHo. Pacen je npatno ®perea, n
tberoBa uaeja buna je Aa akCMOMM M3parkaBajy OCHOBHE NOrMYKe WUCTUHE, a Aa Ccy Apyre

Nornyke UCTUHE wm3BeageHe wu3 HbUX nNpuMMmeHom moayCc MNOHEHCa U reHepanmsau,Mje, ABa

npuHLKUNA Koja je Ppere yBeo.

®pereos u MNeaHo-Pacenos NpUcTyn N0OrMLUM je NOCTao yHMBep3anHo npuxsaheH Kpo3 yTuuaj

XnnbepTa 1 Hberosux capagHuka 1920-umx.

1.3 Xunbeptosa cTapa akcMOMaTUKA Teopuje AOKa3a
XunbepTtoBa Khura ,Grundlagen der Geometrie” n3 1899. umana je BeNUKU yTMLA] Ha
LeHTpanHe npobaeme matemaTuKe y NpBMM AeueHujama 20-or Beka. Hekn og npobnema cy

cnepehn:

1. dopmanmsaumja matemaTUukmx Teopuja. OBO yK/bydyje M3bop OCHOBHUX objeKaTa u
ofZHOCa, Kao u n3bop akcmoma.
2. [loKa3 0 HeNnpoOTMBPEYHOCTU aKCMOMa.

3. MuTarbe mehycobHe HE3aBMCHOCTU M NMOTNYHOCTM aKCMOMa.

7 Bertrand Russell (1872-1970) 6putaHcki Gpuao3od u maTematiap
8The theory of implication.”,Russell 1906.



4. Mpobnem oany4MBOCTU: Aa /K MOCTOjU HAuYMH (NOCTynaK, aaroputam) 3a oAroBop Ha

6uno Koje nuTarbe GopPMyNINCaHO Y OKBUPY Teopuje?

Op 1920. rogmHe, npobnemun akcmomaTusaumje M dopmanusaumje “Xunbeptosor TMna”
nocTajy No3HaTU U AOMMUHAHTHM Ha JIOTMYKO]j CLEeHN. Y XunbepToBom M AKepMaHOBOM paay, 13
1928., ,lUnMpoko pacnpocTarbeHa /forMKa“’, npeacTaB/beH je GOpManHM CUCTEM  3a
npeanKkaTcky NorMky n dopmynmcaH je npobnaem kerose notnyHoctu. [pobnem je pewmo
lfegen 1929. rognHe, a pawere 06jaBMO rOANHY AaHa KacHuje. YeTBpTM TemesbHU npobnem,

ﬂpO6l’IEM oANy4ynBoCTHU, UMa HEFMATUBHO pellers-e.

HakoH wto je Negen objaBno Teopemy 0 HENOTNYHOCTM apUTMeTUKe y cemntembpy 1930, ®oH
HojmaH je ytBpaMo aa he KOH3UCTEHTHOCT apuUTMeTUKe butn mehy Negenosum HeaoOKa3MBUM
nponosuumjama. Anu, Fegen je gowao ao ucror otkpuha n ®on Hojman'® HuKag, Huje objasmo

CBOj 4OKa3.

lfepen v leHueH, 1932-33, 04BOjeHO Cy jegaH o4 APYror HAWAW npeBos KnacuyHe lNeaHose
apUTMeETUKE Ha MHTYULIMOHUCTUYKY XejTUHIOBY apuUTMeTMKY. KOHKpeTHO, NOKa3aHo je Aa akKo je
KOHTPaAMKUMja [OKa3mMBa Yy MpBOj, AOKasuBa je u y apyroj. OHaa HenpoTMBPEYHOCT

NHTYUCTUCTUYKE apPUTMETMKE rapaHTyje HENPOTUBPEYHOCT KNAacMYHe apuUTMETHKe.

°Hilbert and Ackermann's »,Grundziige der theoretischen Logik“
1% john von Neuman (1903-1957) mahapcko-amepuuKkn matemaTiyap v HaydHuK



1.4 NpupopgHa gegyKuuja

Y ocTBapuBary CBOr nporpama, leHUeH je Kao NpBWM 33gaTak NOCTaBMO aHaNM3y UYMUCTO
JNIOTUYKUX 3aK/by4vaKa, KOjU ce KacHuMje NPOoLIMPKUO Ha gpyre obnactu matemaTtuke. Y cBojoj Tesu
(1934-1935), l'eHueH HaBoOAM Aa je KAao 3a4aTak NocTaBMO aHaIN3y MaTeMaTUYKUX A0Ka3a, Koju
ce jassbajy y npakcu. MpBo 3anarkarbe je ga CTBapHWU A0KA3M HUCY 3aCHOBAHM Ha aKCMOMama
M3paXKeHMM Yy JIOTMYKOM je3uKy, Kao y XunbeptoBoj Teopuju pokasa. Kog leHueHa ce
NPeTnocTaBKe aHaAN3MpPajy No Ae/I0BMMA, Kao M 3aK/byyaK, @ 3aTUM Ce TU [eJI0BM CacTaB/bajy,
Tj. CMHTeTMWE ce AOoKa3. AHa/M3Mparbe 3aK/bydyka 0baB/ba ce npaBuaMma Koje je leHueH
Ha3Bao npasuauMma ysohemwa. Ha npumep, 3a AOKasmBarbe KOHjyHKUMje A A B, 10BO/bHO je

[0Ka3aTn KoHjyHKTe A 1 B oBojeHO. 3ak/bydak ce ¢opmMasiHO N3BOAM NPaBUIOM

A B .
AAB'U
HacynpoT Tome, Ha NpeTnocTaBKe ce MpuMemyjy npaBuaa enMmuHauumje. Ha npumep,

KOHjYHKLMja KOja Ce KOPMCTM Kao MPEeTnocTaBKa MOe Ce pasrpaduTi y CBOje CacTojKe, Kao y

npasuManma:

leHLEeH je pa3BMO M M3y4aBaO CUCTEM NpMpoaHe aeaykunje Tokom 1932. rogmHe, n cTurao y

centembpy 1942. no padyHa npupoaHe aeaykumje (ckpaheHo ND) Koju je cTaHgapaaH gaHac.

Mmnnukaumja je moxpa Buwe TunmyHa 3a ND Hero KoHjyHKumja: ussectu A = B 3Hauu

npuBpemeHo NpeTnocTasuTu A, a 3aTum mnssectn B. AKo 0BO ycne, NnpuBpemeHa NpeTnocTaBKa

je 3aTBOpeHa, HaKOH oHOoLEera 3aKk/bydyka A = B, Kao y cxemaTckom ussohermy:



A=B

Y gpyrom cmepy, A=B ce moxe enMMUHMCATN aKo NOCTOjU HEKO n3Bohere 3a A, jep ce Taaa
MOKe 3aK/by4UTH:

A=B A
B

g

Fnepajyhu npasmna KOHjyHKUMje M MMNAMKaLMje, youasa ce aa cy npemuce (dopmyne nsHag,
NMHWje 3aKk/byumBarba) nogadopmyne 3aksbydaka y U-npasunmma, O0K je obpHyto y E-
npaBuaMma. leHUeH je NpUMMeTMO [a je Yy HOPMaiHMM u3BoherKuma, OBO CBOjCTBO
nojeAMHayYHMX Kopaka HacneheHo ogf uenor mssohewa, y cMucay ga cy cse dopmyne

noadopmyne 3ak/byyka. OBaj pe3ynTar je 4aT Kao CnopeaHn pe3ynTaT MeTo4e O4Ny4MBakba 33

MCKA3HY /IOTUKY.

leHueH je 36or HeMoryhHOCTM ga AOKa)Ke T3B. TEOPEMY O HOPMAAM3aUMjU 33 KAACUYHM
cMcTemM nNpupoaHe Aeaykuuje, yBeo jow jedaH NOTMMYKM CUCTEM KOjU je Ha3Bao CeKBEHTHMU
payyH (Sequent calculus-kpahe SC) M yuMHMO ra UEHTPaNHOM TeMOM cBoje Te3de. CEKBEHTHMU
payyH HMje Tema OBOr paja.

Y Bpeme 0K je MeHLEeH pamo Ha CBOM CUCTEMY NPUPOAHe AeayKumje, CTaHncnaB JackoBckn'
Takohe pa3Buja NorMyKkM cuctem 3a pacyhmusare ca npetnoctaBkama. Popmyne y nssohery cy
pacrnopeheHe y "MHeapHOM HU3Y, aun je JaCKOBCKOB AOKYMeHT 13 1934. octao 6e3 3Ha4ajHuX

pesyntata. /InHeapHa BapujaHTa NpupoaHe AeAyKumje je npaheHa y MHOrMM negarowkum

M3naratbMMa efieMeHTapHe noruke. leHTUeH je OTKpuo pafd JackoscKor 1936. roguHe u

Ystanislaw Jaskowski (1906-1965), nosbcku norvyap



NpPUXBaTMO Ja je NMnHeapHu pacnopen dopmyna 6o/bu oA nNpukasa y obanky “ctabna”, jep

o4parkaBa “NMHeapHOCT pasmuL/batba”.

1.5 Uu/besu Teopuje aokKasa

3a XunbepTa LUM/bEBU TEOPUje AOKa3a Cy BMAM NOTNYHO 3aCHMBAHE MAaTeEMATMKE Ha OCHOBY
KOHAYHOCTU A0OKa3a. Xunbept y OBOM nporpamy Huje 6MO 3aMHTEpecoBaH 33 M3y4yaBarbe
MaTeEMATUUYKMX O0Ka3a camux no cebu, seh camo 3a pawymwhaBarbe LeHTpanHMX npobaema
3acHMBama. HegaBHO OTKpuBeHa XunbepToBa Henewka gaje Ham gpyrayuvjy CavKky: 6enewka
HaBoAM Aa je XmunbepT Keneo Aa Aoda Kao 24-Tv 1 nocnearbn npobsiem y HeroBom YyBeHOM
MapucKom CNUCKY OTBOPEHMX MaTemMaTUYKux npobaema n3 1900-e pa3Boj meToda AOKa3MBaka
Yy MaTtemaTuum.

3a leHueHa uu/besun cy, nopes XmnbeptoBux, Aa pasyme CTPYKTYPYy MaTEMaATUYKUX AOKa3a.
OBaj nporpam je 6MO NOTNYHO YCMELWaH WTO Ce TUYE YUCTE JIOTUKE U apUTMeTUKe. CEKBEHTHMU
paYyH 003B0O/baBa aHaNM3y A0Ka3a U n3Bohere HeEKUX GyHOAMEHTA/IHUX pe3ynTaTa.

Heko pa3symeBarbe Nojma foKasa je noTpebHO 3a CBaKOr MaTemMaTtnyapa, ako HY 3a WTa 4pyro,
OoHAa 6apem 3a KOMyHMKaAUMjy O MaTeMaTUYKUM pe3yaTaTuma. Kako rod, Teopuja gokasa Huje
nocTtana MNPakTUYHO CPeacTBO 3a pafd, NPUMEHe y MaTematuuu cy 6une BulIe M30/I0BaHMU
cnyyajeBn. HepasHM papoBM Ha Gopmann3oBakby MATEMATUMUKUX [OKasa Cca pavyyHapCKMMm
CUCTEMMMA, MOTYy MNOCTENEHO MPOMEHUTU OBY C/AWKY. Teopuja AoOKasa je cTBOpuaa HoOBe
LUM/beBE BaH TPAAMLMOHAIHE MaTeMaTMKe, NocebHO y BE3M Ca payyHAPCKOM HayKom. Teme Kao

LUTO Cy MPOBEpPA MCNPABHOCTU pavyyHaAPCKUX Mporpama cy pesynTaTt Teopuje AoKasa.



2. IlpupoaHa AeAyKiiyja y JIOTULU IIPBOT peja

Y oBoM norJiaB/by 6uMhe npukasaHa npupojHa AeAyKiija Ha OCHOBY pykonuca [1], [2]
(omesmak 2.1.u 2.2.) u [3] (omespak 2.3. 1 2.4.)

2.1 Ucka3Ha JIOTMKA U IPUPOAHA AeAYyKIHja - KPO3 NpuMepe

AndabeT nckasHe noruke unHe cnegehm cumbonu:

McKkasHa cnoBa, 03Ha4YaBaMO WX MaJIMM NAaTUHUYHMM C/IOBMMA; CKymn CBUX WMCKA3HWX CNOBa
o3HayaBahemo ca P.

J1ornyku BesHnum

Jlornyke KoHcTaHTe Tun L.

MomohHu 3Hauu: nesa ,,(“ n gecHa ,)“ 3arpaga.

DedurHunymja: Ckyn nckasHmx dopmyna For jecte Hajmatbu (Y CMUCAY MHKAY3KMje) CKYN peyn Hag,
andabeTom MCKa3HE JIOTUKE TaKaB [a BaXku:

PU {T, L} € For (McKka3Ha C/I0Ba M NIOTMYKE KOHCTaHTE Cy UcKasHe dopmyne);
AKo a € For onga —a € For;
Ako a, 3 € For oHpa (a AB),(aV p),(a=pB),(a < B) € For.

Ckyn unckasHux ¢opmyna geduHUCcaH je MHAYKTMBHO. Hajnpe cy yBeaeHe HajjeaHOCTBaHMWje
ncKkasHe dopmyne: CBAaKO WMCKA3HO CNOBO M CBAaKa /NIOTMYKA KOHCTaHTA NpeacTas/ba jefHy
MCKasHy ¢opmyny. 3aTum GOpPMUPaMO C/OXKEeHWje UucKasHe ¢opmyne: nonasehu opf
HajjeAHOCTaBHMjMUX UCKa3HMX opmyna, nomohy HaBeZeHUX NpaBuaa rpagmmo Hose dopmyne,
Koje Aa/be KOPUCTUMO 33 MU3rpadkby jow CnoXKeHujux popmyna. MNMputom, ncKkasHe dopmyne ce
MOTY rpagMTU CamMo Ha OBAj HaYMH, WTO je nocneamua 3axTeBa Aa For byae Hajmarbu CKyn peyn
ca HageZeHMM ocobmHama.

OCHOBHM MOjaM /IOTMKe jecTe nojam rocseduye, OAHOCHO M3BOheHe 3aK/byyKa M3 HEKAKBUX
NPeTNnOCTaBKN. YMecCTo

7] IIpeTIIOoCTaBKa{, IPETIIOCTABKAy, ..., IPETIIOCTABKA,, N"3BOAUM 30K/by4aK, Kpahe nnwemo

MNpeTInoCTaBKad{, IPETIIOCTABKAy, ..., IPETIIOCTABKA,,

3aKJby4aK
nnm
NPEeTNOCTaBKay, MPETIOCTABKAy, ..., IPETIOCTaBKa,, + 3aK/by4aK.

OHO WTOo je K/by4yHO nNuTarbe: Kaga je Heka ¢opmyna 3aK/bydyak (mocneamua) HeKor ckyna
npeTnocTaBkn (npemuca)? M3Bnauere 3aKk/byyka M3 HEKOr CKyna MnpeTnocTaBKM je T3B.
0edyKmuBHO 3aKs/by4YuBaHe, Kome ce nocsehyje BennKa Naxkrba jol o4, TpaaULMOHaNHE N0TUKe

9
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na cBe A0 CaBpeMeHe maTemaTuyke normke. [JaBHo je popmynmcaH OMLWITM YCAOB KOju Mopa
MCNyHaBaTK CBAKO MPaBMAO LEeAYKTUBHOI 3aK/byuMBatba. YCNOB je NO3HAT nog Hasmeom salva
veritate v rnacu:

lMpunukom U38058I—ba 3dK/bYYKa He CMe ce HaHocumu wmema ucmuHumocmu, O0O0HOCHO aKO cy
npemrocmasKke ucmuHume, OHdaje U 3aKsbyyYaK ucmuHum.

OCHOBHA NPABUJA AEAYKUWUIE
KoHjyHKumja
MpBO NpaBmnNO KOje HABOAMMO O4HOCU Ce Ha KOHjyKLUNjy

a B
ang (Av)

M3 npetnocTaBku a, B (AMPEKTHO) 3aK/byuyjemo a A 8. AKO Cy TauHW a U f3, OHAQA je TayHa U
KOHjyKuMja a A B.

MoXXeMOo PasmMMULL/BbATU U OBAKO: Aa BUCMO AoKasanu a A B noTpebHo je Aa AOKAXKEMO CBAKM
KOHjyKT nojeaAvHayHo, U a U B, Tj. Aoka3 3a a A B pobujamo cnajarbem foKasa 3a a u f.
HaBeseHo npaBuio HasMBamoO Mpasusao ysoherba KOHjyHKUUje, Na ra 3aTto M O03Ha4yaBamo ca

(Ay)-

HapegHa aBa npasuna omoryhaBajy Ham fa y AOKa3MMa KOPUCTUMO KOHjYHKIHje.

w2 o

B

AKo je TauHa KOHjYHKIHja & A 8, OHAA je Ta4yaH U KOHJYKT & ¥ KOHjYKT 8. AKO MMamo A0Ka3

alNp
a

a A B, onfa farme 3ak/bydyjemo a (oaH. B) Tako WTo Ha a A B npumetrbyjemo npasuno (Ak)
(0aH. (AD))-

Hu3 dopmyna Koju dopmumpamo nonasehu oa NPeTnocTaBkU @y, ..., P NPUMEHOM MpaBuia
feayKumje [oK He fobujeMo 3ak/byyak P HasmBamo A0Kazom popmyne 1P M3 NPeTnocTaBKu
@1, -+, Pk, OLHOCHO LOKA30OM CEKBEHTA @1, ..., P F P. Ha KOjU HAYMH KOPUCTMMO NpaBuna,
nokasyje cnegehu npumep.

Mpumep 1: [Jokaxknmo cekseHT (p Aq) ASs,T At HtAQq.

(p Aq) As npemnocmaska

rAt npemmnocmasKka
pAq AE
q AP, 3
D
t AR 2

10



6. t/\q /\U,5,4

JBocTpyKa Heraumja

MpuxBaTamo KJ1aCMYHO CTAHOBMLUTE Aa CBAaKa GoOpMy/ia & U HeHa ABOCTPYKA Heraumja ——a

,TBpAe” ucro.

1

— ) ()
Mpasuno (——g) Ham A03BO/baBa Aa 06pMLLEeMO fABa 3HaKa Heraumje. HacynpoT Tome, NpaBuo
(=—y) Ao3BO/bABa Ham Aa ce ucnpes csake dopmyne gonuwy ABa 3HaKa Heraumje. OBum
dbopmynama u3parkaBamo CTaHOBULITE Aa HEMA pasanke namehy dopmyne n reHe ABOCTPYKe
Herauuje.

Mmnnukauuja

HapegHo npaBuno Koje yBOAMMO jecTe jegHO OZ Hajno3HATUjMX NpaBuMAa 3aK/byydMBatba
NO3HATO NOA /NATUHCKMM HasueBom modus ponens. Mun hemo 0BO NpaBUNO HA3UBATU —
eAuMuUHauuja umnuKkauyuje.

a=>p a a=>p8 - B
(> —FF (MT
7 (0 —— D)
Mpasuno (=p) roBopu 0 TOMe KaKO Ce Y AOKa3MMa MOy KOPUCTUTU TBpAaHe dopmynncaHe y
06/nKY MMNAnKaumje.

Mpasuno modus tolens (MT) Beoma je KOpUCHO npu ynoTpebwu TBpAkKU Yy 06AKMKY
UMNAnKaumje.

Mpumep 2: Mune pasmuLL/ba KOjy AeBOjKY Aa NO30Be.

AKo nosoBem AHy, Hehy 3BaTu bojaHy.

AKo He nosoBem bojaHy, Hehy 3BaTh HK BecHy.
AKo He nososem louy, 3Bahy BecHy.

AKo nososem louy, 3sBahy u [paraHy.

vk e

AKo nosoem [lparaHy, Hehy 3BaT Emy.
HanocneTtky, no3sao je Emy. [la v he, y cknagy ca pasmuil/barbem no3Batn AHy?

dopmanHu gokKas

l.a=>-b npemmnocmaska HedopmanHu gokas
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2.ab=> v npemnocmasKka Kako je Mune nosBao Emy, npema (5) cneaun aa Hehe

3.ag>v npemnocmasKka 3BaTu [paraHy. U3 (4) pasbe cneau ga Hehe 3BaTtu
4.g=>d npemmnocmaska Fouy. 3atum, us (3) cnean ga he 3satu BecHy,
5.d=>-e npemnocmasKka oflaKne 3ak/bydyjemo aa he 38aT bojaHy. Ha Kpajy,
6. e npemnocmasKka n3 (1) cneamn ga Hehe 3Batn AHy.

7. -——e ==y, 6

8. -—d MT, 5,7

9. g MT, 4, 8

10. v =r,3,9

11.5—wv -1y, 10

12. —==b MT, 2, 11

13. —a MT, 1, 12

HaBoauMmo 1 npaBuio ygohera UMNAUKayuje Koje roBoOpu Kako ce A0Kasyjy MMNanKaumje.
(14

18

az)ﬂ(:)U)

[a 6ucmo pgokasanu umnaunkaumjy a = f Tpeba yBectu foAaTHY (NpuBpemeHy NpeTrnocTaBKy)

a v fokasaTtv B, npu yemy ce y TOM A0OKa3sy 03BO/bEHO KOPUCTUTU @, CBE OCTane NPeTrnocTaBKe
n mehy 3ak/byuyke Koje cmo Beh ussenu.

[oka3s ¢opmyne B HakoH yBohera AoaaTHe MpeTnocTaBke a UcTUuahemo BepTUKaIHOM
LPTOM W Ha3MBaTh Mod0oKa3oM. HenocpeaHO UCMOZ 3aBPLUETKA BEPTUKAHE IMHUje HAaBOAMMO

3aK/byyak a = f3, 03HAKy NpaBuna (=y) n bpojese Kojuma cy HymepmrcaHu KopaLm noanoKasa.

Mpumep 3: (1) AKo Hayunum Aa AoKasyjem, 1ako hy NONOXKUTM NIOTUKY. (2) AKO He pasmuLL/bam,
Hehy NONOKNUTU NOrKKY. (3) AKO pasmuLL/bam, NaKko hy 3aBPLUMTU MaTEMATUKY.

[oKasaTu: ako HayuMm Ja pokasyjem, nako hy 3aBpwuti matemaTtuky. Tpeba 3anpaBo
[LOKa3aTu CeKBEHT
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d=>,—r=>al,r=>mt+d=>m.

dopmanHu pokKas

1.d=1 npemnocmaska

2.r =l npemmnocmasKka

3.r=>m npemmnocmasKka

4. | d dooamHa npemn.
5.0 I =z, 1,4

6. ==l =y, 10

7. —r MT, 2, 6

8. r g, /

9.1 m =r,3,8

10.d=>m =y,4,9
EkBuBaneHymja
EKBMBaneHUMja ABa M3Kasa a < [ jecTe 3anpaBoO KOHjyKuuja aBe obpaTHe umnauKauuje

a = B A B = a, na ce npasuna ysohera 1 eNMMMUHaLMje eKBUBaNEHUMje cama Hamehy.

a=>pB=>a asp as B

(=) a:w(@z[’) foa

(= &9

asp

Herauuja u KOHTpaguKumja

Moa, KOHTpagMKUMjoM NOoApa3yMeBamo KOHjyKUMjy Heke dopmyne n weHe Heraunje. OBakBa
KOHjyKUNja He Mo¥Ke BUTM TayHa, Na NOLWITO Hala NpasBu/Ia YyBajy UCTUHY HE CMEMO A03BOJIUTH
MoryhHOCT A4a [lOKa*KeMo KOHTPaAUKUMjy. YBeanmo 3HaK L 3a KOHTpaaukumjy (bopmyny Koja je
CUTYPHO HeTayHa).

¢
a a :
—— (=E) i (=w)
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M3 npeTtnocTtaBKM «, —a W3BOAMMO KOHTpagukuujy. lopen TOra, ako M3 a [OKaAKemo
KOHTpaAuKUKjy, OHAA 3aK/byyyjemo Aa je na.

= (LE)
a
yBO,ﬂ'MMO M NpaBunao npema Kome un3 KOHTpap,MKLI,Mje MOXe Oa Ce 3aK/byyu 614/10 wTa.

AucjyHKumja
a B

L D
—\V —(V
aVvp U) aVvp v)

AKo 3Hamo A3 je a (aKo cMO f0Kasanu @), oHaa mopa 6utK TauHo n a V B (oHAa M3Bo4MMO U
3aK/byyak a V f3), 3a 6uno Kojy popmyny B. Ha UCTM HauumH, U3 B U3BOAMMO 3aKk/byyak a V f3, 33

6u1no Kojy popmyny a.

Ha Koju HauuH y goKasmma Kopuctumo dopmyne obamnka a V B? 3amucaMmo Aa Keammo aa
LloKaxkemo ¢opmyny y npetnoctasmajyhm a V B. byayhu aa He 3Hamo Koja je og dopmyna a, B
TayHa (a jegHa mopa 6uTn), Mopamo CnpoBecTM ABa 04BOjeHa AoKa3a:

Hajnpe, npeTnoctaBMmo Aa je & Ta4yHO M AOKa3yjemo Y.
3aTMm, NPEeTNOCTaBMMO Aa je S Ta4HO U A0Ka3yjemMo Y.

Ha ocHoBy oBa pgBa [AOKasa M MpeTnocTaBke a V B3aKk/byyvyjemMo Y, jep ABa noAanoKasa
noKpueajy obe moryhHocTtu

aVvp

(VE)
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Hekonuko ussegeHux npasuna

CBaKo NpaBsuno aedykuuje GopmyamncaHo y o6amnky
aq. .., 0

B

HenocpegHo TBpAM A3 je CEKBEHT dy. ..., &, - B [OKa3uB 3a 6uno Koje dopmyne ay. ..., a,, B.

Ha npumep, npema npasuny (=) 3Hamo Aa je cekBeHT a= B, a + B nokasus 3a 6uno Koje
dopmyne a, B. Anv, HaBeAUMO U jeAaH Matbe ouurnesaH Npumep: cekBeHT aV 8, —a + f je
[lOKa3unB 3a 6uno Koje popmyne a, f.

l.avpB  npemnocmaska

2. na npemnocmasKka

3.| a dodamHa npemnocmaska
4.1 L -5 2,3

51 B lg,4

6.| B dodamHa npemmnocmaska

7. B Vg 1,3,5,6

AHanorHo ce fgokasyje u cekseHT @ V 8, =f8 + «, 3a 6uno Koje dopmyne a, . OBa 3anarkarba
Ham omoryhaBajy Aa y AOKa3uma, nopes OCHOBHUX NpaBuaa, KOPUCTUMO U NpasBuna Koja hemo
Ha3uMBaTW OUCjyHKMUBHUM CU/102U3MUMQ.

avhaa e W(Dg)

Oba npaBuna 03Ha4aBamMO Ha MCTU HauuH jep he yBek 6UTU ouMrnesHoO Koje oA, OBa [ABa
npesmna KOPUCTUMO.

N3 cBakor agokasa y Kojem ce Kopuctu (DS) jeAHOCTaHO ce MOXKe eNMMUHUCATU Herosa
npumeHa, Hasohewem oarosapajyher gokasa.

Moryhe je npoHahu jow MHOro M3BeaeHUX NpaBuaa, ain HABOAMMO CaMO HEKa Koja 3HaudajHo
nojeaHOCTaB/byjy AOKa3nBatbe CEKBEHATA.
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TpaH3UTUBHOCT MMNANKaLMje 3aKOHM KOHTpanosnuuje

a=>BB=>y a=>p —a=f

Tasy (T -B=-a () B=>a (K)

l.a=>pf npemnocmaska lL.a=pB npemnocmaska

2. [ =y npemnocmaska 2. = dodamHa npenmnocmaska
3.| a dodamHa npenmnocmasKka 3. -« MT, 1,2

4.| B =g 1,3 4. ff=-a =y, 2-3

5!y =g 24
6. a=y =y,35
3aKoH UcK/byyera Tpeher

(tertium non datur, the law of the excluded middle)

(TND)

avVv a
Mpema 3aKoHy MWCK/byyerba Tpeher y [AoKasMma MOXeMOo A04aTh (M KOPUCTUTM Kao
NpeTnnocTaBky) & V —a, 3a buno Kojy dopmyny «.

Ae MopraHoBu 3aKOHU

—aV -f —aA-f -(aV p) (A B)
-(aVvp) (DM) -(aVvp) (DM) vV =p vV=p

CBaKo of, oBa 4eTUpM npasuaa Hazsahemo [le MopraHoBUM 3aKOHOM, jep NPUIMKOM NPUMeHe

(DM) (DM)
Hehe 6uTK 3abyHe.

Ha Kpajy OBOTI AeNna HaBOAMUMO HEKe npumepe.

MNpumep 4: [lokaxkmmo p = q, q =1 Fp=>qAT.
1.p=q npemnocmaska

2.q =71 npemnocmasKka

3. |p 0odamHa npemnocmaska
4. |q =r 1,3

5.1r =5 2,4

6.1 gAr Ay 45
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7.

Mpumep 5:oKkaxunmo cekseHTp = (q=1) Fg=(p=>1).

p=>qAT.

1.p=>(q=>r)
2. | q

3 1|p

4. |11qg>r

5 11r

6. | p=>r

7. q=>@p>r)

npemnocmasKa

dodamHa npemnocmaska
dodamHa npemmnocmasKka
=r 1,3
=5 2,4

=y 3,5

=y 2,6

Mpumep 6: [Jokaskumo cekBeHTp V (QAT) FpVq.

1. pv(gAT)
2. |p
3.|pVgq

4. (g AT

5. (q

6. lpVgqg
7.pVq

Mpumep 7: [LloKaXKUMO CEKBEHT p A g =1 Fp=>(g=>T1).

1. pAg>rT
2.1 p

3.11qg

4. [[pANq
5.1]|r

6.| q>r1

7. p=>(q=>r1)

npemmnocmaska
dodamHa npemnocmaska
vk 2
dodamHa npemnocmasKka
AL 4
vh 5

Ve 1,3,6

npemmnocmaska
dodamHa npemmnocmasKa
dodamHa npemnocmaska
Ny2, 3

=rl, 4

=y3,5

=>y2, 6
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2.2 llpeguKaTCKa JIOTUKA U MPUPOJHA AeAYKIHja - KPO3 mMpuMepe

HedopmanHo rosopehu, NUcKasHa NOrMKa ce 6aBu CTPYKTYPOM pedyeHuua ysmmajyhu y ob3mp
CaMO Ha4YMH Ha KOjU CYy HEKM jeAHOCTaBHW WMCKa3W MoBe3aHW JIOTMYKUMM BEe3HULUMMA, OOK je
3Hayerbe TUX NOMA3HMX WMCKa3a MOTMYHO HeBaXXHO. TaKo WMCKa3Ha NOrMKa HWje A0BOJbHO
n3paajHa ga bu ce y toj pasamaTtpano cnegehe 4yBeHO 3aK/byumBakbe:

CBM /byan Cy CMPTHMU
CoKpar je yoBek.
[akne, CokparT je cmpTaH.

MpeauKaTtcka forMka omoryhasa ga pasmoTpMMO M CMUCA0 MONA3HUX MCKasa. lMpe Hero wro
[leTa/bHO OMMLIEMO NOMEHYTY JIOFMKY, HAaBOAMMO jefaH npumep y Kome hemo aa objacHumo
HeKe nosasHe naeje y pasBojy NpeauKaTCcKe NoruKe.

YBoAHM npumep : MNpupogHM je3nmum cy NoroaHM 3a NpPeunsHo M3parkaBarbe CMUCAa UCKasa.
Ha nn pedeHnua Ceaku MOMaK 80U jeOHy 0esojky 3Haun aa (1) Mocmoju jeOHa Oesojka Kojy
80/1U CBAKU MOMAK nnwn aa (2) 3a ceakoez MomKa ce moxce npoHahu jeOHa 0eBojKa Kojy oH 8onu?

Motpeba Aa ce eNMMUHULLY ABOCMUCIEHOCTU NPUPOAHOrN je3nKa Aosena je, usmehy ocrtanor,
A0 yBoherba T38. pOPMaNHUX je3uKa uuje ce peveHunue popmupajy npema yHanpes yrepheHnum
npasunauma. Pevenuue (1) n (2) popmanHo hemo nspasuntn kopuctehu:

NIOTUYKE BE3HUKE: A, V, 1, DU &,

KBaHTUOMKaTOpK: V-CcBaKM U I-HEKU
npomeH/bMBE X,Y,Z,X1,V1,Z1, ... (KOjuma hemo o3HayaBaTM ,NpounsBo/bHO”, ,HeogpeheHO”
JoyAcKo buhe) un
nomohHe 3Hake: 3apes 1 3arpage.

Mopep Tora, NOTPebHO je Aa HEKUM cMMBOIMMa 03HAYMMO U 0COBUHE BuMU MOMAK U bumu
desojka, Kao M ogHoc sosnemu. U3jasy ,x je momak“ o3HayaBamo M(x), ,x je Oesojka“
o03Ha4aBamo D(x), pok V(x, y) 3Hauu ,x gonu y“.

PeyeHnuyama (1) u (2) peaom oarosapajy cneaehe dopmyne

dx (D(x) AVYy (M(y) = V(x, y))) uVx (M(x) =3 EIy(D(y) AV (x, y))).

Hasogmmo popmanmnsaumje joll HEKOIMKO PeYeHULA NPUPOLHOT je3nKa.

CBako BOAM HeKora - Vx3yV(x, y)
Heko Bosn ceakora - AxVyV(x, y)
Heko He Bonn HUKora - 3xVy—V(x, y)
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NMpeaukatcke popmyne CBpxa NPETXOAHOr NpUMepa je Aa UAycTpyje ca KakBum dopmynama
PagMMo y npeamKaTckoj nornun. YonwTeHo rosopehu, npu ¢opmanusaumjyu y npeamkaTckoj
NOTUUM YTNaBHOM MMAMO Ha YMYy:

MN3BecHe 0b6jeKTe 0 KojuMa KeNMMOo Aa roBOPMMO, Kao U
Lta enmmo o kuMa ga roBoOpuMo — Koja cBojcTBa (0cobmHe) objeKkaTa cy Ham BaXKHa, M Koje
Be3e mehy objeKkTMma nocmaTpamo; CBOjCTBa U Be3e Ha3nBamMo ripedukamuma.

YHugsep3ym (yHMBEp3ym rosopa) YMHe cBM OOjeKTM O Kojuma roBopumo. Y NpPeTXxogHOM

npumepy, YHUBEP3ymM UUHe CBU Jbyau. [lpomeHmuse X,Y,Z,X1,Y1,Z1,--- KOPUCTUMO A3
o3Hauumo HeogpeheHe ob6jekTe yHuBep3yma. lNojeanHe oapeheHe ob6jekTe yHMBep3yma
HasuBahemo KoHcmaHmama. CBakKa KOHKpeTHa ocoba npeacrtaB/ba  HEKY KOHCTAHTY

YHUBEP3YMa KOjU YNHE /byaM.

Mpn dopmuparby npeauKkaTckmx Gopmyna KOpUCTMMO W yHanpepg u3abpaHe cumbone 3a
ocobuHe objekaTa M Bese mehy bmuma. OBe cumbone HaszMBamo MPeoOUKamMCcKUM cumboauma.
MoapasymeBa ce U Aa je CBAaKOM NpeAnKaTCKom cumbony npuapyKeHa T3B. Oy#(UHA Tj. 6poj
objekaTa Ha Koje ce o4HOCK. Y NPETXo4HOM NpUMepy, NpeauKkaTckn cumbonu cy M, D, V, npu
yemy cy muxoBe AyrKuHe pegom 1, 1, 2. HapaBHO, 6poj u BpcTa npeaunKkata mory 61tn m
Apyrayunju y 3aBMCHOCTM 04, CUTyaumje Kojy onucyjemo. Mpeamkatcke cumbone ayskuHe 1

Hasusahemo yHapHUM, a NpeanKaTcke cumbone ayKuHe 2 6UHAPHUM.

EnemeHmapHe ¢opmMyae TPagumMo TaKo LWTO NPeAuKaTCKUM CcUMBOIOM MOoBEeXemMo
oarosapajyhun 6poj KOHCTaHTU U NPOMEH/bUBKX.
Mpumep : Kopuctehu npeguKkatcke cumbone ns NnpeTxoaHor npumepa 1 Ase KoHctaHTe Mika

Ana, 3aNUWnMO Heke enemeHTapHe popmyne:

M(x), M(y), M(Mika), D(x); D(Ana), V(x, Ana), V(x, x1), ...
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Monasehn op enemeHTapHux d¢opmyna, ynotpebom BesHuMKa (A, V, -1, > U &) Ha

yobuuyajeHn HaumH, u KeBaHTMduKatopa (V, 3I) dopmupamo npeaukaTcke dopmyne.
KBaHTMdUKaTOpe KOpUCTUMO Ha cnegehm HauuH: ucnpen Beh dopmupaHe npeamKaTcke
dopmyne, NoCTaB/baMo jefaH 0f KBaHTUOMKATOpPA 3ajegHO Ca HEKOM NMpomMeH/bMBOM. Kapa
KBaHTUPUKATOP Ca HEKOM MNPOMEH/bMBOM MNOCTaBMMO wucnpen <¢opmyne, Taga CBa
NnojaB/bMBatba T€ MPOMEH/bUBE Y NMOMEHYTOj GOpMynn MOCTAjy 8€3aHA U KaKemo Aa cy noj,
dejcmeomM NoOCTaB/beHOI KBaHTUOMKATOPA. YKONMKO HEKO MNojaB/bMBakbe MNPOMEH/bMBE Y

bopmynn HUje nog, AejcTBOM HUjeAHOT KBaHTUMKATOPa, KaxkeMo A3 je cs10600Ho.

NMpasuna aepyKumje 3a KBaHTUPUKaTOpe

HeKka je R HEKM yHapHW NpeamKaTcKM cumbon. AKO 3aMUCAMMO Aa Cy HU3OM Cq,Cy,C3, ...

HabpojaHu cBu 0bjekTn yHMBep3yma, Taga popmyna VxR (x) TBpaum:

(1) R(c;) AR(c;) AR(c3) A ...,

a 3xR(x) TBpau:

(2) R(c;1) VR(c3) VR(c3) V ....

OBa 3ana)kakba Hac HaBoAe @ NpaBuaa AedyKunje O KBAaHTUPUKATOpUma MOBEXKEMO Ca
oAroBapajyhvm npasuavma 3a KOHjyKLUNjY U ANC]YHKLMN]Y.
Mpasuno ,Ag“

R(c1) ANR(c) AR(c3) A ..,
R(c;)

(Ag)

TEeCHO je noBe3aHO Ca Cﬂeﬂ,ehMM pasmunilybatbem: ako je TayHo Vxa, Taga he 6MTK TayHa u

dopmyna nobujeHa Kaga ce y & NPOMEH/bUBA X 3aMeHU BUN0 KOjUM 06jeKTOM.
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Vx

a
a[v/x] (VE)

AKo je Vxa TauHo, Taga mopa 6ut TauHa u dopmyna a[v/x]| aobujeHa U3 @ 3aMeHOM CBUX
cnoboaHMX MojaB/bMBatba NOMEH/bMBE X Ca U, NPWU YeMy je U KOHCTaHTa WAM NPOMEH/bUBA

TaKBa i@ TOKOM 3ameHe HMje,CI,HO HEHO I'IOjanbMBal-be He I'IOCTaje Be€3aHO.

MpUMETUMO [a YKOAMKO ce MPOMeH/bMBA X He Mnojassbyje c1o60aHO y popMyan @, Taja je
dopmyna a[v/x]| ngeHtnuHa dopmynm a.

Mpumep 1: Vx(Covek(x)=Smrtan(x)), Covek (Sokrat) FSmrtan(Sokrat)
1. Vx(Covek(x)=Smrtan(x)) npemnocmaska
2. Covek (Sokrat) npemrnocmaska

3. Covek (Sokrat)=Smrtan(Sokrat) Vxg, 1

4. Smrtan(Sokrat) =r,2,3

Mpasuno ,,(Ay)“

R(c;)
R(e) AR(y) ARG A, )

TecHo je noBesaHo ca cnegehmum pasmuiL/bakbeM: aKko je TauyHo a[v/x] 3a Hekun ob6jekaT v, oHAa
je TayHa n popmyna Axa.

alv/x]

Qv)

dxa

Mpumep 2: Vx(Covek(x)=Smrtan(x)),Covek (Sokrat) - 3x Smrtan(x)
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1. Vx(Covek(x)=Smrtan(x)) npemmnocmasKka

2. Covek (Sokrat) npemmnocmaska

3. Covek (Sokrat)=Smrtan(Sokrat)  Vxg, 1

4. Smrtan(Sokrat) =>g,2,3
5. 3x Smrtan(x) dxy, 4

YBohere yHMBEpP3a/NHOr U eNMMWHauMja ersucTeHuujanHor KBaHTMdUKaATOpa Ccy AOHeKne
KOMM/IMKOBaHWja Npasuna.

HedopmanHo, Kaga Tpeba ga AoKaxemo TBpAry 06/MKa Vxa, A0Ka3 3aMo4MtbeMo pedymma
,HEKa je x npou3BosbaH objekar...”, npM Yemy BOAMMO padyHa Aa je jeAMHO LWTO 3HaMO O X-Yy TO
Aa npunaga oarosapajyhem yHMBep3ymy; YKOJIMKO ce Aecu Aa je 03Haka x Beh pesepBucaHa,
OHAA Y3MMaMO HEKy ApYyry, CBeXy MNPOMEH/bMBY ¥V U KaKEMO ,HEeKa je ¥ NpOou3BO/baH
objekar...“. ChMyHO TOMe, Kada 3HamMo Aa je TayHo dxa, oHAa hemo opgrosapajyhu enemeHt
O3HAUYNTU HEKMM ,,CBEXKUM" CIOBOM KOje HUje Beh pesepBucaHo.

Y oba npasuna ce nojas/byjy NOAAOKA3M CHaLbEBEHWU T3B. CBEHOM MPOMEH/bUBOM Koja ce y

dopmynama BaH NoaAo0Kasa He NojaBsbyje cnoboaHo.

- :
alv/x]

Vxa (Vxy)

AKo ce Kopulherbem ceexce NPOMEH/bUMBE MOXe A0Ka3aTh a[V/X], oHaa ce MOXKe 3aK/byunTy

Vxa.
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YBeguMmo Haj3ag npasuno (Ixg). pybo peyeHo: ako 3Hamo Aa je xa TayHO, OHAA je & TauHO
6ap 3a jeaHy ,BpegHocT” x, na 6u Tpebano 0b6aBUTU 3aK/byuMBakbe MO CAyvyajeBMMA 3a CBe
moryhe BpegHOCTW, LWITO MNOCTUMKEMO KopucTehu CBEXY MPOMEH/bMBY VU Kao ,reHepuyky”

BPELAHOCT KOja penpeseHTyje cBe moryhe BpegHoOCTM.

alv/x]
dxav :
Y

(3xg)

14

Ako u3 a[v/x], pokaskemo dopmyny Yy Kojoj ce He nojassbyje v, oHAa Y mopa 6utu TauHo 6e3
063upa Ha ,BpeagHOCT” V. U oBora nyTa, 04 CYLWITUHCKE BaXHOCTM je Aa ce V He nojaB/byje
cnobopHo HUrae BaH oarosapajyher noaaokasa, na CaMmMm TUM HU Y ).

Cnepehe gge weme nnyctpyjy kopuwhere npasuna (Vxy) v (Ixg).

v Kaga y cBakOM KOpaKy ennumo Aa gokaxemo Vxa:

j-

: YBOAMMO CBeXKY NPOMeH/bUBY ¥ mucnehu Ha ,Heka je v
alv/x]

k

k+1. Vxa (Vxy), j-k npoun3Bo/baH 0b6jeKaT yHMBep3yma“.

M3 cBera ocTanor HacTojumo Aa Aokaxkemo a[v/x]. Kaga ycnemo, M3BOAMMO KejbeHu

3aK/byyak.
: dxa Kaza y cBaKOM KOpaKy *Kenmmo ga McKopuctumo Ixa:
l
: alv/x]
: v o YBOAMMO O3HaKy ¥ 3a 06jKaT KOju 3a40B0O/baBa &
j-

% M3 a[v/x] v cBera octanor HacTOjMMO fa AOKaXKEMO Y
k.

Y KOMe ce v He nojassbyje cnoboaHo.
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k+1. Y (3xg), i, j-k Kaga ycnemo, n3sogmMmo *KesbeHU 3aK/byyak.

Mpumep 3: Jlokaxkumo Vx(M(x)= 3y(D(y) A V(x,y))), M(Mile) + 3zV (Mile, z).

1. Vx(M(x)= 3y(D(y) A V(x,y))) npemmnocmasKa

2. M(Mile) npemnocmaska

3. M(Mile) = 3y(D(y) A V(Mile,y))  Vxg, 1

4. 3y(D(y) A V(Mile,y))) =£,2,3

5. |v (D(v)A V(Mile,v) dodamHa npemnocmasxka
6. | V(Mile,v) AR, 5

7. 3zV(Mile, z) Azy, 6

8. AzV(Mile, z). Ayg, 4, 5-7

Mpumep 4: Jokaxkumo Vx(P(x)=Q(x)), VP(x) + VQ(x).

1. Vx(P(x)=Q(x)), npemnocmaska

2. VP(x) rnpemmnocmasKka
3. |[vP(v)=Q(v) Vxg, 1

4. P(v) Vxg, 2

5. Q(v) =g ,3,4
6.VQ(x) Vxy, 3,5

NMpumep 5: [Jokasatu Vx(P(x) = Q(x)), P(a) + Q(a).

1.Vx (P(x) > Q(x))  npemnocmaska
2.P(a) npemmocmaska
3.,P(a) > Q(a) Vel

4. Q(a) =g 2,3.
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Mpumep 6: [lokasatu Vx(P(x) = Q(x)), Vx(Q(x) =3 R(x)) + Vx(P(x) =3 R(x)).

1.Vx(P(x) = Q(x)) npemmnocmasKa
2.vx(Q(x) = R(x)) npemnocmaeka

3. |v P(v) 0odamHa npemnocmaska
4. |[P(w)=Q) Vi1

5. Q(v) = R(v) Vi, 2

6. |Q(v) = 3,4.

7. | RW) = 5,6.

8. | P(v)=>R(v) =y 3,7

9.Vx(P(x) = R(x)) Vxy 8.

2.3 [IpupoaHa geAyKuUja 3a UCKA3HY JIOTUKY12

MpaBuna n3sohera cuctema npupoaHe geaykumje (3a obe noruke) pata cy y tabenm 1. 3a
CBaKMW NOTMYKN BE3HUK MOCTOje MpaBuna Koja ra ysoge (npasuna U-Tuna) u npasuna Koja ra
enumuHuwy (npaswna E-tuna) npasuno efg (Ex falso quodlibet™) je jeauHo npaswuno Koje He
YBOAWN HUTU ENIUMUHULLE HEKU TOTUYKU BE3HUK.

Y cuctemy npupoaHe AeAyKumje 3a KNacuMyHy SIOTMKY MOCTOje NOCTOjU U jegHa aKCMOMATCKa
cxema: AV =A (tertium non datur'). Y cuctemy npupoaHe AefyKumje 33 MHTYWMTUCTUYKY
NOTUKY Hema aKkcumoma. OBakBa pasnuka usmel)y oBa ABa cuctema je npupogHa u Aobpo
OCNMKaBa pasniMke uamehy KnacuuHe n UHTYUTUCTUYKE NIOTUKE.

Tokom M3BOheHa A0Kasa y cMCTeMy MPUPOAHE AeAyKUunje MOry ce KOPUCTUTU (HeaoKasaHe)
NnpeTnocTaBke, aiM OHe Mmopajy buTn enumunHucaHe (,,ocnoboheHe”) npe Kpaja nssohemwa. Y
3anucy npasuna, [F] o3HauyaBa Aa ce HEKOIMKO (MOXKaa M Hyna) nojaB/bUBakba NPETNocTBKe F
ocnobaha, b6puwe (Kao HedoKasaHe, HeEPacnoNOXKWBE MNPETNOCTaBKe) HemnocpeaHO HaKOoH
npumeHe npasuna. MNpu ToOMe, MOXe OCTaTU U HEKONMKO HeocnoboheHux nojaB/buBakba
npeTtnocTaBke F. MpeTnoctaBkama cy npuapyeHe o3Hake (06uyHO npupogHu bpojesu), Koje

12
JaHnumh — mlr.pdf str 64
13
J1aTUHCKWK, ,U3 Naxkun cee cneam”
14 . w
JlaTuHcKu, ,,Tpehe He noctoju
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Ce 3anucyjy U y OKBMpY 3anuca NpumerbeHor npasnaa (Kako 6u ce 3Han0 Koja NpeTnocTaBKa je
ocnoboheHa y KoM KopaKy).

[A]"
H o A —|A_IE
—A 1
A B ANB | ANB
AnB A T g
[A]* [B]Y
AVEB
A B C C
IvEY avg W C Ve ¥
[A]*
]'3 A A=B
Ao>pg vt B ¢
1
Defg

Tabena 1: lpasuna uszsohera cucmema rnpupoodHe dedyKyuje

Y cuctemy npupoaHe aeaykumje AokKas (aeaykumja, nssoa) je ctabsio unjem je cBakom YBopy
npuapy*eHa ¢opmyna u Koje 3a40B0s/basa ciegehe ycnose:

Ctabno ca jeaHMM YBOPOM KOjEM je NpUAPYKEHA aKCMOMa je AoKa3; Y TOM A0Ka3y HeMaA
HeocnoboheHnx NpeTnocTaBKy;

Ctabno ca jeaHMM 4BOPOM Kojem je npuapy»eHa dopmyna A (Koja HUje MHCTaHLLAa aKCUMOMCKe
CXema) je AOoKas; y TOM AoKa3ly HeocnoboheHa npeTnocTaBKa je dopmyna A;

Ako cy Dy, ..., D,, nOKa3n ca KopeHnma Kojuma cy npuapyxeHe pegom dopmyne A4, ..., A, 1
aKo je dpopmyna A gupeKkTHa nocneguua opmyna Ay, ..., A,, Ha OCHOBY HEKOr 04, NpaBuia
nssohema -, Ay, = (Taga je n =2) unn Ag, Vy, ef g (Taga je n = 1), oHaa je AoKas 1 ctabnoy
ymjem je KopeHy A, a YMju Cy AMPEKTHM NOTOMUM KopeHu cTabna Dy, ..., D, ; y Tom gokasy
HeocnoboheHe NpeTnocTaBKe Cy CBe NpeTrnocTaBke HeocnoboheHe y gokasuma Dy, ..., D,;
AKo je D noKas ca KOpeHOM Kojem je npuapyeHa popmyna L 1 Koju cagpKu Hyna naun suwie
HeocnoboheHux npeTnocTaBkn A, oHAa je AoKas u cTabno (nobujeHo npumeHom npasuna —l)
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a)
b)

Ca KOPEHOM —A YMjU je AMPEKTHM NOTOMAK KopeH cTabna D; y Tom goKasy HeocnoboheHe
npeTnocTaBKe cy cBe HeocnoboheHe NpeTnocTaBke y A0Ka3y D, OCUM HEKO/IMKO (HEe HYXKHO
cBux) HeocnoboheHux NnpeTnocTaBkM A (Koje 0BMM KOpakom nocTajy ocnoboheHe);

dopmyna A je Teopema NpuUpoaHe AeAyKUMje aKo NOCTOjU A0KA3 Y YNjeM je KOpPeHY A U Koju
Hema HeocnoboheHux NPeTnocTaBkM M Taga nuwemo A u Kaxkemo pga je dopmyna A
[0Ka3MBa y CMCTEMY NPUPOAHE aeayKuuje. AKO NOCTOjU A0Kas, Y YNjeM KOPEHY je A 1 Koju nma
HeocnoboheHe npeTnocTaBke Koje npunagajy Hekom Hu3y I, oHAa Kaxkemo aa je popmyna A
dedykmusHa nocnegmua Hu3a ' u Taga nuwemo I' - A. EnemeHTte Hm3a I' Taga 30Bemo U
npemucama wnu xurnomesama 0oka3a. Ako je Hus I jegHak By, ..., B, oHga nuwemo By, ..., B, +
A.

3a penaumjy - y cuctemy npupogHe geaykumje Baxke CBOjCTBa:

Akojel' FAnl € A,oHpajen A - A.
Baxkm I' - A aKo 1 camo aKo nocToju KoHayaH noackyn Ackynal TakaB gaje A - A.

AKko Baxu I' - A n ako 3a cBaky popmyny Bus I' Baxkn A + B, oHga Baxkn A - A.

[lokas y cuctemy npupoaHe geayKkumje ce o06MYHO npuKkasyje y Buay ctabna unju cy AMCToBm
Ha BPXY, a KOpPeH Ha AaHy. To cTab/sio ce NnpuKasyje NojeAHOCTaB/bEHO, CTUIN30BAHO (CaKnKa 1).

A B

CnuKa 1: 0eo 00Ka3a u He208 rojedHOCMAs/beHU NPUKaA3

MNpumep 1: ®opmyna (A V B)=(B V A)je Teopema cuctema npupoaHe aeayKkumje (n 3a

MHTYUTUCTUYUKY M 33 KNACUYHY NOTURY) Tj. Baxku - (A V B)=(B V A):
2 3
[av Bt ALy, 1

BVA
(AVB)=(BV A)

Mpumep 2: Y cuctemy npupoaHe aeaykumje (M 32 MHTYUTUCTUYKY M 3@ KNACUYHY JIOTUKY) BaXKu
A=>B,B=>C+HA=>C:
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MNpumep 3: [okasatn aga je ¢opmyna (A=B)=(=B=> —A) Teopema cuctema npupoaHe

AefyKkumje 3a KNacu4Hy NOTUKY.

3
| a2 [A:B]
—|B] —B:E
L 'E
-4
-B=>-A

[

=y, 3

Mpumep 4: [okasatn aa je popmyna —(AAB)= (—AV —B) Teopema cuctema npupoaHe

AefyKkumje 3a KNacu4Hy NOTUKY.

(a2 [}
AV —A [-(4AB)]* g U _ [-A]3
ﬁ_'l],l E —AvV-B u
~Av=B'U
—-AV—-B = 4 VE' 2’3
—~(AAB)=>(=4v-B) U’

Mpumep 5: OokasaTtu ga je dopmyna (AV(BAC))= ((AVB)A(AVC(C)) Teopema cuctema
NnpupoaHe AeAyKumje 3a KNacuuHy JI0TUKY.

wl . pp, By, BPy

1 AvBYU avcYu AVB__ VU Ave U
[AvV(BAC)] (AVEINAvC) N (AVB)A(AVC) Au Ve 23
(AVB)A(AVC) E “

(AV(BAC) = ((AVB)AAVD) “ul
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2.4 llpupoaHa JeAyKLUja 3a NpeAUKATCKY JIOTHUKY 15

Cuctem npupoaHe AeayKumje 3a OTMKY NPBOT pefia aHaloraH je cuctemy NpupoaHe geaykuuje
32 MCKasHY /IOTUKY.

MocToju cucTem npupoaHe geaykumje 3a KnacuyHy Noruky (Koju sosemo cuctem NK) u cuctem
npupoaHe aAeayKumje 3a MHTYMUMOHWUCTUMYKY NOrmMKy (Koju 3oBemo cuctem NJ). Kao mn y
MCKa3HOM CANy4ajy, cMcTeM NpupoaHe AefyKuuje 3@ KNacUYHY NOTMKY MMa jeaHy aKCMOMCKY
cxemy - AV —A (tertium non datur , uckreyyere mpehea), LOK CUCTEM 3@ UHTYULMOHUCTUYKY
JIOTUKY Hema akcumoma. M 3a KNacuyHy M 338 MHTYMUMOHWUCTMYUKY JIOTUKY, CUCTEM MpPUpPOAHE
AeAyKuuje 3a N0TMKy NpBOr peaa MMa npasuna u3Bohera aHasorHa npasuanma mssohemna 3a
MCKa3HY NOTMKY, Kao M NpaBuaa 3a yBohere U eNMMUHUCae KBaHTUGMKaTOopa NpMKasaHa y
Tabenu 2:

Alx - y] v (Vx)A
(Vx)A *u Alx > t] ' F
y3 [l04aTHU YCNOB

[Alx - y]]"
(Ex)A :
Alx - t] B
(3x)A B
y3 40AaTHU YCA0B

HXU,U

Tabena 2: NMpasuna 3a yohere 1 eNMMUHUCaHE KBaHTUdMKaTOPa

Y npasuanma mssohera npukasaHum y Tabenm 2 cumbon t o3HauyaBa NPOM3BO/bHU TEPM.
Cumbon y o3HavaBa T3B. eigenvariable (npaBy npomeH/buBy) — cMmb0n NPOMeH/bMBE 33 KOjy
BaXKM T3B. eigenvariable ycnos. OBaj ycnos 3a npasuno Vx; je Aa Baxku ga je x =y uam ga
NPOMEH/bMBA Y HUje cnoboaHa y A, KAao 1 A3 BaXn Aa y Huje cnobogHa y B HUTK y BUNo Kojoj
HeocnoboheHoj npeTtnoctaBuM y wusBoherwy ¢dopmyne B ocum, eBeHTyanHo, y dopmynm
Alx - y].

MojmoBM goKasa n Teopeme, AedUHULLY Ce aHANOTHO MCKA3HOM C/yuajy.

Mpumep 1: ®dopmyna (Ix) (Vy)p(x,y) = (Vy) (3x)p(x,y) je Teopema cuctema npupoaHe
AefyKuvje (M 3a KNacuyHy M 3a UHTYMUMOHUCTUYKY NOTUKY). JeaaH HedopmanHu JoKas oBe
dopmyne je:

Mpetnoctasumo aa saxku (3x) (Vy)p(x,y).

©Jannunh- mlr.pdf ctp. 153
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o vk wnN

Npetnoctasumo aa Baxu (Vy)p(x', y)3a Heko x'.

Heka je y'npounssosbHu objekat. Taga sasu p(x', y").

U3 p(x',y") cneamn pa saxkmn (Ix) p(x', y").

O6jekar je npoussosbaH, na saxu (Vy)(3x) p(x,y).

M3 (3x) (Vy)p(x,y) n w3 tora wro npernoctaska (Vy)p(x',y) wma 3a nocneamuy
(Vy)(3x) p(x,y), cnean (Vy)(3x) p(x,y).

M3 npetnocraske (3x) (Vy)p(x,y) cnegn (Vy)(3x) p(x,y), na Baxku (Ix) (Vy)p(x,y)
= (vy) @0)p(x, ).

OBaj Al0Ka3 MOMKe ce NpeLm3HO OnucaTn y BUay AoKasa y cucTemy npupoaHe geaykuuje (v 3a
KNACUYHY U 32 UHTYULMOHUCTUYKY JIOTUKY):

(v p& NI,

PGy ) 3y
2 GExpE'y)
[(Elx)(VY)P(x;}’)] V)@ (x,y) vU Hx 1
(vy)E)p (x,y) E

=y, 2

@A) (vy)p(x, y) = (Vy)(@x)p(x, y)
Mpumep 2: dopmyna -~ (Fx)p(x) = (Vy)—p(y) je Teopema cuctema npupogHe geaykuuje (1
32 KNAaCUYHY U 338 UHTYULIMOHUCTUYKY JIOTUKY):

[p ()]
PO @ pl?
1 E

—p (2) -, 1
vy)-p(y)
S@0p (=)= ) U

VXU

Mpumep 3: Y cuctemy npupogHe aenykumje saxkn VxA,Vx(A= B) + VxB:

VxA Vx(A=B
Yy, LBy
A A=>B
B =E
_va
VxB
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2.5 Heku MaTeMaTH4YKH J0Ka31d U NPUPOHA JAeAYKIHja

Y HactaBKy aHanuMsmpahemo HEKONMKO mMaTemMaTUYKuX AoKasa. [Mpumepu Koje HaBoAUMO He

Camo Aa UNyCTpyjy 3Hayaj yBeAeHOr CNMCcKa NpaBuia 3a AOKa3uBakbe cekBeHata, Beh nmajy 3a

Un/b U Oa pacBeTaie yo6w4ajeHe mMmaTeMaTudKke AOoKase.

Mpumep 1: Heka je f yHapHW onepaumjckm cMMBOAN U HeKa je:

Injr dopmyna VxVy(f(x) = f(y)=x=y) (Koja 3Hauu f je 1-1 ¢pyHKyuja);
Surydopmyna Vy3x(f (x) = y) (koja sHaun f je Ha ¢yHKyuja);
Bijsdopmynalnjs A Sury (koja 3Haum f je bujexkyuja);

Inve popmyna Vx(f(f(x)) = x) (Koja 3Hauu f je uHeonyyuja).

Aokaxkumo Invy + Bijy.

1.Vx(f(f(x)) = x) npemmnocmaska
2.f(fn) =y (V) [x / FO)].1

3. 3x(f(x) = y) (3y),2

4.3vyax(f(x) = y (Vy),3 (= Sury)
51f(x)= fly) 0odamHa npemmnocmasKka
6. f(f()=ff®») (=c)5

7Af(f(0) = x (Vg),1

81f(fM) =y (Vg),1

9.1x =y 2x(=g),6,7,8

10. f(x) = f(y)=>x=y  (>y).5-9
11. VxVy(f(x) = f(y) = x=y) 2x(Vy) (= Injy)

12. Sury A Injs (Ay)4,11

[aTo n3Bohere oaroBapa AoKasy Aa UHBOAyLMja Mopa BUTK Bujekumja.

Mpumep 2: Y 0BOM NpMmepy ce KOPUCTU HEKONIMKO, UHTYUTUBHO jaCHWUX, U3BEAEHMX NpaBuUNa

KOju ce 04HOCE Ha jeAHAKOCT.

A2y AT 25

E(_R) tr=t tr=t3
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t1=t2 (—
TG/t =ty )

MpeTnocTaBMMO Aa je3uK Cafpu jesaH BUHaApPHW onepaumjckM 3HaK, Koju hemo o3HayaBaTu
BEMa BEPTMKaNHUM upTama | | (u3mehy Kojux gonase aprymeHTH), M ABa TepHapHa 3HaKa
koje hemo o3Ha4aBaTVt ca £ M A (4 KOju OueKyjy Tpu enemeHTa ca gecHe ctpaHe). Heka je Teong
Teopuja unje cy akcMome yHMBep3aaHa 3aTeoperba cneaehumx popmyna:

vl |xy| = | yx],

Y2 4XYZ = LZYX,

y3 Axyz = Auvw = |xy| = |uv| A |yz| = | vw| A |zx| = | wul,

4 Axyz = Auvw = £xyz = LUuvw A LYzZX = LVWU N\ LZXY = LWUV

y5 lxy| = | uv| A 2xyz = 2uvw Alyz| = | vw|= Axyz = Auvw.
Jokasahemo

Teong F labl = |ac|= zabc = zach.

Hakne, ckyn npetnoctasku I’ cagpsku dopmyne y1,y2,y3,y4,¥5 vu |ab| = |ac| (y HacTaBky
noapasymesamo Aa ucnpes ceake dopmyne croju I' +).

1. |ab| = |ac]| npemnocmaska

2. |lac| = |ab| n3 1 npema (=g)

3. |ab| = |ba| akTmBuparbem Y1 npasunom (Vi) npu [x/al, [y/b]

4. |ba| = |ab| u3 1 npema (=g)

5. |ba| = |ac]| n3 4, 1 npema (=7)

6. |lac| = |cal| aktusuparbem y1 npasunom (Vi) npu [x/al, [y/c]

7. |bal = |cal| n3 5, 6 npema (=7)

8. 2bac = «cab aKTMBMparbem y2 npasunom (Vi) npu [x/b], [y/al, [w/c],
9. |ba| = |ca| A zbac = «cab A lac| = |ab] w37, 8,2 npumeHom (A;) asa nyta
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10. |ba| = |ca| A £bac = cab A |ac|4 = |ab| = Abac = Acab

akTuBmMparbem y5 npasunom (Vi) npu [x/b], [y/al, [z/cl,[u/c], [v/al, [z/b]

11. Abac = Acab n3 4, 1 npema (=)

12. Acab = Abac n3 11 npema (=g)

13. Acab = Abac = 2cab = sbac A Labc = 2acbh N\ Zbca = Zcba,

aKTMBuMparbem y4 npasunom (Vi) npu [x/cl, [y/al, [z/b],[u/b], [v/a], [w/c]

14. £cab = £bac A Labc = Lachb N £bca = £cba w3 12, 13 npema (=)
15. zabc = zach w3 14 npema (A%) n (AD).

Mpumep 3: 3HauajHy BPCTY Teopwja NpeacTaB/bajy OHE KOjMMa Ce yBOAE BarkKHe anrebapcke
CTPYKTYpe, Ha npumep rpyne. Peu je o Tepujama umje cy akCMOMe YHMBEpP3a/siHa 3aTBOPEH-a
aTOMUYHUX dopMyna obaunKa t; = t,, rae cy t1U t, HEKM u3pasun ogrosapajyher jesnka. Osakse
peyeHunLe ce Ha3nBajy as12e6apPCKUM 30KOHUMG, Na Ce CXOA4HO TOMe Teopuje Koje cafprKe camo
anrebapcke 3aKoHe HasuBajy aszebapckum meopujma. Anrebapckm 3aKOHW YecTo ce Hasoge
6e3 HaBoherba YHMBEP3A/IHUX KBaHTUPMKATOPa (KOjU ce MMNAUMUUTHO noApasymeBajy).
Ocnarbajyhm ce Ha 3anaxkarba Koja ce Hamehy y npeTxogaHom npumepy, Hacnyhyjemo aa ce
3Ha4YajHO MOMKe NnojeaHOCTaBUTU AO0Ka3MBakbe Aa je HEeKU anrebapcKku 3aKOH nocneauua aare
anrebapcke Teopuje. Tako, AOKa3 Aa je HeKM anrebapckuM 3aKoH nocneanua anrebapcke Teopuje
I" cnpoBoaMmo Kopuctehu npaBmaa T3B. jeAHAKOCHE /IOTUKE:

1=ty 1=ty tr=t3

(=7) e
T t(x/ty) = t(x/ty)" WP’

=R o (s) ro——

Karkemo pga je anrebapckm u3pas u = v nocnegmua anrebapcke Tteopuje I', y 0O3Hauu
') u=wv, aKo NOCTOjU KOHaYaH HU3 jeAHAKOCTU Uy = Vy, .., U, = Up, U =V (KOju ce
3aBplaBa jeaHakowhy u = v) TakaB Aa CBaKa je4HAKOCT y HM3Yy uaun npunaga I' unm ce moxe
A0OMTU NPUMMEHOM HeKor of, NpaBuia jeAHAKOCHEe /IOTMKe, AMPEKTHO (npema npasuny(=p))
WAM Ha jeAHAKOCTM Koje joj mpeTxoge y HuM3y. Moxe ce goKasatm u cnegehe mssegeHo
npasuno™®:

U1=V1 U=Vy .. un=vn1_ )
\=—DD
F(uq,..un) = F(vq,...vy) ’

16
MHaekc DD moskemo cmaTpaTtu Kao ckpahenuuy 3a ,,406pa geduHncaHoct”
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roe je F HEKW n-apHU onepaLumnjCcKm 3HaK.

JoKaxnmo aa je

xx(yxz)=(x*y)*xzxxe=xx*xx ' =eb (xxy)xy ! =ux
Lxx(yxz)=(x*xy)*z npemnocmaska
2. (x*xy)xz=xx(y*2z) n3 1 npema(=g)
3.(xxy)xy t=xx(y*xy 1) wslnpema(=g,) [z/y]
4. xxxt=e npemnocmasKa
5.yxyl=e¢ M3 4 npema (=4,,), [x/y]
6.x =x npemmnocmasxa
7.xx(yxy D =xxe n3 6, 5 npema (=pp)
8.x*xe=x npemnocmaska
9.xx(yxy ) =x u3 7, 8 npema (=r)

CBe HaBeAeHe Kopake nogpasymeBamo (yKkbydyjyhu u ogrosapajyha objawmera) M Kaga
HaBOAMMO MCTU [0Ka3 Y HajcarkeTujem obauky:

(x*y)*y_1= x*(y*y_1)=x*e=x_
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3. NpupoaHa geayKuuja y Hactrasmul7

YKoperbeH M Hajuewhy NpucTyn yyery N0TUKe je MOAEN-TEOPUjCKM: NOTUYKM BE3HULUM Ce BUAE
Kao bynose ¢yHKumje (3agate MUCTUHUTOCHMUM Tabnuuama),Koje ce fasbe reHepanusyjy Ha
KBaHTUdUKaTope.V je moryhe 6OeckoHayHa KOHjyHKuMja, I je moryhe 6eckoHayHa
AVCKjyHKUMja. HacTaBa norMke oBMM NPUCTYNOM je TpaauumoHanHa. Mehytum, bynos npuctyn
HWje TaKo jacHO y Be3n ca yobuuajeHMm pasmulusbarbem (pacyhusarbem). Cnyyaj umnavkaumje
je nocebHO nog 3HAaKOM NUTaka. Y CBAKOAHEBHOM KMBOTY, Kao M y yBEeHULUMMA MaTeMaTuHKe,

HUKO He AoKa3syje umnamkaumnjy A= B n3payyHaBarbem Tabene UCTUHE: YOBEK Nogpasymesa A
a OoHAa poKasyje B npema oBOj xmnoTtesn. Yak ce morxKe TBPAMTU Aa je CYLUTUHA NIOTUKe Y
AO0Ka3nma, npe Hero WTo je 0 UCTUHMN.

[JoKasn mory 6utn ¢opmannsoBaHM Kopuwherem CUHTAKCHUX objekaTa OnuMCcaHux
OeAYKTUBHUM cuctemmma. OBaKBU CUCTEMMU CYy YBEAEHW Y MPOLIOM BeKY. Y Oa/beM TEKCTy
OMUCaH je eKCnepumeHT O ynoTpebu HapouuTor cuctema pgeaykumje, Gentzen— Pravitz
aeaykumja (y pamem Tekcty [THA). OcHoBHa Te3a OBOr paja jecTe Aa yno3HaBake Ca
NPUPOAHOM AeAyKLMjOM MMA jaK neaarowKkun 3Havaj. [pBo, npy»ka MHoro 6osbe objalurbere
3Hauyema (Ma YaK U CYLWTWHY) NOTUYKMX BE3HWKA M KBaHUOMKaTopa. Takohe npyxka aobpy
nomoh Koz nucatba pUropo3HUX U TaUHUX AOKa3a.

OBy Te3y noTBphyje UCKYCTBO CTEYEHO NpesaBatbemM NPUPOAHE aeAyKuumje Ha YBOAHOM Kypcy
NIOTNKe CTyAeHTMMA NpBe roauHe OCHOBHUX CTyauja, Y nepunogy oA 2005. ao 2009. roguHe.

OBaj Kypc je oapxaH npen nybnankom on 150 go 200 ctyaeHata roauvuimbe, ca cneaehum
putTmom: jeaHo npegasakse (1h 30min) 1 jeaaH yac Bexkbama (1h 30min) HeaesbHO, Tokom 11
Heaesba. OKo 3 Heaesbe cy noTpebHe 3a 0bpaay ctabna-n3soherba, 3 3a NPBE UCKa3He BE3HUKE,
3aTMM jow 3 Heaesbe 33 KBaHTUPUKaTope U Herauumjy, cnegehe 3 cy nocBeheHe CKYNoBHO-
TEOPUjCKMM NOjMOBMMA N NocNeaHe 2 Hefesbe 33 UHAYKUM]Y.

Kypc ce cacBum nobpo nokasao Kop cTyaeHaTa, jep je BehnHa maTtepujana 6una 3a Hux HoBa.
MehyTum, rnaBHM UW/b Kypca npse roauHe y ysoherwy dopmanHux AoKasa je Aa ce nobosblia
CNocobHOCT cTyAeHaTa y pe3oHoBaky M3BaH dopmanHor oksupa MHA, a TO je oTKpuBake
norpewHe Jaeaykumnje wn ybeps/bmBor p[okasa y npupogHom jesuky. CTygeHTM cy og,
aNPOKCMMATMBHOI Pe30HOBaHa Y NPUPOAHOM je3uKy aoseaeHn A0 GOpPManHMX A0Kasa, a of
FbUX Ce OYEeKMBANO Aa CynpoTHO ypage camu. HakoH yeTMpu roAmHe 3aK/byyaK je pa ce
AeNMMUYHO ycneno. Hekn cTyaeHTn cy n aasbe 6uamM xeHAMKENnUpaHW Kada Cy ynuTaHu aa
OOKaXXy U3jaBe Ha NpUPOAHOM je3nKy, 40K cy bunum y ctamwy Aa nsrpage ctabno gokasay NMHA

17 .
YeTBOPOroAmLLHM EKCNEPUMEHT Y HacTaBu pacyhuBarba CTyAaHaTa OCHOBHUX CTyAMja, Y pacrnoHy o4, cnabux ao
AaposuTux, Kopucrehu Gentzen-Pravitz ctun npupoaHe aeaykuuje
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ctuny. OBO 3anakare A0BEJO je A0 3aK/byyKa Aa je NoTpebHO BMLWe BpeMeHa Aa ce npeHecy
cTeyeHa 3Hawa y IMHA-y Ha3aa y cnoboaHO pasmuLL/bakbe.

3.1 MNMporpam paaa

Kypc je KOHUMMMpaH Tako Aa MPUKaXKe NIOTMYKO Pe3oHOBake CTyaeHTUma 6e3 nperxogHor
no3HaBakba /IOTMKe, a Aa bW UX npunpemunn 3a fasbe Kypcese. McnoctaB/ba ce Aa MHOMM
CTYAEHTM HUCY BelWTWM Yy [O0Ka3MBakby, NAa YaK W CxBaTakby 3HAYeHa MWMMIMKaumje U
KBaHTUdMKaTOpa.

LUun/b Kypca je aa ce passuje NHTYULUMjA Y BE3U €A IOTUYKUM BE3HULMMA U KBAaHTUUKATOPMMA
ocnambajyhu ce Ha : 1) aHanusy cTpykType dopmyne Kojy Tpeba AoKasatu, 2) eKCnUUUTHU
TPeTMaH CBaKor BE3HWKA U KBaHTUdUKATOpPa, 3) ApBeTa nssoherba.

Ha no4yeTKy, MHTYMTUBHO W rpybo cy npeacTaB/beHU Be3HMUM. HOBa uaeja ca Kojom cy
CTygeHTM Ouam ynosHatM jecte nojam crtabno-ussohemwa. [loyeto je ca npasuaMma
/\,,/\é ,/\lE),:> Vv ,Vg. Mopen wux, ad-hoc cy ysegeHa w npasuna TRl (TpaH3uTMBHOCT
E
nmnankaumje) n DLI (gucjyHKunja c neBe cTpaHe MMnaMKaumje)
A= B B=C A= B B=C

TRI DLI
A= C (AVB)= C

OcHOBHU un/beBK Cy BUAM Aa ce Ucnpeaaje HOBU NPUCTYN, TAe CY K/bydHe uaeje:

— [ojam 3aKk/byumBarba Mo NpaBuay, ca NPeMMcamMa, 3aK/byYKOM U onpaBaakbem (Mme ce
KOPWCTM Kao 03HAKa 3a NPaBM/IO 3aK/by4MBatba).

— [poBepa [Aa je nNpaBWIO 3aK/byyMBakba MNPABUAHO MPUMEHEHO je jeAHOCTaBaH
MEXaHWYKM 3aaTaK.

— [MpaBuKno je 3anpaBo cxema (MCKasHe NPOMEH/bUBE MOTy Ce 3aMEHUTU ca BMNO Kojum
dopmynom).

— Crabno-nssohera ce 0gHOCK Ha xMnoTe3e (Ha BpXy) A0 jeAHOr 3aK/by4Ka (Ha gHY).

— Crabno-ussohersa je nsrpaheHo og npasmaa 3ak/by4ymBatsa.

[are, Kypc npatn MeHLeHOB NPUCTYN, rAe ce CBAaKO NpaBuio 6aBM camo jeHUM BE3HUKOM.
Mounke ce ca A, KOjU MMA HajjeAHOCTAaBHMja NpaBuMna M WAYCTPYjy MX AOKa3 3a B A
A,npetnoctaBmwajyhu A A B.

3aTum ce npenasm Ha =. BesHUK (=) je HajBa’kKHUjU U3 HEKOZIMKO Passiora:

— CBaka Teopema MMa Hajmakbe jeaHy nojaBy (=) ocum TND (npuHUMN UCK/byyYema

Tpeher); Teopema je 3ak/by4ak ctabna-ussohera rae ce nsbauyjy cBe xmnoTese.
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— OBaj BE3HMK Ce YeCTo NOrpeLlHo pasyme of, CTpaHe CTyaeHaTa, U
— To je OCHOBHO MeCTO 3a AMCKYCMKjy O YNnpaB/bakby XnnoTtesa.

be3 063upa Ha To, = je A06bpo no3HaT (apyro ume 3a modus ponens), = je BP0 NPUPOAAH,
E

jep ce apXxu yobuyajeHe npakce 3a goKasueake A = B: npeTnoctaBumo A, oHAa AoKasyjemo B.

3aHMm/bUBA Be)K6aH:a, o4 Nakor Ao TEWKOr, Mory ce npeanoxuntu KOpMCTehM camo A n =,

MU YaK camo =. EBO HEKunx npumepa, Tpe6a nmatun 'y suay ga ce = O4HOCU Ha AeCHO:

ANANB =B A A (Beoma nako);

[(A AB)=> C] = (A = (B = C)), n 06paTHO: MHTYUTUBHO, NOCTOje ABA jeiHAaKa HAYMHa
[a ce U3pasun eKkBMBaANIEHT naeje “n ako”;

- (A = (B = C)) = ((A=>B)=(A=0Q));

(A=(A=B))= B.

Y nocnegwem, P < Q je ckpaheHuua 3a (P=Q)A (Q=P). To je y OCHOBM CyWTMHa

ANjaroHanHMX aprymeHaTa: 3ameHa B ca ancypgHum L 1 geduHuumja - (KacHuje geduHumumja),
3HauM Aa A He MoXKe BUTK ekBMBaNeHTaH —1. OBAEe je apryMeHT pasBujeH KOHCTPYKTUBHO, 6e3
aHanuse cayyaja A vV —A.

OBaj Ameo 3aBpwaBa ce AMUCjyHKUMjom. [lBa yBOAHA npasBuaa cy ouurnegHa. [pasuna
eIMMUMHauMje OAroBapajy aHanM3W C/lyvaja M 3axTeBajy ynpas/bakbe XMMNOTE30M-OTyZa jOLu
jeAHa npuaMKa Aa ce pasroBapa O OKBMpY. Tpeba MMaTK Ha ymy Aa Cy CTYAEHTU Y UCKyLeny A3
nammcne Vg NpaBuo ca ABa 3aK/by4yKa, HELITO Kao

AVB v
norpeLwHo Vg.
1 B p E

Ospae ce mopa objacHUTK Aa je cTabno-nsoherba ca 2 (a yoniute, MHOro) 3aKk/by4ka NPUINYHO

KOMM/IMKOBAHO. Y M3BECHOM CMWUCAY Ca TUM 3aK/byyuuma Tpeba nocTynutM OoABOjeHO.
Mehytum, oaBojeHe paeaykuuje nodyeB oa A M B mopajy Ha Kpajy Kpajesa ga byay
CUHXPOHM30BaHeE, KaZa je NOCTUIHYT UCTU 3aK/by4aK.

Mpe objawraBarba NpaBuna 3a KBaHTUOUKATOPe, BEANKN Bpoj nojmoBa je noTpebaH 3a OHO
WwTo ce 0bMYHO Ha3MBa je3nk npsBor peaa. MehyTtum, caBpweHo GOpManHO M PUrOPO3HO
npeacTaB/barbe 6HU 6GUNO KOHTPANPOAYKTUBHO HA OBOM HUBOY. CTyAEeHTU MMajy onepaTUBHO
3Hatbe O YCNOBMMA HanpaB/beHUM o4, yHKUMja cumbona, KOHCTAaHTU U NpomeH/buBMx. Osae
Ceé MHCUCTUPA CaMO Ha OCET/bMBMM KOHLENTMMA: cnoboaHe M Be3aHe NPOMEH/bUBE, HUXOB
OKBMP (Ha HMBOY CMHTaKce dopmysie), CyncTUTyumnja cnoboaHnx NpoMmeHbuBux. opmyne Koje
ce pas/InKyjy camo no umeHy cnoboaHux Bapujabau ce cmatpajy ngeHtTuuyHum. Mpasuno 3a V
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eNMMMHaLMjy je ounrnegHo. bupamo aa obesbeamMmo 3ameHy y Hasumsy: Vxg 3Hauu aa he
(cnobogHa nojasa) npomeHUBa X 6UTK 3amerbeHa ca t. OBaj HUBO NPELM3HOCTU je KOPUCTaH
(4ak 1 noTpebaH) 3a cTyaeHTe.

Mpasuno Y, oTBapa OCET/bMBO NUTakbE CBEXUX NpomeHs/busux. Y npemucn P(xg), Xy cToju
3a nNpou3Bo/bHe npomeHs/buBe. LLTa To 3HaumM? [a nu je nako objacHUTM aa “npounsBosbHO”
3HauM “He noanexke xmnotesn” Uan, TayHuje, “He Nognexke AOCTyNHOj xunoTesn”, gakne “Huje
cnobogHo y 6uno Kojoj og, pacnonoxxmemx xunotesa”. Morno 6u ce pehu n aa npemuca P(xg)
He cme 6UTK y OKBMPY (Ha HMBOY AOKa3a) jegHe xunoTese Ha X,. CaBnagaBarbe pellaBakba
XunoTese je OoHAA K/byyHO y 0BOj ¢dasu. 3axTeBa Ce Aa CTYAEHTU MUY EKCNAUUUTHO OBY
CTpaHy ycnoBa Kao xy & FV (hy, ..., h,) v Aa ra nposepe TOKOM npoLeca A0Kasa.

Ob6jawrberba 0 X Cy Ha UCTU HauMH. Hanomuremo aa ce 3 noHawa Kao 6ecKoHauHa
Bep3uja V. CTora He 4yam Aa je CTPyKTypa Jxp cAMYHa Vi. AN CIMYHO Takohe M CTyaeHTM
“Mmajy TeHaeHumMjy aa dopmanusyjy “mu 3Hamo ga IxP(x); rae je xo oumrnenaH Tako 4a je
P(x,)" o

AxP (x)

———_—noz2pewHo- g
P(xo)

TakBo NpaBuao AoBOAN BP30 A0 HeXe/beHUX NoCAeAnLa, Kao LWTO je

IxP(x)

P(xg)
VxP (x)

[orpeuHo — Ixg

Crora je (3xP(x)) = (VxP(x)). Y oBoj basu cTyaeHTH cy y CTakby Aa npoHahy ctabno-gokasa
3a popmyne, Kao wto je (IxVy R(x,y)) = (Vy3dx R(x,y)) v fa noctaHy cBecHU 4a 06pHYTO
HUje Teopema.

Ha Kpajy, yBoagu ce ancypgHa npetnocTtaska (L). Tpeba HanomeHyTM ga ce L He moxke

I0Ka3aTMKU3 Npas3Hor cKyna npeTnoctaBku. Herauuja je aeduHucaHaca -A £ A= 1.

3aHMM/bMBO je HanomeHyTM Aa L u — mory buTu yBeaeHe Beoma KacHO, Noc/ie NpBor peaa
nojmosa. MHora uMHTepecaHTHa Bexxbarba Mory aa ce ypage 6e3 —. Benmku geo normukor
MmaTepujana MoKe ga ce pa3Buja 6e3 no3mBarba Ha HETAYHO.

Mnak ce y 0Boj ¢asm pasroBapa 0 =1 y un/by yBohera KnacuyHor pacyhusarba, Kopucrtehu
6110 NPUHLMN UCK/bYYeEHa cpeguHe (PEM) uan ——g.

Mehy BexkbartnMa Koja mory 6uTu npeasioxeHa y 0Boj ¢asm cy HeKe 3aroHeTKe Kao

——AAN--B& ﬂ—|(A 7AN B)

—|ﬂ(—|ﬂA VB & —|ﬂ(A \ B))
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OBKM NpMmepun MOry Aa Ce AOKAXKYy ca ——ig, A/l NPOHaNaXKere pelwera 6e3 oBor npasuaa u
6e3 (PEM) 3axTeBa 4,06p0 pasymeBatbe MMNANKALMN]a.

Beoma KopucHO cpeactBo 3a omoryhaBarbe [oOKasa M3BOA/bMBMM je Oa Ce KOopucTu
feduHuumja. Ha npumep noa-dopmyna Kao wto je Vx P(x) = Q(x,y) Moxe ce CKpaTUTU Kao

R(y)nopg ycnosom pa pedpununwemo R(y) £ Vx P(x) = Q(x,y). CnoboaHe Bapujabne mopajy

Aa ce yamy y 063up. TexHMuKM rosopehu, y TeOpuju [0Ka3a, TaKBU KOpauM Ce He CmaTpajy
Aenykuunjom, Beh cnese U3 npasuaa KOHBeEp3Kje, WTO 3HAYM Aa je ctabno-m3Bohera Koje nma
A Kao CBOj 3aK/byyak je cTabno-mssoherba Koje Mma B y CBOM 3aK/byyKy Kaga je A &
B uiu kaza B & A.

3.2 Meparowku npobaemu 1 npoueHa
TexHUUYKe NpegHOCTU NpUpoaHe aeAyKuuje y nogyyaBakby 1I0ruKe

Beh je nomeHyTO Aa ce ctabnom-m3sohera NnpupoaHe Aeaykumje 60/be nspaxkasa yobunyajeHo
pasMULL/bakbe HEro UCTUHUTOCHUM Tabnmuama. OBO je nocebHO jacHO Ha MMNAMKAUMjama.
YUnrbeHnua ga cy npasuaa 3a = U A MNOTAYHO Apyrayvja je CAayyajHa, jep nomaxke
noyeTHMUMMA Aa ce He 36yHe u3mehy oBa ABa Be3HMKa. Beoma MHTepecaHTHa cTBap, U3
negarowke nepcrnekTuBe, jecte pa crabno-ussohera omoryhaBa ga Cce WUCTaKHY HeKe
yobuuajeHe rpewke. MpUANYHO 4YecTo ce AelwaBa Aa CTYAEHTU MMajy HejacHe uaeje U pasbe
Bepyjyhn aa je wuxoB aprymeHT gobap. MHoOro je Texe ga MM Ce yKake Ha rpeLuKky Ha
HebopManHUM UM nony-GopMasHUM NUcakbMMa Hero Ha cTabay-nssohema. AKo je norpewHo
NpPMMeHEeHO NpPaBuIo, MoxKe ce pehun “o0B0o HMje y CKaay ca 3aKOHOM, Ha Koju cmo ce no3sanu”
a MOXe ce 04aTh “aKo je Balle MpaBu/o y npasy, A4o6uan 61 HexkemweHy nocneauuy”. OBo
Aenyje NnpuanMyHo ybens/buMBO Kog CTyaeHaTa. EBO HEKMX TUMMYHMX Tpellaka Koje mory 6uTu
ncraknyte y IMHAM4 ctuny gokasa:

HenpasunHa ynotpeba npasuna aeaykumje (nocebHo Vi)

HapywaBame ,,qomeTa” jeaHe xunortese

3aHemapuBatbe AOAATHUX ycnoBa Yy npaBuaMma Ixg mam Vxy (3a0bunasv ce norogHum
n3bopom KBaHTMPUMKOBAHE MpomeHs/bMBe 3, ,0A4HOCHO Y,, ymecTo u3bopom cBexe
NPOMEH/bUBE).

Kopuwhere MMmnanKaumje, nan npasuna, 6e3 AokasmBarba HEHUX NPeMUca.

TakBe rpeLuKe oarosapajy TMNMYHOM NOTrPELIHOM PE30HOBakKY 3anncaHoM HedpopMasHo.
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— [MeparowkKa nutata 1 3amke

JepaH 6poj neparowKmMx NuTakba Tpeba pasmoTpUTU Kako 6u ce MMHA yyYnHMO ePpuKacHUM
anaTom 3a HacTaBsy.

Beh je nomeHyTo Aa ctabno-ussoherbaomoryhasa fa ce UCTaKHy rpewke ca npeuusHowhy. Y
TOM CMUCAY, MHCUCTMPA Ce Aa Cy onpaBaakba (03HaKe Koje ce KopucTe y Kopauuma aenykuuje)
obaBe3Ha: YecTo CTyAeHTVM naTe o4 HeAoCTaTKa NPeLM3HUX MAeja O TOMe WTa OHW 3anpaBo
page, unn og, 6apem cnabe cnocobHOCTU Aa U3pa3e CBOje aprymeHTe. Y TOM AyXy TeXu ce aa ce
3axTeBa BMLIE 0Z OHOra WTo ce 0bMYHO Aaje y ybeHnumma.
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4.3aKk/by4vak

Ha Kpajy ocBpT: 3a WTa ce KOPUCTM NpUpPoLHa AeAyKunja a 3a wTa He? MNpupogHa aeayKumja
KOPUCTU A3 ce AOKa)Ke Aa je HeKo pacyhuBarbe ncnpasHo. AKo Kaxkemo: “Jletu je Tonno, u caga
je neto; pakne caga je Tonno” 1 padyyHarwbem aohemo 40 3aK/byyKa 4a je pasmull/bakbe TayuHo,
TO je Nnpumep ynoTtpebe npupogHe ayaykuuje. MpupogHa geayKunja ca gpyre cTpaHe Huje
noroHa 3a A0KasnBake HeBaXKeha HeKe NPEeTnocTaBKe, HUTU CAyXKKU aa ce obe3beam nobap
OAroBoOp Ha nuTarbe “LUTta 6M 6mno Kag 6u...” . Kaga agokasyjemo ncnpasHocT A - B, mucanmo
0 cTBapuma Koje he ce gecutu ako ce A seh goroamnno, 1 ako OTKPUjeMO 4a je jeaHa og, TUX
cTBapwu B, Taga cmo 3aBpwmaun. MpupoaHa geaykumja je norogHa 3a ynotpeby jep cy noctynum
KOju ce y H0j KopucTe 6IMCKM OHMMA KOjU Ce KOPUCTE Yy NpoLecy pasmuilsbarba. Moxkga oum
MOT/10 Aa ce NOoKyLa ca yBohem npupogHe AeayKumje y Nporpam JIorMKe 3a cpeabe LWKoe, jep
npy»a 6osbe objalHbere 3HaYeHa 0MMYKUX BE3HUKA M KBaHTUdUKATOpa a U ga 6u yueHnum
A0O6MNM NPUAKKY A3 Hay4ye Aa A0BoAe Y Be3y pasmull/batbe U GopmManHo goKasmBakbe. AKo bu
N3pa3niv CEKBEHTE peunma, cBako 61 610 ycTamy Aa objacHu ynotpeby npasuaa nssohema,
6e3 3Hatba UXOBUX MMEHA UK NOCTajakba.
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