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I'maBa 1

YBoa

Tema , Anmuuku seomempujcku npobaemu ovuma aszebpe” OITHOCU Ce
Ha JIpeBHe IIpobJieMe KOjU Cy 3aJaTh XeJeHUMAa, & KOjU Cy IPBEHCTBEHO I'eo-
METPUjCKe MIPUPOJie, TOMIHAHTHE T'DAHE TAJAITHEe MaTeMATHKE.

WNako cy npencraB/bain BEJIUKH H3a30B 34 TAJallbe MaTeEMaTHIape U CBE
JKeJbHE 3HaHa, OHM WIIaK HUCY pelreHn y NoTIyHOCTH. O KAKBOj MOTIIYHOCTH
rosopumo? CprK aHTHYKIX T€OMETPUjCKIX IpobieMa jecy KOHCTPYKImje!,
IIITO YMHOT'OME OrpaHnYaBa 1 cKpahyje qujanasoH ,,MAHCTpyMeHaTa’ Koju Ou ce
KopucTUId. TadHuje, jeIuHO Cy IIecTap u Jemup Ouia 103B0/bEHA CPEICTBA,
mro modnibe o IlnaronoBe Axademuje, n UCTO 3aaprKaBa 10 JaHAC.

Ha camom moduerky pajia, Kao IITO Ce U3 TPEHYTKA CAJAIIHOCTA Bpa-
hamo y my0OKy HpOILIOCT JbYJCKE NUBUJIA3AIM]E U 3JIATHOr /1002 YCIIOHA
kysarype u maremaruke Crapux I'pka, HEUCaM MOrao a Jjia Cce He 3ayCTaBUM
Ha peHecaHCHE mepuof, y Kome Padaenmo Canru, mpeko cBoje ciuke ,, ATHH-
CKa IITKOJ1a’ TPU3UBa BEJIUKE [IyXOBE BPEMEHa, ca KOjuMa NeMO W MPOBEeCTH
0BO TiorJiaB/be. HbuxoBe renmjasHe ujeje HUCY MPOIIJIE HE3AMAXKEHO U CaMU
3aciIyKyjy Besmke rnodactu. MehyTum, nako BUCIIpDeHE UM MHIE€HUO3HE, OHE
HUCY TOJpa3yMeBajie TeOMeTPUjCKYy KOHCTPYKIWjy, W 300r Tora je muTarbhe
pellemha 0CTaja0 OTBOPEHO.

Crenehe noraBibe o/IpasyMeBa MUHIMAJIHA AllapaT T€OPHje MOJTMHOMA
KOju O ce TUIAO0 JIaTe TeMe, U Y CKJIaJLy ca THME JIATU Cy JIOKA3U ,,BAKHUJUX
Teopema’, IITO GH TAJIEHTOBAHOM CPE/IHOIIKOJILY OJIAKIIAIO UUTAIE OBOT
paga. Ha oBoMm MecTy MOpaM HaIVIaCUTH JIa je U YUTaB Pa/l jeJlaH MOKYIIaj /1a
ce Hajlpe pajO3HAJIOCTU CPEJIHOIIKOJIAIA YIOBOJBH U IIPYKU jeIHO BUDEHE
CIIoja reoMeTpuje u ajredpe dmMe ce U TEXKHU U3 jJeTHOT Y APYTO IOIJIaBJbe.
Tpynmo cam ce ma Koxesuja aaredapCKUX M M€OMETPHUjCKUX TeMa Oyie IITo
Beha.

Lreomerpujcke koHCTpYKImje!
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JIOK Cy HeJI0OKa3aHa TBpDhema mim npeaBubeHa Kao j1e0 peJOBHE HAaCTaBe, MM OCTa-
BJ/bEHA YHMTAOIy KaO M3a30B



Y 6utn ,paBibeba MaTeMaTHKOM He Tpeba J1a MOCTOju HeI0CTaTaK KyJI-
TYpHIX® ejleMeHaTa, u 360r Tora caM y Belioj MEpH MCTHIA0 OBaj ACIIEKT.

[Tornmaspe 0 pamupemsy mo/ba HOCH UCTE HA3HAKE OMIMUPHOCTH KO U MO-
IJIaBJbE O IMOJIMHOMUMA. Y HEeMY je JlaTa [IOCTYITHOCT Y U3Jiaramy, ¢ 003upoM
Jla OBa MaTepHja UIAK MPUTIATIA 8UWO] Mamemamuyu. Y paljeHu npuMepn cy
TMPUINTIHO jeHOCTABHU, AJIM HATIOMHUEHEM OTIET, OHU CY HAMEHEHU JTOJATHO]

HACTaBU CPEIHHOIIKOJIATIA.

IlornaBsbe 0 KOHCTPYKITIjaMa Jaje Mperyiesl OCHOBHUX I'€OMETPUjCKUX KOH-
CTPYKIMja, U [OJAKO YBOJU YUTAONA Y CBET (110/be) KOHCTPYKTUOMIHUX GPO-
jeBa, KOjU Cy 3ajeJlHO ca TeopeMaMa pPallMOHAJHUX OpojeBa, ajiredbapckux
OpojeBa 1 OJIMHOMA, CIIOHA 338 KOHAYHU J0KA3 IMPobjieMa KojuMa ce 0aBUMO.

Taunuje, pemerse npobdsema nacraje Tek y XIX Beky, Kajia aaredpa cryrma
Ha CIeHy, U J0Ka3yje Ja TeOMEeTPHjCKa KOHCTPYKIMja aHTUIKUX TeOMETPH]-
ckux mpobsema Huje moryhal

4 caBpemenuru Hamer 06a’ MOKYIIABAIM Cy Ja JIO-

MebyTum, muorm
KayKy CYMpOTHO, Te TMOCTOju mporyac dbpaHiycke Akamemuje Hayka om 1775.
rOJIuHE:

,Cmaano ce 2060pu 0 mome da je dpanuycka eaada 0dpedura Sesury
Ha2pady OHOME KOju pewt jedho 00 numara keadpamype Kpyaa, Mpucex-
yuje yena u ydsajarva xouke. Bepyjyhu y me aaocne secmu, maca nHyou
AUWEHE CEAKO2 MATMEMAMUNKO2 3Haa, 00aje ce MaKeuM OecnpeomemHum
NOCAOBUMG, 3anywmajyhu ceoje mpage nocaoge u ceoje nopoduune Opuze.
Fbuxosa ynoprocm npeaasu y Ayouao, Koje je ymoauko Medtce 3a NeUEHE
WMo €Y NPoHAAA3AYYU, KOJU HEMAJY NOJMA O NPABOM CMUCAY NPOOAEMA, U
KOJu cy HecnocobHu da pazymejy nu o wemy ce padu, yoehenu da ux je Ilpo-
suherve napouwumo odpedunro da mpasice u Hahy pewere npobaema u da oHu
3a ceoje ycnexe y mome umajy 0a 3areane jednoj 8PCMU UHCIUPAYUIE, KOJa
ne nauaadu wa npase naywruke.” [1, crp. 368]

Vcrakao 6ux J1a je BEpOBATHO W MHUTAmE KOHCTPYKIMje HajMarber yriia
qrja je Mepa IPUPOJaH OPOj jaKO MPUBJIATHO yICHUIIMA.

Tlornas/be 0 TpaBUJIHUM TIOJIUTOHUMA jecTe JAPYTH JIe0 OBOT paja. Y
BbeMy ce 6aBUMO MPABUJIHUM TIOJUTOHUMA KOjU C€ MOI'Y KOHCTPYUCATHU U 11O~

3 Kynrypa je cmoj dunozoduje, pemuruje u ymernocTn”, akagemuk Biagera Jeporuh,
1924.-

4HeMaTeMaTHUAPH MM OHH KOjUMa, je IPOMAKAO OBaj JI0Ka3

mako ce y masp0j Gymyhmocrs i muanoCTE M3 BpeMeHCKOr pazmaka of mpe 200 rommHa
O JaHaC MOI'y CMaTpaTHu HalllUM CaBpeMEHUIIUMa



Be3yjyhu u oBojiehu Y Be3y MPETXOHO U3BE/ICHE YNELEHUIIE JIOKA3Y]eMO HhU-
XOBy (HE)KOHCTPYKTHOUIIHOCT.

IIITo ce Tuue nureparype, mocebHy MOMON Cy MU IPUYMHUIIA Jeja IIPO-
decopa ca Maremarudkor dpaxkyarera y Beorpamy, mro je HaBeeHO Ha Kpajy
paJja.

Cauke cy pabene y nporpamckom makery GCLCS, mpod. ap Ilpeapara
Jannmunha ca Maremaruukor daxynarera y Beorpamy, Koju mopen usBejeHe
KOHCTPYKIIHje, Jaje W jeJHy BPCTY IHpPOBEpe TadHOCTU T'E€OMETPHjCKOI pe-
IEHA.

Bemuky 3axBaJiHOCT JiyryjeM CBOM MEHTODY 3a HJIeje U OJrOBODE Koje
je IMao Ha MOja NMUTama, KaKO Y TOKY KypceBa reoMeTpuje Ha OCHOBHHUM
cTynujaMa, TaKO U cajia IIPU U3PaJd CaMor PaJa.

5Geometry Constructions — LaTeX Converter



I'1aBa 2

Onmc aHTUYIKNX mIpodJieMa

Cauka 2.1: ,, Aruncka mkoJsia’, Padaeno Canru

Cuuka, ,Atuacka mrkosa”, Padaera Canruja, Kao 1e0 peHecancHor: 6iara,
zagpebhyje Hamy naxkmy. OHa cajapKu K/bydHE JUIHOCTH Koje he maru oj-
roBOpe Ha MHUTamba KOjuMa ce 6aBUMO. Y HEHTPAJHOM eIy Ce MOXKE YOUUTH
[Tinaron?, a mory ce sunern u Eykinn®, [Tromemaj?, ITuraropa®, Apxural....

[Inaron je m3amehy ocrajior, mosuar u mo Axademuju Kojy je OCHOBAO y

epuon ox XIV mo XVI Beka
Inaron, 427-347. r.H.e.
SEyxmmz, 330-275. n.m.e.
‘Knaymuje TTronemaj, 100-178. r.m.e.
5TIuraropa, 570-495. r.irH.e.

S Apxura, 428-347. r.u.e.



Arunan. Kao ,xpam myznpoctu” merosa je 2Kkejba buiia jia obpasyje miaje Ha-
pamraje. Ilnaron cmarpa 1a je pyHIaMEHTAIHO MPOYIABATH MATEMATHUKY,
PETOPUKY, JIUjaIeKTUKY, IPAMATHKY ¥ MYy3HKY', 1 300 TOra ce OBe JUCIIU-
IUIMHEe HaMehy Kao OCHOBHE, & TO Cy U IUJbEBU KOjuMa Tpeda J1a TeXKU U caMma
Axademuja. Buiio je ocerro u npucycrso Iluraropusor yuema.

Ha camowm ynasy, npema npemary, HATIUC je yo3opasao: ,Heka ue yia3u
OHAj KO He 3Ha reoMeTpujy’.

Osum Iliaron onmoMurbe Ha KPYIMjaJHOCT reoMerpuje (a U came mMare-
MATHKE) 38 KIUBOT IOBEKA.

ILnaron je kao mcruHcKH (HuI030d, YOBEK KOjU JbyOHM MYIPOCT, HOCTa,
CBOje eHepruje ycMepaBao Ha MaTEMAaTHKY, TAKO Ja HU MPOOJIEeMH KOjuMa ce
6aBUMO y OBOM paJiy HUCY MOIVIH Jjia 3a00uby meroso mpucycTBo. llopen
[Tnarona, n mpeTxoaHO HAOPOjaHN MATEMATHIAPHU Jajy CBO] HECBAKHIAIIHI
JIOIIPUHOC, Y IIITa NEMO Ce YBEPHUTHU IOC/IEe M3JIarama CaMuxX aHTUIKUX [PO-
6ema.

Y ToKy ncropuje MaTeMaTHUKe, aHTUYKHU [IPOOJIEMA Cy 3ay3€sIH IIEHTPAJIHO
MECTO.

3a Behuny 1mocToju MCTOPUjCKA MPpHUYa KOja je UHUIUPAJA IHUXOBO (op-
Mmyaucame. HapaBHo, He MOXe ce ca CUT'YPHOIINY 3HATU KOJUKO Cy JaTe
pude UCTUHUTE, MehyTuMm, cama (pOpMyJaImja je BpJO jacHa W OHA IJIACH
3a CBaKW O] HAPEJTHUX MPOOJIEMA:

e Tpuceknuja yria: Koncrpyucaru yrao koju he ourn jegaak rpehunu
JTaTOT yTJIa.

e KBanparypa kpyra: Koncrpyucaru kBajpar uuja he TOBpIIHHA
OuTH jeHAKA MMOBPIIMUHU JATOT KPyTa.

e YaBocTtpyuewme komke: Koncrpyucaru kornky mnyiio Behe szampe-
MUHE OJ1 3allpeEMUHE JaTe KOIIKE.

IToxymahemo na y mro kpahum nprama 06jacHUMO IIITa Cy IIOIpa3yMe-
BaJId AT IPOOJIEMU U KOjU Cy TOHYyDEeHM HAYMHU EbUXOBUX PEIIaBarba.

VaBocTpyUeme KBaIpaTa IPeTX0ou IPodJIeMy yIBOCTPYUemha Kotke. Ha-
“Me, KBaJpaT JIBOCTPYKO Behe MOBPIIIHE O IaTOr KBAIPATa je OHAj KOjU UMa
WBUILY JIYKUHE JIFjaroHaJje JaTor KBajpara. Hajcrapuju jiokas Hayiasu ce y
ITnaroroBoM Mernony y KoMe pob nosasu J0 peiesa y3 CokpaToBy® momoh.

"II1o je y mpsxaBu Gosba My3uKa, apzkasa he Guru Gospal
8Cokpar, 470-399. r.n.e.



By

Crnuka 2.2: YaBocrpydeme KBajpara
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Y VI Beky Eytokuje n3 Ackasiona u3nocn cajp:kaj mucma’ koje je Epa-

tocren'? ymyrno kpasmy Iltosemajy 111 Eyeprery.

Kaoicy da je jedar 00 dpesnux mpazuvkur nechuxa Ha CueHly nocmasuo
Munoja xoju je dao da ce 3a I'nayka usepadu epob. Kada je wyo da je 2pob dyz
CMOo CMona Yy c8aKoM npasyy, pexao je: ,Havunuaiu cme npemano xpasescro
npebusasuwme, oo mopa 6umu dsanym eehe. Bpso ydeocmpyuume ceaxy
cmpany epoba, He keapehu wezo6 dusan obauk.“ Yunu ce da je oH HAMYUHUO
epewry. Kada ce ydeocmpywu usuya, nospuuna ce yeeha wemupu, a aanpe-
Muna ocam nyma. leomempu cy cmasu da usywasajy xaxo da ydeocmpye
damo meno ne merajyhiu My 00AUK, ¢ 08a] NPobAEM HA36AH je YIBOCMPYTerbe
xouxe, bydyhu da cy novesu ca xKoukxom Yy Hamepyu da je ydsocmpyue.

IIceymo EparocrenoBo nmcMo Koje mperocrn EyTokwmje Kaxke ga Cy UCTH
oBakaB NpobjieM UMaJd U craHoBHuIm octpsa lena y Erejckom mopy, a
KOJU Ce THUIA0 yABOCTPYUEa OlTapa. 300T Tora 0Baj mpobieM HOCH HA3UB
Hencku mpobiem.

[ITo ce Tuue camor perasarma oBor mpobsema, Xumokpar!! ca Xuoca
KOPHUCTH JBE CPEJihe IPOIOPIMOHale Kako 6u perrro mpobiaeM. CBakako
He3a00M1a3H0, jecTe APXUTHHO WHTEHUO3HO pellehe. ApXUTa KOHCTDYWUIIE
IpeceK KOHyca, IMWJIMHJPa U TOpyca, W IMOMONY mera yaBoCTPydaBa KOIKY.
WNuawe, oaj rennje, kao Hajobmapenwju mehy [luraropejmuma, 6uo je mpu-

9Bepyje ce [a MHICMO HEje GHIIO ayTEHTHTIHO
YEparocren nz Kupene, 275-194. r.uLm.e.
"X unoxpar, 470-410. r.iLm.e.
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JIMYIHO CBECTPaH Yy Pa3InIuTHM objacTumMa, Onusak [lrarony u cam u3BpIimo
CHaykKaH yTHIIA] Ha Hera.

Menexmo!?
[I1aToH KOHCTpYHUIIIE CIIENUjAJIHI HHCTPYMEHT ca KJIeOOBHMA.

KOPHUCTU KOHYCHE IIpeceKe KaKO OU yJIBOCTPYIUO KOIIKY, TOK

Xunujal? je kBajparprcama mope Tora IITO je MOTao Ja H3BEIe TPUCEK-
1ujy yrjia, Morao M jia IOJeJIM yrao Ha N jeJIHaKUX JIeJIOBa.

Cmuka 2.3: IIpobaem Tpucekimje yria

IIpobiiemoM KBapaType Kpyra 6Gasmo ce Anrudonr'? ymmcyjyhn npa-
BUJIHE TOJIMTOHE y KPYyT (MAKO ce MojaBujia TpeIlKa, OBO je KopeH Oymyher
pasBoja MeTojia eKcxaycTuje Koju he xKopuctntu u Apxmmen'd).

12Menexmo, 380-320. r.m.H.e.

13X umnuja us Emuze, 5.8ex cTape epe
1 Anrudont, 5.8ex crape epe

15 Apxumen, 287-212. rLu.€
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Cruka 2.4: IIpobsiem kBajsipaType Kpyra

Axademuja je jmocrta yTHLATa Jla Ce IMPETXOJHU IPODJIEME TTOCMATPAjY
ca JIpyror craHoBuinTa. 10 je mojpasyMeBajo ojpeheHa orpaHuvaBarba y
Kopuihemwy CpeJicTaBa 38 KOHCTPYKIM]Y. ¥ HPETXOTHUM ITPUMEPUMA CMO
BUJEN & CYy UCKOPHIINEeHa Pa3/IMIuTa MPOU3BOJbHA, YaK U JIMTIHO HAIIPA-
BJBEHA CPEJICTBA 3a KOHCTPYKIIN]Y.

Hlectap n jewmup nocraiu cy jeJuHa JO3BOJbEHA CPEJICTBA Y NEOMETPH]-
CKUM KOHCTpyKIjama. [3, cTp. 248|

Jpyrum pednmMma, n3a30B je IMOCTA0: KOHCTPYUCAIHLEM KPYTOBa U IIPABUX
peImT aHTU4IKe mnpodseme.

OBaj ycJioB je 3aJ1aBa0 HAjBUIE MYKa W TPy MHOTMX Y TOKY HCTOpHU]e
YUHAO Y3AJIY/THIM.

HATIOMEHA 1.

Iloa xoucTpykmmjom hemo yoyayhe nospasymMmeBaTu reoMeTpuj-
CKY KOHCTPYKIIUjy.

Ha nuje moryhe peruru gare mpobieme eJieMeHTapHIM CpeJICTBIMA (J1e-
BUPOM U IecTapoM) jokaszaliemMo kopucrehu ce ajrebapCKuM amaparoMm, U
TO, TOMOhy Teopuje anrebapcKux IoJba, MPOoyvuaBajyhu W MoJuHOME, Kao U
KOHCTPYKTUOMIHE OpojeBe, KaKo OMCMO CaKyIWId MaTepHjaja 3a KOHAYHU
Jokas, mrTo he HapaBHO OMTH apTH/bepHja HACJIEACTBA MareMaTrmdapa XIX
BeKa.

12



I'maBa 3

Teopuja nmojanHoma

Y oBowm morjiaB/by Habpojahemo TBphema Koja Bake 3a IMOJUHOME U KOja
cy Hem30CTaBHa 3a Oyayhy Teopujy TeMe KojoMm ce GaBUMO.

3.1 PacraB/pbUBOCT IIOJIUHOMA

Be3y0Ba TeopeMa

TEOPEMA 1. Ocrarax 1pu jesbery nojuHoMa P(x) nosmaoMoM @ — ¢ u3-
Hocu P(c).

IMTocaemnuA 1. Axko je ¢ nyna nosunoma P(x), 1j. P(c) = 0, Tazna
(z —c) | P(z)

JEenHUINIA 1. Hyna (kopen) nosmuoma P(z) je 6uio Koje perniemne je/i-
naunse P(z) = 0.

Bpoj a je myna mommnoma P(z) ako m camo ako (v — «) | P(z), 1j.
P(z) = (z — a)Q(x) 3a Heku nosmuom Q(x).

Cireneha teopema mnosHara je Kao Teopema 0 pauuoHAAHUM HYAAMG

JIEMA 1. P(2) = apz™ +ap_12" '+ ... +a12 +ag, ap,a1,...,a, € Z. Axo
je paruonasan 6poj %, (p,q) = 1 kopen nomunoma P(z), Taga plag u glay,.

JIoKA3 1.

an(g)n + anfl(B)n_l + ...+ all2 +ap=0
q q q

13



MHOZKemeM ca ¢" ! ciaenn

V2

an% + ap_1p" o+ aipg” T +apg" =0

na u3 pasJora mro je (p,q) = 1 caenu
qlan
MHOYKeHeM IIPeTXO/He jeJIHaYlHe ca ¢ CJIeIH
anp" + an1p" g+ ..+ a1pg” " + apg" =0
ma 13 p(anp™ '+ an_1p" 2+ ...+ a1q" 1) + apg™ = 0 cieqm

plao

JIEMA 2. Heka je mar momunom P(x) = an2™ + ap12" ' + ... + a1z +
ap, ag,ai,...,an € Z. Ako je o mysna nosunoma P(x), taga je o jgenumiiar
CJI000IHOT YJIaHa, ag.

JIOKA3 2. Axo je a myna nosmaoma P(x) tana je

P(a) =0
Kako je
ap = fa(anoz”_l +...+a)
Cenn
a | ap

JdeenHnmIA 2. Ilosmnom P(z) je HepacraB/buB (UpeipynubuiIaH) Hajl
Z[z] ako ce He MOXKe TPEJICTABUTH y OOJIMKY MPOU3BOJIA JIBA HEKOHCTAHTHA
IIOJINHOMA, ca, KoeduiinjeHTuma u3 Z.

Cuneneha sema nocu nasus I'aycosa aema’.

JIEMA 3. Axo je nosmnom P(x) pacrasbus Hag Q[z], oHza je pacraBbun
u Hag Z[X].

"Kapm @punpux Iayc, 1777-1855. rox

14



JA0KA3 3. Heka jeQ.
P(x) = apt" 4 ap_12" ' + ..+ a1x + ap = Q(z) R(x)

rie cy Q(z) u R(x) HEeKOHCTAHTHU MOJUHOMU Ca PAIMOHAJHUM KOehUIIjeH-
tuma. Heka cy ¢ u r HajMamn OpojeBr Tako Ja ITOJINHOMMK

qQ(z) = gra® + ... + qo

rR(x) = rpz™ + ...+ 19

uMajy 1esie koeduijeHTe.

Tagna je :

qrP(z) = qQ(z) - rR(z)

pasjiararbe MoJMHOMA Ha IIPOU3BOJL JiBa TI0JUHOMA u3 Z|x]

Koncrpyucaliemo takso pasnarame 3a P(x).

Hexka je p mpousBosban npoct menuial Opoja q.

Csu koedurjentn nomnoma P(z) cy nesbusu p.

Heka je i TakBo 112 je plqo, q1, .., ¢i—1 ¥ p 1 qi.

Kako je pla; = qori + ... + qiro = qiro (mod p), Baxku p|ro.

Jasme je plait1 = qoTiy1 + ... + @1 + ¢iy170 = ¢ir1 (mod p), na Baxku
plr1.

ITonasspajyhu ncru mocrynax ciemu p|r; 3a cse j.

[Tpema Tome er# uma 1esie KoepurmjenTe.

Tako cMo 106U/IN pasilarame %P(m) Ha IPOU3BOJL IOJIMHOMA U3 Z[x].

Bupajyhu npyre BpennocTn 3a p u HacTaB/bajyhu oBaj nocrynax jobuja
ce KeJbeHO pasjlarame camor nojusoma P(x).

Crnenelia eMa nosnaTnja Kao Ajzenwmajnos kpumepujym® naje oi-
TOBOP O HEPACTAB/BUBOCTHU IOJIMHOMA CA PAIMOHAJTHUM KOEe(DUIIN]eHTUMA.

JIEMA 4. Tlommaom P(z) = apa™ + ap_12" ' + ... + a17 + ag ca nemmm
koeduijeHTrMa je HepactaBbub Haj Q[r] ako mocroju poct 6poj p Takas
JTa BayKW:

p|a0, p|al,--~7p|an71, pTan, p2Ta0

JIOKA3 4. IIpermocTaBiMo CyIpoTHO, ja je omuioM P(x) = apz"+a, 12" '+
...+a1x+ag pactaB/buB, Tj. Ja ce 10 JAeUHUNINJA PACTaB/BUBOCTH ITOJIMTHOMA,
MOZKE HAIIMCATH Kao MPOU3BOJL IBa MOJIMHOMA

f@)= (2" +b1z" '+ . b)) (2 + o125+ L+ )

2Jlokas mpey3eT U3 MaTepHjaa 3a JOJATHY HacTaBy Maremarwuke rumuasmje IToau-
HOMU N0 jednoj npomensueo], dyman Dykuh
3Torxomn Ajsenmraju, 1823-1852. ro.
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rne je 0 < r,s < n.

N3abepumo Hajmame ¢ Tako ja je p t by, e je 03BOJbeH Clydaj i = I u
b, =1, i Hajmame j Tako Ja je p { ¢j, Te je JO3BO/BEH CIIydaj j = s U ¢ = 1.
Cana je (i + j)-Ti KoeUNUjEHT WIAHA Qi

aiyj = bicj + (bi—1cjt1 + ...) + (bit1¢j—1+...)

IITO je cyMa b;cj 1 3a/10Bo/baBa yCJIOBe JIE/bUBOCTU Ca P.

Tako p { bic; u p { a;i+j, amm p* { ap = bpcp na p He MOXKe Ja Jeu
ucroBpemeno u bg mu cp, na je i = 0wmw j = 0, 1j. ¢+ j < n. 3aro je
KOHTPAIUKIHIA P | Qitj.

U3 mperxojiHoL ¢MO 3aKJ/byUniIn Jla je pacraBibuBocT Has Q[r] ekBusa-
JICHTHA Ca pacTaBjbuBOIIy HaJ Z[x].

Pacraspusoct Han Rlz] nim Clz] ce nedunuine anagiorto, ca pasimkom
mTo ce Ha | R[z] mosmmomm mory pactasuTu 10 crenena 1w 24 a na Cla]
pacrassbame je Moryhe 1o crenena 1, 1j. nmHeapHux daxropa. OBo TBpIM
Ocrosra meopema anzebpe anjy hopMymIammjy aajeMo:

TEOPEMA 2. CBaku IOJIMHOM €& KOMILIEKCHUM KOeDUIIIjeHTUMa UMa KOM-
IIJIEKCHU KOPEH.

JdoKA3 5. IlomTo ce paju 0 KOpeHNMa, MOXKEMO CMaTPATH /I3 je HajCTapuju
KoepUIIjeHT JATOT MOJUHOMA jeTHaK 1.
Younmo jgaKie MOJTHHOM

f=2"+..+az+a

kao npeciukaBambe C — C, u mpeTmocTaBUMO Jia, OH HeMa KOpeHa Tj. Ja je
f(z) # 0 3a ce z € C. Ilpumernmo ja Tajga Mopa 6utu ag # 0, jep 6u y
cynporaom 6mto f(0) = 0.

Kana npomenbusa z obube jennom oko 0 mo kpyry paaujyca R, kKom-
wiekcHn 6poj f(z) obube oko 0, MOXKa BUIIE MyTA.

Heka je n(R) 6poj Tux obuirazaka.

Oro je mesiobpojHa u HempekuaHa (QYHKIMja ox R, ma 360r Tora mMopa
OUTH KOHCTAHTa Tj. He3aBUCHA OJ1 R.

Heka ce R ,ypnamasa” oj myse. Samummmo f(z) = 2" + b(z), b(z) =
an_12""1 4 ... + ag. Tomro je b(z) mano y ommocy ma 2", 6poj obunazaxa
f(2) oko nyse 6ulie jeaak 6pojy obuiazaka 2™ OKO HyJle, & TO je 1 Ha OCHOBY
Moasposor® obpacial, tj. n(R) = n.

4PacraBbame 10 KBAAPATHAX YJIAHOBA (crenena 2) je yKOJMKO je JUCKPUMHUHAHTA
Mama Of HyJe

5 A6paxam Moasp, 1667-1754. rox

ScrenenoBarme KoMILIeKCHOT 6poja
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Ako mak R — 0, 6uhe f(z) = a(z) + ao, a(z) = 2" + ... + a1z, f(2) he
OOMJIA3UTH MO Ty TAY MAJIOT MPEeTHIKA OKO Tavuke ag 7 0, ma fie meros 6poj
obmrazaka oko 0 6utu n(R) = 0.

3ajeIHO ca MPETXOIHUM, OBO Jaje KOHTPAIUKIIN]Y KOja JTI0Ka3yje TeopeMy.

[Tperxonuu joka3 je upeyser u3 [10], u Hocu cumnarudal Hasus Jlama
ca neemanyemom” .

wJdama” je y oBoM Jokasy riasau jeo dyukuuje f(z) (2" kax ce R ,yna-
mwasa” ox 0, a ag kax se R npubmzkasa 0) a ceranne” ocrarak. Kako rog
TPYAJIO IICETAHIIE HA KPATKOM IIOBOILY OKO JIAME, FheroBo Ne yKYIIHO KPETAme
b6uTH oxpeheHo KperameM aMe.

Cauka 3.1: ,, JTama ca nceranierom” u Yexos, Jaiara

"o mcTomMeroj mpau pyckor mucna Antona Ilasaosmaa Uexosa (1860-1904. rox.)
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3.2 Axarebapcku U TpaHCIIEHAeHTHU OpojeBn

JdEenHNIINIA 3. Peasan 6poj Koju je KOpeH HOJIMHOMA ca IeuM (paru-
oHaTHUM) KoedUIMjeHTIMa Ha3uBa ce ajgrebapcku 6poj.

ITpumeP 1. Crenehu 6pojeBu cy anarebapcku:

e [Ipuponuu 6pojeBu cy asnrebapcku. llosmaomMu uuju cy oBu OpojeBu
Hyse cy obauka x —n, n € N.

o Ilesu 6pojesu cy anrebapcku. [losmaoMu “uju cy oBu OpojeBu HyJie Cy
obmmka r £n, n € N,

e Pamumonasinu 6pojeBu cy asrebapcku. IlosmmaoMu yuju cy oBu 6pojeBu
HyJIe Cy obMKa T — g, Tj. qr —p, p,q € N.

® 1-TH KOPEHU MPUPOJHUX OpojeBa cy anrebapcku. [lommnomu wwmju cy
oBU OpojeBu myJie cy obuka £ —m, m € N.

JdEVMHULNIA 4. Peasian 6poj Koju HEje ajiredapcku 30Be ce TPAHCIEH-
JieHTaH 6poj.

ITPpuMEP 2. Heku o nmpumepa TpPaHCIEHIECHTHUX OpoOjeBa Ccy 7, e, ...

ITozabasuhemo ce 6pojem .
Ogaj 6poj Hocu Hazus 1o Jlynoady® Koju je oxpenno npBux 35 JenuMaa.

T = 3.14159265358979323846264338327950288...

Mebhy npeuma xoju cy ce 6aBuiu OpojeM 7 craja ApxuMen Koju je Ha-
[IPABUO MPOIIEHY
10

310< <3
717570

Bujer? je m06mo n3pas y Buy 6CKOHAYHOr IIPOM3BOJIA

Q_VE 1+1¢T Lo1fr o1
x V2\y2 2V2\2 2y2 2V27

JlamGept! je 1761. rox. mokazao ma 6poj 7 HUje PAIIOHAJIAH.

8 Tymond Iojmen, 1540-1610. rox,
9®pancoa Bujer, 1540-1603. rox.
10 Joxan JlamGepr, 1728-1777. rog.
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Beh 1882. rox. JIungeman!! j€ JIoKa3ao Jia je T TPaHCIEeHJeHTaH, Tj. Jia
HUje HyJIa HUjeJHOI [OJIMHOMA Ca IeJuM (PAIlMOHAIHIM) KoedUIMjeHTUMA.
Banunmsbusa je Bammcosal? dopayna

™ 2:4-4.6-6-8-...

4 3.3-5-5-7-7-..

A u Jlaj6unnosa'® dbopmyia

S S O

ITozuara Ojmeposal? dopmyna cmarpa ce Hajsrermom hopMyIOM MaTe-
MaTuke jep Komouuyje koucraure 0,1, e, kao u Opoj 7.

e€m"4+1=0

15 : 1
Bpennocr T'ama™ dbynknuje y Tavuxu 5 u3HOCH NS

ITosuaru Bazesncku'® mpobirenm

n=1%°

Kao u mHOre apyre dpopmysie Koje yK/byUyjy 0Baj UPAIUOHAIHO - TPAHC-
IeH/IeHTaH OpPoj.

HCDep,zu/IHaH,/:L Jluupneman, 1852-1939. rom.

?ITon Basmuc, 1616-1703. rox.

BTordpun Jaj6unu, 1646-1716. rox.

Y Teonapn Ojiep, 1707-1783. rox.

YT (z) = [, e "t*7'dt, 2 € C, Re(z) >0

16Bazes, [MIBajiapcka, Mecto poljema Ojrepa Koju je pelrro oMeHyTH IpobieM.
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I'1aBa 4

Pammpeme nopa

4.1 TIlo/pe kKao ajgredapcka CTPyKTypa

JE@MHUNNIA 5. Anrebapcka crpykrypa F = (F,+,-,0,1) je nome yko-
ko cy (F,+,0) u (F\{0},-,1) A6enose rpyme !, u F 3am1oBobaBa 3aKkon
JIUCTPUOYTUBHOCTH.

ITospe 3amoBOBABA citeneha cBojcTBA:

(F,+,0) je AGenoBa rpymna:
(x+y)+z=2+(y+2)
y+r=x+y

r+0=x

Vo Jy (x+y=0)

(F\{0},-,1) je AGesnoBa rpymna:
(@-y) z=a-(y-2)

JUCTPUOYTUBHOCT
z-(y+z)=x-y+z-z

cBojcrBo 0 # 12

"Hune AGen, 1802-1829. rox.
20Bo cBojcTBO HaM 06e36eljyje 1a TPUBHMIATIHE NPCMeEn {0} He 30BeMoO npcTeH ca jenu-
oM. O anre6apckoj CTPYKTYPH npcemena Npoduraru sumie y [9).
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4.2 Pammpeme mojba

Y HacTaBu MaTeMaTHKe, CKyIl Npupoguux 6pojesa N je mosasaum CKytl,
Koju ce ybpzo mpomupyje HysoM u Hactaje Ng. Y oBOM cKyly cabuparme
ILETOBUX €JIeMeHaTa je yBeK Moryhe, mehyTum, TO HHje C/Iydaj ca OIy3u-
MambeM M 3aTO Ce 0Baj CKyI IIPOIINPYje Ha CKYyI IPUPOJSHUX OpojeBH KOju
caJIp:Ke U Ipea3HaK MUHYC, U TaKO HacTaje CKyl Ienmx OpojeBa Z. Ckyn
nesinx OpojeBa HACTAO je KA0o Pe3yJITaT MOTpare 3a 3aTBOPEHOIINY y OJHOCY
Ha omnepannjy * — —x. Kako 6m 6mimo moryhe memutu 6pojeBe, Tj. Kako 6m
IOCTOjaJIa 3aTBOPEHOCT y OHOCY HA ONEpaIijy & — & ' HAaCTaje CKYII palli-
onasiHuX 6pojeBa Q. Ckyn peasnux 6pojeBa R objeaumbyje cBe one OpojeBe
KOje je Moryhe mpeacTaBuTH PasIOMKOM, ajld U OHE 3a KOje TO Huje moryhe
U KOjU He TPHUIAJAjy HUjEJHOM OJI IIPETXOHO HAOPOjaHUX CKYIIOBA - TO je
ckyn upanuonasnux 6pojesa R\Q. Ckym y Koju je cajp:kaH CKyIl PeaJHUX
6pojeBa jecte cKym KoMmiuiekcHux OpojeBa C, m oBaj ,u3j1eT y KOMILJIEKCHO”
Jaje MoryhHoCT Jia ce pernaBajy jegaadnne obyimka ™ + 1 = 0.

On ceux HabpojaHux ckymosa 6pojeBa, ckynoeu Q, R u C cy npumepn
oJba jep 3a/I0BO/baBajy CBa MPETXOJHA CBOjCTBA.

JAE®UHUIINIA 6. Pamwupeme nmoba F' je cBako mosbe F Koje caapKu MoJbe
F xao notmosne.

Ilospe Q je mormosbe mosba R.
Ilome R je mormosbe mospa C.

Homumom P(z) = 22 — 3 moxe ce daxropusosaru kao (r — /3)(z +

V3). Mebyrum, nyse osor nommaoma /3 n —+/3 He mpunazajy nomy Q, u
IPUPOJIHO je npormmpuTu mo/be Q oBuM ejiemenTuMa. Tako HacTaje moJbe:

Q3] ={a+b/3|a, be Q}

oswe Q[v/3] je Hajmare noTHOIBE KOje cajapxu nobe Q u enemente £+/3.
[Monurom P(z) npunana Q[z], amm auje pacraBbus naj Q.
[Moswe E mozke ce cMaTpaTi BEKTOPCKUM IIPOCTOPOM Ha[ osbeM F. Ako

j€e IMMeH3Hja BEeKTOPCKOT TpocTopa F jeHaka n, Taja rOBOPUMO O KOHATHOM
parmupemy 1moJ/ba F, mTo 3amnucyjemMo y ob/IuKy:

[E:F]=n (4.1)
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Ykomuko je E pamupeme noma F, a K pamupeme nomsa F y cmuciy
nedunncanoMm npeharme, Taia BaXKM:

FCECK (4.2)

TEOPEMA 3. Axo je F koHaYHO pamupere no/ba F, u K KOHaYHO paru-
peme mosba F, Taja je m K KOHAYHO palnmperhe mosba F', 1 BaxKu

[K:F]=[K:E|[E:F| (4.3)

Heka cy {aa,...,an} u {f1, ..., Bn} 6a3e BekTOpCckux npocropa E u F Haj
K u E penowm.

Teopema TtBpau na je {a;3;} 6a3a Bekropckor npocropa K nan F.

Heka je u € K. Taza je u = > 11, bjB; mbj =371 ajjai, te je by € E
" a5 € F.

Tamxa Baku

TaKo Jla BEKTOpH mn 6a3e o;j pasanmiby BeKTOpcKu npoctop K man F.

ITokazahemo na cy «;3; IMHEapHO HE3ABHUCHU.
Axko cy BekTOpH V1, ..., Uy JTUHEAPHO HE3ABUCHU, TAJA

civr + ... +cpv, =0

BaXKM 3a
c1=..=c¢, =0
Hexa je saro u =}, ; ¢;j(cif3)) 3a ¢ij € F.
[Tokaszyjemo jia cy CBH ¢;; je/lHAKN HYJIH.
Tamxa Baku

rae je y . cijo € E.
n
Kaxo cy (; nuneapuo Hezasucuu HaJ E, Taga mopa 6utn ) ;4 ¢jja; =0

3a cBako j. Taxohe u «; cy ysmneapno nesasucno Haj F. laxie, c;; = 0 3a
CBaKoO 7 W j, U OJlaBJle CJeIN JT0Ka3.
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JE@MHUINIA 7. Hepacrasbusu nosuaom u(z) Haa Q koju je MoHuvaH
(uma koedunujent 1 y3 wian ca Hajselinm crenenom), u npurom je p(a) = 0,
30BE C6 MUHUMAJIHUA MOJIMHOM ejieMeHTa o Hagl Q.

ITpuMEP 3.

OppeauTy MUHUMAJIHKA ITOJIMHOM cjejieher ejgemMeHTa:

a:\/5+€[2
a:\/5+\3[2 /?

042:54-\?75
V2=a?-5 /)3
b — 152 + 7522 — 27 =0

Osmaj mosroM je MonmdaH, Baxku (o) = 0, u jomr camo ocTaje 1a ce To-
kazke j1a je Hepacrasbus Hay Q. Mckopucruliemo na npumep Aj3eHInTajHOB
kpurepujyM. C o03upoM Ja je jenHr MpocT Aesmall 6poja 27 6poj 3 Koju He
omoryhasa kopuirlieme JJaTor KpUTepUjyMa, YUTaB MOJMHOM ocMaTpahemMo
y TadK®W ¢ — 1, mMTO HUKAKO Hehe HAPYIIUTU HHerOBYy PACTaB/HUBOCT.

(a—1)5 —15(a — 1) + 75(a — 1)* =27 = 0
Opnagre je

ab —6a° +400% —96a+34=0

U 3a p = 2 Ha OoCHOBY Aj3€HINTAjHOBOT KPUTEPHUjyMa JATH TIOJHHOM je
HEPaCcTaBJHUB.
CaMuM TUM, IPETXOJ/IHA [TOJIMHOM je MUHUMAJIHY TIOJIMHOM €JIEMEHTa, (v =

V5 4+ /2 max Q.

Wsmehy KOHAMHUX pallupema U MEHIMAJHOT TTOJUHOMA [TOCTOJU BE3a U
OHAa TJIach:

[Q() : Q] =n

rJie je n HajBUINN CTEleH MUHIMAJIHOL HOJINHOMa fi(ar).
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I'maBa 5

KoncTpykTndoujinm opojeBu

Y oBoj raBu gahemMoO MCTOPUjCKU CEIMEHT KOjU €€ TU4Ue KOHCTPYKIIHje
KBa[paTHUX KODEHA, & 3aTUM WU3JIOXKUTH OCHOBHE KOHCTPYKIIHjE, W JIaTh
onpeheHa CBOjCTBa KOHCTPYKTUOUIHUX OpOjeBa.

5.1 TeereT m KOHCTPYKIIHja

[Tocebno je zanmmsbup pasroBop Cokpara u Teerera y [liaronosom Te-
ememy, U IpoJiora Koju maje Teerer:

Osaj nam je Teodop upmao wewmo o xeadpamuma nokasyjyhu da xea-
dpam nospwure 0d mpu cmone u Kkeadpam nospwure 00 Nem Cmona HuUcy
10 QYAHCUNY CMPAHUYA CAMEPHUBY CA CMPAHULOM KEAOPAMA NOSPULUHE JeOHE
cmone. U maxo je yaumao ceaxu nojedunu xeadpam 0o onoza 00 cedamHaecm
cmona. Kod moea je cmao. Bydyhu da cy ce xeadpamu no 6pojy noxasas
beckoHaHUM NAA0 HaM je, dakae, HaG YM 04 UT NOKYWAMO 3aAT8AMUMU Y
jedno xojum iemo Haszeamu c6e me Uemeopoy2iose. ..

Cse Opojese nodeaucmo y dee epcme. Onu bpojesu xoju mo2y da Ha-
cmany 00 mrogicera d8ajy jednaxur daxmopa, a NPUKG3AAU CMO UL AUKOM
K6adpama, HA36GAU CMO KEAOPAMHUM UAU JEOHAKOCTPDAHUM. ..

A omne 6pojese usmehy muz, y xoje mpunadajy u mpu U nem U CEaKU
6poj KoJju HE Mootce NOCMamuy 00 MHOXMCEWA J8ajfy jednakux gparmopa, Hez2o
Hacmage uay 00 eehez 6P0OJG NOMHONCEHOZ CO MAUM UM 00 MATHE2 NOMHO-
orcenoe ca eehum u mu bpojesu odpehenu cy (kao aukosu) jednom eehom u
JEOHOM MAHOM CMPAHOM, G NPUKGAAU CMO UT Onem 0y2ybacmum 4emeo-
POY2AOM, M. NPABOY2AOHUKOM, HA3EAML CMO OY2YbaACMUM (NPasoy2aotum)
bpojesuma. ..

Cse npase xoje npukxasyjy jednaxocmpar 6poj Kao xeadpam dePurucai
CMO K0 Jyoicune, a one Koje npuxaayjy dyeysacm 6poj xao npasoyzaoruk de-
Punucaru cmo Kao npasoyeaore bpojese (kopene) jep ce no dyscuny ne moey
MEPUMU €4 OHUM BEAUNUHAMA, G MO2Y CE MEPUMU CG OHUM BEAUNUHAMA C
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063upom na noepwuny xojy cavurvasagy. M o xybnum bpojesuma nanpacu.a
cmo newmo cauuno [Teerer, 147d-148b].

Ha ocuoBy oBor uzjnarama, 3ak/bydyjemo aa je Teomop uz Kupene, yun-
tess Teerera, ymeo 1a nokazxe na cy V3, V5, ..., /17 upanuonanun 6pojesmn.

Cimmka 5.1: Korcrpykmuja 6pojesa v/3,v/5, ..., V17

5.2 OcHOBHe KOHCTPYKIIHje

Heka cy nare nyxu a u b. Hcrtum o3nakama obesexkaBaheMo U HIXOBE
Jy2KIHE.

OcHoBHe KOHCTDYKIIHje Koje je Moryhe m3BecTH HOMONy miecrapa u Jie-
IUpa Cy cabupame, OJy3UMarbe, MHOXKEIHE, JIEJbebe U KOPEHOBAbE Ty KH.
Cabupame u Ojy3uMarme Jy>KH ¢ U b 3aCHHBa Ce Ha HAaJIOBE3MBAILY jeJTHE
nyxu npyroj. CAmdHo ce KOHCTPYWUITY U JAyKuHe obauka a + a + a + ... Tj.
k-a, k€ N. Jlyxxuna a — b ce 100uja HCTUM HOCTYIIKOM Ca PAa3JIUKOM IIITO
ce J1yK b KOHCTpyHIlle y CYIIPOTHOM CMepY.
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Chnuxka 5.2: Koncrpyknuja 6poja a + b

HO,ILG.H& AY2KN Ha T jeﬂHaKI/IX JeJI0Ba IIoYrMBa Ha CJIUYHOCTU TPOYIJIOBA.

Cmuka 5.3: Koncrpykmuja 6poja §

a

Koymaauk u mponsBo/ ay»Ku IOYNBa Ha TajiecoBoj Teopemu.
- Mcro ce Moxke NpeJICTaBUTH Kao

Heka je kosmyHuK Jy>ku a u b, x =

4= %, rie je 1 jemuHUYIHA Ty K.

xT

a

Ciuxa 5.4: Konerpykuuja 6poja x = ¢
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— . a_1
[Ipoussoy x = a - b npejicrapuliemMo Kao ¢ = .

Cnuka 5.5: Koncrpyknuja 6poja x =a - b

KsagpaTuu KopeH yKu @ jecTe reOMETPUjCKa CPEJINHA JIYKU @ U jeIMHITITHE
nyxu. Heka je my:xx AC rtaksa na je AB = a u BC = 1. Koncrpyurmumo
Kpy2KHHUILYy Tako ja je AC weH npednuk, a 3aruM Hopmasy Ha AC y tauku B
TaKo Ja cede kKpyxkuuiyy y trauku D. [y BD je \/a, mro cienu u3 pasiora
na cy Tpoyriaosu ABD u BCD cinuuun.

Ciuka 5.6: Konerpykimja 6poja \/a
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5.3 KoncTpykTnouiam 6pojeBu

JAE®@MHUIINIA 8. Peayran Opoj T je KOHCTPYKTHOMJIAH aKO W CaMO aKO
je Moryhe y KOHAYHO MHOIO KOpaka Kopucrelin ocHOBHe KOHCTpyKImje (u
KOPEHOBakhe) KOHCTPYHCATH OJICeYaK Te JLyKIHE.

Hakite, 1y»K Jy2KUHE ' ce MOXKe KOHCTPYHUCATH aKO M CaMO aKo ce Opoj
r € R mobuja BHUIIECTPYKOM IIPUMEHOM OIepalfja cabuparmba, OILy3nMaiba,
MHOKEIba, 1e/beiba 1 HaJlarKerha KBaJ pPaTHOI KOPEeHa IPUPOIHUX OpojeBa.

OBakBu 6pojeBH ce Ha3WBajy KBaApPaTHU PAJUKAIHUA HU3Pa3U WIH
OpojeBu KBaJgpaTHE UPAIMOHAJIHOCTU.

ITPUMEP 4.

co_ 143
Koncrpyucaru 6poj r = Ty

Koncrpyuncahemo nyxxune V2, V3 u 1+ /3 penom kao JujaroHajy KBa-
npara uBume 1, XUIOTEHy3y IpaBOyINIOr TPOyria HBHIA 1 u v/2, u 36up

1+V3
V2

nyzxuna 1 1 v/3. [ToToM KOHCTPYHCATH KOMMIHIK 7 Haj3a] KBaJpaTHU

KOpeH nobujeror 6pojal.
IIPUMEP 5.

Koncrpyucaru 6poj r = /2.

Hapasno, korcrpyucaliemo 6poj /2, a onia KBaJpaTHI KOPEH 0BOT 6poja.

Cimka 5.7: Koncrpykimja 6poja v/ v/2

Ha ucTu HaumH MOKe ce KOHCTpyucaTu u 6poj \/v/v2 = v/2, kao u
N2,..., V2, rnejen=2"ukeN.

! Ipyru mauws je 1a ce IPBO paIMOHAJINIIE U3PA3 HCIOJ, KOPEHA
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ITPUMEP 6.

Kako 6u msrienaia KOHCTpyKInja 6poja r = V3, Ja ymm je yomrire

V2

Moryhe U3BPIUTH OBY KOHCTPYKITH]Y?

CuMO60IMIHO, CKYIl CBUX KOHCTPYKTHOMJIHUX OpOjeBa MOXKEMO IIpeJiCcTa-
suti Kao (Q, +, —, -, :,+/*). Ilpenusnuje, oBaj ckym je mospe.
OzHauYnMO 110J/be KOHCTPYKTUOUTHUX OpojeBa ca K.

TEOPEMA 4. Ckyn ¢BUX KOHCTPYKTHOMJIHUX OpojeBa K je mOTIOJbe CKyIla
peasianx 6pojeBa R.

d0KA3 6. Heka cy a u b koncrpykTubuanu 6pojesu. IlorpebHo je mokazaTu
Ja he koncTpykTubuinu 6utn u a +b, a — b, a - b u §, MWTO CMO U ypajuin

Ha TOYeTKY IOIJIaB/ba y My O OCHOBHUM KOHCTPYKIIIjaMa.

JIEMA 5. Heka je K normosse nospa R.

1. Axo npaBa cagpxxku e Tadke u3 K, Taja je mweHa jenHaduna ax + by +
c=0, a,b,ce K.

2. Ako kpyr nMma 3a meHTap Tauky u3 K, u qy>KUHY HOJIYIIPEIHUKA KOJU je
u3 K, Tana je mwerosa jenmadnna w2 +y2 +dr+ey+f =0, d,e, f € K.

Joka3 nipBor gesia TBpbhema:

Heka cy (x1,y1) u (2, y2) koopaunare Tadaka u3 K koje onpeljyjy npasy.
Axo je 1 = xo Taga je x — x1 = 0 mTo jecte obamka ax + by + ¢ = 0. Ako
je 1 # To, OHJA je jeTHAYNHA TPaBe KPO3 JBE TadKe

IITO Takohe oirosapa IaTOM OOJIHKY.
Hoka3 apyror Jejia TBphema:
Heka je (x1,y1) neHTap Kpyra HoJaynpedHuKa r. JejHadnHa Kpyra [JIacH

(z—21)*—(y—p1)?—1r*=0

ITosrazehu o nmorno/ba K moctoju Tpu MOryhHOCTH 338 KOHCTPYKIIHjY Ta-
Jaka Koje mpunajiajy mospy R.

2.1 TIpecek nBejy mpaBux 4uje cy KoopjuHarTe n3 K.

2.2 Ilpecek mpase 4mje cy KoopjauHaTe u3 K W Kpyra 4Yuju je IeHTap Tadka
n3 K, n nyxuna noJiynpedanuka npurmaa K.
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2.3 Ilpecek nBajy Kpyrosa 4uju IMEHTPHU U Ay2KUHE MOJTYITPETHUKA TPUTIAIA]Y

K.

[IIro ce Tuye cayuaja [2.1] obe jennaunne cy obiuka ax + by +c¢ =0 u
nMajy koedunmjenre n3 K, na he u pemema ourn y K.
Coayuaj [2.3] Mmoxe ce cBectn Ha ciay4daj [2.2]. Haume, Heka cy jeqnaunne
KpyroBa:
2ty ddiztey+fi=0
2® +y? +dox + ey + fa =0
rme cy d17d2a617627f17 f2 e K
ITomenyTn KpyroBu mmMajy UCTH IIpeCEK Kao U KPYyr
2 +y*+diz+ey+ f1=0
U TIpaBa
(di —d2)z+ (e2 —el)y+ (fa— f1) =0
OBa mpaBa je mpaBa Koja HacTaje y MPeceKy MBajy KPyTOBa.
Cutyuaj npeceka mpaBe U KpyTa jecTe IUTAbe PEIIeba CUCTEMA, je/THATNHA

ar+by+c=0
Py +detey+f=0

PemaBamem 1o y u3 npBe jeaHadnHe U 3aMEHOM Y APYTY 100Hja ce 00K
jemHadYnHe

A’ +Bx+C =0, A,B,C €K

Pememe oBe kBagpaTHe jemHaumHe Cy yIpaBo KOOPIWHATE ITPECETHUX
Tavaka IpaBe U Kpyra:

—B++vB? - 4AC
€r =
2A
Tako ja x € Kla], n a = B2 — 4AC > 0.

OBoM JIeMOM CMO JIOKA3aJIu Ja CBE TadKe KOje Ce MOTYy KOHCTPYUCATH y
IIpeceKy MpaBuX U KPYroBa KOju Cy U3 CKyla KOHCTPYKTHOMIHUX OpojeBa K,
MOpajy HpHuIaaTu meropoM pammpersy Ko, a > 0.

,ZLI/IpeKTHa nocJjie/Inia IIpeTxXoJHe JIeMe IIoApasyMeBa
Q=FCF,C..CF;

I1a ce MOYKe M3BECTHU 3aKJbydak Jia he cBako cjieiehe mpormpeme y OJHOCY
Ha IIPETXO/HO OUTU CTeleHa 2, U Ha OCHOBY J0KazaHe Teopeme 0 KOHA4HOM
pawuperyy nowba CIean
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I'maBa 6

Pamonaannm,
KOHCTPYKTUONJITHUA 1
ajiredbapckmu 6pojeBu

6.1 Teopewme

JIEMA 6. Csako KoHa4HO parupemne nojba Q je aarebapcko mosbe.

Heka je K konauno pammpemse mosba (Q crenena n u veka je r € K. Kako
6u JMMeH3Hja HpOIIMpera Ouaa KoHauHa, eixeMeHTn 1, 2,22, ..., 2" Mopajy
o6uTu smHeapHO 3aBucHU. Jlakie, mocroje enemenTtu ¢; € Q Tako ga Hucy
cBU jemHaku 0, 1 3a BUX je

et + ...tz +co=0

Opnasie ciiein Ja IOCTOjU TIOJIMHOM CTelleHa 1 KoMe je x KopeH. Jlakie x je
asirebapcku Hag Q.

TEOPEMA 5. CBaku KOHCTPpYKTHOUJIAH OpOj je ajarebapcku.

Hexka je  mpousBospan koncTpykTubmian 6poj. To 3uadu ga oH npurmaia
nexoM pammpemy K = Q(v/11,...,1/Is) Tako ga je crenen pammupema |[K :
Q] meku 6poj obsmka 2°, s € N . Ha ocHoBy nperxojne teopeme, K je
ajirebapCcKo palmpemne, 11a je & ajaredbapcku 0poj.

HANmOMEHA 2. O6par nperxoane Teopeme He Baxku. Huje cBakm ayrebap-
cKi 6P0Oj KOHCTPYKTUOUIAH.
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ITPUMEP 7.

V3zeliemo 6poj z = v/3.

[TosmuoM unmju je 6poj = KopeH jecre x° — 3.

MebyTum, crenen pamupema [K : Q] = 5 jep je MUHUMAJIAH TIOJIUHOM
P(x) = 2° — 3, u nuje crenen 6poja 2, TIa HU WHETOB KOPEH He MOXKe GHTH
KOHCTPYKTUOMITaH.

TEOPEMA 6. Ako KyOHa jeJHaduWHA Ca pPAIMOHAJHUM KOoepUIIMjeHTUMa
HEMa paIlMOHAJIHUX HyJla, OHJa HUjeJ[aH EbeH KOPEH HUje KOHCTPYKTUOWIaH.

Heka je asz3+agr® +aix+ag =0 KyOHa jeIHadmHa ca KOeUIjeHTIMA,
as,az, a1, a9 € Q.

Teopema TBpau Jla YKOJIMKO OBa jeJHAYMHA HEMa DPAIMOHAJIHUX HYJIa,
OHJIA IbEHU KOPEHU HUCY KOHCTPYKTHOUJIHHU.

IIperniocraBrhemo ympaBo CympoTHO, Tj. IPETIIOCTABUMO Ja JIaTa jell-
HadMHa UMa KOHCTpyKTuOmjaH kopeH r. OBaj 06poj mpumnaia moby Fs =
(W11, ...;1/1s), Tako ma je s HajMamu 6pOj MpommMperma 1osba () Koju je To-
TpebaH 3a KOHCTPYKIIU]Y 7.

Heka r = a + by/I,, a,b,ly € F,_1, /Iy # Fs_1 3370B0/baBa IOTA3HY
KybHy jegHaunny. Jpyrum peunma, 3a P(r) = a3x3 + a233‘2 + a1x + ap BaxKu
P(r) = 0. Axo je r = a + b\/I; pememe nare KybHe jejHaunne, oHja je u
r1 = a — by/ls Takobe pememe kybne jenanaunne. C obzupom 1a je P(r) =0
ur=a+ b/l cneau:

az(a+byv/15)% + ag(a+by/1,)%* + ar(a+ by/1;) +ag = 0
IIperxonna jemnadmHa ce MOXKE HAIMCATH Y OOJIUKY
A+ B\, =0
rie cy A, B,+\/ls € Fs_1, na Baxu
P(r) = A+ BV/I,

OJHOCHO
Pla+by/15)=A+B\/l,=0

[Mperxomuo Baxku ako u camo ako je A = B = 0.

Axo 6u 6uno B # 0 tama 6u /I, = —%, a TO je KOHTpaJuKIuja ca
npernocraskoM v/l # Fs_1. Ha uctu nauun je u P(a—b\/Is) = A—B+/1s =0
jepje A=B=0.
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Jaxne, ako je a + bv/ls xopen jeanadune P(r) = 0, onya je u a — by/Ig
KODEH Te jeJHadnHe.
N3 Bujerosux dbopmya 3a jeqHaunny tpelier crenena

az
x|+ X9 +23=——
as
BaXKN: 1 = a+ b/l u x9 = a — b\/I.
BameHoM y T1 + X2 + X3 = —Z—i ouhe
a2
a+b\ls+a—b\/l,+x3 = -
3
OlaKJIe je XT3 = —Z—g —2a € Fs_1, a TO je KOHTPaJUKIIAja Ca MPETHO-

CTABKOM Jla je S HajMamu 6poj 3a Koju Fy caJp i KOpeH jeHaunHe a3r> +
asx® + ajx +ag = 0.

6.2 Cucremaru3almja

Ha oBom mecty nonosuhemo j1a cy aarebapcku 6pojeBu Xujepapxujcku Ha
camoM Bpxy. Hcnon mux cy KOHCTpYKTHOWIHU OpojeBu. CBaku KOHCTPYK-
THOMJIAH je anrebapCcKy aJim CyIpPOTHO HE BaXKM, Y IITa CMO Ce YBEPHUJIU Ha-
JlaxKermeM KoHTpanpuMepa. CBu pannoHajHu OPOjeBU Cy KOHCTPYKTHOUJIHH,
aJlll HUje CBAK! KOHCTPYKTHOUIAH 6poj parmonasas 6pojl.

'Bpoj v/2 je KOHCTPYKTHOHIAH anu HUje paruoHAIaH!
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6.3 JeanauymHa 2" = 1 y KOMIJIEKCHO] PaBHU

Kako 6ucmo pemmmim jeqHadnHy 2" = w YKOJIUKO CY Z W W KOMILIEKCHHI
opojesu, u n € N?

Hexka cy

z=|z|- €%, w = |w|-e?

Tpuronomerpujcku, OJHOCHO €KCIIOHEHITHjaJHU 3amuc OpojeBa z" m w
DJIACH:

2" = |2|™ - (cos np + isin np) = |z|" - ™
w = |wl| - (cos 0 + isin 0) = |w| - e

QopMupajMo jesHaAunHY:

’z‘neimp — ’w|€i6

olaKJIE je ‘ ‘
ol = Y/Jul, ¢ = e

Kibyana cTBap jecte y ummenurn ma je ny = 6 + 2kw, k € Z. OprocHo
o= L.
n

Haxne, pemema jemnadnne 2" = w jecy:

0+ 2k 0+ 2k - B
K= v/ ‘w’(COS + 2k +1isin ki ﬂ—) =\ |w‘62.9+721k , k=0,1,2,..,n—1
n n

OBe Tauke 06pa3syjy OpaBuUJIAH N-TOYrao YIHUCAH Y KPY>KHUILY
nosrynpevHuka {/|wl.

Moxke ce NpUMETUTH U CUMETPUIHOCT oipeheHnx (KOHjyroBaHHX) Ia-
posa.

Takobe, mosoxkaj cBake cienehe Taduke MOX«Ke Ce OJIPEIUTH POTAIIjOM
[IPETXO/IHE TAYKE 38 Yyrao Ol = %’T

CuenujajiHi cjIy4aj jecy n-TU KOPEHU jeJIUHUIE, Tj. jeJHadYnHe OOJIMKA
z" = 1 xojuma hemo ce 6aBUTH y HACTABKY.
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I'maBa 7

Jloka3nm aHTUYKUX OpobJema

YBepuMo ce fa je MOryhHOCT KOHCTPYKIIAje HeKOr yIJia, UCTa Kao U MO-
ryfiHocT KOHCTPYKIHMje MyKUHE HEeroBOr KOCHHYCa. ¥ Ty CBPXY YOUUMO yTao
a (Ciuka 7.1). artu yrao je IeHTpaJIHU yrao jeJMHUYIHE KpyKHHIE. KoH-
CTPYKIMja yTJIa (¢ W IEeTOBOT KOCHHYCA, CBOJN Ce Ha KOHCTPYKIIN]Y Mpa-
Boymior Tpoyria BOC' ca npasum yrjiom koj remera C' u xunorenysom BO
nyxuie 1. Axko je mat yrao o = £ BOC, xoncrpymnrie ce xumorenysa BO = 1
Ha jeJHOM IerOBOM KPaKy, a OHJIa HOpMaJia u3 Tadke B Ha mpasy onpeheny
raukama O u A. Y mpeceky HopMaje u npase oxpehene taukama O u A
nactaje tauka C. lyxwuna OC je cos a.

B
:
:
! I

I
l
I
@ |
o) cos « C A

Cnuka 7.1: Koncrpykimja yria a m KOCHHyCca yTiIa o

Axko je mara myxuna OC Koja je KOCUHYC TATOT yIia ¢, KoHCTpyncahemo
npaB yrao £OCB, a oaya u BO unme he OUTH KOHCTPYUCAH U CaM yrao (.

Jaxme, yrao « je moryhe KOHCTpyucaTn ako U CaMO ako je Moryhe KoH-
CTPYHUCATH COS (.

Y neny koju ciiesin okyiahemo jia gohemo J10 3aKJbydKa, j1a jiu je Moryhe
KoHCTpyucaTu Tpehuny npousBosbHOT yriia «. Hamomumemo ma je oBo jeman
Ha4MH /[ ce [M0KaXKe Jia Jiu je Moryha KoHCTpyKIuja TpehuHe 3aaTor yria.
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TTomcermo ce TPUTOHOMETPHUjCKOT UIIEHTUTETA:

cos(a+ f3) = cos a - cos f— sin a - sin (3

IIpeacraBrMO TPOM3BOJLHE yTa0 Kao 3a, Tj.

cos(3a)) = cos(2a + a) = cos(2a)cos a — sin (2a)sin o =
(cos? o — sin® a)cos a — 2sin® acos a =
(2cos* a — 1)cos o — 2(1 — cos® a)cos a =
2c05° o — cos a — 2cos a + 2cos® o =
4cos® o — 3cos a
Vamumo 3a 3o 6amr 60 crernenu.
Yamumo y 063up j1a je cos 60° = %
Tako je:

/-2

4cos® o — 3cos a =

N —

8cos® o —6cos aa—1=0

Panm jenmHocTraBHUjer 3ammca, mpejicTaBUMO T = COS (.
IIperxonna jemuadmna mocraje:

823 — 6z —1=0

YBeaumo cMeny r = % - 1.
CpebhuBamem j100uja ce:

2 —6t+9t—3=0

IIpema TeopeMu 0 panroHaTHUM Hy/IaMa, 0Baj IMOJUHOM HEMa PAIHOHAJI-
HUAX HyJIa, & OHJIa IIPEeMa JI0KA3aHOj TeopeMu O jenHadmau Tpeher cremena
KOja HeMa paIlliOHAJIHE KOPEHe, CJIe/IH JIa JJaTa jeJHaYMHa HeEMa HU KOHCTPYK-
TUOWTHE KOpEHe.

Jlaxje, KopeHHu nare jelHaYUHE HUCY KOHCTPYKTUOWJIHU, OIHOCHO, OPOj
cos 20° Huje KOHCTPYKTUOUJIAH, & CAMUM TUM HEU yrao oj 20°.
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7.1 Tpucekiuja yria
JIEMA 7. Koncrpykiuja tpehune mponsBo/pHOT yrjia Huje Moryha.

Ha oBom mectTy mpejicraBulieMo Jpyru morJiesl Ha MOryhHOCT KOHCTPYK-
nuje yria Koju je jennak tpehwmuum 3amaror yria.

Heka a Tpehuna npoussospHOTr yrura. 2KejimMo mmokasaru jia BeroBa KOH-
crpykiuja Huje Mmoryha. Ilpumenom agurnmomne dpopmysie BaxKu:

cos 3a = 4cosPa — 3 cos

Hexa je cosa = x u cos3a = r. To je name: 42% — 3z —r = 0. ITocma-
TpajMmo cienehu mosuHOM:

p(z) =4a% -3z —r

Jlatu mosmHOM HeMa pellera HaJl (), ajii UMa HaJl HEKUM HeNOBUM pa-
mupemeM ' u To pammperse je crerena 3, Tj. BaxKd Ja je

B:Q]=3
MebhyTum, ¢ ob3upom ma 3 Huje cremnen 6poja 2, ciaean 1a 6poj T = cos «
Huje Moryhe KoHCTpyucaTH.

7.2 Ksagparypa Kpyra

JIEMA 8. Koncrpykiuja KBaJpaTa UCTe IOBPIIMHE KAO MOBPIIMHA JATOT
Kpyra HEje Moryha.

Ako ca r obesie;KUMO TIOJIYIIPEYHUK KPYTra, a ca T WBHUIly KBaJpaTa, Jia
Ou HBUXOBE MOBPIIHHE Onie jeqHaKke MOPAJIo OU J1a BaXKu

.%'2 = 7'27'('

Pememe nare jennauune je x = /7 , a Kako 6poj 7 Huje ajrebapcku
(Beli TpaHcIieHIeHTaH), HUje HU KOHCTPYKTHOWJIAH, I1a JATy KOHCTPYKIIH]Y
Huje Moryhe m3BecTu.

7.3 YaBocTpyueme KOIKe

JIEMA 9. Koucrpykimja kornke dmje ja 3ampemuHa jBa myTa Beha o 3a-
IIpeMuHe TPOU3BOJbHE KOIIKE HHUje Moryha.

IIpermocTaBUMO 18 >KEJIMMO J1a, KOHCTPYHUIIIEMO KOIKY UMja je 3alpeMuHa
naBa myTa Beha o 3anmpemune konke uwBuie 1. [Ipobiaem hemo permmurn Ha gBA
HaYMHA.
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IIpBu HaymH:
BampemMuHa HOBe KOIKe Omra 6u 25 = 2.
ITomaOM

p(x) =23 -2

je mepacTaB/bUB HaJ (Q, M HEroBo Ipomupebe je Q[V/2].

Kaxo je momnom x3 — 2 monmyan, nepacrasibus, u p(4/2) = 0, cremen
pammpemsa je [Q(v/2) : Q] = 3, n xako To Huje 6poj Koju je crermen 6poja 2,
cJie/in Jta TakaB OpOj HUje KOHCTPYKTUOUIIAH.

Apyru HaduH:
[osnumom p(r) = 23 —2 Hema parmonaanux Hysa, 1a Kao HOIMHOM Tpeher
CTEeII€EHa HEMa HU KOHCprKTI/I6I/I.HHI/IX Hyna.

7.4 KoHcTpyKIHja yTrjioBa

[Tokazaynm cmo ja kocunyc yriia of 20 crereHu HUje KOHCTPYKTHOUJIAH,
a caMuM THM HHU yrao ofn 20 cTemeHH.

3 oBora Mozke ce 3aKJbYIUTH J1a HUje MOTyhie KOHCTPYyHUCaTH yTrao OJ1 OHOT
O6poja cTernenun Koju oAroBapa gesuonuma Opoja 20. Uuade 6u y cyrnpoTHOM
u caM yrao o 20 cTereHn Morao Jia ce KOHCTPYUIIIE.

Tako uuje moryhe KoucTpyucaru Hu yriiose ox 1°,2°,4° 5° 10°.

Mozkemo nocraButu nurame: "Kosiuku je Hajmamu npuposaH 6poj
n 3a Koju je moryhe KOHCTpyucaTu yrao ox n crermeHu?"

1 oxroeop mam maje cieneha reopema:

TEOPEMA 7. 3a npupozgan 6poj n, moryhe je KOHCTpyHCATH yrao O 7
CTEIeHH aKO U CaMo ako 3 | m.

IIpernocraBumo na 3 genu 6poj n. Tama je 6poj n obiuka n = 3a + b
e ¢y a,b € Zu 0 <b <2 Axko je 3 crenenn KOHCTPYKTHOUIAH, TO je U
3 - a crenienn KOHCTpyKTHOMIaH. Jlakje n crerneHn je KOHCTPYKTHOUIAH aKO
7 caMO aKo je b cremeHn KOHCTpyKTHOMIaH. Yrao 3a b = 0 cremnenu je KOH-
CTPpYKTHOMJIAH, OK 3a 1 cTeleH u 2 cTerneHa HUCY, [MITO ¢MO Beh 3aKJ/by YUJIH.

Jlaxje, MOXKeMO 3aKJbyYUTH Ja je HajMarbi KOHCTPYKTUOUIAH Yyrao, 9uju
je 6poj cremneHu npupogaH 6Poj, yrao o 3 CTEIeHH.
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I'maBa 8

I1paBnannu nojmmronu

IIpaBuyiHE TOJIMTOHU Cy OJIyBEK CMaTpPaHU JIOKA30M XapMOHHU]je IIPUPO/IE.
OJ1 mocTaHKa NPBUX IHUBHJIM3AIMja, [PABU/IHKM IOJUIOHH 3a0KYIUBYjy Ia-
XKmy. PemaBamwe npobisiemMa BUXOBE KOHCTPYKIIMjE TPajajio je MUJIEHU]y-
MUMa, ¥ JI0O KOHAYHOT pellerma ce jjonuio y XIX Beky.

Koncrpykiuja npaBmwiHor Tpoyria, 4€TBOPOyIJIa U IIEeCTOYIJIA je MpU-
JIMYHO jemunoctaBHa. Y Eyknmmosum EjiemeHTnMa IIXOBO MECTO je Y CTaBO-

puma 1.1, IV.6 u IV.15.

Cnuka 8.1: IIpaBujHE TOJUTOHA

MebhyTumM, KOHCTPYKIIHja JAPYTUX IMPABUJIHUX IIOJUTOHA HUje HAajjeHO-
CTaBHUja, jep ce Mope, MUTakha KaKO M3BECTH JAaTy KOHCTPYKIIH]Y, IIOCTABIba
jomn Behe murame: Jla yim je yomrnre Moryhe m3BecTu maTy KOHCTPYKIIH]Y,
mTo 61 3HAYMIIO TIOHAB/HAMO OIIET, KOpHIlheme jeJIMHO IecTapa U JIehupa,
U TO je IpeJIMeT IIpoydaBarma OBOI IOIVIaB/ba. Y HEMy heMOo OJI'OBOPUTH
Koje je mosmroHe mMoryhe KOHCTpyHWcaTw W HMPUKA3aTH KOHCTPYKIIHA]Y IOje-
JUHUX KapaKTEPUCTUIHUX. JaKOo KOPHUCHA JUTEPATypa ca KOHCTPYKIIMjaMa
BesInKOr 6poja mosimrona jecre [4].
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8.1 KoOHCTPpYKTHOMIHOCT MOJUTOHA

®epmal je cmarpao ma cy cBu 6pojeBu obsIHKA 22" 11 npoctu O6pojeBw,
U TO je 3aKJ/by4MO M3 PaszJiora ITo Cy OpojeBu 22" 41 = 3, 22 41 = 5,
22" 41 =17, 2% +1 =257, 22" + 1 = 65537 npocry, 1a je IPETIOCTABUO 1A
he ucro BaxkuTH 3a cBako n € Ny

Mebhyrum, 1732. roaune, Ojiep je mokasao jga ciaenehu wian koju Pepma
HHje IIPOBEepHo, 6POj 22° + 1 mmje mpoct Beh 1a je, ¢ 003UpPOM 118 ce MOXKe
daxTopucaTu Ha MPOU3BOJ IIPOCTUX

22’ 4+ 1 = 4294967297 = 641 - 6700417

3allpaBO CJIOZKEH.

Crnuxka 8.2: @epma, Ojsiep u [ayc

Ca gpyre crpane, @epmaoBa 3acjyra HUKAKO HHje Owia y3ajyiHa, H
OpojeBu oBOr 00JIMKa HAIILIM Cy CBOje moceOHO MecTo 3axBasbyjyhm [aycy.
[Tozmaru cy xao ,Pepmaosu 6pojeu’.

Benuku T'ayc je y XIX Beky yTBpano fa ce IPABUIHU N-TOYra0 MOXKE
KOHCTPYHUCATH aKO Cy HeNapHu JejuTe/bu Opoja n melycobno pasyimanTtn
npoctu Gepmaosu O6pojeBu.

Jlaxse, Ha OBaj HAYMH 3aKJ/bydyje ce Ja je MOoryhe KOHCTPYHCATH IIpa-
BUJTHE MIOJIUTOHE Koju uMmajy 3, 5, 17, 257, 65537... uBuna. [3, crp. 172]

VYBosehu 3narau npecek, Iluraropejiu cy ycnesu jia perie 1pobJieM KOH-
CTPYKITuje npaBumiHOr reroyria. [IpobiieM KOHCTPYyKIMje IPaBUITHOT CEIMO-
yIJIa U [IPABUJIHOT JIEBETOYIJIA HUCY YCIeHu Ja perie, MehyTum, MHOTO Ka-
cuuje, mocie pegyiarara [ayca xoju cmo Hasean y Besu Pepmaosux Opojesa,

jep me ®epma, 1601-1665. rox,
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Banmesn? je ycieo fa mokazxe ga ['aycoB yCIOB 3a KOHCTPYKIA]Y ITPABHIHOT
n-TOyTJa HUje caMo JOBOJbaH Beh u morpebaH, Te 1a IPaBUIHE CEIMOYTa0
1 IpaBWIHU AEBETOYTAa0 HHje MOryhe KOHCTpYHCATH IIEeCTapOM U JICEbHPOM,
yipaBo u3 pazsora mro 7 u 9 aucy Pepmaosu 6pojesu. [3, crp. 136]

8.2 IlpaBujHU MOJIMTOHU W KOHCTPYKIIHja yTJja

IlenTpannu yrao mpaBuIHOT ITOJATOHA jeCTe

~360°
N n

¥

rae je n 6poj MBUIA IPABUJIHOT ITOJUTOHA.

Koncrpyknmjom n 1eHTpaHUX YIVIOBA jeJlaH 3a JPYTUM, Ha je TMHIYIHO]
KPY2KHUIM, T00Uja ce ITPABUIHA ITOJIUTOH.

Y macraBky, gahemo u ajarebapcku J0Ka3 HEMOIYNHOCTH KOHCTPYKIIHje
MIPABUJIHOT CEIMOYTJIa, & Y YNTaBy IPUYIy yBeIlheMo 1 KOMILJIEKCHe Opojese.

[jep Jlaypent Banme, 1814-1848. rog.
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8.3 KoHcTpyKMuja MpaBUJIHOT IIE€TOYTJIa

[Ironemaj y ceom Anmarecty® y maTu Kpyr yIucyje IPaBIIHE HETOYTao0
U JIeCEeTOyTao.
Hauwun na koju Iltonemaj To yunu onmcahemo 1o craBkama.

Koncrpywummumo:

e mpeuruk AB 3amaror Kpyra duju je rneHrap tadka O
e nosyupeynuk OC ynpasan Ha npedruk AB

e Tauky P Koja je cpemurre qyxu AQO

e nyx PC

e Tauky () Tako na je PC = PQ

Cnuka 8.3: IITosemajeBa KOHCTPYKIIHja IPABUJIHOI [I€TOYTJIA

Yupaso je CQ mayKuHa CTpPaHHUIE HPABUIHOD HETOyIJa. ¥y 3aBUCHOCTU
OJ1 jeMHUYHE IYyXKH KOjy m3abepeMo 3a KOHCTPYKIH]y, A00nheMo IyKUHy
CTpaHUIE MPABUTHOT MIETOYIJIA.

3Besmukn MaTeMaTHuKn 360PHIK aCTPOHOMHEje HamucaH y 13 kmwura oko 150. romume
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OzHavYMMO CTpAHUITYy METOYTIa ca as. C 003UpoM Ma je y MuTamy jemu-
HUYHU KPYT, U Tadka P cpemumre nonynpednnka AQO Baxu OP = %

Tpoyrao POC je npapoyrym ca mpaBuM yIjioM Koj TemeHa O, Ima mpu-
menoM [luraropune Teopeme cieu:

OP? + 0C? = PC?
(32412 = PC?

PQ:PC:é5

0Q = PQ — OP
Vs o1

0=% "3

OQZ%Q"1

Hajzax npumenom ITuraropune reopeme na rpoyrao QOC mobujamo Jy-
JKUHY CTPAHHUIE MPABUIHOI METOYIJIA:

QC? = af = 0C? + 0Q*

V5 —1

2)2

a3 =17 +(

5-v5
2

a2 =

MebyTnMm, Kako 3HATH Ja OBO 3aMCTA jecTe JAYXKUHA O KOjoj TOBOPUMO?

OHO 1ITO je MO3HATO jecTe M1a IMEeHTPAJHHE yTao IMPABUIHOT IIETOYT/Ia U3~
nocu 72°. Tlokazahemo ja KOCHHYC yIjla jeJHAKOKPAKOD TPOyTJa dUhje cy
JyKUHE Kpaka 1 oroBapa MPeTXO HO N3PAIYHATO] MY KUHU a5.

IIpumeHOM KOCHHYCHE TeopeMe Ha TPOyrao JI00ujaMo:

a2 =2 —2 cos 72°

Jaxye, mpobjeM ce CBeo Ha M3padyHaBarbe KOCUHYCa yIuia o 72°.
ITocnyzxuhiemo ce jemHUM TPUKOM.

cos 72° = sin 18°
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Heka je x = 18°. Tajya je sin bx = sin90° =1
sin 2z = sin (90° — 3x)

2sin xcos x = cos 3x

TTlocne cpehupama mobujamo:

4sin® z + 2sinz —1 =10
1 kako ce Tpaxku cuHyc yria ox 18° pesyarar je:
V5 —1
4

Caza je TpUMEHOM KOCHHYCHE TeOpeMe:

V5—1
4

sin x =

az=2-2.

8.4 IlpaBusHu meToyrao m mMOJIMHOMU

Kao mrro ¢Mo 3aKk/byInsn y MpeTxoiHoj CEeKINjU, YKOJIUKO je Moryhe KoH-
CTPYHCATH yrao ¢, Moryhe je KOHCTpyuCaThu U cos . ¥ OBOM CJIy4ajy, ¢ 00-

3UPOM JIa C€ PAJIA O MIPABUJIHOM IIETOYIVIY, YKOJIMKO je MOryhe KOHCTPYUCATH

2 : : 2
yrao oj % pajujana, Moryhe je KOHCTpyUcaTH u cos -

HAIIOMEHA 3. y KOMIIJIEKCHO] PaBHH HyJe MOJHHOMA 20 = 1 cy TeMeHa
[IPABUJIHOT METOYTJIA!

Ira cy pemema jennaunne ° = 17

2’ —1=0
1=t +23 422 +2+1)

QakTopucalieMo CUMETPUIHU TTOJIUHOM 4t 441

1 1
x4+$3+x2+x+1:xQ(x+;+1+x2+?)

VBenthemo cMmeHy: x + % =1

OpHoCHO,
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V5 —1 V5 —1

st +1=24t—1=(t- 5 )t+——)
5—1 5+1
1‘5—1:(33—1)(.%2—[2 :1:+1)(a72+\[2+:1:—|—1)

Casa ka1a je moanHOM y (baKTOPHUCAHOM ODJIHKY, OAPEINMO U KOMILIEK-
cHe HyIe jenHaunue x° = 1.
Hyse nosmunoma cy 2o = 1, o1 = cos(Z) + isin(%F), xa = cos(4F) +

5 5 5
isin(4F), w3 = cos(4E) — isin(“E) = 73, x4 = cos(3E) — isin(3E) = T7.

CpebhuBamem npousuiazu:

2 —1=(z—1)(z—z0)(x —z1)(x — 22)(x — x3)(x — 24)
25— 1= (2 = 1)(z — 20)(& — 21)(z — 22)(& — T2) (& — )

°—1=(zx—1)(2? - 2003(2%).@ + 1) (22 — 2608(4%).%' +1)

Yuopehusamwem daxropuszanuja u uckopuithapajyhu jeJHO3HATHOCT U3-
mehy %’T u 4% (a Koju ce pasiuKyjy J0 Ha 3HAK) JI0JIA3U Ce JIO 3aKJbyIKa A

je cos(%E) = \/5[1.

OBakaB 6poj ce MOYKe KOHCTPYUCATH, 14 je KOHAYAH 3aK/bydak Jjia je
Moryhe KOHCTPYHUCATHU IPABUIAH IETOYTaO0.

8.5 KoHcTpykIija mpaBU/JIHOT JeCeToyTJia

Bparumo ce marpar nmomenyrtoj IITonemejeBoj kouncrpyknuju. la 6u ce
KOHCTPYHCAO0 IIPABUJIAH JIeCETOyTao MOTPEeOHO je KOHCTpyucaTu yrao of 36°.
Kazna je mosnara koHCTpyKIUja yria o 72°, OHJA je JIAKO U3BECTU U KOH-
CTPYKIHjy yria o 36°.

Haunwme, kBagpar JyKuHe CTpPaHUIE TPABUIHOT JIleceToyTria oulie:

a%ozag—l

. _5-5

a1y = 9 -1

> _3-V5

a9 = B

IITO je KOHCTPYKTUOMIaH Opoj.
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Taxolje, Koncrpykrubuian je u cos 36°. 4

Ha oBom mecty, Beh noriyHo jacHo, cieju Be3a usMehy Jly>KuHa CcTpa-

HUIIa IIPpaBUJIHOI IIETOYTIJIa, IIECTOYyIJia 1 rJIGCGTO}/I‘JIZLB.

2 2, 9
as = ag + aj

Cruka 8.4: Buna npaBuiHOT METOYIJIA, IIECTOYIJIA U JIECETOYTIA

8.6 3yaTHU mIpecek

3iaaTHu npecek wim 1o Eykiauiay moaesia y Cpeliib0j U Kpajiboj
pasMepu nn GO’KAHCTBEHA IPONOPIMja Kako je mmcao JIyka ITewosmn®,
[Ipe/ICTaB/ba, MOAEIy Ay?KU Ha IBa HejedHakKa Jeja, IPU KOjo] ce Maibl JIe0
JIy>KU OJTHOCH TipeMa BeheM Jiejly JIy»KU HCTO OHAKO Kao ITo ce Behu Jeo

JY2KW OTHOCH IIPeMa IIeJI0] TyKH.

Axko je mara oy AB Tako na C npunaga garoj ayxu, u AC = a, CB =10
u a > b, Tama BaxKu:

a a+b
=T

b a

Mckopucruru Beh m3pauynaTy BpegHOCT cumHyca o 18°
SEykiu 0Ka3yje y TPUHAECTO] Kibu3u EjeMenaTa oBy TBPIHY
Sppa Jlyka Iawomnm 1445-1517. rox,
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Cpebusamem ce mobuja a?> = b(a + b), tj. a®> = ab + b?>. Pemasamem
KBaJpaTHe jepHaunue a’ — ab — b? = 0 ciemu:

b(1 ++/5)

2

1360pom 1o3uTuBHOT pemniersa (a u b ¢y myxu!) KoHadHO Ce 100uja:

b(14/5)
b b 2

T

Cmatpajio ce Jia JierioTa M XapMOHHUja I[TOYUBAjy HA 3JIATHOM IIPECEKY.
[Turaropejiu cy oBoMe MOKJIAMAIN JOCTA MTaXKibe, a HajooJbu IIPUMED je 3Be-
3J/10JIMKH 11eToyrao Koju je Iluraropejiimma cumbosin3oBao 3/paBibe.

Cauka 8.5: Cumbou ,.3apaBiba’

Ilozmaro je 1a je Eykaum yBeo 371aTHU MpeceK y YeTBPTOj KbU3U Hieme-
HaTa pajii KOHCTPYKIIHje MTPABUJIHOT ITETOYTJIA.

Jlyka ITagosm nmokasyje na 6poj 7 MOIYIPEIHUK OMUCAHOT KPYTa IPaBUJI-
HOT' JleceToyTJia uBune 1.

[Tocmarpajmo jemrakokpaku Tpoyrao ABS, e je AB upnuna, a S cpe-
JIATITE MPABUIHOT JeceToyTryia. YTao Koj Temena S je §, a KoJ TemeHna A
u B je %ﬂ Cumerpasa yrina A cede ayxx SB y tmauku P. Yrao £ BAP

. . p . .
jennak je yriy xoj temena S u msHocu g. Jlako je ycraHoBuTH Ja je yrao
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Ciuka 8.6: Jejnakokpaxku Tpoyrao ca yrjioBuMa ¢ U %’r

£BPA = %’r, ma je Tpoyrao ABP jemnaxkokpaku. Tpoyrmosu SAB u ABP

nMajy ucre yriose na cy mehycobno ciamunu. Taja Baxku:
SB:SP=SA:AB=AB:BP=5SP:BP
Tauka P je 3marHu npecek jiyku SB jep ,liesa jiy»K cToju 1npema Behem
neny Kao Behu 7eo mpema Mamem .
W3 mpeTxoHor ce J1a 3aKJ/bYUIUTH Ja je 38 KOHCTPYKIU]jY MPABUIHOT Je-
CEeTOYTJIa JIOBOJAHO KOHCTPYHUCATH TPOYTa0 KOjeM je yrao KOJI jeJTHOT TeMeHa,
JIBOCTPYKO MarbU O] CBAKOT OJ] IIPEOCTAJIUX JIBA]Y YIJIOBA.

O oBoMe nuiie u EyKﬂI/I,IL Yy AeceToM CTaBy 4Y€TBPTE KibUT'e Enemenara.

Tpoyrao ABS cauuan je Tpoyriy ACD ca crnenehe ciuke, ma je jacHa u
KOHCTPYKIIAja TIPABUJIHOT TIETOYTJIA.
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Ciuka 8.7: JeJHakoKpaxku Tpoyrao ca yrjioBuMa ¢ U 2%

Y cBom pajy ,Boxkancrsena npornopiuja’ JIyka Ilagonu nokasyje u ja
j€ pasjarame JiijaroHaJie IpaBUIHOL IIETOYTJIa TAYKOM Y KOJOj je cede JIpyra
JujaroHaJa 3J1aTHU ITPEeCceK.

Ob6enexumo AC' =d, ED =a

AG:GD=AC:DE=d:a=AD:BC =AD: AG
Tpoyriosu AGC u DGE cy ciuunu, ABCG je mapaJjiejiorpaM U BasKu:

d:a=a:(d—a)=7
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Cruka 8.8: 3jaTHE IIpeCceK JIMjaroHasia MPaBUIHOT IETOYIJIa

8.7 KoHcTpyKIja NpaBUJIHOT CEeJIMOYTJIa

Hyie nosmuaoma 27 = 1 jreske Ha jeJIMHUYHO] KPYKHUIE U TauKe KOjUMA,
cy ojipehene 1pejicTaB/bajy TeMeHa [IPaBUJIHOT cenMoyriia. [lurame fna i je
Moryhe KOHCTpyHUCATH TPABUIHU CEIMOYTAa0 €KBUBAJIEHTHO j€ TUTAkY Ja JIU
je moryhe KOHCTpyHCaTH yrao o 27” paanjaHa.

DaKTOPUIIUMO TIOJIHHOM &' — 1 IpuMersyjyhin ueTH HOCTYIAK Kao U KOJ
IIeTOyTJIA.

T —1l=( -+ +at+ 3+ 2+ +1)
1 1 1
x6+m5+x4+x3+x2+:p+1:m3(x3+ﬁ+x2+?+x+;+1)
YBeaumo cMeny x + % =t.

Tagahe burnus (z+1)2 =2+ L +2u (z+ 1) =23+ L +3(z+2)
ouTn:

1 1
5 =t7—2, 2P+ =t -3t
T €T
Tj.
1 1 1
B+ + S+ -+1=2+12 -2 -1
T €T T
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Iomuaom 3 +12 — 2t — 1 Hema paIOHAIHIX KOPEHA jep HUjeIaH JIeIIIaLl
CJI00OJTHOT YJIaHA HUje KOPeH mnojimHoMma. [Ipema Tome, MOInHOM HEMa paliu-
OHAJTHUX KOPEHA, I1a CJIe/IN Ja HeMa HU KOHCTPYKTUOMIHUX KOPEHA, OJHOCHO
CTPaHUIA PABUJIHOT CEJIMOYIJIA HE MOXKE C€ KOHCTDYHUCATH.
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8.8 IIpaBujiaH cejamMHaecTOyrao

JleBeTHaecToroquimbu aMOUIIMO3HN CTYIEHT MaTeMaruke, ['ayc, perasa-
IbeM IIpobJIeMa KOHCTPYKIMje IIPAaBUIHOT CeIaMHAeCTOYIIa JOCIeBa Ha IM-
jelecTas Bpe/laH CBaKe MaXKibe U yBaykKaBarba MATEMATHYIKOT MeHUja.

IIpema amermoru, myagau ['ayc je oamax moOmToO je KOHCTPYHCAO JaTh Ce-
JAMHAECTOyrao, y HOBHHaMa 00jaBHO BeCcT Koja je riacmia: ,layc, cTyaeHT
MaTeMaThuKe, KOHCTPYUCao IMPaBUIAH CeIaMHaeCTOyrao .

Kao mro cMo y jmocagalimeM U3jiaramy BUIAEIN, IPABUIHNA IIOJUIOH Ca
17 uBura jecre koHCTpyKTUOWIAH, jep je 17 Pepmaos Opoj. VY mcroMm, ImeH-

TpaJIHA yTaO0 U3HOCHU %

layc manasu ma je oBaj yrao moryhe KOHCTPYUCATH U JIOJA3U JIO HoETOBOT
KOCHHYCa KOjU je jeHaK Opojy:

1 1 1 1\/
VT34 — 2T+ 17 + 3VIT — \/34 — 21T — 24/34 + 2V/1
6 16 7+16 3 7+8 7T+ 3V1T \/3 7 \/3 + 7

JacHo je, 1mocJie cBera M3JIO2KEHOT, Jla je U 0Baj MpAIMOHAJAH OPOj KOH-
CTPYKTUOMIAH.

Tlosnata je I'aycoBa »kejbu J1a MPABUJIHA CeIaMHAECTOYTao Oyae yKaecaH

Ha IeroBOM HaJIrpobHOM crioMeHuky. Mmak, oBa KOHCTPYKIHja yKIecaHa je
caMO Ha CIIOMEHUKY MOJUTHYTOM MY y pojaHoM Bpaymmisajry.
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I'maBa 9

3aKJby4aK

ITus oBor macrTep paja 6uo je IpeAcTaBUTHU Be3y ajredpe U reoMeTpuje
Koja je mcropujcku mpahena mpobeMaTuKoM KOjoM caM ce HGABHO.

Hagam ce ma je HaumH usjiarama OPUKJIAJIAH TAJEHTOBAHOM CPEIHO-
mkoury, u jga he OH uMaTu HajBUIIEe KOpUCTH, jep rocie csera, Ou je Taj
KOMe Cy CBa 3Harbha yHHBep3yMa mnojapeljeHa n KoMe je 3aBeTOBaHO Ja 0b6oraTu
CBOj yM, 1 moctane u ¢popmaJiHo 1eo Pasmuwsajyhee Koamoca.

Cpuaaso,
Jlazap Cramojkosuhi
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