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Ствари су око мене дубоко садржаjне.
Цвеће има значења и речи на рубу пута.

Воде шапћу у ноћи неисказане таjне,
И ветар на махове чудне маштања шапуће.

(Продужени свет, Тин Уjевић)
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Глава 1

Увод

Тема „Антички геометриjски проблеми очима алгебре” односи се
на древне проблеме коjи су задати Хеленима, а коjи су првенствено гео-
метриjске природе, доминантне гране тадашње математике.

Иако су представљали велики изазов за тадашње математичаре и све
жељне знања, они ипак нису решени у потпуности. О каквоj потпуности
говоримо? Срж античких геометриjских проблема jесу конструкциjе1,
што умногоме ограничава и скраћуjе диjапазон „инструмената” коjи би се
користили. Тачниjе, jедино су шестар и лењир била дозвољена средства,
што почиње од Платонове Академиjе, и исто задржава до данас.

На самом почетку рада, као што се из тренутка садашњости вра-
ћамо у дубоку прошлост људске цивилизациjе и златног доба успона
културе и математике Старих Грка, нисам могао а да се не зауставим
на ренесансни период у коме Рафаело Санти, преко своjе слике „Атин-
ска школа” призива велике духове времена, са коjима ћемо и провести
ово поглавље. Њихове гениjалне идеjе нису прошле незапажено и сами
заслужуjу велике почасти. Међутим, иако виспрене и ингениозне, оне
нису подразумевале геометриjску конструкциjу, и због тога jе питање
решења остало отворено.

Следеће поглавље подразумева минимални апарат теориjе полинома
коjи би се тицао дате теме, и у складу са тиме дати су докази „важниjих”
теорема2, што би талентованом средњошколцу олакшало читање овог
рада. На овом месту морам нагласити да jе и читав рад jедан покушаj да
се наjпре радозналости средњошколаца удовољи и пружи jедно виђење
споjа геометриjе и алгебре чиме се и тежи из jедног у друго поглавље.
Трудио сам се да кохезиjа алгебарских и геометриjских тема буде што
већа.

1геометриjске конструкциjе!
2док су недоказана тврђења или предвиђена као део редовне наставе, или оста-

вљена читаоцу као изазов
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У бити „бављења математиком” не треба да постоjи недостатак кул-
турних3 елемената, и због тога сам у већоj мери истицао оваj аспект.

Поглавље о раширењу поља носи исте назнаке опширности као и по-
главље о полиномима. У њему jе дата поступност у излагању, с обзиром
да ова материjа ипак припада вишоj математици. Урађени примери су
прилично jедноставни, али напомињем опет, они су намењени додатноj
настави средњошколаца.

Поглавље о конструкциjама даjе преглед основних геометриjских кон-
струкциjа, и полако уводи читаоца у свет (поље) конструктибилних бро-
jева, коjи су заjедно са теоремама рационалних броjева, алгебарских
броjева и полинома, спона за коначни доказ проблема коjима се бавимо.

Тачниjе, решење проблема настаjе тек у XIX веку, када алгебра ступа
на сцену, и доказуjе да геометриjска конструкциjа античких геометриj-
ских проблема ниjе могућа!

Међутим, многи4 савременици нашег доба5 покушавали су да до-
кажу супротно, те постоjи проглас француске Академиjе наука од 1775.
године:

„Стално се говори о томе да jе француска влада одредила велику
награду ономе коjи реши jедно од питања квадратуре круга, трисек-
циjе угла и удваjања коцке. Веруjући у те лажне вести, маса људи
лишена сваког математичког знања, одаjе се таквим беспредметним
пословима, запуштаjући своjе праве послове и своjе породичне бриге.
Њихова упорност прелази у лудило, коjе jе утолико теже за лечење
што су проналазачи, коjи немаjу поjма о правом смислу проблема, и
коjи су неспособни да разумеjу ни о чему се ради, убеђени да их jе Про-
виђење нарочито одредило да траже и нађу решење проблема и да они
за своjе успехе у томе имаjу да захвале jедноj врсти инспирациjе, коjа
не наилази на праве научнике.” [1, стр. 368]

Истакао бих да jе вероватно и питање конструкциjе наjмањег угла
чиjа jе мера природан броj jако привлачно ученицима.

Поглавље о правилним полигонима jесте други део овог рада. У
њему се бавимо правилним полигонима коjи се могу конструисати и по-

3„Култура jе споj филозофиjе, религиjе и уметности”, академик Владета Jеротић,
1924.-

4нематематичари или они коjима jе промакао оваj доказ
5иако се у даљоj будућности и личности из временског размака од пре 200 година

од данас могу сматрати нашим савременицима
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везуjући и доводећи у везу претходно изведене чињенице доказуjемо њи-
хову (не)конструктибилност.

Што се тиче литературе, посебну помоћ су ми причинила дела про-
фесора са Математичког факултета у Београду, што jе наведено на краjу
рада.

Слике су рађене у програмском пакету GCLC6, проф. др Предрага
Jаничића са Математичког факултета у Београду, коjи поред изведене
конструкциjе, даjе и jедну врсту провере тачности геометриjског ре-
шења.

Велику захвалност дугуjем свом ментору за идеjе и одговоре коjе
jе имао на моjа питања, како у току курсева геометриjе на основним
студиjама, тако и сада при изради самог рада.

6Geometry Constructions → LaTeX Converter
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Глава 2

Опис античких проблема

Слика 2.1: „Атинска школа”, Рафаело Санти

Слика, „Атинска школа”, Рафаела Сантиjа, као део ренесансног1 блага,
завређуjе нашу пажњу. Она садржи кључне личности коjе ће дати од-
говоре на питања коjима се бавимо. У централном делу се може уочити
Платон2, а могу се видети и Еуклид3, Птолемаj4, Питагора5, Архита6,...

Платон jе између осталог, познат и по Академиjи коjу jе основао у
1период од XIV до XVI века
2Платон, 427-347. г.п.н.е.
3Еуклид, 330-275. г.п.н.е.
4Клаудиjе Птолемаj, 100-178. г.н.е.
5Питагора, 570-495. г.п.н.е.
6Архита, 428-347. г.п.н.е.
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Атини. Као „храм мудрости” његова jе жеља била да образуjе младе на-
раштаjе. Платон сматра да jе фундаментално проучавати математику,
реторику, диjалектику, граматику и музику7, и због тога се ове дисци-
плине намећу као основне, а то су и циљеви коjима треба да тежи и сама
Академиjа. Било jе осетно и присуство Питагориног учења.

На самом улазу, према предању, натпис jе упозоравао: „Нека не улази
онаj ко не зна геометриjу”.

Овим Платон опомиње на круциjалност геометриjе (а и саме мате-
матике) за живот човека.

Платон jе као истински филозоф, човек коjи љуби мудрост, доста
своjе енергиjе усмеравао на математику, тако да ни проблеми коjима се
бавимо у овом раду нису могли да заобиђу његово присуство. Поред
Платона, и претходно наброjани математичари даjу своj несвакидашњи
допринос, у шта ћемо се уверити после излагања самих античких про-
блема.

У току историjе математике, антички проблема су заузели централно
место.

За већину постоjи историjска прича коjа jе иницирала њихово фор-
мулисање. Наравно, не може се са сигурношћу знати колико су дате
приче истините, међутим, сама формулациjа jе врло jасна и она гласи
за сваки од наредних проблема:

• Трисекциjа угла: Конструисати угао коjи ће бити jеднак трећини
датог угла.

• Квадратура круга: Конструисати квадрат чиjа ће површина
бити jеднака површини датог круга.

• Удвостручење коцке: Конструисати коцку дупло веће запре-
мине од запремине дате коцке.

Покушаћемо да у што краћим цртама обjаснимо шта су подразуме-
вали дати проблеми и коjи су понуђени начини њихових решавања.

Удвостручење квадрата претходи проблему удвостручења коцке. На-
име, квадрат двоструко веће површине од датог квадрата jе онаj коjи има
ивицу дужине диjагонале датог квадрата. Наjстариjи доказ налази се у
Платоновом Менону у коме роб долази до решења уз Сократову8 помоћ.

7Што jе у држави боља музика, држава ће бити боља!
8Сократ, 470-399. г.п.н.е.
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Слика 2.2: Удвостручење квадрата

У VI веку Еутокиjе из Аскалона износи садржаj писма9 коjе jе Ера-
тостен10 упутио краљу Птолемаjу III Еуергету.

Кажу да jе jедан од древних трагичких песника на сцену поставио
Миноjа коjи jе дао да се за Глаука изгради гроб. Када jе чуо да jе гроб дуг
сто стопа у сваком правцу, рекао jе: „Начинили сте премало краљевско
пребивалиште, оно мора бити двапут веће. Брзо удвостручите сваку
страну гроба, не кварећи његов диван облик.“ Чини се да jе он начинио
грешку. Када се удвостручи ивица, површина се увећа четири, а запре-
мина осам пута. Геометри су стали да изучаваjу како да удвоструче
дато тело не мењаjући му облик, а оваj проблем назван jе удвостручење
коцке, будући да су почели са коцком у намери да jе удвоструче.

Псеудо Ератостеново писмо коjе преноси Еутокиjе каже да су исти
овакав проблем имали и становници острва Дела у Егеjском мору, а
коjи се тицао удвостручења олтара. Због тога оваj проблем носи назив
Делски проблем.

Што се тиче самог решавања овог проблема, Хипократ11 са Хиоса
користи две средње пропорционале како би решио проблем. Свакако
незаобилазно, jесте Архитино ингениозно решење. Архита конструише
пресек конуса, цилиндра и торуса, и помоћу њега удвостручава коцку.
Иначе, оваj гениjе, као наjобдарениjи међу Питагореjцима, био jе при-

9веруjе се да писмо ниjе било аутентично
10Ератостен из Кирене, 275-194. г.п.н.е.
11Хипократ, 470-410. г.п.н.е.
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лично свестран у различитим областима, близак Платону и сам извршио
снажан утицаj на њега.

Менехмо12 користи конусне пресеке како би удвостручио коцку, док
Платон конструише специjални инструмент са жлебовима.

Хипиjа13 jе квадратрисама поред тога што jе могао да изведе трисек-
циjу угла, могао и да подели угао на n jеднаких делова.

Слика 2.3: Проблем трисекциjе угла

Проблемом квадратуре круга бавио се Антифонт14 уписуjући пра-
вилне полигоне у круг (иако се поjавила грешка, ово jе корен будућег
развоjа метода ексхаустиjе коjи ће користити и Архимед15).

12Менехмо, 380-320. г.п.н.е.
13Хипиjа из Елиде, 5.век старе ере
14Антифонт, 5.век старе ере
15Архимед, 287-212. г.п.н.е
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Слика 2.4: Проблем квадратуре круга

Академиjа jе доста утицала да се претходни проблеми посматраjу
са другог становишта. То jе подразумевало одређена ограничавања у
коришћењу средстава за конструкциjу. У претходним примерима смо
видели да су искоришћена различита произвољна, чак и лично напра-
вљена средства за конструкциjу.

Шестар и лењир постали су jедина дозвољена средства у геометриj-
ским конструкциjама. [3, стр. 248]

Другим речима, изазов jе постао: конструисањем кругова и правих
решити античке проблеме.

Оваj услов jе задавао наjвише мука и труд многих у току историjе
чинио узалудним.

Напомена 1.

Под конструкциjом ћемо убудуће подразумевати геометриj-
ску конструкциjу.

Да ниjе могуће решити дате проблеме елементарним средствима (ле-
њиром и шестаром) доказаћемо користећи се алгебарским апаратом, и
то, помоћу теориjе алгебарских поља, проучаваjући и полиноме, као и
конструктибилне броjеве, како бисмо сакупили материjала за коначни
доказ, што ће наравно бити артиљериjа наследства математичара XIX
века.
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Глава 3

Теориjа полинома

У овом поглављу наброjаћемо тврђења коjа важе за полиноме и коjа
су неизоставна за будућу теориjу теме коjом се бавимо.

3.1 Растављивост полинома

Безуова теорема

Теорема 1. Остатак при дељењу полинома P (x) полиномом x− c из-
носи P (c).

Последица 1. Ако jе c нула полинома P (x), тj. P (c) = 0, тада

(x− c) | P (x)

Дефинициjа 1. Нула (корен) полинома P (x) jе било коjе решење jед-
начине P (x) = 0.

Броj α jе нула полинома P (x) ако и само ако (x − α) | P (x), тj.
P (x) = (x− α)Q(x) за неки полином Q(x).

Следећа теорема позната jе као Теорема о рационалним нулама

Лема 1. P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0, a0, a1, ..., an ∈ Z. Ако
jе рационалан броj pq , (p, q) = 1 корен полинома P (x), тада p|a0 и q|an.

Доказ 1.
an(

p

q
)n + an−1(

p

q
)n−1 + ...+ a1

p

q
+ a0 = 0

13



множењем са qn−1 следи

an
pn

q
+ an−1p

n−1 + ...+ a1pq
n−2 + a0q

n−1 = 0

па из разлога што jе (p, q) = 1 следи

q|an

множењем претходне jедначине са q следи

anp
n + an−1p

n−1q + ...+ a1pq
n−1 + a0q

n = 0

па из p(anpn−1 + an−1p
n−2 + ...+ a1q

n−1) + a0q
n = 0 следи

p|a0

Лема 2. Нека jе дат полином P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + ... + a1x +
a0, a0, a1, ..., an ∈ Z. Ако jе α нула полинома P (x), тада jе α делилац
слободног члана a0.

Доказ 2. Ако jе α нула полинома P (x) тада jе

P (α) = 0

Како jе
a0 = −α(anα

n−1 + ...+ a1)

Следи
α | a0

Дефинициjа 2. Полином P (x) jе нерастављив (иредуцибилан) над
Z[x] ако се не може представити у облику производа два неконстантна
полинома са коефициjентима из Z.

Следећа лема носи назив Гаусова лема1.

Лема 3. Ако jе полином P (x) растављив над Q[x], онда jе растављив
и над Z[X].

1Карл Фридрих Гаус, 1777-1855. год
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Доказ 3. Нека jе2.

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0 = Q(x)R(x)

где су Q(x) и R(x) неконстантни полиноми са рационалним коефициjен-
тима. Нека су q и r наjмањи броjеви тако да полиноми

qQ(x) = qkx
k + ...+ q0

и
rR(x) = rmx

m + ...+ r0

имаjу целе коефициjенте.
Тада jе :

qrP (x) = qQ(x) · rR(x)

разлагање полинома на производ два полинома из Z[x]
Конструисаћемо такво разлагање за P (x).
Нека jе p произвољан прост делилац броjа q.
Сви коефициjенти полинома P (x) су дељиви p.
Нека jе i такво да jе p|q0, q1, ..., qi−1 и p - qi.
Како jе p|ai = q0ri + ...+ qir0 ≡ qir0 (mod p), важи p|r0.
Даље jе p|ai+1 = q0ri+1 + ... + qir1 + qi+1r0 ≡ qir1 (mod p), па важи

p|r1.
Понављаjући исти поступак следи p|rj за све j.
Према томе rR(x)

p има целе коефициjенте.
Тако смо добили разлагање rq

p P (x) на производ полинома из Z[x].
Бираjући друге вредности за p и настављаjући оваj поступак добиjа

се жељено разлагање самог полинома P (x).

Следећа лема познатиjа као Аjзенштаjнов критериjум3 даjе од-
говор о нерастављивости полинома са рационалним коефициjентима.

Лема 4. Полином P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + ... + a1x + a0 са целим
коефициjентима jе нерастављив над Q[x] ако постоjи прост броj p такав
да важи:

p|a0, p|a1, ..., p|an−1, p - an, p2 - a0

Доказ 4. Претпоставимо супротно, да jе полином P (x) = anx
n+an−1x

n−1+
...+a1x+a0 растављив, тj. да се по дефинициjи растављивости полинома,
може написати као производ два полинома:

f(x) = (xr + br−1x
r−1 + ...+ b0) · (xs + cs−1x

s−1 + ...+ c0)

2Доказ преузет из материjала за додатну наставу Математичке гимназиjе Поли-
номи по jедноj променљивоj, Душан Ђукић

3Готхолд Аjзенштаjн, 1823-1852. год.
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где jе 0 < r, s < n.
Изаберимо наjмање i тако да jе p - bi, где jе дозвољен случаj i = r и

br = 1, i наjмање j тако да jе p - cj , где jе дозвољен случаj j = s и cs = 1.
Сада jе (i+ j)-ти коефициjент члана ai+j :

ai+j = bicj + (bi−1cj+1 + ...) + (bi+1cj−1+...)

што jе сума bicj и задовољава услове дељивости са p.
Тако p - bicj и p - ai+j , али p2 - a0 = b0c0 па p не може да дели

истовремено и b0 и c0, па jе i = 0 и j = 0, тj. i + j < n. Зато jе
контрадикциjа p | ai+j .

Из претходнод смо закључили да jе растављивост над Q[x] еквива-
лентна са растављивошћу над Z[x].

Растављивост над R[x] или C[x] се дефинише аналогно, са разликом
што се над R[x] полиноми могу раставити до степена 1 или 24, а над C[x]
растављање jе могуће до степена 1, тj. линеарних фактора. Ово тврди
Основна теорема алгебре чиjу формулациjу даjемо:

Теорема 2. Сваки полином са комплексним коефициjентима има ком-
плексни корен.

Доказ 5. Пошто се ради о коренима, можемо сматрати да jе наjстариjи
коефициjент датог полинома jеднак 1.

Уочимо дакле полином

f = zn + ...+ a1z + a0

као пресликавање C → C, и претпоставимо да он нема корена тj. да jе
f(z) 6= 0 за све z ∈ C. Приметимо да тада мора бити a0 6= 0, jер би у
супротном било f(0) = 0.

Када променљива z обиђе jедном око 0 по кругу радиjуса R, ком-
плексни броj f(z) обиђе око 0, можда више пута.

Нека jе n(R) броj тих обилазака.
Ово jе целоброjна и непрекидна функциjа од R, па због тога мора

бити константа тj. независна од R.
Нека се R „удаљава” од нуле. Запишимо f(z) = zn + b(z), b(z) =

an−1z
n−1 + ... + a0. Пошто jе b(z) мало у односу на zn, броj обилазака

f(z) око нуле биће jеднак броjу обилазака zn око нуле, а то jе n на основу
Моавровог5 обрасца6, тj. n(R) = n.

4Растављање до квадратних чланова (степена 2) jе уколико jе дискриминанта
мања од нуле

5Абрахам Моавр, 1667-1754. год
6степеновање комплексног броjа
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Ако пак R → 0, биће f(z) = a(z) + a0, a(z) = zn + ... + a1z, f(z) ће
обилазити по путањи малог пречника око тачке a0 6= 0, па ће његов броj
обилазака око 0 бити n(R) = 0.

Заjедно са претходним, ово даjе контрадикциjу коjа доказуjе теорему.

Претходни доказ jе преузет из [10], и носи симпатичан назив Дама
са псетанцетом7.

„Дама” jе у овом доказу главни део функциjе f(z) (zn кад се R „уда-
љава” од 0, а a0 кад se R приближава 0) а „псетанце” остатак. Како год
трчало псетанце на кратком повоцу око даме, његово ће укупно кретање
бити одређено кретањем даме.

Слика 3.1: „Дама са псетанцетом” и Чехов, Jалта

7по истоименоj причи руског писца Антона Павловича Чехова (1860-1904. год.)
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3.2 Алгебарски и трансцендентни броjеви

Дефинициjа 3. Реалан броj коjи jе корен полинома са целим (раци-
оналним) коефициjентима назива се алгебарски броj.

Пример 1. Следећи броjеви су алгебарски:

• Природни броjеви су алгебарски. Полиноми чиjи су ови броjеви
нуле су облика x− n, n ∈ N.

• Цели броjеви су алгебарски. Полиноми чиjи су ови броjеви нуле су
облика x± n, n ∈ N.

• Рационални броjеви су алгебарски. Полиноми чиjи су ови броjеви
нуле су облика x− p

q , тj. qx− p, p, q ∈ N.

• n-ти корени природних броjева су алгебарски. Полиноми чиjи су
ови броjеви нуле су облика xn −m, m ∈ N.

Дефинициjа 4. Реалан броj коjи ниjе алгебарски зове се трансцен-
дентан броj.

Пример 2. Неки од примера трансцендентних броjева су π, e, ...

Позабавићемо се броjем π.
Оваj броj носи назив по Лудолфу8 коjи jе одредио првих 35 децимала.

π = 3.14159265358979323846264338327950288...

Међу првима коjи су се бавили броjем π спада Архимед коjи jе на-
правио процену

3
10

71
< π < 3

10

70

Виjет9 jе добио израз у виду бесконачног производа

2

π
=

√
1

2

√
1

2
+

1

2

√
1

2

√√√√1

2
+

1

2

√
1

2
+

1

2

√
1

2
...

Ламберт10 jе 1761. год. доказао да броj π ниjе рационалан.
8Лудолф Цоjлен, 1540-1610. год.
9Франсоа Виjет, 1540-1603. год.

10Jохан Ламберт, 1728-1777. год.
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Већ 1882. год. Линдеман11 jе доказао да jе π трансцендентан, тj. да
ниjе нула ниjедног полинома са целим (рационалним) коефициjентима.

Занимљива jе Валисова12 формула

π

4
=

2 · 4 · 4 · 6 · 6 · 8 · ...
3 · 3 · 5 · 5 · 7 · 7 · ...

Али и Лаjбницова13 формула

π = 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ ...

Позната Оjлерова14 формула сматра се наjлепшом формулом мате-
матике jер комбинуjе константе 0, 1, e, i као и броj π.

eiπ + 1 = 0

Вредност Гама15 функциjе у тачки 1
2 износи

√
π.

Γ(
1

2
) =
√
π

Познати Базелски16 проблем∑
n=1∞

1

n2
=
π2

6

Као и многе друге формуле коjе укључуjу оваj ирационално - транс-
цендентан броj.

11Фердинанд Линдеман, 1852-1939. год.
12Џон Валис, 1616-1703. год.
13Готфрид Лаjбниц, 1646-1716. год.
14Леонард Оjлер, 1707-1783. год.
15Γ(z) =

∫∞
0

e−ttz−1dt, z ∈ C, Re(z) > 0
16Базел, Шваjцарска, место рођења Оjлера коjи jе решио поменути проблем.
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Глава 4

Раширење поља

4.1 Поље као алгебарска структура

Дефинициjа 5. Алгебарска структура F = (F,+, ·, 0, 1) jе поље уко-
лико су (F,+, 0) и (F\{0}, ·, 1) Абелове групе 1, и F задовољава закон
дистрибутивности.

Поље задовољава следећа своjства:

(F,+, 0) jе Абелова група:
(x+ y) + z = x+ (y + z)
y + x = x+ y
x+ 0 = x
∀x ∃y (x+ y = 0)

(F\{0}, ·, 1) jе Абелова група:
(x · y) · z = x · (y · z)
y · x = x · y
x · 1 = x
∀x (x 6= 0 ⇒ ∃y (x · y = 1)

дистрибутивност
x · (y + z) = x · y + x · z

своjство 0 6= 12

1Нилс Абел, 1802-1829. год.
2Ово своjство нам обезбеђуjе да тривиjални прстен {0} не зовемо прстен са jеди-

ницом. О алгебарскоj структури прстена прочитати више у [9].
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4.2 Раширење поља

У настави математике, скуп природних броjева N jе полазни скуп,
коjи се убрзо прошируjе нулом и настаjе N0. У овом скупу сабирање
његових елемената jе увек могуће, међутим, то ниjе случаj са одузи-
мањем и зато се оваj скуп прошируjе на скуп природних броjеви коjи
садрже и предзнак минус, и тако настаjе скуп целих броjева Z. Скуп
целих броjева настао jе као резултат потраге за затвореношћу у односу
на операциjу x → −x. Како би било могуће делити броjеве, тj. како би
постоjала затвореност у односу на операциjу x→ x−1 настаjе скуп раци-
оналних броjева Q. Скуп реалних броjева R обjедињуjе све оне броjеве
коjе jе могуће представити разломком, али и оне за коjе то ниjе могуће
и коjи не припадаjу ниjедном од претходно наброjаних скупова - то jе
скуп ирационалних броjева R\Q. Скуп у коjи jе садржан скуп реалних
броjева jесте скуп комплексних броjева C, и оваj „излет у комплексно”
даjе могућност да се решаваjу jедначине облика xn + 1 = 0.

Од свих наброjаних скупова броjева, скупови Q, R и C су примери
поља jер задовољаваjу сва претходна своjства.

Дефинициjа 6. Раширење поља F jе свако поље E коjе садржи поље
F као потпоље.

Поље Q jе потпоље поља R.
Поље R jе потпоље поља C.

Полином P (x) = x2 − 3 може се факторизовати као (x −
√

3)(x +√
3). Међутим, нуле овог полинома

√
3 и −

√
3 не припадаjу пољу Q, и

природно jе проширити поље Q овим елементима. Тако настаjе поље:

Q[
√

3] = {a+ b
√

3 | a, b ∈ Q}

Поље Q[
√

3] jе наjмање потпоље коjе садржи поље Q и елементе ±
√

3.

Полином P (x) припада Q[x], али ниjе растављив над Q.

Поље E може се сматрати векторским простором над пољем F. Ако
jе димензиjа векторског простора E jеднака n, тада говоримо о коначном
раширењу поља F, што записуjемо у облику:

[E : F ] = n (4.1)
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Уколико jе E раширење поља F, а K раширење поља E у смислу
дефинисаном пређашње, тада важи:

F ⊂ E ⊂ K (4.2)

Теорема 3. Ако jе E коначно раширење поља F , и K коначно раши-
рење поља E, тада jе и K коначно раширење поља F , и важи

[K : F ] = [K : E][E : F ] (4.3)

Нека су {α1, ..., αn} и {β1, ..., βn} базе векторских простора E и F над
K и E редом.

Теорема тврди да jе {αiβj} база векторског простора K над F .

Нека jе u ∈ K. Тада jе u =
∑m

j=1 bjβj и bj =
∑n

i=1 aijαi, где jе bj ∈ E
и aij ∈ F .

Тада важи

u =
m∑
j=1

(
n∑
i=1

aijαi)βj =
∑
i,j

aij(αiβj)

тако да вектори mn базе αiβj разапињу векторски простор K над F .

Показаћемо да су αiβj линеарно независни.
Ако су вектори v1, ..., vn линеарно независни, тада

c1v1 + ...+ cnvn = 0

важи за
c1 = ... = cn = 0

Нека jе зато u =
∑

i,j cij(αiβj) за cij ∈ F .
Показуjемо да су сви cij jеднаки нули.
Тада важи

m∑
j=1

(
n∑
i=1

cijαi)βj = 0

где jе
∑

i cijαi ∈ E.

Како су βj линеарно независни над E, тада мора бити
∑n

i=1 cijαi = 0
за свако j. Такође и αj су линеарно независно над F . Дакле, cij = 0 за
свако i и j, и одавде следи доказ.
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Дефинициjа 7. Нерастављиви полином µ(x) над Q коjи jе моничан
(има коефициjент 1 уз члан са наjвећим степеном), и притом jе µ(α) = 0,
зове се минимални полином елемента α над Q.

Пример 3.

Одредити минимални полином следећег елемента:

α =

√
5 +

3
√

2

α =

√
5 +

3
√

2 /2

α2 = 5 +
3
√

2

3
√

2 = α2 − 5 /3

α6 − 15x4 + 75x2 − 27 = 0

Оваj полином jе моничан, важи µ(α) = 0, и jош само остаjе да се по-
каже да jе нерастављив над Q. Искористићемо на пример Аjзенштаjнов
критериjум. С обзиром да jе jедини прост делилац броjа 27 броj 3 коjи не
омогућава коришћење датог критериjума, читав полином посматраћемо
у тачки α− 1, што никако неће нарушити његову растављивост.

(α− 1)6 − 15(α− 1)4 + 75(α− 1)2 − 27 = 0

Одавде jе

α6 − 6α5 + 40α3 − 96α+ 34 = 0

И за p = 2 на основу Аjзенштаjновог критериjума дати полином jе
нерастављив.

Самим тим, претходни полином jе минимални полином елемента α =√
5 + 3
√

2 над Q.

Између коначних раширења и минималног полинома постоjи веза и
она гласи:

[Q(α) : Q] = n

где jе n наjвиши степен минималног полинома µ(α).
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Глава 5

Конструктибилни броjеви

У овоj глави даћемо историjски сегмент коjи се тиче конструкциjе
квадратних корена, а затим изложити основне конструкциjе, и дати
одређена своjства конструктибилних броjева.

5.1 Теетет и конструкциjа

Посебно jе занимљив разговор Сократа и Теетета у Платоновом Те-
етету, и пролога коjи даjе Теетет:

Оваj нам jе Теодор цртао нешто о квадратима показуjући да ква-
драт површине од три стопе и квадрат површине од пет стопа нису
по дужини страница самерљиви са страницом квадрата површине jедне
стопе. И тако jе узимао сваки поjедини квадрат до онога од седамнаест
стопа. Код тога jе стао. Будући да су се квадрати по броjу показали
бесконачним пало нам jе, дакле, на ум да их покушамо захватити у
jедно коjим ћемо назвати све те четвороуглове...

Све броjеве поделисмо у две врсте. Они броjеви коjи могу да на-
стану од множења дваjу jеднаких фактора, а приказали смо их ликом
квадрата, назвали смо квадратним или jеднакостраним...

А оне броjеве између тих, у коjе припадаjу и три и пет и сваки
броj коjи не може постати од множења дваjу jеднаких фактора, него
настаjе или од већег броjа помноженог са мањим или од мањег помно-
женог са већим и ти броjеви одређени су (као ликови) jедном већом и
jедном мањом страном, а приказали смо их опет дугуљастим четво-
роуглом, тj. правоугаоником, назвали смо дугуљастим (правоугаоним)
броjевима...

Све праве коjе приказуjу jеднакостран броj као квадрат дефинисали
смо као дужине, а оне коjе приказуjу дугуљаст броj као правоугаоник де-
финисали смо као правоугаоне броjеве (корене) jер се по дужини не могу
мерити са оним величинама, а могу се мерити са оним величинама с
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обзиром на површину коjу сачињаваjу. И о кубним броjевима направили
смо нешто слично [Теетет, 147d-148b].

На основу овог излагања, закључуjемо да jе Теодор из Кирене, учи-
тељ Теетета, умео да докаже да су

√
3,
√

5, ...,
√

17 ирационални броjеви.

1

1

√
3

√
5

√
7

√
11

√
13

√
15

√
17

Слика 5.1: Конструкциjа броjева
√

3,
√

5, ...,
√

17

5.2 Основне конструкциjе

Нека су дате дужи a и b. Истим ознакама обележаваћемо и њихове
дужине.

Основне конструкциjе коjе jе могуће извести помоћу шестара и ле-
њира су сабирање, одузимање, множење, дељење и кореновање дужи.
Сабирање и одузимање дужи a и b заснива се на надовезивању jедне
дужи другоj. Слично се конструишу и дужине облика a+ a+ a+ ... тj.
k · a, k ∈ N. Дужина a− b се добиjа истим поступком са разликом што
се дуж b конструише у супротном смеру.
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a b

Слика 5.2: Конструкциjа броjа a+ b

Подела дужи на n jеднаких делова почива на сличности троуглова.

O x
3

x
3

x
3

Слика 5.3: Конструкциjа броjа x
3

Количник и производ дужи почива на Талесовоj теореми.
Нека jе количник дужи a и b, x = a

b . Исто се може представити као
a
x = b

1 , где jе 1 jединична дуж.

O b 1

a

x

Слика 5.4: Конструкциjа броjа x = a
b
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Производ x = a · b представићемо као a
x = 1

b .

O 1 b

a

x

Слика 5.5: Конструкциjа броjа x = a · b

Квадратни корен дужи a jесте геометриjска средина дужи a и jединичне
дужи. Нека jе дуж AC таква да jе AB = a и BC = 1. Конструишимо
кружницу тако да jе AC њен пречник, а затим нормалу на AC у тачки B
тако да сече кружницу у тачки D. Дуж BD jе

√
a, што следи из разлога

да су троуглови ABD и BCD слични.

A CB

D

a 1

√
a

Слика 5.6: Конструкциjа броjа
√
a
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5.3 Конструктибилни броjеви

Дефинициjа 8. Реалан броj r jе конструктибилан ако и само ако
jе могуће у коначно много корака користећи основне конструкциjе (и
кореновање) конструисати одсечак те дужине.

Дакле, дуж дужине r се може конструисати ако и само ако се броj
r ∈ R добиjа вишеструком применом операциjа сабирања, одузимања,
множења, дељења и налажења квадратног корена природних броjева.

Овакви броjеви се називаjу квадратни радикални изрази или
броjеви квадратне ирационалности.

Пример 4.

Конструисати броj r =
√

1+
√
3√

2
.

Конструисаћемо дужине
√

2,
√

3 и 1 +
√

3 редом као диjагоналу ква-
драта ивице 1, хипотенузу правоуглог троугла ивица 1 и

√
2, и збир

дужина 1 и
√

3. Потом конструисати количник 1+
√
3√

2
и наjзад квадратни

корен добиjеног броjа1.

Пример 5.

Конструисати броj r =
√√

2.
Наравно, конструисаћемо броj

√
2, а онда квадратни корен овог броjа.

1

√
2

1

√√
2

1

Слика 5.7: Конструкциjа броjа
√√

2

На исти начин може се конструисати и броj
√√√

2 = 8
√

2, као и
16
√

2, ...., n
√

2, где jе n = 2k и k ∈ N.

1Други начин jе да се прво рационалише израз испод корена
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Пример 6.

Како би изгледала конструкциjа броjа r =
√

1+
√
3

3√2
. Да ли jе уопште

могуће извршити ову конструкциjу?

Симболично, скуп свих конструктибилних броjева можемо предста-
вити као (Q,+,−, ·, :,

√
·). Прецизниjе, оваj скуп jе поље.

Означимо поље конструктибилних броjева са K.

Теорема 4. Скуп свих конструктибилних броjева K jе потпоље скупа
реалних броjева R.

Доказ 6. Нека су a и b конструктибилни броjеви. Потребно jе доказати
да ће конструктибилни бити и a+ b, a− b, a · b и a

b , што смо и урадили
на почетку поглавља у делу о основним конструкциjама.

Лема 5. Нека jе K потпоље поља R.

1. Ако права садржи две тачке из K, тада jе њена jедначина ax+by+
c = 0, a, b, c ∈ K.

2. Ако круг има за центар тачку изK, и дужину полупречника коjи jе
из K, тада jе његова jедначина x2 +y2 +dx+ey+f = 0, d, e, f ∈ K.

Доказ првог дела тврђења:
Нека су (x1, y1) и (x2, y2) координате тачака изK коjе одређуjу праву.

Ако jе x1 = x2 тада jе x− x1 = 0 што jесте облика ax+ by + c = 0. Ако
jе x1 6= x2, онда jе jедначина праве кроз две тачке

y − y1 =
y2 − y1
x2 − x1

(x− x1)

што такође одговара датом облику.
Доказ другог дела тврђења:
Нека jе (x1, y1) центар круга полупречника r. Jедначина круга гласи

(x− x1)2 − (y − y1)2 − r2 = 0

Полазећи од потпоља K постоjи три могућности за конструкциjу та-
чака коjе припадаjу пољу R.

2.1 Пресек двеjу правих чиjе су координате из K.

2.2 Пресек праве чиjе су координате из K и круга чиjи jе центар тачка
из K, и дужина полупречника припада K.
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2.3 Пресек дваjу кругова чиjи центри и дужине полупречника припадаjу
K.

Што се тиче случаjа [2.1] обе jедначине су облика ax + by + c = 0 и
имаjу коефициjенте из K, па ће и решења бити у K.

Случаj [2.3] може се свести на случаj [2.2]. Наиме, нека су jедначине
кругова:

x2 + y2 + d1x+ e1y + f1 = 0

x2 + y2 + d2x+ e2y + f2 = 0

где су d1, d2, e1, e2, f1, f2 ∈ K
Поменути кругови имаjу исти пресек као и круг

x2 + y2 + d1x+ e1y + f1 = 0

и права
(d1 − d2)x+ (e2 − e1)y + (f2 − f1) = 0

Ова права jе права коjа настаjе у пресеку дваjу кругова.
Случаj пресека праве и круга jесте питање решења система jедначина

ax+ by + c = 0

x2 + y2 + dx+ ey + f = 0

Решавањем по y из прве jедначине и заменом у другу добиjа се облик
jедначине

Ax2 +Bx+ C = 0, A,B,C ∈ K
Решење ове квадратне jедначине су управо координате пресечних

тачака праве и круга:

x =
−B ±

√
B2 − 4AC

2A

тако да x ∈ K[α], и α = B2 − 4AC > 0.

Овом лемом смо доказали да све тачке коjе се могу конструисати у
пресеку правих и кругова коjи су из скупа конструктибилних броjева K,
мораjу припадати његовом раширењу K[α], α > 0.

Директна последица претходне леме подразумева

Q = F0 ⊂ F1 ⊂ ... ⊂ Fk
па се може извести закључак да ће свако следеће проширење у односу
на претходно бити степена 2, и на основу доказане Теореме о коначном
раширењу поља следи

[Q(α) : Q] = 2s, s ∈ N
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Глава 6

Рационални,
конструктибилни и
алгебарски броjеви

6.1 Теореме

Лема 6. Свако коначно раширење поља Q jе алгебарско поље.

Нека jеK коначно раширење поља Q степена n и нека jе x ∈ K. Како
би димензиjа проширења била коначна, елементи 1, x, x2, ..., xn мораjу
бити линеарно зависни. Дакле, постоjе елементи ci ∈ Q тако да нису
сви jеднаки 0, и за њих jе

cnx
n + ...+ c1x+ c0 = 0

Oдавде следи да постоjи полином степена n коме jе x корен. Дакле x jе
алгебарски над Q.

Теорема 5. Сваки конструктибилан броj jе алгебарски.

Нека jе x произвољан конструктибилан броj. То значи да он припада
неком раширењу K = Q(

√
l1, ...,

√
ls) тако да jе степен раширења [K :

Q] неки броj облика 2s, s ∈ N . На основу претходне теореме, K jе
алгебарско раширење, па jе x алгебарски броj.

Напомена 2. Обрат претходне теореме не важи. Ниjе сваки алгебар-
ски броj конструктибилан.
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Пример 7.

Узећемо броj x = 5
√

3.
Полином чиjи jе броj x корен jесте x5 − 3.
Међутим, степен раширења [K : Q] = 5 jер jе минималан полином

P (x) = x5 − 3, и ниjе степен броjа 2, па ни његов корен не може бити
конструктибилан.

Теорема 6. Ако кубна jедначина са рационалним коефициjентима
нема рационалних нула, онда ниjедан њен корен ниjе конструктибилан.

Нека jе a3x3+a2x
2+a1x+a0 = 0 кубна jедначина са коефициjентима

a3, a2, a1, a0 ∈ Q.
Теорема тврди да уколико ова jедначина нема рационалних нула,

онда њени корени нису конструктибилни.
Претпоставићемо управо супротно, тj. претпоставимо да дата jед-

начина има конструктибилан корен r. Оваj броj припада пољу Fs =
(
√
l1, ...,

√
ls), тако да jе s наjмањи броj проширења поља Q коjи jе по-

требан за конструкциjу r.
Нека r = a + b

√
ls, a, b, ls ∈ Fs−1,

√
ls 6= Fs−1 задовољава полазну

кубну jедначину. Другим речима, за P (r) = a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 важи
P (r) = 0. Ако jе r = a + b

√
ls решење дате кубне jедначине, онда jе и

r1 = a− b
√
ls такође решење кубне jедначине. С обзиром да jе P (r) = 0

и r = a+ b
√
ls, следи:

a3(a+ b
√
ls)

3 + a2(a+ b
√
ls)

2 + a1(a+ b
√
ls) + a0 = 0

Претходна jедначина се може написати у облику

A+B
√
ls = 0

где су A,B,
√
ls ∈ Fs−1, па важи

P (r) = A+B
√
ls

односно
P (a+ b

√
ls) = A+B

√
ls = 0

Претходно важи ако и само ако jе A = B = 0.
Ако би било B 6= 0 тада би

√
ls = −A

B , а то jе контрадикциjа са
претпоставком

√
ls 6= Fs−1. На исти начин jе и P (a−b

√
ls) = A−B

√
ls = 0

jер jе A = B = 0.
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Дакле, ако jе a + b
√
ls корен jедначине P (r) = 0, онда jе и a − b

√
ls

корен те jедначине.
Из Виjетових формула за jедначину трећег степена

x1 + x2 + x3 = −a2
a3

важи: x1 = a+ b
√
ls и x2 = a− b

√
ls.

Заменом у x1 + x2 + x3 = −a2
a3

биће

a+ b
√
ls + a− b

√
ls + x3 = −a2

a3

одакле jе x3 = −a2
a3
− 2a ∈ Fs−1, а то jе контрадикциjа са претпо-

ставком да jе s наjмањи броj за коjи Fs садржи корен jедначине a3x3 +
a2x

2 + a1x+ a0 = 0.

6.2 Систематизациjа

На овом месту поновићемо да су алгебарски броjеви хиjерархиjски на
самом врху. Испод њих су конструктибилни броjеви. Сваки конструк-
тибилан jе алгебарски али супротно не важи, у шта смо се уверили на-
лажењем контрапримера. Сви рационални броjеви су конструктибилни,
али ниjе сваки конструктибилан броj рационалан броj1.

1Броj
√

2 jе конструктибилан али ниjе рационалан!
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6.3 Jедначина zn = 1 у комплексноj равни

Како бисмо решили jедначину zn = w уколико су z и w комплексни
броjеви, и n ∈ N?

Нека су

z = |z| · eiϕ, w = |w| · eiθ

Тригонометриjски, односно експоненциjални запис броjева zn и w
гласи:

zn = |z|n · (cos nϕ+ isin nϕ) = |z|n · einϕ

w = |w| · (cos θ + isin θ) = |w| · eiθ

Формираjмо jедначину:

|z|neinϕ = |w|eiθ

одакле jе
|z| = n

√
|w|, einϕ = eiθ

Кључна ствар jесте у чињеници да jе nϕ = θ + 2kπ, k ∈ Z. Односно
ϕ = θ+2kπ

n , k ∈ Z.

Дакле, решења jедначине zn = w jесу:

zk = n
√
|w|(cosθ + 2kπ

n
+ isin

θ + 2kπ

n
) = n

√
|w|ei·

θ+2kπ
n , k = 0, 1, 2, ..., n− 1

Ове тачке образуjу правилан n-тоугао уписан у кружницу
полупречника n

√
|w|.

Може се приметити и симетричност одређених (конjугованих) па-
рова.

Такође, положаj сваке следеће тачке може се одредити ротациjом
претходне тачке за угао од ϕ = 2π

n .
Специjални случаj jесу n-ти корени jединице, тj. jедначине облика

zn = 1 коjима ћемо се бавити у наставку.

34



Глава 7

Докази античких проблема

Уверимо се да jе могућност конструкциjе неког угла, иста као и мо-
гућност конструкциjе дужине његовог косинуса. У ту сврху уочимо угао
α (Слика 7.1). Дати угао jе централни угао jединичне кружнице. Кон-
струкциjа угла α или његовог косинуса, своди се на конструкциjу пра-
воуглог троугла BOC са правим углом код темена C и хипотенузом BO
дужине 1. Ако jе дат угао α = ]BOC, конструише се хипотенуза BO = 1
на jедном његовом краку, а онда нормала из тачке B на праву одређену
тачкама O и A. У пресеку нормале и праве одређене тачкама O и A
настаjе тачка C. Дужина OC jе cos α.

O A

B

α
cos α

1

C

Слика 7.1: Конструкциjа угла α и косинуса угла α

Ако jе дата дужина OC коjа jе косинус датог угла α, конструисаћемо
прав угао ]OCB, а онда и BO чиме ће бити конструисан и сам угао α.

Дакле, угао α jе могуће конструисати ако и само ако jе могуће кон-
струисати cos α.

У делу коjи следи покушаћемо да дођемо до закључка да ли jе могуће
конструисати трећину произвољног угла α. Напомињемо да jе ово jедан
начин да се покаже да ли jе могућа конструкциjа трећине задатог угла.
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Подсетимо се тригонометриjског идентитета:

cos(α+ β) = cos α · cos β − sin α · sin β

Представимо произвољни угао као 3α, тj.

cos(3α) = cos(2α+ α) = cos(2α)cos α− sin (2α)sin α =

(cos2 α− sin2 α)cos α− 2sin2 αcos α =

(2cos2 α− 1)cos α− 2(1− cos2 α)cos α =

2cos3 α− cos α− 2cos α+ 2cos3 α =

4cos3 α− 3cos α

Узмимо за 3α баш 60 степени.
Узмимо у обзир да jе cos 60◦ = 1

2
Тако jе:

4cos3 α− 3cos α =
1

2
/ · 2

8cos3 α− 6cos α− 1 = 0

Ради jедноставниjег записа, представимо x = cos α.
Претходна jедначина постаjе:

8x3 − 6x− 1 = 0

Уведимо смену x = t
2 − 1.

Сређивањем добиjа се:

t3 − 6t+ 9t− 3 = 0

Према теореми о рационалним нулама, оваj полином нема рационал-
них нула, а онда према доказаноj теореми о jедначини трећег степена
коjа нема рационалне корене, следи да дата jедначина нема ни конструк-
тибилне корене.

Дакле, корени дате jедначине нису конструктибилни, односно, броj
cos 20◦ ниjе конструктибилан, а самим тим ни угао од 20◦.
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7.1 Трисекциjа угла

Лема 7. Конструкциjа трећине произвољног угла ниjе могућа.

На овом месту представићемо други поглед на могућност конструк-
циjе угла коjи jе jеднак трећини задатог угла.

Нека α трећина произвољног угла. Желимо показати да његова кон-
струкциjа ниjе могућа. Применом адиционе формуле важи:

cos 3α = 4cos3α− 3 cosα

Нека jе cosα = x и cos 3α = r. То jе даље: 4x3 − 3x − r = 0. Посма-
траjмо следећи полином:

p(x) = 4x3 − 3x− r

Дати полином нема решења над Q, али има над неким његовим ра-
ширењем E и то раширење jе степена 3, тj. важи да jе

[E : Q] = 3

Међутим, с обзиром да 3 ниjе степен броjа 2, следи да броj x = cosα
ниjе могуће конструисати.

7.2 Квадратура круга

Лема 8. Конструкциjа квадрата исте површине као површина датог
круга ниjе могућа.

Ако са r обележимо полупречник круга, а са x ивицу квадрата, да
би њихове површине биле jеднаке морало би да важи

x2 = r2π

Решење дате jедначине jе x = r
√
π , а како броj π ниjе алгебарски

(већ трансцендентан), ниjе ни конструктибилан, па дату конструкциjу
ниjе могуће извести.

7.3 Удвостручење коцке

Лема 9. Конструкциjа коцке чиjе jа запремина два пута већа од за-
премине произвољне коцке ниjе могућа.

Претпоставимо да желимо да конструишемо коцку чиjа jе запремина
два пута већа од запремине коцке ивице 1. Проблем ћемо решити на два
начина.
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Први начин:
Запремина нове коцке била би x3 = 2.
Полином

p(x) = x3 − 2

jе нерастављив над Q, и његово проширење jе Q[ 3
√

2].

Како jе полином x3 − 2 моничан, нерастављив, и p( 3
√

2) = 0, степен
раширења je [Q( 3

√
2) : Q] = 3, и како то ниjе броj коjи jе степен броjа 2,

следи да такав броj ниjе конструктибилан.

Други начин:
Полином p(x) = x3−2 нема рационалних нула, па као полином трећег

степена нема ни конструктибилних нула.

7.4 Конструкциjа углова

Показали смо да косинус угла од 20 степени ниjе конструктибилан,
а самим тим ни угао од 20 степени.

Из овога може се закључити да ниjе могуће конструисати угао од оног
броjа степени коjи одговара делиоцима броjа 20. Иначе би у супротном
и сам угао од 20 степени могао да се конструише.

Тако ниjе могуће конструисати ни углове од 1◦, 2◦, 4◦, 5◦, 10◦.

Можемо поставити питање: "Колики jе наjмањи природан броj
n за коjи jе могуће конструисати угао од n степени?"

И одговор нам даjе следећа теорема:

Теорема 7. За природан броj n, могуће jе конструисати угао од n
степени ако и само ако 3 | n.

Претпоставимо да 3 дели броj n. Тада jе броj n облика n = 3a + b
где су a, b ∈ Z и 0 ≤ b ≤ 2. Ако jе 3 степени конструктибилан, то jе и
3 · a степени конструктибилан. Дакле n степени jе конструктибилан ако
и само ако jе b степени конструктибилан. Угао за b = 0 степени jе кон-
структибилан, док за 1 степен и 2 степена нису, што смо већ закључили.

Дакле, можемо закључити да jе наjмањи конструктибилан угао, чиjи
jе броj степени природан броj, угао од 3 степени.
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Глава 8

Правилни полигони

Правилни полигони су одувек сматрани доказом хармониjе природе.
Од постанка првих цивилизациjа, правилни полигони заокупљуjу па-
жњу. Решавање проблема њихове конструкциjе траjало jе милениjу-
мима, и до коначног решења се дошло у XIX веку.

Конструкциjа правилног троугла, четвороугла и шестоугла jе при-
лично jедноставна. У Еуклидовим Елементима њихово место jе у ставо-
вима I.1, IV.6 и IV.15.

Слика 8.1: Правилни полигони

Међутим, конструкциjа других правилних полигона ниjе наjjедно-
ставниjа, jер се поред питања како извести дату конструкциjу, поставља
jош веће питање: Да ли jе уопште могуће извести дату конструкциjу,
што би значило понављамо опет, коришћење jедино шестара и лењира,
и то jе предмет проучавања овог поглавља. У њему ћемо одговорити
коjе jе полигоне могуће конструисати и приказати конструкциjу поjе-
диних карактеристичних. Jако корисна литература са конструкциjама
великог броjа полигона jесте [4].
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8.1 Конструктибилност полигона

Ферма1 jе сматрао да су сви броjеви облика 22
k

+ 1 прости броjеви,
и то jе закључио из разлога што су броjеви 22

0
+ 1 = 3, 22

1
+ 1 = 5,

22
2

+ 1 = 17, 22
3

+ 1 = 257, 22
4

+ 1 = 65537 прости, па jе претпоставио да
ће исто важити за свако n ∈ N0

Међутим, 1732. године, Оjлер jе доказао да следећи члан коjи Ферма
ниjе проверио, броj 22

5
+ 1 ниjе прост већ да jе, с обзиром да се може

факторисати на производ простих

22
5

+ 1 = 4294967297 = 641 · 6700417

заправо сложен.

Слика 8.2: Ферма, Оjлер и Гаус

Са друге стране, Фермаова заслуга никако ниjе била узалудна, и
броjеви овог облика нашли су своjе посебно место захваљуjући Гаусу.
Познати су као „Фермаови броjеви”.

Велики Гаус jе у XIX веку утврдио да се правилни n-тоугао може
конструисати ако су непарни делитељи броjа n међусобно различити
прости Фермаови броjеви.

Дакле, на оваj начин закључуjе се да jе могуће конструисати пра-
вилне полигоне коjи имаjу 3, 5, 17, 257, 65537... ивица. [3, стр. 172]

Уводећи златни пресек, Питагореjци су успели да реше проблем кон-
струкциjе правилног петоугла. Проблем конструкциjе правилног седмо-
угла и правилног деветоугла нису успели да реше, међутим, много ка-
сниjе, после резултата Гауса коjи смо навели у вези Фермаовиx броjевa,

1Пjер де Ферма, 1601-1665. год

40



Ванцел2 jе успео да докаже да Гаусов услов за конструкциjу правилног
n-тоугла ниjе само довољан већ и потребан, те да правилни седмоугао
и правилни деветоугао ниjе могуће конструисати шестаром и лењиром,
управо из разлога што 7 и 9 нису Фермаови броjеви. [3, стр. 136]

8.2 Правилни полигони и конструкциjа угла

Централни угао правилног полигона jесте

ϕ =
360◦

n

где jе n броj ивица правилног полигона.

Конструкциjом n централних углова jедан за другим, на jединичноj
кружници, добиjа се правилни полигон.

У наставку, даћемо и алгебарски доказ немогућности конструкциjе
правилног седмоугла, а у читаву причу увешћемо и комплексне броjеве.

2Пjер Лаурент Ванцел, 1814-1848. год.
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8.3 Конструкциjа правилног петоугла

Птолемаj у свом Алмагесту3 у дати круг уписуjе правилни петоугао
и десетоугао.

Начин на коjи Птолемаj то чини описаћемо по ставкама.

Конструишимо:

• пречник AB задатог круга чиjи jе центар тачка O

• полупречник OC управан на пречник AB

• тачку P коjа jе средиште дужи AO

• дуж PC

• тачку Q тако да jе PC = PQ

• дуж QC

O

C

BA
Q

a5

P

Слика 8.3: Птолемаjева конструкциjа правилног петоугла

Управо jе CQ дужина странице правилног петоугла. У зависности
од jединичне дужи коjу изаберемо за конструкциjу, добићемо дужину
странице правилног петоугла.

3Велики математички зборник астрономиjе написан у 13 књига око 150. године
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Означимо страницу петоугла са a5. С обзиром да jе у питању jеди-
нични круг, и тачка P средиште полупречника AO важи OP = 1

2 .
Троугао POC jе правоугли са правим углом код темена O, па при-

меном Питагорине теореме следи:

OP 2 +OC2 = PC2

(
1

2
)2 + 12 = PC2

PC =

√
5

2

PQ = PC =

√
5

2

OQ = PQ−OP

OQ =

√
5

2
− 1

2

OQ =

√
5− 1

2

Наjзад применом Питагорине теореме на троугао QOC добиjамо ду-
жину странице правилног петоугла:

QC2 = a25 = OC2 +OQ2

a25 = 12 + (

√
5− 1

2
)2

a25 =
5−
√

5

2

Међутим, како знати да ово заиста jесте дужина о коjоj говоримо?
Оно што jе познато jесте да централни угао правилног петоугла из-

носи 72◦. Показаћемо да косинус угла jеднакокраког троугла чиjе су
дужине крака 1 одговара претходно израчунатоj дужини a5.

Применом косинусне теореме на троугао добиjамо:

a25 = 2− 2 cos 72◦

Дакле, проблем се свео на израчунавање косинуса угла од 72◦.
Послужићемо се jедним триком.

cos 72◦ = sin 18◦
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Нека jе x = 18◦. Тада jе sin 5x = sin90◦ = 1

sin 2x = sin (90◦ − 3x)

2sin xcos x = cos 3x

После сређивања добиjамо:

4sin4 x+ 2sinx− 1 = 0

И како се тражи синус угла од 18◦ резултат jе:

sin x =

√
5− 1

4

Сада jе применом косинусне теореме:

a25 = 2− 2 ·
√

5− 1

4

Тj.

a25 =
5−
√

5

2

8.4 Правилни петоугао и полиноми

Као што смо закључили у претходноj секциjи, уколико jе могуће кон-
струисати угао α, могуће jе конструисати и cos α. У овом случаjу, с об-
зиром да се ради о правилном петоуглу, уколико jе могуће конструисати
угао од 2π

5 радиjана, могуће jе конструисати и cos 2π
5 .

Напомена 3. у комплексноj равни нуле полинома x5 = 1 су темена
правилног петоугла!

Шта су решења jедначине x5 = 1?

x5 − 1 = 0

x5 − 1 = (x− 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1)

Факторисаћемо симетрични полином x4 + x3 + x2 + x+ 1.

x4 + x3 + x2 + x+ 1 = x2(x+
1

x
+ 1 + x2 +

1

x2
)

Увешћемо смену: x+ 1
x = t

x2 +
1

x2
= t2 − 2

Односно,
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x4 + x3 + x2 + x+ 1 = t2 + t− 1 = (t−
√

5− 1

2
)(t+

√
5− 1

2
)

x5 − 1 = (x− 1)(x2 −
√

5− 1

2
x+ 1)(x2 +

√
5 + 1

2
x+ 1)

Сада када jе полином у факторисаном облику, одредимо и комплек-
сне нуле jедначине x5 = 1.

Нуле полинома су x0 = 1, x1 = cos(2π5 ) + isin(2π5 ), x2 = cos(4π5 ) +
isin(4π5 ), x3 = cos(4π5 )− isin(4π5 ) = x2, x4 = cos(2π5 )− isin(2π5 ) = x1.

Сређивањем произилази:

x5 − 1 = (x− 1)(x− x0)(x− x1)(x− x2)(x− x3)(x− x4)

x5 − 1 = (x− 1)(x− x0)(x− x1)(x− x2)(x− x2)(x− x1)

x5 − 1 = (x− 1)(x2 − 2cos(
2π

5
)x+ 1)(x2 − 2cos(

4π

5
)x+ 1)

Упоређивањем факторизациjа и искоришћаваjући jеднозначност из-
међу 2π

5 и 4π
5 (а коjи се разликуjу до на знак) долази се до закључка да

jе cos(2π5 ) =
√
5−1
4 .

Овакав броj се може конструисати, па jе коначан закључак да jе
могуће конструисати правилан петоугао.

8.5 Конструкциjа правилног десетоугла

Вратимо се натраг поменутоj Птолемеjевоj конструкциjи. Да би се
конструисао правилан десетоугао потребно jе конструисати угао од 36◦.
Када jе позната конструкциjа угла од 72◦, онда jе лако извести и кон-
струкциjу угла од 36◦.

Наиме, квадрат дужине странице правилног десетоугла биће:

a210 = a25 − 1

a210 =
5−
√

5

2
− 1

a210 =
3−
√

5

2

што jе конструктибилан броj.
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Такође, конструктибилан jе и cos 36◦. 4

На овом месту, већ потпуно jасно, следи веза између дужина стра-
ница правилног петоугла, шестоугла и десетоугла5.

a25 = a26 + a210

O

C

BA
QP a10

a6 a5

Слика 8.4: Ивица правилног петоугла, шестоугла и десетоугла

8.6 Златни пресек

Златни пресек или по Еуклиду подела у средњоj и краjњоj
размери или божанствена пропорциjа како jе писао Лука Печоли6,
представља поделу дужи на два неjеднака дела, при коjоj се мањи део
дужи односи према већем делу дужи исто онако као што се већи део
дужи односи према целоj дужи.

Ако jе дата дужAB тако да C припада датоj дужи, иAC = a, CB = b
и a > b, тада важи:

a

b
=
a+ b

a
= τ

4Искористити већ израчунату вредност синуса од 18◦
5Еуклид доказуjе у тринаестоj књизи Елемената ову тврдњу
6фра Лука Пачоли 1445-1517. год.

46



Сређивањем се добиjа a2 = b(a + b), тj. a2 = ab + b2. Решавањем
квадратне jедначине a2 − ab− b2 = 0 следи:

a =
b(1 +

√
5)

2

Избором позитивног решења (a и b су дужи!) коначно се добиjа:

a

b
=

b(1+
√
5)

2

b
=

1 +
√

5

2
= τ

Сматрало се да лепота и хармониjа почиваjу на златном пресеку.
Питагореjци су овоме поклањали доста пажње, а наjбољи пример jе зве-
здолики петоугао коjи jе Питагореjцима симболизовао Здравље.

Слика 8.5: Симбол „Здравља”

Познато jе да jе Еуклид увео златни пресек у четвртоj књизи Елеме-
ната ради конструкциjе правилног петоугла.

Лука Пачоли показуjе да броj τ полупречник описаног круга правил-
ног десетоугла ивице 1.

Посматраjмо jеднакокраки троугао ABS, где jе AB ивица, а S сре-
диште правилног десетоугла. Угао код темена S jе π

5 , а код темена A
и B jе 2π

5 . Симетрала угла A сече дуж SB у тачки P . Угао ]BAP
jеднак jе углу код темена S и износи π

5 . Лако jе установити да jе угао
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S

B

A

P

Слика 8.6: Jеднакокраки троугао са угловима π
5 и 2π

5

]BPA = 2π
5 , па jе троугао ABP jеднакокраки. Троуглови SAB и ABP

имаjу исте углове па су међусобно слични. Тада важи:

SB : SP = SA : AB = AB : BP = SP : BP

Тачка P jе златни пресек дужи SB jер „цела дуж стоjи према већем
делу као већи део према мањем”.

Из претходног се да закључити да jе за конструкциjу правилног де-
сетоугла довољно конструисати троугао коjем jе угао код jедног темена
двоструко мањи од сваког од преосталих дваjу углова.

О овоме пише и Еуклид у десетом ставу четврте књиге Елемената.

Троугао ABS сличан jе троуглу ACD са следеће слике, па jе jасна и
конструкциjа правилног петоугла.

48



A

E

DC

B

Слика 8.7: Jеднакокраки троугао са угловима π
5 и 2π

5

У свом раду „Божанствена пропорциjа” Лука Пачоли показуjе и да
jе разлагање диjагонале правилног петоугла тачком у коjоj jе сече друга
диjагонала златни пресек.

Обележимо AC = d, ED = a

AG : GD = AC : DE = d : a = AD : BC = AD : AG

Троуглови AGC и DGE су слични, ABCG jе паралелограм и важи:

d : a = a : (d− a) = τ
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Слика 8.8: Златни пресек диjагонала правилног петоугла

8.7 Конструкциjа правилног седмоугла

Нуле полинома x7 = 1 леже на jединичноj кружници и тачке коjима
су одређене представљаjу темена правилног седмоугла. Питање да ли jе
могуће конструисати правилни седмоугао еквивалентно jе питању да ли
jе могуће конструисати угао од 2π

7 радиjана.
Факторишимо полином x7 − 1 примењуjући исти поступак као и код

петоугла.

x7 − 1 = (x− 1)(x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1)

x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1 = x3(x3 +
1

x3
+ x2 +

1

x2
+ x+

1

x
+ 1)

Уведимо смену x+ 1
x = t.

Тада ће бити из (x+ 1
x)2 = x2 + 1

x2
+ 2 и (x+ 1

x)3 = x3 + 1
x3

+ 3(x+ 1
x)

бити:

x2 +
1

x2
= t2 − 2, x3 +

1

x3
= t3 − 3t

тj.

x3 +
1

x3
+ x2 +

1

x2
+ x+

1

x
+ 1 = t3 + t2 − 2t− 1
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Полином t3+t2−2t−1 нема рационалних корена jер ниjедан делилац
слободног члана ниjе корен полинома. Према томе, полином нема раци-
оналних корена, па следи да нема ни конструктибилних корена, односно
страница правилног седмоугла не може се конструисати.
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8.8 Правилан седамнаестоугао

Деветнаестогодишњи амбициозни студент математике, Гаус, решава-
њем проблема конструкциjе правилног седамнаестоугла доспева на пи-
jедестал вредан сваке пажње и уважавања математичког гениjа.

Према анегдоти, млади Гаус jе одмах пошто jе конструисао дати се-
дамнаестоугао, у новинама обjавио вест коjа jе гласила: „Гаус, студент
математике, конструисао правилан седамнаестоугао”.

Као што смо у досадашњем излагању видели, правилни полигон са
17 ивица jесте конструктибилан, jер jе 17 Фермаов броj. У истом, цен-
трални угао износи 2π

17 .

Гаус налази да jе оваj угао могуће конструисати и долази до његовог
косинуса коjи jе jеднак броjу:

− 1

16
+

1

16

√
17+

1

16

√
34− 2

√
17+

1

8

√
17 + 3

√
17−

√
34− 2

√
17− 2

√
34 + 2

√
17

Jасно jе, после свега изложеног, да jе и оваj ирационалан броj кон-
структибилан.

Позната jе Гаусова жељи да правилни седамнаестоугао буде уклесан
на његовом надгробном споменику. Ипак, ова конструкциjа уклесана jе
само на споменику подигнутом му у родном Брауншваjгу.
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Глава 9

Закључак

Циљ овог мастер рада био jе представити везу алгебре и геометриjе
коjа jе историjски праћена проблематиком коjом сам се бавио.

Надам се да jе начин излагања прикладан талентованом средњо-
школцу, и да ће Он имати наjвише користи, jер после свега, Он jе Таj
коме су сва знања универзума подређена и коме jе заветовано да обогати
своj ум, и постане и формално део Размишљаjућег Козмоса.

Срдачно,
Лазар Станоjковић
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