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1 UVOD 7

1 Uvod
ǈudi svakodnevno prave planove za budu�nost. Me�utim, iskustvo pokazuje
da planovi qesto ne�e biti ostvareni.
Nekada je razlog nerealizovaǌa plana gra�eǌe tog plana na vrlo nerealnim
pretpostavkama, a nekada su razlozi ometaǌa plana sluqajne okolnosti.
Osiguraǌe je osmixǉeno da zaxtiti od ozbiǉnih finansijskih preokreta qiji
su uzrok sluqajni doga�aji vezani za plan.
Naravno, osiguraǌe ima svoja ograniqeǌa. Osnovno ograniqeǌe je to xto
osiguraǌe mo�e da smaǌi posledice sluqajnih doga�aja samo novcem. Na
primer, patǌa mo�e biti posledica sluqajnih doga�aja, ali ǌeno smaǌeǌe
nije podlo�no osiguraǌu. Osiguraǌe mo�e samo da obezbedi finansijsku
podrxku u sluqaju da do�e do patǌe. Zatim, va�no ograniqeǌe osiguraǌa je
to xto nekada ne mo�e direktno da smaǌi pojedinaqni gubitak. Na primer,
rat ili prirodne nepogode, kada se dogode, istovremeno unesre�e veliki
broj ǉudi, te se takva osiguraǌa retko kreiraju.
Kakogod, dobro osmixǉen sistem osiguraǌa qesto omogu�ava finansijske
podsticaje za preventivno delovaǌe na gubitak. Zato je va�an zadatak ak-
tuara da razviju xto vixe tipova osiguraǌa da bi ponuda osiguraǌa bila
xto razliqitija i sadr�ajnija.
Osnovni model �ivotnog osiguraǌa odnosi se na jednu osobu, pri qemu je za
osiguravaju�e druxtvo od znaqaja samo da li je smrt nastupila za vreme
trajaǌa ugovora o osiguraǌu. Prirodno uopxteǌe takvog modela su mod-
eli vixestrukog osiguraǌa koje delimo na model vixestrukog dekrementa i
model osiguraǌa vixe osoba. Model vixestrukog dekrementa se koristi pri
modeliraǌu ugovora o osiguraǌu koji zavise od vixe razliqitih sluqajnih
doga�aja, a model osiguraǌa vixe osoba se koristi za zajedniqko osigura-
vaǌe vixe osoba.
Ciǉ ovog rada je obraditi matematiqke modele vixestrukog �ivotnog osig-
uraǌa, a za to je najva�nije poznavaǌe matematike �ivotnog osiguraǌa.
Upravo matematika �ivotnog osiguraǌa omogu�ava izradu modela i izraqu-
navaǌe premija (iznosa novca) potrebnih za osiguraǌe, te je ǌeno poznavaǌe
osnova za poslovaǌe osiguravaju�ih kompanija.

[2], [6], [3], [9]
Ovaj ode	ak je napisan zahva	uju�i literaturi qiji je redni broj iz spiska

literature naveden u zagradi. Nada	e �e, u svakom ode	ku, na isti naqin

biti navedena literatura.
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2 Osnovni pojmovi u osiguraǌu
Sistem osiguraǌa (insurance system) je mehanizam za smaǌeǌe negativnog fi-
nansijskog uticaja sluqajnih doga�aja koji se oqekuju.

Osnovna ideja je udru�ivaǌe ǉudi, koji su izlo�eni ne�eǉenim posledicama
sluqajnih doga�aja za koje se unapred zna, prema teoriji verovatno�e, da �e
zadesiti samo neke od ǌih, radi zajedniqkog podnoxeǌa xtete. Naime, ako
se veliki broj osoba ukǉuqi u povezivaǌe rizika u jedan fond, prema zakonu
velikih brojeva pojedinaqni rizik �e biti zanemarǉivo mali.

Polisa osiguraǌa (isurance policy) je osnovna pismena isprava koja prati posao
osiguraǌa, odre�uju�i du�nosti i obaveze uqesnika. Nekada predstavǉa
samu formu ugovora o osiguraǌu. Svakako, polisa osiguraǌa sadr�i naj-
va�nije elemente zakǉuqenog ugovora, uvek prati ugovor o osiguraǌu i pred-
stavǉa najva�nije dokazno sredstvo za obe ugovorene strane.

Lica u osiguraǌu su osiguravaq (insurer) i osiguranik (insured). Osigu-
ravaq je osiguravaju�e druxtvo, a osiguranik je fiziqko ili pravno lice
koje zakǉuquje ugovor o osiguraǌu u svoje ime i za svoj raqun.

Osigurana suma (sum insured) je najve�i mogu�i iznos naknade osiguranog
sluqaja. To je iznos koji osiguravaq pla�a osiguraniku ako do�e do osigu-
ranog sluqaja.

Premija osiguraǌa (insurance premium) predstavaǉa cenu rizika tj. iznos
koji osiguranik treba da plati za osiguraǌe.

[2], [3], [9], [6]
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3 Kamatne stope i tokovi novca

Ugovori o osiguraǌu se qesto sklapaju na mnogo godina. Tako da je za
izraqunavaǌe premija u osiguraǌu veoma va�na vremenska vrednost novca
(the time value of money). Znamo da je jedan dinar danas vredniji nego jedan
dinar primǉen za 10 godina jer ako jedan dinar danas ulo�imo u banku, za
10 godina �emo imati dinar plus interes na taj dinar. Vremenska vrednost
novca kvantifikuje dinar kroz vreme. I za kamatnu stopu se qesto ka�e da
je vremenska vrednost novca.
Novac koji osiguravaju�a kompanija prima od osiguranika mo�e da inve-
stira dok fond za isplatu ne bude potreban. Tokom faze akumulacije osigu-
ravaju�a kompanija se oslaǌa na interes koji �e joj omogu�iti neophodan
fond za isplatu dobiti za koju se obavezala ugovorom. Ako pauxalno porav-
naǌe uplata i isplata nije raqunato na smrti (trenutak okonqaǌa ugovora),
kamatna stopa �e imati uticaj na iznos fonda za isplatu dobiti.
Jasno je da je osnova za uspexno funkcionisaǌe osiguravaju�e kompanije
procena prave kamatne stope (interest rate).
[11], [12]

3.1 Kamatne stope (The Interest Rate)

Postoje dva osnovna naqina obraqunavaǌa kamate:

1) Prosto (Simple) kama�eǌe. Kod prostog kama�eǌa novac ulo�en na odred-
jen period nakupi kamatu proporcionalnu vremenu trajaǌa investicije. Na
primer, ako je glavnica G, onda je skupǉen novac posle dve godine jednak
G(1 + 2i), gde je sa i oznaqena kamatna stopa.

2) Slo�eno (Compounding) kama�eǌe. Razmotrimo kama�eǌe kod koga se ka-
mata obraqunava godixǌe. Kod slo�enog kama�eǌa se posle jedne godine
dobijena kamata dodaje glavnici, qime se dobije uve�ana glavnica. Kamata
za drugu godinu se dobija na osnovu te uve�ane glavnice.
Kama�eǌe se u praksi obiqno preraqunava qex�e: tromeseqno, meseqno,
dnevno, neprekidno (broj perioda beskonaqno velik)... . Na primer, ako se
kamata obraqunava tromeseqno, skupǉen novac posle jedne godine je G(1+ i

4
)4.

Slo�eno kama�eǌe podi�e kamatu. To mo�emo pokazati primenom ǋutnove
binomne formule.
Dakle, za i > 0 va�i

(1 +
i

4
)4 =

4∑
k=0

(
4

k

)
(
i

4
)k · 14−k = 1 + i+ ... > 1 + i . (1)
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Efektivna kamatna stopa (effective interest rate) je ona kamatna stopa koja bi
pri prostom kama�eǌu proizvela isti rezultat kao polazna kamatna stopa
pri slo�enom kama�eǌu. Ta polazna kamatna stopa se naziva nominalna ka-
matna stopa (nominal interest rate).

Dakle, va�i

ief =
suma dobijena na kraju godine−G

G
(2)

Stoga, ako se kamata obraqunava neprekidno, veza izme�u nominalne i efek-
tivne kamatne stope je:

ief =
G(1 + i

m
)m −G

G
= (1 +

i

m
)m − 1

1 + ief = (1 +
i

m
)m / lim

m→∞

1 + ief = lim
m→∞

(1 +
i

m
)m = ei

ief = ei − 1 , (3)

gde je e = 2.7818... osnova prirodnog logaritma.
[12]

3.2 Sadaxǌa vrednost i diskonti faktor (Present Value
and Discount Factor)

Interesuje nas koja je vrednost danas novca koji �emo dobiti u nekom trenutku
u budu�nosti. Zbog toga uvodimo pojam sadaxǌe vrednosti novca.

Sadaxǌa vrednost (present value) iznosa A kroz godinu dana je iznos danas
jednak A

1+i
, gde je i va�e�a kamatna stopa.

Faktor za koji se budu�a suma umaǌuje (diskontuje) da bi se dobila sadax-
ǌa vrednost naziva se diskontni faktor ili diskontna stopa (discounting
factor).
Diskontni faktor za jednu godinu iznosi v = 1

1+i
, gde je i godixǌa kamatna

stopa.
[12]

3.3 Perpetuiteti i Anuiteti (Perpetuities and Annuities)

Perpetitet predstavǉa beskonaqni niz pla�aǌa jednakih iznosa u jed-
nakim vremenskim intervalima, obiqno na godinu dana.
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Ako je prvo pla�aǌe kod perpetuiteta u trenutku 0, onda se taj perpetu-
itet naziva trajni perpetuitet (perpetuity-due).
ǋegova sadaxǌa vrednost, ako je iznos pla�aǌa 1, je

ä∞ = 1 + v + v2 + ... =
1

1− v
=

1

d
. (4)

Ako je prvo pla�aǌe kod perpetuiteta na kraju prve godine nakon sklapaǌa,
onda se taj perpetuitet naziva trenutni perpetuitet (immediate perpetuity).
ǋegova sadaxǌa vrednost, ako je iznos pla�aǌa 1, je

a∞ = v + v2 + ... =
v

1− v
=

1

i
. (5)

Anuitet je definisan kao niz pla�aǌa ograniqenog trajaǌa, koje mi oz-
naqavamo sa n.
Sadaxǌa vrednost anuiteta koji poqiǌe u trenutku 0 sa iznosom pla�aǌa
od 1 je

än = v + v2 + ...+ vn−1 . (6)

Anuitet se mo�e predstaviti kao razlika dva perpetuiteta

än = ä∞ − vnä∞ =
1

d
− vn 1

d
=

1− vn

d
. (7)

[1], [11]
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4 Osnovni model �ivotnog osiguraǌa
S obzirom da je vixestruko osiguraǌe uopxteǌe osnovnog modela najpre
�emo se baviti osnovnim modelom, odnosno elementarnim (klasiqnim) tipo-
vima �ivotnog osiguraǌa.

4.1 Model (The Model)

Matematiqki modeli se koriste za predvi�aǌe relativne uqestalosti osig-
uranog doga�aja i izraqunavaǌe premije potrebne da se osigura taj doga�aj.
Stoga je va�no, zbog razumevaǌa i raqunaǌa premije �ivotnog osiguraǌa,
znati kako su ovi modeli (i tablice smrtnosti) razvijeni. Na primer, ako je
osigurani doga�aj smrt, iznos premije je funkcija stope smrtnosti; a ako je
osigurani doga�aj bolest, onda premija osiguraǌa zavisi od stope javǉaǌa
bolesti. Sve to treba precizno modelirati i taqno matematiqki izraqu-
nati.

�ivotni vek (The Future Lifetime)

Da bismo se bavili �ivotnim osiguraǌem neke osobe treba da matematiqki
modeliramo ǌen �ivotni vek.

Najpre �emo posmatrati osobe starosti 0, novoro�enqad. Dakle, trenutak 0
je vreme ro�eǌa osobe, i pretpostavǉa�emo da je ta osoba u trenutku 0 �iva.
Ono xto nas najvixe zanima je koliko �e osoba �iveti, odnosno starost na
smrti (age at death) osobe.
S obzirom da ne znamo unapred koliko �e osoba �iveti, logiqno je da
starost na smrti modeliramo neprekidnom i nenegativnom sluqajnom promen-
ǉivom, X.
Funkcija raspodele za X data je sa

F (x) = P (X ≤ x) = P (X < x) . (8)

Onda F (x) predstavǉa verovatno�u da do smrti do�e pre trenutka x.
Kako je X pozitivna F (x) = 0, za x < 0. Naravno, F (∞) = 1.

Nekada je u problemima �ivotnog osiguraǌa interesantnija verovatno�a
pre�ivǉavaǌa nego verovatno�a smrti, te �emo definisati i funkciju pre-
�ivǉavaǌa (survival function), s(x).
Funkcija s(x) je data sa

s(x) = 1− F (x) = P (X > x), x ≥ 0 . (9)

Dakle, s(x) predstavǉa verovatno�u da novoro�enqe pre�ivi do trenutka x.
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Me�unarodna aktuarska zajednica koristi specifiqnu notaciju kod �ivotnog
osiguraǌa koju �emo navoditi i koristiti.
Funkcija pre�ivǉavaǌa ima aktuarsku notaciju

xp0 = s(x) = P (X > x) = 1− xq0 , (10)

gde je xq0 = F (x).

Gustina rspodele verovatno�a sluqajne promenǉive X meri relativnu vero-
vatno�u da se smrt javi za datu starost. Matematiqki,

f(x) =
d

dx
F (x) = − d

dx
s(x), x ≥ 0 (11)

gde god izvod postoji. Kako je F nerastu�a za x ≥ 0, f(x) ≥ 0 za x ≥ 0.

Posmatrajmo sada osobu starosti x godina, kra�e �ivotna starost (life
aged) x, sa oznakom (x). Oznaqimo preostali �ivotni vek (the future lifetime)
te osobe sa T ili, preciznije, sa T (x). Onda �e X = x + T (x) biti starost
na smrti te osobe.
S obzirom da ne znamo unapred koliko �e jox osoba �iveti, logiqno je pret-
postaviti da je T (x) neprekidna i nenegativna sluqajna promenǉiva. ǋena
funkcija raspodele verovatno�e je

G(t) = FT (x)(t) = P (T ≤ t), t ≥ 0 . (12)

Funkcija G(t) izra�ava verovatno�u da �e osoba (x) umreti u toku t godina,
za neko fiksirano t.
Pretpostavimo da je G poznata neprekidna funkcija raspodele koja ima
gustinu raspodele g(t) = G′(t). Onda mo�emo zapisati

g(t)dt = G(t+ dt)−G(t) = P (t < T < t+ dt) . (13)

Ovo je verovatno�a da do smrti do�e u beskonaqno malom intervalu vremena
izme�u t i t + dt (to jest da osoba starosti x umre izme�u trenutaka x + t i
x+ t+ dt).

Verovatno�a da �e osoba starosti x umreti u okviru t godina oznaqena je
aktuarkom notacijom tqx i odgovara joj relacija

tqx = G(t) = P (T < t), t ≥ 0 . (14)

Sliqno,
tpx = 1−G(t) = P (T > t), t ≥ 0 (15)
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oznaqava verovatno�u da osoba starosti x pre�ivi narednih t godina.
Tako�e, va�i:

tpx = P (T > t) = P (X > x+ t|X > x)

=
P [(X < x+ t) ∩ (X > x)]

P (X > x)

=
P (X > x+ t)

P (X > x)

=
s(x+ t)

s(x)
, (16)

tqx = P (T ≤ t)

= 1− tpx

= 1− s(x+ t)

s(x)
, (17)

g(t) = fT (x)(t)

=
d

dt
[tqx]

= − d

dt
(
s(x+ t)

s(x)
)

=
f(x+ t)

s(x)
. (18)

Postoje specijalni aktuarski simboli i za neke uopxtenije verovatno�e,
kao xto je

s|tqx = P (s < T < s+ t) = G(s+ t)−G(s) = s+tqx − sqx (19)

koji oznaqava verovatno�u da osoba starosti x pre�ivi s godina i zatim
umre u okviru t godina.
Zatim, sa tpx+s oznaqavamo uslovnu verovatno�u da osoba pre�ivi t godina,
nakon napuǌenih x+ s godina.

tpx+s = P (T > s+ t|T > s) =
1−G(s+ t)

1−G(s)
(20)

Sliqno, definixemo

tqx+s = P (T ≤ s+ t|T > s) =
G(s+ t)−G(s)

1−G(s)
(21)
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uslovnu verovatno�u umiraǌa u toku t godina imaju�i ve� x+ s godina.
Slede�e jednakosti se lako dobijaju iz prethodnih, a qesto se koriste.

s+tpx = 1−G(s+ t) = [1−G(s)]
1−G(s+ t)

1−G(s)
= spx tpx+s , (22)

s|tqx = P (s < T < s+t) = G(s+t)−G(s) = [1−G(s)]
G(s+ t)−G(s)

1−G(s)
= spx tqx+s . (23)

Sa s+tpx je oznaqena verovatno�a da osoba starosti x pre�ivi narednih s+ t
godina, a sa s|tqx verovatno�a da osoba starosti x pre�ivi s i zatim umre u
toku s + t godina. Ova verovatno�a se naziva verovatno�a odlo�ene smrti
(deffered mortality probability).

Oqekivani budu�i �ivotni vek osobe starosti x (The expected remaining life-
time of a life aged x) je E(T ) i oznaqavamo ga sa e0x. Po definiciji je

e0x =

∫ ∞
0

tg(t)dt , (24)

ili, u terminima funkcije raspodele

e0x =

∫ ∞
0

[1−G(t)]dt =

∫ ∞
0

tpx dt . (25)

Napomena: Ako je t = 1, indeks t je obiqno izostavǉen u oznakama tqx, tpx i
s|tqx. Tada je qx verovatno�a da �e osoba starosti x umreti u toku 1 godine,
px verovatno�a da �e pre�iveti 1 godinu i s|qx je verovatno�a da osoba
starosti x pre�ivi s godina i potom umre u toku slede�e godine.
[1], [2], [3], [4], [10]

Celobrojni �ivotni vek (The Curtate Future Lifetime)

U ovom odeǉku definixemo nove sluqajne veliqine K = K(x), S = S(x) i
S(m) = S(m)(x), sve blisko povezane sa sluqajnom promenǉivom T .

Definixemo K = [T ], broj preostalih celih (potpunih) godina �ivota
osobe starosti x, celobrojni �ivotni vek (curtate future lifetime) za (x).
Verovatno�a raspodele celobrojne vrednosti sluqajne promenǉive K data
je sa

P (K = k) = P (k ≤ T < k + 1) =k px qx+k, k = 0, 1, 2, ... (26)

Oqekivanu vrednost za K nazivamo celobrojni �ivotni vek za (x), i oz-
naqavamo sa ex. Tada

ex =
∞∑
k=1

kP (K = k) =
∞∑
k=1

k kpx qx+k (27)
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ili

ex =
∞∑
k=1

P (K ≥ k) =
∞∑
k=1

kpx (28)

Prednost oqekivanog celobrojnog �ivotnog veka je lakxe iraqunavaǌe (26)
i (27) od (12) i (25). Tako�e, za nala�eǌe ex potrebna je samo raspodela za
K. To je druga prednost.

Neka je S deo godine tokom kog je osoba starosti x �iva u godini smrti
tj.

T = K + S (29)

Sluqajna promenǉiva S ima neprekidnu raspodelu izme�u 0 i 1. Aproksimi-
raǌem ǌene oqekivane vrednosti sa 1

2
mo�emo, iz (29), izvesti aproksimaciju

e0x ≈ ex +
1

2
(30)

koja mo�emo koristiti u praksi za oqekivani �ivotni vek za (x).

Pretpostavimo da su K i S nezavisne sluqajne promenǉive tako da je uslovna
raspodela za S, za dato K, nezavisna od K. Dakle,

P (S ≤ u|K = k) =
uqx+k
qx+k

(31)

Ova verovatno�a ne�e zavisiti od argumenta k, tako da mo�e biti zapisana

uqx+k = H(u)qx+k, za k = 0, 1, 2, ... i 0 ≤ u ≤ 1 (32)

za neku funkciju H(u).

Ako pretpostavimo da je H(u) = u (ravnomerna raspodela izme�u 0 i 1),
onda je aproksimacija (30) taqna. I vixe, koriste�i (29) i pretpostavku
nezavisnosti, disperzija za T postaje

D(T ) = D(K) +
1

12
(33)

Za pozitivne cele mk definixemo sluqajnu promenǉivu

S(m) =
1

m
[mS + 1] (34)

Dakle, S(m) je izra�ena preko S zaokru�ivaǌem na slede�i ve�i m−ti deo.
Raspodela za S(m) uzima vrednosti u taqkama 1

m
, 2
m
, ..., 1.

Nezavisnost izme�u K i S implicira neavisnost izme�u K i S(m). Xtavixe,
ako S ima ravnomernu raspodelu izme�u 0 i 1, onda S(m) ima diskretnu
ravnomernu raspodelu.
[1], [2]
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Stopa smrtnosti (The Force of Mortality)

Stopa smrtnosti (the force of mortality) je veoma va�an pojam za modeliraǌe
�ivotnog veka.

�elimo da ocenimo verovatno�u da novoro�enqe umre u intervalu (x, x+dx)
za malo dx, pod uslovom da je ve� do�ivelo x godina.
Primetimo da va�i

P (x < X < x+ dx|X > x) =
F (x+ dx)− F (x)

1− F (x)
=

f(x)dx

1− F (x)
, za malo dx . (35)

Stopu smrtnosti u godini x za novoro�enqe, µx definixemo sa

µx =
f(x)

1− F (x)
=
f(x)

s(x)
. (36)

Sliqno, za osobu starosti x stopa smrtnosti u godini x+ t definisana je sa

µx+t =
g(t)

1−G(t)
= − d

dt
ln[1−G(t)] = − d

dt
ln tpx . (37)

Sada mo�emo izvesti jox jedan izraz za verovatno�u umiraǌa u intervalu
izma�u t i t+ dt.

P (t < T < t+ dt) = g(t)dt = (1−G(t))µx+tdt = tpxµx+tdt . (38)

Tako�e, oqekivani �ivotni vek osobe starosti x sada mo�e biti zapisan kao

e0x =

∫ ∞
0

tpx µx+tdt (39)

Ako u relaciji (23) zamenimo uloge promenǉivama s i t dobijamo:

t|sqx = P (t < T < s+ t) = tpx sqx+t

Uporedimo sada ovaj rezultat sa relacijom (38):

P (t < T < t+ dt) = tpx µx+tdt

Vidimo da za s = dt va�i
sqx+t ≈ µx+ts (40)

Dakle, za male vrednosti s va�i aproksimacija (40). To znaqi da µx+tdt
mo�emo da interpretiramo kao verovatno�u da osoba starosti t napuni t+dt
godina. Na primer, ako imamo osobu starosti 60 godina i stopu smrtnosti
od 0, 00555 godixǌe za starost od 60 godina. Mala vrednost za dt mo�e biti
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jedan dan, to jest 0.00274 godina. Onda je aproksimacija verovatno�e da (60)
umre na dan svog ro�endana jednaka 0.00555 · 0.00274 = 1.5207 · 10−5.

Dakle, stopa smrtnosti je

µx+t = − d

dt
ln tpx (41)

Integracijom prethodne jednakosti dobijamo∫ t

0

µx+sds = − ln tpx

ln tpx = −
∫ t

0

µx+sds

tpx = e−
∫ t
0 µx+sds (42)

To znaqi da ako znamo µx za svako x ≥ 0, onda mo�emo izraqunati tpx za svako
x i t. Drugim reqima, funkcija stope smrtnosti potpuno opisuje funkciju
raspodele za �ivotni vek.
[1], [2], [4]

Analitiqka funkcija raspodele za T (Analytical Distribution of T )

Funkciju G nazivamo analitiqkom funkcijom verovatno�e raspodele ako se
mo�e izraziti jednostavnom formulom.
Postoje razliqiti razlozi za pronala�eǌem analitiqke raspodele za T.
Analitiqka formula ima prednost jer se onda G(t) mo�e izraqunati pomo�u
malog broja numeriqkih parametara. To mo�e biti va�an faktor kada su
dostupni podaci oskudni. Tako�e, analitiqke formule imaju neke atrak-
tivne teorijske osobine.

U nastavku slede neki primeri analitiqkih formula. Svaka nosi ime svog
pronalazaqa.

De Muavr (1724) postulirao je postojaǌe maksimalne starosti za ǉudska
bi�a ω i pretpostavio da je T ravnomerno raspore�ena ime�u uzrasta 0 i
ω − x, xto je dovelo do slede�e formule za g(t):

g(t) =
1

ω − x
, 0 < t < ω − x (43)

Tada stopa smrtnosti postaje

µx+t =
1

ω − x− t
, 0 < t < ω − x (44)
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xto je rastu�a funkcija po t.

Gompertz (1824) postulirao je da stopa smrtnosti raste eksponencijalno

µx+t = Bcx+t, t > 0 (45)

Ovaj postulat boǉe odra�ava proces stareǌa od De Muavrovog zakona i
otklaǌa pretpostavku o maksimalnoj starosti ω. Na prvi pogled izgleda
logiqno. Ali, ako pogledamo tablice pre�ivǉavaǌa, stopa smrtnosti za
ve�inu populacija nije rastu�a funkcija kroz sve godine starosti. Taq-
nije, Gompertzov model ne omogu�ava dobru procenu za bazu smrtnosti u
nekim godinama starosti, posebno od sredǌih do ranih godina starosti.

Mo�emo sada izvesti verovatno�u pre�ivǉavaǌa u Gompertzovom modelu.
Napiximo najpre cr kao er ln c.∫ t

0

µx+sds =

∫ x+t

x

µrdr

= B

∫ x+t

x

exp {r ln c}dr

=
B

ln c
exp {r ln c}|x+tx

=
B

ln c
(cx+t − cx) , (46)

odakle dobijamo

tpx = exp (− B

ln c
cx(ct − 1)) . (47)

Zakon (45) je generalizovao Mejham (1860), koji je postulirao zakon

µx+t = A+Bcx+t, t > 0 (48)

Mejhamov zakon smrtnosti dodaje konstantu, nezavisnu komponentu starosti
A > 0 na eksponencijalni rast stope smrtnosti.
Verovatno�a pre�ivǉavaǌa u Mejhamovom modelu je

tpx = exp(−At− B

ln c
cx(ct − 1)) . (49)

Vejbul (1939) je sugerisao da stopa smrtnosti raste sa porastom t umesto
eksponencijalno i dao zakon:

µx+t = k(x+ t)n , (50)

za fiksirano k > 0 i n > 0. Onda je verovatno�a pre�ivǉavaǌa kod ovog
modela

tpx = exp(− k

n+ 1
[(x+ t)n+1 − xn+1]) . (51)

[1], [4], [7]
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Tabele pre�ivǉavaǌa (Life Tables)

Raspodela verovatno�e preostalog �ivotnog veka osobe mo�e biti konstru-
isana pomo�u pogodnih tabela pre�ivǉavaǌa. Zapravo, tabele pre�ivǉavaǌa
su postojale pre modela pre�ivǉavaǌa, a verovatno�e i oqekivaǌa su se
izvodili iz ǌih.

Da bi se napravila tabela smrtnosti, poqiǌe se sa posmatrajǌem grupe l0
novoro�enqadi. Ta grupa ima aktuarski naziv kohort (cohort). Indeksirajmo
�ivote novoro�enqadi iz grupe sa j = 0, 1, ..., l0. Za svako od ǌih raspodela
verovatno�e za starost na smrti je odre�ena sa s(x).
Oznaqimo sa L(x) broj qlanova te grupe koji su do�iveli starost x. Dakle,

L(x) =

l0∑
j=1

Ij , (52)

gde je

Ij =

{
1 ako je osoba j �iva u trenutkux
0 inaqe .

(53)

Kako je E[Ij] = s(x), onda je

E[L(x)] =

l0∑
j=1

E[Ij] = l0s(x) . (54)

Oznaqimo E[L(x)] sa lx. Onda lx predstavǉa broj pre�ivelih do trenutka x
od l0 novoro�enih.
Sliqna oznaka, nD(x), oznaqava broj umrlih izme�u starosti x i x+n, za broj
novoro�enih l0. Sliqno, E[nD(x)] se oznaqava sa ndx i predstavǉa oqekivani
broj umrlih u intervalu (x, x+ n). S obzirom da novoro�enqe umire izme�u
x i x+ n sa verovatno�om s(x)− s(x+ n), dobijamo

ndx = E[nD(x)] = l0[s(x)− s(x+ n)]

= lx − lx+n . (55)

Deo tipiqne tabele pre�ivǉavaǌa izgleda:

Starost lx dx
0 100, 000 501
1 99, 499 504
2 98, 995 506
3 98, 489 509
4 97, 980 512
5 97, 468 514
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Koriste�i formulu lx = l0s(x) ovu tabelu pre�ivǉavaǌa mo�emo konverto-
vati u tablu sa vrednostima funkcije pre�ivǉavaǌa.

Starost s(x)
0 1.00000
1 0.99499
2 0.98995
3 0.98489
4 0.97980
5 0.97468

Mo�emo konvertovati i ostale verovatno�e po slede�im formulama:

nqx =
s(x)− s(x+ n)

s(x)
=
l0(s(x)− s(x+ n))

l0s(x)
=

ndx
lx

, (56)

specijalno,

qx =
dx
lx
. (57)

npx = 1− nqx = 1− lx − ndx
lx

=
lx+n
lx

, (58)

i specijalno

px =
lx+1

lx
. (59)

Izvedimo i formulu za stopu smrtnosti.

µx = −s
′(x)

s(x)
= − l0s

′(x)

l0s(x)
= −

dlx
dx

lx
. (60)

Integracijom daǉe dobijamo:∫ x

0

dlt
dt

lt
dt = −

∫ x

0

µtdt

ln lt|x0 = −
∫ x

0

µtdt

ln (
lx
l0

) = −
∫ x

0

µtdt

lx = l0e
−

∫ x
0 µtdt . (61)

Daǉe, koriste�i npx = lx+n

lx
dobijamo

lx+n = lxe
−

∫ n
0 µx+tdt . (62)
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U suxtini, tabele pre�ivǉavaǌa sadr�e jednogodixǌe verovatno�e smrti,
qx, i samim tim kompletno definixu raspodelu za sluqajnu promenǉivu
K. Raspodela za T se dobija aproksimiraǌem i interpolacijom tabela
pre�ivǉavaǌa, pod pretpostavkama u vezi sa verovatno�ama smrti, uqx, ili
u vezi sa stopom smrtnosti, µx+u, za trenutnu starost x + u (x ceo broj i
0 < u < 1). Pogledajmo dve takve pretpostavke:

a) Linearnost uqx
Ako pretpostavimo da je uqx linearna funkcija po u, interpolacija izme�u
u = 0 i u = 1 daje

uqx = uqx . (63)

Onda su promenǉive K i S nezavisne i S je uniformno raspodeǉena izme�u
0 i 1 (prisetimo se odeǉka o celobrojnom �ivotnom veku). Va�i:

upx = 1− uqx . (64)

i
µx+u =

qx
1− uqx

. (65)

b) µx+u konstanta
Pretpostavimo da je stopa smrtnosti konstanta na svakom jediniqnom inter-
valu. Oznaqimo vrednost te konstantne vrednosti sa µx+ 1

2
.

Koriste�i (41) nalazimo
µx+ 1

2
= − ln px . (66)

Tako�e, sledi da je
upx = e

−uµ
x+1

2 = (px)
u . (67)

Iz (31) dobijamo

P (S ≤ u|K = k) =
1− pux+k
1− px+k

. (68)

Uslovna raspodela za S, za dato K = k, je onda okrǌena eksponencijalna
raspodela, i zavisi od k. Sluqajne promenǉive K i S ovde nisu nezavisne.

Bitno je, tako�e, re�i da se tabele pre�ivǉavaǌa konstruixu za izvesne
populacione grupe razliqito po faktorima kao xto je pol, rasa, uzrast i
tip osiguraǌa. Starost mo�e imati znaqajan uticaj na takve tabele. Na
primer, neka je sa x oznaqena starost osobe kada je osiguraǌe kupǉeno.
Osiguraǌe se nudi samo za osobe dobrog zdravǉa (ponekad jedino posle
medicinske provere). Logiqno je oqekivati da je osoba koja je upravo kupila
osiguraǌe boǉeg zdravǉa od osobe koja je kupila osiguraǌe nekoliko god-
ina ranije, a drugi faktori (i sama starost) su isti. Ova pojava uzima
se u obzir kod selektivnih tabela pre�ivǉavaǌa (select life tables). U selek-
cionim tabelama pre�ivǉavaǌa verovatno�e smrti su oceǌene u skladu sa
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godinama na poqetku ugovora. Neka je q[x]+t je verovatno�a jednogodixǌe sm-
rti za osobu starosti x + t, a starosti x na poqetku. Selekcija dovodi do
nejednakosti

q[x] < q[x−1]+1 < q[x−2]+2 < ... . (69)

Selekcioni efekat obiqno nestaje posle nekoliko godina, recimo r godina
nakon poqetka. Pretpostavimo da

q[x−r]+r = q[x−r−1]+r+1 = q[x−r−2]+r+2 = ... = qx . (70)

Period r je nazvan selekcioni period (select period), i tabela koje se koriste
nakon isteka selekcionog perioda nazvana je konaqna tabela pre�ivǉavaǌa
(ultimate life table).
Ako tabela pre�ivǉavaǌa varira samo sa navrxenih x godina starosti,
naziva se agregatna tabela pre�ivaǉavaǌa (agregate life table).
[4], [1], [5]
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4.2 Oqekivana sadaxǌa vrednost isplate (Net Single Pre-
mium)

Elementarno �ivotno osiguraǌe podrazumeva da se korist osiguranika, na
osnovu ugovora o osiguraǌu, sastoji iz jedne isplate (osigurane sume).
Vreme i koliqina ove isplate mogu biti funkcije sluqajne promenǉive T
koja predstavǉa �ivotni vek osobe, to jest izra�ava koliko vremena �e os-
oba �iveti.
Sadaxǌu vrednost isplate oznaqi�emo sa Z. Ona se izraqunava na os-
novu fiksne kamatne stope i. Oqekivana sadaxǌa vrednost isplate, E(Z),
naziva se neto jednokratna premija (Net Single Premium) ugovora ili aktu-
arska sadaxǌa vrednost (Actuarial Present Value) ugovora.
[1], [3]
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4.3 Elementarni tipovi osiguraǌa (Elementary Insurance
Types)

Do�ivotno osiguraǌe (Whole Life)

Do�ivotno osiguraǌe predvi�a isplatu 1 jedinice na kraju godine smrti.
U ovom sluqaju iznos isplate je fiksiran, dok je vreme isplate, (K + 1),
sluqajno. Sadaxǌa vrednost te isplate je

Z = vK+1 , (71)

gde je sa v = 1
1+i

je definisan diskontni faktor, a i je odgovaraju�a efek-
tivna kamatna stopa.
Sluqajna promenǉiva Z uzima vrednosti v, v2, v3, ..., a ǌena raspodela je
odre�ena sa (71) i raspodelom za K:

P (Z = vK+1) = P (K = k) = kpx qx+k, k = 0, 1, 2, ... (72)

Neto jednokratna premija (Net Single Premium)je oznaqena sa Ax i data sa

Ax = E(vK+1) =
∞∑
k=1

vk+1
kpx qx+k (73)

Disperzija za Z mo�e biti izraqunata iz jednakosti

D(Z) = E(Z2)− Ax2 (74)

Zamenom v sa e−δ dobijamo da

E(Z2) = E(e−2δ(K+1)) (75)

xto je neto jednokratna premija izraqunata dupliraǌem originalne stope
interesa.
[1]

Oroqeno osiguraǌe (Term Insurance)

Oroqeno osiguraǌe trajaǌa n podrazumeva da osiguravaju�e druxtvo pred-
vi�a isplatu samo ako se smrt dogodi u toku n godina. Na primer, 1 jedinica
se pla�a samo ako smrt nastupi tokom prvih n godina, a pravo vreme pla�aǌa
je i daǉe kraj godine smrti. Tada

Z =

{
vK+1 za k = 0, 1, ..., n− 1

0 za k = n, n+ 1, n+ 2, ...
(76)

Neto jednokratna premija (Net Single Premium)je oznaqena sa A1
x:n i jednaka je

A1
x:n =

n−1∑
k=1

vk+1
kpx qx+k (77)
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Opet, drugi momenat je neto jednokratna premija izraqunata dupliraǌem
originalne stope interesa, odnosno

E(Z2) =

{
E(e−2δ(K+1)) za k = 1, 2, ..., n− 1

0 za k = n, n+ 1, n+ 2, ...
(78)

[1]

Osiguraǌe do�ivǉeǌa (Pure Endowment)

Osiguraǌe do�ivǉeǌa trajaǌa n, odnosno osiguraǌe do�ivǉeǌa narednih
n godina, predvi�a isplatu osigurane sume samo ako je osiguranik �iv na
kraju n−te godine. Dakle,

Z =

{
0 za k = 0, 1, ..., n− 1
vn za k = n, n+ 1, n+ 2, ...

(79)

Neto jednokratna premija (Net Single Premium)je oznaqena sa A 1
x:n i jednaka je

A 1
x:n = vn npx (80)

Formula za disperziju Bernulijeve sluqajne promenǉive daje

D(Z) = v2n npx nqx (81)

[1]

Mexovito osiguraǌe (Endowments)

Mexovito osiguraǌe podrazumeva da se osigurana suma ispla�uje na kraju
godine smrti ako se smrt dogodi u toku prvih n godina, a u suprotnom na
kraju n−te godine. Dakle,

Z =

{
vK+1 za k = 0, 1, ..., n− 1
vn za k = n, n+ 1, n+ 2, ...

(82)

Neto jednokratna premija (Net Single Premium)je oznaqena sa Ax:n .
Oznaqivxi sadaxǌu vrednost za (76) sa Z1, a sadaxǌu vrednost za (79) sa
Z2, oqigledno je

Z = Z1 + Z2 (83)

Odatle dobijamo da je
Ax:n = A1

x:n + A 1
x:n (84)

i
D(Z) = D(Z1) + 2Cov(Z1, Z2) +D(Z2) (85)

Proizvod Z1Z2 je uvek 0 (sledi direktno iz ǌihovih definicija). Stoga,

Cov(Z1Z2) = E(Z1Z2)− E(Z1)E(Z2) = −A1
x:nA

1
x:n (86)
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Disperzija za Z je onda data sa

D(Z) = D(Z1) +D(Z2)− 2A1
x:nA

1
x:n (87)

Iz prethodne jednakosti vidi se da je rizik, meren disperzijom, prodaje
mexovitog osiguraǌa maǌi nego pojedinaqna prodaja oroqenog osiguraǌa
jednoj osobi i polise osiguraǌa do�ivǉeǌa drugoj.
[1]

Odlo�eno do�ivotno osiguraǌe
(Deferred Whole Life Insurance)

Razmotrimo i do�ivotno osiguraǌe koje je odlo�eno m godina. ǋegova
sadaxǌa vrednost je

Z =

{
0 za k = 0, 1, ...,m− 1

vK+1 za k = m,m+ 1,m+ 2, ...
(88)

Neto jednokratna premija (Net Single Premium) je oznaqena sa m|Ax.
Alternativne formule za neto jednokratnu premiju su

m|Ax = mpxv
mAx+m (89)

i
m|Ax = Ax − A1

x:m . (90)

Do sada smo, zbog jednostavnosti, pretpostavǉali da je osigurana suma 1.
Ako je osigurana suma C, onda se neto jednokratna premija dobija mno�eǌem
sa C, a disperzija mno�eǌem sa C2.
[1]

Opxti tipovi �ivotnog osiguraǌa
(General Types of Life Insurance)

Poqnimo sa razmatraǌem �ivotnog osiguraǌa sa premijama koje variraju iz
godine u godinu i pretpostavimo da se osigurana suma ispla�uje na kraju
godine smrti.
Ako sa cj oznaqimo osiguranu sumu tokom j−te godine nakon izdavaǌa polise,
dobijamo

Z = cK+1v
K+1 (91)

Raspodelu za Z, a posebno neto jednokratnu premiju i vixe momente, nije
texko raqunati.

E(Zh) =
∞∑
k=0

chk+1v
h(k+1)

kpxqx+k (92)
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Ovo osiguraǌe mo�e biti predstavǉeno kao kombinacija odlo�enih �ivotnih
osiguraǌa, od kojih svako ima konstantnu osiguranu sumu. Tako da se neto
premija mo�e izraqunati na slede�i naqin

E(Z) = c1Ax + (c2 − c1)1|Ax + (c3 − c2)2|Ax + (c4 − c3)3|Ax + ... (93)

U sluqaju da osiguraǌe pokriva samo period od n godina, odnosno kada je
cn+1 = cn+2 = ... = 0, osiguraǌe mo�e biti predstavǉeno kao kombinacija
oroqenih osiguraǌa

E(Z) = cnA
1
x:n + (cn−1 − cn)A1

x:n−1 + (cn−2 − cn−1)A1
x:n−2 + ... (94)

Alternativna predstavǉaǌa (93) i (94) su korisna za raqunaǌe neto jed-
nokratne premije, ali nisu za raqunaǌe vixih momenata od Z.

Ako se osiguraǌe pla�a odmah po smrti, osigurana suma mo�e generalno
da bude funkcija c(t), t ≥ 0, tako da je

Z = c(T )vT . (95)

Neto jednokratna premija je

E(Z) =

∫ ∞
0

c(t)vt tpxµx+tdt . (96)

Obraqun neto jednokratne premije mo�e biti sveden na obraqun u diskret-
nom modelu. Iz

E(Z) =
∞∑
k=0

E[Z|K = k]P (K = k)

=
∞∑
k=0

E[c(k + S)vk+S|K = k]P (K = k)

=
∞∑
k=0

E[c(k + S)(1 + i)1−S|K = k]vk+1P (K = k) , (97)

dobijamo

E(Z) =
∞∑
k=0

ck+1v
k+1

kpxqx+k , (98)

gde je ck+1 definisano sa

ck+1 = E[c(k + S)(1 + i)1−S|K = k] . (99)

Uslovna raspodela za S, za dato K = k, potrebna je u ciǉu procene izraza
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(99). Naveli smo ranije dve pogodne pretpostavke za tu procenu.
Pretpostavka o linearnosti uqx daje

ck+1 =

∫ 1

0

c(k + u)(1 + i)1−udu , (100)

dok pretpostavka da je µx+u konstanta daje

ck+1 =

∫ 1

0

c(k + u)(1 + i)1−u
µx+k+ 1

2
pux+k

1− px+k
du , (101)

Za ilustraciju, posmatrajmo eksponencijalni rast osigurane sume c(t) = eτt.
Formula (100) postaje

ck+1 = eτk
eδ − eτ

δ − τ
, (102)

a formula (101) postaje

ck+1 = eτk
µx+k+ 1

2
eδ − px+keτ

1− px+kδ + µx+k+ 1
2
− τ

. (103)

[1]
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4.4 Elementarni �ivotni anuiteti (Elementary Life Annu-
ities)

�ivotni anuitet podrazumeva seriju uplata koje se izvrxavaju dok je ko-
risnik, koji na poqetku ugovora ima x godina, �iv. Onda �ivotni anuitet
zavisi od preostalog �ivotnog veka T . ǋegova sadaxǌa vrednost je sluqa-
jna promenǉiva koju �emo oznaqiti sa Y .
Neto jednokratna premija �ivotnog anuiteta je ǌegova oqekivana sadaxǌa
vrednost, E(Y ).
�ivotni anuitet mo�e, u jedne strane, biti dobit od polise osiguraǌa kao
kombinacija osiguraǌa do�ivǉeǌa; a s druge strane, periodiqna pla�aǌa
premija mogu biti odre�ena kao �ivotni anuitet.

Posmatrajmo do�ivotni anuitet (whole life annuity-due) koji omogu�ava godix-
ǌe uplate 1 jedinice dok korisnik �ivi. Uplate se izvrxavaju u vremenskim
trenucima 0, 1, ..., K. Sadaxǌa vrednost toka ovih uplata je

Y = 1 + v + v2 + ...+ vK = äK+1 . (104)

Raspodela verovatno�a ove sluqajne promenǉive data je sa

P (Y = äk+1 ) = P (K = k) = kpxqx+k , k = 0, 1, 2, ... . (105)

Neto jednokratna premija, oznaqena sa äx, je oqekivana vrednost za Y :

äx =
∞∑
k=0

äk+1 kpxqx+k . (106)

Sadaxǌa vrednost, Y , mo�e biti izra�ena i na drugi naqin:

Y =
∞∑
k=0

vkI{K≥k} , (107)

gde je IA indikator doga�aja A. Oqekivaǌe za (107) je

äx =
∞∑
k=0

vk kpx . (108)

Dakle, naxli smo dva izraza za neto jednokratnu premiju do�ivotnog anu-
iteta. U izrazu (106) posmatramo anuitet kao celinu, a u izrazu (108)
posmatramo anuitet kao seriju osiguraǌa do�ivǉeǌa.
Neto jednokratna premija tako�e mo�e biti izra�ena preko neto jednokratne
premije za do�ivotno �ivotno osiguraǌe.

Y = 1 + v+ v2 + ...+ vK+1 = äK+1 = ä∞− vK+1ä∞ =
1

d
− vK+1 1

d
=

1− vK+1

d
=

1− Z
d

,

(109)
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gde je ä∞ = 1 + v + v2 + ... = 1
1−v = 1

d
sadaxǌa vrednost perpetuiteta, (4).

Proxavxi oqekivaǌem dobijamo

äx =
1− Ax
d

. (110)

Transformacijom dobijamo

1 = d äx + Ax , (111)

xto mo�emo interpretirati preko duga od 1 jedinice sa godixǌim interesom
unapred i finalnim pla�aǌem 1 jedinice na kraju godine smrti. I vixi
momenti za Y mogu biti izvedeni, na primer,

D(Y ) =
D(Z)

d2
. (112)

Posmatrajmo sada �ivotni anuitet sa istekom za n godina (n−year temporary
life annuity-due).Sadaxǌa vrednost ovog anuiteta je

Y =

{
äK+1 za K = 0, 1, ..., n− 1
än za K = n, n+ 1, n+ 2, ... .

(113)

Sliqno kao kod do�ivotnog anuiteta dobijamo izraze za neto jednokratnu
premiju

äx:n =
n−1∑
k=0

äk+1 kpxqx+k + än npx . (114)

i

äx:n =
n−1∑
k=0

vk kpx . (115)

Sada imamo
Y =

1− Z
d

, (116)

s tim xto je ovo Z definisano sa (88). Onda je

äx:n =
1− Ax:n

d
. (117)

ili
1 = däx:n + Ax:n . (118)

[1], [4]
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4.5 Neto premije (Net Premiums)

Polisa osiguraǌa precizira s jedne strane dobiti koje se ispla�uju od os-
iguravaqa osiguraniku, i s druge strane premije koje pla�a osiguranik. U
ovom odeǉku se bavimo premijama koje osigurnik treba da plati osiguravaqu
da bi kupio osiguraǌe. Postoje tri naqina isplate tih premija.
Ako osiguranik ispla�uje premiju jednim pla�aǌem u trenutku sklapaǌa
ugovora, u pitaǌu je jednokratna premija (One Single Premium). Ta jednokratna
premija je, onda, jednaka aktuarskoj sadaxǌoj vrednosti polise u trenutku
ǌenog sklapaǌa, odnosno jednaka je neto jednokratnoj premiji (Neto Single
Premium) o kojoj smo govorili.
Me�utim, u praksi obiqno osiguranik �eli premiju da nadoknadi peri-
odiqnim godixǌim uplatama, odnosno da kupi osiguraǌe �ivotnim anu-
itetom sa premijama qije trajaǌe i iznos treba da budu definisane ugov-
orom. Te premije mogu biti sa nepromenǉivim iznosom (level premiums) ili
sa promenǉivim iznosom (periodic premiums of varying amounts).
U praksi se najvixe koriste godixǌe premije sa nepromenǉivim iznosom, te
�emo se u ovom odeǉku prete�no baviti ǌihovim izraqunavaǌem.
Neto premije se izraqunavaju po principu ekvivalentnosti, odnosno prin-
cipu koji podrazumeva da je sadaxǌa vrednost isplata od strane osigu-
ravaqa jednaka sadaxǌoj vrednosti uplata od strane osiguranika. U tom
ciǉu, u odnosu na polisu osiguraǌa, definixemo ukupni gubitak (total loss),
L, osiguravaqa kao razliku izme�u sadaxǌe vrednosti dobiti koje ispla�uje
i sadaxǌe vrednosti premijskih uplata. U algebarskom smislu, prihvatǉiv
izbor premija je onaj za koje L uzima bilo pozitivne, bilo negativne vred-
nosti, pri qemu je u sredǌem na nuli.

E[L] = 0 (119)

tj. oqekivana vrednost gubitka je nula.

Premija se naziva neto (Net) jer troxkovi pru�aǌa usluga o osiguraǌu
nisu ukǉuqeni (iznosi za poreze, operativne troxkove, itd.). Ova premija,
tako�e, ni na koji naqin ne odra�ava rizik da ne�e mo�i da se isplati
od osiguravaqa. Za procenu rizika potrebne su i dodatne karakteristike
raspodele sluqajne promenǉive, npr. varijacija. Dakle, ovo nije premija
koju �e osiguranik platiti osiguravaqu.
Izraqunavaǌe neto jednokratne je prvi korak u razumevaǌu matematike �ivotnog
osiguraǌa. Zatim se izuqavaju rezervne vrednosti ugovora (xtedne i riziko
premije) i bruto premije koje �e, zapravo, osiguranik pla�ati.
[1], [8], [2]
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Neto godixǌe premije za do�ivotno osiguraǌe

Posmatrajmo do�ivotno osiguraǌe qija osigurana suma je 1 jedinica koja
se ispla�uje na kraju godine smrti, a koje se finansira neto godixǌim
premijama oznaqenim sa Px.
Gubitak osiguravaqa je

L = vK+1 − Px äK+1 . (120)

Primenom principa ekvivalencije dobijamo

Px =
Ax
äx

. (121)

Daǉe, koriste�i relacije (71) i (104) dobijamo

L = vK+1 − Px äK+1

= Z − PxY

= Z − Px(
1− Z
d

)

= (1 +
Px
d

)Z − Px
d
. (122)

Oqekivaǌe od L je

E(L) = (1 +
Px
d

)Ax −
Px
d
. (123)

Principom ekvivalencije dobijamo

Px =
dAx

1− Ax
, (124)

ili ekvivalentno
Px = dAx + PxAx . (125)

Disperzija za L je onda

D(L) = D((1 +
Px
d

)vK+1 − Px
d

)

= D((1 +
Px
d

)Z − Px
d

) (126)

= (1 +
Px
d

)2D(Z)

=
D(Z)

(d äx)2

=
D(Z)

(1− Ax)2
. (127)

[4], [1]
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Neto godixǌe premije za oroqeno osiguraǌe

Posmatrajmo oroqeno osiguraǌe trajaǌa n (osigurana suma od 1 jedinice
koja se ispla�uje na kraju godine smrti), a koje se finansira neto godixǌim
premijama oznaqenim sa P 1

x:n . Gubitak osiguravaqa je

L =

{
vK+1 − P 1

x:n äK+1 za K = 0, 1, ..., n− 1
−P 1

x:n än za K ≥ n
(128)

Onda je aktuarska sadaxǌa vrednost za L

E(L) = A1
x:n − P 1

x:n äx:n . (129)

Primenom principa ekvivalentnosti dobijamo neto godixǌu premiju

P 1
x:n =

A1
x:n

äx:n
. (130)

Proizvodi kao xto je oroqeno osiguraǌe su posebno interesantni jer je ǌi-
hovo trajaǌe kratko, i zato se qesto koriste za pokri�e nekog specifiqnog
rizika.
Oroqeno osiguraǌe na jednu godinu qesto se naziva prirodno osiguraǌe (nat-
ural insurance), a odgovaraju�a premija se naziva prirodna premija (natural
premium). Osiguraǌe �ivota sa prirodnom premijom je osiguraǌe oroqeno
na jednu godinu koje se zakǉuquje svake godne sa drugom premijom koja se
izraqunava na osnovu godina starosti osiguranika. To znaqi da osiguranik
uvek pla�a premiju koja zavisi od ǌegovih godina starosti, pa je rizik
smrti osiguran na jednu godinu. Iz tog razloga se ka�e da je prirodna pre-
mija zapravo riziko premija za jednu godinu. Dakle, prirodna premija raste
sa godinama starosti, pa je znaqajna razlika u visini ove premije izme�u
poqetka i zavrxetka perioda pla�aǌa.
Ako se jednogodixǌe osiguraǌe primeǌuje u beskonaqno malim vremenskim
periodnima, onda kamatna stopa nema uticaja na premiju jer je vreme izme�u
premijumske uplate i isplate beskonaqno malo.
Iako je primena prirodne premije matematiqki opravdana, ona je neprak-
tiqna, i zato se u praksi iraqunava proseqna premija koja je ista za sve
vreme trajaǌa osiguraǌa. Poxto se zbog proseqne premije uvek u prvim
godinama osigurǌa napla�uje vixa premija, sledi da se premija sastoji iz
riziko premije i xtedne premije.
[4], [1], [8]

Neto godixǌe premije za osiguraǌe do�ivǉeǌa

Posmatrajmo osiguraǌe do�ivǉeǌa trajaǌa n (osigurana suma od 1 jedinice
koja se ispla�uje na kraju godine smrti), a koje se finansira neto godixǌim
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premijama oznaqenim sa P 1
x:n . Gubitak osiguravaqa je

L =

{
−P 1

x:n äK+1 za K = 0, 1, ..., n− 1
vn − P 1

x:n än za K ≥ n
(131)

Sadaxǌa vrednost za L je Onda je aktuarska sadaxǌa vrednost za L

E(L) = A 1
x:n − P 1

x:n äx:n . (132)

Onda je neto godixǌa premija jednaka

P 1
x:n =

A 1
x:n

äx:n
. (133)

[1], [4]

Neto godixǌe premije za mexovito osiguraǌe

Posmatrajmo mexovito osiguraǌe trajaǌa n (osigurana suma od 1 jedinice
koja se ispla�uje na kraju godine smrti), a koje se finansira neto godixǌim
premijama oznaqenim sa Px:n . Gubitak osiguravaqa je

L =

{
vK+1 − Px:n äK+1 za K = 0, 1, ..., n− 1
vn − Px:n än za K ≥ n

(134)

Sadaxǌa vrednost za L je Onda je aktuarska sadaxǌa vrednost za L

E(L) = Ax:n − Px:n äx:n . (135)

Onda je neto godixǌa premija jednaka

Px:n =
Ax:n
äx:n

. (136)

[4]

Neto godixǌe premije za opxti tip osiguraǌa

Neka je cj suma osigurana u j−toj godini nakon sklapaǌa polise. Pret-
postavimo da se osigurǌe finansira neto godixǌim premijama Π0,Π1,Π2, ...;
gde je Πk premija za k−tu godinu.
Gubitak osiguravaqa je

L = CK+1v
K+1 −

K∑
k=1

Πkv
k . (137)

Zbog principa ekvivalentnosti, dobijamo da neto premija zadovoǉava slede�u
jednaqinu:

∞∑
k=1

ck+1v
k+1

kpx+k qx+k =
∞∑
k=1

Πkv
k
kpx . (138)

[1]
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4.6 Rezerve neto premije (Net Premium Reserves)

Posmatrajmo polisu osiguraǌa koja je finansirana godixǌim neto premi-
jama nepromenǉivog iznosa.
U trenutku sklapaǌa polise oqekivana sadaxǌa vrednost budi�ih premija
jednaka je oqekivanoj sadaxǌoj vrednosti budu�ih isplata dobiti, qine�i
da je oqekivani gubitak osiguravaqa, L, nula.
Za dugoroqne polise osiguraǌa, jasno je da �e rizik od smrti rasti veoma
brzo sa godinama starosti osiguranika. Onda, ova ekvivalencija izme�u
predvi�enih isplata dobiti i premijumskih uplata ne�e, generalno, va�iti
u okviru svake godine polise. Zato osiguravaq treba u poqetnim trenucima
da uzme ve�u premiju nego xto je u tim trenucima potrebno, da bi se obezbe-
dio za kasnije trenutke kada iznos premije nije dovoǉan da se isplati ugov-
oreni iznos dobiti osiguraniku.
Stoga, definixe se sluqajna promenǉiva tL, kao razlika izme�u sadaxǌe
vrednosti budu�ih isplata dobiti i sadaxǌe vrednosti budu�ih premijum-
skih uplata, u trenutku t. Pretpostavǉa se da tL nije identiqki jednaka
nuli i da je T > t.
Rezerva neto premije (Net Premium Reserve) u trenutku t oznaqena je sa tV i
definixe se kao uslovno oqekivaǌe od tL za dato T > t (uslovni doga�aj je
pre�ivǉavaǌe osiguranika do trenutka t).
Praktiqno, to je iznos koji je potreban u trenutku t da bi se pokrio budu�i
maǌak. Nekada se ovaj iznos naziva vrednost polise (policy value) ili kex
vrednost (cash value) umesto rezerva neto premije.

Polise �ivotnog osiguraǌa su uglavnom pravǉene tako da iznos premije
bude takav da je rezerva neto premije pozitivna, ili nenegativna, da bi os-
iguranik u svakom trenutku imao korist da nastavi sa osiguraǌem. Onda,
oqekivana vrednost predvi�enih dobiti bi trebalo da prekoraqi predvi�e-
nu vrednost premijumskih uplata. Naravno, da bi obezbedila ovu odgov-
ornost osiguravaju�a kompanija treba veoma precizno da izraquna iznos
novca koji �e biti dovoǉan da pokrije ovu razliku ime�u oqekivanih vred-
nosti.
[1], [8], [5]

Rezerve neto premije za do�ivotno osiguraǌe

Posmatrajmo do�ivotno osiguraǌe qija osigurana suma je 1 jedinica koja
se ispla�uje na kraju godine smrti, a koje se finansira neto godixǌim
premijama oznaqenim sa Px.
Gubitak osiguravaqa u trenutku k je sluqajna promenǉiva koja zavisi od
(x), data sa

kL = vK−k+1 − Px äK−k+1 . (139)
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Uslovno oqekivaǌe funkcije kL, uslovǉeno pre�ivǉavaǌem osiguranika k
godina, je rezerva neto premije u trenutku K

kV = E[kL|K ≥ k] = E[vK−k+1 − Px äK−k+1 |K ≥ k] = Ax+k − Px äx+k . (140)

Poka�imo da va�i druga jednakost u prethodnoj relaciji.

E[vK−k+1|K ≥ k] =
∞∑
t=k

vt−k+1P (K = t|K ≥ k) . (141)

Imamo

P (K = t|K ≥ k) =
P (K = t)

P (K ≥ k)
=

tpx qx+t

kpx
, (142)

odakle dobijamo

E[vK−k+1|K ≥ k] =
∞∑
t=k

vt−k+1 tpx qx+t

kpx

=
∞∑
t=k

vt−k+1
t−kpx+k qx+t

=
∞∑
u=o

vu+1
upx+k qx+k+u

= E[vK(x+k)+1] = Ax+k . (143)

Formula za kV je, dakle, razlika izme�u aktuarske sadaxǌe vrednosti budi�ih
dobiti za starost x + k u trenutku k i aktuarske sadaxǌe vrednosti pre-
ostalih premija.
Sada mo�emo izraqunati disperziju sluqajne promenǉive kL.

D(kL|K ≥ k) = D(vK−k+1 − Px äK−k+1 |K ≥ k)

= D(vK−k+1(1 +
Px
d

)− Px
d
|K ≥ k)

= D(vK−k+1(1 +
Px
d

)|K ≥ k)

= (1 +
Px
d

)2D(vK−k+1|K ≥ k) . (144)

[4], [1], [3], [8]

Rezerve neto premije za oroqeno osiguraǌe

Posmatrajmo sada oroqeno osiguraǌe trajaǌa n (osigurana suma od 1 je-
dinice koja se ispla�uje na kraju godine smrti), a koje se finansira neto
godixǌim premijama oznaqenim sa P 1

x:n . Gubitak osiguravaqa u trenutku k
je

kL = vK−k+1 − P 1
x:n äK−k+1 za K = 0, 1, ..., n− 1 (145)
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Sliqno kao kod do�ivotnog osiguraǌa, dobijamo rezervu neto premije u
trenutku k:

kV =

{
A1
x+k:n−k − P

1
x:n äx+k:n−k za K = 0, 1, ..., n− 1

0 za K = n
(146)

[4]

Rezerve neto premije za mexovito osiguraǌe

Posmatrajmo mexovito osiguraǌe trajaǌa n (osigurana suma od 1 jedinice
koja se ispla�uje na kraju godine smrti), a koje se finansira neto godixǌim
premijama oznaqenim sa Px:n . Gubitak osiguravaqa u trenutku k je

kL = vK−k+1 − Px:n äK−k+1za K = 0, 1, ..., n− 1 (147)

Sliqno kao kod do�ivotnog osiguraǌa, dobijamo rezervu neto premije u
trenutku k:

kV =

{
Ax+k:n−k − Px:n äx+k:n−k za K = 0, 1, ..., n− 1

1 za K = n
(148)

Rezerva u trenutku k = n je 1 zato xto je to vreme dospe�a ugovora.
[4]

Rezerve neto premije za opxti tip osiguraǌa

Rezerva neto premije uopxtenog osiguraǌa na kraju k−te godine je

kV =
∞∑
k=1

ck+j+1v
j+1

jpx+k qx+k+j −
∞∑
k=1

Πk+jv
j
jpx+k (149)

Da bismo izveli vezu izme�u kV i k+hV , zameǌujemo

jpx+k = hpx+k j−hpx+k+h (150)

i koristimo j′ = j − h kao indeks sumiraǌa. Kao rezultat dobijamo slede�u
vezu

kV +
h−1∑
k=1

Πk+jv
j
jpx+k =

h−1∑
k=1

cj+k+1v
j+1

jpx+kqx+k+j +h px+kv
h
k+hV (151)

Ova relacija nam govori da ako je osiguranik �iv na kraju k−te godine, onda
je rezerva neto premije, zajedno sa oqekivanom sadaxǌom vrednosti premije,
koja �e biti ispla�eǌa u toku slede�ih h godina, taqno dovoǉna za isplatu
�ivotnog osiguraǌa tokom ovih godina, plus qista dobit od k+hV na kraju
(k + h)−te godine. Ovakva interpretacija je i oqekivana.
[1]
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Rekurzivne formule

Rekurzivnu jednaqinu za rezervu neto premije dobijamo zamenom h = 1 u
relaciju (151):

kV + Πk = v[ck+1qx+k + k+1V px+k] (152)

Dakle, rezerve neto premije mogu biti raqunate rekurzivno, i to u dva
pravca:
1) Mo�e se poqeti sa 0V = 0, i sukcesivno raqunati 1V , 2V ,...
2) Ako je osiguraǌe konaqog trajaǌa n, onda se mo�e izraqunati prvo nV i
nastaviti redom n−1V , n−2V ,...
Jednaqina (152) pokazuje da je zbir rezerve neto premije i premije u trenutku
k jednak oqekivanoj sadaxǌoj vrednosti sredstava potrebnih na kraju godine
(ona su jednaka ck+1 u sluqaju smrti, inaqe k+1V ). Drugu interpretaciju do-
bijamo ako zapixemo:

kV + Πk = v[k+1V + (ck+1 − k+1V )qx+k] (153)

Iznos k+1V je neophodan u svakom sluqaju. Dodatni iznos, ck+1− k+1V , potre-
ban ako osiguranik umre, je neto iznos rizika (net amount at risk).
Jednaqina (153) pokazuje da premija mo�e biti razlo�ena na dve komponente,
Πk = Πs

k + Πr
k, gde je

Πs
k = k+1V v − kV (154)

premija xtedǌe (savings premium)koja se koristi da pove�a rezervu neto pre-
mije, i

Πr
k = (ck+1 − k+1V )vqx+k (155)

riziko premija (risk premium), odnosno premija jednogodixǌeg oroqenog osi-
gurǌa koja pokriva iznos rizika. Dakle, operacija u (k+ 1)−oj godini mo�e
biti interpretirana kao kombinacija operacija osiguraǌa do�ivǉeǌa i
jednogodixǌeg osiguraǌa, uz pretpostavku da je osiguranik �iv u k−toj go-
dini.

Mno�eǌem (154) sa (1 + i)j−k i sumiraǌem po k = 0, 1, ..., j − 1, dobijamo

jV =

j−1∑
k=1

(1 + i)j−kΠs
k (156)

xto pokazuje da je rezerva neto premije nagomilana vrednost premija xted-
ǌe od trenutka sklapaǌa polise.
[1]
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Uopxten ukupan gubitak prema godinama starosti polise

Definixemo nastali gubitak za osiguravaqa tokom (k + 1)−ve godine,
Λk, a poqetak godine koristi se kao referencna taqka na vremenskoj skali.
Uoqavamo tri istaknuta sluqaja :
1) Osiguranik umire pre trenutka k,
2) Osiguranik umire tokom k + 1 godine,
3) Osiguranik pre�ivǉava k + 1 godinu.
Sluqajna promenǉiva Λk je onda definisana sa

Λk =


0 za K ≤ k − 1

ck+1v − (kV + Πk) za K = k

k+1V v − (kV + Πk) za K ≥ k + 1
(157)

Zamenom Πk sa Πs
k + Πr

k i koriste�i (154), nalazimo

Λk =


0 za K ≤ k − 1

−Πr
k + (ck+1 − k+1V )v za K = k

−Πr
k za K ≥ k + 1

(158)

Tada, ako je osiguranik �iv u trenutku k, Λk je gubitak od jednogodixǌeg
oroqenog osiguraǌa za pokrivaǌe neto iznosa rizika (net amount at risk).
Uopxten gubitak osiguravaqa je dat sa jednaqinom (137). Oqigledan rezul-
tat

L =
∞∑
k=1

Λkv
k (159)

mo�e se proveriti direktno iz (157). Naravno, suma je konaqna poqevxi od
0 do K.

Koriste�i (158) i (155) dobijamo

E[Λk|K ≥ k] = 0 (160)

iz qega sledi i

E[Λk] = E[Λk|K ≥ k]P (K ≥ k) = 0 (161)

Teorema: [Hatendorfova] Neka su Λk i L definisani relacijama (157) i (159).

Va�i:
Cov[Λk,Λj] = 0, za k 6= j, (162)

D(L) =
∞∑
k=0

v2k+2(ck+1 − k+1V )2 k+1pxqx+k . (163)
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Dokaz: Doka�imo prvo relaciju (162).
Pretpostavimo, bez smaǌeǌa opxtosti, da je k < j. Koriste�i (160) dobi-
jamo:

Cov[Λk,Λj] = E[Λk · Λj]

= E[Λk · Λj|K ≥ j]P (K ≥ j)

= Πr
kE[Λj|K ≥ j]P (K ≥ j)

= 0 . (164)

Da bismo dokazali relaciju (163) izraqunajmo, najpre, disperziju za Λk:

D(Λk) = E[Λk
2]

= E[Λk
2|K ≥ k]P (K ≥ k)

= D[Λk|K ≥ k]P (K ≥ k)

= (ck+1 − k+1V )2v2px+kqx+kP (K ≥ k)

= (ck+1 − k+1V )2v2 k+1pxqx+k . (165)

Najzad, dobijamo

D(L) =
∞∑
k=0

v2kD(Λk)

=
∞∑
k=0

v2k+2(ck+1 − k+1V )2 k+1pxqx+k , (166)

qime smo dokazali i drugi deo teoreme.

�

[1], [4]

Tehniqka dobit

Posmatrajmo opxte osiguraǌe, i pretpostavimo da je osiguranik �iv
u trenutku k. Nadaǉe, pretpostavimo da je trenutna kamatna stopa zarade
tokom k+1-ve godine jednaka i′. Tehniqka dobit (technical gain) na kraju godine
je

Gk+1 =

{
(kV + Πk)(1 + i′)− ck+1 za K = k
(kV + Πk)(1 + i′)− k+1V za K ≥ k + 1 .

(167)

Tehniqku dobit mo�emo razlo�iti na komponente:
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Tehniqka dobit u (k + 1)−oj godini mo�e biti posmatrana kao zbir dobiti
od xtedǌe i osiguraǌa. U skladu sa tim imamo

Gk+1 = Gs
k+1 +Gr

k+1 , (168)

gde je
Gs
k+1 = (kV + Πs

k)(i
′ − i) (169)

i

Gr
k+1 =

{
Πr
k(1 + i′)− (ck+1 − k+1V ) za K = k

Πr
k(1 + i′) za K ≥ k + 1 .

(170)

Posledǌa formula se mo�e se napisati i kao

Gr
k+1 = Πr

k(i
′ − i)− Λk(1 + i) . (171)

[1]
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5 Vixestruki dekrement

Model vixestrukog dekrementa je uopxteǌe standardnog modela smrtnosti.
Naime, osiguraǌe se i daǉe odnosi na jednu osobu, ali do isteka ugovora o
osiguraǌu dolazi uticajem vixe razliqitih sluqajnih doga�aja, ne nu�no
smrti osiguranika. Istek za dati status je nazvan dekrement (decrement).
Dakle, ovde proxirujemo osnovni model uvo�eǌem druge sluqajne promenǉive,
uzroka dekrementa, oznaqene sa J.
Pretpostavǉamo da je J diskretna sluqajna promenǉiva.
Na primer, za primenu u klasiqnom �ivotnom osiguraǌu J bi mogla uzeti
vrednosti 1 ili 2, u zavisnosti od toga da li osiguranik umre ili odluqi
da prestane da pla�a premiju.
U primenama u osiguraǌu za naknadu zaposlenima J bi mogla uzeti vred-
nosti 1, 2, 3 ili 4, u zavisnosti od toga da li je prestanak rada zbog odus-
tajaǌa, invalidnosti, smrti ili penzionisaǌa.
Tako�e, za primene u javnom zdravstvenom osigurǌu postoji mnogo mogu�nosti
za uzrok dekrementa. Na primer, J bi mogla uzeti vrednosti 1, 2, 3 ili 4,
u zavisnosti od toga da li je smrt uzrokovana kardiovaskularnom bolex�u,
kancerom, nesre�om ili neqim drugim.
[2], [1]

5.1 Model (The Model)

�ivotni vek (The Future Lifetime)

Kod osnovnog modela �ivotnog osiguraǌa bavili smo se metodama za odre�i-
vaǌe i primenu raspodele neprekidne sluqajne veliqine T , preostalog vre-
mena do smrti osobe starosti x.
Isti postupci mogu se koristiti za izuqavaǌe vremena do zavrxetka sta-
tusa, samo sa malim izmenama u reqniku.
Zapravo, koristimo istu oznaku, T , i, kao xto smo ve� naveli, uvodimo jox
jednu sluqajnu promenǉivu J koja predstavǉa uzrok dekrementa.
Osoba napuxta status u trenutku T zbog jednog od m me�usobno iskǉuqivih
uzroka dekrementa.
Sada �emo T nazivati preostalo vreme do isteka (time-until-termination).
Nax ciǉ je da opixemo zajedniqku raspodelu za T i J, kao i odgovaraju�e
marginalne i uslovne raspodele.

Zajedniqka raspodela verovatno�a za T i J mo�e biti napisana preko funkcija
gustina verovatno�e g1, g2,...,gm, tako da

gj(t)dt = P (t < T < t+ dt, J = j) (172)

predstavǉa verovatno�u da je doxlo do dekrementa zbog uzroka j u beskonaqno
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malom intervalu (t, t+ dt). Naravno, va�i

g(t) = g1(t) + g2(t) + ...+ gm(t) (173)

i ∫ ∞
0

g(t)dt = 1 . (174)

Ako se dekrement javǉa u trenutku t, uslovna verovatno�a za uzrok dekre-
menta j je

P (J = j|T = t) =
gj(t)

g(t)
. (175)

Verovatno�a da do dekrementa do�e zbog uroka j i do trenutka t, u oznaci
tqj,x, je

tqj,x = P (T < t, J = j) =

∫ t

0

gj(z)dz . (176)

Zatim, verovatno�a da do dekrementa do�e zbog uzroka j i do trenutka t+ s,
pod uslovom da do dekrementa nije doxlo do trenutka s, u oznaci tqj,x+s, je

tqj,x+s = P (T < t+ s, J = j|T > s) =

∫ s+t
s

gj(z)dz

[1−G(s)]
. (177)

Verovatno�a da do dekrementa do�e zbog uzroka j u bilo kom trenutku u
budu�nosti je

∞qj,x =

∫ ∞
0

gj(z)dz . (178)

Ova oznaka je nova i nema je kod osnovnog modela, suprotno marginalnoj gus-
tini raspodele za T , g(t).

Oznake tqx i tpx, uvedene kod osnovnog modela, mogu biti proxirene da obuh-
vate vremena do dekrementa u vixestrukom modelu dekrementa. Koriste�i
natpis (τ) da uka�e da se funkcija odnosi na sve sluqajeve uzroka dekre-
menta, dobijamo

tq
(τ)
x = P (T < t) = G(t) =

∫ t

0

g(z)dz (179)

tp
(τ)
x = P (T ≥ t) = G(t) = 1− tqx

(τ) (180)

Zbog jednostavnosti se qesto izostavǉa (τ), odnosno pixe se samo tqx ili tpx.
Matematiqki, ove funkcije za sluqajnu veliqinu T su identiqne onim iz os-
novnog modela. Razlika je samo u ǌihovoj interpretaciji u primenama (zbog
toga se nekada pixe i τ u indeksu).

Sliqno, oqekivano vreme do dekrementa, uzimaju�i u obzir sve sluqajeve, je

E(T ) =

∫ ∞
0

tp
(τ)
x dt . (181)

[1], [2]
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Celobrojni �ivotni vek (The Curtate Lifetime)

U nekim sluqajevima, primena iznad navedenog modela mo�e zahtevati mod-
ifikaciju. Neprekidna raspodela za vreme do isteka, T , je neadekvatna u
primenama u kojima ne postoji pozitivna verovatno�a dekrementa. Jedan
primer je penzioni plan sa obaveznom starosnom granicom, godinama u ko-
jima se svi zaposeleni moraju penzionisati. Posle uplate premije, nijedan
od preostalih osiguranika se ne�e penzionisati do slede�eg roka. Ovde
pokuxavamo da produ�imo notaciju da pokrije takve situacije.

Kod osnovnog modela smo definisali sluqajnu promenǉivu K = [T ] kao broj
celih godina osobe starosti x.
Ako su poznate jednogodixǌe verovatno�e dekrementa

qj,x+k = P (T < k + 1, J = j|T > k) (182)

za k = 0, 1, 2, ... i j = 1, 2, ...,m, zajedniqka raspodela verovatno�a celobrojnog
veka K i uzroka dekrementa J mo�e biti izvedena.
Uoqimo najpre

qx+k = q1,x+k + q2,x+k + ...+ qm,x+k , (183)

odakle mo�emo izraqunati kpx, a onda

P (K = k, J = j) = kpxqx+k za k = 0, 1, 2, ... i j = 1, 2, ...,m . (184)

[2], [1]

Stope dekrementa (Forces of Decrement)

Za osobu starosti x stopa dekrementa u godini x+ t zbog uzroka dekrementa
j definisana je sa

µj,x+t =
gj(t)

1−G(t)
=
gj(t)

tpx
. (185)

Zbir stopa dekrementa je

µx+t = µ1,x+t + µ2,x+t + ...+ µm,x+t . (186)

Drugaqije, u skladu sa osnovnim modelom, stopa dekrementa za osobu starosti
x u godini x+ t, ukǉuquju�i sve uzroke dekrementa je

µx+t = µ
(τ)
x+t =

g(t)

1−G(t)
= − d

dt
ln[1−G(t)] = − d

dt
ln tp

(τ)
x = − d

dt
ln tpx (187)

i
tpx = e−

∫ t
0 µx+sds (188)

Ako su sve stope dekrementa poznate, zajedniqka gustina raspodele za T i
J mo�e biti odre�ena tako xto prvo iskoristimo formule (186) i (188) da
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odredimo tpx, a onda odredimo gj(t) iz jednaqine (185).
Zapravo, jednaqina (172) sada mo�e biti data sa

gj(t)dt = P (t < T ≤ t+ dt, J = j) = tpx µj,x+tdt . (189)

Tako�e, va�i

P (J = j|T = t) =
µj,x+t
µx+t

. (190)

[1], [2]

Primer: Posmatrajmo model vixestrukog dekrementa sa dva uzroka dekre-
menta. Neka su stope dekrementa date sa

µ1,x+t =
t

100
, t ≥ 0

µ2,x+t =
1

100
, t ≥ 0

Izraqunajmo zajedniqku gustinu raspodele za ovaj model, a zatim E(T ) i
E[T |J = 2].

Iz

µ
(τ)
x+s = µ1,x+s + µ2,x+s =

s+ 1

100

dobijamo da je verovatno�a pre�ivǉavaǌa

tp
(τ)
x = exp (−

∫ t

0

s+ 1

100
ds)

= exp (
−(t2 + 2t)

200
), t ≥ 0

(191)

Onda je zajedniqka gustina raspodele za T i J jednaka

gj(t) =


t

100
exp (−(t

2+2t)
200

) za t ≥ 0, J = 1

1
100

exp (−(t
2+2t)
200

) za t ≥ 0, J = 2 .

(192)

E(T ) =

∫ ∞
0

t(
t+ 1

100
exp [

−(t2 + 2t)

200
])dt

(193)
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Parcijalnom integracijom dobijamo

E(T ) = t exp [
−(t2 + 2t)

200
]|∞0 +

∫ ∞
0

exp [
−(t2 + 2t)

200
])dt

= 0 +

∫ ∞
0

exp [
−(t+ 1)2 + 1

200
])dt

=

∫ ∞
0

e
1

200 exp [
−(t+ 1)2

200
])dt

= e0.005
√

2π · 10

∫ ∞
0

1√
2π · 10

exp [
−(t+ 1)2

200
])dt = /smena z =

t+ 1

10
/

= e0.005
√

2π

∫ ∞
0

1√
2π

exp [
−z2

2
])dz

= e0.005 ·
√

2π[1− Φ(0.1)], Φ je funkcija raspodele za Normalnu raspodelu N (0, 1)

= 11.59 (194)

E[T |J = 2] = E[(T + 1)− 1|J = 2]

= (0.1159)−1
∫ ∞
0

t+ 1

100
exp [

−(t2 + 2t)

200
]dt

= (0.1159)−1exp [
−(t2 + 2t)

200
]|∞0 − 1

= 7.63 . (195)

�

[2]
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Tabele pre�ivǉavaǌa vixestrukog dekrementa (Multiple Decrement
Life Table)

Veoma znaqajan praktiqni problem je konstrukcija tabele pre�ivǉavaǌa
vixestrukog dekrementa.
Posmatrajmo grupu od l

(τ)
a osoba, svaka starosti a, koje su obuhva�ene sa m

mogu�ih uzroka dekrementa.
Neka je L(τ)(x) sluqajna promenǉiva koja predstavǉa broj preostalih pre�ivelih
u starosti x ≥ a. Tada je oqekivani broj osoba starosti x u grupi definisan
sa

l(τ)x = E[L(τ)(x)]

= l(τ)a x−ap
(τ)
a , (196)

gde je x−ap
(τ)
a verovatno�a da je osoba poqetne starosti a u starosti x jox u

grupi.
Pretpostavimo da �e grupa od l

(τ)
x do�ivelih starost x u budu�nosti biti

potpuno ispra�ǌena sa m uzroka dekrementa. Onda grupa l
(τ)
x pre�ivelih

mo�e biti predstavǉena kao sastav razliqitih podgrupa l
(j)
x , j = 1, 2, ...,m,

gde se l
(j)
x odnosi na osobe iz grupe kod kojih je doxlo do dekrementa zbog

uzroka j. Oqigledno,

l(τ)x =
m∑
j=1

l(j)x . (197)

Daǉe, neka nD
j
x oznaqava broj osoba koje egzistiraju u grupi od starosti x

do x+ n, uzevxi u obzir uzrok dekrementa j, od l
(τ)
x �ivota na poqetku.

Oqekivani broj osoba koje egzistiraju u grupi od starosti x do x+n, uzevxi
u obzir sluqaj j, definisan je sa

nd
(j)
x = E[nD

(τ)(x)]

= l(τ)a

∫ x−a+n

x−a
tp

(τ)
a µ

(j)
t+adt . (198)

Zatim,

nD
(τ)
x =

m∑
j=1

nD
(j)
x , (199)

nd
(τ)
x = E[nD

(τ)(x)] =
m∑
j=1

nd
(j)
x

= l(τ)a

∫ x−a+n

x−a
tp

(τ)
a µ

(j)
t+adt . (200)
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Oznaka d
(j)
x predstavǉa oqekivani broj osoba populacije koje egzistiraju

izme�u starosti x i x+ 1, uzimaju�i u obzir uzrok j. Dakle,

d(j)x = l(j)x − l
(j)
x+1 . (201)

Deǉeǌem prethodne formule sa l(j)x dobijamo

q(j)x =
d
(j)
x

l
(j)
x

, (202)

xto je verovatno�a da �e osoba starosti x napustiti grupu u toku jedne
godine zbog uzroka dekrementa j.
Oznaqimo sa d(τ)x ukupan oqekivani broj osoba koje egzistiraju izme�u starosti
x i x+ 1, uzimaju�i u obzir sve uzroke dekrementa.

d(τ)x =
m∑
j=1

d(j)x . (203)

Iz
d(τ)x = l(τ)x − l

(τ)
x+1 = l(τ)x q(τ)x (204)

dobijamo verovatno�u da �e starost x napustiti grupu u toku jedne godine,
odnosno

q(τ)x =
d
(τ)
x

l
(τ)
x

=
m∑
j=1

d
(j)
x

l
(τ)
x

=
m∑
j=1

q(j)x . (205)

Verovatno�a da �e starost x opstati u grupi bar godinu dana je

p(τ)x = 1− q(τ)x =
l
(τ)
x+1

l
(τ)
x

=
l
(τ)
x − d(τ)x

l
(τ)
x

. (206)

Sliqno, verovatno�a da starost x ostane u grupi nakon n godina je

np
(τ)
x =

l
(τ)
x+n

l
(τ)
x

= p(τ)x p
(τ)
x+1...p

(τ)
x+n−1 . (207)

Verovatno�a da starost x napusti grupu u toku n godina je

nq
(τ)
x = 1−n p(τ)x =

m∑
j=1

nq
(j)
x , (208)

gde je

nq
(j)
x =

nd
(τ)
x

l
(τ)
x

(209)

verovatno�a propadaǌa zbog uzroka dekrementa j u intervalu (x, x+ n].
[4], [2]



50 5 VIXESTRUKI DEKREMENT

Primer. Prikazujemo deo tabele pre�ivǉavaǌa vixestrukog dekrementa.

x d
(1)
x d

(2)
x d3x d

(τ)
x l

(τ)
x

50 5, 168 1, 157 4, 293 10, 618 4, 832, 555
51 5, 363 1, 206 5, 162 11, 732 4, 821, 937
52 5, 618 1, 443 5, 960 13, 021 4, 810, 200

Primenom formule

q(j)x =
d
(j)
x

l
(τ)
x

(210)

mo�emo izraqunati i verovatno�e q(1)x , q
(2)
x , q

(3)
x , q

(τ)
x , p

(τ)
x .

x q
(1)
x q

(2)
x q3x q

(τ)
x p

(τ)
x

50 0.00107 0.00024 0.00089 0.00220 0.99780
51 0.0011 0.00025 0.00107 0.00243 0.99757
52 0.00117 0.00030 0.00124 0.00271 0.99729

�

[4]

Zajedniqka raspodela za T i J mo�e biti izraquanta pod odgovaraju�im
pretpostavkama za verovatno�e dekrementa u delovima godine. Popularna
pretpostavka je da je uqj,x+k linearna funkcija po u, za 0 < u < 1 i k ceo broj,
tj.

uqx+k = uqj,x+k . (211)

Ova pretpostavka implicira pretpostavku o linearnosti uqx iz osnovnog
modela koja mo�e biti proverena sumiraǌem po svim j. Iz (211) sledi

gj(k + u) = kpx qj,x+k ; (212)

xto zajedno sa jednakox�u k+upx = kpx(1− uqx+k) daje

µj,x+k+u =
qj,x+k

1− uqx+k
. (213)

Pretpostavka (211) ima oqiglednu prednost jer, kao xto je reqeno kod os-
novnog modela, K i S postaju nezavisne sluqajne promenǉive, i S �e imati
uniformnu raspodelu izme�u 0 i 1.
Va�i i

P (J = j|K = k, S = u) =
qj,x+k
qx+k

. (214)

[1]
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5.2 Opxti tip osiguraǌa (General Type of Insurance)

Neka je cj,k+1 osigurana suma na kraju (k+ 1)−ve godine, ako je do dekrementa
doxlo zbog uzroka j tokom te godine.
Sadaxǌa vrednost osigurane dobiti je

Z = CJ,K+1v
K+1 , (215)

a neto jednokratna premija

E(Z) =
m∑
j=1

∞∑
k=1

cj,k+1v
k+1

kpxqj,x+k . (216)

Ako osiguraǌe omogu�ava pla�aǌe odmah po smrti, sadaxǌa vrednost
osigurane dobiti je

Z = CJ(T )vT , (217)

a neto jednokratna premija

E(Z) =
m∑
j=1

∫ ∞
0

cj(t)v
tgj(t)dt . (218)

Ovaj izraz mo�e biti iraqunat numeriqki cepaǌem integrala:

E(Z) =
m∑
k=1

∞∑
k=1

∫ 1

0

cj(k + u)vk+ugj(k + u)du . (219)

Sada (219) postaje (216) ako napixemo

cj,k+1 =

∫ 1

0

cj(k + u)(1 + i)1−udu . (220)

U praktiqnom raqunaǌu aproksimacija

cj,k+1 = cj(k +
1

2
)(1 + i)

1
2 (221)

�e qesto biti dovoǉno precizna. Izvo�eǌe iznad pokazuje da procena neto
jednokratne premije u neprekidnom modelu mo�e biti svedena na raqunaǌe
za diskretni model.
[1]

5.3 Rezerve neto premije (The Net Premium Reserve)

Rezerve kod diskretnog modela

Neka je opxte osiguraǌe finansirano godixǌim premijama Π0, Π1, Π2, ... .
Rezerva neto premije na kraju k-te godine je

kV =
m∑
j=1

∞∑
h=0

cj,k+h+1v
h+1

hpx+k qj,x+k+h −
∞∑
h=0

Πk+hv
h
hpx+k (222)
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Rekurzivna jednaqina je

kV + Πk = k+1V vpx+k +
m∑
j=1

cj,k+1vqj,x+k . (223)

Mo�e biti izra�ena i kao

kV + Πk = k+1V v +
m∑
j=1

(cj,k+1 − k+1V )vqj,x+k . (224)

Opet, premija mo�e biti razlo�ena na dve komponente:

Πs
k = k+1V v − kV (225)

je premija xtedǌe (savings premium) koja se koristi da pove�a rezervu neto
premije, i

Πr
k = (cj,k+1 − k+1V )vqj,x+k (226)

riziko premija (risk premium) koja pokriva iznos rizika za jednu godinu.
Gubitak osiguravaqa je

L = CJ,K+1v
K+1 −

K∑
k=1

Πkv
k . (227)

Ili, drugaqije

L =
∞∑
k=1

Λkv
k , (228)

gde je

Λk =


0 za K ≤ k − 1

−Πr
k + (cJ,k+1 − k+1V )v za K = k

−Πr
k za K ≥ k + 1

(229)

gubitak osiguranika u (k + 1)−oj godini, proceǌen u trenutku k.
Teorema Hatendorfa va�i i ovde. Najpogodnija formula za raqunaǌe dis-
perzije za L

D(L) =
∞∑
k=1

D(Λk|K ≥ k)v2k kpx , (230)

gde je sada

D(Λk|K ≥ k) =
m∑
k=1

(cj,k+1 − k+1V )v2qj,x+k − (Πr
k)

2 . (231)

Aktivnosti u (k+1)−oj godini onda mogu biti smatrane kao kombinacija os-
iguraǌa do�ivǉeǌa i jednogodixǌeg osiguraǌa. Potom mogu biti ralo�ene
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na m elementarnih pokri�a, po jedno za svaki uzrok dekrementa. Mo�emo
tumaqiti premijumsku komponenetu

Πr
j,k = (cj,k+1 − k+1V )vqj,x+k (232)

kao pla�aǌe za jednogodixǌe osiguraǌe iznosa cj,k+1 − k+1V , koje pokriva
rizik za uzrok dekrementa j. Prema tome, gubitak osiguranika tokom (k+1)-
ve godine mo�e biti prikazan kao

Λk = Λ1,k + Λ2,k + ...+ Λm,k , (233)

ako definixemo

Λj,k =


0 za K ≤ k − 1

−Πr
j,k + (cj,k+1 − k+1V )v za K = k i J = j

−Πr
j,k za K = k i J 6= j, ili K ≥ k + 1

(234)

Tehniqka dobit na kraju godine

Gk+1 =

{
(kV + Πk)(1 + i′)− cJ,k+1 za K = k
(kV + Πk)(1 + i′)− k+1V ) za K ≥ k + 1 .

(235)

sliqno mo�e biti razlo�ena na (m + 1) komponentu. Na primer, prvi metod
razlagaǌa dovodi do

Gk+1 = (kV + Πk)(i
′ − i)−

m∑
k=1

Λj,k(1 + i) . (236)

[1]

Rezerve kod neprekidnog modela

Pretpostavimo da je dobit osiguranika Z = CJ(T )vT i da se premije upla�uju
neprekidno, pri qemu je sa Π(t) oznaqen iznos premije u trenutku t. Gubitak
osiguranika je onda

L = cJ(T )vT −
∫ T

0

Π(t)vtdt . (237)

Rezerva neto premije u trenutku t je data sa

V (t) =
m∑
j=1

∫ ∞
0

cj(t+ h)vh hpx+tµj,x+t+hdh−
∫ ∞
0

Πt+hv
h
hpx+tdh (238)

Iznos premije mo�e biti razlo�en na xtednu komponentu Πs(t), i riziko
komponentu

Πr(t) =
m∑
j=1

(cj(t)− V (t))µj,x+t . (239)

[1]
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6 Model osiguraǌa vixe osoba
Dakle, proxirujemo model osiguraǌa jedne osobe na osiguraǌe dve ili vixe
osoba.
Opstajaǌe, posmatraju�i dva ili vixe �ivota istovremeno, naziva�emo sta-
tus interesa (status of interest) ili jednostavno status (status).
[4]

6.1 Status zajedniqkog �ivota (The Joint-Life Status)

Status zajedniqkog do�ivǉeǌa je status koji opstaje onoliko dugo koliko su
svih m �ivota iz grupe �ivi. Oznaqavamo ga sa

u = x1 : x2 : ... : xm . (240)

Preostalo vreme do okonqaǌa statusa zajedniqkog �ivota je

T (u) = min(T1, T2, ..., Tn) . (241)

Status zajedniqkog �ivota je jedan primer statusa do�ivǉeǌa (survival sta-
tus), odnosno statusa za koji postoji sluqajna promenǉiva koja predstavǉa
preostalo vreme do smrti/propadaǌa, preostali �ivotni vek, i za koji onda
mo�e biti definisana funkcija do�ivǉeǌa.
Za preostali �ivotni vek statusa do�ivǉeǌa va�e sve relacije kao za pre-
ostali �ivotni vek kod osnovnog modela, samo primeǌene sa raspodelom za
status do�ivǉeǌa. Tako da �emo sve te relacije koristiti bez dokaza.
Sada �emo da razmotrimo raspodelu za preostalo vreme do okonqaǌa sta-
tusa zajedniqkog �ivota.
Pretpostavi�emo da su sluqajne promenǉive T1, T2, ..., Tm nezavisne.
Funkcija raspodele verovatno�a za vreme do okonqaǌa statusa data je sa

tpx1:x2:...:xm = P (T (u) > t)

= P (T1 > t, T2 > t, ..., Tm > t)

=
m∏
k=1

P (Tk > t) =
m∏
k=1

tpxk . (242)

i
tqx1:x2:...:xm = 1− tpx1:x2:...:xm . (243)

Verovatno�u da se trenutak okonqaǌa statusa zajedniqkog �ivota dogodi
u intervalu (n, n + 1] mo�emo oznaqiti sa n|qx1:x2:...:xm. Onda je n|qx1:x2:...:xm
verovatno�a da se prva smrt dogodi u intervalu (n, n+ 1] i jednaka je

n|qx1:x2:...:xm = P (n < T (u) ≤ n+ 1)

= npx1:x2:...:xm − n+1px1:x2:...:xm
= npx1:x2:...:xm − npx1:x2:...:xmpx1+n:x2+n:...:xm+n

= npx1:x2:...:xm(1− px1+n:x2+n:...:xm+n)

= npx1:x2:...:xmqx1+n:x2+n:...:xm+n . (244)
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Trenutna stopa okonqaǌa statusa zajedniqkog �ivota, u skladu sa osnovnim
modelom, je

µu+t = − d

dt
ln tpu = − d

dt

m∑
k=1

ln tpxk =
m∑
k=1

µxk+t , (245)

pri qemu se ovde pretpostavǉa da su promenǉive T1, T2, ..., Tm nezavisne, za
razliku od modela vixestrukog dekrementa.
Oqekivani budu�i �ivotni vek statusa zajedniqkog do�ivǉeǌa je

e0x1:x2:...:xm = E[T (u)] =

∫ ∞
0

tpx1:x2:...:xmdt . (246)

Ako sa K(u) oznaqimo celobrojni �ivotni vek statusa zajedniqkog �ivota,
onda je

n|qx1:x2:...:xm = P (K(x1 : x2 : ... : xm) = n) . (247)

Zatim, oqekivani celobrojni �ivotni vek statusa zajedniqkog do�ivǉeǌa:

ex1:x2:...:xm =
∞∑
k=1

kpx1:x2:...:xm . (248)

U skladu sa osnovnim modelom, neto jednokratna premija za do�ivotno os-
iguraǌe je

Ax1:x2:...:xm =
∞∑
k=1

vk+1
kpx1:x2:...:xm qx1+k:x2+k:...:xm+k . (249)

Neto jednokratna premija za anuitetni dug je

äx1:x2:...:xm =
∞∑
k=1

vk kpx1:x2:...:xm (250)

i va�e ostale relacije kao kod osnovnog modela, samo sa zamenom simbola
(x) sa (u).

Oznaqimo sa n status koji propada u trenutku n, to jest

T (n) = n . (251)

Tada je T (x : n, ) = min(T (x), n); a sada je jasno da je Ax:n simbol za osiguraǌe
do�ivǉeǌa statusa zajedniqkog �ivota.
[1], [4], [2]

Primer: Neka su:
(1)T (50) i T (75) nezavisne sluqajne promenǉive
(2)Analitiqke funkcije raspodele za �ivotni vek obe osobe prate De Muavrov
zakon sa ω = 100.



56 6 MODEL OSIGURA�A VIXE OSOBA

Izraqunajmo tp50:75, tq50:75, µ50:75 .

Znamo da je

tp50 = 1− t

50
, 0 ≤ t ≤ 50

tp75 = 1− t

25
, 0 ≤ t ≤ 25

Onda,

tp50:75 = tp50 tp75

=
(50− t)(25− t)

1250

= 1− (
75t− t2

1250
), 0 ≤ t ≤ 25 ,

tq50:75 = 1− [1− (
75t− t2

1250
)]

=
75t− t2

1250
, 0 ≤ t ≤ 25 .

Znamo da je

µx+50 =
1

50− t

µy+75 =
t

25− t
Te je

µ50:75+t =
1

50− t
+

1

25− t

=
75− 2t

(50− t)(25− t)
, 0 ≤ t ≤ 25 .

�

[4]
Primer: U nekoj populaciji, nepuxaqi imaju stopu smrtnosti koja je jednaka
polovini stope smrtnosti za puxaqe. Za nepuxaqe va�i:

lx = 500(110− x), 0 ≤ t ≤ 25 .

Izraqunajmo oqekivani �ivotni vek, e020:25, za puxaqa (20) i nepuxaqa (25) sa
nezavisnim �ivotnim vekovima.

Imamo
µnepuxaqx+t =

1

ω − t
=

1

110− t
, µpuxaqy+t =

2

ω − t
=

2

110− t
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tp
nepuxaq
x = e−

∫ t
0

1
110−s

ds = (1− t

110
), tp

puxaq
y = e−

∫ t
0

2
110−s

ds = (1− t

110
)2

tp
nepuxaq
25 =

lnepuxaq25+t

lnepuxaq25

= (1− t

85
)

tp
puxaq
20 =

lpuxaq20+t

lpuxaq20

= (1− t

90
)2

e020:25 =

∫ 85

0
tp20:25dt =

∫ 85

0
tp

puxaq
20 tp

nepuxaq
25 dt

=

∫ 85

0

(1− t

90
)
2

(1− t

85
)dt

=
1

688.5

∫ 85

0

(90− t)2(85− t)dt

=
1

688.5

∫ 85

0

u(u+ 5)2du =
1

688.5
[
1

4
u4 +

10

3
u3 +

25

2
u2]|850 = 22.059

�

[4]

6.2 Status posledǌeg pre�ivelog (The Last-Survivor Sta-
tus)

Kod statusa posledǌeg pre�ivelog dolazi do okonqaǌa sa umiraǌem pos-
ledǌeg �ivog. Dakle, status traje dok svi ne umru. Oznaqavamo ga sa

u = x1 : x2 : ... : xm . (252)

Preostalo vreme do okonqaǌa statusa je

T (u) = max(T1, T2, ..., Tn) . (253)

Sluqaj kada su sluqajne promenǉive T1, T2, ..., Tm nezavisne

Funkcija raspodele verovatno�a za vreme do okonqaǌa statusa u ovom sluqaju
je

tpx1:x2:...:xm = 1− tqx1:x2:...:xm , (254)

gde je

tqx1:x2:...:xm = P (T (u) ≤ t) = P (T1 ≤ t, T2 ≤ t, ..., Tm ≤ t)

= P (T1 ≤ t)P (T2 ≤ t)...P (Tm ≤ t)

=
m∏
k=1

P (Tk ≤ t) =
m∏
k=1

tqxk . (255)
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Oqekivani �ivoti vek za ovaj status je

e0x1:x2:...:xm = E[T (u)] =

∫ ∞
0

tpx1:x2:...:xmdt =

∫ ∞
0

(1− tqx1) tqx2 ... tqxmdt . (256)

[4]
Primer: Neka su:
(1)T (50) i T (75) nezavisne sluqajne promenǉive
(2)Analitiqke funkcije raspodele za �ivotni vek obe osobe prate De Muavrov
zakon sa ω = 100.
Izraqunajmo tq50:75, tp50:75 i e0

20:25
.

Imamo da je

tq50 =
t

50
, 0 ≤ t ≤ 50

tq75 =

{
t
25

za 0 ≤ t ≤ 25
1 za 25 ≤ t ≤ 50

(257)

tp50 = 1− t

50
, 0 ≤ t ≤ 50

tp75 = 1− t

25
, 0 ≤ t ≤ 25

Onda,

tq50:75 =

{
t2

1250
za 0 ≤ t ≤ 25

t
25

za 25 ≤ t ≤ 50
(258)

i

tp50:75 =

{
1− t2

1250
za 0 ≤ t ≤ 25

1− t
25

za 25 ≤ t ≤ 50 .
(259)

e020:25 =

∫ 25

0
tp20:25dt

=

∫ 25

0
tp50 tp75dt =

∫ 25

0

(
50− t

50
)(

25− t
25

)dt

=

∫ 25

0

1250− 75t+ t2

1250
dt =

1

1250
[1250t− 75

2
t2 +

t3

3
]|250 = 10.42 .

�

[4]
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Sluqaj kada su sluqajne promenǉive T1, T2, ..., Tm zavisne

Za razliku od statusa zajedniqkog �ivota, kod ovog statusa qesto sluqajne
promenǉive T1, T2, ..., Tm nisu nezavisne. Tako da �e nam sada od koristi
pri izvo�eǌu raspodele za T (u) biti formula ukǉuqivaǌa i iskǉuqivaǌa1.
Verovatno�e i neto jednokratne premije kod statusa posledǌeg pre�ivelog
mogu biti izraqunate preko statusa zajedniqkog �ivota.
Oznaqimo sa Bk doga�aj da je k−ta osoba �iva u trenutku t. Koriste�i
formulu ukǉuqivaǌa i iskǉuqivaǌa dobijamo

tpx1:x2:...:xm = St1 − St2 + St3 − ...+ (−1)m−1Stm , (262)

gde je
Stk =

∑
tpxj1:xj2:...:xjk . (263)

Mno�eǌem (262) sa vt i sumiraǌem po svim t, dobijamo analognu formulu
za neto jednokratnu premiju anuitet duga statusa posledǌeg pre�ivelog

äx1:x2:...:xm = S ä1 − S ä2 + S ä3 − ...+ (−1)m−1S äm , (264)

gde je po definiciji
S äk =

∑
äx1:x2:...:xm . (265)

Razmotrimo sada osiguranu sumu od 1 jedinice koja se ispla�uje po okonqaǌu
statusa, odnosno nakon smrti posledǌeg �ivog. Neto jednokratna premija
mo�e biti izraqunata na slede�i naqin:

Ax1:x2:...:xm = 1− d äx1:x2:...:xm
= 1− d(S ä1 − S ä2 + S ä3 − ...) . (266)

Definiximo simetriqnu sumu

SAk =
∑

Ax1:x2:...:xm . (267)

Zameǌuju�i

S äk =

(
m
k

)
− SAk
d

(268)

1Neka su B1, B2, ..., Bm sluqajni doga�aji. Verovatno�a ǌihove unije je

P (B1 ∪B2 ∪ ... ∪Bm) = S1 − S2 + S3 − ...+ (−1)m−1Sm ; (260)

gde je sa Sk oznaqena simetriqna suma

Sk =
∑

P (Bj1 ∩Bj2 ∩ ... ∩Bjk) , (261)

gde sumacija ide preko svih
(
m
k

)
podskupova k doga�aja.
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u (266) dobijamo formulu

Ax1:x2:...:xm = SA1 − SA2 + SA3 − ...+ (−1)m−1SAm . (269)

Sliqno se mogu izvesti formule za premije celobrojnih ili neprekidnih
anuiteta, ili osiguraǌa isplativih odmah na smrti posledǌeg �ivog.
[1]

6.3 Opxti simetriqni status (The General Symmetric Sta-
tus)

Opxti simetriqni status
u = k

x1:x2:...:xm
(270)

definixemo tako da opstaje dok je �ivih k od poqetnih m osoba, to jest
okonqava se nakon (m− k + 1)-ve smrti.
Primetimo da su status zajedniqkog �ivota i status posledǌeg pre�ivelog
specijalni sluqajevi ovih statusa ako zamenimo redom k = m i k = 1.
Mo�emo definisati i status

u =
[k]

x1:x2:...:xm
(271)

koji je aktivan kada su taqno k od m osoba �ive, odnosno poqiǌe da postoji
kada nastupi (m−k)−ta smrt i propada po (m−k+ 1)−oj smrti. Ovaj status
mo�e biti interesantan u kontekstu anuiteta, dok za �ivotna osiguraǌa
nije.
Navex�emo sada formulu uz pomo� koje �emo izvesti va�ne rezultate vezane
za ovo osiguraǌe.

Teorema: [Xut-Nezbitova formula] Neka su sa B1, B2, ..., Bm oznaqeni proizvoǉni
doga�aji. Neka je N broj doga�aja koji se dexavaju; N je sluqajna promenǉiva
koja uzima vrednosti iz skupa {0, 1, ...,m}. Za proizvoǉno izabrane koefici-
jente c0, c1, ..., cm, va�i formula

m∑
n=0

cnP (N = n) =
m∑
n=0

∆kc0Sk , (272)

gde je Sk definisano u formuli iskǉuqeǌa i ukǉuqeǌa sa

Sk =
∑

P (Bj1 ∩Bj2 ∩ ... ∩Bjk) , (273)

gde sumacija ide preko svih
(
m
k

)
podskupova k doga�aja; S0 = 0.

E i ∆ su, redom, operatori xiftovaǌa (shift operator) i simetriqne razlike
(difference operator).
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Dokaz: Najpre primetimo da izme�u operatora xiftovaǌa i simetriqne ra-
zlike postoji slede�a veza:

E = 1 + ∆ . (274)

Zatim 1− IBj
je indikator doga�aja komplementarnog doga�aju Bj.

Onda dobijamo da je

m∑
n=0

I{N=n}E
n =

m∏
j=1

(1− IBj
+ IBj

E)

=
m∏
j=1

(1− IBj
∆)

=
m∑
n=0

(
∑

IBj1∩Bj1∩...∩Bjk
)∆k . (275)

Koriste�i oqekivaǌe dobijamo

m∑
n=0

P (N = n)En =
m∑
n=0

Sk∆
k . (276)

Primenimo sada ovaj operator na niz koeficijenata ck, poqevxi od k = 0.
Dobijamo taqno formulu (272).

�

Ako primenimo ovu formulu na doga�aje takve da je Bj = {Tj ≥ t}, dobijamo
m∑
n=0

ck tp [k]
x1:x2:...:xm

=
m∑
j=0

∆jc0S
t
j (277)

i, sliqno
m∑
n=0

ck tä [k]
x1:x2:...:xm

=
m∑
j=0

∆jc0S
ä
j . (278)

Ovde su oznake Stj i S äj , j = 1, 2, ...,m definisane relacijama (263) i (265) iz
prethodnog odeǉka. Definixemo i St0 = 1 i S ä0 = ä∞ .

Neka su sada proizvoǉno izabrani koeficijenti d1, d2, ..., dm.
Ako u prethodne dve relacije zamenimo da je c0 = 0, ck = d1 + ...+dk, dobijamo
relacije

m∑
n=0

dk tp k
x1:x2:...:xm

=
m∑
j=0

∆j−1d1S
t
j , (279)

m∑
n=0

dk tä k
x1:x2:...:xm

=
m∑
j=0

∆j−1d1S
ä
j . (280)
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Posledǌe dve relacije mogu biti uopxtene za �ivotna osiguraǌa:

m∑
n=0

dk tA k
x1:x2:...:xm

=
m∑
j=0

∆j−1d1S
A
j , (281)

Ova jednaqina je dobijena iz jednaqine (280) na isti naqin kao xto je jed-
naqina (269) iz (264).
[1]

Primer: Posmatrajmo neprekidni anuitet za 4 �ivota inicijalnih godina
ω, x, y, z. Pla�aǌe rata poqiǌe sa koeficijentom 8 i redukuje se za 50% sa
svakom smrti. Neto jednokratna premija ovog anuiteta je oqigledno

8a
[4]

ω:x:y:z + 4a
[3]

ω:x:y:z + 2a
[2]

ω:x:y:z + a
[1]

ω:x:y:z , (282)

dakle, imamo koeficijente c0 = 0, c1 = 1, c2 = 2, c3 = 4, c4 = 8.
Tabela simetriqnih razlika je:

k ck ∆ck ∆2ck ∆3ck ∆4ck
0 0 1 0 1 0
1 1 1 1 1
2 2 2 2
3 4 4
4 8

Neto jednokratna premija onda Sa1 + Sa2 , gde je

Sa1 = aω + ax + ay + az

Sa2 = aω:x:y + aω:x:z + aω:y:z + ax:y:z . (283)

�

[1]
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