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Екстремне статистике поретка и примjене у неживотном осигурању Оља Латиновић

1 Увод

Теориjа екстремних вриjедности jе алатка коjа се користи за разматрање
вjероватноћа везаних за екстремне, односно риjетке догађаjе. Корисна jе при
моделовању утицаjа структурног лома. Користи се у моделовању понашања
максимума или минимума у низу (реп расподjеле). Међутим, имплементациjа
ове теориjе има много препрека, укључуjући оскудицу података са екстремним
вриjедностима, одређивање да ли се ради о расподjели са тешким репом, одабир
прага гдjе реп почиње, одабир метода за процjену параметара и друге.

До недавно, приступ вриjедност-при-ризику (VaR) jе био стандардан за
индустриjу управљања ризиком. VaR мjери колико би портфолио могао
изгубити са датом вjероватноћом у одређеном периоду времена и при нормалним
условима на тржишту. Оваj приступ jе критикован, наjвише из разлога што
већина параметарских метода користе процjењивање нормалном расподjелом.
Користећи овакву апроксимациjу, ризик високих вриjедности jе потциjењен,
посебно за расподjеле са тешким реповима, коjе су честе у финансиjским
подацима. Непараметарске методе се не ослањаjу на природу емпириjске
расподjеле, али се ту такође поjављуjу проблеми. Нпр. оне не могу да се користе
за процjене за вриjедности изван граница датог узорка.

Кључни резултат до коjег су дошли Фишер1 и Типет2 1928. о могућим
граничним вриjедностима максимума у узорку био jе заслужан да се поjави
идеjа да jе теориjа екстремних вриjедности специфична, много другачиjа од
класичне теориjе граничних вриjедности. Од тог тренутка десетине књига jе
написано о статистичким аспектима екстрема.

Обезбиjеђене су тачниjе расподjеле коjе одговараjу екстремним догађаjима, а
неке од њих су пригодне и за рjешавање проблема везаних за веома висока
одступања, што jе врло корисно за предвиђање ломова и великих штета. За
разлику од VaR метода, не користе се претпоставке о природи расподjеле свих
опсервациjа.

1Ronald Alymer Fisher (1890-1962), енглески статистичар и биолог
2Leonard Henry Caleb Tippett (1902-1985), енглески статистичар
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Основe теориjе екстремних вриjедности су развиjене 1928. године. Испод jе
дата кратка историjа развоjа ове теориjе.

1928: Основе и асимптотска анализа развиjена од стране Фишера и Типета

1940-е: Асимптотска теориjа уjедињена и проширена од стране Гнеденка3 и Фон
Мизеса4

1950-е: Гумбел5 и Jенкинсон6 користе асимптотске расподjеле за статистичко
моделовање

1970-е: Класични закони граничних вриjедности генерализовани од стране
Пикандса7 (и других)

1980-е: Надоградња теориjе стационарних процеса, повезивање са теориjом
тачкастих процеса, коришћење регресионих техника у анализи екстремних
вриjедности

1990-е: Развоj мултивариjационих модела, повећање примjене у финансиjама

2000-е: Примjена у испитивању климатских промjена

3Борис Владимирович Гнеденко (1912-1995), совjетски математичар, Колмогоровљев студент
4Ludwig von Mises (1881-1973), аустриjски економски теоретичар
5Emil Julius Gumbel (1891-1966), њемачки математичар
6A. F. Jenkinson
7James Pickands III
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Екстремне статистике поретка и примjене у неживотном осигурању Оља Латиновић

2 Значаj теориjе екстремних вриjедности у
осигурању

Jедна од наjистакнутиjих примjена теориjе екстремних вриjедности може да
се види у неживотном осигурању. Неки портфолиjи имаjу тенденциjу да
повремено садрже велике штете коjе нарушаваjу солвентност портфолиjа, или
чак угрожаваjу компаниjу. Осим великих непогода и несрећа као што су
земљотреси, урагани, авионске несреће и остало, постоjи и даље значаjан броj
великих штета коjе се дешаваjу. С времена на вриjеме, осигурање од
аутоодговорности може бити у обавези да исплати велику штету. Jош чешће,
дешаваjу се велике штете у осигурању од пожара, а посебно пожара у
индустриjи, коjе могу да доведу и до губитка земљишта, раскида уговора и
привремене незапослености.

Осигураваjуће друштво мора да се заштити од ризика коjе проузрокуjе
портофлио коjи може да садржи штету коjа се, заправо, посматра више као
екстремна него као просjечна. У ту сврху креираjу се уговори о реосигурању гдjе
одређен проценат ризика на себе преузима реосигураваjуће друштво. Од велике
jе важности зато процjена репа расподjеле коjу штета има, да би се склопио
одговараjући уговор о реосигурању, као и да би се одредила одговараjућа
премиjа.

Осим поменуте улоге теориjе екстремних вриjедности у осигурању, велике
штете су утицале и на промjену финансиjског тржишта везаног са осигурање.
Област реосигурања стално доживљава пораст и по интезитету и по величини
износа штета због што природних, што катастрофа изазваних од стране човjека.
Финансиjска индустриjа jе из тих разлога нудила осигуране производе у пољу
осигурања од катастрофа. Неки од примjера су CAT (од енгл. сatastrophe –
катастрофа) фjучерс уговори, опциjе и обвезнице. Илустрациjе ради, jедан од
примjера оваквих вриjедносних папира су европске обвезнице коjе имаjу додатну
купонску исплату коjа се исплаћуjе у случаjу да се деси неки прецизно
дефинисани катастрофални догађаj.

Ипак, вратићемо се сад на уговоре о реосигурању и рећи нешто више о
њиховим врстама.
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2.1 Уговори о реосигурању

Уговори о реосигурању се склапаjу између два осигураваjућа друштва ради
прерасподjеле ризика. Осигуравач дио премиjе осигурања плаћа реосигуравачу
као премиjу реосигурања, а оваj се заузврат обавезуjе да ће му у случаjу
настанка осигураног догађаjа надокнадити дио обавезе према осигуранику.
Премда се уговор о реосигурању и уговор о осигурању односе на исти предмет
осигурања, они су међусобно независни. Стога се осигураник са одштетним
захтjевом не може обратити реосигуравачу, коjи му често ниjе ни познат, већ
искључиво осигуравачу.

Уговори о реосигурању су наjчешће подиjељени на сљедећи начин:

• Поjединачни уговор о реосигурању - покриће одређеног ризика, склапа се
након закључивања уговора о осигурању а наjчешће су то поморски и
ваздушни каско и индустриjски ризици

• Општи уговор о реосигурању - унаприjед се за одређени удио или портфолио
осигурања склапа приjе закључивања уговора о осигурању

Постоjе два начина утврђивања премиjе. Први начин jе пропорционално
реосигурање. Тада реосигуравач преузима на себе унаприjед одређен постотак
сваке штете коjа се деси, а добиjа таj исти постотак укупне премиjе коjу jе
осигураник исплатио. Други начин jе непропорционално реосигурање гдjе jе
износ реосигуравачеве обавезе одређен висином одштете коjу осигуравач треба
да плати осигуранику. По томе се разликуjе од пропорционалног реосигурања
код коjег као полазна основа служи осигурани ризик, односно сума осигурања.
Реосигуравач плаћа своj дио тек ако штета премаши самопридржаj друштва.

Даље, пропорционално осигурање може бити:

• Квотно (енгл. quota share reinsurance) - осигуравач предаjе реосигуравачу
(или реосигуравачима) уговорени постотак (нпр. 40%) сваког ризика у
одређеноj врсти осигурања. Реосигуравач са тим удjелом учествуjе у свакоj
штети, као што са преузете обавезе добиjа одговараjући дио премиjе
осигурања. Код оваквог начина уступања ризика не врши се никакав
одабир, те се у реосигурање предаjу како мали, тако и велики ризици

• Ексцедентно (реосигурање вишка ризика, енгл. surplus reinsurance) –
покрива само оне ризике код коjих сума осигурања прелази одређену
границу, тj. осигуравачев самопридржаj. Значи да реосигурање не
деjствуjе тамо гдjе граница самопридржаjа ниjе прекорачена, а тамо гдjе
jесте дjелуjе, али само за износ прекорачења. Реосигуравач прима износ
премиjе сразмjеран количини ризика коjи носи, а све штете коjе се jављаjу
плаћа у истоj размjери.

Могуће су и комбинациjе ове двиjе врсте реосигурања.
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Основне форме непропорционалног реосигурања су:

• Реосигурање вишка штета (енгл. excess of loss reinsurance) – до одређене
висине, односно самопридржаjа, терет штете jе на осигуравачу.
Реосигурање дjелуjе тек изнад тога, када штету, по одбитку осигуравачевог
диjела, преузима реосигуравач. Приликом уговарања он утврђуjе горњу
границу своjе обавезе. За разлику од реосигурања вишка ризика, гдjе jе
мjерен ризик, овдjе се обавеза реосигураваjућег друштва мjери искључиво
полазећи од висине штете.

• Реосигурање вишка губитка (енгл. stop loss reinsurance) – реосигуравач
преузима обавезу за накнаду штете изнад уговореног износа у одређеноj
врсти осигурања за извjесно временско раздобље, обично за годину дана.
Осигуравач приjе тога одреди своj самопридржаj везан за jедногодишње
обавезе. Реосигурање му покрива само вишак штета као збирни
цjелогодишњи износ коjи прелази самопридржаj (с тим што се висина те
обавезе по правилу ограничава). Наравно, осигуравач не може утврдити
самопридржаj тако да сваку годину завршава повољно преваљуjући
губитке на реосигуравача. Због тога се у пракси могући губици из посла
обично диjеле.

У уговорима о реосигурању за реосигураваjућу компаниjу значаjан jе износ
одређеног броjа максималних штета са коjима се компаниjа суочила. Нека jе
k фиксиран броj и N(t) укупан броj одштета. Означимо са
X(1) ≤ X(2) ≤ . . . ≤ X(N(t)) статистике поретка формиране на основу скупа свих
одштета.

Jедна могућност код уговора jе да реосигураваjућа компаниjа покриjе k
наjвећих одштета, односно збир

X(N(t)) +X(N(t)−1) + . . .+X(N(t)−k+1).

Друга могућност била би да реосигураваjуће друштво исплати сав вишак
поjединачних одштета у односу на k-ту наjвећу одштету, тj. суму

k−1∑
j=1

(XN(t)−j+1 −XN(t)−k+1) =

N(t)∑
j=1

(Xj −XN(t)−k+1).

Проучавање своjстава ових збирова захтиjева примjену теориjе екстремних
вриjедности, коjа се управо бави расподjелама и граничним расподjелама
максимума у фамилиjи случаjних величина.
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3 Теориjа екстремних вриjедности

Због наведених догађаjа, статистичка анализа екстремума jе кључ за многе од
проблема у управљању ризиком везаних за осигурање, реосигурање и финансиjе.
У наставку ћемо дискутовати и приказати важне резултате теориjе екстремних
вриjедности, уз поjедностављене услове: претпоставићемо да су штете независне,
jеднако расподиjељене и, наравно, увиjек позитивне случаjне величине.

Нека jе X1, X2, ... низ независних и jеднако расподиjељених случаjних
величина, а Mn максимум првих n, односно

Mn = max{X2, X2, ..., Xn}. (3.0.1)

Класична теориjа екстремних вриjедности бави се расподjелом максималне
статистике Mn, посебно у случаjу када n→∞. Бавићемо се само максимумом, с
обзиром да минималне вриjедности нису значаjне у осигурању, а уосталом, сви
резултати се могу примиjенити на минималну статистику ако посматрамо
тривиjалану релациjу

mn = min{X2, X2, ..., Xn} = −max{−X2,−X2, ...,−Xn}. (3.0.2)

Нека Xi имаjу функциjу расподjеле F . Тада jе расподjела максималне
статисике Mn jеднака:

P{Mn ≤ x} = P{X1 ≤ x,X2 ≤ x, ..., Xn ≤ x} =

= P{X1 ≤ x} · P{X2 ≤ x} · . . . · P{Xn ≤ x} = F n(x). (3.0.3)

Централни резултат класичне теориjе екстремних вриjедности jе теорема о
екстремалним типовима. Она прецизира могуће облике граничне расподjеле
максимума у низу jеднако расподиjељених независних случаjних величина.

Могуће граничне расподjеле припадаjу класи расподjела коjе имаjу своjство
тзв. максималне стаблности. Показуjе се да се та класа састоjи из три
фамилиjе коjе називамо расподjелама екстремних вриjедности.
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У наставку ће, у првом одjељку, бити риjечи о конвергенциjи функциjа
расподjела уопште, о чему говори Хинчинова теорема, а у другом о поjмовима
максималне стабилности, као и области привлачења коjи имаjу велику улогу у
теориjи екстремних вриjедности. Затим, у трећем одjељку долазимо до
наjзначаjниjег резултата ове области статистике, односно до теореме о
екстремалним типовима. С обзиром да главну улогу у поменутоj теореми имаjу
три расподjеле екстремних вриjедности, у четвртом одjељку су дате неке од
њихових карактеристика. У наставку су прецизирани услови за припадност
свакоj од три области привлачења. На краjу ће бити риjечи о генералисаноj
Паретовоj расподjели за коjу се показуjе да jе асимптотска расподjела репа
расподjеле неке случаjне промjенљиве, а коjа jе од великог значаjа за
моделовање екстремних штета у осигурању.

3.1 Хинчинова теорема

Наредна, Хинчинова8 теорема говори о конвергенциjи функциjа расподjела.

Теорема 3.1.1 (Хинчин). Нека jе (Fn) низ функциjа расподjеле, и G
недегенерисана функциjа расподjеле. Нека су an > 0 и bn, n ∈ N константе
такве да важи

lim
n→∞

Fn(anx+ bn) = G(x). (3.1.1)

Тада, за неку недегенерисану расподjелу G∗ и константе αn > 0, βn, важи

lim
n→∞

Fn(αnx+ βn) = G∗(x) (3.1.2)

ако и само ако
lim
n→∞

a−1n αn = a и lim
n→∞

a−1n (βn − bn) = b (3.1.3)

за неко a > 0 и b, и тада
G∗(x) = G(ax+ b). (3.1.4)

Доказ. Ако означимо α′n = a−1n αn, β
′
n = a−1n (βn−bn) и F ′n(x) = Fn(anx+bn), можемо

изразе 3.1.1, 3.1.2 и 3.1.3 написати као

lim
n→∞

F ′n(x) = G(x) (3.1.5)

8Александр Яаковлевич Хинчин (1894-1959), совjетски математичар
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lim
n→∞

F ′n(α′nx+ β′n) = G∗(x) (3.1.6)

lim
n→∞

α′n = a и lim
n→∞

β′n = b за неке a > 0, b. (3.1.7)

Ако 3.1.5 и 3.1.7 важе, слиjеди да важи и 3.1.6, те G∗(x) = G(ax+ b). Тако из 3.1.1
и 3.1.3 слиjеде 3.1.2 и 3.1.4.

Како претпостављамо да jе функциjа расподjеле G∗ недегенерисана, постоjе
двиjе различите тачке x′ и x′′ такве да важи 0 < G∗(x

′) < 1 и 0 < G∗(x
′′) < 1.

Низ (α′nx
′+ β′n) мора бити ограничен. У супротном, можемо изабрати низ (nk)

такав да jе α′nkx
′ + β′nk → ±∞, што би, с обзиром на 3.1.5 и чињеницу да jе G

функциjа расподjеле, значило да jе гранична вриjедност за F ′nk(α
′
nk
x′ + β′nk) или 0

или 1, а то jе у контрадикциjи са 3.1.6 за x = x′. Како jе (α′nx
′+β′n) ограничен низ,

на сличан начин можемо добити и да jе (α′nx
′′+ β′n) ограничен, из чега слиjеди да

су низови (α′n) и (β′n) оба ограничена.
Дакле, постоjе константе a и b и низ циjелих броjева (nk) такви да важи

lim
k→∞

α′nk = a и lim k →∞β′nk = b,

те, као у претходном случаjу, слиjеди да jе

lim
k→∞

F ′nk(α
′
nk
x′ + β′nk) = G(ax+ b), (3.1.8)

а одатле, како jе по 3.1.6, G(ax+b) = G∗(x) функциjа расподjеле, мора бити a > 0.
Када би постоjао други низ циjелих броjева (mk) за коjи важи α′mk → a′ > 0 и

β′mk → b′, имали бисмо G(a′x + b′) = G∗(x) = G(ax + b), одакле би по посљедици
3.3.1 важило a′ = a и b′ = b. Зато jе α′n → a и β′n → b, чиме jе доказ завршен. �
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3.2 М-стабилност и област привлачења

У овом диjелу увешћемо значаjне поjмове када jе риjеч о теориjи екстремних
вриjедности, а то су поjмови максималне стабилности и области привлачења
расподjела.

Дефинициjа 3.2.1. Нека су an > 0 и bn (n ∈ N) реални броjеви и нека за случаjну
величину Mn важи:

lim
n→∞

P

{
Mn − bn
an

≤ x

}
= G(x), (3.2.1)

гдjе jе G недегенерисана функциjа расподjеле. Кажемо да G одређуjе граничну
расподjелу линеарно нормираног максимума Mn, а an и bn су нормираjуће
константе.
Претходна jеднакост се своди на

P

{
Mn − bn
an

≤ x

}
= P{X1 ≤ anx+ bn, . . . , Xn ≤ anx+ bn} =

= P{X1 ≤ anx+ bn}n = F n(anx+ bn) (3.2.2)

и каже се да функциjа F припада области привлачења за максимуме функциjе
расподjеле G (F ∈ D(G)).

Желимо да испитамо коjа jе расподjела могућа као гранична расподjела,
односно, ког облика jе функциjа расподjеле G(x).
Приjе тога, уводимо поjам типа расподjеле.

Дефинициjа 3.2.2. Двиjе функциjе расподjеле G1 и G2 су истог типа ако важи

G2(x) = G1(ax+ b)

за неке константе a > 0, b.

Показаће се касниjе да G расподjела припада jедном од сљедећа три типа:

1. тип (Гумбелова расподjела): G0(x) = exp(−e−x), −∞ < x <∞

2. тип (Фрешеова расподjела): G1,α(x) =

{
0, за x ≤ 0,

exp(−x−α), за x > 0.

3. тип (Веjбулова расподjела): G2,α(x) =

{
exp(−(−x)α), за x ≤ 0,

1, за x > 0.

за неко α > 0.

9
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Дефинициjа 3.2.3. Недегенерисана функциjа расподjеле G jе максимум
стабилна (М-стабилна) ако за сваки природан броj n ≥ 2, постоjе реалне
константе an > 0 и bn такве да за сваки реалан броj x важи jеднакост

Gn(anx+ bn) = G(x).

Ову дефинициjу сада можемо да формулишемо и на сљедећи начин, користећи
поjам типа расподjеле.

Дефинициjа 3.2.4. Недегенерисана функциjа расподjеле G jе М-стабилна ако jе
за свако n ≥ 2 функциjа расподjеле Gn истог типа као G.

Хинчинова теорема дакле, користећи ову дефинициjу, показуjе да ако jе (Fn)
низ функциjа расподjеле такав да jе

lim
n→∞

Fn(anx+ bn) = G1, lim
n→∞

Fn(αnx+ βn) = G2 (an > 0, αn > 0),

онда су G1 и G2 истог типа, под условом да се ради о недегенерисаним
расподjелама. Функциjе расподjеле очито могу да се подиjеле у еквивалнтне
класе, а те класе називамо типовима и кажемо да су G1 и G2 еквивалентне ако
важи G2(x) = G1(ax+ b) за неке a > 0, b.

Ако су G1 и G2 истог типа (односно G2(x) = G1(ax + b)) и F ∈ D(G1) , тj.
F n(anx + bn) → G1 за неке an > 0, bn онда jе 3.1.3 задовољено за αn = ana,
βn = bn + anb па jе F n(αnx + βn) → G2 по Хинчиновоj теореми, те jе F ∈ D(G2).
Из овога слиjеди да ако су G1 и G2 истог типа, онда оне имаjу и исту област
привлачења, односно тада jе и D(G1) = D(G2). Исто тако, видимо из Хинчинове
теореме да ако нека функциjа расподjеле F припада и D(G1) и D(G2), онда су
G1 и G2 истог типа.

Резултат ових разматрања jе сљедећи:

Области привлачења D(G1) и D(G2) су jеднаке ако и само ако су G1 и G2

истог типа. Односно, област привлачења функциjе расподjеле G зависи
искључиво од типа G.
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Везу између класе М-стабилних функциjа расподjела и недегенерисаних
расподjела коjе се поjављуjу као граничне у 3.2.1 даjе нам сљедећа теорема.

Теорема 3.2.1. (a) Недегенерисана функциjа расподjеле G jе М-стабилна ако и
само ако постоjи низ функциjа расподjела Fn и константе an > 0 и bn такве
да за свако k = 1, 2, ... важи

lim
n→∞

Fn(ankx+ bnk) = G1/k(x). (3.2.3)

(б) Посебно, ако jе G недегенерисана, област привлачења D(G) ниjе празан
скуп ако и само ако jе G М-стабилна расподjела. Тада, такође, важи
G ∈ D(G).
Тако добиjамо да се класа недегенерисаних функциjа рсподjела G коjе се
поjављуjу као граничне расподjеле у 3.2.1 (за независне, jеднако
расподиjељене случаjне величине X1, X2, . . . ) подудара са класом
М-стабилних функциjа расподjела.

Доказ. (a) Нека важи да jе G М-стабилна и означимо Fn = Gn. Тада имамо
Gn(anx+ bn) = G(x) за неке an > 0 и bn, и важи

Fn(ankx+ bnk) = (Gnk(ankx+ bnk))
1/k = G(x)1/k,

из чега слиjеди израз 3.2.3.
Обрнуто, нека jе G недегенерисана функциjа расподjеле, онда jе и G1/k

недегенерисана за свако k. Нека 3.2.3 важи за свако k, Хинчинова теорема
каже да jе G1/k(x) = G(αkx + βk) за неке αk > 0 и βk, тако да jе G
М-стабилна.

(б) Ако jе расподjела G М-стабилна, тада имамо Gn(anx + bn) = G(x) за неке
an > 0 и bn, па када n→∞, видимо да jе G ∈ D(G).
Обрнуто, ако D(G) ниjе празан скуп, постоjи функциjа расподjеле F таква
да важи F ∈ D(G), односно таква да jе F n(anx + bn) → G(x). Тада важи и
F nk(ankx + bnk) → G(x), односно F n(ankx + bnk) → G1/k(x). Сада 3.2.3 важи
за Fn = F n, па по (а) важи да jе G М-стабилна функциjа расподjеле, чиме jе
доказ завршен.

�

11



Екстремне статистике поретка и примjене у неживотном осигурању Оља Латиновић

Посљедица 3.2.1. Ако jеGМ-стабилна функциjа расподjеле, онда постоjе реалне
функциjе a(s) > 0 и b(s) дефинисане за s > 0 тако да

Gs(a(s)x+ b(s)) = G(x), за све x, s > 0 (3.2.4)

Доказ. С обзиром да jе G М-стабилна, постоjе an > 0, bn такви да за сваки
природан броj n ≥ 2 и за сваки реалан броj x важи jеднакост

Gn(anx+ bn) = G(x), (3.2.5)

а отуда и
lim
n→∞

G[ns](a[ns]x+ b[ns]) = G(x)

гдjе [ ] означава циjели дио броjа. Из претходне релациjе видимо да важи

Gn(a[ns]x+ b[ns])→ G1/s(x). (3.2.6)

С обзиром на чињеницу да jе G1/s недегенерисана, из 3.2.6 и 3.2.5, и из Хинчинове
теореме слиjеди да, ако jе αn = a[ns] и βn = b[ns], важи G(a(s)x+ b(s)) = G1/s(x) за
неке a(s) > 0 и b(s).

�
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3.3 Теорема о екстремалним типовима

Такозване расподjеле екстремних вриjедности су три параметарске фамилиjе,
коjе су познате као Гумбелова, Фрешеова и Веjбулова расподjела, чиjе смо
стандардне представнике видjели у одjељку коjи говори о М-стабилним
расподjелама и области привлачења.

Показаћемо да jе функциjа расподjеле М-стабилна ако и само ако jе истог
типа као jедна од функциjа расподjела екстремних вриjедности.

Напомена: У наставку ћемо расподjеле коjе су истог типа као jедна од
расподjела екстремних вриjедности такође називати расподjелама екстремних
вриjедности.

За потребе рада, прво ћемо приказати неке резултате везане за инверзе
монотоних функциjа. Доказ наредне леме и њене посљедице може да се пронађе
у [1].

Лема 3.3.1. Нека jе ψ(x) неопадаjућа непрекидна с десна функциjа. Инверз
функциjе ψ−1 дефинишемо на отвореном интервалу (inf{ψ(x)}, sup{ψ(x)}) као

ψ−1(y) = inf{x;ψ(x) ≥ y}.

Тада:

(a) Ако су a > 0, b и c константе, и H(x) = ψ(ax+ b)− c, онда важи

H−1(y) = a−1(ψ−1(y + c)− b).

(б) Ако jе ψ−1 непрекидна, онда jе ψ−1(ψ(x)) = x

(в) Ако jе G недегенерисана функциjа расподjеле, онда постоjе y1 < y2 такви да
су G−1(y1) < G−1(y2) добро дефинисани и коначни.

Посљедица 3.3.1. Ако jе G недегенерисана функциjа расподjеле, a > 0, α > 0, b
и β константе такве да важи G(ax + b) = G(αx + β) за свако x, тада jе a = α и
b = β.

Теорема 3.3.1. Свака М-стабилна расподjела jе расподjела екстремних
вриjедности, тj. jеднака jе G(ax+ b) за a > 0 и b гдjе jе G(x)

13
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1. тип (Гумбелова расподjела): G0(x) = exp(−e−x), −∞ < x <∞;

2. тип (Фрешеова расподjела): G1,α(x) =

{
0, за x ≤ 0,

exp(−x−α), за x > 0;

3. тип (Веjбулова расподjела): G2,α(x) =

{
exp(−(−x)α), за x ≤ 0,

1, за x > 0,

за неко α > 0. Параметар α > 0 се назива параметар облика.
Обрнуто, свака расподjела екстремних вриjедности jе М-стабилна.

Доказ. Jасно jе да jе свака расподjела екстремних вриjедности М-стабилна jер
имамо, за нпр. расподjелу 1. типа сљедећи израз:

{exp(−e−(ax+b))}n = exp(−e−(ax+b−lnn)),

а слично важи и за расподjеле 2. и 3. типа.
За доказ директног смjера користимо Ханов9 доказ (1976).
Ако jе G максимално стабилна функциjа расподjеле, тада jеднакост 3.2.4 важи

за све реалне броjеве s > 0 и све x. Када jе 0 < G(x) < 1, по посљедици 3.2.1
логаритмовањем добиjамо

−s lnG(a(s)x+ b(s)) = − lnG(x),

односно, када ову jеднакост логаритмуjемо и помножимо са −1 имамо

− ln(− ln(G(a(s)x+ b(s)))− ln s = − ln(− ln(G(x)).

Из своjства М-стабилних расподjела за n = 2, види се да G не може да има скок
на краjњим тачкама. Зато jе неопадаjућа функциjа ψ(x) = − ln(− lnG(x)) таква
да важи

inf{ψ(x)} = −∞, sup{ψ(x)} = +∞,
те ψ има инверзну функциjу U(y) дефинисану за свако y ∈ R. Даље, имамо

ψ(a(s)x+ b(s))− ln s = ψ(x).

По леми 3.3.1 (а) важи
U(y + ln s)− b(s)

a(s)
= U(y).

Ако од овог израза одузмемо таj израз за y = 0 имамо

U(y + ln s)− U(ln s)

a(s)
= U(y)− U(0).

9Laurens de Haan (1937 - )
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Означимо z = ln s, ã(z) = a(ez) и Ũ(y) = U(y) − U(0), тада, за све реалне броjеве
y, z :

Ũ(y + z)− Ũ(y) = Ũ(y)ã(z) (3.3.1)

Замjењуjући y и z видимо да важи

Ũ(y)(1− ã(z)) = Ũ(z)(1− ã(y)) (3.3.2)

Могућа су два случаjа:

(a) ã(z) = 1 за свако z, гдjе из 3.3.1 имамо

Ũ(y + z) = Ũ(y) + Ũ(z).

Jедина монотоно растућа функциjа коjа jе рjешење ове jедначине jе функциjа
Ũ(y) = ρy, за неко ρ > 0. Тада jе U(y)− U(0) = ρy односно имамо

ψ−1(y) = U(y) = Ũ(y) + U(0) = ρy + U(0).

С обзиром да jе претходна функциjа непрекидна, лема 3.3.1 (б) нам даjе

x = ψ−1(ψ(x)) = ρψ(x) + U(0),

Односно ψ(x) = (x− U(0))/ρ, тако да важи

G(x) = exp{−e−(x−U(0))/ρ}, када 0 < G(x) < 1.

Као што jе речено, G не може да има скок на краjњим тачкама, те она
има форму изнад за свако x, односно, она jесте 1. типа (припада фамилиjи
Гумбелове расподjеле).

(б) ã(z) 6= 1 за неко z, па 3.3.2 даjе

Ũ(y) =
˜U(z)

1− ã(z)
(1− ã(y)) = c(1− ã(y)) (3.3.3)

гдjе jе

c = Ũ(z) =
Ũ(z)

1− ã(z)
6= 0.

Када би Ũ(z) било jеднако нули, то би значило да jе Ũ(y) = 0 за свако y па
би U(y) = U(0) било константно.
Из израза 3.3.1 сада добиjамо

c(1− ã(y + z))− c(1− ã(z)) = c(1− ã(y))ã(z),
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што нам даjе ã(y + z) = ã(y)ã(z). Међутим, како jе ã монотона функциjа
(3.3.3), а jединe монотоне неконстантне функциjе коjа су рjешења ове
jедначине имаjу облик ã(y) = eρy за ρ 6= 0. Отуда и из 3.3.3 произилази

ψ−1(y) = U(y) = U(0) + c(1− eρy).

Како jе − ln(− lnG(x)) растућа функциjа, имамо да jе и U растућа, па мора
бити c < 0 ако jе ρ > 0 и c > 0 ако jе ρ < 0. По леми 3.3.1 (б) важи

x = ψ−1(ψ(x)) = U(0) + c(1− eρψ(x)) = U(0) + c(1− (− lnG(x))−ρ),

гдjе jе 0 < G(x) < 1,

G(x) = exp

{
−
(

1− x− U(0)

c

)−1/ρ}
.

Из непрекидности расподjеле G на било коjоj од коначних краjњих тачака,
видимо да jе G или 2. или 3. типа, гдjе jе

α =
1

ρ
или α = −1

ρ

у зависности од тога да ли jе ρ > 0 (c < 0) или ρ < 0 (c > 0)

�

Слиjеди главни резултат ових разматрања, теорема о екстремалним типовима.

Теорема 3.3.2 (Теорема о екстремалним типовима). Нека jе
Mn = max{X1, X2, . . . , Xn} гдjе су Xi независне, jеднако расподиjељене случаjне
величине са функциjом расподjеле F . Ако за неке константе an > 0, bn важи

lim
n→∞

P

{
Mn − bn
an

≤ x

}
= lim

n→∞
F n(anx+ bn) = G(x), (3.3.4)

за свако x ∈ C(G), гдjе jе C(G) скуп тачака непрекидности неке недегенерисане
функциjе расподjеле G, онда jе функциjа расподjеле G истог типа као нека од
функциjа расподjела екстремних вриjедности.

Обрнуто, свака функциjа расподjеле G коjа jе расподjела екстремних
вриjедности може да се поjави као гранична вриjедност у 3.3.4, а када jе G
функциjа расподjеле сваког од Xi, тада jе G(x) управо гранична вриjедност из
3.3.4.

Доказ. Ако 3.3.4 важи, из теореме 3.2.1 слиjеди да jе GМ-стабилна, па, по теореми
3.3.1 она jе функциjа расподjеле екстремних вриjедности.

Обрнуто, ако jе G функциjа расподjеле екстремних вриjедности, она jе М-
стабилна на основу теореме 3.3.1, а теорема 3.2.1 (б) показуjе да G ∈ D(G), из
чега произилази дата теорема. �
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3.4 Расподjеле екстремних вриjедности

С обзиром на резултат теореме о екстремалним типовима, тj. с обзиром на
значаj расподjела екстремних вриjедности, у овом одjељку ће бити приказане
основне особине те три расподjеле: Гумбелове, Фрешеове и Веjбулове.

3.4.1 Гумбелова расподjела

Функциjа расподjеле:

G0(x) = e−e
−x
, −∞ < x <∞;

Густинa:
g0(x) = e−x−e

−x
,−∞ < x <∞.

График густине:

Слика 1: Густина Гумбелове расподjеле

Математичко очекивање и дисперзиjа:

E(X) = γ,

гдjе jе γ = 0.57792... Оjлерова константа.

D(X) =
π2

6
.
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3.4.2 Фрешеова расподjела са параметром α > 0

Функциjа расподjеле:

G1,α(x) =

{
0, за x ≤ 0,

e−x
−α
, за x > 0;

гдjе jе α > 0 параметар облика.

Густинa:
g1,α(x) = αx−(1+α)e−x

−α
, x ≥ 0.

График густине:

Слика 2: Густина Фрешеове расподjеле

Математичко очекивање и дисперзиjа:
mr - момент r-тог реда

mr = Γ
(

1− r

α

)
, α > r,

E(X) = Γ

(
1− 1

α

)
, α > 1,

µ2 = D(X) = Γ

(
1− 2

α

)
− Γ2

(
1− 1

α

)
, α > 2.

Важи
E(X) = +∞ ако jе 0 < α ≤ 1,

D(X) = +∞ ако jе 0 < α ≤ 2.
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3.4.3 Веjбулова расподjела са параметром α > 0

Функциjа расподjеле:

G2,α(x) =

{
e−(−x)

α
, за x ≤ 0,

1, за x > 0,

гдjе jе α > 0 параметар облика.

Густинa:
g2,α(x) = α(−x)α−1e−(−x)

α

, x ≤ 0.

График густине:

Слика 3: Густина Веjбулове расподjеле

Математичко очекивање и дисперзиjа:

mr = (−1)rΓ
(

1 +
r

α

)
, r > 0

E(X) = −Γ

(
1 +

1

α

)
µ2 = D(X) = Γ

(
1 +

2

α

)
− Γ2

(
1 +

1

α

)
, α > 0
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3.5 Асимптотско понашање вjероватноће P{Mn ≤ un}

Израз

P

{
Mn − bn
an

≤ x

}
можемо да напишемо као P{Mn ≤ un} гдjе jе un = un(x) = anx + bn.
Конвергенциjа израза се захтиjева за свако x. Значаjно jе посматрати низ (un),
коjи не мора да зависи од параметра x, или коjи може бити и у компликованиjем
облику од линеарне функциjе коjа jе разматрана изнад.

Гранична расподjела максимума Mn одређена jе асимптотским понашањем
репа 1− F (x) при x→ xF гдjе jе

xF = sup{t : F (t) < 1},

тj. F (x) < 1 за све x < xF и F (x) = 1 за све x ≥ xF .

Наводимо два важна тврђења при проучавању асимптотског понашања
максимума случаjних величина.

Теорема 3.5.1. Нека jе (Xn) низ независних случаjних величина са заjедничком
функциjом рсподjеле F , Mn = max{X1, . . . , Xn}, (un) низ реалних броjева и 0 ≤
τ ≤ ∞. Тада важи

lim
n→∞

n(1− F (un)) = τ, (3.5.1)

ако и само ако jе
lim
n→∞

P{Mn ≤ un} = e−τ . (3.5.2)

Доказ. (а) Прво разматрамо случаj када jе 0 ≤ τ <∞. Ако важи

lim
n→∞

n(1− F (un)) = τ,

тада jе
P{Mn ≤ un} = F n(un) = {1− (1− F (un))}n

=

{
1− τ

n
+ o

(
1

n

)}n
→ e−τ , n→∞.

Обрнуто, ако претпоставимо да 3.5.2 важи, тада мора бити 1 − F (un) → 0
када n→∞. У супротном би постоjао позитиван броj δ и подниз (nk) такав
да за све nk важи неjеднакост 1− F (unk) ≥ δ, па би при k →∞ важило

P{Mnk ≤ unk} = {1− (1− F (unk)}nk → 0,
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што jе у контрадикциjи са 3.5.2. Дакле, заиста важи 1 − F (un) → 0. На
основу тога, из 3.5.2 добиjамо да jе

lim
n→∞

n ln{1− (1− F (un))} = −τ, n→∞

из чега, заjедно са чињеницом да jе ln(1− x) ∼ −x када x→ 0, добиjамо

n(1− F (un))(1 + o(1))→ τ,

а одатле слиjеди 3.5.1.

(б) Нека jе сада τ = +∞ и нека важи 3.5.2 . Претпоставимо да 3.5.1 не важи.
Тада постоjи низ (nk) природних броjева, такав да при k →∞ важи nk →∞
и

nk(1− F (unk))→ τ0 < +∞.

На основу првог диjела доказа, важи {Mnk ≤ unk} → e−τ0 6= 0, што jе у
овом случаjу у контрадикциjи са 3.5.2, што потврђуjе да за τ = +∞ из 3.5.2
слиjеди 3.5.1. Слично се доказуjе да 3.5.2 слиjеди из 3.5.1 за τ = +∞.

�

Имамо сљедећу посљедицу ове теореме.

Посљедица 3.5.1. (a) Mn → xF (≤ ∞) са вjероватноћом 1 када n→∞.

(б) Ако важи xF <∞ и F (xF − 0) < 1 (односно ако F има скок у краjњоj десноj
тачки), и ако за низ (un) важи P{Mn ≤ un} → ρ када n → ∞, тада jе или
ρ = 0 или ρ = 1.

Доказ. (a) Ако jе λ < xF (≤ ∞), 1 − F (λ) > 0 онда важи 3.5.1 за un ≡ λ, τ = ∞
па 3.5.2 даjе limn→∞ P{Mn ≤ λ} = 0. Како jе очито P{Mn > xF} = 0 за свако
n, слиjеди да Mn → xF у вjероватноћи. Како jе низ (Mn) монотон, онда он
и скоро сигурно конвергира.

(б) Претпоставимо сада да jе xF < ∞ и F (xF − 0) < 1. Нека jе низ (un) такав
да jе P{Mn ≤ un} → ρ. Како jе 0 ≤ ρ ≤ 1, можемо користити ρ = e−τ гдjе jе
0 ≤ τ ≤ ∞, па по теореми 3.5.1 долазимо до n(1−F (un))→ τ. Ако jе un < xF
за било коjе n, како jе тада 1−F (un) ≥ 1−F (XF − 0) > 0, мора бити τ =∞.
Jедина друга могућност jе да jе un ≥ xF за све довољно велике вриjедности
n, што нам даjе n(1− F (un)) = 0 па jе τ = 0.
Дакле, τ = +∞ или τ = 0, односно важи или ρ = 0 или ρ = 1, чиме jе
завршен доказ.

�
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У сљедећем поглављу разматраћемо опште питање области привлачења
екстремних расподjела користећи теорему 3.5.1. Међутим, наjважниjу позициjу
заузимаjу нормално расподиjељени низови. Зато ће прво бити приказано како
теорема 3.5.1 може директно да се примиjени на граничну расподjелу 1. типа,
односно на Гумбелову расподjелу, за низ независних случаjних величина са
нормалном расподjелом.

У наставку ћемо функциjу расподjеле за нормално расподиjељене случаjне
величине обиљежавати са Φ(x), а густину расподjеле са ϕ(x). Користиће се
познато своjство репа расподjеле Φ :

1− Φ(u) ∼ ϕ(u)

u
када u→∞. (3.5.3)

Теорема 3.5.2. Нека jе (Xn) низ независних jеднако расподиjељених случаjних
величина са стандардном нормалном расподjелом. Тада асимптотска расподjела
максимума Mn = max(X1, X2, . . . , Xn) има расподjелу истог типа као Гумбелова
расподjела. Тачниjе, важи

lim
n→∞

P

{
Mn − bn
an

≤ x

}
= exp(−e−x), (3.5.4)

гдjе jе

an =
1√

2 lnn
,

bn =
√

2 lnn− ln lnn+ ln 4π

2
√

2 lnn
.

Доказ. Ако уведемо ознаку τ = e−x, израз 3.5.1 можемо написати као

1− Φ(un) =
1

n
e−x.

Како jе 1− Φ(un) ∼ ϕ(un)/un, имамо

lim
n→∞

1

n

e−xun
ϕ(un)

= 1,

па jе
lim
n→∞

(− lnn− x+ lnun − lnϕ(un)) = 0,

односно, замjењуjући густину нормалне расподjеле

lim
n→∞

(
− lnn− x+ lnun +

1

2
ln(2π) +

u2n
2

)
= 0. (3.5.5)
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Диjељењем са lnn слиjеди да u2n/(2 lnn)→ 1, па

lim
n→∞

(2 lnun − ln 2− ln lnn) = 0,

односно,

lnun =
1

2
(ln 2 + ln lnn) + o(1).

Уврштаваjући претходну jеднакост у 3.5.5 добиjамо

u2n
2

= x+ lnn− 1

2
ln(4π)− 1

2
ln lnn+ o(1),

u2n = 2 lnn

{
1 +

x− 1
2

ln 4π − 1
2

ln lnn

lnn
+ o

(
1

lnn

)}
,

un =
√

2 lnn

{
2 lnn+ x− 1

2
ln 4π − 1

2
ln lnn

2 lnn
+ o

(
1

lnn

)}
,

un =
x√

2 lnn
+
√

2 lnn− ln lnn+ ln 4π

2
√

2 lnn
+ o

(
1√

2 lnn

)
.

Дакле, имамо да важи

un = anx+ bn + o

(
1√
lnn

)
= anx+ bn + o(an).

Како по 3.5.2 када jе τ = e−x имамо да jе P{Mn ≤ un} → exp(−e−x) имамо да jе

lim
x→∞

P{Mn ≤ anx+ bn + o(an)} = exp(−e−x),

oдносно

lim
x→∞

P

{
Mn − bn
an

+ o(1) ≤ x

}
= exp(−e−x),

добиjамо да слиjеди 3.5.4 чиме jе доказ завршен. �
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3.6 Област привлачења

Битно jе знати коjа тачно од граничних расподjела одговара расподjели
максимума датих независних, jеднако расподиjељених случаjних промjенљивих
односно, потребне и довољне услове при коjима функциjа расподjеле припада
одређеноj области привлачења (Фрешеове, Веjбулове или Гумбелове расподjеле).
Ове резултате до коjих су дошли Фон Мизес (1936) и Гнеденко (1943) даjемо у
наставку.

Теорема 3.6.1. Нека jе F апсолутно непрекидна функциjа расподjеле са
густином расподjеле f. Тада су довољни услови при коjима F припада свакоj
од могућих области привлачења дати испод.

Област привлачења Гумбелове расподjеле:

(a) f ′(x) < 0 за све x из неког интервала (x0, xF ) гдjе jе
xF = sup{t : F (t) < 1} ≤ +∞,

(б) f(x) = 0 за x ≥ xF ,

(в) limt↗xF
f ′(t)(1−F (t))

(f(t))2
= −1.

Област привлачења Фрешеове расподjеле:

(a) f(x) > 0 за све x ≥ x0 и

(б) limt→∞
tf(t)

1−F (t)
= α > 0.

Област привлачења Веjбулове расподjеле:

(a) f(x) > 0 за свако x из неког интервала (x0, xF ) гдjе jе
xF = sup{t : F (t) < 1} < +∞,

(б) f(x) = 0 за x > xF и

(в) limt↗xF
(xF−t)f(t)
1−F (t)

= α > 0.

Комплетан доказ за наведену теорему може да се пронађе у раду де Хан (1976),
а овдjе ће бити приказан само доказ за случаj Фрешеове расподjеле, као примjер.
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Доказ (случаj области привлачења Фрешеове расподjеле). Претпоставимо да jе

lim
t→∞

tf(t)

1− F (t)
= α > 0

гдjе jе f(x) > 0 за x ≥ x0. Ако jе

α(t) =
tf(t)

1− F (t)
,

добиjамо да за x2 ≥ x1 ≥ x0 важи∫ x2

x1

α(t)

t
dt = − ln(1− F (x2)) + ln(1− F (x1)),

па jе
1− F (x2) = (1− F (x1))e

−
∫ x2
x1

α(t)
t
dt
.

Очито, постоjи γn такво да jе 1−F (γn) = 1
n
, и ако узмемо да jе x1 = γn, x2 = γnx

(или обрнуто у зависности од тога да ли jе x ≥ 1 или x < 1) добиjамо

n(1− F (γnx)) = exp

(
−
∫ γnx

γn

α(t)

t
dt

)
= exp

(
−
∫ x

1

α(γns)

s
ds

)
,

па како γn →∞, претходни израз конвергира ка e−α lnx = x−α када n→∞. Дакле,
за x > 0 по теореми 3.5.1

lim
n→∞

P{Mn ≤ γnx} = exp(−x−α).

За x ≤ 0 како jе P{Mn ≤ γnx} ≤ P{Mn ≤ γny} за y > 0 и P{Mn ≤ γny} →
exp(−y−α), видимо да, када y → 0 важи limn→∞ P{Mn ≤ γnx} = 0. Тиме jе доказ
у случаjу области привлачења Фрешеове расподjеле завршен са нормираjућим
константама an = γn и bn = 0. �

Претходни доказ (за област привлачења Фрешеове расподjеле) се заснива на
постоjању низа (γn) таквог да jе 1−F (γn) ∼ 1/n, па су онда нормираjуће константе
an, bn из израза P{(Mn−bn)/an ≤ x} → G(x) представљене преко γn, у овом случаjу
an = γn, bn = 0. За произвољну функциjу расподjеле F такво γn не мора увиjек
да постоjи, али ако F припада области привлачења jедне од екстремних функциjа
расподjеле, онда се може наћи такво γn.
Ако

lim
n→∞

P

{
Mn − bn
an

≤ x

}
= G(x),

и G(x) jе непрекидна функциjа расподjеле, онда x можемо изабрати такво да jе
G(x) = e−1, па имамо

lim
n→∞

P{Mn ≤ γn} = e−1
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гдjе jе γn = anx+ bn. По теореми 3.5.1 тада jе 1− F (γn) ∼ 1/n.

Сада ћемо формулисати потребне и довољне услове при коjима дата
расподjела припада jедноj од три области привлачења у општем случаjу, дакле,
не ради се више искључиво о апсолутно непрекидним расподjелама. Довољни
услови се такође засниваjу на постоjању споменутог низа (γn).

Теорема 3.6.2. Потребни и довољни услови да функциjа расподjеле F
припада свакоj од могуће три области привлачења су сљедећи:

Област привлачења Гумбелове расподjеле:
Постоjи строго позитивна функциjа g(t) таква да важи

lim
t↗xF

1− F (t+ xg(t))

1− F (t)
= e−x

за свако реално x, гдjе jе xF = sup{t : F (t) < 1}.

Област привлачења Фрешеове расподjеле:

(a) xF = sup{t : F (t) < 1} = +∞;

(б) limt→∞
1−F (tx)
1−F (t)

= x−α за свако x > 0 гдjе jе α > 0.

Област привлачења Веjбулове расподjеле:

(a) xF = sup{t : F (t) < 1} < +∞; и

(б) limh↘0
1−F (xF−xh)
1−F (xF−h)

= xα за свако x > 0 гдjе jе α > 0.

Заправо, у случаjу када функциjа расподjеле F припада области привлачења
Гумбелове расподjеле, може се показати да важи

∫∞
0

(1 − F (u))du < +∞, а
функциjу g можемо одредити на сљедећи начин:

g(t) =

∫ xF
t

(1− F (u))du

1− F (t)

за t < xF .
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Доказ (да су дати услови довољни). Претпоставимо да постоjи низ (γn) такав да
важи 1 − F (γn) → 1

n
односно n(1 − F (γn)) → 1 (што ће бити показано на краjу

овог доказа). Константе γn се разликуjу за сваки од три типа области
привлачења. За довољно велико n важи, очито, γn → xF и γn < xF .

Област привлачења Фрешеове расподjеле:
Због jедноставности, прво доказуjемо теорему у случаjу области привлачења

Фрешеове расподjеле. Ако F задовољава написане услове, означићемо t са γn, па
за свако x > 0 имамо

n(1− F (γnx)) ∼ n(1− F (γn))x−α → x−α,

при n→∞.
По теореми 3.5.1 из сљедећег израза за x > 0 важи

lim
n→∞

P{Mn ≤ γnx} = exp{−x−α}.

Како jе γn > 0 за довољно велико n и десна страна претходног израза тежи 0 када
x ↘ 0, слиjеди да jе P{Mn ≤ 0} → 0, а за x < 0 да jе P{Mn ≤ γnx} ≤ P{Mn ≤
0} → 0. Дакле, имамо P{Mn ≤ γnx} → G(x), гдjе jе G функциjа расподjеле другог
типа из теореме 3.3.1. Ово може да се изложи и као

P

{
Mn − bn
an

≤ x

}
→ G(x), (3.6.1)

гдjе jе an = γn и bn = 0, из чега слиjеди да функциjа расподjеле F припада
области привлачења Фрешеове расподjеле.

Област привлачења Веjбулове расподjеле:
Претпоставимо да важе услови за Веjбулову расподjелу из теореме. Ако

узмемо да jе hn = xF − γn, што тежи нули, имамо за свако x > 0 сљедећу
jеднакост

lim
n→∞

n(1− F{xF − x(xF − γn)}) = xα.

Из те jеднакости, ако замиjенимо x са −x, за x < 0 добиjа се

lim
n→∞

n(1− F{xF + x(xF − γn)}) = (−x)α.

По теореми 3.5.1 добиjамо да сада функциjа расподjеле F припада области
привлачења Веjбулове расподjеле ако за константе из 3.6.1 узмемо

an = xF − γn и bn = xF .
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Област привлачења Гумбелове расподjеле:
Када функциjа расподjеле F задовољава одговараjуће критериjуме из теореме,

имамо да за свако x важи, ако користимо t = γn ↗ xF (≤ ∞), сљедеће

lim
n→∞

n(1− F{γn + xg(γn)}) = e−x,

а из чега (такође по теореми 3.5.1) добиjамо да дата функциjа расподjеле припада
области привлачења Гумбелове расподjеле ако за константе узмемо

an = g(γn) и bn = γn.

Сада коначно доказуjемо да неопадаjући низ (γn) коjи задовољава jеднакост
limn→∞ n(1 − F (γn)) = 1 постоjи. За γn можемо узети било коjи неопадаjући низ
такав да важи

F (γn − 0) ≤ 1− 1

n
≤ F (γn)

(као што jе нпр. низ γn = F−1(1− 1/n) = inf{x | F (x) ≥ 1− 1/n})). За такав низ
имамо n(1− F (γn)) ≤ 1 из чега тривиjално слиjеди и lim sup

n→∞
n(1− F (γn)) ≤ 1.

Преостаjе jош да се покаже да у сваком случаjу важи lim inf
n→∞

n(1− F (γn)) ≥ 1.

Како имамо n(1−F (γn−0)) ≥ 1, довољно ће бити да покажемо да важи неjеднакост

lim inf
n→∞

1− F (γn)

1− F (γn − 0)
≥ 1. (3.6.2)

Поново ћемо почети од случаjа за област привлачења Фрешеове
расподjеле. Ако функциjа расподjеле F задовољава одговараjуће услове, лиjева
страна неjеднакости 3.6.2 ниjе мања од

lim inf
n→∞

1− F (γn)

1− F (γnx)
= xα,

за било коjе x < 1, из чега 3.6.2 слиjеди ако пустимо да x→ 1.
Слично се доказуjе и случаj када функциjа расподjеле F задовољава услове за

област привлачења Веjбулове расподjеле. Лиjева страна израза 3.6.2 за x > 1
и hn = xF − γn не може бити мања од

lim inf
n→∞

1− F (xF − hn)

1− F (xF − xhn)
= x−α,

што, када x→ 1, такође тежи ка 1, из чега слиjеди 3.6.2.
Коначно, када функциjа расподjеле F задовољава услове за област привлачења

Гумбелове расподjеле, лиjева страна израза 3.6.2 за x < 0 не може бити мања
од

lim inf
n→∞

1− F (γn)

1− F (γn + xg(γn))
= ex,

што тежи 1 када x→ 0. Дакле, имамо да 3.6.2 важи и у овом случаjу. �
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Сумираћемо сада резултате до коjих смо дошли у доказу претходне теореме у
наредноj посљедици.

Посљедица 3.6.1. Константе an и bn у конвергенциjи

lim
n→∞

P

{
Mn − bn
an

≤ x

}
= G(x)

могу, у зависности од 3 могућа типа граничних расподjела, да се изаберу на
сљедећи начин:

1. тип (Гумбелова расподjела): an = g(γn) и bn = γn;

2. тип (Фрешеова расподjела): an = γn и bn = 0;

3. тип (Веjбулова расподjела): an = xF − γn и bn = xF ,

гдjе jе

γn = F−1
(

1− 1

n

)
= inf

{
x | F (x) ≥ 1− 1

n

}
.

Доказ. Погледати доказ теореме 3.6.2. �
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3.7 Генералисане Паретове расподjеле

Основа теориjе екстремних вриjедности jе теорема о екстремалним типовима.
Међутим, постоjи jош jедна значаjна теорема, коjу називаjу и другом теоремом о
екстремалним типовима, а тиче се тзв. генералисане Паретове расподjеле.
Наредни резултати описуjу понашање вриjедности коjе су веће од одређеног
прага u, односно понашање репа расподjеле неке случаjне промjенљиве, а они се
и наjчешће користе при моделовању одштета у осигурању. Даjу нам одговор на
питање: ако су вриjедности екстремне, колико екстремне би могле бити?
Расподjела до коjе се долази у овим резултатима jе управо генералисана
Паретова расподjела.

Из датог узорка екстремне вриjедности се могу издвоjити на више начина, од
коjих jе наjчешћи метод прекорачења датог прага (енгл. peaks-over-threshold
method).

Нека jе дат случаjан узорак (X1, X2, . . . , XN), гдjе су X1, X2, . . . , XN независне
случаjне величине са истом функциjом расподjеле F и нека jе одређен праг u.
Прекорачења прага су сљедеће вриjедности веће од u (коjих има одређен броj n)

Y1 = X1 − u, Y2 = X2 − u, . . . , Yn = Xn − u.

Броj прекорачења Nu jе случаjна величина дефинисана као

Nu =
∑
i≤N

I{Xi > u}.

Nu има биномну расподjелу са параметрима n и p, гдjе jе p = 1 − F (u). Средња
вриjедност броjа прекорачења датог прага u jе онда

E(Nu) = n(1− F (u)).

Нека jе X случаjна величина са функциjом расподjеле F . Прекорачења се
поjављуjу под условом да jе вриjедност случаjне величине X већа од прага u, па
jе функциjа расподjеле прекорачења прага Fu jеднака:

F ′u(x− u) = P{X ≤ x | X > u} =
P{X ≤ x,X > u}

P{X > u}
=
F (x)− F (u)

1− F (u)
, (3.7.1)

за x ≥ u, или

Fu(x) = P{X ≤ x+ u | X > u} =
F (x+ u)− F (u)

1− F (u)
,

за x ≥ 0.
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Математичко очекивање величине прекорачења датог прага u, за дату
функциjу расподjеле F, назива се средње прекорачење:

EF (u) = E(X − u | X > u).

Испоставља се да су све могуће непрекидне функциjе расподjеле коjе се могу
поjавити као граничне расподjеле прекорачења прага u када u тежи десном краjу
носача расподjеле F, истог типа као jедна од наредних функциjа расподjеле.
Експоненциjална расподjела:

W0(x) =

{
0, за x ≤ 0,

1− e−x, за x > 0.

Паретова расподjела с параметром α:

W1,α(x) =

{
0, за x ≤ 0,

1− x−α, за x > 0.

Бета расподjела с параметром α:

W2,α(x) =


0, за x ≤ 0,

1− (−x)α, , за − 1 ≤ x ≤ 0,

1, за x > 0.

Ове три расподjеле се називаjу генералисане Паретове расподjеле. Ако се уведе
смjена γ = 1

α
код Паретове расподjеле и γ = − 1

α
код бета расподjеле добиjе се

jединствен, неприкадан модел Fγ(x), при чему важи

lim
γ→0

Wγ(x) = W0(x).

Тада jе:
Експоненциjална расподjела:

W0(x) = 1− e−x, γ = 0, x ≥ 0.

Паретова расподjела с параметром γ:

W1,γ(x) = 1− (1 + γx)−
1
γ , x ≥ 0, γ > 0.

Бета расподjела с параметром γ:

W2,γ = 1− (1 + γx)−
1
γ , x ∈

[
0,−1

γ

]
, γ < 0.
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Очита jе веза између расподjела екстремних вриjедности и генералисаних
Паретових расподjела:

W0(x) = 1 + lnG0(x), у случаjу када jе lnG0(x) > −1

W1,α(x) = 1 + lnG1,α(x), у случаjу када jе lnG1,α(x) > −1

W2,α(x) = 1 + lnG2,α(x), у случаjу када jе lnG2,α(x) > −1.

Генералисана Парето расподjела jе у литератури наjчешће представљена као
двопараметарска расподjела чиjа jе функциjа расподjеле:

Wγ,β(x) =

1−
(

1 + γ x
β

)− 1
γ
, за γ 6= 0,

1− e−
x
β , за γ = 0,

гдjе jе β > 0 параметар скалирања, а носач jе x ≥ 0 за параметар облика γ ≥ 0 и
0 ≤ x ≤ −β/γ за γ < 0.

Дакле, тзв. друга теорема о екстремалним типовима, до коjе су дошли
Пикандс (1975), Балкема и де Хан10 (1974) нам управо говори да су све
непрекидне расподjеле коjе се могу поjавити као граничне расподjеле
прекорачења прага u истог типа као генералисана Паретова расподjела:

Теорема 3.7.1 (Пикандс-Балкема-де Хан теорема). Нека jе (X1, X2, ..., X3) низ
независних случаjних промjенљивих са функциjом расподjеле F и нека jе Fu њена
функциjа расподjеле прекорачења прага u. Тада важи:

lim
u→∞

Fu(x) = Wγ,β(x), (3.7.2)

гдjе jе Wγ,β(x) генералисана Паретова расподjела.

Након изабраног прага u процjењуjу се γ и β наjчешће преко метода
максималне вjеродостоjности, док jе сами избор прага прекорачења u компромис
између избора прага довољно високог да се теорема може сматрати валидном, а
довољно ниског да имамо довољно материjала за процjену потребих параметара.

Да би се проциjенио реп расподjеле користимо 3.7.1 и за x ≥ u имамо

F (x) = (1− F (u))F ′u(x− u) + F (u).

Сада, по теореми 3.7.1 знамо да можемо да проциjенимо F ′u(x− u) са
Wγ,β(x − u) за велико u. F (u) можемо проциjенити из података помоћу Fn(u),
емпириjске функциjе расподjеле у тачки u. То значи да за x ≥ u можемо да
користимо сљедећу процjену репа

F̂ (x) = (1− Fn(u))Wγ,β(x) + Fn(u).

10Laurens de Haan (1937 - ) - холандски економиста
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4 Примjери

У овом поглављу ће бити приказано неколико примjера разних расподjела коjе
припадаjу jедноj од три области привлачења екстремних расподjела. Као и раниjе,
константе an и bn су константе из израза

lim
n→+∞

P

{
Mn − bn
an

≤ x

}
= G(x). (4.0.3)

Затим ће методологиjа из седмог одjељка претходне главе бити примиjењена (мада
би потпуна анализа била далеко опширниjа) на реалне податке - одштетне захтjеве
у области осигурања од пожара.

4.1 Област привлачења Гумбелове расподjеле

Примjер 4.1.1 (Гумбелова расподjела). Већ jе речено да свака расподjела
екстремног типа и сама припада своjоj области привлачења. Дакле, када jе риjеч
о Гумбеловоj расподjели имамо

F (x) = e−e
−x
,

F n(x) = e−e
−x+lnn

,

F n(x+ lnn) = F (x).

Тако jе 4.0.3 задовољено за коефициjенте an = 1 и bn = lnn.

Примjер 4.1.2 (Нормална расподjела). У теореми 3.5.2 видjели смо да нормална
расподjела припада области привлачења Гумбелове расподjеле са константама an
и bn

an =
1√

2 lnn
,

bn =
√

2 lnn− ln lnn+ ln 4π

2
√

2 lnn
.

Примjер 4.1.3 (Експоненциjална расподjела). Нека x ∈ ε(1), односно, x има
функциjу расподjеле

F (x) = 1− e−x.
Када jе τ из теореме 3.5.1 позитиван броj, можемо да изаберемо un такво да jе
1− F (un) = τ/n тако што ћемо изабрати

un = − ln
τ

n
= − ln τ + lnn,
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па важи (по теореми 3.5.1)

lim
n→∞

P{Mn ≤ − ln τ + lnn} = e−τ .

Означаваjући τ = e−x долазимо до 4.0.3 за

an = 1, bn = lnn и G(x) = e−e
−x
.

Када jе риjеч о експоненциjалноj расподjели са параметром λ добиjамо да су
нормираjуће константе

an =
1

λ
и bn =

1

λ
lnn.

4.2 Област привлачења Фрешеове расподjеле

Примjер 4.2.1 (Фрешеова расподjела). Наравно, и Фрешеова расподjела припада
своjоj области привлачења (теорема 3.2.1). С обзиром да важи

F n(n
1
αx) = F (x)

долазимо до нормираjућих константи an = n
1
α и bn = 0.

Примjер 4.2.2 (Паретова расподjела). Нека jе

F (x) = 1− kx−α, гдjе jе α > 0, k > 0, x ≥ k
1
α , и

F (x) = 0 за x < k
1
α .

Тада jе

lim
n→∞

1− F (tx)

1− F (t)
= x−α,

те, на основу теореме 3.6.2 закључуjемо да Паретова расподjела припада
Фрешеовоj области привлачења. Тада имамо

lim
n→∞

P

{
Mn ≤

(
kn

τ

) 1
α

}
= e−τ .

Ако ставимо τ = x−α за x ≥ 0, добиjамо

lim
n→∞

P

{
Mn

(kn)1/α
≤ x

}
= e−x

−α
,

односно, нормираjуће константе су дате са an = (kn)
1
α и bn = 0.

34



Екстремне статистике поретка и примjене у неживотном осигурању Оља Латиновић

Примjер 4.2.3 (Кошиjева расподjела). Нека jе

F (x) =
1

2
+

1

π
arctg x.

Тада важи

lim
t→∞

1− F (tx)

1− F (t)
= lim

t→∞

1
2
− 1

π
arctg(tx)

1
2
− 1

π
arctg t

lim
t→∞

π
2
− arctg(tx)
π
2
− arctg t

=
1

x
.

Када уведемо смjену arctg t = π/2− s имамо t = tg(π/2− s) = ctg s, па jе

lim
t→∞

(π
2
− arctg t

)
t = lim

s→0
s ctg s = 1, и

lim
t→∞

(π
2
− arctg(tx)

)
t = 1.

Зато, по теореми 3.6.2, добиjамо да Кошиjева расподjела заиста припада области
привлачења Фрешеове расподjеле. Нормираjуће константе су an и bn = 0 при чему
an одређуjемо из услова

1− F (an) =
1

2
− 1

π
arctg an =

1

n
.

Односно, an = tg(π
2
− π

n
) = ctg π

n
.

4.3 Област привлачења Веjбулове расподjеле

Примjер 4.3.1 (Веjбулова расподjела). Као и у претходна два случаjа, и Веjбулова
расподjела припада своjоj области привлачења. За сваки природан броj n и за
сваки реалан броj x важи

F n(n−
1
αx) = F (x)

па су нормираjуће константе дате са

an = n−
1
α и bn = 0.

Примjер 4.3.2 (Равномjерна расподjела на интервалу (0, l)). Нека jе функциjа
расподjеле дата са

F (x) =
x

l
за 0 ≤ x ≤ l, l > 0,

и F (x) = 0 за x < 0, F (x) = 1 за x > l. Тада, за свако x > 0 важи

lim
t↓0

1− F (xF − tx)

1− F (xF − t)
= lim

t↓0

1− F (l − tx)/l

1− F (l − t)/l
= x,

из чега закључуjемо да равномjерна расподjела заиста припада области
привлачења Веjбулове расподjеле.
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4.4 Осигурање од пожара

Примjер 4.4.1. У статистичком програму R, постоjи база података danish коjа
обухвата дневне износе штета насталих усљед пожара у Данскоj у периоду од
jануара 1980. до децембра 1990. године. Величина узорка jе 2157. Износи су
мjерени у милионима Данских круна (тада jе однос валута био 1.000.000 DKK =
128.980,74 EUR). Примиjенићемо теориjу екстремних вриjедности на ове податке.
Односно, користећи историjске податке о штетама, предвиђамо величину
будућих штета, уз претпоставку да су штете независне случаjне величине са
истом расподjелом.

Слика 4: Подаци о штетама - danish

Слика 5: Хистограм логаритмованих података о штетама
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На слици 4 имамо приказ висина штета, гдjе видимо да се поjављивало
неколико екстрема и приближно вриjеме тих догађаjа, док на слици 5 имамо
хистограм логаритмованих података гдjе можемо да примиjетимо да подаци
имаjу тешки десни реп.

Ако желимо да моделуjемо стохастичко понашање максимума ових штета,
користимо основне расподjеле екстремних вриjедности (Фрешеову, Гумбелову
или Веjбулову), а ако желимо да моделуjемо штете коjе имаjу услов прекорачења
високих вриjедности (што ће у овом примjеру и бити урађено), користимо
генералисану Паретову расподjелу.

Просjечан износ штете jе 3,38 милиона Данских круна. За процjену
расподjеле екстрема кориштен jе пакет extRemes.

Приjе свега, потребно jе изабрати одговараjући праг u, а слика 6 нам може
помоћи у томе. На горњоj слици су приказане вриjедности параметра скалирања
β у зависности од прага, а на доњоj вриjедности параметра облика γ, оба
параметра са 95% интервалом повjерења. Потребно jе изабрати праг такав да су
вриjедности параметара стабилне, а да остане довољно података, односно
вриjедности изнад прага.

Слика 6: Оцjена параметара генералисане Паретове расподjеле у зависности од
прага

Већ за вриjедности изнад 10 интервали повjерења се повећаваjу, тако да ћемо
изабрати u = 10, односно штету у износу од 1.289.807,4 евра. Постоjи Nu = 109
штета (од њих 2157) коjе су веће од изабраног прага, што jесте оптималан броj
података.
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Функциjа fevd из поменутог пакета користи методу максималне
вjеродостоjности и оцjењуjе параметар облика γ и параметар скалирања β из
генералисане Паретове расподjеле. Добиjаjу се оцjене γ = 0, 5 са стандардном
грешком 0, 14 и β = 6, 98. са стандардном грешком 1, 11. Тj. добиjамо сљедећи
модел:

W (x) = 1−
(

1 +
0, 5(x− 10)

6, 98

)−1/0,5
,

односно
W (x) = 1− (0, 07x+ 0, 28)−2.

Примjера ради, сада jе могуће помоћу овог модела израчунати вjероватноће
да штета од пожара пређе вриjедности од 20, 40, 60 или 100 милиона Данских
круна, ако претпостављамо да jе штета екстремна, односно да jе већа од прага од
10 милиона. Добиjаjу се, редом, вjероватноће од око 34, 9%, 10%, 4, 7% и 1, 8%.

Дакле, ово jе модел коjи одговара искључиво репу расподjеле штета. На
слици испод имамо диjагностички приказ модела, сви подаци коjи су приказани
су подаци већи од прага u.

Слика 7: Диjагностички приказ модела коjи описуjе штете од пожара. Имамо
график емпириjских квантила у зависности од квантила модела (горе лиjево),
квантили узорка из модела - емпириjски квантили са 95%−тним интервалом
повjерења (горе десно), график густине емпириjских података и модела (доле
лиjево) и период понављања у годинама, тj. на x оси jе процjена очекиваног
броjа година коjи прође до избиjања пожара коjи направи штету y (доле десно).
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5 Закључак

Циљ овог рада био jе упознавање и разматрање основних резултата теориjе
екстремних вриjедности, што jе веома значаjно, између осталог, и у области
осигурања, с обзиром на утицаj коjи неочекивано велике штете имаjу на
портфолио осигураваjућег друштва. Како очекивана вриjедност укупне суме
износа штета директно утиче на премиjу коjу треба одредити при склапању
уговора о осигурању, актуари мораjу да познаjу како могу да се понашаjу
вриjедности одштетних захтjева.

Акценат jе свакако на три типа расподjела (Гумбелова, Фрешеова и
Веjбулова расподjела) коjе су могуће као граничне расподjеле линеарно
нормираног максимума jеднако расподиjељених независних случаjних величина.
Улога теореме о екстремалним типовима (Фишер-Типет-Гнеденко теореме) за
максимуме jе слична улози коjу централна гранична теорема (ЦГТ) има када jе
риjеч о просjечним вриjедностима, осим што ЦГТ може да се примиjени на
просjечну вриjедност узорка из било коjе расподjеле са коначном дисперзиjом,
док теорема о екстремалним типовима важи само при условима да расподjела
нормализованог максимума конвергира, што не мора да буде (а ако конвергира,
та гранична вриjедност jе управо jедна од три типа расподjела).

Осим споменуте три расподjеле, велики значаj има и генералисана Паретова
расподjела, посебно у (ре)осигурању, с обзиром да на основу Пикандс-Балкема-де
Хан теореме (тзв. друге теореме о екстремалним типовима) знамо да jе то
асимптотска расподjела репа непознате расподjеле неке случаjне промjенљиве.
За разлику од прве теореме, у овом случаjу су од интереса вриjедности изнад
изабраног прага. Од великог jе значаjа информациjа о периоду понављања
екстремних догађаjа у години коjу нам обезбjеђуjе ова теориjа, jер може да се
користи при рачунању просjечних годишњих трошкова осигураваjућег друштва.

Ти главни резултати теориjе екстремних вриjедности су основа за све
обимниjи развоj ове области статистике, а исход тога jе у великоj мjери
олакшано предвиђање будућих прилика и креирање планова и стратегиjа.
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