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Ancmpaxm

Yeop he Outu jegaH o HAJBAXKHHUJUX II0JMOBa y OBOM paJly, aJd YBOPOBU HUCY IJIABHH PA3JIOT
HEroBor nocrojama. OHu cy BUJJbUBA CIUKA yOOKe MaTeMaTuKe KOja JIEXKH UCIIOJ, y OJIFOBOPUMa Ha
UTama Koja O BUXOBOj IPUPOIU mocTaB/baMmo. [lokymahemo ma Kpo3 mpudy O je/IHOj MHBAPUjAHTH
3a YBOPOBE, AJIEKCAHJIEPOBOM TOJUHOMY, MPUKAXKEMO KAKO jé MaTeMaTHKa HAIPEeJ0Baja y TOKY
TIOCTIE/IEbel BeKa, W JIaMO HaroBeIlTaj HOBUX TOIOJIONIKAX XOPH30HATAa OTBOPEHUX IIOYETKOM OBOT
MUJIEHI]yMa.

Yeoo

YsopoBe 3HAMO Kao IepTjie Ha IMIIeJIaMa, YIleT/baHe KOHOIIE KOjuMa MOPHAPH Be3Yjy jeapa, HIu
meMe 110 KOjuMa MJIaji u3Buhadn yde jga yuaspcre maTtop. OBo cy pusndkn 00jeKTH KOju CBH UMajy
Ty OCODHMHY Jla Cy HEKAKO yIeT/haH! ajli HHje TaKo JIaKo objacHuTH 1Ta To 3Ha4n. Ha Kpajy Kpajesa,
YBEK MOXKEMO y3eTH Kpaj KOHOIIA W IIPOBJIAYUTH I'a KPO3 3aIeT/baHO KJIYIKO JIOK He J100MjeMOo
caMo jeaHo obu4yHO oxMpineHo napde. Kakso 3Haueme uma ynemsparocm onjga? Behuna usoposa y
CTBapHOM CBETY CBOjy CHATI'Y 3aIlpaBo JyTyje Tpemy u3Melhy pa3auanTux KpajeBa ykera. Mehyrum,
oBe ocobuHe (PUMIKUX UBOPOBA CY jaKO KOMILIMKOBAHE 33 MOJICJIOBAIGE U O CHA3M DA3JIMYUTHAX
YBOPOBA Ce U JIaH JIAHAC yIJIABHOM 3Ha 13 npakce. Mu hemo ce 6aBuTu jeJTHOCTABHUM MaTeMATHIKIM
MOJIEJIOM - OECKOHAYHO TAHKUM Y2KETOM U CIIOj€HHM KPajeBUMa KOjU He JI03BOJbABAjY Ja Ce€ IBOPHATA
TBOPEBHUHA JIAKO oaMpcu. la Beh TakaB MO/es1 Ipy»ka jaKo MHOIO HHTPUTAHTHUX [TNTAKkA yBepuheMo
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ITo pedbunuMju, 9BOP je HENPEKWIHO U MHjeKTUBHO MpecIuKaBame KpyzxKuume S' y Tpoamven-
suoHaaHE Tpoctop R3. YobuuajeHo mpejcTaB/bame UBOpA je IPEKO AUjarpaMa y PaBHH, KOjU Cy
npojexnuje usopa w3 R? Ha Heky paBan TakBe Ja je IpecauKaBame 1 — 1 ceM y KOHATHO MHOTO Tada-
Ka. Te Tauke ce y mapoBUMa CJINKA]y y UCTE TAYKE PABHU KOj€ HA3MBAMO YKPWIMArUMA, & 3aXTEBAMO
7 2 Ty TIPOjeKInja cede cama cebe TpaHCBeP3aJIHO, OHOCHO Ja KPUBE HUCY TAHTEHTHE jeIHA APYTOj.
Ha 6u mpesicTaB/barbe YKPIITaha OUIO MOTIYHO, /10 YBOpa KOjU je Tpe MpojeKIje OJIMKU paBHU
Ha KOjy IIPOjeKTYjeMO O3HAY€EH je NPEKUHYTOM JIMHU)OM.

JlBa uBOpa cMaTpaMoO eKBUBAJECHTHUM aKO MOXKEMO CJIUKY jeTHOT j1ebOPMUCATH HA CJUKY JIPYTOT,
OHOCHO aKO TIOCTOju aMOMjeHTHA M30TOINja KOja jeJaH MPEHOCH y APYTH:

Hepunuyuja. Yeoposu K1 u Ky cy exeusasenmuu axo nocmoju HEnpexuino npeciukacarse
F:R? x [0,1] — R3 3a xoje je Fy udenmumem, Fi(K1) = Ko u Fy je zomeomoppusam 3a ceaxo



t€[0,1].

Kibyuno murame Teopuje weoposa je ogpeinTH jna JH Cy [1Ba 3aJaTa YBOPa €KBUBAJIEHTHA UJIH HE.
Hapennn au3 pujarpama miycrpyje gedopmaliujy je/iHor YBopa y npocTopy. Bujyrase nununje HECY
J1eo JjarpaMa Behl camo rmomazky Jia ce BUJIHM KyJIa Ce KOjU JIeJIOBU YBOPA IIOBJIAYE.
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HajjeaHocTaBHEjH YBOD je Heu60p, TPAHUIA JUCKA CTAHIAP/IHO IIOCTABJLEHOT y HEKy paBaH y R>.
OBaj 4BOp He JlesIyje yleT/baHo, aju Ha ojpeleH HadMH IpejicTaB/ba HEyTPAJIHHU ejieMeHT. Ty cy
3aTUM JeCHU U AE6U MmPosucm, Kao U ocmuya. YOoymyhe hemo 3ajaBame 4BOpa IPEKO Jujarpama

cMaTpaTu AepUHHAII]OM.

Kaga je ped o omrreM HEITPEKUTHOM ITPECIMKABAILY, MOYKE Ce JIOTOIUTH J1a JOOUjeMO CJINKE KaKBe
HUCMO OYEKHUBAJIH, IOILyT cuTyarnuje ca IleanoBom KpuBoM min ppakranuma. Jus.su w60pocu Cy OHI
KOjU HEMajy IVIATKe IPEJICTABHUKE Y CBOjOj KJIACH, JOK OHE KOjU HUCY JIMBJbH HA3UBAMO NUMOMUM
ygoposuma. ¥ OBOM pajy he OWTu peunm camMoO O MATOMHUM YBOPOBHMA, TIa Taj HpUIEB Helie OuTu
HaranmaBan Hajabe. MehyTuM, 3aHUMIBUBO je Jia ce y3 MOMON JIMBJBUX YBOPOBa MOTY IOKA3aTH
HEKU OCHOBHU DE3yJITaTh Be3aHu 3a nurome [17].
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V cBakoj KJiacu KOja MMa IVIATKOI' [IPEJCTABHUKA, UMa U IPEJICTABHUKA KOJU j€ M3JIOMJbEHA II0-
JINTOHAJIHA JINHU]ja, a BaxXu u 00pHyTO. [IpBO Ce MOXKe BHJIETH TAKO IIITO OKO CBaKe TadyKe IJIATKOI
YBOpA OLUIIEMO TPOAMMEH3MOHAJIHY JIOITY YHUjH je IPEeceK ¢a YBOPOM XoMeoMopdaH cerMenTy (0BO
je moryhe 36or Tora mTo je uBop mMopMHOTOCcTpyKocT o7 R?). Kako je uBop KoMmaxTaH objexar,
MOXKEMO M3/IBOJUTU KOHAYHO IMOKPUBame THM Jjonrama. [Ipeocraje a ce yHyTap cBake JiBe CyceIHE
JIONITe KOMIIOHEHTa YBOpa KOja Cliaja HmUXOBE MEHTPE 3aMEHHU CerMeHTOM Koju ux cmaja. Ca jpyre
cTpaHe, J1a OMCMO OJ1 3aTBOPEHE IIOJIMTOHAJIHE JINHU]je JOILIN 0 IJIATKOT YBOPa, JOBOJHHO je J1a caMo
3aryIaJIMMO U3JIOMJbEHY JIMHU]Y Ha npesomuma. C 003WpOM Jia HAM je IWJb Jia PadyMeMO OHO IIITO
BUAUMO, (POPMAIM3aM ¥ KOJU Ce TO YKJIala HUje TOJHMKO BayKaH JOK IO IIOCTOjU.

Usop je couka jemre Kpykuume y R3, I0K HENPEKWIHY U WHjeKTHBHY CJIHKY NHCK]yHKTHE YHHje
HEKOJINKO KDY KHUI[a HA3UBAMO AUHKOM. IIprMep JIMHKA MIPeICTaB/HEHOr TVIATKAM U ITOJIUTOHAJHIM
KpHUBaMa IPUKa3aH je Ha HapegHoj cyuli. 1o cy dyBeHu Bopomejcku NpPCTEHOBH, TJie HUKOjE JBE
KOMIIOHEHTe HHUCY yJIaHYaHe, ajil ce CBa TPHU JejIa 3aje/THO He MOTY Pa3JIBOjUTH.
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SaHnMIBHBO je Jla ce OBaj JUHK 0e3 mpobseMa MOXKe PeaTH30BaTH Ko IPUKa3aHa IOJUTOHATIHA
JIMHUja, aJld He U Ca TPH CcaBplileHa Kpyra (IpuKa3aHa Ha NPBOj cJuiu). VI3y3eTHO Jien JoKa3 OBOr
reomerpujckor TBphema Jar je y danracruunoj kmusu Mapruna Aurnepa m I'marepa Ilurnepa,
Proofs from the book[10].

W3 npernocraBke 0O IIIaTKOCTH, YBOP YBEK MOXKEMO 110/1€06/baTH, OJIHOCHO Hahlll My TOPYCHY OKOJIHHY
v(K) mudbeomopdny ca S x D?. To mokasyjemMo Ha cIMYaH HAYWH, y3uMajyhnm TIPBO JIONTY OKO
CBakKe TadKe 4BOpa, n3/[Bajajyin KOHA4YHO MHOIO HUX U Haj3aJ] Oupajyhn HajMamy MOJIYIPEYHUK 34
J1e6JbUHY TOPYCHE OKOJINHE.

HNuBapujanTe cy cBOjcTBa MaTeMaTUIKAX OoDjeKaTa Koja ce He Mebajy Iph u3abpaHuM TpaHcdop-
marmjama. Ko 1BopoBa cy Kpo3 IUXOBY UCTOPHjY TO 6myin pa3Hu OPOjeBH, aJid U IMOJUHOMU, TPyIIe
WJIN TIeJIe XOMOJIOIIIKE TeopHje, Kao IMITO heMo BUIEeTH KacHUje.

IIperxonHo je mpeko amjarpaMa TPUKA3aHO HEKOJIUKO jeJHOCTABHUX YBOPOBA KOjU Cy HAUIBTIIET
pasmmauTtu. MeDyTnm, 9BOpOBH MOTY UMATH jaAKO CJIAUYIHE [jarpaMe U ONTH PA3IUIUTH, KAO M CACBUM
pasmuuauTe Jg@jarpame Koju mpecTaBibajy umctu objekar. Ha mpBoj cauim je IBOp ca JjieBe CTpamHe -

JIEBU TPOJIACT, JIOK j€ JIECHO OCMHUIIA.
@ @

Hapenna cimka npukasyje nsa jamjarpama 3a uctu upop. Cimka jBa aujarpama HCTOT IBOPa



nobujena je mepTypOaImjoM jeIHOT MpaBor KabJa.

[Tokymahemo ja y HaCTaBKY MMOKaXKeMO 3aIllTO YeTUPHU Jujarpama ca Tpehe cimke npeacraBbajy
pasnmauTe gyBopose. [IpBo moka3yjemo Ja ce JIeBU U AeCHA TPOJIUCT PA3JIUKY]Y Ol HEIBOPA U OCMHUIIE,
7 TO y3 MMOMON MHBapHjaHTe Ho0UjeHe 00jermeM.

Tpu-60jemeM qujarpamMa IBOpa HA3UBAMO JI0JIe/bUBaLe jeJIHe 011 TpH 6oje (I[PBeHe, 3eJIeHe U TIaBe)
CBAKOM JIyKy Ha Jujarpamy 4Bopa. JIyk je cermMeHT 4BOpa OJI jeIHOT JI0 JIPYTOr MOJ-YKpIiTama. Ha
CBAKOM YKPITIay MOCTOje YKYITHO TPH JIyKa, JIBa KOja ce Ty 3aBPINaBajy U jeJlaH KOjU IIPOJIa3h MPEKO.
[TocToje nBa 3axTeBa 3a Oojerse: MPBHU je J1a Cy HA CBAKOM YKPINTamy Win cBe Ooje ucre mwin cse 6oje
pazauuauTe, a APYTHU je Ja ce He KOPUCTH caMo jeqHa 0oja.

OBum cMO HeduHUCAIN HEKO CBOJCTBO Jyjarpama, aju He 3HAMO Ja JIi ie TO CBOjCTBO MMATH U
CBaKMU JAyjarpaM KOJjU MPEJCTaB/ba Taj] YBOP. ¥ OBAKBO] CUTyaluju OMO OM KOpHUCTaH HEKH KOMOU-
HATOPHU KPUTEPHjyM KOjU FOBOPH O TOME KaJa Cy JBa [IHjarpama MPEICTABHUIA UCTOT IBOPA, U
jerman Takas je gaBHO crBopeH. Teopema uz 1926-1927 rosopu o Tpu Pajdemajcmeposa nomesa Koju
Cy, IPUMEEHN HEKOJIMKO IIyTa, JOBOJbHU JIa MIPEBeLy JaTH JujarpaM y OHJIO KOju JPYIH Jujarpam
KOju TpejicTaB/ba ucTu 4Bop. OHM Cy CXeMaTCKU IpUKa3aHu Ha cjefelio] ciauiu, ca Koje BUIUMO
jemaH cMep TeopeMe, Tj. Jla aKO UMaMo JIBa JijarpaMa KOoju Cy ITOBe3aH! HEKUM OJ OBUX IOTe3a, OHU
MOPajy MPEeICTaB/baTH UCTU IBOP. BarXKHO je HAIIACHTH TO Jia Cy OBO JIOKAJHU IIOTE3U, Tj. OCTATAK
9BOpa Ce He Meiba IPU HhUMa. 1akobhe, y3 OBa Tpu MOTe3a, MOAPE3yMEBAjy Ce U U30TOINje Y PABHU
Jdjarpama, OJTHOCHO HepeKuIHe TpancdopMalije Koje He YKIBYIY]y YKPIITamba.
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Hpyru cmep Teopeme, KOju TBPIAX J1a Cy OBH IIOTE€3U JIOBOJHHHU, MOXKE ce JoKa3aru kopucrehn ce
HAjIIpe eKBUBAJIEHTHOIINY TJIATKOT U JIE0-TI0-JIe0 JIMHEAPHOT (eH2. piecewise linear) mpencraBibarma
uctor usBopa. MHTYUTHBHO, IJIaJlaK TOTE3 HaJ YBOPOM IIPEJICTAB/HEHUM U3JIOMJHEHOM JIMHHjOM Y
R3 MOKeMO AIlPOKCHMUPATH ca IYHO Mpoy2a0HuT nome3a KOju jeaH KpakK IpeBoJe y JiBa KpaKa
YOUEHOT TPOyTJIa M3abpaHOr TaKO Ja OCTATAK JIMHKA HE IPOOHMja HEeroBy yHYTPAIIBOCT. JInHeapHa
€KBUBAJIEHTHOCT J[BA UBOPA IIPEJICTABIbEHA [I€0-II0-II€0 JIMHEAPHUM IIPECINKABAILEM j€ YIIPABO HU3
TPOYTaOHUX IOTE3a KOJU UX JIOBOJIE J0 IOKJIAIAA.



Omno nITo ocTaje Ja ce UCIUTA je KAKO Ce OBU TPOYTaOHU IOTE3H IIPOJEKTY]y HA PaBaH Jujarpama u
UHTEparyjy ca ocraTkoM npojexnuje. IlogesmBinm Tpoyrao Ha Builie MambUX aKo je HOTPebHO, U Pa3Jio-
JKUBIK TPOYTAOHMU IIOTE3 HA IIYHO (MDUHUJUX, MOKEMO TOOUTH KOHAYAH CKYI CYIITHHCKHA PA3THIUTUAX
MeljycobHux 1osioxkaja npojekimje Tpoyrmhia u JIyKoBa aujarpaMa. AHaJM30M OBHX CJIydajeBa ce
nobuja ja cy Tpu HaBeseHa PajaemMajcrepoBa moTe3a J0BOJHHA JIa C€ U3BPIIHM OMJIO KOJU TPOYTaOHH
nore3 citereidemeisterPotezi. CamMmum TuM, ako Cy JBa jujarpaMa eKBHBajeHTHA MOKeMO Hahu Hu3
OBUX IIOTe3a KOJH jeJlaH IIPeBOJE y APYTH.

MNuBapujantaocT 3-000jUBOCTH 32 YBOPOBE CE€ Cajla MOYXKE TOKA3aTU TAKO IINTO ce 3a CcBaku Paj-
JIEMAjCTepOB TOTE3 ITPOU3BO/LHOM 0D0jEHOM JIHjarpamMmy JOJen HOBO 00jerhe Mocje JIejCTBa MOTe3a.
Memajyhin 60jeme Kpo3 HU3 HOTe3a KOjU YCIOCTaB/bajy €KBUBAJEHTHOCT CTUKEMO JI0 Oojerba 3a 1u-
sparn gujarpaM. IIpu cBakom PajiemajcrepoBom moTe3y Memamo 0oje camo Jiefly JujarpaMa Koju
y9ecTByje y ToTesy, a JIYKOBU KOju Taj Je0 Be3yjy 3a ocraTak uBopa, ocrajy ucre 6oje. AKo cy cBu
JIYKOBU KOjU y9I€CBYjy y TmoTe3y mcre 6oje, Hema moTpede 1a MemaMo 00jy OMIo dera HAKOH ITOTE3a
jep he cBa ykpmrama Outu jeguobojua. IIpeocrase curyanuje, mpu noresuma 2 u 3, IpuKa3aHe Cy
HA HAPEJHUM CJIHKAMA!

C o63upoM Jia cMO 3axTeBaju Jia 3-00jere YBOpa He CaJIpyKU caMo jeJHy 00jy, BUIUMO J1a HEIBOD
nuje 3-obojuB. Ocmuna Takohe Huje 3-ob6ojusa. Kako cMo jokazamnum ja oBa OCOOMHA HE 3aBUCH O/
aujarpama, y3MUMO OHAj ca CJIMKe 3. Koju nMa 4 ykprirama, a Tume u 4 syka. Kpenysimu o qomer
VKpIITama 1 00jerbeM JIYKOBa KOjU Ce Ty CyCTUYIy yV TPHU pasjaumdute 0oje, He MOKeMO HUKAKO 000juTH
[IPeOCTaJIH JIYK Jia 33J0BOJBUMO YCJIOBE Ha OCTajIa TpH yKpuitama. HapasHo, ca civKe UCIO BUINMO
Jia HECMO MOTJIN Jia KPEHEMO HU OJI TPU UCTe 00je y JIOEM YKPIITAY.



Ca nmpyre cTpaHe, U JIEBA U JECHHU TPOJIUCT jecy 3-000jUBHU A CMO OBUM JOKA3AJM Ja OHU HUCY
€KBUBAJIEHTHU HEYBOPY, Tj. IOKA3AJM CMO IUXOBY HETPUBHJjAJHOCT KOja ce HacoyhuBasa.

V3 To, 106miIn CMO U JIa je OCMHIIA PA3JIUIuTa o TposmcTra. Jla 6ucMo ce yBepmiIn Jia je ocMuIa
3aMCTa yHeT/baHa, OJHOCHO Pa3jnduTa Of] HeudBopa, Kopucruhemo Ajekcamngaepos noauaoM. OBo je
[00pa MHBApHUjaHTa 3a PAa3/IMKOBAE YBOPOBA CA MajuM OpOjeM YKPIITarma Ca jeTHOM O030M/bHOM
MaHoM. Hanme, AJieKcaHIepoB MTOJIMHOM HE PA3JIHKyje CJIUKE y OrJIe/Ialy, OJIHOCHO YBEK Jaje UCTe
BPEJIHOCTH 32 J[BAa YBOPA KOja Cy jeJIaH JIpDyroMe CIUKa y OTJIe/Ialry.

<)

Ilonekan 4BOp 3amcCTa jecTe €KBUBAJIEHTAH CBOjO] CJIHUIN Y OIJIEJAIY U TO Ce€ MOXKE IIPOBEPUTH Y
ciydajy ocmurie. MehyTum, jeBu TposicT ce He MOXKe 1eOPMHUCATH ¥ JECHU U OBO j€ IIPBU IIYT J0-
kazao Maxkc en 1914. ucnutuBameM HEKUX CBOjcTaBa (byH/IAMEHTAJIHE TPYIle KOMIIJIEMEHTa IBODA.
SaHUMIBHBO je Ja ce TIPe HEKOJIMKO TOJIMHA [T0jaBUO YUCTO KOMOUHATOPHU JTI0KA3 KOjU KOPUCTH HEIIITO
KoMIuInKoBaHuje 6ojeme [4]. Ja 6ucmo gonumn 10 AJieKcaH1epoBor IIOJMHOMA, yBenlieMo IIpBo jeJiaH
JIPYTH 1I0jaM KOjH je caM IO ceOM 3aHUMJIbUB.



3ajdhepmose nospuwu

CBaku 4YBOp je I'DaHUIA HEKE KOMIIAKTHE, OPHjeHTHUCAHE W IIOBe3aHe IOBPIIM y aMOUjEHTHOM IIPO-
cropy. HajjenmnocraBuuju nmpumep 3a 0BO je HEYBOP KOjU T'PAHUYU JUCK, & MAKO OCTaJU IBOPOBU HE
MOry OWTH I'paHWIIA JIMCKA, 38 CBAKOI ITOCTOJU IMOBPII KOja ra mMma 3a rpanuily. Mebhyrtum, nako y
IIPBU MaX MOXKE JI€JIOBATH YYIHO 113 je MOryhe Tako CMECTUTHU IIOBPII, aKO KPEHEMO O]l JInjarpamMa
IIPOU3BOJHHOI YBOPA IOCTOjU MOCTYIAK KOJUM OJI Fhel'a KOHCTPYHIIIEMO OPHjEHTHUCAHY TOBPII KOja Ta
rpannan. OCHOBa 3a OBO je M3JIayKeme Ha Kpaj ca YKPIITABbUMa, U jeJJaH HAYUH je Ja Ce Ha CBAKO
VKPIIITale HAJIENN YBPHYTA TPaKa, KA0 Ha CJIAIIH:

VY ommrreM ciIydajy, OBaKO J00MjeHy MOBPII 30BEMO MIaxoBCKuM OojemeMm. Ha mpumep, onx cran-
JapaHOT aujarpaMa 3a TPOJIUCT A00MjaMO TOBPIN KOja je TPUIYT YBPHYTa TpaKa XOMeoMOpQHA
MebujycoBoj:

C xpyre crpaHe, BUJIUMO J1a C€ OBAKO MOXKe JIOOUTH U HEOPHjeHTAaOW/IHA MOBPII. AKO TPaskKuMO
OPHjeHTAOUTHOCT, HEOIIXO/IHO je Ja MPUIATOIUMO IIPETXOIHN ITOCTYIIaK HOBOM 3aXTEBY U jeIaH HAUUMH
3a 1O je 3ajpepmos aszopumanm [6][16]. Tlounmemo on aujarpama YBOpa 33JABAEM [IPOU3BOJbHE
opujeHTaIuje:

Cirenu moMohHU KOpPaK 3a24ahusara yKpuwimarea KOju 3aBUCH O] OpUjeHTaIje Ha ciaenehn nadawa:
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Ha oBaj maunn go0mjaMo KOJEKINjy KPYKHUIA y PABHU KOje TOMYHaBaMO JIUCKOBUMA, & 3aTHM
pazaBajaMo TpaHCaupajyhn ux JyK IpaBe HOpMAJIHE Ha JujarpaM.

Ha oBaj naumn cmo 106mii KOMIIAKTHY U IIOBE3aHY HOBPIII YKja je FPpanniia kKejbeHu 9Bop. Moxkemo
OPHUjeHTUCATU JIUCKOBE TAKO IITO MPBO OPHUjEHTHUIIIEMO CBAKM JINCK 33J[aBalheM HOpMAaJie, Ha IPUMEp
u3 paBHU JujarpaMa kKa duraoity. Ca ciuke BUJINMO Jia HOpMaJia TPAHCIUPAHA Ca jeJHOI HUBOA Ha
JPYTH IO HEKOj YBPHYTO] TpaIll He Memba cMep. be3 mo3mBama Ha CIUKY, MOIVIU CMO OPHjEeHTHCATH
jemaH MUCK W TPaHCIUPATH HOPMAaJy Ja/be jep ce CBaKa OJ YBPHYTUX TpaKa, HE3aBUCHO O] CMepa
porarmje, yBphe 3a 180 cremnenu, na cBe HOpMaJie 3aBPIIABajy Ha UCTOj CTpaHu HOBOI HEBoA. OBO je
caMo JIpyTavuju OIUC 33/1aBalba OPUjEeHTAIlN]je, & Y CBAKOM CJIyUajy, JOOUjeHa MOBPII je OPUjeHTUCAHA.

Mozkemo TpakuTu OBaKBY MOBPII 1 3a JuHKOBe. [Ipumep 3a 10 je HajjerHocTaBHUjU XOIM(OB JIUHK,
Ka0 M JBAaIlyT YBPHYTA TPaKa KOja I'a TPDAHUIH.




T'eomempujcku onuc Aaexcarndeposoz NOAUHOMG

VY cBom pagy u3 1923. romune [1] Asekcanziep je HOBe MHBapujaHTe 3a YBOpPOBe 100m0 nosazehn
0J1 JimjarpamMa uBopa u 3anucyjyhu pesanuje mely JyKoBuMa, IMOBPIINMA KOje OHHU IDAHUYE U yKD-
[ITAbUMAa, ITPEKO JUHEAPHUX jeaHadnHa. Pasmarpajyhm cucreM KOju Ha Taj HAYWH HacTaje, J00MO
je Kao jemHy O MHBAPWjaHTU W MOJUHOM KOju he KacHHUje HOCUTH Hmeropo nme. MehyTtum, mu hemo
Yy OBOM H3JIaramy KOMOMHATODHH IPUCTYII OCTABUTH 3a KacCHHUje, a caja NemMo ce IMOCBETUTH I'e€OMeT-
pujckoj gedurnnuju. OHa HUje CyBHIe KOMILINKOBAaHA, ajl Y IPBU Max HUKAKO HEje jaCHO 3aIllTo
6u TakBa KOHCTDYKIIMja JIaBaJia HeIlITo MITO He 3aBUCH OJI CBUX M300pa Koje CMO HaIpaBUJIH.

Y3MUMO JIMHK U HEKY HeroBy 3ajdepToBy MOBPII, OJHOCHO MMOBPIII TAKBY /1A jé HEeHA TPAHUIIA Taj
JINHK, JIOK je OHa caMa KOMIIAKTHA, [I0Be3aHa U opHjeHTabuIHa. AKO 10 KOMIIOHEHTaMa T€ TDAHUIE
AICTPAKTHO HAJIEIIUMO JIMCKOBE MJIEHTUTETOM 110 KPYKHHUIaMa, JJ001jaMO 3aTBOPEHY, OPUjeHTAOUIIHY
u noesany nospir. V3 kinacudukanuje nmospum [18] 3HaMo 1a je To Topyc ca oxpehennm Gpojem
PYYKH, OJJHOCHO HEKa TOBPII renyca ¢. Muade, 3a opujeHTabUIHy MOBPIN ca Wiu 6€3 IpaHulle, FreHyc
ce jeduHUIIE KA0 MAKCUMAJHA O6POj MUCjyHKTHUX MPOCTUX 3aTBOPEHUX KPUBHUX KOje HE TDAHUYE
JINCK YHYTap TOBPIIH, & YUjUM Ce YKJIamameM 100nja moBe3ana MHOTOCTPYKOCT. 3HAMO JIa je TpBa
XOMOJIOIITKA I'PYIIa IOBPIIN reHyca ¢ camo Z29, 0JHOCHO TeHepHCaHa. je ca 2g FeHepaTopa a1, Qg...0024.
YKIamameM 1 JUCKOBa J1001jaMo jolr n — 1 reHepaTop (g1, 02g42..-02g4+n—1 IITO C& MOXKE BUIETH
Ha HapeIHUM CJIuKama, a objacuuliemo moroMm u (opmasiauje kopucrehn ajarebapcky TOIOIOTH]Y.
Kwura Algebraic topology ayropa Ajena Xedepa Haja3u ce y €JEKTPOHCKOM OOJIMKY Ha IHErOBOj
CTPaHWIN W OJINYIHA je pedepeHta 3a OCHOBe OBe obsactn [5).

Topyc ca yKJIOmEHUM JUCKOM ce MOxKe Jiechopmucarn g0 OOJIHKa KOjU CKOPO J1a JIEXKH Y jeJHO]
PaBHU ¥ 3TOJIaH je 33 BU3YEJU3AIN]y FeHepaTopa MPpBe XOMOJIOTH]e.

Cityuaj ommrre OpHjeHTHCAHE MOBPINU €A YKJIOHEHUM JIUCKOM CBellieMo Ha CJIydaj Topyca Io-
craBs/bajyhu pydke y I0OJI0Ka] CANYaH OYKeTy KPYKHUIA:

Opo mam omoryhasa na jedopmalinjy KOjy CMO BPIIMJIA HA TOPYCY H3BPIIMMO IIOjeIMHAYHO Ha
CBaKOM Tap4ery u jobujemo cienehn kopnuaactu 06JIuK:
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YsopoBu Cy caummbeHH OJ CaMO jejlHe yleT/baHe KPYKHUIlE, I1a je HUX0oBa 3ajdeproBa MOBpII
xoMeoMopdHa MOBPIIN KOja je yIPaBO HpeJcTaB/beHa. ¥ CAydajy OIIITer JIMHKA, I'DAHMUIA MOXKE
HMATHU BUIIE KOMIIOHEHTHU OJHOCHO CACTOjaTH ce u3 Buine Kpyskuuma.' Taja ce Ha IPETXOIHO] CIMIIT
yKJIama jorn n — 1 auck, ma gobujamo mofaTHuX n — 1 pydukn Ha kopmuii. Ha ciemehoj courm
pUKa3aH je Taj onmTu o0JauK u uzabpanu reneparopu 3a Hi(F').

OBuM cMo mpuKasasu 4emy je xomeomopdua 3ajdeproBa MOBpIN 3a OO KOjU IBOD, ajad HE U
Kako je cmemrTena y S°. Hamme, pyuke KOpIHMIE Cy y ONINTEM CIIydajy HA HEKHM HAUUH yBUjeHe U
ncHpervieTane u Heke nHQOpMAaIlyje 0 TOMe Jaje yupaBo AJIeKCaHIEPOB HOIUHOM.

dopmastHje, TeHePATOPH MIPBE XOMOJIOIIKE Irpytie 3ajdepToBe MOBPIM MOry ce nobutu u3 Majep-
Bujemopucosoz dyzoe maunoe Hu3a Koju II0Be3yje XOMOJIOTHje JIBa IIPOCTOPA, HUXOBE YHUje U IIpe-
cexa.? Yammmo 3a jeman mpoctop 3ajdbepToBy mospm F, a 3a ApYyrH AUCjyHKTHY YHHjY JMCKOBA
[_|?:1 D; xoju 3arBapajy F'. Hbuxosa yuuja he 6utu 3aTBOpeHa moBpi S, J0K je Ipecek JIUCjyHKTHA

. n 1 . .
yunja xkpyzxuuna | |, S;. /leo Husa koju Hac 3aHUMA je:

HE(F) =] Hg(u:;l ]D)J _ HQ(S:] —

Hy(J} ,8}) — Hi(F)® Hy (L], Dy) —— H1(S) —

) )

HU(I_IL S}) — Hy(F)@® Hn{l_ll‘:l ;) —— Hy(S)

Suajyhu xoMoJiornjy 3aTBOPEHUX TOBPIIH, KPYKHUIIE U JUCKOBA, KA0 U /I je XOMOJIOI'Hja JINCjyHKTHE
YHUjEe caMo JUPEKTHA CyMa XOMOJIOrHja, Ha Kpajy jgobujamo u Hi(F). 3a 1moBe3an npocrop je Hysira

I panuia moBpIMH je jeHOMMEH3NOHAIHA MHOTOCTPYKOCT 6e3 TPaHMIIe, a TO MOYKe OGUTH CaMO KDY KHHUIIA, IITO je
Ha IIPUMeEp JO0Ka3aHo y JojaTKy Mase Musnopose kibure: Topology From The Differentiable Viewpoint [11]

2ITocToju U TEXHUYKH YCJIOB 23 YHYTPAIIHBOCTH ABa CKyIIa KOja MOCMATPAMO 3ajeIHO IOKDPHBAjy VHH]Y, HO KaIa
pajuMO Ca IVIATKHUM MHOTOCTPYKOCTHMAa, He MOPaMO OPHHYTH 3a OBO - YBEK CE MOXKE y3€TH HeKa HHUXOBa OTBOPEHA
OKOJIMHA KOja UM je XOMOTOIIHA, IIa THME HMa U UCTE XOMOJIOIIKE IPyIe
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XOMOJIOITIKa TpyIia u3oMopdHa ca Z, 0K IpH AUCjYHKTHO] YHUjU J00MjaMo TI0 je/IlaH MeHepaTop 3a
cBaky KoMmIioHeHTy. CBe BHUIIIE XOMOJIOINKE TPYyIe JHCKa Cy TPUBHjAJIHE jep je TO KOHTPAKTHOWIaH
IPOCTOP, JIOK je y Cilydajy yHuje Kpy»KHuI, npea xomosoruja Hy(| |, S}) = Z". Ilosnara nam
je xomoJsioruja 3aTBOpeHe MOBPIIM TeHyca g Tie cy ceMm myare, camo Hi(S) = Z%9 u Hy(S) = Z
HeTpUBHjajIHe. 3a MoBpIl ca rpanunoMm umamo Ho(F') = 0 jep my, TPUjaHIYJIUCAHY, OYEB O UBHU-
112 Ha TPAHUIIN, MOXKEMO KOJIAIICHpATH Ha l-ckeser. V3 mpeTxomHux KOMEHTapa, OYUIJIeIHO je Ja
MIPETXOHUA HU3 TIOCTAaje:

0 VA VAL Hy(F) 729 " 72oL" —— Z

3a mpecimkaBama y M-B Hu3y mmMamMo eKCruinuTan o0IMK KOju ieMo KOPUCTUTH y JIOKA3y jejiHe
TeopeMe y HAPeTHOM HOIIaBJbY. AHAIN30M OBUX jeITHOCTABHUX IIPECIUKABaba, a Kopucrehn TaaHocT
HU3a, J00MjaMo MPBO Jia Ce pell HU3a, CAYUE-EH OJ HYJITHX XOMOJIONIKUX I'PyIa, MOXKe OIBOJUTH U
noburn:

0 Z zn Hy(F) —— 7% —— 0
y3 IIpBY TEeopeMy O I/I3OMOpd)I/I3I\,Iy, OpUMEIHCHY Ha IIoYeTaK OBOI TOCJIEAIHET TaTHOr HU3a, UMaMo:

0 /e Hy(F) —— Z* —— 0

Ogaj Hu3 ce yena jep je rpyna Z29 ciobomna, na je Hq (F) = Z290Z" ! na xonauno H (F) = 729+n—1,
U3 Huza ce Buju u Jia cy rereparopu 3a Hi(F') ynpaBo CBU TeHEpATOPH 3aTBOPEHE MOBPIIK 3aje/[HO
ca rpaHUYHUM KOMIoHeHTaMa. MeljyTum, Kako n rpaHMYHAX KPY2KHUIA pa3anuibe ToBpIr F' koja je
HEKU JIBA-IUKJI, [IOCTOJH je/IHa JINHEAPHA jeIHAYNHA y TPy Z™, MITO eJIMMUHHAINE jeTaH TeHEePATOP.

Y 0BOM TPEHYTKY IHOCTaje BayKHO TO IIITO CMO 3a MOBPII Tpaxkuiun jia 6ye opujenradbmina. Omab-
€pUMO jeJIHy OJI JBe KJiace OpHjeHTallfje TAaKO IITO HA HENPEeKUJIAH HAYUH y CBAKO] TAYKU MTOBPIIH
F uzabepemo jequamany xHopmasty. OBe HOpMase he Harty opujenmabunny MOBPIT YIUHUTH OPUjeH-
mucaHom. YOIUMO OKOJIuHYy HoBpimn F' n00mjeHy momeb/baBameM y IpaBily BeKTopa HOopMmaje. 1lo-
CTOjare OBaKBe OKOJMHE XoMeoMopHe ca F' X [—1, 1] rapanryje mHam Teopema o yesacmoj okoaunu
JIOKa3aHa YKPATKO y WIAHKY [8].

VY HOBOj HOTAIMjU, EBACTY OKOJMHY uieHTudukyjemo ca F X [—1, 1], uume je moBpur ucro mro u
F x {0}. 3a npousBo/bHy KpHUBY (v Ha HOBpIHU, MOkeMO Jedbunucaru Hagakpuby « X {1} (push-out)
u nopkpuBy o X {—1} (push-in). Ako oznaunmo k = 2g + n — 1, reHepaTopu IpBe XOMOJIOrHje 3aj-
dbepTose nOBpIIH Cy HeKe KPHBE (1, (g...Ql, JOK ojirosapajylie HaJKpuBe o3HauaBamMo of , ay ...a;,

a TIOJKPUBE Qrf , g ...l -
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Cymruny nedununuje AjekcaHaepoBOr MOJUHOMA YAHA HAYUMH HA KOJU Ce NeHEPATOPHU YIIEeT/ha-
Bajy ca HaJIleHepaTOpuMa, IITO y CTBAPU T'OBOPU O TOMe Kako ce 3ajdeproBa mospin yBphe Kako
obuIa3uMo Ier/be Ha 1m0j. Hamme, npukazaiam cMo demy je xomeomopdua 3ajdeproBa MOBPII 3a
6mJI0 KOju YBOD, ajli HE M KaKO je CMellTeHa yHyTap ambujeHTa. Pyuke Kopruia cy Ha HEKH HAYMUH
yBujere u ucnperuierare. Jla 6ucmo oBo dopmanmmzoBau yBemheMo koeuyujenm yaaHuasarsa 3a
OPHjEeHTHCAH JIMHK Ca JiBe KOMIIOHEHTE, OJHOCHO JIBe OPHjeHTHCAaHe KpUBe. AKO je JIMHK MPeJICTaB/beH
JujarpaMoM yOUMMO CaMO YKpPIITama Ha KojuMa ce cycpehy pa3jmdnre KOMIIOHEHTe JuHKa. Jlomemnn-
MO YOYEHHUM YKpIITambuMa 3HaK +1 uin —1 y 3aBUCHOCTHU OJ1 OpHjeHTalln]ja JIYKOBA KOjU Ce CYCTUIY
Yy TOM yKpIITamy. 33 aBIIN OPUjEHTAIIA]Y PABHU [ujarpamMa, yKpIITamy j1o/ae/byjemo +1 ako opujen-
TUCAHU JIYK KOJU IIPOJIA3U M3HAJ], Ca OPUjEHTUCAHNM JIYKOM KOJU ITPOJIA3U HMCIIOM, ¥ TOM PEIOCJIETY,
Jaje OpUjeHTaIn]y PaBHU; y CYIIPOTHOM, YKPINTamy doaebyjemo —1. Koedunujenr ymamdaBama ae-
dunmnemo Kao % 36upa O6pojeBa 10e/beHIX YKPIITALIMA, U OH je HHBapUjaTa JIMHKA, IIITO Ce 0JIMaX
nobuja u3 PajaemajcrepoBe Teopeme. Hamme, more3 1 He yTude Ha KoedUIU]EHT jep ce TUUE CaMO
je/lHe KOMIIOHEHTe, 1oTe3 3 He Mema Hu 0poj +1-1a u —1-1a mojeInHavYHO, JOK MoTe3 2 JIofaje 1o
jeman +1 m —1, ma 30up MOHOBO OCTaje HEIPOMEHEH. 3a KpuBe o U (3, KOSDUINjEeHT yIaHIABAbA,
oznauasamo ca lk(q, 8).

SajdeproBa dopma je bunmaeapua dopma Koja mapy kpuBux « un [ Ha 3ajdepToBoj moBpim
nonesyje 6poj lk(a, 7). Kopucrelin mzoronujy koja Kpube Iomepa jiy:K Koopjaunate t € [—1,1],
BUIMMO J1a je oBaj Opoj jemnak lk(a™, ). 3ajbeproBuM MaTpuIiaMa 30BEMO MaTPUIE KOje HPEI-
craBibajy oBy ¢dopmy u Kopucrehin Heke remeparope aj...q, Ao0bujamo marpuiry A:

lk(on,af) Ilk(ar,af) lk(ar,ad) ... lk(a1,af)
lk(ag,af ) 1k(as,af) lk(az,ad) ... k(a1 o)
k(o of ) Tk(ag, o) lh(ag,af) ... Ik(ag, o)

Lepunuyuja. Axo je A jedna 3ajpepmosa mampuya weopa K, 1wez06 Asexcandepos nosurom
Ak(t) ce depunuwe do nwa + ymnootcar yeaobPOJHUM CMENEHOM HE3ABUCHE NPOMEHMLUSE T, KO
demepmunarma mampuye A — tAT.

Cana hemo n3pauynaru AJieKCaHIEPOB IOJIHHOM y CJIydajy JecHor Tposucra. [lomro 3ajdeproBy
[IOBPIII 33/1aj€MO CJINKOM, IhoMe NeMO ce 0Baj IyT CJAYKUTH U [IPU padyHaiby. ¥ [OraBby 4, HAKOH
JIOKa3a MHBAPHjaHTHOCTH, MOKa3ahieMo Kako ce AsreKcaHIepoB MOJMHOM KOMOMHATOPHO /T00Mja CaMo
u3 jujarpama IIPOM3BOJBHOI YBODA.

W3zabeprumo reHepeTope npse XoMoJioruje 3ajdepToBe MOBPIIH 33 TPOJIUCT, KPUBE (11 U (ig TAKO JIa
je ag mobmjeHo o ay poTalMjoM CjuKe 3a TpelimHy IyHOr yriia OKO OCe KOja IIpoJia3u KpO3 IEHTap
CJIIKE.
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HanxpuBsa KpuBe s Ha CBUM MambUM CJIMKaMa [IPEJICTaB/beHa je TJIaBOM JMHKUjOM ca nepiama. Ca
npse ciuke BUaUMO Ja je lk(ay, o ) = 41, 1ok lk(ag, o)) Bumumo jackuje kopucrehn porarmony
cumeTpujy noBpim. Hanme, ako ca (3 03HAYMMO POTAIM]y KpUBE (1 3a JBe TpelimHe MyHOr yria,
nperxoiHu kKoeduujeHT yjrandasama jeanak je lk(as, ag' ), o je 0 jep KpuBe HUCY yJIaHUAHE.

Hape/me jipe cmke mpuKkasyjy oy m o omaxie sumumo ja je lk(ap,af ) = —1, a 36or cumerpuje
je m lk(ag,af) = —1.

Cge y cBemy, 3ajdeproBa MaTpuIa 3a TeHEPATOPe (v U Qg je:
lk(ay,af) lk(a,ad) (-1 +1
Ik(az,af)  lk(az,af) 0 -1
Onagge je AjeKcaHiepoB MOJIMHOM 32 JIECHI TPOJIUCT:

R R A R R Y N S i N
A(t)_Ko —1) t<+1 —1>'_‘ _t —1+t’_t t+1
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Jloxa3 uneapujarnmmocmu

MuBapujanTHocT AJiekcaHIepoBOr IOJUHOMA JoKa3aliemMo y HekoJimko Kopaka. Hajupe hemo koH-
crpyucaTtu ojpeljeHo namxpusarve KOMILIEMEHTa JTHHKa, X J00MjeHO cevuemeM 110 3ajdhepToBoj OBp-
U ¥ [TOKA3aTH JIa OBO HATKPUBaIhe, KA0 HU FHeroBa rpyla TpancdopMalyja, He 3aBuce o u3dbopa
nospiu Beh camo oz smaka. Op rpyne rpancdopmanuja G u mweHor gejcrsa Ha Hi (X) za npupogan
HaunH hemo mo6utn aejerso momyna® ZG wa H 1(X). Barum hiemo 3a HpOM3BOJbAH KOHAYHO IEHE-
PpUCaHM MOJLYJI OIMCATU KOHCTPYKIH]Y NPE3EHMAUUOHE MAMPUUE U TTOKA3ATH 18 38 OBAKO J00UjeHy
MaTpHUIly IJIABHU MUHOD He 3aBucu oJ u3bopa npesenrtanuje. Hajzam hemo y ciryuajy Harmer mMomy-
Jia HaTkpuBajyhnx TpancdopMalnja eKCITUIUTHO U3PAYyHATH IPE3EHTAIMOHY MaTPHILy KOjy hiemMo
nzabpaTtu Tako Jia Oyle KBajparTHa. FbeH riaBHM MHHOD, OJIHOCHO heHA JETEPMUHAHTA, je YIPABO
AJtekcaHIEPOB [TOJIMHOM.

Kpenysmn oy munka L u nospimu F koja ra pasamume, yamumo S2\ F' u koMnakTuduKyjMo oBy
3-IMMEH3MOHy MHOTOCTPYKOCT Ca JIBe Komuje mospmm F, u mazosumo ux F'™ u F'~. Bampaso, oBaj
POCTOP, HA30BUMO Ta Y, je caMo KOMILIeMeHT TieBacTe okommae mosprmm F, 1j. 3\ (F x (—1,1)).
OH je XoMOTOIICKH ekBuBatenTan S° \ F Ia cy UM U XOMOJIOTHje jeTHaKe.

Creneha cimka miycTpyje curyarujy y Kojoj pexxemo ayx 3ajdeprose nmospmu F', Koja je muck,

JIOK YJIOT'Y 49BOpa MMa KDYKHHUIA YHYTap IIyHOT TOpyca ca JBe pydke (3a pas/uky oj yobudajene
curyanuje Kajua je ambujent Tpogumensuona cdepa):

V3MuMo pedbpojuBO MHOTO KOIKja MPoCTopa Y WM MHIEKCHPAjMO MX IejuM OpojeBuma. VmenTn-
dbuxyjyhn, 3a csaxo i € Z, F'~ u3 i-te u F'T u3 i+ 1-Be xonmje, 1o6mjaMo HATKpuBaibe X o, IPOCTOPA,
X.

<

Haxite, ako cy Y; mpocropu taksu ja je h; : Y — Y; xomeomopduzanm, mpocrop Xoo = | ; ez Yi / ~
upu 4eMmy je ~ pesaiyja Koja upenruduryje b (F_) u h;11(F4), 3a cBe i € Z. Moxemo nedunucaru
xomeomopduzam t : Xoo — X Koju Ha cBaxoM Y; jgemyje ca h;11 0 h; !y rako cBe Tpanciupa
"3a jeman xopak y gecHo". Xomeomopdusam t uHayKyje ayTomMopdusam t, koju nenyje vHa Hy(F),
a 3Baliemo ra mcro t 360r jemnocrasHocTH. Ha Taj HauWH Ieja MUKJIMYHA PyNa eHepHucaHa ca t,
omuocuo (t) = {..t72,¢t71 1,t...} nenyje na npsy xomosorujy. Ha Hapemnoj cunu je Kao npumep
IPHKA3aHO JejcTBO XoMeoMopdm3Ma ¢35 Ha HeKy KPHBY & ¥ Xoo.

3MoysT Ha I IPCTEHOM je MPUPOJHA IeHEPATH3AIA]ja TTOjMa BEKTOPCKOT TPOCTOPA HAJL TTO/BEM
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IIpcren Z mpupoiHO ejcTByje Ha IPBY XOMOJIOIH]y OHJIO KOjer MpOCTOpa, jep MHOXKEHe IeIuM
6pojeBumMa npasu dbopmasHe JuHeapHe KombuHanumje ejgemenara us Hi(F'). Kopucrelin nperxommo
OTIFICAHO JIejCTBO MUK/IMYHe rpyTe (t) MoxKeMo medunucaTn gejctso epynhoz npemena® Z(t). Tumm-
YaH eJeMEeHT OBOT HPCTeHa je ...a_ot 2 + a_1t ™' 4+ ag + a1t + ast®... roe cy a;,i € Z, nesm 6pojesn.
Jlpyrum peunma, Z(t) = Z[t~1,t] je npcmen Jlopanosux nosuroma, Tj. ToJTEHOMA ca HeJuM Koedu-
[[MjeHTUMA U TIeJ00POJHUM CTeleHnMa He3asucHe npomensbuse. Cee y ceemy, Hi(F) je Momyn Has
npcrenom Z[t~1, ¢].

O namxpusarbuma

Kana rosopumo o HarkpuBamuMa p : F — B yoIIITeHOo, IPeTIoCTaB/baMo Jia je Oa3Hu IPOCTOP
B nyTHO N0Be3aH ¥ JIOKAJIHO IIyTHO TI0Be3aH, JOK je narkpusajyhu npocrop E (kojer Takohe 30Bemo
HaMKpPUBarbeM) IIyTHO [IOBE3aH, JOK HeKa TBpDerba 3aXTeBajy jOll 10 KOju TeXHUYIKH ycjoB. Mely-
THM, ¢ 003UPOM J1a ¥ OCTATKy Paja UMaMO II0CJIa Ca IMOBE3AHUM MHOTOCTPYKOCTUMA, CBU TEXHUIKHI
ycaoBu he OUTH 3a0BOJ/bEHM U HeheMo WX MOMHUIbaTH. [JlaBHA CBOjCTBAa HATKPUBAILA, OCUM JIa CY
JIOKAJTHU XOMeOMOP(hU3MHU U Jla ce y CBaKy Tadyky 0Oase B ciiMKa NUCKPETHH CKYIl Tadaka CKyna F,
jecy CBOjCTBa TOM3ama MpecuKaBarma. Jlokasyje ce 1a ce cBaka IyTama y 0a3u Ha jeIMHCTBEHU
HaYMH MOVKE y IMYTAly Y HATKPUBAGY aKO (DUKCHPAMO HEeHY IMOYeTHY TAYKy. 338 XOMOTOIIN]Y BarXKu
camgno TBpheme, a Ta nperxonHa objeluibyje TeopeMa O NOAU3amby IIpeciuKkaBarba [12]:

Teopema. Axo je p : E — B namxpusawe u f : (X,z9) — (B,by), onda nocmoju jedum-
cmaeno nodusare f 1 (X,x9) — (E,eg) (odnocrno f maxeo da po f = f) axo u camo axo je
Je(mi(X,20)) € pa(mi(E, €0)).

U3 cBojcTBa moju3arma eT/bH IIPOU3BOJ/bHA [eT/ba y 6a3HOM IPOCTOPY CE IIOJUXKE y HEKY IIyTaby
y HaTKpuBamy. MelhyTum, Ta mogurayTa myrama fie n cama OUTH meT/ba CaMo aKO FHEeHa XOMOTOICKA
kJaca upunagaa rpynu py (w1 (E, ep)). OBy noarpyiy rpyue 71 (B, by) Ha3uBaMO 2pynom HamKpuearsa.
ITpumernmo ja je xomomopdusaMm p, MHjeKTHBaH jep ce newba y (B,bg), Koja je XOMOTOIHA KOH-
CTAHTHOM TPECINKaBakby, MognxKe y neriby v (F, €p), XOMOTOIIHY KOHCTAHTHOM IPECIUKaBamby. 360T
Tora je rpyna 71 (E, eg) nzomopdHa rpynu Harkpusamba p. (71 (F, €p)).

Jema. Axo dsa namxpusara p1 : E1 — B u py : Es — B ucmoe 6asnoz npocmopa B umajy
UCMY 2pYny HAMEPUBGHHA, OHA CY UOMOPPHA Y cmucay da nocmoju romeomoppusam h : E1 — Fo
maxae da je ps o h = p1.

Aoxas. Ilpumennhemo Teopemy o mmoin3amy MpecjinKaBamba IIPBO Ha HaTKpuBawe Ko upy : £y — B
y yimo3u f-a u3 Teopeme. YCIIOB 3a IO[n3ambe je 33/J0BO/bEH 300r MPETIIOCTABKE Ja Cy rpyme oba
HATKPUBaba jeaHa ucra noarpyuna ox m (B, by). 3aro nocroju noxusame h Tako Ja je pa o h = pq,
na Tpeba mokasaTtu ja je h xomeomopdmuszaMm. Jlasbe mpuMemyjeMo TeopeMy Ha HaTKpHUBame Fp U
npecjukaBame py : Fo — B, ma mocroju g Takeo ga je p1 o g = po. OpaBie u U3 MpeTxoIHor je:
paohog = pa. Ao cajia o Tpehu myT TpUMEHUMO TEOPEeMY Ha MPECIMKaBame po : Fo — B, anu kaja

43a mpcren R u rpymy G rpymmu npcren RG je mpcreH Koju ce cacToju of (hOPMAJHEX JIMHEAPHHX KOMOMHA-
nuja ejeMeHaTa rpyme ca kKoedwuiujeHTuMa u3 npcrena. Cabupame je pOpMaJIHO, a MHOXKEHE je 331aTO MHOMKEHEM
ONepaIujoM y IPylu U MHOXKEHEM y MPCTEHY TaKo Ja Oyze AucTpubyTUBHO y OJHOCY Ha CAbUparbe
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je HaTKpuUBarme Koje mocMarpamo barr Fo, BUAmMO J1a je h o g jeIHO MOoau3arhe MPecTuKaABaba Po.
C 063upoM J1a je ¥ MIEHTUYKO IIPECTUKABAE MMOU3akhe UCTOT MIPECTUKaBabha, U3 jeJMHCTBEHOCTH
cieau ja je h o g = 1. Anasiorao ce gobuja g o h = 1, unme cmo JloKasaau ja je h TpaskeHu
XOMeoMOpdU3aM.

O

Ha 6ucMo mokasaau Ja Cy HATKPHBarba JOOUjeHa 07 KOMIIEMEHTa UBOPA CEUCH-EM II0 JBE pas-
mmanre 3ajdepToBe MOBPIIK XOMEOMOPM)HH POCTOPH KOPHCTHNEMO IPETXOJHA ONIITa TBphema o
HATKPHUBAIbIMA, AJIH ¥ 1I0jaM MHJIEKCa IIpeceKa JBe MHONOCTPYKOCTH. VIHIeKe npeceka hopMasHo Mo-
KeMO JiebMHACATH 3a TJIATKY NET/by (v U IVIATKy HOBpII F' Koje ce ceky TpaHcBepsaiano. OBo 3HaYH
Jla HU Y jeJIHOj TAYKK IPECeKa KPUBa HUje TAHIGHTHA Ha LOBPII, & OBO Cé YBEK MOXKe IOCTHNH MaJIoM
nepTypOaIjoM Tako aa 00e OCTAHy y CBOJUM XOMOTOICKUM Kiacama. CBa HENPEKHIHA IIPECIHKa-
Bama u3Mely JBe riaTke MHOIOCTPYKOCTH Ce MOTY M30TOINjOM IPEBECTH y IVIATKA IIPECIUKABAA,
Ia MOXKEMO TIPETIIOCTaBUTH Ja cy o u F riarke [14].

Sasajmo opujeHTalnjy aMOUjeHTHOT IPOCTOPA OJIHOCHO KoMILiemenTa auaka X . C 063upom j1a je F'
110 JIe(OUHUTIV] U OPUJEHTHCAHA, Y CBAKOj TAYKH ITPECEeKa IbeHa OPUjeHTAIH]a, 3j€/IHO Ca OPUjeHTAIIHjOM
rerJbe (v, Jiaje HeKy OpujeHTaIujy aMOujeHTa. AKO ce OBa OpHjeHTaIrja CJIaXKe ca OHOM 33JIaTOM Ha,
MOYETKY TOj TAYKU IIpeceKa JojiesbyjeMo +1, a y cynporaoM — 1. Ha ckury, 3aje/iHO ca opHujeHTaInjoM
OBPITH, I[PHA IyHa cTpeiuna oapelyje mcty opujeHTanujy Kao mrTo je amMOHjeHTHA, JOK IIPBEHA
ucrpekuana onpehyje cymporuy.

Kako cy u F' 1 o KOMITaKTHE U TJIATKE, a IbUXOB IIPECEK TPAHCBEP3aJIaH, TO MOPa OUTH KOHATAH
cKkyT Tadaka. HAEKC mpeceka cama ce aedpuHuIe Kao 3o6up +1-ma n —1-11a 10e/beHIX CBUM ITpecet-
HUM TadKaMa Ha ONUCAH HaduH. BayKHO je ja ce oBaj O6pOj He Merba aKo U30TOMHjOM JAePOPMUIIEMO
HAIIly TIOBPII ¥ KPHUBY, IITO Ce ITOKa3yje OCHOBHUM TexXHUKaMa Judepeniyjaide Tomnojoruje. Hama
he 6utu morpebHO camMO TO Jla WHJIEKC IIpeceka He 3aBHCH OJ Tora Kojy cMo 3ajdepToBy MOBPII
omabpaJu, a 0Bo ieMo MoKa3aTh HaA JeTHOCTABHUU HAUMH.

Teopema. Hamxpusare X, we sasucu od usbopa 3ajpepmose nospwu F. Taxobhe, dejcmso aymo-
moppusma t wa Hi(Xso) He3a6ucho je 00 usabpare nospuiu, mj. caagrce ce ca U30MOPPHUIMOM Ha-
MKEPUBAIHA.
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Zloxas. Ilo mperxomnoj iemu 6uhe T0BO/BHO J1a MIOKAXKEMO JIa Cy TpyIie HATKPUBakha NHBAPHUjaHTHE,
Tj. He 3aBuCce of n3bopa mospIu. KibydHo je 3amarkame Jla ce rpyma HaTKpuBama X, — X cacToju
13 OHUX Hewbn y X KojuMa je WHJEKC mpeceka ca F' jennax mysnu. OBO cjeiyd U3 TOTa MITO CBAKU
IyT KaJia IeT/ba (¢ Iipecede F', myrama y HATKPHUBaIby 1pehe U3 jejHe Kolnje KOMIIEMEHTa YBOpa y

CyCeJIHy.

IBe 3ajdeproe mospru F) u Fo KOje rpaHnde UCTH JIUHK Y YHUJU Tajy jeTHY 3aTBOPEHY OpHjeHTa~
6wty nosprin S. VHjekce npeceka netibe o v moBpinu S je 30up HHIEKca mpeceka o ca 3ajdepToBuM
noBpiuMa moraocod. MehyTum, oaj 6poj je 0 u jeman HaYMH 1A TO BUJIUMO je ciefiehu: WHIEKC
Ipeceka padyHa ce Kao 30up Hekux +1 m —1 y Tauykama Ije ce IMOBPII U KPUBa CEKY, U OBO BaXKu
6e3 ob3upa Ha aMOujenT; Kako je X C S, ako KOMILIEMEHT UBOpa OPHjEeHTHIIIEMO Ka0 HOJICKYI O
S?, BummMoO 1A je MHIEKC IIpeceKa HCTH OO Ia je aMbmjenTHa MHOTocTpyKocT X mma S3. YmyTap
S? nako MoxkeMo paszBojuTh F M (v M30TOIMjOM, I U3 UHILEHMUIIE [ Ce MHIEKC IIPECceKa He Mema
[P U30TONHUjU MOXKEMO 3aKJ/bYIUTHU Ja je U Ha [I04eTKy 6uo jemuak 0.

MebyTum, y Haimoj curyarmju, ciayzkehn ce jeTHOAMMEH3UOHAJIHONINY KPUBE (v, WHJIEKC IIPECEKa
MOXKeMO JToOUTH U 6€e3 I03UBalba Ha NHBAPU)AHTHOCT IIPU U30TOIHjH, U TO IIOCMATPAI-EM IITa Ce Jie-
IaBa Ca y3aCTOMHUM IPeCcernnMa KPUBE Ca MOBPIIH. AKO IIOCMATPAMO METJbY ( Ka0 CJIUKY KPYKHHUIIE
a: St — S? moxkemo o3naunTH Tauke Ha S! Koje ce CAMKAjy y TauKe IpPECEKa.

[Tospm S je r1aTKa U OpHjeHTHCAHA XUTIepNoBpIT y S?, ma iesm am6ujenT Ha nBa ckyna A u B umja
jé 3ajeTHUYKa TpaHWIa TOBPIN S, a YHyTpaInmocTu cy uM jucjyakTHe. OBo je cagpikaj 2Kopjan-
Bpayepose Teopeme Koja ce esleraHTHO JOKa3yje 33 KOMIIAKTHE XUIEPIOBPINKA KOje Cy HAM OBJE Of
unTepeca [8]. Ako omabepemo jenHy opujeHTanmjy 3a S, U3 J0Ka3a ce BUIM U Ja Cy HOpMaJe Koje
onpelyjy Ty opujeHTaIujy ycMepeHe Ka YHYTPAIIEBOCTH caMmo jemaHor o ckymoBa A u B. Ilyrama
KOja CIiaja JBe y3aCTOIHE [IpecedHe Tadke He cede S CBOjOM yHYTPAIOIINy, 1a ce Mopa Iiesa Hahu
y jeJTHOM OJT JIBa CKyTia Ha Koja S jem amGujent, perumo A. 3HAK KOju J10/1€/byjeMO TIPECEKY 3aBUCH
caMO O] TOTa JIa JIU je CMeP KPUBE (v UCTH WJIN PA3IUIUT O/ CMepa HOpMaJie 0/1adpane OPUjeHTaIIjOM.
Kako « y jeaHoj tauku yias3u, a 'y JApyroj usJjasu u3 A, yrao Koju 3akJjalla ca HOpMajaMa y THM
Ta4KaMa je y jeJHOM CIIy4ajy OmTap a y JPyroM TYII, IIa OJaBJie CJIEJIU Jla Cy Y3aCTOIIHU IIPecern
netpe o ca S PazIManuTOr 3HAKA.
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[Tokazasmm jga HATKpUBaE He 3aBUCH 0] 3ajdepToBe MOBPIIH, OCTaje Jia Ce BUJU 3AITO JIejCTBO
ca t He 3aBuCH o1 IoBpIIA. THMe GHCMO TIOKa3a/i J1a ce U JiejeTBO Testor Moayta Z[t 1, t] na Hq(Xoo)
He Meba IPH POMeHH MoBpIH, Tj. Ma je Hi(Xs) mocmarpan kao Z[t~1, t]-momnyt, nunsapujanta 3a
JINHK.

Heka je © € Xoo 1 h : Xoo = X/ msomopdmsaM HATKpHBama, OMHOCHO Baxku p’ o h = p, npm
gemy je p' : X, — X markpusame nobujeno ox Heke apyre 3ajdeprose mospum F’. Tpebano 6u
nokasaru ga je t o h(z) = hot(x). Tauky t(z) MoxkeMO ca x crojuTu HyTamoM v y Xoo, unja he
cnuka y 6azuoM npocropy X 6uru nersba po-y. Umamo p' ohoy = po-y, na je h o~y nopusame nersbe
p oy upu HarkpuBamwy p’ : X — X. IIpn oBom mopmsamy, noderna Tadka h(x) rakole 3aBpuiasa
jemaH Kopak yIecHO jep CMO Y TPETXOIHOM JIeNTy J0Ka3a 00jaCHUIN Ja KPajiba TadKa 3aBUCH CAMO O
HHJIEKCA TIpeceKa, a oBaj opoj camo o jmHka. Jlakie, rpanciaupana tadka ¢ o h(z) je ypaBo Kpajmba
TadKa nogusama npu p’ Tadke p o t(x). Mehyrum, p o t(z) = p’ o ho t(z), na je t o h(x) ucro mro u
Tauka h o t(x).

O

Hanomena. O3uagenu upecek netbe o ca F' je 3anpaso koeduimjent ynandasaa lk(a, L). OBaj
1ojaM TPBH MYT Ce MojaBbyje y GOopMU JIBOCTPYKOT WHTerpaja y ['aycoBoM JHEBHUKY W MPHUUA KOja
ra [IpaTé UMa I03a/MHy Y eJIeKTPOMAarHeTu3My, a Mozxe ce Halin y wianky [15]. Ty je npezcraBbeno
JOIII HEKOJIUKO MOJIEPHUX jebUHUIM]a KOeUIMjeHTa YIaHIaBamba ca JOKA3UMa, €KBUBAJIEHTHOCTH.

Modyau u npeseHmayuoHe MaAmMpuue

TlokakuMo KakKo ce MOJYJI MOYXKE IPEJICTABATH MATPUIHO U KAKO TO IPEJICTAB/HAE 3aBUCH O]T
n36opa Koje cmo Hanpasuau. Cerumo ce ja momysn M HaJ KOMYyTATUBHUM IIPCTEHOM R 3a10BOJbaBa
HCTE aKCHOMe Ka0 BEKTOPCKU IIPOCTOD HAJ IOJbEM, aJIi KOeUINjeHTH HeMajy yBeK naBep3e. Moyt
30BEMO CA0000HuM aKO MMa 0a3y, Tj. CBaKM €JIEMEHT Ce HA jeJIMHCTBEH HAYUH MOXKE MPEJICTABUTH
KAao0 JIMHEepHa KOMOMHAIMja HEKOr 0/[a0paHOr CKyIa ejeMeHaTa. KOHaAYHOM IIPE3EHTAIUjOM KOHAYHO
2enepucaroz Monyna M 30BeMO TayaH HU3:

Ny AN 0

npu deMy cy E u F' ciiobogan MOJIy/IH. 3aje/[HO ca OBUM CJIODOJIHUM MOJYJIMMA, TAYHOCT OBOI' HU3a
3alpaBO HaM Jiaje cBe MOTpebHe mHGOpMaluje 0 reneparopuma moxyia M u penamujama mely
oBUM TeHepaTopmma. Hajupe, ¢ je cypjekTuBHO, ma ciuke 6a3Hux ejqemeHara n3 E renepumry M.
Jearpo xomomopdusma ¢ mnpejacraspa pesnaruje melly oBum rereparopuma 3a M, ¢ 0b63upom 1a je
M = E/ker(¢). Mehytum, u3 Tadnoctu Hu3a Ha MecTy F, jesrpo 3a ¢ je cimka on F, ma Gasa
Monyna ' remepuiiie cBe esleMeHaTe KOjU Ce aHYJIUPajy IPHU IPECIHKaABaWmYy ¢. Y CIANUA O ¢ TO
cy penarnyje Mehy reHepaTopuMa IITO HaM T'OBOPH YIIPABO Jia eJIeMeHTH Mojaysia E upencrasibajy
reneparope, a F' pemamuje y momymny M. IlpeciukaBame « je mamehy aBa momysia ca 6a3oMm ma
MOXKe ONTH IPEJICTAB/LEHO MATPUIHO KA0 U y CJIydajy BEKTOPCKuX mpocropa. Kao u kom suHepanunx
MIpec/ImKaBamba, MaTpuIe J001jeHe Ha OBaj HAUMH Omhe y HEKOj Be3W WM O TOME HaM TOBOPH cjeaeha
JeMa.
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Jema. 3a modya M ce ceaxe dse npesenmavyuone mampuuye A u Ay pasaukyjy do na Hapednux
HEKOAUKO NOMESG U HUT08E UHBEPIE:

i) mepmymayuja KoA0Ha U 8PCMA

i) samena mampuuye A mampuyom (4§ 9

ii1) dodasarve KOAOHE UAL BPCE NONYHbEHE HYAALMG

iv) dodasare ymmowra jedne Koaone Ipyeo0j U aGHAAOZHO 3G BPCTNE .

Joxa3s. IlpermocraBumo ma marpuie A u Ay onroBapajy HEKUM JIBaMa IIPE3EHTAIMOHUM JTUjarpa-
vumMa moayiaa M. Koncrpyucaliemo nipeo npeciukasamwa § u v u3mehy oBux aujarpama koja he Ham
nomohn Jja ycriocraBuMo Be3y u3Mely mpeciimkaBama o U (i, Kao U u3Mel)y ’UXOBUX IPE3eHTAIO-
HUX MaTPHIA.

F—"yE -y M—150

—
2
«—
iy
=

¢

M 0

IIpeciinkaBame § nedunuinemo Ha 6a3u npocropa F 1 IpommpyjeMo J0 XOMOMOPdU3Ma MOLyJIa;
KaKo je ¢1 cypjexmmja, 3a e € F ckyn ¢ *(¢(e)) je menpasan, na moxemo S(e) medunucarn taxo na
OyJle HEKHU OJ1 ejleMeHaTa y beMy, U 0Bo he omoryhuTu ja jiecHu KBajpar KomyTupa. CandHo, mpec-
JINKABAE Y TPAYKUMO TaKO J[a U JIEBU KBaJIpaT Oyjie KOMyTaTUBaH, Tj. 1a a1 07y = foq. OBO MOXKEMO
mocTuu Ha aHAJOTaH HAYUH Kao U KO [3 aKO je CJIMKa IIpeCc/nKaBama [ 0 av capKaHa y CJIUIU O
«y. I3 TagrOCTH TOpIHEr HU3a W KOMYTATHBHOCTH JIECHOT KBaapara je ¢p1ofoa = logpoa = 0, ma je
cJiiKa of o v caprkaHa y je3rpy of ¢1. TauHOCT JOHmer Hu3a Kaxke Jia je OBO je3rPo YIIPaBO CJIMKA
[IpeC/JINKaBamba, (1, 114 3aUCTa MOXKEeMO J1e(UHUCATH 7y TAKO Jia ¥ JIEBU KBAJPAT KOMYTHPA, OJHOCHO
Ja je ajoy=foa.

Ha wctn HaunH, 3aMEHUBIIH YJI0Te TOPIHLET U JIOWEr HU3a, KOHCTPYUINY Ce MpecJuKaBama 31 1 71
TakBa 1a a0y, = (1 o . JIluHeapHa anarebpa HaM TOBOPH JIa MATPUIIE KOje MPEJICTABIbA]y KOHCTPY-
HCaHa IIpecjuKaBama y paHuje ojabpanuM 6asama 3amoBosbaBajy A1C = BA u AC; = B1A1. Y
HAPEJIHUM DeJIOBIMa CIyKulieMo ce OBUM jeJ(HAKOCTHMA M TI0Te3UMa §)-iv) Ja GUCMO MOKa3aIu eK-
BusasentHoctT Marpuna A u A;. Ilpe Tora npumernmo ga Ham nores 4v) omoryhasa na u 6JI0KOBCKH
MHOKHMO KOJIOHE 1 Bpcre. Taxo je ma mpmmep: (4 ) ~ (6‘ le ), rae cMo 1pBoj 6s0k-Bperu (A 0)
noxasu npyry (0 I) nomuoxkeny ca Bj.

A ED S~ G~ G = (R~ (8 )

Ha oBaj Haunn ce marpuna A; nojaBusa y HA3y eKBUBAJIEHIHja, aau ce Tpeba ociobomutu By. Y
toMme fie Ham momohu KoMOuHaIMja rpecaukaBama $ u £ U aujarpaMu Koju ux 1ajy. IlpeciukaBarme
100 je xomomopduzam momaysia E y camor cebe. I3 KOMyTaTHBHOCTH JECHOT KBaJIpaTa y Jujarpamy
3a f1 umamo ¢po By = lo¢gy, maje poBioff=10¢; 08 = ¢, cana us gujarpama 3a 3. Cse y cBemy,
poB108 = ¢, opnocuo po(Srof—1g) = 0, 1j. jearpo ox ¢ caapku cauky of 5108 —1g. 13 raanocru
uusa je ker(¢) = im(a), na oBo 3HaYM Ja je CIMKa IpeciuKaBarba 1 o f — lp cajapKaHa y cJunu
oJ1 . 3601 IPeTXOIHOT, U 300r Tora mTo F mMma 6a3y, MOKEMO KOHCTPYUCATH HOBO IIPECIHKABAIHE
6 : E — F xoje he 3agoBosbaBatu 1 0§ — 1 = a0 d. AKo je MaTpuiia Ipec/inKaBamba 0 O3HAYEHA
ca D, Baxku BiB — I = AD. Capna je:
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AB; 0 A By 0 BB AB I+AD AB; 0
( ! )N( ! ; )N(o 11,4(1)1 JrB )N( 7

ITepMmyTarmjoM KoJIOHA U BPCTa J00HjaMO: (‘3 Bf 121 é) ~ (‘%1 113 2 Bll ), IpK YeMy Cce MaTpuila Ha

JIECHO] CTpaHU MOXKe JIOOMTH IIPUMEHOM IIeJie MPETXOJHE IMPOIleaype KpeHyBmu oj A; ymecro A.
3aTo KOHAYHO 3aKJ/bydyjeMo ja je A ~ Aj.

O

ITomro 3HaMO 72 je MOJYJI MHBAPHjAHTAH U /14 [IPE3EHTAIMOHA MATPUIA BPJIO HPABUIHO 3aBU-
cn o11 n300pa Koje CMO HAIIPABUJIA, MOXKEMO U3 MATPHIE M3BECTU HEKe HyMEPUYKe BPETHOCTH KOje
Cy MHBapHjaHTHE y OJIHOCY Ha mpomeHy marpuia. OBie ce moxke pehu ja je u3bop IpupojaH, jep
cMo Beh ymosHaTu ca MHBapuWjaHTaMa MATPHUIA KOje ce He MEHmajy IPHU MMEPMYTAIMjU U JUHEAPHO]
KOMOMHAIMjU KOJIOHA M BPCTA, LITO YMHU 1I0Te3e 1) u iv). To cy munopu mampuye, OJHOCHO JeTep-
MHWHAHTE KBaJ[PATHUX MATPUIIA JOOMjEHUX YKJIAhameM HEKOr Opoja Bpcra u KosioHa. [Iperusnunje, 3a
Z[t, t~-momyn Hy(Xoo) HeroBUM efleMeHTapHEM HeaioM HasmBaMo mieas of Z[t,t~1] remepucan
cBUM MUHOpuMa (ukcupane auMensuje k X k. VIckomMeHTapucaim CMO 3aIlTo ce TP IOTe3UMa 1) 1
1v) MUHODHU MaTPHUIE MEmhajy HAJBUINE J0 Ha 3HAK. 110Te3 i) nNpommpyje MATPHUILy MICHTUTETOM, I8
je JleTepMUHAHTA CBAKOD HOBOI' MUHODA JIETEPMUHAHTA HEKOI' CTApPOr IOMHOXKEHa ¢a 1, 0K 1oTe3 iv)
MOXKe caMo n1a jo1a Heke O-muHOpe. Y CBAKOM C/Iydajy, €JIeMEeHTAPHU HICaH Ce He MEmbajy, ma je
CBaKW O] HUX WHBapujanTa 3a juHk. Crenujajgno, MUHOP HajBehe JquMeH3HUje caM TeHEepHIe jegaH
eJIeMEeHTAPHU UJieas, U y CJIydajy Kaja je Ipe3eHTaI[oHa MATPHIA KBaJIpATHA, TO je YIPABO HHeHa
JIeTEPMUHAHTA.

Caga, Ka/1a CMO ITOKA3aJIi TOMOJIONIKY HHBAPUjAHTHOCT OBAKO KOHCTPYHUCAHE IETEPMUHAHTE, OCTAje
Jla M3padyHaMO KOHKDPETHY MPe3eHTaIony MaTpuity 3a Z[t, t~1]-momyn Hy(Xoo).

Teopema. Jedna npesenmauona mampuya Z[t,t=1]-modysa Hi1(Xs) je A —tAT.

AHoxas. Ilpocrop X cacraB/ben je ox mpeOpPOjUBO MHOIO KOIHKja MIPOCTOpa Y HAJEIJbEHUX Y
HU3, [Ia MOYKEMO HACIYTUTH Ja je 300T TPaBUIHOCTH KOHCTPYKIMje Moryhe uzpasutu oHoC usmely
xomoJioruja oBux mpoctopa. [logenmnhemo pocrop X, Ha 1Ba gesa u yrnorpebutu M-B #Hu3 y xkome
fie ce mpesentaruonu Tavan Hu3 3a Z[t,t1]-monyn Hi(X.) jaBuru kao jeman seo. IlaxmibuBom
aHaJIM30M Tora Kako ce y Majep-BujeropucoBoM HU3y CIMKajy reHepaTOpy XOMOJIOTHja KOje 3HaMO,
J106uheMo 1 KOHKPETHY MPE3EHTAIIMOHY MATPUILY.

IIpeacraBumo mpoctop Xoo = szofoo Y; kao yaujy naproz Yp = szofoo Ys; u nenaproe mpocropa
Yn = 2_:0300 Y2;+1. llpecek youenux nmpocropa je npebpojusa yunja 3ajdhepToBuX HOBPIIH IO KOjIMa,

cMo Jtenid Yp N Yy = j:i oo Fi- Majep-BujeTopucos HU3 HacTaje IPUMEHOM IUK-LIAK JeMe Ha

KpaTakK TadaH HHU3 JIAHYACTHUX KOMILJICKCa.:
0 —— C*(Yp n YN) 2 C*(Yp) D C*(YN) L C*(Yp @] YN) — 0

upu demy je Xoo = Yp U Yy, na je mocienmu wian Huza C,(Xo). CBH JIAHYACTH KOMILIEKCH
cy u Z[t,t~]-momymu, nako C.(Yp) u C.(Yyn) mojemunauno To mucy. Hamme, MHOMKeme ejeMeH-
ToMm t mperena Z[t,t71] enemente uz C,,(Yp) mame y C,(Yy) u 06pHYTO, ajiu cBe ocTaje y Tpyim
Cn(Yp) ® Cn(Yn).
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IIpecnukapama m3Mely KOMILIeKca y HH3Y MCTa Cy Kao U y CTAHIAPIHO] CHTYAIIMju KaJa IIpH-
memsyjemo M-B uuz: o : C(YpNYy) = Ci(Yp) ® Ci(Yn) nedunncano je ca ac) = (¢, —¢) 3a nuki
¢ npoussosbHe quMensnje, jok je B : Cu(Yp) @ Cu(Yn) — Cu(Yp U YN) maro ca B(a,b) = a+b 3a
[IPOU3BOJbHE IUKJIOBE @ U b.

Jeo M-B myror Taunor Hu3a KOju HaM je OJ WHTEpeca je:

Hy(Yp N Yy) —% Hy (Yp) & Hy(Yy) —2 Hi(Xs) )

L Ho(Yp NYyn) == Hy(Yp) ® Ho(Yn) SN Ho(Xoo)

WcnurajMo pBO HyJITE XOMOJIONIKE T'PYyTE U3 JOer jena ciauke. Yp N Yy je mpebpojuBa yHuja
nosesanux nosprm F, na rpyna Ho(Yp N Yy) uma no jeman rerepaTop 3a CBaky KOIUjy HOBp-
mm. Ako je mzabpana tauka x € Fy kao remeparop, rpyna Ho(Yp N Yy) je remepucana ckymom
Tadaka {..t 2t 'z, x,tr...}. Mehyrnm, Kao Z[t,t~1]-Momya, 0BO je MOMYN ca camMo jeJHHM TemHe-
patopom = € Ho(Yy NY;) ma npumep, na je Ho(Yp N Yy) = Z[t,t7 Y] rae je = mzomopduszam
Z[t,t~]-momyta, ofHOCHO OBO je TpusHjasan Z[t,t~-momyn. Cimano, obe rpyne Ho(Yp) u Ho(Yy)
cy reHepucane NpeOPOJUBUM CKYTIOM Tauaka, ajqu Moxemo mzabparu reneparop (z,0) 3a Z[t,t -
monyn Ho(Yp) @ Ho(Yn), npu demy cmo y3seau z, Beh msabpan reseparop moayna Ho(Yp N Yy).
Xomeomopduzam ¢, OJJHOCHO UHYKOBAHO Ipec/nKaBammbe y xomosoruju jeiyje na H,(Yp) ® H.(Yy)
na caenehin nauun: t,(a,b) = (b, a), ¢ 063UpoM Ja reHepaTope XOMOJIOIHje TPAHC/IUPA 38 jeJIaH KOpaK
YJIECHO.

Fad
-
-

Y Hysnroj xXomosoruju uMamo o (z) = (z,—z) = (z,0) — (0,z), ma xako je ¢ - (x,0) = (0,z),
nobujamo ay(x) =1-(x,0) —t- (x,0) = (1 —1t) - (z,0).

Bugnmo na je a Ha moayny Ho(Yp NYy) unjekrusro, na je S na Hy(Yp) ® H1(Yy) cypjeKkTusHO,
IITO HaM OCTaBJba Tadan Huz Z|[t, t~1]-momyna:

Hi(YpNYn) =2 Hy(Yp) @ Hy(Yn) —2 Hy(Xos) — 0

Jlakje, MaTpHUIla ITPECTUKABAILA (v, OMNe Mpe3eHTaAIMoOHa MaTPHUIa KOjy Tpaxkumo. Kao n y ciaydajy
Hysntux xomosoruja, Hi(Yp NYy) je nupekran 36up nupebpojuso muoro konuja Hy(F), na je jenan
ckyn rereparopa moxyna Hy (YpNYy) ckyn {1-a;,i € {1,2...k}}, ne cy ca a; 03HaYeHN TeHEpATOPH
H,(YoNY;y). Monyn H1(Yp) @ H1(Yn) je mupexTan 36mp npebpojuso muoro momyina Hi(Y) xoju cy
msomopdrn Hi(S3\ F).

Xomosorujy xKommiementa 3ajdeprose nospmm S? \ F Huje Telko u3pauyHaTH, TIOHOBO Y3 TOMON
Majep-Bujeropucosor Huza, u ona je m3oMopdHa xomoJioruju came 3ajdeprose noppinu. [enepuriry
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je mepudujaru ;. CBaka oJf OBUX KPHWBHX JOOHMjeHA je KA0 TPAHWIA MAaJor JUCKA CAJPXKAHOT Yy
11€BaCTOj OKOJIMHU I'eHepaTopa «v;, IIPU UeMy JIUCK cede (y; CaMoO Yy jeJTHOj TauKu, U [4; je OPHjeHTUCAHA
tako ga je lk(o, ;) = +1. Ba j # i je lk(ay, pj) = 0, mITO JAKO BUAUMO, jep Ce fi; MOXKE IIOTILyHO
Pa3/BOjUTH O] CBUX reHeparopa ceM ;. Jleramu ce mory wahu y xkwusu An Introduction to Knot
Theory ayropa Pejmomna JIukopuina koja je kopurihieHa u 3a IpyTre I€J0Be T0Ka3a HHBAPUjAHTHOCTH
Asnekcanneposor nosmuoMa 7).

&

7N

Cuika reneparopa 1-«; on Hy (YpNYy) upu npeciukasamy oy je 1-(a;, —a;) € H1(Yp)® H1(YN).
Kipyuno je pasymern na je (o;,0) € Hi1(Yp) ® H1(Yn) y crBapu ucro mro u (o ,0), eeMeHT Jo-
GujeH oJ IOJ-KpUBe KPUBE (v; M30TONM)OM y mpasily Hopmajse ycmepene ka Hi(Yp). Amanorno je
(0,a;) = (0,0;") € H1(Yp) @ Hy(Yn). Panmje cvmo objacammm ga je (0,a;) =t - (o] ,0), ma mramo
(1 a;) = (ay, —;) = (;,0) — (0,0) = (@] ,0) —t- (o, 0). Cama mam HemocTaje camo jor a Bu-
Mo Koju ¢y oo exementn y Hi(Y), 1j. koju cy xoedurmjenrn y3 enemente 6aze {u;,1 € {1,2...k}}
OBOT' MOJIyJIA.

Ono mro he Ham 6uTH MOTPEOHO 3a KPaj je XOMOJIOIIKA, AedUHUINja KOeUINjEHT YIaHIaBAbA,
kpunx v 1 § y S [7]. IIpsa xomosoruja KommiemenTa Kpuse y S? je msomopdra Z, ca Ipupo-
HUM Te€HepaTOpOM MEpPU/INjaHOM KPHUBE, W OBO MOHOBO ciieju u3 Majep-Bujeropucosor nuza. 3aro
WMa CMHUCJIa TOBOPHTH O 6pojy [y] Koju y cTBapm osHadaBa ymHONKaK Kjace [us] € Hq(S?\ 6). 3a
KoedbuImjeHT yaanuaBama caja saxu [k(vy,8) = [y] € H1(S?\ 6) = [§] € H1(S?) \ 1.

Hexa je cana [0y ] = D cqi0 iy Ajiliy] € H;(S?\ F) 3a uneke 6pojese \; € Z. Ako noriemamo
mTa je KoeUIMjeHT yIaHuaBamba Ca HEKUM (v 38 JIeBy U JeCHy CTpaHy IPeTXOIHE jeIHAKOCTH,
aobujamo lk(a; ;) = 375 Ajlk([1)], aj. Cazma je ma sesoj crpamn ynpaso wian 3ajdbeprose mat-
purnie A;j, 710K je 360r Tora mTo cy p; Mepumujann lk(pj, a; = 0; j, mro je Kponekepos cumGour.
Hakie, xoedummjent \; = A;j, na je [a; ] = >, j[p;]. Ha nornyno uern naunn gobujamo na je

o] = 32, Ajilis] = 5 A% ). Hajoan:

(1 o) = (i, —au) = (a3,0) = (0,0) = (a;,0) — £+ (o] ,0) = Y (Ayj — t- AL

J

Bakspyayjemo ma je y 6asu {[oy],i € {1,2...k}} momyna H1(Yp NYn) u 6a3u {[u;],7 € {1,2..k}}
momyna Hy(Yp) @ Hy(Yy) npecimkasame o, gato marpunom A — tAT | ma je To n npesenrammona
marpuna Moayiaa Hy (Xoo).
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Cxejn peaauuja

CkejH peJianyja moesyje AJieKCaHIIEPOB MMOJIMHOM 3a TPH OPHjEeHTUCAHA, JIMHKA JI00UjeHa Bapujalu-
jama ¢urcHpaHor ykpiintama. Hamme, moryhe je m3pasuTu mMOJUHOM 3a JIMHK L TIPEKO MOJIMHOMA,
3a YBOp Ca jeJIHNM YKPIITAabeM Marbe W MOJMHOMa 3a UBOP KOJ KOjer je jeJIHO MOJ-YKPINTame 3a-
MemeHO Hal-yKpirameM. Ha ciuru ¢y 3a ciiydaj ocMuIle IpuKa3aHa CBa TPU JHjarpaMa ca yOUeHIM

B ®

Ia 6ucmo yorrre TOBOPMIIA O cabupamy MOJTMHOMA HE MOXKEMO UX UMATH J1e(DUHUCAHE CAMO JI0 Ha
CTeleH He3aBUCHE poMeH/buBe. MehyTnM, HaMa je oBJe BayKHO MOKa3aTH KOMOMHATOPHY MON CKejH
pesamuje 0K ce JeTabu Tora 3amTo ce crenen dbukcupa Taxo ga je A(t) = det(t2 A —t~2 AT) mory
Hahin y [7]. Kajga Kao apryMeHT y HeKOJMKO AJIeKCaH/IEPOBHUX IIOJIMHOMA [IUIIEMO BapHjaluje jeJHor
YKPINTamha MUCIUMO Ha BPEJIHOCTH IIOJHHOMA Y JIMHKOBAMA JIOOMjEHMM HU3MEHOM CaMO TOT jeJTHOT
nema. CkejH pesaruja riacu:

A ) - AN )= ()

Teopema. Anexcarndepos nosunom 3a0060.666a CKEJH PEAGUUIY.

Hoxas. Ha bucmo oBo mokaszaym kopuctuhemo caoboxy y u3bopy 3ajdeproBe MOBPIIN U HEHUX
reHeparTopa mpse xomoJomke rpyne. Mzabpahemo Tpu BeoMa cindHe MOBPIIX 3a TPHU JIMHKA KOja Cy
JIe0 CKejH peJialidje, U TO TAKO Jia fie ce MOBPINU PA3IMKOBATH CAMO Y jeJIHOj Tpary. 3ajdepToBuM
AJITOPUTMOM OIIMCAJIM CMO KaKO JIMHKY JI0/IeJbyjeMO IIOBPII IIOCTaB/bajyliu JUCKOBE HA HEKOJIMKO
HUBOA U crajajyin mx yBpHYTHUM TpaKaMma TAaKo Jia OCTBAPUMO Taj JIMHK Ka0 TPAHUILY. 3a TPU JINHKA,
y CKejH peJiaruju bupamo Tpu 3ajdepToBe MOBPIIN KOje Ce PA3JIUKYjy CaMO Ha MECTy YKPIITamba Ha,
KOje ce OJIHOCH peJialyja, a 3a reaeparope Hi(F') y3uMaMo TakBse JIa Ta9HO jeJIaH IIPOJIA3HU JIy2K TPaKe
KOJjy JIemUMO Ha TO yKpinrtame. Ha Taj Haunma hemo Jlako MCKOHTpoOMCATH TpoMeHy 3ajdepToBux
MaTpUIA U IbUXOBUX JETEPMUHAHTH.

3a Tpu JMHKA y CKejH penaruju uMamo ciegeha tpu obimka Tpake, TeHEpATOpa KOju Ty MPOJIa3u
7 IerOBUX HAJI-KPUBHUX Y 3aBUCHOCTHU OJT TTOBPIIIN:
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Ha mocnienoj moBpinu jesiaH reHepaTop HeCcTaje, MaKO Ha IIPBU IIOIJIEJ MOXKe JjiejioBaTu Moryha
cHTyaluja Te je Tpaka IOCTaB/beHa mapaJjenHo. 1o auje moryhe jep 6m 3HaYUIO 1a cy 0be MBHUIE
TpakKe ycMepeHe Ha rope WK Ha J0JIe IITO e KOCH Ca OPUjEeHTAINjoM IIUKJIa HacTasaor y 3ajdhepToBom
AJITOPUTMY':

Kama cmo oBako nzabpasiu remeparope 3ajdepToBHUX MOBPIIH, jACHO je J1a ce cCaMO IIPOMEHOM CMepa
yBPTalba Tpake HUjeslal Apyru Yian 3ajdeprose marpuile, ceM Lk(a;, ozj), He Merba, ¢ 003UPOM [1a, ce
BAaH OBUX JIOKQJIHUX CJINKA HUjeJIaH J1e0 NoBpiu Huje npomenno. [Ipenusnuje, 3ajdbeproBe maTpure
A u B, Koje oArosapajy JieBoj CTpaHH CKejH peJjiallije, UMajy CBE UCTe YHOCE CeM IITO Ce eJIeMEeHT Ca
UHJIEKCOM ii CMamuo, ojHocHO 1nmoBehao 3a 1. 36or Tora cy oarosapajyhie npeseHTaloHe MATPUIE

1 _1 1 _1 . .
Py = t2 Al— t=2AT u Pg = t2B —t~2 BT ucre, cem 3a eleMeHT ca WHJIEKCOM ii TJIe Ce Pa3IIKYjy
3a t2 —t~ 2. Il3 BumennaeapHOCTH AeTEPMUIHAHTE MOXKEMO Pa3IBOjUTH KOJIOHY y KOjOj ce Haja3’ Ta
pa3imka Ha:

Pri P +0 Py, 0
Pi‘+(t%_t_%) - Pii"'(t%_t_%) = | Pu |+ t%—t—%
Pri P.i+0 Py 0

V3 pa3Bujame JIETEPMUHAHTE IO KOJOHU €A CBUM HyJaMa U t2 — ¢ % ma MECTY %% BUJUMO JIa
j€ pasiMKa JeTepMUHAHTHU IIPE3EHTAIMOHNX MaTPUIA, OJHOCHO pa3JjnKa AJleKCaHIepOBUX ITOJIMHOMA,
YIIPaBO (t% —t_%)'det(PAi)7 rae je Marpuna A’ nobujena GpucameM i-Te BPCTe U i-Te KOJIOHEe MATPHUIIE
A. OBo cMoO 1 2Kejiesin Jia JT0OMjeMo jep je mocIemba JeTepMIHaHTa AJIEKCAHIEPOB TOJTUHOM 33 JIMHK
koMe je 3ajdeproBa MOBPIN U3ryOMIa reHepaTop ;.
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Hexe ocobunre

Teopema. 3a aunk ca bap dee He3asucHe Komnonenme Anexcandepos nOAUHOM UOEHMUYKY, je jedHaK
HYAU.

Zloxas. IlpermocTaBka je ma ce JTUHK CACTOjU U3 ABE KOMIIOHEHTE KOje Ce MOT'Y M30TOIHjOM TTOTITYHO
Pa3aBOjUTH, OJHOCHO IPOU3BOJbHO yrasbuTu. Heka je To muuk L ca nBe HenoBe3aHe KoMmmoHeHTe L
u L. [lpumennhemo ckeju pesanujy Ha Tpu juHKa: moderan L = Ly L Lo, u 1Ba q00HMjeHa Cliajamem
KOMIIOHEHTH L1 u Lo HAJI-yKPINTAeM U MOJ-YKPIITAkEM Kao Ha, CJIUIH.

Mebhyrum, oba auHKa HoOUjeHa CcrajarbeM MOMONY yKPINTabha IPEICTaB/bajy 3alpaBO UCTU JIUHK,
jep jemaH MOXKeMo JTOOUTH OJ APYTOT POTAITMjOM CAMO jeIHe KOMIIOHEHTE 3a MyH yTao.

O 2é0°

X

)

(

Ckeju pesanuja cajia Kaxke Ja je AJjiekcaHIepoB IOJUHOM 3a L, IIOMHOXKEH Ca HEeKUM HEeHYyJIa
[TOJIMHOMOM, Da3JINKa J[BA UCTa HOJUHOMA, OJIHOCHO Hysa. OBUM CMO HOKA3aJu ¥ CIEIHjaIHO Ja je
3a YHU]Yy HEKOJIUKO HE3aBUCHUX KPYKHUIA AJIEKCAHIEPOB MOJUHOM HYyJIa.

O

Hajsehe mo6po ckeju penaruje je moryhHOCT 7a ce AJIeKCaHIEPOB TIOJIMHOM €KCIUIUIIUTHO M3Pa-
qyHa KOMOHMHATOPHO, OJHOCHO caMO momohy Manumysanuja gujarpava. OBO HEje jaCHO OfMax U3
nedunUIIje, jep ce oI MOYETHOT JUHKa J00Wja Be3a ca HOBA MIBa, jJeIHUM KOjU je jeITHOCTABHU]H
jep uMa yKpINTame Mambe, U JPYyTuM KOju mMMa jeaHak Opoj ykpmTama. MehyTtum, moxkemo nahu
nporeypy momohy kKoje padyHaMo AJIeKCaHJEpOB IOJMHOM KOPUCTeM CKEjH peJialujy HEeKOJUKO
myTa.

MoxkeMO KOPUCTUTH WHAYKIHjY MO OpOjy yKpIITama Ha aujarpaMy JuHKa. basa mHayknuje je
ciiydaj KaJia je 0poj ykpinrama 0, 1 *MaMO je U3 MPEeTXOTHO JTOKA3AHOT jep Taja JUHK U MOXKEMO
pa3/JBOjUTH HA He3aBUCHE KOMIIOHEHTE, I1a je AJieKcaHepoB IIOJIMHOM HyJia, WM je He4BOp, Ia je
Atekcaniepos moauHoM 1.

Ako bucMmo y Jmjarpamy JI0O3BOJIMIIA MEHahe HaJ-yKPIITamba MOo/-yKPIITalbuMa, U 0OpHYTO, Ou-
Jio 6u Moryhe johm 01 TPOU3BOJLHOT JMjarpaMa JI0 TAKBOTI KOJU je YHHja HEKOJHMKO HEe3aBUCHUX
KPY2KHUIIA, OJIHOCHO IIpeJICTaB/ba TpuBHjasiad JuHK. OBO BUIUMO TaKO IITO HA JUjarpaMy OJ Kojer
oJIa3UMO U3abepeMo jeHy KOMIIOHEHTY JIMHKA, KPEHEMO YK e Y HEKOM CMepy W IOKYIIaMO Jia
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je IoCTaBUMO M3HAJI CBUX OCTa/IMX KOoMIoHeHTH. Vmyhu jny»k n3abpane KOMIOHEHTe M HAWINABIINA HA
Ha/I-yKpIITame He PaJUMO HUIITA, JIOK II0J-YKPIITalbe IPOMEHUMO Yy Ha/I-yKpPIITalbe, YUMe CMO Ha
Kpajy mporieca Ty KOMIIOHEHTY ITOCTaBUJIA N3HAJT OCTaTKa JIMHKA. Ha mcTn HaumH MOKeMO IOCTYIIUTH
7 ca OCTaJINM KOMIIOHEHTaMa JOOUBIIN TaKO HEKOJIMKO HE3aBUCHUX KPYKHUIIA.

Ako nmamo gujarpam ca k KOMIIOHEHTH, KaJla 3HAMO Jia MOYKEMO ITPOMEHOM ojipeDeHnX yKpIITamba
Johwu 10 pa3BOjeHor JUHKA MOYKEMO TIPUMEHUTH CKejH PeJIallijy HajIpe Ha je/IHO 0T TUX YKPIITAIbA.
V penanuju burypuiiry jour JBa Jujarpama, 1 Kao IITo CMO HAITOMEHYJIH, jeJaH UMa JeJIHO YKPIITAHhE
Mambe O] MOYEeTHOr JaujarpaMa, a JAPYrd UMa 3aMeHmeHO YKPINTambe, ajll Tako Ja je 3a jeJaH Kopak
6KU TpUBHjaIHOM Aujarpamy. 11o MHIYKTUBHO] IPETIOCTABIIN, 33 JIMHK ca k — 1-MM yKpIITameM
MOXKEMO U3padyHaTH AJIEKCAHIEPOB TOJIUHOM. Y3aCTOITHOM ITPOMEHOM YKPINTarbha CTUKEMO J10 JIHja-
rpaMa TPUBHjaJHOT JIUHKA KOjeM je M3 MMOYeTHOT jeiia jokada Ajekcanaepos mosmaoM 0 mom 1.

[Tpukarkumo 0By mpoIeaypy Ha IpUMeEPY ocMuile Koju cMo obehasn y yBomy. Pauyn ciipoBommmo
Bpmrehn ckejH pesanyje Ha HA3HAYEHUM MECTHMA Yy JHjarpaMuUMa Ha HAPEIHO] CIIUIIU:

-& \(tt)

@) &

2N

D @O

Kopucrumo qumenuiry Ja je AylekcaniepoB MOJIMHOM 3a HEYBOD 1, a 3a J[Be HeyJIaH'IaHe KPYyKHUIe
o nperxo/iHoj Teopemu 0, na nparehu pesanuje numamo:

A)=1-14+ #2472 10— (2472 1= -2+t V)2 1= 71 43¢
Hopmupajyhu pesysrar tako a8 uMaMO caMoO ITO3UTUBHE CTEIEHe HE3aBHCHE ITPOMEHJbUBE U A je
cJ1060/1aH WJIAH PA3JIMYAT Of] HyJe, 106HjaMo 1a je AJleKcaHIepoB IOJMHOM 3a ocMuily t2 — 3 + 1,

IIITO Ce Pa3J/IMKYyje OJf TPOJINCTA U HEYBOPA, Ia CMO Haj3a,/1 IOKa3aJ/IH JIa je OBO 3aiCTa HETPUBHjaJIaH
9BOP.
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AstekcaniepoB MOJIMHOM HUj€ CaBpIIeHA WHBAPHUjaHTA, OJHOCHO HEKUM YBOPOBHUMA KOjU HUCY €K-
BHUBAJIEHTHHU J107iesbyje ncre Bpennoctu. [locToje yak u nprMepn HeTPUBUjATHIUX YBOPOBA KOjU NMajy
TpuBHjajaH AJIEKCAHJIEPOB ITOJIMHOM, I1a WX OBa MHBAPU]AHTA He Pas3JInKyje O/l HedBopa. JelaH o
HajjeJTHOCTABHUJUX TaKBUX IpuMepa je Kunowuma- Tepacaxa weop:

Teopema. Anrexcandepos noaurom je ucmu 3a weop K u weeosy cauky y ozaedany K*.

Jloxas. 3a oBaj JOKa3 HaM 3allpaBO HUje MOTpeOHO HumiTa Buile o jgedununyja. Ciuka y orje-
naiay usopa K je camo ciamka on K npm pediiekcuju y oHOCY Ha HEKY paBaH Ha KOjy Ce UIBOD
HOPMAJIHO IIPOjeKTYyje, y CMUCIY Jia UMa IpaBUJIAH JdjarpaM omnucaH y yBoay. Ako je 3a uBop K
yodena 3ajdeproBa mospin F MoxkeMo 3a cauky y orsegany K* yzern 3ajdeprosy nospin F*, koja
je camo cimka y orvrezasy nospinu F. I'eneparopu npse xomosioruje nopinu F' najy HaM ejeMeHTe
3ajdeproe marpure 3a K, mok 3ajdeproBy marpuiy 3a K* MoxKeMO J0OMTH Kao CJIUKE IPU pe-
dutekcuju oBux reHeparTopa. AKO 3a paBaH JujarpaMa y3MeMo paBaH pedJieKChje BUIUMO J1a CBAKO
MIOJI-yKPINTAHE [TOCTaje HAJI-YKPIITAIHe TOCMATPAHO Ca JIpyTre CTPaHe PABHU, IIa TAKO U KoeduInjenT
yinandasamwa [k(a;, a;r) caMo Mema 3HaK mpu pediiekcuju, jep cse +1-me m —1-1e momesbeHe yKp-
mTambuMa Ha JujarpaMy Memajy 3uak. Cee y cBemy, ako cMo nMajm 3ajdeproBy marpuity A 3a K|
jemna 3ajdeproBa MaTpuia 3a K* je —A. Omatie je AsieKcan1epoB HOJUHOM 3a CIUKY Y OLJIEJAITY
Sic- (t) = det((—A) —t(—A)T) = +det(A —tAT), na kaxo je Anexcanaepos mommHOM JebUHICAH 10
HA YMHOXKaK ca + IeJJOOPOJHUM CTEIIeHOM ITPOMEHJbUBE t, 1o0ujaMo Ja je jeqHax AJIeKCaHIepOBOM
nonuaOMY 3a K.

O

Kao mro cmo Beh KoMeHTapucam y yBOLY, CJIMKE Y OTJIEJAJIy MOTY OUTH 3aiCTa PA3JIUIUTH IBOPO-
BU 1 Tako je Beh u y ciydajy JieBor u JecHOr TpoJucTa. V3y3eTHO BaXKHa MOJTMHOMCKA MHBAPUjAHTa,
3a YBOPOBE Koja paziukyje rposucte je [loncos noaunom. OH je 100MjeH BEMITUM MOKYIIAjeM J1a ce
MCKOPUCTH TOTIOJIONIKA WHBAPU]JAHTHOCT KOeDUIMjEHTa yIaHIaBama KO/ JIMHKOBA /13 O ce Hampa-
BUJIa WHBapHjaHTa 3a IBOpoBe. [IOHCOB MOJMHOM, Kao M je/IHa MOjepHa WHBapujaHTa - KoBaHOBa
xXoMoJioruja, objaB/beHa Ha MOYeTKy Tpeher Mumenujyma, onucanu cy y mnperseanom pasy Ipop Bap
Harana [2].
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Hosu musenujym

TTouerkom Tpeher Mmunennjyma poauia ce HOBa BeJIMKA 00JIACT UCTPAYKUBAKA, Y HUCKO-IUMEH3UOHO]
TOITOJIOTUjU KOja je U TpeHyTHO akryesaHa. 1o cy Xeezaapd-Paoep xomoaowke meopuje Koje KOMOU-
HY]y TeXHUKe KJIACMYHE HUCKO-IuMeH3none romosoruje u Dioepose xomosoruje[13].

IIpBu neo ce orsiefa y KOHCTPYKIMjU KOja II0JIA3U O] KJIACUYHOI PE3YJITaTa O TPOJAMMEHINOHUM
MHOTOCTPYKOCTHMa - Xeeraap/JoBoM pa3iaramwy. HanmMme, cBaka 3aTBOpeHa TPOIUMEH3MOHA MHOI'O-
CTPYKOCT MOXKE Ce Pa3JIOKHUTU Ha JIBa UIACHTUYIHA MeAd €0 PY¥KaMa KOja Cy HEKaKO HaJIENJbeHA II0
TpPaHUIM, HEKO] 3aTBOpeHoj nospinu. Kpenysiu oy XeeraapoBor jaujarpama KoOjU je yIyTCTBO 3a
JIeIUbeIbe Bajy TeJsia, KOHCTPYHUIIE Ce jeqHa BHCOKO JUMEH3MOHA MHOTOCTPYKOCT IIOTOJHA 3a JIPY-
ru jeo, @ioepoBy Teopujy. OHa ca jpyre crpase j1oyia3u u3 JyOOKHX T€OMETPUjCKUX PE3YJITATa O
IICEYIOXOJIOMOPGMHUM KPHBaMa M FUXOBHM MOJYJICKUM IIpocToprMa. KOHAYHOCT JUMeH3nje OBUX
[IPOCTOPA U jeJ[Ha BPCTa KOMIAKTHOCTH JIa]y T'PaJMBHE eJleMeHTe 3a JeduHunujy audepeHipjaia u
THMe 3aCHUBAbE XOMOJIOIIKe Teopuje[3].

VYV caydajy 4BOpOBa, PEJIATUBHA BEP3Hja OBUX HMHBAPHjAHTHU 33 TPU-MHOTOCTPYKOCTH Jaje dan-
TaCTUYHE pe3yJITaTe JI0 €aJla HEIPHUCTyNadHe eJIEMEHTAPHUM CPEJICTBAMA. UBODPY Ce J0jesbyje Ie0
JIBOJMMEH3UOHU JIAHYACTH KOMIIJIEKC 3 UMjy Ce XOMOJIOTHjY JIOKa3yje Ja je MHBapUjaHTa 3a UBOP.
Besa ca AmekcanepoBuM MOMMHOMOM OHITa je HEOUEKHBAHA jep Cy OBe TeOpHje JIOINIIe M3 HEKUX
cacBUM JIpyradujux cseroBa. MeljyTtum, ucrmocraBusio ce Ja je AjekcanaepoB OJUHOM Ha ojpehen
naund Ojaeposa xapaxmepucmura Xeeraap-Piroep XOMOJIOTHje IBOPA.

Kasa je cuara pesyirara y muTamy, JoKa3aHo je ji1a Xeeraap - Pioep XoMoJI0rHja JeTEKTYje HeIBOD
IIITO je JI0 CKOPO OMO M3y3eTHO TexKaK mpobsieM. To TpaKTHIHO 3HAYY J1a U3PAYYHABIIH TY XOMOJIOTH]Y
MOXKEMO Ca cHTypHOIhy pehu 7a i je KOHKpeTaH YBOp yleT/pbaH mim He. M To He Baxku camo 3a
HEYBOp, MOKAa3aHO je JIa OBa MHBAPHUjaHTA pPa3JIMKyje CBa YETUPH MaJja YBOpa OJl CBUX OCTAJINX, a
oxpabpyjyhe je u TO MITO je KOMOMHATOPHO M3PadyH/bUBA, 34 IITa Beh MMOCTOjU BUIIE PATUIUTUX
KoHCTpyKIHjal9].

MebhyTum, Huje joir yBeK jacHO Jia JIM je OBA XOMOJIOTHja T€OMETPUJCKA ¥ CMUCIY A JTO0JIa3U Kao
CTaHIapaHa XOMOJIOTHja HEKUX 3TOJHUX mpocTopa. Takobhe, cacBuM je moryhe /a je MHOTO CHasKHUja
MHBapHUjaHTa HEro ITO je To Moryhe JoKaszaTu TPEHYTHHM IPUCTyHHMA. JeTaH OJf JUYHUX IIJHEBA
ayTopa je Halin HAUYMH Jla ce M3MepH W pasyMe KOJIMKO Cy CHa)XKHe OBAKBE WHBAPUJAHTE, U jEIIHA
moryha uzeja 6uia 6u mocMaTpame Ha HEKU HAYWH IIPOCETHOr CKYIa YBOPOBA, HACIIPAM CTAHIAPIHO
U3y9IaBaHUX KJIACA.
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