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IPEAr0BOP

Tocaedrwe Oeyenuje Gipownor sexa — 1894 100. T. J. Stiel-
tjes {1, ciip. 68—75} je yBeo nos Wojam olpehenor unferpaaa
Koju je 0anac Ho3nail Go0 umenom Stielijes-08 uneipas. 3a 080
Cpasmepno Kpaimro speme Stielijes-oB unilieipan e Hauqo MHO-
106pojne GpumeHe u GOCHA0 cKOPo HEORXO0AH P MHOULM IPAHAMA
MaillemailiuKe, @ HAPOulo y @GyHXYUOHAAHO] QHAAU3L 1 Teopu-
cxoj clamuciuyu. Fbeiosa BascHoc je Gpema Tome Karo y
dpumerseroj MaKo u y feopuckoj mamemaliuyl.

Stieltjes-08 unmeipas ce 0dauxyje Tume willo ce, KA0 U
Riemann-os unilieipan, modice esemeniapno Oegunucaiiu. bes
Oaudxcer o3nasarba 0cHOBHUX [ojmosa Weopuje peasnux PyHx-
yuja, Kao wimo cy, Ha Gpumep, dojam mepe mrodcuna, Lebesgue-os
uHZlepas wimio. MOKHCEMO 1a HOMAYHO 00paduliu u reioBe 1AQBHE
ocobure puiypo3no usseciiu. [Ipu ome Stieltjes-o8 uniierpan y
usgecHom cmucay cadpxcu u Gpowupyje cam Lebesgue-os unile-
wpaas, Kao wimo je mo Lebesgue {1} Howxasao, Waro Oa -apedi-
ciliagna QHAALMUYKY U3pa3 ucimor domawaja xao u Lebesgue-os
uHileipad.

Ca Gpaxiinyte Mayre taeduwimia Stieltjes-o8 unilieipan Gpeii-
cliag/bad BeOMa JaK anasulluyxu afapaill Koju, BOCMATPan u ca
qucilo gopmasre cilipane, omoiyhyje O0a ce jeOHuM jeOuHum
QHAAUTUIKUM U3Pa30M uciiogpemero o0yxsalie Karko u3pasu
Koju ce 03nICce HA HelpeulHe ckyilose (fyrryuje), MaxKo 4 OHU
Kojis ce oOroce wa Ouckpeiline cryiiose (Hu3ose). OBus ce, Gpexo
Stieltjes-osa uniietpasa, Ha sekuny cilasosa u3 Meopuje pedosa
MODICE TpuMenuiliy Meloda u Gopmasudan uHPUHUTIESUMAAHOL,
pauyna. YiompeGon Stieltjes-oBa unierpasa ne dobusa ce camo
y GperaedHociliu, Bek a meloda omnykhyje cuniiesy BOSHATUA
i Oobusare HOBUX pe3yAllailia. ,

YV oBoj krusu dpeidiescro mu je yusb 0a ucliaxnes GpeOHOCTL
Stieltjes-oBa unimelpasa Kao jaxor aHAALTUYKOL CpeliciliBa U
yaymum quiiaoye Ha PYKOBarbe ruMe.



v

Y o0enry A usnehy ocnosHe ocobune MOHOMOKLX BYHK-
yuje u giyRKyuja oipanuyene sapujayuje Ha Kojuma foyusa Gojam
Stieltjes-osa uniieipaa. ‘

Y odesnry B usnoscuky camy mieopujy Stieltjes-oBa uniie-
wana, dpowupeny y Riemann-o8y cmucay, ij. Riemann-Stieltjes-
o8 urimeipas. llpu ilom hy ce uckmyyuso 3a0pxcaliu Ha uHilie-
wany He@pekudnux @yHxyuja u ynrxyuje oipanuyene Bapujayuje;
ose iyuryuje ky 3sailiy, 3ajedHuyKum umenom, S-uniieipabuare
@ynryuje, 3a pasauxy 00 R-S-unilieipabusnux @yuxyuja, j.
diyuryuja unilleipabusnux y Riemann-Stieltjes-o8y cmucay. 0Oso
ca pasaola wimo ce y OpuMeRl CKOPO UCKHYYUBO jaBmbajy S-uH-
dewpabuane fiynryuje, a cse ocobuHe Koje hemo oBOe u3Becqiu
3a diyuryuje ose Kaace saxce, Oe3 ipomene u 3a R-S-uniierpa-
buane dynryuje. — YV osom o0enky obpailiuo cam HapIYuiy
daoictey CcillaBosuma 0 cpedrum BpeOROCTUMA, U TOJMY HecBoj-
caigena Stieltjes-osa unideipasa, jep ¢y onu y OQocadawrof
Jauiiepaiiypu, Maxo peku, ocliaan HeoOpaberu.

TMpumene Stieltjes-osa unilierpasa, Koje cam o06paduo y
odenxy C, o0abupao cam Gpeiliesicho Taxo Oa yuiliaoyy Lpyxcums
MorykHOC 0a ca peaailiusHo maso Gpedsnara Meopucku casaada
osaj Gojam u yudu teeros 3nauaj. M3 Mux padaola Hucam y3u-
Mao y 0063up oHe erose lpumere Koje Gpeilioclias.najy LOMLyHO
flo3nasare Meopu'e peasnux u KomijsexcHux @yuxyuia. Paldu
saKwer cagaahusara obpabenux Gojmosa, y 00enxy D cy KoH-
Yu3no HagedeHu, yeciio Ge3 Q0KA3a, OHU OCHOBHU BOjMIBLL KOju
¢y 3a pazymesarve HeOnxoOHU. ‘ )

Ilo Hauuny o6pade u u3bopy lpumena osa Kruia Tpeba O0a
iocayxcu, u Mo Kao ipsa edalla, OHuUMA Koju odicese O0a ce
yiayiie y Hayuny ﬁpoé'/zeﬂaﬁ'zu(cy MaillemailiuyKe arnasu3e, a4 Ha-
pouniio je dpusqiohena Hawum Golpebama.

' Ha Gpujaiiencroj capadrwu u Bomoku Bpu Bpuletsy Kopex-
iiypa mrowo cam obasesan M. Tomuky, fGpedasaiy Texnuuxe
seauxe wrose, C. Amanyuhy u M. Mapasukhy, acucilieniiuma
u P. bojanuky, cinydeniiy Ilpup-mail. garxysmeda.

3empn, okimobpa 1948 100. J. K.
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VIIVTCTBA M O3HAKE

Kibura caipXxu uyeTHpu ojelbka o3HauyeHa cioBuma A—D.
TojeauHe riase ome/bKa HymepucaHe Cy pumckum OpojeBuma, a
Tayke Cy O3HayeHe Peano-Bom Hymepauujom, rne ce npsu Gpoj
OJHOCH Ha TI'JaBy, a Jpyrd Ha Tauyky riase, XOK Cy [eJlOBY
fI0jeIMHUX I'1aBa HYMEPUCAHH MaJiM pUMCKUM GpojeBuma. OGpaciu
U CTaBOBM Cy Yy CBaKoOj riaBu HymepucaHu of moyetxa. Kag ce
f103¥BaMO Ha HeKH CTaB WaM oO6pasal, CTaB/bamoO, Ha MpuUmep,
B. 5.6. (ii), wTo 3HauM Ha ce ucTh Hanasu y meny (ii), Tauke 6,
rnase V, ogeibka B.

Bpoj y BUTHYaCcTMM 3arpajama, CTaB/b€H H3a UMeHa LUTH-
paHor ayTopa, OIHOCH Ce Ha pellHn GpOj Lela HaBeLeHOr y ONUCY
nuTepaType, a OCTalM MOJAUM, YKOJIMKO ce M3a OBOr 6poja
Hanaze, OlHOCe Ce Ha TOM, OJHOCHO Ha CTpaHe JOTWYHOT Jena.

BpojeBu y yrnactum 3sarpajama OJHOCE ce Ha HaromeHe
Koje ce Hamase y ogessky D. V oBuma Cy KoHuusHO oGpakheHu
WM CaMO M3JIOXKEHM OCHOBHM IIOjMOBM U CTaBOBH H3 TeopHje
HW30Ba, PefloBA U TeOpUje PeaNHHX U KOMILIEKCHUX dyHxuuja.
Kako mwuxoBa JeTabHuja o6pafia HHje MpegmeT OBe KibUre, OHH
Cy CTaB/b€HM 3a OHE YHMTaOlle KOjH OBUM MOMOBHMA NXOBOJLHO
He Bianajy, ma OuM um Ce onakiuano pasymeBame. Masohewe u
JeTa’bHuja ofjaiuibera MOjMOBAa OBOI' Ofe/bKa MOXEe YMTalalu
Haku y oBum ynGenuuuma: K. Knopp {1, 2}, H. H. Jlysun {1},
N. Nielsen {1}, B. . CmupHoB {1}.

[Mpumene u3 mocneawe Tpu raase C. V—VII, mperno-
CTaBJbajy MO3HaBake OCHOBHMX IOjMOBa Teobu'je (PyHKUUja KOM-
[JIeKCHe [IPOMEH/bUBE ¥ HaMeHbeHU CYy OHMM YHTAOLMMa KOju OBHUM
nojmosuma Biagajy. (Bumu E. T. Copson {1}, a 3a Dirichlet-ose
penose V. Bernstein {1} u M. G. Valiron {1}.)

Teopmja u npaxca Stieltjes-oBa murerpana H



OsHake koje ce y yuGenunuma pebe japmbajy:

(a+0, b), (a, b-90). . . . BuUAM HanoMeny [14]

> e . . [26]

<X .

Max, Min . . ... 4 » [ 2]

l<v<n I<v<sn

Max, Min . . ... ., ” [16]

a<y<b a<<x<<b .

[x] ... .. ... » ,,v[28]

O(),o()....... = » [25]
e e » [23]

~
b -0
fy . o, .

a+0 a

. . . BUHEM Tauxe B.1.8 u B.S.1.

snaun  lim aKO OBa rpaHuia IIOCTOjM, Tj. aKO HHTerpan

x==J  KOHBEprupa;

f
a
-} n

2 snags  lim 2 aKoO OBa rpaHMLA MOCTOjH, Tj. aKo pen
I n=w " KOHBEPrupa. )

v

Ca M, M’, M"... o3HaueHe Cy KOHCTaHTe KOje He 3aBuce
Ol TOCMaTpaHMX TPOMEHIbUBHX, alM He MpETCTaB/bajy HCTe
BPeJHOCTH y CBakoM HOCMaTpaHOM Clyyajy.

Ca M(), M*(), nmu M,, M’, osHayeHe Cy BeJH4yuHe Koje
3aBUCe CaMO Ol NpOMEH/BUBHUX KOje Ce Hallade y 3arpajama,
MM Ol MHAEKCa.

Ca &, &', e”.... O3HayeHe Cy [O3UTHBHE, MNPOU3BOJHO
Malle BeJMYMHe KOje He 3aBMCe OJi MOCMATPaHHX NPOMEH/bUBHX.




OAEB AR A.

¢YHKU.I/IJE OTPAHUYEHE BAPUJALIMIE

1. MoHnoToHa OyHKUA]a

II. Oco6nHe MOHOTOHHX ®YHENHja

II1. Pymsnuja orpammdene BapHjamuje

IV. Ocobune aynrnEja orpaHAZeHe BapHEjalHje
V. Toraaza Bapujanmja

I. MoHoTOHa ¢dyHKIH]a

1. 1. (i) Kao wro je peveno y ysony, Stieltjes-oB uHTerpan
moyuBa Ha knacH ¢yHkuuja kojy je C. Jordan {1, ctp. 54—61)
NpBM JeTabHO OOPAlMO M Ha3Bao ¢iyHKyuje oipanuliene Bapuja-
yuje. OBa Kinaca (yHKUM]ja CTOjU Yy HelocCpedHOj Be3d ca Kia-
COM MOHOMOKLX iyHKyuja, WiTa BUiUe CBaKa (pyHKUMja OrpaHu-
yeHe BapHjalMje MOXe Ce H3Pa3HTH MOHOTOHMM (YyHKLMjama;
36or tora hemo OBJe mpBO 06paguTH ORY NOCJeliby Kiacy
dyHKuuja.

(ii) ‘Hexa je dynxuuja f(x) Ine¢unucana y pasmaky (e, b),
[14]; ako OHa y TOMe pasMaKy HJM CTajJHO ONaja, WK CTAJIHO
pacTe, KaxeMm0 Ma je OHa y TOMe pa3MaKy #oroillona. [lpeuu-
8Huje:

dynkuuja f(x) paciie y pasmaky (e,b) ako je

f(x1)<f(x,) 3a cBako a@<Cxy<Xy<(b;
OHa He oflada y TOMe pa3MaKy ako je
fx) < f(xy) 8a cBako @< x, <Xy b.

Ucto Tako kaxemo na ¢yHkuuja f(x) oflada wau He
pacilie y paamaky (a,b), mnpema Tome JIa Ju je
f(x ) >Ff(x,) nan f(x;) >1f(x;) 8a cBako &< x; X< b.

V cBuM OBUM ClyyajeBHMAa Kaxemo Aa je ‘¢yHkuuja £(x)
MOHOTOHAa y pasmaky (a,b), a 3a (pyHxkuujy KOja MOHOTOHO
pacTe WIH MOHOTOHO OMaja y TOMe pa3MaKy Kaxemo joul j1a je
CiBAPHO MOHOMOKA WIU MOHOMOHA Y YIHCEM CHUCAY.

1*



4 - Onm. A.

1. 2. (i) Ako nox pasmakom (a,b) noapasymeBamo 8aTBOPeHH
pasmak [14], To u3 npernocraske ja je (yHKuHja MOHOTOHA Yy
pasmaky (e,b) cnenu na oHa mopa GHTH OrpaHHYeHa Y TOMe
pasmaky [15]). 3aucra, 6uno ga ¢yHKUHMja pacTe WM omaja, CBe
ibeHe BPeNHOCTH ce Mopajy HanasutH usmeby f(a) u f£(b).

(i) Ako je, mebyTum, moHoTOHa QyHKuuja f(a) nmeduHu-
caHa €cam0 y jeIHOM OJ OTBOpeHUX pasmaka (a+0, b), wum
(a,b6-0), wm (a+0,b6-0) [14,15], ona moxe OuTu M He-
orpaHdyeHa U TO camo y Omusunu [3] Kpajibux Tayaka a uiau
b Tora pasmaka. — OHa He mOoXxe OWUTU HeorpaHuyeHa y 6iu-
3WHM Heke Tayke ¢ pasmaka (a+0,6-0), jep Ou Tapa y
ONM3HHY Te Tayke OHa Mopana y3uMaTH NPOU3BOJLHO Bellnke
BpeI[HOCTH, na Oy, mpema TOME Ja JIM OHAa MOHOTOHO pacTe WUau
onaja, oHa mopana GuTH, 6uno y pa3maky (a,c-0), 6uno y
pasmaky (c+0,6) Beha OX nNpPOMBBOLHO BeJHKOr 6po;a Ti.
HieJeUHHUCAHA.

(iif) Axo je ¢yHKuMja HeorpaHuueHa, HA npumep y GIU3UHK
Kpajibe Tauke & pasmaka, Taga OHa CTBapHO AuBeprupa [1]
Kal. x-b; @1a MOHOTOHa (yHKuuja F(x) MmoxXe 3aucra 6uTH
HeorpaHuyeHa y Kpajibum Taykama pasmaka [okKa3yje yHkuuja

f(x)=tgx, nocmaTpaHa y pa3maky (——g—+0, —Z——O).

OGuy::o ce y3uma Ja je ¢yHKuMja naTa y 3aTBOpPEHOM
pasmaKky ¥ CaMMM TUM [PeTHOCTaBJba A je OHAa y TOMe pasmaky
OrpaHuyeHa. Y CympOTHOM ciyuvajy, Tj.-ako je (yHKuuja mara y
©OTBOPEHOM pa3Maxy, OBO Ce HapOYMUTO Harnaluasa.

1. 3. (i) Ako je ¢ynxuuja f(x) moHOTOHa y pa3maky (e, b),
OHa y TOMe pa3maKy He mopa GUTH HeNpeKu[Ha; ajli aKko je X,
HheHa Tayka IUCKOHTHHyWTeTa Taja W JeBa rpaHHYHa BPeSHOCT
f(x,-0) u mecHa rpaHuyHa BpefHOCT f(x,+0) yBek mocroje, Tj.
f(xo+h)»>f(%+0) kam h- F0.
Hdpyrum peyuma, Tayke IUCKOHTHHYUTETa MOHOTOHe (byHK-
uuje mory G6utu. camo npse BpcTe [18]
" ' 3aucra, Heka je h,, n=12,3,..., NpOKU3BObaH HU3 NIO3H-
TUBHMX, MOHOTOHO omajajykux GpojeBa, KOju Texe HyNH, T}
'h[,_l >hn—PO, n- o0,
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Taja je, Ha OCHOBY .MOHOTOHHje’ dynxuuje £(x), HH3 6pojeBa
f(xo+h,), n=123,....,
Takohe MOHOTOH W OrpaHHyeH, npema TOMe OH KOHBeprupa [8]
Hekom Gpojy A4, Ti. ‘
f(xo+h)>A, n->ooc.
Kaxo je, y cayuajy ma dyskuuja f(x) He onapa,
A<f(x)<f(x0+hn) 8a x0<x<xo+hna
TO 8Hayu Ja H
f(x)» A xag x->x,+0,
7. na f(x,+0) nocToju u ma je ‘
f(x,+0)=A. .
Ha uctu Haumn Bugumo ma mopa nocrtojatd u  f(x,-0).
(ii) Benuuuny -
5(%o) = f(xo+0) ~ £(xo - 0)

Tj. ocuunaumjy [17] dynxkuuje f(x) y Tauku Xx,, Ha3MBamo
CKOKOM MOHOTOHe yHKUHUje f(X) y Tayku NUCKOHTUHYHUTETa X,;
cama BpenHOCT f(x,) Hanasu ce, makie, usmeby £(x,-0) u
f(xo+0) u, yKOIMKO HUje HAPOUUTO TNOTPeGHO NpeLusUpaTH OBY
BPeNHOCT, OHa Ce y3uMa MJM Ha NOJOBHHM CKOKa, Ti.

f(x.,)=f<xo—0)+—;—s(xo)=%{f(xo—0)+f(x;+0)},

WIM TaKo, Aa Ce OHa MOKJana ca JieBOM I'PaHHYHOM BpelHOlIhy
f(x—0), wnm ca gecHom f(x,+0); y OBMUM cCliyYajeBUMa
¢dynxuuja f(x) ocraje HenpeKkumHA Ca Jese WM OecHe CTpaHe.

1. 4. (i) ¥V cayvajy ma ¢yHkuuja Huje CTBapHO MOHOTOHA, MOpa
NOCTOjaT¥ Hajmare jelaH pa3maK TakaB Ja OHAa y LeJOM TOM
pasMmaKy ocCTaje KOHCTaHTHa, Tj. y3uma UCTy BpeIHOCT.

3aucra, ako je
f (xi) =f (xZ))

8a nBe BpeJHOCTH X, M X, O X 3aKojeje x,<x; Tama
U3 yMHbeHuue Ja je ¢yHkuuja f(x¥) MOHOTOHa cileju
] f(x)=f(x)=f(x) 3a cBakO X, < X< X,
Tj.
f(x)=const. y pasmaky (x,, X,).

TakaB pasmak Hasusamo Zualiiopmom GyHkunje £(x),
3aTO WITO je Neo HseHa Juarpama, KOju OAroBapa TOM pa3MakKy,
LyX MapajeiHa X-OCH. :
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-

Ha npumep (byuxunj;a
_ : .
£ =x-+5 {81 -lx-el),
rae je a<fB, UMa jexHy mnargopmy 3a a< x<B (B.CH D).

4

£

/Y D _'-____J

'Y N

7/ o

Ca 1

(i) MoHnoToHa ¢yHKuMja MOXe GUTH cacTaBibeHa M M3
. camux maat¢dopmu. 3a TaKBY ¢yHKUU]y Kaxemo ha je ciliede-
Hacilia QYHKUH]a.

} /

A

Ca. 2.
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CreneHacTa (yHKuuja He MOXe HMKaga GUTH CTBapHO
MOHOTOHa. :

[pumepa panu Hapemhemo oBe (QyHKiuuje

1 f(x)=[x],
rae 3Hak [e¢] mnpercraBba Hajsehu ueo 6poj Koju Huje Behu
on a (B.cn 2).

: 0 3a x=0,

20 gx)={ 1
—— 32 0 <,
o o<kt
(B. cn. 3).
]
42
4/3
4/4 4
9 st s E 4
Ca. 3.

[Ipsa on oBux ¢dyHkumja je HempekupgHa ca JecHe CTpaHe,
a Jpyra ca lleBe, jep je y CBUM Taukama JMCKOHTUHyuTeTa

f(x+0)=f(x), a g(x—0)=g(x).

1. 5. (i) JacHo je ;ma y Taukama HUCKOHTUHYMTETa WM3BOL MOHO- -
TOHe ¢yHKkuuje He nocroju. [lpeuusunje, ako je x, Tayka Jauc:
KOHTUHYyHTeTa (QyHKuuje f(x) u ako je oOHa mpekuIHa, Ha
npuMep ca JecHe CTpaHe Y TOj Tayk, Taja JeCHd U3BOXL Y TOj
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Tayky He NOCTOjU W

“ F(xo+h) - F(x,)
h

npema Tome 1a Ju ¢pyHkuuja f(x) pacre unm onana.

400 Kag h->+0,

(ii) MebyTum, ussol moHoToHe (pyHKuuje He Mopa MOCTO-
jaTH HU y MOjeIMHUM Taykama y Kojuma je pyHKUMja HemnpeKuiHa,
¥ NaKo MOXemo O06pa3oBaTH MOHOTOHe (YHKuMje TaKBe Ha y
onpebeHuM TayKkama X=C KOJHYHUK

fle+ hl)z - £(c) )

oclninpa usmeby ABa MNPOU3BOJbHA, yHalpel JaTa NO3HTHBHa

6poja ako (QyHKuMja He omaja, WIM HeraTHBHa aKo (PyHKUMja

He pacre.

Jlnarpam Takse Je.uHe dynxuuje £(x) .u.ecbuﬂucaﬂe y uelom
pasmMaKy (- oo, ), a KOja y Tauku Xx=0 HeMa JeCHH U3BOI,
1ar je Ha cn. 4 mOJMroHanHOM JuHWjoM B,, By, B,,..., B_,
noaynpaBom B,,+ oo KoOja je mapaneilHa X-OCH M HeraTHBHMM

£(x)
‘M
/mx
B
B‘
N
74
— Bod H
o A
Ca 4.
zemom -—oo, B, oce x. Tauke B, B;, B,,... Hanase ce "

Ha npasoj y=Mx, Tauke B,, B, Bg,..,. Ha npaBoj p=mx,
Tako Ha €y HyxH B,B;, ByB,, B.B;,..;. napanenxe U umajy
onpehen naru6 Behu on M, IOK cy cBe nyxu B,B,, B,B,,..
napanenie x-ocu. [lpu Tome cy m u M>m IaBa npous-
BOJLHO usadpaﬂa NO3HTHBHA 6p01a.
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OBako o6pasoBaHa (yHKUHja je HempekugHa 3a x=0 u
f(0)=0, anu HeH JeCHM M3BOJ Y TOj Tauyku He NMOCTOj, jep:
uspas (1), T1j.

finy
e @

ocuunupa usmeby m u M kag h->+0. OBO je nako yBu-
IeTH aKo MNpUMeTMMO Ja u3pa3 (2) npeTcTaB/ba HaruG IyXKu
B_N (rme je N Tauka pmuarpama dyHkuuje 7£(x) umja je
ancuuca h) Koju ocuuiaupa usmeby m u M Q0K ce Tauka
N npubnuxasa Taykn B, [0 NOIMroHanHoOj JWHUju.

(iii) [Nomohky oBako medunucane (yHKUUje MOXEMO Nako
o6pa3oBaTy MOHOTOHe (PyHKUMje KOje y NPOM3BOJbHUM TauKama
Hemajy H3BOJA; ILITA BHLIe, OBMX TayaKa MOxe GUTH GeCKOHAYHO
MHOrO W Mory OMTH CBYyrjie rycto pacrnopebee.

Heka je f(x) dyHkuuja neduHucana cidkom 4, Taga
f(x-c) Hema pecHu H3BOL Yy Tayku x=c. [Ipema TOMe,

dyHnkuuja
2 a, f(x— c,,)

v=1

Hema [ECHHM U3BOJ y NPOUSBOJBHO OUPAHUM TayKaMa Cy, Ca,....,
Cn; OHa je HenpekujHa M, ako cy 6pojeBH @, TNO3UTHBHHU, OHa
je MOHOTOHA M He oOflaja.

Hajsag, ¢yHxuuja

Z—vl;f(x—c,,)

v=1l

Hema M3BOJ y GecKpajHO MHOrO Tayaka ¢y, Cz,...., M aKo 3a
OBe BPENHOCTH y3MeMO CBe pauHOHanHe Gpojese [10], oBako
Jdo0uBeHa (yHKuMja je HempeKuWJHA, MOHOTOHA M HU 3a ]enHy
palHOHalHy BPeIHOCT X-a Hema JeCHH U3BOL.

II. Oco6uHe MOHOTOHMX QYHKuUHja

2. 1. (i) MonoToHa ¢yHKuMja MOXe MmMaTH OeCKpajHO MHOro
Tayaka JUCKOHTHHYHTeTa (B. mpumep 1. 4. (ii) 2°), wTa BHlIE OHA
MX MOXe€ umaTH GeCKpajHo MHOro M y NpPOU3BOJBHO MAJOM pas-
maxy. OBo yBuhamo ako nohemo on Heke dyHkuuje g(x) Koja je
npeKHiHa camo y Tayku x=0 M, Kao y npumepy U3 Tauke l.J.
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(iii), o6pasyjemo yHKuujy

ZT}Q— g(x—("v)

ve=1

rie je ¢, NO BOBbM nopehaH HW3 pauMOHanHux GpojeBa. OBa
je ¢dyHKuMja MOHOTOHa, a MpeKUIHA je y CBaKOj paLUOHAJNHO]
Tayky. MebyTum, MHOXHMHA TayaKa AUCKOHTHHYHTETa OBe MOHO-
ToHe ¢yHKuuje je mpeGpojusa [10].

(i) MHOXMHa Tayaka IUCKOHTUHYHTETa MOHOTOHE (PYHK-
IHje umaK He MoOXe OuTd npousposbHa. OHa je HajBuuie mpe-
6pojuBa Kao WITO TO Ka3syje

Cras 1. Csaxa y pasmarxy (a,b) monoiiona @ynxyuja
uma Hajuwe Gpe6pojuso MHOL0 lavaxa Ouckonmunyuliedia.

MpernocraBumo fpa ¢yHkuuja f(x) He omama; UCTO pe-
30HOBatbe BaXH M Kax oHa He pacrte. Heka je

S=£(b)~f(a)
M HeKa Cy ¢ IbeHe Tayke JNUCKOHTHHyHTeTa. Kako je
0<f(E+0)-fE-0)<S,

TO NOCTOju HajBuuie jefHa Tayka ¢ Yy KOjoj je CKOK >§,
HajBullle Be y Kojuma je ckoK >S/2 u, YOINLiTe, HajBuILe
n Tayka f y kKojuma je ckok >S/n. [lpema Tome, mocre-
IIeHUM TpyNHCalhbeM CBe MamHX H MatbHX CKOKOBAa, MOXeMO Tauke
{ ypemuTH TaKO Ja MPBO y3MeMO OHe Y Kojuma je CKoK . > §/2,
3aTMM OHe y Kojuma je ckok < S/2 a >§/3, satum < §/3
a >S/4, wurh.

Ha Taj HauuH MOXemO, HaKje, CKyl CBUX TayaKa JUCKOH-
THHyuTeTa { npe6pojaTd, YnMe je roptbM CTaB IOKasaH.

2.2. V npumepy HaBegeHom y Tauku 1.5. (iii) nokasanu cmo na
NOCTOje HelpeKHIHe MOHOTOHe (PyHKIHMje KOje Hemajy H3BOL Y -
GeckpajHO MHOTO Tayaka M LUTa BHIUE lla OBe Tayke MOry GUTH
pacnopehene cByrje rycro. OBe Tayke, K0 W Tayke JNUCKOHTH-
HYMTeTa, CauubaBajy JOHeKJe CaMO U3BECHY U3y3eTHY MHOXHHY
Tayaka KOja, Mako He MOpa Bulle GUTH NpeGpojuBa, MNaK ce
OBe TayKe MOy YK/bYYMTH y npeGpOjHBO MHOrO -pa3maka, uuja
je ILyXuHa HpOM3BOJBHO Mana.

OBo je jeman on ocHosHMX Lebesgue-oBux craBosa {l,
cTp. 186 —188), anu mweroB Joka3 He hemO OBJie MBHETH, jep MO
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CBOjOj CyIUTHMHM W37a3¥ M3 OKBMpa Hauler uanarama. — [o
caza Hajkpahu moka3 oBor craBa nao je F. Riesz {1}.

2. 3. (i) Jenna ox oco6uHa MOHOTOHUX (yHKUHMja KOja je HApO-
YHTO BaXKHa 3a npumery- Stieltjes-oBa uHTerpana je za ce mo-
HOTOHe (YHKLMje yBeK MOry pa3JOXUTH Ha HempeKHIHe U CTe-
neHacte ¢yHkuuje. [la 6UCMO OBO MokKasand OBHAYUMO Ca
Xn,n=1,2,3,...., Tayke JUCKOHTHHyMTETa MOHOTOHe (hyHKLHje
f(x), ca s(x,) BeNMUHHY CKOKA Y Taykd X,, Ti.

s(xp)=f(x,+0)-f(x,-0), n=1,2,3,.
¥ CTaBUMO

(9= 3 s(xa), [26]. ()

xXn<x

Ogaj 36up TpeOa y3eTH NpPeKO CBHMX Tayaka JUCKOHTHHYH-
TeTa X, KOje Cy <(X. YKONMKO OBMX Hema, 36Up je mpa3aH,
na je

fs(x)=0.
VKonuko TaKBMX Tayaka MMa GeCKpajHO MHOro, ropwu 36up Ce
npersapa y OecKoHayaH pefl; KakO Cy My CBU 4JaHOBU MO3H- .
THBHH, a CaM 30Mp He moxe Outu Behu on f(b)-f(a), TO OH
HacCUrypHO KOHBeprupa.

dynxuuja £(x) uma, Zakie, cMuCla 3a CBe X pasmaka
(e, b) w mpercraBiba jemHy CTeneHacTy (PyHKUHMjy KOja He omaja
¥ KOja UMa HCTe CKOKOBe kao M cama ¢yHkuuja f(x). 360r
TOra ce OBa (pyHKuWja 30Be ghynryuja croxa QyHkuuje £(x).

(ii) INomeHnyTy 0COGKMHY MOHOTOHMX (PYHKUM]a MOXEMO Cax
npeuusHo gopmyaucaTd y o6/uKy CTaBa:

CraB 2. Csaxa sonoiiona yrryuja modxice ce Halucamll
Y o0uaury 36upa jeOHe welipekudHe u jedHe cweaeuacme gﬁyﬂxquje
dij. reHe gynryuje croxa.

Ha Gucmo nmoxaszanu OBaj CTaB JOBOJbHO je A [OKaXeMo
Ia je ¢yHKuHuja B

Fx) = F(x) - £.()

HenpeKuIHa.

V Ty cBpxy paspeaumo 36up (1) Kojum je neduHHCaHa
dyukumja fi(x) y nBa 36upa

, f{(x)=2'+2",
Tako Jia Ce y npBoM 36upy X' jaBbajy Camo UYJaHOBH KOju
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~Cy >s&, a y Ipyrom NpeoCTalM YJaHOBH, Tj. OHH KOjU Cy
<&. CBH CKOKOBU (hyHKuH]je
. Z" Kao W (yHkuuje f(x)-3'
Cy Tafia malbu ol €, jep ce ckoxkoBu ¢ynkuuje f(x) koju
Cy & INOTHPY ca CKOKoBUMa ¢yHKuuje ='. [Ipema TOMe
HujefiaH CKOK ¢pyHKuuje '
() =f(x)-£(0) = {f(x)-="} - ="
Huje Behu on 2e. :

Kako & Moxemo GuUpaTH NPOM3BOHO Malo, TO Cy CKO-
KOBH OBe nocieire (pyHKUHje Maky¥ Of NPOU3BOJBHO MaJjor
6poja 2e, wTOo je moryhe camo ako je Ta (yHkumuja F(x)
HempekugHa. — DyHkuujy f(x) 3Bakemo Hellpexudnu Oeo
MoHOTOHe (byHKuHMje f(x). '

2.4. (i) Ca jenHom wuinu Buille MOHOTOHHX (PYHKLHja MOXKEMO-
BpUWIHTY M3BECHE Ollepaluje Tako Ka AoGuBeHa (PyHKUH]ja ocTaje
moHoToHa. Tako, Ha npumep, 36Mp WM NPOMBBOJ, KOHAYHOT
6poja MOHOTOHMX (PyHKUHMja KOje CBe MOHOTOHO PacTy, WM MO-
HOTOHO Ofajajy npeTcTaB/ba MOHOTOHY (PYHKUH]jy Koja, Takohe,
WJIH MOHOTOHO pacTe WJIH MOHOTOHO omaga. OBO BaxHu M 3a
Geckpajio mHoro (yHKuUMja HOX yCNOBOM Ja GeCKOHayHu pex,
OIHOCHO NpPOM3BOJ, KOHBeprupa.

CraB 3. Heka je f, (x) Ru3 y pasmary (a,b) AOegﬁuuu—
canux @ynryuja imaxas 0a ped

f(x)= > (%)
n=1

KoHBepiupa 3a *cBaKo x [oia pasmaxa. Axo cse @yHKyuje
fn (x) He olladajy uau He paciy y ome pa3maxy, ada u fHynxyuja
f(x) ne oflada, odnocro He paciie y lome pasmary. — Osaj
ciias Baxcu u 3a oilsoper pa3maexk (a+0,b-0).

3aucra, axo, Ha mpumep, ¢yHkuuje f,(x) He onajgajy u
aKo O3HAayUMoO Ca X, U Xy >X, JBe NPOU3BOJbHE TayKe pas-
maxka (a,b) (omHocHo (2+0, b-0)), Tana je

fa(x))<fa(xy) 38a cako n=1,2,3,....,

na je npema Tome M

2 ()< D Falxa).

n=1 n=1
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(ii) Ako je y craBy 3 camo jemHa ojn ¢ynxuuja £, (x)
CTBapHO MOHOTOHAa Taja mopa M ¢yHkuuja f(x) GHTH CTBapHO
MoHoToHa. MebyTum, ako je maT Hu3 ¢yskuMja g,(x), nedu-
‘HUCAHUX Yy pasMaky (a,b), koju Texu ojapeheHoj PyHruuju

£(X) 3a CBaKO X TOra pasmaka u ako Cy cBe (yHkuuje gn(x)
~c1'BapHo MOHOTOHe, Taja rpaHuyHa (QyHkuuja g(x) He mopa
6um CTBapHO MOHOTOHA. Jep, Ha npumep, H3

8n(x)<gn(x,) 8acako n=1,2,3,.....
M onpeheHO X, W X, >X, Cnegu Camo ja je

g(x) ='!]___“:c &n(xy) <Jl="l 8nl(Xy) = g(%2).

(ifi) Ako je dyHkuuja f(x) moOHOTOHa y pasmaky (g, b)
Tajila ¥ M3BeCHe onepaluje u3BplueHe ca ¢yHKuUjom f(x) mory
JaTH MOHOTOHe ¢yHKuuje. Tako, Ha npumep, KBaJpaT, KBaapaTHU
KOpeH uId Ma KOju cTelleH MOHOTOHe (hyHKUWje je MOHOTOHa
tpyHkunja. — Ako f(x) He omnaga u ako je A >0, Tama u
f (x) ne omaga; ako je, mebyTum, 1< 0 Tama f*(x) HepacTe.

Vonuite, ako ¢ynkuuje g(x) u f(x) He omapajy, Tama
#u ¢yHkuuja g{f(x)} He onapna, a ako ¢yuxuuja g(x) He
pacTe, a pyHkunja f(x) He omama, Taga f{g(x)} He pacre.

Oge cy ocoGuHe ouyurnefiHe M Crnefie HeMOCPeJHO W3 Came
JeduHuudje MOHOTOHe (yHKUHU]e.

2. 5. (i) 3a mouuunje npumere noTpeGHO je Ja ce MpeuusHO Je-
-uHuwe wWTa Ce MOJpasymeza MOL WHBEP3HOM (YHKUHjOM MO-
tHoTOHe (yHKUMje U TO y cClydajy KaL oOBa MOOCHedha HUma
.CKOKOBe WJM nnaTdgopme. .

Ako je ¢QyHKUMja o(X) HeNpeKHIAHA U Yy yXKeM
«CMUCNYy MOHOTOHa Yy pasmaky (e, b), Tj. ako OHa y
“TOMe pasmaky, Ha 0pumep, CTBapHO pacTe, Taja je HHeHa
iiHBep3Ha (yHKUU]a n(x) jeano3HayHo ojpekeHa 3a cBe x
'y pasmaky {a(a), a(b)}.

Ant ako ¢yHKuMja o(X)  uma CKOKOBa MM InaThopmu
‘raja Tpe6a MPBO HeH auarpam JONyHWTH y MeCTMMa CKOKOBa
‘TAaKO LITO Ce IeCHa W JieBa IPaHWYHa BpenHocT, T «(x+0)
«(x-0) crnoje myxuma; OBMM Ce 3a Juarpam dyukuuje a(x)
.Jo6uBa HenpeKuaHa KpHBa nuﬂu]a (. ¢ 5).- '

Wusep3na (yHKuHja n(x) d)ym(uu]e a(x) je no ne(pu-
MUUKjM OHA yHKUMja yMujH ce xmarpam JQoGHBA Kal Ce Tako
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npolLKpeHy guarpam (yHKuuie p=o(Xx) CHMETPUYHO OpeciuKa
y OJHOCY Ha NpaBy J=X.

Osako Jne¢guuucana uasepsHa pyHkuuja »(x) mocraje npe-
KMIHA ¥ MeCTHMa y Kojuma QyHkuvja o(x) uma miatgopme.
V oBum mecTuma Cama BpeJJHOCT MHBep3He (hyHKUHje Ce MOXe
HedpuHucat GUIO Ca 3aXTEBOM JieBe MM JleCHe HenpeKUIHOCTH,
6uN0 Jia Ce ibeHa BPeNHOCT CTaBH y CPelldHy CKOKa.

b ) " Px)

Peaocssmccccr e ac s e m® o= = e

o (x)

1] Gy '

[ R R i T T LT I RN

Ilpema TOMe ce maardopme ¢yHKuHje o(x) BDperBapajy
y CKOKOBe H.eHe HHBepsHe (yHKuMje ©(X), a CKOKOBH (pYyHK-
uuje a(x) y nnardopme gpyHkuuje w(x).

(if) Ha ocHoBy oBakBe neduHuUMje MHBep3He (yHKuMje
chenu:

WHBepsHa ¢yHKuMja CTBapHO MOHOTOHe (byHKuuje, GHAO
Ia je OBa NpeKWaHA WIH He, yBeK je HeNpeKMgHa.

HMnBep3ana ¢yHkumja cremeHacTe (yHKuMje je cremeHacra
¢yHKuuja.
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Ha npumep, unsep3ana dyHnkuuja ¢yskuuje (B. cia. 3)

0 3a x=0
a(x)=[ 1 s 0<xL1,

. [1/x]
je
0 3a x=0
n(x)=|mrl]i sa 0<<x<(l.

2. 6. Panu Goser pasymeBatba HaBellheMO HEKOJMKO TpuMmepa
M CTaBOBa: S

(i) Axo ¢yHnkuuja o«(x) He onama W aKo je (X) HeHa
vHBep3Ha (yHKUHja, Tana cy QyHKuuje

[e(x)], olxD, [«(xD],
o{fa(x)]} u »{l«(xD]}
CTelleHacTe W He onajajy.

(ii) Ako ¢ynkumnja f(x) MOHOTOHO pacTe 3a Xx_>a >0,
Tajza He Cavo '
X

f F()dt

a

Beh U QyHKUHja
F(x)=—}? f £(2) dt

MOHOTOHO pacTe.
3ancra, U3 moHOTOHHje pyHKuuje fF(x) caenu

f F(t)dt< (x - a) F(x) <x£(%),

a oryla je

1

F'(x)=p

{xf(x)-ff(t)dt}>o.

OGpaTHO He BaxH, jep je, Ha npuwep, ByHKuuja

xF(x)=x(1-cosx) N
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-MOHOTOHA y cBaKkoM pasmaky (2k=,(2k+1)n), Hmok dyHKuuja
f(x)=1—cosx+xsinx, _
-3a IOBOJbHO BEJIMKO Xk, HHje BHIIe MOHOTOHA Yy THM pasmaluma.
(ifi) Osunaummo ca M{«,B} Hajsehu on 6pojeBa o u B;
.axo (yHkumje o(x) u B(x) He omamajy y pasmaky (e,b) Tana
M (PyHKuMia
M{a(x), B(x))
He oMaja U MpeTcTaBba HajMaly MOHOTOHY QYHKUM]y KOja je
'38a cBako x Beha M o oa(x) W om B(x).

(iv) Axo q)ymcu,ilje a(x) u B(x) umajy Henpexqziaﬂ H3BOJ,
'y pasmaky (a,b), Tagma ¢yHkuuja

ME)=Me(@,8@))+ [M(e @), ()

-TIpETCTaBba Hajmamwy (QYHKUHjy TaKBy'na Pyuxuuje
ME)-a() u Mx)—B(x)
He ONajajy. : :
(v) Ako 3a x>a, ¢ynkuuja F(x) MOHOTOHO pacTe W

¥ma HenpekupaH usBoj, F'(x), a ¢yHkuuja f(X) MOHOTOHO
-ONafla, Taja M3 ersucTeHlUUje MHTerpaia

f F' () £(t) dt

scjiedu ersucreﬂuuja rpaHuue
lim F(x) (%),
X=cw

.IOK o6paTHO He Baxu. (Ynopenu ca crasosuma 4 u 5, B.5.6—8.)

) dynxumuja orpaHuyeHe Bapujaluje

3. 1. (i) O oBoj knacH ¢QyHKuHja H3NOKMKEMO CaMO OHOJNMKO
"KOJIMKO je moTpeGHO 8a Jeduuuuujy 1 Gombe pasymesaibe Stiel-
“tjes-oBa MHTerpaja W HEroBuX NpHMeHa.

Jepuuuuuja: Heka je

'{X,):_ : “""d='x6<x1<'"'<xn—1<xn=b

JenHa nonena pasmaka (a, b); . 3a dyskuujy f(x) nedunucany
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y Tome pasmaky [15] kaxemo na je oipanuuere Bapujayuje y
pasmaxy (a,b), axo 36up

Wa= S1F(x,) - £ (Xos)|

v=1 - .
OCTaje orpaHMyed 3a CBaKy mopgeny {x,] Tora pasmaka.
(ii) F'opwa rpanuua [2], [16] 36upa W, 30Be ce iHoillaaHa

sapujayuja pynkunje f(x) y pasmaky (a,b).
OsHayumo oBy ropwy rpanuuy ca W,°(f), Ti. cTaBumo

W (f)=topma wpanuga {2 £(x,) - £(x.1)]}, )
wim Kpake =
Wabf=M v—'v—ll-.
(f) a<x3"<{v§‘f‘” Flx,1)1)

Toramty Bapujauujy W,°(f) oynkuuje £(x), koja je
orpaHuyeHe BapHjauuje y pasmaky (e, b) moxemo neuHMCaTH
U OBaKo:

Ma xako mamu Guo mnosuruBaH 6poj €, yBeK HOCTOjU
jemna momena {x,} pasmaka (g, b) TakBa jna je

Wa (F)—e < D £(%,)—F (Xos) | < Wat (£). @)

v=1

3. 2. (i) Knaca ¢yHxuuja orpaHdyeHe Bapujaluuje HUje HY Hajmatbe
BeLlTayKa; IOpel, Tora IUTO je OHa 3a Heduuuuujy Stieltjes-
OBa WHTerpaja HeONXOJHa, Ha Kby Ce MCTO TaKO NPHPOJHO Ha-
unasu npu onpehbuBamy IyXHHe NyKa KpMBHX Yy DaBHU WU Y
npoctopy. Ucro Tako y Teopuju Fourier-oBux pémoBa oBa knaca
¢dynxuuja urpa BaxHy yiaory. Tako ¢yHKuuje orpaHuyeHe Bapu-
jauuje npercTaBibajy jeduHy onwTy, 3a NpaKTHYHe [pUMeHe
JOBObHY Kjacy ¢yHkuuja, uuju Fourier-oB pen yBeK KOHBep-
rupa. (Bugu E. Picard {1, crp. 282)).

(if) Jlyx xpuBe y paBHM JeduHulle Ce Kao rpaHHYHa Bpel-
HOCT 36Wpa CTpaHa MNpPOMBBOJbHE MOJUrOHANHe JUHHUje ynucaHe
Yy laTy KpMBY KaJ cCBaKa OJ OBHX CTpaHa TeXH HyJH; MOK
yIMcaHoM MOJMIroOHalHOM JIMHAJOM Y JaTy KpUBY CMaTpa ce OHa

Teopnja B npaxca Stieltjes-ona unarerpana 2
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JMHHja yuja Ce CBA TeMeHa Halla3e Ha TOj KpUBOj. AKo je ]enﬂa-
YyHHAa KpuBE NAaTa Yy MapamMeTapCcKoM OGIMKY

x=u(t), .y:V(t): O<t<1:

TaKO Ja TayKa Ca KOoOpiuHHaTama X H Jy OlHlle nocMmarpaHu )

NyK KpuBe OOK mnapamerap ¢ Bapupa ox O po 1, Tama cy
KOOpJMHATe TemeHa NPOM3BOJbHE MOJUrOHaJNHE JIHHHUje yHucaHe
y TOj KpMBOj jaTe ca

xv’_‘u(tv)) yv=t(tv):
0=ty s <ty tn=1.

Kako je nyxuHa jenHe cTpaHe Tora MoJMroHa

V (xv'“ xv—l}’ + (yv _yv—-l)2 4
TO je AYyXHWHa iieJie NOJIMroHalHe .rmrmje naTta 35Hp0M

rae je

n

ZV (xv_xv—1)2 + (.yv_yu—-l)z;

v=1
Ipema TOMe rpaHMyHAa BpeIHOCT OBOr 36Mpa Kal, CBaka Of
pasmuka f,—f,_; TeXH Hymd Jaje, no He@UHULUH, LYXKHHY
AyKa NMOCMaTpaHe Kpuse.

Jla 6u oBa rpaHMyHa BpeIHOCT NOCTOjaNa, NOTpeOHO je U
IOBOBHO Ha 06e ¢yukuuje u(f) u v(f) OyLy orpaHuyeHe
Bapujauuje y pasmaky (0, 1). OBaj cras je mpBM H0OKazao
C. Jordan {1, cTp. 385}; noka3 oBora craBa osje HeheMO U3BO-
JIUTH and OH HEMoCpeXHO CiefM M3 CTaBORBa raase A, 5.

3.3. (i) Behu meo oco6uHa ¢yHKLMja OrpaHuyeHe BapujaLuje
Io6UWBaMO M3 MOHOTOHHUX (yHKUHMja HA OCHOBY YHHEHMLIE 1a Ce
cBaka (yHKuuja OrpaHuyeHe Bapujaluje MOXe U3Pa3UTH MOHO-
TOHUM (yHKUH]ama.

CraB 1. Csaxa diynkyuja oipanusene Bapujayuje mozce ce
Bpeilicllasuiiu Kao pasauxa OBefy MOHOMOHUX dfyHKyuja. Koje
uan o6e He paciliy, uau obe He odadajy.

Jokas. Heka je pynkuuja f(x) orpaHuyeHe Bapujauuje
y pasmaky (a,b), Tj. HeKa je 3a usBecHy mnogeny {x,} -sago-
BO/beHA HejegHauumHa (3) ca NpOM3BOBHO Mamum & >0. Ma
KaKBa Guna OBa nojena, yBeK je

£(b)~-f(a)= 2 f(xv) f(x—1)).

vl
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Axo oBaj 30Mp pa3noxuMO Yy faBa 30Hpa

F(b)—f(@)= (F(x) - F(X,_y)} ==+ -=—, )

v=1
rpe c¢mo ca =t  03HayuIH 36Hp CBUX IMMO3UTHBHHUX, a Ca =

3064Mp CBMX alCONYTHUX BPEeJHOCTH HeraTMBHUX YJaHOBa MNPBO- -
outHor 36Gupa, Taja je

S ()~ )| = 43,

v=1l
[pema (3) je nmakJie
W (f) -e<ZT + 2= W, (f),
Tako na, Kap OBOj HejeIHAYWHM JOINAMO M O e OLy3MeMO
jexHauuHy (4), 1o6uBamMo HejefHayuHe
£(b) - £(a) + Wo* () - e <22+ < f(b) - f(a) + W' (f) )
Wb (f)—£f(b)+1(a)-e<2Z—< WL (f)—f(b)+1(a).
Osnauumo 3a P,°(f) ropwy rpanuuy 36upa NO3UTUBHHX
Iugepenuuja X+, a ca N,(f) ropwy rpanuuy 36upa X,
Tj. CTaBUMO
Pl (f)y=Max{Z+}
N (f)=Max{Z},
Tajga, Ha OCHOBY HejeiHauuHa (5), mo6uBamo jaa je
2PL(F)=1£(b)-f(a) + Wb (f)

2NL(F)=-f(b)+f(a)+ WLb(S).
Youumo mecro crajsHor pasmaka (@, b) TNpOM3BOJbHU

pasmak (a, x) ca e< x<(b; aKo ropwe obpacue NpUMEHUMO
Ha OBaj pasMaK M KpaTtkohe pagu CTaBUMO

PF(f)=P(x), N&(f)=N(x),
Taja OHM MOCTajy
2P (x)=£(x) - f(a) + Wo*(f)

u (6)
2N(x)=-f(x)+f(a)+ Wx(f).

Onysumaibem oBHMX O6Gpasaua goGuWBamMo fa je
f(x)=f(a)+P(x)-N(x),

a Kako, rpema camoj neduHuuuju, oGe dynkuuje P(x) u N(x)
He omaznajy, TO je oBUM CTaB | NokasaH.

H

u

2%
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(i) Cras, o6Gpatan craBy 1, Baxu Takohe H rjacu:

CraB 2. Csara diyuxyuja xoja je deilila Kao pa3suxa Osejy
MOHOIORUX yHKYuja je oipanuuene Bapujayuje. '

Baucra, Heka je F(x)=f(x)-g(x), rme cy f(x) u g(x)
IBe, y pasmaky (e, b), moHOTOHe (pyHKuMje, 3a KOje MOXeMO
NpeTNOCTAaBUTH Aa Y TOMe pasmaky He omnamajy. OsHauumo ca
{x,} npousBomHy nopmeny pasmaka (@, b) u crTaBuMO, KpaT-
Koke pany, '

F(x,)-F(x,—1)=AF(x,)=AF

"

Z.AF(x,,)=EAF.
v=1
Kako je -
Z|AF|=Z|Af-Ag|

<SE{laf|+]agl)=
<Z|Af|+Z|Ag| =
<ZAf+ZAg=

(b)) -f(a)+g(b)-g(a),

Ma kakBa Ouna nmogena {x,} pasmaka (g, b), TO je, maKue,
Bapujauuja yukuuje F(x)=f(x)-g(x) orpaHuyeHa y TOMe
pasmaky u Huje Beha of

{f(b)-f(a)} + {g(b) - g(a)},
qyume je CTaB JOKasaH.

(iii) U8 ropwa aBa CTaBa BHIUMO Ha je CTaB 1 Kapakre-
pUCTHYaH 3a OBY Kiacy (yHKIHja, Tj. a OH MOXe HOCIYXHTH
¥ Kao pgeduHuuuja (yHKuMje orpanuyeHe Bapujauuje. dpyrum
peuuma, 062 OBa CTaBa MOXeMO (popMyJUCaTH 3ajeHO U OBAKO :

Ha 6u jedrna ¢hynxyuja Ouasa owpanuvene Bapujayuje io-
fipebHo je u 00BOBHO 0@ Ce OHA MOJICE U3PA3UINL KAO PA3AuUKA
0Bejy MmoHoMoOHUX ynKyuja, usu willo je uciio, Kao 30up u3
jedne diynryuje xoja He oliada u jedne dfiynxyuje Koja He pacilie.

3. 4. (i) JacHo je ma ¢yHKuMja KOja je orpaHuyeHe BapHjaiuje
Yy pasmaky (@, b) He Mopa GUTH HelpeKMIHA Yy TOMe Pas3MaKy;
amM HY cBaKka (pyHKuMja Koja je HelpeKHIHA Y HEKOM pasmaKy

l
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He Mopa y TOoMe pasmaky OuTH orpaHuyeHe Bapwujauuje. Ha
npumep, dyHKuuja

0 3a x=0

f(x)= _

xcosxn/x , x>0,
je HempekunHa y pasmaky (0,1), aiad oHa Huje orpaHuyeHe Ba-
pujaumje y pasmaky (0, @), ma kakas 6uo 0<la<(l.

Jla 6UcMO OBO YBHIENH JOBOJLHO je ha 3a nojeny {x,}

pasmaka (0,1) ysmemo Hu3 OpojeBa

1
xo=0, x"=n+1—v’ v=1,2,3,..... n.
Tana je, naume
(_1)n+1—v
f(xo)==0, f(xv)= n+1—v ’
na je ‘
¢ 1~ 1 1
Zlf(x")_f(x"_‘”=_n—+z(n+l—v+n+2—v):
v=1 v=2
n n

KOjU M3Pa3 OYeBUIHO TeXH GECKOHAYHOCTH Kajl, n - oo. _

[Ipema TOMe, mocmaTpana ¢ynkumja f(x), MaKo je Hempe-
KuJlHa HMje orpaHuyeHe Bapujauuje y pasmaky (0,1).

JacHo je na oBO pesOHOBale BaXHW 3a CBakM pasMmak
(0,a) axo je a>0, jep ce makCumymu U MiHUMYMH YHK-
uuja f(x) HaromunaBajy y Tauku x=0, u jga ¢yHkuuja 1(x)
OCTaje OrpaHuueHe Bapujauuje y ma KoM pasmaky (a, b) ako
je camo 0<<ae<b. '

(i) Axo je dynkuuja f(x) HenpekugHa W OrpaHuyeHe
Bapujauuje y pa3maky (e, b), Taga Cy y Tome pa3MaKy H
¢ynxumuje P(x) U N(x) Koje cmo medunucam y Tayxu 3. 3. (i)
Takohbe HenpexumHe. OBO MOXeMO HeNOCpeNHO YBUIETH H3
jeaHayuHa (6) ako MpPeTXOHHO MOKaXeMo 12 je ¥ TOTajHa Ba-
pujaumja, Tj. ¢yHxkuuja W, (f) Takohe HempekumHa y TOoMe
pasmaxy.
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Yumenuly Ja je TOTaJHa Bapujalija HenpeKkuIHe QyHKUUje,
nocmarpaia Kao (pyHKuMja CBOje ropibe rpauie, Takohe Henpe-
KuIHa, nokasakemo y rmaeu A. V. (craB 3, Tauka A. 5.5), roe
je nojam ToTanHe Bapujauuje HerabHO OoOpakeH. Ha ocHoBy
HNOMEHYTOI CTaBa MOXeMO, lipemMa TOMe, OCHOBHM CTaB 1 momy-
HUTH joul ¥ CTaBOM:

CraB 3. Csara ne@pexudna ¢ynrxyuja orparuyere Bapuja-
yuje Mmosice ce Upeliclasuiiy KAo passuxa 08ejy HelpeKuOHux
MOHOTORUX FyHKYuja 1 obpaidiHo.

M3 crasoBa 1—3 cnene HajsaxcHuje 0coGuHe (yHKuUja
orpaHuyeHe BapujalMje; OHM Kasyjy Ja FOTOBO CBe OCOOUHe
MOHOTOHMX (PYHKUHWja Baxke U 3a OBY KjacCy (yHKUuja.

IV. Oco6une q)ynklmja orpaHHYcHE Bapujaupmje

4. 1. (i) Hexa je ¢ynkumja f(x) orpaHuyeHe BapHjauuje y
pasmaky (a, ). Tama nako ysubamo, OWJIO HENOCpPELHO U3
Ieduuuuuje, 6410 Ha OCHOBY cTaBa 1 Tayke 3.3, ma oHa mopa
OCTaTH oOrpaHuyeHa y Tome pasmaky. OBo, mebyTum, He Baxu
ako je ¢yHkuuja f(x) orpaHuyeHe Bapujauuje y jeAHOM Of
OTBOpeHUX pasmaka (¢+0, b), (e¢+0, 6-0), um (a, b-0),
jep, kao wWTO CMO TO Buuemu y Tauyku 1.2. (iii), Beh U moHo-
TOHa (yHKUMja Y OTBOpeHOM pa3Maxy He mopa OCTaTu orpa-
HUYeHa.

(if) Hanomenumo, ma nmoj ¢yHKUUjOM oOrpaHuyeHe Bapuja-
UMje y OTBOpPeHOM pasmaky, peuumo (a+0, b), mogpasymesamo
TakBy QYHKUH]y KOja je orpaHMyeHe BapHjalMje y CBaKOM Of
pasmaka (z+¢€,b) Ma Kako mamu 6uo &>0.

U3 mpumepa Ttauke 3.4. (i) Bugumo na (yHkuuja He mopa
6UTH OrpaHuyeHe Bapujaldje y 3aTBOPEHOM pa3maKy, aKo je
HheHa BapHjallWja orpaHMyeHa y OTBOPEHOM pasmaky. JacHo je

Ia y TOM Ciyyajy TOTalHa Bapujauuja Wa’;s (), xoja je Ko-
HauHa ¥ ompehena 3a cBako & >0, Texu GeCKOHAYHOCTH Kal
€0,

4.2. (i) Ha ocnoBy craBa 1 NpeTXofiHe TayKe MOXeMO CBaKy
¢dyukunjy f(x) koja je orpaHuyeHe Bapujauuje y pasmaky (a, b)
HamucaTu y OOGJIHMKYy ’

f(xy=u(x)+v(x), ’ (D

rge ¢yHkuuja u(x) He omaga, a ¢yHkuuja v(x) He pacre y
TOME pasmaxy.

e Mkt M |
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N3 (1) Bugumo Taga Heﬂocpenﬂo 0a OucKoHTuryullelu
dyHryuje oipanuvene Bapujayuje, YKOAUKO UX OHA UMA, MOLY
6uiiu camo @ipse Bpcilie, T]. Ja rpaHuyHe BPeJHOCTH

’girré f(x£h)=Ff(x+0)
yBeK NOCTOje W TO 3a CBAKO x pasmaka (a,b). Jep u3 MOHO-.
ToHWje yHKuuja u(x) u v(x) cmegu na
limu(xth) un limv(x+h)
h=0 ~h=)
nocTtoje, na he mpema (1) mocrojatu M rpaHuuHe BPEXHOCTH

f(x£0)=lim f(x £h)=
h=0
=limu(x+h)+ limv(x£h)=

=u(x+0)+v(x£0).
JacHo je, ma CKOKOBHU
f(x+0)~-f(x-0)

{yHKuMje orpaHdyeHe Bapujauuje MOry OUTM TMOBUTUBHH UM
HeraTuEHU. :

(ii) Kako c¢ynkuuja f(x) moxe GuTv MNpeKUIHa Camo y
TauKama y Kojuma cy ¢ynxkuuje u(x) ¥ v(x) mnpekugHe, U
KaKo OBHMX Tayaka MoXxe OUTM camo mpeGpOjUBO MHOro, TO M3
obpacua (1) cienu oda dynryuja oipanuueHe Bapujayuje Modxrce
umaimu Hejsuwe Bpebpojuso mHoto Tayarxa OuckoHuxyudleila.

(iii) Ako Ha ocHOBy craBa 2, rnase 2.3. (ii), QyHKuuje
u(x) u v(x) pacraBMMO Ha HUXOBE HempeKUIHe JejoBe u(x)
u v(¥) u Pynkunje ckokoBa u(Xx) ¥ v,(¥), M CTaBUMO

Fx)=u(@) +v(x), fi(%)=u(x)+vs(x)
Tajga je, npema (1),
' f(x) = F(xX)+ £ (x).

Kako je f(x), Kao 36up Hempekumuux (YHKUWja Hempe-

KkugHa ¢ynkuMja, a f(x) creneHacta (yHKUHUja, TO BUIHUMO

1A U cBaKy (fiynKyujy oipanudere Bapujayuje Moxicemo paciia-
Builly Ha reH HelpeKuOnu 0eo u PyHKYUjy CKOKa.
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4. 3. (i) Ako je ¢ynkuuja f(x) orpaHuyeHe Bapujauuje y pa3s-
maky (a,b) M axo je y TOMe pasmaKy HemnpeKHIHa, OHa He
mopa y CBMM Taykama Tora pa3maka umaTH onpebeH H3BOJ.
OBO crelu HenocpenHo U3 YumeHuue (B. Tauky 1.5), ma Beh u
moHoTOHa (QyHKUHja He mopa umaTH onpeheH usBony y mnoje-
IMHAM TayKama.

MebyTum, axo gynryuja f(x) uma orpanuyen uzsod f'(x)
y pasmaxy (a,b), Mada je oHa u olpaHuyeHe Bapujayuje y
iliome pa3amaxy.

Ilita BHLe, er3uCTEHUH]y H OrPRHHYEHOCT MBBOLA MOXEMO
3aMeHUTH W HeWITO OMUITHjUM YCIOBOM, H TO:

Oyuryuja f(x) Ouke oipanuvene Bapujayuje y pasmaxy
(a, b) axo je y cBum Mayxama Mot pa3maxa 3a00BoneH . 38.
Lipschitz-o8 {1} ycaos (Bugu Hobson {1, 1. Il. c1p. 530}), m'.
axo iociioju Konayan 6poj M [Maxas O0a 6yde

[F(x) - f(x) [ < M(x'-x"),
u o 3a cearo x' u x"<x' pasmaxa (a,b).
OBo je HemocpenHa noclenuua came gedunuuuje QyHruuje

orpanuyeHe Bapujauuje mare y taukd 3. 1. (i), jep je, npema (2),
3a npou3BOJbHY moaeny {x,} pa3maka (a, b) yBek

Wa= 3 1£G6) - Fr) <M S (= %,0)=

v=1 v=1
<M (b-a).

(i) dynxuuja f(x) moxe UMaTH KOHayaH ¥ oxpeleH U3BoOx,
Yy CBaKO] TayKd HeKO" pasmaka a Ja mpu Tome He Gyle orpa-
HUYeHe BapHjaluje y TOMe pasmaky, ald Taja OBaj U3BOM Huje
OrpaHHyeH.

[da oBO 3aHcTa moXxe GUTH Cayyaj BUAMUMO M3 mnpumepa

0 8ax=0
F@= 1 cos (s
x2cos (x—2) 3a x>0.

OuyeBugHO ja ma M3BOJ OBe (PyHKIM]e NMOCTOjH 3a CBaKO
x>0 ungaije

f'(x)={

0 3a x=0,
2xcos (:r:r—2)+gx’—t sin (=x—%) 3a x >0.

Mesyfum dyHkuuja f(x) Huje orpaHudeHe BapHujauuje, Ha
npumep y paamaxky (0,1); oso yBubamo, CAMYHO Kao W y npu-
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mepy Tauke 3.4. (i) ako camo 3a nomeny {x,} pasmaka (0,1)
nszabepemo Gpojese ‘

Xo=0 H x,= , v=1,2,3,..., n,

Vat+1-v
(8. H. Lebesgue {2}).

(iti) Ja ¢ynxkumja f(x) koja uma onpebeH u3BOJ y CBaKOj
Tayku pa3maka (e,b) He Gu Guna orpaHuyeHe Bapujauuje y Tome
pa3maky, jacHO je Ia OHa y TOMe pa3MaKy mopa umaTu GeckpajHo
MHOI'O MaKCHMyMa ¥ MWHUMYyMa W Ja, IITa BHILeE, HeH U3BOJ He
cMe OCTaTH orpaHuyeH. MebyTum, oBM YCIOBM HUCY HOBOJBHH
Kao 1ITO TO BUAMMO M3 npumepa (B. H. Lebesgue {1, c1p. 58})

£(x)= [

0 3a x=0,
x2cos (nx—43) 3a x>0.
Osa ¢yHKuuja uma GeCKpajHO MHOro MaKCHMyma W MHHU-
mMyma, Ha npumep y pasmaky (0,1), u ompeheH u3BOZ

0 ‘ 3a x =0,

f’(x)={

2xcos (nx—18) + 4—35 x~Bsin(rx—48) 3a x>0,

y CBUM TayKama, KOju HMje OrpaHMyeH y TOME pa3maky, a OHa
je unak orpaHuyeHe BapujalMje y TOMe pasmaky

[la 64cmo yBupmem na je oBa (PyHKUMja 3aUCTa orpaHuyeHe
Bapujauuje y pasmaky (O, 1), mpumeTumo, Hajupe, (B. c1. 6) Ha
OHa y cBaKOM Of pa3maka [(2k+1)734, (2k)—31], k=1,2,3,....,
¥Ma [0 jelaH MUHUMYM y HeKOj TaykM Xx’,, KOju je HeraTHBaH
M N0 alCOJYyTHOj BPeIHOCTH Mamwk of (2k)~%% a y cBakom
pasmaky [(2k)734 (2k-1)"%4], k=1,2,3,...., DO jena mak-
CUMYM Yy HeKOj Tauku x,” KOjH je NO3UTMBAH WU Marbh OI
@r-1)—32 :

Kako je 3a ma Kojy nogeay {x,}

Wnszlf(xv)_f(xv~—l)l<

ve=1

<S )~ 1)<

~ 1
<Z;{I;)

r=1
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TO HM TOTalHa Bapujauuja (pyHkuuje f(x) y TOME€ pa3maky He

ke od
Moxe 6utu Beha of E:v—m, KOju je pel KOHBEDreHTaH.

v=1

|
‘xe
]
1
@eK) :
§
-3 & 1 )
(2K-4) " n | y@r-1) 7
. :
1] [
\ \ i .
1 !
‘S\.’x.:"( Al' ] ] . o
5 TR et
¥ Y(2K) 7 '
X L
1 1
I ]
.
-X
Ca. 6.

4.4, (i) Ucnurajmo oBOe Koje omepainje MOXEMO U3BPLUMTH Ca

(yHKUM]OM "OrpaHdyeHe Bapujauuje Tako na pesyintyjyha ¢yHk-
uuja Gyme Takohe orpaHuyeHe Bapujaunje.

Ha npumep, axo ¢yuxuujy £(x), Koja je orpaHuyeHe Bapy- -

jauuje y pazmaky (e, ), HOAurHeMO Ha IpPYTH, WiM Ha Ma KOju
creneH p_>1, ¢yukuuja fP(x) Onhe Takobe orpaHuyeHe Ba-
pujauuje y TOme pas3maky.
-3aucra, M3 MpeTHocTaBKe cleiu nHa je ¢yHkuuja 7(x)
orpaHuyeHa, Tj. pa je
[f(x)|<<M 8a a<{x<b,

[£P(xn) - o (x")| < p MPH | F(x) - F(x")],
Kagronm je p>1.

N3 oBe HejegHauuHe, HA OCHOBY HNe(UHUIMje OrpaHuyeHe
papujauuje, TBpherbe HemocpemHO CJeIy.

a oTyna je

P PO T T Ty T mrrap e oo |
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(i) Mebytum, axo (bym(uujy f(x¥) kopeHyjeMO WJH IH-
rHeMO Ha TMO3UTUBAH CTelleH MarbM OJ jeduHWUe, Ho6GWBeHa
¢yHKuMja BULIE HE MOpa OUTH orpaHuyeHe Bapujauuje. Ja pyHk-

uvja YV f(x) He mopa GUTH OrpaHuyeHe Bapujauuje BUIUMO U3

npumepa
f(x)={ 0 3a x=0
x?sin?(1/x) 3a x >0.
Hla je oBa ¢yHKuuja orpaHuyeHe Bapujaluje, peUUMO Y

pasmaky (0,1), MOXemO MOKAasaTH CIMYHO Kao y TpuUMepYy M3
Tayke 4. 3. (iii}, a ma Qynxuuja

- 1
Vi(x)=x sin-—

y TOMe pasMmaKy HHUje BULLE OrpaHdueHe Bapujauuje MOXKEMO
NoKasaTH CIWYHO Kao y Ipumepy U3 Tauke 3.4. (i).

Ma, yonuwre, dyHnkuuja 7?(x), xamje 0<p<l, He mopa
6uTK orpaHuyeHe Bapujauuie, ako je [(x) orpaHuuyeHe BapHja-
uuje, BUIUMO ako (yHKuujy {f{x). KOHCTpYyHLIeMO OBAKO:

Heka je matr HM3 mnosuTuBHMX GpojeBa c,, n=1,2,3,....,
¥ HeKa je f,, n=1,2,3,...., npousBobaH HU3 MebycoGHO pa3s-
JMauTHX Gpojesa pasmaxa (0,1). Ako dynkuujy f(x) mecdu-
H4UIemO y pasmaky (0,1), Tako ga 6yne :

f(x)z{c" 3a x=t,, n=12,3,....,

o 0 3a x=t,, n=123,....,

Taga je
‘/VO1 (f)=? Cn,

Wo(fP)=Sc.P.

MebyTum, HU3 NO3UTUBHUX GpojeBa ¢, MOXEMO YBeK TaKo
uszabpaTy pma peln 2c, KOHBeprupa, a pen =c,’ HIuBeprupa,
Kagron je p<l.

[lpema Tome he ¢ynkuuia f(x) OGuUTH orpaHuyeHe Bapuja-
uuje, nOK ynkuuja f?(x) TO Bullle He mopa OUTHU.

a

(iii) 3 npeTxomuux mpumepa Bumuwo na dyuxunja F{u(x)}
He mopa GUTH orpaHuyeHe Bapujauuje ako je u(x) (yHkuuja
orpanuyeHe Bapujauuje, U To Hu Kag je F(x) MOHOTOHa (PyHKUH]a.

YV oBom omwmTem ciyyajy ocoGuHama MOHOTOHHMX (PyHKUMja
HaBefleHum y Tadku 2. 4. (iii), ogrosapa ciegeha ocoGuHa:

flexa je gynryuja u(x) oipanuyeHe Bapujayuje y pa3maxy
(e, ), a m u M mwena dorwa u 1opia 1paruya [15] u Hera
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je F(x) Oegdunucana y pasmaxy (m, M). Dyuxyuja F {u(s)}
6uke owpanuyene Bapujayuje y pasmaxy (a, b) axo @ynxyuja
F(x) uma oipanuver u3sod y pasmaxy (m, M), uan olwiluje,
_ aKxo oHa 3adoBo.baBa Lipschitz-o8 ycaos

|F(x) - F(x") | <M(x'-x"), @)

3a caako x' u x"<x' pasmarxa (m, M).

Jloka3 oBOr .cTaBa HeNnoOCpefHO CcJeld U3 came JHedHHU-
uuje (yHKuMja orpauuyeHe Bapujauuje ako y HejegHauuHu (3)
3ameHHMO X' W x" ca u(x) w u(x,_).

Mpumetumo, ma u3 ycnosa (3) BMIMMO W pasyior 3amiTo
KBaJpaTHW KOpeH (pyHKUMja OrpaHMyeHe BapujaLije He Mmopa
6uTy OrpaHuyeHe Bapujauuje;-y OBOM Clyyajy, Haume, M3BOJ
¢dynkiMje F(x)=Vx He ocTaje orpaHuyeH y GIM3UHU Tauyke
x=0.

MebyTum, axo je dyuxyuja f(x) owpanuuene Bapujayuje,
a fiyuxyuja u(x) wmonolona, Wada je ysex gdyuxyuja f{u(x)}
OlpaHulene Bapujayuje. _

OBo HemocpenHo yBuhamo ako QyHkuujy f(x) Ha OCHOBY
crasa 1, Tayke 3.3. (i) pacTaBuMO Ha MOHOTOHe (pyHKUHU]je

f(x)=g(x)+h(x),
roe ¢yHkuuja g(x) He omama, a h(x) He pacTe; Taja je,

Haume, .
Fu(x)}=glu(x)}+~{u(x)}.

Kako cy ¢yukuuje g{u(x)} u h{u(x)} moHOTOHE, TO je
8aUCTa, Ha OCHOBY CTaBa 2, Tayke 3. 3. (ii), pyHkuuja f{u(x)}
orpaHuyeHe Bapujauuje.

(iv) Ako y ropwem cTaBy y3memo 3a (yHxuujy F(x),
Ha npumep, ¢yHkuuje F(x)=1/x, wm F(x)=[x|, mo6usamo
HeKe BaXKHHje CrelMaiHe ClyyajeBe W TO:

1° Axo je gynryuja u(x) oipanuyene Bsapujayuje y pa3-
#saxy - (a, b) -u axo je

u(x)>m>0 3¢ a< x< b,
flada je u ynxyuja 1/u(x) orparuuene Bapujayuje y mome
- PA3MAKY.

2° Axo je gynxyuia u(x) orpanudene Bapujayuje, Mada je
u -|u(x)| owpanuuene papujayuje.
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MebyTum, o6paTHO He Baxu, Tj. ako je |u(x)| orpaHu-
yeHe Bapujaunje cama dyHkuuja u(x) He mopa GUTH OrpaHu-
yeHe BapujalMje, KaO LITO TO BUIUMO U3 NpHUMepa

+1 3a CBAaKO pauMOHANHO  X.
#x=1_4

3a CBaKO HpallHOHAIHO X.

4.5. (i) Heka cy nare nse uium Bulle (yHKUHja OrpaHuUyeHe
Bapujaumje, Taga ce HermocpenHo W3 meduHULHje MOXKe IIOKa-
3aTd ga he ibUXOB 30Up, Ka0 U 1HUXOB MPOHU3BOJ, OUTH (YHK-
1Mja orpahnyeHe Bapujauuje. [JOBOBHO je 3aTO Ja yOuumO JBe
PyHkuuje, Ha npumep u(x) u v(x).

Jla ke 36up v
w(x)=u(x)+v(x)
6GUTH orpaHuyeHe Bapujaluje Clleld HemoCpedHO U3 HejelHauuHe

[w()—w(x") | <l a(@)—u (x| +]v(x) - v(x")].

[Tpoussop,
w (X) = u(x)-v(x)

je Takobe orpaHuyeHe Bapujauuje, jep ako osHauumo ca M’ wu
M" ropwe rpandue ¢yHKumja u(x) M v(x) y mocmaTpaHOM
pasmaky, Tajga je

Jwx)—w(x)|=
=[u(x)v(x) - u(x)v(x") +u(x)v (") - u(x")r(x")|<
<la @) [v(F)—v () [+[v () 2 (x) —a(x)|<<
M (x) —v (") [+ M"[u (%) - u(x")].

Ha ucTu he HauyuH ¥ KONUYHMK u(x)/v(x)‘ 6UTH OrpaHH-
ieHe Bapujaluje aKo je

v(x)>m>0 3a a< x<b.

‘OBO M3 pasnora LITO OBAaj KONMYHUK MOXEMO CMAaTpaTH Kao
mpousBod (pyHkuuja u(x) u 1/v(x), a oBa mociemma (yHK-
1iMja je O ropwkOM NpeTIIOCTAaBKOM OrpaHUYeHe BapHjaluje, Kao
ITO CMO TO BUIeNH Yy Tauku 4. 4. (iv). 10

(i) Ako umamo Oeckpajuo MHOro ¢yHKUMja OrpaHuyeHe
BapHujauuje, Taga HUXOB 36UP UM NPOM3BOJ, YKOJHMKO KOHBEp-
'TMpa, He MOpa MPETCTaBbaTH (YHKUM]y OrpaHuyeHe Bapujauuje
YaK HM y Clyyajy Kajn je oBa KOHBepreHuuja yHudopmua [23].
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OmwTé CTap OBe BPCTe, Tj. CTaB Ha OCHOBY KOra MOXeMo
3aK/bYUHTH Ja je rpaHuyHa (pyHKuMja HH3a hyHKUHKja OrpaHuyeHe
BapHjauuje riacu: . .

Hexa je 0am nus y pasmary (a, b) degunucanux Pyuryuja
fa(x), n=1,2,.... Arxo cy cse Piynryuje 0801 nusa orpanuuene
Bapujayuje y MoMe PA3MAKY U AKO je HU3 HUXOBUX MOMGIHUX
sapujayuja: W.' (f,) owpanuuen, mj. axo Gocmoju ronauan 6poj
M  maxas 0a je

W (f)<M 3a cBako n, - €3]
dia0a ke u ipanuuna @yuxyujia f(x) osor Husa, YKOAUKO OHGQ
gocmoju, Gully oipanudene Bapujayuje y pa3mary (a, b).

3aucTa, Ha OCHOBY Je(huHuuMje TOTasHe Bapujaiuje je

D () = Fn (o) [ < W (£)

v=1

Ma kakBa Guia mofena {x,}; npema TOMe je, HA OCHOBY NPETIO-
ctaBke (4), u

D) — £ (o) | <M.

V=1

Kax y oBoj HejemHauuHu OyCTUMO A 71 oo, y cayyajy
da f(x)>f(x) Guke u

DE(x) - Flr_g) <M,

v=1

Oflaknie Cnefid Ja M TOTanHa Bapujauuja ¢yHKuMje f(x)'ﬂe
~Moxe OutH Beha ox M.

V. Toranna Bapujanuja

5. 1. (i) Mcoutajmo u3Gimxe uspas kojum je -meuHHCaHA To-
TalHa BapHjaunja W,.°(x) ¢yHkunje o(x) medunucame y pas-
Maky (a, b). Ilo pecunmumju 3.1. (i) To je ropwa rpasuua
36upa o6nuka

Wn=2 Ia(xv)fa(xv—l)l,

v=1

8a cse moryhe nopmene {x,} pasmaka (g, b), Tj.

{x}: B=Xo < X1 <00 . <Xy < Xp=b.
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OsBaj 36Hp NnO CBOjOj KOHCTPYKUWjM JMYM HA 36GUP KOjum
je mecunucan oppehenu unterpan [20]; yocranom ako je ¢pyHk-
uMja «(x) Hempek#fAHa, 3a Hera BaXXM aHaJOraH CTaB U TO

CraB 1. Axo je gynxyuja o (x) oipanuueHe Bapujayuje y
pasmary (a, b) u arxo je ona Helperxuldna y MOM PA3MAKY,
mada 36up W, iesxcu oldpebenoj ipanudHoj BpedHociiu Kal

Hajsehu 00 pasmara (X,_, x,) idexcu Hyau, W'. Kad

8,= Max (x,-x,_,)~0.
lsv<n
OBa 1paruyna BpedHocili je He3aBucHa 00 usbopa Godese
{x,} pasmaxa (a, b) u Dpeilichagnpa MOMAAKY Bapujayljy @yHK-
yuje «(x) y pasmaky (a, b).
OBako pmeduHicany TOTalHy Bapujauujy nucahemo, 1o aHa-
noruju Ha onpeheHy uHTerpan, y OGJMKY

b
lim W= Wb ()= [ lda(y)]. @)
(if) 3a nenpekunHe (yHKuuje o(Xx) je cTaBom 1 u3pas

b
[1dae]

jelHO3HAaYHO HmeduHucaH. YurbeHHL oM, LITO ra nULemo y 00JMKy
UHTerpana, UCTaKHyTa je He camo ¢opmaiHa aHajloruja TOTalHe
Bapujauuje U onpehkeHa uHTerpana, Beh je ykasaHo W Ha TO Ha
je BehnHa HUXOBMX 0COGUHA 3ajeIHWMYKa, Tj. Na OCHOBHE OCO-
6une oppeheHa uHTerpana Baxe W 3a uspas (2). ¥ crBapy, ako
¢ynkuuja o(x) UMa HempeKuJaH M3BOM, U3pa3 (2) ce U CBOIM
Ha o6uyaH ojpehbeHH uHTerpa.

Jla 6ucmo OBO [OOKasalnd NpPUMETHMO [a je, npema NpPBOM
CTaBy O CpelltbMM BpelHOCTHMA

o (Xy) — Xy} =0’ (§,) {x, — xv;—1)»

3a jenHo &, pasmaka (x,_,,%,), Kag rox dyHkuuja o«(x) uma
HelpeKuIaH NpBY U3BOJA. 3ameHOM OBe BPeIHOCTH y obpasau (1)
OH MOCTaje

Wn=2 |a’(Ev) '(xv—xv—l)'

v=1



32 . , Onm. A.

Osaj uspas npema neduHuuujn oXpebena uuTerpana [20]
TeXH uspasy

f|oc'(x)[dx, Kag §,-0;

OTylla BHIHMO 1A Ce y OBOM Chyyajy uspas (2) cBomu 3aucra
Ha ofipebeHu uHTerpan u ga je

f[doc(x)|=f|a'(x)]dx.

5.2. Toxas craBa 1. [lpumerumo, Hajupe, Ha ce 36up W,
He Cmambyje ako momemd {x,} nHOmamMO jenHy NpPOUBBOJBHY
Tayky x’'. Jep, ako je, Ha npumep,

. X X< X,
Tajma je '

| () = ex () | <o) = ex (x) |+ () — e (xes) |

[lpema ToMe, ako youumo jemny momeny {x,*} pasmaka
{¢,0) y m noppasmaka, Taksy Jna cBaka ciemeha mopena
Calipxu CBe TayKe NpeTXOjHe, Taja onrosapajyku 36up W, *
MOHOTOHO pacTe ca 0pojem Tayaka HOJeNie; KaKO je OH, mpema
TIPETIIOCTABLY, OrpaHHYeH, TO OH MOpa KOHBEPrupaTH Hekoj oJpe-
beHoj rpanuyHoj Bpennoctn W*, [8], Ti.

W,*>W* kag 8§,*-0,

TJe CMO CTaBHJH
~ Sm*'_": Max (Xp*-'xlj.__l*).
1I<pm
Heka je cam {x,} jenna mpoussomHa nomena pasmaxa
{2, ) y n nenoBa; uzaGepumo OS,* TaKo Mado, na Gyne

la(xp®) —a(xpi*) | <e,* 3a cBe p=1,2,....n,
rae
€, >0 Kag 6,*->0, _
a wTo je, mpema 'npemOC'raBuu Ja je ¢yHxkumja o(x) Henpe-
KuJHa, yBek moryhe, [19].
Heka cy- -
Xp.*, B=p,p+ l.... q,
oHe Tayke momene {x*} koje mamajy y pasmak (x,_,, x,),
Taga je (B. ci. 7T)
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J@.(6,) ~ (i) | = |
() = 00+ 1 (65%) - & (B) + 2 50") - € (59) | <
e = ()| + ) - () |+ () - xl) <

<la(e?) - a ()| +26,* <
< S ) - a (i) + 26,

B=p+1

[Ipema ToMe, akO ropwy HejelHayuHy MPUMEHAMO Ha CBe
pasmake (x,_,, X,), IdOGHBaMO

W< W*+2n8,*

.xP -2 Xp X e . .xg I\Q¢{

Ca. 7

Otyna, ako NycTumo na 8" Texu Hy.rm no6uBamo na je
3a CBaKy mojeny {x,}
W< W,
na je, makue, u
lim sup W, W*, [6].

AKo capn usaGepemo '3, Tako mano ma Gyne [19]
la(xv)—a(xv_1)|<sn, 8a cpako v=1,2,.... n

U TO TAKO Oa u
£,»0 kam 6,-0,

Tajga je, Ha OCHOBY HCTOTr pacybmsa}ba,
W,j,*< W.+2me,.

AKo y O0BOj HejegHauyuHd TNycTumo ma &,-0, mxo6uUBaMO

HejeIHayuHY
W *<lim inf W,,

Koja Baxu 3a cBaKy momeny {x*}; nOpema Tome je
W*<lim inf W,.
Hakne, mopa Gutu
lim inf W,=Iim sup W,=W*,

Teopuja u npaxca Stieltjes-0sa marerpana 3
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Tj. rpaHuyHa BpeJHOCT HM3a W, Takohe nocroju u
W,»W* kagm 6,-0.

Kako oBO Baxu 3a npoussosbHy nomeny {x,} paswaka
(a, b), TO HM rpaHuyHa BpedHOCT W?* He MOXe 3aBUCUTH O]
nojene; upema TOME, OBY rpPaHH4YHY BPeIHOCT MOXEMO O3Ha-
YUTH ca

b
[1da@),

Tako ja he 3aucra
b

Wa- D le()—a(m_i> [1da()] Kan 8,40,

v=1 a

M TO 3a CBaKy nomeny {x,} pasmaka (a, b).

5.3. (i) U3 ropwer noKaza ce BUIM Ja je NPETIIOCTaBKa O He-
NpeKUIHOCTH (pyHKIMje o(X) HeonxoiHa, Ja 6uU OBaKo meQu-
HUCaHa rpaHUYyHa BPEISHOCT '

b

[1da@)

a .
nocTojana v Gujla He3aBUCHA Of, Mojele.

MebyTum, Kag je dynxuuja o(X) NpeKugHa, eravCTeHLHjy
rpaHuyHe BPeIHOCTH HH3a W, MOXEMO HIaK OCHrypaTH W,
nopei TOra IITO OHAa Taja 3aBUCH O IOJefie, MOXeMO je
jeIHO3HAayHO NeduHUCAaTH. 3a OBO je MOBOJbHO Ja TayKe Mojelne
{x,} Tako Gupamo Ja Ce HUMa NOCTENEHO MPUKIbyye CBe TauKe
IOMCKOHTHHYHTeTa (pyHKuHje o x), a WITO je yBeK moryhe jep
je CKym OBMX Tayaka JMCKOHTHHyMTeTa npeGpojus (B. cTaB I, -
Tauyke A. 2. 1). .

Mpu TakBOoM u36opy Tayaka mojene {x,} Hus W, ke
yBeK TeXHUTH ojpebeHOj rpaHHYHO] BPENHOCTH KOjy MOXKEMO H
y OBOM CJyyajy O3HAUMTH WHTErpaliom, ¥ Ha Taj HaYuH MOXEMO,
yoniuTe, TOTaJHy BapHjauujy AedHHMUCATH H3PA3OM

PR
lim Wa= W (@)= [1da@)]. @
a .

3a oBako JeduHHCaHy TOTaJHy BapHjauujy Tpeba, makie,

M3PUYMTO HArjJacuTH ja ce uspas (1) 3a 36up W, uma oGpa-
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30BaTH TAKO, WTO Ce 3a TayKke nojene {x,} mopajy nocreneHo
y3€TH CBU [UCKOHTHHYMTETH QYHKUMje o (X), YKOIMKO uX
0Ba uma.

(if) OBako JeduHucaHy TOTanHy Bapujauujy (2) moxemo
HamucaTH ¥ y Ipyrom o6JIMKY U TO TaKO Jla Ce Tayke IUCKOHTH-
HyuTeTa (PyHKUMje o« (X) WCTAKHY, Tj. eKCIIHIETHO nojaBe. OBum
LOGMBAMO UCTOBpEMEHO W [OKas ropier TBphemwa, Tj. jegHO-
3HayHe ersuCTeHuuje rpaHWyHe BpedHCCTH (2). 2aro je IoO-
BOJBHO [a (PYHKUM]Y «{X} PpacTaBUMO HA HEH HeNpeKHIHU Ne0
a(x) ¥ ¢yHKuujy ckoka o (x). Ilpexa cTtaBy 1 TOTanHa
Bapujauuia pyHKuuje o (x)

.
[1eaeol

je jenHo3HayHO onpeheHa M He 3aBuUCH OF Mojene, jep je oBa
dbyHkurja Henpekunasa. MekyTum, ako ca §,,v=1.2,3,... 03Ha-
YMMO [TUCKOHTHHYHTeTe (yHKuMje o (x), T|. theHe yHKuMje
CKOKa o, (x), u y uspasy (1) 38a W, u3BecHe TauyKe nopene
{x,} OGupamo Tako za ce OHe MOKJONe Ca HeKUM OJ, Tayaka §,,
Taga ce OH CBOAM Ha 36Up o6iuKa

Wn=2{|a(gv+o>_a(gv)l + |a(Ev)_"a(§v—_0)l}a

a Koju TpeGa yseTH camO IpeKO OHWUX Tayaka §, Koje ce mo-
KJjanajy ca Taykama nopeye {x,}. AKOy OBOM W3pa3y HyCTHMO
Ja 8,-0, W y Tauke mojese HOCTeNeHO YKbYYUMO CBe JUCKOH-
TuHyuTeTe E,, OBaj ce 3GUp mpeTBapa y KOHBepreHTaH 0OecKo-
HayaH pell, y3eT MpeKO CBUX Tayaka NUCKOHTUHyuTeTa. OBuM je
TBphewe U3 Tauxe (i) mOKa3aHO U moxemo ra dopmynucaTd y
0o6JHKy cTapa:

CtaB. 2. Hexa je giyuryuja o(x) oipanudene sapujayuje y
pasmarxy (a, b); axo oswayumo ca §, v=1,23,..., meHe
flayxe OucKoHMunyudlema, a ca o(X) theH HelpeKudnu 0deo,
mada je

b
Wt (@)= [ |dec(x) =

4 ©
= [145@1 + 2 (10 6+ 0) - a@)] +a @ - 2 -0) ).

v=1
3%



36 Onm. A.

5.4. (1) Cmucao uspaxaBama TOTanHe BapHjauuje y o6muky (2),
Tj. 3HaKOM HHTerpana, BAIUMO M M3 HeroBUX OCOOHHA, ON KOjUX
kemo oBne HaBecTu camo naBe. Oue kasyjy na ce hopmanizam
MHTerpajHOr payyHa MOXe, OO U3BeCHe Mepe, NPUMEHHUTH M Ha
OBaKO uspaxeHy TOoTandHy Bapujauujy. [loxkaz oBuX 0COGHHa
J06uBamMO HerocpefHo u3 neduHuuMje, Monasehn ox 36upa (1),
ocnamajyhu ce npy Tome Ha craBoBe 1 u 2. Kako cy ohu
HeloCpelHa MocjequLa YuibeHHlle Ja je ancoJyTHa BpPemHOCT
36upa Mama oJ 36upa alnCcoJNyTHUX BPEIHOCTH, TO HMX OBJe
HeheMO HH HM3BOIMUTH.

(i) Tomaana Bapujayuia 36upa marwa je 00 36upa MoMax-
Hux Bapujayuja, ij.
Wa? (e +B8) S Wa (@) + Wa (B2

OBa oco6uHa uspaxeHa y UHTerpajHom OGJMKY rjaacd
b b

[1atem+8)I< [Idu() + [148().

a a

(iii) Heka cy ¢yHkuuje o«(x) u B(x) orpaHuyeHe Bz;pu-
jauuje y pasmaky (e, b). Axo o3Hayumo ca M' u M”" wu-
XOBe ropibe rpaHsiue y pasmaky (a, b), Taga je

Wo? (aB) SM' W (B) + M" Wb ().

OBy HejemHauMHy MOXeMO W3BeCTH, Kopuctehu ce ¢opma-
JIUBMOM HMH(PUHUTE3UMATHOT payyHa M 0BaKo ‘

b b b
[1¢me@i<[1e@! 1481 + 1801 ldatI<

b b
< [1dg (| +m [ |da(n).

[a je oBako popmainHo u3Bohewe 3aucTa puryposHo, mohu
heMOo mpeBepUTH TeK MNOWTO MNpeuu3Ho OeduHHIIEMO H3pase
KOjH Ce jaBJbajy Ha JeCHOj CTpaHu NpBe OX ropiuX HejelHayuHa,
a Koja je meduHuuuja marta y Tauku B.1.9.

5.5. (i) ¥ tauku 3.3. 6unu cmo npuHybeHu Ja TOTaJHy Bapu-
jauujy mocmatpamo kKao (yHKUMjy HeHe ropwe rpanuue. Ha
OCHOBY CTaBoBa 1 u 2 moxemo CaJg OBy (yHKUUjy MOpeLu3Ho
dedunucaTy.
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Youumo 3aro Tayky x pasmaka (g, b)) ¥ nocmarpajmo,
y Tauku 5. 3. medunnucany, ToTanHy Bapujauujy W, (o) ¢yHk-
umje «(x) y pasmaky (e, x), Ti.

Wa"__(oc)=f|d0t(t)[.

X
Wspasom f |[do(f) je ToTansa Bapujaumja W,* (@) jemHo-
a
3HayHo JeduHHCaHa 3a CBe X pa3maka (@, b) u npercrasiba
onpebeHy QyHKuMjy om x. ‘

(if) 3a oBako Jne(MHHUCAHY TOTajJHy Bapujauujy Kao (QyHK-
uMjy CBOje ropibe rpaHuiie JOKaXMMo NMPBO CTaB Ha KOjU CMO
ce Beh mo3pamM y Tayku 3.4. ¥ KOjU riacu:

CraB 3. Hexa je a(x) oipanuuene Bapujayuje y pasmaxy
(a, b); axo je oBa Pynxyuja neiipexudna y miosme pa3maxy, iada
je u momasna sapuayuja W* () Heillpekudna y pasmary (a, b).
[lpeyusnuje, yuryuja W,* (o) Ouke HelipexudHa y cBuM MayKama
Y Kojuma je u ynryuja o (x) Helperxuoua.

JTokas. Heka je

=Xy < X3 < ... Xp—q < Xpn=X

jenHa nopena pasmaka (e, x). AKo, KpaTkohe pajmH, CTaBH 40

A=W ()= [ [da],

Taja he, Ha OCHOBY cTaBa I,

S lax) -a(x,_)|»Alx)

y=1
Kag
8,= Max ({x,-x,_,}-0.
I<v<n ’
AKko nop,
x+0

fida)

a
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nojpasymeBamo A(x+0), Taga je

n—1

2y = o (i) | = () = () [+ o (%) =t (xns) | <

v==1 v=1

x—0

<[lda (] + le()-ale))~

KSAX-0)+a(x)—a(x,—)].
Kako, npema npeTnocraBuu o HempeKUIHOCTH ¢yHkuuje o (x),
o(x)-o(x,—;)»0 kKam 8,-0,

TO .A06uBavo na je
‘ A(x) < A(x-0).

MebYTuM, ToTanHa Bapujauuja A(x) He omajma, ma mopa
61TH U
Alx-0)<<A(x).
A(x)=A(x-0),
uMmMe je 1OKkasaHo 1a je dyHKuMja A(x) HempekugHa C nese
CTpaHe.

Mctum mocTymkom MoXkemo 1OKasatd jga je

b b
[1dat= [ 1aato,

x+0

[lpema ToMme je

Tj. 1a je QyHKuuja ,

[1da@)

X

HenpekuaHa ca jecHe CrTpave. Kako je, mebyTum,

A<x>=fx1da(r)x== fbida@l— f&da(tn,

TO je u ynkunja A(x) HenmpekumHa C JecHe CTpawe, Tj.
' Ax+0)=A(x).
[Ipema ToMme je
Ax-0)=A(x+0)=A(x),
Opakne crnegu na je dynxuuja A(x) HenpekIHA y CBUM Tau-
KaMa y Kojuma je u pyHxuuja o«(X) HempeKUgHa, Yume jecras 3
JOKa3aH.
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(ifi) [MpumeTuMo ma CMO 3a 10Ka3 JeCHe HeNpeKUIHOCTH
mopanu y3eTd y o63up na je gyukuuja o(x) orpaHuyeHe papu-
jaukje y pasmaky (x,b). OBO je mpuponHO, aKO NpPUMETHMO
na ¢yHkuuja o(x) moxe OWUTH oOrpaHuyeHe Bapujauuje RO
M3BeCHe Tayke X', a Ja y pasmaky (', x'+s) BulIe TO He
Oyje, ma Kako mano 6wino e >0. [lpyrum peuyuma, TOTajHa
Bapujauuja (yHKUMje o(X) HUje y OBOM CJayyajy YOILUTE HH
neduHUCaHa 3a x_>x'.

(iv) Ha ocHoBy craBa 3, Tauyke HUCKOHTHHYHUTETA (PyHKUH]A
A(x) n a(x) ce mopajy nokinanatd. Mebytum, ucTum mocma-
TpatbeM MOXEeMO YBHIETH [Ja UM JieBd U JeCHU CKOKOBH MO
afcoNyTHO] BPeIHOCTH MoOpajy Takohe OuWTH jelHaku, Tj. Ha je

J1da(=[da] + la@-a(x-0)]

x x+0
f[da(x)lzfldoc(xﬂ - Ja(x+0)—a(x)i.

AKo y OBUM jeIHaunHamMa WHTerpaie 3ameHumo yHxuujom A(x),
OHe ce CBOJe Ha

Ax+0 =A(x)+|a(x+0)—a(x)]
Ax-0)=A(x)-]a(x)-a(x-0){,

U3 KOjMX jenHauMHa BMIWUMO Ja u3mehy CKOKOBa TOTanHe Bapu-
jaunje A(x) u dyHxkuuje o(x) mopa nocrojaTu cieneha Besa

A(x+0)~A(x—0)=|a(x+-0)—oc(x)l+|q(x)—oc(3_c‘~0)].
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OAEBAX B.

STIELTIJES-OB MHTETPAJ

1. Oapehern Stieltjes-o3 mmrerpaa

1I. Oco6umue Stieltjes-oBa murerpaia
II1. CrapoBm 0 cpeaABHM BpeAHOCTHMA
IV. Heoapebenn Stieltjes-or muTerpaa
-V. HecojcrBenn 'Stieltjes-oB mETErpaa

I. Oppebenn Stieltjes-oB nnrerpan
1. 1. (i) Hexa je pynkumja f(x) orpanuuyeHa y pasmaky (a, b)
¥ HeKa je yHKuuja o (x) orpaHuyeHe Bapujauuje y TOMe pasmaxy.
Stieltjes-oB unTerpanm ¢ynkuuje f(x), y omHOCY Ha QYHKUMjy
a(x), neduHulle Ce OBAKoO:
MHedpununuja Heka je
{x,}: _ =Xy <X < .o . < Xp=0
Npou3BO/bHa nofjena pasmaka (e,b) HAa n JenoBa M Heka

je & nmnpousBobHO H3abpaHa Tauka y pasMaky (X,—,, X,),
v=1,2,....n. O3sHauumo ca S, 36up

Sn= > F(E) {or (1) —ct (%)}, (1)
v=1

a 3a 6, nyxuny Hajpeher on pasmaka (x,_,, X,), Tj.

8,= Max {x,—x,,}.
I<v<n

Axko 86up (1) xonBeprupa oapeheHoj rpaHuuM S, Kax
8,40,

M TO He3aBUCHO Of Tayaka mojene {x,}] u uabopa Tayaka
§,, Tama ce Ta rpaHu4yHa BPeXHOCT HasuBa Stieltjes-os unilielpan
dynryuje f(x) y o0Hocy Ha diynryujy o (x) ¥ nuuIe

5 5
S=ff(x)d{oc(x)}=ff(x)da(x).
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W3 oBe pedunuumje Buaumo ga ce Stieltjes-os mrrerpan
o6pasyje cimyo kao ¥ Riemann-os {1, ctp. 239—244}, [20],
a OMUTHjH je YTOAMKO, WITO Ce YyMeCTO pa3iuKe amlcuuca
(x, —x,_,) y3uma pasnuka (yHKUHja

Aa (xv) = CC(X,,) -« (xv—1)°

(i) Mpernocraska na ¢yHkuuja o (x) mopa GUTH OTpaHu-
yeHe Bapujauuje NpupomHO Ce Hamehe; aKo, Haume, OBa NpeTNoO-
CTaBKa Huje MWCHyHeHa, mory ce Hahu YyBeK TakBe, LITa Bulle
W HempekufgHe (pyHKuuje f(x), ma ropwa Hgedunuuuja Stieltjes-
oBa uHTerpana nocraje Gecmucnena. Ipeuushuje, ako yHKuuja
a(x) Huje orpaHuyeHe BapMjaluje, IIOCTOjM yBeK jefHa Nojuena
{x,} pasmaka (@, b) u jenHa HenmpekuiHa ¢yHkuuja f(x) TaKo
Ia 86up (1) He ocTaje orpanuueH. — JIpyrum peunma, na Gu 36up
(1) ocTao orpaHuueH 3a CBaKy HenpekuaHy ¢yHkuujy f(x),
gompebHo je u 0osowHO Ja (yHKUMja «(x) OGyHme orpaHdyeHe
Bapujaumje. [la je oBaj ycnoB 3aucTa ¥ HNOBOJbAH Noka3ahemo
y Tauku 1.4.

(ifi) IlpernocTaBumo, makne, ma je ¢yHkuuja o(x) orpa-
HuYeHe Bapujauuje y pasmaky (e, b). [lpeocraje ma BUAMMO 3a
kojy he knacy ¢yHkumja f(x) Stieltjes-oB uuTerpan nocrojar,
Ipyrum peduma, 3a koje he ¢yskuuje f(x) 36up (1) umaTH Of-
peheHy rpaHuyHy BpeOHOCT Kal 8,-0, U TO He3aBUCHY OX
nogene {x,} u usbopa Tavyaka §,.

3a oBe (yHKUHje Kaxemo Aa Cy urilleipabuane y cmucay
Stieltjes-a y opHocy Ha ¢yHkuujy o(x), a pounuje hemo oBaj
nojam jour mpeuusdpaTy. ”

1.2. (i) Ha ocHoBy craBa 1, Tauke A. 3.3. (i) na ce cBaka
(yHkuuja orpaHuueHe Bapujaiuje o(X) MOXe NpeTCTaBUTH Kao
pasnuka JBejy MOHOTOHMX ¢yHKuMja B(X) M Y (X), Tj]. Ia je

a(®)=8(x)-y &),

36up (1) MOXeMO pacTaBuUTU Ha 1Ba 36Mpa U TO

Sn= 2 FEN(B (%) - B (tmi)] = 2 FEN Y (%) - ¥ (s} ()

v=1 v=1

Mpema Tome ke 36up (1) TexuTu opnpeheHO] rpaHUYHO]
BPeIHOCTH, aKO CBaKu Of, OBa JBa 30Mpa 3aceGHO TeXHu olpe-
benoj rpanuun. OTymna cuemu, ma he cpaka ¢yHKuMja Koja je
MHTerpabuiHa y OIHOCY Ha MOHOTOHe (yHKiMje, GUTH HMHTe-
rpaGuiHa ¥ y OZHOCY Ha (yHKUuje orpaHuyeHe Bapujauuje.
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360r TOra MOXeMO 3a cala MNPETIOCTABHTH Ha je (PyHK-
uvja «(x) MOHOTOHA ¥ MCOWTATM KakaB ycnos Tpe6a ja
3ajoBobaBa (yHkuuja f(x), nopel NpeTHOCTaBKe Ja OCTaje
orpaHuyeHa, Ha Ou oOHa Ouna uHTerpaGUiIHa Yy OOHOCY Ha
¢yHKupjy o(x).

(if) IlpernoctaBumo ma gyHkuuja o (x) He omaga y pas-
maky (¢, b6) v ja je ¢yHnkuuja f(x) orpaHuyeHa y ToMe
pasmaky. [Ipema Tome je oOHa orpaHMyeHa U y CBaKOM Of
noapasmaka (x', ') pasmaka (¢, b)) M, aKO 03HaYMMO ca
G(x', x") ropwy, a ca g(x',x") [AOmYy rpanuuy QyHKUKje
f(x) y pasmaky (x',x"), [2], [16], Tj. ako cTaBMMO

G(x', x") = Max ,{f(x)}

Y<a<x’
nu
g(x,» x”) =, Min {f(X)},
" <<y’
Ouvhe

gx, xM<f(x)<<A((x', x") Ba x'< x<{x".

Osnayumo jame ocuunauujy [17] dpyuxuuje £f(x) y pas-
maky - (x', x") ca

A w(x’, x")=G(x', x") - g(x’, x").
Hexa je najsap

Agn = Z G (xu—h xlf) {a (xll) —-a (xl‘—l)} 4 (3)
v=1

§n=z & (xy—y, x,) {o(x,) —a(x,—1)}, * 4)

Qn=2 o (x,—1, %) {o(x) —o(x,1)}. ()

v=1
Panu kpaher wu3paxaBama S, u S, 30Bemo 10pmU
OHOCHO Oomu 30up, a pas3iuKy
Qn=§n_§n
cpedra ocyuaayuja Gynxkuuje f(x) y onHocy Ha QyHKuujy o(x).
Jla 6u rpanuuna BpeaHocT 36upa (1) mocTojana u Guna
He3aBUCHA of u36opa Tayaka §, kax 8,-0, jacHo je ma
TOpPHU U IOHU 36HP MOpajy TexuTH ojpebeHoj rpaHu4HO] Bpe-
OHOCTH U Za mopa -

S,-S,=Q,-0 kKag 8,-0. (6)

. paaamisew
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Jep, Tauke E, MOXeMO yBeK Tako M3alpaTH Ja ce Bpe-
gHocTu f(E,) NpOMBBOJHO Majo pa3nukyjy OHJO OLL ropwux
6uno onx Iowux rpauuua G, OJHOCHO g, ¢yHkuuje £(x)
y oaroBapajyhum paamauuma. ' :

(iii) MNokaxumo pa je ycnoe (6) He camo norpe6aH Beh
M I0BOJbaH, Tj. Ja Kaj cpelwa ocuunauuja Q, Texu Hym,
ropmu M Jomu 36up S, u S, Texe onpeheHoj 3aje-
I HHYKO ]| rpaHHYHO] BPeIHOCTH, KOja He 3aBUCHU OJI mojelne {X,.}.
YV Ty cBpXy npumeT¥mo mpgBo, Ha je 3a

X' yp<x",
yBeK

G(x', x"){a(x") ~a(x")} >

=G () {a(p) -a(x))+ G, x") {a(x") -a(p)},
gy x"{a(x") -a(x)}<<

e p){a@)—a(x)}+£ 0 x") {a(x") -a ()}, )
o (x,x") {a(x") -a(x")} >

=o', y){a(y) —ax)}+op,x"){a(x")-a¥)};

iep ropiba rpanuila, Kao u ocuuiauuja y uejom pasvaxky (x',x")
He MOXe OMTU Matba Of I'OPHUX IpaHMia, OJHOCHO Oocuuiauuja
y o6a pasmaka (x’,y) 4 (y,x"), a HOwa FpaHuLa He MOXe
6utu Beha, Tj.

G(x’,x")=Max{G(x',y), G(y!x”)}i
g(x’:x',)f': Min {g(x':J’),g*'J’,x")},
o (x’,x")=Max {0 {x', y), o (¥, x")}.

OsHauumo pambe ca {x,*} TakBy mnomeny pasmaka (a, b)
y m mnojpa3maka, Jia mpena3 Ol NpeTXOXHMX Ka ciejekum mo-
Jenama HacTaje He Membajyhu npeTxomHe Tayke noxene, Beh camo
JojaBamem HOBUX Tayaxka usmehy nperxomHo mocrojehux. Tana,
OBaKBHM lMOjlelama OxroBapajyhu ropwd ¥ JOHU 36Up U OCUH-
Jauuja _

Snl*) §m*) an* ’
npeTCTaBbajy, Ha OCHOBY HejeLHauyuHa (7), MOHOTOHE HU3OBE, U
TO HH3OBM
Sa* Q%

He pacCTy, a Hu3

S _*
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He omana. Kako cy oBM HM30BM OrpaHudeHH, TO he OHU TeXHTH
onpeheHuM rpaHHMYHUM BpPeAHOCTHMA, TaKO Ja MOXXEMO CTaBUTH
S*= lim S,.*, S*=lim S,*

. M=o m=aw
Q*= lim Q,*.
m—=aw
[Ipema TOMe he, y oBOM ciyyajy ropwu u JOmU 36GMpOBK
TeXHUTH UCTO] rpaHuyHOj BpegHOCTH S*, Tj. Ouhe

S*= §*= S*, -
Kagron cpellba OCLMNALMja TEXU HYJM, Tj. Kaz je
Q*=0.

Heka je cama {x,} mpousBo/bHa nomena pasmaka (a,b) y
n NojpasmaKa; O3HayuMo ca Sp H_S, IOj oarosapajyhe ropie
¥ nowe 30upose 3) u (4), aca S, U Su.n. OArosapajyke
30MpoBe 3a MOfeNy, KOja HacTaje cyneprnoHuparbem nomena {x,*}
u {x,}.

Ha ocHoBy HejenHayuna (7) BUIMMO Ha je Tanma

8:>Susn>Snin>Sat
H

» §ﬂ<§m+ﬂ<§m+n <§m*i
‘a M3 OBHX HejelHayWHa Cleju
S, <S8k S*<S,.
‘[lpema Tome, ako cpefba OCUMIAlHMja
Q.*-»0,
Ha OCHOBY paHHje pedyeHor S* nocTojy, U 3a cBaky nojgeny {x,} je
Si <SS,
W3 oBe mBO@TPYKe HejegHaumHe NOGHBAMO

: 0<§n—5*<§n_§n=0n

H 08— 8n << S = Sn= Qs
OBe HejefHauyuHe Kasyjy na ke 8a c¢Baky nogeny {x,}, 3a
KOjy cpenma ocCuHuiIalHja

: ) Q,-0,

rpaHiyHe BPeIHOCTU _
lim S, u lim S,

n= o n= ow
yBeK MOCTOjaTH M jJa je
lim S,= lim S,=S*

n= o, n=o

BT AL e
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[Ipema TOMe, aro cpedwa ocyunayuja Q, dexcu Hysu 3a
cBaky @iodesy {x,}, pasmarxa (a, b), ropwu u domwu 36uposu (3)
u (4) mexce ucioj 1panusnoj BpedHocTu S, He3aBUCHO] 00
fiodese, kad 6,-0.

(iv) Kako je 3a csaky momeny
S, <8< S,

TO U3 JoOUBeHUX pesyarara Bugumo na he u 36up (1), Tj- S,
TeXUTH KOHAYHOj 1 onpebeHOj rpaHUYHO] BpeIHOCTH HE3aBUCHOJ
Ol nojeile ako cpelia ocuunauuja (5) Texu Hym Kag S,-0.
OBy rpaHMyHy BPeIHOCT MOXEMO, NpeMa TOMe, OBHAYUTH Ca

b
S~ f £(x) de (%),

TaKO Ja OHa He 3aBUCH HM OJ mojere {x,}, HU OX u30opa
Tayaka §,. OBaxko noOuBeHH MHTerpal Ha3WBaMoO Riemann-
Stieltjes-o8 unilietpas PyHkuuje . £(x) y OZHOCY Ha (YHKUHUjy
a(x). 3a ¢yHkuuje f(x) 3a Koje OBaj MHTErpan MocToju Ka-
XemMo Ja cy R-S-unilleipabuane y onHoCy Ha (yHKUM)y o(x).
Jegan o6aux osor ycinoBa R-S-unterpaGumHocTd IaT je, Ipema
TOMe, OBUM CTaBOM:

CraB. 1. Heka je diynxyuja f(x) otpanuvena y pasmaxy
(a,b) u Hexa je o«(x) wmonodiona y dome pasmaxy. [a Ou
diyuryuja  f(x) Ousa R-S-unilierpabusna y 00HOCY Ha PYRKYU]Y
a(x) dompebro je u dososHo 0a cpedrwa ocyuaayuja (5) dyrr-
yuje f(X) y odHocy Ha diyuryujy o(X) @Mesxcu Hyau, 36 Ma
Kojy Bodeay {x,} pasamara (a,b) Kad 8,-0.

1.3. W3 craBa | BuIumMO fa je ycioB 3a eraucteHuujy Riemann-
Stieltjes-oBa uHTerpana aHanorad ycjoBy 3a eraucTeHuujy Rie-
mann-oBa uHTerpana [20], Haume ja cpeliba OCUMJIALHMJA TEXH
Hyad. MebyTum, oBa aHanoruja usmeby Riemann-oBa u Riemann-
Stieltjes-oBa uHTerpana Buille He BaXH Kag Cy y MHUTawby rpa-
HUYHE BPEeNHOCTH ropwUX U LOowUX 36uposa (3) u (4).

Kao mro je Darboux {1} nokasao, ropwu u gowu Riemann-
o4 30upoBu [20] orpanuyeHe yHKuHUje Texe yBeK ofapeheHnm
rPaHUYHUM BPEIHOCTUMA, He3aBUCHHM Of HOjeJie, T. 3B. LOPHUM
u dorum Darboux-osum uniieipasuma W TO 6e3 o63upa ma ju
Cpelba OCLMIALMjA TeXH WIH He Texu Hyiu. Mebytum, Stieltjes-
OBH roptbd M I10tK 36upoBH (3) U (4) He Texe yBeK onpehbeHUm
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rpaHMYyHMM BPENHOCTHMA W y ONWITEM Ciydajy NOCTOjM ropma
U o2 rpaHuLa ropwer 30Mpa U ropwha M JOha I'PaHHLa Jomer
36upa. Camo y ciyyajy ako cpemmba ocuuiaumja (S) Texu HyJH,
Kao IITO je TO NOKa3aHo y cTaBy 1, OBe ueTMpH rpaHuue ce
MOpajy MOKJONMTH U HhHUXOBA 3ajefHMYKa BPEIHOCT OBMM Ojpe-
byje Riemann-Stieltjes-0B uHTerpas.

Oga pasnuka usmehy Riemann-oBa u Stieltjes-osa unterpana

NoTHYe OTYyHa, WITO y OMITeM CiyYajy OyHKuMja o(X) MOXe -

6uty npekuHa. Haume, ako je pyHKUMja «(x) DUCKOHTUHYHPAHA,
rpaHuyHe BPeJHOCTH ropwux U HOmHX 30uposa (3) u (4) He
nocToje U 3asuce oj u36opa Tayaka {x,}. Anu ako je ¢hyHKUHja
« (x) HenmpekuIHA, OBa aHajordja ocraje. [Ipyrum peuuma, ropthu
v nowu 36upoBu (3) ¥ (4) Tama Texe oapeheHum rpaHAYHUM
BpeJHOCTHMa, He3aBUCHMM OJ mnojene {x,} WU NpeTCTaBpbajy
aHanoroHe Darboux-oBuX rOpHUX U LOHHX MHTerpana Kon Stiel-
tjes-oBa MHTerpaia.

Ersucrenuunjy ropwbux W JOHUX HHTErpaja MOXeMO OCH-
rypaTd W Kal QyHkuuM.@ o (X; HUMa’' AUCKOHTHUHYHTETE M TO
nonecHum W300pOM Tayaka mnofene {x,}, kao wro je TO GO
cllyyaj KOA TOTanHe BapKjauuje {Bumy raasy A. S.).

Hoxaszu oBux TBphema MoOry ce LOOGUTH MCTOBETHUM MO-
CTYIKOM Kao U JOKasd CTaBOBa O TOTAJHOj BapujallWjd; KaKo
OBY 3a Jlajbe u3naratbe HHCY NOTpeGHH, TO UX OBJe He hemo
H{ U3BOJANTH.

1.4. (i) ExcnauurtHd o6nuk yciaoBa 3a R-S-unterpaGuaHoct
dynkunje f(x), Tj. ma cpenmwa ocuunaunja (5) pynxumje 7£(x),
Yy OLHOCY Ha (yHKU4jy o(X), TeXH HyJ 4 3a CBaky Hojeiy pas-
MaKa, 3a e)eKTMBHY MPUMEHY je TewKo ynotpedmbus. — Muoro
Cy Ba)XKHHMjd OHM CTaBOBM Ha OCHOBY KOjUX Ce MOXe U3 came
CTpyKType ¢yHKkud'e £(x} 3aK/by4YuTH Kaja je OHa HHTerpa-
6unna. ¥ crTeapu, UHTerpaGUIHOCT UCK/bYYUBO 3aBUCH Ol MHO-
XKHMHe Tayaka IUCKOHTHHyWTeTa (yHkuuje £(x), jep je, Kao
wTo heMo OBIe MOKa3aTH, CBaKa HeNpeKuiHa (yHKUUja yBeK
‘UHTerpabuJHa.

(i) Knaca HenpexkupHuUX QyHKUHja je Ha]Ba)KHHJa U 3aTo
hemo oBme mokasaTtu

CraB 2. Axo je fiyuryuja f(x) nelipexudna y 3aiiBOPEHOM
pasmaxy (a,b) @mada je ona R-S-uniieipabuana y 00HOCY HQ
CBaKy Moroliony ¢gyuryujy o(x) iora pasmaxa.

v hibAdeid 1
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Cpaka y 3aTBOpeHOM padmaky (e, b) HenpekunHa byHKuM]ja
je yHudopMHO HempekKumZHa y ToMme pasmaky [19].
pyrum peunma, 3a CBAKO NPOM3BOJBHO Majno & >0 MOXemo
yBeK Hahu jegHo 1 >0, Tako ga ocuujsauuja ¢pyHkuuje £(x)
Oyhe mama O &, Tj.
Max — 1£(x) - f(p)|=w’, x") ¢,

rxsy<x
M TO 3a CBakd MNojpasmak (x’, x”) paswaka (e, b) 8a Koju je
X” _xl < q‘

[lpema TOME, ako moaeny {x,} pasmaka (e, b) uzaGepemo
Tako ga Gyae

Max {x,-x,_,)=6,<n,
I<r<gn
Tana je

‘ n
Q= Z @ Xy, X0 {or () = aXog) } <
v=1

n

<o {a (k) — (X} —e {a(b) - a()).

v=1
[lakae, cpentby ocuunauujy cBake HelpekuiHe (PyHKiMje
f(x}), y OLHOCY Ha MOHOTOHY PYHKUM]y o (X), MOXEMO YYHHUTH
NOpPOY3BOJBHO MAJIOM, aKo camo 3, u3alepemO LOBOJbHO Malo, Tj.
Q,~»0 xag §8,-0.

Opartne cnenu na Stieltjes-oB uHTerpan HempekumHe (PyHK-
uuje yBeK MOCTOJH, WITO je TpeGalo JOKa3aTH.

1. 5. (i) HenmpekumHOCT Huje HEONXOIHA 3a er3ucTeHUHUjy Stieltjes-
OBa UHTerpana; and ako ¢yHkuvja f(x) HMa npexkuae, BaxHo
je uctahu da ce Ouckonmiunyuilieliu gynrkyuje f(x) HuL y KoM
cayuajy He cmejy lokaalamiu ca OucKoHmuHyulleTiuma FyHKyuje
a(x), nIa 6u oBa ¢yHKuMja youwTe moraa 6uTH WHTerpabuiHa
y OZHOCY Ha QyHKuMjy o(x).

Jep, ako ce y pasmaky (x,_i, X,) Hanasy jeHa Tauka
IUCKOHTHHYHTeTa (yHkuuje f(x), Taza je meHa ocuuiauuja

y TOMe pasmaky . ,
® (X, Xic) 3> m >0. ' )
Ha 6u Stieltjes-oB uMHTerpan umao cmucia mopa
@ (X1, Xp) {00 (X)) —t(Xp—1)} >0 KD X4—X,—1— 0,
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WTo je, mpema (8) moryke jenuHo ako je dyHxuuja o(x)
HelpeKHIHA Ha TOMe MecTy.

(i) Mebyrum, cpemma ocuunauuja Q,, npema TOMe M
CBU HbeHH YJAaHOBM MOTY TeXHTH HYMH ¥ Kam yHkuuja 7(x)
MMa Tayaka IHCKOHTUHYMTeTa; LUTa BHIUE, OHA UX MOXE MMaTH
¥ Oeckpajuo mHoro. OBO je cayyaj ca (pyHKUMjama orpaHuyeHe

Bapujauvje, KOje Cy yBeK HHTerpaOGuJHe y ORHOCY Ha (DYHKUH]Y

a(x), aKo MM Ce CaMO JUCKOHTHHYMTETH He MOKJIamnajy.

CraB 3. Hexa je f(x) dynryuja owpanuuene sapujayuje
Y pasmaxy (a,b), Oa 6u oHa 6usa unilierpabuina y 0OHOCY HA
MOHOTMORY (iyuryujy o(x), HOompe6HO je u 00BOAHO Oa ce
mwerne Mayxe Ouckorlunyullelia He G#oxaalajy ca HayKama
Oducroniiunyuiiedia @yuryuje o (x).

Jla 6ucmo oBaj CTaB [OKasalM PacTaBUMO Cpeltby OCLH-
aaumjly Q, oynxkuuje f(x) Ha nBa 36upa

Opem 3 @ (it 3) [0(0) - a(x)) =242 (9)

v=1

Tako Oa ce y mnpBom 306upy 2’ jaB/baJy CamO OHM YJaHOBH
KO KOjux je ocuunauuja, Tj. CKOK ¢QyHkuuje f(x) Behu um
jenHaK, yHampeJ [aTOM NPOM3BOJBHO MaloOM MO3UTHBHOM GpOjy
€ ay gOpyru 36up Z” CTaBUMO CBE OCTalle 4JlaHOBe, Tj. CBe
OHe y Kojuma je ocuunauuja ¢ynxuuje f(x) mama on e,

Kako je mo npermoctaBuu ¢pyHKuuja £(x) orpaHuyeHe
Bapujalldje, TO OHa MOXe HMaTH HajBullle NPeGpPOjUBO MHOrO
Tayaka JUCKOHTHHyHTeTa W TO mpBe BpcTe [18], a camo koHayaH
6poj OHUX TayaKa y Kojuma je CKOK _>e.

[Ipema Tome, npBu 36up 2’ calpXuU CamO KOHayaH 6poj
YynaHoBa M, aKO O3HayuMo ca M ropmwy rpaHuny QyHKUuje
f(x) y pasmaky (e, b), a xkpaher mucama pagud CTaBHMO

wz:w(xv—l: xv); A(I==(Z(xv) "a(xv—l);
6uhe '
2= (DA(I< MZ'Ac,

Kako ce Tayke muckontuHyutera QyHkuuja £(x) u a(x)
mpema npeTOCTaBUM He MOKJanajy, TO MOXeMO CBaKM YjaH
OBOr nocjefwer 36upa yYMHUTU NPOM3BOJBHO MaJjuM, akO Camo
8, wusalepemo H0BOBHO Majo. Kako je 6poj unaHoBa oBora

30Mpa KOHayaH, TO MOXeMmo Hakie &, wH3a6paTH TaKO Malo,

d i kbl |
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Ia ueo 36up Gyne mambH OJ, yHampel HaToOr, IPOU3BOBHO Major
Opoja 1. Ilpema TOMe je 3a JOBOJHO Majlo &,

S Mn. (10)
Ca gpyre crpane je

=" wAa e Aa
<LeZAa=ce{a(b)-a(a)}=M's, (11)
riie je M’ KoHayaH Gpoj. '
Haxne, npema (9), (10) u (11), je
Q<M+ M'e.

_ Kako 6pojeBM €& M 1 Mmory GUTH OPOU3BOJPHO MalM,
aKo je camo 8, IOBOJHPHO Majlo, TO Cpeftha ocuuiaiuja £,
MOpa TeXMTH Hym ca §,, uYuMe je ropmhHM CTaB JOKa3aH.

1.6. (i) Jo cama cmo mocmatpanu Stieltjes-oB uHTerpan
CaMO y OJIHOCY Ha MOHOTOHYy @yHxuujy o(x). MebyTum, Kan
¢ynkuuja f(x) npumaga Kiacd HenpeKMIHHX (QYHKUMj3 UM
Knacu ¢yHKUMja orpaHuYyeHe BapHjaluje, MOKeMO 6e3 HApOYUTHUX
Tewikoha Stieltjes-0B uHTerpan NpolUUpHUTH M Ha Ciy4aj Kan ce
OH OJHOCH Ha MMPOU3BOJbHY CYHKUM]y OrpaHHyeHe Bapujauuje;
Jpyrum peyuma, MOXeMO MOKa3aTH Ja CTaBoBM 2 U 3 OCTajy
Yy BaXHOCTH M y ciyyajy Kan je ¢yHkuuja ofx) orpaHuyene
Bapujauuje. ‘

* (i) Caky (pyHKuujy orpaHHueHe Bapujauuje o(X) MOXeMO
TIPeTCTaBUTH ¥ 06Ky pa3iuKe IBejy MOHOTOHUX (yHKuuja 8 (x)
1 Y(x) U TO Ha 6eckpajHO MHOro HayWHa. MebyTHM, Ha OCHOBY
craBa 3 Tauke A. 3. 4. (ii) ma ce HenpekugHa (yHKUUja OrpaHH-
yeHe Bapujauuje MOXe palUYJAHUTH Ha MOHOTOHEe M HelpeKuiHe
(QyHKUMje, pawusarusaree Gpou3sonHe FyHKyuje OtPaHUYeHe Ba-
pujayuje o (x) Mmoscemo usppwuiiy Maro O0a ce OUCKOHTUHYU-
memu obefy gPyuxyuja B(x) u Y (x) caclioje ucKmysuso u3
Ouckoniiunyuliedia @ynryuje o(x). dakne, OBO paluyiamHBarbe
MOX€eMO H3BDIIMTH Tako na oGe ¢yHkuuje B(x) u y(x) 6yny
HellpeKu[He TaMO rue je ¥ ¢(yHKuuja «(x) HempekuIHa, Kao
IITO je TO Ha npumep cay4yaj ca ¢yHkuujama P(x) u N(x)
nocmatpaHum y Tayku A. 3.3. (i).

(iii) Heka je
a(x)=8(x) -y (x),

Teopaja n npaxca Stieltjes-osa muTerpana 4
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rie ¢yhkuuje B(x) U Y(x) He omajajy u Hemajy IpYrHX Iu-
CKOHTHHYHTeTa OCHM OHMX (yHKuMje a(x), Taga 86up (1)
MOX€eMO YBeK HamucaTh y oOJuKy pasnuke (2):

,=2 fE) {a(x)- * (%—s)} =

v=1

= D FEIB™)-B(r) ) - D FEMY (1) - Y (5a)),  (12)

v=1 v==1

UM Kpakhe
S,=ZfAa=TfAB-=fA¥.
36upoBu
ZfAB u EfAy

T€éXe KOHAayHuM H onpebeHuM rpaﬂuuama

“fAﬁ—»ff(x)dB(x)

“fAyeff(x)dy(x) Kan o, —»0

Koje He 3aBUCe HU Of mojene {x,}, HM on u36opa Tayaka &,
¥ TO 3a CBe Yy pa3maky (@, b) HenpekupgHe .yHxuuje f(x) u
cee ¢ynkunje f(x) Koje Cy orpaHuyeHe Bapujauuje U 4uju ce
IUCKOHTUHYHUTETH He IOKJamajy ca IHCKOHTUHyuTeTHMa (DyHK-
uvja B(x) u y(x), Tj. ca DMCKOHTHHYUTeTuMa (yHKUHUje o (x).
[Ipema (12) ke, maxne, nox MCTUM YCIOBUMA U cam 30up ZfAc
TeXHUTU xonaqno; ] o,upebeﬂol rpaHulLY, a KaKo je N0 JNe(pUHULK]H

ff(x) doc(x)= llm Sﬂ,

aKko OBa MOCJella rpaHHYHa BPeJHOCT HOCTOM, TO je OBMM
JloKa3aHa ersucTeHuuja Stieltjes-oBa uHTerpana y OJIHOCY Ha
¢yHkuuje o(x) Koje Cy OrpaHuyeHe BapHjaiiuje ¥ TO 3a CBe
¢yHkuuje f(x) mnomeHyTe HnBe Kzace. OBo moxemo ¢opmynu-
CaTH y O6GIuKy:

CraB 4. Hexa je fiynxyuja o(x) oiparuyete Bapujauuje
Y pasmaxy (a,b); axo je gynxyuja f(x) wau HedpexuOna
uAu owpaHutere Bapujayuje y Mome pa3maxy a Gpu mome ce
reru Ouckonunyuilieliu He Hoxaaiiajy ca OuckoriuHyulieDumMa
dynryuje o(x), mada je fiyuxyuja f(x) uniierpabusnay Stiel-
tjes-08y cmucay y oOnocy Ha giyuxyujy o(x).
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(iv) Ha ocHoBy ropwer usnaramba ¥ TO npema jefHauyMHM
(12) no6usamo jow u ciemehu pesyarar:

Ako ¢yHxkuujy o(x) palylaHMMO Ha JBe MOHOTOHE
¢ynxunje B(x) m y(X) TaKo ma Ce IMCKOHTHHYMTETH (PYHK-
uMja B(x) M y(X) cacToje UCKIbYYUBO M3 JUCKOHTHHYUTETa
¢ynkunje «(x), Tama je 3a cee dyHkuuje f(x) mnomenyre
IBe Kiace

b b b
ff(x)da(x)m ff(x) dg(x) - ff(x)dy(x).

1.7. (i) OBum cmo noGuiu nBe 3a Hac HajBaxKHWje Kiace R-S-
MHTerpaGUIHUX (YHKUM]a; KaKO - Ham Yy JalblheM HU3Jarawy
omuTyje Kiace (yHxuuja Hehe GuTH HU noTpebHe, TO hiemo mox
»S-UHTerpabunHum (QyHKuMjama* o cala MCKBbYYH B O NOA-
pasymeBaTH OBe JBe kinace (yHkuuja. [pyrum peyuma:

3a gynxyujy f(x) Kasakemo 0a je S-unilleipabusna, uau
Kpahe unleipabuana, y o0Hocy Ha Pyurgufy o(x), axo je oHa
uAl HelpeKuOHa uau OlPaHuyYeHe Bapujayuje, a Gpy Mome ce
mweHu ouckoniunyulieliu He Gox.Aallajy ca OUCKOHIBUHyuMeluma
dynryuje o (x).

Opne nehemo npoyyasaTH Npupony omuTe R-S-unterpa-
6unne yHKuuje, Tj. HeheMO HCIUTUBATH NOTpeGHe U JOBOJbHE
yClOBe KOje MOpa 3all0BOJbaBaTH MHOXMHA Tayaka JUCKOHTH-
HyuteTa ¢yHkuuje f(x), ma G HheHa cpela OCLUMIALHKja, ¥
OIHOCY Ha (yHKuujy o(x) Texuna Hyod. OBo U3 pasnora, HITO
ce y eeKTUBHO] TpuMeHu Stieltjes-oBa uHTerpana HUCKIbYYUBO
jaBjba rope pmeduHucaHa Kiaca S-uHTerpaGuiHux QyHKuuja, a
ca jmpyre CTpaHe, IUTO CBe OCOGHHe U ‘CTaBOBH, Koje hemo y
OBOM OJ€e/bKy HPOYYUTH, OCTajy y BaXXHOCTM Oe3 MKakse IpO-
MeHe, U 3a omwTy Knacy R-S-unrerpa6unnux ¢ynxuuja. [lopem
Tora, cama Teopuja Riemann-Stieltjes-oBa uHTerpana Hanasu ce,
meby ocTanum, omuupHo{oGpaheHa, Ha npumep, kox, Hobson-a {1,
I, cTp. 538—559} um CmupHos-a {1, V, ctp. 1-95}.

(if) Kaxko je Stieltjes-oB unTerpan BesaH 3a (pyHKuH]y orpa-
HUYeHe BapHjauuje, y OJHOCY Ha KOjy Ce HMHTerpauuja BpIUH, TO
hemo oL caga, xpaker u3paxaBatba paju OBy ,,u}u'erpauuony - f»wm‘""‘""]

. «z‘i

Bp o
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nojam jesrpa OX MOjMa jesrpa KON CHHIYJNApHHX MHTerpana
MHTErpamHUX jeqHayuHa, 360r 4era OBaj HasuB YBOJIMMO Kao
npoBuaopaH, Xa GH OBUM CaMO OJIaKINaj¥ H3pakaBame.

1. 8 (i) Kom Stieltjes-oBa uHTerpana Tpe6a HapOYUTY
naxmwy OGPaTHTH HAa rpaHUYyHe Tayke ¢ u b uHTerpayHOHOr
paamaka (a, b), ako Cy OBO Tauke Mpekuua jesrpa «(x). Pamu
Tora hemo NMpBO OBaj Clyyaj JeTabHO UCIUTATH.

Mo nmedunuuuju ce kopm Stieltjes-oBa uHTerpana npsa u
nocieftha Tayka nojene {x,} yBeK Mopajy mMokjiamaTd ca rpa-
HHYHHM TayKama ¢ M b MHTerpauMOHOr pasmaka, Tj. X,=a H
Xp=b.

Vounmo mnpBo nOWY HHTErpauMoOHy rpaHuly MU y 36HpYy
S, OIBOjUMO IpBU YJIaH '

Sa= > F(E) (e (%) - o (X))} =
v=1 (]3)

—FE){a () - o (@)} + X FE) (@ (%) —a(Xs))

v=2

[Ipeoctanu 36up je UcCTe npupole Kao W NPBM, C TOM pas-
JMKOM IUTO Cé OH OZHOCH Ha jelHy IIOJeNy HHTerpalHOHOr
pasmaka (g, b), KOI KOje ce MpBY YJaH X, He [OKJama ca
MOYeTHOM TAYKOM @ pa3maka.

Kaxko
x,»a Kag §,-0,

To he OBaj mocnetb 36MP TEXMUTH UCTOj rPAaHUYHO] BPEHOCTHU
Kao u 36up S,, aKo je PyHKuuja «(x) HempeKuEHA Y TauyKu
X=a, jep y ToM cCiydajy

fE) {x(x)—a(a)}»0 Kai: x,»a.

Ako je, mebyrum, d¢yHKuHja «(X) DpeKMIHA y Tauyku
X=a, Taja, ga 6u Stieltjes-oB uHTerpan mocrojao, ¢pyHxuuja
f(x) mopa OWTH HempeKMZHA y TOj TauykW, TakO Ja y OBOM
cayyajy
f(&1) {o(x) —a(a)} » f(@) {a (2 +0) - ()} £0,  (14)
fIOWTO ‘ g

Eg,»a. u x,»a Kag §,-0.
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3Hayu Ja M y oBOM ciayyajy apyru 36up y o6pacuy (13)
Texu oppeheHoj rpaHuyHoj BpemHOCTH Kajy O,-0, am ce
OHa pasiiKyje O rpaHMYHe BpeIHOCTM mpBora 36upa, Tj. OX

b
ff(x) do(x)

33 KoJuyuHy (14).

Kaxo u rpanuyHa BpeHHOCT Hpyrora 36upa mnpercraBiba
jenan oxpeheH uHTerpan, To ra 3a pasiuKy oj npBor oGenexa-
BaMo ca.

b
f f(x)da(x),
a+0
rie a¢+0 3Hauu Ja ce mpuimkom 0Gpa3oBaba kbeMy OJroBa-
pajyher 36upa S, npBa Tayka nojeJje He IOKJamna ca Taykom a.
Ha ocHoBy oBe nedwunuuuje BUIuUMO, LaKie, Ja je
b b
f £(x) dox (x)=£ (@) {(a +0) — (@)} + f £(x) de (%).
a , a+0

(if) CiuyHo pe3oHOBame MOXEMO NPUMEHHTH M Ha FOpHbY

rpanuuny b pasmaka (g, b), wro naje

[ 9 da ()= 7(6) fex(e) - (6~ 0)) + [ 7y dc(.

YonuTe je
b
f a(x)=
[ 72y dao L w
~£(@) {(a+0) ~ (@)} + F(B) {a(8) ~ (6~ O)} + [ F(x)dex ).
a+t0

Ha Taj ce naunn ckokoBu ¢yHKuuje o (X) y Taukama @
¥ b OoTCTpambyjy Ol MHTerpana, a Tajga Ce y CamoM HHTerpany
jesarpo uma CmaTpaTH Kao HeNpeKHIHO Ca JeCHe W JeBe CTpaHe.

Ha mpumep ako je ¢ynxumja 7f(x) ‘HempeKMIZHAa y Tauku
x=1, Tama je

1—

1 0 1
ff(x)d{x+[x]}=Jf(x)d{x+[x]}+f(1)=ff(x)dx+f(l).v
0 : 0
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OveBunno je ma o6pasai (15) Baxu 6un0 xa je pyHKuuja
a(X) y Taykama @ WIM b HempeKugHa, GMNO Xa Huje; y UPBOM
Cllyyajy H3pa3u Yy BHTHYACTMM 3arpajama MIIYe3aBajy M WH-

Terpaiu

b—0 &
J)
]

a+0

nocrajy mebyco6HO jemHaKku.
_ 60
(iii) HamomeHumo na je oBIe yBeleHa O3HaKa y nor-
a+0
MyHOj Car;laCHOCTH Ca MCTOM O3HAKOM 3a HECBOjCTBEHW MHTerpai,
oOpaten y rnaBu V. OBOr ojebka.

1.9. (i) Hexa je ¢ynxumja f(x) nedunucana y pasmaky
(@,b), {x,}) jemna momena TOr pa3maka u X, ;< E, <X,
v=1,2,...., n. YecTo, HapOYMTO NPHIHKOM Majopupara Stiel-
tjes-oBa MHTerpana, Haunasumo Ha 3Gup 0GiMKa

n
2 f(Ev) I(I(XV) —CC(XV_i)! . (16)
v=l
¥ Ha HeroBy rpaHHyHy BpegHOCT Kag O,= Max {x,-x,_,}-0.
1I<v<n
Kako ce oBaj 36up, Tj. iberosa rpaHuyHa BpeJHOCT Kal je
f(x)=1, cBomu Ha TOTanHy Bapujauujy

b

J1dae,
- a
HeuHucany y raaBd A. 5, To hemo M rpaHuyHy BpelHOCT
uspasa (16), kag OHa MOCTOjU, MUCATH Yy OGIUKY

b
[ fenda), )

" W Has3BaTu uHTerpanom ¢yukuuje f(x) y omMHOCY HaA To-
TaldHy Bapujauujy doyuxkuuje o(x).

(if) Ucrtum pesoHoBameM Kao y Tauku A. 5. 1. MOXeMO
NOKa3aTH [a rpaHMYHa BpeNHOCT uapasa (16), kaj 8,0, yBek
NOCTOjU Kap je ¢yHKuMja o(X) HenpeKugHAa U Ja y TOM Ciy-
Yajy He 3aBucH OJ, usGopa mojene {x,}. OniwTuje, ako PyHk-
uMja o(x) uma mpeKume, rpaHuyHa BpeIHOCT uspasa (16) he
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Takobe OMTH jeAHO3HAYHO onpehena y cmucny geduHHUUje Tauyke
A.5.3, 1j. ako y Tayke nojgene {x,} TMOCTeNeHO YK/bYYHMO
CB€ JUCKOHTHHYHTeTe PyHKIUKje «(x). OBa rpaHuyHa BPeNHOCT
Tafa [OCTOjU He3aBUCHO OX u360pa OCTanuX Tayaka Nopeye H
BpPeIHOCTH §, M TO Kaaroj je ¢gyHkuuja f(x) S-unrerpabunHa
Y OIHOCY Ha (YHKUHjy o(X), Tj. aKO UM Ce TUCKOHTHHYMTETH
He MOKJanajy.

Ha oBaj nauun je rpanuuHa BpegHocT (17) 36upa (16)
jemHosHayHo ojpebeHa W ako youumo y Tauku A. 5.5. pmeduHu-

caHy (yHiaujy ;
A= [ lda ],

a

MOXeMO NlaKo MoKa3aTd Ja. je

[ tidei= [ faA,

WITO ONpaBlaBa Ha3uB MHTerpana QyHkuuje f(x) y omHoCy
Ha TOTallHy Bapujauujy.

(iii) U3 yumenuue (B.T. A. 5. 5. (ii)) ma dyukunje «(x)- u
A(x) umajy ucte TMCKOHTHHYHTETe CNEIM Ja je cBaka QyHKUHUja
f(x) wunTerpabunHa y omHocy Ha ¢ynrkuujy A (x),  axo je oHa
UHTerpaGunHa y ONHOCY Ha (QyHKuH]y o(X).

Ha uctu Hayun, ¢ynkumja |f(x)| Ouhe uHTerpabuiHa y
ogHocy Ha ¢yHKuujy A(x), ako je ¢yHkuuja f(x) wuHTerpa-
OuliHa y OJHOCY Ha (YHKUMjy o (X).

OBO Ce MOxe [HOKasaTH WIM HE[OCPeIHO HAa OCHOBY
UCIMTUBaba rnase A. V, umi JOGUTH Kao mochenuua oco6GuHa
Stieltjes-oBa HHTerpana, koje hiemo y cnemehum ri1asama UCOUTATH.

(iv) [MpumeTHmo Haj3ajm, Ha HemoCpeqHUM MajopHparem
36upa (1), Tj. U3

lz f(Ev) {cc(xv)_a(xv-—l)} %<Zlf(§v)”a(xv) "a(xv—l)l;

I,

H npéTxonHe nedunuuuje uspasa (17), a Ha OCHOBY T'OpHbHX
ocobuHa (ii) u (iii), no6uBamo ma je

|

v=1

b b 4
ff(x)da(x);-<f|f<x)||da(x>|==f FIdA@.  (8)
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OBa HejellHayWHa MpeTCTaBJba aHAJIOTOH MajopHparba 06HY-
HOT' WHTerpaja, Tj. Ja je ancoJyTHa BpeNHOCT HHTerpaja Mmama
O]l MHTerpaja amncoJyTHe BPEIHOCTH NMOJMHTerpanse (YHKuuje.

II. Oco6une Stieltjes-oBa uHTerpana |

2.1. (i) Behuna oco6una Stieltjes-oBa uHTerpana mnornyHo je
aHanorHa ocoOvHama Riemann-oBa MHTerpania; LiTa BHUILIE, Cam
copmanusam WH(PHHUTE3UMAIHOr pPayyHa MOXeE Ce NPHMEHHTH K
Ha Stieltjes-oB uHTerpan, cmarpajyhu npu Tome da Kao ,Iu-
¢epenuman®. Jeauno TpeGa 0GPATUTH HAPOUHTY Naxiby Ha MHTe-
rpauuoHe rpahuue (BUIHM J0Je HaBeleHe 0cOoOuHe 2° U 4°) U Ha
YueHULYy Xa ce ITUCKOHTUHYHUTETH uo,muﬂ'rerp'anﬂe dyHKuuje u
jesarpa He cmejy NoKAanaTtu.

(ii) Ipeux cemam ocoGuUHA KOje hemO OBIe HaBeCTH Cy -

HelmocpefHa nocnenuna jeduHuuuje W Ho6MBamMO HX monasehu
onx 36upa

Su= D FE) (@ (8) - ()},

na ux opuae Hehemo Hu usBomuTH. Ilpu TOMe npe'rhOC'raBJbamo,
Ja Cy cBe nocmaTpaHe (pyHkuuje £(x) S-unTerpaGuinHe y
oJHOCy Ha oxroBapajyha jesrpa «(x).

b b
10 ff(x)d{a(x)+c} - ff(x)da(x).

f:ioc(x)=oc(b—0)—a(a+0).

a+0

2° fdoc(x)=a(b)—oc(a),
3° ff(x)doc(x) - — ff(x)da(x).
a b

b c b
40 ff(x) doa(x) = ff(x) da(x) + ff(x) da(x) =
a a c 5

c—0
- ff(x) da(x) + £(0) {a(c+0) ~ae 0} + [ £(x) da(x),

c4+0

3a a<c<b.
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b b
50 f eF(x) da(x) = ¢ f £(x) da(x).

n b
f Zf Wdax) = > [ £ da().
v=1la

a v=1

ff(x)d[zm, (x)] fo(x)docv(x)

v=1la

Y Besn ca oBom 0coGuHOM BUIM U TayKy 1.6 (iv).

(iif) Oco6une HaBegeHe y Taykama 2. 2 — 4. MOTY OCTYXUTH
Ja ce y u3BeCHUM CiyyajeBuma Stieltjes-oB HHTerpan cpele Ha
Riemann-oB. U3 oco6una 2.6 — 8. BUIM Ce NOTIYHA aHaJO-
ruja usmeby oBa IBa MHTerpaia, JOK je 0cOOMHA 2. 5. KapaKre-
pucTHyHa 3a Stieltjes-oB uHTerpan; TO je OHa Oco6GHHA KOja
omoryhyje ma ce jeIHHM aHAIUTHYKHUM M3pa3oM OOGyXBaTe Kako
pelOBH, TaKO U MHTerpaju.
2. 2. (i) Axo jearpo «(x) uma HelpeKHgaH u3sog o' (x),
Taja je '

b b
f FRda(x) - f f(H)a (x)dx, 1y

Tako na ce Stieltjes-0B uHTerpan cBoguM Ha OOGMYaH HHTerpa.
3aucTa, Ha OCHOBY CTaBa O CpelitbMM BPeIHOCTHMA je

o (X)) = a(Xp_y) =a'(n,) (£, — X)),
3a jefHO 1, pa3maka (¥,_;,X,), TAKO Ja MOXEMO CTaBUTH

2 FE) () = a(ty)} = 2 FE) & () (%~ Xoy):
v=1 v=1
AKo y oBOM u3pa3y Tauke &, usabGepemo Tako ja Oyle
E&=n, v=123,....n,
BUIHMO Ja ce OBaj apyru 36up cBoju Ha Riemann-oB 36up [20]

¥ TexH Riemann-oBy uHTerpany (byﬂxun]e f(x)a'(x), Tj.
JecHOj CTpaHHM jegHauuHe (1).
(if) Hanomenumo ma y ropwmem HOKa3y HHje NOTpeGHO

NpeTNOCTaBHTH Ja je M3BOH, «'(X) HempeKkuaHa (yHKUMja, jep
CTaB O CpellbHM BPEIHOCTHMA BaXKH aKO CamO NpeTIOCTaBUMO
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ersucTeHUMjy OBOr HM3BOJA y CBMM Taykama pasmaxa (g, b)
(Bunm, na npumep Hardy {5, ctp. 242}). [Ipema TOMe, oGpasar (1)
OCTaje y BaXHOCTH U 3a CBe (PyHKUMje o(X) uuju W3BOL NO-
CTOjH, aKo je Camo OBaj U3BOJA R-uHTerpaGunaH y TOMe pasmaky.

2.3. (i) [lapuuamna uHTerpauuja kon Stieltjes-oBa unTerpana
npUpONHO Ce Hamehe, jep ce Beh cam NOXMHTerpajHu u3pa3s
. jaBjba y 0o0iuKy mpousBoma (yHkuuje f u ,audepeHuuana
da”. Mebytum, na 64 ce 0Ba MOrJa M3BPIUUTU MOTPEGHO je ma
uspas odf, Tj. Aa ,muepeHunan df” wumMa CMUCIa; OBO Ce
KO OGMYHOr HHTerpasa CBOLM Ha MPETINOCTaBKY €eraucTeHiluje
usBoja f'(x), RmOK je kon Stieltjes-oBa uHTerpana JNOBOJbHO
npeTnocTaBuTH fa ¢pyHkuuja f(x) Oyle orpaHuyeHe Bapujaiuje.
— Ilpema Tome hemo y OBOj Tayku NPeTHOCTaBHTH Ha Cy oGe
¢yuxuuje f(x) ¥ o(xi orpaHuyeHe BapHjauuje y pasmaky
(e,b) w pgaje f(x) wHrerpabunHa y oOIHOCY Ha (YHKUujy
a(x). Kako ce oBO CBOIM Ha NPETNOCTaBKY Aa Ce HUCKOHTH-
HyuTeTH ¢yHkuuja f(x) ¥ o(x) He MoOKnamajy, TO je, makie,
U QyHKuuja o(x) uHTerpaOuiHa y omHocy Ha (QyHKuujy £(x).

(if) O6pacuu 3a mapuuasnHy uHTerpanyjy Kako 3a Riemann-os
VHTerpal Tako M 3a Stieltjes-OB uHTErpanm Cy UCTOBETHH, Me-
byTum, y oBOM nNOCnemibem Ciyyajy oBaj o6pasal BaxH MOL
OMIUTHUM NPeTHOCTaBKamMa Kao WITO TO Kasyje

CraB 1. Axo cy obe giynryuje f(x) u o(x) owpanusene
Bapujayuje y pasmaxy (a,b) u axo um ce y mome paszmaxy
JucKonMuHyulieliu He Goxaallajy, Wada je

b b—0
f £(x) da(x) = £(b - 0)x(b) - F(a+0)cx (a) ~ f o (x) dF (£) =
a a0
b
= (B)a(b) - F(@)x(a) - [ ) df (x) = @

b &
— f « (x) df (x).

a

= f(x)(x)

[oxkas. Ako y Abel-osy {1. crp. 314} o6pacuy 3a
JeIUMHYHO calupamhe

n n
2 b, (d,, - av—1) =bna,—-b ay,—- z ay,—, (bv - bv—-—-l)

v=1 yv=2
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CTaBHMO -
a,=a,=a(x,), v=0,1,2,...n, xo=a, x,=b,
" .

b,,=f,,=f(§,,), xv——i<§v<xv: V=1:2,“--":

OH HOCTaje

Sn= D £ty = Gyy) = Fatta—Fytg— > oty (o= Fus).

v=1 v=2

Haxkne, 36up

Sn= D FE) {@(x) - (X))

v==1

MOXEeMO HamucaTd y OGIHKY

 Sa=fE)a(8) - FE) (@) - 2 alx,) (&) - FEa)). @)
AKO y OBOM mocliefibem 36Gupy Tayke &, Cmarpamo Kao
HOBY Hofieny pasmaka (a,b), (B. cn. 8) To he

! - T -
Q. xo  Xa oxa Zvz Xvie  Xv Xas  hxa
© s
n ) -0
> el ) {FE) - fEd}> | a(x)df(x) xan 8,0,
v=2 a—0

M TO W3 OBHX pasJnora:
1) E_,<<x_,<CE, 3acpako v=2,3,...7;

2) Max (§,—E&,_,}»0 kag §,-0,
. . 2<v<n
lep Je

8 - B 1<{X,—X,_,< 28, 3acBako v=23,....1;

3) Ilpea u mocnemmwa Tauka mopmene {&,} ce He MOKAanajy
Ca Kpajlbum Taykama a 4 b pasmaka (e, b); -

4) llpema npernocraBuu Pyuxuuje o(x) U f(x) cy orpa-
HHYeHe Bapujauuje, a TayKe XMCKOHTHHYUTETA UM Ce He MOKnamnajy.

Kako y u3pasy (3) W npea mBa unaHa Texe ojpehbeHum
rpaHHYHUM BpeJHOCTHMA Kajx d8,-0, H TO

f(€)»f(b-0), a f(E)>f(a+0),
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jep

E.»b, a E-oa kxagm §,-0,
TO Kie U 1le0 OBaj Uspa3 TeXUTH ojpeleHOj rpaHUYHO] BpeIHOCTH
Kan 8,20, ¥ TO HecHOj cTpaHu npsor ox ob6pa3zaua (2). [Ipema
TOMe ce o6pasal (3) cBoay Ha NpBU off oGpasaua (2) Kag 8,-0.

Axko jouw, Ha ocHoByz oOpacua (15) Tauke 1.8, uHTerpan
-0 b

f 3aMeHUMO HHTerpajiom f , Tj. CTaBumo
a+0 a

5—0

ﬁmum=

a+0

' b
=~ (@) {£(@+0) - £(2)} ~ (D) {£(0)~ (5~ 0)} + [ a(x)df (),

Do6UBaMoO U Hpyru op oGpasaua (2), yume je ctaB 1 ODOTHYHO
ILOKa3aH.

(iii) dpyra on jemHauuHa (2) xasyje Ja ce JelMMHYHa
uHTerpauuja ko Stieltjes-oBa WHTerpajsa MOXe HUCTO Tako ¢op-
MaJHO BpIIMTH Kao W KOX OGMYHOr WHTerpana, cmarpajyhu do
u df Kao mueperuuane, 6e3 o63upa ga JM OHM HMajy CMHCIA
Ul He. '

[open Tora, ako dyuxuuja f(x) uma R-uHTerpabunam
u3BOJ, Taja M3 jemHauuHa (2) u ocoGune 2. 2. (i) - (ii) cnenu
na ce Stieltjes-0B MHTerpas MoXe HeIlOCpeIHO CBeCTH Ha O6MYaH
MHTerpall.

2.4. (i) U3 nperxonHe Tauke BuIMMO Ha ce Stieltjes-0B unte-
rpal MOXe CBeCTH Ha O6GMYAH HHTerpaa aKko jegHa (yHKuuja
f(x) wm o(x) uma R-unterpabunaH ussoi. Mehyrum, cmeHom
NpOMeH/bMBMX MOXeMo Stieltjes-oB uHTerpan yBeK CBECTH Ha
Riemann-0oB, a ga 6uUcmo 0BO NOKa3aju JOBOJLHO je Ja YOYUMO
ciyyaj Kag je pyHkuMja o(x) MOHOTOHA. Y TOM Cliyuajy MOXemo
HauMe YyBeK M3BPLIUTH CMeHy y=o(x) 4 Thme Stieltjes-oB
uHTerpan ceecTd Ha Riemann-os.

(ii) CraB mpema KoMe MOXEMO W3BPLUMTH MOMEHYTY CMEHY -
raacu:

CraB 2. Hexa je dynryuja o (x) moromiona y pasmary
(2,b) u Hexa je w0(x) mena unsepsna @ynryuja y cMucay
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degunuyuje mawxke A. 2.5.(i); axo je gynxyuja f(x) S-unilie-
apabuana y odHocy e diynryujy o(x), @ada ce y uxlieipasy

b
S= f f(x)de(x)

AOJiCe YyBeK U3BpLIUL CMeHa

y=a(x), @. x=»(y),
&4 fada je
« (5)

[ #0da@)= [fio(s))ay. 4)

@ (a)

HJoxasa. [lobumo on 3Gupa

Si' = 2 f{D (M)} Py = Yv—i)s

N v=1
rie je {y,} jenna momena pasmaka {a(a),x(b)}, Ti.
) a(@) =y <11 <oooo Vn—1 <Jn=0(b),
U rge je
It S <y, v=1,2,3,...n.
AKO cTaBuUMO
xu=3°(.1’v): V=O, ],2,....",

H

EV=I)(I]V), p= 1,2, ...... n,
Taza je ,

Jo=a(x), v=0,1,2,....n,
u

qv=a(Ev), v=l,2, ....... IZ,

OCHM 3a OHe Tayke ¥, M 1, KOje Ce Hajase y pasmanuma
(v, Y) nnatpopmu ¢ynxuuje © (y) (B. ci1. 9); 0BO U3 pasiora
1ITO Cy Y CBMM OBMM Taykama y, ¥ 1, BpPEIHOCTH x_,,=n(yv)
v E,=0(n,) mebycoGHO jemHake u W3HOCe X, THe je X Tauyka
IUCKOHTHHyuTeTa yHKuuje o(x). [Ipema TOme Cy 38a CBe Te
Tayke y, U 1, BpegHOoCcTH o(x,) u «(§,) Takobe Mmeby-
co6Ho jenHake W WsHoCe o (X).
Yoopenumo 36up S,’ ca 36upom

Sum 2 F(E) (o) ~ < (i)

v=1
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oHu he Ce PasiMKOBAaTH CaMO MO OHMM YNAHOBUMA KON KOjux
Tayke y, M 1, majajy y pasmake (y, ¥). Hexka je

Zf {a ()} (.- yv_l) OZIHOCHO Zf(ﬁu) {oe(x)~a(x,_y)}

v=p

79

)

TaKBa jelHa rpyna unaoBa, Tj. rpyna sa Kojy je
I <y<yp H Y1 _)}<}’q-

Hpemdcrasnmo 1° na ce u Tauke n, W 1, Hanaze y Dpas-
maky (y, Y), Ti. y pasmauuma (0, ) n (Ve Y).

Kako je y Tom cnyuajy
() =0 Vp4,) = v =0(Pg_y )=
=0(1p)=0(1p4,) = ....=:0(r]q)=x—;

Tj.

TR Y
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TO je
q

q
> )} Po=Ie) = FE) > (B = Pot) =

y=p v=p
= F@ o= Ird =

‘ =f (55) {a(xg))~a (xp—l)_} ;
ca npyre CTpaHe je

D FE) aE) - a(_n) ] = F®) D {e(x,) - a(Xs)} =

y=p v=p
= FO) () - @ (Hpy) + a(xg) - a(x)} =

=f(x) {a (%) ~ a (Xp_y)}
jep Cy, cem mpBOr M INocClenwer, CBU OCTald YNaHOBU TOra
30upa jenHaKW HYJIM.
Haxne, y oBom ciyyajy 4 rpyne 4jiaHOBa, KOJ KOjUX Tayke
nogefie nanajy y pasmake (v, ¥) ocTajy mebycoGHO jenHake,
pa Cy mpema TOMe M uend 3GUpPOBM jenHakd, Tj.

Si'=8n.

2° AKO ce Tauke 1, M 1, Hana3e U3BaH pasmaka (y,Y),
¥ yoyumo TAayke n,/ M 1 y pasmauuma (yp—;, ¥) ¥ (Y, ¥o),
tana he ce Tako oOpasoBanu 36up S,” pa3nMKOBaTH OX 36upa
S, 3a

S =S8 =2[f{o(ng)} - F{p(M)} ] Pe—Ve—s) +
+[Fi{o ()} - F{o@")} ] (e — yo—y) =

=)~ f (0} Vg - Yo +{F (&) - ()} (Vo ~ yp—1)
rie 36up X' Tpeba y3eTu NpeKO CBUX OHUX Tayaka &' u &
y unjum ce pasmauuma (§,,E,) Hajnase Tayke JUCKOHTHHYHTETa
x O¢yHkumje o (x). '
Kaxo je, mehyTum, QyHkuuja f(x) HenpeKuJHa y TayKama X,
Jep je OHa, Ipema NpeTNOCTaBUYM, HeNpEKHOHA y TayKama JUCKOH-
THHyuTeTa (yHKuMje o(x), TO ca HLOBOJPHO MAalo
8n,= Max (yv_.yv—1)

1<v<n

MOXEMO YYHHHTH Ja Gyne

|f(€,) - f(x)]<e  3a npou3soBHO Mano e.
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[lpema TOME je
[Sn" =S’ | <eZ'(Pg=Yq—1) + Vo~ Ip—) <<

<e D (v-Jv1) =6 Wn—Yo) =

v=l

<s{a(®)-a(@)). |

[lakne, ca 1OBOJbHO manum 8,/, 36up S, cCe NPOU3BOJHHO

Majio pasiukyje of 30upa S, M TO ma Kako 6upaju Tayke n,.

Jla 6ucmo cap jowl moKasajd, Ja OBH 30MpPOBH Texe

ojpebeHum, npema TOME HCTUM, TPaHHYHUM BPETHOCTUMA Ka

-§,'»0, Tpe6a jowr ma nokaxemo na ke S, TexuTH ompehenoj
. TPaHMYHO] BPEXHOCTH S.

. }

y

i —A

yfw

Ca.10.

3a 1o je mortpe6HO Ia
8,= Max {x,-x,_4}
1<vr<n

TeXH Hymu Kaj
6n"_—' Max {yv—yv—i}
I<v<n
Texu Hymu. Mebytum, ako dyHkuuja »(py) uma CKOKOBe, Tj.
PyHkumja o (x) nnardopme (B.ca.’'10), ¥ aKo. ce, Ha lpUMep, Tauka
CKOKa ¥y Hanasu y pasmaky (¥r—i,Y,), Taia pasmak (x._,, %)
He MOXe HUKaja GUTH Maibh Off

p(y+0)-0(y-0)=X-x.

.

INIE? " Y|



2.4, - 65

Amd y TOM cayualy moxemo pasmak (x, X) OONyHUTH
fIPOM3BOJbHO I'YCTO TayKama X, , jep je Tama

£ ) {o(xr,0) - a(xr, 1—a)} =
Tako Ja ce 30up S, He Mewa, aKo 'ratn(ama nopene {x}
IOJaMo Npou3BOMbaH 6poj Tayaka X, , y pasmauuma (X, X).
Ha Ttaj Hayun moxemo &, Tako HOoGuBeHe HOBe MOIele,
YYMHUTH NIPOU3BOJBHO MaJUM, ako je 6, IOBOJPHO Malo.

[Ipema Tome he

: 5
S,,—)'S=ff(x) do (x),

a OTyja ciemu:
1) na ke u lim S,=8 nocrojatu u TO 3a CBaKky nogeny

.{yv}’ Tj. 1a je Rl
b
- [ fin(oay,

2) na cy Te IBe rpaHMuHe BPeIHOCTH jedHaKe, Tj. Aa je

yume je jemHauuHa (4) ZOKasaHa.

(iif) Ako NpeTnocTaBuMO Ja je je3rpo -o(x) HENPEKUIHO
y pasmaky (@, b)) M CTBapHO MOHOTOHO, Tj. Ja pacTe y yXem
_ CMHCJly, TaJla QIoka3 cTaBa 2, Tj. o6pasay (4), MOXeMO UBBECTH
MHOTO JIaKile OBaKo.
[lobumo 3aTO on MHTerpaia
a (6) ,
J=[to () dy
a (a)
¥ Y3MHMO NpPOM3BOJBHY nojeny

a(@)=y,<Nn<... <}’n—1<J’n’=a(b) )

pa3ma1(a {oc (@), x(b)}. Ta,u,a Je

=3 [reong
v=1y, 1

Teopuja m npaxca Stieltjes-oBa muTerpana 0T ' s
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[lpema npBOM CTaBy O CpeilbuUM BpenHOCTUMa [21] je

Yy .
[t} dy=fo m) 001,
Yv-1
rae je )
yV——1’< ﬂv<.}’v; = 1) 2) -enll.
AKO CTaBuUMO B
x,=0(,), v=0,1,2,....n,

Ev=3°(11v): v=12,....n, _
Taja je, upema NpeTnocTaBuu Jia je o(X) HemnpeKugHa U CTBapHO
MOHOTOHA, ' i .
yy=0a(x), v=0,1,2,...,n,

n,=a(&,), v=1,2,...,n,

xv——l<§v<x‘n
CmeHOM OBHMX BpPeIHOCTH TrOpmM M3pa3 8a WHTerpal J mocTaje

J= FE) fatrs) - a(x)).

v=1
Kako Ha OCHOBY HenpekugHOCTH (yHKuHje «(x),

8,= Max [x,—x,_,}

' . I1<v<n
TeXH HyJIu Kafm

6)/= Max {yy—y,}
I<v<n .

TeXH HyJM, TO OBaj MOCHeNH 36up Texu Stieltjes-oBy uHTe-
rpany ¢yHkuuje f(x) y omsocy Ha PyHkuujyy o(x), kag 8,
OJHOCHO 8,0, uume je OBaj CTaB JOKasaH.

2. 5. (i) Jegna ox HajBaxkHujux ocoGuHa Stieltjes-oBa uHTerpana,
Ha KOjy CMO yKasaiMu y YyBOHLy, je HJa cy Hume 0O6yxBa-
hieHM KaKO NMpeKUJHH TAKO M .HenpekugHu 36upoBu. Ha ocHoBy
oBe ocoGuHe, Stieltjes-oBuM MHTerpaiom ce mory, nopep, 0GUyHor
MHTerpaja, NPeTCTaBHTH KaKo KOHAaYHH, TaKO H GeCKOHayHH
peldoBY, a LITO je OJ HapoYuTe BAXKHOCTH 32 HErOBY NpPUMeHY.

CraB 3. Hexa fe
a (x) = (;(X) +a5(x), ' (5)
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10e je dynxyuja o (Xx) oipanuyeHe Bapujayuje y pasmaxy (a, b),
us(X) mena Pynxyuja cxoka u a(x) mer HelpeKudHu Oeo;
axKo o3HayuMo ca X,, v=1, 2,...., Mayxe ouckonBunyudeiia
gyuryuje o(x), ooOnocho os(x), iada je

b b ®
[t~ [ £ da @+ 3 fix) (e +0) (.- 0)), (©)

v=1

3a csaky y oOHocy Ha @yrxyuy o(Xx) uniBelpabuany FyHK-

- yuy  f(x).

OBaj cTtaB crnegyu HemocpenHo U3 ocoGuHe A. 4. 2. (iii), npema
Kojoj ce cBaka (yHKUHMja oOrpaHMyeHe BapHjaluje MOXe pacTa-
BUTH Y OGJHMKY (5) Ha HeH HelpeKWaHM Neo o(X) M CTemeHacTy
GyHKuMjy, Tj. HheHy QyHKUM]y CKoka

o (x)= 2 {a(x,+0)—oa(x,—-0)}. )
Xy X ’

[pema (5) je

f £(x) dec (x) = f £(x) dot (x) + f £(x) dos (%), 8)

Tako jga je nmoTpe6GHO jowr ma mokaxemo na je Stieltjes-oB uH-
Terpasn, yseT y OJHOCY Ha jeIHY CTeneHacTy (yHKUMjy, KOHadaH
umi GeCKOHayaH pef, fpema Tome Oa Ju oBa (yHKuuja uma
KOHAYHO UM GeCKOHaYyHO MHOrO CKOKOBa, Tj. Ja je

b ©
[tte,m=3 1) (et +0-ate,-0),  ©)
- a y=1
Kanfon ¢dyHkuuja o, (x) uma 061K (D).
(ii) Ja 6ucmo noxaaanuoﬁpaaaﬁ (9) pawuynaHumo (yHK-
uujy os(x) Ha nBe yHKuUM]je
o (X) =cts’ (x) + o (x),

Ol KOjuX MpBa CafipXu CBe IHUCKOHTHHyHTeTe (YHKuuje o(x)
y KOjuMa CKOK NO ancCOJyTHOj BPeIHOCTH Hnje MakhH OI €, Ti.
|a’ (%, +0) — ay (x, — 0)| ==,

a apyra cBe oCTaie.

CreneHacta ¢yHKuuja o/(x) #uma caMo KoOHayaH 6poj
CKOKOBa; Ipema TOMe, HemocpeiaHo u3 medunuuuje Stieltjes-osa
5%
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WHTerpana, A06MBaMo a je
f F(3) day ()= £(5,) (e (8,4 0) = (x, )} =

=2’f(x,,){ (%, +0) - a(x, - 0)},

rie ce 36up ' ONHOCH CaMO Ha OHe WYJaHOBe, Tj. Ha OHe

Tayke X, Yy Kojuma CKOK CyHKuuje o(X) MmO anconyTHOf

BpelHOCTH Huje mawu on e. Ilpu Tome oBaj uHTerpan He

3aBMCH O]l came BpelHOCTH «(Xx,) H TO 360r TOra, WITO je,

npema NpeTnocCTaBUy, cpym(uu]a f(x) HempekungHa y'raqKama X,
Ca gpyre ctpaHe, WHTerpai

f .f(x) da (x)

MOXEMO Ca € YYMHUTH NPOU3BOJBHO MajuM; J1a OHCMO OBO
yBHIOEIM YOUMMO NPOU3BOJbAH CHCTeMm mopene {y,} u n, pas-
‘maka (a, b). Taga umamo

lZf(nv) (s () - ocs"(yv_l)!. MZlas"(yv) e (o—e) <

v=1

v=1 -
L2M 2" |a(x,+0) - (x,~0)|

rae ce 36up 2" OJHOCH CaMO Ha OHE Y/aHOBe, Tj. CKOKOBe»
Koju cy mamu on . . Kako je oBaj nocnenwu pej KOHBepreHTaH,
jep je, mpema npeTtnocTaBuM, (PyHKuMja o(x) OrpaHuyere Bapu-
jauuje, TO cmamuBamem Opoja &, Tj. mnoCTenmeHum Baberbem
eroBux Hajpehux YJaHOBA, MOXEMO OBaj 30Up yYUHHUTH MatbUM
OX& TpOM3BOJBHO Majnor 6poja 1. [lpema TOMe je

ff(x)l_ias"(a)i|<2Mr\,

na ie

|

b b
‘J'f(x)da;(x)—!f(x)docs’(x)l _

= ff(x)docs(x)—Z'f(xv) {a(x,+0) -~ (xv—O)}(<2Mn.
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MebyfuM,

2 F(x) (o (%y +0) — (%, - 0) } > > £(xy) (o (%, +0) — a (%, - 0))
: y=1 .
Kag €-0, jep je
[f()|<M,
a pex

> (e (x,+0)- o (x,-0))

v=1

ancoayTHO KoHBeprupa. [Ipema Tome pasimnky

b © _
[ £ de ()= 2 F) e (4 0) -, - 0)
a v=1
MOXEMO YYMHHTU NPOU3BOIBHO MATOM. B
Obum je HokasaH o6pasau (9), a Ha ocHoBy oGpacua (8)
¥ cam cTas 3.

_ (iii) Axo ¢yHKuHja o(X) Hema HenpeKUIHOT AeJa, Tj. aKO
je oHa cremeHacTa ¢hyHKuMja, Taga ce mecHa cTpaHa oGpacua (6)
CBOJM CaMO Ha pel, Tj mpeocraje camo obpasal, (9) koju naje
noronaH uspas gna Stieltjes-oBum WHTerpajsom npeTCTaBUMO KO-
HayHe WM GeCKOHauyHe PeloBe. '

Tako je, Ha.npumep,

q q
[t@a= X tw),
P

v=p+1

3a cge QyHKuuje f(x) Koje Cy HempeKuiHe y Taykama X=p+1,

pP+2,...q; WA
q
fxdoc(x)= Z a,,

r v=p+i

ako je a(x) c-reneﬂacra‘q)yﬂxuuja Koja y TayKkama X=y uwa
CKOKOBe NyXuHe a,/v, v=p+1, p+2,...q.

2.6. (i) Ja Gucmo nokasanu 10 Koje je mepe Stieltjes-0B uHTe-
rpal CIMYaH OGMYHOM WHTErpajJy M HCTaKIM OBY aHaJOrujy,
HapewheMo jouwl HekonMKO OCOGWHa Stieltjes-oBa HMHTerpana us
KOjUX ce BMIM Jia Ce Ha MOJMHTerpainHu u3pas da Mory ¢op-
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MalHO MpUMEHWTH MpaBuJa Koja Baxe 3a nudepenuujane. Jokas
OBHMX 0COOHMHA MpenyLuTamo YHTaouy.

(i) Ako cy ¢yuxuuje o(x) U B(xr) orpaHHyeHe Bapu-
jauuje y pasmaky (@, b) M ako MM Ce TauyKe AUCKOHTHHYHTETa
He IHOKJanajy, Taja je

b 4 b
[ f@ate@pw) = [ f@a@ds@+ [ 708 dawm, (10)

3a cBaky OQyHkuujy f(x) Koja je uHTerpaGHUIHa y OIHOCY Ha
dynkuuje a(x) u B(x'.

Hanomenumo na neBa CTpaHa OBe jefHayYWHe UMa CMuCla
M KaJ, ce OUCKOHTHHyuTeTH ¢yHKuuja o(x) M B(x) nokna-
~ najy, mebyTum, y oBOM Cilyyajy mecHa CTpaHa ry6u CBOj CMHCAO.

(iii) Axo je o(x) HenpexkugHa PyHKUMja OrpaHUYEeHe Bapu-
jauuje y pasmaky (a, b), g(x) ¢yHKumja ca HepeKUAHUM U3BOIIOM
y pasmaky {oa(ae),«x(b)} u dynkuuja f(x) wuHTerpaGuiHa y
OJHOCy Ha jesrpo «a(x), Tana je

b b
[ twdgla®) = [ g fa@)da). 1)

Y cneunanHom cayuajy kanx ce ¢yHkuuja f(x) y pa3maky
(2, b) cBogM Ha KOHCTaHTy #oOuBaMO, Ha Ophmep, Ia je

- b
[ e @) datx)=gta(b)) - gla(@)). (12)

Hanomenumo na v y o6pacuy (11) neBa CTpaHa uma CMHCIA
¥ Kan ¢QyHKuuja o(x) uMma Tayaka NpeKuna, MOK JeCHa CTpaHa

Hema CMMcCla jep ce Taja TayKe MUCKOHTHHyHUTeTa (yHKuMja

f(x)g'{a(x)} n o)

noknanajy. Jda saucta y osom ciyyajy o6pasau (11) He Baxy,
yBubamo ako NOKyiiamo Ja ra NpMMeHMMO Ha jemHy (yHKUH]y
CKOKa. Jep, ako je o,(x) fjemHa (yHKuMja CKOKa, ca JUCKOH-
THHYUTeTUMA y Taykama Xx,, v=1,2,3,..., Taja je

5 ® ‘ ‘
[ 70 dgte @)= 3 £x) (gl (5, +0)] - £l (x,~ 0.

ve=1

bl

RS L)
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Otyma Bugumo ma oOpasay (11) moxemo npomupum U
Kajg ¢yHkuMja «(X) uma JHMCKOHTHHyWTeTa, W Ja OH Taja
y3uma 06GJHK :

b
f £(x) dg ((x)) =
(13)

- f ) 3)) 4B 3) + D £ (gl (2o +0)] - - gle(x,- O]},

v=1
rjge cMo ca [B(X) OBHAYUNM HENpeKUIH# Ieo cbym(ume a(x),
aca x, HmeHe TUCKOHTHHYHTeTe. ‘

(iv) Heka je y pasmaky (a, b) ¢yukuuja £(x) S-unre-
rpauiHa y OZHOCY Ha ¢yHkuujy o(x), H Heka je QyHKuuja
¢ (x) MOHOTOHA M HellpeKuIHa y pasmaky (a', &), npu yemy je

9(@)=a u - @(¥)=b.
Kako je y Tome cnyyajy ¢pynkuuja «{¢(x)} orpanuyene Bapu-
jaumuje y pasmaky (¢’, &) (B. A.4.4. (iii)), To y Stieltjes-oBy
vHTerpany

[ f@dae

MOXEMO, Ka0 U y OGMYHOM MHTerpajly, U3BPUIATH CMEHY

x==<p(t),
n Io6uBamo 1a je

b LA
[t0da=[remiaaem. a4

HanomeHumo ma ¢yHkuuja ¢(f) He Cme GUTH NpeKUIHA,
jep 6u ce Taja HUCKOHTUHYUTeTH (yHKuuja
flo()} v ale®)}

noxmananu TAaKo Ja y TOM Clyyajy JecHa CTpaHa odpacu,a (14)
He 64 MMana cMmucaa.

Ill. CraBoBH O cpelmnLHM Bﬁenﬂc)c'mma

3. 1. (i) 3a Stieltjes-oB uHTerpan Baxe CTaBOBH O CpelibuUM
BpeIHOCTHMA aHalOrHM CTaBoBMMAa Riemann-osa uHTerpana
[21], [22]. dok ce kom oBor mocnefiber, 3a popmyucame OBUX
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CcTaBoBa, y3uma HOJMHTerpanHa (yHKuMja y 06JIuKy NpousBoja,
kon Stieltjes-oBa uHTerpana ce Taj NpOU3BOX ApHPOJIHO jaBJba,
360r yera M CaMH CTaBOBH, T]. HejeZHayuHe Koje MNpoHU3Ja3e,
y3umajy CKJIagHWju OGIHK.

. (ii) AHanoroH npBom CTaBy O CpeltbUM BPeIHOCTUMA riacH:

CraB 1. Hexa je ﬁynm;uja f(x) unimewpaGusna y odnocy
Ha jeaipo af(x) y pasmaxy (a, b), ada je .

{ff(x)ga(x) <f|f(X)][da(x)(, (1)

a ofiyda

b ‘ .b (2)
f (x)a’oc(x) < Max | £(9) f lda(x)|= Max |£(x)|Wa(a).
S 24 4 a<xh

a

v cayuajy Oa jeatpo a(x) He oilada je
Min {f(x)}{a(b) - «(a)} <
a\,X\b

b
< [fnde< Max (fHa®)-a@). @)
a . a<x<<bd

Hejennauuny (1) cmo Beh cpemd y Tauku 1.9. (iv), mok
HejenHaynHe (2) u (3) cneme HemocpenHO M3 HeduHuuuje Stiel-
tjes-oBa uHTerpaja ¥ ieroBa npoluupera y CMMCIy Tauke 1.9.

(iif) Ako je ¢pyHxupja f(x) Heﬂpekunuaypasmaky (a, b),
Tajga HejegHayuHama (3) MOXeMO HaTH yoGuqa]eHu 00K cTa-
BOBa O CpeltbHM BPeIHOCTMMA M TO:

Y pasmary (a, b) Gocioju ysex jeOna spedHocili ¢, llaksa
da je n

[ ) da =) lah) - a(@)}, a<e<s,

ako jesrpo o (x) He oliada.

(iv) Kao npumeny craBa 1 naBemumo jemaH cTaB Bla:
schke-a {1} (Bumu Takobe S. Sidon u O. Szasz {1}), Koju je
TUIAYaH 3d Kaacy (yHKIHja OrpaHuyeHe Bapujauuje M KOjU racH:

4 S i
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3a Kaacy gynxyuja owpanuvene Bapujayuje, Wj. ¢
yuja je moianxa Bapujayuja mama 00 S

W ”(f)=f}df(x)|<$
CBAKOM 6p01y e >0 odioBapa nexu 6poj n=n(e) >b maxas o

0a he 6umiu
b

f{f(x)}’dxgs, Ma Kako maau 6uo ev>0,

a

ako je camo
F oo
\ f f(t)dt|<r1 3@ cako x u y pas.,u_amzr(a, b).
X
JIa 6ucmo oBaj cTaB JOKasaiuM CTaBUMO
. | b
A=mff(3€) dx
a
¥ 1OCMaTpajMo u3pas
B—-—f{f(x) A,

Kako je, ¢ jemnHe ctpane,

f (£2(9) - 24 £ (9)+ A% dx

a

e,j_

1 '
=maff2(x) a’xv—Az,

a c Jpyre CTpaHe je, MOLITO WHTerpan u3pasa ‘B napuualiHo

HHTErpuiemo,
] x
o=t -0 -

a

I

b%j{(x —)A - fxf(t)dt]df(x),
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TO ynopehupatbem OBa JABa ofpacua noGuBamo Ha je

b_}_afbfz(x)dx= Azagb}afb{(x—a)A —fxf(t)dt]df(x).

Ilpema TOMe, ako O3Hayumo ca j ropwy rparmuy UHTe-

rpana ¢yuxkuuje f(x), Tj. aKo je

[ff(t)dt|‘<j, 3a a< x<_b,

G6uhe

1
[A] << m./'

TaKo Ja M3 nocCheire Ho6KuBeHe jelHayuHe, HA OCHOBY CTaBa
1, no6uBamo 1a je

ffz(x)dx<A2 ! fb[(x a)|A|+ff(t)dt]|af(x)[

1

1
< gmap a2 W,

Tj. _
] i .
ff2(x)dx<_m]2+2jwab(f).
a
/i3 oBe HejemHayMHe MOGUBaMO HENOCPEJHO JOKas roper
CTaBa U TO y MpeuusHUujeMm OOGJMKY:

Axo je
WL ()<S

da 6u 6uo
b
ff2(x)dx<e,

doBosHo je Oa 6y0e

I n(e), 3a csako a< x<b,

aKo camo 1 u3a6epemo imiaxo da Oyde
02+2(b-a)Sn < (b-a)e.

IR NEN |
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[locnenuua: Ako je ToTanHa Bapujauuja Hu3a (yHKUM]a
f,(x) ynudopmHO orpanuyeHa, Tj.ako je W, (f,)<S, 3a cBako
.n, Tajga us

x
ff,,(t)dt-»O, 3a CBaKO a< x<_),
yBeK Clenu
b
jkﬁ&ﬁ?dﬁa& n-o0,
a

Ogaj cTaB OYeBUIHO He BaXH 32 KJIaCy HenpeKUIHUX (PyHK-
uYja, Ka0 WITO TO BHIAUMO U3 npumepa f,(x)=sin (nx).

3. 2. (i) AnamoroH jpyror cTaBa O CpelibHM BPeJHOCTHMA,
KOJ KOra Mopamo NpeTHnOCTaBUTU Ja je ¢yHKuuja f(X) MOHO-
TOHa, FJlacH:

CTaB 2. Hexa je gﬁyﬂxuuja f(x) umuezpadu/ma ¥ odHocy
Ha jeaipo o(x) y pasmaxy (a,b) u Hexa je ona y fMome pa-
3maxy fo3ullusHa u He oilada, Hada je

a\\

£6-0) Min (a()-a()< [ fdao<

<f(6-0) Max (a())-a(3). ()

Arxo dynxyuja f(x) we pacilie y pasmexy (a, b), @ada je

b .
7(@+0) Min (a(9)-a(@) < f £ da(£) <

a<x<<h

K f(e+0) Max {a(x)-ala)}. (5)
S L
(if) Hejennauuue (4) u (5) usBewhemo u3 omrosapajyhiux
HejelHauMHA Ba HHU3O0BE U TO: .
- Hexa cy Qaiiu nusosu f,, v=1,2,...n u o,, v=0,1,....n;
_aKo je HU3 Opojesa f, Gosuiusan u aKo ox He oilada, Wada je

f, Min {o,-a,}< Zf —ay ) <Ffy Max {an-a). (6)

o<<vr<n v=1 o<r<n
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Awo nus f, He pdcile, @ada je

fi Min {a,-« Zf -, )<y, Max {a,- o). (7)

o<v<n p=1 o<vr<n’

OBe HejennauuHe no6usamo npumenom Abel-ose Tpancdop- -

n
maiuje, Tj. 36up 2 fy(a,—a,_y) Hanuwemo y caegeha j1Ba
v=1"
obnuKa:

n—1

z f (av - av—-—:) f (an - ao) + Z (fv+1 v) ((I,, OC,,), (8)

v=1 v=1

n—1

D (0= tg) = D (o= Frra) (@ =) +Ea (G = ). (9)

v=1 . v=1

Tako, Ha mpumep, AecHy HejeIHayuHy (6) no6uBamo u3

(8), Jep je
n

n—1
D o, —o, ) <{fi+ f,i1—£)} Max {a,-a,}=
gl fev—a) < %( ” )}O<V<n{ |
<f, Max (on—a). .
osr<n

(iii) Joxa3 craBa (2), Tj. HejemHauuHe (4) u (5), MOXeMO
caj NaKko u3BecCTH u3 oxrosapajyhux nejemHauuna (6) u (7), ako
youumo jemaH cucrem nogene {x,} 4 £, U CTaBUMO
a,=a(x,), v=0,1,...00 u £f,=f(E), v=1,2,....n, (10)
ca .

Xo=a, Xp=b u x  <]ELX,v=1,2,...n

‘Tako, Ha npumep, 1a GUCMO LOGHIM IPYry OX HejeTHaYMHa -

(4), nocne wusBplIeHe roprbe CmeHe, JeCHa HejenHauyuHa (6)
yauma 061K

2 FEN () - a(t )} <F(E) Max {o(8)-al).
v=1 o<svr<n .
AKo y 0OBOj HejelHauuHU nycmmo za n-ooo, Tj. Ja 6,-0,

Taja HeHa NeBa CTpaHa TexH Stieltjes-oBy uHTerpany QyHk-

udje f(x), a beHa JeCHa CTpaHa JeCHOj CTpaHH HejefHayuHe

(4). Ha ucTu HayuH 106GMBaMO W OCTajle TpU HejegHauuHe (4) u (5).

b kil 1
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(iv) ‘Ao je ¢ynruuja o(x) HenpekunHa, HejexHaunte (4)
¥ (5) moxemo HamucaTH Yy yoGuYajeHOM OGJMKY CTaBOBa O
CpelibUM BPEHOCTHMA U TO: -

Aro je dyuryuja o(x) He@pexuOna, a @ynryuja f(x)
MOHOIIOHA U He ollada y pasmaxy (a, b), Mada y Wlome pasmary
docmoju 6poj c, maxo da je

b

[ fe)da=£(b-0) (a(®) - ()}, a<<e<<ts
a axo ¢yuxyuja f(x) He pacilie, Mada je

" |

ff(x)da(x)=‘f(a+0){a(c)—a(a)}, a<e<b.

3.3. (i) CraB 2 moxemMO NPOLUMDHTH M Ha Ciyyaj Kajg (PyHKUH]a
f(x) Huje MOHOTOHA, M Taja OH ysUMa crenehin oGmmK:

CraB 3. Axo cy diyuryuje f(x) m o(x) opanuvene sa-
pujayuje y pasmaxy (a, b). u arxo um ce mMauxe Oucxommmyu-
fiella He ToKaaidajy, Malda je

. b
i f(x)da(x>}<{lf<a'+0)l+ |41} Max Ja(d)-a()], (1)
usu - |

b

1 & ! :
| jf(x)da(x)ll@f(b—om 41} Max Ja(9)-a(@)l. (12

A<

Jlo oBHX HejezHayWHA JONA3UMO aKO neCHe CTpaHe jenHa-
yuHa (8) u (9) majopupamo 0OBaKoO

n—1
‘2)"(0(” V—l) |f |+2|fb+1"'f!} Maxnla,,—ot
v=l v=l
’mm
n—1
Zf(av G| < fal+ DNfu=Fonal) Max |o,—ao),
IV"l v=1 o<<r<<

3aTHM y TakO MOGMBEHUM HejelHayuHama uaspmumo cmeHe (10),
¥ npehemo Ka rpaHuiM.
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(it} Hanomenumo na Abel-oBum Tpancgopmauujama (8) u
(9) moxemo’ ZaTH 3ajefHUYKH 06K

Zf«xv R Z(f fors) (@ = o),

v=1
rie CMO CTaBWJH Ja je
fo,’;‘fn.}_]_:o.

Osaj ce o6pa3an, csony Ha (8)3a k=n, aHa(9)sa k=0. _

AKo o0Baj oGpaaau Hamuuemo y 00Ky

n—1

Zf (et = Cpeg) = £, (04 — 0tg) + f (o =) + Dy = Fy )t i),

ve=1 v=l1

Yy Tako DOOHBEHOj jelHayMHH UBBPLUMMO cMeHe (10), cTasibajyhu
g=a(x)=a(c) sa e<e<o,

M heHy JIeCHy CTpaHy Majopupamo, Tajna, Kax npeb‘emo Ka rpa-
HUUM, LOGUBaAMO HejeJHaYMHYy

lff(x)da(x)'] < f(a+0){a(c)—a(a)}+f(b-0){c(b)- oc(c)}|+

so (13)
+f o fi o+ Juar), max jat-acol
a+0 c+0

OsBa Hejep.uaquﬂa, 3a C=a, OJHOCHO c==b, cafipxu oGe
HejenHayune (11) u (12).

(ili) Hanomenumo ma ce u u3 craBa 2 Moxe MOGHTH jenHa
HejenHayuHa M Kag ¢(yHKuMja f(x) HUje MOHOTOHA alu AKO
nojpjexe M3BeCHUM orpaHuyeruma. Ta HejeHauMHA je yTOJIMKO
OIl WHTepeca IITO Ce OJHOCH Ha ocuunaudjy pyHkuuje o(x) y
pa3maky (e, b).

3aucra, ako je ¢yHkuuja F(x) orpaHuyeHe Bapujauuje y
paamaky (a, b) ¥ TakBa Ja ce MOXe paCTaBMTH Ha JBe MO3H-
THBHE U MOHOTOHe (yHKuMje h(x) u g(x), Tj

F(x)=h(x)+g(x),
roe h(x) He omaja, a g(x) He pacre u rue je
L h(1-0)=2g(1+0)=1,

TS YA 1
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Tala, ako y HejefHauunu (4) ctaBumo f(x)=g(x), a y HejemHa-
yuin (5) f(x)=h(x) u o6e HejemHauune caGepemo, 6uhe

«(0)-(@)- 0. (a fF(x)da(x) <a(b)-a(@)+ 0. {a),
Tj.

| |
[ Faa() - (e(d) - a(@))| < 0,2 a),
rie cmo ca O,°{a} osHayunu ocuunauujy ¢yHkumuje o(x) y
pasmaky (a,b), Tj.
. Ol {a}= Max |a(p)-a(x)].

asxy<b

3.4. (i) CraBoBM O cpenwtuM BPeXHOCTMMA W3BENEHH Y MpeT-
XOIHHM TayKama OIHOCWIM Cy ce camO Ha jemaH Stieltjes-oB
- WHTerpaj W JOOMBEHM Cy HENOCPeJHMM Majopupaibem MONUHTE-
rpaniux ¢@yukuuja. MebyTum, y npumend Cy o BaXHOCTH CTa-
BOBH KOju Jajy HejenlHaunHe uameby mBa uiM Buiile Stieltjes-oBux
uHTerpaja on Kojux hemo y oBOj U HapeIHOj TaYKu H3BeCTH JIBa.

CraB 4. Hexa cy @ynxyuje o(x) u B(x) orpanuyene.
Bapujayuje y pasmaxy (a, b) u Hexa je
B(x)-B@>0; ,
axo je giyaryuja f(x) GosudiusHa u uHilleipabuaHna y 00HOCY Ha
obe gﬁyﬂnquje a(x) u B(x) u axo ona y imome paamalcy He
paciie, Miada je
(14)

f f(x)da(x)

a(x) - oc(a) ' a(x) -a(a)
Jin o s@) < ff( " )'<ai"f§b{s<x) @)
X X

(ii)y Moxas osor crasa HeheMo HEHOCpeIIHO U3BECTH 3a
uHTerpaie, ek hemo oBJe u3BecTH PBO HejemHauuHH (14)
aHaJOTHY HejeJHauWHy 3a HuzoBe. [lomecHum H3G0pOM OBHMX
HU30Ba M [peslaBoM Ka rpaHuLd HOOGHBAMO HeNOCpegHO MOKa3
craBa 4.

"~ Hexka je

a,, v=0,1,2,...n, npousso/baH HU3 GpojeBa, (15)

a HH30BH B, U f, TaKBu ja je

—Be>0, v=1,2,...n, " (16)
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U
f,>f,010, v=1,2,...n-1, (17)
“Tajga je . :
n
2> o~ o) =
v:=l
=2ava'_;zav—1fv=
v=1 v=1
=‘=2 o,f,— zav v1=
va=1
n—1

) ST R PR

v=1

=z(ocv‘O(t))(fv_fv+;)+(‘:‘n - o) fn=

—2“" 226~ B) (o= Fras) + S (BB <<

& Bn

<{E(Bu—so)(fv—fm)+<Bn-Bo>f} Nax {sv §]=

y=1 - \V<l'l

<{v2;fv(s;—sv_1)} Max gl

1<v<sn

Hakne, axo nusosu o,, B, u f, 3adososasajy Yycaose
(15), (16) u (17) 6uke ,

gf (av—av—l)<[§f (Bv Bv—i)}lg‘fin {BV——B-;] (18)

CiuYHUM MOCTYNKOM NOGHBaMO M HejefHaduHy Koja omro-
Bapa NeBoj HejegHauunu (14) ¥ Koja raacu

{Zf By=Br)] Min (= } Zf(av Gs)- (19)

ye=1 1<v<n v=1
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Jlokad camor craBa 4 HemOCpeqHO Clely U3 HejeIHaYHHa
(18) u (19); 8aTo je MOBOJHO Jla y OBUM HejesHAYMHAMa CTaBUMO
o, =0 (xv): By=B (xv)
fv = f(Ev); v=0s l’ 2)- .o 12y xv——1<&v‘<xv’

rie je {x,} onpebena momena pasmaka (e, b), u ma mpehbemo
Ka rpaHHUIY.

4

(iif) Axo cy qyyﬂl(‘uuje a(x) u B(x) jow M HempeKuiHe,
Tajga HejeqHauuHe (14) MOXeMO HAMMCaTH U Yy odnmcy craBa
O CpeiibuM BPeNHOCTHMA KOjU IJacu:

Axo diynxyuje o« (x), B(x¥) u f(x) 3adosowsasajy ycaose
ciasa 4, u axo cy Goped mowa @dyurguje o(x) u B(x) redpe-
Kxudne y pasmarxy (a,b), @Mada y Mome pa3maxy Gociloju
oldpehen Opoj ¢ imaras Oa je

b
ff(x)da(x)
a - ' oc(c) -a(a)
“B@-p@ NS

b
[ faape

OBaj cras mpercraBmba uHTerpamHu aHanoroH Cauchy-esa
{1, cTp. 28} npowMpera CTaBa O CpellbHM BPeIHOCTHMA, KOje
y AudepeHuyatHom OGJUKY rjacu

f(b)-fla) f'(c)
g(b)-gla) g

3.5. (i) Opyra on HejemHayuHa MOMEHYTHX Y MPETXOXLHO] TauyK,
HCKasaHa y QOMNUKY CTaBa, rJacu:

3a a< e<h.

CraB 5. Axo diyuxyuja f(x) He paciie y pa3mary (a, b),
U aKo je ona y fMome pasmaxy Bo3ulusHa u uUHTlepabusna p
oornocy Ha fynryuje o(x), N(x} u A(x), @Mada us3

MO <e<KAR) e a<x<h,
caeou '

- @ {a(@) -2 @) + [ F) () < J,
o, (20)
< @) (A @) -a(@)}+ [ F(x)2A (),

Teopuja & npaxca Stieltjes-oa murerpana 6
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10e je »
j=ff(x)da(x).

3aucra je
_ b ’ b
J=[ 1) da @)= 1B)a) - F@a(@) - [« (@ df)<
a a »
<L F(B)A(B) - F(a) a(a) - f A(x)df (x) =

b
<[ 10 ar@+1(@(r@-a(@).

Ha uctu Hauun ce fokasyje u JieBa HejemHauuHa.

(ii) TMopen ocramix mpumena opor crasa (Buau raasy C. i),

HaBeJlUMO, 3a capa, camo oBy. Heka je .6°>0,

, 0=}“0<}"1<"'<}‘n—1<}"n"°°a n-¥oo, 21
W, BUIU ciuky 11,

a()=2* 3a A <t<lpyy n=0,1,2,.....
| - X
5 nofo
od(t)

As-A%

<

— ) 3 >

Ol A1 A2 A3 A4s

S

Kako je Taga .
a()<tk sa t>0,
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TO je, mpema CTaBy 95,

»j=b[e—°’doc(t)< e—oldth=
. <T(k+1)/0%,
a Kako je _
J=2 0=k, e,
=1
TO je ’

J<T (k+1)/c",
Naxze, #a Kakes 6uo wu3 (21), Ouhe

6% > (M - M) e— D T (k+1), 32 caaro k>0 u o< 0. (22)
v=1 -

(iii) U3 HejenHayuHe (22) MOXeMO HBBECTH M H3BeCHe
CTaBOBe KOjU Ce YeCTo, Kao NOMOhHH CTaBOBH, jaBJbajy KOJX,
Hardy-Littlewood-a {1} (8. u Littlewood {2}), u To Hapouuto y
noKasuma ctaBoBa Tauberove mpupojne; Ha mpumep,

Hera je ®
f(o)=_> e . (23)
. =1
u ’
IunI<M'}_i’}_:}%‘_—_1’
mada je
1° ped (23) ronsepreniian 3a >0, u
20 ok |f® (o) |ME! 3¢ ¢>0.
3aucra je
- k_ K
b }\):"—‘<}\" )\v};"_‘ 3a ceako k>1,
ma je '

< z luv, }\,"a—"}"’ <

v=1

w0
E u, N\ ke—od

v=1

|79 (a) | =

< M Z }‘-v - }‘-v—l )‘-vk e—d)\v<

M z Ak =2k e M Mkl ok,

6*
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IV. Heopnpehenn Stieltjes-oB nu'rerpan

4, 1. (i) Hexa je y pasmaky (a, b) dynkumja f£(x) S-unrerpa-

GullHa y OJHOCY Ha jearpo o(x), M Heka Ceé X Haxasuy ToMme

pasmaky. [{o mojma #eodpeheno: Stieltjes-oBa utTerpana mL0onasumo

aKo uHTerpauujy ¢yHkuuje f(x) u3BpiIMMO y pasmaky (a, X).
YV Tom cnyuajy

X

[ taey=p)
npeTcTaB’ba jeiHy OQyHKUMjy OX X, HeHHHCAHy Yy pa3maky
(a, b), uuja hemo riaBHa CBOJjCTBa OBJE HUBJNOXUTH.

(il) Heonpebenu unTerpan, Tj. CDYHKUJ_Aja‘ (B.1.1.9)

Be)= | F(0ax ),

je orpaHuueHe BapHjaluje, a lheHa TOTajlHa BapHjaluuja paTa je
M3pa3oMm

b
W@~ [ 1) 1da(). o
[lpema TOMe je ' °

W) <KMWL (), : )]
- rae je M ropwa rpanuua Qysxuuje |f(x)| y pasmaxy (g, b).
Heka je {x,} u &, jeman cucrem nopmene pasmaka (g, b),
TakaB ga mehy Tauke X, YK/bYYHMO IMOCTENEHO CBe IUCKOH-

TUHyuTeTe QyHKuuje o(Xx); CTaBUMO

W.(8)= 2 B (%) — B (#—p|

u v=1 .
Walf, @) = 3£ )] |a(x) - al_d)|.
Kako je =
Wa®)= 3| [ fde ()] =
v=1{X%,

*y

-3 ) e - sty + [ (10 -1@da0)
v=1

l 2
Xy—1
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M Kako ce 0oBaj nocielty 36up Hanasu usmeby

gf@m () -atn] - 3 il (- FE) da(t)

v=1[X,_ 4
U
n ‘ n| *y
SUFE) la)-a@)| + 3| [ (76-fE&) da())],
v=1 ' v=1]%y_1
TO je
n xv
Wa®)-Wah, | <3| [ (£ - 1@} dec()| <
v=11%_
. n xv
<> [it0- @)l 1da (1<

n v
<> 0@, 1) 1da)]| -

v=1 *y—1

n

\<\ Z m(xv—i, xv) {A (xv) - A (xV—1)} ’

" v=1
rge cMo CTaBHJIH

. A(x)=f|da(:)|

uca o(¥_,,X,) O3HauumM ocuunauujy ¢yHkuuje |f(x)| y
pasmaky (Xy—i,Xy). i __

OBaj nmocnenwu uspas NpeTCTaBba Cpeliby OCLUJALU]Y
dynxkuuje |f(x)] y omnocy Ha yHkuujy A(x), a Kako je
¢ynxumnja |f(x)| unTerpabunHa y omHocy Ha ¢yHkuujy A (x),
jep je TO cayuaj ca ynxkuujom f(x) y omHocy Ha (yHKUMjY
a(x), (B.Tauky 1.9. (iii)), T0 he oBa cpeitha ocuMIauHja TEXHTH
HyJu Kag 6,-0. Jakne, uspasu

, Wa(f,e) 1 W.(8)
TeXe HCTOj rPaHHYHO] BPEIHOCTH, Tj.
: ]

[ir@ida1= [18@)1=we ).

a
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4. 2, (i) Heoppebenn unrerpan ~
X
B~ [ f(hda()
F _
je HempexupgHa (yHKUHMja Ha CBaKOM HeNpeKHMIHOM MeCTY (YHK-

uuje o (x).
[lpema npBom cTaBy O cCpeftbuM BpeJHOCTHMA je

[B(»)-B(X)| =

y y

[ fydatn|<m [1aao),

rge je -

M= Max |f()].
X<I<y

Kako u3 HenpekMmHOCTH (pyHKuMje o.(x) cnegu Hempe-
X

KHIHOCT (YHKuHje f [doc(f)| (B.Tauky A.S.5. (ii)), To he gecHa

a

CTpaHa OBe HejeJHaYHHe TEeXUTH HyJId, Kal y-Xx, H3 vyera
cregu TBphewe, '

(i) Y Taykama nucKkoHTHHyuTeTa X  yHKuuje o(x)
HeoapebeHH HHTerpa ' :

8= [ f(9ydaty

je npekunmaH, ako je

f(x') %0,
jep je Tama
x'+0

B (¢ £0)= [£() da(),
ma je, npema ToMme,

x40 .
B(x'+0)—B(x' ~0)= [ f()da()=F(¥) {a(x'+0)—a(¥ ~0)}. ()

x'—0

OBH ce ofpacuu u3BOAE Ha HCTH HayuH Kao U oGpasau
(15) Tauxe 1.8. '




4.2—3. _ 817

(ili). Ako je pynxuuja f(x) -HempeKuAHa ca JeCHe CTpaHe,
a ¢ynkunja o(x) MOHOTOHa, Taja

Waf(ﬂm, Br40, 4)

8a CBaKO Xx pasmaka (a, b).

OBo cleny HenocCpemgHO U3 CTaBa O CpelbMM BpeIHOCTHMA
3.1. (iii). -

4.3. U3 ocobune kojy hemo oBme U3BEeCTH, KA0 U U3 HEHHX

_ HefoCpeJHUX [pUMeHA, HapOYUTO jdCHO mNpoM3NasH, Aa ce ca
Stieltjes-oBum uHTErpasiom moxe (popmanHO omepucaTH Kao u ca
OGHYHMM HHTErpaJom. )

CraB 1. Axo cy diynwyufe f(x) u F(x) unilietpabuane
J o0Hocy Ha @fynxyujy o(x), mada u3

8= [ f(yda(y
caeou

] b
[ Foyas 0= [ Foyrayaa. ®)

Hexa je {x,} u §, jeman cucrem momene pasmaka (g, b) u

Wo(F) = F(E) {B(x,)—8 (Xy—)} = > F (E) f £(f) da(9).

v=1 v=1 Xv—1

AKo ce OBOM U3pa3dy NOAa M Ofysme 36up

> FEIFE) (o () —alx),

v=1

Jno6usa ce

Wn(F)=2 F (&) fE) (a(x,) —a(x,)} +

v=1

n Xv ’
4 X FE) [0 -FEN @ ©)

v=l . Xy—1
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Jpyry. ynaH fecHe CTpaHe OBe jelHayMHe je MO alCONYTHO]
BpPeIHOCTH MambH OJ '

n xv
D0 (s %) f | dot(2)] =

Max |F(%)]
asx<b v=1 Xy—1 -

= Max |F(#)| Do (es, %) {A(%)— A (50},

e<<x<h it

rie je w(x,—;,X,) ocuunauuja ¢yHkuuje f(x) y pasmaky
(xv—lt xv) u

A()= f tda(d)]: -

Kako cpemma ocuunanuja Qymkumje f(x) y omHocy Ha
¢dynxumujy A(x) Texu Hym, xax 8,-0, TO JApyru unaH jenHa-
yute (6) Takobe Texu Hymu. [lpema TOMe

W (F)~ f F(Of(t)da(t) xam 8,0,

yume je jemHauuHa (S) MoKasaHa.
W3 craBa 1 cienmu, fakne, la ce y HHTerpaiy

fb F(x)d{ fx £(2) da(t)}

CMe jeIHOCTaBHO Iu(epeHLHPATH, U Jia je OH jedHaK MHTerpainy

b
f F()fx)da(x).
a
4. 4. (i) HaBenumo oBJe HEKONMKO mpumeHa crasa 1.
Axo,_ fe
, f{x)+0 Ba e<x<b,
Tajga us '

B = [ f(yday
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clieau

a(x)-afa) = %‘%;)

Kax 6ucmMo mOCTynmund. yucTto opmanHo, pauyyH OuU H3-
riegao OBaKo: '

Us : -
[teta@ =0,
f(x)de(x) = dB (),
da(x)- "f((’;)
. ' _ (980,
. . a(x)—f )
" IaKJe,

a(x)-a(a)= df‘.?’(g)

Hla je oBako ¢opmanio [mOGHUBEHH pesyJTaT JIOMCTa

TayaH, cneid U3 o6pacua (5), ako y lemy 3ameHumMo b ca x
M CTaBHMO

F(t)=%.

(i) Heka cy y pasmaky (a,b) ‘d)ym(uuje f(x) u g(x)
orpaHuyeHe BapujauMje; ako je ¢yHKuMja g(x) HempeKuaHa,
Taga M3

«()+ [a()dg(0=1(), a<x<b, (1)
cieau

€8 (x) = e2(® ot () + f et df (£) = 2@ f(a) + f et df(t).  (8)
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Jep, aKo y oBoM mocleffbem HHTerpany 3ameHUMO (PyHK-
~umujy f(x) uspasom (7), Guhke

f &5 df (1) = f ee0d|a(t) + f a(n) 2o |-

X - x
- f e dar(2) + f 2 o (f) dg () =
a a
~ f €81 {dar(£) + cc(£) des () —
a
- f d{et® o (£)) = et ® o (x) - 2@ . (q),
-a
wWTOo fmaje jenHauuHy (8), jep je, npema (7), «(a)=7(a).
l'ope u3BeneHe onepaiyje Cy H03BOJbEHE CaMO ako (PyHK-

uuja g(x) Hema ckokoBa. Op uHTepeca je, mehyTHM, Hamome-
HYTU Ja, Ha Npumep jerHayuHa

a(x)+ Z a(v)=x 9)
1<r<x

KOjy moxemo Hanucatu v y o6muky (1), Tj.
a(x) + f o () d[f]=x, ©)
0

uma pemelbe o6auka (8), ako camO OCHOBY € 3ameHMMO ca 2,
Tj. U8 (9) caemu

X
21 ¢ (x) = f 219 4¢.
0
3aucra je
[x] -1
2Wa(x) = >, 2+ (x-[x]) 214,
v=1 '

Tj.

a(x)=1-2"11+x-[x], '
a J1JaKo MOXeMO HelloCpeJHO MPOBEpPUTH Ja OBa (yHKUMja 3a10-
BoJbaBa jemHauuHy (9).




4.4—6. 9

4.5. Kao jou! jemHy mpumeHy cTaBa 1, HaBeIuMO CTaB KO]H
noruye on Hardy-a {1, 1, ctp. 90} u koju raacu:

Cras 2. AKo je dynryuja f(x) unilieipabuana y 0dHOCY
Ha Pyuryujy a(x), @ g(x) y odnocy Ha B(x), u axo PyHx-
-guje ax) u B(x) Hemajy 3ajedHuuxux OucKoHuHyuileia,
fada je '

b b
[ fydat) [ g@asm=

b x b x
- [r@f fewape)daco + [e] [ f0datr) apeo.
3a goka3 0BOra CTaBa JOBOJHHO je [a, Ha [pumep, NPBU Of,

¥HTerpaja JecHe CTpaHe MapUHaJHO MHTErpyiueMo M JIBa myTa
y3acTONHO mpumeHMMO oGpasal (5). 3aucrta je

ff(x)[fg(t)ds(;)]da(x)=fb{fg(t)dﬁ(f)]d[f“”"“(”]‘
=ff(x)da(x)_fg(x)dﬁ ) —fb{ff(t)d“(t)}d{fg(’)dﬁ(’)} -

- fb f(x)da(x) fb g(x)dg(x) - fb g(x) { f £(9) da(t)] dg(x),

Yyume je ropru CTaB JOKa3aH,

W3 oBor mocmarpama ce jaCHO BMIH OO KoOje ce mepe
moxe ca Stieltjes-oBum uHTerpamuma HuCTO Tako (HOpPMAIHO
olepucaTd Kao 4 ca OGHYHMM HHTerpanuma.

4.6. CraB 1 gonasd KO M3paxaja M KOJ CTaBOBAa O CPellbUM
BpeJIHOCTHMA, U TO Kaj ce y Stieltjes-oBy uHTerpamy ]aBJba
1pou3BOX OX fBe (byHKuMje, Tj. aKo je oH 0Gauka

f £(x) g (%) dec ().

Tako, Ha npumep, ako ¢ynkuuja f(x¥) MOHOTOHO omaja y
pasmaky (a,b), MOXeMO Ha roptbH WHTErpan NpPUMEHHTH CTas 2
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Tayke 3.2. (i) O CpemibMM BpeIHOCTHMA, alM TaKO Ja ra nper-
XOIHO, Ha OCHOBY ofpacua (5), HanuleMO y OGJHKy

b ' - x .
[fyds raeje 8 =[e@ant.
a a

Ha rtaj HauuH pmoGuBaMO HejefHaYUHY

b
{ff(x)'g(x) do(x)|<f(e+0) Max
a a<<x<h

f £ ()

CBH OCTalH CTaBOBH O CpeltbuM BPeTHOCTHMA MOy Ce
M3BECTH Ha CJMYAH HaYWH. '

V. HecsojcTBenu Stieltjes-oB uuTerpan .
5. 1. (i) Kana cmo medunucamu oppebenu Stieltjes-oB unTerpan

]
A f £(x) da(x)

BUJeN CMO Ja y NpUpOAU came OBe JedUHHLMje JeXH:
1) na uHTerpauuoHu pasmak (a,b) Oyne KoHayaH,

2) na ¢ynxumja f(x) OGyme orpaHuyeHa y TOM pasmaKy H
3) ma ¢ynkuuja o(x) Oyme orpaHuyYeHe BapHjaluuje y Tome
pasmakxy. :

" YKONMKO MHTerpalMOHM pa3maK He OCTaje KOHayaH, HJM
HaBeJlleHa CBOjcTBAa (yHKuuja f(X) M o(X) mnpecrajy aa Baxe
y Gnu3KHM jeliHe Tayke TOra pasmaka, ropwy meduHuuujy Stiel-
tjes-oBa uHTerpana mopamo MPOLIUPUTH, U Kao u Kok Riemann-oBa
uHTerpana [22], Taga roBOPHMO O HECBOjCIIBEHOM UHIlepany.

V npumeny, cneuuanHo y Teopujd penosa, Gall OBHM MHTe-
rpaid Ccy OJ HapoyduTor 3Hayaja; 36or Tora hemo ux oshe
OpBO Mmpeuu3Ho neduHUCaTH, a 3aTHM HBHETH HEKOJHKO CTa-
BOBa, KOjH, YyriIaBHOM, Jajy yClOBe 3a HHUXOBY e€r3HCTEHLH]Y.

(i) Dedpunuynja 1. Ako je y cBakom KOHaYHOM pa-
smaky (x,b6) wum (a,x) pasmaka (-oo,d), um (g, o0):

1) ¢ynkunja o(x) orpanuyeHe Bapujauuje u

2) ¢pyuxuuja f(x) orpaHuyeHa W MHTerpaGuUiIHA y ONHOCY
Ha (yHKuujy o(x), Tama WHTErpamM

b X
ff(t) da(f), = OOHOCHO ff,(t) dd(t),
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HOCTOje 3a CBaKO KOHaYyHO x; Yy Chyvajy ma OBH MHTerpaiu
TeXe KOHayHUM M ojJpeheHuM rpaHuYHMUM BpeRHOCTHMA, Kal,
[x| >0, crTaBbamo, Mo neduHUMjH,

b b
- [tde@)= tim f F(f)da(t),
OIJHOCHO |
f tOda() = lim [ 7(5da(s),

¥ KaxeMO Jla HeCBOJCTBeHM MHTerpan (yHkuuje £(x) &Gocimoju
y paamaky (- oo, b), OZHOCHO (@,o0), uIM Ja je HECBOj-
CTBEHH WHTErpan KowxsepieriiaH.

Hanomenumo, na ¢pyuxumuja f(x), kao u ToTajHa BapHjauuja
jesrpa «(x) He Mopajy ocTarH orpaHuyeHe Kaj |x;->oo [15].

(ili) Jedunuuuja 2. Heka je ¢ jemHa Tauka pasmaka
(@, ), 1. a<c<b, a e W & mNpOU3BOLHO Malu IMO3HU-
THBHH GpojeBH. AKO je :

1) ¢pynkuuja o(x) orpaHuyeHe BapHjauuje Y OTBOPEHHM
pasmauuma (e¢,c-0) u (c+0,8) [15],

2) ¢yukuuja f(x) wuHTerpaGuiHa y OEHOCY Ha (yHKUH]y
a(x) y TUM pa3mauuma, Taga o6a HHTerpaia '

c—¢ 5
[f@aat w [ ey

c+¢
NocToje, Ma Kako manu Guin GpojeBU €& H €.

Axo o0Ga oBa uHTerpana Texe ojpeheHHM T'PaHHYHHM
BpPeJHOCTHMA Kal, He3aBHCHO jemaH on apyror, >0 H &'->0,
Tajga o Ae(pHHULMjU CTaBHaMO

c—~0 c~§&
[ #de(m =i [t dato,
a =07

b ]
f £ do() = tim [ f(x)da(x),
i =0

c+0 c+¢
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f £(x) dar(x) = f f(x) da(x) + f £(6) dec (),

c+0 ‘

M KaxXeMO Jia HeCBOjCTBeHM WHTerpan QyHkuuje f(x) Tocioju

y OMM3MHM Tayke X=¢, WJIM Ja je HEeCBOJCTBEHH HHTerpan
KOHBepleHaK.

[Tpu TOMeE, HUTHU (bym(uu]a f(x), HUTH TOTaJIHA Bapujauuja
¢QyHkuuje «(x), He MoOpajy OCTaTH orpaHuyeHe y OGIM3HUHU.
Tayke c. _

Y ciyyajy ma ce tayuka ¢ mnoknomu 6uUnC ca Tauykom a,
6uii0 ca Taykom &, HmeduHACAHM CY CaMUM THUM M HECBOJCTBEHH
MHTerpam

ff(x)doc(x), OHOCHO ff(x)a’a(x)

a+0

(iv) OBe gBe meduHulMje pasiHKyjy ce camo y Tome, LITO
je Kom mpyre ¢ HNpOH3BOJbaH KOHayaH 6poj, JOK je KOX npse
¢c=+o0, Tako jga npBa gedHHULMja IPETCTaB/ba JOHEKNE Camo
jeman cneuuanaH cnyyaj mpyre. Yocraiaom, KOJ CBUX CTaBOBa
KOju Ce OJHOCe Ha OTBOpEHe pasMake HHje GUTHO Ja Ju je ¢
KOHaYHO MJIM He, TaKO Jia OBeé CTaBOBE HWje NOTPeGHO HH MO-
ceOHO U3BOJMTH 3a Clyyaj Kap, Cy pasmaud GeCKOHauyHH, Kao
IITO Ce TO MOXe HelOoCpeLHO MPOBEpUTH KOX JO0Kasa HapeLHHX
craBoBa, [15, (ii)].

5. 2. (i) Kon HecBojcTBeHOr uHTerpaja ce NpBEHCTBEHO MOCTaBJ/ba
NUTame HheroBe eraucTeHUHdje, Tj. Koje yclose.Mopajy 3al0BO-
JbaBaTH pyskuuje f(x) M4 «(x) Oa 64 OBaj UHTerpan yolllTe
uMao cmucia. 36or Tora hemo OBIe MCKBbYYMBO OGPaIUTH CTa-
BOBe OB€ BpPCTe, U TO V. CTaBoBuMa 1 u 2 usHehemo yciose
3a alcCoJyTHY U 0GMYHY KOHBEpreHUHjy HeCBOJjCTBEHOr MHTerpasa,
IOk craBoBu 3 M 4 Jajy ycnose nog Kojuma je napuuanxa
UHTerpalija 103BOJbEHA, alli Ce Y CTBApU U3 HUX NOGHBA jelaH
Tpehu OOMHMK yClOBa 3a erauCTeHIH]y HECBO]CTBEHO[‘ mn'erpana
Kao WTO je TO (hopMyauCaHO y CTaBy 5.

(i) Kama je jemHOM yCTaHOB/beHa ersuCTeHLMja HeCBOj-
CTBEHOI' MHTerpaJja, MJld aKo MpeTIOCTaBUMO Ja OH KOHBeprupa,
noTpeGHO je UCIIMTATH MOJ KOjUM YCJIOBHMA OCOOUHe HaBeleHe y
raasy Il Baxe u 3a HecBOjcTBeHu uHTerpal. Kako ce oBO ucmu-
THBaWbe CBOIU Ha KlacHYHe CTABOBE O rPaHMYHUM BPEHOCTHMA,
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ocnamajyhu ce HenocpejHO Ha He(UHHUH]y HECBOJCTBEHOr WH-
Terpaia, U Kako CBe OBe OCOGHHe, cem MaplualHe WHTerpauuje,
Baxe U y OBOM CIlydyajy, TO UX oBze HeheMO H3BOIUTH.

(iif) V mamem u3narawy hemo mocmaTpaTH camo Cayyaj
Kal, UHTerpal IOCTaje HeCBOJCTBeH y GIU3UHM ropibe I'paHule
b. OBo He NpercraB/ba HHUKAKBO OrpaHuyer-e, jep ce CBH OBM
-CTAaBOBM OJIHOCEe HAa OTBOpeH pasmak (g, b-0), Tako na cey
IbUMa MOXeE Y3eTH Jia je b=oo, He MerbajyhH HHYKOIMKO JOKa3
" uctux. OBe CTaBOBe MOXemo Ge3 poMeHe NPUMEHHTH U Ha JOHbY
rpaHuuy a, OWJIO Ja je OHa KOHayHa, 6uno =—oo [15, (ii)].

5.3. (i) Kom o6uynor unrerpana ¢yskuuja |f(x)] je ysek
uHTerpaGuiHa ako je ¢yHkuuja f(x) uHTerpabuiHa y OLHOCY
Ha je3rpo «(x); wITa BHIUe, NOCTOj# He CamoO
b
[@1dae,
a .
“Beh M .
b
(1t 1da),
a
(Buzu T.1.9.), IOK TO BUlLe He Mopa GUTH Cly4yaj KOJ HeCBOj-
CTBEHOr' WHTerpasna.
Axo je ¢yHkuuja o(x) MOHOTOHA, Ha NpuUMep He omana,
- M aKO NMOCTOjd HECBOjCTBEHHM HMHTerpali
5—0
[1#e1de,
a
Kaxemo gna je ¢ynxuuia f(x) adcoayiino unmerpabusna y
OTBOpeHOM pasmaky (e, 6—-0), uau Jga je HECBOjCTBEHH HHTe-
rpajl alicoAyiino KOHBEPIEHIQH.
[lojam amconyTHe KOHBepreHuuje HeCBOjCTBEHOT HHTerpajia
¥Ma CMHCJIa YBOJHUTH Camo y CJlyyajy MOHOTOHHM]e jesrpa, jep Tama:
H3 aiicoryitine Kouseprenyuje HecBojciliBeHOT UHTIEIPAAG YBEK
caedu er3uciienyuja camor HecBojcmiBeHor undelpaaa.
Ha je oBo mociemwe 3aucTa CJiyvyaj BMIUMO HENOCpPeIHO
U3 HejenHayuHe (BMOHM T. 3.1.)

Y ¥
i f(t)da(t),'< 17614,
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jep ako x u y, He3aBUCHO jeman oOJ Jpyror, Texe Ka b,
npeMa NpeTHOCTaBUM JECHA CTPaHa ropibe HejefHauuHe Texw
HyJ, TpeMa TOMe MOpa M lleBa CTpaHa TeXHMTH Hymd. [lakre,
Ha ocHoBy Cauchy-esa craBa [9], mopa NOCTOJaTH rpaHHYHa
BPEIHOCT :

lim f £(x) da (%),

Tj. H CaM HeCBOJCTBEHM WHTerpai.

(if) CraBom 1 jmar je jemaH omwTH KPUTepUym 8a amnco-
JYTHY HHTerpaGHJHOCT, HOK Ce OCTajd CTaBOBU ONHOCE Ha
00u4yHe HeCBOJjCTBeHe MHTeErpase.

CraB 1. Hera je @ynryuja o(x) MOHOMOHE y pasmaxy
(a, b), a dynxyuja f(x) unBierpabuana Y 00HOCY Ka FyrKyujy
a(x) y oiigopenom pasmaxy (a, b—0); axo je

[fX)|<F(x) 3a a<<x<(b,

fMada u3 er3uclienyuje HecsojciiBenor ukillerpana

50

f F(x)da(x)

CAedu aficonylina KOHBepleHyuja HecBOjciliBeRO0l URiielpasa

5—0

J‘ f(x)da(x).

a

Mokas. Heka je
e<x<y<b,

Tajga jé
. I ] | y 2
[ 10ae0|< [1r0 1400 < [ FO 2t

KaKo M3 NpeTnoCTaBKe Ja NOCTOjM HECBOJCTBEHH MHTerpan
tyHkuuje F (x) cnemu ma -

y
f F () da(t) >0,

Ka X W y Texe Ka b, He3aBMCHO jelaH Of Apyror, To he,
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IaKie u y. |
- ff(t)da(t)—»O
k4

¥ TOKaL X H y Texe Ka b, HeBaBUCHO jelaH Of JPYror.
[lpema ToMe ke u

: fx kf(t) do(t)

TeXHUTH ofpeheHO] rpaHUYHOj BpeLlHOCTH, Ka Xx->b -0, u3 uera
Cllell1 ersuCTeHlja HeCBOjCTBEHOr MHTerpana
’ 5—0

f £ dae).

Ogaj cTaB npeTcTaB/ba aHANOrOH NO3HATOM KPHTEpUyMy. 3a
anconyTHy KOHBepreHuMjy HecBojcTBeHa Riemann-oBa uHTerpasa
{22], xao ¥ Kpurepuymy ynopehuparma 3a ancoJyTHy KOHBep-
reHLHUjy pemoBa.

(iii) CraB 1 He RaXH aKO Ce MECTO MOHOTOHHMje (pyHKLuje
a(X) mMpeTNOCTaBM CaMO Ja je OHAa OrpaHduyeHe BapHjauuje y
BaTBOpeHOM pasmaky (e, b). Ilokaxumo OBO Ha mpuUmepy Yy
Kome heMo yseTH Ha je ropia rpaHdia MHTerpauije 6eCKoHayHa,
Tj. na je b=oo. -

Heka je . «(x) creneHacra ¢yHkuuja, neduHHCaHa y pas-
maky (0,00), TaKo Jay Taykama x=1, 2, 3,.... OHa UMa CKOKOBe
nyxune (-1)"/n% T1j. Da je

a(n+0)-a(r-0)=(-1)"/n?, n=1,2,3,.....

Toranna Bapujauuja oBe (yHKUMje OCTaje OrpaHuyeHa y
uenom pasmaky (0, «), jep je per Z=Z(-1)"/n* ancoayTHo
KOHBepreHTaH, a .

W (@) = Un2.
n=l1

Kako je a(x) cremesacra ¢yHxuuja, TO je TOBOBHO Ha
dynkuyjy f(x) neduHMIeMO camo Ha MeCTHMA npekuna QyHK-
uvje o(x), T 3a x=n, n=1,2,3,.... N3a6epumo 8aT0 PyHK-
uujyy f(x) Tako ma Oyne. ‘

f(n)=(-1)"n u F(n)=n, n=1,2,3,....,
Ha npumep _ _
’ f(x)=xcos nx u F(x)=x.

Teopnrja u npaxca Stleltjes-0Ba uuterpana 7
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Tapa je
]f(x)|<F(x) ga 0Ca< oo,

MW HEeCBOJCTBEHW WUHTErpan

f F (%) do(x) = 2( 1)"/n

n=1

nocroju. MebyTum umerpan

[ 1 de( ==

y3eT y rpaHuuama ox 0 [0 oo He HOCTO]H, jep XapMOHUCKH
pel IMBEprupa.

5. 4. (i) 3a pasmuky onx crapa 1 koju Jaje kpurepuym 3a
ancoNyTHy KOHBepreHLUUjy HeCBOJCTBEHOT MHTerpaja, CTaBOBUMA
2 u 2, xoje hemo oOBHe WSBECTH, HAaTH CYy KPUTepuyMH 3a
ersuCTeHUM]y THX HHTerpajia U Kam OHM HHCY alCONyTHO KOH-
BepreHTHH. CTaB 2 mpeTCTaB/ba aHAJOrOH OHe rpyme CTaBOBa
KOJi peroBa koju ce noGusajy Abel-oBom {1} Tpancdopmauujom,
a nosHatu cy nop umenom Du Bois Reymond {1} — Dedekind-
osu {1} crasou (BumM u Lejeune Dirichlet {2, § 101}).
Vocranom 0BH Cy CTaBOBM M CaipXaHu y CTaBy 2.

. CraB 2. Hexa je gdynryuja a{x) OlPaHUYERA Y paamany
(a, b) u Hexa je oHa oipaHuyeHe Bapujayuje y OMBOPEHOM pas-
MaKy (a, b-0) imj.

la(x)| <M 38 a<Cx<(), M
u

b-—-¢

f]da(x);<M(s) sa 0. @)

Hexa je, oame, diynxyuja f(x) unileipabuana y 00HOCYy Ha
gyuryujy  a(x), 3¢ a< x<b u oipanusene Bsapujayuja y
pasmaxy (a, b), j.

%v

l[df(x)| <M. 3)

a .
AKo je Doped osux apediiociiaBaka 3a00Bosber jow u jedax 00
yeaosa, uau ’
a) f(x)»0 Kxad x-b-0,

uau _
b) a(x)>a(b-0) xad x-b6-0,
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@lada HecBojciliBeHu URTEIPAL

b0 Xx.
[f®da=tim [ 7©)dat)
b4 x->b 4

Zocimoju.
J{okas. Heka je
e x<y<b;

npema o6pacuy (12) craBa 3 o cpeqmum BpenHocTuma (B. 3. 3.

(D) je

y . y

[ r0yaa <fro-ol+ [1at@) }xggéym(t)—a(xn. @
Us rnpe'rnocraBKe (3) cnemu na

Yy

[1az@1-o0,

X
a u3 npernocrasaka (1) u (3) ma

Y

J1ar01- Max jar-atai-o,
x<t<y

X

Kag U x u y->b-0. V3 Hejennauune (4) cnemn mpema TOMe,
Ia he

y .
; f f()da(t) -0,

Ma Kako X W y Texumi ka b-0, Tj. 1a he HecBOjCTBeHH
HHTerpan

b—-0
f £ de ()

NOCTOjaTH aKo jour u
f(y-0) Max |a(t)-a(x)|-0,
<<
Ma KakO X M p Texuiad ka b-0.

OBo je, mebyTum, yBeK ciiyyaj ako je 3aZOBOJbEH jelaH
on yciosa a) wiu b). 3aucra, axo je ycnoB a) 3a70BOJbEH, IPBH
ol ¢akTopa ropmera uspasa TeXH HyJM, JOK IpyrH, npema (1),

. T*
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OCTaje orpaHuyeH; ako je ycios b) samosomeH, apyru on ¢hak-
TOpa OBOra uspasa TEXHM HyJM, JOK INpBH, npema (3) ocraje
OorpaHdyeH, Yyume je CTaB 2 JOKasaH.

(ii) ¥ crasy 2 moxemo ycnose (1) u b), koju ce omHoce
Ha QyHKUMjy o(x), BaMeHUTH ONIITHjHM YCJOBHMA, aKO CaMO
npernoctasumo Ja ¢yHkuuja f(x) He pacre y mOCMaTpaHoM
pa3smaky. OBum 106GMBaMO joLl jelaH KPUTEPHYM 3a er3UCTEHLH]Y
HeCBOjCTBeHOr HHTerpana, Koju je 3a npumeHy Beoma MOjeCaH W
racu:

CraB 2. Hexa cy fiynxyuje o(x) u B(x) oipanuyene
Bapujayuje y oiisoperom pasmaxy (a, b-0), u Hexa je
le(x)|<B(X) e a<{x<h;
aro je dgynxyuja f(x) -unileipabusna y 00HOCY Ha PyHKyuje
a(x) u B(x) 3¢ a< x<b, u axo owna y pasmary (a,b)

He paciie u :
f(x)_—»O Kad x-b-0,

flada u3 erucllenyuje HecpojciliBeHo0l unillerpana

6—0

[rea8)

caedu er3uciienyuja HecsojcilBenor uHiielpana
6—0

[#()da el

a

" Mokas. Heka je a<lx<y<b; ako y craBy 5, Tayke
B. 3.5, (i) cTtaBumo

MR)=-B(x) ¥ A()=B(X),

J06UBeMO HejeIHAYUHY

» ¥y
]l i f(t)da(t)l<2f(x)s(x>+ ! [t® e

3 upetnocraske na Hecsojcréeﬂu HHTerpan f f(t)dB(¢t) moctoju

caenu na ke Ogpyrd yiaH ropwe HejelHayuHe TEXHUTU HYJH, mMa
KaKO X M y Texuau Ka b-0.
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"Tpe6a jow mnoxasaru na he u npBU YJaH TeXHTH HyJH,
Tj. ma '
f(x)B(x)»0 kam x-b=<0.

OBo, mebyTum, Clleny U3 eraucCTeHUHje HECBOjCTBEHOI MHTerpaia

f f(t)dg(¢) w npermocTaBke ma QyHkuuja f(x) He omaja u
TeXH Hyld Kaj x-»>b—0.

Hokas oBe uuwennue ustehemo y rtayku B. 5. 6 (iii), jep
je OHa campxaHa y Heiy a) cTaBa 4.

5.5. V oBoj u HapeaHOj Tauxu uMcnurakemo kaza je ¥ YKOJMKO
H03BO/bEHAa MapluualiHa MHTerpalyja HeCBOJCTBEHHX HHTerpania.
OBu cy CTaBOBM M YTOJMKO OJ, HHTepeca IUTO Ce M3 BOOGUBEHUX
yclOBa MOXe W3BeCTH jolll jelaH KPUTEpPHYM 3a ersuCTeHUHjy
HeCBOjCTBEHUX HHTerpama, a KOjU je 3a IpHUMeHY HapOYUTO
nojecas.

CraB 3. Hexa cy fyuxyuje o(x) u f(x) otpanuyene
Bapujayuje y oiliBoperos pazmaxy (a, b—0), u nexa je Pynx-

yuja f(x) unBlerpabusna y oOHOcy Ha ¢yHryujy o(X) 3a
_caako x<b.

a) Axo HecsojciiBenu uHilieipas

x b—0
lim f £t) dec ()= f FOde() doctioj, S)

MOhu hemo 1a ﬁ'apz;ué.a’uo uHllelpucaiiu axo je jow 3a00B0.beH
u ycaos ' :

f(x)a(x)»A xam x-b—0. (6)
Y mom cayuajy Glociioju HecBojciisenu uHilielpas

5-0

Jaw are), -
u, Kao u Kod obuyHor uHilleipaaa, Ouhe _
] b—0 .
ff(x)da(x)=A¥f(a)a(a) = fa(x)df(x). @)

b) V cieyuasnom cayuajy xad dynngufe f(x) un a(x)
3adosonasajy ycaose ciasa 2, ycaosu (5) u (6) Ouke uciy-
reru, Maxo 0a ke obpasay (1) Baxcuiiu u 300 MuM YCAOBUMA.
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M okas. Kako cy y pasmaky (g, x), x<b, o6e ¢yHk-
uuje f(f) um o(f) orpaHuyeHe BapHjauuje, TO ce y Tome pas-
MaKy napuuanHa MHTerpauuja yBeK MO)e WSBPLIMTH U Tajma je

[ f0de=f@)am)-f@)a(a) - [a@ar.

a) s oBe jennayute HenocpenHo cienu TBphewe a) rop-
er CTaBa, jep, aKO HeHa JieBa CTpaHa u NpBHM 4daH f(x)a(x)
IeCHe CTpaHe Texe ojpeheHMM rpaHMYHUM BPEIHOCTHMA, Kaj
x> b-0, TO MOpa M MOCJe[bU 4YlaH TexHTH onpekeHoj rpa-
HHUYHO] BpeIHOCTH, Yime Cy TBphewe a) kao u o6pasau (1) 3a
napuMasHy MHTerpaumujy noKasaHH. -

b) Mda Gucmo yBuienM Ja Cy OBH YCNOBM HUCIyHeHH, MOJ,
NpeTINOCTaBKama CTaBsa 2, IPUMETHMO:

1) ma u3 camor craBa 2, Cleliy ersucTeHuuja HeCBOjCTBEHOr
UHTerpana :

b—0
f £ (%) dor (x);

2) u3 npernocraBke (1) u a) ciemu na
f(x)a(x)»0 kax x-b6-0,

a(x)=0(1), x-b-0;
3) us npernocraBke (3) 4 a) cienu nIa
f(x)a(x)>f(b-0)x(b-0) kam x->b6-0,
jep je, mpema (3), dynxuuja f(x) orpaHuyeHe BapHjauuje, U3
yera creau Aa Beh
f(x)»f(b—0) 'xam x->b-56-0.

Maxkne cy, nom oBuM ycAOBUMA, 0Ge NpeTHOCTaBKe CTaBa

3 ucnymweHe, yume je U meo b) mokasa.

jep je

5.6. (i) 3a mpumeHy MHOro BaXHHMjH CTaB HOGMBaMO aKo je
dyHkuuja f(x) moHOTOHa; Taja Beh U U3 Came NpeTMOCTaBKe
Jla MOCTOjU HeCBOjCTBEHH HHTerpas

60
f f(x)da(x)

a

clleid na WM
f(x)a(x) nwm f(x){c(b-0)—a(x)}
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MOpa TeXUTH ojpeheHO] rpaHHYHO] BPeOHOCTH Kax x-b6-0,
Kao WITO TO Ka3dyje oBaj CTaB.

CraB 4. Hexa je o(x) ¢ynxyuja owpanuvene Bapujayuje -
y pasmaxy (a,b-0), e f(x) Bosulusna u MoHoloHa G HyHK-
y mome pasmary. Hs ersucienyuje HecpojciiBeror uHilielpaaa

5—0
ff(x)da(x)
caedu da ‘
a) f(x)a(x)»0 xad x-b6-0,
axo
f(x)»0 kam x-b5=0.
Ako je
lin},_ f(x)>0,
fdiada
b) h_n: a(x)=a(b-0)
Zociioju u _
) F(x){e(b-0)-a(x)} >0 kag x-+b-0,

u @o Ouso Oa Pyuxyuja f(x) moHomono ofiada, Ouso da oHa
MOHOTOKO pacilie u Texncl KOHAYHO] 1paruyu uau OeckoHayrocmiu.

(i) Mocnenuua. Ako je QyHxkuuja f(x) MOHOTOHA
¥ KO HeCcBOjCTBEHM HHTerpan
50
[fde
a .
NOCTOjH, MOXEMO Ha OCHOBY MPeTXOIHOI CTaBa M cTasa 3, yBeK
M3BPLIUTY NApUMjaNHy UHTErpauujy, np4 yemy TpeGa pasjiMKOBaTH -
OBe TpuU MOryhHOCTH:
a) Axo :
f(x)»0 kag x-6-0,
Taza je '
' 5—0

5—0 ™ ' —
[0 da(m)= - f@)a(a) - [a(x)ar().

b) Axo je
lim f(x)=f(b-0)>0 u KOHauHO,.
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Tajga - '

liﬂ a(x)=a(b-0)

nocToju H B B
- 50 ' - 5—0 ‘
[f@ydat) =16 ~0)a(s-0) - fa)a(a) - f o (%) dF(%).
¢) Ako

f(X)» Kad x->b-0,

Tajga

_ ,!L"J a(x)=a(b-0)

Takobe NOCTOjU H '

f(x){x(b-0)-a(x)}+0 kam x->b6-0;

Kako je -
5—0 6—0

ff(x) doc(x)=ff(x)d{a(x)—a(b—O)},

TO OBaj MOCJ]eltbd HMHTErpajl MOXEMO MapLHalHO UHTErpucaTi
W no6uBaMo :
b—0 —0

i F()da()=F(@) (a6 - 0)- a(@)) + [ tate-0)-at)are).

a a

(i) Mokas cTaBa 4. [lpuvMeTumo Hajupe xa us no-
3UTUBHTETa W MOHOTOHHje QyHKkuuje f(x) cuemy, uau xa mopa
NOCTOjaTH rpaHuyHa BpepgHocTt f(b-0), WM ma mopa

f(x)» o kam x->b6-0.
a) lpernocraBumo na f(x) MOHOTOHO ofaja M Ha je
| f(b-0)=0.

a<lx<y<b
Taga UMamMo

fMle®)] = fW)a(p) -a(@+ax)|<<
<fWNa@|+f@)|a(y)-ax)|=

Heka je

y
<FO)a@I+f0)| [ da(d

, |
<fO)a@|+10)| | 755 O =0
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Kako je Ha OCHOBYy cTtaBa 20 CpefitbMM BpeJHOCTHMA,. '
o6pasar (4) tauke 3.2. ca mpumenGom y Tauku 4.6.,

Max | f f(t)da(t)ll

\\y

{ f ﬁﬁf(t) da ()| <7

jep je
1 1
f (y 0) ST »)’

TO N0oGMBaMO Ha je
1y

fMle@)I<FO) | (x)|+ Max |Iff(l‘)dm(f) -
- xS

<) 1§

AKO y OBOj HejeIHauYWHW IMyCTMMO, Hajupe, xa y-»>b-0,
sajipxaBajyku pH TOMe X CTaJIHO, OHAa MOCTaje

PN

lim sup 70| (1)|< Max | f £(8) dac(2)
b=b X< l

MebyTum, M3 NpeTNOCTaBKe Ja MNOCTOjd HECBOjCTBEHH
HHTErpan

5—0
[r@yaa,
cleiu na
‘ 80 ,
Max Iff(t)dcz(t) +0 Kam x-b—0;
AKIKO |}

npema TOMe, U3 Mocieie HejeJiHaquHe clienu, na je
lim sup £(y)|«(»)[<0,
a wTo je moryhke camo Kaj
f(x)a(x)»0, x>b-0.
b) MpernocraBumo ma f(x) MOHOTOHO omaja M na je

£(6-0)>0;
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Taja je, Ha OCHOBY MPETXOIHO TIPHMEIEHOr CTaBa O CpetihM

BpeIHOCTHMA
y
f o (t) I =

fy Y0} (t) da (t)

|o(y) - e (x)|=

1
— Max
f(y) X<ty |{

f f(da (t){ | ®)

I y
f(b o Mo |tff(t)doc(t) g

Kako u3 ersucTeHuuje HECBOjCTBEHOI MHTerpana
50

f £(H)da(d)
b

cillegy pga

;

Max | f @ da(t) | 50,

x<t<y

Ma Kako X ¥ y Texund ka b—O0, TO M8 ropwe HejegHa-
yyHe ciiegu, na he u
a(y) —(Z(X)-')O,
Tj. JHa rpaHHyHa BpegHoCT o(b-0) nocroju.
b") lpetnocraBumo na f(x) MOHOTOHO pacTe W Ha je
f(b—-0) KoHayHO;

Tajga HejemHauyuHa (8) ysuma OGJIHMK

9)

- la(y)—a(x)|<< —(— Max ff(t)doc(t)

) x<t<y

¥ Ha OCHOBY WCTOr pe30OHOBalba Ka0 M Majlo mpe, noGujamo na
a(y)-a(x)»0 kam x u y->5b-0,

T Za «(b—0) mnocroju.

-
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c¢) [lpernocraBumo, Hajsan, na f(x) MOHOTOHO pacTe ¥ Ja
f(x)>o, ka@m x-b-0.

Axo Tama y HejenHayunu (9) mycTtumo ma y Texd ka b—0,
Ha ocHoBy Tauke b"”), «a(b—0) mnocroju u mo6GuBamO Ha je

f)]e(d-0)-a(x)|<

f f(t)de(f)

Max
x<t<b
Axo caj, y OBOj HejemHayMHM NyCcTUMO ga U x-»>b-0, us
er3UCTeHLMje HeCBOjCTBEHOI MHTerpalia '

6—0
ff(x)d(t(x)
a
cnemy na
t
Max ff(t) da(f)|»0 kam x-b6-0,
x<<t< by
nakne ke u

f(x){a(b-0)-a(x)}»0 kam x-b-0,

yume je CTaB 4 NMOTHYHO NOKa3aH.

5.7. (i) Ako y mocnemuuu cTaBa 4 3ameHumo ynory (yHkuuja
f(x) n a(x), mo6uBaMO jenaH CTaB KOju J[aje KpHTepHUyM 3a
ersucTeHuu]y HeCBOjCTBEHHMX WHTerpajna, a KOju Huje capxiaH
y craBoBuma 1,2 u 2’. Te craBOBe MOXemO, nakie, JOMYHHTH
OBUM CTaBOM.

CraB 5. Axo je diyuxyuja «a(x) MOHOTIOHG u OPAHIYEHA,
a fiyuxyuja  (x) oipanuuene papujayuje y pasmaxy (a, b-0)
u unlietpabuana y odnocy na giyrxujy o(x), @ada je 3a e3u-
cilenyujy HecBojciliBeror uHilelpasq

5—0
A= f()da()

dososHo Oa Bociloju HecBojcliBeHu unidierpan

6—0
B==f a{x)df(x).
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Cras 5 Baxu, 6uno na ¢pyHkuuja o(x) omaxa, 6un0 na
pacte y pasmaky (e, b), am ce y memy MOHOTOHMja He MOXe
3aMeHHTH YCNIOBOM, Ia OHa Gyje OrpaHuyeHe Bapujalluje y Tome
pasmaxy. :

[Toxaxumo oBo Ha jenﬁom npumepy y kome hemo 3a ropmy
rPaHULy MHTErpauuje yseTu Ha je b= oo,

(if) Heka je f(x) y pasmaky (0,oc0) cTenmeHacTa (yHK-
uMja, Koja y Taykama x=n, n=1,2,3,..... , HMMa CKoKoBe
Iy XUHe _

f(n+0)—f(n-0)=n, n=1,2,3,..... ,
M Heka je
(0,=0.

3a ¢pyukuujy o(x) ysmumo, Taxobe, crenmeHacTy (QyHK
LWjy 4Mju Ce CKOKOBM Hanase Ma Tje y pasmauuma (n-1,n),
n=123,..... , W TO Tako pa Gyne
a(0)=0 u o(n)=(-1)"/n2

Tama ToranHa Bapujauuia ¢ynxuuje o(x) ocraje orpa-
HWYeHa y uesom pasmaky (0,o), jep je

We (@)= > 1/n2.

Cem ToOra je _
fa(x) df(x)=_>, (- 1y/n,
n=1

JaKie W 0Baj MHTerpal nocToj4, amd f(x)a(x) uMmaK He Texu
HyJH, jep je

f(R)ya(m)=(—1)n2 > v,

. a Koju uspas ocuunupa usmeby —1/2 u +1/2, Kapg n- oo;
npemMa TOMe, He MOXe IIOCTOjaTH HU HHTerpan

f f(x)da(x)

y rpahuiiama og 0 1o oo, v
CmnyaH mpumep 6MCMO MMalM, Kaj GHCMO yseiu ja je
f(x)=[x*] a a(x)=(1+x)"2cosxx.
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(ili) Ipumerumo, HamocneTKy, fia MHBepCaH CTaB CTaBa § '
He BaXxy, Tj. Aa MOJ ropwHM OpeTHOCTaBKama, U3 ersucTeHLuje

#HTerpana
5—0

A= ff(x)doc(x)

a

He CJeJy eraucTeHUHja HHTerpajia

b—0
B= f a(x) dF(x).

OBO MOXemO MOKa3aTM Ha mnpumepy, y Kome hemo Ta-
Kxohe yseTu na je ropiba MHTErpalMoHa rpaHuia b=oo.

®dyuxuujy f(x) npedunuiumo y pasmaky (0, ) Kao
CTeneHacTy (yHKuujy
f)=(-D"n 8a n x<n+l, n=0,1,2,..... ,
a 3a QpyHKUMjy a(x) y3MUMO (YHKUU]Y
«(0)=0, a(x)=1/x 3a x>0.

Y oBOM ciyyajy HeCBOjCTBEeHM MHTerpail A MOCTOjH, jep je

_A- —Jf(x) de (%) =Jf(x)x‘2dx=

n+l

=i (-1)nnft—1at= S (= 1)"/(n+1),

v=1 n v=1
a oBaj NocCJeltbH pell KOHBeprupa. AN HECBOjCTBEHH HHTErpain
B He noctojy, jep je

X

j 1df ()= > (~ 1)y @n—1)fn,
- n<x
8aTO IITO ¢yuxkuuja f(x) y Taykama Xx=n HMa CKOKOBe
nyxuHe (-1)"(2n-1), a oBaj nocrenwd pen IUBEprupa, Tj.
ocuuaupa usmehby KOHaYyHUX rpaHdua Kaj X- oo,

[I[pema TOMe M3 eraucTeHuuje HHTerpasa A He MOXeMO
3aKJbYYHTH erauCTeHUHjy MHTerpana B.

5.8. (i) [lpe vero wro mobemo Ha mpumeHe, nokasahemo OBHe
Ha JiBa mpumepa y KOJMKOj mepu Stieltjes-oB uuTerpans, kao u
Hanpel W3BeJeHH CTaBOBH, CaipXe Hajpa3HOBPCHHje CTaBOBe
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aHam3e. Tako, Beh U3 npumepa Koje CMO HaBesd Y OBOj IJaBH,
MOXEMO 3aKby4yuTH Jia Cy peJlOBM CaMmoO jelaH cneuuanaH cCiay-
yaj Stieltjes-oBa uHTerpana. Ca gpyre cTpaHe W CBM CTaBOBH
KOju ce oaHoce Ha o6uyaH ofpeheHH WHTerpax CaipxaHu Cy y
CTaBOBHMAa OBOT' OJeJbKa, a Ka0 NPUMEP HABEIHMO Camo jelaH
crieyuanaH ciiyyaj craBa 4, KOju rjacu:

Axo giynryuja ¢ (x) ume uniieipabuaar u3od y pasmaxy
(0, ), u axo

Cb(x)=ft<p’(t)dt—»A, X+ 00, (10)
mada: ’
° 002 a(), X2, an)
2° x{p(x)-p(o0)}+0, X oo, (12)
u
»  [eo-sena-- [iwon--a. 3
0

OsBaj je cTaB calpxaH Kao crieuuanan cayyaj y C'raBy 4
¥ HErOBOj NMOCIEIUIH, aKO Y HheMy CTaBUMO

f(x)=x, a(x)=¢(x), ¢=0 U b=oo,

Papu ynopehewa wu3BeluheMO OBIe y KpaTKuUM HOTe3uma
¥ HemocpelaH JOKa3 OBOI CTaBa. — [leJMMHYHOM HHTErpauujow
uHterpana (10) mo6usamo '

o0 = [e@at+ [ty (ar,
.0 0

ofakie Bugumo gna je (13) HemocpelHa MOCIERMIA aCUMIOTOTCKe
penauuje (12). .

Kako us |
¥(x)= £
caemu
@ (m) - @ (X) = f Q' (2) dt = D (m) o (x) fq)(t) dt,

TO Ha OCHOBY mpernocraBke (10), Tj. ma K d(m)-»A Kap
m-oo, po6GuBamo Hma je penaumja (11) ucoymeHa.




5.8.. m

pema ToMe je

x(p() - 9 () = x[ -T2 f ‘D“)dt} 5 [2O2C@ g,
aOTyna"

flo@-o f
o) -] <z [LPOZ2O grcox [& s

3a JOBOJHO BeIWKO X U NPOW3BOJGHO Malo &, 4HmMe je
penauuja (12) IOKa3aHa. '

(i) Ma Gucmo mnoxasamd Kakse CBe pasHOJHMKe uspase
Moxe y ce6u canpxaru jemaH ucTv Stieltjes-oB urerpan HaBe-
IUMO HeCBOJCTBEHU HHTErpa’ .

an -k, s>,
'j(s)=ft—sd{t—[t]}=< l—iiinm(%+§l+...+]ﬁ—1gn)=1 -C s=1,
1

n

+11m{'1z Z%},O<s<l.

v=1

(14)

Ha ocHoBy craBa 2 a), ca b=oo, HeCBOjCTBEHH MHTe-
rpaj Ha 1eBOj CTpaHH KOHBeprupa 8a cBako s >0, JIOK je penm

&(s>=213

KOHBEpreHTaH camo 3a §>1.

MebyTum, ako ropwmM HHTerpajl nocmaTpamo y rpaHuuama
ol 1 mo x, pobusamo, 32 s=+1,

Je(s)= f £ dt - f =l =1 Z =,
C2<ngx

aza s=1 je

CJx(s)=lgx - 2 ’l—z

2<<n<x
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Ako y OBUM jemHayMHaMa NyCTHMO Ja X-» oo, K3 INpBe
‘jenHayuHe mo6uBamo npsu M Tpehu pen o6pacua (14), Tj. 3a
s>1 u 0<s<l1, a us gpyre cpefmwu pef, rie je C T3B.
Euler-oBa xoncraura [32].

(lii) Mapase o6pacua (14) MOXemMO H3pasuUTH U jeTHUM
‘HeCBOJCTBEHHM MHTErpajiom y3eTuMm Mameby KOHayHMX rpaHuua,

1
-aK0 f{ 3aMeHHMO ca 7 H CTaBHMO

1

p@=3-[;] o<t

Jjep je Tam .

f(S)=ft’dp(t) 3a s>O0..

+0
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OLEBAK C.

MPUMEHE

1. Hspasn oApei;énn Ba0 SYHRNEje mA3a Gpojesa
II. prMena y TeopmjE peaoBa
[I. Onmrr 30mpEm o6pacua
. IV. Cnenmaaum 36EpHHE G6pacmy
V.

=

O6aacr m amemmca Kompepremnmje Dirichlet-osmx peaosa
Tonamame Dirichlet-oBa peaa Ha py6y o6aacrE EoHBepreENHje
Tomamame symEmmje zeemsmcane Dirichlet-oBmm pesoM .aeso o0
npase KOHBepreHNEje :

VI
viI

I. Uapasu onpeije'}m Kao ¢yuxuuje Husa 6pojeBa

1. 1. (i) Uspasu koje hemo OBIe nmOCMaTpaTH Cy Heku Creuu-
anHd ciyyajeBd uspasa o6iauka [26]

S(X)== z F(X, )‘v). ’ (1)
) IS 1

rae je F(x,y) ¢yHKuuja ABejy npoMeH/bMBHX, HedUHUCaHA 3a
x>0 u y>0, a A, [aT HU3 NO3UTUBHUX OpojeBa KOjU He
omaga U Texu OeCKoHayHOCTH ca n. [la Gucmo oBe u3pase
MOrJiM JlaKille MCIMTATH, M° TO HapOYMTO MOHalame QYHKuHuje
S{x) 3a Benuxke BpefHOCTH Of, X, MOTpeGHO je ;a NPeTXOAHO
yBememo nojam T. 3. GpojHe ;pyﬂxuuje JaTora Hu3a X,.

(if) Heka je v
A\, n=123,....,

GeCKOHaYaH HU3 MO3UTUBHUX GpojeBa, 3a KOju hemo mpernocra-
BHWTH lla He omaja Tj. na je

0, <l < e g oo

IMon, 6pojuon gyurygujom 8 (x) HH3a A, HOJpasymeBamo
cTeneHacTy ¢yHKuMjy Koja, 3a cBako x>0, naje Opoj unaHoBa
HU3a 1, Koju Hucy Behu onm x; mpema Tome je [26]

‘ s(x)= = 1. | @
: INTS

Teopuja i npaxca Stieltjes-0aa umrTerpana 8
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(iii) Bpojua ¢gyHKuuja O8(x) He omaja, HempekugHa je ca
JecHe CTpaHe H, ak0 \,»oc0 ca n, OHa je medMHUCaHA y
nenom pasmaky (0, o). MebyTum, ako

Ap+a@ Kaj n-ooo,
Tajga ‘
8f(x) > 0o kam x-a-0,

H ¢yHkuuja 8(x) je nedunucana camo y pasmaky (0, a-0).

Y Tauku x=21, O6pojHa (pyHxuuja 8(x) uma CKOK AyXKHHE
1 ako ), HHje jeMHaK YiaHy KOjH My OPETXOIHM MM ra Cleu.
MebyTiim, ako ¥Ma k& uynaHOBa HM3a Kkoju cy mebycoGHoO jen-
Hak¥ Tajla ¥ TOj Tauku OpojHa (pyHKuMja Mma CKOK LyXuHe k.

(iv) Kao wro je Husom 1\, merosa OpojHa (yHKuHuja
nornyHo peduuucaHa ¥ TO obpacuem (2), Tako je u o6paTHO,
dynxuujom (2), Tj. crereHacToM (PyHKIHjOM, KOX KOje Cy LyXHHe
CBUX CKOKOBa Hend OpojeBd, HH3 OpojeBa 1A, TOTIYHO Of-
pebeH. Haume, ako ¢ynkuuja 6(x) uma y TaukKu X=a& CKOK -
LyXuHe k, u ako je &(e-0)=n, Tapa cy n+1-B4, n+2-ry,....
M n+k-TH unaH HM3a A,, KOju je oBOM (pyHKuujom oapebeH,
ceu mehycoGHO jemnaku W

‘}.n+1=)\.n+2= ...... - n+k-=a.
. (v) U3 meunnuuje (2) ciemu na je, Ha mpumep, 6pojHa
¢ynxuuja 6(x) Hu3a mpuponHux GpojeBa
L,23,...... n,..
Hajsehu uLeo Opoj cagpxan y x [28], 1j nma je
8{x)=[x], x>0. _

Meby ceum crenenacTmm ¢yHkuMjama, ¢ysxumja [x] je
jenHa Ol HajBaXXHU]UX U Ha by hiemMo YeCTO HauIasuTH. YocTalom,
nomohy oBe ¢yHKUHje MOXeMO J1aKO UBpas3UTH U GpojHy (YHK-
UMjy NpOU3BOBLHOF HW3Aa 1,, YKOJMKO je Taj HM3 [aT Kao
MOHOTOHA (PyHKLMja HHIEKCa n.

CraB 1. Hewxa je

Ap=9(n), n=1,2,3,...., 3)
10e je o(x) wmoHoiiona ¢iyuryuja u Hexe je &(X) HeHa uH-
Bepana gynxyuja. Bpojua Pynryuja 8(x) Huza N, Modce ce
uspasuiin y obauKy

§(x)=[6()]. | (4)
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oTyaa je

115
Us (3) u nedunuumje uHBepsHe (yHKuuje (B. ci. 12) je
| n=6(;) H n+1=06Qns);

nhE)<n+1l 8a XA<CX<Mpgay

jep Ha OCHOBY UDETIOCTaBKe ma ¢yHkuuja o(x) He omaja,

Hehe Hu dyHKuMja &(x) omapary. -
A
A
5 £ L § ()
4 )4 4
. ./~
K4
./
A3 ¢
3 // poesaa- ;
@ : !
7 Fo---e ; X
> Az p; : !
e 1 !
. I -—— . .
. ] 1 ] t
by I O X I’ 2
1 - ' ! A4 :
PN 1 hs :
: ;/' \ N2 : , '
%ﬁ: A4 : : -
0 y 2 3 4 5

Ca. 12.

[Ipema ToMe je

[d)(x)]=n=_}\ Zil=38(x).

Tako je, Ha mpumep,

8()= [v]
6pojHa ¢pyHKuuja HuBA
n, n=12,..... s
: l
ow-| 167

GpojHa ¢yHKuuja HH3a

qn) q>1’ n=1,2,----.

8¢
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(vi) Caku Hu8 2, KOju He OMafa MOXEMO YBEK HHTep-
nonucaTy HenpexuaHom yHkuujom ¢(x) Koja Takobe He onana,
¥ TO, LITa BHUlIe, Ha GeCKPajHO MHOrO HauuHa. JIpyrum peyuma,
KpO3 HMB M30NOBAaHMX TayakKa ca amcuucama »n M OpIHHATaMa
An, n=1,2,...., MOXeMO yBek MoBYyhM jellHY WIH KOJHKO XKe-
JMMO HENpeKHIHHX NWHUja, KOje He omajajy ako HHB L, He
onaja; jemHaYHHOM Ma Koje ON OBHMX JMHHja - y=¢(x) -Ofpe-
bena je jemna ¢ynxkumja ¢(x) Koja He omajga u MHTEpHONMLLIE
HU3 1,, Tj. TakBa ja je

A,=9(n) 3a csako n=1,2,3,.....

AKO HH3
A,»>00 Kal n-oo,

Taja mopa u Tako ogxpeheHa ¢yHkuuja
| @(x)>o00 Kag n-»oo,
a y Tom cayuajy Mopa ¥ IbeHa WHBep3Ha (QYHKUHja
h(x)»00 Kam n-»oo.
_ [lpema TOMe, Ha ocHOBY o6pacua (4) ¥ uHmbeHHUE Ja je
[x]~x Kag x-o0,.
HeriocpeiHo yBuhamo mga u3
. Ap=¢(n)»>00 Kal n- oo, )
yBeK crnegu ha je ' .
3 (x)~d(x), Kag Xx-oo. (6)

(vii) W8 o6paszaua (5) u (6) BMRMMO Ja U3 aCUMITOTCKOT
foHamamwa QyHKuuje ¢(7), OOGHOCHO HM3A X,, Kaj n-oo,-
MOXEeMO JIaKO HOGUTH aCHMIITOTCKO MOHallakme erope OpojHe
¢ynkuuje 6(x) Kam x-oo, Kaarog CMO y CTalkby fa M3
ACMMOTOTCKOr MOHawamwa QyHKuuje ¢(x) OIpexUMO acumi-
TOTCKO MOHalame WeHe uHBep3He QyHKuUje &(x), M o6paTHO.

3a ¢yHkuuje o@(x¥) Koje He pacTy HU CyBulle 6p30 HH
CyBHILlIe CNOpO, Be3dy uamehy auCMOTOTCKOr MOHallala Ccame
¢yHKuHKje U HbeHe HHBep3He PYHKUUje MOXeMO JaKo HOGMTH, U
jemaH craB oBe BpCTe je

CraB 2. Hexa cy ¢ymcquj'e o(x) u V(x) moHolone 3a
x>0, a &(x) u A(x) muxose unsepine @yuryuje; axo

Y(x)> o0 Kad x-o00,
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inada u3

_4 FLl kT R @

caedu : . _ . S

| gpwf%<h T ®
9 ) |

lim sup o5 <1 ;O

caeou b() - )

J‘ll=r°1;1 inf{h(x) =1, (16)

ako {oped mola gﬁynkquja A(x) 3adoBonasa jour osa Osa
yca08a:

1° 0a 3a jedno A\y>1

ILT sup /h/[E}(\o;) =W (%) 11

Zociioju, y KoM 'c/t_j:qajy W(Q.) docimoju 3a csako r< o u
He oifiada, jep diynxyuja /[x(x) He oflada;

2° da o
W@Q)»>1 xad 2->1+0. (12).
Hoxkas. Us mpernocraske (7) Cleln na je

e>Lvw

3a JOBOJbHO BEJMKO X, aKko je camo A >1, Ma KaKo ce OH
Majyo pasnuKoOBao of jemuuuue. Kako cy muarpamu ¢QyHKuuje u
IeHe uHBep3He (PyHKIMje CUMETPUYHM y OLHOCY Ha MpaBy y=X,
TO M3 OBe HejeJHAayuHe clel¥ J1a je 8a JOBOJBPHO BEIHKO .X

d(x)<A(Ax).

b(x) _4Qx)
TS AE)

a oryna je, axo je A<{d,, mNpema TIpeTHOCTaBLH (11), o

[Ipema TOME je

(%) A0.x)
iﬂsqub( DS hm Sup A W(}\)
Kako A MoxeMmo GupaTH NPOM3BOJBHO 61m3y ]enuﬂuue
TO, kajl myctumo Ta A-1+0, u3 npernocraBke (12) crnexu
TBpheme (8).
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AnanorHo go6uBamo aa us (9) c.rre,rm (10) axo, 8a jemHo

0<e<1
lim int AOX) _ 0 13
h(x)
HMje Hyna, U aKo ,
w®)»1 xag 6-»1-0. (14)
MebyTum, axo y (13) crasumo
1
—=A>1,
g~ A>

M X B3aMeHMMO Ca AXx 0Baj ycioB MOCTaje

4 (6x) 4 (%)
hm inf —-—~ el hm inf zb(kx)

~ lim inf 1/ ":b(’(:;) -

AQx) _
A

= 1/lim sup
x=00

1
-~
[Ipema TOMe je, 3a 6=1/1,
w®)=1/WQ),
tako na (13) u (14) cnene us npernocrasaxa (11) u (12), yume
je ropmy CTaB NOTHYHO NOKAa3aH. -

(viii) Axo je ¢yHnxuuja (x) aCHMTOTCKH jenHaka (yHK-
uujy Y (x), T1i. ako je
P(xX)~V(x) Kag x-ro00. (15)
Tajga cy o6a ycioa (7) u (9) craBa 2 wucmymweHa, na he Ha
OCHOBY OBOra CTaBa CJeIUTH Ja je , :
b (x)~Ah(x) kKagL x-oc0, ' (16)
aKo uHBep3Ha (yHkuuja dynkuuje V(x) 8amoBObaBa yCioBe
(11) u (12).
Ha 6u, oGparHo, us (16) cnexuno (15), jacHo je, Ha OCHOBY

cTaBa 2, na mopa cama yukuuja ¥ (x) 3anoso.rbanam ycnose
(11) u (12), 1j. mna mopa Gutu

lim sup ‘l’\lf(’;) ~WQ)»1 Kkan Ao1+0. a7
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- Jla 6u ¢yuxumja (x) 8sanoBosbaBana ycliOB OBaKOBOr
o6MKka OHa He cMe [a pacre CyBulle 6p30; y CTBapy, OHa ce
MOpa, 3a BelMKe BPEJHOCTH O X, OTHPWIMKe MOHALATH Kao
HeKH CTemeH X-a.

3aucra, . Beh eKCHoHeHUHalHa " ¢yskuuja e*, WM, LT
BUILIe, yHKUH]A e'" e sagoBobaBa ycios (17); jep je, Ha
npumep, _

+00 Kal, X-oo,

eVEE 7 _ (A—DV5

H TO 3a CBakO A >1.
MebyTum, ako je pynxuuja Y(x), Ha mpumep, 06auKa
A xP lg?(x),
Mma KakaB 6uo Gpoj p>0 u ¢=0, BumuUMO Ja
- Qx)Plgr(Ax)
xPlgix
npema ToMe je ycnos (17) samoBolbeH, jep je
| | WQ)=2>1 kag Ar-1. ,
OGpatHo, ma 6u ycnosu (11) u (12) 6unu 8alLOBOJbEHH,
dynxuuja 4 (x) He cme cyBullle 6p30 Ja pacTe, Tj. PyHKuUHU]a
¥ (x) He cme jma pacre cyBuuie cnopo. Tako craB 2 BHule He

Baxu, umi u3 (15) He mopa ma cnemu (16), yum ce (yHKuHja
¥(x) nowawa kao [gx. Ha npumep, ako je

e(x)=(Vigx-1),

»>AP Kapm Xx- oo;

Taja je .
¢(x)~1gx, x-oo,
"
d)(x)sex+2'/§'+l’
a ,
Y(®)=1gx, 1. 4(x)=€5;
mebyTum,
b (x)=ex+2VE+1

Texxu Gpie GeCKOHAYHOCTH ol A(X)=e€*, Kal X- oo.

(ix) Ha ocHoBy craBa 2 u pesyarara no6uBeHMX Yy Tay-
Kama (vi) - (viii), BUZMMO, Hakne, Ja M3 aCHMOTOTCKOr MOHa-
iama HW3a L\,, Tj. 43

M=9(n)~V(n), n-»oo, - (18)
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MOXeMO  LOGUTH aCHMOTOTCKO nonaman;e l-berone 6pO]He (PyHK-

unje 8(x), u TO :
: 8(x)~ fh(x), X0, - (19)
ako ¢ynkuuja 4 (x) sagmoBomaBa yciose (11) B (12).

OG6parHo, u3 (19) MOXeMO HOGUTH ACMMOTOTCKO [MOHa-:

latbe camora Husa A,,. Tj. (18), ako ¢PyHkuuja V¥ (x)- 3amo-
‘BOJbaBa ycios (17). :
Taxo, Ha npumep:

1° s _
Ap~nk, k>0, noo,
chegu na je : .
k—-
o 8(x)~Vx, x-oo,
lep Je ) W
V(E)=# u 4@x)=Vx.
2" Us » R S
Ap~mPlgin, p>0, .nroo,
cnemu

8 (x) ~ pUlp xlip [g~—alp (x) , X= o0,

jep aKo CTaBHMO ‘
, V(x)=x"lgix=y,
-6uhe ’

. k ’ k . . ’
x=V plg= () =V ylgT (Y ylg=1(x)} =

ply p
=((lgy—ngzgx)q) ~
~ pUP yUP [g—al? (1), y oo,
3° Heka je p, n-Tv npoer 6poj,.Tj.. ..
P1=1, p=2, p;=3, p4==’5, Ps=T, pe=11,
=13, pe=11, p=19, ...,
M n(x) teroBa 6pojHa (pyHKUM]ja, HaKe -

~

n(x)=0pojy Gpociiux O'pojesa LX.

OchoBhnu craB Hadamard-a {1,217} u de la Vallée-Poussin-a
{1,251} o pacnopeny npoctux GpojeBa kasyje ma je

a(x)~x/lgx, Xx»00. - (20)

Ilpema TOMe ce Ha OCHOBY npeTxoaHor npHMepa - (p=1 '

q— - 1), n-T4 npocT Gpoj noHawa kao nlgn, Ti.
Pn~nlgn, n-oo, (21)




1.1—2. - 121

1.-2. (i) Mpumenom Gpojue dymxunje & (x) HU8a A, MOXeMO
~ nako uspase oGmuka (1), Tj. 36up o

SM=_ T F(x,1,)

}\-V\x
uapasuty - Stieltjes- OBHM MHTErpajom. OBa] ce UHTerpai MOXxe,
X,
kaj ron nocrolu ‘ ( Y ), NapuuasHOM HHTErpauMjom YBeK

CBeCTH Ha 0GuuHe uHTerpane ca Kojuma je 4ecTo nakKiue onepi-
caru. [lpema TOMe, y TakBuM CllyyajeBuMa MOXKEMO JIaKILIE MCIH-
TaTH OCOGHMHE OBaKBHX 36up03a

Heka je A, HuB KOju He ofajia u Texu 6eCKOHaYHOCTH Ca
n, 6(x) mwerosa Gpojua ¢yHkuuja u ¢ynkuuja F(x,y) Henpe-
KuiHa no y y pa3maky (0,c). Tapma je (BHILH TauKy B. 2 5)

S(x) > Fx,n,)- f F(x, 65 (). 22)

<Xk

3aucra, kako je ¢pyHkuuja O&(x) cremeHacrta, TO je OBaj
MHTerpan jegHak 36upy wiaHoBa oG6JMKa

F(x,0,) {8 (%, +0) - 5(2, - 0)},

Koju TpeGa y3eTH NpeKO CBHUX Tayaka IMCKOHTHHyuUTeTa X\,
~Gynrunje 8(x), xoju Hucy sehu om x. MebyTum, RyxuHa
- cKoKa ¢yHkumuje 8(x) y OBHUM Taukama U3HOCH 1, WIM OHO-
JUKO jeluHMUA KOJMKO y HU3y 1A, uma mebycoGHO jemHakux
_ YnaHoBa, na ke oBaj MHTerpan campxaTH TayHO CBe OHe YJaHOBe
KOju ce jaBibajy W y 36upy = ,Tj.y 36upy (22), yume je 0Baj
v X

o6pa3sal, noKa3saH. =

(i) MpernocTaBumo npBo na ¢ynkumuja F(x,y) He 3aBuCH
ol Xx, T} ha je oHa o6auka f(y); Tama o6pasar (21) nocraje

> Q)= f f()ds(t). (23)

Ay <x

Axo ¢yHkuuja f(f) uma Henpekuiad, UaM onuiTHje, R-ux-
TerpaGuniaH HU3BOJ, napuua:mom HHTerpauu]om uHTerpana (23)
JoGHBamo

J £(£)d8(8) = £(9)8(x) - £(0)5,0) d[ F(6)8(8)dt.
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Kako je 6(0)=0, jep je mpema mpermocTaBuud Xy, >0, TO je,
Jlakne, Ha OCHOBY o6pacua (22)

> ) =f(x)8(x) - of (88 (f) dt.

<X

OBo je T.3B. Franel-oB {1} o6pasau. Kako ce Ha OCHOBY:

oBor ofpacua JUCKpeTaH 36up, Tj. pel, MOXe H3Pa3uTH Hempe-
KugHUM 3GHPOM, Tj. UHTErpajioM, TO HaM OH MOXe IOCIY XHTH
32 WCIMTUBAILE KAKO KOHBEPreHwuje, Tako 1 aCHMITOTCKOI MOHA-
wama 36upoBa o6iuka =f(X,), 3a wro hemo HaBeCTH HeKO-
JMKO Npumepa. ~ '

- (iif) Youumo npBo cayyaj Kan je HU3 N, HU3 NPUPOIHUX

6p01eBa, Tj. Kag je
Ma=n, n=1,2,3,....;

taga je O(x)=[x] u Franel-os o6pasay, Tj. obpaaau (24),
y3uma 0G6JIMK .

> f(v)- [x]f(x) f £ ()[4 d.

<<y
Axo y oBom ofpacuy CTaBMMO, Ha Npumep, Aa je

f(x)?:[l/e 3a 0<Cx<e,
lxlgx e X,
Jo6uBamo 1a je

[x] f 1 1 ‘
—+ 2 vlgv xlgx T [1+lgt]t‘lgtdt (25)

Us oGpacua (25).M0)K8M0 IO6GUTH He camo.

L= > v—l;—va‘zgtgx Kl x-o,
<<
Beh u ma je

L= 3 - lelgx+C+O(xlgn), x>0,

3<gvix

r t-[t]
C=1—?—f[ lgt]tzlgtdt

ca
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"Tima L(x)-1glgx Texu oapeheHoj KOHCTaHTH M TO GP3uHOM
1
xlgx®

OBo yBuhamo ako jecHy cTpany o6pacua (23) TpaHcgop- .
MHILEMO OBaKo

b= [\ batge - [+ gl gt

_ (i, 1=, x-[4
_Zglgx+C+xf[l+ lgt}ﬁlgtd YT

H NPUMETHMO J1a je

0<Cx-[x]<1, B3acBako x,
Tj. Ja Ce HOCJ]eMma JIBa 4JiaHa roptwer o6pacua nouama]y Kao
1/xlgx 3a Benuke BpeOHOCTH OX X. .

(@iv) l'locma'rpajmo jomr cnyvaj Kap je HA3 A, jenHaK HU3Y
npocTux 6pojeBa p,; oOpasau (24) Taga AOCTaje

2 £(p) =7 (x) £(2) - f £1(8) (£) dt, (26)

<X

rle 32 JOKBY HHTErpallHOHy IPAHULY MOXEMO yseTH 1-e, jep
je w(x)=0 38a 0<x<1.
Axo y o6pacuy (26) crasumo

f(x)=1/x,

S s, - "(") f i‘% dt. @n

DX

OH Mocraje

Kako us acumnrotcke penauuje (20), Tj. u3
X

“(x)'\'E;) X oo,
crnegn Aa
ﬂx—)-m
x b
U ja je

x
=(f) dt
f’t_?—dt 37T =lglgx Kag Xx-oo,
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T0 U3 (27) cnegu ma je

Z 1p,~iglgx, x- o0,
) L 1 '

~ OBo 3Hauu [a KajJ y XapMOHHUCKOM pexy -
1y

3apXMMO CaMO OHEe YJlaHOBe KOJ KOjUX je MHIEKC. v NpoCT
6poj, no6uBeHH pej ]om yBeK IMBEprupa H TO Kao lglgx,
IOoK je

z l/v~lgx a Z l/vlgv~lglgx X~ 00,

<X v<x

OBO CMO MOFIH YBUIETH U U3 acuMITOTCKe penauuje (21),
U3 Koje, Takoke, HemOCpeIHO Ciely HKa pen
z1plgp,

KOHBeprupa.

Ha Gucmo, mebyTHM, MOrJM IOKa3aTH Jla pasimka
z l/pv—lglgx |
s Pv s ‘ .

TeXH ojapebeHOj rpaHuuM Kajf X- oo, Kao LITO je TO Ciyyaj
M Koj, pena Z1/vigv, mopamO KOPUCTHTH 0O6pa3al (27). [lopen
TOra, 3a OBO HHje BHLIE JOBOJbHO NO3HABaHe CaMO aCHMITOTCKe
penauuje (20), Beh Ham je MOTPeGHO M [MOHAllalme pa3iuKe .
n(x)—x/lgx 3a BeAMKkO Xx. 3a OBO Ham je JOBOJbHA ACUMITOTCKA
penauuja kojy je mao de la Vallée Poussin {2} u koja kasyje na
mocroju jeman 6poj « >0 TakaB na je

x(x)=lg%+0(xe—aVﬁ), xsc0. - (28)
3aucra, u3 o6pacua (27) Bo6GuBaMO

> l/pv—lglgx+f[n(t) th} z f“(t)d,+ Jr(X)
<X i

a Kako je, mpema (28),

:t(x)-—il<Mxe‘“V’8—" 3a jemHo M >0,
lgx A

TO WHTerpai
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afncoNyTHO KOHBEprupa -Kajg- X-oo, jep je, 3a NPOU3BOLHO

y>x>e,

|f (- th]

Mf —q'Vlgldt 1{ e—=VTgx _ —a]/lgy]

(04
[Ipema TOMme
dt
Z 1/p,,—lglgx—>—— +f[ - ] t] iy X 0o
<

(v) Hanomenumo, najsan, na Hadamard-De la Vallée Poussin-os
CTaB O pacnopely npocTtux GpojeBa, Tj. aCMMITOTCKa penaiuja
(20), Huje u3BeIeHa HemOCpeIHO 3a (byHKuu]y n(x), ek no-
cpep;Ho npeko QyHKiHje

S(X)= = Igp,.
Prsx

OBH cy ayTopu y CTBap4 JoKasanu Oa ce gﬁyum;uja d(x)
acumiliioiicky oHawe Kao x, ). da je

d(x)~x, X>o0, (29)

Ha cyvpenauuje (20) u (29) saucra eKBHBaNeHTHe, LUTO je
noxasao jour Sylvester {1}, moxemo yBuueTH ako y oGpacuy

(23) craBumo
N,=p,, 8(x)==n(x)

f(x)%{o 3a 0<Cx<1
lgx 3a I<x..

H

OBum noGuamo Besy uameby dyHkumja n(x) u I (x)

Koja rnacu
X

= lgp,,=13(x)=lflgtdn(t). - (30)
p<x

[Tapuuansom uxTerpanujom ro6uamo u3 obpacua (30) na je

. ‘ x
I(x) =n(x)lgx - fn(t)%,
. 1
a ¥3 OBe Be3de Jlako BMIMMO Ja acCHMOTOTCKa penauuja (29)
cneau u3 penaunje (20). a 6ucmo o6paTHO MoKasam za u3 (29)
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cneny- (20), uspasumo = w(x) u8 oOpacua (30) momoky I (x).
Yucro opmanium paqyﬂom, Kao IITO CMO TO NOKa3aJid ¥ TauKy
B. 4. 4., no6uBamo

d&(x) lgxdn(x),
a oTyna

[42()

:rt(x)—:’((€)== lgt )

WM TapLUaHOM HHTerpauujom

x(x) - x(e) = (") ()+ffl(tzdt

M3 oBux o6pasaua je jacHo ma u3 (29) ciemu (20).

1. 3. (i) Yecto je naxiue, mpy UCHUTHBAKY I'PAHUYHUX BPEHZHOCTH
361poBa, OBe U3pasuTH Stieltjes-0BUM MHTErpanoM M HENOCpPeXHO
MCIUTATH HeroBy rpaHuyHy BpPeIHOCT, Npumewyjyhu gone HaBe-
IeHu CTaB 3.

Heka je
a,(x), n=12,....,

Hu3 (QyHKUMja KOje Cy orpaHdyeHe Bapujanuje y pasmaky (@, b);
o6pasyjmo y oaHocy Ha oBe ¢yHKkuuje Hu3 Stieltjes-oBux
MHTerpana

b
='ff(x) da,(x).

V cayyajy ma cy cBe (yHKuMje HM3a o, (X) MOHOTOHE,
Tala 3a rpaHMyHy BpeJHOCT HM3a WHTerpala J, BaXu OBaj
jemHocraBaH [24]: :

CraB 3. Hexa je giynxyuja f(x) HelBpexuOHa y pasmary
(a, b); axo cse giynryuje Hu3a '

a,(x), n=1,2,....,

He oflajy y Mome pazmaxy, Mada u3 KOHBepiehyuje HU3@ o, (X)
caedu KonBepleHyuja Husa uxilieipaia

,, |
[ £ dewn s,

mj. u3
o, (x)»a(x), n->oo, 3acse a<x<b, 31
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caedu
b. b b
lim f £ denl) = [ £ 4 lim ()} = [ da). @2)

M oxasa. I'panuyna ¢yHkuuja o(x) Takohe He - omana,
jep u3
L)< a(y) 32 a<<xy<h,

cnenu, npema (31),
Hm o, (x) < lima,(y) sa xp,
Tj.
a()<<a(y), 3a x<yp;

] b
npema Tome UHTErpan . f f(x)do(x) uma cmucra.
a

Youumo can mpousBomHy nopeny {x,} pasmaxa (a, b)
y m [0Jpa3maka U CTaBMMO

g(x,») = Min y{f(t;}, G(x, y) = Max {f(8)};

Tajga je

m b
> #0015 (00 () - e () < [ F0) det ()<

l{:l

m

K GXug, ) {0 (%) — tn (X

v=1

AKO y 0OBOj HejelHaYMHU NMyCTHMO Hajupe Oa n-oo, JO-
6uBamo, mpema (31),

m b
> £y, ) o) ~ <0} < fim inf [ £(9dan)<

v=1

b
< Iirrlsupff(x)an x <<

m

<D Glr_1, %) (X)) ~a(Xuy))-

v=l
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AKO 3aTuM MyCTHMO ha

8,= Max (x,-x,.,)-0,
’ Isvrsm |

JIeBH U JleCHM YNaH OBe HejefiHauMHe Texe HHTerpany QyHkuuje
f(x) y oanocy Ha ¢QyHkuMjy a(x); npema TOme Mopa OuTH

b b b
lim inf f F(x) da (x) = lim sup f £(x) ey (1) = [ F(x)dex ()
Tj.
b b ‘
ff(x) doc,,(x)—»ff(x) da(x) Kam n- oo,

Yyume je ropibd CTaB IOKasaH.

(ii) HanomeHuMO pa MOXeMO MpPETINOCTAaBKY O HelpeKun-
HOCTH (pyHKuuje f(x) 8ameHUTH oOmWITHjoM, Haume Ja f(x)
Gyne uHTerpaGuiHa y OJHOCY Ha CBe (hyHKuMje o,(X) u rpa-
HuyHy QyHKuMjy o(x), Ka0 WITO TO JaKO BHIUMO HB rOpiber
JOKa3a.

1.4. (i) Ja Oucmo pamm Heke MNpuUMeHe ropwer CTaBsa,
youumo HM3 OpojeBa KOjU He oOmaja

1 R VR Y Ve LA 00, 2> 0,
# o6pasyjMo 36up
1 AT
Sh=—— f(—"],
3(2) }\22\ A

Tae je 6(x) OpojHa PyHkuuja Husa L,, a f (x)" HenpeKuIHa
«(pyHKuuja y pasmaky (0,1); jacHo je ma ce cB¥ 6pojeBM
%‘:", 3a A, <A

‘Hanasa y Tome pasmaxy.
Kag A Texu 6GeCKOHAYHOCTH, 'PaHUYHA BPeJHOCT 36upa

S, 8aBHCHM O TOra Kako HuM3 X, Texu GeckoHayHocTH. Ha

qipumep, Kax je X, HH3 NpUpOIHBX OpojeBa, Tj. Kan je

Ma=n, n=1,2,3,...,
.36up S) y3suma 0OIMK

SI.=[L)\] Z f(%)=%§n:f(,—t), 3a A=n,

I<r< v=1
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4 y OBOM clyyajy je jacHO, Ha OCHOBy nedunuuuje oppehenor
MHTerpana, xa
1

n .
S,.=,172f’(—:;)—>ff(x)dx Kag n-oo.
&

Jla GucmO olpelund rpaHuyHy BpegHOCT 86uMpa S. H Yy
ONiUTEM Clyyajy, W3pasMMo oBaj 306Mp, CIMYHO oGpacuy (23),
y o6nuKy Stlelt]es -OBa MHTerpana

A
S”ﬁvzf(%) 5oy ()@

Y Yy OBOM HHTerpaly W3BPLIMMO CMeHY
X=M\t;
Taja 36up S). MOXEMO HamucaTH y OGIMKy

gty S ) [ o) frommo
€le CMO CTaBHIH .
‘ o (@O=801/8(Q). _
dyHKuuje a, Cy MOHOTOHe 3a cpako A >0, ma he,
fpema TOME, Ha OCHOBY CTaBa 3, rDaHHYHa BPeIHOCT

lim S)\_

A=o00
noCTOjaTH Kaaron ;
a (> a(t), Ao oo,

oTyga n0o6uBamo OBaj pesyaTar:
CraB 4. Hexa je
0, <0< oo <y K2 0, 200,
u Hexa je 8(x) Opojua gynryuja oot Husa; Mada u3

%(a§)+a(t) sa caaro 0<t<l, Kad loo,
cAedu
i
G(R)LZQ( ) ff(t)da(t), dos oo,

3a cBaKy y pasmary (0, 1) neipexudny gynrxyuiy F(x).
(ii) Ha npumep,.axo je .
Ap~nPlgi(n), n-oo,

Teopnja u npaxca Stieltjes-0Ba muTerpana 9
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Ha OCHOBY cTaBa 2 Tauke 1. 1. (vii) u npumepa 2° Tayke 1.1.
(ix) G6uke
8(x) ~ pUp x1IP [g—aIP(x), X-»oo;

npemMa TOME
S(0t
'Gi(i)l_’tw Ba 0<I], Kam Ao oo,
Tako 1a u3 <
' ' Aa~nPlgin, no oo,
chenu.

1

1
f f(tydtlr, N oo,
6(}\))\<)\ (}\) J(t) te. Ao

(iif) MebyTum, ako je, Ha Tpumep,
Ma=lgn, n=12,....,

e 89 =[e*],
Hu
8(M) | (0 33 0<#<1) _
| 6(X)+{1 sa  f-1 } L)
Kako je 1
[ ara -,

To he, makne, y oBom ciyuyajy

1 f(}\)—»f(l) Kaj A - oo,

8 (}‘) <A
OJHOCHO, aKO IyCTHMO Ja X TeXH 6eCKOHaYHOCTH NpPeKO Hu3a
6pojeBa Ilgn, n=2,3,4,...., Tj. ako ctraBUMO A=Ign, nO-

~6uBamo na he

12 (lgv)-)f(l) Kaj, n—).oo

v=1

1.5. (i) Ma Gucmo mokasanu jowl HeKe rnpumeHe CTaBsa 3, HaBe-
JIMMO OBJle Heke Jpyre CheuuaiHe ciydajeBe OBOT' CTaBa, KOI
KOjuxX je CTpyKTypa HM3a (PyHKUMjd M\,(X) NOTHYHO pasiIH4YuTa
Of CTPYKType OHOr HH3a dyHKuMja KojH . CMO mocmaTpamu y
NPeTXONHO] TauKH.

Heka je s(x) Hempekumna ¢yHKuuja Koja y pasmaxy (0, 1)
MOHOTOH@ pacTe Of HyJe NO jeduHHLe, Ti.

s(0)=0, s(1)=1,



1. 4=-5. .

M HeKa je

0<g<1.
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O_auaqumo ca oy(x) cremeHacTy MU MOHOTOHY QYHKUMjy
nedunucany y pasmaky (0,1) kao WTO je TO OpeTCTaBIbeHO
ciukom 13, Tj. PyHKuMjy koja y Taukama x=¢g° uMa CKOKOBe

. ByXuHe
g (g +0) - 0g(g” - 0)=s(¢"*) - s(¢g"), v=1,2,....

}
i
4(9
(9"
4(9)
“o] ¢ 92 e .
Ca 18.
Tapa je
@ . 1
S (s@9-s@)} @) = ([ Fx) day (),
IS v=1

8a cBaKy y pasmaky (0,1) Hempexkumny ¢yHkuujy £(x).

Kako je (B. ca. 13),
~ s(x/g) Ba 0<Cx<(q
s{x)<< <[ )
()< ()<< i sa g<r<<l
TO
a,(x)»s(x) kagm g¢g-1, sa cBako O0<Cx<l.
[Ipema TOMe, Ha OCHOBY CTaBa 3,

@ 1

Z{S(‘I"_’)—S(Q")}f(q")-*ﬁ[f(x)ds(x) Kag ¢-1.

v ==l

(33)
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(il) Youumo cneuuanan ciyyaj Kan je
s(x)=x.

Tama ce ¢yHxkuuja oy(x) cBOAM Ha (PYHKUH]Y qujl;x_ je auarpam
nar cnukom 14, a oGpasan (33) mocraje

@ 1 1
(1-q)zq"“f(ci")=!f(x)daq(x)—»J’f(x)dx, g->1. (34)

v==1

[IpumeTumo na ce oBaj o6pa3zail, MOXe JOOGUTH M U3 Jedu-
HULM]e -OfipeleHOr MHTerpana ako 3a Tayke nogene {x,} pa-
amaka (0,1) y3amemo uwiaHOBe reomeTpucKe mporpecuje  ¢”,
v=0,1,2..... ' ‘

lMpumepa pagu cTaBHMO

f(x)=xlgt(1/x) n ¢*=r;

. Can. 14.

.o6pasay, (31) r.a.u,a nocraje
. @ 1
(1-9) lg"(l/‘l)zV"r"-'afxlg"(l/x)dx Kan qt=ro1l.
v=1

OG6supom pa je [31, (iv)]

1 @
k!
k — —2t 4k -
ofng (l/x)dx—ofe tdt= s
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K Ja ce :
1\ (1=p)k+t
( q)_g 7

2::
TS Kag ¢*=r-1,

TO ce ropibu o6pasal, CBOIM Ha

w
(1=-r)k+t ZV"r"-»k! Kag r-1.

v=1

(iff) Hexa je 0<<q<1, w Heka je dyHkuuja B,(x) cre-
meHacta (yHKuMja 4Yuju je Duarpam jgart caukom 15, Tj.

P
1
| 29
/4*?
=
2_
41+ q
=R~
o] » g5 94 92 g g 4—"'

Ca. 15.

B(0)=ps Ba(D)=1,

Bi(9"+0) - Bo(¢"-0)=(-1)¢",
8a ceako v=0,1,2,..... Ospa ¢yHKuuja je orpaHuyeHe Bapu-
jaunje y pasmaky (0,1) 3a ceako ¢<C1, jep je

Wi Be(9) = 2 ¢ = 1=

v=0 9
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[Ipema ToMe je

S 1) = [ ds ), 35)
v=20 0

3a cBaKy y pasmaky (0,1) Henpexupghy GyHkuujy £(x).

Kako dynkumja By(x) Huje MOHOTOHa, TO Ha oGpasal,
(35), kanm y mwemy nycTumo Xa ¢ -1, He MOXeMO HemoCpemgHO
npumeHuTH ctaB 3. MebyTtum, Heompebenn uHTerpan QyHkuuje
Bs(x) He onama, jép je oBa (yHKUMja NOSMTHBHA y pasmaky
(0,1); ma 6ucmo, mpema TOMe, MOMJIM HPHUMEHUTH CTaB 3, MO-
TpeGHO je 1a NpeTXOAHO MHTerpal (35) AeJUMUYHO HHTErpHlIeMO.
3ato hemo npermocraBuTH ma ¢yHkuuja f(x) uma CBOj NpBH
u3BOL y pasmaky (0,1), jep ce Tanma, HeJMMUYHOM UHTerpa-
uujom neBe crpaHe o6pacua (35), oBaj CBOIM Ha

w 1

-1V VY = ___q_. _ , _
g( 1)-q 1) =10 1+qf(0) off(x)ﬁq(x)dx
(36)

1
=f(1) =2 f0) - [F(x)d ,
() =730 [#rav
rie CMO CTaBHIHM 0

vot) = [Bo()at.
0

a 6ucmo ogpemumu % ,(x), cTaBUMO Y OBOM oGpaéuy
(B. ca. 16 u 17)
: x 3a 0<Cx<¢,

f(x) =
) [t ga t<Cx<Cl;

Kako je Tama

re -y = 0srsh L
0 sa t<x<1, R
4
b S ' .
: ' : )
= fl, ! 5 : 1

Ca. 16 Ca. 17
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TO U3 ofpacua (36) no6uBamo ja je

Yo = [Be@ax=t-3 (-1 g£(g") -
0 v=0

=t 2 (_l)quv_t 2 ('_l)v"v=

<t o=t
P (_ ])nq2n—l_(_ l)nqnt=
1+¢? 1+¢q

ST B O Pl S Y
T+¢ T+¢% 1+gf

e je ueo 6poj n onpehen HejemHayuHama

<t gvY, T n=[£g—t] +1.
lgq
Kaxo u3 OBUX HejelHAyWHA Cleiyu 1aa je

n<< 9" <t,
TO je

__ (-9 »<{ " _ t} g(1-9)
1+ (1+¢) “U+g 1+¢f ~(1+9)(1+¢?)

[lpema TOME

n t
-1 "{ q ———]-vO Kag g-1,
(=11 1+¢* 1+g 7

Tako na ke, npema (37),
Yoty t2 xap g-1.

Kako 8a cBako ¢ usmeby Hyne u jemaH, (yHxuuja Y (f)
He omaja, jep je B,(x)=>0, TO MOXemo Ha uHTerpanm (36)
TIpUMEHUTH CTaB 3, Tako Ha ‘

1 1 ’ .
ij'(x)dY:q(x)-»J Fx)d3=2 (F()-£0)) xan g-1.
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Axo, nakne, y olpacuy (36) myctumo xa ¢-1, TO moGu-
BamMO KOHayHO

© 1
Py VY = ___‘Z__ - 4
20 =10 T - [ O dra )

1
S£(1) -;—f(O)-%Jf'(tm:

-»%f(l) Kag ¢-1.

Kako je mpsu unaH ropwer 36upa jenHak f(1), To HO-
6GUBEHH pe3yNTaT MOXEMO HAaMUCAaTH M Y OGJMKY

v=1

2(—1)V—‘q“—‘f(q")—>—;—f(l) Kax g-1-0.

Hanomenumo ma cmo oBaj oGpasai, W3BeNH M0, TMPETIIOCTaBKOM
Ia nocrojd mnpBu u3Boj OyHkuuje £(x) y uenom pasmaky
(0,1), amu je y cTBapu HOBOJPHO NPETNOCTAaBUTH €rsuCTEHLHUy
OBOr' U3BORA CaMO y Tayku x=1.

(iv) Bmixe o craBoBuma oGpabeHuM y OBOj FJaBH, Kao
W HUXOBE MpHMEHe y pa3HUM IpaHama aHalu3e MOXe 4YuTajall
Hahu koj Polya-Szegé {1, 1.1, cTp. 34-46 u 67-77} u Kapa-
mara {1, 2}.

Il IlpuMena y TeopHjyn pepopa

2. 1. (i) W3 Franel-oBa o6Gpacua u werosux npumena (B. 1. 2.}
ce BUIM Ia :

pexn, zf(v) ¥ HHTerpan f f(t)dt
0

v=1

CTOje y yCKOj Be3d, HapoyuTo ako (yHkuuja f(x) uma npa-
BunaH Tok. Tako cy jom Maclaurin {1, ctp. 289} u Cauchy
{2, cTp. 221} noxasanu ga Cy oBa JBa H3pasa eKBHKOHBEPreHTHa
ako ¢ynkuuja f(x) He omaja, Tj. mOKa3amM
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CraB 1. Axo je diyaxyuja f(x) HosuMusna u MOHOWLOHO-
 oilada y pasmary (0,00), @izda cy ped

D fw) sa ns %, . (1)
v=1 : _
u undieipan
| f f()dt 3a x»o00, (2)
: i

€KBUKOHBEPIEHITHY, [j. OHU CY UCTOBPeMEHO KOHBEPIEHITHU UAL:
OuBepileHiinL, UAL U3 KOHBEPLeHyuja peda caedu KOHBepleHyuja
uHilieipasa u o6paiiino. :

Osaj cTaB ce qoka3yje BeomMa NaKO HENOCPeNHUM NOCMA-
Tpawmem auarpama ¢yHkuuje f(x) W ynopebuparbeM MOBPIUHHA

Stw-1 u f £(2) dt.
0 .

ve=l

Kako je, mebyTum, Ha ocHoBy Franel-oBa o6pacua

>t =[f0dm,
0

v=1

TO cTaB 1 MOXeMO M3BeCTH M u3 cTaBa 5 Tauke B.3.5. (i), koju
hemo osae dopmymucatd y o6auky neme, jep he Ham oH M y
nesioM JIOUHH]jeM M3Naramwy y OBOj riaBd GUTH MOTpeGaH.

Jlema. Axo je gf}ynm;uja f(x) #osuMiusna u He paciie y
pasmaxy (a, b), u axo je ona unewpabusna y O0OHOCY Ha
dynryuje o(x), AM(x) v A(x), Bade u3

AMAO)<a(@)<KA(X) 38 a<Cx<(b,
caedu ‘

. b : b
[tmaw-t@e@-2r@)< [ fmdem<
a a (3)

b
< [ ()80 +1(@) (A (2) - (@)
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AKO y HejemHayHHama
(3 craBumo _ x]
a=0, b=x, a(x)=[x], /0

)\(x)={ 0, o0<<x<],
x-1, 1x,

H 1

A(x)=x,

Taga (B. cn. 18), u3 ' -

x- 1<%, 8a x>1,
clegy, Ha OCHOBY ropihe

neme, Ja je Cxn. 18

[roa< [ ryata< bf f(b) dt,
1 0
Tj;
x . x 1 x
[roa< 3 1< f fOydt= [ £(eyater f £(t) de.
1 Iy 0
Kako 3a ¢yHkuujy f(x) moxemo, 6e3 orpaHuyerba, y3eTH 1a je

f(x)=F(1) kap je O0<Cx<l,
TO je, maKie,

> f(v)=ef(1)+ff(t)dt sa 0<O<I.
I<r<x i

U3 oBe Bese cnemu Hemocpegno Cauchy-es, Tj. crTas 1,
jep ¥ pem ¥ MHTerpan MOHOTOHO PacCTy ca n, ORHOCHO ca X.

(il) HMctum mocTynkom MOXemO WBBECTH M jelaH Ipyru
Cauchy-es {3, cTp. 135} cTaB, Kao H 1beroBo MpOLIMpeHe Koje
je mao Bugaieff {1}, a koju raace:

CraB 2. Axo Hu3 u, MmoHOTOHO ollada, Mada cy pedoBu

Zu, u Z2u,
€KBUKOHBEPIEHIIHY.

CraB 3. Axo 4aanosu oba peda

Eu,, u Etp'(l')u:p(v)
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MOHOIMOHO ofiadajy, oBu ke pedosu Ouiiu exBUKOHBepleHIHU,
axo dpu Wome PyHryuja o (x) He oilada, feixcu Oecronay-
Hocllu ca X u y3uma yese BpeQHociu 3a yese BpeOHOCHU
apiymeniia X, , .

3a ¢(x)=2* osajnocnextu cTtaB ce ceoau Ha Cauchy-es
CTaB 2; npeMa TOMe je IOBOJBHO Ja JOKaXeMO CamO CTaB 3.

Y 1y cBpxy craBumo

Uy = u(n),
¥ y UHTerpany
x

b[u(t)d[t] ST

1<r<x
¥3BPUIMMO CMeHy

t=9(1) u x=9(y),
mTo Haje
X

y
S wo- [~ [uteoiale)

1<vr<x 1
AKo npumeTHMO Ja ie
¢ (1) - 1<[e (VI (v),
4 CTaBuMO, Ge3 OrpaHHyYelHa,
¢(0)=0 u ¢(1)=1,

Taja je, HA OCHOBY Hampel HaBeleHe Jieme,
y

Y b4
[ute@) o @< J e dly 1< [ alo() ¥ @)a

1
[Ipema TOMe cy
pex 2Zu(v) u uHTerpan fu{cp(r)} @' (t)dt
€KBUKOHBEPreHTHH, a Kako cy npema Cauchy-eBom cTaBy 1
HHTerpan fu{cp(t)}(p’(t)dt upen Zufe(v))e (v)
'réxobe eKBHKOHBepPreHTHH, TO he, Jakie, u pelOBH

Zu() n Ze'(ule(v)
OUTH eKBUKOHBEPreHTHH.
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(ili) CraBoBe OBe BpCTe, KOjU Y HeKy DPyKy KOHIeH3yjy
yraHoBe Jarora pera, Hamd Cy jolI ¥ MHOMM IIPYrH ayTOpH;
Tako je, Ha npumep, Schlémilch {2} nokasao cras, ciuyan cTaBy
3, Koju raacu: : ,

Aro Hu3 yeaux Opojese ¢, 3a00BObABA ycaoBe

¢ <gn+1?© Kad n-oo,

ny1—qn= O(qn - qn+1), n- oo,
U QKO HU3 U, MOHOMOHO oflada, Wada cy pedoBu
2(Gn+1=qn) U, B Zu,
€KBUKOHRBepleHIliRL.
Ucro Tako je u Ermakoff {1} nao jexan ctaB oBe BpcTe, U TO:
Hexa -je
Up=u(n), n=1,2,3,....,
10e je dyurxyuja u(x) Oedunucena 3a cee x>0 u MOHOTOHO
oiada y pasmaxy (0,00); ped Zu, he Ouliu KoHBepileHTaH

aro je

e*u(en)<<ou(x) ca 6<1,
a OusepieniiaH, aKo je |
o euE)>ru(x) ca A >1.

CBM ce OBH CTaBOBM MOTY JOKa3aTH CIHYHUM [OCTYIIKOM.
Kao ¥ craposd 1—3.

~

2.2. () 36or cBoje jemHOCTABHOCTH MU MOTryhHOCTH JaKe NpH-
meHe Cauchy-eB cTaB 1 mao je TIOBOJa MHOFMM MNpOILHpeHUMA.
OBgae hemo HaBeCTH HeKOJMKO O OBMX CTaBOBa M Iokasahemo
Ja je KOJ CBHMX TMX CTaBOBa Outan Stieltjes-oB unTerpan

[lpo TakBo mpowmnpewe Cauchy-eBa KpuTepHyma Hao je

Bromwich {1}; ma 64 mpeTmocTaBKy O MOHOTOHHM{U (PYHKuUje
f(x) 3amenuo ommTHjum yciosuma Bromwich je nocmarpao
dyHKuujy o6auKa

f(x)=g(x)eit () 4)
1 nokasao da cy

ped Zg(v)ei®(v) u unimletpan fg(x)eie(x)dx

eKBUKOHBeplenmHu aKo giynkyuje g(x) u- 6(x) 3adososasajy
jow u ose ycaose:

-1° g(x) monoimono odada u »0 Kad 5c->oo,
2° 6(x) MOHOMOKO pacilie & » oo KGO X oo,
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3° ¢'(x) Mmownoiiono ofiada u -+ 0 Kad x-»oo,
4° yniierpan

f £(x) ¢ (x) dx @ocmoju.

(il) Kako Cauchy—ea, Tako ¥ Bromwich-es cTaBs npoLIupuo .
je  monynuo Hardy {2}:

CraB 4. Axo je u3s00 fiynxyuje f(x) aﬁco.aymuo uHilie--
ipabuaan y pa.marcy (0, ), Tj. aKo

f [f(t)|dt ocillaje orpanuten Kad x-oo,
0

u aKo
f(x)+0 xad x- oo,
flada cy He camo

peb 2 f(v) u unimeipan f f(¢t) dt,
I<vx
EKBUKOHBEPLEHTIHL, Beki- U HUXORA PA3AUKA : ﬁleolcu odpehenoj tpa-
Huyu, m]
ff(t)dt— 2 () » - f(t D@0 dt, x>co.
1I<vr<x
CaM 0GJMK OBOr CTaBa Kasyje fa ce OH 10GMBa Kao He-
flOCpeiHa TNOCieauLa JelMMHYHe uHTerpauuje Stieltjes-oBa uH-
Terpana, jep je

ff(t)dt- > f(v)—ff(t)d(t (D) -

I 0

= (XD )~ f (- dr (D).

U3 osor oGpacua suaumo fa Hardy-es CTaB BaxH, WiTa
- BUlUe, W MOJ HEWITO ONWTHUM mnpernocTasKama. [JOBOJBHO je,
Haume, na Qynkuuja f(x) Oyne orpaHu4yeHe Bapujauuje y Le-
nom pasmaky (0,00), Tj. ma Gyne

X
- f\df(t)]gM 3a cBako x>0, (5)
0
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a Jla ce NpH TOME, HApaBHO, HeHU IAUCKOHTHHYHUTETH He MOKJa-

najy ca muCKoHTHHyuTeTuma ¢pyHiumje x—[x]. LlTo .ce THue

ycnoBa ja

_ f(x)»0 Kag x> oo, (6)
OH je moTpe6aH caMO Kaj, X HelpeKUOHO TeXH GeCKOHayHO-

CTH; aKo, mebyTuM, X TeXH GeCKOHayHOCTH CamMo MpeKo Lie-

mix OpojeBa, Tafa ce yciosa (6) MOXxemO OCAO6OIUTH, jep je

(x-[x])f(x)=0 3a x=1,2,3,.......

(ill) MJa 6ucmo yBupmemt na je Bromwich-eB cTaB camo
cnenuanan cayyaj Hardy-esa crtaBa, IOBOJBHO je Ja NOKaxemo
na ¢Qynkudja (4) 3amoBobaBa YCNOB (S) aKO Cy HCHYHEHH
ycaosu 1°-49°, :

3aucra u3

d{g(t)eis()=eio(dg () +iei®(®) g(f) do(¢),
¥ mpernocraBaka 1°—4° crenu

[1ateenon< [leswiiago) « [1ie0giia0o) -
0 -0 .

<[1dz 01+ [ 12114511

<- [dem)+ J 2% () dt =
0

<2)-2(0)+ [ 29 Wyt

lITo ce THye oBOr usBobewa, Bajba HAllOMEHyTH Ha CBe
oBe onepauuje (Koje Baxe 8a Stieltjes-oB uHTerpan ako cy no-
cmaTpaHe (yHKuuje peanHe), Baxe U 3a KOMILIEKCHe (pyHKuMje
peanHe MpPOMEHIbUBE, jep UX Y TOM Ciydajy Tpeba camo mpuMme-
HUTH Ha peajlHe M HMaruHapHe [eJioBe OBMX (yHKuHja.

2. 3. (i) dox ce Bromwich-Hardy-eBo yonuitete Cauchy-eBa
CTaBa CacTOjM y TOMe Jla Ce OBaj CTaB UPOIUHPH Ha WITO Behe -
nome dyHkuuja f(x), HOTNEe mpoluMpena, kKoja kemo HaBecTH
y OBOj M HapeJIHOj Tauyku, umajy 8a uwb ja y Cauchy-esom
CTaBy HH3 NpHPOJIHHMX OpojeBa 3ameHe WITO OMNLITHjUM HU3OM
6pojeBa. TakBo jemHo npowmpewe koje je mao Littlewood {1}
riaacu:
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D]

CraB 5. Axo Hu3 6pojesa d,, n=1,2,3,..., 3adosonasa
ycJ08e
0<<da <M, n=1,2,3,...., ™
n
Dy,=0, Dn=2dv-+oo, n- oo, _ 8)

ve=1l.

u axp je gynryuja f(x) B030MuBHAG U MOROMOKO oiiala 3a
x>0, @ada cy :

X

ped 2 d,f(D,) u umuezpa./t J f(tH)dt 9

Dv<x

EKBUKOHBEPIEHITIHL.
Jacuo je, na oBaj craB campxu Cauchy-eB craB 1 kao
clielManad cnyyaj 4 TO Kap je

dn=1, 3a cako n=1,2,3,....,
Tj. Kan je
D,=n 3a n=12,3,......
(ify CraB 5 ce, mehyTum, MOXe HemOCpeIHO MPOLIKUPUTH
u y npasuy Hardy-esa craBa He Memajyhu NIpH TOMe HHUyKO-
JIHKO HeroB 1oka3. JJoBOJHO je 3aTo ma pasnuky usmeby pena

1 uuTerpana (9) uspasumo Stieltjes-oBuM uHTerpanom, yBohemem
CcTelneHacTe (]Jym(uu]e

LA =2 d,, (10)

Dy<x
(B. ca. 19), Tj. PyHkumje Koja je jemnaka D, Kax je
| D <x< Dyys.’
OBy OyHKUM]y MOXeMO joul H3Pa3UTH M Y OGJHKY
4@ =9([$()])=D s,

roe cmo ca 8(x) O3HaYWIM HeupeKHZIHY W MOHOTOHY (PYHKUM]Y
KOja WHTepnomume wu3 D,, Tj. OHy 8a kojy je ¢(n)=D,,
n=123,..., ca &(x) meHy WHBep3Hy (yHKuHjy, a ca 3 (x)
6pojHy QyHKuujy Hu3a D,, Tj. QyHKUH]jy

8(x) = [6(x)].
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7Kako je 3a oBy QyHKuMjy

>4, £(D,) - [ F(H)d{d®),

Dy<x

“TO Ce pasjuKa pefa ¥ uHTerpana (9) moxe HaUCaTH Y OGMHKY

f F(dt - 3 d, F(D,) = f Falt- d(0),

Dv<.x

:a oryna MapUUATHOM MHTErpauMujoM JOGUBaMO 3a OBY pasimKy

ff(t)dt- > d,f(D,)={x-d(x)}f(x) - ft d()df@. (11)

Dv<x
Kako je, npema (7) u (10),
0<x-d(x)<d, <M 3a D, <x<Dn, n=1,2,3,....,

- To BUgumMo na Littlewood-oB cTaB Baxu NOJ HCTUM MpeTNO-
- cTaBkama (5) u (6) 3a ¢yukuujy f(x), xao u Hardy-es cras 4.
/llra Buwe, Kako MNpBM 4YJaH MOecHe cCrTpaHe jemHauuHe (11)
. uimyesaBa Kax je x=D,, n=1,2,3,...., TO U NpeTHOCTaBKa
- (6) oTnaga ako MyCTUMO na X TeXH O6GeCKOHAYHOCTH npeko
< OBUX BPeIHOCTH.
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Osum pobusBamo cTaB KOju o6yxBaTa CBe OO Cal Hase-
JieHe CTaBOBe OBe BPCTe W KOjU IJac

CraB 6. Axo Hus Opojesa d,, n=12,3,...., 3adoso-

JaBa PcaoBe
‘ 0<Cd, <M, n=1,23,....,

D,=0, D _Ed-m n+ o,

v=1
4 axo Bapujeyuja giyuryuje [(X) ocllaje orpanuuena y pa3mary
{0,00), ‘@j. aro je
| [1at@i=0@), x+o0,
0
dnada cy
ped 2 d, f(D,) u unezpa/t f f(t) dt
Dv < X

€KBUKOHBepeniliHL ; willa Buwe,

Zd f(D,) - ff(t)dt-+ f {t-d () df(t) %20 n-oo.

v—.!
Aro foped mowa .
: f(x)>0 xad x-o0,
.mada u
2 d, f(D,) - f £ dt » f {t-d(D}df(f) wad x>0,
Dy x
2. 4. () Denjoy {1} je mpoummpuo Littlewood-0B cTaB 5 He
fIpeTnocTasbajyku BHille OrpaHMyeHOCT Husa d,, Tj. ocl06a-

hajyhu ce ycnosa (7). OBum je OH mMOGHO CTaB, HEIITO Pa3fu-
yutTor o6/uKa, KOjU riacu

CraB 7. Aro je

n
dn>03 Dn=2dv"b°; o,
v=1

4 arxo dhyuxyuja }"(x) MOHOITIOHO ollada, Mada u3 KoHBepierluje
axilelpana f f(t)dt caedu xousepienyuja peda 2d,f (D)), a

Teopuja x mpaxca Stieltjes-osa unterpana 0
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u3 Ouseprenyuje Woie unDleipasa cAedu Ouseprenyuja  peda

z dv f(Dv—-l).

OBaj cTaB je HemocpeiHa HOCJefuuUa lieMe HaBeleHe Y
Taykn 2. 1. (i). Axo, Haume, nopen ¢yukuuje (10), Tj. d(x), yBe-

nemo ¥ QyHKuujy

: D(x)== 2 dv+1

Dy<x

(8. cn. 20), Tana je

d () <*r< D).

R et

1%
o
o
«

Ca. 20

[lpema TOMe, aKO y NOMEHYTO] JeMH CTaBUMO

A (x)=d(x), A(x)=D(x)
] :
a(x)=x,

Taja ce HejeaHayuHa (3) cBOOM Ha

[ roaue) <[ roa< [ roap ey,
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jep je -
d(x)=D (x)=x=0 8a x=0.
Kako je
f FBd(dB)}= > d,f(D,)
Dv<x
H

X

| J FOUD O} = > d,F(Dus), Do=0,

Dugx

TO U3 OBe HejefHayuHe M MOHOTOHHje 36MpOBa M MHTerpajia
HenocpenHo ciaenu Denjoy-oB ctaB 7.

(if) Hanomenumo ma Littlewood-oB craB 5 8aucra He mopa
Ba)XHTH aKO HU3 d, He oCTaje orpaHuueH, T]. Ja je y Denjoy-
OBy KpHTepuyMy 8a HOuBepreHuujy O6uTHO Ja ce D, samenu
ca D, ;. Jep, ako, Ha mpuUmep, CTaBUMO

f(x)=xll 3a x>2

D,,=-=e"“ 8a a>l,

f
l
2

Tajga HHTerpan

IuBeprupa, IOK je

E d,f(D,) = Z e — et " <Z 1/ve,

v=2 v=2 yv=2

a oBaj pe.u, KOHBeprupa 8a o >1; mebyTum je pexn

Do) L et

p=2 ev—1)% p=2 V ])a

z e(v+1)“-—-v°‘ _

y=1

8aucTa JMBEpreHTaH.

*
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(lif) W3 ropmwer npumepa ce MOXe HaCIyTHTU Ha cCe y
Denjoy-oBy craBy 3a puseprenuujy, pen 2d,f(D,_,) He
MoXxe 3aMmeHUTH pemom 2d,f(D,) camo y ciyyajeBMMa Kaj HU3
D, cysuine 6p30 puseprupa. OBO orpaHuvyere pauherma HH3a
D, nocrurayro je mpernoctaskom (1) Littlewood-oBa crasas,
Tj. OpeTnocraBKom jpa Hu3 d, Oyle OrpaHuyeH, jep OTyHa
ciefy Ja mopa GUTH ‘

D,=0(n), n>o.

OBum je, mehyTum, pamkewbe Hu3a D, CyBullle OrPaHHYEHO, U
8alCTa MOXEMO INOKasaTH Ja CTaB D BaXH M Y MHOro onuiTHjem
ciyyajy, ¥ TO Xaurox kommyuHuk D,.:/D, ocTaje orpaHuyeH,
Tj. 3a cBaku HU3 D, 3a Koju je

Dy =0(D,), n>oo. | (12)

Jla 6ucMo 0BO YBHAeld NpUMETHMO Na ke moj mpeTno-
craBkom (12) yBek mocrojatd jemHo p >0 TakBO jHa je

0<p<D,_,/D, 3acBako v=234,....,
Tako ja ke ce cBe Ttauke A, (B. ca 19) HamasuTH M3HAKL NpBe

) y=un(x-D,).
Ilpema ToMe je

d(x)>(x-D,) 3a csako x>0.

V oBom cayuajy moxemo, naxne, y nemu Tayke 2.1.(i)

CTaBUTH
a(x)=d(x) u Ax)=p(x-D,),

TaKoO Ka M3 MPBOT Jela HejemHauuHe (3) HOGMBaMO

X X

> 4,fD)- J £ a{(H) > J (5)dt- D, £(0).

Dy<x

13 oBe HejemHaumne BuAuMO Ha he nmox npernocraskom (12)
¥3 JIuBepreHuuje UHTerpaia

) of f(t) dt

CNeUTH U J¥MBepreniuja pena

> d,f(D,),

v=1
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Tako jga ce Denjoy-Littlewood-oB crap moxe joiwr IONyHHTH H
CTaBOM:

CraB 8. Axo nu3 6pojesa d, 3adopomasa ycnose

n

4,0, Dy= > dy> o0, nroo,
v=1 .

u aro je |

Dn+1=0(Dn), Il—)oo,

@ada cy :

n X
ped > d,f(D,) u undeipan f (o) dt
0

v=l

eKBuKonsepteniiny 3a csary fyaxyujy f(x) Koja je BosulMusHa
u He oilada y pasmaxy (0, ).

2. 5. (i) Ha rpyny craBoBa 5-—7 HemocpenHO ce HaloOBe3yjy
jouwr Heku craBoBu Littlewood-a {1} u Denjoy-a {1} koju ce
OIHOCe Ha KOHBepreHTHe pefoBe, a oI Kkojux hemo HaBecTH
camo OBaj:

CraB 9. Hexa je
¢, >0, v=1,2,3,....,

®
Z Cy=C

v=l

u Hexa je ped

Kongepieniiian. ClaBumo
l @®
o= > €y 1=0,1,2,....,
v=n+41

u o3nagumo ca g(x) ynryujy Koja mownoiono oliada 3a
0<lx<e. Axo

g(x)»00 Kad x->+0,

Mada u3 KOHBepleHyuje UHTeEPaa

fg(t)dt Kad x-+0,
X
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caedu Kousepienyuja peda
n

zcv g(rv—l):

vel
a u3 duseptenyuje iopmer uniietpasa caedu Ouseprenyuja peda

z c,g(r,).

v=1

[TlpumeHom Stieltjes-oBa uHTerpana oBaj cTaB ce MOXe
HOMYHATH Y NPOLUMPUTH CIMYHO Kao U CTaBoBM 5—8. MebyTum,
CaM JOKa3 OBOI CTapa JoGMBa Ce HENOCPeIHO W3 OYeBUIHE
HejefiHayHHe

I'n—1
eng(rams) < [ dt<cnt ().

r'n

(i) CraBoBu 8 U 9 Cy jolI W YTONMKO BaXHH LHTO CHAnajy
y oHy rpyny Abel-osux {2, 3} craBoBa, T. 3B. Abel-Dini-esu
{1} cTaBoBM, U3 KOjUX Cnemyu La Hexua peda ca BOSUMUBHUM
YAQHOBUMAE KO,u Hajcllopuje Kowsepiupa, Huillu peda Koju Haj-
cilopuje dusepiupa.

OBaj craB, Ka0 U CTaB Ja Hena HajOpicer OuBepleHTiHOL
Huly Hajopocer KousepieHMiHOL peda, MOXEMO HelMOoCpegHO Mo-
KasaTH ako Koj, JuBepreHTHor pema 2d,, d, >0, nocmarpamo

n

HU3 HEroBUX IeTMMHUYHUX 36UpoBa [, = E d,, a KOIlL KOHBep-
v=1
reHTHOr pefa =c¢,, ¢, >0, mocmarpamo HM3 HeroBUX OCTaTaKa -

-]

3aucra, ma icaxo 6p3o guBeprupao pen d,, pen =d,
yuju Cy HelMMHYHU 3GMpOBM HU3 OpojeBa

n
Dn)r= 2 4y
v=1
ke 6pxe muBeprupaTH, a Ma Kako CIIOpO JuBeprupao pen =d,,

pen =d,” uyuju Cy menMmuyHd 36uMpOBU HU3 GpojeBa
: _ n

VD;= z dv"
v=n+l
ke cnopuje muBeprupartu.
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Wcto Taxo, ma Kako 6p30 KOHBeprupao pem 2c,, peln
2¢,, udju Cy OCTATUH JAaTH HH30M

(rn)2= 2 ¢/’

v=n+41

fie 6pxe KOHBEPrMpaTH, a Ma KaKO CIOPO KOHBEprupao pefl
Zc,, pel =c¢,” 4YHju Cy OCTaTud maTd Hu3om GpojeBa

@
Vrn” 2 : cv"
V=n+l

he cnopuje xoHBepruparu.

(iii) CrasoBu 8 u 9 majy camo HelTO jeXHOCTaBHHUjy KOH-
CTPyKuujy OmuWITer yaHa peya Koju CIopHje AMBEpPrupa, OAHOCHO
KOHBeprupa, o, DpOH3BOBHO NATOr pefa. Tako, Ha MpUMep, KO
per Zd, cnopo nuBeprupa, Tj. aKo

n
2d.,=D,.->oo u d,»0, nroo,
v=1
M aKO y CTaBOBHMa 5 WM 8 CTaBMMO
f(x)=1/x, x>1,

Ha OCHOBY JMBepreHuuje yHrerpana -

[ dt
f—r”g"'

2d,/D,

JIUBEPrupaTH, U TO y CBaKOM Cliy4ajy cnopuje ox pefa =d,, jep

Jo6uBamo ja ke M pen

D,»c Kag n- oo,

" Ha cauvan HauuH, ako y Denjoy-Littlewood-oBy craBy 9
CTaBUMO ’

g(x)=1/x, 0<xK1,
Kako 3a 0<s<1 HHTerpan
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KoHBeprupa kKax x-0, TO U3 KOHBepreHuuje pema Zc¢, Cle-
I¥ ¥ KOHBepreHiuja peja )
Ecv/rsv—l’

a OBaj NocClellbH pel y CBAaKOM Cly4ajy CHOpHje KOHBeprapa
oJ, npBor, jep
1/rSp»00 Kall n-soo,

2. 6. (i) INoxaxumo, Hajsan, ma craBoBM ruase B. 5. koju nmajy
ycnose KOHBepreHuuje HecBojcTBeHor Stieltjes-oBa uHTerpana
caapxe Kao CreluudanHe cilyyajeBe ¥ MHOre CTaBOBe W3 TeopHje
pelloBa, ¥ TO HAapOYHTO OHe KOjU ce noGusajy u3 Abel-oBa
o6pacia 3a genumuyHo cabGupame. Tako je,. Ha npumep, rpyna
craBoBa Abel {1,2}-Dedekind {1}-Dirichlet {2,§101}-Du Bois-
Reymond {1, c1p. 10} camo cneuuanan cnyyaj craBa 2 Tauke
B. 5. 4. (i).

[TomenyTre craBose moxemo opmynucard y OGJMKYy jen-
HOr CTaBa U TO:

CraB 10. Hexa je

An= 2 2,=0(1), n>oo, (13).
v==1
u
n ' .
Z'bv—bV+1|=0(l), n-»oo; (14)
y=1
iada ped
Sab, (15)

RoOHBeprupa aKo je jow 3adoszosmen jedan 00 ycaosa:
10 Dedekind-08 ciias, ako Hu3

A, wxonsepiupa Kad n- oo;

2° Du Bois-Reymond-os ciias, axo
| by»0 Kad n-oo.

Abel-oB ctaB je cmeuuanan cinyyaj Dedekind-oBa crasa,
a Dirichlet-op craB Du Bois-Reymond-oBa craBa, ako ce y
tbima . ycaioB (14) sameHM yXHM YCJIOBOM, Haume Qa HU3 0,
Oyne MOHOTOH.
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Ha ce oBaj cTaB noGuBa HEOCpPeNHO U3 IIOMRHYTOr CTaBa
2 BHIMMO aKO OBaj CTaB IPUMEHUMO Ha ciyyaj b=oo, H Yy

H:EMY CTaBHMO
x(®)= > a,

<X

f(x)=b, xapmje n—1+0< x<n+e

rie je 6 mpoussomHO U 06 1. )
Y rtome ce cayvajy Stieltjes-oB unTerpan f f(H)da(t) cso-
o1 Ha pen (15), Tj.

> a,b,~ ff(t)da(t),“

<KX 0

a ycnosu (1) u (3) craBa 2 ce cBoge Ha ycaoB (13), oqHOCHO
(14), tako pma ce meo 6) craBa 2 cBogu Ha Dedekind-oB cTaB.
1% a gmeo a) Ha crtaB Du Bois-Reymond-a 2°.

(i) Ha nctu HayuH MOXemMO BUIETH Ja MOMEHYTH CTaB 2
Tauke B. 5. 4. (i) HenmocpenHo caapxu U Jensen-080 {1, cTp. 69}
npoluupere cTasa 8, Haume:

H3 apeiiociiaara cillaga 10 cAedu He camo KOHBEpleHYuja
peda (15) sek u. rouseprenyuja peda

Za,b,° 3a ceako s_>1.

Ila 6UcMO 0BO yBuZeNH DOBOJLHO je Ja CTaB 2 NpUMeHH-
Mo Ha Qyukuujy {f(x)}s, mecro Ha rope pedunucany ¢yHk-
uujy f(x), u nma npumetumo (B. Tauky A. 4. 4. (iii)) ma je
¢dynxumja {f(x)}® orpaHHyeHe Bapujauuje 3a CBAKO S_>1 aKo
‘je dynkumuja f(x) orpaHuyeHe Bapujaumuije.

(iii) Cras 2 campxu, mebyTum, joml ¥ MHOre mpyre cCTa-
BoBe OBe BpcTe. Mayctpauuje pan, l'IOCM-ana]MO jowr caydaj
y KoMe je ¢yHxuuja a(x) o6auka

a(@)=¢(x) AX)

rie je A(x) creneHacta (pyHKuHja

A(X)== Z a,, @&=0, A’(O)=0, (16)

r<sx
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a ¢(x) nosuTuBHa pyHKUHM]a U OrpaHuyeHe Bapujalije 3a CBaKO
x>0, wuHaye, 3a caj, joul NPOM3BOJbHA.

Axo jouwl mpernocTaBuMO Ha je ¢yHkuuja f(x) orpaHu-
yeHe Bapujailvje W S-uHTerpaGuiHa y OJHOCY Ha OBy (QYHKUUjy
a(x) 3a csako x>0, u na je f(0)=O0, Tama, nowTo ABa

NyTa NapUMaiHO MHTErPUILIeMO, HHTerpan f f(t)da(t) nocraje

X

J()= J F( e () A0} -
~F() 0 () A() - J e (AW () -
=f(x)o(X) A(x) - Alx: f o (t) df (£) + J [ Jmm df{u;] dA(t) =

~AW o0~ f vare) + X a

VX

J o (O dF(t).

Axo y oBOM U3pa3y CTaBUMO

[ewaro=se,
0

W M3 OBe Bese ofpemumo QyHkuuiy f(x), Tj.
@ ()df()=db(r), df(H)=db(t)/e(®),
nakne, _ _

£(x)= J‘ do(t) , rie je C mpoussobHa KOHCTaHTa, (17)

Taja ce j(x) CBOJM Ha
J)= 2 a,b(n)-b(x) >, a,+¢(x) A(Hf(x), (18) |

v<x VS x
rie cy ¢pyukuuje A(x) u f(x) narte o6pacuuma (16) u (17).
Mpumenom ctaBa 2 Tauyke B.5.4.(i), ca b= oo, "Ha
MHTErpan f f(t)doc(t),. T} Ha u3paz (18), suauvo ja he oBaj
U3pas TEeXWTH oOfipeheHO] rpaHMLM Kaj X- oo, aKO Cy 0pH
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ToMe jO[U 320 0BOJbEHU YCIIOBH

a(x)=<p(x>A<x)=0(1), X0, - (19)

J arol=

MebyTum, u3 yciaosa (20) cnemm na wHrterpan (17) KOH-
BEprupa Kali, x- oo, jep je OH, mpema (20), anCOJyTHO KOHBEP-
TedTaH, a Taga y (17) koHcranty C MOXeMO YBeK TaKO H3a-
OpaTH 1a Oyne

‘”’(” - 0(1), x> 00, (20)

f(x)»0, x»>o00. . (21)

o~ [

YV Tom cnaydajy je ycnos (21) yBeKk ucmyweH, a Nopel TOra,
npema (19), nocneawu unan y (18), Tj. uspaz @ (x) A(x) £(x)
TeXH HyMM Kaj Xx->oo. [Ipema Tome ce y oBOM ciyuyajy, aKO

jowr ¢pyuxumnjy ¢(x) 3ameHemo yHkumjom 1/9(x), craB 2
CBOJM Ha

CraB 11. Hera je b(x) oipanuuene sapujayuje y cBaKom
Koraynom passnary (0,x), ¢ (x). Helipexudna u Go3ullusHa FYyHK-
yuja 3a csako x>0, u Hexa je a,, v=1,2,3,... Oadl #u3
Opojesa; axo cy 3a0080.meHy ycA0BU

z a,=0{p (%)}, x>0,
<z '

X

[@(X)Idb(t)l=0(l),_ X0,
ada u3pas
K(x)= 2 a,b(v)-b(x) Z a,
vy <y

diescu KoHaunoj u odpehenoj wpanuyi K@Q X-roc.
JemaH cnmenpanaH ciyyaj oBora CraBa, KOju Jomyibyje
Hardy-eB cras 4, noGvBaMo ako y HheMy CTaBHMO

a,=eM, ehrb(x)=g(x), p(x)=erx, ca A0
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¥ tom cayyajy om u3pasa K(x) mpeocTaje camo OpBU YJaH, B
cras 9 xasyje na ke pet 2 g(v) GuMTH KOHBepreHTaH, Kairoy je

X

J atlafemrg ()= [ |g(6)-2g()[dt=0(1), x>co.
. 0

(iv) Ako y craBy 11 3a QyHxumujy b(x) ysmemo CTeleHa-
cTy QyHKuujy _
b(x)=b, 3a n<s<n+l, n=1,23,...,
U Yy BbeMy CTaBUMO
o(n)=C, >0 u x=n=123,...,
Tafa A06uBamMO OBaj pesyaTar:

Hapqs
2 a,b,— b, z a,

v=1 ve=1

ke mesiculu Konasnoj u o0dpehenoj ipanuyu Kad n->oo, aKo
dociioju axas nu3 Opojesa C, >0, Oa ycaosu -

iav=0(c,,), R oo,

y=1 .

n
J zcvlbv‘bv—1|=0(l)’ n-» oo,

v=1

Oy0y uciioBpemeno UCZyreHU.
Pesynrar ciumyaH oBome JoGuHBamMO W U3 CTaBa 2’ Tayke
B. 5. 4. (ii), ako yamemo fa je. b=o00, U y HbeMy CTaBHUMO

a) = S a,
S X

a ¢pyuxuuje B(x) u f(x) uaa'ﬁepemo TaKO Ja HHTEepPNoJHMily
Huzose -C,, OOHOCHO b,, Tj. CTaBUMO

B(n)=C, >0 u f(n)=b,, n=1,2,3,....
Kako je y oBom cayuajy

fx £(H)dB () = > 5,(C-Cor) f f(H)da(t) = > a,by,
0 0

VX r<<x
TO Ce NOMeHyTH CTaB 2’ CBOIM Ha
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CraB 12. Hera nu3 6pojesa b, monoiliono ollada u ilexcu
Hyau ca 1/n, dj.
b,,_; > bn —)O, It - oo;
ped
Za,b,

ke Ouillu Kouseprenilian aro Gociioju aras Hus 6pojesa Cp, >0,
da ycaosu

n
> a,=0(Cy), n-oo,

v=1

n
D 6,(C,-Cpy)»C, oo,

v=1
Oy0y uciioBpemMero uciyreHu.

Osaj craB caigpxu u npowupyje Dirichlet-oB cayuaj
cTtaBa 10, 2° u To 3a cayyaj xkag HU3 Z @, He OCTaje OrpaHdyeH.

Ill. OnmTu 36upHH ofSpacum

3. 1. (i) Oco6una Stieltjes-oBa uHTerpana jga OH MOpeX HHTe-
Tpana caipXH U JUCKpeTHe 36upose (B. T. B. 2. 5), moxe nocay-
JKMTH Ja Mpeuu3Huje MCOUTamMO pasiuky 36Mpa M MHTerpana

> £) - f @) at,
0

r<x

Koja ce jaBa y Cauchy-esy CTaBy ¥ HeroBHM NOpOLIHpeHMMa
U3BeJleHHUM Y TIPETXONHOj rjaBu. AKO, Haume, OBY PpasiIMKy Ha-
nuiemo y oO0muKy Stieltjes-oBa uHTerpana, a 3aTum OBaj y3a-
CTOIHO NaplUUalHO HHTErpULIEeMO NPOH3BOJbaH GPOj MyTa, BUIUMO
Jia ce OBa pa3lMKa MOXe Da3BUTH y pex rme ¢urypuiny ysa-
cronuu ussomu Qyukuuje f(x). Tako moGuBeHH pesyiraT ce
y CTBapH cBoiu Ha 3GupHe ofpacue Euler-a {1, ctp. 68—97},
ogHocHOo Maclaurin-a {1, crp. 263—5}, kao wTO Kemo TO M
nokasatu y ruaasu V.

Osgaj noctynak, mehyTum, MOXeMO NPHUMEHHTH ¥ HA OMIUTH
oGpasan (6), Tauke B. 2.5. (i). [lpy Tome Haunasumo Ha y3a-
CTonHe HHTerpaje jesrpa a(x), 36or yera hemo oBHe mpBO Te
uHTerpane u36iuke MCOUTaTH W HABeCTH M3pa3e 3a JaKuie
pyKoBaibe HCTHMA. ' '



158 : Onm. C.
(i) Heka je «(x) jesrpo Stieltjes-oBa wuHTerpana
f f(x)da(x); xam oBaj MHTErpas napuMajlHO WHTErpULIeMO BHUILE

nyra nojaBibyjy Ce y3aCTONHW MHTerpand ¢yHKuuje o(x), y
Kojuma Ce MIOCJl¢ CBaKe MHTerpauuje yBOIOM MO jelHa HHTerpa-
uMoHa KoHCTaHTa. Kako OBy KOHCTaHTy MOXeMO yBecCTH Beh
Konm camo ¢yHkuuje o(x), jep je

d{a(x)+cy} = da(x),

TO HUB y3aCTONHUX WHTerpana dyHkudje o(x) MOXeMO Halu-
CaTH OBaKo:

oty () = a(x) +Co,

aI(x)=fa(x)dx+c.x+cl,

oty (x) = Ha(x) (dx)? +—§‘;—;2 +—”{x+c,»,

....................

raie CMO CTaBUJIH

k
Pi(x) = ZC"V—!‘ﬁxv, k=0,1,2,..... )
y==

‘OBaj HM3 nomuHoma ce o6uuHO 30Be Appell-os {1} Hu3
(Bupd u Nielsen {2, ctp. 34—39}). V oBom Hu3y moNMHOMA
MHTErpaLMoHe KOHCTaHTe Cq, Cq,... Cx (Urypuily kao koedu-
LMEHTH M TO Ca HHIEKCMMA KOju Omnanajy HKOK €KCHOHEHTH O
x pacty. [lpema TOMe je OBaj HUB NOJUHOMA oxcapaxrepncan

Be3ama _
P/ (x)=P,_,(x) 8a cBe n=1,2,.... 3)

(iif) O6pasay (1) moxemo ¥ jeHOCTaBHHje HalmMCaTH ako
NpUMETHMO Ja Ceé k-TOCTPyKH HHTerpan yHkuuje o(x) moxe
U3pasuTU ciiefiehuM jeXHOCTPYKHM HHTErpaliom

%f(x_t)kda(t), k=0’ l)--..,
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UK HHTErpalom

"I)Hf(z Xda(f), k=0, 1,.

OBO MOXeMO NlaKO MPOBEPHTH aKO ropie HWHTErpaje NpBo
napuyajHO MHTerpuliemo, a 3aTHM NOCTeneHO AU(epeHLHUpamo.

Ha Taj HaumH onuwitem A-TOCTPYKOM uHTerpainy o (x)
¢ynkuMje o(x) MOXemO HATH U jefaH Of OBa ABa 06JMKa

w ()= [ -9 da(®)+Pu), 4)
HJIH . '
ak(x)=(;;:)!ijf(t—x)kda(t)+Pk(x), '5)

rge je P.(x) nmpoussosban Appell-os nomuHom k-Tor cremeHa
o6iMKa (2), Tj. HH3 MOJMHOMA OKapaKTepHCaHHX ycJoBuMma (3).

(iv) [IpousBobHe uHTerpanuoOHe KOHCTaHTe c,, KOje ce
jaBlbajy y HH3y yBaCTONHHX UHTerpana yHKUHje «(x), MOXeMO
OpeluTH NOJeCHHM HU3GOpOM NOYETHHX yCloBa. 3a NpuUMeHy
~ lBa HajBaXKHMja Ciy4aja Cy Oa Ce CBH MHTerpaiu aHyaupajy 3a
IOy @, ONLHOCHO ropwy b MHTerpauMoOHy rpaHMiy, WM Ia
IbMXOBE BPEeIHOCTH Y THM TauKama Gyny ]enﬂaxe

¥ npsom cayyajy, Tj. Kan je

a,(@)=0 wm «,(b)=0 3a crako v=0,1, 2,...,

Appell-oB noauxnom y o6pacuy (4), OXHOCHO OHaj y ofpaciy (J),
UISHTHYKK HIlYyesaBa. Y OBOM cCuyuvajy, Jakie, y3aCTONHU WHTe-
rpamd ¢yHkuuje o(X) ysumajy jemHoCTaBaH OGJMK M CBOIe
ce camO Ha jeflaH ox uHTerpana (4), oxHocHo (5).

Muoro je Texe Hahu omwTH OGIMK y3aCTONMHUX HHTErpaia
Ia OHM 3aJ0BObaBajy IPyrd OI rOpimMX FPaHMYHHX YCIIOBa,
Tj. Ba 6yne '

a,(a)=a,(b) 3a cako »=1,2,3,..... (6)

OBO 3axTeBa JeTa/bHHje MCNUTHBAHE, IUTO je mnpeamer

HapeJlHe TauKe.

3.2, (i) Hus ysacromnux uurterpaia «,(x) dyHuuje. o(x),
Koju 3amoBOMaBajy ycnoBe (6), HasBahemo xapmonucku Hu3
undietpasa (pyHxkuuje «(x), yseTHX npeko pasmaka (@, b).

.
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‘OBO U3 pasnora, IITO OBH Y3aCTONHU WHTErpajii NEPHOIMYHOT
nponyxewa (yHkuuje o(x), u3BaH pasmaka (g, b), ocTajy
Takohe mepuoauuHe (PyHKuUMje W NPeTCTaB/bajy H8BAH OBOr pas-
MaKa NMEepPUOIUYHO TPOILYXKewe XapMOHHCKUX HHTerpana (yHk-
muje o(x). :

(i) Ma 6u ycnosu (6) Gunu wucnyweHu, noyes of v=1,
.mopamo Beh kon npse (yHkuuje o,(X) KOHCTaHTy ¢, TaKo
6uparu, na Oyme : ‘

a,(b) =, (a). -

OIJHOCHO KOHCTaHTY ¢, oapebyjemo u3 yciosa
b

b
o, (b)—, () = fao(t)dt = fa(t) dt+(b - @) co=0,

a

Haxne, pyHruujy

41TO Jaje
. b
CCy= -—‘_.fa(t)dt,
b-a
:a gatum PyHKUHU]Y
a
‘Tako ojpekyjemo ma 6yne
)
(12 (b) - a,(d) = fal (t) dt=0.
a

‘Yomure je ¢yHKyuja
o, (x)= foc,,_l(t)dt+c.,, v=1,2,3,....,

a

“TaKko onpebena na Gynme
8
(Iu+1(b) —(I,,+1(d)==fav(x) dx==0, V=0, 1, 2, -----
p :

[Ipema TOMe je HM3 y3acTOmMHMX MHTerpajla o, (x) pyHKuHnje
«(X) OKapaKTepucaH THMe LUTO je ’

. .
fav(t) dt=0 3a cBako v=0,1, 2,.....

a
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HJpyrum peunma OH Mopa BsaioBobaBaTh cienehe ycroge:

. b )
ot (X) =t (x) -b—i-a f o (f)dt, (T

a'v+1(x)=dV(x): . (8)
: b
av+1(b)—av+1(a)_—-fa,,(t)dt=0 3a ceako v=0,1,2... (9)

(lif) Osnayumo 8a w(x) NEPUONUYHO NpoLyXerbe (PYHK-
. unje «(x) usBaH pa3maka (a, b), Tj. neduHHUIKUMO QYHKUU]Y
.W(x) B8a cBe BpeIHOCTM X-a TakKo ja OHa Gyle MepHOJWYHA
ca Jy)XMHOM [epHOne '
) w=b-a,
M za je
‘ w(x)=oa(x) sa a<<x<b. (10)

OBo je moryhe ako BpefHOCTH OyHKuMje o(X) Yy Taykama
X=a, WM x=b, TaKo oppenumo na Oyne

«(a)=c (b).

3a oBako je(MHHCAHA NEPHOJMYHA MPOLYyXewa QyHKUUje o (x)
BaXH CTaB: _

CBu y3acilolinu XapMOHUCKU UHTLelpasu

Wo (1), Wi(H),eve s We(2),en.

dyuryuje w(x), yaemiz Gperxo mMa Kol pa3maxa Oysxcute w=>b—a,
cy BepuoduyHe fynryuje ca Gepuodos w=>b—a; Hoped Hora, us
(10) caedu da je

w,(x)=a,(x) 3a cgavo a<{x<{b u cmako v=1,2,...,

10e je o,(X) HU3 Y3aCTOTHUX XAPMOHUCKUX URepasa PYHK-
guje o(x), @j. Hu3 dQyuryuja Oegunucanux jeOnayunama (1),
(8) u (9. _ | |

JacHo je, ma je u3BOj; jemHe nepuomuyHe (yHKUHUje yBeK
nepuoduyHa ¢yHkuuja; mebyTum, Ka Gu uHTerpan jefHe nepuo-
IuyHe (yHKuuje 6UO mepHomuyaH, noTpebHO je ¥ NOBOBHO 1a
MHTerpaj y3eT NpeKko jedHe HeHe nepuone Oyle jelHaK Hymd.
Kako je, mpema (9), oBaj ycnoB wucnymeH, TO je, Ha OCHOBY
o6pacua (10), ropibi CTaB JOKa3aH.

Tzopuja n npakca Stieltjes-0sa yarerpana 11
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Ha npumep, ysaeéronHu XapMOHMCKH UHTerpam (yHKuHja
sinx u cosx,

y3eTH NpeKko pasmaka AyXuHe 2mx Ccy +sinx wnm + cosx;
npeLy3HUje, K-TH XapDMOHHCKH MHTerpan (yHKuuje

cosx+i sinx
je
(~i)*{cosx+i sinx}, raeje i=V-1.

(iv) Bes orpaHuyerba MOXeMO yBEK, MeCTO pasmaka (a, b)
npeko Kora ce MHTerpaiuja BplUH, nocmaTpard pasmak (0, 1).
Jep, ako je ¢ynxumja o«(x) nmedunucana y pasmaky (a,b), u
aKo CTaBMMO Ja je R

B(H)=afa+t(b-a)},

taga je ¢ynxuuja B(f) nedunucana y pasmaky (0, 1).

OsHayumo ca B,(f) ysacTonHe XapMOHMCKe HHTerpale
dynkuuje B(¢) yaere mpexo pasmaka (0, 1), Tj.

1
Ba(H)=B(8) - j B () d,  ap
0 ' .
B (O=Bu(9), v=0,1,2,...., (12)
H . )
fB,,(t)dt=O, v=0,1,2,..... (13)
Taoa je ’
«()=B(3=2) s a<x<s,
a fyuryuje
av(x)=(b—a)"Bv(';—:—Z), v=1,2,....,

GpeidiciiaB.bajy y3aciioline XapmoHucKe usideipase @yuxyuje
a(x), yseiie Opexo pas3maxa (a, b).

Sauciia: 1° Kad ce y unideipasy (11) usspuy csena
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Guke
1
w0=80(;2) =8 (=) - [ a2

et 51 o (122

b .
1
=a(x) - b—_——a-fct(t)dt;
2° mpema (12) je

, v+ or b 1
e N v

==(b—a)"[3,,(£—:—§) —a,(5), v=0,1,2,...;
3° npema (13) je
f ;’Fv(t}dt= f (b-a)"B, (:—:g>dt= -

a

1
—(b-a)yr+1 fsv(q)drp:O, y=0,1,2,.....
0

[lpema Tome cy ycnosu (7), (8) u (9) samoBOJbeHH, LITO Kasyije
Ja cy Qynkuvje a,(x) 3auCTa y3acCTONHM XapMOHMCKH HHTe-
rpam4 QyHxkuuje o(x), yseTH npexko pasmaka (g, b).

(v) da 6ucmo Hawau omwtH OGAMK A-TOr XapMOHMCKOT
uHTerpana ¢yHkuuje B(x), mnOTPeGHO je Ja MPEeTXONHO Ofpe-
IMMO HU3 XapMOHUCKHX MHTerpana (yHKUHje X Y OZHOCY Ha
pasmak (0,1), Kao M HbeHOr NepHOOMYHOr NPOAYXeHa, T
dyuxuuje x-[x].

JacHo je, ma je (k- 1)-Bu XapmOHUCKM MHTErpan QyHKuuje
X TOJMHOM k-Tor crenena. To je, y crTBapu, k-Tu Bernoulli-eB
{1, ctp. 97} nonunom B, (x) nomemen ca k!, Tj. axo 0Baj
MHTerpall O3Hauumo ca b, (x), Taja je

B (1) = Tl!-Bk(x), k=1,2,... . gy

‘11%
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Bernoulli-eBu nosmHom#, Kao ¥ 1HhHUXOBe HajBaXKHHje 0CO-
GuHe peramHO Cy oGpakenu y Hanomenama [29] u [30], Tako
Ia hemo y mambeMm usnaramby, OHO LITO je H3JIOXEHOM y OBUM
HalloMeHama, nPeTHOCTaBUTH Kao MOBHAaTO.

O6uyHo ce oBU moauHOMM HeduHuily CBOjoM (yHKUMjOM
reHepaTpucom

xS g =S 6,me, (15)
e'—1 v=0 vl y=0
Ha OCHOBY Koje je naxko mposeputu [29, (ii)], ma onu 3amoso-
mwaBajy ycnose (11), (12) u (13). 3aucrta je '
1
2 3
Koja ¢yHKuMja opmrosapa  nojasHoj pyHkuuju- B,(x) obpacua
(11); mudepenuupamem o6pacua (15) mo6uBamo
Vyry(0)=0b,(x), v=12,....., (16)

TO Kasyje na je o6pasau (12) samoBoibeH, a MHTErpucaibem
o6Gpacua (15) Bugumo na je ‘

by (X)=x -

1
byra()= by ()= [ B,(Ddx=0, v=1,2,....,
J |

Tj. Ka je 3ajmoBoibeH u ycnos (13). IIpema Tome je, 3aucra, Koe-
duupuent b,(x) pema (15), (v—1)-BM yBacCTONHH XapMOHMCKH
‘uHTerpan (QyHKuuje X, y3eT mpexko pasmaka (0, 1).

[Tepuonuuna nponyxewa noamHoma b,(x), M3BaH pasmaka
(0, 1), nasBahemo Bernoulli-ese ¢dynxuuje u osHauuhemo ux ca
b,(x). Jako je ysumeru [29, (iv)] na je

- 1
b (x) = by (e~ [x]) = x =[] - —
M Ja je yonuite
b,(x)=b,(x-[x]) sa v=1,2,.... amn
(vi) Hexa je B8(x) npoussomHa y pasmaky (0,1) wunre-

rpabunia ¢ynxuuja; npumeHom Bernoulli-eBux monuHoma, omHo-
CHO (yHKUHja, MOXKEMO HHU3 IEHUX Y3aCTONHUX XaPMOHHUCKHX

MHTerpana, yseTux mnpexko pasmaxa (0, 1), npeTCTaBUTH KOHaYHUM
AHAJIMTUYKMM H3Pa3oMm. - '
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- Ipema (11) je 1
Bo(¥) =B (%) —fB(t)dt.

3arum je, sa O0<Cx<C1, npema (12) u (13),

Bi(x)=fxéo(t)dt - fdxfﬁo(t)dt=
0 0 0

=f{30(t) dt - jBo(t) dt + ftBo(t)dt.
o 0 0w

Kako je
1
JEXCLET
J
%]
1+[x-t]={ 1 3a 0<t<x,
0 sa x<t],
. TO je
1 1
8,00 = [ (1+Dx-Be @)t + [ Bo(r)dt =
0 . 0 :
==—of{(x—t)—[x—t] - 2 ]oar,
na je

1
B0)= - [B(e-0Bo)at 22 0<x<1.
o -

Axo can oGe cTpaHe oBor ofpacua MHOCTENEeHO MHTErpu-
L1eMO, Y3aCTONHU XapMOHHCKH MHTerpand ¢yHkuuje B,(Xx) ce
CBOle Ha Yy3aCTONHE XapMOHHCKe HHTerpajie MOAUHTerpajHe
¢Gyukunje b,(x-#), jep pen MHTerpauuje CMeMO HMBMEHHTH.
Kako je, mebyrum, npema (16), dynkuuja b,(x—#) XapMOHMCKM
_uHTerpan (n-1)-sor pema ¢yHkuuje b&,(x-f), TO je n-TH Xap-
MOHHCKH HHTerpaa ¢yHkuuje B(x) par jeIHOCTaBHHM H3Pas3oM
(Bugn Amanuuh {1}),

Ba(x)= - fﬂn(x-t)Bo(t)dt 8a 0<Cx<1 u' n=12,... (18)
o ) .
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Jo6Gusenu o6pasal;, MOXEMO uépaamu " nomohy Bernoulli-
eBHX NoiuHoma b,(x), aKo mpuUMeTHMO Ja je, npema (17), sa
0<<x1,

Bn(x)= - fb (x-0)Bo(t)dt=

-- f buc = )Bo()dt ~ [ b1+~ DBo(0)d;
0 x
Kako je [29, (ii)]

n—1

“)y

b (1+x)=0b, (x)+
TO Ce OBaj MOCHebu uspas CBOIM Ha

fb,,(x 0o (0 dt - f{b(x B+ i’z—i)—)—~]p,,(t)dt

na ]e KOHa4YHO
B (= T f(t x)n—lpo(t)dt—fb (x—£)Bo(B) dt.

Kako je nocnemwu ynan osor odpacua NIOJIMHOM, H TO
jemaH cneuuanaH Appell-oB nomuHoMm, To Ham OBaj o6pasal
Kasyje KakaB oO6iuk T1peb6a ma Jnamo Appell-oBy noiuHomy
P,(x) omuwurer o6pacua (5), ma G4 oBaj o6pasall NpeTCTaB/HA0
k-TH XapMOHMCKHM WHTerpai.

(vii) Uspas Ha JeCHOj crpaﬂu oﬁpacua (18), xam y memy
NpOMEH/bUBOj X Jamo NpOU3BOJbHE BPeNHOCTH, MpeTCTaBba
nepuojnyHy ¢yHkuujy ca nepuomom 1. [Ipema TOme, OBaj MHTe-
rpail mNpeTCTaB/ba y CTBapH MEPUOLHMYHO NpOLyXere B, (x)
dyHkuuje B,(x) wuspan pasmaxka (0, 1) Tj
. 1

E,,(x)=—f3,,(x—t)3°(t)dt 3a°CBAKO X M n>2.
0

Y oBom oGpacuy moxemo (PYHKuujy b.(x) pasButh y
Fourier-oB pen [29, (v}], T}. cTaBuTH

b. 2(- 1)+t cos 2wcx
bax(x) = =
(2m) Z
—_ L 1Vk+1 0
bag 41 (X) = 2(-1) Sin2wr,x

(2 7!)2k+ 1 f V2k+ 1
Y=
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Kako Cy OBM pegoBu yHW(DOPMHO KOHBEPreHTHH MOXKEMO WX
WHTerpucaTi YnaH mo uiaH. Ilocne makor payyHa jo64BaMo sa
TIepHOIHYHO MPOJlyXKetbe, BaH pasmaka (0, 1), n-Tor XapMOHHCKOr
uHTerpana ¢ynxuuje B,(x), uspas

_2(=1* _d_
Ba (1) 2" 2{ coststx+ sin2wrx] (19)

TIe je

(1
fBo(t)COSZWctdt 3a v=2m,

=
c, < .

1
fBo(t)sinZthdt 38a v=2m+1,

.

(1
fBo(t)sinZthdt 3a v=2m,
0 R .

1
fBo(t) cos 2vxtdt sa v=2m+1.

L 0

U3 oBux o6Gpasana MOXeMO H3BECTH U aCHMITOTCKO IHoO-
Halllale 7n-TO' XapMOHHCKOr MHTerpana ¢ynxuuje B(x) sa
BeJWKe BPENHOCTH O n. 3aucra, y 36upy (19), xaxm je n
BENMKO, OpBM 4JaH npeBiakyje Han ocTanuMma, Tako ja je

k
Bn (%) ~ ((2 )1) {Cl cos 2-x+dlsm2nx}, nao0, (20)
ca k=[—;—], M TO aKoO je uiu
1
¢ =-=f6°(t) sin2ntdt+0,
0

#in

1
d, = fBo(t) cos 2ntdt=0.
0
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Axo je, mebyTnm, ¢,=d,=0 Tama B,(x) Texu Opxe
HyJW, ¥ TO YTOJMKO Opxe YKOJIMKO Hma Bullle Fourier-oBux
KoeduuueHara

1 ' ' 1
fBo (¢) sin 2vmtdt n fBo (t) cos 2vntdt,
0 0 ‘

KOjU Cy jemHaK¥ HyJu.

3.3. () Heka je «a(x) d¢ynxumuja orpanuyene Bapujauuje y
pasmaky (e, b), a o(x) HeH HenpeKUZHU Leo; Taga je, mpe-
ma obpacuy (6) Tauke B. 2.35. (i),

@ b b - :
> et 0 -at,-0) @) + [ F@da () = [ FR)daE), @)
r=0 a a

rie je ropwmu 86up y3eT HpeKO CBHX TayaKa JUCKOHTHHYHTETa
x, OyHkudje o(x).

[lokaxumo oBJe, Kao IUTO CMO Ha NOYeTKy rjaBe Hamno-
MeHyJH, KaKo ce Ha OCHOBY OBOT omwiTer ofpacua moxe, NOJ,
M3BECHHUM mpeTnocraBkama O (yHkuujama f(x) u a(x), 86up

§= D {a(x, +0)~a(x,~ 0} F(x,) (22)
y=0 *

TpaHcOpMUCATH M USDa3HTH MHTerpaiuma u 86HpPOM Ipyror
o6nuKa.

(ii) [IpernocraBumo ja mocroje CBH H3BOAM (yHKuH]je
f(x) Do k-rTor pepma; mOCTelleHOM I[IApLMAHOM MHTerpalujom
IecHe cTpaHe o6pacua (21) zoGuBamo

| fb f(x) do(x)=

b b
- [ f@0 @) = e F0) - 0@ @)} - [ () day () -
- a . & (23)
~ (@) (6) - @ (@) /@) - e B F (5) -, (@) £ (@) +
b

+ [ @),

a
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WIH yOnuITe

b k-1 ' .
[t~ 2 -0 @) - @ 1@+
v=0

¢ . b ‘ (24y
(=1 [ £ (1)da (),

rme je
O (x)=f(x),

a,(x), v=0,1,2,.... %,

03HAYMMM MPOUBBOLHJ HUS (1) y3acromHux unTrerpana (yHK-
unje  o(x).

Axo necHy crpany oGpacua (21) 3ameHumo uapaaom (24)
Jo6usamo caenehu omuTH 36upHu Oo6pasall

> fa(x,+0) —a(x, - 0)} F(x,) =

H rpe cMo ca

v=1 ) ) (25)
- f f(x)doc(x) + 2(—1)v o, (6) FO(b) - o, (@) F (@)} + Rey

roe je
Re= (- 1) f £ (x) da (x). (26)

OBaj o6pasay, cagpxu, nopen ¢ynkumja f(x) u a(x),
jor u (k+1) DpPOM3BOBLHUX WHTErpalMOHUX KOHCTAaHaTa ¢,
C1,...Ck, KOje Ce NOjaBbyjy y ysacTomuum uHTerpamuma (1),
onxocHo (4), uu (5), pynxuuje o(x).

Beh camum u360pom OBHUX MHTErpalMOHMX KOHCTaHATa MO-
xemo olpacuy (25) maTv ABa U3 OCHOBe pasmuuura 0O0JiMKa,
Koja hemo OBJle W3HEeTH y OMNWITeM Ciy4ajy,ay cnelehoj rnasu
ATy ABa TUOMYHA CrieyualiHa Cliyyaja. '

(iii) Ako y obpacuuma (24) umu (25) nurerpauuoue KOH-
CTaHTe ¢, usabepemo Tako Ha Gyne uiu

a,(a)=0, wm o«,(b)=0 3a cBako v=0, 1,2,...,
olpasal, (24) ysuma 0G6IMK
b

k=1 b
[fdate) = (- 1y, @79 @)+ (- [0 dage , 27)
a v=0 a .

HI4 OBOME CJIMYaH, Y KOMe Ce MeCTO b jaBJba a.
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YV oBom cuyuajy cy ysactonuu unrerpanu QyHkuuje o (x)
JaTH jenHOCTaBHUM u3pasuma (4), ogHoCHO (5), y kojuma Appell-
oBY mosMHOMH P, (x) uwye3asajy. [Ipema TOMe Cy, Ha mpumep
y o6pacuy (27), Koedmuueﬂru o, () Hartu uapaauma

ocv(b)-=—f(b Bdao®), v=0,1,2,..... (28

Cneuunanuum usGopom ¢yHkuuje o(x) o0Baj ce obpasal
csonu Ha Taylor-os, kao wTO hemMo TO MOKa3aTH Yy HapeHO]
r1aBH.

(iv) [pyr# HapouuTO BaXaH Clyyaj H360pPa UHTErpalHOHUX
KOHCTaHaTa HO6GHBaMO aKO 3a Yy3acTONHe MHTerpalle o, (x)
¢yukuuje o(x) uzaGepemo HH3 HEHUX XapMOHHCKHX HHTErpaia,
Jlakfe, akO MHTerpauuoHe KOHCTaHTe OupaMoO Tako na Gyne

a,(b)=a,(a) 3a ceako v=1,23,...... 29)
Y oBom cnyqa]y obpas3say, (24) ysuma cnenehu 06JmK

f f()da(x) =

k—1 (30)
= o (B)F(5) - ao(a) F(@) + 2 (- 1) () {FP (6) - 1P (@)} + Ry,

rie je
b
Re= (= 1)t [ £09x) ey (3),
. a

TaKO Ja Cce M Yy OBOM U3pasy, kKao U y 86upy (27), jaBba camo
jenaH HU3 KoeQULHeHATa U TO

(-Wa,(a), v=1,2,...., k-~1.

Ha ocnHoBy u3naramba NPeTXOHHHUX Tayaka MOXEMO H Yy
OBOM chyuajy M3 o6pacua (18) M3BeCTH eKCIUHUMTAH H3pa3 3a
HHU3 y8aCTOIHUX XapMOHUCKUX MHTerpana o, (x) dyuxuuje «(x).
Kaxo ce oBaj o6pasai omHocu Ha pasmak (0, 1), TO ra jnako
MOXEeMO Ha OCHOBY CMeHa M3JIOXeHHX y Tauku 2. 2. (iv) cBecTd
Ha Mpou3BOJbAaH pasmaK (@, b), TaKo La y OBOM ciyyajy n-TH
XapMOHHCKM MHTerpan ¢yHkuuje o(X), y OAHOCY Ha pasmak
(a, b), ‘uma 06 nuK .

. x-t
an() = - 6-ay [ 57ttt n=1,2...,

a
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rae je
1 b
g () = cx () — b—_—&fa(t)dt.
[
Ha Taj Haynn koeduuuentu pega (30) ysumajy oBaj 06JHK
b R

%y (a) =t () = —(b—a)"—‘fbn(g:i)ao(t)dt,n=l,2,3,..... @31)

a

W8 oBsor mocnenther u3pasa, Ha OCHOBY aCMMOTOTCKON
nonainatba Bernoulli-esux ¢ynkuuja, paror odpacuem (20),
MOXXEMO 3aK/byuuTH joll M crefehy BaxHy uyumeHuly. oK
KoeuuuedTH pefa (27) mo ancoayTHOj BPELHOCTH Texe Hy-
74 Kao :

b-a)n
M "(_Tl-— Kag i1-+>oo0,
n!
LITO HemocpeaHo BUAUMO us obpacua (28) (rme je M Heka
KOHCTaHTa), N0T/e KoepuuueHTH peja (30) y omuitem cayuajy
TeXe HyI¥ CamO Kao

7 (b_ a)n
MG

rie je M’ Heka KoHcTanta. OBo nako yBubamo ako acumi-
“TOTCKO moHawatbe Bernoulli-eBux ¢yHkumnja, mato obpacuem
(20), yepcTumo y uspas (31).

Oryna 3aKbyuyyjewo Ja OBM NOC/IEe[bU pPeJOBH MHOro
cnopuje KoHseprupajy on Taylor-osux pemosa u [Ja, LTa BUILe,
y Hajyewthum ciyyajeBHMa OHM JHBEpPrupajy U mOBOJE L0 aCHMil-
TOTCKUX peneBa [33]. Yocranom, o6pasau (29), y Besu ca 006-
pacuem (25), cagpxu Kao cneunanan cmyyaj Euler-Maclaurin-os
36upuu o6pasall, Kao LITO heMOo TO Yy HapelHOj rjlaBu U MOKa-
3aTH, a 3a Koju je jowu Legendre {1} mpumeTHo ma OH, Yy Haj-
yemihum ciayyajeBuma, LOBOJH HO acCHMIITOTCKMX pelloBa.

Kan n-oo,

IV. Cnenmanuu 36upHH ofpacuu P

4., 1. (i) ¥ nperxomHuM Taykama CMO HalOMeHyJd Ja Ce u3
oGpasana (23) no (26) tauke 3. 3. (ii) npema us6opy QyHKuuje
a(x) Kao M HeHUX y3aCTONHMX MHTerpaja Moxe W3BEeCTH HMU3
KracuyHux o0pasaua Koju ce OJHOCEe Kako Ha mpeTBapaime pe-
noBa y jgpyre o6JuKe, Tako W Ha passujatbe (pyHKuUuja y pell.
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Ospe hemo, npumepa paiu, USBECTH TPH TaKBa obpacua n
to Taylor-oB o6pasau, Euler-Maclaurin-oB u jeman oGpasan 3a
anTepHaTHBHe 36MpOBe.

(if) Taylor-os o6pasau (B. T. 3. 3. (iii)) moGusamo Heno-
cpelHo u3 oGpacua 3. 3. (27), ako y memy CTaBumo (B. ¢ 21)

0‘(x)={ -1 3a a<Cx<b,

o 2 At 0 Ba x=0,
9 L ew a k-TOCTpyKM WHTerpan OBe
dyHKuuje HanHuIeMO Y 0GIMKY
3.1.(6) ca Py=0. Tanaje,
Ca. 21. Haume,
b
~ff(x)doc(x);f(b)
a . .
H

b
we(= W [ - xyraa = LD o,
na je, npema 3.3. (27) u (28),

£(b)= 2 (6- “) )+

y=0

4

f fRE)(b-£)*1dt. '

Osum cmo mo6umu Taylor-oB o6pasan ca ocratkom R, Y
MHTErpajHOM OGJHKY

b
1 —
Rk:(_k:—l—)-rff(k)(t)(b—t)k 1de,

KOju je ciumyHuM mocTynkom wusseo Darboux {2} (Bumu u
Schlémilch {1, 1. 1., cTp. 436--38}). IpumeHom cTaBOBa O Cpen-
BUM BpPEIHOCTHMA Ha OBaj MHTerpajl MOry ce U3 Hera u3BeCTH
OCTanM No3HaTH O6JMLUM 33 OCTaTaK R.

4. 2. (i) Euler {1, cTp. 68—97}—Maclaurin-oB {1, crp. 263—5}
36upHu o6Gpasal, fo6GuBaMo ako nobtemo of, PyHkuuje

a(x)=x—[x],
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y8MeMO H-eHe yBacTONHe XapMOHUCKe MHTerpaje Ipeko pasmaxa
(0, 1) u y o6pacuuma 3. 1. (25), (26) u (30) craBumo

a=0, b=n, rge je n ueo 6pooj,

1

o (X)=to (X) = by (x) = x - [x] - >

oy () = By pr (%), ¥V=1,2,3,.......
Kako je Tana

[ fte@= [ fwax- 3 re)
0 0

v=1

b,(n)=b,(0), v=1,2,..... ,

TO o6pasay 3. 1. (30) nocraje

> 1)~ [ £ ax=

v=1
) k-1

= D 1) by O () - FO )} + (1)
y=20

+(__1)k+1ff(k).(x)d5k+1(X).
0

[Motpe6HO je jour ga y oBom obpacuy OGauxe OAPEIUMO
HU3 NepUOmMYHUX yHKUMja b (X) Kao M BPEOHOCTH HU3a
Koeuunenata b,(0), v=1,2,... ¥ Tauku 3. 2. (v) ¥ Hano-
meHama [29] u [30] cmo Bumenu ma cy oo Bernoulli-eBe ¢yHK-
1(Mje ¥ 42 Ce ropibu HU3 KoeduuueHaTa MoxXe uspasuTu Bernoulli-
esum Gpojesuma. MebyTum, kako Koeduuuenty b,(0) y obpacuy -
(1) He saBuce on Qyn«uuje f(x), TO hemo OBIe mOKasaTH,
Ja ¥X MOXeMO OJIpeIuTH U U3 camor oBor obpacua. [JoBOBHO
je 3aro na ¢yHxkuujy f(x) nomecHo usaGepeMO M TO TakKo,
Ia ce CBM M3Dasu KOjU Ce jaBibajy y oGpacuy (1) mory nako
U3payyHaTH.

TakBa jemHa cpymcuujé je
f(x)=e—* ca t>0,
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Tako ja y olpacuy (1) MOXeMO NYyCTHTM U Ja n-oo, jep
Cy Taja, Kako je £ >0, CBH M3Dpa3H KOjU Ce y HeMy jarbajy
KOHBepreHTHH. 3aucTa je

Ze-‘" = '1 " J‘e"”‘a’x=l,
bt - el -1 F t

a Kako je

fMx)=(-1)re ™, v=01,2,..... ,
TO HOGHBamo ‘
-1 ®

Lol 2 by+1(0)¢ - t"ﬁfe *dby11(x). 2)

e-1 t 7=

Ha ocHoBy oBOr ofpacua MOXeMO Caj nokasaTi Ja Cy
koeduuuenty b,(0) Taylor-oBu KoeduuueHTH PyHKUH]e

1
et -1 t

_v+1(0) t. @3)

Tj. dyHKuuje

2 e, @),
v=0

a OBUM MOCHellbUM peroM [30] je ,uecbuﬂucaﬂ Bernoulli-eB Hus
6pojeBa b,.

Jla 6ucmMo OBO puUrypO3HO H3BelM, Tj. IOKaBamu ja ce y
- pegosuma (2) u (3) jaBmajy uctu koedpuuueHrd b,(0), TpeGa
jolu na Mokaxemo 13 je

f 0,1 ()= O(1), £+0, [25],

Tj. Ia je
1
et-1 ¢

v+1(0)t“+0(t"), t+0, [33], ()
v—0
a TO ce CBOAM Ha o6pa3ay (3), jep je oBaj pen KOHBepreHTaH
s8a |t|<2n (Buau oGpa3say (21) HanomeHe [30]).

MebyTum, 13 yubennue Ta Cy cBe (yHKuuje 0, (x) nepu-
ofiuyHe U Ha je

1
f b,(x)dx=0, v=1,2,3,..... ,
0 .
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Cllemy, 1LiTA BMile, ja

® 1

[ e aBeri» - J xd{bea(¥) Kam t50.  (6)

0

3aucra je

fe—”‘dlﬁﬂ (x)= fe—‘,"_b,, (x)dx=
0 0

© v+l
=Ej e—%b, (x)dx= , X=v+1,

v=0¥

([ et +Mp (v+1n)dn =

v=1_{

w 1
= > fe'"‘"e—"'gn(n)dn-
y .

(ot
v=0

© 1
= Ze“‘"fe"‘“‘ﬂ(n)dn=
~ f ~mB@)dn e~

v=0
1

! f e~ by (n) dn.

1—e—!
0

Kako je mame
1

fﬁc(n)dn==0,

0

TO aKko OBa] MHTerpal oLy3memMo O, ropx-ber, OH ce He he mpo-
MEHUTH ¥ HOOHBaMO

[ - f (1-e=)F, () dn;

“T-e

—t ]—e—t_—
- J e B di.
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Axo can y oBom uspasy nyctumo ga t-0, TO u3

. +1 - l-e ’
N

.l

lim =7

t=0 t

-cnegu TBpheme (6).
(i) [daxne, mpema (4) u (5), je
. b,
b, (0 =57 v=1,2,3,..... ,

;M aKo OBe BPeJHOCTH YBPCTUMO y oO6pasay, (1) no6uBamo

n - n k—1
> )= J £ dx+ 2 (= 17 225 (7O () - £ 0) + R,
’ v=0

=1

e je
Rem (=11 [ £ (9481, ()= (- D+ [ £9 @B (2.
[}

_ Kako cy, ocum'6poja b;, ocramu Bernoulli-eBu 6pojesu
~ca HelapHuM MHpeKcom jemHaku Hymd [30, (ii)], To je

(=1)*1b, 1=b,,, 83 v=1,3,5..., a (—-1)bj=m,
"TaKo Jia ropwmhU o6pasall MOXEMO HAlHCaTH U y OGJUKY

> )~

v=1

- 5[ £ e+ (£() - F O+ 3 G280 (1) - FO0) + R
v=1
Ine je '
Re=(- 1)+ [ £ ()5, (1) dx,
. 0

a wto mpercrasa Euler-Maclaurin-oB 36upuu o6pa3sai.

OBaj o0pazal, MOXeMO M CKIagHH]e HamMCaTH, aKO MpPBO
-OJL IeBe M JecHe cTpaHe ofy3memo f(n)-f(0), 3arTum 3ame-
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HUMO k ca k-1, wu craBumo
f@=F@ T E@=[f()dxn F(n)-FOi=[ f()ax,
1]

TaKo Ja KOHAayHO Jo6uBamo

n-—-1 n

k—1
gop'(v)=2 U (F @ (@)~ FO Q)+ (- 1) [ F® (x)dbu(x).

v=20 ‘ 0
4. 3. CnuyHUM MOCTYNKOM MOXeMO MNOOHTH M 36Mp anTepHa-

THBHOr pefia 06JuKa \
n
D (-1 ).

v=1
YV 1y cBpXy Tpe6a 3a dynkuujy o(x) craswTd (B. CI.22)
o (x)=[x]-2[x/2] |

N
XY Sy
[
[S r--_---i
[T

Ca. 22

M y8eTH H.eHe yBaCTOMHe XapMOHUCKe WHTerpase NMpeko pa3maka
Jyxuue 2. Tana je

2n 2n .
- [rede = X (- 1r216),
0

v=1

a Kako je ¢yHkuuja o(x) nepuoimqﬂa ca IyXHHOM MepHone
2, To he ¥ HeHH y3aCTONHH XapMOHMCKM HHTerpaad OHTH
fiepuoauyHe (yHKuUHUje, O KOjUX Cy NpBe YeTHpu:

x 1
wo (x)=[x] - 2[—2‘] “o
Wy () =B () wo(x), rRe o ()= [x] -
wa (%) = [%7; - —;—] wo (%),

W, (X) = [—;—{5‘ (x)- —;——b(x)J Wo(X)yeerennnn

Teopuja n npaxca Stielijes-oBa unTerpana 12
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Yocranom, onwitu o61uK oBux dyHkuuja w,(x) uspaxen
Bernoulli-esum ¢yHkuujama je

W (X) =25+1B, 1y (%) ~Bers (%), k=0,1,2,.....,

LITO Ce UB JOJie HaBeIeHUX pe3yJiTaTa MOXe JIAaKO NPOBEPUTH.
Kaxo je
w,(2n) = w,(0),

TO ce Ha ocHOBY o6pasaua 3. 1.(25), (26) u (30) moGuea

2n
2 (=) =

v=1

k—1 2n

= D (- 1) w, (0){F® (25) - f®(0)} + (- 1)* f £ (x) diwg ().
=0 : 0

Jla 6ucmo jowr onpenunu koeduuuenre w,(0), v=0,1,2,...,
craBukiemo y oBoMm o6pacuy

f(x)=e=™ ca t>0,

u nyctuhemo Ja n-oco. Kako je Tama

2 (= 1)pHte—t =gt 2 (—e—t) = e 1
v=0

—t= t
i l1+e et +1

“H
\ £ ()= (- 1) e,
TO Mopa GHTH

k—1 ®

1 Kk —t

pr e E w, (0) & +¢ fe *dw,(x).
v="0 0

Kako M3 MCTHX pasiiora Kao W y NpPeTXONHOj TauKH
@ ‘ 2
fe‘"‘dw,,(x)—» - fxdw,‘(x), kag t-0,
0 ' 0

TO Cy 6pojed —-w,(0) koeduunentu Taylor-oBa pena pyHK-
uuje 1/(e*+1).
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MebyTum je
1 1 2z 1 _
et+1 e'-1 e"-l t{e" l

l y bv
R - tv tl’
t{ —0 v! 2 }

2v+1_
=+ T

Ilpema ToMe, 8a Koecbuuueu're w,(0) mo6GuBamo BpeIHOCTH

1 .
w, =———b,, , v=012,....,
() v+ Tl +1, ¥

Taxo Ia TpaxeHH 06pa3au ri1acu

2(—1)v+1f(v) 2(— 1)v

v=1 - l)!
ca

,,J,,{f“’)(Zn) - f®(0)} + R«

2n

Re=(- D[ 700 ().

C oGsupom 1a je .

(__])0 b= —"1_'1 b2m+1=0 H (— 1)2m——-1 b2m= —bom, m= ]) 2) - ’
TO KaJ ropibu 06pasall IOMHOXHMO ca — 1 no6GuBamMo KOHaYHO
na je

Z(— 1) £(v) =

v=1

2vT
{f(Zn) f(O)}+Z
v=1\" 1)'
Hanomenumo nma ce oBaj o6pasau mOXe H3BECTH W H3
Euler-oBa o6pacia ako npumMeTHMO Ja je

2n 2n n
D (- = D () -2 £(2v),
v=1 vy=1 v=1
H Ha OBa JBa mociieawa 36upa npumenumo Euler-oB o6pasau, —
Oryna u Be3za Hameby HU3a y3aCTONHHX XaPMOHUCKHX HHTerpaia
w,(x) u Bernoulli-eBux d¢yHkuuja 6,(x).

by (¥ 2n) - £ (0)} -

12*
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V. O6nact u ancuuca KouBepreHnuje Dirichlet-oBux penoBa

5. 1. (i) Hexa je ), Hua3 OpojeBa Koju pacty M Texe Gecko-
HAYyHOCTH Ca n, Ti.

0<)»1<)‘,<....<2\,‘§oo Kag n- oo,

Penosu 06JHKa ' . '

[- -] o
Za,,e—"v‘, HIM Eavl,,"’,
v=1 v=1
rue je _
L=éd, v=1,2,....,
80By ce ofiwimiu Dirichlet-osu pedosu {1}; GpojeBu a, cy Koe-
¢uuneHTH pefla, a S peajHa WIM KOMIUIEKCHA MNPOMEHJbUBA.
Y coeuuaanom cnyuvajy, kaga je

A,=lgv, Tj. L=v,v=12,....,

Jo6usamo cnenuante Dirichlet-oBe penoBe o6nuka

@w
_$_ a,v—s,

v=1
Kag je, mehyTum, ’
A,=V M Kaj CTaBUMO e *=2,

Dirichlet-oB pexn ce npersapa y Taylor-os, Tj.

o ©
E a,e V= E a,z’.

v=] v=1{

(ii) 360r oniwiter 061MKa HU3a €KCHOHEHATa A,, Y MHOIHM
«ciyyajeBuma hemo Dirichlet-oBe penose, kao u wuma gepuHu-
.cane (QyHkuuje, mohu nakile M MperjegHUje HCIUTATH, aKO HX
u3pasumo Stieltjes-oBUM MHTerpanom, jep Ce OBH peJOBHM Tala
cBofe Ha Laplace-ose {1} uHTerpae.

3aucra, ako ca a(x) OBHAYUMO CTeleHACTy (PYHKUH]y

3(x)
a(x)= Z av=2av’ (l)
X v=1

rhe je 8(x) Gpojna Pynxuuja uusa X, (B. Tauky C. 1.1, (ii),
Tj. OHy (YyHKUMjy KOja y TayKama X==\, HMa CKOKOBe JyXHHe
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a,, v=1,2,..., Taja je

X
z a, e—"v’=fe—"da .
<X 0

AKo oBne MyCTHMO Ja X- oo, WHTerpan he KOHBepru-

patd Kagrop je Dirichlet-oB pex koHseprenTaH, Tako Ha je

< -]
Za,, e—"vszfe“s‘da(t). , (2
y=1 0

(iii) OBaj HecBojcTBenu Stieltjes-Laplace-oB unrerpan mo-
xemo, mebyTum, HapuMalHOM HHTerpauujoM CBeCTH Ha o6uyaH
Laplace-oB unTerpan, u Ha Taj Hauud onwtH Dirichlet-oB pen
H3pa3uTH OBAaKBUM HHTErpalom.

3aucra, ako je s peajHo, U aKO NPBO IMpPETNOCTaBHMO
ga je s>0, Tama, kKako je @(0)=0, napuUaIHOM HHTerpa-
uujom pOGHBaMO )

x x

fe—“da (H=e*a(x) +sfe—s‘a(t) dt.
0 0

Kako 3a s>0 ¢yuxuuja e—*' monotoHo omaxa, To he, Ha
OCHOBY cTaBa 4a) Tauyke B. 5.6. (i) (ca b=o0), H3 ersucres-
UMje HeCBOJCTBEHOr MHTerpana (2) creputd ja

e ™a(x)»0 Kag x- oo}
npema TOMe, HeCBOjCTBEHH MHTerpai

-3

f e—sta(f) dt
: 0
nocTojy, na je

[etaaqy=s[ etatyar, s>o0. 3)
0

0
Axo je, mebyrum, s<<0, Tagma
€—* MOHOTOHO paCTe U = o0 Ca X,

na ke, npema TOMe, Ha ocnosy craBa 4 b) u c) Tauke B. 5. 6. (i),
NOCTOjaTH FpaHHYHa BPeIHOCT

lim a(x)=a

X=w

e~ {a(x)-a}»0 Kax x- oo.
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Kako je mame

!e—s‘da(t)= fe‘"d{a(t)—a_} -

(1]
— e {a()-a}+a+s [ e (a()-a)at,
(1]

t0o ke ¥ OBaj mocnenbH HECBOJCTBEHH HHTerpal KOHBEpr#paTu
Kagl X-oo, u Guhe

-

fe—s'da(t)=a+sfe~=f{a(t)-a}dz, $<0. @)
0 (V]

Haxne, cBaku xouseprenTaH Dirichlet-oB pex moxemo Ha-
mucaTd ¥ y jegHoM of oBa jgBa o6JmKa

Za,e"‘vs==sbfe‘“a.(t)dt, UM =a+sfe—s'{cz(t)—a}dt,
0

v=1

npema Tome Jia oM je s> wim <0, a mpu yemy je @ = Za,,.

v=1

(iv) Us o6pasana (3) u (4) BumMmMo Ja CBe OHe 0COOUHE
Koje Baxe 8a Laplace-oBe uHTerpane MOXeMO IpeHeTH M Ha
Dirichlet-oBe penoBe, ysumajyhu 8a NOmMHTerpanHy d)yﬂxuu]y
¢yHnlyy a(x) ob6auxa (1), v q)yﬂkuu]y a(x)-a.

Ha Taj HauuH MHOre cTaBoBe Koju ce oxHoce Ha Dirichlet-
OBe pefoBe MOXEMO JlaKilie M mperjiemHuje U3BeCTH; ople hemo,
npumepa pajmM, H3HETH CaMO Heke OI HHX, U TO OHe rue ce
yiora Stieltjes-oBa HHTerpana HapOYMTO HCTHYE.

5.2. (i) Axo je s KOMIUIeKCHa TNpOMeH/bHBa, Tala je 06JacT
KoHBepreHuuje Dirichlet-QBa pema noisiypaBaH Koja ce Hanasu
JeCHO Ofi H3BeCHe MpaBe MNapajejHe HWMAardHapHOj OCH, Tj.
Dirichlet-oB pen koHBeprupa 3a cBe s 3a Koje je

R{s} > o,.
IlpaBa R{s} =0, 30Be ce @pasa ronseprenyuje Dirichlet-oBa
pela, a o, HeroBa adcyuca KoHBepienyuje.

(i) ErsucTeHuuja npaBe KOHBepreHuuje je Henocpe,rma'
nocneguua ocoGuHe Dirichlet-oBux pemoBa, uspaxeHe OBHUM
CTaBOM:
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CraB 1. Axo Dirichlet-os ped

®
: Z a,eMe,

v==1

Kounsepwupa 3@ S=S, Mada je on KoHBepieHIlaw 3a CBAKo S,

3a Koje je
R{s} > R{s'}.
Mokas. Crasumo

A@ = [edae),
0
Taga je

y
fe—-stda(t) =fe—(s—§')!e-—s'lda(t)=

; f == dA(Y).

X
Mpema craBy 3 o cpentwum BpesHoCTUMA Tauke B. 3. 3 (i) je
y 1

f = dA(f) i <

x

y
<flememx) + [emorn)) xMax |4@)- A
x <ty

a Kako je, 8a R{s—s} >0,

Y
Ie—(s——s‘)x I + fl de—(s—s')f, = g—R{s—s'}x 4 IS_ sll fe—R{s—s'}tdt=
x x

Is-¢|

== g—R{s—s'}x 4 e R{s—s'}x _ —R{s—s’}y <
Rl 5] 1<
ERE
= T R{s-¢)

TO je, HIakie,

) |
—st IS—S'I _ -
xfe da(t)( [1+R{s_s,}}xgl£aéy|A(t) A(2)|

<
e Max |A(f) - A(x), ®
¥ <t<y |
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Kax roj je

As-¢1 4o
R{s_s,}@ -1=M. (6)

Ha ocHoBy npermoctaBke ja je Dirichlet-oB pen kouBep-
reHTaH 3a s=s', Tj. Ha '
lim A (x)
X=w®

0

noCTOjH, Cnefu ja _
A(y)-A(x)»0 maKako x H y-»oo;

npema ToMe, U3 HejemHauuHe (5) moGuBamo ja he M
y .
fe‘“da(t)-»O 'Ma KaKO X M p-oo,
X

Tj. Ja HeCBOJCTBEHH HHTerpan

©

f e—s'da(t)

0
NOCTOjM, M TO 3a CBaKO S Koje 3aKoBOJbaBa ycnos (6).

(fif) OBum cmo noGunu He camo Cahen-os {1} cras, Tj. Ka
je Dirichlet-oB pex koHBeprenTaH 3a

R{s}>R{s'},

Beh u Perron-oo {1} yonuiteme,
H TO

CraB V. Dirichlet-os™ ped je
VHugiopmro KowuBepreHllan y Yiay
Koju je oOpehern nejeOnayurom (6)
(8. ca. 23.).

Cahen-oB pesyiaraT moxemo,
Cr. 28 IaKJie, H.oBako ¢hopmyaucaTu:

CraB 2. Dirichlet-o8 ped uau KoHBepiupa 3a CBaxo s,
usu Ousepiupa 3¢ cBaKo S, usu lociioju Bpasa KoxBeprenyuje

R{s}=C,

(ca anicyucom ronsepienyuje C) marxo da Dirichlet-o ped Ou-
seprupa 3¢ R{s}<<C, a wxonsepupa 3a R{s}>C.
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5. 3. (i) ExcnnvuutaH uapas 3a ancuucy kouseprexuuje C nao
je Cahen {1} sa cayyaj xap je ona >0; oBaj uspas je mo-
nynuo Pincherle {1} u 8a camyyaj kama je oHa <C0, TakKo na

ONLUTH PesynTaT riacu: ”

CtaB 3. Hexa je a(t) dynryuja Oegpunucana obpacyem
(1); cimasumo

L* = lim sup —%—lg[a(t)l 0
axko a(t) Ousepiupa, a

L==lim sup Zigla(y-al, 8)

axKo
_ a(t)»a Kad t-» .
Jacuo je da je ,
L+ >0, ¢ L—<0.
Aticyuca xonseprenyuje C Dirichlet-oBa peda je

C— [ L* axo a(t) Ouseprupa, 9)
L= arxo a(t)-a Kad t+ c.

(i) Axo ¢yuxunjy a(¢) uspasumo y ob6muxy (1), Taga
o6pacuu (7) u (8) mocrajy

L+ =lim sup il—lg
n=w n l

>
=,
>l

v=n

L==lim sup - Ig

n=o
npema TOMe Ja JM pef, Za, JWBeprdpa WiM KOHBEprupa.

(1if) OBu pesyaraTd ce Mory Jako HOGHTH NOCTYIKOM
~ Koju je ciuyaH mocTynky us Tauke (ii).
Kako je

@ -3

d[e"s‘d{a(t)] = [e~tatan-a),

0

Ma KakaB 6o 6POj @, TO MOXeMO NOCMATpaTH OBaj JeCHH
MHTerpasn W NpeTnoOCTaBUTH Ja je

a=0 axko a(tf) nuBeprupa Kag ¢-»oo,
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a Ja je
a= lim a(¢f) axo oBa rpaHuyHa BpPeIHOCT HOCTOjH.
t=om ’

Tana u3 o6pasaua (7), (8) w (9) cnenu na je 3a JOBOJBHO
BeJMKO ¢

—;-lgla(t)—a|<c’ 3a o'=C+ts,

Ma Kako majau 6uo Gpoj £>0. Ilpema Tome je
la(t)-a|<<et 8a o=C+e>C. (10)

Ca gpyre cTpaHe napuuajHOM HHTErpauujom NOGHBaMO
, .
fe—°’da(t)=fe‘-°‘d{a(t)—a}=
x X

¥y
=e{a(y)-a} -e—*{a(x) -a}+cfe—°'{a(t)—a}dt. (11)
Kako je, npema (10),
le=9'{a(t)-a}|< e (o= 3a poBomHO Bemuko x<t<yp,
10 he 38a o<ld

e~{a(y)-a}~»0, e *{a(x)—a}-0

b4
fe—ﬂf{a(t)—a}dt-m Ma KAKO X M y-roo.
x

Haxne, npema (11), uHTeErpan

ofe—sfd{a.{t)},

Tj. Dirichlet-oB pen, koHBeprupa 3a CBakKo

s=06>0">C,

fipema ToMe M 3a CBaKO S 3a Koje je

R{s}>C.

(iv) da 6ucmo joiu moxazanu na Dirichlet-oB pex muBep-

rupa kan je
‘ R{s}=e<C,
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JIOBOJBHO je ;a MoKaxemo Ja je 3a CBako o 3akoje Dirichlet-os
pen KoHBeprupa

lim sup—;—lgia(x)—a|<é. (12)
xX=®

[lpema (12), oBaj lim sup 6u Mopao Gutu Mamu on C
Kag 6¥ OH KOHBeprupao 3a Heko ¢ < C, LITO ce MNPOTHBH
npernoctasuu (9), Tj. na je C jemsako Tom limes superioru.
Jla Gucmo pmokasasu TBphewe (12) mpumeTumo, Kao IUTO
CMO TO y Tauku 5. 1. mokasamu, na M3 xoHBeprenumje Dirichlet-

' OBa pelia 3a S§=c cleay 1a

e %q(x)»0 um e *{a(x)—a}-+>0 kam x> oo,

mpema TOoMe Ja Ju je o> mm < 0; Hakne, 3a JOBOJBHO

BeIMKO X je
e~*|a(x)—e|<e<1,
roe je a=0, uau a=lim a(f), npema Tome Aa au oBaj limes
t=0w»
OCTOjU WM He.
Otyna caemu
—ox+igla(x)-a|< lge <0,

I
S lgle()-a|<s:

M3 OBe HejeHayWHe, Kaj MyCTUMO Ja X- oo, NOOGHBaMO TBp-
beme (12).

5.4. (i) Axo Dirichlet-oB pen koHBeprupa Ma y jemHOj Ta4ku
paBHH S, OH. MOpa KOHBeprupaTdH y jenHoj o6JacTH OOJHMKa

R{s}>C,
rae C moxe GUTH jefHAaKO U - oo, y KoM cayyajy Dirichlet-os
pen KoHBeprupa y uejoj paBHd. Mekhyrtum, Dirichlet-oB pen y
CBOjOj 06NaCTH KOHBepreHuuje He mopa GUTH aNCOJYTHO KOH-
BeprenTaH. Tako je, Ha mpumep, Dirichlet-oB pen

2 (- (13)

n=1 .

KoHBepreHTaH 3a R{s} >0, anu je OH aNCOJYyTHO KOHBep-

reHTaH camo y o6nactu R{s}>1. :
Ilpema ToMe, cBakom Dirichlet-oBy pemy oxrosapa u jenna

0o6nacT alcoayiine Konsepienyuje, Koja je caupxkaHa y 061acTd

o6uyHe KOHBepreHuuje, ajd ce ca HbOMe He MOpa MOKJANaTH.
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Kako je, mebyTum,
la, eS| = |a, e, (14

TO je jacHO Ja je o6GiacT ancojdyTHe KOHBepreHuuje Takohe
jeRHa nojypaBaH OGJMKA
: R{s}> A4, (15)

rae je A ailcyuca ailcoayiine Koxseprenyuje, a IPpH 4emy je yBek
Cc<A.

(i) Tlpema (14) u pe3yaraTuma NpETXOJiHe Tauyke, JaKko je
YBHOETH Ja ce alcuyuca ancojyTHe KoHBepreHuuje A JnoGusa
aHanorHum o6pacuuma Kao M ancuuca oOuyHe KOHBepreHuuje,
ako camo y muma QpyHkuujy @ (f), nedunucany oGpacuem (1),
sameHMMO (yHKuHjOM

at(f) = 2lal. @6

Mt

Hpyrum peunma, ancuuca A je mara ofpacuuma

lim sup-:‘—lga+ (¢) axo a*(f) nuBeprupa,
A=] == :
lim sup—:‘-lg{a"' ~a*(f)} ako aet(f)»at kam t- oo,
f=o

W4 aKo y bhHMa 3aMeHUMO d)yhmujy a*(f) ca (16) oun ysu-
majy o06sHK

( n
. 1
Jgnwsupi—lg Z:Iavl aKo pen ,E|va‘,| ILUBeprupa,

A= n v=]

. 1 - ' ,
lgnmsup)-:—lg2|a.,| ako pen Xja,| KOHBeprupa. .

n vy=n

\

(iii) Ynopebusawem osux oGpasaua ca oGpacumuma (7), (8)
H (9) rakobe je jacHo ma usmeby ancuuca 4 u C mopa
nocrojaTi HejegHauyuHa (15). A ce OBge MOry NOjaBHTH 4 06a
rpaHuyHa ciyyaja, Haume na Gynae WM

A=c0 ca KoHauHum C,

uau na 6yne
A=C.
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Tax{oI je, Ha mpumep, Dirichlet-oB pen,

> (- 1y (ign)—
- n=2

KOHBepreHTan 8a R{s}>0, amu anconyTHo mMBeprupa 3a
.CBako §, Tj. OBHe je
C=0, a A=oo, _
Ca npyre crpane, cBu Dirichlet-oBu penosu Koj Kojux je
Me=1n, n=123,..... s
Tj. Taylor-oBu pegosu no
' es=2,

umajy ucty ob6nracT oGuyHe M anconyTHe KoHBepreHumje. [{ake,
3a CBeé OBe pejoBe je yBeK
A==C.

(iv) Axko HM3 eKcCHOHeHaTa A, He pacTe CYBHle CHOpO,
JIpeliU3HUje aKo
1

D= lim supy- Ign 17

n=o0 n
HUje jeIHaK HyJd, Taja MOXe NOCTOjaTH CaMO jeXHa mpyra
‘Hajsehe wmpuHe D, y kojoj Dirichlet-os pem moxe xoHsep-

rupaTtd y OOGHYHOM CMMCIy, allM He amcOJyTHO, Tj. HejelHAYHHY
{(15) moxemo momyuutu ca (Cahen {1}) .

C<ALC+D.

Joxas. Hexa je D konayHo u €’>>0, Tagma je, npema
{17), 8a LOBOJHO BENMKO £

lg nf\, <D +¢",
Tj.

| e~ @+ma L,
Jq1a je 8a ceako € >0

e—(1+8) (D+¢")n < nl+,
NI

e~ D+Mn 1/pl+¢ rpe je e=De'4e+e'e”,
Ipema Tome je '
Ian é——(s-i-D+c)k n l - Ian e—Skn lé—(D+a)Ln <

<lane—‘ﬂ'nlln—(l+e'),, (18)
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Kaxo je pex
>1 /nH-c'
anconyTHO KOHBepreHnTaH, TO he u pexn
. 2|age—ta|p—(1+€)
GUTU aNCOJYTHO KOHBEpreHTaH, Kaj rox je pex
Za,e—SMn
KOHBEpreHTaH, jep y TOM Ciyudajy
a,e—5M50 Kam n-ooo.
Haxune, npema (18), pen
za, e—(s+D+e)hn
je anconyTHO KOHBepreHTaH Kai, rox je pex
Za,e—tn
KoHBeprenTaH. OTyZa HeNoOCpeAHO ClefH Ja Mopa GUTH
A< C+D.

Jda 3aucra nocroje Dirichlet-oBu penoBu xoj Kojux je y
0BOj HejeIHaYWHH HOCTHTHYT 3HAK jeIHaKOCTH, [IOKa3yje Hampern,
HaBejeHu npumep (13).

VI. Nonamame Dirichlet-oBa pega Ha py6y o6aacTm
KOHBepreHuuje

6. L. (i) [lpernoctaBumo pa je ancuuca xousepreHuuje C Diri-
chlet-oBa pena koHayHa, Tj. Ha je pen

(- -]
E a, e~

y=1

KoHBepreHTan 8a R{s}>C, a pmuBeprentTad 3a R{s}<<C. ¥
TOM chy4ajy Mmoxemo Ge3 orpaHuYera MpeTHOCTaBHTH Ja je
C=0; jep ako je C==0, Kax CTaBUMO

a/=a,e™ y §¢=s5s-C,
6uhe v
— —(§— —8' X
ave S?\-v =avec}\-v e (s C)I\V =av'e 14 ,
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TaKo Ja je pen

-]
E a, e—s’ Ay

yv=1

KoHBeprenTaH 8a R{s'} >0, a nuseprentan 8a R{s'}<C0.

[lpema TOoMe MOXeMO OX cajna Ge3 OrpaHuuerba mperio-
craputu na Dirichlet-oB pep,

f(s)= 2 a,e—SM

v=1

re

KOHBeprupa 3a R{s} >0, Tako 1a je oBuM pelom HeduHUCaHA
aHanuTHYKa ¢yHKuMja f(2) kxoja je perynapHa y uenoj noxay-
paBuu R{z} > 0.

Ha py6y ose oGnactu, Tj. Ha camoj mpaBoj R{s}=0, o
npuUpoau ose QyHKiMje, Kao U 0 KoHseprenuuju camor Dirichlet-
OBa pejla, H& MOXEMO y ONLITeM Clyyajy HULITA 3aKJbYUMTH.

JacHO je, na on nonaumiama pena

Ta,, OJNHOCHO pefia Sa,e ‘v,

8aBHCH NpUpOna U NOHawamwe QyHKuUje f(s) y ONM3UHH Tauke
py6a s=0, omHocHO Tauke py6Ga s=if. [JOBOWBHO je Nla mpu
TOMe [I0CMaTpamo CaMmo TayKy s=0, jep 8a CBe OCTajle Tauke
py6a, s=it, TpeGa, MecTo pexa Za,, NOCMaTpaTu pex 2a,,
ca a/=a,e % OBuM ce JOGHBEHH CTaBOBU HHUYKOJHMKO He
orpaHuyaBajy, ako ce o npupoiu KoeduiueHata @,, OLHOCHO
@, HULITA He NpeTnocTaBiba; MekyTum, OHU CTAaBOBH KOjH Baxe
CaMO 3a pealHe WJM MO3UTHBHE KoeduluUeHTEe U KOjU Ce ojHOCe
Ha Tayky py6a s=0, He MOry ce HenocpeiHo NPUMEHUTH ¥ Ha
Tauke py6a s=it.

(if) OBne hemo H3HETH HEKOJMKO CTaBOBAa KOju ce oXHOCe
Ha OBa MCIMTUBAWA, U TO NMPETEXHO Ha OHA, KOZ KOjuX mpumeHa
Stieltjes-oBa uHTerpana nonasu A0 uspaxaja, Tj CTaBOBe KOjU
ce HenocpefHO Io6GuBajy ua uutbeHuile ga ce Dirichlet-oB pen
moxe Huspas3uTH Laplace-Stieltjes-oBumM MHTerpaiom

£(5)= > aye s = J e~5*da(x) =s j ea(@dr, ()

y=1 3

R{s}>0.
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Taxo, 8a Dirichlet-oB pex kao u s8a Laplace-os unTerpan,
Baxyu Ges HKakBe npomeHe anajorod Abel-osa {1} craBa o
HenpexunHocTH QyHKunje medunucane Taylor-osum pefiom, u TO
ca Stoltz-osum {1} npouuper-em, KOju rijacu:

CraB 1. Axo Dirichlet-o8 ped

f )= i a,e ™

v=1
Kongepiupa y fayxu s=0, ij. axo je ped
> a
v=1
' Kougeprenilian, Mada je diynxyuja f(s) Helipexudna He camo 3a
peasno u Gosumusro s (Abel-os ciias) Bek u y yesom yiay
lare (s) |<<8 < /2, @)
(Stoltz-o8 ciias) imj. _
f(5)» X a, ®
v=1

Kad s->0 ocllajyhu y Gomenymiom yiayp.

Moxas oBor craBa cnemu u3 jpgokasa Cahen-oBa craBa
Tayke S. 2. (ii); weros HenocpejaH JoKa3 je OBaj.
' Heka je, npema npeTnocraBuuM M O3HaKama Tauke 5. 1.,

-]
a=z a,=lim a(x);
ve=1 XxX=®

Taga je, npema 5. 1. (4),
f(s)- a==sfe—s" {a(x)-a}dx.
[

AKo ca & O3HAYMMO jefaH, yHanpeX JIaTH, NPOH3BOJEHO
Manu NO3uTHBaH 6poj, Tama, pema NpeTmnoCTaBLH, MOXEMO yBeK
u3a6paTH Tako Beauk 6poj X na Gyne

la(x)—a|<e 3a cBak0o x_>X;

a Kako je _
la(x)-a|<<CM 3a cBako x>0,
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roe je M jemaH KoHayaH 6poj, TO je 3a R{s} >0,
X o

s [ e la) - ajax +s [ e (a(x) - a} ax

0 X

£(s) - a] = <

X ]
<|slfe—xR(’)|a(x)-aldx+|slfe—*Rf=}|a(x)—a|dx<
0 x

X © .
<M|s|fe—"RNdx+slsl)[e‘""”’}dx=
0

<M _‘.S_(] - e XR{s}) 4+ SR‘-—SLC—XR(’) .
§

|
R{s}
Kako ce s Hanmasu y yray (2), Tj. Kako je
[0]<CO<n/2, rme je 6=arc(s),

TO je
Is| __1 1
R{s) cos® " cosf,’
TaKo Ja je ‘ :
M s
1£(5)-a|< (1-e—xms}) + 5 _exrish,
cosf,\ - COs 6,

Ako can mycTumo ma s-0 ocTajykM CTalHO y MOMEHYTOM
yray, KoGuBamo 1a je

lim sup |£(s)-a|< ——,
s=0 cos 9,

jep
1-e—XRis} 50 xanm s-0.

Kako je, mebytum, 6,<=/2, 1. 1/cOs 6, je konayaH 6poj,
M Kako & MoXemO OuUpaTH NPOM3BOJHPHO Malio, TO ropwi lim

sup mopa GMTH MalbU OJ TNPOU3BOBHO Major 6poja, a Kako je
OH YBeK NMO3UTUBAH, TO OH MOXe GUTH jellHaK Camo HyJH, JaKie

_f(s)—a~-»0 xag s-0 ocrajyiu y yray (2),
qume je TBphemwe (3) IOKaszaHo.
6. 2. () O6paraH cTaB, mebyTum, He BaXH, Tj. U3 HETIPEKUIHOCTH
dyuxuuje f(s) y yray (2) ve cnegu y onuwitem ciyyajy KOH-
gepreHuja Dirichlet-oBa pema y Taykn s=0. OBO mocrenise
MOXEMO 3aK/byYHTH CaMO aKO ce KoeuuHeHTH a, He MOHa-

Teoprja u npaxca Stieltjes-ora murerpana 13
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ajy cysulle HeNPaBUIHO 8a BelMKe BPeNHOCTH WHIEKCA 7,
Tj. ako MX OrpaHHYHMO H3BECHHM YCJIOBUMA KOjH Ty HelpaBuJ-
HOCT chpeyaBajy, a Koju umajy o6auk yciaosa (6), (1), (15)
nm (16).

CraBoBe oBe BpcTe 3a Taylor-ose pernose mao je Tauber
{1}, ¥ OBM Ce CTaBOBH NOLECHOM TPAHCKPHILMjOM MOTY MpH-
menuTd Ha Dirichlet-ose penose (B. Landau {1}).

(ii) Panu 6ober paaymesau;a HaBeJHUMO NPBO CTaBOBe
oBe BpCTe.

Heka je

= Zav, Tj. @n=Sp—Sn_q, B=1,2,...., §=0;

rv=1
Tajga je
n
2va,=2v(s,,—sv_1) szv ZVSV_.1—
v=1 v=1 v=1
n—1 n—1
=2vs, E(v-f—l)su-—ns,. st,
v=1 v=1 v=1
oJaKne cjaexu
n—1
Sam - ——Zva,, n=1,2,3,. 4)
nv—l v—l

Ako je pen Za, KOHBepreHTaH, Tj. ako

Sp>@ Kaj n-» oo,
tapa he u [11]

—I—st-)a Kall, n- oo, S)
n,_1
ollaKje, Ha OCHOBY jemHayuHe (4), Zo6uBamo T3B. Kronecker-os
{1} moTpeGaH yCNOB 3a KOHBepreHuHjy 'pena Za,, Haume: O«
6u ped Za, O'uo KoHBepileHTlan RoilipebHo je He camo 0a a,-0,
Bek u Oa

n
—l—zvav—)O Ked n-ooco. (6)

nv=l

OGpatHo, oBaj ycioB cam no CeGH HHje HOBOJbAH 33 KOH-
BepreHuujy pema Za,, and ako je mOpel, TOra 3afOBOJbeH U
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ycnos (5), Tana, npema (4), crenu ga s,-»a, Tj. Ia pel Mopa
KOHBEpPrupaTu.
[pyrum peunma, u3 (5) Mmoocemo 3axmyuudiu KOHBEPIEHYU]Y
peda Za, axo je jow 3adososen u Kronecker-os ycaos (6).
Kako je (6) yBex 3ajoBomeH kaga [11]

na,»0 Kam n- oo, )]

o y ioprem ciiagy Kronecker-os yc.a08 modcesmo 3ameruiiu u
yocum ycaosom (7).

(iii) Tauber je noxasao jma ce (5) Moxe 3aMeHUTH OpETIIO-
craBkom Ja ¢ynkuuja F(x), nedunucana Taylor-oBum pepom

F(x)=2a,%, - ®
v=1
Gyle HenpeKuiHA y Tauku Xx==1 ca neBe cTpaHe. [lpenusHuje:
Axo je Taylor-os ped (8) rouseprenimian y wpyry |x|<<l1,
u axo
F(x)»a xad x-»1-0, 9)

@ada ke ped Sa, 6ulin KOHBEpIeHILaH U

> a,~F(1-0)=q,

v=1
axo je ifioped Moia 3adoBosven u ycaos (6) uau clleyuasnuju
yeaos (1). '

Osne Huje NOTpeGHO Ja H3BONMMO JOKas OBOra CTapa
jep je on campxan y oarosapajyhem craBy 3a Dirichlet-ose
penoBe, Y4jU HOKa3 H3HOCHMO Yy HapeIHO] TauyKH.

Ha je ycnoB (9) saucra omuTHju of ycnosa (5) cneiu us
Frobenius-osa {1} npowpema Abel-oBa craBa, Koje Kasyje
ga seh us (5) crmemu (9). 3a mokas oBora craBa BHAM, Ha
npumep, Knopp {2, ctp. 508).

Hanometnnmo, HanocneTky, na osaj Tauber-oB craB cnana
y rpyny T.3B. enemeHTapuux Tauber-oBux cTapoBa, 3a pasiMKy
op, Tewkux Tauber-oBux craBoBa koju nmoruyy o Hardy-a u
Littlewood-a [11, (iii)] (sugu Hardy {3, 4, 7}, Hardy-Littlewood
{1}, Littlewood {2} u Knopp {2, ctp. 519—524}).

(iv) Axo nDpuBpemeHO 03HayuMO ca a(Xx) CTeneHacTy

GyHxuujy Z .

129
13*
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Taga BamMMO Ja Kronecker-oB ycioB (6) MOXeMO WM3pasuTH
Stieltjes-oBum uHTErpajiom y 06Ky

6(x)=i—ftda(t)—»0 KA x-» oo, (10)
0

OTyna, N0 aHaJOTHjH, MOrJIH OUCMO 3aKbyuuTd Oa he us
JlecHe HempeKUITHOCTH (PyHKuuje

w
f(s)=_2, a, e~ (11)

v=1l
y Tauku s=0, cnegutu kouseprexuuja Dirichlet-oBa pena sa
s=0, ako je 3amoBoieH ycioB (10), am ¢ Tume, Ja ce y
memy 8a ¢QyHkuujy a(f) ysme paHMje yBelleHa creneHacra
PyHKuuja

a(t)= Z a,. | (12)

F IR

3ancta, osum jo6usamo mpoiuperse Tauber-osa craBa Ha
Dirichlet-oBe penose koje raacu:

CraB 2. Axo je Dirichlet-os ped (11) rousepreniian 3a
R{s} >0, u aro

f(s)»a Kad s- +0, (13)
@ada u3 (10) ca (12) caedu rouseprenyuja peda (11) 3¢ s=0, i@j.
> a,~f(+0)=a. (14)

v=1

" Kako je, npema (10) u (12),

Kap, je ,
}‘n<x<}“n+1:

T0 he ycnoB (10), ca dynxuujom (12), GUTH HMCUYHEH Kaarox

1-1—2)\,,@,-»0 Kag n-»oo. (15)

ny=1
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OBOM yCNOBYy MOXeMO JXaTH joll ¥ jeAHOCTaBHHjH, amu
creuManHujn o6IuK, ako TNPHMETHMO 1a je

n n
)_1‘2 }“'a"=)\l2 ()‘v—}"v—x)"‘}\v—avr\

oy nyet ) WS W
jep u3 mpeTnocTaBKe Ja je ‘
AN=0 u ©A_ <N\ »00 ca n,
cnenu [13] ma ke (15) Guth ucnyweH Kauron
A,

}‘-n - )\n—l
1] Kam je ' (16)

an=o(_}£_)\"'_—1), 1= 0o,
A

a,»0 xag n-» oo,

(v) Ha Taj Hauun, ycnoBy (6) omroBapa 8a Dirichlet-ove
penose ycnos (15), a ycnosy (7) ycaos (16), Tako Aa mpouwwu-
pewve Tauber-oBa craBa Ha Dirichlet-oBe pemoBe, kKoje moruye
on Landau-a {1} u M. Riesz-a {1} raacu:

CraB 2'. Uz (13) caedu (14) axo je 3adososen ycaos (15)
uan ycaos (16).

Hoxkas. U3

X

Jtdd(t) - x8(%)

cnenu
xda(x) = d{x3(x)} = xdd(x) + 8(x)dx,
WK .
da()=ds()+ 2D ax, (17

TaKo ja je

[ @% -
f(s)=fe‘"da(t) = fe“?‘ds(t) + fe—"é%t—)dt.
0 0 : 0

Ila cy oBe ¢opmanHo usBplueHe onepauuje 3a Stieltjes-oB
MHTerpan 3aucCTa J03BOJbeHe cleiu U3 ocolbune Stieltjes-osa
WHTerpaja HaseieHe y Tauyku B. 4.4. (i).

Kako ce ycnos (10) csoau Ha
8(x)=o0(1), x-r0o,
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TO je, npema Abel-oBy crasy 1,

fe‘"ds(t)=o(l), s-» +0,
a npema (17) je : |

a(x)=f¥dt+6(x)=f§£—t)dt+o(l), X 00,
0 0

Oryna, ako 8a can cmaTpamo Ja -0 U X oo, He3aBHCHO
jenan onm mpyror, Guhe

f(s)—a(x)=fe—"§%dt—f6—(:2dt+ fe"“dS(t)—a(x)#
0 0 0 _

[ emet®®y [3D -
ofe y dat of , dt+o(1)

[ —s1 6(t) T —sta(t)
=_of(l-e )—t—dt+xfe =Pdtto(),

§9+4+0, X900,

OsHayumo capx ca A(x) ¢ynkuujy [16]
A (x)=Max|3 (t);
t=x

oHa, npema (10), mocToju 3a cBako x>0 #u

A(x)>0 Kam x-oo.
Kako je mame
[6(8)|<KXM -8a cBako x>0,

roe je M jeman xoHayaH 6poj, TO MOGMBaMo

|f(s>-a<x)|<Mof“f"“

dt+A(x)fe"‘"d?t+o(l), $++0, X 00,
X

Axo cama mycTumo ma s ¥ 1/x Tako Texe HyiH ma Gynme
CTaJHO ‘
xs=¢, rae je s >0, uHaye NPOUBBOJHHO,
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¥ Y OBMM NOCNeIbUM MHTErpanuma K3BPIIMMO CMeHY St=u, Guhe

1-e¥
u

1) -a® <M f du+4 (%) f e—‘.“-i—:+o(1)

€
<Mfl;:_udu+o(1), S=gfx, X+ 00,
0
jep je -
A()=0(1), X+ oo,
Ilaxne,

u

li_m sup |f(e/x)—a(x)|<Mf
0

a Kako, lpema NpeTNOCTaBUM,

f(e/x)+a, x>0,
TO je H

l—e
u

dua.

€
lim supla(x)—alng
X= : o

OTynma cnepu, jep je & NPOUBBOBHO U MOXeMO ra Ou-

PaTd KOJMKOrojn Xejidmo Majo, jga

ja(x)-a|>0 Ka;m x-eo,

-]
E a,=a.

v=1

Tj. Ha je

6.3. (i) U3 nperxopHor uanarama cienu ma Qyskuuja £(s)
MOXe TeXuTH oxapeheHoj rpaHHyHOj BpeNHOCTH Kajg a- +0
¥ Kal weH Dirichlet-os pex nuseprupa sa s=0. To je, na

npumep, cayuaj ca ¢yHxuujom [32]

£(s) = > (= 1)"ns = (1- 22—)1(5),
n=1

rae pen _
_ Z(-1y
IMBeprupa, moK
f(s)+1/2 xapm s->+0.
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MebyTum, Kako y OBOM IIpHMEpPY TaKO W YOIliTe, aKo je
ucnywer ycnos (13) a Dirichlet-os pex nuBeprupa 3a s<0,
Tala OH MOpa OCHWIMpATH; JpPyrdM ‘peyuma, ako pel Z2=a,
»CTBapHO nuBeprupa“ [7] Tama He MOXe NOCTOjaTH HM rpaHHUYHa
BPENHOCT sETof(s)' - '

[lon crBapHOM nuBepreHuujom pexa XZa,, OIZHOCHO HH3a

n
Sp = Za,,‘

v=1
noJpasymeBamo y peajHOM CJyuyaj Kaj,
Sp>+ 00 MM —~do, Ca n-oo;

y KOMIJIEKCHOM Moxemo peku na Hu8 s, ,CTBapHO IUBeprupa*,
aKko ce OH, yAambyjyhu ce y OGeCKOHayHOCT, aCHMITOTCKU NpU-
IpXaBa ojpeheHOr mpasua, Tj. craBbajyhu

Sp =r,ei%n,
axo
rn900 H ap-a Kal n-oo.
Ca oBaxo npeuusHpaHum NOjMOM, ropibe TBpheme ce CBOIK

Ha YHbEHULY Ja ;
|f(s)|»o0 kapm s-+0, (18)

ako, 82 s=0, Dirichlet-os pen

an
f(s) = > a,e—s™
V= 1
»CTBapHO guBeprupa*.

MebyTum, (18) ocTaje y BaXHOCTH H IIOK, HELITO ONMLITHjUM
npeTnocTaBKama, HauMe, akO MeCTO CTBapHe IuBepreHiuje pega
Sp=Z2Za, NpeTNOCTaBUMO Camo Ha Ce S, yhabyje y GeCKoHay-
HOCT ocCTajyhu cTanHo y HeKOM yriy YHMju je OTBOp MamH OJ =,
HIMY, joll onuTHje, ako GUI0 HEeroB pealHu, OUJIO HMarHHapHH
Jeo, cTBapHo guBeprupa (B. Knopp {3} u {4}).

OBne hemo mokasaTH camoO OBaj CTaB.

CraB 3. Hexa je Dirichlet-o ped

f(s)= Z a,e ™

v=



6.3. ' 201

Kougepiendiar 3a R{s} >0 u coasumo

n
Sn=2av;

y=el

axo je Mada 3@ u3BecHO « U CBAKO n=1,2,3,.....

|@re sp—a}< 8o < %/2, (19)
u3

[Sp| >0 Kad n-»oo, (20)
credu (18).

Us npermocraBke (19) cnemu ma ce Tayke S, MOpajy
HanasuTu y yriy orsopa 26, ca TemeHOM y nouerky; mebyrtum,
OOUYHOM TpAHCNAUUjOM, Tj. CMEHOM S,/=S,—a, MOXeMOo nper-
nocraBky (19) nako npoluupuTH Ha

lare (s, —a) - a| < 8 < /2,

Tj. Ja ce Tauke S, Hajase y yriy ca NpOM3BOJbHHM TeMEHOM
y Tauku a. ,
Jloxas ropwer craBa J406UBaMO aKo MPUMETUMO Ja U

dyukuuja
a(x)= z a,
nEx
8afoBoJbaBa ycnos (19), Ti. na je
larc{a (%)} -a|<0<w/2 8acsako x>0,

TaKO Ja 8a peaJHO § MOXemO Ha MHTerpan (1) NpUMEHHTH
" HejenHauuny [27]

1£@)| =5 > s cost, [ e|a (9] dt

0

fe"“ a(t)dt
0

OTyZa cienu Jia je 8a cBako x >0

X

1£(5)13>s cos &, [[e=rt|acn]ae>

0
> scos6, e—“bfla(t)ldt.

. HJIM, aKO CTaBHMO S-=1/x,

Cos 9,
e

[f(s)|=>

l x
— t)|dt, =1/x.
xofla()l ca s=1/
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Kako, npema (20),
|@(f)|+00 ca ¢,
10 he u [12]

X
—i—f[a(t)ldt—)oo Kall Xx-oo,
0

Tako na ce TBphewe (18) moGuBa U3 ropie HejefHayuHe aKo y
BOj NyCTHMO Ja X - oo,

HamomeHumo na ce roptbd CTaB MOXe JOHeKJe npeuusu-
paTd Tj. HOUYHUTH Ca OBUM:

Aro s, cillBapHO OuBEpLUPA Y CMUCAY 10DHE begﬁuﬂuquje
@mada u f(s) cimsapHo Ousepiupa xad s- + 0.

AKo s, Ousemupa ociliajyku y HeKOMm yiay ca OMBOPOM
Mmawum 00 =, @ade u f(s), xkad s-+0, Ousepupa, ocia-
Jyku y yiay ca oiisopom marum 00 w.

6. 4. (i) Yxomko 3a HU3 S,, CeM CTBapHe IAWUBEpreHIUUje, HULITA
He MpeTHOCTaB/baMO, CTABOBU MPETXOJHe TayKe BaKe CaMo Kax
ce s npubiuWxaBa HyNM IyX pealHe OCe, TaKO Ja Ce OHU Y
omiTeM CAy4ajy He MoOry npoLUMpuTH HM Ha Stolz-0B yrao.
Ipyrum peuuma, y onwitem ciayyajy us (19) u (20), kag s-0
IyX HeKe [yTalme pa3nuyuTe oJ, peasHe oce, (1s) He mopa
Baxury. OBO 3aBUCH MPBEHCTBEHO Of, Gp3uHe Kojom pen |Za,|,
Tj. HU8 |S,|, ZauBeprupa. Ako

'snl = zav

v=l
He TeXu 6eCKOHaYHOCTU CyBULLE 6p30, Stolz-oBo npouuperse
Abel-oBa cTaBa ocraje HempomemeHo. MebyTuw, ako |s,| Texu
6eCKOHaYHOCTH Beh eKCHOHeHUMaJHOM GpP3WHOM, OBO BHle He
BaxH 3a Stolz-oB yrao, a o6GnacT y K0joj ce cme HanasuTd
nyTamba OyX Koje S TeXH Hyad GMBa YTOJMKO Makba YKOJHKO
|S.| O6pxe Texu 6eCKOHAYHOCTH.

(ii) da G6ucmo ucTakau Besy uamehy Gp3uHe aCUMOTOTCKOr
floHallakha HUW3a S, M NoHawame QyHKuuje .f(s) Kagm S He
TeXH HyJ¥ HyX peajHe oce, HaBellheMO OBZe camO [gBa cCre-
LKalHa, aJu THOMYHA Clyvaja.

CraB 4. Axo je
a(x) = > a,~Ax*, x>0, k>0, 1)

M<Ex
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{flada je Dirichlet-os ped
f(s)= z a,e—™

V==l

KouBepieniian 3¢ R{s} >0 u

f(s)~ A

T'(k+1
D, (22
kad s-0, oc@majyhu y yray (2).
Axo je

Appi~An, Ti 8KO Xpyy/Xq»1 Kam n- oo,
Taga ce ycnos (21) ceomm Ha

= Ea,~Al,,", n-oo,

v=1
IUTO Kasyje Ja HU3 S, CTBapHO JMBeprupa, 4 TO Yy mpaBuUYy
KOjH je HaT aprymeHTOM 6poja A.

JloBobHO je nma CTaB 4 JOKaxemO NOJX NPETNOCTABKOM
A=0, Tj. Ia moKaxemo Ja 43

b(x)= 2 b,=o0 (x* ), X-» 00, (23)
M2 ’
caedu
g(s)= > b, e=™ =o(l/s"), 29
v=1

kad s-+0 y yray (2).
Jep, ako craBumo
b(x)=a (x) - Ax*,
Taga ce mpermoctaBka (21) cBomu Ha mnpermocrasky (23), a
TBpheme (24) Ha [32]
g(S)=Sfe""b(x)dx=sfe-”‘a(x)dx—Asfe—“x"dx=
[ u 0

I‘(k+l)

=f(s)— A————==0(1/s¥), 50,

ITO mpercraBba Tephewe (22).
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Jla Gucmo nmoxasamu na us (23) crenu (24), craBumo
S=0c+it, U y uHTErpany

g(s)=s f e b(y)dy=s f e—ay yk g—ity b;z) &,
0 0 )

cTaBmajyhu X=1/o, UBBDIIMMO CMeHY
y=ufc=2xu;

Taga Jo6uBamo

b(xu)

y* e—ixty2\X%)
(XU)"

g(s

Kako je, npema (23),

16 ()| _16(9)]
' )" m <M 8a caalco X ua,
jep je
b(®)=0 sa 0<t<<2y,
4
[o(xa)l .,
(xu)* <®

8a JIOBOJbHO BeJMKO X H u_>u, TO je

[ [ “ xub(xu)
<J+fe"u"e‘“ (u)"

6’(—1

£(s)
s

Mf e tukdy + e’fe"*‘u"du

Maxne, 8a Npou3BOJLHO Man0 € H HOBOJHO Maio o'
H O, Tj. HOBOJHO BeJHKO X, je

g_ile<e

Kako ce s Hanmasu y yray (2), Tj.

s 1
| ~cosb,’

ck —1

TO je .
skg(s)|<e|> —_—
Is8@I<els] <o,
rie je M' KoHayaH Gpoj, na ke, makie,
s*g(s)»0 ‘kamrog s-0 y yray (2).
OsBum je TBphebe (24), npema TOMe M CTaB 4, AOKa3aHo.

- SM’,
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6. 5. (1) Youumo, HanocneTky, ciyvaj kam Hu3 |Sn|, Ti. PyHk-
uuja |a(x)| 6pso pacTe, ¥ TO eKCOOHeHUHMaNHO. JaCHO je nma
la(x)| He moxe TexuTH GeCKOHayHOCTH CyBuLie Gp30, Haume
He CMe TeXHTU GpXe WM Kao e, jep y Tom ciydajy Dirichlet-
OB pefi He MOXe KOHBeprupatu 8a ceako s >0. YounMmo 3aTO
HajjeNHOCTaBHUjH CIydYaj, Haume Kaj ce a(x) MOHAIIA Kao

e¥*; Tapma Baxu OBaj CTaB:

CraB 5. Axo je
a(x) = 2 a,~AxPe?Vx| xe0, (25)
Ly<<x .
inada je Dirichlet-os ped
f(s)= > a,e5™
v=1

KoHBepreniian 3¢ R{s} >0 u

f(s) ~2AVrs-Cr+ihels, (26)
4 Mo kad s=o+it+0, @axo 0a Oyde cilasro
[t Ma™h, 27

10e je M Hexu roHauaH u Bosumusan 6poj.

Ako HM3 eKcmOHeHaTa A, He TexXH OeCKOHaYHOCTH Cy-
Buiie 6p30, ¥ TO He CaMO Tako ja 6yge XAn.,~\,, Beh u Ja
Vini1— V2,20 Kag n-oo,

a WTO Ce CBOJM Ha
Rn+1"}\n=°(VX;): n-» oo,

Taja ce mpeTHocraBka (25) cBoAM Ha

n
Sy = 2a,~A APe’a | nos oo,

v=1

C npyre crpane, u3 ycnosa (27) cieau Aa y OBOM Cly-
yajy, Tauyka S Texehu Hynu, He camo Ja He cme usaku u3
Stolz-oBa yrna, Beh ce mopa HanasutTH y Hekoj OGJIacTH uuja
TPaHUYHA KpUBAa MOpa JONMDMBATH peajlHy OCy Yy TaukH s=0
{B. cn. 24). :
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Hajsan, npumeTumo Jla Ha OoCHOBY mpernocTtaBke (25) Di-
richlet-oB pen mopa 8aucra KoHpeprupatu 3a R{s} >0, kao
wto To cnepu u3 Cahen-oBa crasa Tauke 5.3 (i), jep y
OBOM cayuajy

-l—lgla(x)|~?—V—J-C+0 Kaj X- oo,
x x

(if) Ia 64 cmo mokasanu jga u3 (25) cuenu (26) craBumo,

Kao ¥ y NpeTXOJHOM JIOKa3y,

b(x)=a(x)- Axpe?Vx

g(s)= sf e—**h(x)dx.
0
Tana je

f(s)=s J e g (x)dx=As f e~x+2Vixpdx 1 g(s).  (28)
¢ 0
[ocmatpajmo npso GyHxuujy

CD(s)=Asfe—“+2V’7xP dx; (29)
0

aKo 3a TPEHYTaK NPETIOCTaBUMO Ja je § PeasHo W NOBHTHUBHO,
M Yy OBOM HHTErpajly U3BPLUUMO CMeHY

x=s"2(1+uVs), =;—2ﬁ(l+a\/'§)da,

no6uBaMo

O (s)=2As-@r+ et [ o~ (14 uVEP+ids.  (30)
Ly

Ca 24. ’ Cx 25.
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O6a wuspasa (29) u (30) ﬁpeTcraBJbajy HU3BECHY aHa-
JUTHYKY GYHKUM]Y, H TO npBu 3a R{s} >0, a npyru y Lenoj
paBHH KOMIUIEKCHE NPOMEHbHBE §, M KaKO Cy OHH jeIHaKu
¢yuxuujs P(s) 8a pearHo U NOBUTHBHO S, TO Ha OCHOBY
aHaJNMTUYKOr NpOLyXeha, jemHayuHa (30) Baxd M Kafk je S
MMaruHapHoO, ¥ DNpPETCTaB/ba aHANUTUYKO Nponyxere QyHKLUje
d(s) y uenoj pasHu. Kako je ¢ynkuuja @(s) myarudopmua,
Cca KPHTHYHUM CHHIyJIapUTeTOM y Tauku s=0, TO ke mnspas (29)
npeTCTaB/baTH OHY rpaHy Te (yHKiMje KOja je peasiHa 3a pealHO
s, ako je |arc(s)|<m, T|. aKkO KOMIUIEKCHy paBaH NpeceyeMo
JLyX HeraTHBHOT Jlesa peajHe oce; npu Tome ce HHTerpand (30)
¥Ma CMAaTPaTH Kao KPHBOIMHUCKHM Y3eT, Ha Npumep, LyX NyTame
C, Koja uma OOGJIMK KpuBe U3 CiMKe 25.

Axo nyctumo ga s-0 y mpaBuy 0, Tj. akO CTaBUMO

S=x"2eld Y NyCTUMO Ja X oo,

a y peny uurerpana (30), yseror npaBONuMHUCKM ox -1/Vs
o O, n3BpUIMMO CMEHY

u=ve—2 dy=e—*2gy,

Guke

=) [1]
fe—”’(l+uV'§)'-’P+1du=f +6[=
~Uys =Uys

o

0
=e—-ie/2 fe—vz(cose—isine)(l +v/x)2p+1 dv +fe-—a3(1 +u V§)2p+1du_
-X 0

[lpema TOMe, OBaj uHTerpan he TexXuin oapebeHOj rpaHHYHOj
BpegHOCTH [24], 4 TO °
0 ®

e—i%/2 f ¢—V3(cos0~1sine) g, . ﬁ[ e gy,

Kag x- oo, Tj kag s-0, Tako ma Oyze
cos® >0 um |[6]<x/2.
Osa he rpanuyHa BpegHocT H3HocuTH [31, (iv)]

0 -] o
fe—"’dv +Je—“zdu ==fe—’"dx =V=x

jeauHo kam s-0, npubauxyjyhu ce peanHoj OcCH, Tj. Kam
H 6-0.
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[Ipema (30) je, maKae,
D(s)~2AVas— @+l xan s50 u arc(s)»0. (31)
(i) Ma Gucmo can nokasam na u3 (25) cnemu (26) ca

(21), Tpe6a Ha OcHOBY jenHauutHa (28) u (29) u penauuje (31)
Jla MoKaxemo Ja je

]

g()=s[ e b(x) de=o(s—r+ 1 ei), (32)
0

Kajg s-0, Tako nma (27) Gyme 3am0BOJbeHO, H TO Kaarox je
b(x)=a(x)- Axre2Vx = o(x? V%), X oo; 33
0Ba HOCJellba penauuja je HemocpegHa NOCHeNMia MNpeTIo-

craeke (25).

AKO 3aTo CTaBUMO S=0+if, Taja MOXEMO, CJMYHUM
Pe30oHOBatbeM Kao y DNpPeTXOJHUM TauKaMma, [MOKa3aTH Ja u3
(33) caegu :

[sg ()| eot—Cr+i elio,
rje je € mpousBoJbaH Majd GpoOj, ako je cano ¢ JOBOJBHO Malo.
Onasne cnegu pa ke
|so+heting(s)| < e M,
Tj. na ke (32) 6uTu 3aTOBOBEHO CaMO aKo je

L

Ia
2 el/o~R{Vs} < M,

B3a jegHO KOHayHO M.
Ogaj ce ycnoB, mebyTum, CBOJH Ha

<~ RS M,

rle je M Hexku KOHayaH GpOj, H eKBUBalleHTaH je ycnosy (27).

Osum je nokasaHo pa je (32), a npema Tome u (26), ucny-
weHo Kan s-0 ocrajyhu y o6aactu (27), yume je craB §
JOKasaH. v

LLITo ce THYe CTaBOBa KOI KOjuUX je Gp3uHa DuBepreHuuje
Beha Bunu ABakymoBuh {1}, kao u Asakymosuh-Kapamara {1}.

(iv) Hacympor HaBemeHum craBopuma (y OJHOCY Ha
Abel-oB cTaB), KO& Kojux ce mpernocrtaBba ja Dirichlet-oB
pen JIuBeprupa mambe WM Bulie Gp30 y Taukh s=0, cTOje
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craBoBu Koj Kojux Dirichlet-oB pen xonBeprupa 3a s=0, u
TO Mawe uau BHuwe Op3o. [lok je kom npBe rpyne craBosa
0061acT y KOjo] MOXEMO BaK/byYyuTH aCHMITOTCKO MOHallaibe
¢yHkuuje pmedunucane Dirichlet-opam pemom yTOJMKO Maimba,
YKOJIMKO pel GpXe IOUBEprupa, HOTHe je koI OBMX APYTrHX CTa-
BOBa 0OBa 06/1acT yTOJMKO Beha ykosmko pej Gpxe KoHBeprupa.

Jeman cras oBe Bpcre nao je sa Taylor-ose penose
Knopp {5, cTp. 32. 3an. 6}, koju ruacu:

Axo Taylor-os ped

F(z)= 2 a,z’
v=0
Kougeprupa y Mayku z=1 panuynoj spedHoc@u a, u o ilaKo
6p3o 0a je :
2a.,—a+o( ), n- oo,
v=0 V
Mada u

F (2)»a

Kad z-1, Rnasaseku ce y mMa KoM Kpyiy Koju ce yeo HAAA3u
Y Kpyry kousepienyuje |z|=1, u osaj kpy: 0odupyje y Mauxu 1.

W3 oBor crtaBa BHEMMO Ja ce, 360r TOra IITO pes Z=a,

1
—, Stolz-0B yrao moxe HpOLIUPHTH Ha

!

KOHBeprupa Gp3uHOM

Behy o6nacr.

AKo cTaBumoO
2=e°

Taylor-oB pen ysuma o6auk Dirichlet-oBa pepma, ca A,=v,
YHYTPalIOCT Kpyra KOHBepresuuje |z|=1 mnpeciukaBa ce Ha
nonypaBad R {s} >0, a o6racT y Kojoj ce cme HalasuTH
Tayka 2 MNPy rPaHUYHOM Mpenady z- 1, mHpeciuKaBa ce HA Ma
KOjy 0o61acCT yuja rpaHM4Ha KpHBa HMa Ca npaBoM KOHBepreHuuje
Dirichlet-oBa pena, R {s}=0, momup npsor penay Tauku s=0.

OBaj cTaB MOXeMO JIako NpoiunpuTH U Ha omuwite Dirichlet-
'0Be pefoBe, LITA BUUIe, U NOJ HELITO OMNLITHOM MPETIIOCTAaBKOM,
U3 Koje Ce jacHO BMIM KaKo ce o6iacT y Kojoj f(s)-a Kap
s-+0 nosehaBa ca Gp3HHOM KOHBepreHuuje Dmchlet—osa pena
y Tauku s§=0.

Teopxja X npaxca Stloui».-ou anTerpana . 1"
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CraB 6. Hera je 0 p<1 u
a(®)= D, a,=a+0(x¥), x-o0. (34)
o ’
Tada je Dirichlet-os ped

f(s) = i e—Mvs
v=0

Kongepieniian 3¢ R{s} >0, u
f(s)»a Kad s-0,
iaxo Oa Oyde ciliaaro
|si<Mo'—*, 10e je o=R({s}.

Ho ka3. Axo Dirichlet-oB pen uspasumo y oGauky Laplace-
Stieltjes-oBa unTerpana :

@

f(5)=s [ eta()at, Ris)>O,
0 .
4 aKO y OBOM HHTEerpany CTaBUMO

a(t)=a+e(t)t ™",

rue, npema (34),
e(t)»0 xam £- o0,

RoOUBamo

f(s)=a+ sfe““e(t)dt.
0
[Ipema TOME je

1£(5)-al<Is| [ e~tle@]rde<
0
<M|s|fe““’t—"dt+e|slfe—°'t““dt==
0 X
<e|s|fe—°‘t—“dt+o(l)< , Is]-0,
X

<els| fe—ctr—vdt+o(1)=
0

<eT(1-p)|s[e*1+ 0(1).
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Axo ce, nakie, s npu6iaukapa Hyau Tako Aa Gyme CTajiHO
|s|<<Mso'—¥, Tama HecHy CTpaHy mnocieithe HejeJHayuHe MO-
KEMO YYUHHUTH NPOUSBOJPHO MAJIOM, uuMe je CTaB 6 HOKasaH, a

KOju ce 8a p=% csoxu Ha Knopp-oB cTas.

[pumeTmo ma Kaj craBumo
S=x+iy, Tj. 6=x,

Ila je Taga obnact |s|< Mo!—F orpaHuyeHa KpuUBOM uHja je
jemHayuHa

B+pi= M222G-®) . omHOCHO y=Mx—FV1- M2,
Kako je 3a mano |sj
y~Mx—* xag x-0,

TO BHAMMO Ha OBa KPUBAa MMa YTOJMKO Behu HOOMp ca Y-ocom
ykomiko je p Behe (0Cu<1), ¥ ma ce sa p=0, obnacr -
KOojoM je OBa Kpusa orpaHuyeHa cBojgu Ha Stolz-oB yrao.

VIL. [lonamame (dyHKIuje ReduHHCaHE Dirichlet-oBuM
peloM JieBO O]l NpaBe KOHBepreHuuje

7.1. (i) Ha ochoBy craBoBa usBeneHux y rnasama V u VI mo-
XKEMO JOHeTH OBaj ONWTH 3aKbyyaK. AKO O KoeduuHeHTHMA
a,, OHHOCHO O ¢yHkuuju a(x)=2=a, Dirichlet-oBa pega
3HaMO aCUMNTOTCKO IIOHalllalkhe CaMO HEHOT JIorapuTMa, Tj
lgla(x |, Tama jeAMHO MOXeMO NOOMTH HEroBy amcuUCy KOH-
BepreHuuje. MebyTum, ako 3HaMO M acCHMMOTOTCKO MOHallae
Koeduuuenara, Tj. PpyHkuuje a(x), Tamza MOXEMO BaKbYYHTH
M HelITO O mNoHawawy QyHkuuje 7(s), nmeduHHCaHe OBHM
Dirichlet-oBum pemom, ¥ TO Ha py6y 061acTH KOHBepreHuuje.
[Ipema TOMe, YKO/IMKO BHILE 3HAMO O MOHalaky PyHKuHje a(x)
8a BEJMKO X, YTOJHKO MOXeMO JOOMTH NompoGHHje NOJaTKe
0 noHawawy came QyHkuvje f(s) M TO Kako Ha py6y, Tako
€BeHTYaJHO U O HWeHOj MpUPOLM Ha WM YaK H JleBO OJL npase
KOHBepreHuuie.

OBje hemo H3HeTH camO jefHy BpCTY OBaKBHX CTaBOBa
¥ TO cneuuanHo Landau-oso {2} opowmpeme y (iii) HaBemeHa
Phragmén-osa {1} crasa. OBo Beh u u8 pasnora ma Gucmo joir
jenHoM HCTaKaM mnpenHocT ynoTpeGe Stieltjes-oBa uHTErpana,
jep ce mMpuMeHOM MCTOr OBaj CTaB MOXe M3BeCTH 6e3 HKaKBHUX

14*
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Tewkoha. Axo ce 0BO M3BOhewe ynopenu ca Landau-osum jacHo
npousnas¥ KOJWKO ce OBUM I0o6MBa y mperyielHOCTH, 360r uera
je moryhke,  TO 63 NPUHIMIHENHUX OPOMEHA, HElOCpeIHO Npo-
WHPUTH OBaj CTaB y BHlIe MpaBalua, kao ITO hemMO TO y-Tayku
7. 3. 1 NOKa3aTH. '

(i) Pagu nakwer ynopebewa nocmarpajmo Dirichlet-oe
penose o6GJjuKa

v=1

f(S)=2aV[Ts, (1)

rie je :
ln=e}\n, fl=l,2,3,...,

H o3HauuMo ca A(x) QyHKuujy

AW= 2 a, 0)
Iy <X
Kako u3
et =[x
chenu ’
A< lgx,

TO je jacHo na je dynkumja A(x) BesdaHa ca PyHKuHjom

a@)= 2 a

Ay <x
A =a(lgx). (3)

(lif) OsHayumo 3a c(x) HeKy OyHKUH]y HeduHucaHy 3a
x>0 Kkoja ocraje orpaHuyeHa Kag X-»>oo, Tj.
c(x)=0(1), x>0,

uca y jeman 6poj usmeby Ou l, 1i. 0<y<l. Ako ce
A(X) moxe HanucatH y 0oGJHKY

penanujom

A(x)=cx+x7‘r c(x), 4)
roe je ¢ H3BeCHa KOHCTaHTa, Tj. aKo je
AX)=cx+0(x), x> 00, )

Taja je Dirichlet-os pen (1) kouBepreHTad 3@ s >1 u

(s—1)f(s)»c xag s-1+0.
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Osaj craB, koju je mokasao jowr cam Dirichlet {1}, je
HemocpeiHa nociaefuua crasa 3 rtauyke 5.3. (i) u craBa 4 Tauke
6. 4. (ii). Ulra Buwe, 8 craBa 4 Tauke 6.4. (ii) BMZMUMO &ka
OH BaXu W Kal Ce npernocraBka (5) 3amenu cnaGujom, Haume
Kajn je

AX)~cx, x» o0,

Phragmén {1} je, mebyTum, nokasao jma W3 mpeTnocraBKe
(5) moxemo o mnoHaumawy @QyHkuuje f(s) y GAusHHM Tayke
s=1 B8aK/byydTH MHOrO BHile, H TO Ja ce (yHKuKja

fs __c._...

) s-1

MOXe pa3BuTH y Taylor-oB pex Koji je HACHTYPHO KOHBepreHTaH
y Kpyry

1
IS—1l<—2—(1.—Y),

BaKkie, na ce ¢yHkuMja f{s) y O6I43UHM Tayke S=1 MOxe
aHaNUTHYKK NPOLYXHUTH H JIEBO OJ, NpaBe KOHBeprexHuuje R {s) =1
M Ja je Tauka S=1 mnoa npeora pexa QyHkuuje f(s) ca
pesumyymom c.

7.2. (i) Hajonwtuju o6amk Dirichlet-Phragmén-osa crasa mao
je Landau {2}:

| CraB 1. Axo xoeguyuenmiu Dirichlet-osa peda (1) 3ado-
Bowasajy ycaos (5) ilada je fhynxyuja

£(s)-——
s—1
peryaapua p yeaoj obaaciu R{s} >y, 0<y<1.

[lopen Tora je oH nokaszao jma ce oBa OGNacT y OnLITEM
ciyyajy He MOXe Bulue mnoBehaTH, y CMHCIy JAa Ce ancuuca
perynapHoCcT¥ R{s}=y He MOXe CMaHUTH.

Opo nocnenmwe je Landau mnokasao jeZHOCTaBHMM TpH
_ MEpOM y3eBIIM ] »

: lh=n n a,=1+n""1, 0<y<1,
jep je Tama

A(x)= Z (1 +vY)=x+0(x"), x-»o00,

rsx

f(s)=5(s)+5(s+1-Y), [32].
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(if) Cam pmokas ctaBa l je Beoma jemHoctasaH. Dirichlet-os
pen (1) ce, mpema (2), MOXe HanucaTH y OGNMKYy HECBOjCTBeHa
Stieltjes-oBa uHTerpaa '

f(s)=fx—"dA(x) sa R{s)>I.
1
Axo oBne ¢yHkuujy A(x) 3ameHumo oGiukom (4), mo6uBamo

f(s)=fx—sd{cx+ xYe(x)} =

= cfx—s dx + ]Sx—‘d {x¥c(x)} =

1

-]

=—£—l- + fx—sd{x’fc(x)},

S -

roe Cy u3sBpuleHe onepauuje 3a R{s} >1 nossomene. [lap-
IIMaIHOM MHTerpaluujoM OBOr MOCHeiier HHTerpana JoOMBamMo
Iake Ja je

x X :
fx—sd{x"c(x)} ==X—*’”c(X)—c(l)+sfx—s+T—1c(x)dx->

»>—c(l)+ sfx_“""“c(x)dx, X o0,
1

jep je Dpema mpeTnOCTaBLU

c(x)=0(1) u R{s}>1.

[lpema ToMe je

£(s) - == =~ c(1)+sfx—s+*—1c(x)dx.

Kako je c(x)=0(1), TO OBaj mocnexwH HHTerpan KOH-
Beprupa 8a R{s} >y, u mpercraB/ba jeqHy aHaJIUTHYKY (PyHK-
IMjy Koja je perynapHa y oBoj oOnactu. [Ipema Tome, OH naje
aHAJMTHYKO mpopyxewe GyHKuuje f(s) y uenoj o6aactu
R{s} >y, uume je craB 1 JOKasaH.
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(ifi) U3 osor nokasa ce Buuu ma y cTaBy 1 Huje Guno
noTpeGHO MpeTnoCTaBuTH Ja y Oyae >0, Tako hKa OH Baxu
8a cBako y <1, IUTA BHllle OH BaXW ¥ 8a CBAKO KOMIJIEKCHO
Y 3a koje je R{y}<L

lopex Tora Buaumo jaa M mpernoctaBky c(x)=0(1)
MOJXEMO 3aMEHUTH OMLITHjOM; NOBOJHO je ja Gyne

o Iglc(x)| = o(lgx),
Tj. na je
c(x)=0(x%) 3a cBako &>0, Kax x-oo.

[pumeTumo Hajsan ma axo o GyHKUMM c(x) HulITa BUle
He mpermocTaBuMo ocum jga O6yme =0(1), Taga O KOHBep-
TeHLU]U MHTerpana

-]

if xSt 1e(x)dx

JieBo OJf, mpaBe R{s}=y He MOXeM0 y OMUITEM CIyyajy HHIITA
BaKIbYYUTH.

7.3. (i) U3 noxasa cTaBa 1 ce BUIM Ja OBOM CTaBy, He Melba-
jyhu nokas, MOXeMO JaTH MHOro OMUUTUjM OGHMK KOjU riacu
{B. Schnee {1}):

CraB 2. Hexka cy vy, vy, u c,, v='1,2,....k, Bpous-
BObHU KomilaekcHu Opojesu, aau diaxo 0a je

R{x}>R{x2} >...>R{vi} >R{x},
u o3nayumo ca c(x) Pynxyujy 3a Kojy je
c(x)=0(x®%), 3a ceako € >0, x- oo,
Axo cy mada roeguyuenimiu Dirichlet-osa peda iiaxsu 0a
Pynryujy A(x) wmooxcemo nalucaiiu y 064uxy
AX)=c, xV +cy xVo + .., + ¢, XTk + X' ¢(x), (6)

Dirichlet-os ped (1) xousepuupa 3a R{s} > R{y.}, a dyuryuja .
. f(s) Oegunucana oBum pedon je peryaapha y obaaciiu R{s} >,
ocum y MauKama
S=Yy, v=1,2,....%,
¥oje cy onosu iipsoia peda ca pe3udyymuma c,Y,, v=1,2,...k.
Jokas. Axo ¢yHxkuujy £(s) u3pa3uMo UHTErpasom

f(s)= lf x*dA (x)



216 ' Onsn. C.
Koju je, mpema (6), koHBepreHTaH 3a R{s}>R{y,}, u axo y
emy Hanuwemo Qyukuujy A(x) y ob6muxy (6), Guhe

-]

K
f(s',‘r=lfx—’ dlzcvx\’w xXe(x)}=

v=1
lc

[x‘sdx“+f xS d{x¥c ()} =
v=1

_ zcvy,fx—‘+\’“—‘dx+ f X d{xr e ()=

_v;sm;v erd{xTc(x}} 3a R{s}>R{v,).
v=1 v

[lapunannom wuHTerpauujom oBOr nocCiHenther WHTerpana, .
Tj. MCTMM TIOCTYNKOM KaO y NPeTXONHOj Taykd, MoOGHWBamo ja je

f(s)- 2 c"Y" c(1)+sfx—‘—l+Yc (x) dx.
1

v=l

. Kako oBaj nocnemtbd WHTErpan npeTCTaB/ba aHATUTHYKY
¢yukuujy koja je perynapsa 3a R{s} >R{y}, 10 H3 oBe
je,IIHa'{HHe HernocpeaHo caeld NoKa3 camora cCTana.

(if) Unycrpauuje panu yoqmv\o Landau-os npumep HaBellen
y Tauku 1.2. (i); 1}

lp=n n a,=1+n0""1, 0<y<l1.

Kaxo je one

A(x) = 2 A+ v ) =[x] + 2 pr—1 =

V<Cx : r<<x

[+ f £1-1d[f] = [] + f fr-td - [ e[ =
0 0 0 ’

[+ %x\’ - ofﬁ—ld{t- [,
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TO, Kajl 0Baj MHTerpaj napluualHo WHTerpuLIemo, 1061MBaMo 1ame -

AW =[+ 3 A # - - (- ) [ Y- [ de -
0

= x4 & - [ (131 - (3 —Y)!tz‘*(t—[ﬂ)a“

=x+%x*+0(l), X0,

jep je
x-[x]=0(1), x-oo.

Mpema Tome je, Ha OCHOBY cTaBa 2, (yHKiuja

f(s)= i (A+nY)n—s

perynapHa y o6nactd R{s}>0, ocum y Taskama s=1 »n
S§=7Y, IOe WMa MoJOBe mpBOra pega ca pesunayymuma 1 u
1

—Y—Y= 1, a LITO Ce MOKNana ca YXIbeHULOM Jia je
f(s)=14(s) +t(s+1~-Y).

(ili) Kao mTo u3 ropwer ussoberba BUIUMO, Ha OUCMO
¢ynxuujy f(s), nedunucany Dirichlet-osum penom (1), morau
aHanWTHYKM TNpPOLYXHUTH JIeBO Of, NpaBe KOHBepreHuHje, Huje
6uTHO na ce yHKunja A(x) MOXe palIYNAHMTH HA clieLyanHe
u3pasze o6mka c,x¥v. Y CywTHH4 je NOBOBHO Jda Ce OBa
¢yHKuMja MOXe YOMIUTe palUYNaHATH HA HBe (yHKuUje

A() = w(x)+e(x), . M

Tako Ia ¢yHKuMja c(x) Texu cmopuje GeCKOHAYHOCTH WIH
6pxe Hymu ol ¢yHxkuuje w(x), a ma Ham je mpU TOMme joIu
No3HaTa ¥ aHaJMTUYKa Mpuposa QyHKuUje

W(s) = f s dw(x).
1

[lpeuusuuje: ako ce ¢yHxuuja A(x) MOxXe palIYIAHUTH
Ha o6auk (7), Tako Ha je .
: Iglw(x)
fim sp 120

b
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lim sup =y ca >y,

X =00

taga cy Dirichlet-oB pen

Igle(x)]
Igx

f(s)= 2 a,l,"* =fx_s dA(x)
v=1 1
M MHTErpan

w(s)=fx—‘dw(x)
1
KoHBepreHTHu 8a R{s} >TI" (B.ctaB 3 T.5.3 (i)), mOK uHTErpan
()= xac(x)
1

KoHseprupa Beh 3a R(s) > .
Kaxo je, mebyTum, npema (7),
f(sh=W(s)+C(s), (8)
TO aKo q)yHKuﬁjy W (s) mOXeMO aHAIUTHYKH MNPOLYXKHTH Yy
ob6nact R(s)> y(<T), rtama pyuxuuje f(s) u W(s) mopajy
y Toj o6nacT¥ MMaTH WCTe CHHrynapuTeTe, jep je, mpema (8),

pa3nuka
f(s)-W(s)

perynapHa y T0j 06JacTu.

(if) llpumepa pagu ysmumo na ¢ynkuuja A(r) uma oGauK

A(x) =cxigh1x +c(x), ®
ca
c(x)=0(xT**), sa ceako &>0, x> oo, (10)
M Ja je
Y1>Yy>0.

Kako je y Tom cayuajy, 3a R(s)> 4,
fx"sd{xh lgrx} = sfx—s”l—1 [gr 1 xdx =
1 1

ra)

Goyo B

-]
=S f e —Tou gt dyg
0
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rIe CMO HSBpIIWIM CMeHy X=e*, TO je, mpema (10) U usBo-
Hewy y mpeTxoiHuM TaukKama,

f(s)=2 a0, —==cT () —>——¢c(1) + sfx‘i—’c(x)dx.
=1 (S_Y1)l 1

OsBaj nocnegwy MHTerpasi NpeTCTaB/ba aHANUTHYKY (PYHK-
u4jy Koja je, npema (10), perynapHa y o6aactu R{s}>Y; OBMM
CMO Ho0MNY OBaj pesyJjrar:

Axo koeduuuenti Dirichlet-osa pena (1) dyuxuuje £(s)
3anoBosbaBajy ycinos (9) ca (10), Tana he ¢ynkuuja f(s) 6uTH
perynapia y o6iactu R{s}>y, OCUM y Tauku S=Y,>7Y,
KOja je MOJN WIM KPUTHYHA CHHryjaapurer o6iuka (s—y,)™>,
mpema TOMe Ja JiM je A 1eo OpOj UIH He.

7.4. (i) Hanocnerky, Hasexmumo jow jemaH CTaB, KOju He CTOju
y HernocpefiHoj Be3W Ca NMPeTXOJHHM CTaBOBHMA, all¥ Ce OClakba
Ha WCTH npuuumn. [IpernemuocTu pamu oBaj craB hemo uaBecTH
3a cneunanne Dirichlet-ose pexose 06iuka

f(s)%z a,ns,
, n=1
KOJ KOjux je, makne,
lh=n wm X\,=lgn.
(i) Hexa je a,, n=1, 2,...., ca a,=0, HU3 peanHux
6pojeBa; nocmarpajmo QyHkuujy
gx)=a,(x-n) 3a nx<n+1,n=0,12,.....

Kako OHa MMa y Taukd X=n CKOK HyXHHE —&, ,, TO aKO
ca -k(x) oaHayumo HeHy (QyHKIMjy CKOKa (B. cJi. 26 u 27), Guhe
£(x)=h()-k(),
roe je auarpam ¢yskuuje #h(x) noauroHanHa JuHMja (Ha CIHLM
usByyYeHa LUPTHYACTO) Koja y pa3maky (n,n+1) uma Haru6 a,.

[lpernocraBumo na je
a,=0(n%), a>0, x»>00,
Tajga je u S
g(x) = O(xa), x> o0,
¥ aKo MocMaTpamoO HHTerpan

G(s)=s f x—s1dg(x),

1}
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Taja je o, npema (3) u craBy 3 Tauke J.3. (i), koHBeprenTan
8a R{s}>a-1.
Kaxo je, mebyTum,

B(x)=0(x*Y) u k(x)=0(x*1), x oo,

@.\;,x-f(x)

[
.

-y

.~
cmm e .-

' 2
,\

gex)

{

f W

A

I Afpwoewarassn o wwaancnana

TO aKko y ropweMm HHTerpany sameHumo QyHKunjy g(x) ca
h(x)-k(x), mo6GuBena nBa HuHTerpana he KOHBeprupaTH Camo
8a R{s}>a, TaKo ja je 3a OBe BPELHOCTH O §

G(s)=s f x$1dg(x)=s f x—1dp(x) - sfr"—‘ dk(x)=
0 0 0

==sfx"1—-’ h'(x)dx—sZa,,__,n"“l.
cuU

n=1
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AKO OBaj HHTerpan mapiMajHO HHTErpHUIEMO H BOZUMO
jpadyyHa O ToMe Jia je @, =0, o'(x) = O(x%), R{s} > u na je
k' (x) creneHacTa (yHKUH]a Ca CKOKOBHMA AYXHHE Qn—Qp 4
Yy Taukama x=n, n=1,2,3,..., Taja je

n=1

G(s)= fx“sdh'(x) - si;’lg:; =
0

-] -]

— 2“ An — Qn_y — Qn .y —

n ntt
n=1 n=1

- -] [--]

N Qpn — Qp_ _ a, 1
=\/__"__._’.‘._‘.+SZ:_L__"_’_S &, 1

P ﬂs ns'l"l ﬂn’

n=1 =1 n=1

[Ipema TOMe, ako cTaBHUMO

- @w an
P (s) = Z (@n—apn= u O(s)= z - ns,
n=1 n=1
¥ NPUMETUMO Ja Cy OBH peldoBH, 360r a,=0(n%), KOHBep-
TeHTHU 82 R{s}>«, Guhe
@(s)-sDP(s) = G(s)-sp(s+1) 3a R{s}>a.
Kako je ¢yHxumja Ha JmecHOj CTpaHM peryjapHa 3a
R{s} >a-1, TO 3Hauu jma kap jemHy on QyHKuuja ¢(s) i
‘D (s) MOXKEMO aHAJIUTHYKM NPOLYXUTH JleBO Of NpaBe R{s}=«,
Ja Taja MOXeMO NpONYXHTH W Jpyry, u na oGe ose (PyHKuuje
MMajy UCTe CHHrynapurere y mpysu o-—1 <R{s} < «.
AKO OBZe 3aMEeHUMO @¢,-a,_, Ca a,, Opema Tome %" ca

“Taga HOOUBEHH PeBYJTaT MOXeMO H 0BaKo (opmyiHcaTH:
Axo ce jedna 00 iynxyuja

V(8) =D 8 5 Y(s)=_>, Aun,
n==1 n=1
-10e je A, apulimellyyxa cpeduHg Koeguyueraila a,, Moxuce
-aHaAuluyxy Bpodyoicuiiy AeBo 00 Gpase KoHBepienyuje, Mada ce
Mooice u Opya, u obe fiyrkyuje umajy uciie cuHtysapuiieile y
Apy3u wupune 1 Aeso 00 lpase KoHBeprenyuje.
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(ii) Npumerumo ma aHanoraH cras 8a omwure Dirichlet-oBe
penoBe MOXe BaXHTH CaMO aKO HU3 eKCIOHeHaTa A, He pacTe
cysuiue 6p3o; jep, Beh Kan je A,=n, nakiey cayvajy Taylor-
OBHUX peJloBa, 3a € °=2, HMaMO

H9) =Xz w F@ =2 Az, |2|<1,
n=1 n=1
TaKko na je -
f(z) =2(1-2)F'(2). _
[lpema TOMe, ¢ynkuuja f(z) Mmoxe OWTH perynapHa y

Taykd 2=1, WTO He mopa BHiie GHTH Ciydyaj ca (pyHKUHjOM
F(z).
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OAEBAEK D.

HAMMOMEHE

1. HamoMerme xoje ce oasoce Ha HES0BE H DeAOBe
II. Hamomene Eoje ce opHOCe Ha peaaHe OYRENAje
III. Ommre HamoMese

I. Hanomene xoje ce ogHoce Ha HH30BEe U pejoBe

1. {1) Hus GpojeBa
Xy, v=1,2,3,....,

je oipanuyen ako NoCTojM mo3uTHBaH 6poj M TakaB na je
|x,] <M 8a cako v=1,2,3,..... (1)

Ma xoju onm OGpojeBa M xoju je Behu oI ancoayTHe
BpEeIHOCTH CBUX YJIAHOBA HU3A X, je jelHO O1paruyetrve HU3A X,.

(if) Ao je Hu3 Xx, peanal, HejedHauune (1) ce Mory Ha-
NUCaTH ¥ 08aKo
-M<Zx, <M, v=1,23,...;

y O0BOM ClydYajy Kaxemo Ha je - M jexHo Jome, ONHOCHO
JAeBo otpanuyerbe, a M jelHO i0prhe, OIHOCHO OECHO Otpanuderbe
HU3a x,.
Hus x, moxe O6uTu orpaHuyed OHIO jeJHOCTPaHO H TO

Kan je uiu

x,> M B8a cgako wn=123,....,
WU

x,<<M 3acBako v=123,....,

O6uno orpanudeH ca ole CTpaHe, Tj. Kaf je
' M<x,<M, 8a cBako y=1,2,3,.....
Ha npumep, Hus

x.,=(—:-lx, v=12,3,...
v

je orpanuyen ca oOe crpaHe. beroBo ropwe orpaHuyerbe je
cBaKu Opoj >1;2, a npowe cBaku 6poj < —1. lberoso
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alCoJyTHO OrpaHuyelbe je CBaKu 6pdj >1. — Hus
x,=Vi4+2v~(-1)Vv, v=1,2,3,...., 2)

je orpaHmyeH camo ca JOme CTpaHe, H 1€roBO JOHe OrpaHu-
yere je cBakd 6poj <V3-1.

2. (i) Iopra tpanuya HU3a KOJM je orpaHuYeH ca JeCHe CTpaHe

je meroBo Hajmai e ropmwe orpatnyere. To je onaj 6poj G

KOj4 Huje mamb¥ HM O jelHOr YJaHa HMBA X,, Tj. TaKaB Ja je
{ .

x,<,.G 8a cpako v=1,2,3,....,
a 82 KOjU NOCTOjU Hajmarme jeflaH ylaH X, HU3A X, TaKaB Jaje
X, > 0-¢, 3a CBaKO, Ma Kako maio &>0.

Cnuyno ce nmedunuine W Oowa iparuya g HU3a X, Tj
TO je oHaj 6pOj g Koju Huje Beh HU OX jemHOr yjnaHA HU3A X,,
-a MOCTOju Hajwame jemaH 4naH X, KOju je Mambu O g+¢&, 3a
csako € >0.

AKO je HMB OrpaHuyeH HeroBa ropkha U HOiba rpaHulla yBeK
nocToje. AKO HH3 Huje OrpaHuYeH y3uma Ce Kao Herosa ropia
TpaHula + oo, a Kao JOa rpaidia - oo, Tj. CTaBlba Ce Aa je

U=+ 00, OHHOCHO g= —oo.

Fopwa umu noma rpaHuua mMory aad He Mopajy mpu-
manati gatom Husy. Tako, Ha npumep, ropwa rpaudua G=1,
Hu3a x,=1/v, v=1,2,3,..., Npumaga Hu3y, JOK TO HHje CIyuaj
€a HberoBom a0HOoM rpasuiom g=0,

(i) Kako je ropwa rpanuia Kkag OHa ImpHImapxa Jarom
HU3Y jellHaKa tberoBOM HajselieM — MaKCHMAJHOM 4YJaHy TO,
mpouwMpyjyhy mojam 3a cum6oan Max, yBOZHMMO 3a ropwy rpa-
Huy G OBy OBHaKy

» .G= Max {x,}.

I<r<e
AKO ce pagu camo O KOHayHoM HU3y GpojeBa

Xy, V=p’p+1’----: q._l’ g,
‘Tj. O HU3Y Ca KOHayHum Gpojem ¢ -p+1 unaHoBa, Taja je ca

Max ({x,}
rPEvV<y

Jat mweros Hajsehu ynaH.
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Ha ucTi Hauuu

Min ({x}
P<Y<g
fipeTCTaB/ba HajMawM of 6pojeBa X,,v=p,p+1,....,¢-1,4¢,
IOK : ’
g£= Min {xv}
I<v<<eo

flpeTCTaB/ba HajMatbH YJaH HU33, OMHOCHO, aKO OBOI' HeMa, He
TOBY [OHY rpaHuLy.

VkomKo je HApouTo nNOTPeGHO pasliMkOBaTH oY M
TOpWY TrpaHuLy Of Hajuarber, OLHOCHO HajBeher unaHa, WIH
ucTahy 1a JOba, ORHOCHO rOpiba FpaHuia He MOpa NpHUNajaTH
camome Hu3y, ylorpeGibaBajy ce ¥ oO3Hake Bn. wm Bd.
{borne, boundary), Ha npumep,

G= Bd {x,}, omiocHo g= Bd {x,}.
R E4 2N ' 1<v< o

3. (i) bausuna wnu oxosuHa TayKe @ je eraakTaH MaTeMaTHYKH
flojaM; TO je CBakd, NPOH3BOBHO Man¥ pasMak KOjU campXu
Tauky @. — Kan kaxemo Ja ce H3BeCHe Tayke Hanage y G-
3WHM TaykKe @, WIM Ja je u3BecHa OCOOMHA 3aJ0BOJbEHA Y
61M3UHM TauKe 4@, TO 3HAyM Ja Ce OBe TayKe Halase, WIM Ja
je oBa 0cOGUHA -3aJl0BOJbEHA 3a CBaKM pasmak (a -, a+e),
Ma Kako mamu 6o &> 0.

(i) Tauwxa naromuiabare HWBA X, je OHa Tauka a y uujoj
ce GnU3UHM HanNasy GeCKOHayHO MHOTO YNaHOBA HMBA X,, MIH
X UMa GeCKOHAYHO MHOI‘O Koju cy cBU =a. [Ipyrum peuuma,
@ je Tayka HaromuiiaBaia HUSAa X, aKo je 3a GecKpajHO MHOro
uHIeKCa n

|xn-a| <€, Ma Kako mamu 6uo e>0.

Beckonayan Hus GpojeBa Moxe umam ]e,u.Hy, KOHaYHO I
6eCKOHAYHO MHOT'O Tayaka HaromunaBarba, anM Moxe OUTH U Ge3
Tayaka HaromuJaaBawba. Ha npumep, Hus npnpo,nﬂux 6pojesa Hema
Tayaka HaroMuiaBaiba; HM3 X, =1/v W nua3 (2) umajy mo
jemHy TauKy HaromunaBama M TO KOJL anor Huza je a=0,
a Koj mpyror a=1; HU3 X,=(-1)" uma nBe 'ratnce HaroMu-
NaBaa H T0 @,=-1 u a,=+1, [OK Cy CBM peanHu 6Gpo-
jeBM Tayke HaromMMnaBatba HHBa PalMOHANHMX GpojeBa.

Teopnja x npaxca Stieltjes-ona mmrerpana . 15
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Tauke HaromuiaBawa, akO KX MMa, MOrYy aiu He Mopajy
npunagatH jgatome Hu3y. Ha mnpumep, Tayka HaromuiaBama
a,=1 Hu3a '

(-1yPv+1

X, =
¥ v+1

npunmaja Husy, IOK- My TayKa Haromuiasata dy,= -1 He
npunazga.

(ilif) Axo Guno pnomwa, 6un0 ropwa rpaHslia He NpUnaxa
HUBY, Taja je OHa yBeK jefHa Tayka HaromMuiaBarha TOra Hu3sa.
MebyTum, ako jenHa O OBWX BpeJHOCTH NpHNaza HU3Y, OBe
BpeJHOCTH BHLIe He MOpajy GUTH TayKe HaromuiaBawa. Tako
je, Ha npumep, koA Husza (2)

g=‘=V§— l=x1,

a g HHje TayKka HaroMMJaBaiba TOra Husa.

4. (i) Bolzano-Weierstrass-os ctaB. — Csaxu Oecro-
Hayan u owparuyer Hu3 OpojeBa umMa Hajmarse jedny Mauky Ha-
10MUAABAIA.

Kako je Hu3 orpaHuyeH, TO HOCTOj4 KOHayaH pasmak Jf,
y KOMe Ce Hallade CBM 4JaHOBA Tora Hu3a. Kax osaj pasmak
NpenoJOBUMO MOpa Ce Hajmalbe y jelHOj ONL OBHX INONOBHHA
HanasuTH GECKOHaYHO MHOrO YlaHOBA HHM3a; O3HAYMMO Taj Jeo
ca J,. lpumewyjyhu ucTH nmocrymak Ha J, R0oGMBamoO pasmak
J. OyxuHe 272/, a mocie n TaKBHX IOCTyNaKa pasmak
Jn DyXuHe 27" J,, y KOMe Ce Hajasd joul yBeK OeCKOHayHO
MHoro uynaxHoa gaTtor Husa. Oum (Euklid-oBum) nocrymxom
onpebeH je, y IMagHOM cUCTeMy, peaiHd 6poj w y uujoj ce
6143HWHM, Ha OCHOBY Camor HayMHa oGpasoBama pasmaka J,,
v=0,1,2,..., mopa HanasuTH GecKpajHO MHOr'O YJlaHOBa HW3a
x,. [Hakje, w je Tauka HaromujaBama [NOCMATpaHOr HM3a.

(i) Bolzano-Weierstrass-oBUMm CTaBOM, Tj. CTABOM O €rau-
CTeHLMjU Tayke HaromuJaBamwa, Cayxu ce Bolzano {1} y mokasy
Ja ¢yHKuHMja Koja je HeorpaHWueHa y pa3maky (e, b)) mopa
6UTH y TOMe pa3maky npekugHa. — I[lpu Tome ce Bolzano
moauBa Ha CBOj pam ,Lehre von der Messbarkeit der Zahlen“
Koju je octao y pykomucy. MebyTtum, y cnucuma Koje je npu-
Kynuo Rychlik, koju je cpeauo Bolzano-a mena, Hema HH Tora
CTaBa, HM HeroBa HAOKa3a.
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Hasus ,Bolzano-Weierstrass-oB craB“ motude, BepoBaTHO,
u3 Schonfliess-oa unanka o ,Teopuju ckynosa* y EHuukione-
muju. He 3Ha ce Ha OCHOBY uera je on oBOM CTaBy Jao Taj
HasMB, YKONMKO Taj HasuB NOTHYe Of, ibera; y Stolz-oBy {3}
npuxasy Bolzano-Ba maremaTHUKOr papma, Koju ce OCHHBA Ha
Bolzano-BuM wLITaMnaHum CIOUCUMA, Taj Ce CTaB He CIOMHIbE,

Mpsu koju je mpeuusHo ¢opmyaucao Taj craB W CHCTe-
MaTCKH Ce tbuMe CJIYXKHO Y CBOjUM MpefiaBatbuma 6uo je Weier-
strass (Bumu Kossak {1} u Pincherle {2}).

5. (i) Hus x, rousepiupa w @excu 1panuuHoj spedrociu a (W
Kpahe, tpanuyl a) ako CBaKOM NpPOM3BOJbHO Manom Gpojy & >0
OIroBapa TakaB Le0 6poj n=n(e), Ha Gyle

|x,—a|<e 3acBakKo v_>n.
OBo kpahe nuiemo

lim x,=a¢ wmwm x,»a Kal v- oo.

V=0
CBaku KOHBepreHTaH Hu3 je OrpaHHyeH.

IpanuyHa BpegHOCT (rpaHHua) Hu3a X, je YBeK jenHa
(v jemuna) Tauka HaromunaBama Tora Husa. OGpaTHO, Tauka
HaroMunaBamba He Mopa OGUTHM yBeK rpaHWYHa BpPeLHOCT Hu3a.
MebyTuM, aKo je HM3 OrpaHuyeH U UMa CaMO jeIHY Tauky
HaroMu/aBama, Tafla OH KOHBEprupa, a 0Ba Tayka HaroMuiaBatba
je eroBa rpaHuyHa BpeIHOCT.

(ii) CBaky Tauky HaromunaBama MOXeMO NOGHTH Kao rpa-
HUYHY BPEJHOCT IOBOJBHO M3a6paHOr HENMMHYHOr HHBa Xn,
MOCMaTpaHOr Hu3a X,. JIpyrum peuumma, ako je w Tauka
HaromunaBama HuW3a X,, Taja MOCTOjM yBeK TaKaB JelHMUYHA
HH3 X,, HM3a X, na

Xn, >w Kal n,->oo.
AKO je HU3 X, OrpaHdyeH, HLeNMMHYHY HHUSOBH

X' = Min {x,}] u x,"= Max {1}, n=1,2,....,
1I<v<sn 1<v<n

Cy KOHBEpPreHTHM M TeXe IOHOj rpaHHUM g, OZHOCHO TrOpHOj
rpanuud G TOTa HM3A.
Axo je HUB X, KOHBepreHTaH, Taja jemaH of Gpojesa

= Min {x,} uwm G= Max {x,},
gl<v<°o{ } I<V<°°{ )

15*
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Wi 06a, npunanajy camome HM8Y. AKO jeaH OX OBHX 6p01eBa
He NpUNajia HA3y Tana je OH MCTOBPEMEHO H HEroBa rpaHMyHa
BPeLHOCT. V Tom Cllyuajy, Ha lipumep ako G He NpHmaza Huay,
MOXeMO yBeK usaGpaTH TaKaB JelMMHYaH HUB X, Ja Gyne

Xn, (X 8a CBaKO p>n,,

U ja
X, »Q Kag n,-» oo;

TakaB jellaH JelMMHYaH HU3 je, Ha LpUMep, HU3
Min {x,}.
n<r<o
6. (i) Hajmama Tayka Haromunapamwa, WM NpeuUsHHje, IOHba
rpaHvlia MHOXMHE TayaKa Haromunasara HH3a X, 30Be cCe
Qomu limes wna limes inferior n oGenexasa ce ca
lim inf x, wm lim x,.
yp= . V=00
Hajseha Tayka HaromunaBawa 308e Ce 0pHu limes wIn
limes superior U 03Hayapa ce ca
lim sup x, wm ca [im x,.
V=00 V=co
AKO je HM3 orpaHuueH OBH GpOjeBH yBeK IIOCTOje; Kam, je
HHU3 HeOrPaHUYeH Ca ropibe, OLHOCHO Ca JOe CTpaHe, CTaB/ba Ce

lim sup x,=+ o0, opHOocHO lim inf x,= ~ oo,
v=00 Y=oo

Hus X, je KOHBepreHTaH CaMoO ako je

lim inf x, = lim sup x, %+ oo.
V=00 V=00

(ii) U3meby nmome rpaHuue g, ropme rpaidue G, limes
inferiora / u limes superiora L nocroje yBeK HejexHauuHe

ESUISLKG.

 AKO je HMB X, orpaHuued, [ M L Cy TayKke Haromuia-
Bala HU33, TAKO Ja MOXeMO YyBeK W3abpaTH IBa Heropa Je-
JIMMHMYHA HH3a TakBa Ja jellaH KOHBeprupa JoweMm limesu [, a
Jpyru roptbem limesu L; meby ocramum, Hu3
Min {x,}»! xam n- o,
n<rv << o
a HU3

Max {x,}»L kam -n- oo.
<y o
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V onwtem cnyvajy je g<! m G>L; mebyTuMm, ako je,
peuumo, g=I, Taja NOCTOjH yBeK HelumMH4yaH HHB X, HH3a
x,, Takas Ja je '

Xa, (X¥p 33 CBaKo p<{ny,
M Ja ‘
Xn, 2 &=1l Xam n,»oo.

TakaB jepaH HelWMHYaH HU3 je, Ha MpUMEp, HU3
Min {x,}.
I<v<n
Ako
Xyr1—Xy»0 Kag v oo,
WM OlLUTHje, aKo je

lim inf (x,,.4-x,)=0,
V=0

Tajla Cy CBe TayKe pa3maka (/,L) Tauke HaromujiaBaiba TOra Hu3a.

7. (i) 3a HU3 KaxeMO A je Ousepreniian akO He KOHBEpPrupa;
NOCTOje ABa OUTHO pasiuyuTa Cliyyaja JMBepreHuuje.

Axo je

- - lim inf x, = lim sup x, =+ o0

V== V=

Kaxemo Ja je HM3 X, Cc@BapHo OuBepierillaw WNM Ja Medcu
+ 00, U NHULIEMO

X, + 00, OJNHOCHO X, —oc Kal X-oo.
Axo je o
' [=lim inf x, <= limsup x, = L
V=0 yV=wm
Kaxemo 1a HH3 X, ocyuaupa, U TO usmehy KOHaYHMX WIH
6GeCKOHayHHX rpaHdua [peMa TOMe Ja JiM je OH orpaHuyeH MIH
Heorpanuyed. [lox pasmarom ocyusayuje nompasymeBamo pas-
mak (/, L).
lox cTBapHO AMBEPreHTHM HU30BU WMajy HM3BeCHe aHalO-
rHje Ca KOHBEPreHTHAM HU30BMMA (FOPHY W JOHH JHMECH Cy
jeaHaKu), NOTNe Ce HU30BH KOju OcuuiMpajy GUTHO pasiuKyjy,
My CTBap4 TO Cy OHM HU30BH KOjU y CYLITHHM He KOHBeprupajy.

(if) Hus x, je crBapHO JAMBepreHTaH U - + oo aKO Ma
Kako Bequk 6uo 6poj M, MOox)emo OZpeJuTH JNOBOBHO BENUK
uHgekc n=nr(M) TakaB ja 6yne

x,<M, 3a csako v >n(M).
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Oryna cnemu Ja CTBapHO OMBEpreHTaH HMU3 HeMa HHUjeIHY TauKy
HaromujaBama y KOHaYHOCTH, Tj. HA y jeIHOM, Ma KaKo BeJUKOM
pasmaky, ¥ la y U3BECHOM CMHCJy MOXeMO CMaTpaTH Ja ce oHa
jemuHa Tayka HaromuiaBalma Koja Gu My OAroBapaja Hanasu y
0eCKOHaYHOCTH.

Ako je HM3 X, CTBapHO [UBepreHTaH H, Ha NpHMep,
> +o00, Taga Herosa JOma rpaHdua yBeK NOCTOjU W Dpumama
camome HHM3y. ¥ TOM cayyajy moxemo yBeK HahM TakaB ,n,e:m—
MUYaH HW3 Xx,, HM3a X, na Oyne

Xp>X,, B3a CBAKO p1>n,,
M ha
Xn, 00 Kaf n,-oo.

TakaB HH3 je, Ha OpUMeP, HU3

Min {x}.
n<r o '

(iii) Axo HU3 x, ocuMIMpa, TaJa OH MOpa HMMaTH Haj-
Mame IBe TayKe HaromuiaBawma yKbyuyjyhd Opy TOMe -oo U
+o00; MebyTum, OH MOXe OCHMJIHpPATH a Aa Y KOHaYHOCTH Hema
HUjeJlHe TayKe HaromujlaBala, Y KOM ciy4ajy OH mopa GuTH

HeorpaHuyeH ca oGe cTpaHe, Kao, Ha NpuUMep, HU3

x,=(-1)wn

AKo je HM3 X, HeorpaHuyeH, pellUMO ca Tropie CTpaHe,
6un0 1a OH CTBApHO IMBEprupa WIM He, yBeK NOCTOjH Henu-
MWYaH HM3 X, TaKaB Ja je

X, < Xn, 32 CBAKO Vv<_my,
Kao IITO je TO ciyyaj Koj AeNUMUYHOT HUBA -

Max {x.}.
1<n<v

8. (i) Ba HU3 x, KaxXeMmO Ja je MOHOmOH, U TO 12 MOHOMOHO
paciie, ako je '

x1<x2<....\<\xv<xv+1<..-., ’ (3)
a 1a MOHOMOHO oflada aKo je

x1>.x2‘> DRI >xy>xy+1> ce e

MOHOTOHM HM3OBH He MOTY OCLUIHPATH; NpeLHU3HHje:
CBaku MOHOIOH U OIPAHUYEH HU3 je KOHBEpleHTaH.
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3aucra, npema Bolzano-Weierstrass-opy craBy oH Mopa
¥MaTH Hajuale jelHy Tauky Haromunasawma w; Tpe6a Ja no-
Kaxemo 1a je TO M jeldHa Tauyka Haromuniasarba. [lpernocra-
BMMO 3aTO Jla HU3 X, MOHOTOHO pacTe. Taja ce jieCHO O, W
He MOXe HaNasMTH HU jelaH uJaH Husa, jep Kam 6u X, OHO
>w, Tapga OH ce, npema (3), 1eBO 0, X, HaNasuio HajBuile
m-1 (npema TOME KOHAYHO MHOrO) yJaHOBa Hu3a X,, TaKC
Ja w He Ou morna GUTH Tauka HaromuiaBama. [Ipema Tome je

x,<w 3acsBako v=1,23...... @)

Jleeo on, w-e, ma kako maau 6uo &>0, Hanasi ce
Takohe camo KOHauaH GpOj unaHOBa HM3a X,; aKO Ce, Ha IpUwep,
X, Hanasu y pasmaky (w-eg,w) (ay TOM pasmaKy mopa GuTH
6eCKpajHO MHOTO 4NaHOBa), TO MM HajBuille n- 1 YNaHOBa KOjH
cy <w-¢e. [lpema Tome je '

X, >WwW-€ 3a CBakKO v_>n. )

U3 4) u (S) cnepu na je

. 0<w-x,<e 3acsBako v_>n,
Tj. ma
X,»W Kax v-oo.

(i) 3anmpxaBajyhu riasHa CBOjCTBa MOHOTOHUX HUBOBA,
fojam MOHOTOHMje Ce MOXe BeOMa JlakO NPOLMUPUTH Kao LITO
je To nokasao Hardy {6} (B. u Wendelin {1}) yBo.U.ehu »CKOpO
MOHOTOHe* HH30Be.

Hus x, je cxopo monoidion axo ce ucnpen (usa) ma Kor
4naHa X, HW3a Halasu CaMo KOHayaH 6p01 HeroBUx 4JaHOBA,
Tj. aKo je HejemHauyuHa

X, < Xp
3aJ0BOJbeHa CaMO 3a KOHaYHO MHOr'O YJjaHOBa X,, Ma KaKam
6uo =n.

Ucrtum pacybuBarbem ka0 3a MOHOTOHe HMUB0BE JHOGHUBaMO
Ja je cBaxu CcKOpO MOHOTMOH U OIpaAHNYeH HU3 KOHBEPIEHILAH.

KonBeprextan Hu3 6pojeBa je CKOPO MOHOTOH aKo ce ibe-
TOBa rpaHdyHa BPeJHOCT MOKJafa Ca ropmhbOoM I'DaHWLOM.

CBaku CTBapHO [IMBepreHTaH HU3 je CKOPO MOHOTOH.

Oge JiBe unbeHHLIE MOXEMO YKPaTKO (DOPMYIHCATH U OBAKO:
AKO je HH3 CKOPO MOHOTOH, Taja je

I=G, (amu g=L),
y3umajyhu y 063up U Ciy4ajeBe Kaf je jelaH OX OBMX 6pojeBa
6ecxouaqaﬂ
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CKopo MOHOTOHU HU3OBHM CY YTOJMKO BaXHH LUTO Ha HUX
YCTBapu Hauna3umo mpu JeuHAUMjM TOTalHe Bapujauuje W
onpebeHor wHTerpana. Ao youumo onpebeH Hu3 noxena Hexor
pasmaka (e, b) W y ofHOCYy Ha OBe mojeje oGpasyJemo 6uno
H8 36MpOBa TOTANHWX Bapujauuja - (B. A. . 1. (i)), 6un0 Hus
ropwux ¥ jowux Darboux-osux 36upoBa wim cpemmux ocuu-
nanuja [20, (ii)], 6uno ropiwe u Howe 36upoBe Stieltjes-osa
uHTerpana y omHocy Ha MoOHOTOHy (yHkuujy (B. B. 1.2. (ii)),
Taja Cy CBH TaKO JOGUBEHHW HU3OBH CKOPO MOHOTOHM (B. Wen-
delin {1}).

9. (i) Cauchy-es {3, crp. 125} onwTH KPUTepUYM
koHBeprenuuje. [fa 6u nuz x, Ouo KoOHBepieHillaH fo-
mpe6ro je u 00BosHO Oa CBaKOM [Bpou3BosHO Masom 6pojy
& >0 odioBapa yeo 6poj n=n'e) iMaxas da Gyde
[xp4n = %<8 (6)
3¢ cgako v_>n ucsaxu yeo Opoj pn_>0.

Vcnos je morpe6an. U3 xoHBepreHuuje HU3a X, TFPaHHYHO}
BPeIHOCTH @ Cnefy Hxa nocroju 6poj n(e) TakaB hAa Oylde
|x,—a|<e 3acBako v >7n.

[Ipema TOMe je H
Ix,4n—a|<e 8acBakg p>=>0 u v>n,
‘na je »
Xy =% | KIXypn—a|+|x,~a|<2e BacBako p=0uv>n
Ycno je poBoman. U3 (6), ca v=1, cnemu na je

|Xpyp—Xxe|<e& 3a cBako p>0,
npama ToMme je .
|x,|]<|x4| +¢ 3a cBako v_>1,
IUTO 3Hayd JOa je HU3 X, orpaHuyeHd. [Ipema Bolzano-Weier-
strass-OoBy cTaBy OH, IaKie, MOpa WUMAaTH Hajmaibe jemHy Tauky
HaromunaBaia. Heka je @ Ta Tayka Haromuiasara U Heka je
X, jedaH unaH HMBA KOju Ce Haja3u y GJM3UHU Te Tauyke, Tj.
Takae ga Oyne

lxﬂ_al<8’

‘ca yHamnpen, JaTuMm [POU3BOJLHO MAJIMM e>0 u n=n(e). [Ipema
ycnosy (6), 3a v=n, je Tajma
,xn+}1 "al=|xn+}‘—xn+xn"ai<
<) Xnpn-Xal+|xp—a}<2e 3acsako p_>0,



1.[8—10] ' 283
Tj.
] [x,-a|<2e 3a cBako v>>n(e),
paKne,

X,*@ Kal V- oo,

Jow npe Cauchy-a je OBaj kputepuym ynotpeGmbasao Bol-
zano {2}. '

(if) Cauchy-es ycnos moxeMmo HanucaTu jowl y HeLITO
pasaMyuTOM OGJMKY KOjH Ce Yy CYWITHHA He pasnuKyje OI
- OHor Koju je mao Abel {1}. OBaj o6muk je kojunyt 3a mpumeHy
nojecuuju ¥ rnacu: Hus x, je KOHBepreHraH ako

Xp, -X,20 Kag vao00 U nmro0, . - (1

M TO 8a CBaKM Hu3 uendx GpojeBa n, Koju Texu Gecko-
HaYyHOCTH ca V.

OBa] yCclIOB MOXEMO 3aMeHUTH U CIHYHMM YCJOBOM KOju
NPUBHUIHO Mame U3UCKYje U TO aKO He 3axTeBamo Ha ycios (7)
6yne wucnyweH 8a cse HH30Be n, Beh camO 3a cBe OHe
HUBOBE KOjU pacTy GpXe Of jeHOr yHanpem HaTor HU3a p,,
Ma Kako 6p30 Texuo 6GeCKOHaYHOCTH HU3 p,. — Jeman 06auK
Cauchy-eBa KpuTepuyma y Kome Ce NpeTIOCTaB/ba Aa je yCioB
{6) ucnymen nao je Wendelin {1}.

10. (i) 3a ckyn A GpojeBa, unu Tayaka a, Kaxemo, no Can-
tor-y {1}, na je @pebpojus ako Ce MOXe HamMcaTH y OGIIMKY HU3a

a],laaz, ..... av,..--’

' Tj. ako usmeby enemeHata ‘@ CKyna M NpHPONHOr HM3a GpojeBa
1,2,3,.... MOXeMO yCHOCTaBUTH GUYHUBOKY KOpECHOHIEeHLH]y
TaKO Ja CBaKOM eJleMeHTy a, OJrosapa TauyHO jefaH Impu-
polaH 6poj n u o6paTrHO, Ja CBakOM NpuponHOoMm Gpojy m
oarosapa opnpeheH enemMeHT a,. [Ipyrum peuuma, ckyn A je
npeGpojuB aKo Ce HeroBH eJIeMEeHTH MOry HymepucaTH WHIEeKCHMa
TaKo fla HHMjellaH O] HeroBUX ejleMeHaTa He NpeTeKHe. :

[lopen mpupojHor Hu3a, npeGpojuB je W CKyn CBHUX pauuo-
HajaHuX GpojeBa Kao M CKyl CBUX anreGapckux 6pojeBa.

JIBa i Buile npeGpPOjUBUX CKymoBa YuHe NpeGpOjUB CKYII. -
Yomnuite, npe6GpojuBo MHOro npe6GpojuBHX CKynoBa YuHe Ipe-
6pojuB cKyn. Jep, akO HHXOBe ejleMeHTe HaMuiLeMO MO KBaj-
PaTHOj LIeMHd MOXEMO WX JuHaroHajlHO CBe mpebpojaTy.

(i1) Crylt csux peaanux 6pojesa ruje Gpebpojus.
Mla cxyn cBux peannux GpojeBa §, Ha fpumep pasmaka
(0,1), nuje npeGpojus moxasao je Cantor {2} osako: [lpeTno-
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CTaBHMO ja CMO, Ma Ha KOj¥ HayuH, HaHMBaJu peaiaHe GpojeBe
pasmaka (0,1), # Heka je &, v-Ty oI oBuX O6pojeBa. Hanu-
LUMMO 3aTuUM OBe OpojeBe y OOGJMKY AeLUMAJIHOr pa3jioMKa, Tj.

CTaBUMO
E,=0,d,,dy 20y ..., ¥=1,2,3,.....

Ca d,; o3HayeHe Cy mojenune neuumaie 6pojeBa §,, a Kam
je oBaj 6poj pauuonanad, Ja GUCMO ra jefHO3HAYHO HamUcaiu,
ycBojukemo Na ce neuumalH¥ pa3ioMaK Tafa 3aBpLIaBa CamMuM
IeBeTuiama. — Ma Ha KOju HayWH yCHOCTaBHIM OBY KOPeCHOH-
IeHuujy yBek he nperehu peanaH 6poj

E=0;d1.1d2.2 da,a' s

pasmaka (0,1), jep je oH pas3auyur OX §, M TO 8a CBaKO V;
OH Huje calpXaH HM y jeflHOM Of OBaKBMX HHU30Ba, JaKje, OBaj
CKyn He mMoXemoO npeGpojaTu.

OBo je pe3oHoBawe no3HaTo noj umeHom Cantor-os {2}
Ouaionaanu Bociliyiax.

1l. i) Cauchy-eB cTaB {3,CcTp. 54} O apUTMETHUYKO]
CpeluHU. AKo Hu3 x, KOHBepiupa @ada U HU3 Fel0BUX
apulimeluiKux cpedura KoHBeplupa Ucmoj 1panunroj Bpednocii,
&j. u3

X,>a Kad v-oo, ®)
csaedu 0a u

T Xyt Xt ...+ X

Xn p “oa Kad n-oo. )

[Mpema npermocraBuy je
|x,-a|<e 8acBako v>m=m(s) U €>0,
na je

| Xo-a] =] = 3 (3~ a) | = B

v=1

—E -0+ X 5-a)|<

v=1 v=m«<1
o ]
1 ~ 1
<= Dx-al+— > |x-al<
n n
=1 v=m+l1
1 m : .
n-m
<—2lx-a+="e

yeml
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Kako 8a CBaKO KOHaYHO m

m .
1 n-— .
-;;2|x.,—a|—>0 " nm->l Kag n-» oo,

v=1
TO je
lim sup | X, - a|<e,
n=o ) .
a Kako & MOXemO GupaTH NPOU3BOJBHO Malo, TO MOpa, JaKIe,
X.»a Kag n-oo.
(if) OGparan cTaB He BaXH, Kao 1ITO TO BULUMO U3 NpuMepa
x,=sin%av, v=12,..., rie je 0<a<nm.
Pasmak ocuunauuje osor uuza je (0,1) axo je of/x wupauuo-
HallHO, WJH aKO je o/mr=p/¢ ¥ ¢ mapHo, a (0, sin? (——k——— :rr))

2k+1
aKo je ¢=2k+1; mebyTum,

n
1 . ~
)&==7;:§:suﬁav==
v=1

_ 1 _cos(r+la sinna R

2 2n sina

1
+— Ka n-oo

2

Yocranom, 6aw 360r oBe OCOGUHE, HH3 aAPUTMETHYKUX
CpelyHa je KaoO NOCTynaKk 3GUPJbUBOCTH OCLMUIATOPHUX HU30Ba
Ol HAapouYHuTe BaXHOCTH. — Tako, Ha npumep, npoussox (y Cauchy-
€BYy CMHUCJy) IBa KOHBepreHTHa pela '

s'=2 a, M s"==2b.,,
v=20 v=0_

Tc, raeje ch=a,b,+an_ b+ ...+a b,

Tj. pen,

He Mopa GUTH KOHBepreHTaH (aKko HujelaH O]l JAaTHX peloBa
Huje ancCoJyTHO KOHBepreHTaH), mebyTum, HU3 apUTMETHYKHUX

cpefuHa
n n
—1—-2 C, roe je C,,==ch
nV=0

v=0
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KOHBeprupa M TeXH NpousBOAy S§'s” 36HMpOBa ropmwux peloBa
(Cesaro-oB {1} craB). '

(ili) Ha 6u ce U3 KOHBepreHuuje HU3a apUTMETHYKHX Cpe-
IuHa (9) morna 3aK/byydTH KOHBepreHuuja camora Husa (8) no-
TpeGHO je, Kao IUTO je nMoka3aHo ¥ y Tauku C. 7. 3, na cam HU3
3afoBO/baBa jOLI jemaH CymJjeMeHTapaH yCIOB, T3B. YCJIOB
KoHBepreHuuje. [[Ba TakBa esemeHTapHa ycloBa cy yclosu (6)
u (7) Tauke C.6.2. Mebyrum, moro ay6ibe nexu Hardy-es {3}
CTaB KOju Kasyje ma ce ycaoB (6), Tj. npermocTaBka ja

n(Xp—Xp_g)=nu,>0 Kag n- oo,

MOJXe 3aMeHUTH NpeTHOCTaBKOM Ja OBaj HU3 OCTaje camO Orpa-
HUYyeH, Haume Ja GOyne

nu,=0(1), n»oo. . (10)
OBo kemo Haj6osbe BMOETH U3 CaMOr [OKasa OBOr CTaBa
KOju raacu:
Hexa je v
Un=Xn—Xn 41y
mada u3 (9) u (10) caedu (8).
Kpatkohe pamy, kaga ce y MHIeKCy, Ha npumep Xq, Ha-
nasu 6poj KOju HHje LeO Tafa moapasymeBamo Ha je
X=X, rIe je n==[a],v ,
a UCTO TaKO HoJj,

[+ 4 n
Z NOpasyMeBamo 2 rae je n=[a].
v=1 v=1
Heka je A>>1; nmokaa ce cacToju y TOome [1a Ce NOKaxe
npBo na us (9) caenu
1 An
Yp=—- 2 X,2a, n- oo,
‘[}\.ﬂ] -n v=n+1
a 8aTum, Ha OCHOBY ycuosa (10), na

lim sup | Yn—xa]

n=w

MOXeMO YYUHUTH HOPOM3BOJPHO Malum ako A-1 usalGepemo
JOoBOBHO majo. Cam 1OKa3 ce U3BOJY OBAKO:
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Hs ()= 1) Yam=[MA] Xog 1 Xn,
, [Arl~Xn, n> e,
cneny, npema (9),

An] n
Y Xopn- X
" [An]-n An [An]-n n
1
>~ —a=
A-1 A-1
»a Kak n-oco.
Jame je
: AR
T EPLES
v=n+l1

An -
== 1 Z (xv"xn);

[}\ Il] - nv=n+l
Kako je, npema (10),

|av|<M—:-<Mlg-v—f—l-, v=2,3,...

TO je.
b4
% =%l =| 2 8| <
B=n+1
v
< 2 lml<
p=n+1
v
<u S k-
p=n+1
v
. -Mlgﬁ,
fa je
. 1 An
yn"‘xn <‘—'_ Xy~ Xn <
Yomial Sy 2 18 sls

S Max {lx-x|}<

<v<A\n

< Max {Mlg%}g

nly<\n
<Mig),

231
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ojaijie KOHayHO n00uBamMo ja je
lim sup | Y, - x| < Mg,

n=ow
36or Tora ITO
lgh+0 kan Ao 1,
U WTO
Yn>a Kag n- oo,

TO MOpa, Ipema OBOj NOCHeNHOj HejelHAYUHH, U X, JHOa TEXH
@ Kan n- oo, yume je Hardy-es craB pmokasaH.

[Topen osor noxasa mao je Hardy {7, cTp. 122} jows jenan
JOKa3 KOju ce OCHMBA Ha YMmeRHLM Ja X, He MOXe KOH-
BeprupaTH ako nu, He TeXH HyJd, a OCTaje OrpaHHYEHO.

12. (i) Ao HUB X, CTBAapHO IHMBEPrupa U HU3 H-ErOBUX apuT-
MeTHYKHX CpeliliHa X, MOpa CTBapHO IUBepPrupaTh:
Hs

Xn> oo Kad n-oo, (11)

caedu
n

1 ' |
x,,=72xﬁoo xad n>oo. (12)

v=1

Ako ca M 03HaYyuMO MNPOU3BOJLHO BeJMK Opoj, npema
npernocTaBuy (11), nocToju ysek Takas ueo 6poj m pga Oyne

X, >M 3a cBako n_>m.

Kaxko je ,
n m
_X,,=-;11— > xv+—’172xv>

y=m+1 v=1
n l m .
1
=>— 2 X ;2% >
v=m+1 E v=1
1 m
n-m N
> n M— —ﬁ—‘;xv )

»

W KaKo 3a CBAKO KOHayHO m

m

-,l—z-gxﬁo Kag n-» oo,
TO je \ ‘
lim inf X,>M.

n=w
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Kako M moxemo u3abpaT MPOHUBBOJEHO BeNMKO, TO je
lim inf X,==00, Ti. W

n==x

X,>00 Kal n-oo,

(ii) O6GpHyTOo He Baxu HH 3a OBaj cTaB, T} M8 (12) He
mopa caenutn (11). Ha npumep, Hus

X,=(1+(-1)")v, v=1,23"...,

Huje CTBapHO [IUBEpPreHTaH jep ocuuaupa y pasmaky (0, o),
IOK je

k+1, -3a n=2k,
Kn=) 2k bl sa ne2kel
2k+1 ! ’

Tj. :
Xp>o00o Kaj n- oo,

MebyTum, ako uu3 X, CTBapHO IWBeprupa, Uiu ONiUTHje:

AKo Hu3 apuilimemuuxux cpeduna X, He ociiaje orpaHuyes,
dlada HU HU3 X, He Moxce ocillaliu OLPAHUYEH, jep us

x,=0(1), n»>o0,
caeodu
Xa=0(1), n>o,

OBo nocnegwe TtBphewe je HemocpegHa MOCHefuua oye-
BHIHe HejelHa4YlHe

Min {xv}<l2xv< Max {x,}.
n

I<v<n v=1 I<v<n

13, (i) Jensen-0B cTaB {1, 2} Koju naje jemio npolLuperhe
Cauchy-eBa cTaBa raacu: '

Hexa fe ,
p,=0 3a csako v=1,23,..., (13)
u _ .
Pn=p1+«p2+ps+ cveoetPproo, N>00;
u3
X, Kad n-oo
caedu

n .
1
X,,==P—n-2p,xv->a Kad n-oo. (14)

v=1

OBaj craB ce, 3a p,=1 8a cBako n, CBOIM Ha
Cauchy-es.
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Iokas osor craBa no6GuBa Ce CJIMYHO Ka0 M J0Kas
Cauchy-eBa craBa 0 apuTMeTHYKoj cpenuuu, usseneH y [11, (i)]
Tj. uenatbem 36upa (14) Ha gBa 36Upa W ABOCTPYKMM Npena3om
Ka rpaHuiy.

(ii) Hanomenumo [ma oBaj CTaB BaXXu M MO HELITO OMIUTH-
—jom mpeTmocTaBKOM, Haume Kaj, ce mecto yciosa (13), Tj. mo-
HOTOHHMje HU3a P,, mNpeTNOCTaBUH Camo Ha

Pys5> oo Kag n-oo,
W ga je . (15)

n
21 |=0(Py), n oo
v=1
OBo npowmpeibe je YTOJMKO Of, HHTepeca, LITO 3a OBaKoO
(hopmynucaHn Jensen-0B cTaB, Tj. ca ycnosom (15), Baxu y wus-
BECHOM CMHCJy OGpHYTH CTaB, Haume:
Ja 6u (14) 6uso 3a0080beHO0 3@ CBAKUL HU3 X, Koju
iiledicu a, GoilipeOro je u 008BonHO 0a Basce ycaosu (15).
.- Ha oBy GutHy monyHy Jensen-oBa craBa ykasao je Toe-
plitz {1}, » To He camo 3a 36upoBe oGivka (14), Beh u 3a
-onuwTthje 36upose o6iuKa

n
) Xn=2Pv,an- (8. u Knopp {2, ctp. 15}).

v=1

n
(iii) Axo y ropwem CcTaBy Hu3pas vax,, 8aMeHUMO ca
vl
‘Qn, HOGMBAMO TpaHCKpUMUMjy Jensen-oBa CTaBa, Haume OHaj
o6mik y kome je Cauchy cBoj craB u ¢opmyaucao, a Koju
Tacu:
Herxa je Q, &poussosmar Hu3 Opojesa, u nexa Hu3 P,

3adosomsasa ycaose
) P,200 Kad n-»oo,
/)
| Pg— Py|+|Pg~Py|+ ...+ |Pn—=Pu_s|=0(P,), n» oo,

imada u3
Qn - QYI—]
P n— P n—1i
Qn

=—-a, n-» oo, Y]
n

>a, noo, ' (16)

£A4edu
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Ha uctu HayuH

Min {x,}
p<v<q
{ipeTCTaBJba Ha]M3H>H on GpO]eBa Xy, V=D, p+1,....,§4~ 1 v,
HOK N
= Min {x,}
<o

TIpeTCTaBlba HajmaH;u 4naH HU33, ONHOCHO, aKO OBOI HeMa, e
TOBY IOHY TpaHuLy. :

YKonvKko je HApOYyuTO nOTPeGHO pa3NMKOBATH [OHBY H
ropwy rpaHuLy OJ Hajuarber, OJHOCHO Hajseher unaHa, WiIH
ycrahy jJa Qoma, ORHOCHO ropika rpaHulla He MOpa NpUlIafaTH
camome Hu3y, ynorpebibaBajy ce W oO3Hake Bn. um Bd.
{borne, boundary), Ha npumep,

G= Bd {x,), omHocHo g= Bd {x,}.
1<v<oo 1<r< o

3. (i) bausuna wy oxosuHa Tayke @ je er3akTaH MaTeMaTHYKH
flojaM; TO je CBaku, NPOM3BOJHHO Mald pa3MaK KOjH CafipiKu
Tauky ¢. — Kan kaxemo Ja ce u3BecHe Tauke Hajmase y Giu-
3HHH Tayke @, WM Jga je u3BeCHa 0COOMHAa 3aXOBObEHA Y
6/M3MHK TayKe @, TO 3HAY4 Ja ce OBe TayKe -Hajase, WIH Ja
je oBa ocobuHa 3an0BOJbeHa 32 CBaKH pasmak (a-¢e, a+e),
mMa Kako mamu 6uo &> 0.

(il) Tawxa naromusapama HM3a X, je OHa Tauyka @ y YHjoOj
ce GIM3UHH Haladu GeCKOHAYHO MHOrO YJaHOBA HU3a X,, WM
#X uma GeCKOHaYHO MHOrO KoOju cy c¢BH =a. [lpyrum peuuma,
¢ je TayKa HaromunaBaiba HM3a X, aKo je 3a 6ec1(pa]Ho MHOr'0
vHIeKca n

|x, —a|<e, ma Kako manu 6uo &>0.

BeckoHayaH HU3 OpojeBa MOXe UMATH je[fHY, KOHAYHO HJH
GeCKOHaYHO MHOT'0 Tayaka HarOMWJIaBaiha, ajlt MOXe OMTH U Ge3
Tayaka HaromujaBama. Ha npumep, Hu3 nmpupoaHux GpojeBa Hema
Tayaka HaromujiaBsarba; HU3 X, =1/v wWm Hu3 (2) umajy mo
jedHy TauKy HaromulaBakba W TO KON NpBOr Hu3a je a=0,
a xong apyror a=1; HuU3 Xx,=(-1)" uma ZBe Tayxke Haromu-
JaBakha H TO a;=-1 U a,=+1, HOK Cy cBu peasHn Gpo-
jeBH TayKke HaroMMl1aBalba HH3a pallHOHaIHUX GpojeBa.

Teopuja x npaxca Stieltjes-oza mmrerpana 15
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Tayke Haromunasama, ako MX HMMa, MOTY aju He MOpajy
npunajatu JaTome Hu3y. Ha npumep, Tauka HaromuiaaBairha
2, =1 Husa
(-1yv+1

X, =
¥ v+1

npumajga Hu8y, NOK My TauKka HaromujaBamba a,= -1 He
npunaja. '

(iif) Axo 6uno nomwa, GUNO ropwmha rpaHMUa He Npunaja
HHBY, Taja je OHA yBeK jefHa Tayka HaromujaBaiba TOra HHM3a.
MebyTum, ako jemHa On OBHX BPeIHOCTH Npunaga HU3y, Ose
BPeJHOCTH BHlLUEe He MOpajy OGUTH TayKe Haromuiasawa. Tako
je, Ha npumep, Kox, Hu3a (2)

g=V§_ 1=x11

a g Huje Tayka HaromunaBamba TOra Husa.

4. (i) Bolzano-Weierstrass-os cras. — Csaru becro-
Hauar u Owpanuden Hu3 OpojeBa uma Hajmarse fedny Maixy Ha-
10MUAABAA,

Kako je Hu3 orpaHuyeH, TO NOCTOjH KOHa4yaH pasmaKk J,
y KOme Ce Halase CBM 4laHOBM Tora Husa. Kaj osaj pasmak
TIPeNoJIOBUMO MOpa Ce HajMarbe y jeHOj O OBHMX MOJOBHHA
HanasuTH 6eCKOHAaYHO MHOro 4JaHOBa HU3a; O3HAYMMO Taj Jeo
ca J,. [pumemwyjyhu ucty NocTynak Ha J; n06MBamMO pasmak
J: ByxuHe 272, a mnoclle n TaKkBUX IIOCTyNaKka pasmax
Jo DByXuHe 27" [, y KOMe ce Hanasd joul yBeK GeCKOHa4HO
MHoro uyna#oa pmaror Huza. Osum (Euklid-oBum) noctynkom
onpeheH je, y nMagHOM CHUCTeMmy, peaiHd O6poj w y 4ujoj ce
6Nu3uHM, HAa OCHOBY CamOr HayMHa o6pa3oBamba pasmaka J,,
v=0,1,2,..., Mopa HamasuTH GeCKpajHO MHOro 4YJaHOBa HH3a
x,. Haxne, w je Tayka HaromujaBarma [OCMaTpPaHOr HW3a.

(ii) Bolzano-Weierstrass-oBuM CTaBOM, Tj. CTABOM O €rau-
CTeHUMjU TayKe Haromuiasamwa, Clyxu ce Bolzano {1} y nokasy
IJa ¢yHKuMja Koja je HeorpaHudYeHa y pasmaky (a, b)) mopa
O6uTH y TOMe pasmaKy mnpekugHa. — [lpu Tome ce Bolzano
nosuBa Ha CBOj pan ,Lehre von der Messbarkeit der Zahlen“
Koju je ocrao y pykonucy. MebyTum, y cmucuma Koje je npu-
Kynuo Rychlik, koju je cpeauo Bolzano-Ba mena, Hema HH TOra
CTaBa, HM HeroBa JNOKasa..



1.[3—5] 221

Hazus ,Bolzano-Weierstrass-oB cTaB“ notuye, BepoBaTHo,
u3 Schonfliess-oBa unanka o ,Teopuju ckynosa“ y Exuuxnone-
Auju. He 3Ha ce 'Ha ocHOBY uyera je OH OBOM CTaBY Hao Taj
Ha3uB, YKOJNHMKO Taj Ha3WB MOTHYe Of tHera; y Stolz-omy {3}
npukady Bolzano-Ba maremaTHYKOr paja, Koju Ce OCHHBa Ha
Bolzano-Bum UITamnaHum CIMCHMA, Taj ce CTaB He CMOMHIbe.

Mpeu koju je mpeuusHo (oOpMynucao Taj CTaB U CUCTe-
MaTCKM ce tbMMe CIYXHO y CBOjUM npenaBakuma 6uo je Weier-
strass (Bunu Kossak {1} u Pincherle {2}).

5. (i) Huz x, rousepiupa v Medxcu ipanuinoj spednociiu a (WK
kpahe, tparuyu a) ako CBaKom NpOM3BOJBHO Masom Gpojy € >0
oAroBapa Takas Leo 6poj n=n(e), nma Gynme

|x,—a|<e 3acBako v_>n.
OBo kpahe muemo

lim x,=a wnm x,»a kKa; v-oo.

Y=
CBaku KOHBepreHTaH HU3 je OrpaHuveH.
IpannuyHa BpegHoCT (rpaHWla) HW3a X, je yBeK jemHa
(n jemuna) Tayka Haromuiasama Tora Hu3a. O6paTHO, Tayka
HaromuniaBamba He MOpa OUTH yBeK rpaHHyHa BPeIHOCT HU3a.
MebyTum, aKo je HU3 OrpaHuWueH MU UMA CaMO jeIo HY TauKy

HaromujiaBaa, Tafa OH KOHBeprypa, a OBa Tayka HaroMujaB3iba
je eroea rpaHuyHa BpPeJHOCT.

(i) CBaky TauKy HaromuiaBaka MOXeMO IOGHUTH Kao rpa-
HUYHY, BPeLHOCT MOBOJbHO M3aGpaHOr AEJIMMUYHOT HHBA X,
nocmaTpaHor Husa x,. [pyrum peyuma, ako je w Tauka
HaromunaBalbha HH3a X,, TaJa MOCTOjd YBeK TaKaB JeIUMUYHA
HM3 X, HU3a X, Ja '

Xn,>w Ka n,-»oc.
AKO je HU3 X, OrpaHWyeH, HelMMHYHH HUSOBH

x,= Min {x,}] u x,”= Max {x,}, n=1,2,....,
I<v<n 1<r<n

Cy KOHBEPreHTHH U TeXe JOHO0j FPaHUUH g, OXHOCHO FOpH:O0]
rpanuuy (G TOra HMsa.
AKo je HUB X, KOHBepreHTaH, Taja jegaH of GpojeBa

g= Min {x,} wm G= Max {x,},
IS I<y<ow

15*
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‘unM 06a, npunajajy camome HU8y. AKO jemaH oX OBuX 6pojeBa
He NMpunaja HU3Yy Taja je OH HMCTOBPEMEHO M HErosa rpaHuyHa
BPeIHOCT. ¥ TOM Cilyyajy, Ha npumep ako (G He mpumana HU3y,
MOXeM0 yBeK u3abpaT TaKaB IenMMHYaH HUB X, Ha Gyne

, X, <X 8a CBaKO p>n,,
u Ia
Xa, >0 Kaj n,oo;

TaKaB jeflaH NeJMMWYaH HH3 je, Ha NpUMep, HU3

Min {x,}.
a0

6. () Hajmamba Tayka HaromunaBaiba, WJM NpeLU3HHje, NObA
rpaHuLa MHOXMHE Tayaka HaromuilaBama HH3a X, 30Be ce
Oomwu limes win limes inferior u o6enexaBa ce ca
lim inf x, wm lim x,.
y=0wo V=00
_ Hajseha Tauka HaromunaBama 303e Ce 20pHu limes wnu
limes superior u o3HayaBa ce ca
lim sup x, um ca lim x,.
V=00 V=00
Ao je HH3 orpannyeH OBM GpOjeBM yBeK IOCTOje; Kaj je
HU3 HEOrPaHUYEH Ca ropwe, OLHOCHO Ca JOHe CTPaHe, CTaBJba Ce

lim sup x,= + o, opHocHO lim inf x,= - co.
v=00 p=0c0 .

Hus x, je KOHBepreHTaH cCcaMO ako je

lim inf x, = lim sup x, # + co.
V=00 p=c0

(i) Usmeby mome rpanuue g, ropmwe rpaHuue G, limes
inferiora [ u limes superiora L mnocToje yBeK HejepHayuHe

e<ISLLG.

AKO je HU3 x, orpanuvueH, [ u L Cy TauyKe Haromuia-
Balba HU3a, TAKO Jla MOXeMO yBeK u3abpaTH [Ba eroba Je-
JMMMYHA HM3a TaKBa Ja jefaH KOHBeprupa gomwem limesu /, a
JApyry ropisem limesu L; -meby ocranum, Hu3

Min {x,}»! kam n- o,
Yo
a HH3

Max {x,}»L xamg n-oo.
n<y< oo
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1 e
V onwtem cayyajy je g<<I w G>L; mehyTum, ako je,
peunmo, g=/[, Taia NOCTOjU yBeK JeAMMHYaH HMB X, HHM3a
X,, TakaB Iia je
Xn, (% 32 CBAKO p.<ny,
W Ja

4

X, 0 g=1 Kaik m,-oo.
‘TakaB jepan jneaumuyaH HUS je, Ha NpuMep, HHU3
Min {x}.
I<v<n
Axo
Xyp1—Xy»>0 Kaj v oo,
WIM ONLUTHje, aKo je

lim inf (x,., - %,)=0,
V=00

Tajla Cy CBe TayKe pa3maka (/,L) Tauke HaromunaBaiba TOra Hu3a.

7. (i) 3a HU3 KaxemO Ha je Ouseptendian ako He KOHBEPrHpa;
nocroje nBa GUTHO pasdiMyuTa CiydYaja HuUBepreHuuje.
Axo je ‘
lim inf x, =lim sup x, = + o
V=e =0
KaXeMo JOa je HU3 x, cilgapHo OuBepienillan WK Ja Heixcu
+ 00, U MHIIEMO :

X, + 00, ONHOCHO X, —oo Kall X-» oo,

Axo je
=lim inf x, & lim sup x, = L
y=w

v==o®

Kaxemo Ia HU3 X, ocyusupe, U TO H3meby KOHAYHUX HIH
GeCKOHAYHMX TpaHHLa NpeMa TOMe Ja /M je OH OrpaHuyeH UJH
HeorpanuyeH. [lon pasmarom ocyusayuje nompasymeBamo pas-
mak (I, L). ,

JloK CTBApHO IMBEPreHTHW HUBOBU HUMajy H3BeCHe aHalo-
ruje ca KOHBEPreHTHHM HHM30BMMA (FOpHH M JIOWH JIUMECH CY
jemHaku), HOTNe Ce HU30BH KOjU OCLHIMpajy GHTHO Pasiukyiy,
My CTBapH TO Cy OHH HWU30BM KOjH y CYLUTHHH He KOHBEprupajy.

(i) Hus x, je cTBapHO JKBepreHTaH ¥ - + oo aKO Ma
KaKo BeJUK GO Gpoj M, MOXeMO OIPEeIUTH NOBOJHHO BeJIHK
uHgekc n=n(M) TakaB ja Gyne

x, <M, 3a cako v_>n(M).
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OTyla creny Ja CTBapHO IMBEPreHTaH HU3 Hema HHUjeHY TauKy
HaromuJaBalba y KOHaYHOCTH, Tj. HU y jeIHOM, Ma KaKO BEJMKOM
pasmaky, H Ja y U3BECHOM CMHCIIy MOXEMO CMAaTpaTH Jia ce OHa
jeqnHa Tayka HaromujaBamha Koja 64 My ONroBapana Halas y
6GeCKOHaYHOCTH. ' .
AKo je HM3 X, CTBapHO HIMUBepPreHTaH M, Ha MpuUmep,
-+ 00, Tafa Ierosa Joia rpaHALA yBeK NMOCTOjH M Hpunajga
camome HM3y. ¥ TOM ciy4ajy moxemo yBeK HahM Takap genu-
MyYaH HU3 Xx,, HH3a X, Ja Oyle

Xp>X,, 3a CBaKO p>n,,
U aa
x,,v-)oo Kag n,- oo,

TakaB HM3 je, Ha NpUMep, HUB
. Min {x}.
n<<r< o

(lil) Axo HM3 x, ocuuaupa, Taga OH MOpa HMaTH Haj-
Mame JBe TayKke HaromuiaBamha yKbyuyyjyhu OpU ToMe —oco U
+o00; MehyTHM, OH MOXe OCLUIHpPAaTH a Ja y KOHaYHOCTH Hema
HUjellHe Tayke HaromuJaBama, y KOM Clyd4ajy OH Mopa GUTH
HeorpaHuyeH ca oGe CTpaHe, Kao, Ha npuUmep, HH3

x,=(~-1)w

AKO je HMB X, HeoTpaHHUeH, peLUMO Ca FOpH:e CTpaHe,
6uUNo 1a OH CTBapHO IMBEprupa WIM He, yBeK MOCTOjH Henu-
MHYaH HM3 X, TakKaB Ja je ' ‘

X, < Xp, 3a CBaKo v, n,
Kao WTO je TO cayyaj KON HeJUMHYHOr HU3a

Max {x,}.
I<n<sy

8. (i) 3a HU3 X, KaXeMmO 1a je MOHOTOH, U TO 1A MOHOMOHO
pacilie, aKo je

XX s K1 e e oy 3)
a 1na MOHOMMOHO ollada aKo je

x1>x2> . ..>xv>xv+1> ...;

MOHOTOHH HH30BM HE MOr'Y OCLWIMPATH; Npelu3HHuje:
CBarxu MOHOMOHK U OIPAHUYEH HU3 je KOHBEPleHINaH.
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Baucra, npema Bolzano-Weierstrass-osy craBy oH mopa
UMaTH Hajmambe jeaHy Tayky HaromwiaBawa w; Tpe6Ga Ha mo-
KaXeMmo J1a je TO M jelMuHa Tauka Haromuliapamwa. [lpernocra-
BMMO 3aTO Jla HM3 X, MOHOTOHO pacre. Taja ce IeCHO of, W
He MOXe HalasuTH HY jefaH 4JNaH Hu3a, jep Kap Gu x, Ouo
>w, Tana Gu ce, mpema (3), neBO OO X, HanasWwJio HajBHlle
m-1 (opema TOMe KOHayHO MHOTO) YNaHOBa HM3a X,, TaKC
Ja w He GM morja GuTH TayKa HaroMmuiaBama. [lpema ToMme je

x,<w 3acBako v=1,23...... " 4

JleBo o1, w-e, ma kako manu 6M0 & >0, Hanasi ce
Takohe camo KoHayaH Gpoj ullaHOBa HU3A X,; aKO Ce, Ha npuvep,
X, Hanasu y pasmaky (w-g, w) (ay TOM pa3maky mopa GuTH
GecKpajHO MHOrO YNlaHOBa), TO UMa HajBuille n-1 YJaHOBA KOjH
cy < w-s&. [lpema TOME je

X, >w-€ 3a CBako v_>n. )

U3 (4) u (S) cnepm na je

. 0<w-x,<e 3acBako v >n,
Tj. Aa
X,»W Kaf v-oo.

(il) 3ampxasBajyku rnasHa CBOjCTBA MOHOTOHMX HW30Ba,
fi0jam MOHOTOHMje Ce MOXe BeOMa Jlako NpPOWUPUTH Kao UITO
je To nokasao Hardy {6} (B. u Wendelin {1}) ysonehu ,cxopo
MOHOTOHE“ HU3O0Be.

Hus x, je cxopo monoiion axko ce wcmpen (u3a) ma Kor
4ylaHa X, HUBa Hajasu camO KOHayaH 6pPOj HeroBuUX YJNaHOBa,
T|. ako je HejemIHayuHa

Xy < Xn
3aJloBOJbeHa CaMO 33 KOHAYHO MHOrO 4YJaHOBa X,, Ma Kakas
OHo n.

Hctum pacybuBamem Kao 3a MOHOTOHE HU30Be NOOHBaMO
Ja je cBaKu CKOpo MOHOMOH U OPAHUYEH HU3 KOHBEPLEHIIAH.

KonBepreHtaH Hu3 6pojeBa je CKOPO MOHOTOH aKO Ce He-
T0Ba rpaHWyHa BPeAHOCT MOKJama Ca ropkhOM TPaHULLOM.

CBaku CTBapHO JMBepreHTaH HW3 jeé CKOPO MOHOTOH.

OBe [iBe yHbeHule MOXEMO YKPaTKO (POpMYJIHCATH U OBAKO:
AKO je HU3 CKOPO MOHOTOH, Taja je

=G, (um g=L), .
yaumajyku y o63up M ciydyajeBe Kaj je jeman of oBuX Gpojesa
OeckoHayas.
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CKOpPO MOHOTOHH HHM30BHM CY YTOJMKO BaXHH LUTO HAa HUX
YCTBapU Haunasumo npu JHepuHULMH TOTalHe Bapujauuje u
onpeheHor uHTerpaia. AKo yoyumo oapehen HU3 momesia HeKOr
pasmaka (@, b) u y omHocy Ha ose nopmene o6pasyjemo Guio
HA3 36MpOBAa TOTanHWX Bapujaumja (B. A.S.1.(i)), 6uno Hus
ropwux U gowuX Darboux-oBux 36MpoBa MIM CpetbuX OCUM--
nauuja [20, (ii)], 6uno ropwe H pome 36upoBe Stieltjes-oBa
uiTerpajla y OZHOCY Ha MoHOTOHy (yHxuujy (B. B. 1.2. (ii)),
Taga Cy CBM TAaKO JOGHBeHH HU30BH CKOPO MOHOTOHH (B. Wen—
delin {1}).

(i) Cauchy-eB {3, cTp. 125} onmITH KPHTepUYM
KouBepreHuuje. [a 6u HU3 X, 6uo rousepteniian Bo-
ZpebHo je u 00BOBHO Oa CBaKOM [pOu3BOBHO Manom OpIjy
€ >0 o00dwsapa yeo 6poj n=n{e) @aras da Oyde

v |xv+P~ - xvl<8 - (6)
32 cgsaxko v_>n ucsaxu yeo 6poj p >0,

Vcnos je noTtpeGaH. M3 KoHBepreHuuje Hu3a X, rpaHUYHOj
BPelHOCTH a@ cneIu jJa nocroju 6poj n(s) TakaB ga Oyle
|x,-a|<s 3a cBako v_>n.

[Ipema TOMe je M
* |x,4n — a]<e B3a cBako p.>0 u v=n,
na je
Xpep— X | Xy pp—al+|x,-a|<2e BacBako p=0uv>n
Ycnos je nosoman. M3 (6), ca v=1, cnemu ma je
|xpp,—%1| <€ 8a cBako >0,
npema TOMe je '
|x,|<|x;| +€¢ B8a cBako v>1, ]
ITO 3Hayu ja je H43 x, orpanuyeH. [Ipema Bolzano-Weier-
strass-oBy CTaBy OH, JaKle, MOpa UMaTH Hajmarbe jeXHy TauKy

HaromulaBamba. Heka je @ Ta Tayka HaromujaBarba WM Heka je
X, jemaH ynaH HM3a KOju Ce Hana3u y OJM3UHU Te TauykKe, Tj.

TakaB na Oyne
|x,,—a| < g,

ca yHampep JaTUM NPOM3BO/LHO Majium e>0 1 n=n(e). Hpema
ycloBy (6) 3a v=n, je Tajga
‘xn+l-‘- —a'=lxn+}1"xn+xn_ai<
| Xnpn—Xa|+|x,—a}<<2e 3acBako p_>0,
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Ti. |x,-a|<2e 3acBako v>n(e),

naKJe, .
X,2»ad KaL V- oo,

Jowr npe Cauchy-a je oBaj kpurepuym ynotpeGmpaBao Bol-
zano {2).

(il) Cauchy-es ycioB MOXeMO HanucaTH joil Yy HewTo
pasiuyuTOoM OOGIMKY KOju Ce y CYWITHHM He pasiukyje of
OHor koju je mao Abel {1}. OBaj o6auk je KojunyT 3a NpUMeHy
nofecHuju u raacu: Hus x, je KoHBepreHTan ako

Xn, -%,»0 Kal vaoco U n, 00, (7)

M TO 8a CBaKU HU3 ueddX OpojeBa n, KOjU Texu Oecko-
HAYyHOCTH ca .

OBa} ycnoB MOXeMO 3aMeHHTH U CIUYHUM YCJIOBOM KOjH
NIpUBMIHO Make M3UCKyje H TO aKO He 3axTeBamo Xa ycJos (7)
Gyne ucnymeH 3a cBe HM30Be 1, Beh camo0 8a CBe OHe
HUBOBE KOjU pacTy Opxe OJ jenHOr yHampen maTor HM3a p,,
Ma Kako 6p30 TeXHO GeCKOHayHOCTH Hu3 p,. — lelaH O6IUK
Cauchy-eBa KpuTepuyMa y KOMe Ce NpeTHOCTaBJba JIa je YCJOB
(6) ucnymwen mao je Wendelin {1}.

10. (i) 3a ckyn A OpojeBa, unu Tayaka a, kaxemo, mo Can-
tor-y {1}, na je Zpebpojus ako ce moxe HanMcaTH y OGJUKY HU3a

a!,'_.az, ----- avr- » ey

Tj. ako uU3meby enemeHaTa @ CKyna W NpUMPOJNHOT HU3a 6pOjeBa
1,2,3,.... MOXeMO yCNOCTaBUTH GUYHUBOKY KOPeCHOHIEHLH]y
Tako Ja CBaKOM eJeMeHTy &, OJiroBapa TayHO jefaH mpu-
poraH 6poj n u o6paTHO, Ja CBaKOM NpHpOIHOM 6pojy m
oxnroBapa onpebeH enemeHT a,. [Ipyrum peuyuma, ckyn A je
npeGpoOjHB aKo Ce HeroBH ejleMeHTH MOr'y HymepucaTH MHIEeKCHMa
TaKo Ja HUjeJaH OJ HEeroBUX elleMeHaTa He MpeTeKHe.

[Topen npupoxHor Hu3a, NpeGpojuB je M CKyl CBHX pauHo-
HaJHUX 6pojeBa KaO M CKym CBUX aiareGapckux OpojeBa.

JIBa unu Bulie npeGpojuBHX CKynoBa yuHe NpeGpOjUB CKyI.
Yoniure, mpe6pojuBo MHOro mnpeGpojuBUX CKynoBa YuHE npe-
6pojuB CKyn. Jep, ak0 HUXOBe eleMeHTe HaNWILIEeMO MO0 KBaji-
PaTHOj lLIeMH MOXeMO MX AHaroHajHO CBe npe6pojaTH.

(il) Cryd cBux peaanux Opojesa Huje Gpebpojus.
[la ckyn cBux peanuux GpojeBa §, Ha Opumep pasmaka
(0,1),l Huje npe6GpojuB mokaszao je Cantor {2} osako: [Iperno-
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CTaBMMO Ja CMO, Ma Ha KOj4 HayuH, HaHMBaJu peaidHe Gpojese
pasmaka. (0,1), u Heka je §, v-TW Oi OBHX GpojeBa. Hamu-
LIMMO 3aTuM OBe GpojeBe y OONUKY JAeLMMAJHOr pPa3jiOMKa, Ti.

CTaBUMO
- E,=0,d,,,dydyg...., v=1,2,3,.....

Ca d,n o3HayeHe cy mojenune Ieuumane Gpojesa E,, - a ‘kan
je oBaj 6poj pauuoHanaH, Ja GUCMO ra jeHO3HAYHO Hamucau,
ycBojuhemMo Ja Ce JellMMalHU pa3jioMaK TaJa 3aBpiiaBa CamMUM
IeBeTHlama. — Ma Ha KOjU HaYUH yCMOCTaBUIM OBY KOpecCIOH-
IdeHuujy yBek he npetehu peanan 6poj

Ezotdl,l d2,2 ds,ao )

pasmaka (0,1), jep je oH pa3nuyur on &, U TO 82 CBako v;
OH HHje cafpXaH HH y jefHOM Ol OBaKBUX HH30BA, JaKje, OBaj
CKyll He MOXemO npeGpojaTH.

OBo je pesoHoBawe No3HaTo mnoj umeHom Cantor-oB {2}
Ouatonasnu Gocoylak.

11. i) Cauchy-eB cTaB {3,cTp. 54} O apUTMETHUKO]
cpenuHu. Axo Hu3 x, KOHBeprupa Mada U HU3 FeLOBUX
apulimelinuKux cpeQuHa KoHseprupa ucilioj 1panHuyHoj BpedHocoiu,
aj, u3

X,>a Kad v- oo, 8)
csedu Oa u
Xt Xpt ...+ X

Xn
n

“aa Kad n-ooo. )

Mpema npeTnocrasuu je
|x,-a|<e Ba cRako v>m=m(e) u &>0,
na je :

lxn“a|= %Z(XV;—G) =

v=1

-1 w0+ L T -a<

n

v=1 v=m+1
mA n
1 1
<= Dlx -al+ — 2 % -a|<
n : n
v=1 ) v=m+l1

m
<%2|xv—a|+n—ms.

n
veml
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Kako 3a cBakO KOHa4HO m

m
1 n-m
— x,-a|»>0 u +1 kag nooo
P zl y—aj - i ,
v=1
TO je
limsup | Xn-a|<e,
=
a Kako & MOXemo OupaTH NPOU3BOLHO Malo, TO MOpa, HakKie,

X,»a xag n-oo.
(ii) O6paran CTaB He BaXH, Kao IUTO TO BUIUMO M3 IIpUMepa
x, = sin?ay, v=12,..., roe je 0<la<l=.
Pasmak ocuunaumje oor Husa je, (0,1) axo je of/x upauuo-
| HallHO, UNM aKo je o/r=p/¢ W ¢ mapHo, a (0, sin? (-ZTk-;-_l u))
ako je ¢g=2k+1; mebyTum,

n
1 .
X,=— E sinZoy =
n

v=1

1 cos(n+1)a sinna R
1

T -

2 2n sin «

- Kal, n-»oo,

2

Yocranom, 6aw 36Gor oBe OcoGUHE, HM3 apUTMETHYKHX
CpefiMHa je Kao moOcCTynak 3GUP/bUBOCTH OCHHMIATOPHUX HUBOBA
O], HapouuTe BaXHOCTH. — Tako, Ha npumep, Mpouasox (y Cauchy-
€By CMHCJy) JBa KOHBepreHTHa pena

L @
s’=2a, H s”=2bv,

yv=0 y=0
Tj. pen . -
Tc, rueje cCp=apby+an_1b,+...+a,b,

He mMopa OMTH KOHBepreHTaH (ak0 HHUjeZaH O] JATHX peloBa
Huje ancoJyTHO . KOHBepreHTaH), MehbyTum, HU3 apUTMETHYKHX

cpenuHa
) n n
lz C, rae je ,C,,==2 cy
n v=20 ‘

v=0
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KOHBEprupa M TeXu Npou3BolLy §'s” 36MpOBa ropibux pefosa
(Cesaro-oB {1} craB).

(iii) Ma 6u ce u3 KOHBepreHUHje. HA32 apUTMETHYKHX Cpe-
guHa (9) morna 3aK/byYMTH KOHBepreHuuja camora Husa (8) mo-
Tpe6HO je, ka0 WTO je moka3aHo M y Tauku C. 1. 3, ma cam HuU3
3a7l0oBO/baBa JOII jeflaH CylljleMeHTapaH YycCJOB, T3B. YCJOB
KoHpeprenuuje. [IBa TakBa elemeHTapHa yCJOBa Cy yCJIOBH (6)
u (7) rauke C.6.2. Mebyrum, muoro ny6me nexu Hardy-es {3}
CTaB KOjU Ka3yje Ha ce ycios (6), Tj. mpeTnocraska na

"n(Xp—Xp—1)=nt,»0 Kamg n- oo,
MOXe 3aMeHHTH NpPETIOCTaBKOM Ja OBaj HU3 OCTaje CaMo orpa-
HuYeH, Haume na Gynme
nu,=0(1), n->oo. (10)
OBo hemo Haj6oJbe BHIETH M3 CaMOr JOKasa OBOr CTaBa
KOjH rJiacH:
Hexa je .
Un=Xpn—Xn4+1,
mada u3 (9) u (10) caedu (8).
Kparkoke pany, kaga ce y HHIeKCy, Ha npumep Xq, Ha-
nasu 6poj KOju Huje 1eo Taja mMOApasymeBamo Ja je
“ Xo=X, rhe je n=[a],
a UCTO TaKo Mo
«

Z nojpasymeBamo 2 rae je n=[«].

v=1 ve=1

Heka je A>>1; noka3 ce cacToju y TOMe Jia Ce MOKaxe
npeo na us (9) caenu

An
1
Yy X,2a, n-» oo
n [)\n]_n z v 3 H
v=n-1

a 8aTuMm, Ha OCHOBY ycJiosa (10), na

lim sup | Yp—Xn|

n=w

MOXEMO YYHHUTH NpPOM3BOBHO MaiuM ako X —1 uszaGepemo
JOBOJHO Mano. Cam 10Ka3 Ce U3BOOM OBAKO:



L
Ha (7] 1) Yam[M] Xyp— 1 Xn,

[Ar]l~Xn, n> oo,
cnegy, npema (9),

Y,~ X3, —
" [ n]-n An n]<a""
y S
P—— - ——a=
A-1 A-1
- Kal n-roo., .
Hame je
1 AR
n—Xn =< g va"xn_
[-n] - Py
1 “An )
- Xy —Xn);
; | [kn]—nz( »
y=n+1

Kako je, npema (10),

| <M <Migytg, v=2.3,...

TO je

L. 4
2"}1

p=n+1

<

| %, — Xp| =

< 2> iml<

p=n+1

"
<M 2 lg};'__' 1=
s p=n+1
v
. Mg
na je
Y

y;" n
RRERS v

v=n+1

S Max ({|x -5} <

nlv<\n

Max (Mg Ll
<n<vaém[ lg”]\
<Migh,

:E: (%) = X% | <

2317
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OllaKie KOHayHoO HoGuBamMO Ha je
lim sup | Y, -x,| << Mig).

n=wo
360r Tora WTO
Ilgh->0 kaxm A-1,
U WTO
Yn2a Kag n-oo,

TO MOpa, lpema OBOj MOCIeNHOj HEjeOHAYUHH, H X, Ja TeXH
@ Kag n-oo, uyume je Hardy-eB cTaB HokasaH.

Tlopen oBor pokasa mao je Hardy {7, ctp. 122} jow jenan
JIOKa3 KOjU Ce OCHMBa Ha YMibeHMUM Ja X, He MOXe KOH-
BeprupaTd aKko nu, He TeXW HYJH, a OCTaje OrpaHuyeHo.

12. (i) Axo Hu3 x, CTBapHO IWBEPrUpa ¥ HU3 HErOBUX apHT-
MeTHYKHX CPeJUHa X, MOpa CTBapHO JMBEprupaTu:

Hs _
Xpo> 00 Kad n-oo, (11)
caedu

X,,==%Z X,»00 Kad n-»oo, (12)

v=1

Ako ca M 03HayuMO NpPOU3BOJLHO BeJMK Opoj, npema
npernocTasuu (11), mocToju yBek Takas 1eo Opoj m Hga Gyne

X, >M 3a cBakO n_>m.

n m
,,=% z x,+-;l—2x‘,>

v=m+1 =1

n ' m
>",17 2 Xy - 'r]z—“zx"
v=m+1 y=1

m
13

v=1

Kako je

> .

)

n—m
>Tm N

4 KaKo 3a CBaKO KOHayHO m

m -
1 .
szﬁo Kaj, n-oo,
TO je
lim inf X, >M.

n=x
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Kako M Moxemo u3a6paTH NpOMSBBOBHO BENMKO, TO je
lim inf Xp==00, Ti. ®

n=x

Xp>o0 Kal n->oo,

(i) O6pnyTo He Baxu HU 8a 0OBaj cTaBs, Tj. U3 (12) He
mopa crneautu (11). Ha npumep, Hus

=(1+(-1))v, v=123,

HHje CTBAPHO [WBEPreHTaH jep ocuumupa y pasmaky (0, ),
oK je ,
‘ k+1, 3a n=2k
o= k+1 y n=2k+1
2k+1( +1), 3a n=2k+1,
Tj.
: Xp>o00 Kall n-oo.
MebyTum, ako uu3 X, CTBapHO OMBEprupa, WM ONUITHie:

Aro Hu3 apuilimeliuyrux cpeduna X, He ocilaje o1panuyed,
Hada Hu HU3 X, He Mmodce ociialiu OIPAHUYeEH, jep u3

xn = 0 (1) ’ n-» oo s
caedu
Xa=0(1), n>oo.
OBo nocnenme TBphere je HemocpenHa MoCaenuua oye-
BUIIHe HejemHaulHe

Min {x,}< Zx,,\ Max {x,}.
n

1<v<n ve=1 1<v<n

13. (i) Jensen-0oB cTaB {1, 2} KOju Haje jefHO mpouiMpeibe
Cauchy-esa crasa ruacu:

Hexa je ]
Pv>=0 3a caaxo v=1,23,..., (13)
u
Pn=p1+p2+ps+-'--+pn"°°1 n-»oo;
us
Xp>@ Kad n-» oo
caedu
Xn =——Zp,,xv—>a Ka0 n-co. (14)
V—l

OBaj craB ce, 38a p,=1 B8a cBakO 72, CBOOHM Ha
Cauchy-es.
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Hdokas oBor crasa Jgo6MBa Ce CIMYHO KaO M JOKa3s
Cauchy-eBa cTaBa O apUTMETHUKOj cpenuHu, usselreH y [11, (i)]
Tj. uenamem 36upa (14) Ha ABa 36Wpa U HBOCTPYKHM Npesa3oM
Xa rpaHHLU.

(i) Hamomenumo Ja oBaj CTaB BaXH U [OJ, HELUTO OMUITHU-
jom mpernocraBkom, Haume Kapm ce mecto ycnosa (13), Tj. mo-
‘HOTOHWje HM3a P,, mnpeTnocraBu cCamo Ja

P,o>00 Kag n-oo,
# ga je (15)

n .
2 Ipv|’=0(Pn): n-»oo,
v=1 )

OBo mpoliupere je yTONMKO Of WHTepeca, LUTO 3a OBaKoO
<popmynucaH Jensen-oB cTaB, Tj. ca ycaosom (15), Baxu y us-
BECHOM CMUCTy OGpHYTH CTaB, Haume:

Ha 6u (14) 6uso 3adosomeno 3¢ cBaru HU3 X, Koju
ifievcu a, Gompebno je u 0oBo.bHO Oa Badce ycaosu (15).

Ha oBy 6uTHy monyHy Jensen-oBa ctaBa ykasao je Toe-
plitz {1}, ¥ To He camo 3a 36upoBe o6muka (14), Beh U 3a
-OMTHje 36HpoBe 06aMKa

X,,==2pv,,, x,. (B.u Knopp {2, c1p. 15}).
v=1

n

(ifi) Axo y ropwem craBy M3pas Zp,x,, BaMeHUMO ca

v
Qn, HOOGMBAMO TPAaHCKPUIUMjy Jensen-oBa CTaBa, Haume OHaj
-06mk y kome je Cauchy cBoj craB u ¢opmymcao, a Koju
- TJacu: Co
Hexa je Q, uapoussoman Hu3 Opojesa, u Hexa Hu3z P,

3adoBo.sasa ycaose
P,>00 Kad n- oo,
&u

|P2—P1‘+|P8—P2|+...+|Pn—Pn_1|=0(Pn), n-)OO,
mada u3 . :
Qn"Qn—l .

A~ ’ ’ 6
P,,—P,,_l_’a n-> o0 (1 )

£Aedu _

oF

=—=9a, . 17
- n- oo ( )

n
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O6parHo, (16) He mopa caenutu us (17). _

OBako ¢popmynucaH, OBaj CTaB MpeTCcTaBlba aHaJOroH de
I Hosp1tal oBa {1} craBa 3a HHM30Be; KONMYHMKY H3Boja de |’
Hospital-oBa craBa oxropapa y OBOM CTaBy KOJHYHHK nmbe-
peruuja (16).

Il. HamomMeHe Koje ce opfHoce Ha peanHe GyHKHHje

" 14. (i) llon, (e, b) nonpasymeBamo yBeKk 3ailliBoper pa3mak, Tj.
CBe BPEINHOCTH OJ, X KOje ce Hana3e usmeby a¢ u b yKmby-
YuBO TrpaHulle paamaka @ u b, T}

- e x<h

lon omBoperum Pa3svMaKoM MoJipasymeBamo ¢Be BPEIHOCTHU
o0 x usmehy @ 4 b He yKmdyuyjyhu jenHy uau oGe
OlL rpaHuLia @ W b pasmaxa, T} Kap je

6uno a<x<(h, 6uno e x<bh, 6uno a<x<b;
" TO Cy Hakne pasmauu
(a+e,b), v (a, b—€), wan (a+e, b-¢),

M TO 3a CBaKO NPOMBBOBHO Mmano & >0.

Ha Gucmo oBe pasmake kpahe nmucanu, a Np¥ TOMe UCTaKJIH
Ja ce paiM O OTBOpeHUM pasmauuma, ofenexapahemo HX yBeK
OBaKoO '

(e +0,0b), OIIHOCHO (a,b-0), omnocHo (a+0,b-0).

- (i) Becxouaqﬂu pa3mauu Koje cumdonmxu odene)xaaamo ca
(-o,a), wm (a ), I (- o0, + )
€y 3ampaBO pasmauu
(-M,a), v (e, M), umu (-M,M),

¥ TO 3a CBaKO NpOH3BObHO BelUKO M >0.

OB pasmauu Cy yCTBap¥ OTBOPEHH pa3MauM U y CYIUITHHU
Ce rOTOBO ¥ He -Pa3iMKyjy O KOHayHMX OTBOpPEHHX pasmaka.
Haume, CKOpO CBM CTaBOBM KOjU Baxe 3a KOHayHe OTBOpeHE
pa3maxe, LITa BUIlEe M CaMHu JOKasW, OCTajy CKOPO yBeK Hempo-
MelbeHH. Y CYIITHHM pasniuka NOCTOjU camo uamely 3arTBOpeHUX
M OTBOPEHMX pa3maKa M pacybuBama KOja Baxe 3a 3aTBOpeHe
pasmake He MOXxemo G6e3 Jamber NPUMEHHTH Ha OTBOpeHe pas-
Make 6GHNO .Ja Cy OBHM KOHayHM, 6Guio GeckoHauuu (B. [13]).

Teopuja m mpakca Stielijes-oBa muterpara 16
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15. (i) 3a ¢yHxumjy f(x) Kaxemo jna je Oegunucana y (3a-
TBOpEHOM) pasMmaky (e, b) ako OHa ysuma KOHayHe W ofpehene
BpPeJIHOCTH 3a CBAaKO X uaMmeby a M b, ykibyuyyjyhu u rpaHuie,
Tj. 8a a<C x<(b. Pynkuuja f(x) je medunucaHa y OTBOpeHOM
pasmaky, Ha npumep y (e, b—0), ako je oHa nedunucaHa y

CBaKOM O] 3aTBODEHMX pasmaka (a,b—e€) Ma Kako MamM GUO

e >0.

(ii) dyukuuja f(x) je orpanuyena y pasmaky (a,b) axo
NocToju KoHayaH 6poj M TakaB ja je

[f(x)]<<M 3a cBako a< (x<(b.

Ao TakaB 6poj He MOCTOjU Kaxemo Ha je ¢yHkuuja f(x) He-
OlpaHuyena y TOM pa3smaxy.

dyHkuMja £(x) Moxe GUTH JedUHUCAHA, Tj. MOXe Y3UMaTH
CaM0O KOHayHe BPeJHOCTH 8a CBaKo x pasmaka (@,b), a na
npu TOMe He OCTaje orpaHuyeHa y Tome pasmaky. Ha npumep,
dyHKuMja

tgx 3a 0<Cx<(m x %,
) 0 3a x=£,
2

A}
je nedunucana 3a cse BpemHOCTH pasmaka (0,n), H y Hemy
y34uMa Camo kOHayHe M ojpeheHe BPeIHOCTH, a He OCTaje orpa-
HUYeHa Y TOMe pasmaxy.

(iif) 3a ¢pynkuujy f(x)  Koja je meduHUCaHa ¥ OTBOPEHOM
pasmaky, peuumo (a,b-0), Kaxemo Ha y Tome pasmaKky uma
M3BecHe OcOOuHe, WM [a 38al0BO/baBa WU3BECHe YyClOBe, aKo
OHa uMa Te 0oCOo6uHe WM 3aJ0BOJbABAa Te YCJOBe y CBAKOM Of,
3aTBOpeHUX pasmaka (a, b—¢€), 3a CBaKM IPOM3BOJPHO Manu
6poj €>0. Ha npumep, ako Kaxemo 1a-je ¢yukuuja £(x)
orpaHMyeHa y pasmaky (¢, b-0), uam Ja ocraje orpaHuyeHe
Bapujalldje y TOMe pasmaKy, TO 3Hauyd Ja je OHa OrpaHuyeHa,
WM Ja OCTaje orpaHuyeHe BapHjalluje y CBAaKOM OJ, 3aTBOpPEHHX
pasmaka (a, b-€), ma kako Mmamu 6uo 6poj & >0, Tj. na
noctoju [16] :
M@= Max |f(x)],

) , a<x<Lh-¢
‘OJTHOCHO"
W(e) = W,b—2{f(x)} 8a cBako &>0.
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Ipu Tome o6uyHo M(e), omuocHo W (e), TexH GeCKOHayHO-
ctd Kai €-0; jep kan 6u Guno
M(E)=0(1), nm W()=0(1), -0,

OBO Gu Ce Tajlla CBelO Ha uMibeHHuy jpa je ¢yHkuuja f(x)
orpaHuyeHa, OIHOCHO oOrpaHWyeHe Bapujauuje W y 8aTBOpEeHOM
pasmaky (a,b), npernocrasmbajyhu ma je ¢pynxumja f(x) me-
¢unucaHa, 1j. onpebeHa U KOHayHA 8a X=b.

Tako je, na npumep, PpyHkuuja

- f(x) = tg% orpasuyeHa y pasmaky (0,1-0),

anu (aKo y3meMmo 1a je, peuumo, f(1)=0) oHa Huje orpaHuyeHa
y 3aTBopeHom pasmaky (0, 1), jep je

n %
Max fxX))=tg|— - =)=
0<x<1-c{ ) g(Z 2)

=cotge%—>oo kag £-0.
dyHKiHja
f(x)={0 ‘3a x=0,
: x¢sinx—® 3a x>0, ca ¢a>0 u b>0,

je orpaHuyeHe Bapujaluje y oTBOpeHoM pasmaky (+0,1), amu
Kagm je e<b OHa HMje orpaHuyeHe BapHjaluje Yy 3aTBOPEHOM
pasmaky (0,1). 3aucra je (B. Tauky A.S5. 1. (ii),

w21y = [ 17 ()] dx =

1
= fx““ilbx"" cos x~? - a sin x—?| dx,
€

HIH, aKO M3BpLUMMO CMeHy
t=Xx"" W CTaBuMO C=a/b, p=g"?,

po6uBamo ga je
»

Welf)= [

1

cost-c-s%gldt.

ﬂﬁema TOME je )
Ji-e hi<W 1<)+,

16*
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rae je

°
]1=ft—clcos t|dt,

B
Jo= ft’*“‘llsin t|dt;
1

npH TOMe, Kag e-0 Taga p->oo, a uHTErpan J, KoHBep-
rupa Kagron je ¢ >0, J1OK je uHTerpan J; KOHBepreHTaH
camo Kag je ¢ >1, Tj. a>b.

(iv) Kax xaxemo jga je ¢ynxuuja f(x) orpaHuyeHa y
pasmaky (a, b) 06uyHO mMompa3ymeBamO Ja je OHA OrpaHuyeHa
1O afncoNyTHO] BPeXHOCTH, Tj. Ha je

| f(x)|<<M 3a cBak0o a<_x<(b.
MebyTum, (byHKuuja f(x) je orpanuyeHa y pasmaky (a,b)

¥ Kag je _
M f(x)<M" 3acBako a<_ x<_b,

a Taja je OHa OrpaHuyeHa W MO amncCOJyTHOj BPeJHOCTH, U 3a

6poj M wmoxemo yseru Behu on Gpojesa |M'| u |[M"|.
“Bpoj M mpercraBiba jeIHO olpanuyere (aUCONYyTHO) .

dynkuuje f(x), Kok je M' jemHo on Odomux orpanudera, a

M" jemHO Of 10pruX OPaAHUYEHA.
AKo je camo

M' < f(x) 3a cBako a< x<_b,

Kaxemo Ja je dyHkuuja f(x) orpaHuyeHa ca Homwe CTpaHe,
a axo je ‘

-

f(x)<M" 3a cpako a<(x<(bh,
KaXemo Ja je OHa OrpaHHyeHa Ca ropwe CTpaHe y pasmaky (a,b).
'16. (I) Axo je dynkuuja £(x) orpaﬂuq'eﬂa ca JIOwe CTpaHe Y
pasmaky (e, b), Taza je Hajsehe nOibe OrpaHHyeme £ HeHa

Qowa tpanuya y-pasmaky (a, b). Ilpeuusuuje, mora rpanuya g
je nmedunucaHa Tako na je

g< f(x) 3a cBak0o a< x<(b,

u g+e>f(x) Hajmame 3a jemHo x' pasmaka (q,b6) u
cBako &> 0. I'opwa 1panuya: yHKuKje, OrpaHHyRHe Ca ropise
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CTpaHe y pasmaky (g, b), je oHaj 6poj G koju je < ox csux
HheHUX TOPHUX OrpaHuyerba y TOoMe pasmaKky, Tj. G je ouaj
6poj 3a Koju je '

f(x)<{G sacBako a< x<b,

a Hajmatbe 3a jelHO X" TOra pasmaka je
f(x")>G-¢ 8a cBako & >0.

V onwtem cayyajy orpanuuese (yHkuuje He ,JOCTHXY"
HH CBOjy HOWY HHM CBOjy ropiy rpanuuny. Jpyrdm peuuma, He
mMOpa yBeK NOCTOjaTH TakaB Opoj x; pa3maka (a,b) na Oyne

f(x)=g,
HUTU TakaB 6poj X, TOora pasmaxa, né Oyne
f(x)=a.
Ha npumep, ropwa rpanuua gyHkuuje
f(x)=x-[x],

Ma y KOM pasmaky ayxuHe Behe ox 1 je G=1, MehyTum je
x-[x] <1 38a cBako Xx.

(i) Bauxy Besy usmeby ropme u Howe rpasHuue gyHkuuje
f(x) nmoGuBamo M3 HapeJHUX CTaBOBAa KOjU y rjaBHOM NOTUYY
u3 Weierstrass-oBux npefaBama, a KOju riace:

Axo je diynxyuja f(x) oipanuyeHa, peyumo ca topree
clipane, ada Hociloju Hajmare jeOHa Mayxa X, Y 4ujoj ce
6ausunu Pynxyuja BPou3BOLHO MAAO PA3AUKYje 00 FbeHe 1oprse
wpanuye G, uau je f(x)=Ga.

Axo d¢iynrxyuja f(x) Huje oipanuuena, peyumo ca 10pre
ci@ipane, ada Goclioju Hajmare jeOna iMgyxa x, daxsa 0a y
6ausunu e MayKe, Mj. y pasmaKy (X,—¢€,X,+€) MQ KAKO MaAAL
6uo €>0, dfyHryuja He ocligje OipanuyeHa c 10pme clipare.

OG6a oBa cTaBa noKa3yjy ce kao u Bolzano-Weierstrass-os
ctas [4], nocreneHum mnosnoBJbeleM pa3maka (a, b) U opa-
6upamem OHe M0JOBHHE pa3MaKa Yy KOjoj ce, KOj mpBOl' CTaBa,
Hanasy OHO x 3akojeje f(x)>(U—s, aKoOm Apyror CTasa,
oja6uparbeM OHe MOJNIOBUHe pasmaka y kojoj ¢yHKLMja He ocTaje
orpaHuyeHa C ropme CTpaHe. ‘

(iil) Ceaxa y pasmaxy (a,b) Helipexudna gyuryuja je
otparuyena (ca obe cilipane) y MOMe PA3MAKY.
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U8 npernocraBke ma je ¢yHxkumja f(x) HempekupgHa y
pasmaky (a,b) cnelu ma 3a CBaKO X, TOr'a pa3dmaKka MOXeMO
CBAaKOM NPOM3BOJBHO Majsom 8>0 OJpeXHTH TaKBO &€ =¢&(d),
Ia 6yne

[ F(xo)—F(x)|<8 8a cBAKO X,— e X< X,+E.

Kako je, npema mpermocTaBuM, f(x,) KOHaYHO, TO W3 Henpe-
KHIHOCTH CleIH Ja MOCTOjM YBeK KOHAYaH paamaK (X, — &, X, + &)
TakaB fa ¢yHkuuja f(x) oOcCTaje orpaHHye€Ha y TOMe pa3makxy.
[lpema npyrom crasy us (ii), kan ¢yskuuja f(x) He Gu Guna
orpaHHyeHa y pasmaky (a,b), mopano O MOCTOjaTH Hajuame
jeIHO TakBO X, [Hay pasuwaky (X,—&,X,-+¢€) (yHKUUja He Oyne
orpaHuyeHa, a IITO Ce, Npema NPeTXOZHOM, NPOTUBH NpeTHO-
CTaBUM Jia je OHA HeNMpeKMRHAa 3a CBAKO X, pa3maka (a,b).

Ha ocHoBy ropwer no6usa ce Weierstrass-oB cTaB, KOju
je OH M3HEO y CBOjuM NpeXaBawb¥Ma, U KOjH I'jacu: _

Axo je diyuxyuja f(x) Helpexudna y pasmaxy (a, b)
oHa p Mome paszmaxy ,00ciuxce” cBojy Ooky U LOPHY tparuyy.

To sHayu ga y pasmaky (@, b) NOCTOjU Hajmame jemHO
X' W jelHO Xx" TakBO Ja je

f(x)y=g u f(x")=aG.

[lpema mperxonHom craBy, NOHa rpaHdua g M ropwa
rpaniua G mopajy nocrojatu, a npema npsom craBy u3 (ii),
aKo ra NMpUMEHMMO, PeLUMO Ha IOy TpaHuuy g, mopa NOCTO-
jaTu TakBO jemHo x' pasmaka (e, b) na Oyne

f(x)<g+8 Kag je x'-e x< X'+s,
M TO 3a cBako 8>0 u mwemy oxrosapajyhie e=g(8). Me-
byTum, M3 npernocraBke na je ¢pyHkuuja f(x) HenpekuaHa y
Taykd X' cnegu ja je :
[f(x)-f(x)|]<8 3a cBako x'—e& < x<x'+¢&'
¥ ceako 8 >0 u mwemy onarosapajyhe &' =¢'(8).
U3 oBe mBe HejenHayuHe ciegu ga mMopa GHUTH
f(x’) =4,
a MCTO TaKo ce JoKasyje U TBphewe 3a ropwy rpaHuuy.

(iv) Kap dyukuuja f£(x) JHDOCTHXe CBOjy LOibY, OLHOCHO

ropwy rpaHuuy, Kao LITO je TO, ipema NPeTXOLHOM, YBEK Clyyaj

KOI HempekuiHuX (pyHKUH]a, OBe BpeIHOCTH Taja HasHBaMO
MUHUMYM U MAKCUMY# W OOenexaBaMo ux ca Min u Max.
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Vkonuko Hema motpefe Ja HapOUYNTO Pa3JuKyjemo, peuumo,
MaKCUMyM O]l TOpH:€ TpaHulie, Tj. yKOIMKO TO -He OM [0Beso J0
HecyrjacHocTd, ynorpebuhemo ossake Min u Max kako 3a
CTBapaH MUHUMYM, OJHOCHO MaKCHMYM, TaKO U 3a JOBbY, OLHOCHO
TOpIY rpaHuuy 4 crasbaheMmo, ykpaTko, Aa je

g= Min {f(x)}, omnocio G= Max (f(x)}.
as<x<b a<x<b
V xomko je moTpeSHO Ja cCe pasnuKyje MUHUMYM MIM Mak-
CHMYM OJ TOplhe WM [OHe rpaHuue ynoTpe6ibaBa Ce BHaK

Bd (8.2, (i))]).

17. (i) Heka je ¢ynxuuja f(x) orpanuuesa y pa3maky (e, b)
4 Heka je pasmak (x-—h,x+h), >0, wueo canpxaH y pa3maky
(@, b). OsHaunmo ca g(x, h) mowy rpanuuy, a ca U(x, h)
ropiby rpanuuy dydkuuje f(x) y pasmaky (x-h x+h), T
crasumo [16, (iv)]
x,l)=  Min f(f)}, omuocHo G(x, h)= Max ({f(f)}.
206 h) x—h<t<x+{h( ) 8 ( )x—hétsx-l—gz @)
gj,s Came -0Be Je(unuiuje Bugumo ga g(x,k) He omapa,
a G(x,h) He pacte Kag h omama. [Ipema ToMme, Kajx A-0
OBY u3pa3u Texe ofpeheHuv rpaHMyHUM BpegHOCTHMA £ (X),
ojHocHo G (x), T1j.
g(x,h)»g(x), omuocHo G(x,h)»>G(x) xam h-0.

Kako je 3a cBako x pasmaka (e,b) u cBako h>0,
g(x, <f(x), a Gx, H=>1(x),
TO je
g0)<f(x)<<G(x) 3a cBako a< x<_b.
Bpemnoctu g(x), OILHOCHO G (x), xoje cy onpebede sa
CBakO X pasmaka (g, b), cy momba, OIHOCHO roptba BpPEIHOCT
¢yuxunje f(x) ,y Taukm x".
Ha npumep, nexa je ¢ynkuuja f(r) npeduHucaHa y pas-
maky (0,1) oBaxo
£(x)= { 1/¢ xap je x payuoHanHo o6JMKa p/q
0 3a cBako ocrano x; '
Taja je

g(r/9)=0, a G(p/g)=1/g,
JoK je 3a gBe ocTalne BpeJHOCTU X

g2(x)=Ga(x)=0.



248 ‘ - Opmw. D.

(ii: Pasmuky : :
W(x’ h) = G(x’ h) —g(x; h)

HasuWBamo ocyusayuja pyuxuuje f(x) y pasmary (x —'h,x;}-h) >
IOK ce pa3iuka _
w(x)=G(x)-g(x)

30Be ocyusayuja pyHxkuuje f(x) y Mawxn x. Ocuunayuja y
Tayky je MM MNO3UTHUBHA, MIM jedHAKa HyJH, a MOXe OUT#
jexHaka Hymd, Tj. w(x)=0,. camo Kaf je (pyHKuMja HempeKuiHa
y Tauku x. Tako je, Ha npumep, 3a ¢yukuujy f(x), HaBe-
IeHy y npumepy nperxoiHe Tayke (i),

w (p/’q) = l/q’
IOK je 3a CBaKO. MPaUUOHANHO X
w(x)=0.

[lpema TOMa je OBa (pyHKUMja NpeKUIHA 3a CBaKO PallUOHAJHO,
a HenpekuiHa 3a CBAKO HpPAUHOHANHO X.

(iif) [Ja 6u ce morao oxapakTepucaTH MNOHaWamwe QYyHKUH]je
f(x) camo neBo, WM CaMO JeCHO OJi Tayke X, NOTpeGHO je
Ia ce mopej HeHe Howe BPeJHOCTH g(X), HIM ropie Bpe-
HocTd (@ (x), MM ocuunaudje w(x) y Tauku X yBele JeBa,
OIIHOCHO JieCHa JOa BpPeIHOCT, g (x) U g*(x), um nesa,
OIHOCHO JieCHa ropwa BpegHocT G—(x) u G*(x), uiu nesa,
OJHOCHO gecHa ocuunauuja w—(x) u w*(x). Tako je
Min _ {f()},

< x

g7(x)=lim g7(x, #) = lim

G—(x)=lim G—(x,h)=lim- Max {f(?)},
) k=0 (s 2) h=0 x—h<t<x{ @)
w—(x)= G—(x) - g—(x).

CmuyHo ce neduHUILY M JecHe BpPeIHOCTH aKO ce (PYHK-
uuja f(x), mecrto y pasmaky (x-h,x-0) mnocmarpa y pas-
(x+0,x+h), A>0. ' '

Y osom cayuyajy je mowa BpegHOCT g(x) jemHaka Haj-
mamem oJ 6pojeBa

g(x) f(x) n g*(x,
a ropwa BpegHocT G(x) je jenHaxa Hajpehem om GpojeBa

ag(x, f(x) n G*(x)
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Nlesa u mecHa ocuunauuja cy ysek >0. Ha 6u yHk-
mja f(x) Ouna HempekuZHa ca Jese CTpaHe y Tauyku X=c,
noTpe6HO je ¥ NOBOBHO Ja w—(c) Oynme jeLHaKo Hyly, Tj. ja

f(x)3f(c-0) kam x-c-0, unpaje f(c-0)=r(c);

MCTO TaKo je pyHkuuja f(x) HempekugHa ca JecHe CTpaHe y
Tauku ¢, ako je wt(c)=0, Tj. ako

f(x)»f(c+0) xag x-c+0, nakoije f(c+0)=7F(c).

dyukumja f(X) je HempekMuHa y TauKM ¢ aKoO je OHa
HenpekugHa ca o6Ge CTpaHe, Tj. ako je

F(c~0) = f(c+0) = £(¢),
OIHOCHO aKo je
w(c)=0.

" Osnaka f(c+0) moruye on Dirichlet-a {3}.

18. (i) Axo je ocuunaumuja Ppyuxuymuje f(x) y Taukdi Xx=cC pas-
MyuTa OJ, Hyne, Tj. ako je w(c) >0, Kaxemo Ja je TayKa
X=c OucKonGunynflel um Mayka Gpexuda QyHxuuje fF(x). —
Pasnukyjemo nBe BpcTe MUCKOHTHHYHTeTa.

(i) Tauka x=c je DMCKOHTUHYUTET WJIM TaukKa npekuja
iipse Bpciie, ako je (QyHkuuja f(x) HenpekugHa W Ca Jiese u
ca JleCHe CTpaHe Tauke ¢, Tj. aKO MOCTOje rpaHW4yHe BPEJHO-
ctu f(c-0) u f(c+0), anmu Tako Ha je OpU TOME HIH

f(c-0)=+=1f(c+0),
87
f(c-0)=7Ff(c+0)+1(c).

YV oBom npyrom cayuyajy, Kaj OpOMEHUMO BPeJHOCT (PyHK-
uuje f(x¥) y TauykM c, M 3aMEHUMO je ca 3aje[lHHYKOM JIeBOM
W JleCHOM rDaHWYHOM BpelHOWHY, MOXEMO YYHHUTH Ja (YyHK-
IiMja NOCTaHe HelpeKUIHA Y TOj TAYKH.

V npsom ciyuajy, mebyTum, Ma Kako onpemunu (DyHKuujy
f(x) y Tauku ¢, Tj BpemHOCT f(c), OBa Tayka OCTaje yBeK
npekugna. O6uyHo ce yauma ma. ce f(c) Hamasu usmeby
f(c-0) u f(c+0), a Hajuewhe pa je

£(c) = -;- (f(c-0) + f(c+0)}.
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AKo je, mebyTum,
. f(e)=1~f(c-0),
(ynkuuja f(x) je y Taukn ¢ HenpeKUgHa ca JieBe CTpaHe,
a ako je
f(c)=1f(c+0),
OHa je HempeKuAHa Ca JeCHe CTpaHe.
Y cBum oBum ciyyajeBuma je

w(c)=|f(c+0) - f(c-0y],
U 30Be ce CKOK QyHkuuje F(x) y Tauku c.

. (iil) Tayka x=c je DUCKOHTUHyUTET Opyre Bpcilie PyHK-
uuje f(x), ako je GMiO HbeHa JieBa OCUMIALMja, OUIO HbeHA
JecHa OCLUMNalMja Y Tauku ¢ pasndyyra OJ HyJse, Tj. aKo je

6uno wt(c) >0, 6uro w—(c)>0.

V Tom cayyajy He mocToju rpaHuyHa BpeZHOCT (yHKuuje f(x),
Kan x Texu GUJIO ca JieBe, 6MJIO Ca jecHe CTpaHe Bpe,uﬂocm
¢, Beh Tama f(x) ocuuavpa usmeby

g () u G (c), omnocHo gt(c) u G*(c).

- Tako je, Ha npumep, tayka x =0 Tayka Npekuia Mpse
BpcTe (PyHKUMH]e

jep rpaHuyne BpegHocty f(—-0)=-1 u f(+0)=+1 mnocroje.
MebyTum, Tayka x=0 je IUCKOHTHHYUTET Apyre BpCTe
¢yHKuHje
.1
g(x) = [x] sin —,
Jep je
g (0)=-1, a G-(0)=+1,

_IOK je
g*(=ar(0)=0.

(iv) Ckyn Tayaka JMCKOHTHHyHWTETa NpBe BpPCTe jelHe Yy
pasmaky (a,b) nedunucaHe dyHKuuje, MOXe OMHTH HajBulle
npe6pojus. MebyTHm, CKyll Tayaka JIMCKOHTUHYHTETA Jpyre BpCTe
Moxe O6uTH W HempeGpojus. Ha npumep, cBe Tayke pa3maka
{0, 1) cy OMCKOHTHHYHTeTH Apyre BpcTe (hyHKUUje Koja je jenHaka
jennHWLYW 3a CBe palMOHaNHe BPeIHOCTH pasmaka 0,1), a Hy U
3a CBe HpauMOHalHe BPeIHOCTH TOra pasmaka.
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19. () [lokas ersucteHuuje, kako Riemann-oBa [20] Tako u
Stieltjes-oBa uHTerpana Hempexkuane Qymnkuuje NOYMBA HA OCO-
OHMHU HeNMPEeKUIHOCTH, KOjy YeCTO uspaxaBamo TaKo LITO Kaxemo
Ha je HempekunHa QyHKuWja yHugoOpmMHo wenpexugnay 3aTBO-
peHoMm pasmaky. OBa 0COGHHA, NpeLU3Ho ¢opmynicata, r1acH:
Heka je gyhryuja f(x) neBpexudna y pasmaxy (a, b)
U Hexa je 8 Oaf, Zpou3sosno maau Opoj. Ysex mosicemo Haku
@axag Opoj n=n(8) Oa, ma Karo pasdeausu pazmax (a,b)
Y Konauan Opoj iodpasmaxa Oyxcune marwe 00 1, ocyusayuja
diyuryuje f(x) y csarxom 00 osux Bodpasmara He Gyde seka 0d 8.
OBo 3Hayu pa je

|F(x) = F(x")| <D
3a cBako Xx' ¥ x"” pasmaka (¢, b) 3a Koje je
[x - %" <0 (8).
BaxHocT oBora crasa ysugeo je jowr Dirichlet {3}, u axo
ce OH oOuuHo mpumucyje Heine-y {1}, anu, npema jenxoj usjasu

Cantora, usrnena pa je Cantor oBaj cTaB, 3ajelHO ca JLOKa3OM,
ycmeno caonuituo Heine-y.

(if) Joka3 oBora cTaBa MOxe ce Hu3BecTH U3 Borel-osa
{1, cTp. 43; 2, cTp. 42} cTaBa KOju Ce OJHOCH Ha NpeKkpuBatbe
pasmaka KOHayHMM O6pojem mnojapasmaxa (Uberdeckungssatz), a
KOju je o HapouuTe BaXHOCTH Yy Teopuju ckynmosa. OBaj cTaB
ce yecto HasuBa Heine-Borel-os cTaB 360r CIMYHOCTH Herosa
IoKka3a ca JoKa3om rope HasemeHor Dirichlet-Heine-oBa crasa.

Borel-oB cTaB. Hexa je pasmax (a, b) @Gpexpusen
cKyliom pasmaxa [ roju uma ose ocobure: 1° Cpaxa iaixa
pasmara (a, b), ocum Mayaxa a u b, Hasasu ce p yHYLpaubOCTL
(j. He Ha Kpajesuma) najmawe jfednor pasmaxa J. 2° Tauxa a
je neBa, a Mayka b Oecna Kpajiwae MayKa HajMarbe jeOHOL PA3MAKG
J. Tada hocimioju korayan Opoj pasmaxa | Koju Opexpusajy
yeo pasmar (a, b). . '

AKoO npeTHoCTaBUMO J1a ce pa3maKk (a, b) He MOXe NMPEKPUTH
KOHayHum Opojem pa3maka J, ¥ pa3mak (a, b) npenososumo, Taxa
ce Gap jenHa oj oBuX mNonoBHHa (aKo He oGe) He Gu morja
npekpuTH KoHayHH Opojem pasmaka J. Youumo Ty MNOJIOBUHY
pa3maka (@, b), uiM Ma KOjy OJ OBHUX INOJOBHHA, aKO ce 06e He
MOT'Y NPEKPUTH KOoHauHWM GPOjeM pasmaka J, M MPOLYXHMMO OBaj
nocrynak. OBuM DOGHBAaMO HU3 pa3maKa OJ, KOJuX LyXuHa n-Tor
usHocu (b - a);2", KOju Cy, 3a LOBOJbHO BeNWKO n, npema Bol-
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zano- Weierstrass-oBy CTaBy, CBM CaJip)XaHH Y HBBECHOM pasMaKy
(§—e, E+¢), (wm (a, a+¢) ako je E=a, DOHOCHO (b-&, b) ako
je £=0), a HujedaH On OBUX pa3Mmaka He GU Ce MOrao NpeKpUTH
KOHayHHM 6pojem pasmaka /. OBO ce MPOTHBHM NPETNOCTaBL#
CTaBa (M TO npernocTaBuu 1° ako ce § Hanasu yHyTpallbOCTH
pasmaka (a, b), a npermoctasuud 2° ako je unu E=a, i §=10),
jep € moxemo u3abpaTH TaKO Majno, Tj. n TaKO BeNHKO, Ia
pasmak (E-¢,§+¢€) (ONHOCHO jemaH OJi padmaka (a, @-+€), HIH
(b-+¢, b)) ueo magHe y jemaH OX OHMX, TIpemMa NpeTHIOCTaBiH
nocrojekux, pa3maka J koju campxu Tauky E. [ipema TOMe,
noyeB OJ TAaKBOT ;-a, CBM pa3mauu fOOKBeHH [eo60M MOry ce
NpEeKpUTH jedHUM jeJHHHM pasmakoMm ckyna J.

(iif) Jokas yHudopmHe HeNnpeKHIHOCTH HempekuiHe (PYHK-
uuje f(x) y saTBopeHOM pa3maky (@, b) je HenocpenHa nociexuua
Heine-Borel-oBa cTaBa. AKkO yoyumo CBe pa3make J pa3maka
(a, b), y kojuma je ocuunauuja yHxuuje f(x) matba ox 6/2,
Tajla OBM pa3malid 3aJ0BOJbaBajy npernocraBke Heine-Borel-osa
CTaBa, pema TOMe MX HMa KOHayaH O6poj, ca Kojuma MOXemo
TpeKpuTH neo pasmak (e, b). Ako ca J' 03Hauumo OBaj KOHayaH
6poj pasmaka, a ca n LyXHHy Hajmaiber Of HMX, U Lie0 pasmaK
(e, b) npekpujemo pasmauuma LyXuHE 1, Tafla Ma KOjU O OBMX
pasmakKa He MOXe calupxaTd oGe Kpajibe Tayke Ma KOr of pas-
Maka J', Tako JHa ocuuwianuja ¢yHkuuje f(x) y cpaxom of

8
pa3maka JyXuHe n He MoXe O6uTH Beha of, 2~2— =6,

(iv) Hasus ,yuupopman“ Koju ce 360r u3BecHe aHalOruje
ca ,yHu(OPMHOM KOHBepreHuujom rpaHuyHux npoueca“ [23]
ynortpe6ipaBa KoJ, HeNPEKUIHOCTH, @ YeCTO H KOJ OTPaHWYEHOCTH
dyHKuMje HNM theHe Bapujauuje, NOHeKle je HeonpasiaH, yKO-
JMKO Ce OH ONHOCM Ha 3arTBOopeHe pasmake. Yumenuua na je
¢yukunja ,yHudopmHO HempeKHIHA“ u3paxasa, YCTBapH, Camo
jemHy oco6uHy HempekuIHHX (PyHKUMja Yy 3aTBOPEHOM pa3makxy,
dopmyaucany crasom Tauke (i), moK 64 ,yHudopmHa orpanu-
yeHoCT“ ¢pyHxuuje f(x) UM meHe BapHjauuje y pasmaky (e, b),
3Hayuaa Jila NOCTOju KoHayaH 6poj M, Koju He 3aBHUCH Of
X, TakaB ja je ' '
[ f(x)| <M, omHocHo W S{f}<M ¢}
3a cBako a< x<b. Kao wro BuauMO YyHH(OpMHA OrpaHH-

YeHOCT je, yCTBapH, HCTOBeTHa Ca YuIbEHHUOM JHa je (pyHKUH]a,
OIHOCHO HeHa BapMjalidja OrpaHHyeHa y pasmaky (a, b). '
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MebyTum, pey yuupopman ce moxe, NOHEKIe, ynotTpeGuTy
KaJla Ce pajii O OTBOpeHUM pasmauuma, jep (8. [15, (iii']) dpynk-
1iMja, WIU HbeHa Bapujanuja, MOory GUTH OrpaHHYeHe y OTBOpeHOM
pasmaky, peuimo (@, b—0), a ga npu TOMe He MOCTOjH KOHayaH
6poj M TakaB fAa HejefHauuHe (1) Gyay 3al0BOJbEHE 8a CBaKO
a<x<b.

Ucrto Tako, dyHKuuja

1
f(x)-:sm—x—

je HenpekuigHa y OTBOpeHOM pa3maky (+40,1), amu oOHa Huje
»YHU(POPMHO“ HenpeKkuIHa y TOMe DPa3sMaKy, jep, Ma Kako MajH
610 6poj 1, YyBeK MOCTOje NOBOJBHO Male BpegHoCTH x’' u X"
‘TaKkBe jAa 6yne

|2 -x"|<n u |[f(x)-f(x")|=2.
Axo je dynxuuja f(x) umu weHa BapujauHuja yHH(POPMHO

‘OrTpaHMYyeHa y OTBOpeHOM pasmaky (¢, b—0), Tama cy rpa-
‘HHYHE BPEILHOCTH :

lim Max (If(5]} w lim W{)

x=ba<i<x

'KOHayHe, OHe MOCTOje, jep MOCMaTpaH¥ U3pasu He OMajmajy Kag,
X pacre, uita Buwe, u8 W {f}=0(1) craeau ersucreHunja
. TpaHuyHe BpegHoctd lim f(x). ~

x=b

[Ipema Tome, kam BpenHocT ¢yHKuuje f(x) y Tauku x=>b
110 BOJbU ONpPENUMO, Tako AO00uBeHA (PyHKIUja, ONHOCHO HbeHa
BapHjauMja OCTajy orpaHuyeHe U y 3aTBOpeHOM pasmaky (a, b).

Cinyno, ako je (QyHkuuja f(x) yHH(DOPMHO HenpekumHA
'y orBopeHom pasmaky (e, b-0), Tj. ako je 3a MpPOU3BOJBHO
mano 8

[f(x7) - f(x")[ <8,
# TO 8a cBako x'<b u x"<b, ako je camo
|x" - x"| < n(8),
3Hayu Ja rpaHuyHa BpeLHOCT
A =lim f(x)
x=b

qocToju. [Ipema Tome, ako BpenHOCT (pyHKuuje f(x) y Tauku b -

ONpenUMo Taxko jga Gyne
' f(b) =4,
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Taja je 0BaKko JoOWBeHa YyHKUMja HeNpeKHIHA y 8aTBOPEHOM
pasmaky (a, b), um, ako Xohemo, yHUOPMHO HenpekuaHa Yy
TOME pasMaKy. »

3Hayu, Aa nojam yHU(OpPMHE OrpaHHYEHOCTH WM Hempe-
KHIHOCTH MMa JOHEKJIe CMMCJa YBOIHTH CamoO Kaj ce pajiu O
OTBOPEHHM pasmauuma,  TO Kai ¢yHkuuja F(X) Huje unm He
moxe OWTH JeduHMCAHA Yy KpajibUM Taykama TOra pasmaka.

20, (i) dedunuuuja onpeheror uHTerpana ¢ynkuuje f(x) nedpu-
HuCaHe y pa3maky (a, b) kojy je mao Riemann {1, ctp. 239—
244}, no camoj CBOjOj CTPYKTYpU HMIJIMLMPA MNpeTIOCTaBKY La
¢yHkuuja f(x) Oyme orpaHuyeHa y nocmMaTpaHOM pasmaky,
¥ Flacu: ,

Heka je {P} npousBoJbHa mopena pasmaka (a,b),

Pl a=0<<%<....<Xp0y<Xs=0,
8(P)= Max (x,-x.4),

I<v<n
¥ HeKa cy
t,, v=1L2,....m,

Npou3BO/bHe TayKe CBAaKOr of Nnogpasmaka (X, X,), Ti.

X <6, <<x,, v=1,2,....n.
CraBumo :
g = Min (f®) n G, - Max (f(2)},
xv—lgtng xv—l<t<xv

i o3Hauumo ca S{P}, OIHOCHO S{P)}, Oomu, OIHOCHO t0pHu
36up ¢QyHkupje f(x) y omuocy Ha mopeny {P}, Tj.

n n
§{P}= ng(xv-xv—i) H 3{P}= ZGV(xv—xy—l)s
v=1 ’ v=l
a ca W{P} cpedmwy ocyusayujy ¢yHxuuje f(x) y pasmaxy
(2, 6), Ti.

W{P} = > (G,-8)(* - *_1) =S(P}-S(P}. (2

y=1
Heka je, Haj3an,

StP, ) = 2 F(t,) (5~ %),

v=1
TaKko ja je _ :
S{P}<CS(P, 8} <K S{P). @)
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3a Qyukuujy f(x) kaxemo na je R-usilietpabuana y pas-
maxky (a,b), Tj. uniierpabusna y cmucay Riemann-a, ako S{P,t}
TeXH KOHayHO] U oapeleHO] I'paHnyHOj BpeHOCTH Kax S{P} -0,
M TO Ma Kakas 6MO Hu3 mogmena {P} u u36GOp Tavaka ¢,.
OBa rpaHuyHa BpeIHOCT, KOja He 3aBUCH HM Of mogjena {P}
H4 on u36opa Tayaka .f,, o6enexasa ce ca ’

[ £y dx =1tim s(P, 1

u 30se ce ompehenu Riemann-oB unrerpan ynkuuje f(x) y
pasmaky (g, b).

(if) Darboux {1, ctp. 19} je nokasao:

Kad najsetin 00 Bodpasmarxa &{P}->0, @ada u domu
36up S{P} u wopwu 36up S{P} @exce csaxu csojoj ysex
ucioj wpanuynoj speduociiu ma Kaxge Ouae Bodeae {P}.

OBe rpaHuyHe BpeJHOCTH B30BYy Ce IO U ropwu Dar-
boux-oB uHTerpan u oGenexasajy ce ca

-p

b .
[far=timsip) u [ f(9dx=1imS(P).

Darboux-08 cTaB je jenaH Om peTKMX CTaBOBa KOju ceM
OrpaHHYEHOCTH HMIITA He MPeTNOCTaB/ba O MOHAWaky (YHK-
uuje f(x) y pasmaky (a, b), Tj. Koju BaxXu 3a NPOU3BOJbHE
orpaHuyeHe (QyHkuuje. Hberop moka3 MOXeMO JaKO JOOMTH aKo
npumeTumo ga Cy nusosd S{P,} u S(P,}, moGusenn oape-
benum Husom mogena {P,}, yBek ,CKOpO MOHOTOHM® (B.[s, (ii) ])
ako 6{P,}-0.

[la OGucmo 0BO yBuAend youumo onapehbeH HuU3 nojena
{P,}, v=1,2,3,...., TakaB ma O{P,}-0, u Heka cy ' {P,}
u {P,}, n<m, HBe nojeire TOra HM3a 3a KOje MOXKeMO,
s6or maklue nperjefHOCTH, NPeTHOCTAaBUTH Aa je S6{P,} mame
ol Hajmamber mojpa3maka nogene {P,}, TaKo Aa ce Hajpulue
jenHa Tauka nojene {P,} MOXe HaJasUTH y jeSHOM NOI-
pa3maky nojene {P,}. , :

Kaxo ce momwa rpandua noBehaBa KaX Ce pasMmak CMa-
wyje Tj.

Min (FO)< Min (f(1) xaxje x<x'<y'<J

SISy X<ty
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TO Kax y 36upy S{P,} 8ameHUMO CBe OHe HEroBe YiaHOBe,
Yuju Mojpasmaud cajpxe Tayke nomene {P,}, ca

G8{Pn)}, rae je G= Max {f(x)},
a<<x<b

"TO OBaKO HOOKWBeHM 30UP He MOXe OuTH Mmambu of S{P,}.
Kaxko oBakBux ujaHoBa y mojeaud {P,} uma Hajpume (z-—1),
‘TO je yTOJMKO Npe H '

S{Pr}S{Pr}+(n-1)G8{P,}. (4)

Kag y oBOj HejeIHaynHd HyCTUMO Ja m-oo, BaipXa-
‘Bajyku n crando, no6uBamo Ja je

S(P.}< lim inf S(P,).

OTtyna cnenu ja camo KOHayaH 6poj unaHoBa Husa S{P,}
.MOXe TIPeTXOJUTH Ma Kome unany S{P,} Tora Hu3a (yKOJMKO
CBU YNaHOBH HuCy MmehycoOHO jemmaku), Tj. Ha je oBaj Hu3
.»CKOPO MOHOTOH®, a KakO je OH OrpaHuYeH, TO OH MOpa KOH-
BepruparH. :

Wctum pacybuBatbem moOMBaMO XA je OBa rpaHMYHa Bpejl-
"HOCT He3aBHCHa Of Hu3a noiena {P,}, jep ako youumo naBa
‘HU3a nogena {P,} u {P,} Tama, u3 HejegHauuHe Koja je
.aHaNOrHa HejemHayuHu (4) noGuBamo 1a je

S{P,}< lim S{P,} 8a cBako n=1,2,...,

.24 UCTO Tako M Ja je
S{P,/}< lim S{P,} 3a cBako n=1,2,.....
=00

[lpema TOMe Mopa GuTH
lim S{P,}= lim S{P.).
V= y=m

- AHanorHo ce pob6uBa Joxa3 Darboux-oBa craBa u 3a
“TOpHbU 36Mp.

(iii) U3 Darboux-osa cTtaBa D06uBamo HeNOCPENHO yCIOB
.3a eraucreHudjy Riemann-oBa uuterpana. Kako Tauke £, mo-
Xemo Oupath Tako Aa ce S{P,f} nNpoHW3BOJbHO MANO pasju-
‘Kyje 6uno om pomwer 36upa S{P}, 6uno oj ropwer 36upa
.S{P}, u Kako rpanuyHa spensoct 36upa S{P, ) (kanm §{P}-0)
'He CMe Ja 3aBWCH Of M3Gopa TavaKka £,, TO je, mpema (3), 3a
er3UCTEHIH]y rpaHMyYHe BPENHOCTH OBOT 306Hpa MOTPeGHO M
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JIIOBOJBHO 1A JOWHU U TOpHH 36Mp TeXe UCTOj MPaHHYHOj Bpe.-
Hoctu. OTyZa, npema (2), no6uBamo Riemann-oB YCIOB HHTe-
rpaGUIHOCTH, KOjH rjacu:

Hla 6u y pasmaxy (a,b) owpanuvena g@yuxyuja f (x)
Ousaa R-uniieipabuana, GoiipeOHo fe u doBo.sHO Oa HeHa cpedra
ocyusayuja W {P} y iome pasmaxy illexcu Hyau 3a jeOHy
odpefeny @iodeay (P} pasmaxa (a, b), 3a xojy 8{P}-0.

Ha ocHoBy oco6une Hempekunuux ¢pyHkuuja, na cy OHe
yHuOpMHO HemlpeKugHe y 3aTBOpeHOM pasmaky (B. [19, (i)]), u3
OBOT YCII0BA HENOCPEeNHO BHIHMO:

Ceaxa y 3ailiBopeHOM pa3MaKy HelpexuOna ¢yrryuja je
R-unleipabuana y ome pazmaxy.

Axo dyukuuja f(x) uma Tayaka IUCKOHTHHYyHWTeTa, Tajaa
je (ocum Kan ux uma KoHayaH GpOj) ropmu eKCHIMUMTHU OGJMK
ycioBa R-UHTerpaGMIHOCTH O Maimer 3Hayaja, a BaXHWjH Cy
OHH YCJOBH KOjM Ce OJHOCe HA CTPYKTYPy MHOXHHE HeHHX
Tayaka JMCKOHTHHyHTeTa.

lpse ycnose oBe BpCTe, oniuTer 06auKa, fao je Du Bois-
Reymond {2} ysohewem nojma undieipabuane ipyie. [lo Du
Bois-Reymond-y uHTerpaGuiHa rpyna je TakBa MHOXHHA TayaKa
pa3maka (@, b), Koja ce MOXe YKIbYUUTH Y KOHayaH Opoj
noapasmaka pasmaka (g, b), Tako Ha Ce UeJOKyNnHa JyXHHa
OBHX MOJpasmMaKka MOXe YYUHMUTH ANPOU3BOBHO MAJIOM.

Kako ce cpeawa ocuunauuja (2), 'rj. 36up -

W (P)~ Z Wy (%~ %o},
ves1l
rae je w,=G,-g, ocuunauyja ¢yakuuje f(x) y pasmaky
{x,—1,X,), MOXe YKby4uTH usmeby rpanuua
eZ'(x,— %, ) < WP} G (%, - x,,) +&(b-a),

roe X B8Hayu Ha Taj 36up TpeGa y3eTH CamO NpPEKO OHUX
pasmaka (x,_,,%,) Yy KOjuma je ocuunauuja dynkuuje £(x)
Beha of yHanpen fartor npou3Bo/bHO Manor Gpoja €>0, a
G ropwa rpanuua ¢yHkuuje f(x) y pasmaky- (e, b), TO U3
OBe IBOCTPYKe HejeqHauuHe Clelu:

Ha 64 ¢ynkuuja f(x) OGuna R-unterpaGuana norpeGHO
je ¥ MOBOMBHO Ja 36up

z (%y—%,_,)>0 Kan 6{P,}—»0 Ma KaKo mMajio Gmlo e>0. (4)
w<e '

Teopuja ® npaxca Stleltjes-0sa mwrerpana 17
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Tako ¢opmynucan ycnos R-uurerpabunnocru Du Bois-
Reymond je mpexko cBor nojma uHTerpaGuiHe rpyne W3pasuo
OBaKoO:

Ha 6u y pasmaxy (a, b) owpanuvena @yuryuja f(x)
6usa R-uniietpabuana, GoilipebHo je 1 00BobHO Oa 3@ CBAKO
8>0, wmHodcura oHux Mayaxa OuckoHuHnyuleila, y KOjUMQ
je ocyuaayuia Beka 00 8, cawuwasa uniBeipabuany 1pyiy.

MebyTum, Tex je Lebesgue {1, ctp, 23—30; 3}, nornyHo
MCTaKao CTPYKTYPY MHOXWHe TayaKa NUCKOHTHHyMTeTa R-uHTe-
rpabunie (QyHkuMje, yBohewem NOjMa MHOXICUHe Hyaille Mepe,
nofpasymeBajyh MOD MHOXMHOM HYJITe Mepe TaKBYy MHOXHHY
Tayaka pa3maka (@, b) Koja ce MOXe YKbYYUTH Yy KOHaYHO
WM Npe6pOjHBO MHOTO MOApa3MaKa, Ydjy TOTajHy Hy-
XHUHY MOXEMO YYUHHTH TMpOU3BOBHO MmanoMm. Tek ce OBUM
NOjMOM HYITe Mepe Moxe jacHo opmyaucaTi ycios R-unrte-
rpabunHocTty, Koju je Lebesgue uspasno oBako:

Ha 6u y pasmarxy (a,b) opanusena ¢Pynxyuja Ouaa
R-uniieipabusna, Godipe6Ho je 1 00BOHHO 0Q MHONCUHA THAYaKe
renux Ouckoriiunyuiiedia 6y0e Hyailie Mepe.

Tako je, Ha mpumep, ¢yuxuuja HasefeHa y [17, (ii)]
R-uHTerpabunna jep uma npeGpOjUBO MHOr0 Tayaka IMCKOH-
THHyWTeTa (CBe palMOHalHe BPeAHOCTH OX X), HOK (yHKUHja
Koja je jemHaKa jefMHMUM 3a X paLLMOHANHO, a HYJM 3a X
' WpauuoHanHo, Huje R-uuTerpaGunHa, jep je OHa mnpekugHa 3a
CBe BpPeIHOCTH OL X, Tj. MMa HenpeGPOjUBO MHOro Tayaka
IUCKOHTHHYUTETA.

(iv) HaBenumo oBpne jemad cTas O Riemann-oBy uHTerpaiy
Koju, mopen, Tora wTo he Ham OuTH MoTpebGaH 3a moka3 Arzela-
OBa CTaBa KOj4 Ce OIHOCH HAa MHHTerpucame pefoBa 4naH Mo
ynaH [24, (iv—v)], ¥Uma U YTOJMKO 3HAYaj IITO HA HHEroBOj
OCHOBHOj wuieju, yCTBapH, NO4Y4Ba KOHCTPyKuHWja Lebesgue-oma
unterpana. EBo y yemy ce oBaj craB cacrToju: ’

Heka je ¢ynxuuja f(x)- nedunucaHa u R-unTerpaGuina
"y pasmaky (@, b), u Heka Ccy- g u U IbeHa HOla W Tropma
rpaHdua y Tome pasmaky, AKO yoyumo ma Koju 6poj ¢ Koju
ce Hanasu usmeby g W G, Tj. TakaB na je '

g<i<q,

Taga ¢QyHkuujn f(x) moxemo acouuparn ynkunjy o(Z x)
TaKo Ia OHa Oygne jemwaka O wid 1, mpema Tome Ja Ju je
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f(x)y<uma>t, T

0 3a ceako x 3a Koje je f(x)<t,
? X)={ N
, ‘L1 8a cBako x 3a koje je f(x)>1¢,

npu vemy je a<{x<Chb u g<t<<G. _
: JacHo je nma ¢ (f, x), nocmarpaHa kao ¢QyHKuuja of f,
He pacTe Kai, f{ paCTe o ¢ pmo @, Tj naje

Pt ¥) =0 (t, %) 82 £,<Ch M a<<x<{h,

M Jla MMa CaMO jellaH CKOK AyXuHe 1 W To Kapm je ¢=1£(x).

MebyTtum, (¢ x) nocmarpaHa kao ¢yHkuuja O x MOXe
6UTH BeOMa pa3HOIMKe MNPUPONE; OHA, LUTABMUlE, 3a H3BECHE
BPEIHOCTH O, ¢ He MOpa OUTH HU R-unTerpabuiHa, Kao LITO
BHIUMO U3 OBOr Ipumepa. .

Heka je c¢,, KOHBepreHTaH HM3 4YMj# Cy CBH YJIAHOBH
MamH O] Hherose rpaHuyHe BPeJHOCTH ¢, W O3HAYUMO Ca @,
npou3BoJbHO ypehen HU3 pauroHasHUX GpojeBa, peLlUMO, pasmMaKa
(0, 1). Ako Tama youumo ¢ynkuujy f(x) neduHHCaHy y pas-
maky (0, 1), Tako ma je

f(x)={ oo je x=a,, v=1,2,3,...,
¢ 8a ocraie BPeIHOCTH O X,

BUIMMO Jla je oBa (hyHKuMja R-uHTerpabuniHa, jep uma camo
npeGpojUBO MHOrO Tayaka IUCKOHTHHyuTeTa. MebyTum, ¢QyHK-
uvja ¢ (¢, x) Koja joj oaroBapa HHje R-uHTerpaGuiHa Kan je
t=c (1ro je ¢yHxuuja koja je =0 3a CBaKO pauHOHAJHO,
a =1 3a CBaKO WpalHOHANTHO X), JOK 3a OCTajle BPeLHOCTH
on ¢t ¢yHkuuja ¢(f, x) MOXe HMATH camMO KoOHayaH Opoj
TayaKa AUCKOHTHHyHUTeTa.

OBaj npumep Huje TEUIKO TaKO YOMWTHTH Ja ce pgobuje
NpOM3BOJbHO MHOI'O TaKBMX H3y3eTHWX BpeiHOCTH of t. [o-
BOJBHO je 3aTO yOYHTH TIPOU3BOJbHY CTemeHacTy (yHKuujy (B.
Tayky A. 1.4), ¥ Ha CBaKoOj of HeHuX nuaTdopmu o6pa3oBaTH
¢yHxumnjy rope omucaHor o6iauka. Ha Taj HauuH moxemo o6Gpa-
30BaTH TakBy yHruujy f(x) na c¢yuxkuuja o¢(¢, x) Koja joj
oarosapa He 6yne R-uHTerpaGunHa 3a GeckpajHOo, aau npeGpo-
juBo MHOro BpenHocTH on t. Taksa ¢pyHkuuja Ou Guna HIO-
HeKkJle K HajomwuTHja (yHKIUKja OBE BPCTe, KAO WITO TO BHUAHMO
U3 Hanpej, MOMEHYTOr CTaBa KOj¥ IJjacH: ‘

Axo je giynryuja f(x) R-ualieipabunna y pasmaxy (a, b),
mada je u 1oj acoyupana Pynkyuja ¢ (t,x) @axobe R-unie--

17*
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- tpabusna Go x y iMome pa3maxy 3a cse BpedHocTin 00 t
pasmaxe (g, G), n3y3es HajBuwe 3a GpebpojuBo MHOI0 OBUX
BpeOrociiu.

[lpema Darboux-osy craBy u3 (ii) momu u ropwu Dar-
boux-oBu unTerpanu gyHkuuje ¢(f, x) yBeK NOCTOje, Ma KaKBO
6uno ¢. O3HayuMO OBe MHTerpale ca

@ ()= fbcp(t,x)dx u 5(t)==f<p(t,x)dx.

Youumo nambe gBe BpegHOCTH pasmaka (g, G) H, y OZHOCY Ha
npousBOJbHY momeny {P} pasmaka (a, b), 06pasyjmo ropmwu
36up ¢yHKuuje (¢, x) W HObU 30up PyHKuuje (¢, x), Ti. -
CTaBUMO '

S(p; 1) ZG (") (%, - Xp—s)

v=1
"
S{P; 1) nga') (%~ %),
v=1
rae je

G,(t") ropwa rpanuna ¢gynkuuje o(£,x) 3a x,_ < XXy,
a
gy (t') IOWa rpaHuua ¢yHkuuje o{t’, x) 32 X,y SCX(X,.

Kako je
G, (t") = {

0 ako je f(x)<t" 3a cBaKO X, < XX,
1 ako je f(x)>t" O6ap 3a jelHO X, _ < X< X,,

0 ako je f(x)<t' O6ap 3a jedHO X, < X< X,,
1 axo je f(x)>¢ 8a cBako X, ;< ¥< X,

gv(r)=[

TO onaBLe BUIMMO Ja ce Opi nNpenasy ca 86upa S{P;t"}
Ha 36up S{P;#} oHH unaHOBH 36Upa S{P; t"} xoju cy jen-
HaKu HyJdu Mory camo mosehaTu (Tj. mojaBuTH y 36upy S{P;t'}),
JIOK Ce OHM 4NaHOBM 36upa S{P;t’} y kojuma je G,(t")=1
(Tj. OHM 3a KOje MOCTOjH Hajmaibe jefHO X pasmaxka (x,.,, %)
TakBo fa je f(x)>t") Mmory CMambHTH, Tj. MIIYE3HYTH Yy 36HpY
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S{P;t}, am camo Tako aKko y Tome pasMaKy NOCTOjU Haj-
mame jenno x TaxkBo na je f(x)<?. [lpema ToMme, ako 36Gupy
S{P; t'} nmomamo 36up CBHX pasmaka (x,_;,X,) Y Kojuma je
ocuunauuja w, OyHkuije f(x) Beha om t"-¢, Tala oBaj
36up He moxe OuTu mamu om S{P;t"}, Ti.

S{Pt) <SPt} + D (% -Xuy).
w<t'—t

Kako, mehyTum, npema yciosy (4') Tauyke (iii) 3a R-uHTerpa-
6unnoct ¢ynxkuuje f(x) 36up pasmaka y Kojuma je ocuuna-
uuja QyHkuuje f(x) Beha on NPOH3BOLHO Manor MOSHTHUBHOTL
Gpoja Texxu yBek Hym Kaj 8{P}->0, u kako S{P;t"} Texu
ropmeM, a S{P;t'} powem Darboux-oBy uHTerpany, Tj. Ka
®(t") onHOCHO ® ('), TO M3 OBe HejelHauMHe, KaJ, MyCTUMO
ga 8{P}-0, poGusamo na je

()<< P() sa ceako t'<t".
Kako je
(<D () sa cBaxo ¢,
TO je, npema TOMe, .
PEKPEN<L ()< D).

Kako @©(f) u @(f) He pacTy Kam ¢t pacTe, jep @(4X) He
pacTe Kaj, ¢ pacre, TO Kajg yoummo jegHo ¢ usmeby ¢’ wu
t" unycrimo ia t'-»>t+0, a ¢t">¢-0, ropwe HejelHaunHe
ce CBOJie Ha ‘

P+ DA+ P(E-0)<<D(E-0).

[pema ToMme, ako cy ¢ynxuuje @(f) u D(f) Henpe-
KugHe Y Tauku £, Taja je o

D(E-0)=P(t+0)=D(H) u B(t-0)=B(t+0)=T(#),

TaKo Ja je
()=,

3a CBaKy OHy BPeIHOCT OX £, 3a Kojy Cy oBe (pyHKuHje He-
npexunte. Kako MOHOTOHa ¢yHKuMja MOXe uMaTH Hajsulle
npeGpojuBO MHOro Tayaka JUCKOHTHHyWTeTa (B. Tauky A. 2. 1.
(ii), cras 1), TO ce, makie, KOWU H ropwu Darboux-oBM HHTe-
rpand ¢yHKuMje ¢(¢,X) MOry pasiMKOBaTH HajBulle 3a mpe-
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6pojUBO MHOr'O BpPeNHOCTH OH, f, Tj. HHTerpan

b
(D(t)==fcp(t, X) dx

nocroju 3a ceako ¢ pasmaka (g, G), M3y3eB HajBulle 3a
npe6pojuB0 MHOr0 BpeJHOCTH OBOr pasmaka, YuMme je CTaB
JOoKa3aH.

21. (i) MHoru cTaBOBM MaTemaTUyKe aHanM3e Ka3syjy na usmeby
[IOCMaTpaHuX U3pasa MOCTOje UBBECHe HejeXHayuHe, H TO O6uUNO
jedHOCTpyKe, GuUJI0 I BOCTpYKe, YKby4dyjyhM Taja nocmarpaHe
uspage usmehby ape rpanune. ¥ oBom nocielibeM Ciyyajy 4ecTo
ce OBe JBOCTpyKe HejefHayuHe MOry H3pasuUTH jeIHOM jemHa-
‘Kowhy, ocnamajyhu ce Npu TOMe Ha HeNpPeKUIHOCT, Tj. Ha
OCHOBHY o0coGuHy HempekunHux ¢ynkuuja (Bolzano {2}) koja
Kasyje, na HelpekuJHa (PYHKLHja y3UMa Hajmarbe jefaHIOyT CBaKy
BpeIHOCT Koja ce Halla3u u3meby HeHOr MHHHMyMa U MaKCUMyMa.
OBH cTaBOBH Ce Talla 30BY CTaBOBH O CPelibUM BPeIHOCTHMA.

Pasnor wmto ce osu craBoBu yeinkie opmyuuly y o6auKy
CTaBOBa O CpelHHM BpeJHOCTHMA JIeXH Yy TOME LITO Cy OHU
OBUM jeIHOCTaBHUje W3paxeHH (jep OHHM MMIIMUMpAjy MOjam
HeMNpeKUTHOCTH), alli U y TOMe LUTO Ce Yy Bpeme HUXOBe HpBe
¢opmynauuje, npe Cauchy-a u Abel-a, Hepano, unu Hukako, Huje
onepyucaNo ca HejemHayMHama. ‘

Buno na cy oBu craBoBM (opmynucaHu y OOJMKY Heje-
IHayuHa, OMJO y OOJNUMKY CTaBOBa O CpefHUM BpelHOCTUMA,
OHH Cy OJi HapOuYMuTe BaXHOCTH, jep He CaMO OCHOBHW CTaBOBH,
Beh M JOKasM, Tj. 3BOhewe rOTOBO CBUX CTaBOBa MaTeMaTHYKe
aHanuse, NOYMBAjy Ha HUMa.

HanomeHumo na mpu mpenady ca HejeJHayuHa Ha CTaBOBe
O CpelbHM BPeZHOCTMMA Y CYLITHHH HHje OMTHA HeNMpeKHIHOCT
¢ynkuuje f(x), Beh camo oco6uHa Ja OHa y Ma KOMe MOJ-
paswaky (a',b’) pasmaka (@, b) y3uma CBe BpeIHOCTH uamehy
f(a’) n f(b'). Ilopen knace HempekugHUX (PyHKUHja MOCTOje
u jgpyre Knace ¢yHKuMja Koje umajy OBy OCOGHHY, meby ocTa-
UM, Kao wTO je ucrtakao Darboux {1}, u3BOAM HENpEeKUIHHUX
¢yHKuMja, 6UI0 Oa Cy OBH HENMPeKUIHH WIH He.

OBo ce u3paxapa Beh KOJX HpBOT CTaBa O CpPefiibUM Bpel-
HOCTHMA KOjU riacu: ’

Awo je diynryuja f(x) HelpexuOHa y 3aulBOPEHOM PA3MAKY
(e, b) u uma odpefen u3sod y csaroj HMauru oMBOPEHA PA3IMAKA
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(¢+0,b-0), mada Bociioju Hajmare jeOHa BpeOHOCIL &, u3-
Mehy a u b, ilaxsa Oa je

£(6) - f(a) = (b-a) ' B).

Ogaj craB (nopep, Tora WITO He MPEeTNOCTaB/ba €r3uCTEH-
14jy U3BOJA y KpajibUM Taukama e M b) BaXu W Kag H3BOX
HUje HempeKW[aH, U3 pasJjora LUTO U3BOIH umajy rope nomMeHyTy
0CO0uHY.

(ii) IlpBu, 8anpaBo npoluMpeHH, CTAB O CPeIibUM Bpe,u.Ho-
cTuma 3a Riemann-oB uHTerpan riacu:
Hexa cy gyuryuje f(x) v g(x) R-uniieipabuane y pas-
#saxy (a,b) u Hexa je

g(x) >0 3a a<x<b;

Mada je , .
Min (70) f g(x) dx < f F98 ()< Max I(2) f ().

[lpema Tome, ako je dyHkuuja f(x) HenpekugHa y pas-
maky (a,b), Tama nocToju Hajmame jemHO ¢ TOra pasmaka
TaKBO ja je

] b
[ t@ewax=re) f g(x)dx sa a<t<b. )

Y oBom ofpacuy O6poj ¢ ce mOXe, 3auCTa, 3a MNOJECHO
usabpane dynkuuje f(x) U g(x) Hana3uTH Ma rie y pa3maky
(e, b). lllraBuwe, u kag youumo oppebeny d¢ynxuujy £(x),
MOXeMO yBeK NO3uTuBHy ¢yHkuujy g£(x) Tako u3alpaTd JIa
6poj t Oyney ma kom nogpasmaky (a',b) pasmaka (e,b);
TaKo je, Ha Npumep, JNOBOJHO Ja Oynae

(x) = 0 3a a<{x<{a u b<Cxh,
£ [ sa a<xY.

MebyTum, ako camo yTBPIUMO I'Opiby H nowy rpawuny G

u g>0 q)yHKuuje g(x) mn younmo Ma Kojy ¢yHkuujy g(x)

3a Kojy je
0<g<<g< A, a<<xh,

Tajga ce 6poj £ He MO Xe Hama3WTH U3BaH ]e,ILHOI‘ nogpas-
maka («,B) pasmaka (a,b), Koju je yBek MaimM, Tj. Takas
ga je a<a u b>B. Opaj nompaamak 3aBUCH Camo O]
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KoMMyHuKa A=(C/g u PyHkuuje f(x). - Tako, Ha npumep, Kax
¢dynkuuja f(x) pacre (y Kom ciyyajy NOCTOjM - CaMO jeiHa
BpeHOCT ¢ 3a Kojy Baxu oOpaaau (5)), Tama ce { Mmopa
HanasuT y pasmaky (o, B) rne je

a=x(1/A) u B=x(}),
arge je x=x(1), jemuHM KOpeH jemHayuHe (B.'Kapama'ra.{a})

x b
ff(t) at+. [ £(dt - ((x-a) + 1 (x=5)) (90

(1ii) [Opyrn cras o cpenlmum BpPegHOCTUMA, KOjH je mao
jow Bonnet {1} (Bunu u Du Bois-Reymond {3}), raacu:

Axo je gyuxyuja f(x) R-uniieipabusna y pasmaxy (a,b),
u arxo je gynryuja g(x) 'moHOMOHa u Ho3udiusHa y [Mome
pasmaexy, maoda je

1° kad dynxyuja g(x) He pacilie

x b
g(@+0) Min { f f(t)dt}< [rmemiz<
ascx<<h| g b4

<g(a+0) Max 'ff(t)dtl

a\x\

2° Kad gyuxyuja g(x) He ollada

f f(x)gx)dx<

asxe<<h

g(b-0) Min { f fdt 1<

a<s<xh

< g(b-0) Max {ff(t)dt}
Kako je Heonpehenu uHTerpan f f(f)dt R-unrerpaGunne
a
¢yHkuuje £(f), HenpekugHa (yHKUHja CBOje ropwe rpaHuue
X y pasmaky (a,b), TO OBe HejelHaYWHE MOXEMO HaNKCaTH

jowr y o6nuKy CTaBa O CpelibHM BpeJHOCTHMA:
1° kan PyHkuuja g(x) He pacre

b t
ff(x)g(x)dx= g a+0)ff(x)dx ca a< t<b.
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2° kan ¢yHxkuuja g(x) He omapma

b b
ff(x)g(x)dx=g(b-0)ff(x)dx ca a<<t<b.
a t

Camo mnoj mpeTnocTaBkOM MOHOTOHMje yHKuuje g(x),

~ 6un0 Ja OHa Metba, OWJIO Ja.OHa He Metha CBOj Npel3HaK y

. pasmaky (@, b), IHpyru CTaB O CpelitbHM BPeIHOCTHMa MOXEMO
M3pasuTH U OBAKO ‘ ‘ o

b t b
[ 10 8(x) dr=g(a+0) [f)ax+g(6-0) [f(m)ax ca a<t<e.
a a t .

22. (1) Y npuponu came nedunuumje Riemann-oBa uHTerpana nexu:
1° ma nomuuTerpanHa (yHKUMja OCTaje OrpaHHyYeHa,

2° na pasmak uHTerpauuje 6yne KOHayaH. '

[lojam uHTerpana moxemo, mebyTuM, NPOWIMPUTH M Kax
jenaH o oBUX ycClOBa HHje 8aJOBObEH W TO y Clyuajy yciosa
1° camo kan ¢PyHikumuja uma KoHayan Gpoj Tavaka y uujoj GiH-
' BHHM OHa He oOcTaje orpanuyeHa (Bumu [16, (ii)]), umu esen-
TyalHO, aKO OBe Tayke MOXeMO YKIbYYUTH y KOHayaH Opoj
pa3maka NpoOU3BOJHO Maje nyxuHe. Taj mpouiMpeHH TNOjam
MHTerpajia, Koju ce GUTHO pa3iuKyje OH NOjma OGHUYHOr MHTe-
rpana, 3sakemo HecsojciliBeHu uHiieipaa.

1° Heka je ¢pyHxumja f(x) nedunucana y paamaky (a, b).
[IpernocTaBumo na oHa He OCTaje orpaHuyeHa Camo y GJIU3UHU
JecHe Kpajibe Tayke & TOra pasmaka, W pa je oHa R-uHre-
rpabunda y pasmaky (e, b—0), Tj. Ba nocToju uxTerpan

X
F(x)= ff(t)dt 3a cBaKO x<b u x>a. (6)
J ;

Axo oBaj uurerpan (1. F(x))' TeXu ojpeheHO] rpaHuUyHOj
BpeJHOCTH, peuumo A kag x-b-0, T axo

ff(t)dt—»A, x+b-0, (A=F(b-0)),

KaxeMoO Ja HeCBOJCTBEHH MHTerpan ynkuuje f(x) nmocToju,
WM JIa je HeCBOjCTBEHM MHTerpan KOHBepreHTaH Kag x-»b-0,
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¥ Ja GUCMO ra pa3mukosany Of oOuYHOr HHTerpasa oGenexa-
BaMO ra OBaKo

b-0
[@yae.
a
BpenHocT oBOr HecBOJCTBEHOTr HHTerpajia je mo jeQuHu-
uuu A, Tj.

5—0
[#oyaz=a.

UcroseTHO ce peduHulLIe HECBOJCTBEHH HWHTerpan Kag
¢ynxuuja He ocTaje orpaHHy€Ha y GJMBHHHM JieBe Kpajibe Tauke
a pa3maka (a,b), u oGenexaBa ce ca

5
Jf(t) dt.

a+0

Ako nak ¢yHKuHja He OCTaje orpaHuyeHa y OGJU3uHH jeHe

WM BUUIe Tayaka c¢,, v=1,2,...n, pa3maka (g, b), Taja ce

ropwa neduHHuHja npumerbyje MOCeGHO HA CBaKu Of NOJIpas-
maKa (@, ¢y), (€3 Ca)r. .oy (Cnes,Cn) M (Cny b). .

2° Heka je ¢pynkuuja f(x) HeduHucana y pasmaky (a,oo),
M Heka je OHa R-unTerpaGuiHa y TOMe pa3maky, Tj.

F(x)=ff(t)dt [OCTOjM Ba CBaKO Xx_>a. (7

Ako osaj unterpan (1j. F(x)) Texu oapehenoj rpaHuyHOj
_ BpeOHOCTH A Kal Xx-»oo, Tj. aKo

X .
ff(t)dt—»A Kaf X oo,
a

KaXxemoO Ja HeCBOJCTBEHH MHTerpan

ff(t) dt

NOCTOj4, UM Ja je OH KOHBepreHTaH, U Ja je, Mo
JedHHULMjH, OH jeNHAaK rpaHW4YHO] BpegHoCcTH A, Tj.

ff(t)'dt= A.
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UcroBeTHo ce neduHuIle U HeCBOjCTBEHH-HHTerpan

b
f f(o)dt.

Axo unterpan (6) um (7), 1j. F(x) He KoHBeprupa Kag,
X>b-0 um -»o00, Tama F(x) uAM CTBApPHO JUBEprupa, Tj.
-+ +o00, WM OCuuiHpa uamehy KOHaUHUX UM GeCKOHAYHUX rpa-
HUUa. Y TOMe ciyyajy KaeMO M 3a Cam HeCBOjCTBEeHH MHTerpal
Jla OH WIM CTBAapHO JWBeprupa, Uid ocuuiupa usmehy KOHayHuX
# OeCKOHaYHHUX rpaHuua.

} Behk .cam o6uyan unterpan (6) wim (7) DeduHdUcaH je Kao
rpaHuyHa BpPEZHOCT, U TO Kao rpaHWYHa BpPENHOCT M3BeCHOr
36upa [20], makne, jemHum npenazom ka rpanuuu. HecsojcTBeHu
MHTerpan je, Ipema TOMe, rpaHWYHa BPeJHOCT rpaHdyHe Bpen-
HOCTH, Tj. OH je NedHHHCAH ABOCTPYKUM [pesa3OM Ka IpaHMilH.
36or TOra je mojam HeCBOJCTBEHOr MHTerpaja CIHOXeHUjH Of
nojMa OGHYHOr MHTerpana, Hako je U3 OBOI M3BeJleH.

(i) Ha ocnoBy onwrer Cauchy-esa cTaBa 0 KOHBepreHIHjH
[9] moxemo aHanorHo ¢opmynMcaTH M OHLITH YCJIOB 3a KOH-
BePreHILHjy HeCBOJCTBEHOr WHTerpasa:

Hecsojciisenu unmerpan (6) uau (1) 6uke Konseptenman Kad
1° x—)b+0, 20 X—»o00,

aKo, Ma Kaxko maau Ouo €>0, mooxcemo o0peduTiu Haxso
x(e), Oa Oyde

fyf(t)dt <e,

u o ‘
1° 3a ceako x u y u3mehy x(e) u b, Tj.
(e <x <y <o,
2° 3a ceaxko x u y Koju cy sehu 00 x(g), Tj.
y>x_>x(8).

OBaj ycnoB moxemo c¢opmyaucaTH W HeliTo Kpahe,
ciMyHo oHom oO6auky Cauchy-eBa craBa Koju je HaBeleH Yy
[9, (i)}, u To:
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la 6u nHecBojcTBenu uuterpan (6) umu (7) 6MO KOHBep-
reHTaH, noTpe6HO je ¥ NOBOJBHO Ja

_ff(t)dt—»O,

Kag x ¥ y>X, He3aBHCHO jenaH ojn ppyror Ttexe: 1°
BpeIHOCTH b, 2° 6eCKOHaYHOCTH.

Beh u3 oBHX ycnoBa ce BuAM Ja Hema GMTHe pasike
usmeby HecBOjcTBeHOr HHTerpajia HeHHHCAHOr y KOHAYHOM
oTBOpeHoM pasmaky (a,b-0), umm y OecKOHayHOM pasmaky
(a,); HOK je y nmpBom ciayyajy b KoHavaH 6poOj, y Ipyrom
chyyajy MOXeMO 4YHCTO (POpMaJHO CTaBMTH Ja je b=oo (BHIM
[14, (iD))). | |

Yocranom, jemHOCTaBHOM CMEHOM He3aBUCHE MPOMEHJbHBE
MOXeMO yBeK GeCKOHaYHM pasmak HeCBOJCTBEHOr MHTerpana
CBECTH Ha KOHayaH, u o6paTHO. Tako, Ha IpuUMep, aKO CTaBHMO

gx)=x21(1/x),
TaJia ce HeCBOjCTBEHH HHTerpan

ff(x) ix,

CMeHOM Xx=1/t, CBOJOM Ha HECBOjCTBEHH UHTErpan

1

[ea,

+0
H KOHBepreHiuja jegHOr oI OBMX MHTerpaja MOBJIaY4d 8a coGom
KOHBepreHuujy Apyror.

(iiiy Kon, o6uyHor uHTerpana je ¢ynkuuja |f(x)| yBeKk’
R-unrerpabunna axko je TO cayyaj ca ¢ynkuujom f(x), jep
- pyHkuuja |f(x)| MOXe MMaTH HajBUlle TOJMKO TayaKa JUCKOH-
THHyHTeTa KOIUKO MX uma U cama ¢yHkuuja f(x). (Hamome-
HAMO Ja oOGpaTHO He mopa GUTH Cly4aj, jep aKo je, Ha npumep
f(x)=+1, npema TomMe Ha 1M je X palHOHAJHO WK Huje,
¢ynkumnja |[f(x)| je R-unrerpabuina, ZOK TO HHje cayyaj ca
camom oyukuujom f(x)). Oso, mebyrum, Huje cayvaj Kox,
HeCBOJCTBEHOr' WHTerpana. AKO HeCBOjCTBEHH WHTErpal, peLumo,

6—0

[1£e1ax
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KOHBeprupa, Taja je ¥ HeCBOjCTBEHU HHTerpan
5—0

[t ax

KOHBepreHTaH, jep je 3a CBako x u y>x

< ) H(#)ldx,

R

)4
f f(x)dx
X
TaKo ja .

ff(x) dx -0

X

Kag, x u p, 'HeaaBuc_Ho jenan oxm mpyror, Texe b-0, ako
je TO cayuaj ca uHTerpajiom

fylf(X)Idx-

Kag HecBojcTBeHH MHTerpan ¢yHkuuje |f(x)| xoHBeprupa Ka-
XeMO Ja je HeCBOJjCTBeHHU uHTerpai (pyHkuuje f(x) aidcoayimno
KonBepleHan. <

(iv) ¥ cayuajy amconyTHe KOHBepreHuuje HeCBOjCTBEHOr
YHTerpajla MOXeMO OBaj MOjaM joll  HelTO NPOLIUPUTH, He
gpeTnocTaBbajyhu; Kao wWTO je TO 6uo cayyaj y (i), ma uma
camo KoHauyaH 6poj Tauaka y u4ujoj Onusunu @ynxuuja (%)
sivje orpanuyena. [lpernocraBumo 3aro ja je MHOXHHA Tayaka
JUCKOHTHHYHTeTa (yHKiuje £(x) Hynre mepe (B. [20, (iii)] y
pa3maky (a, b), Oun0 Ja je oHa y Tome pa3maKy orpaHHyeHa
UM He, H CTaBUMO

f(l,x)z{,lf(x)l ako je |£(x)|<2,
A ako je |[f(x)]>A.

JacHo je ma je ¢ynxuuja f(A,x) R-unterpabusHa 3a

CBaKO A, jep je OHa orpaHuYeHa H He MOXe HMMATH BuLIe

Tayaka JHCKOHTHHyHTeTa oOH QyHkuuje f(x). [lpema TOMe,
#HTerpan

b
h= f f(\, x)dx mnocroju 3a ceako A>0.
a |
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AKo oBaj uHTerpal TeXxH olpebeHOj rpaHMYHOj BpeIZHOCTH
Kal, A- oo, Kaxemo Ja je ¢yukuuja f(x) allcoayimno uniie-
wabusna y pasmaky (a,b) y cmucay de la Vallé-Poussin-a
{3;4. T. L. ctp. 260, T. IL. cTp. 108-9}, n N0 meduHULM]H CTaBHAMO

Y .
ff(x)dx= lim /.
4 A=00

Kap ¢yukuuja f(x) uma camo KoHayaH G6poOj Tayaka y
6IM3UHKH KOjUX OHAa He OCTaje OrpaHuyeHa, Tafa Ce OBakKO Je-
¢uHMCaHa anCoJIyTHAa MHTErpaGMJHOCT MOKJana ca ancoJyTHOM
KOHBEPreHUMjoM HeCBOjCTBEHOr WHTerpalna.

~Baucra, ako npernocTtaBumo Ja ¢QyHxkumuja f(x) Huje
orpaHiyeHa y OJMSHHM CaMO jelHe TauKe, peuUuUMO Tayxke b

pasmaka (a,b), ¥ aKkoO NpeTNOCTaBUMO Ja je HeCBOjCTBeHH

WHTerpan
50
f £(x)dx
a

ancoNyTHO KOHBEpreHraH, Tajxa, Ma KaKo Mau 6uo 6>0,
YBE€K MOXeMO Hah¥ A TaKO BeJuKO pik:} 6y.n.e
b—¢ b

5—0 .
f|f(x);dx<ff(x, x)dx<f|f(x)1dx.

[lpema Tome mMopa mocrojaT rpaHuyHa BpegHocT lim J,. Hcro

A=00
TaKO MOXEMO I[I0Ka3aTH Ja u3 eraucrenupje lim J,° cnemu
' - A= 5~0

alconyTHa KOHBepreHuuja HeCBOjCTBEHOT MHTerpaja

23. (i) Heka je mar Hu3 ¢yHKkuuja
fr(x), n=1,2,3,....,

Koje cy cBe nedunucaHe y pasmaky (a,b). AKo 3a onpe-
beno E Tora pasmaka Hu3 Opojesa f,(E) KOHBeprupa kap
n-oo, Kaxemo Hna je Hu3 yHkumja f,(x) . KOHBEpreHTaH y
Taykd § pasmaka (@, b). — AKO je HM3 KOHBepreHTaH 3a
CBaKy Tayky x pasmaka (a@,b) Kaxemo Ja HU3 (yHKuUH]a
KOHBEprupa y TOMe pa3maky. — AKO je y OBOm ciayvajy 3a
BpegHocTH &, n,... UTH., pasmaka (e, b), peuumo
limf,(§) =A, limf,(n)=258,.... uTh.
n=w"

n=w
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M ako ca f(x) o3Hayumo (yHKuMjy Kkoja je jemHaka A 3a
x=§, jeasaka B 3a x=n,... UTA., Taxa oBy (PYHKUH]y Hasu-
BaMO 1panunnom gyrryujomn nusa gyrrxyuja f,(x), M CTaBbamo

li_mf,.(x)==f(x) 3a a< x<b,

MM - :
fa(x)»f(x), nroo, 3a a<Tx<b.

Ako 3a usBecHe BpefHOCTH &/, W r’,..., MTL., pas-
maka (@, b) nu3 Gpojesa f,(E'), um £,(n’),... UTA., He KOH-
Beprupa, Taja rpaHuyHa Pynkuuja f,(x) Huje meduHu-
caHa y OBMM Taykama pa3vaka (g, b). Tako, Ha npumep, HU3
y pasmaky (0, ) nedunucanux dyHkuuja

1
8=y

je KOHBepreHTaH y TOMe pa3maKy OCHM y Taykd x=0, U Hbe-
ropa rpaHudyHa ¢QyHxuuja

n=1,2,....,

Huje Oegunucana 3a x=0,

1/2 sa 0<x<V2Z,
f(x) = —
‘ 1 3a x=V2,
0 sa  x>V2.

(i) Axo je cBaka ¢yHKuMja HH3a fp(x) OrpaHuyeHa y
pasmaky (e, b), Tj. ako je

Max {|{f,(x)|}=G, xonayHo 3a cBako n=1,2;...,
<r<
M aKo je HU3 (J, oOrpaHuyeH, Tj. akO MOCTOjU KOHayaH 6poj M
TaKaB fa je

G, <M 3acBako n=1,2,....,

Taja Kaxemo fa je Hu3 (yHkuuja f,(x) yHugopmno orparuyen.
y pasmaky (a,b). [lpema Tome, ako je HH3 ¢pyHKuuja £n(x)
YHU(POPMHO OrpaHdyeH y pasmaky (@, ) mopa NoCTOjaTd jeliHO
‘M, He3aBUCHO W O X W O n, TaKBO Ja je

[f.(x)| <M 3a cBako a<{x<{b u cBako n=1,2,.....

Tako je, Ha npumep, Hu3 y pasmaky (0,1) neguHUCAHHX

¢pyHKuHja :
' fr()=n(l-x)x"Y, n=12,....
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{Kkoju y Tome pasmaKy KOHBeprupa IPaHHYHO] PYHKLH]H f(x)=0
8a cBako 0<Cx<1) yHudOpPMHO OrpaHHyeH y TOMe pasmaky,
jep je , ‘

' n—1
Max {fn<x>}=(1—i) ‘<2, n=2,3,...,
a<x<l1 n

MebyTum, HUS orpaHuyeHux qJYHKuuja
fa(X)=n*(1-x)x"%, n=1,23,....,

Koju Takobe KOHBeprupa HyiaM 8a cBakO x pasmaka (0,1),
Huje yHuOpMHO OrpaHHyeH y TOME pasMaky, jep je

Max (£, (%) =n(l —l)"_i,
0<<x<1 n

A OBaj HM3 TeXH GEeCKOHAYHOCTH Ca 1.

(ili) Axo je Hu3 dynkumja f,(x) KOHBepPreHTaH y pa3maky
{a, b), W aKO OH y TOMe DasMaKy TeXH rpaHHyHO] (QPYHKULHju
f(x¥) TaKo na je, Ma Kako mami 6uo &£ >0,

|f(x)-f.(x)|<e 8a cBakoO Xx pasmaka (a,b)
¥ CBakO n > N(g), mpu yemy je N(e) He3aBUCHO OL X,
Tajga KaxeMmo ga Hu3 Qynkuuja f,(x) yHugopmro KOHBeprupa
rpaHuuHOj yHKumrju f(x).

[pyrum peyuma, ako CTaBHUMO

Max {|f,(®x)—f(x)|}=pn, n=1,2,3,....,
a<<x<h
Ja 6u uu3 ¢PyHxuuja f,(x) 610 YHUDOPMHO KOHBEpreHTaH y
pasmaky (a, b), mnoTpeGHO je U LOBOJBHO Ja
Pn—0 Kag n- oo,

Tako je, Ha npumep, Hu3 PyHkuuja n(l -x)x*2, n=1,2,...,

KOHBepPreHTaH M
fu(x)=n(1-x)x"250, n>o0, 8a O0X];

MmebyTHM, OBaj HU3 Huje YHUDOPMHO KOHBepreHTaH, jep je

: 1\n—1t
o= Max (15,7001} =(1-) ]

TaKo Ja .
_ pn-+1/e>0 Kal n- oo,

U3 oBux IeduHuLMja BUIMMO Ja YHU(POPMHO KOHBEpreHTaH
HU3 (yHkudja mopa OHTH 4 YHHPOPMHO OrpaHHyeH y MoCMa-
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TpaHOM pasmaky, mMebyTum, OGPHYTO He Mopa GUTH cnyqa], Kao
ITO TO BMIMMO M3 NPETXOIHOr MpumMepa, jep je OBaj HH tbymc-
uuja yHuopmHO orpanuyeH y pasmaky (0,1), aiu Huje u
yHu(OPMHO KOHBEPreHTaH Yy TOMe pa3Maky. \ '

(iv) Axo je HH3 (byﬂmuja f.(x) maT y o6muky 36upa,
Tj. aKO MeCTO, HM3a q)ym(uu]a nocmanaMO pell, Talia Kaxemo

na ]e pe,u.
Z ,(x)

v_l

yﬂmbopMHo KOHBepl‘eHTaH y paamaKy (a b), ax_b je Hu3
¢yHKumja . B

r=1

() Zuv(x)

yHuOPMHO KOHBEPreHTaH y TOMe pasmaky.’
Hapounto nmogecan kputepuym 3a yHH(OPMHY KOHBEpreH-
uMjy penoBa KOju ce oGMYHO npumucyje Weierstrass-y raacu:
Hexa je u,(x) nusz y pa.maxy (a, b) orpanusenux Pynr-
yuja, u Hexa je

Max {lun(x)ll n=1,2,3,... ..
i e s -
Axo je ped B '
z r, KOHBEpIeHiTlan,
V=0
@ada je ped

.

2 u,(x) yHugopmuo xonnepzeuman y pa3maxy (a, b)

v=0

Beh 13 oBora craBa crefu Ia ]e csaku Taylor-oB pen,

Eax"

9uju je pasmak xonaepreﬂuuje, peuumo (-, +a) yﬂmbopMﬂo
KOHBEpreHTaH y OTBOpEHOM pasmaky, (-a+0,a- 0). OBO u8
pasiora LUTO je, Y OBOM Clyuajy, '
_Max - {lan(x)l} ‘Max {la,| [x|"} =|as| (@-&)",
[¥l<a-e [¥|<a-e .

Teopaja n mpaxca Sﬁelt]es-ou ENTerpana 18
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1 wro je Taylor-0B pej ancoiyTHO KOHBepreHTaH sa |x|<(a-e,
TaKo fa je pen ' )

w
2 |a,| |a—e|* koHBepreHTaH 3a cBako & >0.
y=0
U3 ucrux pasnora sunumo na he Taylor-oB pen Guru
yHu(OpDMHO KOHBepreHTaH ¥ Yy I[0Jy3aTBOPEHUM pasmauuma
(-a,a-0), wm (-a+0,¢), ako je OH anCOMyTHO KOHBep-
FEHTaH 3@ X=-a, WM X=a. A
MebyTum, nyGme nexu Abel-os craB (B. Tauky C. 6. 1.(ii)),
Koju kasyje ma Beh us oGuyHe KoHBepreHuuje Taylor-oa pena,
Ha TNpHMep Yy Tayku x=a, cleld YHU(POpMHA KOHBepreHuuja
Tora pena y pasmaky (0, a). ’
Kako je _
Max {|a,x*|} =|a,]a",
<<

U KakKo u8 mnpernocraBke Cireiu ma pe.U.-
-]
> o
v=0

mMopa GUTH amnCONyTHO KOHBEpPreHTaH, TO BuIMMO Ha ce Abel-oB
CTaB He MOXe HemocpemHO u3BecTH U3 Weierstrass-oBa KpuTte-
puyma. ta Buwe, u xan Taylor-os pen,

(-
E a,x’
v=0

NPeTX0JHO TPaHC(OPMUILIEMO, Tj. Kai ra HamuLIeMo Yy OGIHKY

Zavx"'=-= (1-%) Zs,,x” = 2 sy(1-x)x¥,
v=0 v=0 v=0

rue je
n
8y = 2 ay,
v=0

¥ rjie CMO, MpernegHOCTH paiM, MNPeTNoCTaBMIM Ja je a=1,
Tj. Ja je peX XZa,x’ KOHBepreHTaH y pasmaky (0, 1), Tana
HH Ha OBaKO TpaHC(OPMUCAHH peli He MOXEMO HeloCpelHO
npumenuTH Wejerstrass-oB KPHTepHyM. ¥ OBOM Cliyyajy je, Haume,

golsl( LY
Max (s, |(1-9w) =2 (1),

Max v
ax (@)~ Max el U

<<x<l1 0
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a OYeBMIHO je Ka Camo M3 NPETNOCTaBKe KOHBepreHuuje pena
Za,, Tj. U8 YMIbeHMIE Ja S,-S Kalg n-oco, He CleOU KOH-

BepreHi1ja pena
2 dsvl (1 - _1__)".
v+ 1 v+1/) .

OBaj pen He Mopa KOHBeprupatd HM Kaj s,-0, Tj. Kan je
s=0. OBo yocraiom MmOXemo, Ge3 orpaHuyerba, yBeK IpeT-
NOCTaBUTH, aKO CaMO, MeCTO HH3a S,, NMOCMaTpPaMO HU3 S,—S§
KOjU TeXH HyJu.

JacHo je, ma ce Weierstrass-0B CTaB He MOXe NpPUMEHUTH
8a nokas Abel-oBa cTaBa HH Kal ropmy TpaHc(hopmauujy BHLUe
nyTa y3aCTONHO NpumeHuMO. YocTanom, Abel-oB cTaB ce moka-
8yje e(eKTHBHUM JBOCTPYKMM Mpenasom ka rpahuuu. Hberos
Ioxas, npouupeH Ha Dirichlet-oBe pemoBe, uzsemneH je y Tauku
C.6. 1. ' '

Cmuno Kao u Kojx Abel-oBa crama, Tako ce Weierstrass-
OBUM KDUTEPHYMOM He MOXe YTBPIMTH yHH(pOpMHA KOHBepreH-
uuja hu Fourier-oBHX, OXHOCHO TPHIOHOMETPHUCKHX PelOBa, U TO
6al y HajBaXHMjUM ClyyajeBuMa, KaoO Ha IpHMep, KOJ peloBa
o6.Ka :

i a, sin (vx),

rv=1

rie HM3 Koe(HLUHEHaTa @, MOHOTOHO ONMALa M TeXW HYIH.

MebyTum, Weierstrass-oB KpuTepuym moNasd O HYHOr
u3paxaja y TeOpHju aHAIMTHYKMX (YyHKUHja rIe je OH IroTOBO
yBeK ynoTpeG/bUB, YKOJUKO Huje y NuTamy yHH(OpMHA KOHBep-
reHudja Ha py6y o6jacT¥ KOHBepreHuuje, kao WITO je TO Gaill
cnyyaj ca Abel-oBum cTaBoM. /

(v) Ilojam yHugopmHe KOHBepreHuuje, Tj. PaBHOMEPHOT
npefiasa rpaHHyHOj BPEIHOCTH, YBeJHM Cy, TeK lefleceTHX roiuHa :
npowutor crofieha, Stokes {1} u Seidel {1}. [TorcrakHyTi Fourier-
OBMM peJOBHMa, KOjU MOry MpeTCTaB/baTH mpekuiHe (QyHKuMje
MaKO Cy MM CBM YJIAHOBM HeMNPeKWIHH, OHM Cy HOLIM OO MOojma
yHudopmHe KOHBepreHiuuje, Kako 6u oBumM MOrIH (popmyaucaTu
yCIOB MO KOMe Ce H3 HeNpeKHIHOCTH YNlaHOBAa pella MOXe 3a-
K/bYYHTH HenpeKMIHOCT HuXoBa 36upa. OBaj ycJOB, KOjH je,
yOCTaloM, Cam0 JOBOJbaH, a Huje ¥ nMoTpebaH, Iiacu:

18*
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- Hexa je f;(x) Hus y pasmaky (a, b) = HelBpexudHux
dynryuja Koju y iome . pa3maKy KOHBeprupa  tPAHURHO] yHK-
yuju f(x). [a 6u gyuryguja f(x) Ousa HeGpéKuOHE 00BOEHO
_fe 0a Huz f, (x) o'yde ynug‘)‘opﬂuo KoHBepteniian y -Tome
DPaA3MaKy.

JacHo je ma ycnos yHPlCIJOpMHe KOHBepI‘EHLlH]e Huje noTpeGaH
Ja Ou rpaHuyHa ¢yskuuja 6una . venperuana. OBo yBuhamo
u3 mpumepa Tauke (iii), jep je rpannyHa  yHKuuja 'f(x)‘==’0
38 0<{x<Cl Hu3a f(x)=n(l1—x)x", HenpexkuaHa ¢yHKUHUja
y pasmaky (0,1), uako oBaj Hu3, Kao WITO jé TO MOKa3aHO,
He KOHBepripa yHH(OPMHO Y TOME- pasmaxy. -

Ho koje je mepe mojam yHudoOpmHe KOHBepreHuuje, Hapo-
YUTO 3a OHO Bpeme GMO TELIKO NPUCTyMayaH, ‘BUIUMO M OTyIA
wTo je jow u cam Cauchy {3, crp. 131, raaBa 6, § 1} mucimo.
Ja rpaHdyHa (QyHKuMja HenpekuIHUX (PYHKuUHUja.mOpa GHTH He-.
nopekuiHa ¢yHKuMja, HAKO je BeOMa JakO o6pa3oBaTH HHU30BE
HenpeKuIHUX (bymcuu]a yuje Cy rpanuyHe ¢QyHKiHje - npexmme,
Kao WTO je TO ciyyaj ca HA30M dyHKuuja - :

- Fa(x)=x" B8a O0<Cx<l],
4uja je rpannyHa ynkumja .

f(x)=[ 0, 3a 0<Cx<1,
1, 3a x=1,
UIM HHBOM '

| |
&M= 3 0L

. 4YMja je rpaHuYHa (yHKuMja

g(x) , 3a x-=0,
. [0 3a 0<x<1

Paanor iT0 0Bo Huje npumehieHO He JIeXH CamO y TOMe,
WITO MojaMm rpaHuyHe (pyHKuMje Huje OHO JOBOJHHO MpPELUSHO
¢dopmymmucal, Beh MO CBOj NPUIMLM 'y "TOMe, IUTO Ce y OHO
Bpeme OMepuUcano CKOPO MCKIBYYHBO Ca PEOBHMA. Meby'mm,

Hajje/lHOCTaBHU]H HUBOBM Kaj Ce M3pasey oGnmcy GecKOHayHOr

pelna na]y cnoxerm]e aHaTUTHYKeE uspase, u3 KO]HX ce HIOMEHYyTa

0CcoGHHa He MOXe OBAaKO HerocpefHO NPUMETHTH, HAPOYHTO aKO'
ce uma y BULY Ha cy 6ecxonaqﬂu PefloBH CMaTpaHu Kao uenuﬂa

Tj. Kaa ]e,uaH 36up z OBO jacHo ysubamo u3 rope Haneneﬂa
-0
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ZlBa NpuUMepa, Ol KOjuX ce NpBM HMB, Kaj ra uapasumo y oGnm(y
penia, CBOAM Ha

f(x)—l-Z(l _x)xv, sa 0<x<1,
v=~C :
a ,npym HM3 Ha

g()~1- 2(1+vx)(1+x~i-vx‘) sa 0<x<1

Yocranom, jour je Abel {1, Werke, cTp. 224} 1826 npumeTHo
neraudoct Cauchy-eBa TBphewa, nok je Cauchy {4} oGjaBuo
ucnpasky Tek 1853 romune. dyHIameHTanHu 3Hayaj nojma pasb-
HOMEpHOr npefiasa Ka rpaHuuM HCTakao je Tek Weierstrass y
CBOjUM MpefiaBaibuMa.

(vi) Cymmua'yﬂud)opzvme KOHBepreHuuje JexH y Tome mTo
OHa CaipXH NBOCTPYKH Npesa3 Ka FpaHuLM, WIH npeLusHuje,
IITO OHa MNpeTCTaB/ba jefaH, M TO HajjeMHOCTaBHUjH OGIHK
ycloBa noj, KOjuM Ce KOZ ABOCTPYKOT Npejiasa Ka IDaHHUHM Cme
H3MEHHTH pell rpaHuMyHuX Mpoleca, TJ yc.noa Ja 6u lim lim
6uo jemuak lim lim.. . _ - W@

@ (™

OBO ce HapouuTO jacHo yBuha Kaxm ce nopen nojma yHu-
GpopmHe KOHBepreHuuje y pasmaky (e, b) youn I]O]aM NyHKTYyanHe
yHuopMHe KOHBepreuuuje, Tj. yHu(opmHe KOHBEpreHuuje .,y
GimsuHM Tayke c“, WM ,y Taukd c“. [lojam myHKTyasHe
yHugpopmue KOHBepreHoue ,ued)mmcao je Du Bois- Reymond {4
n 5} oBako:

Pen, uad Hus q)yﬂkuu]a fn (x) je yHugOpMHO KOHBep-
reHTaH y Taykd X=cC, aKO 3a CBAKO NPOH3BOJbHO Mmano -8 >0
MOXXEMO OIpeJIUTH TaKBY OKOJMHY (c-—€, c+s), g= 8(8), TaykKe
€. ¥ TaKap MHIEKC N=N_.(8), pma 6ynme

| £(x) - f(x)l <8 s3a CBaKO C-e X C+E, (8)

H CBaKo rz>N C

JacHo je ma y oBoj .netj)mmuu]u T} y (8), 8(6) MOXe Ja
uiigesHe ca 8. Kan To Huje cnyyaj, Tj. kagm €(8) ocraje
Behe OX Hekor € >0, Tama je HuB f,(X) Beh yHHCbOpMHO
KOHBepreHTaH y Lelom pasmaky (c-¢,c+¢€). .

. INojmom myHKTyanHe ynugopmhe. KOHBepreHuu]e odyxaaheﬂ
je nojam yHucpopmHe KOHBepreHiuje y pasmaxy, jep axo je Hu3
diynxyuja  f,(x) yrugopmno Konsepien@an y csakoj MauKu
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pasmaka (a, b), @Mada je on YHUFOPMHO KOHBepIeHTan u y
yeaom pasmaxy (a,b).

3aucra, ako 3a gato 8 >0 yoqumo cKyn J CBuX pas-
maka (c—¢,c+¢€), onpehenux yciosom (8), oBaj ckyn pasmaka
safoBobaBa ycioBe Borel-oBa crama [19, (ii)], Tako nma neo
pasmak (@, b) MOXeMO MpeKpUTH KoHayHuM Gpojem pasmaka
(cv-8,,c,+8), v=1,2,...,k ckyma J. Axko oOB3Hayumo ca
N(8) Hajsehu on ungekca N, (5), Taja je, npema (8),

|f(x)-f(x)|<<8 3a cBako e x<(h,

W cBako n>N(8), Tj.Hu3 f,(x) je yHudOpMHO KOHBepreH-
TaH y pasmaky (e, b).

(vii) Kon nyHkTyanme yHuOpMHe KOHBeEpreHuuje jacHO
;ona3d Ho M3paxaja uMtbeHdua Ja je y yHupopmHoj KoHsep-
reHuUjd, YCTBapH, .CajpXaH [ABOCTPYKH mpesjas Ka TIpDaHHULH.
OBO mnocraje OuMrIefHO Kaj 3a MyHKTyaJHy YHU(OPMHY KOH-
BepreHuujy opMmyiuiIeMO aHANOrOH CTaBa Tauyke (V) M TO:

AKo je Hu3 nelipexudHux fiyuxyuja f,(x) yrHugopmro KoH-
Bepieniian y iGayKuy Xx=c, Mada je u ipanuina gyurxyuja f(x)
HelipeKuOna y Wayxy ¢, a willo MONCEMO UCKA3QMu I OBAKO:

lim lim f,(c,) =lim lim fo(cn), 9

n=mamm=auw m==»nn=—wm .
3a cBaKu Hu3 ¢, Koju iexcu 1panudKoj BpeORocmu ¢ Kad
m-o, uau, wiko je ucimo,

lim lim £, (x)=-=llm llm fa (x) f(c), (10)

n=0 x=c
M2 KAKO X llleOICllO Ka c.

Tako, na npumep, Abel-oB craB mnomeHyT y Tauku (iv)
Kasyje, ycTBapy, na je Taylor-oB pen yHu(OpMHO KOHBepreHTaH
y 61434HU Kpajibe Tayke pa3maKa KOHBepresuuje, peuqumo x=1,
aKo je OH KOHBepreHTaH y Toj Tauyku. Kako je, mebyTum, npema
Weierstrass-oBy kputepuymy (iv), Taylor-oB pen yHupOpmHO
KOHBepreHTaH y pasmaky (0,1-0), TO je, maKme, Ha OCHOBY

cTaBa Tauke (vi), oH yHuopmHO KOHBepl‘eHTaH y LeloM pas-

maky (0, 1).

MebyTHum, 43 npBor WM Ipyror mnpumepa Tayke (u) BUIHMO
Ia HH OyHKTyanHa yhu(pOpMHA KOHBepreHuuja Huje norpe6ua,
Ha 6u penauuja (9) wm (10) Baxuna. Llta Buwe, ka0 wITO TO
BUI¥MO M3 IPYror OjJ OBHUX IpuUMepa, Hdje YaK HM NOTpeOHO Ja
HU3 PyHKuuja f,(x) Oyme orpaHuyeH y GIuSHHM Tayke x=1.
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' (viii) U3 uumennue 1a je vus Qyuxumuja f,(x) yHHpOpMHO
KOHBepreHTaH y Tauku X=c, cnend, He camo penauuja (9),
Beh u Hga je 3a cBakMu HuU3 c,, HUB f,(c,) KOHBepreHTaH
Kan c¢,-c¢, Tj. Ia

fa(cn)»>f(c) xam n->oo, - (11)

Ma KakaB 640 HM3 6pojeBa ¢, KOju -c.

Baucra, ako je ¢, MpOM3BObAH HH3 KOjU -C, Taja
moxemo HahM Takas 6poj N' pa Gyge

C—8 6 C+& 3a cBako n>=N,

rie je & oHO &=¢(3) Koje je ompeheno ycnosom (8). Ilpema
TOME, aKO y YCIOBY (8) CTaBUMO X=c,, M ca- N"” 03Hauumo
Behu o, Gpojesa N’ u N=N,(5), Guke, mpeMa OBOM YCJIOBY,

| f(cn)—1fn(ca)|<<8 Ba cBako n_>N".

Kako u3 (8) cremu na je ¢yukuuja f(x) HenpeKuAHA y TauKu
X=C, TO HOGMBaMO OTyJa Ja je ‘

|£(c) - fa(en) |= [ £(¢) ~ F(en) + £ (cn) - Falen) IS
<€) - f(en) [+1f(en) - fa (C) IS
<I[f(e)-flen)[+8<<
<e&'+8 8a n>N".

36or. Tora WITO € ¥ 8 MOXemo u3a6paTd NPOUBBOJPHO MAJNO,:
BHIUMO, NlaKie, na u3 (8) cnemu (11) ma KakaB GHO HUB C,-C.

Tek ycnosom o6imka (11) MOXeMO W3DasHTH yCIOB KOjH
61 6uo aHanoraH ycaoBy (9), a Koju je moTpeGaH ¥ JOBOJbaH
8a MYHKTyajHy YHU(ODMHY KOHBepreHuujy. 3aTe Mopamo mper-
nocTaBHTH ja je ycaoB (11) ucnymeH 8a cBakKH Hu3 Gpo-
jea c, koju -c. To je ycrsapu camo jenHa TpaHCKpumuuja
ycnoBa (8), M OHa rjacu: :

Ja 6u nu3 nedpexudnux giynxyuja f,(x) Ouo yrugopmro
KoHBeplenllan y Mauyxy .X=c, OQodipe6Ho je u 00BobHO Oa
yeaos (11) 6yde uclymwen 3a cBAKU HU3 ¢, Koju -»c Kad
n-»>oo.

[a 6ucmo jowr mokasanu na je yciaos (11) saucra H no-
BOJbAaH aKO je OH HCNyweH 8a CBaKM HU3 c,->c, TpPeETNocra-
Bumo, per absurdum, ga Hu8 f,(x) KoHBeprupa, aiM HIa OH
Huje YHU(POPMHO KOHBepreHTaH y Tauku x=c. OBO 3HauW Ja,
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Ma Kako mamu 6uo £>0, yBeK: nocrolu TaKaB 6p01 A>0
Iaje
hm sup  Max {lf(x) fr (x)|}
n=qw c-e<XSCtE

jep kax TakaB 6poj A >0 He 6u nocro1ao, ycnos (8) 6u Guo
*3a[l0BOJbEH. ’

Heka je 0<e’'<A u &, _>0; osHayumo ca §,; Ma
Koju on, GpojeBa-8a Koju je :

fE)-HEd>  Max  (fD)-F) -,

C-e KXoty
ako Hu3 &,1 He TeXH Ka ¢ Ka n-o0, W aKo je
IEH,;—c|>:-;2 [I0YeB Of, HeKor n; |
o3HauuMo ca E;, Ma KOju oj GpojeBa sa KOju je

|£(Eno) - fa(Bila)| >  Max . {|f<x-fn‘(x)n—e',

C-eSASete,

utl. Kako &,6,,6;,...., MOXemo GUpPaTH Tako Aa OBaj HuUB.

Texu Hym, TO he HU3 Enq, En 2o Engse.. TEXHTH ka ¢ 82
CBaKoO JOBOJbHO BelMKO 1.
[Tlpema TOME je

hm sup]f(En,k) f(En.k)l ’

.Ba ceako k=1,2,3,..... , LUTO 3HAY4 Aa nocrom TakaB Je-
JUMHYaH HW3 n, HH3a n, Ja je :
16, )~ F, G, ) [ >A-1>0, 32 v=1,23,....,

a WITO Ce NPOTUBM NpETNOCTABUM Ha je ycnoa (11) ncoymwen 3a
CBaKM HM3 C,-C. i :

(ix) Hda 6ucmo yBuaem cmucab OBaKO U3paXeHOr yCnoBa
3a NyHKTyaJHy YHU(OpMHY KOHBEpreHLH]y, IOKaXuMO Ja HUISOBU

MOHOTOHMX (YHKUHja YhHe jellHy OMWTY KJacy HH30Ba, 3a KOjy-

je ynudopmHa KoHBepreHuuja moTpeGHa W NOBOJbHa, ja Gu

rpanuyHa ¢yHKuuja Guia HenpekupaHa. [la je 3a OBy Knacy Hu-"

80Ba yHU(OPMHa KOHBepreHuuja 3aucra HOTpeGHA BHIMMO U3
OBOTI' CTaBa: ‘

Hexa je o,(x) Hu3 y pasmaxy (a,b) -mownoTOHUX U He-
GpexudHux @ynryuja. Axo je rmetrosa ipanutHa @Gyrxyuja o (x)
HeillpeKudHa, Hu3 ﬁynm;uja a, (x) je yrnugopmro xonaepzenman
Jy iome pasmaxy. : :
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VcTBapy, CTaB KOjM Ce OJHOCH Ha MYHKTyalHy yHu(OPMHY
KOHBepreHuHjy, a Koju, Ha OCHOBY CTaBa Tayke (vn) o6yxBaTa
ropibM CTaB, rJacu:

Heka je o,(x) Hu3 y pasmaxy (a b) MOHOMOKUX yHK-
yuja Koju y dome Pa3mMaKy KoHBepiupa ipanuskoj gyurguju o (X).
Axo je gynxyuja «(x) HeBpexudna ca Oecne (uau ca Jese)
ciipane y Maykn X=c, {Wada je Hu3 a,(X) YHUPOPMHO KOR-
Beplenilian y Mauku Xx=c ca Oecie (uau ca Jese) cilipake.
o HpemOCTaBuMO ga ¢yHxkuuje o,(x) He pacTy M ja je
rpaHuyHa (pyHkuuja o(x) vy Tayku ¢ HempekujHa Ca JecCHe
cTpane. AKo je HUB ¢, TpOM3BOJbAH HM3 TaKaB Ja je

c<cepoe,. n—)oo,
Taja je 8a NPOH3BOBHO & >0 '
c<le,<lc+e 8a CBaKO n >N(g),
TaKo Ja je, HA OCHOBY MOHOTOHHMje (YHKukja o, (x),
o, ()< ta(cn) an(c+€) 3a ceako n>N(e).

AKko y 0BOj Hejenﬂaq}aﬂu NyCTUMO Ja n->oco BUIHMO Ja je
«(c) gnliig inf s (c) < lim sup @ (e0) (e +-2)
MebyTtum, u3 mpetnocTaBke ha je ¢ynkuuja o (x) HenpekuiHa

ca JlecHe CTpaHe Yy Tayku ¢, cCjeld ja
a(c+e)->a(c+0) a(c) Kan s—)O

Tal(O na, ‘mocne OBOr Apyror npelia3a Ka rpahHuliy, Jo6usamo

na Je o .
lim an (cy) =afc), o (12)

M TO 32 CBaKM HM3 C, KOjU TeXH Ka ¢ ca JleCHe CTpaHe.
[lpema TOMe, M3 ycnoBa (11) ciemd jga je HM3 o, (X)
YHU(OPMHO KOHBEPreHTaH y TaykKd ¢ cCa JeCHe CTpaHe.

(x) Kao wwito BHIMMO, DOKas ropwer CTasa, Kao M J0xas
Abel-oBa craBa HaBejeHor y Tauku (iv), M3Bone Ce, 8anpaBo, .-
IABOCTPYKHM Mpella30M Ka TpaHMild; OBO je, yOCTalloMm, Clyyaj ¥
KO CBMX CTaBOBa KOju Ce OJHOCe Ha NMyHKTYalHy yHH(OPMHY
KoHBepreHuujy. Tex npumeHom CTaBa Tauke . (vi) OB CTaBOBU C€
mpeHoce Ha' Leo pasmak (e, ). YcrBapd, KOA CTaBoBa 3a
© Koje je moryhe HemocpegHo MOKa3aTH Ja Ce rpaHHYHM NpoLec
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BpIIH YHH(POPMHO y LenoM pa3maKy, KOJ THX CTaBOBA je OBaKO
uspaxeHa yHU(OPMHA KOHBEpreHlaja caMO jeZaH CpasmepHO
jemHocraBaH o6JIMK ycnOBa M0 KOMe Ce KO IBOCTPYKOr Ipe-
J1a3a Ka rpaHdud CMe M3MEHWTH peli IPaHHUYHHX Mpoleca.

CTaBOBU KOju Ce He MOTY H3BECTHU HEMOCPENHUM JOKasoM
yHudopmHe = KOHBepreHuuje, Bek ce NPH HHUXOBOM JOKa3y Mopa
npubehn NBOCTPYKOM Npesnasy Ka rpaHuud (ka0 WITO je TO
Cllyyaj KOX rope HaBelleHMX CTaBOBa) Crajajy y rpymy . TexHX
craBoBa. MebyTtum, Ha mHoro Beke MoTeuikohe HaWJa3UMO KOL
OHUX CTaBOBa KOJ KOjuX TpeGa MOKasaTH Jla ce pel, KOI [BO-
CTPYKOT rpaHHYHOT Ipeja3a MOXe H3MEHWTH, alM IAe OBH
TpaHUYHU NpeNasu HuCy jenHoaukd. [lpumepa pagu HaBeguMO
T3B. Gibbs-oB {1} ¢peHoMeHn koju ka3yje ma Fourier-o pep
¢ynxumje f(x) Huje yHU(POPMHO KOHBepPreHTaH HU Yy jelHOj
Tayky npekuga npee BpcTe ¢yHkuuje £(x), Hako @yHKuUja
f(x) Mmoxe GuTH HenpeKMIHA Ca JleBe WM JeCHe CTpaHe y OBHM
TayKama. [[pyrum peyuma, aKo CTaBHMO

n
fa(x)=ay+ Z a, cos (vﬁc) + b, sin (vx),

v=1

roe cy a, W b, Fourier-oBu xoeduuueHTH ¢yHkuuje f(x),
M aKO je X=c jegHa Tayka IMCKOHTHHYWTETa [IpBe BpCTe OBe
(PpyHKuHje, Tama

lim f,(x)—>f(c+0) kag x-c+0;
ns==w

mebyTum, HU3 f,(x) He KOHBeprupa yHU()OPMHO y Tayku Xx=c,
qum je f(c—-0)#f(c+0). _

Hajsanm, meby HajTexe craBoBe KOjU Ce ONHOCE Ha MCTY
npo6ieMaTHKy Ccrajajy OH4 KOju Cy Y UBBECHOM CMHUCJTYy WHBEP3HH
TOpUM CTaBOBHMAa. TO Cy OHM CTaBOBH KOH KOjuX je mosHata’
npupojfia KoHBepreHuuje nusa ynkuuja fp(x) y ONHBHHU Heke
TayKke X=¢, Ha Opumep, YHU(OpMHA KOHBepreHuuja y CBaKoj
Taykd ¢’ KoOja ce Hanaau y GAM3UHM Tauyke ¢, KA0 H YMibe-
HMLA Ja je rpaHMyHa (yHKuMja f(x) HenpeKWIHA y Tauku C.
{loctaBpa ce. muTame KOHBepreHuuje HH3a (YHKUHja ¥ Camoj
Tayki Xx=c, Tj HU3a GpojeBa f,(c), IUTO 3ampaBO 3HAYu Ha
ce MMTa Kakea TpeGa fa je CTPyKTypa. Husa ¢yHkumja £,(x),
"YJIM KOJM Cy NONYHCKM YCJIOBH KOje OBaj HMU3 Mopa joiwl sajo-
BO/bABATH Ja Gu 0BO 6uo ciyyaj. OBu CTaBOBM ce, yCTBapH,
mory gopmyadcaTd camo 3a Hu3oBe [,(x) cneLuasHe CTpyK-
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Type, Ka0 LITO je TO, Ha npumep, cayyaj kom Tauber-oBa cTaBa
Koju ce omHocu Ha Taylor-oBe pemose, wiu Landau-oBa mnpo-
wupea oBOr craBa Ha Dirichlet-oe penose, koju cy uaBeleHu
y Tauku C. 6.2, a Koju cnamajy meby Hajrakuie craBoBe OBe
BpCTe.

(xi) da 6ucmo kop ycnosa (11) unu (12) mokasanu 1o Koje
Mepe, OJHOCHO KOJIHKO MHOTO je 06yXBakeHO peTOoCTaBKOM Ja
oBU TpeGa [a Baxe ,3a CBakd HUB C,->C", HaBeIHUMO OBJe
jow jemaH craB OBe BpCTe, U3 KOra Ce jacHO BHIM Ja U3
ycnoBa (12) caemu MHOro BHlle Hero IUTO TO TBPAM APYTH CTaB
Tayke (viii), ¥ TOo mop cna6Gujum mpernocraBkama. HamomeHumo
- Ia npu Tome MOXeMmo, Ges OrpaHuyerha, NPeTNOCTABUTH Ja Cy
Kako -¢, TaKO W rpaHuyHa BpelHOCT Yy (12) jenmnake Hme u
npema TOMe OBaj CTaB cpopMynucam 0BaKo:

Hera je f,(x) Huz y pasmaxy (0,1) Oegfunucanux. dynx-
yuja no;e y moMe pa3maxy He ofiadajy. Axo -

f,(xn)»0 Kad n-oo _ (13)

3a cBaKu Hu3 X, Koju -0, Mada je ,
1° GoyeB 00 jedne BpedHociiu x=Xx' Rru3 gyuxyuja f,(x)
opanuden, ij. B
lim sup £,(x)=F(x) #ocmoju 3a cearo 0 x<x', (14)
n=w .

20 F(x)»0 Kad x-0. (1)

Axo 2° uuje ucnymweHo (Tj. ako Hu3 PyHkuuja 7,(x) He
octaje orpanuueH y pasmaky (O, €), Ma KaKo MalH 61o =),
umd ako (15) Huje WCHyHweHO, Taja Mopa NOCTOjaTH jemaH Gpoj
A>0, ¥ HM3 CBe MalbHX M MalbMX BPeTHOCTU &,, TaKas Ja je

lim sup f,(8)>A 3acBako k=1,23,.... (16)

AEw
Jep, umu je (3a jemno yrBpheHo k)
fa(&)=0(1),
a Taga je s6or MOHOTOHﬂje dyHkunja £ (x)
f,,(x)=0(l) 3a cpako O<x<§,

W4 je 8a TO Kk .uchmymweHa HejenHauuHa (16).

[Ipema TOMe, MOXeMO MOCTelleHO OJPeNMTH HU3 BPETHOCTH
g, KOje Texe HyMM ca k, TaKpuxX Ha HejefHauuHa (10) 6yne
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$all0BOJbeHa, a -OBa -HejeNHayuHHa, yCTBapn Kasy]e Aa nocm}u
TaKaB JeNUMMYaH HH3 Fn, (8¢) ‘Hu3a f (Ek), n=1,2,3,.
Ia je 3a J.‘LOBOJbHO mano &< A '

foy, () > A—e>0 3a cBako k=12,

¥- JOBOJbHO BEIUKO ¥, OLHOCHO 1, O'ryna BUIUMO 1A je
3a IMaroHalH¥ HU3 f,,k, «Ge), k=1,2,3,..., yBex

lim inf £, (6) >A

a IITO Ce MPOTHBU NpeTnoCTaBuu (14).

24. (i) PaBHOMCPHH npenas Ka rpaHHily- nonask, mehy ocra.num,
IO uapaxaja Kaja Ce UNaHOBW pefia MM HH3a (hyHKuuja ,u,mpe—
peHuupajy MaM MHTerpuily. 3GOr TOra IUTO Cy OBe. Omepauuje
Beh neduHMCaHe jeIHUM FpaHMYHMM NPOLECOM, TO Ce, yCTBapH,
W OBJ€ pajy O WBMEHW pella FPaHWYHMX IpeNiasa, Tako na je
oBje GUTHO Ha Ce OBU rpaﬂuqﬂu upenaau OJMrpaBajy Matbe WIu
Billle paBHOMEpPHO.

Kao npso, nocraeba ce murame Kaja ce pell, ONHOCHO
HU3 YHju Cy YNaHOBUM (QYHKUMje Of X CMe HHTerpucaTd 4iam .
no unau. lpeuusnuje, ako je mar y pasmaky (¢, b) KoHBep-
reiTaH Hu3 R-unTerpaGunnux ¢ynkuuja f,(x), ¥ ako je rpa-
HMYHA (yHKuMja f(x) R-uHTerpabuina, Kaga je . '

b b ) b
tim [ £,(x) dx= [ tim fudr= [fyax. (1)
n=o - . n=w .
. a. a a .
Ilpema ToMe ce OBHM 3aXTeBa:
" 1° ma. rpanuyHa QyHknmuja f(x) Husa, y paamaky (a, b)

R-unterpaGunnux ¢ynxuuja f,(x) Oyme Taxolje R-unrerpa-
6unHa, Tj. na : ,

J= f f(x)dx mnocroju,
2° 1a HM3 WHTerpana
Jn= f f,(X)dx koHBeprupa Kam- n-» oo,
a . . )

3% ako cy 1° 4 2°‘ncﬁyu;eﬁu na 6yne

lim J, = /.
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(i) lLro ce Tuye 3axresa 19 jour je Arzela-{1. cTp. 321-6;
2; 3} nao noTpeGan u NOBOJbaH ycioB na OH Gyne HChyHeH,
Tj. Ia 64 rpaHuyHa (yHKuuja HM3a R-urTerpabuinux ¢yHKuuja
Ouna R-nmerpaﬁunﬂa Cama (opmynauuja osor ycioBa je mocra
CJIOXEHa, TaKO Ha je OH CaMO Ofl TeOPHCKOr 3Hayaja M JaKiue
je HemocpejnHO yBUIETH, Ipema TOMe W npu (opmyNauujd cra-
BOBA NPETNOCTaBUTH, Ia je rpaHuyHa (yHKUHUja -R-MHTerpabuaHa.
[Topen Tora, kop mnuTarba Koje MMamo y BHURLY, Tj. KOJ, MUTamba
Kaja ce pel ouepauuja lim ¥ [ MoXe WBMeHUTH, OBaj yClOB
. je ¥ yTONMKO Of Mamer 3Hayaja, UTO je OH yecTo Beh calpxaH
Yy ycloBuma Koju Cy rioTpebnu [a Gu 3axTeB 2° OMO UCHYH-eH.
Mopen HajienHoCTaBHMjer cnyyaja Kajga je MO Cpenu yHupOpMHa
KOHBepI‘EHuH]a (B “Tauky (iii)), 0BO mocnexwe BaXu HapOUUTO
Kajia MMaMo y BUIY MHTerpane y cmuciy Lebesgue-a {1).
MpumeTumo, Haj3all, ma rpaHuyHa (pyHKuuja HM3a R-uure-
TpaGuiHux (yHKUuja MOXe GOuTH R-uHTerpaGuiHa, a Jia Hu3
#HTerpana j, YOHIUTE He KoHBeprupa. Tako, Ha npumep, rpa-
HuyHa cbyHKuu]a f(x) HM3a L

fa (x) n® (1 - x) x4, n==1 2, 3
a0 W rpaHuyHa q)yHKuu]a 2(x) HMBA - -
‘Ga(X)=n? (x"—l—x""“'(-l)") ‘n=2,3,.

cy ucre, 'r] :
. f(x) g(x) =0 "za O0Lx < ,

ma cy, npema TOME, rpanuqﬂe q)ymcume 06a oBa Huaa R-unre-
rpaﬁumle y pasmaxy (0,1). MelijuM je

ff (x)dx=-=—_{—_—i

TaKo Ja y OBOM HpMMepy HU3 MHTerpana J, CTBapHO HuBep-
TUpa Kajg n-»oo, [OK HU3 HMHTerpana '

e
Jn !gn(x)dx I‘l-l-(-l‘)"

cocuusmupa usmeby -1 u +1. ‘
(iil) Ulro ce THue ycnoBa 3° npuMETUMO NpPBO;, AAa HU3

R-unterpabunnux ynkuuja moxe GUTH TakaB jJa ycioBd 1° u
2° Gymy ucnyibewd, a JHa NpH TOMe OBa rpaHMYHa BpeHOCT
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lim Jn He Oyne ]e,tmal(a mn‘erpa.ny J TrpaHuuHe QyHKuMje.

n=w "

Tako, Ha npumep, HU3 (yHKUMja
fn(x)=n*(1-x)x", n=123,....,

KOHBeprupa rpaHuyHoj QyHxkuuji f(x)=0 8a cBako 0<Cx<(l,
na je, mpema Tome

-J=ff(x)dx=(‘),
0

IOK je

ff () dx (n+l)(n+2)

Tako Ja HW8 WHTerpana j,, KOHBEprupa rpaHH4YHO} BpeLHOCTH
lim J,=1, koja je pasnmuyuta ox J=0. — OBaj HuB PYHK-
n=aw

uuja je y CylTuHW ucTOBeTaH ca Husom ynkumuja (Darboux
{1, cTp. 84})

fa() =2n2xe—"*, n=1,2,3,....,

KOjH npeTcraB/ba jefaH OX NpPBHX NIpMMepa OBe BpCTe.

MebyTum, BehuHa ycnosa (6ap OHHX OJ NPAKTUYHOr 3HA-
yaja) Koju [majy HOBOJbHe KpuTepuyMe Jga O6u 1° umu 2° Guio
HCHyleHo, moBiaayd Beh M camy unmenuuy 3°. TakasB jeman
KpUTepuyM je, Ha mpumep, Na HU3 (pyHKUMja YHH(POPMHO KOH-
BEprupa; Taj KpUTEpUyM, KOjU je ylao y BelinHy yliGenuka, a
" BepoBaTHO moTuye o Weierstrass-a (. Heine {2}), raacu:

Hexa je f,(x) nu3 y pasmaxy (a,b) R-uniieipabuanux
dyuryuja. AKxo je osaj Hu3 YHUPOPMHO KOHBeplenilian y iome

pasmary, ada je 1° werosa ipanuyna @yuxyuja R-unilierpabuana,
2° nu3 unileipaaa je xownsepieniBan u 3°

] b -
lim | £,(x)dx = [ lim £, () dx.
n=m! . !n:m

Ha u y oBome cTaBy yHupOpMHA KOHBepreHuuja He mpet-
CcTaBba Mnotpe6aH, Behk camo. JOBOJbAH YCJOB Bu,numo U3
npumepa

£ (%) =-=n(l ~H)xn1, p=1,2,3
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I'pannyna q)ym(uu]a oBOr Hu3a QyHKuMja je f(x)=0 B8a
0Cx<C1, Tako ma je '

1
. J= [ fxyax=o;
0
C Apyre ctpaHe je 1
Jn‘ffn(x)dx’:'—]_a
3 n+1
Tako ga J,»0 Kag n-oo, T]
limJn=j.

MebyTum, oBaj Hu3 Huje yHU(POPMHO KOHBepreHTaH, Kao LITO
CMO TO BUiemu y Tauku [23, (iii)].

[lpumeTumo jowr na cy CBM rope HaBeJeHW MpHMEPU Maibe-
BHllle UCTOra KOBa, M [ia Ce MOTy M3BeCTM W3 HM3a dyHKuuja
-06sMKa

£ (x) =nP h(nx),
rie je h(x) negpuHucaHo y pasmaxky (0, o).
Tako, Ha npumep, ako je
p=1, h(0)=0 un Ah(x)=o0(x), x->o00,
M aKO HeCBOjCTBEHM WHTerpal

[ royar
OOCTOjM, Tama °

fa(x)>f(¥) =0 3a 0<{x<1, Kag n-oo,
IOK ’

Jf,.,(x)dxa!h(t)dt, n—»o-o,

a OBaj MOCje[tbd MHTerpan He mopa GuTH jenHak Hyau. [lpu
Tome je oBaj HUB (pyHKIM]a yHuq)opMHo KOHBEpreHTaH 3a CBaKO
x>0, -ocum y Tauku x=0.

Kag, Gucmo, mebyTHM, rOpHY HH3 (hyHKUMja AOMHOXHIH Ca
(nx)!, rme je i=V-1, T] Kag GHMCMO IOCMaTpaid Hu3
QyHkumja -

- &n(X) = n(nx)! h(nx),
rue d)ym(uu]a h(x) 3agmoBo/bakEa rope HaBefeHe yCJOBe, UMaiR
6ucMO HU3 QYHKUUja "KOjH, OCHM y Tauku Xx=0, ynud)opMHo.,
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KOHBEPrupa. rpaHYHOj GyHKUM[H Koja je jemHaka Hyim sa x>0,
A UMM HM3 MHTerpana ocuujMpa Hsmeby KOHAYHMX : rpaHuua.
VKonuko 6HMcMO XeseqM Jla MMamO TakKaB HH3 peasHUX (yHK-
‘LMja NOBOJLHO je Ia IIOCMATpPaMmo . pealHd WIH UMaruHapHH Aeo
TOpHEr HU3a, peLuMO HHU3 (yHKUUja

n sin (Ig nx) h(nx).

(iv) Jenan o HajBaXHUjUX CTaBOBa Ha OCHOBY KOjUX ce
Pen rpaHuyHUX Dpoleca MOXe HU3MEHHTH y cmuciy oGpacua (17)
Jao je Arzela {1, ctp. 537 u lemma Ha cTp. 262-T, ka0 u CTp.
322; 2, ctp. 123—35). OBaj cTaB ce yrjaBHOM CacTOjd y Tome
wTo ce yHU(oOpmHAa KOHBepreHuuja Hu3a QyHkuuja £, (x)
3amemyje Herosom yHu(pOpMHOM orpaHuyeHoinhy; 3a QyHkuuje.
uHTerpaGuiHe y cmucay Riemann-a oH raacu: .

Hexa je f,(x) nu3 'y pasmaxy (a,b) R-unllerpaluanux
¢‘yﬁm;uja AKo.je 1panuuna gdyuxyuja R—uumezpa()'u./ma u aKo je
Hu3 PyHryuja yRuPopmMHO OlpaHuuer y iHome pazmaxy, ij.

|f(x)|<M 3a cBako a< Xx<b u n=1, 2

mada je limes uumezpa/ta jednar uniletpany limesa
b

llm f(x)dx = fhm fn (x)dx

Taj craB ce 4yeCcTO HasuWBa W Arzela-Lebesgue-OB CTaB,

36or Tora wTo y npBuUM Arzela-oBUM pajoOBHUMA NOKasH HUCY
6unm notnyHu, gok je Lebesgue {1. ctp. 125; 3. ctp. 29—30},
TpolkpyjyhH 0OBaj CTaB Ha CBOj [l0jam UHTerpaia, HCTH J0Ka3ao
M TO Yy 1beroBOM HajomuTHjem OOGJHKY, a KOjH HemocpegHO
. campxy Arzela-oB cTaB. YcCTBapu, OBaj CTaB J0JIasH O MyHOT
u3paxaja ca mojmom Lebesgue-oBa uHTerpana, 3aTo IITO Taja
OoThnana ycnoB ja rpaHuyHa ¢yHkuuja Oyne uHTErpaGuiHa, jep
je oBaj ycnoB caipxaH y yClIOBYy YHU(DOpPMHE OrpaHHYyeHOCTH.
— HesaBucHo on Arzela oBaj CTaB je HeLUTO MOLHUje H3BEO
u Osgood {1} u TO y cheuuanHOM Cliydajy HHSa HeNpPeKHIHUX
dyHkuuja. Jeman om mocan Haijahux Jl0OKa3a OBOr CTaBa Ja0
je Landau {4).
- Ulro ce Tuye yc.nona Arzela-osa CTaBa, jaCHO Je Ja 'y
€amoj HeroBoj NpupoIM JieXH NpeTnocTaBKa Ja rpaHuyHa (PyHK-
uuja 6yne R-uxterpabumia. MebyTum, H y OBOMe CTaBy yCl0B
Ja nus Qynkuuja Oyne yHu(hpOPMHO OrpaHuyeH je camo ,LlOBO.TbaH
a Hujé i norpeGax.
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[la 6ucmo oBO ysunenu IOBOJBHO je 1a yOuMMO Hu3
$yHKuyja

0 s o<x<—— u L<r<y,
£, (%) = "+1 n n=12,..,

a, 3a —<x<—

n+1

Osaj HMB (yHKLHM]a KOHBeprupa 3a CBaKO ¥ pasmaka (0,1),
¥ beroBa rpanuyia Qynkuuja je

f(x)=0 33 0<Cx],

M TO Ma KakaB 640 HU3 GpojeBa a,. AKO OBaj HM3 H3abepemo

Tako na
a,»00 Kai n-oo,

" Taja oBaj HU3 QyHKuMja He OCTaje YHU(POPMHO OrpaHuyeH y

pasmaky (0,1). Kakxo je, mebyTum,

=ff(x)dx=m

TO Kaj, 8a HM3 @, DPETNOCTABMMO joul Ja He TeXHu Gecko-
HAYHOCTH CyBHuile Gp30, U na je
a,=o(n*), n-+oo,
lim J,=/=0.
n=ow

Tako, Ha mpumep, akO CTaBHMO fa je

Taga je

e¢,=n, 3 n=123,....,

Jo6uBamo HU3 (PyHKUMja KOjU HMje YHH(OPMHO OrpaHHyeH, yuje
Ccy ¢yHKuuje wiTa BULUEe NO3UTHBHe, Na uMaK je limes WHTerpana
jemHak unTerpany limesa.

Uako cy ¢ynxuuje osor Husa npexn,nﬂe HUje Tewko, ca
MalbMM M3MeHaMa, YYMHWTH Ja cBe oBe (yHKuuje Gyny Hempe-
KuJHe M Ja 3ajipxe cBe OCOGUHe ropwer Husza. Tako je, Ha
fipumep, JOBOBbHO Ha maaTdopmu cBake on ¢yHkuuja £, (x)
Ja yOuMMO TayKy Koja ce HanasM Ha cpeJuHU oBe miaTgopme,
T}, Tauky x=l(—l- +—1—), y=a,, ¥ Ja 0UpaBOJUHUCKH

2\n  n+l1 _
CIOjUMO Ty Tayky ca Taykama x=1/n u x=1/(n+1) Ha
X-ocu. Jlo6uBeHa MOJNMrOHaNHA JiMHH]ja OpeTCTaB/ba JHarpam
HenpekunHe (yHKUHje ca XebeHHUM OCOOHHAMA,
Teopuja » npaca Stieltjes-osa nmrerpana 19
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(v) Nomohy crapa -u3 Tauke [20. (iv)] moxemo Arzela-oB
CTaB Jiokasati OBako. Heka je f,(x) HuMB y pasmaky (g, b)
R-unterpaGuanux ¥ yHudopmuo orpanuyeHuX QyHKuuja, ¥ Heka
je werosa rpanuyHa d¢yHxuuja f(x) Taxkobe R-unTerpaGuina.

CraBumo
&n(x) = |f(x)~fr ()],

Taga je W oBaj Hu3 ¢yHkuuja R-uHTerpaGunan u ynupopmuo
orpaHuyeH y pasmaky (@, b), a merosa rpaHu4yHa tbyHKu.uJa je-

g(x) =0 B8a a<x<b.
Kako je labe

ff(x)dx ff(x)dx' f|f(x)-f,.(x)|dx=

b
fg (%) dx,

TO aKO [IOKaxeMmo ha je
b 5
lim fg,,(x)dx=fg(x)dx=0,_
ne=w a . : a .
Tana ke OTyJa CNEeNHTH ¥ Ja je-
b ]
lim [ £,(x) de = f £(x) dx.
a a

Kako je, mebyrtum, :
g,, () >0 Ba a< X<},

TO ]e, naKze, 3a noxaa Arzela—oaa craBa Il.OBOJbHO na 1o
KaXeMo:

AKo je g (x) Hu3 y pasmaky (g, b) noam'usﬂnx R-un-
Terpa6unﬂux U YHiA(hOpMHO OrpaHHYeHux d)ymcuu]a, M aKo oBaj
HA3 TeXu HymM B8a. CBaKO X TOra pasmaka, Tana " HH3
mn'erpana ) )

fg,,(k) dx—r'(‘)'- 'Ka,u, M'Il—)oo.

. ﬂpema TOME, aKO O3HaYUMO Ca M | ropiy TPaHuLy HU3A
q)ymcuuja gn(x) 6uhe ) ‘ ‘ _
0<g,,(x)<M 3a_CBAKO . a<x<b_— H ,n,=l,2,»>3,.,. .
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Osnayumo nHame ca ¢t Ma Koju 6poj pasmaka (0,M) wu.ca
9n (¢ x) acoumpany dyHkunyy pyrxuie ga(x), TI.

R O L N
1 3a ceako x 3a Koje je gn(x)>t,

Tana je, 3a ceako 0<e< M,
En(X) <M n(e, %) + {1~ gu (5, 0)}.

Axo caji € u3aGepemo Tako Ja (pyHKiMja ¢, (s'x) Oynme uH-
TerpaGuiiHa (a wro je mpema crasy us Tayke [20. (w)] yBex
moryhe), Taga je

s b
f&@h<Mf%@@a+ﬁﬁ~%@@ké

5
<M [onle D dx +(6-a),
jep je
I-9(e, X)) <1 32 a<Cx<h.

U3 oBe HejemHayuHe BUAMMO Ja ce Arzela-OB CTaB CBOIM

Ha OBaj: ‘
. Hexa je g,(x) nu3 y pasmaxy (a, b) R-unilieipaOusrux;
fo3uMuBRuUX U YHUPHOPMHO ozpanutzeuux dynryuja. [Ja Ou Hus:
muxosux undleipasa ‘

fg,,(x)dx—»O Kad n- oo,

dososro je (a u ZoipeOHo) da 3a csaxvo >0 (3a Koje osaj
amizezpa.a gocioju)

f Pn (e, x)dx-)O Kad n-rco.

,lIa GUCMO BHIENM CMHCaO OBOT YCJOBA npume'rmuo na
npema cTaBy u3 Tauke [20. (iv)], unTerpan

f on (e, ) dx

1+
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MOXeMO TOGHTH Kao rpaﬂwmy Bpe.IIHOCT (Kan 6{ 1 50) HoHer
Darboux-osa 36upa Co ‘

P}=ng(e D=5 o (19

v=1 ’ .
[lpu Tome cmo ca g,(e,n) O3HAYUIHN TOBY rpaHuity QyHKunje
¢a(e,X) y pasmaky (x,_, x,). MebyTum, npema nedunduuju
(18) dynxunje o,(t, x), mowa rpamuua g,(e,n) je jenHaxa
Hya¥ 3a cBe pa3make (X,4, X,), OCHM 33 OHe Yy Kojuma je
gn(x) >e 38a CBAKO X, y<(XX,, @ Y KOM cnyvajy je oBa
‘Ioa rpaHuua jemuaka 1. 360r TOra ce IOMM- Darboux-OB
86up (19) csonu, y crTBapu, Ha 36up pasmaka

8(gn,€e)=2"(x,— X,_1)

KOjH je yseT camO NpeKO OHUX pasmaka y Kojuma je g,(x)>
8a CBaKO X, ., < X<(X,. Moxemo, fakne, CTaBuTH Ha je

fcp,,cs X)dx = a(gn,e) +, (20)
rie je € >0 u npoussonHo MaJo, aKko ]e camo nopena {P}
IOBOBHO rycTa, Tj. O6{P} m1OBOJHO Malo.

Moxaxumo cap, Ka Hu3 PyHKUMja g, (X) He MOXKe TEXHTH
HyNM 3a CBako X pasmaka (g, b), aKoO HU3 HUXOBUX MHTe-
rpana He TeXM HymM. 3aucTa, aKO HU3 MHTerpaa He TeXHU HYJH,
Taja MoCTOju jefHO TakBo 1 >0, pa je

b
[e®dr>n>o,

3a GecKkpajHO MHOrO BPeJHOCTM OJ, 1, and MOxemo, Ges
orpaHuyera, NPeTHOCTABUTH Ja TO BaXu 3a CBaKO 71, aKo
camo non, g,(x) mnogpasymeBamO CaM Taj MeNMMUYHH HU3 3a
KOju ropwa HejenHauuHa BaXH.

Ha ochoBy ropmer cTaBa  -oGpacua (20) BUAMMO Ja Y
ToM crydajy MoXemo yBek Hahu Tako rycry mogeny {P}, na
Ba NMPOU3BOBHO &' < n LeoKyNnHa AyXuHa S(g,,,s) CBMX OHUX
pasmaka (x,_,,x,) nojene {P}, ykojumaije g.(x)>s, Oyme
-Beha off n-¢'=1'>0, Ti. na Gyme

8(gn, 5)>‘1">’0:

¥ TO Ma Kako Bejuk 6uo Opoj n.
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Kako je n' yrepheHa (Tj. KOHayHa, He NPOU3BOJLHO Mana)
AyXHHa, TO ¥ pasmaky (e, b) Mmopa moCTOjaTH Hajmame jemHa
Tauka &, Koja ce Haiasu y'yﬂyfpam}bocm HeorpaHuyeHo
MHOrO pasmaka (X,_4,%). Y Tum pasmauuma je, mebytum,
gn(x)>>e; TO 3HauM 1a NOCTOH e MMHYaH HU3 Huaa 2 (8),
Ydju Cy CBM YMaHOBM _>&, INpemMa TOMe HHU3 qbyHKuu]a £n(X)
He MOXe TeXHTH HyJau y Tauku §, wTO je TpeGalio JOKa3aTH.
OBum je u Arzela-oB CTaB JOKasaH,

- Hanmomenumo, na cmO ce mpH TOM 3aKby4yKy KOPHCTHIH
OBOM YHILEHHULOM: _

Heka je pmar koHayaH paamak (a b) u Hexa je J KoHayaH
cKyn noJpasMaKa Tora pasmaka KOju Hemajy 3ajeJHUYKUX Tayaka,
a uyuja je uenoxynﬂa oyxuHa 8. Ako youumo Hu3 [,
v=1, '2,3,..., TaKBHX CKynoBa pa3maka, U ako je 8,>n>0
8a ceako v=1,2,3,.., e cMO Ca O, O3HAUWIH LENOKYIHY
AyXHHY CBHMX MOIpasmaka ckyna J,, Tajma mopa TOCTOjaTH
HeorpaHu4eHO MHOro cKynoea J, ¥ Hajmame jenHo § pas-
Mmaka (@, b) TaKBO Ha CBakH CKym Jn, CalpXxu ]e,uaﬂ nox-
pasmaK y uujoj ce YHyTanJlbOCTH HamasM Tayka §. '

3aucTa, Heka je N TaxaB Leo 6poj Hase

Nn>k(b-a) ma xaxaB Guo jgatu Opoj &;

ako youumo N, uiM Bule Ma KOjUX O CKymosa J,, Tajga
MOpa NOCTOjaTH Hajmame jenHa Tauka § pasmaka (e, b)  TakBa
Ia ce OHa Hajasu y no ]e,lIHOM oIl mojpasmaKa Of Hajmambe
k+1 oBux ckynosa J,. _

36or Tora IUTO ce MNOjeiMHM INOIpasMaly jp Ma KOF
CKyna J, He mnpeknamnajy, TO je ropwe TBphemhe HCTOBETHO
ca OBHM:

Heka je ju,n=1,2,3,..., HM3 mogpasMaka pasmaka
(a,b) u Hexa je dyp JHyXuHa pasmaka ju. AKo je

di+dy+...+d, >k(b-a),

Taja MOCTOjM Hajmawme jegHa Tayka § pasmaka (g, b) Koja
ce Hanasu y yHyTpauubocm on Hajmawe (k+1) om n Pa3-
MaKa ju p=1,2,. :

OBo TBpijel-be ce y CTBapH, cso,u.u Ha TO Ja ce-lOKaxe
Ia Hajmame (k+1) ox pa3maka ju, 1 —1 2,...,n, mopajy
MMaTH Baje[HWIKUX TayaKa, a INTO je jaCHO, jep y Hajropem
ciyyajy, ako oBe pasmake fnopebamo jemaH mo Apyror, oHH he
NpexpuTH pa3mak OyxuHe d,+ds+...+d,, Koju je Beku of
k . pasmaxa nyxuHe (b—a), u mperehu he jow jemaH pasmak
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Koju He moxe 6utH Kpahu on
' d1+d2 .+ d,-k(b—a) = d>0

Hpema TOMe, MOpa MOCTOjaTH Hajmamwe (k+ 1) pasmaka ju KoOju
he cBM uUMaTH 3ajeIHHYKUX Tayaka, a Koje Ce CBe Tayke Halase
jow u y jemHoM WM Bulle pa3MaKa yuja je TOTanHA JLyXHHa
Hajmame d. — Kaxko N, Tj 836up nyxuHa d,+d,+,..+d,,
MOXKeMO YYUHWTH NPOM3BOJBHO BeJMK, TO HM3 CKyNOBa pa3maka
Jv, WM HM3 mojpasmaka ju, HMMa OBy o0coOuHy: Ma Kako
Beqmk Guo 6poj n, mocToju yBek 1eo 6poj N(m) TakaB ja
'y HuHBY pasmaka ju,p=1,2,.. N(n) Oyne n pasmaka Koju
UMajy Hajmarbe - jenHy yHyTpauuby Tayky E. 3a HHM3 CKynoBa
J» pasmaKa j, MOXeMO caj MokasaTd ja Mopa noCTojaTH Haj-
Malbe .jeiHa Tayka KoOja Ce Hanasu. y . yHYTpailHOCTH OR Gec-
KpajHO MHOro pasmaka j,. Kaji oOBakBa Tayka He GM MOCTO-
jana To G4 sHayuno na ce Ma Koja Tauka § H3BeCHMX. pas-
Maka pasmaxa (a, b), ToTanHe myxuHe >0, Hanasu y yHyTpa-
WHOCTH OX HajBuille KOHAYHO MHOTO pa3maka ju.— O3HaynMo
¢a j, HajMalbu 3ajeflHMUKU pa3maK KOHauHor Gpoja N pas-
MaKa ju Koju campxu Tauky § Obum ROGHBaMO cx(yn pas-
maka kojum npema Borel-oBy cTaBy [19. (ii)] MOXXEMO U3BeCHe
pasmake TOTallHe NyXuHe >8 NpeKPUTH KOHayHMM Gpojem pas-
maxa jg. Axo osnaunmo ca N Hajsehu on Gpojesa Ny: OBHX
pa3maka, Taga OM ce Ma KOja Tayka pa3maka (e, b) moria

HanasuTH y Hajsuiie N pasmaka jg a 0BO ce MPOTHBM TipeT-

MOCTaBUH fla NOCTOje Tauke § Koje Ce Hajnase y yHyTpaul-
thOCTH OJ NPOM3BOJBHO BeJMKOr Gpoja OBMX pa3maka.

- (vi) U3 Arzela-oBa cTaBa MOXeMO cal M3BECTH M MHOrO
ONIUTUjM CTaB, ako MecTO YHHU(OpPMHe OrpaHMYEeHOCTH HH3a
¢dynkunja f,(X) DpeTNOCTaBUMO XA CBe OBe (YHKUHUje HUCY MO
anconyTHoj BpemHocTH Behe on jemne crajHe 'uH-rerpadunHe
¢ynkunje F(x), Tj. ma je

|fa(x)|<F(x) sacsako n=1,2,... n a<g - (21)
Osaj cras, xora je Lebesgue {4} (Bumu u Vltah {1})
IOKa3a0 3a CBOj N0jaM MHTerpaja, CBOIM ce 3a R-uHTerpaGuime
¢ynkuuje, ycrpapu, Ha Arzela-oB cTaB, jep je Tama Beh cama
¢yukuuja’ F(x) orpanuyeHa, Tako Ja ce (21) CBOOM Ha YHH-
t¢opmHy orpaHuyeHOCT Hu3a (yHKuuja £, (x). MebyTum, osum
ce Moxe Arzela-oB cTaB NPOLIMPUTH Ha HECBOjCTBEHe MHTerpane,
M TO GUIO HA KOHauyaH pa3mak (g, b-0) 6Gui0 Ha GecKOHayaH
pasmak (Bumu Pélya-Szegd {1, T. . ctp. 61, 8axm. 115}) kao
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u Ha QyHKUMje KOje cy amconyTHO R-uHTerpaGuixe y cmucay
de la Vallée-Poussin-a [22. (iv)]. (sumu Pidoll {1}). — LLra Buue,
oBaj Lebesgue-oB cTaB Mmoxemo (hopmysucaTH H y BeoMma
oniutem 061MKy, TAKO Jla OH, y UBBECHOM CMUCIY, liaje norpeGHe
M JOBOJbHe ycloBe Jia OM limes HM3a HeCBOjCTBEHHX HHTerpana
" 640 jemHak uHTerpajy limesa, u TO 6WIO Ha Cy OBM MHTerpanu
y3eTH y 0o6uuHOM, 6uno y de la Vallée—Poussin-osom (unu
Lebesgue-oBom) cmucay. ‘OBaj cras, ¢opmyaucaH 3a HeCBOj-
CTBeHe mrrerpane y oGuqHOM CMHCAY, penumo 3a pasmalc (e, b-0),
TacH: )

Hexa je. f,(x) nu3 y paammy (a, 6-0) R-unimerpa-
Ouanux diyHryuja Koju y ilome pasmaxy KoHsepiupa R-uHile-
wpabuanoj dynryuju  f(x). Axo je -
Fl)<H()<F (%), 3acsaro n=1,2,.... 8 a<<x<]b, (22)
u aro cy @ynrguje F.'(X) uw F."(x), Kao u ruxoBe 1panuine

@iyHryuje F’(x) u F* (x) R—unmezpab'u.aue y pasmary (a, b=0),

u axo je join .
50

hm Fu' (%) dx = fF'(x)dx
u : o (23)
© 80
hm F"(x)dx = f F"(x)dx,
@iada je u T
: : H~—0 b—0

tim [ £y dx - f £(x) dx, o

iIpu vemy cmo iipewﬁocwaau./m 0a cBu 0BU HecBojCiliBEHU umﬂe-
1paau focioje. :
AKO CTaBUMO

&n(¥) = fL(x) - Fo'(%), -Ga(x) = F"(x) - Fi/(x),
U rpanuyHe QyHKUHje OBHX HH30BA OGeNeXMMO Ca
g =f)-F'(x) u G(x)=F"(x)-F'(»),
Taja je, npema (22), .
0<<g.(<<Gn(¥) 32 n=12,...., n a<<x<b, (25)

-a, npema (23), o

- 5—0 ’ -
tim [-Ga () dx - f G(x)dx, - (26)
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ok ce TBpheme (24) cBomM Ha

5—0 —0
lim fg,,(x) dx = fg(x) dx. _ 2n

. a
Heka je A mnpouaBo/baH .MO3MTHBAH GpOj; CTaBUMO
gn (0, %) = [gn(x) Kan je g.(x) <D,
}\ ” ”» gn (x) >}‘"

A_[8() . . &(X) <,

g, ) [ N 29 SA,
G » - Gu()<N,

G ={ T S
GEx) . . G <N,

e e Nt SO

W pa3luke OBUX M JaTux QyHKuuja osHayMMO ca
Pa(X) =8 ()-8 8, r() =g(x)-g(),
Ra(x) = Ga(x) - Ga(X, %), R(x)=C(x)-G (2, %).
W3 nedpunuuuje osux QyHkuuja je jacHo Ha je
0 ra(x) KR, (x) BacBako n=12,...., 1 e x<b,

i 0<r(M<R® 32 a<x<b,
Kao U Ja

(M x)»g(0x) u G, (M, x)>G(,x) Kag n-»oo,

mpu Yemy Cy OBa JBa Hu3a (hyHKuuja YHU(OPMHO OrpaHuyeHa

a came (yHKUMje MO3UTHUBHE.
Otyna no6uBamo:

| 6—0 50
|fg,.(x)azx—fg(x)dx

4 b 5—0 5—0
= fg,,(,}\,x)dx— fg(k,x)dx+fr,,(x)dx— fr(x)dx <<
b ab 5—0 b0
< fg,,(k, x)dx — fg(k,x) dx| + fr,.(x)dx+ fr(x)dxg

b0 6—0

< fg,,()\,x)dx—fg()\,x)dx 4fRn(x)dx+fR(x)dx.
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Kaxo je nus dymxumuja g,(,x) yHu(OPMHO OrpanuyeH, TO Ha
OCHOBY Arzela-oBa cTaBa, M3pa3 y MOAYJAy TeXH HyIM Kaj,
n- oo, JIOK U3 NPETNOCTaBKe Clely Ia

-0 b—0
f Ru(x)dx- f R(x) dx,
na je, mpema TOMe, '
b—0 5—0 5—0 -
lim sup fg,,(x)dx - fg(x)dx <2 fR(x) dx.
n=oo .
a a a

Kako u3 mpernocTaBke Ja HeCBOJCTBEHM HHTerpan (yHK-
wje G(x) mocroju [22.(iv)], cnenu na
5—0
[ R dx
a .
MOXXEMO YYHMHUTH NPOH3BOJLHO MaJlUM, aKO je CaMO A JOBOJbHO
BEJIHKO, TO M3 ropme HejenHayuHe NOGUBaMO Ja Mopa '

b—0 b

—0
fg,,(x)dx - fg(x)dx—»O, n- oo,

YKUme je rOpHHU CTaB JOKa3aH.

OBaj craB Baxu 6uno jma je b5 KoHauHo, 6uj0 Ja je
b=oco. ¥ oBOM mocneniem cayyajy Tpe6a camO ropiH JiOkas
M3BeCTH 3a pasmak (@, /), a 3aTum IyCTUTH Aa m-> oo.

III. OnmTe Hanomene

25. (i) CumGone o u O yBem cy Bachmann {1, cTp. 401}
u Landau {3. T. . crp. 31, 59—62, T. Il. ctp. 883} panu
nperjefiHujer O3HayaBambha IpaHUYHMX Mpoueca.

Heka cy f(n) um o(n) nBe ¢yHxuuje nedunucaxe 3za
CBAaKO NOBOJbHO BEJIMKO 71, Ha Ipumep, 3a n_>n, TIle n
MOXEMO CMaTpaTH WIM Kao HeNpeKuIHy NpPOMEeHJbUBY — JaKie
cBaKd 6poj pasmaka (1,,00), UM Kao Leo Gpoj, ¥ TO CBakH Leo
6poj Behu on n,. Heka je dyHxuuja ¢(7) CTanHO MO3UTHBHA»
Tj. @(n)>0, 8a KOjy 06MYHO NpeTIOCTAaBHAMO A TeXH HIH
Hynd, UM ojpebeHoj rpaHuuy, umM GeCKOHAaYHOCTH, Ha TpUmep,
1/n, um 1, wm n. '
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1° Ako nocroju koHcTanTa M Taksa jga je
|f(n)|<Meo(n) 38a cBako n>n,,
TO Kpahe nuiiemo ‘
f(n)=0{e(n)}, n-oo.
2° Axo ” : ‘
f(n)/e(n)>0 kapn n-oo,
TO CTaB/bamo Kpahe ‘
 f(n)=o{o(n)}, n-ce.
3° Ako ’
f(n)/e(n)»>1 xam n-oo,
[ULIEMO o
f(n) ~¢(n), H>o00.

OBy acuMOTOTCKY penlauMjy MOXeMmo, HaKie, HamHUCaTH u
0BaKoO '
f(n) =o(n) + o{o(n)}, n-oo.

CreuunanHo:
1°0 ' C f(n)=0(1), n»> oo,
sHaun Ja f(n) OCTaje OrpaHMYEHO Kall n- oo, Tj. MU TEXH
ozpeheHO]j rpanuLy, UM ocuuiupa u3meby KOHayHMX rpanuua;
20 fm=0(l), nroo,

8Hauu na o
f(n)»0 kanm ,n- oo,

[Tpumepu: _ .
n=0(n*) wm n=o0(n?), n-oo;

1007 = O(n?), umu 100 n* = o(n®);
A+l~n um n+100Vn~n;
sinhfz~¢oshn~%e"; .

sin an =o(n), W sinan I (Vn), uwm sinan=0(n);

.sn_‘_}=0(l), Wi 3n—4‘_"3’ UM 3n—4=3+o(1/ﬁ), ’
n+2 - n+2 - n+2 .
Axo je , | v

f(n) = aon* + ayn*—' + agn* 2 +......

Taja je :
f(n) = 0(n"),
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WK TIpelu3Huje ‘
- f(n) ~ a,n,

uim
f(n) = a,n* + O (n*),
HIH ,
f(n) = a,n* + a,n*1 4 O(n*—2), wurnO.
AKo je ,

g(n)= a¢,+¢z1 —1+an*2+....'..,,

Taja je
T gm=0(1),
Win npenusHuje _
g(n) -2 ao »

W o o
o g(n)=a, + 0(1/n),
HIm.

g(n) = =, + a; T+ O(l/ﬁz) WTH,

(il). 3a oBako yBeleHe O3Hake 0 H 0 Baxe, meby
ocramm, creneha’ npaBuna:

1° 0(1)+O(1) O(l)=o(n),

n

_ "20 20(1) O(n), vzo(l)—o(ﬂ)»

30 0(<p) +O() = O(¢+);

4° O(9) - O(¥) =0(oV¥);

5° 0(9) - o(¥) = o(eV¥);

6° Axo je f=0(9) Tama je f+<p O(cp)

7° Ako je f~¢. Tama je f+o(p)=¢

(lii) CumGone o u O MmoxemO yBeCTH H 3a Je,uﬂocrpaﬂo
orpal-mqe}be d)ym(uu]e f(n) H TO OBaKo:

f(n)> O{¢(n)}, omHocuo f(n)>o{cp(n)} n- o,

3Hay4 pga- ﬂOCTO]H ]e.u.Ha [O3UTHBHA KOHCTaHTa M, OAHOCHO
Ja ]e 3a CBaKO HpOPl3BOJbHO malno, NO3HTHBHO 8>0

fin)>— M ¢(n), omHocHO f(n)> - ecp(n) 3a CBAKO n>n.
AHanoraH CMHCao ‘MMajy U acHUMIITOTCKe He]enﬂaquﬂe
f(n)< Ofe(n)}, ontocho f(n)<of{p(n)}, n+eo,
KOje mpeTcTaBJbajy ckpakeH HayuH Nucama 3a .
fkn)<M<p(rz), opHocHo f(n) <ep(n) 3a CBAKO n>n,.
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Hanomenumo pma cy cumbomn ,0. . u ,0Og* koje je
yBeo Doetsch {1}, umeHTHYHH ca- rope JeHHUCAHUM cumGo-
mma ,0>« u ,0<“

26. OsHaka 2 Hi z 3HaYM Ja KOMMYHHE KOje Ce Hanase
an<x <X

u3a sHaka X TpeGa calpaTH IIPeKO CBUX OHHX MHIEKca n

OIHOCHO v, 8a Koje GpojeBM @, OHHOCHO L, HHUCYy Behn

on, x. [lpema TOme ropwu u3pasu Cy oppeheHe cpymcuu]e ox,

X, Ba CBaKO X ojroBapajyher pasmaka.

AKOo HU3 @,, OZHOCHO A, MOHOTOHO pacTe U TeXH
GecKOHayHOCTH Ca 7, OIHOCHO Vv, Taga je Opoj unaHOBa
Koje TpeGa caGpaTu KOHayaH; ropibh 3GHPOBM Cy KOHauyHH W
npercraBibajy creneHacte ¢ynkuuje. Ha npumep,

Si=0d, X v=_ RO+,

n<x 1<

AKO HH3 @,, OIHOCHO 1, HHje MOHOTOH MIH He TeXH
GeckOHayHOCTH, Taga 6poj ynaHOBa Koje TpeGa cabpaTH MOXe
6uT¥ M GeCKOHayaH, Tako Jia roptbM Uspasu HpeTCTaBJba]y Gec-
KoHayHe pefose. Ha mpumep,

[ &

D @n? sa 2k -1/x u x<0

n=1

1 i 3 .
L 2 =0,
2’. = ’21/(2:1) 3a x
—(=1) <x

n

D U@npR+ 2 1/@n+1) 3a 2k+1>1/xux>0.

a=1 n=k

27. () Axo ce Komnnexcnn 6pojesd a,, v=1,2,...., n, ogn-
HOCHO TauKe KOMIUVIEKCHe paBHW Halase CBe y yriy onsopa
20,<m, Taja BaXu HejefHayuHa

Sl

v=1

coseoZIavl R

ve=l

(Bungu Merposuh {1, ctp. 52)).
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Jlokas. CraBumo
a,,¥r,n‘°‘v, v=1, 2,. oo Iy
| cMa'rpajmo Ia ce y Taykama
Z,=€'%

Hajla3e mace senuyumHe r,. Kako ce Tauke 2, Haiase Ha JyKy
kpyra 1z|=1, xoju je <<26<n (B.cn. 28), TO ke ¢e, npema
Gauss-oBy {1. cTp. 112; 2. c1p. 32} cTaBy,

TEeXHUlTe
Sre

=

>

vl

©OBOra CHCTEMa HaNa3HTH Y HajmareM KOH-
BEKCHOM MOJIMTOHY OKO TauyKe z,, Ipema
TOME Ce OHO MOpa Hala3uTH y KPYXHOM
orceduky ACB. Kako je orcrojame of
fI0YeTKa Ma Koje Tayke TOr oTceyka Behe
o5 c0s9, TO je |t|>cosf, wTO Ce
€BOIM Ha Hejennawyuny (1).. '

(ﬁ) Ako y Heje,uﬁat;uﬂu (1) crasumo
=_f[a+—:-’z—(b—a)}, p=1,2,....n,
i (3 jé f(x) w - pasMaky (g, >b‘) R-uHTerpaﬁunHa dyHxuuja, |

“Tako JOGUBEHY HeJe,n.Haqtu nopenuMo ca n M NyCTUMO Xa
£ 00, AOGUBAMO .

b .
f £(x) dx| > cos &, [ ()] dx.

‘OBO u3 pasjiora wiTo .

‘Zf[a+--(b a)} ff{a+t(b o)) dt =

v=1

=_l_f f(%)dx, nés.
:vb_aa Co
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28. bpojua tbym(uu]a npupogHor Husa 1,2, 3,..... 5 Tj: GyHK-
uuja [x], wrpa mocta BaxHy yJaory y Teopuju Gpojesa s6or
CBOjUX MHTEpPeCaHTHHX OCOOHHA, Of, KO]HX npumepa paju, Hago-
IAMO OBe: -

10 [2x1+ [29]3> [ + [x+5] + s

2° [+ [x+ %] + [x+—,21—]+ oot [x+'%l]= [nx];
30 [[nx]] — [; ‘

4° Heka je t(n) Euler-osa ¢ynkuuia, Tj. r(n)— 6pojy
nembuTelba Gpoja n (Ha mpumep t(p)=2, ako je p mpocr
6p01), Tajga je

n n n nl.
(1) +7(2) +....+r(n) = [—1—] + [?] + [-3—] toot [—’;],
50 Heka je k=[Vn], Taja je -
n n n n
EHEN R .
: n n n ' ‘
”2[7]”["2_]““'”[7] o
6° 3a Bequko n je, mpema S° ‘

HE- GRS NG

v=1 v=1 v=1

. .k . o
=20k + 0() = 20(igh+C) - n+ O(h) =

v=1
=n(lgn+2C-1)+ 0(Vn), n-oo;
- m=—1 n—1
n ml .
1° gl[nx-v-,—n—]—g[mx-vg]=m—n.

Bunm Pélya-Szegd {1, T: I, c1p. 42—44, T. 11, ctp. 118, 131).

29, (i) Youumo (k—1)-BM XapMOHMCKM MHTerpan o, (%) QyHK-
uuje o(x)=x, yser mpeko pasmaka (0,1); TO je mnoiHHOM
k-tor creneHa xora hemo o3zHayut ca b, (x). OBaj ce nommHom
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CBOJM Ha k-TH, T3B. Bernoulh-es N0JIHHOM Bk(x), TO
b,,(x) e i Bk (x). |
AK;) CTaBuMO Jia je

by (x) == By(x) =1,

npBUX ocam moiuHoma B,(x) cy

- By(x) =x- %=x+31(0):

. B,(x)=x2—x+—é—=‘x(x—'1)+B,(0),
3Ly e Do

By(x) = x ——Ex+2x x(x 2)(x 1),

B,,(x)=x4-2x3+x2-371-=x2‘(x-1)2+_3,,(0),

1

By(x) = x‘-——;—f Ex"—-é—x x(x—?)(x 1)( x-g),
B(¥)-s -3+ 2L, 1
2 2%

- (- 1)é(x2 —x- %) + B, (0),

1 7 1 1
Bx)=x"-—x4+—x+—-x*+ —x= .
W) =X - ot g Gl

=x(x—%)(x 1)(x* 2x"+x+ ;)

14 1
By(x) = % - 47+-—-x°———x‘ PR
(x) 3 3 =30
= x2(x - 1)2<x4--2x8 LIV -ix+—2—) + By (0).
‘ I RF R Y

OmuTH OGNHK OBMX NOJMHOMA u3BellfieMO y HaNoOMeHWw

B30, (i)}
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HMuarpamu nomutoma B,(x) - B,(0) y pasmaky (0,1) mory
UMaTH jeflaH op ciiefiehia 4eTMpU OGnuKa (B. cil. 29—32);

’ 2 i~ Ba v=2,6,10,14,..,4p-2,..

Ca. 29.
o}/}/z\d 3a v=4,81216,..... , 4p,...
Ca. 80,

J N, — 3a v=37,11,15,.,4p~1,.

}
|
‘/\ ; - 3a v=5,9,13,17,., 4p+1,..

Cn. 32.

(if) Topen ropwe nedununuje Bernoulli-eBux nmomunoma,
Tj. Ja Cy noiauHomu b,(X) y3aCTONHM XapMOHHUCKH HHTErpam
«pyHKuMje x, nmawie, onpebeHu ycnosuma:

1

b1(x)=x""2—s (1)

byt (9=b0(%), ¥=1,2,....., @)

1 ‘ -

b,ﬂ(l)—bvf1(0)=fbv(t)dt=0, v=1,20..., (3
J _

-OHH Ce Mory geduHHMCAaTH U Kao MOJWHOMM KOju umajy Ty oco-
OMHY Ha MM je KOHayHa nudepeHinja jefiHaKka HeKOM CTeneRry




3.[29] 305

or x, T maje

B,(x+1)~B,(x)=vx1, v=1,2,..... , )
‘IIOK je
(x") = vxv—2,

‘OaHocHo, 3a moauHome b, (x) je
v—1 .

X y V= 11 2,

(v-11"

xv ] xv—l -

(ﬁ) (-1

Bumu Nérlund {1. c1p. 2—17; 2}. .
Hajuewhe ce Bernoulli-eBu mnonuxHomu medunuiy nomoh
(hytKuuje reHepaTpuce, Haume Kao koeuuUueHTH o x” (pyHKuHKje

by(x+1) - b, (x) =

Kao aHaloroH 3a

t ex‘=2—:—'3v(x)t”=zbv(x)t", G

t_
€ 1 yv==0 V* v=20

jep ce us ose neduHuuuje Hajaakwe A0GMBajy CBe HUXOBE
oco6une, Bugu Schlémilch {1. T. . crp. 207—217} u Nielsen
{2; 1. cTp. 461—468}.

(iii) Axo nokemo on oBe moclienme neduHUILMjE MOXKEMO
JaKo nokasaTM Ja cy koeduuueHtuw b,(x) Taylor-oBa pena
(6) 3au:Ta y3aCTONHM XapMOHMCKY WHTerpanu ¢yHKuuje x, Tj.
Oa cy 3amoBosbend yciosu (1), (2) u (3). '

. 1 . . -
- Haje ,x—E KoeduuveHT o0pn #, T]. Ha je 3a0BOJbEH

ycnos (1) BUAUMO HEINOCpeIHO.

[la je 3amoBomeH ycnoB (2) BUAMMO aKO JeBYy M JeCHY
CTpaHy jeaHayuHe (6) nudepenuupamo no x. Tana je

t
el -1

o= b,
n=1

Tj.

i text il et -
- D (R = B (D,
- n=0

. € n=1

WTo HMaje jenHayune (2) Kaj kKoeduluuUeHTe ropwher pera ymope-
numo ca (6). .

Teopuja u npaxca Stieltjes-0Ba unterpana 20
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Hanocnetky, jennayvne (3) mo6upamo axko y (6) cTtaBumo
x=0 u x=1, oBO Hamuuiemo y OGJHKY

t
e'— 1

_1+-%—t=2b,,(0)tn,

n=2

te! A1 Zm
—\1 ""_t= bn(l)t”,
e'-1 2 .

¥ NpUMETUMO Ja JieBe CTpaHe NpPeTCTaBlbajy jelHy Te HCTY
byHKuHjy. _ o

Ha uctu nayun moxemo u3 (6) naKko M3BECTH M jeHaynHe
(4) nwm (5).

3aucra je, npema (6),

(e (x+1)l_ext)=texl=

> b+ 1)- b)) -

v=20 1
xv-—-l
o=l
To ynopebuaémem KoeduiMeHATa NPBOr M OOCHedtber peaa
naje jemnayuny (5).

Hanomenumo Haj3af, Aa ce Ha MUCTH Hauun u3 (6) moxe
u3BeCTH ¥ 0Ba oco6una Bernouli-eBux momiHoma

by(1-x)=(-1Vb,(x), v=1,2,....., (T

U3 KoOje cliefle CUMeTPHYHM OGJMUM JAMarpama OBHX NOJKHOMA Y
paswaky (0,1), npuxasanu Ha ciuxkama 29—32.

U4
b}

(iv) Vouumo Bernoulli-eBe mosunome b, (x) y pa3maxy
(0,1) ¥ OpOMYXHMO UX MepUONMYKM 3a CBe BPEJHOCTA 01 X.
Tapa no6usawo, T1.3B. Bernoulli-eBe ¢yHnuuuje b,(x), xoje cy
nepuoauyHe ca nepuomom 1, a y pasmaky (0,1), Tj. npse
nepuoje, Cy oapeheHe jexHaudHama

ba(x)=b,(x) 8a 0<x<1, n=1,2,3,..... ,
ma ux, mpema TOMe, MOXeMO deduHMCATH W jeJiHaYHHAMA
Z’—l’l(x)=‘b"(x"'[x])) n=1,23,...., ‘8)

W TO 3a CBe BPeNHOCTH Of X.
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Cem npse QyHkuuje b, (x), cse ocTale dyuruuje b, (x),
n>>2, Cy HenpekufiHe, WITO cnefu u3 oco6una (3) (s. cn.
29—32), mok npBa (yHKuuja

B -x-[x]- - ©

uva y Taukama x=+k, k£=0,1,2,..., ckokoBe JyxuHe 1
(8. ci. 33). Ako oBy ynkuujy medunnwemo obpacuem (9) oHa
je HenpeKuJHa Ca JeCHe CTpaHe.

-t /V 2
: ¥4
Ocrane ¢yHxuuje b,(x) MOXeMO Takohe eKCIVIHILHTHO

WBpasuTH CTeleHWMa ysacTonHum (hyHKuuje b0, (x), u axo,
Kpatkohe pajgu, CTaBUMO

Ca. 33.

- 1
b(x)=b,(x)=x—[x] - >
106KHBaMO MOCTENeHO

by (x)=b(x),

1

52 (x) = "2’

1 .
b*(x)=5.

B, (x) =5 () - 5. BX)

1
5760

...............

By () =5, () - L BP0 +

Onwty 06K uaBewhemo y. uanomenu [30].

(v) Ha ochoBy nepuoauuurera ¢hyHkuuia b,(x) MOXKeMO

OBe W3pAa3UTH jelHUM [PYrMM aHAJMTHYKMM U3PA3OM, HauMme, Y

061Ky TpuroHoveTpuckor (Fourier-oBa) pena. ¥ Ty ¢cBpXy fiohumo
i 20*



308 Ounb. D.

1
sin{n+—\¢
(+3)

‘2sing2

ol o6pacua
% +COSt+ COS2E+ ... + cos nt=

Tj. on, 1
sin (n + 3 ) t ~
Z cos vi+ 2sin t/2

v=1

2

M WHTErpuwumo o6e CcTpaHe ol x Q0 Zux, nocne peobe ca
7 "10o0uBamMo
1 sm 2vnx

. X‘I?;‘-— —_— —————-I—_In(X), - (]0)

v——l

Tle CMO CTaBHIH

dt.

2xx Sin (n _-I-—)t ox
Ja(6) === 2 df = sin2n+1)n¢t
" 2 sin¢/2 sinn¢

<

Jlako je yBugeTu na ‘
Ja(x)»0 Kapm nmso0 mTO 32 0<x<I,
jep mocne napuuanHe uHTerpauuje 1001UBamMo
cos 2n+ N =x
n = - -(-n"l+
~Ja () (2n+1)n{ sinnx (=1) }

X
{ fqos(anl):rtcos:rtdt, (11)
2n+ 1y, sin? nt

a OBH TMOCJEeAtbH W3pa3d UMajy CMHMCJIa camo Kaj je x >0 o
x<1.

Ako, nakne, y (10) nyctumo pa n-co, n006WBamoO Ko-
HayHO Ha je

n
1 1 sm2vrc~c.

X—— = — —

2 4

38a 0<x<1.

v==1

Kako oBaj pen npercraB/ba NepHOMMYKY (DYHKUM]Y Ca MepUCAOM
1, TO je 3a cBe BpPeJHOCTH O X

1 2 sm2wcx
b(x) X - [x]——2—=—

(12)

V—l
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ocum 8a x=:+k, k=1,2,..... jep je sa oBe BpemHOCTH O
X, BpPelHOCT GeCKOHaYyHOr pefa Ha [NeCHOj. CTpaHu jeiHaKa
Hyn4, Tako Ja ce oBa (yHKuuja pasnukyje on (yHxuuje (10)
camo y osum Taykama (B. ci. 34).

 Ca. 34,

Axo can ofpasau (12) yaacTONHO WHTErpulIEMO, HM30-
crap/bajyhiu Ha JieBOj CTpPaHM HHTerpauloHe KOHCTaHTe, 1OOU-
BeHW WHTerpaiv npeTcTapbahe HH3 y3aCTOMHMX XapMOHUCKHMX
WHTerpana, jep Cy cBe OBako no06uBeHe (hyHKUMje MepHOaMyHe
U Taxse, Ja je- UHTerpana y3eT LyX jelHe nepuoje jellHaK HYyJu.
lpewa Tome he OBM pefOBM MpeTCTaBbaTH yHKuuje b,(x) u
Ha Taj HauuH Jo6GuBamo 3a oBe (PpyHKUMje WU3pa3e

2(-1)k+1 @ COs 2vax
(Zn)gk

by () = ok

, (13)

v=1 -

2( 1)"+1 sin2vax
e

V=

bax +1 (x)

Koju o6paciy Baxe 3a CBe Bpe,u,ﬂocm oL X W npercraan:a;y
nmepuofiMyHe U HenpeKunHe (QyHKuuje. '

Hla penose (I3) u (14) 3a k>1, cmemo MHTerpucaTty
. 4laH NO YJaH je OYEBUIHO jep Cy OBM PelOBU aNCONYTHO U
yHupopmHo - KonseprenThu [23], mowTo Cy HM uynaHoBU (3a
k>>1), mo ancomyTHO] BPeIHOCTH Matbu Of, 1/v?, a pen ‘Z1/v?
KoHBeprupa. MebyTtum, na u pen (12), ¥ ako OH Huje yHU(hOPMHO
KOHBEPreHTaH ¥ 3aTBOPEHOM Pa3MaKy (0,1), CMeMO HHTerpuaTu
YMaH MO YJaH, MOXEMO JaKO. yBWAeTM W TO. WX HenoCpedHo,
ako nohemo on o6pacua (10), nnn ako npumeTHMO, HA OJHOBY
oSpacua (11), ma Taj pex ocraje yHudpopMmHO orpaHuueH [24],
3a CBAaKO KOHaYyHO = X. - ' '

(vi) U3 o6pazaua (13) u (14) 1061UBaMO ]om " aCMMﬂTOTCKO
noHawaie Bernoulli-eBux dyuxunja 8,(x), 3a Beuke Bpe-
HOCTH WHIEKCa n. 3adcra Ce Taja y O3Mm pefOBuMa, Npema
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NPBOM YJIaHy MOry 3aHeMapuT# OCTalM YJIAHOBM, TaKO Ja OBe
dyHkumuje texe vy kao 1/(2x)" T1j [25]

b, (x) = O(1/(21)"), n- oo, o 19)
U TO yHudOpMHO 1O x.

30. (i) 3a Bernoulli-eBe nosmHOMe, O KOjMX CMO NPBUX OCaM
HaBenu y Hanomenu [29.(i)], moxemo nako Hahu M omuTH
aHanWTUYKW u3pa3 axKo nohkemo oj o6pacua (6). Jep, ako o6a
(dhakTOpa NeBe .CTpaHe OBe jefiHauyMHe pa3BHjeMO y pel fo
' CremeHuma of f, Tj. CTaBUMO

-

ext= 'E‘f_tv
v—o"l
U
t by (16)
e -1,v

3aTUM OBa JBa peja W3MHOXMMO U KoeduLHUeHTe YNIOpeXuMo
ca npsum penom (16), noGuBamo na je
n .
B, (%) = go(';)bvxn—v, n=0;1,2......, - (17
rae cy, Rnakie, koeuuuenti Bernoulli-eBux monunoma matu
Husom Taylor-oBux koeduuueHata Pynxuuje (16).

(il) OBaj Hu3 GpojeBa ;
by=n!b,(0)=B,(0), n=1,2,...., (18)
HasBakemo Bernoulli-esum Husom. : '
VoGuuajeno je ma ce mox Bernoulli-eBum OGpojeBuma mnoj-
pasymeBa HW3 NO3UTHBHUX palMOHANHUX OpojeBa, MNPUIMYHO
HenpaBuiHa TOKa, Koju ce ofenexaBajy ciosuma B,,, n=1,2,....,
U Ol KOjuX Cy OBO NPBUX MNETHaecT: '

B-l g .5 4381 p 8553103
6 66° =T 198 6
B-L p, O p _1W6U 23749 461 029
30 2 130 300 810
B-L g _1 p 854518 p 80615841276 005
42 6 138 14 322
B-L B, 300 p oMt
30 510" " 2730
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Bernoulli-ee wu3 b,, n=0,1,2,...., je Besan 3a Ber-
noulli-ese GpojeBe Ha ciemehu HayuH

bo=1, by=-1/2,
by = (—1)"*1B,,, byyy,=0, v=12..... (19)

Haxkne cy, ocum mpBor, cB¥ ocrtamu OpojeBu HHW3a b, cCa He-
NapHWM WHIEKCMMA jeflHaK¥ HyAW, a OHM Ca MapHUV MHIEKCHMa
aNTepHATUBHO MeHajy 3HaK.
OBo je nako yBumery, jep ako npea jBa unada pena (16)
npebauuMo Ha neBy CTpaHy, oBaj o6pasal, mocraje
-]

t t b, .,
el-1 1+—2—=zﬁt’

v=2

. W HemocpegHO MOXeMO NpOBepUTH Ha je (PYHKUMja Ha JeBOj
' CTpaHM napHa, Tj. fia Koe(MUMEHTH Y3 HenapHe CTelleHe Millye-
3aBajy, WTO Jaje Apyry oX jenHauuxa (19).

Ca npyre cTpaHe, la 3aMCTa Npe0.TaTd Koe(HUUEHTH ca
MapHUM HHIEKCHMA alTePHATHBHO Meibajy 3'1aK, BHAMMO Kafj,
o6pa3ay, (18) ynopenumo ca oGpacuem (14), cTasbajyku y oBom
nocnenmem x=0. Taga no6GuBamo, Haume, fa je

— bak - 2(- 1"~ 1
“22k bk (0) = B (0) = L >,
@iy~ O = b O == <

Iakae cy, npema (19), Bernoulli-esu 6pojeBu B,x 3aHCTa Io-
3UTHBHY, U MOXEMO WX W3Pa3UTH OBAKO

Bu-2@80 1y 1o (20)
(2“)21( o v2k

Jla cy npu Tome Bernoulli-esu GpojeBu saucta paumo-
HaJuu GpojeBH, BUAUMO U3 CaMOr HUXOBOI HauyMHa 06pa3oBama,
Ha npumep u3 (16), jep cy ceu ussoou dyuxuuje £'(e'-1), 3a
t=0, pauuoHanHu 6pojeBd. .

U3 o6pacua (20) mo6uBa ce joul U acCHMOTOTCKO IOHa-
utatbe  Bernoulli-eBux 6pojeBa B,,, 3a BeauKke BpeIHOCTH
vHAeKCa n, WU TO

By~ 280 (21)
(2a)2n o
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- (iii) Bernoulli-eBn 6pojeBH Cy NpBO NPUBYKIM Maxiy
maTemaTuyapa NpH W3pauyHaBamy 30HMpa CTeleHa NOPUPOIHOT
Hu3a, Tj. 36upa

Se(m)=T¥+2%+ .+ (n~1)%= D v k=1,2,....

v=1

(. Jacob Bernoulli {1, ctp. 97} koju je uapaqyﬂao npBUX feceT
Bernoulli-eBux noauHoma).

OBe 36upoBe MOXeMO Caj Jlako u3pasuTd Bernoulli-osum
6pojesuma, Tj. moauHOMuMa, ako nokemo om o6pacua (4), y
hemy CTaBuMO v=4k+1, a 3atum ysactomue x=0,1,2,....,
n-1 u cBe Tako moGuBeHe o6pacie caGepemo. Taga noSuBamo

Ia je
Sk (ﬂ)_““— {Bisy(n) - Bk+1(0)}

un4, npema o6pacuy (17),
n
1 S [
Sk(m)=—- 2, b, ”)n"—".
«(®) k+11§l (V

(iv)-Momohy Bernoulli-eBux 6pojesa moxemo Hahu y onwTy
o6k Bernoulli-eBux ¢yHkunja b,(x) M u3pasuTH UX y3sa-
CTOMHUM CTeneHMMa (YHKUM]e

() = - [x] -

Baucra jé no Taylof-osy o6pacuy

o
a KaKo je, mpema (14), |

\ | | bn(""(x)%l;g;u(x), | ,Tj' b,,(‘f) (%)= bﬁ._v (%),
10 je (x __}_)"—v’
9= Shoe (34 - Snl3)
~ Kaxo je, npema (8), .

by (x) = ba(x - [x]),
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TO ‘je, IaKue,

- S 1)E

v=0 (n—v)!

Koepuuuente b, (é—) no6uBamo ul3 (6) craBmajyhiu,
x=1/2; jep us :
te'l? = b (i) o
-1 = \2)
aKo npumeTUmMO Ia je ,
te'l 12 2tV —
-3,
et -1 el -1 —1 soo - V!
ynopehyjyhu KoediuneHTe 0Ba MoCneirba ABa pe,ua, ,[LQGHBaMO
1—n _
bn <_;’> = 2 ! 1 bn’ == 0) 1) 2) ----- . (22)
n
Haxue,
21—1' - bn —V (x)
b (x
() = .,2—0 y! (n— V!
z (21—v 1) ( n > pn—v (JC) —
nl v= 0
= E[Z"’f B, {Zb(X)} - Bn (b1, (23)

31. (i) Gamma-yuxuuja nedusucana je HeCBOJCTBEHHM HHTe-
rpanom '

0= [ememar,
0 . '

Koju je KoHBepreHTaH 3a R{s}>0.
3a ’
S=n+l1, n—012 ..... y .

je, mpema TOMe,
F(n+l)=n' 0!l =1.

ﬂaxne I'(s), 3a MO34THBHO s, je jenHa HenopekuIHa. CI)YHK-
uuja Koja wHTepnonuuie Hu3 paxtopujena n!, n=0,1,2,.....
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(if) Wurerpan (1) xojum je nmedpuuucana Gamma-dynkuuja
MOXENO 3a R{s}>0 Hanucati y oGauky

r'(s) = 2 (-1 f etrs—tar. )

roonl(s+n)

Kako oBu nocrnentbu M3pa3u Hmajy cmucria 3a CBako S0,
-1, -2,...... , W npercraBlbajy asaauTHyHe (DyHKuUUje, TO
je osum Gamma-PyHKuMja aHANATHUKM NOpOAYXeHAa Yy LeNoj
paBHM KOMILIeKCHe npomeHbuBe s. M3 mera upumo ma I'(s)
uma y Taykama s=-n, n=0,1,2,.... nojsoBe MNpBOr peja
ca pesugyymom (—1)*/nl.

(iii) On mHoroGpojHux oco6uHa Gamma-¢yHKuuje Habe-
aumo camo caenehe: :
1° OcHoBHa (yHKuMOHaNHA jeaHayuHa Gamma-pyHKuuje je

I(s-1)=sT(s); @)

OHa MOXe MOCHyXuTH ¥ 3a pedunuuujy Gamma-¢pynkuuje, jep
je, 3a peano s, Gamma-yHaxuuja jeguHa KOHBeKCHa (YHK
UMja Koja 3al0BObaBa OBY (PYyHKUUOHANHY jemHauuHy. Bumu
Artin {1). '

2° Gamma-¢yHkunja je ca TpHr‘OHomeTpHCKHVl dyHKunjama
Be3aHa jelHaYUHOM

r'(s)I'(1~8)=ncosecns. 4)

3° 3a BenmKe MO3WTHBHE BPEJHOCTH OF S, npema Stirling-
oBy {1} o6pacuy, Gamma-¢pyHKuuja ce noHaiua xao

r(s)~S\/2%, s 0. - 5)
S

e

[peuusHuje, 3a BeMKo S HMaMO OBaj aCUMOTOTCKH pas-
BuTak [33]

_ 21: 1 )
r(s)~e—ss V2 1o o b o . 6
(s)~e S\/ 12s W ©)

Bupn Watson {1}.

(iv) Gamma-¢yHKuujom ce MOry H3pasuTH MHOro6pojHu
onpeheHu MHTerpany, on kojux hemo HaBecTH chepmehe:
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1° Ako y unrerpany (1) M3BPILMMO CMEHY #=T M CTaBu 10

1/s=x, noGuBamo N
fe—"‘dt=I‘(1 +-—1—),‘ _ : (N
) x
U3 Koje jenHayuHe, npema oGpacuuma (3) u (4), Ro6uBamo
foa 1= 1.1
e dt=—\Vr=—T{—]. 8
[etamgim-grl;) ®
2° Axo y unterpany (1) usBpwumo cmeHy xt=r, go6uBamo
b[ estp—1gg=" () )
xs

onakne, 338 x=ia, HOBMBAMO, Ha npumep, na je

® '(s) sin—l-ns
fsin(at)ts_idt = 32 -1<R{s} <1, (10)
g A

_ Onwre 0 Gamma-dynkuuju Bunu Nielsen{1; 3}, Whittacker-
Watson {1}, Copson {1}.

32. (i) Dirichlet-oBuw pemom :
= 1

5(s) = Z —
n=1 n

~ nedunucana je 3a R{s} >1 . 3B. Riemann-oBa Zeta-dyHKkiiuja.
OHa ce MOXe aHaNMTMYKM MPOLYXHTH Y LeN0j paBHA KPUBO-
JMUHUCKKM MHTErpajiom

o
_(l-35) [(-2)pte?
2xi 1-e*
roe je I['(s) Gamma-¢ynkuuja, a rie ce uHTerpaudja ysuma

LyX [OyTame Koja JOoNasH W3 =—oo, OOWIa3H M0YeTaK Y
NOSUTHBHOM CMUCIY W NMOHOBO OJJABHy - oo. :

dz,

5(s) =

e

(ii) Zeta-ynxKuujy MOXeMO TMOCTENeHO aHAJWTHYKM HpPO-
RyxaBatu y obaactuma R{s} >0, R{s}> —1,.... u peantum
WHTerpainuma, a OBO AHANMTUUKO MNPOLYKere MOXEMO AOGHTH
M y uenoj pagiu 4 u3 Riemann-ose {2} ¢yHKuHOHaNHe jel-
HayuHe.
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- Tako u3 o6pacua (3) Tauke B.S5.8. noGusamo

()=~ [l s R(s)>0,
s-1 4 : _

a ojaBhe, ako CraBumo
B () =—; A -1,

nob6uBamo

o«

g(s§=sJ5(t)t_S*1dt 3a ~1<R{s}<o.

Kako je (umu [29,(12)])

b(t) 22 sin (2v:rt)

ve=1 2”“

TO je

((s) = 2 ftHsZ sm(Zwr?) ]

y= 2vm

-]

S (. dt
=28 r(!Slﬂ(ZVﬂt)ZE.
ﬂpema [31 (10)] je

F(x) sin % nx
ax

fsm (af)tr—1dt = 3a- - 1<R{
0 ' .
na je 3a

x=-5 u a=2vx U -1<R{s}<0,

1 I(-s)sin(= 1/za-cs)
5(s) = ng _(2vrr)“s
R s N 1
. '~ "—2( S)F( S)Sln—v_l(zvﬂ)i_s

—ZI‘(l—s)cos-—(l s)g(l—s)(—?: = — 3a

- Owm. D:

x} <1

Ris} <0,
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Oryna, ako s 3ameHumo ca l-s po6usamo yHKuUHO-
HalHy jenHauuHy Riemann-oBe Zeta-¢pyHkuuje

| 20 (s) cos = s ,

2 ,
I-§)=—-———1(9).
5(1-5) Gt
OBoM (PYHKUMOHATHOM jelHAtMHOM MOXeMO (YHKUKY §(s)
AQHAJAWMTHYKKM NIPOAYXKHUTH Yy NIeBOj IONYPaBHH {s}<% 3Ha-
_jyhH meHe BPEJHOCTH y JeCHOj (01ypaBHH R{s}}%.

(ifi) Cnuyne ¢yHxuuoOHaNHE jeaHayuHe 33 yHKuuje

o (s)= 2 (D2 L):_l ,

v=1

ve-LoLi L Lo R0,

nao’ je Schlmilch {3) u TO
| o
2T (s) cos =
2 -1 ()

29 = 2 0(s)

\wr@=(ﬂ?wnm%ww,

KOje ce, yOCTallOM, MOTY M3BECTH U M3 (DYHKUHOHANHE jelHayuHe
3a U-pyHKuHMjy, ako npeTxoaHo ¢yukuuje ¢(s) u P (s) uapa-
3uMo yHKuujom L(s).

(iv) Zeta-QyHKuuja 4ma y KOHAYHOCTM CamO jelaH MoJ
NpBOr pejJla U TO y Taykd Ss=1, ca pesugyymom I.

[Topen T.3B. ,06uunuMX Hyna“ Zeta-(yHkuuje Koje cy
§=-2, —4,...., oHa uma jow GecKpajHO MHOro Hyja y Inpysd
0 <R{s}<1, 3a koje je Riemann {2} HacnyhuBao na ce cse
Hanaze Ha rpasoj R{s]=172, w70 jow A0 n2HAC Hije AOKa-
3aHo. (UyBenu Riemann-os ,Vermuthung*).
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(v) 3a s=0 u s=-(2n-1), n=1,2,3,...., Zeta
¢yHKuKja y3uMa OBe BPeJHOCTH

((O)=-1/2, ((1-20) =B, n-1,2,3,...,
2n

roe ¢y B,, Bernoulli-esu 6pojesu [30].

OnwTuje 0 Zeta-pynkuuju Bunu Whittacker-Watson {1} u
Titchmarsh {1}. :

33. Heka je F(2) anaautuyHa dyHKuuja nedUHUCAHA 32 BelUKe
BPeHOCTH Of, |z|, KoOje ce Hanade y Hekom onpeheHom yriy
KOMILIEKCHE paBHH. AKO

F (2)~ a,,
2{F(2)-a,} »ay,

Z{F@)-a,-a,z7!}3 a,,

-----------------------------

. kan, z crBapHo juseprdpa (Buau C. 6. 3. (i)) y nomenyTrom
yray ¥ To 3a cBako n=0,12,..... , W axKo pen

Qo+ a2 vzt a2+

JIUBEpripa 3a MaKako BeJMKO |z|, Tapxa oBaj ped, no Poincaré-y
{1}, HasuBamO acumd@oiicku passuilak GyHkunje F(z) y
6A43UHN TauyKe Z=oc M MUILEMO, YKPAaTKo,

F@)~ap+a iz +a272+....... .

Yoorpe6om o3naka O umM o0 JaHaC OBO MOXeMO Mpe-
IIH3HO M OBaKO HaNHCaTH

F@) =a+a,27t +....+ a2 "+o(z™™),
i ' )
F@)=ay+a;zt +.... + @,z "+ 0(z7" ).

Onwtnje Bupu Stieltjes {2}, Nielsen {1, cTp. 487—493},
Whittacker-Watson {1}.
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