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rnaBaA |
NPUHLIAN PEJIATUBUTETA

§ 1. Bpsuna npoc'mpa}ba ysajaMHOT JjejcTBa

3a onucHBame Tmpoueca, Koju Cceé Yy TPHPOIH LeiwlaBajy, HEOMXOOHO je
noTpefHO HMATH CHCTEM pedepenunje. [lop cucTeMoMm peepeHluje TOApasy-
MujeBa Ce KOOPAWHATHM CHCTEM, KOjH CnyMiu 3a ospehuBarbe MonoXaja 4ecTHla
y mpocTopy, CAje je 3a CHUCTEM Be3aH Car, KOji CNyXK 3a [OKasHBake BpeMeHa,

[MocToje cucTemMH pedepenunje y Kojuma ce crnofofHO KpeTawme THjena,
Tj. KpeTame THjena, Ha KOja He HjejcTBYyjy crio/balulse cume, BPLIHM KOHCTAHTHOM
6p3uHOM. TakBW CHCTEMH HasuBajy ce HMHEpLUUjalHH.

Ako ce fBa cucTteMma pedepeHuuje kpehy paBHOMjepHO TPaHCNaTOPHO jenaH
y OQHOCY Ha Apyr¥ H ako je jepaH of IbHX HHeplujanaH, OHAZ je, OHYWINENHO,
M ApYrd cHCTeM HHEeplujanaH (cBako cnoGofHO KpeTamwe M ¥y ToM cuctemy Ouhe
NpaBOJIMHHCKO H paBuoMjepHo). Ha Taj HaunH nocToju mpoxaBoikaH 6poj cucTema
pe{bepeﬂunjeﬁ KOj{ Ce jenaH y OfHOCY Ha ApYrH kpehy paBHOMjepHO TPAHCIIAaTOPHO.

VMckycTBO moKasyje, #a BaXH TaK03BaHH MPHHLMI penaTuBuTeTa. [lpema
TOMe MpHHLWNY CBH NPHPOAHH 3aKOHH jelHaky cy y CBUM HMHEpLUMjanHUM CHCTE-
mMuma pedepeHLHje. OpyruM pujedynMa, jeAHAUHHE KOje u3paxaBajy MNpPHPGAHE
3aKkoHe HHBapujaHTHE Cy Yy OAHOCY Ha TpanchopMalrjy KOOpAMHATa H BpeMEHa
jefHOr HHEpUHWjanHOr CHCTEM2 ¥ npyrd. To 3Haud, Aa jeAHauuHa, Koja omucyje
HEKM TIPHPOAHH 3aKOH, 6ynyhu na je u3paxeHa KOOpAHHaTaMa H BPEMEHOM ¥
pasnMyATHUM HHEpLHjalHHM CHCTEMHUMA pedhepeHuyje, ¥Ma jeAaH Te HCTH oBnHK,

Y3ajaMHO AjejcTBO MaTepHjalHHUX HecTHUA ¥ o6HYHO] MeXaHHLHK OMNHCyje ce
nomohy NOTeHUMjanHe €Hepruje ysajaMHoOr njejcTea, koja je (yHKuMja OX KOOp-
IMHAaTa YecTHLa Koje mjejcTByjy jemHa Ha ApYyTY. Jlako je BHIjeTH, Ja Takxas
HauyMH ONHCHBaka y3ajaMHOr JjejcTBa yKIbYyuyje ¥ cebr NPETNOCTaBKYy O Tpe-
HYTHOCTH pacmpocTHpama y3ajaMHOr njejcTBa, OBHOCHO OeCKOHAYHY 6p3uHy
npocTtyHpama TOT njejctea. M saucra, cune KOjiMa Ha CBaKy YecTHUy AjejcTBY]Y
ocTane YecTHle y CBAKOM MOMEHTY 3aBHCE, TpH TaKBOM ONMHCHBaKy, CamMo Of
nonoXaja 4ecTHla y TOM MOMEHTY. [TpomjeHa monoxaja .Ma Koje op dYecTHUa
Koje ysajaMHO AjejCTByjy OApaxaBsa Ce€ HMCTOT MOMEeHTa Ha OoCTane 4YecTHLE.

MehyTHM, HCKYCTBO MoKasyje, Aa ysajaMHa TpeHYTHa JjejcTBa y NpHPORH
He noctoje. [lpema ToMe W MexXaHHKa, Koja ce 3aCHHBA Ha CXBaTaky 0 Becko-
HayHo] Op3HHH NMPOCTHPamk3a ysajaMHOr AjejcTBa, CaipXH ¥ cebu M3BjeCHY HeTad-
wocT. W saucTa, ako KOA jeAHOr On THjena Koja ysajaMHO JAjejcTBYjy HacTynH
Heka MnpoMmjeHa, OHAA ke ce Ha ApYyroM THjeny TO OApPasHTH TeEK 10 HCTEeRYy
Hexor BPEMEHCKOT MHTepBana. TeK nocnuje TOT BPEMEHCKOr MHTepEana Ha ApyroM

Teopuja nona 1



2 ' MPHUHUMWIT PENTATUBUTETA n. 1

ce THjeny TOYMEYy ONMrpaBaTH NMpPOLECH, Koje je M3asBana pata npomjeHa. Ako
ce pacrtojake Mehy THM THjenuMa mMoAHjenH THM BPEMEHCKOM HHTEpBaIoM,
nobusa ce ,,6p3vHa MpOCTHpaka y3ajaMHOr AjejcTBa‘.

Hamomenumo, 1a ce Ta Gp3uHa MOXe Ha3BaTH M MaKCHManHa 6p3nHa npo-
ctdpatka yaajamHor pjejctea. OnHa oxpebyje caMo oHaj BpPEMEHCKH HHTepBal
NoCJiHje Kora ce IpoMjeHa HACTana Ha jefHOM THjeny, Mo4yHe AellaBaTH Ha Ipy-
rom tujeny. Ouurnegso je, na MocTojare MakCHManHe Op3HvHE y3ajaMHOT. JjejcTBa
noxkasyje y HCTO BpHjeMe, 1a je y MPUPOAM YyOmnuuTe HeMoryhHo kpeTawe THjena
ca 6psuHoM Behom op Te Gpaune. M 2amcra, kap 6H MOrj0 NOCTOjaTH TakBoO
KpeTawe, OHEa 064U ce moMOhy H.era MOrA0 OCTBAapMTH y3ajaMHO [jejcTBO Ca
6p3MHOM KOja mNpeBasHIasH Hajsehy MoryhHy O6p3HHY npocmpaﬁaa y3ajaMHor
njejcTBa.

_ O ysajaMHOM fijejcTBy KOje ce MPOCTHPE Of jefiHe A0 Jpyre HecTHLE, YecTo
ce roBOpdH Kao O ,CHrHany‘ koju ce ynyhyje on mpee 4YecTHLe H ,KOjH caor-
wTaBa‘’ Apyroj 4ecTHUH MpPOMjeHy, KOja ce JeCHNa Ha MpBOj YECTHLH. Tapa ce
o 6p3MHH MpOCTHpamka y3ajaMHOT HAjejcTBa roBopd Kao o ,,6p3HHA CHrHana®.

Wz npuruMua penaTUBMTETA W3Na3W, CreLujanHo, Aa je Op3nHa MpocTHpama
y3ajaMHOr jjejcTBa jeAHaKa y CBUM HHEpUUWjaNnHHM CHCTEMHMA pebepenuuje. Ha
Taj HAYMH je Op3v¥HA MPOCTUpaa y3ajaMHOr JjejcTBa YHHWBEP3a/nHa KOHCTaHTa,
_ Ta KoHCTaHTHa 6p3vHa MCTONOOHO je, Kao WTO he ce MOKasaTH KacHHje,
6p3uHa MpPOCTHpaHka CBJeTNOCTH y- BakyyMy. 36or Tora ce H OHa Ha3usa Gp3uHA
cejetnoctd. OBHYHO ce 03Ha4aBa CIIOBOM €, a HEHA HYMepU4YKa BPHjeAHOCT
npeMa MoC/beliHHM MjepeH:HMa H3HOCH : :

¢ = 2,99776- 10" ¢m/sec (1.1)

YumeHuua, ga Ceé y npakcH y BehMHH cny4yajeBa KfnacH4YHa MeXaHHKa
noKasyje BOBOTbHO Ta4Ha, ofjalllbaBa Ce€ BENMKOM BpHjefHOWhy OBe 6paunHe.
Behuna 6panHa ca KojuMa MMaMe MOCna TOMHKO je Mana y ORHOCY Ha Op3uHy
CBjeTNOCTH, Aa NpeTnocTaBka O GECKOHAYHOCTH MOC/bejHe MPAaKTHYHO He yTH4e
Ha Ta4yHOCT pe3ynrarta. _

[ToBesuBatbe NpPHHUMIA pENaTHBHTETa C KoHayHowhy Op3uWHe NpoCTHpamka
ysajamuor pjejcTBa HasuBa ce Einslein-opdM TPUHLUWIOM penaTHBUTETZ, 32
paanuky on Galilei-oBor npuHLMNa penaTHBHTETa, KOjU Tonasu of GeckoHauHe
GpanHe mnpocTHpama y3sajamHor gjejctea. (Popmynucac ra je Einstein 1905
rofiuke). .
Mexauuka OCHOBaHa Ha Einstein-oBoM npvHUMNY penaTHBHTETA (obuyno
heMO ra HasuBaTH I1POCTO NpPWHLUMII pPENaTHBHTETa) Ha3WBa Ce penaTHBUCTHYKA
MexaHuka. Y TpaHM4HOM cnydajy, Kaja cy Gp3MHe THjena. Koja ce kpehy Mane
y opHocy Ha O6p3uHy CBjeT/IOCTH, MOXeE CE& 3aHEMapuTH ytuuaj 6p3uHe mnpo-
CTHpama y3ajaMHOT LjejcTBa Ha KpeTake. Tana penaTUBUCTHYKA MEXaHUKa Npenasu
y Oo6WYHYy MEeXaHHKy, OCHOBaHYy Ha MpPETNOCTAaBUM O TPEHYTHOM TMPOCTHPAK:Y
ysajaMHor gmjejctBa. Ta Mexauuka HasuBa ce Newfon-oBa WM KnacHyda Mexa-
HWKa. ['paHMYHM nNpenas ca pENaTUBHCTHYKE Ha KIaCHYHy MEXaHMKYy MOXe ce
dopManHo M3BECTH K20 Mpenas Ka FpaHuuu € —» 00 y dopMynama penaTHBuC-
THYKE MEXaHHKE.

Beh y knacv4Ho] MexaHuUH Cy CBGjCTBa MPOCTOpa penaTHBHA, Tj. 3aBHCE
Of Tora y kakeBoM ce cucTemy onucyjy. KoHcratauuja, na ce nBa pa3HOBDeMEHa&
nmorahaja opgurpasajy Ha jeLHOM Te HCTOM MjeCTy NpOCTOpa MIM yomuiTe Ha
onpehesoM mehycofHoM pacTojaiy, MMa CMHCAo CaMO OHIZ, Kaja je MNoKasaro
Ha KOji ce CHCTeM pedepeHudje ORHOCH Ta KOHCTaTalKja.



§ 1 EP3WHA [POCTHPAHbA Y3AJAMHOr JJEICTBA 3

HanpoTuBs, BpHjeMe je y KNacH4HO] MEXaHHUH aNCONyTHO. [pyruM pHjeuyHMa,
CBOjCTBa BpeMeHa CMaTpajy ce He3aBMCHA OA CHCTEMA pedeperuunje — BpHjeMe
je jemHo 3a cee cucTeme pedepeHuHje. To 3Hayd, A2 aK0 Ce Ma KakBe [BHje
nojase AeluaBajy MCTOBPEMEHO 3a HEKOr mocMartpada, ohja ¢y OHE HCTOBpEMEHE
¥ 3a cBakor mpyror. YomuTe, BpPEMEHCKH HHTEpBan uamehy asa pmata pmorahaja
Mopa GMTH jefHaK y CBHM CHCTeMHMa pedepeduuje.

MehyTuM, nako ce je yBjepuTH, La je MojaM anconyTHOr BpEMEHa nyboko
‘npotuepjeyan Einsfein-oBoM TNpHHUMMY DENATHBHTETA. 3a TO je BOBOJbHO MOT-
CjeTHUTH; Ba y KJIaCH4HO] MEeXaHuiH, OCHOBaHO] Ha MOjMy O ancojyTHOM BPEMEHY,
B2y OMUITE MNO3HATH 3aKOH Cnararba Gp3MHA, MpeMa KojeMy je Op3MHa CloXeHor
KpeTatba je[HOCTAaBHO jenHaka 30HMpY (sexkTopckoM) GpanHa, Koje npuKasyjy To
_KpeTame. Byayhu na je oBaj 3akoH yHWBep3anaH, Mopao 61 OHTH NpPHMjEHIbUB
4 Ha NpocTHpame ysajamHor njejctea. OnaBhe 61 cnujepnno, na 6psuHa TOT
NpoCTHpaa MOpa OWTH PasnuuuTa M PasHUM HMHEDLHMjanHUM CHCTEMHMA pede-
peHuuje, y TMPOTHBPjEUHOCTH Ca MPHHUHMNOM penaTUBHTETA. MebyTuM, HCKYyCTBO
y TOM TIOrnesy MOTAYHO MOTBPhyje NMPHHLMM penaTHBHTETA. M 6aw cy Mjepema
Koja je mpeu myT uaseo Michelson 1881 roa. nokasana, na je 6psvHa CBjeTo-
_CTH MOTIYHO HE3aBMCHA Of Mpasla MpOCTHpamwa. MehyTHM, npema KnacH4HO]
MeXaHuLW 6p3WHa CBjeTNOCTH Mopana 6u 6MTH Maka y CMjepy KpeTama 3e€Mibe
HEro y NPOTHBHOM CMjepy.

Ha Taj HauuH MpHHLMI penaTHBATETa NOBOAM A0 pesynTara, Ia BpujeMe
Huje anmconyTHO. BpujeMe Teye pasnH4yMTO y PasHHM cucTeMuMa pedepeHsLinje.
Otyna cnujend Aa TBpAHKA, 2 je mehy nBsa parta porahaja mpowao onpehenu
‘BPEMEHCKM HHTEpBaj, MMa CMHUCna CaMo OHAa, Kaja ce TOKaXe, Ha Koju ce
cucTeM pedepenunje Ta TBpAHa onHocH. Cneuujanko porabaju, KOju Cy HCTO-
BpEMEHH y HEKOM CHCTeMy pedepenuHje, Hehe 6WMTH HCTOBpEMEHH M Y ADYroM
CHCTEMY.

3a objawkene TOra Kopuci-;o je rmocMaTpaTH cnujeaehn _jefHoCTaBaH
npumjep. [locMaTpajMo ABa HHepUHjanHa CHCTEMA pedepenunje K -u K’ ca
KOOPAWHATHMM 0CaMa PECTEeKTHBHO " .,
XYZu XY Z' xoju ce xpehy r £
jenan mpeMa QpyromMe YyAeCHO IyX
oca X u X' (cnuka 1),

Heka ce u3 Heke Tayke A Ha
ocu X' ynyhyjy curdand y [Ba
Mehyco6Ho cynpoTHa cMmjepa. Kako
je 6p3anHa MpPOCTHpara CHrHana y
cuctemy K', kKao H y CBakoM 8 P ¢
WHEPLH]janHOM CHCTeMy jemHaka (y ; :
o6a cmjepa) ¢, T0 he y Tauke
u C, koje cy moijefHako yjabeHe
on A, curHand cTHhH jefHOBpEMEHO 7
(y cuctemy K’). MehyTtum, nako je ' .
BuajeTH, La Ta ABa horahaja (Hau- Cn. 1
nazak curdana y B wu () nehe .
6UTH UCTOBPEMEHA 3a TocMaTpd4a y CHCTEMY K. CrteapHo, 6p3uHa CHrHana
y omHocy Ha cucTeM K je, mpeMa NpHUHLMNY PENaTHBATETA, jeqHaka (, TE Kako
ce Tauka B kpehe (y oprocy Ha CHCTeM K) npema cursany, koju joj je ynyhes,
a Tayxa C y cmjepy on curHana (ynyheHoM H3 Ay C), oHna he y cuctemy
curdan ctuhu y Tauky B pauuje, HEro y TauKy C '
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-

Ha Ttaj naunu Einstein-oe NpHHLMN PpeNaTHEMTETa yHOCH BEOMa ny6oke
¥ GyHIaMeHTanHe MpoMjeHe y OCHOBHe (u3HYKe TMOjMOBE. [lpeTcTtaBe o mpo-
CTOpY ¥ BDEMEHY, KOje y3HMaMO M3 CBakWAaLllber HCKyCTBa MoKasyjy ce caMo
ka0 TNpUOBIMKHe, Y BE3W Ca THM, WTO y CBakHAalllkeM XHWBOTY KMaMo rnocna
caMo ca 6psdMHaMa, Koje cy BpJi0 Mane y ORHOCY Ha 6p3HHYy CBjeTIOCTH.

§ 2. MaTepBan

Y6ynyhe 4yecTo heMo ce CiymuTH mojMoM porahaja. Iorahaj ce oppehyje
MjecToM, TAje ce JecHO M BPEMEHOM Kaia ceé AECHO. Ha Taj nHauud porahaj,
KOjU Ce JewaBa KOJ HEKe MaTepHjalHe YecTHLe, onpehyje ce TpHMa KOOpAM-
HaTaMa Te YeCTHLe M BpeMeHOM kaja ce jorahaj nemasa.

Yecto je, 36or mpernesjHOCTH, KOPHUCHO ynoTpe6HTH (GHUKTHBHM 4eTBOpO-
IMMEH3MOHaNHM MPOCTOpP ca TpHWMa MPOCTOPHHM KOOpAMHaTaMa H jemHoM Bpe-
MeHCKOM, ¥ ToM mpocTopy morahaj ce mpeTcTas/bd TaYKOM. Te Tauke Ha3WBajy
ce ,cBjeTcke Tagke“. CBaKoj ueCTHUM OArOBapa HeKa NHWHHja y TOM GHKTHBHOM
YeTBOPOJYMEH3MOHANIHOM TpocTopy (CBjeTCKa nuuuja). Tauxke Te nHHMje onpe-
hyjy koopauHaTe 4YecTHLe y CBAaKOM MoMeHTy. Jlako je cCXBaTHTH, Aa MaTepH-
janmHO] YeCTHLH Koja Cce kpehe paBHOMjepHO M TIPAaBOJMHMCKM OAroeapa npasa
CBjeTCKa NHHH]a. '

Cana heMO MaTeMaTH4KW W3pa3nuTU TPHHLUKN HHBapHjaHTHOCTH BpauHe
cejetnocty. IlocMaTpajMo ABa CHCTEMA pedepenunje K u K', koju ce jepan
y OjHOCY Ha ApPYyrM Kpehy KOHCTaHTHOM Op3HHOM. TlpuToM y3MHMO KOOPHH-
nauTHe oce Tako, fa ce oce X u X' mnoknamajy, a oce Y u Z na 6yny napa-
nenue ocaMa Y’ u Z'. Bpujeme y cuctemuma K u K’ osHauMMO ca tut.

Hexa ce npBd morahaj cacToju y TOMe, Aa Ce W3 Tauke Ca KOOpAMHATaMa
Xy, Yy 21 ¥ CHCTEMY, K .y MoMmenTy f,, OjalluMIbe CHIHal, KOjH ce TNpoCTHpe
6pauHoM csjetsiocTH. [lpocTHpame TOra cHrHana nocMaTpahemo u3 cuctema K.
Heka ce pgpyru porahaj cacTtoju y TOMe, fa CHrHan CTH¥E Y Tauky X, Vi 22
'y momeHTy f,. Curnan ce npocTHpe 6psuxoM ¢. [lpema ToMe mpeliao je pacTo-
jawe c(f,—1t). C apyre crpaHe, TO pacTojame jenHako je [(Xo— X,)* 4
(Yo — 1)+ (22— 2T —

Ha Taj HauMH MOXEeMO HamHcaTH cnujefehy penauujy Mehy KoopaMHaTaMa.
o6a pmorahaja y cuctemy K:

(g — %)+ (0, =y + (@ — 2 — Al — 4)* =0. 2,1y

Ta zea gorahaja, Tj. MpocTHpame CHrHana, MOry ce mnocMaTpatd M H8
cuctema K'.

Heka cy y cuctemy K’ koopaunaTe npeor fporahaja X, v, 4 4 =
Lpyror: X,/ , Vo', Z5, ta'. TlpeMa npuHUMNY HHBapHjaHTHOCTH 6p#He CBjeTNOCTH
Ta Gp3nHa je y CUCTeMHMA K v K’ jepnaxa, ¥ 3aTo, aHajorho ca (2,1), uMamo:

) (X, — X4 (' — 9 + (2 — ) — 2l — 1)} =0. (2,2)

Axo cy X, yl.“ Z, 8, M Xy ¥, 2 f, KOOpIMHATE Ma KakBa [Ba RAO-
rahaja, oHza ce BeJHYHHA

sip=[c?(ta — 1) — (g X5)2 APy == V) — (2, — 29)%)'e (2,3)

wasupa WHTepBan Mehy Ta mBa porahaja.
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Ha Taj HauMH M3 NpHHLUMNA MHBApPHjaHTHOCTH 6psHHe CBjeTNIOCTH CIHjelH
na, ako je uHTepsan mehy mea pmorabaja jeAHak Hyn#a y jeaHom cucTeMy pede-
peHluje, OHAA je OH jeAHak Hylau H y CBakOM JApyroM CHCTEMY.

Ako cy nBa norahaja GeckoHayHo Gnu3y jenaH Apyrome, onia je uHTepsan
mehy wuMa

ds? = ¢* di2 — dx® — dy? — dz*. (2,4)

36or MaTeMaTHuKe yno6HoCcTH M TO Oauwl 3aTo, A 6u ce topMynaMa Jao
cUMeTpHuHHjH 06nuK, yOynyhe hemo 4ecTo MjecTo BpeMmeHa [ yrnoTpebrraBaTi
LIpyry NpoMjeHIbHBY 7, Koja je ca { Be3zaHa penauujoM:

’ ==iCt- (2:5)
‘Tapa je:

Siy=—=* [(xg — x4 (¥2 — )P+ G@— 2 (v — 7,)°) (2,6)
ds? — — (dx% 4 dy? + dz* +dr?). (2,7)

Caofpasso ToMe MM hemo caja M IO KOOPAHHAHTHUM 0CaMa y HalleM
DUKTHBHOM, HETBODOAWMEH3HOHAIHOM MpPOCTOPY HAHOCHTH X, ¥, 2z, T, a He

X, y, 2, t. Kao wro je nako BHAJETH, —§7, MoXe ce Taja TpPOTYMaYWTH Kao
kBagpaT pacTojatba Mehy Taukama X, Yi %y Ty H Xy, Vg Zg T2 ¥ TOM TIPO-
cTopy, a — ds§?-— Kao KBajpaT eneMeHTa nyxuHe.l)

Kao mTo je rope rnoxkasaHo, ako je ds==0y HEeKOM HHepLHjanHoM CHCTEMY
pedepeHuuje, OHAA je ds’=0 u y mpyromM cuctemy. C mpyre CTpame, ds u ds'
GecKOHaUHO Cy Male BeNnuWynHe HCTOr pefa. Ha ocHoBy THX ABajy OKOJHOCTH
cnujenu, na ds u ds’ mopajy GuTH Mehyco6HO TMPOMOPLMOHATHA:

ds=ads’,

rhje Koe(ULHMjeHAT @ MOXE 33aBUCHTH CaMo Of arCONyTHE BPHjeAHOCTH PENaTHBHE
6p3une ofa MHepuHjanHa CHCTEMA. Ol He MOXe 3aBMCHTH Of KoopAuHATa H
BpeMeHa, jep 6M OHAa pasHe Tauke npocTopa H BPEMEHCKH MOMEHTH HMane
pasnuyuTe BPHjEAHOCTH, LITO MPOTHBpHj€4H XOMOTEHOCTH MpoCcTOopa M BpEMeHa.
OH, Takohep, He MOXe 3aBHCHTH O] MpaBua penaTHBHE 6pauHe, jep 6uU TO
TIPOTHBPH]E4HNI0 H30TPOMHOCTH MPOCTOPa. [Mpema ToMe, Ca HCTHM INpaBOM Kao
wmTo numweMo ds=ads’, MOXeMO MHCATH:

' ds' =ads,
jep cy, HapaBHO, 6pauHe, KpeTatba NMPBOT CHCTEMA ¥ OpfHOCY Ha LpyrH, H 0OPHYTO,
Mehyco6uo jenHake. AKO CTaBMMO ds =ads u ds == ads nHanasumo na j€
a®=1 1. a=-+1. Ja Gucmo usabpanu jeiHy on THX BpHjeAHOCTH, Tpeba
HamoMeHyTH, A& @ MOXe 6GuUTH CaMO jeAHaKO WM CTanHo -1 unu cTtanHo — 1.
U creapHo, Kan 6u a(v) 3a jenHe EpauHe GHIO jeAHAKO 41, a 3a apyre — 1,
oHla 6K 3a HeKke Mopano MMaTH BpHjeNHOCTH Yy HHTEpBaily mehy +1 4 —1,
wrto je Hemoryhe. Ho ako je Tako, oHia 4 yBHjek Mopa OMTH jelHaKO -+ 1, jep
jep je cmeuujanHu cnydaj TpaHcdopmaumje ds' = a ds wneHtuteT ds' =ds, raje
je! a=-1. Uz ds' =ds uerocpenxo uanasu, na je ¥ 3a KOHayHe MHTepBane
§ =5

Ha Taj HauMH FONMA3KUMO O BP0 BaXHOr pesynrara: uHTepBan Mehy ABa
norahaja jegHak je y CBHM ¥HepUHjanHHM CHCTEMHMA pedepeHuuje, Tj. HHTEpBan

1) YeTBOpORMMEHIHOHANHY [EOMETPH]Y, koja ce onpehyie Kaa,np?:rﬁbm dopmom (2,4) wnd
(2,7) yeeo je Minkowski y me3v ca TeopHjoM penaTHBHTETa.
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L

je MHBapujaHTa y OJHOCY Ha TpaHc(hOpMauWjy W3 jefHOr HHEpLMjanHOr CHCTEMa
pedepeHurje y Ma koju Apyru. Ta HHBaijaHTHOCT jé MaTeMaTHYKH H3pas KOH-
CTAHTHOCTH Op3uHe CBjeT/IOCTH.

Heka cy oner X,, ¥, 2y, Iy U X, Vo 2, I3 XoOpRuHaTe nABa norahaja
y HekoM cHcTeMy pedepenunje K. [luTa ce, pa mM MOCTOjM TakaB CHCTEM
pepepenuuje K', y koMme 6u ce oba Ta norabaja LEeCHIH Ha jeflHOM HCTOM
MjecTy mnpocTopa’? ‘

YBeguMo O3HakKe:

ty—ti=ts, (o— %)+ 0—y)H—2)'= liz.
Tana je unTepean Mehy porahajuma y cuctemy K:

A= 621‘12?—'1122'
L b} s ¥
a y cuctemy K"

’)

Sh=ctt'—1I'%,
na je 3Qor HHBapHjaHTHOCTH HHTepBana
2 2 g 42 i 2
cto—Ilh=cl'p—1I"12.

Mu xohemo na ce y CHCTEMY K' ofa porahaja nece y jenHoj T’&‘-ILIH, Ti. na
Gyne Iya=0.

Taga je:
2 3742 2 9 412
, 812=C“f;3-—-112=£"112>0-

Onaspe cnujend, ,aa'cxdcrem pedepeHuHje ca TpaXeHHM CBOjCTBOM TIOCTOjH,

.2 . N
ako je Sj2 >0 T1j. ako je HHTepBaJ‘J mehy oba noraha[a peanaH. PeanHd MH-
TepBanu Ha3Wsajy ce ,,BpeMeHCKU"

Ha taj HauuH ako je Mehy nBa porahaja WHTepBan BPEMEHCKH, OHAA
NoCTOjM Takae CHCTeM, y KoMe ce o6a porahaja pewasajy Ha jefjHOM HCTOM
MjecTy. Bpujeme koje y Tom curcTeMy npohe HaMehy Tux porahaja, H3HOCH:

o= *\/62112——112——

Ako ce Ma kakBa gBa porahaja mece ca je.uHHM Te HCTHM TH|jeNIOM, OHAA -
je naTepean Mehy mwuMa yBujex BpemeHckH. M zaucra,’ myT Koju THjeno mnpehe
uamehy ofa porahaja, He Moxe 6uTH Behw of ct, jep OpsnHa Tujena He
Moxe 6uTH Beha op c. [lpema ToMe yBHjek je '

L < Cl,.
OaroeopuheMo caja Ha nuTame: MOXe I¥ Ce Hahd TakaB CHCTEM pede-
peHlidje y KoMe 61 ce nBa norahaja nmecuna nc-roapemeﬂo? [lpema panujem,

Mu uMamo y cuctemuma K u K’ cih —-119—C2t'1')—[|2 Mu xohemo ga
6yne {'y,=0. Opnasne je:

(2.8)

& ,
Siz = 12 < 0.

_Opaene cnmjen, Aa Ce TpameHu cucTeM pedepeHije Moxe Hahu camo y cny-
uajy Kajaje MHTEpBan S;, Msmehy nBa gorahaja WMarunapas. OBu MMarMHapHH
WHTepBand HA3WBajy ce ,,MPOCTOPHU".
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Ha Taj HauuH, ako je usMehy 7nBa Aorahaja MHTEpBan TMpPOCTOPHH, Tapa
NocTOjd TaKae CHCTEM pedepeHuuje y kome ce oba porahaja HMCTOBpEMEHO -
wapajy. Pactojame pamehy MjecTa y Kojuma Cy C€ AECHNH TH porahaju y TOM
cucteMy pedepeHUHje H3HOCH: .

1’;2"—=Vl|22— c? 1122-: [ 8- (2,9) {

Llujerberse WHTEpBana Ha BPEMEHCKE H npo-
CTOpHE je anconyTHH MojaM, a LITo Msnas M3 HHX0BE i L
WHBapHjaHTHOCTH. To 3HauH, 1a CBOjCTBO HHTED-
pana na 6yne BPEMEHCKH WM MPOCTOPHM HE 3aBHCH
on cucTema pedeperumje. | 5. UDALIN/APS UDALJ.

YsMuMo Ma Kakae norahaj — Ha3BaBllM Fa 0
norahajem O — kao moueTak pauyHama BpeMeHa H )
NpOCTOPHMX KOOPAMHATA. Jpyrum pHjeduma, y He-

TBOPOAMMEH3HOHAHOM  KOOPAHHATHOM cucTeMy Io s |Prodt
yyjum ce ocama HaHoce X, Y, Z,f, CBjeTCKa TadKa : \\
norahaja () 6nhe KOOpPAMRATHH NMOYETAK. [TornenajMo d b
cafa y KaKBOM C€, OAHOCY mpeMa AaToM norahajy O

wanasze CBM OCTanu jorahaju. 36or MNpPernegHoCcTH Cn. 2

nmocmaTpaheMo camo jeRHy TMpPCCTOPHY KOOpAHHATY :
u spujeMe, 1 HaHoCHheMO WX Ha nenje oce (cn. 2). IlpaBonuHHUCKO paanomjepﬁé
KpeTare 4ecTHUe Koja nponash Kpos x = 0 3a t = C, npercraeka Ce NpasoM
NHHHM]OM, Koja nponasyd Xpoes (), a narnyTa je npema OcH t nox yrnoM uHjH je
TAHFEHC ~JeAHaK GpaMHH uecTHLE. Kako je wajseha moryha GpsuHa jenHaka ¢,
To mocToj4 Hajsehu yrao xoju Ta TMpaBa MOXe 3aknanaTH ca 0coM f. Ha en.’2
npuKasaHe Cy ABHje.TpaBe, Koje TpeTCTaBibajy MPOCTHPAMmE ABa CHrHana (6pau-
HOM CBjeTJIOCTH) y CYMPOTHHM cMjepoBMMa, @ Mporiase kpos Aorahaj O (1j. npo-
nase kpo3 x=0 sa {=0). Cee npage Kcje MpeTcTaBibajy KpeTamwa yecTHLa,
MOTYy Ce HamasuTH CamMmo y MoapyHjy aOc¢ w dOb. Ha npasum nuuujama ab u cd
oyurnenHe je X=-+ct lMocMmaTpajMo Hajnpuje porahaje, uHje ce cBjeTCKe
tauke Hanase y o6nacTd a0Oc. Tlako j€é BHApjeTH, Ra je y CBAM TauKaMa Te
obnacth 22— x2> 0. [pyrum pujeunna, mehy Ma kojuM porahajem Tor moapydja
y morahajem O mHTeppamu Cy BpPEMEHCKH., Y TOM noapyujy je £ >0, .Tj. CBH
norahaju y TOM MOAPYHYY newasajy ce ,mocnuje’ moraha (. Anu pBa pnorahaja,
Koju Cy pasiBojeHH BPEMEHCKHM MHTEPBanoM He MOry Cé HH y KaKBOM CHCTEMY
pedepeHlyje AElIaBaTH HCTOBPEMEHO. OpnaTne cnujefd, Ra Ce He MOXe Y3ETH
 HHKAaKaB CHCTEM pedepeHLKje y KoMe 6u ce ma Koju Of Aorahaja w3 noapy4ja
aOc necvo ,mpuje’ poraljaja 0, Tj. raje 6u 6uno {< 0. Ha Taj HauuH CBH
gorakaju y MoApYyHjy aOc necuhe ce KacHWje y ORHOCYy Ha O u T0 y CBHM
cucTeMuMa pedepenunmje. [lpema TOME TO C€ nofipyyje VoXe Ha3BaTH ,,anconyTHa
6ynyhuocT" y ofHocy Ha gorahaj 0.

ToTnyHO aHamorHo, CBA Aorahajy nozpysja b0d cy ,anconyTHO npomwin®
y ORHOCY Ha 0, Tj. morahaju us TOr MoapyYja y CBMM CHCTEMMMA peepeHuuje,
newapajy ce npuje porahaja 0. :

Ha kpajy mnocMaTpajuo joul ToApydja dOa v cOb. Mehy 6uno xojuM p1o-
rahajem Tora nonpydja u norahajem O uHTepBan jé MPOCTOPHH. Y 6uno kKoM
cucTeMy pedepeHudje TH norahaju ce newasajy Ha pasHMM MjecTMMa MNpOCTOPA.
[lpeMa TOME Ta noapy4ja Mory ce HasBaTH ,,allconyTHO yAdmeHa' y ORHOCY Ha
0. MehyTHM, MNOjMOBH ,,MCTOBPEMEHO". , paHuje" ¥ ,Kachuje” sa TE norahaje
cy penaTuBHd. 3a CBakH norahaj Tor mompyéja MOCTOje TaKBH cuctTeMu pede-

.
/
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peHuuje, rnje ce porahaj pmewaea KacHuje of jgorahaja (O, cuctemu raje ce
fewaBa paHuje on porabaja O u, Hajsa;, jelaH cHcTeM pedepeHudje raje ce
newasa HctoBpemedo ca 0.

HanomuweMo, Aa axko ce nocMaTpajy CBe TPH TNPOCTOpPHE KOOpAHHATE
MjecTO jenHe, OHIa MjeCTO HBHje MpaBe KOje ce CHjeKy (cn. 2) HMaMoO ,,KOHyC"
x*4y?+22—c2f2=0 y 4eTBOPOLMMEH3HOHANHOM CHCTEMYy X, J,Z, [, uHja ce
oca noknamna ca ocoM f (Taj kOHyc ce Ha3auBa ,CBjeTCKM KoHnyc“). [lompyuja
narnconyTHe 6yayhHocTH® M ,,aNcOfyTHE nNpOUIOCTH" TNpPeTCTaBbajy Ce, Taja,
pPecrneKTHBHO NOMohy IBa oTBOpa TOra KOHYycCa.

Ilea porahaja mory 6uTH MehycofHO KaysanHO BOBE3aHM CaMO y cnyuyajy,
Kafa je uHTepean Mehy HuMa BpPEMEHCKH, LITO HEMOCPENHO CNUjelH H3 YHibe-
HHle, 42 Ce HHKAKBO y3ajaMHO [jejCTBO He MOXe NpOCTHpaTH Op3MHOM, Koja OH
6una Beha on 6p3uHe cBjeTnoctd. Kao wro cMo ynpaso BuAjenH, camo 3a
TakoBe pnorahaje MMajy anconyTHOr CMMUCIa MOjMOBH ,,paHuje’ u ,,KacHuje*, LITO
je omeT HeomxopaH YycnoB 3a TO, Aa OM UMand CMHMCIIa MOjMOBH Y3poKa H
- NMocibefnLa. '

§ 3. ConcTBeHo BpujeMme

lpeTnocTaBuMO ha M3 HEeKOr WMHEpUMjamHOr cHcTeMma pedepeHLdje mnocMa-
TPaMo CaT KOjU Ce y OfHOCY Ha Hac Kpehe Ha NpPOW3BOBAH HayWH. Y CBakoM
NnojefMHAYHOM MOMEHTY TO Ce& KpeTake MOXe IoCMaTpaTH Kao pPaBHOMjEpHO.
-TlpeMa TOMe, y CBAKOM MOMEHTY MOXE C€ YBECTH KOOPAHHATHH CHCTEM YBPCTO
BesaH 3a caT Koju ce kpehe, a koju he (3ajenHo ca cartom) Takohe GHTH HHep-
UMjanHM cHMcTeM pedepenuuje. ‘ )

Y Tory GecKOHayHO Manor BpeMEHCKOr uHTepBana df (mpema HenokpeT-
HOM caTy, Tj. MpeMa OHOME KOji je Be3aH Ca HaMa) NMOKPETHH caT Tpenasd pa-

crojame | dx® | dy? -+ dz®. Tlurta ce, Konuku he BpeMeHCKH HHTepBan NPHTOM
mokasaTH CaT Koju ce Kpehe. Y KOpAOHHAaTHOM A CHCTEMy, KOjU je BesaH ca Io-
KpeTHWM caToM, Taj cat ce He kpehe, T]. dX' =d)'~=dz' =0. [Npema uHBapH-
jaHTHOCTH HHTEepBana je

ds® — 2 di® — dv® — dy*— dz® = dl'2,

ofakne je

—

dt' = as_ % \/ ¢ di* — dx? —dy* — dz?,

MM JpyK4Hje:

i dx* -+ dy* + dz*
o —ar\ _EET I
Kako je
dx® -+ dy* + dz® .

dat®

raje je v 6p3uHa caTa koju ce kpehe, 6uhe:

o |
dt’:%i-v:dl\/h—-z_g. (3,1)
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HHTerpupameM 0BOr HM3pasa Moxe ce HahM BpeMeHCKH WHTEpBAan KOjU MoOKasyje
cat Kkoju ce kpehe, f0K je Ha caTy Koju ce He Kpehe mpoTekno Bpujeme f, —f,:

ty
2 ;
t’2_t’1=fdt\/1—%' _ (3,’2)
ty

BpujeMe mnokazaHo Ha caTy, Koju ce kpeh? ca AaTHM MpeAMETOM, HasuBa
ce CONCTBEHO BpujeMe Tora mnpeameta. Popmyne (3,i) u (3,2) wuspaxasajy
COMCTBEHO BpHjeMe Momohy BpeMeHa cHcTeMa pedepeHLuje, y OAHOCY Ha KOjH
ce rocMaTpa KpeTame.

Kao wTto ce sugu u3 (3,1) unu (3,2), concreeHo BpHjeMe MpeAMETa KOjH
ce kpehe, yBujek je Mare o] ofrobapajyher BPEMEHCKOr HHTEpBana y Hemno-
KpeTHOM cucTeMmy. [pyruM pHjeddMa, caT Koju ce Kpehe uae cnopuje on carta
Koju ce He Kpehe. :

Hexa ce y ogHocy Ha uHepuujanHu cucTeM pedepenuuje K kpehe npyru
caT NpaBONHUHMUCKH M jenHonuko. CucTeM pedepeHUHje BesaH ca THM CaToM
Takohe je uuepuujanan. Tapma cat y cuctemy K' ca Tauke TIJleAHliTa NocMa-
Tpaua y cHcTemy K 3aocTaje y ojHocy Ha weroB caT. M ofpuyTo, c Tauke
rneguwra cuctema K', saoctaje car y cuctemy K. [la y ToM HeMa HHKaKBe
MPOTHBYPjCYHOCTH MOXEMO Ce YBjePHTH, ako ce ofpaTH mnaxma Ha cnujenehy
okonHocT. [la 6u ce yctanoeuno pa caT y cuctemy K' saocrtaje 3a cartoM y
cuctemy K Tpefa mocTynuTH Ha cnujefiehu HaduH. Hexka y HekoM MOMEHTY cat
K’ npohe muMo cata y K, v Heka y TOM MOMEHTy fokasuBatba oba cata Gyny
ucta. 3a ynopehusame xona cata y K u K’ Tpefa TMOHOBO TOKa3HBaHka caTa
K', xoju ce kpehe, ynopenutu ca catoMm K. Anu cama mu Beh ymopehyjemo
Taj caT ¢ ApyruM catoM y K, ca caToM mopef kora cat K nmponasu y TOM
npyrom MomeuTy. IlpuToM Hamasumo, na he cat K' saoctajati y OJHOCYy Ha
catoBe y K, ca kojum ce ynopehyje. Buanmo, ma je 3a ynopehuBaibe Xona
caToBa y NBa CHCTEMa HEONXONHO HMMaTH HEKONHKO kHX y jelHOM CHCTEMYy, &
jenan cat y apyrom cucrtemy. [lpema. Tome, Taj mpouec HHje CHMETpHYaH Yy
onHocy Ha ofa cucTema. YBujeKk 3aocTaje OHaj caT Koju ce ynopehyje ca pa3HHM
caToBMMa y LPYyroM cucteMy pedepeHuUHje. . :

AKo ce ¥Ma [Ba caTa, O] KOjUX jeHaH ONHCyje 3aTBQPEHYy TpajekTopH]y,
Bpahajyhu ce y nonasHe Mjecto (KOA caTa Koju ce He kpehe), oHpa he car
Koju ce kpehe saocTaTu y onHocy Ha caT koju ce kpehe. O6pHyTo pacybusame
no koMe Gu ce caT Koju ce kpehe mocMaTtpao Kao ha MMpyje (1 ofpnyto) cana
je HeMoryhHo, jep ce caT Koju omucyje 3aTBOPEHY TPajeKTOpHy He kpehe jenHonuKoO
M NPaBONMHUCKM Te NpeMa TOMe cHCTeM pedepeHuuje, Koju je BesaH ca THM
catoM, HHje HMHepuWjanaH. Kako cy NpHPOAHH 33KOHHM jefHaKH CaMO y HMHEpLH-
janHMM cHcTeMHMa pedepeHlHje, TO CHCTEMH pedepeHUuje Be3aHH 3a HENOKPEeTaH
caT (MHepUMjanHH CHCTEM) HMajy pasnu4uTa CBOjCTBa, Ma je HENpaBHNHO pacy-
huBambe Koje NOBONM NO pesynTaTta, Aa caT KOju ce He kpehe mopa 3aoc1'ajf'm.

: : \ 1
BpeMedckd HHTEpBaNn KOjU caT ToKasyje jefHaK je HHIBFPBHY—(;—[ ds
7 a

y3eTOM JyX CBjeTCKE NHHHje Tora caTta. AKO ce caT He Kpehe oHla je Herosa
CBjeTCKa NMHHja, OYEBHUAHO MpaBa, Napanenda BpeMeHCKo] ocu. Ako, mnak, car
BpIUY HEPaBHOMjepHO KpeTaké M0 3aTBOPEHOM MyTy M ONeT nohe Ha nonasHo
MjecTo, OHAa he H:eroBa CBjeTCKa NMHHja OMTH KPHBA, KOja MpONAasH Kpo3 nBHje

.
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Tayke Ha NpPaBOj CBjeTCKO] NUHMjH caTa KOju Ce HE kpehe, a oproeapajy mnoue-

TRy W Kpajy KpeTawa. C mpyre cTpaHe, BUAjend CMO na Cat koju ce He kpehe

yBHjex nokasyje Behy BpeMeHCkM WHTEpBan, HeEro cat koju ce kpehe. Ha Taj
b

HayuH NONa3uMO RO 3aKibydwa, 1a nmerpanjds‘ yser Mehy nBjeMa HaTHM

3 :
CBjeTCKMM TaykaMa, MMa MaKCHManHy BPHjeHOCT, aKo ceé y3Me Mo npaBoj CBjeT-
CKOj nuHMjH, Koja cnaja Te Taukel) (cBjeTcke Ta4ke a M b wMopajy, HapasHo,
6uTH Takse, na MHTepean Mehy mwuma Oyse BPeMEHCKH; y MNPOTHEHOM cnyyajy
MHTerpan je KOMINeKcaH).

N

t § 4. Lorentz-oBa TpaHcopMauuja

‘Haw he 3anaTak cana 64T, ia Hahemo dopmyne 3a TpaHCcpopMallHjy jEAHOT
cucTema pedepeHudje y IOPYyrH, Tj. dbopmyne, 1o K0juMa ce, ako Ce 3Hajy KOoOop-
nuHaTe X, y, 2z, I nporahaja y Hexkom cHCTEMY pedepenuuje K, wmory nahu
koopauHate X,” J', 2, ¥ HcTor gorahaja y RpyroM HHEPUH]aNTHOM CHCTEMY K

YV KnacHuHOj MEXaHHLW TO Ce MNUTake pHjeliaBa BPO jeAHOCTABHO. Kako
je BpujeMe TaMo anconyTHo, Guhe {—1’. lame, ako cy KOOpAHHaTHe oce n3abpane
oHaKo, KaKo To ofuuyHo pagumo (Tj. oce X u X' ce noxnamajy; oce Y,Z cy
napanenHe ca ocama Y', Z’'; kperame Ay oca X X') ouuTo he xoopanHaTe
y U 2 6UTH jefHaKe KOODAHHATAMA y' W 2/, a KoOpAMHaTE X H X' pasnukosahe
ce 3a pacTojame KOje je jenaH CHCTEM Ipelac y OAHOCY Ha QApyru. Axo ce
noyeTak pauyHarba BPEMeHa y3Me y MOMEHTY, Kapa ce 002 cucTeMa roxnanajy,
a 6pauHa cuctema K’ y onmkocy Ha K je V, oHpa je TO pactojare Vi. Ha
Taj Ha4uH je: ' :

X=x-+Vt y’:r,' =z t'=t (4,1).

Ose dopMyne Hasusajy ce (alilei-esa TpanchopMauuja. Jlakxo je mpOBjepHTH,
na osa TpancdopMauuja, Kao WTO je H Tpebano OuYeKuBaTH, HE 3an0BOJbaBa
yCIOBE TeOpHje penaTHEuTeTa; y 1b0j HHTEPBANH Mehy norahajuMa HHjecy HHBa-
pHjaHTBH. ‘ : ,

PenaTHBUCTHuKe TpaHchopMmauvoHe dopMmyne Tpaxuhemo Gaml Ha OCHOBY
ycrioBa .a NpW mHMa MHTepBand 6yAy WHBapHjaHTHH. .

Axo ynoTpe6umo BenuuuMHy T-—=I[C{f, KOja je 3rojHa 3a [falke H3naramwe,
OHza Ce, Kao WITO CMO BHAjENH ¥ §2, wHTepBan usMehy HBa norahaja Moxe
rlocMaTpaTH Kao pacTojare mehy onrosapejyhuM [IBjeMa CBj€TCKMM Taukama y
YeTBOPOAHMEH3HOHANIHOM KOODAMHATHOM CHCTEMY. [lpema TOMe MoXeMO pehH
na Kol TpaxeHe TpaHc(opMauuje MOpajy OCTaTH HenpoMHjereHe CBe RyXHHE
y 4eTBOPOAMMEH3HOHANHOM MpOCTOPY X, ¥y, 2, . Takse Tpauchopmaluje Ccy caMmo

b

1) To cBojcTBO MHTErpana fds y Be3u je ca THM, Ha je jeAHa O4 KoOopaMHATa HMaru-
. . " b
: a 3
napua (v =i ct); Kaga 6n cBe HeTHPH KOOPAHHATE 6une peanHe oHAa 6H, HapaBHO, ds 6uo

MHHMMaNaH Ay} MpaBe JNHHHJE. =
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Tpchnalmje ¥ poTallkje KOODAMHATHOI CHCTeMa. Op THX, TpaHCnalHje KOOpAH-
HATHOr CHCTEMa MapanenHo CBOM NPBOCGHUTHOM ronoxajy HHjecy HHTEPECaHTHE,
jep ce CBOAE jeNHOCTABHO Ha TpaHCnalKjy 'MoYeTka NPOCTOPHHX KOOpAHHATa H
Ha TpPOMjeHy MOMeHTa MoYeTKa pauyHara BpeMEHa. Ha Taj HauuWH Ce TpaxeHa
TpaHcopMauuja MaTeMaTH4YKH Mopa M3pasMTH Kao poTauuja YeTEOPOILHMMEH3HO-
HanmHOr KOOPAWHATHOr cHCTeMa X, Y, 2, T.

Ceaka poTaLuja y 4eTBODOAMMEH3HOHANEOM NPOCTOPY MOXe Ce pacTaBHTH
Ha WlecT poTauuja ¥ TO y paBHUMA XY, ZY, Xz, TX, Ty, TZ (a2HanorHO UYHibe-
HULM, L& Ce CBaKa :poTauuja y OOMYHOM TMpPOCTOpYy MOXE pacTaBWTH Ha TpH
poTauuje y pasHHMa Xy, 2}, xz). Tlpse TpH poTauuje TpaHcopMmHpajy camo
NpOCTOPHE KOOpPAHHATE; OHE onropapajy o0k4yHHM NMPOCTOPHHM poTalHjaMa.

[MTocMaTpajMo pOTaLH]y Yy PaBHH 7t x. KoopnuHate y ¥ Z ce npH TOM HE
Mujerbajy. Ako je \ yrao poTauuje, OHRa ce Be3d mehy cTapuM ¥ HOBHM
KoopAHHaTaMa oapehyje Qopmynama:

(42)

— ¥ cos W — 7’ sin,
7= x siny 417 cos . }

Tpaxumo dopmyne 3a TpaHc(opmaumujy ca CHCTEMA pedepenunje K Ha
cucteMm K', Koju ce y onHOCY Ha K xpehe 6psunom V' nyx oce X. Tpu ToMe
ce, OYEBMAHO, TpaHCHOPMaLWju NMOABpraBajy CaMO KCOpAHHATE X M BEpHjeMe T.
[Flpema ToMe Ta Tpancopmaldja Mopa HMaTH obnuk (4,2). Cap octaje, na ce
oLpEAH yrao.\, KOju MOXe 3aBHCHTH CaMO Of PENaTHEHE 6pauue V1).

TMocmarpajMo y cuctemy K KpeTake TOHYETKA KOOPAWHATHOL CHCTEMAa
pedepenunje K'. Tapa je ' =0 H dopmyne (4,2) nobusajy oGmHK: '

x=—1'siny, T=1'cosV,.

WA [HjenereM ITIpBE APYroM:

2
P ay.

- .

, X ' . .
Ho kako je t=ict, a —t— 6pauna V cuctema K’ y oaHocy Ha K, nofupa ce:

.V
tgqul—c-

Opaepe je:

3amjenoM y (4,2) HanasuMmo:

I

x’;_i_l_/_f

1) [la 6n ce naGjerna 30pka, HamoMHKEMO Aa hemo ca V cranHo 03HaYaBaTH KOHCTaHTHY
‘ penaTueHy 6pauHy ABajy MHEPLMWjanHuX cucTEMa pedepenunje, a ca v -— fpauny uecTHUE Koja
ce xpehe, koja yomwTe He Mopa GHTH KOHCTaHTHa.
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Crapmajyhu jow v=icf, v'=1cl' nMamo HAEPUHUTHBHO:

: (4.3)

OBo cy TpaweHe TpaHchopMaLHoHe topmyne. Oune ce Hasusajy Lorent:-
oee TpaHcdopmanuoHe GopMyne H HMajy (YHAaMEeHTanHH 3Haua] 3a fnaka
pacMaTtpama.

O6puyTe dopMmyne, koje uspaxasajy X, y', 2/, ¢ momohy X, Y, 2, { Haj-
jenHocTaBHMje ce moGusajy samjedom V ca —V (jep ce cucrem K y oxnHocy
Ha K' xpehe 6psuHom —V). Ope ce ¢opmyne Mmory NoBGHTH HErocpemgHO pHje-
wasakeM jennasnna (4,3) mo x', y', 2, I\

WMs (4,3) je nako suajeTd, Ra 32 FpaHA4HH npenas ¢ — 00 Ha KJIACHYHY
mexaHury, Lorentz-ose TpaHchopmauuoHe GopMmyne npenase y Galilei-eBy TpaHc-
dbopmauujy.

3a V >>c y dopmynama (4,3) xoopauHate X. { noctajy umaruuapHe. To
OAroBapa YHMEEHHUH, Oa cy Hemoryha KpeTaka Gp3uHOoM BehoM of Gp3KHe CBjeT-
noctH. Yak je uemoryha u ynotpe6a cuctema_pedepeHunje ca 6p3MHOM jefHaKOM
6p3vHK CBjeTNOCTH — Tana 6W MMEHHOLH ¥ popmynama (4,3) OHUIH jeRHEKH HYIH.

3a 6paune V, mane y yrnopehewy ca 6p3uHOM CBjETIOCTH, mjecto (4,3)
Mory ce ymoTpujebutd mpubnuxHe GopmMyne:

T x=x4Vl, y=y, z=2, t«-——t'—i-c—ix'. (4,4)

Heka y cuctemy K Mupyje wran napanenad OCH X. Hexa werosa ayxuHa
uaMjepeHa y ToMm cucTemy 6yse AX=X, —Xi (x, ¥ X, — KoopupuHaTe 062
kpaja wrana y cucremy K). Hahumo capa myXuHy TOr uITana, U3MjepeHy ¥
cuctemy K’. 3a To je motpeGHo wahu koopauHaTe 062 Kpaja wTana (x, ¥ x;')
y TOM CHCTeMy y jesHom Te ucrtoMm MomenTy 1. U3 (4,3) HanasuMo:

x1'+V1' x2l+ L}r zf.
1= == ’ x2=-——~.__'—_0—
V% Yo

| —— | — —

c? i

Oyxuna wrana y cucremy K je Ax' =X —Xx,'. OnysumameM X, OR Xy
Hanasumo:

Ax=—-——4x

Ve
V'“E?f

,,CorncTBeHa AyXuHa' LIiTana HasuBa Ce Heroea AyXHHA y OHOM CHCTEMY
pedepeHuuje, y KoMe Taj wran Mupyje. O3HaunuMO Ty AyiuHy ca l,=AXx, a
ca [ myxuHy Tora lTamna y Ma KOM CHCTEMY pedepenunje K. Tana je:

3 :
freed X1 ~_‘£—2. (4,5)

Ha Taj HauuH wTan uMa Hajsehy AyXHHY y OHOM CHCTEMY pedeperuuje
y KoMe OH MHpyje. Y CHCTeMy y KOMe ce kpehe Gpsusom V, meroea HyXuHa je
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2
\/1 — = nyta Mama. Osaj pesynTaT TeopHje penaTHBHTeTa 30Be ce Lorenfz-oso

ckpahemne.

Kako ce nonpeuHe nuMeHsuje THjena MPH HEroBOM KpeTawy HE MHjerbajy,
sanpeMHHa Tujena {2, cMakbyje ce IO aHanorHoj GopMynu

2
Q:.@o\/n_%,:, (4,6)

raje je £, ,,CONCTBEHa 3ampeMHHa' THjena.

Wa Lorentz-oprx Ttpaucthopmauuja Mory ce Hahd Beh nos3waTw pesynraTi
3a concTeeHo BpujeMe (§ 3). Heka y cuctemy K' mupyje jenan cat. Ysmumo
na cy ce nBa pjorahaja pecuna Ha jeiHOM HCTOM MjecTy D ol y’,z’ npocropa
y cuctemy K'. Bpujeme y cuctemy K' msmehy Tux gorahaja je A= I, —1t.
Hahumo cama spujeme Af, koje je npowno usmehy THx porahaja y CHCTeMy
pedepenunje K. Hs (4,3) umamo: ®

vV :
'y b X

——_—ﬁ_-——_—z—,
o
:

WM, TIOCNHje Ooly3HMara:

tlz

tz—f1=At=L ,

wTto ce notnyno cnaxe ca (3,1).

T

§ 5. Tpancopmauuja GpsuHe

Y npeTxoAHOM FLOrNaBby HALWIH CMO ¢opMyne moMohy KOjHX ce, Kaja cy
ro3HaTe KoopauHaTe Aorahaja y jeHOM CHCTeMy pedepeHLHje, MOry HahH KoOOp-

‘niinaTe McTor porahaja y mpyrom cucrtemy. Cana hemo Hahu dopmyne, koje

fioxasyjy Besy uaMehy OpsuHe MaTepujaliHe yecTuue, Koja ce kpehe y jepHom
cucTeMy pedepeHuuje, ca GpPSHHOM Te MCTE YeCTHLE Y APYyroM CHCTEMY.

Heka ce oner cuctem K’ kKpehe y ogHocy Ha cucteM K 6psunom V

. dx )
nyx oce X. Heka je v, ==—- KOMIOHEHTa 6pauHe uecTHUE y cuctemy K, a

dt
/
'u’x_-:—x—fﬁpsuua Te ncte uectuue y cucteMy K’. Mz (4,3) umamo:
t
v
" df’—'—-—?d.\'.’
dx = de' + Vdf dy=dy', dz=d, df-—————-——c—- -

/ vz’ . V2
/- Vi-E
e c*

4

-
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JujerberbeM NpBUX TPHjy jefHAYHHA Ca YETBPTOM HANa3HMO:

' V2 / V2
dx  dx'4-Vadt dy_dy lﬂ—?*— @_dzl/l_-‘c?

TS S T s T ey e AT

dt v = dt 1% dt v
dt' 4+ = dx’' dar' + e dx’ dt' 3 dx’

UNH, TOCNHje JIHjersewa ca df Opojunaua U HMeHHNAUa AeCHWX CTpaHa THX

jenHa4MHa:
iz, )%
" . 'U’y I—-—? . ’U’z — )
vtV . c o e 5, 1)

s ’ vy—“—f 0 v, =
1 U—"‘;‘—/ , 1-{-”"‘2‘/_ VeV
o ¢ c c*
Ose dopmyne neduuuwy TtpaHchopmaudjy 6psuHa. OHe NpeTcTaBibajy 3aKoH

cnarawka Op3uHa y TeopHjH penaTHBUTEeTa. Y TpPaHHYHOM CNydajy € —» 0O OBE
dopmyne npenase y dopMmyne knacH4yHe MeXaHHKe:

1

v, =v 4V, v,=07,, v,==7,.
Y cneuujanHoM cnyuajy, Kaga ce yecTHua kpehe napanenso ocu X, Guhe

v, =1, Vy=1v,=0,

Tana je
; vy ="1,==0, a8 ¥, =¥,
na je
) v = -1’_35-—‘;- . 5, 2)
v
14 o

Jlako ce je yBjepuTH na je 36up ABajy Op3uHa, KOje Cy Mamke HNM jefHaKe
©Op3uHM CBjeTNOCTH, npema Toj popmynu omeT 6pauHa koja HHje Beha of 6pauHe
CBjeTI/IOCTH. '

3a 6pauHe V, koje cy sHaTHO Make Of Gp3uHe cBjeTnocTH (6p3uHa v
Moxe OWTH DpoOU3BO/LHA) [06HBa- ce npuBnNMXHO, ¢ Tauydowhy [0 unaHoBa

ena )
p : .
V

12 Vv Jw
Uy =V'y + 4 (l S x) y Uy== vy — v Q’,}’—'—_z'! v, =0, — vV —.
' -« g2 ¢ C;

‘Hsabepumo KoopavMHaTHe cce Tako, Aa ce OGp3vHa YeCcTHLE y AATOM Mo-
MeHTy Hanasu y pasHd XV, Tama 6Gp3uHa yectdue y cucteMy K HMa KOMMoO-
HeHTe ¥, ==vCc0os B, Vy=vsin@, a y cucreMmy K’ v'y,=1v"cos 0, v’y =10"sin @'
{v,v" n 6,0" cy anconyTHe BpPHUjefHOCTH W YIJOBH, Koje Gp3vHa YMHH -ca ocaMa
X u X', pecnexrusno y cuctemuma K u K').

[Momohy dopmyna (5,1) Tapa Hamasumo:

V2 i
r ;
v \/‘ e (5,3)

tg 6 = sin 9’.
'8 Cos 6"~/ -V

4
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A}

Osa dopMyna oapehyje npomjeHy npaBua Op3uHe MpH Npenasy ca jeaHor
cHcteMa pedepeHlnje HA ApYTH.
HOCManajMO AeTalbHHje BaXHH CreLWjalHu crnyyaj Te Qopmyrne, a To je
CKpeTare CBjeTNOCTH MpHU Tpenasy Ha APYrd CHCTEM pecj:epeuuu]e nojaBy Koja
ce 3oBe afepaudja cBjeTnOCTH. Y TOM chy4ajy je v=1v'=¢ 4 mpeTxogHa

- dhopMyna npenasu y
vz
=
e .
it (5,4)

tg 6 = v sin 6’
— 4 cos @
¢

U3 ucTux TpaHchopMauuoHux ¢opmyna (5,1) nako ce nobvBa aHanorHa
¢opmyna 3a sin® H cos 8:

—— ;
\/ l——% cos 0’ +—c‘i-
sin 6 = - sin®’, cosO = v ; (5,5)
I—I—Tcose’ I—{-Tcose’

Y cnyudajy V< ¢ us ose ce Qopmyne Hanasy, C TayHowhy Ac 4naHoBa

ena V L
P e
. i V.
sin® —sin ' = —- "y sin 8'cos 0'.

Veonehn yrao A8 =6 —6 (yrao aSepauuje), ca ToM HCTOM TauHoWhy
HanasuMmo: - - )

A6 — _‘g- sin @/, (5.6)

Tj. Mo3HATy eneMeHTapHy (opMyny sa abepalujy CBjeTNOCTH.

-

§ 6. ‘iemoponnmensnonannn BEKTOpH

A0 32 KOOpAMHaTe ,uoraba]a yamemo BeNHYHHE X, Y, 2, T, OHEZ Te BemH-

YMHE MOXeMOo CMATPATH Kao KOMIOHEHTe BEKTOpa y 4eTBODOIMMEHSHOHANHOM

npocmpy 36up KBampaTa THX KOMIOHeHaTa, Tj. KBajpaTt ,AyXuHE' BekTopa

x2 | y2 224 1% He Mujema ce oB6pTaruMa 4eTBOPORMMEH3HOHANHOT KOODAH-

HaTHOT CHCTeMa, raje cy Lorenfz-ose TpaHchopMauluje CMEUMjanHH Cnyuaj THX
obpTrama.

BexkTop ca KOMMNOHeHTaMa X,),Z,T HasuBa ce ,, 4eTBOPOAUMEHIUOHAIHH
BekTOp monoxaja“. KoMnoHeHTe TOr BEKTOpa osnaqasahem ca X;, Taje je
i=1,2,3,4, a ocuM ToOra: -

X, =X, Xg=1Y, Xg=2, X,="v=ICL
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X

TpaschopMaLHjoM jeLHOT HHEpLHjanmHOT CHCTeMa pedepeHUHje y ApYyrH, Tj.
Lorentz-osoM TpaHcdopMauujoM, KOMIOHEHTE 4YeTBOPOLHMEH3WOHANHOT pajuyc-
BexTopa TpaHcdopmupajy ce cacbpasHo (4,3) mpema topmynama:

v

/ s 7 / H ’

=X =\ X, = < 6,1
K==y Xysdly, ¥y ., (6,1)

MO V
Vi V-5

YereoponuMensHoHanuy sektop A; (uau YeTBOPOBEKTOp) HasWBa Ce yKyM-
wocT uyeTHpn Benuumue. A, A, A; A, Koje ce TpaHchOopMalHjoM YETBOPOAH-
MeH3HOHAJHOr KOOPNMHATHOI CKHCTeMa TPaHC(OPMUpajy Kao KOMNOHEHTe Xi.
Lorentz-osom TtpaHcthopmalujoM LoGuBa ce:

LV LV
Al —i—A, A, +i—AY
c : , e
Ve - L
C s c
CpojcTBa 4YeTBOPONMMEHIMOHANHUX BEKTOPAa Y MHOMOME Cy aHanorHa CBOj-
cTBWMa OOGMYHHMX BEKTOpa. TaKo, 5ako je NokasaTH, Ha je Cnv4YHO OOWYHOM CKa-
napHOM NpOU3BOAY BekTopa, 36Mp NpoK3BOAa KOMMOHEHATa JBajy HETBOPOBEKTOPA
A B+ A, By A;B;+ A, B, ckanap. Y6yayhe Takas cxanapHd MNpOH3BOL
BexTOopa o3HauaBahemo ca A; Bj, ¥ yommuTe cMaTpahemo, ako Cé HEKH JaTHHCKU
MHAEKC MojaB/byje ABamyT, Aa Ce MOK THM TOJpasyMHjeBa CyMHpak-e M0 BpHjen-
HocTuMa 1, 2, 3, 4, Tor wuHIekca. 1ako, KBajppar ,,anconyTHe BpHjenlHOCTH"
2
yeTBOpOBEKTOpa, nuue ce y obmnuky A; A, unu Ay Takas HayHH O3HayaBamba
cymupama (rije ce H30CTaBlba 3HaK CyMe) BpJO je 3rojaH H 3HaTHO ynpolihyje
tbopmyne.
KoMroHeHTe TPONKMEH3UOHANHAX BEKTOPa 03Ha4YaBaheMO PYKUM MHAECKCHMA.

Kan ce rpukd MHIEKC MojaB/byje ABanyT, oHRa he ce Moj THM MOApasyMHjeBaTH
cymupame on 1 no 3 (Ha npumjep AB=A, B,).

AAl.:

[pse Tpu KOMMOHEHTE YETBOPOBEKTOPa HasMBajy cé NPOCTOpHE, a HETBPTa
BpeMEeHCKa, 10 aHanorujH ca 4YETBOPOPAAHYC - BEKTOPOM (4eTBOPOBEKTOPOM TONO-
Maja). BpeMeHcKa KOMNOHEHTa CBUX Y€TBOPOBEKTOP3, Ca KGjuMa hieMo HMaTH Nocna,

. - 2
uMarnHapHa je. -Hamomumemo, 1a ksagpaT A; MOXe OWTH Kako MOSHTHBAH, TaKo
H-HeraTuBaH (WNM jefHak Hynu), jep ce Meljy KOMMOHeHTaMa HanasH M HUMaru-
HapHa KOMIMOHEHTa,

YeTBODOAHMEHSHOHANHY TeH30p (4ETBOPOTEH30p) ApYror peaa Hasuea ce
ykynHocT wecHaecT Benuuuua A, (i, k=1,2,3,4), xoje ce TpaHchopMauHjoM
KOOpIHHATA .

X;== U X'g (6.3)
TpaHcopMHpajy Kao NMPOMSBOLM KOOPAMHATA, Tj. MpeMa (popMynaMa

Ajg == %m %g Al (6,4)
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Kon Loreniz-ose Tpaucdopmauuje je:

VT
— l__
1 c
R — 0 0 —
y2 ]/ p2
l— =5
0 1 0 0
(@) = 0 0 | 0 (6.,9)

b3
¢

i

V2 ; ] ,V2
S | VIi—=

Jemuunuyuu 4 - TeHsop 0;; HasWBa ce TEH30p, KOjH WCMyH-aBa YCJIOB, Aa 3a
cBakM BekTop A; Baxu :

Sy A =A;. , (6,6)
Jlaxo je BuAjeTH, Ha Ccy KOMIOHEHTe Tora TEH30pa ™

0, ako je [ # k :

8. —19 ) 6,7

t {I,axo je i =k. 6.7)
On ceakor Tensopa A;; moxe ce GopmupaTh ckanap A; = A+ A+

~+ Ay -+ Ays, KoOju ce 30Be ,Tpar” (cnyp) TeHsopa. OuemHaHO je

6{1’ =4, (6’8)

Tensop ce HasuBa cumeTpuunm, ako je A= A,, a aHTHCHMETpPHYHH,
ako je A= — Ay. Koa anTHCHMeTpHYHOr TeH30pa CBE AMjaroHAaIHE KOMMO-
HEeHTe, Tj. KoMmoHeHTe Ayq, Agp, Agg, Ay, jemHaKe cy Hynu, jep, Hanp., Mopa
Outn Ay =—A;. :

Ananorso 4-TeHsopy 2. pesa Mory ce neMHHMCATH TEH30DH BHLIEr pena.

AHTHCUMETPHYHH jeNHHHYHH 4.- TEH30p 4. pella Ha3HBa Ce TAKAB TEH30D
€, 4m. 4¥je KOMIOHEHTe MHjemajy 3HaK MepMyTalMjoM Ma Koja [ABa HHIEKCa, raje
Cy KOMIMOHSHTE, KOje cy pasnmHuuTe Of Hyne, jenHaxke - 1. M3 anTucuMeTpuyHo-
CTH CNHMjefd, Aa Cy CBe KOMIIOHEHTE TOr TEH30Pa KOJ KOjHUX CY Makap 1Ba HH-
ll€KCa jeAHAKH, jefHaKe HYNIH, TaKO la HHjecy jeJHaKe HYJH CaMO OHE KOMIIOHEHTe,
KON KOJUX Cy pasnmu4uTa CBa YeTHPH HHRekca. Heka je e,,,==1. Tana cy, ouu-
FJIeAHO, CBE KOMMOHEHTE &, KOje HUjecy jelHaKe HynW, jeaHake - | mnu — I,
LITO 3aBMCH ON TOra, fa JIM Ce MapHHM HIM HermapHuia O6pojeM mepMyTaluja
(Tpancrmosuumuja) mory Gpojesn i, Kk, ], m noeectd mo pemocnmjesa 1, 2, 3, 4.
Hanomumwemo, na je €%y, =4, WTO je nako NMpoBjepUTH.

Y onHocy Ha poTauMjy KOOpPAHHATHOI CHCTeEMa BEJIMYHHE €4, TOHALIAjY
Cé Kao KOMMOHeHTe TeH3opa. MehyTuM, ako ce mpoMujeHu 3HaK jeaHe HIH
TpH]y KOODLMHATA, OHJA C& KOMIMOHEHTE €iym HE MHjemajy, jep cy nedHHHCaHE
jemHako 2a CcBe KOODAHHATHE CHCTEMe, JOK 6M KOMIIOHEHTe TeH30opa Mopane
U3MWjeHUTH 3Hak. [Ipema ToMe, €, CTPOro y3eBIUH, HHje TEH30p, HETO, KakKo

Teonuwia Tawna
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06MYHO Kaxe, NCEYNOTeH30p. [lceyAoTeH30pH Ma Kojera peja, crneuujanHo Tmice-
yROCKanapu, I[OoHalajy ce Kao TEH30pH MpH CBHM TpaHcdhopMaLMjaMa KOOpPAH-
HaTa, HKH3y3eB OHHMX, KOje Ce He MOory CBeCTH Ha pOTaunje.' Tj. H3y3€BLUH
npecnvkaBaka — MpOMjeHe B3HaKa KOOpAMHATa, Koje Ce He MOry CBECTH Ha
poTalHje. :

Ako je A;, aHTHCHMeTpH4YaH TEH30p, OHHA C€ Kaxe fa Cy A, v mceypno- '

1 : : :
TEH30p —Q—‘Efﬂm A, Byanuu jenaH ApyroM. AHANOTHO je €y, Ap AHTHCHME-

1
TPUYHM TICEYROTEH30p 3. peAa, -AyanaH BEKTOpY A;. TlpousBos — €;41m Aik At
' 2

TeH3opa 2. pefia ca HeMy AyallHMM, OUYMIIIEHO je Mceypockanap.

Y Besu ca peuyeHMM H3HOCHMO HEKa aHalorHa CBOjeTBa TPOAMMEH3MOHAIHHX
BekTopa M TeHsopa. [ToTnyHo aHTHCHMETPHYHH jelMHMYHH TNCeyROTEH30p 3. pepa
Ha3MBa Ce YKYMHOCT BENHYHHA Eq3,, KOj€ MHjeHbajy 3HaK IMpH nepMyTaluuju Ma
Koja nBa MHAekca. Kao W KOI &, CBE KOMIIOHEHTE €qpy jelHaKe Cy HYynH,
OCHM OHHMX Koj Kojux je a# [B#y. Llro ce Tuue THX KOMIOHEHATa, TO je
€153 = 1. OcTtane cy, mak, OUMINIENHO jefHaKe <+ 1 unu — | npema TOMe, Aa
n¥ ce MapHUM WM HemapHUM GpojeM TpaHCNO3MLuja MOXe NO0BECTH DEX bpojesa
a, B, y y penmocnujen 1, 2, 3.

[MpecnuKaBatbeM KCOPAMHATHOr CHCTEMA, Tj. NMPOMjeHOM CBMX TpHjy KOOp-
IMHATa, KOMIMOHEHTe OOHYHOr BEKTOpa Takohe Mujerhajy 3HaK. Taks¥ BEKTODH
HasuBajy ce nonapHu. KommoneHTe BexTopa, KOjH je jeAHaK NMPOM3BOAY AB&jy
nonapH4X BeKTopa, NpH MpecliiKaBarky He MHjemajy 3HaK. TakBu BEKTCPH Ha-
auBajy ce akcHjanHu. CkajnapH{-NPOHW3BOA MONAPHOr H aKCHjanHor BEKTOpa HHje
npaBd CKanmap, Hero TceyaocKanap. [MpecnukaBameM KOOPAWHATHOr CHCTEMa OH
MHjerba 3HaK. AKCH]JalHH BEKTOP je rceyposekTop, a AyanaH je Ca HEKHM

; : 1
anTHCHMeTpHYHMM TeHzopoM. Tako, ako je C=AX B, 6uhe CG;? easy Cpy

rgje je:

YV TpomuMeHsHOHANHOM TPOCTOPY WHTErpHpare MOMe ce BPIUATH TNO 3a-
NPEMHHHM, 0 MOBPIUMHM M [0 KPHBOj JIMHH]H. Y 4eTBOPOAMMEH3HOHAIIHOM TpO-
CTOpY, PECNeKTHBHO, Moryhe cy 4eTHpH BPCTE HHTErpHpama. -

. — HWuTerpan no Kp“BOj NHUHHjK y 4-MPOCTODY. EneMeHT UHTerpupama
je emeMeHT nyka, Tj. 4-Bextop dX;. , )

2. — WuTerpan mo NOBPUIMHH (ABOAMMEHBUOHANHO]) ¥ 4-nipoctopy. Kao
LITO je MO3HATO, y TPORMMEH3HOHANHOM MPOCTOPY Tnpojekuuje TNoBpIIKMHE Napane-
forpamMa, KOHCTpPYHCAHOr Ha BekTOopuMa A M B Ha xoopauHaTHe DaBHH X, Xg
jenHake cy pecrekTHBeo A BB—AB B, . Ananorso, y 4-mpocTopy mpojexuyje
MOBpUIKHE Mapanenorpama, KOHCTPYHCaHor Ha [Ba 3-pextopa A; u B, na
6 KOODIMHATHMX PaBHH X; X; OApehyjy ce aHTHCHMETPUYHUM tensopoM A; By —
— A, B;. Cneuujanto, 6eCKOHAYHO Majnd ENeMEHT TOBPLIMHE onpehyje ce aHTH-
CHMeTpUYHMM TeHsopoM 2. pena df;, duje cy KOMNMOHEHTE jelHaKe npojekLujama
MOBpUIMHE €JIEMEHTa MI0Xe Ha KOPAMHATHE DaBHH. Y TpoAMMEH3HOHANIHOM MpO-
cTOpYy, Ka0 WITO je MO3HATO, yMjeCTO TeH30pa dfqp ¥ao. eNeMEHT MOBpLIUHE

ynoTpebmasa ce BekTop df,, Koju je nmyaman ca TEH30POM dfuﬁ Tj. df g, =

1

e W TO j& BEKTOD, HOpMalaH Ha EeJIeMEeHTY IMOBpLIHHE
g By deT. I‘eomemucu TO j& BEKTOD P y P
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a-10 ancoNnyTHOj BPHjeRHOCTH jefHaK MOBPIUMHHM TOr eneMeHTa. Y 4etBOpO-
NIMEH3HOHANHOM MPOCTOPY TAaKae je BEKTOP HeMoryhe KoHCTpyHcaTH, and MOxe

ce KOHCTPYHCATH TEH30p df,;, koju je nyanmad TeHsopy dfi, Ti.

* 1
dfyy = ) Cigam fim - (6,9)

[eoMeTpPUCKM OH TMpeTCTaB/ba eNeMEHT TOBPLIHHE jEJHAK enemedty dfi; W
,HOpManaH“ Ha IeMy; — CEe MpaBe JIMHMje KOje Ceé Halase Ha HEMy HOpManHe
Ccy Ha CBMM MpaBHUM JMHHjaMa Ha EeJIEMEHTY dfis :

3. — ViHTerpan mno XWNeprnoBpIUMHH, Tj. IO TPOLUMEH3HOHANIHO] pasHo-
FIUKOCTH (TPOAMMEH3HOHANHO] sarpeMuHH). Y TPONMMEHSMOHAIHOM TpPOCTODY
3anpeMUHa ,,Mapanenonunena’‘ KOHCTPYHCaHOr Ha TpHUMa sektopuMa A, B, C,
Kao WITO j& TO03HAaTo, jeiHaka je NeTepMHHAHTH 3. pepa, CacTaB/beHO] Of KOM-
MoHeHaTa TUX BekTopa. Y 4-mpocTopy MNpojeknuja 3anpeMHHE ,TMapanenonunena’
(1j. ,,moBpLIHHE" XKHTEPIIOBPLIMHE), KOHCTPYHCAHOr Ha 4-BEKTOpHMa A By C
neduHule ce HeTepMHHAHTaMa: ‘ ' ;

| A, B C;
A, By, Ce |
| 4, B, C
Koje cadumaBajy TeH30p Tpeher pena, Koju je aHTHCHMETpHYaH Mo CBUM TpUMa
unnexcuma. Crenujanto, 6eCKOHAYHO Manu eNeMeHT XHIEproBpLIMHE neduHKuLIe

ce auTUCHMETpHUHAM TeHzopoM d S;g. Kao eneMenar WHTerpupama mno XHNEP-
TOBPUIHHK 3COAHHMje e YmoTpeOuTH 4-BEKTOP dS; xoju je myanaH TeHsopy dS;g:

dSi — % €ikim dsklms dSikl = éklmi dSm (6’10)

(nako ce yBjepUTH Aa Cy KOMIOHEHTE dS; 1 dS,; = dS,3y, dS; =S4, UTH).
TeoMeTpHCKU je Taj 4-BEKTOpD MO amcojyTHO] BpPHjeAHOCTH jelHaK ,,TIOBPIUMHAY
erleMEHTa XMIeproBpLIMHE, a N0 MNpaBUy HOpManaH Ha TOM EJIEMEHTY (1.
HOpManaH Ha CBMM MpaBLUMA, TOBYYEHHM [0 ENEMEHTY xunepnospunne). Ouu-
rnepdo je dS,=dxdy dz jenHak eneMeHTy TPOAMMEHSHOHANHE ‘zanpemuse ¢V,
— [IpojeKLMjd XMMeprnoBpLIKHE HA XHWMeppaBaH X, = const.

4., — WuTerpan no 4YeTBOPOAWMEH3HOHANHO] 3ampeMHHH. EneMeHT HHTE-
rpupatba je enemeHT 4-sanpemune dQ=dx, dxs dx, dX,. ' .

Awanorso  (auss-osoj- W Slokes-osoj TeopemMu 32 TPOAMMEH3HOHANHE
UHTerparne nocToje TeopeMe Ha OCHOBY KOjHiX Ce 4eTBOPOAXMEH3HOHANIHH WHTErpau
mehycoBHo TpaHcdopmupajy. On THX TeopeMa HaMa he y IOabkeM H3narciby
6utu notpebue cnujenehe paeuje. VuTerpam mno 3aTBOPEHO] XHMEpPMNOBPLIKMHA
MoXe ce TpaHcOpMUpATH y MHTErpan Io 4-3ampeMHUHH KOjy oHa 00yxBaTa, nomohy
3aMjeHe eneMeHTa WHTerpupawa d.J5; onepaTopoM: '

45, da 2 " (811)
ax,-

Hanp., 3a uHTerpan BekTopa A; MMaMo:

@Aidsi.—-—— % dQ.
i i

QOBa TeopeMa je, OYEBHAHO, reHepanncarse Gauss-oBe TeopeMe.
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Huterpan rno o6MyYHOj MOBpPIUHHM TpaHchopMUpa Ce€ y WHUTErpan Io Xumep-
MOBPIUMHM KOja Ty MOBPLWHHY ,06aBHja‘ noMohy 3aMjeHe eleMEHTa MHTErpHpar3

*
dfi omepaTopoM:

1 0 0 |
R . . | ; 6,12
) ( 0x, kax,-) (6,12)

Hanp., 3a uHTerpan OA aHTHCHMETDHYHOr TeHsopa A;. uMaMmo:

1 A, A, 04
Ay dfy = — (ds,. LA *‘)= gl 2k
2, 0X, 0x; " ox,
Pagy NOTMYHOCTH HABOAMMO joll MpaBHNoO TpanchOpMaluMje MHTerpana 1o

YeTBOPOAUMEH3KHOHANHO] 3aTBOPEHO] NMHUHMjM y WHTerpam Mo ocxynauHOHm noBp-
wuny. [lo6usa ce 3amjeHOM:

Xk

dx,' — dfkf

(6,13)

Hanp., 3a WHTerpan BeKTOpa:

A dx;= df,ﬁ,— — | df;, %——-ai g (6,14)
c)x, 0x,,

a To je reHepanucawe Sfokes-ose TeopeMe.

§ 7. YeTBOpoauMeH3noHaIHa OpsuHa U yOp3ame

W3 ofuuHor TPOAMMEH3HOHANHOT BeKkTopa OpsHHe MoXe ce (opMHpaTH
¥ YeTBOPOAMMEH3MOHaNHY BeKTOp. Takea ‘-IETBOPO,ELHMEHSHOHEHHB. 6panna (4- 6p3uﬁa)
YeCTHLE je BEKTOp

p : dx;
g, ==+ (7,1)
das
3a Hanaxeme KOMMOHEHATA TOT BeKTOpa HanoOMHUHeMO, L& je, y Be3Hu
ca (3,1), -
ds«cdr\[lﬂ_,
rije je v — o6uuHa TPOAMMEH3HOHAMHA 6p_3§/1Ha. yectune. Ha Taj Haumu je:
o dx dx Uy .
ul'—— = = —

ds 2 02
s cdt\/lut—q CVI—%—'
cr c

- AnanorHo HanasuMmo U,, U Uy W y pesyntaty HMamo:

NSRS JCYU (7,2)

. IU(I i
i l = e ' >
c- c*

Hanomuibemo, na je 4-6psuHa BenuuvHa 6e3 GUMEH3K]e.
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Komronente 4-6psuHe Hucy HesaBucHe. Kako je dx?==—ds", umamo:
u?=—1. 7,3)
4-y6p3amke 4YECTHLE HA3HBA Ce BEKTOP
W—'—“@—i 7 4
£ ds * ( ’ )
IMomohy (7,2) u (7,3) HanasuMo KOMMOHEHTe TOr BEKTOpa:
1 d Vg N d I
Ve ST ed ] @ T A vdy,_» (1.5
- e? 1-—-—5- VI—T CV].—-"—2 VI—T l
c c ¢! 2=
Hudepenunpamwem (7,3) mobusa ce: ~ ' -
2o
ds
HITH :

I; w;='0. (7,6)

agarTack

Yectuua ce xpehe 6psuuom V(£). OnpemuTH theHo ybp3ake W Yy OHOM CHCTEMY pede-
peHlHje, ¥y KojeM e6Ha y JaTOM MOMEHTY MHpYje, Y cny4ajy ako ce 6p3MHa V  MHjema: a) camo
no npasuy, 6) caMo N0 BENHYHHH. ) :

Pjewewe: Y nadom cacTeMy pedepeHuuje cy TNpOCTOPHE KOMMOHEHTe W jeAHake
dav
dt

1 ;
je w? cKkanap, TO jé 6H M y HApyrom cucTeMy pedepeHLHje jeRHAK —‘4 wg. [MocnyMHBILH Ce THM
c e

1

== 3
c? 2

W
*— = a BpeMEeHCKa KOMIIOHEHTa je jelHaKa HYIH. [Mpema ToMe je ) w% = w?; 6ynytin ma

H H3pauyyHaBH Wi Ha'nalaumo y cny4ajy a):

‘ : 1 av’

Prls

f

’
2

C2

a y cny4ajy 6): _
1
W= —

% (1 ".Z_D%

dv
dt
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PEJIATHBUCTHYKA MEXAHHUKA
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'§ 8., EneMeHTapHe UecTUIE Y TEeoOpHUju pelaTUBUTETA

Y knacuyHO] MeXaHHLH MOXe ce YBECTH rojaM afnconyTHO KpyTor THjena,
Tj. THjena, Koje ce HH MOA KaKBHM yCIIOBHMA He Moxe aedopmucaru. ¥ TeOpHjH
penaTHBUTETA IpeMa TOMeE 64 ce TMOj alcoOnNyTHUM KDPYTHM THjenuMa wMopana
nojpasyMHjeBaTH TakKBa THjena; uHje CBeE IMMeH3Hje OocTajy HENpOMHieHeHE Y
oHoM cucTemy pedepepeHuuje, y KOMe Ta THjena MHDY]y. MehyTuM, nako je
BHAjeTH, [ha je IpeMa TeOpHju penaTHBHTET3, YOIUITE, Hemoryhe mnocTojame
afconyTHO KPYyTHX THjena. - ‘ -

[TocmaTpajMo, Hamp. KPYXHH JOHCK, KOju POTHpa OKO CBOje OCE H TpeT-
nocTaBMMO fa je arnconyTHo kpyT. CucreM pedepeHLMje Be3aH ca THM AHCKOM,
oueBMIHO, Huje WHepuujanaH, Mmak ce 3a CBakM Mand ENEMEHT LHMCKa MOXe
yBECTH HHEPLHjaNHH CHCTEM pedepeHunje, y KOME ‘6u y RaTOM MOMEHTY Taj
elEMEHT MHpOBa0. 3a pasHe eNieMeHTe LHUCKA, KOju HMajy pasnxunTe 6pause,
M cHcTeMM he Takohe 6uTH pasnuuuTH. JlocmaTpajMO HH3 eleMeHaTa nyXUHE,
KOjH cCYy pacriopeheHH JyX Ma Kojer paauyca fucKa. Yemen anconyTHe KPYTOCTH
aMCKa, AyXHHE CBaKOT O] THX OTcjedaka y carobapajyheM HHepUHMjalTHOM CHCTEMY
pedepeHuHje ocTajy HCTe, Kao Kajpa Cé JHCK HE 61 okpeTao. Te HyXHHE KOH-
ctaTopahe M mocMaTpad KOju MHDY]e, Mjepehr MX Kaja Tmopen mera y RaToM
MOMEHTy Mponasy [OCMaTpaHu pajuyc NHUCKa, jep je cBakM OTcjedak HOpManaH
Ha CBOjoj OpsWHM, a y TOM ciydajy He Aeuwasajy ce Lorentz-osa ckpahema.
[NpemMa ToMe he M 4YMTaB papHyc, W3MjepeH Of CTpPaHe HEMOKPeTHOr rnocMarpasa,
Kao cyma H:eroBHX CacTaBHHX OApE3akKa, 6MTH MCTM Kao M KOJI JHCKa KOjH ce
‘He oxpehe. C ppyre cTpaHe, NyXHHa CBaxKor eneMeHTa nepudepuje AUCKA, KOJH
y BRaToM MOMEHTY nponasu TMopei Mocmarpaya KOju MHpyje, TMOABPTHyTa je
Lorentz-oBom ckpahuBaky, Tako Aa cé W LyXHHA njenokynHe nepudepuje (xojy
Mjepy HermoKpeTHH IocMaTpay Kao CyMy AyXKHd nojeAMHUX HEHHX onpesaka)
nokasyje Marba HEro JyXHHa nepudepuje AMCKa KOju MHpYje. Ha Taj HauuH
noNas¥Mo [0 pesynTaTa, na 06u ce npu poTaLuji IUCKa OFHOC JYXHHE H-eroBe
nepudepuje npema paguycy (xojy Mjepu HEMOKPETHH nocMaTtpay) MOpao H3MH-
jeHHTH,” yMjeCTO .a OCTaHe jelHaK 27v. AncypAHOCT TOra pesynrata H nokasyje,
La AMCK yCTBapH He Moxe GUTH anconyTHO KpyT M Aa C€ IpH poTauujn HensbjexxHo
MoABprasa HEKO] CIOXEHO] nedopmalliiju, Koja 3aBHCH on'enacmqﬂnx ocobuHa
MaTepHjana Of Kora je AMCK HanpabibeH. :

Y ueMoryhHOCT MOCTOjaksa amnconyTHO KPyTHX »THjena Moryhe je yBJEpHTH
ce W Ha napyrd HaumH, Heka ce Ma Koje KpyToO THjeNo CrOJbAllbAM HjejCTBOM
HA Ma KOjy HEroBy Tauky CTaBH y nokpet. Kapa 61 THjeno U0 amnconyTHO

—_—
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KpyTo, Tajga 6M ce cCBe Tauke Tora THjena Mopane no4eTH KpETaTH HCTO-
BpeEMEHO ca TOM TayKoM, Koja je MOABPTHyTa LjejcTBy; y NPOTHBHOM chy4ajy
tujeno 64 ce pAedopmucano. Teopuja PpenaTHBHTETR, MehyTHM, nobHja TakKBo
cXBaTawe Kao HeMoryhHo, jep ce njejcTBO OZ JAaTe Tauyke NPEHOCH Ha ocTane
KOHayHOM Op3MHOM, M4 MpeMa TOMe CBE TauykKe THjena Heé MOTy HCTOBPEMEHO
‘moyeTH Aa ce kpehy.

- W3 peueHor npousnase HEKH 3aKIby4LH, KOjH Ce OAHOCE HA TaKO3BaHe
eneMeHTapHe yecTHle. [lo eneMeHTapHiM YeCTHLaMa noppasyMujeBajy ce 4ecTHLE,
Koje KON CBUX (PH3UYKMX TMojaBa y4eCTBYJy Camo Kao ujenm-ia, Tj. HEMa CMHCHa
rOBOPUTH 0 JHjeny 4YecTHLE.’ ‘ '

[pyruM pHjeunMa, CTaie eneMeHTapHe 4ecTHLEe MOTNyHo je meduHHCaHO,
Kaja je naT monoxaj ¥ Op3uHA YecTHUe Rao LjesHHe. OuurnenHo, na, Kkapa 6u
eneMeHTapHa 4eCTHLa MMana KOoHauHe EMMeH3u]e, OHa Ce He 6u mopana jpedop-
MUCcaTH, jep je mojam gehopMaluje BesaH ca MoryhHowhy He3aBHCHOT KpeTamwa
NojefMHUX AjenoBa THjenma. AnM,  Kao WITO CMO Manodac BHAjend, TeopHja pena-
TUBUTETA [OKasyje "HeMoryhHocT TmoOCToOjatba afconyTHO KpPyTHX tujena. Ha Taj
HayuH [0Ma3MMO [0 BeOMa 3HadyajHor peaynraTa, fAa eNneMeHTapHe 4ecTHLE HE
MOFy MMaTH KOHa4yHMX AMMEH3Mja, HEro ce Mopajy CMaTpaTH kao reoMeTphCke
Ta4dkKe. . -

§ 9. Mpunuun HajMamer fjejcTsa

INpu mpoyyaBakby KpeTara MaTepHjalHMX HYecTHLA nonasiheMo on NpHH-
uuna Hajmarbér njejctBa. [lpMBuLMn HajMarber [OjejcTea, Kao MITO je~ To3HaTo,
cacToju ce y froMe, fa 3a CBaKM MEXaHHYKH CHCTEM NoCTOjH Takas HMHTerparn
S, HasBaH [jejcTBO, KO[M TNpH CTBAPHOM KpeTalby MMa MHHMMYM U 4Hja je BapH-
jannuia 0S npeMa ToMe jenHaka Hynul).

OxpenuMo HMHTerpan jjejcTea 3a crno6oAHy MaTepHjanHy dYecTHUy, Tj. 3a
YecTHLy, Koja ce He Hanasu IOk IjejCTBOM Ma KakBHX CHOJballEbHX cuna. Hamo-
MHUEEMO, 1@ Taj UHTerpan He CMHje 3aBHCHTH on-u3bopa OBOr MK OHOT HHEp-
uujanHor cucreMa pedepeHuuje, Tj. OH MOpa 6uTH HHBapUjaHTaH y OAHOCY Ha
Lorentz-ore Ttpanchopmauuje. Opaepe cnujepu, 7a OH Mopa 6uTH y3eT TIio
ckanapy. JacHo je, ha ce TOA WHTErpanoM Mopajy HanasuTH oudepeHuyjand y
npeoM cTtenedy. MehyTum, jenMHd TakaB cKapmap, Koju Cé MOXe CacTaBuUTH 34
" cno6ofHy MaTepHjanHy 4YecTHLy je HHTepBan ds wnu ads, rije je a- HeKa KOH-
cranTa. [akne; pjejctBo 3a cno€ojHy 4eCTHLY MOpa MMaTH obnuK:

b

~S=—a‘f ds

a
b

rhje J.'oanaqasa HHTerpasn AyX CBjeTCKe IHHH]je mehy mea 3aparta forahaja —

a
nonoxajiMa 4ecTHLle Yy TMOYETHOM H KpajieM MjecTy ¥y onpeheHrM MOMEHTHMa

f, ¥ fy, Tj. Mehy 3ajaTUM CBJeTCKMM TauyKama. G je HéKa KOHCTaHTa Koja Kapak-

1y Ctporo yseBluW, MPHHLMI HajMarer njejcTBa TBpAH, Aa MHTErpan S Mopa OMTH MHHH-
ManaH CaMO AYX Manux AjefoBa NMHHje MHTerpupawa. 3a NMHHje NPOM3BCJ/bHE AyNHHE MONKe Cce
TBPAWTH caMo fa § MMa eKCTpeMyM Koju Huje 062BE3HO MHHHMYM. ‘
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TepHile paty decrtuuy. Jlako je BHAjeTH, Na 3a CBe uecTHLe « Mopa O6uTH
* . b

NO3UTHBHA BenuYuHa, M cTeapHo, BUAjeni cMo y § 3, na fds HWMa MaKCHManHy

: a
BPHjEAHOCT HyX MpaBe CBjeTCKe nHHHje. WHTerpHpamem ByX¥ KpHUBe CBjeTCKe

TIMHHje, HHTerpan Ce MOXe YYMHHTH KONMHKO Cce ron xohe manum. Ha Taj HayHH,
b

aKo ce. HHTerpan f.ds y3ME C TO3MTHBHHM 3HAaKOM, OHIA OH He MOXe HMATH

a = .
MUAHMYM, a aKo Ce, [aK, y3Meé ca HeraTHBHHM 3HAKOM Taga OYeBHIHO HMa
MHHHMYM H TO Ly¥ NpaBe CEjeTCKE NHHH]e. '

Opaj uHTErpan ljejcTBa MoXe ce TpaHCQOpMUpPATH y HMHTErpan mno BPEMEHY
ll —

2 ;
e det. Koenduunjeur L xon df wnasmBa ce, kao mwTo je mosuato, La-

t . :
grange-osa GyHxkUMja HATOr MexaHMYHOr CcHCTeMa, [lomohy (3,1) Hamasumo:,

1 .
,TAje je v OpsHHa MaTepHjanHe YeCTHIe, [Tpema Tome, Lagrange-osa tyuxuuja

34 4ecTHLy je:
’U2
L:——acVI—'—,-
o .6

Kao wro je HamoMenyTo, BenmuuHa o KapakTepulle NaTy yecTuuy, Y kna-
CHYHO] MeXaHMUM CBaka 4eCTHLa je OKapakTepHcaHa cBojoM Macom M. Oppenumo
Be3y BennunHa ¢ M m. OHa ce oapehyje M3 ycnoBa, 4a KO FpaHMYHOr Npenasa

s

: mu? e

€ — 00 Haw u3pas za L mopa mpehu y xnacuynu uspas L = - TAje je m
: ; 2

KnacHiHa Maca yecTdle. 3a OCTBapee TOr MNPENasa PasBHjMO I—EE Y pexn

. ), .
Mo cTeneHuMma —. 3aHemapyjyhu 4naHoBe BHIIEr pefa LOGHUBaMO:
C

2 2.

) .. v
' L=—ac | —5 ~—ac+ .

i b 2¢

Kao wTo je mosuato, y Lagrange-osoj QyHKUM]H, HHCY BAaXHH YNaHOBH,

KOjH Cy TOTa’HH M3BOLH IO BPEMEHY, M4 Ce MOFY M30CTABHTH M3 bynkuujel).

CBaka KOHCTaHTa je TOTANHM W3BOL HCTE Te KOHCTAHTE MOMHOXEHe ca Bpe-

MEHOM, Ma ce rpeMa ToMe y [ MOXe M30CTaBHTH. Hsocrasmajyhn kodcranty
a v?

Mo
¢ ¢, nobujamo L='ﬁ’ a y KIIaCHYHO] nak MeXaHHLH je L=—2—. [lpema

ToMe, Mopa GUTH & = mC.

') Tlpu uHTerpuparsy y uHTerpany AjejcTBa, TOTANHM MW3BOL Mo BpeMeHy faje BenuduHY
KOja He 33aBUCH ONl NMyT4a HHTErpUpara M HuYe3apa NpH BapHjauuju AjejcTsa.
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Ha Taj HauuH pjejcTBO 3a cnoﬁonu'y MaTepHjanHy TadKy jefHaKo je :
‘ b

S =-—mcfds, (9,1)

a Lagrange-opa ¢yuruuja:

I

S | .
L= —mc Vl — (9.2)

§ 10. EHepruja um HMIYJC

_oL
oV

(0L :
(0_ je cuMmbonvuKka O3HaKa BEKTOpa, 4YHje Cy KOMIIOHEHTE jeflHaKe H3BOAHUMA
Ul

on L no ogmrosapajyhzM kommoHeHTama BekTopa V). Y Beau ca (9,2) Hamasumo :

Kao wTo je mnosHaTo, HMIIyNC 4YeCcTHLUE Ce€ Ha3HBa BEKTOp P

my

P="r "z - (10,1)
V- |
Kap cy 6psune Mane (v<<¢) WM Ha TrpaHHLM, 3a C—> 0O, OBAj H3pas Mpenasu
y KNacu4Hu p=mV. 3a ¥==(C MMOyic p TeXH 6eCKOHaYHOCTH.

d myv : . s
HMseon umnynca no BpeMeHy -—— —————— NpeTCTaBlba CHINY, KoOja Hjej-

V2
c)

. cTByje Ha 4ecTtuuy. Heka ce 6p3uHa 4ecTHLe MHjewa cCaMo MO TMpasuy, Tj.
HeKa je cuna HopManHa Ha Op3WHH; Taja je: -

d mv n dav

dt "Uz ; 1),2 E (1052)
[l | ——
R c C E

Ako ce, nak, ©Op3HHa MHjeHa CaMO MO BeNHYMHH, Tj. aKO je cuna y npasLuy,
QHpa je: -

I

- a mv o m d_v _
dt \/1 v ( vZ)% dt (10,3)
: C‘_,’ CS N i

Y Ta pBa cny4aja NMpoNMOPLMOHANHOCT CHJE Pa3nW4MTa je mpeMa yb6psamwy. Y npeoM

cny4dajy je: , & Yy Ipyrom:

m m

\/1—*0 (_1 5 ’v_)’ ' 3
— p

Euxeprdja yectuue &, Kao IUTO je NMO3HATO, HA3HBA CE BENHYHHA -

&G=pv—L.



26 PEJNTATUBUCTUYKA MEXAHUKA Cn. Il

Vepuwrasamem uspasa sa L u p us (9.2) # (10,1) nanasumo

me2 -
é= ———eei :

o2 ' (10,4)
] o

U3 oBor uapasa BMAM Ce A& Y PENaTHBMTHCTHYKO] MEXaHULH eHepruja 4ecTHle
Huje jefHAKa HYNM Yak HH OHAZ, Kaja je meHa 6psnHa jefHaKa HynlH. Ta ,eHep-
ruja MupoBama‘, Tj. eHepruja 3a v = 0, jenHaka je & =mc.

" Kapa cy 6p3uHe Mane (%((l), paspujajyhu (10,4) y pen no cTeneHuMa

v
— HMaMo:
c

m v*
- ’
2

G=mc*+

Tj. TIOpeX €Hepruje MHpOBama no6uBa Ce M KJIacH4yHM H3pa3 3a KHHETHHKY
EHEPTHjy 4ecTHLE. : ’ ‘ ,

Ma (10,1) u (10,4) usnasu cnujeneha penauuja mehy eHeprujoM M HMOyn-
coM crnofonHe MaTepHjanHe HecTHLE: '

T p:é": ; (10,5)

3a V= ¢ WMIOyIC W eHepruja 4ecTHUa Teme  feCKOHAYHOCTH. :'TOo 3Hauu
na ce 4YecTHlla ca MaccM /i1, Koja HHje jemHaka HyJId, He MOXE KpeTaTH 6p3u-
HoM cajetnocTH.” MebyTum, penaTHBUCTHYKO] -MEXAHWUHA MOTY rnocTajaTH
yecTHlle C MacOM. Koja je jenHaka HynH, a kpehy ce O6p3MHOM CBjeTNOCTH. 3a
takse yectuue us (10,5) umamo ' :

=2 a (10,6)

KacHuje he ce BHIjeTH, fLa ce CBjeTH(;CT MOXe TpPeTHpaTH Kao TakBe HECTHLE
c MacoM Koja je jelHaKa Hynu.

UasenuMo caja cBe AofuBene penauujey YeTBOPONAMMEH3HOHANTHOM OBMHKY.
'I'lpema NpUHLMINY HajMamer 1jejcTBa je: :

b

68:—mcdfds;0.

a

PaspuheMo M3pas 3a 0S. Y Besu ca THM HallOMEHHWMO, na je ds:V——dx'“;.

¥ TnpeMa TOME!
’ b

s |
<§S=—mc6f]/—dx2i=-—mcf6|[——dx’;=
a

a
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dx; '
jep je d—;KOMnoneHTa 4-6p3uHe. [lapuujanHHM HHTErpHpakeM HanasuMo:

b b b
6_S=mcfuid6x;=mcu,-5xf ——mcf&x,-du,-=
- p 3
b : b I '
=mcu;0x -—-mcféx,- w; ds, (10,7)
a a-

rgje e wiz% 4-ybp3amse.

Ila 61 ce Hawne jefjHaydHe KpeTakba, Kao WITO jé MO3HATO ynopehyjy ce
pasHe TpajeKkTopuje, Koje mponase Kpo3 ABa 3apaTa nonoxaja, Tj. Ha rpaHiLaMa
{0 x)a= (6 x,)p="0. TpaBa TpajekTopuja ce Tana onpehyje us ycnosa 4 S ==0.
Mz (10,7) nobunu 6ucmo Taja jelHaduHE Ww; =0, Tj. KOHCTAHTHOCT Gp3HuHe
crofonHe 4ecTHue y 4eTBOPOLMMEH3HOHAIHOM OONHKY. .

[a 64 mpoHAaWNH Bapujauujy IjejcTBa Kao ¢ yYHKLHK]y KOOpAHHATA, K20 1ITO je
nosHaTto, Tpeba cmaTpaTH, @Ha je Tauka @ 3ajata, TaKo Ja je (0x;)a=0.
Ipyry mak tpe6a cMaTpaTd NpOMjeHIbHBOM, and MNpH TOM Tpe6a pasMaTpaTH
.caMo TpaBe TpajeKkTopuje, Tj. TpajeKTopHje KOje 3af0BOJbABAjy jeAHauHWHE Kpe-
‘Tamwa. [IpeMa ToMe, MHTerpan y Hapasy (10,7)-3a 0§ jemuax je nynu. Ymjecto
(0 x;)p mucahemo jepHocTaBHO d X;, ¥ Ha Taj Hau¥H HAaNasMMoO:’

6S=mcu; 6 x. - o (10,8)

4-BEKTOp €3 KOMMOHEHTAMA a— nasupa ce 4-sexTop uMnynca. OsHayaBa-
‘ , X;

hemo ra ca p;. M3 (10,8) Buan ce fna Ccy KOMIOHEHTE 4-pymnynca cnobopnHe

MaTepHjajiie YeCTHLE jefHaKe: .

pi=mc u. (10,9)
0S oS 08 . \
HUseopy —» —» —>» Kao HTO jE I03HATO M3 MexXaHuKke, TPH CY KOM-
0x 0y 0z '
' : N . . . '
MOHEHTE MMMyJica YECTHLE, a4 U3BOA -—=—a}~ = -—a—lc je enepruja yectuue. Kopu-
e T . "

ctehu ce u3pasoMm (7,2) 3a KOMIOHEHTE 4-6paude, nako ce yb6ujenuTH, na Ce
npocTopHe KOMMOHEHTE p; CTBAPHO NOKNanajy ca HMnyncoM p, a BPEMEHCKa je
jennaka i&/c: o ; ‘ ‘ :

. & = - T
Po=Pu Pa=1—" - - (10,10)

Ha Taj HauWH, y penaTHBUCTHYKOj MEXaHHUW HMOync H eHepruja KOMIIO-
HeHTEe Cy jelHOT Te HCTOT 4-BeKTopa. W3 Tora HemnocpenHo usnase Tpancdop-
MaudoHe dopMyne UMmynca H eHepruyje npu npenasy ‘ca jemHOT WHepLuujanHor
cucrTema pedepeHuuje Ha Apyrd. 3aucTa, aro M3pase (10,10) 3a KOMMOHEHTE
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4-Hmn'ynca prCTi{Mo y onwTe dopmyne (6,2) sa TpaHchopmauujy 4-ekTopa,
HanasHuMo:

Y
px' + Y & &+ Vp,
Py= = vz pPy="ny’ p.=p,, &=— sz (10,11)
7 T

Wmajyhu y Buny, na je ksanpaT 4-6psude u? = | (7,3), umamo:
pi=—m*c®. | (10,12)

3aMHjeHHBIIH H3Da3 .(10,10) 3a KOMNOHEHTEe p;, HanasuMo: )

&*

63=p2+mzc’. (10,13)

" Enepruja uspaxeHa mnomohy wWMnynca, Kao WTO jé MO3HATO, HAa3HWBA CE
Hamsilton - oa dyunruuja F -HUs (10,13) cnujenn:

: E‘:chﬁ—l—mztz. | (10,14)

lMpu wmanuMm (y omHocy Ha () Op3MHaMa HMIync je p<mec. Tapa n3
(10,14) no6usaMo MPHOMHMKHO: X

-

ﬁfzmcz\/l +- P zmcg—{—i
m? 2m’

Tj., H30cTaBbajyhn eHeprujy MHpoBama, TO je ro3HaTH KNacH4YHH = H3pas 33
Hamilton-osy dyaxuujy. ; :

0
Yepuwraeajyhu y (10,12) —S yMjecTo p; HanasuMo
i

(%§)2=_m=cz, Cois)
Xy

WM, aKo CyMy HalWIIeMO y Da3BujeHOM OGMHKY:

a8\*  (38\®  [dS\* 1[38\*, ., |
_ (9N L mrer—o. 10,16
(Ox) +(0y) +(0z) c’(at) t 7 ( )
Oso je Hamilion — Jacobi- esa jepHauuna y penaTHBUCTHYKO] MEXaHHLH.

lpenas Ha rpasuyHH ciydaj KnacHYHe MeXaHMKe y jeJHaqHHH (10,16)
ofasma ce Ha cnujenehu Haumu. [lpuje cBera Tpeba yseTuy 063up, Ka0 U MNpH
onroBapajyhem npenasy y (10,14), ma y penaTHBMCTHYKO] MeXaHHUH eHepruja
YecTHLle CaipXM 4naH M C%, Kojera HeMa y KJIaCHYHO] MEeXaHHLH. Kako je zjej-

cTBo S BesaHo ca eHeprujom mnomohy penauuje &=——, TO je mpu mpe-

nasy Ha KnacuuHy MexaHHKy noTpe6HO MjecTo S craBuTt HoBO AjejcTBO 8' mpema
penaumjd: 2 ' ' '

S=8—mcl.
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Yuspctumo nu 1o y (10,16), HanasuMo:

T S i oo

Ha rpanuun 3a ¢— 0o Ta jensaywHa npenasu y knacusny Hamillon — Ja-
cobi- eBy jemHauuHy :

anllan) T05) H5) JHar=e

[Tpu HekuM u3pauyyHapamuma npubjerasa ce HHTBI‘pH[;aH:y no ,,WMIYJICHOM
npocTtopy*. ¥ BesW’'ca THM KOPHCHO je 06jaCHMTH CBOjCTBa 2alpeMHHCKOr ele-
MeHTa y MMIyNCHOM npocTopy, dp, dpydp, y omHocy ua Lorenfz-ose TpaHc-
topmauuje. AKO ce yBele UYETBOPOLWMEH3HWOHANHM KOOPAWHATHH CHCTEM, IO
YMjUM CE€ OocaMa 3aMHI/bajy YeTHPH KOMNOHEeHTE 4 - BEKTOpa MMMynca 4ecTHUe,
oHlla ce dp,dpydp, MoXe cMaTpaTH Kao YeTBPTa KOMMOHEHTa eNEMEHTa XHMep-
noBpLIMHE, MpHKasaHe jegHauwHoM (10,12). EneMeHT XurneproBpiuHHe je 4eTBOPO-
BEKTOpP, KOJM j&é OpMjeHTHCaH 1O HOpMalnM Ha TO] XHMIEpPNOBPIHHH. Y naToM
cny4ajy OpHjeHTauuja HoOpMane je, OYWI/JefHO, MCTa Kao M OpHjeHTauHje 4 - Bek-
topa p;. OpaBie u3nasw, ,ua OJHOC:

_ M___Wz_ (10,17)
& - ’

Ka0 OJHOC jeNHAKWX KOMMOHEHaTa ABa Mapajienda 4 - BeKTopa, MPEeTCTaB/ba HH-
BaPHUjaHTHY BENHYHHY.

Axo ce y UMnyJncHOM npocTopy y3My ,,cdhepHe Koop,uuHaTe“, OHfa ce 3arpe-
MHUHCKH eneMeHT dp, dpydp, npercTaBba uapasoM p? dpdo, raje je do eneMeHT

MPOCTOPHOT yrjia 3a mpaBle BekTopa p. I—Ianommbyjyhu ma je pdp— — &dé&
[npema (10,13)], umamo: /
ptdpdo  pd&do
& c?

Ha Taj HayuH Hanasumo na je 1 H3pas
pd& do. , (10,18)

Takohep HMHBapHjaHTaH.
Ha kpajy ysewhemo 4 -geextop cune, AeduHHyhu ra kao H3BOA
ffzdp‘=mc%- | (10,19)
as ds

) au;
- Yisumajyhu y o63up na je u; —g—’t—=0, WLEeHTHTETH
S

fi=0 (10,20)

3a0BOJbaBajy M KOMMOHeHTe 4 - cune. IlpocTopHe KOMIOHEHTE Tora 4 -BekTopa
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. : d
Ji ofpasyjy BekTOp ————, rlje je f:ﬁf obuyHa cuna. BpemeHcka KOM-

NMoHEHTA, MNaK, W3HOCH!

[kao. wTo Henmocpenxo uanazu u3 (10,20)], Tj. y BE3u je ca pamoM cune f, us-
BpPLIEHHUM y jelHHHMLH BpeMeHa. .

o § 11. MedexT mace

dopMyne M3BEEHE y MPETXOAHOM MOrnaBby, Takohe ce Mory NMpHMHjEHHTH
Y Ha KpeTame CIOXEHOr THjerna, caCTaBIbeHOT W3 MHOrO 4eCTHLUa, Kao LjenuHe.
Y ToM cnydajy moj MacoM yeujex Tpefa MOApPasyMHjeBaTH YKYNHy Macy Tujena,
a nox 6p3uHOM — G6p3HHY H-ETrOBOM KpeTakka Kao LjelHHe.

[TocmatpajMo THjeno y mupy (kao ujenuny). Tapja je merosa eHepruja,
KOjy MOXEeMO Ha3BaTH YHYTpAllHOM, HalpoOCTO jeAHaKa M2, rzje je M — maca

Tujena. Kako‘je mMaca nosuTHBHA, OuMrNIefHO je, nHa je Ta BenMYMHA YBHjEK
M c? .
nosuTuBHa. Takohe je mMo3uTHBHa M TOTanHa €HEpruja ——— THjena Koje

\i-%
cd

ce kpehe (v je 6psvHa KpeTama THjena Kao ujenuHe). Ha Taj Hayud ponasumo
IO 3aK/bydka, A& jé y penaTHBHCTHYKO] MeXaHMLH eHepruja 3aTBOPEHOr CHCTEMa
yBHjeK MO3MTUBHA, HACYMpOT CXBaTaky Kojeé NMOCTOjH y KNacH4YHOj MeXaHHLH,
roje oHa Moxe OMTH Kako NO3U1TKHBHA, T4K0 W HeraTHBHA.

YuyTpawma eHepruja Tijena M c2 cagpxu y cebu, OCUM eHeprHje MHpO-
Bakba 4ecTHLA KOje ynase y cacTaB THjena, . joll H K;@He"rnqu EHEPIrHjy THX
YecTHLa W eHEprujy muxoeor MehycobHor ajejcTBa. Ipyrum pujeunma, M c® Huje
jenHaKo CcyMH EmA ¢%, rije cy m, — Mace 4YeCcTHLA Koje ynase y cacTtaB THU-

A

jena, a npeMa ToMe HH M Huje jenHaxo ZmA. C 063¥poM Ha TO y penaTHBHUTH-
CTHYKO] MeXaHHLd He BaXM 3aKOH OApXatba MacCe; Maca CIOXEHOr THjena Huje
jenHaka 36Mpy Maca MnojejuHMX J[AjeyoBa Tora THjena. MjecTo Tora, BaM CcaMo
3aKOH OfpKama €EHepruje y Kojy ce YK/bydyje Takohe M eHepruja MHpOBama
yecTHLA. : .

Pasnuka AM;M—EmA Mace CIOXEHOT THjena U CyMeé Maca HeroBHX

A A

cacTaBHHX [jenosa HasuBa ce LedexT mace. Benuumna A Mc? nasusa ce eHep-
rvja Bese THjena. !

_ TMocMarpajMo THjeno koje ce cacToju W3 Ama aujena (ca macama M, u M,)
y chcTeMy pedepeHLuje, y KOME THjeNO0 MHpyje, ¥ NPETMOCTABHMO 1@ Ce THjeno
CTOHTaHO pacrafa Ha fiBa Aujena, uduje cy 6psuHe ) ¥ U, Taja 3aKOH OApKar:2
eHepruje pnaje:

- M, + M.c2

v2 V '02'
. i 2
\/1____

M 62 =



§ 12 ' CYNAPH 3l

Osa jenHauuHa MOXe OHTH 3afoBoibeHa camo ako je M > M, 411, Tj. axo je
zedpext mace A M= M — M, — M, nosutusan. [lpema TOoMe, THjeno ce Moxe
CTIOHTAHO PacrmacTH caMo y ciydyajy, Kaia je meroB heeKT Mace (y oAHOCy Ha
IjenoBe Ha Koje ce pacmaja) rnosuTvBaH. Hamportus, ako je nedekT .Mace Hera-
THBaH, OHJA je THjeno CTabuUIHO M He pacrnaga ce crnoHTaHo. Jlako je pasym-
jeTH, N2 je 3a ocTBapeie pacrnaja y TOM Clysajy noTpeGHO THjeny JROBECTH
eHeprujy M3BaHa, Koja je jenHaka 6apeM eHepruju merose Bese |A M|c2

e
3apaus

1. YecTHua ca MacoM M, W Gp3MHOM v cylapa Ce Ca YeCcTHLOM My, Koja ce Hana3H Ha
Mupy, TIpH deMy ce ofe uecTHUe CcCjeXusbyjy y jeaHy uectuuy. Hahu macy M u Gpsuny 1 Te
cacTaB/keHe YECTHLE. I - '

Pjememe: Tpaxena maca M = — \/@.2 — p®c®, roje cy & M p eHeprHja H HMIynC
c -

cacTaB/LeHEe 4YeCTHUE jeflHaKe CyMH eHepruja W HMMynca 4ecTHUa, Koje ce cyRapajy. Epsuna,

-

¢
naK, je lf=L. Y pesyntaTy LoGHBaMo:

; 2mym myv
M =m?+ m®+ ——= 2= V= 1

[ o ( —7)'
= [ — — m m ] ——
o +my =

2. Tujeno ca macom M, koje ce HanasW Ha Mupy, pacrnaja ce Ha JBa Jvjena ca Macama
M, u M,; uahu enepruje &; u &, TUX njenosa.

Pjeulete: 3aKoH 0 onpxaiby eHepruje W uMnynca naje Mc*'= &+ & v py + p. =0,
uni P = p2 1. &P — Gt = M2t — My ¢t M3 Tux pBujy jeiHauMHa HanasuM):

MMM _ oMMt M
L —

@1=C M ) . oM

§12. Cypapn

[locMaTpajMo enacTHYHM CyAap LBHjy 4YECTHUA, Tj. Takas CyAap NpH KoMe
ce He MHUjeHa YHyTpallke CTame yYecTHlUa. Heka eHepruje W HMmysncu 4ecTHla
npuje cymapa 6yny y HekoM cucTeMmy pedepenudje K DECHEKTHBHO Pq, &y
U Pogr &y [Mpu ToM je oca X cucrema K yseTa Ayx BeKTOpa HHMXOBOT
TOTANHOr HMNYNCa Pyo—+ Pao- ' '

3a npoyuapame Cynapa 3rofHo j¢ mpehu Ha apyru cuctem pedepenuuje K’
y KoMe je 36Hp MMmynca oSujy YecTuua jenHak Hynu. [lpema (10,5) 6psuna V
cuctema K’ y oupnocy Ha K jenHaka je:l) ' .

o) Oshje cCHCTEM [BHjy 4ecTuua Koje Ce CyAapajy mocMartpamo. kao jemHo Ttujeno. Popmyna
(12,1) moxe ce Takohe, ZOGHTH HeEMOCPeNHO M3 TpaHC(opMauuOHHX QopMyna (10,11). Ipemd
TuM dopMynaMa, M y3umajyhu y ofsup' pa je y K’ onwmTH HMOync jefHaK HyNmH, HMaMo H3pas:

v, e
6-‘9' +é’nz T(@)m "f‘@sz_)
Gor T Gz =— = —— , Poix + Poex = ‘ ———-—-: = ?1:;(&01 + &)02);
\/1 _r ' \/I_Y_
- Fed c?

Tj. KO Ce Hamuule y BEKTOPCKOM OONWKYy, TO TNpPeTCTaBlba dopmyny (12,1) (anmoctpedupane
BeNHYHHE OfHOCE Ce Ha cHcTeM K). ‘




32 | PENTATUBHCTUYKA MEXAHHKA In I

(P10 4 Pzo) €*
V= .
&+ Gy _(12,1)

Enepruje u ummynce sa ofuje wecTdue y cucTeMy K' nako je wuspayyHaTu
npeMa OMIUITHM Tp'&HCCbODMauHOHHM dopmynama (10,11) ‘u- dopmyne (12,1).
Osuayuhemo ux ca &', &', p';=—7p
[To cymapy yecTHua He Mujerba Ce 30MpD HHXOBHX HMIyICa H 3614p eHep-
ruja. ¥ cuctemy K' je p'y, —p,=0, Tj. MMOYNCH cy N0 BENHYMHH jeNHAKM
a no cMjepy cynpoTHu. [lpd cymapy wumnmyncu p’; u p’y camo ce 3akpewy,
ocTajyhu jefHaKu W MehycofHO cynpoTHH MO CMjepy; a npeMa 3aKOHy ofpXama
eHepruje anconyTHe BeNMYHHE HMMIyNca Takohe 0CTajy HempoMjemeHe.
[MocmaTpajMo peTalbHUje Cyhape, NP KOjHMa Ce,jelHa OX YecTHLa (Apyra)
IO cypapa Hanasumna y MHPY (y CHCTeMy K). ¥ cucremy K’ Ta uyecTHua uMa
my, V '

"'":v_z—.‘;
\/*-"c—z.

O3HayWMoO ¢a jy yrao, 3a KoOju Ce MpH cymapy oOpHy ummyncu p’, szy
cuctemy K’ (yrao pacunama y cHcTeMy K'). Kako ce anconyTtna BenuynHa p'y
NpH CyRapy He Mujera, oHja he X' — KOMMOHEHTa MMMynca 4ecTHLe /1, necnn]e

cynapa OuTH:

no cypapa 6psudy — V pmyx oce X' M HMOyNC peCHneKTHBHO —

Eunepruja Te uecTule y cuctemy K' Ouhe:

g CP

@22\7 VE'
fo 2
c?

[pema mocreenm0j O TpaHchopMaUKHOHHX (QopMmyna (10,11} manasumo onaBRE, -
nocnuje cyhapa y mnonass{oMm cuctemy K, eHepmjy &, HECTHLE, KO_]a je npet-

XO[\HO MHpOBasna:
Ve
2 i .
m,c (l—c2 cos,g)

&y = e

I'IpeTCTaBrba;yhn noMohiHy BeNUYHHY V cbopMynom (12,1), nobuhemo pnedunu-
TuBHy (opmyny 3a &, y ofnuky:

‘ &L _mict
. 2 S
' Y PioC qzcl/c‘)m my DC (12,2)
Gy +my C® I
(npuje cymapa je Py =0, &,y = my ¢*). EneMeHTapHO H3padyHaBarme naje:

mz(@m m,? C4)
méc24mse?+2m, 6y

,E[pym 4naH HpeTCTaBJ'ba eHeprujy, Kojy je npu cymapy Apyra 4ecTuua
"« npepana npsoj. Mmajyhu y Bugy, na ce 36up eHepruja ofuje uecTulle ONpKaEa

&, =m, ,2—[—— ~ (1 —cosy) . (12,3)
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npu cypapy, MOXeMO, OYHIJIEAHO, 3a €eHeprujy rocnuje cypapa Apyre decTtule
(xoja Hanujehe) HanmvcaTu uspas: *

mgy (&ip — i c*)
mict4mict42m,6,,

&y =6y — (1 — cos 2). (12,4)

MakcuManHa Moryha npenaHa edepruja IpH cypapy RobHBa ce 3a j == .
Oarosapajyha BpujenHoct 3a &, je:

2 my (Gip — mi c¥)
mic? 4 m2 c* 4 2'm, &,

&g oy = My €% + (12,9)

Hectuua m, uMahe, mak, MPUTOM MHHHManHy E€HEPTHjy:

&y — my 2 (my— m,)? c?
mici+mic*42m, &y

S mia=m, %+ ( (12,6)

Hasewhemo Hekonuko mocreeauua nob6usenux Gopmyna. Ako ce cdopmyna
(12,6) namuwe y o6nuKy:

6"“J‘inv'tin — Iy c? — | (ml e m2)2

’
&, — 2 2 2 2
10 M € mi+mz 4 — my &y,
c
BUOM Ce, Ja Ce Yy TpaHUYHOM cChnyd4ajy Npd ManuM 6psuHama (Kana je &

2
™ me* -

),1106!/113&_ pPe3ynTaT MNO3HAT H3 HEDPENaTHBHCTHHYKE MEXaHHKE —

OQHOC MHHHManHe KWHETHYKE eHeprHje v MpBOOHTHE KMHETHYKE eHepruje 4yecTHLe

) ) , , Sy — my\
KOja Handjehe TexM Ka CTanHoj TpaHMUM, Koja M3HOCH: | ———= ) A y cy-

. My = me

NpOTHOM TpaHWYHOM cnyyajy, kaja je €p3uHa uecTHue M, 6nuay 6psuHEe C,
(tj. npu Bemnkum ;) HaMMCaHM OJHOC TeXH HYNH, a caMma BenuuvHa &pp
TEXW CTanHo] rpaHuud, Ta rpaHdua je: '

2 2
m;—l—mg
2 my

élmjn= Cz .

lpernocTaBuMo, Aa je mmy >>M,, Tj. Ka je Maca 4YecTHLe Koja Hanmujehe
Mana y OAHOCYy Ha 4eCTHUy koja wMupyje. [lpeMa KnacuyHoj MeXaHHLHM Jaka
yecTHLa 6M NPUTOM MOrNa MpeAaTv TEeWKO] YeCTHLUM caMo He3HATaH AHO CBOje
eHepruje. MehyTHM, TaKBO CXBaTake je JelacHpaHO y penaTUBHCTHYKO] TEOPHH,
Ws cdopmyne (12,6) ce BuAM, Aa TNpH KOBO/LHO BeNMKHM eHeprujama (o, Konu-
YyWHa TIpefaTe eHepruje Moxe pocTuh¥ M BenuyuHy pepa jefuHuue. Mnak, 3a
TO HHje HOBOJbHO fa OpauHa 4YecTHue m, Gyfe Gnuay GpauHe C, HEro je, Kao
WTO je Nako BuAjeTH, notpebHo na eHepruje 6yny pena

@10 o mg Cga

Tj. Maka YecTHL]a MOpa HMaTH EHEPrHjy peia MHDOBama TELIKEe 4YecrHLe.
Auanorso Baxu u 3a m,<<m,, Tj. xaga Tewka dYecTuua Hanujehe Ha naky.

leopnja no.pa 3
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[pema knacuyHoj MeXaHuUM U OBAjE 64 ce mnpenaBana HE3HAaTHa KONHYHHA
enepruje. Konuununa npefarte eHepruje rmocTaje 3HATHA TeK TOYEB OJ eHEPrHje pela

mi

&o~—C2.

my
HamoMusmeMo, fa Ce M OBfje He Ppajd jeRHOCTaBHO O 6pauHama pena Gp3uHe
CBjeTNMOCTH, HEro 0 eHeprujama Kkoje Cy BeJIMKe Y OfHOCY Ha My o

WssewheMo Ha Kpajy penauuje Mehy yrioBHMa pacunara 1ecTiia y CHCTEMY

K (yrnosuMa ckpeTarsa C MpaBLa npBOGUTHOT KpeTama 4ecTulie m;) ¥ mpomje-
HaMa UXOBE eHEpruje mpH cynapy. Y BesH Ca THM MOXEMO MpUMHJjeTHTH, Aa 3a
cBaky OJ THX 4YeCTHLa BaXH penauuja ‘ »

- (pio—p) Ui =0, (12,7)

ruje cy PioH p; — 4-uMIyncy 4ecTHLE npuje ¥ mocnuje cynapa, a U; 4-BexTop
GpsuHe, 4Ydje ceé MPOCTOPHE KOMIOHEHTE (y cucTemy K) noknamnajy ca B6p3HHOM
V. U saucrta, Ha NMjeBOj CTpaHd OBE jefHATHHE Hanas3® ce cKanapHa BeJW4HH3,
na je 3aTo KOBOIbHO TMpoBjepUTH Ty penauujy y Ma xoMe cucTeMy pedepeHuuje.

. 1 ; .
Y cuctemy K’ wvamo U, =0, na je (pip—Pi) U":_,__c— (&, — &)i; y cuc-

temy K' emepruja yecTHue ce He MHjersa TPH CYAapy, 1j. &, =& unme ce H
nokasyje penaumja (12,7).

[TpuMujeHUMO Hajmpuje penauujy (12,7) na vecTuuy m,, Koja je MpeTXOAHO
muposana. Heka je 6, yrao pacunara Te 4ECTHLE Y cuctemy K. Tana, 3samje-
tbyjyhy BPHjeAHOCT KOMIOHEHATa BEKTOPA p?, p@, U; y cuctemy K, nanazumo

&y — My €2 = Vpy cos O,
wnu, 3aMjemyjyhu n3pas (12,3j za V:
(&0 m.c?) (Gy—my C°)
ProP=C®

I'IpHMjéHOM penanuje (12,7) sa uecTHUy koja Hanujehe nofuBa ce aHanorHo:
&y — &, =V (po —pcos 01,

oflaKkne cg SaneHOM Uapasa 3a V Hanasu:

cos 0, = (12,8)

@)i (@‘]0 "‘l‘ m2 C?)-—@)m m2 C‘!-—m?C“ .
PioP1C?

dopmyne (12,8) u (12,9) pjewasajy MOCTaBIbEHO nuTake. HamnoMubeMo,
oa y chyuajy My > My (tj. uecrtuua xoja Hanujehe Texa je cn decTHLE KoOja
Mupyje), yrao pacumama 0; He MOXe npehu HeKy MaKCHManHy BPHjERHOCT.
EneMeHTapHAM M3pauyHaBatbeM Jlako je Hahd, Aa ce Ta spujepHocT onpehyje
jenHAYHHOM:

(12,9)

cos 6, =

. m,
sin elmax=—...~—- '

1

ITO Ce TayHO MOKnamna ca KiaCH4HHM pesyntaTom').

1) B. Hanp. ,Mexanuka“, § 11
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- dopmyne (12,8) u (12,9) ynpowhasajy ce 3a cnydaj, Kaja ce y3Me ha
4yeCTHUA Koja Hanujehe uMMa Macy jenHaky Hynd W mnpema ToMe 6psuHy C. Cra-

BJ’bajth ml = O- p10=_'£' pl.—_—_&_l HanasuMo: -
- c c _
2y 2
Coselzél(élo_[—m‘zc) @lﬂmﬂc . (12'10)
é]J:'@l
G 2 S 2
00592=(61°+m26)(@)’ myc) (12,11)
Y 2X

§ 13. MomeHT HMOyJica

Kao wro je mosHaTo, Knacu4yHa MeXaHHKa NOBOAM A0 pesynrarta, Aa Ce ¥
3aTBOPEHOM CHCTEMY OCHM eHEeprHuje M MMIyica OJp)KaBa joll U MOMEHT HMNysca,
Tj. BEKTOp

M= 2rXp

(r u p cy paauyc-BeKTOp M MMIYJIC 4YecTHUe; CyMHpame Ceé BpIUM [0 CBHM
yecTuLaMa, Koje ynase y cactas cucTeMma). Oppxarme MOMEHTa jaB/ka C€ Kao
noc/Lefuua Tora, wro ce Lagrange-opa GyHKLU]a 33 3aTBOPEHM CHUCTEM, 36or
M30TpOMHUje NMpocTopa, He MHjeHa IpH obpTaky cHCTeMa Kao LjelHHe.

O6aBMMO NM Cajl 2HANOCHA H3BOheHma y YETBOPOLHMEH3MOHANIHOM OOIHKY
nobuheMo penaTHBMCTHYKM M3pas 3a MoMeHT. Heka cy X; xoopnuxate jenHe Of,
yecTuna cucTeMa, MsBpuuMO GeckOHa4yHO Maly poTauHjy y 4YeTBOPOAMMEH3HO-
HallHOM MpocTOpy. Taja KOoOpiMHAaTe X; CBaKe HECTHLE nocnuje InHUHeapHe
TpancdopMmaiije npehy y X/,

X! =X 4% 0 Qs (13,1)

rjne je 0 82, GeckoHauHO Manu 4-TEH30p, KOjU onpebyje potauujy. [1pu porauujun
IyxuHA X2 pajuyc-BEKTOpa MOpa OCTATH HETpOMHjerbeHa, 1j. X2 = x"7 3amje-

som us (13,1) ¥ oAaLmMBakeM 4YNaHOBa KOjH' Cy APYror CTEMeHa Io 0 Qs Kao
$ecKOHAYHO Mare BeNnMYHMHE BHLIET pefa, HanasHMo:

Xi xgdgigzo.

OBa jenHauMHa MOpa OGHTH 3af0BOJbEHA 32 TNPOM3BOJbHE BpPHJEAHOCTH X;.
36or Tora wWTO je X;X; CHMETPHUYHH TEH3OD, 0Q; Mopa OMTH aHTHCHMETPHYHH
TeHs0p (MPOM3BOA CHMETPHYHOT W aHTHCHMETPHYHOT TEH30pa, OHHMITIEAHO, yBHjeK
Mopa GMTH paBaH HynW). Ha Taj Hauyud Hanasumo fa je: -

UpOMjeHa 0S njejetea S mpu GeckoHauHo Manoj NPOMjeHH KOOpAMHATA

uma obnuk [B.(10,7)]:
§S=2p.0x

(cyMupame ce M3BOAM MO CBMM 4YecTHHAMA cucteMa). ¥ clydajy nocmaTpaHe
potauuje Guhe O xp=—0Q;,Xx, a npeMa TOME

08 =00 2 pi %
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A

Axo ce TeH30p X, p; X Pa3iBOju Ha CHMETpU4aH H aHTHCHMETpPHYaH JHO,
oHga he MpBM O HHMX IOMHOXEH Ca 2HTHCHMETPHURMM TEH30pPOM HJEHTHYHO

6uTH jeRHAK HYJH. [lpema TOME, 8KO C€ H3 Zpi X OABOJH aHTHCHMETPHYHH AHO,
OHfa Ce NMpeTXOAHa jefHayHHa MOXe HalucaTtH y 0BIHKY :

85 =0Qu X (i P (13.3)

3a 3aTBOpEHH cnc;Teia, 360r M3OTpOMHje NPOCTOpa W BpeMeHa IpH poTa-

uvju y 4-mpocTopy, Lagrange-osa GyHKLKja He MHjeHa Ce, Tj. mapaMmeTpH .

0 Q,, Te poTaumje Cy LHMKIHUHE koopnuHarte. [Ipema ToME, ofrosapajyhu rese-
0S

panvcaHy HMIyNCcH Cce onpxasajy. TH MMIyJNCH Cy BEelHYHHE FYONE s (13,3}
if

HMaMmo . -
0S8 1
30, 2 E(szk—ngi)-
1
BunuMo, Hakne, la ce KOJ 3aTBOpPEHOr CHCTeEMa Ofip¥aBa TEH30p:

Mik:Z(xipﬁ_xﬁpt)' (13,4)

OBaj aHTHCHMETDHYHHM TEH30p Has3uBa Ce 4-TeH30p MOMEHTA.
Jlako ce yBjepuTH, ia Cy MPOCTOPHE KOMIIOHEHTE Tora tensopa (i, k=1,
2, 3) KOMIMOHEHTE TPOAUMEHBHUOHATIHOT BEKTOpa MOMEHTa HMIyJCa:

| M=3rXp (13,5)
sz:'—sz:My’ qu=_ﬂ43’x=Mz' Ml’z: — Myy= My

llito ce Tuue kommnoHeHTa My, (a=1, 2, 3),0He cy, Kao 1ITO CE& MOXEMC

Jlak0 YBjepHUTH,
) &x, ;
MmzzcE a‘pa——:CT) . (13,6}

Jlaxkne, oBe TpU KOMIIOHEHTE caydH-aBajy BEKTOp:

. &r
zcz(tp—?).

36or onpxkawa M, 3a 3aTBOPEHH CHCTEM Haroce HMaMo:

E (t p— %:,E) = const.

Kaxo ce c gpyre ctpaHe ToTanHa eHeprufa 3 & raxohe ompxaBa, Ta jeAHa-
upHa MOXE Ce HarucaTH y OONHKY: : ‘

26r 2P
26 »é

t = const. (13,7}
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OnaBne BHAMMO, fa C€ Tayka ca pajHyC-BEKTOPOM

_ X6r E 13,8)
R = Se (13,

paBHOMjepHO kpehe Op3HHOM

2
y=S2Pp
Xé
KOja HMje HMIUTA APYro, Hero OpsyHA KpeTawa CHCTEMa Kao LjelHHe. Taksa
Tayka, Kao WTO je [03HaTO, Has¥Ba Ce LEHTap HHepuuje. dopmyna (13,9)
onpehyje KoopauHAaTe LeHTpa WHEpUHje y PenaTHUBUCTHYKO] MEXaHHLU. MehyTamM,
Tpe6a HamoMeHyTH, Aa Ce KOOpAMHATe LEeHTpa MHepuuje TpH npenasy Ha Lpyru
cucTeM pedepenlrje He TpaHchopmupajy npema Lorentz-oBuM TpaHcGopMaLHoOHUM
dbopmynama, jep xommonente R y (13,9) HuCy KOMTOHEHTe Ma KaKBOT 4-BEKTOpA.
Ako cy 6pauHE CBMX YeCTHLa MHOTO Mame O C, OHAa Ceé MoxXe TNPHBTHXKHO
craputh &= c2 u (13,8) npenas¥ y TMo3HATH H3pa3 3a LEHTap HHepUH]e.

(13,9)

3anparTack

YV cucremy pedepennnje K GpavHa KpeTama CHCTeMa YeCTHUA Kao LjenuHe je V (u opu-
jenTucana nyx oce X), a meH MOMEHT MMmynca (y ORHOCY Ha KOODAMHATHH TMoUeTak, Koju je
y3eT y LeHTpy uHepuuje cuctema) — M. Onpemntn MOMEHT MMnynca M, y cucremy pedepeHuuje
K,, y romMe cHcTeM 4ecTdlUa MHUpyje Kao LjenHHa. '

Pjeweme: KoMnoHeHTe TeH3opa TPaHCHOPMUIIY Ce Kao MPOM3BOAH ofrosapajyhux kommo-
HeHaTa BekTopa. Kako ce npu Lorentz-osoj TpaHC(opMalmjH (6,2) y : z-xommoHeHTe 4-BeKTOpa
He Mujerbajy, OHAa Ce KOMMOHeHTe TeHsopa MoMeHTa Mxy, Mxz TpaHCHOPMHIIY - KA0 X-KOMIIO-
HeHTa 4-BekTopa, a KoMnoHeHTa Myz ce caceuM He Mujersa. [lpu Bpuemy tpaHcthopmanuje OR
cucreMa K y cucreM K,, Tpe6a mmatu y BuAy, Aa je y cucremy K: My = Maz =0 (u 3amucTa

fuhe Zé.‘,y= 2@z= 0, jep je KOOpAMHATHM TIOYeTaK y3eT y LEHTPY HHepuuje, a Z Py =
= sz =0, jep je 6pauna V opujeHTHCaHa AYyX oce X).-

Kao peayntat TpaHcdopMalHje RoGHBaMO: .

i M
Mox = Mx, MO;=—*._y-:. Moz=-——M—-'—'__z_
V2 Vﬁ *
\/Al i V -
AHCOHyTHa BENMYHMHA MOMEHTA H3HOCH: ¥
. M2+ M2
2 2 z
MU = Mx + ’ Vﬂ
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ONITEPEREILE (HAEJEKTPMCAHA YECTHLA) ¥ MOJ/bY

§ 14. YeTBOpOoaHMEH3HOHAIHU moTeHLHjaa mojba

Y3ajaMHO AjejCTBO YECTHLA MOXE C€ OMHCHBATH rnoMohy nojMa noiba cuna.
M ymjecTo - ma ce TrOBOpH, Ja jenHa 4ecTHUa mjejcTByje Ha JApyry, Moxe ce€
Ka3aTH, lia 4YecTHlla cTBapa I0/b€ OKO ce6e. Ha cpaky npyry 4ecTuly, Koja Ce
Hanasy y TOM TMoJbY, AjejCTByjé HEKa CcHna. Y KknacH4yHOj MeXaHHLH TOoJbE je
CaMO HEKH HauMH ONWMCHBAR:E (pusHuKe rojase — y3ajaMHOT IjejcTBa 4ecTHlA.
VYV Teopujd penaTuBuTETa, MNak, 6narojapehd KoHayHOCTH Op3MHE MPOCTHPaMka
ysajaMHOr JAjejcTBa, CTame€ CTBapH Ce ¥ CYLWITHHH MHjeHa. Cune, Koje y HaToM
MOMEHTY HjejcTByjy Ha yecTuly, He oipehyjy ce IHMXOBHM pacnopeioMm y TOM
MoMeHTy. [lpoMjeHa cTama jeaHe HECTHLE cipaxaBa cé Ha Jpyre 4ecTHle TeK
fiocNMje M3BjeCHOr HHTepBana BpEMEHa. To 3Hay, pja je no/be caMmo Io cebu
¢M3uyka peanHocCT. Mu He MO¥eMo TOBOPHUTH O HEMOCPENHOM y3ajaMHOM [jejCTBY
yecTHLa, KOje ce Hanase Ha pacTojamy jenHa On Apyre. Y3ajaMHO AjejCTBO MOXe
NpOM3Na3UTH y CBaKOM MOMEHTY CaMo Mehy cycjeiHHM Taykama npocTopa (miej-
cTBO Ha 6nusuny). Ilpema ToMe MOpaMO TOBOPHTH O ysajaMHOM JjejcTBYy jelHE
yecTHLe ca NOJbeM, a 3aTHM O y3ajaMHOM LjejeTy morba M Apyre 4ecThue.

PasmaTpahemMo nsa ofnuka mosba: rpaBMTalloHa noka eneKTpoMarHeTHa
noma. [IpoydaBamy rpaBUTALKMOHNX N0bA HaMjemyjy c€ rnaee IX —X. ¥ ocranum
rnasaMa pasmaTpaheMo caMO eneKTPOMAarHeTHa nosba.

Y3ajaMmHO AjejcTBO AaTor erekTPOMarHeTHOT I0Jba W HEKe HecTHle e -
HUILE Ce jefHOM BeNWYMHOM, Koja KapakTepuuwe Ty HecTHLy. Ta BenuuuHa Ha-
3MBa ce enekTpudHO onrepeherme 4YecTHUE. YsajamMHO njejCTBO MOka H yecTHLe
NpOMOpLHOHANHO je onTepeheisy yectune. Ontepeherme Moxe GUTH TMO3UTHBHO
WM HeraTuWBHO. CrenujanHo, ontepeherme MOXe 6uTH jenHaKo HynH. Y TOM
cny4ajy Kaxe ce Ja HecTula HHje ontepeheHa, 3a pasiHKy O ontepeheHux
yecTuna. HamoMumeMo, na CBe A0 Taja, AOK HE TMOCTOjH HHUKaKBHX dopmyna,
Koje moeesyjy onTepeheme ca Beh mosHaTHM BEIHYHHAMA, MOXE€MO TNpPOH3BOJBHO
usabpaTd jegvHHLy 3a Mjepeibe ontepehema.

Kao wro cMo Buajeny y § 9, AjejcTBO 3a CrnoGopHy MaTepHjanmHy 4YecTHLY
b

je §=—mc fds. Axo ce ontepehena uectuna (ySyayhe rosopuheMo o 1:0j

a
npocTo Kao o onTepeherwy) HanasnW y nojby, TO HHTErpany Tpe6a popaTH AC-
NyHCKY 4NaH, KOJH omucHje y3ajaMHO JjejcTBO Mojka H 4ECTHLE. Taj unaH Mopa
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canpXaBaTH Kako BEJMYHHE Koje KapaKkTepHily YecTHUY (cneumnjanHo H:€HO
ontepeherse €), Tako M BENHYHHE KOj€ kapakTepuuly mnome. kcrnocTaema ce,

na oH uMa OOJHK: _
b
e
- ‘[A[ d.\i,-.
c
- a -

Bpsuuy CBjeTnOCTH OBAje CMO yBEnH 36or ynobuoct. [lpen MHTerpanom
He MOpaMO MHMCATH HUKAaKBHX NPyrMX KOHCTaHTH, [OKNIerofi HHje YCTaHOBJbEHA
jenMHHLa 3a Mjepere ontepehema. 1eTBOPOAMMEH3HOHANHH BEKTOD A; rapax-
Tepuluie €JIEKTPOMAarHeTHO TObeE. Hoerope KOMMOHEHTe cy, yomuTe rosopehy,
byHKLW]je KOOpPAHHATA H BpEMEHA. BekTop A; ROCH HasuB 4-MOTeHUHjan Molka.
Ha Taj nauud sa onrtepehere Y efleKTPOMAarHeTHOM IOJbY Aj€jCTBO HMa 06nuK:

b
Szf(—-mcds-k%Akdxf). (14,1)

HanoMumweMo, na cy jeAHHHLE 38 Mjepemne A; Takohe NpoH3BO/bHE JOKJIETOA je
npousBo/baH Kabop jepudula 3a é. ' '

Tpu mpocTopHe KOMMOHEHTE BEKTOPA A, cauumaBajy TPOAHMEH3HOHAIHH
pekTOp A, KOjH Cé HasMBa BEKTOPCKH MOTeHLHM]an no/ba. BpeMeHCKa KOMIOHEHTa
pextopa A, WMarusHapsa je, Tj. MMa o6nuk A, = i¢p. PeanHa Benn4nHa @ HasHBa
ce cKanapHHM MoTeHLujan mormka. Ha raj HaduH je:

Al g3a=Axyz; As =19 (14,2)

[lpema TOMe, MHTerpan HjejcTBa MOXe C€ HanucaTu y OONHKY :
' b
e
S=f(—rncds+-EAdr—e<pdt).
a

_dr .
Jlame je — ==V, TAE J€ V — BeKTOp Op3uHe HeCTHLE. [lpemMa TOME,

dt

njejcTBo nmo6uBa 06nHK :

2
2
S=J‘(-—-mc'\/1—£—z+%A\r-—e@)dL (14,3)
f

Mspas noj HMHTErpanoM Huje HULITA APyro Hero Lagrange-osa ®yHKUMja 32
onTepeherme y €NeKTPOMarHeTHOM NoJbYy :

L =—mc 1“E§+'EAV'—5‘P' (14,4)

Osa GyHKuMdja ce pasnukyje On Lagrange-ose QyHkuuje (9,2) sa cnoGonny
e ) i -
yecTHLYy 4Y/laHOBHMaA ?Av-—ecp,' KOju MOKa3yjy y3ajaMHo njejcTBO cidrepehemna

W Tolka.
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/|8
‘Useon —— je renepanucand ummync yectuue. OsHadyuMo ra ca P.

dv

JubepeHUMpaeM HaNasuMo :

=7 12 A=pt+-A : (14,5)

OBjje cMO ca P O03HAYMIM OGMYHK HMMMyNC YeCTHUe, KOjH jeNHOCTAaBHO Ha3WBAaMO
HMITyJICOM. ‘ .

Ws Lagrange-oee ¢yuxuuje wmoxe ce nahun Hamillon-osa dyskuuja de-
CTHLE Y MoJby MO MO3HATOj omuwToj dopmynu ‘

FH=vV Qé — L.
ov

YepuwrasaweM (14,4) Hanasumo: .

mc* :
Q;Z——l—ecp' (14’6)
Vi-%

Mehytum, Hamilton-oBy ¢yuxunjy Tpe6a H3pasuTH noMohy renepanucaHor
uMnynca, a He rnomohy Gpsmne. [Wxyhu Ha KBampat FH— ep wu ynopehyjyhu

FH =

2 .
ca u3pasoM 34 (P——%A) nz (14,5) nofusamo penauujy
/ .

(“E[:eq))zmmzcﬁ—[—(P—-%A)z’ (14,7)

WKW [Opyraufje :

P \/ S .(P B % A)g 4 e‘cp. | (14-,8)_

32 wMane 6psuHe, Tj. y KinacuuHoj Mexanuud, Lagrange-osa byHkLHKja
(14,4) npenasy y
mo* e .

L=-—2

. . . . ) e 2 : -
Y Toj ampoxcuMaumj je p=mv =P — = A, ma-oTyna HamasuMmo cnujenehu

uspas sa Hamilton-oBy GyHKUK]Y:
1 e ,\° :
—_— —_— . z 1 L]
_%_m(P : A) +ep. (14,10)

Ha kpajy, Hanucahemo Hamilton- Jacobi-esy jenmnaunHy 3a dHecTuuy y '
enmekTpoMarHeTHoM roiby. OHa ce nobuea 3aMjeHOM Yy Hamillon-oeoj $yHKLHjU

0S

I‘CHCP&J‘[HC&HOF- umnynca P ca %l—'—,a camor Fca — E— Ha Taj HauuH Robu-
Bamo us (14,7):
2 2 2 .
(gradS— !—A) ——L(a—g--l—ecp)—]—m”c‘lzo. (14,11)
, ¢ c3\ot ] .
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§ 15. JemHauuHe KpeTama ontepehema y moby

OnTtepeherse, Koje ce Hanasy y TO/bY, HE CaMO IITO Cé MOABpraBa yTH-
11ajy mo/ba, HEro M caMo ca CBOje CTpaHe yTH4e Ha Io/ke H Mujema ra. [lpema
ToMme, onTepehere, KOje ce Hanasu y CMOMballilbeM TMOJbY, CTPOro y3eBlIM, MOA-
BpraBa ce JjejCTBY Mo/ba, Koje je TO caMo onTepelierse M3MHjeHHIO. Wnak, ako
onTepeheme € HHje CyBHILE BENMKO, OHRA ce AjejCcTBO ontepehea Ha mome, Tj.
npoMjeHa Mo/ba ycnujed AjejcTBa onTepehera, MOXE 3aHEMapHTH. Y Tom cnyuajy,
ako ce mocMaTpa kpeTame onTepehema y 3ajaToM Moy, MOXe Ce y3eTH, Na
caMo Mo/be- He 3aBHCH HU O KOOpAHMHATa HU of Bpsube ontepehema. Ilpenusnu
YCIIOBH, Koje onTepeherse MOpa ‘MCTyHapaTH Aa Gu ce y pPEHEHOM CMHCIY MOTIO
cMaTpaTH ManuM, usHujehe ce kacuuje (B. § 74). Mu hemo 3a caja cMaTpaTH,
Ia je Taj yCIOB HCIyHEH.

3Hauyu, Tpeba pa HahemO jenHa4vHe KpeTamba ontepehewa y 3anaToMm
eleKTPOMarHeTHOM To/by. Te jeAHAYHHE nobuBajy ce BapupareM HHTErpana
ZjejcTBa. JegHauMHe KpeTama he mpema- ToMe 6uTtH obuuHe Lagrange-oBe jen-
Ha4yHlHe: ‘

0 oL OdL

orov - or (18.1)

roje ce L ompehyje dopMynom (14,4).

Hasopn PL je reHepanucaHd HWMIOYJC YeCTHLE (14,5).

ov
Jame MOXeMo MUCaATH:
?)_[n:Ev L= —i—gradAV—-egl'adCP-

Ho mnpema nosuaroj GopMyn# BEKTOPCKE aHann3e je

sradab—(a )b+ (bV)atbXrotataXroth,

raje cy @ 1 b Ma koja nBa BekTOpa. Axo Ty ¢opMyny MpUMHjeHHMO Ha Av,
¥ ako yaMeMo y 063up, fa ce auepeHLHpare Mo f BpWH TpPH KOHCTaHTHOM
V, HalasuMo:

oL e ' e
2L £ () (s XA ) e

Tlpema ToMe, Lagrange-ose jefHauuHe HMajy 06K :

a‘%(p_l_icA):i(v V)A+‘%(V X rot A )—-egradcp.

c

. dA . . .
Ho Totanuu pudepeHuHja —det cacToju ce M3 JBa Aujena: K3 TMpOMjEHE

0A o .
—Adt BEKTOPCKOr TOTeHUWjana Mo BPEMeHy y AaToj Ta4lk mnpocTopa H U3

ot

MpoMjeHe Tpu TNpenasy OA jenHe Tauke TpPOCTOpa Ha APYry 3a pacTojame dT.
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Kao wTo je mo3HaTo M3 BEKTOPCKE aHanuae, Taj APYrd AHO je (dr{V)A. Ha

Taj HaYMH, M3BOJ —— HMa OOMHK:

dt

dA O0A
37=5?+4NWA-

YBpumITaBakeM y TNPeTXONHY jeAHayHHy, Ro6UBaMoO:

dp e 0A e
H_—?E}—-——e grad cp—|—-—c—(v><rotA). _ (15,2)

OBo je jejHaudHa KpeTarba YecTHLE Yy eleKTPOMarHeTHOM noiby. Ha nuje-
BOj CTpaHH je M3BOL MMIylCa 4YeCTHLe N0 BPEMEHY. [IpemMa ToMe, H3pas Ha
necHoj ctpand (15,2) je cuna, koja AjejcTByje Ha ontepehere y eneKTpoMarHeT-
HOM momky. BuauMo, fia ce .Ta cHna cacCTOju W3 ABa Lujena. [Npeu puo [MpBH M
Ipyrd unaH Ha fecHoj crtpauu (15,2)], He 3aBUCH OR 6paude uectuue. [pyru
nMo (Tpehu unaw) 3aeucu op Te Op3MHE M TO Tako na je mnpornopLHoHAallaH
6p3MHM M HOpManaH Ha Oj. ‘

Cuna npee BpcTe, KOja C€ OLHOCH Ha jeNMHHYHO ontepehewme, HasuBa ce
jauMHa enexkTpuHyHor mosea. OsHauMMoO je ca E. Hakne, npeMa pebHHHLU]A je

1 0A .

E:__?at — grad @. (15,3)

dakTop y3 6p3uHy, TauyHHje Y3 —VE—, y uapasy 3a cuny Apyre BpCTe, Koja

njejcTByje Ha jepuHHYHO omTepeherse, HasMBa Ce jauvMHa MAarHeTHOT TOba. OzHa-
yumo ra ca H. [akne, npema neduHHUM]H je:

H = rot A. (154

AKo je y eNneKTpOMarHeTHOM TIOJbY E#O, a H=0, onga je pujed o
eNneKTPHYHOM TOJBY; @ &Ko je Iak E=0, a H#0, onga ce mojee Ha3uBa
MarHeTHO. Y OMITeM CIyusjy, eNeKTpOMarHeTHO MoJke je CYMeprmosuuuja enek-
TPUYHOTr M MarHeTHOr MJJba.

JenHauude KpeTama onTepehera y €eKTPOMarHeTHOM MOIby MOry Ce cala

HamucaTH y OONHKY:

dp e .
d—i_-eE-{——c—(VXrl). (15,5)

-Ws3pas Ha J[ecHOj CTpaHM Has3HBa Cce Lorentz-osa cuna. [lpBH HeH OQHO —
CHUNa, KOjOM eJIeKTPHYHO TMOJke InjejcTByje Ha ontepehewe, — He 3aBHCH OR
6paune onTepehema M ympae/kbeHa jeé AyX BEKTOpa jaunde noma E. [pyru ano
— cuna, KOjoM MarHeTHO Mojke- AjejcTByje Ha ontepeheme, — NpornopLHOHaNHa
je 6psuHH onTepehera M ycMjepeHa HOpManHO Ha Ty 6p3uHy M Ha rmpasal
marHetHor moma H, _

3a 6p3uHe Koje Cy Mane y nopehemwy ca Gp3MHOM CBjeTIIOCTH; HMIyNC P
npu6nHXKHO je jeAHaK CBOjeM KIlaCH4HOM H3pasy MV H jefiHauyMHa KpeTama
(15,5) npenasu y

dv

m‘—ﬁ=eE+%(v><H). (15.6)
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Ha Taj HauuH, MH MOXEMO IMOCMATPATH Y NOJkY H KpeTama uYecTHlla, Koje

ce NMOTYUMHABajy KNacWuHo] MexaHuuu (Tj. 4Mja je KMHETHYKA EHEprija , a

uMnync mv).

Wasenumo jom jemHa4yHHy, KOja onpehyje MpoMjeHy KHHETHYKe €eHepruje o
BpeMEHY, Tj. H3BOA

d@kin__g_ __ﬂcz

at dt v
-

Jlako je BupjeTH, Ha je:

d@’km:‘ldp'
opakie je
duin _ LD
dat dt
a 3aMjeHOM L4 us (15,6) ¥MaMo
dr
ﬁﬂ=eEv (15,7
dt

[ys Hamomeny, na je (V X H)v=(vXv)H=0]

[MpoMjeHa KMHETHYKe eHepruje mo BpeMeHy je pak, KOjH BpLIM TNObE Ha
gectuny (y jemuHuuu Bpemena). M3 (15,7) Buny ce, ma je Taj pai jeaHak mpo-
uapony OpsuHe onrTepehewa M CHIE, KOjOM €NeKTPHYHO TIO0Jbe pjejcTByje Ha
iera. Pan noma 3a epujeMe df, Tj. mpu nomjepajy ontepehema 3a dr, jeiHak
je, oueeugHo, e E dr.

HcTakHHMO U TY OKONHOCT, ia pal Ha ontepeherme BPIIKM CaMO EJIEKTPHYHO
noJ/be; MarHeTHO T[0Jb€ He BPIIM pain Ha ontepehewe Koje ce Yy HEMY kpehe.
[Tocnentse je y BE3H ca YMHEHHLOM, 1a je cuna, KOJoM MAarseTHO MNoJbe jej-
cTByje Ha onTepeheme, yBHjek HOpManHa Ha 6psuHy ontepehersa.

3apgarTack

HzpasuTH ybpaatbe 4HecTHle novohy HeeHe 6p3HHe H jayHHe eneKTPHYHOr M MarHeTHOr
norea. )

v &kin d &kin

Pjewewe: YBPCTHMO y JeLHAYHHY KpeTaka (15,5) p= ;@ 3aTHmM
" c

uapa-

aumo mpema (15,7). ¥ peayntaty RoBHBaMO:

s e Tyt 1 1
"='E\/“F [E + L (XH— 5 v (vE)] :
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§ 16. MsoTponuja BpeMeHa

JegHaydHe MexaHUKe MHBApHjaHTHE Cy Y ONHOCY Ha MpOMjeHy 3HAaKa Bpe-
MeHa, Tj. y O@HOCY M 3aMjeHu OymayhHocTu npownowhy, [pyruM pujednmMa, y
MexaHHuM cy o6a cmjepa BpemeHa Mehycob6HO eKBMBaNeHTHa, Tj. BpHjeMe je
usoTponHo. To 3Hayu A4, aKo je MpeMa jefHa4ydHaMa MeXaHHXe MOryhHo Ma
KaKBO KpeTamke, TO je MoryhHo u o6paTHO erTaEbE, MpH KOME CHCTEM IpOomnasu
KpO3 MCTa cTatba y 06paTHOM pelocmjeny.

Jlako je BHAjeTH, Ka TO KMCTO BaXH H 3a enempdmamemo nobe y TEOPHjH
penatupuTeTa. MebyTuM, mpu TOM Tpeba ucTOBpeMeHO y3 samjeHy [ ca —f
M3MHjeHUTH M 3HaK MarHeTHor noiba. CTBapHO, HMje TEWKO BULjETH, Aa Ce jeliHa-
yune Kperamwa (15,5) He Mujersajy, ako ce H3BpWH 3aMjeHa:

t>—t E+E H->—H Cel)

Ckanapuu moTeHudjan ce npema (15,3) He MHjerba, a BEKTOPCKHM TpeMa
(15,4) mujema snak: ' ‘

o> A-+>—A. { (16,2)

Ha Taj HauuH, ako je y eneKTpOMarHeTHeM IOy MOryhHO Heko Kpe-
Tame, OHAa je MOryhHO W 06paTHO KpeTake y fIOJbYy Ca CYNPOTHHM CMjepoM
sektopa H. a3 :

§ 17. I'pagujeHTHA HHBApPHjaHTHOCT

PasvoTpuMo NUTak€, A0 KOje Mjepe Cy jelHO3HAuHO OApeleHH MOTEHLHjanH
noma. Ilpuje ceera 06paTHMO Maxkby Ha OKONHOCT, Aa Ce NMO/be KapaKTepulue
IjejcTBOM, KOje OHO BpIUM Ha KpeTame onrepehersa Koja ce y H-eMy Hanase. Ho
y jenHayuHH kpeTama (15,5) He ynase 10oTeHLMjanH, HErc jaunne moma E u H.
[lpeMa TOMe, ABa MOJba Cy (DM3MYKK MIAEHTHYHA, aKO MX KapaKTepully jeiHH Te
uctu Bexktopu E u H. -

Ako cy 3ajaTv moTeHuujand A u ¢ onga cy mpema (15,3) u (15,4) mnor-
nyso jenHosHayHo ompehenn E u H, a npema Tome u mormse. MehyTumM, jeiHoM
Mo/by MOTy OATOBapaTH pasHu noTeHuujand. [la 6ucmo ce y TO yBjepHnH, HOAa-
heMo KOMMOHEeHTaMa MOTeHUHjana Ag; BenuyuHe B raje je j-mnpousBOJbHA

£
GyHKLHMja Of KOOpAMHAaTa W BpeMeHa. Taja moTenuujan A, npenasu y

A=A+ -ai; Y - (17,1)

Kon Takee samjeHe y uHTerpany pgjejcTBa (14,1) mojaBmyje ce JAONMYHCKH 4JaH

e Of ey

Jonapawe ToTanHor audepeHuujana y MOAMHTErpanHOM MU3pasy 3a AjejcTBO, Kao
TO je mosHatol), He yTHue Ha jefHauNHE KpeTama.

1) Kon wuTerpHpama ToTanHor pHpepeHUMjana Heke hyAKuHje nobuBa ce KOHCTAHTHA
pasnKKka BpHjenHOCTH Te (QyHKLMje HA IpaHHllaMa HHTerpana. BapujauunjoM HHTerpana Ta KoH-
CTaHTa HlIYye3asa,
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Ako ce yMjeCcTo 4eTBOPONHMEH3MOHZJHOT MOTeHUHjala yBEAe BEKTOPCKH M
-CKanapHH, & YMjecTO KOOpIMHAaTa X; — KOOpAMHATE X, ), Z, I, oHna ce yeTHpu
elHa4YuHe (17,]) MOry HamucaTtd y O6NuKY

y , 10
A'=A-+|grad f, cp:cp—?a—? (17,2)

Jlako ce yBjepHTH ha Ce EJIEKTPMYHO W MarHeTHO IOLe, Koja cy neduHHcaHa
jeanaunnama (15,3) u (15,4), cTBapHO He MHUjeHbajy, aKO Ce MjecTo A u @ crase
noTeHuujanu’ A’ 1 @' Koju cy AeQMHHCAHH ca (17,2). Ha Taj ce Ha4uuH TpaHc-
dbopmauujom moTteHuujana (17,1) moske He MUjebA, lMpema ToMe, MNOTEHUHjaIH
HUCY jenHO3HayHO oOfpeheHH — BEKTOPCKM TOTEHUH]al je. nebuHHCcaH ca Tau-
nowhy [0 rpaiujeHTa mpou3BoibHe (yHKUHje, a cKanapHH noTeHLHjan ¢ TagHowhy
0 u3BOfa Te HMCTe (YyHKLUMje N0 BpPeMEHY. -

CrieuujanHo je OYMITIefHO, Aa CE BEKTOPCKOM TOTeHUujany MOXe AOAaTH
M2 KOji KOHCTAHTHM BEKTOp, & CKANapHOM TMOTeHLujany — Ma Koja KOHCTaHTa.
To ce ¥ HEMOCPEAHO BMAM HO TOME, WITO ¥ nebunnnujy 32 Eu H ynase camo
usBogd OL A M @ M 3aTO J0/aBalm€ KOHCTaHTH THM BENHYMHAMA HE yTHHE HA
jaurHe moska.

®uU3MYKH CMHCAO0 MMajy CaMo OHe  BEeNnuuMHe, Koje Cy HHBapHjaHTHE y
onHocy Ha Tpanchopmauujy (17,2) noreHuujana. CrieuyujanHo, cBe jefHa4HHE
Mopajy 6UTH WHBapHjaHTHE y ORHOCY Ha Ty tTpaHchopmauujy. Ty HHBapHjaHt-
HOCT HAa3WBAMO TpajujeHTa MHBAPHjaHTHOCT') (HEMauky Eichinvarianz, eHrnecku
— gauge invariance). _ :

OnxcaHa HejeqHO3HAYHOCT MOTEHLHMjana yBHjek naje MoryhHocT. fia ce OHH
usabepy Tako, Na 3aA0BOJbABajy HEKM LOMYHCKH YCIOB KOJH usabepemo (Heky
penauujy Mehy muMa). Tpe6a wctahu, na je TO jefiMHHM YCIIOB, jép MOXEMO
NpOM3BO/LHO M3abpaTH caMo jefHy (QYHKUM]Y fy (17,2). Cneuujanto, yBujex je
moryhHo u3apaTd MNOTEHLMjan Tmoka Tako, Aa CKanapHiu notexHuujan ¢ Oyne
jenHak Hynu. HWajenHadudTH, mnaxk, BEKTOPCKH MOTeHLMjan ca HyNnoM, aKko OH HHje
jelHaK Hynu, yomwmTe rosopeh, wemoryhe je, jep. ycmos A=0 cam IO cebu
npeTcTaBr/ba joll TPY AOMYHCKA ycloBa (32 TpY KOMMOHEHTE BEKTOpa A).

~ §18. CranHo eNeKRTPOMArHeTHO MOJbE

CTanHo eneKTPOMarHeTHO TI0Jb€ HasWBaMO MOIbE, KOjé HE 32BUCH OA Bpe-
Mena. OgeBHnHO je, 4a Ce€ MNOTEHLHWjanH CTaNnHOT ToJka MOry usabpaTH Taxko, na
6yny GyHKLMje caMO Ofi. KOOpAWHAaTa, a He W ON BpEMEHA. ‘OTtyna je cTanHo
MarneTHo nome mnpema (15,5) H= rot A. CranHo enekTpudHO MOJLE je mpeMa
(15,3) ,

E = —grad ¢. (18,1

Ha Taj HauuWH cTanHO €NeKTPHYHO TIOJBE peduHMLle Ce CaMO CKalnapHHM MOTEeH-
uMjanoM, a MarHeTHO — BEKTOPCKHM NOTEHLKjanoM. ) '

Y npeTtxonHOM naparpaty CMO BHIjENH, Ja MOTEHLMjany Mnojba HUCY jelHO-
snayno oxpehenu. Jlako ce, mehyTum, yGujenuTs na, axo ce -xohe oOnUCHBATH
CTallHO eNeKTPOMarHeTHO NOoJbe nomohy moTeHUMjana Koju He 3aBHCE O BpeMEHa,

1) Taj nasue je mpemnoxuo V. A, Fok.
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OHNa Ceé CKanapHOM MOTEeHUHjany MOXe AOJATH, & ha Ce MoJke HE MHjerba CaMo
Npou3BOJ/bHA KOHCTaHTa (koja He 3aBMCH HH OA KOODJHHATA, HH Ol BpEMEHA).
O6uuygo ce 3a ¢ y3MMa H JONYHCKH yCIOB, & TO je, na uMa oznpeheHy BpMjen-
HocT y oApehenoj Taulu mpocTopa. Hajuewhe ce ¢ ysuma Tako A2 Y 6ecko-
HayHocTH Oyle jeflHaKO HYyJH. Tana je oApeheHa M MOMEHYTa KOHCTaHTa, a
cKanapHM MOTEeHLHMjan CTanHor nosba je Ha Taj HauMH MOTOYHO jefHO3HaYaH.

HanpoTHB, BEKTOPCKH TOTeHUHMjan, npema paHujeM, HHje jeAHO3Ha4aH HaK
HM 3a CTAalHO eNeKTPOMarHeTHO MoJke; MOXe My CE JAONATH rpajujeHT Ma Koje
dbyHKUHje Of KOOpAHHATA.

OnpeauMo, dYeMy je jefHaKa eHdepruja onTepehewma y cTanHOM EJNIEKTPO=
MarHeTHOM TnoJby. AKo je mno/ke cTanHo, OHAA Lagrange-osa QyHKUHja 3a
onTepehetbe He 3aBUCH EKCIUIMLMTHO Of BpeMeHa. Kao wTo je mosHaTo, y TOM

crny4ajy ce €HeprHja Onpxasa W MoKknana ce ca Hamilton - oBoM QyRKLKHjOM.
[Tpema (14,6) uMamo : '

&=—=—o—-1e9 (18,2)

Ha Taj Hauud, 36or mocTojama IM0/bA eHeprujd 4YecTHle J[oAaje C€ 4naH
€@ — ToTeHUHWjanHa eHepruja ontepehema y momy. [logBmauuMo Ty OUTHY
OKONHOCT, L& EHepruja 3aBucH CaMo Of CKanapHor, a He W Ol BEKTOPCKOD
noTeduujana. Y Be3H ca QopMynoM H=rotA u ca (18,!) To 3Ha4y, nAa
MAFHETHO TOJ/be He yTHYe Ha eHeprujy onTepehema. Eneprujy 4ecTHlle MOXe
U3MHjEHUTH CaMo eNeKTpUYHO Tojbe. TO je y Besd ca YMEEHHMLOM 13, Kao WTOo
je HarnoMeHyToO Ha kpajy § 15, MarHeTHo TOJbe, HACYNpOT eNneKTPUYHOM, He
BpIIKM HHKaKaB paj Haj onTepehemeM.

Ako je jauuHa Tmo/ka y CBMM TadkaMa TIpOCTOpa jenHaka, OHfa ce Molbe
Ha3WBa XOMOreHo. MspasuMo CcKamapHd MOTEHUXjaqm XOMOreHOT eNIEKTPHYHOT
no/ma Tomohy jaynHe momea E. Jlako ce yBjepuTH, 1a je 3a XOMOreHO Iojbe

p=—Er, (18,3)

jep, axo je E = const., — 6uhe —gradp = grad (Et)= (EV)r-+E X rotr=E
(HaromumeMo na je rotr==0). ,

WMspasuMo cafa BEKTOPCKK MOTEHLMjall XOMOreHor MarHeTHOT I0Jba NOMOhy
jauMHe TOra mnojka H. J1ako je nmpoejeputH, Ha ce noTeHuujan A Moxe HanUucaTH
y 0O6mnHKYy:

=—;-(.H r). (18,4)

W saucrta, yseswu y ob3up Aa je H = const., HanasuMo noMohy Mo3HATHX
cdopMyna BEKTOPCKE aHalu3e:

rot(HX 1)=Hdivr—HY)r=2H

(namomutbeMo na je divr=23).
‘BeKTOpCcKK IMOTEHLMjan XOMOFEHOr MarHeTHOr Moika MoXe ce y3eTH H
Ipykduje, Ha mp. y OGIHKY

Ac=—Hy, Ay=A=0 (185)

(oca Z je ysera MyX BEKTOpA H). Buamueo je, na ¥ 3a Taj Ha4iMH ysuMarba
pextopa A Baxu H = rot A.
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3anpaTak

|. HankcaTH BapHjallMOHHM NPHHLHI 32 TpajeKTOpHjy 4ecTHle (Maupertius—os NpPHHLHN) ¥
CTaNHOM eNleKTPOMAarHeTHOM ToibY H penaTHBHCTHYKO] MEXaHHUH.

Pjewewe: Kao mTo je H3 MexaHHke nosuato, Maupertius-os ce MpHHLAIL cacTojH Y
ToMe Ba, aKo Ce ToTanHa eHepryja 4ecTule OApXard (kpeTate y CTanHOM no/by), OHLZ Ce H:EHa
TpajekTopHja MOXe OIpelLHTH U3 BapHjalHOHE jenHa4HHeE!:

ader=G,

roje je P reHepanucaHd HMIyNC HECTHUE, uapameH nomohy eHepruje H nxdepeHuujana KOOpPLH-
; . g e
HaTa, a HHTErpan ce y3uMa Ay} TD3aJeKTOpH]e yectuue. 3amjedom P =p + ?A H y3 HamnoMeHy,

Znace pH dr moxnamnajy, nobuea ce:

55.(pd1+-%ﬁdr ):0,

raje je dl = ]/EF enement nyka. Hamaxerem p us p +-m? £ =(

8f1V(§b—;ﬂ>z—m2c2dl+%.ﬁdr}=0..

§19. Kperame y cTallHOM XOMOFEHOM €JNEeKTpUYHOM MO0/bY

@—E@Y

, AehHHHTHBHO
c

ce nobupa:

[TocMaTpajMo KpeTake onTepehesa € y XOMOreHOM CTalHOM eneKTPHYHOM
nomy E. Yamumo ocy X nyx mpaeua nomwa. Ako je MOYeTHa 6pauua (6p3uHa
y MOMEHTY {=0) v,, onpa he ce onTepeherse O4EBHAHO 32 HHTABO BpHjeMe
KpeTaTH y PaBHH Koja npoliasd Kpos pexiope E # Vi Vamumo Ty paBaH 3a
XV-paBan. Tana jenHaunHe KpeTarba (15:5), Ti.

p=¢E

(tauxa Hap P o3HayaBa nudepeHuupame Io BpemeHy) mobuBajy obnuk

dp:c dp}'
WZEE, F:O.
ojakne :
pe—=eEt, py=DPs (19.1)
TMoyeTak pauyyHatba BpEMEHA (Tj. MOMEHT {=0) ysenu CMO y MOMEHTY
kana je p,=0; p, je uMIysic 4ecTHle y TOM MOMEHTY.
Kunetuuka eHepruja & uecTuLe (eHepmja'663 rnoTeHUHUjanHe eHepruje
y momy) jenHaka je, mpema (10,3), & = ¢ [ m? ¢* -+ p?. CraBmajyhu oezje (19,1)
Hanma3UMo 3a Hall Ccly4a]

& =|mrctFcipi+(ceEQ)™

C?-
pema (10,5) OpsuHa HecTHLE e Vﬂ_p—@—- 3a GpauHe v, = X HMaMo,
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faKyie, 3a Hall cny4aj
dx c®eEl

dt ~ Y&+ (ceEl)?

#

raje je @ochmﬂ c*-} p? euepruja sa f=0. HHTerpupameM Hanasumo:

x=£l{€9§ + (ceED?’ (19,2)

Y3uMaMo Jia je KOHCTaHTa MHTerpupawa jefiHaka HYIH.
3a oppefjuBame y uMamo

d_y:py6'2= Po C*
a & &+ (ceER]

ojakne je
N Y4 hceEt‘_
Y= ETE T,

(19,3)

JepgHauuHy TpajexTOpHje HanaskMo, aKo H3 (19,3) uspasumo ¢ nomohy y
u yepctiamo y (19,2). To maje:

x:ﬁch eEy

. 19,4)
“eE " p¢ (

Ha Taj Ha4MH y XOMOreHOM eNeKTpH4HOM Nomby onTepeheme cé Kpehe mo
JTaH4YaHHLH, ' '

Axo je 6pauHa uecTtuue v<<C, OHEA C€& MOXe CTaBHTH Do ==MUy,

eE 1
&, =mc?a ch > i’ MOXE Ce pAa3BHTH y DeX 10 CTeneHHMa ?,Tana Lno6u-
0
paMo, ¢ TayHowhy A0 uYnaHOBa BHIUEr peja:
eE ; , ‘
- x= ye, | (19,5)
2m vg

Tj. ontepeheme ce xpehe mo mapaonu, a TO je PesyNTAaT Koju je RoGpo mosHaT
M3 KJIaCHMYHE MEeXaHHKE. -

§ 20. Kperame y CTAlIHOM XOMOT€HOM MarHeTHOM IOJbY

[MocMaTpajMo kpeTawe onTepehera € y XOMOreHOM MAarHeéTHOM IOJbY H.
Y3MuMo ocy Z myx mpaBla no/ba. JeiHadydHy KpeTarba

p=—(VXH)

NperuIMMO y JApyroM ofnuky, cTaBibajyhu MjecTo uMmynca, npema (10,6),
&v

2
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roje je & — eHepruja 4yecTHLeE, Koja je, Kao IITO 3HaMO W3 § 18, y MarHeTHOM
NoJby KOHCTaHTHa. Taja jefHayWHe KpeTarba A00HBajy O0G6IHK

& dv
== VXH, (20.1)
WY, Y KOMIIOHEHTaMma
V=0V, Vy=—0v, v,=0, (20,2)

rije CMO yBENH O3HaKy

__ecH
7

IMoMHOMUMO ca [ APYry OA jeRHauMHA (20,2) u cabepuMo ca npBOM.
Hanasumo:

(20,3)

2 et i) =—10 @ tiv,)

onaKie je
vy fivy=ae"i*b

Tje je @ — KOMMIEKCHA KOHCTaHTa. MoXeMo je HamucaTH y 06nuKYy @=v, e~ '
rije cy v, ¥ a peanHu. Tama je:

v+ iv, = vme“i(“’t+ a) ,

112, OfBajakbeM DEanHoOr Of HMMarupaHor nujena, HanasHuMo:

v, =1wpcos(wi+a), ry=—vy,sin(wi4 a). (20,4)
KoncTaute v, ¥ o onpebyjy Ce M3 MOYeTHMX ycrosa; ¢ je ModYeTHa (asa, a
LITO Ce TH4Ye ¥,y — TO Ce H3 (20,4) BHIH, Lia je

i Wi L2
"l.‘gf e V'bx-{—-'{)y,

'rj." Uy je Op3HHA YECTHLE y PaBHH XY, koja npu kperamy ocTaje KOHCTaHTHA.
Wuterpupajyhu jow jemahnyr, HanasuMmo u3 (20,4)

x—x,+rsin(otta), y=yofreos(@t+a), (20,5)
rje je ’ '
Vot __ Vat & r:pf

~ o ecH (20.6)

(p; je npojexunja umnynca Ha pasaH X ¥Y). Hs Tpehe jennaumne (20,2) Hana-
3UMO ¥ ==y, H ‘

2=2Zy+ vy, t; e (20,7)
Xy Vo» 20 Cy TIOYETHE KOODAUHATE YECTHLE. '

Hs (20, 5) u (20,7) BUIM ce, §a Ce y XOMOT€HOM MarHeTHOM TMOIbY ONTEpe-
hewe Kpehe mo 3aBojHMLM, uMja je oca-JyX MarHeTHOr IOJba, a pajMyc 7 ce
oppehyje u3 (20,6). Bpsuna uecTuue je MPUTOM KOHCTaHTHa. Y cneuujanHoM

Teopuja nmoma 4
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cny4ajy, Kaga je vy, =0, Tj. Kaja onTepehewe HeMa 6p3MHe IyX TMoJba, OHIUa
ce oHo kpehe mo mepudepHju Kpyra y paBHH HOPMANHO] Ha MOJbY.

BenuuuHa () je, Kao IUTO ce BuAM U3 (GopMyna, LHKIHYHA (bpexkBeHLH]a
obpTara 4YeCcTHLe y paBHH HOPManHoj Ha Moiby.

Ako je 6pauHa dYecTHlle Mana, MOXe Ceé MPUGMHKHO CTaBUTH G=Hhe%
Taga d¢pexkBeHLHja () TOCTaje

eH
= —, 20,8
W mc ( )
3aganH:

|. Oppenutd (pekseHuuje ocuunauyja onTepeheHor NPOCTOPHOr oCUMNaTOPa, KOjH Ce
HaNa3M y CTaNHOM XOMOFEHOM MarHeTHOM Molby; COTCTBeHa (pekseHLMja ocCUMNAnu]ja ocLHnaTopa
(v oTcycTBy mosba) M3HOCH . - - ‘

Pjememe: JeiHaynHe NPUHYA~ MX OCL4IALMja OCHMNATOpPa y MATHETHOM MOJLY
(opujenTucanoM myx oce 2) rmace: :

X+ o x et y+ oy eHic z4 wfz=0
() = — V) @ YRS < @ = U,
0 mcy y A me’ o
MHoXemeM Apyre jemHauuHe ca [ M cabupameM ca NPBOM, HanasuMo
5 o eH .
me-

raje je £=x -+ [y. Onasge HanasuMo, na ¢pexeeruMje OCLMNAaLKja OCUMIATOpPa Y PaBHH, Koja
je HopManHa Ha Mnofbe, H3HOCE! ’

5 1 (eH ¥, #H
== @ —_ =)+ —
@ \/ 0+ 4 \me/ — 2mc
AK6 je mome H cnabo, onpa osa dopMyna MpenasH y
eH
o+ —.
2mc

Ocuunauuje Ayx Tpaslia IO/ba OCTajy HENpoMHjerseHe.
2. Hahu npoMjeHy KpeTata HaeleKTpHCaHe 4YeCTHLe, Koja Ceé HanasH y MarHeTHOM nosey,
Kaja ce TO Mojse CIMopo MHjeksa.

Pjeme we: [lpd cropoM Mujersakmy YCNoBa KpeTama. Kao LITO je mo3HaTto, ocTajy
KOHCTaHTHe Taxo3BaHe amHabarcke mHpapujanTe. Kako je y paBHW, Koja jé HOpManHa Ha MarHeTHO

no/ke, KpeTame MepHONHYHO, TO je anHabaTcka MHBAapHjaHTa HHTerpan = Pt dr, yser za

LIMO TIEPHOJ KpeTara, ¥y NaToM ciy4ajy 1Mo Kpyry (P; je npojexunja reHdepamucaHor MMIynca ra

e
Hasefexy papaH). Ctasmajyhu P = pt + — A, nmamo
: &

I = qspptdr= gqutdr+§g3}\dr.

HanoMutbeMo, fia je y MPEOM 4naHy P¢ KOHCTaHTHO M0 aNCONyTHOj BEMHHHHH M opHjeH-
tucaHo ayx dr; Wa mpyru unad rpumjeuhemo Stokes-osy TeopeMy:

4
I=2xrpt+-c—Hﬂfz, 2
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C pt
roje je r-panuyc opbute. Creemajyhu r= —p.H - [8. (20,6)], Hana3umo:
e

3::(:1)?
e H

L}

OpnaBne ce BHAH, Aa ce NpM npoMjeHn H TaHreHUMjanHH HMOync p MHjersa MPOTOPLHOHANHO

BENHYHHH VH LLito ce THue uMnynca pz Ayx Bektopa H, on ce, ouurnemHo, He MHjema, ako
ce TIpH MPOMjeHH Mo/ba HE [ojaB/byje ENeKTPH4YHO MNOMkbE, koje 6u 6uno napanento ca H (na mpu-
Mjep, MPH OpOMjeHH MArHeTHOr noka y COJIEHOHAY).

§ 21. Kperame onrtepelieba y CTalHOM XOMOI'e€HOM €JIeKTPUYHOM
M MarHeTHOM IHOJbY

Hajsan, mocmaTpajMo kpeTawe onTepeherma y cnydyajy Kapa TNoCToje jepHo-
BPEMEHO M eNeKTPUYHO W MarieTHO MoJbe M TO o6a xoMoreHa M ctanHa. OBpje
ce OrpaHMYaBaMo Ha ciydaj, kaja je OpauHa onTepehewa v<< ¢, na je sato .
theros umnync p=mv. Kao wro heMo BuAjeTH ROUHH]E, 32 TO je HeomxoJjHO
noTpebHO fa eNeKTPUYHO Moske Oype Manuo y nopehewy ca MarHeTHHM.

Ocy Z yamumo nyx sektopa H, a xao pasan Y Z ysmuMo paBaH, Koja
nponasu kpo3 sektope H u E. Tapa ce jegHaqnHe KpeTama

. e .
mv=eE+?(vXH)
Mory ﬁanﬂca'rﬁ y OO6aHKY
. e -
x=—7YyH,
m 2 y
.e e -
myzeEy—?xH, (21,1)

mz=eE,.

Vs Tpehe om oBHX jepHauMHa BHAHU ce, Ad Ce ontepehewe ayx oce Z kpehe
paBHOMjepHO y6p3aHo, Tj.

__eE,

P
2m

224 vo t. (21,2)

Muoxehu ppyry on jeasauuna (21,1) ca i u cabupajyhu je ca mpsom,
Hahuhemo pa je

LGt 13) oG+ =i E

eH - . -
(a)m—m-—é) WUnTerpan ose jeiHauuHe raje ce X--Iy cMaTpa Kao HEMO3HaTa,
jemHak je s30Mpy HHTerpana MCTe jenHaudHe 6e3 LeCHe CTpaHe H napuujanHor

4%
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MHTerpana jefHaudHe ca JECHOM CTDPaHOM. lpeu on HHX j&e A€~ iwt a ppyru

eEy cEy
= . Ha Taj Hayuu je
m w H ] nl

$c+iJ}:ae—fwf +E§i.

KoHucTauTa @ je, yomuTe y3eBlId, KOMIUIEKCHA. Axo je HamuieMo y obnuky
a— belc ca peanHuM b W (,, BULMMO, KaKO je @ MOMHOXEMO Ca g =1et, “fa g8
hasu ¢ MOXe JaTH Ma Koja BPHjELHOCT, NpH HeMy CE ya oprosapajyhu HauyMH
onabepe ro4eTak payyHarba BpEMeHa. YamuMo je Tako, Aa @ byae peanHo. Tana,

pa3nBajatbeM HMMardHapHoOr OA peanHor Iujena y J'c+iy, nobrBaMo

3-C=acos wt—k—c%, _i).—:—asincot. (21,3)

YV MomenTy [=—0 Op3uHa je ynpaB/beHa Ay} 0CC X.

Bunumo, fa je 6p3uHa u4ecTHUe MEepHOAnHHa byHKUKja BpeMeHa. Cpenmwy
BpHjesHOCT OpsuHe nako je yahu, yseBwH y 063up ha je CPeira BpUjeHOCT

y cos @t = sin wf=0:

a . - cEV o
X =—, =0, 21,4
H u ( )

Ha Taj HauuH, cpenwsa OpsuHa AyX oce Y
jefHaka je HyNmH, a cpelitba Op3uHa LyX oce

y X, Tj. HOpMarnHO Ha MarHeTHOM M eNeKTpHd-
b HOM TIOTbY, PasnuudTa Ofi HyIE.
: Cee QopMyne oBor maparpaga Baxe 3a

cnyudaj, kapa je 6pa3uHa YecTHle Mana y Mo-
4 pehemy ca 6p3HHOM CBJETIOCTH. Hs. (21,3)

wnu (21,4) BUAMMO, Ja je 3aTo crieuujanHo

notpe6HO, fa ENEKTPHYHO ¥ MATHETHO TIOBE:
y  WcnyraBajy yCIOB

E, .
H <L (21,5)

©

a anconytHe Benwumse Ey u H mory Outn
Cn. 3 NpOU3BOJLHE.
WuTerpupaMo J joll jefaHnyT jefHauune
(21,3) 1 KOHCTaHTe HHTErpuparma yamemo Tako, Aa 3a =0 Oyne x=y==0,
no6uBaMo :

_a o ¢E
= sin wit - H £

; (21,6)
yz—gJ—(cos wt—1). )
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OBe jegHaurHe, MOCMaTpaHe Kao NapaMeTapcke jefHauuHe KpuBe, onpehyjy
Tako3BaHy TpoXouay. Y B3aBHCHOCTH Ol TOra, Aa M je afcollyTHa BEIHYHHA (

cE : . P
peha UMM Maka O arcojyTHe BeJNHYHHE ?2. npojeklMja TpajekTopHje ue- -

ctune Ha pasaH XY uMa o6nMK NpeTCTaB/beH PECNEeKTHBHO Ha CIL. 3a u 3b,

Axo je a—-——i”y oupa (21,6) npenasu y
cE, _ cEy
i | — N Fs , ,
COH(cot sin wf), wH( cos f) (21,7)

Tj. MpojexLdja TpajekTopHje Ha paBaH XY je udgnonna (CH- 30)-

¥

§ 22. Tensop eNeKTPOMarHeTHOr Mo/ba

Y § 15 usBenu cMO jeiHauynHe KpeTama ontepehema y momby, monasehn
on Lagrange-ose dyuxuuje (14,4) HanucaHe y TPOAHMEH3HOHANHOM 06NHKY.
Wspenumo cana ucTe jemnaunse u3 ajejctea (14,1) namucanor ca 4eTBOPOAUMEH-
3MOHANMHUM O3HaKaMa.

[TpuHLMN HajMaker njejcTBa Tiacu:
' b
68:6[(—mcds—|—%;4,dxf),—=0.\ (22,1)
o .

Kako je ds=|— dx}, nanasumo (rpannue uuTerpupama @ u b sbor kpaTkohe
HeheMo mHcaTH):

65=f[——-mcdds+§-6(Afdx,-)]¥f(nzc-q%ﬁrl_—i—f%adxi‘{‘

dx; d 0x;

e e £
—[—EﬁAfﬁdx,-)——f(mc er +E A;déxi‘]—z ?Aidxi)'_ 0.

[lpea gBa unaHa y u3pasy MOA HWHTerpauoM WHTerpupaheMo mnapUujasHO.

dax; .
OcuM Tora, y MpBOM YNaHy CTaBUMO — - = i, TAje CY &; — KOMMOHeHTe 4-Gp3uHe.

ds
Tapa je:

€ € e
f(— mc du,- 5x1- el E 0X; dA, + .C_ 6141 dxl') —l— (mc u; + LT Az) 5x1 =10, (22,2)
Ipyru unaH oBe jeNHa4yWHe jelHaK je HYJ'IH-, Gynyhu uHTerpan Bapupé y3 3anarTe
rpaHule, Tj. y3 rpaHuue (0xi)g =(0x;)p = 0. Hame je ’
| - B

SA, =22 ox,  dA=—"ldx,
0-\’& Oxk
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a npeMa TOMe .

e 0A e OA,

I(_ mc du; 0x; — ¢ ox dx; dxg—+ E—(E dx; 6x;) = 0.

%ds, a y npyroM u Tpehem dx;= U;ds.

OcuM Tora, y TpeheM umaHy saMujeHMMO HHIeKce [ H k (To HMWTA He MHjer:a,
jep ce mo MHAeKcHMa [ # k Bpum cymuparwe). Tapa je

du, e OAk OA,
|—me =X 4| 5=t ——=— | ux |0x;ds=0.
f[ ds +c(ax,- Oxf) e f
36or Tora wTo je OX; MPOW3BOILHO, CnUjefw, JHa jé H3pas IMONL HHTErpasioM
jenHak HynH, Tj.: ‘

HamuummMo y npeoM unady di;==

du; e M,E 0A;
.—_-! i —-———————t . 22,3
ds ¢ ( 0x; Oxf)u‘ 2.5
YBenuMo o03Haky
0A;, O0A
R, P EEE 22,4
F“E Ox,- Oxn ( )

Tensop F;, Hasupa Ce TEH3Op ENEKTPOMAarHeTHOr MO/ba. JeiHauuHe Kperatba
(22,3) Tana mobuBajy 0OnHK

du,- e ’
_— .. 22,5
me— (:F“E £ (22,5)

Ope ueTHpH jenHauude (3a i==1, 2, 3, 4) jemgHauMH® CY KpeTama OnTe-
pehema y enexTpOMarHeTHOM MoJby y 4eTBOPORMMEH3HOHAIIHOM 06NHKY.

M3 pedunuuuje teusopa [y, cnujend, na je
Fg=—Fgu (22’6)

Tj. TEH30p €NeKTPOMAarHeTHOT I0JbA jé aHTHCHMETPHHaH. lMpemMa TOMe 3a [ =K
6uhe F;,=0.

Axo ce, y (22,4) ctasu Ay 3= Ay y . Ay=1[¢, nako ca Hanase ciu-
jenche BpMjeNHOCTH MOjeliMHUX KOMIOHEHaTa TEH30pa Fie

Fjy=Fg="F3="F4,=0,
Fiy=—Fy=H, Fu=— 41=—_“—"fEm
Fy3=—F3 =—Hy F24"‘—'—F42=_fEJh
Fyy=—F3 =H,, Fgy=—F,z=—IiE.,

To ce MOXe HaNHUCaTH H y OGNHKY Tabnmuue:

| o o  H i .
(Fi) = 2 S (22,7),

iE,  iEy 1E; 0
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Ha Taj HauWH, KOMMOHEHTE jauWHe €NEKTPHYHOr M MArHeTHOT MO0Jka KOM-
IOHEHTe Cy jenHor 4 - TeH3opa eNeKTPOMAarHeTHOr Mojba.

Ws (22,7) eund ce, ia Cy MPOCTOpHe KOMIOHEHTE TEH30pa Fie (1j. xom-
nouente ca i, k=1,2,3) BesaHe 3a MarHeTHO IOJbE. KoMMoHeHTe MarHeTHOT
nomi H, Hanme, cauumasajy TPOAHMEH3HOHANHM aHTHCHMETPHUHH TEH30p 2. peaa.
To 3Hayd, Kao IWITO je Mo3HaTo, Aa.je BEKTOP H akcujanuu Bextop (B. § 6).

lllTo ce THue KOMMOHeHaTa enexTpuyHor mnoma E, oHe cy BpeMeHCke
xomrioHenTe Fj; (jemHo on [ unu k jenHako je 4). Bexrtop E ouesupro je 06uuny,
Tj. monapH¥ BEKTOP. :

Tlomohy (22,7) u (7,2) ysjepuheMo ce, Aa cy TNpBe TPH jennaunne (22,5)
HIEHTHYHEe ca jefHauMHaMa KpeTarba (15,5), a ueTBpTa ca jeAHAYHHOM (18,7},
[la cy, npeMa TOMe, CaMo TPH ON HHX Mehyco6HO He3aBHCHE MOXe Cé JaKO To-
Ka3aTH HEMOCPENHHM MHOXeHeM 00Hjy cTpaHa (22,5) ca u;. Tapa cy, y Bé3H ca
(7,6) w (22,6), ofje cTpaHe jenHaunHe UIEHTUYHO jelHaKe HYIH.

Axo ce y BapujauujH 0 S mocmartpajy caMmoO rpaee TpajekTopHje, OHAa je
npeu unad y (22,2) MAEHTHYHO jefHAK HYJH. llpyru unas, y KoMe ce jefiHa OA
rpaHudla cMmaTpa Kao NpoMjeHTLUBA, haje pudepeHLHjan AjejcTBa Kao yHKLH]Y
on xoopmuHaTa. Ha Taj HauuH je:

6S=(mcul—|—%Af)6x,—. | (22,8)

OnaBne je: _
0S8 e e
= , s Py b Ay 2
%, mecu -+ CA, pi+ CA, (22,9)

oS ' :
4 - BEKTOD Ca KOMIIOHEHTaMa o MpeTcTaB/ba BEKTOp TeHepanucaHor HM-
Xi
nynca uectuue P;. Kopuctehn uspase 3a koMnoHeHTe 4-6p3vHe U 4 -MOTEH-

u4jana, HanasHMo cnujepehe M3pase 3a KOMIOHEHTE Py

e i ,
P,=p, —|—_87Ac: ) P4=_C"(®Ein+ecp)' (22’10)
o mc® - : .
raje je Ggpn = = [TpocTopHE KOMMOHEHTe 4 -BEeKTopa P; o6pasyjy,
-

Kao WTO TO H Tpeﬁa aa ﬁy,u.e, TPOOHUMEH3HOHAIIHH BEKTOP reHepanucaHor UMIIyJIca

i &
(14,5). BpemeHcka mak KOMMOHEHTa je, xao u y § 10, G raje je & TOoTanHa

eHeprija omrepeherma y mMoby.
Y Besu ca uYMIEHHMLOM 13 je u? =—1, uMaMo ~

e 2
(P,- = A,) =—m*c? _ (22,11)

0 ,
penaumjy, Koja ce moknana ca (14,7). Bamjenom P; ca»—E no6usamo Hamilton —

ax,-
Jacobi - esy jenuaunuy (14,11) y 4eTBOPOAMMEH3HOHANHOM 06NHKY:
(BS e

2
e = i) + m?c*=0. \ (22,12)
I . .
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3apganH:

I. Oppeputn KpeTate onTepehema, koje ce kpehe GpsuHoM 6nuckoj Gp3WHH CBJeTNOCTH,

y enexkTpomaruetHoM nosvy, raje cy E u H napanenuu.
Pjeweme: Yaumajyhu ocy Z ayx noma, Hanasumo jefHauuHe KpeTama (21,4) y obnury

: [
A=—z==_ .
(ysenmm KOHCTAaHTY m 02)
x=AHYy, y=—AHzx, z=cEAl ct=FE1z

; .5
TauKe Hal X, ¥, 2, f, oeije o3Hayapajy AMbepeHUMpPaH-E MO §), y3 NOMYHCKH YCIOB Uy =x;=—1
Osaj cucTeM jenHauuHa pasgeaja ce Ha fBa Napa HE3aBHCHHX jeAHAYMHA, Hurerpanujom THX
jemmauMHa ofroBapajyhuM H3GopoM NpPOM3BO/LHE KOHCTAaHTE (MOYETaK payyHzba §, MOYETaK W npa-

Bal oca X u ¥) mo6usame TpajexTopujy y mapametapckom 06NHKYy:

_a L , Y1 +a?
X=_—sinlHs, y—mcosle, zmTchlES,

1H
_Vita e

¢b="—p—

(a je mpoussomHa KoHCTaHTa). Hanomuiemn, 1na je nc6HBeHa TpajeKTOpHja KpYXHA ChOMpana

monynpeyHuka — .

| H.

2. Wcru cnyuaj y enexTpomarueTHoM momy kaia je E
Pjewewe: Yaumajyhu ocy Z nyx H a ocy ¥ myx E, nanasumo jelHasHHe KpeTamba:

Xx=AHy, y=1Ect—iHx, z=0, ci=AlHy.
: — 1) ¥ ysuMameM KOOPAHHATHOr To-

Hurterpupamwem 0sux jefHauuHa (y3 HOMYHCKH YCNOB 0=
4yeTKa Ha OfroBapajyhu HauuH, HanasuMmo ciujefehe napamerapcke jefHaudHe TpajexTopuje:

3a H>E:

1
ﬁz_:'f;(?'Hsman EBo), y=ycose, 2=uao,

ct———l—_(yEsina+Hﬁa),

CVHT—E®

rije cy KOHCTaHTe a, f, y BesaHe penalHjoM
1

2 g2 = -
p?—a®—y 7 (HE— B3

a mapameTap ¢ BesaH ca § penauujom o= s 1|/ H? — E2.

Sa H E: o

VEnl_Hz(?HShG—{—ﬂEG)' y=ycho, 2=ao,
Hz(yEsha-}—ﬂHg), ‘

1
Ct=_VE—z__—_
1

o R, (ORR . {SORAGR
7 @ p 12(52_}{2)
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" 3aE=H:

;‘LZ
S = e

8 a*—p +H2 '

X=—oa -+ g, Yy=—20% Z=a0,

28 : 7

12

2 2 S

. ct———“+a+ﬁ+mo

I 2 8 :

Thje ¢y a, f ABMje HeaaBHCHE KOKCTaHTE.

§ 23. Lorentz - oBe TpaHchopMauuje sa noJbe

Y oBoM maparpady Hahu heMo TpaucdopmauuoHe (opMyne 3a Moibe, Tj,
dopMyne, Mo KojuMa ce MOXE TII0Jbe OAPENUTH Yy jeflHOM HMHEepLHjaJHOM CHCTeMy
pedepeHunje, Kafga jeé TO NOJbe MO3HATO Yy IPYrOM CHCTEMY.

dopmyne, TpaHcdopMEpaHe 3a MOTEHLMjane, Hanase Ce HEMNOCPERHO U3
OMUTHX TpaHchopmauuonux dopmMyna 4 -sektopa (6,2). Kako cy xoMmmoHeHTe
BekTopa A;: Ay y 2 ¢, Nako HanasuMo

V
A’x —|" —C‘P’ - ':F’ir —l— A Afx
r

sz———_vz_, Ay=A4y, A=A, o= s
f= T 1_,F
TpauchopmMaunode dopmyne 3a. KoMIoHeHTe TeHsopa F;. Morne 6u ce
Hahu npema ommroj ¢opmynu (6,4) sa TpaHcdopMauujy 4 - TeH3opa. MehyTum,
jenHOCTaBHHje je MOCTYNHTH Ha cnujenehd HauuH. [ToTcjeTuMo ce Ha TO, nha je
npenas ca cucreMa pedepenuuje K Ha cuctem K', koju ce y opmHocy Ha K
kpehe gy oce X, exBuBaneHTad poTauWju y PpaBHM X7 y 4eTBOPOAMMEH-
SHOHANHOM TpOCTOPY X, V, Z, ¥, (B. § 4). KomnoHente Tensopa, mak, TpaHcdop-
MHpajy ce Kao MpOM3BOf ABajy oarosapajyhux koopmuHata. KoopruHate Xy, =Y

M X;=2 HE MHjemajy ce npu Toj TpaHchopmauuju. M3 Tora pasmora He MH-
jewa ce Hu Fg:

(23,1)

Fog=F'y3. (23,2)

Kako ce koophuHaTe y H Z He MHjewbajy, KoMIOHeHTe Fiy, Fig, U Fyo, Fyy
TpaHchOpMHUpajy ce jeJHOCTABHO, PECIMEKTHBHO Kao KOOPAMHATE X; =X H X ==7.

TlpeMa dopmynama (6,4) nako HanasuMmo :

, .V . , s ¥ o=
Flzhl?F'm F42+l“c_F12
Fia= ve ) Fpu= Ve )
s i
€* : c*
’ (23.3)
! ; V ! oy v by 4
F13—l?F43 FlagHt— Fyy
Fg = Fy3=
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3a ogpehusame TpanchopMauuje KoMnoHeHTe [, HanoMumeMo cnujenehe!
Kao0 WITO je M03HATO, AHTHCHMETPWHYAH TEH30p pefa, jefHaKor 6pojy AHMeH3H]a
npoctopa (ynop. y § 6 o reHsopuMa €ielm M Cupy), OCTAje HHBADHUjaHTaH MpH
poTauMjH KOODAHHATHOr CHCTeMa y ToM mpoctopy. Portaumnja kooppusaTHoOr cu-
cteMa X, Y, Z, T, y paBHd X T MOXe Ce, OYMINIEHO, MOCMATPaTH Kao pOTalHja
ABONMMEH3HOHANHOT CHCTEMa KOOpAMHAaTa X, T Yy ABOAHMEH3MOHANHOM NPOCTOPY.
Tensop ca xomnonentamMa [y, =F, =0 F;,=—F,, y TOM CHCTeMy je TEH30p
pena, Koju je jeaHak Opojy nuMenauja. [Ipema ToMe je Kox portauuje y pasuu X7©

F14:F’14' (23’4)

YBpcTiMo capa y (23,2) — (23,4) MjecTo koMnoHeHaTa Fj;, HHX0BE H3pase
nomohy komnoHeHata moma E u H npema (22,7). Tapa wanasumo cnujepehe
TpaHcopMauuoHe (GOopMyse 3a ENEeKTPHYHO MOTLE:

E’y'f—l;‘H'z E’z—_V“H'y
' ¢ ¢
E,=FEy, Ey= vl B, = = . (23,5)
Vi-% Vi-%
M 332 MarHeTHO TIOJbe:
! - / V 4 V /
Hy—?E'z Hz—l—"—c—'Ey
Hx:-H’x, Hy:’_‘—‘—.:.—_.—, sz (23,6)

2 / 2
\/I_Vo ]/l—vz
g2 : ‘ ¢

Ha Taj HauuH, eNeKTPHYHO W MArHETHO TNoJbe, Kao ¥ BehHHa (H3HYKHX
BeNMYUHA, peNaTHBHA CY, Tj. HHXOBe OCOOHHE Cy Das3NUYyHTe Y Pa3HHUM CHCTe-
MuMa pegepeHudje. CneuujandHo, eNEeKTPUYHO M MAarHeTHO II0Tbe MOXe OHTH
PaBHO HYNH y jeRHOM CHCTEMy [IOCMaTpara, a y HCTO BpHjeMe MOCTOjaTH ¥
IpyroM CHCTEMY. '

3a cnyuaj V<< c tpauchopmaunone dopmyne (23,5), (23,6) ce sHaTHO

: %4
ynpowhyjy. Taga us (23,5) u (23,6), ¢ Tauydowhy no unaHoBa pema —, HMaMo:
‘ e

Esz,x; EJ’:E’J"{_CKH;; Ez'“:E’z_%H’ ’

¥
¢

’ ’ ’ V ‘I‘
HxZH’x, Hy%—_H‘y_"" Ez, Hz.:Hz_*"_c—Ey.

Ose dopmyne Mory ce HanmucaTH y BEKTOPCKOM OGIHKY:

E=E’—}—%(H’><v), : HzH’——%(E’XV). (23.7)

~

dopmyrie 3a obpHyTy TpaHchopmauujy uz K’y K nobupajy ce HemocpeaHo
us (23,5) — (23,7) npomjeHom sHaka mpep V.

Axo je y cucremy K’ marHetHo mnome H'=0, ouga mehy enextpuunum
W MarHeTHHM nojeeM y cHcTeMy K TMOCTOjU penauwuja: ,

H=~l~(V><E), (23.8)

c

WITO Ce naKo. fokasyje Ha ocxosy (23,5) u (23,6).
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Axo je, nak, y K’ nome E'=0, ouga je y cucremy K

! | E:—L(VXH)Z. (23,9)

c

Y ofa cnydaja cy, mpeMa TOMe, y CHCTeMy K MarHeTHO H €JeKTDHYHO TO7be
Mehyco6HO HopManHa.

§ 24. UaBapujanTe noba

Opn kOMMOHeHaTa TEH30pa eNeKTPOMAarHeTHOr Mojba MOry Ce CacTaBHTH
MHBapHjaHTHE BeJIMYHHe, KOj& Ce He MUjersajy npv npenasy ca jenHor HHep-
LujanHor cHcTeMa pedepenuuje Ha apyrd. [a 6UCMO HAlUIH CBe TaKEe HHBApH-
jaHTe mocTynuhemo aHanorHo onpehuBary HHBapHjaHATa CHMETPHUYHOr TEH30pa
apyror pepa. Ako je A;; Takas TéH30p, OHAa, Kao ILUTO je IMO3HATO, Tpeba
H3jefHAYHTH Ca HYNMOM AE€TEPMHHAHTY:

Kopujenu oBe jefHauMHe NMpeTCTaB/bajy rlnaBHe BPHjEAHOCTH CHMETPHYHOT TeH30pa
A;¢ M TO Cy H€roBe HHBapHjaHTe. McTto To, OYeBHIHO, ORHOCH C€ M Ha Koedu-
LMjeHTe y3 pasHe CTeMeHe y TOj jefHa4HHH, KOjd ce O06HYHO H y3nMajy Kao
OCHOBHE HHBapHjaHTEe. :

3a aHTHCHMEeTpHW4YaH TEeH30p, Kao IUTO je TEeH30p F e omnepaunja npuBo-
hema Ha JujaroHanHu 0oO6NMK, O4YEBHAHO, HEMa CMHCIA. Hnak je moryhe mocmy-
WUTH Ce ONHCAHMM HAYyWMHOM TIpH Hanaxemwy WHBapHjaHaTa TakBOr TEH30pa,
rije, HapaeHO KopHjeHu A Hehe MMAaTH CMHCao INaBHHX BpHjeNHOCTH TEH30pa.

Ha ocHOBY HM3HOMEHOr HAMUIUKUMO jefHAYHHY _
WFiﬁ“—)vafH:O- '-

Jako je BumjeTH, Ba he y TOj jeAHayuHM MOCTOjaTH CaMO UI2HOBH ca napHUM
crenenuMa A. CTBapHO,- IeTEDMHHaHTa Ce He MHj€ma, ako ce 3aMHjeHe BpCTe
v xonoHe. OcuM Tora, JAeTepMUHaHTa MapHOr Pefa He MHjema Ce NpOMjeHOoM
sHaka CBUX BenuuuHa. [Ipema Tome, 360r aHTHCHMETPHYHOCTH Fi, 6uhe:

' [F,vg-—lém|=|Fﬁ—laﬂl=l——F,-g—M,-gl-——-|_F,-k—|—15m1-
Cao6pasHo ToMe, y jeiHaunHy sa A Guhe cmera RBa xoeuuujeHa pasnuyHTa
on Hyne — y3 A® u y3 A', T|. aHTHCHMeTpHYaH TEH30p 2..-peAa KapakTepHlle

ce cBera ABjeMa HHBapHjaHTaMa.
YepctuMo nd uspase (22,7) 3a KOMIIOHEHTE TeH30pa F;., ouma Ge3 Te-
wkohe pasBHjaMO [ETEPMHHAHTY M HanasvMo:

A - A (H? — E*) — (H-E)? =0

(npu pasBHjary IeTEPMHHAHTE 3TONHO jé KOOPAWHATHE OCe y3eTH Ha Taj Ha4MH,

. Ia jemHa Of oca, peuuMMo oca Z Oyhe OpHjeHTHCaHZ RYyX H, a na sextop E

6yne y pasid Y Z). Ha Taj HauuH, MHBapHjaHTe Cy cnujefehe BenuuuHE :
H? — E? = invar., 1 (24.1)
EH = invar. (24,2)



60 OMTEPEREHE (HAEJIEKTPUCAHA HYECTHLA) ¥ TOIbY IJL 11

HUssenenn pesyntat mokasyje, na Cy jeRHHO OBe HHBapHjaHTe MehycobHo
HesaBucHe. CBaka ce Jpyra WHBapHjaHTa MOXe HAMMCaTH Kao pyHKUHja THX
IOBHjY.

Musapujante (24,1) u (24,2) Hanncane y 4eTBOPONMMEH3HOHANHOM OBMKY,
Kao IUTO je BHATbMBO, MMajy 06NHK

FZ, (24,3)
eiﬂm Ft'é Flml (24'4)

TAj€ j€ €jx1, MOTIYHO aHTHCHUMETPHYAH jeJMHHYHM TeH30p 4-pega (. §6).

HeonxonHo je wanomenyTH, na Benuuuna e, Fi¢ Fi (unu, n#pyxkuuje
EH), crtporo ysesww Huje ckanap, wero mceymockanap. To ce BHAM KaKo Ha
F€HOT 4eTBODPOAMMEH3HOHANHOr MpHKasHBaka (NpoM3BOA TeH30pa F;, ca meMy
AyanHuM, B. § 6), TaKO H W3 TPOAMMEH3HOHANHOr (MPOM3BOA aKCHjalHOr BEKTOpa
H ca monapuum BexTopom E). Ilpasu ckanap je (EH)Z

W3 uHBapHjaHTHOCTH NiBajy HaBeJeHMX M3pasa Msnase ciujefehu 3axmyyuy:
AKO Cy eneXTPHYHO M MAarHeTHO MMOJke y Ma KOjeM CHCTEMy pedepenuuje mehy-
cobuo Hopmanuu, Tj. EH =0, ospa cy ouu HopManum um y cmakoMm apyrom
MHepLHMjanHoM cucTeMy pedepenunje [npema (24,2)]. Axo cy ancomyTHe BemuuHHe
E u H y mva xom cuctemy pedepenunje jemuaxke Mehy coBoM, onpa Cy OHe
jenHake M y Ma KOoMe 1pyroMm cucTeMy [npema (24,1)]. -

OueBupHo Baxe M cnujenehe HejeaHakocTH: AKO je y 6GHMIO KOM CHCTeMy
pedeperunje E > H (win E <CH), Taza je M y CBakOoM [pyroM CHCTeMy
E>H (unu E < H). Axo y 6uno xome cuctemy pedepenunje exktopu E u H
YHHe owTap (MMM Tym) yrao, oHaa he M y CBAaKOM [IPYrOoM CHCTEMY YHHHUTH
owTtap (Mnu Tym) yrao,

Lorentz-osoM TpaucdopmaurjoM ysujek ce Moxe moctuhd To, fa 6u E u H
ROBUNM Ma KOje BpHjeNHOCTH, koje 64 McnyH-aBane camo Taj ycnos, na E2— 2
u EH umajy sapare onpehene BpujemnocTd. ‘Hamoce, yBijek ce Moxe Hahu
TaKaB HMHEepUHjalHH cHCcTeM pedepeHUHje, Yy KOMe Cy €NeKTPHYHO M MAarHeTHO
no/e y naToj Tayku mnapanenHa mehy cobom. Y Ttom cuctemy je EH = EH,
H M3 JOBHjy jefHaYMHA ‘

E? — H*—=E2 —H?} EH=E,H,

Mory ce uahu BpujesHoctd E u H y Tom cucremy pedepenunje (E, u H, cy
€NIEKTPHYHO M MATHETHO MOJLE y TMONAa3HOM CHCTeMy pedepeHuHje).

Msysetan je cnydaj, xama cy o6je uHBapHjaHTe jegHake Hymd. Y TOM
cnydajy cy E mw H y cBum cucremuma pedepenunje jemHaku W Mehy cobom
HOpPMAaIIHH.

Ako je EH =0, ysujex je moryhHo Hahu Takap cucTeM pedepeHumje
y xome je E=0 unu H=0 (mpema Tome, na mu je E2— H? < unu > 0),
Tj. MOJ/b€ je WIIM YUCTO eNEeKTPUYHO, HMIM YHCTO MarHeTHo. M o6pHyTo, ako je 'y
6uno xome cucremy pedepenunje E=0 unu H = 0 onna he y cpakom IpyroM
cHCTeMy OHH 6uTH MehycofHo HopManHuu.

3agaTack:

Oxpenutu 6psuHy cucTeMa pedepeHUHje, y KOMe Cy ENeKTPMYHO W MarHeTHO IOk Ta-
panensa, : :
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Pjewete: — [loctoju Geckonayso MHoro cuctema K', Koju HCNyHaBajy MOCTABILEHH
ycnos. AKo je HaheH jeaaH of mHX, oHa he MCTy ocolMHy HMMaTH H Ma KOJH IDYrH CHCTEM,
xoju ce y ofHocy Ha mpeu Kpehe 6p3uHOM, Koja je ycMjepera Jyx OmwTer npaBna noma EuH.
TpeMa ToMe, JOBOJLHO je OAPERMTH Of THX CHCTeMa OHaj, 4Mja je OpsHHa HOpManHa Ha o6a mnoma.
Axo mpaBai] 6p3uHe y3MeMo Kao 0Cy X H ysMeMo y o63up, Ra je y CHCTeMy K :Ex=Hx=0,
E'y Hz — E'z H'y = 0, nomohy gopmyna (23,5—6) sa Gpauny V cucTeMa y ORHOCY Ha MONa3HH
cucteM pobBupaMo cnujesehy jeiHaduMHy:

v

c EXH

Vi B4 H

2

I —
c

(on LBSajy KOopHjeHa KBaJpaTHe jemHaynue, pasymuje ce, Tpeba yseTd oHaj, 34 koju je V < ).



rJTABA IV

JEAHAYHHE I0JbA

§ 25. Ilpeu nap Maxwell-oBHX jeIHa4uHa

W3 wuspasa H=rot A, E= —%_ £)(.-;-J-?“——gradcp [(15,3) u (15,4)] sa

nosa E u H nako ce nobuBajy jenHauMHe 3a Ta IOJba, Tj. penauuje Koje
cappxe camo E u H. lputom uz wuspazsa 3a E u H Mopamo enuMuuncatw
noteHuujane A u @. 36or Tora hemo ompemutH rot E: -

rot E = — %%rotA——-rotgradcp.

Ho, porop ceakor rpapujesrta jennax je Hynu, a rot A =H. [Haxne,

1 oH
rotE‘:—-———C '-5'5' ' ‘(25:1)

o

Ysaumajyhu nuBepreHuujy o6je ctpade jeguauude rot A=H, u ca Hanomenowm,
Ja je AMBEpreHUWja CBaKOr pOTopa jefHaKa HYNH, HanasuMmo - '

divH = 0. (25,2)

~ Jemnaumne (25,1) u (25,2) uasusajy ce npeu mnap Maxwell-oBux jenHa-
yuna')., HanomumeMo, na oBe 1BMje jefHauuHe He oppehyjy jom NOTHyHO oco-
6une moma. To ce BUAM Mo ToMe, IUTO OHE ofpehyjy NpoMjeHy MarHeTHOr

E

ot at

Jennauune (25,1) u (25,2) Mory ce HamMCaTH M y MHTErpamHOM OGIHKY.
Mpema (Gauss-osoj Teopemu je

| fdideVzgSHﬁ,

1) Maxwell-ose jennauuue - oCHOBHE jepHaunHe enmekTpoanHamuke Maxwell je dopmynucas
1860-THx roguHa.

oH
rno/ba ca BpPEMEHOM (usson ———), and He opapehyjy H3Box
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rije ce WHTerpan Ha JeCHOj CTPaHH y3MMa N0 4YMTaBOj 3aTBOPEHO] NOBPIUMHH
Koja ofyXBaTa 3ampeMHHy, N0 K0joj Ceé Ha JIMjeBOj CTpaHH uHTerpupa. Ha ocHomy

(25,2) umamo
(ﬁ/ Hdi =0. | " (25,3)

VHTerpan BekTOpa Mo HEKo] MOBPIUMHM HasWBa Ce (UIYKC BEKTOpPa Kpo3 Ty
nospwkHy. Ha Taj Hauud, (rykc MarHeTHOT NOJba KPO3 CBaky 3aTBOPEHY IOBp-
ITHHY jeAHaK je HYJH.

[Mpema Stokes-oBoj TeopemH je:

f-rot E df = gﬁEdl.

rjije ce MHTerpan Ha RECHOj CTPaHH y3uWMa MO 3aTBOPEHO] KOHTYpH, Koja oby-
XBaTa MOBPIIHHY, NO KOjoj Ce Ha NMjeBoj cTpaHu HHTerpupa. M3 (25,1) Hanasumo
HHTerpupatbeM oba JAujefia Mo HEKOj MOBPLIMHH:

1 9 ' -
@Ed}:-—aa[ﬂdt. x - (254)

HHTerpan BekTopa M0 32TBOPEHO]j KOHTYDH Ha3uBa Ce€ LMpKynauHja TOra BEKTOPa
no KOHTYpH. Llupkynauuja enexTpUYHOr II0Jba Ha3WBa Ce, Takohe eNeKTPOMOTOpHa
CHNa y HaToj KOHTypH. Ha Taj Ha4yHH, €NeKTPOMOTOpH& CHJia ¥ HEKO] KOHTYpH
jeAHaKa je M3BOAY MO BpeMeHy (nykca MarsHeTHOr MoJba Kpo3 MOBPLIHHY, Orpa-
HHYeHy TOM KOHTYPOM, y3eTOM ca OOGpHYTHM 3HaKOM.

Maxwell-ose jennauune (25,1) u (25,2) Mory ce HamuMcaTH H Ca Y€TBCPO-
IMMEH3HOHANHUM o3Hakama. Ha ocHoBy AeduHHLHje TeH30pa eNeKTPOMarHeTHOr
noska

0A;, 0A;
F,»é:—‘——’-
ax; ()xk
lako ce ysjepu‘rn; na je
aFjﬁ+aFﬂ+aFﬁ=0- (25’5)

0 x, 0x; ~ 0xg

3a [ = k=1 oBa jenHauuHa je uneHTUYHO 3an0BobeHa (jep je 3a i =Kk F; = 0).
- Kapa cy nBa on i, k, I jemnaka, oBa jefHayuHa je TpuBHMjanHa 300r aHTHCHMe-
tpuunoctd Fy. Octane uerwpu jenHauude (3a i=Z=k==1[), kao wWToO je naxo
BUAjeTH yBplUTaBawmeM u3pasa (22,7) s3a Fj,, HUCYy HULITA APYro, HEro jefHAYHHEe
(25,1) u (25,2). Ha Taj Hauuu (25,5) je npeu mnap Maxwell-oBux jenHayuHa
HamnMcaH ca 4YeTBOPOLHUMEH3HOHANHHUM O3HaKaMa.

 §26. ljejcTBO 3a eNEKTPOMArHETHO MO/be

JjejetBo S 3a cBe cucTeMe, KOjH Ce cacToje H3 €NeKTPOMArHeTHOr Mojka
4 4YecTHIa, Koje Ce y HEMy Hanase, MOpa Ce CacTojaTH H3 TpH LujeJsia:

S=Sf+sm+8mf' (26:1)
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S, je oHaj mHO [.jejcTBAa, KOjU 3aBHCH CaMo Of ocobOMHa 4YecTHLa. 1aj [AMO,
OYHTITIENHO, HHMj& HHIUTA JApPYyro Hero jAjejcTBo 3a clobofiHe YecTHlle Tj. 3a ye-
cTule y orcyctBy nosea. Kao wrto 3Hamo, pnjejcTBo 3a CnoOofHYy dYecTHly je

_mcfds, [B.(9,1)]. Ako mocToju BHLIE 4YeCcTHLUAa, OHAA je TOTANHO AjejCTBO

jemHaKo CyMM [jejcTBa 3a cBaky 4ecTHUy Hanoce. Ha Taj Hauun je:

Sm:——-f_,‘mcfds. t25v2)

Simy je oHaj mMO AjejcTBa, KOjU je YCNOBIbEH y3ajaMHHM [ijejCTBOM mMehy uecTH-

; [
uaMa U nomem. Kao wro cMo Bugzjenn y § 14 oH wuva 0ONHK 7[Afdxk WU

y clnydajy BHIIe 4YecTHLa,

. 8, =E%fﬁ.g dx,. (26,3)

Y cBakoMm of unaHoBa oBe cyMe A je MOTeHUMjan [OJba y OHOj Tayuu MOpo-
cTopa M BpeMeHa, y Kojoj ce Hamasu oaroBapajyha uectuua. Cyma S, S,
je Hama Beh mosuato Ajejcteo (14,1) 3a omTepeheme y Moy, Koje cMo paHuje
ofU/LexaBany jefHocTaBHO ca S.

Hajsagm, Sy je oHaj muo ZjejcTBa, KOjU 3aBHCH jeAMHO Of OcobHHa camcra
noma, Tj. Sy je AjejcTBo 3a rnoe y kome Hema ontepehewa. Cse potne, HOK
CMO Ceé MHTEepPECOBanH CaMo 3a KpeTaie onTepeherma y 3aJaTOM eleKTpOMarHe-
THOM MOJbY, HHje Hac HHTepecoBano Sy jep He 3aBHCH Of Ye€CTULa, Ma Taj
YynaH HHje Morao yTHLaTH Ha jefHa4YWHe KpeTama 4YeCTHLA. MehytuMm, oH je
HeomxonaH, kana xohemo Aa Hahemo jefHaduHe, Koje oapehyjy camo nome. Tome
ofroBapa OKOMHOCT, WTO cMO on Ajemosa S, 4 S,s AjejcTBa Hawmu camo
neuje jenHauuue noma (25,1) u (25,2) koje jow Hujecy HOBOJEHE 3a TMOTIYHO
oapehuBake noba. ‘ ,

3a opmpehuBame obnuka njejcTea momwa S; nohuhemo on cnujenehe Bpno
BaxHe OCOOMHE eNeKTpoMarHeTHUX mnorba. Kao ITO mnoxasyje eKCHEPUMEHT,
eNeKTPOMAarHeTHO NO0Jb€ MOTYHH-aBa Ceé TAKOSBAHOM MDHHUHNY CyneprnosuLuje.
Taj ce nNpHMHUMI CaCTOjd y TOMe, LITO, aKO jeAHO ONTepehere H3asWBa jefHO
no/be, a Apyro onTepeheme Apyro morbe, OHAZ MOMke, KOje HM3a3uBajy oba onTe-
pehema 3ajefHo, MpeTCTaBba pe3yNTaT MPOCTOr Claraka THX MoJba. 10 3HAYM
na cy jauuHe pesyntyjyher moma y cBakoj Tauuu jenHake 36upy (BEeKTOPCKOM)
jayMHa CBaKor Morba Hamoce y TOj TaulH.

CBako pjellerse jefAHayMHa MO/ba je TMO/be, Koje MOXe OHMTH OCTBapeHo
y npupord. [lpema mpuHuany cymeprosuuuje, 36Hp MaKakBHX TakBHX II0Jba,
Takohe Mopa GHTH MoOJbe, KOje MOXe y TNPHPORNH OWTH OCTBapeHo, Tj. Mopa
32[0BOJbUTH jefHAYMHE MOJba. '

Kao wrto je mosHaTo, nHHeapHe nudepeHLUrjande jefHauMHe Oaml ce H
ONNMKYjy 0COGMHOM, fia je 36Mp Ma KOjHX HHXOBHX pjellera Takohe pjeiuerse
jennaunse. [lakne, jefHaunHe TO/ba MOpajy 6UTH INHHeapHe AWdepeHUHjanHe
jenHa4YHHe.

Us peueHor cnujed, gna MOL 3HAKOM MHTerpana 3a HjejcTeo Sy Mopa
cTojaTu Mspas y kKoMe (uUrypupa KBajpaT jayuHe nolba. Camo he y Tom cnyuajy
jenHayuHe mnorka OWTA INHHeapHe (yHKUHje — jelHauYMHE TI0Jba ce gpo6uBajy -
BapUpareM JjejcTBa, a BapHparbeM Ce CTEMEeH NMOAMHTETrPANHOr M3pasa CHHXaBa

3a jeqdHHLYy.
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[NoTenuujanu noma He Mory yhu y uspas 3a njejcTso, 6ynyhu na oHu HHUCY
jenHosHayHo ompehenn (y S,; Ta HejeaHosHayHOCT Huje Ouna 6utHa). [lpema
TOMe, Sy MOpa 6WUTH HHTerpan Hexe (yHKLHje OF TEH30DA EJIEKTPOMArHETHOT
moma Fge'). Ho mjejetBo mopa 6utu ckanap, na 3ato Mopa 6HMTH HHTEerpanm Hekor
ckanapa. OcuM Tora, kKao wTO je paHHje HaAMOMeHYTO, Taj ckamap Koju ce
HANask TOA MHTErpanHuM SHaKoM, MOpa GHTH ApYror cremeHa mo Fj.

Mu Beh 3suamo, na MOCTOJH caMO jeaaH cKanap APYror cTemeHa, KOju ce

Mowe cacTauTH u3 Fy (§24); 1o je Fj; (senuumna Cum FigFm Je nceyno-
ckanap). :

Ha Taj HaunH S; Mopa wmatu o6nmk:

/

S,-=affﬁ,’idwr, dV=dxdy dz,

TAje C& MHTEerpan y3uMa 1Mo KOOPAMHATZMA y 4YMTaBOM NIPOCTOPY, & MO BpeMeHy

— Mehy nmBa 3agaTa MoMeHTa; @ je Heka koHcTaHTa. [Tof HHTErpanoM ce Hanasu
” 0A . !

Fix=2(H*—E®). Tlome E canpxu usson ——. Ho mnako je sugjets, na

ol )

a 2
(—a—t-—) Mopa yhH y IjejcTBO C MOZHTHBHHM 3HAKOM (a 3aTo W K2 ca MOBHTHBHHUM

0A\*
sHakom). M saucra, xan 6u 7| Yymasnmo 'y Sy ca sHakoM MuHYC, Taga 6u

AOBOILHO GP30M NpPOMjEHOM MOTEHUHjana Mo BpeMeHy (y mocMatpaHoM BpeMeH-

ot

Sf— HEraTHBHOM BENHYHHOM Ca NPOM3BOILHO BENHKOM afnconyTHOM BpHjefHoluhy,
Ilpema Tome, S; He 6M MOrno UMaTH MUHMMYMa, Kao INTO TO 3axXTHjeBa NpPHH-
Uun HajMamwer hjejctBa. Ha Taj wauus, @ mopa 6utu HeratusHO.

- Bpojua BpujenHocT @ saeucu on usbopa jeDHHHHIla 3a Mjepere INoba.
Hanomumenmo, na ce nocnuje usbopa onpehene BpujenHoctd 3a @ 3ajefHO ca

jenMHMLIaMa 32 Mjepeme MNolba, oapehyjy, taxobe, u jepuHuue 3a Mjepere CBHX
OCTanHX eJIeKTPOMArHeTHHX BEIIMYMHA,

Y6ynyhe ymotpe6masahemo Takozsanu (Gauss-oB cucteM jenvynuua. ¥ ToMm

1
CHCTEMY @ je BenuuyMHa 6e3 IMMEH3Hja a4 M3HOCH — —

167

2
CKOM HHTEpBany) yBHjeK 6Mno MOryhHO YYHHHTH (—) NPOU3BOILHO BEJIHKHM, a

[Topen Gauss-osor cuctema jeanHULA ynoTpebibaBa ce M TaKO3BaHH

; 1 .
Heaveside-os CHCTeM, y KOMe je a=————I. Y ToM cucTeMmy jenuHMLa jenHa-

HHHE I[0Jb2 MMajy 3roiHuju o6nvk (Tafa y WX He ynasu 7), aNy 3aTO M ynasu
y Coulomb-os zakon. Hanporus, y Gauss-osom CHCTEMY jeAWHHLA jegHAYMHe
noika canpxarajy &, a Coulomb-os zakon uMa jemHOCTaBaH 06MHK.

!) MoguuaTerpanya dyuxunja y Sy He mopa campxasatu useome o Fik, jep Lagrange-osa
(YHKLMja MOXe OCHM KOOPAMHATA CHCTEMA CalpXaBaTH CaMO HHXOBE [IPBE H3BOJE IO BPEMEHY,
a ynory kooppausata (Tj. NpOMjeHILMBHX IO KOjuMa Ce BapHpame BPLIH MpeMa NMPHHLUHNY HajMamer
IjejcTBa) urpajy y Tom cnydajy moTexuujany Ag noma. To je aHANOrHO YHHEHMUM, WTO y MeXxa-
HuuM Laogrange-osa GbyHKUMja 33 MEXaHUYKH CHCTEM CaJipX¥ CaMO KOODIAMHATE YeCTHLA W FHXO0BE
TpBE H3BOAE 0 BpEMEeHY,

‘Teopuja nomsa _ ' -
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Ha Taj HayuH, AjejcTEBO 3a morke HMMa OO6NHK:

! f FidQ, dQ=dxdydzdr. (26,4)

I Ténmc

Oenje cmo mjecto AV df vanucann d u saTo u¥o H3pa3 I[OAHMjENHTH jow ca
ic. Y TponuMeH3HMCHANHOM OONHKY je

1
JpyruM pujedyuma, Lagrarzge-oiaa (hbyHKLIKja 3a MOJbE rJlacH:

L= f (E*— H?) dV. | (26.)

ljejcTeo sa mome 3ajesHo ca onrtepehemuMa, Koja ce y HEMy Hamase je

S=— Efmc ds + Engﬁdxgﬁ—wiﬂc fF?de . (26,7)

HanomuweMo ga ce oBfje onTepeherma He cMaTpajy BHIle Mana Kao MpH
u3Bohewy jenHauuHa KpeTara onrepehema y 3agaTtoM momy. [Ipema Tome, Ay
u F;, ogHOoce ce Ha MpaBo TO/bE, Tj. HA CMOJballibe MOJbe, 3ajeiHO Ca MOIbeM,
Koje cTBapajy caMa onTepehsma; A, u F, 3aBice caja of Tonoxaja U Op3KHe
ontepehema. '

§ 27. YeTBOpOAUMEH3HOHANIHH BEKTOp CTpyje

Io capga cMO CTanHO rocMaTpand caMo TadkacTa onTepehewa. Y cTBapu
cBa onTepehera y NMpPHUPONM H jecy TauykacTa, jep Ce, Kao LUTO CMO BHAjend y
§ 8, cBaka eJleMeHTapHa 4YecTHLla Mopa CMaTpaTH Kao Ta4ka, a CBaka ClIOKEHa
yecTHL|a CACTOjH Ce H3 MOjeJMHHX €JeMEHTAPHHX YeCTHLa.

[Ta unak, 36or mMaTemaTHyke ynobHocTH, onTepehere ce uyecTo nocMmaTpa
Kao Qa je KOHTHHyanHO pacrnojujelbeHo y npoctopy. Taga ce MoXe yBeCTH
,TycTuHa onrtepehewa’ o Tako, ga podV Oyne onTepeheme, Koje ce Hamasu y
sanpemuHn dV;0 je, yseswu yomwte, (YHKUMja OF KOOpDAMHATA W BpeMeHa.

I/IHTerpanj‘g dV mno Heko] 3anpeMuHH je onTepeheme, Koje ce Hanash y TOj

3alMpeMHUHH. :
[TputoM Tpeba MMaTH Ha yMy, Aa cy onTtepehema ycTeapu TaukacTa, Te
Ia je TycTHHa Q jeAHaka Hynd CBYAa OCHMM y OHMM TaykaMma, rhje ce Hanase

TaukacTa onTepehema, a uurterpan, | 0d V Mopa 6urtH jemnak CVMH THX OfTe-
[ Y
peherba, Koja ce Hanase y naToj 3ampeMudd. [lpema ToMe, 9 ce MOXe HamucaTH
nomohy 0 - bysrunjel) y cnujenehem ob6nuky:
o=2ead(r—ra), (27,1)
A

1) § - pyukumja 6 (X) ReduHume ce Ha cnujenehu Haumu: J(X) = O 3a cBe BpUjesHOCTH X
KOje HMCYy jeAHaxe HynH; 33 X =0 4 (0) = co, H TO TaKo ;i je HHTerpan

4
5‘ d(x)dx =1

— 0
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Taje ce cyMa ysuMa npeko cBux ontepehewa, a Ty — je paguyc - BeKTOp (Bek-
Top monoxaja) ontepehewa e,. Ta QyHKuMja, npema ocobuHama O - hyHKIHje,
CTBapHO je jegHaka HYNM CBy[a, OCHM Yy Tadykama r=r,, a HHTerpan je:

f@.di/= ZeA.
A

rhje je Ha NeCHOj CcTpaHM cyMa CBUX ontepehewa, Koja ce Hanase y AaToj
3aMpeMHHH.

Ontepehewe uectuue je, Beh u npema camoj meduHHUMjH, WHBapHjaHTHa
BENUYHHA, Tj. BENHYMHA KOja He 3aBHMCM on M3bopa cHcTeMa pedepeHuuje. Ha-
MPOTHB, TyCTHHAa O YOMIITE Yy3eBIUM, HUje MHBapHjaHTa, WHBAPHjAHTaH j& caMmo
npousson o dV. ;

[lomHoxuMO obje cTpane jegHaunHe de=p0dV ca dXx;:

dedx; =g dV.dx; =ngdt‘;—’t"'-.

Ha nujeBoj cTpanu je 4-BexTop (jep je de ckamap, a dx; 4-Bextop). [akne,
W Ha fJecHoj cTpaHu mopa 6utH 4-BekTop. Ho dV df Tpeba cmatpatu kao

-

A Xi .
ckanap (B. § 6) ma. je 3aro Qd—4-aem‘op.' Taj ce pekTop (03HayuMO ra ca

J;) HasuBa 4 -BekTOp CTpyje:

s d xi
ji=e—. (27.2)
dt
]
Hs te nedunuuuje npousnase crujenehe ocofuHe: axo je f(X) Ma Koja KOHTHHyanHa QyHKUHja
OHfAa je ’

+ o
,Y jx)d(x—a)ydx=f(a),

—

4 cneuujanHo

j' 1698 (x)dx =£(0)

(rpanuue MHTeppnpana HapaeHo He Mopajy ofapeaHo GUTH -+ oo; MNCcIpydje HHTErpHparka MOXEe
6utu mMa Koje moppyuje, Koje obyxBaTa Tauky, y Kojoj 8- QyHKUHja HH]e jeAHaka HYIH).

Hasonumo jom pBuje jeaHauuHe ca O&-¢ydHkuujaMa. CMHcao THX jefHadiMHa CacTOjH CE
y TOMe, Na HHXOBA NHjeBa M [ecHa CTpaHa [Aajy jeAHake pesynTaTe, ako ce y3Mmy Kao dakTopu
Mo MHTErpanHUM 3HAKOM : '

3 (—x) =3 (x) é{ax)zﬁa(x).

Kao wro je & (x) medbuHucasa 3a jepHy npoMjeHIEMBY X, MOXE Ce€ YBECTH M TDPORHMEH-
3HoHanHa &-dyHxuuja d (r), Keja je jejHaxa HynHM CTanHO, OCHM 3a MOYeETaK TPOLH ME HIHOHANHOT
KOODIKHATHOr CHCTEMa, & YMjH je MHTerpan No 4YWTaBoM mpocTopy jeasak 1. Ouurnegso je, ma ce
3a TakBy (yHKUH]y MOXe yaeTH mpousson & (X) 8 (v) 3 (2). e

%
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Tpu NpBe KOMMOHEHTE OBOI BEKTOpA CauMHbaBajy 06HMYHH TPOCTOPHH BEK-

dx dy dz _,
TOp Ca KOMIIOHEeHTaMma @ qi’ Q27 0 ar’ Tj. BEKTOP
=0V, ; (27,3)

rgje je v 6psuHa onTepehera y AaToj TadlM. BekTop j HasMBa Cce BEKTOp
rycTuHe cTpyje. HeTBpTa KOMIIOHEHTA 4-BeKkTopa cTpyje je ico. Ha Taj nauuH je:
J1.2.3=Jjxy.2 Ja=ice. (27,4)

LljenokynHo onTepehere, KOje ce Hanasu y MOCMaTpPaHO] 3ampeMHUHM, Kao

wro je Beh peueno, jenHako je HHTEFpanyJQ dV no yWTaBoj TOj 3ampeMHHH. Taj-

HHTErpan MOXEMO HaNHCaTH ¥y 4YEeTBOPOAHMMEH3HOHAIHOM OGHHK}’Z

1 - | 1 ' ,
dein.?fth—i—cfjdei, * (27,5)

rije Cé WHTErpHpake BpLIM M0 YHUTABO] YETBOPOAMMEH3MOHANHO] XHIEPPABHH,
Koja ie HOpManHa Ha ocy X, (O4MIIefHO, .2 TaKO MHTerpupame O3Hayasa HMHTE-
rpupame M0 LKjeNoM TPOAMMEH3HOHATHOM MPOCTOPY).

1 .
YonuwTte, UHTerpan T ;dS;, yseT mo Ma K0joj XMIEpIOBPIUMHH, Oye-

BUIHO je cyMa onTepehera, udje CBjeTCKe JNHMHHje CHjeKy Ty XHIEPNOBPLIHHY.

YepcTuMo 4-BexkTop cTpyje y uspas (26,7) sa njejctso. TpancdopMupajMO
ApYyrud unaH y Ttom uspasy. [Ipema oBoMe IWITO je PeYEHO y OBOM naparpady,
MOMEMO yMjeCcTO TauKacTHX onTepeherba € YBECTH KOHTHHYAIHO pacrofujerbera
ontepehera ca ryctuHoM . Tapa, HapaBHO, yMjeCTO HABENEHOr H3pasa MOpaMo

I .
nucaTH ?ngia'x,-dV, samjemyjyhu cyMy sa onTepehema wuHTerpamsoMm mno

dx,

|
uujencj- sanpemMuHd. AKO ce TO Tpenuue y oB6nuky ?fg T,

i :
—c—ngl];dQ.

Ha Taj wauus, pjejctBo S nobuBa oOnHMK:
i . i :
3=_2fmcds——c;fA,-j;dQ—l—-]é—nchﬁkd,Q. (27,6)

§ 28. JenHayHHa KOHTHHyHTETa

A; L{th, BHIHMO,

La je Taj 4naH jefHaK

LljenokynHo onTepehere, Koje ce Hanasu y HEKOj 3aNpeMuHH, jefAHAKO je

HHTErpany fg dV no Toj zanpemunn. IlpomjeHa Tor onrtepehema ca BpeMeHOM

0
medbunnme ce ussogoM = [odV.

ot
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C gmpyre crtpaHe, Ta NpoMjeHa, Hamp. 3a jé,l’J.I/IHPILIy BpeMeHa, ojpehyje ce
KonuuMHOM onTepehera, Koja sa jenMHMLy BpeMeHa H3ahe Hamorbe M3 Aate
3anpeMuHe, Wnd, oBpHyTO, Koja yhe y Ty sanpeMHHy. Konuyuna onrtepehema,
Koja mpohe 3a jenHHHLUy BpeMEHA KPO3 ENeMEHT MOBPLIMHE df, xoja orpanu4arpa
Hally sanpeMuHy, usHocd oV di, rnje je Vv — Op3uHa ontepeherwa y Toj Tadlu
npocTopa, rije ce Hanasu enemeHT df, Bektop df je ycMjepeH, Kao LITO C€ TO
yBHjeK YyCBaja, M0 CHOJbAWMKkO0] HOPMAaNHd Ha MOBPLIMHY, Tj. Mo HOpMand Koja je
ycMjepeHa Hamosrbe Off MocMarpaHe 3anpeMuHeE. [Tpema ToMe, QVdf mO3UTHBHO
je ako onTepehete M3nasu M3 JaTe 3anlpeMHHE, a HEraTHBHO, aKO ontepeheme
ynasu y Ty 3anpeMuHy. LljenoxymHa xonuduHa onTepehema, Koja y jeAHHHMLH

BpeMeHa H3Ja3M M3 JaTe 3anpeMHHe je MpeMa ToMe qg ovdi, rnje je uHTE-

rpan yseT Mo LHjeNioj 3aTBOPEHO] TMOBPIUMHH, KOja OrpanHdaBa Ty 3alpeMuHy _
YnopehupameM L[OOMBEHWX H3pasa HalasHMO!

O .
—a?deV: ;- (Jggvdf. (28,1)

3Hak — Ha AeCHOj CTPaHM y3eT je 3aTo, LITO je, Kaja Ce LjeJoKynHO onTepe-
hewe y BATO] sanpeMuHd noseha, nujesa CTpaHa MOSWTHBHA. JepnauwHa (28,1)
je Tako3paHa jefHaYMHA KOHTHHYUTETA, HamUCaHa y HHTErpanHoM obnuky. Ona
M3paxaBa 2aKOH OADXama KONM4YUHEe eNeKTPHUUTETa (ontepehema), YseBwH y
06sup na je oV ryctuxa cTpyje [8. (27.3)], jenHauuHa (28,1) moxe ce mpe-
nacatu y OOHKY:

0 - | 2
3 [eav=— fjdf. (28,2)

HanuweMo Ty jenHauuHy y AWQepeHUHjanHOM OGIHKY. 3a 10 hemo Ha
mecHy cTpaHy (28,2) npumjenutd (GalSS- 0By TEOPEMy:

gﬁjd’f:fdivjdv.

YepwrapaweM y (28,2) HanasuMmo f(div j —{—%) dV=0. Kaxo To Mopa

BaWUTH 3a WHTErpHpaibe [0 Ma K0joj SampeMHHH, TO NOAMHTErpajHu HU3pas
Mopa OWTH jefHAK HYIH: ' ' '

divj+g§=o. (283)

OBo je jefHayMHa KOHTHHyWTeTa y Au(epeHLHjanHoM 06NHKY.

Vsjepuhemo ce, ma uspas (27,1) sa @ y obnHMKy 0 - byHKLHje ayTOMaTCKH
safoBo/baBa jenHaundy (29,3). 36or jeAHOCTABHOCTHM MPETHNOCTABUMO, A2 je mato
caMo jepHo omnrtepeheme, Tako Aa je:

o=ed(r—r,).

Crpyja § ie

j=evd(r—r,),
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0o
raje je Vv — 6pauHa onrtepeherma. Hahumo ussop 3 KperaweM ontepehema

MHjeHbajy Ce HerobBe KOOpAHHATE, Tj. MHjewa ce I. [Ipema Tome je:

00 0do arﬂ

= -

ot oro oL

or, . .
Ho HUje HMIITA 1pyro, Hero Op3uHa V onTepehewa. [ame, Kako je

o ¢yHkumja o (r — ry), OGuhe:

do 0o
- or,  or
OTyna ce pobusa
%z—Vgrad_g —=—div v

(6psuna onTepehewa’ v, HapaeHo' ue saBucu Of r). Ha Taj nauus, ponasumo
no jenHauuue (28,3). - .

Y -ueTROpOAMMEH3HOHANHOM 0ONUKYy jefHauMHa KOHTHHynTeTa (28,3), Kao
WITO je J1aKo BHIjeTH, Ro6uBa OGIHK :

0f;
dxI

Y nperxogHoM mnaparpay BuAjend cMO Aa ce LjenokynHo ontepehemse,

—o. - (28,4) -

1 ;
KOje Cce Hanasl y YHTaBOj 3alpDEMHHH, MOXE H3DPA3UTH y OOCHUKY ——[ jidS;.,

@

raje ce MHTErpuMpake BPIUM [0 XHMEppaBHM X, ==const. Y ApyroMm MOMEHTY
. LjenokynHo ontepeherbe he ce mpuKaszaTH HMCTO TAaKBUM HHTErpanoM, Y3€THM M0
ApYyroj XWMeppaBHH, HOPManHoj Ha ocu X,. Jlako je mpoBjepuTH, Na jenHa4yHHa
{28,4) pmomonu A0 3aKoHa ojpmxarka onTepehema, Tj. N0 ToOra, jAa je WHTelpan

JidS; jennax Ge3z o03upa 1o KOjoj MU XHUMNEPPABHHU X; == CONSt. HHTErpHUpPAaNK.
Pasnuka Mehy uHTerpanuma fjt dS;, y3eTHM TIO IBHMjeMa TAKBHUM XHIeppaBHHMA,

MOXE C€ HanHCATH y OB6MNHKY Jj:dS;, rnje ce uHTerpan y3suMa 1o LHjenoj .

3aTBOPEHO] XMINeppaBHH, Koja obyxBaTa 4 - 3anpeMuHy Mehy [LBHjeMa MOCMAaTpa-
HUM xumeppaBHHMa (Taj MHTerpan Ce pasikKyje OA TpaXeHe paszluKe 3a HHTe-
rpan rno GECKOHAaYHO yharbeHo] ,,604YHOj" XHMEPNOBPLIKMHH, KOjH, MehyTHM, HuIYe-
3aBa, jep y OeckoHayHocTH HeMa onTepehema). Ilomohy Gauss - ose Teopeme
(6,11) Moxe ce TpaHchopMHpaTH Taj HHTerpan mno 4- 3anpeMuHH mehy nBjema
xuneppaBHUMa M KopHcTehu (28,4), mmahemo :

Cﬁjf 4s, — [‘%_ dQ =0, (28,5)

WTo je M Tpebano pAOKaszaTH.
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Hapenenu 10Ka3, O4YEBHMAHO, OCTaje Ha CHa3d H 3a 1Ba MHTerpanafji as;,

KOL KOjUX Ce HHTerpHpaw€ BpIUH TIO Ma KOjuUM jBjeMa 6eCKOHAYHHM XHIEPIOBP-
wyHaMa (a HE caMO TI0O XHMneppaBHHMA x,,:const.), koje y cefu yKIbYydyjy caB

(tpopuMenanonantu) npoctop. Onasje ce BuAM, a HHTErpan Jj,- dS;, cTBapHO

¥Ma jefHy T€ HCTY BPHjEAHOCT (jeaHaky ULjenOKyMHOM ontepehemy y npocmpy),
fe3 o63upa Mo KOjoj C€ TakBOj XMMEPMOBPLIMHH BPLLA HHTEerpHpame.

§ 29. [lpyru nap' Maxwell - 0OBUX jeiHa4NHa

[pu usHanamemy jefHa4HHA MOJLA nomMohy mNpuHLMNA HajMamer [jejcTaa,
MopaMO CMaTpaTH, ha je AaTo KpeTarse onTepehera W MopaMo BapHpaTH CaMmo
nosee, Tj. noteHuujane. OGpHYTO, TNpH H3HANaXemy jeAHa4YMHa KpeTama CcMa-
Tpand cMO Ja je Nnolbe 3aAaTo, ‘W Bapupalil CMO TpPajeKTOpH]y 4YeCTHLE.

[IpeMa TOMe BapujaliMja MPBOT 4naHd (27,6) jenHaka je HymH, a y ApYyrom
cTpyja j, HEe CMHje Ce BaphpaTH. Ha Taj naduH je '

— R : 1 2 -
6.5‘._[[56‘2 JiBA— G(F’fk]dsz_
_— L i'dq_._l_F 0F.,. 1d2 =0
C{ rE L i Jk} 2 .

04 04,

Crasumo nn  [j= T = ¥MaMo:
. i 7

- L 1 I A 1 { GAR B.L\i .
68 "—[—jzaﬂt——-*—;Flkak-F'l——— axk)}dg—-

1 (1.; 1 0 .. 1 0 .
=J—.~[—_j-éA,—WF-.TéAﬁﬁ—E&—Fiko—géAi}aQ.

Heka y mpyroM unaHy MBAGKCH I H %, mo KojuMa ce cyMmuparbe H3BOJH, mehy-
co6HO H3MMjeHe MjecTa M OCHM TOra 3aMHjeHHMO F,, ca — Fy. Tapa poGuBaMo;

0
0 X

; 1 1. |

[ipyrd Of THX MHTerpana Y3MHMO MapUujanHo, Tj. APYTHM pHjeunMa, npuMuje-
numo (JaUSS- OBy TeOopeMy:

- ] [1 . ! ()Fik ' | 1

£

Y ApyroM unaHy MOpaMO y3eTH' HeroBy BPHjEAHOCT Ha rpaHuliaMa HHTETrpUpama.
TpaHdue HHTETpHpara M0 KOOpAMHAaTaMa Cy GeckoHauHe (jep ce HHTerpupa mo
LjeNnoKynHOM ToJby), a y GecroHa4yHOCTH je TOJbe JeAHaKo Hyn. Ha rpauunama
MHTErpUpamwa RO BPEMEHY, TaK, Tj. 3a 3afaTH TOYETHH ¥ Kpajibi MOMEHT, BapH-

L
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jaulja moTeHuujana jefHaKa je Hymw, jeép je TpeMa NpHHUMMY HajMamer njejcTBa
no/be sa Te MOMeHTe 3aAaTo. Ha rtaj HaumH ppyru unam y (29,1) jenmax je
HYNH, T4 HanasuMmo: ‘

I (1, 1 0F

= - )dA,-dQ:O.

el ag 0%y

S6or Tora, WITO Cy MpeMa NpHHLMIY HajMawser njejctTea Bapujauuje 0A; mpous-
BOJbHE, KoeduuujerT y3 0A; Mopa BuTH jelHaK Hynu, Tj.
aFm 47T .

0x, = ?.lt' (29.2)

Ose ueTnpu jepwaumse (i=1, 2, 3, 4) mpyru cy map Maxweli-osux
jeRHa4MHa, HANMKWCaH y YETBOPOJMMEH3MOHAaNHOM ofnuky. HanuwmuMo oBe jenna-
YHHE y TPOAMMeH3AOHanHoM obnuky. [psa ox wmux (I=1) je

OFyy | OFiy 4 OFyy | 1 OF,_ 4w
0x oy 9z Tic ot ¢t

Craemajyhu BpUjeJHOCTH KOMNOHeHaTa TeHsopa F;, u3 (22,7), Hanasumo

0H, O0H, 1 0E, 4m,

30y 9z ol ¢’

3ajendo c neujema cnujemehum (=2, 3) jenHaunHaMa OHe MOry O6WUTH HamH-
‘CaHe K&o jenHa BEKTOpCKa

1 OE |, 4m,
ot L 9T g A | 29,3
rot H = -+ > J ( )
Hajsag, ueTBpTa jennauuna (i=4) paje:
0iE, | 0iE, | 0IE, 4w,
ax T ay T el
Unu i :
div E = 4mo. (29.,4)

Jennaunue (29,3) u (29,4) cy apyru nap Maxwell-oBux jegHaduHa HanucaH
y BekTopckoM obnuky!). 3ajesno ca npeum napom Maxwell-oBux jenHauuHa OHe
MOTNYHO olpelyjy eneKTpoOMarHeTHO MOJke M TO Cy OCHOBHE jeflHAYUHE TEOopHje
THX N0Jba MIIH, KaKO Ce KAXE, eJeKTpOAMHAMMKE.

Hannwnmo Te jemmaunne y wuTerpanHom ofnuky. Huterpupamem (29,4)
N0 HEKOj sanpeMMHM U npHuMjeHoM (FQI58-0BE TeopeMe:

fawEdV:(ﬁEdf,
¢,Edf=4nfgdv. (29,5)

1)y Maxwell-ose jepwauune y ofnuKy, koju ce mpuMjersyje 3a eNeKTPOMAarHeTHO Moke ¥
BaKyyMy 3ajefHC Ca eneKTpd4YHHM ornTepehereM Koja Ce y HeMy Hanase, (opmynucao je Lorentz.

Hana3HMo



§ 29 INPYTHU MNAP MAXWELL - OBHUX JEOHAYUHA 73

Ha raj nauun, ¢nykc enekTpudHor mosba Kpo3 3aTBOPEHY MOBPLIMHY jeHaK je
LIjeIOKyTHOM onTepehemy, Koje ce Hanasd y 3anpeMUHM OrpaHHYeHO] TOM MOBp-
LIMHOM, TOMHOXEHOM ca 4 7r.

UnterpupaweM (29,3) no HEeko] OTBOPEHO] TMOBPIUMHH M IPHMjEHOM

Slokes-ose Teopeme
frot Hdl = (uﬁﬂ al,

Hanasumo:
1 0 4w . .
Bennyuua
I OE _

HasuWBa ce ,,cTpyja nomjepaja‘‘. M3 (29,6), nanucane y o6muky

477 ) 1 oE
. @Hdl:_—c_j("-{-EW)df' | (29r8)

BUOH ce, Na je LHUpKylnauuja MarHeTHOr II0Jba IO HEKO] KOHTYPH jeNHaKa CYMH
npaee CTpyje H CTpyje momMjepaja, Koje MPOTHYy KPO3 MOBPLUMHY KOjy Ta KOHTypa
457

orpaHuuaBa, TIOMHOXEHO] ca

Hs Maxwell-oBux jennaunsHa Moxe ce Bo6uTH HaMa Beh mnosHata jenHa-
YyiHa KOHTHHyuTeTa (28,3). Yaumajyhu puBepreHuujy o6ujy cTpaHa jenHauuHe

(29,3) HanasuMmo: a

"1 0 4w,

divrot H =— - div — div §.

¢ ot it c J
Mehytum je, npema (29,4}, divrotH=0 u div E = 4 n9. Ha Taj Hauux noHoso
nonasHMo .o jenHauuke (28,3). Y u4eTBOponuMeHsHoHanHoM ofmuky wus (29,2)

UMaMo: - . ;

0*Fig _4m 0
0x;0x;, ¢ Ox;

Ho s6or aHTHCHMeTpHYHOCTH TeH30pa Fi, crasmajyhu Fi = —F,; un wMuje-
wbajyhu 3aTHM O3HaKe HHIEKCa, UMaMo:

PFy  OFy __ OFy
0x;0X; = Ox;0x,  0x:0x; '
0%F i

ojakne CcihHjefd, fa je =0, 4yuMe [ONasuMO L0 jefHAYWHE KOHTHHyH-'

Teta (28,4), HamucaHe y YeTBOPOAMMEH3HOHANIHOM OGMIHKY.
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§ 30. I'yctuna enepruje u Poynting -08 BekTOp

[ToMHoMHMO 0BHje CTpane jemHauuse (29,3) ca E, a obuje cTpaHe jegHa-
uhHe (25,1) ca- H, nma no6usene jeRHaYMHe nojemHHayHo cabepumo. M3 Te
onepauHdje po6uhemo: )

Il ~0E -1 . 0H 4m .
‘?Ew—}--?HW:—TjE—(Hrot-E——ErotH).

[pumjersyjyhu no3Haty topMyny BEKTOPCKE aHAaNH3e:
div (a X b):brota — &arotbh,

Ty penauujy MOXEMO HamucaTH y o6nuky:

1 0 9 2y ° 4 iv ;
2¢ 9 (E —f“H)———TJE—*d (E X H)

20
WU L
a Ez_{_HZ—_ l ) .
BekTop
. c '

HasuBa ce Poynting-os sekTop.

HuTerpupajmo (30,1) mo HEKOj 3ampeMUHM W Ha [IPYrH 4YnaH Ha DIeCHO]
CTpaHu npHMHjeHuMo (Fauss - oBy Teopemy. M3 oeora no6uhemo: :

- 2 2 . '
(% E_aiwii (;’V:-_-u_fjﬁdv._gg&}df (30,3)

\

AKO ce WHTEerpHpame BpIUM TO YUTABOM NpPOCTOpYy, OHAZ HecTaje HHTe-
rpana no MOBPIIMHH (MOJ/be y GECKOHAYHOCTH jenHako je Hynm). [arse, HHTE-

rpan | JEAV wmoxemo manucatu y 06MUKY cyMe 3> evE no ceum ontepehe-

hHUMa, KOja Ce Hanase y noiby W, mpema (15,7), craButm

—— 1. Tapa (30,3) npenasu y

9 (E*+ H? |
S11—=— dV Gyin | =0. 30,4)
ol | —oas v+ X (30,4)
Ha Ttaj nagun, sa SaTBODEHH CHCTEM, KOjU C€ CacToju M3 €NeKTPOMarHeT-
HOT 7o/ka ca yecTHUaMa Koje ce Hanase y heMy, OfpXaBa Ce BENUYMHA Koja
C€ Yy HaBeNeHOj jeAHAYWHH Hanasu y sarpapama. [pyru u€nman Tora wmapasa



§ 31 TEH30P EHEPTHMJE—MMIIYJIICA . 75

jé KUHeTHYKka eHepruja (sajenHo ca eHeprujoMm MHpOBaJLa) CBHX YecTHUA,
NpBH ujlaH je, Kakie, €Hepruja caMor eNeKTPOMarHeTHor noma. [IlpeMa ToMme,
BEITHYHHY

Ez__!_ H2

W= 8w

(30,5)

MOXEeMO Ha3BaTH ,,TyCTHHa eHepruje" enempomamerﬁor no/ba. 1o je eHepruja
jenMHHLEe 3alpeMHHEe M0Jba.

Kon uHTerpupatba no Hekoj KOHA4HOj 3alpeMHHH, TOBPLIMHCKH HWHTErpan
y (30,3) yOmuITe Y3EBIM HE HIIYe3aBa, na Ty jenHa4yMHy MOXEeMO HamucaTH y

06Ky :
a%{fE gl dV—I—E@m] , (ﬁstﬁ. (30,6)

rije ce cana y OpyroMm unaHy y 3arpaid CyMHpamke BpIUM CaMo M0 4YecTHLama,
KOje ce Hanase y rnocMaTtpaHoj sanpeMuHd. Ha nujesoj cTpaHW ce Hana3d Impo-
MjeHa LIeNoKyNHe eHepruje Morba M YecTHUa y jefuMHHLM BpemeHa. [lpeMa ToMe,

UHTErpan Sdf, Tpeba cmatpaTu Kao ¢nykc eHepruje nojpa Kpo3 MOBPLIKHY,

Koja orpaHuyaBa JaTy 3anpeMHHy, Tako Aa je Poynfirzg- 0B BEKTOp S rycTHHa
Tora (nykca, KONH4YWHA €Hepruje norba, Koja IpoTedye Yy jeHWHHLH BpPEMEHa KpO3
jenuHuLy noepiukHel).

~

§ 31. Tersop eHepruje—mmunyica

Y npetxopHoM naparpady H3BENmH CMO M3pa3 34 EHEPrHjy €NneXxTPOMarHeT-
HOr morka. MsBegumo Taj M3pas 3ajellHO ca H3DPasoM 3a MMIYNC ITorka y YeTBOPO-
nuMeHdsHoHanHdoM obnuky. 36or jefHocTaBHOCTM MM hemo, 3a caja, mocMaTpaTH
eneKTpoMardeTHo mnolee Ges onTepehema. Mmajyhu y Bumy namimy npumjeHy (Ha
rpaBMTalLKOHa Noika), a Takohe u ynpowhasamwe H3EOhema, obaBmmahemo nsBohewme:
v onuTtem o6nuMKy, HE HCTHYyhM KOHKpeTHe BpcTe cucTtema. M Tako, nocma-
TpajMO HEKHM CHCTEM, 34 KOju WHTerpan [jejcTea uMa 06nHK:

5=fﬂ(q,g—_i)dm=?%f_/m9, GL1)

raje je A Heka (yHkuMja Of Benu4MHA ¢, Koje AehHHHMIUY CHUCTEM, H Of M3BOAa
THX BENHYHHA 10 KOOPIMHATAMA U BpeMeHYy (3a eNeKTPOMarHeTHO [10/be BeNHYHHE ¢
Cy KoMmoHeHTe 4 - moTeHuujana), 36or kpaTkohe oBAje mMUlLeMO CBerajeiHy Taksy

Bennuuiy ¢. HaromumbeMo, a je 3allpeMHHCKH HHTerpan [.4 dV Lagrange- oBa

tbyHKUMja cuCTeMa, Tako Ja ce /A mMoxe cmaTpaTH Kao ,,IyCTHHa“ Lagrange-osa
byuxkuuje. MaTemaTH4ku M3pas 3a To, fa je CHCTEeM 3aTEBOpPEeH, NMpeTCTaBIbeH je
TiM, na A He 34BUCH EKCIUIMLMTHO Off X; — CJMYHO TOME, LITO Lagrange-oBa
" hyHKUH]a 3a‘I‘BOpeHOI" MEXaHWYKOr CHCTEMa He 3aBHCH €hCIIHLUTHO Off BPEMEHA.

1) INpeTnocTaB/kaMo, ia Ce Ha CaMoj MOBPIIMHM NMOCMAaTpaHe 3aUpeMHHE y HaTOM MOMEHTY
He Hanaze 4eCTHIUe. Y TPOTHEHOM Cly4ajy Ha KECHO] CTpaHM jejHayuHe Mopa Ce HanasuTH
takche u (nykc eHepruje, Kojy npeHoce HecTHLE, Koje Mpojase Kpo3 MOBPLUHHY.
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nJenHauynHe KpeTawa' (Tj. jeAHauyWHe TMOJba, aKO je PHjed O Ma KOjeM
nomy) mo6uBajy ce ripeMa NpPUHLMNY HajMateer JjejcTsa NoMohy Bapupatba .

Ho6usa ce (sﬁor kpaTkohe 03HaYyMMO q,,-sgi) :

0x;

OA oA 0 oA
= —— e § B e =] @ == 0.
f[ 0q + ( 0q,; q) d 0X; Oq,f}

Hpyru 4nad TMojx HHTErpanom, MOCHHje TpaHchopmypawa mnpeMa (Gauss - 0BOj
TEOPEMH, jefHaK je HyNnu IpHM HHTErpHpaky M0 LMjeNnoM NpoCTopy, na oTyAa
HanasuMo cnujenehe ,jeflHauyvHC KpeTamwa':

d a4 oA
OXi Oqli . aq’
(HapaBHO, CTaHO Ce TMOApasyMHjeBa CYMHpPAKse M0 LBANYT MOHOBIbEHOM HHAEKCY i),

[amu nsBoA aHanoraH je M3BOLy, KOJH Ce ofas/ba y MexaHHLHM KOJ 3aKOHa
0 oapxamy eHepruje. Tako ,uoonaamo

oA A dg | OA g,
0,2\‘,- ()q ‘Ox,- aq,f ax,-

=0 (31,2)

aq’f= 0% _ 0q.i

Yepwraeajyhu ospje (31,2), u ysepwu y 063up na je: = ;
O0x; = 0x;0Xg  0Xg

Hama3uMmo : .
fazl__i(azl )q.+_0A 0g; 0 ( ._%_)
dx; 0x,\0g,./) ' g Oxg O0Xp\  0g
-C Lpyre CTpaHe, MOXEMO HalUCaTH = Qyp , Tako fa je
0X; 0xy,
oA o 0 (OA )
ox,  0xe \dge )
Tlocnuje yBohewa o03HaKe
oA
Tig=0u A—q, ) (31,3)
0q.x
IobuBeHA penauWja MOXe Ce HamucaTd y OOMIHKY;
9T __ g . (31,4)
: axk ;

. HamoMumeMo, fa ako ce uMa He jegHa, Hero Buwe sennuuna ¢ , oHpa, HapasHo,
wMjecto (31,3) Tpeba nucatH

T “'—6zkA Zq(?ﬂ— . | (31,9)
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Y § 28 Bupjend cMo, fa je jefHaynHa 06/1MKa p L =0, Tj. Ra je 4-Ou-
Xk
BepreHlyja BEKTOPA jelHAKa HYyNH, €KBHBAJIEHTHA TBPAKH, Na Ce& OJlpXKaBa

MHTerpan HeKor BeKTopa Io xunepnoapumﬂnf A,dS; rije Ta XMnNeprnospliHHa

ofyxBaTa LjENOKyMHH TPOAMMeH3MOHanHu npocrtop. OuwrnepHo je, ha aHanorHo

CTakme BaXH U 3a JUBEPreHLHM|y TeH3opa; jefHa4yHHa £ =0, exBHUBaneHTHa je

Ox; :
TBpALH, Aa Ce Ofpxasa BeKTOp P;, 4Mje Cy KOMIOHEeHTe jefHaKe MHTerpanuma
of T,; Mo XHOEpPNOBPLIMHH:

P,-zcor;st.fT“ as; .

OBaj BekTop Mopa O6UTH HIEHTHYaH ca 4-BEKTOPOM HMIynca CHCTEMa.
KoHcTaHTHH (aKTOp Npej MHTErpanoM Y3MHMO Tako, Aa 4YeTBPTa KOMIOHEHTa
sexkTopa P;, caobpasHo paHujuM peduHauujaMa, Oyne jeAHAKa eHEpTHjH CHCTEMa,

s L
MOMHOXEHOj ca —. 3a TO HanoMeHHMO, fAa ce P, MoXe HanucaTH y OONHKYy:

c ;
P4_—_c0nst.f T4ﬁ ng\: ConSt‘fj‘ﬁH dv’

aKo ce WHTErpupame BpIUM MO xuneppasHu X,==const. C ipyre crtpaHe, npema
31,3) umamo: '

9\
)

Opa BenuyuHa, caobpasHo oﬁmﬂoj dbopMyny, Koja TIOBe3yje €HEprHjy C&
Lagrange osoMm ¢yHKLHMjOM, MOpa ce [OCMaTPaTH Ka0 TyCTAHA €HEepruje CHUCTeMa,

T44——Q”” +4 (qE

na je npeMa TOME — T44dV TOTallHa eHeerja CHCTG'MB.. H& T&j Ha4Y¥H, MOpaMoC
i i,
CTaBHUTH COHSt.=“——, na ce 3a 4-HMHYRC CHCTEMA ,IIECbHHHTHBHO noﬁusa x?paa'
c
I
Pj:-—EmedSH. (31,6)

Tensop 7;, HasWBa ceé TEH30D EHEpTHje-UMIyJiCa CHCTEMa.

HeonxonHo je HamoMeHyTH, Ja HebuHHUHMja TeHzopa 1. ¥ CyI.LITHHH Huje
jenHosHauHa. M saucra, Tensopy T, meduuucaHoMm jenHauuHom (31,3) Moxe ce

[0LaTH BeNMUWYKMHa obnuxa a—%ﬂ' roje je \].rm Ma- KOji TEH30D aHTHCHMETpHYAH
: X

{ .
no uupexcuma K, [. Tlocnuje Takee 3aMjeHe HOBW TEH30p 7, MOXe 3afl0BOIbABATH

0 xrm

P, yonmte ce npuTOM He MHjema, jep npema (6,]2) MOXEMO THCATH:

f ‘ij’;“ds e f dS ‘”"“ —dS, a*"*’ f Yura dfi »
I

jenHaunHy (31,4), jep mocToju uaeHTHTeT ———— ==0. ToTanuu 4-uMnync cuctema
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TAje ce HHTEerpHpalse Ha [ECHO] CTpPaHH jefHayHMHe BPIUK MO MOBPIIUHH (oﬁanoj),
Koja ,,004BHja‘ XHIEpNOBPLIHHY, MO KO0jOj Ce Ha THjeBOj CTPaHH jefHAaYHHE BPLIH
uHTerpupamwe. Ta noBpwMHa, O4EBHAHO, HANasd ce y 6ECKOHAYHOCTH TPOJLHMEH-
3HOHANTHOT MpPOCTOpa, & Kako y GeCKOHAYHOCTH He MOCTOjH MOJbE HUTH YeCTHLE,
TO je Taj MHTerpan jenHak Hynu. Ha Ttaj HauyuH, 4-UMnync cucTema je, Kxao wTo
H Mopa. OMTH, BENMYMHA, KOja je jesHO3HAYHO JeduHHUCaHA. 3a jeoHO3HAYHO
legunucarme TeHsopa T, MOxe ce ynoTpujebuTH 3axTjeB, fHa ce 4-TeH3o0p
MoMeHTa umnynca (B. §13) cuctema uspaxasa 4-umnyncoM nomohy:

Mfk‘:f(x; de—xEde)=—if(xiTkl;xf T,‘[)dSt, (31,7)
c

Tj. TaKO, Ba Ce He CaMO LjellokynaH MOMEHT CHCTeMa, HEro M Herosa »[yCTHHA"
‘M3paxasajy moMohy ,FyCTHHe HMMynca no 0BHYHO] bopMynH.

: Jlako je ompenuTH Kakae ycnoe Mopa 3a TO 3a40BO/baBATH TEH30p eHeprHuje
-uMnynca. ¥ BesM C THM HalOMHEeMO, fa Ce 3aKoH OApXaHa MOMEHTa MOXe
M3pasHTH, Kao wTo Beh 3Hamo, Tako ma ce cTasu, ga je IHBEpreHLMja MoAuH-
TEerpanHor Hapasa y M,-g jenHaka Hynd. Ha Taj HauuH je

P .
"_(xf Tﬂ S x;¢ Tf(}= O .
0x, :
X,
HamomumweMo, na je L =d; H 25‘—1 =0 ; onaTie HajnasuMo:
X, 0x;
5:‘1 Tm “" 51&1 Trz = T — Tff =0,
Unu , : -
Tig=Thu, (31,8)

Tj. TEH30D €Hepruje-UMmynca Mopa GHTH CHMETpHYaH.
[lpumjetumo, na T,, nebunucan dopmynom (31,4), yomure yseswy, Huje
CHMETpHYaH, an¥ Moxe OWUTH CacTaBIbeH Ha Taj HaYMH HON4BameM M3pasa o6iuKa

0 -
.—%@1 ca oarosapajyhum 1.

X

Bunjehemo nounnje (y §93), ha nocToju jemHOCTaBaH HauyMH JUPEKTHOT
nobuBama CHMETPHYHOr TeHsopa I;. Kao WTO je paHuje HamoMeHyTo, ako ce
uHTerpupawe y (31,6) BpUIM Mo XUMeppaBHH X, = const., oHaa P, fo6uBa o6mHK:

i _
Pi=—=|T,dV, (31.9)
r ~
rnje ce HHTerpHpaH:e BPLIH TII0 LHjenoM npOCpoy (TpOﬂHMeHBHOHaHHOM). Kaxko

NpocTopHe KommoHeHTe P; ofpasyjy TPOAMMEH3MOHANHY BEKTOP MMIYNCA CHCTEMA,

” L :
4 BPEMEHCKa KOMIOHEHTA jé Herosa eHepruja MOMHOXEHa Ca — , TO CE& KOM-
c

| i
MoHeHTe (—— Tm)mory HasBaTH ,rycTHHa ummynca“, a (—T,) — ,rycTuHa
c : <

eHepruje (Tj. pecreKTHBHO UMOYJIC W €eHepruja jelHHULE 3anpeMHHe).
36or ofjalkema CMUCIZ OCTARMX KOMIOHEHATA Tk, Ham4WUMO jenHayHHy
onpxawba (31,4) y TpOAHMEH3HOHANHOM OONHKY: ’

1 0T44 th‘-}(I O I OTCL4 aTU_B . O
ic ot Tox, — ' dc ot ox;

(31,10)
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UnterpupajMo oBe jenHauuHe no Hekoj sampemuuu V npocTopa. s mpee umamo:

1 0 67‘41 o
f—ca_tf TudV-}—faxa dV=0,

UM, TpaHcdopmauujoM Apyror MHTerpana npema (JQUSS-OBOj TEOPEMH:

_Oith**dV=ic gﬁTm{ dfu , (31,11)

raje ce Ha [eCHOj CTpaHW MHTErpan ysMMa Nno MOBPLIMHH, Koja o6GaBHja 3amnpe-
muHy V. Ha nujeBoj cTpaHu Hamasu ce O6psvHa INpOMjeHe eHeprHje, Koja ce
Hanasu y sanpeMmudH V. Opartne ca BHAH, #a je M3pa3 Ha J[ecHo] CTpaHH
KONMYHHA eHepruje, Koja npohe Kpoa rpanuuy azanpemuse V, a — i¢ Ty rycTHHA
je Tor dnykca — KonWuMHa eHepruje Koja mnpohe KpO3 jefHHHLY TMOBPLIHHE Yy
jenuEuuM BpeMeHa. Ha Taj nHa4uu, rycTuHa ¢nykca eHepruje jeiHaka je IyCTHHH
HMIyrca MOMHOXeHOj ca c2.
M3 ppyre jemHaunHe aHafoOrHO HanasHuMo:

a:cf(_ aﬁ)dV=—g@Taﬁde. o 6L1R)

Ha nujeBoj cTpaHuM Hanasu ce INpOMjeHA HMIIyICa CHCTeEMa Y 3anpeMuuu V y

jenunuuu spemeHa. [Ipema Tome, Taﬁdfﬁ je KOnHYHHA HMIyJca, KOjH ,ucTede“

Yy jeAHHHLH BpEMeHa U3 '3anpeMHHe V. Ha Taj nvauyun, TB je rycTtuHa dnykca

umnynca. [yctuna ¢nykca eudepruje je BekTOp, a TrycTHHa duykca ‘MMMynca,
KOji je caM mo ceb6H BEKTOp, OYHUIrNeZHO Mopa OHTH TeH30p (KOMI‘IOHEHT& . ag

TOra TEH30pa je BENMYMHA (-KOMIOHEHTEe HMIylca, Koja NpOTeYe KPO3 jeAHHHLY
MOBPIIKHE, HOPMANlHe Ha OCH X, y jeflMHHLU BpeMeHa).

B

§ 32. Tensop eHepruje—UMIyICca eNeKTPOMAarHeTHOr MoJa

Onwte penaumuje, koje cMo ROBHMNHM y NpeTXoNHOM maparpady, NpUMHjeHH-
heMo cama Ha eneKTpoMarHeTHO MOIbe. 3a ENEKTPOMATHETHO NOJbe BeNUYUHA,
Koja ce Hanasd MNoi HWHTerpanHuM 3HakoM (31,1) npema (26,4), jennaxa je:

1 2_”_‘ 1 aAlwaAkz
— el |

Komnonente 4 - noTenunjana mnoma A, cy BenduuHe (. YBpIITABameM TOra y
neUHULHU]Y (31,5) Tensopa T;; WMamo:

34, oA
3% 704, oud

k Oxf)

3a uspayyHaBare wuseona ox A, Koju osgje ronasu, HamucaheMmo BapHja-
uujy 0.A. obusa ce

4 1 aAl aAE aAI OA,E . _1— %“ Q_Aj;
G ( ox, 6x,) ¢ (dxk B Ox1>_q—8n;F”"(6 0x, 0 Ox[)’

Tff — =
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MM, NMEepMyTalHUjoM HHAEKCA W Y3€BIIH y oﬁanp Ra je Fyy=— Fy:
4 axk
Onaene BMOuMO, na je
oA 1
s = - — Fy,
T
0x
M TpeMa TOMe
1 04, 1
LSl § - L W -
T!k 477 axf ki 167 L€ Flm

Ha 64 oBaj Mapas 640 CHMeTpHYaH MO HHAEKCHMa [ W K, no,u.ajmo My dnaH

I 0A;

~—— F,;; Taj unan WMa o6NnMK H3BO4A , iep je:
43’6 ax ki J A O “Ptkl ] p J

. %F o ()A;-Fﬂ _ A aF‘é{__‘ aAl‘Fif[
L T ‘ox, O0x

[mpema Maxwell-oum jennaunnama (29,2) y MjectnMma raje Hema ontepehema

oFy,

je 7 i 0], a 3ato ce, Kao LITO je MOKa3aHO Yy MPETXOOHOM Haparpa'd)y, W
! %
MOX€E€ pnolaTH TEH30pYy €Hepruje-uMnylica. Kaxko j€ a—— ax = I'ip ﬂerP!HH-
i [

THBHO HallasuMo cnuje,u,ehn H3pa3 3a TEeH30p eHepere-HMnynca EIIEKTPOMArHEeT-
HOTr noJea:

1 -
; (TS (F,., Fy— F,m 5, ) 321)
4

Huje ce Tewko yBjepuTH, Ha TeH30p 1;, ENEKTPOMArHETHOT MNOJba 3aL0BOJbABA -
saxtjeB 1,, = T}; Ocum Tora, oH ce omnukyje oCoGHHOM, ha je 36Up HEroBHX
IHjaroHanHUX 4naHoBa jefHaK HYNH :

Ty == 0. (32,2)

Wspasumo KoMroHeHTe Tensopa Ty, mnomohy ENeKTPHYHOT M MAarHeTHOr
noa. Ha ocuoBy wuspasa (22,7) sa kommoHente Fy, nako je mahu cnujepehe
uspase 3a 1

11
T = a |y ') ey — By — o Hy |
(32,3)

i
Tyo=7 5w Ty=—W,
roje je W= .81_(52 - H?) rycTuna eHepruje noma, a S = f(EXH)—Poyn—
7 7

ting - oB BexTOp. TPOAMMEH3MOHAIHM TEH30P T‘IB HasuBa ce Maxwell-oB TeH-
30p HarfoHa.
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Ilo caga cMo nocMaTpanu noma 6e3 ontepehewa. Kama ce Ty Hanaze
H YeCTHLe, OHAa Cy TOTanHa €Hepruja ¥ UMNync nojka 3ajefHO ca 4ecCTHLama
jeIHAKH CYMH eHepruje M MMryjica W jeAHMX M LpYTHX, Tj. TOTanHH 4 - uMmync
je jemHak:

c

Pi=— if TidS, + zpi ' : (32,4)

raje je p; = mMcu; 4-wvMnync 4YecTHua, a CyMa ce ysMMa TNpeKO CBHX 4ecCTHUA
Koje ce Hanase y mnoiby. Y TPOAWMEN3HOHANHOM OOMHMKYy MOXEMO 3a HUMNync
no/mba ¥ ontepehera HamUCAaTH: '

f%dH—Zp,
fW-dV—l—Zéa.

Huje Tewxo npoejeputd, na ce P;, Koje je HAedHHMCAHO mpema (32,4),
cTBapHO ofpxaBa. Mapauynajmo npomjeHy dP; Bektopa P; 3a BpHjeme dt. To .
ce MOXe ypalHTH aHanorHo OoHOMe, Kako CMO H3pauyHaBald NpOMjeHy omnTe-
pehema y § 28. Y uexom momenTy { P; ce onpehyje dopmynom (32,4), rnje ce
WHTEerpHpame BpLIM MO YATaBoj xuneppaBHM f= const. ¥ wmomenty - df P,
ce oxnpehyje HcTOoM (opmMynoM, rije-ce caja HHTerpvparbe BpLWH IO XWNEepPpaBHH
t 4 df = const., a uMnyncH - 4ecTHla ysuMmajy ce y MOMEHTY t + dt. Pasznuka

a 3a eHeprujy,

BpHjeNHOCTH HHTerpana .[Tik dS, Ha THM XHMeppaBHMMa MOXe C€ HamucaTH -

y o6nuXy MHTerpana 98 T;. dS, ™m0 XunepmoBpIUMHH; KOja OKPYXyjé 4eTBOpO-

NVMEeH3HOHANHy 3anpeMUHy- Mehy TUM XureppaBHHMa (y GeCKOHaYHOCTH jé TIO/bE
jeAHaKO HYNM W 3aTo HecTaje WHTerpana mno ,604HOj xumepnospumud)‘. Ha Taj
Ha4YHH je

L AT, a5t S,
dPt . 95 Trk dSk+ R dpt'
unu, npema (Gauss-oBoj TeopeMu : ' -

| dp,:_-if M 40 +-2de. T (329)
c _ 2

0x;

TAje ce HMHTErpaj ysuMa no 4 - 3anNpeMHHM Mehy ABHjeMa feckoHa4yHO ONHCKUM
XHIeppaBHUMa.
Dpyru unae y (32,5) Moxe ce TpaHC(OpMHpaTH, Cnyxehu ce jelHauMHAMa
KpeTawa onrepehewa y momy (22,5): '
dn, -
—p“f EF:';: dy,
ds "¢

onaKyiie, MHOXEHREM Ca ds wva3nasu:

dp; = LS Fy dx, = iF:‘kﬁdt
) C C dt

Teopkja noma
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Yeohewem ryctune ontepehema p, uMaMo

dt [ . dx dt .
Edpfz—fQFm dtkdv"_‘—fFik]de:
C c

raje je j, — 4-BexTop cTpyje. [o6uBeH H3pas MOXe Ce HanmUCaTH W y OOMHKY:

1
dp,=— | FuJ,dQ,
z p iczf Kk Jk

Aje Ce MHTerpam ysuMa [0 HCTO] 4-3anpeMHHM Kao H KOL NMPBOr uYnmaHa y
(32,5). Ha Taj HauuH je:

0Ty
P =—2 B +—Fu i) 2.
& 0 X,
€ npyre ctpaHe, momohy Maxwell-oBux jenHayuHa MOXe Ce JIOKasaTH,
Ja OBJje HecTaje UOAMHTEerpajHor uapasa, Tako ga je dP; jemHako Hynu, Tj.
P; ce ctBapHo oipxapa. Crnyxehu ce napasom (32,1) mMoxemo mucaT:

S+ F, FR,)

o 1y
4 axE a Xp

axk 4 Y

41

1 1 aF,, 0F; 0Fy,
— _—— + F Fi)-
( 5 oxi .’m . kt + dx X, )

[pema Maxwell-oBuM jenHauunama (25,5) H (29,2) CTaBMMO OBfAje
dx, ¢ ox 0x, ox,,

U yaMuMo y o63up, Ba je TeH3zop F,, aHTUCUMETpHYaH, Ma HWMaMo:

IOT”‘_L(i OF 1 1 OF;

F[' 41 V)
LFu— 2 Frlj!)

; 0
[m_’__—[—Flm'{"

TpaHcro3uu4joM MKHAeKCa IaKo-je NMOKazaTH, JAa Ceé npBa TPH 4iaHa Ha
mecHoj cTpaHu Mebhyco6HO TOHHMIUITaBajy, Ma TaKO A0NasMMO A0 TPAaxeHOr pe-
3ynrara:

0T; 1 5

kK __ . \

- -=——Fi k- (32,6)

()xk c @
OBa jepHauWHa, KOja je yorniuTewe jeAHa4YuHE (31,4), MaTeMaTHYKH je H3pas
3aKOHa OJpXaka EeHepruje M MMNyjnca €ENeKTPOMAarHeTHOr Io/ba 3ajefHo ca
yecTHLlaMa Koje ce y meMy Hanase. Kao wTo ce MOXeMO YBjepHTH, 4YeTBpTa
KOMIIOHEHTa OBe jeaHauMHe rnoknana ce ca jeaHaduHom (30,1).

3 4 madyong

1. OzpemMTH rnaBHe BpPHjeNHOCTH TEH30pa eHepruje—HMMNyJca eneKTPOMarHeTHOr Molkba.
Pjewewe: Tensop T, CBOAM ce Ha [HjaroHanHu o6NnHK y KOODEHHATHOM CHCTEMY,

raje cy sektopt E u H napanenuu. ¥ Tom cuctewy je:

_T11=T22=T33:_T44=W
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{oca X je ysera y npasuy o6a Bektopa moma),

Axo cy Bextopu E n H mehyco6Ho Hopmanmu M jegHaku no amcomyTHoj BeJIMYHHH, OHAa
ce TeHsop [, He Moxe CBECTH Ha AujaroHanuu obauk. Komnowente T, koje Cy pa3sNHyHTe

i
Of Hyne y ToM cCnyd4ajy cy:

—T“=T33:—iT43=W

{oca X je ysera y mpasuy E, a oca Y y npasuy H).
2. Hahu Lorentz-ose Tpanchopmausone (opMyne 3a KOMIOHEHTe TEH30Pa EHEeprHje-HM-
JIy/ica eNneKTPOMATHETHOr MOosba.

Pjewemwe: MNMpema omwrum dopmynama (6,4 — 5) robusamo:
_ o o P
Tee=—x (Txx+2 qu+?z_w'>’ Liy=Tyy Ty,=TYy,,
: ‘"F
1 V o, 1 &
x?=‘—_"vn:(T'xy+ c? S .V)’ SJC v [S'x<i + F) + VW' <+ VT'xx] .
\/1——— e
C2 c- :
o , ) ] 1 ,
S 2“—_1/?(33’_ VIy). W=—1z (W'+2us + o, )

§ 33. Teopema BHpuala

[TocmatpajMo cHcTeM 4ecTuua koje MehycoBuo He gjejcTByjy. Hbouxos
OMIUITH 4 - UMOYJIC MOXE CE€ HalMMCaTH y WHTerpanHoM obnuKky ysojehu Ha O4ro-
Bapa,yhu HayuH onpehend TeHsop eHepruje-ummnynca. Y Ty CBPXY ONHCHBA-
heMo pacnonjeny Maca y mpocTtopy moMohy , TycTHHe Mace", aHaNlorHo MOCTYMKY
NpH ONWCHBarby pacnofjene TavyKacTHX onTepehewa nomohy mHxXoBe rycTuHe.
Axanorno dopmynu (27,1) 3a rycTuny onrepehe}ba FyCTHHAa Mace MOXe ce
Hanucatu y OOnHKY :

lu:hzm‘,qd(t‘—-I'A), ) (33,!)

THje Cy rp paidyc-BeKTO M (BEKTOpPH MONOXKA4ja) YecTHLa, a cymupatse ce BpLIK
10 CBMM 4YecTHLlaMa CHCTeMa.

»['ycTHHA 4 -uMmynca' yecTuya nuuwe cey obnuky pcy;. Kao wro 3Hamo,

I o ; :

Ta TYCTHHA IPETCTaBIba KOMIIOHEHTE s T4, TeH30opa eHepruje-UMMynca, Tj,
T4y = —iwc*u; Ho, ryctuna Mace y TpeTcTaB/ba BPEMEHCKY KOMIIOHEHTY
; X, ‘
4-lsiex‘rol:Jr:ll_ﬁ T (asamorno ryctunu ontepehewa, B. § 27). [lpema ToMme je

c
“TEH30p eHepm]e-HMnynca cucTeMa 4ecTHua, koje MehycoBHO He LjejcTByjy:
dx; dx, ds
Tiu=uc— =" =pcu; g, —. . (333
-lk a4 ds dlf L (e dt ( ’ )

‘OBaj TeH3Op je, K280 WITO TO W MOpa BUTH, CHMETpPHYAH.

6&
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-

MapauyHajMo 36Up [HjaroHaNHMX 4YnaHoBa TEH30pa eHepruje—HuMmynca
(32,2), 1j. Benuuuny T;;. Vimamo:
ds

ds
7}5*—}L0ﬂ5u575rﬁ==—— c EE.

Crasmajyhu oBpje ds==cdt l/] _ 3; U ymjecto u — cymy (33,1), HanasuMc
c

‘ 2
v .
— 2
Tii——ZmACVI——:d(T—rA). (33.3)
A c
Bunumo, cneuujanto, aa je 71;;<0.

Tlako je nokasaTu, na uspas (33,3) sa 7;; Baxu 32 Ma KOjU CHCTEM Ha-
eNeKTpUCaHHX 4YecTula Koje mehyco6Ho mjejcTByjy. CTBapHO, TEH30p €HEPrHje
—_MMnynca TaKBOT CHCTeMa Morao 6H Ce HamucaTH y OGNHKY cyme TeHsopa
(33,2) ¥ TeH3opa eHeprHje—uMIynca €NeKTPOMAarHETHOr T0lba, KOjé HeCcTHLe

cteapajy. Ho 3a enextpomarnetso noibe yBujek je Ty ==0 (§32). Ha Taj Hauuu
MOXEMO YTBRAUTH, B2 je 3a CBakd (QU3HYKH CHCTEM

T, =0, , (33,4)
rhje 3HaK jeNHAKOCTH BayK CaMO 33 €NEKTPOMArHETHO TNojbe Ge3, eNEKTPHYHHX
ontepehema.

[MTocMaTpajMo CHCTEM HaeNeKTPUCAaHWX HYeCTHLa, KOjH BPIUM TaKBO KPET2HLE,
NpyY KOMe Ceé CBe KapaKTepHMCTH4YHE BEeNH4YUHe 3a Taj CHUCTEM (koopauHaTe, MM-
nyncH) Mujemajy y KOHA4YHWM HMHTepBanuma. 3a TakBO KpeTame Kaxe ce, .a je
kBasucTauuoHapHo. OQpemuMo Cpeily BPHjeRHOCT N0 BPEMEHY TOTanHe €Hep-—
ruje & cuctema. Y Ty CcBpXy HahH heMo cpelwmy BpHjefHOCT I10 BpPEMEHy Ipyre
ol jefHaYMHA (31,10). [Mpu ToM Tpeba UMaTH y BHAy A& je CPefra BpPHjeAHOCT

' oy . .
H3BOAA at4 jelHaka HynW, Kao M YONuiTe M3BOJ CBaKe BENUYHHE, Koja Cce
MHjeHa ¥ KOHayHOM WHTepBany'). [lpema .ToMe HanazuMmo:

0 —
—— T g=0C.
dxﬁ af

[ToMHOXHMO Ty jenHauuHy ca X, W WHTErpupajMo Mo LHjenoM MpoCTopy.
TpaHchopMHpajMo HHTErpamn mnpeMa Gauss - ooj Teopemu, HMajyhu y BHAY,
na je y 6eCKOHa4YHOCTH Tcz.8=0 (kpeTame ce BpIWIM y OTpaHM4eHO] 06nacT
npocTopa), NMa 3aTO MHTerpan o MOBPIUHHH HUIYE3aBa: A

0T, 0Xy == =
-[xa a 0’.[3 dv:_J.O e TaBdV:jaap Tdﬁ =O,

s

1) Heka je f Taksa BenuunHa. Taja je cpeAwa BPHjelHOCT u3BOAa oy 3a HEKH BpeMeH-

ckM HMHTepBan 1 jenHaka

— T
df 1 (df t; f[(MH—i@

dat T ) dt T
0

Kako ce [ (f) mujerba caMoy KOHayHMM FpaHHLaMa, TO MPH HEOrpaHHIEHOM nosehaszwy T cpemma

BpUjENHOCT Y ‘CTBApPHO TEXH HyMH.
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N NedHHHTHBHO :

f—fm dV=0. (33,5)

Ha ocHoBy 0Be jeliHaunHe MOXEMO HAMUCATH 3a HHTerpan of Ty ==1 qo - Ty,

JTH dv __——e*-j'mdv’: —&.

Hajsan, yspwraBajyhu oBnje nspas (34,3) sa T, HanasuMmo:

NP _
T ZmA 1 Y (33,6)
ch :

Oea penauuja, xoja onpehyje cpenmy BPHjEJHOCT €HEpPrHje KON KBasHCTa-
1IMOHAPHOI KpeTama, NpeTcTaB/ba PEJIATHBUCTHYKO YOMIUTEHEe TEeOpeMe BHpHana
KnacHyHe Mexanuke!), 3a mane Gpsuse penauuja (33,6) npenasu y

-2 ma vi
— 3 mac?=— —_——
A A 2

Tj. cpelrba BPHUjEAHOCT TOTanHe eHepruje (M3ocTaBibajyhu eHeprujy MHPOBaH:a)
jenHaka je cCpeiO] BPH]eNHOCTH KHHETHYKE €eHEprHje, Y3eTOj €a CynpOTHHUM
3HakoM. To je y carmacHoCTH ca pesylTaToM, KOju haje KlacHyHa TeopeMa
BHpHANa 3a CHCTEM HaeNeKTPUCAHKHX YeCTHLa (KOje MehycobHo njejcTByjy mpema
Coulomb - osom sakony).

Hanomex—mmo, na je & < Zm,\cg, Tj. Cpei-a BDHjEAHOCT TOTajlHe eHep-

rvje Maa je op cyme eHeerJa MupoBaka 4YecTHua. Tako U Mopa 6uUTH, jep
64 ce y MPOTHBHOM CIlyyajy 4YecTHUe MOLNe pasleTjeTH 10 6ecx0Haqucw H
KpeTame He 64 6uno KBa3HCTaLHOHAPHO.

§ 34. TeHsop eHepruje-uMOy/nca MaKpPOCKONCKHX THjela

[MocMaTpajMo canma HekO MaKpOCKONCKO THJeNO H OAPERHMO HerOB TEH30p
eHepruje-uMnynca,

dnykc umMnynca Kpo3 €eNeMEHT di NOBPIIMHE THjena HHjé HHMIITA JPYro’
HEro CHna Koja JjejcTByje Ha Taj eNeMeHT MNoBpiuMHE. [IpeMa ToMe Tﬂﬁ dfp je

Q-Ta KOMMOHEHTAa CHIe, KOja [jejcTByje Ha eNeMeHT NoBpluHe. YmnoTpebumo
cajna cucTeM pedepeHUuje, y KoMe [aTH €NEeMEHT 3alnpeMuHe THjena MHpYje.
Y TtakBoM cuctemy pedepenunje Baxu Pascal-os 3akoH, Tj. NPUTHCAK, KOjH BPIIK
/RATH MO THjeNa jeflHaK je y CBMM MpaBLKMa M YBHUjeK je HOpManaH Ha MOBpIUHHY,
Ha Kojy mjejctmyje?). Tlpema ToMe MoXeMo -nucaTH TaB df5=p'dfa, ojakne je

Ta{% :pdaﬁ’

1) Bunu nanp. ,Mexauuka®, § 14,

%) Crporo peueno, Pascal-os 3akoH BaXH caMo 3a TeyHocTH W racose. MehyTtum, 3a
4BpCTa THj€na MaKCHManHe Moryhe pasiiHke NpPUTHCKA y pa3HHM NpaBLMMa HE3HATHe Cy y OQHOCY
Ha MNPHTHCKE, KOjH MOTY HIpaTH ynory y TEODHjH peNaTHBHTETa, Na kMXOBO y3HMake Yy 063HP
HHje HHTEpeCcaHTHO. '
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raje je p — nputucak Tujena. LlTo ce Tuye KoMNOHEHATa Ty, oje mpeT-

CcTaB/bajy TYCTHHY HMIynca, OHE Cy 32 JNaTH eNeMEHT 3allpeMHHe THjesna jejHake
Hynmv y TOCMaTpaHOM CHCTEMY. Komnoueura T,,, Nak, Ka0 ¥ yBHjeK, jelHaKa je

; . ; I :
ryCTUHH €Hepruje Tujena, Kojy hemo' oBnje o3HauuTH ca & Oupa je == OUYMUrTIENHO,
) c

ryCTHHA Mace THjena, Tj. Maca jefHHHULE HEroBe 3anpeMuHe. Bama uvctahu, na
je oBaje pujed 0 jeLMHHLH ., COTICTBeHe' s3alpeMHHe, Tj. 3ampeMHHe Yy OHOM
cucTeMy pedepeHlHje y KOMe NaTtH AHO THjena MHpyje. .

Ha Taj HayuH, y NMOCMaTpPaHOM CHCTEMY pedepenunje Tensop 7 (s_la naTH
nvo THjena) uma OBNHK: :

—

O O O
a—

Tik = (3431)

o O" O
m O O O

o™ O O

( )
Capa je nako Hahu wu3pa3 3a TEH30p eHepruje-uMnynca MakpoCKOMCKOr

. . N
THjena y Ma KOM CHCTeMy pedepeHuuje. 36or Tora yBoguMo 4-6p3HHY IZ; MaKpo-
CKOTICKOI KpeTaka elieMeHTa 3alpeMHHe THjena. Y ToM cucTeMy pedepenuyje,

 rIje maTH eNeMeHT MHpYyje, KOMIIOHEHTE Fberone 4-6p3uHe jenHake cy U, =0,

u, =1i. Uspas 3a T, mopa OHUTH Tako uzaBpaH, Aa y TOM CHCTeMy hobuBa
obnuk (34,1). Jlako je mokasaTu ha je Takam

T— (p+8) 4P (34,2)

OBaj uapas ognpehyje Tensop eHepruje-umMmynca MakpOCKOMCKOT THjena.
HberoBe KOMMOHEHTe, Hamucase y TPOAUMEH3HOHANHOM OGNMKY, CY:

(p+e) v v
Top= Pl
2 (1———) :
£ ; _ (34,3)
. | A vz
. _ltav, . ‘TP
o4 2 g 4 == :
c(l——g—) l—qi
62 62

Axko je OpsuHa v MaKpOCKONICKOr TuHjena Mamna'y OAHOCY Ha OpauHy CBje-
TIIOCTH, OHJA je MPHOIHKHO Tm-—_—i(p —-¢)v,. Kako je _c£ Ta4=%(p—|— E)V,
rycTuHa nmnync‘a, BUIOH Ce, fa yno‘;y' rycTHHe Mace THjena urpa y -fom cny4ajy
36up clz(p—[—s)\.

Wapas 3a T, nojefHoCTaBiyje ce y crlydajy, kapa.cy Op3uHe CBHX HecTula,
KOje ynase y cacTaB MakpOCKONCKOI THjesia, Mane y ORHOCy Ha 6p3uHy CBje-
tTnocTd (6p3KHa, TMaK, MAaKPOCKONCKOr KpeTara MOXE 6UTH TIPOW3BOIBHA). Y TOM
criyyajy y TYCTHHH €HEpPrHje & MOry ce 3aHEMapHTH CBH FbEHH LjenoBH, KOji
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Cy Manu y ONHOCY Ha €Heprujy MUpOBalba, Tj. MOXE Ce MHCATH UC? yMjecTo &,
raje je p 36Mp Maca 4yecTulla, Koje ce Hanase y jefMHHUM (COMCTBEHE) 3ampe-
MHHE Tujena (HarnawaeaMo, [a y OdWITeM Chydajy TpeGa pasnuKOBaTH (L OF

3
TayHe TyCTHHE Mace THjena —, Koja y cefM yKJbyuyje M Macy Koja TpoH3Jiasu
¢

0l €eHeprdje MHKDOCKOINCKOI KpeTaka 4YecTHUa y THjeny U eHepruje HbHXO0BOr
ysajamHor gjejctea). LlITo ce Tuye mnpuTHCKAa ONpeheHOr EHeprujoM MHKpPO-
CKOTCKOI KpeTara MOJIEKyna, OH je y [MoCMaTpaHOM clyuajy, HapaBHO, Takohe
Mand y OLHOCY Ha TyCTHHY eHepruje MupoBamwa uc% Ha Taj HauyuH, 3a uspas
T Hanasumo: .

T.!'k = ‘U/Cz u; iy k (34!4)

WUz wuspasa (34,2) Hanasumo T,;,=—e-3p. Onwra ocobuna (33,4}

TeH30pa €eHepruje-HMmynca Ma Kojer CHCTeMa MoKasyje caja, fha 3a IMpHTHCaK
M ryCTHHY MakpOCKOINCKOT THjena yBHMjeK BaXW HejepHakocT!).

P .
p<5 g (34!5)

Ynopegumo penauujy 1;=3p—¢ ca omnurtoM dopmynom (33,3), koja,
Ka0 IUTO CMO BHAjeNy, BaXH 3a Ma Koje chcTeMe. Bynyhu pa capa nocMartpamo
MAaKpPOCKOINCKO THjeno, oHfa 3a uapas (33,3) Tpeb6a y3eTH cCpeliby BpHjeRHOCT
3a CBe BpHUjeNHOCTH I' ¥y jefHHHLM 3ampeMdHe. Y pesyntaty Ro6MBaMo: '

' =
9 Va (34 6)
e—3p = IHAC"'\/I—— 5 !
S |1

(cyMHpa&,e Ce BpLUM MpeKo YEecTHlla, Koje ce Hanase y jegHHHULH BaHDEMHHe)-

[Tpumjenumo pobuBeHe dopMyne Ha MAeanHd rac, 3a KOju MpPETNOCTaBIbaMO,
La je cacTaBlbeH M3 jefjHakux dYecTHua. Byayhu pa dyecTulle uieanHor raca
#He [NjejcTByjy jeAHa Ha npyry, moryhHo je npuMjeHHTH (opmyny (33,2) mowto
ce NMPETXOAHO y3Me HeHa cpelra BpHjegHocT. Ha Taj HayuH, 3a HAeanHu rac je

d dx,

T,';_-ZﬂTHC*a}— ds

rije je n— 6poj dYecTuua y jeNMHMLM 3anpeMHHe, a LpTa O3HayaBa CPELY
BPHjeIHOCT MPEKO CBHX dYecTHua. AKO y racy He NMOCTOJH HHKaKBOI MaKpOCKOI-
CKOT KpeTawa, OHIa C Ipyre ctpaHe 3a 7y, WMaMo Hapas (34,1). Ynopehusawe
OBHX (hopMyna [OBOAM HO jelHauHHAa: "

P L e s —— & (34,7)

V2 3 v?

Oge jenunauyuHe oapehyjy TrycTHHy M MNpUTHCAK PENaTHBHCTHYKOr MAEanHOr raca
noMohy 6psuHa uwecTuua. [pyra on FbHUX 3aMujeryje Mo3HaTy (OpMyny Hepe-
NaTUBUCTHYKE KHHETHYKE TEOpHje racosa. '

€
1) I'paHdyHa BpHjERHOCT [ = 3 MIOCTHME Ce CaMo 3a eJeKTPOMarHeTHe Tanace.
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CTAJIHO MOJBE

: - §35. Coulomb-0B 3aKOH

3a cTanHo (KOHCTAHTHO) eNeKTPHUYHO, MM, KAKO Ce OBMYHO Kaxe, enek-
TpocTaTU4Ko morke, Maxwel/-ose jenHaduHe UMajy OBIHK:

divE=4mo, (35.1)
rot E=0. ‘ - (35,2)

Enextpuuno nome E uapaxaea ce camo momohy jepHor ckanapHor rnoTeHuUujana
penalujoM: '
—= — grad ¢’ ) - (35,3)

Ychm nu ce (35,3) y (35,1) mobuma ce ]enHaqHHa KOjy 3ajoBOJ/baBa TMOTEH-
LHjal CTalHOr eleKTPHYHOr MoJba: .

Ap =—4mg. (35,4)

Osa jegnaudHa ce Hasusa Poisson-osa jeAnayuHa. CrneuujanHo, y Bakyymy, Tj.
roje je o =0, noreHujan sagoBorbaBa. Laplc ce-dBy jefHauuHy:

Ap=0. f (35,5)

W3 nocmepnrwe jefHayuHe ClHjefd, CHELHjanHo, fAa MOTEHUHjan eneKTPHYHOr
roJba HWILje HE MOXe HMMaTh HH MakCHMyM HH MUHUMyM. M saucTa, Ha 6u @
UMano eKCTPEeMHy BpHjeJHOCT, HEONXOZHC je  Ja CBM TMPBH M3BOAH Of @
T . _ S 0% 0% 3%
Mo KoOpAvHATaMa OyAy jeAHakW Hynd, a fa [pyrd W3BOAM ;

sy 0x% - dy* dz
umajy je,uHalm 3aHak. MehyTum, nocmentme je HeMoryhe, jep Tana He Moxe OH
ucnytweH ycnoe (35,5).

OppenuMo cama roJbe, KOoje CTBapa TayXacTo on'repeheu-.e. 36or cuMe-
Tpuje je jacHo, ma he morke OGUTH OPHjEHTHCAHO y CBaKOj Ta4yKu JYyX pajpdyc-
BEKTOpa MOBy4YeHOI W3 Tauxe, y Kojoj ce Hanmasu ontepehewme €. Opasue je
' jacHo, ma he amconyTHa BpujenHocT E To/ba 3aBHCHTH caMo OA pacTojaka R
ol onTepehema. 3a Hanmayerme Te alcoNyTHE BPHjeHOCTH NPHUMHjEHHMO jenHa-
ynHy (35,1) y unrerpantom o6nuky (29,5). dnykc enexrpudsor nomba Kpos chepHy
TMOBPLIKHY ToONynpeyHuka R yaeTy oko onTepehewa e, jeauak je 4mw R*E. Taj
¢nykc Mopa 6uTu jemHak 47 e. OpaBie HanasuMMo:

E=EX .

R2
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Y BexTopckoM obnuky mnoke E Moxe ce HamucaTH y o6nuKY:

=— . | (35,6)

Ha Ttaj HauMH je mome, Koje M3asWBa TAuKacTo onTepehewe, OOPHYTO mpomnop-
LIMOHANIHO KBaJpaTy pacTojama of Tor ontepehewa. To je Takoasann Coulomb-os
3akoH. [loTeHuujan Tora mosma je, O4EBHAHO,

p=-" . (35,7)

R

Ako mMmaMo cucTeM ontepehema, OHAa je Moike, Koje Taj CHCTEM H3as3uBa
npeMa TNpPHHLHIY CyNeprozniluje, jeAHAKO CyMH TI0J/ba, KOja H3a3WBd CBako
ontepehemwe mnojeguHayHo. CrneuujanHo, MOTeHUHjan TakBOr NoOJka je:

€a
iR = —
Ra
A
raje je K4 pacTtojame oj onTepehewa €, RO TadKe, y K0joj MNOTeHUHWjanm Tpa-
®uMo. AKo ce yBefe ryctuHa ontepehewa o, ta dopmyna pobuea OOGNMK:

+

0
p= | =dV, (35,8)
-

raje je R pacTojame of enemenTa sanpemuHe dV nmo naTe Tauke.

Ospje hemMo HaBecTH W MaTeMaTHYKy penauujy, koja ce po6uBa, Kafa ce
BENM4YMHE Q H @ 3a TaykacTo onTepehere 3aMHjeHe 'y (35,4), Tj. kama ce

cran p=¢€e0(R) u p= . Taga wanasumo:

A — = —4mdR). (35,9)

S
R

§ 36. EHeRTpOCTaTH‘{Ka edepruja onrepehema

IMocmaTpajmMo cucTeM onTepehera U OAPENMMO H-erosy eHeprujy. Ilohu-
heMo ox mojMa eHepruje moika, Tj. Of HU3pasa (30,5) za rycmHy el-{epmje Exep-
ruja cucrteMa onrtepehema Mopa GUTH jenHaka:

v=2 [ Erav,
8w

raje je E mome, usasBaHo TuM onTepehewHMa, a HHTErpan ce ysuma Mo Luje-
nom npoctopy. Ako ce oejaje ctaBu E =-—grad@, U -ce mMoxe TpaHcopMu-
paTd Ha cnmenehﬂ Ha4YMH:

U=—L Egradq:de———lhfdiv(Ecp)dV—l——l—J\(PdiVE'dV-
8w 8m 8w
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[pBu Of 0BMX WHTerpana, npema (FalSS-OBOj TEODPEMH, jefHAK je WHTerpany of
E ¢ no MOBpIIHHH, Koja OrpaHM4yaBa 3aMpeMHHy HHTerpupamwa. Ho, 6yayhu na
ce MHTEerpupare BpPIUM IO LjENIOKYTHOM MPOCTOPY, @ y GEeCKOHAYHOCTH je Mosbe
jemHako Hynd, unterpan Hw4desasa. Ctasmajyhu y npyrd uaterpan divE—=4m¢
(35;1), nanasuMo cnujesehn uspas sa eHeprujy cucrtema ontepehewba:

U:%J‘gcpdv. (36,1)

3a cuCTeM TadkacTUX onTepehewa €4 yMjecTO MHTerpana MoXe ce HanucaTH
cyMa Tpeko ontepehema:

1
=—2eaqa (36,2)
2 A

raje je @a— MOTEHLHjasn nosba, Koje cTBapajy cBa onTtepehema y Taudku rije
ce Hanasu ontepehere 4. _
lNpema Coulomb-oBoM 3akoHy, ako ce po6useHa QopMmyna NpUMHjeHH Ha
jeaHy eneMeHTapHy onTepeheHy yecThuy (peuMMO Ha ENeKTPOH) M Ha TOJbE,
xoje OHa npouseaha, nonasuWMo N0 3aK/byuyka, fa ontepehere Mopa MMaTH HeEKy
Z ; e P .
,,COTICTBEHY ‘‘ TMOTEHUH|allHy EHEprHjy, jefHaKy —(E, roje je ¢ noTeHUHjanm TMosba
: 2 :
Koje cTBapa onTepehewe y MjecTy raje ce Hanasu. Ho mu 3Hamo (B. § 8), ‘na
y TEOpHjH pEnaTUBUTETA CBaKy eJeMeHTapHy 4ecTvuy Tpe6a cMmaTpaTd Kao

) € - .
taykacTy. [loTenuujan, mnak, ¢ —-— meroeor noba y Tauuu R =0 mnocTaje

GeckoHayaH. Ha Taj HauuH, Ha OCHOBY eNeKTPONHHaMHKe, efNeKTpoH 64 Mopao
uMaTH GECKOHAYHY ,,COMCTBEHy' €Heprujy, a npeMa TOMe M GeCKoHayHy Macy
(jennaky eHepruju MNofMjelbeHOj ca c®). dusuuka amncypmHOCT TOra pesynTaTa
nokasyje, Aa Beh OCHOBHM MPHUHLWUMNK caMe eNeKTPOAWHAMHKE [OBOJEe [0 TOra,
la beHa NpHMjeHa Mopa GUTH OrpaHMYeHa oipeheHHM rpaHHLaMa.

HamomumweMo, pa ce 36or nobuBeHUx pesyntaTa M3 e€leKTPOLUHAMHKe, Ja je
comncTBeHA" eHepruja M Maca OGeCKOHayHa, HE MOXe Y eNeKTPOAWHAaMHLH MMoCTa-
BUTH M{TaH€, ia M je CBa Maca eNleKTPOHa eNeKTpoMarHeTHa (Tj. BesaHa ca
eNeKTPOMarHeTHOM CONCTBEHOM €HEPrHjoM 4YecTHLe).

Kako je HOJ&BH:HBaH;e feckoHayHe COMCTBEHe eHepruje, KOJa HeMa cbn3m~
yKor CMHCIa, BE€3aHO ca THM, 1a TaKBy 4YecTHUy Tpeba MocMaTpaTd Kao Tau-
KacTy, TO MOXEMO 3aK/by4YWTH, N4 €leKTPOLMHaMHKa, Kao JIOTHYHO 3a0KpyXeHa
¢dusn4Ka TeopHja, nocraje cama y cefu MpOTHBpje4YHA MpPH Mpenasy Ha AOBOJLHO
Mana pacTojaka. Moxe ce NMOCTaBUTH MHTake O TOME, KaKaB je pej BenuddHe
THX pacTojama. Ha To muTame MOXe ce OArOBOPUTH, aKO Ce HaloMeHe, fa 6u
3a CONCTBEHY €NIeKTPOMarHeTHY EeHEeprujy enekTpoHa Tpebano A06GMTH BPHjeLHOCT
pefid BelMYMHE EHEprHje MHUPOBama MMCE. .

Ako ce, ¢ npyre cTpade, MOCMaTpa eNeKTPOH Ca HM3BjeCHUM JAHMEeH3HjaMa
2

§ , 4
R, oHpa OH Herosa CONCTBEHA NOTEHLHMjanHa eHepruja Ouna pesa —. Hs yc-
[}
: &2 :
nopa, na obje Te BenuuuHe Oyny HMCTOr pefa, — ~ /7 € HanasuMmo:
0

. (36.3)

Ro‘"‘"
m c?
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Ose pumeHzuje (oHe ce HasuBajy ,MONyMpevYHHK" eNeKTpOHa) onpehyjy
rpaHuLie TIPHMjeH/LMBOCTH ENEKTPONMHAMMKE Ha ENEKTPOH, .Koje npousnase Beh
W U3 COTCTBEHWX OCHOBHMX MNpuHLuna. Tpeba yocTanoM HMMaTH y BHAY, Ha CY
yCTBapu rpaHuLe NMPHMjeH/bHBOCTH eNeXTPOAWHAMUKE, KOoja Ce OBlje nanaxe (oHa
ce 06MYHO HasHBa ,KnacuyHa) MomMakHyTe MHOro jarke 6naropapehy KBaHTHHUM
nojasamal).

Bpatumo ce mowoso Ha dopmyny (36,2). TloTeHuujann @a KOjH C€ y Hs0j
Hanase, jemgHaku cy npeMma Coulomb-oBoM 3aKOHy:

€R ' 7
Ppa = E _ 36,4)
A : Rap (

raje je Rap pactojamee Mehy ontepehewuma €4, €5. Mspas sa eHeprujy (36,2)
cacToju ce M3 nBa Aujena. [1peo, oH canpxu OeckoHayHy KOHCTaHTy — ,,COM-
cTBeHy" eHeprujy onrtepehema, — Koja He 3aBUCH OI HHXOBOT mMehycobHor
pacnopena. pyru nuo je enepruja ysajamHor njejcTea onTepehema, Koja 3aBUCH
on mHX0BOr pacriopesa. OueeupHo, caMo T8j AMO M HMa Qusuyku cmucao. OH

je jemHax 1
o Ghe=<= EeAcp’A, (36,5)
rgje je 2
> é
¢a= . (36,6)
4 Rag

#B
TNOTEHUMjan y Tauylu TAje Ce Hanasuh ey, KOjM HM3asuBajy CBa ontepehewma ocCHUM
e Mmraye ce Moxe HaNHWCaTH: '
. .
U= O Eals
2 Ras
A%£B

CrieLujanHo, eHepruja ysajaMHor [IjejcTBa .Bajy onTepehewa je:

; (36,7)

U,r____ei 82 -
Ry,

(36,8)

§ 37. Mo/be HaeleKTpUCaHe “eCTHIE, Koja ce paBHOMjepHO Kpehe

Oppenumo rofbe NMpOYy3pOKOBAaHO omrepehedweM €, Kajaa ce TO ontepehewe
paBHOMjepHO kpehe 6pauHom V. HenoxpeTHu cucTeM pebepeHLHje HasBaheMo
cuctem K, a cucrteMm pedepenunje, Koju ce Kpehe 3ajemHo ca ofiTepehemenm,
cuctéM K’. Heka ce onrtepehewme Hanasd y KOOPAMHATHOM IIOYETKYy CHCTeMa
K’. Cuctem K’ xpehe ce y omHocy Ha K mnapanenno ocu X, a oce ¥ u Z cy
napanende ca Y’ u Z’. Y MoMenTy £=0 ofa ce KOOpAMHATHA M0YETKa NoKna-
najy. [Ipema Tome cy xoopaunaTe ontepehema y cuctemy K X = Vi, y=z=0.
Y cucteMy K’ MOCTOjM CTanHO €NEKTPUYHO TMOJbE C BEKTOPCKMM MNOTEHUHjanoM
A’ ¥ ckanapHKMM, KOjH je jemHak (p’=-§-—, raje je R2=x"24y2422 V¥

/
cuctemy K je npema (23,1) 3a A'=0:
P’ e

P= e ————

— 2 ‘ 37,1
\/1_V_f R’\/I—Y: (G7,1)
c- "

1) KpauTHu edexTn mocTajy GUTHH 3a pacTojama pena h/mc, rtaje je h Planck-oBa
KOHCTAaHTA, .
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Cana mopamo R’ U3pasuTH nomohy KOOpAMHATA X, ), 2 y CHCTeMy K. [Tpema
Loreniz-osum TpancdopmaunonuM Qopmynama je

,  x—Vt . i
x—————'_va, y—y, 2 =2,
=

a ojaBle

a—vw+p~§yw+ﬂ

R p % (37,2)
c!
YBpcruswr 1o y (37,1), Hanasumo
: p |
(? — E' (37,3)
rije je yBejeHa o03HaKa
m%~umvn+(v——yy+z) (37,4)
Bektopcku norenuujan y cucremy K [8.(23,1)] usHocu:
=3, (37,5)
CR*
Y cucteMy K’ marnetdo nome H' He mnoctoju, a eNEKTPHYHO TObe je:
e [
p=.
1—\)93
Tlpema cdopmynama (23,5) Hanasumo:
exl ! ezf
Ex__—__E’x": ’ EZZ*"":-

r ... — 1z ’ 2
R3 \/1__ R!3V1_E RH\/I_%

[Mocnuje samjene R’, x', V', 2' uspameHnux ca X, y, 2, ‘HanasuMo
J J

Ez(l——)j:; | (37,6)

raje je R pamuyc-extop ox onTepeherma € K0 Tayke ca KOOpAMHATaMa X, ¥, Z,
TAje TpaXMMo momke (merose kommoHeHTe cy x — Vi, y, 2).

Taj uspas 3a E Moxe ce HamucaTd y [JpyroM o6NMHKY, ako ce& yBeje
yrao § mehy mpaBuem kperama M paguyc-sektopoM R. Ouemuguo je y2-22=
= R?sin26, na ce sato K*? (37,4) MoxXe HamdcaTH y oﬁnm—:y

R*E — R2 (l —— ﬁz sin2 e) o (37 ’7)
\ L ;
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Tana ce 32 E no6usa:

v
eR T2
. E=2 — - f (37,8)
R (1—__sm2 e)
c?

[pu samatoM pacTojaty R on onTepehewa, BPHjeJHOCT molba E ce

T T
noeehasa kama 6 pacte on O o 5 Wny Kaja naja oj v Ao Ch Hajmamwy

BpujenHOCT MMa nomke Ej, ycmjepeHo napanenHo mpasly kpeTawa (6=0,7);

OHO HW3HOCH:
e Ve
E=-2 (1 _ __).

R! c?
T :
Hajsehe je morse, koje je HOpManHo Ha 6p3m~m( 6 = ?) OHo je
1== :
REA[ VR
'
Hanomumemo, fa Kaga ce Opsuna ysehaea, nome E| omand, a E| — pacTe.

Moxe ce pehu, na ce enekTpuyHo Io/be onTepehewa Koje ce kpehe Hekako
,KOHTpaxyje“ y npaBly kpeTawa. 3a 6psune V, koje cy 6nusy 6pz3HHe CBje-
TNOCTH, MMeHMnau y (pyHkuuju (37,8) 6nusy je Hyne y yCKOM HHTepBany BpHjen-

-« 7 ) ,
HocTH © OKO BpUjeHOCTH Eh ,LLIupuHa TOr MHTEpBana je peja BEJIHYHHE

2 CE:

Ha Taj HauuH, enekTpuyHO morke onTepehema Koje ce 6p3o kpehe BenHKO je
caMo y YCKOM MHTepBany yriioea 6Gnu3y €KBaTOPCKE PpaBHW, NpH YEMY LIWpHHA

v

- HM3BaH HaBeleHOT HH-
c =

TOr WHTepBana onaja, kama ce | moeehapa, kao \/1

TepBana yrnoea mnoibe 6p30 onana.

MarseTHo merbe. y cucTemy K je H:—‘l; (V X E) [8.(23,8)]. 3a 6psute

V< ¢ uz (37,6) npubnuxHo HM&MOEZZ—I:, ma je

VXR

€
="

(37.9)

§ 38. Kperame y‘ Coulomb - 0BOM 1IO/BY

[MocMaTpajMo KpeTake 4YecTHLe Mace M H-C onTepehermeM e y mormy, nsa-
3BaHOM JapyruM ontepehemwem ¢'. [lpernoctasmamo, ja je Maca Tora papyror
ontepehewa Tonuko Beha on mMace m, [a ce OHO MOXe CMATpPATH HENOKPETHHM.
Taga ce 3afaTak CBOJM Ha NpoyyaBare KpeTawa ontepehera € y LEHTPanHo-



94 CTAJIHO IIOJbE - [V V

/

CHMETPHYHOM TI0JbY Ca TMOTeHLHjalloM P=—.
4

Enepruja (totanna) & uscTaue jepnaka je:
@:cy’pﬂ+m2c2+%, (38,1)

rije je @ =ee'. Axko ynoTpe6uMo nomapHe KOOpAHHATE y paBHH KpeTama 4Ye-

CTHLE, OHOA Ce 3a HMIyJIC MOXe, Kao IITO je [I03HATO H3 MEXaHHKE, HAMHCATH
9 ‘

M .
p”:—z-—{—pf,, rije je pr — pajujanHa KOMMOHEHTa uMmnynca, a M — KOH-

CTAHTHM MOMEHT HMMMynca 4yecTuue. Taga je:

__C\/ _f_M~_|_ Cg_l__;z__

rd

[TozabaBuMo ce mHTareM, Ja M Ce 4YecTHUa y CBOMe KpeTary MOXe 1o
Bo/bM npubnuxasaTH wLeHTpy. [lpuje ceera, owesmmHo je, na To y CBaKOM Cy-
yajy Huje moryhe, ako ce ontepehewa e ue' onbujajy, Tj. ako cy e u € wHcTor
3Haka. [ame, y cnyyajy npusnadewa (e u € uMajy pasnuuuTe 3HaKe) Heorpa-
HHYEHO NpUONHNKaBare LEHTPY Je Hemoryhe, ako je Mc>|a|. U sancra, y Tom
cny4ajy npsu unany (38,1) ysujek je Behw on apyrora, asa r— 0 fecHa cTpaHa
Te jelHaunHe Texuna 6u Geckowaynoct. Hamporus, ako je Mc¢ < |a|, oHna
3a r—0 Taj M3pa3 MoXe ocTaTH KOHauaH (Tafa HapaBHO, Pr TEXH BecKOHZY-
HocTH'. Ha Taj HauuH, axko je

ceM<|al, (38,2)

OHAa 4YecTHLa MpU CBOME KpeTamwy ,Maja‘‘ Ha ontepehewe, Koje je ApHBNAYH,
HAacynpoT TOME€ LUTO je y HEPENATHBHCTUYKO] MeXaHHLH TAKBO Nalake YOIMIUTe
Hemoryhe (usyseBwH jepuno cnyyaj M =0, Kama uecTHLa NeTH [paBO Ha
yecTuuy e).

[Mornyno ompehueame kperama onTepehewa y Coulomb-oBoM mnomy Haj-
srofkuje je U3BOAWTH nonasehn on Hamilfon— Jacobi- epe jepnaunne. ¥Ysmumo
nonapHe KOOPAMHATE F,, ¥ pasHu kpeTama. Hamillon — Jacobi - esa jegnaunua
(14,11) uma ofnuk:

) ) G e

or P

Tpaxumo S y obnuky . ‘ »
S=—&t+Mp+f(r),

raje cy & u M — KoHCTaHTHa eHepruja ¥ MOMEHT MMMynca 4YeCTHUE Koja ce
xpehe. ¥ pesyntaTty nobuBamo:

= a = i
| &% i
& ok Mol %E_r — - —m2cdr. (38.3)
: t
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S
TpajexkTopuja ce oapehyje jenHayHHOM @—-:const. HMuTerpupame [OOBOAH [0

cnujenehnx pesynraTa:

a) ako je Mc>|a|:

y 1 y a? )
(C"M2____a2)7 - (:V(M&)2_m2c2(M2c~— a?) cos:le _W—@ a; (38.4)

b) ako je Mc<|a|:

N\

(az—czMz)]?—_- + cV(M@)Q—[—m%z(a%_..Mzcz) chcp]/'—c;};-le — 14 &a; (38,)

¢) ako je Mc=|a|:

26a Ga)?
i ﬁ___@)z_mECi_qﬁ[ ) . (38,6)
r cM
KoHcTanTa HMHTErpupawma 3aBHCH O MPOH3BOJEHOM u3bopy mno4eTKka padyHarba

yrna ¢ _
Y (38,4) uuje Guran usbop 3Haka NMpel KOPHjEHOM, jep je Be3aH ca Hs-
GopoM MouYeTKa pauyHama yrna ¢ noj 3HakoM cos. TpajekTopuja, Kojy Ta jeAHa-
yyHa TPETCTaBlba y chyd4ajy npusnadewa (a < 0), Nexu y LjendHd MpH KOHAYHHM
BpUjeaHoCTHMA ¥ (DUHUTHO KpeTatse), ako je E<mc? Axo je, mak, E>mc?,
OHNA I TeXu O6ECKOHAYHOCTH M KpeTawe je HHQHHUTHO. Y HepenaTHBHCTHUKO]
MexaHuUM (UHHTHOM KpEeTalky OArosapa KpeTake M0 3aTBOPEHHM nNyTamama
(enuncama). Uz (38,4)7814,?1[/1 ce, 1a y PEenaTUBUCTHUYKO] MeXaHHWLU TpajeKTOpHja
HHKaZa He Moxe GUTH 3aTBOD&HA, — IMpPH TPOMjeHH yrna ¢ 3a 27 pacTojame f
oll LeHTpa He Bpaha ce Ha nonasHy BpPHjeNHOCT. YMjecTo enumca oBlije MMaMo
nyTate y o6MMKy He3aTBopeHMX ,poseTa‘. Lok ce y HepemaTHBHCTH4YKO}.Mexa-
HHUM OUHUTHO KpeTawe y Coulomb-osoM morby BpIIM [0 3aTBOPEHUM myTa-
maMa, noTne y penaTueucTuukoj mexanwuun Coulomb - oso mome rybu Ty cBOjy
ocobrBy. - - , '

Y (38,5) ce mpexn KopvjeHOM MOpa Y38TH 3HaK -+ 32 <0, a sHaK —
3a @ >0 [gpyrH wu3bop 3Haka OAroBapao 61 HM3MHUjeHEHOM 3HaKy npen KopHje-
Hom y (38,1)]. _

Ba a< 0 Tpajektopuje (38,5) H {38,6) mpeTcTaBkajy chnupane ca pa-
CTOjak-€M r, KOje TeXe Hynd 3a @ —> X. Bpujeme y TOKy KOra ce fellasa
prafame’ onTepehewa € y KoopaWHATHM TMOYETaK, — KOHAYHO je. Y 10 ce naxo

' yBjepUTH, ako ce TPUMHjeTH, [Ha ce 3aBMCHOCT KOOPAMHATe [/ Of BpeMeHa Of-

pehyje jenHaumHoM —— == const. Ako oBmje yBpcTumO (38,3), Bunjehemo, na ce

BpHjeMe oJpehyje uHTerpanom, Koju je 3a r—»0 KoHauaH.

' 3apganH:
1. O;ipennru yrao ckperawa onTepehema koje mponujehe y Coulomb-osoM mojby (e >>0),
Pjeweme: Yrao ckperawma X jefHak je x =m — 2¢,, rhje je @, yrao mehy mBrjema
ACHMITOTaMa TpajexTopuje (38.4). Hanasnmo:

_2eM

2,2 __ o2
arc tg D_Mc__a,

X=1— —
I ¢ M2 — a2 ca

rnje je v — 6p3aHa onTepehsma y GECKOHAYHOCTH.
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2. OpperutH edexTHBHM TIpecjek pacunaima 3a Mane yrnoe NpH pacHlamy YecTHUA
Coulomb-oBuM momeM.

Pjewewe: Edextusun npecjek do je oaHoc Opoja yecTrua pacyTHx (y 1 sec) y aatom
eneMenTy do TjenecHor yrna M TycTHHe NpHMapHor cHona dectHua (1j. 6poja uecTHua, Koje y
1 sec nponase kpo3 | cm? MOBpLWHHe MOMpEYHOr Mpecjeka CHoma yecTuua)l).

Byayhu na ce yrao x ckpeTarba YeCTHLE MNPH HEHOM IDONHjeTalby Kpo3 mojbe oapehyje
,HHIUAHCKHM pacTojameM” (Tj. pacTojalmeM O LleHTpa [In Iipase, Nno kKojoj 6u ce onTepehemwe
KpeTano kaja He 6H 6uno nosea), To je:

_ do dg do
do == 2mpdp = 2np de dx g

roje je do = 2zsin x dy. 3a yrao ckpeTawa (aKo je ManM) Moxe Ce CMaTpaTH fa Je JeiHak
OZHOCY MpHpallTaja MMIyNca MpeMa H:eroBoj NpBoGHTHO] BpHjesHocTH. [lpupamaj umnynca jegHak
je.HHTerpany Iio BpeMeHY Of CHIle, Koja AjejcTByje Ha ontepeheme. KomnonenTa Te cune, xoja

. a @ . .
j e HOpManHa Ha Mpasily KpeTaka, NMPHGMMXHO je jeAHaka — — . Ha Taj HauuH, uMamMo:
ol

“+ o
_ ap dt __a
AT @ F0E®%: pev

— o

(v je Gpsuna yectnua). Onabne HanasuMo edeKTHBHM Npecjex 3a mane x:

? do

ddﬁ4(pu -

§ 39. AMUOIIHA MOMEHT

[TocMaTpajMo mombe koje W3a3uBa CHUCTeM onTepehera Ha BENHKHM pacTo-
jamuMa of TOora CHCTeMa, Tj. Ha pacTojakHMa, Koja Cy BelHKa y OJfHOCYy Ha
pacTojaka Mehy nojeguHHM onTepehemuMa CHCTEMA.

Y3MHMO KOOpPIMHATHM CHCTEM Ca IOYETKOM Ma rjje yHyTap CHCTeMa Oofl-

Tepehewa. Hexka panuyc-BexTopu mnojegunnx ontepehemwa -6yny ra. Ompearmo

' TIOTeHLHMjan Molba, Koje cTBapajy csa onTepehera y TaylW ca pajiuyc - BEKTOPOM
R,. Tlpema pesyntatuma § 35, moTeHuMjan Tora mnoma je :

@:2¢ , | (39,1)
A lRO_rA| 7

(cymupame ce BpM npeko csux onTepehema). Ovnje cy Ry —r4 pa.rmvc BEK-
TOpH ontepehewa €4 A0 Tauyke, Ifje ce TpaXd NOTEHLHjal.

MopaMo Mpoy4YnTH OBaj M3pa3 3a BENHKE BPHjeJHOCTH RO(R(,})rA)‘.‘ 36or

r
Tora passujMo (39,1) y pen mno creneHuMa —, cnyxehe ce dopmynom:
" .

f(Ro — 1") = f (Ro) —r gradf(Ro)

1) Bugu manp. ,Mexanuka“, § 21.
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(y grad ce nudepeHuupawe BPIUK Mo KoopiuHaTaMa Kpaja BekTtopa (R,). C Tau-
Howhy 10 4ynadoBa MpBOra pefa MMamo | '

Z €a 1
— _ eara - grad —. 39,2
" 7 2 ATA R (39,2)
Cyma ; _

dﬁZeA Ia ) _ (39,3)

Ha3WBa Cce NMMOJIHKM MOMEHT cucTeMa onTtepehema. BaxHo je HamoMeHyTH, Xa,
ako je cyma ceux onrepeherma Y e, jenHaka Hynd, OHRA JAUMONHM MoMeHT d

He 3aBMCH on M3bopa KOOpAMHATHor modeTka. M 3ancTa, pajuyc - BEKTOPDH Ty H
r', jemuor uctor onrtepehewa y @HBa pasHa KOOpAMHATHA CHCTEMa BE3aHH CYy
MehycobHO penauujoM

r'a=rata,
raje je @ HeKu KOHCTaHTHM BekTop. [lpema ToMe, ako je EEA—_—O, OHZ2 je
LMIIONIHK MOMEHT y oba cucTeMa jefHakK:

d’:ZeAr’A“——ZeArA—}-—aZ‘eA=d.

Ako ce ca ef, I} m —ey, T4 OsHade MO3UTHBHA M HETATHBHA ONTE-

pehetba CHCTEMa M HHXOBH DaiHyc-BEKTOPH, OHAA C€ JHMIONHH MOMEHT MOXe
HanucaTH y OGNHKY: '

| d=Yefrj—3 leX=R+Zej—R"EeX, (39,4)
raje cy ) -
Sefry L et
R+ — —‘—““:;_“— ! = (39,5)
PN A
pafuyc-BEKTOPH ,LleHTapa onTepehema’ — MO3UTHBHMX M HEraTHBHHX. AKo je
S el =Y es=e, oHna je o |
- ' d=eR,_, | (39,6)
raje je Rp_ =R+ —R~ panuyc-sexTop mnoByd4eH OF LEHTpa HEraTHBHUX 1O

LeHTpa MO3MTHBHMX onTepehersa.-CneunjanHo, ako MMaMo camo ABa onTepehersa,
oHna je Ry_ pammyc-sektop mehy muma. o
Ako je cyma Yle,s=0, onna je mnoTeHLWjan no/ba TakBoOr CYcTeMa Ha

BENHMKHUM pacTojamHUMa

dR
p = —-—31 (39,7)
0
(crasmamo grad-—:—-"&:’,,— . Kana ce 3Ha noTenuwjan, Moxe ce Hahu nome E:
A RO RO .
dR [ 1
E—=-—grad ¢ = — grad —2 = — —_ grad (dR,) — (dR;) grad — -
grac.o ! Rf, RS grad (dR,) (dRy) g RS
. 1 3R,
Mpema dopmynu grad (dR,) =d u y3 Hanmomeny, na je grad B 323
. 0 0
noke E Hanasumo u3pas: ) :
| s 2
_ SRyd) Ry — Rgd | (39,8)
\ ] |

Teopuja nomsa
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Ha Taj Hauun, moTeHuujan ro/ba, Koje cCTBapa cHcTeM onTepehema ZeA=0,

o6pHYTO je MpONOpLHOHANaH KBajpaTy pacTojakba O CHCTEMa, a jayuHa Molba
Kyby pacTtojama.

§ 40. MynTHIOJIHA MOMEHTH

. 1
Kon paseujama notenuvjana no creneHuMa —

Ry

o= 4@ L o® L , , .

1
. . | .
ynaH @™ je nmponopuroHanaH ﬁ% Bunjenu cmo, ma ce npeu unan ¢ oppebyje
cymoM cBux onTepehema. [pyru, ¢@), koju ce noHekaz Ha3HWBa AHUMONHM MOTEH-
uMjan cucTeMma, oApehyje ce NUMONHMM MOMEHTOM CHCTeMa.

Tpehu unan pena ¢ ouesugno je jepnax

cp(3)=i  ex. X L”l— ' (40,1)
2 “ 36)(&0)(3 R, :

THje ce cyma ysuMa npeko cBux onTepehewa. MHaexc xoju mokasyje pelHH 6Doj
ontepeherma oBlije H30CTaBLAMO. X, Cy KOMNOHeHTe BekTopa I, a X —BekTopa R,.

) Opaj nuo noTeHuujana oBHUYHO ce Ha3HMBA KBAJPYIOJHH norexHudjan. Axo
cy cyMa onrtepehewa M JMIONTHM MOMEHT CHCTEMa jeflHAKH HYNH, OHJla Pa3BHjam:e
nodume ca @B,

Y uspas (40,1) ynase mecT BeNMYUHa Zexaxﬁ. Mehytum, nako je
BUIjeTH, Jla YCTBapH IoJ/be HEe 3aBUCH Of LIECT HEe3aBUCHHUX BeJIHYHH2, HEro

1 :
camo op meT. To ponmasu oTygma, wWTo GyHKUKMja — 3ajoBobaBa L’ place-osy

: 0
jenHaduHy, Tj.

1 0% 1
A——=—7""——+——=0.
R, 0X; R,
OBa jefHauyWHA Ce MOXe HANHCATH Yy OOBNHKY:
2 |
0 0.

L U S
“PoX,0X; R,
[Tpema ToMe, Moxemo @) Hanucatu y obnuky:

| o1 2 1
() — N Il
=g 2 e ) ax o .
Tenzop
Dyg =2 e(BxgXg—1*dgp) (49,2)

Ha3WBa Cce& KBaApPYMNMONMHHA MOMEHT CHCTEMA.
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W3 nedunuuuje Da@ npousnasd, N2 je 36Mp HEroBHX JHjarOHaJIHUX KOM-

fIOHEHAaTa
: D,,=0. : (40,3)

Cumerpuunn TeHsop Dy g, npema ToMe, uMa CBera meT HE3aBUCHWX 'KOMIOHe-
sata. TTomohy D,s Moxe ce HanucaTu

Dyp 02 1
0X,0Xg R,

PO = (40,4)

[ToTnyHo auanorso Mornu 64 ce HamucaTH ciujefehd YnaHOBHM pela Q. fI-TH
4ynaH ce ofpehyje TeHsopoM m-Tor paHra, Koju je cacTaB/beH Of onTepehema u
KOMITOHEHAaTa HHXOBHX pajuyc-BeKTopa. TH TEeH30pH HAa3WBajy Ce MYNTHIONHH
MOMeHTH cucTteMa. CBM Cy OHH CHMETPHYHH MO CBUM HHAEKCHMa W ynpowhasa-
#eM 110 Ma KojeM napy HHAekca [ajy Hynyl). Moxe ce nmokasaTH gxa TeH30p
MyJNTUIOJHOr MOMEHTa M-TOor pefa KMMa cBera 271 — | He3aBHCHHUX KOMIIOHEHAaTa.

§ 41. CucteM onrtepehewma y cno/pbalibeM MN0ObY

[MocmaTtpajmo capa cucteM onrtepehewma €,,€,..., KOjH Ce Hanase y cIo-
Jballtb€M EeJIEKTPUYHOM Mosby. [loTeHuMjan TOr crosbalukber MoJka y Taulld, rhje
ce Hanasd onrepehemwe €4 03Ha4WMO caflla ca Q4. [ToTeHlMjanHa eHepruja cBakor
on ontepehema je e4@,4, a TOTanHa mNOTeHUHjanHa €Heprvja cuctema je

UZEEACPA.

Y3MHMO OMéT KOOPAHHATHH CHCTEM Ca MOYETKOM Ma TAje YyHyTap CcHcTeMa Ofl-
Tepehewa; ry je paguyc-sekTop onTepehewa €, Yy THM KOOpAHHaTaMa.

[IpeTnocTaBuMo, Aa ce cro/ballibe noke c/MbBo Mujeda Ha MOADPYYjy CH-
cTeMa ontepeherwa. Tapa eHeprujy U MoxeMo pasBUTH y pel IO CTENEHHMA [ 4.
Y ToM pegy:

U=U®O U@+ U 4. ..

TIpBYA  4naH je
* g UN =g, Yea, (41,1)

Thje je ¢, BPHjefHOCT IMOTeHLMjana y KOOpAMHATHOM mnouyeTky. Ca TOM anpokcu-
MalMjoM eHepruja cucTeMa je TakBa, Kao Kaj 6M ce cBa onTepeherma Hanasuna
Yy jemHoj Tauud (y KOOPAMHATHOM IIOYETKY).

Hpyru unaH pegpa je:

U® =gradp,- Yeara.

grad @, je BPHjeHOCT rpajMjeHTa MOTeHLHjana y KOOPAMHATHOM moveTky. Kako

je grad g = — E, To Huje HuwTa mpyro, Hero jayuHa E, noma y KCOpAMHATHOM
noyeTKy. Y BohemweM paunonHor MomeHta cucrteMa ( pobusamo:
| U®=—dE,. | (41,2)

1) Ynpowhaeawe TeHzopa 1o Mapy HMHAeKCAa 3HAuYM M3jelHayapare ABajy WHAEKCa ca y3a-
CTOMHHM CYMMpare€M N0 HMa. [IpHTOM ce paHr TeH30pa CHHXaBa 3a ABa,

76
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3a xomoreHo mnoike u3pas U@ ysnasy Taxkohe M AMPEKTHO M3 H3pasa
(18,3) sa noreHuujan.

Cnujenehu unan U jemnak je -
0% 9y
B —=_— ex, X
v BEav ox;”
W osnje cmo, kao ¥ y § 40, W3CCTaBUIM MHIEKCE, KOjU [OKAa3yjy peaHH 6poj
)2
OHTEthEH:a;——(PE— Cy BpHjeLHOCTH JAPYrHX H2BOZa OJf TMOTeHUHjana y Ko-
09X, 03 -
opAvHaTHOM nodyeTky. Ho norteHuujan ¢ samosorsaBa Laplace-oBy jenHaunHy
l af’. d2
3. SRSV JUNS. %, SN
0x2 B 0x, 0x;
c

[Mpema tome UG) momeMo wnHamucaTH y OBGNHKY

U(s):L_aziZe(x Xo — —8_ o 1%
i 2 Oxa dxﬁ ‘a B 3 op ’
Hiu
U(:‘}: DC}Q OEQPO ’ (41,3}_
| 6 0xy 0xp
ruje cy D‘IB — KOMIOHEHTe KBajpynonHor MoMenTta (Bugd § 40).

[lpeTnocraBuMo, Aa MMaMo [Ba CHCTeMa  onTepehera, KO KOjUX Cy cyMme
ontepehema 3a ofa cucTeMa jegHake Hynd, a JunonHd MoMerTtH cy d, ¥ d,. .
Houxoso wmehycobHO pacTojakee je BENUKO y OLHOCY Ca HHXOBHM CONCTBEHWM
numensdjamMa. OppennMo moTeHuujanHy eHeprujy U muxoBor ysajamHor fAjejcTsa.
Moxe ce cmaTpaTH ha ce ]e,uaH Of CHCTEMa Hanasu y nolby LPYror CHCTEMa.
Tapa je

- U==—d,E,,

raje je E; nome npeor cucTema., 3amujersyjyhu E, nspasom (39,8), Hanasumo;

(d dz) R'—3 (dl R) (dz R)

- (41,4)

U =

raje je R — BexkTop pacrtojarka Mehy oba cucTema.
3a -cny4aj, Kaga KoOJ jefHOr Of CHCTeMa cyMa onTepeherba HHje jenHaka
Hynu (M jefHaKa €), Ha aHanoraH Ha4yWH K06MBaMO:

U=eC;: , oot (41,5)

raje je R BekTop, ycmjepeH on aumona (cuctema Kopi kojera je cyMa onTepehewa
jenHaka HynW) ka onTepehemy (cucTeMy Kof Kojera je cyma onTepehema jelnHaxa e).
HeheMo w3BomuTH aHanorse KM3pase 3a y3ajaMHO [ljeJcTBO KBajpynona (cucrema
uyje je ToTamHo onTepeherse U AMMONHM MOMEHT jeiHak Hynu) u onTepeheiba,
ndnona 4 Keajpynona. Hanomueemo camo, Ra cy oarosapajyhe mnoTeHuujasiHe
éHeerje o6pHyTo mnponopuxoHande 3., 4. ¥ 5. CTeNeHy pacTojara R.

-

-
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§ 42. CranHo MarHeTHO MOJbE

[TocMaTpajMo MarHeTHO Mo/be M3a3BaHO onTepehemHMa, Koja BpILE CTalMO-
HapHO KpeTawe, [Iof TUM ce molpasymudjeBa, Aa onTepehewma NpU CBOjeM Kpe-
Taly He fonase U3 6eCKOHAYHOCTH M He OAnase y 6€CKOHAYHOCT, HEro Ce LHjeno
BpHjeMe Kpehy y HEKOM KOHa4dHOM Mogpy4jy npocTtopa. OcuM Tora NpeTNoCTABHMO,
La Cy WMNyncH CBHX onTepehewa, Takohe, Kpo3 uYWTaBO BpHjeME KOHauHH.
‘Tana ce CBe BelMUHHE MHjeH-ajy CaM0 y KOHa4YHHM HHTepBalMMa CBOjUX BpHjefHO-
CTH ¥ Ofi MHTEpeca je MoCMaTpaTH HHXOBEe CpPelHe BDHjeAHOCTH (MO BpeMeHy).

-CrienjanHo, MOXeMo rocMatpaTh cpeiwe MarHeTHo nome H, koje usasusajy
ontepehema, a Koje he Beh caga 6utu (yHKkLUMja caMO OJ KOOPAHHATA, alli He
u on BpeMeHa, Tj. 6uhe cTanHo (KOHCTAHTHO)..
.[la 6ucmMo HawnH jeaHauuHe, Koje oppehyjy cpemme nome H, moTpebHo je
na Hahemo CDe,H[—by Eije,I[HOCT 1o BpeMeHy Maxwell- osux ]e,uﬁalmﬂa divH=0
1

u rot H --4——-—}— _-—j [Npea pHaje jefHOCTABHO
C g
div H=0. (42,1)
Y npyroj jeAHaYMHU Cpeftba BPHjENHOCT H3BOAA = Kao M YOMIITE M3BOLA

CBaKe BEeNMYMHE, KOja Ce MHjera y KOHAYHOM MHTEpBaly, jefHaKa je Hynu (B.
Han. Ha cTtp. 84). Ilpema Tome, apyra Maxwell-oBa jenHayuHa po6usa OONHK:

40 —

rot H = (42,2)

c .

“Te neuje jemuauuHe W oapehyjy cranno mome K.
YBenuMo cpeimd BEKTOPCKM TNOTEHLKjan A npeMa

rot A=H.
YBpcTUMO To Y jeAHAYHHY (42,.’5). Kako je rotrot A=graddiv A —A A, nanasumo:

grad dlvA— A A—ﬁj_.

-

Ho Mu 3HaMo, fa BeKTODPCKM MOTeHLMjan rMoiba Huje oapehen jenHosHayHo,
Tia My Ce MOXe AOAaTH Ma Koju AonyHckd ycnos. Ha ochoBy Tora ysmumo mo-

Tenuujan A Tako, na Gyne

‘ div A = 0. ' (42,3)
Tapa jenHaunHa, Koja ompehyje BEKTOPCKM MOTEHLMjaN CTATHOT MaHTETHOT IOmba,
Jobusa obnuk

AA=——]. . . (42,4)
c

OBy jefHayMHy Nako je pHMjellATH, ca HamoMeHoM, Aa je (42,4) nornyso
AHanorHo Poisson-osoj jennadduu (35,4) 3a ckanapHd MOTEHUMjan . CTanHOr
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~

eNeKTPUYHOr MOJba, TAje Ce yMjecTo TrycTHHe onrtepeherma 0 Hanasu rycTHHa

cTpyje % Ananorso pjewewy Poisson-ose jeAHAYHHE MOXEeMO AHPEKTHO NMHCATH:

Ao (i
A= f o4V (42,5)

raje je R — pacTojare Of Tauke, y K0joj Tpa)uMo A [0 eneMeHTa 3anpemuHe dV/-

Y dopmynu (42,5) moxe ce of MHTerpana mnpehu Ha cyMy no ontepehe-
¥}bHMa, CTaBlbajyhu MjeCTO j npousBog QV W yseBwH y 063up, Aa Cy CBa ONTe-
pehetba Taukacta. TIpUTOM je HEONXOAHO HMLTH y BHEY, A je y uHTerpany
(42,5) R npocto npomjeH/bHBa MHTerpupatba, ma 3aTO, HapaBHO, He TMONNHjexe

NMpoLeNypH y3HMara Cpelitbe BPHjefHOCTH. AKO ce yMjecTo MHTerpana f% dVv

€aVa . .

Hanuiue cyMma , OHna oBaje R, mpercrtabiba pagHyc - BEKTOpE MojeAMHUX
A _

YEeCTHLA, KOjH Ce Mujerajy mnpH KpeTawy ontepehewa. [Ipema Tome Tpeba

NHCaTH:

== ] €aVa
S dht T 42,6
A £ Ey'’ (125

TAje ce Cpefra BpPHUjERHOCT y3MMa 3a LIMO M3pas KOjU Cce Hanasu MOoA LPTOM.
Kaga je A nossaro, OHJa ce MoXe Hah¥ M MarsHeTHO MoJbe:

S o S |
_H--rotA—rot?fRdV.

Onepaunja rot BpuwM ce Mo KOOpAHHATAMA Tauke, y KO0joj ce Tpaxu mosee. [Ipema
TOMe, rot ce MOXe yBECTH O] HHTErpanHd 3HaK M NMpH AHdepeHLMpamy cMa-
TpaTH j KOHCTaHTHUM. [Ipumjenom mosuaTte dopmyne

rot fa= frota,—grad f X a,
1

raje cy- f 1 a — Ma xoju CKanap 4 BEeKTOp, Ha NMPOU3BOf I_ﬁ HanasHMo .
i L 7_IXR
rot — =— grad — =i
R g XI="p
U npema ToMe:
— 1 (jXR,
=— 1 =~ —d 42,7}
n c f R v ( y

(pannyc-sektop R ycmjepen je us dV npema tauum, raje ce ompehyje Tnoske)-
OBo je Takossanu Biof-Savait-oB 3akoH.

§ 43. MarHeTHH MOMEHT

[TocmatpajMo cpefkse MarHeTHO MOJ/be, H3a3BaHO CHCTEMOM oNTepehera
KOja C€ CTauMoHapHO Kpehy Ha Benmuk¥M pacTojawuMa Of TOra CMUCTeMa, Tj. Ha
pacTojakKMa, KOja Cy BeNHKa y OAHOCY Ha pasMjepe caMOr CHcTeMa.
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Y3MuMO KOOPAMHATHM CHCTEM Ca TOYETKOM Ma Tjijé YHyTap CHUCTeMa Orl-
Tepehewa, aHanorHo oHoMe mTo cMo pamund y § 39. OmneT o3HauWMo ca Iy
pajiiycC - BEKTOpe NojesuHux onTepehewa, a ca R, pamuyc-BekTop Tauke, y Kojoj
TpaxuMo nome. Tapa je R,— r, pamuyc-BekTop on ontepehewa €4 RO Tauke,
ruje ce ogpehyje nome. [Ipema (42,6) MMaMO 3a BEKTOPCKH MOTEHLMjan:

— 1A

Kao u y § 39 paseujmo oBaj u3spas no cTerneHuMa r,. C TadHowhy no
ynaHosa npBor pefa (36or kpaTkohe wusocTam/hamo HHIekC A) je

. 1 e g B ]
A= Eev—u— ev(.. _).
e, CE v’}R’c,

Y npeoM 4naHy ce MOXe HardcaTH:

oo d
EV—— er.

Ho cpeawa BpHjeAHOCT M3BOAA O BENHYHHE Zer, Koja ce MHjera y KOHauHOM

WHTepBany, jedHaka je Hynu. Ha Taj HauyuH, 3a A ocraje uspas:

A=~—13~Zev(rR0)
cky <
. I R,
(os.ﬂ.]e CMO CTaBHIIH v?\)—o_ RS )

Osa} uspas TpadcdopmupajMo Ha cnujesehu uaumn. Hanommryhy, na je
V==T, MOXEMO HamucaTH (yseamn y o63up ma je R, KOHCTaHTHH BEKTOp):

MYe(Ryr)v= -1 dtZer(rRo)—}— Ze[v(rR)—r(vR

YBpuiTaBareM OBOr HM3pasa y A cpenwa BpHje[HOCT MPBOT 4naHa (ca usBOAOM
Mo BpeMeHy) ONeT je jejHaka Hyny, na Jo6uBamo:

A

1
ey e[v(rRy) —r(vRy)].
2ch0 E ( 0) ( 0
YBenuMo BeKTOp:
1 .
m=—Ye(rxXv), (43,2)
2¢C :
KOjH ce HasuBa MarHéTHH MOMEHT cHcTeMa. Taja 3a A no6uBaMo u3pas;

K-:M . ‘(43,3)
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Kapa je mosHat BexTtopcku NOTeHUUjaN, 5nako je HakM MarHeTHo norbe,
Ilomohy dopmyne

rot(a X b) = (b'/)a—(a\/)b+adivb—b diva

HanasuMmo .
— — — R — R, [—=<\R
H=rotA:rot(mXﬁg)zmdwﬁu(mV)ﬁé’-.

Hame je

div—BO- R, grad -+ : divR,=0
Ry RS TR T
H -~ 2]

Ha Taj Hauun je

3R, (mR,)—mRj (43,4)

Bupumo, na ce marHeTHo mnome M3paxaea MCMOhy MarHeTHOr MOMEHTa MHCTUM
GopMynaMa Kao M eNeKTpUYHO nobe nomohy numonuor momenta [B. (39,8)]. .

Axo je kox ceux onrtepehema cucrema jenHak opHoc onTtepehersa npema
MacH, OHIa MOXEMO- HalHUCATH :

mm—;—c de(rXv)= E;—‘:Zm(rx V).

Ako cy 6p3uHe cBHX onrepehema v<< ¢, oHpa je mv uMnync p onrepehema,
ra pobueamo : '

e
2Zme

€

m=_°_Yrxp=—0-m, (43,5)

T 2me

raje je M= 3r X p mexauuukm MomeHT umMmynca cucrema. Ha Taj HayMH
Y TOM cny4ajy jeé OJHOC MarHeTHOr MOMEHTa NpeMa MeXaHMYKOM KOHCTAHTAH U

je,ﬁ.HaK

2me
Osﬂaqm&o ca Ly nonyucku wunau y Lagrange- oBoj " dynkuuju, xoju je

YCNIOBJbEH MarHeTHHM MOJbeM. Y CTanHOM XOMOreHOM MarHeTHOM nojby, ako ce
NMOCNYyXKMO HM3pa3z0oM (18,4) 3a BEKTODCKH NOTeHLHjan, HMMamo :

LH__.EgAV.::E'z_ecmxr)v=2§£<r><vm.

LHZmH, (43.6)

Tj.

raje je M — MarHeTHH MOMEHT CcHCTeMa ontepehemwa. Ckpehemo naxmy ua

AHaNOTHjy cCa” eNEKTPHYHMM [O/beM. Y XOMOTEHOM = eNeKTPHYHOM nomy La-
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grange-oBa (yHKUMja cHcTeMa onTepehela ca YKYNMHHM onTepehereM paBHMM
HYNH, CalpXH 4JaH:

Lp=dE

{d — pMmoNHM MOMEHT CHCTeMa), KOjW je y TOM Clyudajy NMOTeHUHMjalHa eHepruja
cuctema onTepehera, ysera ca cympoTHuM 3HakoM (B. § 41). ~

PasmoTpumMo cuctem ontepehera, koja Bplwe QUHHTHO KpeTake (ca 6p3u-
HOM 9 << €) y LEHTPAIHO - CHMETPHYHOM eNeKTPUYHOM MOIby, KOje M3a3uBa Heka
HerMoKpeTHa yYecTHla. PUHUTHOCT KpeTarba 3Ha4yM, ma ontepehewa 3a CBE BpH-
jeMe ocTajy y HEKOM KOHaiHoM pudjeny mpocrtopa. [lpehumo ca HemoxpeTHor
KOODLHMHATHOI « CHUCTEMa Ha CHCTeM, KOjH paBHOMjepHO PpOTHpa OKO oce, Koja
Nponasu Kpo3 HemoKpeTHy 4ecTuly. [Ipema mnosHaToj QyHKUHjH, Op3uHa V 4e-
CTHLE Yy HOBOM KOODAMHATHOM CHUCTEMYy Be€3aHa je ca HeHoM Op3dHOM Y’ y cra-
pOM CHCTEMY pealUjoM

V=v@X1),

rhje je r — panuyc - BEKTop 4ecTuue, a {) yraona GpsvHa CHCTeMa KOjH DOTHpa.
Y HenokpeTHoM cucteMy Lagrange-oBa oGyHkuuja cHcTeMa onTepehera je

mo'?
7 — U

I =
‘raje je U — noTenuujanHa eHepruja ontepeherba y CHoJballlkeM ENeKTPUYHOM
nojby M EHEpruja mUXOBOr y3ajamuor gjejctea. [ je dyHKUuja on pacTojama
onTtepehera j(0 HEMOKpeTHe 4YeCTHLE M Of HHUX0BUX MehycoOHHMX pacTojama.

[Npu mnpenasy Ha CHCTEM KOjU pOTHPa, OHA ce, 04YEeBHAHO, He Mujewa. [IpeMa
ToMe, y HoBoM cHcTeMmy Lagrange-osa dynkuuja he 6utu:

L=Z%(v+g>_<r)2—u.

: e
[MpernocTaBuMo, fna je koj CBHMX onTepehera cHcTeMa ONHOC o onTepe-

hera M Mace jelHaK M CTaBUMO:

Q=——H. ((43,7)

2me
, \ ,
Tapa npu gosommHo Manum /1 (kama ce Mory 3aHeMapuTH unaHoBu ca %),

Lagrange - oea ¢yHnkunja no6usa o6nuk:

m v? 1
L__E o DXy,

Bunumo, na ce owa noxnana ca Lagrange-osom ¢yrKuujoM, KojoM 6W ce OMKMCH-
BaNo KpeTake MOCMATPaHHX onTepeherma y KOOPAMHATHOM CHCTEMY KOjU MHpYje
y NpHUCYCTBY KOHCTaHTHOr MardeTHor fnorea H [ymop. ca (43,6)].

Ha Taj HayuH momasuMo 10 pesynTaTa, A& je MOHAllake CHCTeMa OonTepe-

4 :
hema ca jenHakuM OJQHOCHMa o v Eoji Bpre puHMTHO KpeTame (ca Gp3uHaMa

v<{ €) y UEHTPaNHO-CHMETPUYIHOM eNeKTPUYHOM TOJby ¥ CJaGoM XOMOTEHOM
MarHeTHOM noiby H, €KBUMBaneHTHO MOHaluamy TOT MCTOr cucTema onTepehera
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Yy HCTOM eJleKTPUYHOM MOJbY y KOOPAMHATHOM CHCTeMy, KOjH DaBHOMjepHO pPOTHpa
ca yraoHoM GpsauHom (43,7) (TakosBaHa Larmor -oea TeopeMa). YraoHa Gpausa

e H
B = 2 me HazuBa ce Larmor-osa dpexBesLyja.

HanoMuseMo, ia ako ¥WMaMo CBEera jefHy 4ecTHly, Koja ce kpehe y Ma-
rieTHoM mnoby H, oupa je yraoHa Op3uHa HeHe poTalldje MO KPYXHOj CTasu
jenunaka (20,8), Tj. mBOCTpyKO] La@rmor-oeoj ¢pexkBeHLHUjH.

3aznarTack

%

O,U.pE‘,EHTH OJHCC MAarHeTHor ¥ MeXaHH4YKCr MOMEHTa 3a CHCTEM Of IBa OHTEPEHGH:E. (6p3HHe

v<Le) .
Pjewewe: Y3MHMO KOOPIHHATHH MOYETaK y UEHTPY HHepuuje obuje yecTHUe, ma hema
MUMaTH M f; -+ MyTs=0 1 p; = — P, =P, TAje je P HUMOYIAC penaTHBHOT KpeTawa. [lomohy’

THX penauuja HanasvMmo :

1 €y o - \ my My
m

T2c\m? " m?)m+m,



FJTABA VI
EJIJEKTPOMATHETHH TAJIACH

§ 44. D’Alembert-oBa jeqHa4uHa

EneKTpOMarHeTHO NO/kE Yy BakyyMmy neduumnme ce Maxwell-osuM jenHa-
yyHaMa, y Kojuma Ttpeba mnocTtaButHd Q =0, j = 0. Hanuwunmo Te jenHayrHe
jow jeAaHnyT: ‘

rotEm— L9 GvH—0, (44,1)
c ol
vrotH = LE—E—, divE =0. (44,2)
c ot

Ope jefHayuMHE MOTYy HWMaTH pjellekse, KOje HHje jefHaKo HYyIH. To 3HauH, na
efeKTPOMarHeTHO MOJbe MOXE MOCTOjaTH YaK H Kana HeMa HUKaKBHX onTepehema.

EnekTpoMarHeTHa noiba, Koja MOCTOje y BakKyyMmy, TAjé HEMa ontepehema,
HaaWBajy ce enekTpoMarHeTHd Tanacu. OBOM NPHIHKOM nosabasuheMo ce fpo-
y4aBakeM 0co6MHa TakKBHUX I0Jba.

[lpuje cBera HamoMMKeMO, L& TakBa EJEeKTPOMarHeTHa noma, Thje Hema
onTepeherwa, HEOMXOJHO Mopajy OWTH TNpOMjeHIBEMBA. M sancTa, y MNOpPOTHBHOM

OH JE

cnydajy je W: -—a—t_——O i jenHaunue (44,1) m (44,2) npenase y jeAHa4HHY
(35,1—2) wu (42,1—2) crandor nosma, KOA KOjuX je cama mehytum 0=0,
j = 0. Ho pjemewa Tux jenHaunna, oapehena dyukunjama (35,8) u (42,5) 3a
0=0, j=0, jenHaka cy Hynu. ‘

UseenuMo jemHauuHe, koje onpehyjy mMoTeHLujane eNEKTPOMArHeTHHX
Tanaca. ]

Kao wmTo Beh 3HaMo, 360r HejefHO3HAYHOCTH MOTEHLHMjana MOXe HM ce
yBUjeK ROAATH HEKW JOMyHCKM ycrmos. Ha ocHOBy TOra ysMHMO noTeHUHjane
eneKTPOMarHeTHUX Tanaca Tako, Aa 3a CKanapHu TNOoTeHuHjan 6yne ocTBapeHa
jenHayYnHa ’ '

. 1 CA _
Tana je E=— _W 1 H=rot A. YspwrasamkeM OBHX H3pasa y NpBy OL
c
jennaunHa (44,2) HanasuMmo:
2
rot rotA—-_—-—AA—}—grad'divAx——LaA (44,4)

2 of
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Bes of3upa Ha To, wTO CMO MoTeHUKjanWMa nojand Beh jenan momyHcku
ycnos, noTeHuujan A jow HHje cacBMM jefHo3HayaH. Moxe My ce nomaTtu -rpa-
AWjeHT Ma Koje ¢yHKUMje KOja He 3aBUCH Ofi BPEMEHa (e mujersajyhu npurom
). Cneuujano, MOTEHUM]jal ENEKTPOMATHETHOr Tanaca MOXE Ce Y3€TH Ha Taj.

Ha4yuH, fa byne
div A = 0. (44,5)

1 0A -

U saucta, ako ce E=— -~ yepctu y divE =0, po6upa ce div —=

c Ot ot

.0 . ‘
——_o—div A =0, 7. div A dyuxunja je camo on koopnuHata. Ta tyHkuHja ce
i ;
yBHjeK MOXE LOBECTHM IO Tora Aa Oyle jefHaKa Hysnd, ako ce BekTopy A goaa
rpanujeHT oaroeapajyhe dyHkUMje, KOja He 3aBUCH Of BpEMCHA.
Jepnauuna (44,4) capa no6usa o6nuk
1 0° .
AA—— A:O. (44,6)
é* o :

Opa jemHaunHa feduHMIIE MOTeHUW]alle eNEeKTPOMArHETHMX Tanaca M HasuBa ce
D'Alembert-osa jenuaynHa unu TanacHa jefHa4HHa.

AKo ce Ha OBy jeiHAYHHY MNpHUMujeHe onepaunuje. rot u Eﬁ _ moryhe ce

YBjEPUTH, JIa eneKTpH4YHo v MarHeTHo nome E u H 3apgosomasajy ucrto Takse
TanacHe jeRHa4yHHe. '

L 5
OnepaTop A—umg nasuea ce D'Alembert-os onepatop uM 03HayaBa
c? fz
‘ce sHakoMm [ ]:
N=a-_19% (44,7)
- 2o '

Na ce TanacHa jeflHAYMHA MOXe H&EMHUCATH Yy, 06NHKY: ,
A f=0, ‘ (44.8)

raje je f ma koja on komnonewata A, E unu H. D’Alemberi-os oneparop
MOXe C& HarnucaTd y 4YeTBODOLUMEH3HOHanHoM obnuky. O4eBHAHO je

a2’
L= ox2

)

(44.,9)

§ 45. PaBHH Tanacu

PasmMoTpuMmo cneumjanaH crnyyaj eneKTPOMarHeTCKWX Tanaca, Trlje Momke
3aBHCH CaMo OJ jefHe KoopiuHaTe, peudMo X (4 on Bpemena). TakBH ce Tanacu
Ha3WBajy paBHH. Y TOM cnydajy jefHa4nHe Mosba N0oGHBajy OOHK:

¢f 1 & 0 (45,1)

0x? c? of
raje ce mox f moppasyMujeBa Ma Koja KomMroHeHTa unu BekTopa E unu sektopa H.

Fl
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Jla 6ucMo pujellund OBy jefHAYMHY, TPEMHIIMMO j&é y OONHKY

(o can) st eae) =
W YBELMMO HOBE MNPOMjeHIbHBE
E=x—ct, n=x+ ct
Tako ce YyBjEPHUTH, La je -
d 1 (0 1 o 0 1 (0 1 0
1A e s

Tako ja jenHayuHa 3a f moBusa o6nuK

% _,
0§ 0

WuTerpupameM OBe jefiHauMHe 1o §, Hanasumo
of
o7

raje je F(m) — mnpoussormHa GyHKUH]ja. HMuTerpupajyhu jow je,ual-my:r, HanasumMo

f=fi &)+ fo(n) raje cy f, u f, — mpoussorsHe dyHKuuje. Ha Taj Haund je
f=Fi(x—ct)+ fo(x+cb). (45,2)

Heka je, Hanp., f,=0, Tako la je f= f,(x—cf). O6jacHrMO cMHCaO
oBOI pjellema. Y CBakoj paBHH X == const. mome ce MUjema Cca BpPEMEeHOM.
Y CcBakOM NATOM MOMEHTY MO/b€ j& pasnuydTo 3a pasHa X. QueBHAHO je, Ha
rnosbe HMa jefHaKy BPHjeLHOCT 3a KOOpPAHHATE X H MOMEHTE f, koju 3amoBOIbABAjY
penauuje X — cf==const., Tj. : '

X ==const. 4 cl.

To 3Haud £a, ako je y HexoM MoMeHTy [==0 y Hexoj Tayuu npocropa X TMOJLe
-uMano ofpeheHy BpPHjeSHOCT, KpPOo3 MHTepBal BpeMeHa { UCTY Ty BPHUjeOHOCT MMa.
rorbe Ha pactojamy cf pyx oce X on npBoGUTHOr MjecTa. Moxemo pehu, na
ce CBe KapakTepUCTHYHe BENWYWHE eNEeKTPOMArHeTHOr Morba MpOCTHPY Y Mpo-
cTopy myx oce X 6psuHOM, Koja je jenHaka OpP3MHH CBjeTIIOCTH C.

Tpema Tome, f,(X—cl) mpeTcTaBma paBHM Tanac, Koju ce kpehe y
nosutueHoM cMmjepy oce X. Jlako je ysunjeTH, na fo(x 4 ct) npercraema Tanac,
Koju ce Kpehe y CYNPOTHOM, HEraTHBHOM CMjepy OcCe

Y §44 nokasaHo je, Aa Ce MOTEHLHM]an €NeKTPOMarHeTHOr Tanaca MOXe
y3eTH Tako, ma 6yse ¢ — O mpu uemy je div A — 0. Tlorenuujane paBHOI
Tanaca, KOju caja focMaTpamo y3seheMo ympaBo TaKOBE. Yenos divA=0
y ROM crnydajy nhaje '

O{\x
0x

—0,
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jep HMjeNHa BenMYMHA He 3aBHCH 04 y M z. [pema (45,1) umahemo Tama wu
0%A, 0A,

=0, Tj.
o

Za 64 KomnoHeHTa A,, Koja Huje jenHaka HymW, y MOCMATPAaHOM Cly4ajy 03Ha-
4aBana MPHUCYyCTBO JIOHTHTYIAWHAJHOr eNeKTPHUYHOF nosba. Byayhu na Takso nowe
HEMa Be3e Ca eNEKTPOMArHETHUM TanacoM, To Ce MOXe cTaBuTiH A, = 0.

[TpeMa ToMe BekTOpCKM MOTeHUHMjanm PaBHOT Tanmaca MOXe ce YBHjEK y3eTH
Tako, fa Gyfe HopMmanaH Ha ocu X, Tj. Ha mpaBuy NpoCTHpaka TOr Tanaca.

PasMoTpumMo paenu Tanac, xoju ce mpocTHpe y TO3HTHBHOM CMjepy oce X.
Kon rtakBor Tanaca ce cy Benuunue, a cneudjanHo u A, ¢dydxumje camo og
X—ct. Hs dopmyna :

5 1 0A

=——-—+ H=rotA,
¢ o0t ;

== const. Ho u3sox a— ozpehyje enekTpUYHO NnoJjbe, H BUAUMO
/ )

fipeéMa TOMe, Hanasumo :

E=A, H=VXAG—c)=V(x—ct) X A=nXA,  (453)

raje amoctpod o3hayaea AHbepeHuupame Mo X —¢f, a 1 — jeMIMHUYHH BEKTOp
AyX npaBlUa MpocTHpama Tanaca. CTaBmbajyhu NpBYy jeAHAYMHY ¥ APYTY, HANasuMo.
H=n XE. (45,4)

Bugumo [us E= A’ u (45,4)], na cy u enextpuuno nome E M MarsertHo
norse H pasHor Tanaca opujeHTHcana HopMamHo Ha npasuy NMPOCTHpPAH:a
Tanaca. Ha ocHoBy Tora enekTpoMarHeTHM Tamacu HasuBajy ce TPaHCBep3anHH.
Us (45,4), name, BULM Ce [1a Cy eNEKTPUYHO U MAFHETHO MOJbE paBHOT Tanaca
Mehyco6HO HopMmanua. OcHM Tora, W3 HcTe jennaunse (45,4) cnujegu, ma cy
€/ICKTPHYIHO W MarHeTHO MoJke PAaBHOI Tanaca MehycoBHO jefHaKa MO ancoNyTHO]
BPHUjeJHOCTH. = :

Hahumo jom dnykc enepruje xom paBHor Tanaca, Tj. meroe Poynting-os
BekTop. HMmamo: -

S:L(EXH)=;—U[EX(HXE)]’

47

a b6yayhu pa je En=0, 6uhe

c c
=—-—-E2n-—=‘__.H2ﬂ.

4n 41
Ilpema ToMe je ¢nykc eHepruje OPKjEHTHCaH QIyX MNpaBLa MpPOCTHpaka Tanaca.
1 : E3
Kaxo je W—_=-—(E2—|—H"")=—' ryCTHHa €HEepruje Tanaca, TO Ce MOXe
8w 4
HalnHuCcaTH: ” :

illTO Ce CcnaXe ¢ THUM, La ce Iojke I[IpQCTHpe GPBHHOM CBj&THOCTH.

, : S '
HMmnync jenunuue sanpevuHe eneKTpoMarHeTHOT roba je —~ 3a paeHH
: c

W g ; .
Tanac To Aaje — M. Ckpehemo Maxmwy Ha To, Ka je penauuja Mehy eHeprujom
c '
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%4
W u umnoyncom ~ eNIEKTPOMArHeTHOT Tanaca HCTa, Kao 3a 4YecTHLe Koje ce

kpehy 6pauHoM cejeTnocTu [B. (10,6)].
‘bnykc wumnynca noma onpehyje ca KOMMOHEHTaMma Taﬁ TEeH30pa eHepruje

— umMnynca. Ako, kao Manodac, rnpasal NpocTHpama Tajnaca y3MeMo Kao ocy X,
HanasuMo, fa-je jelMHa KOMIOHEHTa TocB Koja HHje jefHaKka HYIH:

T e=W. (45,6)

Kao wro u Mopa 6uTH, Gnykc HMMyJaca je OpHjeHTHpPaH MO MpaBly MPOCTHpatba
Tafiaca M IO BeNMYMHU je jenHak TYCTHHH eHeprHje.

AKO eneKTPOMarHeTHM Tanac naja Ha THjeno, Koje ra u ancopbyje, oHua
he Ha To THjeno [HjejCTBOBATH HEKH TMPUTHCaK (TaKO3BaHW CBjETIIOCHH MpUTHCAK).
OH je jenHak HOpManHoj (rpema MOBPLIMHH THjena) KOMIOHEHTH HMIIynca, KOjH
Tanac mpepaje (y jeDMHALM BpeMeHa) THjeny Kpo3 jelMHULY FErose MOBpIIHHE.
Ako je © yrao mehy HopmanoM M TpaBLeM Tanaca Koju Haunas, OHIA he npH-
Tucak 6uTy W cosf. Y omwurtem ciydajy, Kaja ce Tanac y MOTOYHOCTH Heé ancop-
6yje, HerqQ, ce AjenuMH4HO opbuja Oj MOBPLIKHE THjena, CBjeTNOCHHM MPHUTHC2K je
jenHak 36upy UMMyNnca KOjd J[OHOCH ynajHH Tanac M OAHOCH OAGHjeHH Tanac.

§ 46. MoHOXpOMATHYHH paBHH Talac

BeoMa BaxaH ClelldjanaH crnydaj eneKTPOMarHeTHMX Tanaca je Tamac, Ko
KOra je morbe jeNHOCTaBHA mMepvoAudHa (yHKUuja BpeMeHa. Takas Tanac Hasuea
ce MoHOoXpoMaTHuyHM. CBe BennuyuHe (MOTEHUHWjany, KOMIOHEHTE nosba) KOI MOHO-
XpPOMaTHYHOr Tanaca 3aBHCe Ol BpeMeHa npeko akTopa o6nuka cos (ot + a).
BenuuuHa () HasWBa ceé LMKIMYHa (pekseHuuja Tanaca (MM hemo o HOj roso-

: ; .27
pUTH jefHOCTaBHO Kao o ¢dpexseHuuju). [Ilepuon Tanaca je —.
0]

Y TanacHoj jeAHa4MHM caja je IpPyrd H3BOL MOJka MO BPEMEHY jenHax

O—te—:—-—a)‘*f, na ce MpOCTHPaHe MoJ/ba y MPOCTOPY KOA MOHOXPOMATHYHOT

Tanaca geduHUEe jefHAYHMHOM:

w?

Af+—f=0. | | (46,1)

Kon paBhor ‘tanaca (koju ce npoctupe nyx oce X) mome je (yHkuuja
camo on (x—ct). Tlpema ToMe, ako je paBaH Tanac MOHOXPOMaTH4YaH, OHAA je
H,€r0BO MOJbE MpOCTa MepuoinyHa ¢yHKUMja of X —cCf.

BekTopcKkM MOTEHLMjan TakBOr Tajaca HajsrojHHje je HamucaTH y 06nuKy
peanHor p4jena KOMIMJIEKCHOr K3pasa

A =Re {Aoe“"m(t“”ﬁ‘)} (46,2)
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(Re o3uayaBa peanuu ano). Osmje je A, Hexu KOHCTAHTHH KOMITEKCHHU BEKTOP-
OueBupgHo je, na he noma E u H Ta}{EOl" Tanaca HUMaTH aHanoraH 0o6IHK:

X X

E:Re{fzoe"‘w(‘—*;)]. H=Re{Hoe‘fw(f‘T)]

ca MCTOM (pEeKBEHLH|OM (0.

Benuuuna |
. 2mc
A= (46,3)
0}

HasWBa ce HyXWHa Tanaca (tanacHa gyxuHa). To je nepuon MNpoMjeHe rojba ca
KoopAMHATOM X y 3agatom ™omenty (. A, Ej, H, HazuBajy ce wxommnekcue
aMInUTyAe oarosapajyhHx BenduMHa.

Ynotpe6a KOMNNEKCHUX H3pasa je BPNO 3rofHa 360r nuHeapHocTH Max-
well - oBux jepHauuna. Brnarogapehu ToMe, HauMe, CBe ce omnepalldje Bplue He
Haj TPUCOHOMETPHCKHMM, HEro Haj jefHOCT2BHHjUM, EKCIMOHEHLHjaJIHUM H3pasuMa,
na Ce TeK MOCNHje TOora Mpefnasd Ha HWHXO0Be peanHe gjenose. [ame hemo ce
HEeCTO CIYyXHUTH KoMmuekcHoM opmoM. [lputom he ce ysujek nonpaaymujeaam
peannu RKO OAroBapajyher KOMMIEKCHOT H3pasa.

Axo ce y mpasuy npocTHpaia Tanacd yeeje jeAWHMYHHM BEKTOp I, OHIA
ce (46,2) Moxe HanucatH y o6nmHUKYy:

A:Re{Aoe_i(‘Pt—%“r)}'

. BekTop
) 2
k=2 p (46,4)
c A

Ha3WBa CE TanacHH BeKTOP. HM&MO, HakKne,

A — {A pl(K r—wt‘)} '\246,5)

M aHanorHe uspase sa E u H.

[oma E u H mory ce npema (45,3) uspasutu momohy A. 3a MOHOXpO-.
MaTHYHH Tanac U3 THX dopMyna no6HBaMo

E—ikA H=i(kXA). (46,6)

I'l(E'I'BCJPO,II,[/IMEI—!.?:IH[("JI—IE!.J'[HI’T TanacHH BEKTOD Has3WBa CE€ BEKTOp k,‘ C KOMIIO~-

HEHTaMa
: iw
k],2,3 o kx,y,z, k4 =i (46,7)
' c

YBohemwem Tora BekTopa (46,5) nobusa o6mux

A = Re {Ao e“ffxf} : , (46,8)
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Kganpat TanacHor 4-BekTopa je
k2 =0, (46,9)

Osa penauuja uanasx AMPexkTHO U3 AeduHduuje (46,4) u (46,7), a Takohe M ako
ce (46,8) craen y D’'Alembert-oBy jennauuny

[JA=0.

3agarTack

OppenuTH kpeTare onTepehewa y [0y pPaBHOr MOHOXPCMATHYHOr Tanaca A =

= Ay cos k(x—cl).

Pjewemwe: ¥Yamumo ocy Y y npaeuy A. Hamilfon- jacobi-esa jennauuHa je:

oS\t [0S e p " y 2 08\* 1 08)2+ 2020
—_— —_——— cos - e e mees= Q.
(6x)+[ay ¢’ % C)] +(c)z) cz(()f

Tpaxuhemo S y obnuky
S=ay+Bz+yx+ed)+flx—cy),

rije cy o, [, Y — koHcTaHTe, a f(x — cf) HenosHaTa (yHKUM]a. Y pesyntaTy HanasuMo:
2 42

1
S=ay-|—,82—|—;-qx—!—ct)——(a"*—{—ﬁ'3+mic2+_e_AOJ)(x—ct)+
4y 22

A, . et A2 )
sink (x—ct) — 0_sin2 k(x —ci).
v 16y ke
: 0S8 0§ 08 .
[a €u ce oipenuno kpeTawe Tpeba H3BOAE 6_ -a—é, E— M3jefHaYUTH Ca HeKWM KOHCTaHTaMa,
0| Y

KOje Ce MOTy y3eTH Ha Cy jegHake HynM oproBapajyhum u360opoM KOOpLMHATHOr TNo4YeTKa M MO-
yeTKa [auyyHatba BpeMeHa. YBolehu BenuuuHy n = R (X — ¢f) HanasuMo Tajla jelHauMHY Koja
onpehyje kpeTarwe y mapaMeTapckom oBnuky :

! o+6.;+ 0 + e2A(2J —I— n _I_aEAU
X =— a? mict — siny —
81k 2 ¢F E 2k 4y*ke 1
222
e
— 0__sin2qg,
32,5 k c?
° eAy B
= — siny =,
Y="2. 2pke TT R
2 42
e’ A 7 aed,
ct=— a? - B% 4 m?2c* 0) —_—— sin n —
8;;2}3( TE + 2¢2 ¥ 2k+4}*2kc 4
e* A?
——OSIHZW.
3292k c?

CucteMy petpepeHuuje y KojeM onTepehere MHpyje, 0AroBapajy TakBe BPHjefHOCTH «, B, ¥ 3a koje
KoeQHUHMjeHTH Y3 9) y M3paskMa 3a X, ), 2 MOCTA]y jeAHaKH HynH. Y TOM CHCTEMy HMMaMo:

2 in 2 2a i 0 t 1 a in 2
X = — fin " V = — ——3sIn 3 Z = 3 Cl—m — — — sin
TR koo ko2& T
G 2 2 \—1
e A, e*d )
— me ot 0
2c( T 2c?

Teopuja nosa 3 &
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Ha taj HaunH, osije ontepeherse BpwIM NEPHONHYHO KPeTake MO 3aTBOPEHO] TpajeKTopHju obnuka
ocMule (ca ocom ayx oce Y).

§ 47. Doppler-oB edekT

Cnyxehu ce TanacHym 4-BEKTOPOM, NaKo je M3BECTH (QOpPMyne 3a TpaHc-
dopmauujy @ v K M3 jelHOr KOOPAMHAHTHOT CHCTEMa y [OpPYIH KOOPAMHAHTHH
cucteM. OnwTe TpaHcdopmanuone dopmyne 4-Bextopa (6,2) nRajy:

.V
ki . k|

e

c..

by ==

WK, 32MjeHOM BPHjeJHOCTH KOMIMOHEHaTa k,;

(0] .. ‘

HO k, =k cosa=—cosa, raje je @ yrao Mehy mpaBuem K u oce X.
C

Ha Taj HayuH, Hanmasumo:

0= w' —HC-:_—) * (47,!)

OBo je Tayna dopmyna 3a Doppler-os edext. 3a V< ¢ oHa mpenasu y
0= w (1 +£ cos a’) . (47,2)
¢

3a ky =k, nmamo:

vV ,
k'x +—; (0]
c-
k-x -
Vﬁ
V] A
w
unuM, ctaemajyhu k,=——cosa,
c
cos a’ 4 %
cos @ = (47,3)
V ,
14+ —cosa
G

Opa dopmyna noxknana ce ca dopmynom 3a abepauujy, xoja je paHuje H3Be-

leHa y § 5.

Axo ce oca X yaMe [.yx nmpasua NPOCTHpaka Tanaca, oHja he TeH30p
€Hepruje-uMInynca MOHOXPOMAaTHYHOI Tajnaca MMaTH, Ka0 M KOJ CBaKor paBHOI
Tanaca (B. § 46), cnujenehe KOMMNOHeHTe, KOje HHUjeCy jelHaKe HyJu.

Tll = W. T14 e fW. T’i-‘l _— — W.
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YBohemeM TanacHor 4-Bextopa R;, Te penauMje MOry Ceé HalHCATH y TEH30PCKOM
Q6NUKRY :
We?
Th= -ki k. (47,4)
CO2

[lpoussoau £k; k), cauuwasajy cuMeTpHYHH TeH30p npyror pena. [lpema

) W
Tome, u3 copmyne (47,4) cnujenu, na je BENUYMHA —  CKanap. Hakne, npu npe-
)

7

a3y ca jeAHOT MHEepLMjanHor cucteMa pedepeHuHje y ApYyrH, — e Mijersa ce,
0

4 TYCTHHa €EHEpruje mopa ce TPaHCHOPMHPATH Kao KBagpaT (peKkBeHUHje.
Wmajyhiu y Bupy (47,4) Ha Taj HauuH Hanasumo cnujesehy TpaHcdopMauHOHY
<dopmyny:

V
1—{—?cosa
W=W — . (47.5)
Vu
| — — |
cZ
E2 2
Bynyhkn na je W-—-—:—i , MOXe Ce 3ak/by4uTH, [La Ce€ anconyTHe
47 4m

BPHIEHOCTH MOJba MOHOXPOMATHUYHOr Tanaca TpaHcdhOopMHUpajy Kao NMpPBH CTeneH
tHpexpeHUH]E.

Ha kpajy Hanomumwemo, Gyayhu na cy W u W’ npema (47,5) mehycobHo
MPOCTO MPOMOpLHMOHANIHE, Ta ce QopMyna MOMXe MpPUMUjEHUTH W Ha DPaBHM Tanac,
KOjH je Cymeproswlidja HM3a MOHOXPOMATHYHHMX Tanaca, Tj., yCTBapH, Ha CBakKu
paBHM Tanac.

§ 48. Monapusanuja
[TocMaTpajMo eneKTpUYHO MO/be pPABHOT MOHOXPOMATHYHOT Tanaca:

E =Re {Eﬂei (hr—wi) }

{cBe wTO 6yAEMO DEKIH, OJHOCH Ce y MCTO] MjepH M Ha MarHeTHo morme). Eg je
HeKM KOMMIEKCHH BekTop. Fberos ksanpar E} yomwre ysesww, Takohe je

KOMINeKCaH 6POJ OLIEBHRHO, EO ce yBHjeK MOXe NPETCTABHUTH Y Oﬁnﬂl(y
Eozbela,

raje ce @ y3uMMa Ha Taj Hayud, na BekTop b (yomwTe yseswu, Takohe kom-
fI7IEKCaH) MMa peanaH KBajpat. Taja eneKTpY4yHO Noibe n06MBa O6MHK

E — Re {bei(kr—-mt—l—a)} . (48,1)

HannwuMo b y obnuky b, —ib,, roje cy b, u b, — nBa peanHa sexTopa.
Byayhn na b*=0{-—bi—2ib,b, mopa 6utu peanuo, Suhe b b,=0, Tj.
BeKTopu b, u b, Mehy coboM cy HOpManHH. Y 3MUMO KOODAHHAHTHH CHCTeM ca
ocama ¥ u Z napanenuum ca b, u b, (oca X y npasBuy npocTupama Tanaca).
Tapa wus (48,1) HanasuMmo:

Ey=0b,cos (kr — 0wl a),

(48,2)
E,=b, sin(kr —wt+a).

R¥
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Koedbuuunjentu b, u b, HasuBajy ce aMnnuTyae Tanaca. Mspas, koju npercrabika
apryMeHT cosinusa unu sinusa HasuWBa ce (hasa Tanaca.

HMs (48,2) HenocpenHo crnujenu:

2 2

Ey B2 _ (48,3)
2 2 :

bi b2

Ms oeux ¢dopMyna BumM ce, LOa y CBAaKOj Tayud MpOCTOpPa BEKTOP E€jI€K-
TPUYHOT MoJba Ta<BOTr Tanaca POTHpa y PaBHM, KOja je MapanenHa paBHH Y Z,
NpH YeMy BpX BekTOpa omucyje enuncy (48,3) Taxas Tanac HasuBa Ce eNHMNTHYHO
monapusosad. Ako je b, = b, onpa enunca (48,3) npenasd y Kpyr Tj. BEKTOp
pOTHpa M OCTaje CTajaH M0 arcolyTHO] BEMMYMHH. ¥ TOM crnydajy Kaxe ce, 1a
je Tanac rmnonapu3oBaH 0 KpPYyTy.

Ha kpajy, ako je b, wnu b, jeaHako HynH, OHAa je TMoJke Tanaca yBHjeK
OpHMjEHTHCAHO fapanenHo (MNM aHTWNApAsNeNHO) jeXHOM HCToM mpaBUy. Y TOM
crnydajy Tanac ce HasuBa MPaBONIMHHUCKHM [0712PM30BaH WK NONapU30BaH y paBHul).
BuabMeo je, Aa Ce ENHUNTHYHO MONapu3oBaH Tanac MOXe MoCMaTpaTH Kao Ccymep-
nosullMja ABAjy PaBHO MOJapH30BAHMX Tanaca

-

§ 49. CuekTpallHO pasjararbe

Cpaky ce Tanac MOXe TMpeTCTABUTH y OONMKY Cyneprosulidje HH3a MOHC-
XPOMaTHYHMX Tanaca ca pasnd4uTHM (QpekBeHUujama. MaTeMaTHYkH TO 3HAYH:
pasBHjake nolka Tanaca y pel unu uHterpan Fourler-a. TakBo pasnarame
Ha3Wpa ce W CMEKTPanHO pasfnaramwe. '

Ako je moiee mepuomMuHO y BpeMeHy (ca mepuomoM 7)), OHHa Ce OHO MOXe
pasnoxuTH y Fourfer-os pel o6nuka?)

-+
f — Z fn e-——fa)oflt’ (49,1)

n—=——ow

1) [lpema MCTOPHCKO] TPaguuMjd npuxsaheHa je He3arcaiHa TEepMMHONOTMja MpeMa Kojoj ce
paBad flonapWsalije HasMBa OHa paBaH, Yy KOJO] Ceé Halasd BEKTOp MArHeTHOr Noka, a pasaH
eNeKTPHYHOr M0Jba HasuBa Ce paBaH CBjeTNOCHAX ocuvnauHja.

%) Cepmje, 360r jeAHOCT3BHOCTH, TOBOPHMO O YHCTO TEPHOAMYHOM TOMLY HM3a3BAHOM HHCTO
NEePHONMYHUM KpeTakeM onTepehersa. MehyTum, Tpeba MMaTH y BHAy, Aa CTalHOHApHO (taunwuje,
CKOpO CTALMOHAPHO) KPeTate CHCTeMa yecTula o6MYHO HHje MEepHOAMHHO, HEro, Kao WTO Ce KaXe,
ycnoedo nepuonuuto (B. ,Mexanuka", § 62). Takeo KpeTake He KapaKTepHIUE Ce jefHHM, HEero
YHTaBMM HH30M pa3fM4MTHX Mepuona (a npeMa Tome M (pekBeHuuja). Cee BenuumHe, Koje Kapak-
Tepuily TaKBo KpeTake (¥ no/ke Koje OHO M3a3WBa) HE MOTY CE PAasNOKUTH y NPOCTH, HEro y
reHepanucanu Fourier-os pen, Koju ce (OPMamHO MOXE HamucaTH y 0GMMKY aHaNOTHYHOM (49,1):

f= Efw =i,
w

Ca TOM pa3NMKOM, WITO Ce CyMHpake He BpIUM Mo (peKBeHUHWjaMa, KOje Cy LWjeNIH MynTHIK
HeKe BeNIM4YMHE wp, Hero mo gpexBeHudjaMa obnuka

(n o
now

1

S
=
=

raje cy .rz(}), n®. . a8 _ nosuTuBHM unu HeraTHEHM uHjenu Gpojem, a o, o® wl®) —

TaKko3BaHe OCHOBHe (pexkBeHLHje KpeTarba.

ECEER]
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o 27 ; -
raje je w,=-,., a ,Fourier-oBe xoMnonente" fp,:

!
+1)2
. l :
fo=— | fe*"at (49,2)
i
: =T/2
Axo je f peanHo, oHua je
fon=13 (49,3)

{CpentbH HHTEBUTET Tanaca (HHTESHTST ce onpehyje kBalnpaToM non:a) uMa 06NHK
=42 Elml’ (49,4)
n=

(UpH uM3payyHapawy Cpelre BpUjenHOCTH TpeGa MMATH y BHAY, A2 je Cpelkba

BpUjefHOCT ocuunyjyhux GaxTopa obnuka eif‘Uﬂ”tjenHaxa aynu). Ha Taj HaumH,
CpellbH WHTE3UTET Tanaca MPETCTaBba Ce y OONMKYy 36Hpa WHTEH3UTETA Hbe-
TOBUX MOHOXPOMATHYHWMX KOMIIOHEHAaTa.

HenepuoguuHo noike f Moxe ce pasnoxuTtu y Fourier-oB MHTErpan, ako
dynkuuja f(f) samoommasa ofpehene ycnose ((yHkuuje, Koje 3amOBOIbABAjy TE
. ycnoBe, 0B6MYHO Cy y GECKOHaYHOCTH jefHAKe Hynw). Tana cnekTpanHo pasna-
ramke Tanaca MMa ObOIHK :

fz‘/'fu,e—f“’f do, (49,5)
J .
tnje cy Fourier-oBe KOMMNOHEHTE MOJba:
+ oo
fwzaéEjafémdt (49,6)
‘w
rnje je, aHanorso ca (49,3):
feo=F% (49.7)

+
PasMOTPUMO WHTErpan ffz df w wuspasumo ra nomohy WHTEH3HUTETA I0jeNMHHX

—

MOHOXPOMATHYHMX KomroneHaTa. Kopuctehu ce ca (49,5) u (49,6) wnanasumo:

+o 4o +o 4 Lo
f 2dt=ffdtffwe_i‘°tdw=ffm dmffe‘fw'-‘dt=

— 00

~+ o
=2ﬂffm f._.w dow,
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-

WM, cTaBmajyhu f = fr:

—}:oc +x Lo
Jf2dt:2nf[fw|2dw=4nf|fwi2dw. (49,8
Y e =i b

Hecto ce poraha, ma ce wMa nocna ca nomkMMa, Koja y BpeMeHy He Muje-
tbajy GUTHO CBOj KapakTep (crelujalHO, Koja He Miu4Ye3asajy 338 [ — - 00) U y

KCTO BijEMe HHUCY CTpOro nmnepyHoguyHa. TakBo Mobe He MOXe ce Pa3noXHUTH
-+ oo

HU y Fourier-os pen Hu y uHTerpan (MHTErpanu fem‘ dt nuBeprupajy).

— 0
AHH HYy TOM cnyqajy MOXE C€ U3BECTH pas3naramke Ha MOHOXpOMATHYHE Tanace
Ha cnujefehd Ha4uH.

[TocMaTpajMo Benmu4uHy [y HekoM BeheM BpeMEHCKOM HHTepBany of — —
2

T :
IO -+ — ¥ pasnoXuMo je y ToMm WHTepBany y [ourier-os pex obnuka (49,1).
&

Oppenumo capma cpelmH (3a BpeMeHcKH HHTepBan 1 ) MHTEH3UTET Tanaca. Y Besu

Mehy

Ca THM, IUTO C€ NMPETNOCTaB/ka fa je | BP0 BENHMKO, UHTEpPBAaNH @, =

ysacTonHuM (pekseHuujama Bprio cy Manu, na ce on cyMme (49.4) moxe npehn

dw
Ha MHTerpan no dn= :
w(}
+ 772 w d
I " 2 - e AW
i Pd= 2=
T T w,
— 18 0
unM, yepwrasajyhu (49,2):
ETR s + T2 .
1 £ ] ; 2
— | frdt= | —| | fef°tdt| dw. 45,9
i R ) (#9:9)
=102 0 TR

Ha Taj HauuH, CpeAlmM WHTEH3HTET MpPEeTCTaB/ba Ce y O6NMKY Cyme (MHTe-
rpana) MHTEH3WTETa MOHOXDOMATHYHHX KOMMoHeHaTa. Popmyna (49,9) omory-
naea M3payyHaBak-€ MHTEH3WTETA y Ma KojeM GEeCKOHa4YHO ManoM MHTepBany dw
tbpexkBeHLH]a.

3a T — oo, f? TeXH HEKOj KOHa4YHOoj rpanuuu. 36or Tora U M3 uspasa (49,9)
T

CNHjelH, N2 HHTerpan ffe“”tdt, kaga 1 Texu Ka 6ecCKOHAYHOCTH, pacTe

s T

xao | T.
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§ 50. MapuujagiHo monapu3oBaHa CBjeTIOCT

CBakvM MOHOXPOMATHYHM Tanac je npeMa caMmoj CBOjOj AeQHHHUHjH CTajiHO
nonapu3osaH. MehyTuM, o6H4HO ce MMa nocna c TanackMa, KOjH Cy CKOpPO ca-
CBHM MOHOXPOMAaTHYHH, a2 (PEKBEHLMjEe MM Ce Hana3e y HEKOM MajloM HHTepBany
A . TlocmaTtpajMo Takas Tanac u HEKa je @) HEKa HbEroBa Cpelra (pekBeHLH]a.
Tana ce weroso nojke (y 3afaToj TaylM NPOCTOPa) MOXE HaNUCATH y OBIMKY

Re {Ao(t)e “iot} | rpje je KoMmnnekcHa aMmnMTyaa A, (t) Hexa dynkuuja Bpe-

MeHa, Koja Ce naraHo MHje-a (KOA TOTMNYHO MOHOXPOMATHYHOr Tanaca 6Hno 6u
A,=const.). Bynyhu na A, onpehyje monapusauujy rtanaca (s. § 48), onpa ToO
3HauM, La Cey CBaKOj Taylld Tajaca HEeroba NonapHsalHja MHjelma ca BPEMEHOM.
Takap Tanac ce HasMBa MNapLWjaNHO MOMapH3oBaH. YOCTaNOM, y CheLHjanHUM
cnyyajeBuma, 3aBucHocT A, (/) on BpeMeHa Moxe OMTH TakBa, Ia Tanac HOak
Oyle MOTMyHO TNONapH3oBaH. 3a TO je HEONXOAHO, Aa OXHOC OGHje KOMMOHEHTe
on A, 6yne HempoMHjeH/bHB Ca BPEMEHOM, Tj. lla OCTaHe HENpPOMHjEHJbHB OLHOC
(peanuux) aMnnuTyna ABHjy MehycofHO HOpManmHWX KOMIIOHEHATA [o/ba Tanaca,
Ka0 M pasnuKa mbUX0BHX (dasa. ‘

Ocob6rHe nonapusauWje eneKTpPOMarHeTHWX Tanaca, CrHeuujanHo CBjeT-
JIOCTH, MMOCMATPajy Ce eKCMEepPHMEHTAJ]HO MyLWTawmeM CBjeTIIOCTH KoOja ce mnpo-
y4aBa Kpo3 pasHa Tujenal), rocnuje yera ce Mjepd HHTEH3MTET CBje€TJOCTH, Koja
je mpowna kpos THjeno. C MaTeMaTHyKe Tayke TNeNMIITA TO 3HA4H, Aa Ce O
ocofuHaMa mnonapusaluje CBjeTIOCTH HOHOCE 3ak/byuyuu nonasehu ox BpujenHo-
CTH HEKHX KBaJpaTHUX OyHKLHja HeHOr noiba. Pasymuje ce, na je oeije pujey
0 CpeAwmHM BpMjefHOCTHMA THX (yHKUMja mo BpeMeHy. KpanpatHa yHkuunja
noijba CacTOjd Ce M3 4NaHoBa, KOjU Cy MponopudoHanHd npounssoguma A; A,,
A; Ay vnn A} Ap raje cy A, KoMroHeHTe, HanpuUMjep, BEKTOPCKOI MoTeHLHjana,
Mpoussonu obnuxka A; A, = Ay, Anke_zmt u A7 Ap = Ab; A e '@t cappxe

nepuogdyHe dakrtope e 1200t KOju ce O6p30 MHjerajy M 10CTajy jeAHa®wM HYIH,

Kaja ce y3My IbHXOBe Cpelle BpHjefHOCTH no BpeMeHy. [IpoWsBogu, nax,
A; A = A,; Atr He canpke TakaB (akTop, Na 3aTO HHXOBE CPEAH:€ BPHjeLHO-
CTH HHUCy jepnake Hynd. Ha Taj HayuH BHUAMMO, Aa ce 0co6MHE NapLHjanHo
rnonapyMsoBaHe CBJETJIOCTH [MOTNYHO KapaKTepHIly TEH30POM

Jix==Ay; Aok . ' (50,1)

Kako ce BekTop A, cTanHo HanasW y paBHH, HODMAJIHO] HA MpaBly Tanaca,
TO TeH30p J;, MMa cBera 4eTHpH KOMMOHeHTe (y oBoM naparpady ce noapasy-
MHjeBa, Mla ce 3a MHAeKce [,k ysuMajy camo [BHWje BpHjeAHOCTH: [, k= 1,2].
Us pedwunuuuje [, ce Bumu, Ka Meby KOMMOHEHTaMa ToOra TEH30pa MOCTOju
penaumja

Jiw=Jxi . (50,2)

Hosepumo TeHsop J/,, Ha HajnpocTHju o6nuk. Heka je 7n; ,jenuHuynun’

KOMIJIEKCHH BEKTOpP, KOjU je HOpMHpaH Tako, jaa je n;n; = 1. Oppenumo n;
Tako pa 6yne

Jir = 4.n; (50,3)

1) Hanpumjep xpos Nicol - ose npusme,
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AHANOTHO TIOCTYMKY CBOhera CHMETPHYHOr TeH30pa Ha InaBHe oce. JelHayHHA
(50,3) Moxe ce HamucaTH y OBNHKY

( Ii.,!; == laH{)/ﬂk = 0.

[la 6u 0Baj CHCTEM XOMOTeHHX anre6apCKuMX jefHAuHWHa NpBOr cTermeHa (mo 1)
MMao pjellera, Koja HHUjecy jefHaKa HyNH, HEONXOHO je, Kao WITO Ce 3Ha, da
IeTepMHUHaHTa Oyle jefHaka HYJH:

‘ JH\ s 61#\

omakne ce ecapelyjy m@BHje Bp#jenHoCTH A, Koje heMo 03HauuTH ca A, M A,.
CraBmbajyhu oBe BpHjenHOCTH pepoM y jemHauude (50,3) onpenmhemo U3 HMX
nBa BekTopa Nl ) u n(2)

(50,4)

Tlako je mokasatu'), ma cy BenWuMHe A; M A, peanHe U TIO3UTHBHE,
a sextopu n) u n® | mehyco6Ho HopmamHu“, Tj. Ha 3aj0BO/bABAjy YCIIOB

n() n@* = 0. (50,5)
Cana TeH3op J;, MOXeMO HanucaTh y OOMHKY:
Ji== / n( U n(l)‘* + Lim ]1(2} n(g)* (50,6)

HenocpennuMm yBpluiTaBakeMm 51ako je NpPOBjepUTH, fAa Taj H3pas 3aHCTa
3ajoBorkaBa jemHauyuHy (50,3).

Ako je cBjeTmOCT MOTNyHO nonaphsoBaHa, oHma je A, ==const. u [y je
npocto jenHako A, Aor (6e3 ycpeamasawa). Ho cBaku on mBa unmana y (S0,6)
uMa 6all Takae OGNMMK jeNHOCTZBHOr MPOM3BOAA [LBHjy KOMIMNOHEHTA KOHCTaHTHOT

sextopa ([ 4,0} unn J7,7n%) u wemy xomwyrosauo-xowmmnexcHor. [pyrum
pujedMMa, CBak{ OJi THX 4/laHOBAa MOXe Ce I0CMaTpaTH Kao MOTHyHOo (yomuTe
rosopehM, enunTH4HO) monapusosaH Tanac. Hame, Bumumo, aa y (50,6) Hema
unaHa, ‘Koju CalpXM MpOM3BOAE KOMMOHEHAaTa THX ABajy Tamaca. To 3HauH, Aa

1) Muoxewem (50,3) ca n* pobusamo:
4

* * ———
? — B = = 2
j‘nr”i_‘!'_f/tknfnk—lAoini[ !

Ho cpeawa BpujenHoCT KBajpaTa MoAy/ia cBake BeNHYWHE je peanHa H MO3UTHBHA BENHYHHA.
lla 64 ce nokasamo (50,5), HanduMMO jeAHa4HHe v

(1) — 5 plld (2)
JuWg =lamy,  Jyn @=1,n

ra Tpay MOMHOMHMO ca n(:f-)* a npyry ca n(‘z)*

Ji ﬂ(}{) ”(?* = ﬂ(ll-)ﬂ (i) . Iy n (1)* =1, n(z) (l)*
Y3MUMO KOHYTOBaHY KOMINEKCHY ADYroj jefHAYHHM, y3umajyhu y o63dp, na je szzjki:

* @2 2 1 I 2) s 2

Jri ”(g) n.( i) = Jki n(k)* n(c) =Jy ”(k) ”(f) =y n(i) ah

MOCNHKje Yera ce MojeAMHa4yHHM oay3WMareM ON TpBe jefHauyHHe Aof6HBa;
(}\1 —_— }\2) n(]i) n(%) =0

onakne u cnujenn (S0,5).

’
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ce 3a oba Tarnaca MOXe CMAaTpaTH Aa cy (PU3HYKH HE3aBHCHM jelaH On Apyrora,
WM, KAaKo ce Kawe .a cy HexkoxepeHTHH. M saucta, ako cy gBa Tanaca mehy-

cofHO HE3aBHCHHM, OHla je cpeitba BpHjeiHoCcT mnpoussosa A A®  jepnaxa

NPOM3BOLY E(p :\(52 cpentsux epujennoctd A) u A® 2 kako je cpaka of

WHUX jenHaKa Hyn, TO je | A(P A(zk) =0,

Bunjenu cmMo y § 48, na ce yBHMjeK MOXe y3eTH TaKBa KOMIIEKCHA aMIIH-
TyRa, La jenHa oL ABHjy Mehyco6HO HOpManHHX KoMrNoHeHaTa Oyhe peanHa,
a gpyra ¥MarMHapHa. Taja F-MXOBE anconyTHe BeNW4MHE OApehyjy ammiuTyne
onroBapajyhux ocuunaumja.

Ha Taj Ha4yuH, MOXEMO MHCATH:

nh =b,, n®)=ib,, (50,7)
raje cy b, w b, peanHu (a y Besu ycloBa HOPMHpaHa n® n)* =1 Besanu
penauujoM b%—{—bgz 1). Tapa ce n(? MOXe HamucaTH y oOmHKy:

n®=ib, n?=ub (50,8)

(tako ma 6yne n) n@* =0). Osu n3pasu mMokasyjy, aa Cy enunce o6ujy enun-
TUYHO T[ONapu30BaHWX ocluMnauyuja Mehyco6Ho cnuuyHe (MMajy jelHaKe OAHOCE
oca), mpu ueMy je jefHa O] H-UX OKPEHyTa 3a MPaBM yrao y OJHOCY Ha ADYTy

Ha Taj HaudH HOnMasuMo A0 pesynTaTa, Aa Ce CBakM MNaplHjanHo MonapH-
20BaHM Tanac MoXe TMpPEeTCTAaBUTK Kao Cynepnosduuja JBajy HEKOXEPEHTHHX
eNUNTUYHO MONApM30BAHMX Tanaca, KOA KOjUX Ccy eNuMnce nojapu3aluje cnudde
u MehycobHO HOpManHe. :

ToTanuy HHTEH3UTET J CBJETIIOCTH MPOCTO je NPONOPHHMOHANaH KBaiApaTty
rosba, Tj. 36MpPy AMjarodanHUX KOMIOHEHaTa TeH3opa fi:

./.= Jii=1 "" )‘3' (5019)

QpHoc mak

>

<
(5]

(50,10)

IS
|
|

>~

1

Mame O BenMyuHa A npema Behoj KapaxkTepulle CTeMneH Jernonapusaludje cBje-
TrnocTH. AKO je CBjeTNCCT TMOTMNYHO NONapu3oBaHa OHAA je jefHa OR BelWYHHA
i, unu Ay, jennaka nymu. Oumrnepso je Tapa 0 =0. CynpotaH cny4aj je
CBjeT/IOCT, KOX Koje je A,=/,; 0=1. Taxkea CBjeTnocT ce HasMBa Henonapu-
30BaHa WNM npupogHa. YumeHula, Ja y TOM chyd4ajy jefHAYHHa (50,3) muma
cBera jegaH KopujeH 3a A, mokasyje, na TeH30p Ji uMa obnHk:

Jik= 4o Oic, (50,11)

raje je A, omwTa BpujeaHocT A; ¥ A,. Cama Te jemHauyuHe JAajy 3a BEKTOD I
6eCKOHaYHO MHOrO BpHjenHocTH. [pyruMm pHjednMa, 0OHYHA CBjETIOCT Ce€ MOXE
cMaTpaTH Kao Cynepro3nldja ABajy MONapM30BaHUX Tanaca jeAHaKOT MHTEH3UTETa,
KO4 KOjUX cy oce nonapusauuje pacrnopeheHe Ha NMpoM3BobaH Ha4YWH (y paBHH
HOpMafHOj Ha Mpasal CBjeTIOCTH).
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§ 51. Pasnaramwe eNeKTPOCTATHYKOr 110/ba

[Momme, xoje wn3asuBajy ontepehemwa, Takohe ce Moxe ¢dopManHo pas-
NIOXUTH Ha paBHe Tanace (pas3BUTH y f[ourier-oe wuHTerpan), MehyTtuM, To
pasnarakbe, y CYWITHHM Ce pasfiuKyje Ol paanarakba eJeKTpPOMarHeTHHX Tanaca
y Bakyymy. W zaucra, nome onrepehewma He 3anoBo/maBa xomoreHy D’'Alem-
bert -osy jennaumny (44,8), a npeMa TOMe HHMjefaH 4iaH pefa Koju TpeTCTaBmba.
TO MOJbE€ HEe 3al0BOJbaBa Ty jenHaudHy. Opnaene crnujenu, fa 3a paBHE Taace
Ha KOje Ce MOXe pacTaBUTH T[0J/be onTepehera, Hdje HCOyHeHa penaudja.

9
pEa

c?

CneuujanHo, ako eneKTPOCTATMYKO MOJbE (OPMaNHO MPETCTAEMMO y OBIHMKY
cyneprnosuuMje paBHWX Tanaca, oHpa he ,,@pekBeHUM]ja‘* TMX Tanaca, 04EBHAHO,
6MTH jelHaka HYNH, jep MOCMaTpaHO MOJbE HE 3aBHCH 0j BpeMeHa. TanacHu nak
BEKTODH, HapPaBHO HHUCY jefHaKu HYIH.

[TocmaTpajMo mosbe, M3a3BaHO TaYKACTHM onTepehereM @, KOje Ce HamnasH
y KOODOMHATHOM TMoOYeTKy. [loTeHuuWjanm ¢ Tora mnorsa oppehyje ce jeRHa4YHHOM

(B. § 35)

3 KOja BaXH 34 padBHE MOHOXpDOMATH4YHE €NEKTPOMArHeTHE Tanace.

Ap=—4med(r) (51,1)
PaseujmMo ¢ y Fourier- o unTerpan, Tj. MpeTcTaBUMO ra y o6nUKy Cymnep-
nosvLMje paBHUX Tanaca obnuka cpke’kr:

+ o
(p=fffe””<pkdkxdkyd/zz. (51.2)

Mpumjewyjyhu Laplace-os onepatop Ha ofHje CTpaHe OBe jefHaYHHE, HaNla3WMO:
+ »
ol e kT
Ap=— j k*e” " ¢, dk,dk, dk,,

jep je Fourier-osa xomnonenta (A@) on uspaza Ag:

(Atp)k = — k? ‘Pk .

C nmpyre ctpane, (A@) Moxe ce Hahu, ako ce 3a ofuje cTpaHe jelHa-
uuHe (51,1) ysme Fourier- oBa KOMIMOHEHTa

“+
_ 1 —ikr _ £
(Acp)k__(zﬂ)afff:med(r)e dxdydz = e
YnopehusaweM o6a nobujena uspasa 3a (A @), , Hanasumo

e 1

=7 (51,3)

OBa dopMyna u pHjeliaBa MoCTaB/beH 3afaTak.



o
o
]

COIICTBEHE OCIIMJ/TIALIMJE TTOJbA 123

Auanordo noTeHLMjany ¢ MOXe Ce pasBUTH M MOJbE

-+

E= f f f Ey eXT dk, dk, dk,. (51,4)

[Momohy (51,2) no6usamo:

+
E — — grad fffq)k etk gk dky dk, — — fff ikoy €5 dk, dk, dk,.

Yropehyjyhu ca (51,4), Hanasumo:

. ik e
Ex=—ikoy=—— - —- (51,5)
k* 2n®
OnaBle ce BMAM, fAa je Moske Tanaca, Ha Koje cmo pasnoxund Coulomb-oso
no/be, OpHjeHTHCAHO [YX TajacHOr BekTopa. [lpeMa ToMe ce TH TamacH Mory
Ha3BATH JIOHTUTYLHHATHH.

§ 52. ConcTBeHe ocuuaaluje noba

[TocmaTpajMO eNleKTPOMAarHeTHO MOJbe, KOje Ce Hanasu y HeKOj KOHAYHOj
sanpemunu npoctopal). Ja 6ucMo ympocTHNM fAa’khea W3pauyHaBaka, NPETHO-
CTaBHMMO, fa Ta 3alpeMHHa MMa 06nMK MNpaBOyrjor napanenonunena ca cTpaHama
A, B, C. Tana MoxeMO CBe BeJiM4{He, KOje y TOM Mapanenonunely KapakTepuuly
rojbe, pasBUTH y TPOCTPYKY Fourier-oe pen (mo TpuMma koopAuHaTaMa). Ha
npuUMjep, BEKTODCKHM MOTeHUMjan norka MMahe capa OGNMK :

A=A, gk (52,1)
k

CyMmupame ce BpWM no cBuM MoryhuM BpHjesgHocTHMa BekTopa K, uuje KoMmmo-
HEeHTe, Kao IUTO Ce 3Ha, HWMajy BPHjelHOCT

2mwn, 2m 2mn
kx — = ) ky — ny ’ kz == 2 ’ (52’2)
A B C
rAje Cy N, My, N, TO3WTHUBHM ¥ HeraTHBHM uLuWjenu Gpojesu. Koeduuujentn Aj.
Mopajy 3afoBo/baBaTH penauujy A_jp = Ag 6yayhu na A. mopa 6uTH peanHe.
W3 jenuaunne div A = 0 cnujenu, na je 3a ceako K

k Ak == §); (52,3)

Tj. KOMONEKCHH BeKTOpH Ay , HOpManHH' cy Ha OAroBOpajyhuM TamacHUM Bek-
tTopuma K. Bextupu Ay cy, Hapaeeo, ¢yHkuuje Bpemena. OHM 3a10BOIbaBajy
jenHa4yuHe

Ay + 2k A =0, (52,4)

1) Pujeu je o momy y orcyctsy ontepeheisa (,,CNo6ofHO 3payerse).
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Axko cy pumensuje A, B, C narte .3anpeMHHe LOBOJLHO BENHKE, OHA4 Cy Cy-
cjelHe BpUjeBHOCTH K, Ry, k, (KON Xojux ce n,, My, N, PasnuKyjy 3a jepuHuuy)
ckopo MehycoBHO jemHake. Y rom cny4ajy MM MOXEMO TOBODHTH O 6po;y Mo-
ryhuux BpHjefHocTH k., Ry, k. y manuM unTepBanuma Aky, Aky, Ak,

Byayhu na cycjenHe BpHjeAHOCTH, peLUMO k,, OAroBapajy BPHjefHOCTHMA
n, Koje ce pasnuKyjy 3a jeNuHMLy, OHAZ je 6poj An MoryhHx BpHjeIHOCTH K,
y MHTepBany Ak, npocto jemgnak oprosapajyhem HHTepBany An, BpujensocTH n,.
Ha Taj HayMH HanasuMmo :

A B

C
Aﬂx—_—%Akx, Any:_Q—xAky, Aﬂz:ﬁﬂkz.

Yxynau 6poj An Moryhux BpujesHocTH BekTopa K ca KOMMOHeHTama y HHTEp-
sanuma Ak, Ak, Ak, jennak je nponssony An,AnyAn, Tj.

|4

2m,

An= 3AkxAkyAkz. (52,5)
roje je V= ABC 3anpemuHa noma.

OpaBie je nako onpeauTd 6poj Moryhux BpHjeNHOCTHM TallacHOr BEKTOpa
C amnconyTHOM BpujenHolwhy y unTepBany Ak W mpaBueM y €NeMeHTY TjelnecHor

yrna Ao. 3a To Tpeba camo npehu Ha cdepHe KOOpAHHATE Y ,,IPOCTOPY
k. ky, k), n ymjecto Ak Ok,A%, nanucaTH eneMeHT 3anpeMHHe y TOM

z

npoctopy. Ha Taj Ha4yuu je:

An= @ Z)s k% AkAo. (52.6)

Hajsax, yKkymaH 6poj BpHjeIHOCTH TanacHAX BEKTOpa arCONYTHUX BenuduHa R

y unTepBany Ak u ceux npasaua jeaHak je (ymjecto Ao nuwemo 4m):

An=-— k*Ak. (52.7)

2n2

Bektopn Ay, xao dyHKkuuje BpeMmeHa, CBOJe Ce Ha MPOCTE NMEPUORUYHE

qyHkuuje dpexBenuuja ®;, — ck [ynop. jesHaunny (52,4)). [Nome hemo pasmoxuty
tako na Gyhe MpUKAasaHO paBHUM Tanmacuma. Y Bead c THM Moxe ce pen (52,1),
TIOCNHje MperpynucaBakba 4iaHoBa, HalUCaTH y OONHEY;

A= D (ag " aje k) (52,8)
k

{raje ce mupexTHO M3paxaBa peanHocT A). Cmatpahemo, ha cBako dy 3aBHMCH
on BpeMeHa nomohy dakrtopa eiw,f:

Ak L e_i (J.Jkt, C!.)k — Ck. (52,9)

-, Tapa ceaku rojenuHu unaH y cymu (52,8) 6uhe dyHxuuja camo on pasnHka

ke — @,f, WTO ofroBapa Tanacy, Koju ce TNpocTHpe y mpaeuy BekTopa K.
HM3payyHajMo yKynHy eHeprujy

1 2 2
&:gj;f(E + H2)dV
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rnocmaTpaHOr Mojka y sanpemuud V, wuspaxapajyhu je nmomohy senuuuHa .
3a eneKTPUYHO MOJbE HUMAMO:

E:_LA:—LiE(.akfikr—l_éI:e—ikr)’

¢ g

unu, yseswu y o63up (52,9):
E:izk (akeikr—— al’;e‘ikr> . (52,10}
k
3a MarHeTHo no/be H =rot A Hanasumo:

Hﬁ:iz{(ank)e-ikr—(an{:)e—ikr]- (52,11)
k

[lpu M3payyHaBawy KBaipaTa TWX Cyma Tpe6a WMaTh y BULY, Aa CBH MpOU3BOAH

ynamoBa ca TanacHuM Bextopuma K # K’ majy Hyny npu MHTerpupary o

uxjenoj sanpemuun. W saucTa, TakBM unaroBM CampXe (dakTope obnuka e~ 14F,
=k 4 k', a uurerpan, Hanp.,

A 2x

1— 1 X
e A X (dx

0

ca uujenum n, = 0 jenHak je Hynu. M3 Tora pasnora jedHaKW Ccy HYNd TpOU3-
BOAM KOju canpxe daxkTope e 2ike A y OHMM 4NaHOBMMa Tlje HeMa EKCIOHEH-
LiMjaNHUX 4YHMHUNaLd, WHTerpupare o dV naje jenHOCTaBHO 3ampeMHHY V.

Y pesynrtaTy Hanasumo:

= L3k aa - X ) (6 X )|

4-n'.k_

&

Ho kako je g k=0, O6uhe
(k X ay) (kX ag) =k ay ay,

na ce neduHUTHBHO Aobuja

L RV . |
&= 2 &Jk . tﬂk == ax ak . ‘ (52,12)‘
m 25

Ha Taj HauWH, TOTallHa €HEpruja Mojba H3paxasa ce y 06MHUKYy CyMe eHepruja
&y, Koje Cy TOjENMHA4HO BesaHe Ca CBaKuM NojefHHHM DaBHHMM TanacoM.

FIOTI'EYHO AHANOTHO MOXe Ce H3payyHaTH TOTAallHH HUMINIYJIC TIOJba

4mc

K Gk
e : 52,13)

%deszl (E X H)dV,
-

npyd 4eMmy ce HoOHBA :
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OBaj pesyntaTt ce MOrao M yHampel O4YEKHBATH C 063MPOM Ha MO3HATH OJHOC
Mehy eHeprujoM W umnyncom pasHuX Tanaca (B. § 45).

Yeohewem (52,8) [unu (52,1)] mocTuxe ce ONUCHBaWke MOJba MOMOhy
AMCKPETHOr PeAa MpoMjedrbUBHX (BEKTOPa &) ), YMjeCTO OMHCHBakba KOHTHHYAaIHHM

penoM TMpOMjEH/BMBHX, KaKBO jé y CYWITHHU OMHCHBake MOMohy MOTeHUHWjana
A (x,y. 2z, 1), koju1 je 3amaT y cBAM TaykaMa npocTopa. TpaHchopmupahemo cana
npoMjeHbHBe @), WTO he Ham omoryhuTH, ga jeaHaydHaMa mnoska AaMo OBMHK,

KOjd je aHanoraH KaHOHCKHMM jenHaynHaMa MexaHuke (Hamilton-oBum jegHaunHama).
YBenuMo peanHe , KaHOHWYHE NpPOMjeHIbMBE" Qk 1% Pk noMohy penauuja

Qi = o (a+ a),

. . (52,14)
Pk == — i(!)k(l (ak -‘ak) :Qk

Ogrpje je « Heka peanHa KOHCTaHTa, Kojy heMo KacHHWje OAPENMTH TaKo, Aa ORHOC
Py =Qk Mehy , FeHepandcaHuM MMIOyNcHMa' M ,,KOpAMHATaMa“ cTBapHO 6yae
floc/befMUa jefHAYHHA KpeTakba.

Hamilton-osa ¢yukunja noma nobusa ce Sane.HOM BENWYHHA A, HU3pa-
xenux nomohy Pp u Qg y uspas 3a eueprujy (52,12):

74 ‘
H=NH = E — (P21 02 Q3).
1’{2 e = 8mc?al (Pk_l—kak)

Ha 6u ce Hamilfon-osa jenHauyuHa (;)T = Qy cnarana ca Py = Qk' Tpeba
k
vV A
CTAaBUTH ———— = — Tj.
8wl 2
s
a :V v (52,15)
4 15 c?
Tana Hamilton -osa dyHkuuja no6HBa O6MHK :
1 2 .
FH= 2 — (P}, + 07 Qk) = X H . (52,16)
2 k
k
,JefHauynHe KpeTama'
0F# 6.7

CBOJIE Ce€ Ha jenHaHﬁHe
Ok + 07 Qg =0, (52,17)

Tj. MAEHTHYHe Cy Ca jenHayuHaMa rnosba.
Csaku of Bektopa Q) u P Hopmanau je Ha TanacHom BekTopy K, Tj.

¥Ma 10 [BH]je HesaBuUcHe KomnoHeHTe. CMjep THX BeKTopa onpehy]e OpHjeHTa-

uujy monapusauuje oxrosapajyher tamnaca. Axko ce ca Qgj J =12, obumexe
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neuje komnoHeuTe BekTopa () (y paBHM HopManHoj Ha K) oHma ce mHMa

2 2
Q) = ; Qk,» ¥ aHamorso za Py. Tana je:

1 9 2 2
Zfzk‘;ﬁfkj, FHei —;3(%—4—@; Qk"j). (52,18)
j ”

Buzumo, na ce [Hamilton-osa dyHKkUMja pasnaxe Ha CyMy HE3aBHCHHUX
YnaHoBa Z[kj' Ol KOjUX CBakM CaipXu mo jepan nap sennduna Qy; Py;. Cpaxu

TakaB YnaH OAroeapa Tanacy ca onipeheHMM TanacHMM BEKTOPOM M TIOnapusa-
uujom. Ilpu ToMe Z’kj uMa obnuxk Hamilton-ose (yHKUMje NnHHeapHOr ,,ocuuna-
Topa', KOjU BpIIM MPOCTE XapMOHHjCKe ocunnaumel) 3ato ce 0 JAO6UBEHOM
pasnarakby TOHeKajl FOBOPH Kao O pasfjiaraky MoJba Ha OCLHMIIATOpe.

Hanucahemo copmyne, koje exKcONMUMTHO H3paxasajy fojbe nomohy mnpo-
mjenmsuBux Py u Q. Mz (52,14) u (52,15) umamo:

i (7 . " N -
= M P T y ap = ——\/-|P i, Q|- 52,19
k\/v( ke ”*‘Q") k k\/V( ko k) (32.19)

3aMjewyjyhu oBe u3pase y (52,8) HanasMMo BEKTOpCKH NOoTEeHLHjan IMorba:

=2 \/_ ck Qy cos kr — Py, sin kr) (52,20)'

34 eNneKTPHYHO M MArHETHO TMOJbe A0OMBEAMO

E—2 \/;E(ka sinkr 4 Py coskr)s
V 4 S
(52,21)

_QV“ E [ck (k X Q) sin kr 4 (kX Py) cos kr]

1) B., Hanpumjep, ,Mexanuka" § 30.



CITABA VI
MNPOCTUPAILE CBJETJOCTH

§ 53. M'eomeTpUCKa OMTHKA

PaBHu Tanac ce onnukyje ocofWHOM [a TMpaBall HEroBOr MNPOCTHP&H:a
M aMINMTYAA YBHjeK 0CTajy WCcTH. [IpOM3BOJEHU €NeKTPOMarHeTHH Tallach. HapaBHO,
HeMajy Ty OCOOHHY.

MehyTtum, y BenuxkoM Gpojy cnydyajeBa eneKTpPOMarHeTHW TamnacH, KOjHu HHUCY
paBHH, OLNMKYjy ce ToM ocofuHOM, Aa Cce y CBaKOM MajoM IWjeny mpocTopa
MOry MOCMATpaTH Kao paBHH. 3a TO je, o4eBHIHO, moTpebHO, Aa Ce aMMIUTYAa
M npaBall Tanaca roToBO He MHjeHajy Ha RyXHHH, Koja je pela QyxXHHe Tanaca.

A¥o je Taj ycnoB HCIyH:€H, OHAA Ceé MOry yBECTH TAKO3BaHE TanacHe
MOBpLUIKWHE, Tj. NMOBPIUMHE, KOJ KOjHX je y CBHUM HHXOBHM TauKaMa tasa Tanaca
(y matomM MoMeHTy) jendaka. TamacHe TNOBPLIMHE paBHOT Tanaca, O4YEBHAHO,
NpeTCTaB/bajy PaBHM, HOPMajkHe Ha NpaBly MPOoCTHpama Tanaca. 3a cBakH Manu
IHMO TpOCTOpPa MOXE Ce FOBOPUTHM O Mpasly NpocTHpaka Tamaca, Koju jeé Hop-
ManaH Ha TanacHoj mMoBpliMHM. [IpUTOM Cce MOXe yBECTH MOjaM 3paka - NKHH]a,
KOJL KOjUX Ce TaHreHTa Yy CBaKOj Tayl® Moknana ¢ [MpaBUeéM TMNPOCTHPAH:2
Tanaca.

[MpoyuaBame 3aKOHA NPOCTMpakka Tajlaca y TOM CHyd4ajy NpeTCTaelka
npenMeT reoMeTpucke omnrHke. [eoMeTpHCKa ONMTHKA, NaKIe, MOCMaTpa DPOCTHPa:e
enexTpPOMarHe THHX Tajaca, a CIIELMjanHo CBjETNOCTH, Kao NpPOCTHUpake 3paka
ruje ce cacBuM 3aHeMapyje H:HXO0Ba Tanacuia npuHpofa. LpyrumM pujeyuma, reome-
TpUCKa ONTHKa OAroBapa TIpaHUYHOM Cly4dajy Manux TalacHHX [y¥HHa, 7.— 0.

[TozabaBuMoO ce cajna HM3BoheHeM OCHOBHE jeHa4HWHe TeOMETDHCKE OIMNTHKE,
jennaurHe Koja oppehyje nmpaBau 3paka. Heka je f Ma koja BenuudHa koja
onucyje nosbe Tamaca (Ma Koja Of KOMIOHEHaTa E unu H). Kon pasHor moso-
XpoMaTHYHOr Tanaca f uMa 0OnuK:

f: aei(kl’——wf—l—a)zaef(ki .\’£+ot) (53,1)

(vsocTaBbamo 3Hax Re jep ce cTanHO MoppasyMMjeBa peasnHu LH0) .
Hanuwumo u3paz 3a norbe y OOGIUKY
;

f=ae". (53,2)
Y cnyuajy, Kana Tanac HMje paBaH, anM ce reoMeTpHCKa ONTHKa MOXe MNpHMje-
HHTH, aMIIMTyna a je onwTa (QyHKLUMja KOOpAWHATA M BpeMeHa, a ¢dasa VY, Koja
ce HasuWBa Takohe ajkoHan, Hema mpocT ofnuk kao y (53,1). MebhyTum, ajkonan Y
je y CYiuTMHH peraTHBHO OrpoOMHAa BEJIHYMHA. 10 Ce HENOCpPefHO BHAM MO TOME,
ITO Ce MHUjera 3a 27 y HMHTEPBany jeoHe TanacHe [yXHHe, & TeoMeTpHCKa.
OnTHKa oaroeapa rpaHunu A— 0.
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3a Mane [jenoBe MPOCTOpa M HHTEpBana BpPEMeHa ajKoHan Lb MOXe ce
pa3BuTH y pen. C TauHowhy [0 YnaHoBa NPBOr pefa MMaMmo

S
‘H—“Po‘}‘ra_l"ta_t

(koOpAMHATHH MOYeTaK M TOYeTaK payyHaHh-a BpPeMeHa y3eTH Cy y NOoCMaTpaHoM
Aujeny mpocTopa ¥ HHTEpBany BpeMeHa; BpPHjefHOCTH H3BOJ2 Yy3UMajy ce y
KOOPAMHATHOM Mo4YeTKy). YnopehuBarmem Tora uspasa ca (53,1) MOXeMO HaNHcaTH:

_ b _ %
k= P grad U, De=— gy # {53,3)

WTO M OArOBapa 4YMHEHMLH, Jla Ce y CBakoM MaloM fJujeny npoctopa (M y
MaJiM MHTepBalHMa BPEMEHA) Tanac MOXE CMaTpaTH paBHUM. Y 4-IHMeH3H-
oHanHoM o6nuky penauuje (53,3) muwy ce
0y .
ki_ O_X'I- S (\.3,4>

raje je k;-TanacHd 4-BeKToOp.

Bugjenu cmo y § 46, na Mehy komnoHeHTaMa 4-BeKTopa R; MOCTOjH pena-
uuja k?=0. Ako ce oeaje yBpcTH (53,4), Hanasu ce jepHayuHa

(a‘)—i ); 0. (53,5)

Opa jejHayuHa, Koja ce HasuBa jeldHa4YMHA ajKoHana, je OCHOBHa jeIlHa4YHHa
reOMeTPUCKE OMTHKE.

JenHauyuHa ajkoHama MoXe ce, Takohje, U3BECTH H HENOCPEAHHM TpenasoMm
Ha rpauuuy A-— O y TanacHoj jegHayuuu. [lome f 3aj0Bo/baBa TanacHy jefHauuHy

*f
FT 0.
Axo oBaje cTaBUMO fzaeiq’, HanasuMmo
dd%a . . Oa 0y . o O 0
3ﬁfw+2ﬁﬂﬁ%f“+”6%“ofyf=& (339
i i i i Al

Ho, xao wTo je rope nokasaHo, ajkoHan ¢ WMa BenMKy BpHjenHocT. [Ipema Tome,
OBAje Ceé MOry 3aHeMapMTH TpH [pBa 4YlaHa y OJNHOCY Ha YETBPTH T€ Ce IIOHOBC
nonasu po jenrHauune (53,5).

Hasemwhemo oBgje jow Hu3 penauwuja, Koje MehyTuM, NMpHUMHjereHe Ha TNpo-
CTHpak€e CBjeTJOCTH y BakyyMy AOBOAe CaMoO A0 MOTMNYHO OYEBHAHHMX pe3ynTaTa.
HaBoaumo wux oBpje u 36or Tora, IUTO KMamMo y BHAY, ha Ce Yy CBOM OMNIITEM
06NMKYy TH 3aKJby4Lld MOTY MDUMHJEHHTH M Ha MPOCTHPake CBjETINOCTH y MaTe-
pHiaNHUM CpefHHaMa. '

M3 ofnuka jenHaydHe ajkoHana H3nasud BaxHa aHanordja mehy reome-
TPHCKOM ONTHKOM M MeXaHHKOM MaTepHujalHux 4ecTuua. KpeTawe MaTepujanue
yecTHUe npukasyje ce FHamilfon- Jacnbi-esom jemnaumuom (22,12):

'OS EAiz ; 2.
("¢ ) Fme=o

Teopuja nona s [+]
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OBa jemHauyuHa, Kao0 M jefHauMHa ajkoHana, je mnapLujanda je,ﬁnaquﬁa npseor
pena W apyror cTeneHa. Kao wro je nosHaro, gjejcteo S je nosesaHo ¢ uMnyncom
p v Hamilton-osom byuxumjom % uecTuua nomohy penauuja

YnopehuBaweM oBHX dopMmyna c dopmynama (53,3) BHAMMO, Aa TamacHH BEKTOP
Tanaca HMrpa y TeOMETPMCKO] ONTHUW YIOry HMOynca 4YeCTHLA Yy MeXaHHLH,
a ¢pexksenuuja — ynory [lamilton-ose ¢yukuuje, Tj. eHeprije yectuna. Armco-
JIyTHa BeNWYMHA B TanacHOr BeKTopa Be3aHa je ¢ PpekBeHUUjoM nomohy dopmyne

w .

k= — . Bumumo, fa je Ta penauuja aHanorHa penauuji p = — Mehy umnyncom
c c

¥ €eHeprujoM YyecTHLE C MacoM jelHaKOM Hynd K Op3MHOM Koja je jefHaka

O6p3UHH CBjeTNOCTH.

3a yectuue Baxe flamilton-ose jesradnHe

C of3MpoM Ha H3HeleHy aHalorHjy MOXEMO HENOCpPeNHO HanuCaTH aHanorHy
jenHa4yrHy 3a 3pake

k—-02, 392 (53,7)
or ok

Y Bakyymy je w=ck, ma je i{=0, v=cn (n je jeNMHHYHH BEKTOp OyX
npaBUa MpPOCTHpawa), Tj. KAo WTo W Mopa OWMTH, y Bakyymy Cy 3paud mnpase
NIMHMje AYX KOjUX Ce CBjeT/NOCT MpocTUpe Op3HEOM C.

AHanoruja Mehy TanacHMM BEeKTOpPOM Tafmaca M MMMYNCOM 4YeCTHLE Hapo-
YUTO Ce jaCHO MnojaBrbyje npu cnujesehoj oxkonnoctu. IlocmaTtpajmMo Tanac, Koju
NpeTCTaB/ba CYMNEpPrno3KLMjy MOHOXPOMaTHYHHX Tanaca ¢ (PpekBeHLHjaMma, Koje ce
Hanasze y HEKOM ManoM MHTepBaNly, M KOju 3ay3WMa HEKM KOHa4YHH JMO MpocTopa
(Tako3BaHH ,TanacHd naket). MapauynajMo 4-umnync norea TOra Tanaca, cny-
wehu ce dopmynom (31,6) ¢ TeHsopoMm eHepruje-umnynca (47,4) (sa cpaky
MOHOXPOMATHYHY KOMMOHEHTY). AKO y Toj QopMynu 3aMHjeHHMO K; HEKOM H-€rOBOM
CpeAH0M BpHjeNHOCTH, Jo6uBamMo H3pa3 obnuka

P, = Ak, (53,8)

raje je koeduuHjeHT nmponopuxoHanHocTH A mehy nsa 4-BekTopa P; v R; Heku
ckanap. ¥ TpogMMeH3HMOHanHoM oOMnMKYy OBa penauuja paje:

P=Ak &=Ao. (53,9)

Ha Taj Had4ud BHOMMO, La Cce MMNOYJC W eHepruja TanacHOr MakeTa TpaHcdop-
MHUpajy PecrneKTHBHO Kao TaraCHM BeKTOp M (GpexkBeHUWja MPH Mpenasy on jefHor
cucrteMa pedepeHUMje Ha JApYrH.

HacrtaBmajyhy a#anorujy Moxe ce y TeOMETPHUCKO] OMNTHUW YCTAHOBUTH
fIDUHLUHN, KOjU je aHasorad NpUHLMIY HajMawer njejcTBa y Mexanuuu. Mehytum,

OH ce He Moxe Hanucatu y Hamilton-osom obnuky 0 | Ldi =0, jep ce ucrnocTa-
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B/ba, A4 je 3a 3pare HeMoryhHo yBecTH QyHKUH]y, KOja je aHanorHa Lagrange-osoj
pyHkuuju 3a yectuue. CrBapHo, Lagrange-oBa ¢yHkuuja [ wecTHua nose3aHa

X ; F
Jje ca Hamilton- oro mbyukunjom F nomohy penaumje L — p 6_ — . 3amuje-

op
wyjyhu Hamilton-osy dyuxuujy dpexBeHUMjoM ), a MMMOYNC T4NacHUM BEKTOPOM
_ . (")
K, Hanucanu 6ucMo y onTHLY, YMjecTo Lagrange-ose dyukuuje, k 9k ¢ Ho

Taj U3pa3 je jenHak HymH, jep je w = ck. HemoryhuocT ysohema Lagrange-ose
$yH«UHje 3a 3paKe BHAM CE YOCTANOM M HEMOCPENHO H3 rope HaBeLEHe OKof-
HOCTH, 5ia je MpoCTHpatbe 3paka aHanoOrHO KDeTakwy YecTHUa, 4YHMja je Maca
jenHaka Hynu.

Ako Tamac uMa ofpeheHy cTanuy QpeKBeHUHjy 0, OHZA Ce 3aBHCHOCT

. — Lol
+h€r0BOr MOJbA 0f BpeMeda oiapehyje ¢axTopoM obnuka € . [Tpema ToMe, Moxe
Ce 3a ajKoHan TaKBOr Tajllaca HamnucaTH:

b= —ot+ 9, (x,7, 2), (53.,10)

raje je ¢, dyHku4ja camo on xoopmuHata. Cama jenHayuna ajkoHana (53,5) mo-
fuBa obnuk :

(grad ¢,)* = —, - (53,11)

TanacHe nospliMHe Cy MOBPMIHMHE KOHCTAHTHOT ajkoHana, Tj. MpeTcTaBibajy da-
Munujy mnosplinHa obnuka U, (X, y, Z) = const. Y cBakoj Ta4yku 3paLH Cy Hop-
ManHu Ha oproBapajyhoj TanmacHoj noepmuHM. Hbuxosa opujeHTauWja oxpehyje
ce rpanujentom \/ ;.

Y cnyd4ajy xaQga je eHepruja KOHCTaHTHA, MOXe ce, Kao IUTO je MO3HaTo,
NPUHLHKN HajMarer JjejcTBa 3a YeCTHLY HanucaTH My O6NHMKY TaKo3BaHOT
Maupertius-osor npuHuMna:

c)Széjpdl:O,

THje ce HWHTerpvpakme BpILUH M0 TPajeKTOpHjH 4ecTuue Mehy nBa Hexa 3agaTa
nonoxaja. [Ipu ToMe ce mpernocrtaBma, Ia je uMoync uspaxeH y GYHKUHjH OX
eHepruje W audepeHUMjana KoopAuHaTa YecTHle. Awnanoran MPHHLKN 2a 3pake
Hasuea ce Fermat-os npuxuun. ¥ TOM cnydajy MOXeMO mpeMa aHanoruju
Hanucaru:

anp:dfkdl:o. (53,12)
. 0] ‘
Y Bakyymy je k= 711, M LOOMBaMO :

aj'dz e By (53,13)

{jep je dl-n=dl) wro u oproeapa NpaBONWHU]CKOM MPOCTHpaky 3paka.

9*
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§ 54. UHTEH3UTET

[lpeMa paHHWje M3NIOXKEHOM, MOXEe C€ y FeOMETPHjCKOj ONTHUH CBjeTNOCHH
Tanac mocMaTpaTH Kao cHom 3paka. MebyTum, 3pauu camu mno cebu oxpehyjy
caMo npasal MPOCTHpaka CBjeTNIOCTH y CBAKOj Ta4KH, & HE W pacrofjeny MHTEH-
3UTeTa CBjeTNOCTH y mpocTopy. [TocMaTpajMo GECKOHAYHO ManH ENeMEeHT Ha Ma

KOjoj TanacHOj TMOBPLIMHM MNOCMaTpa-

Hor cHona. M3 mudepenuujanue reo-

MeTpHje je Mo3HaTo, Aa CBaka MOBp-

IUMHA y CBaKOj CBOjOj TAayKH MMa [Ba
8 rraspHa TIONyNpeYyHHKa KpPUBHHE, KOji
0, cy, ycnwTe rosBopehy, PpasnmHYHTH.

Heka cy ac u bd (cn. 4) enementy

rnaBHUX KPYroBa KPHUBHHE, KOjH Tpo-

nase Kpo3 [LaTH eNleMeHT TanacHe

nospwHHe. Taja ce spaud, Koju mpo-

nase Kpo3 Tayke @& M ¢, MehycobHo
cujeky y oarosapajyhem uenTpy kpusuHe O, a 3pauu, KOju nponase kpo3 b u
d, cujeky ce y IOpyroMm LEHTpPYy KpDHBHHE 02.

[Mpu matum yrnosuma Mehy spauuma us O, u O, NyKHHE cerMeHarta ac
W bp oudrnefHo cy NpomopuUMOHAanHe OAroBapajyhMM MONynpeyHuUMMa KpHBHHE
R, v Ry (7j. nyxunama O;a u O,b). TlosplinHa enemMeHTa NpONMOpLAOHANHA
je nmpomssony u3 ac w bd Tj. npomseony R, R,. [pyrum pujednma, Kapa ce
nocMaTpa eneMeHT TanaCHe MOBpIUMHE, KOja je OrpaHM4eHa OApeheHHM HH3OM
3paKka, OHAa Ce MpH KpeTamy [yX TUX 3paKa MOBPIUMHA TOT eNeMeHTa MHjeHsa
pOMOPLUOHANIHO BEeNU4HHH Ry .

C npyre cTpaHe, UHTEH3UTeT, Tj. QNyKC eHepruje Kpos jelHMHHLY MOBPLIHHE,
06pHYTO j& MpOMOpLMOHANAH MOBPIUMHM KPO3 KOjy MPOTHYE HaTa KONMYMHA CBje-
TnocHe eHepruje. Ha Taj HauuH nomasWMo 10 3aKibydka, Aa je WHTEH3HMTET:

[ const.
iR,

OBy topmyny Tpeba pasymujeTd Ha cnujefiehu Hadud. Ha csBakoMm jpatom spaky
(AB na cn. 4) noctoje ompehene Tauke Oy u O, Kao LUeHTPU kpuBuHe (y Tau-
KaMa rjje ce CHjeKy ca 3pakoM) CBHX TajlaCHMX [MOBpLIMHA KOjeé CHjeKy HaTH
spak. Pactojawma 00, u OQ,, on npecjeune Tauke O TanacHe NOBpLIMHE K
spaka mo Tawaka 0, u O, npeTcTaBlibajy nonynpeyHuke kpuuHe Ry u R, Ta-
nacHe mospimHe y Taukd O. Ha Ttaj naunn cdopmyna (54,1) oapehyje mpomjery
MHTEH3UTET& CBjeT/IOCTH AYXK JAaTOr 3paka y (yHKUMjd OL pacTojara 0 ofpe-
heHux Tayaka Ha TOoM 3paky. Hanomumemo, fna ie osa QopMmyna HenozecHa 32
ynopehuBate HHTEH3MTETA Yy pa3HUM TaykaMa jefHe KCTe TanacHe TOBPIIKHE.

(54,1

Bynyhu pna ce wuHTeH3uTeT onpehyje kBajgpaToM Moayna mojba, TO C€ 3&
npoMjeHy caMor MoJjea AyX 3paka MOXe HaNHCaTH
const. .
— ——  plkR (54'2);

V' Ry R,

raje ce y dasHom ¢aktopy e*R gon R Moxe mnompasymujeBaTd Kako R, Tako
n R, Bennuune eRi u e*R: mehycoBHo ce pasnukyjy caMO y KOHCTaHTHOM
dbakTopy (3a maTH 3pak), jep je pasnuka R, — R, ORHOCHO pacTojame mehy
06a UeHTpa KPHMBHHE, KOHCTaHTHA.
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Ako ce ofa nonmympeyHMKa KpPHBHMHE TanacHe MOBPLUHHE MOKNanajy, OHAa
{54,1) n (54,2) umajy obux:
const, const. .
== [ = eikR, (54,3)
OB0 BaXu CreuujanHo YBHjeK y OHHUM Clly4YajeBUMa, Kaja CBje€TIOCT MPOHUCTHYE
43 TaukacTor usBopa (OHAA Cy TanacHe MOBPLIHHE KOHLEHTPH4He cdepe, a R
pacTojakbe OJf H3BOPAa CBjeTIOCTH).

M3 (54,1) BupuMo. na WHTEH3UTET nmocTaje GeckoHayaH y Taukama R, =0,
Rs =0, Tj. y UeHTpHUMa KpHBHHE TaNaCHHUX TMOBpLWIHHA. AKO Ce TO NMPHUMHjeHH Ha
CBe 3paKe y CHOMy, Hanasu ce, na MHTEH3WUTET CBjETIIOCTH y NAaTOM CHOMY TeXH Ka
6eCKOHAYHOCTH YOMIITE y3eBLIW Ha ABHjeMa TMOBpLUMHAMA — I€OMETPHUCKOM MjecTy
CBUX LIEHTapa KpHBHHE TanacHe MoBpluMHe. Te ce MNOBpPLIMHE HAa3UBAjy KayCTHKE.
Y cneuujanHoM cnydajy cHomna 3paka ca chepHMM TanacHMM NOBpLIMHaMa ofje
KayCTHKe ce cBoje Ha jeany Tauky (doxyc).

[Tpema cBOjcTBMMa reoMeTPUCKOr MjecTa LieHTpa KpUBMHe (aMHnuje noep-
WMHA, M03HATHM H3 AW(epeHLMjaHe reoMeTpHje, 3palld TaHTHpajy KayCTHKe.

Tpeba uUMaTH y BHAy, 04 C€ LEHTPH KPHBUHA TalacHHX TMOBPIUMHA MOTY
HaNa3WTH He Ha 3paluMa, HEero Ha HbHXOBOM NPOLYXEHY H3a ONTHYKOr CHCTeMa
Of, Kojera rmpowusnase. Y TakBUM cJjiy4yajéBMMa HMa Ce TM0Cla ca HMMarHHapHHM
KayCTHYHUM noBplirHaMa (unu pokycuma). [IpHTOM HHTEHSUTET CBjETNCCTH HUTIje
He nocTaje OeckoHayaH.

lIITo ce THye moeehaBarsa HMHTEH3WTeTa NO OECKOHAYHOCTH, OH, HCTHHA,
y TaykaMa KAyCTHKE MOCTaje BENMKH, and WNak ocTaje KoHayaH (B. 3ajaTak u3
§ 59). dopmanno, BeckoHadYHO BeNMKa BPUjENHOCT MHTEH3WTETa MokKasyje, na ce
6nu3y KaycTHKa He MOXe y NNOTNYHOCTH NMPUMHjEHHTH anpoKCHMallija TeO0MeTpHCKe
onTtuke. Ca ToM okonHowhy TroBe3aHa je W 4YumeHHLA, [Oa Cce TpoMjeHa dase
Ly} 3paka Moxe ofpefuTH dopmynom (54,2) caMo Ha OHHM CErMEHTHMMa 3paka,
KOju He calpxe TadKe poaupa ca kayctukama. Kacuuje (y § 59) mnoxasahemo,

i ) v
Ja Ce CTBapHO MpH rponasy rnopel KaycTHKka (hasa noiba cMamyje 3a - To

3Hay4M, 7a, aKo je Ha [OujeNy 3paKka N0 H:EroBOl TaHrHpakba Ca NPBOM KayCTHKOM
flofbe MpomopuuoHanHo ¢axtopy e** (X je kopmMHaTa INyX 3paka), OHAa he
rocnuje Mponasa Mopel KayCTHKe MOJ/kbe OMTH [pONopuHOHanHo ca elkx—7/2),
Heto To ce poraha u 61Msy nofMpHE TayKe ca IpPYyroM KaycTHkoMm, na he usa

Te Tayke MoJbe OWTM MponopuxoHanHo ca eifkx—7),

§ 55. YraoHu ajKoHan

CBjeTnocHM 3pak, KOjU NpH KpeTawky Kpo3 BakyyM Hauhe Ha Ma Koje
TIPOBHUJHO MaTepHjallHO THjeno, HMahe no M3masy M3 TOr THjesna, yoruuTe y3eBLiH,
TipaBal] pas3NM4YMT On TMNpBo6MTHOr. HapaBHo, mpomMjeHa npaBLa 3aBUCH Of KOH-
KPETHHX ocobMHa THjena W on Herosor obnuka. Mnak ce wucnoctaBuno gna je
moryhe M3BeCTHM HeKe OmMuTe 3aKOHe, KOjU Cce ONHOCE Ha TMpPOMjeHy TMpasua
CBjeTNMOCHUX 3paka MNpH TNporasy Kpo3 MpoM3BOIbHA MaTtepujanHa Tujena. [lpu
TOME Ceé MpPeTnocTaB/ba CaMo, Aa 3a 3pake, Koje Ce& MPOCTHPY KPO3 IoCMaTpaHo
‘THjeno, BaXu reoMeTpucka ontvka. Mu hemo TakBa THjena, Kpos Koja ce mponyi-
-Tajy CBjETIIOCHHM 3paly, Ha3WBATH, Kao WITO je yobuuajeHOo, ONMTHYKMM CHCTEMHUMA.
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[lpema aHanoruju Mehy npocTupareM 3paka W KpeTareM 4HecTHLe, Koja je
HaBelleHa y § 53, MCTO TakBM 34KOHM Bame W 3a [IPOMjeHy MpasBla KpeTaka
YECTHLA, KOje ce Hajupuje Kkpehy mpaBONMHMCKM y BakyyMy, a 3aTHM Mponase
KPO3 Ma KaKBO €NIeKTPOMAarHeTHO MOo/be M MOHOBO H3Nas3e W3 TOr Moba Vv BaKyyM.
Mu hemo 36or Behe onpeheHocTu cTanHO roBOPUTM O NMpOCTHpay CBjeTIOCHHUX

3paKoBa.

Y nperxopHoM naparpady BMOjenk CMO, Jla Cce jelHayuHa ajkoHana, Koja

onpehyje MpPOCTHpake CBjETNOCHMX 3PaKoBa, MOXE HanWcaTH y OBMNHKY (53,113
w*

(V{, 2:F (sa cBjeTnocT ca oxpeheHom ¢peksenunjom). Y6ynyhe, 36or mpak-

THYHOCTH, ca (IJ obummexasaheMo KONHYHHUK H3 ajKkoHana W KOHCTAHTHE BeNHYHHE

1)
P Tana he ocHoRrHa jeHayHMHA FeOMETPHUCKE OMTUKE UMATH OOIIHK:

(Voy=1 (55,1)

Ceako pjewewe OBe jenHa4yMHe ONHCyje OApeheHH CHON 3paKkoBa, NpH
yeMy ce nmnpasal 3paka KOju Ipoflia3d Kpo3 paTy Tauky mnpocTopa, onpehyje:
rpannjeHToM U y Toj Tayku. Mnak j2 3a Hawe CBpXe TaKBO OMUCHBAHE HEJO-
BUJbHO, jEp MW TPaxMMO OMIUTE penauuje, koje onpehyjy mponas Kpo3 OMTHYKE
CHCTeMe Ma KOjUX 3paKka, a He jelHOr oapeheHor cHoma 3pakoBa. 3aTo ce
MOpaMo MOCNYXMTH ajKOHaloM, Y3eTHM Yy TakBoM O06nuKy, y KoMe 64 Morao
OnMuMcHBaTH cBe Moryhe cejeTnmocHe 3pake, Tj. 3pake, KOjU Tpofiaze KpPO3 Ma KOjH
nap Tayaka y mnpoctopy. Y cBoM ob6uuyHOM o6nuky ajkoHan U (r) je dasa 3paka
M3 HEKOr CHOMa, KOju Mmpofiasy Kpo3 Tadky r. Cama MOopaMo yBECTH ajKOHAN Kao
bynkumjy ¢ (r, r') xopaMHaTa nBHjy Tayaka (r W I') Cy pajMyc-8EKTOPH MOYETHE
‘M Kpajike TayKe 3paka). 3pak Ce MOXe MOByhH Kpo3 CBake NBHje Tauke I, I,
a Y (r, 1) je dasna pasnuka (MM, Kako ce Ka¥e, ONTHYKA AyXWHA MyTa) TOra
apaka Mehy Taukama r u r’. Kacuuje heMo mog r ¥ I’ CTanHo MOAPa3yMu-
jeBaTH pajWyc-BeKTOpe Tayaka Ha 3paKy PpecrneKTHBHO N0 M MOCHHje HeroBor
fpofia3a KpPo3 ONTHYKK CHCTEM.

Ako ce y ¢(r, r') cmaTpa na je 3ajaT jenaH O pafMyC-BEKTOpa, PELMMO
', onga he § kao ¢yHkuuja on r onucuBaTH ofpeheHM cHom 3pakosBa, U TC OHHX,
Koju mponase kpos Tauky r’. Tana ¢ Mopa sagoBorbaBaTH jenHauuHy (55,1) y
Kojoj ce nudepeHUHpake BpIUM [10 KOMIOHEHTaMa of r. AHalnorHo, ako ce cMma-
Tpa Aa je r [aTo, OHNa HanasuMmo joll jeAHy jeaHauudy 3a ¢ (r, r') Tako na je:

Vepy=1  (VedP=1. (55,2)

Kao wrto je nossato M3 nperxomHor naparpada, npasall 3paka onpehyje
Ce rpaiujeHTOM kerose ¢ase. Kako je. ¢ r,r') dasHa pasnuka y Taukama r’

g

M I, TO ce npasal 3paka y Tauykd r’ onpehyje BekTopom n’=a—', ay Tayku r

r.’
oy

— BeKTOpoM N= — —. W3 (55,2) Bupu ce, Ba cy BeKTopu N U N’ jeaHHHYHH:

n?=n?=1. (55,3)

Hetupu BekTOpa r, r', m, n’ mehycob6Ho cy moBesaHH HeKoOM penauujoM,
jep cy nea on mwux (m, V') uzBogu Heke PyHkumje U mo pmpyrum (r, r'). LLTo
ce THuye caMe (QyHKLMje N, OHA 3a10BO/baBa AONYHCKE ycrose — jegHa4uHe (55,2).
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3a nanaxeme penauuja mehy b, m’, r, r’, srogHo je MjecTo | yBecTH
BENMYMHY, HA KOjy ce He 6K HafOBe3MBalW HHKAKBM JOMYHCKH YCNoBW, (Tj. Koja
He 6K Mopana 3a0BO/baBATY Ma KakBe LMGepeHLMjanHe jenHaumue). To ce
MOX.E ypamuTH Ha cnujesehu HaumH. Y (yHKUMjH | HE3aBHCHE MpPOMjeHIbHBE CYy
r 1 t', na 3a gudepeHunjan ¢y uMaMo :

qu:%drﬁ—g—r%dr’;—ndr—l—n’dr’.

MsspwnMo cama Legendre-oBy TpaHchopMauujy MO He3aBUCHMM MDOMjeH-
JBUBMM N M N’ yMjeCTO r U I') Tj. HaMUIIKMO:

dy=—d(nr)+rdn4d(n'r')—rdo,
onakne, ysoherweM QyHkLUH]e

(=t —ar—4q, (55,4)
HMaMo
a7 =—rdn--t'dn'. (55,5)

dyHKrUMja y Ha3MBa Ce yraoHH ajKoHal. Kao wto ce BHOH U3 (55,5), ¥y
yraoHOM ajkoHany He3aBHCHEe [pOMjeHJbMBE CYy N H n'. Ha y ce He Hapose-
3yjy HHKaKBH LomyHckd ycnoed. CTBapHo, jelHa4HHa (55,3) uspaxasa cafa caMo
pa je n?=n'*=1, a To cy ycnoeH, KOju Ce OJHOCE Ha HE32ABHUCHE [poMjeH-
mmuBe. M3 Tux ycrnoea BMAM ce, fa Cy O TPH KOMIOHEHTe M, Ny, M; BEKTOpa N
(v amanorHo n’) caMmo IBuje HesaBucHe. YOyayhe, Kao HE3aBHUCHO TNpOMjeH-

/buBe cMaTpaheMo KOMMOHEHTE [y, Mg, T n'. naje ny =1/1 -—ni—ni,
! - f2 ’
n.=|1 —n? —n?.

Yepuwraeajyhu Te H3pase y

dy = — xdn,—ydn,— zdn,+x dn’,+ y'dn'y 42" dn’,,

HanasuMo 3a AudepeHLHjan

n Mz , My )\ g
dx=-(y—;llx) dny, — (z— e x) dnz—l—(y —n—,”x)dn'y—l—

OpaBie HanasuMo AeUHUTHBHO cnujefnehe jenHauyHHe:

n 0; n 0;
M on, My on,
(55.6)
’ nfy / ! ””2 ' OZ
——= X' = v ==X =- .
7 n'y an'y "y on',

Oge jesHauMHe ofpehyjy omwTH TpaxeHH opHoc Mehy n, n’, r, r'. dyuxuuja y
KapakTepuule KOHKpDETHa CBOjCTBa THjena Kpos koja mnponase 3paud (unu ceoj-
cTBa MO/ka — y chnydajy rubarka HaelleKTPHCaHHX 4yecTHLA).



136 [IPOCTHUPABE CBIETJIOCTH ['J1. VIl

Kapa cy n' u n sapatn, ouna ceaku nap us jennaumua (55,6) npetcTaBma
npaBy nHHWjy. Te nMpase NHHMje HMjeCy HMIUTA APYro HEro 3pauy, M TO MpHje
¥ MOoCnHje Nponacka Kpo3 ONTHYKH cucTeM. Ha Taj Hauwmn, jenHauuse (55,6)
HenocpefHo oflpehyjy KpeTake 3paka Ha O6MM CTpaHaMa OMTHYKOT CHCTeMa.

§ 56. TaHKM CHONOBH 3paKa

llpu TpeTvpamy mponacka CHOMOBA 3paKa KPO3 ONTHYKE CHCTEME HAapOYMTH
WHTEpEeC MNpPEeTCTaB/bajy CHOMOBH, 4YMjH Ce CBH 3palUM CHjeKy y jeOHO] Tauku
(TakO3BaHH XOMOLEHTPHYHH CHOMOBH).

XOMOLIEHTPHYHM CHOM 3paka, MOCAMje TNpOJacKa KpO3 ONTHYKH CHCTEM,
yonuwTe yseBwH, ry6d Ty cBOjy ocofMHy, Tj. MOCNHje TNponacka Kpo3 THjena
3paud Ceé He CKyMibajy MOoHOBO y Hekoj Tadykd. CaMo y HapoO4YWTHUM Cly4ajeBHMa,
Kala H3nase M3 CBjeT/IOCHe Tadke, IOCIIHje TMpojacKka Kpo3 ONTHYKH CHCTEM
TipecHjelajy ce y jefHoj Tauykd y MUKy CBHjeTne Tauke').

Moxe ce mokaszat (B. § 57) ha jenHHCTBEH cny4aj, Kaga CBM XOMOLEH-
TPHAYHH CHOIMOBHM W TIOC/IMje Mpofacka Kpo3 ONTHYKH CHCTEM OCTajy XOMOLEH-
TPWYHH, [PETCTaBlba Cly4a] HIAEHTHYHOI [pPECnHKaBawa, Tj. CHny4Yaj Taksor
ONTHUYKOI CHUCTEMA, KOJH 3a Ma KOju NpeaMeT Jaje NHK KOju je HMIEHTHYaH ca
UM M N0 06NMKY M no AMMeH3djaMa (NpyrMM pujeyuMa, WK Ce pasnukyje Oof
npeaMeTa caMo NMoMjepareM, pOTalUHjOM MM Orjieflam€M MpeaMeTa Kao LjenuHe),

Ha Taj Ha4uH, HHMKaKaB ONTHYKM CHUCTEM He MOXE [ATH TOTIYHO BjepaH
JIMK TpeiMeTa (KOjM MMa KOHayHe [IHMeH3Hje) M3Y3eBIUM TPHUBHjaJIHH CHy4aj
ULEHTHYHOI npecnuKkaBama®). Moryhe je camo anpoKCHMATEBHO, He MOTMYHO
BjepHO MAEHTHUYHO OrJNelare MpeiMeTa Ca HM3BjeCHWM IHMEeH3HjaMa.

HajBaxHuju cnydaj npenasa XOMOLEHTPUYHHX CHOMOBA y XOMOLIEHTPHYHE
NpETCTaB/bajy MOBOJbHO TaHKM CHOMOBH (Tj. CHOMOBM Ca MaluM YIJIOM OTBOpa),
Koju mponase 6nu3y oapeheHe nuHMje (3a AATH ONTHYKHM CHCTEeM). Ta NUHH]a
HasWBa Ce OMNTHYKA 0Ca ONTHYKOr CHUCTEMA, ‘

Heonxonko je mpHTOM HanoMeHyTH, ha 4ak M GECKOHAYHO YCKH CHOIMOBH
3paka (y TPOAMMEH3HOHAJIHOM MPOCTOPY), ¥ ONIITEM CIy4ajy, HACY XOMOLIEHTPHUYHH.
Bunjenu cmo, fa ce y TaKBOM CHOMY pasnHYWTH 3paud MpecHjeuajy y pasHUM
TaykaMma; Ta MojaBa Hasusa ce acTurMaTtusam. Hsyserak mnpercTaemajy oue
Tayke TajlacHe MOBPIUHHE y KojuMa cy 062 HeHa MOoNnynpe4yHHKa KpHBHHE Mehy-
coGHo jenHakd. Y OnNMSWHM TakBe Ta4yKe Manu QMO MOBPLIMHE MOXE Ce CMaTpaTH
Kao ctepHu, ma ce oaroeapajyhu TaHKH CHOM 3paka MOXe CMaTpaTH Kao
XOMOLIEHTPHYAH.

[locmatpahemMo onTuuke cucTeMe, Koju mnocjenyjy aKCHjallHy CHMETpH]Y.
Oca cumeTpuje TakBor cucTeMa MCTOROGHO je WM HErosa ONTHYKA oca. M saucra,
TanacHa MOBpPLIMHA CHOMa CBjETIOCHHX 3pdKa KOjU MpoJiasd AYX Te oce, oye-
BHIHO HMMa Taxkohe M aKcHjanHy CHUMeTpHjy, a pOTallHOHE MOBPUIKHE, Kao LWTO
je TO3HAaTO, HMajy y Taykama rpecjeka ca O0COM CHMeTpuje naBa MehycobHo
jenHaka monynpeyHuka kpMBuHe. [Ipema ToMe, TaHKM cHoOM, Koju ce kpehe y Tom

1) Tpecje4Ha Tayka MOXE Ce HAaNA3UTH MWNM HA CaMHM 3paunMMa WAW Ha HUXOBO] Mpo-
AYMHO] NMHHU]H; ¥ 33BUCHOCTHM Of TOTa JIMKOBH Ce HA3MBAjy PECMNEKTHBHO PeanHH WM HMarHHapHH.

%) TakBo mpecnukaBake MOME ce OCTBAPHTH MOMohy paBHMX ornenana.
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npaBuy octahe xoMoueHTpuyaH. McTo To ce onHOCH M Ha [OBO/bHO TaHKe
cHomose, koju ce Kpehy y mpaBuuMMa, KoOju 3axBaTajy HOBOJGHO Maje yriose
C onTHYkoM ocoml).

3a Hanaxeme OMNIUTHX KBAHTHMTATHBHHX penauuja, koje onpehyjy nukose
noMohy TaHKMX CHOMOBA, KOjd [poNase KpO3 aKCHjanHO-CMMETpUYHE ONTHYKe
cuCTeMe, KOpucTHheMo ce omuTuM jesHadnHama (55,6), HaKOH MPETXOAHOT
onpehuBama obnuka (yHKUMje y y TOCMATPaHOM Cly4ajy.

Kako cy cHOMOBH 3paka TaHKM M mponase 6nu3y onTvyke oce Ouhe Bek-
TOpHM T M N’ 32 CBaKW CHON OPHMjeHTHCAHM CKOPO IyX Te oce. AKO Ce ONTH4YKa
oca yame Kao oca X, oHAa he KOMMOHeHTe my, ., n'y, n', GUTH Mane y ofHOCY
Ha jepuuuuy. LLITo ce TWye KomroHeHaTa n,, Ry, 6uhe n,= 1, a n'y Moxe npu-
BnuxHO 6UTH jemHak wmu -1 unu — 1. Y npeom cnydajy spauu ce u farbe
xpehy -ckopo y WCTOM mpaBuUy Kao M paHHje, ynmajajyhu y MNpoCcTOp Ha Jpyroj
CTpaHH OMTHYKOI CHCTEeMa, KOju ce y TOM cnyd4ajy HasuBa COHYHUBOM. Y npyrom
crny4ajy 3pald MHjemajy CMjep CKOpO 3a JU; Takas ONTHYKM CHCTEM Ceé Ha3WuBa
Qriiefano.

KopucTehu uummenvuy, na cy My, Ny H'y, N, ManM, pa3BUReMO YIIOBHH
ajxonan y(ny, Mg R’y, n') y pen n orpanuurheMo ce Ha npee unaxose. 36or
akcHjanHe CHMeTpHje YMTABOT CWCTEMa, y MOpa OMTH HHBAapHjaHTHO y OAHOCY
Ha pOTALMjy KOODPAMHATHOT CHCTeMa oOKo onmTHdke oce. OpaBhe ce BHAM, Ha He
MOXe OWUTH 4YnaHoBa MPBOT pefa KOju Ccy TMpONOPLMOHaNHHW TIPBMM CTENEHHMA
J- ¥ 2z-KOMMOHeHaTa BekTopa M ¥ W' y pemy 3a 7. Takeu 4YnaHoBu He Ou Ounn
uupapujadTHu. Of unaHoBa ApPYror pefa TO CBOjCTBO MMajy KBaipaTH n’ n?u
cKanapeu npomssog nn’. Ha Taj HaduH, ca TauHowhy Ao YnaHoBa Apyror pena,
YIrIOBHM ajKkoHan 3a akcHjajnHo CHMETpPHYHH ONTHYKH CHCTEM HMa 06MHK:

; h 2
p=const. & (a + ) 4 f(m my + men') 45 (@05 n2) (G6.1)

rije cy f, @ v h, xoHcTaHTe.

[MocmaTpaheMo cnyuaj counsa, mpd uyeMmy hemo cTaBuUTH R’ ~ 1. 3a orne-
nano he, xao mTo he ce kacHuje ToKasaTH, cBe (QopMysie HMaTH aHalorat
o6nuk. Craemajyhu cana uspas (56,1) y onuwre jegHauune (55,6) Hamasumo:

n(x—g—fry=y, foy+ny(x'+h)= Y,
nx—g)—fn.=z fao,n(x+h)=2"

[MocMaTpajMo XOMOLEHTPHYHH CHOMN KOjH Monasd M3 Tadke X, Y, Z. Heka
X', ¥y, 2’ 6yme Tauka y Kojoj ce mpecujelajy CBM 3pald CHOMNa nocnuje rnpo-
nacka Kpos couuBo. Kama 6W npBu M APYyrH nap jefHaquHa (56,2) 6unu Hesa-
BUCHM, OHAZ 6M Te 4eTMpH jelHauuHe, Kaja cy 3samatd X, ¥, 2, X, V, o
onpehuBane jenaH CHCTEM BDH]jERHOCTH My, 1, N’y n', a To 3HayM, Ha 6 on
3pakoBa KOjH monase M3 Tadke X, J, Z CaMo jelaH Mpollao Kpo3 Tauyky x, ., 2.
Ycnoe, na 6M CBM 3pald Koju ronase M3 Tadke X, J, Z, MPOLIIA KpO3 X', ¥l
cacToju ce, Makne, y Tome, Aa jedHaunHe (56,2) He Oyay Mehyco6HO Ha3aBHCHE,
Tj. A2 jeAaH map THX jeRHa4yuHa Oyne MocCIkeAHLA ApYror. HeonxopaaH ycnoe 3a

(56,2)

') Moxe ce ToOKasaTH, Aa Ce 3alaTak O TNpeciHKapary noMohy TaHKHX CHOMOBA, KOjH
nponasze Gnu3y ONTHYKE OCe y HEaKCH]almHOM CHMETPHYHOM ONMTHHKOM CHCTEMY, MO¥E CBECTH Ha
npecnukaBarke aKCHjanHo - CUMETPHYHOT CHCTEMa 3ajenHo ca HakHaAHUM o6pTarmeM NpPHTOM nobu-
BeHOr NMXa Kao LjendHe y ONHOCY Ha MpeiMeT KOjH ce MpecnqdkaBa.
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TO je, OYMrnenHo, MPONOPLHOHANHOCT KoedHLHjeHaTa jefHOr napa jelHa4yWHa ca
KoehuUMjeHTUMA Apyror mapa (Tajga ce jelaH map AcOWBA K3 IPYror NpocTO KOH-
CEKYTHBHHM MHOXeHeM jeiHoM koHcTaHToM). Ha Taj HauuH, Mopa GuUTH:

TTE_ S AP (56,3)
f X+hoY oz

CHELUH]ANHO &

(x—g) (& -+ H)y=:~f (56.4)

Ho6useHe jenHauuMHe onpehyjy TpaXeHy 3aBMCHOCT KOOPAHHATA Ta4yKe JiHKa
Of KOOpAMHATa MpeaMeTa NpH TNpeciukaBary MoMohy TaHKMX CHOMOBA.

Tayke X =g, X=— /1 Ha ONTHYKOj OCM HasuBajy cCe TnaBHH (OKYCH
OMTHYKOT CHCTeMa. [locMaTpajMo CHOMOBE 3pakoBa KOjU Cy rapalenHd Ca ONTH-
YKOM OCOM. JacHo je, la ce Tayka eMHTOBaka TaKBOr 3paka Hanasd y Oecko-
HAYHOCTHM Ha OMTHYKO]j oCH, Tj. X = oo. Mz (56,3) Buam ce, pa je y ToMm cnydajy
X' = — h. Ha Taj Hayue, mapanendy CHOM 3paka MOC/Hje NMponackKa Kpos3 ONTH-
YKH CHUCTEM, NpecHjela ce y rnaesHoM Qokycy. M obpHyTo, cHon 3paka KOjH
nonasd W3 rnasHor ¢okyca, NnocTaje, HAKOH Mporasa Kpo3 CcUCTeM, MapanelyaH.

Y jenHauuuu (56,3) KoopAMHaTe X W X' payyHajy ce On jejHOr HCTOr
KOOPAWHATHOT MoYeTKa, KOjUu Ce Hala3W Ha ONTHYKOj ocH. Kmak 3roaHuje je, Aa
ce XOOpAWHaTe NpeamMeTa M JIMKa padyHajy Of PasHWX KOOPIOMHATHHX TOHETaKd,
Koju 6M ce y3enu pecrnekTueHO y rnaesum Qokycuma. Kao mnosuTHBHH cMjep
pauyHara KoopiuHaTa ysehemo cmjepoBe on ofromapajyher ¢okyca ra OHY
CTpaHy Ha Kojy ce spak Kpehe. AKO HoBe KoopiuHaTe MpeiMeTa W nuKka 0ofH-
TbeXUMO BENMKMM CIIOBHMA, MMaMo:

sz—g, X":x’—{-h‘ Y_—:.}P‘ Y’:y’, Z:Z, Z":Z’_

Jegnaunne npecnukapama (56,3 u (56,4) noBusajy ca HOBMM oO3Hakama O6HK

X X'=—f2, (56,5)
4 . ,
;Z%Z%z_é. (56,6)
BenuurHa f HasuBa ce rnaBHa (OKyCHa pa3jia/bMHa CHCTEMA.
OnHoc Y’ HasWBa ce 604HO MnM nonpedHo yBenuyamwe. LllTo ce THue

Y30YXHOr yBenuyarha, mera Tpeba nmucaTH y paudepeHUMjanHOM O6NMKYy, ymope-
hyjyhu enemenT ayxuHe mpeamera (y npaBUy OCe) ca eNeMEHTOM [NYXHHE JHKa,
jep KOOpAMHAaTe HHCY jenHocTaBHo Mehyco6ro mnponopunoHanse. [lpema (56,5)
MOXEMO HaNHUCaTH 32 ,,y3LYXHO yBenuyame‘

ax i _f_ (Y, 56,7
dX|_X2—(Y) B8

OnaBnoe ce BHIOM, hAa Ce 4ak M 3a OECKOHAYHO Mane U0peiMeTe HE MOXE
NO6MTH TEOMETPHUCKM CIIHYaH NUK. Y3AyXKHO YBENHYake HUje HHMKaja jelHaKo
MONpe4yHoOM yBenuyawy (M3y2eTak 4YMHM HapaBHO, HAEHTHYHO npecnuKaBame).

CHorm, KOju Monasu U3 Tauke X:f Ha ONTHYKOj OCH, MpecHjella ce TIOHOBO
y Taukn X' = —f ua ucrtoj ocu. Te IBHje Tauke HasuBajy C€ TrNaBHE TadKe.
Ws jegnaumna (56,2) (nyX —fn'y=Y, n, ¥ —fun,=~2) sanu ce, pa y ToM
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cnydajy (X=f Y =2Z=0) Baxe jennaunse ny=n'y, n,=n’,. Ha 1aj
HauWH, CBakd 3paK, KOjW TONasH M3 TnaBHe TayKe, MOHOBO MPECHjena ONTHYKY
ocy y Lpyroj rniaBHOj TadkH, y fpaBly, KOjH je napajenaH NpBoGMTHOM mpasLy.

AKo ce KOOpJMHATe NpPEIMETAa M HErO0BOT JIMKA payyHajy On TJIaBHHX
Tayaka a He of rnaBHMX Gokyca, OHAa 3a Te KoopguHaTe § M §' Mmamo:

F=X+f E=X—f

YBpuwiTaBakbeM o0BOra y (56,5) nako ce pobuBa jemHayMHa ,TIpEClHKaBawa‘’ y
0bnKKYy:

k. a, (56,8)

g 71
MoXe ce rokaszaTH, §a Ce KOJI OMNTHYKMX cucTema Mane JAeGibuHe (Hamp. KOA
ornefana M ycKOr coyuBa) ofHWje rnaBHe Tadke CKOPO Toknanajy. Y ToM ciny-
yajy, crelujanHo, sromHa je jenHauuna (56,8), jep ce y woj Tama & u & mpak-
THYHO payyHajy oL HMCTE Tauke.

Axo je QokycHa pasparbvHa TO3MTHBHA, OHAA Ce€ TMpEelMeTH, KOju Ce
Hanase cnpujena (y npaBLy kpeTaka 3paka) oi dokyca (X >0), npecnukasajy

Urr! —

Y* ,
npaso (7 >O). TakBM ONTHYKH CHCTEMH HasuBajy ce cabupHu. AKo je,

/

nak, f< 0, onna 3a X >0 umamo v <0, Tj. IpemMeT Cce npecnvkasa 0OPHYTO.

TakBM CHCTEMM ce HasuBajy pacumnasajyhu.

[MocToju jejaH TpaHW4HM Cly4aj Mpecn¥kapara, KOjH HHje Cajp¥ad y
dopmynama (56,8). To je cnyuaj, Kana cBa TpH KoedHLHjeHTa f: & b (86,1)
nocTajy GeckpajHo Benvku (Tj. ONTHYKM CHCTeM MMa BeckpajHo BENMHKY (OKyCHY
pasfalbHHy M HberoBd rnaBHH (QoKycun Hanase ce y GeCKOHAYHOCTH). Ocno6aha-
beM O0Jf 3arpajga y jesHauunu (56,4), pujerberseM 4naHoBa ca g W MNpEnasoM Ka
rpasuud ga f, g u h 6yny OeckpajHo BenukH, HanmasMMo:

LIPS ' LI
g g

x'=

Kako Hac uHTepecyje camo crnyuaj, Kaga ce MpeaMeT M HErOB JIMK Hanase Ha
KOHAaYHMM pa3fa/bMHaMa OJ ONTHYKOr cHCTeMa, TO f, g, U I Mopajy TEXHTH

. ff—goh

GecKkpajHOCTH Tako, fAa ONHOCH —, —, 6yny xoHayHH. Aro MX pechnek-
8
THBHO O3Ha4yuMMo ca a ¥ B, umamo
¥ =ax-48B.

3a fpyre ABHje KoopaMHAaTE HMaMO cala K3 OIILTe jefHaqHHe (56,7)
y’_. ZI - l/_ Hai ; !
-;-_ 5 = V@& . Hajsan, pauyHajyhd orer KOOpAMHATE X M X' OA PasHHUX KOODAH-

HAaTHHX MO0YEeTaKa, HaWMe OJi MPOW3BOJbHE TayKe HaA OCH OfipaxaBawa U Of NHK2
Te Tayke pEecrneKTHBHO, Ae(@UHUTUBHO [OOHMBAMO jeAHA4YHHE TNpeClHKapama y
npocToM 06nHKY

X=aX, Y==4la¥, Z=+}aZ (56,9)



140 [TIPOCTUPAIBE CBJETJIOCTH - FA, Vi

Ha Taj BaumH, ysgyxHa M MonpeyHa yBenMyawa Cy KOHCTaHTHa (Ma fa MK
HHUje reOMeTPUCKH CIH4YaH NpeAMeTy, jep Ta [ABa yBenuW4yamwa HHCY Mehycobko
jennaka). [TocMaTpaHu crnyyaj mpecnHkaBakba Ha3WBa CE€ TENECKOINCKH.

Cee dopmyne (56,5) — (56,9), Koje cMO M3BENH 3a COYMBO, MOTYy Ce y
HCTOj MjepH MPHUMjEHHTH M Ha Ornejana, rna 4Yak M Ha ONTHYKE CHCTeMe O6es
aKCHjanmHe CHMeTpHje, CaMO ako Ce TMpeclvKaBarke BpIIH TAaHKWM CHOMNOBHMA
3paka Koyu mponaze 6nu3y onTu4yke oce. [IpuToM ce yBHjek Mopajy X-KCOpAH-
HaTe MpeOMeTa W JIMKAa padyyHaTH Ay¥ ONTHYKe oce IMo4eB Of OArosapajyhux
Tayaka (rnaBHMX (oKyca WM TNaBHHX Tayaka) y TMpaslly NPOCTHPaH:a 3paKa.
[Tputom Tpeba uMaTH y BuAy, Ba Ce KOJ ONTHYKHX CHCTEMa, KOjH HeMajy
aKcHjanHy CHMeTpHjy, NpaBUM ONTHYKEe OCe ChpHjefa M TMo3aiM CHCTEMa He
Hamase Ha jenHoj mpasoj.

3agarTatcxk

OnpeauTH QoOKyCcHy pasjarbMHy 3a [pecndkasatbe NoMohy JBa aKCHjanHO - CHMETPHYHE
ONTHYKA CHCTEMaA, 4HMje Ce ONTHYKE oCe MOoKmanajy.

Pjeweme: Heka cy f; u f, dokycHe pasnamHHe ofa cHcTema. 3a CBakM CHCTeM
7I0jEAHHAYHO HMaMO:

X Xh=—f XXo=—H-

Kako NMHMKOBH, KOje Haje TNPBM CHCTEM CIIyXe Kao NpeiMeTH 3a JApPYyrd CHCTeM, TO o3Ha4aBajyhu
ca [ paspamuHy Mehy 3aimHM rnasHuM (OKycoM MpBOC CHCTEMa W TpelkHM GokycoMm JApyror
cuctema, umamo X, = X’y — [. Hspaxasajyhu X', ca X, nanasumo:

Xt
241X,

2 2 2
(ot ) (e 2 ) - (22)-

QDOaKne ce BHAW, Oa Ce TJIABHH CbOK)(CP{ cacTaBHO CHCTeMa Halnasze y TadKama

Xlp=

HITH

it -
XL:;—-—I—y X’zz—!-!

a4 $OKYyCHO pacTojame H3HOCH

_hh
4

f:

{3a wuabop 3HakoBa y OBOM H3pa3y TpeGa HamHcaTH OAroeapajyhy jefiHayMHy 3a MONPEYHO yBe-

Jid4are). _
Y cnydajy na je [ =0, 6uhe dokycHa pasmamuHa f== 0o, T]. CacTaB/beHH CHCTEM ZAaje

fa

‘TENecKoncko mnpecnukasawe. Y Tom cnykajy umamo X', = X, (——)ﬂ, Tj. mapaMeTap « y OTMLITO]
“popmynu (56,9) marocu ‘ e
_ 5

fi

(88
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§ 57. IlpecnukaBame IUPOKHUM CHOIIOBMMA 3paka

lpecnukaBawe mpesMeTa MoMohy TaHKMX CHomoBa 3paka Koje je TpeTH-
paHo y mpeTxogHoM maparpady, camo je anpokcumatuBHo. OHO je yTonuko
Taynuje (Tj. OWTPHje) YKONMKO cy ywu TH cHomoBH. [Ipehumo cama Ha nuTame,
KOMHMKO je Moryhe oCTBapUTH Ta4yHO NpeCcNUKaBale NpeAMeTa CHOMOBMMa 3pakKa
MpPOM3BOJbHE WHPHHE?

Hacynpor npecnukaeamy MpeAMeTa TaHKUM CHOMNOBHMM&, IITO CE& MOXe
GCTBAPUTH Ma KOjUM ONTHYKMM CHCTEMOM KOjU HMa akcdjanHy CHMETpPH]jY,
npeciuKaBake LWHPOKMM CHOMoOBMMa Moryhe je camo moMohy ONTHYKHX CHCTeMa
KOHCTpyucaHuXx Ha oapeheH HaumH. Kao wTo je mnokasaHo y § 56, 4ak M ca
THM OrpaHMuYeH-eM HHje Moryhe rnpecnukaBakbe HH M3jalieka CBHX Tadyaka NpocTopa.

Iama ussoher.a sacHoBaHa cy Ha cnujenehoj 6uTHoj HamoMeHu. Heka ce
CBM 3palld, KOju mojase U3 Heke Tayke () M Tponase Kpo3 ONTHYKH CHCTEM,
TIOHOBO cHjeKky y Hekoj pnpyroj tauku O'. Jlako je BUAjeTH, la je ONTHYKa AYXHHE
nyta ¢ jenHaka sa cee Te 3pake. W saucrta, 6nusy csake on Tavaka O, O
TanacHe MOBpLIMHE 3a 3pake, KOjU Ce Yy HHMa CHjeky, NMpeTcTaBbajy chepHe
nospiuuHe ca uedtpuma y O u ' W y rpaHH4HOM chydajy, Npd NpUONHXaBakby
ka O u O’ perenepuuy ce y caMe Te Tauke. Ho, TanacHe mospiunHe cy MOBp-
IIMHe KOHCTaHTHe (ase, ma cy jefHake M TMpoMjeHe (ase ayx PpasHHUX 3paka
Mehy HHXOBMM MpecjedyHHM TauykaMa ca [BHjeMa oipeheHHM TanacHUM TMOBpIUK-
Hama. M3 peueHor cnujedu, na cy (3a pasHe 3pake) mnpomjeHe (asa mehy
taykama () u (' jepHaxe W MOTMyHe.

[TouehemMo ca mocMaTpameM yclioBa, Koje Tpeba HWCIyHMTH 33 OCTBaperbe
npecnykaBaka LWKPOKMM CHOMOBUMAa Malor cermMeHTta mnpaee. JIMK mnpercraBlba
npuToM Takohe ManM CerMeHT mpasBe. Y3MHUMO [MpaBLUe THX CEerMeHTa Kao
npaBLe oca X M X' ca KoopauHaTHMM rodeTkoM O u O’ y Ma KakBUM Taukama
npeiMeTa M NUKa Koje jemHa .Apyroj oarosapajy. Heka je ¢ onTuuka ayxuHa
nyTa 3a 3pake, koju usnaze u3 O u ctuxy y (. 3a spake, KOju Hsnase U3
Tauke, Koja je GeckoHayHo 6nusy Taukd () ca KOOpAMHaTOM (X M KOjoj OfroBsapa

TayKa KOJ JIMKa ca KoopiuHaToM dx', onTHYka AyxuHa nyTa je Y- d¥, roje je

0y oY
) /
dy——axdx—l—ox,dx :

YBemguMo , yBend4are' MNpH TNpECclHKaBaky

dax’
Q= —
ax

K20 OfHOC AyXHHe X' eneMeHTa nHKa W [LyXKHHE NPECIHMKAHOr eleMeHTa dX.

36or ToOra, LWITO je CErMEHT KOjU Ce NpecHKaBa MalH, YyBelH4Yame % Ce MOXe
CMaTpaTH Kao BeNMYMHa, KOja je KOHCTaHTHA MAYyX TOra cerMeHta. AKo ce Kao

aq” a r ] o
06HYHO HaMuIle —— = — [ly, —5=n'y, (n, 1 W'y cy KOCHHyCH yrnoBa Mehy

0x X

npaBLMMa 3paka M oca X M X'), nobuea ce

dy = (en'y — n,) dx.
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Kao W 3a cBaku map Tayaka rnpeiMeTa M &MKa Koje jeEHa HLPYroj OAroBapajy,
onTHYKa AyKuHA myTa ¢ - dl mMopa 6MTH jenHaka 3a CBe 3pake, KOju M3nase
U3 Tayke dX ¥ CcTHXY y Tadky dx’. Opmasme no6HeBamMo ycCroB:

an',— n,= const. (87,1)

OBo ¥ jecTe TpaXeHH YCIOB, KOjU MOpajy 3aA0BO/bMTHM 3pauUd y ONTHYKOM
CHCT&MYy TIpM T[pecnHKaBarby Malior CerMeHTa InpaBe LIHPOKHM CHOMOBHMA.
Penauuja (£7,1) Mopa ce ucnyHuTH 3a cBe 3paKe, koju mnonase H3 Tauke O.

[Npumujenumo, Hanp. ycnos (57,1) Ha mnpecnukaBake CETrMEHTa MNpaBe
noMohy akcujamHo-CHMETPHYHOr OINTHYKOr CHUCTeMa, TAje ce Ta TpaBa M[oKnana
ca OMNTHYKOM OCOM cHcTema. O4YyeBHLHO je, Oa ce JMK Takohe moknama ca OCOM.
3pak, Koju NponasH HyX ONTHuke oce (#, = |) He Mujerwa CBOj mnpasal] MpH
rponasy Kpos by W TO 360r awcujanHe chMerpuje. To 3Hauu, ma je M n'y = 1.
Onasgpe cnujend, na koHctaHTa y (57,1) y mocMaTpaHoM cny4ajy M3HOCH & — I,
ma (57,1) MoxeMo npenucaTH y OOMMKY:

[—

—— == .
| ==l

OsznaunMo nu ca § u §' yrnoee, Koje 3paud YWHE ca OMTHYKOM OCOM y Taykama
npegMeTa W nuka, uMahemo:

D
S

| —n,=1—cos 6 =2 sin?

5 l—n'x=1—c056'=25in2?-

Ha Taj HauuH no6uBaMO YCNOB NpecnuKaBaka y O0BMHKY:

sin —
— = const. = |/a. (57,2)

sin —
2.

[lpehuMo capa Ha mpecnukaeame Mmanor Adjena paBHH. JIuk he 6UTH Manu
auo pLpyre pasHd. Jlako je mnokaszaTd, O&, aKko Cy 3a Ma Koja f[Ba CerMeHTa
npaBUX, KOje JleXe y paBHM NpeaMeTa, WCMyHeHM ycnoBH obnuka (57,1), TH
yCcrnoBd he ce MCUYHHTH M 32 CBakM APYrCd CErMeHT y Toj paBHM, na he ce
3aTO M OCTBapHUTH MpecnuKaBakbe YUTABOr NOCMATPAHOr AHjena paBHHU. Y BHjek
ce Mmory usabpatd oce X u Y y paBHM npenMeTa Ha Taj Ha4YWH, A4 MPECKH-
xaHe oce X', Y O6ymy Taxkohe mehycoBuo Hopmanue. YcnoeW, Koje 3pauH y
OMTHYKOM cHCTeMy Tpeba na UChyHe NpU MNMpECNHKaBakby Manor Igujena pabBHU
LWIMPOKUM CHOMOBHMA, MOry Ce& fpeMa TOMe HalHWCaTH y OBnuky:

an'y—n.=const, Bn'y—n,= const, (57.3)

raje cy o #u B koHCTaHTe, koje oapehyjy yeennyamwe y npasuuma X u Y.

Kao npumjep nocmatpajMo mpeciukaearke LWjena paBHU, Koja je HopMayHa
Ha OMNTHYKO] OCH aKCHjanHO-CMMETpHUYHOr omnTu4kor cuctema. OuyeBHZHO je, na
he nuk 6UTH Takohe Hopmanad Ha TOj ocu. 36or cumeTpHje je a=[ u oba

ycrnoea (57,3) ceome ce caja Ha jenan. YBosehu omneT yrmoee & u 6’ mehy
3pakoM W OMTHYKOM OCOM Yy Taykama npeiMeTa W Nuka, KoBWBaMo

a sin 8’ — sin 8 = const.
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3a 3pake, KOjU H3nase K3 T[pecjeyHe Tadke paBHU Koja Ce NpecliMKasa U
onTH4ke oce y npasLy Te oce (6 =0), mopa 36or cumsTpHje 6uth v &' = 0. [Ipema
1Tome je const. =0, na ce ycnos 3a npecnuMkaBame pobuBa y 06NUKY:

sin 6
sin §'

= const. = . (57,4)

LLITo ce TH4Ye TmpecnHkaBarba LIMPOKHM CHOMOBHMA TPOJHMEH3MOHAIHHX
npeAiMeTa, 7NaKko je BHAJETH, Na je OHO HeMoryhHo uYak ¥ KOJ THjena mane
sanpemude. W 3aumcTa, ycnose TakBOr TpecnWKaBaka NpeTCTaB/bano OW 3ajo-
BObaBakbe penaudja obnuka (57,1) 3a Ma KOjU OL TPHjy CerMeHTa MpaBHX, Koje
nponase Kpo3 [OMO TPOCTOpa KOjH ce TMpecnukaBa. Te penaudje Mopajy ce
HCryHaBaTH 3a CBe 3pake, Koju uanase w3 Tayke () npeAMeTa, Tj. MpH Ipo-
¥i3BO/bHOM M. Ha Taj Hauuu, Tpu KommnodedTe My, 1y, N, jeAMHHYHOr BeKTOpa
n’ mopane 6W 3anoBo/baBaTH TPH jeAHaddHe obnuka (57,1) u, ocum Tora,
penauujy n2+n?--n'2=1, wrTo 3Hauu cEera ueTWpH jeiHauMHe, a TO je
yonuiTe y3eBluM HeMmoryhe (uM3yseBwld TpHBHWjanmHM Cnydyaj HAEHTHYHOr MPECH-
KaBakba).

§ 58. I'paHuLe reOMETPHCKE ONTHKE

W3 pebuuuuMje paBHOr MOHOXPOMATHYHOI Tanaca BHAM C€ HEMNOCPEXHO,
Ia TakaB Tanac MMa YBUjeK M CByla WCTy aMmnuuTyly. |1akas Tanac je Oecko-
HayaH y CBMM IpaBUMMa y MpPOCTOPY W MOCTOjH y LjENOKYyNHOM HHTepBany Bpe-
MeHa of — o0 10 -} oo. Ceaku Tanac, Koju HeMa YBHjeK HHTM CByAa KOH-
CTAaHTHY aMIIATYLy, MOXe camo OWTH BHLIE WNM Make MoHOXpoMaTHuyaH. [losa-
6aBuheMo ce ofjalurmbaBalkeM MHTawka ,CTeNeHa MOHOXPOMAaTHYHOCTU® Tanaca.

_ [TocMaTpajMo eNeKTpOMarHeTHM Tanac ca aMMiIHTYAOM, Koja je dyHKUH]ja
on speMeHa. [IpyruM pHjedmMa, y CBaKoj Tadkd MNPOCTOpPAa, KPO3 KOjU Iponasu
Tanac, aMMIMTyla ce MHjeHa Cca BpPEMEeHOM.

Heka je ®, Heka cpeprma (pexkseHUudja Tanaca. Tapga Mojbe Tanaca, Ha

Mp. €JeKTPHUYHO, Yy [ATOj TAykh HMa OGnuK E(t,le’“’ﬂt- To mome, HapaBHO, HHje
MOHOXPOMATHUYHO, &Nk Ce WMaK MOXe pa3JIOXWTH Ha MOHOXpOMaTWYHE Tanace,
1j. y Fourier-op nHTerpan. AMIIMTYSa KOMIOHEHTE Yy TOM peay ca (QpekBeH-
1MjoM () TPOTOPLHOHANHA je MHTerpany obnuka

4+

IE“QJ

— 0

A

dakTop e‘(“""“’")f nepydonuyHa je @yHKkUHja, 4YHja je Cpelra BpHjefHOCT
jennaka Hynu. Kana 6u E, 6uno yonmwre KOHCTaHTHO, oHma 6u uHTErpan 6uo
jelHak Hynu 3a cBe @ # @, Axo je, nak, Eq(f) npomjenmuso, anu ce ckopo He

! :
MH]el-ba Y BPEMEHCKHM HHTEpBaluMa pela —-—T, OHO& Je HHTerpan CcKapo
o —
0
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jeIHaK HyNnH M TO YTOJIMKO Ta4yHHje YKONMUKO ce naraHuje wMujerba E,. [Ha 6u
vHTerpan 640 OCjeTHO pasnu4uT of Hyne, motpebHo je, ma ce E\(f) ocjetHo
MHjeHa y TOKYy BPEMEHCKOr MHTepBalla pega nepHoja e
w—aun
0
OsnayumMo ca A! pen Benu4YMHE BPEMEHCKOT HHTepBana y TOKy Kojer ce
AMIUIMTYy4a Tanaca OCjeTHO MHujera y RaToj Tadkd npoctopa. Ms HaBegeHux

yanaraska u3nasu, ga ce (GpexkBeHLUHMje KOje Ce HajBulie pasnHukyjy on @, a
KOje ynase y CMEeKTpanHO pasfarake TOT Tajaca ca OCjeTHHM MHTEH3HUTETHMa,

]
ozpebyje M3 ycnoea ——)ﬁ-wAt. Axo ce ca Aw o03Ha4yy UHTepBan (peKBeH-
(')'—(J.D
uuja (oko cpelme (peKBeHlMje @), KOje yfiase y CHEKTPanHo pasnarawe
Tanaca, OHLa, NMpeMa TOMe, BaXW penaluja

Aw At ~ 1. (58,1}

Ykonuko je Mame A@, yTONUKO Makd HMHTepBan (pexkBeHLH]ja ynasud y Crek-
TpanHO pasjarate [ATOr Tanaca, Tj. YTONMKO BHIUIe je MOHOXpOMaTHYaH Taj
tanac. [IlpeMa Tome BHAMMO, [a je Tanac YTOMMKO MOHOXDOMATHYHHjH, YKONHKC
je Behe Af, Tj. yKOmHMKO Cce naraHdje MUjerba HEroBa aMMIUTyda Y CBakKoj
TA4KH IpoCTOpa.

Penauuje, aunanorHe ca (58,1), nako je M3BECTH M 3a TanacHH BEKTOP.
Heka cy Ax, Ay, Az BenuuuHe pefa pacTojama myx oca X, Y, Z, Ha kojuma
ce OCjeTHO MMjeHa aMMNUTyLa Tanaca. Y [JaTOM MOMEHTYy BpDEMEHa Mojbe Tanaca.
kao GdyHkuuja of KoopAuHaTa X (Kama cy 3amatv Y u 2) uma obmuk Eg(X) e'%oxX,
raje je Kk, HeKa Cpepwa KOMIOHeHTa TanacHor BekTopa. CacBuM aHanOrHC
useohewy (58,1) moxe ce Hahu uHTepBan Ak, BpUjeNHOCTH, Koje ce Hanase
y pasnaramy nocMaTpaHor Tanaca y Fourier-oe unterpan (McTo TO 3a ky H R,).
[TputoM Hanasumo:

Ak, AX~1, AkyAy~1, Ak, Az~1. (58,2)

[TocMaTpajMo, crmeuujanHo, Tanac, KOjU CE& €MHTyje Yy TOKY KOHa4Hor
BpeMeHCKor uHTepsana. OsHauuMo ca Af pei BeNnH4YMHEe TOT MHTepBana. AMMnM-
TyAa y [aToj Ta4ykd NpocTopa, y CBakOM clydajy, NPHMJeTHO Ce MHujera 3a
BpujeMe Af y TOKy Kora Tanac ycndje:fa y MOTIYHOCTH Ipohe Kpo3 Ty Tauky.

Ha ocHoBy penauuje (58,1) capa moxemo pehu, na ,,CTeneH HEMOHOXpOMAaTH4-
1
HOCTH' TakBor Tamaca Aw, y cBakoM cnydajy He Moxe OGMTH MamHu Of K

(anu, HapaBHO, MOXe OWUTH M Behw):

1
Aw >

A

(58,3)

Amnanorso, ako cy Av. Ay, Az BenuuuHe pefa AMMEH3HWja Tanaca y npo-
CTOpY, OHAaZ 3a HHTepBaje BPHUjENHOCTH KOMMOHEHATa TanacHOTr BEKTOpa, Koje
ynase y pasnarakbe Tanaca, HanasHMo:

AR>S L. AR >, AR>S (58.4)
X~ AX Y & Ay zZ < AZ :

Ms osBux dopmyna cnujend, La aKko HMaMo CHOM CBjeTIOCTH Ca& KOHa4HOM
IIMPHUHOM, OHAa Mpasali NpoCTHpalba CBJETOCTH Yy TaKBOM CHONY He Moxe -
6uTH KoHCTaHTaH. Ako opujentuweMo ocy X y rnpasly (CpeAreM) CBJeTNOCTH.



§ 99 JPPAKLIMIA 145

Ca KOH24YHOM WWHPHHOM, OHAA Mpasal MPOCTHPaHka CBjETIOCTH y TakKBOM CHOMY
He MOXe OdTH KOHCTaHTad. Ako opujeHTHweMo ocy X y mnpasuy (cpenwem)
CBj€TNOCTH, Ho6HBAMO:

1 A .
£ —~ —
0y > 5Ky Ry (58,5)

raje je 9y — BeNMYMHA pela CKpeTara CHOMA Of CPEAHer MpaBra y pasHu XY
(ymop. Takohe § 61).

C mpyre ctpare dopmyna (58,5) ofrosapa Ha nHTake 0 FPaHHYHO] OLUITPHUHHU
ONTHYKKX nukoba. CHom cBjeT/NOCTH, KOO Kora 6M ce CBH 3pauM npeMma reoMmer-
PUCKOj ONTHUM Mopanu cjehu y jemHoj Tayku, ycTBapu Laje NUK y obnHUKy Heke
Mp/be, a He y o6nuky Tayke. 3a WUPUHY A Te MprLe UMaMo npema (58,5)

3

l

<

» (58,6)

raje je 6 yrao oTsopa spaka. OBa (hopryna ce MOXe NMPUMHjEHUTH HE CaMo Ha
NMK HEero © Ha npenMer. Hawume, Moxe ce YTBPAHTH, [a NpPU NocMaTpaky
CBJET/IOCHOT CHOM&, KOjU H3/Ia3d W3 CBjeT]e TayKe, Ta Tayke He MOXe ce

, A :
pasnuKoBaTH 04 THjena ,IIHMEHBHjEE- CaobpasHo TakBoM pesyntaty gopmyna

(58,6) onpehyje rpanuyny BHOHY Mok MHKpoCKOMa. Muunmanna BprjegHoCT A,
Koja ce mocTHXe 3a 9~ 1 jecTe A, WITO ce MOTNYHO Cla)e ca YHUILEHHLOM na
Cé TrpaHulle reoMeTpPUCKe ONTHKe onpehyjy TamacHOM [OyXHHOM CBjETIOCTH.

SHAnLAT aK

Hahu pen BenuuyuHe HajMarbe LUMpPHHE CBjeTNOCHOr CHOMa, KOjH ce no6uBa Of Mapalensor
cHona Ha pactojatby [ on auadparme.

Pjewewe: Ako anMeH3nje nuadparve osHauumo ca ¢, oHZ2 M3 (58,5) wumamo 3a yrzo

‘2
audpakumje A/d, omakne je wupMHa cwHoma pena d -+ EL Hajmamwa BpHjefHCCT Te BenuyHHe

je VI,

§ 59. Judpakuuja

3aKOHH FeOMETPHCKEe OMTHKE CTPOrC Cy TauyHM CaMO y HAEANHOM cnydajy,
Kaja ce TanacHa AyXMHa cMaTpa Kao GeCKOHa4yHO Mana. YKONMKO je cnabuje
HCIyth€H Taj yCloB, YTONHKO Ce jaye TM0jaBibyjy yharbaBama of FEOMETPHCKE
ontvke. [TojaBe koje ce nocmaTpajy y Besu ca THUM CKpE€TamkHMa He3HUBajy ce
rnojase AvdpakLHje. g

[Nojaee audpakiuje mory ce NoCMaTpaTH, HanpuMjep, Kapa ce Ha nyTy
NpoCTHpaka CBjeTNOCTH!) Hanase npenpeke — HenpoBUAHA THjena (HasuBahemo
MX €eKPaHM WIM B34aCTOLHM) IMPOM3BOJLHOr O6NMKa KNM, NakK, Kaja CBjeTnocT

') Y6yayhe, kana GyaeMo rosopunu o audpakuuju, abor ompeheHocTH rosopuhemo o CBjeT-
noctd. Muaye, cee 1wTo cnujenn ogHocd ce, H3peBHO, Ha Ma Koje eNeKTpPOMarHeTHe Tanace.

Teopuja noma 10
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rnponasd Kpo3 OTBOpe Ha HEMPOBUAHWM ekpaHuMa. Kapa 64 ce 3aKOHM reOMeT-
PHCKE OMTHKE CTPOro HCmykasaid, OHIa 64 ce u3a expaHa Hanasuna obnact
,,CjeHKe", koja 6u Ouna OWTPO pasnBojeHa Off 06nacTH Ha Kojy CBjeTNOCT Mapa.
Judpakuuja, nak, ROBOAH AO MPHIHIHO KOMIITMKOBaHEe CJlMKe pacropjene WHTEH-
3WTETa CBjeTHOCTH YMjecTO OLITPE rpadulle M3Mehy CBjeTNOCTH H cjenke. Te
nojaee audpakuule yTOIHMKO CY jaue M3pa}eHe, YKOJIMKO
cy Mame NUMEH3Hje eKpaHa W OTBOPa ¥ BHMa HIH YKO-
nrko je Beha TanmacHa AyXHHE.
df N\ RanaTak Teopdje Audpakuuje cacToju ce y OApe-
y n huBamwy pacriopehuBama CBjeTIIOCTH, Tj. eNeKTpOMarHeT-
\ HOF MOJba y YMTABOM MpOCTOPY, KaAa cy ARaTH pacrnopen
} ¥ obnuk Tujenma (W pacropei H3BOpa cejetnocTtu). TauHo
F) pjeluasatse TOI 3ajaTka moryhe je caMo pjellaBarbeM
/ ; TanacHe jefiHauyHHe ca oprosapajyhuMM rpaHWyHHM yCno-
4 BMMa Ha TOBPLIMHM THjena, KOjH 3aBHCE jowr ¥ OA OMNTH-
ykux ocobuna MaTepujana. TakBo pjellaBarbe 06HUYHO
npeTcTaB/ba BENIHKE MaTeMaTHHKE tewkohe.

Wnak ce y BehuHH cnysajeBa mnokasyje, Aa je MO-
BO/baH ¥ NPUONMMMHA METOA pjellaBara 3ajaTaka o pac-
TIOfljeNnd CBjeTIIOCTH 6nu3y rpaHuue mehy cejeTnowhy u CjeHKOM. Taj meToR ce
MOXe TpPUMHMjEHHTH y CrydajeBuMa "SHaTHOr cKpeTawa OJl TE€OMETPUCKE ONTHKE,
1j. Tapja, kaja Cy y TPpBOM Ppeny [MMeH3Hje CBMX THjena CYBHLIE BENUKE .y
ORHOCY Ha TanmacHy RyXHHY H npyro, Kaja ce rocMmaTpajy camo mana CKpeTama
' CBjeTNOCTH OA TpaBua 3pPakKa, Koje Ae(uHHMILIE TEOMETPHCKA OMTHKA.

Cn. 5

[MocMaTpujMO Ma KakaB eKpaH ca OTBOPOM Kpo3 KOju TMponasH cBjeTnocT
on naTux ussopa. Cnuka 5 mpukasyje Taj eKkpaH y Ipecjexy (nebena NHHH]a).
Csjetnoct ce kpehe c nwujesa y RECHO. Ma Kojy OL KOMMOHEHTa ToJka E
unu H obumexuhemo ca . [Mputom hemo mox X rofipas3yMujeBaTH TOJLE Kao
QyHKUHjy caMo OA KOOpAMHATE, Tj. Ges pakTopa e—iwt yoju onpehyje 3aBUCHOCT
on BpeMeHa. Haw 3apatak cacToju ce y olpehrBarky MHTEH3UTETA CBjeTINIOCTH, Tj.
norba i y Ma KOjoj Ta4kH rocmartpama P u3a exkpaHa. Y TPHONMKHMM pjewa-
BalbdMa TOra 3aflaTKa y ciy4ajeBuma kana cy CKpeTama OJl TEOMETPHUCKE ONTHKE
Masna, MOXe ce cCMaTpaTi, ia je y Tadkama oTBOpa MOJbe UCTO OHAKBO, Kao WTO
6u Guno, kana yommuTe He 64 GMUIO HUKaKBOT ekpaHa. [lpyruM pujednMa, oBAje
cy BpHWjeNHOCTH MOiba OHAKBE, KaKBE HEMOCPEAHO ClHjefe H3 TEOMETPHCKE
onTHke. A 3a cBe Tauke Koje ce Hajase HEMOCPEnHO 3a €KpaHoM, MOXe Ce
CTaBUTH, fia je Mosbe jeAHAKO HYIH. OuurnenHo je na TMPpHTOM cBOjcTBa CamMor
ekpada (matepujana OA Kojer je CaCTaBJ‘beH) yOIIUTE HE urpajy ynory. Takohe
je o4urinenHo, aa je 'y focMaTpaHuM chydajeBMMa 3a nudpakuujy fuTaH CcaMmo
o61uk Kpaja 0TBOpa, a HHM]E fuTaH OONMMK HENPOBHIAHOr €KpaHa.

3aMuCIMMO HeKy MOBpLIMHY Koja obyxsaTa OTBOp Ha expaHy Tako JAa ce
rpaHM4y KpajeBMMa OTBOpa (npecjex Takse rnoBplMHe Ha CI. 5 npukasaH je
ypTuuama). Pasgujenumo Ty MOBpLIAHY Ha njenoBe MOBPLIMHA df, unje cy AHMEH-
3uje jowl yBUjeK BenuKe y OAHOCY Ha TanacHy AYyXHUHY CBjeTIIOCTH. Tana cBaku
of THMX Ajenvha MOBpIIMHE MO KOjuX CTHUrHe CBjET/IOCHH Tanac MOXeMO nocMa-
TpaTH Kao W3BOp CBjeTIOCHOr Tanaca, KOju Cce TNpOCTHpe Ha CBE CTPaHe on
Tor njenuha MOBPLIMHE. [ome y Tauku P mocMaTpahemo Kao pesynTar cynep-
nosuuuje moska, Koja MOTHYy ON CBHX nospwunckux Ajenuha df, koju npeKpuBajy
otBop (Takossauu Huygens-os TPUHLMT).
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MMome, Koje u3asupa pjenuh df y Tauku P ©4eBMAHO je TNPOMOPLUHOHATHO
BeNMYMHY [ noja y caMoM njenuhy df (sanomuisemo, .a MNpeTnocTaBibaMo, Aa
je mome y df oHakBO Kakpo' 6W GMNIO y. OTCYCTBY ekpana). Ocum TOra, oHO je
MIPOMOPLHOHANHO TPOjeKLH]jH df, noBpuHHe df Ha noBpuwHHY, KOja je HOpManHa
Ha TipaBUy M 3paKka, KOju cTHxe y df M3 CBjeTIIOCHOT H3BODA. To je sbor Tora
WTO Kpo3 eneMeHT df mponase jeaHakd 3pauy, 6es o63upa Ha obnuke TOr ene-
MEHTa, CaMo aKO je beroea rnpojekudja df, KOHCTaHTHa, na he 3aTto ¥ meroeo
IjejcTBO Ha Molbe y Tayku P GUTH HCTO.

Ha Taj nayus 6uhe mnome koje Ajenuh df uszasuBa y Taduku P, nponopuu-
oHanHo Benuuunu udf,. Hame, moTpe6HO je joll ypauyHaTH MpOMjeHy aMIUIHTYRE
u (base Tanaca NpH MPOCTHpamy OA df Ao Tadke P. 3akoH Te npoMjeHe IMpH-
xasyje ce dopmynom (54,3). Tlpema Tome TpeGa udf, mnOMHOXHTHM jow ca

ﬁef’“’? (ruje je R pactojawe on df mo P, a k— anconnya BpHjeAHOCT TanacHor

BEKTOpa CBjeTNOCTH), Na HanasuMmo, A& je TPaXeHO TOJbe MpOrNOpUHOHATHO
gikR
BENWYHHN adfn—R—.Tj. M3HOCH:

gikR
R

THje je @ 3a Cajla HernosHaTa KOHCTAHTA. [Tome y Tauku P, Koje je ycTBapH
cyneproanuyja Nnojba H3asBaHUY OA CTPaHe CBHX df, nsHocH pmakne

ueikR
P ; ' 59,1
lLp af R dfn ( | )

TAje ce WHTerpan MpocTHpe no MOBPLIHHH, KOja je orpaHM4eHa KpajeM OTBOpa.
JacHo je fa Taj WHTerpan MpH TOCMAaTpPaHOj ANPOKCHMALMjK HE MOXE 3aBHCHTH
on obnuka Te nospwuHe. Popmyna (59,1) MoxXe ce NMPHUMHjEHHTH HapaBHO W Ha
IrdpakuMjy He of OTBOpa Ha eKpaHy, HEro U OA €KpaHa OKO KOjer ce cBje-
TRocT MoXe cio6oiHO nMpocTHpaTH. Y ToM ¢ry4ajy nospluMHa HHTErppama ¥y
{59,1) npocTHpe ce Ha CBE CTpaHe Ol Kpaja expasa.

3a onpehuBare KOHCTaHTe @ MOCMaTPajMO PaBHU Tanac, KOju ce NPOCTHpe
ayx oce X. TanacHe MOBpLIHHE Cy MapalenHe ca paBHH YZ. Hexka je u Benu-
yyHa noiba y pauu YZ. Tana y Taukn P, Kojy ysumMaMe Ha OCH X, nome
H3HoCH Up= pekx, C ppyre cTpaHe, Moke Yy TadkH P Moxe, K ce ONpPEAHTH
nonasehn on copmyne (59,1) yseBuwlM Kao TMOBPWIHKHY HMHTErpupama, Hamp.
papan YZ. 36or Tora wTO jé MPHTOM Yyrao nudpaxkuuje Mand, Tj. Mano je
CcKpeTame OJ reOMETPHCKE ONTHKe, Yy WHTErpany cy 6MTHE CcaMO OHe TaudKe
papin YZ, koje cy 6nu3y KOOPAMHATHOT MOYETKA, Tj. Ta4yKe 3a Koje je y,2<K X
(x je .xoopuuHata Tauke P). Tana je ;

au afn,

2 2
R :\/xz—{—yg—}—z?::x—l—y——g_tz

u (59,1) naje

o0
. W
up =%fjﬂelk (x+§";cT2x) dydz.
—
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|
Osgje je 1 xoHcTaHTta (MO/be y paBHH. YZ), ay cbaktopy ” MOXeEe Ce Y3eTH

R =~ x = const. OHpa je

o +w
2 . 2
pikx G2 o8
up=an— je’ 2x dy | €7x dz.

—a0 —00

. . 2%
O6a oBa MHTEerpana Cy HapaBHO jelHaKH. 3aMjeHOoM J=E§ e cBoge ce no-

jelMHa4yHo Ha HHTEerpan:
to +o +o -
J e gt == fcos§2d§ 4 i fsingzdgz\/%(l + 1),

na ce pnobuBa

ip=aue 2im
e k
C gmpyre cTpase je up=uelkx, na je
-~ k
T 2mi

YBpluTaBaweM O0BE BPHjeHOCTH Y (59,1) HanasuMo AeUHHTHBHO pjellere rnocTa-
BJLEHOT 3ajnaTka y CONHKY ‘ *

_[Ru e |
up——f2m.Re _dfn. (59,2)

[MpumujeHUMO (QoOpMYIy (59,2) Ha pjelllerbe NUTamba O NPOMjeHH (ase mpu
mponasy 3paka Kpo3 HeroBy AOAMPHY TaudKy C KayCTHKOM (B. Kpaj § 54). Yamumo
K20 MOBPLWHHY WHTErpUpama Y (59,2) ma xojy TanacHy MOBPLIHHY. Tpeba na
OLpenMMO Mo/kbe WUp Yy Tayku P, koja ce HanasM Ha HEKOM 1aTOM 3paKy Ha
pacTojamy X Of H.€roBe NpecjedHe Tadke ca ©3abpaHoM TanacHOM MOBPLUHHOM
(Ty Tauky y3MHMO Ka0 KOODAMHATHM Mo4Yerak 0; rxao pasaH YZ ysehemo paraH
Koja TanacHy MOBpUIMHY TaHIWpa y TadkKd 0). Ipu uHTErpHpamy y (59,2) 6uTau
je caMo Manu LMO TanacHe NoBsplidHe y GNU3MHM Tadke 0. Axo cy paeau XV
u XZ wsabpaHe Tako, Aa Ce MOKjnanajy ca rNaBHHM paBHUMa KDHBMHE TanacHe
NMOBPUIMHE y Ta4KH (0, oHna je 6nu3y Te Tauke jeiHa4ydHa MNOBPLIHHE

y2 22

roje cy R, u R, monynpe4HHLUX KPHBHHE. PacTojatbe R O& Tauke TanacHe
MoBplIMHe ca KoopauHaTama X, y, Z A0 Tauke P ca xoopauHatama X, 0, O.
HU3HOCH

o ommrorreme R 5 (-2

7
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Ha TanacHOj MOBpPWHHH TMOJ/ke Ce& MOXe CMaTpaTH KOHCTaHTHO. Mcto To

1
BaXM M 3a (paKTop 7 Bynyhu na ce wuHTepecyjeMo caMo mnpomjeHoMm dase

‘Tanaca, MOXEMO HM30CTaBHUTH KOECbHI.U’IjEHT H je,ﬂHOCTaBHO MUCATH!

+w +w
ihkx : y_ __]__L i‘! ]___1_ '
upw—ll.-fef“? df Eii-fe’k 2 (x Rl)dy fe’k 2 (x Rz) dz.  (59,3)
J

LleHTpH KpUBHHE TanacHe [OBPillMHE Hanase Ce Ha [OCMATPaHOM 3paky
y TaukamMa X =R, u X=FR,, a To cy JNOLMpHEe Tayke 3paKka H obWje KayCTHKE.
Heka je R,< R,. 3a x < R, < Ry xoeduuUujeHTH y3 [ y €KCMOHEHTHMa MOAMH-
TerpanHux uspasa oba uHTerpana (no dy W @z) NO3uTHBHH Cy, a CBakH ON THX
uHTerpana mnponopuuoHanad je (1 - 7). Ilpema Tome 6Guhe Ha nujeny 3spaka

LRX . ;
IO NOAMpa MpBe KaycTuke Up~e . 3a R,< x<_R, T7j. Ha pujeny 3paka
Mehy IBHjeMa NONUDHMM Taykama, W WHTerpan no dy 6uhe mnpomopuHoHanaH ca
| 4+, a wuHrerpanm mo @2 mnponopLdoHanaH ca |-—{, Tako Ja HHHX0B TPO-

. . . . ikx
#3BOL yomuTe He cagpxu [. Ha Taj HayuH oBAje uUMaMo Up ~ —I[€ =

el' (kx — =/2)

, Tj. TIpM mponasy 3paka 6nu3y npBe KaycTHKe (hasza ce MHjerba
- v

sa—um/2. Hajsan,3ax > R, > R, umamo Bt x:ez(kx n), Tj. 1IpH TIpo-

Jnaszy 6nu3y npyre KaycTiike ¢dasza ce joll jefaHMmyT MPOMHjeHH 3a — 7T/2.

3apgarTatk

Oppenutu pacfogjeny WHTEH3UTETa CBjeTNIOCTH ONH3y NOAMpPHE Tayke 3paxa ca KayCTHKOM.

Pjewewe: [a 6ucmo pujewnnd osaj 3anatak ynorpebuhemo dopmyny (59,2) Bpuwehu
Y H0] MHTEerpHparse M0 Ma KOjoj TalacHOj MOBp UMHH, KoOja je AOBO/BHO yRalkeHa OL MoCMaTpaHe
Tayke NOOMpA 3paka ca KayCcTHkoM. Ha cn. 6 a b je mpecjek Te TanacHe nospuuHe, a a'b' npe-
cjex wkaycTHke; a' i’ je esonyta kpuse a b. Hac unrtepecyje pacrnopjena uHTeHsuTeTa Gnu3sy Tauke
O rnomupa spaka Q O ca kayctuxom. [pertmo-
cTaBma ce, fa je ayxuna D cermerta Q O po- b
BomHo Bendka. Ca X obume2xuheMo pacTojatke
on Taske () Oyx HopMane Ha KayCcTHKy, NpH Q
4yeMy heMo cMaTpaTH Kao MO3WTHBHE BPHjelHOCTH
X 3a TayKe, Koje ce Hanase Ha HOpMand ¥
npaslly Ka LEHTPY KPHBHHE.

[loauHTerpankeyu uspas y (59,2) je dyHk-
UMja of pacTojatsa R on npousso/bHe Tauke Q'
Ha TanacHoj MoBpwWHHKU go Tayke P. [lpema mo-
3HATOM CBOjcTBy eBonyTe 6Ouhe 36MD nyXHHe Q
cermenta Q'O' tanrenTe y Taukn O' H myxuHe
nyka OO0’ jegnark nywuun QO TaHreHTe y Tayku
0. Kana cy tauke O u Q' Bpno 6nusy, Guhe
00' = 6p (p je MONyMpeyHHK KPHEMHE KayCTHKe Cn. 6
vy tauku ). lNpema Tove 6uhe Q'O = D — fo.
Pacrojame Q'O (mo mpaeoj) npubnuxHO M3HOCH (TpeTmocTaBka ce fa je yrao © Manu)l):

=]

06°
QO=QO +osint =D—06p+ osinf= D——é"

) Mu oBmje npuMjeryjeMo TpPUBAMXKY dopMyny 3a anconyTHy BeNMYMHy 30Wpa ABajy
BEKTOpa, OJ KOjUX Je jeRaH Mo arcoiyTHOj BENHYMHM BEJIMK Y OLHOCY Ha [NpYrH:

|A4a|l=A4a,

(A-j>> a; a, je mpojexuuja BEKTOpa A HA Mpasiy BEKTOpa A).
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[leduauTnBHO, pacTojaie R = Q'P usxocu R=Q0—xsint=Q'0—xb, Tj
‘ 1
RED—XG—*-—&—Q‘}:;.

YepuiTaBaweM 0BOr W3pasa y (59,2) Hanasumo

*5 tkeo? &
—ikx0— ko
uPNfe 6 d0=2j.cos(kx0+—6-95>de
— 0

(pakTop [/R TOL HHTErpanoM MHjera Ce€ naraHo " HMje 6MTaH y ORHOCY Ha EKCHOHEH-
uMjansy akTop, na cmatpamMo na je KoHcTaHTaH), YBoheweM HoBe MpoMjeHIbHBE HHTErpupamea.

(kQ s
b= ?) g, BoBHBaMo:

3

o 2‘9)
upr~ X A
P 0 2

raje je @ (f) Takossawa Airy-esa Qynkuuja'), 3a HHTEHSHBHOCT 1~|up|* nuwemo

3
2 k2 1fe ; ]
1:2A<h-—) hCIJ?(:cl/Zk )
@ . e

(y Be3u ca M3BopoM KOHCTaHTHOT dhaxTopa BMAM HHXE).

3a BenMKe NO3MTHBHe BPHjefHOCTH X RoGMBAMO ONaBle ACHMNTOTHHKY tbopmyny:

) A 4x%2 | R
~ — &% — ’
2 Vx ? 3 )

L=
Tj. HHTEH3UTET OMaja eKCroHeHUH]anHo (obnact ,CjeHke"). 3a Benukc Mo arconyTHO] BPHjeRHOCTH
HeraTHBHE BpHjeIHOCTH X HMMaMo:

X

24 2(— xVl2 L [2p2 7
——— sin? _LL)._ 2i _I__ ,
V—x 3 o 4
) Mpema V. A. Foku (,Tabnuue Airy--esux tyuskumuja‘, Mockea 1946), Airy-esa QyHK-
uuja @ (z) ReduHHIe ce penamujoM:

¢(t)=v1;fcos<%3+§t>d§
0

Kaga cy MO3WTHBHE BDPHjeAHOCTH apryMeHTa BesMKe, OHAA 32 dyukuujy P (f) Bamu aCHMOTOTHYKK
u3pas:
1 _ 2 2h
2} (t) =~ T e 3 ’
2 ¢t

Tj. @ (f) eKCHNOHEHUMjalHO TEXH HyIH. 32 Benuke HeraTuBHe BpujeRHccTH ¢ (MO amcoOMyTHO]
BeNnHYHHM) Bamu Qopmyna: :

i e ] Iz t% 7
”~(__5TS‘“[E(_ ) +:]'

1j. @ (f) ocunnupa ca AMIHTYAOM, Koja ornaja o6pHYyTO MPOMOPUHMOHATHO Ca (— t)”'.
Mpernex dopmyna, Koje omscyjy Airy-ese ¢yukuuje n Tabnuue 6pojHHX BPHjEeAHOCTH
MOry -ce Hahu y HaBeleHO] KHHMKHIH V. A. Foka [byskuunja & (f) osmadeHa je Tamo ca v (B)]-
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Tj. HHTeH3uTeT 6p30 ocuunyje. Cpedisa BpHjelHOCT HMHTEH3HTeTa, y3eTa M0 THM QclUunalujame,
H3HOCH: '

= A

]l =—.

V—=

Onasie ce objallibaBa CMHCao KoHCTaHTe A; OHa ompehyje MHTEH3MTET JaNeKo Of KAyCTHKe, Koji

64 ce moBMO M3 reoMETpPHCKe oNnTHKe He y3uMajyhu y o63up mojaBy audbpakumje.
Y camoj BonMpHOj Ta4KH 3paka ca KaycTHkoM (X = 0) uMmamo:

1 =089 A4k— s oo

(jep je P (0)=0.629....). llpema ToMe, y TadKkaMa KayCTHKe HHTEH3MTET je NPONOPLHOHAINAH

b . — P A
ca k'3, Tj. ca /4 /s (raje je 4 TanacHa gywuHa). 3a 4A—>0 MHTEH3MTET TeXH Ka GeckoHay~
HOCTH, Kao M wto 6u mopano Gutu (ymop. § 54).

" § 60. Fresnel-oBa pudppaxkuuja

AKO ce M3BOp CBjeTNnOCTH M Tayka P y K0joj Ce TPaXH HHTEH3UTET CBje-
TNOCTH HaNasd Ha KOHAYHOM pacTOjaky Of eKkpaHa, OHAa 3a oApehuBame HMHTEH-
3aUTeTa y Ta4ykd P wurpa ynory caMo Mand JHO TanacHe MOBPLIKMHE, MO KOjoj ce
BpIWM MHTerpupame y (59,2) . Taj nuo ce Hanmasu Onusy QAyXH, Koja cnaja
useop ca TaukoM P. M saucrta, kKako cy cKpeTawa O] TIEOMETpPHCKE OITHKe
He3H4THA, TO he HMHTEH3WTET CBjeTNOCTH, Koja y P CTHXe ca pa3HHX Tadaka
TanacHe MOBpLIKMHe, Bpno Gp3o omajaTH y 8aBUCHOCTM Of YRalbeHOCTH On Te
nyxu. OudpakudoHe MojaBe, KON KOjHX MIpajy ynory caMo Mand AjeNioBH TajacHe
MOBpILMHE, HasuBajy ce anbpakuuoHe Fresnel-ose nojaee.

[Mocmatpajmo Fresnel-oey nudpakuujy of Ma Kakeor ekpaHa. [Ipema Hase-
LeHOM CBOjCTBy TaKBe AMdpakuuje, Ty Urpa ynory camo Mand JMO Kpaja ekpaHa.
C npyre cTpaHe 3a LOBOJbHO Malne '
LjenoBe Kpaja eKkpaHa YBHjEK Ce
MOXE CMaTpaTH Hha Cy MpaBonu-
HucKd. [lpemMa TOMe, Mopg KpajeM ‘ Li
ekpaHa nogpasyMujesaheMo Baw Ta-

KaB Many MNpaBOJNIMHUCKH CErMeHT.

Y3mumo kao XY oHy paBaH,

Koja Mpona3d Kpo3 H3BOp CBjeT-
noctd @ (cn. 7) ¥ KpPO3 IMHHjY -
Kpaja ekpaHa. HopmanHo Ha 0]
y3sMHMO paBaH XZ, Tako Ja oBa
Mnocibelra Mponasu Kpo3 Tauyky @
¥ Tayky mnocMaTpawa P y kojoj
TPaXKMO BDHjefHOCT jayMHE CBjeT-
noctH. Hajsan, xoopavHaTHU moye-
tak (O y3MuUMO Ha MNHHHjH Kpaja
eKpaHa, Mocluje 4yera je TION0XKa] Cn. 7

CBHX TPHjy OocCa MOTMyHO oapeheH.

Hexa [, 6yne Heka pasjalbMHa Oj H3BOpAa CBJETIOCTH Q no KOOpAMHATHOT
noyetka. Ca Dy obuibeXnheMo X-KOOpAMHATY Tauyke MOCMaTpama P, a ca d
HeHy 2-KOOPAMHATY, Tj. pasuamudy go paBHd XY . [IpeMa reoMeTpuUCKOj OmTHLH
CBjeTNOCT 6M MOrJa MacTd caMmo y Tadke, Koje ce Hanase W3Han pasHu XZ.
O6nact nox paeuu XZ je ofnact raje 6M mpemMa TrEeOMETPHCKO] ONTHUK OWna
cjenka (06nacT reoMeTPHUCKE CjeHKE).
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OsoM mpunukom opapeanhemo pacrnogjeny HMHTEH3MTeTa CBjeTIIOCTH 3a
‘eKpaHOM G61M3y TpaHHLie TFEeOMETPHUCKe CjeHKe, Tj. 3a Mane BpujeaHocTtd d (Y
opsocy Ha D, u D,). HeraTusHo d nokasyje, na ce Tauka P Hanasu y o6nactu
reoMeTpHCKe CjEHKe. '

Kao moBpwmHy WHTerpupatea y (59,2) yseheMo nomypaBaH Koja mnponasu
Kpo3 NHMHHjy Kpaja ekpaHa HopManHo Ha paBau XVY. KoopmudaTe X u y Tauaka
Te TOBpWHMHE noBesaHe cy MehycoBHO penaumjom X =) tga (2 je yrao usmeby
nMHH]je Kpaja ekpaHa M oce Y), a koopiMHata 2z je nosuTusHa. [lome Tanaca,

Koju momase u3 ussopa (, Ouhe Ha pacTojatky R, of TOr ¥3BOpa MPOMOPLHO-
HanHo dakTopy e*Rq [pema ToMme mofbe U Ha TMOBPUIMHM HHTerpuparsa Guhe

TIpOMOPLMOHANHO

u~ exp ik 7 F 2 (D, Tyt ap)

Y wuurterpany (59,2) Tpeba capa 3a R CTaBUTH

R=|¥FGE—a"+ (D, —rtaay.

Y rnojvHTErpamHoM M3pady HUCy OGMTHM (akTOpH KOjU Ce JaraHo Mujemajy, &Ko

: 1
ce y3My y onHocy Ha ekcrnoHeHuujanHe. [lpema ToMe Momemoﬁ cMaTpaTH

KOHCT@HTHO, a MCTO TaKO MOXeMO YyMjecTo df, nucaTH dy dz. Tapa HanasuMmo
na je nome y Tadku P

+o
up "‘“f [exp {it[V(D,Fytga® +y*+ 22+

—o0

D, —yar+ (—df 2l dpaz. (60.1)

Kao wro cmo Beh paHuje HaBenw, y Tauky P nasa CBjeTNOCT YrNnaBHOM
W3 OHMX Tayaka paBHU HHTErpMpatba, Koje cy 6Gnusy Tauke 0. OTtyna y wuHTe-
rpany (60,1) urpajy ynory manu y u z (y oasocy Ha Dy u Dp). W3 Tora
pasfiora MOXEeMO MHCaTH

. — =, b i it
V(Uq"f_ytga)“‘{‘.]""{‘z =D, 2D, +ytga,
——— (r—dy-+2
VO = VR F U= T 7 =Dyt g —— g

Yepctumo 1o y (60,1). Kako uac morbe HHTepecyje camo Kao hyHKUHjA Of
pacTojata . MOXEMO HM30CTaBHUTH. KOHCTaHTHM (akTop exp {ik (D, + D)}
Unrterpan mo dz naje uspas y Kkome Hema d, na heMo M Hera H30CTaBHUTH.
Tana Hanasumo:

oo !
Up~ ]exp {”{ [2—1)0)2—{——25;()/—(1)2] }ay ;
0

OBaj M3pa3 ce MOXe€ HamHWcaTH H ¥ cnujenehieM obnHKY:

1 1 ] - d 7T
{ k - rexp k= (B—P+ q)y D:J dy -

e IR0, D) C

6 5T
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MuTensuTeT cBjeTnocTH ognpehyje ce KBagpaToM MoJba, Tj. KBAAPaTOM Molyna
|Hp‘2. [pemMa ToMe 3a Hanamere WHTEH3WTETa HHje OHTaH bakTop Koju ce
Hanas3ud Moj MHTErpanoM, jep MHOXEHeM Ca KOHYrOBaHMM H3pasoM OH [naje y
pe3ynTtaTy jeauHuuy. MsspuimMo y uHTerpamy cnujenehy samjeny:

(o)) _,

ﬁ - ===
2 1 l =
_+_
Dy Dq
‘Taga nobuBamo:
upr‘-lj eiqun, (60,2)
—Ww
Thje je
kD
w=d\/ . (60,3)
2D, (D, + D7)

Ha Taj HauuH uHTensuteT [ y Tauku P H3HOCH:

\/% feffﬂdn r =%{ [C(w) 4 ;] o\ [S(w)+ %] } (60.4)

—W

& (w)_—_\/%fcos 7}2 d'?» S(w) =V%jsin ,,?-2 dﬂ
0 ' 0

rakosBanu Fresnel-oeu wunterpand. @opmyna (60,4) pujemiaBa MOCTAB/LEHH
sapaTak, ofnpehyjyhd MHTEH3WTeT CBJeTNOCTH Kao (YHKUHy OX d. Hame je [,
Xa0 IUTO je JaKo BHIjeTH, UHTEH3HUTET Y oCBUjeT/beHOj 06nMacTH W TO y OHHM
Taykama, KOje HHUCy cyBHuUIe 61H3y Kpaja CjeHKe, MK TayHHje 3a w>> 1 [ C(o0) =

o (oo):%] .

3a 06nacT reoMeTpHUCKe cjeHke Baxe HeraTueHu Ww. Jlako je 06jaCHUTH
ACHMOTOTHYKH 06nuk ¢yHkumje /(W) 3a BenHKe HeraTHBHE BpPHjELHOCTH W IO
anconyTHoj BenuyuHu. 36or Tora hemo MOCTYNHTH Ha cnujenehu Hauun. [Tapuu-
jamHUM HHTErpupameM HMMaMo: *

et
2

raje cy

Py U e L frdy
€ o= 20| w| e 4 21’[6 n?
7] K

[lareuM napLMjanHUM HHTErpuparmuMa JecHe cTpaHe ho6MBa Cceé pep Mmo cCre-
1

[wl]

fIEHUMa
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Hako HeckoHayHH peSA OBAKBOT o6ndKa HHMje KOHBEPreHTaH, HIaK, s6or TOra
WTO 32 Benvka |W| BENWYHHA H-ErOBHX y3aCTOMHHX ynaHoea 6pso omnapna, Beh
caM MpBM ynaH TOora peja naje nobpy npeTcrTaBy (dyHKLHMje Koja Cce Hanasd Ha
7IHjeBOj CTpaHH, payyHajyhu Ja |w| ¥Majy BeNHKe BpHjeJHOCTH (penmcBu Takse
BPCTe HasuBajy ce acuMmnToTHuku). Ha Taj HauuH 106MBAMO 32 HHTEHSHTET I (w)
(60,4) cnujenehy acHMMOTOTHHKY hopMyny, Koja je TMOAecHa 3a BENMKEe HEraTHBHE
BPHjEOHOCTH W:

lo

: 60,5
4 w? 60,5}

Bugumo, na y obnacTH reoMeTpHCKe cjeHke, paleko OI HEHOT Kpaja, nMHTEH-
3UTET TEXM Ka Hynd H TO 06pHYTO TNPOMOPLHOHAIHO KBaJpaTy pacTojarka Of
Kpaja CjeHke.

[TocmaTpajMo caja TMO3HUTHBHE BpHjeAHOCTH W, Tj. o6nacT U3HakL paBHH XY.
MoxeMo HamHCcaTH

o + o - W

f &y — f & dn — f Mdn— (1 + z)\/fz‘— = f e Tdn.

W _® _®

33 OBO/LHO BeNMKe W MOXe Ce KOPUCTUTH aCHMNTOTHHKM W3pas y MHTerpany
Ha JECHOj CTpaHW jefHayuHe, na hemo MMaTH:

[='2] —
in? L v I iwt
je d73:(1+z)\/2 +ope

pa—

YepuiTaBakeM OBOT HM3pasa y (60,4) mobusamo:

L (Wz - %) (60,6)

w

(2
1=1, 1-1-\/;

[lpema ToOMe,y OCBHjeTILEHO] obnacTH, LaNleKo OJ Kpaja CjeHKe, HMa HEOTPaHHHUEH
e 6poj MakcMMyMa W MHHHMYyMa, jep
L
OLHOC T ocuunupa Ha obuje cTpaHe
0
ol jenvHKue. BennuyuHa THX OCLHTa-
uMja cMmamyje ce, kapa ce W ToBE-
haBa, O6pHYTO NPONOpPLUHOHANHO pa-
CTOjamy Ol Kpaja reOMeTPUCKE CjeHKE,

CEoMETRISHA OSVJETLIENA OBLAST . a Tauke MaKCHMyMa W MUHMMyMa [0-
SIENKA cTemeHo cy MehycoBHo cBe Onuxe
' U bnuxe.

G, 8 3a mane BpHjefHOCTH W (YHK-

udja [ (W) nMa KBanUTaTHBHO HCTH kapakTep. Ha cn. 8 Ta je byHkuHja
NnpuKazaHa rpaguykd. Y 06nacTH TreoMeTpHCKe CjeHKe HHTEHSHTET onaga MOHO-

! 1
TOHO TIPH yHAalbaBamy OJi IpaHHlle CjeHKe. Ha camoj Toj rpaHMLH je T = p
0

3a no3uTHBHA W HHTEH3WTET HMa Haua3MjeHH4HEe MakCHUMyMeE H MHUHHUMYyME.
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§ 61. Fraunhofer-oBa nudpaxkumja

[MocToju 4MTaB HH3 Clly4ajeBa IMbpakudje, KOOI KOjUX CE HHTEH3UTET ¥
Tayuu nocMaTtpawa Oapehyje LjenoKymHOM TanacHOM noBplHHOM. [pyrdM pHje-
yyMa, y UHTerpany (59,2), xoju onpehyje up, GUTHa je yKyNHA TanacHa NoBpUIHHA
o Kojoj Cé BpLUM HHTETpHpaiLe. C npyre cTpaHe, cmaTpaheMo Ha OCHOBY
M3NOMXEHOr, la je CKpeTare OJ MeOMETPHCKE ONTHKE Mano, Tj. y TauyKy nocma-
Tpaka P cTHxy caMo OHM 3pall, Koju Tpeba na Mano ckpehy ca nyra no
Kkojem 6u ce KpeTanu NpeMa reoMeTpHUCKOj OMTHLH. [lpemMa TOME je LjeNnoKynHa
TanacHa MOBpLIMHA 3HA4ajHa camo y cnujegeha psa cnydaja.

[lpeu cnyuyaj je, Kaja Ce TauyKka mocMarpara HanasH 6nusy ¢okyca, Tj
6nM3y TauKe y KOjoj KOHBEprupajy reoMeTpUCKH MyTeBd CBHX CBjeTJIOCHHX 3paka.

[pyr, HajBaXHUjU CNy4ya] NPeTCTaB/ba TakO3BaHA Fraunhofer-opa nudpak-
uuja. Kon Fraunhofer-ose anbpakuuje Hanase ce M H3BOP CBjeTNIOCTH M Tauka
nocMaTtpatba P Ha Bpro BENHKMM pacTojarbHMa (6eckoHauko BETMKHM) OF expanal).
Ipu ToMe ce 3paud M3 H3BOpa cBjeTnocTH Kpehy ka expaHnMa y 06nHRY
napanensor cHoma. Mcrto To Baxn M 3a 3paKe, Koju ronase Of eKpaHa NpeMa
Tayud mnocMaTpama. 30or Tora Hac Kof Fraunho fer-ose nudpakuuje HHTE-
pecyje caMo MpoMjeHa Mnpasua CHoma CBjeTNOCTH, Tj. TPaXHWMO MHTEH3UTET Kao
(yHKUHjy OB yrna CKpeTara CBjeTNOCTH OX npeo6uTHOr mnpasua (yrna nudpak-
unje). Kako mocmatpamo Mana CKpeTama Oh reoMeTpUCKEe OINTHKe, Taj yrao

Mopa OMTH Mand.

Wssemwhemo omuTy GopMyny, Koja TpHKasyje Fraunhofer-osy nudpakuujy
05, eKpaHa W OTBOpa NPOHUBBOJBHOT o6nuka. Hexa ce cejetnoct kpehe ¢ nujesa
Ha NEecHO. Y3MHMO KOODAMHATHH TOYETaK :
nergje nujeso of ekpava. Ha cn. 9 je 0 5
KOOPAMHATHH TMOYeTak, P Ttauka nocmarpa-
wa ¥ djf HekW eneMeHT TallacHe NOBpLIMHE

0 KOjoj ce BpIUM HHTErpUpar-e ¥y bopmynH R
(59,2): R
- ku . :
up= | ——= e*Rdf,.
P f 2 T l R fn 4
0 : df

Y mnocMaTpaHoM cnyuajy Fraunhofer-
oBe AMdpakuMje y CBjeTnOCTH Koja maja Cn. 9
umahe CBM 3pau¥ MCTH mnpapeal, Tj. HCTH
ranacHu BekTop K (jeAMHH4HHM BEKTOp y TOM mpaBuy je n). Tauky P Ttpeba
3aMHUCIUTH HA BEeCKOHAYHOM pacTojatby OR €KpaHa. 36or TOra Cy CBM 3palH,
KOju Momnase OA €eKpaHa y P, takohe MehycobHo mnapanensu, Tj. uMajy jemHake
tanacue sektope K’ (jenHHMHEH BEKTOp y TOM MpaBLy O3HAYHMO ca n’). Yrao
mehy K u Kk’ jecte yrao mudpakuuje, (k u K’ ce HapaBHO pasnmHKyjy caMo mo
npasuy, a BENMYMHE Cy UM HCTe).

1) HapagHo, Fraunhojer-osa nugpakunja ekcrepuMeHTanHo ceé He nocmatpa Ha 6ecko-
HayHOM pACTOjatby, Hero moMohy coumsa Koje ce Hanez3u M3a €KpaHa. Onpa ce y GOKycHOj paBHH
po6usa AHdpakuMoHa CIHKA. Hnak ce Moxe [OKasaTH, La Ta OKONHOCT HHIUTa HH MHjeRa ¥
KacCHHjUM (opMynaMa, caMe aKo CO4HBO HHje CYBHLle Mano, Tako Aa Yy HeMy He HacTtajy nudpak-
HUOHe Ti0jaBe, Koje yC/OB/baBa CaMo COHHBEO.
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[Morbe Ha MOBPIUMHWM HHTErpHpatba y HM3pasy 3a Up M3HOCH U=, e'kr (r

|
je pamuyc-sektop oa O mpema df). BenuunHa Vil y TMOOUHTErpanHoM H3pasy

MOXEe Ce CMaTpaTH Kao KOHCTAaHTa, Koja M3HOCH E—.Hpema TOMe HanasuMmo :

0

U, feikreiki? df
"

= 2IR,

Mz cnuke 9 Bumu ce, na je R=R,—r. [lomHoxnmo 0By jeAHAYHHY C obe
ctpade ca n'. Kapa je Tayka P 6eckoHayHO Janeka, BEKTOPH R u R, cy napa-
nenny, na je sato Ryn'= R, Ha Taj HauuH je

R= Ro_rnl"
na je
" . K
& r:eszue ik'r

(oBnje je kn'=K'). ®akTop e’Ro je koucTaHTaH. [lpema ToME neHHUTUBHO

nobuBamo:
ikR,

Uy itk —Kk)r
bp= 2 i R, fe -

Oga dopMyna npukasyje HHTEH3HTET | up |* xao OyHkuUH]y OA yrina audpaKUUje.

[Mocmartpajmo Fraunhofer-oBy mugpaxuujy KOA feckoHayHOr rpopesa ca

rapanenHUM KpajeBuMa, KOjd CE€ Hanasd y HENpOBHAHOM EKpaHy (cn. 10).

YsmuMo ocy Z napanenHo ca pybom

£ npopesa, a ocy Y HOpPManHO Ha paBHH
ripopesa (pasan XZ).

(61,1)

N

’d/-'

N\ N

N

Ysmumo y (61,1) xao MOBPLIKHY
WHTerpupara paBaH npopesa Mehy ofa
EneMeHT HWHTEerpupama

HeroBa Kpaja.

N

iy df, jemHax je Tana MpOjeKUWjH eneMeHTa
dx dz Te paBHuM Ha mpaBaul K. Ann Kako
cy CBH 3paly KOjd mapajy MehycobHo
napanenuu, 6uhe yrao mehy Kk wu ene-
MEHTOM dX dz KOHCTaHTaH JLyX 4YuTaBe
paBHM npopesa. 36or TOra MOXEMO Y

(61,1) ca TasHowhy [0 KOHCTaHTHOL
' dakTopa, ymjecTo df, HamucaTH jemHo-
ctaBHo dxdz, Tako pa je:

LMMENMNN

X

Cn. 10
+o +a
upw[fei(kx-k’x)x R AL
—w —a

(2 a je wwupusa npopesa). Muterpan no dz op mepuopuuue byuxunje e (K — )
jelHaK je Hynu yBUjeK Kaja je k.+ k. Tlpema ToMe mopa 6utu k,=k,, Ti.
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cejetnocT ckpehe caMmo y PaBHH XY, wTo ce, yocTanoMm, MOFMO W OYEKHBaTh
36or cumeTpuje. Mapas 3a Lp CBOAM Ce Ha Taj HauWH Ha

+a
uPNfemxdx
— da

raje je # = ky— Kx1). VinTerpupameM Hanasumo

sin #a
®a

Up~

OnaBne ce 3a WHTeHsuTeT df CBjeTNOCTH, KOj¥ j€ TOABPIHYT nrdpakLujK
y HHTepBany dx BpHjeHOCTH X%, Hanasu:

il —1,% (Si“ ’“’) ke, (61,2)

T ra

rije CMO KOHCTaHTHHM (aKTop Waabpanu Tako ha je [y TOTanHW WHTEHIHUTET CcBje-
TNOCTH, KOja Mpofasu Kpos mnpopes (Tj. HHTErpan ol dl 3a cBe BPUjeNHOCTH %).

g{; kao (yHKuWja on yrna nubpakuuje HMa 06nMK TpHKa3aH Ha cnuud 1.
Axo ce x» mnosehasa ca jeaHe W Apyre cTpaHe Ol % — 0 WHTEHSUTET NOOKBAa HU3
HaW3MjeHUYHHX MaKCHMyMa W MHHUMYyMa.

BucuHa MakchMyMa 6p3o onapa kafa ce

% nosehasa. Hajsehu makcumym [ uma _ZI_SI'"’

3a % — 0.  Kox munumyma je [ =0. Tu x
MHHHMYMU HacTajy Kapa je;

Ha=~nrm
(n=-+1,4+2+3,+4..) (613)
Kaoc 1To je HaBENEHO Y HATOMeHH \

na ctp. 155, Fraunhofer-osa nudpak-
L4ja ce ofuyHO mMOCMaTpa nomohy cHe-
TemMa coyMBa. [lapallenHM CHOMN 3paka,
Mmocnuje Tponasa Kpo3 COYMBO, CKyMiba
ce y mwerosoM rnaBHOM dokycy. Y paBHH
Koja mponasd Kpo3 Taj (OKyC HOPMANHO
Ha OMTHYKYy OCy COYWBa, Molbe Up Ouhe
yBujeK jeNHAKO HynM, M3y3eB camu Qo-
kyc. AKo ce mak Npej COYMBOM Hanasw
Ma KaKaB eKpaH, OHfa CHOM 3paxa MOoA- Cn. 11

nujexe padpaxuuju. CaobpasHo TOME .

no6upa ce Taja y (okanHoj paBHM COYMBA HEKa H3NYXEHA nudparLMoHa CIHKa,
a He TauyKaCTH JIMK HM3BOpa CBjeTIIOCTH.

1) % ce Moke M3pasuTH momohy yrina pudpakuuje «, Tj. momohy yrna mehy k u k'. Haune,
nako ce no6usa dopmyna (3a Mane % U a)

% sin (k,Z)
i kcos(k,Y)’
raje cy (k, ¥Y) u (k, Z) yrnosu mehy k u ocama YuZ
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3aMujeHHMO capa expaH ,, DOTIYHCKHM®, Tj. TakBUM, KOjM HMa Tpopese Ha
OHHM MjecTHMa TAje je MpBH eKpaH HempoBMAaH W OGPHYTO. O6urbexuMo NoJbe

y ¢oxanHoj paBHH coyuBa y ofa cnyyaja, PECreKTHBHO ca uP u u'?. Kako ce

ﬂg)m a}?’ M3pa)aBajy WHTErpankMa, y3eTHM IO paspe3dMa €KpaHa, a paspesu
oba eKpaHa [OMyHaBajy Ce [0 LiUjene DaBHH, TO he ‘OHTH u(;la)—]-u%):up, rnje
je up mnome, Koje ce no6WBAa Kaja eKpaHa He 6u 6uno. Beh je mokasaHo, fa je
1p =0 ceyna ocum y okycy, onakne ce nobuBa u‘,‘)’-[-u‘,%’:o, WM 32 OAro-
Bapajyhe HHTEH3HTETE:

| a D =|uPP . (61,4)

Ha Taj HauMH KOMyHCKW eKpaHd fajy jeAHaKy AW(PakKLMOHY CIHMKY y HHTa-
BOj (OKamHO] paBHM CO4MBa, H3yseB caMmd QOKyC (TaKo3BaHH Babinet-os
NpUHLMI).

PehiheMo HewTo o jefHoj WMHTepecaHTHOj mocibeanuu Babinet-osa mnpuH-
uuna. [TocMaTpajMo Ma Koje LPHO THjeno, Tj. THjeno, Koje y MOTMyHOCTH ancop-
6yje LjenoKymHy CBjeT/IOCT, KOja Ha Hera nana. [Ilpema cTaBy reoMeTpHCKe
ONTHKe TpPH OCBjeT/baBaky TAKBOI THjena obpasoBana OH ce H3HAD Heera obnacTt
reOoMeTPHCKE CjeHKe, uMja OW TOBpIIMHA Npecjeka Ouna jefHaka NMOBPUIHHK TMpe-
cjeka THKjena y mpaBUy, KOju je HOpManaH Ha npaBall y KOME CBjeTNOCT MNapa.
MehyTuM, mocTojatke AMdpaxumje AOBOAM JO TOra, Aa CBj€TNOCT NpW mponasy
ropej THjena AjenuMu4YHO ckpehe ca csor npBOOGMTHOr npasla. 36or TOora Ha
BENMKOM pacTojatby MO3aik Tujena cjeHke Hehe GMTH, a OCHM CBJETIIOCTH Koja
ce MpoCTHpe .y NpBOGHTHOM mpaBuy, MocTojahe M HEKA KONM4YKHA CBjeTMNOCTH,
Koja he ce mpocTHpaTH MOJL MaluM yricBHMa NpeMa CBOjeM npso6UTHOM NpaBLy.
Ta cBjeTNOCT je pacyTa CEjeT/IOCT M Ho€H HMHTEHSHTET HUje TEWKO ORPEAUTH. ¥
Ty CBPXy HarloMHEseMo, Aa rnpema Babinet-opoM NpHHUHMY KONMMYWHA CBJETIOCTH,
koja ckpehe 36or gudpakuMje Ha MOCMATPaHOM THjesy, H3HOCH HCTO KOITMKO 1
cBjeTnocT, koja ckpehe mnpu nudpakuujy Om Tnpopesa y HEMpPOBUAHOM eKpaHy
NMpu 4eMy ce OSNMK M MOBPIUMHA TOra Mnpopesa MOKnanajy ca 06NMHKOM M MOBP-
IIMHOM mompedHor npecjeka Tujena. Anu kop Fraunhofer-ose nudpakuuje Of
Mpope3a HacTyna CKpeTake LjeNoKyrnHe CBjeTIIOCTH, Koja MponasM Kpos npo-
pes. OnaBje ChMjenH, 4a e yKyNHa KONMUMHa CBjeTNOCTH, Koja je pacyTa Ha
UDHOM THjeny, jefHaKa KONMYMHM CBjeTIOCTH, KOj2 Maja Ha TMOBPIUMHY TOT
THjena M Kojy TO THjeno amncopbyje.

3apangd

1. Ogppeantd Fraunhofer-osy rnudpakuujy KOA NpaBoyraoHor paspesa (ca cTpaHama
2a u 2b).

Pjewemwe. Pjeweme je adHanorHo onpehupamy nutpakuuje OR npopesa. YBohewem
03HaKa

ro__ . K =
k, —k, =%, k, — K, =%,

{oce X u Z napanenHe cy cTpaHaMa NpaBoyraoHor npope3a) Hana3WMo 32 HHTEH3HTET

in% a\?/ sinz b \?
I AL it ) (__z_> . ..
P % a xzb x
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2. Oppenutu Fraunhofer-osy nudpaxuujy Kox IudpakLyHoHe pellleTKe — PaBHOT eKpaHa
ca jelHaKHM TapanenHuM NpopesuMa (WMPHHA npope3a je 2a, WHPHHA HEMPOBHAHOT expaHa Mehy
y3aCTOMHHM MpOpPe3HMa H3HOCH 2b, 6poj npopesa je N).

Pjewete: Y3MUMO paBaH DpELIETKE K30 papaH X Z, raje je Z oca mapanenHa mpo-
pe3uMa. MHTerpupame y (61,1) maje

- 2intd — g
up=u'p Y e =up ————

?

roje je A= kx—k'x, d=a-+ b, a u'p je pesyntaT HHTErpupama mno jennom mipopesy. Kopu-
crehu ce ca (61,2) uMamo 3a MHTeHsuTeT |Up |*:

I, a 7 sin Nzd \*/ sinza\?
-d‘{=-f-\7;( sin %d )( %1 )d}t

(I, je ToTanHW WMHTEH3HTET CBjeTnOCTH, KOja MponasH Kpos npopese).
Y cnyuajy senukor 6poja npopesa, 1j. 3a N —- oo, oBa QopmMyna Moxe ce HanmucaTH ¥y

zn dl
LpyroM oBIHKY. 3a BPHjEAHOCTH % = — -~ (n uuo ﬁpoj)E;— uMa Makcumyme. Brnusy TakBor Mak-

cumyMa Tj. kana je *d = nx-tc, ace mano), Guhe

I, a /sinna\?sin® Ne &
dr = N = ra &2 e

Ho kanpa N - oo Baxu ¢opmynal) ;
. ) sinz Nx
ilm (—N'x—z- == 3:5 (_.\’).

N —> ©
Tj. 6nM3y CBAaKOr MaKCHMyMa TOTalHH WHTEH3HTET H3HOCH

. a

I=1lo%g e

3. Oppenuti Fraunhofer-oy nudpaxuujy KOA KpyXHOr 0TBOpa (monynpedHuKa @) Kapa
CBjeTNOCT maja HOPManHO Ha pasaH OTBOpa.

Pjemete: YBenuMo LUMUNMHAPHYHE KOoOpAMHaTe Z, T, @ ca ocoM Z Koja Tpoita3u Kpos
{leHTap OTBOpa HOPMAaNHO Ha HErosy paBaH. OsHaukMo ca % Tnpojexuujy sektopa k Ha Ty paBaH
(%= ko, roje je o yrao aubpakuuje). 36or cuMeTpHje H3NasH, Aa he nudpaKkuuja 3aBHCHTH CaMo
OF %, Ma ce 360r TOora MOXEMO OTPaHHYATH Ha MocMaTpame 3paka, koju ce kpehe y paBHH
@ = 0. Tana dopmyna (61,1) naje

a 2= ikR g
ikRy [ ik et ku
up = ko g TR COSPL o — ———— [ Jy(%r) r
iR,
00

w

2R,
0

.

1) [lpema dopMynama, Xoje Cy ro3HaTe M3 TeO uje Fourier-opux pepoBa. Guhe
pHy ) P ;

+a
i 1 sin? Nx d i
N_Tw po f(x) N & =f(0).
—n
1 sin? Nx ‘
Onasne ce BWAM, A2 Cy CBOjcTBa QyHKUH]E lim (| — )ycraapu cBojcTBa ® — pynkuuje (2.
Noow \ 7z NX2

np. ua cTp. 66).



160 MMPOCTUPAE CBJETJIOCTH [JI. VIE

om
1 s i -
raje je ]c,(x)=2—5 g Xeos® dop Bessel-opa GyHKuWja HynTOr pepa, a l,-je No/ke y CaMoM
n
0
otBopy. Ma Teopuje Bessel-osux qyukuuja rnosHaTo je, Aa je:
a

fjo (wr) rdr =

0

al,(az)
.

2 2
WnTeHsnTeT Audpakumje y npocTopHu yrao (o A0GMBa Ce MHOXereM |Up |* ca Rydo.Hakpajy
Ce 3a WHTEH3WTET CBjeTNnocTH d/, KOju TMOAJHMjexe AMPPaKLMjH, Hanasw:
J 2 (aka)
ol & o do

di= 1, =

’

raje je I, TOoTanHH HHTEH3WTeT CBjeTNOCTH Koja mMajia.



FJTABA VI

[NO/bE OIITEPEREHA Y KPETAWLY
§ 62. PeTrapoBaHu moTeHUHjanu

Y rnaeu V npoyyaBand CMO KOHCTAHTHO MO/be MPOY3POKOBAHO onTepe-
hewuma koja 'Mupyjy, a y rmaed VI — npomMjenmuBo nome, anu 6e3s ontepehema.
Capa hemo ce nosabaBHTH MpOy4YaBaweM MNPOMJEHIBUBHX MO/bA Y NPHCYCTBY
onTepeherwa Koja ce MPOM3BOLHO Kpehy. :

HMasewhemo jemHaydHe, Koje onpehyjy moTeHUHjane MPOM3BOJLHOr EeNneKTpo-
MarHeTHOr nojba. To W3Bohere je 3rofHHje M3BPLUMTH Y YeTBEPOJHMEH3HOHAHOM
obnuky. ‘36or Tora hemo mpyru nap Maxwel/-opux jesHAauMHa HamMCATH y
obnuky (29,2)

OF”( ___4_5-E .
ox, ¢ e

YBpcTuMo 0BRje [, M3paxeHo momchy noTeHuujana, Tj.

0A, 04,
e R TR

dx,  0x,
Tapa HanazuMo

a2Ak __OEAI__ 4 62.1
0x; 0x,  0x2 ¢ Ji- (62,1

HopajMo capa noteHuujannma A; KomyHcku ycrnos

0A;

Hanucan y TpomMMeH3HOHanmHOM 06MMKY Ta] YCNOB riacu:

, I 0y
div A ?a—TZ ; (62,3)

OBaj ycnoe je reHepanucare ycnosa, Koje CMO LOAaBanu noTeHUUjanuma
7 Cly4ajeBHMa KOje CMO mocmaTpand paHuje. Tako, 3a KOHCTAHTHO MOJbe (62,3)
OH ce TpaHcopmupa y div A =0, ycnos, koju ce moknama c (42,3). 3a enex-

Teopuja nomsa 11
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TPOMAarHeTHO Mnoske y Bakyymy (§ 44) ysuMany CMo NOTeHLHjane Tako, na byne
¢=0mndivA=0. Takeu noTeHuujand, 04eBUAKLO, HCMyHbaBajy M ycnoe (62,3)1).

Jennauuna (62,1) tpanchopmupa ce cana y
0*A; 431:],
0x? o c '

(62,4)

* Opa jepHayuHa JedHHKLIE TMOTEHLMjane MPOUSBO/LHOT eNeKTPOMarHeTHOr
no/ba. Y TPOAMMEH3MOHANHOM O6NHMKYy OHa ce Nulle y OBRMKYy HABM]y jeJiHauHHA
—3a A u 32 @:

1 0%A 41T,
I 0%
_?2_6??——4”9' (62,6)

3a KOHCTaHTHO MOJbe OHEe ce TpaHchopMHpajy y Hama Beh MosHATE jefHauyHHe
(35,4) u (42,4), 2 3a npomjeH/LUBO Molbe Ge3 ontepehewa — y jenHaunHy (44,6).
Y (62,5) u (62,6) o u j cy, vomwTe yseBwH, hyHKUHje O CBHUX KOODAHHATA
M Of BpEMEHa.

Pjewewe HexoMoreuux nuHeapHux jegHauuHa (62,5) u (62,6), kao wTo je
MO3HATO, MOXE CE MPEeTCTaBUTH y 06nuKy 36HMpa pjellera MCTHX THX jeAHAYMHA
6es mecHe cTpaHe M MapLM{janHOr HHTerpana jeAHaYHHa C JECHOM CcTpaHoM. [a
6¥cMO HalWNM Taj NMapuujanHd HHTerpan pasiMjendMo LHO NpPoCcTop Ha 6ecko-
Ha4yHO Mane NHWjeNloBE M OADENMMO NOoJke, NMPOY3pOKOBaHO onTepehemeM, Koje ce
Hanasu y jeAHOM Ol TaKBHX eJleMeHaTa 3amnpeMuHe. bBrnarogapehu nuHeapHOCTH
jesHayMHa nojba, NMpaBo no/ke he OGUTH jeNHAKO CYMH TMOJba, NPOY3POKOBAHHX
CBHM TaKBHM €eJIEMEHTHMA.

OnTtepeheme de y naToM eneMeHTy 3anpeMuHe, YOOlUTe y3eBluM, (QyHKUH|a
je on BpemeHa. AKO ce KOODAMHATHHW TOYETAK Y3Me Yy T[OCMATPAHOM ENeMeHTY
sanpeMuHe, OHIa je rycTuHa ontepehewa o =de(t) 0 (R), raje je R — pacro-
jakbe Ol KOODAMHATHOr Mo4yeTka (MH NOCMaTpaMo CaMo jelaH TaKaB elIEMEHAT)

Ha Taj Hayun Tpeba na pHjeluuMo jenHaudHy

I 92
Arp—zia‘g_z—4nde(t)a(k). (62,7)

HMayses koopauHaTHor nouetka, ysHjek je 0 (R)=0, na ce pobusa jenHayuua

1 0°
_FT)L%EO' (62,8)

!) Tpeba HanomeHyTH, na, Ges o63upa Ha [OOyHCKH ycnos (62,3), noTeHuujanu ¢ u A
He 0CTajy MOTNyHO jefHosHauuu, M samcra, BexTopy A Moxe ce nomaTu grad f, a ci ¢ NpUTOM

Bf’ raje, MehyTuM, dyHKUMja caga Beh HMje TpPOM3BO/bHA, HEro MOpa, Kao LWTo ce

je mako yBJepHTH, 3af0BOILABATH jefHAYHHY

1
Oly3eTH —

v LFL_
Mo wer T
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Ou4eBHAHO, A2 Yy MOCMaTpaHOM Chydajy ¢ TMocjelyje LEHTpanHy CHMETPH]y,
Ti. Ba je ¢ ¢yHkuuja camo on R. Ilpema Tome, ako ce Laplace-os onepatop
Hanuie y chepHHM KoopauHaTama, oHxa (62,8) mobuBa obnuK

1 9 (R26<p)_1 o,

RZoR\" OR) c2of

% (R.1)
R

Ia 6McMO pHjellHdnyd OBy jefHa4yWMHYy MSBPLIAMO 3aMjeHy @ =

‘Tapa 3a y notuBamo
0%y 1o O

oR2  ¢2 0f*

Ho o0BO je jemHauMHa paBHMX Tanaca, 4Mje pjelierse HWMa OOMIHK (B. § 495):

R R
7= (f—T)—l—fz(f—l“T) '
[MoWTo TpaxuMO caMo NaplujasiHi WHTErpan jeiHauuHE, NOBOJbHO j€ y3eTH
camo jenHy on Gyskuuja f; ¥ f,. O6MYHO je 3rOAHO y3eTH fo=0 (o TOoMe BHAH
savxe). Tama noTeHuujan uMa CBYAa, OCHM Yy KOODAHHATHOM MOQETKY, obnuk

R
=)

=R
DyHKUMja ¥ Yy O0BOj jeAHAYMHHM j€ 3a Caja MpPOM3BOIbHA. Y3MuMO je cafa Tako,
na ce pobuje MpeUMsHa BpPHjeAHOCT TOTeHLUHjana Takohje ¥ Yy KOOPAHHATHOM
noyeTky. [lpyruM pHjedMMa, MOpaMo ) y3eTH Tako, Aa ¥ 3a KOOPAMHATHH MOHETaK
6yne sajoBoibeHa jefHaynHa (62,7). To je nako ypapuTH, C HarnoMeHoM, la 3a
R0 cam noreHuujanm Texu OECKOHAYHOCTH, Na 3aTO HErOBH H3BOAM TIO
XKOOpAMHATaMa pacTy Gpie Hero U3BOAM ro BpemeHy. [lakie, 3a R—0y jenna-
1 02
¢t orf
npenasu y Hama Beh nosHaTy jemnaduny, (35,9), koja noBogd IO Coulomb-osor
sakoHa. Ha Taj HayuH, y OnNM3MHM KOOPAMHATHOT TIOYETKA (62,9) mopa npehu
y Coulomb-os sakon, opaxne cnujenu, fa je y(f) = de(f), Ti.

R
de (t_“?) (62,10)
y=—5 * ’
OpaBne je nako mnpehu Ha pjellerme jefHauYHHE (62,6) 3a TPOM3BCILHY
pacnopjeny ontepehewa o (X, y, z, t). 3a To je NCBOIBHO Y (62,10) HanucaTH
de=9 dV (dV je enemenat sanpeMuke) ¥ HHTEPUPATH MO LjENOKYMHOM NPOCTOPY.
Tako NoOMBEHOM pjelllelby HEXOMOreHe jeAHAYHUHE (62,6) moxe ce nopaTH jou

pjellere @, UCTe jepHaunHe Ges jecHe cTpade. Ha Taj HauuH, OMuiTe pjelerse
(62,6) nma obnuk:

. 1 ! ! ' R v/
c?(x,_}{,z,lf) :fﬁ @(x,y,z,t—7)d;/ -+ @,

RP—=(x—X)(—y)l+(—2)P  dV'=dxdy d

(62,9)

quHK (62,7) unau Moxe ce saHeMapuTH y opHocy Ha Ag. Tama (62,7)

11
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(R je pacrojame op enemeHTa 3sanpeMuHe dV #o ,,Tayke mocMaTpama“, y Kejoj
TPa)uMO BPHjelHOCTHM mnoTeHuujana). Taj M3pad nucaheMo KpaTko y OBNHKY

o, _R
p= R“c“ dV + 9, , (62,11)
: R : . R
ruje HHApekc f — = nokasyje, na BpHjeLHOCT 0 Tpeba y3eTH y MOMEHTYy [ — —
c
OOK cMO anoctpo® y3 dV u30CcTaBHIIH.
[TotnyHo anamoruo pujewasa ce M jenHayuHa (62,5). OyeBHAHO je
;g | de2
A= — | ———dV+A,, 62,12)
C R + 20 ( )
raje je A, — pjeweme jenHauuHe (62,5) 6es necHe cTpane.

[Mortexuujanu (62,11) u (62,12) 6es ¢, ¥ A, HasuBajy Ce peTapAOBaHH
NMOTEHUHjand HNKM MOTEHLUHjand ca 3aKallkbeHeM.

Y cnyuajy HenmokpeTHWx onTepehessa (Tj. Kal rycTMHa Q@ He 3aBMCH Of,
BpeMeHa), popmyna (62,11) npenasu y Beh nossarty dopmyny (35,8) ¢ ;f%d\/

34 eNeKTPOCTATHUYKO Moske, a (62,12) npenasu (nocnuje y3auMama Cpelikbe BpHjel-
HocTH) y dopmyny (42,5) 3a KOHCTaHTHO MarHETHO TOJbE.

A u 0,y (62,11) u(62,12) onpehyjy ce Tako, Aa HCryHaBajy ycnose 3apaTka.
3a TO je, o4MrnegHo, HOBOJLHO pna OyAy 3anaTH MOYETHH YCNOBH, Tj. MOJkE Y
noyeTHOM MOMeHTy. Mnak, ofuyHO ce Hema mocrna ¢ TaKBMM [TOYETHUM YCNOBHMA.
Ywmjecto Tora o6uM4yHO ce 3alajy yCNOBM NpPH BENMKHM pacTOjakMMa O CHCTeMa
onTepehema y TOKy uMTaBor BpeMeHa. HauMe, paje ce cnomallke 3payerse
koje maga Ha cucTteM. CaobpasHo TOMe, MOJbe, KOjé HaCTaHe Kao pesynTaT
mMehycofHor pjejcTBa Tora 3pauyera M CHCTEMZ, MOXE CE Das3fIMKOBATH Of CHO-
Jballtber Moiba CaMo 3PayeH-eM, KOje M3NasH Of CHCTeMa. TakBo 3padere Koje
M3nasd Off CUCTEMa Ha BEJIMKMM pACTOjakMMa Mopa HMMaTH 0OnMK paBHOT Tanaca,
KOjH Ce TpOCTHpe [0 MpaBuy Cf cHcCTeMa, Tj. y cMjepy pactyhux K. Ho Tome
yCnoBy, Kao LITO Ce BHAM M3 Tora wTo cMo cTaBunu f,=0, 6aw oxrosapa
pjewerme obnuka (62,11) n (62,12, Tj., y 06nHKy peTapaoBaHMX MNOTeHLHMjana.
Ha Taj vauuH y TOM pjeliermy MpBHU 4YNaHOBH MNpPHUKa3yjy MNoike, KOje H3Nnasu of
cuctema, a ¢, 1 A, Tpeba na Gymy jeAHAKH CrO/bALIkEM MOJbY, KOje IHjejcTByje
Ha CHCTEM.

§ 63. Liénard - Wiechert-oBi moTeHuHjaIn

[Tpumujenumo dopmyne (62,11) u (62,12) Ha nojbe, Npoy3pOKOBAHO jeHAM
onTepehermeM (eneMeHTapHOM 4HeCTHLOM), KOjeé Ce MpPOW3BO/EHO kpehe. Y ToM
cnyyajy OOAMHTErpalHM M3pasd y peTapioBaHMM TMOTeHLHWjanuMa Mory G6uTH
pasnU4MTH Of Hyne caMo y T[OjeAMHMM H30J0BaKMM Taykama. Haume, nako je
BUAjeTH, La he y CBakoM MOMeHTY { OHH OMTM pa3NIMYUTH Of HyJe CaMo y jelHOj
Tauyk¥ mpocTopa. 3a TO y3MUMO Tayky nocmarpawa P ca KoopAuHaTtama X, J, Z
¥ MOMEHAT rocMaTpatba ! Kao rnodeTak () 4eTBOPOAWMEHSHOHANIHOT KOOPAMHATHOI
cUCTeMa M KOHCTPYyMpajMe ,,CBjeTNIOCHH KoHyc' (B cCTp. 8) ca ocoM RYyX Bpe-
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MeHcKe oce. [T0BpLIMHY JOH=eI OTBOpa TOT KOHyca, Kkoja ofyxBaTa mOApydYje
,arconyTHe npowmnoctd (y oaHocy Ha morahaj (), mpeTcTaBlba reOMETPHUCKO
MjeCcTO TAKBMX Tayaka, M3 KOjux ynyheHH CBjeTIIOCHM CHTHan CTHXE Y CBjETCKY
Tauky (. Tayke, y KojUMa Ta MOBpUIMHA CHje4ye CBjeTCKYy IIMHH]y KpeTara onTte-
pehera, OYEBMAHO Cy TaKBe CBjeéTCKE Tadke, Y KOjUMa Cy TMOAWHTErpajHH H3pasH
y (62,11) u (62,12) pasnuuuTtd of Hyne. And, nowTo je Op3nHa YECTHULE yBHjeK
Maka o Op3vHE CBjETNIOCTH, OHNA CBjeTCKa JIMHHja HEHOT KpeTaka yBUjEK UMA
MakH , Harub‘ npeMa BpPEMEHCKOj OCH, 'Hero LuTo je ,,Haru6‘* MoBpLIHHE CBjeT-
JIOCHOT KOHyca. 3aTo je jacHo, Aa CBjeTCKa JIMHHja 4YeCTHLUE MOXe crjehH NOH:H
OTBOp CBjETJIOCHOI KOHyCa caMo y jeRHO] TadkKH. MomenaT t koju oprobapa
TOj Tayku, 04YeBHAHO ce ofpehyje M3 jeAHAYMHE

roje je t — moMeHaT nocmatpawa, a R (f) — pacTojake OR ontepehewa no

TayKe MOCMaTpaka, Koja Cé CcMaTpa Kao 3adaTa (yHKkuMja Ol BPEMEHA.

Ia 6u ce ojpemuny noTeHuHjand, Tpebano GU mOCMaTpaTH ontepehemwe
KOHAYHMX NMMEH3M]ja, 4 3aTHM y3eTH Aa HEroBe IMMEHS3Hje TeXe HyMH. [Tputom,
o4eBHAHO, (akTop 1/R y MOAMHTErpanHuM H3pasuma y (62,11) u (62,12) moxe
Ce H3HWjeTH HCMOJ MHTerpamHor 3Haka. MehyTum, Huje MoryhHo, pewuumo y
(62,11), vHTErpan of @ TMpPOCTO 3aMHjeHHTH BENHYHHOM ontepehewa €, y Be3H
Cc TWM, ILITO pasHUM Taykama [OApYYja HHTerpuWpara OAroBapajy pasHH MO-

MEHTH [ —

To ce MOXe ypajuTH cCaMo, ako y MoMeHTy I’ oapeheHOM H3 (63,1), onTe-
pehewe Mupyje. [pyruMm purjednma, y CHCTEMY pedbepeHUuje, y KOME y MOMEHTY
1’ onTepehemwe MUpyje, MOTEHLM|anK y Ta4Ky¥ NOCMaTpamka y MOMEHTY ! jenHaku cy

A=0, (63,2)

rije je R pacTojake of onTepehema [0 Tayke MocMaTparba y MOMEHTY 'y tom
cucteMy pedepeHLHje.

M3pasu 3a moTeHuUMWjane y NMPOM3BO/BHOM CHCTEMy [MOCMaTpara Mory ce
I06MTH HEMOCpejHO, aKo Ce Hamulue Takas 4-BEKTOpP, Koju OW 3a v =0 pasao
3a @ M A Manoyac HanWcaHe BpPHjeNHOCTH. Y3eBUIM Y 063up, na ce ¢ H3
(63,2) Moxe HanucaTH W y OONHUKY

L e
P=—1)
{npema (63,1)], nHanazumo, na je TpameHd 4-BEKTOp:
u;

63,3
Rﬁﬂﬁ ' ( )

A,_'"——':—‘e

raje je u;— 4-6pauna onrtepehewa, R;— 4-BeKTOp C KOMIOHEHTaMa (x—x),
oG—y) (—2), c(t—1), a X, y,2,t cy melhycobHo BesaHu penauujoM
(63,1), koja ce y 4eTBOPOLMMEH3MOHANIHOM OGNHMKY MHIUE

R?=0. (63,4)
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[ToHOBHHMM MpEnasoM Ha TPONMMEH3HWOHAaNHe O3HaKe, NOOMBAMO Caja 3a TMOTEH-
LMjane nojba, NpOy3pOKOBAHOr TaykacTUM onTepehewmeM koje ce crnobopHo
kpehe, cnujenehe Mspaze:

e ev
A

@P:P‘_ﬁj = (R___"E) ’ (63,5)

c c

raje je R— paanyc-BexTop o Tauyke y KOjoj Ce Hanasu onTepeherwe g0 TayKe
nocMatpawa P, a cBe Benu4YMHe Ha [EeCHOj CTpaHH jellHaynHa Mopajy ce y3eTw
y MoMmeutuma f’, koju ce ompehyjy us (63,1). Ilorenuujanu noma y oO6nHKY
(63,5) HasuBajy ce norteHuujanu Liénard-Wiechert-a.

3a u3pauyHaBake jauMHe eNeKTPHYHOr M MarHeTHOr NoJba nc (opmynama

1 0A ,
E=—-C o —gradgp, H=rotA

Tpeba aubepeHuMpaTH @ ¥ A 10 KoopAMHaTaMa X, ),Z Tadke ¥ MOMEHTY MOC-
MaTpawa f. MehyTum, ¢opmyne (63,5) uspaxaBajy MoTeHUHMjane Kao QyHKLUje
on ' u camo nomohy penauuje (63,1) — Kao UMNIHUKTHe QyHKUMje OA X, P, Z, L.
36or Tora, 3a W3pauyyHaBalbe TPAaWEHHWX H3BoAa Tpeba MPEeTXOAHO H3padyHaTH
ussoge of f'. Oudepenuupamwem penauuje R(t')=c (¢ — ') mo {, umamo:

OR 0RO _ Rvor I_O_t’)
ot orot ROt ot

(BpujeaHoCT %—i’_ nobuBa ce nudepenurpameM uneHtuteta R2= R? u 3amjeHom
MO — —viry ),
HITH
o 1
ot s W (63,6)
Rc

AHanorso, fdgepeHUHpameM KHCTe penaudje Mo KOOpAMHATaMa, Hanasd ce:

y_ ] N L1[OR . R
gradt-———EgradR(L)-_——c(\a—t,gradl—}—R):
omakne
| R
gradff =— —— *
c («R _BX) (63,7)
c :

1) 3uak MuHyC je y Besu ca THM, wTto je R pamuyc-sexTop o onTepehewa e ka Taukp
P, a ue ofpnyTo. ‘
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[MoMohy oBux GopMyna HHje TEWKO H3pavyHaTH M0/ba E u H. HM3ocrasmajyhu
neTalbHa padyHakha, HaBOAMMO LOOMBEHH pE3yNTaT!

,Uz
T
L c- v e A" .
E=e = 3(R ER)+ — & 3[R><((R—ER)><V) , (63,8)
(=) (R— |
C C
1

y v . .
Oegje je V= 4 CBe Benu4YMHEe Ha [EeCHMM CTpaHaMma jefHauydHa ysuMmajy ce

y momeHTy t’. KHTepecaHTHO je HAMOMEHYTH, Ia je MarHeTHO TMOJke YBHjeK
HOPM#NIHO Ha EeNIEKTPUYHOM.

Ha xpajy HaBOAMMO W HEWITO [APYKYMjH OONMK mHCaHba Liénard-Wichert-
OBHX MOTEHLMjana, KOju je KODHCTaH y HEKMM crydajeBuMa. On ce pobusa
samjeHoM mapasa (63,1) u (63,6) y (63,5): '

e ot'

A"
= i—not ATTT (63,10)

§64. CneKkTpalHo pasjarame peTaploBaHHX noTeHHujaxa

[lorbe M3a3BaHO HAaeNeKTDHCAHUM HecTHlaMa y KpeTaky MOXE Ce pasno-
XUTM Ha MOHOXpOMaTHYHe Tanace. [loTeHuujanu TOjeNHHE MOHOXpOMATHUHE
kommoneHTe (Folrier-oBe KOMIOHEHTE) MoMba MMajy ODNHK @ gl A e,
Auanoran o6nMK MMajy M Apyre BelMuMHe, Koje OApehyjy morbe. ['ycTuHe onTte-
pehewa u cTpyje CHCTEMA ontepehera Koja HW3a3uBajy NnojbLe, Takohe ce wm™ory
passuti y Fourier-os pen uid MHTErparn. JacHo je, na 3a CTBapake OfpeheHe
MOHOXpPOMAaTHYHE KOMIIOHEHTE MOJba OAroBapajy PECMEKTHBHE Fourier-oBe xoM-
TIOHEHTE Of 0 H j.

[a 6ucmo Fourier-oe KOMIOHEHTE TM0Jba H3Pa3HUIIH nomohy Fourier-osux
KOMMNOHEHATa FycTHHa onTepehewma M CTpyje, CTaBHMO ¥ (62,1 l) yMjecTo @ H 0

~
pecrekTHEHO ¢, € “f u o et Tapa wanasumo

= w

i e'_im(t—"'c@.)
P € =f@w R av.

[Mocnuje ckpahema ca e !“l y yBohema 4amnconmyTHe BpHjeAHOCTH TanmacHor

®
BeKkTOpa k= —, HMamo:
c

eikR
Fpmz Q“UTdV ‘ ’ (64,1)
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Ananorso sa A no6usamol):
kR
;
Aw=fjw—mdv. (64,2)

Hanomumwemo, na cdopmyna (64,1) npeTcTaBba YOMNWTEHE pjellema
Poisson-ose jegHaunne y OMUITHjy jeAHA4YHUHY o6ONHKa:

A@+k2!p——*4ﬁglu (64,3)

(mobusa ce w3 jennauyune (62,6),raje o U @ 3aBMce Of BpeMeHa mnomohy dax-
TOpa e‘—f“’t). 3a k=0, ¢dopmyna (64,1) npenazu y (35,8).

Axo ce pamu o pasnarawmy y Fourier-op unTerpan, onia je Fourier-osa
KOMIMOHEHTa TrycTHHe onTepehemwa (B. §49)

1
0, zz_fo e—uui dt.
— o

YepuraBatbeM 0oBOr u3pasa y (64,1), no6usamo:

ff ‘”Hm)dv dat. (64,4)

Axo ce, mak, pagu o pasnarawy y [Fourier-os pef y BPEMEHCKOM MHTepBany 7
(mepuop mossa), oHna hemo umatu [ynop. (49,2)]:

T

i == ffﬁ (R a U+ER) g7 gy (64,5)

o |

NH

Ananorsu uspasd A pasnukyjy ce camMo Mo TOME IUTO je TMOA HMHTErpanHuM

; Loy
3HaKOM O 3HMHJEHEHO Ca —].
c

Cana hemo po6uBeHe (opMyrne NPHUMHjEHHTH Ha T0JbE, KOje W3a3MBa jefHO
TaykacTo ontepehewse y nokpeTy. Heka pamuyc-sektop Tora ontepehema ry(f)
NpeTcTaB/ba 3aiaTy (QyHKUMjy of BpeMeHa. Taja je rycTHHa onTtepehema:

o=ed[r—r,(8). | (64,6)
3amjeroM oBor uspasa y (64,4) u HHTerpHpBH:eM mo dY {[WwTo ce CBOAH Ha
3aMmjeHy r ca ry(f)], ,uoﬁueamo

+o
e 1wt kR(2)]
— 64,7

-— 0

1) Hzpase za Q’m A , THMUEMO y KOMONEKCHOM obnuky. Tpefa ynaMTUTH, Aa ¥ TaKBUM
(s
; ; —lwt
cnydajesuMa yBujek Tpeba y3eTH peanaH RAHO Of H.HXOBMX TPOH3BOAA ca € ' a He Off CaMHX
THX BEMWYHHA.
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AHanorHo je 3a BEKTOPCKH IOTEHLHMjan :

+ oo
e V(£ i[wt+ kR
_ dt 64,8
Ay 2mc | R(2) ¢ ’ ( )

— Q0

roje je v:i-o([) 6p3una ontepehema, a R(f) pacTojare op ontepehewa [0
TayKe MOCMaTpaksa.

3angaTack

PasnoXKTH Ha paBHE Tanace fo/be HaeneKTpUCaHe 4YECTHIE, Koja ce Kpehe paBHOMjepHO
¥ MpaBOJMHHCKH.

Pjewe mwe. [loctynuhemo axanorso moctynky y §51. Iyctuny ontepehersa nucahemo
y obnuky p=ed(r—vi), raje je Vv GpauHa uecTHue. Y3eBUIH Fourier-osy KOMOOHEKTy o1
jenlHa4YHHe

(Jep=—4xed(r—vt),
HanasuMo
=L ikt
(D ) k 2 e: .
C npyre cTpaHe ce M3
(* ikr
r{;.:‘s‘jj‘c ¢ Ak, dk,dk,
nobuBa .
\ . 1 6 CPk
Ha Taj HauyuH je
0%
l k e - j(kv)t
- R? = e '
it o 1 Pk 2 7
ojakne je Le@HUHHUTHBHO
—i(kv) f
e e
P =

2 n? kv \?
RR——)
¢
Onasne M3nasy, ga Tanac ca TanacHuM BekTopoM K MMa QpekBeHUHM)y w = (kv). Ana

JIOTHO Hana3HWMO 3a BEKTOPCKH MOoTeHLHjan:

e velVt

A ==
k 2a°¢ kv\?
)
c

Hajsan, 3a norbe uMamo

kv) v
—u B0
_ i (kv) e . - —ikv)t
B =it T BT e c
(=
: A kXv — i (kv)t
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§ 65. Lagrange-oBa (pyHKIHMja ¢ Ta4HoIlhy M0 YJaHOBa Jipyror peja

Y o06H4HOj, KNacH4YHOj MEXaHHLM MOXe Ce CHCTEM 4YecTHlLla Koje MehycobHO
mjejcTByjy, onucusaTH nomohy Lagrange-oee ¢yHKUKMje, KOja 3aBHCH CaMo Of
KOOpAWHATA M Op3nMHa THUX uvecTHL2a (y jeAHOM Te HCTOM MoMeHTy). MoryhHocT
Tora ycCroB/bEHA je Y KpajleM pe3ynTaTy 4YHHEeHHLOM, IUTO Cce y MEeXaHHLH
NpeTnocTaB/ba, Aa je OpsWHa NpocTHpaka ys3ajaMHOr JjejcTBa OeCKoHayHa.

Mu Beh 3HamMo, ma 36or KoHayHe Op3vHe TNPOCTHpPaHka y3ajaMHOr [jejcTBa
no/ke Tpeba MocMaTpaTH Kao CaMOCTanHW CHCTEM Ca CONCTBEHMM ,,CTEMEHHMa
cnobope”. Omasae cnujend 1a, aKo MMaMO CHCTeM decTula (omrepehersa), Koje
Mehyco6Ho njejcTByjy, 3a OnKHCcHBaWme TOr CHCTeMa MOpDaMO MOCMATPATH CHCTEM,
KOjU C€ CaCTOju Of THX 4ecTHua 4 of mosea. [IpemMa ToMe, NMpH u3padyHaBaky
KoHayHe Op3MHe TMpPOCTHpaka Yy3ajaMHOr [jejcTBa, YONIUTE Yy3eBLIH, CUCTEM
yecTHua, Koje Mehyco6Ho AjejcTByjy, Hemoryhe je onucusatu momohy Lagran-
ge-oBe (DyHKLHje, KOja 3aBUCH CaMO Ofi KOOpAMHATa ¥ GpsHHa 4ecTHLa, H Koja
He CcalpXW HUKAaKBE BEJMYHHE, KOje Cy Be3aHe Ca CONCTBEHHM ,,CTEMEHHMa
cnobopme moma. Mnak, ako cy O6p3MHe ¥ CBMX 4YecTHLa Male y OJHOCY Ha
6p3uHy CBjeTNIOCTH, OHAA Ce CHCTéM onTepehema Moxe ONMCHBATH HEKOM MNpH-
6nuxHom Lagrange-osom dydkuujom. IlputoM ce wucrmocTas/ba, Aa je MoOryhHo
vBecTr Lagrange-oBy byHKuMjy, KOja OMMCyje CHCTEM He CaMO 3aHEMapHBamEM
cBux creneHa v/c (knacuuHa Lagrange-osa dyHkuuja), Hero u ca TavyHowhy A0

BENHYHHA pela 3—2 (Darwin, 1920).

[peTXonHO HAamoMHE-EMO, fia TIPH HYNTOj AamnpoKCHMaUMjH, Tj. Kajpa ce
3aHeMape peTapioBanM noTeHuwjand, Lagrange-oea dyHkUMja 3a CHUCTEM OITe-
pehemwa nMa 06MHMK:

mA’UA 1 €aé€p

— 65,1
2 2 RAB ( 2, )
AZ£B

(cymupare ce BpLIM MNpeko onTepehetba, Koja ynmase y cacTas cuctema). Hpyru
unaH je MOTEHLHMjalHa eHepruja ysajaMHOr AjejcTBa y cnydajy kaja 6u onTepe-
hema muposana [B. (36,7)].

3a nobuBame cnmenehe arpoKcHMaluje KO.EL Lagrange-ose dynxuuje mocry-
nuheMo Ha cnujenehm Hauud. Lagrange-osa dyHkuuja 3a onTepeherse, Koje ce
HanmasW y crorkalikeM nomy, je [B. (14,4)]

L=—m62'\/1-——v—u—ecp—}— Av.

YsMuMo Ma koje ontepehewe cucTema. OfpefuMo noTeHuUWjane noiba, Npoys-
DOKOBAHOI CBHM OCTanuM onTepeheruMMa y Tauyk¥ rhje Ce Hanasd MpBO ONTe-
peheme, M u3pasuMo HxX mnomohy koopauHaTa W Ops3uWHa omnTepehema, Koja
TIpOy3pOKyjy TO Moibe (TO CE€ MOXE YPaAUTH CaMO TMPHOMMKHO: @ — C TayHolhy

N

RO uNaHOBa pea g, a A — 1o unaHoBa pepa v/c). 3aMjeHOM Tako NOOHBEHHX

¥3pasa 33 MOTeHUWjaNe y rope HaBefeHH M3pa3s 3a L, nob6ueamo Lagrange 0By
hbyHKUHjy 3a jemHO Of onTepeherma cHcTeMa (Kama je AAaTO KpeTawe OCTalHX).
OHpa ce ojaBre nako Moxe Hahu L 3a 1mMO cHcTeM.
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[Mohuhemo op wuspasa (62,11) u (62,12) 3a perapioBaHe MOTEHLHjane:

e, R jo_ R
e 7 = — _— = .
R A= 4

=S
I

Ako cy Gp3uHe cBHUX onTepehema Mane y OAfHOCY Ha 6p3uHYy CBjeT/IOCTH, OHA2
pacriofjena onTepehewa, Tj. 0 H j He YyCrnuje Oa Ce CyBHlIEe H3MHjEHH 3a

BpujeMe R/c. [lpema ToMme MOMEMO 0 R # jt R Pa3BUTH y Ppef Mo CTerne-

c (4

uiMa R/c. Ha Taj HauuH, 3a CcKanapHd MOTeHUWjan HanasuMo, ca TauHowhy
LO unaHoBa Apyror peaa:

: odV 1 0 ] @
‘PZIT—?&IQ‘?'V“F%&JRW

2
-

(0 6es WHAeKkca je 0 y MOMEHTY f; 3 iy O4YEeBHMAHO MOTy Ce M3HM]eTH HCMOoK

MHTErpanHor 3Haka). Am{fgd\/ je ToTanuo onTepehewe, a HCTOROGHO je

KOHCTaHTa Koja He 3aBHcH of BpemeHa. [lpema Tome, Ipyrd 4nau y Lob1BEHOM
u3pasy jefHaK je HymH, ma je

(o dV 1 02 [ .
e | X T e ) 1B . 7
¢ f R 2.65 atQJ eV (5

AHanorHo ce MoXe nocTymuTH M 3a A. Ho M3pas 3a BEKTOPCKM MOTEH-
nujan momohy rycTuHe cTpyje Beh cam mo cebu cappxu l/c, a 3aMjeHOM ¥
Lagrange-oBy hyHKUM]y MHOXH Ce jOLI Jef2HMYyT ca I/c. Bynyhu na Lagrange-osy
bYHKLHjy TPaXuMo CaMo Ca TadHOWYy A0 4IaHOBa ADYror pea, oHaa je LOBOJBHO
y peny sa A yseTd camo MpBH 4naH, Tj.:

\

1. fov
A= | R dVv (65,3)
(cTaBunu cMO j = QV). .

[NpeTnocTaBuMo, Ja Ceé MMa CaMmo jefJHO TaiKacTo ontepeheme € (kapa ux
je HEKONMKO, MOTPeGHO je y3eTd cyMy AOGHBEHHX uspasa). Taja sa moTeHuujane
nmorba, Koje OHO Npoyspokyje, mo6ueamo us (65,2) u (65,3)

e e 0°R ev
0 _— —— c— ) A _— 65.4
"R g2 2 et ap ¢R (e5:4)
raje je R — pacTojarke on ontepehetsa.

Yamumo ymjecTo ¢ u A gpyre moTeuumjane @' n A’, M3BpWIMBIIM TpaHC-
dbopmauujy:
' L of

M S A= A-}gradf,

raje sa [ ysumamo cnujenehy OyHKLHjY

e 0
f=377%¢

v
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Tana nobujamo: 3
e B . B B 0K )
R A_cR—l_Zcv ot

OR

0
Na 6ucmo uspayynanu A’, mpuje cBera HamoMeHuMo, fa je \/ F. i} VR.

QOnepaurja v oBije 3Hauu JudepeHUHpake [0 KOOpPAHHATaMa Tayke IOCMa-
Tpamwa, y kojoj ce Tpamu BpujepHocT A’. 36or Tora je VR jelHaKO jelMHHYHOM
BEKTOPY N, OPHjeHTHCaHOM off onTepehewa € mNpeMa TaykW MocMarpama, na je

ev e -
AN=5_1%4;

cR ° 2¢
3a M3payyHaBaHe N NHWUMO:

L d (R)_R RR,
~dt\R/ R R®

Ho nssox R npy 3alaToj Ta4yKM MocMaTtpaka jecte 6pauHa V onrtepehemwa, a
u3Bol R ce nako onpehyje nudepeHumpamem jesHaunne R? = R?, Tj.

RR—RR—=Rv.

Ha Taj HayuH je

_ —Vv+n(nv)
= e

Craemmajyhu cBe oBo y u3pas 3a A’, 1eHHHTUBHO HaNla3MMO:

8 ,__e[vt(vm)n]
P —'}?' A= 2cR (65'5)

Axc ce wuma HexkonuMko onTepehewa, OHAa je, O4YEBHAHO, MOTpPeGHO M3BPLIHTH
CyMHpake Mo CBHM onTepehemuma,

3aMjerbyjyhu oBe M3pase 3a MoTeHUHjane y Lagmnge-'oey yHKRUHjy 3a
ontepehema y cnomawmeM mnoiby, Hanasumo ‘Lagrange-osy GyHkuujy L, onTe-
pehewa e, (kama je 3ajaTo KpeTakbe CBMX OCTanux onTepehema).

02
[puToM je MOTPeOHO M KHHETHUYKY €HEPTH]Y — M4 62V1 — c_;l Takohe pasBHUTH

MO CTeNeHWMa W 4(€, 3aipxasajyhu unaHose jpo apyror pena. Ha Taj HayuH
HanasuMo cnujenehu uspas 3a L,

m , > | m, v :
A7A ATA €p €4 €p
= L — A4 -+ VaVg+(V v
La=—= CR eAE:RAB 2 E:RAB Vave+(Van)(ve n)
B B

(cymupare ce BpWHK no CBUM onTepehemyuMa, ca H3Y36TKOM €4 ; N je jelMHHYHH
BEKTOp Mo mpaBLy Mehy e, U €a).

1) Motenuunjany ¢’ u A' Hehe Buwe 3aposorsasatu D'Alembert-ose jepuauune, jep Hehe
ucrymaBaT ycnos (62,3). ¥ ucto spujeme, HapaBHo, A’ u ¢’ he naTu Tayas pesynTaT 3a nome,
ako ¢ W A pajy Taj pesynrart.
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Onasae Huje Telko Hahu [ 3a yurtaB cucTteM. Jlako je yBUAjeTH, Aa Ta
byHkUMja HHje jenHaka cyMH L, 3a cea onTepehemwa, Hero uma OGMHK:

LN Mav | ) Mavs  Neaes |
A A>B

A
€pé
+ Y s Vavs - (vam(vam) (65.6)
A>B Al

M cTBapHO, 3a CBako onTepeherse, MpH 3afaTOM KpeTaky CBMX OCTanHx, Ta
byHKLUWja npenasu y rope HaseneHy oyuxuujy L. Mspas (65,6) npeTcTaBiba
Lagrange-osy GyHKLH]jy cucTema ontepehema ¢ TayHowhy J[o unaHoBa Apyror
pena.

Ha kpajy, oApedMMo ca WcToM ampokcumaudjom jouwr u Hamilton-osy dysk-
uujy cuctema onrtepehewa. To 61 ce MOrjo ypaiuTH MO ONWTHM NpaBdnMMa
nanaxema 7 momohy L; amk je jeqHocTaBHHje NOCTyMaTH Ha Crnujesehy Ha4yMH.
Npyru u 4eTBPTH umaH y (65,6) npercraebajy Many Mompasky H3pasa

M2
L _N\"a%  Nyeaes
2 2 Ras

A A> B

C mpyre CTpaHe, MO3HA4TO je M3 MeXaHuKe, La Cy 32 Many MpoMjeHy L uw F#
Mana 0O44Bara jeIHOM M ApyroM MeljycoGHO jenHaka Mo BeNMYMHM, 3 CYMpOTHA
no aHaky (raje ce mpomjeHa [ nocMaTpa TpH KOHCTAHTHMM KOOpAMHAaTaMa M
6p3aMHaMa, a MpoMjeHa & — TpH KOHCTZHTHUM KOODAWHATaMa H ummnyncuMal).

[lpema Tome 7 MomeMO OfMax HamucaTH, OAysuMajyhu OX =

2
:Z Pa _'_E%_ei MCTY APYr¥ W 4eTBpTH unad W3 (65,6) samjemyjyhu y
A e R

'émA
- - _ Pa . G
lbHMa Op3KHe UMNYNCHUMa (V= S Ha Taj HauuH je:
A
P 2 eqe
2mpy 8etn Rap
A A= A

_2 7 ot €4 €y [pA Ps -+ (PA n)(pB n)] (65,7}'

mamp Rap
rey:]

) Ako Lagrange-osa dyHkuuja 3aBHCH, OCHM OL ¥OOpAMHATA H 6pauHe, joll W Ofi HEKOr’
MapaMeTpa A, OHAa |e

dL = Fdgq + pdg + (g%)q ; di

(F: 3—5’, P = aa—L — reHepanMcaHa CHNna H Hmnync). Onasze sa #=pq — L wnmamo
q
d%=—Fdq+ qdp— (a_1;> a,
- or /g, q
na je
(@) — _((LIi> .. Axo ce marno npomujeHu napameTap 1., OHia ce Takohe Mano mMujerbajy
\ 0N /g, p or/g, g

# wu L. V3 nobusene jefHauuHe EHAM Ce, Na 3a npomjene 8 7 u SL Baxu jenHaunHa (6_’}3'5)% g =
= — (BL)q = (nHpekcH TOR 3arpajama roKasyjy, Koje BeNHYHHE Tpe6a MocMaTpaTH Kao KOKCTaHTe)..
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1. Oppenutr (ca TauyHowhy [0 4YraHoBa Hpyror pefa) LeHTAap HHepLHje CHCTeMa yec-
-THUA Koje Mehyco6Ho njejcTByjy.

Pjewewe: Bpsuna V cucrema kao ujenute ogpehyjy ce dopmynom

cP
&

. oL . .
tnje je P = § Psy= Z 5y ToTanHM mmmync cucena, a & HeroBa eHepruja, Koja H3HOCH
EmA c* + F# [F xoje je wanucano y obnuky (65,7), He campxu y ceGu eHeprujy MHpoBaka

sectule], [locnuje 3amjeHe onrosapajyhux u3paza MCHOCTaBba ce, [a Ce HanudcaHa penauuja
MOME WHTErpHpaTH M0 BpEMeHY, Tako fAa TojaM LeHTPa HHeplHje CHCTeMa uYecTHUa koje Mehy-
«£06HO AjejCcTByjy CTBAapHO MOCTOjH Ca MOCMaTpaHOM anpokcHMaudjoM. 3a paidyc-BekTop R uentpa
HHeplHje nobHBa ce H3pas:

R= Z@’Arﬂ.
ZJ%
rije je
2 en
{’;A—mAC“—I——-}-Q K .
"a BzA AB

2. Hanucatu Hamilfon-osy dyHKUMjy y ApPyroj anpoKCHMAaLHMjH 3a CHCTEM OA [ABHje
“eCTHLUEe, HCKILYYUBIUM KPETaHe CHCTEMa Ka0 LjeNHHe,

Pjeweme: Yavumo cucTeM pedepeHuuje, y KoMe je 30up uMnyiaca ofuje yecTHue
jenHak Hynd. AKo HMIynce HandileMO Kao H3BoAe Of IjejcTBa, MMamo:

0S8
P+ qua—rl‘f‘arq

OpaBie ce BUOM, [Aa je y rmnocMarpadHoM cucTemy pedepeHuuje AjejcTBo (QyHKUMja pasnHke
T =T,—TI; pa;xyc-BekTopa obujy uectHua. [lpeMa TOMe HMaMO P, = —p,=7p, TChje je
S g

p =73, MMOYNC PENaTUBHOL KpeTaka YeCTHUa. Hamilton-osa ¢yxxuuja je jenHaka:

1 1 1 1

B It e

+ st [p*+ (p ).

mym,r



FrNABA IX
SPAYEHE EJJEKTPOMATHETHHUX TAJIACA

§ 66. IMo/pe cucrema onrtepeherma Ha JaleKUM pacTojambHMa

[locmaTpajMo mnoike, NPOYy3POKOBAHO CHCTEMOM ontepeherma y NOKpeTy,
Ha [alleKoM pacTojaky Ol TOr CHCTeMa (Tj. Ha pacTojamy, KOje = je BENHKO
y OIHOCYy Ha JHMeH3Hje cuctema). [lputoM hemo onet mohM opn u3pasa 3a
peTapAoBaHe NOTEHLHjane

1 11,
(szﬁgf—?dv’ A=E_[T?Jt—‘3dv'

c

YamuMmo KoopiuHaTHM royetak () raje 6unmo y CHCTEMY ontepehera.
OsznauuMo ca R, pamuyc-BekTop on Tauke O RO Tauke P, raje TpaxuMO BpH-
jeLHOCT MOJba, a jEMMHHYHM BEKTOP y TOM Mpaslly 03Ha4nMMo ca 1. Papuyc-BekTOp
onTepehera de = o dV wexa Byae r, a paiuyc-BEKTOp of de RO Tauke P nexa
6yne R, Ouesupno je R=R;,—r u R= |R, — r|. Tpu unterpupawy mo aV
y uspasy 3a @ 1 A cmarpa ce, na je Ry KoHCTaHTHO.

Ha BenukuM pacTojamKMa Of cUcTeMa onTepehera je Ry >>r. Pyuruujy
R = |R,— | MoxeMo mpeMa ToMe pasBATH y Pei MO CTeneHuWma f, Orpanu-
YMBIIK Ce Ha YnaH mpeor peja. [lpeMa omuToj (QoOpMynH

J(r) = f(0) + grad f (0)-r

R=R;—rn.

YBpCTHMO TO y M3pas 3a peTapAoBaHe NoTeHuujane. Y HMMEHHOUY TOAMH-
TerpanHux H3pasa I MOXe ce 3aHeMapuTH y OARHOCY  Ha R, MehyTtum, y

nobusamo

I — - T ce 3aHeMapHBar-é He MOXE YYMHUTH; MOryhHocT Tora 3aHeMapH-

pama OBIje Ce He ofpehyje penaTHBHOM BenuuuHOM Ry/C u rn/c, Hero THM,
KONMKO Ce Mujemajy caMu o 4 j 3a Bpujeme rn/c. Ha Taj HauuH, 3a MOTEH- .
yMjane TO/ba HA BENMKOM PacTOjaiy Of CHCTEMa OnTepehera HANAasMMO H3pase:

—_ — av, 66,1
£ R, Qt_%'*"? ' ( ‘

1
o V. 66,2
c R, J,_&  md (66:4)
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Ha Benukum pacTojatbuMa of cHcTeMma onTepehewa mnoske ce y He MHOro
BEJTMKUM [AjeNloBMMa MpOCTOPa MOXEe IMOCMaTpaTH Kao paBaH Talac. 3a To
.6 noTpebHO, nma pacTojaka Oyly BenHKa He CaMo y OLHOCY Ha pasMjepe CHC-
TEéMa, HEro U y OJIKOCY Ha AYyXHWHY eNeKTPOMAarHeTHHX T&anaca, Koje CHCTEM CTBapa,
MIIM KakKO Ce KaXe, 3payd. 3a TaKBO Ce MOJpyyje Nojba ICBOPH Kao O ,,Tanac-
HOj 30HH" 3payema.

Kon pasxor Tanaca noma E w H cy mehycofuo mnoeesana penauwjom

E = HXn [B. (45,4)]. Kako je H=rot A, To je 3a motnyno oppehuszie noma
y TanacHoj 30HH JOBOJ/bHO 43payyHATH CaM0 BEKTOPCKHM noTeHuujen. Kox pasmer

1 .
tanaca umamo H i (A>X(n) [B. (46,3)], raje Tayka o3HayaBa LU(EPEHLHpPaHE

mo BpeMeny.l)
Ha rtaj Hauun, Kaga 3uamo A, wvanasumo H u E no dopmynama:?)

H=—(A Xn, Ezzic[(Axn)x’n]. (66,3)

1
c
Hanomumwemo, na je Ha panekuM pacTojakMMa nojke OOGPHYTO mnponop

LUMOHANHO MNPBOM cTeneny pacrtojaka (F,) on cucrtemMa koju 3paun. Takohe
Tpe6a HanoMeHyTH, na Bpujeme [ ynasu y uspase (66,1—3) yEHWjek y KOMOH-
Hauuju [ — —2 ’

c

3a 3padyehe, KOje M3a3MBa HEKO TauyKacTo ontepehere y NMpOM3BOIBHOM
KpeTawy, 3rogso ce nocnyxutu Liénard-Wiecher!- oeum notenuujanuma. Ha
LanekuMm pacTojakuMa mMoxe ce y Gopmynu (63,5) paanyc-BeKTep K 3aMHjeHHMTH
ca K, (KOpAMHaTHM NOYeTAK Ce ysWMa Ma rAje yHyTpa KOHauHe ofnacTh Nnpo-

') Ty tbopmMyny nako je MpoBjepUTH HenocpefHUM W3padyHaBaweM. Hanuwwumo (66,2) y obnuky

1 R f(
A =~R—f(t'), raje je f(t') dyukuuja on ' = t——*cp. 3a H umamo H = rot I\(’ ). Mpu nude-
0
0
1 1
peHuMpakby npoussona f-—— GaKTOp —— MOXe Ce CMaTpaTH KOHCTAaHTHHUM (jep ce AudepeHUnpateM

0 G

1 I , I
— fobuBa 4YNaH NpoNopLUoHanaH ca—H—z, KOju Ce MOMeE 3aHeMapHTH y ORHOCY Ha 4naH ca — |, na.
0 0 0

1

ce nudeperunpa camo mo R, koje je caapwano y f'. Tapa je H= — rot f(¢#). 3a BekTop, ko-
0

jn je dyukuuja camo on t', Bawu

i ' l" —_— = ——
rot Fi(") = N/ >< dt" ( dl’)
| n
(]’ep je Vii=- —VV Ry=— —‘> JethHHHTHEHO HMaMo :

C c

1

H=ﬁﬁ n) =—(AXn)
cR, c

wTo je ¥ Tpebano mokasaTw.

1 .
%) Osgpje ce re Moxe ynorpebutd gopmyna E = ——-—;AiB. (45,3)], 6ynyhw na moTeHUHjany:

¢ 1 A oBAje He 3aN0BO/b1Baly NOMYHCKE YCIOBE, KOjH Cy MM GHNMH TOCTaB/beHH y § 45.
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cTopa, y kojoj ce ontepehewe kpehe), a y ycmos (63,1), koju ompehyje L,

Tpeba crasutd R = R, —rt,n[t,(¢) je paauyc-sekTop ontepehewsa. OHna je:
ev(t)

nv(ty\ 66,4

. Ro(l_ ( )) (66,4)

c

A:

raje ce t' onpelyje us jenHauune:

p Ty R (66,5)
C c

3payere eNeKTPOMAarHeTHHX Tanaca BpLUH Ce, HAPaBHO, 3payetbeM EHeprHje.
dnykc enepruje ompehyje ce Poynting-oBiM BeKTOpOM, KOjU 32 paBHe Tajace
H3HOCH :

2

41

S—=i n.

WUntensuter d] 3pauera y efeMeHTy mpocTopHor yrna do oppehyje ce kao
KOJNIMUMHA eHepruje, Koja MpoTHYe y jelMHMUM BpEMEHa Kpo3 eneMeHat df =
= R2do ctepHe mOBpWKHE Ca LEHTPOM Y KOOPAWHATHOM MOYETKY M Ca momy-
npeynnkoM R,. OueBMEHO je, M2 je Ta KONWYMHA jelHaKa TMPOM3BOAY TyCTHHE
dbnykca eHepruje S u df, Tj:

2

e
dl =c4— R3do. (66,6)

Kako je mome H o6phyTo nmponopuHoHanHoO ca R2, Buagu ce, Ha je eHepruja,
KOjy CHCTEM 3pa4yM y jeAMHHWUM BpeMeHa y eleMeHaT MpOoCTOpHOr yria do.

R
jenHaka 3a CBa pacTojaba [Kajia Cy 3a HUX jelHake BpujepHocTH [ — -—c-9 :

Pasymuje ce, na Tako M Mopa GUTH, jep Ce eHepruja, KOjy CHCTEM 3padiH, mpoc-
THpe Kp03 OKOJHA MPOCTOp GP3MHOM CBjETIIOCTH €, TPH HYeMy C€ HHUIIje He
akyMynupa, HHTH HCYesaBa.

Maeewhemo topMyne sa CHOEKTPaNHO pasnarake MO0J/ba KOjé 3padl CHCTEM
tanaca. Te ce dopMyne Mory Ho6uTH HerocpeiHo M3 ¢opmyna § 64. Crasma-
jyhu y (64,2) R= R,—rn (rije ce y vuMeHHoLy MOAHHTErpPanHor Hapasa MO-
MEeMO OrpaHHuYuTH 3amjeHoM K = R,), AobWBaMo 3a Fourier-ose KOMIIOHEHTE
BEKTOPCKOr MoOTeHLUHjana:

eikRy M \
A, = cRofJ“’e REdV (66,7)
(roje je k = kn). Komnonente H, n E_ onpehyjy ce nomohy A, xopuctehu
dopmyne (66,3). CraBmajyhu y wux H, e—'ot, E, g—iot A, e—1°l  ymjecto
H, E, A u ckpahyjyhu satum ca e~iof fo6uea ce:

ic
=il

Hw =ik >< Aw)r Ew = (k >< A(_u) >< K]. (66’8}

Kana ce roBopu o CHeKTpaliHO] pacnofjend WHTEH3WTETa 3padera, HeoIl-
XOJHO je Jna ce pasnuKyje pasnarame y Fourier-oB ¥HTecpan O pasnarama y
Fourier-os pen. Ha pasnarate y [ourier-os vHTerpan Haunasi ceé KOf Tpe-

\

Teopuja mosa 12
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THpaka 3payela, KOje HacTaje [pU Cyhnapy HaeNneKTPUCaHMX dYecTuua. Ty je
MHTepecaHTHa yKynHa KOJH4YMHAa eHepruje, Koja ce 3paud y TOKy cyhapa (Kojy
u3rybe d4ecTHlle Koje ce cynapajy). Heka je d&nw eHepruja, Kojy CHCTEM IpH
Cymapy 3pa4yd y eneMeHaT MpoCTOpHOr yrna do y obnuky Tanaca ca (pekseH-
uujaMa y MHTeppany do. [Ipema ommToj dopmynu (49,8) omaj muo yKynHor spa-
Yerma, KOjU OTMaja Ha UHTepBan QpekseHUMja dm, AobWBa ce U3 06HYHOr M3pasa
32 MHTEH3UTET 3aMjeHOM KBajpaTa MoJba KBaApaTOM MOAyna kserose Fourier-ose
KOMMOHEHTe M MCTOLOGHMM MHOxeweM ca 4m. OTysa umamo [ymop. (66,6)]:

46— c|H,|? R2 do do. (66.9)

Axo, nak, onTepehera Bpuie QUHUTHO MEPUOJNHYHO KpeTare, OHAA CE MoJbe
3payerba MOpa pAa3NOXHTH Y Fourier-os pexn. [lpema onwtoj dopmynu (49,4)
MHTEH3MTeT rojeiune KomnoweHTe Fourier-osor pena notuea ce M3 o6HuHOT
H3pasa 3a UHTEH3UTET 3aMjEHOM MO0Jba Ca HeroBoM FOuUrier-oBoM KOMIOHEHTOM
¥ MHONerbeM ca 2. Ha Taj HaukH, HHTEH3WTET 3payera y €JeMEeHAaT MPOCTOPHOr

. 2w
yrna do ca (pekBeHUHjOM ) = 1@, = n7 M3HOCH

dl, = -5 |H, |2 K2 do. (66,10)
27

3a crekTpaNHO pasnararse Tanaca, KOje 3paud jeAHO TaykacTo onTepeherse
(xaga ce kpehe y crnomawmeM nojby), MOXE CE& HamucaTy U 0Baj M3pas

+
ikR, s f
A, =2 ev(t) 1RO gy (66,11)
2mwCcR,
—

xoju ce pobusa W3- Qopmyne (64,8) aHajOrHO MOCTYNKY nobusawa (66,7) wus

r
(66,2). Kako je v:%, 6uhe vdi=dr, na ce Ta dQopvyna MOXe HaNUCaTH
W y OBNMKY KOHTYDHOr WHTErpana, yseTor AyX TPajeKTOpuje HecTHLe:

kR,

A,=¢€ 7f;c—[?—f.ei("”_k"‘”) dry . (66,12)
4 0

Fourier-oBa KOMIOHEHTa MarHeTHOT moika mpema (66,8) uma 06mHK:

. kR [* .
L Lwe ifwt — Kkry) ) 66 13
l—lw—e———25662[()0 J e (n X dry) - (66,13)

dopmyne (66,11-13) npuxasyjy Fourier-oBe KOMIOHOHTE mnoJba (pasnoXeHor Yy
Fourier-os uHTEerpan) HeNocpedHO MO 2aKOHY KpeTama ontepehema KoOje 3padvi.

Axo onTepeherme BpIM MEPUONMYHO KDPETaH€ [0 3aTBOPEHO] TpajeKTOpHjH,
OHNa ce Mofbe Mopa pasnoxuTtu y Fourier-os pen. KommoHeHTe pasnarawma y
Fourier-oB pei Hc6uBLjy Ce 3aMjeHOM y ROOHBEHHUM dbopmynama (66,11-13) dak-
topa 1/27w ca 1/T. npu 4emy ce MHTerpuparbe BDIIA MO MEPHOAY KpeTawa |



§ 67 JWII0JIHO 3PAYEHE 179

(. §49). 3a Fouwurier-oBy KOMIOHEHTY MATCHETHOT TMO/ba ca (PEKBEHLH]OM
w=nw,=2mwn/T wmamo:

T
27 in e f ilnwgt — Kry(t)]
H=¢——F—+—| € nXxv()dt=
n Cz Tz R() ; [ >< ”
' 2mine HERe g(: i(nwyt —krg)
= —— i e n dr,) . 66, 14
S (a X dr, (66,14)

Y n#pyroM WUHTerpany HHTerpupare ce BpLIM MO 3aTBOPEHO] OpPOUTH 4YeCTHLE.

§67. lunonHo 3payeme

Y mnopuHTerpanHuM uspasuma (66,1) u (66,2) 33 peTaphoBaHe MoTeHUHjane
BpHjeMe rilfc MOXe ce 3aHeMapWTH y CllyyajeBMMa, ako Ce 33 TO BpijeMe pac-
nopjena onrepehewsa Mano wMujerba. Jlako je HahM ycnose oCTBapewa TOra
saxTjesa. Heka nam 7 o3HauaBa pen Benu4WHe BpeMeHa, TOKOM KOjer ce pacro-
njena ontepehewma ocjeTHo npomujend. O4yeBupHO je na he 3padewe TOr cCHCTEMa
uMaTH nepuony pela camor [ (Tj. mumahe dpexBeHuujy pena l/T). O3HayuMo
3aTMM ca @ pel BenudyuHe pasMjepa cucrteMa. Taga he Bpujeme rn/c 6uTH pexa
a/c. Ja ce 3a To BpujeMe pacrnopen ontepehewa He O6M 3HATHO -MPOMjEHHO, MO-
Tpebuo je ma Gyme a/c< T. Anu ¢T Huje HHIWITA APYro HEro TanacHa nyXUHa
3pavewa A. Ha Ttaj Hauun, ycnos a<<cT MOXE Ce HAamuCcaTH y OONuKYy

all (67,1)
Tj. OIUMeH3Hje cucTeMa Mopajy OMUTHM Mane y OQHOCY Ha AyXHHY 3payeHor Tanaca.

Hanomumemo, na ce ucTu osaj ycnos (67,1) Moxe mobutw u us (66,7).
Y noguvHTerpanHoM uspasy r Lo6MBa BPHjeHOCTH y MOAPYyYjy pena AHUMeH3Hje
cucTeMa, jep je BaH cucTema j jemHako Hynu. Ilpema Tome ctenen IKr je
Man¥ W MOXe ce 3aHeMapuTH 3a OHe Tanace, kKop kojux je ka<<1, wro je
eKkBUBaneHTHo ca (67,1).

Taj ce ycnos MoXe HanmucaTH W y Ipyrom obnuky, ca HarnOMeHoM, na je
T ~ajv, na je A~ calv, ako je v pen BenuyuHe 6psuHe onTepehemwa. M3 @ & r

Tama HanasuMo
Credroy (62,2)

Tj. 6p3une onTepehewa Mopajy 6uTH Mane y ynopehemy ca OpsuHOM CBje-
TIIOCTH.

[MpetnoctaBuhemo, na je Taj ycnos ucnyweH M nosabaeumo ce rMpoydya-
BalkEM 3payera Ha pacTojarbMMa Off CHCTeMa KOjHu 3payHd, Koja Ccy BeNnuKa Yy
ONHOCY Ha TanacHy LyXHHy (a y cBakoMm ciyd4ajy BenHMkKa y ORHOCY Ha pasMmjepe
cuctema). Kao wrto je mokasano y §66, momse ce Ha TaKBHM pacTojamkbHMa
MOXE CMaTpaTH Kao paBaH Tajnac, na je 3aTo 3a ojpehuBare Mo/ba HLOBOJLHO
HM3payyHATH CaMO BEKTOPCKH MOTeHUHjas. ‘

BexTopcku noTeHuujan (66,2) nosa Ha AanekMM pacTojalkKMMa HMa caja
OBNHK:

1
e T— i 673
A CRJ;;. av, (67.,3)

12:5:
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roje je f'=1t— R,/c. Cana spujeme !’ BUlle He 3aBHCH ON MPOMjEHILMBAX
WHTerpupama. ¥Yaumajyhu j= ov, npenumumo (67,3) y obmuky

A=E;—?;(Zev‘).

(cymuparbe ce BpLIM N0 CBMM OnTepehemuMa cucTeMa; 36or kpaTkohe wusocra-
puheMo MHJeKc I’ — CBe BEeNMYMHE Ha JECHUM CTpaHaMma jeAHa4YHHa Ce Y3HuMajy
3a MomeHat [!’). Ho nmamo

d L ]
Zev:d—tZerzd,

raje je d nunmonHu MoMeHaT cucTeMa. Ha Taj Hauud je:

[ -
A=—-—-d. 67,4y
R (67,4)
lMpema dopmynama (66,3) Hanasumo, fa je MarHeTHO TMoJbe jefHaKO
1 a :
L , 67,5
H=—p- (@ X 0) (67,5)
a eNneKTPUYHO TMOoJbe
1 -
E=—5[(dXmn) X nj. (67,6)
C*R,

HamoMuibeMo, Aa Ce KON MocMaTpaHe arnpoKCHMaluje 3padere oapehyje
IpyrMM H3BOAOM JUMOJIHOT MOMEHTa CcHCTeMa. TakKBO 3paderme Ce HasuBa
LUTIONHO.

Kako je d=Xer, 1o je d= X ev. Ha Taj Hauun, ontepehema Mory
3paydTH camo y cnyuajy, ako ce kpehy y6psano. Onrtepehema, koja ce kpehy
paBHOMjepHO, He 3paye. 1o, yocTasnoM, HEMOCPEHO CIHjeld W3 TMpHHLHNA pena-
THBHTETA, jep ce onTepehere Koje ce Kpehe DaBHOMjepHO MOXE MOCMAaTpaTH y
TaKBOM HMHEPLMjanHOM CHMCTeMy, TAje OHO MHpYj€, a onTepehema Koja MHDPYJY,
OYEeBHIHO, He 3paue.

Yepuwtasawem (67,5) y (66,6) no6MRaMO MHTEH3UTET AMIONHOr 3payerma

(@ X ny* do. (67,7)

.d] ~ 4mc?

OBo je KomuuuHa eHepruje, KOjy CHCTeM 3payd y jeNHHHLH BPEMEHa y TjeNleCHH
yrao do. YKynHa KONMWYHHZ €Hepruje, Koja Ce 3payd y jeAMHHMLH BPEMEHA y CBHM
npaBUMMa, 06WMBA ce WHTerpupameM N0 CBHM yrinosuma. 36or Tora yBEAMMO

chepHe KOOpIMHATE C NOJNAapHOM OCOM AYyX BEKTOpa d. Heka nonapHu yrao #
asMMyT BeKTOpa M y THM KoopauHaTama Gyny 6 u Q. Iaxne, 6 je yrao wMehy

d u n. Tana je do=sin6 do do u (67,7) npenasu y:

2

gl == sin® 6 do dg.

Ampc?
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Unrerpupamem no de ox O 1o 27 u mo d6 ox 0 [0 &, HAnasumMmo:

T '

Axko mocToju cBera jenHo ontepeherse, koje ce kpehe y Cro/baliEbeM
somy, 6uhe d=er u d=ew, rije je W yGpsawe onrtepehewa. Ha Taj HauuH,
yKyMHO 3pauere onTepehewa koje ce kpehe Gihe

2e% w2

[=—5— - (67,9)

HanoMumeMo, [a CHCTEM, CacTaBlbeH ON 4YeCTHLd, KOA KOjUX je OJHOC onTe-
pehetba ¥ Mace jegHak, He Moxe 3pauuTu (aunonHo). M samcta, 3a Takase
CHCTEM [IMIOHH MOMEHaT je

e 2 :
d—— er — — iy = COI’!S'[. ml’,

rije je const. ofHOC ontepehewa U Mace, KOjU je UCTH 2a CBa ontepehera.
Ho zmrzRZm, raie je R pamuyc-sekTop LeHTpa MHepuUHWje cHcTeMa (Haro-
MHibeMO, ia cy cBe GpsuHe v (¢, na ce MOXe NPHMHUjEHUTH HEPENAaTHBHCTHYKA
mexaHuka). [lpema ToMme, d je mpormopuH{oHanHo y6p3amy LEHTpa HHepuHje, Tj.
jenHaKo je Hynd, jep ce LedTap vHepuHje kpehe paBHOMjepHO.

Ha kpajy, Hanucahemo QopMyne 3a CMNeKTpanHO pasnarake HHTEHIMTETA
IWMONHOr 3padyera. 3a 3pavyere IMpH CyAapy yBelwheMo KONMYHMHY €HepTrHje
d&,,, xoja ce 3a cBe BpUjeMe Cyhapa 3pauid y o6nKKy Tanaca ca (ppekBeHLHUjaMa

y unrtepsany dw (ymop. § 66). [loGusa ce 3aMjeHOM Yy (67,8) BexTopa d Hero-
som Fourier-osoM KoMnoHeHToM ¢, U HCTOBPEMEHMM MHOXEHEM Ca 47 [ymop.
topmyne (66,6) u (66,9)]:

d&

w

8 e .
— 3—03(d‘”)2 dao.

[Mpema peduHMUMju [ourier-ose KOMIOHEHTE, HMaMo:

.e — d2 . o
d, e iot = &F (dw g~iwt) = — w? d, e~iwt,
ofakne je d — —w?d . Ha Taj HauuH n06uBaMo:
w @«
8wt
d@wz—acT‘dwlzdﬁ) (67,10)

Koj mepHOIMYHOr KpeTaka YeCTHla Hanasd ce Ha aHajorad HaukH MHTEH-
3UTET 3paderba ca (BpeKBeHUUjoM @ == M@, [vrop. (66,10)] y obnuky
4 pt
dwgn

I :._3Ef_\d”\z‘ (67,11)
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§ 68. 3payewe npu cyzapuma

Y sapauuma o 3payermy TpW. cyaapuMmMa pjehe ce npoyuyasa aspayere MNpH
Cyhapy IBHjy 4ecTuua, koje ce kpehy no oxpeheHum nyTawama. OGHuYHO ce
TPETHpa pacuramke 4YMTaBOI CHOMa 4ecTHlla, Koje ce Kpehy napamnenso, na ce
3ajlaTak cacToju y ofpehuBamby yKynNHOr 3payvyerba. KOje Ce OHOCH Ha jefHHHLY
rycTuHe Quykca 4YecTHLA.

Axko je ryctuHa cnykca paBHa jefHHHLH, Tj., aKO y jéAMHHUH BpeMeHa
KpO3 jellMHULY MOBpLUMHE Mpecjeka CHOMa Mponasu jeiHa 4YecTuUa, OHOA 6poj
YyecTHua, Koje rponase ca ,HHIIAHCKMM pacTojameM‘ MM ,,TapaMeTpoM cyaapa‘''l)
meby 0 n 0 +do, usHocu 2modp (a2 TO je MOBpLIHHA OrpaHMYEHA KPyroBUMa
rnonynpeysuka © v 0 -+ do). 360r Tora TpamxeHo yKYNHO 3padyerbe L0GHMBA Ce
MHOXeHeM yKynHor 3padersa A& jemnne vecTule (ca 3aKaToM BpHjeiHoWwhy
napameTpa cynapa) ca 2mw0d0 M MHTerpHpakem mo do on O go oco. Ha Taj Hauun
nobuBeHa BenUMYMHAa WMa IMMeH3HWje NMPOU3BOAa eHepruje u mnospiudHe. Haseahemo
je edexTHBHO 3payerbe (MO aHaAnNOrujM ca eeKTHBHUM MpECjeKOM pacHNaka) W
obumexuhemo je ca x:

(04}
%:fA@)-Znng. (68,1
PO

CacerM aHanorHo Moxe ce OLPeIUTH e(pEeKTHBHGC 3payerse y oapeheHu enemenar
do mpocTopHor yrna, y oapeheHoM uHTepBany dw GpekBeHuuja U T. cn.?).

Mapemwhemo ommty dopMyny, Koja mnpukasyje pacropjeny 3pauderma Mo
npasuuMa IpH pacunaky @Qnykca 4HecTHLa LeHTPaNHO-CUMETPHYHHM MOoJbeM,
npeTnocTasbajyhy Ba je 3payere FWUMOMHO.

MuTensuter spayewma (y CBAKOM MOMEHTY) TMOjelMHEe YECTHLE pacHMHOr
¢bnykca ogpehyje ce dopmynom (67,7), y xojoj je d RUMONHM MOMEHAT YeCTHLE
y onHocy Ha ueHTap Koju pacuna®). [lpuje ceera, nahnhemo cpeimy BpujegHoCT
TOT H3pasa Mo CBMM MpaBLKMa BEKTOpa d y paBHM TONpedHOr npecjeka Gnykca.
Kako je [d X n]?= d? — (nd)?, To he cpefmy BPUjEAHOCT MMATH CaMo BeNMYMHA
(nd)2. 36or LeHTpanHe CHMeTPHje NMoJba KOje pacuna W 360r MapaneHoCTH CHoOMa
YyecTHLUa KOju yrnaja, pacunarse (a 3ajellHO ca UM M 3payere) WMa aKCHjamHy
CHMETPHjy y OIOHOCY Ha OCy, KOja Mponas3d KpO3 LEHTAap NMapajleli0 NPOTHLAHY.
Y3mumo Ty ocy kao ocy X. 360r cuMeTpHje OYEBHUAHO j€, Aa CYy CPEfH-€ BPHjeAHOCTH
MpOM3BOAA c'ix dy, ‘-:jx c.fz H a’y dz jenHake HYNH, a Cpefte BPHjeLHOCTH Of df,
U aﬁ MehycobHO jepHake, NpPH YeMy je OYEBHIHO :

"

. 1 o .
dy = dy= il d3).

1) MMon napaMeTpoM cynapa MOApasyMHjeBa Ce pacTojare, 3a Koje 6M CE MHMOMLINe ye-
CTHLE Koje Ce cyAapajy, Kaja 6H ce KpeTane no npasoj.

2) Axo M3pas, KOjU Ce WHTEerpUpa 3aBHCHM Of yrfha, MOA KOJUM Ce HanasW TMpojekluja AH-
MONIHOT MOMEHTa YeCTHLeEe Yy PaBHH NOMpedyHOr Tpecjeka CHoMa, OHJA Ceé Mopa NpPEeTXOoAHO Hahu
HBEeroBa cpelikba BPHjefHOCT M0 CBHMM TpaBlUHMa y TOj pasHM, a TeKk mnocnuje Tora Ttpeba ra
MOMHOXHUTH ca 2mp dp W MHTETPUPATH,

3) ¥ cTeapH, 06MYHO Ce pajd O JHMOJIHCM MOMEHTY JBMjy 4eCTHLa — OHe, KOja Ce pacuna
W OHe, KOja pacuma — ¥y ORHOCY Ha H:HXOB 3ajefHMYKH LEHTap HHepLHje.

%
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Mmajyhu cee To y Buay, naxko hemo Hahu:
TP | i I o
(d><n)-:5(d2+di)+§(d2_3dx)cos2e,

roje je 6 yrao mehy mnpasuem 3paderma fil U OCOM X.

MuTerpupameM HWHTEH3MTETa [0 BPEMEHY M [0 CBHM [apaMeTpuMma Cy-
gapa gobueamo cnujesehn ne@UHUTHUBHM H3pas, Koju oapehyje edbexkTHBHO 3pa-
YyeH-€ y 3aBMCHOCTH OJf NpaBla 3pauera:

3 2o —
O~ 4d [A—|—B e ] (68,2)
ruje je
5 @+ @
=“§ffaz dt - 2mo do, fj d’— 3d3) dt - 2modo.  (68,3)
0—o — @

Opyra 4nad y (68,2) Hanucad je y TakBoM OCJHKY, La HHTErpUpameM M0 do
y pesynTaty paje Hymy.

UHTEH3NTET 3p4uersa, Koje HacTaje NpHU pacHmnawy, MOXE Ce MOAWjeNUTH
y [IBa AWjena: spauyerbe, I07apM30BaHO y PaBHM, Koja MPONas¥ Kpos X ocy u
npaBall n (ysmMuMo Ty paBad kao XY paeaH), W 3pauere, MONApU30BAHO Y
paBHM, KOja Je HOpMajHa Ha HaBeJeHO] paBHM. BeKTop enexTpuyHOr mnomka je
OpHjeHTHCAH Kao BEKTOp

(dXn) X n=n(nd) —d
8. (67, 6)]. KommomnenTa Tora BekTOpa y MpaBly HOPMAalHOM Ha P3BaH XY usHocu

—dz, a npojekunja Ha pasaH XY wusHocu sine ﬂ’x — cos8 dy Nuzamwem E
Ha KBafpaT ¥ HanaXemeM Cpejtbe BPHjENHOCTH MO CBUM mpaBuuma BekTopa d
y pasuu YZ, npuje ceera BuaMMoO, iia MPOM3BOA MpojekuHja noma Ha pasaH XY
M HOpPMallHMX Ha #b0j, rnocTaje jefHak Hynu. To 3Ha4d, JAa Ce MHTEH3UTET
CTBapHO MOXe MpPEeTCTaBUTH y 061KKy 30Mpa ABa HE3aBUCHA AUjeNa—HHTEH3UTETA
3payer-a, KOje je TMonapHsoBaHO y [BHjeMa Mehyco6HO HOpManHWM paBHUMA.

HMuTeHsuTeT 3pavera ca ENeKTPUYHHM BEKTOPOM Yy PaBHHU XY oppebyje

a5 | o
Ce CpelHHM KBanpaTOM dzzi(dz-—di). 3a ogrosapajyhu 1Mo edekTHBHOT

3payerba [0OHMBAMO M3pas:

dnl = mc? 2ff(u~—a2)d: 2o do. (68,4)

0 —o
Hanomuwemo, 4a je oBaj AMO 3padyersa M30TPOMNaH 0 MpaBLHMa.. Huje notpefHo
nUCcaTH M3pas 3a e(DeKTHBHO 2payere Ca MpaBLEeM EeNeKTPHYHOr non;a y paBHf.,
HOpMarnHOj Ha OCH CHOMa M Ha BEKTOpPYy M, jep je OYEBHAHO .a je dx —|—d/.
:d%n_ .
Ha auanoraH HauuH MOoXe ce [06GMTH W3pas 3a pachnopjeny €PeKTHBHOT
3payerba Mo rpasuuMa y onpeheHoM HHTepBany GQpekeeHLH]a dw. Hekemo noHoBO
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HaBOOHTH pacMaTpama, KOja Cy cacBHM aHalnorHa rope HaBeAEHHM, HETO hemo
HaBeCTH ,IIGEbHHHTHEaH H3pas:

do - dx 3cos?9— 1
Bt =82 [A (@) + B (@) ] (68.5)
raje je
2w 2 w! 4 2 2
A(w)= —— d,2m0do, B(w)= 5 (d, — dye) 2mode.  (68,6)

0

MasemwheMmo name Hexe dopMmyne, Koje ce ONHOCE HA OH&j AMO CHEKTPAaJIHOT
pasnaraka 3padyera NpPH Cyaapy, 3a Koju (peKBeHLHje HCMyHaBajy yCIoB

wr 1, (68,7)

rije je T BenW4yHHa pefla Tpajaka cynapa. Y HMHTerpany:
+x
I [wf
H“’:—zn—fue dt

nobe 3pauyewa H npuMjeTHo je pasnuyuTOo OA HyNe CaMO Yy TOKYy BpEMeHa
BenduuMHe pega v. 36or Tora, ya ycnos (68,7), MOXEMO CMAaTpaTH, HAa je TMOA

it , . ,
uuterpanoM of<< 1, na ce ¢ moxe sammjennty jeauunuom. Tama je
“+w
]
H,=—-— [ Hadt
® 2n
T —m

1 =
3amjewbyjyhu oBgje uapas (66,7) H=?(A X n) ¥ uHTerpupajyhu mo Bpemeny,

nobuBaMo: ;
: 1
T 2mce

HLU [(A2_ Al) >< n] ! (68'8)

ruje je Az—A1 MpoMjeHa BeKTOPCKOr IMOTeHLHjana Molka, KOje 32 BphjeMe
cypmapa v3asusajy 4YecTHLE KOje ce cynapajy.

3amjerom (68,8) y (66.9) nahmhemo ToTanHo 3payewe y TOKy cynapa.
Ogjaje heMo camo HaBeCTH pEe3yNTAT HHTErpMpawma MO CBHM NpaBLKMMa [HHTe-
rpupame Ce BpLIM Ta4yHO OHAKO, Kao Npu usBohewy (67,8) us (67,7)]:

2 2

w

BunuMo, na 3a Mane (pekBeHLHje 3pavyere He 3aBHCH o QpekBeHLHje, Tj. Kajna

d&,,
do

m — 0 oHOa -

TeXH HEKOj KOHCTaHTHO] rpaHuuyl).

1) WuTerpupateM N0 mnapaMeTpuMa cyfapa Moxe ce [OOMTH aHanoraH pes/nrat 3a
e(PeKTHBHO 3payerbe NpH pacunarky cHoma vecTHua. Mnak Tpe6a wMatv y BHAy, Aa Taj pesynTar
He BaXM 3a edexTHBHO 3pauetbe npu Coulomb-omom ysajamHoM ajejcTBy HecTuua koje ce cyna-
pajy, a To y Bead C THM, LITO je HHTerpan mno dp AUBEpPreHTaH (morapHTaMcKM) 3a BENHKa Q.
Y caujeneheM maparpady sunjehemo, ma y Tom crydajy e(exkTHBHO 3pauerme 3a Mane dpex-
BeHIWje HHWje KOHCTAaHTHO, HEro JNOrapHTaMCKH 3aBHCH OX thpekBeuuHje.
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Kaga cy 6psuHe 4yecTHLa, Koje C2 CyAapajy, Mane y OfHOCY Ha Op3uHy
CBjeTJIOCTH, a 3payerbe je NUMOJIHO, OHNA, KOPHUCTehH ce M3pasoM (67,5), nobusamo

2
dé,, = T (Zeg(v‘é — v1)>

Toje cy V; ¥ V, Gp3uHe uYecTulla NpHje H TOCIHje CyAapa, a CyMHpare C€ BpIIH
no yecTHLaMa Koje ce cyzapajy. Ako cy, mak, 6psdHe 4YecTHLa ynopeibHBe ca
6p3uHOM CBjeTNOCTH, OHAa ce y (68,9) Tpeba mocnyXUTH NOTEHLM]anoM Moika
y obnuky (66,4).

2
’

(68,10)

§ 69. 3paueme Koj Coulomb-oBor ysajaMHoOr fAjejcTBa

Y osoM naparpady HssewheMo HM3 ¢dopMyna, Koje Ce OAHOCE Ha JAMIIONIHO
3payerme CHCTeMa [ABH]y HEENIEKTPHCAHHUX yecTHLa. [IpeTnocTaBba ce, Ha Cy
Bp3dHe YecTHLia Male y OfHOCy Ha Op3uHy CBjeTIOCTH.

PaBHoMjepHO KpeTame CHCTEMA Kao LjeNHHe (Tj. KpeTame LEHTpa HHep-
inje CHCTEMa) He NOBONM [0 3payera, Te 3a Hac OBJje HHje HHTEPECaHTHO,
360or Tora hemMo MocMaTpaTH CaM0 DeNaTHBHO KpeTake dYecTHLa. Y 3MUMO Koop-
IMHATHM rodeTak y LIEHTpy UHepuuje. Tama ce AMIONHH MOMeEHAT CHCTEMa d=
=—e, 1, | e,r, Moxe MUCATH y OONHKY

s EET BN, o (69,1)
ny —+m;

roje ce MHAeKcH | M 2 onHoce Ha obuje YyecTHle, a r=I;—1I, je paauyc-
BEKTOp Mehy HHMa,

[MoyeheMo ca 3payermeM NpH ENUITHYKOM KpeTaky ABHjy YeCTHLE, Koje
ce npusnage npema Comlomb-osom sakomy. Kao wro je mosHaTo U3 MexaHuke'),

ni, Hi.
TO Ce KpeTame MOXe TMpHKa3aTH Kao KpeTamke 4ecTHUe Mace U = o il
m, +m,

(penykoBaHa Maca 4ecTuuUa [ H m,) TO ENUIICH, Koja y MONapHUM KOOpJAHHATaMa
yMMa jenHadyuHy obnuka:

a(l —e? '
l—ecoscpz——(—r—--)—; (69,2)
rhje Cy BenMKa MONyoca @ W EKCLEHTPULUTET & jefHaKH:
. | i
= i s=]/|_2l&IM | (69,3)
2|6] o

Ospje je & TotanHa eHeprija 4ecTula (HEraTHBHaZ KoL (HHHUTHOr KpeTama),
M= r®@ — MOMEeHaT KOnW4MHe KpeTara, ¢ — KoHcTauta y Coulomb-oBom
sakody (« =|e,e,|). 3aBUCHOCT KOOpAMHATaZ OA BPEMEHa MOXe .CE HamucaTw
y oOnuKy mnapaMeTapCKHX jelHa4yHHa:

wa?
a

(§ — esin §). (69,4)

r=a(l —ecos§), e

1) B. nanp. ,Mexanuka“, § 20.
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JegHoM nyhom o6pTy Mo enurcH oAroBapa NpPOMjeHa napameTpa § of Hyne Lo 2.
[Tepuon KpeTawa HM3HOCH:
a3
T—:Z:EV‘U' .

a

Cana heMo oppenutd [Fourier-oee KOMIOHEHTE NMUIONHOr MoMeHTa. 36or
nepUONMYHOCTH KpeTawa pald ce o pasnarawy y Fourier-os pen. Kako je
OWIONIHA MOMEHAT MpPOMopLUoHanaH paguyc-BEKTOpYy F, 3ajaTak ce CBOAM Ha
WapauyHaBare FOUrier-oBux KOMIOHEHATA KOOPLHMHATA X =7 COS¢ M y = rsin .
3aBHCHOCT X M ¥ of BpemeHa ofpehyje ce npema (69,2) — (69,4) napametap-
CKHM jefHAYWHAMA:

x=qa(e—cosé), y#aV’i —e2sin §, wot=E—esinE (69,5

. 21 a
yBENH CMO (pekBeHUU]Y = == \ua® /)"

YwMjecTo Fourier-osux KOMMOHeHaTa KOODAWHATA 3rOAHHje je H3padyHaTH

Fourier-ose xoMnoHedTe 6p3suHa, yseBwWH y 003up JHa je X,=—10WgMN Xn,
VYn=—Iiw,nYy, OHua je
. T
X i 1 {wont *
Xy == e @ 0 Rk
—iwan  wgn T

0

Anu, x'dfzdx=asin§d§. Ha Taj BauuH, npenasehu om wHTerpupatba no dt
Ha UHTerpupame no d§, umamo:

2=

ia in(&--esing) . o .
X, —=——1¢€ sin & dé&.
n 2.7”6[1_[ sds
0
Ha cnuvuyad HayuH HanasuMo:
V— 27 o 2x
iall—g in(tE—esiné& ia | 1—&? in(5—esint
hn=—71ce€ (¢ ’)cos’g'dg-:—l’—-— e ( -)dg-"
2mwn 2nne
0 0

[mpy npenasy on npBOr HMHTerpana Ha APYrd y MOLHHTErPalHOM M3pasy MHIIEMC
1 1 1
cos §= (cos &— —6—) -+ —; Tana ce uHTerpan ca (cos &— ——) cabupa W nNpuTOM
£ >
MIEHTHYHO MocTaje jemHak Hymu|. Hajsam, ako ce npuMHjeHd mnosHaTa (opMyna
us teopuje Bessel-oBux ¢yHkuuja, nobuBa ce:

2n

L [[pins—xsing g _rlrﬁfcos (n€ — x sin & dt = J, (%),
0

om
0

raje je Jn(X) Bessel-oBa ¢yHkuuja pema uujenor 6poja n. Y pesynraTy Aedu-
HUTHBHO JpobuBaMo cnujefsehe u3pase 3a TpaxeHe [ourier-oee KOMIOHEHTE:

a

Ay == .]’n (HS), ¥n=

a a7
n

ne

Jn(ne) (89.0)

(uptrua kox Bessel-oBe pyHKLMje 03HayaBa AMQEPEHUMPAr:E N0 B-eHOM apryMeHTy).
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M3pas 3a MHTEH3UTET MOHOXPOMAaTHYHUX KOMIIOHEHAaTa 3pauyewa pobusa ce
yBpwiTaBateM X, ¥ Yy dopmyny (67.11):

_d0inza? | . 1—e ., (s —€n 1My \*
’n“-—ifar—‘[ atne) + 5 i) | (T Fm, )

HanummmMo Hamoce, acHMNTOTCKM W3pas 3a MHTEH3UTET, Kaja je N BpIO
BENHKO!)"

(69,7)

4 S
/ 2moa’n (elmg—eznz,)2 [ e Vi_sle"
n—_ -

— : —
S3wcde [ 1—e2 \  m -+ m, 14 J1T—¢

OBa GopMyna MOxe Ce MpPHMHjEHHTH Kala & HUje CyBHlIe OnM3y jeNUHHLE;
HauMe, HEOMXOLHO je na Oyle HCNYyHEH YCIOB

(1 — &)k 1.

[MocmaTpahemo, 3aTuM, cygap HABHjy HaeNeKTPUCaHHX 4ecTHUa, Kojeé ce
npuenadye. HbHXoBO penaTMBHO KpeTake OMNMCyje C€ Kao KpeTarbe HeCTHle
mace @ no xunep6Bonu

(69,8)

] —sCog8p = —2—————4 (69,9)

roje je °

a 26 Mm*
a= , &= s 69,10
26 V1+ wa? ( )

(cana je & > 0). 3aBuCHOCT 5 OX BpeMeHa MpHKAa3yje Ce NapaMeTapCKuM jeaHa-
YMHaMa : ‘

r=a(ech§—1), r=\/@(ssh§—§), (69,11)
o

raje napaMeTap & mnompuMa BpHjENHOCTH Of — 0O A0 —- 00. 3a KOOpAMHaTe
X My UMaMO:

X=a(ché—s), p=ale2—1shé& (69,12)
HspaquaBaH:e Fourier-oBux kKoMmnoHeHaTa (OBHje Ceé pajM O pasnaramwy

y Fourier-os wHTerpan) BplWKM Ce CaCBUM aHaloOrHO MPETXOAHOM cny4ajy. Y pe-
3yNnTaTy ce ROoOHBA :

a (y [ 01/82-—:-_1 (N 10
X, =—.—H;,, |—e¢] =————H./[— ¢} -
@ 20 HE (wo ) @ 2m € B\ o, (69,13)
W - Wy

!y 3a pobusare topmyna (69,8) ua (69.7) Tpeba MNPHMH]EHUTH ACHMMTOTCKY dopmyny,
Koja je nmosHata M3 Teopuje Bessel-osux dyHrumja:

i & Vi—er "
Jn(ne)= ]/m(l—ez)l/* [' + 1T —e? ‘ ] '

koja mawu 3a n(l —a'l)sf” >> 1. Hanomuwemo, ma je V. A. Fok nofuo onwTrjy Qopmyny, koja
onpehyje J(n€) 3a Benuxe BpUIENHOCTH M M 32 TPOM3BO/BHE £ (0.AH. 1, 97, 1934).
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[ 0
Oepje je H(} Hanckel-osa hyHKunja npBe BpCTe U peja —, a , i(Ha-
f.Uﬂ wo Mag
paBHO, (), HHje cana QpexBeHuUHMja KpeTawa). [Ipy HspauyHaBamy ynoTpebibeHa
je dopmyna us Teopuje Bessel-opux ¢dyHKUH]a :

—f—CD
fe"5 —ixshé g — j H) (ix). (69,14)
— @

YBpiuTapakeM no6uBeHHX “3pasa y Qopmyny (66,10) mobusa ce ToTaNHO
3pauere NpY Cymapy 3a MHTepBale (pekseHuuja dwl):

2 2 et 2 2 (1) 2
4 _ 2ma’a (elm2 egml) {_b : I[H (_8)] 1

@ 3c? my ~+ my & o, \@o

e [Hﬂi ((—)0 8)]2 }dw. (69,15)

Bpno je BawHo ,edeKTHBHO 3payere’’, KOjeé KapakTepHlle 3paycme MNpu
pacunalry CHOMa YecTHLla, Koje ce rapanenHo kpehy (B. mpeTxoiHu naparpad).
Ja 6u ce omo wuspauyHano, nomHoxumo d&,  ca 2mQdo ¥ MHTErpHpajMo Mo

cBMUMa @ Of Hyne J0 6eCKOHa4YHOCTH. I/IHTerpMpal-be no do 3aMjermyjeMoO HHTe-
rpupatbeM 1o de (y rpanuuaMa on | Jo co), KopucTehu ce dumbeHHLOM, Ha je
2mo do = 2ma?e de (oBa penauuja fobuBa ce u3 medunuuuja (69,9), y kojuMa
cy moMeHaT M u eunepruja & BesaHu ca napaMeTpoM cyAapa @ H Op3vHOM

yecTHle y GeCKOHauHocTH ¥, nomohy penauuja M= uv,o, @—MT Ho6u-

BEHM MHTErpan ce MnpHKasyje HermocpelHo noMmohy copmyne:
2 > d
c U A | 7, ) P8 :
b4 [Zp +(22 I)Zp] rE (2 Zp Zp),

raje je Zp(2) ma koje piemere Bessel-ose jennaunHe pena p?). Mmajyhu y Buny,

(LW
Ia 3a &¢—» co Hanckel-oBa dyukuuja Hf:”)(? e) TeXH HYNH, y pEe3ynTaTty ce
-‘1’—0 0
no6usa cnujeneha dopmyna:

smic?on aal e;mg—e,m, | m [iw\ ay (i@
d}(,w —] —33_\/—— [ Hicu R le m— L (69, I 6)
c w my - my e 1 L e L

Wy W,

1) Kop yauMare KBajpata Mofyna Tpe6a HMaTH y BHAY, Aa je Y, 4YHCTO MMarvHapHo, a
X, YHCTO peanHo.

2) Osa ¢opMyna je HemocpepHa Iocieenuia Bessel-ose jeaHauyuHe :

1 p?
Z”—I—?Z’-{— (l—;)Z:O.
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[TocMaTpajMo, Hamoce, rpaHuWdHe CrlydajeBe ManuX M BeNuWKHX (QpeKBeHUMja.
Y wuHTerpany

to
i g .
fe’mu( : )d;;:mHl!z(@). (69,17)
10\ 0e
— Wy,

koju nebuuume Hanckel-osy bynkumjy, 6uTHa je caMo OHAa 06NAcT BPHjEAHOCTH
NpOMjeHIbHBE WHTErpHpama £, Yy K0joj eKCIOHEHLHjanHH thakTOp MMa BENHYHHY
pena jeguuuue. 36or Tora je 3a Mane (peKkBeHLHje (0 << w,) 6utHa obnacT
penvkux & Anu kon Benmukux & umamo shE>>§. OTyna je mpubmHXHO:

3 . +m lw h t -
Lw L =5 M /1w
H(_‘) N e e W, ? dE — HO ==
io | @, 7 W,
(.lJu —a0

Ha ananoraH HayMH HanasWMmo, ha je

Wy (0N _ Ly (@
A () =1 (5
0 : 0
Wy '

KopucTtehn ce Hajaaj mpubnixHHM H3pasoM (3a Mane X), TOBHATHM M3 Teopuje
Bessel-oeux ¢dyHkLHja:
: : Z 2
iH® (ix) = —In—
T YX
(y = e, raje je C — Euler-osa koHcrtauta; y = 1,78107...), noGueamo cnu-
jenehu uspas sa edeKTHBHO 3pauere Kajga Ccy (pekBeHUuje Mane:

16 €} €5 e, e\ 200 m, m,
d'/»w :—ZT = ln dw (68,]8)5
Svget \my  m, Yo | e ey | (my - m,)

OHo 3aBucH ol (GpeKkBeHLHje TOrapuTaMCKH.

Kana cy bpexksenuuje Benuke (@ >> @,), OHAA CY, HANPOTHB, y HHTErpany
(69,17) 6utun manu § Y Besu ca THM pasna}KeMo EKCMOHEHLHjalHH baxrop
MONUHTErpanHor M3pasa Mo cTeneHWMa § W ¥MMaMO MPHOMHKHO:

M /i i Y st & 21 F fen £3
L pm 6 w, L T 6w,
H. (_)__; Je dg__:m Re)j‘e, 6 w, d&}
_ @ 0

o

(.UO
)
6w,

. : iy
H(;) (L__cg) b (6 mo) F(l—)
R m() ﬂ;V3 @ / 3

Wy

Opaj ce uHTErpan 3aMjeHOM 3 =1 csogu Ha [ -dyskuujy, na ce y pe-
] J L}

3ynrtaty AobHBa:

12
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AdanorHo Hanasumo:

e 2/q «
H('n}(za))___ lr—(éfl)n) [‘(i)
tw \ m, n]3\ @ 3/

wy

Hajsan, npumjeHom nosuate dopmyne us teopuje [ - byHKUH]ja

T

PO —x=———ur

nAobuBaMo 3a ePeKTHBHO 3pavyere NMpH BeNUKMM (pekBeHUHjaMa :

3
[t Vg

16me e e e, \°
dan 1162{ &1 2\

m = dw, 3am >>|

R (69,19)

w
e &

Tj, U3pas3, KOjU He 3aBUCH 0] (peKBeHLHje.
[MpeheMo capa Ha 3padyeme, KOje Ce [0jaB/byje MpH CyRapy IBHjy 4YecTHLA

’ . a
Koje ce onbujajy mo 3aKoHy U:T (a > 0). Kperawe ce Bpwn mo xunepbonu

g2—1
—1 —{—E,COStp:-a(—r—)w. (69,20)
3aBHCHOCT Of BpeMeHa MpHKasyje ce napaMeTapcKMM jefHa4YMHaMa: .

x=a(e+chd), y=—ale—1sh,

r:\/"f (ssh& +E) - (69,21)

[@ v & cy us (69,10)]. Cra uspauyHaBarba 3a 0Baj Clyyaj AMPEKTHO ce CBOJe
Ha Beh HaBegeHa, na MX Huje NoTpefHO MOHOBO H3BOAWUTH. 3auWcTa, HHTerpasn

+ @
iaJ (8h+)

sh§dg

¥
b 27w

—c0

3a Fourier-ose xoMInoHeHTe KOOpAMHATe X ca samjeHom £ — 17w — & cBoau ce Ha

MCTH MHTErpan Kao W KON TMpHBrayera, CaMO TMOMHOXEH ca e — m0/®y, Ueto
BaXWu M 3a Y.

[Mpema Tome, Wapasu 3a Fourier-oBe KOMIOHEHTe X, VY, Y Chyyajy onbu-
jama pasnuKyjy ce O oAroBapajyhuMx Hspasa KOA NpHBrIadersa, camo no Qak-
Topuma e *®/%_ [lakne, y topmynama 3a 3padyeme [0jaBlbyjy Ce€ CYBHIIHH
thaxTopu e —27®/®  Hanoce, 3a Mane GpekBeHLuje fob6uea ce paHuja Gopmyna

69,18) (jep je 3a o K @ e 2nw/wy ~ 1), 3a penuke ppekBeHLHU|e eHEKTUBHO
J 0 J
3payewe UMa 06MHK:

w

16meles e g, \t 2506 L0y
L2 ( L— 2) e 2 do, 3a 0 > -'L 0. (69,22)
T 3)3eder\m my . €,

OHo omnana ekcrnoHeHuWjansHo ca nosehamweM QpexBeHUH]e.
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3aganu

. OnpelHTH yKyNHH CPeArmH HMHTEH3UTET 3payersa KOJ eNHNTHYHOr KpeTara HABA ONTe-
pehetba Koja ce NpuBrave,

Pjewemwe. Ca uzpazom (69,1) 3a nunoiHd MOMEHAT HMaMo 3a YKYyNHH HHTEHIHTET

3payera:
ja 2 fe;my;— ey M\? ...
363 my 4 m, o

| e, e, .
~— T (u—penykopaxa vaca), na je:
.

lNpeMa jefHa4YWHM KpeTarba je =

r

J.rd

2 2 2
2 e e (31 e, ) i
my, M,

r u3pamaeaMo nomohy ¢ mpeMa jeRHauuHu opbuTe (69,2), a MHTerpupatse MO BpeMeHy nomohy
. s &P .

jenHauuHe df=pur® o 3aMHjeHHMO MHTerpupateM mo yrny (of O mo 2z). Y pesyntaty Hana-

- :
— 1
3MMO 32 CpeilH MHTeH3HTeT ] = Tf] dt cnujepehu wuspas:

0

7: 3_'“:)‘
ce\m Me 5
i ! 8 M3 I efe%- /

- (Ei__iy W2 | e, ez|3I@13/2(3_2[@iM"§_

2. OpgpenMTH TOTANHO 3payetse A & npu cynapy IBHjy HaeNeKTPUCAHHX 4eCTHLA.

Pjewewe. ¥ ciy4ajy mpuBnadersa, Tpajexktopuja Gube xmaepbona (69,9), a y cny-
uajy ombujama (69,20). AcuMnToTe xumepGone YHHE Ca HEHOM OCOM yrao @, Koju ce onpehyje
l

H3 COS (g =="_", a yrao Cx«perara HecTuua (y koOopAMHATHOM CHCTeMy,y KOjeM LEeHTap HHepuuje

mupyje) 6uhe x = ®w — 2 ¢, Hspauysaeaibe BpuM ce MCTO Kao M y 3alaTKy 1 (uuTerpan no deg
y3MMa Ce y rpaHuuaMa Mehy — @, H - ;) Y crnyyajy npupnayera k:0 pe3ynTar HanasuMo:

2
3 2

5
26— 0 g i{(nﬂ)( | 43 tg*§j+é tgi] (*——i‘é) ,

2
3¢t |ee, | 2 2)J\"M1  m,
4 y cnydajy oabujamia:

3

] 2
A@=& tg’i{(n—x}(l -+ 3 tgzi)——() tgi}(i_ﬁ) ‘
2

3¢t eye, 2 2)\my  my

Y o6a cnyuaja mom Y\ TOApasyMujeBa ce TIO3MTHBHM yrao, Koju ce ogpehyje H3 penauuje
('{) Ly Lregye]
ctg( =) = ——, raje je p ,mapameTap cynapa'‘.
2 |eses |

Takgl he mpu ,,dpontantom™ cynapy (p =0, X = m) ABH]y HaeNeKTPHCAHMX YeCTHUA BuTH:

8l 2
Wy e, &
A@ T 450 e, (— o —‘> '

45c% e, e, \my Mg

Z

3. QapeauTH ToTanHo e(eKTHBHO 3payerse TNpH pacumamy CHoMa yecTuna (onTepehetsa
e, W Mace m;) Ha onTepeheiby &, (mace m,). (OnTepeherwa e; U €, Cy HCTOr 3HaKa).
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Pjewemwe: TpameHna BenHyuHa je

S 20° &2 | 2 FF 1

’ = Jm.hp@zh_szﬁyhg)zn/ s NPR—
Sj 3c3 m, m, . rt di-p dp
0 —w

0 —
WHrerpupame no BpeMeHy 3amujeHnheMo HHTerpupamsem 1o dr [Hy® TpajeKTopHje uecTuue,

' dr
nuwyhu df = —, roje ce paiujanHa 6p3vHa er; u3apaxasa nomohy r dopmynom:
%
r

-

- 2 .2
, 2 M? \/ 2 P Y% 2e e,
Ur_-\/ @ ]t@—Z,u.r2 —U(r)]_ Yo o

*
HuTerpupawe no dr Bpwu ce y rpaHduaMa o oo A0 Haj6nuxer pactojaka I, OA LeH-
Tpa (Tayka y Kojoj ¥, = 0), a 3aTMM OR 7, MOHOBO N0 6€CKOHaYHOCTH. TO Ceé CBOLHM Ha KBOCTPYKH

MHTErpan of r, Ao oo. MspauynaBame [BOCTpyKOr HHTerpana IOJECHO je W3BPLIUTH, aKo Ce
M3MHjeHH DeloCNHjel MHTerpHpara, ONHOCHO, aKG ce HajnpHje HHTerpHpa mo dp, a 3aTHM no dr.
Kao pesynrtar uspauynasawa gofusa ce cnujenehu pesynTat:

2
w8 O W (G G s
9 A (my+my) \my m,

4, OmpenmuT Wpacroijeny TOTansor 3payeksa MO MpaBUMMa [pH [PONHjeTaky jefHE Hae—
NeKTpHCaHe YeCcTHLe nopef Apyre, ako je Gp3MHa TONMKO BenHka (Makap fa je M Mana y ORHOCY
Ha 6D3HHY CBjeTNOCTH), fa Ceé CKkpeTare Of NpPaBONMHHCKOI KpeTatba MOXEe CMaTpaTH Marno.

P

Pjewemwe. Yrao ckperawma je ManH, ak0 je KHHETHYKa eHepruja 45 Bemuka y oa-

a
HOCy Ha NOTeHUMjaNHy €HEeprujy, 4uju je pel BeNHuYMUHE -;(mﬂ)} ap). Ya3MmuMo mnpaBal Kpe-

Tatba Kao ocy X, a KOOpAMHATHM MOYETaK OMET Yy LEeHTPYy HHepudje, Y TMpBoj amnpoKCHMaluju
Tpajektopuja ce ompehyje kao x = vf, ¥ = o. ¥ cnujenehoj anpoxcumaumuji jelHa4dnHe KpeTaba.
najy :

| &

a
r_z

ap
s 2

*-;’\c

wx e y
| = —— ===t Y =
s 73 ¢

~
[

TAje ce 3a ¥ MOXe HalucaTH r — sz—l—'y? t*. HHterpupajyhu  momohy THx wu3pasa dopmyny
(67,7) o BpeMeHy y rpaHHLaMa o — o0 [0 - 0o, HANa3MMO 3a TOTANlHO 3paYeH:e y MPOCTOPHM
yrao do:

2 2
B, =_ % 18 BV a2 .2
"SRvot\m my) Y3y do.
M. M N, Cy KOMNOHEHTe jeIMHMYHOT BeKTopa n y mpasuy do).
23" pa n y mpasuy

§ 70. KBagpyno/iHo ¥ MarHeTHO [HUIIOJIHO 3paverbe

]

[TocmaTpajmo 3pauere, Koje je YCIOBIbeHO cnHjefehuM unmaHoBHMa pela.
BEKTOpPCKOr rnoTeHUujana (66,2), Axko cy JIHMMeHsMje cHCTeMa Mane y OfHOCY
Ha TanacHy JAyXHWHY, OHAa Cy, YOMNIUTe Y3€BIUM, TH 4YJIAHOBHM 3HATHO MakH OX
NpBOr 4jaHa, KOjH TpHKasyje MOUNONHO 3pavere. MehyTuM, OHHM Cy BaXHH Yy
OHMM CnydyajeBMMa, Kaja je JQMIMONHKM MOMeHaT cHcTeMa onTepehera jefHaK HyNH,
Ma 3aTO HeMa HAHMIONHOr 3payersa.
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Passrjamwem (66,2), 1.

S P

A= ez

91|
Mo CTeneHruMa —C—. Hana3xuMo cC Taqaomhy A0 4YJjlaHoBa MNpBOr pena.

E '

; I 0 .
A—c'?u jt,dV—}—EZ—RO-—at,-f(rn)]f,dV.
Craemajyhu j=ov, npenuwnMo A y o6nuky
zev! I 0 e | .
A=-"1 +CZR0672ev(r n). (70.1y

(Oame hemo, kao u y § 67, sbor kparkohe H30CTaB/LATH HHAEKC t). ¥ npyrom
yrnaHy ca [JecHe CTpaHe MOXEeMo MHcaTH

v(rn)=%(—%r(nr)+—;~v(nr)—%r(nv)= ;%r(nr)Jré—[(rxv) S nl.

Tapa 3a A HanasumMo H3pas:

d I 92

s
A= - er (nr ——(m X n),
cR0+2c~Roaz~ ( )+0R9( X )
1 "
rije je d gunomHu MoMeHaT cucTema, a M = —— Y e(r X V) — MardeTHu Mo-

2¢

MeHaT cucTeMa. Pamu game TpaHcgopMaluje HarnoOMHHEMO, Aa ce BekTopy A
Moxe, 6e3 MpoOMjeHe foiba, NOAATH Ma KOjU BEKTOP, Koju OH 61O MporopuHoHanaH
ca n, jep ce y Besu Qopmyna (66,3) E u H nputom He Mujerajy.

Ha ocHoBy Tora ponajMo Ro6uBeHOM HM3pasy 3a A BeKTOp

—_— __rl_ @'—" €r3
6c2R, Ot? 2 '
Tapna nobusamo:

o d 102 I UK.
A= cR0+ 5eT R, at22e[3r(nr) nr]—l—cRo(an).

2

=

Anu u3pas Moj 3HaKOM OF HMje HHMUITa [PYro, HEro MPOMSBOA Mg 'Daﬁ
BexTopa M M TeHsopa ksaapynonHor momenta Dog = 3 e(3 Xy Xg— Oy 1*)

(8. § 40). YBememo nu Bektop D ca kommnoHeHTaMma b, = DGB Ng, HanasuMmo
IedUHUTHBAH H3pa3 3a BEKTOPCKH MOTeHLMjan: ‘

d 1 i 1 ;
A= T + SR, D -+ R (mX m). (70,2)

Teopuja noka 13
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Kana snamo A, moxemo oapenutw noma E w i spasewa. [lomnhy onwte
dopmyne (66,3) nanasumo crnujenehe nspase:

l

H= o | X 0) 5B X ) [ X m) X n]

1 1 (70,3)

E = <o {[@ X0 X 0+ 2o (B X my X 0] +-0 X ) | -

WuTensuteTr 3pavewa d/ y mpocTopHoM yray do onpehyje e npema
omwToj popmynu (66,6). Obnje heMo OmpeNMTH YKYNHO 3payere, Tj.. EHEPTH]y,
KOjy CHCTEM 3paud y jeAMHMLd BpeMeHa y CBHM npasuuma. 360r Tora y3MUMO
cpentby BpHjeaHocT o &/ no cBum mpasuuma m. OueBupHO je, A2 je yKymHO.
3paderbe jelHaKO TOj CPElH:0j BPHjeNHOCTH NomHoxeHoj ca 4m. Kop Hanaxeisa
Cpelbe BpHjENHOCTM KBaJpaTa MarCHETHOI TMO0J/ba HlIYe3aBajy CBH FPOHM3BOAHM-
npsor, apyror u Tpeher unana y H, Tako na ocrajy camo cpeirme EpHjefHOCTH:
LHXOBMX KBafpaTa. JefHOCTaBHa H3pauyHaBatba') gajy sa pesyntar cnujenehu:
uspas 3a [:

P uy I ey o S
l=5 "+ 155 Pop + 3™ (70,4}

3¢

Ha Taj Ha4uH, yKyrmHO 3payer€ CacTOjH €€ M3 TPH He3aBHCHa JNujena.
OHM Cce HazWBajy pEeCclNeKTMBHO [WIIONIHO, XBaApYMONHO H MAarHETHO - JUMONHO
3payeme.

Ha?lommbeMo, Ia MarHeTHO - JUMONMHO 3payereé y MHOTHM Clyd4ajeBdmMa
(akTU4YHO HE TMOCTOjH. Taxko, OHO He TIOCTOjU Yy CHCTeMy, Y KOj&M je ONHOC
ontepehema ¥ Mace MCTH KO CBHX HeCcTHL2 Koje ce kpehy (y ToMm cnyuajy
HeMa HM AUMONHOr 3payerba, Kao wWTo je Beh HABENEHO Y § 67). CreapHe, KOp
TaKBOT CHUCTEMa MArCHeTHUM MOMEHAaT je TMponopliMoHanaH MeXaHW4YKOM MOMEHTY

umnynca (B. § 43), ma je sarTo, Ha OCHOBY 3aKOHa OApXaiba nocmenwer, m=0.
Us ucTtor pasmora (B. 3afaTak y § 43) MarHeTHO-ZUMONHO 3payeke He fIOCTOjK
HH Yy jeNHOM CHCTeMy, KOju Ce CacTojd M3 aBa ontepeherwa (wro ce, mehyTum,
He MOXe KasaTH O JUMONHOM 3padery).

3afgaTan

Hapaqua‘ru TOTAJTHO e(bEKTHBHO 3payere MnpH pacunary CHOMA HaeNeKTPHCaHHX 9YelTHUA
Ha YyecTHLaMa, Koje Cy jelHaKe ca H:HMa.

Pjewemwe. [lpr cyaapy jefHaxux yecTula HE NocTojM RUMONHO (a WCTO Tako HH
MATHEeTHO - IMIONKEO, 3payere, na Tpeba M3pauyyHAaTH KBajpymonHa 3payersa. TeH3sop KBampy-

) HaBoguMo 3rofaH MeTol Hanaxera CPenmwux BpHjeAHOCTH TIPOM3BOAA KOMIOHEHATA
jemuuuuHor BekTopa. Bymyhu na je m jelHHM4HM BeKTOp, OHAA ce 1 nﬁ. 6yoyhu cuMeTpH4aH

TeH30p, MOXE CaM0 W3PasHTH MoMohy jeNMHHYHOr TeH30pa 50:3. Tj. n, nB= aba@' Ynpowhasa-
. ¥beM [0 TAapoBHMa HMHAEKCA o, [ W yseewu y obaup na je ni: |, Hanasumo, Aa je a = 1/3.

3a cpeftby BPHjeNHOCT MPOM3BOAA YETHPH KOMMOHEHTE MHIIEMO 2HAMOrHO (nOL ,vzB nY ng =

=a (3 N -+ BC"-Y 655 -+ 80.6 615\_) (MMajyhy y BHAY CHMETPHYHOCT 1 Mg N _Ng 33 CBI HeTUpH

6 -
a3y By
uMHgexca). YnpowhasameM no naposMMa HHAEKCA o, p u Y, d vanasumo @ = 1/15.
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[OMHOr MOMEHTZ CHCTEMa Ol [BHje jeldake yecTdle (Y OAHOCY HA HbHXOB 3ajeflHH4YKH MOMEHAT

#Hepluje) HM3HOCH:

e " 2
Doy == (3-‘ aXp— 1"0ap )

TAje CY X KOMIOHEHTe pajuyc-BeKropa T Mehy decTHuama. ¥Yspcruhemo Taj HM3pas y dopmyny

|
§ = EO—,,—D , 33 MHTEH3UTET 3payetba, [1psu, Apyri W Tpehu M3BOA IO BPEMEHY OA KCOPAHHATA
¢ Tap

X, uapasuhemo ‘momohy oproeapajyhe Op3uHe YecTHUe P

i - v m:: eg‘\'g' mu: o
Xg="Vg, Blg=2Ya= il Xy=¢ - ;
Thie Je v, = VI — paiujanHa KoMmoHeHTa OpsuHe (Apyra jeaHakoCT TNPEeTCTaB/ba [eAHAYMHY

KpeTama onTepehema, a Tpeha ce nd6uea AudepeHuMparbeM Apyre). VapauyHaeamwem ce gonasu
.10 cnujegeher u3apasa 3a HHTEHSHTET:

: 4 ¢t | " 9
} =rg—as 24 11 Vg

T 5mt ot
(= @}2_ + vtzp); VM v, M3paxasamo nomvohy r penaunjama

4e* PV

mr Yo r

»? =713 —

WHTerpupate Mo BpeMeHy 3aMUjEHMMO HHTErpupareM Mo (/7 CAY4HO MOCTYMRY y 3amaTky 3
-§ 69, omHOCHO

dr dr

Y IBOCTPYKOM HHTerpany (mo dr u dp) BpWHMO HajnpHje uHTerpupare ro do, a 3aTHM mo dr.
Ha kpajy payyHawa noBuea ce cnujepehH pesynrar:

D

8xg €0

per . r_)'
3 wee®

§ 71. IMo/be 3padera HA MajJuM pacTojarmhuMa

dopMyne DUNONHOr 3paderba Gune Cy W3BEAEHEe 3a MOoJbe Ha PacTojamkHMa,
K0ja Cy BeNnHMKa y OLHOCYy Ha TallacHy AyXuHY (M 3HaTHO Beha of AKMMeH3H|a
cHcTeMa Koju 3paud). Y oBoM naparpady cmaTpahemo, fAa je TanacHa [yXHHa
BeNMKa y OAHOCY Ha JQMMEH3Mje CMCTeMa, alyd heMo nojbe MocMaTpaTH Ha pacTo-
jambuMa, Ma Oa M BeNMKHM Yy OQHOCYy Ha pasMjepe cucTema, ald Koja cy pena
‘TajnacHe IyXHHE.

dopmyna (67,4) 3a BEeKTOPCKM MOTEHLM]an

1
- 71,1
A CRgd ( )

TpeMa W3MOXEeHOM Baxu W OBAje, jep je 3a meHO uaBOhere yseTa camo Ta
OKOMHOCT, Ha je K, BenuKko y OAHOCY Ha AMMeH3Hje cucTema. MehyTuM, nome
He TpeGa caja cMaTpaTM Kao paBHM Tanac 4ak HH y ManuM obnacTuMma. 36or
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tora ce dopmyne (67,5) u (67,6) 3a eneKTpUYHO M MArHeTHO TMOJLE€ HE MOry
BHIIE NPUMH]EHHTH, M4 3a FHXOBO H3payyHaBaie Tpe6a MPETXOAHO ONPERMTH
uAwuoe.

dopMyna 3a CKanapH# TOTeHUMjanm MOXe ce ROOUTH W3 H3pasa 3a A
IUPEeKTHO NOMOhy OMIUTEr ycnoBa (62,3)

div A-—F———:’O,

KOjd 3afjoBOTbaBajy noTeHuujanu. Crapmbajyhu oBAje (71,1) u unTerpupajyhu nc
BpeMeHy, HahuheMo:
d
p=—dlv 5 (71,2)
Rq
OBpje He MHIIEMO KOHCTAHTY HWHTErpHpama (mpou3BOILHY (QYHKLH]y OF KOOpPAH-
HaTa), jep Hac MHTEpecyje CaMO NPOMjEHJBMBH RHO noteduujana, Hanomumemo,
na y dopmymu (71,2), kao u y (71,1), Tpe6a BpujenHocT d ysers y MOMeEHTY
R, 1
¢ =t— -2
c
Cana BMile He NpPeTCTaB/ba HHKaKBe TellKohe M3pauyHaBame ENeKTpHUYHOT
W marHeTHor mosba. I[lpeMa o6uynuM ¢opmynama, koje mosesyjy E n H ca
noTeHUWjanyMMa, HanasvuMmo : ‘

I d
H= —rot —> 71,3
ok (71,3)
1 d
E =grad div ——— —= 71,4
g R R, (71,4)
Uspas sa E moxe ce HamucaTtv y ApPYyrom 06nHMKy, y3 Halomesy, na Rt [kao w
(1]
_ I R,
cBaka (yHXUMja O] KOOpAWHATA ¥ BpEMEHa o6nnxa—R— t— e 33a10BOJbaBa
0
D’ Alembert-oBy jenHauuHy :
1ot d d
Saap =45
C at" Ro RO
Kopuctehu Takohe u mosHaTy (opMysny BEKTOPCKE aHalu3e
rot rot a = grad div a— Aa,
HanasuWMmo, na je
a‘
E = rot rot — - (71,5)
R,

1y [Tonekan ce yBomM TakospaHu Herfz-os BexTop, Koju ce Ae(HHHIIE 0BAaKO:
y ]

_ g Ry,
‘= Rod( C)

Az—%i, tp.——~div.Z..

Tana je:
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Jo6usene dopmyne onpehyjy nmome Ha pacTojatbMMa pela TanacHe LYXHHE.

. l
Pasymuje ce, ha ce y CBMM THM (opMynaMa He CMHje B M3HUjETH HCMpefq
0

3Haka AudepeHLUKpalsa M0 KOOPAWHATAaMa, jep je OJHOC 4YIaHOBd, KOju Cajpxe

npema 4JaHOBHMAa Ca fall BENUYMHA pena OfHOC2a TanacHe MAYXHHE

1 l

Rg ’ Ro ’
1 R,. ;
HanocmeTky  Hanucahemo dopmyne 3a Fourier-ose KOMIOHEHTE MNoJba.
3a ompehusame H, crasumo y cdopmyny (71,3) ymjecto H u d mKx0oBe MOHO-

: ~fwt —iwt
xpoMaTHyHe KomroHeHTe, Tj. pecnektusio H € ud,®€ MehyTnwm,

Tpe6a uMaTH y BHAY, fa Ce BeNHYHHE Ha JECHOj CTpaHH jenna4msa (71,1) —

{71,5) ysumajy sa momeHat ' = t—%‘—'. 36or Tora mopaMo MjecTo ( CTaBUTH

#3pas :
Ry . .
—fwf t— — —jwtt+ikR,.
d,e ( °)= d,e ’

3BawmjeHom u ckpahuBamkeM ca e~ 't HamasuMo :

efkR\l
H, — — ik rot (dw —R—)
HNH |
pikR,
szik(dw XS] (71,6)
Auanoruo ce Hanasu us (71,4):
plk R _ plkR,
Ew:kz dw d;+(de)v T (71’7)
K, R,

3afgaTack

Onpe,u,mu rnorke KBaApy[nojHOTr H MarHeTHO-IHUIIONHOTr 3padera Ha MaldM pacmja;-bama.

Pjewewe. Ako 36or kpaTkohe NnpeTrocTasWMO Ha AMMONHOT 3padetba yoriute HeMa,
©oHAa UMaMo (ynop. uspauyHasawa u3 § 70):

j, R AV L (rv) -2 dv
— e | ryv —
ho—5g c R,

. LS

AL
¢

{spwKMo pasnarate no CTeneHnMa oa T; R = R, —r). HacynpoT oHOMe, LITO CMO YYHHUIH

]
y § 70, daxTop R cafa ce He MOKe M3HHjeTH HCMOA 3HaKka AH(epeHUUpama. HzHecumo 3HaK
0

andepeHlMpaka HMCMOL HHTErpanHor 3Haka M MpendiuuMo topMyny ca TEeH30PCKHM 03HaKaMa:

1 .0 X Ji
A' —_—— —————— ——v———dv
i c oxk_[ R,
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(X, o3HayaBa KoMMOHeHTe paauyc-sekTopa R;). [lpenasehw on uHTerpana Ha cymy mo onrepe--
newmHMa, HanasHMmo:

L 0 (Fevix)e
k R,

Ha uctu naumn kao u y § 70, osaj Wspas ce pasgjerbyje Ha KBaLpyNONHH M MarHETHO-LHIONHW
nuo. OxroBapajyhn ckanaphu moTeHuWjand WapayyHaBajy ce M3 BEKTOPCKOT MOTeHLHjana kaoy § 7 1.
Tako ce 3a kBaJpynonHo 3payerbe N06MBa:

A =_]7_7()_Dik . 7i 0* . le
{7 T 6c0X, R, "T 60X X, R,

4 338 MArHeTHO-JHUMOTHO 3pavyere :
m .
A = rot ?0 , @=0.

(Cee BenuuMHe Ha [IECHOj CTpaHK jefH&YMHA y3WMajy Ce, Kao ¥ 0B6WYHO, Y MoMeHTy ¢ = [ —

_&),

44

§ 72. 3paieme onrtepehema, Koje ce 6p3o kpehe

[TocmaTpajMo cama ontepeheny uectuuy, koja ce kpehe 6psuHOM, Koja
HWje Mafa y ofHocy Ha 6p3udy cejeTnocTH. Popmyne § 67, usBemeHe mnon npert-
noctaskoM ¥<< €, He MOTy Ce Ha 0Baj Cly4aj AMPEKTHO NMPHUMHUjeHUTH. MehyTum,
MH 4ECTHLY MOXEMO [MocMaTpaTH Yy OHOM cHcTeMy pedepeHUH]je, y KoMe
OHa y JaTOM MOMEHTYy wMdpyje. Y ToM cucTteMy pedepeHLMje, OYEBUAHO,
TOMEHyTe (OpMyJie MOry Ce MPUMHjEHHTH (ckpeheMo mnaxmy Ha uYMHEHHLY, 12
Ce TO MOXe ypajuTH caMo y cnyd4ajy jedHe decTHlle koja ce xpehe; 3a cucrem
onTepehema, HapaBHO, He T[IOCTOjH CHCTEM pedepeHUUje, y Kome 6u cBe
YeCTHLIe jefHOBPEMEHO MHpOBane).

Ha Ttaj nauuH, y HaBeneHoMm cucTeMy pedepeHuuje deqrila 3padd y TOKY
BpeMeHa (If eHeprujy

2¢°
dé = 5—(:'? Wg dat. (72: 1)

[mpema dopmynu (67,9)], raje je 1w, yb6psame yecTHle y MCTOM CHCTeMy pede-
peHuuje. [NpenuuMo cama Ty GopMyny y 4YeTBODOAWMEH3HOHANHOM OONHMKY, VY
komMe he ce mMohu mpuMHjeHMTH y mNpoOU3BOILHOM cHcTeMy pedepenuuje. 36or
TOora HalnoMHH-€MO, La je u‘gr_c‘* wi, roje je w, 4-yb6psawme uecTHLe y Ma
KoM cuctemy pedepenuuje (B. 3an. 1 § 7). [ame, yMjecTo 3padyeHe eHepruje

. c
d& mopamo caga nHcaTH ,3payere 4 -wuMmnynca“ 7 dP;, jep je enepruja (MoMHO-

A
XeHa ca — , BPEMeHCKa KOMIMOHeHTa 4 -wuMnynca, a ymjecto df Tpeba u3 cnu-
€

g .
YHOT pasnora NHCaTH — . Ha Taj HauuH Hanasumo:
1’

2e® (du, \* - 2e? (du,\?
g — — s = _ : 3 72,2
4Py == (ds) dx, 3(:( ) u; ds (72,2)
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ruje je U, 4-Gp3nHa 4ecTHUE. Jlako je mposiepuTH, Ba y CHCTeMy pedepeHuHje:
roje je v==0, BpeMEHCKa KOMMOHEHTa Te jenHasuHe y cTBapH maje (72,1);:
MpOCTOpHE NaK KOMMOHEeHTe Jajy 3a 3pauere HMaynca y jefHHHLH BpEMEHa.
dapP

—,-=0 (3a v==0 mpCCTOpHEe KOMIOHEHTE U; takohe cy jenHake Hynu). ITo--

dt
CIbeLHsE [pe3ynTaT MoXe ce A0o6MTH M AUPEKTHO, Kaja ce 3paueke MMOyrca:
ONpeNH Kao WHTerpanm rycTHHe Onykca uMmnyaca Mo 3aTBOPEHOj MOBPLUHHH,.
koja ofyxBaTa HYeCTHLY.. Y cuctemy pedepeHuuje, y koMe je v=0, 3payemne
ce oxppehyje dbopmynama §67, ¥ MMOYAC, Koju Ce YHOCH MO CYyNPOTHHM CMje-
pOBUMA, [eFHAK je MG ancoesyTHO] BENH4YMHH, & CYNMpOTaH TO cMmjepy, na je Hase-
LeHW HHTEerpan HMAeHTHYHO jefHaK HYIH.

ToTando 3payeHse 3a BpHjeMe TpoJiMjeTama HYeCcTHUe Kpo3 NAaTO EJIeKTPO-
MarHeTHO NOfbe jefHaKo je mHTerpany OA Wrpaza (72,2), Tj.

AP,:z—qi f (@5 )L dx;.
3¢ as

Oea (opMyna Moxe ce HamucaTh y APyrom o6nuKy, ako ce y o] 4-ybpzama

du,
—! pspase nomohy TeH3opa €NeKTPOMATHETHOT MOJbA NPEMA jemHaynHaMa Kpe-

ds

Tama (22,4):
du, e
c—=—F; u;.
a5 o Dt
Tana HanasumMo:
2 o 2
&P = _BJ-I_TITE j (FI"[ u;)* dx;. (72’3)

BpeMeHcka KOMMOHEHTa OBE jefHa4yuHe Haje TOTanHoO 3paderse eHepTuje
A &. Y3uMajyhu 3a cBe 4eTBOPONMMEH3HOHANHE BENMYKMHE HUXOEE H3DPA3C nomohy
oaroBapajyhux TpPOAMMEH3MOHATIHUX BeJHYHHE, HanasHMo:

oo | 2 |
o [[Erpoxm) —gEvy
AG—-25 ¢ ‘ dt 72,4
3mtc? = : (72,4)
—F
AHaNnorHo, 3a TOTANHO 3payere HWMIyNca MMaMmo:
-+ o 1 3 1
o FlEtleoxml —L@vwy
M () J ‘ dt 72,5
I3mhe : 2 Vgl (72,5)

- cE

WUz dopmyne (72,4) Buin ce, na koi Op3uHa, Koje Cy 6nusy Op3uHe CBje-
THOCTH, TOTAanNHO 3payverbe eHepruje y jeiMHHUUM BpeMeHa 3aBHCH O 6p3uHe
'U2 —
y OCHOBHOM Kao [I———C-zu] , Tj. MPOMOPLHOHANHO je KBaiapary eHepruje ue-
cTHUEe Yy KpeTawy. KM3yseTak npercTaB/ba CaMmMo KpETak:€ ¥ eJ1eKTPHYHOM INOJbY,
2

v
napanendo npaely nomka. Y TOM Clyyajy bakTop [l—cz]' KOjU ce Hanasu y



200 3PAYEILE EJIEKTPOMATHETHHMX TAJIACA [Ji IX

uMeHHoLy, ckpahyje ce ca ucTo TakBuM (akTopoM y Gpojuouy, na ce wucro-
CTaBlba, @ 3payelbe HE 3aBHUCH Of eHepruje 4YecTHLE.

Ha kpajy, sanpxahemo ce Ha nmuTaky O pacrnojjeny spayerwa Mo MpaBlUMa
yecTula koje ce 6p3o kpehy. 3a pjemraBare OBOr 3afaTka 3rOAHO Ce je MOCHY-
xuth Liénard-Wiechert-osum uspasom 3a nome (63,8—9). 3a Benuka pacTojama
MOpaMO y HeMy 3alpXaTH CaM0 4NaH Ca HajHMXHM cTeneHoM 1/R [apyru unad y
Gopmynu (63,8)]. YBohemeM jeNMHHYHOr BeKTOpa M y mpaBuy 3padetba (R= nR)
3a nosee, Koje m3asuMBa onrtepeheme, uMamo, nakne, hopmyny:

o=t
e | L c) ., H=nXE (72,6)

Ezch* ( ,nv)3

=k

c
rije ce CBe BeNMYMHE Ha [eCHOj CTpaHH OBHMX jeAHa4YWHa y3UMajy y peTaphosa-

HOM MOMeHTy 1 ———t—i;-- (w= V je y6p3ame yecTHLle).

c
MuTeH3uTeT 3pavera y TPOCTOPHH yrao do M3Hocy dlelr E® R2 do.

Passujamem ksagpatra E? HanasuMmo:

e2 2 (1] W) (v W) 4 w2 - (I B EE) ("W)H do. (72,7)

dl:4nc3 ( vn)5 v\ ¢4 vn\®
gl 120 (1__) (1_.*)
&' : & £

Axo, nak, xoheMo a2 ogpeguMo yrjiaBHOM pacrofjeny TOTanHOr 3payera
3a CBO BpHjeMe KpeTama onrtepehema, oHAa Tpeba HHTErPUPATH MHTEH3UTET
no BpeMeHy. [lpuToM Tpe6a umaTd y BHAY, .Ja M3Da3 KOjH Ce HHTErpupa, npet-
ctaBmba QyHkuujy op ¢'. 36or Tora Tpeba nucaTH:

a ., nvy, .,
dt — 5 d! _(1——7‘) dt (72,8)

[B. (63,6)], mocnuje yera ce MHTerpupare BpLIM AUPeKTHO ro df. Ha Taj Haumu
HMaMo cnujefehM HM3pas 3a TOTanHO 3payere y eNleMeHaT NMPOCTOpHOr yrna do:
e® 2 (nw) (Vw) w2
n

1— 2 Ynw)?
4n'c3d0 4+ ( C)nw

(=) =) (%)

: \
(vsocTaBunM cMo amocTpod KOA NPOMjeHIbMBE MHTErpuparba).

dé&, =

dt. (72,9)

danarTar

HMspauynatu ToTanHo 3pauerse ontepehewa e, xoje nponujehe kpos Coulomb-oso nome

: €y
(c noTeHujanom P = - ) 6psHHOoM peja 6p3vHE CBjeTNOCTH,
r

Pjewemwe. — Tlpu npondjeTamy Kpo3 mojke YecTuua ckopo He ckpehe. 36or Tora
‘ . 82 T 821'
ce y (72,4) 6p3uHa V MOXE CMaTpaTH Ka40 KOHCTAaHTHA, na je E=— =

—_—— x=i,
re (0* + 22 t2)3/2
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v=p (s 328 4y § 69). UuTerpupamenM (72,4) no BpeMeHy, AoOMBAaMo y pe3ynTaTy TOTamKO
3payere:

a9

2?

4,2 4 ——

. :rtf_’1 82 c?
AG = 12mc® pd v 2

i =

a

§ 73. 3paueme onrepehema, Koje ce Kpehe paBHOMjepHO MO Kpyry

OBgje heMo meTamHo mocMaTpaTH 3payere onTepehema, Koje ce MpOH3-
BOJbHOM 6p3MHOM Kpehe Mo Kpyry y XOMOreHOM KOHCTaHTHOM MarHETHOM MoJby.
TlonyrnpeyHWK MNyTamwe r M LWAKIAYHA (peKBeHUMja KpeTama @), NpHKasyjy ce
nomohy jayuse nomwa ff M Gpsude decTule v jeAHa4YHMHaAMA (B. § 20):

mcuv 1)) eH 22

A e T R

v= -
eH\/l——;

ToTanHH HHTEH3UTET 3padersa y CBHM MpaBLUMMa oipehyje Ce RHUPEKTHO
npema dopmynu (72,4), raje Tpefa ctasuth E=0 u H | v:,

4 2,2
] — 2etH* 3 (73.2)

2
3m2c5(1—%)

Bugu ce, fa je TOTanHA MHTEHSUTET MPONOPLMOHANAH KBaJpaTy UMMyJca HYecTHLe-
Axo Hac MHTepecyje yrioBHa pacriofijena 3payera, OHAa Tpeba KOPHCTHTH
popmyny (72,8). HurepecanTHa je H Cpeltba BPUjEAHOCT HMHTEH3HTETA, y3€Ta
no nepuony KpeTawa. CaoBpasHo TOMe, HHTerpupaheMo y (72,8) mo BpemeHy
OKpeTama 4YecTHUa M0 KPyry MW TMOAMjeNIMTH pesy;nTaT BENMYMHOM TI€pHoAa
27
oy
VaMuMo paBaH nyTarse kao paBad XY (koopAvHAaTHH MO4YeTaK y LEHTPY
xpyra), a paBaH YZ ysehemo kpo3 mpasal 3paderba 1. MaruetHc mnosbe 6uhe
opujeHTHcaHo IyX oce Z. Heka je, aaTum, 6 yrao mehy npaBueM 3pauyerma N U
ocoM Z (nomapHd yrao mpaBua M), a @ == Myf yrao Mehy panuyc-BEKTOPOM
yectune u ocom X. Tama kocusyc yrna Mehy npasueM N ¥ Op3dHOM V (1j-
ocom X) usHocu cos(m, V)= sinfcos¢ (BekTop V Hanasu ce y paBHH XY
M y CBaKOM MOMEHTy je HOpManaH Ha pajuyc - BEKTOpY yecTule). YGpaawe

yecTHle Vv mnpukasyjemo nomohy moma H u 6pauHe V npeMma jenHaddHu KpeTara

[. (19,1)]:

(73,1)

. 02
V:———'] 1_-(,'_2' (VXH)
Tlocnuje mpocTor M3pauyHasama HOOHMBA Ce:

2

20 . 5
2
ot {2 12 2 (1 — —27) cos26 -}- (i;— —sin 6 cos q)) ;
Il[zdo—b——(]—?> ( ; . de(73,3)
0 -~

2 12 5 1 :
Sntm"c ] ——sinGcosg
C
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(MHTerpupatbe M0 BPEMEHY 3aMMjeHEHO je HHTerpHpameM 1o dPp = @, dt)
[Tpouec HHTerpupaka je& eleMeHTapaH, Wako Cy H3Da3H INPUIMYHO TJOMa3HK
Kao pesyntat pobuBa ce cnujeneha dopmyna:

9

r-1

v 2
e*H'hﬂ(l——F) 2-{—2—2sin29
dl = do i _

8 w m® c? °f
(1—?)—,,sin‘-’6) :
CH
2 v, -
1—22—. 44—23 sin?§ ) sin% 6

p2 7y (73,4)
4 (1_? sin? G)
OpHOC HHTEH3UTETa 3paderba noj yrnoM § = 0 (HopManHo Ha paBaH opbuTe)
ez 4
W HHTEH3UTETa NOL YrioM 9=7 (y paBHM Oop6HTe) M3HOCH:

dl 2
(E),dz 3

T i 215y
4, -F
.do/, &,

Kapa v— 0, oBaj omHoc Texmu ka 1/2, a 3a Op3auHe 6nusy ©Op3vHe CBJETNOCTH
rnocTaje Bpro Benuku. LpyruM pujeddMa, KOL KpeTaka ca BENHKOM Op3HHOM
3payere je KOHLEHTPHCAHO y OCHOBHOM 6nu3y paBHH op6ute. ,lilupuna’ A§
o6nacTd yrnosa, y KOMe ce HaNasd [FJaBHM [OUO 3payera, Nako ce oljemyje

X o

: v® T
U3 ycnosa 1——6z sin26 ~ | = cTaBmbajyhu 9:7 + A6; sinf=1—
A 6)2
_( 2) OyeBupgHo je, ma je

— 2
Aew\/x—"é_z - (73,5)

[TocmMaTpaheMo 3aTuUM crexTpanHy pachofijeny 3payeHsa. Kako je kpetame
27 2r

W v
y Fourier-oB pen. HMspauyHaBame je 3rofHoO ro4YeTH O BEKTOPCKOT noreﬂuuja.ﬁa.
3a Fourier-ose KOMMOHEHTE BEKTOPCKOT MOTeHUWjana uMmaMmo cdopmyny (B. § 66)

ef-‘fRu N z(coo nt— kf}
Ry =8 € dr,
e B, T

ontepehema nepuonnqno(nepnon 1 == ) TO Ce pagd O pasnarawy

rije ce HMHTerpupame BpIIM AYX TpajekTopuje d4ectuue (kpyra). Koopaunare
yecTHle cy X=rcos®f, y=rsinwf. Kao npomjeH/bMBy HHTerpupapata
yseheMo yrao @ = wf. ¥3 HaroMeny, aa je dx=—rsinedp u Kkr = krsin¢-

nw,

nv
-sin s — sinfsingp (5 je yrao mehy npaBuem spaderwa K ocom Z; k= e
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nv . )
— T‘r) , HanasuMo 3a [Fourier-oBe KOMMOHEHTE X-KOMIIOHEHTE BEKTOPCKOI
MoTeHUHjana:
2n
ev ikR, in ( _ " sin 9 sin ¢p) o
Ax”:_zwc}? grho | it (p—— ?)sin ¢ dep.
0

0

Beh cmMo Ha oBakae wuHTerpan wamwnu y § 69. OH ce npukasyje H3BOAOM
Bessel-ose thynxuuje:

iewv kR nv
Agp=——=2€""]) (—sm@)- 73,6
xn CRD J n c ( )
AnanorHo ce wuspauyyHaBa Ay,:
(4 kR, nvo .
P, tsm@)- 73,7
T R, sin § & j”( c ( )

KoMnoHeHTa oyx oce Z yOomuTe je jefHaKa HynH.

[Tpema QopmynamMa § 66 WMaMO 34 HHEEH3UTET 3payera ca (ppekBEHLHjOM
== @, y eneMeHat mpocTopHor yrna do:

c
In=gz |}

'zRﬁdo:—z%l(kxAn)[z R do -

Hanomumwyhu, pa je
(A X K)[2= ALK 4 A k2 cos? 6,

M zamujersyjyhu uspase (73,7), nofuBaMo 3a HHTEHBHTET 3paterba cnujenehy
dopmyny (Schétt, 1912):

2,5l 2 2 ;
dl, LU a0 H (l-— zz)[ctgﬂ-@.ﬁz (—%U— sin 6>+ s

2

9 AV
=t = _],f (—-C— sin 6)]&’0. (73,8)
3a ofpehiBambe TOTANHOT MHTEH3UTETA 3paderba ca PpeKkBeHUHjOM @ == 10,
y CBMM MNpaBuuMa, Ta] M3pas Tpeba MHTErpupatd no CBMM yrnoBHMa. MehyTum,
MHTErpUpame Ce He MOXe BPLIUTH Y KOHa4yHOM o6nuky. [Tomohy nu3a TpaHc-
dbopMauuja, Koje Cy y Be3M Ca HEKWUM penauujama Teopuje Bessel-oBux dyHKUHM]a,
TpaXeHH HHTerpar MOXe ce CBeCTH Ha crnujelehd OONHK:

2

212 o v/c
. 20'H (1 c2> [ﬂQ_C):_ Jén(Qn-v) —n—n2(1—Z—z>‘-f,]2,,‘2f1§)d§:|- (73,9)
0

m: C‘Z )] C

Cana heMo [geTalbHMje TNocMaTpaTH CHEKTPanHy pacrnofijeny 3padyerma y
cnydajy, Kaja je 6psuWHa KpeTama uyecTuue 613y Op3MHE CBjETNOCTH (L. Arci-
movi¢ w [. Pomerancuk, 1945). Huxe hemo BHAjeTH, A4 Yy TOM Cly4ajy OCHOBHY
ynory y 3padewy Hrpajy (pexBeHLHje ca BEJIHKUM Il Y Beau c THM Tpeba
2 nv

c

o6jacuuTH acuMnToTCKM obnuk Bessel-ose QyHkuHje Jz;:( ) 3a BenWKa 1
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(u 3a cnydyaj, kaga je v/c 6nusy jenunuue). Axo HanuweMo Bessel-oBy dyHkumjy
Yy MHTerpamHoM o6NHKYy:

+ x
. 1 2in (@ — Esln )
o (2 ’ZS)‘—‘TW‘fe i ¥ do,

Ornaxamo, hia y TMOoCMaTpaHOM Chydajy y MHTerpany OCHOBHY YJOry WIrpajy Mane
BPHjeJHOCTH NpOMjeH/bMBE HHTErpHparma ¢ (jep he 3a Benmuke ¢ MOJMHTErPanHu
u3pas OuTH QyHkUHMja, koja 6p3o ocuunupa). CaoBpasHo ToMe pasnoxuhemo
€KCTIOHEHT MOAHHTErpanHor KW3pasa Mo CTENeHUMa Of @: '

“+ oo
1

Jz,z('iﬂ%'):"‘vﬁ fe

— o

2£n[(l—.e)cp+‘%‘"‘]dcp

[vnTerpupame Moxe ce yseTn 3a uujeny obnacT of — o0 #0 - 0o, jep HHTe-
rpan 6p3o KOHBeprupa; unaH Tpeher pefa Mopa ce 3afpXaTH, jep je y cny4ajy
Koju Hac mHTepecyje (1 —E) Mano W npeMa TOMe je NMHEapHW dYnaH Manw].
Hobusenn wuHTerpan nupekTHO ce cBogM Ha Airy-eBy oyHkumjy (B. Ham. Ha
<Tp. 145). Ha Taj HauuH no6uBaMO acCHMNTOTCKH M3pa3 3a Bessel-osy dyHxuujy:

1
Jgn(2n§)%m¢[2n2/:a (1—&). | (73,10)

3amjeHom wuspaza (73,10) y (73,9) mobuBamo 3a creKTpanHy pacrnogjeny
3payera NpH BENUKMM BpHjegHocTHMa n') cnujepehy dopmyny:

A P
Iy =— {CD’(a)—l— ,chp () du}. (73,11)

V= m? c?
g 22 ‘ @
L=nh 1—?
Kama #— 0, onna u3pas y Benukoj 3arpajd TeXH KOHCTAHTHO] rpaHHLy
P’ (0) =—0,4587. ... Ipema Tome 3a u<< | umamo:

et H? v 2

2 ]
]ﬂ:O'SzmTcs(]—?) n's, 1<<n<<(1—25) . (73,12)

Tj. MHTEH3UTET A-TOT XapMOHHMKAa NponopuvoHanaH je ca n'/s. 3a u>> 1 Moxe ce
YrnoTpuje6UTH MNO3HATH acHUMNTOTCKM H3pas Airy-eBe byHkLuje (B. Ham. Ha
CcTp. 145) u nobuea ce:

2\ 1
apre (11— 2 .
etH (1 6’2) n'lz 2 v2\ ¥z .
I, = — exp {_37’1 <1_(:_) }, (73,13)

1) ¥ saMmjenu je roprea rpaHuila WHTerpana, (2n2s), ysetra Kao co (jep je n Benuko),

c
KoeUUHjeHTy Npej BeNHKOM 3arpafoM 2 je 3aMHjeHeHO ca (.

2
4 Joa rpaHuua, 2 (1 —-—2), y3eTa Kao 1—1’_2 (sGor Tora wTo je » = ¢). OcumM Tora, y
c
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Tj, MHTEH3WTET OMaja €KCMNOHEHLKja/lHo, Kaja je /1 BP/O BEJIHKO. [Ipema TOMe,

9 -3
, v 2
CTeKTpanHa pacrofjena HMa MaxcuMmyMm 3a 2 N(l——) , a2 OCHOBHH JHO

c2
apayer-a KOHUEHTPHCaH je y obnacTu (pexkBeHUHj, ¥y Kojoj je:
2\ 3/ e H v2 \ 1
www(l——) 2_—-——(1——-—. :
0 ce mec c2 (73,14)

Kako cy Te BpHjeLHOCTH () BpIO BENUKe, & pacTojarse mehy ABHjeMa OONHXKHHM.
thpexkBerRLUH]jaMa H3HOCH (), (koje je penaTHBHO Mano), TO MoxeMo pehu, na
CrieKTap 3paiea MMa ,,KBa3UKOHTHHYaNHH'' KapaKTep, 6ynyhu na je cacTaBlbeH U3
BpNO Benukor 6poja rycto pacnopeheHUx NHHHjA.

3anmaunu

. — Hahu acuMnToTcKy (opMyny 3a CMeKTpanHy pacrofjeny 3padera MpH BEIHKHM /1 33
yecTHlly, koja ce kpehe mo kpyry 6paxHOM, Koja HH]e 6nu3y Gp3HHE CBjETIIOCTH.

Pjewewe. — [NoMohy acumMnroTckor H3pasd Bessel-ove dyHkuuje, koja je HaBeleHa y
HanoMeHH Ha cTp. 187, Hanasumo u3 (73,9):

(l v? )5."4 12
iz |l ——] n
el . v/c

I — —
4 2 !/—;mzcs l‘l“v ool

2n

?)2 3 s 1)2
Opa QopMyna Moxe ce NMPUMH]EHMTH, ako je 1 (l —C—g) fe >> 1. Axo je k Tome (l—Eg‘) Masno,

oHfa po6uBeHa GopMyna mpenasu y GopMyny (73,13).

2. — OppenuTd 3aKoH MpoMjeHe €HeprHje ca BPEMEHOM 3a ontepehemse, koje ce kpehe ne
KPYXHOj MyTarmH y KOHCTAHTHOM XOMOTEHOM MarHeTHOM Mo/ky H ry6d eHepru)y 3pauereM.

Pjeweme. — [lpema (73.2), 3a rybuTak eHepruje y jeMMHHLM BpEMeHa, HMaMo:

R d@ 2 BJHE (62 s ”12 C‘)

df _ 3mic

(6"9 je eHepruja 4ecTHue). OpaBre Hanasumc:

4
E‘go_ 2e Hzt

= —— ’
me: 3 md P

arg th %— arg th

raje je (& eHepruja dectHue y nioyeTHomM momeHty (f{ = 0). Bupumo, na eHepruja onafma, NpH-
Gnuxapajyhu ce acumnTOTCKM BpujesHocTH (& = mc® (NOTAYHO 3ayCTaB/batbe HECTHLE ), kana
t — oo.

.

§ 74. Koueme 3payereM

Y § 65 nokasaHo je, na pasBHjame MOTeHLMjana Ioiba CHCTEMa ONTEpe~
hera y pell Mo CTeNeHWMa V/c, I0BOAU ¥ LPYTOj anpokcumaluuin no Lagrange-ose
dyHKuuje, Koja moTnyHo oxpehyje (ca ToM anpOKCHUMaLMjoM) KpeTakke onTepeherma.
PazBujM0, cala, Molbe [0 4YNaHoBa BUIIEr pepa H of6jacHMUMO, 10 KaKBHX ede-
KaTa TH 4YJaHOBH AOBOZE.
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Y peny 34 ckanmapHM MoTeHUWjan

1
@szQt__?RdV

1
4ynaH Tpeher pena no — HsHocH

g 1 02 5
q,(-):__gc_aatzfpgdv (74,1)

{oBnje Hehemo mucaTu npee 4naHoBe pepa (B. § 65) 36or kpartkohe]. M3 uctux
pasnora, kKao M mnpu ussohewy (65,3), y pesy 3a BEKTOPCKHM MOTEHLHW]an MOpaMo

1
Y3eTH caMo unaH Jpyror pega mo —, Tj.
C

AR CL% / jdv. (74,2)

Msspwumo TpaHchopmauujy noTeHuwujana :

: 19 :
? :@—73—{, A'=A+grad f,

yaumajyhu GyHkuujy f Ha Taj HauuH, Aa ckanapHu notenuujan @ 6yne jemHak
Hynd. 3a TO Mopa O4HMINeAHO OUTH:

. 1o [,
= dv.
/ 6czdt“fR el
“Tana he HOBM BEKTOPCKM MoTeHUuMjan GHUTH

19 (. I 0° . _
& o ”V'—é—czazﬁvf“d‘”—

1o (. I 0®
=—‘5sﬁfjdv_3_c=bﬁfRde'

[Ipenazehu cama ca WHTerpana Ha cyMme MO MNojefMHMM onTepehewmuma, 3a

A —

: I .
7IPBY 4naH Ha NECHOj CTPaHW HMaMo — — »eV. Y [pyroM HnaxHy DHILIAMO
c

R=R,—r, raje R, u r umajy ofuunn cmucao (. §66). Tana je R=—r=—V

] L
M Apyrd unaH nocraje S_CiZEV' Ha Taj nHauun je
AO — 2 Sy 74,3)
T 3c2ze : ( 4

MaruneTHo mombe, KOje oAroBapa TOMe MOTEHUMjany jeAHAKO je HYNH (H=
=rot A'® =0}, jep A'® ne campxu KOOpIMHATE EKCMNIHLUUTHO. ENEKTPHYHO

] .
nope E =— ?A’@), M3HOCH:

2

2.4 (74.4)

E:

caje je d mMmonHM MOMeHaT CHCTeMa,
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Ha Taj HaudH, uYnaHoOBU Tpeher peia y pasBHjeHOM H3pazy 3a NOJbe NpH-
Ka3yjy HeKe IOTMYyHCKe CHINe, KOje njejcTBYyjy Ha onTepeherma, ¥ Koje ce He Hanase
y Lagrange-oBoj dyHKrUHjU (65,6). Te cune 3aBuce on u3Bojma ybpsamwa onTe-
pehewa no BpeMeHy.

[MocmaTpajMo cucTeM onTepehera, KOja Bplie CTalHOHAPHO KpeTakel) u
M3payyHajMo Cpelwy BpPHjeNHOCT pana, Koju momke (74,4) BpWIM y jeAMHHLM Bpe-
mMena. Ha cBako ontepehewe e gjejcteyje cuna f=c¢ekE, 1j.

e **

f=—-—u
3c®

(74,5)

Y jenvHMLM BpeMeHa OBa CHIa EpLM paj, KOju je jenHak [v, ma je ykynHu pap
W3BplIeH Ha cBa onTepehema jenHak cyMu mo onTepeherwuma:

2 2 e 2 d e 2 4
Ef\r::ﬂcsuEev—@dd_.s—cg-a(dd)ﬁgc?dz.

Y3uMamkeM cpejre BPHjeNHOCTH TMO BPEMEHY TNpBOr 4YjaHa HecTaje, na je

' CpelbH paj jelHaK:
v TR
= — d®. 74,6
E fv e ( )

Ho uspas Ha JecHOj cTpaHH HHje HHUIUTa APYyro, Hero (y3eTo ¢ OGDHYTHM 3HaKOM)
3payere eHepruje, Koje CHCTeM BpIIM y jelMHHLH BpeMeHa [B. (67,9)]. Ha Taj
HauWH, CHIE Koje ce mojaBlbyjy y Tpehoj anpokcumauuju (74,5) onucujy o6pHYTO
njejcTBO 3padewa Ha ontepehemwa. Te cune ce HasuBajy Koyerse 3payerbeM HIH
Loreniz-ose cune Tpema. '

McToepemeHo ca rybUTKOM E€Hepryje y cHcTeMy onTepehetba KOjU 3payM, Ha-
CcTaje M WU3BjecTaH rybUTak MOMeHTa KOJIMYMHE KpeTarba. Y Matberbe MOMEHTA KOMH-

dM

YMHE KpeTakay jeIMHHLH BpeMeHa, 4t axo je uspauyyHaTu noMohy u3pasa 3a cune

xouera. [utepeHUnpareM MoMeHTa KonuduHe kpeTawa M= X (r X p) no spe.

meny, umamo M = QX ﬁ),6yu;¢bn naje 2 (r X p) =2 m(v X v)=0. Ussoxn
To BpeMeHy O0J HMMMynca 4YecTule 3samjelyjeMo cunoM Tpewa (74,4), koja Ha
¥y AjejcTByje W Hanasumo .

M:E(rxn:;a

Hac uHTepecyje cpenmwa BpujenHoCT (y BpeMeHy) TyOHTKa MOMEHTa KONHYHUHE
KpeTama KOJ CTaUUOHADHOI KpeTaks, CJIMYHO OHOME, KaJ Hac je paHHje HHTe-
pecoBao cpelwd rybuTak eHepruje. AKo HanulIemo

Ze(rxg)——h——z—(dx-&).

3"

(@x d) =2 (@ x d—(d X d)

1) Taynuje, — KpeTatbe, koje 64 OMNO CTALMOHAPHO, Kafa Ce 3aHEMApd 3padetbe, Koje
JOBOJM A0 TIOCTENEHOT TPHIYLIHBatha KpeTaka.
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M HarnoMeHeMO, [Oa CpeAla BPHjeJHOCT TOTANHOT MpPBOI' H3BOAA MO BPEMEHY
(npBu unau) wucyeszaBa, HahuheMo nedUHUTHBHO cnujesehd M3pas 3a cpemmu
ry6MTak MOMEHTa KOJIMYMHE KpeTama CHCTeMa KOjU 3pauH:

aM 2 .
d—t:— - 3C3 (d >< d)- . (74’7)

Koueme 3pauerweM BaXH M Kaja MOCTOjM CBera jefHO omepehe}«be Koje
ce Kpehe y crnomawmweM noky. Taga OHO H3HOCH :

262w

i:3cuv | (74,8)‘

3a jenHo onTtepehere yBHjeK ce MOXe y3eTH TakaB cHCTeM pedepeHLHje,
y KOMe OHO, Yy AAaTOM MOMEHTY, MHpYyje y KOpAMHATHOM no4eTKky. AKO ce y Tak-
BOM CHCTEMYy M3pauvyHaBajy jalbM 4YNIaHOBM peja 3a Iojbe, KOje H3a3WBa ONTe-
pehewe, ucrocTtaBuhe ce, Na TH YNaHOBH HMajy cnujenehe ceojcTtBo. Kapa pa-
LAHyC-BEKTOD 0J onTepehema A0 Tayke mocMaTpara TEXH HYNIH, OHAa Cy Te
unaHoBu (yEKUMje mNpaBUa M CMjepa pafuyc-BEeKTOpa M TO TakBe, Na HHXO0BU
CpeAre BPHjeHOCTH NO CBHM MpaBU¥Ma MOCTajy jefHaKe Hynd. [pyruM pujeduma,
Ha Taj HayWd HobuBeHe cpelie BPUjefHOCTHM 3a YNaHOBE BHILET pefa, y peay
3a cuny njejctBa onTtepehema ,,Ha camo cefe*, jeaHake cy Hynd. Ha Taj
Ha4uH, y caydajy jepHor onTepehemwa, (opmyna (74,8) je y Heky pyKy TauHa
popMyna 3a obpaTHO HjejcTBO 3payera y OHOM CHCTEMY pedepeHLHje, y Kome
ontepehewme Mupyje.

MehyTum, Tpeba umaTi y BHAy, Ia OnHMCHBame AjejcTBa onTepehema , caMor
Ha cebe” mnomohy culle KOYeH-a yOMIUTE CACBUM HE 3a40BOJbABA U Y CEOH CafpXu
NPOTUBPjeYHOCTH. JelHaUKHA KpeTaka onTepehetba y OTCYyCTBY CHOJbALIHLET NOJbA,.
Ha koje ajejcTeyje camo cuna (74,8), je:

. 262

mv=——YV.
¥

Oea jegHayMHa KMMa, OCMM TpPHBHjalHOI pjellewa V= const., joll H pjeluerse,.
3mc3

KOJ Kora je yGp3ake V MpPONOPLUOHANHO ca e 2¢° | Tj, HeorpaHM4yeHo pacTe
ca BpeMeHOM. To 3Hauu, Ha np., fa 6u ce onTtepehemwe, KoOje je NpoIUNO KpO3
Ma KaKBO MO/b€ [0 HW3/1asy M3 [oJba MOpano HeorpaHuyeHo ,,caMo coboMm
ybp3asaTH'. AMNCYpPRKHOCT TOra pesynTaTa CBjefOYd O OFPaHHYEHO] MpHUMjeH-
bUBOCTH (opmyne (74,8).

‘ Moxe ce mMojaBHTH NKHTake O TOME, Ha KOjU HAYUH ENeKTPOLHHEMHKA, .
KOja 3al10BO/baBa 3aKOH OJpXaka €HeprHje, MOXE NOBECTH A0 TOT ancyphHor
pesynraTa, o KoMe cnobonHa 4YecTHla HeorpaHH4eHO noBehaBa cBojy eHeprujy.
Kopujern Te Tewkohe y cTeapu Hanase ce y 6eCKOHa4yHO] €NeKTPOMAarHeTHO]
»COTNCTBEHO] MaCH' efeMeHTApPHHX 4YecTHLa, 0 Kojoj je OWNO pHjeyd paHHje
(8§ 36). Kaga y jesHaynHama kpeTaka MUIIEMO KOHA4Hy Macy onTtepehema, Mu
My y CYWTHHHM TMpunucyjemo ¢opmanHo 6eCKOHAa4HY HEraTHBHY ,,CONCTBEHY
Macy‘, Koja HHje eNneKTPOMarHeTHOI TOpHjekna, a Koja 6M 3ajeflHO C eNneKTpo-
MarHeTHOM MacoM JOBOAMNa [0 KoHa4yHe Mace dyecTuue. Ho, kako omysumame
jenHe BeCKOHAYHOCTH O Apyre EHje MOTOYyHO jeAHO3HAYHA MaTeMaTH4Ka OMepa-
LMja, TO U NOBOAM A0 HM3a Aalbux Tewkoha, Mehy kojuma je u Tewkoha, Ha Kojy -
CMO OBJje yKasand.
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YV cHcTeMy KOOpAMHATa, y KojeM je OpsuHa 4YecTHUE Mana, jefHauuHa
KpeTaka Ca ypauyHaTHM KOYeHeM 3paierha HMa 06NHK:

mvn.r—eE—!——(v><I-l)—|—363 v . 7(74,9)

[peMa M3NOXEHWM pe30HOBakbKMMa OBa jeiHAYHHA MOXe Ce NPUMHjEHHTH CaMo y
cnyyajeBuMa, Kaja je cuna Kouera Mana y ORHOCY Ha CHiy, Koja Tpou3nasu
M3 Crojballikber Mosba.

La 61 ofjacHuny (U3MYKM CMHCA0 TOr yC/lOBa, MOCTYMMMO Ha cnujenehu
HauuH., Y cucTeMy pedepeHuuje. y Kome onTepeherse y AaTOM MOMEHTY MHpYje,
opyrd M3Bon 6pavHe MO BPEMeHy, aKo 3aHEMapuMO CHIy KOHerba, jenHak je:

V== E+-= (VX H)"

Y npyrom unaHy cTaBmaMo (orpasuyaBajyhu ce Ha HCTY taydoct) V= —E,

3

na jpobuBamo

= E+—(E X H) -
[peMa ToMe, cuna Koyet,a cacTojahe ce W3 fABa H4naHa:

—3mc3 3m”

— (E X H)- (74,10)

Axo je @ dpexksBeHUMja KpeTakka, OHAA je E nponopuuoHanHo ca a)E na je

es
mpeMa TOMe NPBH UMaH PeAa BENMuMHE — g ~-E, a npyru pepa —— o ~ EH.

[MpeMa ToMe ycnos, fia CHna Kodyera Oyie Mana y OAHOCY Ha CMOJLHY cnny ¢E,

L . et
Koja #jejcTByje Ha onTepehere, Laje e @ < 1, unyu, ako ce yBele TajlacHa

c
LyXHHE A ~ —:
®

A (74,11)

Ha Taj nauuH, Gopmyna (72,8' 3a Kodere 3padereM MOXeE Ce npuMKje-

HHTH CaMO aKo je HyXHHa Tanaca, Koju NMaja Ha onTepehere, BENMKa y OAHOCY
e? é

Ha ,,MONyNpPeYHHUK " o*xrepeheH:a — BunuMo, fa pacTojama pena ps omeT

mc‘“‘

MpeTcTaB/bajy rpaHMLy, KM3a Koje eneKTPOAMHAMMKA [OnasH cama C2 coBoM ¥y
npotuepjednoct (B. § 36).

Jpyro, ako yrnopeAuMo APYTH 4iaH CUIle KoYera ca CUIoM ¢E, umamo ycnos:

HK m264 (74,12)

Teanuia MOk 14
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Ha Ttaj HauuH, HeonxoAHO je nmoTpebHO Aa W caMo MoJke He OyAe CyBHlIE BENHKO,
me2ct
[lorsa pena o Takohe, NpeTCcTaB/bajy rpaHuLy, U32 Koje KlnacH4yHa eleKTpo-

IWHAMHKA LOBOAM [0 YHYTpPAWHKX NPOTHBpjedHOCTH. M oBnje Tpeba umaTH y
BUOY, 04 Ce Yy CTBAPH €NIeKTPOAHHAMHUKA OKasyje HeNMpHMjeH/bUB2 Beh KOX MakbHX
nomal) ¥ To 36or KBaHTHUX edekarTa.

VaBenumo penaTHBHCTHYKM M3pa3 3a KOYewe 3payeweM (3a jefHo onTe-
pehewse), KOju Ce MOXe NMPUMHjEHWTH H 3a KpeTawa ca 6p3uMHaMa peja OpauHe
cejetnocTtH. Te cune 6Guhe caga 4-Bektopu f; KojuMa Tpeba HOMYyHHUTH jefHa-
YyuHy KpeTaia onrtepeher-a, HamuicaHy y 4eTBOPOAMMEH3HMOHENHOM OOMHKY:

di; e :
_d:g_ — ? i W 4. fi' | (74, 13)
3a oppehuBarbe f; HanmoMeHuMmo, Aa 3a v<<C TPH HErOBE NPOCTOPHE

: i , :
KOMIOHEHTE Mopajy npehu y KoMMoHeHTe BeKTOpa z (74,8). Jlaxko je BupjeTw,
e d2n
Ia TO CBOjCTBO MMa 4 -BeKTOp 30 ds2
fiu; = 0, xoja BaXu 3a KOMMOHEHTe CBaKor 4-pekTopa cuie. [a 6u ce Taj
yCnoB HcnyHHo, Tpeba HanucaHOM M3pasy MNOAATH HEKH [ONYyHCKH 4 - BEKTop,
cacTaB/beH M3 4-0p3uHe [/; U HeHUX H3Boja. Y TrpaHH4HOM chyyajy V == 0,
TPH MNpPOCTOPHE KOMIOHEHTE TOra BEKTOpa Mopajy TIoCTaTH jefHaKe HYIH

Tako, na ce He 6U HM3MHjeHHna NpaBa BpHjefHOCT f; koja je Beh narTa M3pasom
2e* du;

HMnak, oH He 3aJ0oBOJbaBa penaulujy

. Ty ocobuHy umMa 4-BeKTOp l;, Na 3aTO TPa}XeHW [NOMYHCKH unaH

3¢ ds?
Mopa uMatu obnuk a ;. Cxanap a Tpefa usabpaTu Tako, Aa 6H ce 33a40BOJbH-
na penaumja f;#; = 0. Y pesynrtaty Hanasumo

_ 2 ~u, du,f) '
fl 3C( + Uy dg » (74314)

Ho6uBeHa ¢opMyna MOxe ce MpenucaTd y ApPYyrom o6nuKy, npeMa jenHa-

d?u;
YHHaMa KpeTaka, ako ce WU3BOAH —d—é‘— M3pase HenmocpesHo TmoMohy TeHsopa
s
BakbCKOT E€JIEKTPOMAarHeTHOr NoJba, Koje JOjejcTByje Ha YecTHUYy:
du, e Fo
ds mc TR
2
i tng = e., QFM Uy t"|‘ F;kaU.!
ds mc: 0Xx

[Mpu 3aMjenu Tpefa uMaTH y BUAY, Aa je MPOM3BOJ IO MHAEKCHMA I, K aHTHCHME-

. k ;
TPUYHOT Teﬂaopa—a\c' ¥ CHMETPHYHOI' TEH30p&a U; Uj; HAEHTUYHO jefHaK HYIH.
Al

Haxne,
f-— 2 e? BFik 2et 28
o B

Uty — Fy Fiyuy— ——5— (Fr &) 2. 74,15
3mc® 0, LA AmEer UTKTKTT TamEet (Fi ) *u; ( )

12 C(}

, Taje je h Planck - oBa KOHCTaHT3,

n
1) Kox noma pena



=
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Hurterpan og 4-cune f;, y3aT no CBjeTCKOj MMHHjH KDeTawa onTepehema,
Koje mponujehe Kpos 3apgaTo moibe, Mopa Ce mnoknanaTH (ca O6PHYTHM 3HaKOM)
ca TOTanHMM 3padermeM ontepehersa 4-wumnynca A P; oxpehbeHum dopmynom
(72,3) [cnU4HC TOMe, K40 WITO Cé CPelra BpHjenHocT paja cune f y wuepena-
THBMCTHMYKOM CIy4ajy MOKAana ¢ WHTEH3WTETOM MUIIONHOr 3padersa — B. (74,6)].
Jlako ce je yBjepuTH, Aa je TO 3amcTa Tako. [lpsa gBa unaHa y (74,15) nokna-

2e? dzu,‘
najy ce C NpBdM uYnasoM y (74,14) 3¢ ds W MNpH HHTErpUpamy rnocrajy jen-
Hakd HynH, jep y GeCKOHayHOCTH 4YecTHLa HeMa ybpsama, Tj. % = 0. Tpehu
ynaH jaaje: |
d 2t .
_— ff Y :~————3 m2 64 (Fkl llt) tl,- dS,

WTO ce y moTmyHocTH noknana ca (72,3).

Axo ce 6p3dHa uyecTHue npubnuxaBa Bp3UHM CBjeTNOCTH (,,ynTpapenartu-
BHCTMYKH'¢ Cnydaj), OHAa op Tpu 4naHa y dopmynu (74,15) najbpxe ce nosehaBa
Tpehy, KOjU CalpXH TPOCTPYKE NPOH3BOAE KOMMOHEHATA 4 - 6p3uHe (HamOMHELEMO,

2
p v .
Na KOMIoHeHTe 4 - 6p3uHe caipxe y HMEHHOH)’V ]—E)' 36or Tora ce, Kap je

v
c LOBO/LHO 6nM3y jenMHHLIE, MOXE THCATH:

2
Ji=— I (Fuu)u; . (74,16)
IMpoCTOpHE KOMMOHEHTe Aajy 3a CHUIY Kouetha M3pas:

26t (Ey— H) + (Ec+Hy)*

e == 3 22 , (74,17)
=

Osgje je X oca usabpana gyx 6p3uHe V n CByAa, TAje je 6uno MmoryhHo,
CTaB/beHO je v = C. BumnMmo, 1a je 3a yNTpapenaTHBUCTHYKY HECTHLY KOHY€H:E
3pauerbeM IpPONMOPLHOHANHO KBajpaTy H.eHe €Heprhuje.
Ckpehemo maxmy Ha cnujefiehy HHTEpPECaHTHY OKOJNHOCT. lope je HaBene-
HO, 14 Ce fOOMBEHM H3pa3 3a KOYeke 3PayeHeM MOXe NDUMHjEHHTH CaMmo y
2 ot

noyb¥Ma, Koja Cy Mana y OLHOCYy Ha (y cuctemy pecdepenunje K,, y Kome

e3
yecThua Mupyje). Heka je F pen BenuumHe mnompedHor momka (y OAHOCY Ha mpa-
Ball KpeTama) y cucTeMy pedepenunje K, y koMe ce decTuua kpehe GpsuHOM
v [nome, koje ynasu y dopmyny (74,17)]. Tapa y cucrtemy K, nome uma BpH-

22
\/ =

MOpa HCNyHaBaTH YCIOB:

jemHoCT pepa (8. TpancthopMauuoHe ¢opmyne y § 23). 36or Tora '3

e’ F

—a KL
m%‘*\/ v _ (74,18)

| ——

c2

C14¥
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MebyTum, cuna kodewa (74,17) mpercTaBma BENHYHHY pela

f~

et F2
02\
w15
c2
9

v
Te BUAWMO, Aa ce ycnoB (74,18) mMoxe HChyHMTH [Kaja Je l—c—z- ROBOJLHO

Mano] 4ak W OHAa, Kaja je caMa cuna Koyewa f BenWka y ORHOCY Ha OOH4HY
Lorentz-oBy cuny, Koja LjejcTeyje Ha onTepehere y €NeKTPDOMATHETHOM NOJbY
(f>>ef). Ha Taj HauuH, 3a ynTpapenaTHBUCTHHKY YECTHLY MOXe BaXUTH Clyuaj,
Ia Koyeme 3payerseM (74,17) npeTcTaBiba OCHOBHY CHIY, KOja Ha by AjejcTBYje.

Y ToMm cny4ajy MoXe ce cMaTpaTd, ha je Try6uTak (KMHETHYKe) eHepruje

YeCTHLE Ha jeflMHULY AyXuHe MyTa (__d_g’bﬂ) jeAHaK caMo . CHIM Kodewa f,.
X
Umajyhu y Buay, fa je mocbefrha MPONOPUHOHANHA KBaJpaTy €HEprHje 4ecTHle,

MOXEMO HanHCaTH.

d@kin ' 2
g = &%) i,
rnje ce ca g(Xx) oaHayaea koeduuUMjeHAT KOjH 3aBMCH OJf KOOpAHHATE X, KOju ce
npeMa (74,17) uspaxasa novohy TpaHCBEp3ajHHX KOMIOHEHATA MCJba. HUurterpu-
patbeM 0Be AMdepeHUHMjanHe jefHaYWHE HalasuMo:

1 1
é’kin __0_[_ fg (x)dx,

raje ce ca 6:0 03HayaBa IMOYETHA €Hepruja 4ecTHle (enepruja 3a X—— ).
CneuujanHo, Kpajikba eHepruvja 4ecTHUE &, (nocnuje mponvjeTama 4ecTvlle KpO3
norbe) onpehyje ce dopmynom

+e
1 ]
aza—}—/g(x)dx.

Burumo, na 3a &,—> 0 KOHayHa €Hepruja &, TeXH KOHCTaHTHOj TpaHuLH, Koja
He sasucu on &, ([. Pomerancuk, 1939). [pyrnm pujednma, nocnuje mnponuje-
Tamba KPO3 MO/be €HEeprrja 4YecTHle He MOXe npeBasuhu &y, Koja je onpeheHa

jeAHaYHHOM
e
1
—— =fg(x) dx
s @

kr

MM, 3amjeHoM H3pasa 3a g(X),
+a

2 \2
ék_fl ="_7n—'2_c4( : 2) f[(E)'_Hz)2+(Ez+Hy)2] dx. _ (74,19)

1L L

— @
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3anaugu

1. MapauyHatu Bpujeme Ha Kkpajy kojer he ,macTu' jenHa Ha Apyry JBHje HaeneKTpHUCaHe
YecTHUe, Koje ce Bplwehu enHNTHYHO KpeTame MehycoSHo npHenade (ca 6ps3MHOM, Koja je Mana y
oAHOCy Ha Gp3uHy CBjeTnOCTH) M Koje 36or 3padewa rybe eHeprujy.

Pjewewe., Cpeawmu rybutak eHepruje THX HecTHUa y jeAHHHUM BpEMEHa H3HOCH
(8. 3an. 1, § 69):

a8 ___(2|€oi)% 12 e, e, 3 (31 “ﬁ)z (1_2|@3|M'3>

Z S \mm wd g

(1)

(HanoMHEEMO, fa je KON eNUNTHYHOT KpeTarba |&| << 0, na je g_lzf_l > 0. lpernocTamamo, Aa je

Manu ry6utak eHepruje 3a jemad ofpT, a To oMoryhasa ma ce moxe HMCKODHCTHTH H:€Ha Cpeliba
BpujesHocT. Yropelo ca €eHeprujoM uHecTHUe rybe MOMEeHAT KONHYMHE KpeTatba. [y6utaxk mo-
MeHTa y jeIMHHUM BpaMeHa mat je dQopmynom (74,7). 3amjeHom u3pasa (69,1) 32 d ¥ y3 Hamo-
MeHy, pa je :

. 2,8 r
#r=_(17:—HM=y(rXV),
HanaauMo
dM  2|ee| se &){ﬂ_
dt 3¢t (ml my/) r8’

Hahuhemo cpegry BpujenHoCcT oBOr H3pa3a o mepu py kpetawa CpeAka BPH]EAHOCT Of Pt
H3padyHaBa Ce MCTO TaKo, Xao wTo ce y 33AaTey | § 69 uzpadyHasa cpenmsa BpujenHocT og4 r—4
Y pe3ynTaTy HanasMMo 3a CpeiM TyGHTaK MOMEHTa y JelHHHLUM BpPEMEHa cndjepehn M3pas:

am _ 2leel@el& ) (i_&)ﬂ

at — 3ci M2 m,  my

()

[kao u y (l) 3Hak 3a cpeltby BpHjeAHOCT H30CTaB/LaMo]. [Hje/bermen (1) ca (2) no6usamo Rude=-
peHLHjanHy jefilHa4yHHY: ’

d|&| He%_e_%(s 2|§)|M2)
aM 2 M3 e e ’

MHTErpUpareM KOje Hala3HMo:

,826’2 3 !60'
|@|=521722(1 M>+_MT ‘ (3)

T
MO
KoscTanTa uuTerpupama yseTa je Tako, 1a 3a M = i, 6yne & = &,, Taie ¢y M, u &, mo-
YyeTHE BpHjefJHOCTH MOMEHTa M EHEprHje 4YecTHue. '
JTagawy* jeiHe vectdue Ha gpyry osrosapa M -—0. Ms (3) Bumu ce, na npmo;{
& —> o0, Kao WTO Ce M MpeTnecTaBikano. HanoMumemo, fa MpoH3Bon |&| M? Texn xa} ueje;
a u3 copmyne (69,3) BHAM ce, Aa EKCLEHTPHLMUTET e—0, Tj. mpubnnxasatmeM HECTHUA opbuTa

ce npubnuxzsa kpyry. 3amjeHoM (3) y (2) ompehyjemo Hason I uapaxes kao GyHkumjy on M,

nocnuje uyera MHTerppake no dM y rpanuuama ox M, no O HemocpeaHo Iaje BpHjeMe Tafama:

2

8 ;0 —2 ’ -
iFpalciz ol <£1‘“_' f}‘) (V!‘e?e§+‘/2M3|@o]) '

V?M@oweff% my My

2. OfpeAuTH TpaHU4Hy €HEpPrH]y, KOjy MOXe MMaTh uecTuua rocnuje MpoiHjeTara Kpo3
nofbe MarHeTHor Aurnona m, EexTop m u npasau KpeTawka Hanase ce y JeAHO] paBHH.
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Pjewemwe. Yamumo kao XZ paBaH, OHy papaH, KOja NPOnasW Kpo3 BEKTOp M W npasaly
KpeTama, NpH dYeMy ce yectHua Kpehe mapanenxHo X ocu Ha pacTojamy p. 3a TpaHCBep3anHe
KOMIIOHEHTE To/ba MarHeTHOT Iunona uMamo [B. (43.4)]:

dmr)z—m,r* m
IE INCTETETEn

Hy=0, Hy= [3(pcos p 4 xsin @) p— (p* + x*)cos ¢ ]

(oBnje je ¢ yrao mehy m u ocom Z). 3amjesom y (74,19) u uHTerpupameM- ao6HBaMoO:

—1 m?x er \2r41 39 5
-_— | - ——_" gin? e | P
&kr 2 ¢ o (m ,cﬂ) [32 T sin? @ + 3 sineg COStp]

3. Hanucartu TPOAMMEH3HOHANHY H3pa3 3a CHJIY Ko4ewa y PeJaTHEHCTHYKOM cnyqajy.

Pjewete, MapauyHasarem MpoCcTOPHUX KoMmoHeHaTa 4-Bektopa (74,15) no6usamo'):

L {(%—I—(Vv))E—i— %[v(g—ﬁ(vv))ﬂ]} 5

+i"‘—{[em+~}[mﬂv]} + L EGB)]+

3 m2c!

2 et :

+ ¢ - v[(E—{»—l[vH]) ——CI—E(EV)Z}.
3mzc5(1—%)

c

§ 75. CnexTpanHo pasjarame 3paiermna
y yITpapelaTHUBUCTHYKOM cCly4ajy

VraoHa pacrioijena 3pauyeda YecTHUe, Koja ce Kpehe GpauHoM Gnuay
6p3nHe CBjeTNOCTH (,,ympapenamaucmqm“ cny4aj) ¥Ma KapakTepUCTHYHY 0CO-
6uHy, KOja Ce MOXE BHMJjeTH HEMOCPEJHO H3 ONIITEr H3pasa (72,7) 3a wuHTEH-
3UTeT 3payersa. Y MMEHWOLle Da3HMX unaHoBa TCra M3pasa ynase BHCOKH CTe-

vl v
MeHW pasnuke (l _T)' Axo je v 6nusy ¢ (Tj. 1 _?<< 1), oHpna he HHTeH-

3UTeT MMATH OLUTap MaKCHMMyM y YyCKOM YraoHOM.HHTEpBany, y KOME je va=mn,
Tj. 1 je CKOpo mapanenHo ca V. Ha Taj HayuH, ynTpapenaTHBUCTHYKA 4YeCTHLA,.
yrnaBHOM, 3payd y Mpasly CBOT Kpe€Takba.

Jlako je OLHjeHMTH yraoHH HHTEpBall A® oko mpaeua V,y KOMe jé HHTEH-
3UTET 3pauyera MPHMjeTHO PAa3NUYHT Of HYyNeE. Axo ce Hanuue

v v v 62
l——=1——cos 0 =] ———
c F; c+2’

' v
HanasuMo, fa je Ta pasnuka Mana( pena 1——?‘)3( HHTepBany ABN\/l_ﬂ,
c

WUNY, IUTO je HCTO:

ABN\/IHUZ . (75,1
C

1) Ospje cy 3a BEKTOPCKe NpOM3BOAE y3eTe yrnacre sarpame, Aa 61 €uno jacHH/e obuibes
wapamwe. (Tp. mp.)
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3a M3payyHaBarbe CMEKTpPANHOr pas3naraska 3paiera fUTHY ynory urpa ysa-
jaMHH ofHOC Mehy BenM4YHHOM yraoHor MHHTEpBana A® ¥ yKyIHUM YrioM @ CKpeTama
yecTHLe MpH NpoNHjeTaky Kpo3 Crojballlkbe €eIeKTPOMATHETHO TMOoIbe. Yrao a
ce MOXe OUMjeHHTH Ha cnujenchu Hauwu, TpaHCBep3anHa (mpema mpaBuy Kpe-
Tama) NpOMjeHa WMMynca 4ecTHlE WMa pej BENH4YHHE NPOH3BOAA TpaHCBep3anHe

1 . a a o
cune eF') u BpeMeHa MpONUjeTara KPo3 NoJse twjg? (rnje je a pacTo-
jatbe, Ha KOMe je TMOJbe MPUMjeTHO PasnuuuTo OR Hye).
mv mc .
QOgHoc Te BeNHYHHE W HMMyJca p == —-—___—:-;”‘—_"1—_;_—:_; onpehyje pea
v - v
Vl-—__ Vl_—-—-
, iLF cA

BEMUYHHE yria a (anconyTHa BPHMjeHOCT yrna CKpeTamwa G 3a YNTPapenaTHBH-
CTHYKY 4eCTHLy y3uMa ce gaa je mana). Ha Taj HayuH je

eFa V2
L r~—— — @
mc? c?
a
Jlakne, ORHOC Enma peA BeNU4YMHE
o eFa
Ae  mc*

Ckpehemo maxby, Aa OBaj ONHOC He 3aBHCH Ol 6psuHe UYECTHLE M Y LjeiuHH
ce oapehyje cBoOjcTBMMa CaMmor CMOIbalEr TMOka. '
[pernocTaBUMO Hajopuje, na je

eFa>> mcg; (75,2)

Tj. TIOTNYHH yrao CKpeTama 4HeCcTHLE BEIUK je Yy OOHOCYy Ha A6, Tapa mMoxeMo
3aK/by4UTH, fia Spayerbe y 3aJaTOM MpaBly yriaBHOM MPoH3nasH M3 OHOT Lujena
TpajeKTopHje, Ha KOMe je Gp3nHa 4YeCTHLe CKOpO mapanenta ca THM IpaBLEM
(npaBu ca UM yrao y MHTepBany AB), a pyxuHa Tora Aujena je mana y On-
Hocy Ha @. Ha Takeom Aujeny rome F Moxe ce cMaTpaTH KOHCTAHTHC, a mouwTe
ce ManM AWO KpHBe MOXe CMaTpaTH Kao IMO Kpyra, TO MOXEMO NpPUMHUjEHUTH
pesynrate, Koje cMo gmobunk y § 73 3a 3paderba MPH PaBHOM]EPHOM KpeTaimby
no kpyry (3amjemyjyhu mpuToM H ca F). Cneuujanso, MoXe ce 3aK/by4YHTH,
na he rnaBHM AMO 3paderba OMTH KOHLEHTpHUCAH Y obnacTH (pekBeHLHja

el
me (1 -—0—2) | (75,3)

[B. (73,14)]. HetarbHuje uspadyHaBame CrieKTparHOr pasnarawka AaTo je y 3ajaTky
6p. 1" ys oBaj naparpad.
Y o6pHYyTOM TpaHWYHOM Cly4ajy

e Fa << mc?, (75,4)

LKjend yrao CKpeTawa 4YeCTHLE MalH je y opnHOCy Ha Ae. ¥ Tom cnyuajy
YKYTHG 3payer:e, yIImaBHOM, yrpaBibeHo je y yCKOM HHTepBamy A6 oko mpasua Kpe-
Tama, MpU YEMy Ha JaTy Tauyky ynapa spaieme ca uujene Tpajektopuje. 3a oape-

) ~

1) Axo ce oca X ysMe y rpasly KpeTama UECTHUE, ouna je (eF)® s36up xBapparta y- u 2-
e .
woMmmoneHata Lorentz-ose cume eE -]-—c(v ¥ H), raje ce mpuToM MOXe CTaBHTH V=

F2=(Ey—H‘)2 +(Ez + Hy)z'
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huBawe cnekTpanmHor pasnararwa 3payerba y TOM Chydajy nocnyxuhemo ce Lié-
nard-Wiecher{-oBum uspazom (72,6) 3a mome y TanacHoj 30HH M M3pauyHahemo
meroey Fourier-oBy koMnodeHTy. ¥ Ty cbpxy Tpe6a uHTerpupatu Ee@! no

Ry, rt'n " t'n

c c G
(oBmje je t'=r(l') = vt panuyc-sekTop yectuue). 36or Tora je 3rogHo mpehu
Ol MHTerpupamwa mno df Ha uHTerpupatke mo df’, yaumajyhu

dt=(1—ﬂ)dt'
c

, r'n . vn
iwt Icu(l" = —) l(ut’(l —_ ﬁ)
[ =g c = £ ”

di{. Ho, kako je uspas (72,6) dyHkuuja ox t—?gt

. (72,8)] u

Ha kpajy mo6uhemo:
I (] _ny

E, = %%E(l __116\1)%2 f {ﬂ X[(n ——-%)Xw(t} ]} g T) dt (75,5)

—

(v3ocTaBmamo ancTpod KOA NpOMjeH/bHBE MHTerpHpaka). Bpsuny v mocmarpaMo
yBUjeK Ka0 KOHCTAHTHy BenuuyuHy (ysuMmajyhu y c63up camMuM THM, [a je CKpe-
Tare 4ECTHLEe y HaHOM Cllydajy Mano), a NpOMjeH/bHBO je camo y6p3awme W (1).

[lpoujeda pepa BenuuuHe pekBeHLHja, y 0ONACTH KOjUX je KOHLEHTPHUCAH
OCHOBHH AHO 3payera, MOXe Ce H3BpWHTH Ha cnujenehu HauuH. [Tepuon excro-
HeHLWjanHor akTopa y MOJHHTErpamHoM K3pasy y (75,5) MMa pel BenuuuHe

1’l v\~ 2l v\ 1
oo( c T w vl S

Huterpan he 64TH 3HATHO pasnmMYWT OF Hyne, ako Taj nepuon 6yne McTor pena,
xao M BpujeMe T, ¥y TOKy kojer ce y6psamwe W(f) uyecThle MHjela Ha OCjeTaH

I

. a a . ; ,
HauuH. Ou4urnenHo je TN—J;'? (@ je pacTojatbe, Ha KOMe je TMO/kLE TpPH-

MjeTHO pasnuyrTo of Hyne). [IpemMa ToMe danasumo:

C
a(l_’z_':)’ (75,6)

3aBucHOCT OBUX (peKBeHLH|a 0Of eHepruje 4ecTHle je ucTakao M y (75,3), anu
je KoedHLHMjEHT LPYKYHjH.
leTamuuje TpeTHpame HHTerpana (75,5) Aato je y 3amaTKy 2 OBOr na-

parpada.

W ~

-

3apgaudu

[. OfpeAuTH CreKTpaliHy pacrnopjefly TOTanHOT HHTeH3WTeTa (Mo CBMM MNpaBuxMa) 3pas
yewa npu ycnoey (75,2).

Pjewewe. 3payewe ca ceakor eneMeHTa AyxHHe TpajekTopuje ofpehyje ce dopmynom
(73,11), y xoioj Tpe6a H samujenuTH BpujegHowhy F TpaHcBepsanHe cHMe y [aToj TaukH M, OCHM
tora, Tpe6a npehu ca JuckpeTHor cnekTpa ¢)peKBeHUWja HA KOHTUHyanaH. Taj mpenas ce BpLIM
thopManHuM MHOXelbeM ca dn M 3aMjeHOM

Byl o 2 O i = T B

" dw W,
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AKo ce 3aTHUM WHTEHSMUTeT MHTErpHpa Mo YMTaBOM BpeMeHy, Hahuhe ce cnekTpanHa pacnopjena
TOTanHOr apauersa y cnujepehem obnuky: :

2 e’w(i —’9;>+°9
-

Jac

] |
JB s = o [—; ' () + %j b (u) du.]df,

=% u

raje je ®(u) Airy-esa dynkumuja of apryMmenta

_[meo lmvg *fs
L= 1"eF 'c_z) '

[MoguHTErpanHu H3pas 3aBHCH Of TPOMjeH/bLHBE HHTErpHparma f UMOMHUKMTHO TPEKO BeNHYHHe
u (F, a 3ajegHo ca HBHM H I, MHjemsa ce AyX TpajexTopuje YecTHUE; TpH 3a1aToM KpeTaky Ta
rpoMjeHa Moxe ceé CMaTpaTd Kao 3aBHCHOCT OA apemeﬁa).

2. Mcto To ya3 ycnos (73,4).

Pjewete. MMajyhu y Buiy, Ra OCHOBHy ynory urpa 3pateihe Mol ManuM YrIoBHMa
f mpeMa MpaBUy KpeTama, MOXEMO Hall CaTH:

vn v ) 62 | P2
] —— ] ——cosh= | —— — = — |l - o2)-
c = c c+a2 2( c2+ )

—>
Veonehu u BekTOp 6 =N — V/¥ (c anmconyTHOM Bpujennowhy 0), nperucahemo H3pas (75,9) ¢
TayHoluhy AC YnaHOBa BHUIET pefla y crnujenehem oBMMKY :

) fwf(l "U"" ;

Fau—m(1—5+92> fe (wé) 85! Cz-{-e wl dt

— 0

WK, ako ce yBE.E O3HaKa

w v?
Ve [ | —— — 4 62,
w 2( ‘"2{-— )

e L > > '
Eo =% (o) {(wwfe)e ._j;_ww.],

rie je W, [Fourier-oa KOMMOHeHTa yOpaakea. Ceaj wapas yepcTnhemo y dopmyny (66,9)
&, = cRg{ Ew ~2 dodw w muTerpnpaheno no ceum npasuuna (cTabmajyhu do = sin 6 dfde =

= 64d9dp) Tako ce 3a CleKTpalHO pasnarawke TOTajHOT 3padyewa y pesynraty no6usa cnujeseha

tdopmyna :
2 o 21
2ne w v?) w? v2)
8. =".= A3 Rl [ P ) . [ '
(&{U 2w j‘ 'W(_l)'l [1 =] (l L2} + PNE (1 C2J Jdm .

§ 76. Pacuname CI0G0JHUM onTepehemuma

Ao ua cucTem onTepehetba naga eneKTPOMarHeTHH Tajac, OHAa ce MOA
yTHUajeM Tor Tanaca ontepehersa kpehy. To kpeTame npaheHo je 3pauerbeM Ha
cee cTpaHe. [lellaBa ce, KakO C€ Kaxe, pacvname npBo6UTHOr Tanaca.

Pacuname je HajsTOAHH]e OKapakTepucaTH OQHOCOM KONHMHMHE enepruje,
KOjy eMWTyje CHCTeM Y JaToM TMpaBiy ¥ jelMHMUM BpeMeHa, npeMa TYCTHHH
driykca eHepruje, KOju maja Ha CHCTEM 3patdetba. QueBMAHO, Taj OAHOC HMa AH-
MeH3u]y NMOBpIUMHE M Ha3WBa Ce€ eeKTHBHU Mpecjek pacHnama.
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Hexa je dI enepruja, xojy cuctem spauu y mpoctopuu yrao do (y 1 sec),
Kaja Ha Hera napa Tanac, udju je Poynting-os sexkTtop S. Tana edexkTvBHU
npecjek pacunama (y NpPoCTOPHH yrao 0) M3HOCH:

dl
do — — 76,1
8 ( )

(upra osHayaBa cpelwy BpHjeAHOCT Mo BpeMeHy). UHTerpan ¢ on do no ceuM
npaBL¥Ma MPETCTaBMkba LjeNokynHM eQEeKTHBHH Tpecjek pacHumnatba.

[TocMaTpaiMo pacumnatbe, Koje BpIIM jefHO crno6ofHo onrepehewe, Heka na
TO onTepehewe naga paBHH MOHOXPOMATHYHM NHHHCKH MoNapu3oBaHu Tanac. Hoe-
roBO €JIEKTPHYHO IOJbe MOXE Ce HAMHCATH y OBMHKY:

E=E,cos (kr —wif-} a).

[lpetnocrasuhemo, na je OpsuHa, kojy onTepeheme nobuje nox mjejcTeom
no/ba Tanaca Koju maja, Mana y OfHOCY Ha Op3HHy CBjeTJIOCTH, IUTO je Mpak-
THYHO yBHWjeK OCTBapeHo. Taja ce MOXe cMaTpaTH, a CHNa, Koja LjejcTByje Ha
ontepehewe, nsHocH €E, acuna (e/c) (v X H) on cTpaHe MarHeTHor mo/ba Moxe
ce 3aHeMapHTH. Y ToM crnyuajy, Takohe, MOXEe ce 3aHeMapHTH yTHlaj INoMjepaja
ontepehewa Kaja OCLMIyje MOX yTHUajeM molka. Ako onrepeherse BpIUM OCLHU-
naluMje OKO KOOPAHMHATHOr [M0YE€TKA, Tala CE& MOXe CMaTpaTH, Ja Ha era 3a
uujeno BpHjeMe JjejcTBYje OHO MOJbe, KOje MOCTOjH y KOOPAWHATHOM IMOYETKY, Tj.

E=E, cos (0f— a).
Kako jenmaumue kpertama ontepehema rnace
mr=eE,

8 H-eroB AUNONHM MoMeHaT je d = er, Guhe

i=_E. (76,2

3a wu3pauyHaBawse pacyTor 3pauewa ynorpebGuhemo ¢opmyny (67,8) s3a
AMMONHO 3payewse (MMaMo MpaBo Aa TO ypajumo, jep je Gp3uHa, Kojy onTepehe-
e Jo0Huje NMOA yTHLUAjeM Tanaca Koju Naja, Mana y ORHOCY Ha Gp3HHY CBjeTIIOCTH).
Hanomumemo, Takohe, Aa je dpexseHuuja Tanaca koju onrtepeheme 3paunm (Tj.
pacyTor onTepeher-eM) 04eBMIHO jefHaKa (PEKBEHLMjH Tanaca KOju ymaga.

3amjeHom (76,2) y (67,7) Hanasumo:

e’l
dl—:m]E >< n)2d0.

C mpyre ctpaHne, Poynting-oB BeKTOp Tanaca, KOjU yraga H3HOCH
= £ pge
47
OpaBae Hanasumo eeKTHBHM Mpecjek pacHumara y MPOCTOPHH yrao do:

a 2
do — ('me_c’) sin2 @ do, (76,3)
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ruje je # —yrao Mehy mpaBleM pacunama (BeKTOpPOM II) U TMpaBUEM EJIEKTPHYHOT
noma E Tanaca koju naga. Bupumo, na eQexTHBHH MPECjPK pacHnama cnobogHKM
ontepehemeM He 3aBHCH O GpeKBeHUH]E.

OnpenuMO LjeNnoKynHu e(eKTHBHM Mpecjex o. Y3eheMo cthepHe KOOpAUHATE
C MOYeTKOM Y MjecTy,TAje ce Hanasu onTepeherse W Ca Monapom Ay E. Tana
je do==sin 0 d6 dp. 3amjeHoM M HHTerpuparbeMm Mo de on O no s u mo de of
0 go 27T, HamasuMo:

8| €& )2 _
0= — " 76,4
3 (mc‘3 ( )

Ha kpajy, uspadyHajMo edeKTHBHH Mpecjek do y cnyudajy, kaja Tanac Koju
Maga HWje monapu3oBaH (MPHpOAHA cejetnoct). Tagma MopaMo y3eTH Cpelkby
ppujenHoct op (76,3) mo cBuM MpaBUMMa BEKTOpa E y paBuM, HOPManHOj Ha
npaBLy MPOCTHpama Tanaca Koju maja (na mpasuy TanacHor BEKTOpa K). ¥3mumo
KOODAMHATHM CHCTEM ca 0COM Z [yX BeKTOpa k u ocom X nmyx Bekrtopa E.
Tana xocunyc yrma 6 mehy n u E, Tj. mpojexuuja jERHRHHYHOT BeKTOopa N Ha
ocy Z, usHocH cos @ = sind cos¢, TrAje cy 9 W @ rfojnapHd yrao M asuMyT
npasua n. Cpelwa BpHjefHOCT y3eTa MO CBHM NpaBUuMa Ol E y paBHuH, koja je
HopManHa Ha K, eKBWBalleHTHa je CPelH0] BPHMjEAHOCTH MO asUMyTy @. Onpa je

sin?9 _ 1--cos®d
2 2 ’

sinz@=1—

na samjedom y (76,3) Hanasumo 3a e(heKTMBHM Tpecjex pacunama HernonapMso-
paHor Tanaca cnofomHuM onTepehemeM:

1{eY -
do = 5 (Ec—z) (1 -+ cos®) do, (76,5)

roje je ¢ yrao Mehy TamacoM Koju naja M pacyTHM Tanacom.

Pacunatbe cheuujanHo AOBOAM A0 TMojaBe HEKe CHIE, Koja mjejcTByje Ha
yecTHLy Koja pacuna. ¥ TO Ce MOXeE JIako yBjepHTH cnujegehnM pesoHOBatbHMA.
Tanac, Koju manga Ha 4YecTHLY, ry6u y jeAMHMLM BpeEMeHa TMpOCjedHo eHeprHjy
¢ W o, raje je W — cpefima rycTHHa eHepruje y meMy, a 0 — TOTarnHH e(PEeKTHBHH
npecjex pacunatma. Byayhu na je ummoyic nojba jenHaK KONHYHMKY H€roBe eHep-

ruje u Gp3uHe CBjeTNOCTH, TO Tanac KOJH naga ryébu npuTOM MMIYIC, KOju je

no Benuuunu jesHak Wo. C npyre cTpate, y CHCTEMY pedepeHLHje Y KOME ONTE-
peheme BpIIKM caMo Mane ocLurnaLuje Toj yTHUajeM CHIle e E, 6uhe npema ToMe
u meropa 6GpauHa v Mana, & yKynaH ¢nykc wmmynca y pacyToM Tanacy jeiHak,
¢ TayHowhy mo 4naHoBa BHLIEr PEAa Mo 'U/c, uynt (y § 71 moxaszaHo je, ma'y
cucteMy pedepeHlLidje y KoOMe je v =0, He HacTaje 3padere UMnynca ol CTpaHe
yectuue). [Ipema Tome, caB HMMyNcC Koju rybu ynajHu Tanac ,,ancopbyje‘ uec-

tuna Koja pacuna. Cpenma cuna f, xoja mjejcTByje Ha 4ecTHLY, jenHaka je
Cpen0j BPHjeAHOCTH HMOynca arcop6oBaHoOT y jeIHHHLH BpPEMEHa, Tj.

f=0oWn, (76,6)

(n, je jeAMHWYHM BEKTOp y TpaBuy MpOCTHpama ynajHor Tanaca). Hanomutmemo,
Ia je Cpeilba CHMIa BENWYMHA APYror peja y OAHOCY Ha ToWke Tanaca, Koju ma-
5a, DOK je , TPeHyTHa* cuna (4nju je rnaBHy AHO eE) npsor peaa y 0HOCY Ha MOmkE.
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jeBHOCTH cune KOYera (74,10). [psu 4N1aH, Koju je Nponopunonanan cg E ro-

T 2 8:0:( £ E?
= Ezn = - . —
Smict ™ 0T T\ 47 Mo
IITo ce, npema (76,4), noxnanma ca (76,6).
Sananyy

I. Hapawygary edexTuaHy fpecjex pacumama EMUNTHYHO Monapusosayor Tanaca cno-
GoaHum onTepehemem,

Pjemwemwe. MMone Tanaca uma ofmuk E — A cos (wf 4 a) + B sin (wf 4 @), rgje cy
AuB Mehyco6Ho Hopmanuu BEKTOpU (B, § 48). AHznorwo H3sohewy, koje Je HaBepeno y Texcry,
Hanasumo:

2. Hspauynary edexTHBLY Mpecjek pacunama TTMHEAPHO Monapusosanor Tanaca onre-
peherepy, Koje (mox YTHUajeM Hege
OcUHnaropom),

Pjemewe. Jennayupa KpeTama onTepehema y Tanacy kojH Ha mera naja E —
= E, cos (wt 4 @) raacu:

T+ olr= -”31_ E, cos (wf + )

rhje je ay cbpexaeﬂuuja WEroBHX cnoboguux OCuHnauuja. Opagge HMaMo 3a npucunye ocuMnayuje

— € E, cos (wt - a)
e e e
m ((ug —— wz)
Ako ogapge OApenHMo d., Hahuhemo
e? \2 aol
do = [ — T T sin% 4»
mc? (wg__ Ok

(® je yrao Mehy E y n).

3. Ozpenuru cTeneq Aenonapusayuje (s, § S50) kom pacumaa HEMonapuaoeage CBjeTnocTy
cnobonuum ontepehemenp,

Pjewene, 36or CHMETpHje oyurneguo je, na he ofuje rnasme KOMNoHeHTe pacyre
CBjeTnocTy 6HTH nonapusosane y PABHH; JemHa y pasuy K0ja mporasu kpoz YOnameu u pacyry
3pak, a mpyra y HOPManHoj ma osoj. ¥Yamumo ocy ¥y HaBEACHO] paeHW, Taga 3a MpBYy nonapy-
3alMjy Hanasumo F — const. £y cos¥, a 33 Apyry £ = const, E,. [usamenm Ha KBanpar, wapa-
HemeM cpepme BpHjemHocTH OAHOCA, gnobBusamo (rowTo je za Henonapusoaany CBjeTnocr

Pjewewe, y KOOpAHHATHOM CHCTEMY, ruje yecTuya MHupyje, Dpexsenuuja CBjeTnocTu
IIPH pacunamy pe MHjema ce (w=u0w" ¥y HHBapHjaHTHoOM 0bnuky Ta Peénauuja mome ce many-
CaTH y obnuky
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roje cy © u ' yrnosud mehy mpasueM KpeTaka M TanacoM KOju ynmaja M Koju ce pacuna (v je
6panHa onTtepehera).

5. WapauyHaTu yraoHy pacrionjeny pacHnawma NHHEapHO MnonapH3oBaxor Tanaca OnTe-
pehemeM, Koje ce Kpehe 6p3rHoM 2 y MpaBly MpOCTHpawa Tanaca.

Pjeweme, HuTensuTer pacunawa oxpehyje ce. hopmynom (72,7), y Kojoj ybp3ase
yecTHre W Tpeba u3pasutu mnomohy moma E m H Tanaca koju ymaaa, 2 npema thopMynH, Koja je
no6useHa y sanartky y3 § 15, IlpurtoM Tpe6a uMaTH y BWAy, Aa je V HOpMAnHO H Ha E u na H.
[ujemberseM HHTeH3uTeTa dl Poynting-ouM BeKTOpOM Tanaca Koju Maja, HanasHMo cnujenehn

uapas 3a e(eKTHBHM npecjek pacunarma:
2
) l v in® . 1 22— ¥
- —Csn cos¢g ) — — cos ;

v° v

(ez)ﬁ (1_.?\(1—7
ds = \ ce )

(l—-?sinecoscp>

roje cy 0 M ¢ MOMapHK yrao M asuMyT npasua N y OBHOCY Ha KOOPAWHATHM CHCTEM Ca OCOM Z
nyx Bextopa E n ocom X #ym Vv [cos (n, E) = cos 6; cos (n, V) = sin 8 cos @)
6. On eadTu KpeTare onTepehera mon yTulajeM Cpefrse cune, KojoM Ha Hera mjejcTeyje
onTepehereM pacyTd Tanac.
Pjeweme Cuna (76,6), a oHAa H GpaWHa TMOCMAaTPaHOr KpeTarba, OPHjeHTHCaHH CY
y mpaBly MpocTHpaka ynasHor Tanaca (oca X). Y nomohHOoM cucTeMy pedepeHuuje K,, y xome
onTepehewe Mupyje (HamoMHEEMO, L2 je pujed O CpeArOj BPHjeJHOCTH NEpHOAa ManmHX ocuuna-
uMja), cHna Koja Ha kera [jejcTByje W3HOCH mpeMa (76,6) ¢ W, a ybpaame, Koje nobuje non
yTuuajem cune, fuhe: ’
0 —
wO = Ft_ Wu
(MHEEKC Hyna ONHOCH Ce Ha CHCTEM pecbepel—zunje K,). Y6paake W H rycTHHA eHeprje W
Tanaca y TNONa3sHoM CUCTeMy pedepeHlHje K (y xome ce onrepeherse kpehe 6pauHoM v), Be3aHd
cy ca wy, 1 W, dopmynom, koja je ro6usena y sapatky § 7 u gopmynom (46,12). TowTo ce o6aBy
Ta TpaHchopMalunja, Robusa ce:

_
& 1 dv Wo G -
: v\ dt T m g2
o cz) 3
MurterpupameM oBe jefHaudHe AobuBa ce:
14— 2 2
Wo ,_ 1 ¢ c 2
m 3 Y ’ [z 3’

“c ¢

dx

uuMe ce WMMIHUWTHO oppehyje BpauHa v = ot Kao hyHKuMja of BpeMeHa (KOHCTaHTa MHTE-

rpupatba yseTa je Tako, Ra je 3a { = 0 6p3una o = 0).

7. OppenuTH Cpelmy CHIy, Koja njejcTeyje Ha onTepeherse, koje ce kpehe y enekTpo-
MarHeTHOM TMOJbY, Koje je CyrneprnosHlidja Tanaca ca CBHM MoryhuM, H3OTPOMTHO pacnopeheHnM
npasyuMa pPacnpocTHpaksa.

Pjewe e HandwnMo jenHainHe KpeTara ontepeherwa y 4eTBOPOAHMEHIHOHANIHOM o6nHKy

du,

mCT=ft-.

3a ompehuBame 4-sexkTopa f; HamoMUibEMO, Ad Y cucTeMy pedepeHuMje, y KoMe onTepehere
y 1aToM MOMENTy MHMpyje, Kala MocToju CBera jenaH Tanac, Koju ce TpOCTHpe Y onpeheHoM
npasly (peuuMo, AyX oCe X), jenHauuHa KpeTaiba je (”xEv):
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(sHak cpeftbe BPHjEAHOCTH CTanHd M30CTaB/baMo). To 3HaYW, fa X-KOMIOHEHTa BEKTOpa f, Mopa

g
npehu ¥ TaxBy o0cobHHy WMa 4-BekTOp — E"Tik u,, raje je T} TeH3op eHepruje-umnynca

Tanaca, a u, — 4-6pausa ontepzhewa. [dame, fiuﬁnopa 3aJ0B0O/baBaTH YCJOB f'. uw, =0, wro ce
MOXEe TocThM [ofaBatbeM Hanucav®oM H3pasy 4-sekTopa oOnHKa au;, TAje je o ckanap,
Ounpehyjyhu o Ha ofroeapajyhu HauuH, [yn. useohewe (opmyne (74,13)], nobusamo;

du, p
me —t = — = (Tt + w1, Ty, (1

Y enekTpoMarHeTHOM MOJ/bYy M3OTPOMHOr 3payerba 360r cuMeTpuje Hectaje Poynting-osor
EEKTOpa, a TEeH30p HaloHa Taﬁ Mopa uMaTH o6nHK const, Saﬁ. Hanomuwyhu Ttakohe, na Mopa

6HTH Tii = 0, Hana3dMo 3a KOMMOHEHTE Tr‘k:

w
Taﬁ= 3 aaﬁ’ TM=O, Ty=~—W.
3amjerwy]yhu oBe uapase y (1) moGuBaMo 3a culy, Koja RjejcTByje Ha onTepeheme:
d mu 4 Wo v

dt '] T ] v\
-

Osa cuna AjejcTeyje y cMjepy, KOju je cynpoTaH KkpeTaky onTepehemsa, Tj. KpeTawe
ontepehewa ce ko4yu. HanoMumwemo, na je 3a v<<c CHna Ko4era TNpOMopLHOHAanHa Op3nHH
onrtepehema:

dv 4 Wo

”TEZ_ 3(._. v.

8 OgppenuTH edeKTHBHM [Mpecjek pacdmarba NMHeapHO TONapH3oBaHOr Tanaca ocudna-
TOPOM, Y3eBIHK y 063MP M KOYEH:€ 3pauetseM,

Pjewemwe. Jepnaunny kperama ontepehewa y Tanacy Koju napa, NHWeEMO y OGMHKY:

% 2 e juf, 2
Cige e —T.
rtogr=pEe "+ 350
36or Koueka MOMEe C& TNPHUBNUKHO CTABHTH I = — w% r. Taga po6ueaMo:

¥ v 2 4 — ot
r+ yr+m0r:EEne :

2e: ,
raje je y = 3 wé . Opaene HanasuMo:

— fwt
e
r= _Eg

2

w% — w? —Jwy

EdexktueHu npecjex je:

. 8n< et )2 w
3\ mc? (w%——wz)“—}-wz;-a '

§ 77. Pacuname Tajaca ca MaJluM (ppeKBeHIMjama

Pacuname enekTpoMarHeTHHX Tanaca CHCTeMOM onTepeherma pasnukyje ce
ol pacunama jesHuM (HemokpeTHMM) onTepeherbeM npxje CBera mno TOME, LWITO
3axBalbyjyhy MOCTOjamy CONCTBEHOr KpeTawa onTepehema y cHCTeMy, QpexBeH-
L¥ja pacyTor 3pauyewa Moxe GWUTH pasnuudTa OA (pexBeHLUje Tanaca Koju
ynaja. HauMme, y crnekTpanHo pasnaratee pacyTor 3paiersa ynase, Hanopeno ca
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(pekBeHUHjOM () Tanaca KOju nana, Takohe u (pekBeHuUH]e 0OMNHKa 0w = o}
‘_|_72co”) n [raje cy " ocrosne ppekBeHLMje YCTIOBHO - MEPHOAHYHOT KpeTama
yecTHLA ¥ CHCTEMY, a n") npoussoruu uujenu 6pojeBu (B. Ham. Ha CTP. 116)]-
Pacuname ca npomjeHoM (pekBeHUMje HasWBa Ceé HEKOXEPEHTHO (unu KoMBuHaT
LMOHO), HACYNPOT KOXEPEHTHOM pacHnary 6es npoMjeHe (pekBeHLH]e.

AKko mpeTnocTaBUMO, ia j€ TNOJbE Tanaca Koju rnaja cnafo, MOXEMO ryCTUHY
CTpyje MpeTCTaBUTH y 06nuKy i=1j, 41§, raje je j, rycTuHa cTpyje, Kapa cmo-
Iballibe TOTbe He MOoCTOjH, a j je mpoMjeHa cTpyje MOR yTHLajeM Tanaca Koju
naga. Y Besu ca THM, BEKTOPCKH TOTeHLWjan (M 1pyre BeNMYHHE) TIOTba CHCTEMa
rakohe wMa obnux A=A | A’, ruje ce Ay A’ onpehyjy nomohy ctpyja
j, ¥ j'. OunrnenHo je, na A’ npeTcTaBba Tanac, Koju CHCTeM pacuna.

Cana heMo rocmMaTpaTH pacunare Tamaca, KOA Kora je thpekBeHLHja M
Mana y OAHOCY Ha CBE CONCTBEHE (PeKBEHLHje CcHCTeMa. Pacunawe he ce
cacTojaTH, Kako W3 KOXEPEHTHOT TaKo H U3 HEKOXEPEHTHOT Iujena, amd OBAje
HeM0 MOCMaTpaTH CaMO KOXepPEHTHO pacuMarse.

3a W3pauyHaBarbe MO0J/ba PacyTor Tanaca NpH JMOBOBHO Manoj hpeKBeHLK-
jH (), yBHjeR Ce MOKEMO TOCTYXMTH pasnararmeM peTaplOBaHMX noTeHuujana,
koje je uappweno y § 67 u § 70, yak ¥ OHHa, Kaja fp3dHe 4YecTHLA y CHCTeMy
¥ HHCYy Mane y OAHOocy Ha Op3uHy CBJeTIOCTH. Houcta, na 6M HaBeleHO
pasnarake HHTErpana

1
N=— | dv
] CRO f_,&_i_r_n

c c

; m a
MOTNYHO Baxuno, norpebuo je caMo, ia BpUjEME T 6yne Mano y OAHOCY Ha

BpHjEME ~ [/w, y TOKy Kojer ce pacmojjena cTpyje ocjeTHO MUjersa. 3a AOBOBHO

c . :
Mane @ (co <4 E) OBaj YCNOB je UCNyH€eH He3aBHCHO Of BEJIHHHHE 6parHa 4eCTH~
La y cHcTeMy.
TlpBu u4naHoBH peAa Aajy:

H = o (X )+ (X ) X o)

raje cy d’, 1 m' — oHH AjeNOBM IMIONHOT M MarHETHOT MOMEHTa CHCTEeMa, KOjH
HacTajy ycnujel pacMnHOr 3padera, Kojé mana Ha CHCTEM. Crnujenehn 4naHoBH
pena cafpie H3BOJe MO BPEMEHy BHIUEr Hero Apyror pena, na MX 3aHeMapyjemo,

Komnoneuta H|, crmexTpanHor pasnaramwa rnomka pacyTor Tanaca ca Qpex-
BEHLH]OM, KOja je jelHaKa (bpekBeHUHjH 3payera Koje Tnana, onpehyje ce TOM
ucToM (GopMmynomM, riaje je, ymMjecTO CBMX BeEJIH4YHHA notTpefHO CTaBUTH HHXOBE
Fourier-ose KOMIIOHEHTE:

Y

ot d o o—— 2,
dw—-— w dLU' mw—- W My.
Faga mobuBamo:

, w?>

Hy,=2=5 (0 X dy) X (mg, X} (77,1)
0
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Cnujenehy 4naHoBu pasnararma Mojba, gand 6M 41aHOBe NPOMNOPLUHUOHANHE BHLUKWM
cTenenuma mane GpekseHurje. Ako cy GpanHe cBUX onTepehema y cuctemy Mmane
(v<c), ouna ce y (77,1) mpyru unaH Moxe 3aHEMapHTH y ONHOCY Ha TNpPBH, jep
MarHeTHA MOMeHaT caipxH onHoc v/c. Tapa je:

i 1 a .
sz'ma) (ﬂde) (77,2)

Ao je 36up onTepeherwa cucTeMa jelHak HynH, OHAa 2a O — 0, d, Te-

KM KOHCTaHTHOj rpaHuuM (kap 36up onTepeherma ne Ou 6HO jeAHAK HYnH, OHLA
61 32 @ = 0, Tj. y KOHCT2HTHOM MoOJby, CHCTEM MO4e0 Kao LjeniuHa Aa ce kpehe),

r ¢ Cum’
pemMa ToMe, 3a Mane @ (@ <<? , MOXe ce cmaTpatH, aa d, 1 m, wHe 3apuce

on ¢pekeenuuje. Onaeie BMAMMO, ia je MOJLE PacyTor Tajgaca IPOMNOPUHOHANHO
ksanpaTy (pexseHuuje. Hberos HHTeH3HTET je, Aakne, TNpPONCPUHOHanmaH *.
Ha Taj Hauud, KoL pacHmawa Tanaca Mane QpexseHuuje, eQEKTHBHH TIpECjeK
pacHnama (KOXepEHTHOr) MpOMNOpLMOHanaH je YEeTBPTOM CTENeHy (DpeKBeHUuje
3pauema Kkoje ymana.l)

§ 78. Pacuname Tanaca ca BeJMKUM (peKBeHUHjaMa

[MocMaTpajMo pacunare Tanaca cUCTeMoM onTepehera MOJ MPeTNOCTABKOM,
na je bpekBeHUHU]a (» Tanaca BeludKa y OAHOCY Ha OCHOBHE COMNCTBEHE bpekseHLKje

2 vV
CHCTEMA. HOCJT:E,IIH::E HUMajy pel BEIIHYHHE Wy~ E, rna @ Mopa HClyHaBaTH YCNOB

@ >> wUN—Z— . (78,1)

Ocum Tora npeTnocraeuheMo, na cy 6paune onTepehewa y cuctemy mane (v <€)
lpema ycnoey (78,1), nmepuon KpeTamwa ONTepehera y CHCTEMy BENHK je

y ofHOCy Ha mepuoi Tanaca. [lpema TOMe, y TOKJ HHTepBana BpeMeHa pena
nepMofa Tanaca, KpeTakbe onTepehera y CHCTEMy MOXe Cé CMaTpaTH paBHOMjep-
uuM. To 3HauM, Aa Koj ToOCMaTpakba pacunama KpaTKHX Tanaca HHje OHUTHO
ysMMaTH y o063up MehycobHO njejcTBO ontepehewa y cucTeMy, Tj. MOTy ce
cMaTpaTH Cnob6OJHHUM.

Ha Taj HauuH, Koj H3pauyHaBarba Gp3uHe v/, kojy ontepehemwe nobuje y
Mojby Tanaca Koju Mmaja, MOXEeMO MoCMaTpaTH CBako onTepehewe nojeAuHadHO
¥ 33 Hmera MHCaTH jenHadYdHy KpeTama y OONHKY:

av’ — i (wt — k1)
m =¢E = eE;¢ e
dt 0
. [0
raje je ky = Eﬂl—TaHaCHH BEKTOD ynajHor Tanaca. Pajuyc-BeKTOp omnTepe-

hewa, HapaBHO, IpeTCTaB/ba (YHKLHM]y BpeMeHa. Y eKCrNOHeHTy eKCMOHEHLHjanHor

1) Hcto To ce, yocTanoM, OfHOCH W Ha pacHnawe CBjeTNOCTH He caMo HeyTpanHHM aTo-
MMMa, Hero M joHuMa. Brnaromapehd Benukoj Macu jesrpa, MOXe Ce 3aHEMapuTH pacuname, koje
HacTaje OA KpeTara joHa Kao LjenuHe.
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(bakTopa Ha [ECHO] CTpaHHW Te jesHauyMHe Op3WHa TNpOMjeHe MpPBOr 4YnaHa ca
BPEMEHOM BeJIMKa je y OofHocy Ha Op3uHy IpOMjeHe ApYyror 4naHa (npsa H3HOCH

. V@
w, Apyra je pena kv~7<< ). Tlpema TOMe, KOJ HHTEerpHpawa jefHauuHa

KpETaHa MOXe Ce Ha HUX0BOj AECHO] CTPaHM I cMaTpaTH Kao KOHCTaHTHO. Tana je:

SF e e Eoe—i(wt—klr)
fom

-

E (78,2)

3a BEKTOPCKH MOTeHUHMjan pacyTor Tanaca (Ha BENHKHMM pacTOjakHMa Off CHCTeE-
Ma) mo6upa ce npeMa onmmwToj opmynu (66,2):

1 . 1 2: /
c

c c c

rgje ce cyma ysuMa 3a cea onTepehema cuctema; fl, je jeNHHHYHH BEKTOD Y
npaslly pacunama. 3amjemyjyhu oBanje (78,2) Hanasumo:

fw "_R{’
I S et iqr 78,3)
Al—=—— ¢ E.  —e ", LS,
ic Ryw m

roje je q =K, — K, pasnuka usmehy TanacHor BekTopa K; ymajmHor H TanacHor

)
sekTopa K.=— —n. pacyTor Tanaca (CTporo yseBild, TanacHd Bektop Kk, =
2 c 2 p y 2

'3
0 ’ )
:71‘12, roje ce GpekBeHLHja (' pacyTor Tajaca MOXe pPasnMKOBATH Ol w. Mehy-

THUM, poMjeHa (bpEKBEHLKM]e KOL pacHNara NpeicTaBiba BENUYHHY pela Wy, Tj. ¥
MmocMaTpaHOM Crydajy Mana je y ofHocy Ha caMy @pekseHuujy w, v y k, Ta
npoMmjeHa Moxe ce 3aHeMapuTH). Bpujemnoct cyme y (78,3) Mopa ce yseTH y

R
MomenTy ! = f— —% (kao ofuumo, 36or kpaTkohe H30CTaB/aMe HHHeKkc I’y
c

rn, .
t). lpomjena r sa Bijeme—cf MOXE ce 3aHeMapuTd 3bor TOra, LITO je MpPEeTmo-

cTaBJbeHO, Ja Cy 6[33!/1!-16 HecTHLa Male.

3a nome H’ pacyror Tanaca Hamasumo mnpema (66,3):
pacy

—iw (t— R—O) 9
H — n, >< ED P ¢ 25_ ez'qr . (78’4)
o* Ky m

dnykc eHepruje y eNneMeHTy MpPOCTOPHOT yrja y npasly N, HM3HOCH:

St
=g
m

Teopuja mosba 15

clH’IZ 2 1 2
4 Rodo= =

(n, X Ep)?
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. ¢
[ujerberbeM (IYKCOM EHEpPTH)e EE% ynagHOr Tanaca M yBohemeM yrna Mehy

npasuemM noma E ynagdor Tanaca W NpaBLEM pacumnarka, nebUHUTHBHO Hanasu-
Mo e(eKTHBHU Tpecjex pacurama y obnury:

do = 12 ;n%eiqr‘“ sin*@do. (78,5)

llpra sHauu ysauMarbe Cpelre BPHjEAROCTH TIO BpEMEHY, Tj. CPELHE BpH-
jeqHOCTH MO KpeTamy onTepehewa y cucteMy. OHO ce BpLIH sfor Tora, uWITO
ce pacumake MocMaTpa y HHTepBandmMa BpEMEHa, KOjd Cy BENMKH y OAHOCY Ha
MepuoL KpeTaka onTepehema y CHCTEMY.

3a TanacHy OyXHHYy 3pauyewma W3 YCJIOBa (78,1) cnujeid HejeAHaduHA
A C
i< —a. llro ce TH4E pENaTHBHE Benu4yuHe A U a, Moryha cy ofa rpaHH4yHa
v

cnyuyaja AD>a u Aa. Y oba Ta crydsja omuTa dopmyna (78,5) sHaTHO ce
ynpoithaga. ‘

5 |
Y cny4ajy A >>a y u3pasuiMa (78,5) je qr<< 1, jep je g~ a r pena

BeNUYMHE @. 3aMjewyjyhu, npema TOME, ¢4t jenuHMULOM, HMaMO
1y J

o2 \2 |
do:(E——z) sin® 0 do. (78,6)
mc . /

Creuyjando, KO pacunama aToMoM ca 7 enexkTpoHa Ouhe:
Z 82 2 .
dO == (;}F) Sm?“ (3] d(), (78,7)

Tj. pacuname je MpONOPLUHOHAIHO xBanpaTy aToMckor 6poja (unaH, Koju omro-
Bapa aTOMCKOM je3rpy Moxe ce y CyMH (78,6) 3aHeMapuTH, jep je Maca jearpa
suaTHO Beha 0f Mace eNeKTPOHZ).

TpehuMo caja Ha Cnyua) Aa. Y xBappaty CyMe, KOju ce Hanas y
(78,5) mopen KBaapaTa (¢2/mc*)? Momyna CBaKOr Of 4NaHOBA Hanase ce TpOHU3-
pony obnuKa: ,
¢ ¢* iar—r)
mc* m'c?

Kon HanaxXerma Cpelike BPHjefHOCTH MO KPEeTarby ontepehema, Tj. N0 HH-

X0BMM MehycofHuM pacropeiuma y CHCTEMY, f — ' no6uMBa BPHjENHOCTH y WHTEP-

s
pany pena a. Kaxo je q~ = A << a, To je eKCroHeHLHjallHH dhakTop e:q(r r)

y ToM uHTepBany Gp3o-mpoMMjeHIbHBA (EPUOAWHHA dbyHKUMja, W HEHA Cpelka
BPMjeNHOCT jefiHaKa je HynH. Ha taj Hauud, 3a A< @ eQeKTHBHH npecjex

pacunama je:
2 \E
do = 2 (——,) sin2@ do. (78,8)
mc-
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CrieunjanHo, KOL pacunamka aTOMOM, UMaMo y TOM Chyuyajy:
e \2
do =7 (—2) sin?6do, (78,9)
mc

Tj. pacuname je MpOoMNopLHOHANIHO MPBOM CTeneHy aToMckor 6poja. Hanomumemo,
Ra ce topwmyne (78,8) u (78,9) He MoOry NpUMHjeHHTH 33 Maje yrioBe pacH-
nawa (pepa A/@), jep y TOM Cly4ajy ¢ BHIUe HHje BENHKO M EKCIIOHEHT (f je
Mand y OOHOCY Ha jeNuHHLY.

3a ogpehuBame eheKTHBHOr MpecjeKa KOXEPEHTHOr pacunara MOpaMo
OIMjeNHUTH OHaj NHO MNoJba pacyTor Tanaca, KOju HMa (pekBeHUuWjy . HM3apas

(78,4) 3a mome saeucu of BpemeHa nomohy dakTopa e ‘“! a ocum Tora, o

e* iqr(l)

qr
BpeMeHa 3aBHCH, Takohe, U cyma E—e . [Tocbenwa 3aBHCHOCT U IOBOAM
m

IO Tora, ia Ce y Mojky pacyTor Tanaca nopei ¢GperBeHLHje « Hanmase joll H

npyre (moj 6nucke) dpeksenuuje. Taj auo nosma, Koju MMa (QpPEKBEHLH]Y ®, Ti.

3aBMCM 0. BpEMeHa caMo nomohy akTopa et oyeBngHO ce nobdja, ako ce
e’ iqr

y3Me Cpefltba BPHUjElHOCT NO BPEMEHY 32 CyMy _m_e , Tj. MO KpeTamy OmnTe-

pehewa. CaobpasHo ToMe, M3pa3 3a e(peKTUBHHU MNpecjek @d0y,n KOXEPEeHTHOr pa-
cunama pasNuKyje Ce OJ YKYMHOr mnpecjeka do y TOME, LITO YMjECTO CpelH:e
BpHjeJHOCTH KBaipaTa MOLyNa CyMe y HeMy Ce HanasW KBajpaT MOAYyNa Cpelrse
BPHjeHOCTH CyMe:

dvion = . 2 ‘q" sin2 6do. (78,10)
me2©
Y cnyuajy ako je 4 >>@, ONeT MOXKEMO 3aMHjeHHTH elar jenyMHULOM, na je:
/ e2 2 g
dakch == (Em—(é) sin20 do. (78,1 ])

Ynepehyjyhu oso ¢ ujenokynsim edekTHBHMM npecjekoM (78,6), BHIMMO Ha je
doyon == do, Tj. uWjeno pacvname je KOXEPEHTHO,

Ako je, mak, A< a, oHIa KOJ y3uMaka cpeltbe BpujegHocTH y (78,10)
CBM 4NaHOBH cyMe (kao 6pso mnpoMjeH/bHBe MepHOAHYHE (YHKLUje BpeMeHa)
HecTajy, na je down=0. Ha Taj HauuH je y ToM cnyuajy uujeno pacuname
HEKOXEDPEHTHO.

I5%
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§ 79. I'paBUTaLMOHO N0/bE Y HepelaTHUBHCTUYKO] MeXaHHIU

[lopen enexTpoMarHeTHHX TMO/ba y MNPHUPOAH jour mocToje W moJka Apyre
BpCTe, TaKO3BaHa rpaBHTaLMOHA MOIba MIH MOsba Texe, Ta mnojba UMajy cndje-
nehy ocHoBHy ocofuHy: y muMa ce csa THjena, G6es ob3upa Ha HHMXOBY Macy
unu onTepeherbe, Kpehy Ha MCTU HAYMH (1apaBHO, aKo Cy MOYETHH YCIOBH HCTH).

Ha npumjep, sakonu crnoGonHOr mMajama y Moby 3SMIBHHE TEHE HCTH CYy
sa csa Tujena, 6es of3upa Ha HHXOBY Macy; CBa OHa fo0uBajy jeAHO T€ MCTO
ybp3ame.

Ta ocof¥Ha TpaBUTALMOHHX MOJbA Aaje MOryhHOCT 32 yCTAHOBILEH-E 6uTHE
ananoruje Mehy KpeTameM Tujena y rpaBHTalWOHOM [OJbY H KpeTameM THjena,
Koja ce He Hanase HM y KakBOM CHoOlballibeM norby, HO Ce TMOCMaTpajy C Tadke
rnefqiiTa HEHHEpLHjanHor CHCTEMA pedepenunje. M saucrta, y HHEpUHjanHOM
cucTeMy pedepeHLuje CnOGOAHO KpeTame CBHUX Tujena BpIIM Ce MPaBOJIHHHCKU
W pAaBHOMjepHO, M aKO Cy, PeLMMO, Yy TO4YETHOM MOMEHTY muxoee 6p3nHe Oune
jennake, 6uhe jenHake 3a 4YMTABO BpujeMe. [Ipema ToMe je O4YEBHUAHO Aa, aKO CE
To crnofonNHO KpeTame ocMaTtpa y 324aTOM HeuHepLHMjanHOM CHCTeMy, OHAa he
ce ¥ y ONHOCY Ha Hera CBa THjeNna KPeT&TH Ha MCTH HAadHH. -

Ha Taj Ha4nH, ocobuHe KpeTama Y HeHHepILHUjanHoM CHCTEMY pedepeHLuje,
McTe Cy Kao M y HHepLHjalHOM CHCTEMy y TpHMCyCTBy TpaBUTalMOHOT nosba.
Llpyrum pujedrMa, HeWHEPLH]anHH CHCTEM pethepeHLije eKBUBANEHTAH je HEKOM
rpaBUTALMOHOM NOJbY. Ta OKONHOCT Ha3WBa C€ MpHHLHMI eKBMBANIEHTHOCTH

[MocmaTpajMo, Ha Mp., KPeTake y PaBHOMjEPHO y6psaHoM CHCTEMY pede-
penuuje. Tujena Ma Koje Mace, Koja ce crioBogHO kpehy y TaKBOM CHCTEMy pe-
depeHunje, O4YeBHAHO he, y ONHOCY Ha Taj cCUCTEM, HMMaTH HCTO KOHCTAHTHO
y6psame, Koje je jefHaKO M CYMNpOTHO y6p3amy camor cucTeMa pedepeHuHje.
TakBo je KpeTam€ y XOMOTreHOM KOHCTaHTHOM IpaBHTaliHOHOM nosby, Ha NpUMJep,
y Mojby 3eM/bHHE TeXe (y mManuM eroBUM JjeNloBHMa, TAje CE Mo/be MOXe CMa-
tpaTu xomorewum). Ha Taj HauuH, paBHOMjepHO yOpaaHu cHCTeM pedepeHUuje
eKBUBaNeHTaH je KOHCTaHTHOM XOMOTEHOM CHOJballitbeéM TM0JbY. Heuwito onwtHju
cnydaj je cucTeM pedepenunje, Koju ce HepasHoMjepHo yBpsaHo Kpehe mocTe-
fleHO M TPaBONIMHMCKY; OH je, OYEBHJIHO, EKBHBANEHTaH XOMO[€HOM, any MpoMH-
jeHIbHBOM T'DAaBMTALHOHOM IMOJBY.

MehyTHM, HEONXOAHO j€ HAMOMEHYTH, Ia nosba, ca KojuMa Cy €KBMBaJIEHTHH
HeHHEepLUUjanHA CHCTEMH pedepenusje, HUCY CBa CaCBHM WIeHTH4Ha C ,,[IpaBuUM"
rpaBUTalHOHUM NOJbHME, KOja MOCTOje H Y WHEpPLHUjaNHHM CUCTEMHUMA. Mehy mwuma,
HauMe, MOCTOjU CACBHM 6uTHA pasnMKa y OAHOCY Ha HUXOBE ocobuHe y 6ecKo-
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uaysocTu. Ha OeckoHayHoM pacTojary OR THjena Koja WM3a3uBajy noime, ,,npaao“.
rpaBUTALMOHO TOJbE YBHjEK TEXH HYIH. MehyTumM, moma, ca KojuMa Cy €KBH-
BaNeHTHA HeWHepLHWjarHd CHCTEMH MocMartpama ¥ feCcKOHa4yHOCTH HaNPOTHB.
HeorpaHM4eHo ce rnosehasajy, und,y KpajikeM Chyyajy, OcCTajy KoHauHa Mo BEJH
yugu. Tako, Ha Np., LUeHTpU(yramHe CHIE, Koje HacTajy y CHCTEMY pedepenuuje,
KOji pOTHpa, HEOrpPaHM4eHo Ce nopehapajy mnpu yHareemy OL OCE poTalHje.
[Tomse, ca KOjUM je €KBUBaneHTaH CHCTEM pedepenuuje, KOjU C€ kpehe y6psaHo
MpaBOJIUHUCKH, jefHaKO jé y 4UTaBOM npoCTOpY, YK/bYYHMBIUH Ty H 6eCKOHAYHOCT,

[loma, ca KojuMa Cy €KBHBANEHTHH HeMHepLUMjalHH CUCTEMM MOCMaTpara.
HecTajy, 4uM mpeheMo Ha WHepLWjanHu cucTeM. HacynpoT ToME, ,,ipaBa‘‘ rpa-
BUTaLWOHA TMoJba (Koja mocToje Hu Yy HHEepLHj2THOM CHCTEMY pe&bepeauﬂje) He
MOTY Ce& MCKI/bY4YMTH HHKAKBAM nzbopoM cucTeMa pedepeHlH]e. To ce BHAH HE-
MOCPeNHO M3 rope HaBeleHe pasnuke mehy ycnoBuMa y OECKOHA4YHOCTH Y ,,ipaBUM*
rpaBMTaLMOHUM MOJbHMa H y MOTbHMA, KojHMa Cy eKBUBANEHTHH HEWHepuUHjanhu
CHCTEMU:; KaKo TOCTbefrbH y GECKOHAYHOCTH HE Texe HYIH, TO je jacHo, HAa ce
uuKakeuM MabopoM chcTema pedepenudje He MOry HCKIbYHIHTH , fipaea‘‘ Tmopa,
koja cy y GeCKOHAuyHOCTH jejHaKa HYIH,

JenuHo, WITO Ce MOXe rnocTuhu oprobapajyhumM HM36opoM CUCTEMA pedepeH-
Luje, TO Cy MCKIbyderba FPaBMTALHOHOr Momkay LaTOM LHMjeNly NpPOCTOPd, KOjU je
[OBOJLHO Mamnu, Tako, Aa Ce y HeMy Morbe MONE cmaTpaTH xomorenum. To ce
MoXe ypamuTH mnomohy nsfopa cucTeMa, koju ce kpehe ybpsaHo, 2 ybp3ame
cHcTeMa 6uno 64 jeHaKO MO BENMYWHHM, & CYNpOTHO MO MpaBLy y6p3amy, Koje
no6uje 4ecTHLa, Koja Ce HallasH y rnocMaTpaHoM Aujeny rnorma.

KpeTare 4YeCTHUE y TPABUTALWOHOM ‘*mOJbY onpehyje ce y HepenaTvBHC-
Tuuko] Mexanuuu Lagrange-oBoM dyHKUMjoM, Koja (y HHEpLHjanHOM CHCTEMY
pedepenuuje) uMa 06nHK

4 .

— mg, - (19

muv
~ L - 2

roje je @ Heka GQyHKLMja Of KOOpAUMHATE H BpeMeHa, Koja KapakTepuuie Nolbe
¥ Koja Ce Ha3MBa rpaBHTalWOHHU notenuujant). Tlpema ToMe jenHadyuHe KpeTatbd
yecTHLe rnace

v = — grad @. (79,2)

OHe He cajpXe Macy HH Ma KakBy JApYyry KOHCTaHTY, KOja KapaKTepulle 0Co-
fuHe 4YecTHlle, LITO H3paxasa OCHOBHY 0COo6MHY T'paBUTALMOHMX TOJk2a, KOja je
y3HelleHa Ha ModeTKy maparpada,

§ 80. 'paBuTaNOHO MOJBE Y penaTUBHCTUYKO] MEeXaHUIH

OcHoBHa OocO6MHA rpaBHUTALMOHMX MOba, la Ce y HHMa CBa tujena kpehy
© Ha WCTM HauWH, Koja je H3/OXeHa y MPEeTXOAHOM naparpady, Baxu W y pena-
THBUCTUYKO] MeXaHHLHM. Baxu, Jakne, W aHaJOTHja Mehy rpaBHTalUOHUM MOBHMA
¥ HEeWHEepUWjalHUM CUCTEMHUMA pedepenuuje. [IpemMa ToOMe, mpH MpoyHasary oco-
6¥Ha TpaBUTALMOHUX IMOJba ¥ penaTHBUCTHYKO] MeXaHWUM NMPHUPOAHO je, Takobe,
nohu Oof Te aHanoruje.

*»1) Kacuuje Hehemo umatu Buule nocna ca efeKTpOMarHeTHUM MOTEHUM]janeM, ma o3Hadas
pame TPABMTALMOHOr MOTEHLMjana HCTHAM CIOBOM He Moxe oBecTH Ao 3abyHe.
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Y uHepuujanHoM cuctemy pecepenuuje y Descarfes-osom KOOPAHHATHOM
cHcTeMy HHTepBan ds ce onpehyje M3 penauuje:

ds* = c*dt* — dx2 — dy* — dz=.

I[lpu npenasy wa Ma koju Apyrd WHepuUMjanHH CHCTEM pedepenuuje, Tj. kon Lo-
rentz-osux Tpadchopmauuja, MHTEpBad, Kao WTO 3HAMO, OPKAaBa MCTH OGJIHK.
Anu, ako mpeheMo Ha HeWHepUHjaNHM CHCTEM pedepenurje, oupa ds? suwe Hehe
6uTH 36Mp KBagpaTa AWdepexlKMjana YeTHPH KOOPAMHATE.

Taxo, Ha mnp., npu mnpenasy Ha KOOPAHHATHH CHCTEM KOjdU paBHOMjepHO
poTHpa

X=x'cosQt — y'sinQt, y=x'sinQt+ y'cosQt, z=12

(@ je yraoua 6psuua poTauuje, OpMjeHTHCaHa Hy¥ oce Z) wWHTepBan Lo6uBa
06Uk
ds? = [Cz — 02 (xrz _!_yfz)] dr — dx'2 — dyr’-.’. . dz.r2 + 2 C.Q y’dx’dt——— 2C;QX’dyldf.

Bes ofaupa mo kojeM 6u ce 3aKkoHy BpHjeMe TpaHCGhOPMHpano, OBaj H3pa3s He
MOXe ce CBeCTH Ha 30Mp KBajpata AudepeHLHjana 4YeTHPH KOOPAMHATeE.

Ha Taj wauun, y HeuHepuujanHoM cHcTeMy pedepeHlUHje KBaapaT HHTep-
Bana je HeKka KBajipaTHa (opma omwTer ofnmuka audepeHLUd]jana X0OpAMHATA, Tj.,
uMa 06nuK -

-—dS“’:gikdedxk, (80'1)

raje cy gy — Heke (yHKUH]e KOODAMHATZ, Tj. MPOCTOPHHX KOOPAHHATA Xy, X,, X3
W BPEMEHCKe KoOopauHaTe X,. [lpemMa ToMe, 4eTBODOLMMEH3HOHAJIHHM KOOPAMHATHH
CHCTEM X, X, X, X3, Kafia ce ynoTpebrbaBajy HEMHEPLHjalHH CUCTEMH pedepeHuuje,
6uhe xpuBonuuucku cucteM. Benuumne gy, koje oapehyjy cea cBojcTBa reome-
TPHje y CBaKOM [4TOM KPHBOIHMHMCKOM KOOPAHHATHOM CHUCTEMY, NDETCTaBIbajy,
Kao LITO Ce Kaxe, METPUKY MpOCTOpa-BpeMEHa.

Kako ds® ceakako Huje 36uUp KBajpaTa, TO HeMa cMHUcla YNOTPe6iLaBaTH
MMarvHapHy BPEMEHCKYy KOOpAMHATY X,==icf. PeanHy BpeMeHCKy KoopnHHaTy
o3HayaBaheMo ca Xy (unu cf)t).

Benuuune g, ce, o4eBHIHO, YBHjeK MOr'y CMaTpaTH CHMETPH4YHE NpeMa
uHnekcuma [ Mk (gy =gy;), jep ce nebunumy us cumeTpuyre tdopme (80,1),
rije g ¥ gy; ynase NOMHOXEHE jeHUM HCTHM MPOM3BOAOM dX;dX,. Y omwuTeM
crnyd4ajy, OUEBHAHO MOCTOjH cBera 10 pasHUX BeNHYHHA g; — YE€THPH C jeLHAKUM U
%E-zé C pasnMYHUTHM HHAEKCHMA. Y HHepLHjanmHOM cUCTeMy pedepeHuHje MpH
ynotpebu Descarles-oBuXx TPOCTOPHHX KOOPAHHATA X;,,==X,),2 U BpEMeHa
X, = Cl, BeNHYMHE gy, Cy:

g11=8p=8u=1, Gu=—1, g,=0 3ai#k (80,2)

KoopauHaTHH cucTeM (YeTBOPOJMMEH3MOHANIHKH) C& THM BpMjeNHOCTHMA gy, Ha-
susahemo (alilei-es cucTtem.

Y nperxonHoM maparpacdy MokasaHo je, fa Cy HEHHEpPLMjalHH CHCTEMH pe-
(epeHUHje eKBUBaNeHTHH HEKHM mnoibMMa cuna. Caja BHIMMO, Ja ce y penaTH-
BUCTHYKO] MEXaHHLM Ta noiba neQuHMIIY BenHYHHaAMa Q.

1) Caob6pa3Ho Tome, ybynvhe, kaga je nMaTMHCKM MHAEKC HallMCaH [Ban,T, nofgpasyMujepahe
ce cymupame of O mo 3, a 3a rpykH, Kao M paHuje, og 1 mo 3.
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UcTo TO ce ONHOCH M Ha ,Mpapa’ rpasdTaluoHa Mnolba. Ceaxo rpaBHTa-
LWOHO TO/be HHUje HHMLITa APYro, HEro npoMjeHa MPOCTOPHO-BPEMEHCKE METPHKE,
na ce mpema ToMe Re(HHMIIE BenMYMHaMa gj. 1a BeoMa BaxHa OKONHOCT TMO-
Kasyje, Ba Ce TEOMETPUCKE ocob6WHE TNpCCTOpa-BpeMEHA (MeTpHKa) neUHUIY
hbu3MuKMM [OjaBaMa, a HHUCY HermpoMjeHEuBe  0COOUHE npocTopa ¥ BpeMeHa.

Teopuja TpaBATaLMOHMX T0IbE, usrpahjena Ha OCHOBY Teopuje prRIATHBHU-
TeTa, HasuWBa Ce OMIUTA Teopuja penaTHBUTETA. 3acHoBao jy jé Einstein (u ne-
buHMTHBHO jy j& (opMynHCao 1916 roa.) ¥ MoXpa je Hajeenwa OR CBHX nocTo-
jehnx QUanHKuX Teopuja. VIHTEpECaHTHO |€ HaMOMEHYTH, Za jy je Einstein ns-
rpajguo YUCTO AEAyKTHBHHM nyTeM, na je Tex Kachuje noTBphjeHa acTPCHOMCKHUM
nocMaTpamUuMa. ’

Kao ¥ y HEpenaTHUBUCTHHKO] MEXaHUUM, mehy ,npaBuM' TPaBHTALHOHAM
no/bUMa M MobuMa, Koja Cy eKBUBANIEHTHA HEWHEPUHjalHUM CHCTEMHMA pede-
peHuuje, TOCTOjH TEMEIbHA pasnuka. [1pu npenasy ha MHepLUHjanHyu CHCTEM Ppe-
(pepeHuHnje KBAAPaTHA dopma (80,1), Tj. BenuuMHE Liy, nobuBajy ce K3 FHXOBHX
(Galilei-esvx) BPHjERHOCTH HoMohy npocTe TPHHC(oOpMaLKje KOOPAHHATA. Y Besu
ca TUM, y HHepLHjanHOM CHCTEMY pedepennyje gy HMajy CacBuM cneuujanad
ofnuk, U To Bauw Takas, Aa C€ TpaHrhopMaLujoM KCOpAUHATE MOTY Yy YHTaBOM
MpoCTOpy CBECTH Ha Galilei-ese BpWjEAHOCTH (80,2). Ymwennua, La je TaKas
oBnMK CTBApHO CacBHM crielipjanak, BHAH ce Mo TOMe, WITO Ce Yy ONIITEM Cly-
yajy TpaHchopMauujoM CBErZ caMo YeTHPH KOOpAMHAaTe He MOTy AECET BENHYMHAE
gix CBECTH Ha yHanpujen 3apaTH oBnHK.

,[IpaBo* rpapuTalKOHO MO/BE HE MOXe ce eNUMMEMCAaTH HUKaKBOM TpaHC-
dopMaLujoM KOOPAHHATA. IipyruM pujeduma, y NPHCYCTBY rpaBUTaLMOHOr TOJba
npocTop-BpHjeMe j¢ TaKBO, Ad C€ penuunHe g, Koje AehunHMLY H-er 0By METPHKY,
He MOry HHMKAKBOM TpaHCOpMAaLKjoM KOCPAHHATA cBeCTH y YMTaBOM NPOCTORY
wa muxos Galilei-es obnuK. Takae MpocTOp-BpUjeMe HasWpa Ce HEeeyKJUACKH HITH
3aKpHBILEH 32 pasnuky Ol eyKNUACKOT WY paBHOT, ¥ KOME ce — (15 yBHjEeK MOXE
cBecTH Ha 364p KBajpara HeTHPH audepenunjana, Y HEEyKIUICKOM npocTOpy He
Baxe 3aKOHKM 00HMUHE EYKIHACKE reomeTpujel).

JegMHO WITO C€ MOMKE noctuhd TpaHCHOpMALHUjoM KOOpIWHATA Y HEEyKIHI~
CKOM TpPOCTOPY, TO je ceoherbe BENHUuYMHA Qj Ha BPHjeAHOCTH (80,2), Tj. enuMu-
HHCakhe FPABUTALKMOHOT MCJba y AaTOM GecKOHAYHO ManoM eneMeHTy ,,3arpeMuHe
npoCTOp-BpeMeHa, MoK y 0CTanoMm npocTop-BpeMeHY fix ocTajy Heramunejcky. %!
sacTa, y GeCKOHauHO MarnoM MpOCTOpY ik MOry ceé CMaTpaTH KOHCTaHTHUM, &
cpaka KBanpaTHa QopMa C KOHCTAHTHHM Koe(ULMjeHTHMA MOMXe C& CBECTH Fa
36up KpagpaTa. Takas KOOPAHHATHH cucTeM 3a ATy Tauky HasBaheMo ranunejcku.

" Bynyhu na cy BenMduHE Sy Y paToj TadylH CBEAEHE Ha LyjaroHansu 06IHK,
HAaMOMUILEMO, fa Ha Ta) Ha4dud uMajy jeaHy HeraTHBHY H TPY NO3HUTWBHE CJIABHE
BpHUjeIHOCTH. Opagne cnujend, na je n=TepMHHaHTa g, cacTaBlbeHa "3 BENMYMHA
gic ¥y peanHoM MpocTOpP-BPEMEHY, yBHjeK HeraTHBHa.

o capa cM0 roBOpHIH O MpOCTOPHHUM W BPEMEHCKHM KOOpEHHATaMa, 0CTar
Bfbajyhyt MO CTPaHW MUTaHE 0 TOMe, Ha Kakas ce Ha4uH T€ KOOpPAUHATE MOTY
ysetd. MehyTuM, cam mojaM cueTema pedepernuje pobusa y OTIIUTOj TEOPHjH

1) Crporo y3esllH, la 61 BaXWMNa eyKIMACKA FeoMeTpuja, HEOmXOLHO je, ra ce ds® Moxe
cpecTu Gaw Ha 364Mp KBaApaTa nudepesuyjana KoopauHaTa, ROK ¥ peasHOM eyK/IHACKOM MPOCTOP-
BpeMeHy Nu(epeHuHjand TpHjy TIPOCTOPHHX KOODAWHATa ynase y ds? ca jennum, a dx,* ca 0GpaTHVM
anaKkoM (ako ce He yBOLe HM:THHADHE xoopanHaTe). 1eTBOPOAUMEH3AOHANHA recMeTpHja, Koja ce
neduHKIIE KBALPATHOM (HOPMOM dxoz—dxlz—dxf—dxgz, NOHeKal Cce HasWBa MCeyloeyKIHLHA.
Wnak, Mu oBfje HeheMmo yiorpefibaBaTn Taj TepMuH (naromuremo, Aa je ¥ nceyno- eyKInHAHOM
MpOCTOp-BpeMeHy HYHCTO MPOCTOPHZ, Tj. TPORHMEH3HOHANHA reoMeTpHja, HapaBHO MPOCTO eyKMHACKE).
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PENATHBHTETa CMHCA0, KOjU CE pa3NuKyje OA CMHCIA KOjH je UMao y Creuujan-oj
TeOpHju. Y creuujanHoj TEOPH]H PENATUBUTETA KA0 CHCTEM pedepeHUHje y3uManu
CMO YKYNHOCT THjena, KOja ce Hanase Ha HENpOMjeH/bUBUM pacTojakuMa, Tj. Koja
MHDYjy jemHO y OHHOCYy Ha [pyre. MehyTum, y OMWTOj TEOPHjHU DENaTHBHUTETA,
TO je HeMoryhHo. WM 3aucra, nMpUCYCTBO Ma KakKBOr FPaBHUTALHOHOI MO/ba 3HAYH,
Kao INTO CMO BHIjeNid, NMPOMjeHy METPHKE MPOCTOpP-BpeMeHa, Nnpy 4yeMmy ce, cre-
LMjalHO, MUjEH-A M METpPMKa CaMOT NpPOCTOPA, & OCHM TOra 3aBHCH M Ol Bpe-
MeHa. Tako nmonasd po Tora, 1a HH y KakBoM CHCTEMYy THjena KOja ra cacras-
Jbajy He Mory OWTHM jefHO MpeMa Apyrom HenokpeTHal!). O4yeBugHO, na ce Ha
OCHOBy TOra HH y KaKBOM CHCTEMy THjena He Moy nocMaTpaTH ca HETIPOMjeH-
TEMBUM Mehycob6HuM pacTojamKma.

Ha Taj Haumh, nojam o HemokpeTHOCTH jesHOr THjeNa y OLHOCY Ha JpYyro
ry6d CMHCAao y ONWTO] TEOPHjH pEeNaTHUBMTETA. Jou BUlle, HeMa CMHCHa HHU
YONIUTE MO0jaM Ma KakKBe OnpeheHe Op3MHe peNaTHBHOr KpeTama THjena.

[Npema Tome 3a TauHo onpehuBame monoxaja THjena y npocTopy y TMpu-
CYCTBY TIpaBHTALMOHOr T0Jka, CTPOTO Y3EBIUH, HEOMXORHO je UMATH CHCTEM Of
GeckoHayHor 6poja THjena, KOj2 MCNyH.aBajy YHTaB rnpoctop. TakaB cHCTeM TH-
jéna, 3ajenHo ca caTOBHMMA KOjd Cy BE3aHH Ca CBAKHM Of HHX, & KOJH pale Ha
MPOM3BOJbAH HAUYMH, je CHCTeM pedepeHUMje y OMIITO] TEOPHjH peNaTHBUTETA.

§ 8l. I{pHBonnHHcRe KooOpAnHaTe

Kao wro cMo Bumjenu, Kox npoydyapata rpaBUTALMOHKMX MO/bA rnojaBe MOpPamo
00aBE3HO MOCMaTPaTH y KPUBOIHHUCKHM KOODAMHATAMA. Y BE3H C THM HEOIXOMHO
je UsrpamdTH 4YETBOPOLHMMEH3HOHANIHY T€OMEeTPHjy Ca NpPOM3BOILHHM KPHBONMHM-
CKMM KOOpiMHaTama. ToMe cy HaMHjemeHun §§ 80—85.

[TocmaTpajmo Tpancdopmaumjy jemHor kooppuHaTHor cuctema Xx°, xl, x2, x°
Y BpyER £, 8402, %

X1 =l (X%, x" 5'3),
ruje cy f¢ HeKe dbynkuuje. [Npunukom TpaHchopMauMje KOOpPAHHATZ HHXOBU AHU-
(pepeHUdjany TpaHCOPMHILY Ce npema perauuju:
ox?
3 th .
d‘\!——-aszdx ; . (81.1)

Ceaka ykynHocT duertwpu BemuumHe A!({=0,1,2,3), xoje ce TpaHcdop-
MalUWjoM KooppiuHaTa TpaHchopMupajy Kao HHX0BM AM(epeHUWjany, HasWBa ce
KOHTpaBapHjaHTHU 4-BekTop. Ha Taj HaumH Kox TpaHchopmauuje KoopnuHaTa je:

ox?

A= ox'*

ATk, (81,2)

KoMmonenTe KOHTpaBapujaHTHUX BeKTOpa O3HayaBaheMo HHAeKCOM rope (mpw
BpXy cnoBa)?).

!) HeuaSjemHocT TakBHX ZedopmailHja BUAM Ce, Ha TIPHMjep, W3 TOra, LUTO y HEEeyKIHOHOM
NMpOCTOPY OLHOC Ay¥HHe TepudepHje Kpyra npeMa pajHycy HHje jelHAK 2z U yomniuTe, MHjeHka ce
ca BpeMeHoM. [lpemMa ToMe, ako pacTojama THjena M0 paidycy Kpyra 0CTajy HErpOMjeHILHBa,
OHll2 Ce MOpajy pacTojaka N0 NEepHpepHjH MHjeraTH, U oBpHyTO.

%) Bynyhu pa audepeduujand KoOpAMHATA X' caMM CadHH-aBajy KOHTDABADHUjaHTHH BEKTOP,
oBaje W yOyayhe mnucahemo wuHIexc KoopAauHaTa rope, Camo noHekah hemo KOA NojesMHHX KO:-z
OpAMHATa HHAEXC MHCATH NOMke W TO Tamo, raje O Guno HesrofHo Aa ce muwy rope, [Ha np. X5

ymjecto (x2)2].
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: Op :
Heka je ¢ Hekd ckanap. eTHPH BENHYHMHE Y npu TpaHchopMaLHju KO-

opIMHaTa TpaHcthopMupajy ce mpema $opMynama
0p _ Op 3x*
oxt~ ox’* oxt’
Koje ce pasnukyjy oA (opmyna (81,2). Ceaka yxymHOCT YETHPH penuunse A
xoje ce TpaHcdopMalKjoM KOOPAWHATA TpaHc(opMHpajy Kao W3BOAM OA cKanapa

HaaMBa Ce KOBapujaHTHd 4-BekTop. Ha Taj HaduH, TpH TpaHchopMaUHji Ko-
opAa4HaTa je:

(81,3)

k
% Ak (81,4)

KoMmoHeHTe KOBapujaHTHHX BeKTOpa o3HayaBaheMo MHAEKCOM HOJBE.

Y Descartés-oBoM KOOPAUHATHOM CUCTEMY HEMa Pa3ivKe Mehy KoOBapHjaHTHHM
M KOHTDaBapHjaHTHWMM BEKTODHMA; TpaHc(hOpMalLlKoHa MpaBHila (81,2) u (81,4) Ty
cy exBHBarneHTHa?). ' '

YV Besu ca MOCTOjareM [Ba OBNMKAa BEKTOpa Y KPHUBCIMHHCKAM KOOpAHHA-
tama mocToje Tpu ofnvka TeHsopa 2. peaa. [KouTpaBapujaHTHH TEH30D ApYror
pepa A!* HasuBa ce YKYOHOCT 16 penuuuHa, Koje ce TpaHchopMHpajy Kao npo-
WU3BOJL KOMIIOHEHAaTa HABajy KOHTpaBapujaHTHHX BEKTODA, Tj. mpeMa 3aKoHY

ox'l  oxk Avim
— oxi ox'm '

AuanorHo HedHuHMLIe Ce KOBapHjaHTHH TEH30pP, Koju ce TpaHchopMupa mnpema
¢dopmMynama

14[' —

Atk (81,5)

ax’ ogxn
Y MjellOBHTH TEH30p, KOjHU Cé TpaHchopMulie NpeMma dbopmynama
;Oxtox'™
£
€= G axE A (81,7)

CaceBUM aHanorHo feduHMILy ce TeH20pW BHIUET pela. Hanp. TeHzop

A

ATl xoBapHjaHTaH MO TPW WHAEKCE, & KOHTpaBapMjaHTaH I0 jeLHOM, TpaHcd.0p”
Mypa ce TpeMa (HOpMynH:
o 0x'P 0x'T 0x” gx”
ki gxi Oxk ox! ox'f

Ako je TeHsOp CHUMETpHYaH WA aHTUCHMETpHYaH M0 Ma KOjeM mapy HHAEKCa
(axo je jenHaKe KCBaPUjaHTHOCTH HIIH KOHTpaBaijaHTHOCTl/I), OHLZa TO BaAXH H
y Ma KojeM KOOPAWHATHOM CHCTEMY. MebyTuM, 3a MjelIOBMTH TEH30p, PEUMMO
3a A"k, nojaM CHMETDHje HIIH aHTHCHMETpHje HEMa CMHCHa, jep pasHUM HHAE-

KCHMa OAroBapajy pasfM4MTH 3aKOHM TpaHchopMauuje, ma ce 3aTo npu npenasy

Arf

prs’

1) ¥ Beau ca THM, yOCTanoM, JHOBOJLHO je ucrtahu, na y Descartes-oeuM KoopauHaTaMma
rpagMjeHT HMa MCTe BEKTOpCKe ocofuHEe Kao M CBH OPYrH BeKTODH. ¥ eKBHBANEHTHOCT TpaHchop-
maudja /81,2) u (81,4) Moxemo ce opManHo yBjEPHTH Ha cnujenehn HauuH. TpaHchopMma-
uuje paanuuntux Descartes-oBrUX KOOPAMHATHHX cucTeMa cy nuHeapHe TpaHcdopMmaluje obnuka
x‘:aka'k, raje cy o, KOHCTaHTE, koje 3afcBO/baBajy T3B. YCIIOB OPTOFOHANHOCTH: G ak[=8ik

Mpema dopmynama (81,2) u (81,4) uMamo Al = Uy A* % A;- = oy, A,. MuomermeM Lpyre o TAX
jenHayMHA ca @); W CYMHPAreM no wuHpexkcy [ noBueaMo A[:a”A;, 1j. MCTy TakBy TpaHcpop-

Malujy, Kao H 2a AL,
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OL jeAHOr KOODAMHATHOT CHCTeMa Ha ApYyrH, yOmLTE y3eBIIM, MUjemajy ocobuHe
CUMETpH]jE.

AKo je TeH30p, Tj. CBE HErOBE KOMIIOHEHTE, jeiHaK Hyn¥ B y jeNHOM KO-
OpPAMHATHOM CHCTeMY, OHAA he OMTH jelHaK HylH H y CBakoM KOOpAMHATHOM CH-
cTeMy. 304p ABa TEH30pa jeAHAKOr KO- MIH KOHTPaBapHjaHTHOr KapakTepa, TeH30p

je HCTOr KapakTepa. .
Ouesunuo je, Aa je NPOM3BOL KOMIIOHEHaTa BekTopa A; H B, Tensop
k
o6nuka A,, a sektopa A; u Bk — Tensop obnuka A;. Tlpousson BekTopa A,

ik . . ik
ca teusopom A je Tensop obnuka A u 1. cn.

Y Descartes-osuM KoopiuHaTaMa MOXe Ceé OL Ma Koja 1Ba BEKTOpa cacTa-
BHTH CcKanap—CKanapHH MPOW3BOA THX BEKTOpa. Y KPWBOMMHMCKHM, NaK, KOOPAH-
HaTaMa He MOXe ce cacTaBUTM CKanap Of IBa KOHTpasapHjaHTHA HNH KOBapH-
jaHTHa BexTopa. AnM, ON KOHTPaBapHjaHTHOT BLXTOpA Al u kosapujaHTHoOr By
MOJe Ce CaCTaBMTH CcKanap; Ta| ckanap je BenuHHHa Al B;, koja ce Ha3uWBa
ckanapuu npousson BekTopa Af u B, La je A B, saucra ckamnap, nako ce
yBjepHTH moMony TpaHCcOpMaUuoHWX (QopMyna (81,2} u (81,4).

dopMHpame CKanapHOr MpPOM2BOAA [Eajy BEKTOpa MPETCTABILA crienujanat
cnyuaj cnujeneher mpasuna ,ynpouhema’ TEH30DA. AkO MMaMO TEH30p A
OHLA j& u3pas ,Aj:: (cyMupatee o i) TeH30p 3a [BUje jelMHHLE HHXEr pela On
pena TeH30pa A:f;j. Taxko, Ha mp., 04 TEH30pa A¥ moxe ce dopmupatn ckanap
AL U samcra, npema (81,7) je

vi ‘m
Ai:%%%r :'In: ()_\T m= L

T} Al je samcta uuBapujanTa'). CIHMYHO TOMe CKanapHW Cy H3pasi Aiﬁﬁf B
v T. cn. Mspas Al KOBapUjaHTHH je TEH30p JApyror pexna, Ai B* — xontpa-
BapKjaHTHH BEXKTOp W T. CI. HamoMusmeMo, ha HW3pasu, Koju ce fobujajy mpu
CyMHUpakby MO [Ba ropwa WY 1Ba A0 HHIEKCA (na nmpumjep AL, Hucy Ten-
sopu. Y6ynyhe TakBe BenuduHE HeheMo ynoTpebrbaBaTH.

JeNMHUYHH TEHZ0p Yy KPHUBOMMHHCKHM XOOpAMHATaMa jé MjelOBUTH TEHIO0P
0% uuje cy xommoueHTe 6f=0 3a i#k a sa i=k paese jenunuuu. AkKo je

k %
A" BexTop, OHLEa MHOXKEHEM ca 0, nobuBamo
ki i
Ak = A,

Tj. ofmeT BEKTOp, a TO M JoKasyje Aa je d, Tensop.
KsagpaT eneMeHTa AykuHe ds® je KB2IpaTHa pyukuuja audepeHuujana

dx’, Tj. _
| —ds® = gy dx dx", " (81,8)
raje cy g — GyHKUuje KoopaKHaTa. gy Cy CHMETPUYHH NpeMa uugekcumain k, 1j
‘l
ik =g (81.9)

MowTo je mpouseox (ynpouheHdn) O gix ¥ KOHTPABAPHjaHTHOr TEH30PA
P : ,
dx'dx" cxanap, g, je xosapujauTHM TeH30p. Teusop g Hasusa ce METPH-
YK TEHB0P.

1) Ckanap ¥ uHBapHjaHTa Cy CHHOHHMH,
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Kao wTo je mokasano y § 80, y péanHOM eyKJHAHOM TPOCTOP - BPEMEHY
onroeapajyhuM H360pOM KOOPAHMHATHOr CHCTEMa TEH30p g;; YBKjeK Ce& MOXe
TpaHC(HOPMHUPATH y TanHuiejcky dhopmy (y BaToj TAYKH)

1 0 0 O
01 00
) _ . 81,10
=10 0 | 0 (81,10)
0 0 0_1,

ik . .
Ilsa TeHsopa Ay W B uazupajy ce mehycofHO HHBEPCHH, aKO J€:
A phk I
A B" =1

: ¢ ik
CreuujanHo, KOHTPaBapujaHTHH METPHYKU TEHIOP g'" nasuBa ce TEH30p, MHBEp-
caH TeH30pyY fLik» Th '

g B =6t (81,11)
Tanunejcku tensop g0, ouesupno, nMa HCTE kommorerTe, Kao W Tensop 240

Y Descartes-oBoM (‘-IE!TBO[)O,IIHMEHBHOH&HHOM) KOOPAWHATHOM CHCTEMY, Kao
wTo je Beh HamoMeHyTO, HEMa DpAasMHUKe mehy KO- ¥ KOHTpaBapHjaHTHHUM BEKTO-
pHMa; Ta pasnuka MojaBrbyje Ce TEK MpH rpenasy Ha KPHUBOJMHHCKE KOODAHHATE.
[IpeMa TOMe, aKo je Ma Koja dusuuka senvuuna y Descartes-oBoM KOOPAMHATHOM
cHCTEeMy BEeKTOp, OHAA Ce TNpd Ipenasy Ha KPUBOJIMHMCKE KOOpAMHATE Ta BEIH-
yiHa MOXE MpEeTCraBdTH Ha [Ba Ha4ddHa: WM Yy 06nMUKY KOBapHjaHTHOr HOH Y
ofnKMKy KOHTpaBapHjaHTHOT BEKTOPA. O6a ofnuKa jefHOr MCTOr BEKTOpa O3Ha®a-
paheMO jefHAKHM CIOBOM, anu ca MHIEKCUMa TODe u nome (4; u AY).

Jlako je Hahum Gopmyne, 1o KojiMa Ce Mopa BpWHTH Ipenas OA KOBapH-
jaHTHOr Ha KOHTPaBapHjaHTHH o6nuk BekTopa, W ofpaTHo. Ilpuje csera 04EBHIHO
je, 1a Cy KOMIIOHEHTe MeTpuuKor TeH30pa jenuHe BenuWyMHE, KOje MOry OLPERMTH
pesy Mehy KO- M KOHTPaBapHjaHTHHM KoMroHeHTaMa BekTopa. [ambe, TpaxeHe
penauuje Mopajy AOBECTH ¥ Descaries-oBoM KOOPOWHATHOM CHCTEMY (tj. sa
G = 0i) RO A, = Ai) [a 6u ce KOHTPaBaPHjaHTHH BEKTOP MOrao H3pasuTH
noMohy KoBapHjaHTHOr, MOpamo, AaKne, Ol xoMrnoHeHaTa A; W KOMIOHeHaTa  Me-
TPUYKOT TEH30pa CacTaBHTH KOHTpaBapHjaHTHHU BEKTOP, Koju 61 OATOBapao mocTas-

/beHOM ycnoBy. Takas je:

Al

I

gz’k A _ (81,12)

u o6paTHO: A = gix A%, (81,13)

) ¥ oBOM M Y aH&JIOTHUM cry4ajeBMMa, FAje Ce MpM AOKa3UBak:y CIYHKHMO Descartes-osum
KQOpOMHATHMM CHCTEMOM, MOpa C& MMaTH y BHLY, na ce [Descartes-03 CUCTEM MOXe Y3€TH CaMo
y TOM cny4ajy, Kaaa je MpOCTOp €yKIMAHH. Y cnydajy HeeyxJIMAHOT TPOCTOpa MNPH JROKa3uBatby
Tpe6a KOOPAWHATHH CHCTEM CMaTpaTH Descaries-osiM y aToM GecKOHayHO ManoM eNeMeHTy 3a-
npeMHHe, WTO Ce yBHjEK MOXE ypPandTH (s. § 80). Ceu uspoaH ocTajy Tala MCTH H 7a HEEeyKIHAHH
npocTop. Y CHMYHWM Cly4ajeBuMa abor kpaTkohe yGyayhe yBujex hemo rosoputh o Descartes-osom
KOOpAWHATHOM CHCTEMYy; anu TpeGa mmatd y BUAY, A1 C€ CBH pesynTaTH M MCTOj Mjepu MOry MnpH-
MHUjEHHUTH W Ha HEEeyKIHWAHH IPOCTOP.

Mopa ce HamoOMeHyTH, Aa y peanHoM npocTIp-BpEMeHy, ako Ce y3uMajy peante KOOpAUHATE
xi{, — ds* moxe ce y AaTOM feckoHAYHOM MANoM elleMeHTy CBeCcTH caMo Ha randnejcku obnux, v
KoMe TpW KBagparta mudepeHLujana ynase ca rno3uTHBHAM, a jenaH ca HeraTHBHHM 3SHaKOM. MehyTHm,
Ta OKONMHOCT HMIUTA HE MHjerba y H3naratbdMa oBor H cnujenehux naparpada, jep 3a mpenas On
ranunejcKHX KOOPAHHATA Ha 4eTBOPOAWMEH3MOHAIHS Descartes-ose, Tpeba yBecTH caMmo yMjecTo

xoopauHaTe XY, eH MPOM3BOR Ca i
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U saucta, y Descartes-osoM KoOpHMHATHOM CHCTEMY je Qi ==O0; ¥ Te dopMyne

najy A; = A, wto u Mopa GUTH. '
HanoMumeMo, fa ce y ranunejckuM KOOpAWHATaMa KO- M KOHTpaBapujaHTHe

KOMITOHEHTe BEeKTOpa He Moknanajy y motnyHoctd. Hanme, A, = A% A,=— A°.

Cee 0OBO IUTO je¢ peueHO OfHOCH ce W Ha TeHsope. CBakd TEH30p
Descartes-oBoM KOOpPAMHATHOM CHCTeMy NpH penasy Ha KPHBONHHHCKE KOODPAH-
HaTe MOXE Ce MPEeTCTaBUTH y HEKONUKO 06NKMKa pasHOr KO- U KOHTpaBapHjaHTHOT
KapakTepa. PasHe o6nMKe MCTOT TeH3opa O3HadaBaheMO HCTHM CJIOBOM ca
pasMUYUTHM pacrnopenoM uHiekca. [Ipenaa Mehy pasnuyuTHM ofnuuuMa TeH3Opa
BPLIM CE CaCBUM aHANOTHO MOCTYMKY, KOjH Ce BPIIM KOA BekTopa. Tako je

7 im ik it _km
Au=gi, Ax, A =g g Amp UTA

Axo je TeHsop Apyror pema HeCHMMeTpH4aH, oHAa Tpeba pasnuKoBaTH A on Aki,
Tj. MjecTo, ca Kojer je OUrHyT HHIEKC.

YV Descartes-oBoM KOOpPAHHATHOM CHCTEMY KBalipaT arconyTHe BPHjefHOCTH
BEKTOpa jenHak je 36Mpy KBajpaTa HeroBMxX KoMmoHeHaTa. O4eBHAHO je, Ha je y
HepenaTHBMCTHYKMM KOOpIMHATAMa KBaAPaT arco/yTHe BeNM4YHHE BEKTOpA cKanap:

A A =g, A" A = g™ A A, (81,14)

KopucHO je HamoMeHyTH, A& WHOEKCH, TO KOjHMa Ce BpLIH CyMHpame y
MpOW3BOAY TEH30pa, MMajy M3BjecHy crofofy mpeMjewTarba. Tako, Ha mp.:

Aik BHC - ;Aik ng, ‘A‘ik B!k = A;’k Blk KHTO.

Uupekc ce y jesHoM daxkTopy Moxe MNoiuhd MO. YCJOBOM, Ja Ce HCTH TaKaB
WHIEKC Yy IpyroM chmycTd (To je neaxko MpOBjepHTH, KopucTehM Besy Mehy KoBa-
DUjaHTHUM W KOHTpaBapHMjaHTHHM KOMIIOHEHTaMa TeH30pa, Koja Cé GCTBapyje
TEH30POM Gy ).

YV § 6 motnyHo je medunucan (y Descartes-oBUM KOOpIHHATAMA) j€NMHHYHH
AHTUCUMETPHYHH TCEYNOTEH30D €4y, 1 PaHchopMUpajMo ra caja npema MpPOM3-
BOJLHOM KPHMBONMMHMCKOM KOODIHHATHOM cHcTeMy. [IpeTxofHO HarnoMeHHMO, na
npemMa AebUHULUIH €m, MOMEMO HAMKCATH 3a TPOM3BOILHHM TEH30D Ky :

€nrst kni Kric ksi kim = K€iims (81,15)

rije je k neTepMHHaHTa, cacTaBlbeHa U3 BenWuuHa K. M sancta, nojeauHn
yraHOBH JeTepMHHaHTe nobujajy ce yaumajyhu 4yeTHpH eneMeHTa MO jemHO] Of
ceake BpcTe (Tako na je n#r#s#t) u us ceakor pema (Tako na je iEk£I£m)
M cTaBbajyhH NMpen HUXOB NPOW3BOA 3HaK - MMM —, IpeMa TOMe, h& U je
Moryhe pen 6pojesa pefoBa NpeBecTH y pen 6pojeBa BpcTa MOMOhy mapHOr WIH
HerapHor 6poja TpaHCMo3uLKja.

Mpema omwuTuM npaBunuma TpaHc(opMauuja TeHsopa u momohy (81,15)
JIo6HMBaMo MpH Mpenasdy Ha KPHBONMMHWHCKE KOOpLUHATE:

. 0x'n9x'T 9x's Ox't ;
€ikim — € ”rSt()k'f oxk ax! oxm = € jkim J'

(81,16)
roje je

a (X0, %%, %2, X7)
J= (x°, x1, x2, x)
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jakobujan TpaHchopMaurje ca KOOPAHHATA xi ga x'{. Oeaj jakoOujaH MOXe ce
¥3pasuTH TOMOhy AeTEPMHHAHTE g’, koja je cacTaB/bena Ol KOMIOHEHATa TeH30pa
o'y Y Besu ca THM HamoMumemo, ga 3bor Tora WTO je y Descarles-oBoM
KOODAWHATHOM CHCTEMY gix = 0y, Onhe mnpeMma TpaHcpopMaLHOHHUM dbopmynama

1
S — o ox' or'm
ik=—8& im O,\" oxk K

VnopehuBameM JAeTepMUHAHATa, KOje CY cac1aB/beHE M3 BENHYMHA u3 obuje

— 1
CTpaHe Te jeNHayHHe, MMaMo | — o’ J2, Tj, J/ ¢'=—. MebhyTum, name hemo non
J £/ Th Vs 7

KOpHjEHOM CTanHo MUcaTH — &, jep je ycTBapu y CBHM KoophiuHaTaMa, Koje ce€
ofHOCe Ha peanan npocTOp-BpHjeMe, NeTEpMHHAHTA g HeraTueHa (. § 80).
Ws (81,16) capa nHanasuMo, na je:

€ ixim = V——g’ €ikim -

Ha Taj Hauu#, y KPUBOJIMUHHCKHM KOOpAMHATAaMa aHTHCHMETPHHHH je AMHUYHH
TeHsop 4-or pena Mopa ce neduHUCATH Kao

Eijim =V —& €iam-
[MonusameM HHAEXCA KOJ TEH30pa V'—-ge,-k,m nako je Hahu,a je KOHTpaBapH—
jaHTHM jEAVHHMYHA aHTHCHMETDHYHN TEH30p 4-or pena

ikim

= €ikim-
y —&

v Descartes-osoM KOODOMHATHOM CHMCTEMy HHTETPaN of cKanapa To
d0 — dx*dx'dx*dx® Takohe je ckanap, 7. dQ ce mpu MHTerpHpary mno€alld
kao uupapujanta (§ 6). Ilpu npenasy Ha KpUBONHHMCKE KOOPIMHATE x'{ eneMeHaT

1 Bl

unTerpupama df2 mpenasu y 7— a’Q.’:]f—g' dQ'. Ha Taj HauyuH, Yy KpHBOIH-
HUCKMM KOOpIHHATaMa MpH MHTETpHparby Mo uekoj obnacTi 4-npocTpa ]’:Zr dQ
noHala ce Kao MHBapujaHTal).

Cee wTo je Ha kpajy § 6 peyeHoC 063¥pOM Ha eneMeHTe MHTerpnpara Mo
XWMeprnoBpLIKHK, TOBPLWHHU H NYMHU}M, OCTaje Ha CHasH M ¥ KpPVBONMHUCKHM KO-
opaMHaTaMa, Camo C TOM pasiiMKoM, LITO Ce YHEKONHKO MHjeH-a pe(puuMUH]a AY-
anHux TeHaopa. EneMenT ,MIOBpIUMHE' XWNepTOBPLIKHE (opmupaH 0 TpH Gecko-

Hauua Mana rnomjepaja, KOHTpaBaprjaHTHHU je aHTMCHMETPHYHH TEH30D dStt, Hoe-

roB AyanH{d BeKTOp AOGHMBA CE MHOXEFLEM TEH30POM V——gelk!m‘ Tj. UBHOCH!

|/ —g dSi:%emmidS“m V:"_—é;’ (81,17)

1) Axo je ¢ ckanap, OHLA C€ BeNH4YUHA V—— g ©, Koja je TIpH unTerpupamsy no dQ HH-
papujaHTa, MOHEKaJ Ha3HBAa CKanapHa rycTMHa. AHalOrHO CE NOBOPH O BeXTOPCKO] H TEH30PCKO]

ryctuamn || — gA’, ]/—gA’k wrn, Ope Benuuuee najy BEKTOD MNM TEH30D DPH HHTETpHpamy
no BeckoHauHo Manoj 4-sanpeMHHH (vaTerpan SA‘ V_g dQ mno wouaunoj cBnacTH, Y3EBUH

yomwiTe, He Moxe OHTH BEXTOP, jep cy 3aKoHM TpaHCopmMauuje BEKTOPA Ai -y pasuuM TadKaMa
DABNUYHTH).
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Auanorso, ako je dff* enmemenar mnosplwuHe (ABOAHMEH3MOHanHe), dopMu-
paHe Ha zBa GeCKOHAayHO Mana nomjepaja, OHAa Ce HEroB J[yalmHd TEeH30p He-
(hMHHILE OBAKO:

U  —
V —¢ dffk:”z—v—gem(mdf[m' (81,18)

1
Osge ocTaBmaMmo osHake dS; u dfj,, Kao M paHHje, PECNEKTHBHO 32 & Cikim d Skim

i .
H Teiklm df'™ , a He 3a HWHXOBE NPOM3BOLE ca Lf——g). [Mpasuna (6,11) — (6,13)

3a MehycofHy TpaHchopMalujy MHTerpana Taga OCTajy MCTa, jep HHUXOBO H3BO-
hetbe MMa (hOpManHU KapakTep, KOjU HHje Be3aH C TeH30pPCKUM ocobuHama oaro-
Bapajyhux BenuuuHa. Of HMX HaM je HapOYHTO MOTPeGHO MpaBHio TpaHCopMa-
LWje MHTErpana M0 XHNeprnoBpWXHA y WHTerpan mno sanpemund ((auss-osa
Teopema), Koja ce BpIIM 3aMjeHOM '

0

.. 81
oxt (119

§ 82. Pactojama U MHTEPBAJIU BpeMeHa

Beh cMO rOBOPHIM, Ia y OMIITO] TEOPHjH penaTUBUTeTa U360p cHCTeMa
pedepedunje HHje HUYMM OrpaHudeH. TpH MPOCTOPHE KOODAWHATE x1, x%, ¥% mory
6MTH Ma Koje BenWuuHe Koje onpehyjy pacrnopep Tujena y mpocTOpy, & BPEMEHCKA
KopaiuHaTa X° MOme ce onpehMBaTH caTOM, KOju TpOM3BO/HO pald. Hacraje
NuTarbe O TOMe, Ha KOjU Ce HA4MH Ha OCHOBY BpHjeNHOCTHM BenuduHa X', X%, X%,
x* Mory oppenuTH TNpaBa pacTojaka M MHTEDBANHM BPEMEHa.

OnpeluMo Hajlpuje Besy npaBor BpeMeHa, koje hemo ybyayhe osHayaBaTH
ca T, ca koopauHaToM x'. Y Besu ca THUM rocMaTpajMo iBa GeckoHauHo Gnucka
forahaja, Koju ce pewaBajy y jeAHOj MCTO] Tauku Mpoc1opa. Tana uHTepBan ds
Mehy Tum porabajuma, Kao IITO 3HAMO, HHMje HHIITA APYyro, HEro cdr, rpje je
dv — uuTepBan BpeMeHa (mpaBor) mehy ofa norabaja. CraBmajyhu dx! = dx*=
=dx3=0 y onwtu uspas — ds? = g;, dx' dx*, nanasumo, paxne,

a9 2
ng B C“dl?z = gﬂodxo,

opfakie je: .

di== —i_ V' — &go AX; (82,1)

WIM, yomiuiTe, 3a BpujeMe Mehy Ma koja nBa norahaja, koju ce JellaBajy Ha
jelHOM HCTOM MjecTy y [MpoCTOpy .

v=t | V= Zmd. (82.2)

Oee penaudje onpehyjy HHTepBane MNpaBor BpeMeHa (unu, xako ce jouw
®aXe, COMCTBEHOr BpEMeHa 3a AAaTy TauyKy TNpOCTOpa) y Be3d Ca MpOMjeHOM
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KoopiuHaTe X°. Y3rpel HaroMHmeMo, Ad je BenMyKHHA oo Kao WITO Ce BHMH K3
HaBe#eHUX (opMyna, HeraTHBHE

oo < 0. (82,3)

HeonxonHo je mopasyhu pasnuky mMehy cMHCNIOM yclloBa (82,3) u cmucnoM

ycnoea, fa TpH TIaBHE BPUjENHOCTH TEH30pa gk Mopajy 6MTH MO3UTHBHE, & jenHa
meratupHa (cTp. 231). TeHsop gy, KOj1 He 3a]0BOJbaBa JpYyrd O THX YCJOBa,
yoriuTe He MOXE ONroBapartH 6UT0 KaKBOM peanHOM [PaBHTALMOHOM MOIbY, Tj.
MEeTpULK peanHor MpoCTOp-BpEMEHA. A HeWcnyHaBame yCI0BA (82,3) 3Haymno
61 camo, na oArosapajyhu CUCTEM pedepeHurje He MOry OCTBApHUTH peanHa Th-
jena; ako ce yC/OB 3a riaBHe BPUjeHOCTH MPUTOM MCMyH-2Ba, OHAA C€ MNONeCHOM
TpaHCc(opMaLKjoM KOOpAMHATA yedjek MOXe rnocTuhu, Ha Zgo 6yne HeraTHBHO
(Ha npuMjep CIMYHOT cucTeMma Hanhu hemo y § 89 mpun mocMaTpamy poTupajyher
KOOPAKWHATHOL CHCTeMa'.

OznpenvMo cana eneMeHaT dl mpocTOpHOT pacTojaka. Y CrHeUujanHoj Teo-
puji penaTusuTETA (§ 2), dl moxe ce oppehMBaTH Kao HuHTEpBan uamehy nBa
Gecxonayno Gnucka gporahaja, Koju ce LeulaBajy y HMCTOM MOMEHTY. Yonute
y3eBIlM, TO CE€ y ONWTO] TEOpHjU DENaTHBMTETA HE MOXE YPalHTH, Tj. He MOXe
ce onpeautu dl craemajyhu y ds npocto (dA°=0 u To sbor ToOra, WTO j& ¥
rpaBUTALIMOHOM [OJBY COMCTBEHO BpHjeMe y DasHMM Ta4yKama NpocTopa Ha pasHe
yaupHe BesaHo ¢ koopmuHaToM XO.

3a ogpehusarbe d[ mocTynuMo Caia Ha cnujenehd HauuH, 3aMHCIMMO, Ha
ce W3 JaTe TauyKke mpocTora ONALiK/BEE CBjETIOCHM CHrHan y Apyry Tadky, Koja
je Ha OeCcKkoHa4yHO MaroM pacTojaky OL NpBE, & 3aTHM 06paTHO HCTHM MNYTEM.
OyeBUpHO je, La je MPOH3BOL fpsvHe CBjeT/IOCTH € W BPEMEHA, Koje je 3a TO
HeOonXoaHo, (W3MjepeHo Yy jenHoj KCTOj Ta4dKK npocTopa) jepHaK JHABOCTPYKOM
pacTojatby Mehy THM nBjeMa Taukama. HamuiivuMo HHTEpPBAN, oneajajyhy mpocTOpHY
U BpPEMEHCKYy KOOPAHHATY:

— ds? = g dx@dx? 4 2g0q A1 IX% - Loy 4G, (82,4)

raje Ce MOA TMOHOB/BERHWM TPUKHM MHIeKCcHMa M0ipasyMujeBa CyMHMparse no BpH
jexnoctuma I, 2, 3. 3a nBa norahaja, KojH MpeTCTaBlkbajy OANasaKk W CTH3AMHE
cUrHana M3 jelHe Tadyke y Hpyry, Kac LITO C€ 3Ha, WHTepBan je jeLHaK HYJH.
Craemajyhu ds? =0, nHanasumo 32 ,BpHjeMe'" MpOCTHpamwa CHrHana Hs npee
Tayke y ApYyry

1 r -
dxy = 2= {10 — Cuor — 2 B = )}
(ys¥MaMo MO3MTHBHH KOpHjeH jeAHa4vHE 5% = 0).
3a KpeTaw.e CUlHana HaTpar H3 opyre Taudke Yy TPpBY ,,Bpujeme* dx(g

onpehyje ce HCTO TaKBOM dopmynoM, raje cana TpeGa MPOMHMjEHHTH 3HaK CBUX (X% Tj

[ - [
dx@ = T 1 Qoa dX* — V(gon gop— &up o) dx dxB .

00

Ha Taj HauuH, uHTEPBAN ,BpeMeHa’ Mehy ojamlubarbeM .M ppahameM cHrHana
y Ty HCTy TauKky jelHak je

W 2 - ‘
dx((‘]) + dx%) _ .._gD V (gOO’.gOB —gCI-B guo) dxe dxB .
V]
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Onrosapajyhd MHTepBan npaBor BpeMeHa OfaBAe Ceé Ao6HBa MNpeMa (79,1)

|/ — 5800

MHOXEHEM Ca — a pactojame dl meby o6je Tauke joll MHOXEHEM cCa

—;—. 3a pesynrar pob6HBaMoO:
diz —=|o _M)dxadx@.
(\g“ﬁ Ly

OBo je TpaXeHH u3pas, KOju oznpehyje pacTojake mnomohy enemeHaTa
NpOCTOPHHX KOOpAMHAaTa. [IpenuiuMo ra y obmMKy

dI? = Yop dx* dX3 (82,5)
ruje je
Yag = Eap — 8 fop ' (82,6)
£oo

TPOAMMEH3UOHAIHH METDHYKH TEH30p, KOjU AedHHHIIE METPHKY, Tj. TEOMETDHCKE
ocobuHe npocrtopa !). Penauujom (82,6) ycnoctaemka Ce Besa Mehy MeTpHKOM
peanHOr NpocTopa M MEeTPUKOM YeTBOPOAMMEH3HOHANHOr TNPOCTOp-BPEMEHA 2).

HMnak je HeomxoaHO ymaMTWUTH, [a, YOMIUTE y3cBILUH, 2 3aBHMCE OL A%, Tako,
Ia ce u mpoctopHa MeTpuka (82,5) BpeMeHoM Mujewma. K3 Tor pasnora Hema
cMUCNa WHTerpupaTH dl; Takas MHTerpan-saBdcuo 6M of TOra, 0 KakBoj 6u ce
CBjeTCKOj NHHHjU y3e0 Mehy IBMjeMa 3a4aTHM Tadykama y pocTopy. Ha Taj HauwH,
y OMNIITOj TEOPUjH penaTHBUMTETA HEMa CMHCIa [ojaM o oapehenoM pacrojamy

1) HanomumweMo fa je Vap TEH30P, KO je uHBepcaH KOHTPaBapHjaHTHOM TPORHMEH3HO-

HanHoOM TEH30py g“ﬁ. H zaucra, us g‘k g = 6; ¥UMaMO Hanoce:

8apgy, + 8% &y =38, 8PZh 1 8% Lo =0

Oapehyjyhu goo U3 apyre jeadadyuHe M yBpLITaBameM y TPBY, no6usamo gaﬁ ?“3-—- 8;, wro je

¥ Tpebano nokasaTH.
Hanomenumo, takohe, na cy geTepMdHaHTe g H Y, KOJe Cy CaCTaB/be€He PECHNEKTHBHO OR
BeNUYMHA gy M Vg, mehyco6Ho Besase penauujoMm g = ool

?) KpagpaTHa ¢opma (82,5), oyeBunHo Mopa 6uTH GuTHO mosnTuBHA. 360r TOra HEHH Koe-
bULMjeHTH MOpajy, Kao WITO je MO3HAaTO W3 TeopHje HOPMH, 3aA0BO/LABATH YC/IOBE:

|
711 Y12 V13

7u Y12
>0, |yq Yoz Y2a| > 0.

11 >0,

Y21 Va2 ,
Y31 Va2 Yes |

AKo u3pasumMo Yy noMohy g, nako Hahemo ma TH ycnoeu nobueajy oBnMK :

oo So1 Loz
oo o1
<0, |&n £11812| <0, g<0.
g0 &1
L20 821 Sa2

KoMnoHeHTe METpPHYKOr TeH30opa MOpajy 3ai0oBOJbaBaTdH OBE YyCIOBE, aajenuo ca ycnosuma (82,3),
y cBakoM cHcTeMy pedepeHl#je, KOjM Ce MOXE OCTBAPUTH novohy peanHux THjena.
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Mehy TujenuMa, a BaXu caMo 3a 6eCKOHa4YHO Mana pacTojara. Jemunn cnyuaj,
Kaja Cce pacTojalke MOXe OIPEeNMTH W Yy KOHa4yHWM TOApyHYjHMa TpPOCTOpa,
npeTCTaB/bajy TakBU CACTEMH pedepeHuMje, y KojuMa g HE 3aBUCE ON BPEMEHa,
W 32TO HHTerpan Sdl Ny} TPOCTOpPHE KpHUBe MMa ofpeheHH CMHUcao.

IMpehuMo caja Ha ReduHuMuUMjy MojMa jeNHOBPEMEHOCTH Yy OMIITOj TEOPHjH
penaTHBUTETa. [pyrHM pHjeunma, o6jaCHHMO MHTame O MoryhHoCTHM& CHHXpO-

HM3alUMje CaToBa, KOjU Ce Hanase y pasHHM Taykama MpocTopa, Tj. noeohera
LO CarnacHOCTH MOKas3WBakba TUX CaToBa.

Heka ce W3 Heke Tauke B ojawumbe CHrHan y Tauky A, koja je Ha Gec-
KOHaYyHO MajoM pacTojarby OI INpBe Tauyke, & 3aTHM OIMax HaTpar M3 Ay B.
. BpujeMe* npocTHpamwa curnana us B y A uus Ay B jennako je, peCeKTHBHO,
rope oapeheHnM dx? u dx\), raje ce pacTojame pauyHa on A mpema B. Axo
je X! MOMeHaT cTM3ama curHana y A, oHia je MOMeHaT OlaWlMibarba TOT CHI-
Hana us B :x°—dx?, a moment noepatka y B': x°—|—dx%). OyeBHLHO je, nLa
Tpe6a y3eTH TNoOKasuBake caTa y B jenHoBpeMEeHO Ca [ONackoM cHrHana y A,
a OHO je Ha CpeldHH Mehy MOMEHTOM OAalUM/batba W MOMEHTOM IMOBpaTKa CHI-
Hana. [JpyruM pujedyuma, ca HEKHM MOMEHTOM x° y Tauku A HCTOBpEMEH j& Mo-

dx((‘]) _ dx(g)
2

1 2 : “
pasa 3a dx(a) H dx(g) MOJXe Ce, Lakne, pas3nuKka BpHJENHOCTH »BpPEMEHA x° 3a
‘IBa MCTOBpeMeHa porahaja, koju ce gewasajy y feckoHA4YHO ONMCKMM Tauyxkama,
MPeTCTABUTH Yy OONHMKY

y Taukd B. Tlomohy rope HaBe[eHHX H3-

MeHaT 3("—|—AJC:| =x"+

a
Ax0 = — oadX” ‘ (82,7)
&oo

OBa penauuja ',uaje MorthOCT,‘na ce caTOBM CHHXPOHW3Hpajy Yy Ma Kojoj Gecko-
Ha4yHO Masoj 3ampeMdHd MpocTopa. AKO ce CiudHa CUHXPOHH3ALHja NPOAYXH
jame M3a Tauke BB, OHJa Ce CATOBM MOTYy CHHXPOHM3WPATH, Tj. OAPEAHTH HCTO-
BpeMeHoCT Aorahaja Ayx Ma Koje nuHuje (koja HHje 3aTBOpeHa).

AnM, aKo mokywamo Lo6MTH CHHXDOHM3aLUWjy caToBa NyX HEKE 3aTBOPEHE
KOHType, TO Ce& MOXe [0Ka3aTH Kao Hemoryhe. M saucTa, obunaxemweM Lyx
KOHType W BpahamweM y monasHy Tadky, nobunu 6ucMo 3a X", yseBLWHM yoniuTe,
BPHjeHOCT KOja HHje jeAHAKa HYIH. Tum BHILE TOKasyje ceé Kao HeMmoryha CcHH-
XpOHM3alLMja CaToBa y LjeNIOKYyNHOM MPOCTOPY. [pyrum pujedHMa, y- OMITOj Teo-
pHj¥ penaTHBUTETa MCTOBPEMEHOCT norahaja He caMo WITO WM& PA3IMYMTH CMHCaE0
y pasHHM CHUCTeEMHMa petdepenLuje Kao y crielujanHoj TEOPHjH penaTHBHTETR,
HEero yomuTe He MOXe GHTH yCTaHOBJbEHA HH yHYTap jeAHOTr Te HUCTOr CHCTEMa
pedbepenuuje. JeauHu cnyyaj, Kama ce CHHXpOHM3aLMja TOKasyje kao Moryhua,
jecy TakBd cHcTeMH pedepeHunje, y KojuMa Cy BEIHYMHE Lo JjeRHaxe Hynu (unu
ce MOry CBECTHM Ha Hyly ofirosapajyhum usbopoM KOOpAHHATE x9.

Hajsan, ako mocMaTpaMo HHTepBan COMCTBEHOI BPEMEHa mehy nBa porahaja
KOjU ce JellaBajy y HeKoj Ta4ykM mpocTopa, H MHTepBan BpeMeHa Mehy HCTO-
BpeMeHUM porahajuMa Ha ApyroM MjecTy npocTtopa, OHAA, yOmnuTe y3€BIIH, TH
uuTepeand Hehe 6utu MehycoGHo jemHaku. [lpyrum pujeunMa, npaso BpHjeMe Tede
Ha pas/W4UTH HayMH y pasHuM Taykama MNpocTopa. MehyTuM, kako y OTCYCTBY
rPaBUTALKOHOr T0Jba PaA YaCOBHHKA 3aBUCH CaMo OA usBopa cucteMa petepeH-
Luje, OH je y OMUTOj Teopuju penaTUBHTETA pasnM4yuT y pasHUM TaudKama
npocTopa, YaKk H y jefHOM Te yucToM cucTeMy pedepennuie.

Teopuja moma 16
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§ 83. KosapujaHTHO Iu(epeHLHpabe
YV Descartes-oBuM koopauHaTaMal) pudepeHUHjany dA; BsexTopa A; cauu-

-

Y KDUBONHHWACKMM KOOpAWHATaMa TO HE BaXH; dA; uuje BeKkTOp, a Takohe HH

04, , : :
S Huje TeH30p. To je y BE3U C HHIEHHLOM, wrto je dA; pasnuka BeKTOpa,
KOju ce Hanase y pasHhM (xoje cy GeCKOHAauHO 6nusy) Tauykama mpocTopa. Ay
pasHMM TadyKkaMa [pOCTOpa BEKTOPH CE€ TpancopMUpajy PasnuyMTO, MOWTO CY
koeuLMjeHTH y TpaHCchopMaLHOHUM opmynama (81,2), (81,4) dyHnxuuje Ko-
OpLHHAaTA.

Y 0BO Ce MOXe JlaKko yBjepHTH W LHPEKTHO. 36or Tora hemo ONpPENHTH
TpaHcdopMaLHoHe (QopMmyne 3a aubepennujane dA; y KPHUBONHHUCKMM KOOPIHHA-
tama. KoBapujaHTHH BeKTop TpaHcdopmuuie ce npema hopmynama:

oxk ...
A, Xt Ap
rnpeMa TOME je:
dxk ) . Oxk Jxk ’ ., 02xk o
dAl:_a_ledAk _l_ Akdb-;z:a—,; dAk _'— ,Ak oxix! dx't .

Ha Taj mauuH, dA; yonure ce He TpaHcopMupa Kao BEKTOP (HapaeHo,

HCTO TO OLHOCH ce W Ha audepeHunjane KOHTpaBapHjaHTHHX pektopa). Camo y
cnydajy, Kaja cy Apyrd H3BOLH %Wzo, Tj. Kaga cy xk nuueapue dyHKLH]E
on X'k, Tpanchopmaumone hopmyne umMajy OOMAK: '
oxk

dA;’ — ax” d,Ak’

1j. dA; ce TpaHchopmHupa Keo BEKTOP.
Cana hemo peduuMcaTd TEH30D, KOj¥ y KPUBONMHHUCKAM KOOpAMHATAMA MDA

04, :
yrory TeH3opa =Ly Descartes-oBuM KOOpAHHATAMA. IlpyruM pujedyviMa, MOpamo

dxk
04;
TpaHcPOpPMHCATH FY ua Descartes-oBux y KPHBONMHHUCKE KOODAHHATE.
X

a 6u ce y KpMBONMHMCKHM KOOpAHMHATaMa no6uo RudepeHLUjan BEKTOPA,
KOju je Takojje BEKTOp, Tpeba na ce oba BeKTOpa, KOjU Ce mehycobHo ony3sumajy
Hanase y jeNHO] TaykHd MPOCTOpa. Lpyrum pujeynMa, Tpeba Ha HEKH HAUMH ,Mpe-
MjeCTHTH' jeAaH On ABa GeckodayHo OMHCKUX BEKTOpa y TadKy, rnje ce HanasH
Ipyry, mocnuje dera TpeGa OAPENMTH PASNHKY o6a BeKTOpa, KOjU CE& Caja OfRoCce
Ha MCTy Tauyky mpocTopa. Cama omepauuja romjepawa Mopa Ce Mpi TOM OLpe-
OATH Ha Taj Ha4yuH, fa Cé y Descartes oBHM KOOpLHWHATaMa TpaxeHa pasyuKa
noknana ¢ oBmuuuM nmbepeHuujanom dA;. [MowTto je dA; mpocTo pasiuKka KOM-
moHeHaTa [Bajy BexTopa, KOju CYy MehycoBuo Geckonaddo Gnu3sy, TO 3Ha4H, ha
ce rocnuje omnepauuje momjeparsa ynotpe6om Descartes-oBux KOODAMHATA, KOM-

1) A Ttaxoh:z y TpaBHM KOCOYLIHM; yonure ysHjek, Kaaa cy genu4ande g, KOHCTAaHTHE,
ik
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MOHEHTE BeKTOpa He Mopajy MsMujeHHTH. AnM TO ToMjepare HHMje HHIITa OpYyro
Hero npeMjemTame BeKTOpa mapanenHo camom cebu. I1pu mapanenHoM nomjepatsy
BeKTOpa Herome KoMmroHenTe y Descarfes-osuM KOOpAMHATaMa He MHjemaiy ced)
Anu axo ce ynoTpuje6e KpUBONMHMCKE KOOPAMHATE, OHAZ C€ TAKBHM IOMjepareM
KOMIIOHEHTEe BEeKTOpa yOrTe MHjerbajy. [IlpeMa ToMe, y KPHBONMHUCKMM KOOPAH-
HaTaMa pasnuKa KOMOOHeHaTa ofa BeKTOpa MOC/Hje MOMjepara jeAHOT OA H-HX
y Tauky rjije ce Hanasd Apyrd, Hehe ce mMoknamaT# C HUXOBOM DasfHKOM NpHje
noMjepara, Tj. ¢ Audepenuujanom dA,.

Ha Taj mauud, npu ynopeherwy ABajy BeKTOpa, KOjU CY MehycobHo 6ecko-
HayHo 6nM3y, MOpaMo jelaH O HMX MaparefHo MOMjepHUTH Y TauKy, rije ce Ha-
nasu gpyru. [locmaTpajMo Ma Koju KOATpaBapHjaHTHH BEKTOD. AKO H-€roBa BpH-
jeQHOCT y Tauku ¢ koopauHaTama X! u3HocH- Al, OHAZ y CyCjenHOj Tauku x! 4 dx?
usnocu Al 4 dA?. MsBpuimo GeckoHadHo Many TpaHClaLujy BEKTOpa Al y Tauky
xi+dxi. TlpomjeHy BexTOpa oO3HayuheMo MpHTOM ca 0Ai. Tapa pasnuka DA!
mehy oba BekTopa, KOjU ce caja Hamase y jelHOj Ta4Ky, H3HOCH!

DAl = dAi — AL (83,1

[lpomjena 0A! xoMmoHenaTa BeKTOpa MpH GECKOHAYHO Majoj napanenHoj
-TpaHCNAaLMjd 3aBHCH OJ BelWuMHE CAMHX KOMIOHEHAaTa, Tijé Ta 3aBHCHOCT oOHe-
BUOHO Mopa OMTH NMHeapHa. 10 HEMOCPEeJHO CIMjeAd W3 TOra, WITO Cce 36up
IBajy BexTOopa Mopa TpaHChOpMHUDATH MO MCTOM 3aKOHYy, MO KOME M CBakH OA
wux. Ha Taj vauun 0A! mma obnuk

§Ai= — T} Ak dx!, (83,2)
) é
roje cy 'y — Heke dyHKUMje 0Ol KOOpAHHATA. [}, 3aBHce HapaBHO OJi KOOPAHHAT-
Hor cucteMma; y Descartes-osom?) KOODAHHATHOM CHCTEMY je Ffd==0.

Beh ce ogaBme BMoW, na BenuuuHe [§ He cauMibaBajy TEH3Op, jep TEH30p,
KOjU je jelHaK HyTH y jeAHOM KOODAMHATHOM CHCTEMY, jelHaK je HYNM My CBakoM
npyrom cucTemy. HapasHo, y HeeyKnMACKOM NPOCTOPY HMKAKBMM M360POM KOODAH-

uaTa ce He Moxe RO6UTH, na cee [ 6ymy jeAHaKe HyNM y YATaBOM MPOCTOPY.
Moxe ce caMo0 y3eTH TaxKaeB KOOPAHHATHH CHCTEM — Descartes-oB 3a paty

Tauky, — y KoMe [} mocTajy jeiHake Hynu y AaTOM GECKOHaYHOM ManoM [u-

jeny®). Benuuune [y, Hasusajy ce Christoffel-opu cumbonu. OcuM Benu4YnHA Din
KacHuje hemo ymorpebrbaBaTH, Taxkohe, W BenU4HHE I'; x') koje ce nedpuHMIIy Ha
cnujenehy HaYyWH: :

Cixt = &im Til - (83,3)

1) HamoMumeMo, A2 y clydajy HeeyKIMIHOT MpocTopa 3a CBE Ji0Kase H Le(uHHLIH]e, yMjeCTO
Descartes-oeor koopiuHAaTHOT cucTeMa, Tpeba ysetw Descartes-os (nu Taunuje, ranunejckH)
KOODAHHATHH CHCTEM 3a JaTH GeCKoHauHO Malld JHO. :

2) A WCTO TAKO H y Ma KOMe MPaBOM KOCOYTJIOM.

%) Kacuuje hemo munjetu (§ 84), na.ce I‘;:_'l u3pamasajy moMohy mpBMX H3BOMa O METpH4-
Xor TeH3opa ;.. Moxe ce pokazaTh MoOTyhHOCT H360pa TaKBOT KOOPAMHATHOr CHCTeMa, Yy KoMe

cy, y JAarcj TaukW, CB4 MNDPBH HM3BOOM ON Q) , & TPeEMa TOME U I"i_!, jenHaky Hynu (NpUTOM ADPYTH
MSEOQH O g HHCY jefHaKd Hynu).

4 Vujecto osuaka T'l, m T, TOHeKan ce ynoTpeGlbasajy 03take, PeCTIEKTUBHO {:.‘r}u[ﬁ’],

£10
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HapasHo, Bax{ H 0OpHYTO:
1' .
Tt ==8"Tm (83,4)
Ca Christoffel-oBum cuMBonuMa NaKo je MOBE3aTH M MPOMjeHy KOMMOHEHATa
KOBapH]aHTHOT BEKTOPA TIPH MapaneHoM ToMjeparby. Y BE3M Ca THM HANOMHHEMO,

1a ce MpW TapanenHoM IOMjepary CKanapd, OYeBHAHO, HE MUjerbajy. Creunjanso,
npy MaparefHoOM MOMjepaky He MHjela Ce HH CKalapHH NMPOH3BOA LBajy BETKOpA.

Heka cy A; # Bf Hexy KoBapWjaHTHM M HEKH KOHTDABapHjaHTHM BEKTOD..
Tana us 8 (A4, BY) =0 umamo:

BfﬁA,z—AiéBf=F,§,BkAfdx‘,
MIH, aKO ce 3aMjeHe O3Hake HMHAEKCA,” .
1
BidA;=T% A, B dx!.
Kako je B! rpoH3BO/bHO, OfaBAE MMaMO:

0A, =T% A, dx!, (83,5)

wTo ¥ nedHHHMIlE TPOMjeHY KOBAapHjaHTHOr BEKTOpA fpH MapajenHoM noMjepatsy..

3amjeHoM (83,2) u d;t\f_—_%éf dx! y (83,1) mobusa ce

. [0A1 -
DA! = (E;-j— + l"}d A")dx’. (83,6)
AH4IOrHO HanasuMmo 3a I{OBaijaHTHId BEKTOD
0A;
DAI' — ('0? '—r?jAR)dx!. _ (83,7)

WMspasu, Koji ce Hanase y 3arpajnama y (83,6) u (83,7) mpercraemajy
TeH30pe, jep MOMHOXEHH BEKTOPOM dx! najy onet BekTop. O4eBrpHO je, na cy To
TEH30pH, KOjH Yy KPHBONMHHHCKHM KOOpOWHaTaMa Hrpajy HCTy ynory, KOjy Hrpa

0A;
TEH32P »a?’—y Descartes-oeuM, Tu TeH30pH Ce Ha3WBajy KOBapHjaHTHH M3-

ponu pecnextusHo Bektopa A! m A, OsHaduuheMo uX y obnuky Al u Ay
Ha Taj HauuH je

DAi =AY dx, DA;= A, dx, (83,8)
a camu IKOBaijaHTHPI H3BOIH:
Af,:%’i—f-kri, AK, (83,9)
Ay =A%—ri-‘, A (83,10)
YV Descartes-oBuM kooppuiHaTama je l"f(, — 0 ¥ KOB2pWjaHTHHW H3BOAM TIpeEnase

y obuuHe.
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Takohe je nako AedUHHCAT4 KOBAPH]aHTHH H3IBOA TeHsopa. 3a To Tpeba
OLpENWTH TIpOMjeHy TeHsopa npH OeCKOHAaHHO ManoM napanenHoM TOMjepakby.
Ha np., mocMaTpajMo Ma KOjH KOHTpaBapHjaHTHH TEH30p, KOjH je npou3BoA HBAjy
KOHTpaBapHjaHTHHX BEKTOpA Ai B¢, TlapanenHuM noMjeparmeM H3nas npema (83,5)

§ (AIB¥) = A) B¢ {- B¥0 Al= — Al rt Bl dxm — B¥ iy Aldx™,

36or nuHeapHOCTH OBe TpaHC(hopmaluje OHa Mopa BaXHTH M 3a Ma KOjH
-Tensop Alk:

§ Ak = — ( Alm Tk - Am* To)dxt. (83,11)
3aMjeHoM y
DAk — dAk — § A = A" Tdx,
~Hanasumo KOBapHjaHTHH HM3BOX Aiﬁ TeH30pa A y 06nHKY

w_ QAKX

l——-—o"x'—‘—+rim Amk+rfm Aim. (83,12)

CacBUM 2HANOFHO HANasHMO KOBapHjaHTHe M3BeAE MJELIOBHTOT TeH3opa
Al 1 KoBapwWjaHTHOT A y obnuky:

i __OA;c m Al i m
Awi= 35 — Tk A+ TmAc (83,13)
04,
At = —a—éf?c‘ — T Apie— Tkt Aim. (83,14)

AHanorHo Moxe ce AedHHACATH KOBapHWjaHTHY H3BOJ TEH30pa Ma Kojer
pena. [lputom ce nobuja cnujenehe NpaBUNO KOBAapHjaHTHOT nudepeHLnpama.
lla 6u ce MoGMO KOBapHjaHTHH M3BOA TEH30DA A no x!, Tpe6a 0B6HuHOM H3BORY

0A

. 5 reee k e
Y. 25 cpakM KOBAapHjaHTHH HHIEKC I (A;.) momatu unas — T Ay » a3acBa-

[
0x
KW KOHTpaBapHjaHTHH HHJEKC I (A") Tpe6a popatu unaH & 15 AT,

Jlako ce MOXeMO YBjepHTH, Aa Ce KOBApUjaHTHH H3BOL MpoM3BOfa HalasH
Mo WCTMM TpaBUNUMa, Kao W ofud4aH W3BOA MpPOH3BOLA. [TpuToM KOBapHjaHTHH
w3pon ckanmapa @ Tpeba cMarpaTH Kao 0o6uyad W3BOH, Tj. Kao KOBapWjaHTHH

BEKTOP cpk=5% y CarmacHoCTH Ca THUM, IUTO je 3a cKanape dp=0, u 3aTo
X
Do =dp. Ha np., koBapnjaHTH{ H3BOR npoussofa A; By je:

(AIBk);i = A:‘;g Bk + A; Bk;[ .

AKo ce KON KOBapHjaHTHMX M3BOLA TOAMIHE HHACKC, Koju o3HauaBa Axbe-
penuuparbe, 106MBajy ce TaKO3BAHHM KOHTpaBapHjaHTHH W3BOAM. Tako je:

ik . i
Al =g Ao Atk =gkl A .

[oxkaxuMo capa, fa Cy Christoffel-osn cumGonu Y, cMMeTpW4HH TO JO-
UM HHLeKcHMa. [lowTo je KOBapHjaHTHU H3BOA pextopa A;; TeH3Op, OHAZ j&



246 YECTULIA ¥ TPABUTALIMOHOM I10JBY rr. X

tegsop W pasnuka A, — Ay Heka je BekTop A, rpapHjeHT ckanapa, Tj.

e
A,-:B-;E—i. Tana y Beau mspasa (83,10) sa A;; uMamo:

[ 1y 0
Ay — Apk = Tix —Th) -—-—az,

; 0F 0A
(iep et — P
oxk — oxkoxi  0xX
pHjaHTHU H3BOLH TpaHchopMupajy ce y o0OH4He, ma je sato nujeBa CTpaHa

0
HanucaHe jeIHAYMHE 3a BEKTO A-:i iennaka Hynu. Ho, momto je Ay — A
] ] oxl ] ] ki ik

). Y Descarles-oBoM KOOPAHHAaTHOM CHCTEMY KOBa-

tensop, a 6yayhu ha je jenHak Hymd y jeNHOM CHCTEMy, OH MOpa 6MTH jenHakK
HYMH ¥ Yy Ma KOMe KOOpPAWHAaTHOM cucTeMy. OnaBie HanasuMmo, Aa je:

ri =T}, . (83,15)
OueBugHo je:

T = Ty, ik : (83,16)
YV omwuTeM ‘cnydajy moctoju ceera 40 paaimx BenuunHa [, — 3a CBaku OA de-

THpY Moryhe BpHjeAHOCTH HHIEKCA i noctoju 10 pasnMYUTHX raposa BPHjeIHOCTH
uapekca k u [ (cma'rpajyhﬂ Ia cy jefjHakH MapoBH, KOjH C€ nobuBajy TpaHCIO-
auuujoM k # I). .

Ha saspwerky osor naparpada Hasewhemo jow 3a Christoffel - ose
cumborne (opMyne 3a TpaHchopMauujy M3 jefHOT KOOPIAMHATHOT cucteMa y IpYyru.
Te ¢opmyne Mory ce Ho6uTH yrnopehuBameM TpaHc(hOpPMaLMOHUX 3aKOHa C 06Hje
cTpaHe jefHaydHa, Koje onpehyjy Ma Koju OL KOBapHjaHTHHX M3BOAa, H3 ycroBa,
na TH 3aKkoHM 3a obuje cTpaHe 6yny jennaxku. Ha Taj HauuH MpPOCTH padyH jaje:

oxi 0x'm0x'p o2x'm Oxt
ox'm Oxk 9xt ' gxkoxl ax'm

Tk ="Tnp (83,17)

M3 oBe QopMyne BHRM Ce, la Ce BENHYHHE %, ronawajy kao TEHSOp y ONHOCY
ya nMHeapHe TpaHchopMmauuje [Kaja HecTaje Apyror Hiana y (83,17)],

§ 84. Besa mehy Christoifel-oBuM cumGonuma
U METPUYKHM TEH30pPOM

[loKaXuMO, K& je KOBapHjaHTHH W3BOJ METPMUKOr TEeH30pa g JEAHAK HyIH.
V Besu ca THM HarmoMHseMo, fa 3a Bektop DA; xao u 3a cBaKkM BEKTOP, BaXH
penaudja
DA,-=g;k DAk,
C npyre ctpase je A;= g A¥ na je
DA;= D(gi A*) = g D A¥+ A*Dgyy.
Ynopehusawem ca DA; = g, DA%, a 36or mpousBO/LHOCTH BEKTODA Al, umamo:

Dg=0.
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OnaBae HemoCpepHo CrHjefH, Aa je KOBapHjaHTHH W3BOX
Lt =0 ¢ (84,1)
Ha Taj HayuH, KOX KOBapHjaHTHOT nudepeHurpama  Fij tTpeba cMaTpaTH Kao
KOHCTAHTY. _ :
JenHauuHa gy, =0 MOXE Ce yroTpuje6uTH y Ty CBPXY, Ad C€ Christoffel-

osu cumbonu [} u3pase nomohy MeTpuHKor TEH3Opa g 36or Tora, npema onuTo)
ne@uHULH]H (83.14) KOBapHMjaHTHOI M3BOAA TEH30D3, HAaMWLKMO

0gix 0g;
T Bv_m — g Tl — Qim Tkl = aﬁé%{ — Tt — T =0

Onasne je mako ompeautu [y, — Ha nip,Ha cnujenehy HauuH. HanumuMo BpH-
jemHOCT W3BOAA OR Zix MOCIHjE TpaHCmosuluje HHAEKCE i, k, L
aﬂ-k
'a'i![— — rk,i!—’l_ ri,kl-
021
5%7[ == T+ T
0Qx: |
= of'g;,i = — Cppi — Diuie
Y sumajyhu nony3oHp THX jem{aqnﬁé HanasHuMmo, (yanmajyhnyoﬁsup raje L=
=T
| (08 | 98 _ 98w
O — (950 | Toil __ =X, 84,2
BELTT2 (fo T o @xi) (84.2)
Onasne nobusamo 3a cuMbone l"i,_—_gfml"m,m: _
.1 . [0g 0g 0g '
[l o pim(08mk y CEmi_ ZSkL), 84,3
H="5& (ax’ Tox " oxm (62.4)

Ose ¢dopMyne pajy TpameHe H3pase Christoffel-osux cumGona nomohy Me-
TPUUKOr TEH30pa.

Wspenumo u3pas 3a ynpouwheHH Christoffel-o cumbon Ik, Koju je BaxaH
sa Gynyhe wusnarame. 36or TOra heMo OnpemdTH HRuepeHuujan dg neTtepMu-
HaHTe g, Koja je cacTaB/beHa OA KOMMOHEHATa TeHsopa g ;@g Ce MOXe nobuty,
ako ce yaMe nudepeHLMjan cBake KOMIIOHEHTE TEH30pPa Qi ¥ YMHOXH Ca OAro-
BapajyhuM Koe®hHUHjEHTOM Yy AETEPMHUHAHTH, Tj. ogroeapajyhuM MHHODOM. C ppyre
cTpaHe, Ka0 LWITO je TO3HATO, KOMIOHEHTE Tenaopa gi*; Koju je MHBEP3aH TeH-
30py Qi jeRHaKe Cy MHHOpHMA feTEPMHHAHTE Of BENHUMHA ik NOAHjeTbeHNM
ToM neTepMuHadToM. [lpema ToMeé MHHODH jeTepMUHaHTe g H3HOCE ggt*. Ha
Taj Ha4MH je:

dg = ggi* dg;, = — ggid8™ (84,4)

(mowrTo je gug¥= ot — 4, 6uhe gitdgy = — gudg™)-
Ms (84,3) umamo

Pl == _;gz'm (agmk + 0gmi agki) _

ox! 0x ax™
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Ako uHgekcH m M { y TpeheM M npsoM 4naHy y 3arpajd M3MHjeHe MjecTa, BH-
14MO, Ha ce Ta ABa 4naHa Mehyco6Ho MOHHMIUT3Bajy, na je
o

1 ag! 1
rki =§_ gl'm axkﬂ' :

unu, npema (84,4);

i 1 dg 6 V—“——g; : 84 5
Phy= 200x%  ox* (84.5)

. . {
KopHcHO je M3HHMjeTH M M3pa3 3a BeNnMYHHE g8 'y Vimamo

__—  (08mk | 08im 0
gkl rfw = _igkf glm (ai’ k _|_.. aiim — ai!:ri) .

[omohy (84,4) To ce Moxe TpaHchopMupaTH Ha 0GIHK

i 1 o —g-g) 84,6
gkirkI:— s . ( ' )
—g  Ox

Kox pasHux uapadyHaBarba Tpe6a MMaTH y BHAY, Aa Cy H3BOAH KOHTpa-
BapHjaHTHOr TeH3opa gi* mosesaHd c U3BOAMMA OA fix cnujenehum panauujama

0g" og,
gu£%=r—g”$% (84.7)

(koje ce no6upajy nudepeHUMparbeM jejHaYHHE g,[g”‘—d )- Ha kpajy, mokaxumo
La ce HSBOI[H on g% wmory mspasuTu momohy BennuHHa [ HawMe, U3 uHHOEH-
TUTETA g;, = (0 HenocpemHo u3nasd, fna je:

aglk

39—i>—rmgm-—Fzg” (84,8)

; .

[Momohy no6uBeHux dopmyna uspaz A;; MOXe ce CBECTH Ha MojecaH obnuK,
KOjU TNpeTCTaBlba FeHepanucake OMBEpreHuUje BeKTopa ¥ KPUBOIMHUCKMM KOOPAH-
Hatama. Kako je:

9 A!

A[‘ 0 k +FH'
[B. (83,9)], 6uhe:
i __ OAZ i gl ! O[HV’
A;I — a}t—'_ _I_ FH A a 7 + A a}l——
unu nedHHUTHBHO
A;l'f = 1 (OV gA ) (84,9)
=& &

HMaeenumo anamoraH uspas 3a A‘ﬁ M 3a AHTHCHMETpHYaH TEH30p A¥. Hs
(83,12) umamo:

Alk

A!k a -

+ 1—- Amk + rﬁzk Aim .
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Ho, kako je A™ — — A*™, Guhe:
o, A™ s T, A =0
3amjeHOM H3pasa (84,5) 3a ffnk. Hanas3uMo, Jakne:

- 1 o) —g A"
. 7 . (T—ea™) (84,10)
f—g 9
Heka je cama A; cuMeTpH4YaH TEH30P. OpnpenuMo H3pas. Aﬁk 3a H.eroee
MjelwoBUTe KoMMoHeHTe. KMmamo:

QA% | 1 oAl —g)
Ak :-———l rk A: ——l"’ k: ¢ g ——["l- k.
ik = 37 + Tie it Al — Ok - T Al

[Mocrbenry 4NnaH jenHak je:

s 3 0git agkl__ogik d
2 loxe Tax —ox |4 -

. [ . :
36or cUMeTpHje TeH3opa A" npa unaWa y sarpapd ce TOHHLITaBajy W OCTaje:

g4 a( __;gA;'()__}_%j ki
e W el (84,11)
DA, 3A,

Yy Descartes-oeuM KoopavHaTaMa T T je aHTHCHMETPHUYHM TEH30P.

Y KpHBONMHHHCKMM KOOpAWHATaMa Taj TEH30p je Apx — Ap;i- MehyTrm, Ha OCHOBY
uspasa 3a Ay, ¥ 360r Tora WTGC je I, =Tl nMamo:

A — A= 35 —37" (84,12)

. 0%p
Hajsaz, TpaschopMupaheMo Ha KPMBONMHHMCKE KOOPAMHATE CYMY ~op H3-

BOJa HEKOr ckKanapa P. OueBUIHO je, La y KPUBONHHUCKHM KoopoMHaTaMa Ta cyMa

o 0
npenasu y ‘PE:" Ho @, = a—ﬁ’ jep ce KoBapujaHTHO AudepeHuuparse cxanapa

ceond Ha 06WYHO nubepeHLUpar-€. [Moguxyhu HHAEKC [, HMaMO:

g (0]
! — Ik —_—
P TE ok
na npema dopmynu (84,9) Hanasumo:
7 1 0 [ ,— 49 :
tp:;= V‘*_.—‘_QF(V[ —ggtk d{;k) : (84,13)

KopucHO je HamoMeHyTH, Aa Ce Gauss-oBa TeopeMa 3a TPaHCHOpMHUpParbe HMHTE-
rpana BeKTOpa MO XHMEPMNCBPIIMHW y MHTErpal no 4-sanpeMHHH MOXe HamucaTH
y obnuky (84,9) xao:

QSAfx./:gdsi=fAffVl? dQ- (84.14)
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§ 85. Kperame YecTule y rpaBUTalHOHOM NObY

Kperawe crnoboiHe MaTepujanHe HYECTHLE ompehyje ce y CrelHjanHo] T€O-
pvju penaTHBUTETA MPHUHLMIIOM HajMar:er LjejcTBa:

88 = — mcd f ds, (85,1)

npema KoMe ce YecTHla kpehe Tako, Aa je HmeHA CBjeTCKa NIMHWja EKCTPeMHa Meny
nBjeMa NaTUM CBjeTCKHM TauKama, Tj. y LaToM cny4ajy je mpasa (y obuyHoM TpoO-
OUMEH3UOHAIHOM JIpOCTOpYy TOME OAroBapa NpaBoJIMHUCKO DPaBHOMjEpPHO KpeTame).

OueBHzHO je, Ha Ce KpeTame YeCTHla y rPaBHTALHOHOM MO oapehyjy
MPUHLKIIOM HajMamer AjejcTBa y TOM HCTOM o6nuky (85,1)., jep TrpaBHTaLMOHO
no/ke HHje HHUWTA J[pYyro, HEro npoMjeHa MeTPHKE 4-ripocTopa, Na ce y HmeMy
caMo 3amjemyjy mM3pasu ds ca dx’. Ha Taj HauuH, y rpaBUTalMOHOM T[OJbY 4e-
cTvua ce kpehe Tako, ma ce beHa CBjeTCKa Tauka kpehe Mo €KCTPEMHO] HIH,
KaKo Ce Kaxe, o reofeTCKOj NUHHjH y 4-POCTOPY x9 x1, x® x3. MebhyTum, Kako je
y TMpUCYCTBY TIpaBHTalUHCHOT MoJka npocTOp-BpHjeMé HEeYKNUACKH, OHN2 Ta NUHHja
peh HUje mpasa. '

Bupjenu cMe (§ 10), na cy y CrELRjanHo] TEOpHjH penaTMBHTETa, Tj. V ra-
NUNEjCKOM 4-KOODAWHATHOM CHCTEMy, jeAHauMHE KpeTarba crno6ofHe YecTule

du’ . ‘ dx’

Bs—zo, unu Apykumje, du’ =0, raje je u :-_—d?— 4-6psuna. OuyeBMAHO j€,

Ia ce y KPHUBONMHMCKHM KOOpAMHATaMma Ta jejHauMHa resepanvue y jénHaqHHy
Put =20, (85,2)

WUs uspasa (83,6) 3a KoBapHjaHTHH nudepeHUUjan BEKTOpa HMaMo

dui + T ukdx' =0.

'ﬂujerbe}beM T€ jefHadyuHe ca ds, kao mpBM 4naH pobuBa ce a;: ds ¥ Ha Taj

HA4YWH HanasuMo:.

a2 xi ; dxk dx! .
i T LBt B o 85,3
ds? T ds ds (85:4)
Oso Cy TpameHe jefiHaydHe KpeTamwa. Bumumo, fa ce KpeTambe yecTHLe Y

rpaBUTALMOHOM TOJbY OApPenyje BenuIHHaMa I'j;, Tj. BenudMHama, Koje HeMajy
azxt

KapakTep TeHaopa. 3a ri, =0 (85,3) npenasu y obuiHE jeRHauuHE i 0.
d*xt  dw |
I/Issonzg— = je 4-y6paame yecTuue. [IpemMa ToMe BENUYHHY — 1M Fir, u"u'

MOXEeMO HazBaTH ,4-cuna‘‘, Koja njejcTByje Ha HECTHLY ¥ rpaBHTALlHOHOM IOJBY.
Tensop g, NPUTOM Hrpa yjiory , IOTEHLMjana‘’* rpaBUTallMOHOr MO0Jba; HErOBH

ussonu ompehyjy .jauMHy“ moma [gi.
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JennaunHa (85,3) Moxe ce W3BECTH M JMPEKTHO M3 MpHHLUMA HajMamer
LjejcTBa 6S‘dS=0. Hmamo?)

—0ds* = —2dsdds=0(gydx dx¥)=dx!dx¥0 gy + 28 dxi § dxk=
=l dxk?t%’f Ox! -+ 2 gy dx? doxk.

[lpema ToOMEe je:
1 dxt dxk 0g; dxiddxx
0S=—mc | dds= [_____‘E 1 . 8 } —
f g3 mcf > a5 ds ox oM T8 gs gs %

1 dx! dx* 0g; d dx! 1 dx?
chﬂﬂ‘s':a??a—ﬁx’— Fs(g a)a""} ds+ me guge Ox¥| * - (854)

[pyror unaHa HecTaje, jep je Ha rpaHulaMa oxk = 0. BaMHjeHHMo' y Apyrom
YnaHy 04 MHTErpanoM HHAEKC K MHAEKCOM ]. Tana, ako cTaB¥Mo fAa je kKoedH-
LMjeHT y3 NPOM3BOJbHY BapHjalHjy dx! jemHaK HynH, HanasuMo:

I dxi dx* 0gy d ( dxf)__

27ds ds ox' ds\*"ds

_lddd Oy o X dXidXt0gn
~—2ds ds oxl Ugst T ds ds Oxk

Y3 HamoMeHy, fa ce TpehH unaH MOXe HanucCaTH y 06Ky

: (ag”_l_@ﬁfl) dx! dx*

T 2\oxk T oxt) ds ds’
u ysouehn Christoffel-ose cumbone I’ ;. mpema (84,2) mobueamo:
d%x! dxt dx* 0

8i ds® + Thi s ds

MuoxemeM ca g™ u Hanomumyhw, na je g™ 2u=0{, g = I, monasuMmo
no jemuauure (85,3).

MMocMaTpajyhy, Kao 06W4HO, CTBapHEe TPajeKTOPHje W jeAHy Of rpaHula Kao
npoMjenmuse, u3 (85,4) 3a Bapujauujy 8S no6upamo uspas 0S = mcu; 0x'. Tlpema
ToMe, aKo 4-HMOync p, 4eCTHLe y TPAaBUTALMOHOM TMOJbY NpeMa paHHjeM ofpe-

0S
IMMO Kao H3BQA ot oHna nobuBamo

0S
D= o= WCR %) (85,5)
Hberoe kBappart je
pip'==—mc*. (85,6)

1) He cmuje ce MHjellaTH Eapujauuja & C TNpOMjeHOM d mpu mapanenHoM moMjepajy
(TpaHcnauuju). ’

2) Y Besyu ca THM, LITO opnje ymnoTpeb6ibaBaMO KOODAHHATY x® ymjecto x4, Be3a KOMMOHeE-
HaTa pi C TPOAUMEH3WOHATHHM HMMyJCcOM H EHEPrHjoM ¥y ranunejcKMM KOOpPAHHAT2ZMA paanufyje
ce Of Be3e, KOjy CMO paHMje HMalH. HauMe, MpocTOPHE W BPEMEHCKA KOMIOHEHTZ pi jenHake cy

pu— 2a KOMIOHEHTe KOBapHjaHTHOr BEKTOpa pi PECINeKTHBHO CY pPH —-—c—
c .
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0S ) .
3amujeHHMO M OBAje p; ca ot nanasumo Hamilton-Jacobi-esy jennaquny

3a 4eCcTHLy y TpaBMTALMOHOM MOJbY | ‘
gt = ==+ m**=0. (85,7)

JenHAauMHA TEOZETCKE IWHHje He Moxe ce y o6muky (85,3) MpUMHjeHHTH
Ha MPOCTHpare CBjeTNOCHOT CHrHana, jep je Mo CBjeTCKO] JIHHHjM TMPOCTHpaka
CBjeTNIOCHOr 3paka, Kao LITO 3HaMo, HHTepBan ds jenHak HynW, na CBH YJIaHOBH
jenHauuHe (85,3) mnocTajy OeCKOHaYHH. Kao wTo je mo3HaTo, mpaBall MPOCTH-
paka CBjETNIOCHOT 3paKa y FeOMeTPHCKOj ONTHLM onpehyje ce TanacHUM BEKTO-
pOM, Koju TaHrupa spak. [IpemMa TOMe, 4eTBOPOJAMMEH3HOHANHM TallaCHH BEKTOP

. c_dxt
MOKEMO HamucaTd y obmuky k! = ——, raje je A Hekd mapameTap. Y cneuyu-

di
janHoj TEOpHjH PENaTHBUTETA, Tj. y €YKNIMAHOM NMPOCTOPY, MPH MpOCTHpawy CBjeT-
NOCTH y BaKyyMy TanaCHH BEKTOD Ce He MHMjerba HyX 3paka, Tj. dki =0 (8. §53).
- Ta jelHauyvHa y TpaBH1aLMOHOM MOIbY, O4EBHAHO, NMpENasH y Dki =0 wnnu

: k!
dA
(us THX jemHayuHa oppehyje ce M mapameTap A).

AnconyTHa BpHjeHOCT TanacHor 4-BeKTopa, Kao IWITO 3HAMO (. § 46)
jenHaka je HymH, Tj.: g

LTl kR =0 | (85.8)

ki k'=0. (85,9)

0 ) ' .
VepwrTasajyhu oBaje O_x{i‘ ymjecto ki ({ je ajKoHan), HanasuMo jeQHa4dMHy ajKo-
Hana y TPaBUTALMOHOM TOJbY y OOMHKY

w9V OV
gka—xi EF___()_ (85. 0)

§ 86. 'paHn4HM mpenas

Y rpaHu4HOM Cnyyajy Manux Op3uWHa periaTUBUCTHHKE jelHa4YMHE KpeTama
YyecTHlle Yy TPaBUTALHOHOM IOJbY MOpajy npehy y onropapajyhe HepenaTUBUCTHYKE
jenHayuue. [lputoM Tpeba MMaTH y BHAY, Aa M3 npeTnocTaBke, Aa je Op3uHa
Mana, Takohe M3masd ycnoB, Ia H Camo rpaBHTalUKOHO MNoke Mopa 6ut cnabo;
y MPOTHMBHOM CIlyyajy 4ecTHLa, KOoja ce Hanasu y meMy, nobuna 6K BENUKY Op3HHY.

[MoxasaheMo Kako je y TOM TPaHMYHOM Ciy4ajy METPHUKH TEH30D Ly, KOjH
neduHUILE TOTbE, TMOBE3aH C HEPEeNaTWBUCTHYKMM MOTEHUMjanoM @ rpaBHTALM-
OHOT' TNOoJba.

Y HepenaTHBMCTHYKO] MEXaHMUM KpeTarbe HeCTHLa y rPaBHTALMOHOM MCiby
onpebyje ce Lagrange-osoM hyHKLHjOM (79,1). Hamucahemo je cana y obnuky:

L

.2

m
L=—mc*+ 2"

e mCP.
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rgje cMo JoAand KOHCTaHTHYy — mc? (KOHCTAHTHH 4NaHOBH HHCY OUTHU 3a
Lagrange-oBy ¢yukunjy) . To je moTpe6HO ypamMTH W3 pasnora, na 64 Hepe-

mv?
naTuBMcTHYKa Lagrange-oa (yHKUWja y OTCYCTBY noma L =—mc*-+ —5"

6una MOTNYyHO MCTa, Kao ¢yukuuja y Kojy npenasu oaroeapajyha HepenaTHBH-

R 2 ) 0]
cTHYKa QyHKUH]a L=—mC“\/I e y rpaHd4yHoM cnydaly Kana Z =510,

[lakne, HepenaTHBHCTHYKO Nj€jCTBO S 3a yecTHLy y FPaBHTaLMOHOM MOJbY j€:

v’ _‘E)
S=\Ldt mcj( 2c+ . dat,
uny, nowTo je vdi=dr

1v ]
S=——mcf(cd -—ﬁgdr—l—chdt) .

Ynopebyjyhu oBaj u3pas c penaTHBHCTHYKHAM JIjejCTBOM S=-—mcjds,
BUAWMMO, 1 jé y NMOCMaTpaHoM rpaHHiHOM cnyuajy ds jemHEKO:

lv 1
ds=cdt—-§2dr+§cpdt.

2
v
KBagpupameM M 3aHeMapHBakeM 4laHOBa peld o, Hanasumo

ds? — (¢ -2 ) di> — dr*. (86,1)

Ha Taj HauMH, KOMMOHEHTa g, METPHYKOr TEH3Opa ¥ rpaHH4HOM CIly-
yajy M3HOCH!:

29
Zoo=—=—1— L (86,2)
LllTo ce THYe OCTanWX KOMMOHEHaTa, CrlujeAuno Ou 3 (86,1), na je gaﬁ=5aﬁ,
Fou = O MehyTuM, yorwTe yseBIH, MOMpaEKe Cy HCTOT pela BeNnUUYHHE, Kao W

monpaBKa 3a g, (BHAH O TOM netamuvje y § 100). HemoryhuocT onpehuBama
THX TNOMPAaBKH Ha HABEelNEeHW Ha4YuH y BE3H je ca TuM, WTO O mompaBska y fup,

6yiyhu na WMa MCTH pell BENWYMHHE Kao ¥ nonpaBka ¥ Log Y Lagrange-oBoj

_ GyHKUMjM AOBena L0 Manux 4naHosa BULIEr peia (saxBamyjyhu Tome, WTO Ce

H3pas 3a d32 KOMIIOHEHTE He MHOXe Ca (,'2 Kao WITO Cce TO pagHu KoL "
af ’ 00

§ 87. JepnauyuHe eNeKTPOAUHAMHKE y pUCYCTBY
rpaBUTaLMOHOT M0bA

JeqHauWHe eEeKTPOMArHETHOr [MOIha CreuHjanHe Teopuje penaTUBHUTETa
NaKo je YOTIITHTH Tako, Ra Ce Mory NpUMHjEHUTH Y Ma KOME KDUBOJMUHHCKOM
KOOPAMHATHOM CHMCTEMy, Tj. y Crlydajy TMpucycTed rpaBUTALMOHOr MOJba.

L]
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TeH30p eNEeKTPOMATHETHOr TNO/ba y CHELMjallHOj TEeOpHjH penaTHBUTETa

0A, 0dA;

nedHHUILIEe ce ' Kao F""f:W_W . QuesugHo je, ma ce caga Mopa nedu-

uncaTH kao Fy = Api— Ape 1). Ho y Besu ca (84,12) usnasu pa je:

0A 0A4;
Frk = A!c;i - Ai;k == _()Kf — _O—J-C_k_ ) (87'1)

Te ce, mpeMa ToMe, Beza [y C noTenuujanoM A, He Mujersa. Ha ocHoBy Tora
npeu map Maxwell-osux jeiHayuHa {25,5)

OF, | OFy  OFy _
oxt Tow T oa =0 (8%:2)

Taxohe onpxaBa cBOj OOGMHK.

Ia 6u ce HamMcao Apyry mnap Maxwell-oBux jenHa4yuHa, npeTxofHOo Tpeba
neduHucaTH 4-BEKTOP CTPyje y KPUBONWHHCKHM KOODAHHATAMA. To khemo ypaautu
MOTNYHO aHAaJIoTHO HallleM MOCTYNKY y § 24.

Ontepeheme, Koje Ce Hanmazu y €NEMEHTY 3alpeMHHe dV = dx! dx* dx3,
Moxe ce Hanucatu y obnuky de=odV, rpje je rycTuHa 0=Xea0(r—rs)
A

[Bunu (27,1)]. Muoxemwenm de = odV ca dx! umMamo

o dxt

P i—_Y ", 14+0
dedxi = pdVdx ][f__gdxovg dVax®.

ViuBapHjaHTHH €NeMEeHT 4-3ampeMHuHe je ) —gdV dx® =)—gdQ (§ 81), na je
4-BeKTOp CTpYyje

]i — tQAC_. @_:; .
H dx
dxt

dxt .
'Eﬁje 6p3uHa, H3MjepeHa nomohy ,,BpeMeHa* x° (d—xo— HU]e BeKTop).KOMHOHeHTa

(87,3)

: | loy— . *
j° 4-BexTopa cTpyje, TMOMHOXeEHa ca = V—g,je pOCTOpHa yCTHHA onTepeheba.

Y creuujanHoj Teopuju penaTMBMTETa APYrH map Maxwell-oux jenHauuHa
{29,2) uma 0OnHK:

oFik  dm .
___=__Jl.
0x* ¢

Y rpaBUTaLMOHOM MOJby OHE A0GHMBAjy 06nHK

Fz'fe — 4_“jz
ik & i

1) ¥V ranunejckMM KOOPAHHATAMZ KOMIMOHEHTE A; seszane cy caja ca CKamapHuM H BeK-

TopckuM ToTeHuujanuma momohy Ajsg = AL2S = Ay, Ag=— A= — ¢ (tako nia he unaH
A; dxi, xoju ce Hanasu y u3pasy 3a JAjejcTBO, HMATH pannjy BpujenHoct). CaofpasHo Tome,
MHjerba ce Besa KoMnoxeHara Fij ¢ nomuMa EuH. Caga umamo Fyy = Hz, Fi3=— Hy Flyg=

= Hy Fy, = Ey, Fy = Ey, FsquZ-
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unu, npema (84,10),

1 s N —— AT .. ,
— (=g Fi®)= —J. 7,4
— g 1=EFY =) (87.4)

JenHauuHa KOHTHHynTeTagJ)%E.:O (28,4) cana nobusa O6GNHK:
B L9 (=g 87,5
J;f=1f—i——§-ag(]*—g1)=0 (87,5)

[y carnacuoctu ca (84,9)].

Hajzanm, nako je HamucaTd jelHa49HHE KpeTaka ontepehere 4decTHle, Kana
jeAHOBPEMEHO {TI0OCTOjH M TPaBHTALUOHO H eneKTPOMarHeTHO Molbe, 3a To je mo-
TpebHO M3BPIIHTH BapHpame (mpu 3aRaTOM MOJbY) OHOT Iujena njejcTBa, KOJH
3aBHCH O] y3ajaMHOr [jejcTBa 4YecTHLE C oba mnoma, Tj.

——mcfds—[——i—fAkdxk.

MebyTHM, TpaxeHe jeAHa4YMHE KpeTatba jelHOCTaBHMje je HamucaTH, AUPEKTHO
MPOCTUM reHepanucameM jelHaquHa (22,5) mpema KpUBOJIMHHUCKMM KOOpIHHATAME,
Tj. HanucaTH y wuMa Du' ymjecto duf. Ha Taj HauWH HanasuMo:

mc—:EF,;u. | | (87,6)

§ 88. KOHCTAaHTHO IpaBHUTALIOHO noJbe

Bprno BaxaH chelujanad ciyyaj rpaBMTAUMOHHX TOTba npeTCcTaB/bajy KOH-
CTaHTHA TpaBMTALMOHA MOmba. Y KOHCTZHTHOM TPaBUTALMOHOM TOTbY MOXE ce
usabpaT¥ TakaB CHCTeM pedepeHLHje, y KOME HUjeLHA BeNMMYuHa, & Haloce HHU
METPHYKM TEH30P g, HE 3aBHCH Ofi BPEMEHCKE KOOPAMHATE :

'paBUTaLHOHO [OJbE€ KOHCTAHTHO je, cneuujanHo, y TOM cnydajy, ako cy
cBa THjena HernokpeTHa (y cucTeMy pebepeHnuuje, y KoMme gy HE 3aBHCH Of b i) A
OueBupHO je, La cy Tana oba cMjepa BpeMeHa HCTE BpHjeAHOCTH (Tj. He Mopa
ce MHjewaTH HHM jefiHa jefHa4#Ha, Kala ce NMpOMHjeHH 3HaK IpeEQ x°). Opnaene
cnujeny, Ka Cy y TOM Cny4ajy CBeé KOMIMOHEHTE gy, METPUYKOr TeH30pa jelHaKe

HynM; y TIPOTMBHOM CRyd4ajy HHTepBal ds 6u ce usmujeHuo TpH 3amjeHd X° ca
— x°. TpaBuTauuoHa Mo/ba Te BPCTe HasuBaheMo CTaTHHKaA. ‘

[paBMTaLKOHO MOJbe Takohe je KOHCTAHTHO Wy cnydaly, Kala THjena Bplle
cTalWoHapHO KpeTame. [log cTalLUOHADHHM KpeTakeM oBHje TMOApasyMHjeBaMo
TaKBO KpeTame, KOJ Kojera cy rycTuHa ¥ Op3uWHa MaTepHje y CBAKOM eneMeHTy
npocTOopa KoHCTaHTHH. Kao mpuMjep TakBOr KpeTama MOXe Ce y3eTH paBHOMjepHa
poTal{ja CHMETPUYHOT THjEna OKO CBOje OcCe CHMETpHje. Y TomM cnyuajy oba
cMjepa BpeMeHa Beh HHCy HCTe BPHJEAHOCTH. Kaga ce mpoMujeHH 3HAK BPEMEHE,
OHNAa ce Mujesa, Ha Tp., 3Hak yraoxe GpsuHe potauuje. Kox rpaBUTalUOEMX

rosba TaKBe BPCTE, QHYEBHMIHO, KOMIICHEHTE Sy, MEeTPHU4YKCr TEH30pa yOMuiTe HHCY
je,u,HaKe HYITH. TaxkBa KOHCTaHTHa MNO0Jba gazuBabheMo CTallMoHapHa.



- 256 YECTWLIA ¥ TPABUTALIMOHOM MOJbY . X

BpeMmeHcka KOOpAHHATA x", Koja je usabpaHa Tako, ia TEH30p Q;; HE 3a-
BUCH on X°, HasMBa Ce CBjeTCKO BpHjeMe. HeonxogHo je HarmoMeHyTH, Ra H36op
CBjeTCKOr BPeMeHa, HHuje MOTMyHO jenHosHa4aH. Haume, CBjeTCKO BpHjeMe Iedu-
HUCaHO je caMo C Ta4yHowhy 1O MPOW3BOIBEHE ¢dyHKLMje OF MPOCTOPHHX KOOpAH-
Hata. HapaBHo, na LOfaBar€M TakBe (yHKUMje HUjenHa OL g, TMpeMa paHujeM,
nehe cappxasatn Xx°. Ocum Tora, x® Moxe ce MOMHOXHTH TMPOW3BOJEHOM KOH-
CTaHTOM.

AKO MMaMO MOCN& ca CTAaTHYKHM TpaBATAUHOHHM TNO/LEM raje ¥MaMo Mo-
ryhHoCT Aa ynoTpeb6MMO CHCTEM, y KoMe je oy =0, OHAA Ce THM YCIOBOM A9
onpehyje TOnMKO, Aa CaMo 0CTaje MoryhHGCT, Aa ra Ceé TMOMHOXH TMpOH3BOJLHOM
KoHCTaHTOM. Ako, OCHM ToOra, rojbe HecTaje y 6eCKOHAYHOCTH, OHJa j€ 3roJHO
y3eTH cHcTeM pedepeHLHie Ha Taj Ha4yuH, A1 HHTepBall ds® y 6ecKOHa4yHOCTH
nobuje ranunejckd obnuk, — CrneunjanHo, na y 6eckoHauHocru byne g,o=—1I.
Tum ycnosoM Taja ce€ onpehyje HaseleHa NMPOW3BOILHA KoHCTaHTa M H3bop cBjeT-
CKOr Bpe&MeHa MnocTaje jenHosHauaH. Ako ce ysMe cHCTeM pedepeHUuje, ¥y KoMe
je BpeMeHCKa KOOpAHMHATa cejeTCKO BpujeMe, OHAa, 6yayhu Aa Hamoce npocTopHa
MeTpuKa He 3aBMCH Ofi X”, y TakBOM CHCTEMY HMa cmucna oppehuBame pacTto-
jamba mehy TujenuMa (B. § 82).

36or ToOra, WTO g;; HE 3aBHCA OL x", cneuujanHo cnujenH, na pasnuka
Ax® BpHjeIHOCTH CBjeTCKOIr BpEMEHa 3a gBa ucroBpeMeHa (y cMucny ofjalimbeHoM
y § 82) norahaja, koju ce nelaBajy y LBHMjeMa 3ajaTHM Taukama MpocTopa, He
sapuck o X° (y CTaTHYKOM MO/bY jEAHOCTaBHO HMaMO Ax*=0). To 3nauu, ako
nocmatpamo gsa gorahaja A u B, xoju ce pewasajy y HEKOj TadkH TNpoCTOpE,
v nea npyra pmorahaja A’ m B', Koju ce pemapajy y Apyroj Ta4yku MpocTopa,
npu yeMmy je A HMCTOBpPEMEHO Ca A’. a B ca B’', ouga he pasnuka BPHJELHOCTH
x0 3a porahaje A w B 6uTH jenHaka pasnuud BPHjEAHOCTH x° 3a porahaje A’
u B'. Ha Taj mauun moxe ce pehu, na je CMHCao CBjeTCKOT BpeMeHa CafpXaH
y ToMe, Aa je MHTepBan Tora BpeMeHa mehy Ma koja ABa morahaja y HEKOj Tauku
npocTopa jejHaK WHTepBaly CBjeTCKOr BpeMeHa Mehy Ma koja mBa Apyra pora-
haja, KOju Cy PECTIEKTHBHO MCTOBpEMEHH C NpEMM napoM jnorabaja, Koju ce ne-
wasajy y Ma KoOjoj Hpyroj Ta4yku npocTopa. llto ce Tuye Besa Mehy cBjeTCKHM
M MpaBuM BPEMEHOM, TO C€ dopmyna (82,!) Moxe cajga HamucartH y obnuky:

-

1
T= ?}/’—"goo xu'. (88’1)

KOju Ce MOXe MPHUMHJEHHTH Ha Ma KOju KOHA4YHH MHTEepBan BpEMEHA. JenHuM
WHTepBanWMa CBjeTCKOr BpEMeHa OAroBapajy y pasHMM Taukama npocTOpa pasnu-
YUTH MHTEpPBaNH COTMCTBEHOI BpEMEHa.

Ako cy 6p3uHe CBUX THjena mane, & rpaBUTalHOHO nome cnabo, oHma ce
MOTy TMpPHMUjEHHTH MPHONMKHA H3PasH (86,2), na (88,1) naje

_x"[j1 %
= \1—{—62,

¥ MOLITO je %(( |, oHia je TIpHOMHXKHO

c c?

fzﬁ(l +_‘P_)_ (88,2)
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Ha Taj HauWH, comcTBeHO BpHjeMe Teude YTONUKO naraHHje, yKONHKO je
Mak¥ TFPaBUTALMOHM MOTEHLMjan y HAaTOoj TAaYKH NpocTopa, Tj. YKONHKO je Beha
HeroBa arconyTHa BpHujenHOcT (HMXe, y § 95 mokasahe ce, #a je moTeHuUMjan
¢ HeraTuBaH). AKO ce jelaH OX [Ba jeNHaKa caTa HanasHo HEKO BpHjeMe y rpa-
BUTAlLMOHOM TNOJbY, OHAa he mocnuje Tora cat, Koju je 6MO y momy, 6UTH y 3a0-
CTaTKy 3a NPBHM.

Kao wro je Beh rope mokasaHo, KOMIOHEHTE g,, METPHYKOr TeH30pa jen-

Hake cy HYNM y CTAaTMYKOM rpaBuTauuoHOM nosey. [Ipema pesyntatuma § 82 To0
3Ha4yM, Aa je y TakBoM nosky MoryhHa CHHXDOHM3allMja caToBa y YMTaBOM IMIpo-
cTopy. Takohe HanoMHmeMo, [a je eleMeHT MPOCTOpHOr pactojatba dl (82,5) y
CTATHYKOM MOJbY jEAHOCTABHO

dP? = g,p dx> dxB (88,3)

i Y craudoHapHOM MOJbY g, HHje jeNHaKO Hynmd, ¥ HeMoryha je CHHXpOHH-

3alMja caToBa y 4YMTaBoM rmpocTopy, [lowTo g; He 3aBucH Of X’ TO ce dop-
myna (82,7) 3a pasnMKy BpHjeJHOCTH CBjETCKOr BpeMeHa 34 .Ba HCTOBpPEMEHA
porahaja, Koju ce [ewaBajy y pasHMM TauykaMa IpocTopa, MOXe HarnucaTH y

0bnuKy:
Axoz_fgﬂudx i ) (88,4)
&oo

KOjU ce MOXe MPHMH]EHHUTH 3a Ma KoOje [BHWje Tauyke Ha JIMHHjHU, AYXK Koje ce
BpLUM CHHXpOHM3aLMja caTtoBa. Koj cHHXpoHM3auMje AyX 3aTBODEHE KOHTYype
pa3fiMKa BpPHjelHOCTH CBjeTCKOI BpeMeHa, Koja 6M ce KOHCTATOBasa NPH MOBPATKY
y nonasHy Tadyky, jefHaka je WHTerpany

A0 = — gﬁg"; dx® (88,5)
090

y3eTOM MO TOj 3aTBOPEHO] KOHTYPH.
1
Moxe ce poroguTH, ma cyma —p.. dx® 6yne ToTalHM AUdepeHLujan Ma

Koje GyHKLMje KoopAMHaTa (MpocTOpHMX), Tako Aa MHTerpan (88,5) mo 3aTBo-
peHoj KoHTypu Oyne jedHaK HynM, a CHHXpOHM3alLuja cartosa fa Oyae Moryha.
Y ToM cnydajy mojaBa KOMIIOHEHATa g,y HHje yclioBlbeHa ocobWHama Camor CH-
cTteMa pedepeHlHrje, HEro MPOCTO HemonecHUM u3bopoM koopauHate X°, M HM3bo-
DOM KOjH joj oAaroBapa YBHjEK Ce MOXE yYHHHMTH, I3 Lo« Oyne jemHaKO HYyIH.

[TocmaTpajMo mpocTupare CBjeTNOCHMX 3p3aKa Yy KOHCTAaHTHOM IpaBHTalH-
OHOM rmosby. Bunjenu cmo y § 53, na je dpexkBeHuHja CBjeTNIOCTH jefjHaKa HU3BOAY
ajkoHana ¢ mo BpeMeHy (ca CympOoTHHM 3HakoM). PpekBeHLMja, H3MjepeHa CBjeT-

x(}
CKHM BpeMeHOM o npeMa TOME H3HOCH wo_—co .. Kako jemHaynua ajko-
Hana (85,10) y KOHCTaHTHOM Mo/by He cafipxu X°, To ¢pekBeHuuja @, ocTaje
KOHCTAHTHA KO NPOCTHpawka CBjeTNOCHOr 3paka. PpekBeHLUja, U3MjepeHa COM-

CTBEHHUM BPEMEHOM, M3HOCH ) =— — <. Ta (dpekBeHUUja je pasnuyuTa y pasHUM

Ot

TaykaMa npocrtopa. ¥ Be3W ca penawlujom

0% o 9y S0 o ¢
0 a0 o g,

Teopnuia noma 17
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3a cnabo rpasdTal{OHO MO/bE ONABAE C€ npubnikHO K06KBA

0 = W, ( = E) : (88.,7)

=

(88,6)

CZ

Bunumo, na ce (pexkBeHLH]a CBjeTIOCTH nosehasa, kapa ce nosehaBa anconyTHa
BPHjeAHOCT MOTeHUMjana rpaBUTalHOHOT M0JbA, Tj. Kajia ce CBjeTNOCT npubnHxasa
THjendMa, Koja MpOoy3pOKyjy Moibe. O6pHyTo, Kala ce 3paK yAalbyje OA THX TH-
jena, dpekseHLMja CBJETIOCTH Ce cMamyije.

AKO CBjeTNOCHEM 3paK, KOjd Monasd H3 TadkKe, rije je rpaBUTallMOHH NOTEH-
uMjan jenHak ¢,, uMa(y TOj Taykl) QpexkBeHUHjy @, OH he, kala CTHTHe y Ta4dky
Cc MOoTeHLUMjanoMm @P,, UMaTH dpexBeHLM]y (M3MjepeHy COMNCTBEHMM BPEMEHOM ¥ TOj

TaykH), Koja je jefHaKa
o Po PL— P>
P2\ (14 :
1_591( ) o (1455 )

2

C.a

JIMHHCKH CTeKTap, KOju eMMTYjy Ma Koju aToMM, KOju ce, Hamp., Hanase
ua CyHLy, Marnefia Tako HCTO, Kao IUTO Ha 3EMIbH W3rilefa crekrtap, KOjH €MH-
Tyjy MCTO TaKBH AaTOMH, KOju C€ Hanase Ha 3emmu. Ako ce, nak, Ha 3eMIbH
focMaTpa CreKTap, KOju HCMyLITajy aToMM Ha Cyuuy, oHpa he, mpemMa rope Ha-
FOXeHOM, Hb-erose INuHHje OWTM TOMjepeHe y ORHOCY Ha NHHHje UCTOr TaKBOT
CTEKTpa, €MMTOBAaHOI Ha 3eMIbH. Haume, cBaka nuHuja (QpekBeHUHMje w MoMje-

puhe ce 3a uHTepsan A@, KOju Ce onpehyje u3 dopmyne

Ao=2 'c_g_‘?iz : (88,8)

rije cy @i 4 (@ MOTEHLWjanu rpaBATaLUOHOT ro/ba PECMNEeKTUBHO Y MJECTy €MH-
TOBaka M y MjecTy mocMarparba CHeKTpa. Ako ce Ha 3eMJbH IocMaTpa CHEKTap,
koju ce emutyje ca CyHLa Win 3BMje3na, OHAa je || > |, | u us (88,8) cnu-
jemu, Aa je Aw <0, Tj. nomiepamwe ce jellaBa mnpeMa Makb¥M (pekBeHLHjaMa.
OnucaHa rnojaea HasuBa Cc€ ,.UpPBEHH nemnacMan.

TlocTaHak Te MojaBe Moxe ce O6jaCHHTH HEMOCPERHO Ha OCHOBY rope pe-
YeHOr O COMCTBEHOM BpeMedy. 36or Tora, IITO Cy CBE BEIMHHMHE He3aBHCHE 0]
x°, WHTepBan CONCTBEHOr BpPEMEHa, y TOKy Kora ce HeKa ocLunauuja y cBjeT-
JIOCHOM Tanacy NpOCTHpe M3 jeAHe Tauke npocTopa y APYry, jenHak je 3a CBe
ocuunauuje. [Ipema ToMe jacHo je, ha he 6poj ocuunauuja, koje ce BpUIE y je-
JIMHULY CBj€TCKOT BpeMeHa, OWTH jeiHaKe 3a CBe Taudke ny¥ 3spaka. And jenaH
Te WUCTH HHTepBajn CBjeTCKOr BpeMéHa Onroeapa yTOIMKO peheM uHTEpBany cor-
CTBEHOI BpeMeHa, YKONMHKO cé Jarb€é HanasuMo OA THjena Koja NMpoy3poKyjy mosbe.
Lakne, ppexseHuuja, Tj. 6poj ocuMnauuja y jeAHHHMLM CONCTBEHOr BPEMeHa, ona-
nahe ynajbapameM CBjeTIOCTH OA THX Maca.

Kox KpeTama YecTHlle Yy KOHCTaHTHOM MOJby OIpXaBa cE lbeHa eHeprHja,

0S

nedyHMCaHa K20 M3BOA AjejcTBA MO CBJETCKOM BPEMEHY (—ca—;,) To, Hanp.,
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cnujenu 36or Tora, wWTo X° He ynasd AUPEKTHO Yy Hamilton- Jacobi-eBy jenua-
yuhy. Ha Taj HauuH fedubucaHa eHepruja je BPEMEHCKa KOMIMOHEHTAa KOBapH-
jaHTHOT 4-BeKTOpa MMMynca py =— MCU, = Mcgll'. Y CTaTU4KOM IOy je as% =

2 . : .
= — g, dXo—d[?, na sa eHeprujy, Kojy heMmo OBije O3HAYMTH cCa &,, ¥MaMo:

&, =—mc*g @——mcg — Gk
t © ds V= gogdx2 — dI*

YBenguMo Op3HHY YeCTHLE ’U=V_-———0 ¥3Mjepery y CONCTBEHOM Bpe-

—Zoo X
MEeHy, Tj. KOjy MjepH mocMaTpady, KOjH Ce Hanasd Ha NaToM Mjecty. Tagka 3a

€Heprujy nobuBamo:
— ——1'); .
V v (88,9)
CZ

To je oHa BeNWYHHa, KOja OCTaje KOHCTaHTHA KOA KpeTama 4YeCTHLE. Be-

m i
NMYMHA, MaK, — ——_- NPUTOM HHje KOHCTaHTHa. Moxe ce JoKasaTH, 1a M3pas

02
\/1—-57

3a eHeprujy (88,9), ocTaje Ha cHasu W y CTalMOHApHOM MNoOJby, CaMo aKO C€
6p3MHa VU MjepH y COMCTBEHOM BpeMeHy, OAPEhEeHOM CaToBHMa KOjH Cy CHHXPO-
HU3UpaHU AYX TpajeKTOpHje HEeCTHLE.

Y rpaHMyHOM cnydajy cnabor rpaBUTaUHOHOr TMO7/ba, M Manux OpsuHa, M3

z
(88,9) nHanasumo momohy jenHauHHE —g(m:l—i—czp NPHOIHKHO:
mov?
&, =me* -+ 772~—|— meo, (88,10)
roje je M@ — HepenaTHBMCTHYKA €HeprHja 4ecTHle y TPaBHTALMOHOM MOJbY,

wTo je y carnmacHocTH ca Lagrange-osom dynkunjom (79,1).

3apgaunu

|. OnpenuTs cumy, Koja AjejcTeyje y KOHCT2aHTHOM rPaBMTALHOHOM MNO/bY Ha HECTHUY, Koja
<e Tonarado kpehe,

Pjeweme. M3 (85,3) umamo, nocnuje saHemapvBarba 4laHosa Apyror pexa mno Gp3uHA

P x*
_

%00 @ 0,3
e r,w) ZFOBuw.

Ca McToM TayHowhy HMamMmo:

ujui=gy, W)+ 2gquu*=—1.

. dr& v i 1
Veoneh# TPOLMMEHIHOHANHU BeKTOp 6p3uBe kao v* = 5 raje je dr = — ds eneMeHT CONCTBE-
T c

*17
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HOr BpeMeHa Ha THjeny koje ce kpehe (MpH ManHM 6pauHaMa Taj BEKTOp MnpenasH y 0GHYHY
ranunejcky 6pauHy), AOGMBaMO!

1 ve
us = l_‘va; jilo —ry -——g-l‘ur—

¢ J— &oo Zoo €

BenuuuHe I“g‘o. Fgﬁ W3payyHaBaMo Mo OMUTO] dopMynu (84,3), raje CBM H3BOAM MO x? ucnapajy 3€or
‘ _ d*xe | .
xoHcTauTHocTH noma. [lomohy uapasa nobujeHnx Ha Taj Ha4yMH, H3pauyHaMO ~ e =_§w‘1’ raje:
c

d2x%
je W& = Fe TpPOAHMEH3HOHANHH (MpoCTOPHH) BEKTOP y6paatba. Y OAroBOpy aroguuje je mpehu Ha.
KOBapHjaHTHE KOMIOHEHTE. putoM Tpeba MMaTH y BHAY, Ad ce Besa Mehy Ko- H KOHTpaBapH-
jaHTHUM KOMMOHEHTaMa MpOCTOPHOr BEKTOPa w% ogpehyje MPOCTOPHHM METPHUKHM TEH30POM Yq 3,
; ; I
na je Wg = Yop wi- [Mpu H3pauyHaBakby Tpeba nMaTH y BHAY, Ra J€ Ygf3 gBT _Sa (B. npHM.

al

Ha cTp. 240) H YuB gBu-—:—%; (y wTo ce IaKo MOXEMO yBjepHTH MHOXEHEM jefiHauuHE

gf’-i &, = ga?'ggo-l—guugﬂu =0 ca Yyg 4 CymupareM TO ). Y pesyntaty RoGMBaMO CI-
jemehu u3pas:

| d E———— A (Ea ) ) (gﬁu)] .
P =—_l —_ + —_— 0 — .
T oxe V=gtV =2 [ oxB \ &oo 2 % \ &

Cuna f nofruBa ce MHOXEHEM W Ca MacoM Tjena . VBonehd TpPOAMMEH3HOHANRH BEKTOP Ca-

KOMIOHEHTaMa Ly = — &"E W c3HAKY — Zgo = M1, ROOMBEHA H3Da3 MO EMO HATHCATH ca TpojH-

oo

MEeH2MOHAIHHUM 03HakKamMa:

§== — mc®grad In )i+ me R (vXrot g). . (1)
KoMroHeHTE BekTopa M CBe BEKTOpCKe OrnepauMje Mopajy Ceé OBAje BPWMTH Y KPHUBOMMHUCKHM
NPOCTOPHMM KOODAMHATaMa, Koje ORrosapajy [pOCTOpHO] METPHLH Ie(uHHCaHO] TEH3OPOM Yqg,

HanomuseMo, 1a ako ce THjeno yomilTe He kpehe, oOHRA cuna, Koja AjejcTByje Ha Hera.
[npeu unman y (1)}, uMa notenuujan, [pyru unad y (1) uMa o6nuK aranorad (Oriolis-oBoj CHIH.
Taj unad ce Hanasd y W3pa3y 3a craludoHapHo molke (Kama g HUje jeAHaAKO Hyzm). Moxe ce

pehu, na Foucaulf-oso knaThHo, koje Ce Hamasu y CTAaUMOHapHOM TIpaBMTaLMOHOM MNOMLY, Koje
npoyspokyje potupajyhe THjeno, npeTpribyje HCTO CKPETAME, Koje Gu omaxani, Kapa 61 ce OHO
Hana3uWno Ha THjeny, Koje porHpa (y oTcycTBy rpaBHTalHOHOD nomka) ca yraoHoM Gp3HHOM

= % Vh rot g.

5. Wssectn Fermat-os TNpHHLMI 3a NpPOCTHpare 3pakoBa y KOHCTAHTHOM T[aBHTaLH-
OHOM MOIBY.

Pjewene. Fermat-oB NpUHUMI (s. § 53) rnacu 65 ko dx® =0, raje ce HHTerpan
y3uMa AyXK 3paKa, a MONHHTerpanHy 1uspas Mopa GHTH H3paxeH romohy (pekBeHUHje g, KOHCTAHTHE

Oy¥ 3paka, " IudepeHLMjana KOOpAHHATA. TMowrto je Kk, = %\if =4 __ui’, nuwemo K, = Loi ki, unm
¥ c
w? i
—"c—'—‘gook + oo k*

YBpliTasarkeM Tora y penauujy ki ki = gir ki kk =0, xojy hemo HamuMcaTd y OONHKY:

2 |
£oo (k" + ‘5‘7"—“!(“) + Yap ke kB =0,

00
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JoBHBaMo

2
L (%) + yophe BB =0.
&oo \C

‘M3 ose penaumje u m3 Tora, wrto BekTop Kk“mMopa HMMaTH Tpasal BEKTOpa dx% , HamasuMmo:

o
o — w, dx
CV‘“‘goo di
raje je dl (82,5) eneMeHT MPOCTOpHE pasfareMHE RyX 3paka. Ia 6u ce nobuo mM3pas 32 Ky
, w
mumemo K% =g ki = —g4o —Cﬂ —}—gaﬁ kB_ YaeBwHd y 063up, ha je TEH30pPY g“?’ HHBEP3HHU Y 3

«<ojaBje HMaMo

= w, : w, 1 E_B__ B) .
b =vag (40 + 26 ’a.e?(v_:—_gw a T8

‘Hajaan, MHomxewem ca dx%pobuBa ce Fermat-os npuHuun y o6nuky (W30cTasmajyhn KOHCTAHTHA

<akTop (_U_ﬂ> :
€

af( di —%dxa)_—o.
V_guo oo

dl
V"‘gno

TaUWOHOM Mo/by 3pak He kpehe mo Hajkpahoj nuHMjH y mpocTopy, jep 6u ce Hajkpaha nHHHja
JipeTcTaBbana jeiHa4sHOM
) f dl=0.

YV CTaTHYKOM MOJEY MMaMO j2AHOCTABHO O — 0. Ckpehemo maxmwy Ha TO, Ka Ceé y TpaBH-
y J ;

§ 89. Porauuja

Kao npuMjep CTaLMOHAapHOT TpPaBMTALMOHOT MOIba nocmaTpaheMo cHcTeM
pedepeHLrje, KOjd pPaBHOMjepHO POTHpA.

Nedunucahemo uHTepean @S y NOCMaTPaHOM CHCTEMY. Y Bes3u ca THM
uzspwrheMo TpaHchopMalMjy Ca HEMOKPETHOI CHCTEMa Ha CHCTEM KOjH paBHO-
MjepHO pOTHPa. Y HENOKPETHOM KOOPAHHATHOM CHCTEMY r, ¢, 2/, t (ynorpeb-
baBaMo LMNHHLPHYHE KoopauHate 7', @, 2’) MHTepEan uMa OGIHK

ds? = c*df — dr* — rde™ —dz”.

‘Hexa cy y poTtupajyheM cuctemy r, ¢, 2, UMIHHIADHYHE KOOPAMHATE. Axo ce oca
poTaldje TMOKnana ca ocamMa Z u Z', ouna uMamo ' =r, 2'=2, "=+ 2,
raje je £ — yraona 6pavHa poTaluje. 3aMjeHoM ce fobuBa H3pas 3a ds® y po-
TupajyheM cucTemy pedepenuuje:

ds? = (¢t — Q%r%) dt* — 2Qr2dedt — d2® —r*de? — dr®. (89.1)
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Heomxo#HO je HarlOMeHyTH, fa ce POTHpajyhuM CHCTEMOM pedepeHLuje, KoOju
npoy4aBaMO y OBOM maparpagy, Moxe CIyXHTH caMo [0 pacTojara jefHaKHX

& c
o U =aucra, us (89,1) Bumu ce, na 3a r>§ BeNIHYHMHA g, IOCTaje MO3UTHBHE,

mTo He Moxe OMTH. HenpuMjeHLHBOCT poTupajyher cucreMa pedeperumje sa
peha pacTojaka je y Be3d ca THM, HITO 61 6p3uHa poTauluje Ha BHMa nocrana
peha of Op3uHe CBjeTNOCTH, Na C€ 3aro Takas CHCTEM He MOXE& OCTBapHTH
peanHHM THjENTHMA.

Kao ¥ y CBakOM CTalMOHADHOM MOJbY, Ha THjenuMa Koja POTHpajy CaToBH
ce He MOTY CHHXDOHM3MpATH y CBHM TaiKaMa. MU saucrta, ako ce 06aBH CHHXpO-
HM3aLMja AyX HEKe 3aTBOpPeHe JIMHHjE, OHLA heMo M0 MOBPATKY y MONAa3Hy TaudKy
no6MTH BpHjeMe, Koje Cé OX npeoBMTHOr pasiuKyje 32 BENHHHHY [B. (88.9)]:

1 ridy
At = — qgg@dx‘x:— ——
i cA 1_.59 re

C2
Qr
: G
Hewy ca Op3vHOM CBjeTNOCTH):

WnM, TPETIOCTAaBHMBIIM AP j€ &1 (tj. ma je OpsuHa poTauuje Mana y mope-

Q " 20
At:h{;’é f f‘dCP:j:?z—S, (89,2)‘

raje je S — mMOBpLIMHA npojekuuje KOHType Ha paBaH, HOpManHy Ha ocy poTa-
unje (3Hak -~ WIM — Baxd 3a ofunamerme MO KOHTYPH PECMEKTHBHO Yy HIH
CynpOTHO CMjepy poTauwuje).

[MpeTmocTaBuMo, Aa Ce IO HEKOj 3aTBOPEHO] KOHTYPH NpPOCTHUPE CBjETIIOCHH
3pak. VspauyHajMo A0 Ta4HOCTH ynaHoBa pena v/C BpujeMe f, Koje mpoTeHe
Mehy OmallMIbameM CBjETIIOCHOT 3paKa # H-eFOBUM TMOBPATKOM Y TonasHy TaudKy.
BpsuHa CBjeTIOCTH TNpeMa ne@HHMLMjH YBHjeK je jepHaka C, aKC C€ BpHjeMe
CHHXPOHH3Wpa LyX AaTe 3aTBOPEHE NYHHje W aKo ce y CBaKoj Tadykd CIyXHMO
concTBeHMM BpeMeHoM. Bynyhu, ma je pasnuka Mehy CONCTBEHHM H CBJETCKHM.
BpEMeHOM pela v%/c?, ToO ce NpH H3paiyHaBakby TpaXeHOr HHTepBana BpEMeHA
{ ca TayHowhy nRO BenH4HHE pena v/c Ta pasnuKa MOXe 3aHEeMapHTH. [Tpema.
TOME HMaMo: '

L , 29
t:?:‘:—éz_ S.

raje je L — nyXnHa KOHTYype. Cao6pasdo Tome, Bp3nHa CBjETIOCTH u3MjepeHa.
xao ogHoc L/t usHocH:

cj:m%. (89,3)

OBy dopwmyny, kao ¥ Gopmyny 3a MpBY anpokcumauujy Doppler-osor edekTa,
NaKko je W3BECTH M YHCTO KIaCHYHMM MyTeM.
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BanpaTax
ONpenuTH eneMeHT MPOCTOPHOT pacTojama y POTHpajyhieM KOOpAMHATHOM CHCTEMY.
Pjeweme. [Tomohy (89,1), (82,5) u (82,6) nanasumo:
r? de?

242
(B
e

di=drr+ d2? +

a y petupajyhem cucremy pedepeHLUH]e. Hanomumemo,

yiMe ce AedHHHIIE MPOCTODHA TeOMETpH]
BHM 2z — const. (C LEeHTpOM Ha OCH poTaluje) TnpeMa

Ia ofHOC AyXHHe nepudepwje Kpyra y pa
ronyrnpe4YHHKy I H3HOCH

Tj. Behu je o 2.
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JEAHAYHUHE rPABUTALUOHOT MOJbA

§ 90. TeHsop KpUBHUHE

BpaTtuMo ce omeT Ha nojaM napajenHor rnoMjepama BEKTOPA. Kao wTo je
pedeHo y § 83,y omwTeM cny4ajy HeeyKJIUACKOr MpocTopa fecKoHa4yHO MaJlo na-
panenHo noMjepame BEKTOpA nepuHULIEe CE Kao TpaHciauuja, NpyH Kojoj Ce KOM-
MCHEHTE BEKTOPA He MHUjersajy y KOOPAHHATHOM CHCTEMY, Koju je Descartes-os y
naToM GECKOHAayHO MaloM efneMeHTy 3alnpeMHHE.

Ako je x! = x!(sj napameTapcka jeiHaqnHa HEKE KpHUBE (§ je AyXHHA NyKa pady”

{
HaTa Of Heke Tauke), OHAA je BekTOp 4! = -(—;? jeIMHMYHH BEKTOP, KOJH T2HIMpa KPHBY.

AKo je mocMaTpaHa KpuBa reOleTCKa, OHLa je, Kao wWTO cmo.Bunjenu y § 85,
nyx e Dui=0 [sunu (852)]. To suaud, aKko ce BeKTOp W' MOABprHe mapa-
NlenHoj TpaHcnauuju M3 Tauke X! Ha TeOAeTCKO] nueMjn y Tauky X{-4-dx’ Ha
¥CTOj NUHMjH, OHAA Ce OH TOKnana ca BEKTOPOM u! + duf, xoju TaHrupa NUHH]Y ¥
tauku X - dxi. Ha Taj Hauuu, nomjepareM TaHTEHTE reofeTcke NHUHHJE AYX
caMe Te NWHHKje, OHa Ce MoMjepa mapanenHo camoj cefH.

C ppyre cTpaHe, NpH naparnesnHoj TpaHcnaluujH IBajy BeKTopa ,yrao* mehy
tbMMa, OYMIJIENHO, He Mujersa ce, [lpema TOME MOXEMO pehu, na ce npu napa-
JIeNHOj TpaHCnalMju Ma Kojer BekTopa AyX e
Ma Koje reojeTCKe JMHMje, yrao Mehy THM
BEKTOPOM M TAHTEHTOM Ha TOj JNHMHHJH HE
Mujerba. [lpyruM pujednMa, npy napanenHoMm
roMjepary BEKTOpa, HkeroBe KOMIOHEHTE IO
TeofleTCKMM JIMHMjaMa y CBMM Taykama MyTa
Mopajy GUTH HenpoMjeHIbHBE.

Beoma BaxHa OKONHOCT je, na y Heey-
KITMNHOM MPOCTOpPY MNapanenHo TMoMjepaise
BEKTOpa M3 jefHe 3ajaTe Tauyke Y APYry
Iaje pasHe pesynraTe, ako ce rnoMmjeparbe
BpWK Mo pasHUM myToBuMa. CreuujanHo,
onaBje CNUjend, La aKo Cé BEKTOP MoMjepa
fapanendo camoMm cefW MO HEKOoj 3aTBO- Cn. 12.

DEHOj KOHTYDH, TIPH MOBPATKy y NpBOGHTHY
Tauky OH ce Hehe MOKNONMTH ca CBOJUM NpBOGHTHHUM TMONIOXKAjeM.

la 6ucMo TO objacHunM, MocMaTpajMc HEEyKJIHACKH ABOOUMEH3HOHAHHK

npocTop, Tj. Ma KOJy KpPHBY TOBPLIHHY. Ha cn. 12 mpeTcTaB/beH je JAHO TaKBe
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NOBpLIKHE, OrpaHM4YeH TPHMa reofeTCKHWM nuHujaMa. [lomjepumo BekTop | ma-
panenHo IyX KOHType, Kojy (opmupajy Te nunuje. [lomjepameM nyx nuuuje AB

BekTOp |, oApXaBajyhd cTanHO MCTHM yrao c TOM JIMHHjOM, Mpenasd y BeKTop 2.

[TomjepaweM nyx BC oH Ha MCTHM HauyuH npenasu y 3. Hajsan, kperamem H3
C y A myx xpuse CA, onpxasajyhd cTamuu yrao C TOM KDHBOM, NOCMaTpaHH

BeKTOp npenasn y 1', Koju ce ve moknama ¢ BEKTOpPOM .-

HMssenuMo omwuty QopMyny, Koja mpukasyje MpoMjeHy BekTopa NpH napa-
NIENIHOj TPpaHCnalMju MO0 Hekoj 6ECKOHAYHO Mayoj 3aTBOPEHO] KOHTYpH. Ta mnpo-

mjena AA;, o4eBHAHO ce MONe HamucaTH y OBMHKY 0A,, raje ce uHTe-

rpan ysuMa no matoj KoHTypu. 3amjeHom 0A, uapasom (83,5) umamo:

AAR == ¢ Ff{x[ Afdlr

{(BexTtop A;, KOju ce Hanasu Moj MHTErpPanoM, MHjeHa Ce y BE3H Ca HeroBHM

noMjepameM AyX KOHType). Taj KpUBONMHMCKM MHTErpal MOXEMO TpaHCGhOopMu-
pati nomohy Slokes-ose Teopeme (6,14) y MHTerpan mno MOBPIUMHHM, KOjy RaTa

KOHTypa obsuja. Tapa je:

r i i
AA"Z%I o(rkmfi\_i)___a_(rklAi):Idflmz

ox! ax™
1 [ [orim Ok A, 0A,] ,um
“7] | ox! A= ym A +rk”’0 [ r“’o af

Ho npomjena Bektopa A; Ly KOHType je Herosa H3MjeHa YCNHUjel NapanenHor

‘TIoMjepar-a, na npeMa ToMme H3BOAe 0n A; MOXEMO OLPESUTH IUPEKTHO M3,

0A; = l“,’fAndx' = I'}A,. 3amujewyjyhu To UM Mujersajyhu 03HaKy HH-

0A;
T]a’

JA€Kca Yy IBa MNOCIbEH-a YJldHa [OJ4 HMHTErpanoM, HanasHhMo:

s " [aarfn, arn+r T — Tl | Adf™

36or Tora, IITO je 3aTBOpEHa KOHTypa OeCKOHAYHO Mana, MOXeMO MOAMHTErpanHu

M3pa3 3aMHjeHHTH HErOBOM BpujesHowhy y HEKOj Ta4yk¥ YHyTpa KOHType U Hs3-
HHjeTH MCMOL MHTerpanHor sHaka. [lpeocTanu HHTerpan Tala jeJHOCTABHO Aaje
BennuuHy Af'™ moppiuuHe, kojy o6BHja KOHTypa, M Ae@UHHTMBHO Ao6WBaMO:

- \
A=+ Rklm A Aftm, (90,1)

raje je R,f:,m — TeH30p 4-pena:

i OChn 0Tk

kim — ()tl Oxm ‘I_ rrz! rkm — 1-‘nm rk! (90,2)

Ha je R,’dm TEeH30p, BUAU Ce U3 TOra, WTO Cce Yy (90,1) Ha NHjeBOj CTPaHH

Hanasd BekTop: pasnuka AA, BpPUjeNHOCTH BEKTOpPa y MCTOj Ta4ykd. TeH3op
Riym Hasupa ce TeHsop kpusuHe, unu Riemann-Chrisioffel-o Tensop.
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Jlako ce po6uBa aHanorda ¢popmyna 3a KOHTpaBapHjaHTHHU BekTOop A%, 360r
TOra HarmoMHmeMo, Ja 360r Tora, WITO Cé NPH NapanefHoj TPaHCNaUMjH CKanapu
He Mujewajy, 6uhe A(A*B,)=0, raje je B, Hexu KoBapujanTHM BekTop. [lo-
mchy (90,1) ogatne MMamo:

A(4*B,) = A*A B+ BA A4 = o A B, Riun Afim 4 B,AA* —

= B, (A* - A'REpAfim) =,

uny, sbor Tora IWTO je BeKTOp B) NpOH3BOMLAaH:
AAk =_% R?]m AiAfim, (90,3)

Ako ce BexkTop A; IBanyT koBapujaHTHO AMdepeHuupa ro X% u no X!, onpa he
YOTIUTE y3EBIIH, PE3YNTAT 3aBUCHTH OA pella AUdepeHLHpara, CYNpPOTHO OHOME
WTO BaxM 3a o6uuHe usBome. KMcmocTaBma ce, na ce pasnuka App— Aprs
onpehyje HCTHUM TeH30POM KDPHMBHHE, KOjH CMO rope uapend. HauMe, Baxwu bopmyna

At — Apte = An Riu - (90,4)

KOjy je Nnako NpOBjepHTH HEMOCPeNHHM PaHyHOM (TO H3pauyyHaBak€ OBAje heMo
a6or KkpaTkohe usocTaBMTH). AHaNOrHO, 3a KOHTDaBAPHjaHTHU BEKTOp je:

Alpy— Alpp=— A" Ri. (90,5}

Hajsan, nako je no6uTu auanorHe ¢opMyne sa JApyre H3BoLe TeH30pa
[To je HajjenHOCTaBHHje ypaiuiy, axo ce rocMarpa, Hamp., yMjecTo TeH3opa Ay,
cneudjanHu cny4aj TeHsopa obnuka A; B, u npu ToMe ymotpebe Gopmyne
(90,4) u (90,5). PopmMyne, nob6uBeHe Ha Taj HauyMH, 360" HHXOBE JIMHEADHOCTH
BaX€ 3a Ma KOju TeH30p].

Ou4eBupHO e, Ha je y eyKNMACKOM NPOCTOPY TEH30p KPMBMHE jelHAK HYIH
W sancta, y eyknuuckoMm mpocTOpy Mory ce yseTH KOODAMHATE KOA KOJHX Cy Y

YMTZBOM mpocTopy cBe [, =0, a 3aTo u Rym= 0. 360r TEH30DHOT KapaKkTepa

sz;m, OH je Tajia jegHaK Hynd H y Ma KOjeM [ODYyroM KOOPAHMHATHOM CHCTEMY.
. To je y Besu ca yum-EHHULOM, Oa je Yy eyKNnHAHOM MPOCTOPY NapanenHo noMjepakse
BEKTOpa M3 jeaHe Ta4dke y QNpPYyry jeAHO3HayHa omnepaudja, a NpH obHnaxewny
3aTBOPeHEe KOHType BEKTOpD Ce& He MHjewba. Jlako je BULJETH, La C€ Yy eyKJIUIHOM:
NpOCTOpYy MCXe€ MHjEHaTH DEeJ KOBapHjaHTHOI IHdepeHLHpam-a.

Baxu u ofipHyTa Teopema: ako je Rpm =0, OHAa je NMPOCTOp EYKNHACKH.
CTBapHo, y CBakOM NpOCTOpPY MOXE CEe Y3eTH KOODAUHATHH CHCTEM, KOjH je
Descartes-os y matom 6eckonayHo manom pgjenuhy. Ako je Ky, =0, oHma je
napanejlHo TNoMjepake jefjHO3HA4YHa onepauuja, nma ce nomohy napanenHor
nomjepama Descartes-oBor cucTeMa M3 AaTor 6ecKoHa4YyHO Manor gjenuha y cse
octane Moxe pobutu Descarfes-oB cUCTeM y YHTaBOM NPOCTOPY, Tj. MNpPOCTOP:
je eyKIHICKH.

Ha Taj HauyuH, KpuTepujym 3a oppehueame na nu je TIPOCTOP EYKJIHACKH
WIIK HHje, ca3Hakse je, Ia NIM je TeH30p KPHBHHE jeliHaK HYIH MNHU PasfIM4yUT Of HyNe.
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HamoMumteMo, fHa Mako Ce y HeeyKNMACKOM TNpOCTOpPYy Moxe H3abpaTu
KOODAMHATHH CHCTeM, Koju 6u 6uo Descartes-oB y pnaToj TAYKH, Tj. TakaB, Aa

cy y maToj TaukM cBe [y jenHake HynM, WMaK TPUTOM TEH30p KpHUBUHE HHje
jenHaK HyIH (jep u3Boau of [y HUjecy jenHakd HYJAH CKyna ca I','H).

§ 91. Oco6GuHe TeH3opa KpUBHHE

M3 uspasa (90,2) 3a TeH30p Ry, HEMNOCpeNHO CHHjefd, Ba je TeH3op
KPUBHHE AHTHCHMETPHYAH MO HHAeKCKMa [ U m:

R;zlm:“—R;emi . (91.1)
3aTuM, Nako je MpOBjepUTH 1a BaXH cnujefehH HAEHTHTET
R;{dm"—R;nkl_i_ R;mkzo- (91,2}

[Mopen MjewoB4ATOr TeH30pa KPUBHHE Rym, Takohe ce ymorpebrmaBa KoBa-
pPHjaHTHH TEH30D KpHBHHE

Ritim=8&in Rkim - (91,3)

[Momohy mpocTux TpaHcdopMaluja nako je Ro6uTH cnujesehn u3pas 3a Riim

Rik[m =5

1[0*°gm 0% gy 0% g, 0° gkm)
2 (dxk ox! + Oxi0x™  Oxfoxm  0x ox! +

+ &np (rgl rfn— T rh). (91,4)

W3 oBor u3pasa HemocpeiHo H3nase cnujeaehe ocobuHe CHMETpHje:

Rikim = — Rriim» (91,5)
Rixim = — Rixm, (91,6)
Rixim = Rimix- ‘ (°1,7)

Uz oBux QopMyna crnujend, Hamoce, a Cy CBe KOMMOHeTe R m, KOA KOjUX
je i=k wnu [=m, jenHake Hynu.

Hajsan, 3a Rjgm, Kao 1 3a R}im BaXH HMIEHTHTET (91,2):

Rixim -+ Rimia + Ritmk = 0. (91,8)

Y Besd ca penauujama (91,5) — (91,7) ocum oBora opasfe ChHjeld, ia ako Ce
y Riyim WSBpLIK jelHA Te WCTa LUMKNIMYHA MEpMyTalldja Hi Ma KOJUM TpHUMa MHIEK-
cuMa, na ce [o6uBeHe Tpu KoMmmoHeHTe cabepy, pesyntaT he OHTH jeflHaK HYNH.

JoxkaxuMo jow cnujesehd HIEHTHTET:

Rka;m‘l‘ Rfmk;l +R3‘m;k =0 (91 _9)

3roiHO ra je TPOBjePUTH, aKO C€ Y3Me KOODAWHATHM CHCTeM, Koju je
Descartes-or y Toj Tadku. 360r TEH30PCKOr KapakTepa penauuja (91,9), Tana
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he BaXMTH y Ma KOM KOODIMHATHOM CHCTEMY. Hndepenunpawem uspasza (91,2)
H H3jefHaYaBamEM Yy HeMy [ ca HynoM, y MOCMaTpaHO] Tauku, HANMAa3HMO: -

BR,’L_ 0%T}} . 0T}, .
0x™ — oxmox*  0x™ Jx!
Tlomohy orora uspasa nako ce yBjepuTH, na (91,9) saucta Baxu.

On TeHsopa KpuBMHe MOXe ce mnoMohy ynpowhewa cacTaBuTH TEH30p
Apyror pena. Takso ynpouherme MoXe Ce M3BECTH CaMO Ha jefaH HAa4MH.

U zaucra, ako Rjy ynpocTumo mo uHzexcuma M u /, nobuhemo Hyny:

ng! — gim Rzmkl =0,

360T aHTHCHMETPHYHOCTH R;,;; N0 WHIEKCHMa [ ¥ M. Ynpowhewe mo m u k
(ynpowhewe no m wu I, ouesugHo, flaje MCTO TO ca CYMpPOTHWM 3HAKOM) [aje
TEH30p ApPYror pena:

n
Rikl;m —_—

! Ori'! ar:’k m ot I ~im
Rik"—_RHk—-—_aF—I_BET_‘rf!rkm_l"rikr!m° (91,10)
Jlako je BupmjetH, ma je oBaj TeH3Op CHUMeTpHU4aH:
Ry = Ry;. (91,11)
Hajsan, ako ce ynpoctu R, mo6usamo HHB3DHjaHTy
R = g"*Ry;. = g'g"™ Riyim, (91,12)

KOja ce Has¥Ba CKallapHa KPHBHMHA TNPOCTOpA.

lpema penauunjama (91,5 — 8) Hucy cBe KOMMOHEHTe TeH30pa KPHUBHHE He3a-
BHcHe. OnpeanMo 6poj HE3aBUCHHUX KOMIOHEHATA TeH30pa R,y;,. [locMaTpajmo y mo-
YETKy Cnydaj nmpocTopa C ABUje NMMeH3Hje, 1j. 06W4YHY noBpwMHy. WHpnekcu i,
k, [, m wory tana umatu BpujesHocTH |, 2. KoMnoHeHTe KO& KOjux Cy HCTO-
BpeMeHO [ W K wnu [ M m jepgHakd | WnM 2, jegHake cy Hynd. A CBE OHE KOM-
TIOHEHTE, KOje HMjecy jelHaKe HyNH, MNU cy MehycoGHO jemHake, HNH Ce pa3fu-
Kyjy camo mo 3Haky. Ha Taj HauMH, TEH30p KPHBHHE y TOM CHy4ajy MMa camo
jellHy He3aBHCHY KOMIOHEHTY, Harp., R 015 Jlako je nahu, na je ckanapHa Kpu-
BuHa R =g g*™ Ry, y ToM cnyuajy R = 2R 55/g? (g je neTepMuHaHTa, Koja je
cacTae/beHa Of BenuduHa g;). R/2 ce mputoM nokasyje, na je jeHaK MOSHATO]
(auss-oBoj KpUBWHK MOBPLIHHE, Tj. jeRAHHHLH MNOAHjeJbE€HOj MPOM3BOAOM TIIABHHUX
panuyca KpHUBHHE,

Osnpenumo  capna 6poj HEe3aBHCHHUX KOMIOHEHATa TEH30pa KPHBMHE y TpoO-
AMMEH3HOHanHOM mpocTopy. [locMaTpajMo OHe KOMMOHEHTE, KOA KOjUX Cy CaMo
ABa HHAEKCAa pa3N{4yMTa, Tj. KOMMOHeHTe o6nuka Ry, (Tpeba namTtutd, na
0BAje HeMa CyMHpama N9 MHIekcuMma). [lap BpujemHocTH @ u b Moxe ce HOBHTH
W3 BpujesHoctd 1, 2, 3 Ha Tpu HayuHa. Ceaku map @ u b naje npema (91,5)
—(91,7) camo jenHy HesaBucHy KommoHeHTy. Ha Taj Ha4YHMH, KOMIIOHEHATa TaKBOT
Tina Ouhe ceera Tpu. KomnoHeHaTa ca TPW pasnHyYWTa MHIEKCA, Tj. KOMIOHe-
HaTa o6nuKka Rgpq., Takohe he GuTu cBera TpHU: Ryg5 Rajes. Raegs. CBe ocTame
Cy MM jelHaKe OBHMa, HIH Ce OA H:-MX DPB3/HKYjy caMo no 3Haky. Ha Taj HauuH,
Y TPOLHMMEH3HMOHAJIHOM MNPOCTOPY TEH30D KPHMBHHE MMa LUECT HEe3aBHUCHHUX KOMIIO-
HeHaTa, McTo TonMko KoMMoHeHaTa UMa CHUMeTpUYHM TeHzop R;. [lpema Tome,
M3 nuHeapHux penauuja R, = g™ R, CBe KOMMNOHEHTE TeH30pa Rjym MOLY
Ceé H3pasWTH ca R;; W METPUYKHM TEH30POM gj. AKO Ce y3Me KOODPAHHATHH
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cucteM, koju je [Descartes-oe y TOj Ta4ykW, OHAA ce npH TpadchopMmalujaMa,
Koje moBOmEe A0 mpocTor obprawma Descaries-0Bor CHCTEMa y NMOCMAaTPaHO] TaykH,
KOMITOHEHTe MEeTPHYKOl TEeH30pa Yy TOj Tayku He MHjemajy. MebhyTtum, xommo-
HEHTEe TEeH30pa, yonuwTe y3eBuUH, npomujeHuhe ce. OprosapajyhuM wus6opom ko-
OpPAMHATHOI CHCTeMa YBHjek Cce MoXe MocTHhM, na TpH KOMMOHEHTe TeH30pa
KpUBUHE y AaTO] Tauykd Oyny jenHake Hynu. CneudjanHo, TeHsop R;; Moxe ce
cBECTM Ha rnasHe oce. Ha Taj HayWH, KpUBHHA TPOSMUMEH3HOHANIHOT TPOCTOpPa
y CBakoj Tayku ofapehyje ce TpuMa BenUMYHMHAaMa.

Hajsan, npehumo Ha uyeTBOpPOAMMEH3HOHanHM npocTtop. Bpoj koMnoHeHaTa
TeH30pa KpUBHHE C fABa pasHa HHAekca (Tj. Tuma Ry,,) CBera je WeCT: HH-
IoeKcd @ 4 b Mory ce yseTd M3 YeTHUpH BpHjesHOCTH 1, 2, 3, 4 Ha LWieCT HaYyHHa,
a CBakM Map BPUjefHOCTH [aje jefAHYy HE3aBHCHY KOMMOHEHTY. DPOj KOMIOHEHAaTa
ca TPHM pasHa MHOeKca je cBera 12: TpH pasnuuMTa HHLeKca Mory ce u3 1,2, 3, 4
NOBHTH Ha 4YeTHPH HayWHAa, a CBaka TpPOjka BpHjeHOCTH Haje TPH HE3aBHCHE
KomnoHeHTe (Hanp., Risyz, Rasiss Raige). Hajzam, 6poj xoMmoseHaTa, KOL KOjUX
Cy cBa YeTHPH HHIEeKCa pasyiiiuTH, M3HOCH TpH: Risss Rises Rigss; ocTane cy
WM jeflHAKE OBHMMa, WK Ce O] WX pPasNuKyjy caMo 3HakoM. AnH M H3 OBHX
TPHjy KOMMOHEHATa CaMo ABHje Cy HE3aBHCHe, jep cy cBe Tpu MehycobHO roBe-
3aHe jelHHM uieHTHTeTOM (88,2):

Risss + Risea + Ryg40 =0.

Ha Taj HayHH, y 4eTBOpPOAMMEH3HOHANIHOM MPOCTOPY TEH30D KPHBHUHE HMa CBera
20 He3aBHCHHMX KOMMOHeHaTa!). AKO ce y3Me KOOPAHH2THH CHCTEM, KOjH CE MOXeE
y LaToj Taukd cMmaTpaTd Kao lescartfes-oB, U ako ce mnocMaTpajy TpaHchopma-
uuje, kKoje o06phy Taj cucTeMm (Tako #a ce BPHjeNHOCTH g;, HE MHjeibajy y no-
CMaTpaHoj TauKH), MOXe ce MOCTHhM, Na IIecT KOMMOHEHaTa TEH30pa KPHUBHHE
6yny jemHake nynd. (lllect je Gpoj Moryhnux HesaBMCHMX oO6pTama 4ETBOPOAH-
MEH3MOHANHOT KOOpIOMHATHOr cHcTeMa). Ha Taj HauuH, KpUBHHA YETBOPOAHUMEH-
3UOHANHOT MPOCTOpa y CBakoj Ta4yku ofpehyje ce momohy |4 BenuyxHa.

3agparTacxk

WapauyHatu koMmnoHeHTe TeHsopa Ry (y3uMajyhd M2 WX YHCTO TMPOCTOPHH NHO) ¥ CH-
cTeMy pzdepeHUH|e, ¥ KOMe je g = 0, goo —=— 1 (no,uofiﬂom Tp3HcoOpMaLHjoM YETHPH KOOpAH-
HaTa, yBHjeKk ce Ta YeTUpPH ycnoBa Mory ucrnyHHTw).

Pjeweme., 3a gm=0 TPOLMMEHIHOHANHE METPHYKK TEHI0P Yqj (82,6) moknama ce

08af OV
T T U

/

ca gap (Yap = &up)- HMssomu

Takohe, cauMHaBajy TPOAMMEH3HOHANHH TEH30p,

1) Hanuwnmo komGuuauuje wmunexca I, k, [, m, xoje pajy He3aBHCHE KOMIIOHEHTE:

1212 1223 1313 1324 1423 2323 2424
1213 1224 1314 1334 1424 2324 2434
1214 1234 1323 1414 1434 2334 343¢

rnpH 4eMmy je

Rms - R1324 + Ruzs =0
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®0jH heMo 03HA4YMTH ca %3 HernocperHo uspauyraBawe no ¢opmynu (91,10) mosomu po cnuje-
JHeher pesynrtara:
1 0
— el B 2 ’
20x" a4 afB
o;B

ROFL =?(

ROO"'__

Reg =7 30%as T Pap:

OBaje je Pa]g TPONHMEH3HOHANHM TEH30p, KOju Ce M3paxaBa mnomohy YuB, kao wro ce Rik Ha-
paxasa nomohy g, . CBe omepauuje noausara MHIEKCa M KOBAPHJaHTHOr IMdepeHUMpaiba OBLje
€e Bplle y TPOAHMEH3HOHAaNHOM MpPOCTOPY, Tj. nomchy MeTpHYKOr TeH3opa Yap (no wuctum dop-
MynaMa Kao M y 4eTBOPOAHMEHSMOHANHOM MPOCTOPY, Te onepauuje Bpule ce momohy TeHsopa g, ).

§ 92. NjejcTBO 3a rpaBUTALMOHO MOJbE

3a Hanaxewe je.ﬂHa‘-{HHa Koje ,IIECt)PIHPlLUy rpaEBHTalIMOHO [10/bE, HEONXOIOHO
je NMPETXOAHO OOPENHTH ,[L}E'.ICTBO S TOora rmnorea. Tpax{eHe ]EJIH&‘-IHHE Tana ce
JlOﬁﬂBa]y nomohy BapHpawka CyMe RIEJCTBEL rnolka " MaTepH]aﬂHl/IX yecTHla.

HjejctBo S, kKao U [hjejcTBO 3a eNeKTPOMACHETHO MOJke, MOPA Ce M3Pa3HTH
y o6nuKy HMHTerpana no LHjenoM Molby, Tj. N0 YUTABOM NPOCTOPY M IO Bpe-
MEeHCKO] KoopuuHaTH x° Mehy nBuje meHe 3anaTe BpujenHocTH. Byayhu na §,
Mnpa 6UTH HHBapHjaHTa, OHO MMa OBJHK

for=¢a0

roje je (J Hexu ckanmap. 3a onpehusame Tor ckanspa nohuhemo of YHHE-eHHLE
La jefHa4ydHe rpaBMTALMOHOr MoJba MOpajy cajpxaBaTH H3BOAe , MOTeHLHjana‘
nosba, KOju HMCY BHIIM ON Apyror pefa (CAMYHO OHOMe, LITO BaXH 3a jefHayHHe
eneKTpoMarHeTHor noska). [TowTo ce jenHayuHe mnosba fo6MBajy noMohy BapHpamwa
RjejcTBa, OHAA je 3a TO HEONXOAHO, ma ckanap (O calnpXH HW3BOAE OR gy, KOjH
HHCY BMWHM off npsor pena. [lpema Tome, (J Mopa cafpXaBaTH CaMO TEH30p

Zie ¥ Benuuune [y |
MehyTum, ua camux sennuuHa i, U [y HHje Moryhe cacTaBUTM HHBapH-

janty. To ce HemocpenHo BUAM M3 Te OKONHOCTH, WITO ce moMohy oxrosapajyher
u3bopa KOOpPAMHATHOI CHCTEMa YyBHjeK MOXe YAE&CHTH, Ja CBe BellH4YHHe

Iy vy maToj Tauku 6yny jensake Hynu. Mnak, moctoju ckamap R— KpuBHHA
4-npocTopa, — KOjH, Ma Ja OCHM TeH30pa g;; W HEroBMX TMpPBHX H3BOJAA,
CajipXH jow ¥ JApyre H3Bole ON g, I[OC/beAme CafpXH CamM0 JIMHeapHO.

36or Te NMHEapHOCTH MHBAapHjaHTHH HHTErparn j'R|/ gdf moxe ce TtpaHchop-
MUpaTH nomohy (Fauss-ose TeopeMe y HHTerpan Hspasa KOjU He calLpXH npyre

vasogme. Haume, j-RV—-gdp MOXXe Ce TNPETCTaBUTH y OOIHKY

fRV—ng_fGV gdp+f0(V ev) 1o

raje G CafpXH caMoO TeH30p g W HeroBe NMpBe H3BOAE, a TMOLHHTErpanHu
u3pa3 y APYroM MHTerpamy uma o6NuK AHBEpreHUHje Heke Benu4yHHe W' (neTarbHa
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onepauuja u3BejeHa je Ha kpajy osor naparpada). [lpema (Gauss-osoj TeopeMu
Taj ApYr# HHTErpam MoXe ce TpaHc(OpMHpaTH y HHTerpan Mo XWUIEeprnoBPLUKHH,
Koja ofyxeaTa 4-3ampeMHHy, IO KO0joj CE& BpIUX HHTETpUpake KOA Apyra AaBa
MHTerpana. BapupameM gnjejcTBa HecTaje, makne, BapujaLuuje ApYror ynaHa Ha
IeCHO] CTp2HH, jep MO CMHCNYy NpHHUMMA HajMawel JAjejcTBa Ha TrpaHMLama
HHTerpupama BapHjallja nosrba jefHaka je Hynu. [IpeMa Tome, MOXEMO HAMHCATH:

6fRV:§d9=dfGV?ng-

Ha nujesoj cTpauu je ckanap, na je mpeMa TOMe W H3pa3 Ha JeCcHOj CTpPaHH
Takohe ckanap (Rok caM MHTerpan IGV—ng, HapaBHO, HHje cKkanap).
Benuunna (J 3anoBoibaBa rope MOCTaB/bEHHM YCJOB, jep CAOPXH CaMo gy

M Heroee MpBe M3BBoge. [1owwTo je, Ka0 WITO Ce BUAM M3 HPETXOHHOF.éjGV—g aQ
jenvHa TaKBa HHBapHjaHTa, TO MOXeMO [HCATH

e c? —
_— — )
aSg_lénk fGV gdﬁmlé éfRV gadQ, (92,1)

raje je k — HOBa yHMBep3anHa KOHCTaHTa. AHanorHo NOCTYNKY, KOjH je M3BPLIEH
y § 206 3a [njejcTBO eNeKTPOMArHeTHOT MOJba, MOXE Ce€ BHAjeTH, A2 KOHCTAaHTa
k Mopa 6uTH nosuTHBHA (BMLM Kpaj oBor naparpada).

Koncranta & HasuBa ce rpasuTauuoHa KoHcTadTa. [UMeH3Hja 3a k cnujenu
Henocpeano wu3 (92,1). [jejcTBo uma anMeHsnjy g-cm?sec™!. Moxe ce cwMa-
TpaTH, Ja CBe KOOpDIAMHATE HMajy [AUMEH3Hjy ¢m, a g cy 6e3 auMeH3suja, na,
npemMa ToMe, R wuMa aumexsujy cm ™2 [JedDHUHUTHBHO Hanasumo, fa Kk uMa
numensujy c¢m?®.g—1.sec—:. Hbeua HyMepuuka BpHjelHOCT je

k=06,67-10"%cm?3.g~.s2¢c~%, (92,2)

Hanomumwemo, ma 6ucmMo MOrnM CTaBUTH A& je K paBHO jesuHHUM (WnH
IpyroM NpoH3BOJbHO HaWMeHoBaHoM 6pojy). MehyTtum, npitoM 64U ce ompenuno H
u3b0p jelMHHUe 3a Mjeperwe Mace, koja 6H ce y TOM CIyyajy MoKnamana C je-
IHHHULOM 3a Mjeperbe OyXHHe.!)

HMspayynajmo cana eennuuny G y (92,1). Ms uspasa (91,10) 3a Ry, umamo:
e I~ ik
VJ—gR=V—gg"R,=

g OF! r or [ [ ik -l ~m
—_—.I/—g '_g —aYk_}_ ax[ g rtl rkm"'—g it Cimy

[lpBa nBa unaHa Ha [ECHO] CTpPaHU CY:
BT B e g 3 Ly
V——ggka;,’-=ax,-(l/—ggkl“w)—l“§k-a7 —g8")

{ a 0 i o
= gg*Ox,e 3 (l/‘—ggkfu>—ru%( —gg")-

) Tonekan ce craema k = ¢® Tapa ce maca mjepu y Cm, npH 4demy je 1 em = 1,35. 10"5g
Maca, usmjepena momohy Tux jemuHula, HA3WBA Ce rPaBMTALMOHM MONYNPEYHHK THjena.
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HMaccraemajyhu ToTanHe M3Boge, HamasuMo:
V_G_ T 0 V— ik rm 0 V— ik
—80=—Tuzg(l—2¢ )+ fma;( — g% —

— (Tif Tem— T Tim) g ) — g -

[Momohy cdopmyna (84,5) — (84,8) HanasuMo, fa cy npBa ABa YNlaHa Ha [ECHO]
CTPaHH jeNHAaKW MPOM3BORY U3 | —g u

— Dl g 4 2TisTim g™ — Tl gt =
= ¢"(— T i+ 2Tl —T il i) = 2 8% (— Tl fin T Thm).
HeduHuTnBHO, Kakne, nobuBamo:
G = g* (T Thm —TiaTim). (92.3)

KomnonenTe MeTpuukor TeHsopa BenuumHe cy, Koje Le(pHUHHILY TPaBHTaLHOHO
nobe. [lpema Tome, y npuHUMNy HajMamer InjejcTBa 3a rpaBUTALHOHO MOJbE
ynpaeo Benu4uHe g, NONNHjexy BapHpaky. Mnak je oBmje HeonxomHo ucTahu
cnujenehy pesepsy. Hamme, Mu cama He MOXeMo TBpAMTH, Aa y peaHO HAacTalloM
MoJby WHTErpasa fjejcTBa HMa MHHHUMYM (& He jeJHOCTAaBHO EKCTPEMYyM) y OAHOCY
Ha cBe MoryhHe Bapujauuje Zix. To je y BeaW ca 4YMHEHHWLIOM, .4 CBaka npo-
MjeHa g, He O0Arosapa NMpOMjeHH MeTPHKe MPOCTOp-BPeMEHA, Tj. peanHoj MpoMjeHH
rpaBHTaLKOHOT nosba. KomnoHeHTe g, MHjemajy ce Beh U NpH NMpocToj TpaHC-
- opMaLMjn KOOpAWHATA, KOja je Be3aHa caMo C npenasoM ca jeJHOr CHCTeMa
pedepenuMje Ha HpPYyrd y jeLlHOM MCTOM NpocTop-BpeMeHy. CBaka TakBa TpaHC-
QopmauHia KOOPAHWHATA, YOINIITE y3€BUIM, MPETCTAB/ba YKYMHOCT YeTHpu (Beh
npema 6pojy kKoopaMHATa) He3aBHCHUX TpaHcdopMauuja. [da 6 ce MCKIbYYMna
MOTyhHOCT TakBHX NpoMjeHa g, KOje HHjecy y BE3H ca NpOMjeHOM METPHKE,
MOTY MM Ce NoJaTH 4YeTHpPM [OMyHCKA YCNoBa, W 3aXTHjeBATH HCNYH-EHE THX
ycnosa npu Bapupawby. Ha Taj HauuH, NMPUHLHN HajMawer AjejcTBa TNpHMHieH-€H
Ha FpaBATALMOHO Mo/ke [OKasyje caMo, Ja Ce BenWydHama g, MOry HLOAaTH
HEKH JIOMyHCKH YCIIOBH Ha Taj HAa4MH, fa OM NPH HHUXOBOM OIpXKaky njejcTBO
MMafno MHHUMYM Yy OQHOCY Ha BapHpamwe gi,. 1)

Umajyhu y Buly Te HanomeHe, MOKaXHUMO Cafa, Ja rPaBUTALMOHA KOHCTaHTa
Mopa OMTH nosuTuBHA. Kao uyeTHpM NOmyHCKa ycrnosa O KojuMa je GMIO rosopa
Yy3MHUMO, la CBE TpH KOMMOHEHTEe gLyq OyAy jeAHaKe HYyNH M [a AeTepMHUHAHTa
]gag |, cacTaB/beHa O KOMIMOHEHaTa 8o Oyne KOHMCTaHTHA:

Zoa==0, | gy3| = const.

agaB 0
ox’  oxr ‘guﬁ I =0).

(ra ocHOBYy mnocrbefEmer 04 THX ycnosa MMahemo: gop

1) TMogsnauumMd, MehyTuMm, Ka CBE WTO je PEeYEHO He yTUHEe Ha WM3BOA jeiHAYMHE MOMLA WE
nprHUuna Hajvawer pjejctea (§ 94). Te jemHayune ce pobueajy Beh © k3o peaynraT ycnosa
eKcTpeMyMa AjejcTBa (Tj. HeCTaHKAa H:eroBe MpBe Bapujaliuie), anu He ofaBe3Ho MMUHHMMyMa. [IpeMa
TOME, TIPH HBUXOBOM H3Bohermy Mory ce HesasHCHO mofBphH BapHupamy CBe KOMMOHeHTe Zik.
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Hac oBpje uuTepecupajy OoHM 4naHoBM y MOAMHTErpanHOM W3pasy y njejcTsy,
KOju canpxe H3Bole Of gy no X (ymop. ctp. 65). Npoct payyx nomohy (92,3)
nokasyje, fia Cy TaKBH YJIaHOBH Y .

4" 0x° 0x°

Jlako je BugjeTH, na je Ta BenW4uHa y CyWTHHHM no3dTuBHa. M 3aucra, yazuma-
jyhH MPOCTOPHH KOOPAHMHATHM CHCTEM, KOjH 6U Y 0AaTOj TayKW MPoOCTOpa y LaToM
2

1 Ogu.ﬁ)
»

MOMEHTy 6uo nekaptoB (Tako ga je gaﬁ.:gaﬁ—.:daﬁ‘-, nobuBamo T(ax“

I gaB gya f)gonf ag;sa .

Tj. 36up kBazpara.

HoBorbHO 6p30M MpoMjeHOM KOMIMOHEHATa 8«3 C2 BPEMEHOM A% (y muHTep-
Bally Mehy nBujema rpaHuuama HHTerpupama mo @x’) moxe ce, pakne, Benu-
yuHa (J y4YHHHMTH MpOU3BOJ/bHO BenukoM. Kana 64 KoHcTaHTa k 6una HeraTHBHa,
OHia OW ce Mpu TOMe AjejCTBO HEOrpaHWYEHO CMamHUBano (y3uMajyhu NpoU3BOILHO
BENMKe HeraTHBHEe BeNHYMHE 110 arconyTHO] BpHjefHOCTH), Tj. He GH MOrjo
MMaTH MHUHHMYyMa.

§ 93. Tensop eHepruje-ummnyica

Y § 3| nobuBeHO je omuiTe NpaBsuno 3a M3payyHaBare€ TEH30pa eHepruje-
MMIyrnca Ma Kojer (MU3UYKOTr CHCTeMa, 4Hje je AjejCTBO MPETCTaB/LEHO y OBNHKY
uuterpana (31,1) mo 4-mpoctopy. ¥ KpPUBONMHHUCKMM KOODAHHATaMa Taj HHTerpan
Mopa OGUTHU HamucaH y oOnHKYy

S:%ffuf‘__g'rdg (93,1)

(y ranunejckuM kooppuHatama je g=—1, u S npenasu y 5Adth} HMuTerpu-

pake Ce BpUWH MO YMTABOM (TPOLUMEH3WOHANHOM) MPOCTOPY W Mo BpeMeHy Mehy
ABa 3azaTa MOMeHTa, Tj. Mo OecKoHayHOM IIOApYydjy 4-mpocTopa, KOje ce HanasH
Mehy nBHjeMa XWMeprnoBpLIMHAMA. ‘

Kao mro je 6uno peuedo seh y § 31, TeHsop eHepruje-umnynca, pedu-
HucaH Gopmynom (31,5), yonuuTe y3eBiwM, HUje CUMETPHYAH, K40 WTO OH MOpa Aa Gyne.
la 64 mocTao cHMeTpHYaH, HeONxofHO je 6WUNIo H3pasy (31,5) BOAATH Ha OJroBa-

pajyhv HauuiH u3abpauu uynad obnuka Il Vi, TAje je Uy aHTHCHMETPHYHO IO
X

vuaaekcuma Kk u [, Caga heMo 1aTv Apyr¥ Hayud v3padyyHaBawa TEH30pa eHep-
ruje-uMmnysica, Koju HMMa ToO npedmyhcTso, fa onMax LOBOAM A0 NpaBor HM3pasa.

Hsspwumo y (90,1) Tpaucdopmauujy koopauHata X! Ha koopauHate X7==

=x!—§&!, rpje cy § — mane Benuuuue. Kon Te TpaHchopMalidje KOMIOHEHTE
g'* TpancthopMHpajy ce npemMa OCHOBHMM (opMynmaMa, Kao WITO CIHjefiu:
; dx' dx* ., OF ok
bk (yy — p/Imfy!t\ "= _ "2 __ p'lm i k <10, (E
g (l)—gj (x )axuaxrm g (61_5?) (|6m‘-—-axm)~

—-....7 rik (1 rim OEk 1kl aEi.
gH() +gim e o=

Teopuja noma 18
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Tensop g’ oBpje je dyHruuja of X/, a TeHzop g QyHKUMja paHHjMX KOODMH-
Hata X|. [la 64 ce CBH 4NaHOBH MpeTCTaBUNH y 06nHKYy QyHKLHje jefHHX Te UCTHX
npoMjenmsusux, y @' craBumo X! =x!— § u passujmo g'*(x!—§&') no crene-
HuMa §!, 3aTuM, 3anemapyjyhyu unaHose Buier pesa no & MoxeMo y CBMM una-
HOBHMa, Koju canpxe &, Hanucatu g* ymjecto g, Ha Taj Haumu Hanmasumo :

| - dgit Ok oF
ik{ vy — pglik (v — El 72 il 2 _ 5 .
£y =g (x) §ax’ £ ox! g“()x‘

 JIMpeKTHOM KOHTPOJNOM JaKO Ce YBjepuTH, Ja Ce MOC/beja TPH YNaHa Ha
LECHO] CTpaHH MoOry HanucaTh y obnuky 36upa Ei* - EF! KOHTpaBapHjaHTHHX
ussofa o &. Ha Taj Hayus Hanasumo pnedunutHBHO TpaHchopmaumjy g y
obnuky:

gk — gt | dgi, dgik — — Eik— gk (93,2)

[Towto je mjejctBo S ckanap, OHO Ce He MHUjea MpH TpaHc(opMaluju
koopnuuata. C apyre cTpaHe, npoMjeHa JAjejcTBa 0S npu TpaHchopMauuju kKo-
opIMHATA MOXe ce Hanucatu y cidjesehem obnuky. Hexa, kao n y § 31, ¢
03HayaBa BeNWYHMHe Koje HeduHHUy oHa] (PUSHYKHM CHCTEM, Ha KOjH Ce OAHOCH
njejcteo S. TpaHcdopmauujoMm KOCpAWHaTa BeNH4YMHE ¢ Ce MHjckbajy 3a dq. Me-
hyTuM, Koa HM3pavyHaBamwa dS He Mopajy ce mucaTH 4/1aHOBH, KOjU Cy BE3aHH C
npomjenaMa ox ¢. CBu T 4naHoBu ce MehycoGHc ckpaTe 300T ,jenHaulHa Kpe-
Tama' (U3UYKOr CHUCTeMa, MOUITO Ce Te jeAHa4YHHe M OHaKo nobuBajy kama ce
CTaBM Aa Bapujauuja o S mo BenuduHama ¢ Gyle jenHaka Hynu., [lpema Tome,
NOBO/LHO je NHCaTH CaMo 4JaHOBE, KOjU Cy Be3aHH C NPOMjEHOM OR L. Axo,
kao o6W4HO, mpuMjeHMMo (Jalss-oBy TecpeMy M 3a TpaHULie HHTerpHpama cTa-
BuMo 0 k= 0, nanasumo 0S y obnuky ')

1 (fof—gA, .. df—gA agm-] o
oxl

1 ([oV—gA 2 dl/—?_fl} "
—?J‘[ ogk  ox 598" Ao
ox!

1) HeonxonHo e MoXByh#, Ka 03Haka M3B0oAa KOjy CMO yBEJH [0 KOMMOHEHTaMa CHMETDHHYHOr
E)

TeH3Opa gik y HeKy pyKky uMa cumBonuuku kapakTep. Haume, HaEOEHW(F je Hexa dyHKUH]a
ON gik) WMajy yCTBapH CMMCAac CaMo 3aTo, LUTO O3Ha4aBajy 4HIEHMUY, Ad je dF = w dgik,

Anu y 36up gk dgix unasosu ca IudepeHuujanuma dgik CBake Of KOMNOHeHaTa [pH i

CHMeTpHYKOr TeH3opa ynase ;sanyT. 36or Tora koA AHdepeHUHpara KOHKPETHOr H3pasa F mo
Ma Kojo] ofpeheHo] KOMMOHEHTH gjk MpH [ % k po6unu 6ucMo BenudMHy, Koja je ABanyT Beha

{)Fk' OBy HamoMeHy :rpeﬁa HMaTH y BHAY, ako Ce
gl'
oF

najy onpeheHe BpujeAHOCTH MHAEKCHMA i, k y bopmynaMa y Koje ynase u3BORH TO 2

Of OHe y cnyuajy Kajga ce O3Hadasa ca
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YBeauMmo caga 03HaKy
l j—— 0 —po A 0 0 —gA
V=2 Tum—V—24_ 0 d/—ed.

2 og'k ox! aagi’f ’
ox!

(93,3)

Taga 0S pobuea ofnuk 1)

o5 =—3 [ Tusg"V—gao—3, [rromi=gae 3

»

(naromumemo, na je g*d0gy = — g, 0% v sato T*dgy = — T,,dg'). Crapma-
jyhu oBnje 3a 0@ uspas (93,2) nobusa ce, kopuctehu ce cumeTpujom Tensopa 7y,

1 - e
05 =gz | Tue e [—ga0 = [Tt J=gdo.

‘TpaHcthopMupajMo caja Taj Mspas Ha cnujenehd HauHH:
1 i — 1 P —
05— f (T g0 — [ThV=ga0- 39
Tlpeu unterpan nomohy (84,9) mMoxe ce HamucaTd y OGMHKY:
L (0 7kel) a0
o o\ 8118
¥ TpaHc(OPMHpPATH y MHTErpan 10 XWMeprnoBpIMHM. [IOIITO Cy Ha TrpaHMLaMa

£' paBHM HyNU, Taj MHTErpan HecTaje.

Ha Taj nauuu, usjegnauyjyhu 0S ca HynoM, HanasuMmo:
1 R
6S=—?fok§’]/-——ng=O.

B6or Tora wto cy & mpouseoLHH, nobHuBa ce

Th=o. (93,6)
. . . . OTH: z
Ynopehyjyhu oBy jemHauuMHy ca jenHaunHoM (31,4) W:O, KOja BaXHu y ramu-
JIEjCKHM KOOpAHHATaMa, BHAWMO A4 TeH30p 1y, Aedunucan dopMynom (93,3),
Mopa OMTH MIAEHTH4YaH C TEH30QPOM eHepruje-UMmynca, — Yy Kpajikkoj Mjepu C

TayHolwhy 10 KOHCTaHTHOr dakrtopa. Jlako je mnpoBjepuTH, HAa je Taj daxTop
paBaH jenuHuUH, Tj. na je 7Ty us (93,3) ynpaBo TeH30p eHEepruje-uMmynca, a

') CkpeheMo maxwy Ha To, Ha y NOCMaTpaHOM Cry4ajy AeceT BeNHYHHa 8g;, HHCY

HE3dBHCHE, jep MpeTCTaemajy pesynTat TpaHchopMaluje KOOpAMHATa, KOjHX MMa CBera 4YeTHPH,
lpema ToMe, u3 uzjeanaserwa dS ca wHynom He usnasu, na je T, = 0. Taxohe HanoMUmbeMO.

i
Ia je uapas (93,4) 3a 35 TauaH 3a Ma Kojy BapujauMjy Of &

18%
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.

TO Ce, HArpuUMjep, MOXe YPaluTH padyHakeM M0 (opMmynH (93,3) 3a enexTpo-
1 ’ 1 .
MarHeTHO M0Jbe (Az_l_()_:-_cF“‘Flkz—mF'k Fim g”gkm)l)-

Ha Taj naunu dopmyna (93,3) oMoryhaea uspauyHaBare TeH30pa eHepruje -
uMnynca nyTem gaundepeHuupama A 1Mo KOMMOHEHTamMa METPHYKOT TeH3opa
(1 muxoBuM uspomuma). [lputoM je TeH3Op Tix, KOju ce meduuuwe npema (93,3),
cumeTpudan TeHsop. Popmyna (93,3) je mojecHa 3a u3pauyHaBame TEH30pa
eHepruje-MMIynca He CaMmo y Ciydajy MPHCYyCTBa TDABMTALMOHOT [0/bad, HEro H
OHLA Kaia OHO He MOCTOjH, Kaja MeTPHYKM TEH30p HeMa CaMOCTalHOr CMHCIna,
na ce npenas Ha KPUBOJNMHHCKE KOOPAHHAaTe BpWIM (OpManHo Kao HHTepBanHa
eTana NpH U3padyHaBawy 7.

Wspas (32,1) 3a TeH3op eHEpPruje-UMMysca eNEeKTPOMArHETHOT MOJba MOpa
6MTH y KPMBONMMHHCKMM KOOpIHHATaMa HamucaH y OOIHKY:

1 ¢ ,
Tu=-——\FyFt——FmF" &
ik 4 itk 4 Im ik |
MNM, 3a KOMIIOHEHTE MjeI.IIOE’HTOl" TEH30pa;

TH= ﬁ (F,-, F* —-} Fin F™ a,ff) . (93,7)

AHANOrHo, KOBapHjaHTHE KOMIIOHEHTe TEH30pa EHepruje-MMIynca MaKpOCKOTCKHX

tujena (34,2) cy:
Tie=(p+ &) & W+ u P
a MjelIoBUTE!

T§ = (p+¢) uu* + po- (93,8)
HanoMumeMo, 1a je BenuuuHa 1o, yBUjeK TNO3UTHBHA 2):

0
3a xoMmmoHeHTe 7o, YOMWTe y3eBIH, TO CE He MOXe peh.

§ 94. JegHauuHe rpaBUTALNOHOr N0/bA

Cana Moxemo npehu Ha usBoherwe jesHauMHa TPaBUTALMOHOr mnomba. Te
jenHauMHe no6uBajy Cce W3 TMpHHUMNA HajMamer HAjejcTea 0(Sn+ S;) =0, raje
cy S; u S, LjejcTBa pecreKkTWBHO 3a TIPAaBUTALMOHO MOkE M 33 MaTepujy
(4ectnue). Cana ce moasprasa Bapupatby PaBUTALHOHO MOJbE, Tj. BENAYHHE L.

1
1) ¥V ranunejckuMm KoopauHaTaMma je Tgo= T% = — Tg rycTHHa eHeprHje, a = T2=

P i Toa = l_ T0oct rycTMHa KOMIOHeHaTa HMIynca; BelIHYHHE Tg TGB,ﬂTaﬁ cauumbaBajy -
c
TEH30p rycTHHe (nykca HMOynca.
?) 3aucrta, UMaMo Ty, = eag +p (u% + Zo)- TlpBu uneH je y CBaKoM cny4ajy MO3HTHBAH,

0 a
u — &oo dx® + Zoa A28 flocnuje MpocTe TPaHC- -

Y npyroM unaHy HamuuIMMO Uy = g, 4° + e .
§
A )
dopmauuje nobusaMo p s ) THe i€ dl eneMeHT MpPOCTOPHOr pacTojaka (82,5). OpaBne ce BUAH, .

X2 je ¥ npyru unad y 7T, MO3MTHBAH.
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HMapauynajmo Bapujauujy 0S,. Mmamo:
3 [ RI=ga0 =

—o[ g R0V =gd0=[| RuV =g 86" + Rug* 5V =g+ "/ —goRu} d0-

Uz dopmyne (84,4) umamo

_ 1 | .
0 —g=— = =5 I —eandg”,

Ta ce saMjeHOM Jo6uBa:

deV—_ng=

= f (R —%gim)ag”‘lf—_gd@ -+ f X OR Y —gdQ. (941)

‘ i
3a uspayyHaBame OF; HaNOMEHMMO, Na Mako BenuyuHe [y He CadyHkba-
Bajy TeHsop, wuxoBa BapHjauuja Oy npercTasma Tensop. Y samcta, Tt A, dx!
je mpoMjeHa BeKTOpa MpH MapanenHoj TpaHcnauuju [upu (83,5)] M3 Heke Tauke
P y Tauky P’ xoja ce Hanasu Ha GeCKOHayHO 6NHCKOM pacTojamy. [IpeMa

tome, 0T% Agdx’ je pasnuika jaBajy BekTopa Koju ce nobuBajy, pecneKTHBHO, MO-

Mohy ABMje mapanenHe TpaHcnaudje (C HEBApUPAHUM M BAPHPAHUM I";d) M3 Tayke
Py jenny ucty tauky P'. Pasnuka nBajy BexTOpa y jeAHOj HCTOj Ta4KU je BEKTOP,
na je sato 0y TeHsop.

YnoTpuje6uMoO KOODIMHATHH CHCTEM, KOjH je ranunejcku y JaToj TayKH.

Tana cy y Toj Tauku cBu ['j==0. Ha ocuomy uspasza (91,10) 3a R; uMamo
(yseBwu y o63up, na cy npeu M3BoAd on g* cana jenHaku Hynu):

; ; 0 0 ' .0 0 ow!
gHOR; =g [_W 6T + er 0 rﬁk} =— g"a;, oTh + &* oxl Tk = ax

roje je
W= — g" 6Tl + ¢ Ty

[MowTo je w' BekTOp, MOGHBEHY penauujy MOXEMO y MPOU3BOJLHOM KOOPAHHATHOM
CHCTEMY HanucaTH y OONHKY:

ik 1 o I
g 5Ruc—“v—*—_——§a-;(v*—gw)

ow!
[3aMjemyjyhu ;N ca w;', ¥ npumjeryjyhu (84,9)]. Hakne, ppyru HHTerpan Ha

HecHoj cTpaHu y (94,1) je:

& — =
g 0R,,/—gdQ = —ew 4q
ox!
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u npema (JQUSS-0BOj TeopeMd Moxe ce TpaHchOpMHpaTH y HMHTerpan on W' mo
XUMEPOBPIIHHK, KOja o6yxBaTa cBy 4-3anpeMuHy. [IolITO je Ha rpaHHIaMa HH-
TerpMpatba Bapdjaluja NoJba jeAHAKAa HyNnH, Taj 4inaH oTrnaga. Ha Taj HauwH,
sapujaumja 0§, je 1)

__c 1 ik
5Sg—mf(f?ik—§gmf?)5§ ) —gadQ. (94,2)
Ako 6ucMO mownu of H3pasa
i o
3a JjejcTBO MOJba, Kao IITO CE J1aKo YBjepHTH, B0o6MAH BHCMO

_ ¢ 0(GV—g) 0 0(G)—29))s i
I 3= 16 arkj dgi  ox 0g* dgtal.

ox!

Ynopehyjyhu To c (94,2) Hanasumo cnujenehy penauujy

Ry—tg =L [26G/—8) 0 B(GV—kg)l
i L ik - [ i
2 V—g 0g 0x a%it (94,3)

3a Bapdjauujy mjejcTea MaTepHje MOXeMO NHCAaTH HENOCPENHO Ha OCHOBY
(90,4):

0S =—§lsz:'kagik ) —2dQ, (94,4)

raje je T, TEH30p eHepruje-uMmynca MaTepHje (yKrbyqyjth K elIeKTPOMarHeTHO
nosbe). ['paBUTALKOHO y3ajaMHO [jejCTBO Mrpa ynory camo 3a THjena ¢ AOBOIBHO
BENMKOM MacoM (3axBambyjyhM UMH-EHHLM LITO je IPABUTALIMOHA KOHCTAaHTA Mana).
[NpeMa ToMe, Npd MpoyyYyaBarsy TpPaBHUTALMOHOT MONba OCGHYHO HMaMo nocna
C MaKpOCKOMNCKHMM Tujenuma. CaobpasHo ToMe Tpeba 3a 1 O0OHYHO NHCATH
uspaz (93,8). Axo ce rpaBUTaUMOHO TOJbe MPOY3pOKyje eNneKTPOMarHeTHHM

apadem-eM y BakyyMy, oHpa 6u ce 3a T¥ tpe6ano mnocnymutu wuspasom (93,7).
MehyTuM, HeomxomHO je HMaTH y BHUAY, Aa je TYCTHHa €Hepruje cnobopgHor
apayera, Koje NOCTOjM y NpPHPOLM Mana NMpeMa I'yCTHHH eHepruje MaTepHjanHux
THjena, The je ypauyyHaTa M H-HXOBa eHepruja Muposamwa. [Ipema ToMme, mocma-
Tpake TrpaBUTALMOHOr [0Jba, IPOY3POKOBAHOI €NEeKTPOMArHETHHM TOJ/BEM ¥
OTCYCTBy Maca He MpeTCTaB/ba HapO4YHTH HHTEpec.

1) Oppje HaBORMMO ciuMjefiehy uHTepecaHTHy oxoneoct, Ako €M ce W3pauyHaBana BapHja-
nuja SSR]/——g'dQ[ca Rik v3(91,10)], cmatpajyhu l“i,! Ka0 He3aBHCHO NpPOMjeHIbHBe, a gik Kao
KOHCTaHTe, MOCIHje Yera ce KopucTte u3pasu (84,3) 3a l";d, oHpa 6M ce mo6Mmo, Kao LITO Ce JaKo
YBjepHTH, H3pa3 KOjU je MAEHTH4YHO jenHak Hynu. KM ofpuyTo, 2xo ce cTasd na je HaBeneua

BapujauMja jefHaka HYNM, Morna 6M ce ONPENMTH Besa HaMehy [y W METPUUKOr TeM3opa.
]
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Ha Taj HauuH, W3 npuHuuna Hajmamer fjejctBa 08, | 0S; =0 Hanasumo
nomohy penauumja (94,2) u (94,4):

s 1 8k .. ik ——
mf(fem—ggm R—? ffk)agkl/—ng,

onakne je, a36or mpousBo/bHOCTH Og'%:

1 8wk
Ri— 2 gk R=—1 T (94,5)
c
MK Ca MjELICBHTHM KOMIIOHEHTaMma
1 8k
Kf —5 8 R=—-T" (94,6)

OBo cy TpaxeHe jefHayYHHE FDaBWUTALMOHOr IMOJba — OCHOBHE jeAHAYHWHE ONWITE
TeopHje penaTHUBHTETA.

8rk i
Ynpowhewem (94,6) no nugekcuma i u k Hanasumo R = — = T(T:T:) .
[Mpema ToMe, jefsaunHe MO/ba MOTY Ce HaNUCaTH, Takohe, y 06nuKy
8k 1 N
Ry= 'y (Tm—ggm T} : (94,7)

HanoMumemo, na cy jenHauude rpaBUTAUHOHOT [0/ba HeNHHEapHe jeflHayuHe.
lMpemMa TOMe, 3a rpaBUTalMOHA M0/ba HEe BaXM MPHUHUMM Ccyreprnosuuyje, 3a
pasNMKy OJ TOra LITO OH BaXW 3a eNeKTPOMArHeTHO NOJke y Clelujantioj TeopHuju
penaTtuBuTeTa (§ 26).

Tpe6a, yoctamoM, umMaTh y BHAYy, §a ce y npakcu o6udHo poraha. na ce
UMa rocla ca cnabyM TpaBHTaLMOHMM IMOJ/bMMa, 3a Koja Cy jeaHadyWHe TIoJba Y
NpBoj anpoKcHMauuju NuHeapHe (BUAM cnujenehn maparpad). 3a TakBa moa ca
MCTOM &MNpOKCHUMAalWjOM BaXW W MPUHLMI CYNeprosdLHuje.

Y Bakyymy je T;,=0, na ce jeiHadMHe IpaBMTaLHMOHOI TIOJba CBOJAE Ha
jenHa4HHe

Rik =0. (94;8)

HanomMumeMo, ga TO HUK2KO He 3Hauyd, fa je MPOCTOp-BpHjeMe BakyyMma
. paBHO; 3a To 64 Mopano GUTH Riem = 0.

TeH30p eHepruje-UMIynca eneKkTPOMAaTHETHOr moJka KMMa ocobHHy, La je

8k {5
Téi=o0 [B. (32,2)]. Kako je c gpyre cTpaHe R=— Z T, ougpa je, makne, y

MpUCYCTBY CaMor ejieKTpoMalEeTHOr f0Jka 6es UKaKBHX Maca CKanapHa KpHBHHA
npocTOp-BpEMeHa jeaHaKa HyIH (R::o)_

Kao wTo je mosHaTo, [AHBepreHuHja T}, Teunzopa 7f jenHaka je HynH
(§ 93). Ipema ToMe Mopa GuTH jenHaka Hynd M AUBEpreHLMja JIMjeBE CTpaHe
jennaynte (94,6). Jlako ce yBjepuTH, Aa CTBapHO BaXW WAEHTHTET

1 1 0R
Rla—g (4FR) = Rb— g5 =0 (94.9)

it sl
OBaj WAEHTUTET [AMPEKTHO H3Nasd M3 HACHTHTETA (91,9) mHOXemeM ca g On-
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; . k )
Ha Taj Hauun jennaumne T, =0 y cylWTWHM Ce CaipXe y jeAHaYMHaMa

noma (94,6). C npyre cTpaHe jefHa4yuHe T,fk-:o, KOje U3paxaBajy 3aKoHe Ofp¥aka
€Hepruje ¥ uMnynca, cafpXe jenHaydHe KpeTawa OHOr (HU3HYKOr CHUCTeMa Ha
KOjU Ce OfHOCH MOCMaTpaHHh TEeH30p eHepruje-uMmnynca (Tj. jeOHa4YdHe KpeTarba
MaTepujanHuX 4ecTHUa Wnd apyrd nap Maxwell-osux jegnauuHa). Ha Taj Hauuu
jeAHaYyHHe TpaBHTaLHOHOI MoJba caapXe y ce6M H jelHauMHe 3a CaMy MaTepHjy
(MaTepHjaNHUX YeCTHLUA W €elIeKTPOMarHeTHOr NoJba), Koje MpOy3poKyje TO MoJbe.
Hacynpor Tome, jenHauune enexktpoMarseTHor noma (Maxwell-ose jenHaduue) y
ceby cajpxe caMmo0 jeHa4YMHy oOIpXaka LjeNoKymHor onTepehema (jenHaquny
KOHTHHYHTETa), alldi He CalpXe jefHA4YMHE KpeTarba THX onTepehera Koja Mpo-
Yy3pOKyjy Mobe.

I'lpeMa! TOMe, y chnydajy eneKTpOMarHeTHOr TIoJba pacrnopel H KpeTawe
ontepehewa Mory OHTH 3alaTH Ha MPOM3BOJbAH Ha4YWH, CAMO Ja TOTAJIHO ONTe-
pehewwe Oyne koHcTaHTHo. Kapn je 3agaT pacnopen ontepehera, Ha OCHOBY H.era
ce, nomohy Maxwell-osux jenHaduHa, onpebyje mnorbe, Koje OHa MpOY3pPOKYjy.
Y rpaBUTalUMOHOM MNOJbY paclopel U KpeTawe MaTepHje, Koja ra Mpoy3pokyje,
HMKaKo He Mory O6WUTW 3ajaTH Ha NpPOM3BOJbAaH HAYMH, — HaNpOTHB, Mopajy GHUTH
onpehenn (moMohy pjeliaBama jeAHayuHa M0/ba KOA 3a4aTHX MOYETHHUX YCJIOBA)
HCTOBPEMEHO Ca CaMHUM IOJLEM, KOje Ta MaTepHja Mpoy3poKyje.

Mnak, HeonxomHO je HAMOMeHyTH, A jefHAYHHE TpPaBHTALHOHOT [MO0Jba HE
oapehyjy pacrnopes M KpeTake MaTepHje y UjenuHd. Hawume, Te jenHauydHe y cebu
He calpxXe jefHaydHe CTaka CylNcTaHLe, Tj. jelHAayHHe Koje MehycobHO moBesyjy
NDHTHCAK M FYCTHHY. Ta jefHauyMHa Mopa OWTH 3ajaTa nopej jeIHayHHa MOJba.

Hertupu koopaumHaTe X! Mory GMTH MOABPrHyTe MpPOM3BO/LHO] TpaHCcGhoOpMa-
uuju. [Tomohy Te TpaHchopmauuje Mory ce Ha MpoW3BO/baH HAauuH H3abpaTH 4Ye-
THPH O JeCeT KOMMOHeHaTa TeH3opa g.[lpsMa Tome, HE3aBHCHO je caMmo 1IECT
BENMYHWHA g;,. 3aTHM, 4YeTHDM KOMIIOHEHTe KOje ynase y TEeH30p eHepruje-uM-
nynca matepuje 4-6p3uHe y' nosesaHe cy MehycofHo penauwjom u'u; = —1, na
Cy OA H-MX HEe3aBMCHE CBera Tpu KoMmnoHeHTe. Ha Taj Ha4yuH, AeceT jefiHa4uWHa
noba (94,5) crteapHo oppebyjy LeceT HEMO3HATHX BENHYMHA, HAHME LUECT KOM-
TIOHEHATa g, TPHU KOMICHEHTE L' M TycTHUHY Q MaTepHje (M1 HbeH MPUTHCAK P).

-

Ako ce u3 jegHauuHa (94,5) enuMuHUpajy YeTHPH HemnoaHaTe — Gp3vHA H
rycTHHa, MOXe ce JNOOMTH IIeCT jeAHa4yuHa, Koje oApehyjy WIecT BeNWYHUHA Q.
Ha ce 3a g, ¥Ma cBera IUeCT jeNHa4YMHA BHAM CE& HENOCPENHO M3 TOra,
WTO Ccy feceT jemHaumHa (94,5) Mehycob6HO moBe3aHe ca YETHPH HMIEHTHTETA

T;fk —_— 0.

3anparTatck

Hanucatu jemHaudHe CTAUHOHADHOr TpPABUTALKMOHOT TOJbA.
Pjewemwe. Yeewhemo osuake gy =—h n oo = hgq Tanaje gog = Yqp — 18u gB,
rije je Yo MPOCTOpHHU (TpoauMeH3MOHANHK) MeTPUYKH TeH3op (82,6). ¥Y6yayhe cse onepauuje mno-

An3akma W CMyulTara HHAEKCA M KOBAPW]jaHTHOT AH(epeHLWpata BpIIEe Ce y TPOEMMEH3HOHANHOM
MPOCTOPY Ca METPHKOM Ygg (kao u y samaTky M3 § 91). YsewheMo W TPORHMEH3HOHANHH aHTH-

CHMETPH4YHH TEH30p

agB . 08a
ox&  9xB

Jap =8B —8uip =
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H TpoauMMeH3sHoHanHy 6psuHy 9% nedunuwyhu je xao

™ dx<

¢ R (@ —gg dx®)

Tlocnuje uapauyHaBaka KOMMOHeHaTa TeHzopa Ry, u Tj; nobuBajy ce cnujenehe jenHaumuue !):

1 e 1 ) h _ 8k | e-p e—p
o M = 7l B0+ T fop [P = - vt 2 |
-2

V_H;ﬁg 3 g, Bk pye ,

nm ¢t i Ve v®
CZ
« , B oay, 1 .5@ 1 sa, _8akle—p.«a (pj-_a_)v.i?ﬁ__
Potol foy—apMptamh =" 7 °B Cz(l__’l)u?)fa)
c?

0{P{;I je TpOmMMEH:HOHanHM TeH30p, KOji Ce u3paxasa momchy Yaﬁ’ Kan IWTOo Cce Rf HspaxaBea

momohy gik).

§ 95. Newton-O0B 3aKoOH

Y pofuMBEHMM jegHaydHaMa TpaBUTALUMOHOr [0/ba M3BPLIKMO TI'pPaHHYHH
fpena3 Ha HepenaTHBUCTMYKYy MexaHuKy. Kao wro je nokasaHo y § 86, mper-
f0CTaBKa Mane BpPHjefHOCTH Op3uHa OBMX 4HEeCcTHLA HCTOBPEMEHO H3HCKyje, Ra
camo rpasTaluloHo mo/ke 6yne cnabo. '

W3pasu 3a KOMOOHEHTE g, METPUYKOT TEH30pa y MOCMaTpPaHOM TPaHHYHOM
cnydajy wabenu cy y § 86:

3aTuM, 32 KOMIOHEHTE eHepruje-MMOynca MOXEMO ce IMOCHyXHUTH n3pasoM (34,4)
k o ; y

T = uc?u; u*, roje je w ryctuHa Mace Tujena (cyma Maca 4YecTHUad Y jeAHHHLH

sanpemune). LLito ce Tuue 4-6psuHa u! TO, MOWITO Ce MaKpPOCKONCKO KpeTame

HapaBHO Takolje Mopa cMaTpaTH MOnaraHo, MOpaMO 3aHEMapHUTH CBe kbeHe Ipo-

1) MspauyHaBarbe MOXKe Ce ONaKilaTH ak) Ce yHarnpujel HanoMewe, 1a ReQUHHTUBHE jefHa-
YMHe MOTy CajpXaTH CaMmo W3Boie BekTopa g ¥ KoMBHHALMM [q@, @ HE caMd Taj BEKTop. U
3aMCTa, jefHa4yMHe Mopajy OMTH M~BapHjadTHe y ONHOCY Ha TpaHChopMallHjy BPeMEHCKE KOOPAM-
HaTe obnuka X0 - X0 4 @(x®), koja He MHjera CTAUMOHMPAHOCT Mo/ba AnM NpPH TAKBO] TP2HC-
j i y jerna.
dopMauuju gy mpenasu y gq + P Tensop focﬁ Ce O4YEBHJHO He MH]
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CTOpHE KOMIIOHEHTe, 3aApXaBajyhu camo BpPEMEHCKY, Tj. MopaMo cTaBuTh §* =0,

n’=—u,=1. On cBHX KOMMOHEHATA TF ua Taj wauns ocraje camo
0 2
Ty=— pc?. (95,1)
Ckanap T = T 6uhe jenHak MCTOj BENUUMHH : — UL,

Hanumuvo jennauude noma y obnuky (94,7):

A

k_8f5k k 1 ke .
Rf= 04-(7”,-—70,- T)

3a i =k=0 6uhe

Cee ocTane jegHa4WHe, Kao IITO Ce JIaKO MOXEMO YBjePHTH, NPH MOCMATPaHO]
amnpOKCHUMAalKju HAEHTHYHO Cy jelHaKe HYIH.
. . ,
INpu uspauyHaBamy K, no onwtoj dopmynu (91,10) HamomeHuMo, Ka Cy

YlaHOBHM KOjH cajpXe IMPOHM3BOJaE BenuyuHa [j; y CBakOM clydajy Benu4uHe ApY-
ror pesa mo ¢. YUnaHosu, mak, koju caupxe ussome no X°==cf, manu cy (y onm-
HOCYy Ha 4jaHOBe Ca M3BOAMMa MO KOOpAWHaTaMa X%), jep campxe caMo crTe-

i a
neHe Of —lc— HebunutnBHO ocTaje Ry, =—Rg - %%Q. 3amjeHoM Fg‘o )
1
~—— ““%QZL—O—CP—, HaNasuMo
2 ax* ¢t gx*®
1 0% 1
R = o= —
c? ox &2
Ha Taj HayWH, jeNHauMHe 0O0/ba MNpenase y
Ap = 4mku. (95,2)

Jenwauuna (95,2) je jefHauuHa rpaBMUTaUMOHOr MMOJbA Y HEPeNaTHBHCTHYKO]
mexauuuy. CkpeheMo maxmwy Ha TO, Ad je MOTMYHO aHanor€a Poisson-oeoj jenHa-
YHHH (35,4) 3a eleKTPUYHM MOTEHUHjan, y Kojoj ce cala yMjecTo ryCTHHE OnTe-
pehema Hamas IyCTHHa Mace MOMHOXeHa ca — k. 3aTo MOXeMO OAMaX Hamu-
caTh onuwTe jemHauuHe (95,2) ananoruo c (35,8) y o6nuky

_ g [HaV,
o= —k B ‘ (95,3)

Opa ¢opmyna oampehyje noTeHuWjan rpasuTaUqWOHOr MO/ba Ma KOT pacrnopeia
Maca y HepenaTHBUCTHYKO] arnpoKCHMaLHjH.

CrneuudjanHo, 3a MOTeHUM]an Mojba jefHe 4YeCTHLE Mace /7 HMaMo

km
_ 9
cp R ? ( 5!4}
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. d
na je, nakne, cunan—-m'é}%, Koja QjejcTBYje y TOM IMOJbYy Ha LPYry 4YecTHUy
(Mace m’)
kmm'
Fe——p (95,5)

OBo je mosuatu Newfon-os 3akox rpaeuTaumje’).

[loTeHuujanHa eHepruja 4YecTHLEe y TpPaBMTALIMOHOM IOJbY jefiHaKa je Npo-
W3BOly M3 H.EHE Mace M [MoTeHuWjana noma (§ 88), aHAnMOTHO TOMe, IUTO je
DOTeHLMjanHa eHepruja y eneKTpPUYHOM MOJbY jefilHaKa NPOM3BOAY onTepehera U
NoTeHUWjana Tora moika. [Ipema ToMe, ananorHo (36,1) 3a MoTeHUWjanHy eHep-
rMjy Ma Kor pacropefa Maca MOXEeMO HanucaTH H3pas

U= — é‘f—fmpdv : (95,6)

3a Newfon-os noTeHuujan KOHCTAHTHOT TpaBHTALHOHOr MOJba, HaNeKO Of
Maca Koje ra H3asWBajy, MOXE Ce HalucaTH pef, aHanorHo OHOME KOju je mo-
6uBeH y §§ 39—40 3a enexTPOCTATHYKO MOJbe. Y 3MHMO KOODAHHATHHM IOYETaK y
LEeHTPY HHepUHje Maca. Tajga HMHTerpa.l j',urdV, KOju je aHamoraH OMMOJIHOM MO-

MEHTY cHcTeMa onTepehemwa, HIeHTHYHO je jeAHak Hynu. Ha Taj HauuH, 32 pasnuky
Ol ENeKTPOCTATHYKOr MoJba, y TPAaBUTALIMOHOM IOJbY YBHjEK Ce€ MOXE HCKIbY-
YHTY ,,AunonHd unad*. PasBujeHu moTeHuMjanm ¢ npemMa ToMe MMa 06/HK

M 1 02 1 .
s P o gy e 95,
? k{Ro + & Dus 3% 50X, Ry l (95.7)
roje je szudv — YKyNHa Maca CUCTeMa, a BelH4YHHe

Dy5= fp, (3% Xq— r2 %g)dV (95,8)

MOTy ce HasBaTH TEH30pM KBajipyrnonHor MoMeHTa Mmaca?). OHuM cy ca OBMUYHHM
TEH30POM HHEpLHje

JQB = f,u (r*0sp—% xﬁ) dv
NMoBe3aHW O4YEeBHMIHHUM penanujaMa

D(xﬁzjﬁ‘daﬂ—:ijaﬁ. (95,9)

1) Ms (95,5) ce BuIH, fa je KOL eNeMEHTAPHMX YeCTHLA OLHOC IPAaBUTALMOHHX CHIla MpeMa

. km? .
eNeKTPOMA4THETHUM cacBHM He3HaTaH. Tako 3a JBa eNeKTpPoHa je s— = 2'10—%, a 3a pea npo-
, £

ToHa 7'10—%7,

?) Ospje cBe WHAEKCe o, mMULIeMO Jorb2, He TpaBehd pasnuky Mehy Ko- M KOHTpaBapH-
jaHTHUM KOMMOHEHTaMa, caofpa3Ho ToMe, LITO Ce MOApasyMujesajy onepaudje y obuunom Newton-

0BOM (EyKJHACKOM MpPOCTOPY).
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§ 96. LleHTpanHO-CHMETPUYHO IpPaBUTAILHOHO IOJ/be

[TocMaTpajMo rpaBHUTALMOHO MOJbe, KOje HMa LEHTPaNHy CHMeTpHjy. Takeo
no/be MOXE Ce IMPOYy3POKOBATH Ma KaKBHUM LIEHTPAlHO-CHMETPHYHHUM pAacCIopejoM
cynctaHue. [IpW ToMe, HapaBHO, MOpajy GMTH LIEHTPanHO-CHMETPHYHH He CaMo
pacropen CyncTaHLUe, HEro M H-eHO Kperawe, Tj. Op3vMHa y CBakoj Ta4ku Mopa
6UTH OpHjeHTHpaHa .yX pamuyca.

LlenTpanHa cumeTpuja ro/ba foOKasyje, Aa MeTpHKa MNpOCTOpP-BpEMEHa, Tj.
¥3pa3 3a MHTepBan (S Mopa OMTH MCTM 3a CBE Tayke, Koje ce Hamase Ha jef-
HaKOM pacTojatby Of LeHTpa. Y eyKIMACKOM MPOCTOPY TO pacTojare je jedHaKo
pamHyc-BEKTOpPY, [HNOK y HEEYKNMICKOM TIpOCTOpYy, KOjH €raWcTHpa y NpPHCYCTBY
rpaBMTaLIMOHOT MOJba, HeMa BeNHYMHe Koja O6M MMana cBa CBOjCTBA EYyKJIMACKOT
paguyc-BekTopa (Hamp., koja ©OM 6Mna HCTOBpEMEHO jelHaka M pacTojakby IO
ueHTpa M nepddepuje nonujerbedHe ca 2m). [Ipema ToMe, cana je H350p nwpa-
JAHYC-BEKTOpPA" MNMpOM3BOJbAH.

Axo ce ynotpujebe ,,chepHe’ mMpocTOpPHE KOOpAHHATE I, 6,¢, OHAA je Haj-
OMUWTH|jH LEHTPaNnHO-CHMETPHYHKM H3pa3 3a ds*

ast=nh(r,t)dr*+ k(r.t) (sin®e-dp> -+ de?) 4 I(r.t. dt2+a(r.t)drdt, (96,1)

raje cy a,h, k, [, Heke dyukuuje ,,pamMyc-BekTopa‘ r u ,Bpemena‘’ [. Ho, abor
Tora, LUTO je y OMUTOj] TEOPHjH penaTUBHTETa M360p cHcTeMa pedepeHLHje Mpo-
M3BO/baH, MM KOOPAWHATE MOXEMO joll MOABPrHYTH MNPOU3BOIbHOj TpaHcdopma-
UHjH, Koja He KBapH LeHTpandHy cuMeTpujy ds®. To 3Haud, ma kKoopauHaTe ru il
MOoXeMo TpaHcthopmupath nomohy cdopmyna r=f, (r',t'), t=/f,(r,¥), raje cy
fu [ Ma xakre dyHkuuje HOBMX KoopadHaTa I,l.

Kopuctehu Ty MoryhHocT, ysMUMO KOOpPAMHATY I ¥ BpUjeMe [ Ha Taj Ha4HH,
na 6u, npeo, koedbuuujeHt a (r,t) y3 drdt y uipasy 3a ds? 6uM0 jenHaK Hynu M
npyro, koebuuujeHT k(r,t) 6uo jenHoctaBHo pasad r® !'). ITocienme 3sHauW, ha
je papuyc-BekTOp r oipeheH Ha Taj Ha4yMH, Ja AyXHHa mnepudepHje Cc LEHTPOM
Yy KOODAHHATHOM Mo4YeTky Oyne jefHaka 27 (eneMeHT nyka nepudepuje y paBHH
6 =m/2 je dl=rdp). 3rogHo he GuTH, Na BenuuMHe A M [ muuUeMO y ekcro-
HeHLMjamHOM O6MMKY, M TO pecreKTHBHO Kao — e* u c2eY, raje cy A U ¥ Heke
¢byukuuje on r M t. Ha Taj Hauud u3pas za ds? ynoTpe6rmaBaheMo y 06nuKy

ds® = e’c®dt* — r* (de® - sin%e - do®) — e dr?. (96,2)

Axo ce mox x!, x2, x3, x°, nompasymHjeBajy pecreKTHBHO KOOpPOMHATE f, 6,

P, Cf, HMaM0o [axrne 3a KOMIIOHEHTEe MEeTPHYKOr TeH30pa, xoje HUCY jEEHaKC HYyIH;
nspase:

— 0 _ : _
g =26 Gop =12 ggy=rtsine, g, = —e.

Jlako je BupjeTH, na je

1) Tpeba HanmoMmeHyTH, La Taj ycnoB He onpehyje jenHo3Ha4yHO BpPeMEHCKE KOODLHHATE.
Haume, oHa ce jowr Moxe TpaHchopmupaTH 6uno kojom TpaHchopMauujom ofnuka f = f(¢'), koja
HE CALDXW r.
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[Tomohy oBux BpujegHocTM nako je mo onwroj dopmynu (84,3) ompenuTH
BenuunHe . MspauyHapamwe poeogud no cnujenehnx uspasa (amoctpod o3Ha-
yapa AubepeHUMpame MO [ & Tayka Hal CloBoM AudepeHUMpame Mo cf):

1 }. 0 '1’/ 2
rll:—z—u r“}: —~2—r r33=—-sin9COS 6,
i i 1 1 V'
I‘G = — 'Y, [y — —re—4 E— |
" 5 22 e, Coo 5 e
1 _ ; (96,3)
2 3 3 v
M =TI =— [;3=cige, Too=—-
r 2
1
r:() = —2—’ [“53 = —rsinfge™?,

Cee ocTane KoMrnoHeHTe [ (ocHM OHMX, KOoje Ce pasnukyjy OL HamHCaHHX
caMo TpaHCMU3HUMjOM HHAeKca Kk w [) jemHake Cy HynH.

3a po6uBame jeJHayuHA TpPABUTALMOHOr TNo/ba Tpe6a mpeMa (opMyIH
(91,10) W3payyHaTH KOMIIOHEHTE TeH:aopa-Ri. JepHocTaBHa, anu JpocTta Ayra
“3payyHasama MNO0BOLE [0 cnujenehux jenHayMHa:

Sak e_z(i I L) e (96,4)

i r Je ré

8wk o 81tk 3

o e—= = |

o LIy g | v’}.’) 1 ( YR RY )

.. JURCCE". J v AN I T _— , 96,5

=g ® (“’+2+ r >) 7 Pt sl
BEk (1] -1 l }-f 1 g {
ct Ty=¢e ("E"_r_ —F , ( 6'6)

. Bk _ g1 2. (96,7)

c r

OcTane KOMIOHEHTE Cy HMAEHTHYHO jelHaKe HYIIH.

JenHauuHe rpaBUTalMje Ce y MOTMYHOCTH MOy MHTErpMpaTH 3a BPJO BaXaH
cny4aj LEHTPaJHO-CUMETPHYHOr ToJba y BaKyyMy, Tj. M3BaH Maca Koje ra mpo-
yspokyjy (Schwartzschild, 1916). Axo ce TeH30p eHepruje-uMnynca H3jelHauqH
ca HynoM, nofBusajy ce cnujenehe jenHauuHe:

_2 v 1 i
¢ (r | Frﬂ) a=b (96.8)
A’ 1 1
- - 6,9
¢ (r r’) r2 . (96,5)
A=0 (96,10)

[deTBpTa jenHauyuHa, Tj. jeAHaUMHA (96,5) He Mopa ce mucaTH, iep je mocreenuua
TPHjy OCTanux jeAHaduHal.



286 JEAHAYMHE 'PABUTALUMOHOI 1TOJbA ['VI. XI

HUs (96,10) onmax sumumMo, fa A He 3aBuCH on BpeMeHa. [amse W3 jenHa-
unHa (94,8) u (94,9) Hanasumo A 49" =0, Tj.

Atv=f@), (96,11)

raje je f (f) dyHkuuja camo on BpeMeHa. AnH, Kako je MHTepBan ds? yseT y
obnuky (96,2), Mu cMO jouw  HomycTHAM MOryhRHOCT M mNpoM3BOJbHE TpaHCcdop-
Mauuje BpeMeHa obnuka f=f({') (B. Han. Ha cTp. 284). Takea TpaHchopmMauuja
EKBHBAJIEHTHA je NONaBaky Ka ¥ Npod3BorbHe (YHKLHje Of BpPEMeEHa, Na ce Mo
mMohy Tora yeujek Moxe f(f) y (96.11) M3JEIHAYHTH Ca HYIIOM. Hakne, He orpa-
HM4aBajyhu reHepanucarme, MOXe ce cMaTpaTd ja je A4+v=0, 7. A=—w.
Hanomutwemo, na ce Ha Taj HayWH LEHTPANHO-CHMETPUYHO II0Jbe Y BakKyyMy
ayTOMATCKH [M0Ka3yje Kao CTaTHYKO.

Jepnauuna (96,9) nako ce HHTerpupa H naje:

const

‘l—e—l—i—

HasenrMo uHTepecaHTHY OKONHOCT, 14 je y 6eCKOHAaYyHOCTH (r — 00) e “=¢'=1,
Tj. Ha YHalb€HOCTH OJ TPaBUT2LHOHHX THjena MeTpPHKA je ayTOMaTCKH rajunejcka.
KoHcTaHTy, Koja oBge ynasu, nako je u3pasuTH momohy Mace THjena, y3 ycCros,
Ila Ha BeNWKUM pacTojakMMa Of Maca, rije je nome cnabo, Baxu Newfon-os

3akoH. Haume, Mopa 6uTH g00:—1—2_<2? [B. (86,2)]. rmje je moTeHuujam ¢
¢
i ‘ km ) :
jenHak cBOMe HbYTHOBCKOM u3pasy (95,4): P (m je ykynHa Maca THjena,
2 km

Koje mpoy3pokyje nome). OnaBle ce BHAM, Aa je const.=

c2
Ha Taj HauuH, 3a HHTepBan ne(DUHHTHBHO HAaNasuMo
dr?
2km (96,12)
 ——
c°r

ds¥ == (C“ - 2@) df? — r®(sin® ¢ dp? 4 de?) —

OBaj uspas mnoTmyHo neduHHIIE T'PaBUTALMOHO TOJbE Yy BakyyMy, Koje je mpo-
Y3POKOBaHO Ma KOjHM LIeHTpalHO-CHMeTPHYHHM pacrnopepoM Maca. [loasnauumo,
Na 0BO pjeUleH-€ BaXH He CaMo 3a Mace Koje MHUpPYjy, HEro M sa Mace Koje ce
kpehy, camo ako To KpeTame Takohe mocjeiyje LeHTpanHy cuUMeTpujy (Ha mpH-
Mjep LEHTPaNHO-CHMETPHYHE Iyncaliije).

[NpocTopHa meTpuka geduHHile ce 3a eneMeHT d/ MPOCTOPHOTr pacTojamA:

2

dI?2 = r2 (sin%e - dcp2—|—d62)—|——2—k7n- (96,13)
1_ ’

cir

[koMnoHeHTe TeH30pa VB (82,6) oBmje ce mokmnamajy c onrosapajyhnm KOMIOHEH-

TaMa gap]. PacTojake of LeHTpa M0 Ma KOje Tauyke IpocTopa je f|/g1 dr, a
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xako je g, =1, 1O je

2
j ]/5,711 dr=r
0

]

(3Hak jemHakoCTH BaXu caMo 3a Tauke y GeckoHayHocTtH). [y®uHa, nak, rnepu-
(bepuje Kpyra, Koja nponasd Kpo3 MocMaTpaHy Tayky (ca LIEHTPOM Yy KOOpAH-
HATHOM NO0YeTKy), udHocu 27vr. Bupumo, nakne, La je ofHOC AyXHHe nepudepuje
preMa H-EHOM [MONYNpPEeqHUKY Mamu 04 27T.

Batum us (96,12) eugumo, na je — g,,=1. Y Be3u c dopmynom (82,1)
dt":]/—goo df, xoja opnpehyje mpaBo BpujeMe, cnujeau jha je
' de = dt.

3HaK jeIHaKOCTH BaxW 3a OecKOHA4YHOCT, rAje ce [ MoKnana C NpaBMM BpeMe-
HOM. Ha Taj HayuWH, Ha KOHAaYHWM pacTojakbMMa OR Maca [ellaBa Ce ,ycrnopeme* )
BpEMEHa y OfHOCY Ha BpHjeMe y bGeckoHa4dHocTH. [pyrMM pujeduMma, MoMjepare
CreKTpanHUX JIHHH]ja y rpaBHTauuoHOM mnomby (B. § 88) BpWH ce npeMa LpBeHOj
CTP&HH.

Komnonenra g, kao wTo ce 3Ha, Mopa OuTH HeraTuBHa. [Ipema ToMe H3
(96,12) BuguMO, 1a , pafiMyc-BEKTOP' r He MOXE HMaTH BPHjeAHOCTH Make Of
2km/c2. Onroeapajyha MHHMManHa nyxuHa nepudepuje je 20w -2km/c? = 4km)/c2.
To 3HAuyM, Aa MaTepujasnHo THjeNo He MOXe HMaTH AuMeH3uje, Koje Ou Oune Mame
on uexke ognpeheHe nomwe rpaHuue. Haume, THjeno Mace /M He MOXe HMATH ¥
KpYry OyXHHy, Koja 6u 6una mawa ol 4mkm/c? 1).

Ha xpajy wsHujehemo jow npubnuxkHM H3pas 3a ds? Ha BEeNHKHM pacTo-
jamuMa Of KOOPAHHATHOI TNOYeTKa:

2 2 km
= ds;—

— c2dp), (96,14)

[pyry d4naH npercraB/ba Mally [OMNpPaBKy NpeMa ranuiiejckoj MeTpULH dsg.
Ha Benuwkum pacrtojabMMa Of Maca Koje MpPOYy3poKyjy MOJbe, CBAKO MOJbE je LeH-
TpanHo-cuMeTpuuHo, [Ipema Tome, (96,14) ogmpehyje MeTpUKy Ha BENHKHM pacTo-
jakbMMa of Ma Kojer cUCTeMa THjena.

Mory ce HW3HMjeTH W HEKH ONWTH CTABOBH W MOBOJOM LIEHTPallHO-CHMe-
TPUYHOI TPABMTALMOHOr MMOJka YHyTap rpaBUTaLMOHHUX Maca. M3 jegnauyune (96,6)
BHAM ce, na 3a r—0 Mopa M A NOCTATH jeAHAKO HYNH, Y Kpajik0j MUHH]H, BapeM
kao r% Y npoTuBHOM cry4ajy ,ueCHa cTpaHa jefiHauyWHe nocTtana 6K Tana 3a
r— 0 OecKkOHayHO BENHKa, Tj. H T 6u y r=0 uMano CHHIyJlapHy Tauky, LITO
je GH3MYKKM arncyphHo. CDOpMa.I'IHPIM WHTerpupamem jepHauude (96,6) ys rpa-
HUYHH ycnoB Al,—o==0, nobueamo:

l:——-ln{l—]—snka r2dr] (96(15)

0

1) Ckpehemo mawmy Ha TO, fa OBaj pe3ynTaT HEMa CMHCNa Ko NpHMjeHe Ha eNleMeHTapHe
yecTHle. Y OOHOCY Ha Te 4YecTHLe LjesoKynHa TeopHja, Koja Ce HManame y OBOj KibH3H, 3060r
KEaHTHHX T0jaBa, Kao WTO je Beh peueHo, ry6u cBOj CMHCa0 aeh M 3a pasmjepe, Koje cy ¥
orpoMHoM Gpojy nyTa (pesa 10-4%) Behe op km/c®.
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Kako je Tg_—‘—evaSO [8. (93,9)], To ce opaeme BupM, ma je A==0, Tj.

=1 (96,16)

Mmajyhu y BuRy Ty HejenHadyuHy W HejenHauuHy

Ti=p+ip+e) (u)e =0,

M3 jenHaunde (96,4) vanazumo, naje » =0. Ho kama r— oo (maneko og maca’,
OHJla MeTpHKa Mpenasud y ranunejcky, Tj. e’ — 1, v — 0. [Ipema Tome, us v/ =0
CNvjefd, Ia je y ujenokynHoMm mpoctopy ¥ =0, Tj.

e =1. (96,17)

HobuBeHe HejenHauvHe MoKa3syjy, Aa ce O0COGMHE MPOCTOPHE METpHKE M
pan caToBa y LEHTPanHO CHMETPHYHOM MOJbY Yy BakyyMy OLHOCE, y MCTO| MjepH,
M Ha Nolbe YHyTap rpasHTalLUOHUX Maca.

Axo ce rpasmauwono no/be H3asdea COEPHHM THjerloM ,,TONynpeyHHKa‘

@, ouna 3a r>a umamo Ty —0. 3a Tauke ca 7 >a, ~dopmyna (96, 14) npema
TOMe faje:

a

A= —In {l-,—skuTgri’dr]'

0

C npyre cTpaHe, oBije ce MOXe NMpHUMHjeHHTH u3pas (96,12), koju ce ORHOCH Ha
BakyyMm. [Ipema Tome H3pasy je:

m:—-——%nj Tgrzdr. ‘ (96,]8)

Koja onpehyje yKymHy Macy Tujena noxviohy HEroBOr TeH30pa eHepruje-uMnyca.

aganu

1. OppenuTH MPOCTOPHY KPHBHHY y LIEHTPaNHO-CHMETPHYHOM TPABHTALIMOHOM M0/bY ¥ BAKYYMY.

Pjewewe. [lpocTopHH TeH3op KpuBHHe (03HAYHMO ra ca ngﬁ) M3pamaea ce mnomohy

MpOCTOPDHOr METPHYHOr TEH30pa YC(.13 HCTO Kao WITO Cce Rlldm H3paxaea ﬂDMOhy gﬂt" Kounonente

TeH3opa PEYS MOTy Ce H3pasdTH rnoMohy KoMfAoHeHaTa TeH3opa PaB = P‘IYB (u Yaﬁ) T4K0, A&
je NOBOJbHO M3pa4YyHATH Pg_B (§ 91). Ca BpujepHocTHMa YCCB H3 (96,13), mocnuje pauyHamwa Ao-

BuepamMo cndjefiehe M3pase 3a KOMMNOHEHTe TeH30pa

9 o kﬁ r__ 2km
PGHprHc”r" P =—3r
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o ; o
H PB =032 «a # B, ma ce po6usa na je TeH3op PB ceelleH Ha rnaBHe oce. CxpeheMo nammy Ha

] r ; .
To, na cy P P?® nosutusum, a P wveratusro. To 3HauW, Da je MpoCcTOpHa reOMeTpHja Takea,
6’ Cp ) r 2

Ra je y ,paBHMMa' Koje NMponase Kpo3 KOOPRAHHATHH NoyeTak 36up yrnosa Tpoyrna eehu om =z, a
Y »PaBHHMa‘“ koje cy ,HOpMaNnHe' Ha pajuyc-BeKTOpHMa, Taj 36Up je MawkH OR T.

2. Oppenut o6nvKk poTaLMOHE MOBRIUWHE, HA Kojoj je reoMeTpuja HCTa Kao Ha ,,paBHH",
KOja Nnponasu Kpos KOODAHHaTHH TIO4YETaK Y LEeHTpanHO-CHMETPHYHOM FPaBHTaLlHOHOM oy y

BAKyyMy.

Pjewess e. [eoMerpuja Ha poTauuoHOj MOBPUIHHY z2=2(r) (y UATHHAPHYHHM KOOpAH-
HaTaMa) feHHHLIE Ce ENEeMEHTOM MIyMiHHe

Al = dr? + dz* 4 ride® = dri (1 + 2'%) + r2 do’.
Ynopehemenm ca enemeHTOM NyxuHe y ,paBHU“ O = /2 y mocMaTpaHoM nomy

I
dl* = ride? +

| 2mk '
cir
Hanasumo
1
| =
T & 2mk
1 T— "__‘,'-_
cr
onakne je
2=2 ]/ka V,_zn!s.
c? c*

3. Tpancdhopmupatu uuTepsan (96,12) y Takee KOOPAMHATe, KO& KOjHX je enemeHnT dl
MPOCTOPHOr pacCTojaksa MPOMOPUHOHANAH CBOME EyKIHAHOM H3pasy.

Pjewemwe. Craemzjyhu

nobueamo u3 (96,12):

km N2
T 2 o km \*, 2 2 .
" 1_*__km_ ¢ dt? —-(! -+ EI‘EE) (drl + rd®® 41y sm*ﬂ-dcp*),
2%

Koopnunare ry, 9, ¢ Hasusajy ce usorponse cihepHe KOOpAHUHATE,

4 Mspectu jelHayMHe LEH]PanHO-CAMETPHYHOr TPABHTALMOHOT MOMbA Yy KOODOHHAaTHOM CH-
CTeMy, KOjU ce y CBaKoj Taykd kpehe 3ajegHo ca cyncTadloM Koja Cce HanasH y To] TauykH
(rakaB cHcTeM pedepeHlHje MoKe fa ce Ha3oBe , CONCTBEHH cucteM"),

Pjeweme. [Mocnyxuhemo ce nsujema Moryhum TpaHc(opMauHjaMa KoopiuHaTa r, f y
eNeMeHTy uHTepBana (96,1}, na 6MCMO HajmpHje H3jelHaYWNH ca HynOM KoedHLMjeHT a(r,t) mpu

drdt, a saTuMm, la cBelNeMO Hz HyJly y CBaKOj TauKu pafujanny GpsuHy r cyrncraHle (ocTane KoM-
moHeHTe Op3dHe yoniwTe He MocToje 36or UeHTpanHe cumeTpuje). [locnuje Tora koopaHHaTe r M £
Mory ce jow TpaHcopMHpaTH nomohy TpaHcdopmauuja obnuka: r=r(r'), t = t(t).

Osznawasejyhu h, k, | pecuextusHo ca — e, — e*, c’e’ (2, 1, v cy dyskuuje of ru f)
LobuBaMo H3pas ds* y obnuky

ds? = e’c’dt* — e"(do® + sin®0de®) — et dr?. (1)
KoMnonenTe TeH3opa eHepruje-uMmynca cyncTaHLe H3HOCE

T;=T§=T\’§=P, Tg;—e. (2)

Teopuja noma
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[MpunuuHo #yro M3pauyHaBawse NOBOAM A0 cnujelehux jeAHaduHa rpasHTauuje:

8rk .1 8zk 1w —pfe 1 se 3 -
wli=wr=yg¢ (7“’"’ — e B—guv ) e )
8xk 8nk 1 _ )
_::_ TE:C%P=T3 '{(21!"—}—1)’2 2! ot — Al — VA )
i — . 9 e » e o l? .O as

+Te (lv—l—}1\:—-1\.}1—21‘—}\,-——2}1—}12), 4)
8k Bﬂ'k ) ‘ 3 . 1! 1 . o }12 .
kg0 o o (g Fu =) g e (R4, @
S.Tk 1 l —4 . . ® (]
S Ty=0=—5e (— 25! — pp' + Ap! 4 v'n)- . ©)

Heke omwTe penaumje 3a X, 1, ¥ Mory ce nako Hahw, ako ce nohe of jegHadWHa, Koje ce
Hanase y jefHauuHama rpasutauuje (93,6) T:-‘fk=0. 3amMjenoM Tf.‘ n g, w3 (1) u (2) Hanasumo
cnujefehe ABHje jefHAYHHe

. . 2¢ 2p'
A —l— 2}1 = — y VW= — P B
p+e Pte
Axo je p onmpehesHa GyHKUW]a eHeprHje & OHAZ Ce TE jelHaYWHe HHTErpHpajy HemocpenHo y
obnuKy

~ de
l\.—i—z}1=—2fp_[_8+f1(f)s )
= 2 i t
V=— fp+e+f2(), (8)

raje ce GyHKkumje [y (r) u fy(f) Mory yaeTH mpoumsBomsHO 360r MOTryhHOCTH rope HaBeAeHHX Mpo-
H3BO/bHUX TpaHchopManuja obnuxa

r=r(r)u t=_1().

5. Hahu omwuTe pjemere jesHaydHa LEHTPanHO-CHMETPHYHOr IpPaBHTALMOHOr MOIba, Kala
- mpuTHcak cynctaHue uaxock p (B. Datt, 1937).

Pjewemne [locnyxunhemo ce ,,CONCTBEHHM' CHCTEMOM pedepeHnunje (8. 3an. 4). Us
dopmyne (8) Buau ce, pa ce 3a p = 0 MOXe CTaBHTH V= 0. Taga ce jenHauuHa (6) HenocpeaHo
HHTerpMpa Ino BpeMeHy H Jaje

i
ot =2 B (1)
4(f+1
rije je [= f(r) — npoussomHa OyHKuUMja of 7 (xoja sanoBoraBa camo ycnos f--1>>0). 3a-

MjeHOM 0BOr M3pasa y jeaHayuuu (3) 3apatka 4 nofujaMo jegHa4yHHY

[ 1] 3 L] .
}J.—I—T}lz—fe b =0,

[Mpeu uHTErpan Te jeAHayuHe je

B g e
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raje je F = F(r) — jow jessa mpoussomHa (yHKuMja. Jow jensom HHTerpausjoMm nob6uBaMo

3a > 0:

'y ul?
- ine#+FeM[2— —fT—argstheF——}-@(r),
[ f/? F )
3a [ < O:

Ct——L\/ Iz u/zﬁ
=7 fe + Fe

‘3amjeHoM Lo6uBeHHX M3pasa y jesHauunu (5) samaTka 4 Io6uBamo 3a e

Y
arc sin e + D (n).
(<) F

dnk Ft_ 3
%8=77£——2E. @)

Dopmyne (1 — 3) onmpehyjy Tpaxeno omwrte pjemwerma. To pjeliewe y CYIITHHH He 3aBUCH Of
TPH, HETO CBera Of IBHje MpOH3BO/bHE (yHKUMje, Koje oapehyjy Bedy mehy f, F, &, jep ce cama
KOOpAHHATa 7 MOxe H3abpaTW Ha MPOM3BO/LaH HayHH (M360op BpeMeHa [ mocTaje jefHO3HaYaH, Kaja
ce cTaBH V= 0).

§ 97. Kperamwe y ueHTpanHo-cumeTpn'iHoM
rpaBUTAIMOHOM MOJ/bY

[TocmMaTpajMo kpeTame THjena y LEHTPaNHO-CUMETPHYHOM 'DaBHUTALIHOHOM
moby. Kao u y cBakoM LeHTpanHo-CHMETPHYHOM MOJbY, KpeTawe he ce BPIIMTH

Y HEKoj ,,paEHH" KOja MpONasd Kpo3 KOOPAWHATHH MNo4YeTak. Y3MHUMO Ty paBaH
Kao paBaH 0 =Tm/2.

3a onpehusame TpajexTopuje Thjena (Mace m) nocnyxuhemo ce Hamilton,
Jacobi-esoM jepHauuHOM:

S 0S
k=S 22 1 m2e2—0.
0x? Oxk_i_ d
TMomohy g%, koju ce ompehyje uzpasom (96,12) 32 HHTepBanm HanasuMo CrHje-
Iehy jemHauuHy:
05\2 0S\* 1 [0S\2 :
M — ] — ) — =0, 97,1
’ (601‘) ’ (df) re (acp) e Ko
roje je
eV =1—2km’[c?r (97,2)

(m' je maca Tujena, koje npoyspokyje mombe). [lpema onwTuM npaBumuMa 3a pje-
wasawe Hamilton-Jacobi-ese jennayune, Tpaxumo S y o6nmuky

S§=—=&t +Mo+f(r),

.ca KOHCTaHTHOM edeprujom &, W MomeHTOM ummynca M. 3amjerom y (97,1)

Halla3uMO jefHa4uHy
& M2 df\*
e—vS0_ M (U} e

c2 r2 dr '
OJlaKNe je
2 2
ﬂ_ze—w‘z él’e—v_.m2cz_y_.
dr c? re

c19*
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Ha Taj HauuH, njejcTBO je:

162
S:—éot—]—Mcp—}—fe_”"V%e—” — m*c? — Ar{ dr. (97,3)

TpajexTopuja ce, Kao LITO je MosHaTO, onpehyje jeAHauyuHOM —— = const., onake, je:

oM

— dr
T o (97,4)
\/—~— — m®c2e’ — 3 -

OBaj uHTerpan CBOAHM Ce Ha EJIMNTHYHH.

Kao npumjep kpeTamwa y LEHTPanHO-CUMETPUYHOM TIOJbY CJYXH KpeTakbe
nnadera y nomy Texe Cywua. Bynyhu na cy 6p3uHe nnaHetra Mane y ogmHocy
Ha Op3WHY CBjeTIOCTH, TO peNnaTUBUCTHYKA TeopHja IpaBUTalLMje NOBOLH CaMO-
IO CacBUM HE3HATHWX MOMpaBKH 3a opbWTe nnaHeTa y OZHocy Ha Newfon-oy
TEOpH]jy.

3a npubNUXKHO TpoyyaBaw€ jefHauuHe op6uTe (97,4) 3romHo jy je Hamu--
caTH y o6nuky AudepeHUHMjanHe jefHAYMHE

2 2 2
r2 dp/  c2 r*
uny, yBonehu HOBY npoMjeHrsuWBY 0= l/r W yBplTaBameM 43pasa 3a e':
do
M2c? (d@) = &5 — m*c* + 2km’'m®c?*e — M*c?¢* + 2km’' M?q3.

JudepenuvparmemM Te jesHaudHe no ¢ N06MBaMO
d*c 1

—— — 0+ ad?, 97,5)
=5+ (97.5)
je cy yBelleHE KOHCTAHTE p ——Mz a Sk
rn} ¢ —— 7 ) . .
km’m? g+

OBa jegHauMHa pasnuKyje ce of jeAHauyWHe Koja 6u ce nobuna y Newfon--
0BOj TEOpHUjH 3a Mand 4naw ac®. Pujemnhemo je METOLOM CYKLIECHBHHMX arpOKCH-
MauHja. [Ipy HynToj ampokcuMalujd H30CTaB/baMo unad g2 [Ipeocrana jenHa-
YHHa, Kao WTO je MO3HATO, MMa Kao pjelliere HYTHOBCKY OpPOHTY

o= L (I + ecosep)
— - — p . (P'
raje je p mnapameTap Op6HTe, a e HEH eKCLEeHTPHULHUTET; BENHKa Monyoca je
a=p/{l —e®), a nepuxen op6uTe OAroBapa BPHjeLHOCTH yrna ¢ =m.

[pu cnujenehoj ampokcumauuju Tpaxumo @ y o6nuky ¢ =0,-} 0,, rije je
6, HynTa anpokcuMauuja. 3amjeHOM 0=0,-+ 0, y (97,5) Hanasumo 3a o,
jemHa4UHY:

2 |
z:.l +01=ac§=p%(1 +€C05<P)2_—[( A )+2BC°S‘P+“°"32°P]
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'On CBHX 4JlaHOBa H3 3arpane Ha ,[leCHOj CTpaHWu CaMO Opyrd 4naH [OOBOILH IO

npuMjeTHe TpoMjeHe opOuTe — 3axBaibyjyhu pe30HaHLHjH (pjelleeM XOMOreHe
2

) (]

jenHayuHe W;+ol =0) ou pjoBogH n0 edeKkTa, KoOjH ce HeNnpekUJHO TMoBe-

hasga. Sa,upmasajyhu CaM0 Taj 4YNaH, HanasuMo 3a ¢ napuujarHd HHTErpan He-
XOMOTreHe jef[HaYHHe

(] 0Lecps‘ncp
1= = 1 .

p
Ha Taj nayun, y TPaXeHoj alpoKCHMalHjH je

1 1 ae 1 oa
60=—=—|1-4ecos —osing|=~—|1-4ecosp(l——||- (97,6
F = (1recose+ Trsna) i ecoss( o) oo
OnaBpe BMEMMO, Ra HYTHOBCKA ENMIICA POTHPA; 32 BPHjeMe jefHOr obpTa
TIaHeTe Nepuxen keHe op6HTe moMjepd ce 3al)

2:m__ 6m km' ]
p ca(l —e?)

6rp = (97,7)

[MocmaTpajmo, name, nyT 3paka CBjeTNOCTH ¥ LEHTPAaNHO-CHMETPHYHOM
rpaBHTaLHOHOM nomby. Taj myT ce oxpehyje jenHauMHoM ajkoHana (85,10):

0y oy
ik
8 i — 0

koja ce op Hamilton-Jacobi-ese jenHaunHe pasnuKyje caMo Mo TOMe, WITO Y mo-
crbeAoj Tpeba ctaBuTH m==0. [lpema ToMe, 3a TpajekTOpPHjy 3paka MOKeMO
OfMax HanmucaTH, ctaemajyhu y (97,4) m=0:

?— f (97.8)
\/czMz r_z

(ym;ec*ro eHepruje YecTule Gy =— —37 caja nuweMo (peKBEHUHjy CBjeTNOCTH
0

(1}‘):——(‘P .
ot

3a MCNUTHBaK€ Te TPajeKTOpHje, KA0 M y NPETXONHOM CNyyajy HaMHIIHMO
(97,8) y obnury nudepeHUHjanHe jefHaYMHE:

do Y 2 km
(_) M2~ + o’

de
Wny, nupepeHUMpameM MO ¢ W MOHOBHHM yBohemeM KoHcTaHTe a = 3km’/cE,
d2
dpf T o - ao?. (97,9)

1) Hymepuuxa BpujegHocT Tora mnoMjepara oapeheHor dopuynom (97,7), 3a M'epxyp H
3eMmy M3Hoce pecnektusHo 43,0'" u 3,8" y cro romMHa. ACTpPOHOMCKAa Mjepetha Iajy BpPHjeRHOCTH
42,6" 4+ 0,9" u 4,6 + 2,7" y caBpuieHOM cnaramy ca TEOpHjOM.
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HzocTaemajyhu Mand unaH ac® HanasuMo y HYNTOj] alNpOKCHMaLHjH

. R . .
(ca R cmo oznauunu ®y/cM), Tj. npasy rr—m, KOja mponasu Ha pacTojamy

R on xoopauHaTHOr noyeTka, 3a oapehuBame cnujenehe anpokCHMaluje CTaBUMO
y (97,9) 6 =0, 0,. Tana sa 0; HanasuMo jefHAYMHY:

d%c 2 a
d—é—l—cxl:aoo:ﬁgcosch.
[MapuujanHy HHTErpan oBe jeNHAYHHE je 01:-:%(1 -} sin? @), ma npema TOMe,
3a TpajeKTOpHjy 3paka pobuBamo je.uH'aqtu:
1 cose a
g==—= 1 L sin%e)- 97,10
=220 | (1 fsinte) (97,10)

OnpenuMo OpHjeHTaUujy Te KpWBe Ha BENMKUM pacTojak¥Ma OA LEeHTpa.
3a To CTaBUMO r=— 00 Mnu 0=0 ¥ U3 Tako JoOHBEHe jefjHA4YHHE TPAXKHUMO @

w1
y 06nuKky: @ = - §+§ACP c manuM A [umajyhu y BHmy, Aa je y (97,10) npyru
una# Ha fecHoj cTpauu Manu|. Ca TayHomhy Qo BenuyvHa BHIUEr pella TO A2je

1 2a
ZAP==L3x

Ha Taj HauuH, TpajekTopHja 3paka NpeTcTaB/ba KpHBYy C acCHMNTOTaMa, Mehy
KojHUMa je yrao

4a  4km’
Mp=3p=—3p" (97,11)

Ilakne, CBjeTNOCHM 3pakK, KOju TNponasH .KpPO3 LEHTPaNHO-CUMETPHYHO TIpaBHTa-
LLIMOHO TOJ/be Ha pacTojaky R o ueHTpa, ckpehe, a To ckpeTame je OnpeheHo
nasefieHOM (opmMynom?).

§ 98. IceynoTeH30p eHepruje-uMImyJica

Y oTCycTBy rpaBHTALMOHOr MOJba 3aKOH O OfipXaBaky eHepruje M HMIynca
MaTepuje (3ajefHO C €NEKTPOMarHETHHM MOJbEM) H3paxapa Ce jeNHa4HHOM (31,4)

Ti k
Oxk

momka cnyxH jeAHaunHa (93,6)

= 0. Kao yomwTewme Te jeAHayWHe 3a Clydyaj NMpPUCYyCcTBa rpaBHTaLHOHOr

T 1 O(Tﬂf——g')__L@ Tk — 0. (98,1)

"5"=]r—_ g OxF 2 0xi

1) 3a spak, koju nponasu mopexn CyHua Guhe Ap = 1,75,
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Anu y oBakBOM OONHKY, yONIUTe y3eBLIH, OBa jelHAYHHA HE H3pa}aBa 3aKOH O
onpxaty Ma uera!). Ta OKONMHOCT y BeaW je ca THM, IUTO CE€ y TPaBUTALHOHOM
Mofby Mopa ONpXaBaTH 4-UMIyNC He caMo caMe CYyNcTaHle, Hero 4-UMmync
CyncTaHLe 3ajefHO C TrpaBHTalMoOHWM nombeM. [locreenwn Huje ypadyHat y
u3pasy 3a ¢ g ;

3a Hanayeme ONPKAaBAHOT TOTANHOT 4-MMMynca TpaBWMTALMOHOT, MoJba 3a-
jelHO C MaTepujoM Koja Ce Hanasu y keMy, noctynuhemo Ha cnujenehu Hadun®),
Y3MHMO KOODAMHATHW CHCTEM Ha Taj HauMH, la y HeKoj 3ajaToj Ta4Ku MpocTop-
BpeMeHa CBM TNpBH M3BOAM Off gy MO KOOpAMHATaMa Oyny jemHakd Hynu (camu
Zi TIDATOM He Mopajy 06aBesHO MMaTH ranunejcke BpujefHoCTH). Tapa je y Toj
Ta4yKku Jpyry unad y jenHadnud (98,1) jemHak Hynu, a y TpBOM Ce MOXe V—g
M3HUjeTH MCNOL 3HaKa M3BOA4, Na 0CTaje

o .4
3k LE="0

UMK, Y KOHTpaBapHjaHTHHM KOMIIOHEHTaMa
0 i

Oxk
Benuuune TU*, Koje MAEHTHYHO 3al0BOJbaBajy Ty jeAHAYHHY, MOTY CE€ HanHCaTH
y OONHKY:

= 0.

0
ox!

raje cy n'*' Benmuune aHTHcHMeTpuuHe mno MHIexcuMa Kk, [:

TH{ =

L

daktuukn Huje Tewko T cBecTH Ha Taj o6nuk. 3aTo hemo nohu on jen-
Ha4yWHa Nolba

ik ¢! ik 1 i

a 3a R'® umamo, npema (91,4):

Rik:I_gim gkp gm{ Ozgip _I_ Ozgmﬁ azgln azgmp }
2

dxmQxn Ox/0xP  0x™m0xP  Ox!ox"

-

1) WU zawcra, uHTerpan .S‘Tfy_—édsk oOpKaBa ce CaMo0 Kaja je HCrMyleH yCnos

— 7k

o/—g T;
axk

u3BeNy MCTH pauyHH, KOjH cy ussenenu y § 28 y Descartes-osum koopauHaTama. Yocranom po-

BO/LHO Je TIPOCTO HATOMEHYTH, Aa Ta padyHarwa MMajy YHCTO (OpManHK KapakTep, Kojh HHje ¥

Be3M C TEH30PCKHM CBOjCTBMMa oAroeapajyhHx BenH4HHa, Kao HH DOKa3 (Gauss-oee TeopeMe, Koja
y KpHBOAMHMCKMM KOOpAMHATaMa uMa ucTu obnuk (81,19), kao u y Descartes-osum.

=0, a He (98,1). ¥ To ce nako yBjepuTH, axo Ce y KPpMBONMHHCKHM KOOpAMHaTaMa

2) Moxe ce MOjaBHTH MHCA0 02 Ce Ha IPaBHTALMOHO IMOJke MPHMjerH dopmyna (93,3) cras-
) ct
mwajyhu y my A=m G. MebytuM, mogsnauuMo, na ce Ta (OpMyna OQHOCH CaMO Ha QU3uuKe

CHCTEMe, KOje Ce OMHMCYyjy BenudMHama (, Koje ce pasnukyjy on gik. [lpeMa ToMe, OHa Ce He

MOMe TpHM]eHHTH H2 TPaBHTALMOHO MOJbe, Koje AedUHHUY CaMe BenUYHHE k. YHanped HamnoMH-
weMo, Aa GucMo samjeHom y (93,3) (G ymjecto A nofunu jegHOCTaBHO Hyny, Kao mTo ce TO AH-
peKTHO BHAH H3 penauuje (94,3) u jefHauuHe Mojba y BaKYYMy.
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(HamoMuEEMO, 3a Cy ¥y mocMaTpaHoj Taykd cBe [y = 0). TTocnuje npocTux TpaHc-
popmMauuja Tensop Tk moxe ce cBecTH Ha cnujenehu OBMHK:

. 0 ct 1 0 — . ]
—ox’[lénk(—g)axm[(_g)(g g —& & )] .

WMspas koju ce Hamasu y Benukoj sarpagd i€ aHTHCHMETPHYAH TO MHAEK-
cuMa k, [ v mpeTcTaB/ba BenuuMHy, KOjy CMO rope osHauunu ca ni¥. Bynyhu na
Cy TPBH H3BOAH OO g Yy NOCMaTpaHO] Ta4ykW jefHAK¥d HYNH, TO ce (haKkTop

1

Tik

MOXe€e HM3HHMjeTH HCMOJ 3HaKa H3BOAa —_7+ YBEAMMO O03HaKy
(—2) 0x
ikl ct 0 ik _Im it _kmy |,
= Tei &—m[(—g)(g gr—8" ") (98,2)
OBe BeNIMYMHE, Takohe, cy aHTHcHMeTpHyHe Nno HHOeKcHMa k, [:
hfkl ='-"—'h“k . (98,3)
Tapa ce Moxe HamucaTH
Jhikl .
ot — ) T
. o agfk_ ;
OBa penauuja, Koja je u3BeneHa NMPETNOCTaBKOM W_O npecTaje fa BaxHu

NpH TIpenasy Ha NPOM3BO/bHM KOOPIHHATHH CHCTeM. Y OINIUTEM Clydyajy pasnHka

Jhikt

ol — (— &) T* nuuje jepmaka Hynu. Osvauuhemo je ca (— g)t*. Tama hemo
npeMa neDUHULHM]H HMATH:
. _ Ohikl
(—_8)(le +tm)= Y * (98’4)

Benuuune t* cumeTpuune cy no unmexcuma i, k:

fik — phi (98,5)
To ce Bumu HemocpenHo W3 WwUXx0BUX AeduHMLM]a, jep cy M TeHsop Tk u useogm

ohik

—-; CuMeTpdyHe BenuuuHel). Ako ce T muspasu nomohy Rk mpema jepnayu-
Ox!

HaMa rpaBuTaudje, M ako ce npuMjenu uspas (98,2) sa A, nocnuje moBOMLHO
Iyror pavyHaia, Koje oBAje HeheMo H3HocHTH, MoXe ce pfo6uTH cnujenehu
M3pas 3a fik;

ct . _
"= Tomk [(2 CimThp — TpThn— TinThp)(g"g™ — &™) +

—’_ gﬂgmﬂ (r-{;l rfnrl _l_ rf’:ﬂl rﬂ) = Fﬁp rfm s Fﬁrz rﬁp) _l‘
—[—g“gmn(rfp rzm_{_ rirmrﬂa - r;p rfum - rim rr‘?p) +

Im np (i R~k i k
+g g (r[ﬂ l-‘m'p = rlm an J (98'6)
!) ¥npaso sfor Tora cMo rope M H3Hdjenu (— g) HMcrmod 3HaKa H3soAa no X!/ y uapasy
' hikt ) .
3a Tik. Y npoTHeHOM cnywajy 6ufio 6w a—, a 3aTo u tik, HecumeTpuuHo mo I, K.

ox!
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ButHo cBojcTeO BENMYHHA fik cacTojH ce y TOMe, IWTO He CadHH:aBajy

OQhikl
‘TeH30p. 10 Cce BHAM MO TOME, LUTO CE€ y -—— Hanase MPOCTH, & He KOoBapH-

ox!

jaHTHH u3BoAW. Mehytum % ce uspamamajy nomohy BenuuuHa [j, a mocmenmse
ce TMoHallajy Ka0 TEH30D y OfHOCY Ha nMHeapHy TpaHchopMalHjy KOOpAHHATA
(8. § 83). McTo To ce omHocu, nakne, u Ha Pk,

Us nedunnuuje (98,4) cnujean, na ce 3a 36up Tt f* upeHTHyHO 3apo-
BO/baBajy jefHa4yHHe

o () (T -t ==  (98)
To 3H34M, 02 BAXH 3aKOH O OJpXKatby BeMHYHHA
. 1 . ,

pr=-1 f (— g) (T ) dS,, (98,8)

Y oTcycTBy TrpHBHTALHMOHMX NO/ba y TanMnejcKUM KOOpAHMHaTaMa je fk-=0

1 )
1 HAMHCAHH MHTerpan Npenasd y —C—S Tk dSy, 1j. y 4-umnync matepuje. [1pema

ToMe BenH4yuHe (98,8) Mopajy OWTH MAEHTHYHE C TOTanHHM 4-UMIYJICOM MaTe-
pHje cKkyna ¢ rpaBATALUOHHM MO0TbeM. YKymHOCT BenuduHa {’* HasuBa ce mceypo-
"TEH30p eHEeprHje-uMIynca rpaBHTAaLHUOHOT I0Jka.

Murterpupamwe y (98,8) Moxe ce BpIIMTH MO Ma Kojoj 6ECKOHaYHOj XHmep-
TIOBPLIHHHU, Koja y cefu cagpXH 4YUTAB TPOLHMEH3HOHAanHW npocTtop (B. § 28 M
'§ 31). Axo ce kao Taksa y3Mme xuneprospunHa Xx°==const., onna ce P! Moxe
HalucaTH y 0OMUMKYy TPOAHMEH3HOHANHOr MpPOCTOPHOr MHTerpana

p— [aaotioa (98.9)

Bennuuna (— g) (T + %) mome ce, kao o06HYHO, Ha3BaTH ,TyCTHHA' TOTalHe

. 1
‘€HEepruje MaTepHje v Mosba, a BeIH4UHE = (— &) (T* -+ £"%) — xoMICHEHTe ryCTHHe

‘TOTansor uMnynca. [lociseatse (MOMHOXeHe ca €) y MCTO BpHjeMe NpeTCTaBlbajy

KOMMOHEHTe IycTHHe (rykca edepruje, a (— g)(T“ﬁ—I—taﬁ) Cy KOMIOHEHTE ryc-
THHe Gnykca umnynca. Y oTcycTsy, matepuje®) je T =0 rtaxo, na je rycrtuHa

1
-eHepruje rpasuTauuoHor noma (— g){%, a ryctuHa ummynca je —C~(—g) T9%,

Bpno je BaXHa Ta YWMH-eHMUA, [a Ce TOTaNHH 4-HMMyJC- MaTepHje H Mojba
uspaxasa y 06nuky uHTerpana of BenuumHa (— g) (T - f*), koje cy cume-
TpH4YHE No HMHAaekchMa i, k. OHa nokasyje, Ia BaXH 34KOH O OApXaBaky MOMEHTA
uMmnynca, koju je onpehen (B. § 31) ca:

Mik — f (xidP* — x*dPi) =

= f {31 (TH - th1) — x# (T 4 #1)} (— g) ;.. (98,10)

*) Tpe6a: mace (ITp. np.).
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Ha Taj BauMH y rpaBHTauvOHOM MOJbY NPOAYyXaBa Ce BaXeHe 32KOHa O OIp-
Kaky TOTalHor MOMeHTa HMmmymncal).

OpabuparkeM KOODOWHATHOT CHCTEMA, KOjU je TaluNejckd y J#aToM eje-
MEHTy 3arpeMHHE, MOXEe Cce yAecuTH ja cBe (k¥ y Ma Kojoj Taykd npocTop-

BpeMeHa Oyny jemHake Hynu (ma cy MPUTOM jeNHaKe HYynd CBe Tw). C mpyre
cTpaHe, Mory ce nobutu 1k koju HHUjecy jefHAKH HYNM y eyKIIMAHOM MpPOCTOpY,
Tj. ¥ OTCYCTBy IpaBMTALHOHOr M0Jba, aKO Ce& jeJHOCTaBHO Yy3My KDHBOJIMHHUCKE
KOOpIOHHATE YMjeCTO AeKapToBCKWX. Ha Taj HauuH, y cBakoM ciydajy HeMa CMHUCa
TOBODHTH O OfpeheHo] NMOKanu3alujd eHepruje rpaBMTALIMOHOr MOJbA y MPOCTODY.
Ako je y Hekoj cBjeTckoj Taukd TeHzop 1% =0, oHga TO BaXH M y Ma KOM
LpyroM cucteMy pedepeHlHje, Tako La MOXeMo pehH, .na y TOj Tauku HeMa Ma-
Tepuje*) wnnu enexktpomarsHetHor mnoska. HanpoTus, Ha OCHOBY TOra, LITO je
ICEyNOTEH30p jeAHa8K HYNM y HEKO] Tadkd y jeAHOM cucTeMy pedepeHuHje, HH-
KaKo He CNHjenH, Oa TO MCTO Ba¥XH M 3a APYyrd cucTeM pedepeHuuje, nma npema
TOMe HeMa CMHCa TOBOPUTH O TOME, Ia JIM Ha NaTOM MjecTy MOCTOjH TI'pPaBH-
TalWOHa €HeprHja WM He MOCTOoju. 10 MOTMyHO OAroBapa TOME, Aa C€ MOLECHHM
H360pOM KOOpPAWHATA MOXE , VHULWTHUTH' rPaBUTALHOHO M0/b€ Yy HATOM ENEMEHTY
3arnpeMHHe, MpY 4YeMy MpeMa rope HM3N0XEeHOM HCTOBpEMEHO HecCTaje W MCceyno-
TeHsopa X y ToM eneMmeHTy.

Benuuune P! — 4-uMmnysnc mnorka M MaTepHje —— MMajy noTnyHo oapehenu
CMHCAa0 MW TMOKasyjy ce Kao HesaBMCHe of W3bopa cucTeMa pedepeHuMje, U TO
fall y TakBO] MjepH, KAKO j& TO HEONXOLHO Ha OCHOBY (M3MUYKHX pEe30HOBaHa.
M3nBojuMo o0KO mocMaTpaHMXx Maca [WO TpoCTOopa TOMMKO BEHK, Ja Ce MOXe
cMaTpaTH, [a M3BaH Hera He MOCTOju FpaBHUTALMOHO Mmosbe. Y YeTBOPOAMMEH3H-
OHaJIHOM TIPOCTOp-BpEMEHY TO [MOApY4Yje TOKOM BpeMeHa TIpopesyje ,KaHanl".
WsBaH Tora ,kanana“ HeMa rnosba, Tako fAa je 4-NpoCTOp—paBaH. Y Beau ca THM,
KOJl M3padyyHaBaka eHEpruje W MMMynca rojba, o4eBHAHO Tpeba ofabparTH 4eTBO-
PONMMEH3HOHANHM KOOPAWHATHY CHCTeM Tako, ga 6M u3BaH ,KaHana' OH mpe-
nasuo y ranunejcku cucteMm u ced ff 6unu jenHakn Hynd. HapaBHo, cucTteMm pe-
(bepeHLMje ce THM ycJOBOM HHMKAaKO He onpehyje jeAHO3HaYHO; OH MOXeE yHyTpa
KkaHana OWUTH joll TpoM3BOrLHO M3abpaH. Y mNyHO] CarfnacHOCTH ca (QU3HYKHM
cMHMcIioM BenuuMHa Pi, oHe ce, mMehyTuM, mokasyjy cacBUM HesaBHCHe on H3bopa
KOOPAUHATHOT CHCTeMa yHyTap ,kaHana“. M saucta, nocmaTpajmMo 1Ba KOOpAWHATHA
cUCTeMa, KOjU Cy pasnuyuTH yHyTap ,KaHana', and H3BaH ,KaHana' mnpenase y
jemaH WCTH ranuiejCKM CHCTEM, W yMOpeiMMO BpHjedHOCTH 4-UMnysca Pty PR
y TUM cucTeMuMa y oapeheHuM MoMmeHTHMa ,BpeMeHa’ X’ u x'°. ¥Yamumo Tpehu
KOODOMHATHH CHCTEM, KOjU Ce YHyTap ,KaHana' y MoMeHTy Xx° moknana c MpeEHM
CHCTEMOM, Y MOMEHTy X'® — ca mpyruM, a HW3BaH ,KaHajla' ca HCTHM THM ra-
nunejckuM. Ho Ha OCHOBY 3aKOHAa O OJpMaky eHepruje W MMmynca BenuunHe PP

il
0x°

KOoOpAUHATHOM cHcTeMy. Opasae cnujesn Pi— P'%, mto je u Tpe6ano noKasaTH.

cy KOHCTaHTe( =0). To BaXM Kako y MNpBHM [BaMa, Tako U y Tpehem

1) HeonxomHo je HamoMeHyTH, A2 NO6HBEHH H3pa3 3a 4-HMMync MaTepHje H N0/ka HHje H
jemuHH MoryhH; HampoTWB, Mory ce Ha GeckoHadaH 6poj HayWHa (BMAM Ha Tp. 3ajarak M3 OBOT
naparpata) Hahnm TakBd M3pas, Koju 6M y oTCycTBy noma npenasund y 7Tik, a mpu HHTErpu-
patby no dSy maBanu 64 BelMuYMHe koje ce oapxapBajy. Mako cy, HapaBHoO, TH HHTErpan, Tj. TO-
TanHa eHepruja M WMMynCc MaTepuje W momsa nputom MehycofHo jemHaku, unax he ,pacrnopen
rycTHHe'' eHeprHje M HWMnynca y npocTopy 6MTH pasnuuutd. Mnak je u3bop, kojH CMO H3BPLUHIH,
jenunu ua3bop, KOL KOjer je rceyAloOTEH30p EHeprHje-WMIyJca TNo/ka CHUMETPHHYAH M 3aTO naje Mo-
ryhHOCT na ce (DOPMyMHIle 3aXOH O OfpXKakby MOMEHTa MMMynca (TakBy CHTyalu]y WMand cMo ¥
cywtuHy Beh y § 31).

* Tpe6a: mace ([Ipum. npes.).

\
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Tope je HamoMeHyTo, Aa cy Benn4YuMHe f¥ TeH30pH y OJHOCY Ha JHHeapHe
TpaHchopMauuje koopauHaTta. [Ipema Tome P! cayusaBajy BEKTOp y OAHUCY Ha
TakBe TpaHchopmauuje, creuujanHo y omHocy Ha Lorentz-ose TpaHchopmaLuje.
3amjeHom (98,4) y (98,8) nanasumo

1 [O0hikl 1 9 0\ i
PI:TfaxT—dSh:izf(dSk%ﬂdSIa}_k)hk{

OBaj WHTerpan Moxe ce TpaHchHOPMUPATH y HHTerpan rno 0o6HYHOj MOBPLIHRH

momohy (6,12):
. o
= 3 gg Wi df- (98,11)

AKko ce Kao MOBpLIMHA HHTerpuparsa y (98,8) yaMe xunep-nospuuua X° = const.,
ouna je y (98,11) noBpIIMHA WHTErpHpamka YHCTO MPOCTOpHA o6uyHa rnoepuHHal)
Ha Taj HauWH HanasMMo M3pas 3a 4-UMOyNC MaTepHje W TPaBUTALMOHOr Noikba y
HEKOM MOAPYYjy TPOAUMEH3HOHANHOr NpocTopa y O6NHKY HHTErpana mo nospliMHH,
Koja obyxBaTa Ty 3alpeMHHy .

Pl= % gﬁ hioedfs. | (98,12)

[NpunukoM npuMjeHe OB€ (opMyrne Hz H3pavyyHaBame TOTANHOT 4-uMnynca
MaTepdje M moma, Tpeba uMaTH y BUAY, Ja caobpa3Ho ca rope H3JN0XEHHM,
CHCTEM TNPOCTOPHHX KOOpAMHaTa Mopa OWUTH y3eT Tako, .a y 6eCKOHAYHOCTH,
raje je MpoCcTOp EYyKNHAHHM, Taj CUCTEM Ipenasu y Descartes-oB CHCTEM.

[Mpumjewsyjyhu  opmyny (98,12) Ha W30TOBaHK CHCTEM THjEna, Koja
ce cTanHO Hanase ONM3y KOOPIWHATHOr TM0YeTKa, MOXEMO Y3€TH MOBPLIMHY
MHTErpHpamka [OBOJbHO yHAalkeHy O THjena, Tako Aa Ce Ha i0j TIpaBHTALHOHO
norse oapehyje uspasom (96,14) sa unateppan. MspauyHapame NOBOAW A0 pesynTaTa

Pt=0, P%=mmc, (98,13)

rgje je m YyKynHa Maca CHCTeEMa. OBaj pesynTaT Cé HapaBHO M O0YEKHBao, jep
OH H3pa)XaBa YMIEHHLY JeAHaKOCTH TaKo3BaHe ,Tellke" H ,AHEepTHe' Mace
" (,,Tewka“ Maca HasWBa Ce Maca, Koja Ae(MHMIIE TPABMTALMOHO MOILE MPOY3pO-
KOBaHO THjenmoM; TO je OHAa Maca, KOja Ce Hanasu y M3pasy 3a HHTepBany rpa-
BUTALIMOHOM TMOJbY, HNH creudjanHo y Newfon-oBoM 3akKoHY. ,YlHepTHa" Maca
onpehyje oaHoc Mehy uMmyncom W eHeprujoM THjena H, Hamnoce, eHepruja MHpo-
Balkba THjena jefHaKa je MpOU3BOLY TE HEroBeé Mace H ).

Y cnydajy KOHCTAHTHOT TPaBHUTALMOHOr Moba HMCIMOCTaB/ba CE, Na je moryhe
H3BECTH jeNHOCTAaBaH K3pa3 3a TOTalHy E€HEepTH]y MaTepHje 3ajefHO0 C MOoJbeM
y o6nuKy MHTerpana caMo MO NpOCTOPYy, KOjU MaTepuja 3aysHMa. Taj wuspas

) u’f;d je ,,HOpMaNaH' eNneMeHT MOBPIIMHE, KOjH jé MOBe3aH C , TAHTEHUHJANHHM® eNEMEHTOM
4 1
dfik momohy (6,9): df;k i €;1cim df!m. Ha noepwuHH koja o6yxsaTa Xunep-NoBpLIKHY, HOpMaIHY Ha.

*
ocy X° HUCYy jefiHaKe Hymd camo Kommoxeute dfl™ rajeje [, m = 1,2, 3, na npeMa Tome df;, HMa.

*
caMo KOMMOHeHTe ca jeAHHuM of i unu k jenHakuM Hynd. KoMnonente df,, HMCY HHWTA JAPYro, HEro
KOMIOHEHTEe TPOAMMEHIUOHANHOr eNleMeHTa OOMYHe NOBPWKMHE, KOjM 03HAUaBaMo npocto ca dfa.
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MoXe ce NoOWTH, Ha npuMjep, nonasehu of cnujeneher HEeHTUTETA, KOjU BaXH,
'Ka0 IITO je Nako MPOBjepHTH, Kafia HH jeiHa BenuyuHa He 3aBucH on X° 1):

o] 0 ;i — i
R0= e it (V——ggzol'%
T X f

‘HuTterpupamem Rg V—g no (TPoAMMEH3HOHANHOM) NPOCTOPY M NPHMj€HOM TpO-
.AuMeH3uoHanHe (Jauss-ose TeopeMe, N0OHBaMO

: f RSV—_gdvzgSV—_gg‘“r&dfa-

.Y 3eBwHK LOBO/LHO yAalbeHY MOBPLIMHY MHTErpHpara H KOpHcTehH ce Ha H0j H3pa-
-3uMa 3a gk koje naje dopmyna (96,14), nocnuje jeRHocTaBHOr pauyHa BOGHBaMO:

4
fROV—ng_——C“-’-‘m

"

4nk
“Tj. HamUCaHH HMHTerpan je jenHak —%P", Ysaumajyhu Takohe y o6sup, na je

‘TipeMa jefHaYyHHaMa Mosba

8
RI=27 (g 1) =22 (rg— 1l — 13— 1)),
.no6HBaMO TpameHy GopMmyny
P"=mc=%f(T{—|—T§—{—T§—TS)V—_ng. (98,14)

Osa dopMyna npuxasyje TOTalHy €Heprujy Matepdje MU KOHCTAHTHOr rpaBHTa-
'LIMOHOT MOoJba, Tj. yKYMHy Macy THjena, moMohy TeH3opa eHepruje-UMIynca camo
matepuje (R. Tolman, 1930). Hanomumemo, Aa 6uUcMO y cnydajy LeHTpalHe CH-
‘MeTpHje No/ba MMan{ 3a MCTY BENMYMHy joll M APYrH u3pas — dopmyny (96,17).

1) Mz (91,10) umamo

fort
i i i0 | rm mrl
Ry =& Ry =g" (ax, + Tolim—Tu rom)’

.a nomohy (84,5) u (84,8) HanmasuMo, na ce Taj H3Pa3 MOXE HAMHCATH OBakKoO:

1 d
0 oi ! impo rl
Ro—v- -ax:(v— r0)+g Fru T io-
— &
TloMohy ucTe penauuje (84,8) nako ce yBjepuTH y To, Aa je APYrH 4naH Ha [eCHO] CTPaHH HAEH-
dglm . b .
“THYHO jefHaK — 5 ?m T u s6or Tora, WITO HHjeAHA BeNH4YMHA He 3aBMCH Of X', jelHaK je

synu. HarnokoH, ako M3 MCTOr pasfora 3aMHjeHWMO y MpPBOM 4laHy CyMmHpaibe Mo | cymupamem
mno o, fo6ueaMo QopMyny Koja je H3BeAeHa y TEKCTY.
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3anarTtak

Hahu uspas 3a ToTanHu 4-umnyrnc MaTepHje ¥ FpaBHTALHOHOr To/ba, NpHUMjewyjyhu dop-
myny (31,5).
Pjeweme. Y KpUBONHHMCKMM KOOpAHHaTaMa MMaMo yMjecto (31,1) § = jAV—grinz‘

ma 3aTo, Xa 6u ce JobMna BenMyHHA Koja ce oApxasa, Tpeba y (31,5) ymjecto A nucatH A I/——g,'.
Tako Ha 4-uMmnync foSuja oBmHK

=L k g o(f—g 1)
i (e 2 e

oxk

[Mpumjeryjyhu oBy domyny Ha MaTepHjy, 3a kojy cy BenduuHe g(l) pasnudnte OR g, Moxe ce
V—-g H3HH]jeTH HCMpej 3HaKa U3BOfa, Na TMOAHHTErpanHH H3pa3 H3HOCH V—- g T;» ruje je Tf‘ TEH- -
30p eHepruje-HMNynca Matepuje. [IpunukoM npuMmjese HankcaHe (opMylie Ha IPaBHTaUMOEO MNOMLE

o
Tpefa CTABUTH A=m(}', a sennuune () cy KOMUOHeHTe g, MeTpHYKor TeH3opa. ToTanHu.
i1

4-UMIyJic TIOJba H MaTepHjeé H3HOCH [IpeMa ToMe

o . agma(GY—a)
P:‘:Tf TiV_gdSk'i—l_éﬁcf[GV-gaf_axi aag!m dSk:
a_\jk_

Kopuwherwem H3pasa (92,3) 3a G, oBa qbopmyna'no»(e ce TpaHCOpMHpAaTH Ha OOMHK

1 k— ¢ — ok, ke OgmV—8) [ o(gm—g)
Pe':?f[T"V—g‘*‘l_mTk[GVﬁg&f‘kr’m xi T ImT o 45~

[lpyry unaH y BenWkoj 3arpald TpHKasyje 4-WMIy/lc rpaBHTaLMOHOr MOk y 0TCyCTBY MaTepHje®),
MoguKTerpanHu M3pas HHje CHMETPHYaH MpeMa HHAeKCHMa /, k, na 3ato He oMoryhaBa QopMynH--

cal€ 34KOHa OApXarka MOMEHTa HMMIyJca.

§ 99. 'paBHTAIMOHH TaJlacu

[TocMaTtpajMo cnabo TpaBMTELHOHO TOJbE Yy BaKyyMy. Y cnabom nomy Me-
TpUKa MpPOCTOp-BpEMEHa je ,,CKOpPO eyKIUMACcKa*, Tj. MOXe Ce Y3€TH TakaB CHCTEM:
pebepeHurje, y KOMe Cy KOMIOHEHTE METDH4YKOr TEeH30pa g CKOpO jenHake
CBOjHM TranunejcKWM BpHjeHOCTHMa, KOj€ heMo 03Ha4YMTH 0OBAaKO:

0 0)
g&é:—@as,.g;{):& Loo=—1. (99,1)

MoxeMo, nakne, g HamucaTd y OOJHKY:
o= g —]— 11; 99,2
gm -g,-k Liks ( y )

raje je M Mana mompaska, Koja Ae(uHMILE TPaBUTALHOHO IOJLE.

3a Mane ., KOMIOHEHTE TDABHTALMOHOr To/ba [k, KOje Cy H3pameHe MO--
ik p k J
Mohy usBoma on g, Takohe cy mane. 3aHeMapyjyhu cTenexe h;, BHlIe O NMPBOT,,

*) Tpe6a: Mace (dectuua). ([pum. npes.).
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MoXeMo y TeH30pY Riym (91,4) 3anpxaTu caMo unaHoBe y DpBOj 3arpaiu:

- a h:m Qhkl a2hkm ozhil
R““m—?( FoxT T axdam axfaxf_axkaxm)' )
3a ynpowhenu Teusop R;, uWMaMo ca HMcTOM TadHouuhy:
Rix =" Ryimi = O Ryjmy,
HIH
1 02h; 0%h 9%h 0%h )
L = — | — gOIm i " . 99,4
Ri 2 ( & dxioxm + oxkax! +dxfax’ oxiox*)’ 3o

ruje je hf=gOkpy,, h=h
CHCTEM pebepeHuuje ysenu cMO Ha Taj Ha4MH, Ja Ce gy Maro pasnukyje

on g,ek Ho Taj ce ycnoe ozpxaBa M 3a Ma Kojy GecKoHayHO Many TpaHcdop-
Malujy KOOpAMHATa, Tako ja ce 3a h; MOXe IIOCTABMUTH jowl 4YeTHpH (npeMa
6pojy KoOpAMHATAa) YClOBa, a 1a Ce MPHIHKOM TOra He peMeTe YCIOBH Jia FbH-
xoBe BenuyuHe Oyny Marne.

YaMuMO 3a Te AONYHCKe ycroBe jefHauurel)

ov; - 1
d = 0, ‘*l/ —hf—?dt"t | (99’5)
Tana ce mocibefwma TpH 4YnaHa y R;; MehycobHO KpaTe, Mna HanasuMo
L 0%h;
e~ p(O)m k|
Ra 287 axloxm

Ha Taj HaumH, jenHaunue (94.7) rpaBMTALHOHOr nOJba Yy BakyyMmy RoGHu-
Bajy 06IHK

O] hf =0, (99,6)
raje je [] D’Alembert-os oneparop.

- &2 1
— — g(0)im —= e e
U=—8"" 5x0xm — g2~ ¢ OF

Oeo je obvyHa TanacHa jefHaunHa. Ha Taj Ha4yWH, rpaBMTallMOHa TNOJka NpoO-
CTHpPY Ce, Kao W eJIeKTpOMarHeTHa, y BakyymMy Op3MHOM CBjeTJIOCTH.

1) Axo ce TpaHcdopMauuja, Koja ROBOAH RO h‘;-‘ Koje MCTyH-aBajy Te yCNoBe, TPaXH y 06MHKY

x'l = xi 4 & (& cy mane BenHYMHEe MCTOr pEAa, Kao H hi-{), OHEa Ce naKo YBjepHTH, Aa (yHK-
uuje & Te TpaHcdopMauuje Mopajy 3aLOBOIEHTH jennaykHe

. 0 1
D£I=ﬁ(h§f—?a;¥h>,

roje je §i—g(°)’g‘k OpaBle ce BHAM, Na Ceé KOOPAMHATHM CHCTEM, KOJU Hcmymasa ycnoe (99,5)
MOXe joll TIOABPTHYTH Ma Kojoj Manoj TpaHcGopmauujn X'l = xi 4- &, raje 3a & Baxu
jenmauuna [ | & = 0. Ocum Tora, KOOpDAMHATHH CHCTEM MOXe€ OYEBHIHO OWTHM MOABPTHYT Ma KOjo]
Lorentz-oeoj TpanchopMalHjH,
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[TocMaTpajMo paBHM TpaBHTalUHMOHM Tanac. Kox Tawsor Tanaca mnome ce
MUjerba CaMo MO jefHOM mpaeuy y mpoctopy. Heka Ttaj mpasan bynme oca xl==x.
Jepnaunne (99,6) nobuajy Tapa o6nHK:

;A% 1 az 3

a HHMX0BO pjeluerbe je Heka (ynkuuja op X + cf (§ 45).

[TocMaTpajMo Tanac, KOjd ce MPOCTHPe y MO3MTHBHOM cmjepy oce X. Cse
BENU4YHUHE hf y mweMy cy QyHkuuje oi x — cf. [lonyHCKM yClOBH (99,5) y Tom

cnydajy majy L[;:—L}J?mo roje Tadka Haj ClIOBOM O3HayaBa AH(epeHLUpare
no f. Te jenHayuHe Mory ce HWHTErpHpaTH jeLHOCTABHO H3ocTaBbajyhv 3HAK
nudepeHurparba. Moxe ce CTaBuTH, Ha Cy HHTErpalMOHE KOHCTAHTE jelHaKe
HYNH, jep ce OBAe WHTepecHpamo (Kao W y cnyyajy eneKTpOMarHeTHHX Tanaca)
caMo [pOMjeH/bHBHM [HMjeNioM Mo/ba. Tako Ce Mejy TOjeAMHHM KOMIOHEHTaMa

{f mobupajy penaumje:
W=y %=1 =1 =% '(99.8)

Kao wro je Ha cTpauu (302) y HanoMeHH peveHO, yCIIOBH (99,5) jow He
nedbyHUILY jefHO3Ha4YHO CHCTEM pedepeHUH]e. Haume, MM joll MOXEMO TpaHC-
dopMupaTH KOOpAMHATE y OOGMIHKY x"t = xi 4 & (x — ct). Taksa TpaHCopMaLHja
ue pemetu ycmoee (99,5), jep &' samoBomasajy jemHauuHy (& =0 (8. ucty
Hanomeny). Te TpaHchopmauuje ce Mory ynotpebeasaTd TaKo fia MoCTaHy jen-

. 0 40 10 12 3 : :
Hake HyNu '-iaTP.IpPI BenuuuHe ], ¢, U U2+ 3. Hs jennauuna (99,8) cnujenwy,
na Ccy MPHUTOM jefHaKe HYyNH H KOMMOHEHTE q,‘. q;; % L[P [Ilto ce THYe IMpeo-
cranux BenuuuHa {3, ¢3— 3, — oHe He MOTy MOCTaTH jelHaKe HyNn HHKaKBUM

u3bopoM cHCTeMa pedepeHLije, MOWTO Ce, Kao WTO Ce MOXEMO YBjeDUTH TpaHC-
hopmaumjoM X' = xi | El (x — cf), Te KOMMOHEHTe yomwTe He MHjeHajy. Hano-
MHEbEMO, A& je Ha Taj HauMd jenHako Hynu u b= ¢f na je saTo k= hk.

Ha Taj HauuH, paBHH TIpaBUTallMOHH Tanac onpehyje ce mnBjeMa BENHYH-
Hama, HauMe ca fly,, Mgy — Mgq. [lpyruM pujeunma, rpaBUTALHOHU TanacH cy
TpaHcBep3anHM TallacH, 4Wja ce Tonapusauuja onpehyje CHMETPHYHHM TEH-
30poM Japyror peia y paBHd YZ, a 30Hp HEroBHX [HjaroHalHUX 4Y/aHOBa
Nyy —+ Mgy jemHaK je HymH.

FpaBuTalMOHH Tanacu MNoCjenyjy Heky eHeprujy. 4vja je ,,FyCTHHA' jelHaKa
1°° (— g). Kao u cesaka eHepruja, 1 OHa MpOyspoKyje HEeKo rpaBHTALHOHO MOJbe.
Ha Taj mayuH, rpaBUTaLMOHM Tanmac caM OKo cefe MpPOy3pOKyje HEKO MOMYHCKO
rpaBHTAaLIMOHO MOJbe. TO je Mojbe BeNMYMHA BHLIEr peaa (1 TO mpyror) y omHOCY
Ha MO/Le CaMOor Tanaca. jep je Hkerosa €Hepruja apyror peia [1438011. g%Tk je
npeor pena mo Ky, na je mpema (98.6) ¥ mpyror penal.

MspauynajMo ¢nykc eHepruje y paBHOM IpaBMTAlHOHOM Tanacy. Y npert-
XOmHOM rmaparpady BMAjend cMo, Aa ce (QnyKc eHepruje rpaBHTallKOHOr Moiba
onpehyje Benuuudama cf%(— g). Kom Tanaca, KOju ce NPOCTHpe AyX oce xi
O4YeBHOHO HHje jemHaKa HYJIH CcaMO KOMIIOHEHTAa 1o,

Kao wTo je mo3HaTo, MCeynoTEH30p tik je wMana BenMuYMHA [Lpyror pepa.
Mopamo wuapauynatH f!° camo c TOM taydowhy. JemHocTaBaH padyH romohy
omwTe ¢opmyne (98,6), a kopucTehu ce uMEEHMLOM, a y PaBHOM Tanacy HHUCY
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jenHaKe HyNH CaMO KOMMOHEHTe [lyy, h,, = — f153 Teusopa hy, AOBOAH Hac Ao
pesynrara:

L N—

¢t dhgg ahoo ah33ah33 ah230h23 .
32nk(0x of Tox of T ox *5;‘")

Axo cy cee BenuuuHe (QyHKLUHje caMo oL X — cf, OHAA ofaBis AoOvBaMO ge-

hUHUTHUBHO
Ca s ;[90 ""_);[ 2
01 2 22 83 ; 1
s 32nk [h23 ( 2 ) :I (99.9)

§ 100. Cna6o rpaBUTaLMOHO MOJbe

OBgje heMo mocmatpatu cnabo rpaBUTaUXOHO MOJbE, W323BEHO IPOHEBOIbL-
HUM THjenHuMa, Koja ce Kpehy manum 6p3MHaMa y cOHocy Ha Op3uHY CBjeTIIOCTH.

36or npucycTBa CyfncTaHle jefHauydHe TPaBUTALMOHOr MNoJba pasnukosahe
ce OX NMpoCTe TanacHe jefHauuHe obnuka [ A =0 (99,6) mo unaHoBHMa Ha
LECHOj CTPaHH jeAHauYyHHE, KOju MOTHUYY Of TeH30pa eHEepruje-uMIynca cymacTaHue.
HanuncaheMmo Te jegHauyuue y 0OnMKY:

8k
— [ Lbk—__.-fyk ' (100,1)‘f
gt
s . k i . k e
raje CMo yMjecTo fi; yBenu OBLje 3a Hac MOAECHHje BEeNMHUYMHE Yy = i} e &k h,
k . P .
a T; NpeTCTaB/ba JOMYHCKE H3pa3e, Koju ce AobuBajy y TayHuM jegHadnHaMma.
8k
Rf—c—-—éfR————T npy Npenasy Ha cnydaj cnabux ro/ba ca NMocMaTpaHoM

' . . 0 0 .

anpokcumauujoM. Jlako ce yBjepuTH, La Ce KOMIOHEHTe Tqg M T, AOOHMBajy nIH-
. k :

pEKTHO u3 oarosapajyhux komroHeHaTa 7;, kaja Ceé M3 HHX H31BOje Mane Be-

NWYMHe OHOT pela Koju Hac MHTepecyje. LLITo ce mak TH4e KOMMOHeHaTa T, OHE,

p

¥ , o
Topen YnaHoBa Koju ce nobuBajy M3 T@, cagpXe M uNnaHoee Malle BeJIHYHHE

1
Lpyror peaa us Rf — 5 éf R.

y
{99,5), ?_‘;;::O. HMs (100,1) cnujenu,
{ " ox

Bennduue L{JT 3a10B0JbaBajy ycnos

3 k
fa MCTa TaKsa jegHadyuHa BaXW U 3a T;.

oty
walls JE0T ) (100,2)
Ox*
; s : - . k
Opa jenHayWHa 3zMjerbyje OBILje OMWTY penauujy Tie=0.
Ognpenuhemo, npuje csera, MeTpHUKYy MPOCTOp-BPEMEHA ¥y cnaboM rpaBUTa-
LHOHOM MMOJbY Ha pPEenaTUBHO HE CacBUM BEIIMKUM pacTojaks¥Ma O CucTema Tu-

jena, Koja TO mo/be M3a3uBajy (pacTojarba, Koja Cy BENMKZ y OAHOCY Ha RHMMEH-
3uje cMCcTeMa @, alnd MaNa y ORHOCY Ha MyXHMHE IDaBMTALHOHUX Tanaca, Koje
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cucteM 3paud, A~acfv). Y TpBOj anpoKCHMaLWju MoOry ce y jeAHauMHaMa
A

(100,1) 3aHeMapHTH 4NaHOBH Ca M3BOAMMA 1O BpPEMEHY (?2-_0% ,» KOjd cajpxe

1/c?, a op cBHMX KOMMOHEHaTa T/ MOXeE Ce CMaTpaTH DasNM4YMTa Off Hyle CaMo

KOMIIOHEHTa 1:3::——’;1,(:2 [B. (95,1)], xoja campxu ¢* (moK ocTane caapxe NpBH
MMM Apyrd cTemeH 6p3uHa THjena). Taja Ro6HBaMO jefHayHHe

AV —o, Ads—o, Aqag:'i_f"p. (100,3)

MopaMo TpaxuTH pjemema THX jeAHayMHa, Koja cy y GeCKOHayHOCTH jefHaKa
Hynd (ranunejcka MeTpuka). [Ipema ToMe, W3 NpBHUX ABHjy jelHaYMHA CIHjeAH

Ye =0, Yy =0. ¥Ynopehemem Tpehe jenHauuHe ca jennaunnom (95,2) sa Newfon os
49

5 0
rpaBHTaLMOHH [OTEHUHK]jan @, HanasuMmo u};o=-E,_;. OpnaBne HanasuWMo 3a KOMIIO-

1 : : ’
HEHTE TeH30pa h,k-:&})f-—?t{ﬂf cnujepehe BPHjeHOCTH:

2 : 2
hﬁz_ﬁcpéf, hg=0, h0=_——cicp, (100,4)

HIIH 34 HHTEpBal:
dst=(14 G0 car—(1—Go) @t ar e . (009)

Ipyrd unad osgje neHHHLIE MPOCTOPHY METpPUKY y cnaboM TIpaBHTALHOHOM
(Newton-osoM) moby. .

BuguMo, pna mnompaBHH 4NaHOBH MPBOr pela Mo @ MOoCTojé He CaMO Y Gyo»
HEero M y ge Y § 96 Beh je HaBejeHo, ma y jenHaunHaMa KpeTaka 4YecTHLa
(ca 6psuHoM v << ) MOMpaBHM 4NaHOBU y g,s AOBOAE A0 ManMx BelH4YMHA BHIUEr
pena Of 4YnaHOBa KOjH MOTHYY W3 g, Y Be3d C TUM OHUNH CMO y CTaky, ha y
§ 86 ompemuMo caMo fig,.

LLIto ce THYe MjEIOBHTHX KOMMOHEHAaTa g METPHYKOT TeH30pa, OHe Cy
'y rocMaTpaHoj AanpoKCHMauuju ocTane jefHake Hynu. Y cnujefehoj anpokcuHMa-

uUMjH MMaMo 3a ofpehuBame BennuuHa g = h§ =1{§ jennauunny

L 16 mk
gcco__ ct

T o -

YepctrheMo 0Blje T,q= UCUll == — UCV,, TAje je V 06H4YHA TPONHMEH3MOHANHA
6psuHa, M yBewheMo TPOAWMEH3MOHANHW BEKTOpP g Ca KOMMNOHEHTaMa g, ==

:_gf o gl Tapa nobuBaMo jenHauyMHY
' &oo
16wk :
Ag =—3—uv. (100,6)

Teopnja mosa 2(}
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3a BenuKka pacTojama (y OAHOCY Ha QNHMEH3Hje THjena) HeHO pjeliere  Moxe
ce HAMHCATH HEMOCPEXHO MO aHANOTHjH ca pjellereM (43,3) jemnauuHe (42,2):

2k
g—— 2 MXR,) (100,7)
c*Ro
raje je M= S (r X pv)dV momeHT uMnynca tujena.l)

Y 1. zagatky y § 88 mokasaHo je, Aa ¥ rpaBUTALIHOHOM MOMbY Ca Zoox P23~
NUYHTHM OR Hyne HjejcTByje Ha 4eCcTHLY ,Coriolis-oBa cuna‘'* ¥ TO HCTO Takpa
cuna, Koja 61 AjejcTBOBana Ha 4ECTHLY THjena, Koje poTHpa €a yraoHoM 6p3vHOM

c .
Q =—2—ﬁ rotg. [lpeMa ToMe MOXeMO Ka3aTH, Aad y rpaBUTallMOHOM MOJbY KOje

wsasupa poTHpajyhe Tujeno (c MOMEHTOM MMmysca M), Ha yecTuuy njejcTBYyje
cUna Koja je eKBHBalEeHTHa Coriolis-0oBOj cuny NMpH poTauUMju ca yraoHoM 6p3MHOM

c k
Q = rotg = m [R§ M— 3R0(MR0)]

[h=1, g us (100,7)].

3apaTack
OnpenuTH AjeJCTEO 33 IPaBUTALHMOHO MOKE Newion-oBoj anpoKCHMaUH]H.
Pjewewe. [Tomohy g, u3 (100,5) wuapauyHaBaMo mMpeMa onwToj Gopmynu (92,3):

G=— ~4;—(Vq>)"-, na je mjejcTeO 3a mobe:
1
s ? dVdt.
S 4nk f(v<p)

YkynmHO AjejcTBO 3a Mome 3ajefHO ¢ MacaMma pactopeheHHX y MPOCTOPY Ca TYCTHHOM 1 H3HOCH:

2 1
S§= ff [}%—w — m(w)z] dvdt.

Jlako ce yBjepuTH, Ka BapHpaibe S no @ posonu Ro Poisson-ose jeanauune (95,2).

§ 101. 3paueme rpaBUTALHOHUX Tajxaca

HapauyHasame eHepruje Kojy 3payeé MOKPeTHA Tujena y o6nuKy rpaBHTa-
LIMOHHX Tanaca, H3HUCKYje onpehuBatbe rpaBUTALMOHOr TMOJbA y ,TanacHoj 30HH",
Tj. Ha pacTojamHMa, Koja cy BenHKa y ONHOCY Ha NyXHHe EeMHTOBaHHMX Tanaca.

Csa u3payyHaBama Cy MPUHLKMIK]eNHO MOTMYHO aHanmorna H3payyHaBambHMa,
Koja CMO BpLIMIHM 32 €NEeKTPOMArHeTHe Tanace. Jegunauuue (100,1) cnaGor rpa-

1) Ako ce M3payyHa TOTANHA MOMEHT rpaBUTalMOHOr TOka M MaTepuje mNpeMma ONUTOj
dopmynu (98,10) ca goa H3 (100,7), mobua ce ympaeo BenHuHHA M. To nokasyje Aa dopmyna
(100,7) npaBunHO onpehyje goa Aaneko on THjena Hak H ¥ cnydajy, Kaga ce 6nu3y THjena rpasd-
TaUMOHO TIOJEE HE MOXe CMaTpaTH cna6um. WMnak, mputoM je M MOMEHT ummynca He CaMo 3a
caMa THjena, Hero ¥ sa THjena 3ajefiHO Ca FPaBHTALIHOHHM MOLEM (ako je momse CByAa cnabo, OHAa
ce HEroB MOMEHT MOXe 3aHEMapHTH).
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BUTALMOHOT NOJba 10 06AMKY ce MOKNamajy ca jeAHauHHaMa peTapAoBaHHX MOTEeH-
uujana (§ 62). INpeMa ToMe HMXOBO OMIUTE pjelIeme MOXe Ce OfMax HalM-

CaTH y OOMHKY
Ik — f( k)t__dV (101,1)

Bynyhu na cy 6GpsuHe CBUX THjena y CHCTEMY Mane, MOXe Ce M0/be Ha BENIMKHM
pacTojakbMMa o4 cHcTeMa HanucatH (B. §§ 66 u 67):

U = R, f(ri),__odv (101,2)

raje je R, pacTojale O KOODAMHATHOr MOYeTKa, KOjH Ce Hanasu Ma rhje yHyTpa
Ry
cuctema. 36or kpaTkohe H3ocTaBuheMo HHAEKC 1‘—-? Yy TNOAHHTErpanHHM H3-

pasuMma.

3a uspayyHaBale THX MHTerpana ynotpujebumo jesnaduue (100,2). Uso-
CTaBrbajyhu HHLeKce KOI 17" ¥ OABajajyhH MpoCTOpHE M BpPEMEHCKE I{OMHOHEHTG,

HanmuwuMo (100,2) y oﬁn}u{y

0y %o %% 9% _ (101,3)
oxr  dx° " oxr 0x° '

Tlocnuje MHOXeHa mnpBe jenHaydHe ca X% MHTerpupajMo Mo LMjenoM MpocTo
J J ]

o £ OF;,,, 5 0(Tq, x*)
a—xa fg‘aox dV: Wx dV: Tav—- 'Uc‘ﬂdv.

Kako je y GeckoHayHocTu 7; =0, oTnama MpBH MHTErpan Ha [AECHOj CTpaHH,
jep je TpaHcthopmupan npema (Jauss-oeoj TeopeMH. Y3umajyhu nonys6up rmpeo-
cTane jefHayudHe M HMCTE jelAHAYHHE C TPAHCIIOHHPAHUM HHAEKCHUMa, HanasuMo:

1 0 _ o B
fcupdV= — ?Wf(rauxﬂ_l_r‘,x )dv.

{ToMHOXHMO 3aTHM JHpyry on jemHauuna (101,3) ca X¥®X# W MOHOBO MHTErpPHPajMO
{10 uujenoM npocTopy. AHanorHa TpaHchopMauHja AOBOLH .0

E%Iruox“xﬂd‘l/=—f(rmxﬁ—[—rﬂox“) dv.

YnopeheweM n06HBEHHMX pesynTaTa HaNa3uMO:

1 02
_ —— B
frapdv 5 Ongroox“x dv. (101,4)

Ha Taj HayWH, MHTErpand Of CBHX Tqp H3paXeHM Cy noMohy HHTerpana
KOjH cajpXe caMo KOMIOHEHTY T,,. ANM Ta KOMIIOHEHTa MpPH [aTOj ampoKCHMa-
uuju (kao wro je peyero y § 100) jemHaka je oarosapajyhoj kommoHeHTH 7,,
TeHsopa 7. .
- 0 ot
Tgo == — Ty = M C*
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Bamjewyjyhu To y (101,4) u ysopehu Bpujeme t = x°/c no6uBamo (101,2) y obmuxy

2k 02
%p=c4—&ﬁjux°‘xﬁd‘/- (101,5)

Ha BenukMM pacTojamsMMa O cCHCTeMa onTepeherma Tanac ce MoXe (y
ManuM JjeNioBMMa MpOCTOpa) CMaTpaTH Kao paBHM Tanac. [pema ToMe, MOXeE Ce
H3pauyHaTH (ykC eHepruje, Kojy CHCTeM 3paud, peluMo y mpasly oce X!, Ko-
puctehu ce dopmynom (99,9).

Y dopmyny (99,9) ynase KOMMOHEHTe Hog =ag M Mgy — figg =Ygy — Yas-
s (101,5) 3a mux HanasuMo H3pase:

2k bt 2k L] (1]
hyy = “C4R0 Dyg, fgp— hyy =— _C‘-R;(D” — Daa)

(Tauka o3HayaBa nMgepeHUUpae N0 BpeMeHy), Tlije CMO yBenH TEeH30p
Dmf3=fpo(3x°‘xl3—-6aﬁx3)dv (101,6)

,KBajpynonHor MomeHTa Maca (B. § 95). [HeduuuTHBHO ROGHBAMO tbnykc eHep-
ruje nyx oce X' y o6nHKy )

N
#10 k [(ng _2' DR?) + D%gJ . (10 1 ,7)‘

"~ 47’ RE
Kapna je nosHaTo 3pauerme y MpasLy 0Ce x!, nako je ONPEAHMTH 3payck:e ¥
NpOM3BOJLHOM MpaBLy, MO KOMe heMo jeIWHHYHM BEKTOD O3HAYMTH ca Il 36or
Tora Tpe6a OX KOMNOHeHaTa TEH30pa Dgp ¥ BexkTOopa Mo CACTaBUTH CKanap
ppyror creneHa no Daog, koju 0On 3a ny=1, Ny =n, =0 mpemwao y

. s
D3+ (D———22 -2_ %) "

MuTeusuTeT 3payerba €Hepruje y eneMeHT NpOCTOpPHOr yria do neduHH-
THRBHO H3HOCH!: : : :

k

S 4 mc®

1 o [ svp s 3w
[T (Daﬁnang)z +7 D'op— DapD o nﬁnT] do. (101,8)
ToranHo 3paderme y CBAM MpaBuuMa, Tj. rybutak eHepruje cucreMma y

d&
jelMHHMLK BpeMeHa (__d_t-) Moxe ce Hahu, ako ce Hahe cpejra BpHjEAHOCT TOr

dnykca no npasuprMa, na 3aTHM Ta BpHjeIHOCT TOMHOXH ca 4. Hanaxemwe
cpente BPHjeNHOCTH BpIUM CE€ JaKO romohy QopMyna Koje Cy HaBeleHe y Hamo-
MeHH Ha cTp. 194, ¥ poBopu 1O cnujefneher uspasa 3a ryburax eHepruje:

d& kg
at ~ 5B
HeonxonHo je HarMoMeHYTH, ia jé HyMepHHKa BpHjeAHOCT TOr ry6uTKa eHepruje,

yaK W 3a aCTPOHOMCKe 0GjeKTe, TONMKO Mana, Aa je FHeros yTHLA] Ha KpeTakke,
yak ¥ 34 KOCMMYKe WHTepBaje BpeMeHa, CacBHM HesHaTaH (Tako 3a nBOjHE

(101,9)
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3BUje3ne TyOMTaK eHepruje rpaBHTAUHOHMM 3paye€HEM TOKOM jeJlHE TrOJHHE je
pena 10712 on mwHXOBE ToTanHe eHEpruje).

1
Mapaz za CampXH e To 3HauM, Aa ce rybuTak eHeprdje H3onHpaHor

d

dt
CUCTEMa TMojaB/byje CcaMo TpH NeToj ampokcMMauuju mo l/c. Kon npee uyeTHpH
anpokcMMalldje eHepruja cHcTeéMa ocTaje KoHCTaHTHa. OpaBhe cnujend, ga ce
CHCTEM THjena y TpaBHTALMOHOM TIOJbY MoXe onucaTd mnomohy Lagrange-ose
¢yHKuMje ¢ Taudowhy o 4naHosa pega v*/ct, 3a pasnuxy of eneKTpoMarHeTHOr
noma, raje Lagrange-osa (byHKLMja MOCTOjU camo C TayHouwhy [0 4ynaHoBa Apyror
pena [MocCibefHe je Yy Be3H C THM, WITO ryOHTaK eHepruje eneKkTPOMarHeTHHM
3paverbeM canpxu 1/c3). Mnax cy e(berm/r KOje 13a3MBajy TH LOMYHCKH 4Y/aHOBH
y Lagrange-oBoj ¢byHKUHKj¥, CacBUM He3HaTHH').

3apgarTac

, Ipa Tujena, koja ce npuenade npema Newfon-osoM' 3axkoHy, kpehy ce 1O KpyXHHM nyTa-
‘HbaMa (0XO HHXOBOT 3ajeHHYKOr LeHTPa HHepuHje). Qunpenuth GpauRy TpHbnuxabama oba THjena,
®0ja je ycnoBibeHa ryGMTKOM eHeprHje 3payerweM IpaBUTAUHOHHX Tanaca.

Pjemewne. Ako cy m, u /m, Mace Tujena, a I wuxosd Mehycob6Ho pacTojarbe (KOH-
CTaHTHO NPH KpeTaky MO KPYXHHM MyTathaMa), OHA4 M3padyyHaBawe nomohy (101,9) naje

_d@_ﬁ< ke UL )2,-4ws
dt ~ 5¢5 \m, + m, :
T nepuos ofpTama. w je BesaHno ca r momohy w?r® =Kk (my 4+ m,). Towrto je

_ 2t dé.
& km my dt’

Taje je w=

T!

,Na fepHHUTHBHO JO6MBAMO:

64k (my 1 M) My My
B rt

e

§ 102. U3oTponHU NpoOCTOP

[MpuMujeHHheMo jemHa4WHe rpaBUTali¥je HA MPOCTOP, KOJH je CByAA MOTMYHO
XOMOreH ¥ H30TponaH. To 3Ha4ydM, J[a Ce MOXe Yy3eTH TakBO ,,CBjeTCKO" BpH-
jeMe, raje 6M y cBaKOM HAaTOM MOMEHTY TOra BpeMeHa MpOCTOpHa MeTpHKa 6una
jenHaka y CBHMM Ta4ykaMma H y CBHM TpaBLHMa, OpyruM pHjeyuMa, MPOCTOp HMa

) Hasopumo, Ge3 uspohewa, H3pas 3a Lagrange-osy cpy:-txumy cHCTeMa YecTHLa Koje Mehy-
«co6Ho IjejcTByjy Ha TpaBUTALHOHH Ha4WH, H TO Y npyro; anpoKCHMAalUjHu:

’”A’”A mAevJ,JL kmAm
1= (*—32@@8%2 it Dy
A

BF£A
k*m m km
AB"G Allg
————= (7V,V v.n vgn
+Z2CRABRAC+22c‘RA (7vaVg +Vallag Vs AB):
A%B A£B
AZEC

Thje je My, — JEAMHMYHH BEKTOp y npasuy paguyc-BeKTOpa RAB mehy 4YecTHLAMa M, H Mg,
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NOTNyHY CHMETPH]Y. [Tputom ce, HapaBHO, ayTOMaTCKH MPETNOCTaB/ka, Aad je ry-
cTuHa MaTepuje (y CBakOM JaHOM MOMEHTY ,CBjeTCKOr* BpeMeHa) KOHCTAHTHa ¥
ujenom npoctopy?).

[Tpuje cBera INOCT2BHMO NpPOCTOPHY METPHKY M30TPOMHOr MpPOCTOpa y OApe-
heHoM MOMEHTY ,,CBjeTCKOr** BpeMeHa. Lpyrum pHjedunMa, Mopamo Hahu H3pas
3a eJeMeHT NPOCTOPHOr pacTojama dl nomohy mubepeHuHjana KOOPAHHATA, Tj.
OLpeNMTH KOMIIOHEHTE TEeH30pa Y,p y OMWTEM H3pasy

dl? = yypdxedab. © (102,1)

TpoAMMEeH3HOHANIHY METPHYKH TEH3Op 03HAYABAMO Ca Yo 3a pasnuKy On 4yeTBOpPO-
IMMeH3HOHANHOT TeH30pa ik
KpusvHa npocTopa MOTMyHO Ce€ onpehyje HeroBWM TPOAMMEH3HOHANHUM.

o .

TEH30pOM KpHBHHE, KOjH heMo 03HaquTH ca Pgys 3a pasnuky OA 4YeTBOPOAHMEH-
i o

svoHanHor TeH3aopa Rim (ocobuHe TeH3opa Pg, 5, HapaBHO, MOTMYHO CY aHaJorHe

i . . o
ocofHHamMa TeH30pa Rk;m). Y cnyudajy moThnyHe M30Tpornuje Mopa Ce Pﬁya H3pa-
wapaTH camo nomohy MeTpHYKOr TEH30pa Yg. Tlako je BuAjeTH, Ra 36or oco-

6uHa cUMETpHje ng,, (. § 91) ox mopa, nakne, MMaTH 06NHK:

Py =4 (0y ysg — 037 7p)- (102,2)
rgje je A Heka KoHCTaHTa. TeHsop 2. pena Paﬁ-:Pz?B A3HOCH
Pug=2A%4p, (102,3)
a ckanapHa KpHBHHA
P =6A. (102,4y

Ha Taj HauuH BHAMMO, 1a ce ocofuHe KpHMBHHE H3OTPOMHOI NMPOCTOpa OAPe-
hyjy ceera jepHOM KOHCT4HTOM ). Tlpema ToMe, MoryhHa cy cBera TpH GUTHO
pa3nMuMTa Cllydaja MPOCTOPHE METPHKE: 1) Tako3Ba#M MPOCTOP KOHCTAHTHE TMO-
3UTHBHE KpUBMHe (KOjH OAroBapa MO3HTHBHUM BpHjENHOCTHMA ), 2) npocTop KOH-
cTAHTE HeraTHWBHE KpHMBHMHe (KOji OAroBapa BPHjeAHOCTHMA < 0) u 3) mpocTop
ca KpUBHHOM jeNHaKOM HYyIH (A =0). Tocmentbd OX HHMX NMPETCTABILA paBHH,
Tj. eyKJIMAHH MPOCTOP.

[Npu mpoyyaBatby MeTPUKE 3rOAHO je MONA3UTH O reoMeTpUCKe aHaloruje
rocMaTpajyhd TeoMeTpHjy H30TPOMHOT TPOAWMEH3HOHAIHOT npocTopa Kao reo-
MEeTpHjy Ha M30TPOMHOj XHIEP-TIOBPLIMHH (y HexOoM GDHKTHBHOM YETBOPOAMMEH3HO-
HanHoM mpocTopy®). Taksa MOBpIIMHA j& xunepchepa, TpoauMeH3HOHANHA POCTOR
Koj4 HOj OAroBapa, MNPOSTOP je TMO3UTHBHE KOHCTAHTHE KpUBHHe, JepHauMHa.

1) Ako ce mpuMHjeHe ‘nofuBeHH pe3ynTaTH, OHA3 MOpa 6HTH rosopa 0 CBOjCTBHMA IpPOCTOPA,.
KOjH ce rnocMartpa y ,,BelHKo] pasMjepH", saHeMapyjyhd ,JlokanHe'* HEXOMOTEHOCTH, Koje cy H3a-
3paHe CKyM/bakeM MaTepuje y 3BMje3naMa M 3Bj€3NaHOM cucTeMy (Tako3BaHe BaHranakTH4YHE Ma-—
rIHHe Wnu ranakTuke). Tako ce mop TycTHHOM Mace Mopa noapasyMHjeBaTH Cpeliea Maca y3eTd
no ofnacTMMa mpecTopa, BENHKMX pasMjepa y OAHocy Ha pacTojarba Mehy MarnuHama.

Mako pnaHawmH aCTPOHOMCKHM rojaud fajy OCHOB 3a MpeTnoCcTaBKy O XOMOreHOCTH TaKBe
FyCTHHE, MMaKk Ta npeTnocTaBKa HeHsbjeHO MOXE HMaTH CaMo npubnumKHA KapakTep, na ocTaje
OTBOPEHO MHTake, Aa NH Ta OKOJIHOCT MOXe H3MH]eHHTH 4aKk M KBalHTAaTHBHO no6HBeHe pe3ynTaTe
H, Yy KOjoj ceé MjepH neknanajy ca cTBapHowhy u4aK H 6MTHa CBOjCTBa Ha Taj Ha4MH RoBHBEHHX.
pjellerba jefiHaYHHA rpaeuTalHje. .

2) Pasymuje ce, Aa OBaKaB NpOCTOp HEMa HUIITa 3ajeAHH4YKO Ca 4eTBOPOAHMEH3HOHATHHM:
NpOCTOpP-BPEMEHOM,
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xunepcthepe ¢ pagMycoM 4 y YeTBOPOAMMEH3HOHAHOM MPOCTOPY Xj, Xy, X3 Xy

rnacu:
X+ 5+ x5+ =,
a4 €JIEMEHT JHIYXHHE Ha I-bOj

di2 = dx? + dx3 -} dx3 + dx2,

[MocMaTtpajyhu koopaunate x!, x?, X3, kao TpH NPOCTOPHE KOOPAMHATE H
enuMuHupajyhu U3 d[*> GUKTHBHY KoopAauHaTy x* moMohy npBe jefHayuHe, Hana-
3MMO eJIEMEHT TMPOCTOPHOI pacTojamka y OGNHKY

— dx® 4 dx2+ dx -|- (xldxl + ;“;d“x'f xsxdxa) (102,5)
27 N3

W3 oBor u3pasa nako je uzpadyHaTd koHcTtaHTy A us (102,2). [Towro Ham
je o paHHje To3HaTo, jAa Puﬁ uMa o6nuk (102,3) y umjenom mpocTopy, AOBOJBHO

je na ce u3payyHa caMo 3a TauKe, Koje ce Hanase 6nM3y KOOPAWHATHOT MO-
yeTKa, raje je

Xo X
Tap= aaﬁ'jl" a2

.
Kako Cy NpBH H3BOJH 01 }’GB, 4 3aTHM H BeJIH4HHE Fﬁy Yy KOOpOHWHATHOM TIIO-

YeTKy jeAHaKH HyIH, TO Ce M3padyyHasake mo omwtoj dopmynu (91,10) mokasyje
BpPJI0O MPOCTO H Ae(dUHUTHBHO Aaje:

) PO (102,6)

BenuudHa @ MOXe cCe Ha3BaTH ,MONyNpe4YHHUK KpHBHHe' mpocTopa. YBe-
IUMO yMjecTo KoopauHaTa X!, x%, x% og;rosapajyhe ,cdepHe’ xoophuHate r, 6, @.
Tapa eneMeHT AyxuHe nobHja 06IHK

df =——— L = r? (sin?e dop? - de?). (102,7)
L

a?

KoopauHaTHH moyeTak, HapaBHO, MOXe C€ Y3€TH Yy Ma KO0joj Tayku npocropa
Nyxuua kpyxHe nepudepuje y THM KOOpAMHATaMa je 27 r, a MOBpLIKHA chepe 47w re.

V"_

of r. Ha Taj HauMH y TakBOM MNpOCTOpPy OHHOC AYyXHHe KpyxHe nepHdepuje
npeMa pagdycy MakH je om 271.

Tj. Beha je

Iyxuua, nak, ,nonynpeyduka* kpyra (unu cepe) ]ef

Ipyrd srojaH ofnuk d[* uMa y ,,4YeTBOPOAHMEH3HOHANHHM COHEPHHM KO-
opaMHaTaMa‘ Koje ce pnobMBajy, ako ce MjeCTO KOOpAHHATE I yBEAe nyrao“ 4
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npeMa penaudjy r == a sin (y ce wmujewa y rpaHuuaMa oOon 0 mo 2m)Y).
Tana je:
dI2 = a®[dy? -+ sin? g (sin?@ dp? + d6%)]. (102,8)

KoopauHaTOM j Mjepd Ce pacTojare OA KOOPAMHATHOL rmoyeTka, Koje H3HOCH af.
IToepwkHa chepe y THM KOOpAHMHATaMa H3HOCH 4ma®sinx. Buaumo, na ce yna-
IbaBakeM O KOOpHAHHATHOL MOYETKa, BENHYHHA INOBPIIMHE chepe noeehasa, ROK
Ha pacTojaky ma/2 He JOCTHTHE MAaKCHManHy BpHjeHOCT, K0ja M3HOCH 4a’.
3aTHM NOYMIbEe Aa Ce CMamyje LOK ce He TpaHcdopMupa y Tadky Ha ,,CynpoT-
HOM Mofy‘ MpoCTOpa Ha pacTojawy 7md, HajseheM pacTojamy, KOje yomnmuTe MOXe
MOCTOjaTH Yy TAakBOM TMPOCTORY [napaBHO, cBe ce TO BHAM K3 (102,7), axo ce
HarnoMeHe, A4 KOODAMHATAa I HE MOXe MMaTH BpHjeNHOCTH sehe on al.
3anpeMuHa MpocTopa C MO3MTHBHOM KPHBMHOM uadocu npema (102,8):

2 n =«
V:fffa%inzxsinedxdedp,
00 0
ofakne je
V = 972 ad. " (102,9)

Ha Taj HauuH, MPOCTOpP Ca MO3WTHBHOM KPHBHHOM je xoHauaH (anu, pasyMuje ce,
Hema rpaHuua). Moxe ce pehn na je ,3aTBOpeH caM y cebu".

WutepecanTHo je McTahu, Ha je y 3aTBOPEHOM npocTOpy TOTANHO eneK-
TpuyHo onTepehere jeNHAKO HYNH. M zaucra, cpaka 3aTBOpeHa MOBpLIKHA ¥
KOHa4yHOM TpocTopy ca ofuje cBOje CTpaHe o6yxBaTa KoHayHe o6nacTu Mpo-
ctopa. Ilpema ToMe, (nyKkc eneKTPUYHOT TO/bA KPO3 Ty TOBpLIKMHY jeAHaK je
c jenHe cTpaHe TOTanHoM onTtepehemy, Koje ce HanasH yHyTpa MOBpLIHHE, & C
Ipyre cTpaHe jefHaK je ontepehetby, Koje ce Hanasd H3BaH b€, ruje ce ornre-
peheme y3WMa ca CYMpOTHHM 3HAKOM. Cyma ontepehema c o0uje cTpaHe MOBp-
IKHEe jeflHaKa je, HaKne, HyJH.

Tpehumo cafa Ha mocMmaTpate reoOMETpHjeé NpocTopa, KojH Tocjenyje KOH-
CTaHTHY HeraTueHy KpuBuHy. K3 (102,7) BupxMO, Nia KOHCTaHTA A mocTaje Hera-
THBHa, ako je @ HeraTWBHO, Tj. 4 je HMarvHapHO. [lpema ToMme cBe (opMyie
3a MpOCTOp HeraTHBHE KPHBHHE MOry ce NOGUTH NMPEKTHO W3 NPETXOAHHX, aKO
ce y HmHMMa (@ 3eMjeHH ca ia. Opyrum pujedvuma, reomMeTpuja mpocropa ca Hera-
THBHOM KpDHMBMHOM Jfo6HBa ce MaTEMaTHHKH Kao reoMeTpHja Ha YeTBOPONMMEH3HO-
panHoj mceypochepd ¢ MMardHapHHM MONYNPEIHUKOM.

Ha Taj HauuH KOHCTaHTa A je capa

A= —— | (102,10)

A eneMeHT NyXuWHe y MPOCTOPYy Ca HEraTHBHOM KDMBHHOM y KoOpivHaTaMa
r, 6, @, uMa 06IHK

2
dre =—dL7§ - 12 (sin® @ do? - d6?), (102,11)

14

1), Descartes-ose'* KOOPAHHATE Xy, Xg, X3, Xy [OBe3aHe CY Ca YeTBOPORMMEH3MOHANHUM chep
HUM KOOpAHHaTaMa g, 6, @, X npeMa penauujama

X, = asinysinfcos, X, = gsin ysinfsing

X, = @sinxcos9, X4 = @cosy,
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raje KOOPAMHATZ I MOXE HMaTH CBe BpHjeaHOcTH om0 zmo oco. Cagna je opHoC
IyXuHe KpyXHe TIepudepnje mnpeMa MONynpevHUKY Behu on 2m. Wspas sa dI?,
Koju omrosapa (102,8), no6usa ce, ako ce yBeie KOOPAHHATA Y MpeMa penauuju
r=uashy (x ce osnje mujersa on O no do). Tapa je

dI? = a2 {dy? 4 sh?y (sin®6 de2 - de?) }. (102,12)

[TospwuHa ctepe je cana 4a*sh?®y u ynamasarmeM O KOOPAWHATHOTL TO-
YyeTKa (noaehaaa}bem 7) GeckoHa4Ho ce nopehasa, 3anpeMHHa MpOCTOpa Hera-
THBHe KpDHBHHE, OYEBHIHO je OeckoHayHa.

3agarTack

Tpanchopmupats enemeHt myxuHe (102,7) Ha o6nuKk y kKoMe 6W GHO NMpoMopuUHOHANAH CBOM
eyKJMICKOM H3pa3sy.

Pjewewne, 3aMjeHa

il

4a*

NOBOAM ZO pe3ynTaTa

d 3 (dr? 4= rf ds? + r?sin? © do?).
r] 2

o ‘5)

§ 103. IpocTOpHO-BPEMEHCKAa METPHKA 3aTBOpEHOT
HM30TPONMHOr MoJena

[Mpenasehu Ha TpeTHpake MPOCTOPHO-H3OTPOMHE meTpuke!) MU MopaMo
npuje ceera W3abpaT cucTeM pedepeHUHje. HajnomecHuju je oHaj CHCTEM, KOjH
ce y CBakoj Taykd MNpocTopa kpehe 3ajegHo ca CyncCTaHLOM, Koja ce Hamasu y
Toj Taukd, Moxe ce pehH, ma je cucTeM pebepeHuuje cama MaTepuja Koja ucmy-
thbaBa npocTop. BpsuHa cynctaHue y TOM CHCTEMY je npema neHUHULH]H YBHjEK
jenHakKa HYIH (,,concTBeHH CHCTEM perEPEHLIHjE). OyeeupHO je, Aa je TaxkaB
usbop cucteMma pedepeHuUje 3a H30TPONHH MOLEN pauuoHanaH. Ilpu Ipyrom
usbopy opujeHTauuja Gp3uHa MaTepyje ¥usasupana 61 NMpUBUAHY HEEKBHBANEHTHOCT
PasHHX Tmpasala y MpocTopy. BpemeHcka KOOpAMHATa Mopana 64 ce usabpaTH
Ha Ha4WH, KOjU je HaBeAeH y MO4YEeTKy MNpeTXOoAHOT naparpada, Tj. Tako, Aa y
CBaKOM NaTOM MOMEHTYy MeTpHKa y YMTaBOM MpOCTOpPY Oyne jenHaka.

360r MOTNyHe €KBUBANIEHTHOCTH CBHX MPaBaua, KOMIOHEHTE Zoo METPHYKOT
TeHsopa y u3abpaHOM CHCTeMy pedepenuuje jenHake cy Hynu. M samcTa, TPH
KOMIOHEHTe Zoa MOTY Ceé MOCMaTpaTH Kao KOMIIOHEHTE TpPOAUMEH3HOHANHOT BeK-
Topa, Koju 6M H3a3WBAaO pAaBNMYMUTOCT 3a pasHe mnpasue. jep je pasnMYMT OX
uyne. Ha Taj Hadun ds? Mopa umath 06muK ds?=— Zoo dx2— dI*. Komnonenta

oo OBIje je GyHkUMja camo OX x0. 36or Tora ce BpPeMEHCKa KOOpAHWHATa MOXE

T) Pjewerwe jenHaudHa, Koje ce- mocMarpajy y O0BOM H cnujenehem naparpady, nped je
n3peo A, Friedmann (1922).



314 JENIHAYUHE I'PABUTALIMOHOTI TTOJbA rJ1. XI

usabpaTH yBHjex Tako, ma g, npehe y — % OsHauaBajyhu je ca v mo6uhemo:
ds? = c?det —dI. (103,1)

JacHo je, na BpujeMe T MpeTcTaB/ba CONCTBEHO BPHjeMe y CBakoj TaykH MpocTopa.

[ToyHuMo ca nocMaTpareM MpoOCTOpa ca MO3MTHBHOM KPHBMHOM. Y 6ynyhe,
abor kpaTkohe, rosopuheMo o oAroBapajyheM pjeluewy jenHauYHHA rpaBUTalHje
Kao 0 ,3aTBopeHoM Mogeny“. 3a dl nocnyxuhemo ce uspasom (102,8) y kome
je ,,monynpeyHUK KpuBHHE® @, yonwTe y3eBwH, yHkuHja BpeMeHa. Ha Taj HauuH
MoxeMo ds® HanmucaTH y obnuky

ds? = c2dv® — a* (v){dy2 + sin2y (de® -} sin20 d¢?)). (103,2)

dyukuuja a(r) ompehyje ce jenHayMHaMa rpaBHTAlLMOHOr Mosba. 3a pjelwa-
Bake THX jeflHayuHa 3rojHO Ce MOC/yXUTH BEJHMYHHOM 1) YMjeCTO BPEMEHOM, rije
ce 7 InedHHHIIE penauujoM

cdv = adh). (103,3)
Tana ce ds? MoXe HamucaTH y OGIHKY
ds®* = a?(n){dn® — dy® — sin%x(d62 -} sin%e - dp?)}. (103,4)

3a cacTaB/baie jefHauylHa MoJba Tpefa MOUYETH ca W3padyHaBaH€M KOMIO-
HeHaTa TeH3opg R (xkoopguHate x° x1, x%, x* cy m,x 0,¢9). 36or cuMmerpHje
MOXe Ce OAMAaX 3aK/bYYHTH, 12 Cy KOMIOHEHTe Rox MAEHTHYHO jeRHaKe HYMH.

3aTUM MOXEMO TMPHMH]ETHTH, la Cy OJ BelHU4YHHa l"k, KoMroHeHTe ofnuka [gh u

0 . .
Toa, Takohe, jenHake HynH, WITO je nako JokasaTH. 36or Tora y uspasy 3a R,
ocTajy caMo cnujefiehn 4naHosu:

62 [ —— B Orgﬂ
Rpp=— Wlnl( —gl"oapl"m-{—?;}-
[LlTto ce TH4e KOMIOHEHaTa RU-B' HanoMuweMo 360r ynpolwhéwma HHXOBOT H3pa=

yyHaBaka, na, 6yayhu je goo = 0, TOo ce KOMIOHEHTe TPOAMMEH3HOHANHOT TEH30pa
yaﬁ NokKnarajy ca KOMIIOHeHTaMa Zap- 36or ToOra, MOCnMje H3LBajaka H3

GB OHMX YIaHOBA, KOjU CaipHe caMo gug, n06HheMo KOMMOHEHTE TPOAHUMEH3HO~
Handor TeHsopa P af’ Ha Taj HayuH HanasuMmo:

are dln ,
R ﬁ“Puﬁ+ m‘f— Co —K—g—rﬂcﬂ%wr‘%rﬁo-

o1
[MoMohy BpHjeBHOCTH KOMIOHeHaTa MeTpH4YKor Tensopa u3 (103,4)
oo =— 0% g, =0% gy =a’sin?y, g33=a¥sin?ysin®e

H3padyHaBaMO Ol BenuuuHa [}, OHe Koje cy HaM norpeﬁue:

0 4 o
roo E’ raﬁ 3gaﬁ) _653
(Tauka o3sHauaBa AudepeHuuparse mo 7). TeHsop Puﬁ je mpeMa (102,3) 1 (102,6)

2
PaB=Fga[3 .
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[Tomohy cBux THX HM3pasa Bo6HBaMO NOCIHje NMPOCTOr H3payyHaBama:
0 I 3 g
Ry——R=——(a>+ a?).
) a4( 2

) 8rk ., .
OBo Tpefa W3jefHAYUTH Ca BEJIHYHHOM = TJ. Kako je y H3abpaHOM CHCTeMy

pedepeHurje MaTtepuja HemokpeTHa, Guhe u*=0, u®=1/a, a u3 (93,8) umamo
T3=-—-8 (8 je rycTHHa eHeprHje Ma'repnje).
Ha Taj Hauue nobusamo cnujenehy jesnaduny?):
8k
c4

o= (a4 (103,5)

Ospnje ynase fBHje HemosHaTe (yHkUHje, &€ H d. 36or Tora je HEOMXONHO Y3EeTH
jow jenHy jeAHayMHy. 3a Ty jenHa4YMHy B3rofHO je Y3ETH jefHAuHHy Tg;i=0
(ymMjecTo MPOCTOPHMX KOMMOHEHATa jelHa4YHHa nosma). To je jenHa Of YETHPH
jennaumne (98,1) Koje ce, Kao WITO je MO3HATO, CaipXe y jenHaynHaMa rpasH-
tauuje. OBa jeAHaYWHA MOXe Ce H3BECTH M HEMOCPEXHO noMohy TepmoauHa-
MHYKMX penauuja Ha crnujenehd HaduH. ,

KopucTtehn ce y jenHaunHama noma uspasoMm (93,8) sa TeH3op eHeprije-
MMOynca, MA CaMHM THM 3aHeMapyjeMo CBe Mpouece AMCHIaluje eHepTHje, KOjH
noBoge no nosehawa edTponuje. TakBo 3aHeMapHBame OBAje jé MOTMYHO 3aKo-

HUTO, jep Cy HOMYyHCKH 4IaHoBH, koje 64 TpeGano NOLATH BENHYHHH TF y sean
ca OMCHMAaLujoM eHepruje HeofM4HO Many y ORHOCY Ha TyCTHHy eHepruje &,
Koja y cefe ykIbyd4yje U €HEprujy MHpOBamba MaTepHjanHuxX THjena.

Ha Taj Hauud, npu wH3Boherby jeHAYMHA MOJba MOXEMO CMaTpaTH, Aa je
TOTanHa eHepruja KoHcTaHTHa. [locmyxuheMo ce caja Mo3HATOM TepMOAWHA-
muukom penaunjoM d& = TdS — pdV, raje cy &, S, V — enepruja, entponuja
M 3anpeMHHa cHcTeMa, a p W 1 — MpHUTHCaK H TeMnepaTtypa. [Ip4 KOHCTaHTHOj
eHTponuju uMaMo jesHocTaBHo (& =-—pdV. YpoheweM rycTuHE eHepruje
¢=G&|V, 6es Tewkoha HanasuMo :

ds:—-(s—kp)g-‘;-f-

INpema (102,9) sanpeMuHa npocrtopa V je nporopuwoHanHa Ky6y momnynpe4yHHKa
xpuBuHe a. [Ilpema ToMe je dV/V =3daj/a =3dIna, na MoxeMO HamucaTH

de
— = 3d (Ina),
e
WIM, UHTEerpHpambeM :
de
3lna=— | —— 4 const. 103,6)
f pe (1958

(mowsa rpaHuLa y uWHTErpamy je KOHCTaHTHa) %),

1) Mu yommwTe He NOCMaTpaMo jefHa4HHE Ca TAaKO3BaHOM KOCMOROLIKOM KOHCTaHTOM, jep
je y HajckopHje BpHjeme nedHHUTUBHO [OKa3aHo, fa HeMa HHKaKBHX PHu3MYKUX OCHOBA 33 TaKBO
MHjermake jefHauYMHA TpaBHTaLH]e.

2) CxpeheMo Takiy Ha uMibenHlly, Aa Ce jeQHaduHa (103,6) moknana ca jemnauuHoM (8),

Koja je mobuBeHa y 4 3samaTky § 96 HHTerpupatbeM jenHa4uHe Té;i=0 y ,COncTBeHOM' CHCTEMY
pedepenuyje.



316 JENHAUYVHE F'PABUTALIMOHOT [1OJbA I XI

Ako je nosHarta Besa mehy & M p (,jemHayMHa CcTamwa“ MaTepuje), OHAa
jenunauuna (103,6) ompehyje & kao o¢yuxuujy on a. Tama us3 (103,5) moxeMo

OINPEAUTH 7) Yy OOIHKY. _
da
n=-1 . (103,7)
al/ 8% eqz —1
3ct

Jenuaunne (103,6) u (103,7) pujewasajy y onwreM 06aMKy 3afaTak O AedHHH-
catby MeTpHKE y M30TPOMHOM 3aTBOPEHOM MOJENY.

Ako je MaTepuja y npocTopy pacnopeheHa y o0nuKy 1oce6HHX Makpo-
CKOMCKMX THjena, oHja ce npu oxpehusawy naasBaHor rpaBUTaLHOHOr To/ba Ta
THjena Mory MocMaTpaTh Kao MaTepHjalHe 4ecTHLe, Koje HMajy onpeheHe Mace,
yoruTe ce He HHTepecyjyhd 3a H-WUXOBY YHYTapky CTPYKTYpPY. CmaTpajyhu 6p-
3WHE THjena penaTHBHO ManuMma (Manuma y opHOCY Ha C), MOXe Ce jeJ[HOCTaBHO
CTaBUTH &= uc?, raje je w 36Mp Maca THjena y ORNHOCY Ha jeaMHHLy 3anpe-
MuHe. M3 umcror pasmora mpuTHcak ,raca‘, Koju Ce CacTojd O& THX THjena,
CyBMILlE je Man¥ y OJHOCY Ha & MNa Ce MOXeé 33aHEeMapHTH (mpuTHMCLM, TaK, Y
TujenuMa, npeMa Beh peuyeHoM, He ONHOCE Ce HAa MOCMAaTpaHoO nutatke). Lo ce
THYe 3payera y NMPOCTOpy, OHO je penaTHBHO Mano, fa ceé Herosa eHepruja “
TpUTHCaK Takohe MOry 3aHeMapHTH.

Crasmajyhn y (103,6) ¢ =puc? p=0 u uuterpupajyhu, RoGusaMo
pa® = const. . (103,8)

Y

OsBa jegHauyuHa Morna 6u ce HamMCaTH ¥ AMPEKTHO, jep jenHOCTaBHO H3paxaBa
yymeHuly, fna 36uUp Maca THjena y LjelIOKYNHOM MPOCTOPY OCTajeé KOHCTaHTaH.
Ka0 M IITO MOpa GWUTH y rocMaTpaHOM ciy4ajy (O4eBHAHO je const. = M/2n2,
rije je M =uwV — ykynHa maca y TpOCTOpY 3anpeMHHe V =2m%?®). ¥Yspura-
pamwem (103,8) y jemHaumny (103,7) u uHTErpupajyhu, noGuBaMo:

a=a,(l —cosmn), . (103,9)
Thje je aozéz—f%— KOHcTaHTa. Hajsanm, 3a Besy usMmehy 7 W 1), Hanasumo M3
{103,3)

7:%(n—sinn). (103,10)

Jennaiune (103,9) u (103,10) ompehyjy y mapameTapckoM OGNHUKY byHkuujy a(v).
KpuBa, Koja mpHUKasyje Ty 3aBHCHOCT, jeCTe LHMKNOHIa.

3a =0, + 2w, £+ 47...a nocraje jeAHAKO HYIH, a [ 6GeckonayHo. Ho
Kaja w—- oo, Takohe W MpPUTHCAK NOCTaje BENHK, Ma 3aTO MpH TpeTHpamy Me-
TpHKe 3a BPHjeAHOCTH 1), Koje cy OnM3y HaBENEHHM, Tpe6a nocMaTpaTH CynpoTaH
rpaHWYHM cnyda] Hajseher MoryhHOr npHTHCKA (mpu naToj TyCTHHH eHepruje).
Y § 34 Buijend CMO, 1a MAaKCHMANHM NPUTMCAK H3HOCH p = &/3 [B. (34,5)].
YBpuwitaBaweM Tora y ¢opmyny (103,6), RobuBamo

ga* = const,, (103,11)

mocnuje vera (103,7) u (103,3) nosome Ao penauwja:

a=dysiny, r:gc—"(l-—cosn), (103,12)
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raje Mehy koHcTaHTOM @', M KoHcTauToM y (103,11) mocToju onpeheHa Besa.
Bynyhu na oBo pjelieme MMa CMHClla TNocMaTpaTH CaMO 3a Bpno Mane BpHjel-
HOCTH On @, MOXe ce OAMax HanucaTH oirosapajyha npubnuxua dopmyna (koja
ce nobuea paspujameM y pel 3a n< 1):

a = const. J/7. (103,13)

lpoMjenom 3Haka BenuyuHe 7, BenuduHa @ y (103,12) nocrana 61 HMa-
rHapHa, a beH KBajpaT HeraTusad. OHQa OW CBe 4YETHDH KOMIOHEHTE g ¥
(103,2) 6une HeraTMBHE, a NeTepMUHAHTAa g MO3UTHBHAa. AnM TakBa MeTpHKA je
¢ussukn ancyppHa (B. cTp. 230). To 3HauM, ma 3a rope HaBeAeHe BPHjeLHOCTH
7 MeTpHKa CTBAPHO HMa H30/0BaHe Tauke. 360r Tora BpHjeAHOCTH 1) Tpeba mo-
cMaTpaTH caMo y WuTepBany of O o 2m. (uaM WITO je MCTO, OR 2 .o 47T M
T. CN.) ¥ HeMa (U3UYKOT CMHUCNla aHANMTHYKM TMPOJYXaBaTH METPHKYy H3a Hase-
LNEeHOr WHTepBana. ‘

§ 104. IIpocTopHO-BpeMEeHCKa MeTPHKa OTBOPEHOT
H30TPOIHOr MoOJena .

Pjewere KOje OAroBapa M30TPOMHOM MPOCTOpY HEraTHBHE KpHBHMHE (,,0TBO-
peHd mopen“) pobuBa ce Ha HauyWH, KOjH je MOTMYHO aHaNoraH MPETXORHOM.
¥wMjecto (103,2) umamo capa

ds? = c2dr® — a%(v) {dy® + sh?y(de® 4 sin®6 - dp?)}. (104,1)

OneT heMo yMjecTo T yBecTH mnpomjenssuBy 7) npema cdv==adn. Tana
\ jobuBamMo
ds? = a%(n) {dn? — dy* — shx(de?® 4 sin?6 - d¢?)}. (104,2)

OBaj M3pa3 GopmanHo ce Moxe pnobutd u3 (103,4) samjeHoM 17), 7, @ pecnek-
THBHO ca in, iy, ia. TlpeMa ToMe W jeAHayHHe Molba MOTY Ce JOOHTH Hero-
cpenHo nomohy ucte samjese y (103,5) u (103,6). Jemmaumua (103,6) mputom
3anpxaBa CBOj paHHju OOMHK:

31na=——-f8dsp+const., (104,3)

a ymjecto (103,7) umamo
8wk 3
=g —a)- (104,4)

Cao6pasno ToMe ymjecTto (103,7) Hanasumo

da
n= -+

8wk ,
a —C—‘"SG +l

Hajnpuje hemo nocmaTpaTH cny4aj Manux MNpHTHCaKa. Yaumajyhu p=20,
s = uc® Hanasumo cnujenehe neduuuTUBHE (DopMyne:

(104,5)

a=a,(chy — 1), 17=%(Sh’n—n),
& (104,6)
4ok @o-

[lpse mBuje mpuKasyjy y napaMeTapckoM 06nuKy GYyHKLUH]Y a('l:).

pad =
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3a =0 nonynpeyHuxk KpuBHHe a (7)) moOCTaje jefHaK HYNH, a [ TEXH
6eCcKOHa4HOCTH (KOHCTaHTe WHTerpupawa ysete cy y (104,5) Tako, na Toj BpH-
jemnoctu omroeapa v=0). Hacynpor pjememwy (103,8) — (103,10}, To oBaje
BaXH caM0 3a jefHy BpHjenHOCT 7). Y 6nusuHd 1) =0 HaheHO pjeliere ce He
‘MOXEe TNpPHMUjEHHTH, Ma Ce omneT Mopa y3eTH cnydaj p = ¢3. [Ipema pauujem
uMamo u3 (104,3)

ea* = const,, (104,7)

a4 3a 3aBHCHOCT G OR T HalasuMc
a
’ 0
a=4dyshy, vr= = (chnp—1)

3a Mane 1), Kaja yOoCTanoM caM0 M HMMa CMHCNa MMOCMaTpaTH TO pjelleke,.
oneT MMaMmo

a = const.}7. (104,8)

Ha Taj HauuH, y nocMaTpaHOM cny4yajy MeTpHKa HMa CHHrynapHy Tauyky 3a 7 =0,
na 3aTo cee (yHKUMje Tpeba nocMaTpaTH caMo 3a BpHjefHOCTH 1) >0, WM caMo
3a 1< 0.

3a 7 >0 nonynpeuyHHK KPUBHHE MOHOTOHO pacTe ca 7. Hamomumemo, na
nosehasame mnonynpeyHHKa KPUBHUHE NOBOAM A0 nosehaBawa, yoMiUTe, CBHX pa-
CTOjaka y MPOCTOpPY, Kao WITO C& TO HEeMoCpefjHO BHIM H3 4YHH:EHHLE, Ja je
€NIeMEHT [pOCTOpHOr pacTojawa (102,3) mponopuuonanan ca a@. To AoBoau A0
Mehyco6HOr ,,pasMnaxena‘’ Tdjena y TakBoM npocrtopy. C Tayke rnepuiuTa mno-
cMaTpauya, Koju G ce HanasMo HAa HEKOM O HHUX, u3rnegano 64, xao na ce csa
octana THjena kpehy y paiujandHoM npasuy, yhamasajyhu ce of mocMartpaual).

Hajsax, rpaHM4HM cry4aj mocMaTpaHUX pjellerwa, KOju oproesapa 6ecko-
HAYHOM TONyNpeYHHUKY KPUBHHE MPOCTOpa, NPETCTABIbA MOJEN Ca PaBHUM (EyKIHI-
ckum) mnpoctopoM. MuTtepean ds® y oaroeapajyheM mpocTop-BpeMeHy Moxe ce
HanucaTd y O6NHKYy: '

ds? = c*dv? — b2(7) (dx? + dy? - d2?) (104,9)

(xao mpocTopHe koopmuHaTe y3eTe cy Descartes-oBe KoopAHHaTe X, ), 2). PakTop
KOjU 3aBHCH Off BPEMEHa y e/leMeHTy MPOCTOPHOT pacTOjaka OYMUTNEeNHO He MH-
jersa eyKNMMAHOCT MPOCTOPHE MeTpHUKe, jep je NMpH 3afaToM T Taj (akTOp KOH-
CTaHTaH ¥ MpOCTOM TpaHchopMalMjoM KOOpPAMHATA MOXe Ce CBECTH Ha jeHHHMLY.

HMapauynaBama, aHanorHa OHMMa H3 NpeTXofHor mnaparpada, noBoxe Ao
cnujenehux jenHayuHa:

8nk 3 [(db\? de
?"’—‘F(d—c‘) ' 31nb——-fm+°°“"

Y cny4ajy ManMx NMpHTHCaka HanasuMo:

ub® = const., b= const. 7/s. | (104,10)

1) Na 6u ce H3Beo 3aK/byyak 0 ,pasHnaxery’ THjena, HEOMXOOHO je Na HEMOCPeAHo yaa-
jaMHo njejeTBo THX THjena 6yme moBorkHoO cnafo, TayHHje, NOTeHLHjanHa eHepruja ysajaMHor pnjej-
CcTBa THjena Mopa OHTH Mana y OfHOCYy Ha KHHETHYKY €HEpPrHjy HHX0BOr KpeTawa IpH ,pasuna-
Wewy* (0Baj ycnoB je y CBakOM crnydajy HCMyHeH 32 LOBOILHO yAarbeHa Tu]ena). Y NPOTHBHOM
cnydajy, Mehyco6Ha pacTojama THjena oapehyjy ce yrnaBHOM H-HXOBMM y3ajaMHUM AjejcTBOM. 36or
-TOra, Hamp., MOpPajy O0CTaTH KOHCTaHTHE AMMEH3Hje MOjeAHHHX MAKPOCKOMCKHX THjena.
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3a mane v oner Tpeba mocMaTpaTH cny4aj p ='¢/3, Kaja Ro6HBaMO

gb* = const., b—=const.]7. (104,11)

Ha Taj HauMH, y TOM cnyyajy MeTpHKa MMa CHHrynapHy Tauky (v =0).

Cex nocmaTpaHu Mopjenu ca HM3O0TPOMHHM MPOCTOPOM OINHKYjy ce 3ajen-
HHYKMM CBOjCTBOM — HHXOBE METPHKE HMajy CHHrynapHe Ttauke. Mnak, tpeba
HMaTH y BUAy, Aa CaMO MAITMYHHje UCMHTHBAHE jefHAaYyWMHA MOJba y OMIUTEM CNy-
Yajy HEH3O0TPOMHOr MPOCTOPAa MOXE OAFOBOPHTH HAa MHUTame y KOjoj je Mjepd Ha-
BelEeHO CBOjCTBO THX pjellea CrelWjalHo CBOjCTBO H30TPOMHOr Mojena, KOju
He BaXHM y peanHoM Cnyyajy Kajia INpOCTOpHa H30TPONHja MoxXe OMTH camo
npubnuxHa.

WsnoxuheMo oBAje joll HEKONMKO HanoMeHa, Koje ce TH4y pe3yiTaTa MpHM-
jeHe TepMOJMHAMHMKE y OMIUTOj TEOPHjH peNnaTHBUTETA.

Bupjenu cMo y § 98, na 3aKOH ofpXara TOTaNnHOr 4-UMIynca y ONWTOj
TeOpHju pemaTHBUTeTa LOGMBA KapakTep MIeHTHTeTa. Hanoce, toTanuu 4-umnync
P! y uaTaBOM npoCTOpy jeAHaK je Hynu. To HEMOCPeAHO H3Na3H H3 H3pasa

|
(98,12) 3a 4-umnync y obnuky vHTErpana Mo TNOBPUIHHH P1’=—cig§h’°“dfa‘

CTBapHO, y KOHayHOM MOJeNly CBaka 3aTBOpeHa nospwuHa ofyxsaTa ca obuje
cTpaHe KoHayHy of6nacT mpocTtopa. 30or Tora je HaBell€HH HMHTerpan jenHak To-
TanHoOM 4-UMIIyNCy, KOjU ce Hamasd y MPOCTOpy ca jefiHe CTpaHe MOBPLIHHE H Y
MCTO BpHjeMe ys3eTOM ca OOpHYyTHMM 3HaKOM O HMMMyJIca y MpocTopy, Koj1. ce
Hanasy ca gpyre HeHe crpaHe. [lpema Tome, ToTanHu 4-MMNOyNC y 4YHTaBOM
npocTopy M3pauyHaT npema dopmynu (98,9), paBaH je HynH.

Ha Taj HauyuH, pedHHHUMja TOTanmHOr 4-MMMynca y 4YUTaBOM NPOCTOpY
npeMa dopmynn (98,9) y cywTHHH HeMa cCMHcna, jep ce onroeapajyhu 3akoH
olpXara eHepruje aereHepuiue y Geacaupxajud upeHtuteT 0=0.

Y HepenaTHUBUCTHYKO] TEPMOJWHAMHLH EHTDOMHja CBaKCI 3aTBOPEHOr CH-
cTeMa MOHOTOHO ce mnoeehasa, mocTHxyhH cBojy MakCHMallHy BPHjeLHOCT KpO3
NPUIHYHK HMHTEpBan BpeMeHa. |a BpPHjeIHOCT OAroBapa CTakby TepMOAMHAMH4YHE
paBHOTEXe M OHa je Hajseha oJ CBMX BPHjeLHOCTH, KOje EHTPOMHja MOXE MMATH,
Kafa cy JaTe KOHCTaHTEe BpPHjEIHOCTH HMMMyNca M eHepruje CHUCTeMa.

Y penaTMBHCTHYKOj TepMOIWHAMHLK, NpeMa M3NI0XKEHOM, BaXH 3aKOH MO-
HOTOHOr mnosehaBama eHTponuje 3aTBOpeHHX cHcTema. Knak, s6or HaBejeHHX
oco6HHA 3aKOHa OApXama, cama rybu cMucao TBPAHA, Aa NpH ToM nosehaBamy
eHTpOMNHja Ha Kpajy KpajeBa fobuBa Hajsehy MoryhHy BpHjeAHOCT npH AaToj eHep-
r¥jd M UMOYyNcy, — HapaBHO, Kaja Ceé MPHUMHjeHH Ha KOCMOC Kao LjenvHy. Ha Taj
Ha4yuH, EHTponuja KocMmoca cHcTeMaTckd ce mnosehasa 6e3 HkakBor npenasa
KOCMOCa Yy Ma KakBO PABHOTEXHO CTakbe, KOje MMa MaKCHMalHy €eHTpOMH]y.

3apgparTack

TpauchopMupaTd HHTepBan (S y OTBOPEHOM MOAeNy 3a BenHKa T Ha LEeHTPalHO CHMe-
TpuyHHu obnuk (96,2).
Pjewemwme. 3a :7>>l umamo u3 (104,5) a=cr, Tako Aa uutepsan (104,2) npobuea

obnHK
ds? = c*dr® — c*d+t® {dx“ -+ sh?x(d6® 4 sin? dcp’)},
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YBeniMMO HOBYy KOOPAHHATY / mpeMa pefalH|H

r = ctshy

Tako na koeduumjent y3 dd* 4 sin‘6de? 6yne r2 lNuwyhu name

& (ctzdv 4 rdr)?
@t — ) =g 4
ctasnheMo
c*rdr + rdr
e == ¢,
chtl + rz
ofakne je

r?.
t=vfz+—cT=TChx. l
HapameH y TPOMjeHLHBHM T, 8, @, ¢ MHTEpBan oHla po6usa o6nHK
ds? = cdft — dr® — r?(de® + sin28de?).

Opaj peaynrtaT nokasyje, Aa 3a BelMKa 7 METpHKA OTBOpPEHOr MOJefnia y MpBOj anpoKCHMa-
uMju mocTaje randnejcka MehyTtum, y cucteMy pedepenudje 7, 6, @, { MaTepuja HHje HEMOKPETHA,
a HmeHa pacrojje/ia je HeXOMOreHa. [MpuToM je pacnojjena H KpeTare MaTepHje LIeHTpanHo-CHMe-
TPUYHOT O06NMKA OKO TPOH3BOJBHE TauKe ¥y npocTopy, Koja je y3eTa Kao KOOpAHHAaTHH noueTak.
Y cucteMy X, O, @, T CBaKoj AaToj MaTepHjaNHO] YECTHLM OAroBapajy onpeheHe KOHCTaHTHE BpH-
jennoctn X, 9, ¢. [lpeMa Tome pansjanHa 6p3dHa 4YecTHLe ¥ y CHCTEMY 7, 0, ¢, ! H3HOCH ¥ =

or .
- | — cthy unu v = rft. Ona ce nopehaBa ca pacTojateéM MPONOPLHOHANHO TMPBOM CTE-
X
nedy on r. 3a ompehuBame pacrnofjene ryctuxe MaTepuje. HalMOMHHEMO, A3 y CHCTEMY X, 8, @
KONH4YMHaA MaTepHje, Koja ce Hanasd y chepHom cnojy ,AebmuHE" dx wuMa ofnuk const. sh2y ax.
ctridr .
Ho kako je sh®xdx = W, TO rocnuje AHjelbersa 3aMpeMHHOM 4nridr chepHor cnoja y

KOOpIMHATAMa I, g, (¢, Hanasumo, 1a pacroajena MaTepuje MMa OONHK

const. —————,
(c2tt—r-)

Cge nobuseHe dopMyne, H3BeNeHE NOA NpeTnocTaBKOM L>> 1, e Mory ce MPUMH|EHATH 32
cnydaj, kaja Cy BelWdHHE T 6nu3y BendynHaMa Ct (3a Mano ct — r 6uhe Mano ¥ T).

§ 105. MpocTHpate CBjeTNOCTH

[MocMaTpaheMo mnpocTHpare 3paka CBjE€TIOCTH ¥ H30TPOMHOM MPOCTOPY.
Y Ty cBpXy HajjeAHOCTaBHH]E je yaeTH y 0063Hp '-IHH:eHHﬁy, na je HAYX CBjeTCKE
AVHHje TIPOCTHPakka CBJET/IOCHOT CHrHana HHTepBal ds = 0. ¥Y3ehemo Kao Koop-
AMHATHY Mo4eTak cuctema y, 6, @ Tauky, M3 Koje monasd CBj€TNIOCHHU 3paK. 36o0r
CHMeTpHje OuHMrnenHo je, na he ce 3pauud IMpPOCTHPATH ,panujanso’, Tj. AyX
nuHuje 6 = const.,, @ = const. CraBmajyhu caobpasHo TOME do=dp=0y
(103,4) unu (104,2), nobuhermo ds? = a*(dn? — dy*). VsjenuauasarmeM ca HylOM,
HanasuMo dn = —+ dy, Wnu HHTerpHparmeM

2 = -+ n -} const. (105,1)

3nak nnyc npen 1) OAroBapa 3paky, KOju Ce MpocTHpe Yy cMjepy oA KOOPAHHATHOT
rnoyeTka, a 3HaK MHHYC OAroeapa 3paky, Koju je OpHjeHTHCaH TIpeMa KOOpAwW-
HATHOM Mo4eTKy. Y TakBoM OONHMKY jepHaunHa (105,1) Moxe ce MPHMHjEHHTH Ha
MpocTHpaie 3paka KaKo KOA OTBOPEHOT, Tako M Kon saTsopeHor mopena. Ilo-
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Mohy QopMyna npeTxogHMX mnaparpada, ofaBIe Ce MOXe pacTojake Koje 3pak
npehe H3pasuTH y QYHKUUjHU BpeMeHa.

Kog OTBOPEHOI MoOJena CBjET/IOCHH 3paK, KOjH H3mas3d M3 HeKe Tauke,
npocTHpe ce Texehd Aa ce HeorpaHHYeHo yAabu Of e. Kox 3aTBopeHor Mo-
LIena CBjeT/IOCHH 3pak, KOjH [0oasd oj HeKe Tauyke, Ha Kpajy KpajeBa MOXe
ctihd o ,cynpoTHor moma‘ mpocrtopa (4eMy oAroBapa npoMjeHa y oA O fo m);
NpH_Ja/beM MPOCTHpaly 3paKk Ce MoyuHe MNpubMHxaBaTH nonasHoj Tadkd. O6u-
nacky 3paka ,,0ko mpocTtcpa‘ u Bpahasy y monasHy Tauky oAroeapana 6M mpo-
MjeHa y on O mo 2m. Ms (105,1) Buau ce, na ce mpu TOM MOpa M 1) MHjeHAaTH
on 0 mo 27, wro je MehyTuM HeMoryhe (M3y3eB jedaH cnydaj — Kala 3pak H3nasu
y MoMeHTy, Koju oaroBapa 7 =0}, Ha Taj HayuH, 3pak ce He 6M MOrao BpaTHTH
y mnonasHy Tauky, obuIIaBlId ,,0KO MpocTopa‘.

3paky, Koju 6d CTWHrao y Tauyky nocMatpara (KOOPAUHATHH rMo4yeTak), OA-
ropapa jemHauyuHa (105,1) ca sHakoM MuHYyC npex 7). Ako je ©v(7,) MOMEHT Hau-
nacka 3paka y Ty Tauky, OHAa 3a 1) =1)y Mopa 6HUTH x =0, Tako fa jefHaYHHA
NpoCTHpaka TaKBHX 3paka HMa O0OIHK

2="Ng—1. (105,2)

OnaBne ce BMAM, ha A0 nocMaTpada, KOju ce Hamasu y Tauykd ) ==0, Mory
cTuhu y moMeHTy 7(7m,) 3pauM, KOjH Cy MOWINKH H3 Tayaka, Koje Ce Hanase Ha
,pacTojareuMa’ He BehuM O ¥ = 1),

" Oaaj pesynTaT, KOju Ce OJHOCH M Ha OTBODEHH H Ha 3aTBODEHH MOAen,
BpeoMa j2 6MTaH. BuauMo, 1a y CBaKOM MOMEHTy BpeMeHa 1(7)) y HaTOj Tauku
npocropa GU3HYKO MOCMaTpare He Moxe 00yXBaTaTH LIMO NMPOCTOpP, HEro Camo
AHO TIpocTopa, Koju ogroeapa y==7. Ca MaTeMaTH4Ke Tauke rJlef4lITa, ,BHA-
JbuBa obnacT! mnpocTopa MPeTcTaeba TNpecjek YeTBOPOAMMEH3HOHANHOr mpo-
CTOp-BpEMEHA CBjeTNIOCHHM KOHycoM. Taj mpecjex je KOHadyaH, Kako KOA OTBO-
pEHOr, Tako M KO 3aTBOpeHor Molena (KOX OTBOPEHOT Mofena je GecKoHadyaH
npecjek XUMeproBpIUMHOM T = const., KOju OAroesapa MpPoCTOpY, KOjH Ce y CBHM
TaykaMa NMOCMaTpa y HCTOM MOMEHTYy 7). Y TOM CMHCNy pasnuka Mehy oTso-
PEHHM M 3aTBODEHMAM MOJAENOM Makbe je Ay6oka, Hero WTO OH MOIJIO H3rNelaTH
Ha MNpBH MOTNen. '

Ykonuko je y AaToM MoMeHTy o6nacT mpocTtopa yAalbedHja OA MocMa-
Tpaya, YTONMKO OHa paHWjUM MOMEHTMMAa Ofrosapa. 3aMUCIMMO cdepHy nosp-
IIHHY, KOja jeé TreOMeTpHjCKO MjecTO TadaKa M3 KOjUX je CBjeTNnOCT H3awna y
MoMeHTy T(n— %), a mocMarpa ce Yy KOODUMHATHOM TOYETKY Y MOMEHTY
v(n). Ta mnospwmuHa usHocu 4ma®(n— y)sh®y (xom sarBopeHor Mogena) unu
4mwa(n — y)sin®y (xon orBOpeHor Moxena). Y (yHKUMjH yhamaBakba O MOCMa-
Tpaya MosplIYHA ,BULJBUBE cepe’’ y MoueTKy pacTe ol Hyne (3a y =0), 3aTum
NOCTHXE MaKCHManHy BpHjefHOCT, a MOCiHHje ce cMamyje, ROK Aohe y Hyny 3a
x=mn [raje je a(n—yx)=a(0)=0]. To 3Hauu, Aa je mNpecjex CBjeTIOCHUM
KOHYCOM He CaMo KOHayaH Hero M 3aTsopeH. Ksrmepa kao ma ce sarBapa y
Taykd, Koja je ,,CynpoTHa' oi TaykKe y KOjoj ce Hanasd IocMarpad. Y Toj
Ta4ykH 8 —> 00,

YKynHo mnocMaTpaHa KONMYMHA MaTepHje KOA OTBOPEHOr MoJena jefHaka
je HHTerpany

”

Myosm = 47 f:“’as sh2y-dy.
Q

Teoprja noma 21
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3amjesom pa® us (104,6), HanasuMmo
3cta
Mposm = —= (sh)<hy — ).

OBa BenuuMHA HeorpaHW4eHo pacTe, Kapa 7 — oo. Ko saTBOpEHOr MOAena paul-
hetbe Mposm je OTpaHHyeHo, pasymuje C€, TOTAHOM macom M.

[MocMaTpajMo casa npoMmjeHy (pekBeHLMje CBJeTNOCTH NpH NpOSTHpaiby
KpO3 M30TPONMHM mnpocTop. Y Ty CBPXY wetah¥ heMo npeTXomHO chyjepehy
okonHocT. Heka y Hekoj TaukW MpocTopa HacTaHy ABa norahaja, mehy kojuma je
BpeMencki uuTepsan dv = (l/c) a(n)dn. Axo ce y MOMEHTHMZ HHXOBMX HACTa-
jaka OpallM/by CBjETNIOCHH CHFHaNH, KOju Ce nmocMaTpajy y Bpyroj Tadykd TMpo-
cTopa, OHia he Mehy MOMEHTHMa HHXOBHX KOHCTATOBa:a npohu BpeMEeHCKH
MHTepBan KOoju OAroBapa MCTOj MpOMjeHH dn Benu4rHe 1), Kao W y TadykW ola-
WMmbama. To HermocpenHo M3nasu us jeaHauude (105,1), npema Kojoj npoMjeHa
BEeNMYMHE 7) 34 BpHjeMe NpPOCTHpara CBjeTNOCHOr 3paka M3 jenHe Tauke y APYrY,
3aBUCH CaMO Of pasNHKe KOOpAHMHATa x THX Ta4daka. Anu, mowTo ce 3a BpH-
jeMe MpOCTHpaka CHUTHana MHjera MONynpeyHHK KpUBHHE a, TO he HHTepBanH
BpeMeHa T Mehy MOMEHTMMa OAallM/baka ABAjy CHrHana H MOMEHTHMa HHXOBHX
KOHCTaTOBaka (npuMama) Gutu pasnuyuta. OAHOC THUX HHTepBana jenpax je
ofHocy onroBapajyhHx BpHjelHOCTH a.

Ms HaBefeHMX PE30HOBakha CIHjeld, CMELHWjanHo, Aa ce€ U MEpHOIH cBjeT-
FOCHUX OCLMnalMja, MjepeHrd y CBjeTCKOM BPEMEHY T, MHjemajy AYX 2paka mnpo-
NopuUMOHaNHO BeNWYMHH . PpekseHUHMja CBJETIOCTH oyepunHo OGuhe 06pHYTO
NpONopUMOHaNHa BenuunmHu @. Ha Taj RaduH, KO NPOCTHparea CBjeTNIOCHOT
3paka Guhe KOHCTaHTaH MPOH3BOA (WA AYX HEra,

wa = const. (105,3)

[MpeTnocTaBuMo, Aa y MOMeHTy v(7) mocMaTpamo CBjeTNOCT KOjy 3paum
M3BOp, KOjH Ce& Hanash Ha pacTojawy, Koje ofrosapa onpeheHoj BpHjeLHOCTH
koopouHaTe ). MOMEHT €MuTOBara Te CBjETIIOCTH 6uhe npema (105,1) MOMEHT
t(n—yz). Axo je @, ¢$pexseHuuja CBjeTNOCTH Yy MOMEHTY HEHOI EMHTOBAbA,
oHna he dpexkBeHuuja @, KoOjy mocmarpamo, npemMa (105,3), ©3HOCHTH

| aln— %)
= - = 105,4
W= 0, o) (105,4)

Kana ce ¢yskuuja a(r) MoHoTOHO nosehaBa, WMaMo w <, Tj. HacTaje
CMdtHBabe (PEKBEHLHje CBjeTIOCTH. To 3HauM, Aa Ce KOJ rocMaTpara CnekTpa
CBjeTNIOCTH KOja CTHXe, CBE eroBe NHHHje Mopajy MOMjepHTH Mpema LpBEeHO]
CTPaHd y OAHOCY Ha CMEKTpe HCTHUX CYMCTaHLM ¥ o6UYHHM ycnoBMMa. Ta no-
jaBa y CYWTHHHU NPETCTaB/ba Doppler-os eheKT ysajaMHOT ,pasunaxema’ THjena.

BenuuuHa UpBEHOr [OMjepamwa, Mjeperba Hanp. OAHOCOM w/w, nopeme-
heHe npema HenopeMeheHo] (pekBeHLHjH, 3aBHCH (mpx paToM MOMEHTY nocMa-
Tpatba) Of pacTojata Ha KOjuMa Ce Hanasu nocMaTpaHH HSBOp cejeTnoctu [y
penaunjy (105,4) ymasu xoopAHHATa j CBj€TNIOCHOT usBopa). Kapa pacrtojama
HHCy CyBHlIE BeNWKa, M3pas @(n— Z) MOXe Ce DasBUTH y pel Mo CTEeNeHHMa
on 7, 3anpkaBajyhu ce Ha npea JiBa 4naHa

®__ P a(n)
Wy “a(n)
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(Tauka osHayapa mudepeHuxpawe no u). Hame HamoMmumseMo, Aa OBlije TPOM3BOA
2a(n) Huje HUIWTa IPYro, HEro pacTojake [ 4O MOCMATPaHOr ussopa. M samucra,
»PalHjanHKu® eneMeHT AyxHHe H3HocH dl==ady. Tlpu uuTerpupamy Te penauuje
HacTaje MuTame, KaKBHM Ce HaudHOM (M3HYKOr nocMaTpama oapehyje pacTo-
jawe; y B3aBMCHOCTH O TOra Tpeba y3eTH BPHjeJHOCTH 4 y PasHHM TayKama
TIyTa MHTErpUpara y pasHUM MOMEHTHMa (MHTerpupame 3a 7) = const, OAropa-
pano OM jeNHOBPEMEHOM MOCMaTpaky CBHX TadyaKa MyTa, WITO je (M3UYKHM He-
OCTBapJ/bHBO). AnM KOA ,MalMx pacTojara MOXe Ce 3aHEMapHTH MpoMjeHa «
AyX TyTa HMHTEerpupamka M NPOCTO HAamHCaTH [= ay, raje je BPHjeAHOCT 3a @
y3eTa y MOMEHTy MOCMATpaka.

3a penaTMBHy BenMYMHY TpoMjeHe (DpPEKBEHLMja KOHAYHO HANa3WUMO ClHje-
Rehy dopmyny:

L=% _ __q (105,5)

Wy

roje je yBeleHa O3Haka

S (105,6)
a*(1)
Koedbuumjent @ ys [ koHcTaHTan je (3a fJaTH MOMEHT mocMaTpama). Ha Taj

Ha4uH, peNnaTHBHO MOMjepawe CMEKTPaNHUX NHHAja Mopa GUTH TMpOMOPLKUCHANHO
pacTojaky L0 MOCMATPAaHOT M3BOPa CBjETIOCTH.

Ako ce UpBeHO nomjeparse nocMaTpa kao pesyntat Doppler-osor edexTa,
Mory ce oppenuTH Op3dHe © THjena, KojuMa ce OHa yAalbyjy oA rocmartpada.
Y3esun na je (0 — o,)/wy = —v[c u ynopesuswn ca (105,5), no6usamo

v =acl (105,7)
oBa o _ d(az)
pMyna MOXe ce NO6UTH W HEMOCPEAHO H3payyHaBakeM M3BOAA UV = ~5 I

Ako ce nokywa nma ce dopmyna (105,7) NpHMjeHH Ha eKCMeprMeHTaNHe
nojaTke, OHpa ce 3a koeduuujeHT no6uBa BpPHjeLHOCT

a=35,6-10"2¢¢m~1. (105,8)

. L
Osa BpujenHocT oproeapa nosehaiy ,6p3nHe pasunaxewma" of 160 km'sec Ha
CBaKM MHIIMOH CBjETNOCHHX TONMHA pacTojakea. [l03WTHBHM 3Hak « 3HauW, Ha je
L]
a(m) > 0. Kon orsopeHor Momena Ttome ogroeapa %) >0, a KOA 3aTBOPEHOT :

o< n<m.

a
Ako ce y jemnauuny (104,4) craBu e=puc® u a=—

, oHuna he ce 3a
a2
OTBOpPeHH Mogmen Ro6uTu cnujefeha penauuja:

l 8k
at 3c2

(105,9)

KombrHOoBatbeM oBe jefHayuHe ca jeaHakouhy

shyg 1 7
—_———— R —— th Ty
= ch—1 " @ 2

21"
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no6uBaMo
n 3c?
L N 105,10
" a\/sm (105,10)

3a 3aTBOpEHH Mogen Robuno 6u ce ymjecTo (105,9)

1 8rk .
EE=—EM—(LJ. (105,]])

Ako ce ymopemu (105,9) u (105,11) BuaM ce, Aa je KpHBMHA NpOCTOpa
HeraTHBHA WIM MO3MTHBHA, IUTO 3aBMCH Of TOra, Aa NH je HEraTHBHZ MM MO3U-
tieHa pasnuka (8mk/3c®)u — . Ta pasnuka mocTaje jepHaka HymH 3a === T
raje je -

2 02 e
dasc — 6.1 23 & .

8nk cm?

U =

[pu CaBpeMEHOM CTaky aCTPOHOMCKHX MOjaTaka, Cpeatba rycTHHa MaTepHje y
pOCTOpY MOXE Ceé ONPEeAHTH CaMoO ca Bpio ManoM TayHolwhy M OHa He OMOry-
haBa HHUTH Ja Ce OJpeAd 3HAK pasnuke b — Uy.

. Hasewhemo oBaje jeaHy HejeiHadmHy, Kojy je Moryhe nofuTM mnpH 3a@-
LaTHM BpHjedHOCTMMAa «@. 3a OTBODPEHH MOAEN HMaMmo a = shy/a,(chy — 1)?
a ojasne

shy (shn —
cT = ay(shn — n) o a?c(hn?]_ 1)"1) .

Kako je 0<n< oo, To Mopa GUTH
1
a

2
— 105,12
= << (105,12)

AHanorHo 3a 3aTBOpeHM Mozen Ao6HBaMo

. ( e .
o — sinp’n smw?) .
: a(l — cosn)®

[Mosehasatby a(n)) oarosapa MHTepsan 0 <7<, na ce npemMa TOME po6uBa
2
0 <. 105,13
<er<g- (105,13)

Y o06a cnyuaja je ¢v < 1Ja=2-10° cBjeTNOCHUX TOAHHA.

OpnpeanMo 3aTHM HHTEH3uTeT [ CBjeTIOCTH, Koja CTHMXe RO TocMarpaua
0 HM3BOpPAa KOjH Ce Hanasd Ha pacTojamy, Koje onrosapa onpeheroj BpHjeAHOCTH
koopauHaTte y. ['ycTuHa dnykca CBjeTJIOCHe €Hepruje y TauqkKH nocMaTpara obp-
HYTO je npornopuMdoHanHa MOBPIIHHH cepe, Koja je moByyeHa Kpo3 mocMaTpaHy
TayKy ca LEHTPOM y TauykH, y KOjoj ce Hanasu CBjeT/IOCHH H3BOP. Y npocTopy
ca HeraTMBHOM KDMBHHOM, MOBpIUMHa cpepe je 4mwa?sh?y. CejeTnocT, Kojy eMu-

Tyje M3BOp Yy TOKy BpEMEHa drz-l?a(n-—-x) di, ctuhu he y Tauky focMaTpama
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: aln
y TOKYy BpeMeHa dra(n(—i)x)z—c—a(n)dq. Kako ce uHTeusuTeT AeduHHMlIE Kao
¢bnykc cBjeTnocHe euepruje y jeAMHHUM BpeMeHa, oHia he ce y | mojaBuTH
a(n — ,
tdhakTop —(%W;C)- Hajsan, enepruja TanacHOr nakeTa npornopLHOHarnHa je Qpek-
seHunju [B. (53,9)]. Kako ce dpekseHuwja Mujerba NPH NMPOCTHPay CBjeTNOCTH
a —
no sakouy (105,3), To he ce y / mojasuT jow jepaH daktop —%—(n—)ﬂ- Hedu-
HHTHBHO ce HMHTeH3uTeT fobuBa y OONHMKY
a*(n—7) -
1 = t.———— . % 105,]4
T aim)shiy ( )
3a 3aTBOpeHH Momen nobuno 64 ce aHanNOrHo
2(n —
I = canst, _a(??__x‘)_ . (105,15)

a*(n)sin2y

Oge @QopMyNe TpHKAa3yjy 3aBHCHOCT BHABLHBE OCBHjeT/LEHOCTH TMNOCMaTpaHor
o6jekTa Of H:ETOBOT pacTojama (kaga je 3agaTa anconmyTHa OcBHjeT/beHOCT). 3a
Mana y Moxe ce crautH a(n— x)=a(n), na je Tama . ”

[t
a2 P

Tj. OOGMYMM 3aKOH yMamewa HHTEH3UTeTa, Koje je O6pHYTO NPOMOPLHOHANHO
KBajpaTy pacTojama.

Ha xpajy, mocmatpaheMo nuTameé O TaK03BaHHM COMNCTBEHHM KpeTamHMMa
tujena. Kaja cMO TOBOpDHIM O T'YCTHHH H KpeTaky MaTepHje, yBHjeK CMO MOA-
pa3yMujeBanu Cpeliby TYCTHHY W Cpelme kpeTawe. CneLnjanHo, y OHOM CHCTeMY
pedepeHluje KOjUM CMO Ce CTalHO CIyXHMnH, Op3vHa Cpelrme BPHjELHOCTH Kpe-
Tatba jefHaka je Hynu. [lpaBe GpauHe THjena pacTypeHe Cy OKO CBOje Cpeike
BpHjeIHOCTH. ¥ TOKY BpeMeHa Gp3HHe CONCTBEHOT KpeTaiba THjena MHjerajy ce.
3a ogxpehuBame 3akoHa Te mpomjeHe nocmaTpaheMo Tujeno, koje ce cnoGoAHO
kpehe u y3eheMo koopAMHATHHM TMOYeTaK y Ma KOjoj TayKkH HErose TpajeKTo-
puje. Tama he Tpajekropuja GuTM panujanHa nuHuja @ = const, ¢ == const.
Hamilton-Jacobi-esa jegnaunua (85,7) nocnuje 3amjeHe BenuuuHa g'* mompuma
06nHK '

(%g)z— (gg)z—k m3c?a®(n) = 0',. (105,16)

Kako y KoeduuujeHTe oBe jeaHaydHe He ynasu ) (Tj. KOOpRHHaTA % je UMKIHYHA),

S ; i
TO Ba¥XW 3aKOH ofp¥awba — — const. MMnync p nokpeTHor THjéna npema omuTo)

97
nedHHHLHjH H3HOCH p = %152%' Ha Taj Hauuy, KOR KpeTaka THjena ocTaje

KOHCTAHTaH MPOH3BOA
pa == const. (105,17)
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Ako yBeaeMo Gp3HMHY ¥ CONMCTBEHOr KpeTama THjena npeMa penauuju
. mw
P Y
T
nobuhemo
va
= const
\/ v (105,18)
l—— -
c
OBoM penauujoM mpukasyje ce 3akod npomjeHe 6pauHe v y BpemeHy. Kagma ce

a4 noeehaBa, OHAa GP3HHE ¥ MOHOTOHO OMajajy.
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