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GLAVA I 

JEDNAtINE KRETANJA 

§ 1. Generalisane koordinate 

Jedan od osnovnih pojmova mehanike je pojam materijalne tacker). Pod 
tim imenom se podrazumeva telo, Cije se dimenzije mogu zanemariti pri opi-
sivanju njegovog kretanja. Razume  se,  moguenost takvog zanemarivanja zavisi od 
konkretnih uslova pojedinih problema. Tako, planete se mogu smatrati materi-
jalnim taekama ako se prouCava njihovo kretanje oko Sunca, ali se naravno ne 
mogu uzeti kao materijalne take pri tretiranjU njihovog rotacionog kretanja 
(oko svoje ose). 

Pololaj materijalne take u prostoru se odreduje njenim vektofom pololaja 

(radijus-vektorom) r, Cije se komponente poklapaju sa njenim Descartes-ovim 

koordinatama x, y,  z.  Izvod r po vremenu t 

2 se naziva brzinom, a drugi izvod — 
 d

d

t2

r 
— ubrzanjem taCke. U daljem izlaganju kao 

i obiCno diferenciranje po vremenu Cesto eemo oznaCavati te_tom iznad slova : 

4 
V = r. 

Za odrediranje poloZ'aja sistema od N materijalnih taCaka u prostoru potreb-
no je uzeti N radijus-vektora, tj.  3N  koordinata. Uopgte se broj nezavisnih ve-
lieina, koje su neophodne za jednoznaCno odredivanje pololaja sistema, naziva 
brojem njegovih stepena slobode; u datom sluCaju taj broj iznosi 3N. Te veliCine 
ne moraju biti obavezno Descartes-ove koordinate taCaka, i u zavisnosti od 
uslova problema mote se pokazati pogodnijim izbor ma kojih drugih koordi-
nata. Ma koje s veliCina q 1, q2,- •  •,  qs, koje u potpunosti karakterigu polo2aj 
sistema (sa s stepena slobode) nazivaju se generalisanim koordinatama sistema, a 
izvodi qi  — generalisanim brzinama sistema. 

Poznavanje vrednosti generalisanih koordinata, medutim, jog ne odreduje 
„mehaniCko stanje" sistema u datom momentu u torn smislu gto ne omogueava 

Umesto izraza „materijalna ta&a", e'esto eemo upotrebljavati izraz „e'estica". 
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da se predvidi pola'2aj sistema u bib() kom sledeaem momentu. Za date vred-
nosti koordinata sistem mote da ima proizvoljne brzine, pa ee u zavisnosti od 
ovih biti i razlieit poloZ'aj sistema u sledeeem momentu (tj. u beskongno malom 
vremenskom intervalu  dt). 

Ako jednovremeno znamo sve koordinate i brzine onda se, kako eksperi-
ment pokazuje, u potpunosti odreduje stanje sistema i omogueava principijelno 
da se predvidi njegovo dalje kretanje. S matematie'ke strane gledigta to znaei 
da se poznavanjem svih koordinata q i brzina q u nekom momentu jednoznaeno 
odreduje i vrednost ubrzanja ,q u torn momentul). 

Relacije koje povezuju ubrzanja sa koordinatama i brzinama nazivaju se: 
jedna'oine kretanja. U odnosu na funkcije q (t) to su diferencijalne jedna6ine 
drugog reda, eijim integriranjem se omogueava principijelno odredivanje tih 
funkcija, tj. trajektorija kretanja mehaniekog sistema. 

§ 2. Princip najmanjeg dejstva 

Najopgtija formulacija zakona kretanja mehaniekih sistema je data takozvanim 
principom najmanjeg dejstva (ili Hamilton-ovim principom). Prema tom principu 
svaki mehanieki sistem se karakterige odredenom funkcijom 

q2, • • 	 1, q2,  •  • 5 /./S5 

ili kratko L (q, q, t), pri e'emu kretanje sistema zadovoljava sledeei uslov. 
Neka u momentu  t  = t1  i t = t2  sistem zauzima odredeni polo2aj, koji 

se karekterige dvema izabranim vrednostima koordinata q(l) i q(2)  . 
Tada se sistem, izmedu tih polo saja, kreee tako, da integral 

r2 

S = L (q, 4,  t) dt 	 (2,1) 

ima najmanju moguenu vrednost 2). Funkcija L se naziva Lagrange-ova funkcija 
datog sistema, a integral (2,1) — dejstvo. 

Cinjenica, da Lagrange-ova funkcija sadr2i samo q i q a ne vise •izvode q, q,‘•  • • 
je posledica ranije iznetog fakta da se mehaniako stanje potpuno odreduje datim 
koordinatama i brzinama. 

Prelazimo na izvodenje diferencijalnih jednae'ina koje reS'avaju zadatak 
odredivanje minimuma integrala (2,1). Radi jednostavnijeg pisanja formula pret-
postavieemo u paetku da sistem ima samo jedan stepen slobode tako da mora 
biti odredena samo jedna funkcija q (t). 

1) Radi kratkoee oznaCavanja .6esto eemo uslovno pod vrednosti q uzimati skup svih 
koordinata q1, q2 ,  • • • ,  qs  (i pod  q  analogno skup svih brzina). 

2) Medutim, potrebno  je  ukazati da tako formulisan princip najmanjeg dejstva ne va2i 
uvek za sve trajektorije kretanja u celini, vee samo za svaki njen dovoljno mali mali deo. Za 
celu trajektoriju se pak mote desiti da integral (2,1) ima samo ekstremnu, ali ne obavezno i 
minimalnu vrednost. Ova okolnost, inedutim, nije uopgte bitna pri izodenu jednaCina kretanja, 
pri kojem se koristi samo  uslov  ekstremnosti. 
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Neka je q = q (t) upravo to funkcija za koju S ima minimum. To znaei 
da se S poveeava zamenom  q  (t) ma kojom funkcijom oblika 

	

q  (t) + q (t), 	 (2,2) 

gde je a q(t) funkcija, koja je mala u celom intervalu od t 1  do t2  (naziva se 
varijacija funkcije q (t). Kako za t = t1  i t  =  t2 sve sliene funkcije (2,2) moraju 
imati jedne iste vrednosti q( l )  i q(2)  , onda mora biti 

	

q  (ti)  = 8 q (t2) = O. 	 (2,3) 

Promena S pri zameni  q  sa q 8q je data sledeeom razlikom 

t ., 	 t, 

L (q 	8q,  q 	aq,  t) dt— IL (q, q, t) dt. 
t i 	 t, 

Razlaganje to razlike pc, stepenima aq  i aq (u podintegralnom izrazu) 
poeinje se sa elanovima prvog  reda.  Neophodan uslov da je minimalno 
sastoji se u izjednaeenju s nulom zbira tih '61anova. Ona se naziva prva varijacija 
integrala (ili prosto varijacija). Prema tome princip najmanjeg dejstva se moe 
napisati u obliku 

t2 

	

SS=  alL  (q, q, t) dt = 0, 	 (2,4) 
t, 

ili ako se izvrgi variranje: 

t, 
( aL 8q+ aL,• 

0  q) dt 	O. 
a  q 	a q 

Uz napomenu da je aq = —
d  aq,  parcijalno demo integrirati drugi elan pa dobijamo 
dt 

t i  

 

t, 

	

(a  L 	d 
--,aL )8 q dt = 0, 

dt a 

	

J aq 	q 

 

ss-= 	. 
 8 q 

a q 
(2,5) 

 

ali zbog uslova (2,3) prvi elan u torn izrazu, je jednak nuli. Ostaje integral 
koji mora biti jednak nuli za proizvoljne vrednosti aq. Ovo je mogueno samo 
u tom sluaaju ako je podintegralni izraz identieno jednak nuli. Tako dobivamo 
jednaeinu: 

d aL aL 

dt aq 	aq 

Ako postoje vise stepena slobode, onda se u principu najmanjeg dejstva 
mora izvrgiti nezavisno variranje  s razlieitih funkcija q (t). Oeigledno je da 
tada dobivamo s jednaeina oblika 

daL  aL 
V 	 1, 2, • • • s). 	 (2,6) 

dt  •  aqi 	aqi 

Uopgte 	ekstremnosti. 
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Ovo su tra2ene diferencijalne jednaeine. One se u mehanici nazivaju Lagrange-
ove jednaèinel). Ako je poznata Lagrange-ova funkcija datog mehaniekog sistema 
onda jednaeine (2,6) daju vezu izmedu ubrzanja, brzina i koordinata, tj. pred-
stavljaju jedna&ne kretanja sistema. 

S matematiekog stanovigta jednaeine (2,6) tine sistem od s jednaeina 
drugog reda za s nepoznatih funkcija q(t). Opgte regenje takvog sistema sadr-
2i 2s proizvoljnih konstanti. Za njhovo odredivanje, a samim tim za ukupno 
odredivanje kretanja mehaniaog sistema, neophodno je potrebno poznavanje 
po6etnih uslova, koji karakterHu stanje sistema u nekom datom momentu vremena; 
na primer - poznavanje po6etnih vrednosti svih koordinata i brzina. 

Neka se mehanieki sistem sastoji iz dva dela A i B, od kojih bi svaki, 
buduei da je zatvoren, imao kao Lagrange-ove funkcije respektivno funkcije 
LA ili LB. Tada u limes-u, pri udaljavanju delova toliko daleko, da bi se 
njihove interakcije mogle zanemariti, Lagrange-ova funkcija celog sistema teN 
granienoj vrednosti 

	

limL = LA  + LB 
	

(2, ) 

Ovo svojstvo aditivnosti Lagrange-oVe funkcije izraIava ainjenicu da jeda-
eine kretania delova, izmedu kojih ne postoje interakcije, ne mogu sadrati 
velieine, koje se odnose na druge delove sistema. 

06evidno je, da se mno2enje Lagrange-ove funkcije mehaniekog sistema 
nekom proizvoljnom konstantom samo po sebi ne odra2ava na jednaeine kretanja. 
Odavde bi se mada reklo da nestaje bitna neodredenost, a naime. da se Lagrange-
ova funkcija razlieitih izolovanih mehaniekih sistema mote pomno2iti ma kojom 
razliaitom konstantom. Medutim, svojstvo aditivnosti uklanja to neodredenost—ono 
dopuka samo istovremeno mno2enje Lagrange-ovih funkcija svih sistema istom 
konstantom, gto se jednostavno svodi na prirodnu proizvoljnost u izboru jedi-
nica merenja to fizieke velicine. Na ovaj problem eemo se jog vratiti u § 4. 

Neophodno je ueiniti jog sledeeu opgtu napomenu. Posmatrajmo dve funkcije 
L' (q, q, t)  i  L (q; q, t),  koje  se medusobno razlikuju za totalni izvod po vremenu 
ma koje funkcije koordinata vremena f (q,t): 

• 	 • 
L' (q, q, t) = L (q, q, t) 	d t f (q, t). 	 (2,8) 

Integrali (2,1) koji su izraeunati pomoeu to dye funkcije povezani su relacijom 

df 
S' = L' (q, q, t)dt  =  L  (q, q, t) d t 

dt 	S 	f (q(2), t2) 	f (q (1)  
ti 	 t, 

tj.

t 
, 

tj. medusobno se razlikuju dopunskim elanom, koji nestaje pri variranju dejstva, 
jer se uslov S' = 0 poklapa sa uslovom a S  =  0, i oblik jednaeine kretanja 
ostaje nepromenjen. 

Na taj naein Lagrange-ova funkcija je odredena samo sa taenogeu dodavanja 
njoj totalnog izvoda od ma koje funkcije koordinata i vremena. 

t2 	 t2 	 t2 

1) U varijacionom rgunu, gde se tretira formalni problem odredivanja ekstremnih 
vrednosti integrala oblika  (2,1),  takve jeda6ne se nazivaju Euler-ove jedna6ine. 
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§ 3. Galilej-ev princip relativnosti 

Za proueavanje mehaniekih pojava, mora se uzeti neki sistem referencije. 
U razlicitim sistemima referencije zakoni kretanja imaju, opgte uzevgi, razlieit 
oblik. Ako se uzme proizvoljni sistem referencije, mote se ispostaviti da zakoni 
sasvim prostih pojava u njemu izgledaju veoma slo2eni. Prirodno je da nastaje 
zadatak oko izbora takvog sistema referencije u kome bi zakoni mehanike bili 
jednostavniji. 

U odnosu na proizvoljni sistem referencije prostor je nehomogen i ne-
izotropan. To znaei, da, ako ma koje telo uzajamno ne dejstvuje ni sa kojim 
drugim telima, onda samim tim njegov razlieit polaaj u prostoru i njegova 
razlieita orijentacija u mehaniekom pogledu nisu ekvivalentni. Ovo se odnosi 
u opgtem slueaju i na vreme koje ee biti nehomogeno, tj. njegovi razlieiti mo-
menti su neekvivalentni. Komplikovanost, koju bi unosila takva svojstva pro-
stora i vremena u opisivanje mehaniekih pojava, je oeigledna. Tako na primer 
slobodno telo (tj. telo koje se ne podvrgava spoljagnjim dejstvima) ne bi moglo 
biti u miru: ako je brzina tela u nekom momentu i jednaka nuli, vee u sle-
deeem momentu telo bi poeelo da se kreee u nekom pravcu. 

Medutim, ispostavlja se, da je uvek mogueno naei takav sistem referencije 
u odnosu na koji bi prostor bio homogen i izotropan, a vreme — homogeno. 
Takav sistem se naziva inercijalni. Specijalno u njemu slobodno telo ako se u 
nekom momentu nalazi u miru, ostaje u torn stanju neogranieeno dugo. 

Sada maemo odmah napraviti izvesne zakljueke o obliku Lagrange-ove 
funkcije u inercijalnom sistemu referencije za materijalnu taeku koja se slobodno 
kreee. Homogenost prostora i vremena oznaeava da to funkcija ne mo2e da 

sadr2i u eksplicitnom obliku ni radijus-vektor r taeke, ni vreme t, tj. L je 

funkcija samo od v. Zbog izotropije prostora,, Lagrange-ova funkcija ne mode 

zavisiti ni od orijentacije vektora v, jer je funkcija sarn) od njegove apsolutne . 

velieine, tj. od kvadrata v 2  = v2  : 

L, 	L (v 2). 	 (3,1) 

S obzirom da Lagrange-ova funkcija ne zavisi od r imaeemo a L 
= 0 i 

a r 
zbog toga Lagrange-ova jednaeina ima oblik:o 

d aL = 03 

dt av 

a L 	 . odakle je 	= const. Ali kako 	
a L

funkcija samo kvadrata brzine, onda 
a r 	 a r 

izlazi da je i 

v = const. 	 (3,2) 

1) Pod izvodom skalarne veliCine po vektoru podrazumeva se vektor, C'ije su komponente 
jednake izvodima to velicine po odgovarajueim komponentama vektora, 
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Na taj na6in dolazimo do zakljueka da se u inercijalnom sistemu referencije svako 
slobodno kretanje vrgi brzinom koja je kongtantna po vehaini i smeru. Ova 
konstatacija cirri sadr'Zaj takozvanog zakona inercije. 

Ako uporedo sa inercijalnim sistemom referencije, koji koristimo, uvedemo 
drugi sistem, koji se u odnosu na prvi kreee pravolinijski i ravnomerno, onda 
ee zakoni slobodnog kretanja u odnosu na taj novi sistem biti isti kao i u 
odnosu na prvobitni: slobodno kretanje se ponovo vrgi sa konstantnom brzinom. 

Medutim, eksperiment pokazuje, da ee ne samo zakoni slobodnog kreta-
nja u ovom sistemima biti isti, yea ee oni biti i u svim drugim mehaniakim 
odnosima u potpunosti ekvivalentni. Na taj main postoji ne jedan, yea beko-
naano mnogo inercijalnih sistema referencije koji se uzajamno kreau pravolinijski 
i ravnomerno. U svim ovim sistemima svojstva prostora i vremena su jednaka 
i jednaki su svi zakoni mehanike. Ova konstatacija cirri sadrZ'aj takozvanog 
Galilej-evog principa relativnosti koji je jedan od najvalnijih principa mehanike. 

Sve reaeno dovoljno jasno svedoai o iskljuaiYosti svojstava inercijalnih 
sistema referencije zbog kojih se bag ti sistemi moraju po pravilu koristiti pri 
prouaavanju mehaniakih pojava. U daljem izlaganju eemo uvek posmatrati samo 
inercijalne sisteme referencije, ako nije naroaito suprotno navedeno. 

Potpuna mehanieka ekvivalentnost celog mnogtva takvih sistema pokazuje 
u isto vreme da ne postoji samo jedan „apsolutni" sistem referencije koji bi 
mogli pretpostaviti drugim sistemima. 

--> 
Koordinate r i r' jedne iste taake u dva razheita sistema referencije k i k' 

od kojih se drugi kreee brzinom V u odnosu na prvi, povezane su medusobno 
relacijom 

r = r' + Vt. 	 (3,3) 

Pri tome se podrazumeva da je tok vremena isti u oba sistema referencije 

t = t'. 	 (3,4) 

Pretpostavka o apsolutnosti vremena je osnova klasiane mehanike 1 ). 
Fomule (3,3) i (3,4) se nazivaju Galilej-eve transformacije. Galilej-ev prin-

cip relativnosti se mote formulisati kao zahtev invarijantnosti jednaaine kretanja 
u mehanici u odnosu na to transformaciju. 

§ 4. Lagrange-ova funkcija slobodne materijalne taeke 

Prelazeei na odredivanje (definiciju) oblika Langrange-ove funkcije, po-
smatraeemo u poaetku najprostiji sluaaj — slobodno kretanje materijalne take 
u odnosu na inercijalni sistem referencije. Kako smo yea videli, Lagrange-ova 
funkcija u torn sluaaju mote da zavisi samo od kvadrata vektora brzine. Za 
izraeunavanje oblika to zavisnosti koristieemo se Galilej-evim principom rela-
tivnosti. Ako se inercijalni sistem referencije K kreee u odnosu na inercijalni 

sistem referencije K' beskonaano malom brzinom a, onda ee biti: v' = v s. 

1) Ona ne va2i u mehanici teorije relativnosti. 
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Poko jednaCina kretanja u svim sistemima referencije mora imati jedan isti oblik, 
onda Lagrange-ova funkcija L (v2) pri takvoj transformaciji mora preei 
u funkciju L', koja, ako se i razlikuje od L (v 2), onda to mora biti za ceo izvod 
funkcije koordinata i vremena (v. kraj § 2.). 

Tada eemo imati: 

-4  ÷ L =  L  (0) = L (v 2  + 2v -s s2). 

Razleuei ovaj izraz u red po stepenima a i zanemarajuei beskonaCno 
male (elanove) viNh redova, dobivamo 

a L 
L (v' 2) = L (0) + 8--iv  2v 6. 

Drugi elan na desnoj strani ove jednaCine biee totalni izvod po vremenu samo 
4 . 

u torn sluCaju, ako linearno zavisi od brzine v. Zbog toga —
a L 

ne zavisi od brzi- a v2 

ne, tj. Lagrange-ova funkcija  u  posmatranom sluCaju je upravo proporcionalna 
kvadratu brzine: 

L av 2 . 

Iz Cinjenice da Lagrange-ova funkcija takvog oblika zadoyoljava Galilej-ev 
princip relativnosti u sluCaju beskonaCno male transformacije brzine, izlazi 
neposredno, da je Lagrange-ova funkcija invarijantna i u sluCaju konaene brzine 

V sistema referencije K u odnosu na K'. I zaista biee: 

L' =-- av'2  =-  a (v V) = av2  2av V + aV 2, 
iii 

d ->- 
L' =  L  + —dt  (2 arV aV 2  t). 

Drugi Clan je totalni izvod  i  mo2e se izostaviti. 

Konstantu a eemo oznaCiti kao —
m 

i tako Cemo Lagrange-ovu funkciju taCke 
2 

koja se slobodno kreee definitivno napisati u obliku: 

MV2 
L = 

2 

VeliCina m se naziva masa materijalne taCke. Zbog svojstva aditivnosti, Lagrange-
ova funkcija za sistem taCaka, koje uzajamno ne dejstvuju, Wee): L

MaVa
2 

L = 	 • 
2 

a 

Treba napomeniti, da samo uzimanjem u obzir toga svojstva, data defini-
ciji mase dobiva .realni smisao. Kako je yea bilo naglageno u § 2, Lagrange-ovu 

• (4,1) 

(4,2) 

1) Za indekse koji pokazuju redni broj 'Cestice, koristiaemo prva slova latinske azbuke, 
a za indekse uz koordinate, slova i, k, 1, • • . 
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funkciju uvek mo2emo pomno2iti sa ma kojom konstantom; ovo se ne odra2ava 
na jedna6inama kretanja. Za funkcije (4,2) takvo mno2enje se svodi na promenu 
jedinice merenja mase; odnos pak masa razli6itih aestica, koje samo i imaju 
realni fizi6ki smisao, ostaje pri toj transformaciji nepromenjen. 

Lako se m&"e videti da masa ne mo2e biti negativna. U samoj stvari, 
prema principu najmanjeg dejstva, za stvarno kretanje materijalne take iz take 
/ u ta6ku 2, integral 

2 
INV 2 

	

JI 	2  dt 

ima minimum. Ako bi masa bila negativna, onda bi za trajektoriju, po kojoj 
se 6estica u po .6etku brzo udaljava od 1 a zatim brzo pribliava ka 2, integral 
dejstva dobio negativne vrednosti, koje su po apsolutnoj velicini proizvoljne 
velike tj. ne bi imao minimums). 

Potrebno je primetiti da je 

C11) 2 	d12  

	

V2  = 
dt 	d t2  

Zbog toga je za sastavljanje Lagrange-ove funkcije dovoljno naei kvadrat du-
-2ine elementa luka d 1 u odgovaraju6em koordinatnom sistemu. 

U Descartes-ovim koordinatama, na primer, bite d/2  = dx 2  dye dz2, 
zbog toga je 

L 	
2 

(x2 _F 

U cilindarskim koordinatama iznosi: d l2  = d r2  r2  dp2  d z 2, odakle 

(r2 _1_ r2 m.  2 + 
2 \ 

U sfernim koordinatama je: d12  = dr2 r2 d02 r2  sine 042, to je 

L 	M 
 2 

(r2 	r2 02 _F r2 sing0 p2). 

(4,4) 

je 

(4,5) 

(4,6) 

§ 5. Lagrange-ova funkcija za sistem materijalnih taeaka 

PosmatraCemo sada sistem materijalnih ta6aka, koje medusobno dejstvuju, 
all ne deluju na druga strana tela. Takav sistem se naziva zatvoren. Ispostav-
lja se da uzajamno dejstvo medu materijalnim ta6kama mo2e biti prikazano 
kada se Lagrange-ovoj funkciji (4.2) za taeke koje uzajamno ne deluju, doda 
odredena funkcija koordinata (koja zavisi od karaktera interakcije) 2). 

1) Ogradivanje koje je u'ainjeno u primedbi na str. 2 nije u. suprotnosti 
kom, jer kada je m < 0 integral ne bi mogao imati minimum ni za ma 
trajektorije. 

2) Ova konstatacij a se odnosi na klasiaiu—nerelativistieku — mehaniku 
knjiga i zaddava. 

sa ovim zakljue"- 
kako mali deo 

na kojoj se ova 

(4,3) 
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Ako to funkciju oz.  naeimo sa— U, imaeemo 

ma vat 	-4 -4 
U (ri, r2, • • ), 

a 

(gde je ra  radijus-vektor a-te taele). Ovo je opki oblik Lagrange-ove funkcije 
zatvorenog sistema. 

Suma 
ma vat 

2 
a 

se naziva kinetzaa energija, a funkcija U —potencijalna energija sistema. Smisao 
ovih naziva Nee objagnjen u § 6. 

Cinjenica da potencijalna energija zavisi samo od polaaja svih materijalnih 
tae'aka u jednom istom momentu vremena ozna6ava da se promena polaaja 
jedne od njih trenutno odra2ava na sve ostale; mote se red., da se interakcija 
„rasprostire" trenutno. Neizbehlost takvog karaktera interakcija u klasi'enoj me-
hanici je tesno povezana se osnovnim karakteristikama poslednje — apsolutnogeu 
vremena i Galilej-evim principom relativnosti. Ako se interakcija ne bi pro-
stirala trenutno, nego kongnom brzinom, onda bi ta brzina bila razaita u 
raznim sistemima referencije (koji se kreeu jedan u odnosu na drugi), jer ap-
solutnost vremena automatski ozna6ava primenjivost obialog pravila slaganja 
brzina na sve pojave. Ali bi tada zakoni kretanja tela, koja uzajamno dejsvuju, 
bili razlicita u raznim (inercijalnim) sistemima_ referencije; gto bi bilo u suprot-
nosti sa principom relativnosti. 

U § 3. smo govorili samo o homogenosti vremena. Oblik Lagrange-ove 
funkcije (5,1) pokazuje da je vreme ne samo homogeno vee i izotropno, tj. 
njegova svojstva su ista u oba pravca. U stvari, zamenom t sa Lagrange-
ova funkcija se ne menja, a prema tome ni jedngine kretanja. Drugim realma, 
ako je u sistemu mogueno neko kretanje, onda je uvek moguCno i obratno kretanje, 
tj. takvo pri kome sistem prelazi ta ista stanja u obrnutom redu. U torn smislu, 
sva kretanja koja se vrAe po zakonima klasi6ne mehanike su reverzibilna. 

Ako znamo Lagrange-ovu funkciju, moZ"emo riapisati jedndeine kretanja 
u obliku 

d aL of 
— = -- • 

dt ava 	ara  

Ako ovde zamenimo (5,1) dobieemo: 

(5,2) 

L = 
2 

(5,1) 

dva  
Ma

dt = 
 — 

au 

ara  
(5,3) 

Jedna6ine kretanja u ovom obliku se nazivaju Newton-ove jedna5ine i predstav-
ljaju osnovu mehanike sistema 6estica koje uzajamno dejsvuju. Vektor 

-+ 	au 
F = — 	 (5,4) 

Or, 



10 	 Jedna6ne kretanja 	 [G1. I 

koji se nalazi na desnoj strani jednaeine (5,3) se naziva sila koja dejstvuje na 
a-tu taeku. Zajedno sa U ona zavisi samo od koordinata svih eestica, ali ne 
i od njihovih brzina. Jednaeine (5,3) pokazuju prema tome da su i vektori 
ubrzanja eestica funkcije samo od koordinata. 

Potencijalna energija je velieina koja je odredena samo s taeno§eu doda-
vanja proizvoljne konstante; takvo dodavanje ne bi izmenilo jednaeine kretanja 
(specijalan slueaj nejednoznaenosti Lagrange-ove funkcije koji je naveden na 
kraju § 2). Najprirodniji i obieno usvojeni kriterijum u izboru to konstante nalazi 
se u einjenici da potencijalna energija tezi null pri poveeanju rastojanja izmedu 
eestica. 

Ako se za opisivanje kretanja taeaka ne koriste Descartes-ove koordinate, 
vee proizvoljne generalisane koordinate qi, onda za dobivanje Lagrange-ove 
funkcije treba izvrgiti odgovarajuee transformacije: 

Xa = fa (qi, q2, • • • , qs), Xa 	 afa  k 	ltd. of  qk 

Zamenjujud ove izraze u funkciju 

i 	• 	• 	• L = —
2 
L 

 ma (xa2  y a2  Z a2) — U , 

a 

dobieemo tra2enu Lagrange-ovu funkciju, koja ce imati oblik 

Li 
L = —2— 	aik (q) qi qk — U (q), 

i,k 

(5,5) 

gde su aik funkcije samo od koordinata. Kinetieka energija u generalisanim 
koordinatama, prema prethodnom, je kvadratna funkcija brzine, ali mote da 
zavisi i od koordinata. 

Do sada smo govorili samo o zatvorenim sistemima. Sada Cern° posmat-
rati sistem A koji nije zatvoren, koji uzajamno deluje sa drugim sistemom B, 
koji vrgi dato kretanje. U torn slueaju se kae da se sistem A kreee u datom 
spoljagnjem polju (koje stvara sistem B). Kako se jednaeine kretanja dobivaju 
iz principa najmanjeg dejstva nezavisnim variranjem svake koordinate, (tj. sma-
trajuei ostale da su poznate) 'mo2emo se za nala2enje Lagrange-ove funkcije 
LA sistema A koristiti Lagrange-ovom funkcijom L celog sistema A + B za-
meruvgi u njoj koordinate qB datim funkcijama vremena. 

Pretpostavljajuei da je sistem A + B zatvoren, imaeemo 

L = TA (4A, 	+ TB (0, 47.  13) — U (qA, qB), 

gde prva dva elana predstavljaju kinetieke energije sistema A i B, a treei elan- 
njihovu zajednieku potencijalnu energiju. Ako umesto qB zamenimo date funk- 
cije vremena i izbacimo elan  T  (qB (t)  , qB (0 ), koji zavisi samo od vremena (i zbog 
toga je totalni izvod neke druge funkcije vremena), dobieemo: 

LA = TA (qA, qA) — U (qA, qB (0)• 

Na taj naein, kretanje sistema u spoljanjem polju se opisuje Lagrange-. 
ovom funkcijom obienog tipa, samo s torn razlikom, gto sada potencijalna ener-
gija mote da zavisi eksplicitno od vremena. 
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Tako, za kretanje jedne eestice u spoljagnjem polju, opki oblik Lagrange-
ove funkcije bite: 

M V2 
L =

2 
 - U (r, t), (5,6) 

a jednaeina kretanja je: 

a u 
m v = 	-0 

a r 
(5,7) 

Homogeno polje se naziva takvo polje u eijim svim taekama na Z:esticu 

dejstvuje jedna ista sila F. Potencijalna energija u takvom polju, oeigledno, 
iznosi: 

U= — F • r. 	 (5,8) 

U' zakljueku ovog paragrafa ueinieemo jcA sledeeu napomenu u vezi pri-
mene Lagrange-ovih jednaeina na razlieite konkretne zadatke. testo dolazimo 
do toga da imamo posla sa takvim mehaniekim sistemima kod kojih interakcija 
izmedu tela (materijalnih taeaka) ima kako se kale, karakter „veza", tj. izvesnih 
ogranieenja u vezi sa medusobnim rasporedom tela. U praksi se takve veze 
ostvaruju povezivanjem tela razlieitim gtapovima, koncima, sarkama i t. sl. Ova 
okolnost unosi u kretanje novi faktor - kretanje tela se vrgi trenjem na mestima 
njihovih dodira, zbog eega zadatak izlazi, opke uzev, iz okvira eiste mehanike 
(v. § 25). Medutim, u mnogim slueajevima trenje u sistemu je toliko slabo da 
njegov uticaj na kretanje mo2emo potpuno zanemariti. Ako se pak uz to mogu 
zanemariti mase „vezivnih elemenata" sistema, onda se uloga poslednjih svodi 
jednostavno na smanjenje broja stepena slobode s sistema (u odnosu na broj 
3N). Za odredivanje njegovog kretanja mote se pri torn ponovo koristiti Lag-
range-ova funkcija oblika (5,5) sa brojem nezavisnih generalisanih koordinata 
koji odgovara stvarnom broju stepena slobode. 

Zadaci 

NaOi Lagrange-ovu funkciju sledeeih sistema koji se nalaze u homogenom polju tee 
(ubrzanje tee je g), 

Dvostruko klatno u ravni (sl. 1). 
Re §enj e. Kao koordinate &mo uzeti uglove (p i  i Cp2 koje obrazuju konci 1, i /2  sa 

vertikalom. Tada aemo za taalu m 1  imati: 

mi  =- 	/21  (pi, U=—m1 gl1 cosp1 . 

Da bismo nani kineti6ku energiju druge taele, izrazieemo je u Descartes-ovim koordinatama x 2, y2 

(koordinatni po'6etak se nalazi u tgki veganja; y-osa je uzeta po vertikali nani2e) pomoau 
uglova 4-/  i 92 : 

	

x2  = 11  sin pi  + /2  sin Ta, 	Y2 = 11 cos 	+ 12  COS CP2. 

Posle toga dobivamo: 

M2 • 	• 
	22 	

• 

T2 = 	+ 51) = 	+ l2 A + 2l1 12 cos 	— (Pa) (pi Pa]. 
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koji se nalazi na desnoj strani jednaeine (5,3) se naziva sila koja dejstvuje na 
a-tu taeku. Zajedno sa U ona zavisi samo od koordinata svih eestica, ali ne 
i od njihovih brzina. Jednaeine (5,3) pokazuju prema tome da su i vektori 
ubrzanja eestica funkcije samo od koordinata. 

Potencijalna energija je velieina koja je odredena samo s taenoku doda-
vanja proizvoljne konstante; takvo dodavanje ne bi izmenilo jednaeine kretanja 
(specijalan slueaj nejednoznaenosti Lagrange-ove funkcije koji je naveden na 
kraju § 2). Najprirodniji i obieno usvojeni kriterijum u izboru to konstante nalazi 
se u einjenici da potencijalna energija tezi nuli pri poveeanju rastojanja izmedu 
;C'estica. 

Ako se za opisivanje kretanja taeaka ne koriste Descartes-ove koordinate, 
vee proizvoljne generalisane koordinate qi, onda za dobivanje Lagrange-ove 
funkcije treba izvrgiti odgovarajuee transformacije: 

xa = fa (qi, q2, " qs), 	x a  = 
of 

 a 
	qk ltd. 

qk 
Zamenjujuei ove izraze u funkciju 

1 
L 	1..j  ma ,a2 +ya2 z ) — U, 

a 

dobieemo traknu Lagrange-ovu funkciju, koja ee imati oblik 

. 	. 
L _2 	, aik (q)  qi qk — U (q), 

i,k 
(5,5) 

gde su aik funkcije samo od koordinata. Kinetieka energija u generalisanim 
koordinatama, prema prethodnom, je kvadratna funkcija brzine, ali mote da 
zavisi i od koordinata. 

Do sada smo govorili samo o zatvorenim sistemima. Sada eemo posmat-
rati sistem A koji nije zatvoren, koji uzajamno deluje sa drugim sistemom B, 
koji vrgi dato kretanje. U torn slueaju se kOe da se sistem A kreee u datom 
spoljagnjem polju (koje stvara sistem B). Kako se jedna'eine kretanja dobivaju 
iz principa najmanjeg dejstva nezavisnim variranjem svake koordinate, (tj. sma-
trajuei ostale da su poznate) Mokmo se za nalaknje Lagrange-ove funkcije 
LA sistema A koristiti Lagrange-ovom funkcijom L celog sistema A + B za-
menivgi u njoj koordinate qB  datim funkcijama vremena. 

Pretpostavljajuei da je sistem A + B zatvoren, imaaemo 

L = TA (M, qA)  + TB (qB, qB) —. u (qA, qB), 

gde prva dva elana predstavljaju kinetieke energije sistema A i B, a treei 61an- 
njihovu zajednieku potencijalnu energiju. Ako umesto qB zamenimo date funk- 
cije vremena i izbacimo elan T (qB (t)  , qB (o), koji zavisi samo od vremeria (i zbog 
toga je totalni izvod neke druge funkcije vremena), dobieemo: 

LA = TA (qA, qA) — U (qA, qB (t)). 

Na taj naein, kretanje sistema .0 spoljagnjem polju se opisuje Lagrange-
ovom funkcijom obienog tipa, samo s torn razlikom, gto sada potencijalna ener-
gija mote da zavisi eksplicitno od vremena. 

k 

4 . 
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4. Sistem, koji je prikazan na sl. 4; taela m 2  se kreee po vertikalnoj osi, a ceo sistem 
rotira konstantnom ugaonom brzinom 	ako to ose. 

SI. :3 
	

Si. 4 

Regenj e. Uvodimo ugao 0 izmedu odseaca a i vertikale i ugao obrtanja cp celog 
sistema oko ose rotacije: = 0. Za svaku ta6ku m i  element pomeranja bite: dli = a2  d0 2  

a2  sine Odcp2. Za taCku m2  rastojanje od take veganja A iznosi 2a cos 0, i zbog toga je 
d12 = — 2 a sin 0 dO. Lagrange-ova funkcija je 

L = ml a2 (02 + 02 sine 0)  + 2m2  a2  sin2 .0 02  + 2ga 	-1- m cos 0. 
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Definitivno bite: 

m  m 1 
2 

—2  2 	12 	• Cpi2 	l2 	m2 2 11 12 (P1 492 cos (T1 — (P2) 

+ (mi  + m 2) g11  cos cal  + m2  g12  cos (P2. 

L 

Si. 	 Si. 2 

2. Klatno je u ravni i ima masu m 2 ; taeka ve§anja (sa masom m 1  u njoj) mote da yen kretanje po horizontalnoj pravoj (sl. 2). 

R e e n j e. Uvodeei koordinatu x take m1  i ugao cp izmedu konca klatna i vertikale, dobivamo: 

ml + m2 • 	2  L — 	2 	x2  4- —2— (/ 2  cp 2 	2 /.x. cp cos cp) + m 2  g 1 cos p. 

3. Klatno je u ravni, eija se taeka veganja: 
a) kreee po vertikalnom krugu konstantnom frekvencijom y (sl. 3); 
b) vrn horizontalno oscilovanje po zakonu a cosy t; 
c) vr§i vertikalno oscilovanje po zakonu a cosy t. 

Regenje. 

a) Koordinate take m su: 

x= a cos y  t  1 sin cp. 	y = — a sin y t + / cos y. 

Lagrange-ova funkcija bite: 

m 12 
L = 	cf) 2  m 1 ay 2  sin (cp — yt) + mgl cos cp; 

ovde su izostavljeni elanovi koji zavise samo od vremena i eliminisan 
vremenu od maly cos (cp — yt). 

b) Koordinate take m su: 

x = a cos y t + 1 sin cp, 	y =- / cos cp. 

Lagrange-ova funkcija (posle eliminisanja totalnih izvoda) bite:
. 

m  /2 
L = 	cp2  m l a y2  cos y tsin p mg 1 cos cp., 

c) Analogno bite 

m12  
L = 2  cp2  mla y2  cos y t cos cp m gl cos (p. 

je totalni izvod po 



GLAVA II 

ZAKONI ODIdANJA 

§ 6. Energija 

Pri kretanju mehaniekog sistema menjaju se u toku vremena 2s velieina qi i qi 
(i = 1,2,• • • ,$), koje odreduje njegovo stanje. Medutim, postoje takve funkcije 
ovih velieina, koje odr2avaju pri kretanju konstantne vrednosti, koje zavise samo 
od poeetnih uslova. Te funkcije se nazivaju integrali kretanja. 

Broj nezavisnih integrala kretanja za zatvoreni mehanieki sistem sa s ste-
pena slobode iznosi (2s — 1). To je oeigledno iz sledeeih prostih razloga. Opgte 
regenje jednaeina kretanja sadr2i 2s proizvoljnih konstanti (v. str. 4). Kako jedna-
dine kretanja zatvorenog sistema ne sadr2e vreme eksplicitno, onda je izbor 
poeetka raeunanja vremena potpuno proizvoljan, i jedna od proizvoljnih konstanti 
u regavdnju jednaeina mote biti uvek uzeta u obliku aditivne konstante t o  u 
vremenu. Ako eliminigemo  t  to  iz 2s funkcija 

qi = qi  (t + to , C1, C2, ' • ' C2s — 1), 

qZ  =  qi  (t + to, C1 , C2 , • • • , C2_1), 

izraZ'avamo (2s — 1) proizvoljnih konstanti C 1 , C2 ' • • , C2s — 13 u obliku funkcija od 
q i q koje su u stvari integrali kretanja. 

Medutim, daleko ja od toga, da svi integrali kretanja igraju podjednako 
va2nu ulogu u mehanici. Medu njima poStoji nekoliko, eija konstantnost ima 
vrlo duboko poreklo, povezano sa osnovnim svojstvima prostora i vremena 
— njihovom homogenogeu i izotropnogau. Sve ove, kako se ka2e, velieine koje 
se odr2avaju imaju valno opgte svojstvo : aditivnost — njhova vrednost za sistem 
koji se sastoji iz delova, 6ije se uzajamno dejstvo moZ"e zanemariti, jednako 
je zbiru vrednosti za. svaki deo pojedinaeno. 

Upravo, svojstvo aditivnosti daje odgovarajueim velieinama osobito vOnu 
mehanieku ulogu. Pretpostavimo, na primer, da dva tela uzajamno dejstvuju u 
toku izvesnog vremena. Kako je pre tako i posle interakcije svaki od aditivnih 
integrala celog sistema jednak zbiru njihovih vrednosti za oba tela pojedinaeno, 
onda zakoni odr2anja tih velieina daju odmah moguenost da se stvori niz za-
kljueaka o stanju tela posle interakcije, ako je poznato njihovo stanje do interakcije. 

Poeeaemo sa zakonom odr .Zanja, koji nastaje u vezi homogenosti vremena. 
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Zbog to homogenosti Lagrange-ova funkcija zatvorenog sistema ne zavisi 
eksiplicitno od vremena. Zbog toga totalni izvod Lagrange-ove funkcije po 
vremenu mote biti napisan u obliku: 

dL 	al,  •  Ed  aL 
	 =  

dt 	a 
qi qi + 	qi 
 a qi 

(ako bi L zavisilo eksplicitno od vremena, na desnoj strani jednaeine bismo dodali 
aL 	 d a L elan —
a

). Zamenjuei izvode 	prema Lagrange-ovoj jednaeini sa 	dobivamo 
qi 	 dt a qi  

dL    •  ~daL Li a L •• 	d (a.L,  • 
qi — 	+ 	qi — 	qi) 

dt 	dt  aqi 	aqi 	.  dt a qi 

	

d(N-1 
qi di

r 	=0.  

	

aqi 	) 

Odavde se vidi da velieina 

• a L 
qi  —  L = const 

. 	a qi 
(6,1) 

ostaje hepromenjena pri kretanju zatvorenog sistema, tj. ona je jedan njegov 
integral kretanja. Ta velieina se naziva energija sistema. Aditivnost energije nepo-
sredno izlazi iz aditivnosti Lagrange-ove funkcije, pomoeu koje se ona izra2ava 
linearno prema relaciji (6,1). 

Zakon odnanja energije ne va2i samo za' zatvorene sisteme, vet i za sisteme 
koji se nalaze u konstantnom spoljagnjem polju (tj. koje ne zavise od vremena). 
Jedino iskorigeeno, u navedenom zakljueku, svojstvo Lagrange-ove funkcije 
— nepostojanje eksplicitne zavisnosti od vremena, postoji i u ovom slueaju. 
Mehanieki sistemi, eija se energija odr2ava, ponekad se nazivaju konzervativni. 

Kako .  smo videli u §  5,,  Lagrange-ova funkcija zatvorenog sistema (ili 
sistema koji se nalazi u konstantnom polju) ima oblik 

L  =  T (q, q) —  U (q), 

gde je T kvadratna funkcija brzina. Primenjujuei na nju poznatu Euler-ovu 
teoremu o homogenim funkcijama , dobivamo: 

Eqzj'a  =Lq,--23  
z 	 aq,  

Zarnenjujuei ovu vrednost u  (6,1),  nalazimo: 

E  =  T (q, q)  U (q); 

a u Descartes-ovim koordinatama bite; 
L-1 „„, ,,,2 	--+ —) 

va E _ 	 U(ri, r2, • • •). 

(6,2) 

(6,3) 
a 
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Na taj naein energija sistema mo te biti predstavljena u 
razlieita elana: kinetieke energije, koja zavisi od brzine, 
koja zavisi samo od koordinata eestica. 

obliku zbira dva bitno 
i potencijalne energije, 

§ 7. Impuls 

Drugi zakon odr2anja nastaje u vezi sa homogenou prostora. 
Zbog to homogenosti mehanieka svojstva zatvorenog sistema se. ne mmjaju 

pri ma kakvom paralelnom pomeranju sistema kao celine u prostoru. S tim u 

vezi, posmatraeemo beskonaeno mali pomeraj E i uzeeemo da Lagrange-ova funt-- 
cija ostaje nepromenjena. 

Paralelno pomeranje oznaeava transformaciju pri kojoj se sve take sistema 
-4 	-4 

pomeraju za jednu istu velieinu, tj. njihovi radijus-vektori postaju r a  -> ra  + 8. 
Promena funkcije L kao rezultat beskonaeno male promene koordinata pri 
nepromenjenim brzinama eestica iznosi 

,L 	al, 8ra 	E  aL 

a ara 

gde se sumiranje vrgi po svim materijalnim taekama sistema. S obzirom na 

proizvoljnost s, zahtev da je aL = 0, ekvivalentan je zahtevu 

aL =0.  

a ara 

Zbog Lagrange-ove jednaeine (5,2) odavde se dobiva: 

	

d aL 	d 	aL =0.  

	

 a  dt ava 	dt a a Va 

Na taj naein dolazimo do zakljueka da u zatvorenom mehaniekom sistemu 
vektorska veliaina 

13'  == E  
(7,2) 

a ava 
4. 

ostaje pri kretanju nepromenjena. Vektor P se naziva impuls sistemal). Diferen-
cirajuei Lagrange-ovu funkciju (5,1) nalazimo da se impuls izra2ava pomo6u 
brzina taeaka na sledeei naein: 

L EP =Ma Va • 
	 (7,3) 

a 

Aditivnost impulsa je oeevidna. Sem toga, za razliku od energije, impuls 
sistema je jednak sumi impulsa 

Pa =maVa 

1) Zastareli naziv 	koliCina kretanja. 

a a ra 
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pojedinih 6estica nezavisno od moguenosti zanemarivanja interakcije medti njima. 
Zakon odr2anja sve tri komponente vektora impulsa mogue je samo u 

odsustvu spoljagnjeg polja. Medutim, pojedine komponente impulsa se mogu 
odf2avati i u prisustvu polja, ako potencijalna energija u njemu ne zavisi od ma 
koje Descartes-ove koordinate. Pri prenosu du2 odgovarajuee koordinatne ose, 
mehaniala svojstva sistema se, o6igledno, ne menjaju, i na taj na6in konsta-
tujemo da se projekcija impulsa na tu osu odr2ava. Tako u homogenom polju, 
koje je orijentisano du2 z-ose odr2avaju se komponente impulsa du2 osa x i y. 

Polazna jednaeina (7,1) ima sama po sebi jednostavan fizicki smisao. 
a L 	a u Izvod 	 =   predstavlja silo Fa, koja dejstvuje na a-tu 6esticu. Tako 
a ra 	a ra 

jedngina (7,1) ozna6ava, da je suma sila, koje dejstvuju na sve 6estice zatvo-
renog sistema jednaka nuli: 

Fa 	 (7,4) 
a 

Specijalno, u sluaju sistema koji se sastoji iz svega dve materijalne ta6ke, 

biee F1  + F2  = 0: sila koja dejstvuje na prvu 6esticu od strane druge (6estice), 
jednaka je po velicini , ali je suprotnog smera sile kojom prva eestica dejstvuje 
na drugu. Ova konstatacija je poznata pod nazivom: zakon jednakosti dejstva 
i protivdejstva (akcije i reakcije). 

Ako se kretanje prikazuje generalisanim koordinatima qi, onda se izvodi 
Lagrange-ove funkcije po generalisanim brzinama 

a L pi  — 
-- 

a qi  
nazivaju generalisani impulsi, a izodi po generalisanim koordinatama 

a L 
Fi = — a qi 

(7,5) 

(7;6) 

se nazivaju generalisane sile. Sa tim oznakama Lagrange-ove jednaelne imaju 
oblik 

pi 	 (7, 7) 

U Descartes-ovim koordinatama generalisani impulsi se poklapaju sa kom-

ponentama vektora pa. U opgtem slue'aju velieine pi su, linearne homogene funk-
cije generalisanih brzina qi, a nikako se ne svode na proizvode mase i brzine. 

Zadatak 

Cestica mase m, koja se kreee brzinom v i, prelazi iz poluprostora u kome je njena 
potencijalna energija konstantna i iznosi U 1  u poluprostor gde je to energija takode konstatna, 
ali je jednaka U2. Odrediti promenu pravca kretanja 6estice. 

Regenj e. Potencijalne energija ne zavisi od koordinata duz osa koje su paralelne 
granFenoj ravni izmedu poluprostora. Zbog toga se oddava projekcija impulsa cestice na tu 

ravan. Ako ozna6mo sa 0 1  i 62  uglove izmedu normale na grani'enoj ravni i brzina v l  i 02  do 

2 Mehanika 
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i posle prelaza, dobiaemo v 1  sin 0 1  = v2  sin 02. Veza izmedu v 1  i v2  je data zakonom odr2a-
nja energije, i kao rezultat nalazimo 

sin 01 
 sin 02  — 

§ 8. Centar inercije 

Impuls zatvorenog mehaniekog sistema ima razlieite vrednosti u odnosu 
na razlieite (inercijalne) sisteme referencije. Ako se sistem referencije K' kreee 

-3 	4 

brzinom V u odnosu na sistem referencije K, onda su brzine eestica v a' i va  u 
4 	4 	-)b 

odnosu na to sisteme povezane relacijom v a  = va + V. Zbog toga je veza medu 

vrednostima impulsa P i P' tih sistema data formulom 

LI E E  
P = 	va 	Ma v iz + V 

a 	 a 	 a 

iii 
-4 	-3 	4 
P -= P' + V 
	

Ma • 
	 (8,1) 

Specijalno, uvek postoji takav sistem referencije K' u kome je totalni 

impuls jednak nuli. Ako u relaciji (8,1) stavimo P' = 0, nalazimo da je brzina 
toga sistema referencije jednaka 

Ma Va 
V = • 	 (8,2) 

m a 	m 

Ako je totalni impuls mehanitkog sistema jednak nuli, to znaei, da se 
nalazi u miru u odnosu na odgovarajuai sistem referencije. Ovo je u potpunosti 
prirodna generalizacija pojma mirovanja pojedine materijalne taeke. Respektivno 

brzina V, koja je data formulom (8,2), dobiva smisao brzine „kretanja kao 
celine" mehaniekog sistema sa impulsom koji je razlieit od nule. Vidimo na taj 
naein, da zakon odnanja impulsa dozvoljava prirodno da se formulge pojam 
mirovanja i brzine mehaniakog sistema kao celine. 

-3 	 -* 
Formula (8,2) pokazuje da je veza medu impulsom P i brzinom V sistema 

kao celine ista takva kakva bi bila medu impulsom i brzinom jedne materijalne 
taeke mase p. = ma, koja je jednaka sumi masa svih eestica u sistemu. Ova 
se okolnost mote formulisati kao potvrda o aditivnosti mase. 

Desna strana formule (8.2) mote bid predstavljena kao totalni izvod po 
vremenu izraza 

Ma ra 
= - • 

ma 
( 8, 3) 

Mokmo reei da je brzina sistema kao celine jednaka brzini pomeranja taeke 
u prostoru, ciji je radijus -vektor dat izrazom (8,3). Takva taeka se naziva 
centar inercije sistema. 

2  
1 + me, (Ui  — U2). 
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Zakon odr2anja impulsa zatvorenog sistema se mote formulisati kao pot-
vrda 6injenice da se njegov centar inercije kreCe pravolinijski i ravnomerno. U 
takvom obliku to je generalizacija zakona inercije koji je izveden u § 3. za 
jednu slobodnu materijalnu taelu, 6iji se „centar inercije" poklapa s njom 
samom. 

Pri prouaavanju mehanialih svojstva zatvorenog sistema, prirodno .je koris-
titi se onim sistemom referencije u kome. njegov centar inercije miruje. Samim 
tim, isklju'6uje se iz posmatranja ravnomerno i pravolinijsko kretanje sistema 
kao celine koje nije od naro6tg interesa. 

Energija mehaniaog sistema kao celine u stanju mira se obieno naziva 
njegovom unutra§njom energijom Ona sadr2i u sebi kinetialu energiju rela-
tivnog kretanja 6estica u sistemu i potencijalnu energiju njihovih interakcija. 
Totalna energija sistema, koji se kao celina kreae brzinom V, mote biti predstavljena 
u obliku 

2 v 
E r 

 2 
+ (8,4) 

Mada je ova formula sama po sebi dovoljno o6igledna, daeemo takode i njeno 
direktno izvodenje. 

Energije E i E' mehani6kog sistema u dva sistema referencije K i K' 
vezane su relacijom 

E =
2  

—
1 	

ma v2 U = -- 

   

  

-+ 	4 

ma (v 'a + V) 2  + U 

   

	

a 	 a 

	

2 	
Ma V 

V 	-- 1.:,  _,   :  
a , , , = r.  + V 	Ma V a ± 	- --1--  u, 2 	 2 

a 	 a 

4 4 
 E =-- E' + V P + µV2  

2 

Ovom formulom se definige (odreduje) zakon transfomacije energije pri prelazu 
od jednog sistema referencije na drugi, sli6no kao Ato je taj zakon dat za impuls 
formulom (8,1). Ako se u sistemu K' centar inercije nalazi u miru, onda je 
P = 0 i E' = Eu, pa se vraeamo na formulu (8,4). 

§ 9. Moment impulsa 

Sada prelazimo na izvodenje zakona odfianja koji je uslovljen izotropijom 
prostora. 

Ova izotropija ozna6ava da se mehanfeka svojstva zatvorenog sistema ne 
menjaju pri ma kakvom obrtanju sistema kao celine u prostoru. S tim u vezi 
posmatraeemo beskongno malo obrtanje sistema i uslovieemo da se njegova 
Lagrange-ova funkcija pri tom ne menja. 

Uvegeemo vektor bekonkno malog obrtanja ay, '6ija je apsolutna veli6ina 
jednaka uglu obrtaja a y, a orijentacija se poklapa sa osom obrtanja (i to tako, 

da pravac obrtanja odgovara pravilu zavrtnja u odnosu na orijentaciju ay). 

iii 

(8,5) 

2* 
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Pre svega, naeieemo 'emu je, pri takvom obrtanju, jednak prirataj radijus - 
vektora koji je povueen iz koordinatnog poeetka (koji se nalazi na osi rotacije) 

do ma koje materijalne take rotirajueeg sistema. Linearno 
pomeranje kraja radijus-vektora je vezano sa uglom slede6om 
relacijom 

jari=r sin 0 acp 

(sl. 5). Pravac vektora je normalan na ravni, koja prolazi kroz 

r i 8cp. Otuda jasno izlazi da je 

r 	x r 
	

(9,1) 

Pri obrtanju sisema menja se orijentacija ne samo radijus-vektora, 
vee i brzina svih eestica, pri 'emu se svi vektori transformiSu 
po istom zakonu. Prema tome 6e priragtaj brzine, u odnosu 
na nepokretni koordinatni sistem, biti 

-4 
v =- 	Xv. 	 (9,2) 

Zamenimo sada ove izraze u uslov nepromenijivosti Lagrange-ove funkcije 
pri obrtanju 

aL 	aL aL = 	ara+ —8va)=0. 

a a n 	a Va 

a L 	 a L 
Izvode 	zamenimo, prema definiciji, sa pa, a izvode .4.  , prema Lagrange- 

a Va 	 ara 
4 

ovoj jednaeini, sa pa. Tada dobivamo : 

[pa (8 x ra) pa (8 cp x va)] = 0, 
a 

iii, vrgeei ciklienu permutaciju faktora i iznoseei 8p ispred znaka sume, imaaemo 

	

a  L 
	 d 

y 	(ra  x pa + va x pa) = 139  d tt 	
x pa = 0. 

	

a 	 a 

S obzirom na proizvoljnost a y, odavde eemo dobiti 

d 
at ra x Pa ""=" 0, 

a 

tj. dolazimo do zakljueka da se pri kretanju zatvorenog sistema odr2ava vektorska 
velieina 

 

ra X Pa (9,3) 

a 
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koja se naziva moment impulsa sistema, (ili prosto moment) 1 ). Aditivnost ove 
velieine je oeigledna, pri eemu, kao i kod impulsa, ona ne zavisi od postojanja 

nepostojanja interakcije medu 6esticama. 
Ovim se iscrpljuju aditivni integrali kretanja. Na taj naein, svaki zatvoreni 

sistem ima svega sedam takvih integrala : energiju, i po tri komponente vektora 
impulsa i momenta. 

Kako u definiciji momenta ulaze radijus-vektori eestica, onda njegova 
vrednost, opke uzevgi, zavisi od izbora koordinatnog poeetka. Radijus-vektori 

jedne iste take ra i u odnosu na poeetak, koji se nalazi na rastojanju a, su 
povezani relacijom ra = ra' + a. Zbog toga eemo imati: 

ra  X pa  = 	ra  x Pa + a x 	pa. 

iii 
	 a 	 a 	 a 

-4 	-4 	-4 
M  Alf  + a x P. 	 (9,4) 

Iz ove formule se vidi, da samo u torn slueaju kada je sistem kao celina 

u miru (tj. P = 0) njegov mem 2:nt ne zavisi od izbora koordinatnog poeetka. 
Ova neodredenost njegove vrednosti se, razumljivo, ne odraava na zakonu odr2anja 
momenta, jer se u zatvorenom sistemu impuls takode odr2ava. 

Uvegaemo takode formulu -koja povezuje vrednost momenta impulsa u dva 
razlieita inercijalna sistema referencije K i K' od kojih se drugi kreee u odnosu 

na prvi brzinom V. Uzeeemo da se koordinatni poeeci u sistemima K i K' u 
datom momentu poklapaju. Tada su radijus-vektori eestica u oba sistema jednaki 

(isti), a brzine su povezane relacijom v a  = va' + V. Zbog toga ee biti: 

M = 

 

-A  •  4 	 -A 	 -4 	4 
ma (ra XV  a)  = 	Ma (ra X va) E ma (ra X V). 

a 	 a 	 a 

Prva suma na desnoj strani jednaeine je moment M' u sistemu K'. Uvodeai u 
drugu sumu radijus-vektor centra inercije prema (8,3) dobieemo: 

.4 	-A 
M= M' 	(R x V). 	 (9,5) 

Ova formula definiSe zakon transformacije momenta impulsa pri prelazu od 
jednog sistema referencije na drugi, slieno tome, kako su za impuls i energiju 
analogni zakoni dati formulama (8,1) i (8,5). 

Ako je K' takav sistem referencije u kome se dati mehanieki sistem kao 

celina nalazi u miru, onda je  V  brzina centra inercije ovog, a p. V je njegov 

ukupni impuls P (u odnosu na  K).  Tada je 

-4 	-* 

	

M  = + R x P. 	 (9, 6) 

1) Upotrebljava se takode naziv rotacioni moment ili ugaoni moment. Upotrebljava se i iz-
raz moment koliane kretanja (primedba prevodioca), 
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--r 

Drugim reeima, moment impulsa M mehaniekog sistema jednak je zbiru iz 
njegovog „sopstvenog momenta" u odnosu na sistem referencije u kojem on 

miruje i momenta R x P koji je vezan za njegovo kretanje kao celinu. 
Mada zakon odr2anja sve tri komponente momenta (u odnosu na proiz-

voljni koordinatni poe'etak) va2i samo za zatvoreni sistem, on takode, u izvesnom 
vidu, mote va2iti i za sistem koji se nalazi u spoljagnjem polju. Iz ranije 
navedenog zakljueka, oeevidno je, da se uvek odrava projekcija momenta na 
takvu osu u odnosu na koju je dato polje simetrieno, i zbog toga se mehanieka 
svojstva sistema ne menjaju pri ma kakvom obrtanju oko to ose. Naravno, 
pri torn moment mora biti definisan u odnosu na ma koju taelu (koordinatni 
poeetak) koja se nalazi na toj istoj osi. 

Najva2niji slueaj takve vrste je polje sa centralnom s'metrijom, tj. polje, 
u kome potencijalna energija zavisi samo od rastojanja do neke odredene taeke 
(centra) u prostoru. Ueevidno je, da se pri kretanju u takvom polju odr2ava 
projekcija momenta na ma koju osu, koja prolazi kroz centar. Drugim reeima, 

odrkva se vektor momenta M, ali koji je (odreden) definisan ne u odnosu na 
proizvoljnu taeku prostora, vee u odnosu na centar polja. 

Drugi primer: homogeno polje du2 z-ose u kome se odr4va projekcija 
momenta Mz, pri emu koordinatni poeetak mote biti uzet proizvoljno. 

Napominjemo, da projekcija momenta na ma koju osu (nazivamo je z-osa) 
mote biti nadena diferenciranjem Lagrange-ove funkcije prema formuli 

Mz = 

 

a L 

 

(9,7) 
a a (Pa 

ranije izloknog izvodenja zakona odrknja momenta, ali se u to isto mokmo 
gde je koordinata cp ugao obrtanja oko z-ose. Ovo je jasno vee iz karaktera 

uveriti i direktnim izraeunavanjem. U cilindarskim koordinatima r, cp, z imaeemo 
zamenjujuei xa  = ra  cos pa, ya -= ra  sin pa) : 

2 
	

(9,8) Mz  = 	Ma (Xa Ya Ya Xa) = 	ma ra (Pa. 

a 	 a 

S druge strane, Lagrange-ova funkcija sa tim promenljivim ima oblik 

1 
Ma  (

2 j_ 2 2 	2 \ 
	U ra 	ra (Pa -1—  za) 

a 

i njena zamena u formulu (9,7) dovodi do istog izraza (9,8). 

Zadaci 

1. Naei izraze za Descartes-ove komponente i apsolutnu velkinu momenta impulsa 
c':estice u cilindarskim koordinatama r, cp, z. 

Odgovor: 
Mx  m sin cp (rz— zr)—mrz .1) cos cp, 

My  = m cos cp (zr—rz)—mrz (p sin cp, 

Mz = mr2  4), 
M2 	m2 r2 p.  2 (r2 	z2) + m2 (7. z 	z7:)a. 
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2. To isto u sfernim koordinatama r, 0, cp. 
Odgovor: 

Mx = m r2  (0 sin cp 	q; sin 0 cos 0 cos cp), 

My = mir2  (o cos cp — cp sin 0 cos 0 sin cp), 
Mz  = mr2  sin2  0 • cp, 
M2 = m2 r4 (02 + sin2  0 • (p 2). 

-+  -4 

3. Koje se komponente impulsa P i momenta M odr2avaju pri kretanju u sledeaim 
poljima : 

a) Polje beskonaeno homogene ravni. 
Odgovor: Px,Py,Mz  (beskonaena ravan — ravan x, y). 

b) Polje beskonaeno homogenog cilindra. 
Odgovo r: Mz,Pz  (osa cilindra — z- osa). 

c) Polje beskonaeno homogene prizme. 
O d g o v o r: Pz  (strane prizme paralelne z - osi) 

d) Polje dve taeke. 
O d g o v o r: M, (taeke se nalaze na z - osi) 

e) Polje beskonaeno homogene poluravni. 
Odgovo r: Py  (beskonaena poluravan — deo ravni x,y koju ogranieava y - osa). 

f) Polje homogenog konusa. 
O d g o v o r: Mz  (osa konusa —z- osa) 

g) Polje homogenog kru2nog torusa. 
Odgovo r: Mz  (osa torusa — z-osa). 

h) Polje beskonaeno homogene cilindarske zavojnice. 

Re§enj e. Lagrange-ova funkcija se ne menja pri obrtanju oko ose zavojnice (z-ose) 

za ugao S p  i jednovremenim prenosom du2 to ose za rastojanje h p (h je hod zavojnice). 

Zbog toga ee biti: 

aL 	 2 h 
aL =— az + — cp = (pz-27, + 	Scp = 0, az 	a cp 

odakle iziazi 
la 

Mz 	Pz  = const. 

§ 10. Mehanieka slienost 

Ako se Lagrange-ova funkcija pomnoE ma kojim konstantnim faktorom, 
oeigledno je da se ne menjaju jednaeine kretanja. Ova okolnost (na koju je 
ukazano vee u § 2.) daje moguenost da se u nizu va2nih slueajeva donesu neki 
bitni zakljueci o svojstvima kretanja, ne vrgeei konkretno integriranje jednaeina 
kretanja. 

Ovde dolazi slueaj, kada je potencijalna energija homogena funkcija koordi-
nata, tj. funkcija koja zadovoljava uslov 

-3, 	 -4 	 -4 	-3. 

U (ar l, a r2, • • • , urn) 	ak U (ri , r2, • • • , rn), 	 (10,1) 

gde je a ma koja konstanta, a k je stepen homogenosti funkcije. 
Izvrgieemo transformaciju pri kojoj se uporedo sa promenom svih koordinata 

a puta istovremeno menja vreme ((3 — puta): 

ra OCra, 
	Pt. 



a2 
tj. 

k 1— — 
2 p=a  — = ak  p 2 	

, 
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. 	dra 	 . 	 .. a2 
puta.Sve brzine va --- — se pri torn menjaju --puta, a kineticka 	— - 

dt 	 energijap 2 

Potencijalna energija se poveeava ak-puta. Also su a i p povezane relacijom 

onda se kao rezultat takve transformacije Lagrange-ova funkcija u celini pove-
Cava uz konstantni faktor ak, tj. jednaeine kretanja ostaju nepromenjene. 

Promena svih koordinata eestica oznaeava za isti broj puta prelaz od 
jednih trajektorija na druge, koje su geometrijski sliene prvim, a od njih se 
razlikuju samo linearnim dimenzijama. 

Na taj mein dolazimo do zakljueka: ako je potencijalna energija sistema 
homogena funkcija k-tog stepena Descartes-ovih koordinata, onda jednaeine 
kretanja dopugtaju geometrijski sliene trajektorije, pri emu se sva vremena 
kretanja (izmedu odgovarajueih taeaka trajektorija) odnose kao 

1 ' 	1  
t 	1 

(10,2) 

/' 
gde je -

/ 
odnos linijskih dimenzija dve trajektorije. Zajedno sa vremenima koja 

/' 
su definisana stepenima odnosa 	nalaze se takode vrednosti ma kojih meha- 

niakih velieina u odgovarajueim taekama trajektorija u odgovarajueim momentima. 
Tako eemo za brzine, energiju i moment imati: 

1 ' = (1) T. 
V  

E' 	l'\ 4 	M' = 111\ 1 + -i .  
E 	 M 	1 ) 

(10,3) 

Radi ilustracije navegeemo nekoliko primera. 
Kao sgto eemo u daljem izlaganju videti, u slueaju takozvanih malih 

oscilovanja, potencijalna energija je kvadratna funkcija koordinata (k = 2). Iz 
(10,2) nalazimo da period takvih oscilovanja ne zavisi od njihove amplitude. 

U homogenom polju sila, potencijalna energija je linearna funkcija koor-
dinata (v. 5,8), tj, k = 1. Iz (10,2) imamo 

t' 
t 

  

Odavde, na primer, izlazi da se pri padanju u polju tee, kvadrati vremena 
padanja tela odnose kao njihove poeetne visine. 

Pri njutnovskom privlaeenju dve mase, iii kulonovskom uzajamnom dejstvu 
dva naelektrisanja, potencijalna energija je obrnuto proporcionalna rastojanju 
izmedu eestica, tj. ona je homogena funkcija stepena k = —1. U tim slueajevima je 

= er )4 t 	1
, 



a 	a ra 
2T = I]; a u (10,5) 
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i maemo konstatovati, na primer, da su kvadrati vremena obrtanja po orbitima 
proporcionalni kubovima njihovih dimenzija (takozvani treoi Kepler-ov zakon). 

Ako se kretanj. sistema, eija je potencijalna energija homogena funkcija 
koordinata, vr§i u ogranieenoj oblasti prostora, postoji vrlo jednostavan odnos 
izmedu srednjih vrednosti, u odnosu na vreme, kinetieke i potencijalne energije. 
Ovaj odnos je poznat pod imenom teorema virijala. 

Kako je kinetieka energija T kvadratna funkcija brzine, onda je prema 
Euler-ovoj teoremi o homogenim funkcijama 

a T 
— Va = 

a a va 

T 
uvodeei impuls 

a
= pa: 

a va 

 

    

Ovu jednaeinu dovegeemo na srednju vrednost po vremenu. Srednjom 
vrednogeu ma koje funkcije od vremena f (t) naziva se velieina 

r 

1 
= lim f f (t) dt. 

z -4,  CO 
0 

Mae se lako videti, ako je f (t) izvod po vremenu f (t) = 
d 

dt 
F (t) 

 ograni-

eene funkcije F (t) (tj. funkcije koja nema beskonaene vrednosti), onda njena 
srednja vrednost postaje jednaka nuli. I zaista, Wee 

. 1  f F F (r)  — F (0) 	0.  
f = 	dt = lip  

'r 	dt 	-). CO 
0 

Pretpostavimo da se sistem kreee u konaenoj oblasti prostora i sa brzinama 

koje ne postaju beskonaeno velike. Tada je velieina Erapa ograniaena i srednja 
vrednost prvog elana na desnoj strani jednaeine (10,4) postaje jednaka nuli. 

a u 
U drugom 61anu pa  zamenjujemo prema Newton-ovim jednaeinama sa — 

a ra 
i dobivamol): 

2 T = 	PaVa = 
dt 

(1..„ PaYa) — 	raPa• (10,4) 
• 

a 	 a 

1) Izraz na desnoj strani jedna6ine (10,5) se ponekad naziva virijal sistema. 
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Ako je potencijalna energija homogena funkcija k-tog stepena svih radijus- 

vektora ra, onda prema Euler-ovoj teoremi jednakost (10,5) prelazi u traenu 
relaciju 

214  = k U. 	 (10,6) 

Kako je T U = E = E, odnos (10,6) se mote predstaviti u ekvivalentnim 
oblicima 

2  
0=k+ 2

E, T=
k+2E, (10,7) 

koji izra'2"avaju U i T pomoau totalne energije sistema. 
Specijalno, za mala oscilovanja (k = 2), imaeemo: 

T = U, 

tj. srednje vrednosti kinetiCle i potencijalne energije se poklapaju. Za Newton-
ovu interakciju (k = — 1), bite 

2 f. - U. 

Pri torn je E — T u vezi Cinjenice da se pri takvoj interakciji kretanje vrgi u 
konaCnoj oblasti prostora samo pri negativnoj totalnoj energiji (v. § 15). 

Zadaci 

1. Kako se odnose vremena kretanja taCaka sa razliCaim masama pri istoj potencijalnoj 
energiji, a po istim trajektorijama? 

Odgovor: 
t' 

t
- = 

i mn; 

  

2. Kako se menjaju vremena kretanja po istim trajektorijama pri promeni potencijalne 
energije uz konstantni faktor? 

Odgovor: 



GLAVA III 

INTEGRIRANJE JEDNAdNA KRETANJA 

§ 11. Jednodimenzionalno kretanje 

Jednodimenzionalno se naziva kretanje sistema sa jednim stepenom slobode. 
Najopkiji oblik Lagrange-ove funkcije takvog sistema, koji se nalazi u konstant-
nim spoljagnjim uslovima, je 

1 
L = a (q) q2  — U (q), 

gde je a (q) neka funkcija generalisane koordinate q. Specijalno, ako je q 
Descartes-ova koordinata (nazvaeemo je x), bite 

2  m x 
L = 	— U (x). (11,2) 

Jednaeine kretanja koje odgovaraju ovim Lagrange-ovim funkcijama integ-
riraju se u opkem obliku. Pri torn eak nije neophodno napisati ni samu 
jednaeinu kretanja, vee treba odmah poi od njenog prvog integrala, tj. od 
jednaeine koja izrOava zakon odr2anja energije. Tako za Lagrange-ovu funkciju 
(11,2) imamo 

2 	
U (x) = E. 

Ovo je diferencijalna jednaeina prvog reda, koja se integrira razdvajanjem 
promenljivih. Imaeemo 

[E — U (x)] , 

odavde izlazi 

M 2 

d x 
d t 

21
d  x  

1  E U (x) 

Ulogu dve proizvoljne konstante u regenju jednaeine kretanja 
totalna energija E i konstanta integriranja const. 

Kako je kinetieka energija sukinski pozitivna velieina, onda je 
ukupna energija uvek veea od potencijalne, tj. kretanje se mote 
u onim oblastima prostora gde  je  U (x) <E. 

const. (11,3) 

igraju ovde 

pri kretanju 
vrgiti samo 



.r, 

Si. 6 

— 0 -E 

129'2 

2 E_ 
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Neka, na primer zavisnost U (x) ima oblik prikazan na sl. 6. 

Ako na torn grafikonu povu6eno horizontalnu pravu koja odgovara datoj vred-
nosti totalne energije, odmah eemo moei objasniti moguene oblasti kretanja. 
Tako, za slue'aj prikazan na sl. 6 kretanje se mole vrgiti samo u oblasti AB 
ili u oblasti desno od C. 

Take u kojima je potencijalna energija jednaka totalnoj 

U (x) = E, 	 (11,4) 

odreduju granice kretanja. One se nazivaju „taThe zastoja" pato u njima brzina 
postaje jednaka nuli. Ako je oblast kretanja ograni6ena dvema takvim taekama, 
onda se kretanje vrk u ogrankenoi oblasti prostora, pa se obkno naziva finitno. 
Ako pak oblast kretanja nije ogrankena, iii je ogrankena samo sa jedne strane 

kretanje se naziva infinitno — 6estica odlazi u beskonaenost. 
Jednodimenzionalno finitno kretanje je oscilatorno — &stica se periodkno 

kreee izmedu dve granice (na sl. 6 u „potencijalnoj jami" AB izmedu taaka 
x1 i x2). Pri torn, prema opkem svojstvu reverzibilnosti (str. 9), vreme kretanja 
od x 1  do x2  jednako je vremenu obratnog kretanja od x 2  do x 1 . Zbog toga 
je period oscilovanja T, tj. vreme za koje ta6ka prode od x 1  do x2  i obratno, 

dvostrukom vremenu za koji prede otse6ak x1  x2  ili prema (11,3): 

x2(E)‘ 	dx 
T (E)=y2 m  f ,   , 	 (11,5) 

V E — U (x) 
xi(E) 

pri eemu su granice x 1  i x1  koreni jedngine (11,4) za datu vrednost E. Ova 
formula odreduje period kretanja u zavisnosti od totalne energije 6estice. 

Zadaci 

1. Odrediti period oscilovanja matematiekog klatna u ravni (ta .6ka m na kraju konca 
cluNne 1 u polju tee) u zavisnosti od njegove amplitude. 

Res enj e. Energija klatna bite: 

m g 1 cos = — m g cos q) 0, 
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gde je cp—ugao izmedu konca i vertikale; p 0 —  maksimalni ugao izmedu njih. Izraeunavgi period 
kao eetvorostruko vreme za koje se izvrgi promena ugla od nule do '9 0, nalazimo : 

1 (' 	dcp  

2 gJ rcos cp — cos po 
 0 

sin 9— 
2  zamenom 	— sin t ovaj integral dobiva oblik: 

sin 2°  

To 

1 	 

g 
0. 

 

dcp 

 

  

   

 

. 9 cPo 
— — sin- 2  

 

  

T = 

K (sin 
2  l , 

gde je 

2 
dt  

K (k) — 
lrl — k2  sin2  

0 

eP o 	ePo takozvani totalni eliptieki integral prve vrste. Kada je sin -y .--z7 2  < 1 (mala oscilovanja) 
razvijena funkcija K (k) daje: 

 

(1 + 	<pc,' 	• •). 
16 

T 	27r 

 

Prvi elan toga reda odgovara poznatoj elementarnoj formuli. 
2. Odrediti period oscilovanja u zavisnosti od energije pri kretanju eestice mace m u 

poljima sa potencijalnom energijom: 
a) U A xin. 
Odgovor: 

1 

GY 	 1 1 
dx 	2 l2m r E7z — 	dy 

	

T = 2 ir2m f  	 1 	 
1 	. 

irE — Axn 	 j Ir. 1 -- yn 

	

0 	 An 	0 
Zamenom yn = u integral se dovodi na takozvani Euler-ov B-integral, koji se izra2ava pomoeu 
G-funkcije 

. 	 2 r2 IrmG(-1 )i 	1 

	

T= 	 n 	E W . i 1., . 
n A n G(2— + —1  ) 

n 	2 

Zavisnost T od E odgovara zakonu mehanieke slienosti (10,2`, (10,3). 
U0  

b) U ch2  ax' — Uo  <E <O. 

Odgovor: 
Itir 2m 

T =
a 1r fEl 

c) U = Uo  tg2  a x 
Odgovor: 

T = 

Tc 1r 2m  

+ U0  
T 
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§ 12. Odredivanje potencijalne energije prema periodu oscilovanja 

Razmatraeemo problem o tome, u kom stepenu se mote ustanoviti oblik 
potencijalne energije U (x) polja u kome eestica vrAi oscilatorno kretanje prema 
poznatoj zavisnosti perioda toga kretanja T od energije E. Sa matematieke take 
gledigta., problem je u re§enju integraln. jednaeine (11,5) u kojoj se U (x) pos-
matra kao nepoznata, a T (E) kao poznata funkcija. 

Pri torn eemo unapred pretpostaviti, da 
trakna funkcija U (x) ima, u posmatranoj 
oblasti prostora, samo jedan minimum, ostav-
ljajuoi po strani problem o moguenosti posto- 

- - -  janja reknja vintegralne jednaeine, koja ne 
zadovoljava taj uslov. Radi Zgodnijeg izraeu-
navanja uzeeemo koordinatni poeetak u polo2aju 
minimuma potencijalne energije, a vrednost 
potencijalne energije u toj taeki staviaemo da 

xi  2 	je jednaka nuli (sl. 7). 
Si. 7 	 Transformisaeemo integral (11,5), smatra- 

juai u njemu koordinatu x kao funkciju od 
U. Funkcija x (U) je dvoznaena. Svaka vrednost potencijalne energije se ostvaruje 
za dve razlieite vrednosti x-a. Shodno tome, integral (11,5), u kome zamenjujemo 

Udx sa
d
—
d

U
x

d , prelazi u sumu dva integrala: od x = xi  do x = 0 i od x = 0 

do x = x2. Napisaeemo zavisnost x od U u te dve oblasti respektivno kao 
x = ( U) i x = x2 ( U). 

Granice integriranja po dU oeigledno bite: E i 0, tako da dobivarno 
0 

T (E) = 2m
cdx 2 (U) dU 	rd (U) dU 

dU VE_70 +1/  j du y E u  
0 	 E 

= 2m E  dx2  dx1  d u 
dU . dU 

Podelimo obe strane te jednaeine sa Va — E, gde je a—parametar i integ-
rirajmo po E od nule do a: 

a 	 aE 
T  (E) dE  ifTwff[d x 2 (U) 	dx i (U)] 	dU dE  

dU 11(a — E) (E U) oV o0 dU 
 

menjajuei red integriranja: 
a 	 a a 

_ gym- dx i (U)]
dU 	 

dE rT(E)dE 	i[dx2 (U) 
V dU dU E)(E— U) •  

0 
Integral po .dE se izraeunava elementarno i ispostavlja se da je jednak TC. 

Posle toga integriranje po dU postaje trivialno i daje 
a 

(E) d Ero■c 	= V 2m [x2  (a) — xi  (a)1 , 
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(pri torn je uzeto u obzir da je x2(0) = x1  (0) = 0). Zamenjujuei sada , a sa U, 
definitivno nalazimo 

x2 (U) — xi (U) = 	
1_ f  T (E) dE 
	 • 

7'C If 2 n:/ 	U — E 
(12,1) 

Na taj naein, prema poznatoj funkciji T (E) odreduje se razlika x 2  (U) 
x 1  (U). Same pak funkcije x 2  (U) i x1 (U) ostaju neodredene. To znaei, da 

postoji ne jedna, vee beskona6no mnogo krivih U = U (x) koje dovode do date 
zavisnosti perioda od energije i razlikuju se uzajamno takvim deformacijama, 
koje ne menjaju razliku dve vrednosti x, koje odgovaraju jednoj istoj vrednosti U. 

Mnogoznaenost regenja nestaje ako je potrebno da kriva U = U (x) bude 
simetri6na u odnosu na ordinatnu osu, tj. da bude 

x2  (U) = — 	x (U). 

U takvom .slueaju formula (12,1) daje za x (U) jednoznaeni izraz 

x (U) = 	
1 	T (E)  dE 

2nif 2m o VU—E 
(12,2) 

§ 13. Redukovana masa 

Potpuno regenje u opgtem obliku dopugta znaeajno va2'an zadatak o kretanju 
sistema koji se sastoji svega od dve eestice koje uzajamno deluju („problem 
dvaju tela"). 

Kao prethodni korak u regavanju toga zadatka, pokazaeemo na koji naein 
on mote biti sugtinski uprogeen razlaganjem kretanja sistema na kretanje centra 
inercije i kretanje taeaka u odnosu na ovaj poslednji. 

Potencijalna energija uzajamnog dejstva dve eestice zavisi od njihovog 
rastojanja, tj. od apsolutne velieine razlike njihovih radijus-vektora. Prema tome 
ee Lagrange-ova funkcija takvog sistema biti: 

-+ 	 -+ 

mi. 	
2 

ri + m2r2 -r  — — U( I ri  — r2 1 )• 2 

Uvegeemo vektor medusobnog rastojanja medu obe taeke: 
-4. 	 -4 

-= ri — r2 

i uzmimo koordinatni po6etak u centru inercije, gto daje: 

ml r1  m2 r2 = 0. 

Iz poslednje dve jednaeine nalazimo: 

ri — 	m2 	,r 	r2  = 	
ml 

r. 
m1 + m2 	 ml + m2 

(13,1) 

(13,2) 
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Zamenjujuei to izraze- u (13,1) dobivamo : 

m r2  
L = — — U (r), 

gde je uvedena oznaka 

M 1 M 2  
5 

m1 + M 2 

(13,3) 

(13,4) 

a velieina m se naziva redukovana masa. Funkcija (13,3) se formalno poklapa 
sa Lagrange-ovom funkcijom jedne materijalne male mase m, koja se kreee u 
spoljgnjem polju U (r), koje je simetri6no u odnosu na nepokretni koordinatni 
paetak. 

Na taj na6in se zadatak o kretanju dve materijalne taele koje deluju 
jedna na drugu svodi na regavanje zadatka o kretanju jedne taeke u datom 

spo1jagnjem polju U (r). Prema regenju r = r (t) toga zadatka, trajektorije r 1  = ri (t) 

i r2  = r2  (t) svake 6estice m 1  i m2  pojedinaeno (u odnosu na njihov opgti centar 
inercije) se dobivaju prema formulama (13,2). 

Zadatak 

Sistem se sastoji iz jedne eestice mase M i n eestica jednakih masa m. Iskljueiti kretanje 
centra inercije i zadatak svesti na problem o kretanju n eestica. 

Regenj e. Neka je R radijus-vektor eestice M, a Ra  (a = 1,2, • • •, n) radijus-vektori eestica 
masa m. Uvedimo rastojanja od eestice M do eestice : 

-4 	-4 	-4 

ra 	— R 

i postavimo koordinatni poeetak  u  centar inercije: 

MR + m 	R = O. 

a 
Iz ovih jednaCina nalazimo: 

m 
n 	m E ra, 	R a  = R + r a . 

a 

Ako taj izraz zamenimo u Lagrange-ovu funkciju 

-÷ 
MR 2  m 7-* 

2 ± 2 Li R a2  

dobivamo: .  E M2 

L = 2 	
rat a2 — 2 (M + n m) (E Z) 2  — 

a 
Potencijalna energija zavisi samo od rastojanja izmedu e'estica i zbog toga mote biti 

predstavljena kao funkcija vektora r a. 
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§ 14. Kretanje u centralnom polju 

Svodeei problem o kretanju dva tela na zadatak o kretanju jednog tela, dogli 
smo do pitanja odredivanja kretanja eestice u spoljanjem polju u kome njegova 
potencijalna energija zavisi samo od rastojanja r do odredene nepokretne taeke; 
takvo polje se naziva centralno. Sila 

F = — 
au (r) 	dU r 

, -4 

a r 

koja dejstvuje na eesticu po apsolutnoj 
i orijentisana je u svakoj taeki duZ' radi 

Kako je ve6 bilo navedeno u § 9., 
se moment sistema u odnosu na centar 

dr 

velieini pri torn zavisi takode samo od r 
jus-vektora. 
pri kretanju u centralnom polju, odr2ava 
polja. Za jednu eesticu bite: 
-4 

M=r  x p. 

Kako su vektori M i r uzajamno normalni, konstantnost M pokazuje da pri 
kretanju eestice njen radijus-vektor za celo vreme ostaje u jednoj ravni, koja 

je normalna na M. 

Na taj naein trajektorija kretanja eestice u centralnom polju se u celini 
nalazi u jednoj ravni. Uvodeai polarne koordinate r i cp napisaeemo Lagrange-ovu 
funkciju u obliku: 

• 
L = m (r2 	r2 cp 2) 	U(r), 2 (14,1) 

[uporedi (4,5)]. 
Ova funkcija 

ralisana koordinata 
funkciju, naziva se 
imamo 

ne sadr2i  u  eksplicitnom obliku koordinatu (p. Svaka gene- 
qi, koja u eksplicitnom obliku ne ulazi u Lagrange-ovu 
cikli6na. Zbog Lagrange-ove jednaeine za takvu .koordinatu 

d aL aL = _o, 
dt a qi 	a qi 

qi 
dovodi do bitnog uprogeavanja zadatka integriranja jednaeina kretanja pomoeu 
cilindarskih koordinata. 

U datom slueaju generalisani impuls 

pq, = Mr2  cp 

se poklapa sa momentom .M z  = M [v.(9,6)] tako da vracajuci se na vec poznati 
zakon odfZanja mOrnenta: .  • 

(14,2) 

konstatuje se, da za kretanje jedne eestice u ravni u centralnom polju, taj zakon 
1 dozvoljava jednostavnu geometrijsku interpretaciju. Izraz 
2 

 -r .rdp predstavlja 

3 Mehanika 

a L tj. njen odgovarajuai generalisani irnpuls pi 	je integral kretanja. Ova okolnost 
a 

M = m r2  cp = const. 



dr 
= 

rn 	 M2 r2 [E — U (r)] — 
M2 
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povrginu sektora, koji obrazuju dva beskonaeno bliska radijus-vektora i element 
luka trajektorije (sl. 8). Ako ga oznaeimo sa df, moment eestice napisaeemo u 
obliku 

M = 2m), 	 (14,3) 

gde se izvod f naziva sektorska brzina. Zbog toga 
odr2anje momenta oznaeava konstatnost sektorske 
brzine—za jednake vremenske intervale radijus-vektor 
take u kretanju opisuje jednake povrgine (takozvani 
drugi Kepler-ov zakon)') . 

Potpuno resgenje zadatka o kretanju eestice u 
Si. 8 	 centralnom polju najprostije se dobiva polazeai od 

zakona odr2anja energije i momenta, ne koristeei 
direktno pri torn same jednaeine kretanja. IzrOavaju6i cp pomoeu M iz (14,2) 
i zamenjujuei u izrazu za energiju, dobivamo : 

Odavde izlazi: 

	

2 	1142 
M • 

E = —
2 

(r2  r2  cp2) 	U (r) = U (r). 

	

2 	2mr2  
(14,4) 

dr 
r= — = 

dt 

2142 
[E — U (r)] 	2 	25 

m r 
(14,5) 

a razdvajanjem promenljivih i integriranjem dobivamo: 

const. (14,6) 

Dalje, ako relaciju (14,2) napigemo u obliku 

M 
thp = 

mr2 
dt, 

i ovde zamenimo dt iz (14,5) integriranjem, dobivamo: 

M a r 
r  

12m [E — U (r)] 

Formule (14,6) i (14,7) regavaju u opgtem obliku postavljeni zadatak. Ova 
druga odreduje vezu izmedu r i cp, tj. jednaeinu trajektorije. Formula (14,6) 
odreduje u implicitnom obliku rastojanje r taeke u kretanju od centra, kao funkciju 
vremena. Napominjemo da se ugao cp uvek menja u toku vremena monotono 

iz (14,2) se vidi da cp nikad ne menja znak. 

P  f const. • 	(14,7) 

1) Zakon odrlanja momenta za Cesticu koja se kreee u centralnom polju se ponekad 
naziva integral povr.fine. 
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Izraz (14,4) pokazuje da radijalni deo kretanja moemo smatrati kao 
ravnomerno kretanje u polju sa „efektivnom" potencijalnom energijom 

2 
r_  e f  = U (r) 	--2-m

A4. 
 r2  • 	 (14,8) 

M2 2 
Velieina 	 se naziva centrifugalna energija. Vrednosti r, za koju je 2m 

2 
U (r) 	

A4 
	2 	E, 

mr (14,9) 

odreduju granicu oblasti kretanja prema rastojanju od centra. Ako je jednaeina 
(14,9) zadovoijena, radijalna brzina r postaje jednaka nuli. To ne znaei zastoj 
eestice (kao pri otvorenom ravnomernom kretanju), jer ugaona brzina cp ne 
postaje jednaka nuli. Jednakost  r  = 0 oznaeava „povratnu taeku" trajektorije u 
kojoj funkcija r (t) prelazi od poveeanja na smanjenje iii obrnuto. 

Ako je oblast dozvoljene promene r ogranieena samo jednim uslovom 
r > rmin onda je kretanje eestice infinitno — njena trajektorije dolazi iz bes-
konaenosti i odlazi u beskonaenost. 

Ako oblast promene r ima dve granice r min  1 rmax, onda je kretanje 
finitno i trajektorija se u celini nalazi unutar prstena, koji je ogranieen krugovima 
r = r max  i r = rmin. Ovo, medutim, ne znaei da je trajektorija uvek zatvorena 
kriva. Za vreme, u toku koga se, r menja od r max  do rmin a zatim do rmax, 
radijus-vektor se obrne za ugao Ocp koji je prema (14,7) jednak 

rmax 

Ay = 2 

rmin 

 

d r 

  

 

r2 

 

(14,10) 

   

2 (E — U) — M2  
r2  

Uslov da je trajektorija zatvorena nalazi se u einjenici da je taj ugao jednak 
• racionalnom delu 217, tj. da ima oblik A 	2 '7m , , gde su m i n celi brojevi. 

Tada se kroz n ponavljanja perioda vremena radijus-vektor taeke, koja ueini m 
celih obrta poklapa sa svojom prvobitnom vrednogeu, tj. trajektorija se zatvara. 
Medutim, takvi slueajevi su izuzetni, i pri proizvoljnom obliku U (r) ugao 
nije racionalni deo od 27r. Z bog toga u op§tem slueaju trajektorija ogranieenog 
(finitnog) kretanja nije zatvorena. Ona bezbroj puta prolazi kroz minimalno i 
maksimalno rastojanje (kao, npr., na sl. 9) i za beskonaeno vreme ispunjava 
ceo prsten izmedu dve graniene krushie linije. 

Postoje dva tipa centralnih polja u. kojima su sve trajektorije finitnih 
kretanja zatvorene. To su polja u kojima je potencijalna energija eestice propor- 

cionalna cionalna sa — iii r2 . Prvi sueaj je razmotren u sledeeem paragrafu, a drugi • r 
odgovara takozvanom prostornom oscilatoru (v. zad. 4 § 23). 

U povratnoj taeki kvadratni koren (14,5) menja znak [a zajedno s njim 
i podintegralni izraz u (14,6) i (14,7)]. Ako se ugao cp raeuna od pravca 

3* 
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radijus-vektora, koji je povu'een do taeke obrtanja, onda se graniCni odseeci trajektorije 
s obe strane to taeke razlikuju samo znakom cp za sve njene vrednosti r. To 
zna6i da je trajektorija simetriena u odnosu na navedeni pravac. Poeevk, recimo, 
od ma koje taeke r = rmax  predemo odseeak trajektorije do take sa r = rmin, 

zatim eemo imati simetrieno pos- 
tavljen takav isti odseaak do sledeee 

41= 40..4 

 

take sa r = rmax itd., tj. cela 
trajektorija se - dobiva prela2enjem 

t .4°  

se rasprostiru od taake obrtanja, 

gije (pri kretanju sa M t 0), koja 

tt 
kada r , 0 postaje beskonaena, kao 

i 	
rmin  do beskonaenosti. 

r2  dovodi obieno do nemoguenosti 
1 	

Postojanje centrifugalne ener- 

"Z1° prodiran ja  eestica do centra polja, 
eak i kada poslednje samo po sebi 
ima karakter privlaeenja: „Padanje" 
eestice u centar je mogucno samo 
ako potencijalna energija dosta brzo 

Si. 9 

	

	 tdi ka — oo kada r — 0. Iz ne- 
jednaeine 

2 	 m2 mr  
	= 

 2 	
E. U (r) 

2mr2 
> 0, 

iii 
m-2 

r2  U (r) 	< Er2  
2m 

izlazi da r mote dobiti vrednost koja teE nuli samo pri uslovu 
M2 

r2  U (r) 	2m , 
r 0 

A4-2 
tj. U (r) mora teEti ka — oo bilo kao — —2- sa a> —

2m
, bilo proporcijalno sa — —

1 
rn 

sa n > 2. 

Zadatak 

jednakih odseeaka u jednom i dru- 
gom pravcu. Ovo se odnosi na 
infinitne trajektorije koje se sa- r 
stoje iz dve simetriene grane koje 

1. Integrirati jednaeine kretanja sfernog klatna—materijalne take m, koja se kre& po 
povr§ini sfere polupranika 1 u polju tele. 

Re§enj e. U sfernim koordinatama s paetkom u centru sfere i polarnom osom 
orijentisanom vertikalno nanile, Lagrange-ova funkcija klatna bite 

m  /2 
L = 2 (0 2 	sine 0 • cp2) mgl cos O. 
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Koordinata cp je cikliena, pa se zbog 	toga 	odrava 	generalisani 	impuls 	koji 	se 
sa z-komponentom momenta 

m12  sin' 0 • 9 = Mz  = const. 

Energija ee biti 

m /2 	 • 	 m12 0 2 	A 42_ E 

3 7 

poklapa 

(1) 

(2) 

(3) 

= 	2 	(02  + sin2  0 • (p 2) — mg 1 cos 0 = 2 

Odredujuai odavde 0 i razdvajajuei promenijive, dobivamo : 

de 
t 

0 — m g 1 cos O. 2m12  sine 

f 
2 

m /2  [E — Uef (0)] 

gde je uvedena „efektivna potencijalna energija" 

M 2  
Uef (0) = 	 

	

2 m1 2  sin2 8 	mg 1 cos 0. 

Za ugao p, koristeei (1) nalazimo vrednost: 

M 	 de 

iv-  2m j sine eirE—uef (0) 

Integrali (3) i (4) dovode do eliptiekih integrala respektivno prve i treee vrste. 
Oblast kretanja prema uglu 0 odreduje se iz uslova E.> Uef, a njene granice, jedna-

einom E = Uef. Poslednja predstavlja kubnu jednaeinu od cos 0, koja u intervalu od — 1 do + 1 
ima dva korena koji odreduju polaaj dve paralelne kru2ne linije na sferi izmedu kojih se 
nalazi cela trajektorija. 

2. Integrirati jednaeine kretanja materijalne taeke, koja se kreee po povrgini konusa 
(sa uglom 2 a pri vrhu) koji je postavljen vertikalno, sa vrhom nani2e, u polju te2e, 

R CS' e n j e. U sfernim koordinatama s poeetkom u vrhu konusa i polarnom osom, 
orijentisanom vertikalno navi§e, Lagrange-ova funkcija bite 

m • 
L= 2  (r2  r2  sin2  a 92) — mgr cos a. 

cp je cikliena koordinata, tako da se ponovo odr2ava 

Mz  = m r2  sin2  a • 

Energija ee biti 

M r2 	4.2 
E 2 	cos a. 2 	2 m r2  sine 

Na isti naein kao i u zadatku 	nalazimo 

dr 

1 711  [E— Uef (r)] 

(I)  = sin2  a v.  2m1r2  rE—Uef (r) 
m z  2 

Uef (r) = z - mr2 2 sn a 
+ mgr cos a. 

i  

(4) 

f 
M, 	dr 



m2  
2 (m1  HT  m2) E m 2  g 1 cos 4cp.  

t = 
m 1  + m 2  sine cp 
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Uslov E = Uef (r) predstavlja (pri M # 0) kubnu jedna6nu za r, koja ima ,dva pozitiv-
na korena. Njima se odreduje polohj dve horizontalne kru2ne linije na povrgini konusa 
izmedu kojih se nalazi trajektorija. 

3. Integrirati jednaane kretanja klatna u ravni C'ija je ta6ka vaanja (s masom m 1) 
sposobna da vrgi kretanje u horizontalnom pravcu (v. sl. 2). 

Reg e n  j  e. U Lagrange-ovoj funkciji koja je nadena u zadatku 2 § 5 koordinata x je 
cikli6na. Zbog toga se odr2ava generalisani impuls Px, koji se poklapa sa horizontalnom 
komponentom ukupnog impulsa sistema: 

Px = (m1 + m2) x m 2 19 cos cp = const. 	 (1)  

Uvek se mote smatrati da  sistem  kao celina miruje: tada je const = 0, i integriranje jedngine .  
(1) daje relaciju 

(m1  + n2 2) x m2  / sin 9 = const, 	 (2) 

koja izra2ava nepomiCnost centra inercije sistema u horizontalnom pravcu. Koristeei relaciju 
(1) dobivamo energiju u obliku 

m2  /2 92  ( 
M2  E — 	 1 — 	c052 - m2 g 1 cos 9. 	 (3) 2 	m1 + m2 

Odavde izlazi 

Ako izrazimo koordinate x 2  = x 1 sin 9, y 2  = 1 cos p  cestice m 2 _ pomoeu (2) preko tp, 

nalazimo da trajektorija to 6estice predstavlja odseCak elipse sa horizontalnom poluosom 
1m 1  
	i vertikalnom 1. Kada m 1  oo vracamo se na obie'no matematicko klatno koje osciluje 
mi. 4-  m2 
po luku kruga. 

§ 15. Kepler-ov problem 

Najvalniji sludaj centralnih poija su poija u kojima je potencijalna energija 
obrnuto proporcionalna sa  r  i shodno tome sile su obrnuto proporcionalne sa 
r2 . Ovde dolaze gravitaciona i elektrostatidka poija. Prva, kako je poznato, imaju 
karakter privladenja, a druga mogu biti kako poija privladenja tako i odbijanja. 

U pod"etku demo posmatrati polje privladenja u kome je 

cc 
U = 

r 

s pozitivnom konstantom  at.  Grafik „efektivne" potencijalne energije 

M2  
Uef —  

2mr2  

(15,1) 

(15,2) 

ima oblik koji je prikazan na sl. 10. Kada r 	ona postaje 00, a kada 
2 M 

r 00 ona te2i nuli sa strane negativnih vrednosti. Kada je r = 	ona ima mini- 
am 

mum koji iznosi 

(UeOmin = 
CC2 M 

 

(15,3) 
2M2  



Jeff 

r 

Sl. 10 
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Iz toga grafika se odmah vidi da 6e pri E> 0 kretanje cestice biti infinitno, 
a kada je E < 0 finitno. 

Oblik trajektorije se dobiva pomoeu op§te formule (14,7). Zamenjujuei u 

njoj U = — 
a
— i vrgeei elementarno integriranje, dobiva se 
r 

 

M ma 

= arc cos _ 	 

2 m E M2 
 

Ako po'eetak raCunanja ugla  cp  uzmemo tako 
da je const = 0 i uvodeei oznake 

M2  
P — ma' oc 

e=-- 
2 EM 2  

1  +   	(15,4) m  

napisaeemo formulu trajektorije u obliku 

1 	e cos  cp 
	(15 ? 5) 

const. 
M2  GO 

To je jednaCina konusnog preseka sa fokusom u koordinatnom poe'etku; p i e 
su takozvani parametar i ekscentricitet orbite. Izbor poe'etka raCunanja cp, koji 
smo izvrsili, sastoji se, kako  se  vidi iz (15,5) u tome da je taeka sa co = 0 
najblila centru (takozvani perihel orbite). 

U ekvivalentnom zadatku dva tela, koja 
uzajamno dejstvuje prema zakonu (15,1), orbita 
svake Cestice takode predstavlja konusni presek 
sa fokusom u njihovom zajedniCkom centru 
inercije. 2b 

Iz (15,4) vidi se da je  pri  E  < 0 ekscen-
tricitet e < 1, tj. orbita je elipsa (sl. 11) i 
kretanje je finitno u saglasnosti sa onim gto 
je reCeno u poeetku paragrafa Prema poznatim 
forrriulama analitiCke geometrije velika i mala 
poluosa elipse Ce biti Si. 11 

a= 
.p 	a 

1— e 2 	2LEI V1 —e2  V2m1E1 
(15.6) 

Najmanje dozvoljena vrednost energije poklapa se sa (15,3), pri eemu je e = 0, 
tj. elipsa se pretvara u krug. Napominjemo, da velika poluosa elipse zavisi 
samo od energije Cestice (ali ne i od momenta). Najmanje i najveae rastojanje 
do centra polja (fokusa elipse) iznosi: 

rmin  = 	1+
p  	—  a  (1  — e), r max  = 

e 
= a (1 	e). 	(15,7) 

1 — 



Si. 12 

r dr ma 	rdr 

r2  -oc-  r 
M 2  fra2  OC 	e2  — (r — a) 2  

2m;E, 1E 

t 
21E1  
m 
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Ovi izrazi [sa a i e iz (15,6) i (15,4)] se mogu dobiti i neposredno kao 
koreni jednaeine Uef(r) = E. 

Vreme obrtanja po eliptienoj obrti, tj. period kretanja T, zgodno je odre-
diti pomoau zakona odr2anja momenta u obliku „integrals povrkne" (14,3). 
Integrirajuei to jednaeinu po vremenu od nule do T, dobivamo : 

2mf = TM, 

gde je f povrkna orbite. Za elipsu je f = rcab i pomoeu formula (15,6) nalazirno 
3 - 

T.  2  a 2  
M 	

Ica m 

2 1 E 3 ' (15,8) 

Cinjenica, da kvadrat perioda mora biti 
proporcionalan kubu linijskih razmera orbite 
bila je navedena yea u § 10. Napominjemo, tako-
de, da period zavisi samo od energije eestice. 

Kada je E> 0, kretanje je infinitno. 
Ako je E> 0, onda je ekscentricititet 
tj. trajektorija je hiperbola, koja obuhvata 
centar polja (fokus), kako je prikazano nasl. 12. 

Rastojanje perihela od centra iznosi 

e +1 —(e— 
1), 	(15,9) 

gde je 

a -= 
— 1 2E 
p 	a 

rmin = 
p 

,,poluosa" hiperbole 
U slueaju pak 	0, ekscentricitet iznosi e = 1, tj. eestica se kreee po 

paraboli sa rastojanjem perihela r min  = 2
' Ovaj slueaj se realizuje ako eestica 

poeinje svoje kretanje iz stanja mira u beskonaenosti. 
Zavisnost koordinata eestice od vremena pri kretanju po orbiti mo te se 

naci pomoau opgte formule (14,6). Ona se mote predstaviti u pogodnom 
parametarskom obliku na sledeei naein. 

U poeetku eemo posmatrati eliptiene orbite. Uvodeei a i e prema (15 4) 
i (15,6) napisaeemo integral (14,6) koji odreduje vreme u obliku 

Pomoeu prirodne zamene 
r — a= — a e cos 

taj integral se dovodi do oblika 

m  a3   f( 1 	e cos )d 	
ma3 	

sin 	const. a 
t = 



y 

me—alf.e) 
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Uzimajuei po6etak raeunanja vremena tako, da const. postaje jednaka nuli, 
dobiva se definitivno sledeee parametarsko prikazivanje zavisnosti r od t: 

r = a (1 — e cos 
cc 	

— e sin)  
a3  

(15,10) 

(u momentu t = 0 6estica se nalazi u perihelu). Pomoeu tog istog parametra 
mogu se izraziti i Descartes-ove koordinate seestice x = r cos p, y = r sin p 
(ose x i y su orijentisane respektivno po velikoj i maloj poluosi elipse). Iz 
(15,5) i (15,10) imatno: 

ex = p — r = a(1 — e2) -- a (1 — e cos) = a e (cos — e) , 

a y nalazimo kao I 	x2 . Definitivno imamo : 

, x = a (cos 5 — e), 	y = a 111_ e2  sin 	 (15,11) 

Celom obrtu po elipsi odgovara promena parametra 5  od nule do 27r. 
Potpuno slicna izra6unavanja za hiperboli6ne trajektorije dovodi do rezultata 

      

r = a(ech— 1), 

  

m a3  
	(e sh 5 — 

      

      

x = a (e — ch), y = a V e 2  — 1 sh,  

gde parametar ima vrednosti od — oo do -I- oo. 
Predimo na kretanje u polju odbijanja u kome je 

(15,12) 

U — — 
r 

(15,13) 

(oc > 0). U torn sl&aju efektivna poten-
cijalna energija 

	

cc 	M2 

	

Uef = +r 	2mr2 

monotono opada od oo do nule pri 
promeni r od nule do 00. Energija 6es-
tice mole biti samo pozitivna i kretanje 
je uvek infinitno. Sva izra6unavanja za 
ovaj slu6aj su potpuno analogna ranije 
izvrAenim. Trajektorija je hiperbola (ili 
parabola kada je E = 0): 

	

— — 1 	e cos cp (15,14) 

	

[p i e se odreduju 	ranije datim for- 	 Sl. 13 
mulama (15,4)]. Ona prolazi mimo centra 
polja kako je pokazano na sl. 13. Rastojanje perihela bite: 

rmin = 	P  — a (e 	1). 
e -1  

(15,15) 
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Zavisnost od vremena je data parametarskim jednaeinama 

 

3  r a (e ch + 1), 	t = 	m a  (e sh + ), 
a 

x = a (ch + e), 	y = a V e2  — 1 sh y.  
(15,16) 

Na kraju eemo ukazati da pri kretanju u polju U= 
a 

 - (sa ma kojim zna- 
r 

loom a) postoji integral kretanja specifiean bag za to polje. Lako se mote 
proveriti neposrednim izraeunavanjem da je velieina 

cc r 
V x M 	= const 

r 

I zaista njen totalni izvod po vremenu iznosi 

(15,17) 

cc v 	ocy v • r) 
V x M + 

ili zamenom M=m r x v: 

-4 	 -4 -4 	 cc v 	cc r (v • r) 
mr (v • — m y (r • v)   •

r 	r3 	3 

a r 
i ako ovde stavimo prema jednaeini kretanja my = —

r3
, nalazimo, da ovaj izraz 

postaje jednak nuli. 
Napominjemo da su integral kretanja (15,17) kao i integrali M i E 

jednoznaene funkcije stanja eestice (polc4aja i brzine). Videeemo u § 50. da Je 
pojava takvog dopunskog jednoznaenog integrals vezana sa takozvanom dege-
neracijom kretanja. 

Zadaci 

1. Naei zavisnost koordinata eestice od vremena pri kretanju u polju U 	
a — —r sa 

energijom E = 0 (po paraboli). 

R eg enj e: U integralu 

 

`J f 
r dr 

2 a M2 

m 
r — 2 

 

izvrgieemo zamenu 

  

r 	r3  

M2 

r 	2m a (1 4-  '12) 	2  (1  + ri2)  



rmax 

cp — 
a  

a my_ 	  

rmin 

r2 6L dcp), — aM M 
a  (2m 

0 (E + — M2  
r) 	r2  

2m&U • dr 

r 

(1) 
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i kao rezultat dobivamo sledeae parametarsko prikazivanje traIene zavisnosti. 

r = 2 (1 + ri2), t = 
im

a 
 e 

2 (

i  „1 2 

2 ) 

x=-- 	— ri 2), 	Pg. 

Parametar ri ima vrednosti od — co do + co. 
a 

2. Integrirati jedna'eine kretanja materijalne take u centralnom polju U — r- 2 
; a > 0. 

Re §enj e. Prema formulama (14,6) i (14,7) sa odgovarajueim izborom po'eetka izrgu-
navanja cp i t, nalazimo: 

2 
a) kada je E> 0,

m 
 - > a ; 

2m 

2mE 	cos [ cp 
V M2  —2ma 

[i — 2m al  
M2 I 

   

b) kada je E> 0, M2  <  a; 
2m 

1 

M2  
c) kada je E <0, 	< a; 

2 m 

U sva tri slu't'aja bite: 

2mE 1 [2m a 	, 
[ 

2m-a — M2 sh cpV M2 

r  2m1E1 r2ma y 
/ 2m — M2 ch[ / M 2  

	

Er2  — 	+ a . 
2m 

U slueajevima b) i c) cestica „pada" u centar po trajektoriji koja se pribli2ava koordinatnom 
paetku kada cp --+ oo. Padanje sa datog rastojanja r se vrgi za konaeno vreme koje iznosi 

1 n 	— 114_2  + Er2  — 
E p2 	2m 	 2 m2  • 

3. Dodavanjem potencijalnoj energiji U = — —r  male dopune 8 U(r) trajektorije finitnog 

kretanja prestaju biti zatvorene i pri svat om obrtanju perihela orbita se pomera za malu 

ugaonu veninu Scp. Odrediti Scp za sla'ajeve: a) 8 U = ; b) 8 U = 743  
Re§enj e. Pri promeni r od rmin do r max  i ponovo do rmin ugao 8cp se menja za 

delicinu koja je data formulom (14,10), koju predstavljamo u obliku: 

rmax 

t = 

Acp = —  2   a  
a m 

r.,„, 

m2 
E —U)— —dr 

r2 

(s ciljem da se izbegne ni2e fiktivno divergiranje integrala). Stavimo U = 	+ aU i raz- 
r 

lo2imo podintegralnu vrednost po stepenima a U. Nulti clan reda daje 21r, a 'elan prvog' reda 
tra2eni pomeraj ap: 
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gde smo od integriranja po dr pregli na integriranje po dep duz trajektorije „neperturbovanog" 
kretanja. 

U sluaju a) integiranje u (1) je trivijalno i daje: 

2/rpm 	2 n p 
8cp = — m2 = ap  

[p je parametar neperturbovane elipse iz (15,4)]. U slu6aju b) r2  8 U = — , i ako uzmemo 
r 

 
1 

—r iz (15,5) dobivamo: 

6rc y • 6.Traym2  
8  (I) = 	M4 	- 	ape 	• 



GLAVA IV 

SUDARI tESTICA 

§ 16. Raspadanje eestica 

Vea sami po sebi, zakoni odranja impulsa i energije omoguaavaju da se 
u mnogim sluaajevima donese niz va2nih zakljueaka o svojstvima razliaitih 
mehaniCkih procesa. Pri torn je naroeito va2na einjenica da ta svojstva apsolutno -
ne zavise od konkretne vrste interakcija medu aesticama koje :uaestvuju u 
procesu. 

Poaeaemo od procesa koji predstavlja ,,spontani" (tj. bez dejstva spoljanjih 
sila) raspad eestice na dva „sastavna dela" tj. na dve druge aestice koje se 
posle raspadanja kreeu nezavisno jedna od druge. 

Taj proces najprostije izgleda kada se posmatra u sistemu referencije u kome 
je eestica (do raspada) mirovala. Zbog zakona odranja impulsa, zbir impulsa 
obe nastale eestice kao rezultat raspada takode je jednak nuli, tj. eestice se 
udaljuju sa jednakim, a suprotnog smera impulsima. Njihova op'gta apsolutna 
vrednost (oznaaimo je sa po)  se odreduje pomoeu zakona o odr2anju energije 

	

2 	 2 

	

PO 	Po  

	

E. — 	
1 	5 

	

2m1 	z,m2  

gde su m1  i m2  mace e'estica,  Elu  i E2u njihove unutra§nje energije, a E. .unu-
tragnja energija prvobitne  aestice  (koja se raspada). Oznaaimo sa s „energiju 
raspada", tj. razliku 

	

s  = Eu  — 	E2u; 	 (16,1) 

(oaevidno je da ta veliaina mora biti pozitivna bog toga, da 'bi raspad bio 
uopgte mogua). Tada imamo: 

	

PO  ( 1  , 1 	
2 

6 
Po   

	

= 	-r- 

	

2  m 1  m 2 )
= 

 2m ' 	
(16,2) 

time se i odreduje po  (m je redukovana masa obeju aestica); brzine aestica su 
go 	Po 

vio = — , v20 == 	• 
nil 	 m2 

Sada prelazimo na sistem referencije u kome se prvobitna aestica pre 
raspada krece brzinom V.  Ovaj  sistem se obieno naziva laboratorijski (ili 
L-sistem) nasuprot „sistemu centra inercije" (ili C-sistemu), U kome je totalni 
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impuls jednak nuli. Posmatrajmo jednu od raspadajueih C'estica i neka su viv o 

 njene brzine u L- i C-sistemu. Iz o6igledne jednakosti v = V + vo  iii v — V = v0 ; 
imaeemo 

v2  + V2 — 2v V cos 0 = vg, 	 (16,3) 

gde je 0 ugao pod kojim Cestica izleti u odnosu na pravac brzine V. Ovom 
jednaCinom se odreduje zavisnost brzine raspadnute Cestice od pravca njenog 
izleta u L-sistemu. Ona mote biti grafieki prikazana pomotu dijagrama, koji 

je prikazan na sl. 14. Brzina v je data vektorom koji je povueen kroz ma koju 

a) 144 b) V> t). 
Si. 14 

taClu kruga polupreCnika v 0 1 ), iz take A, koja se nalazi na rastojanju V 
od centra kruga. SluCajevirna V (v o  i V> vo  odgovaraju respektivno sl. 14, a 
i b. U prvom slaaju aestica mote da izleti pod ma kojim uglom 0. U 
drugom pak slueaju 6estica mote da izleti samo unapred pod uglom 8 koji 
ne prelazi vrednost °max, koja je data jednaCinom 

sin emax = v
0 	

(16,4) 

(pravac tangente na krug, povifeene iz take A). 
Veza medu uglovima izletanja 0 i 00  u L- i G-sistemu je o'Cigledna iz tog 

istog dijagrama i data je formulom 

vo  sin 00  
tg 0 =  	 (16,5) 

v0  cos 0 + V 

Ako ovu jedna'Cinu regimo  u  odosu na cos 00, onda posle elementarnih transfor-
macija, dobivamo: 

V 	 V2  
cos 00  — 	sin2  0 + cos 0 	1 — 2  sin2  0. 	(16,6) 

v0 	 v0  

1) Taenije — ma koju tae'ku sfere polupree*nika vo  ciji je dijametralni presek krug pri-
kazan na sl. 14. 
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Kada je v0 > V veza izmedu 00  i 0 je jednoznaena kako se vidi iz sl. 14, a. 
U formuli (16,6) mora se pri torn uzeti znak pred korenom (tako da bi 
bilo 00  = 0, kada je 0 = 0). Ako je v0  < V, onda veza izmedu 0 0  i 0 nije jedno-
znaena, nego svakoj vrednosti 0 odgovaraju dve vrednosti 0 0, koje se odnose 

(na sl. 14, b) na vektore v 0  povueene iz centra kruga u taeku B iii C, njima 
odgovaraju dva znaka pred korenom u (16,6). 

U fiziekim primenama imamo obieno posla sa raspadanjem ne jedne, vee 
mnogih jednakih eestica s eim u vezi nastaju problemi o raspodeli nastalih 
eestica prema pravcima, energijama i tome slieno. Pri torn pretpostavljamo da su 
prvobitne eestice orijentisane u prostoru haotieno, tj. na srednje izotropni naein. 

U C-sistemu odgovor na to probleme je trivijalan: sve nastale eestice 
imaju istu energiju (iste vrste), a njihova raspodela prema pravcima izletanja je 
izotropna. Poslednja konstatacija je povezana sa ueinjenom pretpostavkom o 
haotienosti orijentacija prvobitnih eestica. Ona oznaeava da je deo broja eestica 
koje lete u elementu prostornog ugla i2 proporcionalan velieini toga elementa, 

d C2 
tj. iznosi 	. Raspodelu po uglovima 00  odavde dobivamo, zamenom d_2 0  = 

4 IT 0 
= 2 rc sin 00d00 , tj. 

1 
 sin 0 si 	de 

2 	0 	o. (16,7) 

Raspodela u L-sistemu se dobiva odgovarajueom transformacijom toga 
izraza. Odredimo, na primer, raspodelu prema kinetiekoj energiji u L-sistemu. 

Di2uei na kvadrat jednaeinu v = v 0  + V, nalazimo 

v2  = 	V2 + 2 v0  V cos 00, 
odakle izlazi 

d cos 00  = 
d (v 2

) 
2v0  v• 

Uvodeei ovde kinetieku energiju T = 
m

2 
	 (gde je m, m1  ili m2  s obzirom na to, 

koje vrste nastale eestice posmatramo) i zamenjujuei u (16,7), dobiva se tra2ena 
raspodela 

dT 
• (16,8) 

2 m vo  V 

Kinetieka energija mote imati vrednosti od najmanje Trnin =2° (v0  — V)2  do 

i 	
- 

najveee Trna 	
2 

= - (v0  + V)2 . U torn ntervalu eestice su rasporedene prema 

(16,8) homogeno. 
Pri raspadu eestice na vise od dva dela, zakoni odr2anja impulsa i energije 

ostavljaju, prirodno, znatno vecu. proizvoljnost u brzinama i pravcima nastalih 
eestica nego pri raspadanju na dva dela. Specijalno, energije ratrkanih eestica 
u C-sistemu uopgte nemaju jednu odredenu_ vrednost. Postoji, medutim, gornja 
granica kinetieke energije koju mote pri torn uvesti sa sobom svaka nastala eestica. 
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Za odredivanje te granice posmatraeemo sve nastale eestice izuzev jedne 
date (sa masom m 1) kao jedan sistem; njegovu „unutrgnju" energiju oznaeieemo 
sa Eu, tada to kinetieka energija eestice m 1  biti prema (16,1) i (16,2) : 

2 
Tth  = 	= M ml  (Eu  — 

1 zm 
 

(M je masa prvobitne eestice). Oeigledno je, da ee T 10  imati najveCu moguenu 
vrednost, kada je EL,' minimalno. Zato je .potrebno da se sve nastale eestice, 
izuzev one sa masom m l,  kreau jednom istom brzinom. Tada se E LI'  svodi 
jednostavno na sumu njihovih unutra§njih energija, a razlika E U  — Eli  — Eu je 
energija raspadanja 6. Na  taj  naein bite 

M — Tin 
Tio)max  = 	M 6. 

Zadaci 

1. Naei vezu medu uslovima izletanja 9 1  i 02  (u. L-sistemu) eestica koje su postale 
raspadanjem na dva dela. 

R es e n j e. U C-sistemu uglovi izletanja eestica su povezani relacijom 0 10  = — 020. 
Oznaeujuei 0 10  jednostavno sa 0 0  i primenjujuei formulu (16,5) na svaku od dve eestice, 
imaeemo 

V + v10  cos 00  = v10  sin 00  ctg 0 1, 

V  V20 cos  00  = v20 sin 00  ctg 02 . 

Iz te dve jednaeine treba eliminisati 0 0. Radi toga u poeetku odredujemo iz njih 
i sin 00, posle eega formiramo sumu cost 0 0  + sin2  00  = 1. Uzimajuei takode u obzir 
v10 
	

m2 
i koristeci (16,2), kao rezultat dobivamo sledeeu jednaeinu: 

V20 ml 

cos 00 
 da je 

(16,9) 

ml 
m2 sin2  02 	

mi 
 sin2  0 2 —  2 sin 0 1  sin 92  cos (01  + 02) — , 

lm1 + m2) n'12 

2. Naei raspodelu nastalih pri raspadu eestica prema pravcima 
Re §e n j e. Kada je v0  >  V zamenjujemo (16,6) sa znakom 

dobivamo tra2enu raspodelu u obliku 

2e 
	V2  • sin2  (01  + 92). 

izletanja u L-sistemu. 
ispred korena u (16,7) i 

  

V2  
1 + 2 cos 29 v0  

   

sin d 0 	V 
2 	2 —

vo 
cos 0 + 

   

(0...< 0<n). 

       

  

V2  
2 sin2 

  

     

         

         

Kada je v0  < V treba uzeti u obzir obe moguane veze 0 0  sa 0. Kako pri poveeanju 0 
jedna od njemu odgovarajueih vrednosti 0 0  raste, a druga opada, onda se mora uzeti razlika 
(a ne zbir) izraza d cos 00  sa dva znaka pred korenom u (16,6). Kao rezultat se dobiva: 

sin 0 d  0 

 

V 2 
+ cos 2 0 v0  

 

(0 < 9 < Amax). 

   

 

V2  
1— 	sina 0 v2  0  

3) Odrediti interval vrednosti koje mote imati ugao 0 medu pravcima izletanja obe nastale 
eestice u L-sistemu. 

Res e n j e. Ugao 0 je zbir uglova Ol + 9 2 , koji se odreduje formulom (16,5) (v. zad. 1); 
najprostije se izraeunava tangens toga ugla. Ispitivanje ekstremuma dobivenog izraza dovodi 
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do sledeeeg interva]a moguenih vrednosti 0 u zavisnosti od relativne veli6ine V i v10  i 
(radi odredenosti stavljamo da je uvek v 20  > v10): 

< 0 < sr, 	ako je v10  < V < V20 

ft - 00 < 0 < r , ako je V < vio 

< 0 < 00, 	ako je V > v20, 

data formulom 

V  (v10 +  v20) 
sin 0 0  _ 

V 2  V + V10 V20 

§ 17. EIastrent sudari eestica 

Sudar dve eestice naziva se elastienim, ako ne vrk promenu njihovog 
unutrakijeg stanja. Shodno tome prilikom primena zakona odranja energije na 
takav sudar mogueno je ne uzimati u obzir unutragnju energiju eestica. 

Najprostiji slueaj sudara je u sistemu referencije u kome se centri inercije 
obe eestice nalaze u miru (C-sistemu). Razlikovaeemo, kao i u prethodnom 
paragrafu, pomoeu indeksa 0 vrednosti velieina u torn sistemu. Brzine eestica 

do sudara u C-sistemu su povezane sa njihovim brzinama v 1  i v2  u labora-
torijskom sistemu relacijama: 

—r 
M2 	 M1  

V10 = 
	

v, 	V20 = 	 V, 
1 + 	 MI + M2 

gde je v = v 1 — v2  [v. (13,2)]. 
Zbog zakona odranja impulsa, impulsi obe eestice ostaju' posle sudara 

jednaki po velieini, a suprotno orijentisani, a zbog zakona odranja energije, 
ostaju nepromenjene i njihove apsolutne Na taj naein, rezultat sudara 
u C-sistemu se svodi na obrtanje brzina obe eestice koje ostaju uzajamno 

suprotne i nepromenjene po velieini. Ako sa n o  oznaeimo jedinieni vektor u 
pravcu brzine aestice m 1  posle sudara, onda Ce brzine obe eestice posle sudara 
(razlikujemo ih pomoeu apostrofa) biti: 

M2 	 Mi 

V10 =-
m 1  m2 
	v n0, 	 ml + m2 vn0. 	

(17,1) 
+  

Da bismo se tim ponovo vratili na laboratorijski sistem referencije, mora se 

tim izrazima dodati brzina centra inercije V. Na taj naein, za brzine eestica 
u L-sistemu posle sudara dobiva se: 

, 	 ,  

V
, 	m2 	m 1  v1 	 v 

...„ 	
1 1  + m2  v2 	 m 1 	mi. v1 + m2 v2  

1 	 . + 	, e = 	 v no  + 
m1 + m2

vn 	
m1 + m2 	

2 	
m1 + m2 	mr + m2 

(17,2) 

Ovim se iscrpljuju podaci koji se mogu dobiti o sudaru, polazeei samo 

od zakona odranja impulsa i energije. Ito se tide orijentacije vektora n o, on 
zavisi od zakona interakcija eestica i njihovog uzajamnog poloZ'aja za vreme 
sudara. 

4 Mehanika 

V20 

pri e" emu je vrednost 00  
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Dobivene rezultate mo2emo i geometrijski interpretirati. Pri torn je zgodnije 
preei od brzina na impulse. Pomno2imo jednginu (17,2) respektivno sa m 1  i m2 

 pa eemo dobiti: 

pi 	 A 	mvn o  + 
m1 + 

7112 
 m2 

 (Pi + P2) ( 17, 3) 

(m = 
m1 m2 	redukovana masa). Na- 

m1 + M2 

crtajmo krug polupre6nika my i navedeno 
prika2imo na sl. 15. Ako je jedinieni 

vektor no  orijentisan du2 OC, onda vek- 

tori AC i CB daju respektivno im- 

pulse pi i p2. Za date impulse p l  i p2 
 polupre'anik kruga i polo2aj ta6aka A i B 

su nepromenjeni, a ta6ka C mote imati 
ma koji polo2aj na krugu. 

Posmatraeemo detaljnije slue'aj kada 
jedna od cestica (neka je to 6estica m 2) 

do sudara bila u miru. U tom slua'aju 
Sl. 15 duEna OB = —

m1 + m2 
p1  = my se pok- 

lapa sa polupre6nikom, tj. taeka B se nalazi na kru2nici. Vektor AB se poklapa 
-4 

sa impulsom p 1  prve 6estice do ra§trkavanja. Pri torn se taela A nalazi unutar 
(ako je m 1  < m2) ili izvan kruInice lako je m 1  > m2). Odgovarajuei dijagrami 
su prikazani na sl. 16a i b. Navedeni uglovi 0 1  i 02  predstavljaju ugove skretanja 

b) In, MIA 

Si. 16 

estica posle sudara -u odnosu na pravac udara (pravac p1). Centralni ugao, 

koji je ozna'aen na slikama pomoeu z (koji daje pravac n o), predstavlja ugao 
obrtanja prve e'estice u sistemu centra inercije. 

= m no  + 
M -4- M 1 - 2 

1 
(p1 + P2), 
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Iz crtda je oeigledno da se  uglovi  01 i 02  mogu izraziti pomoeu ugla x 
formulama : 

m2  sin x 	 7: — X 	 (174) , tg 0 1  =   	, 

	

02 	2 	• ml  +  m2  cos x 

Napisaeemo takve iste formule  koje  odreduju apsolutne velieine brzina obe 
eestice posle sudara pomoeu  istog  ugla z: 

+ 2m 1  m2  cos x 
v1 = 

mr +  m2 

21/21 V 
V2= 	 sin 	. 

mr + m2
2  (17,5) 

Zbir 0 1  + 02 je ugao rasipanja eestica posle sudara. Oeigledno je da je 
TC 

01 + 02 > —
2 

kada je m 1  < m 2  i  01 +  02  < 2 
—7C  kada je m i  > m2 . 

Slueaj kada se obe eestice posle sudara kreeu po istoj pravoj („eeoni 
sudar") odgovara x = n, tj.  poloaj  take C je na preeniku levo od take A 

(sl. 16a; pri tom su p 1  i p2 uzajamno suprotni) iii izmedu A i 0 (na sl. 16, b; 

pri torn su pi i p'2  orijentisani  u  istom smeru). 
Brzine eestica posle sudara u torn slueaju bite 

m 1  —  m 2  v1 

	

	 v, .-= 
mr  +  m2 

V2  = 	
2m m 

2
v. 	 (17,6) 

1 +  

Vrednost v2 pri torn odgovara najveeoj moguenosti. Maksimalna energija, koju 
mote dobiti eestica kao rezultat sudara, koja se prvobitno nalazi u miru, preme 
tome iznosi: 

in i v 
2 

gde je E1  = 	prvobitna energija eestice koja je naletela. 

Kada je m i  < m2  brzina  prve  eestice posle sudara mole imati ma koji 
pravac. Ako' je pak m l  > m2,  ugao  skretanja naletele eestice ne moze preei 
izvesnu maksimalnu vrednost, koja odgovara takvom polo'2aju taeke C (sl. 16, b) 

0C 
za koju je prava AC tangenta na kranicu. 06evidno da sin Olmax = -

0

—

A 

ili 

E2max 

,,f  2 
""2  '-'2 max 	4M1 M2 

E1, 
2 	(mi + m2) 2  

(17,7) 

m2 
Sin Olmax = -  • m1 

(17,8) 

Naroeito je jednostavan sudar  eestica  (sa istim 
masama od kojih je jedna u  poeetku  u miru). U 
torn slueaju ne samo taeka B,  vet  i taeka A 
lezi na kru2nici sl. 17. Pri torn  je 

TC — 

=  2 

v2  = v  sin 
 2 

 • 

Napominjemo da se eestice  posle  sudara ras-
prguju pod pravim uglom. 

(3 1 = 

vi = v cos  , 
2 

(17,9) 

(17,10) 
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Zadatak 

Izrgunati brzine obe  e'estice  posle sudara Zestice koja se kreee (m 1) sa nepokretnem (m 2) 

pemoat njihovih uglova skretanja u L-sistemu. 
Re§enj e. Iz .sl. 16  imamo  p2 = 2 • OB • cos 0 2  ili 

m 
v2 ------ 2v - - cos 0 2, 

M2 

Za impuls pi = AC imamo  jednaelnu 

0C2  = A02  + 	— 2 • AO • pl.  cos 0 .1  

vi  ) 2  2m1  v 
cos 01  , 

 	 — M2  

V 	m2 v 	 + m2 

7/21 	 1 
	 cos  ei 	IrM2  — m2 sine 0-1  

m1 + m2 	m1 + m2 	2  

(kada je m1  > m2, pred korenom su moguCna oba znaka, a kada je m 2  > m 1  samo znak 

§  18. Ragtrkavanje Cestica 

Kako je yea u prethodnom paragrafu navedeno, potpuna definicija rezultata 
sudara dve 6estice (definicija ugla x) zahteva regenje jedna6ine kretanja uzimanjem 
u obzir konkretnog zakona interakcije 6estica. 

Shodno opkem pravilu, po- 
smatraeemo u po6etku ekvivalentan 

I 	 zadatak o skretanju jedne eestice 
I 	 mase m u polju U (r) nepokretnog 

centra sila (koji se nalazi u centru 
I 	 inercije eestice). 

■ 

	

I 	 Kao ko je navedeno u § 14, 

	

I 	 trajektorija 6estice u centralnom 

	

I 	 polju je simetriana u odnosu na 
pravu koja je povu6ena kroz ta6ku 

11 	iA 	
orbite koja je najba'a centru (OA 

, 

X 	/ 	
na sl. 18). Zbog toga obe asimptote 

---,c_____ 

	

_ / /  	
orbite seku navedenu pravu pod 

),I   
i 	 istim uglovima. Ako to uglove oz- 

_ 	0/1° 	i°  	naeimo sa y o, onda je ugao z skre- 
tanja 6estice pri njenom proletanju 

Si. 18 	
pored centra, kako vidimo iz crtda 

= ITC 	2 901  • 	 (18,1) 

Ugao pak Po odreduje se  prema  (14,7) integralom 

 

M dr 
r  

 

(18,2) 

   

   

M2  
2 .E — U 

r2  

iii 

Odavde izlazi 



~Po= f 	p2 	2U 
rmin  

00 

P  2-  

r 	M  voo 

dr 
r (i8,4) 
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koji je uzet izmedu poldaja Cestice koji je najblai centru, a beskongno udaljenog• 
Napominjemo, da je rmin rdenje jednaeine koja odgovara podkorenom izrazu. 

Pri infinitnom kretanju, koji ovde tretiramo, zgodno je uvesti umesto 
konstanti E i M druge brzinu v. eestice u beskonaenosti i takozvano „nis'an-

sko rastojanje" p. Poslednje predstavlja duEnu normale spugtene iz centra na 
pravac tj. rastojanje na kome bi 6estica progla pored centra ako ne bi pos- 
tojalo (sl. 18) polje sila. 

Energija i moment se izra2avaju pomoeu tih velieina prema relacijama: 

M V

2

2 
E  	M = mpvc„, 	 (18,3) 

a formula (18,2) dobiva oblik: 

Zajedno sa (18,1) ona definge zavisnost x od p. 
U fiziekim primenama obieno imamo posla ne sa individualnim skretanjima 

eestice, vee kako se ka2e, sa raspr§avanjem celog snopa istih eestica koje padaju 

na centar raspfgavanja sa istom brzinom v, . Razlieite eestice u snopu imaju 
razlieita nganska rastojanja i zbog toga se rasprguju pod razlieitim uglovima x. 
Sa dN oznaeimo broj eestica koje se rasprguju u jedinici vremena u uglove koji 
se nalaze u intervalu izmedu z i x + dz. Sam po sebi taj broj nije pogodan za 
karakteristiku procesa rasprgavanja, jer zavisi gustine upadnog snopa (propor-
cionalan je gustini). Zbog toga uvodimo relaciju 

da = 
dN (18,5) 
n 

gde je n — broj 6estica koje prelaze u jedinici vremena kroz jedinicu povrgine 
popreenog preseka snopa (pretpostavimo, prirodno, da je snop homogen po celom 
svom preseku). Ovaj odnos ima dimenzije povrgine i naziva se efektivni presek 

rasprgavanja. On se u stvari (odreduje) definige oblikorn rasipajueeg polja i pred-
stavlja veoma vOnu karakteristiku procesa rasprgavanja. 

Smatraeemo da je veza izmedu x .i p uzajamno jednoznaena; ovo je sluaaj, 
ako je ugao rasipanja opadajuea funkcija niganskog rastojanja. U takvom slueaju 
rasipaju se u dati interval uglova izmedu x i x + dx samo one §estice, koje lete 
sa niganskim rastojanjem u odredenom intervalu izmedu p (x) i p (x) dp (x). 
Broj takvih eestica jednak je proizvodu n povrgine prstena medu krugovima sa 
polupreenicima p i p dp tj. dN = 2 7C p dp • n. Zbog toga ee efektivni presek biti: 

da = 27cp dp. 	 (18,6) 

Da bismo nani zavisnost efektivnog preseka od ugla rasipanja, dovoljno je 
taj izraz napisati u obliku 

dP  (X) dx. 
 dz 

(18,7) d a = 2 7t p (x) 
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Ovde pigemo apsolutnu vrednost izvoda dx 
—dp , imajuei u vidu da ona mote 

 

biti negativna (kao gto je to obieno) 1) . Cesto se da ne odnosi na element dx ugla u 
ravni, yea na element prostornog ugla c/S2. Prostorni ugao izmedu konusa sa 
uglovima x i x dx je dS2  =  27c sin xdx. Zbog toga demo iz (18,7) imati 

da  — P (x)  dP d ~~ . (18,8) 
sin x dx 

Vraeajuai se na stvarni zadatak o rasipanju snopa aestica na druge aestice 
koje su mirovale, a ne o rasipanju na nepokretni centar sila, mokmo red., da 
formula (18,7) definge efektivni presek u zavisnosti od ugla rasipanja u sistemu 
centra inercije. Za nalaknje pak efektivnog pres,eka u zavisnosti od ugla rasi-
panja 0 u laboratorijskom sistemu, treba u toj formuli izraziti x pomoeu 8 prema 
formulama (17,4). Pri torn  se  dobivaju izrazi kako za presek rasipanja upadnog 
snopa eestica (x je izrakno pomoau 0 1) tako i za aestice, koje su prvobitno 

mirovale (x je izrakno pomoau 02). 

Zadaci 

1. Odrediti efektivni presek e'estica koje se ragtrkavaju nailazeei na apsolutnu krutu 
kuglicu polupreenika a (tj. pri zakonu uzajamnog dejstva U  =  co kada je r <a i U  =  0 kada 

je r > a). 

Regenj e. Pato se izvan kuglice cestica kreee 
slobodno, a u njenu untragnjost ne mo2e uopgte da 
prodre, onda se trajektorija sastoji iz dye prave, koje 
se nalaze simetri .6no u odnosu na polupre'6nik koji je 
povaen kroz ta'6ku njihoveg preseka • sa kuglicom 
(sl. 19). Kako se iz crte2a vidi, bite 

— x  
p  =  a sin po  =  a sin — 2  =  a cos- 2 

Zamenjujuei u (18,7) ili (18,8), dobiva se: 

n a2 	 a2 

do 	-  2  - sin x dx --= - 4 - dc2, (1 ) 

tj. rasipanje u C-sistemu je izotropno. Integrirajuei c 1 a po svim uglovima, nalazimo da je 

ukupni presek o =  a2 , saglasno tome, je „ni§anska povnfina" na koju mora pasti 6estica da bi 

se rasprgala, povrgina preseka kuglice. 
Za prelaz na L-sistem treba  x  izraziti pomoeu A l  prema (17,4). Izrgunavanja su potpuno 

analogna navedenim u zad. 2 § 16 [zbog formalne sli6nosti formula (17,4) i (16,5)]. Kada je 

mi  < m2  (mi  je masa e'estica, m 2  je masa kuglica) dobiva se: 

2 
1 +  -2  COS 2  Al 

2 M 2 a 

d-
2-1 cos  0 1  

rn2 
1 — 7121.2  sin2 A l  

"Z 2 

dO. 

1)  Ako je funkcija p (x)  mnogozngna, onda treba, otevidno, uzeti sumu takvih izraza 

po svim granama to funkcije. 
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(d 0, 1  = 2:r sin 01  c/0 1). Ako je m 2 > mi,onda je: 

 

a2  
d al  = 2  

m 2  
1 	

n2
— 2-  cos 2 01 

2 
 	 d 01  

m2 
—sin 0 m2 	2  a 

2 

 

Kada je m 1  = m2, imaeemo: 

 

dal  = a2  1 cos 0 2 1 d C 2 1 , 

gto se mote dobiti i direktnom zamenom x = 20 1  [prema (17,9)] u (1). 

Za kuglice koje su u poeetku bile u miru, imamo uvek x = — 20 2, i zamena 

u (1) daje: 

d al  = a2 1cos 0 2 1 d 02 . 

2. Za isti slueaj izraziti efektivni presek kao•funkciju energije s koju gube rasprgene eestice. 

Regenj e. Energija, koju izgubi eestica m 1, paklapa se sa enegrgijom koju prima 

eestica m2. Prema (17,5) i (17,7) imaaemo: 

2mi  m2  
s 	(mi 	+ m2)2  ,2„0  sin2  —X2- 	 2 = emax sin X  

— 

odavde ee biti: 

1 
d E = 2 cmax sin x 

i zamenjujuei u formulu (1) zadatka 1, dobivamo: 

d 
	• d a -= a2  
Einax 

Ispostavlja se da je raspodela rasprgenih eestica po vrednostima e homogena u celom intervalu 

od nule do emax• 
3. Kako zavisi efektivni presek od brzine v oo  eestica pri rasipanju u polju U.. r—n? 

Regenj e. Prema (10,3), ako je potencijalna energija homogena funkcija reda k = — n, 

onda ee za sliene trajektorije biti p ^ v —2/n iii 

2 
p = v oo  n f (x) 

(uglovi skretanja x za sliene trajektorije su isti). Zarnenjuju'H u (18,6) nalazim) da je: 

4 
d a v„ n dO. 

a 
4. Odrediti efektivni presek za „padanje" eestica u centar polja U = — — . r2  

Reg enj e. U centar „padaju" one eestice za koje je zadovoljen uslov 2a > m p2 v,2„ [v. 

(14,11)], tj. u kojima nigansko rastojanje ne prelazi vrednost pax = 	—2 a _ • Zbog toga ee 
m 

tra2eni efektivni presek biti 

2/ra ,,,2 
— rmax — v 2c0  
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5. To isto za polje U = —
a 
-- (n > 2, a > 0). rn 

R e1 e n j e. Zavisnost efektivne potencijalne energije 

2 m p vo2  , 	a 
Uef = 	2r' 

od r ima oblik koji je prikazan na sl. 20 sa maksimalnom 
vrednoku 

n  

(n — 2)  a ( m p2 	) n — 2 
(Uef)max --= Uo  = 	2 	a n 

U centar „padaju" one 6estice, kod kojih U0  ( E. Odre-
dujuai pmax iz uslova U0  = E, dobivamo : 

2—n a 2  
= 	) n 

(  
. 

rn 

6. Odrediti efektivni presek za padanja 6estica , (sa masama m i) na povrginu sfernog 
tela (sa masom m 2  i polupre&gkom R) sa kojim se one privlge prema Newton-ovom zakonu. 

Re§enj e. Uslov padanja nalazi se u nejednakosti r m i n  ( R, gde rm i n  oznaZava polo-
2aj one take na trajektoriji 6estice najblite centre sfere. Najveaa dopustiva vrednost p se 
odreduje iz uslova r min = R, fto se svodi na reknje jednaane Uef (R).= E, iii 

,2 m1  0  Amax 
2R2  

a voo   
R = 2 ' 

pri .emu je a = ymi  m2  (y je gravitaciona konstanta), a osim toga je i pretpostavljeno 

m m1, smatrajuai da je m2  > m1 . ,Nalazeai odavde p2max 3 
dobivamo 

2 ym2  
a = R' + Rvto 

Kada v c,2 	oo efektivni presek teii, prirodno, geomttrijskoj povr§ini preseka sfere. 
7. Uspostaviti oblik polja koje rasipa U(r) prema datoj zavisnosti efektivnog preseka 

od ugla rasipanja pri datoj energiji E, pretpostavljajuéi da je U(r) monotono opadaju6a 
funkcija r (polje privla6enja) pri emu je U (0) > E, U(oo) = 0 (0. B. Firsov, 1953.). 

Re§enj e. Integriranje da po uglu rasipanja odreduje prema formuli 

r da 
dX 	srP2 

	
(1) 

x 

kvadrat niganskog rastojanja, jer funkciju p (x) [a s njom i x (p)] takode molemo smatrati datom: 

Uvekemo oznake: 

1
,  

1 
S 	 X 	 Z0 = 1 — 	

E -=  

Tada se formule (18,1) i (18,2) pi§u u obliku 

so  
r — x (x) 	ds 

2 	ir 	_ 
0 

,2) 

(3) 
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gde je so  (x) re§enje jedngine 

x Ev2 (so) — s8 = 0. 

Jedngina (3) je integralna jednaeina za funkciju w(s); moiemo je re§iti metodom koji je 

analogan navedenom u § 12. Ako podelimo obe strane (3) sa Ira — x i integriramo po dx u 

granicama od nule do a, nalazimo 

a 	 " a so  (x) 	 so  (a) a 	 s o  (a) 

.1.  st — X  (x) 	dx 	dsdx 	 dx ds 	I ds  _ 
2 	Ira — x j.  f ir(xw2  — s2) (a — x) = I f1r(x w 2  — s2) (cc — x) 	w ' 

0 
	 00  o 	 o x (so) 	 5 

ili integrisajuai parcijalno, na levoj strani jedna6ine bite 

71 	 so (a) 

— dx 	 ds 
gir—cc  —fir cc —  x  cuc dx= n I -Tv  • 

0 	 0 

Dobivenu relaciju diferenciraCemo po a, posle 6ega eerno umtsto s0  (a) napisati prosto 
S2 

s,  pa prema tome zamenjujemo a sa e. Ako jednaanu napigemo sa diferencijalima, dobivamo 

Ird( s  
s2  

sa x' (x)dx 	St 
ds 

20 

/0-  
o 

s2  
W2 — X 

iii 

d w d( w
s 

i sa 

W2  
X1  (x)dx_ .  

lin s 7   _ , 
—7 x 

Ova jednaelna se integrira neposredno, pri emu na desnoj strani treba izmeniti red integri-

ranja Po dx i d —s

w  ( 	• 
Uzimaiva u obzir da pri s = 0 (tj. r -> og) mora biti w = 1 (O 	=-- . U 0), 

i vraaajuei se na polazne promenljive r i  p, definitivno dobivamo rezultat (u dva ekvivalentna 

oblika): 02 
1 	p dx 	} 	1 . 	x (p) d p 

w exp { -- . arg ch —r  v j—  'd  p-  d p = exp { 
ir 	

_ f 	 
—7-- sr 	yr p2 .. r2 w2 • (4) „ 

. 	rzu 	 rw 

Ovom formulom se odredUje zavisnost w (r) u implicitnom obliku [a samim tim i .0 (r)] 

pri svim r> rmi n, tj. u onoj oblasti vrednosti r'' koju prelazi raspr§ena e'estica sa datom 

energijom E. 

§ 19. Rutherford-ova formula 

•Jedna od najvOnijih primena Tanije dobivenih formula je raStrkavanje na-

elektrisanih 6estica u Coulomb-ovom polju. 

Ako u (18,4) stavimo  U  = ar i izvegmo elementarno integriranje, do- 

bieemo: 
cc 

mve,p 
y o  = arc cos 

    

   

3 

 

•

m712= p 
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odavde izlazi: 

p2 = a2 

m2 vt 	tg2yo, 
00  

uvodeei prema (17,1) cpo = (Tc-2 
 x.)  

cc2 

P 2 	m2 v400  ctg

2 

 2 (19,1) 

Diferencirajuei ovaj izraz po x i zamenjujuei u (18,7) ili u (18,8), 
dobivamo: 

a 2 cos 
'2

- 
\  
	clz, da = 

( M V2  oo 	• 3 sin Z - 
2 

2c.„ 
a

2m v )2 
d S2 

sin4  
2 

(19,2), 

(19,3) 

iii 

Ovo je takozvana Rutherford-ova formula. Napominjemo da efektivni presek ne 
zavisi od znaka a, jer se dobiveni rezultat odnosi u istoj meri i na Coulomb-ovo 
polje odbijanja i privlaeenja. 

Formula (19,3) daje efektivni presek u sistemu referencije u odnosu na koji 
se nalazi u miru centar inercije eestica, koje se sudaraju. Transformacija na labo-
ratorijski sistem vrgi se pomoeu formula (17,4). Za eestice, koje su u poeetku u 
miru, zamenjujuei y = 7C — 2 02 u (19,2), dobivamo: 

da 2  = 2 
_cc 

voo2 

 _sin 2 do9  = 	a 2 dC2 
3 

2 
0 — • 	 (19,4) 

2 ) COS

3 0 

 0 2 	- 	7) 2 	cos 2 

Za upadne eestice transformacija dovodi u op§tem slueaju do veoma glomazne 
formule. Navekemo samo dva specijalna slueaja. 

Ako je masa m 2  eestice koja vrgi rasipanje velika u odnosu na masu m 1 
 eestice koja nailazi, onda je x ti 01 , a m ti m l, to je 

2 	-7 (- 1 
"  

d(3.1 	4E 

	

1 	sin4- 0-1 
2 

gde je 	
ml2 

=  	- energije cestice koja nailazi. 

(19,5) 

Ako su mase obe aestice iste (m 1  = m2, m = -
2 

), onda je prema (17,9) 

y = 20 1, i zamena u (19,2) daje: 

dal = 2.7c 
a ) 2  cos 	

de — a 
0 1 	 )2  cos 0 1  

— 	 d 	 (i9,6) 
El  sin @ 1 	 sin @1 
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Ako su ne samo mase obe Cestice jednake, vee su i to eestice uopgte 
identiene, onda nema smisla praviti razliku posle rasipanja izmedu eestice koja 

se je u poeetku kretala i one koja je bila u miru. OpSti efektivni presek za 
sve eestice dobivamo sabirajuei da l  i da2  i zamenjujuei 01  i 02 zajedniekom 

vrednogeu 0: 

)
--1

2 ( 1 
cos 9 da 

sin4 0 	cos4 0 
(19,7) 

Vratimo se ponovo na opgtu formulu (19,2) i odredimo pomoeu nje 
raspodelu rasutih eestica u odnosu na izgubljenu en rgiju usled sudara. Pri 
proizvoljnom odnosu izmedu masa eestice (ml) i eestice (m 2), brzina poslednje 

se izraava preko ugla rasipanja u C-sistemu pomoeu relacije 

2m 1  

	

V2   z, sin -Z- oo 	2 m1 + m2 

[vidi (1 65)]. Prema tome energija koju to eestica dobije, a samim tim i energija 
koju eestica m 1  preda, iznosi: 

2 

	

.44  ,,,t2 	2 rn2 	
2  2 

X 
6= - 	

2 	—
m 

V2 sin 	. 
2 	

oo  

Ako odavde izrazimo sin 	preko 8 i zamenimo u (19,2), dobivamo: 

	

cz. 2 	ds 
da = 2 rc 	 

m v2  62  2 co 

(19,8) 

Ova formula odgovara na postavljeno pitanje, odredujuei efektivni presek 
kao funkciju od gubitka energije s. Energija pri torn dobiva vrednosti od nule do 

2m2  V2,0  
8max 1712  

Zadaci 

a 
1. Naai efektivni presek rasipanja u polju U = r2 (a > 0). 

R es e n j e. Ugao skretanja iznosi: 

 

x 	1— 

   

1 

2a 
m  p2 710  

    

    

   

1+ 

Efektivni presek Nee: 

     

2 2 a 	r—X 	d 
d a  

m v,2,0  x2  (2n — x)2  sin x 

2. Naai efektivni presek rasipanja na sfernoj „potencijalnoj jami" poluprealika a i 

„dubine" U0  (tj. poljem U = 0, kada je r > a; U = — U0  kada je r < a). 



n2  	' n s ine 2 
p2 	a2 	  

X 
n2  + 1 — 2n cos —2 
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Re§enj e. Pravolinijska trajektorija 6estice „prelama se" pri ulasku u jamu i pri 
izlasku iz nje. Prema zadatku § 7. upadni uglovi a i prelamanja (sl. 21) su povezani relacijom: 

sin a 
sin p 	 — n,  

  

2 U0 
2 M V 00  

n= 

 

  

S1. 21 

Ugao skretanje bite x = 2 (a — 13). Zbog toga imamo: 

sin a 	2 	 2 	n 
= cos _2(_ — ctg a sin A- = I. 

Ako a eliminigemo iz to jedngine, i piema relaciji a sin a = p, koja je aevidna iz cr-
te2a, dobi6emn vezu izmedu p i x u obliku: 

sin (a — X  ) 
2 

Na kraju, diferencirajuei to jednaelnu, dobivarno efektivni presek: 

a2  n2 	(n cos 	1 ) (n — cos __X ) 
2 	 2 

d Q. 

Ugao x se menja u granicama od nule (kada je p = 0) do vrednosti Xmax (kada je p = a), 
koji se odreduje iz 

Xmax 	1 
cos 	— 2 

Totalni efektivni presek,  koji  se dobiva integriranjem da po svim uglovima unutar 
konusa x < xmix, jednak je, kao §to se vidi, povr§ini geometrijskog preseka 

§ 20. Rasipanje pod malim uglovima 

Izra6unavanje efektivnog preseka znatno se uprogeava ako posmatramo samo 
one sudare, koji se wie na velikim niganskim rastojanjima, gde le polje U slabo, 
pa su prema tome uglovi skretanja mali. Pri torn se izraeunavanje mo'2,•e vrsiti 
u laboratorijskom sistemu referencije ne uvodeei sistem centra inercije. 

da 
4 cos 

2 	( 1  + = 
2n cos _X) 

2 
X 
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Uzeeemo x-osu u pravcu prvobitnog impulsa rasutih aestica (aestice m 1), 

a ravan xy u ravni rasipanja. Ako sa pi oznaeimo impuls eestice posle rasi-
panja, oeigledno eemo imati jednakost 

sin 01 = 
 Piy  

P1 

Za male otklone maemo priblano zameniti sin 0 1  sa 01, a u imeniocu zameniti qi 
prvobitnim impulsom p 1  = m i  v 00  ; 

0 1  ti ply 
mi  voo 

Zatim, kako je py 	onda ee ukupni prirataj impulsa duz y-ose biti 
co 

Fy dt. 
_00 

Pri tom sila ima vrednost: 

(20,1) 

(20,2) 

auau ar 	dU y 
Fy = 	= 	 — ay 	a r ay 	dr r 

Kako integral (20,2) yea sadr2i ,  malu velieinu U, onda se pri njegovom 
izraeunavanju mo te u toj istoj aproksimaciji smatrati da eestica uopgte ne skreee 
od svog prvobitnog puta, tj. kreee se pravolinijski (duI prave y = p) i ravnomer-
no (brzinom v.). Prema tome u (20,2) stavieemo: 

F = 	 , dt = 	 
dU p 	 dx 
dr r 	 00 

i dobivamo: 
dU dx 

piy = 
P f 

dr r 
v 

  

Na kraju prelazimo od integriranja po dx na integriranje po dr. Kako je za 
pravolinijski put r2  = x2  -I- p 2, onda se pri promeni x od — oo do + oo r menja 
od oo do p i zatim .ponovo do oo. Zbog toga integral po dx prelazi u dvostruki 
integral po dr od p do oo, pri eemu se dx zainenjuje sa 

r dr 
dx = 	_ • 

Vr2  p2  

Definitivno se za ugao rasipanja (20,1) dobiva sledeei izraz1): 

00 

 

2p 	dU dr 
01 = 

mi v oo  J dr ,r -r2 	 p 2 (20,3) 

   

1) Ako se izvegi celo izvodenje u C-sistemu, onda za x dobivamo isti takav izraz sa m 
umesto m1  u vezi 6injenice da mali ugloni Al  i x moraju biti prema (17,4) vezani relacijom: 

m 2 

m1 + m2  x. 
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time se odreduje trakna zavisnost 0 1  od p pri slabom skretanju. Efektivni presek 
rasipanja (u L-sistemu) dobiva se prema istoj formuli kao §to je (18,8) (sa 0 1, 

umesto z), pri eemu se i ovde sin 0 1  mote zameniti sa 0 1 . 

Tako je 

Zadaci 

1. Iz formule (20,J) izvesti  formulu  (18,4). 

Re§enj e. U cilju da se  izbegnu  u daljem fiktivno divergenti integrali, formulu (18,4) 

predstavieemo u obliku 

o  =-- 	---- 1 	1 — -- — _ _ 2 	dr, a  1, 

u  P  • 	
rr 
P

2 

p — '11  voo 

2 U 

rinin 

pri emu kao gornju grdnico uzimamo veliku kona6nu veli6inu R, imajuei zatimrumi:idu prelaz 

R  --,  oo. S obzirom na malu vrednost U razlo2ieemo koren po stepenima U, a 	priblano 

zamenjujemo sa p: 	R 	 oo 

dp P (OD 
da  = 	— - di2 1 . 

" 01  

2pan 	dr 
MI V 00  	2 f 	  

	

rn + 1 1rr2 	p2 

0 

2a lTx 
 G  (n 12- 1) 

A l 
 ---- 	 2 

M1 V00 Pn  G  n 
2 ) 

a 
a p 

m voo  2 

p  dr 
(Po 	 p2 

r2-  

p2 
1 

U (r) dr 

Prvi integral posle prelaza na limes R 00 daje 	.  Drugi pak integral prethodno transfor- 

mgemo parcijalno i dobivamo izraz 

00  ,   	 00 

40  — 2  a 0 	io  dr dr 	m v = — 20, 
a i 

 m z 

v r2 — pz dU 	2p  f dU 	dr 

X — n  — 

dr 11-7.2___ p2 

e 	 e 

koji je ekvivalentan formuli (20,3). 

2. Odrediti efektivni presek rasipanja za male uglove u polju U = = - 7.-, (n > 0). 

R e § e n j e. Prema formuli (20,3) imaeemo: 
00 

Zamenom 	u, integral dovodimo do Euler-ovog B-integrala, i izralavamo ga pomoeu P
2 

G-funkcije 

Izreavajuai odavde p preko A l  i zamenjujuei u (20,4), dobivamo: 

2 

	

ir7c G( 	+ 1 ) n 
2 	a 	el— 2 (1 d = 	

—n • 	 2 

	

n 	mivoo 
G 

dQ 1. 



GLAVA V 

MALA OSCILOVANJA 

§ 21. Slobodno ravnomerno oscilovanje 

Vrlo rasprostranjen tip kretanja mehaniekih sistema predstavljaju takozvana 
mala oscilov anj a koja sistem vrgi u blizini svoga polo2aja stabilne ravnote2e. 
Posmatranje tih kretanja poeeeemo sa najprostijim slueajem, kada sistem ima 
samo jedan stepen slobode. 

Stabilnoj ravnotei odgovara takav pololaj sistema u kome njegova potenci-
jalna energija U (q) ima minimum; odstupanje od takvog polaaja dovodi do 

d U 

	

pojavljivanja sile   koja te2i da sistem vrati. Oznaeieemo sa q0  odgovarajuau 
d q 

vrednost generalisane koordinate. Za mala odstupanja od polaaja ravnote2e u redu 
razlike U (q) — U (go) po stepenima q — g o  dovoljno je zadnati prvi .  elan koji 
nije jednak nuli. U opAtem slueaju takav Clan je drugog reda 

U (q) — U (q 0) ti 2  (g — q 0)2  , 

gde je k pozitivni koeficijent [vrednost drugog izvoda U" (q) kada je q = go]. 
Nadalje Cern° potencijalnu energiju raeunati od njene minimalne vrednosti (tj. 
stavieemo da je U (q0) = 0) i uvegeemo oznaku 

	

x = q — q 0 	 (21,1) 

za odstupanje koordinate od njene ravnoteMe vrednosti. Na taj naein Nee: 

x2 
U (x) = 

k
2 
	• 	 (21,2) 

Kinetieka energija sistema sa jednim stepenom slobode ima u op§tem 
slueaju oblik: 

1 	1 
—
2  a 

 (q) q2 = —
2 

a (g) x2 • 

U toj istoj aproksimaciji dovoljno je zameniti funkciju a (q) jednostavno njenom 
vrednoku kada je q = go . Uvodeei radi kratkoee oznaku') 

a (a0) = m, 

1) Napominjemo, medutirn, da se veliCina m poklapa sa masom samo ako je x Descartes-

ova koordinata .6estice. 
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definitivno dobivamo sledea izraz za Lagrange-ovu funkciju sistema koji vrgi 

ravnomerna mala oscilovanjal): 
m x 2 	k x 2  

L = 	
(21,3) 

2 	2 • 

Jednaaina kretanja koja odgovara toj funkciji, glasi 
•• 

mx kx = 0, (21,4) 

•• 
x 	co 2 x = 0, 	 (21,5) 

iii 

gde je uvedena oznaka 

(i) 
(21,6) 

Linearna diferencijalna jednaeina (21,5) ima dva nezavisna reknja: cos c t i 

sin co t, jer je njeno opke rdenje 

x  =  cl  cos co t 	c 2  sin co t: 	 (21,7) 

Ovaj izraz mokmo takode napisati i u obliku: 

x = a cos (cD ,  t 	cc). 	 (21,8) 

Kako je cos (co t 	cc) = cos cot cos oc — sin co t sin cc, onda uporedenje sa (21,7) 

pokazuje, da su proizvoljne konstante a i cc povezane sa konstantama c l  i c2  relacijama 

C2  ir 2 a = 	C2 , 	tg 	— 	• 	 (21,9) 
Cl

, 

Na taj mein u blizini poloaja stabilne ravnotek sistem vegi harmonijsko 
oscilatorno kretanje. Koeficijent  a  uz periodieni faktor (21,8) se naziva amplituda 

oscilovanja, a argument kosinusa — njegova faza; cc je prvobitna vrednost faze 
koja oeevidno zavisi od izbora poeetka raeunanja vremena. Velieina co se naziva 
ciklib2a frekvenci j a oscilovanja. U teorijskoj fizici, uostalorn, naziva se jeclnostavno 

frekvenci j a, gto eemo u daljern einiti. 
Frekvencija je osnovna karakterissika oscilovanja, koja ne zavisi od poeetnih 

uslova kretanja. Prema formuli (21,6) ona se iskljueivo odreduje svojstvima 
mehaniekog sistema kao takvog. Medutim, napominjemo, da je to svojstvo 
frekvencije vezano sa pretpostavkom o malim oscilovanima i iseezava pri prelazu 
na vise aproksimacije. S matematieke take gledigta ono je vezano sa kvadratnom 
zavisnogeu potencijalne energije od koordinate 2) . 

Energija sistema, koji vrk mala oscilovanja, iznosi 

m x2 	k x2 	m • 
E    	_ (x2 	()2 x2) 

2 	2 	2 

zamenjujuei ovde (21,8): 

E= 2 
—

1 
m 6) 2  a2 	 (21,10) 

1) Takav sistem se eesto naziva linearnim oscilatorom. 
2) Ono zbog toga ne postoji ako je u funkciji U (x) pri x = 0 minimum vi§eg reda, 

tj. 	xn, n > 2 (v. zad. 2a, § 11). 
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Ona je proporcionalna kvadratu amplitude oscilovanja. 
Zavisnost koordinate oscilatornog sistema od vremena eesto se ispostavlja 

kao pogodna da se prikak u obliku .realnog dela kompleksnog izraza. 

x = Re {A eiwt} , 	 (21,11) 

gde je A kompleksna konstanta. Ako je napigemo u oliku 

A = a eia , 	 (21,12) 

vraeamo se na izraz (21,8). Konstanta A se naziva kompleksna ampituda. Njen 
modul se poklapa sa obienom amplitudom, a argument — sa poeetnom fazom. 

Operacija sa eksponencijalnim faktorima je u matemasiekom pogledu pro-
stija nego sa trigometrijskim, jer diferenciranje ne menja njihov oblik. Kako 
pri tome vrgimo samo linearne operacije (sabiranje, mnoknje konstatnim koe-
ficijentima, diferenciranje, integriranje), mokmo uop§te izostaviti oznaku za 
realni deo, prelazeai na poslednji samo u definitivnom rezultatu izraeunavanja. 

Zadaci 

1. Izraziti amplitudu i po6etnu fazu oscilovanja pomoeu paetne vrednosti koordinate 

i brzine: x0  i vo . 
Odgovor: 

a=  -1 2 	'-'0 /X0 
0) 2  

tg cc = — 	 vo  
w xo  

2. Naei odnos frekvencija w i w' oscilovanja dva dvoatomna molekula, koji se sastoje 
iz atoma razheitih izotopa; mase atoma raspektivno iznose m 1, m2  i mf i 114. 

Reg enj e. Kako atomi izotopa uzajamno dejstvuju na isti ngin, onda je h 

Ulogu koeficijenta m u kinetRkim energijama molekula igraju njihove redukovane mase. Prema 

(21,6) nalazimo: 

wm„..„(mi.+.2) 

3. Naei frekvenciju oscilovanja take mase m koja mok da se kreee po pravoj i prievr-

geenoj na opruzi, ciji je drugi kraj u&rgeen u ta'alci A na rastojanju 1 od prave. Opruga, koja 

ima duNnu 1 istegnuta je silom F. 
Regenj e. Potencijalna energija opruge (sa tgnogeu do 

malih veliaina vigeg reda) jednaka je proizvodu sile F sa izduknjem 

1 opruge, Kada je x < 1, imaeemo: 

x2  
81 = 	+ x2 — 1 

F x 2 	 777x2  

pa je U = 21 	. Kako je kinetiCla energija 	2  , onda ee bitt 

F 

• 

CO = 
m / • 

4. To isto samo ako se ta2eka kreee po kruznici polupree'nika 

r (sl. 23.) 
Regenj e. U tom shfaaju izdu2enje opruge ee biti (kada je p < 1): 

r (/ + r) 2  
8 / irr2  + (/ + r)2  — 2r (/ + r) cos cp — / 	- 21 

Sl. 22 

5 Mehanika 
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Kinetieka energija iznosi: 
1 	- 

T = - 2- m r2  cp 2 . 

Odavde to frekvencija biti: 
1 F(r + 1) 

CI) 

rlm 

5. Naai frekvenciju oscilovanja klatna prikazanog na sl. 2, 'CO taela 
vdanja mote da vr§i i kretanje u horizontalnom pravcu. 

Re§enj e. Kada je cp < 1 iz formule dobivene u zadatku 3 § 14, 
nalazimo : 

SI. 23 

2  MI M2 1  	• 	 "2 2 gl 2 T = 	 U = --2— cf) 2 (m, 	m) 	3  

Odavde izlazi 

I  g (ml + m2)  . 
m1 1  

6. Odrediti oblik krive, pri oscilovanju dui koje (u polju te2e) frekvencija oscilovanja 
ne zavisi od amplitude. 

Re§enj e. Postavljeni uslov zadovoljavaee takva kriva da koje to pri kretanju potencijalna 
k s2  

energija C'estica biti U = --y- , gde je s duina luka koji se raeuna od polo2aja ravnote2e. 

m s2 
Pri tom je kinetieka energija T = —2 (m je masa eestice), a frekvencija oscilovanja Wee 

= 1/ cu 	—k  nezavisna od prvobitne vrednosti s. Ali u polju tee bite U = m g y, gde je y 
m 

w 2 

= 2g s2 " 

S druge strane je ds2  = dx 2  dye, odalde je: 

x  = j.  ddys )2  _ 1 	
dy = f r2 w 2 y  - 1 dy. 

Integriranje je zgodno izvestiti po§to izvAimo zamenu 

y  — 4 	.2  (1 — cos t). 

Tada dobivamo 

x — 	+ sin 4 (.0 2  

Te dve jedndine u parametarskom obliku odreduju jedna6nu trdene krive. Ona predstavlja 
cikloidu. 

§ 22. Prinudna oscilovanja 

Prelazimo na posmatranje oscilovanja u sistemu na koji dejstvuje neko 
promenljivo spoliagnje polje. Takva oscilovanja se nazivaju prinudna za razliku 
od oscilovanja koja smo analizirali u prethodnom paragrafu takozvana slobodna 
oscilovanja. Kako se prema prethodnom pretpostavlja da su oscilovanja mala, 

w = 

k s2  
vertikalna koordinata. Zbog toga eemo imati —2 = m g y ill 
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samim tim se podrazumeva, da je spoljagnje polje dosta slabo, u protivnom 
slueaju bi moglo izazvati suvige veliko pomeranje x. 

U torn slueaju pored sopstvene potencijalne energije —
1 

kx 2  sistem ima jog 
2 

potencijalnu energiju Ue  (x, t) koja je povezana sa dejstvom spoljagnjeg polja. 
Raz1a2uei taj dopunski elan u red po stepenima male velieine x dobivamo: 

a ue l 
Ue (x, 	Ue (0, t) 	x

• a x I x = 0 

Prvi elan je funkcija samo od vremena i zbog toga mote biti izbaeen u 
Lagrange-ovoj funkciji (kao totalni izvod po t od neke druge funkcije vremena). 

axe  U drugom elanu 	je spoljagnja „sila" koja dejstvuje na sistemu u ravnote2- a x 
nom polo2aju i predstavlja zadatu funkciju vremena, oznaeieemo je sa F (t). 
Na taj naein u potencijalnoj energiji se pojavljuje elan xE(t), tako da 6e 
Lagrange-ova funkcija sistema biti: 

 

L  = m  x2 	
k22 

x2  
x F (t). 

2 

Odgovarajuea jednaeina kretanja je 

mx k x = F (t), 

•• 
x co 2  x = 1  F (t), 

m 

(22,1) 

iii 

(22,2) 

gde smo ponovo uveli frekvenciju o slobodnih oscilovanja. 
Kako je poznato, opgte regenje nehomogene linearne diferencijalne jednaaine 

sa konstantnim koeficijentima dobiva se u obliku sume dva izraza: x = x0  x 1 , 

gde je x0  opgte regenje homogene jednaeine, x 1  parcijalni integral nehomogene 
jednaeine. U datom slueaju x0  predstavlja slobodna oscilovanja, koja smo treti-
rali u prethodnom paragrafu. 

Posmatraeemo slueaj koji ima osobiti interes, kada je (prinudna sila) sila 
koja stvara prinudno oscilovanje takode prosta periodiena funkcija vremena sa 
nekom frekvencijom y: 

F (t) = f cos (y t 	(3). 	 (22,3) 

Parcijalni integral jednaeine (22,2) uzeeemo u obliku x 1  = b cos (y t f3) sa 

istim periodienim faktorom. Zamena u jednaeini daje: b = 	 m  (6) 2 y2) ; doda-

juei regenje homogene jednaeine, dobivamo opgti integral u obliku: 

x = a cos (o.)t + 	m (6)2 _ y2) cos (y t 	13). 	 (22,4) 

Proizvoljne konstante a i a se odreduju iz poeetnih uslova. 

5* 
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Na taj naein, pod dejstvom periodiene sile koja izaziva prinudno oscilovanje. 
sistem vrgi kretanje koje predstavlja zbir dva oscilovanja — sa sopstvenom 
frekvencijom w i sa frekvencijom ove sile y. 

Regenje (22,4) ne primenjuje se za slueaj takozvane rezonancije,  kada se 
frekvencija sile koja izaziva prinudno oscilovanje poklapa sa sopstvenom frek-
vencijom . sistema. Za nalaknje opgteg regenja- jednaaine kretanja u torn slueaju 
napisaaemo izraz (22,4) sa odgovarajueim novim oznakama konstanti u obliku: 

x = a cos (co t a) + m (6)2 	y2) [cos (y t p) — cos (6) t 

0 
RKada y co, drugi elan daje neodredenost °M 	

• 
oblika — azvijajuei ga po L' Hos= 

0  
pital-pravilu, dobivamo 

x = a cos (co t 	a) + 	6.3  t sin (a) t 	p). 	 (22,5 .) 

Na taj naein, u slueaju rezonancije amplituda oscilovanja raste linearno u odnosu 
na vreme (dotle, dok oscilovanja ne prestanu biti mala i sva izlokna teorija 
se ne mok primeniti). 

Objasnieemo jog, kako izgledaju mala oscilovanja u blizini rezonancije, 
kada je y = w + c, gde je e mala velicina. Predstavimo opgte regenje u kompleks-
nom obliku, kao 

	

x = A eiwt  Bet (w  + 8)t = (A + Bei") eiwt 	 (22,6) 

Kako se veliaina A + Beiet malo menja u toku perioda 2 'r  faktora eiwr, onda se 

kretanje u blizini rezonancije mok smatrati kao mala oscilovanja, ali sa promen-
ljivom amplitudom'). 

Ako poslednju oznaeimo sa C, imaeemo: 

C = A ± Bei" I. 

Ako A i B prikakmo respektivno u oliku aeia i be,0  dobivamo: 

c2  = a2  b2  + 2 ab cos (e t p — a). 	 (22,7) 

Na taj naein amplituda osciluje periodieno sa frekvencijom 	menjajuei 
se medu granicama 

a — bi<e<a + b. 

Ova pojava se naziva bijenje. 
Jednaeina kretanja (22,2) mote biti integrirana i u opgtem obliku pri 

proizvoljnoj vrednosti stile F(t). Ovo je lako ostvariti, ako je prethodno napigemo 
u obliku 

d 	• 	. 
(x zwx) iw.(x iwx) = 

1 

dt 

iii 

 

1 
— F(t), (22,8) 

 

1) Menja se takode „konstantni" 'elan u fazi oscilovanja. 
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gde je uvedena kompleksna veliaina 

= x 	 (22,9) 

Jednaeina (22,8) nije drugog, yea prvog reda. Bez desnog dela njeno regenje 
bi bilo = Aeic" sa konstantom A. Prema opgtem pravilu, tra2ieemo regenje 
nehomogene jednaCine u obliku = A (t) eiwt i za funkciju A (t) dobivamo 
jednaainu: 

A (t) = —
1 

F (t) 

Ako je integriramo, dobivamo regenje jednaeine .(22,9) u obliku: 

= eiwc f  —
m 

F (t) e— iwt dt 	co l1 , 	 (22,10) 

o 

 gde je konstanta integriranja Eo  uzeta tako,da predstavlja vrednost u momentu 
t = 0. Ovo je traZeno op§te regenje; funkcija x (t) je data imaginarnim delom 
izraza (22,10) (podeljenim sa ico)1). 

Energija sistema, koji vrgi prinudna oscilovanja, naravno ne odr2ava se. 
Sistem dobiva energiju na raaun izvora spoljanje side. Odredimo totalnu enegiju 
koju sistem dobiva za sve vreme dejstva side (od — oo do ± oo) pretpostavljajuei 
da je poaetna energija jednaka null. Prema formuli (22,10) (sa donjom granicom 
integriranja — oc umesto nule i sa (— oo) = 0) imamo za t oo : 

(oo ) 1 2  = 	 F (t) e — iwt dt 

_ 00 

12 

  

   

S druge strane, energija sistema je data izrazom 

m  • E 	
2 

(x2 + (0 2 x2) , 
2 1 

1 12 .. (22,11) 

Zamenjujuai ovde (oo)  1 2 ,  dobivamo traenu predatu energiju u obliku: 

oo 	 2 1 	1  
E = 

2m 	
F (t) — iwt dt 	 (22,12) 

—c 
 

Ona se odrecluje kvadratom modula Fourier-ove kompononte side F (t) sa frek-
vencijom, koja koja je jednaka sopstvenoj frekvenciji, sistema. 

Specijalno, ako spoljagnja sila dejstvuje samo u toku kratkog vremenskog 

intervala (malog u poredenju sa —
1

), onda mo2emo staviti da je eiwt 	1. Tada 
ee biti: 	 cu 

	( 	2 

2m 
F (t) t) . 

Ovaj rezultat je od ranije oaigledan: on izra2ava ainjenicu da kratkotrajna 
sila saopkava sistemu impuls S Fdt, ne uspevajuai da za to vreme iivrgi znatno 
pomeranje. 

1) Razume se, pri tome sila F (t) mora biti napisana u realnom 
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Zadaci 

1. Odrediti prinudna oscilovanja sistema pod dejstvom sile F (t), ako je u poeetnom 
momentu t = 0 sistem u miru u polo2aju ravnotde (x  =  0, x = 0) za slueajeve 

a) F = const  =  F0 . 
F0  

m w 

	

O d g o v o r: x = 	2  (1 — cos w t) ; dejstvo konstantne sile dovodi do pomeranja 

polo2aja ravnotde oko koga se vrgi oscilovanje. 
b) F  =  at. 

a 
Odgovor: x  =  — 3  (CO  t  — sin w t). m w 

c) F = Fo e—at. 

	

Odgovor: x— 	
F0 	 a 

m (w2 
 + 	a2)  (e—at—cos w t —a)  sin w t), 

d) F  =  Fo e—at COS 13t. 
Odgovor: 

Fo  
x — 	m [(w2  a2 	+ 4  a2 p2] 

	

( r.0 2 	a2 	p2) COS CO t + 

(w2 	a2 	r1 p 2\  ) sin  w  t 	e—at [(w 2 	a2  — [32) cos f3 t — 2 a f3 sin p ti} 

(pri regavanju silu je zgodno pisati  u  kompleksnOm obliku F = F, e a + i fl) 

2. Odrediti kona'enu amplitudu oscilovanja sistema posle dejstva spoljagnje sile, koja se 
Fo  t 

menja po zakonu F  =  0 kada je  t  <  0, F  = 	T  kada je 0 < t ( T, F = F0  kada je t > T 

(sl. 24); do momenta t  =  0 sistem se nalaz u miru u polaaju ravnotde. 

Si. 24 Si. 25 

Reg en j e. U intervalu vremena 0 < t < T oscilovanja, koja zadovoljavaju poeetni 
uslov, imaju oblik 

F0  

	

x 	3 (w t — sin w t). m Tw 

Kada je t > T traNeemo regenje u obliku: 
F 

	

x= c1  cos w  (t 	c2  sin w (t — T) 	a? • 

Iz uslova kontinualnosti x i  x  kada je t = T, nalazimo: 

F0 	 F 
cl  =  — m 	Tc03  sin  w T, 	c2 	mT

0
(0 3 (1  = 	— cos w T). 

Pri torn ee amplituda oscilovanja biti 
2F0 	co T 

	

a  =  cf + c2— m 	T ca3  siri 2  

Napominjemo da je ona utoliko manja, ukoliko se sporije "ukljueuje" sila F 0  (tj. ukoliko 
je veee T). 
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3. To isto za slue'aj konstantne sile Fo, koja dejstvuje u toku ograniCenog vremena 

T (sl. 25). 
Res enj e mo'lemo naCi kao u zad. 2, all joS" jednostavnije koristeei formulu (22,10). 

Kada je t > T imamo slobodna oscilovanja oko polaaja x = 0; pri torn 

rT 

_ o Fo 

	

( 	e—icoT) elan. 

	

m e iwt e— iwt dt = 	 
imw 

0 

Kvadrat modula daje amplitudu prema formuli I t 1 2 = a2 w 2 . Kao rezultat dobivamo: 

	

2F° 	w T 
a = m 	w 2  sin -2 • 2 

4. To isto u slu'aaju sile, koja dejstvuje u toku vremena od nule do T prema zakonu 

Fo  
F = -T- (sl. 26). 

Re e n j e. Na isti ngin dobivamo: 

o  
a= 

-

T

-

m

—

w3

V w2  T2  — 2 (a T sin co T ± 2 (1 — cos co T). 

2n 

5. To isto u slu .Caju sile, koja se u toku vremena menja od nule do T = w po zakonu 

F = Fa  sin ca t (sl. 27). 

F 

O 

Si. 26 Si. 27 

Reg e n j e. Ako zammimo u (22,10) 

Fo  
F (t) = F0  sin (.0 t 	(eon e—iwt) 

integriramo od nule do T, dobivamo: 

Fo  n 
a 	 

m(1 2 

§ 23. Oscilovanje sistema sa vise stepena slobode 

Teorija slobodnih oscilovanja sistema sa nekoliko (s) stepena slobode stvara 

se analogno onome kako su u § 21 tretirana linearna oscilovanja. 
Neka potencijalna energija sistema U kao funkcija generalisanih koordinata 

qi (i = 1,2, • ,$) ima minimum kada je qi = q20 . Uvodeei mala pomeranja 

xi =-- qi — qic, 	 (23,1) 



72 	 Mala oscilovanja 	 [Gl. V 

i razlauei u odnosu na niih U s taCnogeu do 61anova drugog reda, dobiCemo 
potencijalnu energiju u obliku pozitivno definisanje kvadratne forme: 

U 	km xi xk, 
	 (23,2) 

k 

gde ponovo raeunamo potencijalnu energiju od njene minimalne vrednosti. Kako 
koeficijenti kik i kki ulaze u (23,2) pomno2eni jednom istom velieinom xi Xh, 

onda je jasno, da ih mo2emo uvek smatrati simetrieninn po indeksima 

kik ---- kki. 

U kinetienu energiju, koja u opAtem slueaju ima oblik 

aik(q) qk 2 	• 
k 

[vidi (5,5)] stavljamo da je za koeficijente qi = qi0 i , oznaeavajuai konstante 
aik (q0) pomoeu mik, dobivanno je u obliku pozitivno definisane kvadratne forme 

1 	. 

2 

	

	
mik Xi Xk. 

k 

Koeficijente mik moemo takode uvek smatrati simetrienim prema indeksima 

mik = mki. 

Na taj naeiti, Lagrange-ova funkcija sistema, koji vrk mala slobodna oscilovanja, 
biee: 

• 
L  = 	(mik xi xk 	kik xi xk). 

k 

(23,4) 

Sastavimo sada jednaeine kretanja. Za definisanje izvoda koji u njih ulaze, 
napisaeemo totalni diferencijal Lagrange-ove funkcije: 

dL = 
2 	

(mik  Xi  dxk , L( 	• • 	 • d •  , 	 4- mik x k Xi - km xi dxk — km xk d xi 

k 

Kako velieina sume, razumljivo, ne zavisi od oznaka indeksa sumiranja, 
promenieemo u prvom i tteeem elanu u zagradama i sa k, a k sa i. Uzimajuei 
u obzir pri torn simetrienost koeficijenta mik i km, dobivamo: 

. 	. 

	

dL 	(mik Xk d xi — kik xk dxi). 

k 

Odavde je jasno, da je 

a I, ___ 	1  , 
a L  —1: ma, xk, 

a xi  a xi 	
Rik Xk. 

	

k 	 k 

(23,3) 
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Prema tome Lagrange-ove jednaCine bite 

 

mik X.•  k 	kik Xk 	0. (23,5) 

One predstavljaju sistem s (i = 1,2, • • • , s) linearnih homogenih diferenci-
jalnih jednaeina sa konstantnim koeficijentima. 

Prema opkim pravilima regenja takvih jedngina tra2ieemo s nepoznatih 
funkcija xk (t) u obliku: 

Xk =Ak ei"", 	 (23,6) 

gde su Ak neke, za sada neodreclene, konstante, Zamenjujuei (23,6) u sistem 
(23,5) dobivamo posle skraeivanja sa eiwt sistem linearnih homogenih algebarskih 
jednaana koje moraju zadovoljavati konstante Ak: 

E(_ ,,, 2  mik + kik) Ak = O. 	 (23,7) 

Da bi taj sistem imao regenja razaita od nule, .njegova determinanta treba 
da bude jednaka null: 

k - (1) 2  mik I = 0. (23,8) 

Jedna6ina (23,8), takozvana karakteristicna jednaeina — predstavIja jednginu 
stepena s u odnosu na w 2: Ona ima u opgtem sh.feaju s razlieitih realnih 
pozitivnih korena w a2 , a = 1,2, • •  •  , (u specijalnim slu6ajevima neki od tih 
korena mogu se poklapati). Tako definisanje veli6ine w a  nazivaju se svojstvene 
frekvencije sistema. 

Realnost i pozitivnost korena jednaelne (23,8) su od Tar* o6igledni 
zbog fizicicih razloga. I zaista, postojanje u w imaginarnog dela, ozna6avalo bi 
postojanje u vremenskoj zavisnosti od koordinata xk (a sa njima i brzina xk) 
faktora koji eksponencijalno raste. Ali postojanje takvog faktora u datom Slue'aju 
nije dozvoljeno, jer bi dovelo do promene totalne energije E = U T sistema 
u toku vremena, gto je u protivre6nosti sa zakonom njenog odr2anja. 

U to se mo2emo uveriti i eisto matematiaim putem. Pomno2ivgi jednaainu 
(23,7) sa A*i  i izvrgivgi sumiranje po i, dobivamo 

odakle je 

mik + kik) Ai Ak' 

(U 2 = 
kik 24'; Ak 

mik Al Ak 

Kvadratni oblici u brojitelju i imenitelju ovog izraz su realni, zbog real-
nosti i simetri6nosti koeficijenata kik i mik, pa je 

(L kik A.; A k) = > kik Ai Al 	kki Ai Ak = E kik Ak 
k 	 i,k 	 i,k 



74 	 Mala oscilovanja 	 [Gl. V 

Oni su takode u sugtini pozitivni, a zbog toga je pozitivno i 0 1). 
Pogto su nadene frekvencije co a, zamenjujuei svaku od njih u jednaeine 

(23,7) mokmo naci odgovarajuee vrednosti koeficijenata Ak. Ako su svi koreni 
karakteristiene jednaeine razlieiti, onda su, kako je poznato, koeficijenti Ak 
proporcionalni minorima determinante (23,8) u kojoj je to zamenjeno odgova-
rajueom vrednogeu (t ,  a  ; oznaehno te minore sa Ak a  .  Parcijalno re§enje sistema 
diferencijalnih jednaeina (23,5) ima, prerna tome, oblik 

xk = Aka  Ca  eiw  

gde je Ca  — proizvoljna (kompleksna) konstanta. 
Opgte reknje j dato sumom svih s parcijalnih regenja. Prelazeei na 

realni deo, napisaeemo ga u  obliku 
S  

xk = Re  E  Ak a  Ca  eiwat E ,Aka ea 
a = 1 

gde smo uveli oznaku 

(23,9) 

	

(-) a  ------  Re {Ca  eiwat}. 	 (23,10) 

Na taj naein prOmena  svake  koordinate predstavlja dodavanje s prostih 
periodienih oscilacija 0 1, 02, • • •  ,  Os sa proizvoljnim amplitudama i fazama, ali 
koje imaju potpuno odredene frekvencije. 

Prirodno nastaje pitanje, nije li mogueno uzeti generalisane koordinate 
tako, da bi svaka od njih  vrAila  samo jedno prosto oscilovanje? Sam oblik 
op§teg integrala (23,9) ukazuje put za regenje toga zadatka. 

U samoj stvari, posmatrajuei s relacija (23,9) kao sistem jednaeina sa s nepo-
znatih velieina O a , mokmo re§avajuei taj sistem izraziti velieine 0 1 , 02,  • • •  , Os 
pomoeu koordinata x1, x2, •  ,  xs. Prema tome velieine O a  mokmo smatrati kao 
nove generalisane koordinate.  Te  koordinate se nazivaju normalne (ili glavne), 
a jednostavna periodiena oscilovanja koja one srge, nazivaju se — normalna 
oscilovanja sistema. 

Normalne koordinate  Oa  zadovoljavaju, kako izlazi iz njihov definicije, 
j ednaeine 

	

O.  +Wz®a  =  0. 	 (23,11) 

To znaei da se u normalnim koordinatama jednaeine kretanja raspadaju na s 
uzajamno nezavisnih jednaeina. Ubrzanje svake normalne koordinate zavisi samo 
od vrednosti te iste koordinate, i  za  p otpuno definisanje njene zavisnosti od vremena, 
potrebno je znati samo njene poeetne vrednosti i odgovarajuee brzine. Drugim 
reeima, normalna oscilovanja  sistema  su potpuno nezavisna. 

1) Pozitivna odredenost  kvadratne  forme, koja je sastavljena iz koeficijenta kik, o6evidna 
je iz njihove definicije u (23,2)  za  realne vrednosti promenljivih. Ali ako napi§emo kompleksne 
velicine Ak u eksplicitnom obliku kao ak ibk dobivamo (ponovo zbog sitmtrienosti kik): 

E kik Aa Ak 

k 

 

kik  (ai — ibi) (ak ibk)  = 	kik ai ak +1.] k ik b .  bk 5 

k k 

tj. sumu dva pozitivno definisana oblika. 
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Iz izloknog je oeigledno, da se Lagrange-ova funkcija, koja je izrakna porno-
Cu normalnih koordinata, raspada na sumu izraza od kojih svaki odgovara 
jednodimenzionalnom oscilovanju sa jednom od frekvencija w a  , tj. ima oblik 

L 	
2 

(Oa _ cu'a 	 (23,12) 
a 

gde su ma  pozitivne konstante. Sa matematielog gledigta to znaei, da se transfor-
macijom (23,9) obe kvadratne forme — kinetieka energija (23,3) i potencijalna 
(23,2) — jednovremeno dovode na dijagonalni oblik. 

Obieno se normalne koordinate uzimaju tako, da koeficijenti uz kvadrate 
brzina u Lagrange-ovoj funkciji budu jednaki jedinici. U torn cilju dovoljno je 
odrediti normalne koordinate (oznaeieemo ih sada Qa ) jednaeinama 

Q.= lima ®, 	 (23,13) 

Tada ee biti 

2 E (Q. —  (Va Qa )• 
a 

integrala jednaeine kretanja ostaje isti (sa istim brojem s '61anova), samo s torn 

razlikom da koeficijenti Aka  koji odgovaraju vigestrukim (multiplumima) frekvencija-
ma nisu vise minori determinante, koji, kao sgto je poznato, u torn slueaju ostaju 

jednaeine .postoje koreni koji se mogu skratiti. Opgti oblik (23,9) i (23,10) 
Sve izlokno se malo menja u slueajui kada medu korenima karakteristiene 

jednaki nulil). 
Svakoj vigestrukoj (ili kako se kak, degenerisanon frekvenciji odgovara 

toliko razlieitih normalnih koordinata, kojeg je stepena mnogostrukost, ali izbor 
tih normalnih koordinata nije jednoznaean. Kako u kinetiakoj i potencijalnoj 

2 	2 

energiji normalne koordinate (sa jednakim w a) ulaze sume Q„ i Qa  , koje se 
podjednako transformigu, to ih mokmo podvrgnuti ma kakvoj linearnoj transfor-
maciji pri kojoj suma kvadrata ostaje invarijantna. 

Vrlo jednostavno je nalaknje normalnih koordinata za trodimenzionalna 
oscilovanja jedne materijalne taeke, koja se nalazi u konstantnom spoljagnjem 
polju. Pomerajuei koordinatni poeetak Descartes-ovog sistema u taeku sa mini-
malnom potencijalnom energijom U (x, y, z,), dobieemo poslednju u obliku 
kvadratne forme promenljivih  x,  y, z, a kinetieka energija 

m • 	• 	• ( x2 + y2 _4_ z2) 
2 \ 

(m je masa eestice), ne zavisi od izbora orijentacije koordinatnih osa. Zbog 
toga odgovarajuaim obrtanjem osa, treba samo potencijalnu energiju dovesti na 
dijagonalni oblik. Onda je: 

m • 	• 	• 	1 	 (23,14) L 	( x2 + y2 + 	 (k1 x2 + k2 y2 + k3 z2) ,  

2 	 2 

1) 
Nemoguenost nastajanja u opgtem integralu elanova, koji sadrIe uporedo sa ekspo-

nencijalnim i stepenske vremenske faktore, oeigledna je na osnovu istih fiziekih predstava, koje 
iskljueuju postojanje kompleksnih „frekvencija": postojanje takvih elanova bi protivrealo za- 

konu odrIanja energije. 
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a oscilovanja duz osa x, y, z, su glavna sa frekvencijama 

(01 = 
ki  

(02 

k 2 (0 3  = 

 

      

U specijalnom slueaju centralno-simetrienog polja(k 1 = k2  = k3 	k, 
k r2  

U = —
2

) ove tri frekvencije se poklapaju (vidi zad. 3). 

Korigeenje normalnih koordinata daje moguenost da se zadatak o prinudnim 
oscilovanjima sistema sa nekoliko stepena slobode svede na zadatke o linearnim 
prinudnim oscilovanjima. Lagrange-ova funkcija sistema, sa uzimanjem u obzir 
promenljivih spolja§njih sila, koje na njega dejstvuju, ima oblik 

L  = 	F k (t) X k, 	 (23,15) 

gde je Lo  Lagrange-ova funkcija slobodnih oscilovanja. Uvodeei umesto koordi-
nata xk normalne koordinate, dobivamo 

L = 
 2 

 1E,  (Q 2  -- (02 Q2) + Ef (t) Q., 
a 

gde je uvedeno ozngavanje 

Aka  
f (t) 	F k (1) r 	• 

V ma 

Prema tome jedna6ne kretanja 

Q. + co2 Q. = fa (t) 

sadr2avaee samo po jednu nepoznatu funkciju Qa (t) . 

(23,16) 

(23,17) 

Zadaci 

1. Odrediti oscilovanje  sistema  sa dva stepena slobode ako je njegova Lagrange-ova funkcija 

L  = 
1 • 

(x2  + y2) — 
2 (.00 

-2  (x2  + y2) + axy 

(dva ista linearna sistema sa sopstvenim frekvencijama co o  povezana uzajamnim dejstvom axy). 

Regenj  e.  Jedna'eine kretanja Mee: 

•• 

	

x + x --- ay, 	y + (.4y a x. 

Zamena (23,6) daje: 

	

A, (6)8 — (4 2) = a A y , 	Ay  (c 0  — (0 2) = a Ax  

Karakteristfona jedngina je ( (to 0)2 = a2, odakle izlazi: 

,2 	_2 tuo 	a, 	= (03 + a. 

Kada 	jednaZine (1) daju A x  = Ay , a kada je o.) = co 2, A x  — A y . Zbog toga Mee 

x 	1  

	

(Q1 + Q2) , 	y = ir--2  (Q1 — Q2) 
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1 
(koeficijent 

ir 2 odgovara normiranju normalnih koordinata koje je navedeno u tekstu). 

Kada je a < co 02  (slaba veza) imaeemo; 

a 
o), coo  — , — 2 

a 
cot ';--=`; coo 	' 

Promena x i y predstavlja u torn shgaju slaganje dva oscilovanja sa bliskim frekvencijama tj. 
imaju karakter bijenja sa frekvencijom co 2  — Wl = a (v. § 22). Pri torn, u momentu, kada ampli-
tuda koordinate prolazi kroz maksimum, amplituda y prolazi kroz minimum i obratno. 

2. Odrediti mala oscilovanja dvostrukog klatna u ravni (sl. 1). 
Reg e n j e. Za mala oscilovanja (cp i  < 1, p2  < 1) Lagrange-ova funkcija koja je nadena 

u zadatku 1. § 5, dobiva oblik : 

ml  + m2 • 
L —  	2 1  

2 	1 	' 

Jedngine kretanja su: 

m 12 .,2  22 
2 Y2 

• • 	1121 + m2 	 7212 
+ m2 11 12 (1)1 92 — 	2 	g 	— 2 gl2 Pg. 

(ml + m2) 11 + m2 12 92 + (ml + M2) g = 0, 

Posle zamene (23,6), biee: 
	 cpi  + 12 92 + gp2  = 0. 

Al  (m1 +m2) (g —1 1 (02) — A 2  6/2  M2 /2 = 0, 

— Al 11 6)2  + A 2 (g — 12 6)2) = O. 
Koreni karakteristi6ne jedna6ine su: 

,2 g  
2 m1  11  12 	7111 	m2) 	+ 12) -1- (ml 	1/22) 	+ m2) (11 + 1212 —4 m1 11 12]) 

	

Kada m 1  -+ co frekvencije tee limesima 	 koji odgovaraju nezavisnim oscilovanjima 
ll   2 dva klatna. 

k r2  3. NaOi trajektoriju kretanja e'estice u centralnom polju U = 	2  (takozvani prostorni 
oscilator). 

Reg e n j e. Kao i u svakom centralnom polju, kretanje se vrgi u jednoj ravni, koju 
uzimamo kao ravan x, y. Promena svake od koordinata x, y je prosto oscilovanje sa jednakim 

frekvencijama co = 

iii 
	 x = a cos (co t 	cc), 	y = b cos (co t 	13), 

x = a cos 9, 	 y = b cos (p + 8) = b cos a cos p — b sin 8 sing), 

gde su uvedene oznake p = w t + cc, a = p — a. Ako odavde odredimo cos cp i sin cp i obrc-
zujemo zbir njihovih kvadrata, dobivamo jednaCinu trajektorije: 

x 2 

	

y 2 	2 xy 
a2 	b2 	a 	b  cos 8 = sin2  8. 

Ovo je elipsa sa centrom u koordinatnom poe'etku 1). Kada je 8 = 0 ili n, trajektorija se 
degenerfge u otse6ak prave. 

kr2  
1) Cinjenica da se u polju sa potencijalnom energijom U = 2 kretanje vrE po zat- 

vorenoj krivoj, vee je bila pomenuta u § 14. 
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§ 24. Oscilovanje molekula 

Ako imamo posla sa sistemom eestica koje medusobno dejstvuju, ali se 
ne nalaze u spoljagnjem polju, onda njegovi stepeni slobode nemaju svi oscilatorni 
karakter. Tipiean primer takvih sistema kretanja su molekuli. Pored kretanja, 
koja predstavljaju oscilovanja atoma oko njihovih polo2aja ravnotde unutar 
molekula, molekul kao celina mote da vrgi translatorno i rotaciono kretanje. 

Translatornom kretanju odgovaraju tri stepena slobode. Toliko isto ima u 
opgtem slueaju rotacionih stepena slobode, tako da od 3n stepena n - atomskog 
molekula svega 3n-6 odgovaraju oscllatornom kretanju. izuzetak dine molekuli 
u kojima su svi atomi postavljeni dug jedne prave. Kako nema smisla govoriti 

o rotaciji oko to prave, to rotacionih stepena slobode u torn slueaju ima svega 
dva, tako da oscilatornih ima 3n — 5. 

Pri regavanju mehaniekog zadatka o oscilovanjima molekula, korisno je od 
samog poeetka iskljueiti iz razmatranja translatorne i rotacione stepene slobode. 

Da bismo isklueili translatorno kretanje treba smatrati da je totalni impuls 
molekula jednak nuli. Kako taj uslov oznaeava nepokretnost centra inercije 
molekula onda ga mokmo izraziti u obliku konstatnosti triju koordinata posled- 

njeg. Ako stavimo ra = rao  + ua (gde je no  radijus-vektor nepokretnog polo2aja 

ravnotek  a-tog  atoma, a ua  njegovo odstupanje od toga polo2aja); predstavi-

tem° uslov 

	

E Ma ra = C011St 	Ma rap 

u obliku: 

	

Ma tia 	0 . 
	 (24,1) 

Da bismo iskljuaili rotaciju molekula, treba staviti da je njegov totalni moment 
impulsa jednak nuli. Kako moment nije totalni izvod po vremenu od ma koje 
funkcije koordinata, onda uslov njegovog ikezavanja ne mok biti, opgte uzev, 
izrakn u obliku izjednaeavanja sa nulom takve funkcije. Medutim, slueaj malih 
oscilovanja upravo predstavlja izuzetak. U samoj stvari, stavljajuti ponovo 

ra = rap 	Ua i zanernarujuti male velieine drugog reda u odnosu na porneranje 

ua, predstavitemo moment impulsa molekula u obliku: 

d 
Ma (ra X;.) „1: ma 	x ;ia) —

d t 	
Ma Val)  X Ua). 

Uslov da on bude jednak nuli u toj aproksimaciji se mok, prema tome, predsta-
viti u obliku 

E Ma (rap  X 14a) = 0 	 (24,2) 

(koordinatni poeetak pri torn mok biti proizvoljno uzet). 
Normalna oscilovanja molekula mogu biti klasificirana prema karakteru 

kretanja atoma u njima na osnovu rezonovanja vezanih za simetriju polo2aja 
atoma u molekulu (u polo2ajima ravnotek). U to svrhu postoji opgti metod, 
osnovan na korikenju teorije grupa; on je izlokn u drugom tomu ovoga kursal). 
Ovde tem° analizirati samo izvesne elementarne slueajeve. 

Vidi „Kvantna mehanika", t. 3. 
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Ako se svih n atoma molekula nalaze u jednoj ravni, onda se mogu 
razlikovati normalna oscilovanja, koja zadr2avaju atome u toj ravni, i normalna 
oscilovanja, pri kojima atomi izlaze iz ravni. Lako je odrediti broj jednih i 
drugih. Kako za kretanje u ravni postoji svega 2n stepena slobode od kojih dva 
translatorna i jedan rotacioni, onda broj normalnih oscilovanja koja ne izvode 
atome iz ravni iznosi: 2n — 3. Ostalih (3n —6) — (2n —3) = n — 3 oscilatornih 
stepena slobode odgovaraju oscilovanjima koja izvode atome iz ravni. 

U slueaju linearnog molekula mo2emo razlikovati longitudinalna oscilovanja, 
koja mu odnavaju pravolinijki oblik i oscilovanja, koja izvode atome sa prave 
linije. Kako kretanju n eestica po liniji odgovara svega n stepena slobode, 
od kojih je jedan translatorni, onda broj oscilovanja, koja ne izvode sa prave, 
iznosi n — 1. Kako je ukupan broj oscilujueih stepena slobode linijskog mole-
3n — 5, to postoje 2n — 4 oscilacije, koje izvode atome sa prave. Medutim, 
ovim oscilovanjima odgovaraju svega n — 2 razlieite frekvencije, jer svako takvo 
oscilovanje mote se realizovati na dva nezavisna naeina — u dve uzajamno 
normalne ravni (koje prolaze kroz osu molekula); na osnovu principa simetrije, 
oeigledno je, da svaki takav par normalnih oscilovanja ima istu frekvenciju. 

Zadaci 1) 

1. Odrediti frekvenciju oscilovanja linearnog troatomskog simetri6ng molekula AB (sl. 2F). 
Predpostavlja se, da potencijalna energija molekula zavisi samo od rastojanja A —B i B — A 
i od ugla ABA. 

Re§enj e. Longitudinalna pomeranja atoma x 1, x2, 
x3  su zbog (24,1) vezana relacijom: 

mA (xi  + x3) + mB x2  = O. 

Pomau nje eliminigemo x2  iz Lagrange-ove funkcije longi-
tudinalnog kretanja molekula 

mA • 	• 	MB • 	k 
L = —2— (x + xg) + 2 x2 — 2

1 
 [(x1  — x2)2  + (x3— x2) 2], 

posle toga uvodimo nove koordinate: 

   

; 

ci 

Si. 28 
Qa = x1 + X3, 

Kao rezultat dobivamo: 

Qs  = x1  — x3 . 

mA 	mA A 2 	k1112  • 2 	k1  (12  
4 — 4m2 va — 4 vs 4mB 

(la = 2mA + mB je masa molekula). Odavde se vidi da su Qa  i Qs  normalne koordinate (sa 
taCnaeu do normiranja). Koordinata Qa  odgovara antisimetri6nom oscilovanju u odnosu na 
sredinu molekula (x1  = x3 ; sl. 28, a) sa frekvencijom: 

tile =
klu  

 

mA mB 

Koordinata Q1  odgovara simetriCnom (xj.  = — x3 ; sl. 28, b) oscilovanju sa frekvencijom 

3 	t 	2 	t 
A 	3 	A 

B 

cosi = 
kl  
mA 

1) Izrgunavanja oscilovanja slaenijih molekula mogu se naai u knjigama: M. B. B0.11b -

Kanto:Deux, M. A. Eliblittteettn, E. II. Ciiieftatio6, Oscilovanja molekula, rocTexnagaT, 1949.; 

E. Tepy6epti, Oscilatorni i rotacioni spektri vikatomnih molekula, 1/11/1JI, 1949. 
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Transverzalna pomeranja atoma yi, y2, y3  zbog (24,1) i (24,2) su vezana relacijama 

mA (yi  + Y3) + mB Y2 = 05 	Y1 = .Y3 

(simetrf6no oscilovanje savijanja, sl. 28, c). Potencijalnu energiju savijanja molekula napisaaemo 

k 2 12 82 
u obliku 	2  , gde je 8 odstupanje ugla ABA od vrednosti a; ono se izra2ava pomoou 

pomeranja prema relaciji 

8 = 17 	— .Y2) + (y3 —y2)]. 

Izralavajuai sva pomeranja y i, y2  y3  pomoeu 8, dobieemo Lagrange-ovu funkciju trans-

verzalnog oscilovanja u obliku 

mA • 	• 	ms • 	k2 12 	mA mB • , 	k2  12  

L -27 (yi+ .YD + -2 3/ 	82 = 4 13.  /2 82' — Th 

odavde je frekvencija 
IY T 2k2p  

I mA mB 

2. Isto to za molekul ABA trougaonog oblika 

(sl. 29). 
Re§enj e. Zbog (24,1) i (24,2) komponente 

pomeranja u atoma u 'pravcima X i Y '(sl, 29) vezane 

su relacijama 

mA 	,c3) mB X2 0, 

(0,2  

mA (Y1 + Y2) + mBY2 = 0, 

sin a (y1  —13) — cos a (x1  + x3) 0. 

Promene 84 i 812  rastojanja. A —B iB —A dobivaju 
-+ • -› 	--+ 

	

S1. 29 	
se projektovanjem vektora u 1  — u2  i u3  — tr2  na pravce 

linija AB i BA; 

8.11  = (x1  — x2) sin a + (Yi —y2) cos a, 

812  = (x3  — x2) sin a + (y3  —y2) cos a. 

Promena ugla A B A se dobiva projektovanjem istih vektora na pravac koji je normalan na 

odseke AB i BA: 

1 	 1 	 • 

8 = 	(x1  — x2) cos a — (y1  — y2) sin a] + 7 [ — (x3  — x2) cos a — , (ye  — y2) sin a]. 

Lagrange-ova funkcija molekula biae: 

' mB 	k1 	 k2  12  

	

L 	
mA 
2- (ui! 	t.1) -2--  1.4 — - 2 -  (8 q.  + 8 /2) — 	82. 

Uvedimo nove koordinate 

Qa = 	x3, 	gri Xi X 3 , qS2 = Y1 + 



1 	 1 
y3  = -y (qs2  — Qa ctg a), 

inA 
Y2 = — MB qs2, Yi = 	(qs2 + Qa ctg a), 
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Komponente vektora u se izra2avaju pomou njih prema relacijama 

1 	 1 
x1  = 	(0.a 	qsi) ' 	X3 = 2 (Qa 	(kJ), x2  = — MA Jai L,  MB — 

a za Lagrange-ovu funkciju posle izra'6unavanja dobivamo 

mA (2mA 	1 	n• 2  , mA • , mA p. • 2  L — 4 mB + sin a 'a m  4 'Is' -1-  4mB gs 2  — 

lei  (2mA 	1 	2mA 	el — Q
a 
— --- mB  + sin2  a -- 1 + — 

mB 
sine a — - 4 lei  sin2  a + 2k2  cos 2  a) — 

11  
— 02 A 

'"B 
u 	2  (k1 cost a -I- 2 k2  sin2  a) + qn  qs2 2 mB  (2 k2  — k1) sin a. 

-7   

Odavde je o6igledno, da koordinata Qa  odgovara normalnom oscilovanju sa frekvencijom 

Wa 	

k1 	2mA
sin2 = mA +  mB a) , 

koje je antisimetri'eno u odnosu na osu Y (x 1  = x3, y1  = — ye; sl. 29a). 

Koordinate qn  i qs2  istovremeno yak za dva oscilovanja simetriCna u odnosu na osu 
Y: x1  = — x3, yi  = y3 ; sl. 29, b i c, C'ije se frekvencije co si  i cos2  odreduju kao koreni karak-
teristi'ene jednae'ine, koja je kvadratna (po co 2) 

2  [ ( 1  + mB cost  a) + 2k2  2 	O• 
+ 2 MA sin2 a + 2p.k, k2  

Kada je 2a = r sve frekvencije se poklapaju sa frekvencijama u zadatku 1. 
3. Isto to za linearni nesimetri6ni molekul ABC (sl. 30). 
R e e n j e. Longitudinalna (x) i transverzalna (y) po-

meranja atoma vezani su relacijama 1,  

C 	B 

 ki 	k2  /2  

	

_ 2 	4)2 + _2  _ (312)2 + 	62 

(2/ = 11  + /2). IzraLinavanja, koja su analogna izra6unavanjima izvrgenim u zadatku 2, dovode 
do vrednosti 

— 

k 2 12 	a 	412) 2  — /
1  2 /

2  mc MA MB 

za frekvenciju tTansverzalnog oscilovanja i do kvadratne (po co 2) jedna6ine 

1 

	

6)4 G12 [ki  (— 	1 	( 1 + 1 )1 + 	ki  
= 0 mA mB) 	mB mc)] MA MB MC 

za frekvencije coi l  i coh  dva longitudinalna oscilovanja. 
■ 

6 Mehanika 

W4 — 
MA 	MB 	 MA 	MB 	 MB MA 

mA 	mB x2  + mc x3 = 0, mA Y + MB Y2 MC Y3 = 0,  

SI. 30 
mA ll yl = mC l2 Y3• 

Potencijalnu energiju iztezanja i savijanja napisaeemo u obliku: 
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§ 25. Prigugena  oscilovanja 

Do sada smo uvek podrazmevali da se kretanje tela vrgi u vakuumu iii da se 
uticaj sredine na kretanje mote zanemariti. U stvari, pri kretanju tela u sredini 
ova pru2a otpor, tekei da uspori kretanje. Energija tela koje se kreee, pri torn 
na kraju krajeva, prelazi u toplotu, iii kako se kak, rasipa se (nastaje disipacija). 

Proces kretanja u tim uslovima yea nije eisto mehanieki proces pa je za 
njegovo analiziranje potrebno uzeti u obzir kretanje same sredine i unutragnje 
toplotno stanje, kako sredine, tako i tela. Specijalno, yea se ne mok konstato-
vati u opkern slueaju da  je  ubrzanje tela u kretanju funkcija samo njegovih 
koordinata i brzine u datom momentu, tj. ne postoje jednaeine kretanja u torn 
smislu, kakav imaju u mehanici. Na taj naein zadatak o kretanju tela u sredini 
yea nije zadatak mehanike. 

Medutim, postoji odredena kategorija slueajeva, kada kretanje u sredini 
mok biti priblizno opisano pomoeu mehaniekih jednaeina kretanja uvodenjem 
,u njim odredenih dopunskih elanova. Ovde dolaze oscilovanja sa frekvencijama, 
koje su male u odnosu na frekvencije karakteristiene za unutragnje disipativne 
procese u sredini. Pri ispunjenju toga uslova, mok se smatrati da na telo 

dejstvuje „sila trenja", koja zavisi samo od njegove brzine (za datu homogenu 

sredinu). 
Ako je pri torn ova brzina dosta mala, onda silu trenja mokmo razlaiti 

po stepenima u odnosu na nju. Nulti 'elan reda je jednak nuli, jer na nepokretno 
telo ne dejstvuje nikakva sila trenja, i prvi elan, koji nije jednak nuli, propor-
cionalan je brzini. Na taj naain generalisanu silu trenja ftr, koja dejstvuje na 

sistem, koji vrgi linearna mala oscilovanja sa generalisanom koordinantom x, 
mokmo napisati u obliku 

ftr — ax, 

gde je a pozitivni koeficijent,  a  znak minus pokazuje da sila dejstvuje u stranu 
koja je suprotna brzini. Dodajuei to silu na desnu stranu jednaeine kretanja, 
dobivamo [upor. (21,4)]: 

mx = — kx — x. 

Podelieemo je sa m i uvekemo oznake 

a 
(0 2  — 2X. 

m 	 m 

(25,1) 

(25,2) 

wo  je frekvencija slobodnih oscilovanja sistema u odsustvu trenja. Velieina X se 

naziva eksponent (ili dekrement) (slabljenja) prigu.sVvanja (atenuacije, slabljenja). 

Na taj naein imamo jednaeinu: 
•• 
x  2X x wg x = 0. 	 (25,3) 

Prema opkim pravilima regavanja linearnih jednaeina se konstantnim koeficijen-

tima, stavieemo x = ert i imaeemo za r karakteristienu jednaeinu: 

r2 2Xr  wg = 0. 
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odavde izlazi 

r1, ~ = — A±VA2— cuo. 

Opgte regenje jedngine (25,3) je: 

x =  cl  eri 	c2  ere r  . 

Ovde treba razlikovati dva slueaja. 
Ako je A < w0, onda imamo dve kompleksno-konjugovane vrednosti za r. 

Opke regenje jednaeine kretanja u torn slueaju mote biti predstavljeno u obliku: 

x = Re {A exp (— A t 	Val — A2  t)}, 

gde je A proizvoljna kompleksna konstanta. Inge mokmo napisati relaciju: 

x = a e—  At  cos (cut-{-  a), 	cu = Vcuo — X2, 	 (25,4) 

gde su a i a realne k6nstante. Kretanje izrakno ovim formulama predstavlja 
takozvana prigus'ena oscilovanja. MoIemo ga smatrati kao harmonijska oscilovanja 
sa amplitudom koja eksponencijalno opada. Brzina opadanja amplitude se 
odreduje eksponentom A, a „frekvencije" w oscilovanja je mania od frekvencije 
slobodnih oscilovanja u odsustvu trenja; kada je A < (o 0  razlika izmedu w i co 0 

 je mala velieina drugog reda. Smanjenje frekvencije pri trenju trebalo je od 
ranije oeekivati, jer trenje uopke zadnava kretanje. 

Ako je A < w0, onda se za vreme jednog periods 27c — amplituda priguge- 
co 

nog oscilovanja skoro ne menja. U tom slueaju, ima smisla posmatrati srednju 
(u odnosu na period) vrednost kvadrata koordinate i brzine, zanemarujuei pri 
dovodenju na srednju .vrednost promenu faktora e At.  Ovi srednji kvadrati, 
o::igledno su proporcionalni sa Zbog toga i srednja vrednost energije 
sistema opada prema zakonu: 

E = E e -2At
, 
	 (25,5) 

gde je E0  poeetna vrednost energije. 
Neka je sada A > co o. Tada su obe vrednosti za r realne, pri emu su 

obe negativne. 
Opki oblik regenja biee 

x = e— —V  — 	c  2  e 	+11  A z  — wi23)  . 	 (25,6) 

Vidimo da se u torn slueaju, koji nastaje pri dosta velikom trenju, kretanje 
sastoji u monotonom opadanju  x,  tj. u asimptotskom (kada t oo) priblaavanju 
polo2aju ravnoteZe bez oscilovanja. Ovaj tip kretanja se naziva aperiodzena 
atenuaczj a (prigugenje). 

Na kraju, u specijalnom slueaju, kada je A = cu 0, karakteristiena jednaeina 
ima svega jedan (dvostruki) koren r = Kao gto je poznato, opke regenje 
diferencijalne jednaeine u torn slueaju ima oblik: 

x  = (c1 	c2  t) e — at. 	 (25,7) 

Ovo je specifiean slueaj aperiodiene atenuacije. Ona takode nema oscilatorni 
karakter, mada i nije, obavezno monotona. 

6* 
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Za sistem sa vise stepena slobode, generalisane sile trenja, koje odgova-
raju koordinatama xi, su linearne funkcije brzina oblika 

fitr = _E ocik 
	 (25,8) 

Sa 6isto mehanfekih pozicija ne mogu se stvoriti nikakvi zaklju'Oci o svojstvima 
simetrije koeficijenta ccik prema indeksima i i k. Metodima statistftle fizike se 
moze pokazatil) da je uvek 

OCik = CCki. 
	 (25,9) 

Zbog toga izrazi (25,8) mogu biti napisani u obliku izvoda 

a F 	 (25,10) 
axi  

kvadratne forme 

	

F = —
2 	

CCik;i xk, 
	 (25,11) 

k 

koja se naziva disipativna funkcija. 
Sile (25,10) moraju biti dodate na desnu stranu Lagrange-ove jednaane: 

d aL aL aF 

	

= 	• 
dt ax, 	axi  • axi  

Disipativna funkcija ima sama po sebi va2an fizi6ki smisao—njom se odre-
duje intenzivnost disipacije energije u sistemu. U to se je lako uveriti izraeu-
navgi izvod po vremenu mehani6ke energije sistema. Imaeemo: 

dE d xi aL 
d t 	dt 	a xi Jli  

	

x.if d 	 aL \=—Ex. i aF  E 	. • 

	

t 	axi ) 	axi 

Kako je F kvadratna funkcija brzine, onda zbog Euler-ove teoreme o homoge- 
nim funkcijama, suma na desnoj strani jednaaine iznosi 2F. Na taj na'ain biee: 

d E 
	= 	2F, 	 (25,13) 
dt 

tj brzina promene energije sistema je data dvostrukom disipativnom funkcijom. 
Kako disipativni procesi dovode do smanjenja energije, onda uvek mora biti 
F> 0. tj. kvadratna forma je sugtinski pozitivna. 

Jednaeina malih oscilovanja pri nastajanju trenja, 
sila (25,8) na desnoj strani jedngine (23,5): 

 

E m,k xk +E kik Xk = 	 Xk. (25,14) 

Ako u to jednaane stavimo: 

 

 

Xk = Ak ert  

 

1) Vidi „Statistiela fizika", t. 5. 

 

fitr = 

(25,12) 

dobiva se dodavanjem 
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dobivamo posle skraCivanja sa  et  sistem linearnih algebarskih jednaana za kon-
stante Ak: 

(mik  r2 	ccik r 	kik) Ak  =  0. 	 (25,15) 
k 

Izjedngujuai sa nulom determinantu tog sistema, nalazimo karakteristknu jedna6nu 

Mik  r2 	r 	kik = 0. 	 (25,16) 

iz koje se odreduje vrednost r. 

Ovo je jedngina 2s-tog stepena u odnosu na r. Kako su svi njeni koefi-
cijenti realni, onda su njeni koreni bilo realni, bilo po dva kompleksno konju-
govani. Pri torn su realni koreni uvek negativni, a kompleksni imaju negativan 
realni deo. U protivnom slue'aju, koordinate i brzine, a sa njima i energija 
sistema bi se eksponencijalno poveeavale sa vremenom, medutim, kako postoje 
disipativne sile, mora doei do smanjenja energije. 

§ 26. Prinudna oscilovanja pri postojanju trenja 

Ispitivanja prinudnih oscilovanja pri postojanju trenja potpuno su analogna 
posmatranju oscilovanja bez trenja, koje je izvrgeno u § 22. Ovde eemo se 
zaustaviti iscrpno na slue'aju periodi6ne prinudne sile, koji je od posebnog 
in teresa. 

Ako desnoj strani jedngine (25,3) dodamo spoljanju silu cos y t i podelimo 
je sa m dobivamo jedna6inu kretanja u obliku 

•• 
x 2Ax coo x = L cos y t. (26,1) 

Regenje to jedngine je zgodno naci u kompleksnom obliku, zbog e'ega na 
desnoj strani umesto cos y t, pigemo eivt: 

x +  2X  x + coo x  -=  f  eiat 

Parcijalni integral traZimo  u  obliku x = 'Beivt i za B nalazimo 

B = 
 

m (cog — y2  + 2 iX y) 
	 (26,2) 

Ako B predstavimo u obliku bei° , za b i a imaeemo : 

b— 	
 

	

mV (cog —  y2)2  + 4x2  y2 	
Y 

, tg a 	22X  y 

— coo  
(26,3) 

Na kraju, ako realni deo odvojimo od izraza Beila = b ei(vt  + a)  dobivamo parcijalni 
integral jednaCine (26,1), a dodajuOi njemu opgte regenje jednaeine bez desnog 
dela (koji pigemo radi odredenosti za slu6aj kada je co o  > X), definitivno dobivamo 

x = 	vt  cos  (co t 	a) 	b cos (y t 	6). 	 (26,4) 
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Prva komponenta eksponencijalno opada sa vremenom tako da kroz dosta 
veliki interval vremena ostaje samo • drugi elan : 

x 	b cos (y t 	8). 	 (26,5) 

Izraz (26,3) za amplitudu b prinudnog oscilovanja iako raste sa priblaavanjem 

frekvencije ka co o, ipak ne postaje beskonaean kako je to bilo pri rezonanciji 
bez trenja. Za datu amplitudu sile f, amplituda oscilovanja je maksimalna pri frekvenciji 

liwo2  — 2A2 ; kada je A < co o  to so vrednost razlikuje od w o  samo za malu 

vel.einu drugog reda. 
Posmatraeemo Oblast u blizini rezonancije. Stavimo da je y = w o  + t, gde 

je mala velieina; smatraaemo takode da je A < co o. Tada u (26,2) moemo 

pribUno zameniti: 

Y2wo = (y 	wo) -- (no) e="-' 2(1)0 6,  

tako da je: 

	

B = — 2m (6 — iX 0 
	 (26,6) 

tg 8 = 
	 (26,7) 

2m co o  s2  + X2  

Napominjemo karakteristienu specifienost toka promene razlike faza 8 
medu oscilovanjem i silom, koja prinudno kretanje pri promeni frekven-
cije poslednje. Ta razlika je uvek negativna, tj. oscilovanje „zakaSnjava" u 
odnosu na spoljagnju silu. Dalje od rezonancije, kada je y < w o, 8 tezi nuli, 

a kada je y > co o  — vreinosti — zt. Promena 8 od nule do —17 nastaje u uskoj 
TC 

(krina ti A) oblasti frekvencija koje su blizu co o. Kroz vrednost — —2 
razlika fa-

za prolazi pri y = co o. S tim u vezi napominjemo da se u odsustvu trenja, 
promena faze prinudnog oscilovanja za velieinu vrk kokom za y co

o  [drugi 

elan u (22,4) menja znak]. Uzimanjem u obzir trenja s 
„rasplinjuje se" taj skok 

Pri uspostavljanju kretanja, kada sistem vrk prinudna oscilovanja (26,5), 
njegova energija ostaje nepromenjena. U isto vreme sistem ne 

ei 
prekidno apsor

tre
b 

 nja
uje 

 (od izvora spoljanje sile) energiju koja disipira zahvaljuju postojanju . roseeno u jedinici 
Oznaeimo sa / (y) kolieinu energije, koja se apsorbuje p  
vremena kao funkciju frekvencije spoljagnje sile. Prema (25,13) imamo : 

/(y) = 

gde je F srednja vrednost disipativne funkcije (u odnosu na period
funkciju 

oscil 
sv
ovanja). 

Za jednodimenzionalno kretanje izraz (25,11) za disipativnu 	
odi se 

axe 	• 
X na F — --= mx2. Ako ovde zamenimo (26,5), dobivamo : 

2 
F = Am b2  y2  sine (y t 8)• 

1 
Srednja vrednost u odnosu na vreme kvadrata sinusa iznosi 2, to j,. zbog toga: 

I (y) 	xrnb2.1,2. 	 (26,8) 

2iXy 

iii 
b = 
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U blizini rezonancije, zamenjujuai amplitudu oscilovanja iz (26,7), ima4mo: 

f2 	X  

I (8) 	4 m 62  + A2  

Takov oblik zavisnosti apsorpcije od frekvencije, naziva 
girinom rezonante krive (sl. 31) nazivaju se vrednosti 
dvaput smanjuje u odnosu na njenu maksimalnu 
vrednost za s = 0. Iz formule (26,9) se vidi 
da se u datom shfaaju to girina poklapa sa 
eksponentom slabljenja A Visina maksimuma 

p 
/ (0) = 	 

4mX 

(26,9) 

se dispersionim. Polu-
za koje se veliana I (s) 

'No 

obrnuto je proporcionalna sa X. Na taj man, 
pri smanjenju eksponenta slabljenja, rezonantna 
kriva postaje uza i visa, tj. njen maksimum 
postaje atriji.Povrgina pod rezonantnom krivom 
pri tome ostaje nepromenjena. 

Ova povrgina se mole prikazati integralom: 
CO 	 CO 

Si. 31 

A 

J 
/ (y) dy = 	/ (8) ds. 

o 	—.0  

Kako I (8) brzo opada sa pove6anjem 161, tako .da oblast 
bitna, pri integriranju se mote  I  (s) napisati u obliku (26,9), a 
zameniti sa — oo. Tada 6e biti: 

ao 	 f2 X 	ds 	7,/2 
I (s) de  =  = 	=- 

4m 62  + X2 	4m  
_oo 

velikih 16 nije 
donja granica 

(26,10) 

Zadatak 

Odrediti prinudna oscilovanja pri postojanju trenja pod dejstvom spolja§nje 

f  =  fo  eat cos y t. 

Regenj e. Regieemo jednainu kretanja u kompleksnom obliku: 

x 2k x  wg 
	A 

m 
eat + iyt, 

sile 

posle toga eemo izdvojiti realni  deo  re§enja. Kao rezultat dobivamo prinudno oscilovanje 

u obliku: 

x = b eat cos (y t 	8), 

gde je: 
fo 

(cog  a2  — y2  + 2 a X.) 2  + 4 y2  (a + X)2 

 2y  (a -I-  X) 
tg 8 = —  2    • 

(1)0 	i2  +  (12  +  2ca. 

b — 
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§ 27. Parametarska rezonancija 

Postoje takvi nezatvoreni oscilatorni sistemi u kojima se spoljagnje dejstvo 
svodi na promenu njihovih parametara u toku vremenal). 

Parametri linearnog sistema su koeficijenti m i k u Lagrange-ovoj funkciji 
(21,3). Ako oni zavise od vremena, onda jednaeina kretanja glasi : 

d 	• 
(m x) k x = O. (27,1) 

Uvodenjem umesto t 

naeina dobiva oblik : 

d t 
nove nezavisno promenljive T prema d z = 	 ova 

m (t) 

d2  x 
d1-2 + mkx = O. 

d- 

Zbog toga, stvarno, bez ogranieenja opkosti, dovoljno je 
kretanja u obliku 

d2  x 
d t2 	

(0 2  (t) x 	0, 

posmatrati jednaeinu 

(27,2) 

koja bi se dobila iz (27,1) kada je m = con 

Oblik funkcije w (t) dat je uslovima 

funkcija periodiena sa nekom frekvencijom 

da je: 

st. 
zadatka ; pretpostavimo da je to 

Y periodom T = —
27r

). To znaci 

w (t 	T) = (t), 

a zbog toga je cela jednaeina (27,2) invarijantna u odnosu na transformaciju 
t t 	T. Odavde .i.zlazi, ako je x (t) re§enje jednaeine, onda je i funkcija 

x (t 	T) takode regenje. Drugim reeima, ako su x 1  (t) i x 2  (t) dva nezavisna 

integrala jednaeine (27,2), onda se pri zameni t t 	T oni transformigu 

uzajamno linearno. Pri torn se x 1  i x2  mogu uzeti tako da bi se njihova 

promena pri zameni t sa t  T  svodila jednostavno na mnolenja konstantnim 

faktorom : 

xl (t 	T) = 	xi (t), 	'x2 (t 	T) = 11-2x2 (t)• 

Najopkiji oblik funkcija, koje imaju takvo svojstvo, bite: 

	

xl  (t) = p., T  11 (t), 	x2 (t) = I12 T-  II2 (t), 	 (27,3) 

gde su II l  (t) i 112  (t) 6isto periodiene funkcije vremena (sa periodom T). 

Konstante p.i  i p.2  u tim funkcijama moraju biti uzajamno povezane 
odredenom relacijom. I zaista, ako pomno2imo jednaeine : 

	

xl + co2  (t) x1  = 0, 	x2  -I- ca2  (t) x 2  = 0 

1) Prost primer ovakve vrste je klatno, 6ija taela ve .ganja vrsi dato periodieno kretanje 

u vertikalnom pravcu (vidi zad. 3). 
2) Ako se samo konstante 	i 12.2  ne poklapaju. 
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respektivno sa x 2  i x1  i oduzimajuai Clan po Clan, dobivarno : 

xl  x 2 —  X2 Xi =  d t 
(Xi X2 - Xi X2) == 0 

d  • 

iii 	
x1  x2  — x1  x2  = const. 	 (27,4) 

Ali za ma koje funkcije x 1 (t)  i  x2  (t) oblika (27,3) izraz na levoj strani te 

jednaeine mno2i se sa p. 1  112  pri  promeni argumenta t sa T. Zbog toga je 

jasno, da odr2avanje oblika te jednaeine (27,4) u svakom slueaju zahteva da bude 

(27,5) 
1•1112 =  1 . 

Dalje zakljueke o konstantama 	u 112  rno2emo stvoriti polazeei od 

einjenice realnosti koeficijenata jednaeine (27,2). Ako je x (t) ma koji integral 

takve jednaeine, onda i konjugovano kompleksna funkcija x*(t) mora zadovolja- 

vati to istu jednaeinu. Odavde izlazi, da se 	
i 	mora poklapati e par konstanti 

sa parom 	tj. moraju biti 	= 13.1 	da su 	i p,2  realni. U prvom 
1
* , ti. 1111\2  =1112 1 	1 ' slueaju uzimajuei u obzir (27,5) imamo da je 	= — 

111 

konstante 1a 1  i p.2  su prema modulu jednake jedinici. 
U dugom slueaju dva nezavisna integrala jednaaine (27,2) imaju oblik: 

x1 (t) 	(t), 	x2  (t) = p.  -77  n 2  (t) 	 (27,6) 

sa pozitivnim ili negativnim realnim brojem 	
razliaitim od jedinice. Jedna od 

tih funkcija (prva iii drugs kada je 1p. 	> 1 ili jp.1 < 1) eksponencijalno raste 

sa vremenom. To znaei da stanje mirovanja sistema (u polo2aju ravnotek 
x = 0) bite nestabilno: dovoljno je i malo odstupanje od toga stanja da bi na-
stalo pomeranje x poeelo brzo da raste sa vremenom. Ova pojava se naziva 

parametarska rezonancija.  
Obratieemo pa2nju na  to,  da, ako su poeetne vrednosti x i x striktno 

jednake nuli, one ostaju jednake nuli i nadalje, za razliku od obiene rezonacije 
(§ 22) u kojoj se porast pomeranja sa vremenom (koje je proporcionalno sa t) vrgi 

i od poeetne vrednosti, koja  je  jednaka nuli. 
Objasnieemo uslove nastajanja parametarske rezonancije u va't'nom slueaju, 

kada se funkcija w (t) malo razlikuje od neke konstante velieine c i prosta je 

periodiena funkcija 

(0 2  (t) = 0,1 (1 	h cos y t), 	 (27,7) 

gde je konstanta h< 1 (smatrajuOi da je h pozitivno, §to uvek mokmo postiei 
podesnim izborom poeetka raeunanja vremena). Kako Cern° dalje videti, najinten- 
zivnije nastaje parametarska rezonancija, ako je frekvencija funkcije 6)(0 blizu 

dvostrukoj frekvenciji co o. Zbog toga eemo staviti: 

y = 2 coo  e, 

gde je e < coo. 
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Regenje jedna6ine kretanja 1) 

x + wg [1 + h cos (2 coo  + e) t] x = 0 	 (27,8) 

tra2ieemo u obliku; 

x = a (t) cos (co° 
	2 

 + —
e 

t + b (t) sin (coo  + 2 
e 

t, (27,9) 

gde su a (t) i b (t) funkcije od vremena koja se sporo menjaju (u odnosu na 
faktore cos i sin). Takav oblik regenja, razumljvo, nije tgan, U stvari, funkcija 

x (t) sadr2i takode 61anove sa frekvencijama, koje se razlikuju od w o  + 2 —
e 

za 

ceo multiplum (2(60  + e); medutim, ti clanovi su male veli6ine vigeg reda u odnosu 
ni na h i u prvoj aproksimaciji ih mc:demo zanemariti (vidi zad. 1). 

Zamenieemo (27,9) u (27,8) i izvrgiaemo izraeunavanja zadravajuai samo 

'lanove prvog reda po e. Pri torn pretpostavim .o, da je a Ea, b eb (pravilnost 
ove pretpostavke u uslovima rezonancije se potvrduje rezultatom). Proizvode 
trigometrijskih faktora treba razlo2iti u sumu : 

E 
 t 
) 

	

cos (CO ± —) t COS (2 W o  + e) t = -
1
2
- cos 3oin + -

3
- 	

2 
1 t + 	cos(co 0  

2 

	

° 	
e 
2 	

., 	2   

i t. sl., i u vezi sa ranije reeenim, eliminisati 61anove sa frekvencijom 

3 G.) 	
e . Kao rezultat dobijamo : o + —
2  

— (2 a + be  ±  h2° 6" 	°  b co) 0  sin (coo  + 
 2  t

+ 
) 

• e 
± (2b— as -I- 

h coo 
 a) 6.) 0  cos(co 0  + 

—2-  2 	 ) t  = 0. 

Zadovoljenje ove jednakosti zahteva da su istovremeno koeficijenti uz 
svaki faktor sin i cos jednaki nuli. Odavde dobivamo sistem od dve linearne 
diferencijalne jedngine za funkcije a (t) i b (t). Prema op§tim pravilima, traE-
emo regenje koje je proporcionalno sa et .- Tada je : 

s a +  1
2 
 (e +  "

2
lb  = 0 

1  

2
(e "

2
° )a — sb = 0, 

i uslov jednovremenog va22'enja to dve algebarske jedna6ine daje: 

s2 	1  [i h 	\ 2  
4 	2 ) 

(27,10) 

    

Jedna'aina takvog oblika (sa proizvoljnim vrednosti y i li) u matematiCkoj fizici se 
naziva Mathieu-jednaeinom. 
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Uslov nastajanja parametarske rezonancije nalazi se u realnosti s (tj. s2  > 0))1 . 

Na taj naa'in on postoji u intervalu: 

— 

 h2°  co 
 < 	2

o 	h coo 	 (27,11) 

oko frekvencije 2 w o2). 
irina toga intervala je proporcionalna sa h i istog su reda vrednosti 

izlo2itelja pojaaanja oscilovanja  s  koja se u njemu ostvaruju. 
Parametarska rezonancija takode postoji za frekvencije y promene parametra 

sistema, koje imaju vrednosti pribMno —26)o , gde je n ma koji ceo broj. Medu-

tim, irina rezonantnih oblasti (oblasti nestabilnosti) sa poyeeanjem n brzo se 

smanjuje — kao hn (vidi zad. 2). Takode se smanjuju i vrednosti izlo2itelje poja6anja 

oscilovanja u njima. 
Pojava parametarske rezonancije postoji i pri slabom trenju u sistemu, ali 

se obl-ist nestabilnosti pri torn ne§to stiava. Kako smo videli u § 25, trenje 
dovodi do slabljenja amplitude oscilovanja prema zakonu Zbog toga poja6anje 
oscilovanja pri parametarskoj rezonanciji nastaje kao e(s --) t (sa pozitivrijm s 

koje je dato regenjem zadatka bez trenja), a granica oblasti nestabilnosti se 

odreduje jednaainom s— X  =  0. Tako, koristeei s iz (27,10) dobivamo za 

rezonantnu oblast umesto (27,11), nejednakosti 

(  h  coo  )2 
— 4 A.2  < e < 

(  h w o   )2 
— 4 A2 . 

2 	 2 

Obratimo palnju na einjenicu, da se rezonancija pri torn ispostavlja mogue-
nom za amplitude koje nisu ma koliko male, yea samo poeinjuei sa odredeniin 

”Pragom" hk, koji u sluaaju (27,12) iznosi 

Moe se pokazati da je za rezonancije u blizini frekvencija 
2wo veliaina 

praga hk proporcionalna sa  1\.71  ,  tj. poyeaava se sa poyeeanjem n. 

Zadaci 

1. Odrediti granice oblasti mstabilnosti pri rezonanciji u blizini y  =  2wo  sa taenoku do 

velieina reda h 2 . 
R ege n j e. TraIieemo re§enje jednaeine (27,8) u obliku 

x  =  a, cos (co o  + 	t 	bo  sin  (coo  + 	t al  cos 3 (co o  + 	t 	bi  sin 3 ( 	+ 	t, 

uzimajuei u obzir u njoj [u poredenju s (27,9)] takode i elanove sledeeeg reda po 
h. In tere- 

sujuei se samo za granice oblasti nestabilnosti pretpostavieemo da su koeficijenti 
a0, b1, a iel, b1 

konstantni (u vezi primedbe ueinjene u fusnoti 2)). Zamenom u jednaeini (27,8) razlolemo 

2 Tr 

1) Konstanta p u (27,6) povezana je sa s relacijom  =  — e'lw o [zamenom t sa t 2w o ' 

cos i sin u (27,9) menjaju znak]. 
2)

Ako nas interesuju samo granice oblasti rezonancije (a ne interesuje nas izraz sa 
s 

unutar nje), onda izraeunavanja mo2emo uprostiti, uz napomenu, da je na tim granicama 

s  =  0, tj. koeficijenti a i b 
u (27,9) su konstantni; pri torn odmah dobivamo vrednost 

h con  
e = 2 

 koje odgovaraju granicama oblasti (27,11). 

(27,12) 

4A 
hk — • 

C.L'o 
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proizvode trigometrijskih funkcija izostavljajuei pri torn elanove sa frekvencijama 5 (6)0 + 
koji bi bili potrebni samo pri veeoj aproksimaciji. 
DobiCemo : 

E2 	h cbg 	h  04 8 
[— ao  (coo  a + T.  ) + 2  ao  ± 2  ad cos (coo  + -T) t+ 

	

E2) 	/14 	
h6)0  

	

2 	 8 
+ [— bp (6.10 E + —4--  — 2 	bo b- 2  bd sin (coo  + 	t + 

h cog 	 6 
+[ 2 a° 	0 — 8 o.) 2 1  a 1 cOs 3 (co o  + -f) t + 

[ lz cog 	 s 
+ —2—  bo  — 84, bl] sin 3 (co o  -I- .') t = 0. 

U elanovima sa frekvencijama co o  + —2 
zadrlane su male velieine prvog i drugog reda, a u ela- 

novima sa frekvencijama 3 I co o  + 

ponaosob, mora biti jednak nuli. 

posle toga iz prva dva nalazimo: 

-
2 

elanovi prvog reda. Svaki izraz 

Iz poslednja dva imaCemo 

h 	 12 
a1  = 16 a0, 	bi = 16 b0, 

u srednjim zagradama, 

h co,1 	E2 	h2  wo 
E  + 	2 + 4 — 32 =0. 

Regavajuai ovu jednaeinu sa taenogau do elanova reda h 2 
 vrenost a: 

h())0 	1 	2  

6 	4 	32 h2 

dobivamo tra2enu granienu 

2. Odrediti granice oblasti nestabilnosti pri rezonanciji u blizini y = co o . 

Re genj e. Ako napigemo y = coo  E dobieemo jednaeinu kretanja 

; + Wo2 [1 + h cos (coo  ± s) t] x = 0. 

Imajua u vidu, da su tra2ene graniene vrednosti E."...`-:, h2, tra2ieemo regenje u obliku: 

x = ao  cos (coo  + a) t + b0  sin (coo  + a) t + a1  cos 2 (coo  + a) t + b1  sin 2 (co o  + a) t + c1, 

uzimajuai u obzir odmah u njemu elanove prva dva reda. Za odredivanje granica nestabilnosti, 
ponovo aemo pretpostaviti da su koeficijenti konstantni i dobivamo: 

. cot 
[— 2 coo  a a + 

h 
—2— a 1  + h cog C1  cos (w o  + a) t + 

h cog 	 h cog 1 
+ — 2 coo  a b0 + 2  b1  sin (coo  + a) t + — 3 cog a1  + 2 ao  cos 2 (co o  + a) t + [ 

h  cog  
[— 3 cog +  2  boi sin 2 (coo  + a) t 

+ [ 	
h

c, cot, + 2  ad= 0. 

Odavde nalazimo: 
h 	 h 	 h 

a1  = 6  a0, 	bi  = –6--  b0, 	c 	— 2 a0, 
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i zatim dve granice oblasti nestabilnosti: 

5 	 1 

= 24 	
E = 

24 
h2 ci) °. 

3. Naei uslove parametarske rezonancije za mala oscilovanja klatna u ravni, aija taala 

veganja osciluje u vertikalnom pravcu 
Regenj e. Prema Lagrange-ovoj funkciji, koja je nadena u zad. 3,c §5 za mala oscilovanja, 

imaaemo (cp < 1) jednaeinu kretanja: 

cp + wo(1 + 4 cos (2 alo  c) t) P = 0 

(gde je 6) 02  = /
). Odavde izlazi, da ulogu parametra h, koji je uveden u tekstu, igra odnos 

a 4 — Uslov (27,11), na primer, dobiva oblik: 
• 

2 al/ g <  

§ 28. . 
Neharmonijska oscilovanja 

Cela ranije izlokna teorija malih oscilovanja bazira na razlaganjima 
potencijalne i kinetieke energije sistema po koordinatama i brzinama sa zadra-
vanjern samo elanova drugog reda; pri torn su jednaeine kretanja linearne, to se 
zbog toga u toj aproksimaciji govori o linearnim oscilovanjima. Mada je takvo 

razlaganje potpuno zakonito pri uslovu dovOljno male vrednosti amplituda 

oscilovanja, ipak uzimanje u obzir sledeeih aproksimacija (takozvanih slabi neharmo-

nzj skih nelinearnih 
oscilacija) dovodi do pojave nekih, mada i h, ali 

kvalitetno novih specifienosti kretanja. 
Izvegieemo razlaganje Lagrange-ove funkcije do elanova treeeg reda. U 

potencijalnoj energiji pri tom pojavluju se elanovi treeeg stepena u odnosu na 
koordinate xi, a u kinetiekoj energiji e'lanovi koji sadrk proizvod brzina i 

koordinata oblika xixkxt. Ova razlika od ranijeg izraza (23,3) vezana je za 

zadravanje 6lanova prvog reda po x u redu funkcije aik (q). Na taj na'ain 

Lagrange-ova funkcija ee imati oblik: 

1 
L —

2

E (mik Xi Xk kik Xi X1z) + Eniki X.  i k Xi— —
3
E like xi xk xi , (28,1) 

2 
k 	

i,k,1 	 k, 1 
1,  

gde su 	i like  novi konstantni koeficijenti. 

Ako od proizvoljnih  xi  predemo na normalne koordinate (linearne aprok-

simacije) Qa, 
treea i eetvrta suma u (28,1) prelaze u analogne sume u kojima 

ee umesto koordinata xi i brzina xi stajati Qa i Qa. Ako u tim sumama ozneimo 

koeficijente sa Acifiy  .aay 
dobieemo Lagrange-ovu funkciju u obliku: 

Qa Qjs Qv ,—] / 2 	2 /-12\ 
 

L — 	ts v. — (Oa Va) "1- E /-a,13,11 	 — 
2 

a 	 a, P,v 
(28,2) 

la,p,y Qa Qg Qv . 

a,P,r 
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Neeemo u potpunosti pisati jedngine kretanja iz to Lagrange-ove funkcije 
Bitno je da one imaju oblik: 

ba COS Qa — fa (Q, Q, Q), 	 (28,3) 

gde su fa  homogene funkcije drugog reda od koordinate Q i njihovih izvoda 

po vremenu, 
Primenjujuei metod postupnih aproksimacija, tra2ieemo regenje ovih jed- 

naeina u obliku Qa  = Q(al) 	Q(a2), 	 (28,4) 

gde je Q(a2)  < Yal), a funkcija 	zadovoljava „neperturbovane" jednaeine 

.• 
Q(al) 	wa2 Q(al) 	0,  

tj. predstavlja obiene harmonijske oscilacije: 

Q (  a" = act  cos (0a t 	 (28,5) 

Zadr'2'avajuei u sledeeoj aproksimaciji na desnoj strani jednaeina (28,3) 
samo male alanove drugog reda za veliaine a2  dobieemo jednaeine: 

Q(a2) 	032a  Q(a2) = fa  (Q(1) ,  QM ,  QM), 	 (28,6) 

gde na desnoj strani mora biti stavljen izraz (28,5). Kao rezultat dobivamo 
nehomogene linearne diferencijalne jednaaine eije desne strane mokmo trans-
formirati u zbirove prostih periodienih funkcija. Tako, na primer, Wee: 

yai) 	= as  as cos (coc, t 	act) cos (cog  t 

 2 
ac, ap {cos [( 6) a 	Op) t 	as 	«pi + cos [(6),, 	cop) t 	as  — 

Na taj naein, na desnim delovima jednaeina (28,6) nalaze se elanovi koji 
odgovaraju oscilovanjima sa frekvencijama, koje su jednake sumama i razlikama 
sopstvenih frekvencija sistema. Regenje jednaeina treba u obliku koji 
sadrli iste takve periodiene faktore, i dolazimo do zakljuaka da se u drugoj 
aproksimaciji na normalna oscilovanja sistema sa frekvencijama w a  dodaju 

dopunska oscilovanjma sa frekvencijama 
(28,7) 

(u taj broj dolaze dvostruke frekvencije 2co a  i frekvencija 0, koja odgovara 
konstantnom pomeraju). Ove frekvencije se nazivaju kombinacione. Amplitude 

kombinacionih oscilovanja su proporcionalne proizvodima as  ap (ili kvadratima at) 

odgovarajueih normalnih oscilovanja. 
U sledeeim aproksimacijama pri uzimanju u obzir elanova vigeg reda u 

redu Lagrange-ove funkcije nastaju kombinaciona oscilovanja sa frekvencijama, 
koje su sume i razlike yeeeg broja frekvencija w a . Osim toga, pak nastaje jog 

i nova pojava. 
Stvar je u tome da se yea u treeoj aproksimaciji izmedu kombinacionih 

frekvencija pojavljuju frekvencije koje se poklapaju sa poeetnim 0.)„ (co a  cop — cop). 
Primenom ranije opisanog metoda na desnoj strani jednaeina kretanja ae se 
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nalaziti, prema tome, rezonantni 61anovi koji dovode u rdenju do pojave tlanova 
sa amplitudom koja se u toku vremena poveeava. Medutim, fizicki je oeigledno. 
da u zatvorenom sistemu u odsustvu spoljagnjeg izvora energije ne mo2e nastati 
spontano poveeanje intenziteta oscilovanja. 

U stvari u vi§im aproksimacijama nastaje promena osnovnih frekvencija 
6.)„ u poredenju sa njihovim „nepertubovanim" vrednostima (4°) koji figurigu 
u kvadratnom izrazu za potencijalnu energiju. Pojava pak elanova koji se pove-
aavaju u rdenju vezana je za red oblika 

cos (64°)  + A Ua) t ti cos 0," t — t A coa  sin coam  t, 

koji oeigledno nije dozvolj en, za dosta velike vrednosti t. 

Zbog toga pri prelazu na sledeee aproksimacije, metod sukcesivnih aprok-
siinacija mora biti alto izmenjen, tako da bi periodieni faktori, koji figuriraju u 
rdenju od samog poeetka, sadr2avali taene, a ne pribli2ne vrednosti frekvencija. 
Promena frekvencija se odreduje samo kao rezultat rdenja jednaeina, upravo 
iz uslova odsutnosti rezonantnih elanova. 

Ilustrovaeemo taj metod na neharmonijskim oscilovanjima sa jednim stepenom 
slobode napisavgi Lagrange-ovu funkciju u obliku: 

2 M X2 	n26)--9 	
m (3 A  

L 	
2
— — -2 
	3 	4 x-9  — 	x- — — x- 

• 

Odgovarajuea jednaeina kretanja, Wee: 

(28,8) 

x co8 x = — axe — p x3. 	 (28,9) 
•• 

Tra2ieemo njeno regenje u obliku niza sukcesivnih aproksimacija: 

x = x(1) + x(2) + x(3), 

	

x(1) = a cos 6) t 	 (28,10) 

sa taenom vrednogeu w, koju eemo zatim tra2iti u obliku reda w = co o  + co(1)  

co(2)  + • • • (poeetnu fazu u  x(1)  maemo uvek staviti da je jednaka nuli 
pogodnim izborom poeetka raeunanja vremena). Medutim, pri torn, jednaeina 
kretanja u obliku (28,9) nije sasvim pogodna, jer zamenom u njoj (28,10), leva 
strana jednaeine ne postaje strogo jednaka nuli. Zbog toga eemo je napisti 
prethodno u ekvivalentnom obliku: 

2 	 2 	.. 
2 ±1)0 . 	x 

	— axe 	:3 x3 	____ 0_ x.  
CO 2 	 6)2 	 (28,11) 

	

Ako stavimo ovde x = xcl)  + x(2)  , w = 	6)(1)  i elimini§emo elanove, 

koji su male velieine vigeg od drugog reda, za x (2)  dobieemo jednaeinu: 

pri emu je: 

x(2) + 6)3 x(2) 	a2 cost t + 26)0  w(1) a cos 6.) t 

a2 	cc a2  
2 	2 
	 cos 2o) t+ 2 coo  co (1) a cos wt. 

Uslov odsutnosti rezonantnog elana na desnoj strani jednaeine daje jednostavno 

6, (1)  = 0 u vezi sa metodom nalaenja druge aproksimacije izlaenom u poeetku 

= - 
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paragrafa. Posle toga, regavajuei na obi6an naein nehomogenu linearnu iednginu, 
dobivamo : 

a (22 	cc a2 
x(2) ---  cos 2 co t. 

2 	6 (01, 
(28,12) 

Dalje ;  ako u (28,11) stavimo x = x(1)  + x(2)  + x(3) ,w = coo  + co(2), dobivamo 

jedna'anu za x(3) : 

x0) 	co x(3) = — 2 a x(1) x(2) 	p x(1)3 + 2 Ohl 6)(2) x(1), 

zamenjujuei na desnoj strani izraze (28,10) i (28,12) posle jednostavne 
transformacije: 

X(3) + Goo X(3)  = a3  
2 

13  cos 3 co t + a 

	

2 	3 	2  

	

5a 
6)2 
2x 	

4 2 con co(2) + —6 	— — a f3 cos CO t. 
--6 c  4 	og 

Izjedna'aujuai sa nulom koeficijent uz rezonantni faktor cos o.) t, nalazimo popravku 
za osnovnu frekvenciju, koja je proporcionalna kvadratu ampitude oscilovanja: 

(0 (2) = 

(
8 ( o 

5 ,x2 

12 cog) 
a2. (28,13) 

Kombinovano oscilovanje treeeg reda, bite 

a3 	Ot2 
X(3)  = 	 2  cos 3 co t. 

16 cog 	30.)2  
(28,14) 

§ 29. Rezonancija nelinearnih oscilovanja 

Uzimanje u obzir neharmoni6nih 61anova kod prinudnih oscilovanja sistema, 
dovodi do nastajanja (pojave) su§tinski novih specifi6nosti kod rezonantnih pojava. 

Ako desnoj strani jednaeine (28,9) dodamo spoljagnju periodienu silu 
(sa frekvencijom y), dobiaemo: 

x + 2X x coS x = 	cos y t — a x2  — x3 . 	 (29,1) 
nz 

Ovde je takode napisana sila trenja sa izlo2iteljem slabljenja X (u daljem 
pretpostavljamo da je mali). Strogo govoreei, pri uzimanju u obzir nelinearnih 
61anova u jedngini slObodnih oscilovanja moraju se takode uzeti u obzir i 
elanovi vi§ih redova u amplitudi sile koja izaziva prinudna oscilovanja, koji 
odgovaraju njenoj moguanoj zavisnosti od pomeraja x. Zbog uprokavanja formula 
neeemo pisati to 61anove, jer inge ne menjaju kvalitativno sliku pojave. 

Neka je 

Y = WO VE  

(sa malim E), tj. nalazimo se u blizine obkne rezonancije. Za objagnjenje 
karaktera nastalog kretanja ne mora se izvrgiti neposredno ispitivanje jednaeine 
(29,1), ako se koristimo sledeeim razlozima. 



a) 

f‘f„ 

b) 

f f 
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U linearnoj aproksimaciji, zavisnost amplitude b prinudnog oscilovanja od 
amplitude f i frekvencije y spoljanje sile, data je u blizini rezonancije formulom 
(26,7) koju eemo napisati u obliku: 

f2 
b2 (e2 	x2) 	 

4 m2 02 
0 

(29,2) 

Nelinearnost oscilovanja dovodi do nastajanja zavisnosti njihove sopstvene 
frekvencije od amplitude; napisaeemo je u obliku: 

6)0 + xb 2, 	 (29,3) 

gde se konstanta x izra2ava na odredeni naein pomo;:u koeficijenata neharmo-
nienosti [v. (28,13)]. Prema tome zamenieemo u formuli (29,2) (tasenije u malu 
razliku y—w) coo  sa coo  + xb 2 . 

Zadr2avajuai oznaku E = y — coo, kao rezultat dobieemo jednginu: 
2 

b2 	x  b2)2 x2] 	
4m2 	

(29,4) 
iii 

2 foo  b ) 2  m 	A2.  

Jedngina (29,4), koja je treeeg stepena u odnosu na b 2, i njeni realni 
koreni odreduju amplitudu prinudnih oscilovanja. 

Posmatraeemo zavisnost to amplitude od frekvencije spoljagnje sile pri 
datoj amplitudi sile f, 

Za dosta male vrednosti f, amplituda b 
je takode mala, tako da se u (29,4) mogu zane-
mariti stepeni b yea od drugog, i vraaamo 
se na zavisnost b (e) (29,2), koja se prikazuje 
simetri6norn krivom sa maksimumom u ta6ki 
e = 0 (sl. 32, a). 

Zbog poveeanja f, kriva se deformi§e, 
zadr2avajuei spaetka svoj karakter — sa jednim 
maksimumom (sl. 32, b); poslednji se pomera 
(kada je x > 0) na stranu pozitivnih vrednosti 
E. Od tri korena jedna6ine (29,4) pri tom je 
realan samo jedan. 

Medutim, poeinjuei sa odredenom vred-
nogeu f=fk (koju Cern° u daljem odrediti), 
karakter krive se menja. Za svaku vrednost 
f >fk postoji odredena oblast frekvencija u 
kojoj jednaeina (29,4) ima tri realna korena; 
njoj odgovara otse6ak BCDE krive na sl. 32, c. 

Granice ove oblasti se odreduju uslovom 
db 

.00 u ta6kama D i C. Ako jedna6inu 
de 

(29,4) diferenciramo po e, dobivamo: 

db 	—eb--xbs 
SI. 32 

de 	62 ± 	4xeb2 3 x2 b2 

7 Mehanika 

xb 2  
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Zbog toga se polo2aj taeaka D i C odreduje jedovremeno vakeim, regenjem 

jednaeine: 
e2 	4 x  b2 e  + 3 x2 b4 + x2 0 	 (29,5) 

i (29,4); odgovarajuee vrednosti E-a obe su pozitivne. Najveea vrednost amplitude 
db 

se dostik u tacki gde je do 
= 0. Pri torn je E 	b2, i iz (29,4), imamo 

bmax = 2incoox— 

	 (29,6) 

ova vrednost se poklapa sa maksimumom koji je dat zavisnoku (29,2). 
Moe se pokazati (na emu se dovode neeemo zaustavliati) l) da od tri 

realna korena jednaCIne (29,4), srednji (tj. deo CD krive koji je prikazan na 
sl. 29, c 'taaasto), odgovora nestabilnim oscilovanjima sistema: ma koliko da 
je slabo dejstvo na sistem, koji se nalazi u takvom stanju, dovelo bi do prelaza 
na oscilujuei rezim, koji odgovara veeem iii manjem korenu (tj. delovima BC 

i DE). Na taj na6in, realnim oscilovanjima sistema odgovaraju samo grane 

ABC i DEF. Zna6ajna specifkmost pri torn je postojanje oblasti frekvencija 
koje' dozvoljavaju dve razlkite amplitude oscilovanja. Tako, postepenim poveaa-
njem frekvencije spolja§nje sile amplituda prinudnih oscilovanja raste prema 

krivoj ABC. U teki C nastaje „prekid" amplitude koja skokom opada do 

vrednosti koja odgovara ta'aki E, a zatim (pri daljem poveeanju frekvencije) 

menja se dO krive EF. Ako sada ponovo smanjimo frekvenciju, onda se ampli-
tuda prinudnih oscilovanja menja duz krive FD, u ta6ki D skokom raste do B, 

a zatim se smanjuje du2 BA. 
Napominjemo da za izraeunavanje vrednosti fk, da je to vrednost f, za 

koju se oba korena kvadratne jedngine (29,5) (po c) poklapaju. Kada je f = fk 

ceo odseeak CD se svodi na prevojnu taaku. Ako izjedngimo sa nulom 
diskriminantu kvadratne jednaaine (29,5) dobieemo x 2  b4  = X.2 ; odgovarajuei koren 

jednaeine je E = 2x b 2. Zamenjujuai ove vrednosti za bieu (29,4) nalazimo: 

8 m2 (02 x3 

f!!= 	
lxl

° 	• 	 • (29,7) 

Uporedo sa promenom karaktera rezonantnih pojava za frekvencije y co o, 

nelinearnost oscilovanja dovodi takode do pojave novih rezonancija u kojima su 
oscilovanja sa frekvencijom vrlo blizu 6 0, koja se pobuduju spolja§njom silom 
sa frekvencijom koja se bitno razlikuje od co o . 

coo 
Neka je frekvencija spoljanje sile y —2

, tj. 

, o 
2 	e • 

U prvoj, linearnoj, aproksimaciji ona u sistemu izaziva oscilovanja sa torn istom 
frekvencijom i sa amplitudom koja je proporcionalna amplitudi koja je propor- 
cionalna amplitudi sile: 

x (1) =- 
3m 6.4, 	2 

cos1—tuo e) t . 	4f 

1) 
Dokaz se mole naci npr. u knjizi: I. N. Bogoljubov i A. Mitropoljskk: Asimptot-

ski metodi u teoriji nelinearnih oscilovanja. 
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[prema formuli (22,4)]. Ali uzimanjem u obzir  nelinearnih 61anova, u drugoj 
aproksimaciji, to oscilovanje  dovode  do pojave na desnoj strani jednaeine kretanja 
(29,1)  alana sa frekvencijom 2y ti co o. Upravo, zamenjujuei x (1)  u jednaeini 

	

x(2) +  2X  x(2)  + cog  x (2)  + a x(2)2 + p x(2)3 	a x(1)2
,  

uvodeei  cos dvostrukog ugla  i zadravajuei  na desnoj strani samo rezonantni 
elan,  dobivamo  : 

x(2) +  2),  x(2)  +  64) x(2) + cc x (2)2  +  p x(2)3 	9 m2 

8 a  f 2  
cos (W O  ±  2 e) t. 	(29,8)  co4 

0 

Ova  jednaaina  se  razlikuje od jednaeine (29,1) samo po tome gto se umesto 
amplitude sile f u njoj nalazi izraz, koji je proporcionalan kvadratu f 2 . To 
znaei,  da nastaje rezonancija isto takvog karaktera kao i ranije posmatrana 
rezonancija, sa frekvencijama y co o, ah sa manjim intenzitetom. Zavisnost b (e) se 

8 aP   
dobiva  zamenom  f  sa9 

m 	
(i e sa 2E) u jednaeini (29,4) : 

cot 

1 6 0. 2  f4  
b2  [(2 — x  b2)2 A2]  	• 

81 m4  1:1 

Neka je  sada  frekvencija  spoljagnje  sile: 

y = 2 (»c, e 

U prvoj aproksimaciji eemo imati : 

x(I-) 
3m 
	

002 
cos (2 coo 	e) t. 

(29,9) 

Zamenom  x  =  x(1) +  x(2) u jednaeini (29,1) nismo dobili elanove, koji imaju 
karakter rezonantne spoljagnje sile, kao gto je to bilo u prethodnom slueaju. 
Medutim, nastaje rezonancija parametarskog tipa od alana treeeg reda, koji je 
proporcionalan proizvodu x(1) x(2). Ako od svih nelinearnih elanova zadf2imo 
samo ovaj, onda za  x(2)  dobivamo jednaeinu : 

x(2)  + 2X x(2) 	x(2) =, — 2 a x(1) x(2) 

iii 

[
2 a f   

x(2) f  2 A  x(2) +  WO1 
3 m co3 

cos (26) +  a)  t x(2) = 0, 	(29,10) 

tj. jednaeinu tipa (27,8) (uzimajuei u obzir trenje), koja dovodi, kao gto nam 
je yea  poznato,  do nestabilnosti  oscilovanja u odreclenom intervalu frekvencije. 

Medutim,  za  definisanje rezultujuae amplitude oscilovanja, ova jednaeina 
nije  dovoljna. Uspostavljanje konaene amplitude je vezano sa efektima- nelinear-
nosti i za njikovo uzimanje u obzir u jednaeini kretanja, moraju se zadnati 
takode i elanovi nelinearni po x( 2) : 

a 
x (2)  + 2),  x (2) +  ws x(2)  + a x(2)2 	p x(2)3 

3

2  f 
m 6),I 

cos (2 wo 	e) .  t - x(2). (29,11) 

7* 
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Analh-a ovog zadatka  se  mote jako uprostiti, ako se naglasi sledeea okolnost, 
Ako na desnu stranu jednaeine (29,11) stavimo 

x(2) = b cos  (coA —81 t 
„, 	 2  

(gde je b trakna amplituda rezonantnih oscilovanja, a nije bitno za dalji 

konstantni pomeraj faze) i ako predstavimo proizvod dva periodiena faktora u 
obliku sume dva kosinusa, ovde dobivamo elan: 

ocf b 
— 

 3  m 

	

6)42, 

cos [(. o.),„ 	—s  t — 

obienog rezonantnog karaktera (u odnosu na sopstvenu frekvenciju sistema c o). 

Prema tome zadatak se ponovo svodi na zadatak koji je analiziran u poeetku 
paragrafa, a to je zadatak o obienoj rezonanciji u linearnom sistemu samo s 

torn razlikom gto ulogu amplitude spoljagnje sile igra sada velieina 3 c(f  (0b2 ( a 

umesto e stoji Ako izvr§irrio to zamenu u jednaeini (29,4), dobivamo 

2 	 oc2 f2 b2 
b2 	 x  b2) + A21. 

2 	 36.0 (o3 

Regavajuei ovu jednaseinu u odnosu na b, nalazimo sledeee moguene vrednosti 

amlitude: 
b= 0, 	 (29 12) 

1 r  e 
11(6 	mcCfo)3)2  x L 2 

(29,13) 

1)2  = 	
x2 

x 2 	6inco8 - 	

(29,14) 

Na sl. 33 je prikazana ovde dobivena zavisnost b, od e (za x > 0; 

kada je x < 0, kriVe su upravljene na suprotnu stranu). Taeke B i C odgova-

raju vrecinestima: 

Si:

b  = 	of 
 ) 	4 x2.  2 

E 37ncog) 

Na levo od taeke B. je mogu.en.a samo vrednost 
b = 0, tj. nema rezonancije i ne pobuduje se 
oscilovanje sa frekvencijom U intervalu 
medu B i C imamo dva korena: b= 0 (odse-

eak BC na sl. 33) i izraz (29,13) (grana BE). 
Na kraju, na desno od taeke C postoje sva 
tTi korena (29,12) — (29,14).  33 

• 

Medutim, sve to vrednosti ne odgovaraju stabilnom oscilatornom raimu. 
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Vrednost b = 0 nije stabilna na delu BC 1), i takode se mc24e pokazati da je 
uvek nestabilan re2im koji odgovara korenu (29,14) (koji se nalazi izmedu druga 
dva). Na sl. 33 nestabilne vrednosti b su prikazane tdakasto. 

Ispitivaeemo, na primer, ponaanje sistema koji je u po6etku „u miru" 2) 
sa postepenim smanjenjem frekvencije spolja§nje sile. Da se dostigne taaka C 

ostaje b = 0, a zatim nastaje „prekid" toga stanja sa prelazom na granu EB. 

Pri daljem smanjenju E amplituda oscilovanja se smanjuje do nule u tdaki B. 

Pri obratnom pale poveaanju frekvencije, amplituda oscilovanja raste duz krive B E 3). 

Posmatrani slu6ajevi rezonancije predstavljaju osnovne slu6ajeve koji su 
nastali u nelinearnom oscilujueem sistemu. U vi§im aproksimacijama pojavljuju 
se rezonancije i sa drugim frekvencijama. Strogo uzev, rezonancija mora nastati 
za svaku frekvenciju y za koju je ny nu.o0  (n, m su celi brojevi), tj. za 

svako P 6)° , gde su q i q ponovo celi brojevi. Medutim, sa poveeanjem stepena 

aproksimacije, intenzitet rezonantnih pojava (a takode girina oblasti frekvencija 
u kojima one moraju postojati) tako brzo opada, da se realno mogu posmatrati 

samo rezonancije sa frekvencijom   sa vrednostima p i q, koje nisu 

tako velike. 

Zadatak 

Odrediti zavisnost b (c) za rezonanciju sa frekvencijama y .=:-.', 3 co. 

Reg e n j e. U prvoj aproksimaciji bit& 

f  
— — 8m co 2 	(363°  + s) t ' x(1) — 	 cos 

o 

Za drugu aproksimaciju (x( 2)) dobivamo iz (29,1) jednaeinu 

x(2) + 2 X x(2) + (...4 x(2) + a x(2)2  + p x(2)3 = .— 3 p x(1) x( 2)2, 

gde je na desnoj strani jednaeine napisan samo elan koji dovodi do posmatrane rezonancije. 

Ako .0 njega stavimo x( 2) = b cos [ coo  + —3- t + 8 i izdvajajuei iz proizvoda tri kosinusa 
( 

rezonantni Clan, na desnoj strani jednaseine dobivamo izraz: 

32m 3 	b2f
o 

cos [ co2 	
(coo  + -8—) 

3 	
- 28 ] . 

1) Ovaj interval upravo odgovara oblasti parametarske rezonancije (27,12), pri eemu 

uporedenjem (29,10) sa (27,8) imamo lk 	
2 ocf 

3mco - 	4 • 
Medutim, uslov  

2 ccf 
3 m cog 

za koji je mogueno postojanje posmatrane pojave, odgovara nejednakosti h> hk. 

2) Napominjemo da ovde posmatramo samo rezonantna oscilovanja. Njihovo odstupanje 
ne znaei bukvalno sistem u miru u kome ee nastajati slaba prinudna oscilovanja sa frekven-
cijom y. 	, 

3) Medutim, treba shvatiti da sve izvedene formule vane samo dotle, dok amplituda b 
(a takode i e) ostaje dovoljno mala. U stvari krive BE i CF u svom daljern toku se zavrga-
vaju sjedinjujuei se u nekoj taeki;' kada se dostigne to taeka, oscilatorni re2im „se prekida" 
i postaje b = 0. 

> 4h, 
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3  p b2f 

Odavde se vidi, da se zavisnost b  ode  dobiva zamenom u iednaCini (29,4) f sai c sa —  • 32 Woe3  ' 

.139 f2 

b2  [(-3—  %b2 2 

	
X2] -= 2

9

12 m2 -6>8 b4 	Ab 4 . 

Koreni ove jedna'aine su: 

	

b  =  0, 

e 	A_ 1 -r e A A2
b2  =  3  x  2x2 ± 	3 %  + 4 — X2 ' 

	

e 	A 	1  -  E  A 	A2 

Na sl. 34 je grafKki prikazan karakter zavisno-
sti 8 od (kada je x > 0). Stabilnim rdimima odgo-
varaju samo vrednosti b  =  0 (apscisna osa) i grana AB. 

Ta'6ki A odgovaraju vrednosti 

3 (4x2  2,2  — A2) 
Ck — 4x A 

e 
Oscilatorni rdim postoji samo kada je a > Ek, 

pri e'emu je amplituda b > bk. Kako je stanje 

b = 0 uvek stabilno, onda je za pobudivanje oscilovanja 
neophodan paetni „impuls". 

Dobivene formule vane  samo  za male vrednosti 6. Mala vrednost a omogueena je malom 

vrednosti X, ako pri tome amplituda sile zadovoljava uslov A 

§ 30. Kretanje u polju koje brzo osciluje 

Posmatraeerno kretanje 6estice koja se nalazi jednovremeno pod dejstvom 

konstantnog polja U i sile 

f  =fi cos t + f2  sin co t, 	 (30,1) 

koja se menja u toku vremena sa velikom frekvencijom (f 1, f2  su funkcije 

samo od koordinata). Pri torn, pod „velikom" frekvencijom podrazumevamo 

takvu frekvenciju koja zadovoljava uslov ca > — 
T 
1 

gde je T red veliCine perioda 

kretanja, koje bi 'C'estica vr§ila u samom polju U. Po svojoj veliCini sila f nije 

slaba u poredenju sa silama koje dejstvuju u polju U. Medutim, 

pretpostaviCemo da je Trial() oscilatorno pomeranje aestice, koje je izazvano torn 
silom (oznaeiCemo ga u daljem sa 

Radi uprogeavanja izra6unavanja, posmatraeemo u poaetku jednodimenzio-
nalno kretanje u polju koje zavisi samo od jedne prostorne koordinate x. Tada 
je jednaeina kretanja Cestice 1): 

dU 
mx — — — + 

dx 
(30,2) 

1) Koordinata x ne mora  biti  Descartes-ova, a koeficijent m prema tome nije uvek masa 
e'estice i nije uvek konstantan kako je to pretpostavljeno u (30,2). 

Takva se pretpostavka, 

medutim, ne odralava na definitivnom rezultatu (vidi dalje). 

Si.

b 

 

	34 

p 	4 %2 ?„2 ± A2 

— 	4 x2  A 	• 
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Iz karaktera polja koje dejstvuje na eesticu, od ranije je jasno, da njegovo 
kretanje predstavlja pomeranje duz neke trajektorije sa jednovremenim malim 
oscilacijama (sa frekvencijom 6) oko nje. Shodno ovome predstavieemo funkciju 

x (t) u obliku zbira 

x (t)  =  X (t) + (t), 	 (30,3) 

gde (t) predstavlja naznaeene male oscilacije. 

Srednja vrednost frekvencije (t) za vreme svog periods —27c postaje jed-

naka nuli, funkcija X(t). za to vreme se menja vrlo malo. Ako takvu srednju 

vrednost oznaeimo crtom iznad slova, imaeemo: x = X (t), tj. funkcija X (t) 

opisuje srednje, u odnosu na brze oscilacije, „ujednaeeno" kretanje eestice. 
Izvegeemo jednaeinu koja odreduje to funkciju 1). 

	

Zamenjujuei (30,3) u (30,2) i razlakuei to po stepenima 	sa taenaeu 

do elanova prvog reda, dobieemo 

dU 	d u 	f  
f (X, t) 	 (30,4) 

d X '` a x2 	 ax* 

U ovoj jednaeini figurgu elanovi razlieitog karatera— oscilujuai i „ujednaeeni"; 
oni treba da se, oeevidno, uzajamno skraeuju u svakoj od tih dve grupe poje-
dinaeno. Za oscilujuee elanove dovoljno .je napisati: 

m f (X, t), (30,5) 

ostali sadr2e mali faktor i zbog toga su mali u poredenju sa napisanim (Sto 
se tie izvoda on je proporcionalan velikoj vrednosti 6) 2  i zbog toga nije 

mali). Integrirajuei jednaeinu (30,5) sa funkcijom f iz (30,1) (pri eemu se 

velieina X smatra kao konstanta), dobivamo: 

—  	 (30,6) 
• m6.12 

Dovedimo sada jednaeinu (30.4) na srednju vrednost po vremenu (u smislu 
koji je ranije naveden). Kako srednje vrednosti prvih stepena f i postaju 

jednake nuli, dobivamo jednaeinu: 

dU 	a fdU 	1 	of 
m d X 	a X 	d X 	co m f ax' 

koja sadri \Tee samo funkciju  X (t). Napisaeemo je definitivno u obliku: 

d Uef 
7/2 X — 	

(30,7) 
d X 

gde se „efektivna potencijalna energija" odreduje pomo6u 2) 

1 	 1 

	

Uef =U + 
2m o

ff = 	4mo (fT+1). 	(30,8) 

1) Ideju ovog metoda je dao P. L. Kapica (1951). 

2) Ako se izvrk ne'fto du2a izraeunavania, pod uslovom da veliana m zavisi od x, lako 

se mo2emo uveriti da ce formule (30,7) i (30,8) va2iti i u torn slu'aaju. 



vanja sa velikom frekvencijo m y (y 

Zadaci 

1. Odrediti poldaje stabilne ravnotee klatna, eija taeka veganja vrgi vertikalna oscilo- 

> 	). 
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Uporedujuai ovaj izraz sa (30,6), mote se lako videti, da dopunski clan (u 
odnosu na polje U) ne predstavlja nigta drugo, do srednju kinetieku energiju 
oscilatornog kretanja: 

(3 0,9) 

Na taj na6in, kretanje aestice, koje je dovedeno na srednju vrednost u 
odnosu na oscilacije, vrgi se tako, kako bi bilo, kada bi pored konstantnog 
polja U, dejstvovalo jog i dopunsko konstantno polje, koje kvadratno zavisi od 
amplitude promenljivog polja. 	 . 

Dobiveni rezultat se mote lako generalisati u slueaju sistema sa ma kojim 
brojem stepena slobode, koji je opisan generalisanim koordinatama qi. Za efektivnu 

potencijalnu energiju se dobiva [umesto (30,8)1, izraz: 

1  E  _,  , 
Uef = U

+ 26)2  
aik , jijk =- U -FE aik 	2

z k, 	 (30,10) 

i, k 	 i, k 

gde su veli6ine aik (uopgte uzev — funkcije koordinata) elementi matrice, koja 
je reciprana matrici koeficijenata aik u kinetiaoj energiji sistema [vidi (5, 5)] • 

Uef = U + 

Reg e n j e. Iz Lagrange-ove funkcije, koja je dobivena u zadatku 3, c § 5, vidi se da 
je u datom sluaaju promenijiva sila 

f —mlay' cosy t sin cp  

(kao velFaina x uzet je ugao cp). Zbog toga ee „efektivna potencijalna energija" biti: 

a2 y2 

	

Uef  =  mg1( — cos cp 	4 	ig  sin' cp ) • 

Poldaji stabilne ravnotde odgovaraju minimumu to funkcije. Pravac vertikalno nani2e 
(cp = 0) je uvek stabilan. Pri ispunjenju uslova 

a2 y 2 > 2g1 

	

stabilan je takode i poldaj vertikalno navige (cp 	Tr). 

2. To isto za klatno sa taekom veganja koja horizontalno osciluje. 
Reg e n j e. Prema Lagrange-ovoj funkciji dobivenoj u zadatku 3, b) § 5, nalazimo da 

je f= mlay2  cos y t cos cp, a zatim 

a2 y2 
Uef  =  mg1[— cos cp + -4-7g  cost  cp]. 

Ako je a2  y2  < 2g1, onda je stabilan poldaj cp = 0. Ako je pak a 2  y2'  2g1, onda stabilnoj 

ravnotdi odgovara vrednost 

2g1 
cos cp = -a2  y2.• 



GLAVA VI 

ERETANJE KRUTOG TELA 

§ 31. Ugaona brzina 

U mehanici molemo kruto telo definisati kao sistem materijalnih tadaka 
dija su medusobna rastojanja. nepromenjena. Sistemi koji u prirodi realno pos-
toje, mogu, konad"no, pa zadovoljavaju taj uslov samo pribliZno. Ali vedina 
dvrstih tela u obidnim uslovima tako malo menjaju svoj oblik i dimenzije da 
pri izudavanju zakona kretanja krutog tela, posmatranog kao neko celo, molemo 
se potpuno ograditi od tih promena. 

U daljem izlaganju desto demo kruto telo smatrati kao diskretan skup 
materijalnih tadaka dime se postiZe izvesno uprogdavanje zakljudaka. Medutim, 
ovo uopgte ne protivredi okolnosti, da kruta tela obkno molemo u mehanici 
tretirati kao kontinulana, ne interesujuei se apsolutno za njihovu unutragnju 
strukturu. Prelaz od formula, koje sadrk sumiranje po diskretnim tadkama na 
formule za kontinualno telo ostvaruje se jednostavno zamenom masa destica 
masom p dV, koja se nalazi  u  elementu zapremine d V (p je gustina mase) i 

integriranjem po celoj zapremini tela. 
Za opisivanje kretanja krutnog tela uvegeemo dva koordinatna sistema: 

„nepokretni", tj. inercijalni sistem X YZ i koordinatni sistem koji se krede 

x, x2  y, x3  = z, za koji se pretpostavlja da je dvrsto vezan sa krutim telom 
i udestvuje u svim njegovim kretanjima. Pketak pokretnog koordinatnog sistema 
zgodno je postaviti u centar inercije tela. 

Pololaj krutog tela u odnosu na nepOkretni koordinatni sistem odreduje 
se potpuno poznavanjem polaaja pokretnog sistema. 

Neka radijus-vektor R pokazuje pololaj podetka 0 pokretnog sistema 
(sl. 35). Orijentacija osa toga sistema u odnosu na nepokretni odreduje se po- 

modu tri nezavisna ugla, tako da zajedno sa tri komponente vektora R imamo 
svega 6 koordinata. Na taj nadin, svako kruto telo predstavlja mehanieki sistem 
sa §est stepena slobode. 

Posmatraeemo proizvoljno, beskonadno malo, pomeranje krutog tela. Mo-
Zemo ga predstaviti u obliku zbira dva dela. Jedan od njih je 1Deskonaeno mall 
paralelan pomeraj tela, i kao rezultat ovoga, centar inercije prelazi iz podetnog 
pololaja u konadni pri nepromenjenoj orijentaciji ose pokretnog koordinatnog 
sistema. Drugi je beskonkno mala rotacija oko centra inercije posle dega kruto 
telo dolazi u definitivan polohj. 



Si. 35 
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Oznaaieemo sa r radijus-vektor proizvoljne taake P krutog tela u pokretnom 
koordinatnom sistemu, a radijus-vektor iste to taake u nepokretnom sistemu sa 

rg . Tada se beskonaano malo pomeranje drg  taake P sastoji iz pomeranja dR 

zajedno sa centrom inercije i pomeraja dcp x r u odnosu na poslednji pri obr-

tanju za beskonaano mall ugao dco [vidi (9,1)] : 

dr = dR dcp x r. 

Ako ovu jednaeinu podelimo sa vre-
menom dt u toku koga je nastalo posmat-
ramo pomeranje, i uvodeai brzine 

--, 
dr , 	dR 	--' 	

61P 	 ---- v, 	--- = V 	- = 6 (31,1) 
dt 	dt • 	' 	dt 	' 

dobivamo medu njima ralaciju: 

v -= V + SI X r. 	(31,2) 

Vektor V je brzina centra inercije kru-
tog tela: naziva se takode i brzinom njegovog 

translatornog kretanja. Vektor S2 se naziva 
ugaona brzina rotacije krutog tela; njen 

pravac (kao i pravac dy) se poklapa sa pravcem ose rotacije. Na taj naain 

brzina v ma koje taake tela (u odnosu na• nepokretni koordinatni sistem) mote 
biti izrakna pomoeu translatorne brzine tela i ugaone brzine njegove rotacije. 

Potrebno je napomenuti da pri izvodenju formule (31,2) specifiana svojstva 
koordinatnog poeetka kao centra inercije tela apsolutno nisu uzeti u obzir. 
Preimuastva toga izbora objasnieemo kasnije pri izraaunavanju energije tela 
u kretanju. 

Dopustimo sada da  je  koordinatni sistem, koji je . siDojen sa krutim telom, 
uzet tako, da se njegov koordinatni poaetak ne nalazi u centru inercije 0, yea 

u nekoj taaki 0' na rastojanju a od taake 0. Brzinu pomeranja poaetka 0' 

toga sistema oznaaieemo sa V

▪ 

 ', a ugaonu brzinu njegove rotacije sa Si'. 

Posmatraeemo ponovo ma koju taaku P krutog tela i oznaaimo njen 

radijus-vektor u odnosu na poaesak 0' sa r. Tada je r = r' + a i zamena u 

(31,2) daje: 

v = V-I-S2 x a 	x r'. 

S druge strane, prema definiciji 	i Si', mora 
Zbog toga zakljuaujemo da, je: 

_. 
biti V = V' + 	x r

- 

'. 

V' = V + SZ x a, 	-S42' 	 (31,3) 
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Druga od ovih jednaeina je veoma znaeajna. Vidimo, da se ispostavlja, 
da je ugaona brzina, kojom rotira u datom momentu koordinatni sistem koji 
je evrsto vezan sa telom, apsolutno nezavisna u datom momentu od toga sistema. 
Svi takvi sistemi rotiraju u datom momentu, oko uzajamno paralelnih osa, 

sa istom, po apsolutnoj vrednosti, brzinom Q. Ova okolnost nam i daje pravo 

da S2 nazivamo ugaonom brzinom rotacije krutog tela kao takvog. Brzina 
translatornog kretanja takvog „apsolutnog" karaktera, uop§te ne postoji. 

--+ 

Iz prave formule (31,3) se vidi, da ako su V i S2 (u datom momentu) 
uzajamno normalni pri ma kakvom izboru koordinatnog iioeetka 0, onda su oni 

(tj. V' i S2') uzajamno normalni i za odredeni, u odnosu na ma koji drugi 
poeetak 0'. Iz formule (31,2) se vidi da se u torn slueaju brzine svih taeaka 

tela V nalaze na jednoj istoj ravni—ravni koja je normalna na S2. Pri torn se 
uvek mote uzeti takav poeetak 0' 1) eija je brzina V' jednaka nuli, tako da 
kretanje krutog tela (u datom momentu) bude predstavljeno kao eista rotacija 
oko ose koja prolazi kroz 0'. Ovu osu nazivamo trenutna osa rotacije tela2). 

U daljem izlaganju eemo uvek pretpostavljati da je poeetak pokretnog 
koordinatnog sistema uzet u centru inercije tela, tako da i osa rotacije tela 
prolazi kroz taj centar. Pri kretanju tela rnenjaju se, uop§te uzev, kako apsolutna 

velieina S2 tako i pravac ose rotacije. 

§ 32. Tenzor inercije 

Za izraeunavanje kinetieke energije krutog tela posmatraeemo ga kao 
diskretan sistem materijalnih taeaka  i  napisaeemo: 

	 m b2 

T =L 2 
gde se sumiranje vr§i po svim taekama koje saeinjavaju telo. Ovde i nadalje 
Cern° izbaciti indekse, kojima se oznaeavaju te taake, u cilju upro§eavanja 
pisanja- formula. 

Zamenjujuei ovde (31,2), dobivamo: 
m  

	

T 	-T  [V + 	x 6)--1  12  = 	-i111  V2  4-1: m V (S2 x r) 	2- (C2 x r) 2 . 

Brzine V i S2 su iste za sve take krutog tela. Zbog toga u prvom elanu 

V2  
—
2 

iznosimo ispred znaka sume,  a  suma E m je masa tela, koju eemo oznaeiti 

sa Ft. U drugom elanu eemo napisati: 

m 	x r) = 	mr (V x S2) = x 

1) Naravno, mote se ispostaviti da se nalazi i izvan tela. 

2) U op§tem sl&aju, kada pravci V i 	nisu uzajamno normalni, koordinatni poe'etak 

se mote tako uzeti da V i S2 budu paralelni, tj. kretanje 	datom momentu) biee sastavljeno 

iz rotacije oko neke ose i translatornog pomeranja du'Z' te iste ose. 
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Odavde je jasno, da ako je po6etak pokretnog koordinatnog . sistema uzet, 
kako je uslovijeno, u centru inercije, onda taj Clan postaje jednak nuli, 
jer je tada E mr = 0 Na kraju, u treeem 61anu eemo rastaviti kvadrat vektorskog 
proizvoda i kao rezultat dobivamo: 

T 	 m  {02 r2
(
SZx )2} . 	 (32.1) 

2 	2 

Na taj nkin, kinetiCka energija krutog tela mote biti predsavljena u obliku 
sume dva dela. Prvi Clan u (32,1) je kinetiela energija translatornog kretanja 
—ona ima takav oblik, kao• da je cela masa tela koncentrisana u njegovom centru 
inercije. Drugi 'elan predstavlja kinetiCku energiju rotacionog kretanja sa ugaonom 

brzinom S1 oko ose koja prolazi kroz centar inercije. Napominjemo, da je mo- 
guenost takvog deljenja kinetiCke  •  energije na dva dela uslovljena uzimanjem 
(izborom) poCetka koordinatnog sistema, koji je vezan sa telom, bag u njegovom 
centru. inercije. 

Napiskemo kinetiCku energiju rotacije sa tenzorskim oznakama, tj. pomoeu 

komponenata xi, Oi i vektora r i 0 1). Imkerno : 

=  1  —
2
E  m {,(4 —Sgt Xi Elk Xle) =— 

= 	m 1.1 Zi  1Lk  Oik  - Elk Xi Xk 
1 

= 2  1LilLk 

TR 

(xy aik — Xi xk). 

Ovde je iskorikena identienost S2i-=8ik Ok, gde je 8ik jediniCni tenzor 

("Cije su komponente jednake jedinici za i = k i nuli za i k). Uvodeei tenzor 

Iik  .1.] m (4  6,k - Xi  Xk), 	 (32,2) 

dobivamo definitivni izraz za kinetiCku energiju krutog tela u obliku: 

V2 	1 
T  = 	-I- 	Iik Sgt S2k. 	 (32,3)

2 

Lagrange-ova funkcija krutog tela dobiva se iz (32,3) oduzimanjem poten-
cijalne energije 

it V2 	l 
L  =  	2 Iik I i .Nh 

n 
k --- U. 	 (32,4) 

2  

Potencijalna energija je u opgtem slaaju funkcija geSt protnenljivih, koje 
odreduju polaaj krutog tela, na primer, tri koordinate X, Y, Z centra inercije, 

U ovoj glavi slovima i,  k  i  1 se oznaeavaju tenzorski indeksi koji dobivaju vrednosti 
1, 2 i 3. Pri tom se uvek primenjuje poznato pravilo sumiranja, prema kome se znaci suma 
izostavljaju, a po svim dvaput ponovljenim (takozvanim „nemim") indeksima podrazumevaju 

-4 	-4 

se sumiranja po vrednostima 1,  2,  3, tako je A i Bi= A x B, At = Al Ai  =  A 2  itd. Oznake 

nemih indeksa, oeividno, molemo menjati proizvoljno (samo da se ne bi poldapalo sa ozna-

kama drugih tenzorskih indeksa koji figuriraju u datom izrazu)'. 
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i tri ugla koji odreduju orijentaciju pokretnih koordinatnih osa u odnosu na 
nepokretne. - 

Tenzor lik se naziva tenzor momenta inercije  ili jednostavno tenzor inercije 
tela. Kao gto je jasno iz definicije (32,2), on je sirnetri6an, tj. 

iik ---- hei• 	 (32,5) 

Radi oeiglednosti, napisaeemo njegove komponente u eksplicitnom obliku 
u sledeeoj tablici: 

E m  (y2 + z2) 	E mxy  —Emxz 

Iik 	Elny X [ = -- E m (x2  --I- z2) — E my z 

	

— E m z y 	 E m  (x2 + y2) . 
	(32,6) 

—Emzx  

Komponente i, 4 i izz  se ponekad nazivaju momenti inercije u odnosu 
na odgovarajuee ose. 

Tenzor inercije je, aigledno, aditivan —momenti inercije tela jednaki su 
sumama momenata inercije njegovih delova. 

Ako kruto telo motemo smatrati kao neprekidno, onda se u definiciji 
(32,2) suma zamenjuje integralom po zapremini tela: 

Izk = JP (4 Sak — xi  xk) d V. 	 (32,7) 

Kao i svaki simetri6ni tenzor drugog ranga, tenzor inercije se mote dovesti 
na dijagonalni oblik odgovarajueim izborom pravaca osa x 1, x2, x3 . Ovi pravci 
se nazivaju glavne ose inercije, a odgovaraj&e vrednosti , komponenata tenzora 
— glavni momenti inercije.  Ozna'aieemo ih sa Il, 12, /3 . Pri takvom izboru osa 
x1, x2, x3, kinetiela energija rotacije se posebno jednostavno izratava; 

1 

	

TR  =  —
2 

 (1'1 01 + 	+ OD. 	 (32,8) 

Napominjemo, da svaki od tri glavna momenta inercije ne mote 'bid yea 
od dva druga. Tako je: 

+ = E m + 4 + 2x3)> m (4 + 4) = 13. 	(32,9) 

Telo, 6ija su sva tri momenta inercije razlialta, naziva se asimetricna 

Ako su dva glav'na momenta inercije uzajamno jednaka, I l  = 12  /3, onda 
se kruto telo naziva simetri6na 6igra. U torn slu'eaju je izbor pravaca glavnih 
osa u ravni x1  x2  proizvoljan. 

Ako se pak sva tri glavna momenta inercije poklapaju, onda se telo naziva 
sferna '6igr a . U torn sluCaju je proizvoljan izbor sve tri glavne ose inercije; 
motemo ih uzeti kao ma koje tri uzajamno normalne ose. 

Nalatenje glavnih osa inercije se jako uprokava ako kruto telo ima jednu 
ili drugu simetriju; jasno je, da polotaj centra inercije i pravci glavnih osa 
inercije moraju imati istu simetriju. 

Tako, ako telo ima ravan sirnetrije, onda se centar inercije mora nalaziti 
u toj ravni. U njoj se nalaze dye glavne ose inercije, a treea je normalna na 
njoj. Oeevidan slu'aaj takve vrste je sistem 'C'estica koje se nalaze u jednoj ravni. 



110 	 Kretanje krutog tela 	 [Gl. VI 

U torn slueaju postoji jednostavan odnos izmedu tri glavna momenta inercije. 
Ako je ravan sistema uzeta kao ravan x 1  x2, onda, kako je za sve eestice x 3 = 0, 

Il  = E m x2, 	/2  = E m xi, 	/3  = E m 

/3  = + /2. 	 (32,10) 

Ako telo ima osu simetrije ma koje vrste, onda se centar inercije nalazi 
na toj osi. S njom se poklapa jedna od glavnih osa inercije, a druge dye su 
na njoj normalne. Pri torn, ako je red ose simetrije veei od drugog, onda je 
telo simetriena eigra. U stvari, svaku glavnu osu (koja je normalna na osi 
simetrije) miAemo obrnuti tada za ugao, koji je razlieit od 180 ° , tj. izbor 

ovih osa postaje nejednoznaean, a to je moguano samo u slueaju simetriene eigre. 
Naroeit slueaj imamo kod sistema eestica koje se se nalaze duz jedne 

prave linije. Ako to pravu uzmemo kao osu x 3, onda je za sve eestice x 1  = x2  

= 0, i zbog toga se dva glavna momenta , 
inercije poklapaju, a treei je jednak 

I1  = /2  -= E 
	

1:3 = 0. 	 (32,11) 

Takav sistem nazivamo rotator. Karakteristiena specifianost rotatora za 
razliku od opgteg slueaja proizvoljnog tela je u tome, gto on ima svega dva 
(a ne tri) rotaciona stepena slobode, koji odgovaraju rotacijama oko osa x 1  i x2 ; 

govoriti pak o rotaciji prave oko same sebe, oeigledno, nema smisla. 
Na kraju, ueinieemo jog jednu napomenu odnosno izraeunavanja tenzora 

inercije. Mada smo definisani ovaj tenzor u odnosu na koordinatni sistem sa 
poeetkom u centru inercije [samo pri takvoj definiciji va'Zi osnovna formula 
(32,3)], ipak se ponekad ispostavlja kao zgodno za njegovo izraeunavanje, izra- 
eunati prethodno analogni.tenzor: 

E m (X; 2  Sik — xi Xic), 

koji je definisan u odnosu a drugi poeetak 0'. Ako je rastojanje 00' dato 

vektorom a, onda je r r' ± a', xi = + a2 ; uzimajuei u obzir takode da je 

Emr = 0, prema definiciji taeke 0, nalazimo: 

'ik = 	(a2  aik  —ai ak). 
	 (32,12) 

Prema toj formuli, znajuei Il k, lako se mote izraeunati trasieni tenzor I lk. 

I1 = 12  -= __E Ma mb lab 	= 0, 

11 

 

alb  

gde je ma  masa atoma, lab rastojanje izmedu atoma a i b; sumiranje se vr§i prema svim 

parovima atoma u molekulu (pri emu svaki par vrednosti a i b ulazi , u sumu jedanput). 

imaeemo: 

tako da je: 

Zadaci 

1. Odrediti glavne momente inercije za molekule, koje posmatramo kao -sisteme eestica, 
koje se nalaze na nepromenjenith medusobnim rastojanjima u sledeeim slueajevima: 

a) molekul je sastavljen od atoma koji se nalaze na jednoj pravoj. 

Odgovor: 
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Za dvoatomski molekul suma  se  svodi na jedan clan, dajuti od ranije otigledni rezultat 
proizvod redukovane mase oba  atoma  i kvadrata njihovih rastojanja: 

mi.  m2 
1.1  = 	+ - 	 12. 

b) Troatomski molekul u obliku ravnostranog trougla (sl. 36). 
m2h 

O d g o v o r: Centar inercije  se  nalazi na rastojanju 	 od njegove osnove. Momenti 

inercije bite: 
2m1  M2 

- 	h2, 
ml  

/2  =  2  a2 , /3  =  Il + /2. 

c) Cetvoroatomski molekul sa atomima, koji su rasporedeni u vrhovima pravilne tro-
strane piramide (sl. 37). 

Si. 36 Si. 37 

tn2h 
0 dg o v o r: Centar inercije se nalazi na visini piramide na rastojanju X 3  = 	od njene 

osnove. Momenti inercije bite: 

3 m1 m2 
 h2 —

m3.
—
a

2 

= = 	 2 ' 11  
I3= m1  a2 . 

Kada je m 1  =  m2  i h  =  a V  —2  dobivamo tetraedarski molekul sa momentima inercije 
3 

= /3  =  /3 = 77I1 a2  

2. Odrediti glavne momente inercije neprekidnih homogenih tela. 
a) Tanki tap du2ine 1. 

1 
Odgovor: /1 =12 . — 	=  0 (debljina gtapa se zanemaruje). 

12  /1 123  
b) Kugla polupreCnika R. 
Odgovor: 

(treba izratunati sumu: ./ .1.  + /2  -I-  /3  = 2 p f r2 dV). 

c) Kru'ini cilindar polupretnika R i visine h. 
Odgovor: 

(x3  je osa cilindra). 

h2 
11  = 12  =  -71 -  (R2  + 	. 13  =  -fv.  R2 

2 
=-- /2 = /3  = 	}1R2 
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d) Pravougli paralelopiped eije su ivice a, b, c. 

Odgovor: 

Il  = +312  (b2 	c2), 

(ose xl, x2, x3  su paralelne ivicama  a, b, c). 

e) Krutni konus visine h i polupreenika osnove R. 

R eS en j e. Izraeunaeemo u poeetku tenzor 	u odnosu na ose sa poeetkom u vrhu 

konusa (sl. 38). Izraeunavanje se lako izvodi u cilindarskim koordinatama i daje: 

3 
TetiSte se, kako pokazuju jednostavna izraeunavanja, nalazi na osi konusa na rastojanju a = -4h 

od vrha. Prema formuli (31,12), nalazi se definitivno: 

3 	h2 	 3 

= /2 = — 11 a2  = 20 P.
( 
R" 	4 ) ' 0 -4- 

/3 =Is== 46  p.R2 . 

f) Troosni elipsoid sa poluosama a, b, c. 

R e§enj e. Centar inercije se poklapa sa centrom elip-
soida, a glavne ose inercije sa njegovim osama. Integriranje 
po zapremini elipsoida mote biti svedeno , na integriranje po 
zapremini sfere transformacijam koordinata: x = y = b ii,  

z = c;, kojom se svodi jednaeina povriine elipsoida 

	

x2 	5.)2 	z2 

	

a2 	b2 	c2 	1  

na jednaeinu povrgine jediniene sfere: 

t2 71_ 11 2 _F  2 == 1 .  

Tako za moment inercije u odnosu na osu x, dobivamo: 

== PJJJ(y2 + z2) dxdy dz -- 

S1. 38 	 = pabc f I (b2 112 	c2 ,b2) 	d q d; = ab c 	(b2 	c2), 

gde je I' 
moment inercije kugle jedinienog polupreenika. Uzimajuei u obzir da je zapremina 

4 
elipsoida jednaka 3 nabc, definitivno dobivamo momente inercije: 

Il  = _5r (b2 _F  c2), 	/-2  == 	(a2 d_ c2), 	== 	b2). 

3. Odrediti frekvenciju malih oscilovanja fizielog klatna (kruto telo koje osciluje u polju 

tee oko nepokretne horizontalne ose). 
R e'enj e. Neka je rastojanje od centra inercije klatna do ose rotacije, a a, p ;  y su 

uglovi izmedu pravaca njegovih glavnih osa inercije i ose rotacije. Kao promenljivu koordinatu 
uvegeemo ugao cp izmedu vertikale i normale povueene iz centra inercije na osu rotacije. 

Brzina centra inercije je V a projekcije ugaone brzine na glavne ose inercije bite: 

cp cos a, p cos 3, p cos y. Smatrajuai da je ugao mali, nalazimo potencijalnu energiju u obliku: 

1 
U =141(1— cos p) 

 = 	
2 + a2), 

11  
= i2 (a-

9  
b-)  

Ii = 4 	p. ( -R-42- 	h2  
, 	3  

12  = -17-1 11  
2 



- 

Si. 39 Si. 40 
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Zbog toga Ce Lagrange ova funkcija biti 

/ 
p./ 2  • 	1 

- (I costa 	
u,a/2 

,2 L = 	cp 2  +-- 	+ 2 O + /3 COO y) 2 	
CO 	CO 	2 

°day& za frekvenciju oscilovanja imamo: 

2 - 
(II  = p.12 --1-4cos 2  a + I2 cos2  13 + /3 COS 2 i 

4. Nth kinetiam energiju sistema, koji je prikazan 	sl. 39. OA i AB su tanki, 
homogeni gtapovi du2ine 1, spojeni zglavkasto u taeki A. 
Stap OA rotira (u ravni crte2a) oko take 0, a kraj B gtapa AB klizi due ose Ox. 

Re g enj e. Brzina centra inercije gtapa OA (koji se nalazi na njenoj sredini) iznosi 

gde je cp ugao AOB. Prema tome kineti6ka energija gtapa OA biee: 
2 

je masa jednog gtapa). 
31 	.1 

Descartes-ove koordinate centra inercije gtapa AB biee: X = cos p, X = sin cp. Kako 

je ugaona brzita rotacije tog gtapa takode jednaka p, onda je njegova kinetRka energija: 

P. 	• 	• 	I J. 	1.1.12 	 • 	192  
T2 	(X2 + y2) + 	8  (1 + 8 sin2  92.  2— • 

Totalna kinetiela energija sistema biCe: 

2 

T = 3 (1+ 3 sin2  p) p2 

p. 12 
[zamenjeno I -- 12  Prema zad. 2, a]. 

5. Naai kineti6ku energiju cilindra (poluprdnika R), koji se kotrlja po ravni: Masa 
cilindra je rasporedena po njegovoj zapremini tako da je jedna od glavnih osa inercije paralelna 
sa osom cilindra i prolazi na rastojanju a od nje; moment inercije u odnosu na to glavnu 

osu iznosi I. 

, p.g / 

n i2 
T1=. 	4, 2 .4_ 	92 

Reg enje. Uvegeemo ugao p  izmedu vertikale i normale, spugtene iz taigta na (mu. 
cilindra (Si. 40). 

Kretanje cilindra u svakom momentu maemo smatrati kao eistu rotaciju oko trenutne 
ose, koja se poklapa sa liniom njegovog dodira sa nepokretnom ravni; ugaorla brzina to iota- 

8 Mehanika 
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cije je 	(ugaona brzina rotacije oko svih paral?.lnih osa je ista). Centar inercije se nalazi na 

rastojanju a2  +R2  — 2 a R cos  cp  od trenutne ose i zbog toga je njegova brzina 

V  = 1/ a2  + R2  — 2 a R cos cp . 

Totalna kinetieka energija bite: 

• I • 
T = —11 (a2 + R 2 — 2 a R cos cP) (P2  

2 

6. Naei kinetielu energiju homogenog cilindra po1uprenika a koji sc kotrlja po unutra-

gnjoj strani cilindriene povrgine polupree'nika R (Si. 41). 

Sl. 41 Si. 42 

Regenje. Uvegeemo  ugao  cp izmedu linije koja spaja centre oba cilindra i vertikale. 
Centar inercije cilindra, koji se kotrlja, nalazi se na oss i njegova je brzina V = (R — a). . 

Ugaonu brzinu izra'eungemo  kao  brzinu eiste rotacije oko trenutne ose, koja se poklapa sa 

linijom dodira cilindra. Ona  iznosi: 

V • R — a 
C2 	=-- cp a 	a 

Ako je /3  moment inercije u odnosu na osu cilindra, onda je 

• /3  (R — a)2  • 	3 
(R 	a)2 ID 2 

2 	a2 	9.4  4 la 	)29  

(/3  — iz zadatka 2, c). 
7. Naei kinetfeku energiju homogenog konusa, koji se kotrlja po ravni. 
Res  e n j e. Oznaeleemo sa 0 ugao izmedu‘ linije OA koja dodiruje konus sa ravni i 

ma koje nepokretne prave u  toj  ravni (sl. 42). Centar inercije se nalazi na osi konusa, a 

njegova brzina  je  V = a cos a • b, gde je 2a ugao u vrhu konusa, a a je rastojanje centra 
inercije od vrha. Ugaonu brzinu rotacije izrae'unaeemo kao brzinu 'aiste rotacije oko trenutne 

ose OA:  
V 	• 

0 — a sin a ---= e ctg a. 

Jedna od glavnih osa inercije (x 3-osa) poklapa se sa osom konusa, a drugu (x 2-osu) eemo 

uzeti normalno na osi konusa i liniji OA. Tada . ee projekcije vektora 0 (koji je orijentisan 

paraleltno sa OA) na glavne ose inercije biti 0 sin a, 0, 0 cos cc. Kao rezultat nalazimo za 
tra2enu kinetie'ku energiju: 

02 
 p a2 	• 	/1 	• 	/ 

z 
3  cos 

sin2 

4 C4 •,.. 	3 
40 

 p.h2  • 
T = 	2 	cc cos2 	• 02  -I- 2  cos2  a • 02  + ._ 	cc  

 02  (1 + 5 cos2  cc) 
=  

[h je visina konusa, /1, /2,  a—iz  zadatka 2, e]. 



Si. 43 

Si. 45 

§ 32] 
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8. Naei kinetiau energiju homogenog konusa 6ija se osnova kotrlja po ravni, a vrh se 
konstantno nalazi u taeli iznad ravni na visini, koja je jednaka polupreeniku osnove (tako da 
je osa konusa paralelna sa ravni). 

R egenj e. Uvekemo ugao A medu datim 
pravcima u ravni i projekcije ose konusa na njoj 

(sl. 43).Tada je brzina centra inercije V = a 0 (oznake 
su iste kao i u zadatku 7). Trenutna osa rotacij i 

 je izvodnica konusa OA, koja je povueena kroz 
taeku njegovog dodira sa ravni. Centar inercije 
se nalazi na rastojanju a sin a od to ose pa ee zbog 
toga biti: 

• 
V 

c.2 = 	 
a sin a sin a 

Projekcije vektora 	na glavne ose inercije (osa 

x2  je uzeta normalna na• osi konusa i liniji OA) iznosi: 0 sin a = A, 0, n cos a = 9 ctg a. 
Zbog toga ee kinetiela energija biti: 

pat • 	h - 	/3 • 	 3 n h2 	( 1 	
) 02 + _2_ 02 + _2  _ 02 ctg  a 	_ 0 _ 02 	

s2 	
5 

4 	co 

9. Naei kinetieku energiju homogenog troosnog elipsoida koji rotira oko jedne od 
osa (AB, sl. 44) pri &mu poslednja rotira oko pravca CD, koji je normalan na njoj i 

prolazi kroz centar elipsoida. 

Re§e n j e. Ugao obrtanja oko ose CD oznaeimo sa 8, a ugao obrtanja oko ose AB 
(ugao izmedu CD i ose inercije x1, koja je normalna na AB) oznaeieemo sa cp. Tada ee 

projekcija na osu inercije biti: 

cos cp, 	0 sin cp, 	cp 
(pri emu se osa x3  poklapa sa AB). Kako je centar inercije, koji se poklapa sa centrom 
elipsoida, nepomiean, onda ee Idneti6ka energija biti: 

	

1 	 • 	• 

	

T = -27 (11  cost cp + sin2  cp) 	
1 

 

10. To isto, ako je osa AB nagnuta, a elipsoid je simetri6an u od nosu na to osu (sl. 45). 

R es e n j e. Projekcija vektora U na osu AB i na druge dve ose inercije, koje su na 
njoj normalne (koje maemo uzeti proizvoljno), Nee 

• . 	 . 
 0 cos a • cos p, 	0 cos a sin cp, 	cp + 0 sin a. 

Kinetieka energija iznosi: 

T = - 2 -  cost • .0 2  + - 23-  (9 + 0 sin a)2 . 

02 + 	/3 cp 2 .  

8* 
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§ 33. Moment impulsa krutog tela 

Velkina momenta impulsa sistema zavisi, kao 'Ato znamo, od izbora tacle 
u odnosu na koju je on definisan. U mehanici krutog tela, najracionalniji izbor 
to taeke je paetak pokretnog koordinatnog sistema, tj. centar inercije tela. U 

daljem izlaganju eemo pod. M podrazumevati moment, koji je definisan bas na 

taj naein. 
Prema formuli (9,6) pri uzimanju koordinatnog poetka u centru inercije 

tela, njegov moment M se poklapa sa „sopstvenim momentom" koji .je vezan 
samo sa kretanjem ta6aka tela u odnosu na centar inercije. Drugim restima, u 

definiciji M = Em (r x v) treba v zameniti sa S2 x r: 

	

M=Em(r x (Q x r)) =Ern {r2 	x x 0)}, 

ili u tenzorskim oznakama: 

E m Qi  — Xi Xki -2k} = Ok Em Oik — Xi Xk} • 

Na kraju, uzirnajuei u obzir definiciju (3,2,2) tenzora inercije definitivno do- 

bivamo : 

	

nk. 	 (33,1) 

Ako su ose x1, x2, x3  orijentisane du." glavnih osa inercije tela, onda to for-

mula daje: 
M1 = 521 , 	M2 = 52 23 	M3 = 1-3 523. 	 (33,2) 

Specijalno, za sfernu eigru, kada se sva tri glavna momenta inercije 
poklapaju, imamo jednostavno: 

= IS2, 	 (33,3) 

tj. vektor momenta je proporcionalan vektoru ugaone brzine i ima s njim istu 

orijentaciju. 

U opgtem slaaju proizvoljnog tela, vektor M, opgte uzev, se ne -poklapa 

po svom pravcu sa vektorom S2 i samo pri rotaciji tela oko ma koje od nje-

govih glavnih osa inercije M i Q imaju isti pravac. 
Posmatraeemo slobodno kretanje krutog tela, koje nije podvrgnuto dejstvu 

ma kakvih spoljagnjih sila. R.avnomerno translatorno kretanje, za koje nemamo 
nflog interesa, pretpostavieemb da ne postoji, tako da 66 biti govora o slobod-

noj rotaciji tela. 
Kao i u svakom zatvorenom sistemu, moment impulsa slobodno rotirajueeg 

tela je konstantan. Za sfernu 6igru uslov M = const dovodi jednostavno do 

S2 = const. To znaei, da je u opgtem slu'aaju slobodna rotacija fferne eigre 
jednostavno ravnomerno rotiranje oko stalne ose. 

Isto tako je jednostavan sluZaj rotatora. Ovde je takode M = /52, pri eemu 

je vektor S2 normalan na osi rotarora. Zbog to a je slobodno ,rotiranje rotatora 
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ravnomerna rotacija u jednoj ravni oko pravca koji je normalan na toj, ravni. 
Zakon oddanja momenta je dovoljan i za odredivanje slo2enije slobodne rotacije 

simetriene ,  eigre. 
Koristeei se proizvoljnoku izbora pravca glavnih osa inercije x 1, x2  (nor- 

malnih na osu simetrije eigre x 3) uzeeemo osu x 2  koja je normalna na ravni, 
-3 

odredenoj konstantnim vektorom M i trenutnim polaajem ose x 3. Tada je 

M2 = 0, a iz formula (32,2) je jasno 
da je i C2 2  = 0. To znaei, da se orijen- 

tacije M i Q i ose eigre u svakom 
momentu nalaze u jednoj ravni 
(sl. 46). Ali odavde sarnim tim izlazi 

da su brzine v = S2 X r svih taeaka na osi 
eigre u svakom momentu normal-
ne na naznaeenoj ravni; drugim re-
eima, osa eigre ravnomerno rotira 

(vidi dalje) oko pravca M opisujuei 
kru2ni konus (takozvana regularna pre-
cesija 6igre). Jednovremeno sa prece-
sijom sama eigra ravnomerno rotira 
oko sopstvene ose. rN 

Ugaone brzine te obe rotacije 
lako je izraziti pomoau date velieine 
momenta M i ugla nagiba 0 ose eigre 

prema pravcu M. Ugaona brzina rota- 
cije eigre oko svoje ose je jednostavno 

projekcija S2 3  vektora C2 na to osu: 

523 = - =M COS O. 
/3 3 	13 

(33,4) 

Za odredivanje brzine precesije Upr  treba razlo2iti vektor S2 po pravilu paralelo-

grama na komponente du2 x3 i M. Prva od njih ne dovodi ni do kakvog 
pomeranja same ose eigre te zbog toga druga daje traenu ugaonu brzinu 
precesije. Iz prikaza na sl. 46 je jasno da je sin 0 U pr  = 01, a kako je 

M1  M sin 0 
52 1 — r 	 onda dobivamo — 

Upr 
M 

 r  
.1 1 

• (33,5) 

§ 34. Jednanne kretanja krutog tela 

Kako kruto telo ima u opgtem slueaju Best stepena slobode, onda opgti 
sistem jednaeina kretanja .mora saddati gest nezavisnih jednaeina. Maemo ih 
predstaviti u obliku, kojim se odreduju izvodi po vremenu dva vektora : impulsa 
i momenta tela. 

SI. 46 
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• 

Prva od tih jednaeina se jednostavno dobiva sumiranjem jednaeina 	f 

za svaku eesticu iz sastava tela, gde je p impuls eestice, a f sila koja na nju 

dejstvuje. Uvodeei totalni impuls tela 

P=Ep= 

ukupnu silu koja na njega dejstvuje Ef = F, dobivamo : 

dP 
=F. 

dt 
(34,1) 

Iako smo F definisali kao sumu svih sila f, koje dejstvuju na svaku ees- 

ticu, podrazumevajuai to i sile od drugih eestica tela, faktieki u F ulaze samo 
sile koje dejstvuju od strane spoljagnjih izvora. Sve sile interakcije medu eesti-
cama samog tela se uzajamno ponigtavaju ; u stvari, u odsustvu spolja§njih sila 
impuls tela, kao i svakog zatvorenog ,sistema mora se odr2avati, tj. mora 

biti F = 0. 
Ako je U potencijalna energija krutog tela u spoljanjem polju, onda sila 

F mote biti definisana njenim diferenciranjem po koordinatama centra inercije 

tela : 
(34,2) 

Zaista, pri translatornom pomeranju tela za a R utoliko se menja i 

diujs-vektor rg  svake taeke tela, to je zbog toga promena potencijalne energije 

Ea r 
 au -' —Eau 

8 U = 	8r  =  8R 	
a r — 

OR f -= FOR. 

S tim u vezi napominjemo da jednaeinu (34,1) mo2emo dobiti i kao 
Lagrange-ovu jednaainu u odnosu na koordinate centra inercije 

d a L  aL 

dt av aR 

sa Lagrange-ovom funkcijom (32,4) za koju je 

a L 	 a L 	au 
P, 	=4 =F. 

av 	a R 	aR 

Prelazimo na izvodenje druge jednaeine kretanja, koja odreduje izvod po 

vremenu momenta impulsa  M.  Za uprogeenje izvodenja pogodno je uzeti „ne-
pokretrxi" (inercijalni) sistem referencije tako da se u datom momentu centar 

au .  
a R 



S obzirom na izabrani sistem referencije (u kome je V = 0) vrednost r se 

u datom momentu poldapa sa brzinom v = rg . Kako vektori v i p = my imaju 
• 

istu orijentaciju, onda je r  x  p = 0. Ako p zamenimo silom f, definitivno 

§ 34] 
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inercije tela u odnosu na njega nalazi u miru. Na taj naein dobivena jednaaina 
kretanja vaiee samim tim, zbog Galilej-ovog principa relativnosti, i u ma kome 
drugom inercijalnom sistemu referencije. 

Zbog toga Cern() imati: 

IT' -± 	- 
= -

d
-
t 	

=E(r x p) 	x p). 

dobivamo: 

gde je 

dM  = K, 
dt 

(34,3) 

K  =  E (r xf). 	 (34,4) 

Vektor (r x f) se naziva moment sile f, tako da je K suma momenata 

svih sila, koje dejstvuju na telo. Kao i u ukupnoj sili F, u sumi (34,4) stvarno 
se moraju uzeti u obzir samo spolja§nje sile; u saglasnosti sa zakonom odranja 

impulsa rnpulsa suma momenata svih sila, koje dejstvuju unutar zatvorenog 
sistema mora biti jednaka nuli. 

Moment- sile, kao i moment impulsa, zavisi, opfte uzev, od izbora koordi- 
natnog poeetka, u odnosu na  koji  je definisan. U (34,3) i (34,4) momenti se 
odreduju u odnosu na centar inercije tela. 

Pri prenosu koordinatnog poaetka na rastojanje a novi radijus-vektori 

taeaka tela vezani su sa starim r pomoeu relacije r = r' + a. Zbog toga je: 

K E  (r  x f) 	(r' f) 	(a x f) 
ili 

K = K' + a x F. 

Odavde se vidi, specijalno, da velieina momenta sila ne zavisi 

koordinatnog poeetka, ako je ukupna sila F = 0 (u torn slueaju se 

na telo dejstvuje „spreg sila"). 
Jednaeina (34,3) se mote smatrati kao Lagrange-ova jednaeina 

d aL _aL 
dt 80 —  a?  

(34,5) 

od izbora 

govori da 

u odnosu na „rotirajuee koordinate". U stvari, diferencirajuei Lagrange-ovu 
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funkciju (32,4) po komponentama vektora 	dobivamo 

a L 
= iikQk = M. a Si, 

Promena potencijalne energije U pri obrtanju tela za beskonaeno mali ugao 

8 cp, iznosi : 

8U. —Ef arg  ---Ef(8cp x 	 x f) — K 

odakle je 
(34,6) 

tako da je 
aL 	au 

= K. 
ay 	 ay ay 	• 

Pretpostavimo, da su vektori F i K uzajamno normalni. U torn slueaju 

uvek se mac naci takav vektor a, da bi u formuli (34,5) K' bio jednak nuli, pa 

ee biti: 

K a x F. • 	 (34,7) 

Pri tom je izbor a nejednozngan; sabiranjem sa njim ma kog vektora, 

koji je sa F paralelan, ne menja jednakost (34,7), tako da uslov K = 0 ne daje 
definisanu ta6ku u pokretnom koordinatnom sistemu, vee samo definisanu pravu 

liniju. Na taj naain, kada je K I  F dejstvo svih sila koje su na njega dodate 

mo2e biti svedeno na jednu silu F, koja dejstvuje duz definisane prave linije. 
Takav specijalan slueaj homogenog polja sila u kome sila koja dejstvuje 

na materijalnu taeku ima oblik f = eE, gde je E konstantan vektor, koji karak-

teriSe polje, a veaina e karakterige svojstva 6estice u odnosu na dato poljel). 
U tom slu6aju imamo: 

--> 

F = EEe, K=Eer x E. 
--+ 

Pretpostavliajuei, da E  e 	0, uvekemo radijus-vektor r o, koji je definisan 

prema relaciji: 

Eer 
ro = 	e  

Tada dobivamo sledeei jednostavan izraz za totalni moment sila: 

(34,8) 

 

K=r x F. (34,9) 

1) Tako, u homogenom elekriabm polju E je ja6ina polja, a e naelektrisanje 

U homogenom polju tee E je ubrzanje site tee g, a e je masa 'aestice m. 

 

au  



§ 35] 

Na taj naein, pri 

svodi na dejstvo jedne 
(34,8). PolOaj to rake 
tde, na primer, ona se 
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kretanju krutog tela u homogenom polju uticaj polja se 

Bile F, „koja dejstvuje" u taeki sa radijus-vektorom 
u celini se odreduje svojstvima samog tela; u polju 
poklapa se centrom inercije tela. 

§ 35. Euler-ovi uglovi 

Kako je nagovegtemo, za opisivanje kretanja krutog tela mogu se koristiti 
tri koordinate njegovog centra inercije i ma koja tri ugla koji odreduju odreduju 
orijentaciju osa x 1 , x2, x3  pokretnog koordinatnog sistema u odnosu na nepokretni 

sistem X, Y, Z. Za to svrhu eesto se ispostavljaju kao pogodni Euler-ovi uglovi. 

Kako nas momentalno interesuju samo uglovi izmedu koordinatnih osa, 
uzeeemo poeetak oba sistema u jednoj taeki (sl. 47). Pokretna ravan x 1  x2  

Si. 4L 

preseca nepokretnu X Y po nekoj pravoj (ON na sl. 47), koju nazivamo 

cvornom linijom. Ova linija je oeigledno normalna kako na osi Z tako i na osi 

x3 ; njen pozitivni pravac uzeeemo tako da bi odgovarao pravcu vektorskog 

proizvoda (z x x 3) (gde su .z, x3  jedinieni vektori u pravcima osa Z i x3). 

Kao velicine, koje odreduju pole2aj osa x 1, x2, x3 u odnosu na ose X, Y, Z 

uzeeemo sledeee uglove: ugao 0 izmedu osa Z i x3, ugao c.p medu osama X i N, 

ugao cl) medu osama N i x i . Uglovi cp i 4) se raeunaju u pravcima, koji se 
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odreduju pravilom zavrtnja, respektivno oko osa Z i x3. Ugao 0 uzima vrednosti 

od nule do TC, a uglovi p i 	od nule do 27c1). 

ugaone brzine S2 prema pokretnim 
i n jihovih izvoda. Zbog toga treba 
i 4). Ugaona brzina 0 je orijentisana 
po osama x1, x2, x3  iznose: 

na osu x3  

iznosi 93  = cp cos 0, a projekcija na ravan x i  x2  iznosi cp sin 0. Razlaaiei poslednju 

na komponente po osama x1  i  x 2, dobivamo : 

(p i  = cp sin 0 sing), 	92  = cp sin 0 cos (P. 

ugaona brzina 	je orijentisana po osi x3  
sve te komponente po svakoj od osa, definitivno dobivamo: 

S2 1  =  cp sin 0 sing) + 0 cos 4), 

cp sin 0 cos 4)  -  0 sin (1), 

S2 3  =-----  cp cos 0 + 

glavnim osama inercije krutog tela, onda 
pomoeu Euler-ovih ugiova, dobivamo zame- 

je Il  = /2  0 /3, nalazimo posle jednostavnog 

/1  • 
Trot  = 	(92  sin2 0 	± 	(9 cos 0 + 4))2 . 

Napominjemo da se  ovaj  izraz mote dobiti i jednostavnije koristeei proiz 

voljnost pravca glavnih -osa inercije x1  i x2  kod simetriene eigre. Smatrajue 

da se osa x1  poklapa sa evornom osom ON, tj. da je = 0, imaeemo za 

komponente ugaone brzine prostije izraze: 

= 0, 	S2 2  =  cp sin 0, 	S23  =  9 cos 0 + 4). 	(35,3) 

Kao jednostavan primer primene Euler-ovih uglova odredieemo pomoeu 
njih vee poznato nam slobodno kretanje simetriene eigre. 

Uzeeemo Z-osu nepokretnog koordinatnog sistema u pravcu konstantnog 

momenta eigre M. Osa x3  pokretnog sistema je orijentisana po osi aigre, a neka 

1) Uglovi 0 i cp — 	predstavljaju respektivno polarni ugao i azimut pravca x 3  u odnosu 

Izrazieemo sada komponente vektora 
osama x1, x2, x3  pomoeu Euler-ovih uglova . 

projektovati na te ose ugaone brzine 0, cp 
po evornoj liniji ON, i njene komponente 

0  =  0 cos  4/, 	02 == -- 0 sin 4), 	03 = 0. 

Ugaona brzina cp je orijentisana clu" ose Z; njena projekcija 

Na kraju, 
Sabirajuai 

(35,1) 

Ako su ose x1, x2, x3  uzete po 
kinetieku energiju rotacije, izraenu 
nom (35,1) u (32,8). 

Za simetrienu eigru, kod koje 
izraeunavanja: 

(35,2) 

na ose X, Y, Z. U isto vreme  0  i —2- — su respektivno polarni ugao i azimut pravca Z u 

odnosu na ose x l , x„ x3• 
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se osa x1  poklapa u datom momentu sa 6vornom linijom. Tada za komponente 
-3 

vektora M pomoeu formula (35,3) nalazimo : 

— I1 S21  = I10, 	M2 — I1 Q2 = I1 cp sin 0, 	M3 = /3 Q3  = /3 (cp cos 0 — q)). 

S druge strane,. kako je osa x1  (Cvorna linija) normalna na Z-osu, imaeemo : 

M1  = 0, M2 = M sin 0, M3  = M cos 0. 

Izjednaeujuei uzajamno ove izraze, dobivamo sledeee jednaCine: 

= o 	/1  cp = M, 	/3  (cp cos 0 + 1)) = M cos 0. 	(35,4) 

Prva od ovih jednaCina daje 0 = const, tj. konstantnost ugla nagiba ose 

eigre prema pravcu M. Druga odreduje [u saglasnosti sa (33,5)] ugaonu brzinu 

precesije cp = 
M
— — Na kraju, treea odreduje ugaona brzinu rotacije 6igre oko 

sopstvene ose : 

Q3 --= 
M cos 0 

/3 , 

Zadaci 

1. Dovesti na kvadrature zadatak o kretanju take, simetriane 6igre sa nepokretnom 
najni2om taelom (sl. 48). 

• Reg e n j e. Uzeeemo za zajednieli 
paetak pokretnog i nepokretnog koordinat-
nog sistema nepokretnu tacku 6igre 0, a. 
Z-osu eemo upraviti po vertikali (sl. 48). 
Lagrange-ova funkcija 6igre u polju tee biee 

L =  _2_ 02 + 92 s i n2 0) + 

d2 
+ 3 + 2 	(± cp cos 0) 2  — p.g1 cos 0 

(p. je masa agre, 1 je rastojanje od najni2e 
taeke do centra inercije). 

Koordinate jr i p  su cikHne. Zbog 
toga imamo dva integrala kretanja: 

a L 	• 
pp  =

a 	
.1; (If + cp cos 0) — 

11f 
= const = M3, 	 (1) 

a L 
pp = 	. = (/1  sin2  + 4 cos2  0) cp 

a 9 
+ 4 4r cos e = const Mz, (2) 

gde je uvedena oznaka I3 = I 3  + p./2  (veliane pv, i p9, predstavljaju komponente momenta 
rotacije, koji je definisan u odnosu na ta6ku 0, respektivno po osama x 3  i Z). Osim, toga, 
odr2ava se energija 

• • 	.4 	• 
E = -2 (02  + cp2  sin2  0) ± - 2  (NV ± cp cos 0)2  + p.gI cos 0. (3) 
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Iz jednaana (1) i (2),  nalazimo: 

• Mz  — M3 cos 
P = 	/1  sin' 0 

(4) 

• M3 
3 	

MZ  — M3 COS 0 
if  = /1  sin2  0 	 (5) — P' — COS  0 

  

Eliminikki pomoeu tih  jednaeina  op i ‘jr iz jednaeine energije (3), dobivamo: 

It 
E' = - 2  -  0 2  ± Uef (0), 

gde su uvedene oznake 
M2 3 
- .E' =  E  — 	—p  g 2.4 

(Mz  — M3 COS 0)2  
U ef = 2I1  sin2  9 	 — 

pgl (1 — cos 0) 	(6) 

Odredujuai odavde e i razdvajajuei promenljive, dobivamo: 

t = 

  

d0 
(7) 

   

   

2 
jl  [E' — Uef (9)] • 

(integral je 	Posle toga  se  uglovi 	i cp izrahvaju kao funkcije ad 0 u obliku kvadra  - 
tura pomoeu jednaeina (4) i (5). 

Oblast promene ugla 0 pri kretanju se odreduje iz uslova E' 	Uef (0). Funkcija Uef (0) 
(kada M3  # 	teli ka oo pri vrednostima 0 = 0 i 0=a, a u intervalu medu njima, 
prolazi kroz minimum. Zbog  toga  jednaeina E'  =  Uef (0) ima dva korena koji odreduju 
graniene uglove  02  i 02 nagiba ose eigre prema vetikali. 

Pri promeni ugla 0 od 01  do  02 znak izvoi a ostaje nepromenjen ili se menja s obzi-
rom na einjenicu ostaje li nepromenjen ili se menja u tom intervalu znak razlike M z  — M3  cos 0. 
U prvom slueaju osa eigre vr§i precesiono kretanje monotono oko vertikale istovremeno 
vrgeai oscilovanja (takozvanu  nutaciju)  gore i dole (sl. 49, a; linija pokazuje trag, koji bi osa 
eigre crtala na povrEni sfere sa  centrom  u nepokretnoi taeki eigre). U drugom slueaju pravac 
precesije je suprotan sa dva graniena kruga, tako da se osa eigre pomera oko vertikale opisu- 
juoi petije (sl. 49, b). Na kraju,  ako  se jedna od vrednosti 0 1  i 0 2  poklapa sa nulom razlike . 	. 
Mz — M3 cos 0, na odgovarajueoj granienoj krublici cp i 0 istovremeno postaju jednaka nuli, 
tako da osa eigre opisuje trajektoriju koja je prikazana na sl. 49, c. 

a 

2. Naei uslov pri kome  ce  rotacija eigre oko vertikalne ose biti stabilna. 

Reg enj e. Kada je 0 = 0 ose x3  i Z se poklapaju, tako da je './W3  = 	E' = 0. 
Rotacija oko to ose biee stabilna ako vrednost 0 = 0 odgovara m!nimumu funkcije Uef (8). 

M-8 /41:— 11-2g-1) e2'  
vet ( 

Za male vrednosti imaeemo: 
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nat.  

81. 50 
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odakle nalazitno uslov M3 > 4I1  p.g 1, ili 
4/1  p.g/ r 2 3 

3. Odrediti kretanje eigre u slue'aju kada je kinetieka energija njene sopstvene rotacije 
velika u odnosu na energiju u polju tee (takozvana „brza" eigra). 

Reg e n j e. U prvoj aproksimaciji, ako se zanemari polje tee, nastaje slobodna precesija 

ose e'igre oko pravca momenta M (koja u datom slue'aiu odgovara nutaciji eigre); ona se vrgi 
prema (33,5) sa ugaonom brzinom 

M 
Onut = I • 	 ( 1 ) 

U sledeaoj aproksimaciji se pojavljuje spora 

precesija momenta M oko pravca vertikale (sl. 50). 
Za odredivanje brzine to precesije dovekemo taenu 
jednaeinu kretanja (34,3) 

dM 
	—  
dt 	

K 
 

na srednju vrednost po periodu nutacije. Moment 

sila teie, koje dejstvuju na 'eigru iznosi K = p. 1 (n3  x g), 

gde je n3  jedini'eni vektor u pravcu ose cigre. Na 
osnovu simetrije je oeigledno da se rezultat dovodenja 

K na srednju vrednost po „konusu nutacije" svodi 

-* 	 M 
na zamenu vektora n 3  njegovom projekcijom cos a M  

na pravac M. (a je ugao izmedu M i ose eigre). Na taj naein dobivamo jednginu: 

dM 
d t — cos a M (g x M). 

-4 
Ona pokazuje da vektor M vrgi precesiju oko pravca g (vertikale) sa srednjom vrednogeu 

ugaone brzine koja iznosi: 

p./ cos a -` 
Q pr  = — m — g (2) 

(koja je mala u poredenju sa enut). 
U posmatranoj aproksimaciji su velieine M i cos a, koje ulaze u formule (1) i (2), 

konstantne (mada, strogo uzev, nisu integrali kretanja). One su sa istom taenoku povezane 
sa velieinama E i M3 pomoeu relacija: 

M3 = M cos a; 
M2  (cost a 	sing a 

E
) 

2 	/ , 	3
• 

§ 36. Euler-ove jednaeine 

Jedna6ne kretanja koje su navedene u § 34 odnose se na nepokretni 

dP  dM 
koordinatni sistem: izvodi 

dt 	bt  i 
 	u jedna'ainama (34,1) i (34,3) predstavljaju 
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-4 

promene vektora Pi Mu odnosu na 'taj sistem. Medutim, najprostija veza 

medu komponentama rotacionog momenta M krutog , tela i komponentama 
ugaone brzine, postoji u pokretnom koordinantnom sistemu sa osama koje su 
orijentisane u pravcu glavnih osa inercije. Da bismo se koristili ovom vezom, 
neophodno je prethodno transformisati jedngine kretanja na pokretne koordinate 
x1, x2 , x3 . 

d A 
Neka je 	brzina promene ma koga vektora A u odnosu na nepokretni 

dt 

koordinatni sistem. Ako se vekor A ne menja u odnosu na rotirajuei sistem, 
onda je njegova promena u odnosu na nepokretni sistem uslovljena samo rota - 
cijom, pa je tada 

dA 
dt 

x A 

[vidi § 9, gde je bilo nazngeno da formule, kao (9,1) i (9,2), vale za ma koji 
vektor]. U op§tem stgaju na desnoj strani ove jednaeine treba (staviti) dodati 

brzinu promene vektora A u odnosu na pokretni sistem;. ako tu- brzinu ozna- 

'6imo sa 
dA 

 , dobivamo: 
dt 

dA d' A 
dt 	dt 	

x A. 	 (36,1) 

Pomoeu ove opgte formule, jednaeine (34,1) i (34,3) mo2emo odmah 
ponovo napisati u obliku: 

- 4 

d' P r" 	d' M 

dt 	 dt 	+S2 	F, 	 x M = K. (36,2) 

Kako se ovde diferenciranje po vremenu vrgi u pokretnom koordinatnom sistemu, 
moemo neposredno projektovati jednaaine na ose ovoga sistema: 

 dP1  dM1  
5 5 

P) id' 
dt dt 

d' M) 
dt dt 

gde indeksi 1, 2, 3 oznaeavaju komponente po osama x1, x 2, x3. Pri torn u prvoj 

jednaelni zamenjujemo P sa p. V i dobivamo: 

1 + n2 
v3 03 v2) = 

(ddVt2 

▪  

u3 	S21Tr3) 

	

= F2, 	 (36,3) 

(ddlit3 

▪ 	

v2 i22 v1) = F3. 



/1 — /3 

12  

d523 + 	Il   ni  (22  = 0 .  
/ 3  

dE2 2  (36,5) 
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Pretpostavljajuei da su ose  x 1,  x2, x3  uzete po glavnim osama inercije, napisa-
eemo u drugoj od jednaeina (36,2) Mi.  = 	itd. i dobivamo 

T  d521
11 --dt  + (13 - 12) C22 Q3 Kl,  

T  dc22 

	

-d t 	1 - 13) Q3 K-21 = K2, 	 (36,4) 12 
r  du 

	

i 
 dt  H-3 	- /1) K-21 u2 = K3. 

Jednaeine (36,4) se nazivaju Euler-ove jednaeine. 

Pri slobodnoj rotaciji je  K = 0, tako da Euler-ove jednaeine dobivaju oblik : 

1 —1 3 	2  522 
Il  2 3 - dE21  

Kao primer primenieemo ove jednaaine na vee tretiranu slobodnu rotaciju 
simetriene eigre. Ako stavimo / 1.  = /2  iz treee jednaeine eemo imati E2 3  = 0. tj. 

const. Posle toga eemo prve dve jednaeine napisati u obliku: 

	

= 	6/C2 2) 	K-22 = 5215 

gde je uvedena konstantna veliaina 

523 
/

3  T
1

11 
(36,6) 

Ako drugu jednaeinu pomnoEmo sa i i saberemo sa prvom, dobieemo : 

	

dt  (CI 	2E2 2) = 1 W (E21 	iE22), 

odavde ee biti: 
= Aeiwt, 

gde je A konstanta; poslednju maerno smatrati realnom (ovo se svodi na adek-
vatan izbor poeetka raeunanja vremena) i tada je: 

=  A  cos wt, 	52 2  = A sin cot. 	 (36,7) 

Ovaj rezultat pokazuje da projekcija ugaone brzine na ravan, koja je 
normalna na osi eigre, rotira u toj ravni sa ugaonom brzinom w, ostajuei 
konstantnom po velicini (114 c22. A). Kako je projekcija E23  na osu eigre 

takode konstantna, onda zaklju'eujemo da i ceo vektor S2 ravnomerno rotira sa 
ugaonom brzinom 6.) oko ose eigre ostajuei nepromenjen po velicini. S obzirom 

na veze M1  = M2 = 12 E2 2  i M3 = 13 52 3  medu komponetama vektora 
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i M isto takvo pak kretanje oeigledno vrgi i (u odnosu na osu eigre) vektor 

momenta M. 
Dobivena slika, razume se, predstavlja samo drugi aspekt onoga kretanja 

■Sgre, koje je vee bilo analizirano u §§ 33 i 35 u odnosu na nepokretni 

koordinatni sistem. Specijalno, ugaona brzina rotacije vektora M (Z-osa na sl. 48) 

oko pravca x 3  se poklapa sa ugaonom brzinom u Euler-ovoj funkciji uglova q). 
Pomoeu jednaeina (35,4) imaeemo : 

7. 
	

cp.  cos 0 M cos 0 	
/ 

( 1  — ) 
/ 3 	 3 	1 

iii 

YY 	
—  

= "3 

u saglasnosti sa jednaeinom (36,6). 

§ 37. Asimetriena eigra 

Primenieemo Euler-ove jednaeine na slokniji zadatak o slobodnoj rotaciji 
asimetriane eigre, kod koje su sva tri momenta inercije razlieita. Radi odredenosti 
smatraeemo da je 

I3> 12 > 11• ( 37,1 ) 

Dva integrala Euler-ovih jednaeina su od ranije poznata. Oni su dati 
zakonima odr2anja energije i momenta i izra2avaju se jednaeinama : 

+ /2 S-4 + ng = 2E, 

if Of +11 c4 	ng = M2, 	 ( 37,2) 

gde su energija E i apsolutna velieina momenta M date konstante. Ove dve 
--+ 

jednaeine izrOene pomoeu komponenata vektora M, imaju oblik 

M2  M2  M2  
	= 2E, 	 (37,3) 

Ii 	12 
Mi + /14 + M3 = M2 . 	 ( 3 7,4) 

Vee se odavde mote stvoriti izvestan zakljueak o karakteru kretanja eigre. S 
tim u vezi napominjemo da jednaeine  (37,3) i  ( 37,4)  predstavljaju jedndeine povrgine 
elipsoida sa poluosama V 2E/1 , V2E/2 , V2E/ 3  i sfere sa polupreenikom M sa 
osama M1, M2 i M3. 

Pri pomeranju vektora M (u odnosu na ose inercije aigre) njegov kraj se 
kreee' dug linije preseka navedenih povrgin.a (na 'sl. 51 je prikazan niz takvih 
linija preseka elipsoida sa sferama razlieitih polupreenika). Samo postojanje 
preseka se osigurava oeiglednim nejednaeinama : 

2EI1  < M2 ‹ 2EI3 , 	 ( 37,5) 

koje geomen-ijski pokazuju da se polupreenik sfere (37,4) nalazi izmedu najmanje 

i najveee poluose elipsoida (37,3). 

M cos 
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Pratieemo promenu karat tera ovih „traj -2ktorija" vrha vektora M 1) zbog 
promene veheine M (pri datorn energiji E).. Kada je 	•samo neko malo yeae 

SI. 51 

od 2E/1, sfera preseca elipsoid co thema zatvorenirn malim krivim linijama 
koje okruarju xl-osu u blizini odgovarajuaa dva poly elipsoida; (kada M' ,  2E11  
te se krive skupljaju u take —colove). Poyeaavarijem M 2  krive se sire, a kada 
je M2  = 2E12  transformigu se u dve krive u ravni (elipse) koje se uzajamr_o seku 
u polovima elipsoida na osi x 2 . Daljim poyeaanjem M 2  ponovo nastaju dve 
odvojene zatvorene trajektorije, ali koje yea okru2luju polove na. osi x 3 ; kada 
M2 -- 2E/3  one se svode u te dye taeke. 

Napominjemo, pre svega, da zatvorenost trajektorija oznaeava periodienost 

pomeranja vektora M u odnosu na telo eigre; za vrerne perioda vektor M 
opisuje izvesnu konienu poyfginu vraeajuei se u prethodni poloZ'aj. 

Dalje eemo napomenuti suStinski razliaiti karakter trajektorija, koje su 
blizu razliaitih polova elipsoida. U blizini osa x 1  i x3  trajektorije se u celini 
nalaze u okolini polova a trajektorije koje prolaze u blizini polova na osi x 2  u 
svom daljem hodu udaljuju se na velika rastojanja od tih taeaka. Takva razlika 
odgovara razlieitom karakteru stabilnosti rotacije eigre oko njene tri ose inercije. 
Rotacija oko osa x1  i x3  (koje odgovaraju najvceem i najmanjem od tri momenta 
inercije eigre) stabilna je torn smislu, gto ee eigra, pri malom odstupanju od tih 
stanja. produEti da yrSi kretanje koje je blisko prvobitnom. Rotacija oko ose 
x2  nije stabilna, dovoljno je malo odstupanje da bi nastalo kretanje koje dovodi 
eigru u poli:Aaj koji je daleko od prvobitnog. 

Da bismo odredili zavisnost komponenata S2 (ili njima proporcionalnih kom-

ponenata M) od vremena primenieemo Euler-ove jednaeine (36,6). Izrazieemo 

Analogne krive koje opisuje zavfgna ta6ka vektora f.) nazivaju se polhodije. 

9 Mehanika 
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Qi  i 03  pomoeu Q2 iz dve jednaeine (37,2) i (37,3) 

)21 - 4 (I3

1 	
{(2E/3 - M2) - /2 (13 - 12) Q2},

" 	- 

n 	 {(M2  - 2E4) - /2 (12  - 4) f4} 
- (13

1 
 4)  

i zamenieemo u drugu od jednaeina (36,5) pa eemo imati : 

(37,6) 

{[(2EI3 — M2) — 12(4 — 12) ql [OP 
Y /1 13 

— 2E 	
ne/2. 

4) — 4 (4 7--  4) 	 (377) 

Ako u toj jednaeini razdvojimo promenljive i integriramo, dobieemo funk-
ciju t (E22) u obliku eliptiekog integrala. Dovodenjem na standardni oblik radi 
odredenosti uzeCerno da je 

42 >2E/2 . 

(u obrnutom slueaju u svim daljim formulama treba permutovati indekse 1 i 3). 
Uvegeemo umesto t i C22  nove promenljive 

	

dc2 2 	/3 — Il S21  S22 — 

	

dt 	12  

1 

t 
(13  — /2) (M2  — 2E4)   

I1  12  I3 

i pozitivni parametar k 2  < 1 prema relaciji 

Tada dobivamo : 

5 	12(I3— /2) 
2E/2 — M2  

(37,8) 

(37,9) k2 
(12 - /1) (2E/3 — M2) 

(I3  — /2) (M2 — 2E/1) 

oCli 	(1 -- s)2  (1 — k2  s2) 

(uslovno aemo uzeti poaetak rgunanja vremena u momentu kada je S2 2  = 0). 
Pretvaranjem ovoga integrala nastaje, kako je poznato, jedna od Jacobi-jevih 
eliptiekih funkcija 

S 

ds 
= 

s = sri 

eme se i defini§e zavisnost S2 3  od vremena. 
Funkcije 	(t) i 52.3  (t) algebarski se izra2avaju pomoeu S2 2  (t) prema 

jednaeinama (37,6). Uzimajuei u obzir definicije druge dve eliptieke funkcije 

cn = 'V 1 — sn2  T, 	do T = V1 k2  sn2  T, 

dobivamo definitivno sledeee formule : 

= 
2E/3 — M2 

cn 
4 /3— 4) 

2E4 — M2  
sn r, 

12  (13 - 12) 

   

v 
„, 	

m2  - 2E11 
3  

/3 (i3 - /1) 
do T. 	(37,10) 
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Funkcije (37,10) su periodicne, pri cemu njihov period po promenljivoj 
iznosi, kako je poznato 4 K, gde je K totalni elipticki integral prve vrste: 

K =- 	
 d s 
	 = 	

du 
(1 	s2) (1 	k2 52) 	11 1 	k2sin2u 

o 

Period pak u odnosu na vreme je, prema tome, dat izrazom 

(37,11) 

T = 41f 	111213  
(13 — 12)(M 2 — 2 E11) 

 

(37,12) 

Po isteku toga vremena vektor S2 se vraea u svoj prvobitni polaaj u 
odnosu na ose eigre. (Sama 6igra pri tom se nikada ne vraea u svoj raniji 
polo2aj u odnosu na nepokretni koordinatni sistem — vidi dalje). 

Kada je Il  -= /2  formule (37,10), razumljivo, svode se na formule koje su 
dobivene u prethodnom paragrafu za simetri6nu cigru. U stvari, kada / 1 ,  /2 

 parametar k2  -> 0, eliptieke funkcije se transformiki u krukle : 

sn 	sinti, 	cn 	cos T, 	dns- 1, 

i vraeamo se na formule (36,7). 

Kada je M2  = 2E/1  imamo : 521  = S)2 = 0, 513 = const, tj. vektor CI je 
stalno orijentisan du2 ose inercije x 2 ; ovaj slaaj odgovara ravnomernoj rotaciji 
6igre oko ose x2. Analogno, kada je M 2  = 2E/1 (pri torn je -r =_-=_ 0) imamo 
ravnomernu rotaciju oko ose x 1 . 

Prelazimo na definisanje apsolutnog kretanja (u odnosu na nepokretni 
koordinatni sistem X, Y, Z) 6igre u prostoru kao funkcije vremena. U to svrhu 
uvekemo Euler-ove uglove 4r, cp, 0 izmedu osa e'igre x l , x2, x2  i osa X, Y, Z, 

uzimajuei nepokretnu osu Z dug pravca konstantnog vectora M. Kako su polarni 
ugao i azimut pravca Z  u odnosu na ose x1, x2, x3  jednaki redom 0 i 

—
2 

— (vidi primedbu na str. 122) onda, projektujuei vektor M na pravce 

x1, x2, x2, dobivamo : 

M sin 0 sin tP = Mj.  = Il  ni, 

Al  sin 0 cos 4 = M2 = E22, 
	 (37,13) 

/14 cos e M3 1, n3 . 
Odavde je: 

cos 0 = 	3  
M 

/1  C2 1  
tg = 	 t.22  (37,14) 

i koristeei formule (37,10) nalazimo 

cos 0 

tg 	= 

: 

13(M2-  2E4) do T.  
M2  (13 - 

/1  C/3 — /3) cn T 

12 (13 - sn T 
(37,15) 

Q. 
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time se i definik zavisnost uglova 0. i od vremena; zajedno sa kom?onetama 

vektora 12 oni su periodi'ane funkcije sa periodom (37,12). 
Ugao cp ne ulazi u formule (37,13) i za njegovo izra'aunavanje treba uzeti 

forMule (35,1), koje izreavaju komponente S2 pomoeu izvoda Euler-ovih uglova 

po vremenu. Ako 6 elimingenio iz jednaeina : 

SZl  =  cp  sin 0 sin 4) + 8 cos 4), 

12 2  =  cp  sin 0 cos (I) — 0 sin cl), 

dobivamo: 
sin 4) -I- 02  cos 4) 

() 	sin 0 

posle toga, koristeei. formule (37,13),. nalazimo.: 

- 

ni  + 4 042 
M 	

042 (37,1 6) 
d 	p L-22 p 

1 	2 2 

Odavde se funkcija cp  (t)  odreduje kvadraturom, ali podintegralni izraz sadr2i 
na slden na6in elipti6ke funkcije. Pomoeu niza dosta sldenih transformacija 
ovaj se integral mole izraziti corria,u takozvane teta-filnkcije. NeCerno vrgiti 
izraeunavanjal), vee eetno samo ukazati na kcingni rezUltat. 

Funkcija cp (t) mote biti predstavljena (sa ta'dno§eu. do proizvoljne aditivne 
konstante) u obliku zbira dva elana. 

(37,17) 

od kojih je jedan dat formulom: 

p(t) = 	+ (P2 (0) 

e2iTi(t)  = (37,18) 

gde je 	teta-funkcija, a  a  je realna konstanta, koja je definisana jedna- 

einom: 

sn (i2cx.K) = 	
4 042 - 2E1.0 (37,19) 
.4(2E13  - m2)  

[K i T su iz (37,11) i (37,12)]. Funkcija na desnoj strani (37,18) je periodiena 

sa periodom —

T tako da se (p i  (t) menja za. 27c za vreme 7'. Drugi sabirak 
2 

(einioc) u (37,17) je dat formulom: 

1 	NI 	1 	1Yo1 (ia) 	 (37,20) 
(1) (t) = 2n 

T 	T' 	2 r<I1 	TC T .3-02 (ia.) 

Mo2emo ih naai u knjizi,  E. T. Whittaker, Analiti'dka ,dinamika, ANTI, 1937. 
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Ova funkcija pokazuje prira§taj 2 r za vreme T'. Na taj naCin, kretanje u 
odnosu na ugao cp predstavlja zbir dve periodiCne promene, pri .emu se jedna 
od perioda (T) poklapa sa periodom promene uglova i 0, a druga (T') je 
nesamerljiva sa prvom. Poslednja okolnost dovodi do toga da se pri svakom 
kretaniu Cigra nikad ne vrzca, strogo uzev, u svoj prvobitni polaaj. 

Zadaci 

1. Odrediti slobodnu rotaciju eigre oko ose, koja je blizu ose inercije x 3  (ili x1). 

Regenj e. Neka je osa x3  blizu pravca ,M. Tada su komponente Mt  i M2 male yell-

eine, a komponenta M3 ti M (sa taenoku do malih velieina prvog reda). Sa istom torn 
taenogeu napisaaemo prve dve Euler-ove jednaeine u obliku: 

13  

dt — ( I  — 12 ) M2, 

d M2 	/3 

dt 	I2  — 1 ) (i ° 114.1 ' 

M  
gde smo uveli konstantu o  = — 	. Prema op§tim pravilima tra2ieemo regenje za M1  i M2 u 

3 
obliku koji je proporcionalan sa eiwt, pa eemo za frekvenciju w dobiti vrednost: 

00-t( 	___ 1)  ( 1;2 	1 ).

Il 
	 ( 1 ) 

Za same pak velieine Ml  i  M2 dobivamo: 

13  
1

-  - 1 COS CO t 	M2  = Ma Ma 
2 
T - 1 sin co t, 

2 	

(2) 

gde je a proizvoljna mala konstanta. Ovim formulama se definge kretanje vektora M u odnosu 

na eigru. Na sl. 51 zavr§na taeka vektora M opisuje (sa frekvencijom o.)) malu elipsu oko polova 
na osi x3 . 

Za definisanje apsolutnog kretanja eigre u prostoru odredieemo njene Euler-ove uglove. 

M]. 
tg1 -= A4; 5  

A4 3 ' 	Al? + 
02  2 (1 — cos 0) = 2 (1 — 	M

) 
	M2 	5  

zamenjujuei (2), dobivamo: 
11 (13 — I 2) 

tg 11, = 	(13 	ctgIl) 

( 
02  = a2 	— 1) cos' wt 	

11
— 1) sin2  t] 

A 2  

Napominjemo da ee za izraeunavanje ugla q, prema treeoj od formula (35,1) kada je 
< 1 biti: 

• 	- 

00  03 	+ 9.  
Zbog toga eemO imati: 

9 = Oo t — 11 
	 (4) 

(izostavljamo proizvoljnu konstantu integrirania). 

MJ.  = Ma 
/3 

U datom slueaju ugao nagiba 0 ose x3  prema osi Z (pravac M) je mall, i prema formulama 

(3744) iznosi: 

(3 ) 



' 	+ cos (00  + t + a 
n3x  = —

• 
— 
 ( 

2 

72 
—1 cos (00  — t. 

d z = 1 — s2, 
f(I2 — 11) (13 — /2)  

I1  I2  '(-) 05 
n2 

s = 	3 
"0 

t 
ds 
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06glednija predstava o karakteru kretanja '6igre dobiva se ako se prati neposredno 
-+ -+ 

promena pravca njene tri ose inercije (jedinine vektore du'2 tih osa ozna'eavamo sa n 1, n2, n3). 

Vektori ni i n2  ravnomerno rotiraju u ravni X Y sa frekvencijom 0 0  istovremeno pokazuju6i 
mala oscilovanja sa frekvencijom w  u  transverzalnom pravcu; to oscilovanja se odreduju 
Z-komponentama navedenih vektora, za koje &mo imati: 

niz 
M1  
M  =a 

/3 
-7; — COS 0.) 

M2 
n2z 	= a I sin co t. 

I2 

  

Za vektor n3  ima&mo sa'istom ta'C'noku: 

n3x 	0 sin cp, 	n3Y — 0 cos cp, 	n3 zi 1 

(polarni ugao i azimut pravca n 3  u odnosu na ose X, Y, Z su A i cp - 2  ; vidi primedbe na 

str. 122). Dalje eemo pisati (koristeei pri torn formule (37,13): 

n3x  = A sin (00  t —10 = 0 sin 00  t  cos — 0 cos 0 0  t sin = 

M2 M1 

M 
sin 00 t — — - cos 0 0  t 

/3 
— 1 sin 00  t sin co  t  — a 3 

— 1 cos 00 t cos GO t, 
1 2 

=a 

ili definitivno: 

Analogno eemo dobiti: 

al [ 13  
n" = — 2 /1  1  + 

/ 
1 1.3  

1) sin (00  + (,)) t 
4 2 

    

/3 1) sin (00 — ) t. 
+ a (- r  r3  

2 N 

  

  

    

-+ 
Odavde je o'tig1edno, da kretanje vektora n 3  predstavlja sabiranje dye rotacije oko ose 

Z sa frekvencijama (0 0  + co). 
2. Odrediti slobodnu rotaciju '6igre kada je M 2  = 2E 12 . 

Re§enj e. Ovaj slu'aaj odgoyara pomeranju zavegne take vektora M po krivoj koja 

prolazi kroz pol na osi x2, kao *gto je prikazano na sl. 51. 
Jedngina (37,7) dobiva oblik: 

gde je uvedena oznaka 0 0  = 	
2E .  Integrirajuei ovu jednaanu, a zatim koristeai se 

/2  M 



cos 0  =  thz, 	9  =  no t + const, 

13 (12 - -11)  

/1 (13 - 1-2) • 
tg 

§ 38] 	 Dodir krutih tela 	 13 

formulama (37,6) dobivamo: 

r2  (/-3  — 4) 
=  &zo I /1 (4 	chT 

122  7= Uo  th 

.12 ( 12 - -11) 	 
= 4(4 — 	ch r • 

Za opisivanje apsolutnog kretanja 6igre uvekemo Euler-ove uglove odrediv§i 0 kao 

ugao izmedu Z-ose (pravac M) i ose inercije 6igre x 2  (a ne x3i  kao gto je u tekstu). U for- 
, 

mulama (37,14) i (37,16), koje vezuju komponente vektora S2 sa Euler-ovim uglovima, treba 
pri torn napraviti cikli6ku permutaciju indeksa 123 312. Zamenjujuoi zatim u to formule izraz 
(1) dobi6emo: 

Iz dobivenih formula je jasno da se vektor 0 asimptotski (kada t oo) pribliava osi 
x2, koja se istovremeno asimptotski priblaava nepokretnoj osi Z. 

§ 38. Dodir krutih tela 

Uslove ravnoteie krutog tela, kako izlazi iz jednaana kretanja (34,1) i 
(34,3), m&emo formulisati izjedna6avanjem sa nulom svih sila koje na njega 
dejstvuju kao i totalnog momenta sila: 

F=Ef= 0, 	K = E (r x = O. 	 (38,1) 

Ovde se sumiranje vrgi po svim spoljanjim silama koje na telo dejstvuju, 

a r predstavlja radijus-vektore „napadnih ta6aka" sila; pri torn taela (koordinatni 
poeetak), u odnosu na koju se odreduju momenti, mo .ie biti uzeta proizvoljno: 

kada je F = 0, vrednost K ne zavisi od toga izbora [vidi (34,5)]. 
Ako imamo posla sa sistemom krutih tela koja se uzajamno dodiruju, 

onda se u ravnote2i. uslovi (38,1) moraju ispuniti za svako telo pojedingno. 
Pri torn u broj sila moraju biti uklj&ene takode i sile koje dejstvuju na dato 
telo od strane drugih tela koja se s njim dodiruju. Te sile koje dejstvuju u 
ta6kama dodira tela nazivaju  se  sile reakcije. Oagledno je da su za svaka dva 
tela njihove uzajamne sile reakcije jednake po velieini a suprotnog smera. 

U opgtem slueaju kako velieine tako i smerovi reakcija se odreduju kao 
rezultat zajednielog re§enja sistema jedndeina ravnote2e za sva tela (38,1). U 
izvesnim slu'aajevima, meclutim, orijentacija sila reakcije data je vee uslovima 
zadatka. Tako, ako dva tela mogu da klize jedno po drugom, onda su sile re-
akcije medu njima orijentisane po normali na povrginu. 

Ako se tela, koja se dodiruju, kreeu relativno jedno prema drugom, onda 
se osim sila reakcije pojavljuju i sile disipativnog karaktera — sile trenja. 

Moguena su dva tipa kretanja tela koja se dodiruju: klizanje i kotrljanje. 
Pri klizanju reakcije su normalne na dodirnu ravan, a sile trenja su orijentisane 
u pravcu tangente na njih. 
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Cisto kotrljanje se karakterige einjenicom da u taekama dodira nema 
relativnog kretanja tela; drugim reeima, telo koje se kotrlja, u svakom momentu 
kao da je prieviieeno u taekama dodira. Pri torn je orijentacija sile reakcije pro-
izvoljna, tj. nije obavezno normalna na dodirnu ravan. Trenje pri kotrljanju se 
pojavljuje u obliku dopunskog momenta sila kcji se protivi kotrljanju. 

Ako je pri klizanju trenje tako malo da ga mokmo potpuno zanemariti, 
onda se povr§ine tela nazivaju apsolutno glatke  .  Naprotiv, ako svojstva ravni 
dopukaju samo eisto kotrljanje tela bez klizanja, a trenje se pri kotrljanju mote 
zanemariti, onda se ravni nazivaju  „apsolutno hrapave". 

U oba ova slueaja sile trenja na figurigu eksplicitno u zadatku o kretanju 
tela, te je zbog toga zadatak eisto mehanieki. Ako su konkretna svojstva trenja 
bitna za kretanja, onda poslednje vee nije eisto mehanieki proces (upor. § 25). 

Dodir tela smanjuje broj njihovih stepena slobode u poredenju sa brojem 
koji bi imala pri slobodnom kretanju. Do sada smo pri analizi zadataka takve 
vrste uzimali u obzir ovu okolnost uvodenjem koordinata koje odgovaraju ne- 
posredno realnom broju stepena slobode. Medutim, pri kotrljanju tela, takav 
izbor koordinata mote se pokazati nemoguenim. 

Uslov, koji se nadovezuje n.a kretanje tela pri kotrljariju, sastoji se u jed- 
nakosti brzina dodirnih taeaka (tako, pri kotrljanju tela po nepokretnoj ravni 
brzina take dodira mora biti jednaka nuli). U opkem slueaju takav uslov se 
izra2ava „j edna'oinama veze"  u obliku: 

cai  qi  =  0, 	 (38,2) 

gde su cai  samo funkcije koordinata (indeks a oznaeava jednaeine veze). Ako 
leve strane jednaeina nisu totalni izvodi po vremenu ma kojih funkcija koordi-
nata, onda te jednaeine ne mogu biti intergrirane. Drugim reeima, ne svode 
se samo na odnose jedino medu koordinatama, kojim bismo se mogli koristiti da 
bismo izrazili polo'Zaj tela pomoeu manjeg broja koordinata u vezi sa realnim bro- 
jem stepena slobode. Takve veze se nazivaju neholonomne (nasuprot holonomnim), 

koje vezuju samo koordinate sistema). 
Posmatraeemo, na primer, kotrljanje kugle po ravnoj povrgini. Kao , obieno, 

oznaeieemo sa V brzinu translatornog kretanja (brzinu centra kugle), a sa Q 
ugaonu brzinu njene rotacije. Brzinu dodira kugle sa ravni dobieemo ako sta- 

vimo da je r  =  — an u opku formulu v = V ± (Q x r) (a je polupreenik kugle, 

n je jedinieni vektor normale na ravni kotrljanja u taeki dodira). Trakna veza 
predstavlja uslov nepostojanja klizanja u taeki dodira, tj. data je jednaeinom: 

_> 	_+ 
V—  a (C2 x n) = O. 	 (38,3) 

Ona se ne mok integrirati iako brzina V pretstavlja totalni izvod po 
vremenu radijus-vektora centra kugle, ali zato ugaona brzina nije u opkem 
slueaju totalni izvod ma kojih koordinata. Na taj naein, veza (38,3) je n.eholo- 
nomnal). 

1) Napominjemo, da bi  ista  takva veza za kotrljanje cilindra bila holonomna. U tom 
slueaju osa rotacije zadr2ava pri kotrljanju konstantni pravac u prostoru, te je zbog toga 

d cp 
SZ = d t 

totalni izvod od ugla obrtanja  cp cilindra oko svoje ose. Pri torn se relacija (38,3) 

integrira i daje vezu izmedu koordinate centra inercije i ugla cp. 
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Kako se jednaeine neholonomnih veza ne mogu iskoristiti za smanjenje 
broja koordinata, onda postojanje takvih veza neizbdno dovodi do korigeenja 
koordinata, koje sve nisu nezavisne. Za formiranje Lagrange-ovih jednaeina 
ponovo eemo se vratiti na princip najmanjeg dejstva. 

Postojanje veza u obliku (38,2) omoguaava definiciju ogranieenja na mo-
guene vrednosti varijacija koordinata. Naime, ako to jednaeine pomnOimo sa 
a t, nalazimo da varijacije qi  nisu nezavisne, vee su vezane relacijama: 

L cai  i qi  = O. 	 (38,4) 

Ova okolnost mora bid uzeta u obzir pri variranju dejstva. Prema opgtem 
Lagrange-ovom metodu za nalaZenje uslovnih ekstremuma, treba podintegralnom 
izrazu varijacije dejstva 

8s 	aqi ( aL 	d af) dt  
dt a qi  

dodati jednaeinu (38,4) pomnolenu sa neodrecier.im faktorima (funkcije koordinata) 
Aa , a posle toga treba integral izjednaeiti sa' nulom. Pri torn vee molemo smat-
rati sve varijacije qi  nezavisnim, i dobivamo jednaeine: 

= 	Cai. 	 (38,5) 
dt a qi 	

aqi  

Zajedno sa jednaeinama veze (38,2) one dine potpuni sistem jednaeina za 
nepoznate velieine q 1  i Aa . 

U izlolenom metodu sile reakcije uopgte ne postoje; dodiravanje tela u 
celini je uzeto u obzir jednaeinama veza. Medutim, postoji i drugi metod for-
miranje jednaeina -kretanja tela koja se dodiruju u kome se sile reakcije uvode 
eksplicitno. Sugtina toga metoda (koji eini sadrZaj takozvanog D' Alembert-ovog 

principa) sastoji se u tome, da se za svako telo koje se dodiruje uzmu jednaeine: 

dP
, 	

dM 
j, 	 (r x f), 

dt 	 dt 
(38,6) 

pri emu se u broj sila f koje dejstvuju na telo ukljueuju takode i sile reakcije; 
ove sile od ranije nisu poznate i odreduju se same zajedno sa kretanjem tela 
kao rezultat regenja jednaeina. Ovaj metod je u istom stepenu primenjiv kako 
za holonomne tako i za neholonomne veze. 

Zadaci 

1. Koristeei se D' Alembert-ovim principom, naai jednaaine kretanja homogene kugle, 

koja se kotrlja po povr§ini pod dejstvom spoljagnje sile F i momenta sila K koje na nju 

dej stvuj u. 
Re§enj e. Jednaaina veze (38,3) je yea napisana u tekstu. throdeei silu reakcije (koju 

eemo oznaaiti sa R), a koja dejstvuje u taaki dodira kugle sa povrginom, naPisaeemo jednaaine 

d aL 	a 
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(38,6) u obliku: 
-3 

dV 
dt F + R, 

}-1   

di-2 	-4 
I 	dt — K— a (n x R) 

- 

(ovde je uzeto u obzir da je P = V i da je za sfernu t'igru M = 	Diferencirajuei jed- 
nginu veze (38,3) po vremenu, dobivamo: 

V ---= a (SI x n). 

Zamenjujuai u jednaanu (1) i elimini§uai S2 pomoeu (2), nalazimo jednginu: 

I -> 	-3 	 -> 

ap. (F + R) = K x n— aR + an (n•R), 

	

-3 	-3 

koja povezuje silu reakcije sa F  i  K. Uzimajuei umesto ove jedngine odgovarajuee skalarne 
2 

jedngine I = 5 11 a2  (vidi zadatak 2, b, § 32) imaeemo: 

5 	2 
Rx  = K y - F7a 	 7 X3 

5 	2 
Ry  = — -,7c7 Kx  — Fy , RZ 	Fe • 

• aR Van x, y je uzeta u ravni kotrljanja). Na kraju, zamenjujuai ove izraze u (1) dobieemo 
ednaelne kretanja, koje sadr2e vee samo datu spoljanju silu i moment: 

(1)  

(2) 

dVx 	5 	Ky  
	— 	 Fx 	a ), dt 	7p. 

5  
 7
(F K ax) 1.1. 	3'  

Komponente flx, L-23, ugaone brzine izraIavaju se u funk-
ciji od Vx  i Vy pomothi jednaeine veze (38,3), pa za S2 z  imamo 
jednaelnu: 

2 dfl z  
5 laa

2 
 dt 	Kz 

[z-komponenta jedngine (2)]. 
2. Homogeni gtap BD, tdine P i duEne 1, naslanja se na 

zid, kako je pokazano na sl. 52; njegov donji kraj B vezan je 
2icom A B. Odrediti reakciju oslonca i zatezanje nice. 

Reg e n j e. Telina stapa je predstavljena- silom P koja 
dejstvuju na njegovu sredinu, i orijentisana je vertikalno 
Sile reakcije RB i Rc orijentisane su respektivno vertikalno uvis 
i normalno na gtap; zatezanje nice T je upravljeno od B ka A. 
Regenje jedngina ravnotde daje: 

dVy  
dt 

P1 
RC  = 4h sin 2 a, 	RB = P — Rc sin cc, T = Rc cos a. 

3. tap AB, tdine P, oslanja se svojim krajevima na horizontalnu i vertikalnu ravan 
(sl. 53) i pri&fgaen je u torn poloaju pomoOu dve horizontalne nice AD i BC. Zica BC 
nalazi se u jednoj (vertikalnoj) ravni sa '§tapom AB. Odrediti reakciju oslonaca i zatezanja 
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RA 

M V2 

2
° 	— U, Lo  
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Reenj e. Zatezanja 2ica TA  i  TB  su usmerena od A ka D i od B ka C. Reakcije 

RA i RB su normalne na odgovarajuee ravni. Regenje jednaeina ravnotde daje: 

P 
RB = P, 	TB = — 2- 

ctg a, 	RA = TB sin p, 	TA = TB cos p. 

Si. 53 

4. Dva gtapa duIine 1 spojena su na vrhu na zglob, a dole su povezani 2icom AB 

(sl. 54). Na sredini jednog *gtapa dejstvuje sila F (mase 'gtapova zanemarujemo). Odrediti 

sile reakcije. 
Regenj e. Zatezanje nice T dejstvuje u taeki A 

od A ka B, a u taeki B od B ka A. Reakcije RA i RB 	 ■ItRc 

u taekama A i B su normalne na ravni oslonca. Sa Rc 
eemo oznaeiti silu reakcije u zglobu koja dejstvuje na 

tap AC. Tada na tap BC dejstvuje reakcija — Rc. Uslov 
da je suma momenata sila koje dejstvuju na kap BC 

RB

▪  

,T i

- 

—Rc jednaka nuli, dovodi do rezultata da je vektor Rc 
orijentisan dul BC. Ostali uslovi ravnotde (za svaki kap) 
dovode do vrednosti: 

3 
RA= 4 F, 	RB = 3  

F 
Rc  — 4 sin a ' 

,r, 	1 
= —

4 
F ctg a, 

gde je a ugao CAB. 

§ 39 Kretanje u neinercijalnom sistemu referencije 

Do sada, posmatrajuei kretanje ma kog mehaniClog sistema, uzimali smo 
ga uvek u odnosu na inercijalni sistem referencije. Samo u inercijalnim siste-
mima referencije Lagrange-ova funkcija, na primer, jedne 'eestice u spoljagnjem 
polju ima oblik : 

(39,1) 
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i odgovarajuea jednaeina kretanja bite: 

d v 0 
 m 	

dt 

(u ovom paragrafu eemo indeksom nula oznaeavati velieine koje se odnose na 
inercijalni sistem referencije). 

Pozabaviemo se sada problemom, kako to izgledati jednaeine kretanja 
eestice u neinercijalnom sistemu referencije. Kao polazna taeka pri rdenju 
toga problema, ponovo se pojavljuje princip najmanjeg dejstva, eija primenljiv-
nost nije ogranieena nikakvim sistemom referencije; zajedno sa njim .ostaju na 
snazi i Lagrange-ove jednaeine: 

d aL 
	• 

d t av 	ar 
(39,2) 

Medutim, Lagrange-ova funkcija vet nema oblik (39,1) i za njeno nala2enje 
je neophodno izvr§iti odgovarajueu transforniaciju furikcije L 0 . 

Ovu transformaciju eemo izvrsiti na dva naeina. Posmatraeemo u poeetku 
sistem referencije K', koji se kreee u odnosu na inercijalni sistem Ko  transla- 

torno brzinom V (t). Brzine vo  i v' eestice u odnosu na sisteme K o  i K' uza-

jamno su povezane relacijom: 

-4). 	 -4 

vo 	v' + V (t). (39,3) 

Zamenjujuei ovaj izraz u (39,1) dobivamo Lagrange-ovu funkciju u sis-
temu K' 

'2 -+ 
V 	ill 

L' 
M 	

m7.1 V + 	— U. 
2 	 2 

Ali V2  (t) je data funkcija vremena; ona mote biti predstavljena kao totalni 
izvod pc, t neke druge funkcije, i zbog toga treai elan u napisanom izrazu mote 

dr' 
biti izostavljen. Dalje je v' 	—

dt
, gde je r' radi us-vektor eestice u koordi- j 

datnom sistemu K'; zbog toga je: 
-4 

dr' d V 
m V (t)v' = mV — dt = - dt 

(m V r') — mr —d
—
t 

- 

Zamenjujuai ovo u Lagrange-ovu funkciju i ponovo eliminisuti totalni izvod 
po vremenu, definitivno dobivamo: 

'  M  v 2 
L' =

2 	
m W (t) r — U, 	 (39,4) 

d V 
bgde je W = 	u rzanje translatornog kretanja sistema referencije K'. 

dt 

au 

a r 
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Ako pomoeu jednaeine (39,4) oformimo Lagrange-ovu jednaeinu, dobieemo: 

d v' 	a u 	_+ 

	

m
_  _.=  __ 	in w (t). 	 (39,5) 

d t  a / 

Vidimo, da je u smislu uticaja  n  1 jednaaine kretanja aestice, ubrzano transla-
torno kretanje, sistema referencije ekvivalentno postojanju homogenog polja sila, pri 
&mu je sila koja dejstvuje u torn polju jednaka proizvodu mase eestice i ubr-

zanje W, a orijentisana je na suprotnu stranu u odnosu na to ubrzanje. 
Uvekemo sada jo'S jedan  sistem  referencije K, koji ima zajedniaki poee-

tak sa sistemom K', ali u odnosu na njega rotira sa ugaonom brzinom C2 (t); 

u odnosu pak na inercijalni sistem Ko, sistem K vrk kako translatorno, tako 

i rotaciono kretanje. 

Brzina v' eestice u odnosu  na  sistem K' sastoji se od njene brzine v, u 

odnosu na sistem K i brzine C2  x  r njene rotacije zajedno sa sistemom K: 

r 

(radijus-vektori r i r' eestice u sistemima K i K' se poklapaju). Zamenjujuei 
ovaj izraz u Lagrange-ovu funkciju (39;4) dobieemo: 

m V2 	 m 
L = - 

2 
+ my (C2  x  r) +

2 
 (i) x r) 2  — m Wr — U. 	(39,6) 

Ovo je opki oblik Lagrange-ove funkcije eestice u proizvoljnom neiner-
cijalnom sistemu referencije. Napominjemo da rotiranje sistema referencije 
dovodi do pojave u Lagrange-ovoj funkciji elana potpuno specifienog oblika, 
koji je linearan u odnosu na brzinu eestice. 

Za izraeunavanje izvoda  koji  ulaze u Lagrange-ovu jednaeinu, napisaeemo 

totalni diferencijal 

dL = my dv + mdv (S)  x  r)  +  my (S2 .  x dr) + m (C2 x r) (CI x dr) — 

-> -* 	a u  — 
— mTV dr  —  ---- dr = 

a r 

= mvdv mdv (S2  x  r)  m dr (v x C1) -I- 

± m((S2 x r)  x 	dr — mir dr 

Sabirajuei 61anove koji sadrk dv i dr, nalazimo: 

-= my  m  (CI x r), 

a v 

a L 	a  u 
= m( v  x  CI) m(S2 x r) x C2 — m W 

a r 

a u 
dr. 

a r 
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Zamenjujuei ove izraze u (39,2), dobivamo traknu jednaeinu kretanja: 

4 	 4), 	 -4 	 -> 

d v 
 m 	

a U— mw  m  (r x S2) + 2m (v x a) m x (r x a)). 
 d t a  r 

Vidimo, da se „sile inercije", koje su uslovljene rotiranjem sistema refe-

rencije sastoje od tri dela. Sila m (r x je vezana sa neravnomernaeu rc-

tacije, a druge dve postoje i pri ravnomernoj rotaciji. Sila 2m (v x a) se naziva 
Coriolis-ova za razliku od svih ranije posmatranih (nedisipativnih) sila, ona 

zavisi od brzine eestice. Sila m (C2 x (r x S -2)) se naziva centrifugalna. Ona je 
4> 

orijentisana na ravan koja prolazi kroz r i S2 normalno na osi rotacije (tj. u 

pravcu 	na stranu od ose; centrifugalna sila po velicini iznosi mp C2 2, gde 
je p rastojanje eestice od ose rotacije. 

Posmatraeemo specijalno sluseaj ravnomerno rotirajuaeg koordinatnog sis-
tema, koji nema translatorno ubrzanje. Ako stavimo u (39,6) i (39,7) da je 

= const i W = 0, dobieemo Lagrange-ovu funkciju: 

(39,7) 

L= 
mv2  

2 
my x r) 	

2 
	(S2 x r) 2 — U (39,8) 

i jednginu kretanja: 

v 
m 

 d = —  a 
 u  + 2m (v x S2) m(S2 x (r x 0)). 

d t a  r 
(39,9) 

Izra6unaeemo takode energiju 6estice u ovom slaaju. Zamenom 

-1 	-> a L 
p= 	= m 	m(S2 x r) 

a v 
-Y. -4 

u E = p v — L, dobivamo: 

(39,10) 

mv2  (39 11) 

trifugalna. 

Brzina v eestice u odnosu na sistem referencije koji ravnomerno rotira, 

vezana je s njegovom brzinom v 0  u odnosu na inercijalni sistem K0  pomoeu 

relacije: 

Obratimo pOnju na einjenicu, da u energiji nedostaje elan, koji je line-
aran po brzini. Uticaj rotacije sistema referencije se svodi na dodavanje energiji 
elana koji zavisi samo od koordinata eestice i koji je proporcionalan kvadratu 

ugaone brzine. Ova dopunska potencijalna energija
m

(S2 x r)2  naziva se cen- . 

v0  = v 	x r). 	 (39,12) 
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-4 

Zbog toga se impuls p (39,10) • Cestice u sistemu K poklapa sa njenim 
-4 	-4 

impulsom p0  = m vo  u sistemu K0. Zajedno sa njim poklapaju se takode mo-

menti impulsa M0  = (r x p0) i M = (r x p) . Energije Cestice u sistemima K i 

K0  su razliCite. Zamenom v iz (39,12) u (39,11) dobivamo : 

2 

2 	 rn  7,2 	 -4 -* E nave 

2 
M VO 

(S2 X r) U = —° U — m (r x vo) 

Prva dva Clana predstavljaju energiju E0  u sistemu K0. Uvodeei u pos-
lednji Clan moment impulsa, dobieemo : 

	

E = E0  — 714 • 6. 	 (39,13) 

Ovom formulom se definige zakon transformacije energije pri prelazu na 
ravnomerno rotirajuei koordinatni sistem. Iako smo je izveli za jednu Cesticu, 
oCevidno je, da izvodenje rnsrAe biti neposredno generalisamo za sluseaj ma kog 
sistema Cestica i dovodi do to iste formule (39,13). 

Zadaci 

1. Naa odstupanje od vertikalnog pravca tela koje slobodno pada, uslovljeno rotacijom 
Zemlje. (Ugaonu brzinu rotacije smatrati malom). 

Reg e n j e. U po!ju tee je U = mgr, gde je g vektor gravitacionog ubrzanja; zanema- 
-+ 

rujuai u jednaelni (39,9) centrifugalnu silu, koja sadr2i kvadrat f2, dobieemo jedneinu kretanja 
u obliku: • 

	

v = 2 (v x f2) + g. 	 ( 1 ) 

Regavaeemo ovu jednaelnu postupnim aproksimacijama. U tom cilju eemo staviti da je 

v = vi  + v2  gde je v1  regenje jedna'aine vl = g, tj. v 1  = gt vo  (vo  je po6etna brzina). 
-÷ 	 -+ 

nom v = v1  + v2  u (1) i ostavljajuei na desnoj strani samo v, dobivamo jednaeinu za v 2 : 

• 

v2  = 2 (v1  x 12) = 2 t (g x f2) + 2 (v c, X f2). 

Integriranjem aemo imati: 

	

g t2 	t3 	-3 	--4 

r = h vo t 	+ 3 (g X f2) + t2  (Vo X Q), 

gde je h vektor po'detnog polo2aja '6estice. 
Uzeeemo z-osu po vertikali navi§e, a x-osti po meridijanu prema polu, tada ce bjti: 

gx = gy  = 0, 	g2  = — g; 	S2x  = f2 cos A, 	fly  = 0, 	S2z  = SI sin X, 

gde je X irina (koju uzimamo da je severna radi odredenosti). Ako u (2) stavimo 
nalazimo: 

ta 

	

x  = 0, 	y = ---3–gfl cos 2■.. 

y Zamenjujuei ovde vreme padanja t ti _____2h , nalazimo definitivno: 
g 

(2) 

Vo = 0, 

3 

( 2h 
X = 0, 	y = — -3- 	g SI cos 2, 

	

1 	)2 
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(ncgativne vrednosti y odpvara;u od3tupanju na istok). -4 

2. Odrediti skretanje od ravni za telo koje je sa Zemije baeeno sa po:;etnom brzinom v o . 

Re 'enj e. Uzeaemo ravan xz  tako da sc brzina v 0  nalazi u njoj. Poeetna visina 

h = 0. Za ban° odstupanje dobleemo iz (2) (zadatak 1): 

t3  
-3  g 	t2  (2x voz 	nzvox) ,  

2  v0, 
zamenjujuei v:emc leta t     bite:g  

( 

4 4,  1 
---3' = -  ,8.1 

- 	voz nx 

3. Odrediti uticaj koji  vrgi  rotzcija Zemije na mala oscilovanja klatna (takozvano 

Foucault-3vo klatno). 
Regenj e. Zanemarujuei vertikalno pomeranje klatno kao malu velieinu drugog reda, 

maemo smatrati da se kretanje tela vfAi u horizontalnoj ravni xy. Izostavljajuei elanovc koji 

sadrie 112, napisaaerno jednaeine kretanja u obliku: 

x + 6)2  x 	y, 	y co 2  y = — 2 0, x, 
• 

gde je (.0 frekvencija oscilovanja klatna ne uzimajuei u obzir rotaciju Zemije. Aka drugu jed-
naeinu pomnoiimo sa i i saberemo sa prvom, dobiecmo jednu jednannu 

+2iQz T;+W2 y=0 

za kompleksnu veli6nu = x iy. Kada je 11 <w reknje ovc jednaeine ima oblik: 

e —if2  z t  (A ieiwt A 2e—in 

	

x  iy  = 	2  (xo  + 

gde funkcije x0  (t) i yo  (t) daju trajektoriju klatna ne uzimajuei u obzir rotaciju. Zemije. Uticaj 

to rotacije svodi se, prema tome,  na  obrtanje trajektorije oko vertikale sa ugaonom brzinom 

n.) • 

iii 



GLAVA VII 

KANONSKE JEDNACINE 

§ 40. Hamilton-ove jednaeine 

Formulisanje zakona mehanike pomoeu Lagrange-ove funkcije (i iz nje 
izvedenih Lagrange-ovih jednaeina) pretpostavlja opisivanje mehaniekog stanja 
sistema pomoeu (davanjem) njegovih generalisanih koordinata i brzina. Medu-
tim, takvo opisivanje nije i jedino moguano. Niz preimuestava, a naroeito pri 
(opisivanju) ispitivanju razlieitih opkih problema mehanike predstavlja opisivanje 
pomoeu generalisanih koordinata i impulsa sistema. S tim u vezi nastaje prob-
lem o na10.enju jednaeina kretanja koje odgovaraju takvoj formulaciji mehanike. 

Prelaz od jednog skupa nezavisno promenljivih na drugi mote se vrgiti 
transformacijom, koja je u matematici poznata pod imenom Legendre-ove trans-
formacije. U datom slueaju ona se svodi na sledeOe. 

Totalni diferencijal Lagrange-ove funkcije kao funkcije koordinata i brzine 
iznosi: 

dL = 
7  aL 	al, 

a 	

• 
dqi  E  . dqi . 

qi  
i 	

aqi 

Ovaj izraz mo'Zemo napisati u obliku. 

dL  =  Epi dqi  +Epi  dq:, 	 (40,1) 

aL 	 a L 	• 
jer (kako) su izvodi 	, prema definiciji, generalisani impulsi, a — = pi  

aqi 	 a qi  
zbog Lagrange-ovih jednaeina. 

Ako drugi elan u (40,1) napigemo u obliku: 

Epi  dqi = d (Epi q1)— Eqi  dpi , 

prenoseei totalni diferencijal  d  (Epi qi) na levu stranu jednaeine i promenom 
svih znakova iz (40,1), dobivamo: 

d (Epi  qi  — L) = —Ep i  dqi  Eqi dpi . 

Veliaina koja stoji pod diferencijalom, predstavlja energiju sistema (vidi § 6). 
Izra'iena pomoeu koordinata i impulsa naziva se Hamilton-ova funkcija sistema: 

H (p, q,t) = 	pi  qi  — L. 	 (40,2) 

10 Niehanika 
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Iz diferencijalne jednaeine 

dH = — Epi dqi 	 (40,3) 

u kojoj su nezavisno promenljive koordinate i impulsi, izlaze jedna6ne: 

• a H 	 a  H 
=— • (40,4) 

a pa a qi  

Ovo su sa promenijivim p i q traene jednaeine kretanja takozvane 

Hamilton-ove jednaine. One 'eine sistem od 2s diferencijalnih jedngina prvog 
reda za 2s nepoznatih funkcija p (t) i q (t), koje zamenjuju s jednaeina drugog 

reda Lagrange-ovog metoda.  S  obzirom na njihovu formalnu jednostavnost i 
simetriju, ove se jednaOine nazivaju takode kanonske. 

Totalni izvod Hamilton-ove funkcije po vremenu biee: 

dH  a  H  , 	al/ • , EaH  
d t 	at 	a qi 	a pi  

Zamenom ovde  p, i qt  iz  jednaNne (40,4) poslednja dva 'lana se uzajamno 
. 	. 

skraauju tako da izlazi: 
dH a H 	 (40,5) 

Specijalno, ako Hamilton-ova funkcija ne zavisi od , vrerhena eksplicitno, 

onda je 
dH = 0, tj. ponovo dolazimo do zakona ochianja energije. dH 

 
Uporedo sa dinamiekim promenljivim  q, q iii q, p,  Lagrange-ove i Ha-

milton-ove funkcije sadre razliate parametre, tj. velkine koje karakterigu svoj-
stva samog mehani6kog sistema iii spoljanjeg polja koje na njega dejstvuje. 
Neka je A ma koji od tih parametara. Smatrajuei ga kao promenljivu velFeinu, 
imaeemo umesto (40,1): 

a L 

	

dH = — Epi  dqi  Eq, dpi  	dA. a?, 
Odavde nalazimo  relaciju: 

=  a H 	a L) 
(ax) 10,4 	x 

koja vezuje parcijalne izvode po parametru a od Lagrange-ove i Hamilton-ove 
funkcije. Indeksi uz izvode pokazuju da u jednom slueaju diferenciranje treba 

vrgiti pri konstantnim vrednostima p i q,  a u drugom — pri konstantnim q i q. 

Ova) rezultat mole biti predstavljen i u drugom aspektu. Neka Lagrange- ,: 

ova funkcija ima oblik L = Lo  L',  gde  L' predstavlja mali dodatak osnovnoj 

funkciji Lo . Tada je odgovarajuea dopuna u Hamilton-ovoj funkciji H = Ho  H' 

vezana sa  L' pomoeu relacija: 

(H') p , q = — (L') e
, 

q,. 	 (40,7) 

d t 	at 
 • 

• a L 
dL = Epi  dqi  £pi  dqi  	 dA, a?, 

posle eega umesto (40,3) dobivamo: 

(40,6) 
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Napominjemo, da u transformaciji od (40,1) na (40,3) nismo pisali clan 
sa dt, koji uzima u obzir moganu eksplicitnu zavisnost Lagrange-ove funkcije 
od vremena, pogto bi poslednji u datom aspektu igrao samo ulogu parametra, 
koji nema veze sa izvrgenom transformacijom. Analogno formuli (40,6) parci-
jalni izvodi po vremenu od  L  i  od H su vezani relacijom: 

aH 	a L 
(40,8) 

at 	at 
q 	 q 

Zadaci 

1. Nadi Hamilton-ovu funkciju za jednu materijalnu taeku u Descartes-ovim, cilindar-
skim i sfernim koordinatama. 

0 d g o v o r: U Descartes-ovim koordinatama x, y, z, bide: 

1 
H  2m  04  .PY 	+ U (x, y, z). 

U cilindarskim koordinatama r, cp,  z iznosi: 

H = 2 1m  (14+ 	'; + p)+ U(r,cp,z). 

U sfernim koordinatama r, 0, je: 

1 	2  H  = 	2  	°  	  

	

2m  Pr 	r2 	r2  sin2  0 + U 	P')  

2. Mei Hamilton-ovu funkciju destice u sistemu referencije koji ravnomerno rotira. 

Reenj e. Ako u jedn. za  ,energiji (39,11) izrazimo brzinu v pomodu impulsa p prema 
(39,10), dobivamo: 

p2 	-> 

H y171  — CI (r x  +  U. 

§ 41. Routh-ova funkcija 

U izvesnim slue'ajevima  se  mote pokazati kao celishodno, pri prelazu na 
nove promenljive, da se ne zamene pomoeu impulsa sve generalisane brzine 
vee samo neke od njih. OdgovarajuOa transformacija je u potpunosti analogna 
onoj koja je izvrgena u prethodnom paragrafu. 

Radi prostijeg pisanja formula pretpostavieemo u po'aetku da postoje svega 
dve koordinate, koje eemo oznaati kao q i i izvr§imo transformaciju od pro-
menljivih na promenljive gde je p generalisani impuls, koji 
odgovara koordinati q. 	 . . 

Diferencijal Lagrange-ove funkcije L 	 iznosi: 

aL 	a L  • 	• 	• 	a L 	a L 

	

dL = 
aL 	aL  • 

 - 4+—.-4 = pdq pdq 	 - 

	

a q 	a q 	a 	a 	 a 	a 

odakle dobivamo 

	

• , 	• , 	aL 	aL 
d(L — pq)  =  paq—qap 	 us. 

10* 
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Uvegeemo funkciju (takozvanu Routh-ovu funkciju): 

= pq — L, 

u kojoj je brzina q izra2"ena preko impulsa p pomoeu jednakosti 

Diferencijal iznosi: 
;• 

dR = 	clq qdp - 	 (4• 

Odavde izlazi da je: 

• a  R 
q=_- ap  

aR 
p= —  dq 

(41,3) 

a L 	a R a L 	a R 
, 	----. 	— —.-- • 	 (41,4) 

a 	a 	a 	a 

ZamenjujuOi poslednje jednakosti u Lagrange-ovu jednginu za koordinatu 

, dobivamo: 
d aR aR 
dt 

Na taj naein, Routh-ova funkcija postaje Hamilton-ova u odnosu na ko-

ordinatu q [jedna'aine (41,3)] i Lagrange-ova, u odnosu na koordinatu [jed-

ngina (41,5)]. 
Prema opgtoj definiciji energija sistema iznosi: 

• aL  , 	aL 	• 	• aL 
E -q — 	— L = pq + • -- L. 

a q 

Njeno izreavanje preko Routh-ove funkcije dobiva se zamenom ovde 

(41,1) i (41,4): 
a R (41,6) 
at 

Generalisanje dobivenih formula u slUaju kada postoji po nekoliko ko- 

ordinata q i 	je oaigledno. 
Primena Routh-ove funkcije mole biti celishodna, specijalno, pri posto-

janju cik1Rnih koordinata. Ako su koordinate q ciklicne, onda one ne ulaze 

eksplicitno u Lagrange-ovu funkciju, a zbog toga i u Routh-ovu funkciju, tako 

da ce poslednja biti samo funkcija od p, , E. Ali impulsi p, koji odgovaraju 
cikli6nim koordinatama su konstantni (ovo izlazi i iz druge od jednaeina (41,3), 
koja u torn smislu ne daje nigta novo). Posle zamene impulsa p njihovim datim 
konstantnim vrednostima, jednaeine (41,5) 

d 912(p,,) 	a R(p,t,)  

	

dt 	a 	 (9 

(41,5) 
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pretvaraju se u jednaelne koje sadrie samo koordinate 	tako da se cikliane 
koordinate samim tim u potpunosti iskljuaiju. Ako su to jednaeine regene i 
nadene funkcije (t), onda zamenjujuei ih na desnoj strani jedngina: 

q = 	ap  	5 

nalazirno direktnim integriranjem funkcije q (t). 

Zadatak 

Naai Routh-ovu funkciju za simetri6nu Cigru u spo1jagnjem polju U (p, 0), eliminguei 
cikli6nu koordinatu 	cp, A su Euler-ovi uglovi). 

Regenj e. Lagrange-Ova funkcija biOe: 

. 	. 	 . 	 . 

L = 21  (82 	cp 2  sine 0) ± 2 (lif cp cos 0) 2  — U (p, 0) 

(uporedi zadatak 1 § 35). Routh-ova funkcija je: 

14) 	 • 

	

R = p„, — L = —21; —pp  cp cos 0 — 	cp2  sin2  0) U (cp, 9). 

Prvi clan u tom izrazu predstavlja konstantu koja mode biti izostavljena. 

§ 42. Poisson-ove zagrade 

Neka je f(p, q, t) neka funkcija koordinata, impulsa i vremena. Uzeeemo 
njen totalni izvod po vremenu 

df  of 	(af • 	af •
— d t 	a t 	qk qk  + -a pk PR  ). 

. 	. 
Zamenjujuei ovde umesto qk  i ph  njihove izraze iz Hamilton-ovih jedna- 

6ina (40,4), dobiaemo: 

df = af 
{H

.
. f}, 

dt 	at 

gde je uvedeno oznaCavanje: 

v  (aH  of  aH of ). 

k {11f} 	(aPk aqk —  aqk aPk) 

(42,1) 

(42,2) 

Izraz (42,2) se naziva Poisson-ove zagrade za velkine H i f. 

Takve funkcije dinami6kih promenljivih, koje ostaju konstantne pri kre-
tanju sistema, nazivaju se, kao 'Sto znamo, integrali kretanja. Vidimo iz (42,1), 

( da se uslov, da veliaina f bude integral kretanja 
df 

 = 0 , mode napisati u obliku: 
dt 

af 
a t {Hf} (42,3) 
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Ako integral kretanja ne zavisi od vremena eksplicitno, onda je: 

{Hf} = 0, 	 (42,4) 

tj. njegove Poisson-ove zagrade  sa  Hamilton-ovim funkcijama moraju biti jed- 

naka nuli. 
Za ma koji par velkina f  i  g, Poisson-ove zagrade se definigu analogno 

izrazu (42,2): 
(42,5) 

Poisson-ove zagrade imaju sledeea svojstva, koja se lako izvode iz definicije. 
Ako izmenimo red funkcija, onda zagrade menjaju znak; ako je jedna od 

funkcija konstantna (c), onda su zagrade jednake nuli: 

{  i  g} = {gf} ,  

{fc} = O. 

Dalje je: 
{f1  +12,  g} = {fig} + {124  

{f,f2, g} = fi{f2g} +f2 {fig}. 
Ako uzmemo parcijalni izvod izraza (42,5) po vremenu, dobivamo: 

1-{fg}= {"g} + {fl .  at 	at 	at 
(42,10) 

Ako se jedna od funkcija  f iii g poklapa sa jednim od impulsa iii ko-
ordinata, onda se Poisson-ove zagrade jednostavno svode na parcijalni izvod: 

of 
{f qk} = a pk' 

{f Pk) = 	a 
a f 

qk. 	 (42,12) 

Formulu (42,11), na primer, dobiaemo, ako stavimo u (42,5) da je g = qk ; 

	

a qk 	a qh 
cela suma se pri torn svodi na jedan clan, tako da je 	= 30, a 	= 0. 

a qi  

Ako u (42,11) i (42,12) stavimo da je funkcija f jednaka qi  i pi , dobivamo 

specijalno: 

	

{q i qk} = 0, 	{p i  pk} = 0, 	{Pi qk} 	 (42,13) 

Izmedu Poisson-ovih zagrada, koje su sastavljene od tri funkcije postoji 

relacija 

	

{f {gh}} 	{hf}} {h { f g}} = 0; 	 (42,14) 

koja se naziva lacobi-jeva identi6nost. 
Za njeno dokazivanje napominjemo sledeee. Prema definiciji (42,5) Poisson-

ove zagrade {fg} su bilinearne homogene funkcije izvoda prvog reda velieina 

f i g. Zbog toga, na primer, zagrade {h {fg}} predstavljaju linearnu homogenu 

 ag 
(fg} =

1: af ag af 

aPka qk 	a qk a Pk) 

(42,6) 

(42,7) 

(42,8) 

(42,9) 

(42,11) 
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funkciju izvoda drugog reda od f i g. Cela leva strana jednaeine (42,14) je line-
arna homogena funkcija drugih izvoda od sve tri funkcije f, g, h. Sabraeemo za-
jedno elanove koji sadrte druge izvode od f. Prva zagrada takve elanove ne sadrti 
— u njoj su samo prvi izvodi od f. Sumu drugih i treeih zagrada napisaeemo u 
simbolienom obliku uvodeei linearne diferencijalne operatore D1 i D2 prema 

relacijama: 
D1  (p)  =  {g cp}, 	D2 (cp) (h 

Tada je 

{hf}} {h{fg}} = 	f}} — {gf}} = D 1(D2 (f))— D2(D1(f)) =-- 
= (Di D2 —  D2  DO 

Mote se lako videti, medutim, da takva kombinacija linearnih diferencijal-
nih operatora ne mote saditati druge izvode od f. U samoj stvari, opki oblik 
linearnih diferencijalnih operatora je: 

1:d  a 	 a 
D i 	k a 	x, D2 =Erlk a Xk k   

gde su k i  11k  proizvoljne funkcije promenljivih x 1, x2, • • •. Tada ae biti: 

	

V-1 	82 	 a  ni  a  
D1 D2 7 	k111 	A Xk v u Xk a xl  

	

k,1 	 k,1 

82 a 	a 
D2  Di = 	rik  E i 	 a Xk X/ 	 u Xk a Xi 

	

k,1 	 k,1 

a razlika tih proizvoda 
ail  a  

Di D2 — D2  D i  
a Xk 	Xk) a Xi 

k, I 

je ponovo operator, koji sadrti samo jednokratno diferenciranje. Na taj naein, na 
levoj strani jednaeine (42,14) uzajamno se skraauju svi elanovi sa drugim izvo- 
dima od f, a kako se to isto odnosi, oeigledno, i na funkcije g i h onda i ceo 

izraz identieno postaje jednak nuli. 
Vatno svojstvo Poisson-ovih zagrada sastoji se u tome: ako su f i g dva 

integrala kretanja, onda su zagrade formirane od njih, takode integrali kretanja 

{fg} = const. 	 • 	(42,15) 

(takozvana Poisson-ova teorema). 
Dokaz ove teoreme je sasvim jednostavan, ako f i g ne zavise eksplicitno 

od vremena. Ako u Jacobi-jevu identienost stavimo da je h = H, dobieemo: 

{H g}} {f 	{g {Hf}} = 0. 

Odavde je oeigledno, ako su {Hg} = 0 i {Hf} = 0, onda je i {H {fg}} = 0, 

gto je i trebalo dokazati. 
Ako pak integrali kretanja f i g zavise eksplicitno od vremena, onda eemo 

na osnovu (42,1) napisati: 

dt {fg}  = a t {fg} {H  {fg". 
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Koristeei formulu (42,10) i zamenjujuei zagradu {H{fg}} sa dye druge, 
pomoeu Jacobi-jeve identinosti, dobieemo: 

	{fg}  =  a 
 f 

 g}-1-  f
ag 	

{f {g11})— {Hp} = 
dt 	at 	at 

 =  f  {Hf} 	
a g 

+ If, 	+ {HO} 

	

t 	 t 

fg }  =  1dt g -r
( 
 f  

dg 1 
dt 

(42,16) 

odakle je oeigledno dokazana Poisson-ova teorema u opAtem slOaju. 
Razumljivo, primenjujuai Poisson-ovu teoremu neCemo uvek dobiti nove 

integrale kretanja, jer je njihov broj uop§te ograni6en (2s — 1, gde je s – broj 
stepena slobode). U nekim slue'ajevima mokmo dobiti trivijalan rezultat —Poisson-
ove zagrade se svode na konstantu. U drugim slue'ajevima ponovo se mote 
ispostaviti da je dobiveni integral jednostavno funkcija prvobitnih integrala f i g. 
Ako ne vel ni jedan ni drugi sheaj, onda Poisson-ove zagrade daju novi integ- 
ral kretanja. 

Zadaci 

1. Odrediti Poisson-ove zagrade koje su sastavljene od Descartes-ovih komponenata 

impulsa p i momenta. impulsa M=r x p materijalne cestice. 
Reg e n j e. Pomoau formule (42,12) nalazimo: 

a 
{Mx Py} 	

am
ay

.  — --ay  (YPz — ZPy) = Pz 

analogno jog dye formule: 

{Mx  Px} = 0, 	{Mx Pz} —  py  

Ostale zagrade se odavde dobivaju cikliaom permutacijom indeksa x, y, z. 

2. Odrediti Poisson-ove zagrade, koje su sastavljene od komponenata M. 

Reg e n j e. Direktno izra6unavanje prema formuli (42,5) daje: 

{Mx My} =  Mz, 	{My  /11424 = — Mx, 	{mz M x} = — My. 

Kako su impulsi i koordinate razlicitih 6estica uzajamno nezavisne promenljive, to je lako 
videti da formule koje su dobivene u zadacima 1 i 2 vate i za totalne impulse i moment 
ma kog sistema 6estica. 

3. Pokazati da je 

gde je p ma koja skalarna funkcija koordinata i impulsa Cestice. 

R eg e n j e. Skalarna funkcija mote da zavisi od komponenata vektora r i 

kombinacijama r2  • p2, r • p. Zbog toga je: 

.-89-24 	_1, 
a r 	a  (r2) 	a cp 'r)  

-9 

p samo u 

{p 	= 0, 
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i analogno za 
a  P 

uzimajuei  u  obzir 
4.  Pokazati 

Treena relacija se proverava direktnim izra'aunavanjem prema formuli (42,5) 

navedena pravila diferenciranja. 
da je 

{7Mz}  =  n  x  Jr, 

gde je f vektorska funkcija koordinata  i  impulsa 6estice, a n je jedini6ni vektor  u  pravcu z-ose. 

Reenj e. Proizvoljni vektor  f(r,p)  mote se napisati  u  obliku:  f  =  r + p:p2  

(r  x 	cp 3, gde su -(1) 1, 92, 	skalarne  funkcije. Tralena relacija se proverava direktnim izra- 

6unavanjem pomoeu formula (42,9),  (42,11)  i (42,12) i formule, koja je navedena  u  zedatku  3. 

§ 43. Dejstvo kao funkcija koordinata 

Pri formulisanju principa najmanjeg dejstva posmatrali smo integral 

t2 

	

S=iLd t , 
	 (43,1) 

t 

koji je uzet po trajektoriji izmedu dva dita pplgaja q(')  i 	koje sistem za- 

uzima u datim momentima t 1  i t2 . 
Pri variranju dejstva, uporedivane su vrednosti ovog integrala za bliske 

trajektorije sa istim vrednostima q  (t 1)  i q  (t2). Samo jedna od ovih trajektorija 

odgovara stvarnom kretanju i to ona za koju je integral S  minimalan. 

Posmatraaemo sada pojam dejstva u drugom aspektu. Naime, posmatra-

aemo S  kao veli6inu koja karakterge kretanje po stvarnim trajektorima i upo-
redieemo vrednosti koje ona ima za trajektorije koje imaju zajedniai poaetak 

q (t 1) =---  q('),  ali prolaze u momentu t2  kroz razlieite  .polo2aje. Drugim reeima, 
posmatraeemo integral dejstva za stvarne trajektorije kao funkciju vrednosti 
koOrdinata u gornjoj granici integriranja. 

Varijacija dejstva pri prelazu od jedne trajektorije na drugu, koja je njoj 
bliska, data je (pri jednom stepenu slobode) izrazom (2,5): 

t2 	t2 

aL 	aL d  dL a dt. as=-8q  ±fi aq dt aq 
q  

a  q t, 	2, 

Kako trajektorije stvarnog kretanja zadovoljavaju Lagrange-ove jednaeine, 
onda integral koji ovde stoji, postaje jednak nuli. U prvom 61anu stavieemo za 
donju granicu 8q  (t 1) =  0, a vrednost 8q (t 2) jednostavno eemo ozna'aiti sa 8 q. 

Ako takode zamenimo 
a L 

 sa  p, definitivno dobivamo 8S = paq, ili, u opgtem 
a  q 

slu6aju sa ma kojim brojem stepena slobode: 

	

8 S =1] pi  8 	 (43,2) qi.  
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Iz ove relacije izlazi da su parcijalni izvodi dejstva po koordinatama 
jednaki odgovarajuaim impulsima 

as 

	

= pi. 	 (43,3) 

Analogno mokmo dejstvo shvatiti kao eksplicitnu funkciju vremena, 
smatrajuai da trajektorije, koje poeinju u datom momentu t 1  u datom polaaju 
q(1), ali koje se zavrgavaju u polo2aju q( 2) u razliaitim momentima t 2  = t. U torn 

as 
smislu shvaeen parcijalni izvod 	 mokmo 	odgovarajueim variranjem in- 

at 
tegrala. Medutim, jednostavnije je, da se koristi yea poznata formula (43,3) 
postupajuei na sledeei naein. 

Prema samoj definiciji dejstva, njegov totalni izvod po vremenu du2 
trajektorije iznosi: 

dS L 
 dt 

(43,4) 

S druge strane, smatrajuei S kao funkciju koordinata i vremena, u ranije 
opisanom smislu, i koristeei formulu (43,3), imaeemo: 

dS as , 	a s • 	a s , 
-T-E - qi  a t 'EPiqi* 

Uporedujuei oba izraza, nalazimo: 

as 
at = L 	P, qs, 

ili definitivno: 
as 
at = — H. 	 (43,5) 

Formule (43,3) i (43,5) mokmo zajedno napisati u obliku izraza: 

dS 	 (43,6) 

za totalni diferencijal dejstva kao funkcije koordinata i vremena u gornjoj granici 
integriranja izraza (43,1). Pretpostavimo sada, da se menjaju koordinate (i vreme) 
ne samo kraja. Yee i poaetka kreta ..ja. Oeigledno je da ee odgovarajuea promena 
S biti data razlikom izraza (43,6) na oba kraja, ti. 

d S = Ep12)  d qr — H" )  d t")  — 	+ H")  d 	 (43,7) 

Ova relacija yee sama po sebi pokazuje, da ako ne bi bilo spoljgnjeg 
dejstva na sistem u vreme kretanja, njegovo konaeno stanje ne rnok biti proiz-
voljna funkcija poeetnog; moguena su samo takva kretanja za koja je izraz na 
desnoj strani jednakosti (43,7) totalni diferencijal. Na taj naein yea sama 
einjenjca postojanja principa najmanjeg dejstva, nezavisno od konkretnog oblika 
Lagrange-ove funkcije, name& na ukupnost moguenih kretanja odredena ograni-
eenja. Specijalno, ispostavlja se kao mogueno ustanoviti niz op§tih zakonitosti 
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(koje ne zavise od oblika postojeaih spoij8njih polja) za snopove eestica, koje 
se ra2leeu iz datih taeaka prostora, Izraeunavanje ovih zakonitosti saeinjava 
predmet takozvane geometrijske optikel). 

Interesantno je napomenuti da se Hamilton-ove jednaeine mogu izvesti 
formalno iz uslova minimalnosti dejstva, ako napigemo poslednje na osnovu 
(43,6) u obliku integrala 

S =
J
(E pi dqi  — H dt) (43,8) 

i posmatramo koordinate i impulse kao nezavisno varirane velieine. Radi krat-
koae pretpostavieemo ponovo da postoji svega jedna koordinata (i jedan impuls); 
napisaeemo varijaciju dejstva 

8S Hi 4 dq + p d 8q--aq 8 qdt— 
aH 

 3p dt}. a q 
a H 

Transformacija drugog alana (parcijalno integriranje) daje: 

tas=j
8q(dp— ap

H 	 a 
dt)+ paq-18+q aH dt q 

a  

Na granicama integriranja treba da stavimo da je 8 q = 0, tako da integri-
rani elan otpada. Izraz koji ostaje rno'2e biti jednak nuli pri proizvolnjim 
vrednostima nezavisnih 8p i aq samo pri uslovu izjednaeenja sa nulom podin-
tegralnih izraza u svakom od dva integrala: 

aH 
dq= —

a p
dt, 

aH 
dp = — aq dt, 

tj. posle deljenja sa dt dobieemo Hamilton-ove jednaeine. 

§ 44. Maupertuis-ov princip 

Pomoeu principa najmanjeg dejstva definge se u potpunosti kretanje 
mehaniekog sistema: regenjem jednaeina kretanja koje proizlaze iz tog principa 
mogu se mei kako oblik trajektorije, tako i zavisnost polOaja na trajektoriji od 
vremena. 

Ako se ogranieimo na uti problem o definiciji samo trajektorije (ostavlja-
juei po strani vremenski deo zadatka), ispostavlja se kao mogueno ustanoviti 
za to svrhu uprokeni oblik principa najmanjeg dejstva. 

Pretpostavimo da Langrange-ova funkcija, a s njom i Hamilton-ova, ne 
sadde vreme u eksplicitnom obliku, tako da se energija sistema oddava: 

H(p, q) E = const. 

Neaemo uporediti u principu najmanjeg dejstva sva virtualna kretanja 
sistema (izmedu njegova dva data polohja), yea samo ona, koja zadovoljavaju 
zakon oddanja energije sa datom vrednoku E. Minimalnost integrala u odnosu 
na takvo variranje je iako i nedovoljan, ipak neophodan, uslov minimuma 
dejstva. 

1) Vidi „Teorija polja", t. 2. 
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Ako dejstvo napgtmo  u  obliku (43,8) i u njemu zamenimo funkciju 
H (p, q) konstantom E, dobieemo: 

S  =  f 	p i  d qi  — E (t — t o) 	 (44,1) 

(oznkili smo paetn ~ moment krctanja sa t o , a krajnji — jednostavno sa t). Prvi 

'elan ovog izraza 

So 	p i  dqi 	 (44,2) 

se ponekad naziva redukovano dejstvo. 
Variranje dejstva pri konstantnoj energiji se o'Cigledno svodi na variranie 

redukovanog dejstva. Da bismo se koristiti takvim varijacionim principom, neop-
hodno je prethodno izraziti impulse, a sa nijma i say podintegralni izraz u (44,2) 
pomoeu kordinata q i njihovih diferencijala dq. U to svrhu treba koristiti jednkine 

dq 
pi  =  	.  L q,—

dt
j , 	 (44,3) 

a
a 
 qi 

koje predstavljaju definiciju impulsa, i jeakinu zakona odranja energije 

= E. 	 (44,4) 

Ako iz poslednje jednkine izrazimo diferecijal dt pomoeu koordinata q i 

njihovih diferencijala dq i zamenimo u formuli (44,3) izrazieemo impulse pomoeu 
q i dq, pri emu 6e energija  E  igrati ulogu parametra. Na taj na'ain dobiveni 
varijacioni princip definge trajektoriju sistema; ovaj princip se obV2no naziva 
Maupertuis-ov princip (mada  su  njegovu ta'6nu formulaciju dali Euler i Lagrange). 

Izvegeemo navedena: dejstva u eksplicitnom obliku za obie'an oblik Lagrange-
ove funkcije (5,5) kao razlike kinetivake i potencijalne energije: 

L = 	
1 

 
2 

11.1  
aik (q) qi  qk  — U (q). 

k 

Pri torn su impulsi: 
a L 

Pi  - 	= 	aik (q) qk, 
a qi 	k 

a energija iznosi: 

— 	E 2 	azk (q) qi 	U (q)• 

k 

Iz poslednje jedna6ine imamo: 

 

dt = aik  dqi  dqk  

2 (E — U) 
(44,5) 

i zamenjujuei ovaj izraz u 

     

dqk  
dqi  = 	aik -- d q i , 

d t 
k 



= t — t 
E 	o. 

a so  
iii 

8 f V E— Udl—f 
a U 

ar 211E—U 
U 

dr 
 -d8rI• 

8r 
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nalazimo redukovano dejstvo u obliku 

    

so  = 	2 (E — U) 
2, t 

aik  dq, dqk • (44,6) 

Spccijalno, za jednu mxterijalnu taaat Wee kinetia:a energija : 

T  = 2 m c// 2  _1  
-d t j 

( 

(gde je m masa cestice, a dl je element du2ine trajektorije) i varijacioni 
princip za odredeni oblik trajektorije ima oblik 

8 f V 2m (E — U) dl = 0, 	 (44,7) 

gde se integral uzima izmedu dve date take prostora. U takvom obliku ga je 
prikazao Jacobi. 

Pri slobodnom kretanju e'estice je U = 0, i (44,7) daje trivijalan rezultat 

8 f d 1 = 0, 

tj. 6estica se kreee po najkraeem putu —  po pravoj. 
Vratimo se ponovo na izraz za dejstvo (44,1) i izvrAimo ovog puta njegovo 

variranje po parametru E. Uslov da je takva varijacija dejstva jednaka null, 
daje izraz: 

a s° 
 a E 

~ E —(t—to)8E=0 

(44,8) 

relacij e 

(44,9) 

Za redukovano dejstvo u obliku (44,6) ova jednakost dovodi do 

rEaik  dqi  dqk  
/ 2 (E —  U) 

t — to, 
 I 

koja ne predstavlja nika drugo do integral jednaeine (44,5). Zajedno sa jedna-
cinom trajektorije, ona u potpunosti definge kretanje. 

Zadatak 

Iz varijacionog principa (44,7) dobiti diferencijalnu jednadinu trajektorije. 
Regenj e. Ako izvrgimo variranje, imaeemo 

U drugom dlanu je uzeto u obzir da je d12  = dr2  i zbog toga j e d l d 81 = dr d8r; ako u 

ovom dlanu izvrgimo parcijalno integriranje i izjednadimo sa nulom koeficijent uz 8r u pod- 
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;ntegralnom izrazu dobieemo diferencijalnu jednaLinu trajektorije 

d  2  E  — U di ( 
_ dr 	a U 

d I a r 

a 
Ako rastavimo izvod na levoj strani jedngine i uvedemo silu F = — 	, ova jedna- 

a r 

'Cina se mote prikazati u obliku: 

d2  r 	F 	(F • t) t 

d 12  — 2(E — U) 

dr 
gde je t = -d l 

jedinie'ni vektor tangente na trajektoriju. Razlika F — (F t ) t je komponenta site 

-> 

F„, koja je normalna na trajektoriji. Izvod — d/ 2  = dl 
kao §to je poznato iz diferencijalne 

geometrije, iznosi 	gde je  R  polupreenik krivine trajektorije, a n je jediniCni vektor glavne 

m .v 2  
normale na njoj. Zamenom takode E— U sa —2 , dobiaemo: 

y 
n R 	— Fn  

u vezi sa poznatim izrazom za normalno ubrzanje pri kretanju po krivoj trajektoriji. 

§ 45. Kanonske transformacije 

Izbor generalisanih koordinata q nije ogranieen nikakvim uslovima; one 
mogu biti ma koje velieine (kojih je s) koje jednoznaeno odreduju polo2aj sistema 
u prostoru. Formalni oblik Lagrange-ovih jednaeina (2,6) ne zavisi od ovog 
izbora i u torn smislu se mote reai da su Lagrange-ove jednaeine invarijante 
u odnosu na transformaciju koordinata q 1, q2,• • • na ma koje druge nezavisne 

velieine Q1, Q2. Nove koordinate Q su funkcije starih koordinata q, pri eemu 
dopukamo i njihov takav izbor pri kome to veza sadr'2i u eksplicitnom obliku 
takode i vreme, tj. ree je  o  transformacijama oblika: 

Qt = Q1(q, t) 	 (45,1) 

(nazivaju se ponekad tackaste transformacije). 
Uporedo sa Lagrange-ovim jednaeinama pri transformaciji (45,1) zadna-

vaju, razumljivo, svoj oblik (40,4) i Hamilton-ove jednaeine. Poslednje, medutim, 
dopukaju u stvari znatno sire klase transformacija. Ova okolnost prirodno je 
vezana sa einjenicom da u Hamilton-ovom metodu impulsi p igraju uporedo 

sa koordinatima q ulogu ravnopravnih nezavisnih promenljivih. Zbog toga pojam 
transformacije mote biti progiren tako da u sebe ukljuei transformaciju svih 
2s nezavisno promenljivih  p  i q na nivo promenljive P i Q prema formulama: 

= Q= (p, q, t), 	P1  ---- Pi  (p, q, t). 	 (45,2) 

der 	d t 
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Takvo proSirenje i lasa dozvoljenih transformacija je jedna od bitnih 
preimuestava Hamilton-ovog metoda mehanike. 

Medutim, pri proizvoljnim transformacijama oblika (45,2) jednaeine kre-
tanja nikad ne zadr2avaju svoj kanonski oblik. Izvekemo sada uslove, koje 
mora zadovoljiti transformacija da bi jednaeine kretanja sa novim promenljivim 
P i Q imale oblik : 

o i = api 
	Pi 	

a Qi 
	 (45,3) 

sa nekom novom Hamilton-ovom funkcijom H' (P, Q). Takve transformacije 
se nazivaju kanonske. 

Formulama za kanonske transformacije se mote priei sledeeim putem. Na 
kraju § 43. je bilo pokazano da se Hamilton-ove jednaeine mogu dobiti iz 
principa najmanjeg dejstva, koji je predstavljen u obliku: 

8 j.  LI  pi  dqi  — H d t) = 0 	 (45,4) 

(pri seemu se variraju nezavisno sve koordinate i impulsi). Za to da bi nove 
promenljive P i Q takode zadovoljile Hamilton-ove jednaeine, za njih mora 
takode va2iti princip najmanjeg dejstva 

3 f L., d Qi  H' dt) O. 	 (45,5) 

Ali principi (45,4) i (45,5) su uzajamno ekvivalentni samo pri uslovima 
da se njihovi podintegralni izrazi razlikuju samo za totalni diferencijal proiz-
voljne funkcije F koordinata, impulsa i vremena; tada razlika izmedu oba 
integrala neee biti sugtinska pri variranju konstante (razlika vrednosti F na 
granicama integriranja). Na taj naein mora biti: 

E pi  dqi — H dt 	 H' dt dF. 

Svaka kanonska transformacija se karakterik svojom funkcijom F, koja 
sa naziva izvodna funkcija (funkcija generatrisa) transformacije. 

Ako dobivenu relaciju prepikmo u obliku: 

dF = Epi  dq, — 	dQ, (H' — H) dt, 	 (45,6) 

vidimo da je: 
aF 	 aF 

	

P- 	i 

	

— 	 a Qi 
H 

aF ; 
at 

(45,7) 

pri tom se pretpostavlja da je to izvodna funkcija data kao funkcija starih i 
novih koordinata (i vremena): F = F (q, Q, t). Pri datoj funkciji F formule 
(45,7) uspostavljaju vezu medu starim (p, q) i novim (P, Q) promenljivim, a 
takode daju izraz za novu Hamilton-ovu funkciju. 

Mote se ispostaviti kao zgodno, da se izvodna funkcija ne izrazi pomoeu 
promenljivih q i Q, -yea porno& stare koordinate q i novih impulsa P. Za 

izvodenje formula kanonskih transformacija, u torn slueaju treba izvrgiti u rela- 
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ciji (45,6) odgovarajueu Legendre-ovu transformaciju. Naime, napisaeemo je 
u obliku: 

d (F + E Qi)  =  Epi dqi  + Qi  d + (H' — H) d t. 

Izraz, koji stoji pod znakom diferencijala na levoj strani jednaeine, je 
definisan (izrakn) preko promenljivih q i P, i on je nova izvodna funkcija. 

Oznaeimo ga sa cl) (q, P, t) pa eemo imati 1) : 

	

a cD 	 a (D 	 a cD 
Pi= a 	

Q, = 	
Pi 	

H' = H 	a t
- 	 (45,8) 

	

qi 	a  

Napominjemo da se veza medu novom i starom Hamilton-ovom funkcijom 
uvek izra'Zava na isti naein: razlika H' — H je data parcijalnim izvodom po 
vremenu izvodne funkcije. Specijalno, ako poslednja ne zavisi od vremena, 
onda je H' = H. Drugim reeima, u torn slueaju za dobivanje nove Hamilton-
ove funkcije dovoljno je zameniti u H velieine p i q, izrakne pomoeu novih 

promenljivih P i Q. 
Sirina kanonskih transformacija u znatnoj meri lisava u Hamilton-ovoj 

metodi pojam generalisanih koordinata i impulsa njihovog prvobitnog smisla. 
Kako transformacije (45,2) vezuju svaku od velieina P i Q kako sa koordina-

tama q, tako i sa impulsima p, to promenljive Q vee nemaju smisao eisto 
prostornih koordinata. Razlika izmedu obe grupe promenljivih postaje u osnovi 
nomenklaturni problem. Ova okolnost se veoma oeigledno manifestuje (pojav-
ljuje), na primer, u transformacijama Qi  = pi  i P, = — qi2), ne menjajuei ekspli-
citno kanonski oblik jednaeina i svodi se jednostavno na uzajamnu zamenu 
imena koordinata i impulsa. 

S obzirom na ovu uslovljenost terminologije, promenljive p i q u Hamiton-
ovom metodu eesto se nazivaju jednostavno kanonske konjugovane velioine. 

Uslov kanonske konjugovanosti se mote izraziti pomoeu Poisson-ovih 
zagrada. U tom cilju dokazaaemo prethodno opku teoremu o invarijantnosti 
Poisson-ovih zagrada u odnosu na kanonske transformacije. 

Naka su {fg} p, q  Poisson-ove zagrade velieina f i g u kojoj se difere6- 

ranje vrk po promenljvim p, q, a {fg}p, Q  su Poisson-ove zagrade tih istih 
koje su diferencirane po kanonskim promenljivim P, Q. Tada je: 

{to m  = {fo p,  Q . 	 (45,9) 

U ispravnost toga odnosa se mokmo uveriti direktnim izraeunavanjem uz 
korikenje formula kanonske transformacije. Medutim, mote se to postiei i bez 
izraeunavanja pomoeu sledeaeg rezonovanja. 

1) Napominjemo da, ako uzmemo izvodnu funkciju u obliku 

(q, t) 

(gde su A proizvoljne funkcije) dobivamo 
=A (q, t), tj. izrahvaju se samo pomau 
transformacije, koje su prirodno specijalan 

2) Njima odgovara izvodna funkcija 

transformaciju, pri kojoj su nove koordinate Qi  = 
starih koordinata (ali ne impulsa). Ovo su taelaste 
slu'eaj kanonskih transformacija. 
F E qi  Qi. 

Analogno mokmo preei na formule kanonskih transformacija, koje su 
izrakne pomoau izvodnih funkcija, koje zavise od promenljivih p i Q iii p i P. 



§ 46] 	 Liouville-ova teorems 
	

161 

Napominjemo, pre svega, da u kanonskim transformacijama (45,7) ili (45,8) 
vreme igra ulogu parametra. Zbog toga, ako dokakmo teoremu (45,9) za veli-
dine koje ne zavise eksplicitno od vremena, onda ee ona va2iti i u op§teni 
slueaju. Sada eemo eisto formalno posmatrati velieinu g kao Hamilton-ovu 

df 
funkciju nekog fiktivnog sistema. Tada je prema formuli (42,1) {fg} p, = 	 

q 	dt 

Ali izvod —
d

—
t  j

e velieina koja mote zavisiti samo od svojstva kretanja (nageg df . 

fiktivnog sistema) kao takvog, a ne od ovog iii onog izbora promenljivih. Zbog 
toga se i Poisson-ove z 'grade {fg} ne mogu prommiti pri prelazu od jednih 
kanonskih promenljivih na druge. 

Iz formula (42,13) i teoreme (44,9), dobieemo: 

(45,10) 
{Qi Qk} p,q = 0, 	{Pi Pk}p, q  = 0, 	(Pi Qk}p,q = 8ik• 

Ovo su napisani uslovi pomoeu Poisson-ovih zagrada, koje moraju zado-
voljiti nove promenliive da bi transformacija p, q P, Q bila kanonska. 

Interensantno je istaei da se promena velieina p, q pri samom kretanju 
mote smatrati kao kanonska transformacija. Smisao navedene konstatacije sastoji 
se u sledeeem. Neka su q„ pt  vrednosti kanonskih promenljivih u momentu 

t, a qt  „ p, njihove vrednosti u drugOm momentu t T, Poslednje su 
njene funkcije od prvih (i od velieine intervala T kao od parametra) 

qt 	q (qt , pt , 1.), 	Pt 	p (qt, pt, 

Ako ove formule posmatramo kao transformaciju promenljivih q„ Pt  na 

promenljive qt  „ pt + „ onda ee ova transformacija biti kanonska; stvarno, 

velieine qt+  „ pt  zadovoljavaju kanonske jednaeine kretanja u takvom 
istom stepmu kao i polazne promenljjve qt, p„ od kojih se one razlikuju samo 
poeetkom raeunanja vremena. 

§ 46. Liouville-ova teorema 

Za geometrijsku interpretaciiu mehaniekih pojava eesto se koristi pojam 
o takozvanom faznom prostoru kao i prostoru 2s dimenzija, na eije koordinatne 

ose se nanose vrednosti s generalisanih koordinata i s impulsa datog mehaniekog 
sistema. Svaka taeka toga prostora odgovara odredenom stanju sistema. Pri 
kretanju sistema fazna taeka, koja ga prikazuje, opisuje u faznom prostoru 
odgovarajueu liniju koju nazivamo trajektorijom. 

Proizvod diferencijala 
dr = dql • • • dq, dp i  • • • dp, 

se mole smatrati kao „element zapremine" faznog prostora. Posmatraeemo 
sada integral f dr,  , koji je uzet po nekoj oblasti faznog prostora i koji predstavlja 
njegovu zapreminu. Pokazaeemo da to velieina ima svojstva invarijantnosti u 
odnosu na kanonske transformacije: ako se izvrgi kanonska transformacija od 
promenljivih p, q na promenljive P, Q, onda su zapremine uzajamno odgovara-

jueih oblasti prostora p, q i P, Q jednake: 

• • J.  dqi  • • • dq, dp l - • • di), =S.  • • 1 c1Q 1 - • d Q, d Pi  • d Ps . 	(46,1) 

11 Mehanika 
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Kako je poznato, transformacija promenljivih u vgestrukom intergralu 

vfgi se prema formuli: 
• 

c/0 1 • •• dQ,dPi • • dPs 	•c•Ddql • • dq, dp i  • • • dp„ 

a  ( 421 5  • • • , QS ,  P1 5  • • • 5  Ps) 	 (46,2) 
D=--- —n  --- 	-- _,. 

u (q1, • – , qs, PP — ' Ps) 

takozvani jacobijan transformacije. Zbog toga se dokaz teoreme (46,1) svodi 

na .  dokaz 6injenice 
da je jacobijan svake kanonske transformacije jednak jedinici: 

D = 1. 	
(46,3) 

Koristieemo se poznatim svojstvom jacobijana, a koji dozvoljava da s njima 
postupamo u odredenom smislu kao sa razlomcima. „Ako podelimo brojitelj i 

imenitelj" sa a (q1,• • • , q„ P1,- • • , Ps), dobieemo: 

D 	a (Q15 • • • , Qs, Pi, • • • 5  PS) / a (qi, • • • qs, Pi,. - • , Ps) 

a (qi, • • • qs;P1 5 • • • , PS) 1 	a (q1, ' • • qs, P1, • • • , Ps) 

Prema drugom poznatom pravilu 'jacobijan, u kome u „brojitelju" i 

„imenitelju" figurigu iste velieine, svodi se na jacobijan veliai od ne koj 
najmanje isg 

 pada br ju 
oja 

promenljivih, pri &mu pri swim diferenciranjima iste e  
treba smatrati konstantnim. Zbog toga je 

a (Qi, • • • , Qs) 
a (q i , • • - , Ps) P = const 	 (46,4) 

D ------- — —„ -- 
a 	

c-- 
q'iLlii2Ps) 

a (P1,  • ' • , Ps) q = const 

Posmatraeemo jakobijan, koji stoji 
u brojitelju toga izraza. Prema definiciji, 

to je determinanta ranga s, koja je sastavljena od elemenata — Q--i  (element na 
a qk  

preseku i-te vrste i k-te kolone). 
Ako kanonsku transformaciju prikdt'emo pomoeu 

funkcije generatrise €13. (q,P) 

u obliku (45,8), dobieemo: 
a Q, 	82 cl) 

a qk 	a qk a Pi 

Na isti naein nalazimo da i-ti i k-ti element determinante u imenitelju 
,9 2 

izraza (46,4) iznosi — 
a qt a Pk • 

zamenom vrste kolona i obrnuto. Zbog toga su one jednake, tako da je odnos 
(46,4) jednak jedinici, gto je i trebalo dokazati. 

Predstavimo sada da se svakataeka datog dela faznog prostora pomera 
vremenski prema jedndeinama kretanja posmatranog mehaniekog sistema. Samim 
tim se pomera i deo kao celina. Pri torn n;egova zapremina ostaje nepromenjena: 

(46,5) 

gde je 

dr = const. 
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Ova konstatacija (takozvana Liouville -ova teorema) neposredno izlazi iz inva-
rijantnosti fazne zapremine pri kanonskim transformacijama i iz toga, da se sama 
promena p i q pri kretanju mote smatrati (kako je bilo navedeno na kraju 
prethodnog paragrafa) kao kanonska transformacija. 

Potpuno analogno se mote dokazati invarijantnost integrala 

E d qidp„ 

dpi  dqk dP k, 
ilk 

u kojima se integriranje vr§i po dvo-, 6etvoro- itd. dimenzionalnim mnogo-
strukostima u faznom prostoru. 

§ 47. Hamilton-Jacobi-jeva jednaeina 

U § 43 je bio uveden pojam o dejstvu kao funkciji koordinata i vremena. 
Bilo je ukazano, da je parcijalni izvod to funkcije S (q, t) po vremenu vezan 
sa Hamilton-ovom funkcijom relacijom 

a s H (q, p, t) 	0, 
a 

a njeni parcijalni izvodi po koordinatama se poklapaju sa impulsima. Zamenju- 

juOi s tim u vezi, impulse p u Hamilton-ovoj funkciji izvodima  q 
a s 

, dobivamo a  

	

a S 	 a S 	a s (47,1) 
a t H q" .  • •' qs;  aqi  " a qs ; t  

koju treba da zadovolji funkcija S (q, t) . Ova parcijalna jednaeina je prvog 
reda; naziva se Hamilton-Jacobi-jeva jedna6ina. 

Uporedo sa Lagrange-ovim i kanonskim jednaeinama, Hamilton-Jacobi-
jeva jednaaina je takode osnova nekog opgteg metoda integriranja jednaeina 
kretanja. . 

Prelazeei ria izlaganje ovoga metoda, prethodno napominjemo da svaka 
parcijalna diferencijalna jednaaina prvog reda ima regenje koje zavisi od proiz-
voljne funkcije; takvo regenje se naziva op§ti integral jednaairie. U mehaniakim 
primenama, medutim, osnovnu ulogu ne igra opgti integral Hamilton-Jacobi-jeve 
jednaeine, yea takozvani totalni integral; tako se naziva regenje parcijalne dife-
rencijalne jednaeine, koja sadri toliko proizvoljnih nezavisnih konstanti koliko 
ima nezavisno promenljivih. 

U Hamilton-Jacobi-jevoj jednaaini nezavisno promenljive su vreme 
koordinate. Zbog toga za sistem sa s-stepena slobode totalni integral ove jedna- 

	

'eine treba da sadth (s 	1) proizvoljnih konstanti. Pri tom, kako funkcija S ulazi 
u jednginu samo preko svojih izvoda, onda se jedna od proizvoljnih konstanti 
sadr2i u totalnom integralu aditivno, tj. totalni integral Hamilton-Jacobi-jeve 
jednaeine ima oblik: (47,2) 

S 	f (t, q1 , • • • qs; a1, • • • 'as) + A, 

jednaainu: 



164 	 Kanonske jedngine 	 [Gl. VII 

gde su ap • • •, a s  i A proizvoljne konstantel) . 
Objasnieemo sada vezu izmedu totalnog integrala Hamilton-Jacobi-jeve 

jednaeine i re§enja jednaeina kretanja koja nas interesuju. U torn cilju izvr§i-
eemo kanonsku transformaciju od velieina p, q na nove promenljive, pri eemu 

aemo funkciju f (t, q, a) uzeti kao funkciju generatrisu, a velieine a l, a2,• as  

kao nove impulse. Nove koordinate eemo oznaaiti sa p„ 13 2,• • •, (3s• Kako funk-

cija generatrisa zavisi od starih koordinata i novih impulsa, moramo se kori- 
stiti formulama (45,8): 

of 	of 	 a 
Pi = a qa , 	

13 . = ----- 	H' = H + — • 1 	.71 

° oc 

	

t 	 a t 

Ali kako funkcija f zadovoljava Hamilton-Jacobi-jevu jednaeinu, vidimo, 

da nova Hamilton-ova funkcija postaje identieno jednaka nuli: 

H, , H  + :f H  ± 
a at   

s_ =_._ 0.  

Zbog toga kanonske jednaeine za nove promenljive imaju oblik: at  = 0, Il i  = 0, 

odakle izlazi da je: 

of _ Pi 

daju moguenost da se izrazi s koordinata q 
naei 
pomoeu vremena i 2s konstanti a 

i 	Samim tim nalazimo opAti integral le  

Na 	

kretanja. 

Na taj naein, re§enje zadatka o kretanju mehaniekog sistema metodom 
Hamilton-Jacobi-ja svodi se na sledeee operaracije. 

Prema Hamilton-ovoj funkciji obrazuje se Hamilton-Jacobi-jeva jednaeina 
i nalazi se totalni integral (47,2) to jednaeine. Diferencirajuei je po proizvoljnim 
konstantama a i izjednaeujuOi sa novim konstantama p, dobivamo sistem od s 

algebarskih jednaeina: a S 
1313 	

(47,4) 

1) 

Mada nam nije neophodan op§ti integral Hamilton-Jacobi-jeve jednaeine, ipak ukazu-
jemo da ga mo2emo naci ako je poznat totalni integral. U torn cilju velieinu A eemo smatrati 

proizvoljnom funkcijom ostalih konstanti: 

S 	f (t, qv  • • • , qs; ai, • • • , as) 	A (al, • • • , as). 

Ako odavde zamenimo velieine a i  funkcijama koordinata i vremena, koje nalazimo iz s uslova 

a s 	0, dobivamo op§ti integral, koji zavisi od oblika proizvoljne funkcije A (a, . . , as). 
a x,. 
Stvarno, za funkciju S koja je dobivena na taj nein, imaCemo: 

a S a S + ErS) acck 

a qi 	a qi ). 	a cck 	a qi 	aqu a 

ai  = const, 	p, = const. 	 (47,3) 

S druge strane, s jednaeina 

au, 

a s k 

( Ali velieine -- - zadovoljavaju Hamilton-Jacobi-jevu jednaeinu, jer je funkcija 
S (t, q; a) 

uqi a 	

H 	
a s 

prema pretpostavci totalni integral ove jednaeine. Zbog toga je zadovoljavaju i izvodi a qi - 
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eijim re§enjem nalazimo koordinate q kao funkcije vremena i 2s proizvoljnih 
konstanti. Zavisnost impulsa od vremena mote se zatim naci prema jednaeinama 

9 S 
Pi= a 	qi  

Ako nemamo totalni integral Hamilton-Jacobi-jeve jednaeine, koji zavisi 

od manjeg broja od s proizvoljnih konstanti, onda, iako pomoeu njega ne mo2emo 
naci opki integral jednaeina kretanja, ipak moZ'emo u nekoliko uprostiti zadatak 
oko njegovog nala2enja. Tako, also je poznata funkcija S, koja sadrti jednu 

proizvoljnu konstantu a, onda relacija 

as 
a 

=const 

daje jednu jednaeinu koja povezuje qi ,• • •, qs  i t. 
Hamilton-Jacobi-jeva jednaeina dobiva ne§to jednostavniji oblik u slueaju 

kada funkcija H ne zavisi od vremena eksplicitno, tj. sistem je konzervativan. 
Zavisnost dejstva od vremena svodi se pri torn na komponentu — Et: 

S =---- So (q)— Et 	 (47,5) 

(vidi § 44.), i zamenom u (47,1) dobivamo za redukovano dejstvo S o  (q) Hamilton-

Jacobi-jevu jednaeinu u obliku: aso 	
aso), E. 	 (47,6) 

H(41 ,  • • • 'qs; 	' • 	aqs 

§ 48. Razdvajanje promenljivih 

U nizu vaZnih slueajeva nalgenje totalnog integrala Samilton-Jacobi-jeve 
jednaeine mote se postiei takozvanim razdvajanjem promenljivih, eija se sugtina 

sastoji u sledeeem. 
Dopustimo, da ma koja koordinata, oznaeimo je sa q 1, i njoj odgovarajuei 

as izvod - -- ulazi u Hamilton-Jacobi-jevu jednaeinu samo u obliku neke kombi-
a qi 

nacije cp ql , —as a 	, koja ne sadr2i nikakvih drugih koordinata (ili vremena) i 
qi  ( 

izvoda, tj. jednaeina ima oblik: 

as as 	as 
qi' t ,  aii  ' at'p 'IP 8q, 	== 1̀3 	 °' 1 

gde qi  oznaeava skup svih koordinata izuzev q 1 . 

Trdieemo u torn slueaju re§enje u obliku zbira: 

S = S' (qi, t) + Si.  (q1). 

Ako ovaj izraz zamenimo u jednaeinu (48,1), dobieemo: 

as' as' 	a s, = o.  
L, - 

a qi 	 at ' 	' aq1 ) 

(48,1) 

(48,2) 

(48,3) 
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Pretpostavimo da je nadeno regenje (48,2). Tada ppsle njegove zamme 
u jednaeini (48,3) poslednja mora postati identienost, koja va2i, specijalno, za 

ma koje vrednosti koordinate q 1 . Ali, promenom q1  miA'e se promeniti samo 

funkcija cp; zbog toga identienost jednakosti (48,3) zahteva da funkcija cp sama 
po sebi bude konstanma. Na taj naein, jednaeina (48,3) se razlge na dve jedaeine: 

a si  
c 1 	

) 
l) qi ,  -- a qi = (48,4) 

gde je a l  proizvoljna konstanta. Prva od ovih je obiena diferencijalna jednaaina 

iz koje mo'2e biti odredena funkcija Si  (q1) jednostavnim integriranjem. Posle 

toga ostaje parcijalna diferencijalna jednaeina (48,5) all vee sa manjim brojem 
nezavisno promenljivih. 

onda se nala2enje totalnog integrala Hamilton-Jacobi-jeve jednaeine svodi u 
celini na kvadrature. Za konzervativni sistem me je stvarno jedino o razdvajanju 

s 
promenljivih (koordinata) u jednaeini (47,6), i pri potpunom razdvajanje tra2eni 

integral jednaeine ima oblik: 

Ako se na taj naein mogu postupno odvojiti sve s koordinate i vreme, 

(131q„ t,-- 
as' as' 
a qi , at ' 
	 (48,5) 

S = 	(qk ; ai, • • • , as) — E (al , • • • , oc s) t, 	 (48,6) 

k 

gde svaka od funkcija Sk zavisi samo od tih koordinata, a energija E, kao 

funkcija proizvoljnih konstanti ci. 1,• • •, a s  dobiva se zamenom So  = E Sk  u jed- 

naeini (47,6). 
Specijalni slueaj deljenja je slueaj cikliene promenljve. Cikliena koordinata 

q1  potpuno ne tlazi u eksplicitnom obliku u Hamilton-Jakobi-jevu jednaeinu. 

	

a s 	 a s iz 
cp qi, — se pri torn jednostavno svodi na -- i z jednaeina (48,4) ima- 1 

a 	
a qi  F 	 qi 

mo jednostavno Si  = al  qi, tako da je: 

S = S' (qi, t) + al  qi. 	 (48,7) 

Pri tom konstanta oc 1  nije nigta drugo do konstantna vrednost impulsa 

pi = 	
, koja odgovara ciklianoj koordinati. Napominjemo, da odvajanje vre- a s 

a q1  

mena u obliku elana — Et za konzervativni sistem takode odgovara metodu 

odvajanja promenljivih za „ciklienu promenljivu" t. 

Na taj naein, svi ranije tretirani slueajevi uprogaavanja intergriranja jedna-
. tine kretanja, koji su osnovani na korigeenju ciklienih promenljivih, obuhvgeni 
su metodom razdvajanja promenljivih u Hamilton-Jacobi-jevoj jednaeini. Njima 
se dodaje jog niz slueajeva kada je razdvajanje promenljivih mogueno iako koor-
dinate nisu cikliene. Sve ovo dovodi do einjenice, da je Hamilton-Jacobi

-jev 

metod najefikasniji metod nalgenja opgteg integrala jednaeine kretanja. 
Za razdvajanje promenljivih u Hamilton-Jacobi-jevoj jednaeirii bitan je 

pogodan izbor koordinata. Posmatraeemo neke primere razdvainteres
janje pro 

ezi 
menljivih

zadatka 
u razlieitim koordinatama koji mogu predstavljati fizieki u v  

o kretanju materijalne take u razlieitim spoljagnjim poljima. 
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1. Sferne koordinate. Sa ovim koordinatama (r, 0, cp) Hamilton-ova 
funkcija Wee: 

1 ( 	p20 	2 

2m 	r' 
p; 	, 	-

r-  sin' 0 	
U  (r, 0, p), 

i razdvajanje promenljivih je mogueno, ako je: 

b (0) 	c (c,o) 
U  = a (r) —

r2- 	r2  sin2  0 

gde su  a  (r),  b  (0), i c (p) proizvoljne funkcije. Poslednji clan u torn izrazu 
ne mora bid od fiziekog interesa, to zbog toga posmatramo polje oblika: 

b  (0) 
U = a  (r) 	—  2 -- • 	 48,8) 

U ovom sluCaju Hamilton-Jacobi-jeva jednaeina za funkciju  So  bite: 

1 a s 0  2 
	 1 	a s 2 	 1 	a  s  0  )2 

	E. 
2m (  8r 	a (r) 	2mr2  ( a  e) 	2mb (0)  + -2mr2  sin2 	a  p   

Uzimajuei u obzir cikli6nost koordinate p trOiCemo regenje u 

So  =  pq,  p  +  S1  (r) 	S2 (0), 

i za funkcije  S1 (r)  i  S2 (0)  dobivamo jedngine: 

(a S2  ) 2  2mb (0) + 	= a 0 	 sin  2  0 

2  m( ---d rl 	a 	2113n r2  
1 d S  2 	 E. 

Integrirajuei ih, definitivno dobivamo : 

S = —  E  t 	cp 	V-13 —  2mb  (0) 
sin' 0 

 d 0  + 
 

+5 2 m [E—  a (r)]  — --f34-r  dr. 	(48,9) 

Ovde su proizvoljne konstante pu,,  p, E. Diferencirajuai po njima i izjed-
naeujuL rezultat diferenciranja sa novim konstantama, nalazimo opke regenje 
jedngina kretanja. 

2. ParaboliCne koordinate. Prelaz na paraboli6ne koordinate 
vr§i se od cilindarskih koordinata (koje eemo u ovom paragrafu oznaeiti kao 
p, cp,  z) prema formulama : 

1 
z =-2 	 P 	rl• (48,10) 



168 	 Kanonske jednaane 	
[Gl. VII 

Kordinate i n dobivaju vrednosti od nule do oo; povrgine konstantnih 
i i predstavljaju, kako se je lako uveriti, dve familije rotacionih paraboloida 

(sa  osom  z  kao osom simetrije). Vcza (48,10) se mote joS predstaviti i u 

drugom obliku uvodeai poluprcenik: 

r 	rz2 	2 (t •(48,11) 

Tada je: 	
= r + 
	rl = r —  Z. 	 (48,12) 

Obrazovaeemo Lagrange-ovu funkciju materijalne taeke sa koordinatama 
n, p. Diferencirajuei izraze (48,10) po vremenu i zamenjujuei u 

m  • 	• 
L =

2 
(p2 	p2  (p2 	z2) 	(p, p, z) 

(Lagrange-ova funkcija u cilindarskim  koordinatama), dobieemo: 

m8  

Impulsi  iznose: 

(t  + 11) 	, 

1 2) + + m  
119;2 2 

m 	• 
411('+ 11)11, 

rl, 	(p). 

PT  = 11111 (P )  

) 

= 

(48,13) 

i Hamilton-ova funkcija  bite: 

H _ 2 	riA 
rn 

— 	r1, (P)• 
2m,;r1 

(48,14) 

Fizicki interensantni slueajevi razdvajanja promenljivih u tim koordinatama 
odgovaraju potencijalnoj energiji oblika: 

a  (,” 	b (11) 	a (r z)  -E  b (r —  z) 
U 	

+ 	

(48,15) 
2r 

Imgemo jednaeinu 

2 	rt  (  a so y 	a So 	,_ 2  i ia  So  ±  a ( -1-b (ri) o 	 E 

111( 

 +11) 	a 	
4__ 

 ) 	ii  an 	m  m b
t 

 ri  an 	
+ 

11 

Cikliena koordinata  cp  definige se u obliku  pq, cp. Ako zatim pomno‘Zimo 

jednginu sa m  +  11) i  pregrupigemo  elanove,  dobieemo: 

a so  )2 2 
(--a 

 -

i  + ma(,)—  mE. +  P;  7'e -1-.2n Ha  '9: 2 +  mb  (n 	n ± ) — mE 	-1(P  - ,f = O. 
211 

Ako stavimo: 

S o  ----  pq, p  + S1  ( ) 	S2(11), 
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§ 481 

dobi6erno  dve jednkine 

(t 

 2  
+  ma M— mE + 	p, d 

- d

S1   

2,1 ( 	 2  mb 
 ('i

) m En 4_ P2±_)11  

integrirajuei ih, definitivno dobivamo: 

mE [3 ma() p:  4  + 
S — E t Ap (I) 	 2 

Vinf 	n 2  3 m
b  —

(ri) 	
4
p:

2 
 dr1 	(48,16) 

s proizvoljnim konstantama  pg,,  j3, E. 

3. Eliptikke koordinate. Ove koordinate , 	uvode se prema formulama: 

P  = V(V 	1 )  ( 1 	r12), 	z 	 (48,17) 

Kostanta a je parametar transformacije. Koordinata dobiva vrednosti od jedinice 

do  oo,  a koordinata od — 1 do  +  1. Geometrijski oeigledniji odnosi se dobi-

vaju ako se uvedu rastojanja r 1  i  r2  do tkaka Al  i A2 na z-osi sa koordi-

natama z  =  a z  (71): r1 if(z (3)2 p2 r2  V( z cr)2 p2.  

Ako ovde zamenimo izraz (48,17), dobivamo: 

	

rl  = a  —11) , 	r2  =  a  +  11)1 

	

r
2= 

 r2— 	 (49,18) 

	

1  	 2 a 	 2a 

Transformiguei Lagrange-ovu funkciju od cilindarskih na elipti6ke koor-

dinate, nalazimo: 

	

. 	. 
) 

L  ==  ma2 (P2  n  2) 
22— 1 

• 

1 ri2 

▪m22 ( 2—  1 )( 1  — r12) (P2 	 CP) .  

Odavde za Hamilton-ovu funkciju dobivamo: 

1 1 

H  2m a2 	112) [C--- 2— 1 )  + ( 1  — r12) 	 + 	1
1— ) 1.1 2  

[1 () r1 ,  (p). 

(48,19) 

+ 
(48,20) 

1) Linije konstantnih predstavljaju familiju elipsoida 

z2  	P2 

02  V 4-  02  (V  1)  =  1  

sa fokusima u taelama A l  i  A2,  a linije konstantnih predstavljaju familiju hiperboloida koji 

su sa njima konfokalni 
Z2 

	P2 
 6 	

1 2 I)  2  -  02  (1 	ri2) 	
1. 
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Fizicki interesantni slu6ajevi razdvajanja promenljivih odgovaraju potenci-
j alnoj energiji 

U=
-- 

_a () b(r)) 	a2 	r2  r1  + 19 1  r2 	
48,21 

r1  
( 	) 

/12 	r2 	2 a ) 	2a 

gde su a () i b (11) proizvoljne funkcije. Rezultat promenljivih u Hamilton-
Jacobi-jevoj jednaeini glasi: 

1.3 — 2mo-2  a() 	p:   
S  = — Et d  p9,9 H-SY  2ma2E+ 	 ____ 	 1 

P;   
m a2E 	 (48,22) 

	

+ 	2m a2 	  b (11)  

	

1 	—112 	(1 — ri2)2  

Zadaci 

1. Naei totalni integral Hamilton-Jacobi-jeve jednaeine za kretanje Zestice u polju 

	

U = 	F  z 

(superpozicija Coulomb-ovog i homogenog polj a). 
Regenj e. Dato polje se odnosi na tip (48,15), pri eemu je: 

F F  

	

a  () = a — 2 -  V' 	b (q) a +  - f r12. 

Prema formuli (48,16)  nalazimo: 

r imE  ma-13 	P•F 	-  dt S=—Et+Ppv+j 	 ---ift2 	4  

j 2-. 
mE ma + 13 	mFq 

+
J -— 2 ri — 4:12  — 4 dil . 

sa proizvoljnim konstantama  p9,, E, 3.  Konstanta  3  ima u datom slueaju odredeni smisao; ona 
izrahva oddanje velieine (jednoznaene funkcije koordinata i impulsa eestice): 

r   a  z 
 P = 	r 	

Pe 
 (z P°  PPd-- 2  F  P2 * 

Izraz u uglastim zagradama predstavlja integral kretanja, koji je specifiean za isto 
Coulomb-ovo polje (vidi § 15). 

2. To isto u polju 

al 	a2 
U =--F- 

rr  r2 

(Coulomb-ovo polje dva nepokretna centra na medusobnom 
rastojanju 2 a). 

R e§ e n j e. Dato polje se odnosi na tip (48,21), pri 
emu je: 

a  () = 	a 	 t, b= 
a2 

11. 
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Adijabatske invarijante 

Prema formuli (48,22), nalazimo: 

S — + p 9,9 f 
13 — 2m a (cci  a2) t_ 4 

2mo2 E 	--- 	— 1 	(t2  — 1)2 
dt 

P29) 	d  

+1/2m E — +  2m (al  
1  — 112 	( 1  — r12)2  

Konstanta p izra2ava u datom 	odrIanje sledeee veli6ine 

= a2  p: — M2  + 2 m a (cci  cos Al  + a2 cos 02), 

gde je M totalni moment impulsa 6esticz, a 0 1  i 02  su uglovi koji su 

§ 49. Adijabatske invarijante 

Posmatraeemo mehaniai sistem koji vr§i. linearno konano kretansistema 
je i 

karakterge se nekim parametrom A, kojim se odreduju svojstva samog  

ili spoljanjeg polja u kome se on nalazi. 
Pretpostavimo da se parametar A pod uticajem ma kakvih spolj atom 

uzroka 	

agnjih 

uzroka sporo menja u toku vremena (kako se kak adijabatski)men
; pod i 

„sporo" imamo u vidu takvu promenu pri kojoj se X mal
o 	 ja za vreme 

perioda T kretanja sistema 
dX 

T 	<x. 	
(49,1) 

dt 

Takav sistem nije zatvoren i njegova energija E se na odnava. Ali zbog 

sporosti promene A mote se konstantovati da je brzina E promene energije 

proporcionalna brzini A promene parametra X. To znaai, da seenrgij takva 
a sistema 

ponaa pri promeni A kao neka funkcija X. rugirn re6ima, postoji kombi- velicinu 
nacija od E i A koja ostaje pri kretanju si

D
stema nepromenjena; ovu 

nazivamo adijabatska invarijanta. 

Neka je H(p, q; A) Hamilton-ova funkcija sistema, koja zavisi od parame-
tra X. Prema formuli (40,5) totalni izvod energije sistema po vremenu biee: 

dE 	.aH . ax 
• 

dt 	at 	ax dt 

Ovu jednginu eemo dovesti na srednju vrednost po periodu kretanju, 

uzimajuei u obzir sporost promene A (a sa njom i A), A moZ'emo izbaciti van 

znaka za srednju vrednost: 

dE dX a H 
dt 	dt ax 

... H 	j a u funkcni— koja je dove_!ena na 
a 	 X  

menjaju samo velRine p i q, ali ne 

srednju vrednost eemo posmatrati kako se 

i A. Drugim reaima, dovoclenje na srednju 

nazngeni na sl. 55. 



OH 1, aH _ Op 
aA l Op 	OA 

integral u (49,2) i ako napisemo u donjem podinte- Zamenjujuci ovo u gornji 

gralu funkciju u obliku aE  , 
 imacemo: 
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vrednost se vrsi po takvom kretanju sistema kakvo bi bib o pri datoj konsrantnoj 
vrednosti A. 

Napisacemo srednju vrednost u eksplicitnom obliku! 
_ 	 T 
dEdA  1  aH 
	=-----dt. 
dt 	t T! a  

0 

Prcma Hamilton-ovoj jednacini q = apl , imamo: 

d 
do=-aH 

Op 

Pomocu ove jednacine zamenjujerro integriranje f,o vremenu integriranjcm 
po koordinati, pri cemu i period T pisemo u obliku: 

T 

ap 

znakom 	ovde se oznacava integriranje po totalnoj promeni koordinate („nap- 

red" i „nazad" za jeJ.an  perio3 1). Na tai nacin bic 

OH/OX 
 d 

dE dA aHjap q  
dt 	dtdq r OH/Op 

Kao to je yea bib o navedeno, integriranja se u toj formuli moraju vrsiti 
po trajektoriji kretanja pri datoj konstantnoj vrednosti a. Du z takve trajektorije 
Hamilton-ova funkcija zadrzava konstantuu vrednost E, a impuls je odredena 

funkcija promenljve koordinate q i dva konstantna nezavisna parametra E i A. 

Shvatajuci impuls bay kao takvu funkciju p (q; E, A) i diferencirajuci jednacinu 

H (p, q; A) = E po parametru A, dobivamo : 

OH aH ap 

iii 

d 
T=Jdt= a ; 

0 

(49, ) 

--+;;  aA = o,  

ap 

dE 	dA  a  A dq  

at = dt ap ' J OE dq  
(49,3) 

obr- 
1) Ako kretanje sistema predstavlja rotaciju, a kao koordinata q se javlja neki ugao 

tanja p, onda integriranje po a v, treba yr iti po „punom obrtu" tj. od nule do 2. 
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iii 

4ji  aP  57E  ap cal d  
J 	at 	dtrq- 

 o. 

 

 

Ova se jednkina mote definitivno napisati u obliku : 

dt 	
0 

 
(49,4) 

gde I  oznkava integral: 

I = 	 (i)pdq, 
, 

(49,5) 

koji je uzet po trajektoriji kretanja za date vrednosti E i a. Ovaj rezultat poka-
zuje da veliCina I  ostaje u posmatranoj aproksimaciji konstantna pri promeni 
parametra a, tj. ona je adijabatska invarijantal). 

Velieina  I je funkcija energije sistema (i parametra A). Napominjemo, da 
je parcijalni  izvod po energiji 

ai 	ap 
2  TC, = 	 dq 

aE 	aE 

[integral koji stoji  u  imenitelju  u relaciji (49,3)] period kretanja sistema 

27caE  = T. 	 (49,6) 

Integralu (49,5) mote biti pripisan o6igledni geometrijski smisao ako se 
koristimo pojmom o faznoj trajektoriji sistema. U datom slueaju (jedan stepen 
slobode) fazni prostor se svodi na dvodimenzionalni koordinatni sistem p, q, a 
fazna trajektorija sistema, koji vrgi periodi6no kretanje predstavlja zatvorenu 
krivu u toj ravni. Integral (49,5), koji je uzet duz to krive, predstavlja ravan, 
koja je zatvorena u njenoj unutragnjosti. On o6evidno mote biti napisan u 
ekvivalentnim oblicima kao krivolinijski integral: 

I =— 1 OP, 
TC 

ili kao dvodimenzionalni integral po povrgini: 

1 
I = 2.7z  fdpdq. 

Kao primer odredieemo adijabatske invarijante za linearni oscilator. Nje-
gova Hamilton-ova funkcija biee : 

m (02 -2 

• H 	± 	 
2 m 

1)  Mote se pokazati da le razlika  I od konstantne vrednosti eksponencijalno mala 

veli6ina (ako funkcija  (t)  nema singulariteta). 
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gde je (0  — 

 sopstvena frekvencija oscilatora. Jednaeina fazne trajektorij e je data 
zakonom odr2anja energije H (p, q) = E. To je elipsa sa poluosama 11- 2mE 

2E 
M cot 

a njena povrgina (podeljena sa 2n), brae: 

I=-E  - 
co 

(49,7) 

Adijabatska invarijantnost te veliaine oznaeava da se pri sporoj promeni 
parametra oscilatora njegova energija menja proporcionalno frekvenciji. 

Pomocu veliaine I rnokmo dati novu formulaciju jednaeina kretanja 
zatvorenog sisterna (sa konstantnim parametrima). 

Izyr§iaemo kanonsku transformaciju promenljivih p, q uzev§i pri torn veli-
ainu I kao novi „impuls". Ulogu funkcije generatrise mora pri torn igrati 
„redukovano dejstvo" So, koje je izrakno kao funkcija q i I. U stvari, So  se 
odredu e za datu energiju sistema. Ali za zatvoreni sistem I je funkcija jedino 

energije to se zbog toga So  mote sa istim uspehom izraziti u obliku: funkcije 

( 	 s 
S, I . , a parcijalni izvod - 

a S° = p se poklapa sa izvodom ---J pri kon-o(q 	
a q E 	

a q 1  

stantnoj vrednosti I. Zbog toga eemo imati izraz: 

a So  (q, p 
a q 

(49.8) 

koji odgovara prvoj od formula kanonske transformacije (45,8). Druga formula 
odreduje novu „koordinatu", koju aemo oznaaiti sa w: 

a So  (q, I) 
w 	• 

(3 I 

Promenljive I i w se nazivaju kanonske promenljive, pri eemu se I u toj 

vezi naziva promenljivim dejstvom a w ugaonom promenlfivom. 
Kako funkcija generatrisa So  (q, I) ne zavisi eksplicitno od vremena, onda 

se nova Hamilton-ova funkcija H' poklapa sa starom H, koja je izrdena u 
obliku funkcije novih promenljih. Drugim reaima, H' je energija, koja je izra-

kna u funkciji promenljive dejstva E (I). Respektivno Hamilton-ove jednaaine 
za kanonske promenljive imaju oblik: 

=  0, w • dE (
I
I) 

• 	 (49,10) 
d 

Iz prve imamo, kao §to mora da bude, da je I = const; zajedno sa 
energijom konstantna je i velieina I. Iz druge se vidi da je ugaona promenljiva 
linearna funkcija vremena: 

d E 
w = 	t 	 (49,11) 

Dejstvo S (q, I) je nejednoznaena funkcija koordinate. Po isteku svakog 
perioda to funkcija se ne vraea na poaetnu vrednost, yea dobiva priragtaj : 

	

L So  = 2rc I, 	 (49,12) 

(49,9) 
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kao  gto  je oeigledno iz formle 	= f  p  dq  i .definicije (49,5). Za to isto vreme 
ugaona promenljiva, prema tome, dobiva prirakaj 

	

as 	a 

	

° 	-----AS
° 
 ---- 2rc 	 (49,13) 

	

a1 	ai 

(u ovo se mokmo uveriti i neposredno pomoeu formule (49,11) i izraza (49,6) 

sa period). 
Obratno, ako  p  i  q izrazimo [ili ma koju njihovu jednozna'6nu funkciju 

F  (p,  pomoOu kanonskih promenljivih, onda to funkcije ne menjaju svoje 
vrednosti pri promeni w za  2rc  (pri datoj vrednosti I). Drugim ree'ima, svaka 

jednozngna funkcija F  (p, poko je izrakna pomoeu kanonske promenljive, 

je periodi6na funkcija w sa periodom 2n, 

§ 50. Opgta svojstva vigedimenzionalnog kretanja 

Posmatraaemo sistem sa vise stepena slobode koji vrAi finitno kretanje 
(u odnosu na sve koordinate). Pretpostavieemo pri torn da zadatak dopuka pot-
puno razdvajanje promenljivih u Hamilton-Jacobi-jevoj metodi. To znaei da pri 
odgovarajueem izboru koordinate redukovano dejs vo predstavlja sumu: 

So  =ESi  (qi) 	 (50,1) 

funkcija od kojih svaka zavisi samo od jedne od koordinata. 

Kako su generalisani impulsi: 

aso 	asi  
Pi  = —  a  qi 	a  qi  

nda svaka od funkcija S i  mote biti  predstavljena u obliku: 

	

=  pi  dqi. 	 (50,2) 

Ove funkcije su nejednoznene. Zbog finitnosti kretanja, svaka od koor-
dinata mote da dobije vrednost  samo  u odredenom konaenom intervalu. Pro-

menom  qi  u torn int ervalu „napred" i „nazad" dejstvo dobiva prirakaj: 

So  =  Osi  = 2nli, 	 (50,3) 

gde je I, integral: 
1 	j  

Ii  = 	U qi, 
27c 

(50,4) 

koji je uzet po navedenoj promeni q i1). 

1) Napominjemo, medutim, da je ovde ree o formalnoj promeni koordinate qi  u celom 

dozvoljenom intervalu njenih vrednosti, a ne o promeni za period realnog kretanja (kako je 
to bilo u slueaju linearnog kretanja). Realno konaeno kretanje sistema sa nekoliko stepena 
slobode ne samo da se ne javlja u op§tem slueaju periodi6nim u celini, yea takode nije perio-

diena ni promena svake od njenih koordinata pojedinaeno (vidi dalje). 
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Sada.
'emo izvrkti kanonsku transformaciju analogno onoj, kako smo 

uradili u prethodnom paragrafu, za sl&aj jednog stepena slobode. Nove pro-
menljive Oe biti „promenljive dejstva I i  i „ugaone promenljive" 

a S„ (q, I) 	a Sk(qk, 1) 

a I, 	 a  1i 
k 

gde je kao funkcija generatrisa ponovo dejstvo, koje je 	
kao funkcija 

koordinata i veli6ina  I;. jednaeine kretanja sa tim promenljivim 

a  E (1) 
a 

Ii  = const, 

— 
 a E (i) t 	const. 	 (50,7) 

a Ii  

Nalazimo takode analogno (49,13) da ukupnoj promeni koordinate 
q, 

(„napred" i „nazad") odgovara promena odgovaraju( e...‘e vrednosti 	Tc za 2: 

= 27r. (50,8) 

Drugim reama, veli6ine  wi (q, I)  su nejednozngne funkcije koordinata koje se 
promeni poslednjih vraeanjem na prvobitne vrednosti, mogu promenuti za ma 
koji ceo multiplum od 27c. Ovo svojstvo se mok formulisati takode i kao svojstvo 

funkcije  wi  (p,  q)  (izre ednoznaene 
eno pomoeu koordinate i impulsa) u faznom prostoru 

sistema. Kako su same veli6ne 	
ako ih izrazimo pomoeu p i  q j  

funkcije tih promenljivih, to, 	zamenimo h(p, q)  u  wi (q,  I) dobivamo funk- 
funkcije 

 wi (p, q) koja se pri obi 	
po ma kojoj zatvorenoj krivoj u faznom 

prostoru mote izmeniti za ceo multpilum 27c (raaunajuei to i nulu). 
Odavde izlazi da je svaka jednoznaana funkcija stanja sistema 

 

buduei da je izralena pomoau kanonskih promenllivih, periodiena funkcija  razloziti 
ugaonih promenljivih sa periodom 2.7 .c na svakoj od njih. Mcdemo je 

zbog toga u vgestruki Fouerier-ov red oblika: 
CO 

F = 	• . • E 	ei(liwi 	+  is  wS) 
	

(50,9) 

— oo 	z,s = 

(11, /2,• • •,  is 
 su celi brojevi). Ako ovde zamenimo ugaone promenljive kao funkcije 

vremena, nalazimo da se vremenska zavisnost F odreduje sumom, oblika: 

F • • • A,,,,...is expt t 	
° 	

+...  + 	
° 

aE 
	

(50,10) 
 Is 

IS = 

1) 

 „Rotacione koordinate" — uglovi cp (vidi primedbu na str. 172) su nejednozna6no vezane 
sa stanjem sistema, po§to vrednosti cp, koje se razlikuju za ceo umnoi 

	7c ak od 2, odgovaraju 

jednom  
to istom pololaju sistema. Zbog toga ako izmedu koordinata 

q postoje takvi uglovi, 

onda oni mogu da udu u funkciju  F (p,  q)  samo u obliku takvih izraza kao cos p ili sin (p, 

cija je veza sa stanjem sistema jednoznaana. 

(50,5) 

1, 	0, 

daju: (50,6) 
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Svaki od 'elanova ove sume je periodiC"na funkcija vremena sa frekvencijom: 

a E 	a E 
11 	+ •-• +1s al, 	 (50,11) 

Ali kako sve te frekvencije nisu, opke uzev, celi multiplumi (ili racionalni 
delovi) ma koje od njih, onda cela suma nije strogo periodiena funkcija. Ovo 
se odnosi, specijalno, i na same koordinate q i impulse p sistema. 

Na taj nein, kretanje sistema nije u opkem slueaju strogo periodieno ni 
u celini ni po ma kojoj od koordinata. To znaei, da, ako je sistem progao 
kroz ma koje stanje, onda on ne prolazi ponovo kroz isto u toku ma kog 
konaenog vremena. Medutim, mote se konstatovati, da po isteku dosta dugog 
intervala vremena on prolazi vrlo blizi toga stanja. Imajuei ovo svojstvo u vidu, 
takvo kretanje se naziva uslovno periodijno. 

U razlieitim pojedinaenim slueajevima dve (ili vise) osnovne frekvencije 
a - se mogu pokazati uporedive (za proizvoljne velkina 	U takvim 
a 4 

slueajevima se govori o postanku degeneracije, a ako su svih s frekvencija 
uporedive, onda se kretanje sistema naziva potpuno degenerisano. U poslednjem 
slueaju oeigledno je, da je kretanje strogo periodieno i samim tim su trejekto-
rije svih eestica zatvorene. 

Postojanje degeneracije dovodi, pre svega, do smanjenja broja nezavisnih 
velieina (Ii) od kojih zavisi energija sistema. Neka su dve frekvencije i (,) 2 

 vezane ralacijom 
a  E 	a E 

nl all 
.---,--- n2  	

(5',12) 
a 

gde su n1  i n2  celi brojevi. Odavde izlazi da velieine / l  i I2  ulaze u energiju 
samo u obliku sume n2  Ii  + n1  /2 • 

Veoma vaZna specifienost degenerisanih kretanja je uveeanje broja jedno-
znacmh integrala kretanja u poredenju sa njihovim brojem u opkem slueam 
nedegenerisanog sistema (sa istim brojem stepena slobode). U poslednjern slu-
eaju od ukupnog broja (2s — 

1) svih integrala kretanja jednoznaeni su svega .  s 

funkcija stanja sistema, njihov ukupan zbir tine, na primer, s velieina Ostalih 
(s — 1) integrala mo2emo predstaviti u obliku razlike 

a E 	a E , 
wi  84 

— Wk a7.  

Konstantnost ovih velieina izlazi neposredno iz formule (50,7), a'i s obzi-
rom na nejednoznaenost ugaonih promenljivih one nisu jednoznaene funkcije 
stanja sistema. 

Pri postojanju pak degeneracije situacija se menja. Tako, s obzirom na 
vezu (50,12), integral 

wi  r/k — Wk ni 	 (50,14) 

iako je nejednoznaean, njegova se nejednoznenost ipak svodi na dodavanje ma 
kog celog multipluma 27c. Zbog toga je dovoljno uzeti trigonometrijsku funkcim 
te velieine, da bismo dobili novi jednoznaeni integral kretanja. 

12 Mehanika 

(50,13) 
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• 

a 
Kao primer degenerisanog kretanja je kretanje u polju U — 	

(vidi 

zadatak u ovom paragrafu). Upravo ova okolnost dovodi do pojave novog, spc-
cifienog, jednoznaenog integrala kretanja (15,17), pored dva (posmatramo kretanje 
bag u ravni) obiena jednoznaena integrala, — momenta M i energije E, koji su 

svojstveni kretanju u ma kome centralnom. polju. 
Napominjemo, takode, da pojava dopunskih jednoznaenih integrala dovodi 

do jog jednog svojstva degenerisanih kretanja oni dozvoljavaju potpuno raz-
dvajannje promenlivih pri razlieitim, ali ne pri nekom odredenom 

1.) izboru 

koordinata. Stvarno su velieine I, u koordinatama koje ostvaruju podelu pro-
menljivih, jednoznaeni integrali kretanja. Ali pri postojanju degeneracije broj 

jednoznaenih integrala prelazi s i zbog toga postaje nejednoznaea.n izbor onih 

koje hoeemo da dobijemo kao velieine 
Kao primer ponovo Cern° uzeti Kepler-ovo kretanje, koje  

ava 

razdvajanje promenljivih kako u sfernim, tako i u parabolienim koordi
natama. 

U prethodnom paragrafu je bilo pokazano da je pri finitnom kretanju 
promena dejstva adijabatska invarijanta. Ova konstatacija ostaje na snazi i za 
sistem sa vise stepena slobode. Ovde eemo dati dokaz koji je primenijiv u 

opgtem slueaju. 
Oznaeieemo ponovo sa A (t) parametar sistema koji se sporo menja 2). Pri 

kalonskoj transformaciji od promenljivih ,  p, q na promenljive I, w kao funkcija 

generatrisa kao gto znamo, bite dejstvo S c, (q, I). Ono zavisi, kao od para-

metra, od velieine A, i ako poslednji zavisi od vremena, onda ee . eksplicitno 

zavisiti od vremena i funkcija So  (q, I; A (t)). U takvom slueaju nova Hamilton-

ova funkcija H' ne poklapa se yea sa starom, tj, sa energijom E (I), a prema 

opgtim formulama kanonske transformacije (45,8), imaeemo 

H' = E (I) -11-- 
a 

a 
S 

 t o = E (I)  + A?"  

gde je uvedena oznaka 
• 

a so  A   
— a x); 

Hamilton-ove jednaeine daju sada: 

. a H' 	a A ; 
-- 	A. 	

(50,15) 
IL  = — a  zvi  = a wi  

Ako ovu jednaeinu dovedemo na srednju vrednost po intervalu vremena, 
koji je veliki u poredenju sa osnovnim periodama sistema, ali koji je mali u 
odnosu na vreme sukinske promene parametra A. U vezi poslednje okolnosti 
pri dovodenju na srednju vrednost desne strane jednaeine, A se mote iirieti 
ispred . znaka za srednju vrednost, a dovodenjem na sredriju vrednost , velieine 

a A --- mo'lemo smatrati kao da se kretanje sistema vrgi pri konstantnoj vrednosti 
a Ev- , 

1)
Fri tom ne uzimamo u obzir takve trivijalne promene koordinata, kao sto su transfor- 

macije oblika ql.  = ql (q1), q 2  -- e2  (q1). 

2)
Radi kratkoee formula pretpostavieemo da postoji samo jedan takav parametar, 

ali 

dokaz vai i za proizvoljan- broj parametara 
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't., pa zbog toga da ima gore navedena svojstva uslovno periodithih kretanja. 
Dejstvo So  je nejednoznaCna funkcija koordinata; pri vraeanju koordinata 

a S 
na prvobitne vrednosti So  dobivaju cele umnogke od 27c/ j . Izvod pak A = --- a A. 1 

je jednoznaana funkcija, jer se diferenciranje vrk pri konstantnim vrednostima 

./i  i prirakaji koji su pri torn dodati na S0 , izezavaju. Zbog toga je A, koje je 

izrakno kao funkija ugaonih promenlijvih w i, periodiena funkcija. Srednja 

vrednost izvoda a A takve funkcije postaje jednaka nuli, te je prema (50,15) i 
a wi  
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a 
a t 	( a 	zvi t 

aime se i dokazuje adijabatska invarijantnost veliaina 
U zaklju,ku eemo uainiti izvesne primedbe u odnosu na svojstva finitnog 

kretanja zatvorenih sistema sa vise (s) stepena slobode u najopkijem sluaaju, 
koji ne predstavlja razdvajanje promenljivih u odgovarajueoj Hamilton-Jacobi- 
jevoj jednaaini. 

Osnovno svojstvo sistema sa promenljivim, koje se mogu razdvojiti, je 

j...dnoznaanost integrala kretanja 	iji je broj jednak broju stepena slobode. 
U opkem pak slueaju sistema sa promenljivim koje ne mogu razdvojiti, broj 
jednoznaanih integrala kretanja se ograniaava onima eija je kostantnost u stvari 
izraz svojstva homogenosti i izotropije prostora i vremena, tj ograniaava se 
zakonima ochanja energije, impulsa i momenta 

Fazna trajektorija sistema prolazi po onim oblastima faznog prostora, 
koje se defingu datim konstantnim vrednostima jednoznaanih integrala kretanja. 
Za sistem sa razdvojenim promenljivim sa njegovim s jednoznaanih integrala 

ovim uslovima se odreduje s-dimenzionalna mnogostrukost u faznom prostoru 
(hiperpovrgina). U toku dosta dugog vremena trajektorija sistema pokriva to 
superpoveknu sa proizvoljnom gustinom 

U sistemu, pak sa promenljivim, koje se ne mogu razdvojiti, sa njegovim 

manjim (pri istom s- u) brojem jednoznaanih integrala, fazna trajektorija ispu-

njava u faznom prostoru (u potpunosti 	delimieno) oblasti (mnogostrukosti) 

velikog broja dimenzija. 
Na kraju eemo ukazati da ako se Hamilton-ova funkcija sistema razlikuje 

od funkcije, koja dozvolj..va razdvajanje promenljivih, samo po malim elanovima, 
onda su svojstva kretanja bliska svojstvima us1ovno-periodianih kretanja, pri 
emu je stepen te bliskosti znatno veei nego stepen malih vrednosti dopunskih 

alanova u Hamilton-ovoj funkciji. 

Zadatak 
. 	a 

hrgunati promenljive dejstva za elipti .6ko kretanje u polju . 0 =-- — r  

R e S e n j e. U polarnim koordinatama r,  p  u ravni kretanja Cam imati. 

27c 1  
IT =---- 2 rr 	pg, dcp = .M, 

0 

 f 

rmi n 

	

o 	 m 
= 2- i 112 m (E 4- c' 	

mz 
dr = — M + 

2 a 	 r 

) _ 
r- 	 i 2 k /r 	 • 

rm.. 

i a il 	• 
X 	0, 
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Odavde energija, izrarena pomoeu promenljivih dejstava, ima vrednost: 

M a2 

E — 2 (/, + /02  

Ona zavisi samo od sume I,. + Iq, §to ozna'6ava degeneraciju kretanja—obe osnovne 

funkcije (po cp i po r) se poklapaju. 
Parametri orbite p i e [vide (15,4)] se izrgavaju pomoOu 	

prema relacijama: 
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e2  1 — (— 

P = 	ma  ' 	 /q, + 

Zbog adijabatske invarijantnosti velieina I, i Iv,, pri sporoj promeni koeficijenta a ili 

mase m, ekscentrfenost orbite  ostaje 
 nepromenjena, a njene se dimenzije menjaju obrnuto 

proporcionalno sa m i a. 
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