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I. UVOD

Feynman-Kacova formula Je otvorila moguénost reZavanija
kineti&kih jedna&ina matematieke fizike stohasti&kom simulaci jom.
Naime, dejstvo &redingerove polugrupe operatora na funkcije iz L2
postalo je moguéde poématrati preko o&ekivanih vrednosti familije
funkcionala na Braunovom kretanju.

0d tada mno&tvo formula istog tipa je izvedeno i sve vaznije
jednaéine kretanja su podvrgnute stohasti&konm tretmanu
pridrutivanjem pojedinim jednaéinama odgovarajuéih stohastiékih
procesa, tako da se Ko&ijev problem re&ava nalatenjem o&ekivanih
vrednosti od funkcionala na pridrusenom procesu. Pored o&igledne
koristi u neposrednom nalaienju ret¢enja Monte-Karlo simulacijama,
plodovi veze izmedu matematike fizike | stohastie¢kih procesa se
ogledaju u definisanju novih klasa stohasti&kih procesa, narodito
Markovskih, i razvijanju metoda njihovog ispitivanja.

Mi ¢emo posmatrati dve vaine jedna¢ine matematiike fizike,
gredingerovu 1 Dirakovu jednaé&inu, kao i njima pridruzene
stohastizke procese, i primeni¢emo savremene aspekte stohastizke

analize na te procese.

Tokom rada na ovoj disertaciji dragocenu pomoé mi je prutio

profesor dr.Z%Zoran Ivkovié na ¢emu mu se najtoplije zahvaljujem.



II. SREDINGEROV OPERATOR SA OSNOVNIM STANJEM



1. FORMULACIJA DINAMIKE 3SREDINGEROVE POLUGRUPE

U TERMINIMA OSNOVNOG STANJA

U ovoj glavi ¢emo 1zloxiti neke ¢injenice vezane za
t¢redingerove operatore kod kojih je infimum spektra svojstvena
vrednost, i pridruiene difuzne procese. Dokazi svih +teorema se
mogu naéi u knjizi [71, 1 u &lancima [1], (2], [191, [16]. |

Neka je =zadat &redingerov operator N na L2=L2(Rd,dx),
definisan kao HfFf(OXO=—AfCxO/2+V(xD - fCx>,

H:DomCHO+»L DomC HO<L

2’ 2’

na Cz . Funkcija V se naziva potencijal.

Formulacija u- - terminima osnovnog stanja

U daljem ¢emo pretpostaviti da postojil "osnovno stanje"” ¢b’

tj. skoro svuda pozitivna funkcija u Lzlocﬂkd,dx), tako da je

H¢o=0 u smislu distribucija. Definiguéi ?i=¢o'fi, gde je i=1,2 1

fieC:. note se lako pokazati da je

~ ~ 2
(1.1.) f floo Hf ,CxJdx=1/2 f VF CxD-Vf,CxD - CxD dx, pa ako

lRd Rd

definifemo meru m, m(dx)=¢OCx)2dx relacija (l1.1.) =se moxe

predstaviti kao [fllﬁfz]L2=1/2-tVf1|Vf2]L2Cm). Forma
.c(f.g)=1/2-[7flVg]L Cm)'je simetri&na, pozitivna kvadratna forma
2

.definisana na svuda gustom skupu u Lz(m), Dom(e)=€i, . Moze se

pokazati, [1]1, da jJje V¢oeLzlpc(Rd.dx)eRd dovoljan uslov da

forma dopusta zatvorenje u Lsz). Naime, ako fn»O i an+u, {n»m),

?nebom(e), tada se koristeéi parcijalnu integraciju mofe pokazati



da je wu=0. Zatvorenje forme éemo takode obheleziti sa £, a Dom(g)
zatvorenje skupa Cz u odnosu na skalarni proizvod <frg>=

=Cf[g)L Cm)+eCf.g). Tada postoji samokonjugovani operator ﬁ,
2

Doé(%)SDom(s), tako da wvaii

~ A 2
(1.2.) febomCe>, geDomCH> » s(f.g)-(leg)LZCm). Za feCoje

Nf=—(Af/24b.9f), gde je b=Vlng .

Forma £ je Markoveka u slede¢em smislu: za svako &>0 postoji
neopadajuéa funkcija a6:R+R, za koju Je aé(t)=t na £to,1]
max(-ltl,—6)$a6(t)Smin(|t|,1+6) na R, take da ako Je feDomfs{
tada jJe aécf)eDomfs) i s(aéCf).aé(f))ssCf.fJ. Naine ako

t

definizemo aé(t)i:fé(s)ds. gde Jje héec, k6=1 na [0,1], h5=0 van

(-5,1+6) 1 Osk <1, tada je s(a6<f>.a6<f33=fih6Cf>|z|Vf|2mCdx>/2s
<eCf, f>, [11.

Teorema 1.1.(Fukushima)

Neka je £ simetridna, pozitivna =2atvorena kvadratna forma
definisama na svuda gustom skupu u Lsz) i H samokon jugovant
operator asociran formi &£ kao u relaciji (1.2.). Ako je forma
Markovska tada OSf<1 povtasi 0se “ysi. g

Slede¢a teorema uspostavlja vezu izmedu forme £ i difuznih
procesa.

Teorema 1.2.

Ako forma € dopusta zatvorenje, tada postoji di fuzni proces
(Xt.tzo} u Rd. tako da polugrupa {e‘tH.tZO} definide wverovatnole
prelaza procesa {Xt}. ty. za f ogranilenu funkciju u Lsz).
Ex{f(xt)}=e—aHf(x). gde jJe Ex{-} olekivanje pod uslovom X0=x..

Polugrupa <e-tH} je simetrié¢na u Lsz) u slede¢em smisglu: za

pozitivne, ograni&ene funkcije f1'fz iz LZCm) vazxi



Cx)'e_tHszx)-mfdx):fe—tyf;(x)-szx)-m(dx),

IRd

odakle je jasno da je m invarijantna mera procesa {Xt}.

(1.3.) ff1
Rd

Pod vrlo blagim uslovima difuzni proces (Xt} se moie

predstaviti kao rezenje stohasti&ke diferencijalne jedna&ine.
Naime, za feC: proces {Ct(f)} definisan kao
t
(t(f)=f(Xt)—f(X0)+Jﬁf(Xs)ds je neprekidni martingal =sa kvadratnom
0 t
karakteristom <C(f)>t=f“Vf(Xs)“zds, [17]. Tada je karakteristika
o
t

dva takva p?ocesa <((f),((g)>t=€Vf(Xs).Vg(XS)ds, pa postoji
Braunovo kretanje u Rd takg da jJje (t(f)=£7f(xs)d85; teorema 1.
gtr.22. [17). Slede¢éa teorema tvrdi da ako niz funkcijia
(fn} u C: te2i ka funkciji f(x)=x tada (t(fn) tezxi ka Bt skoro
svuda, (19]. .

Teorema 1.3.

Neka je difuzni proces {Xt} asociran formi € kao wu Teoremi
1.2. Ako je V¢oeL2®Rd tada postoji standardno Braunovo kretanje
u Rd. {Bt,tZO) tako da je
t
(1.4.) xt—x0=jbcxs>ds+3t.
0

gde je b=V1n¢o, B,=0 t P{Xoedx)=mfdx)..

o
Proces (Xt} éemo zvati Braunovo kretanje sa distorzijom.
Ako za feizfm) defini&emo RCt.x):e_tHfo)=E<fCXt)|X0=x}.

tada je gCt.x) Lsz)~slabo regenje Kogi jevog problema

,giﬁcz.x>=—ﬁ;ica.x), ACt,xD=fCx> ti. za geL, (m)
(1.5.) %?(g|ZCt,-)):-(g|ﬁﬁ(t,->).



Formulacija preko Feynman-Kac-ovog funkcionala

gredingerovu polugrupu u L2 motemo da definigemo koristeesi
takozvanu Feynman-Kac formulu. Neka Jje (Bt} standardno Braunovo

kretanje u Rd. Sa Kd obele2imo klasu funkcija f:Rd+R tako da vazi

t
iig s:p Ex{JlfCBs)lds}=O. a Kd,km funkcije koje su lokalno u kd.
0

Za potencijal V za koji je V_=min(V,0)éKd, V+=max(V,0)eK

¢ d,loc
mote se definisati e—tHfo)=Ex{f(Bt)exp(-JVCBs)ds)},'za ftizcm),
0

f161.
Ako potencijal V Hopuéta osnovno stanje ¢o tada,

obelezavajuéi sa U unitarnu transformaciju U:L2+Lsz). Uf:f/¢b,
tH e_tHouf‘

vasi e ~=Ue , pa je, pod uslovima iz Teoreme 1.3.
¢t
-1
(1.6.) Ex(fot)}—Ex{fCBt) ¢bCBt)exp(-gV(Bs)ds) ¢o(x) -
Neposredno sleduje da je funkcija th.x)=¢oCx)-%Ct.x) Lz-slabo
regenje problema %?th.x)=—H;th.xD, th.x):fo)-¢bC29.



2. STOHASTICKI KALKULUS U SMISLU MALLIAVIN-a I BISMUT-a

Neka Jje (Bt,OStST) standardni Vinerov proces i\neka je F(w)
kvadratno integrabilni funkcional (k.1.f) adaptiran o¢-algebri
o{Bt,OStST}. Kao &#to je poznato, F dopu&ta predstavlijanje kao

suma vigestrukih Viner-Ito-ovih integrala

00 T tn—l ®

(2.1.) F(w)=z £eoo8 f (t vt )dB, -c-dB, = ZOInCD' gde
n=0 O 0 1 n n=

Jje fn simetri&na, deterministizka funkcija na [O,T]n. Stohastie&ki.
integral InCFJ ge naziva projekcija funkcionala F na homogeni

*

Vinerov haos reda n.

Malliavin-ov izvod.

Malliavin-ov izvod #£F funkcionala F se definige kao
0

(2.2.) LF(w)= E;n-InCF), ukoliko red konvergira u smislu
NnE

srednjih kvadrata.

o)
Ako definigemo FCrwo= rn-InCF) za r<l1, tada se Jednostavno
n=0
mote pokazati da je LFCw=l.t.m. CFCwWw-FC(Cl-row22/r, ukoliko LF
r+0

postoji.

Bigmut-ov izvod.

Neka je <ut,0$t$T} slu&ajni proces, sa lokalno kvadratno
integrabilnim trajektorijama, adaptiran prirodnoj familiji

o-algebri procesa {Bt,OStST} tako je da za r>0 mera na C€[(o0,7],
t

definisana procesonm (Bt+r-fusds.tST}. apsolutno neprekidna u
0



odnosu na Vinerovu meru. Tada se mo:e definisati funkcional F na
t

procesu {Bt+r-fusds}, i taj funkcional ¢emao obeleziti sa
0

FCw+r-fusds).
Bismut-ov izved 1l1i 1zvod u pravcu u funkcionala F =se

definige kao DuFCw}=l.i.m.CFCw+r~fusds)—F(w))/r.
r+0

Neka je {hn} ortonormirana baza u LZ[O,T]. Tada se moie

00
definisati (DF,DF)= Z (Dh F}z, ukoliko red konvergira u L . Mo%e
1
k=1 &
se pokazati da je (DF,DF) definisan korektno ako postoji
T
konstanta K takoc da je [E(CDuF)z}SK'iE<fuszds}, £211.
0

Ukoliko postoji £2F i1 ako je CDF,DF> Jjednoznaé&no definisan
tada za dva puta diferencijabilnu funkciju Ff sa ograni&enim
izvodima vaxl LfCFO=f"CFO-XF~f""CF>-CDF,DF).

Vaznu ulogu u definisanju Bismut-ovog 1zvoda 1ima teorema
Girsanova, [I-W].

Teorema(Girsanov)

Neka je (Bt,OStST) Braunovo kretanje na L, ¥F,P> sa potokom

o-algebri (3}.0$t$T} i neka je {ut.OﬁtST} predvidiv proces tako

T
da je za neko r>0 E(exp(r-fuszds)}<m. Tada je proces {(t,OStST},
0
t

¢

definisan kao [, =exp||u dB -1 u st » martingal t

t s s 2 s
0 0

E{Ct}=1. Stavisge, ako je @ verovatnosna mera na Q definisana kao
t
da

o ; B ,o0<t< B B - :
P (T tada je proces {Bt,O_t_T}. Bt Bt Iﬁsds. Braunovo kretanje u

0
odnosu na <n.5‘.®,yt>. P

Slede¢a teorema ustanovljava takozvanu formulu parcijalne

integracije, [211.



Teorema 2.1.

Neka je F kvadratno integrabilnt funkcional i (us} merl jivi

proces, kao wu prethodnom paragrafu. Ako je =za neko r>0

T
E{exp(r'fuszds)}<w i ako postoji DuF tada Jje
0
T
{2.4.) E<D FCw¥=E{(FCw-Su_dB . g
u 0% S
Na osnovu teoreme Girsanova sleduje da je E{F6w+r~fu$ds)} =
T T
= E(FC@)-exp(r-qust+r2/2-fuszds)}, codakle sleduje dokaz tecreme
0 o
za ograni&ene funkcionale. Upotrebom standardnog postupka

lokalizacije teorema se dokazuje { =za kvadratno integrabilne
funkcionale, [20].

Formula parcijalne integracije jJe moéno sredstvo za
dokazivanje apsolutne neprekidnosti, u odnosu na Lebegovu meru,

raspodele funkcionala, &to ilustruje sledec¢a teorema, [21].

Teorema 2.2.(Bismut)

Neka je F kvadratno integrabilni funkcional, t neka je {us}
proces kao u Teoremi 2.1.. Ake DuF T DuCDuFD postoje t ako je

DuF>0 skoro svuda, tada =zakon raspodele funkcionala F ima

gustinu. g
Dovoljni uslovi za apsolutnu neprekidnost raspodele
funkcionala, u terminima Malliavin-ovog izvoda, su dati u

sledeéo] teoremi, [211.

Teorema 2.3.(Malliavin)

Neka je F kvadratno integrabilni funkcional na Vinerovom
procesu, i neka postoje A=(DF,DF2, EF, £A 1 neka postoji (DA,DA)
u Lz’ Ako je A®0 tada je zakon raspodele funkcionala F apsolutno
neprekidan u odnosu na lLebegovu meru. g

Pored formule parcijalne integracije vaino sredstvo u dokazu

prethodnih teorema je i takozvana Malliavin-oba lema, [12].

10



Lema 2.4.(Malliavin)

Neka je X slulajna promenljiva u Rd i neka postoji konstanta
C tako da za svako feCZ vazt “E{Vf(X)}“SC-sup{lf(x)|:xeRd5. Tada
Je raspodela sluldajne promenl jive X apsolutno neprekidna u odnosu
na Lebegovu meru. g

Slede¢a teorema koju su dokazali Kusuoka i Stroock
predstavlja va*an specijalni slu&aj Malliavin-ove leme, (111].

Teorema 2.5.(Kusuoka-~-Stroock)

Neka je u verovatnosna mera na Rd. Pretpostavimo da za 15i=sd

postoji wieLq(p) tako da Jje, z2a fecw.

©

Jg% (y)y(dy)=—JYCy)wiCy)yCdy). Ako je qg>d tada postoji ger tako
: .

da je uCdyo=gCyddy i da postoji konstanta CCq,d> tako da je
d

e
“gucbs [ccQ.aD/q)] '[fﬂ*‘iuz_qcm] ‘.
1

Primena na stohastifke diferencijalne jedna&ine

Neka su AO,A P A beskonaéno diferencijabilne funkelije

ye--
1 d d
d ..d <L OAh .
Ai:R +R™. Definifimo funkeciju be)=A0Cx)+1/2 AR Cx)-air(x)
|
t.Rk=1 L
i matricu aCx):[AICx).....AdCx)].

Ako jJe <Bt} Braunovo kretanje u Rd definicimo proces (Yt >

t t 7.3

Y
t,x
jednaé&éinom Ya,x—x—jh(ys,x)st+Jb(Ys.x)ds’ i neka je DYt'x—[;;;——]
0 0

izvod po po#etnom uslovu. Mofe se pokazati da je DYt x regularna

matrica tako da se mo%e definisati takozvana Malliavin-ova

11



kovarijaciona matrica kao
d t

M(t.x)=z 124 Ti.4.cYy deby t-A.cy Dds.
S, X i S, X S, X i S, X
10

Regularnost verovatnoé¢a prelaza u terminima Malliavin-ove
kovarijacione matrice daje slede¢a teorema, [12).

Teoremd 2.6.(Malliavin)

Ako je sup E{detM(t.x)—q}<m za t20 { 1<g<ow tada postoji
x

glatka funkctija p:R+ARdQRd+R* tako da =za t20 t ogranilenu
funkciju f IE({CYt'x)}=J' fCyd>-p,Cx,y>-dx. g

Rd

12



3. STOHASTICKI KALKULUS PRIMENJEN NA BRAUNOVO KRETANJE

SA DISTORZIJOM

U ovo}] glqvi ¢emo primeniti stohasti&ki kalkulus na Braunovo
kretanje sa distorzijom, difuzni proces pridruten &redingerovom
operatoru sa osnovnim stanjem. Predmet nagfeq interesovanja su
gvojstva diferencijabilnosti po poéetnom uslovu Braunovog
kretanja sa distorzijom i odgovarajuce polugrupe operatora,
asimptotsko ponaganje fundamentalnog retenja Ko£ijevog problema i
spektar restrikcije &redingerovog operatora na ograniéeni domen.

Obelefimo uslov da funkcija b=Vln¢o ima ograniéene 1

neprekidne parcijalne izvode prvog reda sa CA).

Neka je {Xt x.tZO}, familija procesa definisana jednaéinom
t
(3.1.) X, _—~x=[bCX_  Dds+B,.a familija ¥, t20> definisana
t,x S,X t t,x
0
jedna&inom
t t
T U . d
(3.2.) X‘:’x-x-fb()&;’x)ds+8t+r fu_ds. qde je xeR%, r>0, i
o} 0

{ut,t>0) adaptirani proces sa merljivim trajektorijama tako da je

za neko &>0 { svako t>0 E{exp(s: f“u “ ds)><wm; ovu klasu procesa

é¢emo obeleziti sa I'.

Uslov CAY implicira da je {xt.x} Braunovo kretanje sa
distorzijom (definisano relacijom (l1.4.)), na trajektoriji
odredenoj po&etnim uslovom X0=x i e-tHfo)=E(f(xt'x)}; takode u
skladu sa oznakama u definiciji Bismut-ovog 1izvoda X::sz)=
=Xth+r-fusds).

i3



Najpre iskazujemo takozvanu lemu Bellman-a, (91 str.d1l.
Lema(Bellman)

Neka su aCt> i f3CtD merljive ogranilene funcije it L>0 tako

t t
da je aCt)SﬂCt)+L-faC5)ds. Tada je aCt)SBCt)+L-feL(t—SJ'BCs)ds.-
' 0 0

Slede¢a teorema je rezultat primene stohastid&kog raéuna na
Braunovo kretanje sa distorzijom.

Teorema 3.1l.

Neka je {Xt) Braunovo kretanje sa distorzijom. Ukoliko Je
ispunjen uslov CAD tada vaze sledela tuvrdenja:

(1) proces {Xt x} definisan u (3.1.) je diferencijabilan po

*

poletnom stanju, tj. za t20 postoji DXt xex(Rd.Rd) tako da Je

X X =DX -(x—y)+e(|x—y|). kadao VX takode vasi

t.x— t,y t,x

, Cct ,
ETDX =b'(X )-Dxt'x, on,x=u i sup(“DXt'x":xeRdsse , gde Je

C=sup{ ||’ Cx)“.xeRd}

(ii) z2a proces {u > kojt pripada klasi ' postoji izvod u

praveu, Duxt -ltmfxr )/r. i
T r+0
t
-1 .
(3.2.) D X, =DX, . IDXS.X u_ds;
0

(111) za ogranidenu, merljivu funkeciju f CfeJ%) i t>0

preslikavanje x»E(fCXt x)} Jje neprekidno diferenctijabilno na Rd T
’ t

. -4,
(3.3.) V;E{fcxt,x)}-E{fCXt.x) Ist.des} t
0
(iv) z2a geC1 i t>0 vasi
b
t t
-4 ,
(3.4.) E{Vg(Xt'x)}-E<gCXt.x) [ IDXS.Xst-t —jb CXS.XJdBS]}.
0 0
Dokaz.
Bez umanjivanja opstosti teoremu éemo dokazati u

jednodimenzionom slu&aju.

14



(1) Relacija (3.1.) i ogranienost izvoda funkcije & daju

t t
%, %, y|_|x—y|+f|bcx . )—bCXS’y)|d5$|x—y|+C-flxs.x—xs’y|ds, pa
0 0
ct
Je na osnovu leme Bellmana-a |xt’x—xt.y|5e Clx-v].
Sa druge gtrane, ako Jje DXt x regenje Jedna&ine

[ 5t ) -
0N, 570X, DX, . DXy =D tada je

0, x

IXt’x—Xt.y—DXt'x-(x—y)|=

4 L] 1 4

t
|f[bCX >=bCX_  O-b'CX_ >-DX -Cx-y)]ds| <
S, X S,y S, X S, X
0

t

<flocx, 2-bCX_ O>-b'CX_ >-CX_ -X_ O|ds+
S, X S,y s,X S, X S8,y
0

t

+florcx )-[x -X_ . -DX -Cx-y)]ldss
Sy X S,X 8,y S, X .
0

t

SfIbCX 2-b(X 2=b"CX 2-CX -X )|d5+
S, s,y s, S, x "5,y
0

t
+C- f| s, x Xs,y DXy o Cx-y|as,

pa ponovnom primenom leme Bellman-a dobi jamo da je

1Xe 0 X,y ™Ky o CX92|S

t

<fe CUTS \bex_ d-bex_ d-bcxX. d-cX ~x )|ds.
s, X s,y S, X S, X s,y
0]
Dalje, [b6CX,  O-BCX_ O-b'CX_ >-CX_ -X_ )|=e(|X_ -X_ _|[) kada
S, X s,y s, S,x "8,y s, x s,y
y+x, pa kako je |Xs.x—xs.y|$ecg-|x—y| to se na osnovu

ograniéenosti izvoda funkcije b i teoreme Lebega mosfe zakljuziti

da je lxt.x—xt'y—bxt’x-Cx—y)l=a(|x—y|) kada y-+x.

(11) Dokaz egzistencije izvoda u pravcu Je identi&an kao

dokaz ta&ke (1), uz napomenu da Duxt x zadovoljava jednae&inu
g—D X =b"CX 2-D X +u

. AT ¢ x ARAPRE L DuXO x=0, pa se metodom varijacije

parametara mo%e zakljueiti da vasxi relacija (3.2.).
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(iii) Primetimo najpre da procesr {DXt X.CZO} pripada klasi

. Ako obelezimo §.=DX. <’ tada je, na osnovu relacije (3.2.),
r

1
D;Xt.xzt'uxt.x' Tada Jje, za fer, preslikavanje x»fCXt'x)
neprekidno diferencijabilno, pa vazxi
x x
» . - » .-1 -
fCXt.x)—fCXt.y)-ff cxt.z> Dxt’zdz-ff cxt. b D~xt.z t dz=
y y
x -1
=SD~C fCX o2dz-t .
v 7] t,2

Tada Jje, na osnovu teoreme Fubinija i1 formule parcijalnog

‘integrisanja,

b 4
DY =SECD~CFCX, DD¥ -t 'dz=
\Y v u t,2

ECfCX, OY-ECfCX,

x t
=SECFCX, D*Su dB >-t 'd=.
t,z s s
y 0
Kako su i leva 1 desna strana gornje Jjednakosti neprekidni

linearni funkcionali na J%, to ta jednakost va:i za sve funkcije
iz J&. Koristeéi Markoveko svojstvo E{? LfCX ))}:
xt x S»

=E{fCXt+s x)) i dokazanu apsolutnu neprekidnost E(f(Xt x)} (po x)

’

sada se lako dokazuje relacija (3.3) i neprekidnost izvoda.

a -1 , w1
(iv) Kakf je ET(Dxt.x)'_b (xt.x) DXt’x,odatle sledi da je
-1 -1 ,
u-DXt.x-gbxs.x b st'x)ds, pa je

t

DXt x—ﬂszt - SDX

Tty (X )ds.
» ’x 0 ’x

Sy X s

Ako definigemo u =b" (X ) tada je D™X =DX -0, 111 imajueédl
. X u t,x t,x

u vidu da je DX, =t *-D~X, _,
. t,x u t,x

D=t *-DvX, _-D°X, _.
wWt,x W t,x
Za funkcli ju geC:tada vazi
4 - —1¢ -—
& (xt.x)'t Dz(gfxt.x)) D;(gcxt’x)).

odakle, na osnovu formule parcijalne integracije, sleduje (3.4.).
Interesantno je primetiti da Teorema 3.1. ima kao posledicu
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da je za ¢t20 preslikavanje x+Xt x Cl-homeomorfizam prostora Rd na

o
Jedan od novijih rezultata tog tipa tvrdi da ako funkcije

aJRd+Rd®Rd i b:Rd;Rd imaju ograni&ene parcijalne izvode prveog i

#drugog reda, i1 ako Jje proces {Yt x} definisan jedna&inom

t t
{3.5.) Yt.x—x=fa(}’s.x)st+fb(Ys’x)ds,
0 0
tada je sa verovatnoéom 1 preslikavanje ant x Cl—homeomorfizam

Eg na Rd, [41.
Sustinski slabiji dovoljni uslovi, tako da Je u sgsvakom
£renutku vremena Braunovo kretanje sa distorzijom Cl-homeomorfizax

proizilaze iz &injenice da Jje a=0.

Osobine regularnosti verovatnoée prelaza

Poznata je veza 1izmedu difuznih procesa 1 parcijalnih
diferencijalnih jednaé&ina drugog reda preko takozvane
?oker-Plankove jednaéine (6]. Klasi&ni problem vezan =za difuzne
procese je trazenje dovoljnih uslova tako da verovatnoée prelaza
budu apsolutno neprekidne, sa tendencijom da gustine prelaza budu
£to glatki je.

Za slue&aj Braunovog kretanja sa distorzijom Jasno Jje da
Teorema 2.6. Malliavin-a implicira: ako funkcija & ima ogranié&ene
izvode svih poredaka tada Jje verovatnoéa prelaza apsolutno
neprekidna, sa glatkom gustinom. Noviji rezultati relaksiraju
uslove za koeficijent &, dajué¢i dovoljne uslove da postoji k-puta
diferencijabilna gustina. U tom smislu vaxi slede¢a teorema,

[15].
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Teorema 3.2.(Rogers)

Neka je <xt.x} Braunovo kretanje sa distorzijom. Ako je b
neprekidno diferenctjabilna (k+l)-put, sa ograniéenim parctijalnim
tzvodima, tada verovatnola prelaza procesq {xt.x} ima gustinu
‘koja je k—puta neprekidno di ferencljabilna. g

Rogers zasniva dokaz teoreme na unitarnoj ekvivalenciji
polugrupe definisane verovatnoéama prelaza Braunovog kretanja =a
distorzijom i &redingerove polugrupe sa osnovnim stanjem. Naime,
relacija (1.6) implicira da operator e-tH ima integralno Jezgro

;th.y), i da je
t

2

_ -ds2_-|x-y|“7at _ ol . -1
p,Cx,y>=C2ntD> e Ex{%xp( JVCBs)ds)lBt-y} ¢ Cy2-¢ Cx> .
1)

Uslovno o#ekivanje u gornjem izrazu se moz2e napliesati u regularnoj

formi koriste4i Braunovski most na (0,11, Wé=Bs-s-Bl sel 0,11, an
1

E{exp[-t'IV(x+sCy—x)+t”qWé)d$]}- Kako je -4¢ +V-¢ =0 1 b=Ving

to je V=(divb+|b|z)/2, pa je Jjasno da ovakav pristup zahteva da
funkcija » ima jedana stepen glatkosti viZe od gustine.

Direktnom primenom stohasti&kog ra&una u smislu Malliavin-a
111 Bismut-a, koristeé¢i Teoremu 2.2., mo:emo da zaklju&imo da ako
b ima ograni&ene i neprekidne parcijalne izvode prvog 1 drugog
reda tada Braunovo kretanje sa distorzijom ima neprekidnu i
ograni&enu gustinu. Tako Teorema 2.2. zahteva egzistenciju izvoda

u pravcu, Duxt <’ i dvostrukog izvoda uz pravcu, DuCD X 2.

u t,x
t
) . -1 3 -5 :
Kako je D X,  =DX, -[DX_~%-u.ds, a 5:DX, =b"(X, )-DX, _ , to

0]

egzistencija Du(Duxt x) nameé¢e uslove o drugim izvodima funkecl je
b.

Koriste4i Teoremu 3.1. mi éemo dokazati da ako funkcija &
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ima ograniéene 1 neprekidne parcijalne izvode prvog reda tada
Braunovo kretanje sa distorzijom ima neprekidno diferencijabilnu
gustinu verovatno¢a prelaza.

U dokazu se nam biti potrebna takozvana teorema
Burkholder-a, (18]1.

Teorema (Burkholder)

Neka je (Bt.ﬁl.P) Braunovo kretanje u Rd i a F -progresivno.

merl jiva funkctija sa vrednostima u Rnﬂkd tako da je za svako t>0

t
E{Iua(s)"ds}<w. Tada za @22 vasi
ot t
179 . Y¥'A\Q
E{n Jacsoas_|| } scap-l}:{[_{ Hacso|| ds] } ; gde je
0 0

1/72

g+l
2-cg-1>%

Teorema 3.3.

Pod uslovom (A postoji neprekidno diferenctjabilna funkcija
d d , ,
p.IR*le xR ->IR+ tako da za t>0 fe.Mb vasi

{3.6) E{f(Xt x)):f ny)-pth.y)-¢2Cx)dx.i postoji konstanta K

Rd

tako da je sup pth.y)SK-max(t—
v .

ds2 e

» 1)'¢OCX) .
Dokaz.
Ako Je (Pth,B)} familija verovatnoéa prelaza ~tada se

relacija (3.4.) iz tadke (iv) Teoreme 3.1. moze napisati kao

J‘VgCy> P, Cx,dy> =J‘g(y> 'r,(x,y3-P Cx,dy>, gde je

t t
e § » _
rth.y)-IE(J'DXS’deS t -J’b CXS’x)dBSIXt'x-y}. Tada se,
0 0

koriste¢i nejednakost Burkholder-a, mo:e pokazati da je

[f"rth.y)"q-Pth.dw]"q <
¢ t

<CCqD- [‘E{[ﬂIDXS Mas- t-t]q/z}uq, t—tnE{U“b.ch x)"zds]Q/Z}l/Q]s
0

o
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SCCQ)-t-*-eCt.

Na osnovu Teoreme 2.5. postoji gustina B Cx,y2, tako da e
¢ J

-ds2 Cdt
e .

Pth.dy)=;th.y)dy i sup Eth.y)SKCq.d)t Uzajamna

AY

apsolutna neprekidnost Lebegove i mere m povla&i egsistenci ju
gustine pth.y). tako da je ;t(x,y)=ptfx,y)-¢06y)2. Imajuéi u
vidu simetriju Braunovog kretanja =sa distorzijom, relaclija
(1.3.), Jasno je da Je gustina u odnosu na invarijantnu nmeru m,
gimetri&na, tj. pt(x.y)=pt6y.x). Teorema 2.5. takode implicira da
je za xeRd Zth.-) neprekidna funkcija, pa se na osnovu
neprekidnosti funkcijer¢o i simetrije mo:e =zakljuziti da je
ptC- » °2 neprekidna na lexl'Rd.

“~

Obele%imo sa ACto=sup pth.y). Na osnovu teoreme
X,y ’

tepmen-Kolmogorova je z Cx,yw=|p Cx,z)-Z Cz,y>-dy, odakle
t+s s t

sleduje da je ACt+s>5ACtD, pa je funkcija 4 monotono nerastuc¢a.

Tada postoje konstanta X , tako da je ACt)SK-max(t_d/z,l). Takode

imajuéi u vidu simetrienost, vazi pth,y)SACt)-¢oCx)—z. pa Je za
fiksirano xeRd pth.-) ograni&ena funkcija. Kako je
ot+sCx.yJ=E{psCXt’x,y)} na osnovu Teoreme 3.1. sleduje neprekidna
diferencijabilnost gustine pth.y) pPpo X, a na osnovu simetrije
41ferencijabilnost pPo V.
| Ako za r>0 { u,veRd definigemo fr.qu)=prCu.v) formula
tepmen-Kolmogorova se mo%*e napisati kao

-tH
Pt+s1+52Cx.y)=[fsl’x|e fsz'y]z_zc"o'

‘Kako je operator H definisan kao Dirchlet-ova forma, {181, to

o tH

vazi —-—p f ] »
at t+51+5 S,y chm_)

2(x,y)=—1/2[7f51’xl7e pa

neprekidnost parclijalnih izvoda po prostornim promenl jivim x i y

implicira neprekidnost g—t—pus .s (x,y> na 4IR+ledx[Rd..
1 2
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Obele2imo sa (B) uslov da & 1ima ograni&ene 1 neprekidne

parcijalne izvode prvog i drugog reda. Neposredna posledica je

egzistencija Freche-ovog izvoda funkcionala Dxt » PO xeRd. Tada
je
t
aJ - )
(3.7.) DDXt.x'EEDxt.x'Dxt.x fb st,x) st’xds.

0

Pretpostavljajuéu uslov (B) s=sada éemo dokazati da Je
funkceli ja g(t.x):e—tﬁfo)=E(fCXt’x)}. jako regenje Ko<1i jevog
problema %?gCt.xJ=—ﬁ;th.x). ﬁ(t.x):f(x). U0 tom smislu dovoljno
je dokazati da jJje E{fcxt.x)) dva puta diferencijabilna funkei ja
po x.

Teorema 3.4.

Neka funkctija b zadovol java uslov (B). Tada je, za feu& T
t>0, - preslikavanje x+E{fCXt.x)} dva puta neprekidno
di ferenct jabilno na Rd.

Dokaz.

Bez umanjivanja op&#tosti dokaz sprovodimo za d=1.

Neka Jje fecz, Na osnovu Teoreme 3.1. je

t

a 7 -1
5§E(fcxt.x)}"m{fcxt.x) DX des} t , pa Je

S,
2 ° t
a 4 - .
(3.8.) t;;;E(fCXt’x)} = E{? Cxt,x) Dxt,x jbxs.des}+
0

t
+ E{?cxt’x)-jboxs’des}.
0

gde Je DDXt x definisano u relaciji (3.7.).

Kako je DX _ , proces lokalno ogranié&ene varijacije, to je

t L
2 >
(3.9.) Dxt.x bes.des_Bt (Dxt'x) Dxt’x fBS b st,x) DXs‘xds.
0 0

Iz Teoreme 3.1. sleduje da je
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(DX ) =DX (2K ¢ 2-DX ds+DX » pa je

t,x t,x s,X S, X t,x
0
2 -1
(3.10.) (DXt'x) —Du xt.x+Dth,x t , gde je
u =b"CX_ D (DX_ )2 1 u =DX ; na isti nas&in je
15 S, X s, X S S, X
t
(3.11) DX 'J'B -b’CX_  >-DX_ ds=D X za
t,Xx s Sy X S, X u t,Xx
0 2
u =B _-b'CX_ >-(DX_ )2
Zs S S, X S, X

Tada, kako procesi 3, ut, uz pripadaju klasi ', desna =strana

formule (3.8.) je jednaka

l}:{f’cxt x)-[[Du X, +DX, x-:"]-at—ou X, x]} +
Tt ’ 1 )
+ _u:{fcx x> _[Dst.deS .
0

Koristeéi formulu parcijalnog integrisanja i imajué¢i na umu
t
da je D (F-Go=F:D G+G-D F i D (B, ,D=fu_ds, kona&no zaklju&ujemo da
u U U w ot s

a° °
je - _Ecrex, > =
0xz t,x
t t t t
—1
- [E{fCX o [ [B , fu‘Sst fulsds]+[3 - Ju_aB_ usds] £t
0 0 0 0

t t
-Ju, aB_ + [DDX dB]} .
2_ s s,x s
0o o :
Proces u uglastim zagradama je kvadratno integrabilan, pa se
gornja formula mo%e produ2iti na ceo prostor J&.-

U Teoremi 3.3. smo zakljue&ili da je =za fiksirano t i x
gustina, u odnosu na invarijantnu meru mnm, pth.-) ograni &ena
funkcija. Koristeéi ¢&epmen-Kolmogorovljevu formulu, kao posledica
Teoreme 3.4. sledi da pt(-,-) ima neprekidne druge izvode ako

b ima ograniene i neprekidne izvode prvog i drugog reda, pa je

tada g?ptfx.y)=—ﬁxptfx,y).
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Gradijent rezolvente

U poznatom revijalnom radu [16] B.Simon postavlja sledee¢d
problem. Neka je X=-A/2+V &redingerov operator, tako da Je V_ekd

iV dkd loc® Pod kojim dodatnim uslovima, nametnutim na V, za
+

sLloc

feLp i adl/2+d/2p funkci ja (A+H)—af ima gradijent (u smislu

distribucija) u L

?
2,loc

Neka opet &redingerov operator X dopu&ta osnovno stanje ¢o.

00
Koristeéi formulu (k+H)-a=r(a)_trﬁrﬁé_xte-tHdt i unitarnu
n (4]
-tH ,—~1 —tNM
ekvivalenciju e =l “oe o/ jasno je da =se problem svodi na

ispitivanje diferencijapilnosti rezolvente Braunovog kretanja =sa

distorzijom.

Teorema 3.5.

Neka Sredingerov operator H dopudta osnovno stanje ¢o tako

da funkctija b=V1n¢o ima ogranidene i neprekidne parctijalne izvode

prvog reda. Tada za p21, a>1/2+d/2p i AC=||b’||] operator ()\4»1'1)-cl

preslikava Lp u prostor neprekidno diferencijabilnih funkctja.

Dokaz.
Iz dokaza Teoreme 3.3. sleduje da se gustina, u odnosu na

meru m,verovatnoéa prelaza Braunovog kretanja sa distorzijom moze

a2 2

majorizirati kao pt(x.y)SACt,x)m‘(-max(t_ ,1)-¢oCx)_ )

Neka je feJ&anCm), tada je za 1l/p+l/g=1
t

|V ECFCX, D> =|ECfex, DfDX_ dB yst|s

0
1rg

t
PP q
stz{|fcxt.x>| } -[E{lfDXs’deS| } /t.
0

Sada ¢emo majorizirati o&ekivane vrednosti u gornjem izrazu.
1/p

17p P
Tako je E{If(xt'x)lp} =[I|f(y)| pth,y)¢oCy)zdy] <
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S P
p

Dal je, na osnovu nejednakosti Burgholder-a, za r=max(2,g) je

t N 1l7g t rN1/r
[E{[J'st’desl } SE{|fDXS’deS| } <
0 0

t
r/2y1/r
sccw-nz{[]’"oxs x"zds] } <ccry- 27801
0

Konaéno zakljuéujemo da postoji K=KCp,d> tako da

~dr2p—1re2 12,

c -2
|V, ECFCX, D> |SK-max(t t V%58 ‘-¢OCx) /"-||f||l_2(m>, pa

se VXE(fCXt x)) mot*e produxiti na Lp(m) kao ograni&eni linearni

funkcional. Markovsko svojstvo [E<IE {fCX 2> y=[ECFCX >
Xt x s, t+s, x

’
* ’

implicira neprekidnost VE(fCXt x)} po x.

(¢ ]
Za a>d/2p+1/2 1 A>C integral [t
0

konvergira uniformno na ograni&enim skupovima ¢&éime Je teorema

a1 NG Ecrex,  drde
x t,Xx

dokazana.-

Restrikcija na ogranieni domen

Neka je D ogranié&eni domen u Rd sa glatkom granicom. Predmet
nace painje ¢e sada biti restrikcija Braunovog kretanja sa
distorzijom na domen D 1 spektralna svojstva generatora tako
konstruisanog procesa. U tom smislu definigimo prvo vreme izlaska

procesa 1z domena kao TXCD)=inf(tZO:Xt xeD).

d
Dokaz2imo da jJe E{TXCD)}<w. Neka je aelR tako da

2
=l

5 +b(x).a>c>0 na D. Ito-ova formula daje
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t
exp(a. X x)—exp(a.x)=Jrexp(a. X ya.dB +
0

t, s, X s
t 2
=l
+fexp(a.xs’x)[—§— +b(xs’x). ]ds.
0

< =
Za t_rn min(TxCD),n) je Xt’xeD pa je

2
supe® Y% *>E<ex (a. X )}—ea’x-E nex (. X ) "a" +5(X ) ds
P = pla. A, - f Pla Ao x 2 s, ¢ =
vebh n 0

Zc-infea°y-E(Tn},
vebh

pa na osnovu Fatou-ove leme sleduje da je E(TXCD)}<m.

U knjizi [10] dokazana je teorema koja, za sluéaj
Braunovog kretanja sa distorzijom ima sledeé¢u formulaci ju.
Teorema (Gihman-Skorohod)

Ako funkcija b ispunjava wuslov (A tada je za feM

-AT_CDD b
x

preslikavanje x»E{?CXTXCD)’x)e } neprekidno. g

Dal je, polugrupu operatora {GD(t)} na LZCD.m) definigimo kao
GDCt)fo)=E{?CXt x)-ﬂ(t<TxCD)}}. Mo:e se pokazati da je GDCt)

simetri&an operator na LZCD.m) u sledeéem smislu

ijx)-GDcz)ngJ-mcdx)=ijCt)fo>-g(x)-mcdx). [71.
D D

Teorema 3.6.

Ako je ispunjen <wuslov (A tada Je za t20 GDCt)
Hildbert-Smitov operator na LZCD.m). Svojstvent vektort su
neprekidne funrkctije na D.

Dokaz.

Jasno je da je GD(t)fCXD=E{?CXt.x)'P§t<Tx(D)lxt.x}}=
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D 2

2 CD>
~JY(y)pth.y)P(t<rx(D)]Xt'x—y}¢ofy) dy-jf(y)pt Cx,y2¢ Cy>ax.
D D

Kako je pt(x.y) neprekidna, a P{t<fxCD)[Xt’x=y}, ogranié&ena
funkcija to je 1integralno jJjezgro piD)Cx.y) operatora GD(t)
ograni¢eno, a time i pripada Le(B&D.mxm) odakle sleduje da je
GD(t) Hilbert-émitov operator.

Neka je -HD generator polugrupe (GDCt)). Kako je polugrupa

simetriéna to je njen generator samokonjugovan na LeCD.m).
Spektar generatora je &isto diskretan, &to sleduje 1z &injenice
da su GD(t) Hilbert-&mitovi operatori.

Neka Jje ¥ svojstveni vektor operatora N sa svojstvenom

D
vredno&&u a. Tada jJe e_atffx9=j}(y)-piD)Cx.y)-¢bCy)2dy. odakle

D

sleduje ograni&enost funkcije f na D. Produximec f na ceo Rd

D) rezolventne

definisuei f(x)=0 na D°. Obelerimo sa R, 1 x{
operatore Braunovog kretanja sa distorzijom i Braunovog kretanja

sa distorzijom restrikovanog na D. Tada je na osnovu jednakosti

‘ D> _XTX(D)
Dynkin-a.ﬁxffx)=xx f(x>+E{%Xf(xrx(DJ,x)e }u Naime,
T CDO
© x
-At At
E{Jé fcxt’x>dz}-z{ | e fCXt.x)dt}+
0 o
2 e _AT (D>
+E{§ {Jé FCX )dt}e }.
X t
TxCD).x 0

Iz Teoreme 3.1. sleduje da je ﬁlf neprekidna funkcija, a

teorema Gihmana-Skorohod tvrdi da je X neprekidna funkcija

T (DO, x

x
cDo

po x odakle sleduje da jJje Rx fCx> neprekidna funkcija. Kako je

ﬂ;D)f(x)=f(x)/Ca+x) to je f neprekidna funkcija.g

Interesatno je primetiti da gornja teorema daje mogué¢nost
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da se doka:e neprekidnost svojstvenih vektora operatora §N gde

D’
je HD definisan kao samokonjugovana ekstenzija diferencijalnog
operatora ~-(A/2+b.V), bez obzira na dimenziju prostora d. U
teoriji parcijalnih diferencijalnih jedna&ina dokazivahje
neprekidnosti svojstvenih vektora diferencijalnih operatora
koristi kao glavno orude teoremu Soboljeva, pa je stepen
diferencijabilnosti dovoljan da bi svojstveni vektori bili
neprekidni odreden dimenzijom prostora. Preciznije veéina dokaza
neprekidnosti svojstvenih vektora diferencijalnih operatora

oslanja se na é&injenicu da je funkcija sa uops&tenim parcijalnim

izvodima u Lp(D,dx) do poretka l, neprekidna ako je p>d-l.

Asimptotsko ponaganje gustine

Sledeé¢i problem kojim éemo se pozabaviti Jje asimptotsko
ponafanje gustine, u odnosu na meru m, Braunovog kretanja =sa
distorzijom, i to uglavnom u okolini +o. Naime, teorema Rogers-a
daje moguénoet da se odredi ponaganje gustine kada t+0. Na osnovu
eksplicitne formule za gustinu verovatno¢a prelaza u odnosu na

Lebegovu meru
¢

Ex{éxp(-JVCBs)ds)|Bt=y}-¢oCy)-¢o(x)
o]

d/29—|x—y|2/2t 1

Bth,y)=cznt>'

i predstavljanja uslovnog o&ekivanja u gornjoj jednakosti kao
1 .

(3.12.) E{éxp[-t-fV(x+sCy—x)+t”QW;)ds]} jasno je da Jje

2
p,Cx, yIC 2L a2 ~|x-y| 2t

-1
¢O(y) ¢o(x) kada t-»0.
Kako je ;t(x,y)=pt6x,y)¢§Cy) to je

2
—d/ae— [ x-y| et

pth,y)zf2nt) -¢oCy)-1-¢O(x)—1 , kada t-w.

Sa druge strane ponaganje u okolini o se ne mo%e odrediti
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direktnom primenom gornjih formula, jer se ne mo2e odrediti
pona&anje oé¢éekivane vrednosti (3.12), kada t-»m.
Obele:imo sa CA”) uslov da & 1ima ograni&ene 1 neprekidne

parcijalne izvode prvog reda i da je ¢oeL Pretpostavljajue¢i da

2.
je 1ispunjen ovaj uslov oceniéemo odozdo o&ekivanu vrednost

(3.12.). Kako jJe V=(divb+|b|2)/2 to je |VCx)|SK(1+|x|2), pa Jje
1

E{exp]|-t- V(x+s(y—x)+t”qw )Yds | ¥=
<
0

1

ZE{exp(-t-IK[1+(x+s(y—x)+t“qW;)2]ds]}2
6]

1
ZexpEE{-t-fK[1+(x+s(y—x)+t?qw;)2]d5}]2
0

Zexp[-tK;—teKa—tKgxa—tK4Cy—x)2].
Tada Jje ;t(x.y)ZACt.x)-exp(-B(t)-Cy—x)a)-¢oCy)-¢oCx)~i gde su 4 |
B pozitivne funkcije.

Sa druge strane, kako je m kona&na mera to je O svojstvena
vrednost operatora H sa svojstvenim vektorom identiéki jednakim
1. Dokazaéemo da je to jedini svojstveni vektor, tj. da je O
prosta svojstvena vrednost. U tom smislu nam je potrebna sledec¢a
teorema Reed-a 1 Simon-a, [141].

Teorema (Reed-Simon)

Neka je N samokonjugovani operator wu L2CH.m). gde je m
verovatnosna mera. Pretpostavimo da je e-tH pozitivan operator t
da je info(H) svojstvena vrednost operatora M. Tada su slededa
turdenja ekvivalentna:

Ca> info(H) Jje prosta svojstvena vrednost sa strogo
poz2itivnim svojstvenim vektorom;

D ako je feLZCH.m) nenegativna funkcija razlidéita od nule

t t>0 tada jJe e_tHfo)>0 2a m—skoro sve x;m
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Vratimo se sada nagem slu&gaju. Ako Je f20 i e—tHfo)=O tada

je 0= ny)'Zth.y)-dXZACt,x)-¢oCx)_1fny)exp(—BCt)Cy—x)2)¢oCy)dy
lRd Rd

pa Jje f-¢o=0 skoro svuda u odnosu na Lebegovu meru, tj.f=0 skoro

svuda u odnosu na meru m. Na osnovu teoreme Reed-Simon tada

sleduje da je O prosta svojstvena vrednost.

Neka je dalje N zatvoreni operator u Hilbertovom prostoru #.
Obeleximo sa A(H):a(H)n tR #isto imaginarne svojstvene vrednosti
i sa ?A ortogonalni projektor na jezgro operatora H-Al za AeA(X).
Tada va:i slede¢a teorema, [22].

Teorema(Wiener)

Neka H na % generise jako neprekidnu polugrupu kRontrakct ja

LTCtO,tz0>. Tada za f,gsHk [TCt)flg]a konvergira u Cesaro—vom
4

smislu ka ZA (?xflg]a--
ANEACHD s

U nagtem slu&aju Je A(ﬁ)={0} i Pof=ff(y)-¢bfy)2dy, pa ako za

IRd
r>»0 |1 u,veRd definigemo fr u(v)=prCu.v)/ formula cepmen-
-Kolmogorova se moke napisati kao
~tN
o (x.y)=[f |e ] , odakle primenon Teoreme
t+51+52 sl.x sz.y chm)
Wiener-a sleduje da Piis +s (x,y>»1 u Cesaro-vom smislu, kada
1 2
a -tH —-tN
=— <
t>o. Kako je szpéth,x) [Ve ft’x|Ve ft.x] <0 to je

L Cmo
2
pth.x) monotono nerastu¢a funkcija (po t), pa pth,x)+1 u
obi&énom smislu. Dalje je
2
_ — . . <
| 1 pt+SCx,y)|Sf|1 p .22 | p C2,y3 ¢ Cy> adys

2 =4 2 1.2
dy-IpSCz.y) @ (Y2 dy] =

S[f|1—pth.z)|2'¢o(y)

=[[p2t(x.x)—1]-pas(y,y)]i/e, pa takode pth.y)+1 kada tso. Time

je dokazana
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Teorema 3.7.

Neka Je ¢oeL2 i funkctja b=ln¢o tma ogranidene i neprekidne
parct jalne itzvode prvog reda. Tada gustina verovatnoda prelaza
u odnosu na tnvartijantnu meru m, Braunovog kretanja sa distorztijom
konvergira jedinici kada tsmw, tj. za svako x,y iz Rd vazi
lim pth.y)=1.-

t 900

Ova teorema daje moguénost da se odredi ta&no asimptotsko
pona&anje integralnog Jjezgra Feynman-Kaca za potencijale koji
dozvoljavaju osnovna stanje sa osobinom CA”). Naime, tada vazi

t
2

-dr2_-|x-y|“r2t ol .

c2ntd e Ex exp(—IV(Bs)ds)lBt-y ¢0Cy) ¢0Cx)»1, (t>0),

2 * 0

pa je Ex{exp(-fVCBs)ds)[Bt=y}2£2nt)
o}

2

kada t-ow.
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III. DIRAKOVA JEDNACINA
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1. PROBABILISTICKI TRETMAN DIRAKOVE JEDNACINE

Dirakova Jjedna&¢ina u 1+1 dimenziji Jje sledeé¢l Koé&ijev

problem u L20R2:

a 3 9 ) 2
[163? quCx.t)Jfo.t) aBC[h/13§ qA1Cx.t)Jfo.t) me alfo.t)-O

fCx, 0D =gCxD,

[fCx, t, 1D &Cx, 1D ] .
gde je fCx,tO= 1. gCx0= , Ao i Al gu kompleksne
_f(x. t._l) ‘ g(x.—l)‘

*

funkcije na RxR*, c, m g, & pozitivne konstante, a 0y sy

1 O 0 -1

Ukratko éemo opisati re£avanje Dirakove Jjednaé&ine

0 1 1 0
ozna&avaju standardne Paulijeve matrice ol=[ ] i 03=[ ].

stohasti&kom simulacijom, [3].

wix,y, t, 1D
DefiniZimo najpre funkciju wp(x,y,t>=
Y, y, ¢, 1D

], uvodeéi
novu promenljivu y i promenu vremena za 7>0, kao
YCx, vy, t=exp(—mcoCT~t> A )e Wrcx, T-15.
Tada wCx,y,t> zadovoljava jedna&inu
g?w(x.y.t.8)+mc2/h[wfx.y+g.t.-S)—wa.y.t.G)]—
_csg;w(x.y.t.8)+q/h[AoCx.T—t)—cGAICx.T*t)]%;w(x.y.t.9)=0
uz uslov w(x,y,T.G):e—ingx.s).
Gornja jedna&ina koju zadovoljava funkcija w daje 1ideju =za
probabilisti&ku reprezentaciju refenja f.
Neka Jje {NCtD>> Puasonov proces sa intenzitetonm a=mc2/&.
Defini&imo procese {(SCt,98>> 1 {(X(x,t,®8>> kao

(4.1) sct,o>=0(-1)¥t2
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t
(4.2.) XCt,x,82=x-cSCu,8>du, gde je xR 1 8={-1,1>.

Tada funkcija f, reéenje Dirakove jedna&ine, dopug£ta slede&u
stohasti&ku reprezentaciju:
f(x.t.G):eatE{?(XCx.t,S).S(t,S))-

t
exp[—igN(t)—i%I[AOCXCx,u,Q),t—u)~c$(u,8)AICXCx,u,9).t—u)]du]}.
0

Ovakav pristup jJje motivisan Kacovim regenjem takozvane
telegrafske jedna&ine, [81. Neka je <{G(t2,teR> jako
neprekidna grupa operatora na Banahovom prostoru 8, sa

generatorom NH. Tada za polugrupu operatora {(FCt,60,t20>, &el(-~1,1>
t
definisanu kao F(t.&):E{é[ C~1)N(u)du]|(—1)N(t)=8}, vazi

%TFCt.9)=~a(FCt.9)—F(t.—9))+8HoFCt,8).

Takode je dokazano da polugrupa {FCt)tz0>, definisana kao

ot
NCw
FCtO=ELG Jf—l) du konvergira ka polugrupi sa generatorom

Hz, kada A+0. U sluzaju da je {(G(tD, tdR> grupa translacija, tj.

H=%;, grani&na polugrupa je odredena Braunovim kretanjem. U tom
smislu Je proces <(X(x,t,8>> sli&an Braunovom kretanju.

Sa druge strane, regenja stohastiekih diferencijalnih
jedna&ina difuznog tipa mogu se aproksimirati koristeéi procese
sli&ne procesu {X(x;t.SJ}. Vazxi sledeé¢a teorema [181:

Teorema(Stroock)

Neka su procesi (Y(t,x>> i (¥YCt,x,ro% definisani kao
t t
Y(t.x)—x:Jb(YCs.x))dBS+Jb(Y($.x))ds i

O ¢ 0 t

Y(t,x.r)-x:rfd(YCs,x,r))C—l)N(S)ds+r2jb(YCs,x,r))ds. gde su
0 0
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a t b glatke funkcije sa ogranilenim izvodima, <Bt} standardno

Braunove kretanje it {(NCtJ>} Puasonov proces sa intenzitetom 1.

Tada, {YCt/re.x.r)} konvergira u verovatnodéi ka procesu

{YCt,xJ>)», kada r+0. g

Iz definicija u gornjoj teoremi, jasno Jje da su procesi

CYCt, x> 1 €YCt,x,rD) rektenja jednaéina istoga tipa, & tim sto

je u prvom slu&aju stohasti&ka diferencijalna jednaé&ina
definisana na Braunovom kretanju, a u drugom na procesu
t

Je-1>N®au.

0

Da bi podrobni je 1spftali difuzno ponasanje gornjeg procesa,
iskoristié¢emo stohastiéku analizu martingala.

Za {Ht.tZO} sdesna neprekidni martingal =sa [H]t éemo
ozna&iti kvadratnu karakteristiku a sa xH Doleanovu meru, (A7. 1
Al10.).

Karakterizaciju Braunovog kretanja u terminima kvadratne
karakteristike daje teorema Levija, [51]1.

Teorema (Levi)

Neprekidni La-martingal Je Braunovo kretanje ako it samo ako
Je za t20 [M]t=t..

Lema 4.1.

Neka je {Mt,tZO} La—martingal neprekidan sdesna. Tada vaZi
ekvivalenct ja:

2a t=0 [HJt=t & 2a 0<s$t<oo,Fe$‘s XH[(s.t]xF] =Ct-s2-PLF>.

Dokaz.

(=) Neposredno iz relaclije KM[(S.t]xF]:E{([H]t—[M]s)-DF}.

(e) Ct—s)-P(F}=E{([N]t—[HJS)DF}=E{(E([M]t|$g}—[H)S)UF}, pa
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Jje E((Mltlfg}—tﬂiszt-s, odakle sledi da je [H}t~t martingal. Kako

je [ﬁ}t—t proces ogranié&ene varijacije to je £H]t~t:[H}O—O=O..
Sledeé¢a teorema objatnjava difuzno ponaganje procesa

L
j(—z;”cu)du.

0

Teorema 4.1.

Neka je {NCtD> Puasonov proces sa intenzitetom a (3})
potok o-algedbri generisan tim procesom. Tada je {XCtDy, definisan

koo
t

N(‘)-1+2ajt~1>N(5’ds]/2f& ,

XCt):(C*l)

La—martingal sa sdesna neprekidnim trajektorijama. Stavide, ako Je
<[X]t} Ruvadratna kRarakteristika martingala <{XCtD), tada [X]t=t'.
Dokaz.

Iz definicije sleduje da je za s<t
4

xca)~XCs)=fc~1>N(‘)—c—1>N(5’+2ajt—1>”(“)du]/2va=
¢ s
=C-1)~(S)[C—l)N(t)—N(S)—l+2af(-1)N(u)_N($)du]/2¥5.

s

Kako Jje {N(t)> proces sa homogenim, nezavisnim prirastajima,
t

to je slu&ajna promenljiva C—l)N(t)_N(5)~1+2ajf-1)N(u)—N(S)du

s

nezavisna od o-algebre $;, i

ECXC £ | >-XCsD=
t
=c—1)N(5)E{E~1>N(‘)"N(5)—1+2ajt~1)N(“)“NKS)du}/zvaz

s

c-1>0M ke xc -9
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Kako je E{C-1>

t
V_1+2a0e %) 29520,
0

ECXCvIY = (e &

pa je E{XCt)|3g}=XCs), tj. {XCtO> je martingal. Neprekidnost

sdesna sleduje iz neprekidnosti sdesna Puasonovog procesa.

Nadimo sada Doleanovu meru. Za FEJ;

kx[(s. t]xF] =IE{(XC z)-xc$))3-up}=

=[E{[C-1.>NCt)—C-l)NC3)+2aJ'(—1)N_Cu)du] 2 'ﬂr}/4a=

s

=E<XC t -2y -PCEY.

Ostaje da se izraé&una E{XCt—s)25. Neka je v=t-s. Tada
v

IE{[C— 15NV 1 2afc- 1)"“"@] 2}/ da=
v

v v
=[E{1 +1+40’f fc—1)NC")*N(y)dxdyuajc—uNc")*NC")dx—

0o 0]
v

~dafc- 1)NCX)dx—2C—1.>ch)}/ da

0
v v

Dalje je, [E 4a2_[ _fc—n"c"’*"'cy’dxdy}:
00

vy vy
=aa2rE{_[ fc_l)NCy)-NCx)dxdy}:BaZf ﬂE C_l)NCy—x)}dxdyz

00 00

=4av—2(1—e_2av).

v v
Kako je E{J-C_l)NCx) +N(v)dx}=l£{fc_1)NCv.>-NCx)dx}=

0 o
v

=[E{f(—1)~c")dx},
0

to lako zakljue&ujemo da je

b=

E<XCvO%Y = (2+4ow-24+2e 2

—2e—2av)/4a=v.
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Kona&no zaklju&ujemo da je > {(s,t]xF}=(t-S)'?{F} pa na

osnovu Leme 4.1. sleduje da je EXJt=t' -
Neka je dalje {Uh} niz nezavisnih slu&ajnih promenljivih sa

eksponenci jalnom raspodelom, sa parametrom o, tako da je

n

NCtO=maxi{n:S =<t>, gde je S =§: ..
n n T

t=1

Jasno je da proces {XCtD> ima prekide samo u ta&kama t=Sn i

n
n .
kako je XCS )=i—il——1+al(2 c-1OF 1U.. to vaxi AXCS )=(-1)n/a1/2.
n 12 i n
2a -
=1
Tada Jje na osnovu Ito-ove formule
t t
exp(ikXCt))-1=ihfexp(ikXCs))dXCs)—ke/Z-fexp(1XXC5))ds+
o (8]

+ E:[expk1kXC$n))—exp(iKXCSn_))—1KAXC$n)exp(ikXC$n_))]
S _=t
n
Primenjujué¢i operator oéekivanja dobijamo
t
E(exp(ikXCt))}-lz—ka/Z-IE{exp(1KXCs))}ds+AaCt). gde je
o

a
n .
A Ct):}]E{exp[iAQI/ZZ(-I)L-lUL]U{S sz>}
o 2 n
n=1

n-1 n n-1
(-1) -1 (-1) (-1) -1
yexp UM - 1/29“9“’*—:{72—>]

2a o 2

n
[exp ( il(-l—;./.z-l
20

n .
Obelesimo ant)=E{%xp[iha1/22(-1)L-lui]ﬂ{SnSt}}. Tada je

1
t

b c¢>=ajbnct—s)exp(—as+1xa1/2(-1)”s)ds. 111 ako je

n+1
0
(o o]
o _r.—et Iy . -1 _q ntl -1/23-1
bn(p)-Jé ant)dt. tada je bn+1Cp)—anp)[1+pa +iA(-1) a .
o}

Koristeé¢i gornju formulu mofemo izra&unati da je

37



~ _ ) ) -p ) ) .

P, (qn) ozna&ava broj parnih (neparnih) brojeva =n.

Sumirajuéi parne 1 neparne stepene mofemo zakljueiti da vasi
s
lim fé-ptAaCt)dt=0. za p>0, pa primenom leme Bellmana dokazujemo

o-p00
0

~X2t/2
da karakteristi&na funkcija E{exp(iAXCtD)> tezi ka e -

Pored toga &#to svojom strukturom kao martingal, proces <{XCtD>
nalikuje Braunovom kretanju 1 jednodimenzione raspodele tog
procesa tefe ka Gausovim merama kada intenzitet a tezxi ka

L

beskonaé&énosti.
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APPENDIX



Al. Ozekivane vrednosti i uslovno o&ekivanje

Neka je (Q,¥,[P) prostor verovatno¢a, tj. (™0, F je ¢-algebra
i P nenegativna o-aditivna mera na ¥, tako da je PLOY=1.

Sluweajna promenljiva (s.p.) je preslikavanje X: (bR tako da
je za Borelov skup B, (Be®(R)), X-l(B)ey. Sa ¢o(X) éemo obeleziti
o-algebru generisanu promenljivom X, a(X)={X-1(B):Beﬁ(R)5.

Olekivana vrednost se definige kao [E(X):J'XCw)IPde). ako
o)

integral konvergira apsolutno.

Neka je ¥ o-podalgebrea u ¥ 1 neka je X integrabilna S.pe.
Tada je EL{X-I{weG>> o-aditivna funkcija skupa na ¥, apsoluﬁno
.neprekidna u odnosu na IP|g , Pa na osnovu teoreme Radon-Nikodym-a
postoji g-merljiva funkcija E(X|§} tako da za Ge¥$§ vazxi

E<X-0<wei>> =EXELX | %> -1{weG>> .

E<X|$> je uslovno olekivanje s.p. u odnosu na $.

Ako je $=o(Y) tada se [E{X|$> osnatava kao EXX|Y> i naziva

uslovno oé&éekivanje s.p. X u odnosu na s.p. Y.

A2. Nezavisnost

Neka jJje {ﬁk:iel} familija ¢o-algebri u ¥. lanovi familije su

uzajamno nezavisni ako za svako neaN, "in iz 7 4 Bjeik vazxi

17 .
J
P{B,MN...nB >=P{B.>-...PKB_>.
1 n 1 n
Ako su o-algebre ¢(X) 1 o(Y) generisane s.p. X 1 Y nezavisne

tada kaiemo da su X i Y nezavisne i EXX|Y>=E<{X>.
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A3. Slu¢ajni proces adaptiran potoku o-algebri

Ne#a je (5},&20} rastu¢a familija ¢-algebri u F neprekidna
sdesna, tj n(#;:s>t}=5}. Ovakva familija se naziva potok
o-algebri.

Sluéajni proces sa vrednostima u Rd, {Xt:tZO}, Jje adaptiran
familiji (&},tZO} ako je Xt—ICB)eﬁ}, za Be3(Rd).

Proces Je merljiv ako jJje {(t,w):Xth)eB}e3CR+)m?.

Ad. Algebra predvidivih skupova

Neka je <$},t20} potok ¢-algebri.Na R:&)definiéimo familiju

skupova .4={%0}xF=Fe$b}U{(s,t]xF:0<s$t<m,Fe$;} i najmanju

o-algebru P tako da je #SP; P se naziva o¢-algebra predvidivih

skupova.

AS5. Martingali

Proces (Ht:tZO} se naziva martingal Csupermartingal,

submartingald) u odnosu na potok (3}:t20} ako Je (Xt:tZO}

{3}:t20}—adaptiran » za t20 Xt je integrabilna s.p. i

>
E<X, |#,52X, ).

E(Xt|$}}=xt, (respektivno Ecxt|$}>5xt R

A6. Doob-Meyerova dekompozicija martingala

Proces (At:tZO) écemo 2zvati prirodno rastuéi integrabilnt

=0, preslikavanje (-4 je

proces ako jJje {3}:t20)-adaptiran, A ¢

0

neopadajuée , E{At}<w i za svakil ograni&eni, sdesna neprekidni
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4 t
martingal (Ht:tZO} vazi E{Iﬂs—dAs}=E{stdAs}'
0 0

Submartingal {Ut:tZO} Je lokalno uniformno integrabilan ako

za ogranieni skup I u R+ va:i lim sup E{|Ut|-0{|Ut|>C}}=0.
C+0 te?

Teorema(Doob-Meyer)
Lokalno uniformno integrabilni submartingal (Ut:tZO} dopusta

Jedinstvenu dekompozict ju Ut_U =Nt+At’ gde je <Nt=t20) martingal

o

a {At:tzo} prirodno rastuéti integrabilni proces. g

Dokaz se moz2e naé¢i u knjizi [I-Wl.

A7. Kvadratna karakteristika martingala

Ako Jje {Mt:tzo} kvadratno intregrabilni martingal tada Jje
<Mt2:czo> submartingal, pa na osnovu teoreme Doob-Meyer-a postoji

e 2

jednozna&na dekompozicija Mt —MO =Nt+[M]t’ gde je {Nt:tZO}

martingal a {[MJt:tZO} prirodno rastu¢i integrabilni proces.

Proces {[M]t,tZO} se naziva kvadratna karakteristika
martingala <Mt.azo>.

Za dva martingala {Mt:tZO} i {Nt:t20> uzajamna kvadratna
karaktriétika se definige kao <H’N>t=([N+N]t_[M_N]t)/4'

A8. Braunovo kretanje

d -ad2 x 2
Za t>0 I xelR™ definigimo funkciju gth)=C2nt) exp(- En ).
Braunovo kRretanje u Rd se definige kao neprekidni proces
{Bt:tZO} tako da su, za svako 0<t1<...<tn, Btl—BO""' Btn_Btn_l

nezavisne s.p. 1 P(Bt _Bt eE}=fgt —¢ Cxo>dx za Ee3(Rd).

T i—-1 E T t—1
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Kazemo da jJe (Bt:tZO} proces sa homogenim, nezavisnim

priragtajima.

Mera na C(R+»Rd) definisana Brauncovim kretanjem se zove

Vinerova merade.

Lako se pokazuje da, ako Je {31:t20) generisan prosecon

<Bt:t20}, tada je {Bt:tZO} martingal, i [B}t=t'

AS. Puascnov proces

Puasonov proces sa intenzitetom « se definige kao proces

{NCLtD, tz0> sa vradnostima u <O>UlN tako da vazi
. .
PCNC D =n> =e Ot E2

rl

Mose se pokazati da Puasonov proces takode ima homogene,

nezavisne priragtaje.

A10. Doleanova mera na predvidivim skupovima

Ako Je {Ht,tZO} L2~martingal u odnosu na potok {31,220} tada
se na familiji «, (A.4.), mose definisati funkcija skupa,
takozvana Doleanova mera,

J\H[(s. uxr]ﬂz{mt—ns)e’nr}.

Ako je proces {Mt’t20> sa verovatnoéom 1 neprekidan sa desne
strane tada se koristeé¢i teoremu Karateodorija, AM mose produxiti
do o-aditivne mere na o-algebri predvidivih skupova, P; [5].

2
Kako Jje XH[(s,t]xF]-E{(Mt-Hs) UF} to na osnovu teocreme

Docb-Meyera, (A.6.) sleduje da Je

kn((s.t]xF]=E{k[H]t-[H)S)'UF}.
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Ukoliko se XM mo*e produziti na P tada je za PeP
s

hH[P] =t£{fu< (t,w)eP>al Ml t}.
)

All. Stohasti&ki integral u odnosu na kvadratno 1integrabilni

martingal

Neko jJe {Ht.tZO) Lz-martingal sa sdesna neprekidnin

trajektorijama. Definizimo kao zi,funkcije X:R}ﬁadk merliive u
odnosu na algebru predvidivih skupova P i kvadratno integrabilne

u odnosu na Doleanovu meru. 7\”, Zfl:LeCR*xQ.J’.)\M).

Za jednostavnu funkciju X iz 8; tipa
n
X Cwd=c J<t=0>1<weFy +2c 0<s ., <t<t_ >0<weF.>,
t 0 T i X A

1

gde je 0<51<t <...<sn<tn , definizemo stohasatidkl integral kao

1
n

fxan:} 0CweF >CM, -M_ D.
T T ti Si
1

Tada je E{[J'anlz}= I XtCm)eJ\HCdt.dw).
R+xﬂ

Kako su jednostavne funkcije svuda guste u xﬁ to se

koristeéi gornju formulu stohastiki integral mo%e definisat na

celom prostoru x@.

Ako je X P-merljiv proces tako da za svako t>0 ncssa>x9(w)

2
pripada klasi ZH tada se moxe definisati integral Yt'JhEO.t]XdM

kao centrirani kvadratno integrabilni martingal sa sdesna

2
neprekidnim trajektorijama, 1{ [Y]t_Jh[O,t}x d[M]t'
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Al2. Ito-~ova formula

Neka je (Ht.tZO} L2—martingal sa sdesna neprekidnim

trajektorijama i f dva puta diferencijabilna funkci ja sa

ograni&enim izvodima. Tada je

¢t t
FCMO-fCH > =[f" CH _daM_s+1-2[f CH__>diMI_+
0 0

+szt[f(M;)-fCH;_)—f’CMS_)AM;]

gde jg AH;=H;-H3_ .

Al13. Markovski procesi u [R”. Generatori Markovskih procesa.

Difuzije

Proces {Xt.tZO} se naziva Markovski proces ako vaxi

E{fCXt S)|a(Xu:uSt}=E(fCXt+s)|Xt} r 2a fej& i ¢,s>0.

+
Ako je jog E{fCXt+s)|Xt}=E<f(Xs)|XO) tada je proces homogen.
Familt ja verovatnoéa prelaza CPth.B):tzo.xéRd,Be.BCIRd)}

homogenog Markovskog procesa se definize kao
Pth.B)=P{XteB|X0=x}.

tako da je za fiksirano t i x Pth.-) verovatnosna mera, a za

fiksirano t i B PtC-.B) Borel merljiva funkcija.

Markovsko svojstvo na jeziku verovatnoéa prelaza je izrazeno

u takozvanoj formuli Cepmen*Koimogorova
Pt+s(x.B)=thCy.B)PSCx.dy).

Verovatnosna mera u na Rd ge naziva i{nvarijantna mera ako
H(BI=[P,Cx, BOuCdxd za t20 1 BeB(RY).

Ako definigemo familiju operatora na J% (Pt,tZO} kao

Ptf(x)=E(](Xt)|X0=x}=Ex(f(Xt)}
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tada vezi Pt°Ps=Pt+s , b3 {Pt,tZO} je polugrupa operatora.

Polugrupa (Pt,tZO} Je Felerovska ako P preslikava C u

t o

C_ za t20 i ako je za feC lim“Ptf—f“M =0.
t->0 b

Generator, H, Felerovskog procesa se definige kao

Dom(H):(feJ&:limCPtf—f)/t postoji> i Hf:lim(Ptf-f)/t.
t+0 t+0

Interesantno je primetiti da je za fFfeDomCHN>
t

fCXt)—fCXOJ-foCXS)ds martingal.
0

DI fueni proces se definige kao Felerovski proces sa
neprekidnim trajektorijama &iji generator sadrzi u svom demenu
definisanosti dva puta neprekidno diferencijabilne funkcije sa

ograni&enim nositeljem.

Ald. Generatori jako neprekidnih polugrupa ograniéenih operatora

s

Polugrupa {7Ct>, t=0> operatora u Banahovom prostoru @ je
Jako neprekidna polugrupa (Co-polugrupa) ako je 7TC0>=0 i za svako

xeH¥ vazxi lim"TCt)x—x"=0. Ako je ||T(t)]|€1 tada je (TCtD, t20>
t+0

Co-polugrupa kontrakcti ja.

Operator N:DomCHO»%, DomCHO<%, je zatwvoren, ako je skup
{Cx, HxD i xeDomCHO> zatvoren u 9€x%€.

Rezolventni skup, p(MH), operatora H se definige kao skup
svih kompleksnih brojeva A tako da (7\—}1{)_1 postoji kao ogranieeni
operator, a spektar, (M), kao komplement rezolventnog skupa.

Generator, H, polugrupe {7CtD, t>0> se definige kao

DomCHO={x€: 1 inCTCtOx-x>/t postojid 1 Mx=1imCTCtOx-xD-t.
t-+0 t+0
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Teorema(Hille-Yosida)

Linearni operator M je generator Co—polugrupe kontrakcija na
¥ ako T samo ako :

C1> M je zatvoren operatop i DomCH)=9;

Ciid> rezolventni skup pCHD sadréi (0, ) i za A>0
-t g

Operator 2l=CR—H)_1 se naziva rezolventni cperator I moie se
o
-At
lako pokazati da je al=jé TCtodt.

0

Alb. Ko#ijev problem

Neka jJe H 1linearni operator na Banahovom prostoru s,
DomC HO<=9¢.

Kost jev problem : naé¢il funkeiju f:na*-.yc tako da je f Jako
neprekidna za ¢20, jako diferencijabilna za ¢t>0, da je =za ¢>0
fCtoeDomCH> tako da vaxi

grf(t)=HfCt), t>0 t fCOD=x.

Ako je M generator Co-polugrupe kontrakcija tada jJe za
x€DomCH> funkcija fCto=TCtOx Jedinstveno ogranié&eno regenje

Ko&ijevog problema.

Al6. Samokonjugovani operatori. Spektralna teorema

Operator XK u Hilbertoyom prostoru # je simetridan ako je
DomCHO =9 i za x,yeDomCH> [ley]gf [Hxly]ge.

Konjugovani operator simetri&nog operatora ¥ se defininige
kao Dome*)=(ye§C:Cazest)CVxeDomCH))C [y | Hx] 9%~ [z ‘ x]ge)} i H”y:z.

*
Simetri&nl operator je samokonjugovan ako je N =H.
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Sada ¢emo iskazati takozvanu spektralnu teoremu, uzimajuetl
njenu formulaciju u terminima operatora mnotenja, [141.

Spektralna teorema.

Neka je H samokonjugovani operator u Hilbertovom prostoru %,
DomC HO 2.

Tada postoji merljiv prostor {M,F,u> sa konadnom merom JTR
unt tarnt operator U:ﬂhLafH.p) it F-merljiva realna funkcija F na M
take da vadi:

Ci> feDomCH> & CF-Uf)eLa(H.,u)

C11> feDomCHD> » Hf=U 'CF-Uf>. o

Familija ortogonalnih projektora asocirana operatoru N se
sada definice kao E(A)f=UrICﬂ(FeA}'Uf). AeBCR>. _

Spektar operatora N¥ je Jednak spektru operatora mnozenja
funkecijom F u Le(M.p), pa Jje

o(H)=(xeR: (Ve20) (ulmeM: |FCmO-\ | <£>500>,
a &isto diskretni spektar, tj. skup =svojstvenih vrednosti

operatora ¥ ap(H)={XeR:p(meM:F(m)=k}>0}.

Al7. Hilbet-&mitovi operatori

Ograni&enl operator X na Hilberovom prostoru & =se naziva

Hilbert-Smitov operator ako za neku ortonormiranu bazu (en} vazi

Tr(H”H):E [He |He] <.
Mg
n

Slede¢a teorema daje potrebne 1 dovoljne uslove da neki
operator bude Hilbert-Z#mitov u nekon L2 prostoru, [141.

Teorema

Neka je {M,F,u> merljiv prostor &EL2CN.p). Tada je HelldO

CMxM, peud> tako

Hildbert-Smitov operator ako i samo ako postoji KeLZ
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da je HfCx>=[KCx,y2fCyducdyd t TrcH* o =[|KCx, 2 | Zucdyducdxd. g

Hilbert-&#mitov operator je kompaktan, pa mu je spektar &isto
diskretan i sastoji se od niza svojstvenih vrednosti koje teze

nuli.

Al8. Operatori sa kompaktnom rezolventom

Samokonjugovani operator K na Hilbertovom prostoru & je
ograni&en odozdo ako postoji konstanta ¢ tako da za xeDomfR)

[x[Hx] Zc[xlx] ; ako je ¢=0 pada je ¥ pezt tivan.
4 4

Teorema([14])
Neka je M odozdo ograniéen operator. Tada su sledeéa

turdenja ekvivalentna:

C1> za neko Ae&R CA-H>!

Je kompaktan operator;
CiiD> postojti ortornormiran dbazis u DomL HD, Cen} tako da je

= ; <\ < <
Hen knen i R1~X2_..._kn+w.-
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