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Uvod

Euklidska geometrija je vi²e od dva milenijuma bila jedina geometrija
koju je £ovek prou£avao. Tek krajem 19. veka £ovek shvata da postoje i druge
mogu¢e geometrije. Razlog tome je ²to geometrija re²ava ve¢inu prakti£nih
problema £oveka. Stari Grci su tu geometriju izu£avali sa sinteti£ke ta£ke gle-
di²ta (Euklidovi "Elementi"). Pojava koordinata u izu£avanju geometrije se
pripisuje Dekartu (17.vek) £ime se sti£u uslovi za analiti£ko izu£avanje euklid-
ske geometrije. Sinteti£ka, tj. iskustvena euklidska geometrija je pogodna za
izu£avanje u dimenzijama dva i tri. Razvoj linearne algebre omogu¢io je jed-
nostavno uop²tenje euklidske geometrije na ve¢e dimenzije. Krajem 19.veka
Boljaj i Loba£evski okri¢em hiperboli£ke geometrije pokazuju da postoje i
druge mogu¢e geometrije. Univerzalni na£in za prou£avanje geometrija kroz
njihove grupe transformacija je dao Klajn u svom "Erlangenskom programu"
krajem 19.veka.

U ovom radu sam poku²ala da kroz analiti£ki pristup opi²em n - di-
menzioni euklidski prostor i odgovaraju¢u grupu transformacija koje £uvaju
euklidsko rastojanje, a koje zovemo izometrije. Opis euklidskih izometrija
ravni, tj. dimenzija dva, je prili£no jednostavan. Zato sam posebnu paºnju
posvetila opisu izometrija euklidskog prostora, tj. dimenzije tri. Izometrije
euklidskog prostora imaju veliki zna£aj u raznim primenama: mehanici, ro-
botici, aeronautici, ra£unarstvu...

Ovaj rad je podeljen u tri glave. U prvoj glavi Euklidski n-dimenzioni
prostor, prvo uvodim pojam vektorskog prostora i pridruºenog a�nog pro-
stora. Uvodjenjem rastojanja taj a�ni prostor postaje euklidski prostor E.
U nastavku opisujem izometrije tog prostora, tj. preslikavanja koje £uvaju
rastojanje i pokazujem da one £ine grupu. Zatim opisujem translacije i grupu
translacija prostora E koja je podgrupa svih kretanja prostora E. Posebnu
paºnju posve¢ujem rotacijama, kao izometrijama koje £uvaju orijentaciju i
takodje obrazuju grupu koja je podgrupa svih kretanja.

U drugoj glavi opisujem rotacije trodimenzionog euklidskog prostora
SO(3) pomo¢u ortogonalnih matrica. Uvodim de�nicije Ojlerovih uglova,
njihovo geometrijsko izvodjenje i predstavljanje rotacija vektorskog prostora
pomo¢u njih. Razmatram razli£ite forme rotacija i njihove medjusobne veze
sa kvaternionima. Kvaternioni po£inju ubrzano da se koriste od kraja dvade-
setog veka, primarno zbog njihove primene u opisivanju prostornih rotacija.
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U tre¢oj glavi je opisano kretanje trodimenzionog prostora kao i prak-
ti£na primena Ojlerovih/Tejt-Brajanovih uglova. Inercijalnom navigacionom
sistemu i koordinatnim transformacijama u op²tem obliku posve¢eno je po-
slednje poglavlje.

Posebno se zahvaljujem svom mentoru prof. dr Srdjanu Vukmirovi¢u
na svesrdnom zalaganju i trudu koji je samnom ulozio da ovaj rad bude jedna
zaokruºena i kompletna celina. �lanovima komisije prof. dr Zoranu Raki¢u
i prof. dr Mirjani Djori¢ se zahvaljujem na paºljivom £itanju rada i brojnim
primedbama, sugestijama i korisnim savetima koji su u£inili da sam rad bude
jo² kvalitetniji i sveobuhvatniji.
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1 Euklidski n-dimenzioni prostor

Koriste¢i stereometriju obi£nog trodimenzionog prostora E3 na uobi-
£ajeni na£in konstrui²e se vektorski prostor V =

{→
x,
→
y ,
→
z , ...

}
, koji je usko

povezan sa prostorom E3. Pri tome je o£igledno zadovoljeno slede¢e :

1. Svakom uredjenom paru ta£aka P,Q ∈ E3 pridruºen je jedan i samo
jedan vektor

→
x∈ V. Vektor →x predstavlja klasu ekvivalencije koja je odredjena

usmerenom duºi PQ koja ima po£etak u P i kraj u Q. Usmerena duº PQ je

predstavnik vektora
−→
PQ. Pri tome je duºina vektora

→
x jednaka udaljenosti

ta£aka P i Q.

2. Za proizvoljnu ta£ku P ∈ E3 i proizvoljni vektor
→
x∈ V postoji jedna

jedina ta£ka Q ∈ E3 sa svojstvom da je
→
x vektor pridruºen usmerenoj duzi

PQ tako da je
→
x=

−→
PQ tj. da je

→
x klasa ekvivalencije generisana usmerenom

duºi PQ.

3. Ako su P ,Q i R tri ta£ke iz E3 i
→
x vektor pridruºen usmerenoj duºi

PQ,
→
y vektor pridruºen usmerenoj duºi QR i

→
z vektor pridruºen usmerenoj

duºi PR, onda je

→
z=
→
x +

→
y .

To je posledica sabiranja "po pravilu trougla" tj. posledica jednakosti

−→
PQ +

−→
QR=

−→
PR.

4. Neka je α ∈ R realan broj i
→
x∈ V vektor, tada je proizvod broja i

vektora takodje vektor
→
y= α

→
x .

Ostvarena veza izmedju geometrijskih objekata i vektorskog prostora
V , dakle algebarskog objekta, korisna je u geometriji i mehanici. Prostor
V pogodan je za ra£unanje, a E3 za interpretaciju geometrijskih i �zi£kih
veli£ina.

Pojmovi razvijeni u teoriji vektorskih prostora oslanjali su se samo na
algebarsku strukturu vektorskog prostora, odnosno na aksiome kojima je taj
prostor de�nisan. S obzirom na to da se takvim postupkom teorija vektorskih
prostora mogla dosta daleko razviti, vrlo je razumno po¢i obrnutim putem, pa
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pomo¢u vektorskog prostora de�nisati geometrijski prostor i taj geometrijski
objekt ispitivati koriste¢i teoriju vektorskih prostora. Pomo¢u n-dimenzionog
unitarnog realnog prostora uvodi se pojam n-dimenzionog Euklidskog pro-
stora E i dokazuju se neke teoreme o takvom prostoru. Specijalno se uvode
grupe izvesnih preslikavanja prostora E koje £uvaju udaljenost, grupa trans-
lacija i grupa rotacija toga prostora.

1.1 Euklidska geometrija

Neka je E n−dimenzioni euklidski prostor i G grupa svih izometrija
prostora E. Proizvoljan podskup F ⊆ E nazivamo �gurom. Kaºemo da je
�gura F

′
podudarna �guri F i pi²emo F

′ ∼= F
′′

ako postoji izometrija
f ∈ G sa svojstvom F

′′
= f(F

′
), tj. da f skup F

′
prevodi na F

′′
. Iz same

de�cije podudarnosti sledi:

1. F ∼= F
′

za svaku �guru (re�eksivnost);

2. F
′ ∼= F

′′
povla£i F

′′ ∼= F
′

(simetri£nost);

3. Ako je F
′ ∼= F

′′
, F

′′ ∼= F
′′′

onda je F
′ ∼= F

′′′
(tranzitivnost).

Kako je F
′ ∼= F

′′
i F

′′ ∼= F
′′′

postoje izometrije f
′
, f
′′ ∈ G takve da

je F
′′

= f
′
(F
′
) i F

′′′
= f

′′
(F
′′
). Tada je F

′′′
= f(F

′
) za f = f

′′
f
′ ∈ G.

Svojstvo 3. je odraz zatvorenosti grupe G s obzirom na mnoºenje. Svojstvo
2. je odraz egzistencije inverznog elementa za svaki element iz G i na kraju 1.
svojstvo je odraz £injenice da G sadrºi jedini£ni element. Navedena svojstva
podudarnosti �gura pokazuju da je podudarnost relacija ekvivalencije, pa se
sve �gure iz E razdvajaju na disjunktne klase medju sobom ekvivalentnih
�gura.

Euklidska geometrija izu£ava svojstva klasa ekvivalencije pojedinih �-
gura.

Ideja da se geometrija de�ni²e pomo¢u grupa pripada nema£kom ma-
temati£aru Feliksu Klajnu. Osnovna ideja Klajna, jeste u de�niciji jednakosti
�gura, ²to on ostvaruje pomo¢u grupa. U elementarnoj geometriji prou£a-
vaju se svojstva �gura koja ne zavise od poloºaja u prostoru tj. ona koja su
invarijantna s obzirom na grupu izometrija.
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1.2 Pojam a�nog prostora

Sa V =
{→
x,
→
y ,
→
z , ...

}
ozna£ava se n-dimenzioni realan vektorski pro-

stor. Neka je E neprazan skup £ije elemente zovemo ta£kama i E × E skup
svih uredjenih parova (P,Q) ta£aka P,Q ∈ E. Pri tome dva para (P1, Q1) i
(P2, Q2) smatramo jednakim, ako je P1 = P2 i Q1 = Q2.

Skup E zove se n-dimenzioni a�ni prostor, njegovi elementi ta£ke

a�nog prostora, ako postoji funkcija τ : E×E → V sa slede¢a dva svojstva:

(i) τ (P,Q) + τ (Q,R) = τ (P,R), (P ,Q,R ∈ E)

(ii) Za svaku ta£ku P ∈ E i vektor
→
x∈ V postoji jedna i samo jedna

ta£ka Q ∈ E sa svojstvom da je

→
x= τ (P,Q).

A�ni prostor je uredjena trojka, koja se sastoji od skupa E, vektorskog
prostora V i preslikavanja τ . Ako u vektorskom prostoru V de�ni²emo funk-
ciju τ : V × V → V relacijom τ

(→
x,
→
y
)

=
→
x −

→
y , onda V zajedno sa τ daje

primer a�nog prostora pa je time egzistencija a�nog prostora dokazana.

Stavimo li u (i) P = Q = R dobijamo 2τ (P, P ) = τ (P, P ) iz £ega je
τ (P, P ) = 0 za svaku ta£ku P ∈ E. Nadalje (i) za R = P daje

τ (P,Q) + τ (Q,P ) = 0, tj. τ (Q,P ) = −τ (P,Q).

Neka je O ∈ E neka �ksirana ta£ka. Za proizvoljnu ta£ku P ∈ E
potpuno je odredjen vektor τ (O,P ). S druge strane vektor τ (O,P ) jedno-
zna£no odredjuje ta£ku P . Vektor τ (O,P ) zovemo vektor poloºaja ta£ke
P u odnosu na ta£ku O.

Uredjen par ta£aka P,Q ∈ E zove se usmerena duº i ozna£ava se

sa
−→
PQ. Pri tome se ta£ka P zove po£etak, a Q kraj usmerene duºi PQ .

Dve usmerene duºi P1Q1 i P2Q2 zovemo ekvivalentnim, ako je τ (P1, Q1) =
τ (P2, Q2). Na taj na£in je de�nisana relacija ekvivalencije medju svim usme-
renim duºima, pa elemente prostora V moºemo smatrati klasama ekvivalen-
cije usmerenih duºi iz E.

Neka je
→
x0∈ V,

→
x0 6= 0 dati vektor i Y1 potprostor razapet tim vektorom.

Ako je P0 ∈ E bilo koja ta£ka, onda zbog (ii) za svaki vektor
→
y∈ Y1 postoji

7



jedna i samo jedna ta£ka P ∈ E sa svojstvom da je
→
y= τ (P0, P ). Skup

svih ta£aka P sa svojstvom τ (P0, P ) ∈ Y1 obrazuje neki podskup L1 od
E, koji se zove prava kroz ta£ku P0. Ako je P1 ∈ L1 i L

′
1 prava kroz P1

de�nisana potprostorom Y1, onda je L1 = L
′
1. Zaista ako je P ∈ L1, onda je

τ (P0, P ) ∈ Y1. Sa druge strane τ (P0, P ) ∈ Y1. Kako je Y1 potprostor, to je

τ (P1, P ) = τ (P1, P0) + τ (P0, P )

vektor iz Y1, ²to zna£i da je P∈ L
′
1. Dakle L1 ⊆ L

′
1. Sli£no L

′
1⊆ L1, ²to

povla£i L1 = L
′
1.

Analogno za dvodimenzioni potprostor Y2 ⊆ V i proizvoljnu ta£ku P0 ∈
E skup svih P ∈ E za koje je τ (P0, P ) ∈ Y2 obrazuje podskup L2 od E, koji
se zove ravan kroz P0 .

Ako je Y potprostor od V i P0 ∈ E �ksirana ta£ka,onda se skup svih
P ∈ E za koje je τ (P0, P ) ∈ Y zove a�ni potrostor L prostora E. Ako je
dimY = dimV − 1, onda se takav potprostor zove hiperravan kroz ta£ku
P0. Prostor L je odredjen ta£kom P0 ∈ E i potprostorom Y .

Ozna£imo li sa τL restrikciju funkcije τ na skup L × L, onda je τL
preslikavanje skupa L× L u L sa svojstvima (i) i (ii).

A�nim potprostorom zovemo svaki podskup L od E za koji postoji
linearni potprostor Y ⊆ V sa svojstvom da preslikavanje τL : L × L→ Y ima
svojstvo (i) i (ii). Dimenzijom a�nog potprostora L ⊆ E zovemo dimenziju
odgovaraju¢eg vektorskog potprostora Y⊆ V .

Tako su prava jednodimenzioni, ravan dvodimenzioni, hiperravan n− 1
dimenzioni a�ni prostor od E. Svaki a�ni potprostor L od E moºe se dobiti
kao potprostor kroz ta£ku P0 ∈ L odredjen sa Y , tj.

L = {P | τ (P0, P ) ∈ Y, P ∈ E}.

Potprostor od V , koji je pridruºen a�nom potprostoru L ⊆ E, ozna£ava se
sa Y = V (L).

Ako je P0 neka ta£ka u L, onda je

V (L) = { τ(P0, P ) | P ∈ L},

tj. V (L) je skup svih vektora povu£enih iz ta£ke P0 ∈ L sa krajem u L.
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Za dva a�na potprostora L
′
i L

′′
a�nog prostora E kaºemo da su para-

lelna ako je V (L
′
) ⊆ V (L

′′
) ili V (L

′′
) ⊆ V (L

′
). Dva paralelna potprostora

ili nemaju zajedni£kih ta£aka ili je jedan deo drugog.

Neka je O ∈ E �ksna ta£ka i e = (
→
e1,
→
e2, ...,

→
en) baza u V . Sa

Ej (j = 1, ..., n) ozna£imo pravac kroz O sa svojstvom da je V (Ej) prava
odredjena sa

→
ej. Sa P ∈ E jednozna£no je odredjen vektor τ (O,P ) ∈ V . No

tada je

τ (O,P ) =
n∑
k=1

ξk
→
ek,

pri £emu su brojevi ξ1, ξ2, ..., ξn jednozna£no odredjeni ta£kom P . Dakle,
svakoj ta£ki P ∈ E na navedeni na£in jednozna£no je pridruºena n-torka
realnih brojeva ξ1, ξ2, ..., ξn koje se zovu a�ne koordinate ta£ke P. Obr-
nuto, svakoj uredjenoj n-torki realnih brojeva ξ1, ξ2, ..., ξn pripada vektor
→
x=

∑n
k=1 ξk

→
ek. Vektoru

→
x pripada jedinstvena ta£ka P ∈ E takva da

je
→
x= τ (O,P ). Ovako konstruisana ta£ka P ima koordinate ξ1, ξ2, ..., ξn.

Prema tome svaka uredjena n-torka realnih brojeva predstavlja a�ne koordi-
nate neke ta£ke. Time je uspostavljena bijekcija izmedju ta£aka prostora E i
uredjenih n-torki realnih brojeva. Ta£ku O zovemo po£etkom koordinat-
nog sistema, a pravce E1, ..., En koordinatnim osama. Koordinatni si-
stem se ozna£ava sa Oe i odredjen je �ksnom ta£kom O i bazom e prostora
V . Ta£ka P leºi na koordinatnoj osi Ej onda i samo onda ako sve njene koor-
dinate, osim moºda j-te, is£ezavaju. Ta£ka O1 sa koordinatama (1, 0, 0, ..., 0)
leºi na prvoj osi, O2 sa koordinatama (0, 1, 0, ..., 0) na drugoj,..., On sa ko-
ordinatama (0, 0, ..., 0, 1) na n-toj osi. Ta£ke O,O1, O2, ..., On £ine osnovni
koordinatni n-edar. Poznavanje osnovnog koordinatnog n-edra omogu¢ava
konstrukciju baze u V , to su vektori τ(O,O1), τ(O,O2), ..., τ(O,On) i time
konstrukciju koordinatnog sistema Oe u E.

1.3 Euklidski prostor

A�ni prostor sa£injavaju skup E, realan vektorski prostor V i preslika-
vanje τ : E × E → V koje ima svojstvo da je

(i) τ (P,Q) + τ (Q,R) = τ (P,R) i
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(ii) Za svaku ta£ku P ∈ E i vektor
→
x∈ V postoji jedna i samo jedna

ta£ka Q ∈ E sa svojstvom da je
→
x= τ (P,Q).

Specijalni slu£aj a�nog prostora je tzv. Euklidski prostor koji se do-
bija uz pretpostavku da je V Euklidski vektorski prostor, tj.realan unitaran
prostor. Prema tome n-dimenzioni euklidski prostor E £ine skup E,
unitaran n-dimenzioni realan prostor V i preslikavanje τ : E × E → V sa
svojstvima (i) i (ii). U daljem delu se samo takvi prostori posmatraju, V
ozna£ava unitaran realan prostor i E n-dimenzioni euklidski prostor.

�injenica da je skup E povezan sa unitarnim prostorom omogu¢ava da
se uvede pojam udaljenosti u skupu E.

Udaljenost dve ta£ke P,Q ∈ E je broj d(P,Q) koji je jednak normi
vektora τ(P,Q) ∈ V , tj.

d(P,Q) = |τ(P,Q)| .

Ako je O ∈ E �ksna ta£ka i e = (
→
e1,
→
e2, ...,

→
en) ortonormirana baza u V , onda

se koordinatni sistem Oe zove pravougli koordinatni sistem . Za ta£ke
P i Q ∈ E imamo

τ (O,P ) =
n∑
k=1

ξk
→
ek i τ (O,Q) =

n∑
k=1

ηk
→
ek,

gde su ξk i ηk pravougle koodinate ta£aka P i Q. Kako je

τ (P,Q) = τ (P,O) + τ (O,Q) = −τ (O,P ) + τ (O,Q) =
n∑
k=1

(ηk − ξk)
→
ek,

povla£i

d(P,Q) = |τ(P,Q)| =

[
n∑
k=1

(ηk − ξk)2
] 1

2

, (1)

²to daje izraz za udaljenost dve ta£ke pomo¢u njihovih pravouglih koordinata.
Taj izraz je poznat iz analiti£ke geometrije u slu£aju n = 1, 2, 3 i predstavlja
Pitagorinu teoremu.
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Funkcija d(P,Q) ima svojstva:

1. d(P,Q) ≥ 0 za sve P,Q ∈ E; d(P,Q)=0 onda i samo onda,
ako je P = Q.

2. d(P,Q)=d(Q,P)

3. d(P,R) ≤ d(P,Q) + d(Q,R), za sve P,Q,R ∈ E.

Svojstva 1. i 2. su o£igledna, a 3. svojstvo sledi iz jednakosti

τ (P,R) = τ (P,Q) + τ (Q,R)

i nejednakosti trougla u unitarnom prostoru V .

Neprazni skup S zovemo metri£kim prostorom ako je svakom ure-
djenom paru P,Q ∈ S pridruºen broj d(P,Q) ( d je tzv. rastojanje ) i ako to
pridruºivanje ima svojstva 1− 3. Euklidski prostor E je je metri£ki prostor
a funkcija d u pravouglom koodinatnom sistemu je data sa

d(P,Q) =

[
n∑
k=1

(ηk − ξk)2
] 1

2

.

1.4 Izometrijske trasformacije

Funkcije de�nisane na E sa vrednostima u E se zovu transformacije .
Kako je E metri£ki prostor , pripodno je da se nadju sve transformacije
f : E → E koje £uvaju metriku tj.udaljenost d. U pravouglom koordinatnom
sistemu Oe udaljenost d(P,Q) dve ta£ke P,Q ∈ E je data sa (1).

Transformacija f : E → E zove se izometrija prostora E, ako ona
£uva udaljenost ta£aka, tj. ako je

d(f(P ), f(Q)) = d(P,Q)

za sve ta£ke P,Q ∈ E.
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Ozna£imo li sa Oe pravougli koordinatni sistem u prostoru E, sa
(ξ1, ξ2, ..., ξn) koordinate ta£ke P , sa (ξ

′
1, ξ

′
2, ..., ξ

′
n) koordinate ta£ke f(P ) i

analogno sa (η1, η2, ..., ηn) i (η
′
1, η

′
2, ..., η

′
n) koordinate ta£aka Q i f(Q), tada

uslov da je f izometrija implicira

n∑
k=1

(
η
′

k − ξ
′

k

)2
=

n∑
k=1

(ηk − ξk)2 .

Odakle zaklju£ujemo da f £uva kvadratnu formu
n∑
k=1

η2k. Tada su ξ
′

k

funkcije koordinata ta£ke P , tj. ξ
′

k = ξ
′

k(ξ1, ..., ξn), (k = 1, 2, ..., n).

Problem prou£avanja izometrija prostora E usko je povezan sa proble-
mom prou£avanja realnog unitarnog prostora V . Za linearno preslikavanje
f̄(x) : V → V na vektorskom prostoru V kaºemo da je ortogonalano, ako
£uva skalarni proizvod , to jest ako za proizvoljne vektore

→
x i

→
y vaºi

f̄(
→
x) · f̄(

→
y ) =

→
x ·

→
y (

→
x,
→
y∈ V ).

Naravno, tada je
∣∣∣f̄(
→
x)− f̄(

→
y )
∣∣∣ =

∣∣∣→x − →y ∣∣∣, kao i
→
x ⊥

→
y ⇔ f̄(

→
x)⊥f̄(

→
y ).

To posebno zna£i da je linearno preslikavanje f̄ ortogonalano ako i samo
ako su takve i njegove matrice u ortonormiranim bazama. Dakle, skup O(V )
svih ortogonalnih linearnih preslikavanja f̄(x) na euklidskom vektor-
skom prostoru V je podgrupa GL(V ). Zovemo je i ortogonalnom grupom
samog prostora V .

Teorema 1.1. Neka je f̄ : V → V ortogonalno linearno preslikavanje
kona£no dimenzionog realnog unitarnog prostora V . Tada postoji vektor
→
a∈ V i ortogonalan operator U : V → V sa svojstvom da je

f̄(
→
x) =

→
a + U

→
x

za sve
→
x∈ V . Pri tome su vektor

→
a i operator U jednozna£no odredjeni

preslikavanjem f̄ , pa pi²emo f̄ =
{→
a, U

}
.

Obrnuto, za svaki vektor
→
a∈ X i ortogonalan operator U : V → V

preslikavanje f̄(
→
x) =

→
a + U

→
x je izometrija prostora V .

Sve izometrije prostora V obrazuju grupu sa kompozicijom kao grupnom
operacijom. Pri tome je
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{→
a1, U1

}
◦
{→
a2, U2

}
=
{→
a1 + U1

→
a2, U1U2

}
.

Dokaz. Kako je ∣∣∣f̄(
→
x)− f̄(

→
y )
∣∣∣ =

∣∣∣→x − →y ∣∣∣
to funkcija U(

→
x) = f̄(

→
x)− f̄(0) ima svojstvo da je∣∣∣U(

→
x)− U(

→
y )
∣∣∣ =

∣∣∣→x − →y ∣∣∣,
tj. U : V → V je takodje izometrija. Pored toga U ima �ksnu ta£ku nula
vektor jer je U(0) = 0. Radi toga je specijalno

∣∣∣U(
→
x)
∣∣∣ =

∣∣∣→x∣∣∣ za svako →x∈ V .
Iz ∣∣∣U(

→
x)− U(

→
y )
∣∣∣2 =

∣∣∣→x − →y ∣∣∣2
nalazimo ∣∣∣U(

→
x)
∣∣∣2 +

∣∣∣U(
→
y )
∣∣∣2 − (U(

→
x), U(

→
y )
)
−
(
U(
→
y ), U(

→
x)
)

=
∣∣∣→x∣∣∣2 +

∣∣∣→y ∣∣∣2 − (
→
x,
→
y )− (

→
y ,
→
x).

Kako je prostor V unitaran, to je (
→
x,
→
y ) = (

→
y ,
→
x) i(

U(
→
x), U(

→
y )
)

=
(
U(
→
y ), U(

→
x)
)
,

pa nalazimo (
U(
→
x), U(

→
y )
)

= (
→
x,
→
y )

za sve
→
x,
→
y∈ V . Ortogonalan operator U £uva skalarni proizvod, a to

povla£i da je U linearni operator i da je U∗U = UU∗ = I, U∗ = U−1.

Na taj na£in se dobija

f̄(
→
x) =

→
a + U

→
x,

gde je
→
a=f̄(0). Jednozna£nost vektora

→
a i operatora U o£igledna je,

jer
→
a + U

→
x =

→
a
′

+ U
′ →
x za sve

→
x daje najpre

→
a=
→
a
′
(za

→
x=0) i onda

U
→
x= U

′ →
x za svako

→
x, tj. jednakost operatora U i U

′
.
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Sa druge strane, za proizvoljni vektor
→
a∈ V i otogonalni operator

U : V → V preslikavanje f̄(
→
x) =

→
a + U

→
x ima svojstva da je∣∣∣f̄(

→
x)− f̄(

→
y )
∣∣∣ =

∣∣∣U →
x −U

→
y
∣∣∣ =

∣∣∣U (→x − →y)∣∣∣ =
∣∣∣→x − →y ∣∣∣

tj. f̄ je ortogonalno linearno preslikavanje.

Ako je f̄(
→
x) =

→
a + U

→
x ortogonalno linearno preslikavanje, onda je

l(
→
x) = −U∗ →a + U∗

→
x ortogonalno linearno preslikavanje. Pored toga je

l [ f̄(
→
x) ] = −U∗ →a + U∗f̄(

→
x) = −U∗ →a + U∗(

→
a + U

→
x) =

→
x

i analogno f̄
[
l(
→
x)
]

=
→
x za svako

→
x∈ V . Prema tome ortogonalno line-

arno preslikavanje f̄(
→
x) =

→
a + U

→
x ima inverznu funkciju koja je ortogonalno

linearno preslikavanje l. Kako je jedini£ni operator I : V → V izometrija
i iz de�nicije sledi da je kompozicija dve izometrije izometrija. Dakle, skup
svih izometrija obrazuje grupu s kompozicijom kao grupnom operacijom.

Nadjimo zakon kompozicije dve izometrije

f̄1(
→
x) =

→
a1 + U1

→
x i f̄2(

→
x) =

→
a2 + U2

→
x.

O£igledno je
f̄1[f̄2(

→
x)] = a1 + U1f̄2(

→
x) =

→
a1 + U1(

→
a2 + U2

→
x),

tj. izometrija f̄(
→
x) = f̄1[f̄2(

→
x)] =

→
a + U

→
x dobija se iz izometrije f̄1 i

f̄2 po formulama

→
a=
→
a1 + U1

→
a2, U = U1U2.

Napomena: U n -dimenzionom euklidskom prostoru za ortogonalnu ma-
tricu vazi UTU = UUT = I, U−1 = UT . A u n -dimenzionom komplek-
snom unitarnom prostoru, za ortogonalnu matricu vazi U∗U = UU∗ = I,
U−1 = U∗ = UT .

Neka je f̄ : V → V linearno preslikavanje vektorskog prostora koji
je pridruºen prostoru ta£aka E. A�no preslikavanje f : E → E je
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preslikavanje ta£aka koje je indukovano preslikavanjem f̄ vektora u smislu da
je

f(P ) = P
′
, f(Q) = Q

′
ako i samo ako f̄(

−→
PQ) =

−→
P
′
Q
′
.

Lema 1.1. Svako a�no preslikavanje f , u �ksiranom koordinatnom sistemu
Oe, ima oblik:

ξ
′

= Uξ + α,

gde su ξ(ξ1, ξ2, ..., ξn) = [P ]Oe koordinate originalne ta£ke P , ξ(ξ
′
1, ξ

′
2, ..., ξ

′
n) =

[P
′
]Oe koordinate njene slike f(P ), U = (ukj) matrica linearnog preslika-

vanja f̄ u bazi e i α(α1, α2,...,αn) = [f(O)]Oe koordinate slike koordinatnog
po£etka.

Dokaz.

ξ
′ − α = [f(P )]Oe − [f(O)]Oe =

−→
f(O)f(P )e= [f̄(

−→
OP )]e

= [f̄ ]e[
−→
OP ]e = [f̄ ][P ]Oe = Uξ.

Teorema 1.2. A�no preslikavanje f je izometrija ako i samo ako je
matrica U tog preslikavanja ortogonalna, tj. UUT = UTU = I.

Dokaz. Skalarni proizvod u ortonormiranoj bazi matri£no zapisujemo formu-
lom

→
x ·

→
y= [x]Te · [y]e = [x]Te · I[y]e

gde je I jedini£na matrica, [x]e i [y]e kolone koordinata vektora
→
x i

→
y .

S druge strane, skalarni proizvod slika tih vektora je :

f̄(
→
x) · f̄(

→
y ) = (U [x]e)

T · U [y]e = [x]Te · (UTU)[y]e = [x]Te · [y]e

=
→
x ·

→
y
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U proizvoljnoj dimenziji n, matrica U izometrije f zadovoljava relaciju
UUT = I.

Teorema 1.3. Svaka izometrija euklidskog prostora E je a�no pre-
slikavanje £iji je linearni deo predstavljen ortogonalnom matricom U , tj.
vazi UTU = I.

Pokaºimo da izometrija f : E → E indukuje preslikavanje f̄ : V → V
i nadjimo vezu izmedju njih. Uzmemo �ksnu ta£ku O ∈ E. Za proizvoljni
vektor

→
x∈ V postoji jedna i samo jedna ta£ka P ∈ E sa svojstvom da

je
→
x= τ(O,P ). Ovako dobijenoj ta£ki P izometrija f pridruºuje pot-

puno odredjenu ta£ku P
′

= f(P ). Ta£kom P
′
jednozna£no je odredjen

vektor
→
x
′
= τ(O,P

′
). Opisanim postupkom svakom vektoru

→
x∈ V pridru-

ºujemo jedan i samo jedan vektor
→
x
′∈ V ; dakle sa

→
x
′
= f̄(

→
x) je de�nisano

preslikavanje prostora V u samog sebe .

Neka je jo²
→
y= τ(O,Q) i

→
y
′
= f̄(

→
y ) = τ(O,Q

′
), gde je Q

′
= f(Q).

Tada je

τ(Q,P ) =
→
x −

→
y

i

τ(Q
′
, P
′
) =

→
x
′ −

→
y
′
.

Kako je f izometrija, to je

d(P
′
, Q
′
) = d(P,Q)

tj. ∣∣∣∣→x′ − →y′∣∣∣∣ =
∣∣∣→x − →y ∣∣∣.

Prema tome je
∣∣∣f̄(
→
x)− f̄(

→
y )
∣∣∣ =

∣∣∣→x − →y ∣∣∣ za svaki par vektora
→
x,
→
y∈ V tj.

f̄ : V → V je ortogonalno linearno preslikavanje prostora V . Prema Teoremi
1.1. postoji vektor

→
a∈ V i ortogonalan operator U : V → V sa svojstvom

f̄(
→
x) =

→
a + U

→
x
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za svako
→
x∈ V . Pri tome su

→
a i U jednozna£no odredjen sa f̄ . Prema tome

je

τ
(
O,P

′
)

=
→
a + Uτ(O,P ) (2)

za svaku ta£ku P ∈ E. Za P = 0 imamo da je

→
a= τ(O,O

′
).

Obrnuto, ortogonalno linearno preslikavanje f̄ prostora V, zadano vektorom
→
a i ortogonalnim operatorom U, indukuje neku izometriju prostora E. Zaista,
uzmemo li neku ta£kuO ∈ E, svakoj ta£ki P ∈ E pripada vektor

→
x= τ(O,P ).

Vektoru
→
x odgovara vektor

→
x
′
= f̄(

→
x) =

→
a + U

→
x. Za vektor

→
x
′
i ta£ku O

potpuno je odredjena ta£ka P
′ ∈ E takva da je

→
x
′
= τ(O,P

′
). Kako je

P
′
jednozna£no odredjena sa P , to je sa P

′
= f(P ) zadana transformacija

prostora E. Veza izmedju ta£aka P
′
i P data je sa (2). Dakle sledi da je f

izometrija. Za priozvoljne ta£ke P,Q ∈ E imamo

τ(O,P
′
) =

→
a + Uτ(O,P ) i τ(O,Q

′
) =

→
a + Uτ(O,Q),

odavde je

τ(P
′
, Q
′
) = τ(P

′
, O) + τ(O,Q

′
) = τ(O,Q

′
)− τ(O,P

′
)

= Uτ(O,Q)− Uτ(O,P ) = U [τ(O,Q)− τ(O,P )]

= Uτ(P,Q)

Iz

τ
(
P
′
, Q
′
)

= Uτ(P,Q), (P,Q ∈ E) (3)

i ortogonalnosti operatora U sledi∣∣τ(P
′
, Q
′
)
∣∣ = |τ(P,Q)| =⇒ d(P

′
, Q
′
) = d(P,Q).

Sve izometrije prostora E obrazuju grupu s kompozicijom kao grupnom

operacijom. To je grupa izometrija euklidskog prostora E.
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Preslikavanje f0 : E → E koje ima svojstvo da je f0(P ) = P za
svaku ta£ku P je izometrija. Kompozicija dve izometrije f = f1f2 je ponovo
izometrija, jer je

d(f(P ), f(Q)) = d[f1(f2(P )), f1(f2(Q))] = d(f2(P ), f2(Q)) = d(P,Q).

Iz (2) sledi da je svaka izometrija f bijektivna transformacija prostora E
na samog sebe. Zato postoji inverzna transformacija prostora f−1 i ona je
de�nisana na E. Tada je

d(f−1(P ), f−1(Q)) = d[f(f−1(P )), f(f−1(Q))] = d(P,Q)

za sve P,Q ∈ E jer je f izometrija. Prema tome i f−1 je izometrija. Time je
dokazano da sve izometrija obrazuju grupu.

Veza izmedju izometrije i ortogonalnog linearnog preslikavanja uspo-
stavlja je pomo¢u �ksne ta£ke O ∈ E. Na taj na£in vektor

→
a i operator U

koji su pridruºeni izometriji f zavise od ta£ke O. Medjutim iz (3) sledi da
operator U ne zavisi od ta£ke O nego samo od izometrije f . Prema tome
svakoj izometriji f : E → E pripada jedan i samo jedan ortogonalan operator
U : V → V . To omogu¢ava da se govori o determinanti i tragu izometrije f ,
smatraju¢i pod tim determinantu i trag pripadnog ortogonalnog operatora
U , tj. stavimo po de�niciji det f = detU i Tr f = Tr U .

Izraz za izometriju f u koordinatnom sistemu dobijamo tako da se (2)
napi²e u pravouglom koordinatnom sistemu Oe. Imamo

τ (O,P ) =
n∑
k=1

ξk
→
e k i τ

(
O,P

′
)

=
n∑
k=1

ξ
′

k

→
e k,

→
a= τ

(
O,O

′
)

=
n∑
k=1

αk
→
e k

i

U
→
e j=

n∑
k=1

ukj
→
e k, (j = 1, 2, ..., n).
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Matrica U= (ukj) kao matrica ortogonalnog operatora U u ortonormiranoj
bazi mora biti ortogonalna, jer je ona realna, to je

n∑
k=1

ukiukj = δij, δij =
{
1, i=j
0, i 6=j

za sve , (i, j = 1, 2, ..., n).
Uz navedene oznake (2) prelazi u

n∑
k=1

ξ
′

k

→
e k=

n∑
k=1

αk
→
e k +

n∑
i=1

ξi

(
n∑
k=1

uki
→
e k

)
,

iz £ega je

ξ
′

k = αk +
n∑
i=1

ukiξi (k = 1, 2, ..., n). (4)

Relacijom (4) zadana je veza izmedju koordinate ta£ke P
′

= f(P ). Ta veza
moºe se napisati u matri£om obliku


ξ
′
1

ξ
′
2

.

.
ξ
′
n

 =


α1

α2

.

.
αn

+


u11 u12 . . u13
u21 u22 . . u23
. . . . .
. . . . .
un1 un2 . . un3

 .

ξ1
ξ2
.
.
ξn


Kako je matrica U = (uij) ortogonalna, to je UUT = I (UT = U−1).

Radi realnosti matrice U je

det I = det
(
UUT

)
= (detU)2 = 1.

Prema tome je detU = ±1, tj. izometrija f ima determinantu 1 ili −1.

Matrice za koje vazi UUT = I se zovu ortogonalne matrice, a skup
svih takvih matrica £ini grupu koja se zove ortogonalna grupa reda n:

O(n) =
{
U ∈ GL(n,R) : UTU = E

}
.

Za ortogonalnu matricu vazi det(UTU) = 1, a kako je detU = ±1 ima dve
vrste ortogonalnih matrica.
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Jedne £uvaju orijentaciju, imaju determinantu 1 i zovu se matrice
kretanja. One £ine tvz. specijalnu ortogonalnu grupu reda n:

SO(n) = {U ∈ O(n) : detU = 1} , SO(n) ⊂ O(n)

O(n) je izomorfna ortogonalnoj grupi vektorskog prostora O(V ) reda n =
dimV . Specijalno, podgrupu grupe O(V ) izomorfnu specijalnoj grupi SO(n)
stepena n = dimV zovemo specijalnom ortogonalnom grupom vektor-
skog prostora V i ozna£avamo sa SO(V ). Druga vrsta menja orijentaciju,
ima determinantu −1 i ne £ini grupu.

Posebno, ako je n = 2, linearno preslikavanje f̄ je ortogonalno ako
i samo ako je i njegova matrica U ortogonalna u odnosu na bilo koju orto-
normiranu bazu e = (

→
e1,
→
e2) prostora V . S druge strane, svaka ortogonalna

matrica reda 2 je jedna od oblika (videti Poglavlje 1.8.1.)

Rϕ =

[
cos ϕ − sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

]
i Sϕ =

[
cos ϕ sin ϕ
sin ϕ − cos ϕ

]
.

Pri tome je detRϕ = 1, kao i detSϕ = −1. Na taj na£in, ako je linearno
preslikavanje F i preslikavanje koje £uva orijentaciju, to jest detF = 1, uo-
£ena matrica U je oblika U = Rϕ za bar jedno ϕ iz R. Ako je i Rω njegova
matrica u odnosu na bilo koju ortonormiranu bazu koja je u istoj orijentaciji
sa bazom e, tada mora biti Rω = Rϕ, a time i ω = ϕ( mod 2π). Uz to
se lako proveri da je cos(

→
x, F (

→
x)) = cosϕ za svaki vektor iz V . Zato line-

arno preslikavanje F sa tim svojstvom zovemo i vektorskim rotacijama
uo£enog prostora, a skup svih matrica rotacija

SO(2) = {Rϕ : ϕ ∈ R}

zovemo i grupa rotacija ravni ili specijalna ortogonalna grupa reda 2.
Matrice Sϕ se nazivaju matricama re�eksije. Zajedno skup svih matrica
rotacije oko koordinatnog po£etka i matrica re�eksije u odnosu na prave koje
sadrºe koordinatni po£etak £ine grupu

O(2) = SO(2) ∪
{
Sϕ ∈ GL(2,R) : U−1 = UT

}
,

koja se zove grupa linearnih izometrija ravni ili ortogonalna grupa
reda 2.
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1.5 Kretanje u euklidskom prostoru

Za neko telo kaºemo da se kre¢e ako tokom vremena menja svoj poloºaj
u odnosu na neko nepokretno telo za koje kaºemo da se ne kre¢e, odnosno
da miruje. Neka materijalna ta£ka ili neko telo se kre¢e ako se tokom vre-
mena podudara sa razli£itim geometrijskim ta£kama. Ozna£imo sa t vreme
i sa P materijalnu ta£ku koja se kre¢e, tada se u vremenu t uo£ena ta£ka
podudara sa geometrijskom ta£kom Pt, tj. njen poloºaj je isti kao i poloºaj
geometrijske ta£ke Pt. Ako je vreme t = 0 ta£ka P je bila u ta£ki P0, onda
umesto da kaºemo da materijalna ta£ka P se kre¢e moºe se re¢i da se kre¢e
geometrijska ta£ka P0. Time se kretanje materijalne ta£ke projektuje na kre-
tanje geometrijske ta£ke. Poznavanje poloºaja geometrijske ta£ke P0 u vreme
t daje poloºaj materijalne ta£ke u to vreme. Kretanje ta£ke P je preslikava-
nje skupa realnih brojeva (vreme) u geometrijski trodimenzioni prostor. To
preslikavanje broju t pridruºuje ta£ku P . Pri tome funkcija t→ Pt mora biti
neprekidna i diferencijabilna jer izvod predstavlja brzinu kretanja. Ovako
razmatranje omogu¢ava da se na analogan na£in uvede pojam kretanja u
n−dimenzionom euklidskom prostoru.

Kaºemo da se ta£ka P iz n-dimenzionog euklidskog prostora E kre¢e,
ako je zadana neprekidna funkcija t → Pt, koja svakom realnom broju t
pridruºuje ta£ku Pt ∈ E i to tako da je P0 = P , tj. da je P pridruºena broju
nula.

Ako je pri tome Pt = P0 = P za svako t, onda kaºemo da ta£ka P
miruje. Takvo kretanje zove se mirovanje. Kaºemo da se �gura F ⊆ E
kre¢e, ako se svaka njena ta£ka kre¢e. Figura F se kruto kre¢e , ako za bilo
koje dve ta£ke P,Q ∈ F i za bilo koje vreme t vaºi da je d(Pt, Qt) = d(P,Q)
tj. to kretanje ne menja udaljenost ta£aka. Takva �gura se tokom vremena
ne moºe stezati i rastezati, ona ostaje kruta, ta£ke �gure F zadrºavaju svoj
medjusobni poloºaj.

Sva kruta kretanja Euklidskog prostora se mogu dovesti u vezu sa pod-
grupom grupe izometrija, opisanih sa det f = 1.

Krutim kretanjem prostora E, ta£ka nakon vremena t nadje se u ta£ki
Pt. Pogledamo li sve ta£ke prostora E u dato vreme t, onda je sa

P → Pt = ft(P )

zadana neka transformacija ft prostora E u samog sebe ona proizvoljnu ta£ku
P prevodi u ta£ku Pt. Kako je d(Pt, Qt) = d(P,Q) (kretanje je kruto)
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zaklju£ujemo da transformacija ft ne menja udaljenost ta£aka, tj. ft je
izometrija .

Ako je O ∈ E �ksna ta£ka, onda je

τ(O,Pt) =
→
a (t) + U(t)τ(O,P ),

→
a (t) = τ(O,Ot),

za svako P ∈ E, gde su vektor
→
a (t) i ortogonalan operator U(t) jednozna£no

odredjeni transformacijom ft i ta£kom O. Vaºi za svaki realan broj t i tada
se dobijaju funkcije

t→→a (t) i t→ U(t).

Pri tome, kako je P0 = P za svako P ∈ E to dovodi do toga da je f0(P ) = P

za svako P , tj. f0 je identitet. Tada je
→
a (0) = 0 i U(0) = I.

Kako je t → Pt neprekidno preslikavanje za svaku ta£ku P = P0

to t→ s povla£i da Pt konvergira ta£ki Ps. Tada i τ(O,Pt)→ τ(O,Ps), jer
je

|τ(O,Pt)− τ(O,Ps| = |τ(Ps, Pt)| = d(Ps, Pt)

i d(Ps, Pt) → 0 kada t → s. Prema tome je funkcija t → τ(O,Pt) nepre-
kidna. Za P = 0 dobijamo neprekidnost funkcije t→→a (t), a i iz

U(t)τ(O,P ) = τ(O,Pt)−
→
a (t)

sledi neprekidnost funkcije t→ U(t).

Prema tome, krutom kretanju prostora pripada neprekidna "jednopa-
rametarska" familija t→ ft izometrija sa svojstvom da je f0 identitet,
tj. izometrija za koju je f0(P ) = P za svako P ∈ E. Vaºi i obrnuto, tj. ne-
prekidna jednoparametarska familija izometrija t→ ft, gde je f0 identitet,
indukuje kruto kretanje prostora. To kretanje je dato sa

τ(O,Pt) =
→
a (t) + U(t)τ(O,P ), (P ∈ E)

gde je O ∈ E neka �ksna ta£ka, a izometrija
{→
a (t), U(t)

}
pridruºena

izometriji ft.
Kako je t → U(t) neprekidna funkcija od t, to je i t → detU(t)

neprekidna funkcija. I detU(t) = ±1 jer je U(t) ortogonalan operator.
Dakle, detU(t) = 1 za svako t ili je detU(t) = −1 za svako t. Budu¢i
da je U(O) = I to je detU(0) = 1, odakle je detU(t) = 1 za svako
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t, tj. det ft = 1. Drugim re£ima, neprekidna jednoparametarska familija
izometrija t → Uft, za koju je f0 identitet, opisuje kruto kretanje prostora
E onda i samo onda, ako je det ft = 1 za svako t. Zato se i izometrije
prostora za koje je det f = 1 zovu kretanja.

Teorema 1.4. Za svaku izometriju f sa det f = 1 postoji neprekidna
jednoparametarska familija izometrija koja opisuje kruto kretanje prostora
E t→ ft sa svojstvom da je f0 identitet i f1 = f , tj. svaka izometrija f sa
det f = 1 moºe se predstaviti u jednoparametarsku familiju izometrija ft,
det ft = 1.

Dokaz. Izometriju f uz izbor ta£ke O ∈ E opisujemo sa vektorom
→
a∈ V i

ortogonalnim operatorom U : V → V pomo¢u relacije

τ(O,P1) =
→
a + Uτ(O,P ),

za svako P ∈ E, gde je P1 = f(P ).

Kako je detU = 1 i U ortogonalan operator u realnom prostoru,
postoji antisimetri£an operator K : V → V sa svojstvom U = eK (videti
[1] na 439. strani). Neka je

→
a (t) = t

→
a , U(t) = etK ,

za realan broj t i sa ft , ozna£avamo izometriju zadanu sa

τ(O,Pt) =
→
a (t) + U(t)τ(O,P ).

Tada je det ft = det(etK) = 1 za svako t; preslikavanje t→ Pt je neprekidno
za svaku ta£ku P i pri tome je d(Pt, Qt) = d(P,Q). Kako je f1 = f ,
tvrdjenje je dokazano.

Za kretanje ft , koje "ide kroz" f kaºemo da je indukovano izometrijom
f . Radi toga i izometriju f moºemo smatrati kretanjem, to je rezultat krutog
kretanja kroz vremenski interval t, 0 ≤ t ≤ 1.
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Teorema 1.5. Sva kruta kretanja euklidskog prostora E obrazuju grupu.

Dokaz. Ako su f1 i f2 kruta kretanja i U1, U2 pripadni ortogonalni
operatori, onda detU1 = 1 i detU2 = 1 povla£i da je det(U1U2) = 1.
Sa druge strane, izometrija f = f1f2 pripada ortogonalnom operatoru
U = U1U2, dakle i det f = 1. Zajedno sa f i f−1 je kruto kretanje, a i
identitet je takodje kruto kretanje tzv. nul kretanje.

1.6 Orijentacija euklidskog prostora

Sva kruta kretanja euklidskog prostora obrazuju grupu G0, a pojam
orijentisani koordinatni sistem je invarijantan s obzirom na tu grupu.

Baza prostora je uredjen skup linearno nezavisnih vektora koji razapi-
nju taj prostor. Neka je Oe pravougli koordinatni sistem u n-dimenzionom
Euklidskom prostoru E. Vektori

→
e 1,
→
e 2, ...,

→
en £ine ortonormiranu bazu u

vektorskom prostoru V . Za ta£ku O i vektor
→
e k (k = 1, 2, ..., n) postoji

jedna i samo jedna ta£ka Ok ∈ E sa svojstvom da je
→
e k= τ(O,Ok). Ovako

uredjen skup ta£aka O , O1 , O2 , ..., On zovemo osnovnim koordinatnim
n-edrom, kratko n-edrom.

Sa Ω ozna£imo skup svih n-edara prostora E. Za dva n-edra

ω = { O0 , O1 , O2 , ..., On },

ω
′
=
{
O
′
0 , O

′
1 , O

′
2 , ..., O

′
n

}
kaºemo da su ekvivalentna u odnosu na grupu krutog kretanja G0 i pi²emo
ω ∼ ω

′
ako postoji kruto kretanje f ∈ G0 takvo da je

O
′
0 = f(O0) , ..., O

′
n = f(On)

Ozna£imo li sa ft jednoparametarsku familiju krutog kretanja sa svoj-
stvom da je f0 identitet i f1 = f , tada krutim kretanjem prostora tokom
vremena 0 ≤ t ≤ 1 osnovni n-edar ω prelazi u osnovni n-edar ω

′
i to tako da
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po£etak predje u po£etak, prva ta£ka n-edra ω predje u prvu ta£ku n-edra
ω
′
,..., n-ta ta£ka n-edra ω predje u n-tu ta£ku n-edra ω

′
.

Budu¢i da je G0 grupa, to je sa ω ∼ ω
′
zadana relacija ekvivalencije

u skupu Ω pa se Ω raspada na medjusobom disjunktne klase. Skup tako
dobijenih klasa Ω ozna£avamo Ω/G0 . Ω/G0 sadrºi ta£no dva elementa,
ozna£imo ih sa Ω+ i Ω−.

Pod orijentacijom prostora E podrazumeva se funkcija

ν : Ω→ Ω/G0 = {Ω+,Ω−},

koja svakom n-edru ω ∈ Ω pridruºuje njegovu klasu ekvivalencije. Za prostor
u kome je zadana orijentacija ν , kaºemo da je orijentisan. Za svaki n-edar
ω ∈ Ω za koji je ν(ω) = Ω+ kaºemo da je pozitivno orijentisan. Analogno
za n-edar ω ∈ Ω za koji je ν(ω) = Ω− kaºemo da je negativno orijentisan.

Termini pozitivno - negativno su relativni, tj. ono ²to je nazvano pozi-
tivno sa istim pravom moºe se nazvati negativno i obrnuto. Vaºno je da je
za bilo koja dva n-edra ω1, ω2 za koje je ν(ω1) = ν(ω2) tj. koji su jednako
orijentisani, postoji kruto kretanje koje ω1 prevodi u ω2, krutim kretanjem
prostora E mogu¢e je n-edar ω1 prevesti u ω2 i to tako da k-ta ta£ka predje u
k-tu ta£ku (k=0,1,...,n). U slu£aju ν(ω1) 6= ν(ω2) ne moºe se dobiti n-edar
ω2 krutim kretanjem iz n-edra ω1.

Dva osnovna n-edra, koji su kao skupovi jednaki, imaju istu orijentaciju
onda i samo onda ako se jedan iz drugog moºe dobiti parnom permutacijom
(permutacija je parna ako je broj inverzija u njoj paran).
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1.7 Grupa translacija euklidskog prostora

Translacijom Euklidskog prostora E zovemo izometriju f : E → E
koja:

1. svaki pravac L prevodi u pravac paralelan sa L i
2. ako postoji ta£ka P ∈ E sa svojstvom f(P ) = P , onda je f(Q) = Q

za svako Q ∈ E, tj. translacija je ili identi£ko preslikavanje ili nema �ksnih
ta£aka.

Neka je f translacija koja nije identitet. Za �ksnu ta£u O ∈ E i proi-
zvoljnu ta£ku P ∈ E imamo

τ(O,P
′
) =

→
a + Uτ(O,P ), P

′
= f(P ).

Ovde je
→
a= (O,O

′
) i U ortogonalan operator pridruºen izometriji f . Nadalje

je
τ(P

′
, Q
′
) = U τ(P,Q),

za svaki par ta£aka P,Q ∈ E. Ozna£imo li sa L pravac kroz ta£ke P,Q(P 6=
Q) i L

′
pravac kroz P

′
, Q
′
tada je L

′
= f(L), kako je f translacija ta dva

pravca moraju biti paralelna. To je mogu¢e samo ako su vektori τ(P,Q) i
τ(P

′
, Q
′
) kolinearni, tj. ako je τ(P

′
, Q
′
) = λ(P,Q)τ(P,Q), gde je λ(P,Q)

neki broj. Kako je

Uτ(P,Q) = λ(P,Q)τ(P,Q)

i P 6= Q , to je τ(P,Q) 6= 0 i vektor τ(P,Q) je sopstveni vektor operatora
U . Dakle, sledi da je U = λI . Zaista, ako su

→
x i

→
y linearno nezavisni, onda

U
→
x= λ1

→
x , U

→
y= λ2

→
y , U(

→
x +

→
y ) = λ(

→
x +

→
y )

povla£i
(λ− λ1)

→
x + (λ− λ2)

→
y= 0.

Kako su
→
x i

→
y linearno nezavisni, to je λ − λ1 = 0 i λ − λ2 = 0. Prema

tome je λ1 = λ2 tj. sve sopstvene vrednosti operatora U medju sobom su
jednake, pa je

U = λI.
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Kako je U unitarni operator u realnom prostoru, to je λ = 1 ili
λ = −1. Dokaºimo da je λ = 1, tj. da je U = I ! Dovoljno je dokazati da
postoji vektor

→
x 6= 0, sa svojstvom U

→
x=
→
x.

Kako f ni jednu ta£ku ne ostavlja nepokretnom, to je
→
x= τ(O,O

′
) 6= 0

za O
′

= f(O). Pretpostavimo da je U
→
x = − →

x. Za ta£ku O i vek-
tor 1

2
τ(O,O

′
), postoji jedinstvena ta£ka P ∈ E takva da je τ(O,P ) =

1
2
τ(O,O

′
). Tada je

τ(O,P
′
) = τ(O,O

′
) + Uτ(O,P )

= τ(O,O
′
)− 1

2
τ(O,O

′
)

=
1

2
τ(O,O

′
).

�to pokazuje da je τ(O,P
′
) = τ(O,P ). Zaklju£ujemo P = P

′
tj. ta£ka P

ima svojstvo da je f(P ) = P . Kako je to suprotno svojstvu translacije f ,
zaklju£ak je da je

U
→
x=
→
x .

Zna£i da je U = I, pa je translacija f u prvom redu kruto kretanje i dalje je

τ(O,P
′
) =

→
a + τ(O,P ), (5)

za svako P ∈ E. Dokaºimo da vektor
→
a= τ(O,O

′
) ne zavisi od ta£ke O!

Neka je O1 neka druga �ksna ta£ka i O
′
1 = f(O1). Tvrdimo da je

a1 = τ(O1, O
′
1) = a.

Imamo

τ(O1, P
′
) =

→
a1 + τ(O1, P ) i τ(P

′
, O1) = − →a1 + τ(P,O1). (6)

Iz (5) i (6) je
τ(O,O1) =

→
a − →a1 + τ(O,O1)

i
→
a=
→
a1 .
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Kratko: Kaºemo da je f translacija prostora E za vektor
→
a∈ V . Obrnuto,

za svaki vektor
→
a∈ V preslikavanje P

′
= g(P ) zadano sa (5) jeste trans-

lacija. Ako je Oe pravougli koordinatni sistem, onda (5) u koodinatnom
sistemu prelazi u

ξ
′

k = αk + ξk (k = 1, 2, ..., n),

pri £emu su ξk koordinate ta£ke P , αk koordinate ta£ke O
′
= f(O) i ξ

′

k

koordinate ta£ke P
′
= f(P ) u navedenom koordinatnom sistemu.

Ozna£imo li translaciju prostora E za vektor
→
a∈ V sa T→

a
, onda je

T→
a+
→
b

= T→
a
· T→

b

za sve vektore
→
a,
→
b∈ V ²to pokazuje da sve translacije obrazuju komutativnu

grupu. Ta grupa se zove grupa translacija prostora E i ona je podgrupa
grupe svih kretanja prostora E. Iz predhodne formule lako sledi da sve trans-
lacije obrazuju grupu s obzirom na kompoziciju, koja je izomorfna aditivnoj
grupi vektorskog prostora V .
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1.8 Grupa rotacija euklidskog prostora

Rotacija euklidskog prostora E de�ni²e se kao kruto kretanje f toga
prostora koji ima bar jednu �ksnu ta£ku, tzv. sredi²te rotacije.

Ozna£imo li sa O �ksnu ta£ku rotacije f : E → E tj. ta£ku sa
svojstvom f(O) = O, tada iz

τ(O,P
′
) = τ(O,O

′
) + Uτ(O,P ) ( P

′
= f(P ) , P ∈ E ),

zbog
τ(O,O

′
) = τ(O,O) = 0,

zaklju£ujemo da se rotacija f uz ovako odabranu �ksnu ta£ku O zadaje sa

τ(O,P
′
) = Uτ(O,P ). (7)

Pri tome je U ortogonalan operator i detU = 1. Obrnuto, za svaki ortogo-
nalan operator U sa detU = 1 formulom (7) je indukovano kruto kretanje
f prostora E sa svojstvom f(O) = O. Zna£i da je skup svih rotacija koje
imaju zajedni£ku �ksnu ta£ku O grupa, ako se grupna operacija de�ni²e
kao kompozicija rotacija.

Kako se proizvoljno kruto kretanje f : E → E uz izbor �ksne ta£ke
O opisuje rotacijom

τ(O,P
′
) =

→
a + Uτ(O,P ), P

′
= f(P ),

sa vektorom
→
a∈ V i ortogonalnim operatorom U , detU = 1 zaklju£ujemo

da je svako kruto kretanje f kompozicija rotacije sa sredi²tem O i

translacije prostora za vektor
→
a.

Ovim je dokazan prvi deo slede¢e teoreme.

Teorema 1.6. Sve rotacije euklidskog prostora sa zajedni£kim sredi²tem ro-
tacije obrazuju grupu sa kompozicijom rotacija kao grupnom operacijom.

Svako kruto kretanje f euklidskog prostora En je kompozicija dve
rotacije sa eventualno razli£itim sredi²tima rotacija.
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U euklidskom prostoru E2 svako kruto kretanje je rotacija ili transla-
cija ili njihova kompozicija. To ne vaºi za prostor En, n ≥ 3.

1.8.1 Rotacija u euklidskom prostoru E3

Ako je U ortogonalni operator, detU = 1, u realnom vektorskom
trodimenzionom prostoru, onda je jedna£ina det(λI−U) = 0 £ija su re²enja
sopstvene vrednosti operatora U , jedna£ina tre¢eg stepena po λ.

Takva jedna£ina ima bar jedan realan koren, ozna£imo ga sa λ0. Ako
je λ0 jedino realno re²enje jedna£ine det(λI − U) = 0, onda su druga dva
re²enja te jedna£ine konjugovano kompleksna, tj.oblika eiα � e−iα. Tada je

detU = λ · eiα · e−iα = λ0

sa jedne strane detU = 1 a sa druge λ0, pa je λ0 = 1.
Ako jedna£ina det(λI − U) = 0 ima sva re²enja realna, onda su to

brojevi 1 ili −1 i
1 = detU = (±1)(±1)(±1),

pokazuje da bar jednom mora biti 1 u navedenom proizvodu, tj. u svakom
slu£aju je 1 sopstvena vrednost operatora U , a to zna£i da postoji jedini£ni
vektor, ozna£imo ga sa

→
e 3, sa svojstvom da je

U
→
e 3 =

→
e 3.

Ozna£imo li sa O3 ta£ku sa svojstvom
→
e 3= τ(O,O3), tada je f(O3) = O3.

Dalje je f(P ) = P za svaku ta£ku P koja leºi na pravoj l kroz O i O3.
Ta prava se zove osa rotacije.

Neka je P ∈ l, tada je τ(O,P ) = λ τ(O,O3), pa je

τ(O,P
′
) = U τ(O,P ) = λ U τ(O,O3)

= λ U
→
e 3= λ τ(O,O3) = τ(O,P ),

sledi P
′
= f(P ) = P ²to je i tvrdjeno.
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Neka je U ortogonalan operator. Ozna£imo li sa e = (
→
e 1,
→
e 2,
→
e 3)

ortonormiranu bazu tada operatoru U u toj bazi odgovara matrica oblika

U =

 u11 u12 0
u21 u22 0
0 0 1

 .
Kako je U ortonormirana matrica, to je u211 + u212 = 1. Postoji broj 0 ≤
ϕ ≤ 2π takav da je

u11 = cos ϕ .

Tada je u212 = 1−cos2 ϕ = sin2 ϕ, tj. u12 = ± sin ϕ. Kako je u221+u211 = 1
to je u21 = ± sin ϕ , ²to zajedno sa u221 + u222 = 1 daje u22 = ± cos ϕ
. Pretpostavka u22 = − cos ϕ 6= 0 zajedno sa U11 U21 + U12 U22 = 0 vodi
na u12 = u21 = sin ϕ , pa bi tada bilo

U =

 cos ϕ sin ϕ 0
sin ϕ − cos ϕ 0

0 0 1


²to daje detU = −1 suprotno pretpostavci da je detU = 1 .
Prema tome je u22 = cos ϕ i

U =

 cos ϕ − sin ϕ 0
sin ϕ cos ϕ 0

0 0 1

 ili U =

 cos ϕ sin ϕ 0
− sin ϕ cos ϕ 0

0 0 1


Ako u poslednjoj matrici, u slu£aju ϕ 6= 0, ϕ zamenimo sa 2π − ϕ, onda
prelazi u matricu prvog oblika. Prema tome, za rotaciju f trodimenzionog
prostora E oko ta£ke O postoji jedinstven broj ϕ ∈ [0, 2π) i bar jedan pra-
vougli koordinatni sistem Oe takav da se f u tom slu£aju opisuje matricom

U =

 cos ϕ − sin ϕ 0
sin ϕ cos ϕ 0

0 0 1

 ,
odnosno sa

ξ
′
1 = ξ1cosϕ− ξ2sin ϕ,
ξ
′
2 = ξ1sinϕ+ ξ2cos ϕ,
ξ
′
1 = ξ3.
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Budu¢i da ta£ke prave l =
{
P | τ(O,P ) = λ

→
e 3, λ realno

}
imaju

svojstvo da je f(P ) = P , to f predstavlja transformaciju koja odgovara
pojmu rotacija prostora E oko prave (ose) l za ugao ϕ i f oznaku
Rl,ϕ. Odgovaraju¢a matrica U za koju koristimo oznaku Rl(ϕ).

Matrica U = Rϕ je ortogonalna, tj. U UT = UT U = I, gde je I jedini£na
matrica. Ovako zadano preslikavanje P → P

′
£uva udaljenost ta£ke P od

centra koordinatnog sistema, jer vaºi

ξ
′2
1 + ξ

′2
1 + ξ

′2
1 = ξ21 + ξ21 + ξ21 .

Op²ta linearna zavisnost transformacija koordinata za koju ovo vaºi

ξ
′

k =
3∑
j=1

ukjξj ( k = 1, 2, 3 ).

Iz uslova da su ξ
′

k i ξk realni, sledi da su ukj realni brojevi. Iz

3∑
k=1

ξ
′2
k =

3∑
i,j,k=1

ukjukiξjξi =
3∑

i,j,k=1

δjiξjξi

tj.
( RT

ϕRϕ )ji = δji, odnosno RT
ϕRϕ = I.

Dakle:
Realna matrica Rϕ, za koju je RT

ϕRϕ = I, zove se ortogonalna
matrica. Sve takve matrice obrazuju grupu sa mnoºenjem kao grupnom
operacijom. Ortogonalna matrica Rϕ, za koju je det Rϕ = 1, zove se
"rotacija". O£igledno sve "rotacije" £ine podgrupu grupe svih ortogonalnih
matrica. Ta grupa se zove grupa rotacija euklidskog trodimenzionog
prostora, ozna£ava se sa SO(3).

Sa SO(2) ozna£imo sve rotacije ravni E2 oko neke ta£ke O. Za svako
f = Rl,ϕ postoji jedan i samo jedan broj ϕ ∈ [0, 2π) takav da se Rl,ϕ u
koordinatnom sistemu Oe1e2 opisuje matricom
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Rl(ϕ) =

[
cos ϕ − sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

]
.

Pretpostavimo da je E2 orijentisan prostor i da je Oe1e2 sistem
pozitivne orijentacije. Za dva jedini£na vektora

→
x,

→
y postoje jedinstveni

jedini£ni vektori
→
x
′
,
→
y
′

takvi da su Oxx
′

i Oyy
′

sistemi pozitivne
orijentacije. Tada postoji jedinstvena rotacija Rl,ϕ koja sistem Oyy

′

prevodi u sistem Oxx
′
. Ova rotacija Rl,ϕ pridruºena je potpuno odredjenom

broju ϕ ∈ [0, 2π), koji zovemo orijentisani ugao izmedju vektora
→
x i

→
y ,

odnosno izmedju orijentisanih prava

lx =
{
P | τ(O,P ) = λ

→
x
}

, ly =
{
P | τ(O,P ) = λ

→
y
}
.

Pri tome koordinatni sistem Ox na lx, odnosno koordinatni sistem Oy na
ly, smatramo pozitivno orijentisanim. Budu¢i da je rotacija R−1l,ϕ pridruºena
broju 2π−ϕ (ϕ 6= 0), to je 2π−ϕ izmedju ly i lx. Kaºemo da ly nastaje iz
lx rotacijom za ugao ϕ u pozitivnom smislu; lx nastaje iz ly rotacijom za
ugao 2π−ϕ u pozitivnom smislu, ²to se ponekad kaºe da nastaje rotacijom
za ϕ u negativnom smislu.

1.9 Re�eksije u euklidskom prostoru

Izometrija f , koja ima svojstvo da je f(l) prava paralelana pravoj
l za svaku pravu L i koja nije identitet, pripada ortogonalan operator U

sa svojstvom da je U
→
x=
→
x za svako

→
x ili U

→
x= − →

x za svako
→
x. U

prvom slu£aju f je translacija, a u drugom slu£aju postoji ta£ka O takva da
je f(O) = O. Ta£ka sa tim svojstvom jeste jedinstvena i naziva se sredi²te
re�eksije, a navedena izometrija se naziva centralna re�eksija.

U pravouglom koordinatnom sistemu Oe, f ima oznaku S i opisuje
se relacijom

ξ
′

k = −ξk ( k = 1, 2, 3, ..., n ).

Centralna re�eksija ne obrazuje grupu. Kompozicija dve centralne
re�eksije je translacija. Zaista neka su S1 i S2 centralne re�eksije sa
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sredi²tem O1 i O2 i neka je f = S1S2. Tada je f izometrija. Ako je
U ortogonalan operator koji pripada izometriji f tada je U = I jer je
U1 = −I i U2 = −I gde su U1 i U2 ortogonalni operatori re�eksije S1
i S2 
Prema tome f je translacija.

τ(O1, P
′
) =

→
a + τ(O1, P ), P

′
= f(P ), P ∈ E.

Odavde je
→
a= τ(O1, O

′
1). Sa druge strane je O

′
1 = S2 [S1(O1)] = S2(O1),

pa je
τ(O2, O

′
1) = τ(O2,S2(O1) = −τ(O2, O1).

Sada je τ(O1, O
′
1) = τ(O1, O2) + τ(O2, O

′
1) = 2τ(O1, O2),

zato je
→
a = 2τ(O1, O2), pa je

τ(O1, P
′
) = 2τ(O1, O2) + τ(O1, P ), P

′
= f(P ),

tj. centralna re�eksija oko O1 i zatim centralna re�eksija u odnosu na O2,
ekvivalentna je translaciji prostora za vektor 2τ(O1, O2). Ako je O1 = O2,
onda je to translacija za nula vektor, tj. identitet.

slika 1.1.

Svaka translacija T→
a

za vektor
→
a∈ V moºe se prikazati kao

kompozicija dve centralne re�eksije . Neka je O1 neka nepokretna
ta£ka u E. Za vektor

→
a postoji jedinstvena ta£ka O2 ∈ E takva da je

→
a = 2τ(O1, O2). Neka je Si centralna re�eksija u odnosu na ta£ku
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Oi (i = 1, 2). Tada je T→
a

= S2S1 tj. T→
a
(P ) = S2 [S1(P )] za svako

P ∈ E.
Neka su E n- dimenzioni euklidski prostor i H ⊆ E hiperravan, tj.

(n− 1)-dimenzioni a�ni potprostor. Tada postoji (n− 1)-dimenzioni
potprostor Y ⊆ V sa svojstvom da je

H = {P | τ(O,P ) ∈ Y, P ∈ E},

pri £emu je O �ksna ta£ka iz H.
Izometrija ρ : E → E zove se re�eksija u odnosu na

hiperravan H, ako je ρ(P ) = P za svako P ∈ H i ako ρ nije identitet.

Neka je O ∈ H nepokretna ta£ka i U ortogonalan operator
pridruºen izometriji ρ. Tada je

τ(O,P
′
) = Uτ(O,P ) , (P

′
= ρ(P ) , P ∈ E).

Za vektor
→
y∈ Y postoji jedna i samo jedna ta£ka P ∈ H takva da je

→
y = τ(O,P ). No P ∈ H povla£i P

′
= P , pa je U

→
y =

→
y . Neka je

→
e 1

jedini£ni vektor vertikalan (normalan) na Y . Neka Q ta£ka iz E, sa
svojstvom da je

→
e 1= τ(O,Q). Kako je

→
e 1 ⊥ Y i U ortogonalan

operator za koji je Y invarijantan potprostor, to je
→
e 1 sopstveni vektor

od U , tj. U
→
e 1=

→
e 1 ili U

→
e 1= − →e 1. Pretpostavka U

→
e 1=

→
e 1 povla£i

U = I, a to bi zna£ilo da je h identitet; dakle U
→
e 1= − →e 1. U

ortonormiranoj bazi
→
e 1, ...,

→
en prostora V operatoru U pripada matrica

U =


−1

1
.
.

1


jer je

U
→
e 1 = − →e 1 , U

→
e 2 =

→
e 2 , ... , U

→
en =

→
en.

Navedena baza i ta£ka O ∈ H daju koodinatni sistem Oe u kome se
P
′
= ρ(P ) opisuje relacijom

ξ
′
1 = −ξ1, ξ

′
2 = ξ2, ... , ξ

′
n = ξn.
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Ako je f : E → E izometrija sa svojstvom da je det f = −1,
onda je f1 = f ρ kruto kretanje, jer je det ρ = −1.

Kako je ρ · ρ identitet, zaklju£ujemo da je f = f1ρ , tj. svaka
izometrija f ili je kruto kretanje ili je proizvod re�eksije i krutog kretanja.

Teorema 1.7. Svaka izometrija euklidskog prostora jeste kruto kretanje ili
proizvod re�eksije i krutog kretanja.

• Svako kruto kretanje je proizvod rotacije i translacije.

• Svaka rotacija n-dimenzionog euklidskog prostora proizvod je re�eksija
( ≤ n simetrija u slu£aju da je n parno, odnosno ≤ n− 1 re�eksija
u slu£aju da je n neparno ) sa zajedni£kom �ksnom ta£kom.

• Obrnuto: Proizvod od kona£no re�eksija jeste izometrija. Proizvod
parnog broja re�eksija sa zajedni£kom �ksnom ta£kom jeste rotacija.

• Proizvod dve re�eksije u odnosu na paralelne hiperravni jeste
translacija.

• Proizvod rotacije i translacije jeste kruto kretanje, proizvod krutog
kretanja i re�eksije jeste izometrija.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je svaka rotacija i svaka translacija
proizvod re�eksija.

Translacija T→
a

za vektor
→
a∈ V je proizvod dve re�eksije. Neka je

O1 ∈ E �ksna ta£ka i O2 ∈ E takva ta£ka da je τ(O1, O2) = 1
2

→
a . Sa

Y obeleºimo sve vektore od V koji su normalni na
→
a i sa

H1 = {P | τ(O1, P ) ∈ Y, P ∈ E }, H2 = {P | τ(O2, P ) ∈ Y, P ∈ E },

hiperravan kroz O1 i O2 odredjene sa Y . Neka je ρ1 simetrija u odnosu
na H1 i ρ2 simetrija u odnosu na H2, tada je f = ρ2ρ1. Neka je U
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ortogonalan operator pridruºen izometriji f i U1, U2 ortogonalni
operatori pridruºeni re�eksijama ρ1 i ρ2.

Tada je U = U2U1. Ako je
→
y∈ Y , onda U1

→
y =

→
y i U2

→
y =

→
y

povla£i U
→
y =

→
y . Sa druge strane je

Uτ(O1, O2) = U2U1τ(O1, O2) = −U2τ(O1, O2) = τ(O1, O2).

prema tome je U = I, pa se izometrija f zadaje relacijom

τ(O1, P
′
) =

→
a + τ(O1, P ) (P

′
= f(P )),

jer je
τ(O1, O

′
1) = 2τ(O1, O2) =

→
a .

Obrnuto, proizvod dve re�eksije ρ1, ρ2 u odnosu na paralelne hiperravni
H1 i H2 daje translaciju.

Da bi se dokazalo da je svaka rotacija proizvod re�eksija, uzme se
specijalni slu£aj da za ortogonalan operator U , koji je pridruºen rotaciji
R, postoji ortonormirana baza (

→
e 1, ...,

→
en) takva da matrica operatora U

u toj bazi ima oblik

U =


cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

1
.
.

1

 .

Neka su O,O1, O2 i A ta£ke iz E sa svojstvom da je f(O) = O,
→
e 1 = τ(O,O1), U

→
e 1 = τ(O,O2) i

τ(O1, A) = 1
2
τ(O1, O2) = 1

2
( U

→
e 1 −

→
e 1). Tada je

τ(O,A) = 1
2

( U
→
e 1 +

→
e 1).
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slika 1.2.

Ozna£imo sa Y sve vektore iz V vertikalne (normalne) na vektore
→
e 1 i

→
e 2, sa Y1 potprostor od V razapet sa Y i

→
e 1 i sa Y2

potprostor od V razapet sa Y i τ(O,A). Pomo¢u potprostora Yi i
ta£ke O konstrui²e se hiperravan.

Hi = {P | τ(O,P ) ∈ Yi , P ∈ E} ,

i sa ρi ozna£imo re�eksiju u odnosu na hiperravan Hi (i = 1, 2).
Potrebno je dokazati da je R = ρ2 ρ1. Najpre det(ρ2 ρ1) = 1 i
ρ2 ρ1(O) = ρ2(O) = 0 pokazuje da je izometrija ρ2 ρ1 rotacija oko
ta£ke O. Ozna£imo sa W ortogonalni operator rotacije ρ2 ρ1 i sa Ui
(i=1,2) ortogonalni operator re�eksije ρi. Tada je W = U2U1 i

τ(O,P
′
) = W τ(O,P ) , P

′
= ρ2 [ρ1(P )] (P ∈ E).

Za P = O1 nalazimo

W e1 = U2U1e1 = U2e1

= U2 [ τ(O,A) + τ(A,O1) ]

= τ(O,A) + τ(O1, A)

=
Ue1 + e1

2
+

Ue1 − e1
2

= U e1,
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tj. W
→
e 1 = U

→
e 1. Ako je

→
x∈ Y , onda je W

→
x = U

→
x. Kako su U i

W ortogonalni operatori i det U = det W = 1, mora biti
W
→
e 2 = U

→
e 2. Prema tome je U = W , pa je dokazano da je f = ρ2ρ1.

Svaki ortogonalan operator se dobija kao proizvod od najvi²e n/2,
odnosno (n− 1)/2 operatora navedenog oblika. Obrnuto, svaki proizvod
dve simetrije ρ1, ρ2 u odnosu na dve neparalelne hiperravni H1, H2 jeste
rotacija prostora. Takve dve hiperravni imaju bar jednu ta£ku O
zajedni£ku. Kako je ρ2ρ1(O) = O i det(ρ2ρ1) = 1, izometrija ρ2ρ1
predstavlja rotaciju prostora oko ta£ke O. Na kraju je, proizvod re�eksija
izometrija i time je teorema u potpunosti dokazana.
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2 Grupa rotacija trodimenzionog euklidskog

prostora

2.1 Opisivanje rotacija pomo¢u ortogonalnih matrica

Rotacija Rl,ϕ za ugao ϕ ∈ [0, 2π) oko orijentisane prave l u
prostoru, koja se zove osa rotacije , se svodi na rotacije u ravnima
ortogonalnim na pravu l.

slika 2.1.

Ako P ∈ l tada P
′
= Rl,ϕ(P ), tj. ta£ke prave l su �ksne. Neka P /∈ l i neka

je α ravan koja sadrzi ta£ku P i normalna je na pravu l, a p ∩ α = O
′
.

Ta£ka P
′
= Rl,ϕ(P ) se dobija rotacijom ta£ke P u ravni α oko ta£ke O

′
za

ugao ϕ. Smer rotacije se odredjuje tako ²to vektori
−→
O
′
M ,

−→
O
′
M
′
,
→
l £ine

bazu pozitivne orijentacije, gde je
→
l vektor orijentisane prave l.

Rotaciju Rl,ϕ trodimenzionog euklidskog prostora oko neke ose l za ugao
ϕ moºemo opisati tako sto se za osu rotacije uzme Oz -osa sistema
pozitivne orijentacije. Pri tome se Oz -osa orijenti²e tako da se za
posmatra£a sa pozitivnog dela Oz -ose rotacija odvija suprotno kazaljki na
satu tj.da za posmatra£a ta rotacija bude pozitivna. Ako sa O ozna£imo
centar koordinatnog sistema, koordinantne ose sa Ox,Oy,Oz i sa
~e1, ~e2, ~e3 odgovaraju¢e jedini£ne vektore baze e prostora E3, onda je:
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ROz ,ϕ(
→
e 1) =

→
e 1 cosϕ+

→
e 2 sin ϕ,

ROz ,ϕ(
→
e 2) = − →e 1 sinϕ+

→
e 2 cos ϕ,

ROz ,ϕ(
→
e 3) =

→
e 3.

Rotaciji ROz,ϕ , u navedenoj bazi pripada matrica [ROz(ϕ)] koja se
odredjuje tako sto se odrede slike baznih vektora. Dakle,

[ROz(ϕ)]e = Rz(ϕ) =

 cos ϕ − sin ϕ 0
sin ϕ cos ϕ 0

0 0 1

 . (8)

Ta£ka P (ξ1, ξ2, ξ3) prilikom rotacije ROz ,ϕ prelazi u ta£ku sa
koordinatama P

′
(ξ
′
1, ξ

′
2, ξ

′
3). Pri tome je

ξ
′
1 = ξ1 cosϕ− ξ2 sin ϕ,
ξ
′
2 = ξ1 sinϕ+ ξ2 cos ϕ,
ξ
′
1 = ξ3.

Na sli£an na£in dobijaju se i matrice rotacija oko koordinatnih osa Ox i Oy

[ROy(ϕ)]e = Ry(ϕ) =

 cos ϕ 0 sin ϕ
0 1 0

− sin ϕ 0 cos ϕ

 , (9)

[ROx(ϕ)]e = Rx(ϕ) =

 0 0 1
cos ϕ − sin ϕ 0
sin ϕ cos ϕ 0

 . (10)

U sva tri slu£aja koordinatni po£etak je �ksiran, pa ne postji translatorni
deo preslikavanja.
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Odredimo sada formule rotacije proizvoljne orijentisane prave l koja
sadrºi koordinatni po£etak O, a £iji je jedini£ni vektor pravca

→
l .

slika 2.2.

Neka je P ta£ka i O
′
= α ∩ l kao ranije. Ozna£imo vektor

−→
OP sa

→
x. Tada

je vektor
→
x1=

−→
OO

′
ortogonalna projekcija vektora

→
x na vektor

→
l , a

vektor
→
x2=

−→
O
′
P ortogonalna dopuna. Dakle, projekcija je kolinearna

vektoru
→
l a dopuna ortogonalna na njega.

Lema 2.1. Neka su x, x1, x2 kolone koordinata vektora
→
x,
→
x1
→
x2, redom.

Tada vaºi:

→
x1= (l lT )x,

→
x2= ( I −l lT )x ,

gde je I jedini£na matrica formata 3× 3, a l lT matrica formata 3× 3

koja zavisi od koordinata l = (l1, l2, l3)
T jedini£nog vektora

→
l :

l lT=

 l1
l2
l3

 · [ l1 l2 l3
]

=

 l21 l1l2 l1l3
l1l2 l22 l2l3
l1l3 l2l3 l23


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Dokaz. Jasno je da za neko α ∈ R vazi:

→
x=

→
x1 +

→
x2= α

→
l +

→
x2.

Pomnoºimo li tu jedna£inu skalarno vektorom
→
l dobijamo:

→
l ·
→
x= α

→
l ·
→
l +

→
l ·

→
x2= α

∣∣∣→l ∣∣∣2 = α.

Sada je
→
x1= α

→
l=
→
l α, odnosno u koordinatama:

x1 = l α = l(lTx) = (l lT )x,

pri £emu smo skalarni proizvod zapisali matri£nim mnoºenjem i koristili
asocijativnost matri£nog mnoºenja. Time smo dokazali prvi deo tvrdjenja.

Druga relacija se jednostavno dobija:

x2 = x− x1 = I x− (l lT )x = ( I −l lT )x.

Teorema 2.1. Matrica rotacije [Rl(ϕ)]e, u standardnoj bazi e, za ugao ϕ
oko prave l koja sadrºi koordinatni po£etak je:

[Rl(ϕ)]e = l lT + cosϕ(I − l lT ) + sinϕ l×. (11)

gde je l× matrica vektorskog mnoºenja jedini£nim vektorom l:

l× =

 0 −l3 l2
l3 0 −l1
−l2 l1 0

 .
Dokaz. Primetimo da vektori

→
l ,
→
x2,

→
l ×

→
x2 £ine ortogonalnu bazu. Pri

tome je
∣∣∣→l ∣∣∣ = 1, a vektori

→
x2 i

→
l ×

→
x2 su jednakih duºina, jer je :∣∣∣→l × →

x2

∣∣∣ =
∣∣∣→l ∣∣∣ ∣∣∣→x2∣∣∣ =

∣∣∣→x2∣∣∣.
Poslednja dva vektora £ine ortonormiranu bazu u ravni rotacije.

Za vektor
−→
O
′
P
′
, koji odgovara zarotiranoj ta£ki P

′
, vaºi:
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−→
O
′
P
′
= cosϕ

→
x2 + sinϕ(

→
l ×

→
x2).

Primetimo da je
→
l ×

→
x2=

→
l ×(

→
x1 +

→
x2) =

→
l ×

→
x. Imamo :

−→
OP

′
=
−→
OO

′
+

−→
O
′
P
′
=
→
x1 + cosϕ

→
x2 + sinϕ(

→
l ×

→
x).

Ako sa x
′
ozna£imo koordinate vektora

−→
OP

′
, na osnovu Leme 2.1. ,

predhodna jedna£ina u koordinatama glasi:

x
′
= (l lT )x+ cosϕ( I −l lT )x+ sinϕ l× x,

odakle sledi tvdjenje.

Formula (11) se naziva formula Rodrigeza.
Ako prava q || l ne sadrºi koordinatni po£etak, nego neku ta£ku Q,

tada se rotacija moºe predstaviti kao kompozicija:

Rq,ϕ = T−→
OQ
◦ Rl,ϕ ◦ T−→

QO

2.2 Parametrizacija grupe rotacija

Svaka rotacija je odredjena sa 9 realnih parametara. Parametri nisu
nezavisni, jer oni obrazuju ortogonalnu matricu i zato je dovoljno na¢i
nezavisne parametre. Primer takvih parametara su Ojlerovi uglovi .

Neka je Oxyz pravougli koordinatni sistem pozitivne orijentacije sa
centrom O i ~e1, ~e2, ~e3 odgovaraju¢i jedini£ni vektori. Za proizvoljnu
rotaciju R vektori ~e

′
i = R(~ei) ( i = 1, 2, 3 ) su jedini£ni vektori

odgovaraju¢eg pravouglog sistema pozitivne orijentacije OXY Z . Rotaciju
R je mogu¢e prikazati kao kompoziciju tri rotacije oko osa, koje se
geometrijski mogu prikazati u koordinatnom sistemu Oxyz.

Koordinantni sistem Oxyz je nepokretan, a koordinatni sistem
OXY Z je pokretan sistem koji je kruto vezan za posmatrano telo. Kretanje
tela je tada u potpunosti opisano kretanjem pokretnog u odnosu na
nepokretan koordinatni sistem.

Neka se u po£etnom trenutku oba koordinatna sistema poklapaju.
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slika 2.3.

Polaze¢i od tog po£etnog poloºaja do proizvoljnog poloºaja pokretnog
koordinatnog sistema dolazi se ako se izvr²e tri nezavisna obrtanja i to:

1. Prvo se izvr²i obrtanje koordinatnog sistema OXY Z oko ose Oz za
ugao ψ.Na taj na£in, pokretni koodinatni sistem iz po£etnog poloºa prelazi
u poloºaj OX′Y ′Z′

Sa ROz,ψ ozna£imo rotaciju oko ~e3 za ugao ψ. Ta rotacija prevodi
~e1 u ~f1, ~e3 u ~f3 = ~e3 i ~e2 u ~f2 koji leºi u ravni vektora ~e1 i ~e2 a
odredjen je tako da vektori ~f1, ~f2, ~f3 obrazuju jedini£ne vektore pravouglog
koodinatnog sistema OX′Y ′Z′ .
Dakle, ugao ψ je ugao izmedju ~e1 i ~f1.

2. Slede¢e obrtanje koordinatnog sistema OXY Z vr²i se oko ose
OX′ ≡ OX′′ ≡ ON za ugao θ. Na taj na£in, pokretni koodinatni sistem iz
poloºaja OX′Y ′Z′ prelazi u poloºaj OX′′Y ′′Z′′ . Presek ravni Oxy sa OX′Y ′

je po pravcu ON koji se naziva £vorna linija. �vorna linija ON je osa
oko koje se vr²i ova rotacija za ugao θ a pravac £vorne linije orijentisan je
tako da za posmatra£a koji je na pozitivnoj strani pravca £vorne linije ta
rotacija se odvija suprotno od smera kazajke na satu. Time su orijentacija
pravca £vorne linije i pripadnog jedini£nog vektora ~f1 potpuno odredjeni.
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Sa ROX′ ,θ ozna£imo rotaciju oko ~f1 za ugao θ. Ta rotacija prevodi
~f1 u ~f

′
1 = ~f1, ~f3 u ~f

′
3 i ~f2 u ~f

′
2 ( ~f2⊥~f3) a odredjen je tako da

vektori ~f
′
1,
~f
′
2,
~f
′
3 obrazuju jedini£ne vektore desnog koodinatnog sistema

OX′′Y ′′Z′′ .
Dakle, ugao θ je ugao izmedju ~e3 i ~f

′
3.

3. Poslednje obrtanje koordinatnog sistema se vr²i oko ose OZ′′ za
ugao ϕ. Na taj na£in dobija se proizvoljni poloºaj pokretnog koordinatnog
sistema OXY Z

Sa ROZ′′ ,ϕ ozna£imo rotaciju oko ~f
′
3 za ugao ϕ. Time ~f

′
3 prelazi

u ~e
′
3 = ~f

′
3,

~f
′
1 u ~e

′
1 i ~f

′
2 u ~e

′
2 , jer ~e

′
1,
~e
′
2,
~e
′
3 obrazuju jedini£ne vektore

koodinatnog sistema pozitivne orjentacije OXY Z .
Kako je

R(~ei) = ROZ′′ ,ϕ ◦ ROX′ ,θ ◦ ROz,ψ(~ei) za ( i ∈ 1, 2, 3 )
to je

R = ROZ′′ ,ϕ ◦ ROX′θ ◦ ROz,ψ. (12)

Ova relacija je izvedena uz pretpostavku da ravan ~e1 i ~e2 nije
invarijantna u odnosu na rotaciju R. Relacija vaºi i kada je uo£ena ravan
invarijantna u odnosu na rotaciju R i u tom slu£aju je R(~e3) = ~e3 ili
R(~e3) = −~e3. U prvom slu£aju je R rotacija oko ~e3, pa moºemo uzeti
ϕ = 0 i θ = 0 i za ψ ugao rotacije oko ~e3. U drugom slu£aju je
R(~e3) = −~e3, pa ozna£imo li sa Rπ rotaciju oko ~e1, tada je
Rπ ◦ R(~e3) = ~e3, tj. R ima traºeni oblik uz ϕ = 0 i θ = π. Na taj
na£in za svaku rotaciju postoje brojevi 0 ≤ ψ, ϕ ≤ 2π i 0 ≤ θ ≤ π takvi
da je R = ROZ′′ ,ϕ ◦ ROX′θ ◦ ROz,ψ . Pri tome trojka jednozna£no
odredjena sa R, osim u slu£aju θ = 0 ili θ = π , kada ψ i ϕ nisu
jednozna£no odredjeni nego su ψ + ϕ, odnosno ψ − ϕ jednozna£no
odredjeni. Rotacija R je prikazana kao kompozicija tri rotacije, a matrice
ovih rotacija moºemo napisati u odgovaraju£im bazama.

U bazi e = (~e1, ~e2, ~e3) rotaciji ROz,ψ pripada matrica

[ROz(ψ)]e = Rz(ψ) =

 cos ψ − sin ψ 0
sin ψ cos ψ 0

0 0 1


U bazi f = (~f1, ~f2, ~f3) rotaciji ROX′ ,θ pripada matrica
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[ROX′ (θ)]f = RX′ (θ) =

 1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


U bazi f

′
= (~f

′
1,
~f
′
2,
~f
′
3) rotaciji ROZ′′ ,ϕ pripada matrica

[RZ′′ (ϕ)]f ′ = ROZ′′ (ϕ) =

 cos ϕ − sin ϕ 0
sin ϕ cos ϕ 0

0 0 1


Rotaciji R = ROZ′′ ,ϕ ◦ ROX′θ ◦ ROz,ψ pripada matrica R u polaznoj
�ksnoj bazi e = (~e1, ~e2, ~e3)

R = [ROZ′′ (ϕ) ◦ ROX′ (θ) ◦ ROz(ψ)]e = Rz(ψ) ·RX′ (θ) ·RZ′′ (ϕ)

R =

 cosψ cosϕ− cos θ sinψ sinϕ − cosψ sinϕ− cos θ sinψ cosϕ sinψ sin θ
sinψ cosϕ+ cos θ cosψ sinϕ − sinψ sinϕ+ cos θ cosψ cosϕ − cosψ sin θ

sinϕ sin θ cosϕ sin θ cos θ


Matri£ni elementi matrice R su odredjene funkcije promenljivih

veli£ina ψ, θ i ϕ i zato se pi²e R = R(ψ, θ, ϕ). Rotacija R = R(ψ, θ, ϕ)
se identi�kuje sa matricom R = R(ψ, θ, ϕ). Zavisnost matri£nih
elemenata matrice R = R(ψ, θ, ϕ) od uglova ψ, θ, ϕ data je
trigonometrijskim fukcijama, dakle analiti£kim funkcijama. Inverznoj
rotaciji R−1 pripadaju uglovi π − ϕ, π − ψ, θ, jer je RT = R−1.

Brojevi ψ, θ i ϕ kojima je rotacija R = R(ψ, θ, ϕ) zadana pomo¢u
matrice R = R(ψ, θ, ϕ) zovu se Ojlerovi uglovi a matrica
R = R(ψ, θ, ϕ) predstavlja parametrizaciju grupe rotacija
trodimenzionog prostora , odnosno grupe SO(3).

Parametri ψ, θ i ϕ su nezavisni. Matricu Rϕ(f
′
) moºemo

protuma£iti kao matricu rotacije oko ~e3 za ugao ϕ i Rθ(f) kao matricu
rotacije oko ~e1 za ugao θ. Tada R = R(e) predstavlja rezultat najpre
rotacije za ϕ oko ~e3, zatim rotacije oko ~e1 za ugao θ i onda rotacije
oko ~e3 za ugao ψ. Kako su ovi postupci nezavisni, i Ojlerovi parametri
su nezavisni, pa se kaºe da je SO(3) troparametarska grupa.
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Postoji nekoliko konvencija za obeleºavanje Ojlerovih uglova. Ako su uglovi
dati kori²cenjem konvencije z−X′ − Z′′ to zna£i da oni odgovaraju trima
unutra²njim rotacijama oko pokretnih osa z, X

′
i Z

′′
, tim redom. Sa

druge strane, ako se rotacija izvodi u odnosu na koordinatne ose �ksiranog
koordinatnog sistema, tada dati uglovi odgovaraju spolja²njim
rotacijama . Ime konvencije je z− x− z gde mala slova ozna£avaju
spolja²nju kompoziciju.

Uobi£ajeno je da se uglovi ψ, θ i ϕ nazivaju Ojlerovi uglovi ako se
dva puta vr²i rotacija oko iste sopstvene ose, a Tejt-Brajanovi ako
su sopstvene rotacije oko razli£itih osa.
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2.3 Razli£iti na£ini predstavljanja rotacija

2.3.1 Kvaternioni (eng. Quaternion )

U matematici, kvaternioni predstavljaju pro²irenje kompleksnih
brojeva. Njih je prvi opisao irski matemati£ar Vilijam Roan Hamilton 1843.
dok su jo² neki vaºni prethodnici uklju£eni u rad "Ojlerovi identiteti o £etiri
kvadrata" 1748. i "Rodrigezova parametrizacija rotacije pomo¢u £etiri
ta£ke" 1840. Gaus je takode otkrio kvaternione 1819. ali je rad objavljen
tek 1900.

Algebra kvaterniona uvedena od strane Hamiltona, nastala je kao
rezultat poku²aja da se trodimenzioni prostor izgradi kao sistem brojeva
koji bi bio analogon odnosa kompleksnih brojeva i dvodimenzionog
prostora. Naime, kako kompleksne brojeve moºemo posmatrati kao ta£ke u
ravni tako je on traºio na£in kako da to isto uradi i sa ta£kama u prostoru.
On je prvo poku²ao da predstavi ta£ku sa koordinatama (a, b, c) u
pravouglom koordinatnom sistemu brojem u = a+ b i+ c j i de�nisao je
mnoºenje takvih brojeva ²to bi bilo pro²irenje mnoºenja kompleksnih
brojeva. Ovo je zna£ilo i i2 = −1 i j2 = −1 (da bi se obezbedila
restrikcija mnoºenja u skupu kompleksnih brojeva za ta£ke (a, b, 0) i
(a, 0, c) ). Godinama pre toga znao je da sabira i mnoºi trojke brojeva ali je
uvek dolazio i stao kod problema deljenja. Nije znao kako da odredi
koli£nik dve ta£ke u prostoru. Dalje, ako se de�ni²e konjugovan broj ū od
broja u, analogno kao u skupu C, sa u = a− b i− c j, dobija se da vaºi

uū = ū u = a2 + b2 + c2 + (i j + j i) b c ,

i time i j + j i = 0, ²to pod pretpostavkom da je mnoºenje komutativno
daje i j = j i = 0. Hamilton je imao za cilj da de�ni²e mnoºenje sa
osobinom da

(a1 + i b1 + j c1)(a2 + i b2 + j c2) = A + i B + j C,

gde je A2 + B2 + C2 = (a21 + b21 + c21)(a
2
2 + b22 + c22), ali ovo nije

slu£aj kada je i j = j i = 0. Stoga je neophodno izostaviti
komutativnost i pisati i j = − j i = k, £ime proizvod dobija oblik

(a1 + i b1 + j c1)(a2 + i b2 + j c2) = A + i B + j C + k D
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Na prvi pogled, Hamilton se nadao da ¢e k mo¢i da identi�kuje sa
elementom α + i β + j γ kome odgovara ta£ka (α, β, γ) u
trodimenzionom prostoru. Ipak je na kraju do²ao do zaklju£ka da je to
nemogu¢e i da je £etvrta dimenzija neophodna. Zapravo, Hamilton je
postigao za £etiri dimenzije ono ²to se nadao da ¢e posti¢i za tri dimenzije.
Ovo je dalo da se danas moºe razviti formalni ra£un algebre kvaterniona.
Re²enje problema kona£no dolazi ponedeljka 16. oktobra 1843. u Dablinu
na njegovom putu do "Irske kraljevske akademije" kada Hamilton dolazi do
koncepta koji prethodi kvaternionima. Hamilton je bio zadovoljan ovim
otkri¢em pa je fundamentalne formule za kvaternione

i2 = j2 = k2 = i j k = −1,

odmah urezao u kamen mosta kojim je prolazio. Hamilton je uredene
£etvorke brojeva sa ovim pravilima mnoºenja nazvao kvaternionima i
ostatak svog ºivota on posve¢uje njima. �ak je i osnovao ²kolu
kvaternionista koja je objavila nekoliko knjiga.

Geometrijski, primer kvaterniona se nalazi pri
prou£avanju rotacije tela oko nepomi£ne ose. Kada se podele dva
realna broja p i s gde je s 6= 0, dobije se kao rezultat opet realan broj
k = p s−1 za koji vaºi p = k s. Po toj analogiji koli£nik dva vektora a
i b koji u op²tem slu£aju nisu kolinearni bi trebala da bude neka veli£ina
koja se moºe ozna£iti sa q koja treba da zadovoljava jednakost a = q b.
Ovaj proizvod geometrijski predstavlja dilataciju (s obzirom da vektori a i
b nisu istog intenziteta) i obrtanje vektora b za ugao θ je ugao izmedju
vektora a i b do poklapanja sa a (po²to vektori a i b nisu kolinearni).
Kako bi se, dakle, de�nisalo deljenje dva vektora, mora se prethodno
de�nisati pomenuta veli£ina q. Hamilton ovu veli£inu predstavlja u obliku
zbira broja A i vektora v i kao takva ona nije ni vektor ni broj. Ali kako
izmedu vektora u prostoru i uredenih trojki realnih brojeva postoji
izomor�zam, to je veli£ina q odredena sa £etiri broja zbog £ega ju je
Hamilton nazvao kvaternion. Geometrijski, kvaternion se ne moºe
predstaviti jer bi za tako ne²to bilo potrebno imati £etiri ose, jedna za broj i
tri za vektor.

Kvarenioni su pro²irenje kompleksnih brojeva ali za razliku od
kompleksnih brojeva imaju tri imaginarne jedinice. Skup kvaterniona se
ozna£ava sa H po Hamiltonu.

Izmedu kompleksnih brojeva i kvaterniona postoje odredene sli£nosti i
analogije. Podsetimo se da su za de�nisanje kompleksnih brojeva bili
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potrebni bazni elementi 1 i i i da je onda C predstavljen kao vektorski
prostor nad poljem realnih brojeva £iji elementi imaju oblik n + i m
(m,n ∈ R). Za uvodjenje mnoºenja kompleksnih brojeva bila je potrebna
jo² aksioma i2 = −1. Za de�nisanje kvaterniona, potrebni su bazni
elementi: 1, i, j, k i posmatraju¢i H kao vektorski prostor nad poljem
realnih brojeva, njegovi elementi imaju oblik a · 1 + i b + j c + k d.
Medutim, za mnoºenje kvaterniona potrebno jo² ²est aksioma:

i2 = −1, j2 = −1, k2 = −1,

i j = −j i = k, j k = −k j = i, k i = −i k = j.

Na osnovu toga, kvaternioni mogu biti predstavljeni kao parovi
kompleksnih brojeva ²to je posledica Kejli-Diksonove konstrukcije
kompleksnih brojeva. Ova konstrukcija je generalizacija konstrukcije
kompleksnih brojeva kao parova realnih brojeva. Naime, neka je C2

dvodimenzioni vektorski prostor nad poljem kompleksnih brojeva.
Izaberimo bazu koja sadrºi dva elementa [1, j], odakle vektor u C2 moºe
biti zapisan pomo¢u baznih elemenata 1 i j kao

n = a + j c ,
m = b + j d .

Ako ova dva broja uvrstimo u gornji kompleksan broj q = n + i m
dobija se

q = ( a + j c ) · 1 + ( b + j d ) · i .

Kako je k = i j tada je

q = ( a + j c ) · 1 + ( b + j d ) · i
= a + j c + i b + i j d
= a + b i + c j + d k

ako se elemente iz C2 zapi²u kao uredjeni parovi kompleksnih brojeva i
kvaternioni kao uredene £etvorke tada je odgovaraju¢a korespodencija data
sa:

( a + j c, b + j d )←→ ( a, b, c, d ).

Dobija se broj koji ima 4 dimenzije, jednu realnu i tri imaginarne. Svaka
imaginarna dimenzija ima svoju vrednost za

√
−1 ²to moºe biti i, j, k .

51



Ima tri razli£ite vrednosti za
√
−1 ali razlog tome je ²to se

nalazimo u £etvorodimenzionom prostoru ²to zna£i da postoje
barem tri razli£ita puta koja ¢e nas dovesti iz ta£ke 1 u ta£ku
−1.
Pomo¢u kompleksnog broja se predstavlja vektor u
dvodimenzionom prostoru a pomo¢u kvaterniona se prikazuje
rotacija u trodimenzionom prostoru. , tj. kvaternion je u �zi£kom
smislu veli£ina koja predstavlja rotaciju.

q = cos α
2

+ i ·
[
x · sin α

2

]
+ j ·

[
y · sin α

2

]
+ k ·

[
z · sin α

2

]
,

gde je α ugao rotacije, a x, y i z su komponente jedini£nog vektora
koji predstavlja osu rotacije.
Kompleksno i kod kvaterniona predstavlja rotaciju od 180◦ oko ose x,
kompleksno j rotaciju za 180◦ oko y, a kompleksno k rotaciju za 180◦

oko z. Iz toga sledi da i2 = −1 predstavlja rotaciju od 360◦ oko ose x.
Opet, deluje zbunjuju¢e da 1 predstavlja rotaciju za 360◦ jer s obzirom
da se napravi celi krug o£ekuje se da je to 1. Iz toga proizilazi da su
kvaternioni q1 = a + i b + j c + k d i q2 = −a − i b − j c − k d
isti, tj. da ova dva kvaterniona predstavljaju istu rotaciju. Drugim re£ima,
ako negiramo sve £lanove kvaterniona dobija se neki drugi kvaternion koji u
kona£nom predstavlja istu rotaciju.

Osim do sada prikazana dva formata zapisivanja kvaterniona, oni se
mogu zapisati i u vektorskom formatu na slede¢i na£in:


q0
q1
q3
q4

 =


cos ( α

2
)

x sin (α
2
)

y sin (α
2
)

z sin (α
2
)


Razli£ite literature koriste razli£ite na£ine notacije kvaterniona. Neke

od naj£e²¢ih:

q = ( q0, q1, q2, q3 ) McCarthyev zapis;
q = ( w, x, y, z ) Lambov zapis pomo¢u realnih brojeva;
q = ( s, ~v ) vektorska notacija ( s je realni broj, a ~v vektor);
q = { q0, [ q1, q2, q3]} £esto kori²¢en zapis pomo¢u realnih brojeva.
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Pomo¢u kvaterniona mogu se prikazati i neke druge matemati£ke
veli£ine. Primer:

realni broj r {r, [0, 0, 0]};
kompleksni broj z = x+ iy {x, [y, 0, 0]};
vektor ~v = (vx, vy, vz) {0, [vx, vy, vz]}.

2.3.2 Zapisivanje osnovne rotacije pomo¢u kvaterniona

Svaku rotaciju u trodimenzionom prostoru moºemo opisati
kvaternionom. Ovdje se radi o jednostavnosti posmatranja jedne osnovne
rotacije, koja je ilustrovana slikom 2.4. Na levoj strani slike nalazi se
po£etni pravougli koordinatni sistem Oxyz kojeg rotiramo oko ose Oz za
ugao α = 90◦ = π

2
suprotno od smera kazaljke na satu ( kod Ojlerovih

uglova i kvaterniona ovo predstavlja pozitivan smer ). Koriste¢i izraz

q = cos α
2

+ i ·
[
x · sin α

2

]
+ j ·

[
y · sin α

2

]
+ k ·

[
z · sin α

2

]

slika 2.4.

moºemo formirati kvaternion koji ¢e predstavljati takvu rotaciju:

q = cos π
4

+ i ·
[

0 · sin π
4

]
+ 0 ·

[
y · sin π

4

]
+ k ·

[
z · sin π

4

]
,

q =
√
2
2

+
√
2
2
· k.

Dobijeni kvaternion ima samo realni £lan i jedan imaginarni £lan. Preostala
dva imaginarna £lana jednaka su nuli. Razlog tome je ²to vr²imo osnovnu
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rotaciju tj. rotaciju uzduº jedne ose koordinatnog sistema. Kada bi vr²ili
rotaciju po nekom vektoru koji se ne poklapa ni sa jednom od osa
koordinatnog sistema, onda bi kvaternion posedovao sva tri imaginarna
dela.

Na ovaj na£in se moºe formirati kvaternion za bilo koju drugu
rotaciju. Recimo, u slu£aju da vr²imo istu rotaciju kao u prethodnom
primeru samo po osi ~x , onda bi takav kvaternion imao oblik:

q =
√
2
2

+
√
2
2
· i.

Analogno se moºe zaklju£iti da kvaternion koji opisuje istu rotaciju
samo oko ose ~y ima slede¢i oblik:

q =
√
2
2

+
√
2
2
j.

2.3.3 Sloºene rotacije i rotiranje ta£ke u prostoru

Sloºena rotacija nastaje kombinovanjem osnovnih rotacija. U slu£aju
predstavljanja rotacije matricom, sloºenu rotaciju dobijamo mnoºenjem
matrica osnovnih rotacija. Ako ºelimo rotirati ta£ku u prostoru onda je
jednostavno zapi²emo pomo¢u vektora 3× 1 te je mnoºimo sa leve strane
matricama rotacija (napomena: ovo mnoºenje sa leva se odnosi ako
kona£no rotiranu ta£ku posmatramo iz nepokretnog koordinatnog sistema).
U slu£aju da su osnovne rotacije opisane kvaternionom, onda sloºenu
rotaciju dobijamo mnoºenjem kvaterniona.

Ako ºelimo rotirati ta£ku u prostoru pomo¢u kvaterniona onda se
koristi slede¢i izraz

P
′
= q · P · q̄

gdje su:
q - kvaternion koji opisuje rotaciju,
q̄ - konjugovani kvaternion q,
P po£etna ta£ka - originalna ta£ka,
P
′
krajnja ta£ka - slika ta£ke.

Da bi smo mogli izra£unati izraz potrebno je ta£ku prikazati u obliku
kvaterniona. Znamo da pri prikazivanju ta£ke u trodimenzionom
prostoru koristimo tri kordinate, tj. tri £lana dok kvaternion ima £etiri
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£lana. Ovaj problem re²ava se tako da realni deo kvaterniona izjedna£imo
sa nulom.

Na primeru prikazanom
na slici 2.5. pokazano je kako se vr²i sloºena
rotacija ta£ke u prostoru. Na slici se nalaze tri
podslike ozna£ene sa A), B), i C) koje predstavljaju
korake rotacija. Svaka podslika sastoji
se od dva kordinatna sistema. Prvi je nepokretni
kordinatni sistem Oxayaza, a drugi je rotiraju¢i
koordinatni sistem Oxbybzb. Na podslici A) ta dva
koordinatna sistema se poklapaju i to predstavlja
po£etni korak. U po£etnom koraku ta£ka P
ima oznaku P0 i kordinate (2, 3, 1). Sada vr²imo
osnovnu rotaciju oko ose Oxa za ugao α = π

2
.

Nakon te rotacije dobijemo poloºaj koordinatnih
sistema prikazan podslikom B). Ta£ka P
koja se rotirala zajedno sa pokretnim koordinatnim
sistemom sada ima oznaku P1 i kordinate
(2, 1, 3). Na ovu rotaciju dodajemo jo² jednu
rotaciju koja se sada izvr²ava oko ose Oza za ugao
β = π

2
. Time smo dobili novi poloºaj kordinatnog

sistema prikazan podslikom C). Ta£ka P sada
ima oznaku P2 i kordinate (−1, 2, 3).Ako spojimo
ove dve rotacije dobijamo jednu sloºenu rotaciju.

slika 2.5.

Matemati£ki opis ovih rotacija moºe se prikazati pomo¢u matrica rotacija i
pomo¢u kvaterniona i to dva slu£aja: pomo¢u dve osnovne rotacije i
pomo¢u jedne sloºene.

• Matri£ni prikaz rotacije pomo¢u osnovnih rotacija

U ovom slu£aju formiramo dve matrice R1(α) i R2(β). Te dve
matrice prikazuju na²e dve osnovne rotacije, a £lanovi im se ra£unaju
pomo¢u skalarnog proizvoda vektora ose i imaju slede¢i oblik:
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R1(α) =

 xaxb xayb xazb
yaxb yayb yazb
zaxb zayb zazb

 =

 1 0 0
0 cos α − sin α
0 sin α cos α



R2(β) =

 xaxb xayb xazb
yaxb yayb yazb
zaxb zayb zazb

 =

 cos β − sin β 0
sin β cos β 0

0 0 1


Sada pomo¢u ove dve matrice moºemo izra£unati poloºaj ta£ke P1 i P2.

P1 =

 p1x
p1y
p1z

 = R1(α) · P0 =

 1 0 0
0 cos α − sin α
0 sin α cos α

 ·
 2

3
−1

 =

 2
1
3


Dobili smo (2, 1, 3) kordinate ta£ke P1 i (−1, 2, 3) kordinate ta£ke P2.
Ako pogledamo sliku 2.5. vidimo da smo dobili ispravan rezultat.

• Prikaz pomo¢u dva kvaterniona

Moºemo formirati dva kvaterniona koja predstavljaju na²e dve
rotacije na na£in koji je pokazan u Poglavlju 2.3.2. Zapisivanje osnovne
rotacije pomo¢u kvaterniona. Takvi kvaternioni imaju slede¢i oblik:

q1 = cos α
2

+ i ·
[
xa · sin α

2

]
+ j ·

[
ya · sin α

2

]
+ k ·

[
za · sin α

2

]
=
√
2
2

+
√
2
2
· i

q2 = cos β
2

+ i ·
[
xa · sin β

2

]
+ j ·

[
ya · sin β

2

]
+ k ·

[
za · sin β

2

]
=
√
2
2

+
√
2
2
· k

Moºemo izra£unati kordinate ta£ke P1 :

P1 = q1 · P0 · q̄1,
P1 = (

√
2
2

+
√
2
2
i)(2i+ 3j − k)(

√
2
2
−
√
2
2
i),

P1 = 2i+ j + 3k.

Analogno ra£unamo i kordinate ta£ke P2:
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P2 = q2 · P1 · q̄2,
P2 = (

√
2
2

+
√
2
2
k)(2i+ j + 3k)(

√
2
2
−
√
2
2
k),

P2 = −i+ 2j + 3k.

Dobili smo iste kordinate ta£aka kao i u prethodnom slu£aju.

• Matri£ni prikaz rotacije pomo¢u jedne sloºene rotacije

Da bi smo dobili sloºenu rotaciju pomnoºimo matrice R1(α) i
R2(β). U zavisnosti od redosleda mnoºenja ima dva rezultata:

RA(α, β) = R1(α) ·R2(β) =

 cos β − cos α · sin β sin α · sin β
sin β cos α · cos β − sin α · cos β

0 sin α cos α



RB(α, β) = R2(β) ·R1(α) =

 cos β − sin β 0
cos α · sin β cos α · cos β − sin α
sin α · sin β sin α · cos β cos α


Ako ra£unamo kordinate ta£ke P2 dobijaju se razli£iti rezultati. U prvom
slu£aju se dobija:

P2 = RA(α, β) · P0 = RA(
π

2
,
π

2
) · P0 =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 ·
 2

3
−1

 =

 −1
2
3


Rezultat u prvom slu£aju je ispravan. U drugom slugaju se dobija:

P2 = RB(α, β) · P0 = RB(
π

2
,
π

2
) · P0 =

 0 −1 0
0 0 −1
1 0 0

 ·
 2

3
−1

 =

 −3
1
2


Rezultat ne odgovara koordinatama ta£ke P2, ²to zna£i da je bitan
redosled mnoºenja martica osnovnih rotacija. Koordinate ta£ke P2 se
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ra£unaju u nepokretnom koodinatnom sistemu i zato se matrica sloºene
rotacije formira tako da se matrice osnovnih rotacija mnoºe redosledom
kojim su rotacije izvr²ene.

• Prikaz pomo¢u jednog kvaterniona

Mnoºenjem kvaterniona q1 i q2 dobija se novi kvaternion koji
predstavlja obe osnovne rotacije. U zavisnosti od redosleda mnoºenja ima
dva rje²enja:

qA = q1 · q2 = (
√
2
2

+
√
2
2
i) · (

√
2
2

+
√
2
2
k) = 0.5 + 0.5i− 0.5j + 0.5k

qB = q2 · q1 = (
√
2
2

+
√
2
2
k) · (

√
2
2

+
√
2
2
i) = 0.5 + 0.5i+ 0.5j + 0.5k

Kordinate ta£ke P2 uz pomo¢ kvaterniona qA su:

P2 = qA · P0 · q̄A,
P2 = (0.5 + 0.5i− 0.5j+ 0.5k) · (2i+ 3j− k) · (0.5− 0.5i+ 0.5j− 0.5k),
P2 = −3i+ j + 2k.

Ovaj rezultat ne odgovara koordinatama ta£ke P2. Uz pomo¢
kvaterniona qB dobija se:

P2 = qB · P0 · q̄B,
P2 = (0.5 + 0.5i+ 0.5j + 0.5k)(2i+ 3j − k)(0.5− 0.5i− 0.5j − 0.5k),
P2 = −i+ 2j + 3k.

Ovaj rezultat odgovara koordinatama ta£ke P2. Mnoºenje matrica
nije komutativno, zna£i dobijaju se dva razli£ita re²enja. Kao i kod
formiranja matrice sloºene rotacije tako isto je bitno kako se formira
kvaternion kao proizvod dva kvaterniona.

Mnoºenje kvaterniona je jednostavije nego mnoºenje dve matrice i to
jedna od prednosti kori²¢enja kvaterniona za odredjivanje rotacije u
prostoru.
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2.3.4 Kvaternioni i matrice

Pomo¢u primera transformacija ta£ke u prostoru moºe se opisati
transformacija kvaterniona u matricu.

Kvaternion q = q0 + i · q1 + j · q2 + k · q3 je normiran (jedini£ni) ako
vaºi da je q20 + q21 + q22 + q23 = 1. Ta£ka P (x, y, z) se prikazuje pomo¢u
normiranog kvaterniona u obliku zapisa:

P = 0 + x · i+ y · j + z · k.

Nama je potrebna matrica M za koju vaºi izraz:

P2 = M · P1.

Za transformaciju ta£ke u prostoru pomo¢u kvaterniona koristimo relaciju

P2 = q · P1 · q̄.

Zamenom kvaterniona q dobija se

P2 = ( q0 + i · q1 + j · q2 +k · q3 ) · ( i ·x+ j ·y+k ·z ) · ( q0− i · q1− j · q2−k · q3)

P2 = [(−x ·q1−y ·q2−z ·q3)+i ·( x ·q0−z ·q2−y ·q3 )+j ·( y ·q0−z ·q1+x ·q3 )
+k · ( z · q0 − y · q1 − x · q2)] · [ q0 − i · q1 − j · q2 − k · q3]

Nakon mnoºenja i grupisanja £lanova uz i, j i k kao i uz x, y i z,
kona£ni izraz se prikazuje matricom M £ije su vrste i, j i k a kolone
x, y i z u obliku:

M =

 q20 + q21 − q22 − q23 2 · (q1q2 − q0q3) 2 · (q0q2 + q1q3)
2 · (q1q2 + q0q3) q20 − q21 + q22 − q23 2 · (q2q3 − q0q1)
2 · (q1q3 − q0q2) 2 · (q0q1 + q2q3) q20 − q21 − q22 + q23


Matrica M predstavlja kvaternion zapisan u matri£nom obliku. Po£etne
kordinate ta£ke su P0(2, 3,−1). Kvaternion koji vr²i rotaciju je oblika:

q = q0 + i · q1 + j · q2 + k · q3 = 0.5 + 0.5 · i+ 0.5 · j + 0.5 · k

59



Ako sada kvaternion prebacimo u matri£ni zapis dobija se:

M =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0


Pomo¢u matrice M ra£unamo nove koordinate ta£ke nakon rotacije:

P2 = M · P0 =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 ·
 2

3
−1

 =

 −1
2
3


Dobijene koordinate su ta£ne tj. matrica M je ispravna.

Matrica M predstavlja kvaternion zapisan u matri£nom obliku. S
obzirom sa se radi sa normiranim (jedini£nim) kvaternionima za njih vazi
ralacija:

q20 + q21 + q22 + q23 = 1.

Iz relacije sledi :

q20 = 1− q21 − q22 − q23.

Mozemo q0 dobiti iz uo£enog izraza na slede¢i na£in:

4 · q20 = 4 · (1− q21 − q22 − q23)

4 · q20 = 4− 4q21 − 4q22 − 4q23

4 · q20 = 1 + 1− 2 · q22 − 2 · q23 + 1− 2 · q21 − 2 · q23 + 1− 2 · q21 − q22

4 · q20 = 1 +M11 +M22 +M33,

q0 =
√

1+M11+M22+M33

4
.

U gornjem izrazu Mij ozna£avaju elemente matrice M koja predstavlja
kvaternion zapisan u matri£nom obliku. U kona£nom zapisu se pojavljuje
suma dijagonalnih elemenata matrice, koja predstavlja trag matrice. Dakle,
izraz se moºe zapisati u slede¢em obliku:
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q0 = 1
2

√
1 +M11 +M22 +M33, tr(M) = M11 +M22 +M33,

q1 = 1
4q0

(M32 −M23),

q2 = 1
4q0

(M13 −M31),

q3 = 1
4q0

(M21 −M12).

Ako je izraz ispod korena manji ili jednak nuli tada treba prona¢i najve¢i
£lan na dijagonali matrice M. U zavisnosti koji je £lan najve¢i imamo tri
mogu¢nosti:

• Ako je M11 najve¢i clan, obeleºimo sa S = 2
√

1 +M11 −M22 −M33 i

q0 = M23+M32

S
, q1 = 1

2·S , q2 = M12+M21

S
, q3 = M13+M31

S
,

• Ako je M22 najve¢i £lan, obeleºimo sa S = 2
√

1−M11 +M22 −M33 i

q0 = M13+M31

S
, q1 = M12+M21

S
, q2 == 1

2·S , q3 = M23+M32

S
,

• Ako je M33 najve¢i £lan, obeleºimo sa S = 2
√

1−M11 −M22 +M33 i

q0 = M12+M21

S
, q1 = M13+M31

S
,q2 = M23+M32

S
, q3 == 1

2·S .

2.3.5 Uporedjivanje kvaterniona i Ojlerovih uglova

Svaka Ojlerova rotacija predstavlja jednu osnovnu rotaciju tj.
rotaciju oko jednog ortonomiranog vektora nepokretnog kordinatnog
sistema. Osnovna rotacija moºe se zapisati u obliku matrice 3× 3. Za
sloºenu rotaciju, matrice osnovnih rotacija pomnoºimo po odredjenom
redosledu i dobijemo matricu R 3×3, koja predstavlja sloºenu rotaciju za
koju postoje brojevi 0 ≤ ψ, ϕ ∈ [−π, π] i θ ∈

[−π
2
, π
2

]
takvi da je

R = Rz(ψ) ·RX′ (θ) ·RZ′′ (ϕ)

61



R =

 cos ψ − sin ψ 0
sin ψ cos ψ 0

0 0 1

·
 cos θ 0 sin θ

0 1 0
− sin θ 0 cos θ

·
 1 0 0

0 cos ϕ − sin ϕ
0 sin ϕ cos ϕ



R =

 cosψ cos θ − sinψ cosϕ+ cosψ sin θ sinϕ sinψ sinϕ+ cosψ sin θ cosϕ
sinψ cos θ cosψ cosϕ+ sinψ sin θ sinϕ − cosψ sinϕ+ sinψ sin θ cosϕ
− sin θ cos θ sinϕ cos θ cosϕ



Za razliku od Ojlerovih uglova jedan kvaternion moºe predstavljati i
osnovnu i sloºenu rotaciju. To proizlazi iz njegove
£etverodimenzionalnosti. Kvaternion se poistove¢uje sa matricom rotacije
(3× 3), a ne sa nekim Ojlerovim uglom. Jedna zna£ajna prednost
kvaterniona u odnosu na Ojlerove uglove je u tome ²to kvaternioni na
egzaktan na£in izbegavaju tzv. blokadu Kardana (engl. Gimbal lock).
To je pojava koja se javlja kad animiramo rotacije nekog objekta pomo¢u
Ojlerovih uglova. Svi sistemi koji koriste Ojlerove uglove za opisivanje i
izra£unavanje neke rotacije imaju ovaj problem. Razlog tome je ²to se
Ojlerovi uglovi ra£unaju posebno tj. ugao po ugao, a ne sva tri odjednom.
Ako su Ojlerovi uglovi ozna£eni sa ϕ, θ i ψ, onda se blokada Kardana
javlja pri uglu θ =+

−
π
2
. Tada matrica ukupne rotacije ima slede¢i oblik:

R(ϕ, θ, ψ) = R(ϕ,+−
π

2
, ψ) =

 0 − sin( ψ + ϕ ) − cos( ψ + ϕ )
0 cos( ψ + ϕ ) − sin( ψ + ϕ )
1 0 0


S obzirom da matrica R zavisi samo od sume dva ugla ψ + ϕ moºe

se zaklju£iti da je izgubljen jedan stepen slobode. Drugi problem sa
Ojlerovim uglovima je ²to ne dozvoljavaju ra£unanje neprekidnih
interpolacija izmedju dve razli£ite orijentacije, jer rotacija sume uglova nije
jednaka sumi rotacija uglova.

R( ϕ + ∆ϕ, θ + ∆θ, ψ + ∆ψ ) 6= R( ϕ, θ, ψ ) ·R( ∆ϕ, ∆θ, ∆ψ )
Re²enje za navedene probleme su kvaternioni. Oni izbegavaju ove

probleme jer se svi uglovi ra£unaju istovremeno tj.vr²i se jedna rotacija oko
jedne ose. Medjutim, kvaternion i imaju jedan drugi nedostatak, a to je
njihovo �zi£ko predstavljanje. Kada tri data ugla predstavljaju Ojlerove
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uglove, to se moºe prostorno predstaviti, ali za kvaternion to nije tako. Jo²
jedna velika prednost kvaterniona je ta ²to se izbegava veliki
prora£un i skra¢uje vreme ra£unanja. Naime algebra sa kvaternionima
je jednostavnija nego algebra sa Ojlerovim uglovima, a pre svega se odnosi
na mnoºenje matrica.

Dakle, najbolje rotacije opisati pomo¢u Ojlerovih uglova i onda ih
prebaciti u kvaternione, zatim obaviti sve prora£une sa kvaternionima i na
kraju kvaternione prebaciti u Ojlerove uglove. Na taj na£in kombinuju se
prednosti ovih na£ina rotacije objekata u prostoru, a ujedno se izbegavaju
nedostaci.

2.3.6 Transformacija Ojlerovih uglova u kvaternion

Pod Ojlerovim uglovima misli na skretanje, propinjanje i valjanje.
Skretanje je ozna£eno sa ψ i predstavlja rotaciju oko ose z, propinjanje je
ozna£eno sa θ i predstavlja rotaciju oko ose y i valjanje je ozna£eno sa ϕ i
predstavlja rotaciju oko ose x. Za svaku od ove tri rotacije moºemo
formirati po jedan kvaternion. Neka kvaternion qA predstavlja valjanje,
qB propinjanje i qC skretanje. Onda te kvaternione moºemo zapisati na
slede¢i na£in:

qA = cos ϕ
2

+ i · sin ϕ
2

= c1 + i · s1,

qB = cos θ
2

+ j · sin θ
2

= c2 + j · s2,

qC = cos ψ
2

+ k · sin ψ
2

= c3 + k · s3.

Ako se izvr²e sve tri rotacije, onda se moºe formirati jedan kvaternion q
koji ¢e predstaviti ukupnu rotaciju. On se dobija mnoºenjem kvaterniona
qA, qB i qC po redosledu;

q = qC · qB · qA,
q = (c3 + k · s3) · (c2 + j · s2) · (c1 + i · s1),
q = c2c3 + k · c2s3 + j · s2c3 − i · s2s3) · (c1 + i · s1),
q = c1c2c3+s1s2s3+i·(s1c2c3−c1s2s3)+j ·(c1s2c3+s1c2c3)+k·(c1c2s3−s1s2c3),
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q =


q0
q1
q2
q3

 =


cos ψ

2
cos θ

2
cos ϕ

2
+ sin ψ

2
sin θ

2
sin ϕ

2

cos ψ
2

cos θ
2

sin ϕ
2
− sin ψ

2
sin θ

2
cos ϕ

2

cos ψ
2

sin θ
2

cos ϕ
2

+ sin ψ
2

cos θ
2

sin ϕ
2

sin ψ
2

cos θ
2

cos ϕ
2
− cos ψ

2
sin θ

2
sin ϕ

2


Ovde je bitan redosled rotacija. Izraz je dobijen tako sto je prvo izvr²eno
skretanje, onda propinjanje i na kraju valjanje.

2.3.7 Transformacija kvaterniona u Ojlerove uglove

Kvaternion q = q0 + i · q1 + j · q2 + k · q3 zapisan u u matri£nom obliku

M =

 q20 + q21 − q22 − q23 2 · (q1q2 − q0q3) 2 · (q0q2 + q1q3)
2 · (q1q2 + q0q3) q20 − q21 + q22 − q23 2 · (q2q3 − q0q1)
2 · (q1q3 − q0q2) 2 · (q0q1 + q2q3) q20 − q21 − q22 + q23


je matrica M. Druga matrica je martica R = Rz(ψ) ·Ry(θ) ·Rx(ϕ)
formirana od tri matrice osnovnih rotacija, koje predstavljaju Ojlerove
rotacije. Kada se uporede te dve matrice dobijaju se izrazi za vrednosti
Ojlerovih uglova. Oni su oblika;

ψ = arctg
(
M21

M11

)

θ = arcsin(−M31)

ϕ = arctg
(
M32

M33

)
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3 Kretanje trodimenzionog prostora

3.1 Opis kretanja trodimenzionog prostora

Za neko telo kaºemo da se kre¢e ako tokom vremena menja svoj
poloºaj u odnosu na neko nepokretno telo za koje kaºemo da se ne kre¢e,
odnosno da miruje. Neka materijalna ta£ka ili neko telo se kre¢e ako se
tokom vremena podudara sa razli£itim geometrijskim ta£kama. Ozna£imo
sa t vreme i sa P materijalnu ta£ku koja se kre¢e, tada se u vremenu t
uo£ena ta£ka podudara sa geometrijskom ta£kom Pt, tj. njen poloºaj je isti
kao i poloºaj geometrijske ta£ke Pt. Time se kretanje materijalne ta£ke
projektuje na kretanje geometrijske ta£ke. Pozivanje poloºaja geometrijske
ta£ke P0 u vreme t daje poloºaj materijalne ta£ke u to vreme.

Ako je pri tome At = A0 = A za svako t, onda kaºemo da ta£ka A
miruje. Takvo kretanje zove se mirovanje. Kaºemo da se �gura F ⊆ E
kre¢e, ako se svaka njena ta£ka kre¢e. Figura F se kruto kre¢e, ako za bilo
koje dve ta£ke A,B ∈ F i za bilo koje vreme t vaºi da je
d(At, Bt) = d(A,B) tj. to kretanje ne menja udaljenost ta£aka. Takva
�gura se tokom vremena ne moºe stezati i rastezati, ona ostaje kruta tj.
£vrsta, ta£ke �gure F zadrºavaju svoj medjusobni poloºaj.

Sferno kretanje tela ili obrtanje tela oko nepokretne ta£ke je
takvo kretanje tela koje ima jednu nepokretnu ta£ku a sve ostale ta£ke
se kre¢u po sferama £iji je centar u nepokretnoj ta£ki (�ksna
ta£ka).

Nepokretna ta£ka moºe da pripada telu, ili da se nalazi van njega, ali
tada mora biti na neki na£in £vrsto vezano za telo.

Poloºaj tela u prostoru moºe biti jednozna£no odredjen
poloºajem njegovih ta£aka i to sa tri ta£ke koje ne
pripadaju istoj pravoj (na primer ta£ke A, B, O od kojih
je O nepokretna). Kada je u pitanju telo koje vr²i sferno
kretanje, od ²est koordinata ta£aka A i B nezavisne
su samo tri zbog postojanja tri relacije koje se mogu
uspostaviti izmedju koodinata tih ta£aka, a koje govore
o nepromenljivosti duºina duºi ŌA, ŌB i ĀB. Dakle

telo koje vr²i sverno kretanje ima 6 koordinata odnosno 3 nezavisnih
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koordinata, tj. tri stepena slobode kretanja (moºe da vr²i tri nezavisna
obrtanja, rotacije).

Jedan od postupaka za analizu sfernog kretanja tela je Ojlerov
postupak. U ovom poglavlju navodimo dve £uvene teoreme koje se
pripisuju Leonardu Ojleru, a koje opisuju izometrije prostora E3. Prva
teorema tvrdi da je svako kretanje trodimenzionog prostora koje �ksira
neku ta£ku rotacija oko neke prave za neki ugao. Specijalno, svako linearno
kretanje, tj. ono koje �ksira koordinatni po£etak O, je rotacija oko neke
prave kroz ta£ku O. Druga teorema, opisuje linearno kretanje kao
kompoziciju tri rotacije oko koordinatnih osa.

Kada te £injenice iz ove dve teoreme komponujemo sa translacijom,
dobija se dva efektivna na£ina da se objekat dovede u proizvoljan poloºaj u
prostoru.

Teorema 3.1. (I Ojlerova) Svako kretanje f prostora E3 koje ima
�ksnu ta£ku O

′
je rotacija oko neke orijentisane prave l koja sadrºi O

′
, za

ugao ϕ ∈ [0, 2π).

Dokaz. Preslikavanje f = T −→
O′O
◦ g ◦ T −→

OO′
je kretanje koje �ksira

koordinatni po£etak. To preslikavanje je rotacija oko neke prave l0 3 O, a
preslikavanje g = T −→

OO′
◦ f ◦ T −→

O′O
je rotacija oko prave p = T −→

OO′
(l0), koja

sadrzi O
′
.

Dakle, f je kretanje koje �ksira O, pa je ono linearno preslikavanje sa
matricom U za koju vazi UTU = I, detU = 1. Za sopstvenu vrednost λ i
odgovaraju£i sopstveni vektor

→
l vazi:∣∣∣→l ∣∣∣ =

∣∣∣f →l ∣∣∣ =
∣∣∣U →

l
∣∣∣ =

∣∣∣λ →l ∣∣∣ = |λ|

Ako je sopstvena vrednost realna, onda je λ =+
− 1, jer kretanje £uva duzinu

vektora. Ako je kompleksna, njena kompleksna norma |λ| je jednaka 1, pa
su λ = cosϕ+ i sinϕ i λ = cosϕ− i sinϕ sopstvene vrednosti.

Matrica U je formata 3× 3, pa ima 3 sopstvene vrednosti od kojih je
bar jedna realna (karakteristi£ni polinom stepena tri ima ili tri realne nule
ili jednu realnu i dve kompleksno-konjugovane). Kako je proizvod
sopstvenih vrednosti determinanta matrice U , tj. detU = 1, postoje tri
slu£aja:

1. λ1 = λ2 = λ3 = 1: Preslikavanje f je tada identitet;
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2. λ1 = λ2 = −1, λ3 = 1: Preslikavanje f je rotacija za ugao π oko
sopstvenog vektora

→
l koji odgovara vrednosti λ3;

3. λ̄2 = λ1 = cosϕ+ i sinϕ, λ3 = 1: Preslikavanje f je rotacija za ugao
ϕ ∈ [0, 2π) oko sopstvenog vektora

→
l koji ogdovara vrednosti λ3.

Zapravo u sva tri slu£aja izometrija f predstavlja rotaciju oko
orijentisane prave l0 £iji je vektor sopstveni vektor

→
l , za ugao ϕ ∈ [0, 2π).

slika 3.1.

Na slici 3.1. je prikazano kako se avion dovodi u proizvoljan poloºaj trima
rotacijama. Primetimo da se rotacija ne izvodi u odnosu na koordinatne
ose, ve¢ u odnosu na ose koordinatnog sistema vezanog za avion. Takve
rotacije nazivamo sopstvenim ili unutra²njim rotacijama. Naredna
teorema je ilustrovana na slici 3.1.
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Teorema 3.2. (II Ojlerova) Svako kretanje f prostora E3 koje £uva
koordinatni po£etak moºe se predstaviti kao kompozicija tri sopstvene
rotacije oko koordinatnih osa:

f = ROx2,ϕ ◦ ROy1,θ ◦ ROz,ψ, (13)

gde su ψ, θ ∈ [0, 2π), θ ∈
[
−π

2
, π
2

]
, tzv. Ojlerovi ili Tejt-Brajanovi

uglovi.

Dokaz. (Geometrijski) Neka kretanje f preslikava pravougli koordinatni
sistem Oxyz u pravougli koordinatni sistem Ox2y2z2, tj. ortonormirani
reper Oxyz u reper Ox2y2z2 iste pozitivne orijentacije (slika 3.2).
Pretpostavimo da ose Ox2 i Oz nisu kolinearne, tj.ravni Oy2z2 i Oxy se ne
poklapaju i neka je n prava koja je presek tih ravni. Slu£aj kada se ravni
Oy2z2 i Oxy poklapaju je razmatran u Primedbi 3.1. (Efekat " zaklju£anog
ºiroskopa").
Prava n se naziva linija £vora. Ona je ortogonalna na Ox2 (jer se nalazi u
ravni Oy2z2) i na Oz (jer se nalazi u ravni Oxy). Zato je presek ravni Ox2z
i ravni Oxy prava koja je normalna na n, oznaka n⊥. Prava n⊥ je normalna
projekcija ose Ox2 na ravan Oxy. Neka je x1 osa koja pripada n⊥ i sa Ox2
gradi o²tar ugao i neka je y1 ⊂ n osa takva da je sistem Ox1y1z1 pozitivne
orijentacije.

slika 3.2.
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Uo£imo uglove rotacije, u pozitivnom smeru:

ψ := ∠(Ox,Ox1) = ∠(Oy,Oy1) ∈ [0, 2π) u odnosu na osu Oz = Oz1;

θ := ∠(Ox1, Ox2) ∈
(
−π

2
, π
2

)
u odnosu na osu Oy1;

ϕ := ∠(Oy1, Oy2) ∈ [0, 2π) u odnosu na osu Ox2.

Rotacija ROz,ψ preslikava ose Ox, Oy redom u Ox1, Oy1; rotacija
ROy1,θ ose Ox1, Oy1 redom u ose Ox2, Oy1 i kona£no rotacija ROx2,ϕ

preslikava ose Ox2, Oy1 redom u Ox2, Oy2.

Dakle kompozicija ROx2,ϕ ◦ ROy1,θ ◦ ROz,ψ kretanje prostora koje
slika ose Ox, Oy redom u Ox2, Oy2 i osu Oz u Oz2.

Izbor osa nije od su²tinskog zna£aja, jer je istu izometriju mogu¢e
predstaviti i sa ROx2 ◦ ROz1 ◦ ROy, za neke druge uglove ili sa
ROz2 ◦ ROy1 ◦ ROz (gde se dva puta rotira oko " sopstvene" ose Oz).

Uobi£ajeno je da se uglovi ψ, θ, ϕ nazivaju Ojlerovi uglovi ako se
dva puta vr²i rotacija oko iste sopstvene ose, a Tejt − Brajanovi ako su
sopstvene rotacije oko razli£itih osa (kao u formulaciji i dokazu tereme).

Ugao ψ se zove ugao skretanja, ugao θ, ugao propinjanja, a ugao
ϕ ugao valjanja.

Iako se teorema pripisuje Leonardu Ojleru (18.vek), Tejt−Brajanova
konvencija je vi²e od veka u upotrebi u aerodinamici.

3.2 Prakti£na primena Ojlerovih / Tejt − Brajanovih

uglova

�iroskop je uredjaj, koji koristi zakon o odrºanju momenta rotacije da
bi registrovao promenu poloºaja objekta. Nalik £igri, ºiroskop se montira
unutar tri medjusobno ugljeºdena prstena koji nezavisno mogu da rotiraju.
Kako god promenili poloºaj tog sistema ºiroskop ¢e se vrteti, a prstenovi ¢e
menjati poloºaj i time meriti Ojlerove uglove.
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slika 3.3.

Kada se takav ºiroskop postavi unutar letelice, pilot u svakom momentu zna
u kom se poloºaju nalazi avion. Nekada su se ºiroskopi nalazili u letelicama
i plovilima, a danas se koriste u robotici, sigurnosnim sistemima u
automobilima, za bespilotne letelice, sisteme stabilizacije u fotoaparatima...
Elektronske verzije ºiroskopa su veli£ine nekoliko milimetara i mogu se na¢i
u mobilnim telefonima i raznim elektronskim uredjajima.

Primedba 3.1. ( Efekat " zaklju£anog ºiroskopa") U dokazu Tereme
3.1. smo pretpostavili da se Oxy i Oy2z2 seku.

Pretpostavimo da se te ravni ne seku. Tada se osa Ox2 poklapa ili sa
pozitivnim delom Oz ose, pa je ugao θ = −π

2
, ili sa negativnim delom Oz

ose, pa je θ = π
2
.

Medjutim preostala dva ugla nisu jednozna£no odredjena, jer obe
odgovaraju¢e sopstvene rotacije predstavljaju rotaciju oko Oz ose. Ako je
θ = −π

2
tada je ψ − ϕ = ∠(Oy,Oy2), a ako je θ = π

2
, tada je

ψ + ϕ = ∠(Oy,Oy2).

Kaºe se da je " ºiroskop zaklju£an" upravo zato ²to obe sopstvene
rotacije (oko ose Oz i ose Ox2 = Oz) predstavljaju rotaciju oko iste ose, pa
je sistem izgubio jedan stepen slobode.
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Ovo nije problem samo u nautuci, ve¢ i u svim primenama, pa i
ra£unarskoj gra�ci. On se re²ava na jedan od slede£ih na£ina:

• Uvodjenjem £etvrtog prstena koji mora da ima automatiku za
izbegavanje " zaklju£ane pozicije".

• Prelaskom na neku drugu konveciju, tj. redosled osa (na primer y-z-x)
kada se pribniºimo " zaklju£anoj poziciji".

• Upotrebom kvaterniona.

3.3 Veza sopstvenih i svetskih rotacija

Svako kretanje koje �ksira ta£ku O moºe se predstaviti kao
kompozicija tri sopstvene rotacije. Vaºno je razumeti da je sopstvena
rotacija zapisana matricama (8), (9) i (10) samo u sopstvenom
koordinatnom sistemu, tj.sistemu vezanom za telo koje rotira, a ne u
svetskom koordinatnom sistemu. Ipak, kompozicija tri sopstvene rotacije se
moºe predstaviti kao kompozicija tri rotacije oko koordinatnih osa polaznog
(svetskog) koordinatnog sistema Oxyz, ²to nam opisuje naredna teorema.

Teorema 3.3. Kretanje f predstavljeno trima sopstvenim rotacijama (13)
je u pravouglom koordinatnom, tj.u svetskom reperu Oxyz predstavljeno
proizvodom matrica rotacija oko koordinatnih osa, sa istim uglovima, ali u
suprotnom redosledu:

[ROx2(ϕ) ◦ ROy1(θ) ◦ ROz(ψ)]e = [f ]e = Rz(ψ) ·Ry′ (θ) ·Rx(ϕ).

Dokaz. U dokazu ¢emo radi jednostavnosti zapisa izostaviti uglove.

Ozna£imo ortonormirane baze repera Oxyz, Ox1y1z1, Oxyz, redom sa
e, e1, e2. One su jedna od druge dobijene primenom sopstvenih rotacija.
Zato su odgovaraju¢e matrice prelaska:

Ce1→e = C−1e→e1 = R−1z1

Ce2→e1 = C−1e1→e2 = R−1y1

Kad prve rotacije ROz svetski i sopstveni koordinatni sistemi se poklapaju,
pa je matrica te rotacije:

[ROz1 ]e = Rz
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Na osnovu formule za promenu matrice preslikavanja pri promeni baze
imamo:

[ROy1 ]e = C−1e1→e [ROy1 ]e1 Ce1→e = Rz ·Ry ·R−1z ,
i sli£no:

[ROx2 ]e = C−1e1→e [ROx2 ]e1 Ce1→e = Rz

(
C−1e2→e1 [ROx2 ]e2 Ce2→e1

)
R−1z

= RzRyRxR
−1
y R−1z .

Na osnovu predhodne tri formule jednostavnim ra£unom dobijamo:

[f ]e = [ROx2 ]e [ROy1 ]e [ROz]e = ... = RzRyRx.

Poloºaj tela pri obrtanju oko nepokretne ta£ke jednozna£no se moºe
odrediti sa tri ugla, koji se nazivaju Ojlerovi uglovi, tj. modi�kovani
Ojlerovi uglovi. Uglovi ψ, θ i ϕ menjaju se tokom vremena, prema tome
oni su neke funkcije vremena t i njihove parametarske jedna£ine su:

ψ = ψ(t) , θ = θ(t) i ϕ = (t)
Ove jedna£ine nazivaju se zakoni sfernog kretanja.
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3.4 Inercijalna navigacija

Inercijalni navigacioni sistem, skra¢eno INC (I), namenjen je za
merenje parametara navigacije objekata u prostoru sa kori²enjem ra£unara i
senzora. Promene "vektora stanja" objekta u prostoru, detektuju se sa
merenjem njegovog translatornog kretanja (akcelerometrima) i rotacije
(ºiroskopima). Dakle, meri predjeno rastojanje kori²¢enjem ubrzanja
objekta u translatornom kretanju duº osa i ugaonih brzina, rotacije oko
osa. Sistem funkcioni²e tako ²to meri parametre sa ²est stepeni slobode, tri
translacije duº sve tri ose i tri rotacije oko njih.

Koristi se za navigaciju na pokretnim
objektima, kao ²to su brodovi, avioni,
podmornice, vodjene rakete i svemirske
letelice.Inercijalni navigacioni sistem
u kontinuitetu preuzima pristigle signale
iz senzora, na osnovu njih ra£una parametre
navigacije i uporedjuje dobijene rezultate, u
odnosu na po£etno stanje mirovanja objekta,
ili za neko novo uzeto referentno stanje.
Na taj na£in neprekidno odredjuje orjentaciju
i brzinu objekta u realnom vremenu.

slika 3.4.
U vazduhoplovstvu se usvaja geografski koordinatni sistem, za
predstavljanje vektora stanja u navigaciji. Princip izbora koordinatnog
sistema, obi£no se zasniva na £injenici da je avion centar gravitacuje.
Sastoji se iz tri podatka: jedan predstavlja poziciju duº severne ose, drugi
duº isto£ne ose a tre¢i parametar predstavlja vertikalni poloºaj letelice
(visinu). U medjunarodnoj terminologiji poznat kao engl. North east
down, skra¢eno NED (N).

slika 3.5
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Ovaj oblik se naziva lokalni NED koordinatni sistem-navigacioni
koordinatni sistem. NED se kre¢e oko povr²ine Zemlje, zajedno sa
referentnom platformom.

U okviru navigacije, de�ni²e se koordinatni oblik, koji je referentno
�ksiran sa pozicijom centra Zemlje, kao za z osu kroz severni pol, x osu
kroz Grini£ov meridijan i y osa formira koordinatni sistem po pavilu "
desne ruke".

Referentni centar se poklapa sa centrom Zemlje. Tada Zemlja predstavlja
�ksni oblik (engl. earth-centered, earth-�xed ), koristi se skra¢enica
ECEF (E). Transformacijom ECEF , oblik NED de�ni²e geografsku
²irinu i duºinu. ECI je inercijalni koordinatni sistem.

3.5 Transformacija koordinata

• Transformacija koordinata iz ECI u ECEF koordinatni sistem

CE
I =

 cos ωet − sin ωet 0
sin ωet cos ωet 0

0 0 1


ωEIE = [0, 0, ωe]

T − vektor ugaone brzine rotacije ECEF koordinatnog
sistema u odnosu na inercijalni prostor, sa koodinatama izraºenim u ECEF
koordinatnom sistemu.

ωEIE = ωIIE

• Transformacija koordinata iz ECEF u NED koordinatni sistem
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λ − geografska duºina
ϕ − geografska ²irina

slika 3.6.

CE
N =

 0 0 1
0 1 0
−1 0 0

 ·
 cos ϕ 0 sin ϕ

0 1 0
− sin ϕ 0 cos ϕ

 ·
 cos λ sin λ 0
− sin λ − cos λ 0

0 0 1



• Transformacija koordinata iz lokalnog NED u vezani
koordinatni sistem

slika 3.7. slika 3.8

Transformacija iz lokalnog NED u vezani koordinantni sistem se moºe
prikazati kori²¢enjem Ojlerovih uglova:

• Pozitivna rotacija oko z ose za vrednost ugla ψ.
• Pozitivna rotacija oko y ose za vrednost ugla θ.
• Pozitivna rotacija oko x ose za vrednost ugla ϕ.

CB
N =

 1 0 0
0 cos ϕ sin ϕ
0 − sin ϕ cos ϕ

·
 cos θ 0 − sin θ

0 1 0
sin θ 0 cos θ

·
 cos ψ sin ψ 0
− sin ψ cos ψ 0

0 0 1


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CB
N =

 cos θ cosψ cos θ sinψ sin θ
sinϕ sin θ cosψ − cos θ sinψ − sinϕ sin θ sinψ + cosϕ cosψ sinϕ cos θ
cosϕ sin θ cosψ + sin θ sinψ cosϕ sin θ sinψ − sinϕ cosψ cosϕ cos θ


Bitno je uo£iti da je redosled rotacija oko razli£itih osa bitan, i ne

moºe se menjati.

• Transformacija koordinata iz vezanog koordinatnog sistema u
lokalni NED koordinatni sistem

Po²to su matrice transformacije ortogonalne, inverzna matrica matrici
CB
N je njena transponovana matrica CN

B .

CN
B = Rz(ψ) ·Ry(θ) ·Rx(ϕ)

CN
B =

 cos ψ − sin ψ 0
sin ψ cos ψ 0

0 0 1

·
 cos θ 0 sin θ

0 1 0
− sin θ 0 cos θ

·
 1 0 0

0 cos ϕ − sin ϕ
0 sin ϕ cos ϕ



CB
N =

 cosψ cos θ − sinψ cosϕ+ cosψ sin θ sinϕ sinψ sinϕ+ cosψ sin θ cosϕ
sinψ cos θ cosψ cosϕ+ sinψ sin θ sinϕ − cosψ sinϕ+ sinψ sin θ cosϕ
− sin θ cos θ sinϕ cos θ cosϕ


gde je:

ψ ugao skretanja , ( engl. ROLL );
ϕ ugao valjanja , ( engl. YAW );
θ ugao propinjanja , ( engl. PITCH ).
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