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Предговор 

Ова кљига садржи прву половину мојих предаваља О Инфините

;шмалноме Рачуну, која сам дуг низ година држао у TpehJ)j години 
Војне Академије. .мисдим да дело .може послужити корисно и слушао

цима техничког Факудтета, сдушаоцима природно-матемаТИЧl\ОГ одсека 

ФилосоФског Факултета као и свима, који жеде да добију основу за 
, . 

проучаваље _ ОПШИРНИЈИХ страних дела ове врсте. 

Примеhујем, да се ова кљига, на извесним местима, ослаља на 

:моја раније већ штампана предаваља из Тригонометрије и Аналитичне 

Геометрије. 

Беоrрад, Маја 1920. 

Dr. Димитрије ДаниЋ. 
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Предговор 

, 

Собзиром на циљ ове Itњиге, оItараItтерисана њеним насловом 

Основи ИнФинитезима.ilнога Рачуна, И3НОСим само најпотребније знање 

И3 теорије интегра.ilења. Уверен да ве.ilиItа већина оних, који ће се слу

жити овим делом уче Математику ПОГ.ilавито ради њене примене, као 

и то да су примене најбоље срество да ученика заЮIтересује за изуча

вање Математике, опреде.ilИ.ilО ме је да унесем сразмерно ве.ilИКИ део 

ТаЈtвих примена Ин'гегралногаРачуна у Геометрији и Механици. Исти 

раз.ilОГ ме је руководио да и Теорији ДиФеренциадних једначина" усту

пим већи простор. Најзад нашао сам за потребно да у краткоме обиму 
• 

унесем нешто о е.ilИП'l'ИЧНИМ интегра.ilима и е.ilИПТИЧНИЫ ФУНКЦИЈама. 

Београд, Маја 1922. 

Dr. Димитриј е Даниt.. 
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ДИФЕРЕНЦИАЛНИ РАЧУН 

ПОЈМОВН из АлrЕБАРСНЕ .АНАЛИЗЕ 

1. 
Општи пОјМОВИ И дефиниције 

. 1. О Функцијама .уопште. 
1. Променљице и сталне количине. - Количине, које у TOlty 

једне проблеме своју вредност мељају,' зову се nроJlt!enљuве кољuчune. Ко

личине, пак, које не зависе од променљивих и које за време целог ра

чуна задржавају једну исту вредност зовемо cmaJInUM КОМt'Чunа.ма или 

1(oncmanmaMa. 
Променљиве количине означавамо, обичио, последљим писмеНЮlа 

азбуке: са и, v, Ш, Х, у, z, сталне количине првим писменима: са а, Ь, С •.. 

2. Функције. - Кад две количине зависе једна од друге' тако, 

да мељаље једне од љих повлачи собом мељаље оне друге, онда се каже 

да су те количине фуn'Кцuје једна од друге. 

Тако н. пр. периФерија круга јесте Функција полупречника и обратно. 

На исти начин кажемо и' за више променљивих количина да су 
• • 

ФУНКЦИЈе Једна од другр, кад се вредност сваке од љих управља према 

вредностима оних осталих. Ми ЗIIамо да висина, основица, и површина 

једнога троугла зависе једно од друго, тако да задатим вредностима 

двеју од тих кодичина одговора увек једна ОАРеђена вредност оне 

треЋе. То значи, да је свака од тих трију количина Функција осталих 

двеју. И. т. д. 

З~ Независно променљиве и зависно прО!YIенљиве. - I{aд се 
закон, по коме две иди више количина зависе једна од друге, преведе 

.на језнк Адгебре, добија се једначина, као анадитички израз за везу, 

:која постоји између 'fИХ количина. Ако у таквој једначини има само 
" ' 

•• • 
две променљиве КОJlичине, онда може,МО ЈеДНОЈ од љих да даЈемо про-

извољне вредности, а вредности оне друге промеНЈЬиве управљаhе се 

'према овима. Количина, Koj~.ce меља независно, зове се nраnрОJllеnЉUllа; 
. . ' 

за ону другу кажемо да Је љена ФУНКЦИЈа. . ' 

Ако У једначинн има више од две променљиве кодичине,онда,СУ, 

• CB~,. осим једне, независне, а она једна је Функција љихова, дакде функ-
, . ;-~ . 

Ц~Ja" одщtше прапроменљивих. 

ОСЦОВIНIIIФИЦЦТЕЗИМА!!lOrА РАЧУЦА, 
~-" -. .- '.' . - - - 1 
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Наnо.lIена. Са чисто теориског гледишта потпуно је свеједно коју 
ћемо од променљивих сматрати за независно, а коју за зависно про
менљиву. У многим приликама, а нарочито у применама, тај нам се избор 
по себе намеће; некада још у самоме почетку, а некада у ТОКУ расма
трања. Ево један пример. Нека је 2 ха у + 3 У - х5 + 8 = О задата 
Функција за проуча~ање. Као што видимо ова је једначина у погледу 
у-а првога, а у погледу х-а петога степена. Према томе је далеко дакше 
израчунавати у-е из појединих вредности х-а, но обратно. Значи да 
треба узети х. за прапроменљиву. Дотичнаједначниа може да пред
ставља извесну линију у Декарт-овим координа'1'ама или може да је 
једначина rtaKBora кретања. - 3а математиЧIИ rtлатно имамо познати 

-l . 
образац t = л; -. Овде су променљиве t (време) и l (дужина матна); 

9 . 
KOHcTaH're су л; = 3,1415 ... и 9 = 9,805... ПроучавајуtlИ ову појаву 
дакше је мељати l и рачуном изнадазити t, но обратно: из врло разум
љивог разлога. Тако је исто ·појмљиво зашто је код једначине у = л;хfJ, 
која показује однос између полупречника х И кружне површине у, при
родније и за проучаваље лакше да се узме полупречник х за независно 
променљиву, но површина у. - Код проучавања неrшх трансцендент
них линија (цимоида), као и при проучавању многих питања о rtpe
'гаљу препоручује се да се обе променљиве х и у сматрају 1ШО Функ
ције нове променљиве t. У Механици је '1'0 t обично време. И. т. Д. 

4. Откривене и скривене Функције. - Кад је једначина, која 
изражава везу између двеју или више променљивих количина, решена 

. . , . 
по зависно промеНЉИВОЈ, тако да Је она сама на леВОЈ, а све остало на 

десној страни једначине, Функција се зове откривена (explicite). У про-
• ••• • 

тивном случаЈУ, т. Ј. каД.Једначина НИЈе решена по зависно промеНЉИВОЈ 

количини, ми кажемо да је Функција у скривеној (implicite) Форми. 

5. Функциони знаци. - Да бисмо 0значили да је једна Е!)ли-
• • • 

чина, Н.Пр. z ФУНIЩИЈа Једне или више прапроменљивих х, у ... , а не-
ћемо да карактеришемо ближе на који су начип· оне међусобом везане, 

ми се сдужимо IIисменима ј', Р, ср, ф .... ' такозваним ФУUКЏUОНЛМI зuа-

1~~IAta; стављамо • 

z = ј'(х), z = ср (х, у), ... 

и читамо: z је Функција х-а или z је Функција х-а И у-а. И. '1'. д. 

Овде је z представљено у откривеној Форми. У сњривеној форми 

ыи бисмо написали овако: \ 

F(x,z)=O, ф(х,у,z)=О, ... 

6. Посредне Функције и сложене Функције. - А1Ю је z = ј' (у), 
а у = ср (х), онда се њаже да је z nосредиа фуuкциЈа или функција 

фуmщије. z је посредна Функција променљиве у, а непосредна Функ

ција променљиве х, јер је z = ј' [ср (х)]. 

Нека је z=F(x, у), а претпоставимо дајех=ј'(и), у=ср(и). 

Тада се z зове С.ижена [рункција; .z = P[j(II), ср (11)]. -
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7. Алгебарске и трансцендентне ФУНЈщије. - Ми дедимо све 
Фунrщије на амебарске и на Tpa~cцeHдeHTHe. Фуикција је (lIнебар(Жа 

!taA су радње, које се са променљивим кодичинама има да изврше, адге
барске, а то су сабирање, одузимање, МН9жење, дељење, подизање на 

степен и ЕОреновање са познатим издожитељем.· Све остале Функције, 
које нису адгебарске, зову се mрансцenденmне. То еу издожитељне, дога-

- . 
ритамске, 'григонометриске 'и ЦИIt.ilометриске ФУНКЦИЈе. 

I1ајпростије (основне) алгебарске ФУНlщије јесу ове: а + ,:V, а - Х, 

а Х,: Ј ха, 11 Х, а најпростије 'грансn;ендентне Функције гдасе: аХ, lo,q ;1', 

• • • 

B~n х, СОВ х, t,q х, cot,q ХЈ Щ"С 8~:n х, а7"С СОВ х, Щ"С tg ХЈ атс cotg х . 
. 

8. Рационалне и ирационалне' Функције. - Адгебарска ФУНК-
. . . 
ЦИЈа Је uрацuонаllна иди рmеионаllна према томе да ли се у њено~rе 

изразу, пошто. се овај цо Ј\!ОгућСТnY сведе, ма једна од променљивих ltOли

чина налази испод кореног знака иди не. Другим речима: Функција је 

рационална, ако су сви издожитељи променљивих количина цеди бро-
• • • • 
Јеви; ФУНКЦИЈа Је ирационална, ако се 'ма и на Једноме месту налази 

. 
. променљцва кодичина са раздомљеним издожитељ el\l. 

9. Целе и разломљене Функције. - За једну адгебарску ФУНК-
'. 

ццју ка;кемо да је ~~eљa, кад се ниједна од променљивих, од којих ФУНК-

ција зависи, не јавља у именитељу иди, што је једно исто, кад су 

издожитељи променљивих кодичина подожни. У противноме с.ччају ФУНI!-
. д ~ 

ЦИЈ а се зове раЗIIО.llљена иди еЛО6на.-· .'. 

Према OBOi\Ie и ономе што СМО каза~и у прошдоме чдану постав

.iЬaJ\!O Д~Финицију: цод целом и рационaJ.I:RQМ Фушщијом разумемо један 

подином у коме се прапроменљива јавља само са цедим, и положним • • • . . - . 
издожитељима. Општи тип 

барске једначине, дакде 

такве ФУНКЦИЈе то Је полином Једне адге-

, 

• • • 

где Је п цедо и подожно, а1Ј ([2, ••. а,. произво.ъне :константе, од КОЈИХ 

по неке могу бити = О. Највиши степен прапроменљиве одређује димен-. . . 

_ зију иди степен Фун:кције. 
В:одичник из две целе и рациона.ше Фун:кције, ато је израз. вида 

• 

х" + а1 xn-- 1 + а2 х,,-2 + ... + ([,,_1 Х + а." . . 

ЗОвемо рацuонад,но раЗЛО.!flљеноltl фующuјо.!fl. 
• 

За такву рационално раздомљену Фушщију :кажемо да Је 'Чuсто 

ЙДИltе<{uсmо раЗЛОЈ!lљена, према томе да JlИ је степен дељеника мањи 

.иди већЦ од степена дедите.zt,а, 1'. ј. да ди је п ;т. 
1* 



4 

На случај да ј е степен дељеника веhИ од степена делитеља (п> т), 

да је Фјнкција, дакле, нечисто раЗЛОЋ!љена, она шоже да се разложи на 
• 

једну цеду и једну чисто разлошљену Функцију. То се разлагање врши 

обичниы дељењеш. Н. пр. 

5 ха - 2 х2 + 3 х + 4 =5 х 13 032 х - 22 . 
х2 -3х+2 + +w-3x+2 

.~ 

2. Бесконачно велике и бесконачно мале количине. 
10. ДеФиниција. - Еоличина, која непрекидниш растењем добија 

све веће бројне вредности и постаје најзад већа но ша како ведики· 

број, зове се бесконачна еељuка nољuчuна. . 
Еоличина, која непрекидним ощiдањем постаје мања од сваке l\Ja 

како мале количине, зове се бесконачно .маља КОМtчuна. 

. Из ових деФиниција следује, да се бесконачна велике и бесЩЈ-

начно мале количине не смеју сматрати као одређене количине; оне су 
, 

промен .. ъиве. Нарочито треба правити разлику И3Јr1еђу бесконачна мале 
количине и нуле. Нула није количина; она је неищија.Iюличине. 

•• 11. Правила. - Ако означимо са оо бесконачна велике количине, 

. 1 б 3 ' онда Је - еСIюначно мала количина. а њих вреде следеnа правила. 
оо 

Сабирање и одузимање. 

1. оо + оо + ... + оо = оо. 
2. оо - оо може, према прилици, да буде бесконачна велико, коначно 

или бесконачна мало. Такав се израз зове неодреljен оБМtк. 

3. оо -/- а = оо, где с! означава какву било Rоначну КО.ilНчину. 

1 
4. оо -/- - = ОО. 

оо 

1 1 1 1 
5. - -t- _. -+- ... ::1- - = -. Ов.о, пart, вреди само онда кад ј е број 

оо оо оо оо 

G. 
~I. 

сабирака коначан. У противноме случају, т. ј. ако је број сабирака 

бесконачно велики, ресултат шоже па буде коначан, бесконачно 

мали, па и бесконачно велики. Тако н. пр. ако једну количину 

(теда, дуж, и. т. д.) растворишо на бесконачно маде дедове, збир свију 

~'Их делова остаје раван дотичној количини и оп је I\ОШlчан, бес

Iюначно мали или бесконачна веДИllИ, према томе Iщква је коли-
• 

чина, КОЈУ. смо узедиу расшатрање . 

. Множење. 
сх:: . сх) = СХ). 

оо. а = оо. 

1 .. . 
8. оо . - Јесте неодређено, јер се своди на случај једнога збира 

оо 

бесконачно ыного бесконачна ыалИХКОЛИЧИШ1; 



9. ~.~=~. 
оо оо оо 

1 1 
10. -. а=-. 

• 00 оо 

. Аељење. 

11. 
1 

оо = ОО. -, дакле неодређено (види под 8). 
оо оо 

оо 
12. -=00. 

а .' 1 
13. оо : - = оо .00 = а:;. 

оо 

1 1 а:; 
14. -: - = - и према томе неодређено. 

оо оо оо 

15. ~: a=~. 
оо оо 

1 1 
16. -: оо =-. 

17. 

18. 

оо оо 

1 
а :'-00 =-' . 

1 
а: - = оо. 

оо 

19. 0000 = оо: 
Степеновање и нореновање. 

1 , 

20.00'= а:;: ако' је а > О, т. ј. положно, иначе 00"=
оо' 

ако Је 

а < О, т. ј. одречно. 
l' 1 . 

21. 0000 јесте неодређено, јер кад логарит:мујемо добијамо 10g 0000 = 

1 1 
log оо = - .00, а то је неодређена вредност. 

оо .' оо 

22. (~ )';' .TaK~ђe је неодређено, као што се види :Кад .tlOгаритлује:мо: 

10g (~)~=l 10g ~=l·. оо. 
оо оо оо оо 

(1).1 '(~: а . 23. оо = оо' ако је а> О, напротив '-'-' = оо, ако Је а < о. 

24. (~)OO~. 
25. аОО =~, ако је а> 1, међутим 

аОО = ~ ако Ј' е а < 1. 
оо' 

. . 

На случај да је а = 1 имамо 100, које је Heol\pel)eHo, као 

1 
што се види И3 тога што је 109 100 = оо 109 1 =.~. оо' 
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1 
26. Ct OO = 1. 

Ако, ради краћег бедсжсња, 0значюю бесконачно маде 'КОдИЧИН~ 

са О, онда можемо изразе, за који смо казади да ИМilју неодређени ВИД, 

О оо О о ОО' lОС Аа напишемо оо - оо, ОО. 'оо' О' оо, , . 

. ' Ми смо видиди да се сви они 11О1'У да сведу на једну Фор~IY' Опш'rе 

ыетоде за. изналажење правих ВРt)',I\НОСТИ таквих израза даје ДиФерен-

циални Рачун. \ 

3. Границе Функција. 
12. Појам границе. - Кад непрестаним растењеы иди опадање~[· 

прапроменљиве њодичине и прибдижавањем исте извесној вредности, 
. '. "', 

н. пр. вредности х = а, ФУНКЦИЈа тежи . неКОЈ стаДНОЈ вредности, Н •. ' пр. 
f (х) = Ь, тако да раздика између те вредности Ь и ма које дpyг~ 
фунњционе вредности постаје све мања у RОДИllO је х ПРИбдижниј,еrf'i{. 
онда се каже да дотична Функција тежи 2pauu.v,u (limes) Ь. То се зНа-. 

цима бедежи 
Њn f(x) = Ь, 
х=а 

а чита се: граница, којој тежи f (ос) за х = а јесте р:i'iiиа Ь. 

4+3 
1. Прu",ер. Функција Ј (х) х Ј[~Ш:Ја свако коначно х своју тачно 

одређену вре;џIOСТ. За х = оо јавља се Ј(х) У нсодређеној Форми ~. 
'1 L 4+ 3х 4 . '. 
"еl)УТIШ кад напиш()мо х = х + 3 доБИЈМIO иепосредно 

li>n 4, + 3 х = lim (~ + 3) = 3. 
х=со х х=оо Х 

• 
• 

L' ( 8'" Х . б . 2. Прu""ер. <.ад у Ј х) = ставимо иепосредно х = О до I!ЈЩIO пс-
.~ . о п х . . 

одреiЈени ШIД о' ри cBe~IY томе ФУШЩИЈа II~Ш II 'Пtда СВОЈУ тачно 0,,-

ређену вредност и ЋШ је налаЗIL1IO на следе!ш начии. . . 

с 

Из слике видпnIO да ј е 
• 

• јn х < х < Ig х,') 

• 
IШД ПОДСШL1IO све три страно неЈеДШ1ЧIIНС 

х 1 
1<. <--

.'tn х СО8 Х 

II Y:J~!()}'O изврнуте предност!! 

• 

Сл. 1. 
8tn х 

1> >С08 х. 
Х 

1) Сдика наи показује да је поnршина БРУЖНOI'а исеЧlla ~ .... Bet,a од {:,. ОАВ, а 

}<aњaoд{:"OAc,T.j.дaje~ OA.OB.sinx<: ~,.2x<~ OA.A~ ИДИ ~ T2sinx<~ ,.2 Х <~ ,'2tgx 

ИJlУ најзад, кад скратИ!IO спе три стране неједначиnе са '2,.2, 
si'n х < х < tg х , q. е. а, 



Ми ВИдИl\LO, .одавде, да је \з'адата ФункIщjа ""~ х навек ша;"а .olJ, а 
већа .од С08 Х, Н.о У к.олик.о се ЛУК х буде внше сшањ}ша.о у т.олик.о ћС 

И .с08 х бити приближнији 1 и најзад за х = О лева и десна страна г.орље 
. . . 

пеiеднаЧ!Iие п.ост3ЈУ Једиан~е и так.о иал:азиш.о да Је 

• 
8~n х 

иn> = 1. 
х =0 Х 

На исти наЧИНIIЗВОДИМ.о из 

. tg х 
1,,,. = 1. 

"'=0:<' 

Речима: у I'ОЛIIE.о је лук мањи у т.олик.о је разлика H3Me~y синуса и 
, 

. таигенте и сам.ога лук!\ незнаТНИЈа, так.о да за врл.о мале лук.ове 

м.ожем.о синус и тангенту да заменИl\'I.о сашИl\'I лук.ом, Так.о н, ир. јесте 

'8in 10" = ф'С 10" тачн.о на тринајест десетних nтеста .. На .ов.оме се оснива 
један п.одесан начин израчунавањlit триг.он.ошетриских ФункIщjа'). . , 

3. Прuмер. Да бисш.о нашли границу, к.ој.ој теЖ!I збир беск.оначне гс.о-

метриске п.остеиен.ости • 

C'l' авПl\I о 

дакле 

1 1 1 1+-+-+-+ .. 2 2' 2' 

1.2:..~~ ... 1 ~ 
+ 2 + 2' + 2' + + 2,,-1 + 2'" 

1 1 1 1 28,,= 2+1+-+-+ ... + +-
2 22 21'1-2 - 2н-l 

JI .оДУзмимо . .ове две једначине једну .од друге, па ћем.о д.обити 

• 
.одакле следЈЈе 

. 1 
St& = 2 --, 

2" 

ит 8" = 2 . 
'i't = оо • 

Збир горње ге.оћIетриске п.остепен.ости са беск.оначн.о мн.ог.о члан.ова 

раван је 2. 
О т.оме се м.оЖСl'I.о уверити иа ј.ош један, врл.о .очигледан, начин кад узмеш.о 

дуж А В = 2 п преп.ол.овпм.о је, т.о исто УЧlшам.о и са друг.ом п.ол.овин.ош итд, 
" 

.;:-___ - - - - - 1 - - - - _ - - ~ 

• , I I 

<_._--------~ 
1 

2" 
Сл, 2. 

f I I I 

<:--? 
1 

"2' 

Дужи, до к.ојих так.о д.олазИl\'I.о, представљају граФНЧЮI п.ојеДlше члан.овс' 

г.орње и.остепен.ости II .очигледн.о је да у к.олик.о ВlIШе будем.о ВрШИ.'I1I 

.ов.о и.ол.овљење II сабираље д.оБJIВеНJIХ дел.ова, све hеш.о се више ПР':-
- - . .-

ближавати тачци В, која Је .од тачке А удаљена за 2 Једниице . 

. -
') Види П редавања ИЗ Триrоиометрвје '!А. 32. и 33. . . 
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13. ~чеЈн}методе граница. - Од ВРЛ0 ведике је важноs;1'Иу 
питањима о граници, такозвано lIачељо методе lраllлща, које гдаси: кад 

двепромен .. Ьиве кодичине остају вазда једна другој равне и кад једна од 
• • • 

њих тежи извеСНОЈ граници, онда и ОН11 друга }юра 'l'ежити ИСТОЈ граници. 
• • 

1. Прu."ер. На основу деФИНIПЏlје, по којој се под периФеријОЋl h-pyra има 
да раЗУЈ\1е ~-раничнавреДНост, којој тежи периметар (збир с~рана)једнorа 

. праШL'lноr у кругуписаногили описаиог полигона прибескоицчиом растењ у 
upoja ПОЛИГО!IСЮ!Х страна, добијамо Сilеде!ш израз за кружну периферију. 

Сл. 3. 

Нека је А В = 8 страна једнота у в,-рут уписаиог 

прашшног полигона са п страна; СIiустИ1VЮ 113 сре

i\Ишта С управну С D = (! на страну АБ и 0значfшо 
. х 

<j:.ACD=<;:'BCD= 2' И3 слике читащо даје Ап 
8 

И:ПI 2' -
lнетар 

• 

дакле 8 = 2 ,. 

. х 
р = 2 п l' 8~n -, 

" " 

. х 
ВИl 2, 

, 

а цео перll-

OBl\e Iшаыо две I:оличине, које су ваЗl\а (зц све п љ х) једна другој' 
, -- х ' 

равне: увеЕ: је перњнетцр l' раван 2 ,н' .in -. Једпа од ЊИХ, ато је 1', 
~ - - - -" . 

тежи Дзвеспој граници (периФерији ь:руга), д=е l\lOlЯi- IГ \lда. друга . .' 

тежитfI истој граПИIЏI. То значи да је кружпаПСРlIФерија: 
х 

р = liи Р ::::::: linl. 2 п l' si'п. - . 
'н ::::; со 11 = О:Ј 2 

l[uшто са рас'rењем п-а у бескона'lllОСТ средишнл угао х опада i бес

ь:оначност, то виднl\lо, да израз за кружну периФерију добија неодређену 

Форму оо . О. ]\IеljУТНЋI врдо је лако наlш њетову нстинску вредност. 

С обзиром на то, да се за 6есь:оначно ЋIади Л}Ћ СИIlУС лую.t ~IOже да 
.' з[шени луком ЮIМIO 

. х 

р = иm 2 11 l' - = lim ')' п Х =-: l' иm п 'Х. . /' 
Н=ОО -2 '"1=ОС н= оо ~ 

\ 

Слика нюI показује ;;а је, за иакаь:во п JI х, ПРОИЗВОД?1Х = 360· - или 

2 п и пре~ш томе р = 2 ,. n. 

2. П1'n.Jlfе1'. На ИСТ!! начин J>Iожемо да нађеЋI0 површину Kpyra као границу 
. .. , 

. КОЈОЈ тежиповршина Једнога у h-PYГ уuисанor пли око h-pyгa описаног 
прави.i1Ноr ПОЛ1пона, чији број страна у 6ескопачност pac~'c. 

П;) l'орње . слике видимо да је површина троуrла АБ С = s Q 11 прс,ш 
• 2 

'l'О:l1е површина полигона 

118(> Р!! q- ---,,'-,,' 
" " 

l','\C 1', као п горе, означава ПОЛИГОRСКИ пеРШIстар. 
На основу начела о методи rраница површшш h-pyra Је 

Q=lim1'P. 
tI=oo2 

llри 6есконсtЧНОЋlе растењу ,,·а Ь:ОЛ1I'lина l' теЖlI l'раЮЩI! 2 '·'n, а!!. 

теЖlI иолунреЧIШh'У ,.: 
lim р = 2 l' П, и'Ј-н, (! = 1', 

н = ос 

даКЈе 
Q = п,". 
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14. Теорема. - Свака стална количина сама себи је. гр;шица: 

иm С= С. 

Ово је само по себи јасно. Стална количина има навек једну исту вред

ност и неможе, према томе, тежити никаквој другој вредности. 

15. Теорема. -:- Граница алгебарскогвбира двеју (или више) Функ

'. ција једнака је алгебарскоме вбиру граница којима теже поједине Фующије: 

lim [р (х) ctl-1/J (х)] = lim.p(x) +- lim 1/Ј (х). 
ДО1Ш3. Нека је . 

lim р (х) = а, . lim 1/Ј (х) =Ь 
и ставимо 

. Р (х) = а + а, -1/Ј (х) = Ь + Р, 
'l'Ae су а И fl иввесне Функције х-а, које се у бесконачност умањавају, 

кад се х приближава OROj вредности ва коју р (х) и 1/Ј (х) постају равне 
4+3х 4· 

а односно Ь. Тако у 1. примеру чл. 12.ј-(х) = '= 3 + - нашJlИ, 
. 'х· х . 

смо, да је ва извесно х (за х ,СХЈ) lim f (х) = 3, док је за CBI),KO 
. 44' 

друго х Функциона вреднос'г 3 + -. Овде је дакле а = - она кодичина 
х х . . 

која, зависна од х, има то својство да се у бесконачвост смањује при

бдижавањем :r-a оној вредности за коју поста:iе f (х) = 3. 
Према м.том појму о количинама а и fl следује ив 

непосреАНО 
р (х)+- 1/Ј (::с) = а ,± Ь + а -1- fl 

lim [р (х) ± lJ1 (х)] = а ± Ь = lim р (х) -1: lim 1/Ј (х). - ' 

Примедба. ОВа теорема престаје важити кад је број сабирака 
бес~оначно велики' вато' што у таквоме случају алгебарски збир 

, а ~t- (Ј-+- r -+-. .. бесконачно много .бесконачно мaJlИХ количина не мора . 
да. буде -:- О (в. чл. 11. под' 5). .~, 

Специалан случај ове теореме јесте: 

lim [g:> (х) +- СЈ = lim g:> (х) +- с: 

, 16. Теорема. - Граница производа двеју (иJlИ више) Функција 

raBHa је производу граница, којима теже поједини чиннтељи: 

иm (,<р (х) . 1/Ј (х)] = lim р (х) . lim 1/Ј ( х). 

ДОl'аз. Ставимо као и горе у чл. 15. 
• •• 

lim р (х) = а, lim 1/Ј ех) = Ь, 

дщле 

Р (х) = а + а, 1/Ј (х) -с;. Ь + Р, 
р (х) .1/Ј (х) = а Ь + ар + Ьа + ар 

lim [р (х).1/Ј (х)] = аЬ + lim [ар а+ аР], 
а пош'l'О је 

lim [ар + Ьа + ар] ~ 
• 

то Је 
. lim[tp ех).1/Ј (х)] ~ аЬ = lim ср ех) .lim 1/Ј (х). 

liiiO специалан случај наведимо: . _ 
lim [С.р (х)] = С .lim р (х). 

, , , 
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17. Теорема. - Граница КО.ilичника равна је кодичнику из границе 

дељеника и границе дедитеља: I 

Доказ, Из 

, 

сдеДУЈе 

, 
пошто Је 

Специадно: 

l' ср (х) lirn ср (х) 
~rn 1/Ј (х) = Zirn1/J(x) 

ср (х) а+а а ba-а(Ј 

1/Ј(Х) = Ь + (Ј =ь + Ь (Ь +(1) 

lirn ср (х) =~= l~rncp(x) 
. 1/Ј (х)Ь l~rn1/J(xY 

, ba-а(Ј 
lиn Ь (Ь + (1) = О, 

, ср (х) lirncp(x) 
l~m С . С, 

, С С 
lиn 1/Ј (х) = lirn 1/Ј (х)' 

18, Теорема. - Сасвим опште је: 

Њn [р (х )Уф)] = [lirn р (х)у'm 1/ (Х), 

Доказ. Употребом горњих 31I~3~'\",Щ имамо: 

р (Х)1јЈ(Х) = (а + a)b+~ = (а + а)Ь (а + a)~, 
одакде, с обзиром на lirl1 (с! + a)~ = 1, сдедује lim [р (х)1/ (х)] 

lirn (а + а)Ь = аЬ = [lirn ср (x)]lim ,р (х). 
Особени С.ilучајеви ове опште теореме јесу: 

1. кад ставимо 1/Ј (х) = с . 
lim [ср (х)О] = [lirn р (х)ЈС. 

То значи да је граница С-тог степена (И.ilИ корена) једне Фушщuје 

равна С-томе степену (односно корену) границе дотичпе Функције. 

2. кад ставимо р (х) = С добијамо теорему за издожитељне Фушщије 
lirn [С'" (х)] = сит 1јЈ (х). 

• 
19. Теорема. - Граница ШГiрит;;ra једне Функције једнака је 

• • • 
.ilогаритму границе КОЈОЈ ФУНКЦИЈа тежи: 

lin"k[log р (х)] = log [lim р ех)]. 

Нека је ср (х) = а + а, даме 
lo.g р (х) = log (а + a)=log [а(l + :ЈЈ = log а + log (1 + ;Ј 

• 
и пошто Је / 

lirn (1 + а) = 1, log lim (1 + а) = О 
а . а 

• 
сдедУЈе теорема: 

lim [Zog р (х)] = lim log а = log а = log [lim р (х)]. . 
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, 

20 Прва основна теорема Више Математике. - Граница размере 
двеју бесконачно ыалих КОЛИЧИШl не мења своју вредност кад те количине 

заменнмо другима,' које им НИСу, равне, али такве да граница размере 
. 

наспрам првих количина тежи Јединици. 

- 'Нека зу а И fJ две бесконачно мале количине, с/ и {Ј' друге Две, 
,Такође бесконачно иале количине и то такве да је 

Њn!!' = 1, Zim 8~ = 1. 
а . 

На основу теореме мора да је , 
г · а [,.а 
пп fJ = ~mfJ" 

1. Доказ, На· идентичне једнач~не '\ 
а а а --- -fJ - fJ ' а' 

• 

сдеДУЈе , , 

г ' а г' а г,·а г' а l1n -= ПП -, ~m '" == ~m-', 
fJ fJ ~ fJ 

\ , , р" 
!:.. -- ~ - \ 
fJ - {Ј' ' fJ " 

Аналогно из 

" налазимо 
, '{Ј' , 

г · а г,а г' г' а 
иn 7f = иn {Ј" ~m {Ј' = ~m {Ј" 

даме , , , 

г ' а г' а г' а 
~m fJ ' ~m7i = иn {Ј' 

2, Доказ, Ставимо 

а' =а + о, а' о 
, дакле - = 1 + -, 

а а 

'fJ' ' . с, 
" 7i = 1+ {Ј' 

, 
где су о и с' две наспрам, а и fJ (па, разуме се, и наспрам а и 
Коначно мале количине, Тада је о 

а' ,{Ј' _ а' 1 1 + а 
a'fJ-fJ"а- 1 . с' 

+{Ј 

Zirn (1 + О) 
Њn а: ' Zim l = __ ~. __ a _ _ 1 

fJ а с - , 
гјm (1 + (Ј) 

,дакле , 
г ,а г' а 

{ЈТ бес-

, иn {Ј = ~m -{Ј" 

Према Овоме начину доказивања можемо да искажемо горњу теорему: 
Граница размере двеју бесконачно '. малих крличюl:а једнака је, 

граници размере других двеју бесконачно малих количина, које се од 
првих разликују за КОличине које су бесконачно мале наспрам,ЊИХ, 
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• 
Јесте 

Тако н. пр. yc;;rei\ тога што ј е 
• 

. 8~n х 
[!ЈП = 1, 

х =0' х 

. tg х 
l,m = 1 
х =0 Х 

3 Х 3х 
иm = иm = 3. 

x=otgx х=ох 

.' х tg х . х2 

l.m = [!Јn )' = 4. 
х=о . ,Х Х=О(Х 8tn - -

2 2 

sin 5 х 5 х 5 
liш = ит = -. 
х=о 6tgx х=о 6х 6 

sin2 х х2 

lirп. = lirн. а = ОО. 
х=О. ,Х Х:=О(Х) , 8И1 - -

2 2 

21. Аруга основна теорема 'Више Математике. - Граница, којој 
тежи збир од бесконачно много бесконачно малих количина, не мења се, 

кад место датих количина, узмемо друге бесконачно маде количине, чија 

l'ращща размере наспрам првих теши јединици. Или 

Граница збираод . бесконачно много бесконачно малих количина 
• 

не мења се, ако задате количине заменимо другима, КОЈе се од њих 

разликују за вредности бесконачно мале наспрам њих. 

Доказ. НеIШ је 

8 = а + а' + а" + . .. у беСIt. 

коnачаn збир од бесконачно много бесконачно малих кодичина а, с/, с/', ... , 
• • 

КОЈе по извесноме закону теку и претпоставимо да Је 

{Ј {Ј' {Ј" 
lim-=l, lim-;=l, lim-,,=l, ... 

а а а 
• 

или што Је исто 

{Ј = а + а8, R' '+' , t'=a ((с, {Ј" "+" " = (( (( 8 , .. О, 

• 
где су 8, с', с", . " такође бесконачно маде. кодичине и према томе 
производи а 8, (('8', а"с", ... бесконачно мади наспраlI кодичина ((, с/, ((", ... 

Према горњем је 

{Ј + {Ј' + {Ј" + ... = а + ((' + ((" +. " + аё + (('!':' + (("13" + ... 
=8 + ае + а'е' + a"f;" +. о' 

Узмимо да је тј по апсолутној вредности највећа од свију количина 13, 
• 

онда Је, апсолутно узев о 

+ "+""+ < (+'+"+) а/! ((13 а 8 '" тј а а (( ... 

. < тј в. 
Пошто је тј једна бесконачно мала количина, s коначно, тО је тјВ такође 
бесконачно мадо и ЊN Тј8 = О, а у толико пре 

lim Са8 + С/с' + а"е" + ... ) = о 
Ус.lед тога је' , 

• • 

lim((J + (Ј' + (Ј" + о. o)~ Њn ((( + ((' +а" + ... )= s q. в. cl. 
- . 
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Р есул тат да Ј е 

lim (си + а';/ + а",," + ... ) = О. 

исказан речима Г.ilаси: кад сваки члан једнога коначног збира од бес
коначно много бесконачно малих КО.ilичина (а, а', а", ' .. ) помножимо 

. једном бесконачно малом КО.ilичином ('" ,,', "",,, .), онда је тако добивени 
збир производа раван НУ.ilИ. . 

она ·npва теорема у Ч.il. 20. основ је Диференциалном, ова друга 

основ Интегралном Рачуну, 

Покажимо на једноме примеру значај. друге теореме у Интеrралноме 

Рачуну. 

При.израчунавању једне криволиниске површине у равни, но пр. ФRrуре 

MABN; која је оrраничена с једне страие комадом АВ аПСЦlIсне осе, с IIpyre 
две стране ординатама АМ и BN и са четврте )f .. 

стране луком М N ма. какве криве линиј е, ми ј е 
. замишљамо раздељену· на бесконачио миоrо бес
коиачно узане трапезе, као што је н. пр. PGHQ. 
На тај иачии је фиryра МАВNпредстављена као 

један коначан збир од бесконачно MHoro бес-' 
. ' 

коначно малИХ сабирака. Место трапеза PGHQ 
може~IO да узмемо уписани или ОlIисани правоугао· 

иик, PGHB или SGHQ, јер је разлика исмеђу 
љих и трапеза бескоиачио мала иасирам истих. 

Разлика ИЗ~Iеђу ОПlIсаноr и уписаноr п]швоуraо
ника представљена је правоуraоником PQBS, 
који је раван производу из две бесконачно мале 
количине (апсцисноr елемеита G Н и ординатноr 

N 

R 

L-+-__ ~~~--~~----X 
О А (Ј Н В 

Сл. 4. 

елемента Q В), дакле бес-
• • 

коначно ~Iа.llИ наспрам уписанor или описаноr правоуrаоника, ЧИЈа Је ПОВРПIIIна 

равна производу из једне коначне 'дужи (ордннате J"'G. односно QH) и једне 
бесконачно мале количине (апсцисноr еле~Ieнта GH), Означимо са а, а' а"" о' 

поједине апсцисне еле~енте (од којих је и G Н такав један), са Е, Е' Е", ••• ордн
натне елементе (разлике из'међу две и две бесконачно блиске ордннате). Збир 

аЕ+а'Е' + а"Е"+ .... изражава разлику између ПОВРШIIне свију описаних 
и. површиие свију уписаних правоугаоника. Но пошто је lim (аЕ + а'Е' + 
,," " + ' .. ) = О'), то следује да се при израчунавању криволиниске по~ о 
вршине М А В No трапези Р G Н Q Mory да замене било уписаним, било OIIIIсаним 
правоуrаОНИIЏL'I1а. 

22. Бесконачно мале количине разног реда. -- При расматрању 

више бесконачно ма.ilИХ КО.ilичина, које зависе једна од друге, узима се 
јудна од љих као Ма/та бесконачно мала 'Кољttчttна, са којом се остаде 

упоређују. За другу коју бесконачно малу КО.ilИЧИПУ каже се да је бес

'Коначно маља-nрвО1а реда (стуnња), ако размера исте наспрам гдавне 

беСКОН/1ЧНО мале КО.ilичине теши, као граници својој, једној коначној 

1) Прешоставимо да сви праьоугаоници, односно трапеЗIJ, 'на кnје замишљамо раз
дељену кривомшиску ,Фигуру, имају једнаку ширину, т. ј, узмимо да је а = а' = а" = ,о .. 

онда је збир бесконачно маљих правоугаоника Р Q Е8, означимо га са 2,' Р Q Е S = 
а (, +,' + ,"+ о оо) '" ci (Л В --М А), дакље раван производу из једне бесконачно маље кољи
чине а И једног конаЧНОl' бjtоја ЛВ-МА, Отуда одмах C.ileAyje да јеиm I PQRS ОО 

,-, . 
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вредности. Нека је а главна бесконачно мала кодичина, р Један коначан, 

а ё један бесконачно ьшди број. Бесконачно маду кодичину нрвога реда· 

можемо да представимо, онда, у виду 

fJ = а СР + ё), 
• • 

Јер Је 

lim fJ = lim (р + 8) . р. 
а . 

-
Једна бесконачно мада количина је бесконачно љtaла opyzm реда, ако 

је љена размера наспрам главне бесконачно мале Rоличине бесконачно 

мала кодичина првога реда. БеСltOначно мада кодичина другог реда је 

јерје у = а (Р + 8) бесконачно мадо првога реда. 
а 

Сасвим опште Rаже~!О за једну КОЛИЧIЩу да је беСКОllшmо мала 

n-mош реда, ако је љена размера наспрам главне бескопачно маде 

количине бесконачно ма.Ш n-1-вога реда. Бесконачно мада количина 

п-тога реда има вид 

}' = а" (р + ё). 

Тако на пр., ако УЗl11емо да је лук Х бесконачно lIIада ltOдичина 
. . ~ . 

првога реда, онда Је и sщ Х оеСЕоначно }Јала Iшличина првога реда, 
• 

јер је Zim sИl Х = 1. МеђУТИlll 1 - СОВ Х је бесконачно јј[ало другог реда, 
:2::=0 ;)? . 

. . 1 2 . оХ 
Јер Је - cas Х = sm" 2' 

Правоугаоюtк РЦЕВ, конструисан из беСltоначно lIIадих коорди-

. натни елемената РЕ и ЦЕ (в. Сд. 4.) јесте беСltOначно lIIали преыа 

правоугаоницима Ра Н Е, S G Н Q и трапезу Ра Н Ц. Ако ове последље 
узмемо 33, бесконачно маде првога реда, онда је правоугаОНИI, РЦЕ S 
бесконачно мада количина најмаље (т. ј. извесним случајима још и вишег 

но) другог реда. 

ЕористеllИ се овим појмовима о беСI(оначно малим количинама раз

нога реда можемо горље две теореме (у чл. 20. и чл. 21.) да искажем о 
на следеl,и начип. 

• 

Граница размере двеју количина, које се састоје из бесконачно 
. • 

мадих количина разнога реда, не меља се, кад Је код Једне и друге 

задрже само бесконачно мале количине најнижег реда . 
• 

Н. пр. • I 8 . з . 
[

• Stn Х -, stn Х _ {,'. s!n Х ,m _ 2 4 - иn 
х=ох+ьх -Х х=О Х 

-1 - . 

-
Тако исто кад се тражи граница збира бесконачно малих I(оличина ,. 
разног реда довољно је, и без утицаја на 'IЋЧНОС'f резултата, altO се 

узму у рачун самобесконачно маде количине најнижег реда. 
-, 
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"'2З.Непрекидност Функција. - 3а једнозначну ФУНIщијуl) прапро
менљиве х кажемо да је nеnРelсидна или KOHmttнynpHa у извесним гра

. ницама, н. пр. од Х - а па до х = Ь" кад она за сваку вредност х = С, 
,која лежи између а И Ь, добија саио једну и то стварну и коначну вредн?ст. 

Значај непрекидности Функције постаје очигледан, кад Функцију 
• • 

представимо геометриски, као криву линиЈУ у равни двеЈУ координатних 

оса. Проиенљиве х и у представљају координате појединих тачака 
'линије, која је аНaJlИТИЧКИ деФинисана једначином у = ј (х). .Ако је 

f ех) непрекидна Функција у границама од х = а па до х = Ь,онда је и 

, крива динија у = ј (х) непрекидна изме:hу 'ff 
тачака р. и Q, којима oAI'oBapajy апсцисе 

, х = а и х -:- Ь. 3а сваку апсцисну вред

ност х = с (где је а < с < Ь) доби:hеио, 
у 'faKBoMe случају, једну и то одређену 

ОРдинату (вредност Фущщије), па дакле и 
• • • 
Једну, извесну 'l'ачку на КрИВОЈ ЛИНИЈИ. 

,3начи: ако је Функција ј (х) непрекидна, 

и ми узмемо две тачке R' и Е", које одго
варају апсцисама с - о и с + о, онда о 
њихове ордина'l'е ј (с - о) и ј (с + о) мо
рају, при бесконачном умањавању апсцисне 

разлике о, тежити једној и ИС1'ој C'fBapHoj 
и коначној вредности: ординати ј (с). ' 

Р 

I 

, 

, 

• 

R' 1? R" 

- .... 
." -'" , о ~ 

~ 1.-. " 
1~' 

'" ~ "" 
х 

џ " t" 
., "r' " 
Ј( >с 

" "t 

Сл. 5,. 

Према овоме можемо аНaJlПТИЧЕИ да Формџишемо непрекидност 
Функције. Функција f (х) непрекидна је од х = а па до х = Ь, кад је 
за ма какво х = с, које се налази између а и Ь, 

lim ј (с - о) = lim ј (с + о) = ј ( с). 
0=0- ' 0=0 

с овим сио у стању да испитамо непреКИДНQСТ односно прекидност Функција. 
Тако н. пр. отуда што је 

• ит 8;n (с ± о) = иm [.i11 с С08 О ± С08 с 8;11 о] 
0=0 0=0 

= ain с иm СОВ о' ± СОВ с ит 8in о 
0=0 0=0 

• = 8'lon С, 

ит еС±О = liт [есе± ОЈ = еС ит е±'О] = еС 
0=00=0 "=0 . , 

слеДУЈе да су Функцие у = .јn х и у = еХ непреНЋдне за све вредности х-а, од 

х = - оо па до х = + оо, јер оне за свако х = с имају свега једну и то стварну 
н коначну вредност. 

. I _ -С •• 
,'.~ . 

. 1) Функције се зову једltо.nаЧltе, кад оне ЗI\ сваку особену BpeAJrOCT праПРО>lен.ъиве 
И>lају једну јединцату вредност. На нротив оне се зову .мltогозnа·'ltе (двoIначне, трозначне' 
итд.). кад свакој особеној вредностн нрапромен.ъиве oAroBapajy више (две, теи итд.) ФУНК
ДИОНИХ вредности. Једнозначне Функције јесу 

у=ах+Ь, z=px+qy+r, 
а l\Iногозначпе су 

У'" t'ax + Ь+ ех' (.<\возначна), 
З_ 

У = ух + ах (трозвачна). 
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у СВaIюме ДРУГОМ сдучају, где ФУНlщија lIe испуљава један од 
наведених уедова за непрекидност, Функција је nрекидна иди дuскон

тuнуuрна. Функција је, дакде, прекидна, ако за коју вредност х = с 

она добија две иди више вредности иди ако је Функциона вредност 

имагинарна или најзад бесконачно веДИIta. 

Ево неколико случ>1јева 'прекидиости; 
1 

1. f(x) = а 
eX - С_1 

1 има за х = с две раЗilичне вредности; ЈСс) = ± а. 

ех - 1 + 1 

1 1 1- 1 
еС + О - С_1 ;&" -1 -Ј 

Лс+о) = а 
е 

= а = а , 
1 1 1 

еС + 0- С + 1 еО + 1 
1+ 

-Ј 
е 

Um.fCc + о) = а, 
0=0 

1 1 1 
• .' с-Ј-с 1 -о 1 -0--1 

јСс -' о) = а 
е - е - е 

1 
=а- = а 

1 1 , 
е с - Ј - С +l е-О + 1 е" +1 

, 

иmј(с - о) = -а. 
о . . 

=0 

, 
2. Ј (х) = t9 х има за 

п; 

х =--
9 

бескошtЧIЮ велику Bpei\HoCT 11 Функција је, 
• " 

п; 

дакле, за х = "2 прекидна. 

ИСТИ је случај кодЈСх) = (X~c)2 за х = с, јер је 

лс) =Њnј(с-о) = ЊnЛс + о) = lim~ = оо . 
Ј=о 0=0 0=00 

С 1 ' 
лично кодЈСх) = за х = с. Овде је 

х-с 
, 

lim ј (с + о), lim : = оо, lim f( с - о) = иm ~o 
'и= о 0=0 и Ј=о, , Ј=о 

• 
-оо . 

, 1 , . --
ДруrаЧI~е код Функiщје Ј (х) = еХ-С • . Љена је преюџност таЮJ[t i\a она 

за х = с До.Qија две вреi\НОС'rи, од којих је једна коначна 11 то = О, 

а дpyra бесконачно веЛII!Са. Потврђује се тиме што је 
1 

иmј(с + о) = lim еО = оо . 
О =0 О = о 

• 

::~\-,~: 
'\~~'---

3. f(x)~~it8i11 а јесте за х=О .-.. - х 

• • • 
преКlIдна ФУНКЦllJа, Јер Је њепа вред-' 

HOC~Taдa неодређена. 

4. f (х) = У(х - 3) (х - 8) јесте преКlIдна ФУШЩllја за све вредности х-а, 
које леже IIзшеђу ЗИ;:'8, пошто је за 3 < х <8 вредност У(х-3)(х-8) . ' 

шrarинарна. 
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, 
• 

1. Напомена. Код МНOIозt,щцнuх функuuја ваља испитати сваку 
љену грану, т. ј. сваки низ вредности, које су међусобом везане ,законом 

пепре:ЮIДНОСТИ, по irаособ. Тако н. пр. код Функццј~.t(хј = ух једну 
грану образују вредностИ + ух, а другу гра~ч -у х. Ако су све гране 
непрекидне, онда се каже и за цеду ФУНКЦИЈУ да Је непрекидна. 

2. Наnо.мена. 3а непрекидност Функција, ltOje зависе . од више 
. . 

~прапро~енљ~вих кодичина, Ba~ сасвим CJlичиа деФИНИЦИЈа као. и за 

ФУНКЦИЈе :КОЈе з~висе само од Једне прап~оменљиве .. Тацо н. пр. Једно
.значна ФуНКЦИЈа f (х, уј непрекидна Је ФУН:КЦИ:Ја У, границима од 
х ~'a па до х =,Ь и од у = а па до '!Ј = fl, :кад за сва:ки спрег 
.ц)'едности љених прапро~енљивИХ х И у, н. пр. за ~ = с И '!/ = r (где. 
с\ лежи између а И Ь,\." између а и fi) она доБИЈа само Једну и то. 
с1\варну и ltOначну вредност. 

" . Непрекидност Функција:I,;;,:које зависе од две прапроменљиве, може 
даi се протумачи геомffl'РИСКli! употребом Анадитич:ке Геометрије у про
CT~PY, док за Функције, нојеsависе ОД три и више прапромен:љивих, 
геqмеТрИСltО тумачеље постаје пемоrуЬлО.. 

-

П. 

. -.уџпшТе. 
, 

• • 

КОЈИ Је 24. Појмови . . -;- Под'.' 
обраЗ0ван по извесном 

• ,О • 

, .,,' . -из КОЈдЈ!.: се ред С;lСТОЈИ, зову 
се цланови реда. .", I 

- -. -, ,;. , ' 

Ан о, ОД лева па. на .' ЧДЈ'ЩОВJI. БЩtаЈУ већИ, онда ред расте. 

у противноме случају ред опада. . '.' ..... .., '; 
Ред. се 'зове К01Iа'Чан или б(3е#~'ti.m" према томе да ли је број 

љегових чланова :коначан или;бее:Ш5~~Qвелики. 
, " ,,- ,", ' . - '. . 

, Број, I\оји по:казује на номе сеl!Џic1iylIftllази исвесан 'Ман' реда, 
. ,.!, - , -.. " -, '. - ' 

З0ве се Ј(.азаљ:ка места тога чла'На. ИJlИПРОСТО казаљка 'Мана. 
• • 'о' .,. 

Чланове једнога реда бележићемо са и1 ,' 'И2 , ИЗ, • , • Члан 

• 

и" З0ве· 

се п-ти иди општи 'Члан. 
• • 

- 25. Закон реАа. - Ред се може сматратИ да је познат, ако је 
.. - I 

познат закон по коме теку љегови чланови. Тај закон може, поглавито, 
, , 

бити изражен на ова два начина: . 
1-во сваки члан (реда U1, и2 , itз , ... 'И,. ••• може бити дат као 

• • 
<l>ункција љегове казаљке: И'N = f (п ј, у номе се случају закон 
реда зове независан. 

2-1'0 закон реда може да изр.а:жава ма, ,који члан IШО Функцију, 

претходећИХ чланова: и,,=ј (1t,,_1, 1tn_2, •• • ). 3акон реда 
, , 

ЗОве се тада повратан . 
. ОСНОВЦИНФИНИТЕ3ИIIIА.ШОГА РАЧУНА, 2 
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Тако н. пр. код геометриске постепености а, (1 q,' а '112, '~a."tl 
• 

aq"-t, aq", aq"+\ ... јесте ~L" = aq"-\ иn +1 = aq", и,,+2 = aq"+1 
• • • 

и тиме је закон реда исказан у незаВИСНОЈ Форми, пошто сваки чдан 

израчунавамо непосредно из љегове казаљке места. Уз~вши да је 
2 '/1'''+1 и,,+2 и,,+1 б' . q = = -'--, дакле /1',,+2 = -- до Ијамо закон реда у повра-

U N I 1:lt~+l' иn 
тној Форми. Да бисмо израчунали извесан члан потребна су нам два 

претходеhа члана. 

. 26. Збирни образац. - Ана.llИТИЧКИ израз збира првих п чланова 

једнога реда зове се збирни образat!. Ставиhемо 

В" = и1 + и2 + lIз + ... + «П' 
ItaA је познат аналитички израз збира, онда CTh!O у стаљу да определимо 
не само збир од ма колико чланова, него и цео ред за који тај образац 

важи. Ма Iюји члан реда добијамо као разлику из два збира 

Ншш пао1 је дат и. пр. ов::.,ј збирни образац 

. а (1- qtl). а (1- ч"-Ј) 
в" = - - ':. :Онда је 8"-1 = ._--, даЮIС 

l-q . 1-q 
. а 

'i(,n = Sn - 8"-1 = _ (qn -1 - qn) = а qn -;-1. 
l-q 

3.'1 п = 1, ~, 3,. 4~ .. . палазИЈНО чланове 

и1 = а, и, == aq, и9 = aqZ, Ul = aq3, ... 
1, 

То зиачи да се горљи збирни обра:Јац односи IЩ геометриску ностснеНОСЋ 

27. Збир бесконачнога реда. - По себи је јасно шта ваља раз

умети под збиром једног' коначног реда, пошто се збир таквога реда 

добија непосредним сабираљем. Дрyrи је случај код сабираља бесконаЧli.ИХ 

редова, које се неможе непосредно да изврши. Под збuром једно! оес

'Koha-чн,QI реда разумемо границу којој тежи збир ПРВИј( п чланова, кад 

пустимо п да расте Ј бесконачност. Дакде, ако означим:о са s збир бес
коначног реда; онда је према деФиницији 

s = lims". 
п = оо 

Збир бесконачног реда може да бу де 

l-во коначан и одређен, у Iюме. се случају ред зове зБUРЉU6 или 

KOHвep~eHтau. :Збир 1L1 +и! + 11з + ... у беск. раван је извес
номе коначно м броју в. 

, 

2-1'0 збир је бесконачно ведики: lim s = DO. Такав се ред зове 
,незбuрљuв или дивep~eHтau. ,,= оо 

3-he збир има више разних вредности: није одређен и зато се и 

ред зове неодребен или O{J'uuJIupajyf.u . 
• 

у 3MIIМO као пример бес коначну гсометриску постененост 

а+ач+ач'+ ... + ач"-1+ач"+~,, у беск. 



. ПРВИ ДЕО 

.ДИФЕРЕНЦИАЛНИ РАЧУН 
== 

1. 

Аиференциалење Функција јеАне прапромеНЈЬиве . 
• 

36. Иако је пронађен Аиференциални Рачун. - Покушај и да се 
нађе општа метода за Щ>В.ilачеље таНl'енте на криве .ilиније у равни, 

замишљајуЬн .ilиније дате љиховомједначином, дади су повод за про-

на.ilазак ДиФеренциа.шог Рачунаv .~ 

. Узмимо да се xot.eTaпreHTa у тачци Р (х, у) једне .ilиније чија 
је је~начина у правоуг.ilИМ координата- .:1-
ма у =/ (х). 

. Под тангентом разумемо :крајни 

ПО.ilожај, којем тежи сечица при 6ес-

1tоначном при6.ilижаваљу љених пре

сечних тачака једна другој. Према томе 

се тангента у тачци Рима сматрати1tао 

крајни ПО.ilожај TL 'којем сечица SY 
тежи кад за~1ИС.ШМО да се тачка Р' до . ., 
у 6есконачност при6.ilижава тачци Р. 

,'" , , . , ., 
I __ ! 
I '-' I , , 

.Означимо са х и. у координате' -o"+'~r~.\-s~--'---!t---Q~'--- 1( 

тачке Р, са х + h и У + k координате '> i СЛ .. 6. 
тачке Р'. ПОШ'l'О се тачке Р и· Р' па-

• •• • 
.лазе на задаТОЈ КрИВОЈ ЛИНИЈИ, то важе Једначине 

. у+ Јс=/ (х+ ћ) , 
.У = / (х), 

, 

k = f' (х + ћ) - / (х). . / 

одакле 

КО.il.Џ1лде h и:k зову се "оордuнаmне промене . . О др едити танг.енту 'Ј тачци: 
Р значи управо наt.и љен правац,· јер је додирна тачка Р веЬ. дата 

љеним координатама х, у. Правац се одређује (анадитички) ~Т.ilЩЦIИМ 

Сjl.чиниrељем, а то је tangens. угда који дотична права (овде. дирка) 
" •. 'о " • -

:,!!ИРЈ.апа, . са, щможним правцем. Х-9се. 
ПовуЩIМО Р N 11 х-оси. Из f::" РР' N видимо да је УГ.ilовни сачинитељ 

сечице P'N Р' Q' Q ( 
t P'PN= -Р _y+k)---'lL_.!!...-
g PN- ОQ'~ОQ--U~+h)-,.;к;- ћ' , . 

',- i 

~~.ilе 'раван промени ординате подељен~ 
. 

Cl!., променом апсцисе. 
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На основу горње деФИНИЦИЈе за дирку 
I . 

закључујем..о да је УГЛОВНИ 
сачинитељ тангенте 

, 
tg LPN .lim tg Р' PN= lim 

·h=O h=O 

~. lim /(х + h) - j(x)~ 
h 1<=0 h ." 

'k=O k=O 

Нашли сио да је угловни сачинитељ дирке на Јшнију у = / (х) у тачци 

Р (х, у) изражен границом којој тежи количник из бесконачно малих промен~ 
оРДинате и апсц:nсе, које су међусобом везане једнаЧИНО~I у + k= /(х+ h). 

, . 
Напомена. Инфuнuтезuма;mu Рачун (рачун са бескоюiчно малим' 

и бесконачно великим количинама) дели се на: Дuференuuалнu, Инmе
~ралнtt U Вариацuoни Рачун U Теорију Дuференuuал.нuХ Једначuна. 

Први, за кога се са СИГУ.рношt.у може казати- да ј.\Ј упqтребљавао 
инФинитезималне количине, то Је славни грчки математичар старога века 

Архимед (Сиракуза 287 - Сиракуза 212 пре Хр.) доказивши да је повр
шина круга Једнака са површином троугла, чија је ОС}3.0ва једнака перц
Ферији, а висина једнака полупречнику круга. После долазе, као нај
главнији, ГаМtлеј (Galileo . G~lilei, Пиза 1564 - Арцетри 1642), Ка6а
лuерu, (Bonaventura Саvаllеп, Болоња 1598 - Бодоња 1647), Кеnљер 

. (Johannes KepleI', Magstatt 1571 - Регенсбург 16'30), Њутн (Isaak 
Ne\vton, \Vhoolstorpe 1642 - Лондон 1726), Лајбнuu (GottfгiedWilhelm 
Leibnitz, Лајпциг 1646 - Хановер 1716). ~. 

Распра око приоритета за проналазак ИнФинитезимадног Рачуна, 
која и данас још постоји, беспредметна је, јер Галилеови partes поп 
quantae, Еавалиериово indivisibile, Баровљев (Isaak Barrow, Лондон 1630 
- Лондон 1677) tI'iangulum characteristicum, Њутнови моменти и Флук~ 
сије и Jlајбницови диференциали све су то само разни изрази за једну 
исту замисао. Та замисао је код Њутна најјасније концептована, а рачунска 
страна најсавршеније изведена код Jlајбница. . .' I 

ОСИJ\I горе наведених тнораца, и са напоменом да је Jlајбниц у своме 
рукопису од год. 1675 први употреб}IО интегрални знак .Г, вредно је 
напоменути имена оних, који су поглавито радиди на усавршавању Ннте
гралног Рачуна. То су браt.а Јшков и Јован Вернулu (Jakob Веrпоulli, 
Базел ] 654 - Базел 1705, Ј ohann Bernoulli, Базел 1667 - Базел 1748), 
.Ајлер (Leon11al'd Еulег, Базед 1707 - Петроград 1783) Даламбер (Јеап
le-Rond d'Alembe!·t, Париз 1717 - Париз 1783),Лаzранж(Јоsерll
Louis LagTange, Турин 1736 - Париз 1813), Лежандр (Аdгiеп-Иаl'iе 
Legendre, Париз 1752 - Париз 1833). 

Вариациони Рачун почиње са год. 1696. када је Јован Бернули 
ре'~Ш~ИО проблем брахuстохроне. 1) 

Ератко време после тога решио је Јаков Бернули uзоnерuме
трuски nроблеЈи. 2) Први уџбеник за Вариациони Рачун издао је Ајлер 
год. 1774. под наСЛОВОJ\I Меthоdпs inveniendi curvas maxiini mi,nimive 
pJ'oprietate gа,пdепtеs, у коме је показао начин за решавање општих 
задатака ове врсте. Најзад год. 1762 публиковао је Jlагранж своју методу, 
по којој се и данас у гдавноме решапају пр'ОбдеJ\IИ из Бариационог Рачуна. 

') Диније, по којој једна тешка тачка под утнцајем теже пада како би у најкраћем 
времену из једног подожаја СТИГАа; у други подожаi који се надази нише од првога. 

2) Изоперпметрискн пробдещи: наћп .шнију oApeljeHe дужине која с извесн'!" ПРЈ!.
вама у исщј Р!lВНИ дзјенајвећу г.~вршину тако ограничене Фигуре. - Наtи ДИНИЈУ, КОЈа 
обртаљем око Једне осе .даЈе Te~o, !>дређепе запремине, а наЈмаље !,!овршине. - . Од свих. 
изопер.""е:r:риских :ШНИЈа (ДИПИЈ!:ЈЈеднаке дужине) наtи ону, КОЈа оортањем око Једне осе 
обраЗУЈе оортно теда са ИЗ,ЈЪШЉО"l' запреМИПО}I. Итд. . 
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. Док се у.ДиФеренциалюме Рачуну у Т~ориј.и Максима и Минима 
ИСПИТује за КОЈУ вредност. праup?менљ.~ве ~ли КОЈе вредности прапро
меwъивих задата ФУUКЦU:Ја доБИЈа СВОЈе наЈвеье односно најмаље вред
.ности, - у Вариациономе Рачуну се обрнуто тражu фуuкцuја, која има 
да ИСПУНИ извесне услове у погледу максимума или минимума .. 

\ -- --

. 37. Изводна Функција. -Тр~f1;IIJIЦI!-," ~~qј.()јТeJRЉIf<L4!Ј:'ј.ДЦIt!Ш.љш~
Nене.ДЏЈЯ1I:Ji~И.ПРО:&Iел~ . П,IJаПр'<щеIYЬИ]је~:Ј!1 •• б{;<;!tШ!.ik'Щ.2-:lШЈ1У, IIР.Q!.Щ;!] 
Ц.!l!!:!!Р!)!!iеНД>lще. кодичине,;Щве cetf~BfJ.i)J14;1iyrtJi.u/#.iq". , .. . 

~aдaЋa је" ЈДиФ~р~нци~Н!)ме Р11:'ј.Еn,.~~iI: • .}~,_~~IJ:Iiх_"~~з~,iI .:r~ie 
њену изводну ФУНКЦИЈУ· . 
- - о" • _ _ -

Према горљем тумачељу извоДнеФункције јасно је да је . и она 
извесна Ф.ующија праnpомен.љиве и да ни у колико не зависи од про

мене ове последље. 

АIЩ је у = f (.1;) задата Функција, онда се љена И:ЗВО,ща бележи 

са у' иди са 1" (;1'). . • 
ПРШ\lер . • Тедпачипа I,pyra, са среДlIIпте~I У IIОЧШF:У праuоуглих RООРДlIIra~'п, 

гласи _ у = "У1·2 - х2. '\.. 

Ако пtIсцпсу (праПРОЈ>ItШЉIЩУ) х про~reНlШО :Ја h uрдншt'~а (ФУШЩllја) у nponIC
JIиfiе се :Ја k. ПроnreШI 1q одређена Је једнаЧИIIОЫ 

даКЈЈе 

, Из 

. у + k = У ,.2 - (х + 1,)2, 

k = ,у,.2 ~ (х + /,)2 -01/,.2 _ х'. 
. ' , . 

k \. У'" - (х + It)' -..:.:. ';,.2 - х2 \ ---= = 1, h 

_ [';,.2 _ (х +,,)'.-;-ir2-x2] [';,.2 - (х + 1t)2 + y;.2_-;i] 
1, [yr2 -(x+h)'+ ';,.2_:2] 

-2x~1, 

-:,;,.2 _ {X+h)2 +у,.2_ х2 

добијаыu, ь:ад пређюIO грашщи, Ћ ј. пре'шостаUЈШО да проышiа It (па pa3Y~Ie се 
и JIpOnreHa k) постаје (;<:\скоиаЧlIО :uада IIЛН геО~lеТРIIСЮI: да се таЧIШ Р' (х + It, 
у + Ic) бесконачпо прпБШIЖИ таЧIЏI Р (х, у), У KO~Ie CJlУ'IЩУ сеЧJIца Р Р' прелази 
у ПОЛОЖ1\ј дирке ЈШ КРУГ у тачци Р, . 

k -i2x ХХ 
иm - = = - = - .'. 

, 1, = 01. у,.2_" х2 + ';r'- х2. у," - х2 .'Ј 

. Ово је, даюIC, УГ.10В!IИ 
-- ";- --

саЧИIIIIтељ ТЮП'снтgв:руl'а JI = v' ,.2 -. , х2 У ~ЋЧЦIl х, У ПЛ!! 
• 

изводна ФУШЩЧЈа: 
, 'ј' () . х у = х =-~. 

-у 

• 

је k 
38. ДиФеренциаJl. - Прида:јмо IIраПРОJlIен.ъивој;~ промену 71. 
одговарају1а промена ФУНIщије !Ј =! (х). TaдaJ'~..;{ . 

• 
и пошто Је 

.1J+ k =!(x+h) 

[ " k , 
пп ,=!Ј, 
л=о 1I 

.. ОСНОВН IIНФИНIlТЕ3И~IАЈRОЏ РАЧУНА. , 

-, 

Нека· 



МQЩ:e'l\!ОзЗ;''ма' какво h '(itоје'није бесконачно""iuа,,'lO ),~IЏl напишемо 
k , 
--=у+а 71 ) 

где се под а има да разуме једна Rодичина I;оја зависи од х и 71, аЈЮ
стај е бесконачно Ј\Јала у исто Bpe1Ie са промеНО"I 11, 

, Из последње једначине, пошто је напишемо 

k = '!/ 71 + а ћ, 
ВИДИМО да' се промена 7~ ФУНlщнје састоји иа два дела. Први је део 

производ у' 71 из изводне ФУНlщије у' и промене 7t прапроыенљиве I\ОдИ
чине. Тај се део зове дuфереlЩ1lсtJ! ФУНlщије и беде,жи се са [7.'/, 1'юtо да је 

1I '!Ј = .'/ 71 иди [1 '!Ј = ј' (;1;) Jl. 

Други део фУlщиопе проыене 7~ то је производ а 71 из промене 71 и једне 
Iiодичине а, Iщј~ изче:щва заједно са 71. Ако је промена 71. бескона'IПО. 
мада, онда овај други део, као беСIюначно ыада кодичина вишега ступња, 

може да се занемари п,Рема првоые деду (дифсренциаду Функциј е). (Види 

па крају чл. 22.). До истог заК;ЬУЧIШ дода:шыо и на овајш\'IИП. Из 

k = (.1/ + а) 71 
ау' у' Ј; 

• 

k у'+а .. а 
-= = 1 + _.-
с7.1)· у' '.' 7/ ' 

сдеДУЈе 

и с пре'l'поставкоы да !/ пије = О 
k 

Њn с7у = 1 . 

• 
3на'!И да се промerш 

и обратно. (ВИДИ Чд. 

ФУНКЦИЈе може 3а1Iенути њеНЮI диференциаДО:1f 

20.) 
При-.мер. Неки је ., 

у = те;2'· 
• 

за.~а'ј'П ФУЈ-II~ЦЈ~lа, дакле 

V + k = п; (х + 1,)' = п;х2 + 2 п;хl, + 7[1,' 

lе = 2 7[хl, + 7[ I,Г 
l,; . 
~=27[X+7[1I 

" • 

1
. . k 

- ин = 27ТХ. 
1,=0" . • 

Опце је !/ = 2. п;~" [( = п;1I. 
-

• 

39. Аиференциал прапроменљиве. - ДИ<I>еренциад прапролеН.ыrве 

;Ј" није ништа друго до саыппј:юысна 71) јер кад ставюIO 

У -х - , 
ДЮiде 



видимо да је изводна Функција овде = 1 и према томе 
, . . dy = dx = 1. h = 11, 

, 

а то је што е~IO хтеди доказати: 

Ј, = d х. 

)ra тај начиН може горњи израз ау = у' lt 
, . 
"~О • 

, 

·одаме 
" 

" 

dy = у'сТх, 

. а!Ј 
У = -Ј . 

ех 

и овако да ее напише 
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Дошди емо до реСУд'Гата да је изводна Фующија равна кодичнику из 
диференциада Фующије и диференциада 'праl1роМенљиве. С тога се раз

дога изводшt <I>ушщија зове и ijу.фдlЩlfМШl.&W&.ЈSР/';'Il:'!:!!~ 
• 

40. Геометрисио тумачење промене и диФеренциаJlа. - На 

ел. G примеt,ујемо да је , 
QQ' = PN =Ј/ = (lх, 

P'N = k. , 
k 

tg LРИ = lim-
h 

= у', 
ћ=О 

, 

иди ,. . , 

LN = PN. tg LPN 

LN = Jly' = dy. 

Из овога видимо. да дуж ЕХ предетавља . ДИ<Jiеренцим Функць.Ј-) у, ,,{"" 
је, међутим, њена промена k = Р' N. То можемо да искажемо ча. ,иај 
начин: диФереiщиали dx и ~y јесу бескрајно маде промене Јиордината 
х и у, када се од неке тачке Р на кривој дИНији преl)!) тачци L, lшја 
је на тангенти диније повученоју тачци Р, док је k ПРОiнена ординаТI! 
коју добијамо кад одемо тачци У, која је? као и 'l'ачка Р, на ca~loj 
линији и којој, као и тачци L, одговара апсцисна промена ЈI = (Јх . 

• 

41. Једно опште својЬТВО изводне Функције. - Отуда што је 
k =у' 71 + а lt (в. чд. 38.), где је а таква Ji.ОДИЧИШt l(ој" у исто време 

,са 11 поетаје бесконачно мада, закључујемо да, узевши ЈI довољно мало, 

алгебарски знак промене kзавиеи од знюш првога члана y'JI, а ни у 

уолико. од зшша ApYl'ora, Ч.lана а h, Itоји ј е, у таквоме СJlучају,. незна
тан према првоме чдану. АIЩ при томе, бр,емо још претпоетав:иди да 
су промене !, подожне Са то је Д03ВО.ъено, јер је 71 промена независно 
.nроиен.ъиве кодичине), OH,l,a сдедује да Функциона промена k и изводна 
. Функција у' iIl0рају имати је;џш исти адгебарски зшш, 'l'. ј. према томе 

дади је у' ~ о биhе и 7~ ~ О. То зшtчи: ако је изводна у' подожна, 

онда задат'а Функција раете (јер је њена промена подожна), а ЮiО је 

из~одна. v' одречна, онда зада'l'а Фующија· опада (ј ер је њена промена 
Q'дречна). иди: Функција расте иди опада, почевши од извесне вредно
'сти њене irрапроменљиве 01', према. томе да ди је љена И3ВОДЩl z/ за 
;lIQТfЩIIУ' вреддост О1'·а помжна.И.дИ __ одречна. 
"--,-,,. ,.,-,- -. ,- <',' о· 

3* . 
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·1. ~. 

Ако, дакде, И;ШО,џra Једне. ФУПКI~ИЈе остаЈе положпа за све В]1ед-. 

пости прапроменљиве ;С, почевши н. пр. од ;]:' = а па до ;]:' = Ь, Онда 
у целоме том интерваду Функција расте. Напротив Функција опада :за 

• 
све време док Је њена извоДна одречна. 

И обра'l'llО: ИЗВОАШi једне. <\>ушщије, :која у извесноме интермлу 

њене прапроменљиве (н. пр. од:г = ((. Ш\ дО ;]:, . Ь) ненрестано расте 
може бити само ПОДОЖIIa и местимице равна нуди, а нишшо О,lречна, .. , 

као што, опет, юводна такве ФУНКЦИЈе, IИЈа У извесноме ра:шаку њеНi:\ 
• 

праuроменљиве Нi:\преКIЦНО, опада, мора бити О,Н)(~ЧIШ ИЛИ }lеС'l'ИМИЦi:\ 

равна нули, али никако неможе бити НОЛОЖIПt. 
~. 

Ови се ресултати Ћlory и rеометриски врло лако да ПРO'lТ\Iаче е 

обзиром на геометриски значај изводне q'ункције. (В. 'Iл. 36. и 37.) 
• 

i Пошто је у' . tgex видимо да је " , 
за ,1/'> О, .1'rао ех < 900, одаI,ле изводимо, да у расте, а напротив 

за у' < О, уrао ех > 90'>, а то значи да у оиада. 
Као даљи закључаIt изводимо: ако је изводна Фушщија у и:шесноме 

интервалу, н. пр. између х = ({ и х = Ь, равна нуди ('Г. ј. није ни по

ложна ни одречна), онда задата Функција у 'l'OMe интервалу нити расте 
нити опада, она, дакле, има константну вредност. 

у таЧК&'\lа; у којима је у' = О, дирка на динију у = Лх) парале:ша 
~. са х-осом, јер је тада и уrао ех = О. 

Прu.lIер. У 331]!}IU Фушщпју 

2 • 

1: \ , 

, , , , , , , 
I 

( , -_ .-::1. '{. 

2 

у = --- х' - х' - 4 х + 2. 
. 3 . 

НЈсна је И;НЮ;Џlа 

у'=2х' -2 х- 4 = 2(х+ 11 (х- 21_ 

U l\аВl\е ВlЦШlU ,'\а ј е 

:ш -ОС) <х<-l И3IЮ':ЏШ у' > О, 

а '1'0 :нrEtЧll ;Ј;а у 'fO.:'!IC Пllтерпа:rу ЗНг\d'lЋ 
• 

Ф)'IlКЦJIЈ а расте. 

За -1 < х < 2 И3ВО;\llа jl' у' < о JI 

ИјЈ()}Ш TOЋle Ф)'llКЦllја Ui\ х . -1 па "О 
х = 2 Qпада. 

Нај:Шi\ за 2 < х < + оо постаје 
у' > О, а '1'0 ј-о аш:l.I~ ;Ј;а <Ј>УllI~ЦIlја' o;~ 

х = 2, па па даље расте. 
O~'Y,'\a што је за х = -1][ за х = 2 

, .. 
IlЮ30i\IШ У = О ааК.ЪУЧУЈ'ШО да .Је па 

• 
'lЋЯ MCC'l'lIl'tla ДПРћ:а ПОПУЧСJIН на ЛIППIЈУ, 

коју на:н l'Ulлы:t ФУНћ'LЏIја llР(З~~С1'ав.ъа, llapa.'Ie:II-lа са х-О С о:!.Н. 

42. Напомена. - Ми смо у претходеl,ем промене ;):-а И у-а 03Iшqaшt

ли са h и k. Но пошто 'ћеыо, у скоро, имати ПОС.lа са већим број ем нроменљи
вих кодичина упутно је да, у будуће, упо'гребимо такве знаке И3 Iюјих 'ће се 
моl,и, одмах, да по зна на које се ItО.'lИчине односе' поједине проыене. Ми 
'ћемо, за ту циљ, изабрати зню. 6 и употребићеllЮ 1'[1, TaI,o да npo3IeHe про
менљивих количина Ј.', у, ;о, 1t,I1, ..•• 0значимо са t:,.x, 6у, 6с;, 611, 6v, .. _ 



37 

43. Теорема. - Две Функције које се разликују. само-- у једној 
. -, . . .. .- . 

сталНОЈ количини имаЈУ Једнаке ИЗВОДRe., па,дакле,. и Једнаке ДиФеренциме. 

НеIШ су и и V две Функције прапромеН.lЬиве х И нека је с. 

1t=V+ C, '. 

· • 
тде с обе.i1ежава једну KOHcTaН'rY. 3амиC.i!ИМО да Је се х променуло за 

t::::.x, тада ће се и Функције и и V променути за извесне вредности: 

Функција 11 за 611, Функцијаv за 61).3аменувши х са ;r + 6х, ј'орња 
. ,:~. 

се Јед.начина пре'l'Шlра у 

. , 1t + 61t = V -+- 6'!) + С. 
Одузимањем горње једначине од ове ПОC.i!tщње надазимо 

6u=6v, 
па дакле н .6u 6'!) 

-_ t::::.x - 6;/' 
• 

слеДУЈе На основу начела у Ч.i1. 13. 
• · !'Ht -. 6v 

lun = lnn , 
6;,=06х 6"=06х 

• 

а1! Ј'/! · 
а 1'0 Је 

Јх = Јх' 
а ТaIЮ исто Јn = (lv 

Обратно: ако су -
изводне' или _ диФеренциали 

• 
двеЈУ 

• 
ФУНКЦИЈа прапро-

- . 

~lеН.lЬиве х једнаI,И у извесноме интервалу х-а, онда се такве Функције 

у дотичноме . ИН'rервалу њихове прапромеН.lЬиве раздикују _ саъlO за једну 
. . . 

сталну вредност. • 

Нека је· 11-V=y 
- . 

и uре1'IIоставиио да Је, У некоме интервалу праПРОlIеН.lЬиве х, 

Отуда што је 

изводимо даље 

и на осиову чд. 13. 

, 

d 71 dv -
Јх - Јх' 

y=tt- V 

у+6У=1l+6u- v -6v 
6у ~ Ll11 - 6v 

6;1ј _ 611 _ 6v 
· 4:1" - 6х 6х 

· ау аu dv 
---= - . 
ах cl:l" ах 

• 
Према пре'l'llОС'l'авци је десна 
AaI,JJe 

страна посдедње Једначине равна нули, 

ау 
Јх =0, 

• 
ато показује да је у посматраноме 
~OHCTaHTHa.(B. чд. 41.) 

интервалу х-а ФУНКЦИЈа у или и - v 
. , -



44.И~Ане посредних Фушщија. - HeI,a је 
~ ,Сј/Су) 
у=ј(х), 

AaR.ile 1Ь посредиа Фymщија у-а иiИФУНlщија Фуюtције 0;1. Х. , 

Д б 'бисмо МОГЛИ про-, а, исмонашли и~водну ФУНIЩИЈе 11 по 'х-у ИИ ' 
менљиву у да замениио са ј (х), да напишемо 

,и= rp [f(х)Ј 
, , аrrроиенљиве,ј'. 
и онда да поступимо са 1Ь као са непосредном <foУНIЩИЈОМ ар' ' 

, До истога ресултата ДОhиt,емо и на овај :начин. ИЗ [идентичне 
• 

Једначине L:щ _ 6 u L:::.y 

L:::. х -;- L:::. У 6 х' 

где је L:::.x произвољна промена прапроменљиве 
рајуће промене променљивих количина у И' lЬ, 

знатога начела (чл. 13.), да.је и 

Ау т> D 1Ь ОДI'ОIЩ
Х а L-:;1 "-
'. нову по-С.il еДУЈ е, :в:а ос / . 

Z· D1I Z· Dlt Z· Dy 
ьт = ~'(n [т . 

{'х=О DX ""х'-,О D'Yi'x-оО D'X 
",у=О 

. DU dll" . 
, • г/т L:::.x ~изводна ФУНКЦИЈе 11 узета по, Ј]-У; 

~ 1Ј, = ' =СјЈ' су) изводна Фунrщије и = rp Су) узета по у-у, сыа-
",у -о DY dy . t. 
травши у као прапроменљиву (независно од' везе Боја посТОЈИ изме'IУ 

уи х); И најзад Z'im DY - cT~ =/,(х) тојеИЗВОДН~,I,У:В:I;цијеу=Л,l-) 
, ",х=о DX clx, ' 

узета по х-у. Овим смо наIII.ilИ дa~je 

d 1Ь 'С) "С) ---СјЈ'у.ј х· 
с? х. "''' l 

ИЛИ • d 11 ,с! њ cl 'у 
. ах = !Ј1у' сlхГ' 

~~чима:; изводна Фунrщије једне-';УНЕције равна је произв?,i\I.!3.ВО~!:~Х" 
-'>~,.-._",","~"" --- --.----- ___ ~_.~ __ ~-_ '~ __ .~ __ ,-_"_,_ --.~' __ о, ' __ "_'~'" _____ ~_'_ ',_ с __ .,. ___ -

џ..QСМ~5~i-~t;;с~~~~Ј1~дначину нетреба, ни пошто сматрати ь:ао иде~
тичну једначину, l'ледајуt.и на то што' се на љеној десној страни (?ј 
јавља У исто време У именитељу и у. бројитељу. Ју уиме:В:И1'е,љу ПРВОl'а 

d б · . , з:в:а значеља 
количника и У у РОЈитељу ApYl'ol'a количника имаЈУ ра', " 

. Јесте бес-
и нису, према томе, Једно ApyrOM равни. 'ау/у именmељУ , 

, . авИСНО про-
коначно има промена у-а, сматравши ту количину као ПуЗ ," 

" дупр~ену 
менљиву, AOI, оно еТу у бројитељу представља бесконачно ма. ,', 

. ' 

у-а, где се у сматра I,ao ФУНКЦИЈа прапроменљиве ,ј'. -Горљу једначину Mo~eMO и овако да мапишемо 

cln = '(-1). C!Il 
dx ЧЈ у (l х' 

,cl и!- СјЈ'(у) , ету. 
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Ово нам показује да диференциад Функције и =ф (у), где је-у - f (х) 
('1:. ј. У зависно од х) има исти ЕИД lсао И онда када је у независно 

променљива кодиЧина. Раздика је у томе,' ШТО У овоме сдучају, где је 

у , /(х), треба ставити cly = ј"'(х) а;;с. ; 

Прuо"ср. Нека је \" = у3 i1 -:: [ј 
"\ у = у ,--C.2-=-'-;rl--O, I Ј _ 1',..,-·· ,,' " , , 
'3 З -1... v 0"1.. .... ,""L..o 

и = lr1 ._ х2 = (,.2_ x')f.· ~ )" дакле 

и~ 
и =у' 

• 
слеДУЈе 'и + 6u = (у + 6у)3 = у3 + 3 y26y.;l- 3 У (6у)2+ (6у)3 

6u = 3у26у+3у (6у)2+ (6у)' 
6u ' ' 

. 6у =3 у2+3у6у+(6у)2 

• 6u 'diL 
и,,, " -, = -- = 3 уг. 

61/=06у dy' ' 

УЈ ПРЮlеру ЧЛ. 37. нашли смо 

На ОСНОВУ прашща 

dy " ;с '" х 

d" JI,.2 -х' 
- --о 

du ' d и Ју ,. 
- = - - до"щрмо 
Јх \ Ју Јх 

у 

Ј" = 3 y~. - х = _ 3 х у = - 3 х 11,.2 ":';'. 
Јх у __ ------

ПРU,llедба. lIојмљиво је да правидо за диФеренциалење посредних 
ФУIlliп,ија важи сасвим УОПШ1'е: ма ко.llики био број <1>ующија; које су 
међусобом везане. Тако н. пр. ако је 

• 

Јесте 

ј) = У!Ј.u), ll-ЧЈСУ), у=/(х) 
. . ' ., } 

dv ,=,= 1// Си) cllb,. аu = q; су) ау, cly =.! ~01:)Jx', 
rlv '( ) 'С )ј"'(') rlv аlЬ cly , ~=1fJuq;y х=-- . 
clx , ' rludyclx 

Правила за АиФеренциалење, алгебарских Функција. 

45. Аиференциал збира..и разлике. -'-' Нека је . 

, у :-ЈЬ + v - llj,f/( () , 
, . / 

. l'Ae су n,V, !V ма какве ФуНКЦИЈе прапром', љиве, х. Ыењањем .{'-а у 

х + 6х ПРОИЗИ.llази једначина 
у + 6у = п + 61Ь + V + 6 v - /1; - 61(', 

• 

одак.llе 6 у =l-:.lb + 6 v - 61G 

6 у 6 и 6 v '6 ш 
6х = 6х + f':..x - 6х 

и I\aA пређемо граници, т. ј. узмемо да је промена 6х бесконачно мала, 

ау d lЬ ilv CllU 
clx =.. d х +ах ..,- clx 

иди ау = ~ (и + v.~v) == аlЬ ;+ а'и -'- !ll;·. . 

'- Овим смо д\)казади да је диФер~цн-а.ll збира и разлике из разних <I'УIЩ-

ција раван збиру и раз.llИЦИ диФер~иада' поједщшх Фующија. ' 



'1'0" , :, "; 
'- , 

- ." 

. Прuмедба~h'6 . 
ренциа~ењу он. '. . 
(В. Чд. 4&.). " 

46. Аиференциал производа. - Из 
''1 = ии • 1 

променЬи х-а за 6х, произилази 

у + 6у = (1' + 611) (и + 4::>1') = 1~)) + v 6и +11 6и + 61~ 6'[1; 

6у = 1,61~ + l' 611 + 6и 6 v '," 
I ' 

6у .. 611 6'/) 611 л ]' 
~ = 'С + 1~ +,-"и' 
6гс 6х 6:х', /-Ьх 1 

" - i,../ 

које, прешав граници (т. ј. за Zim 6х ~"~ ПОП!,fоје, 

( . 6у ау [' 61, Ј1; [' 41) Ји [' (6'ir/л"') Јl1 г' л О 
иn = ,~m = ,~m - = -- {m --f'':'':' V = ОП .:..:. V = 

Ьг{' ах 6:х' Ј;,. 6х clx' Ьх '(/:х" 
'\ 

своди се па 
ау· Jl~. cl v 
Jx=иax+l~Jx', 

идн ау = d (ии) =и Jl~ +1~ Јс. 
Речима: д!I,Ференциад производа двеју Функција добијамо кад сваку 

'!!!ЈIкцију помно;кимо ди<т>еренциадШIОI~е,,II,ругеФункцијеи та два про
И3!'1Qда . саберемо . 

. '1, При,медба. Правидо :Ја диФеренциадење производа лако је про
ширити и на веъи број чинитеља. Тако н. пр. ю,о је 

дакде 

имаtlемо у = lо1l lС, 

а (11 ИlС) =С lе clu -+-n d (v 1l1) = 'С IV сll1 + 11 (ш аи +" cl!c), 

дar,ле cl (и'l1Ш) = v ш dtl + 111C аи -+- ии сlш, 
. '/' 

То:шачи: дифренциад производа из ма lЩЛИКО 'l.уrпщија равап је 
збиру производа, које добијамо кад помножимо диференциал 

, , 

сваке од тих ФУНIЩИ.Ја са свима остадим ФУШЩИЈЮlа. 

2. Прщ.!едба. На случај ,I1.аје један чинитељ конс:гантан ДИ'l·ерен-
, ' 

циад производа Је раван производу из те константе и дифе'" 

ренциада проыенљивог чинитеЉ!1: 

сl (Сlо) = С [lll .• 
. , 

47. ДиФеренциал количника. - Нек'а је 
и, 

1'1-- / 
'-'tj' 

, 

1I.=Уи/ 

1I на основу горњег правила , 

d·zi = v (Iy + У а!" = v (! (и) + 1~ tlv, 
. ~ . v v 

!l (1~) = ·и 1/11 - 1о c111 • 
V и2 

Д!Iференциад количника добијамо в;ад ДИ<l·еренциад Дељеника ПОИНQ

Жимо. ДeJIитељем,ОД 'fora одузмемо производ' И3Д~~f>еР~!lциада дедитеJl'!t 
,. - - - _.-, '- .-

и ,il,ељеника д цедо ПО,l\еди~.<) ltBaApaToM делитеЈ[.а., 
,-,- - '-' ___ r ___ """,,_,,~ ___ ,_,_, ___ ~,, .,~_ , 



1. ПРUЈ1rедба. До истог p~CYДTl1'ra додазиыо и на овој начин: 
u , 

Y =~· ,V ' 

11 + 611 
У + 6y=v + 6v~ 

11 + 6n 11 v6u -116v 
6у ~V-+ 6v -~1' = V (v + 6v) , 

cly 
ах= , 

'а ~ 1 с' и) _ v cln - 11 аи 
у-с - о • 

1) . '1" 

2. Прщrедба. Ако је де.ъеник константан 
е _ ' 

11 = ,.' 
о Ј . - v ' 

, 

'с е)е _ -,,-а,,! d ~ ~-~ 
'1.' - '1.12' 

,,' имамо 

48. Аиференциал степена. - Uтавимо 
I 

, 
у -'- 11'" 
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и претпоставимо да је. издожите.Ъ т цео и' подожан број. У таквоме 

сдучају 1t"'није ништа друго до ПРОИЗВОД из т ЧИRИте.Ъа, Iюји су 
, ' , , , ' 

ени = lt И на основу правида задиференциадење производа сдеДУЈе 

непосредно образац 
с/п'" ' ти'" -1 а11 .• 

Да ово важи сасвим опште, llta lшкав био ИЗДОЖИ'l'е.Ъ т: цео иди раз

.llо:мљен, ПОЈlожан fulИ одречан, увериhемо се врд!} дако. 

, 'YJ!~~MO прво Аа је iШДQжите.L ~n раздом.ъеd: m='L где СУ]Ј и q 
це.ll~подожюrбројеви. Из q 

р 

У=1ЬЧ 

иди 

/,ч = uр .1 , 

IШД диФереш~иадИilIО обе стране, сдедује, 

q,yq~1 cly = р и).-1 аu, 
• 

одакде, пошто 

уч . ЈЬ!',' 

ПОМНОЖИilIО дево и десно са у и 
.. 

-,~-' q1tP'(ly = РУU1,,-1 ан, 
Дliкде 

Р аи 
ay=~ Ц • 

, q.' јl , 

, 
имамо у виду да Је 



р 

Најзад, пошто заменимо у са ~" q, добијамо 
р р р 1 

с/~tч =- ~tq- ан. 
q 

Видимо да је ово онај исти обравац као и горњи, где смо uретпоста

вили да је ивдожите.Ђ Јп цео број. 

Узмимо сада да је изложитељ 1Il одречан:. 1н = - п, дакле 
- . 1 

у=u-n -. 
Пошто је овде п положно, то је, на основу доказаl'ИХ правида за диФе

ренциадење IШДИЧНИItа и степена са поJ.LОЖНИМ издожитеље~I 

a~c" 1и(,,-1 a~c 
,ly=- " =-' =-lИt-,,-с- 1 clll, 

П-Н 1~2п. 

а то је идентично с обрасце.! с/и'" = 1Iи!"'-1 d Н. 
- . 

ПРНЈ1!едба . . Ово опште правИдО за диференциадење степена 1 
ПОltaзује нам и диференциадењеЋореНИХIшдичина, јер Еад с'rавим 111 = - -
добијамо . d У' - a~c . - . п 

п = . 
н 

Од нарочите је важности образац 
П Vtt1l - 1 

. ./- clJ! 
с! У и = --'. . 

2 -УН 

49. Примери ....... ,'. ЦОМОЋУ добивених правида :,а. диФеренциадење 
адгебаРСRИХ Функција .. ~ 

1) 

2) 

3) 

4) 

Ј 
\ 

Ј 
l 

(Z (1С + V -IC) = clu + clv - cl/l; 
. d (и + С) = Cl1! 

-
(lu"'= 1nи"'-1(гu 
- Јn 

сгу п = у 
2Ј! 

у стању СМО да за сваку адгебарску Фуиrщију У откривепој ФОрјјIИ на

ђемо њен диференциад и њену И3ВОДНУ. 
1. ПРU'Јl!l'Р. а + х 

У=а-х 

(а - ",)(1 (а + х) - (а + х) ,1 "" - х) 
,ly = . --

(а-х)' . 
(a-J!)d",+(a+x) dx 

I,a - х)' 
2 а ' 

- '(а-_-х)2 dx . 

dy , 2 а 
-а-х- ШIИ у .-. . - ((]ј - х)2' 
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2. Прu~щр. 

или .2 ;) - -
у = 5 + 3 х 3 + 6 х 4 ах 

. = [.2 = 15 ] ах 
'11-;;- 2 х2 11 х 

ау , 2 . 15 
ИЛИ У . 

ах -' '\1 х 2 х2 lIх 

у-(3+4х2)" 
ИЛИ 

у = "", I'ДС је " = 3 + 4 х2• 
.. - " . . ау ауа" . 

На осиову иравчла за дифереицпалење посредних ФУШЩIIЈ3: d х = clu d ",' а 
с об3IlРО~I иа то Д!l је овде 

ИЈ\Ш~lО 

4. П p,,~~ep. 

Ставимо 

одакле 

б. Пр U.11 ер. 

ау = 5 ,,' 5(3 + 4 х2)' а1У- 8х, 
d и ' clx ,У 

ау = 40 х (3 + 4 х2)' 
ах • 
ау = 40 х (3+ 4",.2)' ах. -

у = ::.. / (::..). . 
х х 

а 

, 

ау =/(и) а" + uј' (и) clu = [ј(и) + и/' (и)] аu 

cly 
ах 

• 

= [/ С) +:1' (:)] -:. "- с/х 

= у' = - [Ј с: ) + : l' (:)] :2' 
. у = (х2 +3х- 5) (2х2-х-. 1) 

ау = (2,,-,2 -.Х -1) d (х2 + 3 х -,- 5) + (х2 + 3 х - 5) d (2 х2 - х-- 1) 

= [(2 х2 - х -1) (2 х + 3) + (х' + 3 х - 5) (4 х - 1)] ах 
. = (8 х' + 15 х2 

- 28 х + 2) ах • 
d . аУ = у' = 8 х9 + 15 ::&- 28 х + 2. 
х . 

50. АиференциалкомплеИсних. количина .. - Узмимо да је задата 
Функција у виду компдекснекодичине 

• у = ~ь + i t·, 
где је i = v' -1, п и v ма какве Ф}'1lкције х-а. Мењањем uрапрОмеН.lЬиве х 
за 6х произилази једиачина . 

у+ 6y=to+6n+i(v_+6v), 
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Ј! прешав граници 
ау ан .dv 
~,= +~,-
гг;1' [гх d х 

и према томе 

ау ИJlИ сг (~~ + iv) = cг1~ + i Јо. 
То значи да се диференциад ЈЮМПJleItсне КОJlичине добија као и ДИ·ј>е

ре;;Џl~~-Збира' сматравши има:ГинаРRу"јеДИRii~у-iкао стадну количину. 

~1. АиференциаJl сложених~у~нциј;: - Узмимо да је " 
у ~1(f:,1!); ~ 

, где су 1~ И 1! Функције прапроменљиве,' ';;;": l\'Iикажемо да је у Сдожена 
'ј>УНКЦl!Ј,а; овд'е.сдожена из .-двеју ФУНJiција :t;!_I!.Y-L.i ' , ' 

A'Itp. промен:њ~о х зц,,6Х лроменуЋе се u за /:,. 1(,1: за 61:, а у за 6Ј!. 

Међутим, место да у једанп)!'!" замеНИмо 16 са 16 + 6н И оса 1} + 6 v 
, . 

у изразу Ј(u, ~ :ми мо.жемо д~ извршимо' ту замену и постуш!.Q.,,::-:".,, ' ' 
ЭаМИСДИl\!О да се прво 'меља :и, а-11 да ,задржава ону вредност коју 

већ им1t, Функција 71 добиhепромеIiу , 
,".\ .0 • 1(16"+ M6;v)-ј"(U'V)f~/' 
Ko,ia, IЩjI. ~ е подедимо са 6 ib и пређемо граници, дај е 

l' ј" (и + 6 1(,1) ___ i (Н, V )_ cl Л Il, 1) __ ( , 
.'. ,1111, • \ 6 и - . d 1( '/ -ГЈ! Н, 1;), 

, .-' <,. 

Ако, напротив, пуСТilМО '1: да' се меља, а КОДИЧИНУ1Ь задржюlO као CTa~HY, 
---_.- , 

)l,о6иhемо / /- '- , , 

'Z' /С1t,V+6t')"":'Лu,'r)_llј(1t,v _ ( 'Ј 
ыn " '.. _'~ - ,1, 11 L • 

-- _ . ' "Д1~ , е ~, 
, I 

Означи мо са а извесну кодичину, која заједно са 616 постаје беСIюначно 
мада и '1'0 за сваку вредност јј-3:; са 11 другу кодичину, која изчезава 

заједно са 6 јј, па ма какво БИJlО 11, онда, према ранијеи ПОС!lатрању 

(чд. 38.), можемо да ставимо, " I 
f (~6 + 61(,[') '--л 16,1') = [ср (16, 1') + а Ј 1.11 
Ј (16, ~. + 6 (.) - f (16, v)= [tfJ (1L,'l.') + р'}ы� •. 

, , 
- - ,-

Ако сада у овој другој једначини пустимо да се /11 промени за /:"1(, 

добиhе~lO . 
ј' сп + 6 ~6, V + 61') -Ј (и + 6 ~t, v) = (1/1 (~1 + 6 н, с) + Р''Ј 6 v 

, , • Ј 

подразумевајуhи под Р" кодичину У коју се претвара Р' кад у љој за

менимо 16 са 1t + 6н. Јасно је да'р", исто као и Р', notTi\:je бесконачно 
}laдo заједно сњ променом 61.'. 

СабеРЮ\ЈО посдедну јеДначину са горњом првои и поде.'lИМО цедо 

.са 6х, па ћемо добитll. . 

. , f(1t+6It,V+6V)-f(~6,11)_[, с' )+' ]6/[+[,/,(' -LЛ ')+I1'Ј 6 !.' , '. ' - ср /[, V а , 't' то , "-' 11, V , , , 
,t..;L,., ", .6;1" , 6,1., 



• 

одакле, кад пређемо граници, слеДУЈе 

или 

,ly· '. Ј1Ь' -, dv 
--с;"- = т (lЬ, /)) d + 1/1 (Н, v) -C;-Z
Јх ~ х IХ 

р (lЬ, v) clu + 1/1 (и, v) Ј/) 
. .' ' . ' 

ау ау 
Il:.v= l ,ln + l cle. 
/" I и с v 

46 

Код ове једначине ваља да имамо на уму да се у диФеренциа.i1НИМ колич-
1 d ' - I 
С У У " .' . . 

ницима du и dv коJlичине lЬ и v имаЈ)', сматрати као прапроменљщщ'-

од којих аависи у, док, међутим,'У чинитељима Ји и cl'/J, са којима су 

поменути количницИ\ помножени, 1Ь:ll, v треба сматрати као Функције а;љ. _ 
Прu.медба., Није тешко увидити' да, ово, што смо доказaJ.lИ за Функ-

. .. ' 
циЈУ у, КОЈа Је <;.Z10жена И3 две ~УНКЦИЈе 'lЬ и V, ,важи уопште и онда 
I,aA је у сложено И3 ма колико Функција х-а. Тако н. пр. ако је 

-

• , y=I(U,V,I~-
• 
Јесте 'Ју Ју" ~y 

Ју= Ји + - -д,,+ " c11c. 
Ји ' dv . сlш 

Постоји, дакле, правило да се диференциал једне сдожене <l.ункције 
добија кад се поступно узме диференциад те Функције у однос на сваку 
од Функција И3, којих је она Сдожена, сматр.авши, при томе, Функцију, у 
однос на коју се узима диференциаJl" као прапроменљиву и једино про
менљиву, и по томе се сви тако добивени диференциадИ саберу. 

_ Jl.ако је УВИДИ1'И да ово правило обухвата сва правила за дифе
ренциалење алгебарских Функција. ~ 

Правила за 'Аиференциалење .ТрансцеНАентних фу~кција. 
, 52. ДиференциаJl Jlогаритма. - Ставимо 

_ у = log х. 
-----.догаритам нека је за ма какву основу. 

Имамо у,4- А У = log (х +А х) 
! t;>.y = log ~~>+ АХ) -log Хј 

АХ 

иди, ако С'l'аВИlllО 

, = log (1 + --,-) 
....... х 

10 (1 + А Је,) 
Ау _ ' 9 ;х, 
А х -' А ;х, 

,ЈУ 

дх=-1n' 

• 

Аут 1 1 , 1 о, 
, = '-- log (1 + -)= --l09 (1 + -) . 
АХ , х rn Х ' rn 

Имавши на уму да при бесконачиоме опадању промене АХ број rn у 
беСI\ОнаЧНОСl' расте, да је за lirn АХ - О, lirn т = оо, И3ВGДШlO И" 

, . Ау 1. ' 1 ",' 1 . 1 '" 
,l~rn -' -, = - l~m l09 (1 + -. ) ~ = - 109 lин (1 + -) , 
i:...x = о IJ.x х т = оо ЈП, Х m-= оэ _ Лl . . - , 



• 
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а с обзиршr на то да је 1 1It 

liш (1 + -) =е, 
т = OQ 1n 

ресудтат ау 1 
d =--log е, 
_,Х ;с 

даме Јх 
cllog :1' = log е. , х 

На сдучаЈ 
ритам: са 

да је догаритам узет у Непер-овој 

основом в), обра~ЈаЦ гдаси 

системи (природан дО1'а-

Јх ) 
cllx = "- -. . 

х 
• 

ДиФеренциад природног JlогаРИ'l'ма једне кодичине раван је, дакле, 
диФеренциаду те кодичине подељено исто)! кодичинои. 3бо1' тога се 

кодичник из диференциада једне Функције и исте 'l,ункције зове ЉО!а

рnmа.lllСlm д-uфереnџnал . 
• -

Прщtедба П равидо за ДИ<I>еренциадење доrаритма може да се, у 
многим придикаilIа, ПРИilIени на диФеренциадење ДРУГИХ ,r'унrщија. Тако 
н. пр. ИЗ 

у = 1t'llt , 

. . . 
где Је 'Н ма каква ФУНКЦИЈа прапромен.ъиве :1', а rn произвољна IЮН-

• 
Сl'анта, сдеДУЈе 

ly = тnlll 
ау ан 
--'-'-= 111-
У 1С 

аu 
аlЈ = т1Ј • ?nиm - 1 (lu, 
Ј ." П .. 

дакде (в. чд. 46.) 
Иди ако узмеilIО 

?Ј .= 11 V 1(' 

добијамо догаРИТilIовањем 
• 

.l?J = [u + lс + [1е,' 
а одавде ДИ<I>ереlЩиадењеJII 

а?Ј а.н С['с сl и' 
~=._+ + ... -. 
?Ј ис 1u 

Р 
, , 

_.еЧ!lма: до!'аРИ1ЋМСКИ . диФеренциа/IIt.:е~)Извода раван) е~оиру до1'3,-
-- --. ~--- .-.--

ILИТ1}ilIских.диФер'е!Ј:n'!НIДJl...в>егових. ЧИНlLтеља. 

" Из посдедње једначине, кад по~!Ножиыо њену деву и десну С'l'рЮ1У 
са .У иди са I/V Н', произдази познато правидо 

(l (н r ш) = 1.'1ccln + 11 lСС! с + 11vcln', 

'дО1'аритаМСltИiII диФеренциадењеы ,\ода3Иi\l0 до правида: 

'. (а 1[ сl v) 1/ (1[ 1') = /{ r -,. + --
п с 

Опште: 

сl (,~) , ~ (Clll _ CZ'I;). 
~. '1' 'l{; l' 

,/ (1[.V lС:.:..:)' = 1I',VI/~ . . '. (111/ -ь cT~ + аlС + ... 
lSt ..• 18t ..• /{ l' 11 

аl' . с! s . cl t Ј' - --- -_._--
о • • • 

)' s t 



53. ДиФеренциал изложитељне Функције. - У3МИМО 
У _ аХ . 

.10гаритмовањем у Непер-овој системи медује 

одаме диФеренциалењем 

ау или 

ly=xla, 

dY=ladx 
у 

cZa" = аХ la Јх. 

Ако ставимо а = в добиhемо простије 

ЋИД1<\!О да је 
Је" = еХ Јх. 

Је" 
d 

= ех, 
х . 

а то значи да је изводна изложи~ељне Функције еХ равна истој Функцији. 
Примедба. Интересно је констатовати да је изложит~љна Функ

. ција једина, која уж:q:џа то својство да је њена изводно ЊОЈ равна. 
Доказ. И3 l 

с 1{ 

Љ.lIИ 

• 
слеДУЈе 

--'- = у 
Јх; 

d • ~=ЈЈ' 
У 

dly = Ј;х. 

Ми знамо да се две Функције, овде ly и х, које имају једнаке дифе
.. ренциаде"могу разликовати једна од друге само за константну вредност 
(в. чл. 43.) и на основу тога закључујемо да је . 

Zy=x+.c 
. у - ех + с . еС еХ 

,- - ,.- -

JL =.(}i!"" 
• ! • Z _ 3 . 

То значи да је СеХ заиста Једина <l'УЮЩИЈа која горе изречено свој-
ство ужива. ' 

54. ДиФеренциал тригономеТРИСКИХlФункција. -
ај Ош/,ус: у = sin х 

, 

.11+ 1:. У = si1l (х + I:..T) .' sin х СОВ '1:. х + СОВ х sin I:.x, 

1:. У ,.sin х (сов 1:. х - 1) + сов х sin I:.x 

2
. . ,> дх . -,ј 

. = - SИ, х stn- 2 + cas;r SИ~ 1:. ;Х', 

1:. .У •. 1:. 
= - SИI. 'Т в/n 2 

1:. х . . t}. 

. 1:. ;Е -t 
St1l " .\ 

" sin ~X 
'г-'- + сов х ,-о 

a~ 

Ако пређемо граници 
Пример 2.) добиhемо 

и узмемо У обзир 
ау . -- = COS;,l'. d х Ј -

Дакле Ју, т. ј.Ј Вl:n :г = СОВ :1' а.т, 

(ЧJl. 12. 



- -, ;. 

· . Ъ) . Косицуу;' ~. 

ИЛИ ако ЈЮ.пишемо 

еде,ll.ује на- основу горњег правила 

cly = cas (~ - .2') (1 (~ - х) = - sin;); (1;1', 

(1 cas х = - sin х tl :t', 
с) Тmщumа: y=tgx 

, 

ll.IИ s·tn х: -
И преиа горљем 

У= сов х 

сов :.с (1 sin х - вјn х d сов х 
Ју=----

сав2 :1' " 
дакле 

а) J(ornaUleuma: 

ИЛИ 

AaIue 

Ју= 

ах 
11 tg х = ---, 

сов2 :с 

у = cotg Ј' 

сав2 а:: 

•• • 

Ја: 

'2 ' SИl :.С 

55, АиФеренциал циклометриских Функција, -

а) А1'СnВ sinus: , 
!Ј ---,- (И'С вm ;)С., 

дакде , 
,1' ~ SИ1!Ј, 

(1,); __ сов !) (1!J, . 
. " . Јх /. 

,/ /1 = '" 
;] СОВ ЈЈ' 

1 I . " . /1 о И кад заменимо (,У са ((/)'.с вИl ;)с', 'сав}/ = у - .);" 

• 

IШЈе, 

. а;1: i 
,/ Ш'С вtn Ј: = -Уl _ ;;јl 

Ъ) Ај'СIIВ cosinus: ,,~ 
у = Ш'С сав ;1', 

.с' = COS !Ј, 

Ila, = - вјn у ау, 

Јх 
"у =- . , 
... sшу 

кад заменимо il у ~J М'С СОВ ,С, sin!J = У 1 ~;,:2, 
ах 

а т'с сов а:.= - -у . ој 
.. 1 ~ Х'"ј 

."'1 

- ---

сов2 х' 



с) Arctts tctngens: 
, 

даме 
, 

у = ат'с tg х, . 

:1; = tg у, 

ау 
ах = - о , 

СОВ'" у 

ау = cos2 у ах 
1 1 

dy=darctgx, cos2·y=1+tg2y= 1+х2 
ах 

или кад заменимо 

d ат'С tg х = 1 + х2' 
а) Arcus cotangens: 

у = атс cotg х, 

х= cotg у, Одавде 
, ау 

, ах= - , 2-' 
SЩ У 

ау = - sin!! у ах, 
. 1 1 

49 

, 

а пошто је ау = d ап cotg х, sin2 у = 1 + t 2 . c,ogy 1 + х2' C..leAYJE 
. . ах 

d ат'с cotg ;х; ~~1-C-'--;;' 

56, Примери, - Добивеним правИ.ilима за диФереНЦИaJIење алте

бар ских Функција (в, Ч.il, 49Ј и праВИ.ilима за диФереНЦИaJIењетранс-
, 

цендентних ФУНКЦИЈа 

clx . 
d logx = log е 

х 

, ах I 
d lx= ~!, 

х· 

. са аХ = аХ l а flx . 
(' 
,а еХ = ехах_ 

-- -
\а sin х = сов х ,ах 
Ја сов х= -sinx ах ( . 

ах 
d tgx = 2 cos Х 

. ах 
d cotgx = - '2 

Sln х 

ах 
d аЈ'С sin х = -У1 _ х2 

ах 

d атс сов х = - -У1 _ х2 

ах 
d Ш'С tg х = 1 + ",,-2 

ах 
(/ атс cotgx - -1 + х2' 

ОСНОВИ ИI!Ф!јНИТЕЗИМАЛIIОfА . РАЧУНА, 
, '" '- ' , . - . 

(1 

1 (2 
f 

(3 

(4 

(5 

(6 
• 

, 
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-
тде х може да је или праПР9:менљива количина иди ма каква <I>ункцџј;t 

- " 1 

прапроменљиве, постављени 

експлицитну Функцију. 

смо У MoryhHocT да диференциаДИl\lО сваку 

1. п риМер. 
у = v'U, 

riIe су иИ v , ма какве <I>ушщијс х-а. Иа 

-':'.-, 

дакле 

ly=ulv 

Ју =lvdu+udv, 
у '" 

dv 
dy=ylvdu+yu-. 

v ' 

dvH = vHl v du+v1.t;-l u dv. 

До истога ресултата долазшIO приюеНОЋI праппла за ДIIФСРСНlџral1ење 

Сl10жених ФУНlщија (В. ЧI1. 5].1, пошто је !Ј =f(",v). Ишашо 

1 
'(~ d v'l! d ,d vt.t 

(V = Ји и т d v d v. 

d V U 

у IIPBO~IC члану ац Ји задата ФУШЩllја .v" има да се сматра као изло-

ЖlIтељна ФУНlщнја (пошто се ca~ и узиыа као променљива Iщличина) 

d v 1t 

И да се као таква ДIIФеренциа:ш (В. чл. 53.); У iIpyro~Ie члану 'а v d v 
• 

Функцију v" треба сматрати као С'fепсну I,ОI1ИЧИНУ, Ј ер се ту узима 

v као прошеНЉlша И, пре,ш тоше, тр~ба пршrспути правило у чл. 48. 

у = 1 (8in х), 

d 
d Si11 :УЈ COS :7:: dx r 

у =. = -'-. --- = cotg х Јх, У = cotg Х. 
8И1. Х 8~n ~К: 

3. Пример. 
о. у = 8in (lx), 

ау = С08 их) dlx = С08 lx Јхх, у' = 
co·~ l :1::: 

• 
х 

4. Прu.1lер. 
у = 1 lx, 

ау = dlx = Јх . . '= 1. 
lx х lx' У х lx 

5. Прuщер. 
у = 1 (,~ t,9 ху х 

tg х + '--С--
d (;~ (g х) tg ". d '" + х d tg х С08' Х 

Ју= xtgx =----;;tgx .. _= xtg;~ С!Х 

= sin ~ СОВ х + х Ј;с = sin 2 ': +_2 х d х. у' = sin 2 .~ + 2 Х. 
xstn,xco.'lX X81.n2x' x8tn2x 

б. П p".'II"p. 

7. Пример. 
у = Ш'с tg (п tg х), , 

nЈх nЈх 

Г:I:-:-; tg' х = [1 + п' t9' х] С08' х - С082 Х + п' 8in2 х' 



8 .. Пример. 
• х-а 

y=aTC8~n + ' 
х а 

d (:+:) (х + а) d (х-а) - (х-а) а(х+ а) 
ау = ,,- " " 

V1 - (х-а)2 (х+а)21/1 _, х- а)2 
х+а ,r tx+a 

• [(",+а) - (х- а)] ах _ У-;;- ах '_ -Y"d 
ау = -, у -, ' . 

(х+а) У(х + а)' - (х - а)2 (х+а)у х (х+а) У х 

, . 
9. IIРIl.л,ер. у = еа>'С ,јn (1 х) , 

dy = earc B~',n (~x) d а1'С sin (lx) = earf Si'tl (lх) _ dlx_' 
У1 - (lx)2 , , 

е arc B~·n (l х) ах earc sin (lx) , 
= , ,у = . 

хУ1- Џх)2 х У1 - их)2 

1 О. Пример. 
у= C08(xt9 X )" 

, 

ау = -.in (х t9 х) d (х t9 х) = - 8in (х t9 х) (t9 х ах + х d t9 х) 

= - sin (х t9 х) (t9 х + ~ ) ах, у' = - ain (х t9 х) (t9 х + ~ ). 
СО8Х СОХ 

• 
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57. АиФеренциалење скривених Функција. - Узмимо да Је Функ-
• • 

ЦИЈа дата у СRривеНОЈ Форми 
• 

. F ех, у) = О. - . 
• ••• ~., ~- I 

Тражи са· изводна ФУНRција ~/,,, а да .се једначина не решава по у-у. 
С погледом на то, што се поли;ном на левој страни једначине 

може сматрати Rao једна сложена ФУНRција зависна од променљивих х 
,и у .. И имавши на уму да та СJlожена Функција има RОНС'lЋНТНУ вред
ност = О" то онда, ' на ОСН(}ВУ посматрања у ЧJl. 41. и на основу пра
вила за диФеренциалењеможених Функција (чл. 51.) добијамо 

• 

cl Fe"'''\ d F /7 ~', О 
Х+--Iан= 

ах, --. ау\.У ' 
ода.к.lе , dF 

cly ах 

, a~ аУ ,'" " , " cV 
!1~Boд~a ИМЩР:ШIТ!l~,ФIНRЦ!Iј е Р3.!!.Ј!::!:. ј е ..9 .• iШ!!.':fgО1lUQd1~'ЈН~У И3, из:в.О~IJ:.е 
цо ~' и изводне цо У-У, обе изводне узете од деве стране на нуду 

.... _~ .. ~,_'" -,-- ,~, .". .. '~"«""~'-~-~"-"."-' ,-_·,·'t~'·-~'"'_-~--_·"'-_"""·'· 

~BeAeH!i" Ј~.uuJ.ЧИН@., 

• , ау Ћ2 х 
'''а' х' - -, • , , а2у 
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2. Пример. 
х siny + у СО8 Х = О, 

(sirty - у sin х) Јх + (х С08 У + сов х) ау = О, 

Ју ysinx-siny 
Јх - х соа у + СОВ х' 

58. АиФеренциалење двеју и више скривених Функција једне 

исте прапроменљиве. - Узмимо да су нам дате две ФУНIщије !Ј и 3.-... 
прапр ве х и да је веза између тих КО.!lичина изражена у скри- -

• • • 

веНОЈ ОВИИ1,ма Једначин~~ ___ ' 

F (х ;~:-yy z) = .Q/" 
, Ф ('х, },z)=?y . 

Т ' ау . dz' , .' 
раже .се изводне у = Јх и Z = Јх' а дз. се задате Јеј\Юlчине не 

решаваЈУ по у и Z. " ,оУ' '. 1,N... . 
Пошто се деве стране горљих јеДRачи,вl~140+У сматрати као ФУНК-

- ,,'-~,,-- ,- ~ • • - ',,>- • 

ЦИЈе КОЈе су СJlОЖене из. три ЩЈО~Iенљиве ;Х;" у 'II' z,. КОЈе све три зависе 
од промен.љиве х, и пошто су вредности тих Функција (деве стране 

задатих једначина) :Константне (равне нуди), то, на основу ЧJl. 41 и 
Ч.!l. 51.,сдедује диФеренциадељем непосредно 

/' 

. ЈЬ' . . сјр ЈЬ' 

d х Јх + d У ~y:-+: d zdz;-- О 
-- - ~.--* - ,.. 

,. , ""~ 

dФ dФ .... , dФ 

'Ј'-- Јх + 1 d у + d dz = О. 
х с у z 

, 
Кад подеJlИ:МО обе једначине са Јх дО'бијамо две једначине првога сте-

d dz . . 
пена са двема непознатама d у и d . Пошто их решимо надазимо ИЗВlJдне 

х ,х 

ЈР dФ ЈЬ' dФ 
-----

с7у _ с7х c7z dz сЕх 

~- с7Ь' dФ _ аР ___ dФ_ 
dz ау с7у dz 

(јЬ' dФ сјР сlФ 
. -~ --- ---

clz' ау dэ: Јх ау 

~;Ej- с7Ь' сlФ~dР с7Ф' 
V c7z с7у с7у clz 

Тако исто треба поступити и онда, кад је број 'ующија, које зависе од 

једне исте прапроменљиве, ма кОДИIШ. Нпр. ако имамО п једначина између 

п + 1 променљиве :кодичине, онда је само једна од њих независно про
менљива, а све су остаде зависне (Функције) 0',11, ље. Аиференциадељем 

задатих једначина добијамо нових 1~ једначина у :којима удазе диферен

циади променљивих (Јх, с7у, dz, clt, ... ) у прпоме степену и НОМОЋу којих 
. . • (с7 У clz dt ) 

п Једначина, ВРдО .lакО', израчунавамО' п изводних .з'.Ј.' Ј'" . .. . 
аХ аХ ,ј 



При.мер, -х" + YZ + ,2 - ,,2 = О 

Ax+By+O.+D=O, 
Диференциалењем добијамо' . 

, • xdx+ydy+zdz =0 

одакле 

, 

• 

А'ах+вау + Odz= О, 

dy Ох-А. 
- -
ах ]Ј. -Оу 

dz Ау- Вх 

ах = в. - Оу' 
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59. Изводне Функције и диФеренциаЈ\И разног ступња. - Нека је 
/ ' , 

, у= ј(х), ' 

а изводна њенаје , dy ј'( ') df(x) , У = или х = , 
. dx dx 

Пошто је у' такође ::laВИСНО од прапроменљиве х, то можемо и за у' 
да тражимо извоДну, Ова изводна од изводне у' зове се друщ uзводnа 

задате Функције у или Uз//одн.а (дuфереnu,uаљnu 'Кол,UЧnUК) друипа cmyruьa 

и бележи се са у" или са ј" (х), -
, I 

На исти начин добијамо из друге изводне mpefiy UЗ60дnу у'" или 

Г' C·r), из ове опет чеmврmу UЗ60дnу итд, 
-Из прве изводне . d У 

'-_О, у = dx 
, 

слеДУЈе 
-

друга изводна d d y) 
"dy' dx 
У = d х =~. --:;d~x--"-

и пошто се d х, :као бесконачно мала промена независно променљиве 
, 

количине, може сматрати :као стална, имамо да Је 

" . d(dy) 
У = dхГ 

сl ((l уј, а то је диФеренциал диљеренциада (бес:коначно мада промена 

једне6iЉконачио мале промене), бедежи се' :краье ,са d2y и зове се 
диферiЩI~uаљ apyzo! сmуnња иди друщ дuфереnuuаљ, Дакле 

" d2y 
У = dxZ' 

Треьу изводну добијамо из друге изводне онако исто као другу из прве, 

односно I.ao прву изводну из задате Фующије, Према томе је 
• • 

(
d2y ) , 

", dy" d ,dx2 . d(d2y) 
У = d х - d х ---- - d х3 , 

које, кад означиио d (d2y) са d8y (диференциал треЪег ступња), гласи 

,,, . d8 У 
У = dx3' 

Сасвим опште 1t-Ta изводна 
, , . 

или п-ти диФеренциа.ШИ 
, 

КОЛИЧНИКЈесте 

, dny 
у(n) = ,--": 

dxn ' 
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1. Прuмедба. Поступни диФеренциадни кодичници иди изводне 
неке Функције у = Ј ех) бедеже се по Лајбнuцу са 

d у d2y d8y dny 
d х' dx2 ' d х8' . •• dxn 

иди са цех) d2J(x) а8Ј(х) аnЈСх) 
ах' d;L.2' dx8 "" dx'" 

а по Лazранжу са . ..... (,) 
у,у,у, ... у' 

иди са l' ех), ГСх), Г' (х), ... ј'<n) (х). 
2. ПРUil!едба. Растављајуhи време на бесконачно маде интерваде, 

• • 
ми замишљамо да Је свако кретаље тачке, ма како КОМПдИКО-

ваноме закону сдедовадо, сдожено из бесконачно много равно-. 
мерних (т. ј. најпростијих) кретаља. 1) Према деФиницији за 

• 
равномерно кретаље Јесте 

б дужина путаље 
рзина = . 

утрошено време 

Узмимо какво бидо кретање. Нека је закон кретања представ
љен једначином у =ј' (х), где у означава путању, х време. На 

• 
основу горе реченога Је d 

. брзина кретања = d ~ = у'. 

Изводна Функција иди диференциадни кодичиик показује брзину, 
којом се Функција меља иди у механичкому смисду (када Функ
ција представља путаљу, прапроменљива време) брзину кретања. 

Пошто се изводна· другога реда добија из прве ИЗ130дне 
oHaJfb исто као и изводна првога реда из задате ,r'УБкције, . '. . 
Јасно Је да изводна другога реда, као изводна изводне првога 

реда, даје брзину, којом се брзина :мења. у Механици се то 
зове убрзање иди акцедерација. Дакде: 

. dy' dly .. 
убрзаље кретаља = d х dx2 = У . 

У Механици се утврђује даје сида пропорционадна aKu.eJIepa
цији и :маси т, којој саопштава дотично убрзаље. То з1kчи: 

d2 y 
сида = т ах2' 

• 
60. Примери. 
1. Прu""ер. 

• 

-
"" У= х . 

dy = шхm -1 
Јх 

Ј' . у i ') 
Јх2 = т (",-1) х/Ј--

Ј3у . 
. . = m (т - 1) (т - 2) хт - 3 
ах· . 
• • • • • • • • • • • • 

dn 
'.у ( )( ) ( +)'m-н a~n=т т-1 т-2 . ... т-п 1.х . 

') Анадогно схватању да се свака крива лннија може сматрати да је Сложена из 
бесконачно много GесконаЧIIО малихправолиниских елемената, на чему се, измеt,у ОСТаАOl'а, 
оснива израчуиавање кривих линија (дужине лукова), теорија тангенте итд . 

• 



Ако је џзложитељ т цео и положан број, онда је 

2. Dpu.lIep. 

,3, Пример. 

,4. ПрIЏ!Вр. 

dm,y , 
--"- = т (т - 1) (т - 2) ... 3 . 2 . 1, 
dxm 

• 

dy d'y 

у=аХ 

dy х 
-=а lа 
dx 

d'y z ( ) ,'- = а la Z 
dx' 
d 3 y Х 
=-"- = а (1 а)' 
dx' 

• • • • • • • • • 

d"y _ Х(! )" 
~ а -а . 

dx'" , 

,1" у 
dx - dx' = .. .' = 

d 
'1~ =У'ј 
Х )" , 

у = lx 

dY., 1 -1 
-=---=х 
dx х 

d
2

y = -1 х-2 
dx2 " 

d 3 ' • .. ,,-У. 2 -3 
dx3 ,"Ј" .Х 

• • • • • • • • • 

d"y_( l)n-11? 3 (' 1)-" _ ,- " ..... . .. п - х . 
dxn . , -

у = 8inx 

(ly те 
dx со. х =8in(x+ 2 ) 

d'y те 
ах2 ' -sinx= 8;n(х+22) 

d 3y те 
dx' =_С08"'= .,јn(х+32) 

d'y те 

d 
,= В;n х = 8i7l(x+4-) =у 

х 2 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • , 

• 
dt~ 

-,,-у = 8;" (х + п!".). 
d п ' 2 
х 

На nй'И начин изводимо за 

општи образац 
У=СО9Х 

d"Y/ те 
, " = С08 (х + n-

2 
). 

dx 
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61. Изводне вишега ступња скривених Функција. - 3амишљаМQ . /' •• • 
да Је ФУНЈЩИЈа дата У скривеНОЈ форми . 

W(x, у) = о. 
Према правИ.ilУ у чд. 57. И14~---~ 

. r(l~1.dj. d Р Ју = Q, .. 
l dx 1 klй Јх '/) ар 

одак;е надазимо прву ~"ftr_o-~=::o __ dx . 
d Х; ЈР 

• dy 
,2I,иФеренциадеhи поново горњу једначину и имавши, при тЬме, на ум)', 

dP ЈР dy . "' . 
да су d 'd и d ФУНКЦИЈе х-а И у-а сде,zш е, на основу правида за 

х. у х 
• • 

диФеренциалење сдожених ФУНКЦИЈа,... 1 

.,---;; + .' _.:'. + .1 + .7 + r = о d2 Р \ Ј2 Р diJ Јll (Ј2Р cl2 P d 11) Јl<' А2 У1 
Јх!/ Јх ау d,x' ах Јх dy а?/ ах·, ау cZx 2 

\ / 

ИАИ краЪе d2F а2р ау CZ2Fldy)2 JГ~тГ-' 
~+2-- ---+ + -о 
ах2 dx dy dJ;' а у2 cZx ау ах2 - , 

одакле а2Р а2р Ју. Ј2ј?(ау)2 
~+ 2 ---+ --

dZy dx2 Јх ау Јх а у2 С/;1: 
__ - -0'- _____ ~_ 

d х2 cZP' 
--
ау 

До истог ресултата додазимо пошав од израза 
ЈР. ,_" ЈО'. • 

\ d y~l' d х 
=::= - ·".141 ..... --

ах аг . . 

. ау 

~иференциадеhи десну страну као кодичник у коме су дељеник И деЈ1итељ 

сдожене Функције (заВИСНИQД х fI.:fA у). На тај начин на.л.азимо 

ау(а2Р , ,а2 Е: a~;)-, аг (а2Р , а2РЈу ) 
d!y d'"y\'dx2,T.flflf-Clо d;rЧ-i-- Јх dxdy'dy2 dx 
cl х2 = ~ -0---.' ОО О '--, (:~'J---. 0_.- -о 0_" Ј

2
1 

Ko~e, с обзиром на горњи израз за прву изводну, даје исту вредност за J;~' 
коЈУ смо већ нашли. 

На сличан начин нашли бисио из друге изводне 'rpehy изводну, ИТ,Ј,. 
Прuмер. 

Овде ј е (В. 2. пример у чл. 

одакле налазимо 

~ si'ny+' у со/х = О. 

57.) 
dy у sin х -:- Si11 У 
~ - "----..:..,----" 
dx - х СО8 У + С08 х/ 

d2 у 
Јх' = 

. d' 
(х со. У + со. х) [у С08 Х + (sin х - С08 у) d

y
] _ (ysin х -8iny) '[сову - 8in х -xsin yd!l] 

dx оо х __ o __ o ____ ~-~--__ ~---- " . 
(хсову+соах)' / 



62.f4,еЊање прапромењnиве. 1) Нека је 

Треба. заменути прапромен:љиву х новом 

Tqra ШТО Је • 
прапромен.iЬИВОМ t на основу 

х = q; (t). /" 
• 

Задатак је: да се и'зразе изводне ОДНОСНО диФеренциали од у, сматравщи t 
као прапромен.iЬИВУ, IlОМОь.у изводних од у, узимајУћИ у као Фующију х-а, 
дак.'!е ПОМОћУ [(х), ј'(х), ... и помоь.у изводних И диФеренциала' од х . 
као Фующије прапромеН.iЬиве t. Треба, дакле, да се изразе поступне 

изводнс и диФеренциади од у, као Функције прапромеН.iЬиве t, а да 
• оо • / _ • 

се не врпrn замена прапроменљиве х новом прапромен.iЬИВОМ t. 
Пошто су х И у Функције од t, то онда, на основу правила за 

диференциадење посредних Функција (ЧА.44.) или на основу правила за 

диФеренциадење сложених <I!ующија (чл. 51.), следује. 

iilj (Z У d ,1' ј'С) (1'X ") '() ~ = -.- -- = .'[" = t (х q; t . 
,lt· сlх clt ..... ",' tlt . ,""", • ~ 

._," " I ._.'" г~ ,'" ". ~ , . . " . 
_,_о., , 

• 

;;:1 = f.."(x) (~t' .~ + Г(~) ~:~; . гсс) q;' (t)2 + ј'(х) q;"(t) 

итд. Обратно: познава ј УћИ изводне ИДИ диФеренциале од. у и х као 

Функције прапромеН.iЬиве t добијамо. И3 горњих једначина диФереНЦИаАе 
• 

и извоДне од у као ФУНКЦИЈе прапромеН.lЬиве х;, 

ау 
--

cly dt 
{'(,T~= - -=~-• (1 ;гу clx 

'. 4"~' 
dt / 

'Јх Ј2 у ау а2х _._--
.. , Ј;с Ј2 !Ј - d У Ј2 .l' _ .', , d t d t2 tl t tl t2 

ј 1.1') = .ах8 / ~ _. (~:Y , 
'ј''''( ') _ Јх (clx а8 у - ау а8 ;х:) - З. аЈх (dx Ј2 у - dy d2 x) 
• Х - ах5 

---,- --

clx(dx аЗ У, _ ау а,'х 
clt clt dt3 dt dt8 

1': Види напомену у ЧЈ1. 3. 

• 

ИТД. 
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,~o истога ресултата долазимо кад диференциалимо 

ј'(') = Ју .1: d 
х 

по прапроменљивој t. Добијамо 

'" Ју Ј:1: Ј2у- ЈуЈ2 ", 
t(x)dx=dd= ЈО , 

I Х Х'" 

• 
т. д. 

Примеl:tујемо да је прва изводна ј" (х) у свакоме случају пред-
, d 

С'l'ављена са у било да је КОЛИЧИЮi :1' праПРО~lепљива или не, док, 
Јх' 

међутим израs за изводне вишега ступња ј"(х), .г"(х), .. -. записи од 

тога да ди је х прапроменљива или 
• • 

ФУНКЦИЈа друге ЕОЈе количине. 

1. ПР""1Iер. Заменимо у ј еднаЧПНIl 

d2 ij dy' 
(1-х') --' - х -+n2у = о 

dx2 , dx 

прапромешышу х новом прапроЋIси.ы'омM t узенши 

х = саа ' . 
• 

с иоrЛСДО'l на то што је 

dx . 
dt =-8znt, 

dy 

dx 

dx d 2 y 
--,-

ау 

dt 

dx 
-
dt 

dy 

d2 y Ј! dt2 dt 
-dx2 

• 

d2 x 
---- = - СО8 t' 
dt2 

- ' ." 

d2 x 

dt2 

, 
. ' 

1 dy 
8;', t dt 

. d 2 y Ју 
8~n t -- - СО8 t --

d t2 d t 
-

вјn? t 

и према томе ~ш_дата .1 сдначина Г~;Iаеи сада 

d 2 y dy 
sin t -О, - СО8 t -

dt2 dt+C08t
o

Jy (1- С082 t) ~---c-___ --- о 0- + ,,2 у = О 
sirt:i t s-in t dt . ' 

• 
КОЈе сс своди на d2 y 

0-- + n2у = О. 
dt2 , 

2. Прllо'lер. ДМ'а ј е ј С,џшчина 

d.ll у 

d;; + У1 + х2 = О • 
• 
у љој да се изврши 3ЮIСIШ 

t = 1 C~ + /11 + х2). 
у слсд тога ппо ј с 

d У _ d у d t _ d у d (х + ЈГl + х2) Ј У 1 
d х - dt d х - ЈТ х + У 1 + х2 = d'e JI 1 + х2 
. ,.. . . . 

задата Јсдначина ДООIIЈа ОВОЈ ИрОСТИЈИ вид 

dy 
-1 + У = О. ( t 
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63. ОДНОСИ између изводних инверзних.Функција.') - Као један 

особени сљ.учај нашеr paCMaT~aњa у ПРОШдоме члану, ];змимо ~a се &-: 
задате Функције ј'С ) 

У= х 

• • ,1: прелази инвер3НОЈ ФуЮЩИЈИ 
х = l<'(y) 
~ , - - .. " . 

код кој е ј е. х зависно променљива, 

• 

• ау . 
y;=t --=1, 
~ tlt .4" • • 

и на основу образаца у прошломе члану ДQбијамо ове једначине' . -
, , ау' 1 1 

ау • dZ'x 

d а2 ау: . F'" (у)' 
Г(х) = - ~lx8 Х =. - ахз = -ј?'(у}" 

.. , -ахауа8х+зау(а2 х)2ау ан8 + (dyZ) 
ј (х) = - ----аxБ----- = ---""---"o(~a-x)"5-~~ 

3 Р"(у)2_Р'(у) Р"'(у) fl.1J 
--

Р'(у)5 

итд. 
-----

• 

11. 
АиФеренциаJlење Функција коЈе' Зависе ОД више 

прапроменЈЬИВИХ. 

64. 
ОД више 

Делимични и потпуни диФеренциали' Функције, која 

прапроменљивих. - Замислимо да се'у Функцији' 
• • 

u=j(x,y,z), 

зависи 

која зависи I од више пр апроменљивих, само једна од ових мења, н. IIp. 
. " . 

само х и Jl!И узмемо изводну од ФУНКДИЈе 'н по ТОЈ промеНЉИВОЈ Ј', онда 

се 'raт.o добивена изводна зове дел.U.llluчnа или nарuuал.nа иЗ60диа. У 01юме 
случају деJlимична изводна узета је по прапроменљивој х и она се бе-

ди Ц(х y,Z) II ., 
дежи са д х И.ilИ са . 'д'х . рема оваквоме ПОЈмању Јесте 

'!... и = l'im /'}. u. 
дх 6х =О /'}.х 

IIаРЦИaJIНУ изводну Функције 1L узету по х-у 1'реба, даме, разумети 

као диФеренциа.ши ЕО.l1ИЧНИК сматравши Функцију и као једино зависну 

од променљиве х. 

1) Види Напомену у Ч.ll •. 3. 



Производ из делимичне изводне и промене дотичне прапромен-

/(11[\ '. (jf ех, у, z) а' 
љиве, н. пр.{ д :> ах или д. х, зове се днлњиu'Чuн или naptlU~ 

\~I .Х" 
аЛ/ш дuфереиuuал од 11 по х? 

Обележи:мv . 
ди д~[· . 

х,.: (;1', у, z), ду' =1јЈ (Х', УЈ z), (jz = х (", УЈ z), 

диференциала,' а то је у ешоме C.ilучају 

~i' i д; cly + ~: ~z=r(X, y,~) ах+1јЈ (х, У, г) ау+ х (Ј;, УЈ г) ,1.2, 
'С . . 
зове ce l nоmnуии иди mоmаљии д'uфере1ttluал од и бележи ~e, као и до 
сада, са d 11. ~. .' 

Да бисмо показмК да увакав пој ам за ~отпуни диференциад једне 

Функције, која зависи од .Il))'~е~апро:менљивих, одгопара раније утпрђе
ном 'појму за диференциал функцf.tј~~ зависи само од једне прапро
менљиве, ПfJf2Јциhешо слично· као;,.п. . ~eњy правила за диферен
циадење СJlоженiк.)I'lнк~ија (ЧJl;.51,). ~ao TaM'laKo и овде ставиhешо 

/ех + ':;'х, .У, z)~-f(Х',У' г) . [~(x, y~~) + аЈ М1' 
/ех, 7Ј + ':;'у, г) -.1, (Х,.;!Ј. .z)-)'t ~;;;, у, гу +/Ј .:;. у 
Ј (;1', у, 2 + .:;. 2) -.1 (х, у, г) c ... Jx-{х,Жz) + уЈ .:;. i: 

. • -.r' . 
разумевајуhи и сада под а, (3, у извесне Rоличине које ишче:завају 

заједно' са дотичним променаиа ':;'х, ':;'у И ':;'.Z. 

Ако пустиио у другој једначини да се промени х, а у треЋој једна

чини да се проиени х И у, добиhе:мо ове изразе 

Ј (х + ':;'Х', у + ':;'у, г) -/ех + .:;.х, у, г) = ['ф (;1' + М:, у, z) + (3'Ј .:;.у 
J(;l'+ ':;'х, у + ':;'у, z + .:;.z) -Ј(х + ':;';):, у + .:;.у, г) = 

= [х (Х + .:;.х, у + ':;'у, z) + у'Ј М, 

где (3' означава количину, Itoja ишчез[\~а заједно са промена~Ја .:;.;1' и ':;'у, 
, . 

а у КОJlИЧННУ, КОЈа ишчезава са .':;';1:, .:;.у и ':;'2. 

Ако сабереио прву, . четврту и пету једначину и означимо са (3" 
, , . 

и у извесне КОJlичине КОЈе упоредно са променама прапромен.lЬИВИХ 

теже нуде, онда се 'гај ресултат, с погледом на то што се на левој 

страни нмази Ј (./" + ':;';г, у + ':;'у, z + .:;.г) - Ј (.1', у, ,z), а то је про
мена ':;'11 'l.ушщије 11, може да напише 

, 
• 

':;'11 = [р (,", у, г) t:;;1, + 1јЈ (х, у, г).:;.у + х (;", :'/,:) .:;.z] + 
+ [а.:;.х + (3" .:;.у + у" .:;.zJ. 

ОАавде видимо да се промена Фушщије састоји, у главноме, из ова два 

дела: први је део збир производа из појединих деЛИМИЧНИХИЗВ9АНИХ 
. . ~ 

и промене дотичне прапроменљиве, а други Је део зоир производа из 
• • 

промена ПОЈединих прапроиенљивих и извесних количина, КОЈе упо-

редно са променама теже нуди. Овај други део, llaO бесконачно мади 
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. према првоме, смемо да занемаримо на основу прве и .APyre основне 
теореме Више Математике (чл. 20., 21. и 22). Према томе, У претпо-

ставци да су промене бесконачно маде, јесте . . . . 

Ји = rp (Х', у, z) Јх + 'l/J (х, у, z) ау + Х (Х', у, ,z) dz 
или ди ди ~и . 

d и = д d х + д d У + д (1 z. 
х . у ~ z 

Прu.Nер. 
• , . 

f 

ди _ x1J-1, - р п 1 
Р , - = q х - у'- , 

()х - ду 

du = рхр- 1 уЧ d'jt qxP уч-l dy = хр-1 уч-l (ру dx + qx dY)fl 
, _о" 

65. АиФеренциаJlење СJlожених Функција, које зависе ОД више 

прапромеНIbИВИХ. - Нека је 
Ј-=:, f('/fr1 v),V 
. """,' . 

а ~~= Ј (хЈ УЈ z), . V = 'l/J (х, у' z), 
, . . .,. .". . ,.. 

AaRJI.e t сложена ФУНКЦИЈа из двеЈУ ФУНКЦИЈа и ИL', КОЈе зависе од про-
менЈЬивих х, у, z. 

Делимичним 
• 

диФеренцимењем ФУНКЦИЈе . - . / ,at at.ldu at av' 
~Jr'x .. ,aU1a;x;+avax , . 

~ t = atau + at av 
Јд'у ди;ду' avay 

( д~ =2t. ди+ at av, 
_az _~'?, ".2.v.... az_ 

.. "'~ 

t по :1', у И Z добијамо 

д ta t at 
АКО ове дедим. ичне изводне ____ 

дх' ду' az помножимо са d х, d У и d z и 
. ~ . 

тако дооивене делимичне диференциме 

мо ДОбиhемо потпуни диФеренциад , 

at . at at 
д х d х, ду ау, -i~ d z сабере-

dt =atl/a~t dx+a~t ди), 
д д д d у.. + д '" d,z + . и х.у _ 

д t (a V d av l av l) + av дх х + ду ~ у+ az с z , 

које с обзиром на то што је 

ди Јх + a1t. 
дх ду 

д 1ј . av 
ах+ 

дх· ду 

ди 
ау + az 

av 
ау + az 

. 

може да се напише д t at 
d t = д d ~L + дЈ v. 
~ и v 
~ -

Овим је доказано да правило за' диФеренциадење сдожених. Функција.. 
(В. чл. 51.)\важи сасвим уопште и за случај више прапроменЈЬИВИХ . 

• 
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66. ДиФеренциал скривених Функција, које зависе од више пра
промеНIbИВИХ. - 3амислимо да су нам дате две ФУНЈщије 1[ и v, које 

. . 
зависе од прапроменљивих х, ,У, z, Једначинама 

}' (х; Н, 
Ф (;г, у, 

Z, 1[, v) = О 
1. <::-

Z, ~=O, 
даме у Форми. 

• 
задатих Једначина по l'орњем правилу за дифе.-

• • . ФуНКЦИЈа слеДУЈе 
дР дР дР@},' дР .. ~, 

~Jx+ cly+ (12+--(+ flv'=O 
ду dz дн"., dv,v 

дФ дФ - дФ дФ "'дФ , 
~ cl;)} + -~- ау + (lz + 4U1i +.- [Ј= О 
дх дн dz dll\:7 dv· ' 

{)даКде добија~1O диференциале аn и ЈIЈ. . -67. Делимичне изводне и делимицни диФеренциали разнога СТУ-
, 

пња Функција, које зависе од више прапромеНIbИВИХ. - Узмимо 

li =/(х, у, 2:).У" 
На основу сличних посматрањ'а KaJlBa c!ll0 чинили приликом изналажења 

. '. 
изводних И диФеренциада разнога ступња за ФУНКЦИЈе КОЈе зависе само 

од једне прапроменљиве (чд. 59.) наЛ~ЗЩIО у. овоме случају поступне 
.' .' дl1 ди ди 

дели~шчне изводне. Пошто су делимичне I:Iзводне д х' д н' д .2 такође 
• • • • 

ФУНКЦИЈе, КОЈе зависе од променљивих х, у, z, то Је Jat;HO да сваку од 
, ' 

. њ их можемо поново да дифереНЦИа.ЈIИМО и од сваке да тражимо изводн)' 
. . т дl! 

по ма КОЈОЈ од прапроменљивих: ако н. пр. од парциалне изводне дх 

.можемо да узмемо по.ново изводну по Х. по у иди по z и налазимо 

д l'dl1) д (дН) д ди) 
, дх i)211 дх д2n, . д,Х 

~_.::.. - -0-"""""0""-

д,Г, ду. -ду,дх' д" 

·дн , 
Тако исто од парциалне изводне д доБИЈаi)l.О 

!Ј . 

( 
д 1[) . 

д - д 
ду д21[ 

. __ . .._---~ 

ду ду2' 

д e~) .. , д2u 
дх-=дхду' 

д 11 . 
Нај:шд из парциадне И3В9дне д ,Z слеДУЈе 

dl._l) 
ду 

dz 

д2џ' 

dz дх' . . 

д (%~) д2 n д (~) д2 n д (~~) д211 
д;Ј: -дх d,z' dyIJ1iiiz'· dz - dz 2 ' 

Од ових изводних 5lOжемо поново да тражюlO изводне по Х, у И 
д4 1[ 

2 итд: Тако н. пр. д д 2 д јесте паРЦИа.Јша шшодна четвртог ступња , х у z , . 
дооивена парциадним диференциадењем Један пут по х-у, два пута по· 

• 
у-у и Један пут по z-y. . 
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Теорема. Ilри дедимичноме диференциадењу по разним прапромен

љи~а потпуно је свеједно :којем ~eMO редом вршити диференциадење. 

Довољно је да до:кажемо, да Је 

д (ди) д (~t) 
дх "ду a2tt iJ2tt 

--7-~'-= иди = . 
ду дх ду дх дх ду " 

узимајуhи дедимичне изводне Фун:кције u по х и п~ у, 
,;фун:кцију U сматрати да зависи само од тих променљивих, 'а о 

промен.ъивима не морамо ни водити рачуна. Ставимо даме 

tt=f(x, уу' 
. и 0значимо са 6 x tt и 6;ytt промене од u које та Фушщија добија про
меном х-а за h односно променом у-а за Јс. Према томе је 

6 хn = ЛХ + 71, у) - ј' (х; у) .I 
~t=j(x; y+k)~j(;;, у):ј' 

'. ' " ,~ 

Означи:ио са 6у 6хн и 6х 6у и промене од 6хи 6у и :које те кодичине 

добијају пошто заменимо у првој у са у + Јс, а у друтој х са х + h, 
На основу торње две једначине сдедује 
I 

tiy 6 x 1t = [ј' Х + 71, У + Јс) - ј' (х, у +.Јс)] - [ј' ех + h, у) - / (х, у)] 
tsi6yll = [(х + 71, У + Јс)- ј (х + h, у)] -[ј (х, у + 7с) - ј (х, у)]. 

, . 
КОЈе, :кад сравнимо, видимо да Је ' 

па, да:кде, и 

6 y6 x tt = 6ж 6!ЈU, 

6 1J 6 xtt _ 6х 611 и 
'-':;:'Г- h.7c ' 

Zim 6у 6хи = lim 6x6yt~ 
"=0 k.h h=O h.k ' 
k=fJ k=O 

ду дхи _ дх дуи 
• • 

т. Ј. 
, 

ду дх дх ду 
иди iJ21t iJ2 U 

ду дх = дх ду ч· е. а. -
Брдо је појмљиво да се ова теорема може да примени и на ма кодики 
број поступноr диФеренциадеЊа. ТЗЈЮ н. пр. јесте 

iJ8 11 дВ U iJ8 u 

дх ду дх=ду дх дх = ду дх2' 
дб U дб 11 

-
дх az ,дх az дх ду az2 ду дхВ' 

1. Пример. и = хр уЧ 

д (~) -
д-,,- _ 1'-1' Ч дх _ д2 u _ р-1 q-l,,' 

\дХ-' РХ у, ду -dydx-pq~ ,~~ 

"1 и '. ЧС-l д С ~) д2 и 
+- = qxP у , =pqxp-1 уч-1 
~JI дх дхду , 

д
3

u д (12 U ) д ( д2и) д (' д2 u ) 2" 
д!Ј' д х2 = д У ~x2' = д х д х, ду = () х ду д х = ~ (р - 1) q хр - уЧ- \ итд.', 

\ ,- \ ,.. 
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2, Пример, 

дп у 

х2 + уг' 

И= m'ctg у 
х ",. 

д ( д и) . д2 и уг _ 'х2 

() У ri х = ду д х = 1,;'2 + уг/, -

ОХ 

ди_ х д (ди) дг" . у2_ х' 
(Ју - х' + у2' д Х d'!J = Ох д у' = (х2 + у2)'" 

, 

аnни диФеренциаnи Функције више прапроменљивих. 

да,нађем:о ТОТa.Ilне диференциале разног ступња једне функ
зависи од више прапроменљивих, н. пр. Фующије 

• , и = / (х, у, z) . 

п рви тотални 
• 

диференциa.ll Је . 

д~~ ди ди 
J~~= дх Јх + ду cly + дz Јг. 

Други тотални диференциад (или ТОТa.Ilни диференциад другога ступња) 

добиhемо кад од свакога члана на десној страни у и.зраау за clll у:шемо 
ТОТa.IlНИ диФеренциаJl. Тиме налазимо 

д2 n 'д2 1Ь д21Ь 
cl2 П = д 2 cl Х + д -'д - d У -1- д d ,Z 

х х у , дх z cl;y+ 
/ 

д211 . д'u ' д2и 

д · Јх + ау + clz 
х ду . д у2 ду дz 

д2 1l. д2 1l,/ д2 и 
д д _ЈХ+д д,ЈУ+д"Јг а77 ./ 
х", уг ,г' 

d 2 д2 и 1 2 д2 и d 2 2 д2 ~~ . 
х + -д " (У + 2 Z + -д ;, Јх ау + 

У' д: х 'ЈУ 

д2 и 
2 ду дг ау Јг + 2 

д2 u , 
д z д х d z ах. 

Из овога обрасца видимо да се други тотални диФеренциаЈ1 Ј2 U добија 

из првог ДиФеренциала J~~ кад се вредност првог тота.шог дпФерен-
. ди ди ди 

циада, а то Ј е овде трином д d х + д d у + д _ d г, подигне па Ева-
, х у '" 

драт па у тако добивеноме ресудтату замени d ~ са Ј2 и. Са таквом 

погодбом можемо да напишеыо символну ФОРi\IУЛУ / 

Ј2 и= 
дп ди ди 
д х сl х + ду d У + д z d z 

(2) 

• 

Сасвим опште важи образац 

ди ди ди 
cl)n) и = д d х + -д- d У + д 

х у z 
d " ,." ,-/., .' -,ј' 

(п) 

--".-,~ , 
Т , I 

ЧИЈа се десна страна им~,}.,разуыети као ресултат, ДО ко)ег се ДО.ШСШ, 

ди а, j)'~~'a, дU'd' :. 
кад се трином дх Х +"ду У + -дг г, КОЈИ нам предСТfiвља првп то-

тални диференциа.l, подигне на п-ти степен и онда CBy~a Ји'; заыени 
са Јnи. I 



69;'А~~иft'lичве и'зводне скривени,Х Функција. - Узмимо ,да нам' 
ј!': дата једначина са три l) променљиве х, у, z ускривеној, Форми 
'"с""" F (х, у, z) = О.' " 

,,: ' ,; I , ' • • 

Свака 0,11, ових триЈУ количина :може се сматрати као ФУНIЩИја осталих 

;'веју. Нека су х и у прапроменљиве, az Функција љихова. Траже се 
'-~' " -', 
Дедимд.чне изводне ,ФУНКЦИЈе z, 

F - '_'. • 

Z!,иференциадељем задате једначине парциално по х-у ~AYje 

, дР + д,Р д z = О 
дх' az дх ' 

одак.lе парциa':>lћ!~ВI:>дна ",~a по х-у 
дР 

az дх 
-=' 

дх -:- дР' 
\, az 

диФеренциалељем йарДММн({~ "у-у добијамо 
·;:ЈР 'aF'az_ o ду + az ду-:-' 

" .-
OAaKle парциадна' изводна Функције' z'noy"v., '~ 

д l! .k:", 

az ду 

ду дУ 

az 
Парциаднпм диференциадељем задате једначине два пута по х-у иди 

два, пута по у-у иди најзад један пут по х-у И један пут по у-у (у ма 
коме реду), 'додазимо до реСУД1'ата ' 

д2 F + 2 д2 Faz + д2 Р (д r;)2 ~ д Fб2 Z, ' О 
дх2 . дх azax az2 дх az 'дх2' , 
, " .",_ ' -",' " 1. ', •.. '_. ____ '~', 

д2Р 'a2Faz д2F(дZ)2, aFa2 z 
~+2 ' .' + + '=0 
ду2 ,ду azay az2 ayaz,ay2 ,,,',, 

д2 ј1" д2Р az' iJ2F az д2Р az дzдFд2z 
д:х ду + ду дz дх + дх az ду + az2 д;ЈЈ ду + az' дх ду = О 

, ," д2z д2. д2z 
из којих Аобијамо парцимне изводне другог ступља д 9' д' ~2" ,-" д' Итд: 

" • 1. х- У иХ У 

Пр,ц,ер. , х2 + у' + " - ""= о. , , ' 

rIаРЦII&ШЮI дпФеренцна.'Iење~1 1) по Х-Уј 2) но У-Уј 3) два пута по Х-Уј 4) два 
пј;та по У-Уј 5) један 'пут по "Х-У н један пут по'у-у налазим\? " 
. - '",--

I'~~ ()Z1 OZ ~ 
x+z-=O, y'-J;-z-=O, 

дх ду', , с (Ј')' ,d'z', 1+ -,- +" =0 , " д х дх" ' , С
дZ)' д2. д. д. д·. 

1+ ду +zrJy'=O' ох дУ+" дх дУ=О' 
~. . 

" . 
О;ЏН-:.'Iе ,'IOOHJaMO ,парцпалне нзводне првог н другог ступња 
д z _ х' ,д z ',- 11, д' z _ х' + _' о' z у' + '" 
_()х - - --;-, ()у'- - z' 'Ох' - z9' с> у2 - zЗ' 

д~z 

дх ду 

"'у 
- zs' 

. ') А&о задата једнаЧllнасаi\РЖН са!ш ,џуе променљиве, ОН,1а је скривена Функција 
~аВИСН!t само, од једне праuром~нљиве и ми, за такав мучај, имамо, у 'М. 61. упутство за, 
~fНаАажење посту~н,ИХ нзводних.""", .. > 

'\"'" основи ИИФИНИТЕЗИМАЈlюrА РЩУНА. ' 5 
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ЈП. 

Примене Диференциапноr Рачуна у Анапизи •. 

1.Развијање Функција у редове. 1) 
• 

, 
.' 70. Тауlог-ов ред. - 0значимо са т најlIању, са l.[ HajBe!iy 

вредност од рn+l)(х), т. ј. 11 + 1ве изводне ФУНRцијеi(Ј;),у И:3l3есноме 
интерваду прапромеI1.7ЬИl3е, н. пр. од Х = Ј"1 дО Ј; = Х2. Онда је, очевидно, .. 
за :1'] <Ix + 71 < Х2 . 
а 1) рn+1)(х + 7/) -)n > О. 
Пошто је дева страна ове неравности, сматрана као изводна узета по 7! ОА 

, . I -. • , , . 
а) Р")(х + 1~) - Р")(х) - rn Ь, 

ПОдожна и пошто је Фующија.под а) за '1~ = О такође-= О, то, на ос.НОI3У 

нашег расматрања у Чд. 41., сдедуј,е да речена Функција под а) расте 

упоредно са h и да, према томе за' Ћ'> О мора и она бити> О, т. ј. 
. . , 

Ь 1 ) /,")(х + Ћ) - Р")(:)') - m 11> О. 
• 

Лева страна ове неравности' под Ь 1) може се СlIатрати као п:зподна) 

узета по h од . 1 9 

Ь) . 1<"-1)(:1.' + 11) - 1<"-1)(:17) - 711(")(х) -1~2 m. 

С пог.lеАО~I на 1'0 ш'rо је изводна ове Функције подожна и што је за 

h = О и сама Фующија= О, закључујемо (на основу чд. 41,) даје за 1! >0 .~' 

с/) /("-1)(;;;+ 1)) -1(":"1) (Ј:') -71/,'\;,,) - /:22111> о, , 
, 

одю,де, на исти начин, изводимо неравности 

'. . Ћ2 Ћ8 . 

j '\"-".I(;:c + 1)1 -1("-"\:"1 - 7)ј'("-I)(;1'1 ------ј'('')(;);I- - -- - - т > О. 
\, -. ,О' 1.2 \, 1.2.3 . 

/,,,-3\;,; + ћl _ /("-3)(;1') - 7, 1<,,-2)(:1) -
. ћ2 . -~ ћ4 

.. '- j'/,,-I)(э.:I_ -----/''')(:;1'1- . -. 111 > О 
1.2 - 1.2.3 -. 1.2.3.4 

итд. и на пос.le'lЋУ 
. Z· / . 1-

Л": + 1,) - ј(х) - ч"(;l') - 1 . 2 Г \а:) - ..• 

" \ ...:::1) 

, 

71" . }/,,-Н_ 
. : . - 1 ') 3 /''') ,;1;) - . . .. - ---- 111 > О 

.~ . ... n 1.2.3 ... \11+1:1 

• • • 

Ь" '. ћ"+' ... + ~-2~""Q- - ј (Н) ,:1"1 + -"'2--3 ------1- m. 
1.'.:Ј ... n· . 1 . . · ... (n+) . 

1) Нпдп lIримедбу ~ Чд. 27. 



';llола:tећи :0,11, 1Iеравности 
; /(,,+1)(;/: + 11.) - М < О .. , , . .' , .. " " , 

• 

долазимо, СдИЧНИМУМQвањем, до ресудтата да ЈЕ 

Лх,+ h) <~(x) + ћ/'(х) + 1~!J2Г'(;J") + .;. 
ћn . h"+1 ' 

\" ' ... + 1 2 3 ' /(")(х;) + l' 2 3 ',' + 1)- м. (13 
••••• 11, •• ••• (}~ 

На основу неравности А) и В) постављамо једначину 

/(х + 71)=/(;1') +: hf'(x) + /22Г(~) + ... ' 
71" # hn+1 , 

... + 1.2.3 ... n}С")(х) +1. 2.3 ... (п + 1) м, ,се 

где је м извесна количина чија вредност лежи између rn И М, AaRJie 
т < 111 < j'),f. ' 

'Имавши 'на уму да је rn најмања,' јИ l!3jBelm вредност изводне 
/(n+Ј)(х) за све х од х = Хl, па Дd, х -,,- Х2 Й' С погледом на' то да су 

овде9(т. ј. у неравностима Аи В) те крајне вредности х-а (т. ј. хl И Х2) 

,ове: х и х + 71; даље под претпоставком да је Рn+Ј) (х) непрекидна за 
све вредности х-а у 0значеноме интервалу, 'у коме случају /('!+1) (х) 
мора поступно да пређе све вредности dA, најмање т, па до највеће јИ, 
па, даме,' и вредност броја м (који је !'Iзмеђу т и fliI), - јасно је да 
се 'тај 'број )11 може представити као вредност изводне јС"+l)(х) за неко х 

, ,~_. - ~ 

које лежи у посматраноме интерваљу између х и х + 7l. Ако то х, за 
'које п + 1 ва изводна jCn+J)(X) постаје = .,11, изразимо са х + 871, ра
зумевајући под 8 разломак мањи од 1, ставимо, даКЈ1е, м = ј'С"+'Ј)(х + 8 7l) 

',' добијамо, према једначини поде), ову ,такозвану Taylo/·1)-ОfJ'!f фор.иулу 

,д~, + 7l) = ј(х) + 7l' f (х) + 11:22 г (х) + . . . , 
, "71n ' ,71,,+1 
... + i .2.3 ... п ј'С")(х) + т. 2 . 3 ... (п +1) ј'Сn+Ј) (х + 871). , 

Ми смо, у нашем 'извођењу, ПРI1ТПОСТави.ш да је промена 7, > О. 
,Ца С.llучај да је 7l < О имали бисмо само да променимо знак неједнакости , ' 

у нераВНОСl'има под А) и В) и све друго остаје какЈ је. То значи 
'да Тауlог-ова <I;opMyдa важи како за ПО.llожне тако и за одречне про-
мене ,,7t.' ' I 

1. Напомена . .код Taylot'-ове Формуле претпоставља се да је 11 + 1 
ва изводна зада'rе Функције непрекидна у извесноме интервалу од х па 
до х + 71. 3аидуће изводне (п + 2гу,n + 3ћу, ... ) не одређује. се 
Ништа: оне могу бити непрекидне И.llИ преКlJ,I\не. То значи да развијање 
једне Фующије помоћу'Тауlог-ове Формуде може бити прави.llНО, ако се, 

- 'о ~. ." 

') Brook ТауlOl' (* Edm~nton 1685, -;. London 1731) показао је ту ФормуJlY У једноме ' 
СВОМ деду ]'одпuе 1715. • ' 

5* 
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при развијању, будемо зауставИJlИ код .извесног Ч.ilана, а постати по-· 
грешним, ако р~~шијање будемо и даље ПРОДУЖИ.!lИ. Такав је САучај 
н. пр. са ФУШЩИЈОМ 

ј(х) = sin х + (х - а)6} еХ. ' 
. , 

Пошто су, овде, Функцијto sin х и еХ непрекидне За све вредности, х-а,. 
а тако исто и све њихове изводне, међутим изводне од (х - а)6'за 
х= ct непрекидне само до шесте закључио, а све изводне виmег ступња 

(седма, осма, ... ) прекидне ~!a х = а, јер постају со, то видимо да се 
са развијањем задате Функције лх) у ред, помоhу Тауlог-ове ФОРМУ.!lе, 
може иhи само до Ч.!lана са ј'С6Ј(х + е 7!). 

2. Hano!tleHa. При извођењу Тауlог-овог обрасца претпостави.!lИ смо 
да је п + 1 ва изводна јС"+l)(х), Фушщије коју развијамо, непрекидна 
у интерва.!lУ од х па до х + h и тим'е смо доби.!lИ као закључни Ч.!lан 
(остатак) реда ово 

J!n-t;l . 
R --. ј("+l)(х + е h) 
• - 1 . 2 "3 ... сп + 1) . 

Међутим, ако је КОНСтатована непрекидност само заn-ту изводну ј(n) (х) 
у интервму од х па до х --f-, h, ми непрекидно ст није утврђена За п + lву 
изводну, Taylol'-ова се ФОРМУ.!lа може тада да напише ' • 

. ј(х + h) - ј(х) + 7! ј"(х) + 17:22' Г(Х) + ... 
. J!~-l h" 

... + 1.2.3 ... (n'--: 1/C
>l-1) (х) + 1.,2.3 ... nј<n) (х + е 7!). 

Када овде на десној. страни д,одамо 
'Тауlог-ов образац добија нову ФЬРМУ 

hn . 

н" одузмемо - ј(пЈ(х) 
1.2.3 ... n 

ј(х +h) =ј'(х) +hf'(:Ј:')+/!~Г(Х) + .... 
, 

h" '.~ h" .,. + 1'(") (х) + - ' [ј(") (х + е h) - ј<")(х)] 
'l.2.3 ... n . 1.2.3 ... n 

мз КОЈе се види да је закључни Ч.!lан (остатак), који треба до

дати п + 1 Ч.!lану бесконачног реда ј'(х) + hf'(x) + 1h22f"(X) + ... 
да би се доБИ.!lа тачна вредност за ј(х + h), ово . 

h" , В=-.. [j'(")(x+eh)-'-j(n)(x)]. 
1.2.;) ... n ' 

Разууе се да КО.!lичина е у овоме изразу за R није она иста која у , 
горњој ФормУДи за R, а.!lИ је у свакоме С.!lучају е < 1 . 

.'3. НmЮltlена. Ако T~ylol'-OB ред прекинемо код извесног ч.шна, 
h" .' ' 

прекинемо н. пр. са Ч.!lаном 1. 2 . 3 ... п ј<") (х) и преТПОставимо да тај 

Ч.!lан није = О, онда се 7! може увек узети тако мадо да поменути Ч.!lан 
буде по аПСО.!lУТJIој вредноС'rи веЋИ од Остатка који треба додати sбиру 

, 7 ·'С) 7!2 ј"( + . Ј," ј< ; . 
ј(х) + ! ј :Ј:' + 1 . 2 х).. .. + 1. 2 . 3 .. . n п (х) 

• 
. да би се доБИ.!lа тачна, вредност за ј'(х + h). ' • 
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Аа би речени ус.юв, да је 

. ћ" ћ" ',' 
. .. j(fI)(x) > [ј(n)(х + ећ) - j(il) (;}))] . 

, 1 . 2 . 3 ... п 1 . 2 . 3 ... п ... ' 

(према оној форми остатка R у 2. Њiпомени) ИАИ краь.е 
рn)(х) > ј<n)(х + ећ) _j<nl(x), 

• 

(јио. испуљен стоји нам на раСПОАожељу да узмемо lt у .ТОJlИRој ~ери 
'мџо како Ће ра3JlИRа на десној страни неравности поаПСОJlутној вред-' 
·ности постати маља од сваке КОJlичине, па, дакле, маља и од ј(n)(х), 
са претпоставком да је на левој страни ј.Сn)(х) ~ О И претпоставко][ 
да ј<"Ј(х) остаје KOHa'llIO и непрекидно у интерва.ilу' од х до х + 71. 
Шта више за бесконачно малоћ јесте '. 

• 
limj<nJ(x + ~ћ) -ј(")(х) = о И.ilИ lim- ,Н = О; 

11 = О . ј1П)(Х) ћ = О __ ' ћ" Ј<") (х) . 
1.2.3 ... 11 . 

. 71. Примена Тауlог-ове Формуле при решавању бројних једна
чин~. ---:- Нека. су а и јЈ две. IIреД1l0СТИ хса за које у = Лх) добија 

.. супротне знаке, н. пр. 

за х ~ а ПО.ilином Ла) > О, а 
за х = (1 ПОJlИНОМ Л(1) <:: о 

и означимо са у (где је у између а и (1) извесну приб.ilИЖНУ корену 

вредност једначине Лх) = О. ОбеJlежимо са ћ грешку приб.ilижне вред

НОСТИ,т. ј. одступаље броја у од праве корене вредности, даме 
, .' 

х=у+ћ. 

На основу Тау10Г-ОВОГ обрасца имамо. . • 

. 'Ј (у + ћ) = Лу) + ћј'(у) + /;22г (У)+т!~'.зј"·(у) +.:. = О. 
Ову једначину треба разрешити по ћ и тиме добити' тачну корену вред

. ност х = у + ћ. Међутим. та једначина је у ПОГ.ilеду 7t истога степена 
. којега је и задата једначина у ПОГ.ilеду х-а, 'ади задовљавајiЋи се при
'. ~,11ижном вредношь.у (ИПЮt тачнијом ОД' оне веЋ познате вредности у) 
можемо Ч.ilанове у којима су виши степени од 7t да занемаримо узев, 
][есто горље једначине за ћ, ову краЬу 

Jtf 
Лу) + 711'(1') + 1. '.l ГСу) = о, 

• 

7t - Ј'(у) 1 -УГ()2 /( )ј"( ) 
- Г(у) + ј"(у) у - у у. 

. одакде 

у примени може да се, врло често, занемари и 
опреде.ilИ из једначине првог степена 

члан са ыг и да са 71 

AaitJle 
1'(1') + ~p(y) = О, 

71=_/(1') 
р(у)" 

• 



• 
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с овим се добија од 'у тачнија 

'у 

, 

коренЈ предност 
ЈИ 
ј" ј' \"1, . 

помоьу које се, истим начином (понапљањем горње методе), може да 

нађе нова, још тачнија корена вредност. Итд. , 
Ово је онај, нама познати Њутн-ов начин израчунавања корена. 

приближавањем. 

IIрШllер. Дата ј е ј едначина 

'1'5 - 9х2 + Х + 4 = О. 
Овде је Лх)=х5 .-' 9х2+х+4 

ј' (х) = 5 х' - 18,~ + 1. ' 
, , 

Прибсшжна корсна вредност' задшrе ј еднаЧШlе ј сете 

, . , 

11 пр СдЩ томе 
у = ],9107 

ј( у)= 1,91075 - 9 . 1,91072 + 1,9107 + 4 = -1,4802 
ГС)') -:-5.1,9107' -18.1,9107"1- 1= 33,2484 

, h - - - 1,4802 - ,о 44 
- 33 2484 -, ,О 5, , 

• • 
а с овим, као таЧНИЈ а кореиа ВРСДНОС1', следУЈ с 

у + h = 1,9107 + 0,0445 = ] ,9552. 

lIонап.ъаљсм: опакот поступка добили бисмо још нриближиију корену вредиоет. 

72. Maclaurin-OB ред. - Кад У Тауlог-овој Формуди замеНИJllО х 
са О, 71 са х добијамо ЈЈ1асlСШI'in ')-ову ФОРМУЉУ, ltOja гдаси 

• • Х.., ;Х,N \ 

.f(x) =ј(О) +:х:ј' (01+ 1:2Г (О) + '" + 1.2.3 .. . nјСН) (О) + 
х" + 1 , ј'( +' 1) (О : .t- --,)".-----'-." u х). 

1.~.;) ... (n+1) 

, 

Развијање Функције у ред по Мас]аuгill-опој Форму.llИ постаје немо

гуће, ако је та Фушщија. И.llИ једна од њеtrих изводних прекидиа за 

:,' = О; У таквоме случају ми ьемо задату Фующију развити по расту-

. hим степеНИJllа од х ~ а пошто у Тауlо!'-овој ФОр.IУЛИ ставимо х = а, 
11 = ;1' -а. За таItO добиnене ред 

, ' . 
f' (" ј () ( ') ј' () (х - а)- t'" ( ) • Ј:') = а + х; - (1 а + '-, 1. 2 ' ' а + ... 

(хо-а)" . (х_а)n+l ... + . (Сп) (а)+ . _-ј'(Н+l)[u+8(х=а)] 
1.2.3 ... n· , 1.2.3 ... (n+1)' • '. . 

постоји, односно вредности броја а, услов да п + 1 ва изводна задате 
Фунrщије мора бити неПРИltидна за све вредности прапроменљиве почев, ' 
од а (т. ј. х) ч.а до х (т. ј. х + 11). 

. 
') Colil1 МасlаП1'iп (* КНтоЈЈап 1698, i' JOl'k 1746) саОIlШТИО је тај ред у своме деду 

• 
годипе17 4 2. 
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-! ' , 

l;Њinо.м~uа.Према оној Apyroj Форми за octa-гаЈ, R у Taylol'-ОВОlllе 
реду (види 2. Напомену у ЧА. 70.) Масlаш'iп-ова ФОРМy.;Iа гласи 

, '2" 

f(x) ---,/(О)+хј' (О) 1~2Г(0) + ... 
х11 ХN '. 

0>' + " Ј(") (О) + ' '[fl") ((8 х) -'-ј(") (О)]. 
1.2.3 ... n 1.2.3 ... n .. 

:!. Наnо.мена. Треба приметити да бесконачни ред у Maclaul'ill-овој 
ФОРМУ.llИ, па ма он био конвергентан, не мора имати за збир 
Функцију Ј (х), која је на левој 'страни обрасца. "Узмимо н. пр. 

1 ' , 

Фующију в- x
i

, која са свnмањенимизводнамазах=О постаје=О. 
То значи да су сви чланови у Масlаuгiп-овој фОРМУ.llи,.примењеној 

, , ' 
,. ' 1 

- - . : . - ~- . 
на ову ФУНКЦИЈУ, равни нули, док сама ФУНКЦИЈа е х НИЈе ра-

вна Н].IlИ. П:ретпоставимо сада. да је CfJ (х) Функција која l\Iоже 
да се раЗВИЈе помоhу Масlаurш-овог обрасца и ставимо '" 

~ - - 1 

ЈСх) " ср (х) + е Х'. 
• 

.. ~KO развијемо]' (х) ПОl\Iоhу Масlашill-ове ФОРl\Iуде добиhе~lO 
један бесконачан ред, чији збир, и ако је ред конвергеН1;ан, 

. није раван развијеној Функцији' Ј (х)', него = ср (х). 
Да би збир Еонвергентнога реда, до којег долаЗИl\IО употреб(ЈМ 

lVIасlашill-ове ФОРМy.;Iе,изражџао вредност развијене Функције 
i(x] мора да буде испуњен овај УСДОВ: остатак реда, који 
треез; додати извесноме броју првих чданова,па да би .се до
бида вредност задате ФУНRције, мора, при бескона,чном растењу 
броја узетих чданоi3а"бивати све мањи и постати најзадqесttО-
,начно мали. 

Иста напомена важи и за Ta:r1ol'-OB ред . 
• 

• 

'73. Теорема. - Maclaul'ill-ова ФОРМy.;Iа је једини начин да се 
,једна ФУНRција развије уред п~ раС'I'YЋ.цм.степенима њейе ПР~ПРОl\Iенљиве. 

Претпоставимо да је, осим по Maclalll'ill-овој Формy.;IИ 

Ј(х) =- ЈСО) + хГ(О) + 1~2Г (О) + ... '. 

"+ .7:"](")(0)+ ,.х" + 1 ],("+1) (8х), 
l',2.3 ... n 1.2.;:, ... (n+1) 

(1 

-Фунюџrја Ј (х) 'раiiвијев:а још на један начин по растуhим степенИЈ\Ш . ' 

. љене прапроменљиве . -

", l' (х) -А + В х + С:1,.8 + D х3 + ... 
'Одузимањем прве једначине од ове друге следује 

[А ~ЛО)Ј + [В - ј' (О)Ј х+ , Ј" (О) 
(Ј-'--1.2 х2+ 

Г' (О) + D - 1 . 2.3 х3 + ... = О, 
. -

За}'ЉУЧЈемо ,да Је 

А -ј(О) . .. 

. (2 

(а 
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> 

На основу онога и 

своди на 

пошто поде.l1ИМО једн. а) са х та се једначина 

{Ј) [В-l' (0)]+ 
1"(0) 

с- 1.2 Х+ D _Г' (О) х" + ... = О, 
1 .2 .3 

• 
одакле, опет, кад ставимо х = О, следује 

, В =1' (О). 
Према томе 

I • 
И пошто Једн. {Ј) скратимо са х, она постаје 

у) 
г (О) . Г' (О) 

с- 1.2, + п- 1.,2.3 Х+ ... =О,' 
одакле, кад ставимо х = О, :Излази да ј е 

На исти начин 

ј" (О) , 
С=1.2" 

• • 
докаЗУЈемо да Је 

Г' (О) 
D = 1. 2.3' 

итд. То значи да су одговарајуhи сачинитељи у горња два 'реда 1) и 
2) једнаки, а тиме је доказато да су редови 1) и 2) идентични или 
другим речима да осим Масlаuгin-ове ФОРМУ,ilе нема другог начина iЏi 

се једна Фующија развије у ред. по раетуhим степенима њена прапро

меюьиве. 

Тако је Taylo~',oBa Формула једини начин за развијање у ред ФУНК-, 
ције f (Х + l~) по расту1шм степенима промене lL. 

74, Примери. -
1. Прu-"ер. • 

даме ' 

Ј'(х) = '" (l + х)m-l, 
1"(х) = '" (т - 1) (1 + х) "'-2, 

1(х) .-:. (1 + х)''', 
/(0) = 1, 

1'(0) = т, 
{"(О) = '" (т - 1), 

.f"!(x) =,n(m -1) (т -2) (1+x)"'-~. Ј'''(О) = '" (т - 1) (", - 2\, 
• • • • • • • • • • • • • . . -'. . . . . . . . . . . 

.r<nJ(x) = 1n (т -1)., . /"\0) = '" (т-1) .. , ,,,,-"+1), 
... (т-,,+ 1) (1 +х)"'-n, 

l(n+1) (х) = m (т - 1) ... 

, 
1("+1)( {-ј х) = "''\'" - 1),.. . 

... (т -- п) (1 + x)m-.. -I, , ) (1 + '1 ,,,,,-,,-1 ... tm-n \:.{-Ј • , . 
Према овоме, а на основу Мас1аuriп-ове Формуле, имамо 

(1+х)"' = 1+ т х+ т (~'.-; 1) х' + ",-Cт1.1~ ~;=-2) х'+- .. 

+ т Ст - .1) .. ·,Ст - n+ 1) п + т Ст -1.1 (т - 2) .'. (щ -_") ('1 +'" ')т-п-'1 
. . . х () v Х. • 1.2 ........ n 1.2.3 ..... n+1 .' ' 

.' 

у ЧЛ. 32, (3. пр_ер) дон:азаШI смо да ј е овај ред на десној страни 

абирљив за свако 111 кад је - 1 < х < + 1 и ,'1'1 је, ,дакле, У TO~H' случају 

Z· R Z' '" (щ. , 1) (т - 2) ... (т - п) (,1 + 8х)"'-'11-1 = о. 
,т ,,= ,т --.~ 3 '( +' 1) -:n=оо n=oo,l.,;J .......... n 
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, 

, На ,основу тога ~IOжемо да ставиыо 

, "' " т (т -1) 2 т ('" - 1) (т - 2) , " , 
(1-tx) =l+ т х,+ 1.2 х + 1.2.3 х + ... y~eCK. 

• 
:и раЗВИЈање Функције (1 + х)m у ред ЫОЖOil\IО да продуЖ.имо IIoКo'le 
• хоћемо. 

2, ПрUJнер, 

дак..'1С 

• 

ј(х) == аХ , 

.I"(х) = aX(la), 
,("(х) = aX(la)2, • 
ј"'(х) = aX(la)8, 
. . . . . . . . . . -

ј(О) = 1, 
.('(О) = {а, 

ј"(О) = (14, 
/,,'(0) = (la)8, 

• • • • • • • • • • 

ј(")(О) = иа)", 
ј(,,+I) (ех) = a:eX(la)"+' • 

Према овоме даје Масlаuriп-ова Форnryла 

,Х=1+ xla +_(xla)2,+Cxla)' + ... + ,(хЈа)" + ' (xla)"!\ __ a8x. 
1 '1.2 1.2.3 1.2 ... n 1.2 ... (n+1) 

Овај ред на десној C~'paHI! збирљив ј с за све вредности х-а (види Ч:l. 30. 
1.пример) И можсn,О .да ставиМО !. 

х _ +'" la+ ~x 1,,:)'_ (х la)O +' б' 
. а - 1 1 1 . 2 - 1 . 2 . 3, ... у еск 

-
Значи да 

хоћемо. 

• х ' 
Ф:УНIЩИЈ е а у ред можеnlO да ПРОI\УЖIШО ДОћ.1:С 

Кад у овоме општеnI изложитеЉlIQЫ реду ставимо а = е доб~а~IО споциа;ШII 
, . 
изложитеЉНИ'ред 

х х+",2, х' 
е = 1 + Т 1. :d + 1 . 2 . 3 +. .. у беск., 

, одакле, tпет, за х = l' следује ред за израчуиавање броја е 
природних логаРШ'ама) 

1 1. ,1' 
е = 2 + 1 . 2 + 1 . 2 . 3 + 1 . 2 . 3 . 4 + . .. у беск. 

3. Пример. 

дакле 

1(х) = со. Х, 

,("(х) = - .i" Х', 
.f"'(ж) = - СО8Х,. 

ј""(х) = ain х, 

ј(х) = 8in х, 
, 

ЈСО) = О, 

• 

( 

,('(0) = 1, 
ГСО) = о, 
ј'''(О) = - 1, 
Г"( О) = О, 

• • • • • • • • • • • • • • • • 

• 
ПреnIa овоме даје Maclaurin-ова Фор,rула 

, ! 
х" х5 

8; .. х = х - ------,- + - + ... 
,1.2.3 1.2.3.4.5 ' 

(основе , 
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Il ошто ј е ред iш десној' страни збирљив за све ThIQl'yiiC .. BpeДHoc'lЋx-a. 
(2. пример у чл. 32.), то ЋIOжешо развијање Фушщије 8in х да про-

дужишо НРОIIЭВОЉНО И да ставишо 

" ' • ""'.:> "'.;; 
.~ + ос si" х = х - _ ....... - . ,. - + у 

. 1.2.3 1.2.3.4.5 ... бсек. 

На исти начин IIСВОДIШО триrоноиетриски ре,'\ 

" i :X~~ Х' 

С08 х = 1 - +" 3 4 - + ... у беск 
1.:Ј 1.~ .. 

4. IIршltер. 

дакле 

ј(х) = l(1 + х), 
ЛО) . О, 

Ј'(х) = (1 +х)-I. 
/,\х) = - 1 . (1 + хГ2, 
/,"(Х) = 1. 2. (I+Х)-3, 
ј""(х) = -1 .2.3. (1 + ;,;)-4, , . . 

• • 

, ј'(О) = 1, 
ј"(О) = -1, 
ј"'(О) = 1 . 2, 

/,,"(0) = - 1 . 2 . 3, 
• • • • • • • 

( "). - ( 1 ,,-1 1'2'3 . (~)~,-) ..•... ј(n)(О) = (- 1)"-1 .1.2.3: .. 
. . . (п -l( (1 + х)-n, 

. /n-i-I\:c) = (- 1)".1.2 . 3 ... 

... (п -1) 

j(n+I)((:Jx) = (-- 1 )". 1 . 2 . 3 ... 

9, 
~ . 

• 

4, 

... ,,(1 + xY-n- I , '1 + со '-"-1 ••• 11', 'С.1Хј • 
I 

с ОШШ1 Н IIОМОЋу ИаеlаuriII,ове Форшј'ле добијамо 

." 3; П 11+1 1 X~ х х х х l(l.+ Х) = х.- -2- + 3 - -; + - ... ± --;;-"'F п +1 (1'+'ех)"+1" 
. :\Iи знаЋIO (4. пример у чл. 32.) ,'\а је овај ред r,онвергеН'l.'ап. и ~'O за 

- 1 < х < + 1. То зпачи да је • 

" • ј' ~ X~ ;х,.1 х-

1'1+ \ +... + ,··· .. о'ес···. ( х) = х - .'2'- -.," - -4 - Оо' Ј fi ." . 
• 

ll""OJ,,"lta. HO'IOiiJ дОбпвеног pe.~a изра'ryнавамо ПРИР9дне ;IO.гари·r~re бројева 
од О до 2. . 

Аь:о за х узяеЈНО грапице О и 1, 
• 

преТПОС1'авюro ДIl је О < х < 1, 
• 'leCTO горњег реда можеЋIO да напишеЈНО ОДВОЈеио ова два реда 

( , х х2 хЗ x i 

1 \1 + х) = 'Т - 2 + '3 - 4+ - ... 

. . ., 

одак;ш, одузи,шње'l, 1l0RП ред ПрОП3ИiШ3Н 

И;IИ ако 
. 1+'" 1.-1 

cr.rпвимо = и, дакле х = + . l-х' ,,1 

1" ='2 [;:+~ +~ С:+-})'+ .}(~+}y + ... Ј 
с об:ЈИром на 'Ш, да 'је О < х < 1, iрк,юје 1 <" < ОО, ВИДII~lO да се 
У8Д 4) Може :.\а упо~'реби на израчунавање прпродиих ЛО1'аl'и'~а;на. 

-''(јева од 1 па ДО оо. Тај ред, у неку ру];:)" допуњује ред 2) I,ојШ'iI 
.' израчушшају IIр!IРОi~ИП логарИТЋШ бројева ,0.\ О 'ДОl.-
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(5 

(6 

\JOlVIohy ова посдедња два обраCI~а 5) и 6), чији су редови нагдо КОЈ{
нергеНТЮI, само ако је број N liоле ведики према кодичИlIИ h, израчу
наважо природан догаритам броја N + 1. l~aд нам је познат догаритам 

броја ЈУ. За h = 1 Hpe~'Вapajy се једн. 5) и 6) у 
• 

,.) 1 1, 1 + 1 .' 1 + ( 
li,NT 1 - и= .V'2N' 3l}1З-';ГNl -... 7 

· [1 11· Ј 
I(N+1)-l'N= 2 2N+1+-3(2N-f 1)3+5(2N+1)5+'" (8 

}'ЩУ"lе се да сви ови редови ~lorу да посдуже и за израчуиавање Бриг-ових 
. . . 1 . 

логаритама. Означ~шо са {оу десе'гне догарит:>rе, са М = 110 њихов 
ЋIOДУО'). Једначнне 5), 6), 7) и 8) гласе 

. .. [ h 1 (h)" 1 (1')' 1 (1.), '. Ј !ogl..Y+1,)-lоgN= М N -2 N + Т N -'4' N +-... 
· L 1,. 1 ( 1, )3 1 ( h)5 Ј Iпg(N+I()-lоуN=2М 2N+h +ЗЈ3.if+'h +т. 2N+h +.;. 

Iпq(N+l)-lоуN= M[I __ 1._+._1,_ Ј._+ - Ј ' 
. , . lУ 2 N2 3 };3 - 4 N4 .;' . 

log (Х + 1) -log и= 2 М [2'N
1+ 1 +3 (2;+ 1)3 +5 (~ 1~+ 1)5 + .. -]. 

:~a И:Јрачунапање модуа М добчја~lО ВРдО ПОДQсан ред на сдедеhи џа'ЈИН. . '. 

3ажеНО)l N= 1 У једн. 8) добијамо .-

· .[1 1 l' 1 Ј 
. 12 = 2 3' + '3-. 33 + 5. 35 + 7 . 37 + . . ., 

а :JaMeHO~l N = 8, h = 2 У једн. 6) с."едује 

l10 =8l2 + 2 [~+ 3 \3 + -5 ~95 + 7 ~97 + .. .] . 
А КО овде на десној страни ац 1 2 уметпе~10И3 џре'гџоследнеФормул'е . . -. 

љегову Bj)OД!lOC~' доБИГlемо овај ВРдО употреб.iLИВ образац, 

1 [1' 1 1 1 Ј 
-110 = Й = 6 3' + 3'. 33 + 5. 3" + 7 . ;)7 + . . . + 

. . 

.2 [~ + 3 \3 + С/95 + 7 \' + .. .] . 
Опширпије о теорщии примеНи логаритама, а нарочито О израчу
lШВа.н,у њиховом едеиеюарним методама види Предавања из Триrопо-, . 3 • "е~'РИЈе ЧД. 4.- 57. 

. 
') Види Предавања из Тригономe:rрије ЧА. 40. 



.76 

, 
. 75. Тауlог-ова Формула за Функције, које з.ависе од више пра

промеНIbИВИХ. -' Нека је задата Функција 

1) и =Ј (х, у). 

Да. бисмо разви.ilИ f (х + h, У + k) по растуhИМ- степенима од h и k 
замеНУhемо у задатој Функцији 1) х и у са х + ht и у + k t, развиl,емо је, 
по Мас!аuгin-овоме обрасцу, по раСТУhИМ степенима од t и стаВИhемо, 
најзад, у ресушату t = 1. 
, 0значимо 
2) 

3) 

х + ht ~ р, .y+kt='1, 

ј(х + ht, У + kt) = ср (t) = И =ј'(р, '1). 
• 

На основу Mac!aurin-ове ФОР мре имамо 

4) 
~ t2 ' tH 

ср (t)~cp (О) +tcp' (0)+ 1.2 ср" (О) + '" + ~1·.~2-... 11 I1'CII) (0)+ Е, 
• 

где Је . , 
. t,,+l t" 

5) Е =- рС" + 1) (8 t) =. . [срСn) (8 t) _ рСn) (О)]. 
1.2 ... (n+1) 1.2 ... 11' 

Ив онога под 3), а на основу праВll.ilа за дифереНЦlIa.ilењ·е С.ilожених 

Функција ~Щ. 51.), нмазимо, 

" d И d tJ (а И d и ) 
ср (t)r1t . Јр Јр+ d.'1 d'1 = ар h+ d'1 k dt. 

јер је, према ономе под 2), 
, 

d р= lt d t, d q = k d t. i 

Дакле dИ dИ 
ср' (t) = d 1! + d k, 

а одавде' р '1 
. Ј2 И Ј2 U d2 И ( пт d гf )(2) 

p"(t)=dp2 h
2
+2 dp d'1hk+ d qZ,k2+ ~-;"~d'1 1, , 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

. (а И . d И Ј'С") 
р(n) (t) = d р 1, + d'1 k , 

Ако ставимо t = О, онда се, према ономе под 2) и 3), претвара ]Ј у х, 
• 

q у у, а И у и и даКАе 
ср (О) -ј'(х, у) = и, 

. Ји Ји 
р (О) = l! + -- k 
. Јх ау' 

"(0)= (Ји h + Ји) k (2) 

Р Јх ау' 
, 

• • • • • • • • • • 
• • 

. ( d и d 1! )(,.) 
рСn] (О) = -- 11 + ._. k " 

Јх ау 



С овим, када заменимо 't= 1 у образац 4), а с обзиром да' је р (1) .' 
Ј.(х + h, У + k), добијамо формуду . 

ј(х + h, у + k) = 

(6 

где је, према обрасцу 5), 

, 1 1 ' 
R =.. р(n+!Ј (е) = [р(п) (е) - р(П) (0)].(7 1.2 ... (n+l) . 1.2 ... n 

. Пошто су 71 И k ПРОИ3ВО . .'Ьне промене прапромен.lЬИВИ~ ;и у, 'то. 

их може:мода заменимо диференциа.iJИма d х и d у и на та] начин мо-
мемо формуду 6) да напише:мо оо ". • 

. . d2 U dO и d" и " 
1(х + h, У + k)=1t + (Z16 + 1. 2 + 1.2.3 +. ~. + 1. 2 ... п + В. (8 

Ову Taylof"OBY ФОРМУJlУ можемо да проШИримО и на Функције које 
зависе од ма RОJlИКО прапромеН.IЬИВИХ. Тако н; пр. за 

• 

и = ј (х; у, Z, ••• ) . 

имамо 
ј (х + 71, У + k, z + l, ... ) ~ 

'(du du' 'du ) . 
1L + d х h + d У k + d ?l + .... + 
1 (d и d u d 1L I . (2) 

1 2 [. ћ + d k + d 1 + . . . + '. ех у z . 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

1 (а'и d и d и )(п) 
12 dlI+dk+d l + ... +В . . ... п х у z 

иди ЕраЋе 

(9 

. . . ' ~и ~и 
1(;; + 71. У + k, z + 1, ... ) = 1t + d и + 1. 2 + 1. 2 . 3 + ... 

. 
• • dnu 

. 1 .2 ... 11 + В. (10 
Овде је 

1 (d U . d U d U )(t!) 
R = 1 2 . d 71 +d k + d 1 + . . . ..:... . 

. ... n р q r . 

• 

(
dU du du ')(") 
d lI+ d k+d,l+ ... , . х у Z· . 

. U = 1(р; q, r, .. . ), 

р --:- х -+ е h, q = у + е k, 'r = г. + е [, ... 
е < 1. 
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, . 
Ако са растењем броја Ч.ilаНова остатаКбпва све маЊИЋ постаЈе 

lim R = О ред на десној страни једн. 10) Конвергентан је и његОВ је" 
n=CfJ 

збир = I ех + 11, У + k, z + 1, . .. ) и ми :ИМаМО Тауlог-ову <]юрмулу при
мењену на Функције које зависе од ма КО.ilИКо прапроменљивих. 

Hano.~tena. Као за ФУНIщије једне праПРОll1енљиве, тако се и овде 
доказује, да ма rtojl! Ч.ilан у TaylOl"-ОВОме реду, ако тај члан пије == О, 
може по аПСО.ilУ'l'НОЈ вредности да надмаши цео остатањ реда, када се 
npOi\leHe ћ, k, 1, ... 'узм.У довољно мале. 

. ' 

76. Масlаuгiп-ова Фо~муда за ФУНКЦИје, које зависе од више 
прапроменљивих. - Ставимо У општој Тауlог-овој Формули 9) ПРОШ.ilог 
Ч.ilана .Б ~<O, 'у = О, z = О, . .. и' заменимо Онда слова ћ, k, 1, ... 'слО
вима х, у, Z, ... , па ћемо добити,' 

'. 
f (х, у, .с, ... ) = 

.' (Ји) 
ио + Јх о х + 

1 
._-

1.2 (
Li ~I) (а и) (а и) Ј(2) 

. 'ах оБ + сгу о У + Јг. о z + ... + 
• • • . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . 

, . 

1 -L(C1U' х (аи) I + ('~) .. 
"'1-. =2-... п - с/х о + ау о У . d z о ~ + ... 

(и] 

+В. 

, 

Овде 0значава 116, (~~1, (~;1, ~:1,··· реСУЛ'l'ат замене 
dи.dи Ј и 

.,' = О, 

.с 

у = О, z = О, . .. у изразимаu, d х' d у' d z' ... Оста'l'Ю, је 

1 
Н= ').-

1 . ~ ... п (dИ lt d и k + d и! )(n) 
(lр +ач ат, + ... -

(Сlи d 1 '(иЈ _ h и си сlх +а k+ z 1+ ... ) 
у ( Z 

, 

l'Ae треба ставити х = О, У = О, z = О, ... , заменути 71, k, 1, ... са х, 
у, z, ... ; р, Сј, )',.;. са е х, е у, е z, ... АЕО са растељем п-а остатак R 
бива све 'маљи и најзад заn. оо постаје l-im R = О, ред на деСНОЈ 

, , . n=~ 

страни горље једначине конвергентан је :и љегов је збир = f (х', јЈ, :, ... ). 
Једначина представља lVIасlапr\п-ову Формулу примељену на функције 
којезавис~ од више прапроменљивих. 

. . 
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2.Израчунавање неОАре1}ених израза. 1) , 
, '" ' .' , 

77. Неодређена форма 00-. - Узмимо да RОЛИЧНИК ј (х] 'за изuе-
" , (х' 

сну вредност прапромеНЈЬиве, Н. пр. за х = а, услед тога што обе Функ-
, ' ' 

ције ср (х) и ј (х) за 'гу вредност х-а постају равне при, добија неодре-

ђeH~ вид 8. у КОЛИКО ~e :Ј: више приближује броју а у ТОJlикq' ВИјпе 
Функције ср (.х) и ј (;l:) теже ну.iи. Под правом или ИСТИНСКОМ вредношtу 
, ср (х) " '" [' ср (х) П' ' 
израза -с;-(-) за :1: = (L треоа разумети 'trI! ј( )' ошто Је, према прет-

,_ ј х , х = (l х 
поставци, ср ( ((,) = о и ј ((1) = О, ДОЗВОЈЬено ј е ставити 

ср ех) -:- ср (а) 

ср (х) х-а 

f (х) = -}(х)_--:-ј (~L) , , 
;- . 

х-а 

(на основу н~чеJlа у чл. 13.) зак.zьучујемо 

ср ех) - ср (а) 
, 

[ . ср (х) Z' 
иn . ( ) = lm. 
х=ај Х х=а 

х'"-а . ср' (х). ср' (а) 
= Ztm, ј" ( ) = ј' ( )' х=а Х . а of(х) - Ла) 

• 
х-а 

Права предност израза ј. ~:~, који се за х = а јавља у неодређеној 
форми 8, дрбија се, дакле, каД,се образује КОЛИЧНИК И3И3~ОДНИХ деЈЬИ-

• 

НИItа и делитеЈЬа и у тим изводнама замени х = а. 

До истог ресултата долази~IO и момоьу Taylol'-ове Формуле: 

ср (а + Јј) = ср (а) + 7! ср' (~) + 1 ~22 ср" (а) + ... 
, 

7," " , Ј," + 1. " 
оо . + с ,r ср(") (а) +- срР' + 1) (а + 8 h) 

1.~oo.n 1.2оо.(n+1) " 

јСа + h) , Ла) + 7tj" (а) + /:22 Ј'" (а) + ... 
h" ',7tn + 1 -... + ' ј(n) (а)+---, - - ј("+1)(а+871), 

1.2 ... n. 1.2 ... (n+1) ' 

'( ) Ј! ., ,( ) lt
n

. (+ 1 ) 
q;(a+ll,) ср а +1.2СР а +"·+1.2оо.(n+l)СР" l)(с(+вп 
f (~ +~t) =-, h' h" ' . 
1 Г (а) + --1" (а) +оо. + 'р" + 1) (а + 8h) 

1.2 ' 1 .2 оо . (1' + 1) 
----_.-.~--_. -._-

" 

1) Ви.l\И на крају чл, 11'. 
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Ставимо овде 1! = О, паhемо добити 

или 

(р' (а) _ ср' (а) 

ј (а)- Г (а) 

lirn ср (х). 'Zirn р'. (х) 1], е. Ј. 
х=аЈ(х) х=а f' (х) 

. . 

На случај да је р' (а) = О и .г (а) = О тако да се и количник 
• • 

и~ првих изводних за ону вредност х = а јавља у неодређеном виду, . 
. . р'(а) О т 1 .' 

Т·Ј· да Је и /lа) = О' ау ог-ова Формула ,lI,aJe 

, 
1!2 h8 

Р СП -+- ћ) = 1.2 р" (е!,) + 1 .2:З р'" с п) + ... 
, ћ'" hn + 1 . 

... + 1.2 ... п р(") (а) + 1. 2 .. (п + 1) р(" + 1) Са + Ы), 

'. ћ2 . Ћ8 . 

.t (а + lt)= i~2 ј" (а) + 1 .2 :вг' (а) + ... 
, 

Jtn Jtn 1г 1 ... + ј(")(а)+ рn+1) (а+ 8lt), 
1.2 ... n ,1.2 ... (n+1) 

pia+J!) 
.. _--~ 

ј' ((( + ћ) 

1! h" -1 . 
р" (а) + -- р'" (а) + ... +-~~_ - р(" 1г 1) (а + 8 h) 

3 3.4 ... (n+l)· . 
----Ј! ћ" - 1 ' 

t":(а)+-зј"'(с!)+ .. ·+з· 4 l)Г" + 1) (а+8ћ) 
. . .. (п + , 

lшје, IШД ставш!О 7, = О, даје ресудтат 
\ 

ср (а) р" ,(а) 

ј (а) ј"" (а) " 
.и.ilИ 

" 
• 

Zim р (х) = lim р" (х) 
х = а ј(х) х ' ај" (х)' 

у овоме _случају праву вредност неодређенот израза. даје нам КОДИЧНИК 
-

, . 
ИЗ изводних Apyrol' ступња у К'оме се за х ставља она вредност КОЈа 

проузрокује He~дpeђeHOCT. Ако, пак, и 'l'aj -КОДИЧНИК ј:: ~:j за х = а до-
6ија неодређену Форм~-g-(у~дед.тоrа што је ср" (а) и Г (а) равно 
нуди), онда, очевидно, ваља узети КОДИЧllИК из треhих изводних и тада је 

, -
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. 

. Према овоме изводимо опште правИ.ilо: да бисмо наПI.llИ праву вред-
:нОС[' једнога КО.ilичника, који за извесно х = а добија неодређени вид 
,_0_, треба тражити изводне од дељеника и од де.ilитеља све ДОТ.ilе док 
О . . . , , 

се не ДОђе до изводних КОЈе за х = а не постаЈУ У исто време равне 

~У.ilИ, КО.ilичник из тих изводних, У којима стављамо х = а, даје нам 

IIРаВу вреднОСТ израза за х = а, 

1, Пр'Мlер. 

<р (х) 

Лх) 

х5 -25 

х-2 
за х ,= 2 п.остаје не.одређен.о -~~, 

Ов"е Ј' е <р'(х) = 5 х' ј'(х) = 1 <р' (х) = 5х' 
" " ј'(х) 

и према т.оме 

.хо) - 25 
иrп = Zim 5 х' = 80, 
х=2 х-2 х=! . 

2, Пр"мер, 

<р (х) _ Z (l + х) -ј'(х) х 
п.остаје .за х = О He.oдpeђeH~ ~, . о 

Имам.о 

дакле 

3. Прzt.мер. 

<р' (х) 1 
ј'(х) = 1,. ,- , 

ј (х) 1-ј- х 

lim Z (1 + х) = li'fn 1 = 1, 
х=.ох ",=.о1+х . 

<р (х) хХ_1 " о 
".оБИЈа за х '- 1 ви" -

ј (х) 1 х " " о' 

Ов"е Ј'е '() - Х(1 + Z ) ј'( ) - 1 <р'(х) - ",+1 (1'+ 1 ) " <р х -.,.- х х, х .. - х' ј' (х) - '" х, 

дакле 

4, Пр"",ер, 

<р (х) 

ј (х) 

,,,,"'-1 Z' ",+1 (1 + Z 1,,.,. = .т х х) = ], 
х=l lx х=! 

о 
у ф.ории о' 

, 

у зииаио <р'(х) = еХ + е-Х _ 2,>'ј'(х) = 1 _ С08 х, ср',(х) = еХ + е-Х_ 2 , 
, " о - ј (х) 1 - ео8 х 

к.оЈе за :~ = О .опет даЈе неодређен.ост -, . 
. о "() х -Х 

ПРОдУжујеЋl.о: <р "(х) = eX_e-Х, ј"(х) = 8in х, <р" х =е -:-е и п.ошт.о 
. .t (х) 8Щ Х 

, И тај к.оЛlIЧlIlIК за х = О п.оказује неодређену'ФОРЋlУ.9- идеJ.>tо даље и 
..' О 
У3ИnIШlО 

<р"'(х) = еХ+ е"', ј'''(х) = С08 Х, 
"'() , Х+-Х <рх _е е --

ј "'(х) С08 Х 

и налазимо 

.основи ЈIНФИНIIТIi:3ИD!AJlНОГА Р"'ЧУНА. 
, Ј 

6 
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78. Неодређена форма :~, - П редпоставимо да ItOличнйк ј ~~~ за ... 

х = а, услед тога што ј е р ( а) - оо .. и f( а) = оо, показу ј е неодређену 

Форму ~, _ 1 

А р (х) ј(х) б" 1 . 
ко напишемо -, (х) = .. _1_·· и узмемо] о зир да Је ср (а) = О И 

1 . p(~ . 
.1(C!)' = О увидиllемо да се израчунавање неодређеног израза : своди 

на иети поступак као и код вида g и да, преиа томе, и овде важи 
исто правило, Отуда што је 

f' (х) 
f (х;)2 

Z
' m(х). [' tm -r = tm . __ . Њn 

ј'(х) 

р' (;1') C~~~;J х=а ј (х) х=а р'(Х) :С = а 

р (х)2 _ [' f'(x) Lrz, р(х) 2 
- .1lm I -- trn~ ј' 

х=а ср (х) х=а (х) I 
изводимо ресултат 

t' р (.Ј;) . [' р'(х) 
·tm = иn 

х=" ЈСх') х=а f'(x) 
и сасвим опште 

, р (х) ., ср(n) (х) 

ltm ј-'-(-) = ltm ј(n)( ')' 
х=а Х х=а .' Х , 

где су р(n)(х) И ј(n)(х) изводне најнижег ступња које. за х = а нису 

у исто време равне нули или ОО, 

Пр".мер. 

<р(х) 
---
Ј(х) 

1 (х - а) 
1 

е 
х-а 

постај.е за х = а Heoдpe~eHO ~, 
, 

1 - -

Из тога што ј е <р' (х) = х -=- а' 
,,_ 1 х-а (р'(х) а-х 

Ј (х) = - ( -ј' е • дакле· .'( ) = _ 1 ' 
х-а ' Ј х , 

х-а 
е ' 

, 

следУЈе . l(x-a) а-х О 
lim -... = lim = -=- = О, 

1 1 ':.1:) 
х=а ----=- х=а 

еХ'- а ех-а. , 

'9. Неодређена форма О. СО. - Узмимо да у изразу р (х) ј'(х) . 

за х = а постаје р (а) = О, а Ла) = оо и сам израз тиие добија неод- , 

ређени вид О ~ оо, Тај неодређени вид може, врло лако, да се доведе· 

на један од она прошла два: било наf!ИД g или на -~-, Јер, ако на-. 
ср (х) Ј(х) ~ '1 

пишемо ср(х)ЈСх)= 1 ~-илир(х)f(х)= 1 иобележимо-,.·-.=' 
_.____ . . t(x) 

1 лх)· , р (х) . срСх) 
F С;;:;) , а р (х) = Ф (х), има~IO у првоме случаЈУ израз ср (а:) ј (;1') = Р(х)' 

који за х = а постај е g, а у другоме случају израз р (х) ЈС;;:;) = ;(с 2)' к~ји 
опет за х = а добија неодређени вид ~. Праву вредност надазимо 
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дакле, 
Zim [ср (х) j(x»)!i~ ~~:J = !ima ;: f:J 

или 

х=а . , 

Zim [ ( )ј( )] . Z' {'(Х) = Z't'm ј'(х) 
ср х х = хtrr;,ф(х) х=а ф'(х) , 

х=а 

1, IIplt.1If ер. , 

<р (х)ј(х) = C~ -х) tg х за х = ; постај е Heoдpe~eHO О 
1f () --х . О 

ср (х) лх) = <р х = 2 (Iшје за х = 1f, постаје -о ). 
Р(х) cotgx" 2 

ср'(х) = -1, Р'(х) = __ ,.1_, <р', (х) = 8in2x, добпјамо 
8"" х F (х) 

х и":, (; - х) tg х Ј -=- Њ::, sin'J х = 1 . 

• 
2. При;нер. 

. оо. НаПИШИ~IО 

Отуда, што је 

<р (х) лх) = sin (а - х) tg 1f Х за х = а показује Heoдpe~eHOCT О ,ОО. Ставнмо 
2 а .' 

sin(a_x)tg 1fX = sin(a-x) = <рСх), Из ,р'Сх) = - СО., (а - х),' 
2 а t 1f т.' F (х) 

СО 9 2а 

Р'(х) = _~ 1, <р' (х) = 2 а СО. (а _ х) .in' 1f х налазимо 
2 дакле Р'(х) ~ ~ а, . а 8i'n~ 7[ х н, 

12а 

ит 
х=а 

'( ) 1fX "~n а - х tg , 
2а 

, Г2а ,1fX 2а 
= lи" L C08(a-х)szn2 '2а = , 
х=а 1(; П 

80. Напомена, - Није ретко да КОЛИЧRик обраЗ0ван И3 изводнt1х· 

задатих ФУНlщија ср (х) и f (х), па узели те изводне ма којег ступња, 

показује, за извесно х = а, навек неодређен вид, тако да горња метода 

за изнмажење праве вредности израза СЈ!. (x~ постаје неупотребљива, 
ј (х ' 

3а 'l'aKBe случај еве нисмо у стању да дамо опште важеhе одредбе, 
У таквој прилици ми см:о.упуhени да удешавамо срества према слу
чају, који посматрамо. Нека нам за то послуже следеhи примери, 

1, ПрU"'teр, 

<р (х) Г; - 1'-;; + /I'-~-~ б ' О 
Ј(х) = Ј! х' _а2 за х = а до ИЈа ВИД о' 

• 

Овде је 

1 + 1 
ср' (х) 21' х 21' х - а . <р'(х) оо 
Ј'(х) -, х ' "zu: f'(x) = -оо -, , 

I ,. 

дакле опе~' Heoдpe~eHO, Тако је и са оста.тrим количницима из извод

них вишег ступња и ши нисмо у стаљу да, РОМОћУ обичне методе, 
до~ешо до ресулта~'а, 

6* 
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м е~утим, ако у задатоме изразу ставимо х = а + h, узмемо даКле /l;а ј е 

<р (a+h) Уа+], - У-;; + УЈ; 
• -

f(a+h) J!h У2а+Ј, 

помиожимо. бројитељ и ИЈненитељ са Jla + ], + У-;; 

<р (а+],) _ У}; +Ya+h+'I -;; 
.=-

f(a+h) Y2a+h (lla+],+lr;,) 

и ставимо h -. О доби:hемо 

<р (а) '. <р (х) 1 
, а ~'o Ј е Z"" Ј ( ) = Ј,' - • 

Ј (а) х=а Х ,2а 

2. IIp''JI,ep. 
<р (х) _ cotg(x-a) .х 
Ј (х) - 1 за х = а постаЈе ОС-.· 

х-а 

е 
• 1 

Овдеје<р'(х)=- .• (1 ),Г(х)=-( 1 )2.х - а 
stn х-а х-а 

<р'(х) _ (х - а)2 
('(х) - ---'--'-.·~1" 

• 
КОЈе за х = а показује Heoдpe~eнy Форму О О . . оо Тако је и са Колич_ 

'1/'(x) <р'''(х) 

. Г(х)' Г'(х)"" 
НИIЏIма 

Ме~утим ми можемо да дo~eMO до праве вредности задате ФУИКЦИје 
<р'(х) 

. за х = а врло лако из количника г(х)· на следеtlll начин 
, 

(х - а)2 
Zim ---'~--'--.1- = Zim 
х=а 

.јn· (х-а) 

/3, ПрUАrер. 

Е=О 
е х-а -

1 l 
= : Ј 

е' 

z 
иrn 

sin z --о " -

<р (х) 1 (х - а) , . оо 
Ј(х) cotfJ (x~a) за х= а ДООИЈа вид оо ' 

Из ,/,'(х),= x~a' 
налазимо 

. <р' (х) 
Z"" ј'( = х=u х) 

• 

{ '( )" .. 1 
. х = - . 2 ( )' 81.n х - и 

даЮIе 
<р '(х) 

('(х) 

, 1 
lim 

1 :::....:: о. 
Е=О 

вЕ 

81. Неодре1јене форме оо, CIO о И 1 "'. ~ Да бисмо добиљи прав 
вредност једнога израза f (Х)'!' (х1, к~и за изве~но Х = а показује jeдa~ 
од неодређених видова ОО, оо о, 1 , треба тражити праву вредност 

Њ~ГOBa љогаритма, зато, што се догарита~ таквог израза, .а то је 

lj (х)'!' (х) =ср (Х) lf (Х), Јавља у неодређеНОЈ Формџ 0.00, ЧИЈУ Праву 
вредност изнадазимо на познати начин. 
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1. Пример. 
1 -

'Р х) ( 1 )" Ј(х) . = х постаје за х = оо Heoдpe~eHO О'. 
1- е 

Узе:liемо ср (х) IJ(x; = ~ 1 (1 1 х) = - 1 (1- еХ), које за х = оо 
х -г х 

оо х ; 
постаје оо . Ставишо 1/Ј (х) = 1 (1 - е ),х (х) = х, дакле 1/Ј'(Х) = ,. 

, џ/Сх) 
Х Сх) = 1, х'Сх) = 

1 .1/Ј'(х),. 1 , ---- I.'m . =I.m р=} 
х 'х' 'С ) х е -1 1-е х=оох х х=0о1-е 

'1' (z) -1 1 
томе ит [ср (х) If(x)] = - 1, lim Ј(х) = е =-. 

х=ОО Х=ОО е 

2. ПРUJнер. 

() (1)" ' ' Ј(х)'Р "= ~ добија за х = О вид оо'. 

'''_1 

и нрема 

. . ) (1) .. Ix 
Овде Је ср Сх) If(x . х 1 ~ . -х lx - (~)' а ово за .Х = О 

постаје ~ . ОзшiLЧИ])lО 1/Ј (х) = 1 х, Х (х) = ~. Онда је 1/Ј' Сх) = .1 
. х 

1 'р' Сх)· . 1/Ј (х) . ' 
х' (х) = - Јј', '() = - х И на основу Tora 1.", () = -I.m х = О, 

х Х х х=о Х х х=О' 

'Р (х) lim [р (х) 1 Ј(")] 
дакле lim [ср (х) IJ(x)] = О, lim.f(x) = е = е" = 1. 

Х=О х=о 

3. ПРUАlер. 

( 1)" 1 + ~ за х = оо јавља се у форми 1 оо • 

Узмимо лоrаритам 

1 
'РМ ( 1). IJ(x) =cp(x)lf(x)=xl 1+~= 

• 

(1+~) 

СЈ 
, 

• 

rщји за х = cf) узима неодре~ени вид ~. 

х (х) = ~, дакле 1/Ј' (х) = - (1 1)' 
Ставимо 1/Ј (х) = 1 (1 + ~), 
х'Сх) =-~ 

х" х х' 1+-
'. х 

1/Ј' (х) 1 
х' Сх) 

и према томе 

иm 1/Ј ixi = lim [ср (х) IJ(x)] = lim 1 = 1, 
,,=оох х "=00 ",=001+~ 

х 
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82. Неодређена форма са - са. - Претпоставимо да израз 
срСх) Ф (х) . ' 
ј' (х) - F (х) доБИЈа за х = а неодређени вид оо - оо и то услед 

тога Ш'Ј'О су именитељи Л а) = о и F (а) = О, док бројитељи ср (а) и Ф ( а) 
остају, међутим, коначни и ра3лични од нуле. Ако напишимо 

ср (х) Ф (х) ср (х) F (х) - /ех) Ф (х) 
f(x)-F(x)= ј'(:;с) Р (х) 

ВИДИhемо да се изналажење праве вредности неодређене форме оо - оо 

на прост начин може да сведе нз: опредељавање неодређеног вида g. 
1. Пример. 

СОВ х 1 . 
. - - поr,аЗVЈе за х = О неодре±јеност оо - ОО. 

B~n х х" " 

НаПИllПШlО 
СОВ Х 1 

--= • • 
I'l.n х х 

• 
х СО8 Х - 8Ъn х 

и С'l'аВИМQ 
х sz-n х 

11' (х) = х С08 Х - sin х, Х (х) = х 8in х . 
• 

Задата Фунюџ~а ~ ~:i добија сада за х = О неодре±јену ФОРЋЈУ ~, чију 
Ћемо вредност наЋи кад узмемо 

1јЈ'(Х) = - х 8inx, ;( (х) = 8inx+x С08Х, 
, , 

1/,' (х) 

х' (х) 

• 
х 8~nX - ~---,----

:~jn ;ЈЈ + х СО8 Х 
1 - -~--- - ----- . 

1 ' _ .. -+ cotg Х 
.ЈЈ 

дакле 

'lim 1јЈ (х) = liт [С08 Х _ .l] = lim - 1 = О. 
"=0 х (х) х=О 8inx Х х=О 1 + - cotgx 

.:0 

2. Пример. • 

1 1 
- - ---::-=----- за .1Ј = О добија неодре±јени пид оо - оо . 

е"-1 

Н 1 1 _ е"-l-х 
апишимо - - _--=-, __ , 

eX-l. х (еХ _l) 
које за х = О JIоказује 

х 
, 
ре±јеиост -~. 

СтавИl\lО 1јЈ(Х) = еХ_1_х, Х (х) =х (еХ_1), дакле 
• 

'()" '() х ( + ) 1/,' (х) ."_1 1/, х = е -1, Х х = е 1 х -,-1, --, ( . = '--. 
. х· хо' еХ (1 + х)-1 

иеод-

НО JIОШТО је liт 1јЈ:_«Х)) = 00, дакле иеодре±јено, треба узеЋI ч/'(х) =' е" 
х=о Х х 

"() "(2+) 1јЈ"(х) 1 . 
Х х=е х, "(')=2+ иондаслеДУЈе 

Х х х 



З.Најве'liе и најмање вредности Функција једне прапромеНЈЬиве. 
:.' - - .. 

83. Појам. - Ако је за неку вредност прапроменљиве, н. пр. за 

;}';= С, (стварна) BpeAHOC'l' Фушщије ј (а'), дамеј(с), веЬа како од свију 
непосредно претходеhих, тако и од свију непосредно сдедеhих вредно

с:ги, а то су ј ( с - h) и ј( с +71), онда се каже да Фующиј а ј (х) има 
за· ;х; = с највеЬу вредност или да је она у своме ма1(СИМУМУ (maxi
тит). Обратно, ако је Функциона· вредност јС( с) мања од свију непо
средно оближњих (сдедеhих и претходеЬих) вредности ј(с + h) и 

Ј (с - h), . онда је то најмања вредност иди Јнииимум (minimum) 
. . . .. -

ФУНКЦИЈе. "1 . 
Ако узмемо да промена h довољно· мала (положна И.l1И одречна), 

онда је у случају ыасимумаa разлика ј(с + h) ~ ј(с)< О (одречна), 
а у случају минимума је та раздика ј (с -1- ћ) .,-.f (с) > о (подожна) . 

-.. ..... 
..: -.. "" " ... , 

~ ... -.. 
v '-' ...r:: '-- , 

~ 

h. h h h • 
х .х 01 " о \Ј .. • )о( 

),с 

Сл. 8. • 
СЈЈ.9. 

!Кад задату Функцију у = ЈСх) представимо, на начин Аннлитичне 
. , 

l'еометрије, као линију, одмах Ье нам бити јасно да су тантенте у тач-
•• • 

кама ЛИНИЈе, КОЈе репрезеНТУЈУ JI 
максималне и минима.l1не вред

ности Функције (ординате), пара-

делне са х-осом. Види сд: 8 и 9. 
Међутим тантента линије може у 

извесној тачци бити параде.ша са 
• 

х-осом, па ипак да ТОЈ тачци не 
• 

р 

, 
, , 

одтовара ни максимум ни. минимум : 
• Функције (оРДинате) .. ' , 

I 'Ј , 

Такве се тачке зову тачке : , 
nреzuбq . или uифљексuоие тачке. _-::+ _____ .L.... ____ _ 

·0 
Види тачку Р у сд. 10. ·Сл.l0. 
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• , , 
• , , 

- • : : • 

о 

Сл. 11. 

-
, 

, 

.\јЈ-

Једна Фующија може ~имат'Й' . . . -
више максимума и више мини

I 
мума. Ј едан од ТИХ максимума 

• 
може да Је мањи од каквог мини-

мума: Лако је, пак, увидити да 

маКСИМaJ.lне и минималне вред

ности мора да иаuзмеиuе следуЈУ 
. '. 
Једна ДРУГОЈ. 

• 
Одречан 

минимум,' као 

максимум постаЈе 
• 

апстраХУЈемо од 

~ знака, ако ш!о и одречан мини

мум добија '-Еарактер максимума 
кад' узмемо његову 

BpeAHoc'l. 
апсолутну 

• • 

84.3аКibУЧЦИ. - :Ми знамо да Функција ј(х) расте или опада 

у извесноме интервалу прапроменљиве х (претпостављајуьи да х расте), 
• • 

према томе да ЛИЈе изводна ФУНКЦИЈа положна ИДИ одречна У томе 

интервалу (в чл. 41.) Из тога закључујемо да Функција не постаје ни 

максимумом ни мlIНимумом у размаку х.-а у коме изводна ј' с х) задржава 

исти знак . .Ако је н. пр. од х = а па до х = Ь HeIIpecTaHo г(х) > о, 
онда ј е ј (а) нај мања, а ј СЬ) највеьа од СВИХ Фующионих вредности у 

посматраном интервaJ.lУ; ако је, пак, од х = а па до х . Ь вазда ј' Сх) < о, 
онда је ј (а) највеьа, а ј (Ь) р:ајмања Функциона вредност у томе 

размаку .• 
Према томе Функција f Сх) може само тада имати l\IаКСИМaJ.lне или 

МИНИМaJ.lне вредности у некоме интервалу њене прапроменљиве, ако 

њена И3ВО,ll,.на f' (х.) у. томе интервaJ.lУ мења знак, т. ј. ако од положних 

вредности прелази У одречне или обратно. Једна Функција (па даме 

и f' (х» може само тако променути знак, ако за неку вредност прапро

м:енљиве она постаје или = О или прекидна. Први је начин најобичнији, 

'т. ј. да Функција мења знак што за извесно х = с она постаје = о, због 

чега ьемо овакве искључиво посма'1'рати. Оне друге случај еве, 

у којима Функција, знак УCJlед прекидности, треба нарочито и по • • 

. наособ проучавати. 

Из свега овога изводимо закључак: Фующија ј (х) је за х = с, 

даме ј Се), маКСИМУl\l или минииум 1) ако је!, (х) за х=с, т.ј./, Се) =0 
(или прекидно), 2) ако СУ за довољно ммо 71 знаци од /' (с - 71) и 
/' (с + 71) различни и то; ј С с) је максимум, ако је f' (с -' 7~) > о, 
а ј" (с + 71) < о, т. ј. ако изводна f' С х) у близини ,т, ~ с И3 положних 

вредности прелази У одречне; ј С с) је иинимум, ако је f' (с - 7;) < о, 
а f' (с + ћ) > о, даме У близиних = С изводна .f" (х) из одречних 

• 
вреднос'ги прелази у положне. 
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85. Метода. - -На основу Тауlог-овог реда јесте 

j(c~ ћ)-j~e) = ћ1' (с) + Е]. 
, , 

• 

',АКОЈ'(е) није =0, o~a3HaK раЗ.dИке j(e+h)-јСС).зависи од 
знака количине 7! ј' (е),ИQШТ()' h можемо да узмемо тако Jlraло да знак 

. _. ,~. . 
. од ћј"( с) + Е] једино од првог Ч.ilана зависи.!) Ако је, дакле, f' (су ~ О, 
.онда знак разлике Ј.(с + ћ) - ј(е) зависи од ћ1' (с), па дакле и од 

-- - ' -
промене 1!. Из тога, што су тадај(с+ћ)-јСе) иј(е-7I)-ј(е) 

различног знака, елеА!е да оближље вредности нису све веъе или све 
маље од ј(е): напротив, ако су претходе1.е маље од ј(е), т. ј. ако је 

ЛС - 71) - f( с) < О, следеъе су од ље ве1.е, т.ј, онда је f( с --1::>71)
Ј(е) > О или обратно. То значи да у таквоме случају (кад l' Се) није 
= О) ј Се) не представља ни максимум ни минимум Функције ј (х). 

Али, ако је ј' Се) = О, а Г' (с) ~ О, дакле 
, ћ2 

ј(е + 71) - ЈСе) = 1.2ј" Се) + Е2 • 

видимо да разлика / (с + 1!) - Ј С с) , има са /" С с) исти знак, било да 
је промена h положна било да је одречна. И онда, према томе да ли 

јеГ Се) :; О јесте / Се) :~:. 
, 

у случају да је иј" Се) = О, а ј'" (с) ~ О и~raмо 
, 

j(e+h)-.,.--f(e)=l ~9 зј'''(е)+R~ 
, , . \ 

и пошто знак од ј С с + 71) - ј (с) зависи од знака промене lz (јер је 

• h У непарноме степену: h8), јасно је да / (с) неможе бити ни MaKC~YM 
ни минимум., , 

,,Но, ако је, осимЈ'(е) =0 и ј:'(е) =0, још'и ј'" (с) =0, а 

, Г" (с) ;: О, тако да је • 

ЈСе + 7!) - ЈСе) = 1. 2 ~4з. 41"" Се) + Е4, 
, ~акле ј Се -+ ћ) --Ј (с) независно од' знака промене 1! (јер ceh јавља 

h4) .. јС ) Мах. , у парноме степену:, ,онда заКZЬУЧУЈемо да Је с Min, према томе 

да ли је/"" Се):; О. Итд. 

Сасвиы уопште: ј(с) је максимум или минимум Функције ј (х), 
ако је љена нзводна најнижег ступља, која за х = с није = О, паРlIОГ 
реда и то одречна или положна. Ако ј"е, пак, изводна најнижег ступља, 

.која за х = с није = О, непарног реда, онда ј (с) нити је максимvм 
• 

нити Је ыинимум. 

'1) Види 3. Наuомену у Ч'Jl. 70. 
, 
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• 

Напомена. На случај да је ФУНlщија, 
• 

• 

ЧИЈИ Мах. ПАИ Min."\ijjp$ 
, 

жимо, дата у скривеНОЈ Форми 

Р(х, у)' О, 

одакле dF 
dy dx 
dx =- dF' 

cl у 
а МИ знамо да мора, како за Мах. тако И за . .. 
ПОСТОЈИ сада, као условна Једначина Једна од 

"' ау ., д~ буде d ' = О, 
двеЈу.1 

сгЕ' dP 
d =0 ИДИ l =Cf:;. 
х ( у 

Помоhу једне' од ТИХ једначина И оне задате једначине нмазимо вред
ноС/rи х,а за које ФУНlщија у постаје' Мах. ИДИ Мјп. 3нак друте изво-

d2 . 
У . . .' б 

дне dx2 покаЗУЈе да ди Је 'l'УНКЦИЈа у за до ивене вредности ;1.-а у маItси-

• 
МУМУ ИДИ Је у минимуму . 

. . 86. Примери. 
1. Прu.l<ер. 

Из 

у = х' - 3 х2 - 45 х + 11. 
(ly 
- = 3 (х2 - 2 х - 15) = О 
ах . 

• 

добиј амо за х оне дпс предности 

х, = - 3 и' х, = 5. 
Пошто је 

а2у . 
'a~2 = 6 (х -:- 1) . 

за х = - 3 одречно, а за х = 5 положио, закључујемо да је зах = - 3, 
у = 92 шtjпеtlа вредност Фующије, а за х = 5, у = - 164 иајмања вред-

• • 
ност ФУIIКЦВЈе. 

2. При.мер. 

ЈеднаЧJIна 

• 
даЈе корене 

:l.y = 2 х2 (2 х .:... 3) = О 
ах 

х, = О, 
3 

ХЙ ::= О, ХЗ = 2. 
о 

v и • 
.. орена вредност х = 2' ЧIIIIИ да .Јс друга JI3U().ЏШ 

а'у 
d~2 = 12 x(x-l) 

. 3. 85 
ПОЛ()ЖIШ·Н према crоие Је з.а х = '2 ФУШЩП.Ја у у cBo~le МIППIЋl)ЋIУ = 16' 

3а она два једнака корена х, и Х2 друга изводна постаје = О (није, дакле, 

ни 11()ЛОЖШ1 нп одречна). То ·з)щчп да испитиваље треба нродужити. 

Али пошто је crре!ш (као непарна) JIзводпа . 

а'у . 
ах' -12(12х-l) 
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за х = О различна. од нуле, то видимо да за ову вредност х-а Функција 

није ни Иах. ни :I{jn. Функција има, дакле, свега један минимум и то 
3 

за :r. = -. 
2 

3. Прщ>tер. 
Разложити број (или дуж) а на два дела тако да цроизвод (површциа 

правоугаоника) из та два дела буде Иах.· 

Нека су х и z та дпа дела, дакле 

и према TO~Je 

Из 

добијамо 

• 
а пошто Је 

x+z=a или z=a-x 

ФУНКЈЏ~а за коју се тражи Иах. 

у =х (а - х) = ах-х2 •• 

у' =а- 2х =0 
а 

Х=2' 

у" =-- 2 <О 
• • 

видимо да Је ФУНКЈЏIЈа у своме максимуму. 

Број (или дуж) треба, дакле, преполовити. То значи,· да од свщу право

уг::tоника са једнаким зб~ОМ страиа квадрат има нщвеhу поврнпrny. 

4. IIрuлreр. 

Да се из две стране а И " конй'руише ~'poyгao са HajBt\fionl ПОВРШИНОl\I. . ' 
Као треhи (непозиати) елеменат троугла узМИ2\lО захваhеИII угао х. Тада 
• •• 
Је ФУIШЦИЈа, ЧИЈИ се максимум жели, ово 

] Ь' 
У =2а .. nх. 

Из 1 . 
У'=2 а ,,"СО8Х = О 

• 
слеДУЈе С08 Х = О, дакле 

х = 90· . 

Тиме, 
• 

што Је дpyra изводна 

" . 1 о'. 
У = - 2а •• nх 

за х = 90· одречна, YTBp~yjeMO да ова вредност х-а одговара захтеву. 
То значи, да од свих троуглова, који се MOry конструисати из две за
дате дужи, највећУ ПОВРШИНУ Иl\Iа правоугли Tpoyrao, чщ е су KaTe~'e 
• 
Једнаке ТИМ дужиnш. 

о. Пример. 

у Tpoyrao .АВС уписати највеfiи правоугаоНIIК EFGN, чија се једна 
• 

страна НЕ ноклапа са Једном. страНОЋl задатога троугла; н. Нр. са 

страном 11 С. CHYCТНnJO на страиу АС = о 

висину вп = h и 0значимо правоугао

никове стране G Н = х, НЕ = ". Функ-
• • • 

ЦИЈа, ЧИЈИ се :wаксимум тражи, Јесте 

у = XZ. 
IIз сразмере 

или 

• 
слеД)'Је 

.АС: вп = GF: ВЈ 

b:h=z:h-x 
Ь 

,=-(I,-х) 
- 1, ' 

в 

р 

A~'H~-.~D~-------~~----~·C 

сл. 12 . 

1, Ь 
У = х h (h - х) = h (hx -х'). 
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Једначmш У' = !'~.(h - 2 х) = О 
k 
1, ь 

Х=2 и према томе z = ---2 . 

Отуда~што је " 2"<0 У =- h 

ВИДИЋI0 да добивено решење одговара HajBehoj вредности Фушщије. То 
.. . h" /)h' . 

значи да Јеу = х z за х = 2' z = '2 у своме Мах. = ,дакле 
.1. 4 
EF'GH= -2' ~4BC. 

6. lTpuJ1tep. 

Да се начнни на горњој страни отворен цилиндричан суд (дакле као 

чаша) задате запремнне V са најмањом површином. (Са иајмањом. 

површином иде упоредно минимум утрошеног материала.) 

Нека је х полупречник, z висина ваљка. IIовршина ОСНОВС је= 1f х', по

вршина омотача = 2 П; х z и према томе површина целога суда, а то је 
ФУJIкција, чији се минимум xohe, 

у = П; х' + 2 П;", ". 

• •• • 

Висину z можеЋIO да изразимо полупречииком х,Јер ЈС V = П; х' ", дакле 
V . 

z = . и на таЈ начин " 
П; х' 

х. Из 

2V 
у=п;х2 + . 

х 

--- - -------- .... , 2 V О , , 
• 
I 

• z: 
• 
I . 
• , 

добиј a.'I'!O 

11 С овиш 

у=2п;х- 2= 
х 

х= V N
В 

, -
П;' 

___________ ...Ј .. 

Y
~T 

Да ово 

• • 
КОЈа Је 

7. ПРUЈ1'ер. 

дакле 

Сл. 13. 

"= -П;' 

х = Z. 

решење даје Мiп. показује друга изводна 

" +4 V у =2n 3' 
х 

3-

за х = 1 "/V положна. V п 

На коју висину АВ = х над хоризонталом вс треба поставити светлеhу 
тачку А како би у ~'ачци С имали пајинтензивније осветлење? 

А 
Из Оптпке ј е познато да је интензивно ст 

осветлења сразмерна сину су угла ех, под 

којим зраци упадају, а обрнуто сразмерна 
• 

квадрату одсторња , .. 
Ако означимо за а иитеизивиост светлеhе 

'гачке А, онда се Ш1Тањс своди иа то да се 

c~""---- г---...ов. одреди вредиост х-а која he учинити да 
• 

ФУИКЦI~Р Сл. 14. 



достигне 

• 
и онда Је 

Из 

налазимо· 

свој максимум. Из слике ВИI\НМО 

. х 
8И1 а = -, 

т 

ах 

11 === 3 • 

(1' - x')~ 

[2-2х' . 
11' === а' . === о , 

(12 + х2)" 
• , 

Х===Ј'2' 
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Није потребно нарочито утврђивати да ово решење одговара макси

муму, а не минимуму. 

8. Прuмер. 

Из тачке Р, у извесној оптичкој средини (н. пр. у ваздУХУ) полази CBe~'

лосии зрак и долази у тачку Р" која је у другом неком медиуму 

(н. пр. у води). Ове оптичке средине раздвојене су равном Е. Означимо 

са с, брзину, KojO~I се снетлост простире у првqј, са С2 брзину, којОЋl 

се она простнре у другој средини. ПЮЋ се каквом закону мора следовати 

светлосни зрак па да би из ~'ачке Р, стигао у тачку Р2 за иајкраhе време. 
Пре свегаје по себи разум

љиво да ће се светлосни' 

зрак простирати по пра-
• • • 

ВОЈ ЛИНИЈИ У Ј едноме И у 

другоме медиуму.· Пу

тања ће, дакле, би,ти раз-
• 

ломљена ЛИИИЈ а: састав-
• 

љена нз двеЈУ дужи. 

Тако је исто лако уви

ДИТИ да путања мора 
• 

лежати у равни КОЈа 

пролази кроз тачке Р, 

. п Р" а стојп управно 
на равни Е. Та је раван 

одређена нормалама 

Р, Q, п Р2 Q •. Јер, ако 

путања не би лежала у 

~'oj равНИ; ако би свет-

лосни зрак продираu 

( 

'1 

р, 

• , . 
•• , , , , , • , , . 
, '. 

р, 
, , 7' , , , 
• " • , 
• , 
• , 

" . , 
• 'в 

• 
Q 

, .. • 
А": 1 , 

• , 
• • 

• , 
• , , , , 
, , • • 

• • , 

С
, 

л. 

, , 
, , 

~ . 
• 

• 

Q Q. 
'l 

VJ
\ 

'z Тl, Е 
, , , , , , . , . , , , 

i 

15. 

раван Е у тачци А (а не у једној тачци пресека q равни Е и према њој 

управној равни Р, Q, Q,1"2 ), т. ј. ако би путања светлости била 

P,A+APz, онда би, пошто из А повучемо ABl.Q,Q2, еледовало из 

правоуглих троуглова Р, А В и Р2 А В да је Р, А > Р, В, А Рг > В Рг, 
па дакле и путања ћ А + А Р, > од путање 1",В + ВР2, која се на

лази у равни Р, Q, Q2 F 2 • 

ОбелеЖИl\10: Р, Q, === Р" Р2 Q;= pz, Р, Q === "" Р. Q === Т2, Q, Q = Х, Q, Q. === 1. 
Време у, које потребно све~'лосном зраку да. из тачке Р, стигне у 

тачку Р2 , а то је Функција, чији се МИНИМУl\1 тражи, јесте 

ђ", Jlр,2+х2 Yp22 +(l-X)2 
у===-+-= + . 

С, ~ ~. ~ 



,1 х 
у=- . 

с, '''р,' + х> 
1 I-x 

-- =0 
С, Т/р" + (l-.x)' 

1 х 1 '1 - х • 
слеДУЈе ---- , 

б . х. Q р Q . 1- х . QP Q Н:ОЈ' е, с о 3ИРО~lнато што Је- = вtn "= 8Ш а, = ат .', ,= 
. ", ", 

.in /3, где је а угао упадања, а /3 Уl'ао преламања, може да се наПИUl(Ј 
у Формн познатог закона о преламању светлости 

• 
8in (!. Сј 

8in f3 • 

9. ПРUJltер. 

Дата је права А В 11 д:ве тачке Р, и Р2 на истој страни 'l'С. праве. Да ее 

одредн тачка Q на правој А В· да буде Р, Q + Р, Q = Min. Из сл. 16. 

, 
,а , 

р,' 
I , 

N 

, 
'1', , 

. " 
.ВИДИ]}10 да Је ФуrШЦИЈа, ЧИЈИ 

]}1IIНШ\lУ'" траЖимо, ОВО 

У = р'р,'+х' + р'р-,-=,-+,....--џ-. -х-,)-='. 
Из 

х I-x 

A---L~--.= __ --"----B 
Q," Q е-х о, 

у' .Ур,' + х' - Yp~2=+=(~I~=J:)' 
=0 • 

СЛ. 16. 
слеДУЈе 

х I-x 

• Ур,' + х' - ,rp ,' + (1- х)' 
ИЛИ зill ех = sin [3, дакле 

• 
а то Ј с познати заКОIi о 

а = (3, 

одбrqању свеТДОСТII: УIЋО упадаља = углу 

одбlqања. 

10. Пр"лер. • 

Има~IO једно IЏIЛIIНДРИ'IНО стабло (дрво) са полупречником Б. Из тога 

стабла да IIстешемо гредУ (облпка паралелспипеда), кој а, YTBp~eHa 
~" ' . јеД1П1М крајем, даје највеhи отпор 
~'\~ тер~ти,ш који висе' о другош 

• 
• 

краЈУ. 

Ми знамо И3 Механике да је 

чврстина пре:>ra ломљењу; сраз

мериа првоме степену ХОРПЗОJI- . 
• 

----------- - -- - -- -- - - ---\ ~'алне дпмеНЗИЈе z пресека, а 'гре-

2Я ._-------

СД. 17. 

И;З једначинс 

ћему степену веРТIIЮ1ДНС ДИ]}1ен

зrq е х. ФУНКЦlq а, Чlфr максимум 
• 

тражимо, Јссте 

у' = 3 х' Ј' 4 R2 - х2 
х' ,="== =0 

1/4 Б' -х2 
• 

слеДУЈе 

3х'(4Б'-х')=х', 
одакле 

х = Б У;), а с тиме z = Б. 

Да оно р?шеље одговара максимуму, а не МlШШ\ryму, по себи је јасно 
и ниј е потребно нарочито УТВР~lmати помоhу друге IIзводне. 



95 

4. HajBetie и најмање вреднОСТИ Функција, које зависе од више 
прапроменљи~их. 

" . " 

87. опште одредбе. - ,,3а Фующију и = ј (х, у, z, . .. ) кажемо да 
је у максимуму или у минимуму за извесне специадне вредности љених 

прапроменљивих, н. пр. за х = а, у = Ь, z = Сј ••• , ако ФУНlщија за 
~редности' прапроменљивих, које се од оних а, Ь, С,... разликују за 
врло мале количине ћ, k, l, ... , добија 'увек маљу или увек веЋУ вред
:ност од ј (а. Ь, С, •• • ). Код максимума је Фунв:циона BpeA~ow већа, код 

. .' _..,.Ј. ,ј 

минимума маља од свију непосредно оближљих вредност»:' '" 
".~." Код максимума је ј (х + ћ, У + k, z + l, . .. ) - ј\х, у, ·z, . .. ) < О, 
а код" минимума је ј (x+\h, y+k, z+l, ... )-j(x, у, z, ... »O 
за довољно маде промене h, k, l,... ма којег знака биле ове промене . 

.. " Узмимо за све прапроменљиве, изузев једне, н. пр. х, сталне вред

ности; ставимо У = Ь, z = с, .. '" Функција се тада меља једино променом 
" . 

х-а. Она Ће, према горљем у, постати Мах .• или Min. када х ПОСl'ане 
= а и на основу теорије највеfiих и најмаЉИХ,вредности Функције једне 

прапроменљиве закључујемо да је и овде" услов како за Мах. тако и за 
.'. ди 
Min. да мора (за х = а, У= Ь, z = с, ... ) да буде дх равно нули, бес-

. коначн<! или прекидно. Аналогно" закључујемо да (за х = а, . у = Ь, 
. ди all 

Z:- с, ... ) мора да буде д' д ., ... равно нули, бесконачно или пре-
кидно. 

у "z ,," 

Ограничавајуfiи ово наше проучавање на случај, где су паРЦИаЈ1Не ," . 

"изводя:е првога реда Функције 11 непрекидне, утврђујемо ресултат: вред-

ности прапроменљивих х, у, Z, ••. , које чине да Функција и постаје Мах. 

или Min., 'греба тражити из условних једначина. 

ди=о all ди 
д х ' ду = О, д z = О, ... 

88. Метода. - Узмимо Фующиј)' 

1I =ј(х, у), 
• 

КОЈа зависи од двеју прапроменљивих х у. 

По Тауlог-овој Формули је Функциона промена l:o.ll = 

/(х + ћ, У + k) - ј (х, у) = 

С'ди l! ди k) 1 (ди' ди. )(2) 
.. дх + ду " +1.2 ax h + ayk + ... 

1 (ди all )(n) ... + 1 2 д l! +д k +Е . . ... n х '!I " 
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h и k :можемо узети увек у таквој мери мале да прекидањем реда H~ 
. . . . 1 (ди ди ) (п) 

деСНОЈ страни са КОЈИМ било чданом 1. 2 . д k+ д k апсо-
.... n Х.у I 

лутна r.peAHocT тога члана постане веЬа 9д остатка R (в. Напомену на 
. ди au . . 

краЈУ чд. 75.). Дакле, ако прекинемо ред са чла1fОМ д h + .. k, онда 
. . . х ду 

таЈ члан опредеЉУЈе знак промепе 6. ~~ или разлике f (х + ћ, У + ")-
f (х, у), а да би тај знак од 6. и био независан од знакова Промена ћ" 
и k (које мора да Q~Ae, ако је Функција и у своме Мах. или iYIiп.) треба. 
да је' / 

• . д~b О 
И , -
. ду - . • 

Т ада је 6.и или . 

. . 1 ( ди ди) (2) 
ј(х+ћ, y+k)-ј(Х. У)=1,2 дх ћ + ду" + ... 

. 1 (ди . ди )(n) 
оо • + l' 2 д 71 + д k + Е. . . ... п х у 

• 

3нак промене 6. и је сада (за довољно мало lt и ") опредељен 'маном 

1 ( ди ди) (2) . 1 (д2 и д2 и д211) 
1 . 2 д х 71 + ду k ""7'" 1 . 2 д х2 ћ2 + 1 д х д у Н + д у2 " 2 

• 

• 

Обележимо краЬе 

• • 
• • • 
• 

• 

подразумевајуЬи вредности ових диФеренццалних' количника за х = а, 
- . .! 

У = Ь. ·3Нак Функционе промене 6.11 завис~, д'акле, од знака који има 
израз . I . 

AJt2+2B7Ik+'ck2. 

Ако је знак овога тринома нез'ависан од знакова количина 7l и ", онда. 

је исти случај и са изразом 

А (А ћ2 + 2 В 71 k + СkЙ) = (Аћ + Bk)2 -+' (А С-В2) "2 . 
. 

Овај израз не мења свој зна~, ако је А С - В2 >0, јер је тада 

А (А 712 + 2B7Ik+ Ck2»0. То значи да су A7l2 +2Bltk+Ck2 и 

А·. истоr а ЩIака. Пошто А С - вt :може само тако да буде положно, 

ако су А и С истОта з~~, ~Зi да количине А JI
2 + 2 В 71 k + С " 2

, 

А и С ииају . све три }едаи и~ти знак. Ако. су А < О и С < О;' . . 

онда је и А blt + 2 В 71 k + С k2, па даЕде и. прОмена .6. 1Ь < О. На; 

против, ако су А> О и С> О, тада је и А 712 + 2 В 71 k + С 7с2 > О, 
па и 6. и > О .. 



, ' 

Према свему изводимо рес.удтат: ако спеЦИ3.Jlне вреil.НОСТИ х = а 
'И у = Ь. које добијамо из једначина' 

• 
',испуњаваЈУ УСдОВ 

ди 
и д =0, 

у 

, 

OllAa дотичне вредности ,х = а И у =Ь, према томе да ди су диФерен
. ~u ~и. . 
диадни кодичници дх2 и ду2 Једновремено одречни иди подожни, Т',Ј. 

према томе да ди је за х -;- а, у = Ь 

, 

, 

'2 д2 
(Ј и <., и < О иди 
дх2 " , д у2, 

чине да Функција 1t = f (х, у) постаје Мах. иди Мјп. 
I , ", " (д 1t ди) (2) 

. Ако је и други чдан у Тауlог-овом реду, Чдан дх h + д~ 71, 

, ' , 1 (dtt ди )(3) 
раван нуди, онда је знак промене дu= 1.2.3 дх ћ + ду 71,' + Ев 

'зависан од чдана ' 
, 

Сд д 
)

(3) д'~ 0'8, д3 д8 
, _l~ h __ П 71, = u "'~ + 3 о 1t h271, + 3 и h 71,2 + и 71,3: 
д х + ду', д х·9 ' 'д Ј7 ду , д х д у2 ',д уЗ 

Но п~ш'го мељане знака кодичина h и 71, мења и знак овога Чдана, па 
дакде и знак цеде промене ди, едедује да' диФеренпи3.JlНИ кодичници " 
треЋег реда за х = а и' У = Ь, мора да буду идентично = о, па да би 

Функција 1t за х = а, 'у = Ь могда имати Мах. иди fi'Iin. 'и онда ј.е 

, " 1. ' • 1 С д и ди, ) (4) 
f(x+71,y,71,)-j(x, у)= 1.2.3.4. дх h+ iJy71, .+Е4, где 

• 

'(ди ди)(4). ' 
'д 71 + д 71, не сме да меља знак. Према томе да ди вредности 

х у ди ди 
х = а, у = Ь, добивене И3 једначина дх = О и ду = о, 3:1, које је 

( 
д 1! д 1t .) (3) 
-с;-- l! + -- 71, = о 
дх ду " 

. (ди ди ' )(4)< '. ' 
чине да Је -д - 71 +д"- 71" > о доБИЈамо ::Ia х = а И у = Ь Мах. 

х У. ", 
Мјl1. Функције 1t. 

и.ди 

У' веhИНИСЈ1учајева можемо; према природи постављеног задатка, 
4· . 

на ово питаље да одговоримо, а да не удазимо у дискусиЈУ меродаџно!' 

чдана. 

О(;ПОВИ ИlIФIIНИТЕ3ИМААПОГА РАЧУНА. 7 
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Анадогро се испитују највеье и најмање вредности ФуmЩи'ја, КО)(Ј1 

зависе од три иди више прапроменљивих. Изузев сдучајеве када су 

парциалне изводне посматране Фушщије прекидне, Taylor-ов ред даје 

за одре~ивање специалних вредности х= а, у = Ь, z = С, • " за које 
Фушщија f (х, у, z, ... ) постаје Мах. или Min., условне једначине 

. 

ди ди ди 
д =0, д =0, д =0, ... 
х у z 

. 

Чине ди овако добивене вредности прапромен.љивих задату Фунrщију 

максимумом иди МИНИМУ~IOм, то се, обично, и без нарочите дискусије, 
може да позна по природи самога" задатка. 

89. Примери. -
1. Прu:mер. 

Да се одреде највеће и најмаље вреДПости Фушщије 

,,= 2 х' + 3 у' - ху -7 х + 5 У + 9. 

Из УСЛОВНИХ једиачина 

налазимо 

Отуда што је 

дакле 

ди 
-=4х-у-7=О 
дх ' 
д и; -
ду=-Х+6 у +5=О 

. 37 13 
. х = 23' У = - 23' 

д'" '" д'" 
~=4 ---=-1 
дх' 'дх ду , 

д'и 
~=6 
д!!' , 

'--д2 u 'д2 u . ( д2 u )'-" 
Ох'ду' - ОХ оу - 23 > О, 

д'и д'" 
д,,2 > о, оу' >~' .. 

л О . . .. 37" 13 
и према томе и" > заКЉУЧУЈемо да ФУШЩИЈа " за Х = -3' У = --

. 45 ." 2 23 
постаЈе МИIlИМJllI и ТО = 23' 

2, П рU.ЛI ер, 
Да се одреде Х и у који ће учинити да Функцчја 

и = (а,х + ь,у + С1)' + (а,х + Ъ,у + С,)' +". 
постане Min. 
Из једначина 

, 

ди 
-=I2(ax+by+c)a=0, . 
дх 

ди 
ду =Х2 (ах+Ъу+с) ъ = О, 

:КОЈе можемо да напишемо 

xIa'+ yIab +Хас = О, 

добијамо 
xZab+yZb'+Zbc=O, 

ZaЪZЪc- Zb'Iac ZabIac - Ia'Ibc 
Х = Ia'Ib' _. (Iab)' , у = Ia' Ib' - (Iab)' . 



, . , 

Да ово решење oдrOBapa мнннмуму, а неј)1аксимуму .Функц!'јевнДН1!IО, 
• 

из тога што Је 

д
2

и=2Zа2 
дх2 , 

д2 u '. да", 
.. '= 2 Zab, .= 2 Zh2, 

дх ду . ду 

дакле 

дд'~ ~д2-,,~ _ ( д2 и )2 = Zџ2 Zb2 _ (Zab)' > О, ') 
"'- ду 1.: дх ду 

д2 u 
дх2 > О, 

.3. ПР1Ьмер. 

Број (дУж) а раставити на три дела да производ из њих постане Мах. 

а = х+у+о . . ' 
Функцща, за коју се тражи Мах., јест'е 

и = ху. ИЛИ '! = ху (а - Х -у), 

Из условних једначина 
ди' . 
-.--- = у (а - 2х - у) = О, 
ох 

ди. 
- = х. (а - 2у - х) = О . 

. ду 
Аобија~IО решења . 

х, - О, у, = О, 

а а 

Х2 =3' У2 =3' 
Прво 'решење х, = о, у, = о очевидно не 

.датку. 

-- , ' , : 
oДroBapa постављеноме зас 

, а а 

За друго решење Х2 -: 3' у, = 3 имамо 

д'и ~a 
дх·=-2у=-з, 

д 2и 2а 2а а 
~- =а-2х-2у=а----- = -
дх ду 3 3 3' .. 

02 и 2а 
~=-2x=--. 
ду' 3 

Према томе је 

д2 и д2 и_( д'и ')3=4 аз _ аа =а';'о 
дх2 .ду' дхду . 9 9 :\ ' 

д2 'U д2.u 
. дх' < О, ду' <О. ... 

'i'* :о ,/ 
3 

а 

начн да х = 3' 
а а . 

у = 3' z = 3 чине да Је 
, 

'" =; . ; . ; = ( ; у -: Мах, 
•• 

90. Релативан максимум и минимум. -3адатак, да се за пра-
Ћромен.zьиве нађу 'raKBe вредности које he учинити да Функција постане 
Мах. ИДИ Min. са тиме да ДОТИЧ!fе вредности прапромен.zьивих испуњују 
извесне услове (једначине), ВОДИ нас ре.штUвноме· loIaKCUlrlYIoIY И реља-

,) Za' Zb2-СZаЬ)2 = (а,2+ а.'+аз' + ... ){Ь,'+ь.' + Ь.2 + ... ) - (а,ь, + а.ь.+а.Ьз+ .. . )' 
. = (а,ь. - а.Ь,)· + (а.Ь. - а.Ь.)2 + (а. Ь. - а. ъ.) + .... . ." 
;И3 'lera се Јасно ВИДИ да Је то ::> О. 

7* 



100 

muв1Wмe миlIиму.му. Разуме се .fI.a број уС:'ювних једначина мора да је 

маљи од броја променљивих количина, јер би иначе променљивесами:м 

тим једначинама биле веь потпуно одређене •. 
На случај да нам је дата ФУНIщија 

n=ј(х, у, z)· 
• 

са условном Једначином 

ф (х, у, z) = О, 

МИ бисмо, заменом z-a из друге једначине: z = ср (х, у) у прву једна

чину, свели Функцију на 11 == ј (х, у, ср (х, у»' где она зависи само још 
• • 

од две прапроменљиве х И у И тиме задатак свели на случаЈ, IЮЈИ смо 

посматрали у Ч.il. 88. . 
Ако узмемо да су нам, осим Функције 

u=j(x,y,z) 
• 

дате две условне Једначине 

Ф (х, .у, z) = О и 1JI (х, у, z) = О, 

из. Itојих следује у = ср (х), z = tp (х) и ово заменимо у задату једна

чину, онда добијамо Функцију и=ј(х, ср (х), tp(x», која .зависи само 

од једне прапроменљиве и задатак је онда сведен на најпростији слу

чај, који је проучен У Ч.il. 85. 
Због тешкоьа, које се, често, јављају приликом замена, о којима 

је горе била реч, изнеьемо нарочитуметоду за решење зада'l'Еа да се 
одреди Мах. или lИin. Функције 

. . 
• 

1} ~b=!(X, у, z) 
• 

под условом да х, у, z задовољаваЈУ 

2) ф (х, у, z) = О и р ех, у, z) = О . 
. 

Пошто СУ (према овим последњИ1d једначинама) у и z ФУНIщије од х, 

то за :Мах. и Min. Фующије 1Ь постоји услов ~ 1l = О или 
- х 

3) дј + дј ау +ajdz _ О 
дх ду dx az dx - . 

dy rlz. . 
ДиФеренциалне количнике d х и d х доБИЈамо кад диференциали.мо једна-
чине 2), дaК.ile из 

4) 

5) 

дфt, дф d У дф d z = О 
дх +ду dx +az Јх ' 

дР '!у" дР dудЧЈ dz . 
дх + ду Јх + 'az Јх .:-. О. 

11 б . 3) ау d.z 
,"уа ИС мо из Једначине елиминова!lИ d х и d х ПОiIJножићемо једн. 3), 

4) и 5) редом са 1, }', џ и сабраьамо их, што даје. 
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~j+A дф -+- (дЧf +ЈУ,Сд! +А t1ф + (дР)+> 
iJ х d х. f;a х d:x ду·. ду f д!/· .' .. 

. ' . ·+.dz Сд! + А дф+ (дР)' = О. 
dxdzifz fdz 

Факторе А и џ опредедiIь.емо из 

д! А дф, (дР = О 
ду + ду·Е ду' 
дј дф . , дР 
dz + Ад,", + Е( dz= О, I 

• • 
(6 

усдед чега је и д! + А дф + џд Р = О. 
дх . дх ·дх . ' ... 

Решење задатка Доведо нас је једначинама 6) до· којих бисмо дошли 

.!Ia смо узели да одредимо Мах. и Min. за Функцију v=! + Аф + џ р 
у којој еу А и џ" константе, а х, у, z прапромещьиве. 

Аналогно постављамо опште правидо: да бисмо учиниди да Функција 
- .- , 

, . 

и -,-! (х ј, XII,Xa, .•. ·X .. )~· . . , 

К4?ја зависи од п променљивих Х},. Х2, Ха, • •• х", постане Мах. иди Min., 
.кад 1iзиеђу ових променљивих постоје т усдовних једначина " 

.' . , ' 

!1 еХ}, X2~~3" ,. Хn) .' О, 
!2 еХ}, Х2, Х'8",' Х") - О" 

. о 

'.. • • .- .. • "о • ;; • • -. • • • 

.0 

помножиЪемо ове посдедње једначине константним факторима k}, k2 ОО' km , 

сабраЪемо их са задатом ФУНlщијом и-парциа.ше диференциадне кодич-
" 

нике, узете 'по Х1;Х2, Хв, .•• Х'" . добивенога израза 

v -:-1+ k1!1+ k2j2 + .' .. + ~"'!"' ---, . 
ставиЪемо = О. Тако добијамо п једначина 

д v .. д v . д v . . о iJv 
д = О, д = О, д = О, ... д '. = О, 
Х}' Х2· Ха .' , . Х" . 

које у дрУ.штву с оних т уедовних једначина 
\ .-

, !} = О, !2 = О, .. . Ј", = о 
дају' сре<:тво за опредељење т констаната k}, k2, ••• k", и п непознатих 

91. ПРltмери. 
1, П pUJoiep. 
ИЗ ',Iетири:стране а, Ь, с, d да се Ј'ощ;труише четџороyrао са. највећОЈ!! 

IIОВРШИНОМ. ,'. . . '. 
'Означимо са с< уrаОщ)ји. заЮIaпају cTp;iHe q и Ь, са f3 утао између страна 

.. С и Ј. ФункциЈа, чиј~ се ых •. тра.жи,јесте{- а'ьппс<++сЈsi~ ~ ~ 



102 

• • 
npОСТИЈе 

и = ао .• i" ,,+ с d .in {3. 
, ", , , , Il Изме:ljу " и f! постоји веза (в. сл. 18.) 

, 

с 
,,2 + Ъ2 - 2 аЬ С08" = с2 + d2 - 2 cd со. fJ 

, 

, " а"Ј + Ъ2 ~ с2 _ d' , 
"ПЈјИ, ако .означимо " . 2 = Ј"~ услов-

Q " , , , 
. - . . 

.IШ Једна'ЏШа за " и f! rласи . 
, 
, аЬ С08 " ~ С d со. f! - h = (}. 

,Према овоме'треба,.,дак.'1е, да се макСИМУМО:\! Сл. 18., ' , 
• , учини' оваЈ израз 

v = аЪ 8јn" + cd .;nр +.k (аЪС08 " - cd С08 {3 - h) . 

. Дз једначина , ,', ,; 

'д" ' ' 
, , • д'а = аЬ С08 " -'- lс а ("i" " = О, 

, , 

. д"" . d + d' О -=С со.{3 lcс 8Ш{3= 
Р f! " 
1, . 1 

tg се = k' _tg f! .= - Т' дакле tg" = - tg fз, 

" + {Ј, = 180·. , 

То зиачи' да од сви чеТВОЈ?оуrловаса задатим· странама иајвеhу повр

IIIПну има кружни четвороyrао. ~Дa ово решење oдroBapa Мах., а не 
Min., види се из caMor, вадатка. 

2. При.мер. 
у кpyr са полупречником 'т 'да ,се упншеполиrои са п страиа, а најве

ЋO~I површПJIОМ. 

Нека су ", fз, у,. " средшпнп yrлови супротии странама а, Ъ, с,... Функ-
." "".',' 'r2 1'3 ".2 

,ција, чцји се Мах. ~рitжи, јесте 2 sin" + '2 .in {3 + 2 .in у + ... 
,_ , • • -, е 2 . 

ИЛИ, ако 'ИЗОСТlLвимоконстантаи фактор. ~ , простије 

u = 8in" +8in{3 +.;n у + ... 
Изме:ljу а, {Ј, у, ... постоји у<>ловиа једиачииа 

а + 13+ у +Оо . -2 1t = О. 

Према томе И)\laМО да УЧИИIIМО максимум ом овај израз 

v = .in а -t- 8'1' {Ј+ ,in у + ... + k (а + f! + у + ... - 2 п). 
Из ј едиачииа 

• 
слеl\YЈе 

, . 
д., 
- = со .• а + lc = О, 
да, " 

д" ' 
. () fJ - С08 f! + lс = О, 

д" . 
- = со. у + lc '>" О, 
ду 

• • • • • • • • • 

а=fЗ=у= .. · 

То значи да од свију уписаних полпrона правилан 'полиrон има највећУ 
, - .:. < 

, површину" , ' • , 
Дa'o~o решење заиста о;цговарамiiJtспмуму nOTBp:ljyje шiо је тота,iШИДЈlфе-. ' 

реiщиад, d2 " _< О • .. 
__ О"'""> • 
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3. llрШltер. 
• • 

у,троуrлу Ава определити тачку Р за коју је производ њеиих одстојања 
. од 1'РОyrлових .страиа маКСИ~ly11f, дакле 

• 
и = ху: = Мах. 

Из слике видимо да за нормале х, у, 
• • 

z пос'rОЈИ условна Једначина 

ах + by+cz- 26=0, 

rде 6 означава површинп~роyrла'Ава .. -
. Имамо, дакле, да одредим.а Мах, ФУНI>", А ' .... ' 

• 
IЏIJe 

v = ху: + k (ах+ Ьу + cz- 26). 

Из ј едначина дv 
-с- =yz+ka=O, 
ОХ 

д." +. О -=Х' ЈсЬ= 
ду' 

дv·+k,о -=ху ·с·· ,. 
д. 

с 

-- .. Z, 
---------
С . .' оо 

Сл. 19. 

а с оБЗИРО~1 на УСЛОВНУ једначннУах+Ьу+сz=26, надазимо 

211 
х=-

3 а' 
.211"'211· 

у=-, z =-. ··3 ь .. ' 3с . - . . . 

Из ca~10]) задатка вндимо да добивено решење одrовара,Махimumсу. 
. . . 

5 .. РастаВЈЬање рациОнаJlНО ра,з"ОМЈЬенихфункција на просте 
раЗJlомке. 

92. ТеореМа. :- Пошто се рационаЈlНО раздомљене' Фушщије :могу 
YBert да сведу на чистора3ДОllfљене (в. чд. 9.), то ће:мо овде искључиво 

Ове посдедље узети' у pa~lIfaTpaњe. Нека је j~; таква чисто раздом-
Љена рационадна ФУНКЦИЈа. . 

Теорема гдac~; .ако је а .а-струки коренједначцнеј(х) -...,.. О, дакде 

1 (х) = (х - а)" 11 (х), (1 

где је 11 (х) цео и раЦИОНa.ilан :iiодином који није дељив са х - а, онда 

се чисто раздомљена ФушЩија ср (х) м~же да растави на два деда 
ЈСх) , 

ср (х) _ А + СР1 (х) 
ЈСх) (х-а)" (х-а)"-111 (х)' 

(2 

где 0значава А једну константу, а СР1 (х) извесан цео подином. 
Доказ. Имамо идентичну једначину 

ср (х)_ А . ср (х) - Аl1 (х) 
ЈСх) - (х - а)" + (х-а)" 11 (х) . 

• • 
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Да би именитељ у друтоие ЧАану на деснојстранн садржао х - а само 

у а -1 воме степену, потребно је да бројитељ TOl'a чдана буде дељив 

са ,;С - а .иди, даКде, да је а корен једначине СР (х) - Ај1 (х) = О, т. ј . 
• 

да Је • . 
СР Са) - Ај1 (а) = О, 

одакде 

А _ СР (х) 3) • - ј1(Х)' 

Да је оваква вредност константе А КОНа'Јна и раздичаа од нуде мед)'је 

отма што су СР (а) иј1 (а) раздиЧRИ од нуде. Можемо, даме, да стави~ю 

4) СР (х) - А {1 (х) = (х -;- а) СР1 (х) 

и онда је СР (х) А СРЈ (х) 
f(x) = (х - а)а + (х - а)а -1 ј1(Х)' 

93. Проwирење горње теореме. - Узмимо да је 

1) j(x)=(x-a)"(x-b)~ ... (x-l)\ 

дакде а, Ъ, ... l корени једначине ј (х) = О, а,{Ј, •.. л, цеди и подожни 
бројеви, који показују кодико се пута сваки корен јавља. Тада се чисто 

раздо:мљена ФЈ'НItци~а j(~] :може да раздожи на медеъи начин 
СР (х) А АЈ о А" _ 1 

f(x)= (х - аУ + (х -- а)"-l + .. , + х ~ а 
• . в .ВЈ B(i-l 

2) о о. -+- (х- Ъ)(I + (х _ b)fI- 1 + ... +х _ Ъ 
+ . . . . -' . . . . . . . . . . . . . . 

. 

Овде су А, А 1 , ... Аа _ 1, B,B1, ... B(I_l, .•. L, L J, • •• L). _ 1 од-

реЂене константе. о 
• 

С обзиром што ј е 

лх) = (х - а)" ј1 (х) 

и наосноВЈ горње теореме можемо да ставимо 

СР (х) А qJ1 ех) 
(х - а)"; + (х - а)а -1 ј1 (х)' 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• 

, 

...--2СРа-l(Х) _Аа . 1 +СРа(Х) 
o(x~a)j1(X)-X'-a ј/(х)' 
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које :кад саберемо ср (х) 

• (x-a)"f1(x)-

СР(Х)_' А,+ А1 -+ +Aa~I+CPa(X) 
f(X)-(;с-а)а (х_а)а-l 'о. х-а - 11 (х)" (3 

• 

Ставимо 11 (х) = (х - b)fI ј2 (х) , 

и поступимо са сра (х) на исти начин као и са ср (х) па Ћемо доби'l'И 
11 (х) , . , .f(x)' 

СРа(Х) _ 
(х- b)f! 12 (х) -

ср,,(х)._ В + ВЈ + ,.' 81-1+' CPa+l"(x) 
J1(x)'-(x-b)f! '(X-b)f!-l "'т х - ы1( х)', 

• 

Овдесу В, В1 , ••• В,Ј -1 одређенеконстанте, 'а сра +(1 (х) једна цела и 

,рацио~адна Функција. Продужујуhи овако с остатком СРј; (x~?!) долази-
мо наЈза,ll, до Формуле 2). ' .. 

Наи0.1!еиа. АЕо једначина ј (х) = О има све само просте корене, 
АаЕле 

ј'(х)=(х-а)(х-Ь) ".(x-l) (4 
• 

ФОРМР11t 2) ПОС'rаје тиме 

_ СР (х) _ А В" L 
f(x) - х - а + х - Ь + ... + х -l' (5 

94. Метода разлагања за случај МНОГО,струких KopeHa~ - Узмимо 
Аа је а а-струки корен једначине ј (х) = О, дакле 

-

Ј(х) = (х - а)" ј1 (х) (1 

Гa3ДOM.ъeH~ ФУ~Ијај(~i paCTaBЉ~ се 
• СР ех) _ А СР Ј (х) -

'Лх) - (х - а)а + (х - а)а -:- 11-;(х)' (2 

Одавде, кад помножимо лево и десно са (а; - а)а, 

--,cp~~(~x,---) _=ср(х) =A+(x-а)1J!1(Х) 
ЈСх) 11 (х) 11 (х) 

(х - ауа 
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и ставимо х -= а. , 
3) 

4) 

, А 

:Ми смо д()биди овим први прост раЗДQJdак (х _ а)а на које се paCTa~ 

вља ј ~:~._ Остаде просте раздомке доои1ем:о на исти начин примењу
јуЬ.и исту Me~oдy на друrи чдан ех -,. ~~~~ 11 (х) на десној страни јед-
112,чине 2). . 

Прщ,,"р. 
• 

<р (х) 3 ",' - 6 х' + 5 х - 7 
лх) - 1 . 37 . 215 45' 

х' ~ - х6 -14х5 +--""+41х3 - ",' + 84х --
',2· 2 ~ 2 

Овде је 
<р (х) = 3 х' - 6 ",' + 5х - 7 

• . . 1 . 37 215 ' 45 
/(х) = х' ---х6 -14",5+-х'+41х3 - х'+84х--

, .' 2 2 2 2 

. (5) = (х·- 1)'{~ + 3)' х --2 - . 

Ставимо 'о, ' 

/(х) = (х-1)'/, (х), 

С 5) 7 ,(5 
f, (х) = (х + 3)' ,х - 2 = ",3 + '2 х' - 6 х - 2' 

Према формулаЋШ 2),3) и 4) имамо 
, 

<р (х) А 

/(х) - (х,-- а)а 
r 

дакле 

" . 5 i) 3+ 134, 63 + 37 
<р (х) 24 ,х 48"'-16 Х 16 
/(х) -(x-1),--t (X-l)3(X+3)2("'--~)' 

2 ' 



.. . 
По НСТОЈ меТОI\И раставЉ!tМО остатак 

. . 
134 63 37 

· 3 х3 + Х' - - х + -, . 
48 16 16 = А, ' + <р, (х) 

(х_ ОЗ (х+3)2(Х- ;) (х-1)3 (Х-1)2(Х+3)2(х- ;} 

. 134· 63 37 
А, /<рl(а)+3+ 48 -16+16=_ 25, 

. f,(a) и+3)2{1-~) 144 

, " 

• 

. зз+1342_63 +37+25 (3+'!..-'_6х_45) 
<р2 (х) = 'Р1 (х) - A, f, (х) = Х 48 х . 16 х .. 16 144 х 2 х \2. 

х-а х-1 .. 

1 
= 288 (914 х' + 1893 х + 459). 

' .. 

, , ' 

(ј ОВИМ иостаје • 

, ",- · · 

.• '<р(х) ~. ;4 . 1~: 2~8 (914 х' + 1893 х + 459) 

f(x) - ( .. "-1)' + (Х-1)'+(х -1)2 (",+3)2 (х-:- ~) . 

Аиалошо ПРОl\Yжујемо 

1 . 

288 (914 х2 + 1893 х + 459)· . А .. . .. ) 
.,--~2 .. " <р, \Х 

( 5) =(Х-1)'+- "', '. ( 5)' 
(х - 1)' (х + 3)' х - 2" , . . (х - 1) (х -+;3)2 Х - 2' 

1 ,.' . 
<р2 (а)' 288 (914 + 1893 + 459) 

А2 = . = -----с----'-:-;:--
. ~1(a) '(1+3)2{1- ~) 

. 1633 

'Р3 (:u) = 'Р' (х) - A • .fl (х) =. 
х-а 

1 1633 7 " ". 45 
"'28"'8 (914 х2 + 1893 х + 459) + 3456 (Х' + -2 х2 - 6 х - -2) 

. , -
х-1 

= ;;.;6 (3266 х2 + 36633 х + 62469) 
,,-. -

• 
оо • 

JI тако ДООИЈашо 

Најзад растављашо . .. 

1 ' 
576 (3266 х2 + 36633 х +62:69)_ Аз . + '''. 'Р.!(:р) . 

(X~1)(X+3Y(X-.~)·" х-1 '(х+з)~(х--~) 
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{Јвде је 1 . 
.43 = <рв (а) = 576 (3266 + 36633 + 62469) 

/1 (а) . (1+3)'(1- ~) 

') <р3 (х) - .Аз/1(х\ 
<Pl (::С = = 

х-а 

3199 
432 ' 

. 1 .' 3199 ( 7· . 45) 
= 576 (3266 х' + 36633., + 62469) + 432 х3 + -2-" - 6 х - 2 

.,-1 

= 17128 (12796 х' + 67380., + 100503) 

-
11 пре3Ia. томе 

4' (х) 
/(х) 

5 25 1633 
24 144 - ~34~5"'6 

(х -1)' + (х -1)3 + (х -1)' + 
3199 

X~312 +. 
17128 (12700 х' + 67380 х + 100503) 

+ (х + 3)' (х - ~) 
• 

• 

Сада И1\lа~10 да раставимо последљи члаи на деСНОЈ страни по друтоме 

{двос'rрукои) корену Ь . -. 3. Ставимо 
" 

1 
1јЈ (х) _ 1728 (1,2796 х' + 67380 х + 100503) 

/1 ("') х3 '+. ~ х' _ 6 х _41>".. \ ' 
2 . 2 ~,. 

" 
1 . 

1јЈ (х) = 1728 (12796х' + 67380 х_ + 1005()3), 

. .' 7 . 45 . 
/1 (х) = хв + 2 х' - 6 х - 2 = (х + 3)' .(2 (х), 

5 
/2 (х) . Х - 2" 

. Прво имамо , 
'1' (х) = В + 1јЈ1 (х) = В + "" (х)' , 
1; (х) (х -:- b)~ (х -b)fi 1/2 (х) (х + 3)2 (х + 3) (х _ ;) 

. 1 
1јЈ (Ь) 1728 [12796. (- 3)2 + 67380. (.- 3) + 100503] 501 

• В = /2(Ь) = . _ 3 _ ~ 352' 

2 

'1' (х) _ В/г (х) 17128 [12796 х' + 67380х+ 100503] + :~~ (х - ~) 
11'1 (х) = = '-

х-Ь х+3 
. " 

1 . 
= 9504 (70378 х + 172983), . 

\ 

.дакле 

501 1 . 
1/) (х) _ 352 "+ 9504 <70378 х -+' 172983) . 

/1 (х) (х +3)2. (х + 3) (х _ ~) , 



заТПЋl долази остатак 

• 
где Је 

95104 (70378 х +'172983) 

(х + 3) (х =- ~) 
В, + '/Ј2 (х) 
хт3 5' 

x-~ 

2 

1 . 
tjJ, (1,) 9504 [70378. (- 3) + 172983] Ш3 

В, = 1, (о) = 5 - 1936' 
-3-~ 

2 

1 1413('15) 
tjJ, (х) - В,/, (х) 9504 (70378 х + 172983) - 1936 х - 2 21808 

tjJ. (х) = х - Ь = ~ х + 3 . = 3267 

• • 
и на таЈ начин слеДУЈ е 

1/Ј (х) 

/, (х) 

501 1413 21808 
352 + 1936 + 3267 ' 

(х + 3)' х + 3 5 ' . Х-

2 
а сатиме добијамо овај крајни ресултат 

5 .. 25 1633 3199 501 1413 21808 

Ф (х) 24 144 3456 + 432 +. 352 + 1936 + _3267. 
[(х) =(х-1)'+(Х-1,3+(х-1)2 х--1 (х+3)' х+3' 5 

• 

х---
2 

95. Метода разлагања за случај простих корена. - Ако јед-
/ 

начина / (х) = О има само просте корене, онда се чисто раздомљена 

Функција ј ~:~ разда:жепрема Формули 5) у Чд. 93., а раздагање' може 
да се модиФикује на сдедеhИ начин. 

Помножимо деву и десну страну једначине 5) у Чд. 93: са ;С - ((, 

па Ћемо добитц 

ср (х) 

/(х) 
х-а 

• • 
КОЈе .за х = а даЈе 

=A+(x~a) 
в L 

Ь +···+ l' ~~- "х-

ср (а) 
~.--2/~)~~ = А. 

(х . 
х-а х = а 

Пошто је / (х) дељиво са х -"а можемо да ставимо 

. / (х) = (х - а)/l (х), 
• 

K~e, кад диФеренциадимо 

1" (х) = (х - а)ј' 1 (х) + /1 (х) 
• 

и ставимо х = а, даЈе 

ј' (а) = /1 (а), • 
а то Је 

/(х) 
• 

-х-а'х=а 
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Дакде 

Исто тако 

1) 

А=ср(а) 
l' (аУ 
rp (Ь) 

В.= l' (Ь)' 
• • • • • • • • 

L _ rp (г) 
- l' (1)' 

ФО1рмуда 5) у Ч.Il. 93. може да се напише овако 

2) 

, 
rp Сх) rp Са) р(Ь) ср (l) 
ЈСх) = ј' (а) (х- а) + f' (Ь) (х - Ь) -ј- .. , + l' (l) (х-г)' 
1. IlриЈl!вр. 

<р (х) 15 х2 - 18 х + 28 
лх) = (3 х" + 11 ха - 43 х2 + 34 х - 8' 

Овде је 
<р (х) = 15 х2 - 18 х + 28, 

.f(x) = бх' + 11 ха -43Х2 + 34 х - 8 = 6 (х+4) (х- ~) (х - ;) (х -1), 

1 2 
а = - 4, ъ = 2' с = 3' d: 1, 
.f' (х) = 24 х' + 83 х2 - 86 х + 34, 

m (а) = 340, .f' .(а) = _ 630, А = 340 = _ 34 
-r . _' 630 63' 

91 
<р (Ъ) = 4' 

. 68 
<р(с)=з, 

. 

<р (d) = 25, 

.f' (Ь) =.~ 
. 4 ' 

.f' (с) = _1з4, 

.f' (d) = 5, 

91 

В= 4= 91 
9 9' 
4 
68 . 

- -
34 0= 3 

-14 --
3 

25 
п=-=5. 5 . 

. 7' 

Пре~1а TO~Ie је 
34 91 34 -- --

15 х' - 18 х + 28 _ 63 9 7 . 5 
6 х' + 11 х' - 43 х2 + 34 х - 8 - х + 4 + 1 + 2 + х - l' 

. Х- 2 x- s 
2. ПрttJIIСР. 

дакле 

<р (х) 

лх) 

'Р(Х)=l, 

1 

.f (х) -: р - qx' = - q (х + Ј/ ~ ) (х - Ј/ ~ ). . 

• 

а -_ 1 /Р 
- f!q' ъ+Ј/:, 



/' (.СС) = - 2 чх, 

ср (а) = 1, f' (а) = 2 q V ~ = 2 1" РЧ, 
1 

А--=-
- 2 1" рч' 

. Vp . ,/- 1 
'ср(Ь)=1,/,(Ъ)=-2ч -=-2rрq,В=- _ 

" q 21"РЧ 
и према томе 

1 1 l' --,'- - + ----- . 
р_чХ

2 

2 1"РЧ lx+ V~) -21"Рч (х-V:) 
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96. Други начин разлаГ8ња за случај многоструких корена. -
Кад у ФОрМУЛИ 3) чл. 93. 

rp (х) А А 1 А" _ 1 (јЈ" (х) 
f(х) = (х - а)" + (х - а)"-l + ... + х - а + lгех) 

заменимо х са а + ћ, дакле х - а са ћ и помножимо обе стране једна

чине са ћ", а узмемо на ум да је ( 1 ех) ) =11 (х), добија~IO 
х - а cl 

р(а+ћ) . 2. а-l ћаср,,(а+ћ) .. е' ћ)=А+ A 1 7t+A2 l! + ... +Aa _ 1 .h + f ( + 7) .(1 /1 а +. 1 а 1I 

• 
На десној страни имамо ПОЛИНОм А + А 1 ћ + А2 712 + ... + Аа .:.. 1 71 а - 1, 

У коме се налазе бројитељи А, А1 , :42,'" А" _1 оних простих раЗ.l10мака 
који се односе на а струки корен а. Ако, даые, обичним де.љељем 

, , l ' . . rp(a+'t) 
или помопу Шас аurш-овог реда ра:3ВИЈемо и леву страну l' ( Z) по 

, . 1 а+ t 
растуЬим С'l'епеяима КО.llИчине ћ, онда, упоређујуhи чдан по Ч.l1ан лево 
'и десно, налазимо константе А, А1 , ••• А" _ l' , 

Овај начин растављаља могли бисмо, независно једно од друго, 
да применимо на сваки многоструки корен једначине 1 ех) = о. Про-

стије'је, пак, да 'ову методу употребимо на остатак јl" (~] горље ФОРМУ.l1е. 
Тиме добија~IO просте раЗ.l10мке, који се односе на други корен Ъ и опет 

један остатак на који бисмо применуди исту ~leTOДY у погледу треЬег 
корена с итд .. 

ПРUЈlfер. 
ср (х) х+2 

'[(х) x'-5х3 +9х2 -'lХ+2' 

Овде је . 
ср (.'!» =х+2 

• 

лх) = х' - 5 х3 + 9 х' - 7 х + 2 = (х - 1)3 (:с - 2), 
• 

/1 (х) = х-2. 

Задата разломљена ФУНIщија разлаже се на ове просте разломке 

ср (х) А .111 .112 В 
ЛХ) (х - 1)3 + (х - 1)2 + х - 1 + х - 2' 
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Према горњој Формули 1), ПОШТО У њој ставимо а + 1,= 1 + ћ,,, - 1 = 2, јесте' . 

'р (1 + ћ) _ 3 + h _ " 
/1(1+1,)-. ~1+ћ-А+А,ћ+А.ћ +Е, 

, . . 
а када ооичиим дељењем раЗВИЈемо 

. 3+ h 
~:;--;- = - 3 - 4 1, - 4 h' + R • -1+1, 

• • 
и упоредимо ПОЈедине чланове ова два реда слеДУЈе 

А = - 3, А, = - 4, А 2 = - 4. , 

Констаю'У В, која се односи на прост корен Ь :.-. 2, добијамо по обрасцу про
шлога члана 95. 

с овим налазимо 
х+2 -3' -4 -4 4 

х' ~ 5 х' +!Ј ;.и2 ~ 7 х + 2 - (х - 1)3 + (х - 1)2 + х - 1 + х - 2' . 

97. Продужење ПРОШJlОГ ЧJlана. - Метода, са којом с~lO се упо

зшt.llИ У прошдоме чдану, има то преимуhство што нам показује Мl'е

барски израз бројите.!ьа простих раздомака на које растављамо pa:M01\I-
• 

љену ФункциЈУ. 

Да бисмо одредиди константе А, А 1, ••• А" _ 1, које се одное-е на 

а"С1'РУКИ корен а једначине ј" ех) = О, треба да се }1 ~:t ~~ развије 'IIO 
ра~туhим степенима кодичине h. Пошто се то може да изврши само па 
једап пачин (бидо простим дељењем, бидо употребом blaclaurin·oBe Фор
муље), то ьемо, ако ставимо 

ср ех) 
ј1ех) = ljJ ех), 

доб ити применом Maclaurin -овог обрасца 

ср(а+lI) .' . , '21јЈ"(а) 
/1 (а + 11) - ljJ (а + 11) = ljJ (а) + h ljJ (а) + h -1. 2 + ... 

tlJ(a·-l) ( а) .. 
. , .ћ"-1 1 2' 1 +Ј!"Е1 

.~ . . .. (а - ) 

означивши са 11" R 1 остатак· реда. У поређењем (Јвога с оним под 1) У 
Чд. 96. сдедује 

А е ) А ' . ) А 1jJ"(а) 
=1jJ а, 1=1jJ (а, 2= 1.~'· 

На основу овога изводимо овај општи образац. Ако ради скраћеног 

бедежења С'l'авимо 

,IЈ (х) = (х-а)а ср (х) 
't' ЈСх)' 

_ ( ь ~ ср ех) _ е . l)i. ср (х) 
х (х) - х- )< ЈСх)"" л:(х)- х- ј'(х)' 

• 
чисто ра.здомљена ФУНКДИЈа 

ср ех) ср (х) 
ј(х) - (х - а)" (х -- b)Гi ••. \X_I)L 



.paCT.aB.zьa се овако на просте раздом:&е: 

ср (хЈ_ 
ј(х) 

• 

. 1јЈ' (а) _ 1јЈ"(а) . + 
+ (х - а)а-l + 1.2 (х - а)а-2 ... 

. 1jJ(a-l) (а) , 
"'+12 ( l' .... а- )(х-а) 

х(Ь) 
+ (х- b)~ 

- i (Ь) 

+ (х - b)(i-l + 
, х" (Ь) . 

1 . 2 (х - Ь )(1-2 + ... 
X(I~.-1) (Ь) 

... + 1.:Ј . .. (.8 - 1) (х - Ь) 
+ . . . 

п (l) 
+ (х --l)' 

• • • • • • • • 

п' (l) 
+ (x-lУ 1 + 

• • • • • • • • • • • • 

, 
. по (l) 

1.2 (х -lj2 2 + ... 
nP-1) (l) 

... + -С. 2 ... (л - 1) (х - l) . 

, 

98. Случај имагинарних корена.' - На сдучај' да једначина 

{(х) = о има имагинарних корена имаhемо да учиниио мадУ иодиФин:а-

. цију при растварању раздои.zьев;е ФУНЕције j~:j н,а просте раздом:&е. 
, Пре свега знамо да се имагинарни корени јављају увек у спреговима. 

То значи: ако јеа +i,8KopeH једначине ЈСх) =0, онда је и a-i,8 
,њен корен. ПОJIиномf(х) је, дакде, де.zьив са (х - а;;;- i,8) (х - а + i,8), 
дакле де.zьив једним ТРИНОМОМ х2 + Р х + q • 

. Узмимо да су имагинарни Еорени а + i,8 иа':"-'i,8, многоструки 
• 

н. пр. n-струки, тако да Је' ., 

ЈСх) = (х2 + рх + q)" (1 (х). _~' 
- ' ~ '. "-

(1 

РаЗJ.lом.zьена Функција раствара се на 

ср (х) Px+Q СР1(Х) 
ЈСх) = (х2 + Р х + q)n + (х2 + р' Х + q)"-lf1 (х)' , (2 

где су Р и Q стварне KOHCTaHT~, а СР1 (х) један цео ПОдИНОЫ. 

Д01iаз. На основу идентичне једна'lИне 

ср (х)_ ср(х) _ Px·t-Q rp(x)-(РХ+Q)f1(Х) 
f(x)-(х2+рх+q)"f1(Х)- (x2+px+.,q)n + (x2 +pX+q)n(1(X) 

у стању сио да опРеде.диио Р и Q тако да бројите.zь другога члана на 
десној стран,И, а то је ср(х)- (Рх+ Q)f1 (х) буде де.zьив са х2 + рх + q, 
дакле да ,постане = О кад у њеиу заменимо х коренима. једначине 

x2+px+q=O, 'f.j.KaA ста~имох=а+i,8 и х=\а-" i,8, ' 
- - , -

:. '. OCHQBI! ЛНФИНИТЕ3НМАДНОГЛ РА!!УНА, .8 . . 



Ставимо 

СР Са ± iP) + [РСа -1= ip) + Q]f1 (а -+ i(3) = О, 
одакде 

3) Р С ') Q СР С а ± i (Ј) . .r . N 
а +- ~ р + . = f ( 'р) =.iJ.'.L ± ~ ,. 

1 a-I--~ 

где су М и N стварни и одређени бројеви пошто ј1 (х) није дељиво са 

х2 + Р х + q. Последља једначина раствара се на ове две 

• 
ив КОЈИХ • 

4) 
N 

Р=-" 
{Ј 

.' 
Пошто смо овако. одредили константе Р и Q можемо да ставимо 

, 

СР (х)- (Рх + Q)fJ (х) _ I ех) 
x2+px+q· СР. ' 

где је СРЈ (х) ств'аран И цео полином и долазимо тако до једшiчине 

СР (х) <_ Рх + Q + . СР1 (х) . е. d, 
(j~+PX+ q)nf1(X) (хЧ-рх+q)n (.#+px+q)n-lfl(x) q . 

П· .• т.· . СР1 (х) 
римеЊУЈУill1 ову ФОРмУлу H!i члан (х2 + р х + q)n-t Ј1 Сх) И продужу-

јуtи тако даље долазимо до обрасца , . 

где су р, Q, Р1 , QJ, ... [>,,-1, Qn-l стварне константе, а срп ех) једак 
стваран и цео полином. 

• 

, 99. Општи образац за растварање на просте раЗJlомке. - KOM~ 

6инујуtи Формулу 6) У прошлом ЧJlану са Формулом 2) У чл. 93. добијамо 
општи образац. '-

у случају да је,. 

• 

]l) ЈСх) = (х-а)а (x-b)~ .. , (x_l)1. (х2 + рх + q)" .. . (х2 + 7' Х + s)n. 

рационална и чисто разлом:љена ФунIЩiIја j~~~, разлаже се на прост~ 
])аздомке . ' 



ср(х)_ А _ А 1 + + Aa~l 
Лх)-(х-а)а + (х_а)а-l .,. х-а 

В· В1 В(Ј-l 
+ (x-b)fi +(x~b)fi-l +"'+х-Ь 

+ • • • • • • • • • • • • • • 

L 
+ (X-l)l 

+ Px+Q' + 
(:;;2 + р х + ч)n 

Р1 Х + Q1 + 
(х2 + Р х + ч)" 1 •.• 

Р .. -1 х + Qn-l 
"'+х2+рх+ч 

+ • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

R 1 x + 81 + (х2 + r Х + в)m-l + .. . . 
. .' .. +' Rm _ 1 х + 8m_ 1 • Ј 

х2+ l' Х + s 

+ Rx+8 
(x~ + l' Х + в)т 

!'115 

• 

(2 

Овде су А, А 1, •• '. Аа_1 , Е, В1, ••• B{J-l, ... L, L 1, ••• Ll - 1, Р, Q, Р1 , 

. Q1, ... Р,,-l, ~-1, ... R, 8, R 1, 81;' .. R m- 1, 8m - 1 стварне константе. 

• Да бисмо. чисто раЗ..l0:м.љену Функцију ji:j раз..lОЖИ..lИ на просте 
раЗJlомке према општем обрасцу 2) опредеЈlИЬ.емо прво раЗ..l0мке, који 

. се односе на стварне корене (чините.ље првога степена) на начин, који 
смо показали у Ч.il. 94.- 97. РаЗ.ilомке, који се односё на имагинарне 

корене (т. ј. на чините.ље другога степена), добиЬ.емо методом, која је 

И3.ilожена Ј Ч.il. 98. 
Наnом.еиа. У С.ilучају да једначина ј(х) = О има простих имаги-

нарних корена у изразу за ~,~:~ јав.љајуее оваква два раЗ.ilомка 
ср (а + i {Ј) 1 ср (а - i {Ј) 1 

и 
ГСа + ifl) х - a.,-;;-ifl ј'(а - ifl) х - а +ifl 

(в. једн. 2) у Ч.il. 95.), чији се збир доводи на Форму 

А+- iB A-iВ Рх + Q 
х- а -ifl + х -'- а + ifl= (х - ai+ {Ј2' 

где су Р и Q стварне константе: Р= 2 А, Q = - 2 (А а + В {Ј). 

дакле 

ЛР26.i\lер. 
'р (х) . 2 х2 - 7 х + 5 
.f(x) - х'-5х2 + 11 х-15' 

. 
• 'р (х) = 2 х' - 7 х + 5, 

.f (х) = х' - 5 х2 + 11 х - 15 = [х - (1 + 2 ;)] [х.- (1 - 2 i)] (х - 3), , 
а = " + i,8 = 1+ 2 i, Ь = " - i,8 = 1 - 2 i, с = 3, 

ј'(х) = 3 х2 -10 х + 11, 

8* 
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<р Са + i /1) _ 4 + 3 i 7 1. 
ј'(а + i /1) - 4 + 4; = 8 - 8" 

.. <р (а -i/l) _ 4-3; 7 1. 
!'(a-i/l) - 4 -4i= 8+8" 

<р (с) _ 1 
ј' (с) -Т, 

7 1 
<р(" +ij3) 1 + <р (a-i/l) 1 _ 4" х +"2 
j'(a+if3) x-a-ij3 j'(rx-;/I) x-a+ij3-(x-l)'+4 

• 
И према томе 

х3 - 5 х2 + 11 х - 15 

IV. 
Примена ДИференциаnноr Рачуна у rеометри;И.1) 

~ 1. Тангенте. 
100. Једначина тангенте. 2) - Под mсиuенmам иди дuрком, једне 

кр!ше диније разумемо крајни подожај сечице коме ова тежи при бес
коначном прибдижаваљ у љених пресеwих тачака. 

у 

I 

/ 
р' . 

, 
I 
,м 

---1'-----
~ ~ :,,?-,; . 

.. . 
I 

Ако означимо са х, у координате 

тачке Р на задатој динији, са х + Ь.х, 
У + D. у.коОРДинате друге ј Ц,не 1'ачке Р', 
да.кде са D.x=QQ', D.y=MP', ко-, 
Ординатне промене и означимО са тn 

уrдовни са,шнитеЈЬ сечице -Р У, а с 

поr дедом на то ШТО ј е У1' довни сачи-
• 

-нитеЈЬ = размери синуса угдова КОЈе 

права чини са координатним осама, 

ДОбиtемо, на основу синусне теореме 

~-::.s::-~/,--:,...,,-;,, ~N-;---- Х за D. Р Р' М, т' = D. У и према томе 
т Q- 'f' D.X _. ду 

Сл. 20. yrдовнисаwнитеЈЬтанrентеm=l~1n Ах 
.О' ау b"~O'" 

иди. т = ах' 
Уrдовни сачинитеЈЬ TaнreHTe изражен је, дакде, диференциаднИЈ\! 

];одичником ~~ иди првом ИЗводном оу' Фуmщије, која представља динију 
• 

на коЈУ заМИШЈЬамо дирку. 
• 

3а правоуrде координате је m = tg а раЗРlевајуtи под а угао КОЈИ 
дирка диније закдапа са Х-ОСОМ. 

.. 

- 1) Докази образаца, који су узети из АнаАИТИ'lие Геометрије, као и детаљно про· 
У'lавање крив~х Аинија, које су овде Hal!eAeHe као примери, иалази се у ИОЈ!е предмету 
АналUТИ'lна Геометрија у равни. -

.. . 
2Ј Садржи:ну OBOT~ 1ЈДана даЈе У ТАавноме 'lл. 36. 

- , 
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Угловни сачинитељ дирке у извесној задатој тачци Х1, У1 јесте 
dY1 . ау! . б' 

'ln = d ' ако 0значимо са d вредност, КОЈУ до ИЈа диФеренциални 
Х1 • Х1 

количн;ик, кад заменимо у љему текуье координате Х, у координатама 

Х1,уј, додирне тачке. ' .. 
. ,,1,пр.ема томе да ли: је' једн~чина криве линије дата у форми от
крИ'ВеНОЈУ = ЈСх) или скривеНОЈ Р (Х, у) = о имамо 

. . 

односно т -,- ~Y1 
Х1 

а Једначина TaHreH'l~e у тачци Х!, У1 гласи 

ЈУ1 
у - У1 = dX1 (Х -. хl) односно (Х - Х1) 

... 

dP 

. dP dF .' 
Овде су d и d вредности делимичних изводних Функције Р(х, у) 

Х1 У1 . 
ПО Х И по У, кад заменимо текуЪе координате ;Е, у координатама Х1, У1 

додирне тачке. 

101. Једначина нормале. - Норма.ља то је управна на тангенти 

у додирнојтачци. Према ресудтатима Аналитичне Геометрије љен 
. 1 +m cos[} 

угловни сачинитељ Је т" = - са m' угловни 
m+cos 

сачинитељ дирке, а са [} Према томе је 

dX1 + dY1 cos [} 
m~, = - dy! + dx] сов [} 

или, ако је једначина линије у скривеној форми I 

·dP dP 
- d cos [} 

dy! Х1 
т" = d~Р'oi--d"'"Р~--' 

d d 
cos [} 

Х1 у! 

За правоугле КООРАинате ([) = 900) имамо простије 
dP 

Једначина нормале је 

dX1 
У-УЈ = - (Х - Х1) или 

dY1 
односно 

dP . dP 
(Х - Х1) d - СУ - У1) d = О или 

У1 Х1 
" 

Х-Х1 

dP 



102. Дужина тангенте, нормале, поДтангенте и ПОД нормале. с''-
Ј1редпоставиhемо правоугљ.е координате. У томе је сљ.учају , 

ау = tg (f. 

ах ' 
• 1 

1+ 

l'јЈ,е је (f. угао који дирка љ.иније у тачци Р (х, у) чини са х-осом. 

• 

Из правоугдих троугљ.ова Р Т Q и Р NQ читамо да је дужина 

maH~eHme 
у 

PT=t=. , 
s~n (f. 

nодmаmенmе Т Q = Bt = у cotg а, 

.' у 

ЖЈрмад,е Р N = п = -.-=---
сов а 

nodHopMaAI!.QN = sn=ytg.a, 

. ЗtОЈе може да се напише: 
у 

'а 
. 1(--

!Ј' 
• • 

n=у 

аХ 
Вј= У d ' 

у 
~_~~~ ______ ~~~_x 
О т G N 

<;- - --St -- --х -.1'" ~ 
Сл. 21. 

ау 
Вn = у ах' 

103 .. Задатак. - Да се 'из та'Ше Х, У повуку тангенте на .ilИнију: 

Задатак ће бити решен кад нађемо координате ХЈ, УЈ додирних 

тачака. Њих heMo добити када узмеио на ум: да оне мора да задовоље 
једначину задате .ilИније, а 'тако исто и једначину тангенте, у којој, на 

основу тога што ,lJ,ирка npодази КрО3 тачку Х, у, треба заменути TeKyl~e 

Jtоординате координатама Х, У задате тачке. н,ООР,lJ,инате ХЈ, УЈ доби-
• 

hемл, дакле, И3 ове две Једначине 

односно И3 

Р(ХЈ' УЈ) = о 
.' dF аР 

и (Х - ХЈ) d + СУ-УЈ) d = О. 
. ХЈ УЈ 

. . 
1, Прt!JI!едба. Јеi'J,начина тангенте је у однос на координате додирне 
•• • • 
тачке за Јеi'J,ИНИЦУ нижега степена од Једначине криве ЛИНИЈе 

и ако пре,lJ,поставимо ову последну k-Tora с'гепена, Аакде јеАна
чину тангенте k-1-Bora степена, медује да горњи задатак 
има уопште k (k - 1) решење. 

1) На основу познаТJl:Х образаца 

. 1 : 1 
B~n а ;::::: .,; I 

, 1 + cotg2 " 

cos а = . 
1'1+ tg2

" 



• 
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Највеhи . број TaНl'eHaTa, . које c~ из jeДH~. задате тачке :МОГУ да 
повуку на какву КРИВУ дини ЈУ одређУЈе 'Кл,асу те диније. Ми· 
смо' овде показади ~a су диније ~-Toгa степена YOIII~ITe k (k-1) 
Едасе. Права ДИНИЈа, као ДИНИЈа 1- вога степена, Јесте динија 
О-те кдасе. JlиН;"Iје другога степема (k = 2) јесу 2. (2 -:-1) = 
2-ге кдасе, ДИНИЈе треЋега степена 3. (3 -1) = б-те кдасе итд. 

д · . У ЈуЈ(х· ) . 2. Приме ба. Ако у Једначини - УЈ = d - ХЈ односно У 
с Јр . ЈР ХЈ . 

једначини (Х':..- ХЈ) d + (У-УЈ) d = О замисдимо Х, У као 
ХЈ· УЈ 

теКУће координате, . а Хl,-'!ЈЈ као координате додирних тачака, 
онда је то једначина 1'еометриског места за додирне тачке свију 
тангената, које се могу да повуку из задате тачке. ми смо веЋ. 
приметИли да је ова једначина k-l-вога степена. 3а k'=2, 
т. ј. код динија другога степена она је динеарна и преДС'fавља 
подару тачке Х, У. Тако исто и код динија k-1'o1'a степена, 
зовемо линију, коју представља она једначина k-l-Bora сте
пена, nол,аром тачке Х, "1 У однос на задату динију k-Tora степена. 

104. Задатак. - Из тачке Х, У да се ПОБ-уче нормадана задату 

линиЈУ. . 
Нормада јеопредељена кад је позната тачка у којој она сече Jl.ИНИју. 

Координате Х1, УЈ те тачке добијамо из једначине задате диније, ПОШ'fО 
заменимо Х, У са ХЈ, УЈ, и једначине нормаде, у којој место текyhих 

координата· х, У ваља узети координате Х, )f тачке из које повдачимо 

нормаду, 3а израчунаваље координата ХЈ, УЈ имамо, дакде, Ове две 
• 
Једначине 

Х- Х1 - У-У1 

- Јр - Јр 
• 

dX1 dY1 

Примедба. Отуда, ШТQ су обе једначине: једначина диније и једна
чина нормаде истога С'fепена, н. пр. k-Tora степена, закључујемо да овај 
задатак има уопште k2 решеља. 

105. Задатак. - У правцу т да се повуку таН1'енте на задату 
• 

диниЈУ.-

Координа'rе Х1, 

односно из 

У1 додирних тачака надазимо из 

ЈУ1 
У1 = ј(ХЈ) И ЈХ1 = т 

Јр 

ЈХ1 
- -Tp~=m. и 

ЈУ1 

ПРttмедба. _ Ако је једначина диније k-тога степена, друга је једна
чина k-l-Bora степена и задатак има,као и онај у Чд. 103., уопште 
k (!;; - 1) решеље. 
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. 

106. Обрасци за поларне координате. - Узмимо да је једначина - . -
Ј>риве .dИНИЈе дата у подарнии Ј>оординатама. 

Правац T3.HreHTe у т~зи P{f1, р) утврдиhемоуrдом, Ј>оји ДИРЈ>а 
у ----------чини са по'rеrомта:кке Р. НеЈ>а је 

: ~ОРТ=џ- Из СДИЈ>е видимо да је 
I tg а - tgcp 

џ = а - ср, дакде tg џ = -1' -. Ад,о 

--, , 
+tgatgcp 

узмемо УПРЮЩУ у ';;ачци о према х-оси 
а., 

-"b--~!:--+:'?"-~---'-' Х.за y-~cy правоyrде Ј>оординатне системе, 

, 
S' t: , , , , 

Сл. 22. 

t 

, , , , .. 
" т 

онда Је' 

tg ср = JL, 
х 

и према 'roMe 

ау у 
--

ах х 
tgfL = . d 

l+ JL у 
х ах 

. ау 
tga= ах 

xdy-ydx 
xdx+ydy' 

• • • КОЈе' се, опеТ,на основу Tora што Је 
. • 

"; = е сав ср, у , е sш ср, 
Јх = савср d е --'- е sincp d ср, d у = sin ср d е + е cas ср d ср, . 

-
· 

може да напише 

· е cas ср (sin ср d е + е cas ср d ср) - е sin ср (ca,s ср d е - е sin ср dcp) 
tg џ = е cas ср ( сав ср d е - е sin ср d ср) + е sin ср (sin tp d е + е сав ср d ср) 

• 
иди ПрОСТИЈ е 

• 

Ако кроз под О повучемо праву N 1; управно на nOTery О Р, оща 
је (из правоyrЈ1ИХ троуrдова РТО и PNO) 

noљщmа mаюеnmа Р Т = t = е ,.JJOJIaJ?1ta nормаља Р N = 11 =. е , 
. cas.' s~n '! 

у/'" ~ 
nољарnа nодтаюеnmа --~ nољарnа nодnормаља .-:::-

• 

ОТ=St=еtgџ, / ОN=s,.=есаtgџ, 
~~. 

иди на основу rорње вредности за tg џ 

11= 
ае 

S,,= d . 
tp 

.>: . . ,; . 

. Примедба. Треба имати у виду, да су овде, Ј>ао иу обрасцима у 
• • • 

чд. 102., за t, 1!, St и в" узете апсодутне вредно.СТИ . 
• 



107. Примери. 
1. Пример. Средишна једначина7<Рllга: 

х2+у2 = г'. 

Угловни сачинитељ Дирке: 
ау 

ах 

• 

• 
у 

Према ~'ОЋlе Једначина тангенте у тачци Х1, У1: 

Х, • 
У - У1 = -,r- (Х - Х,) или ПрОСТИЈе х х, + у У' = ,.2. 

У' 

Ј едначина нормале: 

у - у, = _У_' (Х - Х,) или 
х, . 

х у - • 

За КОНй'РУIЩИЈУ служи закључак, да нормала пролази кроз средиште, 
• • . а TaнreHTa Је управна на пречннку у ДОДИРНОЈ тачци. 

Даље IIалаЗlffiIO: 

t = У 1 + - = Ј!.. ", V у2 
х2 Х V Х· 

n=у 1+-' =г у2 , 

у у2 Х 

S, = у. х _ х' - .--S -у -Х 

'"~ У -- . 

2. Пример. СреДIIшна једнаЧIrна ели.nсе: 

х'. у2 -. +-·=1. 
и2 Ь2 

Угловни сачинитељ Дирке: 

ау 
-~ 

ах-

Ј едначина тангеите у тачци Х" у,: 

• 

Ь' Х, . 
У - у, = - (Х - Х,) или Kpahe 

а2 у, 

Једначина нормале: 

а2 у, 
у - У1 = Ь2 (х - х,). 

Х, 

<-

V а'у2 
t =.у 1 + Ь' х. п = у V1 + Ь' Х· = ~ Уа2 _ ,2 x'~ 

а4 у2.- а ' 
• 

Ь'х 
SlL = а2 ' 

а2 y:l а2 - х2 

S, = 62 Х =. Х , 
а2_Ь2 

,2·---~2-· 
а 

3. П р"мер. СреДllшна ј едначина хиnербо.,е: 

.v2 у2 

а2 - Ь2 = 1. 

Одавде: 
ау 62 Х 
--"",,-

аХ а2 у 
• 

• 
и на основу тога· Једначина тангенте у тачци Х" у,: 

Ь2 Х, ,. Х Х, У у, __ 1. 
У - у, = 2 (Х - Х,) или краде -- - "Ч". 

а У'. . . а2 ·6' 
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Једначииа нормале: 
а'у, 

у - у, = - . (х - х,). 
, b~ х, 

Даље имамо: 

, 1/ а' у2 
t = У V 1 + Ь';Х' 

ау 
=-

'Ь 
У.·х'-а'. 

Ъх а 

а'у 
S, = У Ъ' х х 

Овде је 

• 

4. Прuмер. Темена једначина nараБОfе: 

у2=2рх. 

Угловни сачинитељ дирке: 

dy р 

dX=Y' 

Једначина тангенте у тачци Х" у,: 

у - у, = Р- (.0; - Х1) или простије у у, = Р (Х + Х1). 
у, 

.Једиачина нормале:. 

у, ( 
У - У1 = - р х - Х1). 

Најзад налазИ1l1О: 

-УУ'-2Х s - -- , • р 

р 

SK = У У =р. 

Ово последље може да се употреби на конструкцију ДИРl'е и нормале, јер 
• 
Је подтангента равна два пута апсциси додирне тачке, а поднормала 

константно равна параметру. 

5. ПРUJиер. Најлова парабола: 

у 

Сл; 23. 

у' = Ах'. 

Угловни' сачинитељ' дирке: 

. dy 3 А xz 3 У 
dx- 2 У=2Х' \ 

Једначина та'Игеите у тачци Х1, У1:, 

3 У1 
У - у, = - - (х - х,) 

2 Х, 
или 

х + у =1. 
х, -у, 

3 2 
х, - У1 • 

llомоћу одсечака 3" и. 2 лако Је 

конй'руисати дирку. ВИДI! сл. ,23., где 
ј е за тангенту у тачци Р (Х" У') уаето 

ОТ= OQ 
. - 3' 

ov=_PQ 
.' 2 . , 

• 



б. Прu,м<зр. Проста цuх;лоu(jа: 

х = а (ш - .in ш), 
. у = а (1-соош). 

Из dх=а(1-С08ш)dш, dу=авinшd.ш следУје 

dy 
dx 

.:Jin оо 

1 - СО8 lJ) 

. ш ш 
2.ttn- С08-

2 ш 2. = cotg; . tg (; _ ~), 
2sin2 -

2 

дакле tg а = tg (; - ; Ј :п: ш 

или а = 2 - 2' ако, као и до сада, са а 
• 

означимо угао, КОЈИ ДИРКа чини са х-осом. На томе оснивамо следеh.у 

• 

!I 
в 

• 
• 

• 

ОХ N D А 

Сл. 24. 

конструкцију таигеите. ПроДУжимо N а до пресека Е и спојимо Р са.Е, 
па добијамо дирку у тачци Р. ОВО се потврђује тиме што је <}: Р R N = 
1 1 .:n: ш 2 ш (периФериски угао .- 2 среДИIIIИОГ угла), а.-1:: RT N = 2 - 2' 
дакле = а И услед тога права Е Т таш'еита цнклоиде у тачци Р, а 

PN нормала. 

ПРUJl!еМll. Ово последње, да нормала ЦИКЛОllде пролази кроз додирну 
• • 

тачку круга и ЛИНИЈе дуж КОЈе се он котрља, важи сасвим опште за 

све циклоиде. Тај став може да послужи да на врло прост начии кон-
~- . . 

струишемо нормалу и тангеиту на циклоиду у КОЈОЈ било тачци. 

е2 = 2 а' СОВ 2 ср. 

'9 

• 

'. 

Сл. 25. 
Отуда 

• 
што Је 

dcp е 
= - ::-сс-'с-=--

de. 2a'.in2cp 
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. 'd f{J 2 
tg fL - f! - f! 

- df! - -2a2sin2'f' 
налаЗ]IJ}IО 

= -cotg 2 'f' = t9 (; + 2 'f' ), 
'п ' 

fL =2+ 2 <Р, 

одакле заклучујеЋIО да нормала Р N чини УЈао 2Ч' са потегом у тачци Р, 
ресултат који можемо да употреБИЋ10 за КОНЙ'РУЮl,Ију НОРЋшле и TaнreHTe. 

8. Прщиер. АрХИ.7IIедова спирала: 
(!=a'f'. 

Овде је поларна IIо,'\нормала 

df! 
S". = d 'f' = а, 

- . 
дакле константна н КОНСТРУКЦИЈа дирке је, преиа томе, врло проста. 

Види сл. 26. • 

А ~. _ . _ . _ ~_. ~. _ _ _. 
I • 

Сл. 27 . 

. 
Сл. 26. 

9. ПРU.lllер. Хиnерболи.nа спирала: 

(! f{J а. 

КОНСТРУЮЏlју тангенте осниваЋlО на TOl\le што је поларна подтангента 
константна: 

(!2 d 'f' 
S, = d = а. 

• (! Види сл. 27. 

10. Пример. Параболи."а сnирало: 

• , 

rг2 = 2 р <р., 

. За конструкцију тангенте иоже 
да се употреби ноларна нод-

НОРЋшла 

drг р 
S - --
tt- dcp - f! 

f-.L-:----j-- х и то на овај начин: да бисмо 
повукли дирку у тачци Р на

правиhемо OL = р. На управној 
према О Р У нолу одредиhемо 

ОЈ = 1. Затим hel\lO новyhи 

LN 1/ РЈ. Тада је PN нор-
Сл. 28. иала, а управиа на њу у тачци 

Рдирка спирале у задатој тачци. 
Из СЉЧНОСТИТРОУЈловаОLNнОРЈследује ОL:ОN=ОР:ОЈили 

р: О N = (!: 1, одаЮlе ON = 'l'.. а то је в.". 
(!. 



11. При.мер. ЛогарumаЈI!СI<l! Сn1lраАа: 
• 

<р 
f! = а . 

Овде је 
d 1 <р 
г- - , 

• '<jf!\ f! ln а 
дакле " 

. d <р 
tg,u=f! d 

'1'(> ". 
1 
а 

KOHc'raHTHo, па и угао 1-' константан. Ова 
. ',' 

спирала иnra то значаЈНО СВОЈСТВО, да 

сече СВе потеге нод истим yrлом. Зб.ог 
• •• 

'ЈСOl'а СВОЈства ова се лии~а зове ЈОШ 
• 

Loxod"o1l,ica plana. Оиа је стереограФска 
• • 

ПрОЈеКЦИЈа на екватор од локс.одроме 
• • • 

на лопти,т. Ј. ЛИНИЈе, КОЈа сече· све 

Ћшридијане под ис~ yrЛОЋ1. Познато 

је,да се по тој лин~и управљају БРОДОВII 
на мору. 

N 

о 

Сл. 29. 

Тшrrеиту Ћ10же~IO да конструишемо помоhу поларие подтапrеШ.'е 

(>2 d <р (> 

St =, d (> 1 it а 
; 

итr ПОЋlоhу поларие ПОlЏIормале • 

. 
<i 

8 ,=' ,(> = п ln а . 
'" ·d<p·' . 

" 
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у. случају да је а = е имамо пј:юстије si.= sn = f!. 

12. IIр".мер. К":,хйuде: то су ,~инщје, које ';общја~о, кад све пот~ге једне 
задате тlIШЈе продужимо или скратимо ~a извесну ста.iШУ количину С" 

За ЈНа који поларни угао' <р по- у 

стоји Дак.'1е ИЗЈНе~у потеге f! 1 
• 

задате. ЛИНИЈе и потеге (> њеие 

копхоиде једначпна f! = f!1.± с. 
Одавде следује 

а то значи, да су поларие поднор-
• • 

мале заЈедаи истиугао <р Једнаке 
• 

за све конхоиде са заЈедничком 

основ:iщоМ. Из овога заклучујеыо, 
• 

да се, ако нап! Је позната кон-
• 

СТРУКЦИЈа нориале итr таигенте 
• • 

. Једне. ЛИНИЈе, врло лако иоже 

конструисати и нориала одиосио 

таигента њене конхоиде . 

" , " , I I 
\, I I 

' .. "-1 " "', .... -- -

Сл. 30. 

. Тако н. пр. код Паскалове линије, која 'TaKo~e није ништа до КOllхоида 
са кружном ОСНОВОЈН, налазимо Tam:CHTY у тачци Рl (В. СЛ. 30.), кад 

. повучемо у тачци А1 НОРЈНалу круга, дакле спојимо А1 са срединrrеЋI С 
и . опредеШIl>IО поларну нориалу О N. Пошто је ово у исто вреие и под-
5l0рЋ1ма конхоиде за тачку Рl, то следује, да је Рl N нормала, а управна 
на њу у тачци Рl тангента Паскалове линије' у тој ~'ачци. 

• 
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2. Асимптоте. 
108. Асимптоtе у паралелној системи. Под' 

-
асuмnmomом . .- • • 
бесконачној Једне криве ДИ!ШЈе разумемо такву праву, КОЈа ДИВИЈУ у 

• 
даљини дОдИРУЈе. 

Права АВ је асимптота диније MN, ако одстојање РС између 

щ)аве и ди:није опада са растењем yдaљeнi'li тачке Р од почетка коорди

• 

ната, тако, да је најзад Zim РС = О за 

х-оо, иди У = оо, иди зах= оо и у=оо. 

_ Узмимо, да је У _ m х + Ъ једначина 
асимптоте АВ, хЈ и УЈ координате тачке Р, 

• 
дан.де ОДСТОЈање те тачке од асимптоте 

pc=YJ-тХ1 -Ъ 
. -У1 + т2 • 

На 
• 

основу торе реченога мора да Је 

Z• Yl-тХЈ-Ъ '0 
А 

~т = -
У1+ 1112 . м . 

- . 
иди у претпоставци, да Је m коначно Сл. 31. 

није т = ОО, т. ј. права АВ ниј 

у"осом') Zim(YJ-ilI~хЈ-Ь)=О, одаRJIе Zim(YJ-mхј)=Ь. На 
_ УЈ • 

овога можемо опет да ставимо У Ј ~ m Х Ј -- Ъ = s иди - = т 
ХЈ , 

тде је s таква кодичина која ИIНчезава растењем ХЈ и УЈ У 

Из поедедњег сдедује Zim Ji! = т, но пошто ј е овај количник на '",,_ 
. ХЈ -

С'Ј'рани за ХЈ = оо И УЈ = оо неодређен = ~ , то је 

дакле 

d (УЈ) 
У dXl lim _~ = -,,~- = Zim 
ХЈ d (ХЈ) 

d ХЈ 
d УЈ -

УГДОIЗНИ сачинитељ аСИМП'l'оте т = Zim d ХЈ и према томе одсечак 

Ъ = lim (УЈ - ХЈ ~;~)-
Једначина дирке у тачци. ХЈ, 

d УЈ 
У-УЈ= d (Х-ХЈ) иди 

ХЈ 

УЈ гдаси 

d УЈ d УЈ . 
У = d х + УЈ - d ХЈ· 

- ХЈ ХЈ 

1) У C.!lучају, да ie т = оо, т.ј. асимптота // са у,ОСОМ, горње ИЗ.IJ.агање престаје 

важити. Међутим сва се измеиа своди на то, што у овоме С.IJ.учају треба решити једна

чину тангенте, место по ординати у, ПО апсц-иси х, а иначе поступити као и rope. Случај 
• 
да је асимптота .lJ.Иније Ј/ са у-осом карактерисан је тиме што је за извесну вредност х-а 

ордината у = оо. Исто тако, кад је асимптота // са х·осом, онда је за извесну вредност 'I/-a 
а,псц-иса х = оо. 
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3а бееконачноудаљену тачку додира, т. ј. 
начина тангенте у ову 

• 
за х} = оо претвара се Јед-

, 

а то је једначина асимптоте у = т х + ь У претпоставци, дакле, да 

теже (при бесконачном растењу оА Хт и У1) извесним одређеНfIМ вред

ностима т и Ь. 

Одавде изводимо следеЋу методу за опредељавање асимптота кривих 
. . 

ЛИНИЈа. 

У . . d У1 ( ). / 
Једначини 'l'ангепте у - У1 = d х - Х} треоа, на основу 

Х1 . 
једначине задате Jlиније у = ј(х), ставити за У1 његову вредност 

У1 = ј'(Х1) и написати дaК.ile једначину дирке: у -ј(''С1) = Г(Х1) (х -Х1) 

или 

Ак",. прет"поставимо затим, да је Х1 = оо И нађемо, да се при томе Г(Х1) 

и ј'(Хl) - ХIГ(Х1) приБJlижапају извесним одређеним вредностима, н. пр. 

добиhемо једначину аси:мптоте: 
• • 

у = х lim ј\Х1) + lim [f (Х1) - Х1 Г(Хl)] или у = т х + Ь. 
Х ! = оо ' Х1 = оо 

109. Асимптоте у поларној системи. - УзмшIO ПОЈЈарне коорди

нате. Нека је права АВ ·аси.мnтота линије MN (п. сл. 31). У колико се 
• 

'rаЧltа Р буде више удаљавала од пола О, у толико ће пот ега (! - о Р 

бивати, даКАе све веЋа, и све више тежити извесноме- правцу О п, па 

даКАе и' ПОJlарни угао rp све више прИб.ilижавати се извесној одређеној 
,"'" 

вредности а. Кад се тачка Р буде удалила у бесконачност, потега (! = оо . 
. доБИЋе положај О D 11 А С, а поларни угао вредност ср = а. То значи, 

ако Jlинија има асимптоту и ако је за извесан поларни угао ср = а. 

потега (! = оо, асимптота мора бити у правцу а. Из правоуглог троугла 

орп читамо DP=(!sin(a-. ср). Одстојање асимnтоте од почеткако~ 
ординате ј есте дакле О А = lim D Р ~ lim [(! sin (а - ср)]. п роизвод на 

десној страни ове једначине јавља се у неодређеноме виду оо . О. пg, 

познатој методи за изналежење правих вредности неодређених· израil~; 
имамо 
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ОА = иm [е sin (а _ р)] = Zim sin Са - р) 
е = ОО .~ =00 ~ 

е 

=lirn 

d 
d tp [sin Са - р)] 

= lirn ._ca_s-,(c,a~~p,-"-) 
~=oo d (~J 

d р е 

Zim сав (а-р) 

~=OO ае 

1 

[ . d е 
~m 2а 

~=ooe tp 

е2 d Р 

с поrледом на то, да ова последља количина. на десној страни иза 

знака lim Јшје ништа до поларна подтанrента асимптоте, можемо казати; 
ако подтанrента линије [или производ е sin (а - р)]' тежи извесној од

ређеној и коначној вредности ОА, кад ставимо р = а, за који yrao Је 
• • 

е = оо, онда задата лию~а има асимптоту и то у правцу а и ОДСТОЈаљу 

О А од пола. 

110. Примери.-
1. ЈЈршltер . . Хunербо.ltа: 

О . . h 11' d У1 'С Ь х, 
вде Је У1 = ±-а. х/ - а2 , dX1' lIт! Ј Х1) = ± -77==;;'=="7 

аУ х,2 _ а2 

II према томе yrловни саЧllllитељ аСllмптоте (в. чл. 108) 
. 

Ь. х, . Ь. 1, Ь 
'" = ± - /,т r = ± - l,m = ± -. 

а Хl=ОО! ХI2-а" а 4=~ .. 1 а2 а 
р--

. Х12 

За угловнп сачинитељ добијамо, AaKzre, две вредности 
. .' h Ь • 

m=+- П т=--. 
а а 

Одсечак, који асимптота' ЧllllИ на у-оси, налазиnrо из 

f(х,) 7" Х,!'(Х1), кад cTaBlInro х, = ОО. У наше;\! примеру је 

. . . 

1 . 
и према. трме. одсечав: на у-оси = =+ аЬ Њn r = О. 

с· . "'.=00/ х,( - а' 
• . . . 

Ас!!nштоте (има их две услед двојаке вредности за т) пролазе, дакле, 

кро:з nоче'ЩК к.,?ордината. Љихове су једиаЧllне (в. чл. 1U8.) 
" 

ь ь 
У = -' х II У - - - х. 

а а 



2. IIrJuMerJ. lfе",vютов лuст: 

Х3 +У3_'аху=0 

, IIЛИУ поларним координатама (х = f! С08 'р, У = f! .;n <р) 

одак.-rс 

d е (со.3 <Р + 8јn3 ,р) (со.' 'Р - .;,,2 <р) + 3 з;,,2 ср сон2 ср (С08 ср'- 8јn ср) 
,-'- = а -,- , .-"--'-'-'--"--'----'-----'.-'--. 
d <Р . (С083 <р + sin3 <р)2 . 

а на оснопу Tora 

n 2 d ср 
« d I! 

Да БИСl\IО 

(сos 3 ср + 8;"3 ср) (С082 <Р - 8;n2 <р) + 3 зin2 ср сон2 ср (соз ср - 8јn ср) • 

определили аСИDIПТОТУ треба (на основу чл. 109.) узети 

2,l,p . 
I;m f! d . Но ире тога ваља, опет наtш за коју вредност се поларпог 
Q = оо е, ' \ .. 
угла 'Р hocTaje f! = ОО. 3аово нам служи јеДЮ1'lина задате ЛlIније. Из 

• 
ње нидивro, да I! DIоже само тако постати оо, кад Је именитељ . . 
С083 ср + 8;n3 ср = О, дакле СП, ср = - .јn ср, а то је за ср = 90' + 45' У 

. '. . 1 1 
коие Је случаЈУ 8Щ ср = у 2' а С08 ср = - ]/2' 

Правац аСlШlllтоте је дакле oдpe~eH уг.ч:ом 

се = 90'+450 . 

. ОДG~·ојање О А асимптот.е од. по.ч:а иала3ИllIО (HODIO!iY једн, у ч.ч:. 109.) 

d . 2 2 

/ • , ср l' _-;c __ -c-cc-.,--,-c;--_a_.c-'''Cnc-'<p""co~,cc' -c'p"-cc----",o,--:-----::-~ ,т I! -- = t'm -;- , 
~ = '" d f! (со.8 ср + в;n3 ср) (С082 ср -, 8;n2 ср) + 3 8in2 ср со.2 ср (С08 ср - .;n <р) 

, -:. -

(за .јn ср = - со. <р) или 

а 1 
--lim 
3 ~ = 1350 со. ср - .in ср 

а 

• 
Пошто смо пашли одсторње аСИМПТОl'е од пола и љен правац можемо 

. / 
,,----.,/1. 

/ 
~/ ' 

N' 
" , , 

Сл. 32. 
. I 

ОСНОВИlif!l Ф)!НИТЕ3I1i11АЛНОГ А .. РА \lYHA,', 

• 
"- • 

• 

х 
./ 

/ 

ј е ;тако конструпсати. На 

основу с.ч:, 32, где је 

-а 

ОП = 1,' 
3 r 2 

х- х ОП = 90'+45' 
< • , ДООИЈ::Сl10 координатне 

сечке 

• 

од-

асимптоте у праВОУГЛОЈ си-· 

стеl\IИ 

х + у 

а а -- ---
3 3 

ИЛlr 
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3. Пример. Сmроrјјоид'L: 

• 

х3 + х У су + 2 х co.~) - а (х' - у') = о. 

Преведимо једиачину у поларне координате са полом у координатном 

почетку и осом у правцу х-осе. Ставимо дак.'lе 

.in (~- 'Р) 
х=(! .in~ , 

• 
8tn ср 

"-о ., - о; • 0..' 
S~n v 

па ћемо добити (пошто 

по (!) 

скратимо целу једначину са . ~' н. решимо је 
. 8tn if, 

. а 8i11 ~ [8i'" (~- 'Р) - sin' 'РЈ _ 
f! = .in (Й - 'Р) [8in' (~- 'Р) + .in' 'Р + 2 8in (~- 'Р) sin 'Р С08 ~Г ~ . , 

"----.~. -А \( -......, ,', 
,<-,'С.,.. --- I . 

Да бис~lО опредеmImr 'правац асимптоте треба да нађемо вредност уrла 'Р, 
за коју је (! = ОС. ОВО последње је случај, кад је именитељ у изразу 

за f! раван нули. Тај jIМеНIlтељ представља се у ВИдУ производа и, као 

такав, он је раван нули, кад је једаи од чинитеља раван нули. Потеra (! 
је бесконачно велика или кад је sin (1} - 'Р) = о или ако је 8in' (.9 - 'Р) 

+ .;п' 'р + 2 .;п (~- 'Р) .in 'Р С08 ~ = О. Први услов даје за 'Р вредиой' 

'Р =~ . 
• 

. ДPYlЋ УС.чов ие води ничему • 
стварному, .l ер из 

о = .;n' (1} - 'Р) + sin' 'Р + 2 .;п (~ - 'Р) 8in'P со", .9 
= .• in (.9 - ,р) [8in (1} - 'Р) + 2 8in 'Р со • .9Ј + sin' 'Р 

= С sin .9 со. 'Р - С08 .9 .in 'Р) (а;".9 со. 'р + С08 .9 8in 'Р ).+ 8in' 'Р 
== sin2 {} соа2 ср - сова .э- sin2 lfJ + sin 2 l.fJ 
= 8i'n' fJ- соа2 (Р + sin2 lfJ sin2 :t . __ sin2 _.& 

следује, да би КООРДЈШМЋИ yrao ~ морао бити = О. 

I , , 
I , 

I 
I I 
I • , 
I , 

I I 
• I ' 
\. ' 

/ 
I 

I 

/ 

/ 
/ 

/ 
I 

, 
-/. -------

\ 
\ 
I 
I 

• 
I 
I , , 

I -- ---- --' • I 
• I 

/ 

" , 
'/ 

, / 
'- ------

, , 
I 

I 
I 

---- _ ... ----- -
Сл. 33. 

• 

I 
/ 

// 

• I 

/ 
I 

I 

, 
I 

'1 

, 

Једини слуqај, у Jj:onre је (! =::1:), то је дакле <за 'Р =.9. Пошто cn10 нашлн 
правац аСIlмптоте добиfiемо њено одстојан,е од пола, кад' узмемо 



I 
I , 
I 

d (! .=.а .јn {}(.јn ({} - <р) [.;n' ({} - <р) +8;n2 <р 
d <р . + 2 .. in ({} - <р) .пп <р со .• {}]. [- .in ({} - <р) со. ({} - <р) 

_ 8јп <р С08 <р] - [8in 2 ({}- <р) - .;n2 <р] [- 3 8јn' ({} - <р) СО. ({} - <р) 

+ 2 .in ({} - ср) .i?l <р СО. <р - со. ({} - <р) .јn· <р . 
+ 2 .јn' ({} - <р) С08 <р С08 {} - 4 .јn ({} - <р) С08 ({} - <р) 8ј" <р со. {}]} 

: 8;n2 ({} - <р) ["јn' ({} - <р) + .јn' <р + 2 8in ({} -:- <р) .јn <р со. {}Ј2, 

дакле 

n2 d <р = а .ј,. {} [.,n2 ({} - <р) - 8in' <р]': 
'< d (! . 

(- 2 ,,;n ({} - <р) [8;n' ({} - <р) + .;n2 <р + 2 "n ({} -<р) ';"<р С08 {}] 

>< [.јп ({}- <р) со. ({}-<р)+.;n <р СО, <р] - [.i"'({} - <р) - в;n' '1'1 
Х [- 3 .,n2 ({} -<р) С08 ({} - <р) + 2 .;n ({} - <р) 8i,~<p С08 <р 

+ 2 8;'" ({} - <р) со. <р со. {} - i .;n ({} - <р) С08 ({} - <р) .in <р С09 {}-
С08 ({} - <р) 9;n' <р]} 

коју је вредност (! = оо) и ПРС~И:\IО 

, 

граници, '1'. ј. стаВИћIО <р = {} (за 

• Z. "d<p" . u 
1m. 0- -~- = - а 81.n џ. 
IJ=~ d(! 

, 

, 

3'1 {} . 900, т. ј. код праве СТРОФОJIде је <р = 900, lirn ('. ~ : = а. Асим
ш'о'га Ј е, д&кле, код косе и код праве с'грофоиде паралелна са У-ОСОМ. , 

. Види слике 33 и 34. 

у 

I -~- -- .... , , , , , , 
/ ... 

/ " I , , / , , , 
Ј \Ј у 

~ 

I ' I I 
I \ 
I \ 

I I 
I I , 

I 
I I I \ I I • I \ I 

\ ' I 
,1 \ 
~ \ 

" 
\ \ 

I 
, \ \ ... \. \ , ... ..... 

I " , .... 

, 
I , 

I i , , , 
I 
I , 
I . 
I 
I , 

, 

I , , 
I 
I 
I , , , , 

... 
\. , 

\ 
\ 
I , 
I 

" 

" 

',' 

Сл. 34, 

\ 
I \. 
I I 
I , 
I I , I 
, I 

/ 
I ' . I 

I 

I , 
I , 
I 
I 
I , 
I 
I 
I 

, 
• 

' , 
I 

р 

\ Сл. 35. 

I 
I , 
I 
I 
I , 
I 
I 
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• 

4. Лрu:мер. Цисоид,,: 

2 
si·n2 (ЈЈ 

f! - r . 
- С08СР' 

Као ~TO ВИДИМО пот ега је I! = ос, за ср = 900. Правац асимптоте је 

дaк.~e /1 са У-ОСОМ 
" = 90· . 

Даље налltзљ'\1О 
• 

из Једначине цпсоиде 

. d о 2 8in ср С082 ср + "n3 ср 2 , . • i1l ср (2' . 
~' = 2 ,. -' = С082 ср + ",,,2 ср) = 
d СР' С082 'Р С082 ср 

2 ,. 8;11 ср (1 + со" ср) , 
d ср 2 ,. 8i,.З ср . 

даме !!' - .... = -. и преиа томе 
d !! 1 + С08' ср одстојање О А асимптоте од 

пола односно почетка КООРДlшата 

d ср 2 ,. 8in3 ср 
иm!!2. =иm . =2,'. 
е=оо Ј(! (р=90о1+С08'ср 

Внди сл. 35. 

f! ср = а. 

11 . а . 
З . тога што Ј е Q = q; ВИДИ~IO, да Ј е А_- ________ _ 

I Р . 
/ \~ 

f// Q\ 
!! = ос, за ср = О. п рапац аСИћштоте ј е 

даЮIe I i са поларном осом 

" \\ " = О. 

~~/~~~------~.~----: • Ј( Одстојање О А' од пола добијамо ИЗ по-

q ларне подтангенте Н, = (!' ЈЈ СР, која је у 
.' !! 

овоме. случаЈУ .константна н 'ro Сл. 36. 
а 

(В. пример 9. чл. 107.) Впди сл. 36." 

6. Прu.мер. д огар"",а.мСЈ>11 

. Х' 
у = /) . 

Овде је ~ ;; илпf'(х,)= /,x'l Ь, ј(х,) -- x,.f;(X,) . ьХ , (1- x,l Ь). 
I 

IСад БПСЈ\100 по упутству чл. 108., стапи.'1И овде Х, = оо нашлп бп, како 
• • 

за УГЛОВНII саЧИIlитељ, тако и за одсечаь:, КОЈИ ЛIППI]а ЧИНИ на у-оси, 

бесконачно велику предност. Опаква аСIIмптота -не постоји. Али, ако 

СТШ)ЈШ1О Х, = - оо добlltемо 

• . 

иm [лх,) - Хl/'(Хl)] = lim ьХ, (1- x,l Ь) = О. 
х :::::;: - оо х=-оо 

На оснопу ПРПOl'а pecy.'lТaTa закључуј()ћlО, даје асшштота 11 caX-ОСОћI, 
а на ОСНОПУ другога, да пролази кроз почетаIF координата. То значи, 

• • 
да Је сама х-оса асимптота ове ЛИJIИЈе. 



з. Анвелопе. 

111. Једначиl-tа анвелопе. - Нека је 

. F (х, у, а) = О 
ОIIшта једначина за цеду једну врсту динија. Под а разумемо ПРОИ3-
ВО.љну Iшнстанту, која опредељује БДИJi>е поједине диније у задатој 
групи динија. Једној задатој вредности од а одтовара дакде јеДна, изве
сна .НlНија те трупе и обрнуто: разним вреДНОСТИ~Ia КОДичине (пара

метра) а одговарају разне диније. Тако н. пр. параметрима а и а + /',. а 
• • 

одговараЈУ ДИНИЈе 

Р (х, у, а)=О и Ј!'(х, у,!а+/',.а)=.о. 

:Координате ЊI1хове пресечне тачке Р задово.zьавају обе једначине у исто 
. . , 

време, па и сваку другу Једначину, КОЈа путеы саоирања, одузимања, 

множења иди дедења из њих произидази. Itоординате пресечне тачке 

р :ЩДОВОДИће, дакле, и ове две једначине 

] i'(' ) О Р(х, у, а + /',.а) - Р(х, ,1}, а) = О. 
, :r. '/1, а = И 

•• Ј /',.а 

Ако пред поставимо, да је /',.а бесконачно мадо, т. ј. ако предпо
С'l'ави~IO, да су .шније, којима припадају параметарне вредности а И 

а + /',. а, бесконачно прибдижне једна другој, координате тачке пресека 
ових задово.zьиће једначине 

]1' (х, у, 

иди простиј е 

а)=О 
. Б' (х, ,у, а + да) - Р ех, у, 

и lиn, да 
6а=0 

" аЈ!'(х; у, а) '0 
Ii(:суа)=Ои '-=. .' , da 

а) 
=0 

(I 

l'еомеТРИСIШ ыесто тачака, у којима се секу две и две бесконачно 
приближне Jllшије извесне групе F (х, у, а) = О, зове се анвелоnа 
(Uml!tilltшgskпгvе; enveloppe) тих динија (Iшје се опет у однос на ову 
зову die Eingehtillten, enveloppees). 

112. Продужење. - Једначину анведопе једнога низа линија 
р (х, у, а) = О надазимо, кад едиминујемо из горњих једначина I. па
раиетар а. На тај начин добијамо једначину, Iшја важи за све вредно-

.. '.. . 
сти од а, т. Ј. Једначину, КОЈа важи :щ тачке пресека СВИЈУ поступних 

линија у задатој. трупи. 

Није теШI(Q ДОItаз'а'l'И, да анведопа једнога низа дин~ја додирује 

све те линије иди .да анвелопа и поједине линије, које она обухвачЈ.. 
имају у заједничким ТЈ1чкама и заједничке тангенте.. ' ".:' 

3а~IИСДИМО друту једн. Ј. решену по а И да следује Н. пр. а = ср (х, у). 

АIЩ ставимо по томе ту BpeAHoc'f у прву једначину т. ј. У општу једна
чину задатих динија доБИ1.емо Ь' [х, у, ср (х, у)] = о као једначину њихове 
аиведопе. 
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Узмимо из задате групе једну извесну линију, :Којој одговара па

ра:метар аl. Онда је у заједничкој тачци те линије и анвелопе и за 
аЕ' арау' . 

ову последљу rp (х, у) = аl· Једначипа ах + ау ах = О, из КОЈе нма-
• • • 

зимо 1ТЛОВНИ сачинитељ дирке,Једна Је ИС'l'а, како за .llиниЈУ са параме-

тром аl, тако и за анвe.llОПУ, То значи, да линија И анвелопа имају у 
• • • 

заЈеДНИЧКОЈ тачци Једну исту тангенту. • 

113. Други случај. - У CJlучају, да у општој једначини једнога 
низа линија улазе две произвољне констзнте а и Ь, н. пр. 

F' (х, у, а, Ь) = О 

h ·да измеqу тих параметара постоји вева 

Ф(а, Ь)=О 

другу једначипу под I. треба заменити 
аР аР d ь 

са аа + аь аа=О 
dФ dФ 

или пошто је [из Ф Са, Ь) = ОЈ аь· da аР аЕ' 
d а = - d Ф овом d а - d Ь 

аа 

аф 

аь dФ dФ аь 

• 

О, 

K~e опет можемо написати 
аа аь 

аР- ау. 

аа аь 

ЈеДНiLЧИНУ анве.llопе добиhемо, кад елиминујемо параметре а И Ь ив 

јеДН2.чина d Ф d Ф 
\ 

1 ) В"( ь аа аь 1 Х,у,а, )=0, Ф(а'Ь)=ОИdF-сlР' 
---

аа аь 

114. Примери. 

1. Прu:мер. Једна права lшнстантilе дужине АБ = с креЋе се њеним крајњим 

тачкама дуж координатпих оса једне правоугле снстеме. Да се опре, 

у 

в 

8 

дели анвелопа за све положаје, које 

. '1'а покретна права заузима. . 
Као општу једначину праве АБ, 

• • 
за ма КОЈИ њ~ положаЈ, можемо 

узе'ш 
, х • у 

-+-=1 
а !Ј 

• 
или пошто Је • 

_ а = С. СО8 а, Ъ = с . sin а 

!:--___ -:::-__ ~'_'~ __ Је У виду 
О а А 

х у' 

СО9 се + ајп ct =С. 

Сл. 37. Према овоме можемо овај задатак 

да решимо на два lIачина. 



Пр." .nа,,,,.. Узмимо једиачину праве у ВИдУ 

х + .У = е. 
СО8 а 8~n а 

, . 

ПараМеЈ1ар, који опредељује поједине полож.аје покрю'не праве то је yrao. а. 
Једиачину анвелопе доб:иh.емо, кад елиминујыlО угао и из оrшIте једна-

чине I. ~Јnщjа, чију анвелопу тражимо и једначине ~: = 6, а то је . 

..11 
X.,--,,~n_и_ у СОВ а 3 . 3 - - = о или х sщ и = у С08 и. 
cos~ а si'l1,2 а 

(II 

2 2 

Из ове 
• 

последње Једн. П налазимо х3 .,in2 и= уЗ (1 ~ 8in' и), одакле 

\ 
~ 2 

уЗ х3 
. sin2 а = 2 2- cos2 а = 2 2' 

___ -::::=Х~3~+:tJу~3:..: '''. х" + у''; , 
кад ставимо y'j~ДH. 1., даЈе ј~Дпаqину аЈшёлопе 

.-

Друг" nа."n. Нека је .., -
х у -+-=1 

'а Ъ 
(Ш 

општаједначина покрicJтне праве АВ. Измеljу 
• 

параnlетара а И Ь ПОСТ~јИ 

веза 
,,' +Ъ2 = е2. (IY 

• • 
.Ј сдначину анвелопе налазимо, кад 

п трећу (в. једн. II у. Чл. ЦЗ.) 
додамо овим IIBcnra Једначииаnra ЈОШ 

2а 2Ь а3 М 
или-=-

х у . х у' 
---

а2 Ь2 

коју добијамо 
• 

па основу тога, ШТО Је овде 

dф dф Јр х 

d,,=2a, db=2b, da=- а2' 
Јр -
аь 

• 

Из 1П следУје 
ау , 

Ь= . . ,љизУ 
а-х 

опет 

1 
З 

Ь '- ,,'!L 
- l' 

х " 
упореljено даје 

221 2 2 - - -

а= х3 (х 3 +у"), Ь =у3 (х3 + уЗ). 

(У 

у 
---

Ь2 • 

• • 
КОЈе Једио са другим 

Заменом ових. вредиости у IY произилази једначина. анвелопе, коју смо 
горе већ нашли . 

• '2. ПРIМlер. Од најлеШIШХ примена теорије анвелопа IIМaMo у Оптици. ::Ја-

n1Ислимо ма какву криву лшrиjу на коју падају светлосни зраци, било 

да су они. међусобом паралелни (да долазе из бесконачне даљине, 

као што је приближно случај код. сунча",их ,зракова) или да диверги

рају И3 једне светлеhе тачке. Ми знамо,да':се уопште у таквоме "лус 
чају једаи део зракова одбија, а други де6 прелама. Закони, по којим:а 
ј едно и ДРУГО БЈmа, познати су. Код реФлеI{Сиј е има.'ylо, да ј е Уl'ао "". ,.,'.' ... 
ОДОИЈања раван yrлу упадања, а код реФраКЦ!IЈе СТОЈе С!IПУСИ углова 

• . . -, 

упадања !I преламања у стаЛИОЈ размери, 
'о 

КОЈа Једино зависи од ,cp~;t 
" :~'Ц' - . ' . ~. 



1) 

п) 

.цине из које зрак долази и средине у коју он улази. Како код од
бивених, тако и код иреломљених зракова IШамо даме један неире
кидан низ правих лшшја, у Б:оие поједине праве следују јеД1l0ИИ истои 

закону. Линија, коју образују тачке, у којлиа се ПОСТWlно две Ј! две 

о" ~'Их правих секу, зове сс :Jf{}И:Jf{}lШ Л''''ИЈ'" (CauBtica). IrpeMa реченои 
слеД)је, да жижне ЛJlније постају на два наЧШIa: услед одбијаља (Cata
causticae) и услед иреламања (Diacausticae). Са геОИGтрискога гле

lЏ!шта жижне линије нису ништа друго до анвелопа одбијеШIХ од-' 

носно ирелоиљених зракова. 

Први, којн је обратио пажњу иа ову врсту :пшнја, јесте холандски физи

чар Christian Huyghens (1629-1695). Онје расматрао случај, да светло
сни зраци упадају на један полув:руг. Тај рад Нuуghепв-ов, који датира 

веЋ. од год. ,.1678., шта1lIпап је у његовои делу ТгаНе de lа Luшiвге год. 
1690. Jakob Вегпоиlli, који се врло ЋIHOГO бавио проучавањем ове врсте 
линија, дао ии је лиена Catacau8tica и DiacauBtica. 

Нека је К један полукруг, на који у правцу АВ падају СВЩ'ЛОСIШ зраЦIj. 
И 3 Физике знамо, да се упадајytи зрак АВ одбruа тако, да је -1:: ОВ С = 
4 А В О, пошто је нормма у упадној 'fачци В полупречник ". Опреде
.ЛП\IO анпелопу одбивених зракова вс. 

у 

Е 
, --. " , , 

· .к • , • 
I 

х 

1'ЗЋIИЫО почетак координата у 

средишту полукруга, х-осу у прав

цу упадајуhих зракова. 
ОзнаЧНThl0 са а упаДШЈ угао, са 

• "'1, 711, координате тачке В. Једна-
чииа одбивеиог зрака ВО гласи. 

онда 

или \ 
(у - уј) С08 2а = (х - Х1) sin 2 a.,~ 

Ако Сl'авимо овде 

У1 = r "in а добиhеЋIО 

,', 

Хl = l' СО8Н;: 
, ,.,"", 

• " -1--:"?-'" х sin 2 а - у СО8 2 а = 
l' (sin 2' а СОВ а ~ СО8 2 а, 8i1J.:~a~< /Ј 

Сл. 38 .. • • 
или ПрОСТI!Је ' 

, ," ,', " 

, 

Ово је, дакле, општа једиаЧlша свију одбивешrх зракова. Њиховуанве,.. 

лопу добиhемо, кад еЛИИIrнујемо (иромеНЉИDИ) угао" иа 1 и јеlЏ!ачине 
,1 Р. .' . 
d-; = О, а т. Ј-

l' 
Х СО8 2 а + у sin 2 а = ~ СО8 а. . . 2 

ПО1ННОЖИJ>IО Ј са .• in 2 а, а П са со. 2 а и саберимо, паћемо добити 

1 • 
х -' l' (.';in а 8in 2 а + -;;- СО8 се СОВ 2 а) = r (2 sin2 а сов а + 

~ 

. 1 r . +- СО8 а СОВ 2«) = ~ (4 sin2 а + соа2 а - 8in :J а)СО8 ct 
.2 - 2 -

или Kp<1he 
r 

х = 2 С03 а (1 + 2 8in2 а). 
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ПОМНОЖИ'IО сада 1 са - сns2 ", а П са 8in 2" и саберимо те добивеие 
једнаЧIIне. Ресултат је 

у = ,. (-~- С08" 8in 2" - 8;11 [( С08 2 ")) 

r (8јn u соз2 [(-- sin а cos 2 а) = l' ајn а lcoa2 а - (co.r:! а - 8i1~2 а) Ј 

у = l' 8i11,9 а. 

• 
Одавде С.'Н)ДУЈе 

- - - -./ 2 ~ 

( У) 2 r ,.3 _ у" 
8in2 а = -;--: 5, дакле сав а = l ' које кад 

1'3 

ставн-

1/2 :![-~ ~'I-
2 х = r ,.3 - у3 ,.0 + 2 уо _ 

• 
или наЈЗад 

[4 (х2 + уг) _ ).2Ј3 = 27 ri у2 

као Ј еДнаЧПН(1 апвелопе рефлеВ:ТОВt1НИХ зракава. 

И" једна'lIlНе шшелопс могm! бисмо уверити се да је, у 01JO~le с.'ryчају, 
• •• 

жпжна .'Iшшуt СПIЩПf;лоида, f;oJa постаЈе, f;ад пустимо, да се котрља 
,. . 

ЈСРР' k са полупречником "4 по унутраШЊОЈ страни задатога и:руrа К .. 
Као дР}ти пprшер јСДНС.'lшжне ЗlПшје поменшIO кардиоиду. Она постаје, 

• • 
кад 3МIIIСЛЮНЈ све'l'Лосне зраке да полаэе из Једне ~'ачке пстога ICpyгa, 

који пх одбија. Пречник а круга АА, О (В сл. 30 ЧЛ. 107.), којп служи 
. . . 1 

:щ КОНСТРУКЦИЈУ кардиоиде он Ј е У ово'те с:rучаЈУ = gпречника Ј1:РУl'а 
К, који одБI~а зрав:е. . 

Трсtш интересан пример даје нам с:rучај, кад зраци упадf!jу на издубљену 

(f;онкавпу) страну једне просте циклоиде и то пармезпо са у-осо" 

(В. c:r. 27). ЖИ'lша лиm'!iа је TaKo~e ПРОЙ'[L цик:rопда. IЬу добијамо, 

кад ПУЙ'IВIO, да се дуж х-осе, а почев од тачке О, котрља Ј_РУГ са 
а - - . • 1 

полупреЧНIIКОМ ,,' Основица жижне .ЋIНИЈе- Је дак:rе·" ОСИОВlIце за-
- -

дате ЦlIк:rОlIде" 1'. ј. = о п. 

4: Пројекционе линије. 
- . . 

115. Једначина пројеКЦИОliе линије. - ГеоыеТРИСIЮ 
ција једне сталне Тllчr.е на спе ~fOгуЬе тангенте једне 

назваЋемо nројеIЩUО1ЈО,}!' ЉU1/лtјо.'U оне задате линиј е. 

Нем је 
Ь'(х, у)=О 

• 
место ПРОЈек-

задате ЛI1НИЈ е 

(1 

једн:tчина задате 

чимо са а и Ъ. 

• 
ЛИНИЈе pz Р2 рв .. , :Координате сталне тачке А 0зна-
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п) 

• 

Једначина дирке у тачци РЈ (ХЈ, УЈ) на задату динију '1 јесте 

ау] 
У-УЈ= d (Х-ХЈ), 

ХЈ . 

а Ј едначина нормаде из 'fачке А на тангенту 

Ш) Ь . аХ] ( ) 
у- =- х-а. 

аУЈ 
Једначину пројекционе ДИJfије добиьемо, кад едиминујемо Х1 и У1 

из једначина 1, II и 1I1, пошто У првој заменимо текуье координате Х, 
У координашма :ђ, У1 додирне тачке, дакде из једначина 

оо . 

}
' о О d У 1 () d ХI \ " (Х1, УI)= ,Y-УI=а Х-Х1, у-Ь=- d (х-а,. 

• Х1 У1 ' ' 

Нека су t 1 и t2 дир:кеу тач:кама Р1 и РВ на задату динију, N1 

и N2 пројекције стадне тачке А на t1 и t2 . 0значимо са Р тачку Ilре-
• о О 

еека тангената t1 и t2 ОIIИШИМО из средине од АР са подупре1ЈНИ:КОМ 
АУ . 

, 

I 
I 

2 круг. Тај круг продазиье и :кроз 

тачке N 1 й Nz. У кодико се бу ду тачке Р1 . 
. , 

и Р2,. односно дирке t] и t2, прибдижа~ 
ваде једна другој у тодико ъе и пресечиа 

тачка р" више прибдижавати се извеСRој 

тачци Р на задатој динији, а исто тако 

и сечица N 1 NfJ пројекционединије тежити. 
све више подожају дирке у извесној тачци 

N пројекционе диније. Одавде за:к.zьучује
мо, да је тангента пројекционе. диније 

у тачци N у исто време и тангента круга, 

што продази кроз стадну тачку А, тачв:у 
N и овој одговарајуьу тачку Р на задатој 

• 
ДИНИЈИ. 

Није тешко увиде'fИ на који начин 

ово посдедње може да нам посдужи о, да . 
:конструишемотаџгенту иди нормаду про-

је:кционе динје, кад нам је позната конструкција тангенте иди нормаде 
• 

код задате ДИНИЈе. • 
Посдедњи ресу дтат МОI'JlИ би и овако да' Формудишемо: 'нормада 

пројекционе диније у извесној тачци N продази кроз средиште С круга, , 
што је описан над дужи, која CIIaja стадну тачку А са (тачци N одго-. 

о I 

оварајуЪом) таЧRОМ Р. . 

116. Примери. 
1. Пример. Прој~жциона ~нЩа Kpyra х' + у2 = ,.2; 
3а1\'lИСЛIL~О; даостал~а тачкаА лежи нах,осиу одстојаљу ОА 'г а,одсре

диштав:рyrа. 



• • 
Једначине из којих треба да еЛИМИНУЈеllIО х, и У' Јесу 

• 
Једначина круга за х = Х" У = У': 

X,2+Vl' = '"", ,. 

једнаЧIlна тангенте у тачци Хl, Yl: 

хх, + уу, = ,.' 

И једначина нор,ш .. '!е из А на дирку: 

У= У'-(х_а). 
"" 
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(I 

(П 

(ПI 

ИЗ IП слеДVЈ·е 1/, .. ух" lеоје кад ставимо у П, 
Ј.. х- а 

даје (х + _ЈЈ' ) х, = ,.2, 
х-а • 

Н пре]}'!љ 'гоме, а на 

(х - а) ,.2 
Хl= + Х' у'- ах 

основу ЈП), 
у 1,2 

У' = х'+у'- ах· 

Ако заменимо ове вредности за х, И У1 У једн. I добиliешо 

(х' + уг - ах,! = [(Х - аУ + у'Ј ,.'. 
,Ово је једначина Паскалове линије. У случају, да тачка А лежи на нери

Ферији задМ'ог круга пројекциона линија је каРДllоида. (Види сл. 30 

У чл. 107.) ' . 

.2. Пример. Пројекциона линија елинсе 

А у средишту е;пшсе. 

• • 
Ј еДН<lчине l'ласе у овоме случаЈУ: ЈеднаЧИН<l еЛИllсе за х = Х" V = У': 

2 • 
х, + у,. = 1 
а2 Ь2 -' 

Ј едначина тангенте у ~'ачци Х,, у,: 

• 

ХХ'+УУ'=l 
a'l Ь2 , 

Једиачина поршале из средишта на дирку: 

а'.УI 
11 = l' х. , Х, 

Ь' V Ь' 
ИЗ IП) нала3Иl\IО 1), = . . х,, а из П) 1/' = -'---" . a~ х у 

са други" упоређена, даје 

а'1. х , b'ly 

Х, = х' +У" 1/, = х'+у'· 

Ако стаВl!ша ове вредности у једи. Ј. д06иhеnш 
• 

а'х' + Ь'у' = (х' + у')' . 
.. 

(1 

(П 

(ПI 

• • 
КОЈе, Једно 

у поларНШI Ю!Ој1ДШШ:'а,ra (х = rг со. ср, у = I! 8in ср) имамо rг' = а' со.' ср + 
, Ь" .. а - ~ 

Ъ'Ј. 8јn'2 (Р или, ако ставИМО а2 = /:.2, простије 

(>' = а' (1 - Е' 8in' <р). 

На основу једначине, коју сшо нашли за пројекциону лиии ј у, • 
НИЈе тешко 

• 
извести закљ учrrе О· изщедУ ове )!ИИИЈ е. 

'~\KO узюешо сталну тачку А у једиој од елипсиIlИХ жижа добиhешо за про

јекциону линију круг описаи из средишта елипсе полупречнИЕОШ а (вели
ком ПОЛУОСОЫ). 
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1) 

ш , 

Ш) 

- x'~ 2 

3. Пример. Пројекциона mшија хипер60ле а' - ~, = 1, узев ста.1ШУ тач-
ку А у средишту хиперБШlе. Једначиие јесу у опоше случају 

једиачине хиперболе за х = Х,, У = у,: 

једиачииа тантенте у таЧIЏI х,, у,: 

ХХ,_ уу, = 1 
a'-t. Ь2 , 

једпачипа НОРluале И3 средишта на дирку: 

. Ь' 1/ 
Па 111 c.1c;iYJe у, = - a'~ Х,, 

Ь' х 
У = --С 1 2 а из П 

упоредимо те две предностн, 
а у 

а':!.:;; Ь':!.у 

Х, = '+ ", 1/, = - '+ " х y~ Х" у:. 

Ь' 
Х1 -

у' 

. 
ко)'э, оrЮ1', кад С1"ШИЈ\10 у 1, даје једначину пројеюџroне 

., , Ь'Ј '. (., + 'Ј"~ ""oX"-"у"=х" 1/" 

или у поларшш координатама (х = (! С08 'Р, !Ј = (! .јn 'Р) 

• 
гдв Је 

" , (1 "') 'Г = а - Е- s-иt- <р , 

а2 + Ь2 
c'l = 2-' 

а 
I 

• 

одакле, кад 

• 
mШИЈС 

• • Код равиостране хиперболе (т. ј. за а = Ь) 
. . ПРОЈеIЩиона ."IИlщ)а Је леШНII-

св:а'l':1 : 
а' (Х' _ у2) = (Х' + 1/')' или 

(в. 7. пример чл. 107.). 
• • 

Ако УЗЈ\1ешо 1ЋЧЬ:У А у ЈеДНОЈ од жижа хииерGОJlе пројеIщиона линија 
претвара c~ у круг описан. 113 средишта хипербuле ПОЛУОСОћ1 а. 

, 

4. Пр ,,;мер. Пројекциона mшија параБОЛ(Ј у2 = 2 рх, узев тачку А у тешену 
• • 

нараболе. Овде су Јсдначине, из КОЈIIХ иалазимо једиаЧIIНУ прqiеI~ЦIIоне 
ШIIIије (в чJl. 115.) 

Једначина параболс за х = ХI, У = У1: _ 

1) 1/,'=2рх" 

једнаЧИНfI TaНl'eH'ye у 

II) 

јсдпачина нормале И:Ј 

. Ш) 

у у, = р (Х + Х,), 
темена на дир"'У: 

у, 
у=---х . 

р 



Из ЈП следуј е 

које, стављено у ], даје 

ру 

У1 = --" 
х 

ру' 
Хl = 2 ,. . х 

• 
Ако заменишо ове вредности за х, II у, У Једн. 
IIројекционе ЛИНl~е 

п добиt.емо 

'Р1'=-2х(х2 +у') или -X3=!J2(~ +х). 
, 

у иuларииш КООРДJIнаташа (х = I! С08 <р, У = I! 8;" <р) има31U 

р 8i112 (Р 
() = - . 
" 2 С08 ср 

• 
Једиачииу 

,Лю~о је увеРШј[ сс, да је пројСIщиона лш~а Ц!Iсоида. Овде јс положаи 

правац ,х-осе ИРОТlшан oHoЋIe у сл.' 35 чл. 110. Прсша TO~Ie, а п на 
основу сашс једпа'lИНС, коју СЋ10 нашли, лакu је увери'ш се, да је ди
рек"Трнса параболе асишптота пројекционе лшщје (ЦПСOlце). 

УзмшIO тачку А у пресеку ;Џlректрпсе и х-осе. lСоордпиатс ~'а'lке А јесу 
р . - . ~. . 

онда х , - 2' у = О, а Једна'lIШС, па КОЈИХ ДООИЈамо Једиа'lННУ про-

јerЩIIоне линије (В. чл. 115.) јесу: 

" ' у, ( р) 
!Ј,-=2р,"',. yy,=p(.x+,r,), !Ј=--- х+". 

" р - , 

љ 
• • 

последње ЈСДlШ'llIне слеДУЈе 

ру 

!Ј1 = - р' 

x+-~ 
2 

• • 
КОЈе, кад ставимо у ирву, Д'Уе 

ру2 
Х, = --'--"---0--00 

2(X+~)' 
и зашешшо обе те вредности 

• 
у другу Једиа'lИИУ иалазиюо 

Овој јс;џшчшш даћеЋ10 з!штно простијп ВIIД, кад ставимо lIOчс'гак к,оорди

ната у тачку А, ,т. ј. стаВИЋ10 х = Х - ~" у = Г. 
• • • 

Једначипа пр ОЈ СКЦПQне ЛIIНИЈ е гласи сада 

• • 

х (Х2 + У') - Ј;'" (Х' _ 1'2) = О, 
2 

а ово Ј е Ј еДlШ'lШШ праве строфоиде. 

Положај ове сrрофоиде (као нројсю\ионе лшшј е) наспрам ш\раболс Ћ10-

жешо за'ШСДПТI! ПОЋ10hу сл. 34. чл. 110.), кад УЗ'Iешо, да је х-оса главна 

оса, у-оса днректриса, а та'lка А теше парабод() (даI-:ле а = О А = ~ ). 

Ако узыеШQ тачку, коју пројектујешо у жижи параболе, онда је прој()к

циоиа линија ~'аиrснта параболе у њеИОЋ1 ТСЋ1ену. 
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5. ТангенциаJlне координате. 

117. Начело дуалности. - Jlиније, и сасвим опште ма какве reo
:метриске Фигуре у равни, можемо. замисдити као геометриско место 

положаја, које извесан покретан обдик поступно заузима. Најпростији 

обдици у равни то су тачка и права динија. Према то:меможемо по

станак једне гео:метриске Фиrуре у равни сматрати као peCY.i1ТaT. кре

таља тачке иди праве .. На овоме двојаком начину ствараља Фигура 

основано је начедо дуа.љностu иди peUUnp()1tHOCmU у Геометрији. Две 

Фигуре, које постају на једнак начин, ади усдед кретаља разних еле

мената, ~. ј. две Фигуре, од којих једна произилази кретаљем Ћlчке, 

а др)та кретаљем праве, зовемо дуалним иди· реципрочним. Свакој тео-
• • 

реми и свакоме СВОЈСТВУ Једне Фигуре одговара слична теорема и сдично 

својство реципрочне Фигуре, тако да из својстава једне :може~!О извести 

својства дуадне Фигуре, кад само променимо речи "тачка« И ~права" 

узаја:мно. Н. пр. 

Две тшчке одређују једну праву 
• 

ДИНИЈУ или: 

Кроа две тачке пролази само 
• 
;reAHa права. 

Три тачке одређују три 1~paвe 

иди: 

Кроз три тацже пролазе три 
• 1tpaBe. 

Фигуру, коју образују три тач

ке зовемо троумом. 

Две праве одређују једну тшч

.. ку иди: 
. Две праве секу се само у једној 
тачцu., 

Три праве одређују три тачке 

иди: 

Три праве секу се у три тачке . 

Фшуру, коју образују три праве 

зовемО тространом. 

Ако У једној Фигури деже три тачке на једној истој правој, онда 

• у' дуадној фигури продазе оне три праве, што OArOBapajy овим тачкама, 
• • • • 

кроз Једну ИС'Ј'У тачку и то ону што одговара праВОЈ на КОЈОЈ се налазе, 

поменуте три тачке у првој Фиrури.· 

Итд. итд.1) 

118. Тангенциалне ноординате. Према горе изреченоме на-

челу дуалности о постајању Фиrура можемо криве линије сматрати иди 
• •• 

као путаље Једне покретне тачке или, пак, као анведопе Једне праве, КОЈа 
• 

поступно меља положаЈ. 

Из OBor ABojaKor начина схватања произидазе и две врсте коор-
дината. . 

Узев тачку за OCHOB~H облик, из којега за~lИшљамо остаде да по-
. . . 

стаЈУ, долази:мо природно до оних координата са КОЈима смо се до сада 
. l 

1) Најбољи пример дуаJlностиима11О у теоријн ПОJlа и ПОЈ/аре )I КОД реЦИПРОЧ1l0 

. ПОАариих ФИЈ'Ј'ра. 



искључиво бавили и које се опште зову коордииате тачке. Но, ако· 

узмемо праву за елеменат, добиlемо нову врсту координата, такозване 

коордииате праве. 
Општу једначину једне праве линије можемо написа'ги 

Х5 + Y'fJ = 1. (! 

Овде су х и У теКУЋе координате тачке, а 5 и "i извесне количине 
(параметри), које одређују положај праве. Њихов значај нам је познат: 

• 
то су реципрочне вредности одсечака, КОЈе права чини на координат-

ним осама. Пошто свакоме спрегу вредности. параметара 5 и 'Ij одго

вара једна извесна права, а и обрнуто свакој правој извесан спрег 

вредности 5 'и 'Ij, то је пој мљиво, да нам ове количине могу послужити 
као :коордипате праве линије. Количине 5, 'уј зовемо таиzеlщttаљuим 

'Коордииатама праве. 

Узмимо ма ка:кву једначину 

ф ('Уј, 5) = о или 'уј = ср (5) (П 

на основу које сва:кој вредности :координате 5 припада једна или 

више одређених вредности :координате 'Уј . . у тој једначини је, дакле, 

Формулисан закон,. по :коме се једна права :креЋе. Једначина П, као 
• •• 

ана.ilИТИЧКИ израз за све ПОДОЖ3Је, :КОЈе Једна на извесан начин по-

кретна права може заузети, представља анведопу покре'гне праве. Дру

гим речима једначина 11 опредељује извесну криву динију помоlу 

њених тангената, представља је, да:кде, у тангенциалним координатама. 1) 

Једна'lИНУ П мож~мо назвати mgиzeumuoM једиачиuом 'извесне :криве 
. , 

ДjIније. Једначина I јесте једначина једне од њених тангената у обич-, 
• • 

ним координатама и то Једначина тангенте, ЧИЈе су тангенциалне :коор-

динате5 и 'Тј. 

, Из сличности овога расматрања с оним у чл. 113. ла:ко је за:кљу-
• 

чити :ка:ко се има да поступи при претварању тангентне Једначине 

Ф (5, 'Уј) = о у обичне координате х, у. 

\ Имајуlи на уму, да су параметри а и Ъ (у ЧJl. 113.) овде озна-
чени са 5 и 'уј (тангеНЦИaJIне координате), да 

једначину Р (х, у, а, Ъ) ---:- О 
једначину Ф (а, Ъ) = о 

заступа једначина х 5 + Y'lj = 1, 

заступа јед:в:ачина Ф (5, Тј) = о 

1) - ху . 
Тако у првоме примеру чд. 114. расиатра)lИ смо праву" + т; = Ј, кпЈа >Јења 

• 
ЦО)lОЖRЈ под УС)lОВОМ, да је а' + Ь' = с'. Пошто је у очоме САучају. :; = ~, '1 = ~ . 
то је, дaКJle, једначпна апве)lопе (IIокреrпе праве) у таиrеициа.llПИИ координатама 
1 1 

'~2 + 1/' = с'. 



• 
и према томе дакле Једначину 

dФ dф dФ dФ 

da db 
dF= dF ова 

dg _ dr; 
- , 

у х 
-~ 

аn clb 

ИЈ~а~ю место оних једн. у чл. 113, које су нам служиле, да определимо 
анвелопу једне зада1'е линије, сада ове једначине , 

dф dф 
--

xs+ yr;= 1, Ф ( 1: .) _ О d g , ат; 
~, r; - и -, х у 

" :.~ 

помоhу којих, ltaA елиминује:мо g и '1), добијамо .једначину линије II у 
оБИЧНIПI (Декартовим) координатама х, у. 

119. Дуалне теореме за оБИ'lне и тангенциалне координате. -

Степен ј едначине 

F (1:, у) = О 

одређује cmerteH линије, а 'ГО је 
највеhи број тачака, у којима јед
на права може сем ту Ли:lщју. 

Доказ. Нека је 

Ах+Ву+ с=о 

Јсдначина праве. Сваки спрег ко- ~ 

ордината х, у, који задовољава обе 
• 

Ј едначине 

• • 

Ах+ Ву+ с=о 

F (х, у) = о 

даЈе Једну тачку пресека праве' 

и задате линије. Број оваквих 

с:прегова (па дакле и пресеЧНlLХ 

.1'ачака) раван је степену једна-
• 

чине задаге ЛИНИЈе. 

Степен једначине 

ф Cg, '1)) = о 
одређује кљасу линије, а то је нај

веhи број TaнreHaTa, које се из 

једне тачке иогу повуhи на ту . 
• 

ЛИНИЈУ· 

Доказ. Нека су 
.' - а И Ь 

обичне координате једне тачке. 
Сваки спрег координата g, '1), који 

задовољава обе једначине , 

ag + b'I) =1 

Ф (g, '1)) = о 
. . . 

• 

даЈе Једну тангенту што пролази 

кроз тач:ку а, Ъ. Број оваквих спре- . 
гова (па дакле и тангената) раван 
• • 
Је степену Једначине задате ли-

• 
НИЈе. 

На основу тога што 'је хинија k-Tora степена k (k - 1) масе 
(в. ЧJl. 103. 1. ПРШ\lсдбу) следује, да је за Jlинију Јс-тога степена њена 
јrанrенциадна једначина k (Јс --'-1) степена. Према томе је тангенци

ална једначина Jlиније другога степена (Јё = 2) такође Apyrol'a степена. 
И обрнуто: тангенциадна једначина другог степена представља хинију 
Другог степена. 



ТаНгенцИа.ша једнаqина првоrа степена, н. пр. 

As + В1) + С -'- О 
представља једну тачку. Ако доведемо ову једначину, на вид једна-' 

чине 1 у чл. 118., т. ј. напишемо је - ~ ,s - ~ 1) = 1 наЪиЬ.емо, 
А В . . 

да је х = - С' У = - С' а то СЈ координате Једне тачке. Ову тачку 
А В о 

Х== - С' У = - С можемо сматрати као а.нведопу СВИЈУ правих ди-

,]ј:Ија што пролази кров њу. 
• 

И обрнуто: Т:Јженциалну ј едначину ј едне тачке, чије су обичне 

, 

координате х = а И у = Ь, доБИЋемо, кад изразимо да права xs + У1) = 1 
пролази кров њу. Једначина те-.тачхе rласи дакле aS + Ь1) = 1. 

Права, чије су координатнеs Тачка, 'Шјајеједначина as= 1, 
и О, једначина дакле координате 

о 1 
хl: = 1 или х =--;, " 's' 

јесте 1/ сау-осом. 
Права, чије су координате Ои ij, 

о 

Једначина 

1 
У1) = 1 или. У = 17' 

јесте 11 са х-осом. 
. Права, чије су координате ОиО, 

,О 
О 

Једначина 
. " . 

О.х + О.у = 1 или 0= Const. 

лежи у бесконачној даљини. То 
, . . 
слеДУЈе ив Tora што су коорди-

1 1 
натни одсечцит = оо и - =00. 

;, .1Ј ' 

Растојање двеју тачака Х1, Уј 

х=а, у=О, 

лежи на х-оси. 

Тачка, чијајеједначина Ь1)-:-l, 
, 

дaКJle ~оординате 
• 

Х= о, у= Ь, 

лежи на у-оси. 

, 

Тачка, 'Шја је јмначина 0= 
COnBt. или о. s + 0.1) = 1, дaКJle 
координате 

х=о, у=О, 

лежи у почетку координата. 

О 

Растојање двеју тачака 

alS + Ь1 1) + С1 = О И 
a~s + Ь2 1) + СВ =0 

Јесте 
\ 

lQ-

• 
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Општа, једначина праве, :која 
• 

продази :кроз Једну задату тачку 

х1 , У 11 гдаси 

• 

у - Уl = т (х - х1 )· 

Константа т је произвољна и 

усдед тога има оваквих правих 

-беабројно много. 
Једначина праве,која продази 

кроз две задате тачке ХlJ Уl И 

х2 , Ух, гдаси 

У2 - Уl ( ) 
у -њ = х -'-Х1 • 

- . , Х2 -Х1 

Као што видимо права је пот~ 

пуно О,ll.ређена. 
. -

Одстојање тачке х1 , Уl од 

праве Ах + Ву + С = О јесте 

АХ1 +ВУ1+ С 
d =. ~Аi + В2 - . 

--- -. 

Доказ. Декартове :КООРАинате 
. . а1 

задатих тачака Јесу Х1 = - , 
С1 

. Ь1 а2 . Ь! 
Уl=--их2=--,У2=--, 

С1 С! С2 .· 

одакде, на основу обрасца на де-
• 

ВОЈ стра:ни, нздазимо вредност 

за d у тангенциадним :координа-
, 

тама. 

Општа једначината'Р'е, :која 

дeжR наједној задатој правој 51' '1)1' 
гдаси • 

-
Усдед тога што је константа -

џ произвољна има оваквих тачака 

без6ројпо много. 
-

Је,ll.начина 'rачке, . у • • 

две задате праве51,'I)1 
КОЈОЈ се 

и 52' 1]2 
секу, гдаси 

\ 

'1) - '1)1= ~2 - ~1 (5-~1). 
';,2 - "1 

Као што видимо тачка је пот
пуно О,ll.ређена. 

Одстојање праве 51' '1)1 ОД тачке 
а5 + Ь1Ј + с = О' јесте· 

а Ь 
-51+ ,1]1+1 

а= с с 
. 1"512+'1)12 

_ а51 + b'l)l + С 
С 1"512 + '1)12 

• 

Доказ. У Декарт овим КООРДИ

натама jec're једначина задате пра~ 
. ве 51 x+'I)ly~l=O (дакдеА=51 , 
В == '1)1' с= -1), а координате 

а' Ь-
задате тачке Х1 =.--, у = --------,--, 

с . с 

које кад ставимо у образац на де-
• 

ВОЈ страни Нflдазимогорњу вред-

ност за d у тангенциадНИМ коор- . 
динатама. 



Једначина круга са ПОАупреч

ником r,и средиштем у тачци а; Ь 
ГАаси 

-
Сх - а)2 + СУ - Ь)2 = r 2. 

До ове једначине ДОАазимо узев 

круг као геомеl'РИСКО место за све 
• 

тачке х, У, КОЈ е .ilеже у CTa.ilHQMe 
()дстојању l' од извесне стмне 

'та,тп-~е а) Ь. ~ 

На основу ове деФиниције кру

га добијамо његову једначину не

посредно из горњег обрасца за 

растојање двеју тачака, кад за-
• • 

:МИСАИМО, да Је Је/\на од њих стаА-

на, а друга покретна и ставимо њи

ховорастојање = r (константно). 

Једначина сечице, која ПРО

.љази кроз две тачке х1 , У1 и Х2, У2 
• • 
једне извесне криве АИНИЈе. ГАаси 

При бесконачном приБАижава

ЊУ пресечних тачака сечица пре-
• 

дази У ПОАожаЈтангенте у l'аЧЦИ 

Х,; У1 И њеца једначина добија 

{умед тога што је 

lim У2 -, У, = dY1) овај вид 
--ХI = Х2 Х2 - Х1 ах! 

.- dy, С . ) - У - У1 = d х - Х1 
Х1 

ИАИ 

dF dF 
(x-x1 )d +(Y-Y1)d =0. 

Х1 У1 
• • 

према T01t!.e, да АИ Је Једначина 
. . 

.криве АИНИЈе 

y=f(x) ИАИ F(x, у)=О. 

Једначина :&руга .eR ПОАу:пре.ч
ником r И средиштем у тачци 

ag + U'l] + с= О гљаси 
, (ag + 1Н7 + с)2 ----'- S . 
. с2 (g2 + '1]2) - r , 

• • 
КОЈе се ПрОСТИЈе може напи:сати 

" 
и овако 

(~g + >В1] + GJ:)2 = g2+ 1}2. 
• 

Ову једначину добијамо, кад 

узмемо круг као анвеАОПу правих 

g, 1], које љеже У подједнаком од-
• 

СТОЈању rOA извесне стаАне тачке 
ag + Ь1] + с = О. - _ 

Према оваквој деФиницији ЕРУ-
. га његова једначина медује непо
средно из претходеt.ег задатка, 

кад предпоставимо, да је права 

покретна и да њено одстојање од 
• 

СТаАне тачке остаЈе константно 

C=r). 

. Једначина пресечне-таЧЕе две

ју ташената g1' 1)1 И ~2' 1]2 једне 
• 

извесне ЕРИl1е ЉИННЈе ГАаси 

r, - 1'1 

, 1] - 1]1 = g: _ g~ (g -=cg1 )· 

При беСЕоначном' приБАИжа

. вању тангената ЊИХОва тачка пре-. 
сека пада на додирну тачку дирке 

, -

g1' '1]1 И њена (т. ј. додирне тачке) 
једначина добија (УСА ед тога што је 

иm '1)2 ~'1)1 = dr;l) овај вид 
~,=~,g2-g1 dg1 

. d 1]1 1: 1:) 
'1) - '1), = а[ (" - "1' 

1 .. 

• • 
према томе, да АИ Је Једначина 

- . 
Ериве АИНИЈе 

'I]-срЮ ИАП Ф(g, 1])' О. 

10" 
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Две је,il;в:ачине. 

Р1 (Х, У) = о и рв (Х, у) = о 
. узете заједно дају координате за
једв:иЧltих (пресечпих) тачака ди

нија Р1 = О И р! = О. 
у сдучају, да су задате једпа

чиПl~ првога степена (да пред ста-

· вљају, дакде, две' праве .ilИпије) 
• 

љихов" заЈедниЧltи координатни. 

· спрег представља тачку пресека 
тих правих. 

I 

Општа једначила дипије, која' 
• 

просдази кроз све заЈедничке·тачке 

двеју задатих диRија 

Р1 (х,у)=О и р2 (х, У=О 
· . 
Јесте 

Р1 (Х, у) + А Р2 (Х, у) == О. 

Две једна'!Ине 

Ф1(5, 7) = о и Фz С;, 7) = о 
• 

• • 
узете заЈедно даЈУ координате за-

једниq'кихтапгенатадинија (Pi =0 
И ФI =0. 

У сдучају, да су задате једна

=qи~в:е првога степена (да предста

вљају, даме, две тачке) љихов за-
• 
Једнички координатни спрег пред-

ставља праву, која спаја те две 

тачке. 

Општа једначина див:ије, која 
• • 

има исте тангенте, КОЈе су заЈед-
• . нич:ке двема задатим .llИНИЈама 

Ф1 (5, 1) = о ИФ2 С;, 7).= о 
• 
Јесте 

Из тога што је константа 1 потпуно 
Ф1 (5, ~) ± А Ф2 (;, 7]) = о 

произвољна' видимо, да овак-
• 

Бих линија има безбројпо много. 
-у случају, да су задате једна

'!Ине првога степена оне пред ста

в,;ъају праве, а треЋа једнаtqnIа 
• 

представља праве КОЈе Пl1одазе 
. . 

• 
кроз пресек првих двеЈУ. . 

Да бисмо испит3JlИ, да ди из-
• • 

весна Ta'lKa Х1 , У1 лежи на дИПИЈИ 

F (Х, у) = О ми ћемо, испитати, 
• 

NL ди Је 
F (Хl1 У1) - о. 

, 6. Нонвенсност И 

• 

у случају, да су задате једна-

. чине првога степена, оне пред

стављају тачке, а трећа ј~дначина 
• • 

представља таЧlty на праВОЈ КОЈэ, 
• 

спаЈа прве две. - . 
Да бисмо испит ади, да ди из

. весна права 51' 7]1 додирује динију 
Ф (5, 1) = Оми Ћемо испитати, да 

• 
ди Је 

• 
ноннавност ЛИНИЈа. 

120. Метода испитивања. - Између 1tоордилата Х1 , Уl ма које' 
'I.'ачке ~ једне задате лив:ије постоји једна'lИirа--те диније 

. у1 = ј (Х1), . . 
~. исто тако и између координата Х1 + АХ1 , Yi + {:"У1' .друге које 'тачка Р2 

У1 + АУ1 = ј (Х1 + {:,.Х1 )· 
Ово последње, развијено по Taylor-овој ФормУДи, даје. . . . 

. . 2 

У1 + АУ1 =/(Х1) + ј' (х1) {:,.Х1 +1"(Х1) ~~2 + ... ' 
И.llИ . d' d2 2 . .. . '. Ђ' Ђ{:,.~ 

У1 + АУ1 = Р2 ~ = У1 + dX
1 

{:,. Х1 + :dx
1
2 1 .2 + ... 



у 

у 

р 
р7 

, , р, 
I , I , , I 

__ .:14 , , , , , 
I I , I , М'---, , 

I I Р I I I I 
I I I I 
I , I I 

I , 
Х Х О Q, qz Q Q' о G., QZ Q Q 

Сл. 40. Сл. 4]. 

Ако узмемо, да је промена Ll.x1 = Ql ~ довољно мада, онда сваки 
члан у Тауlог-овом реду превазилази, по својој величини, збир, свију 

следеtих чланова. И3 тога закључујемо,да је у изразу за P2~ - L~ 

или Р2Lједин~ први члан на '~~CHoj страни или управо (пошто је ~~~ 
. битноположна количина) само d У; меродавно по знак леве стране. Ако 

d2 y . ~. .' 
)е дакле dx ; > о, онда је РЈ Q2 >LQ2' ТО значи да су у близини 

1 
таЧRе Р1 ординате криве линије BeteOJI; . (ИСТИМ апсцисама) одговара-

јуhих ордината тангенте линије у тачци Р1 • У томе случају тангента 

линије лежи вазда' између ЛИЕ!ије и х-осе; ми кажеМ:О,да је линија 
конвексна или ttсnуnчена наспрам х-осе (в. сл. 41.). "Напротив, ако 

d2 . . ., .' 

је d;; < о, одакле Р2 ~ <L Q2,T. ј. ако су оРДинате у близини тачке 
1 ',' . 

Рl маље од (истим апсцисама) одговарајуhих оРДината тангенте линије 

у тачци Р1 линија лежи између љене тангенте и х-осе. Ми кажемо, 
у томе случају, да је линија конкавна или uздубљена према х-оси 

(в. сл. 40.). ~ 

Ми смо претпоставиди, да су ординате положне. . У противноме 
случају горља карактеристика гласи овако: линија показује х-оси кон

. d2Yl <о BeltCHY или конкавну страну према томе, да љи Је dx
1

2 > .' 
Према томе можемо да Форжудишемо наш ресултат сасвим опште' 

. . . ". 

на оваЈ начин: ЛИНИЈа Је конвексна' или конкавна наспрам х-осе, према 

томе, да ли ордината и друга изводна имају ЈедНак иди противан знак. 

• 
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Ме~утим треба имати на -уму, да овај знак за конвексност и кон

каВJIОСТ претпостаЋља, да је координатни угаооштар. У сдучају, да је 

коо'рдинатни угао туп имади би само да. променимо правац једне од 
~ . . 

коо:рдинатних оса И' на тај начин да претворимо тупоугду систему у 

ОШ1rроугду. 

Даље ми смо предпоставили, да је,. како пре, тако и по-
Ј' . . . 

сде посматране тачке P1 , d y~ истога знака. Ако се, пак, деси да је пре 
т~чке Р1 друга изводпа ~ O,X~ посде ље :; О, онда је у самој тачци P1 

~;:? = О. 1Јролазеhи· кроз тачку Рl линија прелази" У таквомслучај1it 
из конвексности у KOНItaBHOCT иди обрнуто из конкавности у конвеке-, 

ност. Таљва тачка Р1 , у којој динија меља смисао извијености,_зове се . 

тшчка nреtuба. Тачке прегиб:i једне' криве диније ныазимо дaКJle, Ћад 
. ау2 

опредедимо оне вредности Х-.а. и у-а, које чине d 2 = О иди = оо И 
Х . 

чине да та друга ИЗЈ,30дна, продазеhи кроз тачку P1 у исто време знак меља. 

Сасвим опште, ако је .у изразу 

. 
онда имамо, .да раздикујемо ова два сдучаја. , '- - . 

1) Нека је п парно.· Знак од P2 L независан је од знака прираштаја 
, ~'-

D. Х1 • То' значи; да су у бдизини(дево и десно од) тачке Р1 ордиюiте 
диније иди веће иди маље од одговарајуhих омината тангенте у тачци 
Рl' . Jlи:iшја је, дакде, конвексна иди конкавна (наспрам х-осе) према 

. Ј"у > 
1'оме, да ли Ј' е 1 О. 

dx1
n < 

2) Ако је п непарно. Знак од Р, L зависи од знака прираштаја D.X1 • 

. То значи., да; ако су пре (дево од) тачке Р1 , оРДинате диније веће од· 
ОДl'оварајуhих ордината тангенте у тачци P1 , посде (десно од) те таЧЕе 

оне морају бити .. маље' од ових 'посдедљих иди обрнуто. У таквоме сду
чају TaнreHT3 у тачци Р1 сече JlИнију у 'fOj тачци. P1 је тачка преl'иба. , 

121. Примери. -
1. ПРUJflер. (/UHYCHll лuнuја 

• 
у=виtх. 

На основупеРJIОДНОСТИ СJIнуснеФУНIщJtiе закључујемо, да се ова линија са
стојl[ из беСКОllаЧJIО MHoro:KoнrpyeнTHIfX. I\елова, као што су Ји Р" Ј' Р' О, 

О·Р, Ј, Р. Ј. ИТI\. ..- . , 



Све вредности, које ордината може имати, 

креЋУ се у rpаницам:а --' 1и + 1.НајвеЋа 
-

вредност ординате је + 1 и то у тачкамаР",-

Р" Ра . ' •. , а најмања ~ 1 у тачкама Р', Р., .. , 
:п: 

Тако н. пр. почев од х = О, па до х = 2 
dy , 

внДИМО, ,да је dx = сав х > О, а то значи, , 

, да у томе размаку ФУНКlщја (ордината) у 

расте и пошто је за х =~, dy = О, 
d'y 2 dx 

Из 

а dx' = - .;n х одречно (= - 1) следује, 

да је у тачци Р, (т.ј. за х = ;) ордн
пата у Мах. (= + 1). Напротив почев од 

2:n: 3:n: • 
х = ,па до х = заКЉУЧУЈемо из 

2 d 2 
Tora што је d~ < О, да Функција опада и 

• 
пошто Је за 

, 

3 п; d'y ( ,3 :п: ) 
х = 2' dx' > О - .оn ,2 = + 1 , 

• 
то значи, да Је у тачци Р2 

( . з:n:) т.Ј зах= 2, у Min. (= -1): 

d ' 
Tora што је d~ = со. х = tg а (ако ознаЧIIМО 
са " yrao, који дирка ЧИНИ са х-осом) 

ЧЈlТаио, да је у тачкама Р", Р', Р" Р2, 

Рв, . .. т. ј. за х = (2 п + 1) i (rIIe је п ма 
какав цео број) ташента паралеЮIа са 

х-осом, 'док међутим у тачкама Ј", Ј', О, 
ОЈ Т' п; 

" "2 •••• ' т, Ј. за х = 2 n'"2 она ЧЈШII са 

X-OCO~I наизменце yrлеод 450 11 900 + 450. 
, 

На основу Tora, што су у = sin х 11 дpyra IIЗ-
, d'y' ' 

водна d 2 = - .in х вазда противноr знака, -
х 
•• • 

закЉУЧУЈемо да Је сипусна-ЛИНИЈа свуда 

КОlIкаЩIa наспрам х-осе. 

Најзад ВIIДII~IO, да су пресечне тачке линије са 

х-осом (Ј", Ј', О, Ј" Ј., Јэ, ••• ) тачке iiреrиба, 
• 

IIОШТО Је у тима Тачкама друш IIзводна 

~y '. 
d х' = О, а у IIСТО време и меља знак. 

, 

2. ПРUJl!ер. Tanгenmna лunuја 

у = tgx. 

1 
I 
I 

1 
1 

;Ј<:) ---. - '" 
'" u 

1 " 
1 

"ь ------ R:> -
I 
1 

1. 
I 
I 

~ ---- -"1) 

","ђ --- - ~ 

1 
1 

& ---- ",""Ь 

~ 

Сл. 42. 

1 

I 

15-1 

lIериодиост Функције tangens показује нам, да се ова ЛIIJЩjа caCT;!>j~)ii 
безбројно иноrо кошруентних rpaнa. Ордпната ЋIOже имати cBe·'\ii:k!;:'y}l~i 
вредности од - оо, lIа до + оо", СваЈ,а rpанапростпре се Я~1It~Iii:Дii~:iУ! 
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< 1(;\ 3-rr /' 
паралелних, преJ\tа у-оси,. као а ,пр. што су праве х = "2 и х = 2' Ове 
праве додирују асимптотн,О,(У _ бесконачлости) поједине rpаие тан-

. ., 
гентне Ј'"НИЈе и то свака права ДОЛИРУЈе две гране: једну у полож-

номе, а дPyry у ОдРечломе правцу у-осе. О овоме ћемосе уверити, 

кад ставимо у 

-, , 
y=tg (; -6Х) =cotg6x и y=tg(; +6Х) =-cotg6x 

rr; 
6 х = О. Добиhемо за х = 2 две вредности· ординате у = ± оо. и 

. ,п; 

тако исто за сваку вредност х = (2 п + 1) 2' 

у 

• 

ј' 

Сл. 43. 

и dy 1. ( 
з прве изво дне d х - со" х закљУ'1УЈемо, да све rpaHe или управо 

њихове танrеите) у пресечлој тачци са х-осом праве са х-осом угао 
rr; -dy 

од 450, зато што је за х = 2 п 2 (даItЛе у = О) d~ = tg а = 1. 

. вinx d2y 2sinx . 
. На основу тош што су у = tg х = и dx' = 3 Једног истог знака 

соах сав х . . 
• • • 

за ма какву вредност х-а следУЈе, да Је ЈlИНИЈа свуда коивексна према 

х-оса 

-
. d2y' 

. Даље видимо, да је друга изводна dx' = О ЩL све оне вредности х-а, за . 

које је ајn х = О, а то су вредности х = 2 п ~. и пошто ~~ пролазеhн 
кроз кулу мења знак, следУје,да су Ta'lIte Ј', О, Ј1 , ••• , у којима ли

нија се'111 х-осу, тачКе irреrиба. 



7. Додиривање кривих Jlинија. 
122. Појам додиривањ.а. - Нека су 

у = ЈСх) и у = ср (х) 
, 

једначине двеју задатих .шнија L1 и 4,. 
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Претпоставимо, да те две линије имају заједничку тачку РО (хо • Уо)" 
. Ако придамо апсциси хо = OQo прира.mтај Ахо = Qo Ql' доби

ћем:о за хо + Ахо = 0'4 две друге тачке: једну Р1 на линији L 1 и 
другу РВ на линији L 2 • 

ОдговарајуЬе ОРДинате јесу 

Р1 '4 - У1 = ј(хо + Ахо) = ј (хо) +1' (хо) Ахо + 1" (хо) ~~22 + .. . 

Р2 Q1 = У2 = ср (хо + Ахо) = ср (хо) + ср' (х) Ахо + ср ",(Хо) ~~~/ + .. . 
одакле (с обзиром дajej(xo)=cp(xo)=Po~) 

Р1 Р2 = [ј.' (хо) - ср' (хо)] Ахо + [1" (хо) _ ср" (хо)] ~ ~;2 + .. '. 
у случаЈу, Ai\ линије L 1 и L 2 имају у тачци РО и заједничку 'l'aH-

генту, т. ј. ако је IIоред . 

ј (хо) = ср (хо ) јощ и ј' (хо) = ср' (хо), 
онда Је - - 2 

.р р' [ј" ( ), "()] А хо 
1 2 = ХО - ср . хо1 . 2 + ... 

у оваквоме случају кажемо, да између лииија L1 и L2 постоји до-

диривање nрвmа реда или степена. . 
Ако је у тачци: РО двеју кривих ЛИlIија поред ј (хо) = ср (хо) још 

и f' (хо) = ср' (хо), Г (хо) = ср" (хо), ТаКО дакле, да је 

р р [ј'" () ,,, ( )] А хо 3 
1 2 = ХО - ср хо 1. 2 . 3 + ... 

онда кажемо, да се лини:је. у 'тачди: РО додирују у друщме реду. 
Сасвим опште, ако'је у заједничкој тачци РО' т. ј. за исту аuсци:су 
, 

хо и Једнаjtе ординате 

Ј(хо) =ср (хо)јошиј' (хо ) =ср' (хв),ј" (хо ) = ср" (Хо),'" јС") (хо) = срСn) (хо), 

дакле . Ах n+ 1 

Р1 Р2 = [рn + Ј) (хо) - срС .. + 1) (хо)] 1 . 2 . 3 . ~, (п + 1) + ... 
линије L 1 и L 2 додирују се у п-томе реду. 

И3 овога IIоследњег обрасца за Р1 РВ закључујемо: 
1) ако је п (ред додиривања) непаран број (1, 3, 5, ... ), да з. 

од Р1 Р2 , а то је ра3ЛИIi.а Р1 '4 - РВ '4 не заџиси одзнака IIромене А хо , 

IIOшто је тада п + 1 IIарно и IIрема томе АХо" + 1 вазда IIОЛШIШО/ТО 
значи, ако су десно од заједничке тачке РО (т. ј. за IIОЛОЖНО Ахо) орди-

, 
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нњте линије L 1 веЋе или мање од одговарајуЪих. ОРД'ината линије L2 , 

онда су исто тако и лево од тачке РО (т. ј. за одречно 6хо}Ординате 
од L 1 веЋе' или мање од одговарајуЪих ордината линије L 2 • У бли3!rnи 

тачке Ро.· обухвата једна линија (н. пр. L1 ) ону другу линију (L2 ). Види 
сљ .. 44. 

, 
2) Ако је п парно' (2, 4, 6 ... ), онда знак од Р1 Р2 зависи од знака , 

промене 6хо , пошто је у томе случају п + 1 непарно и према томе 
знак од 6хо" + 1 зависан од тога, да ли је 6хо положно ИДИ одречно. 
Ако су, дакле, десно од тачке РО (т. ј.' за 6хо > О) ординате линије 
[,1 мање или Behe од одговарајуt.их ордината линије L 2 , онда су лево 

од тачке РО (дакле за 6хо < О) ординате од L1 веЋе или мање од 

ордината линије L2 • Jlиније L1 и L2 укрштају се у тачци Ро' Види сл. 45. 
Закључак: две у непарноме реду додирујуhе се криве линије обу

хватају једна другу, а две у парномеред:у додирујуt.е се линије· укрш-
• • • 

таЈУ се у заЈеДНИЧКОЈ тачци. 
, 

1. Теорема. Између две у п-томе реду. додирујуt.е се линије није . . 

1IIшуЪе провуt.и какву Tpehy линију, .која би се са првима додиривала 

у нижем реду од 1i. или: свака крива линија, која пролази И3l\Iеђу две 
у п-томе реду додирујуt.е се линије, мора додиривате ове најмање у истоме 

реду п или у вишем реду од n. 
Закључак. У' колико је ред додиришtња двеју линија веhи,у то

.iJIИКО се и оне присније зближавају у /додирној тачци .. 
П. Теорема. Ред додиривања двеју линцја не зависи од избора. 

Е:оордина,тне системе. 
• 

123. Оскулаторке линије. - Нека је 

Q у=/М 
једначина једне задате (сталне) _ криве линије, 

/ 

п) у = ср (х, а, Ь, с, ... k) 

(шшта једначина једнога I!иза кривихяинија, тако, да, свакој динији 

тога .низа одговарају одређене вредности констаната а, Ь, с, ... k и 
< 

обрнуто. 



ffi11'" : . . .. 

Ако претпоставимо,' да констаната а, Ъ, с, ... k има п + 1, онда 
их можемо определити тако, да линија II, којој те' вредности припадају, 
додирује задату Ј1инију I'y п-томе реду. УСЈ10В, да се Ј1иније 1 и II 
додирују У п-томе реду јесте, као што знамо, : 

, 

ЈСХо ) = ср (хо , а, Ъ,с, ... k) 
ј'(Хо) = ср' (хо, се, Ъ, С, ••• k) 
Ј" (хо) = ср" (Хо ' се, Ъ, С, .•• k) 
• • • • • • • • • • • • • • • 

• 

(ПI 

Пошто оваквих УСЈ10ВНИХ једначина има п + 1, а ТОЈ1ИКО И,про-

изво.zьних ROHcTaHaTa у једначини II, то можемо, на основу једначина IП, 
да опредеЈ1ИМО стаЈ1не КОЈ1ичине се, Ъ, с,' ... k и да учинимо, на тај 
начин, да извесна Ј1инија из низа II додирује задату Ј1инију 1 у 
П-ТОме реду. 

Као што видиио ред додиривања једне Ј1иније 11 са каквом задатом 
.llИнијом I зависи од броја произво.zьних констаната, које се наЈ1азе у 

једначини прве Ј1иније, тако да је ред додириваља за 1 маљи од броја . . . 

тих констаната. .' 
.i'Lинија, која према броју. констаната, Rојесадржи љена једна

чина, додирује једну заДа1'У Ј1инију у највишем степену зове се ОСКУМЈ

mориа .љин.ија ове ПОСЈ1едље. 

124. Примери. -

1. ПРUЈ\,ер. Нека ј е . 
у =Ј(х). (1 

" . 
Једначина Једие задате криве ЛНlmЈе, 

у = mх+Ь (П 

. . . 

. општа Једначина праве ЛИНИЈе. 
На основу тога, што ј едначина праве садржи само две константе '" и Ь, 

• • • • 
заКЉУЧУЈемо да права може Једну криву ЛИНИЈУ додириватн наЈвише 

у првоме редУ. Ј едиачину праве,. која задату лнннју додирује у првоме 
реду, добиhемо, кад определимо константе т И Ь на основу ј едиачина 

Одавде 
• 

слеДУЈе. 

ЈСхо) = т хо + ь, 
. d 

1'(хо) = Јхо(шх.+Ь).=т . 

т = ј'(хо), Ь = Ј(х.) - х.Ј'(хо ) 

• 
11 према томе Једиа.чина оскулаТОlше праве 

• • 

. у = х/,(хо) + Ј(хо) - х.Ј'(хо) ИЛИ у - /(х.) = Ј'(х.). ("'- - Хо ), 

..... d у. ( ) . 
а то Је Једнач~а тангенте у -iyo = d хо х - хо у тачци Хо,у •. 

, 

(Ш 
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I) 

II) 

Ш) 

Пошто Taнreнтa додирује криву линију уопште у првоме, дакле ЈIeпар~ 
иоме реду, то следује, да Jnпп9.а лежи сасвим (бар у близини додирне 

тачке) на једној и истој страни Дирке (в. чл.122.). У изузетним случајима 
•• • 

l\10жеправа да дОдИРУЈе криву ЛИНИЈУ у ввшем реду и онда, ако Је 
• •• • 

ред додиривања паран, танrепта сече лин"ЈУ у ЉИХОВОЈ заЈеДНИЧКОЈ 

тачци. У таквоме је случају ДоДИРна -тaqкa тангевте у исто доба и 

тачка прегиба задате динвје. , 

2. Прu.мср. Узмимо поред једначиие криве линије. 

У =/(х) 
• • 

општу Једвачиву круга У пра.вОУГЛОЈ системи 

• 

(х - а)' + (у- Р)' = "'. 
'. 

Као што видимо у једначини круга има три константе а, fJ (координате 
средишта) и r (полупречник). Према томе можемо да yдecJlМo да круг П 
додирује задату линију 1 најввше у другоме реду. 

Определимо, претходно, KPYl', који се са линијом 1 додирује само у првоме 
реду. Константе а, f3 и ,. таквог круга имаМо да одредимо на основу 
• 
Једначина 

Ј(х.) = f3 ± У r' - (хо - аУ, 

хо - ct 

Ј'(хо) = - .r.2 ( -)" 
l' 1 - х,,- а 

Пошто имамо само две једначине, а три непознате, то видимо, да оваквнх 

кругова, којидодирују једиу криву лииијуупрвоме реду, имџ бесконaqно 

много. Из последље једнаqине, коју мож(Омо написати . " " 

• 
( 1 ( dx. 

Ј хо) - f3 = - Ј'(х.) хо - а) или Уо - f3 = - d уо (хо - а) 

и у којој су Хо, уо координате извесне одређеие тачке Ро , а И f3 пак 
координате средишта круга, дакле координате тачке, која (у овоме 

случају) IЩjе одређена, читамо да средишта (тачке ", Р) тих" кругова" 
леже иа иорма.чи задате ли:иије I.y тачци х., Уо, Једначина УО - Р = 

- ~ хо (хо - а), у којој су Хо,Уо координате једне сталне ;ачке, а Н р 
Уо 

пак теКУће координате, .представља -нормалу линије 1 у тачци Хо, у. 
(види једн. у ЧЛ. 101.). -

Између ових безбројно МlIOгo кругова, који задату линију додирују у 
првоме реду, имаједан, који ту =ју додирује присније, но сви остали 
кругови, а то је онај што је додирује у другоме реду. Тај круг зовемо 
oGI<IJJtamopuuJ\, "руго.м или "РlJго.м "РUБUltе. Средиште и полупреЧЮIК тога 
круга зову се средuшmе и 'ftОАlJnреЧltUI< "РUб"~~. 

lCoopiIlIllaTe средишта и полупречник крившiе иалазимо из једиачина 

/(хо) .;.... f3 ± 1',.2 - (хо - а)', 

Ј'( ) - хо - а 
ХО - - -, , "±1', .• -(хо -,,)г 



, 

Одавде следУје, • 
сасвим опште за, ма КОЈУ тачЕУ "', у, 
- \ ' . 

, 

'[1+ј'("')']I'("') _ [l+(:~JJ:~ Ј 
с< = '" - ,Ј"(х) - '" - d' У '11 

dx' 

,. = ± 
3 

[1 + ј' ("')'] , = ± 
, Ј"(",) 

• 

, 

1 
I 

• 

Ј 

l' "5'7' ' - - - " , " 

(IУ 

Односно двојакога, знака у изразу за полупречнlIК r имамо да при

метимо следеlщ Из једначине 

ј3=у+ 
1+ (=~y 

d'y 
d",2 

илиј3-у= 
l+(~J 

d2 у 

d ",' 

d2 y 
видимо, да ј3 - у и d х" 

имају једаи исти знак, иошто 1+(=:): као ПОЛОЖН~2 количина, не 
УТIrче на знак. Са погледомна значај дpyre изводне d ;2 по конвекс-

, 
иост односно конкавност криве ЛННIJjе (в. чл. 120.) и имајуhи на уму, 

• 
да Је 13 ординатасредишта кривине, у ордината додирне тачке" за-

, , d2 , 

,кључујеnlO из тога што су ј3 - у и d;:' једиог и истог знака, да сре-
, .. 

диште кривине лежи увек на конкавНОЈ страни ЛИНИЈе. 

-

Отуда што оскулаторни круг додирује задату линију у другоме, даклс . _.. 
парноме реду, видимо, да се ЛИНИЈа и њен ОСЕУлаторни I~Pyr укрштаЈУ 

у ДоДНрној тачци (в. чл. 122.). У изузетНIlМ случајима, кад је доднри-. , 

вање изме~у ШlН~е и круга вишега и то непарнога реда, леже лин~а 
• • • • 

п њен оскулаторшr круг на ЈеДНОЈ ИСТОЈ страни TaнreHTe у ДОДИРНОЈ 

тачци. Тачке, у којима оскулаторни кру! Д'однрује задату лн~у у 

трећем или још вишем реду, зову се те.меnа лиш~е. ' 

На основу вредности, коју смо нашли за нормалу у тачци х, у, а то Је 

'У (d y )2' n=у 1+\..dx(B. чл . 102.) можемо ПОЛУllречник кривине Д'а из~ 

• 
разимо и на оваЈ начин 

(У 
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8. Кривина~ линија. 
125. Кривина круга. - Кривина једнога круга у ТОдИКО је веМ

у Ко.[икоје љегов подупречник маљи и обрнуто: кривина круга је у тодико 

маља у кодико је Љ~ГOB подупре-чник веhи. Да бисмо ово још боље објас~ 

t ниди упоредимо разне. кругове са. 

~ .. 

• 

I 

• 

ln 
Сл. 46. 

. 

правом динијом и замисдимо paAJt
бољег сравнеља) да средишта свију 

круговадеже на нор:мали п ЊИХОве 

заједничке тангенти t у тачци Р. Тако 
• • 

нам постаЈе потпуно Јасно, да се круг 

у тодико више прибдижује правој t, 
• • 

т. Ј. да Је кривина круга у ТОдИКО 
. . 

маља. у кодико Је љегов подупречник ~. 

веhи. Према овоме је пој мљиво, да је 

кривина круга ~ ;. Као јединица 
, . 

кривине има се,дакде, сматрати кри

вина круга са подупречнико:м 1. с 

Означимо 

КРИвина круга 

са wсредиШRИ УIЋО за дук в. Онда је ~'ш = в, дакле 

1) • 1 w 
-=-• r 11 

Средишни угао (.о, то је у исто вре:меи 
ЉИм тачкама дука s чине међусобом. 

• • 
угао, КОЈе дирке '! краЈ-

• 

126. Општа деФиниција кривине. - Ми смо показали (у 2. прим. 
чл. 124.) да се од свију кругова, којиса задатом линијом имају једну 

тачку заједнички, најприсније приБJl.Ижујетојдинији љен Qскудаторни 

круг. Према 'Ј'о.ме је сасвим uрирdдно, ако дефинише:мо кривину једне 

див:ије у извесној тачци као кривину љенога оскудаторног круга у тој 

t' тачци. ми се :можемо дако уверити, да 

_..-;~.;..P\~ ёiш р' "-$ . 
t· \ I 

• • 

/ \ .' 
r\ / 

f' -." 
dцj 

\ј 
СЛ 

• • 

I \ 
п" . tL I \. 
Сл. 47. 

• • 
се ова деФИНИЦИЈа кривинесдаже· са 

. . . 

горе у Чд. 125. под 1 датом деФини-
• 

цијом. кривине круга. Аналогно де-

Финицији под I разумемо под кри-
• • 

вином ма какве ЛИНИЈе у љеНОЈ тач-

ци Р RОЛИЧНИК из бесконачно мадога 
угда dш,које тангенте t и t' у крај-

.' ЉИМ тачкама бесконачно малог лука . . . 
РР' = ds међусобом захватају и тога 
бесконачно ма.llога дука d s. Имамо 

. дакде . 1 d w d s 
r - d 11 ИЛИ~· = d 'ш' 



Угао аш" који .две бесконачноприближне тангентеl иt'И~ЋШТО 
је .једно исто угао, које две бесконачно приБJlИжне НОРМаЈЈ.е п и п' за
К.lапају, зове сехонmщенmни ytao. СредиштеС кривине можемо сма-. 
трати као пресечну тачку ·НОРМаЈЈ.а п И п' у двема бесконачно. при
ближним .тачкама Р и Р' криве линије. 

Ако означнмо са w угао, који таП1'ента линије у тачци Р чини са 
х-осом, са ш' У1'ао, који TaнreHTa у тачци Р' чнни са х-осом, онда је 

ш' - w = аш и пошто је tg w = ~;, Aa:&Jle w=arc tg ~~, то је конт,И-
гентни угао -

-

а2 у 
d 'ах2 аХ 

d w . d атс tg d ух = ----0-""......,.-' 
1 + (:~)2· -

Доцније доказаЪемо, да је 

V 
. d 2 

ds = Vdx2 + а у2= 1+ (a~) ах. 

На основу ових вредностиза d w и d s, а према 1'орњој јеДначини 
. 

меДУЈе за полур:речник кривине 

ау)' ~ 1+ 
Јв Јх 

r - - !=..-~-"---'=-
-аш- а2 у , 

ах2 

даые исти израз, који смо веЪ наШЛ:ј[ за полупречник оскулаторно1' 

круга (в. једн. у чл. 124.). Овим . смо докаваЈЈ.И, да је круг кривине 
-

идентичан са ОСЕулаторним КРУ1'ОМ. 

Примедба. Из обрасца за r видимо, да је у тачкама пре1'иба, '. а2 . -

У којима је, као што знамо -a-~ = О,полупречник кривине Т=сх>,а кри-
о l' ""-

вина дакле -;:- = О. Ово се потпуно слаже са нашим схватањем, да у 

тачкама пре1'иба тангента има најмање три (бесконачно приближде) тачке 
заједнички са кривом линијом (в. на кр-ају1. примера у ЧJl. 124.). Оску
даторни круг, који има такође само три (беСltоначно приближне) тачке 

о з!tједни<ЈКИ . са кривом линијом, претвара се, дакле у тачци прегиба у 
. праву ЛИНИЈУ (таН1'енту). 

• 121. Продужење. - Ако заменимо променљиву х другом каквом 

променљивом.t, онда имамо по правилима Диференциалног Рачуна да 

ставимо 



, ;---, 

16() 

и једначине ЈУ) у чл. 124. добијају, према томе, овај ОllштIiји вид 

а = х _ --,-(,-a~x2=-+_·_a",;y2--,-)_a~,*y_ 
ах а2 у - ау а2 х' 

. (ах2 + ау') ах 
, fl = у + d х а2 У - d У а2 х' 

3 . - . 

. [ах2 + ау$Ј' 
r - +- -;;' -"-=---'---i'-",,.-. - --'- ах а2 у - ау Ј'х' 

Тако н. пр. доби:hемо полупречник кривине за косоугле коорди

на:ге, кад ставимо ' 
х = Х + У СОВ Э, . у= УsinЭ 

(за случај да обе системе имају исти почетак и заједничку х-осу), данле 

dх=dХ+clХСQSЭ, 

а2 Х = Ј2 Х + Ј2 У СОВ Э, 
dу=dУsinЭ, 

Ј2 У = Ј2 У sin Э, 

K~je, код субституиmемо у оmnти образац за r и узмемо Х за прапро-: 

менЈЬИВУ (ставимо Данле а2 Х = О), даје овај израз· 

, 3 

т=+ [аХ2 + ЈР + 2 ах ЈУ СQsЭ]2 -
dХd2 УsinЭ ,. ', .. 

.=± 
(
ау\2 d У 3 

1+ ах) +2 ах СQSЭ я 

Ј2 У . . 
ах: B~n Э 

, 

Да би добили полупречник кривине за riоларне координате ставимо 

• 
х = е СОВ р, у = е B~n р 

. 

и узмимо р за прапроменЈЬИВУ. Из 

Јх = СОВ рЈе - е sin р ар, а'у = sin р ае + е СОВР Јр 
а2х = СОВ Р Ј2е - 2 sin р Је dp -е СОВ р аре, 

. . Ј2у =sin р Ј2е + 2 СОВ Р Је Јр - r sin рЈр2 

и pa~HOBY горљег 6пmтег образца за т' налазимо 



128.Лримери .. 

1 •. Пример. општа једначина JIИННја дpyrora степена: 

. уа = 2р х - (1- ,2)~ . 

. Овде је 
dy 
dx= 

р - (1- ") х 
у 

.' d 
- (1 - ,а) у - [р - (1 - ,2) х] у., 

d 2y' d х 
-----------~--~---~~ 

d х2 у'-

у' 

~ _Р,,--2 ~.~(1,--_,:...2!-) ,,[y:...a_..:2~p,-x~~+,--,-(1=--......:...,~)_x~'] р2 
= - у3. • у' 

и према томе полупречНJIК кривиие-

., 

r = ± 
[1+ ср - (1;- ")xJJi 

=± 
Ср2 + ,2 у'.) r 

ра 

у3 

или на основу 06раёца У чл. 124. простиј е 

n· 
,.=±~ 2 • 

Р 

~. IIp,,Mep.· Ел "пса u :хunербола: 

х2 - у2 
--± =1 или Ь2 х2 ± а2 у2 = а'Ь·. а2 ~. • . 

Имамо 
d У Ъ2 Х 
- = =F-
dx а2 у 

•• • 

р2 

/,2 (о' х2 ± а2 у') а2 Ь' Ъ4. 

• 

=- =-
Ј а4 уН а4у3 а2 уЗ 

и npеlYIа томе за координате средишта и полуnpечиик кривине 

• 
где је за С.lIИПСУ с2 ~ a~ - Ь', а за хиперболу с2 -: а' + Ь2 • 

ј;'е." 
J;Ц~ 

ПомоЋ)(,. вредности за се .. врлоје лако. конструкцијом определити среДИlll'ј)е, 
<'па дакле и полупречиик {iрщiiprе: Шiкажимо 'за елнпсу. .. 

~iilJiЦIUI~!!НИТЕ3ИМAJlНОГЦАqУНА,' '····Н, 
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-

. 2' . 

Из једначине нормале у тачци Р (х, у), а то је У-у ---:- :. ~ (х- х)налази~' 

--+----- -

о. . L I ,'N. Q 
~' 

с 
, оо I , / 

" / " /. - / - ./ -- --
Сл. 48, 

/ 

I 
I 

1>10, кад стаВИ1l10 У . О апсцису пре

сечне тачке N НОРll1але и х-осе, 
,с2 х . • 

дакле О. N = .' На таЈ начин м<Ј-
а' . 

же1l10 да напише1l10 а = ,о N . ( : )2 
ИЛИ а = o.N С08' 1/', ако означимо 

за 1/' > екцентричну аномалију'.q:: Р' o.Q 
за,тачку Р. > СПУСТИЋlО нз N управну 

NM но О. Р' и нз М управну М L на 

.' х-о су. Из слике ЧИТаЋIO, да је О. М = 
О. N . СО81/', О. L = О. М . С081/' = О. N. СО"1/', 
дакле а = О. L. Према ТОll1е је дакле 

. тачка С у којој М L сече нормалу Р N 
елипсе среДИШте. а РС полупречник 

кривине за тачку Р. 

3. Прuмер. Парабоља: 

, у'=2рх. 

Из 
Ју 

Јх 

р , 
у. 

Ј' У р' 
dx' = - .у3 

(в. 1. ПРЦ!\'lер за Е . 1) и на основу једи. ЈУ чл. 124. добијаЋlО 

., 
" (р' + уг), _ n3 

- " р • 
l' = а - 3х+р, 

• 

][01>10IiУ 
, 

ових вредности конструисати средншз:е и полу-
• 
Је лако 

> 
врло , 

пречиик кривине. 
• 

- , р ~ - -

Вредност за." показује"на први поглед, да је средиште С кривиие пресек . . . 

. управне преll1а х"оси у тачци..4, ~OJace иалазк у одстојЋЊУ О. А== 
3. О. Q + р и нормале у задатој тачци Р. 
у 

-До истога ресултата долазИ1>IО, 
I •. -

кад узме1l10 вредност 

,. = п ( ; ) 2 = со; 1/" {у\ 
ttT'''~ 

• • • 
/.~ А _ ох ЧfО 'означИ1>IО. са 1/' угао, К.ОЈИ нор-

OI---/сF;'-~Q,-.Ј.сЈ/~;-------'ТI---:--=С 1>1ада чини са X-ОСОll1, а то Је по пос 
r / / " I знатоме свој.ству параболе у ист(ј 

,.Л , I 
, / . " . I време и угао, који жижни зрак': Р F 
1/ -'о I . k.. " чини са нормалОll1 у тачци Р н пошто 
М--_ .\. I N NM - __ --_ .'\ I подигнемо у управну на Р N, 

--__ ',: а у М управну М С на Р F ДОбцја1\10 

СД. 49. 

- - ~ средиште кривиие у тачци С. ИЗ слике 
О 

ВИДИ1>10, да је Г М = п , 
>. 'С081/' 

, 'РМ -п 
PC=~>--- / _,О 

С08 tfJ 7 (;082 tfJ -. оо 



4. пример. ВериOlCltuuа: 

х -х 

• 
Из 

dy_e -е -- , dx 2 
d'y 
d х' 

= у следуЈУ ове вредности 

еХ _ е-Х 

а =х- у, 
2 

{3 = 2 у, r = у' = n. 
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полуuречник кривине је дакле раван нормалн. Помоhу последњег ре

султата и то, Ј>ад га напишемо у видУ поступне сразмере 1: у = у : п 
није тешко коиструисаТR нормалу, . па дакле и средиште кривине 

(имајуhи при томе на уму, да ово последње лежи на конкавној страни 

, линије). 

5. Пример. Проста uиклоuда: 

х = а (ш - 8јn ш), 

_ (в. чл. 107. пример 6.). 

ИЗ 
dx 
d ш = а (1- С08 ш), 

d' х . 
d 002 = а stn (О, 

• 
следУЈе 

у=а(1-СО8Ш) 

dy . 
d 

= а .91,11 Ы, 
ш . 

d2 У 
~"" = а С08 ш 
dш' 

С::Ј+ e~J= 2а2 (1-СО8Ш), dx d'y 
d шdш' 

dy d' х 
d ш d ш2 

_а' (1- С08 ш) 

, , 

и на основу општих образаца У чл. 127. 

a-х+2У2ау-у2, {3=-у, ,·=2У2ау=2n. 

ова последња два ресултата могу да нам по служе, да врло лако опре-
• 

деЛИЋ1О КОНСТРУКЦИЈОМ средиште и полупречинк кривине. 

6. прuжер. Кард,иuда: 

I! = а (СО"Р ± 1) 
(В. сл. 30.). 

ИЗ 
d I! • 
d'P = - а 8'n 'Р,. 

d' I!, 
d 

2=-асоа'Р 
'Р . 

а на основу обрасца У чл. 127 .. налазимо 

или Кад сравнимо са дУжином поларне нормале (чл. 106.) 

n= V("+C~~y = У2аУа(С08'Р± 1) =У2.аl! 

до6иhемо, да је 2 
,. = з"" 

оСНОВИ, ИИФИНИТЕ~И.А.lНЩА- РАЧУНА .. 1"2';, . , 



7. Пример.' ЛеМnllстсаmа: 

(!. = 2 а' со. 2 'р 
(в. чл. 107. пример 7.). • 

Из 

d е2 а' sin 2'1' 
=-

Ј'l' е' 
- 4 а' со. 2 <{, 

одакле 
Ј' е ' ,4 а4 sin' 2 <р 

п ' = - 4 а' С08 2 'р - --';;--'-
, d 'Р' ' е' 

• 
следУЈе 

[ 
. 4 а' sin' 2 <Р]" 

2а'С082'1'+ (!' .,' 

,. = • 2 + 8 а' 8in' 2 ср + 4 а' 8in' 2 'Р +- 4 .' 2 
2асоа <Р. • аС08 <р 

е е 
, ... , 

[4 а' С082 2 <Р + 4 а! 8; .. ' 2 'Р]' 4 а4 

-~~~-~~----~~~--~=---------~-

[ , +. 1 a·.in' 2 'р Ј 3 9 [СО.8 2 m + 2 a'8i:', 2'1'] е3 6 а со., 2 'Р 2. (!' е .,- , 

8. Пример. Логариmамстса c-nирала: 

е = Ъ'Р 
(в. чл. 107. пример 11.). 

Овде је 

, 

-;J~e =b'P 1b = nlb 
Ј<р , , 

и према томе полупречIIИE кривине 

Ј' 'Р . ~(! = Ъ (1 Ъ)' = п (1 Ъ)' 
d 'Р' ' , , 

,. = (! У1 +(1 Ь)'. 

Исту вредност има и поларна нормала п =Уе' + (~ ~J~ На основу 
. . 

Tora и познате КОНСТРУКIЩ)е TaнreHTe, па дакле и нормале, можемо 

лако на1и средишrе кривиие. 

9. ЕВОJlута и еВОJlвента. 

129. ДеФиниција. - Средишта кривине -једне • 
ЛИНИЈе образуј-у 

• • • 

ЛИНИЈУ, КОЈа се зове евољута ' оне прве, а ова опет љена евољвента. • 
Једначину еВОЛУ1'е једне задате линије добиhе.м.о" кад по.м.оЬ:у' једна

чина п{ другог. примера у чл. 124. ели.м.инујемо· х и у. Услед тога, ЈП'fО 
, ау аду" • " 

су вредности за ах и ах2 једне исте узели их из једначине задате ли-' 
• • • 

НИЈе или из Једначине љенога оскулаторног круга у ДОДИрНОЈ тачци, 

можемо поменуте једначине ПI, које су нам служиле за опредељаваље 

координата а и {Ј, да заменимо овима 



у =1 (х), • 

'. ау 

(х - а) + (у - (1) ах = О 
• 

а2 у 
1 + (у-(1) ах2+ а У)2 

ах = О • 
. 

Елиминоваљем теКУhИХ Itоордината х и у помоhу ових једначина 
надазимо једначину геометрисItога места средишта кривине за све таЧRе, 

задате линије у = f (х), а то је· једначина љене еволуте у координатама 
а И (Ј. 

• 

130. 3акључци. _ Из последље две једнаqине· Ч.il. 129. надазимо 
координате средишта Itривине . 

. (а у 2 . 1 (ау)2 
1+ (jx~ ау . = _+ ах 

а = х - dlJdx' fl У.+ -О;а2;;-----"-
~y у 
dw ах;2 

• 

(в. чл. 124.), које на основу тога што Је 

(dy)1J ~ 
1 + ах. ау 

. l' = h---d-5lJ"у~-="--, tg W = а-х' 

dX IJ 

• 

где је r подупреЧ1lИК кривине, . а ы. угао, 
• 

КОЈИ дщжа у тачци х, у чини 

са х-осом, можеМQ написати' прОСТИЈе 

а = х- r sin·w (Ј = у + l' СОВ Ы. . , . 

Пошто су све ове iкодичлнв зависне од х, то добијамо диференциа.дењем 

аа = ах - r сов w аы _ sin f1) а1', dfl = ау - l' sin'wdw + cos со ат. 

На основу тога што је 

ах = ав совы, ау = ds sin ы, 

ако 0значимо са ds=Vdx2 +ау2 диференциад лука можемо написати 
посдедње обрасце 

аа = сов w [ав -1,аы] _ si1~ f1) а1', а{Ј = вјn w [ds - r аы] + сов w ат, 
. . 

које се опет усдед једначлна У чл. 126. скраliује на . 

Одавде медује 

аа - ...:... sin f1) ат, dfl = сов w ат. 

а{Ј . а{Ј 1 ,ах 
~ = - cotg lU иди d = - d = - -C;-a~ 
аа. - а . . У. у 

ах .' 
'~~'-..=' аа2 + а{Ј2 = а1,2, AaEJ.Ie а1'= 'Уаа 2 + dfl2. 
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И . ~ . dx 
маЈУnИ на-уму, да Је - d yrдовни сачинитеЉ нормаде задате 

d у . 
.ll.ИRије у тачци х, у, а: YI:довни сачинитељ тангенте љене еводутеу тач-
ЦИ а, 1'1 (средишту кривине за тачку Х, у) закљуqyjемо,.да је нормада задате 
диније у исто време тантента еводуте и обрнуто TaнreHTa задате Диније 

нормма еВодуте. Према. томе можемо еводУТУ једне диније сматрати као 

анведопу нормада те .!1ИНије и подазем са 'тота тдедишта нам на по
знати начин једначину еводуте. 3а ту циљ треба узети једначипу нор-

• • • • 
маде задате ДИНИЈе и представити Је као ФУRJЩИЈУ Једног иди два пара-

метрн и поступити према упутствима Чд.111. -113. 
Из посдедљет израза· читамо,· да је диференциад подупречника 

кривине задате диније раван диференциаду дука љеде еводуте. Озна

чнмо са а(Ј диференциа.ll дука еводуте, т. ј .. ставимо а(Ј = 'Уаа2 + ајЈ2, 
па Ьемо добити, на основу тота што је а(Ј = d.т,једначину (Ј -'- т + Const. 

R Пошто ова једначина важи за ма какве 
~-I-"'--"" две одтоварајуЬе вредности .llука и поду. 

. \. I 

"

" \ .~I 
I ~J 11 

. " . \~. I .-' '.у 
" . Ј I 

'" r, \.' с , СЗ ч 
'Т~ . С 

.. ;' " . у ~ 

'~C, 
I 
. "Со 

• ':>О-\ " , 
Сл. 50. 

пречникакривине, н. пр. (Јо = То + Const. 
• • 

сдеДУЈе, :кад та:кве две Једначине одузмемо 

једпу од друге (J-(Јо=Т-То. Ахо буДемо 

мериди дужину .il:YEoBa почев од извесне тач
:ке СО (од средишта :крИ:вине за :којеје noду

преЧНИR = То), та:ко да је (Јо = О имаtемо 

(Ј = Т.- То' 

Аук еводуте раван је раздици из пму

пречника кривинељене еводвенте у тач-

кама, које одтоварају крајљим тачкама тога 

.дука.Иди: дужина извеснога лука (н. пр. СоСв) ево.llУТе, који .llежи између 
два подупречника кривине (РО Со = То и Рв СВ = тв) љене еводвенте уавна 

је раздици из дужина тих подупречника (т. ј. дук Со СВ = ТВ - То). 

3амис.llИМО у ма којој та'Щи еВО.llуте једне задате .шдије, д. пр. 

у т:а'Щи СВ један :конац дужине ТВ утврђен и замиC.llИМО, да се тај :коцац 

намотава по еводутита:ко, да вазда остаје затегнут, онда t.e љетов :крај, 
:који је у почетку био у тачци Рв, описивати задату динију, т. ј. eBOД~ 

венту диније C~ С1 С)Ј Св . .. Није теш:ко увидети, да и а:ко једној зада
тој динији одтоварауве:к само једна еводута обрнуто једна динија има 

бес:кона'?fО }\шото eBO.i1ВeHaTa, јер све .ilИније, :које имају то својство, да 
• • 

љихове тантенте секу. нормаде задате ДИНИЈе под правим угдом Јесу 

eBO.llВeHTe те диније. Но ово, да сва:ка динија има бес:коначно мното 

еводвената, веЬје и по томе јасно, што је дужина :конца РВ СВ = тв,:који 

оБЋlOтаваљем по задатој динији СО С1 С2 Св... производи еводвенту 
РО Р] Ђ РВ ... , потпуно произвољна. Продужељом ИДИ скраtивањем тога 
:КО1ща добијамо безбројно мното еводвената за једну исту динИју. Све су 

те еводвенте међусобом пара!lедне. 

• 



-.1.31. Примери. 
1. Прlt.l..ер. 3а 

кривине 

ед"nсу и хunербољу иашли смо за координате 

(в. 2. пример чл. 128.). Одавде 
. 2 

(а
4 ")3 Х'-- . , 
с 

• • 
следУЈе 

2 . (Ь4 fЗ) 3 у' = 
с2 , 

• 

средншта 

. . . 
УЈеДН!1ЧИИУ задате ЈIИВIlЈе • 

КОЈе кад ставимо = 1 даје једна-

чииу еволуте 2 2 

Сс:)3± Cc~Y- 1 

. ___ с2 c~ . 
Ј1Л:И, ако означимо - = р, - = q можемо Је написати 

а Ь . 

(;)~± (:);= 1~ 
. 2 2 

(ас". ) 3+ (Ь.с'fЗ.)3 = 3а елипсу једначииа еволуте rласи дакле 1. 

• 

Из ове 
. - . . 
Једначине заклучујемо, да се ЛИНИЈа саСТОЈИ из четири коиrpуентна 

и наспрам координатиих оса симетрична делar. 

Нао~~тоmштојеза у 
с' f3 = о, ,,= - дакле а < с сле· 
а ' 

• • • 

дУЈе, да ова линир сече х-осу У 

тачкама ~lИ ~2, које леже из

Me~y средишта и жижа елипсе. 
с' 

Даље видимо, даје за" = о, f3 = ь· 1 
Пошто ово може према случају, , . 

с 

да буде ~ Ь и то f3 = ь ~ ь 

пре~ш томе,да лијес'= 0,2 - Ь' ~ Ь', 

т.ј. према томе, дали је а ~ Ь r:2 • 

8, 

82 
Сл. 51. 

• 
то значи, да еволута може лежщl'И Једн:им делом изван или сасвим у 

елипсJI. 3аа= Ь У?: крајље такке јЕ, и јЕ. еволуте на у~оси падају 
на темена В1 и В2 малtj о·се. - ЛиIЩjа је свуда конвексна наспрам х-осе. 

3а хиперболу имамо једна- у 
чину еволуте 

. 2. 2 

ес:у - е~}з = 1. 

Као и код елипсе, тако и овде 

. састоји се линија из четири кон
rpyeHTHa и наспрам координат-

'; них оса симетрична дела. Ево
лута се састоји из две у бес
коначност простирyhе се rpaHe, 
конвексне наспрам х-осе. Тачке 
~, и ~., У којима линија сече 

с' 
. х-осу, леже у одстојаљу -;;:од 
л;ижа Р1 . и. Р2• .. 

о А, 

Сл. 52. 

средишта хиперболе, IIaK;rre· даље .. од . 
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• 

2. Пример. За nараболу нашли смо 

,,= 3 х +.11, Ц, R _ . 
".., - - ""2" 

р. 

у 

(в. 3. пример чл. 128.), одакле 

"-р 
х= 

3 
, 

2 
у' = (р' /3)3, 

које КЩ\ ставимо у једпачину параболе у' = 2р х 
• 

налазимо Једпачину 

еволуте 
2 "р '8. 

(р' /3)3 = 2.р -.3' или /3' = --==-- (" - р)В. 
27р , 

Линнј а. се састоји из два беш.оначпа нас
прам х-осе коивексна и'симетрична дела. Ако 
узмемо тачку 12(, у којој еволута .сече х-осу И 

I---;o,--:;;::E==-----х која лежи у одстојаљу р од темена параболе, 
О F за нов почетак КООРДlЩата, т. ј. ако заменимо 

• 

• 
Сл. 53. 

" - р са се, једпаЧlЩа еволуте добија оваЈ 
• 

простщи вид 

Ми знамо, да је ово једначина Најлове 
параболе (в. 5. пример у чл.107.). 

3. При :мер. Код просте ци"ЛО1ьде имамо 

" = х + 2 У 2 а у _ у', /3= -у 
• 

(в. 5. пример чл. 128.), одакле 

х = " - 2 У - 2 " /3 - /3', У=-/3 

и кад ставимо те вреДПости у једпачину цmщоиде 

-1/2 а у - у' Добиhемо једначину еводуте' 
, а+Р 

" = а • а,'С С08 , '+ у - 2 а /3 - /3'. 
а , ' 

а-у 
х = а . атс соа-

а 

Није тешко доказати, да је еволу'rа цнклоиде такође цнклоида и шта више 
KoнrpyeHTHa задатој. -

У' 

01--
I 
I 

I 

",",р' 
Cl-----, 

I , 
I 

I 

:8 
I 

, I 

I , , 
I 
I 

• 
• 

А 

-------------
О' . 

Сл. 54. 

Да бисмо једначину 
. 

еводуте довели на, исти 

вид, У коме је једпачина ' 
зЩ\ате ЦlШЛоиде" узмимо .. 
испод х-осе у ОДСТОЈаЕЬУ 

, , ' 

2 а нову x~-ocy, DB за 
у'-осу, а тачку О' дакле 

, 

за координатни почета~ 

Услед Tora што је OD = 
а п ИМаЈ>1О следеhе транс-

• 
Формационе ЈедпаЧИН6 

, 
a=an;-x, 

, , 
/3=у -2а 

. , 

и према томе Једпачину 
, ' , 



• 
еволуте у НОВОЈ системи 

, " 

а п: - х'= а. а,'С СО. у - а + (2 а ('2 а - у') - (у' - '2 а)', 
а 

oIIarme 
,[ у' - аЈ (2 ,,' '. х = а 11: - • arc СО8 .' а, - а;-; - у 

• 
или наЈЗад , 

r - а -у '/2 ' '2 . Х =а. а"ССО8 _ l' ау -у . 
а 
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Кад сравlПIl\'IО ову једиачину са једиачииоМ за~ате ЦИIC.lJоиде ОВА увери
ћемо се, да су те две линије. идеити~не lИ да се само у положају 

наспрам коордииатних оса х, у разликУЈУ·. . 
Исти ресултат, да је еволута просте JЏII'Лоиде Једна и то ПрВОЈ ЕОН

труентна циклоида, показало би иall'l чисто rеометриско расматрање 

узев у обзир, да је полупречиив: lCривиие задате ЦИEJIоиде, н. пр. у 

тачци Р, ,-= 2. Р!" = Р Р' (в. 5. пример чл. 128.). . 
На слични начин моrли би "оказати да је еволута епицшmоиде Taв:o~e '" . епицшmоида, која са задатом стоји У одиосу, да Је аl: Ъ1 = а: Ь, тде 

аl И Ь1 имају за еволуту исти значај, lCојИ а и Ъ за ~aдaTY ЛИlщју. 
Из ове последље примедбе следује онда по себи,. да Је и еВQлута кар

~иоиде TaKo~e кардиоида, пощто се ова ЛИНИЈа можа СЈ\'штратикао 

Један особени облик еnициклоиде. . " 

4. При:мер. Код лqгшрита:МС1<е спирале напrлИ смо, да Ј е п?лупречНИЕ кри

вине = нормалн. Из тота није тепrlCозаICЉУЧИТИ, да Је евол:Ут!t лоrа
ритамске спирале таква иста лиииј а. 

10. Особен е тачке кривих линија. 
132. Појам. - Замислимо око тачке р извесне криве J.lиније описан 

круг са бесконачно малим полупречником. Тај круг сеhиhе задату линију 
уопште у двема тачкама Р' и Р" и то такО, да је -9::: Р' Р P'~ бес»о-
начно мало раЗ.II.Ичан од 1800. Оне тачке /7 -~, . 
криве линије, које имају то својство, да • " р \, __ _ 

из љих са б~сконачно щалим полупречнико:М: Р'\ ... 
_ Описани круг не сече линију у двема тач- ___ '" 
K~Ma илп ако је сече, а оно не тако да је 
l~m -9::: Р' РР"= 1800, зовемо особеuu~ тач- Сл. 55. 
"ама. 

133. Многоструке тачке. - Под М1l0юструхuм тачхаJl!а разумемо 
такве тачке око којих са бесконачно мадим IIолупречником описани круг 

" " 

Рllџ--- .... -... .... ' , 
"О 

. Сл. 56. 

, 
р, 

'РII 

Сл. 57 . 

сече линију у више од две тачке. многоструке тачке iIocTaJYYC~e.(l. 

укрштаља или ДОдиривања вишеразних: грана криве линије·Хtа~[ii 
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тачкам3. линија има више тангената, које се пак, у 

Mory и помапати. Према броју :моryЪих тангената каже се, 

ДВОСТРУЕа, тростру:ка, .... n-стру:ка. 
Џри.Ј<ерu. 

. 
- , --

}., Код строфоиде (в. сл. 33. и. 34. У чл. 110.) је почетак координата 
двострука тачка. У тој тачци 'ЛИf[ија има две Taнreme. Код пРаве 

. ау . 
строфоиде јесте у почетку координата d х = ± 1. TaнreHTe' чине 

са х-осом yrле од 450 и 900 + 450 и стоје, дакле, управно једна према 
• 

;, .... дpyroJ. /' . .. , 
:I:Декартов лист (в. сл. 32. У чл, 110.) има у почетку координата дво-

. ';'"етрјтку тачку. Taнreнтe линије су х- И у-оса. 

,~:,·.д';HBjalГ~ ± (х- ъ) УА (х - а) има двоструку тачку х= о, у = о на 
.•. .... .... . .' "." "'. . d у -;'-c;--~ 

''''-ОСIP,}·,тоЈ;rа.ЧI\И је dx = ± УА (Ь - а) .. . . -~.- ._-'- .'-~, . 
;Ј..' IIр,(\,КМ(јцаЈЙi1ЈиЈа за. сЛучај, да је а> Ь има у почетку координащ 

-_:>. ,"""-:--"--:'.' - ".-.'--' 
',р;воструь'"У тачху садвема;'тwеитама. 

'_ .. " - "f-.'-_' _ .. О, _ "' _ : - '. _ :' ~_ - '_ .<'С,: _,' ,О, , 

5, .. Љ;еМнИс#!l:iJ'а(.в. сл.28.уч:iJ: ;l'О7.)'имl1, у почетку координата дв~-
_', ... - О, •• 

. '. струку, тач:ку у КО-ЈОЈ TaнrenТe' СТОЈе управно Једна према дPyrOJ: 
d у. . . .... .... . 

: ;"" d .: ;=.-± 1." _ -".~ _о" _..' ~ 1,_, _'_ ;":"-:~~_',j._,~, -. ,",: -.~-:-; :~_.~., -' -<',~ ," .-': .. _ . __ ';, .. ~ ,.,_,'.~._»/~'_> __ " '._ . __ . ~ . .;~-'-".; '- '. -\ -" _" :.' ',' _~--~- <~_:;"'<:;\,~~;~'~:<: 'Ј, .-. ~ :;_-'~ 
6; •. 1I:МЈфil+9Ид6за:КОЈу.јеа.< Ь,имамо<,у'тачци: .!V' ='" О, 'У=7 :'7"аДВ6тап;' 

"' ';'_,' ___ :."'. ___ ,0'-, - .'-",;","-1-"< _____ "~-"'( 

:<rентеJtиIЩ)'е па дакле двоструку тач:ку" .... . C'.~ :-оо.: 
- , .- : ~i-' '-. _: - -:' - -"- -- , - - - . - - ь -' ':;:',;';~-'j,,~';; 
7,1I:~Д-JIИаијеПr!Јстоrа степена [х' + уа + . У2 (х + у)]' (х' + У') =ajj$ali~· 
.'rачк~.<1сак~ординатама '" = ;2' у = ;2 јесте четворострука. Лщrnjа 
.T·~~a Y:Foj та,ЧЦИ четири разне Taнreнтe, Осим Tora постаје код ове .... . ь Ь 

,две iЏJocтpyкe тачке х = У2,У = о и", = О, У = У'2 у којима 

." ' -'о 

, по. две T3:1IТeнтe. . 

. ь = 9 почетак координата Је четворострука тачка, aJiИ 
.. ТaIO'енте, 

't34~·Поарцтнвтачнв .. - Ако круг, који је ив тачке Р описан са 
бес:~If~но ма.1lИ~, полупречником, сече линију у двема тачкам:аР' и Р", 
--К" .. ,_".".-,', _ 

a'.IliГт:Цt(i;')!.ас~ q:P' Р Р" само за бесконачно ММО разликујеод нуле, 
9Цl\I.(K~~&;дa.je р nовратnа ma~a. '. . 
... y.:Д~P':!,т'HOj тачци једне криве линије rраниче и додирује се две 
rр:ф:е"т3:id'ј;Л;~ле1да у тој тачци обе rpaHe линије имају једну исту 
та1П'енту, . ...... . -

..,,;,' Повратне тачке делимо на nовраmnе тачке 

", прве врсте и nовратnе тачке дpy~e врсте. :Код 
- ... ' -' --

1'--'-;Дл.. '.;\', првих леже гране на разним странама љихове 
(~ Р <>'>" заједни'Ше тангенте (в. сл. 68.), а код дрyrих 

.- '_.-' - ~ - -... - , - -' . 
\"''';/'.' . .......,,:.~,; на једној истој страни дир:ке (в. сл. 59.). . 
,:.7.".:. .•.. .,.: >", ,': . Ако је Р Са, Ь) повратна тачка, онда за 

'. , ... · .. ,·.сЛ.б8.··, ... "';;:"; .' а h' r"e Ј'е h бесн:оначно мђ 'а "О 'ичина '''~'-'--\-''.--.--'_'-, ;" __ : __ ::-:::::-__ :'_~~:-':',-_.-(;.~_.>~'C:::= -,' ,"'" _.- u.-.a ..... .ц, - , 

д:обиЈtW.оli}tIi~~~"~ЈРi~~~!;I~ДИ две уобра.жене вредност:!! ординатеј ДОК 



за х = а + ћ оне постају на против иди уображене 
• 

х = а имамо две/стварне и Једнаке вред-

ности KaK~ за у тако и за ~ ~. Да ди је Р 
повратна тачка прве иду друге врсте можемо 

d 2 '. 

оценит,И ПОМОЋу знака, који d Ј има у б~изини 

идиСТварне.'3а 
• 1 -. _ -

/ 
'гачке Р, т. ј. на основу конвексности иди· 

конкавности диније у 64изини повратне тачке ... Сл. 59. 

f . 
IIpUJHepu. 
Ј 

Повратне тачке прве врсте и ·то У ПQчетку координата им 

2. Најлова парабола, 3. КардиоИДа. !{од тих линија је 

вратној тачци. 4. Конхоида, за коју јеа Ъ, има 

Прве' врсте, а то у тачци .А ех '- о, у = - а). 
'цовратној тачци. 

, . Као пример за повратне тачке 
. Дискус~ а ове ј едвачиие ~ЯВ;~:Ii5!i;}~ 

координата Је .•... 

док зах = -'h у 

На основу Tora, што је . 
, 

2 -. -, '.. -- - . - - , dy 15 ,,,,- .' . (d2 ~ ) 
d_~2 .= 2 ± т " х за ",. = о JIОЛОЖНО d х' = 2 

закључујемо, да су у тачци О обе rpaнe линије 
конвексне JIремахсосн,да је, дакле, О Ћовратна . -. -

тачка дpyre врсте. 

. 1.35: Одвојене тачке. - Џод одвојеНОAl таЦКОAl једне 
раЗРlе:мотакву тачку, која СИ ако координате љене OJEiV.iY.j 
диније) не стоји у вези са остаАИМ тачкама, те линије. 
је 'одвојена,' кад су ординате, како за х = а + h, 
~.Ј.за сваку од а бесконачно 'мало раздичну апсцису, . 
~~.б~сконачно малим подупречником описан И3 
~ниЈУ ниrщко.. ' , . 

Пример. Линија у = ± (х - а) У.А (х -' с), rде је а <!' 
x,~ а, у = О. За сва"!'о дpyro од а . бескона'lНО мало· ра,з}1Ј 
ИlIшrинарна. То је доказ, 'да тачка х = а, у = о не ,'Еlе 
тачком лнниЈе. 

Крајне тачке. 3а једну тачку Р 
круг са бесконачно мадим· VПТ 

4;.>.; 
Ц'. у: таквој 'гачци СВ'Рша~а. 
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1 

'Прu.м~р: 
z 

у=' 

Одавде читамо, да је за х =.0, 
у = оо и да у .колико х расте у опада, 

тако, да за х = оо по

стоје 11 = 1, 
. . . 

у 

,За одречне anсци': . --- ' ________ А. 
--,--'--- - ---

\ ,,' ... 
I , 

I 

" Р 

се, почев од х = - О,па .. 
до х = ~ оо ординате 

_1 
, . а Q, ~~~--~~---------x . о , . , расту ОД' у'=. = 

, па. до у= 1 ... · . СД, 61., Сд. 62, 
'..... ., . -"":-"'-

, ;Изовоrа видимо, да је почетак координата крајна' .тачка у којој се-;:ова 

дрyrа грана ли ниј е свршава, Даље закљ y:<iyj емо, да Је права паралелна сах"осом 
.' ." .' • . . I . .,. . 

,у-ОДСТОЈаљу' ОА = 1 ас,имптота за обе rpaнe. '.. . \ .' 
- :o;,jI. . - / "- ',-' <' • ' 

...... 't31'.ТаЧКе пРеЛамања. - Тачке, око којих' са бесконачно ма.щ~ 
',- " -

,_ - -"0 ,,~,' _ '_-, 

дrодупречникомописани ltpyr сечеДИЈIИЈУ у две:м:атачкама,. ади тако, да Је 
0:< 1: рср ј1Р<' 1800 зову ,се тачке fl,peflaltlalba. У таквЮI тачкама 

, . '"., -
свршавају с.едвеrрапе диније и. сваКА rpana иИасвојr.Танrенту. 

• 

- -,- , . 

,'_ ,', __ " - . -", -'Y;/'-~",_'~'--f'~:"-<; 
-. '. .'''' ':-,. . - . ,', 

. 
- -, , 

" . - . - -

. .. , , 

'" ' \ 

• ';.' ',; ј -: -чf ' ", •. ' -,:. ,'о : . .;., < 

- - ~ >', ,",. ~,' .;.-.... " .. :.'::."::,': ".;" -"~ .;- :. '.:. ј,,' -;~,'---"~ ,.-,-.'-' -,_.. ,._' ,~e.~>~, /:;-' ,-._.'_'.-.. "". - . - - -
__ , ' ~,- - _,- "";-,'-':" С,! __ : -, __ "'_ ':1:,' :~" _,<',';'_,,":,:'/--. 

. . 
-", --

, "', ' 
, _", ' 

, .... "--,--' 
• 

-'-'- - • , , ;.., ' 

" , . . . 

• • • • - - , " 
"~' ' 

, '- - -'~"';",, - ,,_'С '. - --','- ',ј; "i,;,<,'-

:",-:; : ;;j:~;~', _.:.-.,~ ~~-~~:~,: о:' .~ ,- _:':~ ', __ ' , _ С'л. 6 3~, ' 
• 

. . , 
.,., '",'- <', 

:_.- -'>-~~~~--> .' .. ,' , ,.:~ ~ . -', - '-: - - ... -.)h;~'; , ,. ........ .. . '. т .' ';·f,,·:. . 
.:;~~~:~;~;~;c,~ ,::;.<'~'- .;, .'.:., ј. ,,> . .~ ,-,:';, --' '\. ,~,-" > ,-,'~;" ,-. о''. -

~~~:~?-;:,~~~/':;и~~:. <_'.-'__ - - -. / I ~:::;/ :;:":". ',: -~, т ~': 'Сл ' ~ 64 " 
_ "', __ ,'_,... ',_' < - ~,_ __' '~~" --".' ",О ._ 

• , __ _ 

ЗiJ:·;::{~;!;~~..' / У = 1~'~' . " . .,' .. 
,7.(,,),~-:_:,,--:~,.~~;. >-: '-'~';--' __ -~.,:-';; --"" ,,' -,' " " :'_ " ' ._ ,'~ ", , _ '! . ..," _, ',' 

"н.~1.~c,~?~y' Т1f:з"ШТО је ва х ='О.иll :-;-0" ~акључу.Ј~~о i1~" ,~J~. продаЗl!:,кроа 
;~.R~,W'>.~p~~!!~aTa. :Да бисмо ДОб,идитaнrен'ry ДИНl?е. у ТОЈ тачци"~ребаузет.и 
!,:i~ИдИll1ТО'Ј(ћЈеI\НО исто f за х = О Ћ'у= О, И3ЈеI\Џачине :сдеДУ1е .- '. . . 

:'-':-~_~':"~ -/:; -,---<~'- -, :',.,1<: lim'.JL,-U';" ~ 1 ~ 1~ 

•• ",:},,' ._Х '. О х • х _'О 1+ еХ 
:.иОll1ТО . овај изр'аз' . tua две вредвоCTjI' и то за,';,:. ." 

_. _,,_О 

. . 
.. , 

.. 
1 " 1 

иm 1 = О И за х =.- п, /i.,. ., 
=0 - . . ··h-=Q·"--

. 1 +.h , . ... 1 +- е h 
_' ,_,_. , .. С"-_:' ~:::~'",_,':~:_~'" • ."._ 
две тангенте у почетку коордцната: хсоса ЈеЈВДНз, а 

iООЈРДВJIЩоШ' yrao у треием квадрw;т,F,: дpyra . тaIirеwщ 
Ју.· '. ,i1y . .." 

. саЧИ"!fТељ d х = О, а .дpyroJ d х.' .'1, ТаЧltа О Је 
. , .. '-' --' - '--"-"-'''''- - -

'.' :ШlЦlје: Првој одговара'. 
-' -~-.'--." 

.дакде,тачка пр,едам~~ыt,. 
, -'- -

ll1ТO. 
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. '" , , , , 
( :~:'i.: i , 

(, 

\Ј 
, , , 

" п , , 
• -

. , " 

.. " ~.... .! 
, , 

et·J) а lIe~a. 
" . . .' . 

'.' , 

• .о' 

" , 

'? 
.. ' ':;~:..," , ,~.' .. ' .- ' 

и·впwтапраВИJlа. 
• . _ "'u , •. 

, . 
, 

I ", '.',.'. ~ .:' 

у~Лх) 
, .. " . 

" , '. о' , • 

.. 

, 

о А 

, , 
• --' 

.; /" ... ~. " " .,', 

.};,m" нас' .Како' се за 
"p~,!yJ! ~J!lа;'~бра:Щrо, 

, 

Ј ''''' ,': .. ', ;! 
.ј "", 

."'.-',";" 

,. 



, . 

~:' . Щ:в) = f(i) d:в, 

:' ._ "1" ,-' " 
о -): ,1':';;-' 't -

.\ ,,,,' 1;' '" - . ,', , . ·t" 't 
, ::0: :;':1> ' ј 

, ... 
• • • 

• !1 

;'- ~ 

" 1- -, 
, , 

i 

." : i "~о ::,-:,". '1 С 

Радњу, којом ив вадате футm:pје добијамо и~водну •... " :::;', ~ 
- - ., .. С, ' 

звали смо дuферenцttaмњеЈ.!, а радњу, ПОМОћУ Еоје иџ 
. • ~. ,у -

?'. носна ивводне) једне Фующије налазимо прво6И'l'I1У, 
, "i"j'", . 

, сЛИ/Л1tet ралењем... '. ,ј \ '.'.: . 

Према реченом јасно је да су радње дифереItц~a.iJ.ења·и 
дења једна другој супротне и" да ,се узајамно понцшiа.вају, Еао' 

_,' • -,' ,О, ,',' _ •• le ~ '", ,',о,' 

то случај и КОД супротних алгебарских операција:'I'саб*рања .. ""Ј 
мања, множења и: ~eњa итд. Знаци d и :r , , .. 

, 
ј •. ' 

dF(xjd,· ',' • 
. 

d JC;r.) d:в =/(:в) dX .. и 

, 

2, НеОАре1је.ни ИQАређени"нтеграJlИ.~ AЏ~, 
и непрекидно} 'фJ1lli~ЦијИ Z;:C:;fOAГOBapafBeK ' . 
'која је такође једнозначна, одговарају, међутим, 

, ((х) бевбројно MHO~'O првобитних <I:ункција р (:в) 
. .. -. 

друге раВЛИКУЈУ само у ЈеДНОЈ произвол,НОЈ , ,. . 

у ДИф, Р. (чл. 43,) докавај;}И смо да 

ликују само у једној сталној кo;iичини, имају ј 

'r.e, и једнаке диФеренциале, Из тога следује, 
;изводној, односно диФеренциалу, одговарају 

ФУir~ција, које се, меl)УТIЩ разликују једна од друпе 
вредност. Ако, дauе"обмежимо ,Щt Ј?(х) једну ,'. 
диФеренциал ===i f(:В) сг х или чија је 'изводн!t :-'. 

· ,Фущщије, које имају исту изводну, обухваћен{)~у,' 
· . " .d Р(:в). Ј(" '. " " Р(:в' '~,. 
· ако Је 'd "= Х;, очевиДНо Је. и - .':в'" . :в • 

треба да ставимо , , 
•• 

• 

Ј (:в') d:в = Р(:в) , -+i;~""f;t:i 
, , t":",<',-,·~,,:1..,~, '." ' 

" :. 

.,,'- _О, .0 t:i.~-- - , 
:r'~ :..1-"'".-. 

3бог ове ПРОJI3ВQiЏ;е\Јщн~аIIте oЂc~i!16"ee "IT'E 
.~' - ' -"; <+\',~)~ ;'<:. _;-:'"" ? ::-~, -: -~\S~1~1~W;., ;e~" ,,,.,.'~f'{~' :--'~'<'. '- " . ' 

uumеzpал.u~ с I:.f.:" -",:':~;:;\" -, . ';' ~:>:C_,; '/;:{"._C __ ~:'._:'''> -,', _ -. - \ ,,:t;. 

3начај ,о~еriP~и,ввол,не ;Konri:ra.HTe . лако. ј е" 
Покавали. c~o ,,iЏlје површина<l!игуре МА В N 
где је'у=Л:в)једначинадинијеМl\С Но~сти цзр 

- . - , , . -

",. .,-.;). 



,- -

• 
. 

,- . - -

.'. 4ifЛ1; :Која ее ОАо:iI~'ПQвеiJа:з;ii~ItЈЈ~~~i~;~ео'\ 
'да она -константа, ·I.t0~a ееirојав.љује-Jtод 

одпоч:етнеординате . или управо (дошто ј е џр,џШата 
. '. 

од почетне вредности х-а. О " 

'константу С, која се јавља, код свако!' неодређено!' . ,/ -

::можемо да определим:оако .наЪL Је позната вредност инте-
- 1,. I . _ . 

. MVaEBO ;r. Обично с~узима она вредност. х-а" за' коју је 
. d:;' О. 'ЈЈ редпоставимо да . је за. х = а,' Ј! (х) ах = Q,.. . дакле 
']=~' О, С =;= - F (а) И према томе вредност интеграла за ма које 
х)-Р(а). То. се бележи овако 

" , 

• 

f(;р)ах= Р(х)-Р(а). 
а 

, 
• 

. '. 

неку одређену вредност х-а, H~P. зах =Ь имамо . 
• 

I 
ъ 

ЈСх) ах= ЩЬ)-Р(а) .. 
. . ,1 - - • 

а 
• . 

зове се oдpeђe'Нu'Нтe~paљ. Број а је д()Ња, бlJој Ь topiva . 
. . . "..,. , 

зб~ра. '-. у чл.45. Диф. Р. показњлџ 
• 

СМР ,да, Је / 

". -- ј-
. , 'i/J.; d (1; +- V -~u) = ац + dv - a~~. • • • 

. " "~о -",_ •. !:' 
-.' . • -.,; . .,' ',1.' i ј 

ењ,ем мед!,е"' .. .';"'~'; "", . 

'~(11+V-'-tv)=. (сzu+dv-dш) .... ,· 
- ~ ~ . 

(дремачл. 1.) '=. и + v - Ш, . а 
, - . -

, 
.. : 

(d1L+.dv-d1U) = a~+ dv- dш .. - ..., . 

. . 

,,"' 

_, о 

, ,е 

" " 

. .' 

:1:0. !ШI.Ч .ДајеiпIтвград ail'ебарског ·збира. из више диФерёнциai~ 
алrебарско:м збир" из ипtеrрала појединих диференциаЈ1.:.f; ,/."";' 

- ;. - ~~ _ ' , -, __ ,' >р'" -. • r '-
нпр. ' . .. .." ".' 

., ,1,·-_-1:;' -_ 
--.' 'о; __ '),::;-: -,1-: 

+ ср {х) -1/I(x)] cl.x --. f(х) ах + ср (х) ах ~ .. 1/I(x'jdx./ ' .. - , 
'-, ," . - . -, - - -, ,.,:.,,..-,;,-~ '. 

. ·Р.видели . . . 

I , - - 0_ -. -.' '_' ,::r;"',:'- , ' 

помноже ног дИ<II!ЈР енциала."":"':";~;'Ч:i!~ 46 .. ' ,- -'._-- -'-' -' ,,' 
__ о, ,_' \,_-,_ '" . '- -' " , \,-, 

" ' , , 
. a{c~") . ••........ 

,;. -



а ПОШ'Ј.'о је девастрана једначине = Си .. сЈа.и, ,знз:ti'џ:да;је 
, . I 

: .. 
• 

.саи = са1!' 
и.аи • , 

Сј(х) ах -:- С ((х) ах, 
, 

:КонстаЋтне чинитеље можемо, даме,' да ставимо пред иiJIегрмliИ 
знак, 

, 

, - . - ! 

5. ОСНОВНИ интеграли. - Из познатих диФеренциа.ших' ормуда 

изводимо, на врдо прост начин,' одговарајУће интеградне обрас , ~aKO-. 
зване основне интеграде. ' 

ах"+l -:- СП + 1) х"ах, 

, 

, - ах. 
~-Yx = . у'-'-' 

'.' 2. х , . 

d sinx = casx. ах, 

. ах 

d tgx·-. , , . сав2 х 
-'- . , 

1· ах 
а cotg х = - '2 ' 

SЩ .х 

. .' ах 
а а/'с sin х = ' , . ., 

.-Уl- х2 

'dx 
а аре сав х = ::.- ---; 

, а СИ' с tg х = :;--,с'с: 

а а?'с catg х =....:.: ~~ 
+ 

, , 

.. 
• 

• 

\ 

• 

'. .::&,+1"
xnax~ ',' +С.· 

. 10+1 
ах 

-УХ 
2-Vx, + , . 

еФdх = e~,t С 

ах ' (х -+ С 
х. 

. 
cas х d ф= sin х + С 

,~ - -', -1:- ,-

, 1("', >'-*",-
, '. " ~" 

sin х а х -;-' -cas х + С .'. 

\ 
, '<, 

(1; 

(3 

(4 

iб , , 



Наюмена. У свима горљим обрасцима х може бити прапро:мен.љива 
ЏДI, пак, ма каква Функција прапромеН.IЬиве. Tato нпр; аКо узмемо, Да Је 
x=p(t)jecTe . 1, ',. 

'. [m(t)]n+l . 
[cp(~l"dp(t)= 'r .' +С; . ' ,- . п + 1 .' . 

. . 

. . 

• 
с'О8 Р (t) (а p,(t) = si'i'Ъ pJt) + С; 

. .. 

. . 

,ј ' 

.... _ 6. f1римери. СледеЋИ примери има да покажу к'ат>о се, у многим-
• ј , •. . 

(4учаЈИМI, ДНтегрми, КОЈИ, на први поглед, и не личе на оне основне 
I . . 

~IiТегра.?, могу, простцм операцијама, да доведу на вид' једног. или 
iише тжвихосновних интегрма и да се, на тај начин, нађе љихова 

вреДНОСЈ I 

1. IpnMel" 
• 

'-, 3' -, i'!l)"-+ 8х :, - 5х + 2 
1. d х = 6 х' <1 х + 8 
. х 

• 

- i 

I 
, 

21Ipu-Jl,ep. 
, 
, 

, 

tgxdx -

• 
• , d cotgx х = 

, 

, 

sinxdx' 

СО8 Х 

СОВ Х d х 
8Zn х 

.' 

• 

d cqs х 

СО8 Х 

• 

С08 Х + О; 

d 8in х г' + п . =.nn х v. 
~nn х . 

" 

, i. ПРUJl,ер. 

I 
i 

------, = . -'-., ,Х х 

2 $in 2:СО.о;':2 
" ' 

s'i11: х 

, , 

d"'-
2 
х 

C08~-

_!_~~ 
. х 

.l'ш-

2 
, 

, х 

• 

х 
dtg. 2 

х 
tg -, -

2 

= ltg"'-+ О; 
2. 

.d (х + --'"-Ј .. ' .' . ' .. ' . ". - . .1 

dx 
- '--' ~ . . 

8Ш Х + - . '. ,.' ' .. . 2 ......' ., I ,.:., . 

СО8Х 

• 
dx 
х 



, 

6 

• 

• , 

ах 1, ах 1 

- , 

d (JI~X) 
'1 + (JI :t)' 

, \ , 

=./ _ arc tg CV-b х) + (] '!, - ./~ атс coty 
таЬ а ,I'аЬ 

'К. 

5. ПРUА,ер. 

ах 1 
~==:==.; - == -V а - Ь х· - у;: 

ах 

, 
, 

d 

, • ~T

".~ '" 

• 

--х 

а 

-'" 

• 
6. ПlJUмер. I ' 

Zx+5 

< 
х У 1 -(1 х)' 

, 

• 

d х = 

-

Ix ах ' 

i х У 1":' (1 Х)' + 5 

Zx dZx +5 У 1 - '(1'x)2 , 

а [1 - (1 х)'] 
Y1-(lx), 

ах 

xYl-(lх)' 

dlx 

У 1 -(1 х)' 

+ 5 а,·с .јn (1 х) 

.--:',- У 1=---;-;({-x7.)~;:-'·+ 5 щ'с .ј,. (1 х) -i-, О. 
, ' 

• 
8. Пр"мер. "-

х' (х' + 4)5 ах = -~(x' + 4)5 а (х' + 4) = 
(х8 + 4)" 

18 . +0. 

co.x+tgx+a ах = 
8in~'x 

а вјnх '+ 
~ 8in2 х ' 

1 
= -.пп х + а (2 ) -о-'-:о-Х-' - а cotg х 

пп 2'х • 

ах 
• о 

.пп'" х 

1 ' =-. +ltgx-асQtg",+О. 
9'1n х - ~:'-' - - ~, 

10. ПР'6АIСР. • 
- '- '-Y~,-,,- '''': ",,>- , __ -, 

8jn~X;- а d х = "in2xM'~ а ОЈ +а Ј t:~I_ "јп' Х а .јn х + а 
: -,sinЗх __ ~ . -о 

= 3 + 18;"'1' + (Ј. 

> . 
d 8in х -

• 
8Zn Х 



7. М.Т'да деJlИМИЧНОГ интеграJlења~:~ ДО' . ..... .'. 
ча,ј и:м а, врдо употребљиве :методе да,се изнађе .' ,аТIС 

. . 
га на један од ОНИХ основних интеграда, долазимо на' овај 

чд. 46. ДИФ. Р. ДОКа3али с:м:ода је 

.cl (1L у) = V d, 11:+ 1/. cl v, 
"г·_~,,, ! __ 'с,,-' -,' - . --
~. - -

чина над.азимо 

. ~ ,~~fVd 11+ J1tcl V, 

1'11 d V = 11 V - S v. d и. 
--","_<"'_,:",: .,;-'~-:-Т- "----_' "_ •. __ ,_ _ ',1 

_ .. r; ."-_' 

Помоь.у 'OB01'a обрасца ми сводимо,. дакле, задати Јп d v на дрУги 
један Ј v d и. Метода, која се оснива на томе обрасцу, позната је под 

. именом ~moдe }е/lt!мu1t1Юt ннmеърал,ења иди .. JI:!i!I11:QQI!. .. tШmfJ,РIмеlЬа .11дс_ 
~~У-.Ј!'~ЛfJв.q,-- . .'~""'. ......._ .. -. . 

Ставимо, овде • • 

., 
дакле 

па ћемс добити 

2. ПР'U;;" е р. 
• 

• • 
Ставимо 

дакле 

и према томе 

. , 

Jlx ах =? . 
• 

JlX а х = х lх -ј d х = х Clx - 1) + с. 
, . 

"Ј"ха .? х е х=-::. 

" '~= Х, а" = е".ах, 

d ,,-1 а" .~ 
и = '11 Х Х, V = е 

ОВИ~I смо S х" ~x d х свеш! на S х,,-l еХ d х, којп се, тако исто, да свести па 

Ј х"- 28'" ах итд. A~ је п цео и положаи број, задати интеrрал 
. аад на S еХ d х, кој и ј е, Щl.9 што знамо, = еХ + С. 

- ,\. 

Тако нпр. за п ---: 3 ИJlIамо 
.. 

: .' ' . s х' еХ d х = еХ. х' - ЗЈЖ';~ХdХ = еХ. х' ---:.&ф'" . х' -2 S хеХ d х] 
ј' .- ' , - 0':-'-:;': :~_,,)!::,,' _ .. _."' _ . 

еХ (",з ~ 3 х') + 6 J"'~X ах =" eX(;'~В х'ј +6 [еХ. х - Јех ах] 
'\ ' ,- , 

_еХ (х3 - 3 х' + 6х-6) + С., 
- .~' 



• 
Узмимо да Је 

и == х2, 
• 

d v == s-in х d х, 

дакле. 

d u = 2 х . d х, '1) == - СО8 Х 
• 

и према томе 

S х2 sin х . d х _ = - х2 СО8 Х + 2 f х ерв Х • d х. 

Слично добијамо 

.) х сав х . dx. = Ј·х. d si'n х =.Х ai11. X.~ .f 8~n х. dx 

. =х .ОN Х' + С09 Х + О, . 
• • • 

а са тиме. слеДУЈе ,-

Јх' .Оn Х • d х = - х' С09 Х ~ 2 x8inx + 2С08 х + О .. 
4. Прu.:mер. 

• 
Ставимо 

дакле 

паћемо добити 

SШ'сtgх.dх=?· 

и = а7"С ,tg Х, 

Јх 
dU='!\i1+x'" . v = х, 

• 

• 

ј'а1 0С tg х. cl х = х аЈ'С' tgx·- ( Ј' х . d х .= х атс tg х _.~ d (1 + х'ј 
1 + х' . 2 1 т ",' .. , 

'. 1 
= х а"С tg х - '2 1 (1 + Х') + о. 

• 

8. Интегралење заменом, - Често, кад се задати интегрa.rl Ilе-
• 

може да доведе на Ј едан од познатих ВИД9ва, Ш1 ни де.llilМИЧЈЩМ ип-. , 

тегрмењем, ДО.llазимо до циља замењујуtи променљиву, по којоУсе ин-
гегр::цш, новом променљивом. Та метода зове се unme~paJ/;erьe заМ/Ј1ЮЈlf. 

Она се састоји, даме, у ~OMe да се у задатоме интегрму јјс х) ',а х из-
врши подесна СУПСТИТУЦИЈа ~ 

х = ср (t), ах = cp'(t) . d t, 

која учини да нови интеГРaJl Ј1 [ср (t)] . ср' (t) . d t 
. , 

ДО9ије један QA по-
• • 

знатих видова. 

1. I1 ри.мер. 

Јх _ _ ? 
<) -- • 1- Х· 

• , 

1. случај: х < 1. Стављамо 

Ј-1 2dt. 
t + 1 ' дакле. d х = (t + 1)' , х= 

4 t 
1 - ",' =. -O---,-~C-

(t+1)" 
1+", 

t = . . 
1 -' х 

, ",'_:..:'"': 'с,.', ,_ _ _ 

d Х • =e1d t = 1_ 1 t +0= 1. 1(1 + х ) + О .. 
1-х'2 t 2 21-", . . - - . . 

Из ресултата видимо да би 'задати интеrpал за х > 1 добио имаl'JIlIаРНl вредиост. 



2. случај: х> 1. Стављамо 

t+ 1 . - 2dt 
х = t -1-' дакде d х. (! + 1)' ' 1-х

2 = , - 4 t 
(1 + 1)' 

. _.х + 11. 
, t _ ' , . 

i 

dx 
1 ' - х 

2. Прu;",ер. 

3аменимо 

1 
:Ј 

• 

• • 

d t = ~ 1 t + О = ~ 1 (х -1- 1) +0. 
t:J 2 х-l·- , 

. Ј/
а-х 
---.dx=?

х 

па hежо 

у ."'.-;: х = е, дакле х 

добити , • 

dx=_~.at.dt 
(1 -т t')' , 

е' . d t 
(1 + t')' 

• 

. х - 1 

Носледни инт егр ал, на којИ' смо свели наш задати интег.рал, наћнћемо из 

о сновног интеl'рада i 

= arc [9 t 

а ИРНYIеном дедимичног интегралења, кад у њемустави~I.O 

1 
и == -l-+~'-Ct'"' 

2 t • d t 
d и = - (1 + t2)' ' 

• • 
Јер Је онда 

dt --_ ... = а,'с tg t 
1 +е' 

• 

'О,'lакле 
, ' 

е' d t 1 
-;-:--:--:"'" = - т'с t 9 1 -
(1 + t')' 2 

, 
и иреЈ\Ш ~'OMe задати интеграл 

dv = dt, 

, , 

е' . d t 

(l+ty 
t . 

2 (1 +е2) + О 
• 

• 

• 

У
а-х 

. dx == 
х 

- 2а 

" (' . d. 

(1 + [2)' 

а! 
=-а.а>,се9е+ .+0 

1 + t . 

, 

3. ПРU.llсер. 

СтавиhеЋiо 

а-х :/-Ј/ 
-

, а . т'С tg. + 1 х У а - х 
. . х 

, 

-? - . 

х • = е, дакле. x=l [, 
' .. " еН 

d.x=--. t 

+ О. 



10 

и добиј&"Uо тиме 

4. Прu~,ер. 

dt . 
t (t + 1) 

• 

х .:... Ig 'Р, 

T+-t~1Ј·dt . , d t ~ ј' d t 
t . . t+ 1 

Јх= Ј'Р 
cos'4 ср , 

,,..1 
Jr 1 + х' = --=-

С08 'Р . 

налаЗIlМО 

-- ~. 

Ј'? 3~'P.J'P 
x f l+x2 .dx= . . =-. со.4 Ф . со.-· 'Р .Ј со., 'Р. = 15 + О 

• .5С08. 'Р 

, 

• 

2 .. ИнтеграJlење рационаJlнораЗJlом.ъених· ФУНiщJtја . 
. 

9. ,Напомена. ~ Под цедом: и рационадном Функцијом: pa3YMel\lU'~; 
-', . ' , ... -

један подином у :коме се променљива кодичи~а јавља само са цеJiим и' 

. позитивним издожитељима. Кодичник из такве две цеде и' ра,цисналне 
~ -' - -

Фу:mщије З0вемо рационално раздомљеНО}l Фу:mщијом. 

Века су Р(х) иf(х) две цеде ирационairnе Функције . .3а IЮДИЧЮШ, 

~:(~) кажемо да је чисто идияечисто раздомљен,;рематомеда ди j~ 
стешн ,Функције Р(х) мањи иди ве1и од степена Функције ЈСх). 

, 

На сдучај да ј'е степен одР(а!Ј ве1и од· c'teneHa ј(х),' нечисто 

раздомљена Фушщија 5~:~ може да се претвори у једну цеду ~ JeAHi 
• 

чисто разДомљену Фу:mщиЈУ: • 

• 
и .снда Је 

• 

. 

Р( ;;; ) _ .' rp (х) 
Ј(Х) - 1јЈ(х) + ЈСх) 

ј
'Р(х) . 
ј(х) clx = 

-"1; 

'1jJ(x).clx+ ~j~;}d;. 

Пошто , . се Jl.нтегралењецеде и рационалне <l!УНЕције 
( . 

1јЈ (х) = ах" + ь х"-l + ... + р х2 + qx +1' , 



, , , 

може непосредно да изврши 
I ' ., 

о , ' ' о ах"+l . Ь х" О, • р х3 ' q х2 , о ' 

, ,1/L(x).dx=n+l +~'~n~+···+ 3 + 2 +1'X+C~ 
, 

јас,но је да се проучавање ра3Jlом.zьених Фушщtjа уопште може да Оl'ра-
_. ,-

• 
, , 

ничи на чисто pa3ДOM.zьeHe ФУНlЩИЈе. , 

• 
"',5x'-2x

2
+3x+4 dx = (5x+13).d",+ 32x~22 dx 

"" - 3 х + ~ " , х2 
- 3 '" + 2 

, --~ 

, , ) 
, о 10. Инт.еграJlењечист.о раЗJlомљених фуtlК4ија. -~eKa је ;.~:) 
једна чисто разДом.zьена Функција. Метода ищеl'рa.rlења основана је на . ' 

ра3.Д:џ'ању раздом.zџене Функције на просте рамомке .. То раздагање, па 
са тиме и ресудтат интеl'Рa.rlења, управ.zьас~ према томе какви су ко

рени једначине Ј(х)- О. У томе погдеду имамо ове l'давне сдучај~ве: 
1. ' . 

,корени, су сви стварни и рами.чни '(прости) иди корени су стварни, , 
hit'и: их има и јеДНаЕlL'I:(МНОГОСТРУКИХ) или најзад једначЂна има има- . 
kинарних корена. 'Пошто су lIleTOAe' за раз.1ЈаГаље чисто раздои.zьених' 
Фушщија на просте раздомке ~{)by ДиФереНЦИa.rlноме Рачуну (чљ 92. - ~9 ) 
издожене у ДOBo.zьHoj' (шширности, "није потребно враьати' се '- поно-;зо 
ТОме питаљу. Овде bt'MO сада Само да применемо тамо добивепе ресУДтате. ' 

Први едучај: једначина f(x)' о има све стварне и раздичне 
(просте) корене: 

f( х) = (х - а) (х - Ь) ... (ЈЈ -:- l), 
• 

где су а, Ь . ' .. l стварни и раздични корени. Чисто раздом.zьена Функ-
. р (х) 

ЦИЈа ј'(х) раздњже се тада на просте раЗдомке 

'р (х) = р ( а ) + р (Ь) _ р (l) 
,".,' лх) 1'(а) ; (х- а) 1'(Ь). (х.-Ь) + ... +, 1'(l). (х - l) 
.' о ',1 , 

~Формуда 2 у Чд. 95.·ДиФ. Р.). Према томе је-: 
. .' ! . . ',' - ~ 

'.СР(Х)ах=р(а) clX+'p'(b) ах '. p(l)'dx 
,Лх) ·1'Са) X-(t Ј(Ь) х-Ь + ... + 1'(г) x-l 

_ Р (а) Р (Ь) " 
-:- 1'(ayl(x-a) + 1'(Ь) l(x-b) + ... 

,'p(l) оо 

+ [(l) l (xc-:-l) + С. 
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. \ " . . 
1. Пример. !Диф. Р. чл. 95;) Отуда што Је' 

• 
слеДУЈе 

• 
(15.х' -18 х + 28).Ј х 

~7~~~~~;~~--~= 
6 х· + 11f"'- 43 х' + 34 х - 8 

34-

=-
63 
34 Јх 34Јх r Јх 

---C-1 7 . 2 + 5 х - 1 
Х- 2 х-з • 

. ( 1 ) 34- ( 2 ) " 1 х - 2 - 7 1 х- З -+ 51(x.,- 1) + о. 
. . . 

2. Пример. (Диф. p~ чл. 95.) .'На основу тога што је . 

1 
р _ 'Јх' 
• 

налазимо , 
. I 

Јх 
О, 

Р -qx' 

1 . 
=' 1 

2Ypq 

;-'-
х +1:i . 

, .ур 
х - -

. о q 

+ С, 

ДРУI'И СJlучај: једначина ј'(х) =0 има све 
(мнотоструке) корене: 

стварне,aJtии једнаке 

Лх)=(х-а)а(х-ь)~ ... (x-'-Z)'. 
. . . 

. . 

. ср (х)' .' 
ФУНКЦИЈа / (х) раЗJlаже сеу овоме CJlучају 

ср (х) _ А 
~---. --- -- + 
(х':"-а)а лх) 

--

в 

+ (х-Ь)!' 
• 

B
1

' ! 

+ (X-b)~-l + ... + 

• 

+. . • • • • • • • • • • • • 

(х - ZY-l + ... + . 
, 

. (ФОРМУJlа 2 ЧJl.93.ДиФ. Р.) • 
тако да Је 



= А dx -
(х-а)а 

dx 
(х.:..-Ь}'Ј 

dx 
(х _ Ь )I'-~ + ' . , ;t. ВР-1 +В. 

+ • • • • . . . . . . '.- . . . 

dx 'L dx " 
+ L (х -гу + l' ех .:..-г/-1 + ... + L;',-I 

, 
Сви ови'интегра.ilИ своде се на ова два основна интегра.ilа 

• 

" du ',,' "и1-n du 
" = ~Гn. du = 1 и = l tC 

иn • - п lL , , 
I 

1. прu"tСр, (Диф. Р. чл. 94.) Пошто је, 
\ ' 

" ,3~4_6x2+5x-7 

", ' 1 6 l' 4 5 + 37 ~ + 41' 215 2 + '84 45 
.х --х - х х х - х x-~ 
,,' :Ј ,,2 '2' 2 ' 

[3 

dx, 
Х-а 

. dx 

х-Ь 

• 

dx 
х-Г 

5 25 1633 3199 501 1413 , 218О8 -, 24 ' '144 3456 , 432 352 1936 3267 ' , + (х-l)3 + + --+ (х + 3)2 + Х + 3 + х -1 - 5 (х -1)4 (х-l)', 
х-'2 

• , , 

слеДУЈе 

:Ј' - (3 х4 
- 6 ",2 + 5 х'- 7) . Јх 

, '7 ' 1, 6 14 5 + 37 ' 4+ 41" 215 2 + 84 45 х--х- х х х- х х-
2 2 ,', 2 2 

5 
24 

, " 

- -

, 

имамо 

d х: 
(X-l)4, 

• 

, 25 
144 

• 

, 

Јх 

(х г- 1)" 

501 -
352 

, ' 

, 1633 
3456 

-;-,-_а x~. ~ 3199 
(х - 1)' 43~ 

'Јх 1413 
-Т(х-+Т-, =3)'" + 1936 

Јх 

х-l 

- Јх 
5 

х--

,2 , 
;у 

72 ' 
1 25 1 1633 1 3199 

(х - 1)' + 288 (х -1)' + 3456 х _ 1 - 432 l (х - 1) 
, , 

501 ',1 "1413 ' 21808 ( , ' 5) + 352 х+3 + 1936' l (х+3) + 3267 l х-'2 
, " 

2, ПРUJl!СР., (ДИФ. Р. чл, 96,) На основу тога што је 

=-3 

• 

• 

-3 
(х -1)" 

, 

-4 
+ (х -1)2 

(х + 2) . Јх 
,,~~~ -~~~ 
х' - 5 х' + 9 х' - 7 х + ~ 

Јх _4','Јх -4 Јх 
(х - 1)" (х - 1)' х ~ 1 

> 

+ -4,+ 4 , , 
х - 1 ,х ~,2 

Јх 

x-~ 

3 1 4 ", 
'2 (х -1)'+ х -1 -4! (х,-l) +4г(х -2)+ с 

8х-5 

2(х-1)' 

• 

+ 4 l ех - 2) + 'С. " 
- х-l ,. 

, ' , 
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ТреЪи сдучај: ј~дначинаf(х) = О има имагинарних. корена,. :нпр. 
, /,' -

!' , , . . . - '-

f(х) = [х ~ (а + i Р')Ј" [х --'- Са - i Р)]" ·Ј1 (х) = (x~ + ]Ј х +·ч)·11 ех). 
• • 

Разломд,ена Фушщија ; ~:j раствар-а се 
-- , 

ср(х) Рх+ Q + Р1 х + Q1 , 
{(х) - (х,2+ р ;с+ч)" (x2+PX+lJ)"-1 +.". 

" P",-iХ + Q,i-1 + /ft. (х) 
.···'х2 +рх+я ,Ј1(Х) 

-'-.. - - -' . 

• .p,,~),' 
(Формула 6у ЧЈ1. 98. ДИФ.Р.), где Је f(x) оuетједнаЧИСТQ, ра3Ј10мљена 

•• I _' ., а 1 , , ", О', "' _, 

ФУШЩИЈа, rЩЈа се на познатиначин да.(Ъе раЗЈ1аже на просте ра3JlОМБе. 
\ ,.' 

. ' . .., 
ПРU.ЈНер, (В. ЧЛ, 99. и Напомену у чл.98. д.иф.Р.) ИмаМо 

, ' 

7 1 - 1 
2х'-7",+б 4 Х +2' .' 4,",:, 

х' - 5 х' + 11 х ~15 - (х - 1)2+ 4 + '" - 3', .'., 
о' 
, 

(2 х' - 7 х + 5) dx '. 7 
-" -- =-
х' - 5 х' + 11 w - 15 4, 

• 

x.dw 1 
(","-1)'+4 +2 

, 

d", .' 
",.,.;..3 

" '- " 
, , 

, -
_ 7 d[(w-l)'+4] +~ 

8 (х-1)2+4 ,4 

, (Х-{)· ·с. , d ,. ." ,. , 
-. '2' 1','- ,1 

, (Х -1-)' +-4" 1+ .. "'., .. , ". 
" 2 . 

, 

a(x~з) 
~----.. -
Х-3 

. , - , , ' -' - -

= '!.. 1 [(х -1)' + 4] +2. М'р tg (Х --;-: 1)'··+'.11(X_ 3) +~: 
. 8· 4 2 4 ' ' 

, " 

• 

3. ИнтеграJlењеираЦИQнаJlНИХ Фунџција. 
, , 

11. Подкорена количина. јелине.арна~ - АБО је Функција саСТав" . 
, , 

љена из разних ~opeHa, у којима ~e радиканд један исти и T~ .ilине~раНi 
онда простом заменом претварамо тюtЋу ЋРационадну ФУНКЦИЈУ У раЦИО-11, 

Ha.ilJ.ry Функцију. Доводимо .све' ItOpeHe на зајеДДИЧБџ':корени И3.ilожИте.љ, 
II 0значаваrvrt> тај корен из оног ди:неарног радиканда новим здаRОМ. Ако' 

. - . \' а -~ - - ----- - 'Ъ . - . , 

је нпр. задата Функција састављена из :Р(р w +q)"\if{px+ gJfI , .. . 

а п је заједнички корени И3Ј10житељ за с:векорене експоненте а, Ъ, . -.. . 

ми онда ста:в.љамо Ур х +q = у, дaIt.ilе х = у'! ---; '1, d х = п y"-la~y 
..- .р р 

и тиме ,претварамо све Itорепе _ кодиgине у рационадне Функције. Тако 
- 3' - , . - ", -" 

б \ - х2У(1) Х + '1)2 ~a· - . 
нпр. ако ИСМО има.ilИ ~!( _. _ 3 • d х замену.ilИ би 

'..х3 + Х У Р ~ + '1) _ 
" .. 'Ц" - q . _ 6'У' . d У 
Урх + '1 =у, .ј\аЕлех= 1'-- , ах - и TlDfe добиди 

" .-, Р -- - Р 



,х2 у(р Х +ч)2--=- а 

х3 + x-V(p х + ч)3 dx = 

, , 

, -

12. 'Интеграли ирационалних Функција са квадратним кореном. 
'~ Бајопmтији вид једне ирациона.ilНе ФУНIщије са квадратним кореном 

.' и истим радикандом представљен је изразом: \ 

• 

, 

А + в -V':Г+С-VХ2 + D-VX3 E-VX' + . , ' 
а+ +0 +d '+е + ... 

l'де је Х ыакаква рациона.ilна Фунrщија променљиве х, а А, В, С,. " 
,'а, Ъ, о, .... /шнстанте иди рационадне Фующије х-а. ' . 

, ОваЈ општи израз може, да се доведе на знатно простиЈУ' Форыу 

'на сдедеhИ начин ,-ТО: 'т:;. • 

" ~B УХ-+ ( -у- ~ +'DlrX3 + гр-vJr,1: + .. , 
(1 + Ъ -ух-+ с -Ух" + diхз +~-YX4 + ... ' 

, , 

(A+CX+lx2+ ... )+(B+DX+".)-VХ~ P+Q-VX 
(а+оХ+ еХ2+ ... )+ (ъ'+ах+",)'ух - Р+ЧУХ ' 

, ' 

Ј'де су Р, Q, р, q рационадне Функције:> >оо ,)О' 

Р-А +, С' v + Е' У2 + ' ~ .Li .Ll. , .' .' .Ј 

, р = а + с Х + е Х2 + ' , ., 
Q=B+DX+.,. ' 

q = ъ +dX +. ' , 

Последљи израз можеыо' још и да,ље да упростимо 

Р+ Q-VX _(P+Q 'V'X:) (p-q-VX) _(Pp-QqХ)+(рQ-qРiХ 
р+гцУХ'-(р+q-VХ)'(р-qУХ)- р2_ ч2Х 

и И-' 
'НТ + 1У -Ух, 

, 

"де су И, У, ТУ такође рационалне Функције. Тако постаје 

> А+вп+СУХ2 +пУХ3+ЕУХ4+",' clx= 
, а + Ъ + с -УХ2 + d + e-VX4 + .. , 

"И 
'TV dx + 

. ~ ",-, . 
, ' 

УуХ dXi 
TV' " 
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На левој страни имамо општи вид интеграла једне ирационалне ФУЈЈЕ

ције са ,квадратним: коренима, . аисти:м радикандом и ми видимо да се 
. .., 

такав интеграл своди на два интеграла од КОЈИХ онаЈ први можемо да 

сматрамо као познат пошто се он односи на једну рационалну Фушцију. 

Остаје да расматрамо онај други инте1'Рал који може да се' напише и 

овако 

VVX . 
W ах=. 

VX 
---;: d х= 
WYX '. 

, 

Овде је Т опет једна рационална Функција. 

Т. а;.к; 

wyx' 

Из свега овога видимо да се ИRтеl'Рал једне ирационалне Фуюt-
. .., . 

ЦИЈе, КОЈа Је СllJlопљена из квадратних корена са Једнаким раДJ:lкаНДИJ\lа, 

. J\lоже да доведе на најпростији' заједнички обл~к ~ t; , l' де Т, ТVи х'· 
означавају J\lа какверационадне Фуiшције променљиве х. ИнтеГРaJlИ, 

који су обухваtени овимопштим типом 'деле се на 
, . 

'uитe~pa.љe прве врсте: 
ах' ". 
УХ' КОДКОЈИ~Је 

Т· . 
W = СопЗt., 

, 

uитe~paљe дру ze врсте:.' 

, i 

р(х)ах: ... '; .Т, . . 
-Ух ,KOAKoJlIXJe W ==ср(х) цеда и 

раЦИОIiaJlна Функција и 
,,' . .' 

uиmеzраље mpef.e врсте: 
Р(х) ах.· .' т . У(х) . 

,( ,КОД КОЈИХЈе W = Ј( ) , рацио-
J~)rX ' , х. ' 

нмно разломљена Функција. 
, 

13. Функција под квадратним кореном је ДРУГОГ степена .. -
Т. dx 

Ми 1емо да се ограничимо на расматрање случаја кад је у 
WV'X 

ПОДRорена количина Х Др,утот . степена1), даме.· вида' а х2 + Ъ Х + С_ 

Лредпоставиtемо да је овај трином ослобођен првог сачинитеља и стави-' 
. . . 1'· : 

1емо х= х2 +]ЈХ +,1[. 0значи~о W = ф(х) и онда имамо као ОПШ1'И: 
, 

тип интеГРaJlа, КОЈе узимамо за проучавање 

ф(х).dх 

Yx 2 +px+Q' 
, 

1) Интеrради, у којима се јавља квадратни корен ИЗ подинома Tpeter шщ 
че~вртоr степена, зову се по Јаlf,обu-у (Karl Qustav ЈасоЫ, 1804~1851) CJtUn1Jt'l,,,,i, 

ињтеграЈ'и. То су И~lе дuБПдИ што је иш;еrрад за еДИПСИ!I дук такав ИlIтеrpЮI" 
Ако је поДкореиа КОДИЧИ!Iа вишеr од четвртоr степена (neTor итд,), !щтеrраir 

се зове хunереАunтuчањ ид Абељ-qI! интеrpщг по норвешкоме математвчару ЮеМ 

: Henrik Abel (1802....,.1829). ' ' 

" 

", 



, 
. Овде имамо да рав.шкујемо два САуч:аја; према внакупрвdга Ч.ilана 

lIO,iџtорене КО.ilичине; да ли је пов~тиван или је негативан. 

Први C.lучај; нека је први члан тринома положан .. 
Пока.заЋемо две методе ва интеградење. 

Прва метода. - СтаВИЋемо 

Vx2+px+Q=t+x или t-x. 
Нека је , ух2 + рх + q = t - х, 

t 2 --,- q 
x=2t+p' 

,цаКАе· 
• 

2(t 2 +pt+q) 
dx = --:(2 t +р)2 dt,'" 

. t 2 + pt + q 
ух2 + рх + q = 2 t + Р , 

t2 _q . 

ф (х) dx = 2 
у х2 + рх + q .' 2 t + Р .' 

Ми смо, . овим, вадати интеграл ирационадщ~ Функције свели на инте
грал једне рационадне Функције ва који внамо како се ивнадази .. 

Друга метода. - Овај начин може да се примени кад су корени 

квадратне једначине хџ +рх + q = о стварни, а то је свакој ако случај 
ако је q < 0.1) 0значимо са а И {Ј дотичие ·корене. Онда је х2 + р:х 
+ q = (х - а) ех - (Ј). ,СтавиЪемо 

Ух2 + рх + q = (х - а) t или (х-а) (х - (Ј) = (х-а)2 t2, 
х - {Ј = (х ~ а) t2, 

. ,цаме , {Ј - а t 2 

х = 1 --:- t2 , . 

d _ 2 (fJ - а) t dt 
х- (1- t2)2 , 

" ((Ј-а) t 
V х2 + рх + q -:- 1 _ t2 , 

ф (х) dx = 2 
ух2 + рх+ q 

• 

• 

Овим смо, опет, интеграл ирационаmе 

-град једне рациощiлне Функције. 
ФУНКЦИЈе претвориди Ј и;нте-

• 

1) То се ВИДИ,'И3 решеља х - ~±y C~J - q. 

ОСНОВИ I!НФИНИТЕ3ИIIАЛНОГА РАЧУНА. 2 
. -. - -
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1. П риJIlСР. 

Код интеrрала прве врсте 
• 

јесте Ф (х) = 1 • 
и. по ПрВОЈ методџ !lнтеrралења имамо 

оо , 

или кад заменимо t = Х + -у' ",' + рх + q 
о , 

о dx [р ,ј- Ј ,ј=- о =l~+x + ух' +рх+ q + С. 
у х"+ рх + q . 

~ " . 

Ако 'овде ставиМ'о р = о добнhемо један интеrрал • • 
КОЈЏ се чеСТQ ЈаБЉа, 

• 
а то Је 

До HCTora ћемо ресултата доhи, ако прнменимо дpyry методУ интеrра- о 

лења. Тада ј е 

• 
rIIe Је 

дакле 

, 
о 

dt = 1 (1 + t) + (1.1) о 
1-t' 1-! ' 

VX -{3 о 
t === , 

, :;с-а 

I '(3_--с-_'" 
2 

. Из теорије квадратних једначина знамо да је 

и према томе је 

1) Види чл. 8.Пр'имер 1. 
') Кqрени квадратне једначине х' + рх + q= о јесу 

. Р 1 Ј(Р )2 Р . V( Р)' ,,= - 2" - Ј!'2- - q, f3 = - 2+ о 2" - q, 

одакле 

Ово последље је стварно само онда кад су кор~ни '" И f3 стварни. 
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2. Пример. 

уз~имо интеграл друте врсте 

Vx2 +px+qdx= 

(/' + р! + q)' Ј! ' 

, Ct+ ~J 
• 

ЈС Р)' [ 'СРЈ'] t' 1 ) t 4-2 + q - 2" Ј 

С Ј
' Ј! 

4 . t + ~. 

Ј! 

Ct+E:J'7' 
2 ' .. 

, . . 

1 Р 2 1 . Р 2 .' Р 1 [q - С t уЈ· 

и кад заменимо 
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добиhемо овакав ресултат 

l/x2+ pX-ј-Ч Јх= ~ [~ +Х+ УХ2 + рх+ чЈ 

+ ~[ч -р:] l. [; +х+Ух2 +рх+ ч]- ~ [~ +x-ух'+рх+чЈ+с 

= ~ (~ +X)Vx2-fРХ+q+'~ (ч-р:) 1 [~ +X+-VХ2+Р~+чЈ+с. 
, 

Задати иитCl'Рал можемо да решимо и помоhу методе делимичног ннте-
• 

гралења, Јер. кад ставимо 

дакле 

добиhемо 

! 

V х· + рх + Ч = и, dx = dv, 

+
. р 

х "2 
du _ ~=;;==_=,;= 

-Ух'+ рх + ч' v=x , 

хоје, кад саберемо с идентичном једначином 

• 
х2 +рх+.!? dx 
-Ух'+рх+ч 

и поделимо обе. стране са 2, даје 
, 

Последњи ИНТCl'рал може да се разложи на два интеграла 

р' q_ -.0 

4 
- ---:сс--

2 

• 
Р· 

1 
2 

~x . +Е. 
-Ух'+рх+ч 4 

ч--

2 41[~ +x+-Ух'+рх+чЈ+~ d (х' + Рх+ч) ') . 
-Ух'+ рх+ч 

') Први интеграл је исти, који. смо већ расматрали у првоме примеру . . . -

овога члана, а дрyrи Је Један од основних ннтегра.,'Iа, Јер има вид 

dy ,Ј_ 
УУ =2уу+С. 



С овим добијамо, као и rope, да је задати иитеrрал 

.1"x'+;x+q dx =~ (x+~) -Vx'+px-t-q 

+ ~ (ч - ~') 1 1 ~ + х + 1" х' + рх + q Ј + с. 
3. Пример. 

Иитеrрал IIpyre врсте 

који се врло често јавља, можемо да Ha:I)eMO на основу npeTxoIIefier примера. . . 

Кад разложимо 

. x+~ 

-Vx.a:::+q = Са-Р;) YX'Tlpx~+b -УХ'+Р:+Ч 
)\обијамо 

. (a+bx)dx 
у х' -t- рХ + q . 

. = Са - Р2Ь) dx + ~ r d (х' + рх + q) 
у х' + рх + q 2 -v х' + рх + q 

~ 

= Са - Р;') 1 [~ + х + УХ' + рх + q Ј + ь -v #+ рх + q ~? 
• 

14. Продужење прошлог члана .• - Узмимо сада на рас.матрање 
• • 

АРУГИ С.ilучаЈ: да Је знак ПРВОГ Ч.ilана подкорене КО.ilичине одречан. 

IIоказаъемо и овде две методе интеГРa.iJ.ења. 

Прва :метода. - Претпоставимо да је q >0 и ставимо 
-v ~ х2 + рх + q = -Vq + tx, 

одаКЈЈе 

d =-2 Yq'+pt-t2 Уq 
х (1 + t 2)" . dt, 

-У-х2 + рх + q ="Yq + pt - t
2 -Vq 

1 + t2 

и према томе 

Ф р - 2 t-Vi 

Ј
" ф(х)dх 

У_х2+ рх + q 
= -2 

I'Ae је F(t) рациона.ilна Функција. 

Напомена.' Овај начин интеГРa.iJ.ења :може да се примени и на. први 
.. C.ilучај: на СJlучај кад је први Ч.ilан тринома х2 + р Х + q ПОJlожан, а..дД 
с предпоставко.м да је q > О. " 
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Дрра метода. - Важи кад је q < 1. Означимо са q апсолутну 

вредност Аотичне константе. Пошто су у овоме с.аучају корени квадратне 

једначине - Х,2 + рх - q = о стварни, :можемо да при:менимо ону АР'угу 
lIетоду"у прош.аом ч.аану. Означимо, као и раније, са а и fl KOpl)He и 

претпоставимо да је {Ј> а. Ставимо 

дак.ае 

ах= 
2(fl-a)tdt 

(1 +t2)! 

(Р-а) t 
1 + t 2 , 

, 

па Ће:мо доби'l'И 

. ф(х)dх 

-y~x2 + рх-ёј - -2 
(Р + а t2

) 
Ф 1 + t 2 .. 

1 + t2 dt= 

1. ПрU.lo.ер. 
• 

Место да интеrpал прве врсте 
• 

"о 

• Јх 

-V-x'+px+q 

F(t)dt. 

решавамо по rope изложеној методи, показаhемо како се може доhи до ресул
тата сводеhи задатн интеrрал на. познати нам основни интеrpал 

Ји 

У =arc~inu+a. 
1- и' 

На основу Tora Ш~'О је 

1-

р 
х - -----

2 

следује • 

Јх 

1-



, 

2. Пример. 

Интеrрал iIpyre врсте . ' 

(а+Ьх) dx 

·Y: .. ~x2 + рх + q 

своди се на претходеhи иНтеrрал прве врсте, јер је 

(а+Ьх) dx ( РЬ) 
--.F~==Т==- = а + 2. ' "'" у- х' +Р х + q 
, 
., , , 
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/, 'd(-x'+px+q) 

-, ~- У - х2 + Р х + q 

4. Интегралење тригонометриских Функција. 

15. Интегралење Функција које су сложен е из тригонометриских 
бројева једногистщ" лука. - Ако имамо да интегралимо један диФе-

ренцим, који зависи од сину са, косинуса, тангенте или од ма које још 

друге тригонометриске Функције једног и: истог угла щ, заветЋемо ноч 

прапромен.љиву t на начин 

х 

t = tg 2'" 
дакле 

х =·2 а1"С (g t, 

На основу ове замене је 

х 

2 tg 2 • 2 t ' 
tg х ="-'''- .. х = 1- t!' 

, 1- tg2 '2 

1 1- t 2 

cotg Х = -.'- = ---;;- .. 
tg Х ' 2 t ' 

tgx 
si'l! Х = ,. 

';1 + tg 2 х 

сов х = 

и тма се 'задати интеград претвара у интегрм једне адгебарске ФУНR-
• • • 

ЦИЈе, Јер Је 

х, cas х, tg Х, . , ,) 'сг Х= 2 
dt .. 

1 + t2', 
, 
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Ако се, пак, у задатоме интегралу, осим ТРИI'оно:метриских Функ'-, 

ција лука х, јавља још и сам лук х, тј. ако је Функција, коју ваља инте

l'Рa.ilити, вида f СХ. Si1~ х, СОВ Х, ... ), горља метода постај'е неупотребљива. 

1. Прu:мер. • 

. х ' 
Пошто учинимо торе 

aлrебарски интеграл 

означену замену t92' = t, задати mrrеграл претвара c~ ., 

, 
dx ' 

--:-с;---- == 2 
а+ЪСО8Х 

• 

Овде имамо да разлИКУ,јемо два сЛучаја: према TOlIJ:e да ли је са'lШlИтељ 
од t' положан или одреЧан.'~ 

1) а - Ъ > О. у овом случају је, интеграл исти који смо расматрали у Прll-. ' 

меру 4. чл. 6. и тада Је ' 

dx 2 уа-ь -.r=::=''==", ш'с t9 t + С = 
У а' -, Ь" а -t ь , а+Ъ cosX 

2 , (V-;;~' х) 
" • U]'

ct9 + 6 t9--r а' - Ь- а, 2 + о. 
2) а':' 1, < О, Интеграл се јавља у виду интеrpала који смо paCMaTpaJ.III ., 

примеру 1. ЧЈI, S. Овде је ' . 

dx 1 1 (~j;=----;'_~_ + Уа+ь) + G 
lyr=.bCi~=a:;;2 ' Ј ь - а t- Уа+Ь ' 

• 

1 
- ~:===' ::-1 

Yl/!. - а'2 

n;=--;; t9 f + Уа + ь, 
УЬ-=-;; 't9 ~ - у-;; + ь + о. 

, 2 , 

2, Прu;w,ср, 

р аЗЛОЖIIJ!IО , 

• А+В соаХ 

а+Ьсо.х 

аВ 
А----, В Ь 

= -ь-+ -а-+'--;Ъ-С-,О-8 х ' 

па ћемо добити 

А+ В СО8Х 

а+Ьсовх 

, 

в 
dx=

Ь 

в ,( , 
=-' х+ ..4.-

Ъ ' 

• • 

, 
dx 

аВ dx 

Ј
' 

Ъ ) ,а+Ь СО8Х' 
1'де последљи интеграл има, према случаЈУ, Једну од оне две у прошлом примеру 

"О , ~ 

означене вредности, 



3. Прuмер. . 

.~. + В СОВ Х + с' .in Х, d х = ? . 
а+ЬС08Х 

Разлагањемналазимо 

А + В СО.,:" + С' sin х 
--'--=-=.::,::---:---:-- d х = 

а+Ь С08Х 

А+ВС08Х 

а+Ь СОвХ 

А+В С08Х 

а+Ь С08Х 

d х + С' 

С' 
ах--

Ь 

- si'n х d х 

а +" соох 
• 
а(а+ЬС08Х) 

. 

а+Ь соах 

А+ВС08Х 

а+ЬС08Х 

С' 
ах- ь l(а+ЬС08Х). 

• 
Овим смо свели задати иитеграл на прошли случаЈ· 

4. Прu:мер.' 

1 
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Функцију • + треба разложити на просте разломке 
СО8 Х acosx+b . 

онако исто 

. како се ради са рационално раз.~О~Iљеним Фушщијама. Изразиtемо дакле 

1 А + В 
-с-ов""2-х--С'-а-с-0-а Х + ь cos х - (1.- СОВ Х - fЗ' , 

где су а И fЗ корени квадратне једиачине С08' Х + а С08 Х + ь = О; А и В :в:ои-
. . 

стате, КОЈе се на познати начин налазе. 

16. Интегралење диференциала у којима се јавља степен синуса 
• • 

• 

или косинуса. - Интегра.ilе вида С08" х Јх и sinn х d х извршујемо 

кад С08" х односно s·in· t х развијемо у ред, који тече по КОСИНУСУ односно 
СИНУСУ УlИНожених лукова nх" (п - 2) х, ' (п ~ 4) х, ... , такозвани Fourier
ов ред. 

И3 Амебарске Анадизезнамо да је 
• • • 

сов х + '! s·tnx = е'''' 

СОВ х - '; sin х --: е-;Х, 

COS ;1:' = 
eix + e-i.c 

2 
, • 

SИ~ х = __ "'2_t;-' --о 
ејХ _' e-ix 

ПО биномно:м 
• 

прави.ilУ слеАУЈе 

(е;Х + e-iХ)n 
сов" х = .. - ......... -

2" -
1 е,ах + (~) еi(n-2);с + (;) e i (n-4)x 7' ... 

2" +e- inx + ~) г.(n-2)х+ (;}_, i(1<-4)X+ .•• 

1 { l/n)' (1/) . '.' 2".2 COS'fl,X + ~ 1 С08 (1/-2) х +2 2 сов (и-4) х + .. 
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Ако је п парно, онда имамо 

1 {' (1') Ws" Х = ----- COS 11 Х + 
2 п- 1 1 COS С п ~ 2) Х + (;) сав СП - 4) Х+ .• , 

• 

1 (п)} . . . . + 2 п , 
2 • 

. 

пепарно 

сов" х = 2~ 1{COBnX+,(~) сов(n-2)х + (;) cos(n-4)x+ ... 

... + (~: 1) COS Х } • 

• 
На СJlичанначин добијамо И3 . , 

(e ix - е-ј;)" . • 

(2 .ј)" 

. 1 
----
(2i)" 

~;"X _ (~) еј(n-2)Х + (;)вЈ("-4)Х _._ .. ; 
'. (11) . '( 2) . (п) . ) + e-t'tХ +- е-' n- Х+' e-'l(:u-4 х + - - 1. -2 .... 

за парно п 
n. 

sin" х = C-~1)2 {совnх _ (п) сов (п - 2) х +(' п) со.'! (п _ 4) х _ ... 211- 1 . 1 ,2' 
\ 

(-1)'~ п}' . . . ; + .--2 - (~) , 
а· за непарно п 

,,-1 

Sl'n" ~ = .-'-.С --=1--,-)-:-~_ { . (п ~ - - stn 11 х -. 1 
2n~1 

sin С п - 2) Х + (;) si11(n~4) х- . .. \ 

п-у: п ) ... + С-1)"(n;-1 sin х}: 
1. ПР":Alер. 

о' 

• 

со.8 :'; '~7 {С08 8 Х + 8 С086 Х + 28 С08 4х:+ 56 С08 2 Х + 70} 

1 
210 

7 + 25 

7 . 7 
СОВ 6 Х d х + -2& С03 4 Х с! х + 2' С08 2 Х d х 

. 1 
С08 8xd8x+ 3;2' 

• 

• 
7 

cos6xd6x+--~ 
2' 

. 35 
co.2xd2x + 26Х= 

• 

соа4ха4х 

1· 1 п , 7 
= 210 .in 8 х + 3 , 2' 8in 6 x;t- ;, sin 4 х + 2" .јn 2 х + 

35 
26 Х + С . 

• , 



, 

, 

. '. ' 

\ 

2. Прuмер. 

сов'х = ~. {c085X+5C08RX+ 10С08Х} 

• d 1 СОВ Х Х =-~ 24 

1 

80 

3. Прuмер 

- 5' 5 
С085 х d х + 24 С08 3 х d х + 2'" С08хЈх 

5 
С08 5х Ј5х+----

48 
5 

сов3хЈ3х+ в 

8inзх+Ј'.sinХ +0.-8 -

С08 Х d х • 

. (-1)'Ј -} ... n6 Х = _ -25 \ С08 6 Х - 6 СОВ 4 х + f:J С08 2 х - 20 

sin6 xdx =-~ 
2' , 

, 

- 3 15 - 5 
С08 6 х d х + -- С08 4 Х d х - ---. С08 2 х d х + ~. 

• > 

24 2" - 2-
Јх 

1 
3, 26 

3 
сов6хЈ6х+ 26 

- 15 
С084хЈ 4х---- 26 

5 coa2xJ2x+--
, 2" 

1 п 

= - "--- sin 6 х + ~ аiп 4· х -
.; . 2" 26 

15 5' -
26 Bin 2 х +, 2' х + О . 

• 

4. Прuмер . 

• јn' х= ~=1 {Вјn 3 х - 3 sinx \ 
'22 Ј 

> 
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Јх 

";n' х dx 
1 ' 3 

=--4 ајn 3хЈх+т 
-, 1 

Si11Xdx = ---
12 

. 3 
.",3х Ј3х+-_ _ 4 sinxdx 

• 

1 3 
- ---с-;:- С08 3 х - - -- С08 Х + С. 

12 4 

• 

17. ИнтеграJlење диференциаJlа који имају ВИД производа из 

степена сину са и косинуса. - Отуда Ш'fО је 
I , 

d(sinn- 1 х. совр+ 1 х) = [(n-1) sinn - 2 x. совР+2,Х - (р + 1) sin" х. совР.х] ах 
• 

ШЈ.И, кад заменимо 'На дес.ној с.трани cosf+2x = cosPx (1 ~ sin2 х), 

d (sinn - 1 х. СО$Р+l х) = (n-1) sinn- 2 х. СОВР х. ах----:-(n+р) sin" x.'cosPx. ах 

~обија:мо интеГРаЈЈ.ењем 

• 
's~Jtn-l х . совр+1 Х = 

• 
(n-1) sinn- 2 x.cospx,dx-(n+p) sin"x. совР х. ах, 

• 
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одакле 

, , . sin"-Ix . cosP+1 х П -1 
1) s~nt<x. cosPX. ах = -- -------- +-.,.--

n+р n+р 
sinn --2 х . совР х . ах. 

, 

И3 ове форму Д~ види.мокако зе задати интегра.il вида fsinn х . СОВР х . ах ,,' 
I . . 

може да сведе на ДРУГИ интеl'ра.il, КОЈИ има исти вид, ми Је ипак ПрОСТИЈИ 

од задатог у ТО.ilико, што је један од изложите.ља су овоме С.ilуча:ју ИЗ.ilО

жите.љ п) смаљен. Ту операцију треба прОДУЖИТИ И да.ље, све док' ДОТИ ЧИI{ 

издожите.љ 'Не смаљимо до 1 ИДИ до О. 

1. ПPUJltер. , 

" . ' р+l f' Р ,'lИlХ.СО8 Х 1- р ',о' 
8in' Х . СО"' х. d х = - -- +' + 2' <О, х. ах. 

р ~ .р+ 
, . 

2. При.мер. 

. , ~+1 
-,И1 х. СО.'1 Х --

Напомена. Кад у формули 1) 
11 И Р узајамно, добијамо образац 

, 

, 
,rr; 

:место х ставимо 2" - х,llpо:мепlrn() 

.' , 
(. . sin" + 1 Х . cosP - l х ]Ј - 1 r . ' " -

2) } S'tn" Х . cosP Ј. . Јх = --;;! +Р , '-, --- + n+ р v, s'tn"X , СОВР - 2 х, ах, 

. , , 
КОЈИМ се смаЉУЈе И3дОЈките.љ косинvса. ," 

, 

1. ПРUJllер. 
, 

, 
sinП + 1 Х . СОВ Х 1 ' 

n+2 +n+2 
.,.~ .1_ 

8И"' Х.!ЮЈ .. ,t~ 2 а' 
-Sf.'11 X.CO~ Х. х= .. 

l' 
2. Прu."ер.' 

= 

r п 3 аЙ1. Х. сО8 Х. dx :-

о.' 

, 
. " d 8!.n Х. СОВ Х. Х 

."+1 .2 '2 
8~n Х. COlt Х + 

---;~ . " l' - 8~nX.(.nnX n+3 ",+3 
• 

• 
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18. Други начин интегралења диференциала који\имају вид сте
пена синуса или' косинуса.· - Ставимо 1. ФорМуди 1). прошдога члана 
р = О, па Ћемо добити овај образац . 

. . s'inn - I х . cos х 11, - 1 '. _ о 
s1,n" х . dx = - + ~-~"~- smn "х. dx. ' (1 

, п 11, 
• 

Тако исто, RaA у ФормуАИ 2) предходе:hег члана заменимо п - О, Ha~ 

дМИМО аналогни обрмац 

>. sin х . cosP - 1 Х Р - 1 . 
cosP х ' dx = + cos~ - 2 Х . dx. (2 

Р Р 

, 

'., 
. -\.' 

Примери за образац 1) 

. '. d .,inx. со.х+ 1 
.. nх.х=- 2 2 dx = _ sin 2 х + ,х + С 

42' 

:;,~' f . 3 sin'2 х. СОВ Х 2 
'."" ... n х. dx = - 3 + 3 

Si11'2 Х. СОВ Х 2 
sinx.dx=- 3 -тсо.х+с . 

• . . ;-

• . з 3 ...• d .ш.х.ео.х+. 
,-, Вј'11.Х х=- -. . 4· 4 

• . __ "n··х . СО, Х _ 3 .in 2 х I 3 х + ' 
- 4 16 -: 8 С . 

• 

Примери за образац 2 

С08 Х. Х = ~,~_. - х = - +. 2 d sin х . С08 Х + 1 j'd . .in 2 х + х С 
. 2 2 4 2' 

3 d 8inXocos2x+2 
соаХ.х= -
,33 

ainx.cos2 x 2 
c08x.dx= . 3 +S8inx+C. 

• d 8inx.co.3 x+ 3 
СО8Х.Х= -

4 4 
, d 8in Х . С08" Х + 3 .in 2 х + 3 х + 

С08 х.. х = 4 16 8 С. 

• • , 
19. Прмужење члана 17. - На едучаЈ да Је у задатоме инте-

• 

гра.ау sin" х . cosPx . dx један 9д издожитеља одречан Формуде 1) и 

2) У Ч.il. 17" RaA у љима заменимо р са --'-р односно 11, са - 11, тдасе 
\ 

sinn х d sin" - 1 х 11 - 1 
х=- +--

совРх (n-p)COBp~l.x п-р 

sin"-2 х . 
----::--dx 
coвP.~ 

cosP.xciJsP -1 Х . / Р - 1 
. dx= ) .' + ' 

/ 

cosp- 2 Х 
. ,dx. 

B~n" х СР ~~ п 8,n" -1 х р - п B~n" х 

(1 

(2 
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Помоhу истих Формула 1) и 2) У 'ЈА. 17., кад у првој заменимо 
п са - п, у другој р са #р, добијамо, на врло прост начин, ове 
обрасце 

3) 

4) 
.~i12" :Ј:' d sinn +1 х 

Х = .,-------:;--,------:;--
СОВјЈ Х (р - 1) СОВР - 1 Х 

р-n+2 
n-1 

n-р+2 

р-1 

• szntt х . 
СОВР -2 х Јх. 

20. Продужење ЧАана 18. - За израчунаваiье интеграда, какве 
смО посматрали у чл. 18. на случај да је изложител, синуса односно . 
косинуса негативан, добијамо подесне обрасце, кад у Формулама 3) в: 

4) У чл. 19. ставимо р = о односно п = О. Налазимо ове обрасце. 

ах . сов ,),'. . П - 2 Јх .. 
1)' siri"nx=-(n-l)sinn-1x+'n=1 sinn - 2 x 

2) (_ах.= sinx +р-2' Јх 
cosPx (p-1)совР-1;1' р-1 со1р 2 х' 

~ 

21. ИнтеграАење диференциаАа који имају ВИД ствпена так
текте ИАИ котаНгентв. - Заменом п = р у Формни 4) 'ЈА. 19. добијаll;О 
. образац 

s'inn + 1 х 
tgn ;УЈ • (lx - ~-~. ------::-

(п -'-1) СОВ'" -1 х 

2 
. n-1. 

• stntt х 
---c,,~ Јх . 
cosn-. х 

Други и подеснији начин за израчунавање интегралавида S tg" х. Јх 
изводимо из диФеренциадне Формуле . 

d tgn - 1 = Х (11 _ 1) tgn - 2 Х Јх = (п ~ 1) tgn - 2 (1 + tg2 х) Јх = 
cos9 Х . 

= (п -1) tgn.- 2 х. Ј:х + (п -1) tgn х. ах, 
~ 

одакле интегралењем 

. 
tgn - 1 х= (n-1) tgn - 2 х. Јх + (n-1) tg"x. dx 

или 

1) tg"x. Јх= 
tgn - 1 Х -
n--'-l 

tgn - 2 Х • Јх. 
• 

Кад овде место х узмемо ~ , - х добијамо аналогни образац 
~ . 

2) r соtgП-l х Ј' 
• cotg" х . Јх - - .;_ 1- cotgn - 2 Х . Јх. , 



.' п '[J"Y.tepu. 

, 

,'tg' х. Ј."С =tg х ~ 
" . 

" 
. tg' х ј

'. . 
, -tg"x .dx = 2 -

, . . Ig 3 Х 
t~4 Х . Јх --3- -

. '~ 

,/х = tg х - х + С. 

, tg' :х; 
Igx. Јх = -2- + 1 С08 Х + С, 

1
,' t93 Х . 
. 19' х ' Јх = . ;) . - tg х + х + С. 
~ 

• 

, 
. ,'22. Интегралење диференциала К6ји имају ВИД . производа из 
сfепена лука и сину са или косинуса истог лука. Интегрме вида 

хп s'in х . Јх и х" СОВ Х . dx, 

• • • 
l'AeJe п цео и ПОJlожан број, изна.лавимо помоьу M~TOAe АеJlИМИЧНОГ 
интегра.лења. 1) , ., 

, С'l'авимо у Јх" sin х . а;е, • 

, 
1< - хп, dv = ВЙ! Х . Јх, 

дакле 

Ј1! = nx" -1. ах, v = - СОВ ;1:, -

па ћемо добити образац 

х" si'n х . ах = - х" СОВ П + П х" --,1 СОВ Х . ах. 
, . (1 

" . . . 
КОЈИМ задати ин'rеграJl сводимо на други сличан, ади ипак ПрОСТИЈИ 

I . 
,интеград у толико што је, И3Jlожитељ дука смањен за јединицу. Про-

дужујуьи овако и даље ДОJlазимо, најзад, Ао' је,lI,IЮГ од основних инте
града 4) или 5) У ЧJl. 5. 

• 

На ;исти :начин (ПОМОћУ методе делимичног интегралења) изво

ДИМО ФОРЧJlУ 

r х" СОВ х. dx = ~ sin х ~ 11 Г~"-l sin х .Јх. 
~ .' 

(2 

1) ВИДJl Црииер 3. ЧЛ . .7. 
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Ако је ИЗДОЖИ1'е.IЬ лука негативан (ади цео), ДОбиьеМОПО'ГР~~iI~ 
обрасце, кад) формудама 1) и 2) заменимо п са - п, разреmимо ДО-1 
тичне једначине по интеграду на десној страни И ставимо п + 1 .:...- т', 

односно п = т - 1. Обрасци Гдаси 1 

3) 

4) 
• 

савх. ах сав х 
. = - -;-----с -;-----:; 

(т-Ј) хm- 1 

1 
711-1 

sin х . ах sin х 1 
хт =- Ст - 1) хm - 1 + m-l 

• 

'sinx. ах 

савх. ах 
хm - 1 • 

Ове ФОРМУJlе 3) и 4), које, иначе, вате за свако цедо и ПD.jLOжно 
т (па и за 711 = О), <[ине изузетак за т = 1. Према томе се интегради 
вида 

ј
'савх. ах ' 
--,.--,--, и 

хт 

sinx. ах 

своде сви на ова два 

sinx. ах 
----и. 

х 

,СОВХ. ах 
• 

х 

Први се зове UНЛ'JWzраљсuнус и бедежи са Six, а други unтetрал.,КОсинус 
Cix. Њиховавредност се израчуњава помоЬу бесконачних редова. - . 

Приметимо, 

гради обд~ка 

Заменом 

• 

• 
наЈзад, да се на интеграде 

I 
вида 1) и 2) доводе инте-

, arc ,~in х = у, даКде х = sin у, ах = сав у . ау 
, 

• 

CJleAYJe 

Јсасв sin х)" .ах = 

, 

уП сав у . ау . 

• 

Анадогно кад ставимо 

атс сав х = УЈ дакде х = сав УЈ ах = - яin у .ау 
... " 

_ . -• . - , . 
CJleAYJe 

(Щ'Ь сав х)" . ах = - уп sin у . ау. 
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, 

'експоненциаlних и ilогаритамских функциЈа . 
• 

, 

.... ,23.' Једна врста експоненциаJlНИХ ИНТ8граJlа. - Врло важни 
, ,-,' , 

• 
ове групе Јесу ови 

.' 
хР еРХ . Јх. 

, 
. 'п. цедо и ПОJlОЖНО (број Р МQже бити ма 'какар) задати ИНТе

I'i изнаJlазимо помоt.у методе делимичног интеграJlења.l) Ставимо . . . -

, . , 

1t . хn,' dv ~ еРХ • ах, 
• 

du _ 'nх" - 1. ах, 
1 

v =-еРХЈ 
]Ј , . 

~1eMO добити 

• 
• хnеРХ ' nЈ' х" еРХ . Јх = _ р х" - 1 вРХ. Јх. . Р . (1 

, 
i5Аl~ујуt.и 0]]0 МJlИМИЧНО интеграJlење ДОJlазимо најэад до основног 
"о' ~ _,-' 
~er,pa.l!a 

аtајуt.и се натраг и поступномзамеНО~I добијамо ФОРМУJlУ 

. , 
1;,.".O'.n ,11Х"-1 n(n-l)ХП - 2 1Ј(n-1) (n-2}х"- З '.' . ,- -,- - + - - + 
'р . 1[12 рЗ . р4 . ." 

. п (п - 1) .. ,2. 1 .+ С.' .(2 ... + ,,+, . 
, ·.Р 

При.iIlери: . 
./ 

Ј Х· .рх dx - еРХ I ~ - ЈЈ + а 
о ' - • \ 21.' . . р р -. " 

Ј', ,рх d - рх Јх',-:" 2X+~\+a 
хе.х-ео\.о 'Ј' . р р- р 

Хе . Х-е. -- ---- .. J~ " Р7. d - рх Х' . 3х' + 6 х . 6 \ + а 
• '. р р' ]Ј'. р' Ј 

,- \ . 
Ако је И3Jlожите.?Ь 1Ј одречан, али цео, .замениt.емо у ФаРМУ.l!и1) 

1! c~ -: п, реmиt.емо је по ~HTeгpaJJ.Y на десној страни (јер је у љему 
'- , l ,-_ 

_ '-А , 

. 'Ј Види Примеv 2. ЧJI. 7. 
• • r ......., ..... 

>' 'ОСIЮВИ .ИНФИННТЕ3НIIАЛllOrА РАЧУНА, 3 
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• , I , 

из.дожитељ ОД х веьи) и обе.дежиЬеио п + 1. т, 
Тако добивени образац гдаси 

.даклеn = те/,. Г 
, - ~-

• 

3) 
еРХ. ilx . еРХ ' р еРх. ах . + . 
_ х!1', __ =- (m-l)хЩ - 1 . m-lхт - 1 " 

Ова Форму.да важи за .свако це.до и по.дожно т (број р може -бити Иi 
., , 

какав) изузев за т == 1. Према томе видимо да' се израчу:в;авање ин~ 
града I}ида 

ePx.dx 

своди на крају на најцростији интегра.д те врсте, а то је 

\ еРХ _ dx • 
• 

, -

Rющ се овај пое.дедњИ изна.дази 
. -

видиьемо к6д методе- интегра.дења по-
моьу бесконачних редова. ,. . 

Il ри.меР", 

• рх dx 
е . 

=-. , '" -. 

р' 

е +Р 
х . 

, рх 
le . Јх 

'" ) 

• . 
рх 

• р -
2",' +'2 

рх ,Ј" 
е . <щ; 

-, <x2-~ =-
1 . р' 
~+p +~ 

2х '" '. 2 -', .---
• 

~. / 

24. Логаритамсни интеграли. --.::. На,интегрџе, које-
тра.ди . у . ПРОШ.дом .ч.дану, cBqAe се.доГаритамск~ ичтегра.ди, 

овакав вид 

• 
.Јер ако ставимо 

• 

• о,,, , 

• 
• 

- . , , . - , , 

(гх)'" , 

lx _ у, дакде х - еУ; dx = еУ . dy . 

е р.'С 'о dx 
• 

-х 

смо посма-4 
, .. ~ 

који И~Iају 

и 0значимо q + 1 - р, први се интегра.д ,јавља .у форми ПОД 1), 
У форми под 3) Ч.д. 23. 

а другп . -, 

• 

Најпростији интегр3.А из групе, • о· 

dx 
lx' 

такозвани uumetpaItuu ItOtq,pumaM'I:! бе.дежи се са lix. 
-се добија интегра.дењем помоьу бесконачних редова. 

f . 

Његова вредност' 



, ' 
- ' -.....' -, 

25. ИнтегралењедиФеренциала који, има BI1A производа из једне 
експоне.нциалнеи једне -тригонометриске Функције. - Дедимичним 

, . 
интегралењем сдеl\УЈе , 

, , ' ' ' еах сав Ьх' Ь 
еах сав Ьх . ах = + -

ц а 
I • 

еах sin Ьх . ах 

еах sin Ьх Ь 
вах sin Ьх . ах = , - еаХ сав Ьх ; ах. t 

а а 

• 

! • 

И3 ових двеју једначина на.iШ3ИМО 
• 

Ь ' eax(acasbx+bsinbx) С 
е= сав х. ах = 2 + Ь2 + . , а 

(1 
• 

I 
, ах'. _ еах (а sin Ьх - Ь cas Ьх) 
е sш ЬХ . ах - , . 2 'Ь2 ' + С. , а -ј-

(2 

До ИС'fОГ бисмо ресудтата дошди да пођемо од 

, е(й + iЪ)x 
е (а + јЬ)х ах= ' 

. а + ib' 

дакле 

. . еах (са" Ьх + i Si1~ ь;х:) 
еах (cas х + Нln Ьх) ах =, . ' 

" а + ~b 
(а - ib) е= ( сав Ьх + i sin Ьх) 

- / а! + Ь2 
• 

и ОДВОЈИМО лево и десно стварни део од имагинарног. 

, ' 6.0Аре~ени интеграли. 

26. О одређеним интегралима уопште. - У чд. 2. објаснИ.ilИ 
смо појам одређеног интеграда и геометриски га протумачиди. Значај 

,одређеног интеграла 
Ь 

• Лх)'.ах 

а 

можемо, према ономе што, СМО на поменутом месту већ казали, да пред ~ 

. ставимо као границу којој тежи збир бесItоначно много бесконачно ма
лих сабирака, као какви се имају сматрати поједине вредности дифе-

, , 
, ренциадаЈ(х) ах" кад предпоставимо да се х поступно :мe~a од а ДО, 

, " , ,1 ' 
',-Ь. а Функција .f (х), при TO:rde, остаје за ;,све време неuрекид;на: . 

3'"' .1,' ' 
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О'гуда што је 
ъ 

" j"(x)dx=F(b)-F'(а) 

• 
а 

, i 
а 

/(х) ах - F(a) ~P(Ъ) 

ъ 

• 

следУЈе правило: 
.Ъ о ' 

1) /(х) ах=- f' (х) ах. 
• 

а Ь 
• 

Из 
, • 

тога Ш'l'О Је 

• 
ь с 

f'(x)dx=11'(b)-F(a), 'Лх)dх , F(e)-F'(a), 
• 
" а 

ъ 

ј/(х) ах= ј;' (Ь) - F (е) 
. .. 
с 

, -, 
,изводимо ово АРУl'О правило: 

Ь, • с ' ь 

2) лх) ах= ј"(х) clx + , /(х) dx. 

а а с 

Оба ова џ:равила је д3.ко разумети каА се уще у обзир геометри-
.. 

ечо тумачење интеграла. 

, На исти начIЩ бисмо :могли да раЗЛОЖИМ0 задати интеград и lш. 
веhИ, број сдичних интеграла. узевши 'код првог ~,посдедњег интеI'рма 

• " Ј 

за доњу ОАНОСВО горњу границу, доњу односно 1'(}рЊУ границу зада-

тог интеграла: 

ь с '. .у 

ј"(х) dx = ј"(х) dx + лх) ах + 
• 

ј"(х) ах+ ... + 
а а с е k 

Напомена. .ми смо горе претuоставили да су границе интеграда 
('rj. а И 'Ъ) коначне, а Фующија ј"{х) да је у целом интервалу од а до 
Ь непрекидна. Узмимо да је једна граница нпр. Ъ бесконачна, онда 
дотични интеград :може да бу де, према случају, коначан, бесконачан 
иди неодређен, као што се можемо уверити из следеhих щэимера. 

1. п рМ.'leр. 

.00 г ' 
-ж 

е-Х. Јх = L -е, 
'о" IЈ 

.. 
х = оо 

, о 
=~e-OO+e =1. 



2. Пример. 
r:.J:) х = ::tJ ' 

, х d _[ х _ оо 
_ е . 'Xl- _ е ' - е 

а . 
- е = ОО. 

" Х=п 

3. Пример. 
оо 

СО8Х.ах= l
X = ао • ' 

6'i'H Х = .'in ех:! -' si1J, О = .'ti1t ()CI = ? 

I о 
тј. нео,'феiJено. - ' , 

, , , 

~ 

• 
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27. Аефиниције. - Ако Фун:r;.ција f(x) за х = Ь постаје бесконачна, 
, 

ь 

онда се под .f(x) ах има да разуме граница :којој тежи 1 ех) -ах 
• , а а 

кад замисдимо да 8 опада у бесКоначност. 'Тако исто треба под 
ь ь ' 

ј(х) ах, па едучај да је f (а) = СХЈ, разумети границу Јј' (х) ах 
а .' а+. 

при бесконачв;ом опадању в-а. Најзад ако ј' (х) постаје бесконачна 
• 

за извесно х = с измеђУ а и Ь, онр.а треба узети ОВaIШ: 

• 
• Ъ ~-. Ъ 

ј' (х) ах -lim ј' (х) ах + ыm. ј"(х) ах. 
Е=О 'Јј=О 

а а С-+'I 
, 

На исти н~чин треба ствар разумети ако Функција ј (х) и више 

пута измеђУ а' И Ь постаје прекидна: 
, 

, 

28. ПриБJlижне врмности одре1јеног интеграJlа, - .у многиы 

сдучајевима, ~aд нисмо у стању да интеградимо дифереrщизд ј' (х) аа', 
, , 

JIIИ можемо да одредимо д!!е вредности 

шшеђУ :којих дежи вредност дотичног 

, интеграда. , , 

Узмимо да је за све вредности 

[Ј;-а измеђУ а И Ь 

ср (х) <ј'(х) < 1јЈ (х); 
• 

онда Је очевидно и 

ъ .Ъ ъ 

ср (х) &х; < ј' (х) ах < 1јЈ (х) clx. 

-а -а а 

у 

, 

о 

у, 1jf(X)M" 
. 

У' f(f.) / , /f1 
y.tp(f. м' 

. 
, , 

, , , 
• 

. 
, , 

А 

Сл. 2. 
Овај закључак је по себ1I јасан, 

алостаје пртпуно оч~rдедан кад се узме у' оБЗир,~ео:метр.иски 
Интеграда. Види Сд. 2. ' 

. 
N{I 

. ' ,; 

N', • 

N1 

, 

. , , 

,8 х 
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Пример. 

Оl!де је 

дакле 

. 

1 

2 

1 

~ 

1 1 
1 <./ < У , 

y'--l - "" 1 -' ",' 

1 1 1 - - -
2 2 2 

ГdХ<ј' dx dx 
< 

Vl- "" Yl _ ;'2 
• • • 
l' 1 1 - - -
4 4 4 

1 -
2 

, , 

1 1 ----< 
~ 4 

---;c=d=",= . 1 . 1 -< аl'С ат 2. - а"с ат -4 
-Yl - "'. ~ 

1 

4 

0,25< 

1 

2 

dx 
. , 

-у 1 _ х' <o,~709. 
1 - . 

4 

29. ·Примери. 

1. Прuмер. 

2. Прuм&[!. 

3. Пр,ыteр. 

4. Прuмер. 

1 

х'n. dx= . . 

о 

ъ 

dx 

х 

а 

ј,' х 
е, е .dx= 

о 

" '2 

, 
1t + 1 1 
х, 1 
n+l =n+i' 

о 

Ь 
, 

lx =z(~} 
а 

1 . 

еХ = е - 1. 

о 

• " -
2 

• 
СЙ8 Х .. dx - 81n.Х 1 . 

.0 О· 



• 

5. Пример. 
• 

Ми знамо 
• 

да Је Но пошто је Функција 

за х = 1, то онда (на основу чл. 27.)да бисмо нашли 

треба да CTaB~O 

'1 1-. 

Јх 
-т===-~-=::o = lim. '-v). - х2 с = О 

I 

т'С 8in (1 - 'Е) - а/'С .јn О 

О ' u 
• 

, • 
.исти нам ресултат овоме случаЈУ,'И непосредна замена 

I 

1 

Ј;1' 

-У1 - ;1" 

о 

6. Прuмер. 
1 

, dx 

u 

7 .• IIpnMqJ. 
, , 2 

• 
• еах сОа Ьх . -dx 

u 

• 

1 ' 

• п 
а1'С 8~n х 

• 

m'ctg х 

о 

сах ({t С08 ЬХ + ь вј" Ьх) 
. а· + Ь' 

211 

, (В једи. 1 у чл.' 25.), • 
:КОЈе, акр предпоставимо- да је Ь цео , . 

о 

број, , 
I , 

• 

Нј1 основу .Формуле 1) У чл. 18. изводимо 

о 

" 2 

. .- - '-

/ -' 1t 

'2 ' 
• , п-1 

sinnx. ах = -' . ,,-2 d 
Вl,n Х. х 

'П . / 
О 

" 2 

n~ln--3 

11 11 - 2 
. 1'-4 d Sln,X.X-

о " ~ 

,,-1 ""-3 п-5 
п n-2 n-4 

, ' 
n-1 n-3 n-5 

.- 7l - 6 Ј' 
8~n Х. х 

• 
о 

п 2'''+1, .' . . n-2 "-4-,,,- 2,on+2 п 

, -

п 

2 

1 

dx 

о 

-
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Ставимо п -.2"" па Ћемо добити 

• 

7t 

2 
• 

. 2щ 
SИ1 Х 

d _ ~m ~ 1 2tn - 3 
. х - 2171 2т'---2 

2", - 1) 3 
2т - 4 ... 4 . , . 

2т-'12т-Я2т-5 3 
~ .--

2т ~,,; - 2 2",·- 4'" 4 . 

• , . 

1 
-
2 

1 
2 

Ако је И~ЛО)ltитељ п непаран: п = 2 tn + 1, онда ,имамо 

7t 

2 
• . ј 8in2'" + 1 

, 
О 

9. При.мер. 

. 2т 2т,- 2 2", - 44 2 
х. d", = 2т+ l~т -12", - з" "5-3 

2т '2", - 2 2т -Ii 4 2 

7t 

2 
• 

:- 2т + 1 2". - 1 2"т - 3' "5: з' 

I 
, 

•• 
2 

f'dx 
,1 

О 

1< 
.~ , 
2' 

1јп "'. dx 

Ако у Формули 2) ЧЛ. 23. ставимо р = - 1 "И, узмемо иитеграл изме~у 

. граница О и х добиhемо , 
I 

'" 

u 

п -х d -х 
хе .х=-е 

• 

• 

, + п r;,' - I),(n с- 2) х" ~3 + ... + ,,! 

• 

} +n! 

Ако као горњу границу интеграла узмемо 

ност х-а 

, 
х = (Х), онда Је за ту вред-

, ' . , 

е - х х" + ""''' - 1 + П (п - 1) х'; - 2+ .. . +,.! • . , . 

'- xn+n",n_'l +, 11 (п -.1) ","-2 '+ ... + п! 
х . fr~ x~ а,Јп 

1-+; -1 + ,+ 3" + ' : . +'-, + ... 
'. • _ 11.. 

и према томе 

• 
, х" е - х , Јх = п! = 1 ' 2 ,·3 , , . n. 

о 

Ово је јеДltll од Ау'лвр 1) _. ови ИWl'егрnла. Он се зове јОI1l и га;'шфу""циј" П 
бележи се са Г (" + 1) . 
. ---------

') Leonhar(l, Еп1е~ (1707-1783), 
, . 



7. Интегра .. еЊе помоfiу бесконачних реА()ва. 
30. Метода. - Да бисмо ИН'l'еград'и.ilИ, један диференциа.il f( х) d (х), 

принуђеIЩ смо, чест,О пута, да употреБИllIО методу' ;интеГРЗ.ilења помоьу 
беСМначних редова. Me'l'oAa се __ са.стоји у овоме: задату Функцију f (х) 
разl\ијамо у конвергентан' ред и пошто ,помножимо сваки ,Ч.ilан /са d х 
интегРа.ilИМО Ч.ilан по Ч.ilан' у 0значеним границама., На тај начин доби
ј амо ресултат (ЮI'l,егрз.il) у форм:и бесконачног реда. . '. ' 

,Нека је 

(1 
, 

-'" 

множеhи лево и десно 

границаа и Ь добијамо 

са ах и ин'rеl'радеьи Ч.ilан. по Ч.ilан између 
• 

, '.ь ' .Ь 
, ' , ,Ь Ь 

, ЈСх) ах = 'lL
1 
ах + 1LS dx+ ... + '/1,n ах + 

а , а " (t ", 

, ' 

(2 

• а 
, , 

Ако једuференu,uаљиu ред 1) збирљив, за х = а њ х = Ь и за све 
врмности х-а између а ј1Ј Ь, онда,очеВИД1l0, можемо п да заМИСДИМ()'1 
TO.lilKoj :мери ве.ilИКО да пос~ане остатак, Еn < 8, l"ll,e је 8 једна проиi~ 

~ - _. - -, ~ - - , 
ВОЉНО мада, КО.ilичина.З;а,l!,а је у unmmрамюме реду, 2,) Ч.ilан ' 

, , 
'! 

ь ь • .Ь 

Е"ах< 8dх'и.ilИ . _., Еn clx <8 (Ь - а), 

а а 

i 
• • 

То, што и у њнтеградном' реду остатак, njШ бесконачном paCTeњy~~~~ 
у бескона'ЦIос-t опада, значи' да је интегра.ilНИ ред конвергентан и дa~~ 

њеl'ОВ збир = Јј(х) ах. . 
а , , , 

, 
" НаnО.мена. Овакџ,в начин интеl'радења може да се примени l[l,Щ"iЏЧ 
ако диференциадни ре;\, иначе зБИ:РЉ:ИВ за све х"е,мање од b,Jl<it\.riijti 
lIезбирљив зах = Ь, под условом да интегр3.lЩИ ред остаје EOHBepre:ir'raM':. 
Јер отуда што је за ма како малу вреднос'год д' " ',' ' " . 

, I 
• 

, Ь-о Ь-О Ь· о Ь-о 

лх)ах = и1 ах + '/1,2 clx + 1Lз clx + ... ,' 
• • а а а ' а , 

а с' обзиром на то што суоб~ стране ове јмначине HeJII 

',ције од х и вазда једна другој равне, знамо (на основу 
;;ограницама' из А.itl'ебарске АНa.ilИзе) да limes леве стране' 
:раван limes-y десне стране, 1imеs-и узети ~a 0=0. На 
ћБИјамо. опет образац 2).' 
~~, _ '-,' '. '.' Ј " , ; , " 

.' 



31. Примери.-
I " 

1. ПРUЈl!ер." Да бисм,о нашли 

d " х 
l+х 

развиhем,о Функцију 
1 

"С;1-+" ~x- у ред, Обичним дељељем д,обијам,о 

Дакле • 

dx х' 
.. 

х" х' хН хи (lх 
+ +-1+Х-

=х-
2 ;Ј" 4 

... ± + 
l+х 

. 
n· 

• • 
• • 

Диференцизлни је ред збlIрљивза -' 1 < х < 1, па дакле н иm:еграЛШi: ред .. 
3најућн да је 

.~ =1(l+x)+C 
1 х, . " 

. 
З;ШЉУЧУЈем,о х 

\ d 1+" =l(l+x)=x-
"х ." 

х' -.,-+- ... 
4 .~ 

а " 
I • 

Днфер~нцнаЛlји ред ~a х . - 1 престаје битнк,онвергентан: 1-' 1:+ 1 -'1"":' -,- . .;., 

а ИН'I'\Јгрзлни ред ,остаје н'з~ х . . .1 збнрљив: 1-... ~ + ~ - ~ + -' .. : "и пре~- ' 

ставља 12. На ,осн,ову' Нап,оменеу прошлом члану ~eCTe 

" 1 _. 

! ~ = 1 2-= 1 - 1- + 1-_ 1- + -1 Х· 2 3 4 
• 

. , 
• • • 

а . 

Даље 
. 

изводим,о 
. , 

• 

• • • 

. dx . .' (I+Х 
1 + х 1 (1 + х)- 12 = 1 .~. -;,2';---.. 

1 

, 

2. Прuмер, Узмим,о 
• 

= а,'С tg х + О. 

ДиФоренцизлни ред 

_ ' n+l 
1 ._ 1 "2 + ,-' 6 + . ± n~l:т _х-,---;; 

1 + х' - - х . х - х - . . . х -г 1+ х' 

, . 
збирљнвје за - 1 < х < 1, а так,о нст,о н интегрални ред 

. .--

• 
хn+ 1 d х dx х' + 

х· х' +- .. , ± 
х" 

1 + х' ,--х- 3 5 7 
=ј= 

Ј'-+- х' 
• 

п • _ Ј • 

, 



• 

Одавде изводимо Д ајбllUU')-ОВ ред. 

х 

Јх 'х' х5 х' 
= атс tg Х = Х - 3 + " - 7' l+x' , " и +- \ • • • 

о 

ДиФерен;циални ред за х =1 није више конвергентаlf, а интегрални 
основу Напомене у,претходном члану постоји Формула 

• 1 

• 
Јесте 11 на 

Јх 
= т'! tg 1 

п 1 1 
~ 1~ + 1 + х2 -

, 4 3 5 
1 
7 +- ... 

о , 
_. ! 

• 
знамо 'да Је 3. Пример. :Ми 

, 
. \ 

- I 

Јх . 
--rо===:; = ar.c -"ln Х. 
1'/1 • ' 
-х !' 

, 
о 

РазIiЙ1\!lО по биномном , 

Добијамо диФеренциални ред 

1 " 1, + : 1.3 '+ 1.3.5 
/ ' , = 1 + -2 х 2 4 ,х '2 4 6 1- х2 " • 

, , 

х· + . , . , 
• • 

КОЈИ Је 
• 

збирљив за - 1 < х < 1. Интегралењем налазимо , 
I 

х 

Јх ' ' 1 х3 + 1 ',3 х5 + 1.3. 5_..x~ + ... ' 
~=О=:о = а1'С 8in Х = :Ј! - -2 -3 
Ј/1-х' 2.45 2.4.67 " 

о 

• 
Пошто је интегрални ред коивергентан и за х, = 1, постоји (в. Напомену у чл. 30.) 
'Формула 

1 i . -

-.':'. = 1+-.l.-.l+ 1.3 .~+ 1.3.5 1 -t-
2 2 3 2.4 5 2.4.6'7 ... 

Јх 
ЈТ;='=С'- = атс sin 1 
У1-х' 

о 

Врло употребљив pe!l З,а израчунавање броја п добијащо, кад узмемо за 
, 1 ' п . 
горњу границу интеграла п = -, = sin-

, 2' 6 

1 

r
2 

Јх 

1/1-х' .' . 

• 

1 
2" " ." 

+ ... 
о 

\ . 
') Gottfried Wilhe1mLeibniz (1646-1716). 

-, f -
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, \ 

4. ПрUАlер. Дd бисмо одредили 

.""" , 

--=-~ Јх 

, ,х 

развиhе!1О по познатом обрасцу I 

, . 

-
1 + х· 

111. 11~ 2 Х т 3 х'!. m" х? _ 
1 + 2! + -ЗГ +:11 + о • О 

Овај 
• 
Је ред KOHBepreHTaH за CB~ вредности х-а изузев за х = ОО 

о 

Интеrралењем добијамо 

,За '" = 1 ииамо ,,,,иnеграл,,,, логарuт".м 

еХ d х ,! х'!. 

Ј
О о • 

, xC+1X+x+ 2!2 
'х' , х" '" .. 

+ 3!3 + 4! 4 + о ,о 
, . , 

ци ако замениио х = ly 

d У '(1 у)' (ly)' (ly)" , " 
1!J =G+lly+ly+ 2!2 + 3!3 +4!4 +0 о. 

Ставимо 
• 

у rорЉОЈ Формули "'= i, па Ь.емо добити 
о 

• 

, . 
(С08'" +isinx) Јх -

х , \ 

I 

С08,Х о Јх 
c--~---=,,--, + i 
'. х 

sin х. dx 
х 

.' , х<Ј. х4 х6 ," '{ хЗ х5 

= I:x; -~!2 + 4! 4 -6! 6+- о ... :+ix c '3! 3 + 5! 5 
, ' ' " -

• 
о 

КОЈе се разла.же на ,жтеzр"л"u cu"уС 
• о 

•• 
, sin х . dx ",' , х' х' , , 

= х- 3! з+ + . . . ' 

х 5!5 7!7 

• 
и unmегра.lmu к,uсиl-ЦјС • 

• 
C08x.rlx 
----=Ix-

х 

о 

5. Прu."ер. Интеrpале вида 

'п 'Ј х СО8 Х" ,1) 

• 

, х' 

2~2 

и 

• • 

х' 
+ 4! 4 

х' 
- '~I-c + - ... 

6. 6 ' 

• 
1! '. х 81-11. Х • clx 

(В .. 'Iл. 22.) изналазимо кад заменимо у љима 

, јх+ -'ix '. е е_ 

о О 

~X -1 Х 
е - е • 

сав х = ----о ---, 
2 

9in х = ---:-с---
2; 



, -- . . ,,- " 

и извршимоинтеrралење домоћу ФОР1\lуле 2) у ЧЛ.' 23. Ресултат је 'овај 

, . 

"(ix+-iХ)'d 1 х е с'. Х=_ .. 
, --", - ~ 

п '( 1) ,,-2 ' \ lixJ'" ',,-Ј пп-Х, ( 1'('2')"-3'" 
--, е' '\-,-г' nх\ - . -п n- ) ,n- Х, "'Ј" 2" i,'" " ' 

- - .-

l-ix 
+-е 

2 

. n. +' ,,-Ј (1) ,,-2 . '( 1) ( 2) n-3 . ;х 8'1m х In х СО8 Х - '1~ _?1- х 8l.n х - п 1~ - 11..~ Х 'со, Х ... 

= {"'''-11 (n-1) ",n-2 +:" (п -1) (n~ 2) (n- з)",,,-4_ + ... } sil'x 

, +., ,,-Ј ( 1)"( ~) "-3+' (' )'с' ~') ( О) ( 4)' n-5'+ '1 ' :".- \ nх " _.п. Н- ?l.-:::::; Х'о '1111.-1 n-~ 11.~u '11-;--. Х _ ~ ••• ,.cosx 
, 

• 
п . 'а 1 \, Х· 81.71 Х .' х = ~7 

, i 2 i 
п ix а' .. 1 
х е • '" - '2-'-, , 

, ' 1 
' п (, <Х' -';Х) d ' 
х е -е· . х=---

2 i • 
_ Ј 

е" Z f x~t 
-"с-с-. - \ " ... l. , 

, 

-п (п -1) (11-2) ",n-,з ... } 
, 

е-, ;," { х n-;' п СП -1) ",n-2" п 3 I 
- . ---.+n", +-с-. -n(n-1) (n-,-2)", -, .•. ~ 

2, -, -" " '" , Ј 

. _"'П со", Х + n",n-1.,in ",+n (п -1) ","-2 со. '" -п (11-1) (?t- 2)Хn - З8inх ... , 
, . 

f n-1 ( '(' 2) " 3 , = \ п '" - :''' - 1) п -, ",-

+ 11 (?1 --":'1) (?1 - 2) (п -,-.3) СП - 4) ","-5._ + .. ' } .,ј,. Х 
• , . 

(х"-n(n -:-1)","-2+ n (?}....: 1) (n- 2)(n- 3) ","-4 - + ... } со. Х. 
, 
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П. 

, 

Примена ИнтеrраnнС)r Рачуна 
• у ·rеометрији.· 

/ с------

1. ,Ј1инијеу равни. 
32. РектиФикацијалинијау правоуглим координатама. Под 

TМITeHToM једне. :криве диније pasjмeMo ц:раву која 'ПРОJlаsи :кроз (Haj~, 

у 
р' 

ро _____ оМ 
о 

о , 
о о 
о о 
о I 
о 

о о 
о • О 
О О 

О О 
О О 

о 
о 

о 

о 

, 
о 

О 

О 

О 
О 
О 

О 
о 
о 
о 
о 
о 

о 

z 
мање) две беСIюначно прибдижне тачке 

-. I -- -' . 
те дИНИЈе. То' значи да се, крива ДИНИЈа 

и њева TaHreHTa ПО:КдlJ,пају' у двема 
бесконачно приб.i1ИЖВИМ тачкама. Према 

, . -
'l'оме можемо JlУЕ:КРИве Jlиније, који 'Jlежи 

ю~међу такве две тач~е, да заменимо ко-
о ~ • -

o~· -'Q~/~~9~~9~/~i ~9~2-X 
мадом ДИРЈЩ' ТЈ. да та сматрамо.· :као 

праводинис:ки' еАемеНат. И3 npaBoYТJlOl' 
6РР' М, У коме је РМ= ах, Р' М= ау 
добијамо, натајначин, задифереНЦИaJlДУК3. 

Сл. 3. ' 

1) (а .1))2 . 
1 + Јх' J~, 

Х, . ' 

2) 1/ . (Ј у)2 
S -=-, 'Ј'I 1 + Јх . ах. 

ж, 

, 

. 33. РектиФикација линија у поларним координатама. - 3аменш! 
у горње обрасце 

• 

х = (! cos ср, 
• 

у = (Ј SШ ср, 

Ј'х = cos ср. а(! -(! sin ср. d ср, 
cly = siJ1 ср. Је + (! cos ср. d ср, 

добијамо за ПОАарне :координате 

1) d 8 = V d еЈЈ + е" d ср" = 

'р, 

2) s 
• 



, 

, 

34, Примери; 

1 .. Прumер.· Из једначине елиIiсе 

, ._' , 
" 

/ 

dy 
dx 

h . 
или '_у;;:::::: ~ Уа2 -.Х' 

а. 

а 1! а2 -' х2 -

Ц, џрема томе дужина лука В Р , 
'. 

, . . , 

" ' ОО. 

, 
8 -,- . 1 + 

" ," 

- r V' ,а'-' (а2 
-. Ь2 ) х' 

. dx - а2 (а' _ х") , ах 
• 
о . 

. , 
х · V" а2 

- 'р,2 x'l., 
- ./\ -:1 • d х, 

U~.-.- Х _ ' 
, ,- , - '\' 

" .' " 

'. 
а2 _ Ь2 ~. : ,- • 

елипсе, ,где је е' , 
дакле е бројни екцентрицитет - , 

а2 , 
у 

,- ---- --, , -, , , 
в , , , , , , 

ь у 

А х 
О i Х Q 

• 
• 

, , , , 
, , , , , , , • - , - • - • - • , 

-,' 
, 

· 
. Сл:.!!. 

, 

-, - ~, . 

• . Овај интеграл за лук .. ·s 
Т. ах 

се доведе на Формуwу_, 

припада категорији елиптиqних интеграла, Јер кад 

. . 

; I Х_ 
на КОЈ.У смо. свели интеграле ирационалних Функ-

. . 
ција. са квадратннм коренима (в, чл, 12,), он добија вид 

• , 

" 

,И садржи, дакле, под кореним знаком полином четвртог степена 

х = (а' - е' х') (а' - х'). 

(В1р\н примедбу под 1) ,у чл, 13,) 
. ',/ .. Да, бисмо извршили интеграл за 8 ми Ћемо га прво претвори~'И у ТРИГЩј:ОС 

Ј,(етр.иски ВИД,' па онда применити интегрiщење IIОМОЋУ беСК(lНа~нихре.\lова (чл: 30.). 
_. . -.', - -. -
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'. .' . . ." х' . .' ..' . :k!" 
С обзиром што Је код елипсе'х < а, даlmе - < 1, можемо да' ставищо "';1 

,- а -- .' ',-а'. 

СО., <р, Х . а со. р'), dx -:- - аај,; <р., d <р п.ПоШто је за х = О, <р ='~ имамо .• 

8 = - а 

" " 

. или, ако корену количину Ј/" 1 ""7 е'сов'ср . , 

• 

" . . . . 

• • 

'Р 

-а Y1-е2СО8'<Р' d<p 

'~ .,'.~,' 

развијемо 

\ 

2.4 
/ 

помоliу uииомне Формуле . . 

)' 
- ,.,; d 'f'; 

• 
ПојеДЮIe интеrраде, на које сераствара иитеrр~на десиојстрани, 
по обрасцу 2) у чл. is. На ?ШIOву тощ обрасца је . ' 

И3ВРШ'ИЋемо 

\ .,'. 
2' ' ЗИ~ q; CO.f lfJ (Р'·' 

со. (О. drp = _ .. - +.- + с 
,с .22 ' .. 

, 

'i соа4 (Р . d ср , 
. " 1 3 8т.ср СО8 ср + _; . 

4 . 2=-'-. 4'-- .. " ср с08 'Р 
. 1 . 3 I 

+~.4CP+O, 

• 
COB·cp.dcp= 

. 'tin q; СО85 ср '" 
6 . + 

• 
! 

1 .5 .. " +1.з.,5. 
4 . 6 .,,, ср. С08 ср. :1. 4 . 6 8т ср С08 ср 

1.3.5· о 
+ '---2 4· 6 ср +,! 

" ,. 

итд.,. дакле 

, 

'1' 

" d ср = <р - -, 
" 2. -

'9 • 

'Р 

cos' 'Р d rp = 

" 
8;'" ~2 со. <р' + ~ (ср - f) , 

2 / 

/Р .' 
4 . d .јn ср С08" .ср 

СО8ср.ср= . 
" . '4 
2 

~ - . . 

• ај" ср см· ср +' 1. 5 . +' 1 . 3 . 5 . 1 . 3 . 5'( . , ii;)' 
~O. ср d ср. 6 . 2. 4 ат ср со." ср 2. 4 . 6 .. п ср СО8 ср + 2 . 4 . 6 'Р ~ 2 
- .' 

2 

• 
итд. Заменом ових вредности у 

лука В Р Формулу; 

rорњи израз за • добијамо за дужину миптичноr. 

, 
\ - " . . 

') На овој замеии. х = а С08 ср, У = /) 8ј·" ср осиива се позната КОНСТРУКЦИЈ:1 
, 

е;mпсе попroliу елиптичноr. шестара. Угао ср зове се ~љце"трu~nа(rnоJltа.Јntја .. 
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• 

1 .е' 

2 4 

е 6 

8in 'р со. 'р + ~ ( _.!:.). 
2 '2'1' 2 + 

.in 'р со.' 'р + 1. 3 
4 . 2.4 + 1. 3 ( тr) 

.i1< 'р соSlР 2 . 4 <р - 2 + 

1.3 
2.4 6 + 1.5. .. +1.з.5. . 

4.6 8Ш <рСО <р 2 .. 4.6 SШ <рС08'Р 

1 . 3 . 5 (. п) 
+2.4.6 ·'1'-2 + ... ' . 

· Ако ставИЋlО овде <р = О, тј. ако интеграл за. узмемо изме~у rраница 
. п . 

<р = - и 'р = о (чему oдroBapa х = О и х = а) доби:Ь.емо четврт АВ елипсе 
2 

. s _ а тr f 1- (~)._ Ј.. (1. 3 
T~ 2 \ 2 3 2.4 

е2) 2 _ ~ (; • 3 . 5 е")' _ ~ (1 . 3 . 5 . 7 е')' _ ... \, . 
5 2.4.6'. 7 2 .. 4.6.8. . Ј , 

• 
а за периФерију целе елипсе 

8=2аn \Jl_(~)· __ 1 (-;;:I_'3-;-е,)·_~(1.з.5 ез)'_.lll.з.5.7 
. 2 3 2.4 5 2.4.6 7 2.4.6.8 

.)' ( е - .•. ,. 
• 

Ред иа десној страни је KoНEepremaH и њеrови чланови у толико јаче опадају 

у колико је екцентрицитет е мањи. За е = О добијамо познати образац за пери-
• 

ФеРИ.ЈУ круга. . 

IlР".Ј>tедба. По немачкоме астроному БеСђЉ-У (F. W. Веввеl, 1784 - 1846) 
димензије Земље јесу: 

• 

полупречник екватора (велика полуоса) 

половина обртне осе (мала полуоса) 

· спљоштеност земвоr сФероида 

екцентрицитет меридианске елипсе 

периФерија екватора (као круга) 

периФериј~ меридиана (као елипсе) 

а - 6377397,156.m 
Ь - Р56079,175 т 

а-Ђ 1 . 
а 293,5. 

е - 0,08169683 .. 
- 40070368 т . '- -
= 40 003423 т. 

Одавде следује да се дУжина мериднана (елипсе) IQШ према дУжини еква-, 
. тора (круга) у окруrлој мери као 998: 1000. 

2. Пример. Из једначине хиперболе 

• • 
следУЈе 

х' 

а' 

у2 
-~=1 

Ь' 

ау 

или 
b,l', • 

у=-' х - а
а 

Ьх 
- '" 

dx.' .аУ' х'-,а' 
• 

а са тиме дУжина хиперболичноr лука рачунавши ra, од ТI)ЋШНI!i (х = а), Jlа",i\:Я-. 
. . " -' ~ 

.ма КОЈе тачке на, хиперболи . 

. ОСНОВИ ИНФИННТЕ3ИМАЖНОГА РАЧУНА. 
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х 

8= 

• 
. ( Ьх )' 1+ У _. dx= 

а ж2 --'- а2 v (a' + Ь') х· - а' . 
• (' ') . dx = а х-а 
• 

а 

" 
е" 002 - а" 

• ,. dx, 
х -а 

а 

. а'+Ь' 
е' = а" дакле е бројни екцентрицитет хиперболе. 

Добивениинтеrрал је елиптичаи. ЦретворићјЈМО ra на триrонометрнску 
Форму заменом 

а 
Х= 

С08 <р 

(на којој се 
. . 

оснива позната KOHCTp~a хиперболе) 

ах =а sin<p d <Р. 
cos2 lf1 . 

с обзиром да је за х = а, <р = о следУје 

о 

.1 _ С08'<р d <р . 
, . , 

е со,", р. 

• 
Корену количину 

1 "- СОВ' <р 
е' 

развићемо по биномноме прави~у и доби:hемо 

8 = ае 

о 

• 

1 а 
= aetg<p --~ 

2 е 

а 

<р --• 
о 

1 1 
2 4 

'1' 

СОВ· <Р' 

. е' 

. . . 

(1:..1:.. С082 <р 
2 4 е' 

• • • 

1 . 1 . 3 ... (2 п - 3) 
2.4.6 ... 271 

Последљи се интеrрал paCTBap~ на триrонометриске интеграле који. се добивају 

помоh.у обрасца 2) у чл. 18. 

3. Пример .. Из једначине параболе 

у' = 2рх 
• 

слеДУЈе 

в= 

р 

2 х' 

р 

1 + 2' . а.х. . х , 



. " ' . --, , 
Да бисмо овајинтеrpал довели па рационалну Форму .ставиiнјмо(В\ чл. Н.) 

V1+P =t, 
2х 

, 

р 

дакле х = .2(t'~1)' ах =00_ 
р t d t 

(t2 
- 1)' ' 

па nемо добити 
• . , 

t' dt р 
...,..,c--~c;c-" = - -
(t'-l)' 2 

• t d (t'-l) р 
=-

(t' ~ 1)' 2 8=-Р 

, 

. Примењујyiш методУ делимичноr интеrралења налазимо 
, , 

8 Т '~ t(t2 ~ lг1 _ ~ 
! 

,-1 'Р t Р dt 
(t'-1) .dt=2(' )+- --t -1 2 1 - t' 

p't, PI(t+1)'+C 
2'(t2 -1)+4 t-1 

• 
(в. 1. пример у чл. 8.) 

• 
"и кад се вратимо промеНЉИВОЈ ,Х 

• 

- , 

р 

2х 

У1 +.!;;+ 1 

V1+L -1 
2х 

Х+-2 +-4 1 - + С. • . р 

• 

• • 

. Ако рачуна!'!о 1IJ'J' од темепа параболе, узмемо дакле за дољу rраницу питеrрала 
\ ' , 

, Х '= О, I1ManeMO за дУжину параболичноr лука ,Формулу 

.'1 = 

дакле 

х 

V1 + L ,dX== 
2х х Х + 2 + 41. , '.р " .. : 

u 
, 

4. Прuмер. Узмимо просту ЦИЮIOидУ 

х':" а (ы - sin ы), у = а (1 - С08 ш),') 

ах = а (1 - со,, ш) dш, ау = a8i" ш dш. 

Пошто је у овоме случају лакше извршитп интеrРЗ.'lење по у-у, Hero по х-у, то 
nемо за 8 узети образац у форми 

8 (аХ)' 1+ ау .,ау. 

, 
') В.Д. Р. ,чл. 107. пример 6. . . , , .. " ' 



,52 

, ' 

Овде је 
Јх 

Ју 

1-С08"' У 

sinш - У2ау-у" 
1+(~)' =' y~ , 
, 'Ју У2а,-у 

о 

в 

Сл. 5. 

у 

ау У 
~====- = -- 2 2 а 
'У2а-у 

". 
и према томе 

Ју 

• У2а-у 

, 

Узмимо почетак лукаутачци 

О, дакле у = О 'као доњу гра
ницу интеrрала, па :liемо до" 

бити за' дужину лука О Р 
у . \ 

V ,,,,' --
-,--4а-2} 2а 1f2a-y. 

о 

Одавде, кад ставимо у = 2 а = вп следује а,'С ОВ = 4 а; а цео лук еВА = 8а. 
о ._ _ 

Наnомеlt", До истих ресултата долазимо rеометрисКям, посматрањем. 
Нашли смо да ј е полупречв" к кривине т = 2 У-2 а у _ ~ п 1), а пошто ј е ево
лута пик.lIоиде Taкo~e ЦИЕЛоида, и то KoнrpyeНТHa задатој циклоиди,' а знамо. да 
је лук еволуте (f , т - То О), тО је с обзиром да је у тачци О (тј. за у = 02 Т = о, 
код циклоиде О Р' О' aT~ О Р' = Р Р' = 2 N Р' О). Знач.и да' ј е 'код 'задате циклоиде -
a,.cBP=2PR=2Y(2a)'-РN'=2У4а'-2ау '2Y2aY2a-у. 

у 

• 

• 5. Пример. Поларна једначина кар-
,/ диоиде rласи , " , . 

- I? = а (1 + С08 <р) 4), 
дакле'd '. 

_I? =-a.in<p 
d <р , , 

и на основу Формуле 2) у 'Ј.л. 33 .. 

8 = Уа' (1 + С08 <р)' + а' sin' <р • d <р 

=q 

=4а 

• 

Сл. 6. 
• 

Ако будемо раqували лук s од тачке, Р, за, 

коју је <р = о,имa:\iемо 

.", ч' 

8 = 4а со.!:Еа,!:Е = 4 а 
2 2 

'. <р 
8tn--

2 
• ср 

-4а81Л1 2' 
• 
о 

1) В. Д. Р' о чл. 128. пример 5. 
'Ј в. д. Р. чл. 130. 
О) В. Д. Р. сл. 54. 
4) В. Д. Р. чл. 128. пример 6. 

о 
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Ако за I'ОРЊУ rpаницу уЗмемо .. 'I' = п; доБЈЊемо ai·c О Р, ~ = 4. а, ' а за. дужину 
, 

цеде кардиоиде 8 а. '. . 
Као код ,прошлог ~римера (lЏIК!Iоиде) тако бисмо и овде могли геометри-

СЮIМ путем добити дужину лука. ' 

" 6. Пример. 

имамо 

. дакле 

8 = 
, 

, 
Код логаритамске спирме 

I! ~ Ъ'" 1) 

d .. 
~p = ь'" 1 /, R . d <р '1 

Ако лук рачупамо од <р = о јесте 

'" ~. 
, 8 =y'l+(lb)" ·b'P'.d<p= Yl:

b
(lb)' (Ь'Р,--l). 

о 
, , 

Иста посматрања, која смо учинили о.цяОСIlО еводут" и полупречника кривине 

КОДIЏIEЛоиде, могли бисмо да применимо и код ове линије и геометриски да 
иађемо дужину лука. ' . 

35. Квадратура' слика' у правоуrЛИN! КООРдинатама. - Тражи се 
површина СДИIЩ ко.ја је ограничена с једне стране динијом у =Ј(х), 

\ са друте две стране ординатама' Р1 Ql И Р2 Q2, а' са четврте стране 
комадом '4 Q2 апсцисне' осе (в. Ck 3.).' Ми замишљамо да је фигура 

Р1 Р2 Ql Q2 = и раздељена на трапезе, као. нпр. што је Р р.: Q Q' =6 и, . 
у коме је једна с'грана. РР' дук криве ДИRuје. Нека су х, у координате 

тачке' Р, а х + 6х, У + /:::'у координа'l'е.тачке Р', дакде Q Q' -'--- /:'; х, . 
Р' М = /:'; у. . Из САИке видимо' да . је Р Р' QQ' ИДИ/:::'l< > У /:::, х, . 

,>о . . 
. . . . . 6u·· 
а <.(у + 6у) 6х (иљи обратно), 'даме у < 6х < У + 6у, које, кад, 

• 

пређемо граници (претпоставимо. да. су тачке Ри Р' бескрајно' бдизу. 

. - .)'. Z' 6u аu 
Једна ДРУГОЈ, дaJ~x ~п:; 6'1: =ах = у, одакде диференциад површине .'. 

du = уах, (1' 
• 

• 

а површина P1 P2 Ql ~ х, 

1t = у. ах. (2. 
, 

Х, 

3а косоутду систему са координатним УГдОМ {} имамо 
• • 

х, , 

а1/, = у sin {} ах, и = sin {} у. ах. 

. ' 

')В. Д. Р. ЧJI. 107. пример1l. 
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36. Квадратура епика у поnарним координатама.- Ми замиIiI
.љамо исечак ОР! Рв, 

, , , , , , 
р' 

, , 
М. , , • , , , , • , , , , , • , , , 

:~N 
, • , , , , , , • " , , , • о , о , , о' , , .-, о 

","' . ОО , ~ " 

чију површину xOheMo, да је разде.љен на исечке,' 
као што јенпр.исечак О Р Р'. Нека су I! и Р 
поларне координате тачке р, I! + 61! и Р + 6р. 
поларне координате тачке Р'. Дакле <;:'Р'ОР 

= 6р, Р'М = 61!. Опишимо из пола О два 

круга: један '.са полупречником .I! = О Р; АРУГИ 
са полупречником I! = f::" I! = О Р'. Из слике , 

. . 
видимо ДI), j~ О Р м < ОР Р' < ONP' иди ако 

, ,означимоОРР' =6и, а на основу познатих 
,~~~---,~----

О образаца за кружне исечке,' као што су 'О Р М и· 

р,\ 
,,:~.' -.-----------
.~--- .-

,ONP', 
, 1 ' " 1 

21!2Ј';. р < 61и < 2' (I! + 61!)2 f::" ср, 
Сл. 7. , 

oд~e , . 

'Z' 6и d~t 1 2 . II . , ' , 
~m = = -I! . рема овоме слеДУЈе за диференциад површине 

6'!'=96р ·Јр 2 
I . 1 

1) Ј.n = :2 1!2. d р, 

о 

а за површину исечка ОР!Р2 
1 

'1', 

1/. Јр. 2) ! и =--2 
. . 

'Р1 

Наnомеnа. Означимо са х, у правоугде координате тачке Р, са 
х + ах, у + ау правоугде координате тачке Р'. Из Ана .. iJ.ИТ:!Ј:чне l'ео-., . 
меТрИЈе знамо да Је површина троугла 

1 ' . 
ОР Р' = 2 [(у + ау) х-:- у (х + ах)]. 

дакле 

3) 
• Ји ,. ;(xJy-ya~), 

које, сравњено са горњим изразом за d!t, даје значајну Формулу 

4) 

37. Примери. -

1, Пример. Елипса: 

одакле 

• 

ь ,,'с---;; 
у . - YI а" - х', 

а . -. 

. 



кад заменимо у образац 2) чл.35.даје" 

ъ 
и=

а 
Уа' - Ь·. 

\ 

, ъ 

dx=
а 

. х Ъ х2 ах 
• 

у 

8 

= а Ь- атс 8~n - - -
а а --+-------O~~x~~-+A~x 

Ставимо у последљем интеrралу по 

, методи делимичноr ивтеrpалеља 

х = V, xdx. = dш, 
Уа'-х' ' 

, 
'даЮlе dx = dv, -1;'2_ х2 = Ш, 

• 

и добиЬ.емо 
, 

Сл. 8. 

"" dx' ',ј ~='=c-o = - ХУ а' - 'х' +У а' - х'. dx, 
-Va2~x2 _ 

,па према томе 

ъ 
U или

а 

ОДaЮIе 

ъ 2 _. 
а 

,/.- х Ь . -
у а2 - х2 • dx-= аЪ аl'С sin - -1- - х "Уа<Ј. - х2: , а I а 

ь 

а 

Уа2 - х2 . dx, • 
а то Је 

х Ъ ,/ -
2u = аЬ атс ain - + - х у а1 

- х! + О, 
• а а 

\ 

и = - аЬ а,'С 8tn - -
1 ( , . х + Ь 
2 а а 

х V а' - х' ) + С. 

Ако површиву будемо рачували од х = О, добиЬ.емо 
• 

елиптичан cerм:eнт 

• 
3аменом х = а добијамо 'четврт елипсе 

а за површину целе елипсе 

ОАВ = аЪn 
4' 

Е= аЪn. 

Горњу Формулу за елиптичан cerMeHT OBPQ можемо И овако да иапшпемо 
, 

OBPQ = -21 аЬ атс.т.'!'.. +.l ху, 
а 2 

• 
"а пошто Је 

1 . 
'2 ху = b,OPQ, следује за поврпшнуелиптичиоr сектора 

l' . х 
ОВР = 2аЪ атс 8Ш--;;. 
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Наnомеltа. Обрасце за повр"'ину елипсе и љених деЛОВi1 можеМQда Ha:I;eMO 
сматравши елипсу као пројекцију кpyra. Тако ш:шршина еJlИ('ТИЧНОГ исе'l&а ОВР,,-

. &ао пројекција zqiужног исечка О В, Р, ' 

1 . Ь Ь 
2а' 'i', јесте ОВ,Р,. -;', где је -;:;-, = iоси-

в нусу yrла који раван круга чини саравни 
, . " , " , 

~.. 1, I 

lJ!.
", , 
, • , I 

" , , ' , 
" А ' , 

1-----·-=0 ~-9~9"J ~-Х 

елипсе, дакле 

'1 ' 
ОВР = 2 ab'i'. 

п '. 
3а .'1' = 9. доБИЈаМО четврт елиnсе = 

~ 

аМ. 
• 

4 
Површина целе елипсе = аЬn. 

х 

Из сл. 9 видимо дај е .i .. 'i' = --, дакле . . а 

. _, х 
,/, = arc .пп - И према томе 
'1'. а 

Сл. 9. ОВР = Ј:с. аЬ arc .in '!'.. .. 
2 а , , 

с овим налазимо/образац за елиnтичан одсечак 

.. 1 ' х 1 
·OBPQ = ОВР -.L OPQ = - аЬ ш'с .in - + -2' ху. 
• 7Г. 2 а 

Најзад можемо до доЪемо до ових ресултата и овако: 

PP'QQ' = аи. = У,' ах, Р,Р', QQ' = а". = У". ах, 

rIIe се ка2аљка е односи на елипсу, кзззљка lс на кругса полупречником а • 
• 

Пошто је за' једну исту апсцису У,: У• = Ь : а, тоје и за ДНФеренциале површине 

Ь Ь f ь аи, : аu" = ь : а, одакле аи = - duk , и =-' аи• = - U k • 
~ е а е а а 

Ставимо "• = а'n И добијамо Е = аЬn . 
• 

2. Пример, Хипербола: 

Овде је 

ь 
и#;

.~", а 
у;'" - а' . ах = ..,-'Ь,-

2а 

(в. 2. Пример у чл. 13. кад ставимо р = О, q = _а'). 
• • 

ь 
APQ=-=---

2а 

, х 

Х V х' - 'а' - а'! (х + V х' - а') 

ь -
2а 

= ь х ух! - а'-
2а 

аЬ 
- --;2"" Za 

аЬ 
2 1 

а 



или с обзиром да је 
"Ь ~--;; 

У = -,ух2 ~ a'l. 
а_ 

APQ- ху 
- 2 

'5'~t'· " , . ,. -

р 

-
--~--~--~O~--~A--~~9~X 

• 

Сл. 10. 

Наno:мен.а. IIростију ФОРМУJIУ за израчунавање 

добијамо узев ј едначину хиперболе у систеll1И њених 

С' 
ХУ=т, 

• 

хиперболичне површине 

асимптота: 

где је с' = а' + Ь'. Координатни угао је = асимптотноме углу ОЈ, а знамо да је 

и према ФОРМУЛИ 

Дакле 

• 

• ОЈ Ь 
sщ-=-

2 " ,С' 
, 

3) У чл. 35. 

, 
• 

ОЈ а 

СО8 -2 =-, 
_ ' ' с 

• 
имамо 

2 аЬ 
дакле sin ш = '" 9 

С" 

---------------~ ~ '---' ,,--t----------------. 

• 

2 аЬ 
u-

' - • С 

аЬ 
P,Q,p.Q. = 

2 

, , , , 

, , , 
Сл. 11. 

с' 'dx 
-4. 

, 
Х 

ж, 

[х 

ж, _ 

аЬ 
2 lx+ с. 

• 

аЬ х'Ј 1 
2 х, 

Ако узмемо 1 за почетну вреност апсцисе образац за хиперболичну поврmину, 
P,(J,PQ добија овај простији вид, 

P"Q,PQ =~b lx. 
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, . 
'Узмемо ли да Је аЪ = 2 'xиnер60лична површиnа P,Q,PQ постаје непосредно 

. .' 
равна прнроДНоме лоrаритму' краЈне апсцисе узев да Је почетна апсциса 

О Q, = 1. Збоr Tora се природни или Непер-ови лоrарими зову и хипер60ЛИЧНИ 
лоrаритми. 

3. Пpu:мвр. ПараБQла: 

у 

• 

, 
01---';" ~--x 

'9 
• 

у' = 2рх. 

,;- 2 .--;С
у х . dX=g"Y 2р 

Ако. површину будемо 

раболе), доб:иhемо 

рачунали од х = О (темена па-
, 

Сл. 12. 
. . 2 "l'" 2 . 2 . 
OPQ=- ооу = -ооу =-.OPQR,· 

, 3 Јх='о 3 3 
, 

одакле изводимо да OPQ;OPR = 2 :1.' 

4. Ilрu:мер. 
, . 

Поларна· Једначина лемнискатеrласи 
• 

{/ = 2 а' С082 <р 

(В. Д. Р. 7. пример чл. 107.) 
, 

Према Формули 2) чл. 36. јесте површнна сектора 

, 

јР " ,---
рг 

А Х 

~-----a---- ----a----,~ 

Сл. 13. 

'р 

АОР=а' со.2<р.а<р 

• 
о 

-
а' 

= 28i71 2 <р. 

, 

За <р =: добијамо 
СЈЩте _ 2 а'. 

а2 

четврт ОАРО = 2'И према томе површина цеде лемни-

, , 



5. Пр .. .мер. Верижница или ланчаница: 

у= 
"+ -х е е 

2 
• 

у . 

• р 

, 
А 

, , . , , 

О 9 
х 

Сл. 14. 

Рачунавши поврШИRY од х - О (ординате ОА) налазимо 

" 
OAPQ=~ (e"+e~x).ax 

: 
о 

х -х 
е - е .... / 

2 = уу2 -1. 
2 

• о 

Интересио да нсти израз, који смо нашли за површину добщамо и за I\JЖИНУ - . . 
х -::t -

лука А Р. ИЗ :~ = е -; е следује према обрасцу 2) чл. 32. за лук 

" 

V ( 'еХ - с-. Х)'2 . 1 
АР = 1+ 2 '.ах=?: 

-

х ".~ х ( "+ ·-х) е - е е е . Јх = -~'--. 
2 

о о 
. , 

Прдмеhујемо да се израз у у2 - 1, који смо добили 33. IIовршшrу О А Р Q и за 
лук АР, може врло лак\, да конструише., 

• ·2. Линије у простору . 

З8. ОпwтанаПОМ8на. - Свака линија у простору представљена 
., 
је двема Једначинама 

, F (х, у, z) = 01 
ф (х, у, z) = О f 

\ 

(1 

као пресек двеју површина F (х, у, z) = О и Ф (х, у, z) = О. ДоводеЬи 

ове једначине (еЛИl\lиновањем прво z-a, па у-а) на. вид 

у=ј(х) 
z= ср (х) , 

(2: .... 
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ми .iiИНију nOC1daTpaMO као пресек два (општа) ваљка, чије су, осе пас 

ралелне једној од координатних оса. Једначина у=ј(х) даје пројек-

• 
или npОСТИЈе 

• 
или наЈзад 

1) 

, , , 

,ЦИЈУ ЛИНИЈе у ху-равви, а , 

z једначина z = ср (х) пројекцију 

линије у' хz-равни. Пројек-

/ 

х су х1 , Уl' Zl координате тачке 
Y'----~+__--+--, Р1 , Х1 + .6х1 , Уl + .6'Уl' . 

Zl +6 Zl координате друге 

• r./""'f . тачке Р' на задатој линији у 

=:::::::/":~~~~~'l"l' простору .. Roординатну систе
- "' му заМИЩЈЬамо као ортогонм-

Ј С.I НУ. Јадначине сечице Р1В, која Сл: 15. , ' р 
пролази кроз OB~ тачке ' 1 И 

Р' гласе 

х - Х1 У ~ Уl Z - Zl 

,6х1 = 6Уl -: f'..z-;-

• 

Прва једначина, даје пројекцију сечице у ху-равни, а друга љену 

пројекцију. у zх-равни.· Једначина пројекције сечице у уz~равни 

ј,есте у - Уl = ~Yl (z - Zl) и Д~бијамо је кад шоделимо горље' Две 
Zl 

• • 
Једначине Једну с другом. 

3а углове а',{Ј', у', које сечица чини са координатним осама по-
. . 

• • 
СТОЈе ПрОПОРЦИЈе 

. сов а' : сов {Ј' : сов у' = 6Х1 : 6Уl : 6z1 , 

одакле. познати обрасци 



(П 

, 6. Zl 

сав?, = -У6х 2 + 6у 2 +'6z i 
1 1. 1 , 

, 

Ако за~IИС.ilИМО сада да се та'Ша.Р' приб.ilижава тачци Рl' онда се и 
сечица Р1 S све вишеприб.ilижава ПО.ilожају тайгенте Р1 Т. Најзад, ако 

је тачка Р' бесконачно б.ilИЗУ 'Ј'ачци Р1,тј. ако узмемо [::, х1 , 6 У1' 6. Zl 

бесконачно мадо, сечица претвара се у тангепту, а од једначина се
чице nO<;'I;ajy једначине тангенте 

) 

, (1 

Ј 
• 

Прва' једначина даје пр ој екцијутангенте у х у-равни, друга про

јекцију TaнreHTe у zх-равни. Из љих добијамо једначину пројекције 
. аУ1 . .' 

т aнrенте у у z-равни: у - У1. = .ах (z - Z1)' . 
. . 1 • 

. Из Ових се једначина може да закЈЬУЧИ да је пројекција таНГlште 
у једној од координатниХ равнит.ангентапројекције .ilиније у тој равни. 
Ствар постаје ВРдО ра,'3умљива кад· се узме у. обзир да у КО.ilико· се 

тачка р' буде све виIПе приБJlИЖ!1вада тачци Р то исто мора 'бити и 
, ' 
са тачком С' (пројекцијом, тачке Р' у ху-равни) у односу према тачци 

С1 (пројекцији тачке Р1 уху-равни) .. На тај начин сечица С1 С све· 
,више тежи ПО.ilожају тангенте Cl~' 

У једн. 1) су хЈ УЈ Z текуЪе. координате, тј. координате ма које 
• 

тачке на тангенти;· Х1 ' У1' Zl 0значаваЈУ координа'rе додирне тачке, а 
ау dz . , 
а, 1 И d 1 то су диференциаJlНИ КО.ilичиици од У по х и од z по х, у 
Х1 Х1 

којима се текуће координатеХЈ У Ј Z замељују координатама х1 ; Уl' Zl до
дирне тачке.' 
. . . dydz . ;. . 

. Диференциадне КО.ilиЧнике d х и d х надазимо из. Једначина задате 

.ilиније, нпр. из једн. 1) ЧJl. 38. :кад их диференциадимо, дакде И3 

d:F dFdy, dFdz~O 
dx+dydxTdzdx 

dф + dфdу + dфdz~ о, . 
ах .... dy dx-dz ах. . . . . 
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oAaue 
dFdф dFdф dFdф dFdф 

- ---
dy dx dz dz dx dz dy dx dx dy 
--= -- --
dx dFdф dFdф , dx dFdф dFdф -dz dy 

, 
dy dz . .dz dy dy dz 

. dy dz . 
(в; Д. р. ЧА. 58.). Ако добивене вредности :за d х и d х' пошто -у њ:и:ма :за-
менимо х, у, z са х1 , Уl' Zl' ставимо У једн. '1) добиhемо једначине тан-

2) 

. 

За уrлове' а, {Ј, у, које TaHreHTa :заклапаса координатПИJII осама, нала-
:зимо и:з обра:заца II) оц и:зра:зе 

3) 

. -
који, опет, с обзиром да је d s = 11' d х2 + d у2 + d Z2; r де d's означава 
диференциал лука (В. Чд. 41.), Mory ,/\а се напишу прос'шје 

• 

, dx 
cos а = d ' . s 

Прu:мер~ Једначипе 

• • 

dy 
cos {Ј = d в' 

. dz 
cos у = d . , s· 

"" + 1/' + .' = r', 
• • 

од КОЈИХ прва представља еЈШПСОИД, а дpyr~ ЛОПТУ, даЈУ нам пресек тих двеЈУ 

ПОВРlllипа. Овде је 

аР 2х 

dx -, а2 ' 

dф 
~=2x, 
ах 

ар' _ 21/ 

ау -:- ь·' 

dф 
d = 2у, 
у. 

dф 
~'---2. 
а. ' ' 

, . 

и према томе, а иа ОЩIOВУ једн.2), .пошто . замепим:о "', у, z са "'"у." _" И 
скратимо са 2, једначипе танrеите щ:;есечне линије елипсоида и лопте 

/ 



или 

Xl _ .Yl Zl 
-. (х - х,) + -Ь' (у - у,) + -, с. - .,) = о 
а, с 

х, СХ - х,) +у, су -- Yl) + .1 (. - .1) = о 

ХХ1+УYl + •• 1= х,' +~"-+ .1' 
а" Ъ2 с2 а" Ь2 с2 

хх, +уу, + •• , = х,' +Yl' +.1" 
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које се, пошто .додирн'а тачка лежи на обема површинама' и да је Пр!Јма томе 
'. 

, 

СВDДИ на 

Х , у2 .,' 

1 + "'+ 1 . -'=-=,а 
а2 Ь2 с2: 

• • 
ове прОСТJUе Једначине 

I 

• ·1 
=1 

40. Нормална раван. - Раван, која. стоји управно на' танген'rи 
• • 

JlИНИЈе У ДОДИрНОЈ тачци, зове се иОРЈ.lаltиа раваи. 

Једначина равни, која.пролази кроз тачку Х1 , Уl> Zl' гласиА(х-х1)· 
+ в Су - Уl) + с (z - Zl) = О. Константе А, В, С .пропорционалне су 

• 
КОСИНУСУ углова, КОЈе нормма равни чини са К(Јординатним осама. 

Нормма норммне равни је I тангента линије, а за TaнreHTY је сов а : 
. сов fJ : СОВ'у = ах: ау : dz (једн. 3 у прошлом члану). Према таме једна
чина норммне равни гласи 

" • 

(х - ( 1) аХ1 + (у -'-- Уl) аУl + (z - Zl) d Zl = о. (1 

Пример. Узмимо псту линију коју смо посматрали па крају последљег 
члана: 

х2 +у' + .2 = "'. 

ДиФеренциалењем налазимо 

х у dy • d. _ О -+--+--а' Ь2 dx с2 d х -

dy ·d. 
х+у dx +. dx = О, 

одакле 

dz _ с' (а' - Ь') х 

dx а' СЬ' - с') •. 
dy b'Cc'-а')х 
-= 
Јх а'(Ь2 _с2)у' 

Постоји дакле пропорција • 

. a'Cb'-с'). b'(c·~a'). с2 (а'-Ь') 
dx: ау: а. = --'---'- . '. . 

" х ' у z 

Према томе, пошто заменiIмо Teкyfie координате х, у,' z !tоординатама х"у" ., . 

. Ta~Ke Р" једиачина 1) нормалне равин.rдаС!i 
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а2 (Ь' _ е2) . ь' (с' - а') с' (а' - ь') 
(х - Х,) -'------+ (у - у,) ---'.. ----'- + (. ~z,) -'---co~ = О "', - ~,., 

41. Дужина лука. - Као у равни 'гаЈЮ и овде замишљамо да је 

крива линија растављена на праволиниске елементе. Означимо са х, у, z 
I ; ~ 

И Х + D.x, У + 6У, z. + 6z правоугле КООРдинате крајних тачака 

таквог једног елемен'га. Његова је дужина, по познатом обрасцу J[~ 

Анадитичне Геометрије, , 

= -У[(х + 6х) - х]2 + [(у + tJ.y) - у]2 + [(z + 6z) - z]' 
I 

или "Краье 

Ако претпоставимо да је елеменат бесконачно мали, онда се l:::.x, 6У, D.z 
претварају у Јх, Ју, dz иnpаволиниски елеменат постаје диФеРеЈЩИадом 
лука тако да је 

1) 
, 
, 

• 
Узев х за праџроменљиву, у и z као Функције (као што Је учиљено код 

• 

јед:н. 2-) у чл, 38.) образац 1) добија вид 

ds . 
(

d Y)" O(dZ)~' 
1 + d х + d х' d х, 

дакле дужина лука, рачунавшиод апсцисе а па до апсцисе Ь 

2) s= 

. а 

• 

ь 

(
Ј 2 . 

1+ У) + . Јх . 
dZJ2 . 
Јх ,Ј х. 

. 42. Кривина линија, Угао /::,. ш, који тангенте Т и т' у двема 
бесконачно приб.i1ИЖНИМ 'l'ачкама Р и Р' једне криве линије међусобом 

захватају, зове се Koиmи~eиmиu ушо, Означимо са D.s лук Р Р', Под 

. Р' . D.w /\ 
кри6ииоJtl, ЛИВИЈ е у тачци разумемо, D.s кад пустимо да се L.:; s у 

бесконачност умаљава, дакле 

6ш Јш li7Y! _ , 
69=06s . ds 

( 68 ds оо 
Реципрочна вредност кривине, а то је lirn 6-" d зове се noл,y-

68=0 w w 
nречuuк кри6иие. Повуцимо . из почетка координата О N = 1 и шiра-

, о 

делно са Р Т, О N'= 1 ипаралеЛIj:О са Р' Т', Нека су а, Ь, С КОСЩIУСИ 
• • 



углова које ОN(падакiе ЋРТ) чиниса,координатним'о ад.из r9piъa 
косинуси углова .које О N' (дакде и Р' Т') . чини са координа а следује 

о 

3аЈ\\ИСЛИМО да је И3. О. спуштена , . -
управна на NN' и тиме троущtD 

, z т -, 
ONN' раздељен на Два поду-

. . 
дарна правоугJlll троугла: увиди- -
Ь~l!IO да је ' 

Н ' 2' ON' , 6щ .. ·N = '.' ';,S~n2' / 
, 

N' р , 
- -, \. 

;- - -

.'. ,6СЈЈ 

- ~ 2 S~n 2' 

--, ,', 
- .' <, , " ',о , 

" ,'-. - , , : ',. -

. 

Пошто је ON= 1 и ON' = i 
следује да су а, Ь, С једнаки са 

о • 

. координатама . тачке N, као што 
. . . 
су исто . тако а',' Ь', с' једнаки са 

о 

коррдщштама . тачке р'; На, тај . Сл. 16, 
начин је -

. , 
N N' = У(а':-, а)2+ (Ь''-:'' Ь)2 + (с'- с)2, 

. . 

Сравлењем ових Дј!еју вредности за N N' следује .. 

2 ~in t.2w '., у(а'- а)! + (Ь'- Ь)2 + (с' - c)~, 

И~, пошто се за врло мале лукове 
, - -··;'СI'i'',.·i''-'·'f; 

синус може да замене самимд-у!t.9Ъ1, . . . 
" . , 

- ", '- ' 

. дакле 
! 6ш 

-о 

" .-

--. L:::,. s (6а)2 (6Ь)2 (6 С)2. 
6 S ,+ 6 s + l'>. s 

. . 

. , 
Пређимо граници и означимо ПОЛУilpечниlt кривине са I!, па heMoMgij~ 

• - . ; .. ,/,.",."'-.,:-!. 
, " ~ 

';1 . dw 
-= = 

ds 

dx 
. или кад заменимо а - d s ' 

'~(da)~2 о (~a.b)~·2 (~d С)2 '.' 
ds + .ds + ds . 

о 

dy 
Ь= ds' 

, 

" -~._';;~ 

О 

1 dw 

o~ 

d
dy 
ds 
ds 

dd z '. ,а 
•. d s .С( 

2 

-=d = I!_ S + + ,ds.' 
. 

. Овај образац може -да с!! доведе на још један врло npoc'r i 

" ' "'-",-,-

под кореНИJ\l знаком изврши ,l\иференциалење Ћ . онда. 
,- . - , ,,' ' , . . , , , 
следеhи начин. 

о 

ОСНОВИИНФИнитЁЗЏМАЛноt:А Р.ј.ЧУНА,.·, 
,--.'," ,,-, ",.'; ",,", -; -.' ,. - - -
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, . 

, 
I 

1 
" (/ 

~ ya~B'-'~[(~a~' x~)~2 +-(-"od~2y~)~' +~,-'c(~J~' z-~)'=ј-+~(d~'~$~),'~[d~аз~' ,C-+-,'-a~y-~2-+-, ~dС-=z21 ":' 

Јв,В, ,1., ," 
- 2ЈвЈ2,в,(ЈхД2 х + Ј,уа'у +Ј z а?;,), 

',' d ВВ ", ,; ' .. , , 
• 

Имавщ:и у ВИДУ,да је 
• • 

ав2 =Јх2 + ау'+ ilz2, даие Ј в Ј2 в - dлхd2 х -г ауа2у + dzd2z 

.. rорњи .образац се СВОДИ' на , 

• • 
. , - ., , , , 

, Иди ЈОШ ПрОСТИЈе 
'.' : " , 

2) 

,43. Завојница. ,С-' 
, ' 1" , ' " ,. . 

Замислимо да сеугаа' Р А С - Е омотава окО једиоr" npaвor круж
иоr ВаЈ9ка' тако, да се ~paK А С 

обавиј а OK~, периФериј е' .основнце 
, "ваЈЪка, .онДа друrи крак А р' ощусЈ е 

• , , , 
, , 

, о , . • 
• 1-' • • 

" • 

< '-' • , 

о 

.. ' .. -

, 
z 

-.. ' 

I • 
• I ~~--- --~..! 

• • • 

, , 
.' 
О" 

· • ~ 'ј' 

• , , , , , , , , , , , 
,', , , , , 
, , 

1"''' "- .. 
" I ...... ' · , , , , I ~ ! 

• ' I 

• • 
по површиRИ ваљка ЛИНИЈУ, КОЈа 

, се зовезавојница, У змим.о раван 
. -, , . , ; -. . 

осноВiЩе ваљка\за ху-раван, сре-

диnrrе, .основице 'за почетак, а осу 
RaЉказа z-.оСУ npавоугле системе,; 

" х-.оси Ћем.о' дати правац, који про
~~c~~'~' -'-', ~~';"'АлазикрозтаqКУАУ кој <Уј 'Утn6' 

, почиље да се обавија OIЩ щ\љка. 
, , • 'ЦЗс слике читамо да су ко.ординате 

• -, 1, _ 
.. 
:. 
• " о' 

:. ------ .. -.!---"-~ ~~--' Х 
· 'rp'" 

.. 'м& кој е тачке, Р на завојници 

, ' I i _ 

, 1 I /' 

~ \ .' . 
' .. ' . ; )"\ I ./ у'/' .- , 

....... '1 I 

,'; Сл . .17. 
• , 

• , 
, 

, " . , • 

. ' 

• 

х -. l' СО8 <р, 

, 'х = О D = r со. ср 

" • у = CD = ".i .. ср',' , 
z = Р С = А С . tg Е 

ИЛИ, пошто је дУЖ АС = луку АО, 
а .овај ~ r ср,. то ј е Z = ,; ср tg Е И 

, ,-,' , . . 
према T~:мe,a~o ознаqИМО tg Е , т, 

ко.ординате тачке Р 
, . 

I) 
,., -" -'о "" 

у ,Т sш ср, 

• .. , , • • , 
, . , Z'== r т ср', 

rде је, као ш~о из слике ВИIIIIМО, r поЛупречник' основице. 

. .'!; , 



Једначине завојнице упр;:tвоyrлим координатамадобиhемо 'кад из 
, 

три израза 1) елиминујемо проМ!ЈИЉИВН yrao ср. ИЗ' треЋег обрасца 
z -~ . . . 

ср = r т' КОЈе уметнуто у прва два даЈе Ј.едначине заВОЈнице 

• 
х= ,'соs -' 

',1' fll.' 

• • 
у =' l' 8~n . 

']" т 

горља 

. . 
слеДУЈе 

ми бнсмо угао ср могли и овако да, елиминуј емо. Квадрираље)!I и сабираљем 

прва два израза добијамо х2 + у2 = т2 (једначину ваљка). Делењем другог израза 

првим налазимо ~ = tg ср, ср = атс tg ~, дакле. = r т атс tg ~ и према томе 
као једначине завl!јнице' 

х2 +у2 = т2, Z = ",т arctg У. 
х 

За решавање проблема, којима приступамо, боље је да задржимо једначине 1) 
у којима су координате х, у, zизражене као ФУИкпије ПОМО!цlOг yrла ср. 

ДиФеренциалењем образаца 1) добијамо 

dx _ -r.incp.dcp = -y.d<p . . 

ау = теn.ср. dcp = x.dcp 
d "_ пп : d ср, 

одакле 

dy 1 х . d • -1" т,' 

= - у' -= -dx tg ср dx 8Zn ср 
, 

у 

dy, х, d ., т l' 

d х, ' = -- -------, 
ах, у, у, , 

и према томе једначине Taнreнтe на завојницу у тачци х" у" ., (једн. 1 у чл. 39.) 
• 

xt . 
у - у, . - - (х - q::,), 

Уl ,!; 

тт 

z -., = - (х - х,), 
. у, 

које, кад се изврше озџ:ачене радње и узмемо у обзир даје код прве једначине 
х,2 +у,' = т', може простије да се напише . . 

• 
. хх, +уу, =т2 

т r (х - х,) + у, (. -:- .,) = О. 

Прва од ових једначина дај е прој екцију тангенте у ху-равни, а друга проЈекцију 
таПЈЈ\Јнте у • х-равни. Она прва је једначина Taнreнтe круга (основице ваљка) у 
пројекцији додирне тачке Р уху-равни, т. ј. У тачци С. Но попгго је кружна 

. основица пројекција завојнице у ху-равнн, то се овим потвр~ује у чл. 39. до
бивениресултат, даје пројекција тангенте на линију у простору (на завојницу) 
у некој тачци Р у исто време таигеита пројекције просторне линије (овде тан

гента на KPyr) у пројекцији додирие тачке Р, тј. у тачци С у ху-равни. 
Из горе добивених вредности за dx, dy, dz и пошто заменимо у њима 

" 
теКУЋе коордвнате координатама додирне тачке следује (према једн. 1.) у чл.40.) " 
• 
lедначина нормалне р~ни у тачци х,, Уl> " 

, 

5* 
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Отуда IIlТO је 

Ј.' = Јх' + Ју' +'<:lz' = т· ain''P .J'P'~+ ,.0 со.' 'Р' Ј'Р' + "'т' . Ј 'Р' 
= т'(l+",'), Ј'Р', 

дакле Ј. = тУ1 +.n·. Ј 'Р 
доб~амо дужину лука од тачке А до ма које дpyre .тачке Р 

р . 

• - "У1+т' 'J'P=rYl+m"'P = У1+т' z = . m sin Е. ' 

z 

о 

које је и шrаче јасно :Јато што је у троyrлу Ара АР=., ap=z. 
За уrлове ", {3, у, које TaнreHTa завојнице односно љена нормална раван 

чини са координаТRИМ осама, имамо (в.једн. За) у чл.39.) , 

Ј Х"n 'Р у . 
со. ех = -Ј-. = - У1 + т' = -, -'-=Y-;l~+=oп~' 

со.{3=Ју,;, с'о''Р _ х 
Ј. Vl+т' тУ1+m' 
Ј z m . 

сооу = -Ј =,; = .... nЕ. 
• у 1 + т' . 

, , 

Из последњеr обрасца видимо да је yrao, који танrеита завојнице чини са z-OCOM, 

константаи 'у = 90' - Е, дакле yrao, itоји Ta.нreHTa чинн са ху-равнн стално = Е. 
ПоIIlТО је . Ј х . , Ј У Ј z 

Ј- Ј- Ј-
Ј. СОО'Р Ј. .in'P Ј. 

- =- - о 
Ј8 Т. (1 +~.)' Ја т(l + т')' Ј. - , 

,- - .. 
а на основу Формуле 1) У чл. 42. видимо да су КРИВl,!на и полупречиик кривине 

. . . 

11· 
-= (1' ')' ~= т(l+ т') 
I! r.-r m 

ltонстантни. 

З. Поврwиие. 

44~ ТангенциаJlна раван.' - Под додuриоltl или mаuwuuuал,UОltl 
• • • • 

равии Једне поврrпине у неКОЈ љеНОЈ тачци разумемо раван КОЈа садржи 
• • 

тангенте на све оне ДИНИЈе КОЈе на ПОВРIIIИНИ деже, апродазе кроз 
I 

ону тачку. 

Сваку .11 иниј у, 
• • 

КОЈа .ilежи на .задаТОЈ површини. 
, 

1) Р(х, у, z) = О, 
\ . 

. а ПРО.ilази кроз неку љену тачку Р1 (х1 , У1' z1)' можемо себи да пред-
ставимо као пресек површипе .1) и друге неке површине, нпр. ПОВРlIIине 

ф(х,у,z)=О 

(в. Ч.il. 38.). Онда суједначине тангенте на посматрану динију у тачци Р1 

аР dF dF '. 
g, (х --:- х1) + d (у - У1) + d (z - Z1) = о 
. Х1 У1 . Z1' 

dф dф' dф 
d (x-x1)+d CJJ~'Y1)+a (Z-Z1)=O 
х I У .. Z 1 

1 .,,' 1 1 ' 



(једн. 2) У чд. 39.). Обе су једначине су односу НЊllIЈоменљивеКО9Р" 
динате ;х:, у, z) првота степена и свака од њи;х: представља једч ра-

, ' , 

ван, а обе заједно пресек тих равни, даме једну праву Jlинију. Та права 

је тантента пресечне Jlиније ПОВРlIIине 1) и површинеф(х, у, z)=O. 
Ми ВИДИМО да TaнreHTa пресечне Jlиније задате површине са ма којом 

друтом површином Jlruки увек у равни 

аР . аР ар', 
а (х-х1)-+- а (У-У1) + d (Z-Z1)=O. 
~ ~ ~' 

, 

(2 

То значи ,да у равни 2) дruкe TaнreHTe свих Jlинија К\Јје се по зада

тој површини моту повуhи кроз тачку Рр Друrим речима једначина 2) 
представља танrеНЦИaJlНУ раван површине 1) у тачци Р1 (Х1 'У1' Z1)' 

, \ . - - '-
, , , 

у примеру на крају чл. 39. добили смо 

хх +уу + zz = 1 
а2 b'l. - с2 _ 

, 
• • 

као Једиачи:пе Ta:нreнтe у тачци Х1, Yi, Z, на пресечну ЛИНИЈу елипсоида и лопте. , . , . 
Прва једна'!ина представља ,та:нrенциалву раван елипсоида у тачци Х" У" Z" а 

Оо .' " 

друта Једначина таигенциалву раван лопте у ИСТОЈ тачци Х" У" Z" 

45. НормаЈ\а. - Под 1Юрмаљом површине разумемо управну на 
• 

танrеНЦИaJiНУ раван у ДОДИрНОЈ тачци. 

Једначине праве Jlипије, која ПРО.llазикроз извесну тачку Р1 (х1 , Уl' Z1)' 
I - ,-

а има правац одређеџ уrJlовима а,' {1, у, које она чини са ко ордипатпим', 
осама, r .IlаС,е 

х --' Х1 У - Уl Z ~ Zl ---- ---~ 
cos а -, сов{1 - сов у . 

Овде су Х1 , Уl' Zl н.оордиНате додирне тачке Рl' а правац Jlиније, Од,ј 
носио yrJlОВИ а, {1, у, одређени су тиме што је права (нормада) управн:!;; 
,на додирној равни. Према I томе ј е за нормму 

I 

('1" , . '~, 

,. , ~,;1 



, 

аР аР аР ' , 
јер је сав а': сав {Ј : сав r = а ~ d : а(в; једн.' 2) у чд. 44.) 'д, 

Х1 Уl Zl 

знамо да је сов2 а + сов! {Ј + сав! r =1. Једначине нормаде у тачци х1 , 
, 

Yt, Zl на површини 

• 

Јесу дакде 

2) 

, ' 

Р(х, y,z)~O 

х-х у-у z-z 
--o;--y;-~l - _ 1 - ----',-' т; 1 
арар аР . 

, , 

46.Продужење прошлога чла~а.:- 'Узмимо да јеједначина по-
вршине написана у форми 

z ---.С.ј (х"у). 

Означимо са р и q деJ.l.имичне изводне, од z 

az " az 
р= д ' q= д . 

х у 

• 
Ове ДеJ.l.имиЧне изводне нмазимо из скривене форме Једначине 

• , 

F(x,y,z)=O 
, , 

по п()знатој методи (в. А Р. ЧJ.l.. 69.) 

дЕ дР 
, д , дх 

р ';=- дР; 

az' 
, , 

Једначину додирне, равни (једн. 
Јр 
-- можемо са.да на напишем:о dz' ' 

• 

1) 

, 

, у q=c- ap , 

"az 
• i _ ,- ' 

2)'Li1. <44.)" пошто је, подеJ.l.ИМО са' 

а једначине НОРМаЈе (једн. 2) ЧJ.l..45.), пошто их претходно доведемо 
,на вид 

, 

• 
претвараЈУ се у ове 

2) 



- , " 

• 

сав а =. - '. ..' р , 
.,.у! '.2'+1 , .; .. p+q, .... . , . 
_, ., Ј . 

. сав fI _:,. . .....: ·1· '.' 
'. у р2+ 2+1 -' - , .. -,.,,-q , 

'." 1,. , 

I . . 1 I 

сав l' =. . ' , , . '.' 
. . у р2 {-q2 + 1 . 

. , 

,_,: '-';')!':_",:,:_,_~ l,'i',.--"t;!;;,.-. ".-.' 

.. ,4~" Куба'[ур~; теАа.' , .,' 
. 

'.'(3 

... , .' 47. Кубатура, обртнихтеJlа'. ~'Означимо са V запремину теда, 
које постаје обртањем равнеф:и:гуре"МNАВ око х-осе. 3амиСЈШМ</,ФИ
гуру MNAB рiшдељену на rрапезе ::као m:то.је нпр . . EP'QQ'. 3апре-

, , 1· " ~ .. ~.! - •. , ' 

мина 4 У, 'коју, опи, су је такав: . ;, 
" 'N"J. s р 

, , 
; 

. ----. , 
трапез обртање~! око х-осе,оч:е.- у 

видно је, веьа од запрe1liИ1\е ваљ- I . 

, , 
• , . • , , 

• , , ----. 
R 

, • I . , 

ка, који постаје обртањем УЩIСц.- I 

'_' ,'_, ,_, О', ", "":"'_.,. ""'<;:", .• 11" 

НОГПР~ВQу:гаОНИJtаf:R QQ', ~Mц.-, 
ња од запремџне ваљк,а, щ>ј,џ ПО" 

стаје обртаљем описанor право-, . . , 

,УРаоника ВР' Q Q'. Означимо Q Q'; .. 

• 
, 

, 

, 

, , . 
, , , 

, , 

, 

, , 

м , 

м 
, 

о 

, 
• 

о 

• . 

" >,> , 
, , , 

N', 
, , 

О 
, , , , , , , , 

. , - -:--

, О 

. . . 
, 

са6хиимајмоу.ВИДу.даје о 'А' () 91 В ,Х 
PQ =. у подупречник ,дсновице ' ... , , Сл. 18. . ' ' ... 

• . , , 
о 

првога;.· P'Q~ =у + Д.у' 'полу'" .' \: .." . .' С,:" 
. ПРечника основицеОRОГ' Другог ваљка између' којихдежи' l::. У, ()нд'э;ј~ 

.' ,-,' .,- ,\ ,.: -' . ,""~о,"~ - ,:_", .;,_.- - "", -,',' 6'V- -.,' '- ,:. - .,,_.,",,;"""".). 
n'!р. 6х<:: /::, V <ii(y+Ay)2 .l::.хИJtиnу2< l::.x <п:(У+ l::.y~~.~~ 

обратно п у2 >' ~,:'> n(у + l::. у)2,дрема т?ме да .itИоД;:у до ::!i'+ 41' 
, . 

ордината расте иди опада. Y,c~aKqM СДУЧI!-ЈУ ьесе ,оџе CTpaIte:iIepaв-
, -, <' , 

ности све' више једна дрyrој'.приБJt.ижаваnt'ј кодико маље будемо узедИ-

6 х и за бесконачно мад.о l::.x, Цостаье lim ~ V = ~Y" ~ п у2, AaRJte :; 
Ах -' о х . х " 

I 

, . , . . , 

( " . 

., ' 

ь 
" -, 

, , 
а • 

ј, 

" "1 _. , 

.. (1 
" , '- \ !'- , 
~ ј '. , - -' 

, .' .... 
,. оо.' .', Ј-:',}-: 

где' су а= ОА, Ь "':'ОА границе интеграда одређене дуком МN~з~~ 
датединије y~j(x):' .... " ···.0 '. " . ' .,.' ......•. !,-/Л; 

• ., •• :-"", "~_'о .,. __ " •••• '.".', •• ,'" " ;;"_'#;'_-~,:; 

•.... , ".' ',' Xo~e:м:o .Jt.И·.,:ј~преМИRу,Јџ:>јl·ОЩlсује, .. равна .<I>и~ура,WNЈk[)М,i,;9џ.~~ 
·.Т:р,еба. да~Јзмемо .• разJt.ИItУ ,ИЗ". ~апре~~неј' коју ... ОПИСУЈе"Фи!,ура N.lf{4Jrf~ 

- . - . -./- , '-
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заIlреми~е,коју описује фиrypц. M'N'flB. Нека је у ~f(а;)једначина 
диније MN, у' = ср (х) једначина диније M'N' . .на основу обрасца.1), , 
а' према учињеној напомени, јесте запремина обртног теда, које описује 

. фигура MNM'N', ; 
ьь 

V =п: .у2. аа; - 7t о у' 2 • аа; ИАИ 

а а 

ъ 
• 

2) V - 7t (у2_ у' 2) .а:Ј'; 
\ , 

а 

48. ПРIIмери. -
. 2 2 ., z у' . о 

1. ПриJltер. Обртни елипсоид. ;Елипса й,' + ь. = 1 обртањем око једне од 
• 0·.0 '. . Ь' о 

својих оса, iIпр. окохсосе описује обртни еЈlИllсоид. Заменом у' = Ъ· - .... Х' из 
_ ,- а , 

• , , , 
'ь 

, , , , , , 

9, а 

Сл. 
, 

9г 
19. 

једначине елипсеу обр~зац 1) !!рошлоrа члана 
налазимо Формулу 

. Ь' .. ' '. nЬ' 
(Ь' - 2' :1;') . 'Ј х -' п ь· Јх - -;:-

··а . а9. 

о Узев каоrранице интеrpалења о две произвољне 

вредности х, их~ добили бисмо запремиНу еЛИЏ-

соидноr слоја, који је описан. елиптичним луком Р, Р.; узев као rpанице х = х, 
, . ~ , 

. их = а добили бисмо зацремииу елипсоидне калоте, која постаје обртањем лука о 
Р,.А. Ако узмемо интеrpал измеijу rpaimца.х:= О 'н х= а добиhемо . запремину , 

половине елипсоида: ;nаЬ', па Дlj.кле каозапремииуцелоr елипсоида : л:аЬ'. 
:Ми смо претпостаВИlJИ да се елипса обрhе QKO њеневеће осе а И добили,' 

- . - - , ' 

смо тиме један nродужен обртњи елUnсоид. Ако се, пак, елипса обрhе око њене . 
маље осе Ъ, онда добијамо сnљошmен обртни М1Ј.nсоид или сфероuд. Њеrоваје 311.-

премина. : ' п а' Ь. Запремина сП:Љоштеноr еЛИПСQИД~ већа је ОД запремине рјЈО-
дy~eHIН' елипсоида и' то у размери а : Ъ.· , 

За а = Ъ следује познати образац за запремину сфере : п иЗ, 
, ' 

. 2. 'При:мер. Обртни џараболоид. Параболау' ' 2 р х обртањем око х-осе 
описује обртни параболоид, Формула 1) у прошломе'члану даје нам 
У" ОО О • 

О Р R ------,---,------ . V=n 2рх.ах=nрх'+с.' 

о 

, 
• , , , , , 
• , 

Ако узмемо за rранице х 'о и ма коју вредност 
х ~ О Q доБИћемо запремину телаf које описује пара
болична фиryра О Ii' Q 
• 

V=np,x·. • 

f 9 .~ 
Сл. 20. о Овај ресултатможемо да протумачимо овако. Пошто 

, је 7<Х' ,= џовршини Kpyra са полупречнив:ом х = О Q, 
а. р јепараметар параболе (ордината у жижи F), то израз за V даје, запре..Ј 
иЦн1; ваљкаса,поЛЈјПРI,\ЧНИКОм.= апсцисиIфајиетачке Р,·IJ. ВИСЩIqМ о. пара 

- , . '- " " ' ' ' . • , \, - . - - ј " - - " , 



73. , . 

'1 п . 
метру р. Ако д.обивену ~.ормулу за V на)lиmем.о V ~ пр х' = 2 2рх . х -'2 '" у'х, 
м.ожемо и .овак.о да искажем.о ресултат:" запремина .обртн.оr параб.ол.оида, рачу-. ., 
навmи ra .од темена па д.о ма к.оЈе апсцисе, Једнака Је п.ол.овиии запремине .опи-
CaH.or ваљка (к.оји има за .оси.оВицу. Kpyr са п.оврmин.ом п у', а висииух), тј_ 

ваљка к.оји .обртаљем .ок.о х-.осе .описује прав.оуrа.оиик OQPR. 

, 

3. ц,рu:мер. Једначине пр.осте цикл.оиде rласе 

х = а (ОЈ - 8in ОЈ), у= а (1- .с08 ОЈ), 
.одакле 

dx = q, (1 - С08 ОЈ). dOJ == у. аоо, dy = ааinШ.dОЈ, 

dx у . У 
~= = ., 
d У а .in ОЈ 1'2 ау _у' ' . . . 

Јх = }Т;~y=J=!I==;; 
. 1'2 ау-у' 

. '. 

(в. 4., Пример у чл. 34.). Обртањем. цикл.оIЏ\6 . .око' х-.осе п.остаје .обртн.о тело 

BpeTeHaCT.or облика. На .осн.ову Ф.ормуле Ј) п.оследњеr члана д.обијам.о заПре

мину једн.ог дела (кал.оте) TaItБ.or тела 
, .- -

у 

v = п у'. Јх = п 
уЗ. dy 

о о 

Овде. имам.о да интеrралим,.о jei'\Нy ираци.оналну Функцију са квадратним к.орен.ом. 

Да ,бнсм.о интеrpал д.овели на раци.оналну Ф.орму ставиhем.о 

\ 1'2 ау _у' =yt, 

(в. чл. 14.' Прва мет.ода. Треба ставити р = 2 а, q =0), .одакле 
, 

.у = Ј- -4at.dt 
'fI _. (1.+ t')' , 

1/' 2 at 
, 2ау-у' =. " 

, 1 +t 
" 

. . . 
с .обзиром 

• 
да.Је за у. О, t = Ф, r.орњи интеrpал д.обија вид 

. v = - 16 п аЗ 

оо 

• t 

dt 
-;-;-:--:O~ = 16 л; аЗ 

(l + е')' 
( t 

dt 
(1 +t')4 . 

Најбрже Ћем.о д.о:hи д.о ресултата, ак.о .овај п.оследњи интеrрал д.оведем.о на три

r.он.ометрисltи .оБЛiIЕ. П.ошт.о' се пр.оменљиваt креliе д.о' у беск.оначн.о Be~e 
вредн.ости ставиhем.о , 

t = tg ср, а тиме dt == d ср 
" сов2 ср , 

1 ' . 
(l +t')4. со.

8 

ср 

к д.обијам.о " 
V=,16 п азЈ;О8. <p.d ср 

ср 

узевши за r.оРЊУ rраницу интеrрала 'мест.о t - ОО, 

примењујем.о .образац 2) у чл. 18. и налазим.о '. 

F'= 167< а" С 5.3.7< _ 
.... 6.4.2.2. 

7< 
ср = -. 

2 
На с:шај . интегра~ 

, 

, 
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Пошто', је на основу горњих замен!\. 
';:---

1 .. 1fi. , ~/"l't+ .. t ..• ·~ 1/2. "2-а У, 
С08 ЦЈ,;=; "'Уif::'l:;::+=Т=t='.;::. - V Га' ,.n 'р =;, "". JI . 

. ,l ',0'_"-,;,,' .,_, 

, ., -

<р :c:':iJ."c 19t .~ arc t9)/2 а;;у ," .' , . 
• 
Јесте 

• 
. ,".1', 

-
V=16na' 5.3.n ,-,1/2.а-у(..!.1/JL:+ 

6.4.2.2 . JI 2а 6 JI 2а 
, .. , , • , ,_~ .. Ј 

( 

• 
• , , 

- - s п ,а2 liy(2 а -уЈ· 
- " - , .. , , 

'. '"-' , ". -
• . . ,". , 

Запремину тела, које постаје 

узев да је У = 2 а 
обртањем ФиryреО В D (в. сл. 5.' qл. 34.), добщамо 

, .' - , • , ' , 
• 

. I . I 

а запремину тела;које постајеобртањем целог! лука ОВ 11· " ".' '. ,.'." 
. " ' . , ,'" , .... ,'.';' " " - ,. о,' _ •• 

, 
око х-осе 4. ПРU.ЈИер. Узмимо круг (х-а)'+(у-Ь)2:"'т', који ,се обрhе 

и описује тиме' једНОпрСтенастоТело. Из Једнаqшrе ttPyra' следуЈе ,. • • I ' 

• 

У
I .. 

, . 'д = ъ ± rr-;·;----;(~o/--:.:...-'-'a=)' • 
• 

• 

м 
С·, 1:'" '., ј 

-------T-----~- N 

Односно'двојц.в:ог знака + и - npимеhујемо 
д~ је .. Зli : T;lqКe Рна горљој'половини-круга, I . 

, . 
• • • 

I • 
• • •• • · ' • 

, 
• 
• 
• , I 
• 
• 

I I I I 

ТЈ. за, полукруг' М N Р ,. 
, 

. '. , у-'-' ь + У,,2 _ (х'-'- а)', 
, 

докјеза доњу половину,тј. за полукруг MNP' > 

_.-' ",.,':' ;'.'-': .... ~',. ";"" <:"': :, ... 'ј('" ,..,.. .' /" ь' _. Y1·2~ ~~a 2 .~. -', " 

·0'" "'n/'а' ~,'., ' .•. ', r·,,· .... (,.). '.' .'. 
< .. а-г-.. > '1', " '" , , 

<с--- ----- - а т ~ -----------, 

Сл. 21, 

'Запремину прстенастог тела' добиhеМQ 'кад од 
. '. . . 

запремине, КОЈа постаЈе обртањем полукруга 
, , ,,,,_ - оо ',_ ,. • 

м ИР, оДУзмемо запреМину, КОЈУ ОПИСУЈе полу-

круг MN,P', дакле на основу обрасца 2)у qл. 47. 
, ' • 

= 4, п Ь1,2ј'] /1 -:-(х - а)', 'd(X - "'):'» 
.-. JI'- т\,_-Ј -Т,,' 
о. '. 



Пошто је х - а < 1 
r 

нати вид 
, , 

, х-а 

стави:h.емо = sin rp 
r 

, ' 

, 

и наш интеграл Д'Обиј а тиМе поз-

, 
v = ,4 -п:Ь , .• , ' '. CBin 2 rp '") cosrp'. dsin<p =4-п:Ьт' ,coa'<p.acp=4-п:·Ьт2 ". +~ + а 4 . 2 

, , 
" 

=, -п: Ь ';',(sin 2rp+ 2 ср} + а 
(В. чл. 18.). Интеграл треба узети изме:l;у граница х , а -:- r И х = а+ т, а с 06-

х-а . -• ' -п: 
зиром, на учињењу замену,. = .пп <р, то зиачи за угао 'р од 'р = - 2' па 

-п: .' 
до 'р = -. Према томе Је запремина прстенастог тела' 

'2 ,'. 'о ", 

" г 2 ",. 

".'У== nb1",LSi1i2'P+2'P, _,,,- ~Ьт' (.nnn-+ n)-(.in(-n)-n) 
~ . 

= 27[' Ь т'. 
: 

,Ако овај ресултат напишемо V = 2 -п: " • -п: 1,2' до:h.и:h.емо до' значајног 38ХЉучка 

да је запремина овог обртног тела једнака производу И3 површинекруга, који 

се обр:h.е; ипутање (периФерије крута) коју средиштетога круга описује. (В. чл; 77.) 

49. Један особеНИСJlучај. '- Претпоставимо да тело има својство да 
, 

су површине у извесном правцу повучених паралелних пресека Функције . . . - ~ 

ОДСТОЈања тих пресека. 

. Узмимо да је yz~paвaH 

паралелна са пресецима' који 
. .. -

имаЈУ поменуто ,СВОЈ ство, ТЈ. 

z 
• 

, 
• 

'о 

р' 
, , 

, , , , . да су пресеци (њихове по

вршине) паралелни са у z-pa- .h---If...:Q:r+---::~ Ч----;-.: -+--х 
V : : • 

вни ФУНКЦИЈе од х. 

Означимо 'са и повр

шину пресека PQR, са 

t6 + 6 и површину пресека' у 
P'Q' Л'. 3апремина 6 ТТ, коју 

та два пресека PQR и Р' Q' Л' 

, 

R 

., 
, 
• 

, , 

Сл. 22. , 
-, - . 

(јЈ са у z-раIШИ) исецају иззадатог теда, лeJjtи између запремщш два 

ваЈЬка, од којих је~ан,иМа за основдцу површину и, а други површину 
16 + 616. Висина оба ваЈЬка је једнака одстојању пресека PQR и PiQ'R', 
а то је6х.' Из, неравности . 'ц • дх <!::, тт <: (и +. 6u). ~x или 

1L < 6 V < 1l +611, кад пређемо граници, тј.преТПОС'l!'авимо даје 6х, 
, 6;р ',., ;',' d тт ' ", " '. ,.' 

па дакле и 616 бесконачно 'мало, С.4едује dx = 1L, . " "", 

атТ_1ь.ах, ТТ=Ји.ах. 

Ца' случај да х-оса' н'ије управна на равнинама пресека PQ Л, Р' Q' Л', . .. 
имадибисмо З3.0дстојање ТИХ,' равни место .6х да ставимо 6~. sin л 
0значивши са Л угао који х-оса чини: са yz-равни.Обрасци: 1) заме-
нили бисмо обрасцима ' , 

d тт- тn Је. и . ах, тт = s'in л . ,Ји. ах (2 
I , " 
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50. Примери. -

1. При.мер. Узмимо купу са ма каквом основом а. Управну ОН = h из 
темена О на осн.ову узеhеМQ за х-осу, теме за почетак правоyrлих координата. 

Z За ма који пресек и у одстојању 
О Q = х постоји пропорција 

о 

Ол. 23. 

одакле 

и= _. h' 

и према формули 1) у nPОЩJIоме 
члану 

v= :' х'. dx. 
, 

Одавде добијамо за запремину зарубљене купе измеljу пресека Q и основице 
h 

а 

v=~ 
h' 

, . d а -(hО О) 
Х. х = 3h' - х . 

, . 
За запремину целе купе од врха О па до основе имамо 

у 

v= а 
h' 

о 

h • 

а hO а h 
х'. dx = ---. h' . 3 - ;3' 

• 

2. Пр"мер. 
х' у2 _ Z2 ' 

Елипсоид: -. + ъ' +.- = 1. - а Ј С' 

z 
с 

Једначина пресека QP Е, који је пара
лелан са.уz-равни у одстојању OD=x 
гласи 

или , -. 
. у +' z =1. 

(ъ Ј/1 - :: Т {е Ј/ 1 - :: У 
D 

,џ---t---F--*--:.Х Полуосе овога пресека (елипсе) јесу 

"Ј! ",' . V х' DR=b' 1-- и DQ=e 1---, 
, ~ ~ 

R 
дакле љегова п{)вршина 

Ол. 24. 
и = N. пв. D Q :- nЪ с (1- ::) 

,И према томе .запремина елипсоида 

/ Ж = + а 
v= nЪе ( . "") 1- а' . dx= п Ъе "" х - Ва' 

4 ь' = з",а. е. 

ж =--:а 
-а 
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• • 
Узмимо једначину елиnсоида у системи Једног спрега КОПЈугованих преч-

ника: "': + У", + "2 = 1. Једначину пресека, који је паралелан са "у " равни, 
~b, ~ , ' 

'добијамо кад у Једначини елипсоида ставимо за '" извесну oдpe~eнy вредност, 

нпр. '" = о D,. Ј едначниа пресека Q, Р, R, јесте 

• 

. . ., 
У'" х" 

Ь ·+·=l---. 1- Сl - аl 
или 

I 
КОJ:lјуговани полупречници OBora пресека (елипсе), који падају у правац у- и 

• 
_-осе Јесу . , 

а површина пресека (по познатој Аполоније~ 
• 

ВОЈ теореми 

и =:п;. D,R1 . D 1 Ql' .;nџ 
, 

где је џ конјугаЦНОIm угао Ql D1 R, У исто 
време и угао који у- и .-оса чине ме~усобом. у 

Пошто је, коордннатна систеМ;:I косоугла, то 

је према обрасцу 2) у чл. 49. 
\ 

+а, 

R .1 
• 

Сл. 25. 

V = :п; Ь, о, .in А. • • ;n џ ( 1 - "':) . 
х' 

dx = п; Ь,о, sin lsin и х-' 
г 3 а12 , а, 

-., 

4 ь ., . 
=. 3 7! аl 1 Сl 8tn А • 8~n џ . 

• 

Упоре~ењем ове вредности са горе добивеном следује једначина 

:4, 

која исказује правило аналоrнопознатој Аполоније-вој теореми за елипсу. 'Пра-
• • 

,вило каЗУЈе да паралелопиnеди конструисани из три КОПЈугована полупречника 
• . ' а"ь" о, и конјугационих углова А. и џ имају сви једнаку запреМ!lНУ равну за-

о • • 

премини правоугловног паралелоnиnеда КОЈИ Је конструисан из главних полуоса 

: а, ь, с елиnсоидових. 

Ако последљу једначину напишемо 

" . .. 
,?ща Је речима можемо да протумачимо и на оваЈ начин:ва~ци~ КОЈИ су ЩЈИ-

'Р,а.J:iЦОКО елипсоцда тако да су љихове основе паралелне са равви линиј~ ДУЛS 
р"''''. , •• • ' . 

~,?J:e о:цие,ЛИП?ОИД ,дОДИРУЈУ, имаЈУ Једнаке зanре~Иlfе. 

, 
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.51 .. Општи 
какве површине 

СJlучај. - Нека је F (х, у; z) = о· једначина :ма 

KLMN, Ф (х, у, z) 7' О једначина· друте једне по-

, 

, 

z L W вршине PQRS. Узмимо ватии. 
;,:-, -7.-, ---М , , , , , , 

v ',11 , 
ГlГ-'_,~VЈL_i-:fl 

• , , , 

, 
9.: 
• • • 

, 
(Ј, 

-----~-,- ,- -- .. R-

, 

т 

, 
• • • 

две са у z-равни паралелне 

равни CGKL (х = а) и 

DHMN (х = Ь), које .задате 
• 

,површине секу по ЛИНИЈама 

KL, PQ, MN и НВ. Најзад 
• 

нека су _ дата ЈОШ два Ba.љ~a 
'у;== ср (х) 'и у' = 1/Ј ех) оба 
управна на х у-равни. ' Први 

H--+1i-'Ar.--' 4+7Х-'-+_-;В:"-_' х ва.љак, чија jeOC~OBa линија 
, CD уху-равни, сече оне две 

G 

• 

површине по линијама LM и 
QR. Други шt.љак, са ОСНОВОЋI 
G Н, . сече површине по ЛИIlИ
јама KN и РВ. 

Ј Н }3аЈЬцку=ср (х) И у'=1/Ј ех) 
Сл. 26. . са llоврiпинама F е х, у, z) = о 

. . _ и ф (х, у, z) =0 И раВIlИма 

х = а И у = ~ обраЗiVју простор KLMNPQRS чију запремину тражимо. 
3аМИCJlииораван EJVW повучену паралелно са уz-равни и 

изразимо површину фиrуре VWTU, ПО којој. та раван сеЧе простор 

l 

о 

дакле 

w 

v 

U,f----------:? 

KLMNPQRS. Фи,rура VWTU оrраIlИ
чена је са две стране линијама VW и 
ти, а са друте две правама· WE и VJ, 
које су паралелне са Z-OCOM. Једначине 

линија VWи ит добијамо кад у једна

чинама F (х, y,z)= о и Ф ,ех, у, z) = О 
ставимо х , ОХ. Нека су z . f (Х, у) и , , , 

Е 
Сл. 27 _ 

, , , 
, Ј У z' =п (Х, у). једначине линија VH! и 

ит. Према Формули 2) у чл. 35. јесте 

у' 

површида фиrуре WVEJ = z. ау 

у 

,у' 

површина фиrуре иТЕЈ =ј z' . ау, 
, у 

у' 
, , 

.у .у 

llовршина ФиrуреVW Т и = z. ау- z' _ d у I '( Z -'- z') , d у. 
• 

, у у , у 
- , 



,У овоме су интегралу 

= ОХ. Нека је . 
z и ·z • • 

ФУШЩИЈе, ,с;д,у, пошто јех ,конетантно 

(z'-:" z) . ау =. [ЛХ,:у)":"": n:'(X, у')] . ау,= х(х,у) +С. . 
, , , , . , 

Као границе ш!теграла дма 'се узети.'iЈ ср (х) И у' - 'ф ех) тако да 
као ресудтат 

! У• = оо. (х) '. " ' 

VWTU= 
'1' _ ~ , ,\ .-

(з .:....c z·). q,U-;--Х[х,ip ех)] - х [х, ср (х)] 
· . - - . 

, , 

. у = '1' (х) 
• • . 

. , 

. добијамо извесну Функцију која још једџно зависи одх. . " . 
I Запремину V налазимо. кад. површину 17 W т U помножи:мо са ах 
и интегралимо од х - а па до х = Ъ. Добијамо тиме овај .. опш'l'И 
образац .,: ь ';Р (х\' ' • ' 

, V~· ах (z'-'- z') . ау. (1 

а' qФ) 

Ако' место ваљака у ~ ср (х) иу' . . ф ех) узмемо две равни пара
лелне са хz"равни, ставимо ср (х) =с, Ф (х)- в, ,Формуда гласи 

y~Гax' (z-,-z').dy:" (2 
о, 

а с , ., 

Заменимо ли 'дољу поврnrину Ф (х, у, z) = О самом х у-равни, ставимо 

даJtЛе z'. о обрасци' 1 )и2} претварају се у ове ПРОСТИЈ~ '" 
"'. ' . 

ъ 1/1 (х) 

V= ах z.dy (1 а 
• 
а ' 'Р (х) , 

"·.Ъ .е" 

V ..f ах f~' . а'у: 
• о 

. (2а 

а с ' 

, ,5. Многоструки интеграJlИ. 

52. Двоструки ИНТl!граilИ,' .'-'.- Изрази, у којима се интеграли по 

двема разним променљивама, као што смо 'их имали у последљем ЧJlану, 
, " -

зову се двоструки unmetpa~u ... Они,као ~ ОБИЈНИ или прости ,интеграли, 
могу бити одреljеnu или tteoдpefjenu,:trpeMa томе да ли суозначене гpa~ 

нице' у којима се врши' интегрцеље. 

. 

Двострукиинтеграл 

, , ! 
• 

а 

ъ ' 
ах 

,р (х) 1. • 

, z. ау jelimes ком{) тежи збир чла-

'1'("') оо , ' 

ШЈщtz.6х, 6у узев тај збиризмеђу оз'начених гран:ица .. 



, 
. У' = ",(х) , 

Израз z . dy, дакле одре~ени интеграл диФеренциала z, , ('У .. , 
, , 

у=<р(х) 

коме се х сматра као CTaJlНa КОJlИчина, а zKao Функција само у-а) 

изме~у граница у --:- ср (х) И у' = 1/Ј (х), предстаВ.iЬа ,збир бескона'UIО 
, . 

много бесконачно малих КОJlИчина z . d '!!. Према самом значап инте" 

грала јесте :' , 

у' = 1fJ (х)_. ~Y' = ,р (х) ,. 

z.dy-l~m .. z.6y. 
. 6у= о '. 

у=р(х) у='р(х) 
, \ 

• 

По:множимо обе стране ове једначине са h х ,и 
од х = а па до х = '9 добиhемо 

пустимо· да се х меља· 

х= а_ 

311. бесконачно мало D. х имаhемо на. левој CTpaH:ji' ове једначинеl 

• 

• 

х :..- ь 

. lim ~ (6х 
6Х=О1.Ј. 

у' ,'" (х) . 

Z • dy) = 

х = а у = '1' (х) 

х = ъ оу' = 1fJ (Ђ) 

d х z. d у, " 

х·= а у =:'1' (х) . 

а, на деСНОЈ страни 

. . , 
. . х = Ъ . . У' = 1fJ .(х) . '. х = Ъ у' = ,р (х) . 

lim~[6x lim . ~z. 6у] = lim ~ [lim ~z '. ду . 6Х] 
6х = о 1.Ј. 6У = 01.Ј. . 6х = о i..J6Y = о 1.Ј. . , 

х= а У= 'р (х) х = а·' у== 'Р (х) 

, , 

зато што се.у ::Е: z . 6 У сматра D. х као стална кодичина, Ово посдед-
. х=ъ Y'=1fJ(X) .' 

• 
ље може дрОСТИЈе да се напище Jim ~ ~z. 6 У .. 6 х. . Тиме . смо' 

6х=О1.Ј. 1.Ј. ' 
• 

6 у = о х = а у = rp (х) 
доказади да Је 

. 
у' = 1р (х)'.' х = Ь . у' = 1fJ (хЈ 

z. dy = lim ~.~z.D.y. Дх. 
: 6х = о 1.Ј. 1.Ј., 

у=g,(хЈ 6у=О ",=а у='р(х) / 

• 

53. Троструки и многоструки интеграJlИ. - Нека је и = F (х, у, z)' 
Функција која; зависи ОД три прапромеН.iЬиве х, y,z. Интеградимо ди-

, , 

'Ференциад U. d z по z-y сматравши, при томе, промеН.iЬИl!е х и у 

као стадне кодичине, и узмимо интеград изме~у граница Zl = flC х, . у) 
[, (х, у) 

и Z2 =12 (х, у), па hеио добити и .. d z, ~Koje је Функција o~ хм у. 



, 

ПОМНОЖИI\fО тај интеград са dy и интеградимота:ко добивени диФерен-
/, (х, У) 

цИМ dy u. dz по у-у щ!међу граница У1 -СР1 (х) ИУ2 = СР2 Сх), сма-

/, (х, у) . ' 
травши, при томе, х као' константу, следУЈе двоструки интеград 

ср, (х) {, (х, У)' , 

dy u. dz, који представља извесну Функцију од х. Најзад, aKq 
.( -

• 
cp.~ h~~ . 

. ; 
. овај последњи интегр3.il ПОМНОЖИМО са dx и интеградимо по х-у између 
х. = а их = Ь, добијаМQ троструки интеграл ' 

- , - I 

ь 'р, (х) {, Џv, у) 

dx dy u . d.z, 
• 

. 

а ср;;(х) . /. (х, у) 

.·Који се, не 0значивши границе, бележи краЬе 

u. dx. dy .dz. 

, . 

На сличан. начин долазимо до четвороструких интеграла итд. 
. . '. 

Како задвострукетако и за тјЈОструке интеграле доказује се да је 
-,' , 

ь ср, (х) /, (х, у) 
. ' 

dx dy , u. dz= lim 
~X=b ~y= ср, (х) ~. =/,(0:, у) . 

Си. !::,.х . !::,. у . !::,. z ). 
8",=0 , 

а '1'. (х) /. (х, у) • 8У=0. 
L,z = о 

х= а у ='ср. (х) • =/, (х, у) 

54. Правило. - Код многоструких интеграда са константним 

Щlцамаред интеградењаје произвољан. Тако је нпр. . - - . 

, 
а 

ь 

dx 

с 

(в. Формулу 2 а) у чл. 51.). 

• • ь 

z.dy=dy z. dx 
• • 

с а 

, 

гра-
• 

Ако границе iштеграда нису константне, онда није свеједно ко
јим Ьемо редом вршити поједина интеградења. Тако нпр. у Формули 
1 а) чл. 51. небисмо смели ставити 

ь 1f1 (х) 1fJ (х) ь 

dx z. dy= d;y 
.. 

z . dx . 
• 

а 'Р (х) ср (х) а 

. . ., 
Доказ и тумачење 

града (в. Чд. 51.). 
овога на;i1азимо у геометрискоме значап овихинте' 

. ' , 
, . 

основи ·ИНФПНИТЕ3IfJIАЛНОfА РАЧУНА" ... - - -, - ' - " : -,,' . - . 



82 

6. КОМПJlанација површина. 
, 

55. Општи обрасци. - под. rювршјем једне криве површинера
зумемо rраницу, којој тежи ПОВРlliина jeAHOr полиедра чије стране (пљо-, 
сни) , смањујyhи се у бесконачност, све се више приближава ју TaнreH-

-
Z L Циa.iJ НИМ равнима на п?" 

сматрану површину. о 

о 
о 

о 

К. 
о 
о 

• • • 
о 

о 
о 

N:-о 
о 

о 
о о' 

о 
о о 
о • о I 

о 
о о 

о о о 

М • • 
о 

о 

о 
о 

о 

о 

о 

о 

о 

" о 

Нека ј е d S површје 
комада К L М N у коме 

, 
задату криву ПОВРIIlИПУ . . , 

.продире призма подиг~, 

пута управно на ху-ра-
• о 

о ,о о' " ,х ван' са 'основним иви-
: ; '~~ : ,," d П 
о о " о ' ' , цама d х и у. ошто за-, 
I 1,' I 1,' 
11',- ,'" 

" l' 1,," I Ј,' 
------------L--- r ----r ---# ;.1 

, ., " /' 
, 1, I './ 

о, . о,' d(Y 
- I " I .. 

- , .." 
----------------~---------~ ~ 

~---dx ---} 
Сл. 28. 

мишљамо да ј е комад 

К ЬМ N бескон3,Чнома,ди, 
можемо да га щtменимо 

, одговарајуЬим" комадом 

тангенциаJlне ра,вни у ма 

. ' којОЈ од тачака К, L, М 
или N Површина пројекције комада KLMNy ху-равније = ах . ay~, 

- а' на основу Једног по:шатог нам пра,вИJlа знам(ј да', је d х . d У - , 
d 8. cos А, одаые, , 

. dS= ах. ау В-. 
СО8 А ' 

ах. ау 

cos А ' 

\ 

где А означава угао, који ТRнгенциа,дна раван у тачци К чини са, 

ху-равни или што је исто угао, који нормалаIIовршине у тачци'К чини' 
, 1, 

caz-OCOM. IIpeMa Формулама 3) у чд. 46. јесте cos А = ,::-;/'~==" ~C:=7 
• ' ,,/ "у р2 + q2 + 1 

• • 
и на таЈ начин 

Ур2 + q2 + 1. ах. ау. 

'Ако узмемо да је површина ограничена равнима х = а и х = Ь, 

а са друге две стране Вз'љцима у = ср (х) и _у = ф (х) имаЬемо образац, 

1> tp (х) 

1) S = d х Ур'''2 +-:-, ~q~2-+:-, <1 . d у. 

а 'Р (х) 

Најзад, ако место В3,.lЬцима ограничимо површину двема са х z-равни 
_ паралелним равнима у = с и у = е Формула за S добија вид 

,Ь е _ 

2) В= ах. ,Ур 2 +q2 + 1 . ау. 
• 4 

а с , , • 



56. 'КОМПJlанација обртних поврwина.- Поврmје iIOВРШИне, 
којгописује линија MN обртаљем: око х-осе, јесте l'р~ница којој 'rежп 
збир повртја омотача СВИХ зарубљених купа, које постају обртањеш 
праволинисюц. елемената Р Р'.ив којих У Р' N 
замишљамо да је састављена линија р :' 
, м N По познатој Формули из Стерео- i l , 
метрије ОМQтач куие, која постаје обр- М :: , ' 
тањам елемента Р У, јесте :. уму 

, ' 
у: : 

, , . 
, . 

~~~ __ ~:~д~X~:~~~_x 
О А 9 9' в 

=РР'. п(2у + t:,.y) • 

Сл. 29. 

или, пошто ј е Р Р' = v' t:,. х2 + t:,. у2 -:- i + (t:,.y)2. t:,.x,. 
, t:,.x, 

! 

---.,..---~ . 

1 + (~; Ј . t:,. х, 

I а8 
одаЕде кад пређемо rраници d х = 2 пу ( а у )2 

1+ а-;р' 

(а у )2 1 -: а-;р . d х, 
, . 

ь , (а \: 
1 + д;Ј . а-;р. 

, . 
(1 а8=2пу у 

, 
а 

С обзиром да је V 1 + (~;y . ах = ав можемообразan заВ да 
, 

напиmемо ПрОСТИЈИ • 

8=2 ~ У', ав. lа) 

57. Примери. - • 

1. Прuмер, Обртни еЛЈШСОИД који постаје обртањем еЈшuсе око х-осе, 
- . . . 

, , dy' Ь·(г. ' 
Из једначине елиuсе следује -= - и преМ!l Формули 1) у.. по-

следњем члану 
, d"" а'у, 

В= 2,,; у 
, ,2,,; 
, dx= а' ' , 

6", 



Заменимо, на ОСНОВУ једначине елипсе, под кореним знаком а4 у' = а' о' (а' - х') 
• <) 1.2 
a~ - rJ 

Н ставимо е' = а" па Ћемо добити 

8= 2 п о 
а' 

= 2n Ь 

/' а4 _ (а' ~ Ь') х' 

1-С:У· 

2no 
. ах=--

а 

2 п ао 
ах =-=---~ 

е 1-С:У·а(:"'). 
ех 

Пошто је код елипсе '-а . < 1 можемо да УЧИВ\IМО 
ех 

замену-
; а 

= 8in <р И да пре-
творимо ннтеграл У 

2nao 
8=--

е 

nabC8in2'P ) С08''I'.а,р= +'1' +0, 
е 2 . 

(в. чл. 18.). Ако ннтеl'Рал узмемо измеijу.граница х = О н х = а, чему одгова-
. С е х а Bin СР) 

раЈУ на основу замене -;;: = 8in <р, х = е вредности 'Р = О и 'Р = т'С 8in е, 

које последље значи даје'';n ''1''= е, С08 <р = У 1 - е', 8in 2'1' = 2 е 11" 1 - е', доби

Ћемо површј е половине обртног еЛШlсоида 

nаЬ., ' 
.8= (е l' 1-e'+arc8ine). 

е ' . 

Површина целог обртног елипсоида је = 

2 п а Ђ . (е r 1- е' + а,'С ain гј. 
е 

2. Пример. 'Обртни параболо~д, коЈи постај е обртаљем параболе у" 2 р х 
око х-осе. f 

. . d 
Из једначине параболе налазимо d у = Ј!.. 

члана . х у 
и према формули 1) последљег 

Уу'+р'. dx2n r У2рх+р',ах 
.' 

. nУр У2х+р .а(2Х+Р)=: л: Ур(2х+р)'/,+о, 
• 

које узето, измеijу граница х = О и х= х, даје за површину образац 

2 ,/-
8=зл:ур 

2 
- -п 

11 
ур v' (2 х + р)" - р' 

• 

• , 

, 

3. Пример. Прстенаста ,површина која постаје обртањем круга (х - а)' 

+ (у - /))' --.:. т' око х-осе. (Види сл: 21. У чл. 48.) • 

Из једначине круга следУје у = Ъ ± v' г2 - (х - а)2. За тачке Р на полу
кругу MPNjecTe ,у=ъ+уг,'-(х-а)', аза тачке Р'на полукругуМР'N 
је у' = Ъ - у г"'-'::"'--;-(х---а"")". Површина 8прстенаст~г тела, које описује круг, са-

, 



. ' 

стој И се ИЗ поврmиие' В" ~ojy описуј е ,rорњаполо'вина Kpyra и површпне В., 
описује доња половина кpyra. llовршииа прстенаст,оr тела је дакле 

КОЈУ 

а+ т 

= 2n у 

а-т 

dy х- а 
, - -rc::===;====c:c dx - Ут2 -' (х _ а)2 ' 

o.+r 

у' dx, 

а-т 

у' --:- Ь -с'- У т' - (х - а)', 

d ' у х-а 

d х' = ~ ~=;==;===<'" 
ут'-(х-а)" 

• 

, (d Y')" ' 1+ = dx ' 
(х - а)2 ' ,. 

1 + 2 - , 
r -(х-а)' yr'-(x~a)" 

дакле 
n+т 

В= 2n (у + у') (
d y )2 

1 + d,x,: dx=4nb,' 
dx 

у,"- (х_а)' 
а-т а-т 

= 4nЬт • 
а1'С 8Иl. 

х-а 

r 
x=a-r 

а-т 

"'7 4 п ь ,. [а,'с .in] .,- т'С 8in (- 1)] = 4 п' Ь Т. 

Добивени ресултат можемо да напишемо В = 2 7< r • 27< Ь и' !према томе IIara 
искажемо: повртпииа прстенастоr тела равна је производу из периФерцјеlфу±;а, 
који се обр:hе и периФерије кpyra, који описује њеrово среДИште, које је у ис~о: 

. - - ,I~···I 

време и тежиште кpyra. (В. чл. 77.) " 

4. Прuмер. Тело које постаје обртаље,М просте циклоиде х = а (ro --:-8~";~K 
у = а (1- С08 ro) ОКО х-ос'е. (В. 4. пример чл.34., сл. 5. и 3. пример чл.'48.), , ",' 

d 
Овде је d ~ YZay-у' 

у , 

, , , 
- :' 

d - 1 + а.у - у d _ У а У d"',' V
' 2" • '/2 ,', 

8- 2:1;-. х 

у \ У( 

н према томе површина обртноr тела рачунавши од О па до тачке Р (в; !iл.1iЈ 

или, с обзиром да је 

х х 

В=2n y.d8 = 27< Y2ay.dx' 

dx = ydy 
'У2ау-у' 

о 

(в. 4. пример 

о 

ydy 
-=y7,2~a~y~' 

чл. 34.), 
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Заменом (В. чл. 11.) У2 а - у = t, дакле. у = 2 а -t', rJ,y = - 2 t. dt добlljамо 

В= 4nУ2а (t'-2а)dt=4nУ2а 
t' 

- - 2at 
3 

-" 3 . У 

=4"y~· У2 аз-:- у _ 2aY2a~y 

=4пУ2а 

• 
• 1 3 . ./-. 
у2а- у2а-

3 У --'- 2 а У2 а - у - 3 + 2 а У2 а 

У2а-у' 2· '/2 . + 4ay~ . 
- ау а - у 

3 ' 3 

4 п у2;; 1"2 а -у " 

2 а -у-6а + 32 п а' 
. 3 = 3 

- ·32пд' -3 ... (4 а + у). 

Ако ставимо у = 2а добиhемо половину обртнеповршине·(од тачке О до тачке 
32 п а' .. ... . 64 п а' 

. В) S = 3 ,а површина цело.r обртноr.тела = . 
.. 3 



ЈП. 

'примена Интеrраnноr Рачуна 

'0<7: 
'(јН. 

у Механици, Физици, rеодезији итд. 
, 

,1. Форономија тачке. 
58. Појмови и обрасци. - Еретзље је равномерно или једнако 

.кад тачка у ма како малом и једнаком времену прелази једнаке путање, 
. Под' брзином ращюмерноr.в;ретања разумемо дужиду путање коју 

• 
тачка прелази у Јединици времеца. , 

у аnсол/утнојсистемu мера 1) за дужну јединицу узима се 1 ст = 
1'. . 1 

100 т, а за време;ну Јединицу секунда средњеr СIнчаноr времена = 86400 
- " " ' . . 

средњеr сунчаноr· дана. . 

АЕо тачка за t вес. прелази 8 т, онда је њена брзина 
• 

. 8 
С= -, . t 

• 

дакле 
.8 ~ ct. (1 

Еод неј eAHaKor кретања заводимо пој ам о средњој' брзини. Узмимо 
да је тачка ва t вес. прешла путању 8, за t1 вес. путању 81' тада је у 

времену t -- t1 њена средња брвина 
" 8-81 
v-

- t-t' 
1 

Неједнако Др.ет.ање постаје потпуно ItараItтерисано појмом тренутне 

брзuне, појмом Itоји је завео Гаљиљеј. Означимо' са t - t1 = 6 t врло 
. -

мми времени интервм, са 8 - 81 = 68 путању, коју је :гачка у томе 
. 6.~ б . h ' 

интервалу преmла, тада Је;; = 6t средња рвина, ДОЈа е се у толико ви, 

ше поклапати са тренутном брв ом у почетку интервала 6t у ItОЛИКО тај 
. -

интервал будемо увели краь.и 3а бескрајно мали интервм 6.t количник 
68 . б Д . б . . l' 68 /\ даЈе тренутну рвину. акле тренутна рвина Је v" ~m /\ ' или 
t....:.t 6,t=ot....:.t 

ds 
v-- dt" 

1) ,Система: сантиметар - грам -. секунда иди С-G-S-система. ' 
, . 

(2 
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Кретање се зове rшдједнако убрзано, кад, брзина расте сразмерно 

времену: v = at. Промена брзине у јединици времена (секунди) зове 
се убрзање И.!lИ акцељерација. Код овав:вогкретања је убрзањестадно 

. ., v 
у сваКОЈ секунди, Јер Је t = а. 

• 

:КОд неједнlШО .убрзаног кретања јесте (анадОГПО ономе за брзину) 

средње убрзаrье 
" v-v 

р == t-t\ 
, 1 

а тренутно убрзање , Z
• [::,V 

Р =. ~m . ИJlИ 
61 ~o[::,t 

dv, 
р = dt' 

. , 

3) 
• 

• " Овим смо доБИJlИ ове опште ФОРМУJlе За KpeTaњ~ 

2*) 

3*) 

4) 

5) 

ds 
v =-с;-, d t' 

dv • 
р= ' 

dt 

ds= v dt, . , 

s = v dt, 

v = р dt. 

Комбиновањем образаца 2) И 3) 
. 

надазимо 

dgs 
,Р = а t2 ' 

v dv == Р ds. 

59. Примери. 
, 

1. Пример. 

Н 

М 

А 

с 

Сл. 30. 

, 
Слободан пад у празноме простору с обзиром на променљи-

• '" вост авщ~лераЦИЈ е. 
ОзнаЧимо са. В полупреЧIIИК земне лопте, са h висину 

са које тело почиље да 'щща рачунајуlш је од средишта 
• I . . 

земље. Ставимо дакле ОА = В, ОН = h. Нека је х = нм 
, , 
пут који ј е у ПадУ тело преmло после t сек. По закону rpa-
витације за акцелерације 9 и 9' У тачкама А и М (које су 
од средишта а у одстојањима В и h - х) постоји пропорција 

, , ( , . 

одакле 

~ , . 

9 : 9' = 1. 1 
Е2 . (h_x)" 

9' = 
9 В' 

(h-x)2 . 

На основу обрасца 5) имамо v dv = 9'dx, rде.кад заg' унесемо вредност 

d ' В' dx 
v v = 9 (h_x)' , 

, 

које, кад интеrpалимо, а имамо при томе на 'уму да је за t = О, v = О и х = о, 
. ' 

даЈе 
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ДlШЛе 

=уВ' 

• 
и према томе 

О. 

vdv=gR·· (h-x)-'.dx. 

о о 

х 

(h - x)~2 d (1, - х) = - уВ2 

I 
о 

1· х [. 1 . --;с-- = у В2 ~=-- -- h
1 Ј· = h-x . h.,....x 

о . 

v = пУ .2ух . 
. ~h (" ~ х) 

(h_X)-1 Х 

-1 

уВ'х 

h (h-x) 

о 

, 
Да бисмо нашли образац за време. стщш:liемо 

ах 
су Формсули dt = -. v 

добивену врiщност под 1. Имамо' 

dt = -} V " , 2у 

и кад ивтеrралимо од t = О 

V"-x . . ах 
.х 

о 

Vh - X 
_-о ах. 
х 

(! 

за v 

. Овај, бисмо· ивтеrрал моrли, премасупсутствсу чл. 11., да претворимо су један ра

ционалан ивтеrрал и као TaICБor да ra реmимо. Брже долазимо до ресултата 
к=}д напишемо 

t= -" V " ,В ·2я 

х 
1--

h a~ 
-.-х-,-· " 

и пошто 
. х Х. ј 

Је h < 1. ставимо h = son 'Р; 
х ., 

. d h = 2 8in '1' С08 <ра '1'. Тиме. добијамо 

\ 

• ч' 

и пошто је Јеан. '1' • а'l' . 

о 

1, V " t = R 2у 

• 
• 

t = 21'У" 
R 2у 

.' . 
С08'<р • а<р , 

о 

sin2'1' + '1' 
42 

(В. пример на крајсу чл. 20.) 

т - - (8i" '1' С08 '1' + '1') 8;n
2
2 '1' + т,)' "У h 

- R 2у 

, ~ у;: (Vi Y1~ : +аl'спn V:) 
• 

• 

~J. 
или иаЈЗад 

, . t .' ~. v:~ ( i х(Ј. - еХ) + ћ. а"С8ј" 
, , 

(П 

., 
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, , 

време Т, које је потребно да тело из тачке Н дође у тачку А, Tj.дa~ 

стигне на земну површину добиhемо кад је у једн. 11) ставимо х -'--h - R. 

III) T=~ 2: (VR(h-RЈ+h.аrс8in h-:R)., 

Брзину, којом тело 

x=h-R. Она је 
стигне, у тачку А налазимо ИЗ једн. 1) кад у љој ставимо 

• 

• 
IY) v= V29R (h-R) 

,h . 
, , 

Примедба. Ако је х врло мало наспрам R,Kao' што је то код крщ:аIpd у , 
, близини земне ПОВРШННt\, онда h - х можемо да' заменимо са h, а ово опет са 

R. Образац 1) добија овај npостији вид \ 

,,"--Y2gx. 

Тако нсто образац 11), кад узмемо у обзир даее синус ВРЛО малог лука i ~ 
може да замени' самим луком, добија простији израз , " ' 

• 

или cKpa:lieHo 

одакле познати образац 

t= 
9 

, i ' 
х =- gt'. 

2 

, 

, " 2. Пример. Слобdдан пад тела под претпоставком да је отпор ваздуха 
\ .-. 

сразмеран брзини. . 
Означимо са 9 константну акцелерацију, са" брзину падајуЋег теЛI]- ПОСЛ!Ј 

t сек., са х путаљу (дужину пада) у времену t и са k константу која показује 
за колико' се убрзаље смаљује' кад је " = 1. Према овоме, а на оспову прет

поставке, убрзање' послеt сек. јесте 9 - k ". На основу оl,\расца 3), по' коме 
. d а" 
Је t = , имамо овде 

р а" dt = , 
" g-kv' 

одакле, с обзиром да је за t= О и " .,- О, 

t v • 
Jdt= а", 1 d(g-kv) , 

I =--
g-kv k g-kv 

, 
• 

о о о 

• 

t ," 1- ! (' 9 , ) 
'k g-kv 

• 
ИЛИ кад Једначину решимо по ,., 

1) "~ ~ (l_e-~t). 

Одавде видимо да у крлико је t ве:liе (пад дуже траје) брзина v све се више 

приближује константној вредпости ~. За' t - оо постаје v ,i. 



Једначину за путању добиhемо. кад у оџштој ФОРl'4ули dx ""-:" dt ставимо 
за " добивену вредност из I). Ј едначина гласи 

дакле 

g ( -kt) . dx = k 1-' е . • dt. 

Интегралењем, а водеЈш рачуна да је за t = Ои х :- О, налазимо 

t t 

g 
х--k (1 ~ e-

kt
). dt = ~ Ј d t -~ 

~ 

о о о , 
= JL t + g 

k k' 
u 

, 
е - kt . d t 

-k' 
е 

, 
, 
о 

(II 

3. Ilpu.Jf,ep. Вертикалан хитац у вис под претпоставком да је отпор ваз

духа сразмеран брзини. 

Нека је V брзина ,којом се тело баца у вис. Узев иста означења као и у 
прошломе задатку утвр:ljујемо да је убрзање после t сек. једнако - g - k ", 
пошто сада акцелерацща земна и отпор ваздуха дејствују обоје супротно кре

тању. Имамо, дакле, за кретање ову јеДiIачину 

или 

d,,= (-g-k,,).dt 

d" 
dt = - g+k,,' 

одакле, имајуlш на уму да је за t = О, v = V, 

t v v 

dt 
dv 1 

g+kv = -,Ј; 
о v v 

1 
t=--" k 
• 

~ЛИ решено по " 

Ако 'ову вредност за v заменимо у општи !,бразац dx = ". dt добиhемо 

'g '. 1 k' ' 
dx __ _ . Т. dt + k (g+k V) е-' . dt, 

(1 

(lа 

• 
КОЈе интегралено, а с обзиром да је за t = О и х = О, даје једначину за путању . , . ' 

(П 

Ставимо у Ј) " . О па Ћемо добити време Т за које је тело стиrло у највиши 

положај и ИЗ којег оно поиово се враЋа доле· . 

т ~ ~' le1kV
). 

, 
т! 
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Најзад ако у II) стџвимоt = Т доблhемовиеину Х до које је тело дошло хитцем ; 
у JlИС. 

• 
или ПрОСТИЈе 

IY) 

. 

2. Динамика тачке ... 
$0. Сила и маса. Сил,а је узрок притиску И.IШ вучи. Према томе 

за мереље СИ.1l.а постоји наче.1LO: две сдле су једнаке, ако чине једнак 

притисак иди једнаку вјчу. Као статичuа јединица узима се тежи;на 

КИ.1I.ограма, тј. притисак париског (под 450 сев. ширине) пракилограма 
- . . .,' -

на ХОРИЗОНТa.Ilну подлогу: .' . 
](иllетичка деФиниција силе гл3,си:узроJt.. убрзаља код кретаља 

З0ве се сида. И на овој деФиницији оснива се кинетичко мереље сила: 

сида јеПРОПОРЦИОНa.Ilна убрзаљу, ~oje она проузрокује код кретаља тела. 

Искуство нас учи да једнаиста сида разним телима придаје разна . . . 

убрзаља. Ту раздику' ми приписујеморазлици у отпору, који· тма дају 

или разлици у маси. Две су :масе једнаке када им једн,аке силе придају 

и једнака убрзаља. 

3а једиииuу масе узимамо масу 1 ст3 воде од + 400. 
Да би кретаље имадо извесно убрзаље сила мара да је пропорцио

надна маси тела. Ако за јединицу сиде узмемо силу, којаједипици масе 

придаје јединицу убрзаља, онда за кинетичпомереље силе постоји Формула 
. . ' . . \ 

Р=mр, 

тј. сила == маси Х убрзаљу, које, . с обзиром на Формулу 4), можемо да 

напишемо 

а2 в 
6*) Р= т dt2' 

. , ,t . 

У апсолутној системи мера (С. G. S.-системи) јединица силе је сила која 
маси 1 грама у 1 секунди придаје убрзаље од 1 сантиметра. Та ап

солутна јединица силе зове се диu. 
Маса је',. npопорционадюi тежини тела: 

. . 
7) G ==rmу, 

тј. тежинатела .~ маси Х уБР,заљу слободног. пада. 
Матер иј а, посматрана ИСR.2Ьучиво у ПОC.1lеДу отпора, који ода дзје 

механичким силама, зове се маса. IЬyти је деФинисао. масу као кван-
. . 
титет матерИЈе .. 
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61. Основна начеJlа Науке о иретању. '---- IЬyтH. у своме делу 

Philosophiae naturalis principia mathematica 1687. поставио је за I>pe
тање ова три ОСНОвна закона: 

, ' 
1. свако тело остаје у миру или у paB!foMepHOMe праВОЛИRискоме' 

-
кретању све док га силе не принуде да то стање промени. 

• 

2. промена у кретању сразмерна је дејствујУЋој . сили и бива r 
правцу силе. , • 

. 3. дејство ипротивдејство су једнаки; Или: дејства два тела 

једно на друго увек су једнака, али управљена У' супро'rном правцу . 
• 

. 62.Слагање и раЗJlагање сила. - Сила, која има исто дејство 
које имајЈ две или више сила заједно, зове се њихова ресуљтанта, а . - '- / . 

• 
оне ПОЈедине силе 'Комnoненте. 

Наl:.и ресултанту за више сила називамо сљфање сuља.· 

На'Чељо о nараљељтраму сuља: ресултанта двеју сила, које дејствују 

на исту тачку, одређена је по прав'цу и по величини ,а.иагоналом пара-
• • • • 

лелограма, ЧИЈе стране по правцу и по величини представљаЈУ задате . . 
силе (компоненте), 

Ако . две силе дејствују у истоме правцу оне се сабирају; ако 
- . . . 

деЈСТВУЈУ У супротноме правцу оне се одузимају. 

3а две силе Рl и Р2' које У нападној тачци' ЗаJt.ilапају међусобом 
• 

угао ср, Јесте ресултанта 

• 

Ако је ср = 900 онда је 

R =, VP1
2 + Р22• 

3а ср = о јесте R . УР12 + Р2 " + 2 Р1 Р2 = Р1 + Р2 , а 

ва ср =1800 јесте R = V Р1'2 + Р22 - 2 Р1 Р2 = Р1 -. Р2 • 

(8 

(9 

Слагање сила са заједничком нападном'Гачком врши ·се на ИСТИ 

начин (ПОМОЋУ паралелогра:ма) и онда када се. силе не налазе све у 
. . 

• 
ИСТОЈ равни. 

Више сила стоје у равнотежu када је ма која од њих једнака, али 

супротно положена ресудтанти ив осталих сила. . 
Силе, које стоје у равнотежи, неутралишу или компензују њихово. 

• • • . деЈСТВО у погледу· кретања, али остаЈе деЈСТВО вуче иди притиска дрема. 
• • • 

томе да ли су СИ..lе управљене Једна од друге И..lИЈеднl\o. према ДРУГОЈ. 

Ако је тачка спречена да се креће у. правцудејствујУће силе" 
ОЩау правац МОГУЋег К'ретања дејствује само једна компонента сиде, 

, \ ' -

,која. се добија npojeKTOl}aњeM СИЛ~IIатај прiJ.вац. 
" - ,', . , 
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Нека је· С/ угао, који сида Р закдапа са правцем МОГУЋег кретања, 

онда је компонента сиде Р, која дејствује на кретаље, = Р cos С/. Ово 

Рsiпci 

• 
. РСО5 

CJL 31, 

. се зове 'КI:ЈСиюусиа meорема '!Ј Мехаиици. 

Оваквораздагање сида имамо када 
је тедо принуђено да се креhи по из~ 

весној путањи (nри'Нудио 'Кретање ), а 
• • 

сида не деЈСТВУЈе У правцу путање . 
Компонента Р sin С/; која је . НОРМaJlна 
на· путањи, има дејст'во вуче иди при-

. . 
тиска. , 

Усдучају да сида (односно pecyд~ 

танта свих дејствујуhи сида) стоји у-
, 

правно на nyтањи компонента кретања 

је = о. 

63. Механички рад. Кад једна сида савдађује какав отпор (као ' 
што је нпр. отпор Ва3духа,трење иди саВдађује ма какву другу сиду) . - ' -;. ."\ 

И при томе пренаша своЈУ нападну тачку ми KaJjteMoдa та сида врши 

мехаиu'Ч'Кu рад. Ако узмемо за јединицу· механичног рада онајрад који' 
врШи сида самађУiуhи отпор једнак јединици сиде на путу равном 

јединици, онда је за савдађивање отпора]> на путу S потребан рад, 
• 

10) А=Рв. , 
. " 

У апсодутној системи узима се ep~ (од грчкога е(!уор = рад) за 

јединицу, а то је рад који врши сида саВдађ'ујуh:и отпор од 1 дина на' 
путу од 1 сш. ' 

Као техничка. и.~и практична јединица за рад узима се и 1 кидо
. граМ-метар (Кgш), ато је рад када се ~l'eгoд 1 Kg. подигне на висину 
1 ш .. Пошто је 1 Kg = 981000 дина, а 1 ш = 100 сш, то је 1 Кgш = 
98100000 ерга = 9,81 . 107 ерга. . 

I 

ВеЬа апсодутна јединица је 1 Џауд 1) = 107 ерг. 
I . 1 

1 Кgш =,'9,81 Џауд, .1 Џауд '" 10 Кgш. 

'Ако сида дејствује путањом s, која је под' У1'.'IOМ С/ 
правцем отпора, који СИда савдађује, онда је рад сиде 

11) . А= Ps cos а. 
, 

Према томе је 

са супротним 
, 

Одавде видимо да је .рад исти као кад би сида,Р дејствовада путањом 
s cos u супротно правцу отпора. Путања s cos а то је пројекција путање 
s на супротан правац отпора. 

1) по енrлескоме физичару Ј.Р. Joule (1818 :-'-1889). 
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, 

, Рад у јединици времена (1 вес.) зовемо ефекат. У апсолутној си
стеми јединица је ефекта 1 ерг у секунди. Техничка је јединица 1 Бат 
,= 1 Џаулза сек., а веьа јединица 1 Киловат = 1000 Бат = 1000 ЏаЈЛ,' 
за сек. Осим овога се употребљава као јединица ефекта 1 шkg У сек., 
а као већа јединица 1 кољска снага (НР) , 75 шkg у сек. = 75.9;81., 

, 107 ерга у сек. = 736 Бат. ' , , , . ' 

, , Често' се, нарочито у Електротехници, рад изражава Батовим часо-

вима (Wh), где је 1 Батов час (Wattstunde) = 3600 Џаул = 3,6.1010 
"ерг", 360 шkg, 1000 Батових часова чине 1 Киловатчас (KWh). 

, , ' , ,. 64. Енергија кретања. Актуаilна и потенциаilна енергија. -
, Способност за вршеље рада зове се euep~иja. Енергија, која се својствена 
каквој покретној маси услед љене брзине, :Јове се enepzuju хретања, 
хunетu'Чnа eitepzuja ИДИ жива си.ња. 
, ' 'Пошто енергија није ништа друго до способност за вршеље рада, 

• • • 
појмљиво Је да сваку енергиЈУ меримо целим радом, КОЈИ се ,том енер-

гијом може да изврши. Узмимо да је тело масе т подигнуто на извесну, 

висину, које падајуt.и на дбле добија брзину v. Тело тада добија енер-
• 

ГИЈУ кретаља 

(12 
. ' .'. 

Нека је Р,' ' mя ,тежина тела, h висина на коју је тело подигнуто. 

Утрошени рад на дизаље је А= Р. h (према Формули 10), а пошто је 
2 

код слdБОДНОГ пада h = ; я' то је 
v2 1 

А = Р h = т п 2 - ~ т v2 
'7 - 2 ' " ' " 9 

" 

даме, с обзиром на Формулу 12), 

А=Е. (13 

То значи да је утрошенiI: рад раван добивеној енергији кретаља. 

Тег, подигнут на извесну" висину, ,представља, некакав, квантум 

енергије, јер падајуt.и доде у стаљу је да врши рад. Ова врста енергије 

зове .се enep~иja nољожаја. . 
Енергија положаја само је специалан случај nоmеnuиаљnе euep~иje" 

као што је енергија кретаља (кинетична енергија) особена врста актуалне, 
• 

енеРГИЈе . 
. Примери: 

• 
а) за потенциалну енерrиjу. Вода у водеНИЧНОll1е јазу. Подигнут T,er код 

, . ' 

чаСОВВИЕа са TerOIl1. Навијена спирала џепноrа чаСОВНИЕа. 3aTerнYT дув:. КОIl1-

ПРИll10вани, ваздух у ваздуmној пушци. В,одена пара под ПРИТИСКОIl1 у парНОll1е 

котду. Хеll1исв:а енерrија барута, динамита и дрyrих еКСПJIозива. Едсктричва 
еверrија у аКУll1удатору. :М:arнeTCKa еверrиjа у lI1arHeTCKOll1e пољу. 

, ,,', i ", 'ъ), за аВ\Ту,алну еверrију. Пуmчаво зрво у Ep~Taњy. ТОШIота тела. '~pe

Таља звука и еветлости.Електрична, струја., 
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За обе. врсте енергије ВаЈКе начела: 

1. да се обе форме енергије могу да претворе једна у другу. 

Начело о nретварању eHep~uje. 

2. да при. свакоме прет~араљу количина енергије остаје непро

мељена. Начело о одржавању. eнep~uje. 1. В. v. Mayer (1814~1878, 
лекар у Хајлброну) п;рви је изнео закон о одржаваљу енергије и то 

• • • 
специмно за еквивментност' ТОПдоте -и рада »Aequivalenz von Warme 
und Arbeit" (1842.) и указао је на узајамност разних видова енергије. 
Независно од љега је утврдио Н. v. Helт.holtz(1821-1894) у »-СЉег 
die Erhaltung аег Kraft", 1847. овај закон за све врсте енергија ,Н , 
доказао га CTPOFO математиЧRИ. , 

65. ЛРИN1ери. -
, 

1. Пример. :Кретање математичноr клатна')'у безваздушноме простору. , . 

Нека је дужина клатна ОА = 1. :Кретање почиње из тачке А, .q:: А ОН = а. 

После извесноrа В.ремеиа. t клатно ј е у положају О Р, -9::: р О Н = <р. ми кажемо 
о да је клатно· (управо материална 

. тачкаклатна) прешло путању= 
луку АР 0= 8. 

'Убрзање 9 ра,злажемо на ком
nОненте.ч СОВ <р (у. правцу клатна) 

и .ч 8in <р (у правцу танrенте на пу
тању УТМЦИ Р). Прва компонеща . , . - - . 
деЈСТВУЈе као вуча и нема утицаЈа , . 

А ----------------- С В на 'кретање, док она iIpyra, пошто 
. . 

----------- о 

н 

Сл. 32. 

. Је у правцу кретања, утиqе сва на 
кретање.. ' 

Из слике видимо да 

1 ('" - <р), даме 
\ 

Ј)' а.=-I.а<р. 

• • 
Је в= 

На основу ФОР1\D'ле 5) у Чд.58., 3 с 

обзЩЈОМ да) е овде р = .ч sin ,<р, 
ав = -1. d <р, имамо 

,) .а" = -lg .in <р. а<р, 
, 

одакле, имавши на уму да ј е за <р = "', "...:. О, 
• 

v '1' 

" .dv= ~ 1 ~J~in <р. d <р 
о а 

,,' '2 = l.ч (С08 <р - С08"') 

ц) " - -У21 9 (С08 <р ~ сов «). 

- . ' . ..., . 
'),Просто'ПЛН Jlti\тeJltaтU'IKO 7>Аатно саСТОЈи.се из Једне тешке .тачке,КОЈа .. 

ј е обешена о конЦу без тежине; 



1., " 
Cmrn:a пока . ., . ЗУЈе 

• 
да Је 

према томе ' 
'" =;12,. OD. 

То зiНtчн да је брзииа, којом клатНQ стиже у тачку Р, преШaJi лук АР, једщша ' 
брзmџi:, ,којом би у слободноме, паду тело из тачке О дошло у тачку D. 

" "3а'<р =0' (у тачци И) бр:юна до стиже своју иајвеhу BpeIIr,rocT: . 

v - V2l, (1 ..;... С08 а): 

· ,.-Отуда што је, ка!щ за 'Р = а, таКQ и за 'Р = - а брзина v =0, закључу- '. 
Je~o да је скретање клатна с/ .обе страНd~.равJlOтежн~r ПОЛQжаја ОНП'џједи~о. 

Ставимо у општој ,формуЛИ d t ---: ."" ~a Ја и v њ.иховеВредносТи из 1) и II) , 
па, ћемо добити ј едначину за време .,' 
• 

'.' " 

'. . ,.~ ' .. Ј'Р . 

dt=---: ',,' У2(С08'Р-;соаа) ' 
, • , '.. - '> • • .. 

.одакле • 
ct 

о 

t=_J!1 Ј'Р 
, 1 v' 2 (-е08 <[,~ С08 а) 

, . 
ct 

. IipBQ, приБЛИЖНQ решење зз: t. 

По познатој Формули !Д. Р. '!-д. 74.) је , , 
, ср" 'Р' 'Р. . 

11 со"р=l- 2! +-4Г-6! +- ... 
. ' 

, 
а2: ' 0:"" а'6 

С08 а= 1 - 2! + 4! - 6! + - , " 
Ако за врло мале луке занемарИМQ љихове 'Јетврте и вщпе степене н 

с.р2 , ." ',' : сх2 '. '..' "'." .' .. __ 
с08 'Р = 1 - , С08 а' 1 -'- ,дакле 2 (С08 'Р - со> а) 'а' _ т' 2!' .. ' '.' . . 2! , " ' ' .. '. -. , 

J!
~ 

1 , 
t= ~ , 

, а (') . 

" Ј'Р = JI:!- . d --а '= J!l [т.с 8in <tJ" 
-Уа' - 'p'lf 'о Jl1-(~Y' '" о 

о \ 
. ' ' 

-'/1 ,',' ..': ft-./T 
= f - (Щ'С8in 1 - т'С 8.п О) = 2f-. 

9 ..' 

Према томе је време,целе 
• 

.осцилаЦИЈе .од тачке 
, ' 

А до тачке ,в ' . 

• 

. T=ftYI. 
, , 

, 
Из ове Формуле ИЗВQДИМО заКЉУ'Јке:, 

I 

, 

. , 

1) да за n:rаде 3МШIИтуде а Bp-eM~ .осцилације незавнси?Д змшmтуде, .... :,h.iW 
ОСЦШIYJе иЗ0ХРОltО. ,.,.,.. . ' 

.2) време клаhења незавиСНQ , је' ОД тежниеи материје тепше',"" ., 
- . - - ' 

'кдати, ј ер- се у Формулn У) не Јавља IЩjедиа .од тих количина.",:,: " 
3) време клаhења је прQПQрЦИ8ЛНQ EВI:!IIpaTHoMe Kope~y' из, " .' . '. 
4), време клаhења Је QбрНУТQ 'ПРQПQРЦ!lОНалн,? КВадратноме , 

, . .' , ' 
,теже. '. .,' . , ". ,'.' , . 

, - .. I " 
" -- Ј_ - , , ," - - " _ , 

ДЯIО~И ЩI"'IIНИТЕ3И11lAJiНоtА)'Аq~ilА .. 
-'-,'. -,--,,,_ .. -~-, .:':';-""" 

(IIf , 

:( 
, ' , 
(IV 
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Дрyrо, тачније. решење за t, 

Узев код редова за сонр И со:;" у рачуи и ч.nанове са четвртим степеном 

лука добијамо тачиије . 

-2 (СО9(Р - С08 ,,) = ,,' --:- ",'- 1 ("О - ",') _ (,,'- <р') [1- 1 ,(", + "")Ј ' 
12 '1 12 . , 

. а са тиме место једн, НI) 
1- " 

[1 - 112 (", + ",') т 2, Ј", 
у,,' - ",' 

f 
• . 1 

или, кад развијемо п? бипомноме правилу [1- (2 (,,' + ",2)Т' 
занемаримо више степене лука, ставимо дакле 

, 

1 

[1 - А (", + ",") Ј'-;- 1 + ;4 I 

(,,~ + <Р'), 

, 

. ·1· 
. ../-! [1 + 24, ,,' 1 

. Jt . - у -g ,/, •• Ј", + 24 
.' ' . у" -.'" 

и прн томе за-, 

. Интеrралењем, а с обзиром да је 
.. . . .... Т' 

за t = О, '" = ", а за 2' '" . 0, налазимо 
, ! . . 

" 

У!) , 

а 1 
1 + 2' ",' . 1 .. . 'т'Јт. Ј 

а",+ "'""'"_. 
у",' -'- "'~ . . 2411'''' '- ",,,' 

о 
о 

Овде је 

• 
а 

d",' 
, 

. [атс ~;n (~ ) I = ф'с ~in t -щ'соin О 
2 ' 

о 

, 
а методом делим:нчноr интеrралења 

'" Ј (,,' ,- ",') 
=-

V а' - ",' 

= - '" у' ,,' -<р' + 

• 

. , 

• 

,р' Ј", 
;../ 2 ".1' 

У ,,- '" 

,,' _ ",' 
--i=~. =ат " • ,те 
,у а ~- '" 

, 



одакле 

d<p 

<р,/ • • + а2 

• (<р) =--уа -ср -аrС8171-
. 2 2 а 

<р' • d <р 
=- -

-Уа2 - <р' 2· 2 

а' 7r 

4 . 

u 

Заменом ових ресултата у јеДн. YI) добијамо 

• 

т ... Гz [( "') 7r 1 а2 те Ј 
2 = r ~ 1 + 24 2 + 24 4 ' 

, 

дакле 

(УП 

. , 
•• 

Ова вредност за Т веlш је од оне, коју нам даје образац У) у размери 
а2 . - а2 ' '--

1 : 1 + 16. Тако нпр. за " = 50 или а = 0,087266 јесте 1 + .16 = 1,000476. То., 

значи да клатно са бесконачно малом амллнтудом и клатно са амплитудом од·' 

50 чине у истом времену осцилације 1000000: 1000476. 

Потпуно решење за t. 

Ставимо у једн. ПI) 

1 - С08 <р = ", дакле 8in <р. d ср = dz, d<p = ~" 
, . .. . ' пп <р 

и одузмимо од 

па Ћемо добити 

1-С08а=Ь 

1- С08 ср = ", 

coscp-cosa=b-z 

dz 

'У2 z - "2 

d t = _ -v 1 d z . = _ ~ Ј!! ___ d_z----;===_ 

g. 'У2 z - "' 'У2 (Ь - ") 2 g 'у ь'-сZ-'-Z""2 Ј!1 _ ~ 

2 g 'Уь ". - "' 
• 

или кад раЗВИЈемо 

1 

( 
")- 2 1 z 1.3 

1-2 = 1+22+ 2.4 ( 
z )2 + 1 . 3 . 5 ( z )' + 
2 ~.4.6 2· .... , 

.2: • Z~ оо Z ' I "1 1 3 (')" 1 3 5 ()" Ј l+~ ~+ 2.4 2 + 2.4.6 2" + .. : 
- . --

7*' ~- - - , 
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Интегрзлимо . и имајмо на уму да је за t = О, <р = ", дакле z = 1 -С08 " 

= Ь, за t = I~ , <р = О, дакле "'= 1-С08 0= О. На левој страни имамо Jf dt= ~ 
или ако лево и десно помножимо са'2 о 

ь 

УIII) 
1 
g 

о 

dz 

Ybz-z 
[ 1 + ..!.-=-+ 1.3 

2 2 2.4 (-=-)"+ 1 . 3 . 5 (-=-)3 + ... Ј . 
2 12 . 4 . 6 2 

Ако на десној страни растворимо иитеграл збира на поЈедине интеграле,. 

онда имамо као први иитеграл 

ь 

dz' [ 2. _Ь]Ь 
у' = arcsin Ь = 

bz-z' 
о 

ф,с.,;n 1- arcain (-1) = i - (- ;) = п 

·0 , 
(в. чл. 14. 1: пример, кад ставимо у н.ему р = Ь, q = О), а .сви остали иитеграли 

имају unmти вид ::;;;=z"=.=d=z=;;", на" :који ћемо да 
у'ь. - _' 

примеяимо методУ' деllИМИЧЯОГ . . . 

иятеl'Ралења, пошто претходио наnИшемо 

у'ъ. -.' 

1, zn d z 

у'ь.-· " 

.. -1 . " •... d(bz~·z·) 

2y'bz~z' 

. ь 

+~ 
, ~n-l .Ј' z 

УЬ. - 10' 

.. -1 d z " z -
Ybz-z'. 

. -z,,-ly'bz-.'+.(n-'-l) .. -2у' . 2 d +1) 
Z . ь. - ". • '2 

= _z .. -l Ybz-z'+(n --1) 

• .. -l,.d z 

Vbz-z2
. 

_"-1. d z 

УЪ. - _' 

- _,,-1 у'ь •. - .'+ ь (п -1)' 
.. -1 d 

z ," ( ) -:;:;==::::::;:: - п - 1 
Уь:. - _' 

.. d . 
-;:;:;:." =' =Х:;;:-' + ~ 
Yb._z2 

"-1 d z . z 

одакле 

п 

" п . Ј. z 

·Ybz-z' 
о 

_ "-l,/ь ,+(2n-1)Ь _"-l.Ј. - -z у z-z , 
. - 2' ,/ ,. ybz-z' 

=-
n-1 

z -VhZ -z2 

П 

, . 

+(2n-1)ЬЈ z .. -l.dz. 

2 п УЬ. _.' 
ь 

(2 п -1) Ь .. -1 d • . z 
- , 

.2n ~ЈЈi-z2 
О . 



Ово последње обележимо кpa:he 

(2п-1)Ь 
I n = -'-~~-'-- I n-1. 

2п 

Према горњем је I o = 11", IIaIQIe 

за п = 1, 
, 

" п = 2, 

" п = 3, 

1" 1 
Il=~bL =~пb 

2 о 2 ' 

I. = 

I a = 

3 
~bI, = 
4 

5 
-ЬI. = 
6 

, 

1. 3 Ь' 
2. {п, 

I 

1.3.5 3 

2 . 4 . 6 ь 7[, 
итд. 

Заменом добивених ресултата у образац VlII) добијамо 

т=л:fl [1+(11)',(~) + (1.з)' (Ьh'+l(1.з.5)",,(.t)3+ ... Ј.(~х 
g 2 2 2.4 2-) 2.4.6 2 . . . 

, " " " 

Из 
• 

слике видимо да Је . 

а Н = О Н - О а = 1 -....: 1 со. lX = 1 (1 - со. ,,) = 1 Ь 
" 

.' 

или кад обележимо . h 
аН=lt, hjlb, Ь=Т 

. Тако се последљи образац може и овако да напише 

7' = те V [, [1 + (~). 2 (!!.-) + (1 . 3)' (!!.-)' + ( 1 , 3 . 5) 2 (!!.-)3 + ... Ј . 
. g .2 2l· 2.4 21 2 .. 4.6 2! . 

• 

2. Прuжер. Продирање топовског или пушчаног зрна кроз земљу .. 
. '" ' . - " 

Означимо са G тежину зрна, q НUЈве:hи пресек зрна, "о брзину, КОЈУ ЗРН\I' 
има кад почиље'да ПРОдиРе, " брзину зрна пошто је за дужину х ПРОДРJi~'Ii 

• • • о. _' _.:( 

земљу, t вреЩIJ, КОЈе Је проrеIQIО f!OK Је зрно продирало за х. . ,'J:;~::'. 

Отпор, који зрно од пресека q и са брзином " има да савлада продируч!( 
. . ",,;,:~~)~ 

кроз земљу, представљен Је изразом . '." .... х 
" ,--' "" "" , ; ; - '. - ,~ ( + ') " .... " .... , 

q а. Ь", . ,,' '.,.').:; 
, ." )'00 "," 

_, /,', ;i,·'ii;' 

у коме су а И Ьконстанте, које зависе од кохезије земље и од трења изМ'еЬј 
" , ,',' < _.,'1' 

зрна и земље. Константе а И Ь зависе, IIaIQIe, 01\ природе земљишта и од мат,!)? . . " -' .~~',~~, 

риала из КОЈег Је зрно направљено.' . .; ... ::(;?~ 
" • , -,[ ',о "<, 

Замислимо да је' зрно ПрОдРло још за dx. Отпор дуж пута dx, можеl\N.' 
сматрати као константан и механички рад, који је зрно за то време извршИЛ:о~ 
. " " .'-,'):"\ ::: 
Јесте q (а + Ь "'). d х. - ,',>:;. 

,. , "".0 > 
I ,_ '" '. "_ ". ' " 

За толико исто смањена је жива сила ~pHa (на основу наЧ!Јла 13 у'!л.· 7.).,Eв'e~~' 
1 а. . -..... '>". 

гија кретања зрна са брзином" јесте 2' 9 1)2 (једн. 12 у чЛ:. 64.). и према TOм,;~. 

њено смањивање (промена) d (~ G "') = G ". d". С обзиром на';ь',,'дii'*; 
. g g . 

опада са растењем х-а, а на основу начела 13), имамо једначипу 

G 
~ v . dv = - q (а + ь 1)2) • dx, 
g . 

• 

. '. 'а v dv 
dx = - . 

!!'Ја + 0,,2 
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• 
JIЛИ кад интегралимо и ЈЈМамо у ВЈЈдУ да Ј е за х -:- О, ,,= "о 

Q 

(} 
х = - -с---

2.Ь 9 q 

·0 
Ј) 

di; = 

• 

(} 

[ЈЧ 

d (а+Ъ"О) 
а + Ъ ,,' 

·0 

v 

" . d" 

(} 

2Ьич 

.одавде, кад ставИмо " = О, следУје целокуIIНО продирање 

II) х= 2~9Ч 1 (1+ ~ "о')' 
ЈеднаЧJIНУ за,време доБJIhемо помоhу општег обрасца dt = 
СJIле (отпора) q (а + bv') определимо пр опојЈциј ом , . 

/ {""--:'-,. 
. '" 

, р:у =ч(а+Ь,,'): G 

gq (а+Ь.,·) .. P=G 
Имамо дакле ' 

dt =_ G dv 
9 q а + bv" 

d" 
Р , кад убрзање р 

На десној ш'рани узели смо знак minuB зато што" опада са растењем t-a: 
акцелерацпја је негативна. Имавши на уму да је' за t = О, v = ". следује 

ЈЩ 

t=-

t 

dt = 

Q 

G 
gq 

•• 

G 
v d(V~v) 

gqy~o 1 +,(y~ ")' 

• 
d" 

G =----

G ,- ----''--"- - r arc tg()I ~ "о) т'с I.q (~ ") 
уч УаЬ 

v ' 

v 

• 

Време Т, које је потребно зрну да продре кроз Х добиhемо . r;ад у ЈП) ставимо 

"= О. 
ЈУ) • 

G 
Т = ----с;;==_ а,'С tg 

УЧ Уа ь , 
I 

Прuмеuа. Код песковитог земљишта nroжесе узети да је а = 400000 kg., 
Ъ = 40. Нека је за зрно G =5,8 kg., q , 0,005 т', "о = 4'80 т. Најзад имамо 

у= 9,81 т. 



Према једн. п) јесте 

. 5,8 (40 ) Х = ----;c--;-;;-~;__;;_;::;~ 1 1 + 40000'0 . 480' 2.40.9,81. 0,005 

5800 
3924 124,04 

103 
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или ако место 

моДУом 2,303 
природног логаритма узмемо БРВГ-01l, помножимо дакле десно 

5800 ' ' , 
х = 3924' 2,3,03 . lOи 24,04 = 4,70 m. 

, , 

Помо:h.у обрасца IY) добијамо'" 

• , , 
• 

• 

Т= / 5,8', , (v 40 480) , 
0,005 r 400000 . 40

arc ~и " 40000.0' 
, 

9,81 . 

58 
- 1962 а,'С tg 4,8 . 

, 

Угао, чија је тангента = 4,8 јесте 780 14', а дужина лущ~ (из пропорције 
78014' : 1800 -::: а"С 780 14' : п) arc 780 14' = 1,366 и према томе 

, 

'58' 8 1 
Т = 1962' 1',366 = 0,04 = 25 ce~дe. 

'Т '- 1 ' о значи да зрнопродирупи земљиште ,:,родире за 4,70 т у времену од 25 секунде. 
, , 

• 

3. Пример .. ' Рад при слободноме паду. • 

• 
У змвмо иста означења, као у 1. примеру ЧЛ. 59. Множе:h.и једиачИНЈ 

,( иВ' , 
9 = (h-x)' лево и десно ,масом m падајy:h.егтела и означивши ти = G, ти'~ G' 

написа:h.емо је 
, 

GR' 
G' = (h -;-,х)' , , 

.' \ ~ , ~ . 
где Је G тежина тела на првршини земље, а G' његова тежина пошто Је тело 
у паду прешло путању Х. 

, .' 
У току времена, у КОЈем се х промене за d х, може'мо G' сматрати као 

стално и рад силе G' за то време јесте _ • 

G' d - G В'4. dx , 
. Х-', ,(h _ х)' , 

• 

а целокупан рад, које тело врши падом из тачке Идо тачке А (в. сл. 30.), дакле 
падом дуж путање h,-R, јесте 

GR' 
• 
о 

h-R 

dx 
(/, _ х)' 

= GR' 
1 

h-x 

-' 
7!-R 

• о 

GR' (i. -1-) 
Rh 

GR 
h (1' - ВЈ· 

А.ко јевисина h-R над земљом,' са које тело пада, врло мала према 
, ' R 

полynречнику R земље, тако да се може узети h ехо 1 извршени рад, Ј е пред-, 

стаВљен са G(h~R), дакле производом' из тежине тела и висине (надзе~ном 

површином) са КОЈе оно пада. 
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Ако је, ме:ljутим, R врло мало према h (као што, је случај код метеорита 

који на з.емљу nal\ajy), тако да je r h--;.R сх> 1, рад'постlJ:jе , . ав. То значи да 
падајуЬ.а маса, ма падала" iHta са БЁюконачilе висине (li " оо), неможе дати веtи 

рад од ав. . 
Не водеtи рачуна о трењу у ваздуху (услед ~eгa се један део рада ап

сорбује)i мете ор, при свомеЋадУ на'земљу,'предајеовој еударом' рад G.8.Уз.-
, -" - ' • . I ,- , 

мимо да се цео оваЈ РМ, претвара У топл()ту и узмимо за механичкиеквивале~ . , , . а'в I 
, , '~- '-,' . 

Н<Lттоплоте 427 kgт . . (- 1 калорији ~опло~е),. )l'IетеОРПРОИЗВОДII 427 калОрИЈа 
, , . 

топлоте.Ставимо G = 1 kg., в·= 6365000 т, OHI\/t џзл~зи 'f\a, св;tки; К!I.IJ.o/,paM 
меТ,еора; при судару са земљом, производи 6365000 : 42700 14900' калорија топ
лоте, а то јеlтоплота која је /10вqљна да се 18'2 kg леда исrопе. Кад би ,сам 
метеорит прищlO сву ту топлоту, он би,спреТпоетавкоJYi да је средња специ

. Фична топлота камене масе = 0,2, имао температуру14900':О,2 = 74500· е. Овим 
би се МОГ'1а објаснити висока теМП(Јратуранашеiемљенаоснову хипотезеда 
је земља постз;ла збијањем мпО)'И)( малих маса, Koj~ су У ЏО.Ч!Ј,Тк.у биле раз-
дВојенеједнаоддРyrеУВ;tСИОНjI.' ,',' ". ' , '", ,' .• ,.". > 

4. Пример. Кретање зрна у пушчаној ИЛИ'~оцовској цеви. 

у чиниtемо неке ПFетriоставке, које шсу' апсолутио тачие, но само више 
или мање приближне правоме стању ствари. То су:. 

" "1) да се сав барут, којиј1е у Фишеку, запаљује у истом' треllУТКУ када сеи 
.' зрно почињеда креЋе; 
2) да за време док је ~PHO још у,ЩШjI г,аСОВn-Н,еО/1ИШУ,;Та,Ко да сви гасовп" 

које барут ПРОИ3!101Jи,.дејствују на кретање'зрна; 
, . l ' -' " ' . ,-, ,-. , _о' 

3) да.изм:е:ljузрнаи цевинема TpelЬЏj ,','.. . , , 
4) ,да се, тасови 'управљају пО-Воуlе,ИiJriоt!есОВОМё заКОiIу. 

Кад се, извесна количина rаСаИ3ЛОЖИ разним притисцима, онда се . за.., 
премина гаса мења Ћ то, под претпос.тавком, да се температура гаса не мења, 

тако /1а је запр'емина обрнуто, сразмерна притиску: 
- " .. ,' ",- _,_' . '-;.'Ј " ... "о' • '_<_-" , . \ 

14) . 

14а) , 
ДaкJ,Ie 

, ,,' [ . '. , 

р '!Ј = Сопst. 
. , . , 

3акон,ПО . коме запремина гаса зависи од притиска, пронашао је Robe,·t 
Boyle (1661.), а радови' МаriЫie.ови (f676.) учинили су да је тај закон постао 
опште познат. ПОШто. гаСД'ајепритиску отпор и ЕОД извесне густине отпор 

, ,'., -; -' , .' ",' . ,- - . - ., " , , . 
гаса СТОЈИ У равнотежи са ПР.ИТИСI>ОМ, а са сма~ив:uь.еМЈ пр~тцска , запреМЩl[а 
се повеtава, гасу се ПРИПИСУЈе Ј!звеСЈШ особина, КОЈа Је аналогна еластичиости 

, , 

, чврстих .тела и Еоја' с,е особина зове "аnоn или ексnаltзuвна C/laza гаса. Експан-

зивна снага га<ш; разлику ј е \Је. 0/1, !ЈлаСТИЧRОСТИ чврстих тела у томе што она . . , 

нема rраница, ДОЕ еластичност тела креЋе се у извесним границама.' Искуство 

нас .учи да гасови и при најмањем притиску теже да заузму што веtи простор. 
Кодравнотеже је напон rасаили, њетовз: експанзивна снагаједнака спо

љашнем притиску. ' ПР!Јматоме можемо Boyle-Магiоttе-ов закон да Формули
шемо: запремина lf еЕспанзивна CHa.ra гаса стоје у обрнутој сразмери: 

15) 
да=е 

15 а) . 

, . . ,-' '.Уl:"2 -:- ,~~ :"е1 , 
\ 

'" ~ = Сопst. 
• 

·Boyle-МагiоttеСов заЕОН' ва.жЈ!еамо.онда, кад температура и после притиска 
односно и после ширења raea 'остаје непромењена; Осим Tora при)iJ:еtујеn;rода, 

. ' . 



. ~ 

, . , . ~ 

JlР!lJjи,·rаСQlЩ JlРП .ПИСЩIЩ .теЩДl3ратуращаи~едИЮlМН џр-итис:цџща :~дcтy:najy' од 
QBQra закQна,таКQ да ДРQИЗВQД·Р v . за ВСЛЦRе притИ\же ПQстај е о!}еТНQ ве:lпi. 

Из Науке р ·ТQnЛQТИ знамо дa~ за. (јВ!ЩсQ тело. (материју) ПQСТQји таКQзвана 
"puтu~"a темnератур" ИЗЈЩД КQје је HeMQryha КQнденз.адија па ма како. ПQј;t
чail$И прifТис'ак нат!ЈЛQ>ј ТелЬ се ЗQве га/на ~еiYrпераТјри изнад крити.rnе, а 
ЗQве се n,,~a на температу-ри испQд критичне па до. тачкеiзr:УПlН~вв:ља (КQНД!Ш
зације). Од те тачке па на пиже пара сеп-ретвара у теЧНQСТ и Qстаје као. таква 

све до. тачке Qчвршt.аваља ПQсле КQје: ,: : 
~Jlрелази .уЧВРС1!Q стаље".; ;... ~,p:' ~ ., .:v'·Vi 

ОзнаЧИМQ са: L унутрашљу ДУЖИВУ ~. ' 
.. '. 

деви, а' дУжину чауре, х пут КОјИ Је 

· зрно преШЛQ ПQ.сле t сек., р ;tкцелера- ILLLL-."'."'.'--.-'-. __ ._._._. __ . __ ~_. __ ---' 

.цију У ПQчетку' '(у тренутку аа:паљеlЬа'+--;:Г*'"'---"'х-"--~--'-'~ .. ' ". . . . 
барута), р' акцелерацију пdiше· {сек., +-'--·,--;----·-~---'-'--г--"-'-'----:,,-,·--> 

· v брзину ПQсле t сек., V почет!iY., БРЗIi" 
'ну, тј. брзину кој QМ . зрно. напушта цев. 

Сл. 33. 

ПQШТQ је сила (експанзивн<\ снаrа·барутпих NСQва),СРазмерџа авщелера-
- ". - . . . 

а пресек цеви на свим!! местима Један исти, имамо. по. MapиO~-QBQ~ З3Ј!:QНУ 
: '1" , , - - '.. , " , - , - -, - -, - ' - ,- '-,' • ' . ~ 

· '. , р' : р =, 'f: а+ +, 
дакле 

" ар', 

;Р = а+",' 
• . , 

• 
КQЈе, кад замеlЏlМоУ оПШТИ Qбра,зfЩ 5)У]IЛ.58., 

ах . 
". а" = ар + ' 

а х 

Qдакле, интеrрЩ!ељеми с QБЗИРQМ да је :За х - О, и ", О, 
• - о- • • , . ' , I '_ ' . 

v 

о 
- , I • ~ 

х ' 

ах 

.а+х 

Ако. QВД!! ставимо. а: = L- а ДQбиt.еМQ ПQчетну брзину У .. 
.. , 

. ~. . ... , L.· 
. ·V·..;..-2ap l~. 

. а , 
-- '. • 

(1 

] . 

'(11 

у случају да нам 

барутних raCQBa . 
је ПQзнаТQV израчунаваМQ акцелераЦИЈУ експанзивне 

, '+ снаге 
'_', r i .', .' 

~ , . 
V' . 

Р.=· ~'L' 
2al_ 

а 

. ~ 

Прu:меna. Ако. узмемо. v== 480 т, L = 1,8 т, а = 0,25 т ДQбиt.еМQ 

. "i "480' '460800 . 
1'= 18 = .17,5 

i ,. '; 2 • 0,25 1 О ~5 ; '. 
!'--i':'-", -,-,_.,.'.; '\ 
".~:,j' "-'-'!' 

,1). 01!ај је ПРQНilЛазак учинио. AndrewS':'1869. rQII. 

, 

; 

(Па 
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ИЛИ, пошто природан лоrаритам претворимо у Бриr"ов множеlш ra,MoдyoM 2,303, " 

• 46'0800 
р _, 2,303 . log 7,5 = 233387 т. , 

Силу ИДИ притисак, којим дејствују. барутни rасови на 
образаца 6) и 7) У Чд. 60. 

зрно, налазимо помоhу , 

, G 
Р = rnр = -р. 

9 

, , 

Узмимо 

Тада је 

да је, тежина зрна G = 5,8 kg., а акце.лераццја земне теже 9 = 9,81. 
• 

Р = 136015 kg. 
, 

Притисак на 1 ст' добцјамоако Р поделнмо пресеком q зрна. 'Нека је q - 50 ст', 
, . 

онда слеДУЈ е за притиса~ на квадратни сантиметар , , 

• • • 
:д 
• 

*' , • • 
:Х 
• • , , , 
• 

. , , 

Р " 
- = 2760 kg "'" 2672 атмосфере. 
q 

5. Пример. Рад паре код експанзивних ма.ЈПюra.· 

Код ових машина пара улази у, ЦИЈЈИндар за време док ее'lеп ~eћe за\ 
\ 1 1 ',' 

. 

, / ' извесан део нпр. за 2' "3' ... дужииеh цилиндра. Пара 
. ' , 

'" • • , 
• , 
• , 
• , , 
:ћ 
• • , 
, , 
• , ' , 
• 
т 

Сл. 34. 

престаЈе онда да улази у цилиндар и даље кретање 

врши се експанзивном CHaroM паре која се у цилин-
дру налази. • 

. Узмимо да пара улази у цилиндар за све време 
кретања од А до В и нека је АВ = а. Кретање је за 

то време под константним ПРИТИСКО~I Р. После с'е 
• 

кретаље врши под променљивим притиском, КОЈИ ши-
" . - . 

,рен.ем паре' опада. Озна'lИМО са Р' приТисак паре 

после пр.еijе!Iоr пута В О = х. 

',ОДЮЈСНО опада,ња притиска ширењем паре У'lи

!Iиhемо две претпоставке. 

промене у температури 

1) Опадање притиска бива по Boyle-Маriоttе,овом 
закону. Претпоставља се да притисак паре бива без 

и то тако да притисак у истој мери опада у којој волу-
мен асте. Дакле • 

, 

Р' волумен од А доВ а 

Р - волумен од А доо -- а+х 

, 
Замислимо да је се 'lеп од С покре!IО за бескрајно :малу путању dx, за' 

које, време можемо да претпоставимо да је притисак Р' OC',fa о !Iепромењен. 
Рад силе Р' дуж лутаље dxjecTe 

Р'. dx= Ра ~ , 
а х 

а рад за време целе периоде ширења .(експанзије) 

lt- а 

Rm=Pa , ( dx' h 
, = Ра! - . 
а+ х а ' 

, , 
о 
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Додавши овоме рад паре за време стално!' притиска р (рад дуж пута",), који 

је = Ра, добијамо целокупан рад паре за време једноr дизања, одНосно спуш

,тања чепа дуж целоrа цилиндра 

Ра 1 +1 (~) 
• 

илв ако узмемо Бриr-ов лоrаритам 

• Р а 1 + 2,3026 log ( ~) • 

2) Опадање притиска бива по ЛОl!СОlt-ОВОМ (Pois.on, Siтeon пеn;., 1781-1840) 
. закону. При вршењу рада један део парне топлоте се претвара у рад. Тиме 
температура опада и извесан део паре се кондензује. Остала колвчина паре, 

пошто је чеп прешао nyтању х, има мањи притисак од oHora који се добија 
Мnр1tот-овим законом. Притисак Р' добија се једначином , 

р' ( а )" 
Р -а+х .' 

riIe по Zeuner-y треба узети за суву пару п = 1,133. 

Према овоме је рад паре за путању dx 

P,.dx=p(a~xT dx = Ра1'(а+хГn . dx, 

• 
а целокупан рад за све време експаНЗИЈе 

h-a h-a 

Р'. dx = Ра" Са + x)-fl. d Са + х) -

о о • 

Ра 

n-1 
а 

1- Т 

n-1 , 
• 

За мале експанзије Нт И Ifp мало се разликују једно од дpyro. За екс

· панзију од 1 на 4, 'Ij. за а =: ,кад узмемо п = 1,133 јесте 

Нт =.Р а. 2,302610g 4 = 1,386. Р а' 

Ра 

Нр = О.133 (
1 )"'133 

1- -
4 

= 1,264. Ра. 

66. Њутн-ов закон гравитације. - Из ПРВОГ и другог Кеnљер
овог закона Њути је закључио да се планете креЋукао да њих дејствује 

нека (привлачна ИЛИ атракциона) сила, 'која је управљена ка сунцу. ИЕ 
треЋег Кеnљер-овог закона Њути је извео заЕЈЬучак да планете добивају 

· убрзање управљено ка сунцу, које. је обрнуто пропорционално квадраТЈ 
одстојања планете од сунца. Њути је тај ресултат (закон атракције) 

. . 
· саопштио тек пошто га је потврдио са месецомдока~ивши да j~ при-

мачна сила наше земље (тежа) идентична са општом гравитаЦИЈQМ. -
..3аконграви~ациiе гласи: небе,шrо тело са масом М дејствује нан{\беснс 
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тело са :масом т у одстојаљу l' атракционом силом у правцу та два тела . 
и веJlИЧИНОМ, која је управно сразмерна масама, а обрнуто сравмерна 
кватрату љиховог OДCToja~a: 

P -,-kМm 
16) - r2 ' 

Гравumаuuоиа 'Коncтаuта k јесте атракциона СИJlа, којом тмо ОД масе 1 
дејствује на исто . тоJlщю 'reJlo у одстојаљу 1, 

Пошто оба теда придају једно другом убрзаља ~ ~ и k ~, која су 
r r 

уПРављена једно према другоме, зн~чи да јеубр~ање реJlативног кре- . 
'raffia једног тела према дрр.'оме (сунца и ПJlанете) 

. . 

k(M+т) 
, 

. Ови се реСJ.llтати оснивају на Њутн-овом математичком дока3У да 
• . • - I 

Jlоптаста (сФерна) тела, која су у свима љиховим деJlовима исте густине 

ИJlИ су cacTa~љeHa из концентри'lНИХ слојева' једнаких l'устина (ХОМО

геннх концентричних слојева) дејствују на једну спољашну тачку као' 

да је цела маса Jlопте концентрисана у љеном средишту. 

На истој основи доказао је Њути: ПРИВJlачна снага једног хомо-.. . .' 

геног сФерног слоја на тачке у унутрашности слоја равна је,НУJlИ. 
, , 

• 

· 67. Једначине за кретање ПJlанета. ~. Пошто се проБJlем односи 
на сунчану систему J3eЬeM()3~ јединицу ПРИВJlачне СИJlе дејство сунца 

у јединици времена (средљи'Сунчани дан) у јединици одстојаља (средље 

одстојаље земље од сунца) и 03НltчиЋемо то, као битно позитивну КОJlИ

чину са k 2• Посматраhемо свега два тела: сунце, чију масу стављамо = 1 . 
и друго које телр сунчане системе чију ћемо масу (у јединици' СУН'lан'е 
:масе) означити са т. Према ПРИJlикама, које постоје у сунчаној системи, . . . 

• 
т Је увек врло мала КОJlичина. . 

Нека су х, у, z праВОУГJlе координате у. системи са почетком у 

средишту сунца посматраноI' тела~, а r одстојаље тела од сунца. Тада је 

По закону гравитације 
. . 

ПРИВJlачна· СИJlа, КОЈОМ оба тела теже да се прњ-
• 

БJlиже, јесте 

k
2 

(1 + т) =џ . 
1~~ - т2 , 

бе.!ежеhи џ= k 2 (1 + т): 
'., џ 

,Ако СИJlУ . 2 ' . r 

оса и 'означимо са 
• 

ра3JlОЖИМО . на три компоненте у правцу координатних 
• 

(х, r), (у, r), (z, 7')yrJlOBe, које потега заКJlапа. са 



'. , 
координатним осама и узмемо на ум да се д~ствомкомпонената коор-

динате смањују, јер се уСЈЈ.ед ПРИВЈЈ.ачне сме теЈЈ.О· приБЈЈ.Ижује сунцу 

(почетку координата), добиЬемо .за компоненте ове израЗе 

'. џ 
х=- 2СОВ(Х,т), 

r 
у . "- ~ сов(у, 1'), z = - џ COS (,z, Т) 

. т 2 

или, с обзиром што је 

х 

сов (х, Т) = т' 
\ 

сов(у: т) = у , 
. r 

z 
сов (z, т) =

,Т" , 

. . z 
Z = - IJ ----:;С· -1'3 • 

• • • 
Најзад на основу КОЈОЈ Је сила, односно акце-, 

ЈЈ.ерација једнака ApyroMe деференциалном количнику ив путање по 
.' . 

времену, СЈЈ.едуЈУ за кретање теЈЈ.а ове три дифереН1Ј;иадне Једначине 

(1 

с ове три дифеР~НЦИаЈЈ.не једначине уносе се шест произво.i:ЪНИХ 

констаната, које зависе од места и брзине небесноr теЈЈ.а и које се, 

за сваки случај по на особ, посм:атрањем одређују; Две од тигиите

rрациони констаната Mory ВРЈЈ.О дако да се одреде. Помножимо прву 
• • • 

Једиачину са у, APyry са х и одузмемо опда прву од Apyre, а СЈЈ.ично 

. поступимо са трећом и првом, APYI'OM И треЬлм ј едначином, па Ьемо добити 

d2 z а2 у 
У d 2 - Z d = О. t \" t2 

Примеt.ујемо да ове три једначине НИСУ независне једна Од друге; свака 

је последица других двеју.' Тако нпр. добијамо f треЬу јеjl,начину Kil.jI, 
. , . \ 

прву помножИЈ\Ю са z, Apyry са у , па их саберемо. 
.' х . х. '. 
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Једначине могу, да се напишу и. OBaRO 

d . ах 

,а (х a~ - У dt)=O 

ах dz . . 
d (z d t ~ х dt) = О 

. dz ау 
а(у dt -z dt)=O, 

одакле интегралељем , 

, 

lI) 

, 
,dz ау 
У dt -Zdt =ев·, 

I 

Ако ове три једначине помножим редом са z, у, х, па их саберемо добиhемо 

Ш) 

а то је једначина једне равни која пролази кроз почетак координата. 

Значи да путаље в:ебеспихтела наШе сунчане системе леже увек у 
. .. . 
ЈеДНОЈ равни,_КОЈа пролази -кроз среДИШ1'е сунца . 

. у једн. IП) налазе се само две произвољне константе, које утвр
ђују положај равни. Те коIiстантезависе од чвора а и пагиба i равни 
путаље према једној утврђеној равни.' . 

68. Кеплер-ови закони. - Пошто се кретаље. планете дешава у 

једној равни, природно је да ту раван узмемо ва ху-раван. Тада је 

dz 
z= dt =0 

и једначине п) своде се на ову једну 

ау ах· 
Xa-Уа=С . t t 

или 

IV) х . d У -'- У , d х = С • d t. 

Љева страна ове једначине даје двоструки диференциал сектора 

(двоструку површину троугла ОРР'), тако да је 
. 

У) 2 d ( сектора) = с . d t, 

одакле )Iнтегралељем 

2. сектор = ct, 



, ИIIтеграциона константа је очевидно - О. Једначина V)исказује други 
, 

Кеnљер-ов закон по коме су површине сектора, које потега 
• • 

пропорциона.i.!не времену у КОЈем га потега' 

пре.iIa3И. 

И3 овога' се закона види променљивост 

, УГЈ10в.в:ебрзине кад еiшптичног кретаља., 
Специа.i.lНО за тачке перихе.ilа, и афе.ilа р 

и А, ако 0зна чимо са Рl и Р2 средишне 

у 

, 
у: , 

• 
ОПИСУЈе, 

р' 

уг .ilОЩЈ е.ilИПТИЧНИХ сектора р F Q И' А F В, ---:0:1' :c..----;сх~-Х-:-:-'-+-:d.Тх~Х 
• • 

КОЈе- 'П.ilанета ОПИСУЈе у ммоме времену, 

имамо 

• То значи да се уг ЛОВIIе брзине 

имају обрнуто као квадрати потега. , 
, .код ае:Мље је угловна брзи
на на МН (= привидној углов-

ној брsини' сунца) у перихе.ilУ 

'" 61', У афе.ilУ 57'. Одстојаља А 
r 1 И r 2 (која се до~ивају И3 при- , 

, , " 
видне 'ве.ilичине сунца у тачкама 

р и А, а то су 32' 36" И 31' 32") 
стоје у размери 29 : 30. И заиста по
стоји пропорција 61: 57 = 302 :292: 

С.ilужеhл се посматрањима 
, Tycho-l1rahe-a (1546~1601) Кеп-

~--------_ ... -------

Сл. 35. 

Сл. 36. 

љер је своја прва два закона пронашао 1609. год. И утврдио их је , . 

прво код путања наше Земље И Марса . 

• 

Да бисмо одреди.ilИ остале четири интеграционе константе врати
ћемо се диференциа.ilНИJII једначинама I) yseB раван путање за ху-ра
ван. Имамо даК.ilе ове две једначине 

а2х х I 
d t 2 + r 3 џ = О t. 

(У! 
а2у У 
d 2 + 3 Џ= О. 't r 

• 

За даље проучавање нашег проб.ilема sавеШhемо ПО.ilарне коорди
нате, којом .ћемо ПрИ.ilиком иsвршити, у, исто време и једно интегра

.ilење .. Помножимо прву једн. VI) са 2 d х, другу са 2 d у и саберемо их 
онда, па, ћемо добити 
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које с обзиром да је ... 
• 

. ( Ј2х" ··Ј2у)··_Ј(ах2+Ју2) . 
. 2 d х . d 2 + ау d 2 --:-.. . d 2 . . .' t. t ,t." 

о о' • , 

'!' Јх+.у (Ј.у .' r ат, јер. јех2+ у2 = т2, 
,; -,. '; . . 

може да се напише . ' 

, 

И.7lИ кад ин'rегралима и 0значимо 'са h, интеграциону константу 
, 

ах2 +а у2 2џ·,·· . 
d t~ - r+ h --, О . 

. ; , 

• , 

llодйзањем једн. IV) на квадрат 
. " .. 

хЧу~+у2dх2_ 2ху d.x ау ся ' 
d t2 . .. .' ., dt2 .. . 

И.7lИ 
• • 

• 
и.7lи наЈ зад . , : ' , .-, , . . 

, А _. -' 

. 
и е.7lиминовањем КО.7lичине ове последне једначипе и оне' 

под VЩ н:Liазимо· . 
, 

одакле 

, ПП) 

, . , 

• 
, Ј' ' , . , . , . 

, ,~ 

d t = ,7' dr . , . 
... У2џr-h~2-:-с" • 

, . 

OBQM' диференциалном једначином дове.7lИ смо у Be~y J~' иd.t {radius 
vector и време).' Да бисмо яз;rn.7lИ . путањутела.' треба даобразујемо 
ДИ<I>еренциалну једначинуизмеђу d r ~. Јр( radius vector-;>,ихе.7lИО" 
центричног угла). 



Имали' смо 

• . а знамо да Је у 

I 

Упоређењем ова 

. , 
• I 

2 d (сект.) = с. dt, 

поларним координатама 

.. . 1 ", .. 
d (сект.) = 2 1·2. dep.l) 

последња два обрасца налазимо 

. ср 2 

dt = dep. 
с 

(IX 

. Ово, нам казује, што смо веЪ раније констатовали, да је . код кре-. . . 
'. тања небесног тела хелиоцентрично угловно кретање Јер обрнуто сраз-
мерно квадрату radius vector~a (његовог О.ZJ,стојања од сунца). 

Сравнењем једн. VШ) и IX) добијамо дИФеренциалну једна'IИНУ 

'путање 
, "' , d -,-' с Јт '. . . 

ер './~" h 2 • 
. CPY~ЏT-T -с" 

• 

3аведимо нове константе и ставимо 
, ' 

џ 

h = а" 

2 . 
С 
~ = а2 (1- е2.) • h' " , 

даме 

h -- џ .Г- ./ 1 - а' с '. у џ у а ( - е 2), 

, 

после чега једн. Х) добија вид , 
. , 

Јх 
Израз на десној страни може да се доведе 

Јх 
на - 1" ' одакле 

1 2 - Х 

- . = атс cos х + СЈЈ. Напишимо 
1"1 - х2 

• , 

. , а (1 ~e!) Јср 
, ет2 . . 

, 

'1) .' , . 
.. ' В,., ЧЛ.' 36. 

" 
осiiОiШ јlНФшiНТЕЗНIIAl НОГА РАЧУIIА.· . ",.".-, ... ",-," -,,-, -""." - ,- . 

(Х 

(XI 
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даКАе, ако ставимо 

а (1- е2) 
ах = - •. dr,. , ' . er~ -'-------- = Х, 

. е ' , 
• 

. '. га (l ~ 82) --:1 l' . 
ср = а1'С СОВ L . е -Ј + и, 

• 

ХП) 
• 

. а (1- е2) 
r= . 

. 1'+ 8 СОВ (ср -'-- и) 
, 

. 
Ако У1'ао ср, праву аUТЈмаљuју, будемо бројаАИ 0,11, тачке у којој је не-, 

бесно тмо најБАиже'СУНЦУ, од пеРИХеАа, oН,ll,a треба узети и = О.' . 
Ј едн.' ХП) представља Аинију дру1'О1' степена, чија се жижа на-

, 
Аази у почетку координата; а је ВеАИКа. IloAyoca, е бројни екцентрицитет. 

, . ' '.~ 

Овим је потврђен први Kenљep-oB закон по коме ПАанете опи-
• • • 

СУЈУ еАипсе у ЧИЈОЈ се жижи нмази сунце. , 
• 

• 

, 

ПОМОЋУ једн. УП) добијамо ФОрМУАУ, која показује везу измеђУ , 
брзине кретања' и одстајања тма одсупца, а из ТО1'а, опет, можемо 

да изведемо закључак односно оБАИка путање. 

Означимо са v брзину и пошто је 

добијамо на основу једн. VЩ 

,. v -.. -
2џ 

- h. 
r 

. . с2 

Према горе под XI) заведене:е значењу констаната јесте 1 - е2 = a~ h ' 
џ 2 С П . 

li = а' даКАе 1- 8 = а џ. ошто је за еАИПСУ е < 1, за параБОАУ 

е = 1, а за хипербо.ау е> 1 и с обзиром да јес2 > О и џ > о САедује 
за еАИПСУ а> О, дакде иh >0, . 
за параБОАУ а = оо, ." h =r О, . 
за хилербо.1lУ а< О, " "h < О. 



. Према овоме, а на основу обрасца за v, зак.zьучујемо да је путањане-

бесног теда 

елипса, 

парабола, 

ако је V < 

" 
V= 

" 

хипербола, " " v > 

2џ 

r ' 

2џ 

r ' 

2џ 
• 

r 

Треhи Кеnљер-ов ЗаКОН добиhемо интегралењем једн. УПI) 

1" . Јт 
dt = . 

у'2 џТ - hr2 - с' 

. Отуда што је 

d (2 џТ - hr2 - (:2) = 2 џ. Јт ~ 2 h1·. а1', 

даМе 

Т.Јт= 

• 
можемо да напишемо 

dt ,џ 
h 

1 d (2џт _. h1·2 _с2) 

h 212 Џ1' - hr2 - с2 

џ _ Јт . _ d -У2 ЏТ - hr' -'- с2 
h -У2 џт - ћ1·2 -'- c~ , 

или, пошто заменимо ~ -а - , с 2 

h ,- а2(1 - е2), И интегралимо 

а 

t =---= Vft 

Ин1"еграл на десној страни подводимо под познату Формулу 

Јх Р - 2х 
Ј===;С==;===;== = атс cos + С 
у-х! + рх + q v4q + р2 

и добијамо t= 
, 

а. 2 (а - 1') 1./ . . . 
• /_ arc сов . _. у 2aT-1.2 - a~(l-es) + С 
rh Y-4a 2 (1-e2)+4a2 Vh 

а а-т 1./· -
= _ атс СОВ--= У 2м.-т2- а"(1- е") + с. . у h ае У h .. . 

• 

8* 
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Рачунавmи време од пролаза тела' крозпери:хеiЈ'(таl'f&it"'М'1ttУ"'С\З"~р,:@, 
'т' 

rранице ив:теГРaJlа утврђују се што је за t = О, l' = 1'11 а за t = 2' 

ако са Т означимо време једног, оптицаја , l' = 1'2' 

НО ПОШТО је 1'1 = а - линеарноме еlщентрицитету, 

1'2 = а + JlИнеарноме екцентрицитету, 
а линеарни екцентрицитет' (одстојање жиша о.д средишта елипсе) = ае, 
дакле 1'1 = а - ае, r2 = а + ае, то је 

\ 

2а ' 
т = -V h [are сав (-1) - are cas 1] 

Ј 

ИЛИ ако заменимо h = џ (једн. XI) 
а 

Т==2а% 
а 

ИЛИ најзад, ПОЩТ\) је џ = k2 (1 + т), 

Т2 = 4,%2 а3 
ОО k 2 (1'+ т) . 

, 

• 

3а две планете, чије су масе m1 и m2 , 

лике полуосе љихове еЛИII'l'ичне путање 

време оптицаја Т1 и Т2 , ве-
• • 

а1 И а2 , ПОСТОЈИ ПрОПОРЦИЈа 

• 
или, ако масе, као врло :мале КОЛlj:чине, занемаримо, ПрОСТИЈе 

", 

То је приближна форма закона, у којој га је Кеnљер изнео год. 1618, 
као свој трем закон плар:етарног кретања. Rвадрати времена опти

цања ПРОПОРЦИОНaJlRН су кубовима средњих одстојањаплацетаод сунца, ' 
тј. кубовима великих полуоса елиптичних путања. То значи да је \la 

3 ' 

све планете ;~' константно. 



З. Механика чврстих система. 
. 

. 69. ч.врсте системе. ТраНСilација и ротација. - Под цлрстом; 
• • 

сnстем;ом; разумемо такву везу материa.l.l.НИХ тачака ЧИЈИ се узаЈамни 

IIО.ilожај не' меља, па ма какво кретаље ВРШИ.ilа та система као це.ilина 

и ма какве сме дејствоваде на љене тачке. СIIециа.ilНО: две матери

адне тачке чине чврсту везу (чврсту систеl!lУ) кад две једнаке, а у су
протном правцу дејствујУЋе СИ.ilе растојаље тачака не мељају .. 

Чврста система врши чисто трансдаторно кретаље када све љене 

тачке описују KoнrpyeHTHe путаље. То се зове 'Чucта траисља1Ј;ија. 

Свака права у системи остаје, при таквом кретаљу, вазда себи пара

лелна, тј. не меља свој правац у простору. 
. , 

,Чврста система врши чисто обртно кретаље када Све љене тачке 

описују KpyroBe, чије су равни :међусобом паралелне и чија се сре

ди:шта налазе на правој, која је управна на оним равнима. Ова се 

права зове обртnа. оса, а свака на љој нормална раван зове се обртnа 

раваи системе. Овако кретаље се зове'Чuста рота1Ј;ија; 

Свако кретаље једне чврсте системе може да се разложи на горље 

Дl;le врсте кретаља: на транслацију И·}lа ротацију. Према. томе је нај-
• . . . 

ОПШТИЈа форма кретаља кретаље по завртаЉСКОЈ ЛИНИЈИ. 

3а дејство сила на чврсте системе важе правида: 

. 1. Силе, које имају заједничку нападну тачку на чврстој системи, 
• ' I 

сдажу се у Једнуресултанту по начелу о параделограму. 

2. Две једнаке, а' cYIIpoTHe силе, чије се нападне тачке не IIOК.ila

IIajy, само су тада у равнотежи, ако силе дејствују у правцу праве, 

која вез}је љихове нападне тачке. 

3. HaIIaДHY' тачку снле, која дејС1'Вује на чврсту систему, можемо 

да. преместимо у правцу силе. • 

, 70. Обртање око сталне осе. Моменат силе. - 3а ЧВрЈ~ТУ си

стему кажемо да је сљободиа, кад је љено кретаље зависно једино од 

сила које на ц>у (дејствују. Система пије сљободnа, кад је љена покрет

.љивост на ма какав било начин ограничена, HIIp. тиме што је једна 
права или једна љена тачка УЧИЉ'ена неПокрит.љивом. У таквом сду

чају СШiтема може да врши само 06ртно кретаље око оне утврђене осе 

иди оне утврђене тачке .. 
Ако на систему дејствује само једна сила, чији правац пролази 

кроз утврђену осу или тачку, онда се та СИ.ilа неутралише чврстнном 

системе. Исти је слуqај кад дејствују више сила, чија ресултанта про-
, , 

Ј\а3И кроз утврђену осу или тачку. Ми кажемо да су тада дејствујуЋе 
. . . . 

,~И.ilе у равнотежи у односу IIpeMa ОНОЈ праВОЈ или тачци. 
је, АВ чврста система покрет.љива око тачке А. У .тачци 

• 
,.. . . . сила К у равни (цртежа), која је управна на обртној оси, 
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иначе у коме бидо правцу. Ова сида К екви.В3..i!.ентнаЈ~'~аеиi6МQ, 
, ' 

која дејствује у истој тачци В, ади нормадно на правој, 1tојавезује иа~ 

падну тачку В са обртном осом у А, а чија је ведичина једнака про

јекцији сиде К l!a нормаду према правој А:В. ' 

, 

• 
с 
" , , 

" -\ , , 
-' , , , 

" , , . , 
"'.... \ 

В".... \ -- , , , 
" , , , 

,." - , , , .. ,,-" '\ 
, . , , , 

А ,/ d '\8 
, , , , , , 

р 

9 f( 

Сл. 37. 

, 

Раздажу1и сиду К на комuоненте Р у правцу АВ и Q нормадПО 
. на АВ видимо .да компонента Р дејствује као вуча иди притисак (према 
томе да ди сида К чини са правцем дВ туп иди оmтар yrao), док ком
понента Q дејствује искључиво на ,обртаље системе. Из сдичности тро
у!'дова А В С и В К Q сдедуј е 

17) К: Q=d: а, одакде Ка = Qd. 

Овде означава CL одстојаље сиде К од обртне осе. Сиду Q, која је у .' 
погдеду дејства на обртаље еквивалентна са силом К, зовемо обртnом 
сиљом. Дужи а И аЗ0веМ9 краuима сида К и Q. 

Под момеитом сuле иди ·статu'Чuuм момеитом разумемо производ 

из· сиде и одстојања њеноrа правца од обртне осе ·И.llИ: производ' из . 
I . 

сиде и љеноrа крака у односу према оси. Узев обртаље у једноме сми-

еду као позитивно, а у IlрО1'ИВНОМ као неl'ативно, треба и моменте, 
, 

према томе, рачунати позитивно иди неrативно. 

За јединиuу мощuта узимамо моменат сиде 1 дина, која дејствује 
на краку од 1 ст. 

Из rope реченоr изводимо правила: кад на једно чврето тело, 

које је покрет.lЬИВО. око једне осе; дејствују две сиде, у којим бидо 
. . . 

тачкама теда; а деже у ИСТОЈ према оси нормалНОЈ равни, онда 
• • 

такве сиде моту да замене Једна друту, . ако су им моменти Једна-

ки . и смисао обртаља исти. Ако је, пак, смисаообртања супрос 

тан, а сиде имају једнаке моменте у односу према. обртној оси, 
• 



онда!СИ.llе· стоје у равноmeжu . .. УОIlште :'наCJlучај ,рав;fIотвжею>рзџ;il,а; 
је· aJlгебарски збир момената' свих СИ.llа' у ОДНОСУ према оси '.:...... O,AaJple' . . , 

~Ka=O. 
I 

Као најважнији пример СИ примена)о-вога праВИ.llа поменимо 'озиб. 

Архи.мед (287-212 пре Хр.) је први покушао да докаже за разнокраки 
озиб прави.llО Р: Q'= q : р (где су Р и Q СИ.llе, Р иq ЉИХОви краци) 
сматравши да се код равнокраког. озиба прави.llО разуме само по' себи. 

71. Силе које деј.ствују на слободно покретну чврсту систему. 
~ Напоменимо неко.llИКО Г.llавних прави.llа. 

. 1. Кад једно слободнопокреТ.lЬиво'гело • • 
под утицаЈем СИ.llа остаЈе 

у миру, онда кажемо да су СИ.llе у равнomежu. 

у таквоме С.llучају равнотежа остаје и Даље, ако ма који део чврсте 

. системе . у~инимо -непокрет.IЬИВИМ, даК.Ilе ПОКРеТЉИвост теда на ма који 

начин ограничимо. , . . / 

2. Две у истој равни деЈСТВУЈУЬе СИ.llе са раз.1lИЧНОМ нападном 

тачком и раз.1lИЧНИМ правцем могу . да се, замене једном ресџтантом. 

Прiшац и ве.llИЧИНУ pecYJlТaHTe добијамо кад преместимо нападне тачке'. 
у пресек праваца ДОТИЧНИХ сида, а помоьу паРaJlе.llограма. 

3. Две силе са различним наџадним таЧRама, а У. истоме смиелу 

пара.llеЈше имају pecYJlТaHTY равну збиру сида и у истоме правцу. Ha~. 
- -- ," 

о. -,.0_ 

Ilадиа . таЧЕа. реСУ.llтанте де.llИ унутра .. дуж, КОЈа спаЈа нападне тачке' 

заАатих сила, обрнуто сразмерно сидама. 
,.' ,-,:~".':[~-

4 .. Две силе са раз.ilИЧНИМ нападни:м тњчкама, а у супротном!') 
". " " ',>' ',',,'-

СМИС.llУ·· парале.llне имаЈУ реСYJlтанту равну раз.1lИЦИ сила, а у правцу. 

веье СИ.llе. Нападна тачка. pecYJlТaHTC де.llИ 'споља дуж, која спаја, ;I!!t.-
,- ." ,,- """ ~ " " -" ( ,,' ,,' """:~ ~ 

падне тачке задатих. СИ.llа, . обрнуто сразмерно силама. , .•. ' '. 
5. Две једнаке и пара.llе.llне; ми учпротноме.правцу дejCTiiyJihe·. .. . " ., , , -~ ,," 

СИ.llе образују један cnpe~ сuл,а, који не може да се замене једном си~ 
, " - ",' ,~ 

.Ilом.Према 4. прави.llУ добили бисмо у оваком С.llучају да је Р~СУ.llтанЖа" 
, " ~ ,",' - -.-' ,'- ","': __ ~_I~\" 

= О, а љен крак = оо. -'. .. ,1'/1;;;1 

Спрег сила проузрокује увек само обртаље Око ма' које тачкеIf:\~' 
међу нападних тачака А и В оних двеју СИ.llа .. Статички MOMeHaT:raEв().r~. 
-. • " - - - - ,- ..' " ;'ј"" , " ,', -.;.i,:-' 

спрега једнак Је производу И3 Једне од СИ.llа К. и НОРМaJlноме pac~.O:, 

јщьу љиховом, Ма где' узели обртну тачку Момена'!.' обртаља је = К ."А1/" 
Дуж АВ зове се сnрежн:u 'Кра'К, производ К. АВ .моменат cnрmа.;'( 

.. " ,,".- ":_~:.".'-

3а једнакост, као и за слагаље спрегева СИ.llа, постоје правила. 

С.llична онима за обртне :моменте. Цомоьу тих праВИ.llа :ми смо у СЈањУ.,·, 
- -',"', .. 

ма колико разнихспрегова са различним моментима,. па!! у, раsв,:'~i';Ј 
• " " ',,' ,,,"~<',J,;",,-,;.,'j: 

равнима, да С.llожимо у Један спрег СИ.llа. . ·.;.;;,k 
. - , :'_ "0'_7, ,~;(_, 

72. Тежиште маса.- Чврста система састављена J:I3/Tc(}II)~Jt1j 
" . ' 'о' ___ -' .'>1..>_ ,е,; ,-.. 

тачака,има реСУ.llтанту СИ.llа, чија. се нападна тачка (средuште/~n~~t~ 
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раљељних сила) зове теж;,uште системе. Ова је тачка независна ОјЏПО;, 
. , 

,lLожаЈ а системе. • 
Разумевајуhи под моментом силе у односу према 'једНОј равни,про

извод из сиде и одстојаља љене нападне тачке од равни, можемо да 

Аг 
, , , 

С,·А ' г------ ---с---------1С2 
А,:'...---' : '. ' , . , 
. .1-, , 

• , 
, , , , , 
I 

, 
, , , , , 

, , 
, , , 
, ' , ' , ' , ' 

, I L ____ ~-L_- __________ _ 

В, ВВ2 

Сл. 38. , 

, 

поставимо правидо: .моменат ре-
- . . 

СЈдтанте двеЈУ парадедних си-

да, које у истоме смисду 1I,ej
ствују, у ~OДIlOCY према каквој 

бидо равни једнак је збиру 

момената, тих сида у' односу 

према, истој ра.вни. Нека су 

К1 и К2 две :парадедне сме, 
К љихова ресудтанта, А1В1 , 

А2В2 и 4,.В одстојаља љихових 
нападних тачака, од моментне 

равни. Повуцимо С1 С2 11 В1 В2• 

, Тада је 

К2 _ А1 А А1 С1 >'К А С А С 
К1 А2А А2С2 ' oдaК.ile:" l' 1 1 = К2 ' 2 ~,иди 

К1 • (АВ - .А.1В1 ) = К2 • (А2В2 ~ АВ)иди најзад 

к .АБ --:-:-К1 • А1В1 + К2 • А2в2• 
, , " 

Разуме се да, ово правидо важи и за ма КОдики број парадедних сида 
које дејствују у истоме' СМИСдУ. ' 

'Нека су Р1' Р2";" тежине теmких' тачака из кој их.ј е састављена 
система;, Х1 , Yl,Z1' х2 , У2' Z2"''- координате тих тачака .• ОзначимО са 
хо , Yo,zo координате нападпеТ:Ј,чке ,peCY.1lTaHT~ 

- д=Pl'+P2+ ... ·=~P.' 

, Према горљем прав:цду је у' односу према уz-равни 

• Rxo= РIХl + Р2Х2 + .. ~ = ~Px, 

а у односу према zх-равни 

и најзад у односу према ху-равни 
, . 

Rzo = PI Zl + P2Z2 + ... = ~Pz, 
, ' 

,0дaК.ile координате тежишта 

20) 
, ~Py 
Уо =~~P' 

, , 



Ако место' системе састављене из одвојених {дискретних) тепших 
тачака вамис.'lИМО једно континуирно тело' обраЗО!ЈаНО. И3 .бесконачно 
много бес коначно ·ма.ilИХ делова, онда место Р1, Р2 , ••• треба узети ар, 

а знак ::Е зам~нути знаком I. Тада имамо обрасце 
ЈхаР 

хо = Јар , 
Јуар Jz аР 

Уо = Ја Р , Zo = -"ј-;;'а-р . 
, 

(20а 

. . . . . 
Ако система, ЧИЈе тежиште тражимо, представља Једну хомогену 

• 

.ilинију, једну хомогену површину И.ilИ једно хомогено тело, тежина. Р 

може да се замене дужином ЛУЕа s, површјем S односно запремином V. 
На тај начин следују обрасци :щ одређивање тежишта 

, , > ' 

• 1. код хомогених .ilИНИЈа 

, . Ју ав 
Уо = Јав ' 

. 

• 

Jz ав 
Јав ' 

(20Ь 

(в. обрасце 1 и 2 У Ч.il. 41.). 3а .ilиюiје у равни је z = О, dz = О, Zo = О. 

2 . .код хомогених ПОВРlllИна 
• 

Јхав 
Јав ' 

Јуав 
Уо = . Јав ' 

rZ ав z . - ..:.' '-;:----
,0-. Јав' 

(20с 

где је dS=v'p 2+ q2+1.dxdy, S=JJv'p 2+ q2+1.dxdy (в. 
обрасце 1 и 2у Ч.il'. 55.). Специa.ilНО за обртне површине има.IJИ смо 

• 

(ау)2 ·1 + ах . ах, dS= 2n:y 
• 

• 

1 +(~~y.aX=2п y.ds. 

(в. обрасце 1 и lа у .Ч.il. 56.). 
3а равне Фш'уре, које су са једне стране ограничене комадом 

х-осе, са друге две стране ординатама, а са четврте стране луком .ilи

није у = f (х), има.ilИ бисмо да употребимо познати образац 

d и = у d х, и = Ју d х. 

(В. образац 1 и 2 У Ч.il. 35.) 
3. Код хомогених теда 

. rzdV 
• JxdV 

JdV' ZO=JdV' (20а 
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где је уопште dV=zdxdy,. V=JSzdxdy (в.'ФоI>муЛе су 'Јд. 51.).~ 
3а обртна теда имљмо • 

d V = пу2 ах, V= n:Ју2 ах 
, 

(в. Формуде 1 у Чд. 47.). 
73. Обртање чврстих тела. - ОзнаЧИ/dО са V обртну брзину једне 

: /. 

тачке на теду, КОЈе равномерно ротира, са r ОАСТОЈање тачке од обртне • 
осе, а са Т в-реме једнога обртlL. Очевиfl,НО је . 

21) 

- . '-

2rn 
V= Т' 

• 

Брзина тачке у одстојању 1 од обртне осе зове се умовnа брзина. 3а 
• 

њуимамо да Је 

22) 
2п V 

w = Т' даме w = 
l' 

иди V = rw. 

/ , 
Угдовна брзина је за све таЧке ротирајуьег теда једнака. 

Угдовна брзина ротирају'hег теда остаје непромењена, ако на тедо 
, 

, , 

деЈ ствул никакве сиде. 

Овај закон инерције за ротацију.утврдио је Га/!иљеј пре од за-
, , 

кона инерЦИЈе за праводиниско кретање. 
. , 

74. Угловно убрзање. М'оменат лењивости. -'-Означимо сар 
обртноубрзање неке тачке у одстојањуr 0,11, обртне осе теда, које 

нејеАнаком брзином ротира .. Тада је за' све 'rачке. теда УМО6НО убрзагье 
- - ОО 

23) 
. . . /1 
. у-- -, - . 

l' . . 

'На крају јеАне чврсте шипке (озиба) Аужине 1', -која може .Аа се 

обрье око осе у тачци О (коју осу замиш.љамо. управно на рав1'ПI црtежа) 

.-----------------,.'r-~--::---------::- .. '.' надазисе чврсто везана :матери-
О (т) дна тачка са . масом 'т. Нор-

.----ја ----- . f( мадно на краку СИ на оси), а у 

К ОАС1'ојању а ОД 'осе ,ll,ejcTByje си-
. да К. Питамо 'се кодин:о ј е уг до-

.' . вно.., убрзање, које' Аобија маса т 

, Сл. 39. уедеА сиде К. 

3амисдимо сиду Кзамењену 
. . 

сидом К' У тачци т, која са сидом К има исти моменат обртања. 

Ак.оса fl 0значимо ДИјlеарно убрзаље Mare т, ОНАа је 

fJ 
.,у ; 1~· 



" 

Ми знамо да је 
К' 

fl= 111' 

(Формула 6 У чл. 60.), а по прави.llУ за озиб (в .. чл. 70.) 

К' : К = а : 1', 
к,=Ка 

и према томе 

Ставимо моменат обртаља 

• 

тако да.је 

'У= 

Ка ' 
тт2 • 

• 

Ка=n 

тт2 =Ј . , 

п 
'У = Ј' 

l' 

(24 

(24а 

. р 

Примеhујемо аНa.Ilогију.између ове Формуде и основне ФОРМУ.llе р = т 

(Формуда 6 у Ч.ll. 60.). Сили Р одг.овара моменат обртаља П, маси 111 

одговара 

Ј=тт2 (25 
• • 

количина, rtoJa се зове ,МО.меnаm Jl.ењuвосmu. 

Ch1'istian Huyghens (1629-1695) решавају1и проб.llем· о ФИ3ИЧRом 
клатну завео је појам о моменту лељивости, а назиВ' му је дао Leon
hard Eule?' (1707-1783). 

Моменат лељивости Ј масе т у одстојаљу ј' од обртне осе даје 

својом инерцијом исти отпор који даје маса 1I1г2 у одстојаљу 1 ст од 
оБР'fне осе. То зџачи:- маса 1111,2 у одстојаљу 1 Ст добија обртним'МО
ментом П исто угловно убрзаље које добија маса т у одстојаљу l' И,стим 

моментом N. 
Ако је система састављена ив више материадних тачакаса мас 

сама 1111' 1112" •• , које су у .0дсТОјањима 1'1' Т1 , ••. • од обртне осе, онда 
• 
Је {моменат лељивости целе системе . 

. Горљи образац 24) за 'У добија вид 
• 

Ка 
'У= ~тj·2·. , ' 

. ј 

(26 

(27 

'Горљи израз 26) за моменат .Ilењџвости добија знатно ПРQстију Форму, 

ако систему образује каква хомогена маса. 3нак ~претвара се'у знак 

ј, ако се MO)jleHaT лељивости, тражи за какво хомогено те.llО, хомогену 
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• • I -

површину ИЛИ хомогену линиЈУ, КОЈе се МОЖ,е сматрати састављено И3! 

бесконачно много бесконачно малих делова. " 

75. Енергија ротирајуtiег кретања. Сабирањем енергије кре-
таља појединих делова ротирајуl.егтела имамо (према Формули 12 у: 1 . . 

. Ч.1l. 64.) да је Е = i 2 тv2, које с обзиром на Формулу 22) у Ч.1l. 73. 
f 1 

може да се напише Е = ~. 2 т1,2 ro 2 = 2 ш.2 ~7I1r2, дакле· 
• 

28) 

Енергија кретаља ротирајуhег тела са моментом лењивости Ј' и углов

ном брзином W представљена је изразом' 28). Опажамо аналогџју између 
. . . l' , .' '. 

епеРГИЈе ротираЛhег кретаља 2 Ј ш2 И енерГИЈе транслаторног кретања 
1 2 
2 тv. 

, 
76. Напомене за Механику чврстих тела. - Дејство сила на 

, . . . 
, чврсте системе у погледу кретања покаЗУЈе се У трансљациЈи и ро-

• 
т~щu. , . 

TpaHC.1laTOpHO кретање чврсте системе потпуно је одређено, ак6 
знамо кретање средишта маса системе, а за проучавање овога довољни 

су закони Механике тачке. . 
Код обртног кретаља долазе место брзине иубрзања појмови 

угдовне брзине и угловног убрзања. 

Код трансдације је 

брзџна 
. S 

t 
( ФQрму да 1 у чл. 58.) С=-

• 
. '. р 

убрзање р = т' ( ФGрМУ да 6 у чл. 60.). ' 

Код ротације је 
• 

угловна брзина 
. '. v 
ш= 

·r 

2% 
т 

, 

угловно 
(1 D 

убрзање r = . = -Ј' 
l' 

• 

На основу. закона о дењивости: 

\ 
(Формула 22 у Ч.iI.. 73.) 

(Формуде 23 и 24а чд. 73.). 

код траНC.1lације остаје непромењена брзина и правац кретања; 
"0 , 

код ротације остаје непромењена угловна брзина и обртнараван. 

Маси т одговара код ротације ,моменат лењивости Ј = 7I1r2 (ФОР-
:мула 25 у чд. 74.); . 
сили К одговара обр'l'НИ MoMeHa'f D ~ Ка (чд. 74.); 

• 



једначини у- inр (једн. 6 у ч.i1. 60.) анмогна је' једначина 
п=Ју'(једн. 24а у Ч.i1. 74.)." 
Најзад анмогно. обрасцу за енергију код транматорног крета-

ња Е = 1 mv 2 (ФОРМУ-Jlа 12 у Ч.i1. 64.) имамо образац за енергију' 
. 2 , 1 2 28 . ) 
код обртног кретања Е = 2 Јы (ФОРМУJlа у ч.i1. 75 .. 

77. Примене. - I. Гуљдuu-ово nраВИ.i10 за nовршине. Узмимо ка
КВУ БИ.i10 Jlинију MN, која се обрhе око у 
~-oce .. Нека је s њена дужина, тачка 

Н (Хо , Уо) њено тежиmте. На основу пра
ВИJlа да је с'rатичан. моменат цеде масе 

раван збиру статичlШХ . момената, noje~ 
ДИНИХ дедова имамо, узев СТ\tтичан мО-

, . 
менат у однос на х-осу, Једначину; 

• , 
о· 

~Yo = Ју ав .. 
I 

• 

• 
• 

d 
,н 

• 
М· 

, 
• " • • • 

.. 

• • • 
• • , 
• у: :Уо 

• • , •• • · , • , 
• • • , 

А Х Ха 
Сл. 40. 

Кад сравнимо ово са обрасцем за nовршје обртне површине 

8 -'-- 2% Ју ав 

(в. ФормУ.71У 1 а у ч.i1. 56.) нмазимо да је 

s = 2 %уо! S 

N 
• 
• 
• 
I 
I 
I 
I 
I ... I 

. • • 
• • • , 
• 
" 

в 

(29 

То значи да' ј,е nовршје једне обртне nовршине равно производу из 

дужине Jlиније, која IIОВРШИНУ описује и периФерије круга, који тежиште 
• • 

JlИНИЈ е ОПИСУЈ е. 

Ако Jlџнија' MN не изврши цео обрт, него се обрне само за 
• 

-угао е и ако означимо ;.са 81' nовршје, које одговора уг.i1У е, онда из 
• 

ПрОПОРЦИЈе , . s :81 = 2 % : е 
• 

меДУЈе 

(30 

Овде је еуо лук који је 'l~ежиште Н. описмо. Према томе обра
зац 30) исказује llpаВИJlО да је ПО вршје, које постаје обртањем једне 

, .' . - -. 
о , • • 

JlИНИЈе. за извесан угао. равно производу из дужине JlИНИЈе и дужине 

ДЈка, који је тежиште .i1ини'јепри обртању описаJlО. 

ОВО nраВИJlО ПОЗJIатоје подим:еJIОМ Гуљдuи-овог .nраВИJlа ПО Сан
Гменско:м: језуитиРаul Guldin (1577-1643), који га је nрqнашао не 
.0 . . .•.... • . " 

. у:мевши дати строгог доказа за њега. , 
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1. Пример. Дуж В С = а 1- на х-оси 06рће се око a;~oce .. Тежиште дужи. 

в 
. а ' , 

удаљено је од х-осе за 2' Дужина апутање те-
жишта у пуном обрту је дакле 2л:. 2 = п а, а 

пошто је дУжина обртне линије (генерат.риqе) = а, 

а то је површина описаног круга = п а . а = п а'. 

2. Лр.uмер. Дуж ов = е обрhе се око ",-осе. 

!У"'-------т-----;;:---:х Тежишrе Дужие удаљено је од обртне осе за 
С 

• ; ,ако означимо ва = а. За цео обрт је пут\tња 
а . Сл. 41. . 

тежишта = 2 п . 2 = п а. . Дуж~на генератрисе 
. . . . 

према томе површина оппсаног купиног омотача п; ас. 

3. ;Џрuмер. Површнну прстенастог тела, које постаје обртањем круга са 
полупречнпком ,,' око х-осе, добијамо кад помножимо 
путању тежишта 2 п ь (ако са Ь означимо одстојање у 

. средишта круга од х-осе) са дУжином генератрисе Mг--_~ 

2 п т. ПОВРШШIa тог обртног тела је' дакле 

27</' . 2 п т = 4,,' ь 1'. 

(В. 3. пример у чл. 57. и сл. 21. у: чл.48.) , 

4. Пример. Полукруг M.AN 06рће се око преч- QI----....... -I-:---X 
ника MN (у-осе) .. Тежиште Н линије налази се. из Н А 
разумљивих разлога на npечнику.>О.А. Означпмо ОН 

. = х •. Путања, коју описује тежиште j~. 27<Х., а дус 
жина генератрисе (полукруга)' 7<1'. По гу .. дuн-овоме 
правилу је површина описане лопте 2 п х •. n '", а ово је, 
као пrrо иначе знамо = 4 7< т', тако да из 2 п ХО • 7< ,. N ~-~ 
= 4 n1" налазимо положај тежишта Н 

Сл. 42. 
2 

хо =-1'. 
П 

• • 

Л. Гулдun-ово правидо за теда. , 

Узмимо једну фигуру KLMN, 
• 

• 

КОЈа. 

~_IN Је ограничена са две стране ординатама 

о 

м 
Н, , , , ,L 
Уа: , , к f.-. _~-----

• 

, , , , 

А 

, , , , 
х G 

Сл. 43 . 

' . , , , 

8 
х 

АД[ и BN, а са остаде две стране кри
вим динијама MN и КL,чије су једна-' 
чине у = ЈСх) и у' = rp (х). 

Означимо са хо , уокоординате те-
жишта Н фигуре KLMN Нека је 

F ПОВРlllииа фигуре KLMN, 
F1 повр 111 ина фигуре MN АВ, 
F: површина фигуре KLAB. 

Ми знамо да је dF1 ~ У dx. 'Сматравши dF1 као правоугаони:в:, 

љегово је тежиште удаљено за ~ од а;-ове и према томе је статичан 



, 
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~ 

моменат T6I'a бесконачно мадогаде.л.а новршияе (у односу на w-ocy) 

=~ dF;.= ~ у2 ах, даме статичанмоменiт целе цоврmине Ь~ 
Једнак .~ ју2 ах. Исто тако је стати'lИН моменат поврmине Р2 једнак 
~ Ју'2 d х и онда према томе статичан моменат поврmине F = F1 - Р, 
ово .~ Ј(у2 - у'2) dx, које је, опет, по познатоме правилу за статичне 
моменте = Руо. Из 

~, 

. 1 
РУо = 2 (У! - у2) d х 

. и позџатоме обрасцу за запремину обртних тела 

V == п Ј(у2 -'- у'З) ах 
, 

(в. 
" 

Формулу 2 У чл. 47.) • 
слеДУЈе 

. V= 2nуо .Р. (31 

Овим смо доказaiи друго ГУJlдuн-ово правило, које казује да је 
запремина једног. обртног тела, које 'постаје обртањем једне равне фи

гуре једнака производуиз ПОВРЦlине те фигуре и периФерије круга (цу

тање), који тежиште фигуре при оБР'Ј'ању описује .. ' 
. у случају да Фигура не учини ,цео обрт, него се обрне само' за 

угао е. добивену запремину V1 добијамо из пропорције 

V : ~ ,--- 2 п : е, 

V '.' ' 
V1 - 2 п е = еуо . Р. 

дакде 

~ , (32 

То значи да је~запремина обртног теда, које постаје обртањем 
, 

једне равне Фигуре ~)a угао 8 једнака производу из површине Фигуре 

и дужине дука (лутање), који тежиmте при обртању описује. 
• 

5. Пример. Кружни одсечак Ава обр:Ь.е се око прёчника, који је пара
лелан са тетивом В О и који узимамо за y~ocy правоyrле 

системе са почетком у средищту. круга. Да Ha:ljeMo запре

.l\ШНУ тела, које образује фигурцАва својим обрТањем. 
'. llовршински елеменат P.P'QQ' = 2у dx, чије . те

~ жИШте' описуј е путањ у 2:п; х, , образуј е, према ГУJlдињ-

у 

в 

I 

, , 
овом правилу, запреминсЮI елеменат d V = ,2:п; х. 2у dx 
= 4 п х у dx. Из једначине круга х' + у' = т' следУје ...... r-

• , 
А '1-I .-" , 

xdx = -ydy, тако да је dV= --4ny'dy, • • 
о у I 

Y--4nЈ y'dy =4nJY2dY--: :п;у'. 
у о • 

,,t~!Д),емина овог обртног тела једиака 
'. ",., -, - , - '-
~,!l!!!~:'Л!>nте са полупречником у. 

• 
Је, дакле, запре-.' --

,Сл. 44 . 
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Правоуrдл Tpoyrao АБ С обрliе Се"t>ItФ'џ!~ОТl,}k~.ёСЧ'~t!Ј/ЏЬ'" 
. С тежлшта Н троуrдовоr од' xiir!OT!luytJe' Ј" е> 

h h .i .. а ..' '. . ... 
хо = 3 = 3 . (В. 2. пример у чл. 78,) и 

6. п ри:мер. 

, према томе путања .тежищта 2 1[ хо = 
"'h .;2тr:hsina: • аЪ :.-
; 3 .. Поврщина троyrлаЈе 2' дакле 

НО'I ' . Х .. ah21[b .• in" 
AL--=_--' ____ -":L-0~___>8 запремина обртноr'тела V = 2 ':,1 о' .' 

о .а 1(; а2 Ь2 : 
Сл. 45. или пошто Је .in а = ( , V = 1, ' . . / а' + b~ 3, а'+ ь· . 

7. Ilр'tЈИер. Полукрyr се обрhе око пречпик.а (у-ос.е) и описује лопту, чија 
. 4· .' 

у је ззпремипа V = 3' 1[ТЗ• На ОЩlOву Гу.?дUl<-овоr пра,-

вила знамо дајезапремипаопИсаноrтела (лопте)равиа 

пIJмножено површииом полукруrа, 

у 

. ь 
4, ИЗједнаЧИП,е ~o"'" +--+----c~c:-a"". -'+--х 

- 1(; 1'3 = т2 тr2 х' 3 '- , .. I О: 

Сл. 46. 

нал~имо да је за _____ / ___ :-::"с'":'.'-'. -------

полукруr . 
4 т 

ХО =-3 -. . 1[ 

Сл. 47. 

. 
8. Прu:мер. Елипса се обрЬе ОЕО једне праве (у-осе) изван ње, која је 

. ' . . ' . 
паралелна са Једном од њеплх rлавплх оса и ОПИСУЈе 'Једно еЛИll'rичпо прсте~ 

насто тело. Jlовршина еЛИllсе је 1[ а'" llутања тежишта =·2 ЈЈ: 1 И према томе 
запремина обртноr тела V = 1[ а Ъ . 2 1[ 1;= 2 1[' а Ъ 1. 3а случај кpyra (а = Ь) . 
имамо V = 21[' a'l (В. 4. пример у '!Л. 48.). . 

78. Примери заодреЈјивање тежишта. -
.1. Прu:мер. Кружпи лук. Пре CBera је јасно да се тежиште кружпоr лука 

• - о ' - • - -. 

м R N. налази на пречпику О R КОЈИ таЈ лук полови. ТаЈ 
пречпик узеЬемоза х-осу,. а почетак координата у ере- у 

Д1Iшту Kpyra. 
. Лучпл је ел:еменат Р!,' или d .• = ,. d <Р, а њеrов 

статичан моменат у односу нау-осу, каообртпу 'осу, . 
ПОШТО му је. одстојање' од обртне осе -'- т С08 <Р, ОВО 

• 
,. d f{! • "CQS 'р = т· со. 'р d <р. 

. 

Према T01l1e статичан момена.т целоr 'лукаМRN -Ь' 
• 
Јесте . 

о а 
о . 

',," 

,.' СО, f{! d f{! ·=т' со. f{! d f{! = 2 T'.i .. " 

-а -а 
• 

• 
или пошто Је 2 т аЊ" = тетиви М N = а, статичан мо-· 

менат лука = r а,_ 

, 

О 

м 
" о о 

О , 

О О 

r о о 

О О 

, , 

, 

, О О 

, , 
'а ,-

f" 
'2 , , , 

о 
, , , , , , , 

, о 

N 
Сл. 

н 9 
Я Х 

48 . 

Међутим статичан моменат лука MN једнак је производу из њеrове ду. 
I жине Ъ И одстојања хо њеrовоr тежишта Н од обртпеосе, дакле Ь хо и тако и: 

јодначине Ъ хо = r а добијамо хо ;;;;;:~. .' .• , . ь . , '. .' 



-
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Код полукрyrа је а = 2 r, Ь= 11: ,. 

'!Л. 77.). 
и _ према томе , 2 

х , - ,. 
о-- (в: 4. примеру 

те • 

2. Пример. Троугао. Повуцимо висину OD = /, и узмимо је за х-осу и 
растворимо, троугао ОВ С ца ,IQВРnШf{ске елементе Р P'QQ' повлачеlш пара-

лелне са основом ВС = а. На основу тога В 
, што је tJ.OP Q ех tJ.OBC следује z: х = а: h, у 

, а 

одакле z = - х И према томе површински 
, h а 
елем:iшат PP'QQ' ' zdХ=тх'dх,ањегов 

статнчан моменат у односу на у-осу, као 

" а С обртну осу, х у d х = тХ' Јх. татичан мо- О 

менат &а све површинске елементе" дакле 

h 

а' а 

за троугао = т х' dx = Т 

, .. ,).. , 
,~- , - ) 

о , 

h 

о 

ah 
х2 dx = . 

, 3 

По' познатом правилу тај је статичан' мо-

. ah ah а 1,' 
менат ЈОШ = 2 хо и оцда из 2 ХО = 3 

• 
слеДУЈе 

, 
z :" , , , , 

Сл. 49. 

2 
хо =~l~. 

v 

D 

с 

х 

• 

3. Пример. Трапез. Повлачењем паралелце ЕЕ' у одстоја:њу х од траре

зове стране CD можемо да напитпемо: трапез ABCD = трапезу CDEP+ тра-
. а+Ь Ь+у а+у' а-Ь 

пезу АВЕР, дакле :Ј h~ ':Ј х+ 2 (h-x), одакле у=Ь+ /, х. 

D Ь с ... - - - - - - - - - - - - т-----,c---""'-----~ 
• , 

Х, , У ;. ______ - -- fJL...-..---;_---"L...-----'\ 
dx: 'Ј .. --------t=-7-----:-------~ 

• 

А 

h 

а 

Сл. 50; 

• 
• 

-
Статичан моменат повр-

nшнског елемента' Е Р Е' Р' , 

Јесте 

а-Ь 
xydx=(bx+ h х')Јх, 

а статнчан моменат целог 

В трапеза 

J(b_x+a~b х') Јх- + а - Ь h 3 = _h' (2 а +М. 
h 3 о 

о 

О . а+Ъ !. 
сим тога Је опет й'атичан момепат трanеза = , h хо н онда из Једначине 
а+Ь ~(2a+b) _ 2 . ' 

2 1, хо = 6 налазимо за ОДСТОЈање тежишта од трапезове стране В С 

. 1, (2 а-\- Ь) 
да Је хо = 3 (а + Ь) . 

4. При.т.р. Кружни исечак. Унапред знамо да тежиште исечка ОМ N (В. 

ел. 47. у 1. примеру) мора лежати на симетралној осп Фигуре, тј. на полупреч"," 

нику ОВ. Статичац момецат површинског ,елемента ОР Р' = ~, .• d ср добиfiсмо" 
. . ,. . 

кад површину тога елемента помножимо са, ОДСТОЈањем његовог тежишта; 9д" 

у-осе, ,као обртне осе. Сматравши ОР Р' као Tpoyra?, знам,? да је OДC~,ojaњ'~ 

'GСНОВИ ИНФИНИТИЗЕПАШОГА ,РАЧУНА. , , , 
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, 

њeгo~oг тежишта о: теменз О равно ~ ,. (В. 2. пример), a;-њ~~o~o, OД~Tojaњ& 
од 06ртне осе је 3" со. <р. Према томе је статнчан моменат ПОВРШИВСRОГ еле
мента О РР' -~ ,,' d <р. : r со. <р= ~ ,,' со. rp d <р, а збир свију статнчних eieMenaT3 

" 
1" 

со. <р d <р 2 •. 
= з1' StnlX. 

3 

ПОВРШЈ!насектора је = ," а, а љегов моменат дакле ,,' а ХО = ~ ,.3 .... а, 
2 • 

ппа 

ХО = 3 r • 

5. Пример. Кружни о/(сечак. Површински елемеиат је Р P'Q Q' = 2 у ах . _. 
а његов статичан моменат у односу на у-осу јесте 2 ху ах ИЛИ, кад нз једна-

у чине круга х' + у' = ,,' заменимо у = у,.' - ",', 
~~r..:М-r:.. ... р овако: 2 "'У"'-х' ах, дакле статичан моменат 

- р' одсечка MNR једнак' 

-+----.d-'-+-++_ R х 
О • 

х 

r 
• 

• 

'" 
2 ,/, З 

- 3" г' -х'. 

Сл. 51. 

r r 

с IIpyre стране знамо да је статнчан моменат 
фигуре MNR једнак производу из ПОВРШИНI; 

MNR н одстојаља хо Тl;жишта њеног:од 06ртне 
oce~ 3а ПОВРШШlу MNR имамо 

l.;lNR=2 уах= 2 

х 

дакле љен стаТЈ!чан момеиат 

oIIalCJle 

~. z 
~ - х Y'1''l_ х2 - '1" arc sin-2, ,. 

2 • - Yr'-",' 
3 

Ха = t '_ -. 
"-п; У х _ '2 - х T~- Z2 - 1'2- Ф'С sin--;: 

4r 
За полукруг је '" = о н према томе хо =3 -п;' 

6. Пример. Пар .. 60личан сегмент. Једначина параболе је у' = 2 р х. По

врппmа елемента је PP'QQ' = у ах = У 2рх ах. Пошто се ПОВРШИНСКЈ! ёле-
• 

менат :може lI:a замене уnисаним npавоyrаоником, то Је 

• -
1) r ,,'-х' а';е решавамо делимичиим ШlтегралеЊI;М. ТаElШ смо ните-

ЈСрал имали у 1. примеру чл. 37 
• 



; 

- " - " 

131 

-
одстојаље љеrовоr тежишта од у-осе, = х, 

- . у 
а ОДСТОЈаље љеrовоr тежишта од х-осе, =~ 

џ према томе статичан моменат елемента Р р' Q Q' у односу на у-о су, = 

х . l' 2р х d х, а у односу на х-осу, = ~ JI 2 р х dx = р х dx. Дакле статичан 
моменат параболичноr сеrмента OMN 

у односу )Ш у-осу, 

у односу на х-осу, 

'Површина параболичноr cerMeHTa 
• 

_имамо ове две Једиачине 

• 
ИЗ КОЈИХ налазимо координате 

параболичноr сегмента: 

• 

Jl2р 
• 
о 

р Јх d х -

• 

2 , 
-х 

5 , 

2 -
OMN је= "3 ху (в. 3. пример у чл. 37.). С овим 

м 

х., Уо тежишта !----~~----..L--X 

О 99' N 
Сл. 52 .• 3 

ХО = Б Х' 
3 

Уо = 8У' rIIejex=ON, y=MN. • 

. Ју 
7. Прuмер. Лоптина зона. Из Једначине Kpyra х'+ у' = , .• следује "7

d 
"-

х _,/' Х, 

у' а. = у dx. Обртањем око х-осе лучнп елеменат d. описује површински 

елеменат зоне dS~= 2 л; у d s = 2 л; r dx, чији је, у односу на у-осу, статичан 
моменат х d S = 27С ,. Х dx. С овим Н3..'Iазимо 

x+h -

xdS 2 л; ,. xdx (x+h)'-x' 

" " = х+ ~. ~ 

хо = - _,,+h 

JdS 
x+h-x 

2 л;r dx 

'Тежищте зоне налази се, дакле, у средини љене внсине 1,. 

8. ПрU.1l<ер. Лоптин слој. Обртаље з.амишљамо око х-осе, тако да ЛУЧНJl 

~леменат пронзвоДн запремннски елеменат d V = л; у' dx = 1с (Т' - х') -dx, чији 

је, у односу на х-осу, ста'fИЧан моменат xdV= л;(,.2_ х2)хdх. На тај начин 
;добијаМD , 

,,+h x+7~ ,,+h 

xdV 1с (r'-x')xdx xdx - х' dx 
х х 

,x,h ,XT 1t " х. = ..:::--=-::-;--;:---
- "" t-h 

, 

dV ,О. dx- о, d 
Х-, :т-

'- / 

х " Х # 

9* 

• 



• 

-;;:---
2 4 

За полулопту имали бисмо кад ставимо '" = О, h"-: r за тежиште 
3 

ХО = -7". 
8 

·9. При.мер. Пирамида. Озпачнмо са Ь основу, са h висину пирамиде. У 

. одстојаљу", од ррха, а паралелно еа основом замишљамо пресек, чију пемо 

поврmинy обележити са у. Из познате пропорције у: Ъ = х2 : h 2 сле;;rје у . :."" 

и према томе је запремински 'елеменат дебљине Ј", ово d V = h' ",2 Ј"" а за" 
Ъ 1, bh . 

премина пирамиде V = h2 "" .Ј", = 3" Статичан моменат запреМЩlскоr еле-.' 

ментајехуЈ",= ~.""J"', а ~татичан моменат целе пирамиде, узев норм,алу у 
h 1, h h2 

врху на висину пирамиде као обртну осу, '" d V = h' "" d х - 4 . 
о 

Према овоме је 

",dV bh' 

4 ' 3 
--=-h. 

Ъ h 4 . . 

• 

--
3 dV 

10. При.мер. Обртни параболоид. На 
• 

основу Једначине параболе у2 -,- 2 Р '" 
, 

добијамо као зaupеминсЕИ елеменат п у' Јх = 2 :т( Р х .. Јх, а за запремину обртноr 
:Z; -. , • • 

параболоида V = 2 п Р х Ј", = п Р"'" Статичан моменат параболоида' у односу 

Ј
' о 2 ПР"" . 

на у-осу јесте х dV = 2 п Р ",2 Ј", = .. Према овоме је 
.2· 

о 

2 
1\ х. 

79. Примери заодређивање момента лењивости. -
1. Пример. Дуж АБ = е обрhе се око осе у тачци О, која /IYЖ (односно 

љено ПРО/IYжење) нормално сече. Означимо са т масу дужне јединице. ЛинисЕИ 

-<'------.x.------~ елеменат Јх у одстојању '" од осе има масу 
dx т Ј"" а fuerOB је моменат лењивости т ",2. Ј", 

А-' -----+. "--оl--------:.iз и према томе моменат лењивости целе дужи • 
о 
~ ----* -------------------)о-, а с 

+--- --- --- __ о Ь ---- ---- ---~ 

ъ 

т 

а 

• 

т 
"" Ј", =. (Ь' -, а'). 

3 

Сл. 53. Но пошто је моменат лењивости /IYжи е =Ь-а 
. раван т с ". = т (Ъ - аЈ _', ако за z означимо од

стојаље средишта леЊНВQСТИ масе те целе дужи од осе, то имамо т (Ь-а) _' = 
т ·Ь' +~ а Ь + а' 

- (Ь' - а') oдa~~e _' = --'------;:с----с-3· ,~ - 3" 
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• Ь' Ь 
Ако дуж почиње од саме осе, дакле а = О имамо простије о' = 3' z = УЗ., 

у случају да правац дУЖИ .АВ не .. ------------ Х ---------->d 
'. i Ji' пролази кроз О, али Је дУж, ипак, нор- С,--------. , •• • 

малиа на оси, означимо са 6 а = h одстојање: ' А В 
- . , I 

дјжи од осе. Одстојање елемента dx са h'..c---B---,; - , 
. масом mdx од осе је сада Yh'+x' и прем~ 0 ... --------------- Ь ____________ ~ 
томењеrовмоменатл()њивости =т(h2+,,;,') dx, • Сл. 54. 
а моменат лењивости целе дУЖИ 

т 

ь 

(h' + x')dx = т т(Ь - а) (h S + Ь'+ аЬ +а
2Ј 

3 . 
а , 

а 

. ' 

Но тај исти моменат ленивостије = т (Ь-а)о' и по томеје 

, 

ь 

~----- X----d'x 2. Прuмер. Узмимо правоугаоиик који се обрhе 

око једне своје стране, ипр. стране Ь. Површински 

елеменат Ь d х има моменат лењивости Ь х' dx узев да 

је маса новршинске јединице , 1. Моменат лењивости 
• 

, целога правоyrаоника Је = , а 
а 

, , , , 
Сл. 55. 

3. Прuмер. Замислимо круг, који се обрhе око ј едног CBOl' пречника: Моме

нат лењивости површинскоr елемента Р Р' R Н' 
= 2 х dy јесте 2 х у' dy. Да бисмо ово Ин

,тегралили и добили моменат лењивости Kpyra 
ставиhемо из Једначине круга х = у,.2_ у2 И 
добиhемо' за моменат лењивой'и 

• 

,Ј = 2 y'Y'-' - у' dy., 

-Т 

Овај интеграл могли бисмо да извршимо ме

тодом делимичноr интегралења. Ми ћемо да 

га доведемо на тригонометриску Форму за. 

1\lеном у = ')" sin r.p, дакле У 1,2 - y~ = l' СО8 ср, 
7t , 

у 

Яу',,---=-+--_~ 
R I--------"'.d 'Т------у-' 

у 

--~--~O+-~X~9+--X 

Сл. 56. 

d'!L = ,. С08 ср d<p. СледУје Ј = 2 ,.. .in' ср е08'ср dq;, а ово решавамо помоhу 
\ 

" --2 

Формуле 1) у чл. 17. и Формуле 2) -ј чл. 18-

,.' [ . , 

Ј = 2, - 8јn ср С08' ср + 
. 1,4 п;

:, '4 -, 

е08' ср 'd ср 

7t 
-, ". 
" ~ --, 

7t 

. з + "јn ср е08ср + СРЈ' - .. п СР С08 ср '., 2 
, ~" 
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4. Пример. Правоугли парilлеЛОПИllед са ивиц~ма а, Ь, с 06рће, се око' 

у 

в f--------г,-----, 

dYI------+-+---1 

, ивице с. ЗаЈ\'IИСЛИМО У равни осиове са ивицама' а = О А 

и Ь = О В као осама координатне системе узет повр

шински елеменат ах. d У изме:ljу апсциса х И х + d х 
и ордината у и у+ау. Тај површински елеменат је 

основа једне призме висине е. Одстојање те призме, 

чија је запремина с d х ау, од обртне осе је ; х' + у' 
О'--------L;'L--т---х.(као и одстојање површинског елемента ах. ау од' 

dx А тачке О), Према томе је моменат лењивости те 
Сл. 57. призме у 'односу на обртну осу (а то је ивица с) 

т с (х' + у') d х. ау, где т означава масу заllремин-
• 

ске Јединице. Моменат ле~ивости паралеЛОПИllеда Је 

Ј= те у=Ъ {~x.a+y')ax, ау. 
~ 

у=О х= О 

Пошто СУ границе овога двоструког интеграла константне, то на основу пра

вила у чл. :>4., можемо да напишемо 

Ј = т с ~ уЪ '~x:+-y') ах = ,п с Ј'(Ъ ~' + ау.) ау 
'. 3 "-

У=,О х=о О 

= т с (а3 
h + а 1'3) _ т а Ь с , +' ") 3 3 3 ,(а Ъ. 

, 

Но пошто је иначе моменат лењивости паралелопипеда Ј = т а Ь с .• ', добијамо 
" а'+Ь' 

рапнењем ових двеју вредности за Ј, за средиште лењивости .' = -з:0--' 

5. При.мер. Управни кружии ваљак обрhе се окоњегове геометриске осе. 
Нека је ,. полупречник основе, h висина ваљка, т маса запреминске јединнце .. 
3аМJ;Iшљамо два коав:сиална ВаЈЬкаеа полупречницимах и х+ах, који међУ

собом захватају волумен 2 п х ах. hca масом 2 m п h х ах, -а чији је моменат 

лењивости 2 т п 1, х d х . х' = 2 т п h х3 d х. Моменат, лењиво сти целог. ваљка ј е, 

r 

Ј= 2тnh 
1 

x 3 dx = -тn; h,.4. 
- 2' , 

• 
. ,. 

слеДУЈе • = ;2 . Но пошто је моменат лењивости исто тако Ј = т.п ,.' h .', 

6. Пример. Потражимо моменат лењивости за хомогену щшту у однос на 
један њен пречник као обртну осу. Нскаје х-оса обртна оса. Једначина великог 

круга у ху-равни гласи у' = ,.0 ~ ,,'. Замислимо лопту пресечену равнима у 
'одстојању х И х + ах нормално према х-оси. Таква два пресека, у слици озна
чена са PQ и P'Q', исецаfу из 'лопте један ваљак, чија је основа nу', а 
висина ах, дакле запремина п у' ах, а маса т п у' ах. Његов моменат лењи-

вости је, према ресултату у 5. примеру, _ ~ т п у' ах = ~ т,;;(,:2_ х')' ах. 
Момеиат лењивости ЛОП1'е је 

r 

1 
Ј . '2 ,п п (с' - х')' d х 

- ,. , 

, 



,. 
тn 

2 
(Т' - 2 , .• х' + х') dx = 

rпn 
-т4 х-

2 
-т 

о О О О 4 
Пошто је маса лопте = "3 п ,.3 т, то је њен 

4 
Моменат лењивости = - п ,.3 m • "' И r онда из 3-
. 4 • 8 5 
Ј едначине "3 п тО rп z -: 15 m:тr Т налазимо за 

сре~ште лењивОСТИ 

Z=l'V~ 5 . 

За шупљу лопту са полупречницима R 
и Т имали бисмо, према rорњем 

• 

r 
2 1''1: хЗ • х5 

3 +'"5 -
_т 

у 

Ј= 8 mn(R5_',.Б) Сл. 58, 
15 о • 

или с обзиром да је маса шупље лопте 

4 
И= "3,n:тr(R3_,.з), 

2 R· - тБ 

Ј= -М R3 3' 5 -т 

• 

1: v:;, о 
~,'- . 

8 nl. 1с т 5 

• 
15 

о Замишљајyhи да се R приближује у бесконачет ,. и постаје најзад R = ", 
шупља лопта претвара се у површје сфере. Моменат лењивости за површје 

лопте добиtемо, дакле, узев 

2 RБ_
О ,.5 2 о RБ_ Ј•• 

Ј = -5 Ит И RO 3 = - иm М. lim R3 _ 3' 
B;;:::1~ -Т 5 В=Т Е=Т" r 

о Овде је linl М = 4 1с Т' m = маси површја сфере, rде т означава масу површинске 
о R ='r R. Б О' о . -1" 

Једииице. За друrи израз lim 3 3' кuји се јавља у неодређеиом виду -, доби-
R=rR -т О оо 

Ћемо праву вредност на познати начин образујуtи количник из изводних, дакЛе 

R5_ ,.5 . о 5 R' 5 . 5 
иm ' = иm ит _ Е2= - ')".2, 

В=т R3_r 3 В=т 3 R' В=т 3 3 

Кад уметнемо добивене вредности на.'!аЗИМО моменат лењивости површја сфере 

2 058 
Ј = - 4 л; т2 т .~ - 1,2 = - п т 7·4, 

5 3 3 

4. Примери из Више Геодезије. • 

80. Израчунавање СПЈЬоштености земље из меридианских ме
рења. - Нека је АЕВ једна че1'ВРТ земдог едиптичног меридиаџа са 

, а-Ь 
полуосама ОА = а и ОВ' ь . .количник = с зове се сn.љoшmе-

а 

Пост земље. Обележимо координате едиптичне тачке Е са О С,=х 
о Ь 

Е С = у. Средиmна једначина елипсе (меридиана) гл!!си у =, а 1" а2_х2; 
-, '. - , -- \ ' , , 

а дучни је едеменат уопште ds ='VdX2 + d y2. ОПИIIIИМО из средишта 
, о • 
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у 

• 

о круг са полупреqник()м а и прОду

жимо ординату тачке Е до пресека К 

са кругом. Овначимо, -1::: к о А = и'" 

И повуцимо У тачци К дирку КТ 

на КРУГ. Тада је- Е Т TaнreHT3. 

елипсе У тачци Е. Повуцимо!у Е. 

нормалУ Е D на едипсину тангенту 
и онда ј е :х Е D А = v геограФска 

Г-~--C;'---A+-------':~T:=---OX mирин~ места Е. Ив C.ilике види-

С мо да Је л. 59. 
х , а сав 1t, 

, 
• 

а на, основу Једначине 
• 

еЛИllсе слеДУЈе 

у = ь sin и, 
дакле 

d х = - а sin и d и, d у = ь cas и а ~t 
и са тиме 

ау ь 
d =- eatg 1t. 
х а 

с погледом на то да је D E.L Т Е, дакле 

ау ь 
catg v = - ~a '= catg 1t 

х а 
, , 

• 
слеДУЈе 

а tg и =; Ь tg v, 
oAaIt.ile 

а2 сов2 V " 
2 ' cas и = • ' Ь" .• ' , a~ сав· v + . sщ- v 

abdv ' 
аи= 2 2 Ь2' 2 • а сав v + stn v 

• , 

, 

Овим добијамо, ва диференциал меридиана изражен географском шири

ном места иврав 

• а2 Ь2 dv 
d s =( а2 сав2 v +Ь2 sin2v)3/2' 

Да бисмо овај диференциал УПРОСТИ.llи и noдесили ва интегралење . ' 

а-Ъ -
узмимо у обвир да је = 8, Ь =: а (1 - 8). 3анемарујуhи 82, као 

а 

врло малу кодичину, увеьемо Ь2 =а2 (1- 2 Е)' И ставиьемо према томе 
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-- .,~< 

Одавде ВИДИМО да ључни ељементи меридиана, па дакље' и С~,1.Щ мерд-
. ,-- . 

диански љуци, расту упоредно са географском ширином v. То зRil.чи да 

'меридиански степени ОД екватора ка пољу бивају све веЬ.и. • "" 
Да бисмо интегрмили горљи израз за d s раЗВИhемо у ред њ'ес 

гов именитељ занемаривши, при томе, чљанове са другим и вишим сте

пенима колич'ине 13. СтавиЬемо 

даые 

" , ...,.... - , 

(1- 2 13 sin2 1Ј) ~ = 1 + 3 13 sin2 v, 
, 

aB~ а (1-2 8) (1 + 313sin2 v) dv' 
= а (1- 2 13 + 38 sin3 v) dv 

, 1 
или, акоззменимо sin2 v = 2 (1 - СОВ 2 v) 

(
, 8 ) 3 а13 

ав = а 1 ~ 2 dv ~ 2 сов 2 v dv 

( 
. 13) 3 а13 . ' 

s = а 1 - -2' v - 4 Вtn 2 v+ С. 

Ако означимо са s меридиански љу:н: између географских ширина v и v', 
са S,меридиански љук између географских ширина V и, V', онда је 

в=а (1- ;) (v'-v)_3:8(sin2v'-sin2v) 

S = а (1 --; )(V' - V)- 3:8 (sin2 V' -sin2 V) 
, 

, 

иљи, пошто траНСФОРМУЈемо на основу, познате Формуле 

'sin 2 v' - 8i'n 2 1) = 2 sin (v' - v) сов (v' + v), 
, 

( 1 '8)' ) 3 а 8 . (' ) (' ) s = а - 2 (v - v - 2 B~n v - v сов v + v 

S = а ( 1 - ; ) (V' - v) - 3? sin (V' - V) сов (V' + V). 

Узмимо да је v' - v = 10 и V' - V = 10, да су ,8 и В, даме, мери

'диански љуци за 10. Без ос етне грешке можемо синусе тих љукова да 

заменимо самим љуцима. Осим тога ставиhемо v' + v= 2 vo' V' + V ="2 Vo, 
где су vo и Vo средље геограФске ширине лукова 8 и В.' Последљи 
обрасци своде се сада на ове простије 

. 38 
2 

38 
- ,._- сов 2 V 2 г о , 
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одакле, с обзиром да је v' ~ v -:- У' - V = 1 о; 

1-
8 38 

сов2 УО -
S 2 2 

-
38 • 

$ 
1-

8 
сов 2 Vo -

2 2 

s 
Узев. да је УО > vo, у коме је случају и В> в, количнив: раз-

s 
JlИчан је од 1 за неку малу КОЛИЧИНУ 'Тј: 

8 38 . 
1 - 2 - 2 сов 2 УО 
,----~--- = 1 + 'Тј, 

1 - ~ - ; сов 2 Vo .. 

одакле, занемаривши чланове са производом 8 'Тј, 

2 1) . 

• 8 = 3 cos 2 V o ~ сов 2 Vo . 

Према мерењима Bouger-a, Condamine-a и Godin-a У Перу год, 1735. 
и РiСШ'd-а код Amiens-a у Француској год. 1669., које је год. 1739. 
проверена од Lacaille-a, нађеноје у Перу (vo = оо О'), s . 56753 тоазе, 
код Amiens-a (Уо'= 490 54'), S --::-' 57060 тоаза. Отуда следУје 

• S = 1 00541 '11 =0,00541 
s ' '"Ј 

COS 2 Vo - sos 2 УО = 1 + cos 800 12' = 1,170209, 
а с ОВИМ 

2 0,00541 1· 
8 = 31,170209 '-- 324' 

Према овоме се мала оса елиптичног меридиана има према његовој ве

ликој оси као 323: 324. 

о 

81. Локсодрома 'На о сфери. _ Jl.инија (двојаке кривине), која 

p~ 

• 

А 

/8, 
А 

Сл. 60. 

• оо 

све меридиане сече под истим угдом, зове 

се љС!'Ксодроltlа. Она је пронађена од Ноuuја 

(Pedro Nunnez· ИJlИ Nonius, 1492~1577) год . 
1546. Jl.оксодрома ј е путања, којом пдове бро

дови-по :мору. Брод, који би, пошав од једне 

тачке, пловио истим правцем ка поду, опи

сивао би доксодрому и непрекидно се прибди-
. . 

жавао полу, као аСИМПТОТНОЈ тачци, не дости-

гавши га IJ:ика.ко. У Меркатор-овој пројек-
• • 

ЦИЈИ карата доксодрома се покаЗУЈ е као пр а-
, 

• 

ва ЛИНИЈ а. 
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" Нека је Р северни ПМ, А В С један део екватора, А'Б' С'. JlОЉСО-
дрома. Кров тачке А' и Н повучени су меридиани р А и Р В. Први 
меридиан нека. иде КрО3 тачJ,tУ О. Тада сугеограФске координате та

чаља А" и Н 

ОВ=А ВВ'=m. 
" "г 

Овначимо са r полупречник зем.ље, са 
'. . --" 
а угао под КОЈИМ доксодрома сече ме-

ридиане. Пошав од. тачке В' беско

наЧно прибдижној тачци с' на дОЕСО

Дроми, А се меља за d А, а р за d р, 

дакле В С = d А, С' D =;= dp. Повуцимо 
. наП упоредник нn. Ив правоуглог тро
угда В'С'ЈЈ, У коме је <}: в'п С' = 900, 
:r:. В' С' D = а читамо 

B'D=C'D.tga=tga.dcp. (1 

Пошто се луци в'п и В С = dA, као 
дуци са једнаким угдо:м: код Р, имају 

као љихови подупречници е и ј", даКJlе 

в'п : dA = е : Т' 

в'п = е dA, 
r 

, 
• 

а ив слике 61. видимо да је е = ј" СОВ р, то Је 

и онда према 1) 

, 

В'п = CO~ р. dA 

сов Р . ЈА = tg а . dp 

dk= tg а. dp . 
. совр 

• 

р 

• 

Сл. 61. 

• 

Ово је диференциадна једначина Jlоксодроме. Ив ље сдедУЈе 

ч' 
, 

А ~ А = tg а . р , . Ј' d 
1 сав р . 
. (Рl 

Овај ћемо интеград нзвршити по"упутству у ЧJl, 15., тј. ваиеном 
• 

t = tg ~ . ода" 'е 2' <""< 

2 dt 1- t2 

dp = 1 2' СОВ Р = 1 tS' + t . .-т-. 

. (П 
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Тада је 
'Р t 

dcp· dt 
=2tga·

1
,=tga 

cos р -t 
" . " 

= tg а l 

L 

1 + tg ~ 

1 - tg1 . 

'Р 

1 ~ 
= tg ~ ... [1 tg ( 450 + .~ ) . 

Ј 

• 

г 

'ћ . 

• 

. l tg (450 '+ ~ ) - l tg (450 + Р) . 2 . (Ш 

, I 

Овде су А1 'Рl И А, Р l'МrраФске координате полазне и крајне таЧЈ>е 
између којих брод плови, дакле познате кодичине. ПОМОћУ добивеноr 

обрасца IП) израчунава си yrao а, који· одређује правац, Kojer се брод, 
ПОМОћУ компаса, има да ДРЖИ у своме плов.љењу. 

') в. 1. Пример у чл. 8. 
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АИФЕРЕНЦИАnНЕЈЕДНАЧИНЕ. 

Подела . 
• , 

82. Ми У1!ек замишљамо да је ФУНЈЩија са љеном прапроменљи
вом' ИJlИ љеним прапроменљивама везана једначином. Ако се у тој , , . . 'о.. 

Једначини,ОСИМ ФУНКЦИЈе и прапроменљивих, Јављају само ЈОШ, кон-

станте, онда, се таква једначина зове 'Коnачnа једnачunа, зато што она 

садржи искључиво коначне КОJlичИне, а не диФереНЦИaJIе. Супротно 
коначним једначинама јесу дuферenцuал,ne једuачune у којима се, поред 

• • 
прапроменљивих и љихове ФУНКЦИЈе, наJlази Један ИJIИ 'више диФерен-

• 
ЦИaJIНИХ КОJlичника ДQтичне ФУНКЦИЈе. 

'Код ДИФ. једначина правимо раЗJlИКУ између оБUЧUUХ и nарцuал,

них, ДИФ. једначина. Дuфереuцuал,uа једnачunа је обuчnа, ако Функција 

у љој зависи' C1iMO од једне прапроменљиве и у једначини се, према 
• • • • • • 

томе, ЈављаЈУ ДИФ. КОJlИЧНИЦИ ФУНКЦИЈе само у односу према ОНОЈ ЈеДНОЈ 

праПРО)l!еЮёивој. Ако, пак, Функција заВИСI;I ОД више прапроменљивих 
, . . 

и У Једначини има паРЦИaJIНИХ ДИФ. КОJlичника, КОЈИ су узети по раз-

ним прапроменљивама, онда се каже да је то nарuuал,nа дuфереuцu-

aљ1fЉ }едnачunа. 1) , 
Ди~ једначине (обичве и паРЦИaJIне) деJlИМО на ДИФ. једначине 

првога, другога, ... п-тога реда. Ди!. једначина' је 1t-Tora реДа, када се 
'- ' . 

• • 
у ЉОЈ Јавља ДИФ. КОJlИЧНИ:К п-тога, ступља, а не вишега. . 

Осим овога правимо раЗJlИКУ, између л,unеарnuх и uел,uuеарnuх 

ДИФ. једначина. ДИФ. једначина је Jlинеарна, ако су у љој Функција и 

љени ДИФ. КОJlИчницисамо у првоме степену и ако се у љој не јављају 

производи 'из Фуiшције и љених ДИФ. КОJlичника ИJlИ производи из ДИФ. 
, 

КОJlичника. 
, 

А. 06ичне диференциалне једначине. . ' • 
• 

83. ДиФереНЦИaJIеЬи поступно п пута једначину, која осим про

менљивих х и у, садржи извесан број ,констаната добијамо нових п 
. '" 
Једначина ,ОД КОЈИХ Је у ПрВОЈ само ДИФ. КОJlИЧНИК првога ступља, у 

,~ . 
_~-2..._ 

') Парциалне диф. једначине' примењују се нарочито при решавању физи
. каJlНИХ ПРQблема. Код природних појава играју улогу npапроменљивих количина 
,BpelUe и три координате у простору. 
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другој највиши ди.Ф. коiичник -ДРУГ'ога' сту[!ЊаИ~'.iУ'<itОс;dеАЊојi 'јеАЈ.цi(~:;': 
чини највиши ДИФ. количник п-тога ступња. Из· ових')'а.КО добивених' 
п једначина и оне задате (при~итивне) једначнне можемо да елимину
јемо п (али не више) констаната и ресултат је једна обична диФ. jeдI\a. 

чина п-тога реда, која садржи 11 констаната мање но једпачина од'· 
• 

КОЈе смо пошли. . 
. Првобитна једначина изражава извесну везу између х .иIу, на 

које постоји и она ДИФ. једначина' п-тога реда. Првобитна једначина 
• 

, 
зове се иHme~paљ оне ДИФ. Једначине. 

Из' горе реченога следује да коначна једпачина, која задовољава 
. . . " 

. извесну ДИФ. Јед!ачину п-тога реда, може да има п констаната, КОЈе, 

се не јављају у ДИФ. ,једначини, али не више' ОД n. Ове п константе су 
, 

" . 
потпуно произвољне, на CJlучаЈ да Щl.м Је дата само ДИФ. Једначина, 

, 

а нису постављени никакви бдижи услови, које, аба да испуни инте-' 

грал задате ДИФ. једнач'Ине .• ;rr;:-~f)битна илиr:.,]' .Iтивна' једначина, у' 
•• • • • 

КОЈОЈ се ЈављаЈУ п потпуно ПР\ЈцtНЮЉНИХ KOHCTaHaTII., КОЈИХ нема у ДИФ .. 
једначини, зове се nomnуни или on'шmu инmmраљ ДИФ. једначине. Ако 

је, пак, у коначној једначини (која 'задовољава ДИФ. једначину) мање 
од п произвољних констаната, онда се она зове nарmикуљаран инmе-

• 
~paљ ДИФ. Једначине п-тога реда. 

84. Узмимо једначину 

1) F(x, у, с) = О, 

. . . .' 
у КОЈОЈ се, поред променљивих х и у, ЈаЋља и ЈеднlI. ПРОИЗВОЉН'а кон-

станта с, ДиФеренциадење:м: једначине 1) произилази 

2) 
dF. dF dy = О 
dx+dydx ' 

• 
а елиминовањем константе с из 1) и 2) добијамо једначину 

3) ( d Y)' ф х, у, dx . = О, 

која, осим променЈЬИВИХХ и у, садржи ДИФ. коли.ЧRи.к~~.· Ово је диФе
ренциална једначина nрвО1.а реда, а једн. 1), која садржи једну про~ 

извољну константу, које нема у једн. 3), представља општи интеграл 

2I,ИФ. једначине 3) .. 
• 

Прuмедба. Ако реши:м:о једн. 1) по С, тј. ако је доведемо на вид 

Лх, у) = с 

и онда је диФереНЦИaJIИМО доБИhе:м:о у ресущату 
• 

, 

df + df а,у_ о 
dx dy dx . 

. . 



непосредно ДИФ. једначину у којој се јављају х, 

држи константу с . 
. ПођИ1ll0 од једначине 

Р(х, у, с, с') = О, 
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• 
и КОЈа не са-

_која, ОСим променљивих х, у, има још две константе с и с'. Ако ову 

једначив:у диФеренциа.шмо два пута, па онда из тих двеју добивених 
• 

и оне задате једначине еАиюшујемо константе с И с' добиь.емо као 

ресуюат једначину вида 

(
. dy d2y) 

Ф х, у, dx' dx2 = О 

у ~;)joj, су промег љиве х, у, IIpBa и дpyra изводна,·. а кој а не садржи 
константе с и c'lq'r)\l.o је једна ДИФ. једначина apyw~a реда, а њен општи 
ивтеvрм има ДВnlВЩЈОизвољне КОIЮf.R\в:те. "Итд. итд. 

Уопште ди.n:Ј ј едначина ЉТОf.lli'Т'Р·еда 

[ , , 

има као општи интегрм једначи1Iу' вида. 

F ( 'n-l) - О х, '!Ј, с, с, ... с -

у којој је п произвољних констаната с, с', ••• c(n-l). 

85. Узмимо да су нам дате две једначине са три променљиве (од 
којих је, даие, једна независна, а остме две њене Функције) и двема 

• 
константама, нпр. Једначине 

Р1 (х, у, г, ~ с') = О, 
Р2 (х, у, г, с, с') = О .. 

)l,иФеренцимењем САедује 

dF1 + dF1 dy + dF1 dz= О 
dx dy dx dz dx ., 

dF2 dF2 dy dFз dz О -,,-"-+ + = d х . d у d х d zd х . . 

Ако из ове четири ј едначине , еАиминовањем, образујеМQ две једначине, 
у којима се не јављају константе с и с', онда се тако добивене једна
чине зову две сuмуљmан.е дuферен.uuалн.е једн.ачuн.е. lВихови су општи 

интегрми оне две задате једначине . 
. ......••.•...• На исти начин, ако имамо три једначине са четири променљиве 

.- '" .-

, (тако да је, опет, само једна од њих независно :променљива, . 
три њене Функције) и три произвољнеконстанте, нпр. једначи"не 
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па их диференциаљ.и.мо 

dF1 + JP~ Ју + dF1 dz dF1 d t _ О 
Јх Ју Јх dz Јх + dt Јх - , 

dF2 + JP~ Ју"+ dF2 dz + dF2 dt _ О . 
d х d У Јх d z d х d t d х - , 

dFз+dFsdу dFsdz dFs~_O 
Јх Ју Јх + dz Јх + dt Јх-

и онда ИЗ0ВИХ шест једнаЧИНR образујемо, е.ш:миновањем, нове три, 

у којима нема оних констаната с, с', с", добијамо три симудтане д.ифе-• • • .' . 
ренциаљ.не Једначине, ЧИЈИ су интеrраљ.и оне задате три Једначине. 

Итд. иџ, • 
. . . 

Сасвим уопш'rе, ако имамо п јеДначина са' п +1 промеR.!ЬИВОМ и 
п кош;таната и диференциаљ.имо све једначине, добиhемо укупно 212 
једначина из којих, е.ilиминовањем, можемо да образујемо нових п једна

чина, у којима. се не јавља ниједна од оних n констаната. Добивене 
.. ' . . Једначине представљаЈУ п СИМУ.ilтаних диференциалних Једначина, ЧИЈИ 

• 
су интеrрали оне п зада'rе Једначине са п прОИЗВОЉRИх констаната.· 

• 

1. 
АиФеренциаnне једначине nPBora реда. . . . .' 

1. 'Одвајање променљивих. 

86. О одвајању променљивих уопште. - У случајевима, rAe се 
• 

задата Једначина 

може да доведе на вид 

ЈСх) Јх = ср (у) Ју, 

• • 
кажемо да су променљиве ОДВОЈене и таква се Једначина може OДMa~ . , 
да инrеrрал.р: 

Јлх) Јх =јср (у) Ју. 



на 

1. Ilрщиер. 
, 
одакле 

или 

• 
ФУНЈЩИЈе х-а, У, 71' <Уз 

~ 

• 
функ 

ху Јх - (х- а) (у - Ъ) Ју = 

х Јх -'- (у - Ь) Ј.у 

х-а у 

KojetKaд ннтегралимо, даје. 

ј 

,или 
. . 

.;, . 
. н наЈЗад 

2. При.мер. 

одакле 

3. Пршиер. 

,'" '!. одакле 
, """' , ' 
,~ : , .. или 

" :.~ >t, 

, 

1 =у-х 

(х - а)ауь = Се у-х, 

(у' + ху2) Јх + (х' - ух') Ју = 

l+х Јх=у-1 d 
·х'. у,у 

1 1) С.+-;- Јх . (~-~) у у' 

1 1 - -+ lx = ly+--
х , у 

1 (-"'-) =х + у 
.' у ху 

I 
Ју 
++Ь'у'=< 
Јх 

Ју = (а' - Ь'у') 

Ју 
Јх = 2 Ь' 

а - у 

Ју 1 
х= 

а' - Ь'Ј у2' --. а Ь 

-.. ( , 

~ •. В; 1. пример чл.8.) или најзад 
(': ,; -

2аЬх ~ 1. (а+ьу) + О. 
.. . а-оу 

, ' -, 

\ 

ъ 
1+-;;у 

. ь 
1--у 

а ' 

+0 

10 , , 

'," -
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одакле 

5. П ри:мер. 

одакле 

6. Прuмер. 

dy _ у'+ 1 
dx - х'+ l' 

dx _ dy 
x'+l - у'+l 

arctgx = a"ctgy+ (} 

arctgx-щ'сtgу=(} 

tg (arctgx- arctgy) =с 

х-у 

i +ху = с. 

2 
dx y-a

d = у 
х у 

21x = '(1- -"-) dy 
. у 

lx'=y-aly+ (} 

1 (х" уа) "'" у + (} 

d у+ ". Х. 
еу -. у" dx . - , 

dy = .Х(у'':''- у) dx 

dy 
еХ d х = -,c--"-~ 

у'-у 

, Х Ју 
е =. . . 

у'- у 

• <р (у) l;'ј 
Овде имамо, да ИRтеrралимо једну чисто разломљену ФУR!ЩЩУ - , ,. 

[(у) у' - y~, 

коју, према коренимаједначине ј(у) = у2 - У = О, а то СУ у1 = О и У2= 1, раз-,! 
лажем на просте разло~ке, <р (у) = ..4 , + в , rде Ј'е ,., 

о . .f(y) у-у, у-у, 

..4= 
<р (у) 1 
ј'(у) j2y~1 

У=Уl 1 

-1 , 'р (yil 
.f' (у).... = 

У=У2 

1 - 1 1 , 
у=О 

2y-l 
у=l 

'дакле 

1 -1· 1 
• = + 1 у-у у у-

• 
') в. Д. Р. Формула 5 чл. 93. и Формула 2 чл. 95. 



и према томе 

7. Пример. 

одакле 

S:ПРU:А,ер. 

. одакле 

, 

(В. Формулу 1 У чл. 22.). 

с' - d y + 
у . 

\ 

= -ly+l(y-1) + а 

= 1 Су ;- 1) + С. 

x'dy = (y+a)dx, 

dx--.: dy 

х' У+ а 

. dy 
. xydx =-;-~ 

sin х ~ 

d . 
----,,-У = x8inxdx 
у 

ly.= x8inxdx 

• 
= ~XCQ.,x+8inx+ С 

• 

147 

. 87. Особени случај. - Код 
одвојаље промеIIЈЬИВИХ завођељем 

. . 
неких се ФУНКЦИЈа може да изврши 

нове прrшеНЈЬиве. Кад. IIПр. У ДИФ. 
• 
Једначини 

ау -ј (У 
ах' х 

ставимо 

у = t дакле 
х .' 

. 
dy=xdt + tdx 
• 

;1.aAa:ra се једначина претвара У ОВУ 
· 
· 
· . 

;:. :,' __ !.о _, 

:или 
xdt + td'i1!=f(t) ах 

ах . dt 
-х -j(t) - t 

~~9joj СУ једначини промеIIЈЬиве КО.il.ИЧИIIе х И t одвојене. 
~~-':',::' '-' -, '-
"'1"_ -' , .-

i}g.:ЩЈ;Одвајање променљивих код хомогени х јеДначина.. '. Еод 
~.,,~~~;C"ЏI~. једначина,одвајање променљивих можеvвек да се. изв~ши~: 

,10* . . 
- - ,'- " 
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. . "". 

Диф. једначина је хомогена, кад су сви 'l.ilанови у ,љој, који су :М:HO~ 

жени са ах и ау, једне исте димензије., 

Претпоставимо да су у задатој једначини 

1) ј(х, у) ах+р(х, у) ау=о 

, Функције! и tp хомогене, нпр. k-Tora степена и ставимо 

2) • y=xt, даие dy=xdt + tdx. 

с овим, а усдед хомогености Футщија ј и ср, на основу које је 
I 

• 

ј(х, у)=ј(х, xt)=xkf(t), 
р(х, у)=р (х, xt) = а!'р (t), 

задата се Ј~дначина претвара У ову 

x k [f(t) ах + tp (t) (xdt + t ах)] = О 
" 

или кад средимо 

3) 
oAaJt.1le 

x k U(t) + ttp (t)] ах+ X k + 1 tp Ct) dt=O, 

dxtp(t)dt 
4) х = - ј (t) +t tp (е)' , 

б) lx=-
( ) d ј' 'р (t) d' 

ср t t + С х = с е -, /(1) + t 'р (1). 
f(t)+tcp(t) , " ' 

" 
Најзад, кад,У" овоме пре.дедЊем ,ресу.дтату заменимо t = ~, до-

бијамо интеграл задате хомогене диФ. једначине . 
• 

Примедба. дахо је увидити да је овим обухваhен и онај, случај у 

прошломе ЧДа1IJ. 

89. Примери хомогенихдиФ. једначина. 

1. Пример. Да се иaijу линије за које је угао, који дирка линије чини 

са х-осом два пута веhи од угла, који чини потега додчирне тав:е са х-осом 

у , Треба да је ~ = 2 <р, 

OL<::::..= 

, , , 
• 
• , . , , 

"акле -=2--,tg,-rp~ 
" [!! (f. = -= 1 - tg2 rp 
и с обзиром на то што је 

dy у 
[!! (f. = 'd ' tg rp = -

х х 

'-"-'Т'---=-=--'~-;9~ХДИФ' јеiЏIачина линнја, које тражимо, гласи 

С 62' ' , dy 2ху' " л. . 
- 2 2· , dx ,х -у. 



Кад ставимо 'у=ех, дакле dy=xdt+tdx дИФ.јеl\Иачина постаје 

одакле 

dx _ (1 ~ t2) dt 
t + t3 

х 

• • 
КОЈ е, када ИIIтегралимо, даЈ е 

ае 2 t 
xdx+t= 1-е" 

или 
ах _(1 - --
х t 

х 

lx = lt - 1 (1 + е') + а или .- (1 + е2) = а . t 
.... у.. .. 

. ,аЈзад, кад заменимо t = -. , слеllY.Jе јеl\Иачина 
• х 

х2 +у2 - ау = о 

149" 

оних линија за које ј е ,,~ 2 ср. Добивена једначина представља кругове, који 
• 

.пролазе кроз почетак ко.ордината, а Сl?едиште им Ј е на у-оси. 

• • . 
Примедба. До истога решења долазимо заменом 

, . 

х = уе, dx = ydt + tdy. 
· ДИФ. једначина 

(х2 - у') ау = 2 ху ах 
• претвара се у нову 

I 
(е2 --.: 1) dy = 2 t (уае + еау) 

или 

2ty dt+ (е2 -+ 1) ау "/ О, 
• • 

, . 
КОЈа, када се одвоје променљиве, добwа вид . " -

• 

ау -+ 2 еае = О 
У е' + 1 

И пошто Је интегралимо. "'1 
III + 1 (е' + 1) = а илиу (е' + 1) = а 

.и заменимо t = -=- добијамо ресулт~ , 
у 

. х' + у2 - ау = о, 
• 

· КОЈИ смо горе ДОбиЛи. , 

-

. 1 - е' 
')Разлагањем чисто разломљене ФУНКЦИЈе е+е' на просте разломке 

:према коренима једначине t3 + t = О, а то су t, = О, t2 = i, to = - i, на начин 
· . 
:l.,..е' А В а . 
~e+eз. -т+ t-i+ t+i" Овде Је 

1- е' 

1 + 3е' = 1,. в = 

t = О, 

1 - t' 1 1 
t+ е3 

=--
t t -; 

f;Ii1помену у чл. 99. Д. Р.). 

=-1, 
1-t' 

1 + 3 е' 

1 1 2 t --
t + i t t' + 1 

, 

-'-1 - , 
t =-i 
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2. Пример. Да се одреди линија за коју је 

у ор' = аТ', 

ако са РТ 0значИмо дирку линије у тачци Р. 
, 

Пре CBera је • 

OIL--+---O:--X 

, 
Ј едначина диркв rласи 

9 d' 
У - У = --'L (Х - х). 

dx . 

3а Х = О добијамо одавде У, тј . 
. ' dy 

OT=y-х dх' 

т 
Задатак захтева 'да је 

, 

Сл. 63: . dy' . 
у - x d х = ± ух' + у'. 

Ова је јјЈдначина XOMoreHa. Ставиhемо 
• 

у = xt, dy = xdt + tdx 
, . 

и тиме претварамо ДИФ. Једначину у ову 

dx dt 
-=± , 
х У1 + t' 

одакле интеrралењем 

lх = ± 1 (t + i 1 + t') + С' 
(види чл. 13. Пример 1.) . 

. Према двојакоме знаку имамо два случаја. Прво: 

• 

или 

, 

lх = -..:. l (t + v 1 + t') + О 
• 

, 

x(lI+ 1"1+t') + О, 
rде,' кад заменимо t = JL, добијамо 'као решење 

, х 

• 
, у + у х-с,о-+',-' -у"" = о или х2 = О' - 2 Оу 

, 

а то је једначине параболе. , 

Друrо: 

или 

у 
и кад ~аменимо t = -

х 

lх = l,(t + 1"1 + t2
) + О 

x=O(t+V1+t2
) 

х' = О су + V х' + у.) или '(х' :.... Оу)' = О' (х' + у2). 
Лииија је че'rвртоrа степена, 

3. Пример. 
(х - ау) dx + су + ах) dy = О. 

~aMeHOM у = xt СВQДИМО једначину па ову 

dx + t + а dt = О 
х . 1+ t' ' 



, 

одакле 

или') 

lх = t + а dt = а 
1 +t' 

1 . 
lх + - 1 (1 + t') + а. а,'С tg t = а 2 . 

и пошто заменимо' t = JL 
х 

• 

4. Прu,кср. , 

1 У х' + у2 + а. а,'С tg JL = а 
х 

(х2 + у') ах - 2 xydy = О. 

Заменом у = ех дОбијамо 

одакле 

а интеrралењем 

или 

I 

5. Прuмер, 

или 

• 

(1 + t') dx - 2 t (xdt + tdx) = О, 
. , 

(1 - t2 ) dx = 2 txdt 

,dx 2tdt 
х = 1-е" 

lх = - 1 (1 - е') + а 
" 

= - 1 (1- ~:) , а 

ех' - 1/') 1 - = а 
. х 

х2 _ у2 = ех. 

d1/ . 
у' + (ху + х') = О 

Р,х 

y'dx + (Х1l + х') dy = О, 

• 
КОЈе се, после замене 11 = ех, претвара у ДИФ, Једначину 

или Кад средимо 

• 

t2 dx + (t + 1) (tdx+ xdt) = О 

(2 t2 + t) dx + (t +.1) xdt = О 
и ОДВОЈИМО променљиве 

1) t+a 
1 +t' dt = 

tdt 

1+ t2 

dx = _ t + 1 dt 
х 2t" + t 

l х ::;::= -
(! + 1')dt 

2 е' + t . 

dt 
+а 

1 + t' 
1 

= .') 1 (1 + t2 ) + а , arc tg t + а 
~ 

= 1 У1 + t' + а . Ш'С tg t + а. 

d (1 + t 2) 

1 + t' + а . аЈ'С tg t + С 



На десној страни имамо ннтеrрал чисто разломљене Функције, коју разлажемо 
t+1 А В . 1 . 

2 '+ - + . Из 2 t' + t = О налазимо корене t, = О И t. = - -2 . t t t-t, t-t, 
За А и В имамо (В. Д. Р. Формула 5 1Јл. 93. и Формула 2 чл. 95,) 

А= = 1, В= 

ј= о 

и према томе 

t+l.=1-_~l~ 
2t'+t t 2ј+1 

lx= - (+-2t~1)dt· -lt+~1(2t+1)+a 

= 1 (У2 t + 1) + а = I (1"2 ху + х') + а 
t .. У 

• 
или npОСТИЈ е 

6. Пример. 

или 

• • 

ху··= с (2у + х). 

(ху-х') dy = у' 
dx 

(ху - х') dy =y'dx, 

КОЈе сводимо Н\1 ДИФ. Једначнну 

(! - 1) (tdx + ",dt) = t2 dx, 

која,скраћена и сређена, rласи 

одакле 

Интеrралењем следује 

• 
или ПрОСТИЈе 

• 

7. Пример. 

или 

• 

tdx = (! - 1) xdt, 

dx· t"'- 1 dt 
-= dt=dt--. 
х t t 

lx = t -и + а 
1 (tx) -:- t + а 
ly = JL + а . х 

у 

ydy = (2у - х) dx . 

ОВО сводимо на ДИФ. Једначниу 

t (xdt+ tdx) = (2ј-1) dx 
или 

(ј' - 2 t + 1) dx = - txdt, 
одакле 

dx t dt 
-=-
х (t - 1)' 

lх =-
tdt 

(! - 1)" 



Заменом t - 1 = • добијамо 

tdt 
(t - 1)' 

Дакле \ 

дли 

8. Прuмер . 

• 

или 

• 
КОЈе се претвара у 

• 
или ПрОСТИЈе 

одакле 

lx=-

• 
или наЈЭад 

9. Прuл,ер. 

или сређеио 

а. + 1 ' , 1 
.-2dz=lz--=l(t-1)- . 

.t - 1 • 
, 1 

, lx = - l (! - 1) + 1 + О t-

1 
l [х (! - 1)] =е _ 1 + О 

х 
1 (у - х) = + О. 

у-х 

(х + у) ау + (х - у) 'ах = О, 

(1 + t) (хае + tdx) + (1 - t) ах = О 

, (1 + t') ах + х (1 + t) dt = О, 

dx.=_I+t dt 
х 1 + t' , 

,(1 t) '1' 
1 + t2 + 1 + t2 dt = - arc ~g t ,- '2 l (1 + t2

) + О 

'у v у2 lx = - а,'С tg - - l 1 + - + о , х х2 

l У х'+у2 + а"С tg JL + о. 
х 

, 

хах + у ау = 2nуах 

(х - 2nу) ах + уау"= о. 
Ово нас доводи диф. ј.едначини 

која cpeijeHa гласи 
(1- 2nе) ах + t (xdt + tdx) = О, 

(1 - 2 nt + е') ах + ех ае = О, 
• • 

,одак.lIе, одваЈањем променљивих, слеДУЈе 

а интегралењем 

. ' 

ах tdt 
х = - 1 - 2 n! + е" 

'lx =-
t dt 

+ 2' Итд. 1 - 2 n! t 

'За п = 1 имамо случај у 7. примеру. 

10. Прuмер. 

у ах = 
уЗ 

• 
х, 
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ДиФеренциалењем llЗВОДИМО одавде диФ. једначину 

или 

• 
КОЈе доводимо на 

. dx 

. 3xy2 dy-y3 dx 
у dx = -"-~~~-. х' 

С
· ,/3) 3'1' . 

'1+-'---, dx = . dy, 
х х· 

(1 + t2)dx=3t(xdt+tdx) 

(1- 2t') dx = 3txdt 

3 t dt 3 d (1 - 2 t2 ) 
-= =-- 1 - 2 t' , х 1 - 2 t2 4 

одакле интеrралењем 

3 
lx = - ~ 1 (1 - 2 t2 ) + С 4 . 

3 

• С 
у2 )4 

Х 1-2 х• =с 

или наЈзад 

(х' - 2 '1')3 = ех2 . 

11. Прuмер. 

Имамо сада 
(тх + nу) dx + (рх + чу) dy = О. 

(п, + nt) dx + (р + чt) (xdt + tdx) = О 
ИЛИ кад средпмо 

[т + СП + р) t + чt'] dx + (р + чt) xdt = О, 
одакле 

dx (р+чt)dt 
-х = - П, + (" + р) t + чt' 

lx= -

12 .. Прuмер. . 
, 

За t имамо ДИФ, једначииу 

одакле . 
dx 
х 

(р + че) dt 
Итд. 

т+ СП + р) t -t- чt2' 

~ 

(х - у) dx = xdy. 

(1- 2t) dx = xdt, 

dt 1 d(1-2t) 
1-2t=-2 1-2! 

1 
lx = - - 1 (1 - 2 t) + с 

. 2 

1/-- у 
lx Jll-2 х = с 

• 
или наЈзад 

х (х - 2'1) = с. 

90. Особени случаЈ . ' 
нехомогене ДИФ. Једначине. - Једначина 

1) (а + Ь х + с '!I) а х + (а' + Ь' х + с' у) d У = О 

. није хомогена, адИ је можемо наЧI;IНИТИ хомогеном ПОМОhУ Jlинеарне 

еубетитуције 

. 2) а + Ь х + с у . 1t, а' + Ь' х + с' у = V, . 



, ' . 

даме 

; 

'.-:- ", .. _. --- . 
, - -: " " -

~ ",\~~,~ ~\ ~\;, -М. " , шr~ј ~111\ I~ ~~" ~Б~ . I . 

d и = Ь d х + су, d v = Ь' d х + с' d У 

d 
е'аи..,-еај) 

х= Ь' Ъ' , с - с 

bdv-b'du 
d У = Ь' Ь' . с - с 

Овим се задата ДИФ. једначина претвара У ову XOMoreHY једначину 

(с' 'l.b - Ь' v) d и + (bv - с ~b) dv = О, 

(3 

(4 

1 .. Напомена. 
MorYha, ако ј е 

Као щто видимо И3 3) трансФормација пос'тај€ не

Ь с' - Ь' с = О. 

Но пошто је сада 
, Ь' с . 1) 

с = Ь ДИФ. Једн. ГJlаси 

Ь (а + Ь х + с у) d х + [а' Ь + Ь' (Ь х + су)] d У = О. 
, 

,'Заменом • 

, 'dt- ьах 
даме d у = , 

с 
bx+cy==t, 

једначина са претвара у 

Ь ( )' а' ( 'Ь Ь') d t - Ь d х О a+t х+ а + t = , \ _ , с 

одакле 

Ь d _ (а' Ь + ь' t) d t 
х - а' Ь- ас + (Ь' - с) t 

ьх= 
(а'Ь + b't) dt 

а'Ь - ас +(Ь' -с) t' 

Пошто. интеl''раJl на десној страни И3ВРШИJ\lО и стави:мо t = Ь х +с У 
добијамо решењезадате ДИФ, једнэлине 1). 

Ако је, осим Ь с' - Ь' с = О, још и с' = О, тако да је Ь' с = О, 
онда :мop~ да је ИJlИ Ь' = О ИJlИ С = О. У једном и у APyrOM CJlучају 
промен.zьиве се Mory да раздвоје и инт€граJlење једн. 1) може да се 
изврши. 

2. Напомена. Једначина l):може да се начини XOMoreHOM и на 
овај начин. Ставимо . 

х = а + g, у = р + 'тј СП 

услед чега задата једначина постаје' 

(а + Ь а + ср + Ь§ + е1ј) Ц + (а' + Ь' а + с' f1 + Ь' g + с' 1) d'fj = О, 
, 

које, кад одредимо а и,р И3 погодбени једначина 

а+Ьа+ер=О' 

дакле 

а' + Ь'а + е'Р=О ' 

а'е - ае: 

а = Ь' Ь' " 
с - с 

ab'-а'Ь 
р = Ь' 'Ь' с - с 

,(Ш 



• • 
води XOMoreR~ Једначини 

IV) 
, 

(В. 11. ПјЈимер у ПрОШАом ч.л.ану). 
И3 образаца ЈП) вид,имо да иста примедба, коју смо учиниди У 

ПРОШАој Напомени,' важи и код ове трансФормације. 
, 

Пример. 

(2у -7х + 7) ах + (7у -Зх + 3) ау= О. ' 
Заменом 

Зу-7х+7=u, 

Зdу - 7 ах = аu 

. ах = 3 dv - 7 аu, 
40 

7y-3X+3=v 

7 ау - 3 ах = dv, 

, 7 dv - З аu 
ау= 40 

• f fi'оизиJiаlш ова хомогена диФ. једиачинlt 
3 dv - 7 аu + 

и ' v 
40 ' 

7dv-Зdu =0 
40 

. "ifпп 

- (7 и + 3 v) du + (3 и + 7 v) dv = О, , 
, I 

IIфiа cU.iKaд ставимо v = tu, претвараty 

аи 

и 

7 (t 2 '-- 1) аи + (3 +7 t) udt;"" о; 

(3+7t)dt 5 dt 2 dt 1), -- ---
7 (t2 -1) ,- 7 t - 1 7 t + 1 

• 
52 

lu = - -llt - 1) - - 1 (! + 1) + С 7' \ '7" ' 

= - 1 f' -;-:( t-~--:-1;-;:)·7( t:-:+"'---;1"')' + С 
I [и f(t - 1)5 (! + 1)' = С 

(v - и)" (v + и)' = Ciтst. 

(х + у - 1)5 (у - Х + 1)' = Con.t. 

1) Дб' 3 + 7 t _ А + В 
о ИЈамо разлагањем 7 (е' _ 1) - 7 (! -: 1) 7(! + 1) према корени-

ма t1 = 1 и t. = - 1 једначине t' - 1 = О, а на основу тога што је 

А= = 5, В= =2 

t = 1 t = - 1 

'(.д' Р. Формула 5 чл. 93. 'и Формула 2 чл. 95.). 



91. . 

Општа форма .3.инеарне ДИФ. о ~AIi 
;; IIJIIfEI 

:не првога реда јесте 

d У 'C;;~:;;;;: + У"? Јх 
··Заменом 

у = uр. 

- ...,.,-, 

о претварамо једлаЧИН'jr""iУЈ 0ВУ 

, 

Један о.д Фактора 
v ,на начин да је 

Ји . о dv 
v dx + u .dx+vf(x) =р(х) . 

• . 

и или v можемо да .узмемо произвољно. 

а?; о О 
ах + vf(x) = , 

• 

а?; о • 

V =-f(x)dx, lv=- Ј(х)ах, 

. - ,. ј (х) ах 1) 
v = е L. 

. 

,:;~Щf 

(1(' 
, 

(3 

Определимо 

(4 

Једначина 3) своди се ,на ову једначииу са свега два чдана 

аu о 

v Јх = р(х) . (5 

. Одавде следује (с обзиром .на 4) 

d f ј (х) d х . (" ) d 
и=6· .. срх Х 

. еЈ ј (Х) ах . rp (х) d х + С. (6 

На основу добивених вредности ПОД 4) и.6), а с обзиром на замену 2), . 
налазимо следеhе решење задате ДИФ. једначиие 

У= 
ј(х)ах - ј(х)ах ј' вЈ .ср(х)Јх+С е' . (7 

. 92. Друга метода за Jlинеар'не ДИФ. једначине ."в.га реда. -
Узмемо опет једначину ." 

~~ + yf(~) = rp (х). (1 

.. ') Интегралуније потребно додаваТII константу, јер је за наш~ ЦИЉ 710-
" да о добијемо ма каЮ!у паРТlIкуларну вредност, која задату Једначину 

вид 5). 



158 

РеIIiИМО прво хомогену једначину 

d ' 
a~+YJCx)=O. 

• 

ау , 
ах =-Ј(х) ах 

, И3 ње c.ilAeyj е 

• 

2) 

Ову константу К гледаЬемо да определимо .тако да реmењем 2) буде 
, ' 

задовољена задата ДИФ; једначина., 

Сматравmа к као Фушщију х-а добијамо И3 2) 
I ' 

ау = _ КЈС ) -Ј/(х) ах + ак - S /(х)ах 
d х е. d е , 
х ' х 

, 

Ј ( ) ~ КЈ С ) - Ј ј (хl d х 
ух_ хе, , 

које, кад саберемо и узмемо у обзир једначину 1), даје 

ак -Ј/(х) ах ( ), 
е' =rn:Јј 

ах т , 

одакле 
, 

3) , Ј' " / (х) d х " 
Х= ср{х) е' ах+с. 

, 
, 

Према обрасцима 2) и 3) следује реmење задате ДИФ. једначине 

4) у= С') rf(X)dXd +' с' -Ј/(х)ах 
ср Х е··' Х,, е . 

I ' 

Ова иетода реmавања зове 
, 

се вариацuа консmанаmа. 

, , 

93. Једначине, које могу да се сведу на линеарне једначиНе. 
- Дата је Бернуљu-ева јеДначина " 

l' ' d ' 
1) , a~+YJ(x)_YnCP(X), 

• 
КОЈа, кад се напише 

y-n~~+yl-nf(x)' ср (х) 
и кад ставимо • 

2) 
уl - п d z _ . -п d У 

- = z дакле у 1-n) ах - ах' 

добија вад 
• 

линеарне Једначине 

3) dz " 
ах + (1---, п) zf(x) = ср (х) 

и као таква може да се интегралн.' 
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94.Продужење ЧА. 93. - На једначину 

ау . 
--=-"- + у ЈСх) = уп ср (х) 
ах ... 

(1 

:може да се при:мени:метода, коју смо ПОК:Ј.3али у Ч.il.. 91. Ако ставимо 

y=uv 
једн. 1) добиј а . вид 

,- .. -

аu (dv ) v ах + и ах +vf(x) = u" vn ср (х). 

Опредедујуhи v из 
• , 

дакле 

једн., 3) се своди на ову 

dv 
ах + vf(x) = О, 

Cl1L 
~ = Un ј)n-1 ср (х) 
Јх . 

из које даље сдедује (с обзиром на 4) 
. . 

а1. n-1 (.) l (l-n) f/rx)dx ._ .. = v ср х с х = в . . 
~tn -

. СР,..(х) ах, 

( 1 - n)Ј'/(х)ах·! . 
в . .cp(x)a~+c. 

.~ ... ~ , 
На основу обрасца 4) • 

Јесте 

1- п (n-1) Ј/(х) ах 
·V =в 

и с обзиром на замену 2) у1 - п = u 1 - п V 1- п, дакде 

• 
1-n 

у =(l-n) (1- п) Ј/ (х) d х . ( ) d + С 
в . . срх х 

в(n - 1) Ј / (х) ах. 

95. Примери линеарних једначина. -
1. Пример. 

dy + 1ј • х3• 
Јх • 

Заменом 
у =uv 

задата се једначдна претвара у ову 

Ји (dV ) 
vdx+U dX-!-'v =х

з 

. . 
и ми Је растварамо на ове две 

dv·· d 
+ v d -х 

Ј-(l;. V = О, . одакле -V = -. ,х, V . е . И 

(2 

(3 

(4 

(5 

(6 
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1) ~: = х' или du = х' еХ dx, u = 'еХ (х· - 3 х' + 6 х - 6) + С') 
С овим имамо решење 11 = и1) 

1I=х'-3х'+6х - 6+ Се-Х. 
Решење вариациом коистаната. 

Из XOMoreHe једначине 

• 
следУЈе 

Сматравши К као Функцију х-а добијамо 

одакле 

dll К -Х+' _x"dK 
dx = -. е. dx' 

- х dK d iI + v - х • 
е 'dx = dx .р.. = х 

dK = еХ • ХО dx, ,К = еХ х' dx = еХ (хО - 3 х2 + 6 х - 6) + а 
и према томе 

2. Прu:мер. 
dil 
-d + аil = sin х. 
х' , 

Решимо вариациом констаната. Из XOMoreHe једначине 

• 
слеДУЈе 

• 

~; + аil = О 
, к -ах iI = е • 

) 

Одавде добијамо диФеренциалењем 

одакле 

К= 

• 

dy К -а",+ _ax dK 
- = - ае е 
dx dx' 

• 

d iI + К ' - ах -'- ах d К . 
dx ае= е dx' = 8Щ х, 

• 

dK = еах sin х dx, 

ах. d 
е 8~nX х= 

.ах (а .i" х - со. х) + С') 
а2 + 1 

и наЈЗад , , 

• 

• 
а 8~n Х - СО8 Х 

у= а' + 1 + 

1) Види чл, 7. Пример 2. 
') Види чл. 25: Формула 2. 

О -аХ е . 



3. При:мер., 
d ' ' 

(1 + х') ".-!i ..:.... ху = а 
ах' " 

i или кад је доведемо на Форму једн. 1) чл. 91. 

Овде је ' 

ау х а 

ах -1 + х' у = 1 +х2' 
, ' 

ј (х) ='-1 ~',) 
• ' х 

. а 

<р (х) =' с--';'-С 
1 +х' 

И'на ОfИову Формуле 7)чл. 91. 

4. ·При.тер. 

дакле 

и=( 

=( 
=( 

, • х d", 
а -

--"-~. ~ 1+",' ах + 
1 +х' ) 

Ij'~~ 
С е' 1 + "" 

( ах ) = -У'" 2 + С -У1 +. х2 = ах+ с -У1 + х'. 
1 + х ' ' ",. 

, d /ј _ 2џ = (х + 1)3 
ах х-"-l ), , 

. 2 
ј (х) = - х+1' <р (х) = (х + 1)3 

• 

и npеща Формули 7) чл. 91. 

ил 

5. При.тер. 

и=( 

=( 

. с 2 dx 

(х + 1)3 .-cl"'+l ах + С f 
2 ах 

.' х + 1 

(х+ 1)з.-2/("'+1) ах+с )е 21 (Х+1) 

= (Ј(х + 1)' (x~ 1)' ах+с) (х + 1)' 

(х t 1)' + с' (х + 1)' 

2 V = (х + 1)4 + С (х + 1)'. 

d у '1 ' 
-' +/JIgx= . 
ах С08 Х 
о. _' _ • 

f (х) ,""" 19 х, ',' ' 
, '1 

<р (х) , .' , 
. _. - _', СО8·Х. 
",. '-"',."" 

, .. 

161 
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и иа основу формуле 7) '!Л. 91. 

1 ftg" . d" ) - ftg ".' d" ') 
-- е' ах+ а е' . 
СОВ Х ' " 

• 

1 е' 1<08" ах + а ) е 1 С08" 
С08 Х # 

у= ( 

=( 
=( 1 1 ах + а) ~o. х = C~8 Х (tg Х + О), 

С08,Х с08 Ж 

дакле • • 
у .;п х +'0 С08 х. 

6. Пример .. 
ау . 
ах + У со. х = .",. 2 х. 

с обзиром да је 
• 1 (х) == С08 Х, 'р (х) = .in 2 Х . 

даје формула 7) чл. 91. • 

i ( I У = 
,Sco,x.dx ,) - ЈСО8Х. d:z; 

ain 2 х е' ах + а е 
, 

=( .in 2 х е,јn" ах + а ) е - .јn". 

Делимичним иптетралењем налазимо 

8in2-xe sinx dx==2 ainxco8xe sinx dx=2 ainxe'inxdainx 

. 
=2. ,inxde 8inx _ 2ainxe 8inx _2 е~i'1iХсо8Х-dх 

2 · 8in" 2 = 8tnxe - e"znx dainx 

I . . 
2 . х 8ЈПХ 2 е 81.nХ =8tne -

, 

и према овоме 

= 2.iПiJ;-2+ Ое- О"'''. 

, 

96. ТреЋа метода за интегралење линеарних једначина првога 
реда. Нека је задата диФ. једначина вида 

d: 
1)' g;(x)/+y/(x)=a+bx+cx2 + ... +kx'" 

х . 

Узмимо прво 
• 

ову Једначину • 

dy . 
g; (х) dx + у/ех) = о. 

Из ље добиј амо 

dy =_f(x)dx 
у g; (х) , 

Ј ј("1 d 
У = е - '1' (ж) ж. С. 

') в. 2. Пример у '!Л. 6. 
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Стави:Ьемо 

(2 
• 

и ПОRушаЬемо да' определимо којеФицијенте а, Р, у, ... џ таЕО да ре
шењем2) буде задовољена задата ДИФ. једначина 1).' 

цз 2) следује 
d 'ј С' ) ,. f (х) d ' , ' 

~y = _ ех) с е -" 'р (х) х + р + 2 ух + ... + [-t1l х" - 1 
dx ср х _1 

и с овим, а према задатој ј едн. 1), 
\ 

• ср Сх) :~ + уЈСх) --' 
" 

ср Сх) СР + 2 ух + .. + џnхn - 1) + ЈСх) Са +рх + ух2 + ... +џхn) 
. ,=a+bx+cx'+ ... +kx", ' 

, 

Упоређењем којеФицијената, једнаких степена х-а на левој 
'страни последњ~ једначине добијамо константе а, (3, у, ... џ, 
и реше.ње 2) ДИФ. једначине 1). 

ПрZМtер. 

Из 

• 
слеДУЈе 

Ставиhемо 

\ 
дакле 

d ' 
/ - 3 у = 2 - 5 $ + х'. 
Х , 

dy 
- - 3у = О 
dx 

dy = 3dx 
у .' 

, с 3 Х' 
У = е • 

О 3 Х + +" + -о 2 У = е " и "х ух, , 

dy ; 3Х ' 
-d = 3 Се +fЗ+2ух. 
х . 

• 

С овим, а иа ОСНВОУ задате једна'lине, имамо 
• 

dy 
dx - 3у = 

fJ + 2 у х - 3 и-, 3 fJ х - 3 у х' = 2 - 5 х + х2 

иии • 

(fЗ - 3 и) + (2 у - 3 fЗ) х - 3 у х2 = 2 - 5 х + х'. 
Одавде, упоре:ljењем, закљ У'lуј емо да ј е 

5 
а=-

:Ј7 ' 
• 

fJ - 3 и = 2, 
2 у - 3fЗ = - 5, 
'_3 у2= 1, 

fJ = 13, 
, 9 

1 
у = - "з· , . 

[рема ОВОМе гласи решење задате једна'lине 

, 3 
11 = Ое Х_ 

5 13 х' 
27 +9 х- 3' 

• 
и деСНОЈ 

а са тиме 

11* 
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2. Интегралење потпун и х диференциала; 

97. Услов за интегралење. - Нека је 

где означава 

Одавде закључујемо 

, 

и =1 (х, у),' 
du==Pdx+Qdy, 

р=аu 
ах' 

Q
_du 
- ау" 

• 
аР а!u dQ 
ау =ауах =ах" • 

То значи: израз рах + Qdy јесте потпуни диФеренциa.il, када је 

аР .dQ, 
ау - ах' 

Ако је овај УСДОВ испуњензадати је израз потпуни Дlj:Ференциад и 

може увек да се интеграли. 

98. Интегралењепотпунога диФеренциала. - Нека је 

1) аu = рах +Qdy, . 
• . а претпостављамо да Је 

• 

, , 

Можемо да ставимо • 

рах + 1р (у) 
иди .ако означимо , 

, 

• 
рах ==о v, 

u=v+q;(y). 
Отуда што је 

Q= = аи = d v'+ аЧЈ(У) 
ау ауау 

• 
сдеДУЈе 

d rp (у) Q_ dv 
ау· d у' 

rp (у) = Q_ dv d 
У , 

ау • 

• 
и на таЈ начин 

2) ( 
dv) . 

11= рах + Q - dy ау + С. 
, , 

, dv ' 
. Примедба. Пош~о израз Q - ау садржи само у, а независан је од 

х-а, Јесте 

d (Q - dv) 2' 
ау , '_ dQ d v аР 

d = О, одакде d = d d = d . 
х х х у у 
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, 99.Продужење чЛ. ,98. --с У прОIIIAо~ чдану' показана метода 
може да се примени и код више од ,две променљиве. Нека је 

l'де је 

п -ј (х. у, z), 

аu=рах + Qdy + Rdz, 
, 

, -, 

Одавде сдедуј е 
" ' 

аР dQ dQ аЕ 
---,-

ау - ах' dz - ау' 
• 

Ово еу, дакде, три усдова који -мора да бу ду испуњени да би израз 

," р ах + Q ау + R d z био потпуни диференциад d н једне Функције која 
" .зависи од три променљиве х, у, z. То значи: ajto су испуњенаl'орња 

три усдова, зада11И израз може увек да се интеl'Ради. Тада 'је 
, , I • 

• 

~! = рах + Р (у, z) = v + р (у, z), l'де јеј) = PcZx. 

Отуда што је 
• 

Q = ан =а!. + ар Су, z\ 
ау ау 'ау 

Д3lкде 
ар Су, z) =Q_ ај) 

ау ау' 
• 

Е= d1t= ај) + ар(у, z) 
dz dz dz' " 

ар (у, z)_R_ ај) 
dz ' dz 

изводимо израз 

( 
ајЈ)' (, ајЈ)" 

ар (у, z) = Q - ау dy+ Е- dz ilz, 

• , 

КОЈИ, пошто зависи само од две променљиве у и z, може да, се инте-

l'ради по методи у чд. 98. и ми имамо решење 

( ајЈ) Е- dz dz+ С. 

Примедба. 
х-а сдедује 

Отуда што су изрази 
, ајЈ, 'ајЈ' 
Q- d и R - d независни од 

у z, 

d (Q _dV), ' -
, ау _ О 

ах, -, 

dI R -:- ајЈ) 
, dz 

, . d ,= О, 
Х. ,"! 

dQ а2 ј) аР 

ах- ах ау - ау' 

аР 

dz' 
-. --
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Ово су две од -_ OH~ условних једначина за интеl'радење израза 
р d х + Q d у + R d z. Трећу условну једначину изводимо из добивених 

• • 
двеЈУ, када узмемо да Је 

, 

d2P d2 Q d (dQ) 
dz dy = dz dx = ах dz'-

одаме 

, , 

, 

d2P d2R d -
dy dz dy dx dx 

dQ dR 
dz- dy' 

100. Примери.,-

1. Пример. 

du= - . 1 у' 
х (х _ у)' 

• 

dR) 
dy , 

dy. 

И '. d Р - d Q, • . 2 ху \ 
- спуњ~н Је услов: d = d ,Јер Је Једно и дрyrо = - ( )3' 

У х - х-у 

Према 'U. 98. стављамо 

,Отуда што је 

• 
слеДУЈе 

• 
, 

и према томе 

- /du 
Q=-, 

".d У 

u= 
1 . ЈЈ' 

. (х - у)' -х 

= ix + -у' + ~ (у). 
Х7"'у 

т'. х' _1. = (х - у) 2у + у' d <р (у) 
Ј(х _ у)'.у (х - у)' + dy-

/ и = lx + У1 - + у - ly + а = 1 C~) + ху + а. 
х-у у х-у 

2. Пример. 

, du = (3 х -у + 2 о) dx+ (- х + 4у + 5 о) dy + (2х + 5 У - о) dz. 

Услови су за интегралење испуњени, јер је 

dP dQ dQ d,R 
dy ='dx = - 1, • d? = dy = 5, 

dR dP 
dx = d. = 2. 

Према чл. 99. имамо 

u= 



Отуда што је 

. дакле 

• 
слеДУЈе 

аu '. d <р (у _) 
Q = - У' нашем ПрИ!l1еру - х + 4у + 5 z = - х + d ' , 

ау" '. У 

, d и 
В=ао"" " 

2 х + 5 У _ z = 2 х + d 'Р (у, о). 
а. ' 

d <р (у, о) = 4 У + 5 z а<р (у, о) = 5 У _ • 
ау 'ао,' 

d <р (у, о) = (4 У + 5 _) ау + (5 У - о) dz 

<р (у, о) = (4у+ 5z) dy + 1/-'(о) = 2у' + 5 У" + 1/-' (о). 

Из Tora што је 
d<p (У, о) = 5 У _ z = 5 У + а1/-' (.) 

dz а. 

добијамо • 

d 1/-' (.),' о' + 
~~ ... = - ", 1/-' (.) = - - о 
ао· 2 

и према томе 
, - z' -
<р (у, о) = 2у'+ 5у. - 2+0 

3х' ...' . . 
и ;=' 2 ~ ху + 2 х .. + 2у' + 5 yz- 2 + о. 

• 
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101. Интеграциони Фактор. - Претпоставимо 

Mdx + Ndy = О 
да код Једначине 

нису испуњени услови за интегралење и да, према томе, лева страна 

једначине није потпуни деФеренциал. Множењем леве стране једначине 
. . 
••• • 

извесним фактором џ, К9ЈИ Је ФУНКЦИЈа х-а и у-а, таЈ се фактор може . , . 
да определи тако да диференциал постане потпун и задата се Једна-

да интеграли. чина :може 

Узев 
џМdх + џNdу = О 

определиl.емо џ тако да је 

_d-,,;(Џ_М.Ј _ d (џ N) 
dy dx ' 

одакле за одређивање џ-а диФ. једначина 

. (dN _dМ)=мdЏ _ Ndp, 
џ dx dy d У dx' (1 

Интегралење ове парциалне диФ. једначине св:опчано је, у I'лавноме, 

'. са ве.!lИRИМ тешкоьама и претпоставља интегралење задате једначине . 
. У извесним случајевима, пак, једн. 1) :може да послужи да се нађе 
'фаI,tтор џ. Расмотриl.емо два специална случаја.- оо • 
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102. Први случај опредељавања интеграционог Фактора .. . ~. 
Узмимо да фактор џ зависи само од једне променљиве, нир. од х, онда 

је :џ = О и једн. 1) у ЧЛ. 101. своди се на ову простију . 
У 

1) 
dџ 

џ 

dM dN - ---.,---dy dx . 
N . dx. 

• . Услед преТIIоставRе, -да џ, Д3.К.ile :и лева страна ове Ј едначине, заlШСИ , 
-

само од х-а, Јесте 
о dM_dN 

. dy N dx =јех) 

и тиме 

3)- f!Cz) ах 
џ = е' . , 

.Рачун постаје простији, ако "је N = 1, тј. ако замислимо да је 
-

задата Једначина доведена на фОрМУ • 

, 
4) dy + Mdx= О. 

Место једн. 2) имамо у овоме случају (N = 1) 

5) 
, ~M __ j(x), 

у . 
одакле 

м = уf(х) + ср ех). 
с овим задата једн. 4) постаје оваква 

:~ + Јј!(Х)+ ср ех) = О. 
о О 

. Да о бисмо леву страну ове једначине начинили потпуним диференцио

алем треба је; дакле, помножити фактором џ е Формула 3), тј. треба щt~ 
. , 

дату Једначиву написати. 

еЈ!(х) ах _ :~ + у ј (х) вЈ!сх) ах + ср Сх) вЈ!сх) ах = О ' 

или 

f С ) јј (х) ах + С) [! Сх) d х 
У х в . о ср Х в· о· dx-O, 

одаме помоhу Формуле 2) у Ч.il. 78.1) 

ј.flх)ах+ о Ос о ) [!(х)ах d ·С 
У в'· ср х е- .. х = . 

• 

!) Формула 2) у чл. 98. примењена је у овоме случају у форми 

,,= Qdy + 



Примедба. На исти начин БИСМ(f поступиди да фактор џ, место . , 'а . 
да зависи само од х-а, зависи само од у-а, у коме је случају a~ = О 
и општа се једн. 1) у Чд. 101. своди на ову 

аџ 

џ 

dN ам 
-,-- --..~ 

ах ау 

М 
ау. 

103. Други случај опредељавања ИНТј!грационог Фактора. -
Претпоставимо да фактор џ има Форму Х У, где је Х Функција х-а, У 
Функција уса, Овде је 

аџ = у ах 
Јх ах' 

, 

,аџ_х ЈУ 
Ду-. ау' 

а са тиме једн. 1) у ЧЛ. 101. ва опредељаваље фактора џ 

или ако ставимо 

ах 
хах = СР (х), 

ЈУ , 
уау = Ф (у) 

! 

, 

dN ам, 
ах - ау = Мф (у)- N ср (х), 

Са претпоставком да је испуљена последља једначина имамо 
заца 1) , 

Х Sep(x)dx' 
.L -:-- в· , 

Јер (Х) dx Ј 1fJ (Х) dx 
Џ=8 .8 . 

(1 

(2 

(из обра- " 

(3 

. ПРШ1!едба. Извесне операције, којима смо се раније служили код 
одвајаља променљивих у диФ. једначинама, своде се на употребу инте~ 
~рационога Фактора. Тако у ЧJl. 88. 'код хомогених једначина видимо из 
Једн. 3) да се одвајање променљивих (доводеље на Форму једн. 4) своди. 
, , '1 
на то да се ДИФ. једначина 3) помножи фактором хН 1 [f (t) +t ср (t)] 

;' , "1,', 1 
l:rj; с обзиром на то што је t = ~,j (t) = x k ј(х, у), ср (t) = x k ср (х,у) 

. 1 
!r"J~',I.Ot: <Ш,II,i:tта ДИФ. Једначина 'llом:ножи фактором ј'(' ) + (, О)' 

;;5,+, ' ' х, х, у у rn х, у , 
~i.HO'\ . .', '1 _ • • Т,.,_" " 

i\i!~f:Lпри,медба важиизаслучЗ;ј посматранучл. 87. ",' ,'," ' ,', '.,", 
- - ',. -
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104. Примери. за изнаllажење интеграционога Фактора. 

1. Пример. (х + у) ах + ау = о. 

Овде је М=Х,+у, N=l; задата једва'lинавма вид мах+ау=о (види 
једн. 4 У'lл. 102.) и на основу Формула 3) и 5) чл. 1б2. добијамо 

Заиста кад напишемо 
• 

Х ft = е . 

задату Једначину 

еХ (х + у) ах + е'" ау = О 

. аР dQ . 
увериhемо се да Је d = d (види чл. 97.). 

У Х· -

-

Помоhу Формуле -2) чл. 98., када је примiшимо у Форми 

u= Qdy + ( . а) . 
р - а;ах+ С, v = Qdv, 

налазимо 

или 

с = еХ (у + Х - 1) 

• 
као решење rорње диФ. Једначине. 

2. Прuмер. 

. (х 8;n у + у С08 у) ах + (х С08 У - У 8;n у) (ly = о. 
Овде Ј е даЕ.'1е. . 

М = х .in у + у С08 У N = х со. у - у 8јn у. 

Ц:ретпоставимо да интеrрациони Фактор зависи само од х-а. Према обрасцу 1) 
у чл. 102. имамо 

dft (х соа у + со ... у ___ у 8;n у) -соау d d 
---'-= х= х 
ft xcosy~y.iny· , 

дакле 

Ако задату једначину напишемо 

еХ (x8in у + у С08У) ах + еХ (х С08 у - У sin у) ау = О 

'-L .' (аР dQ) YBepnneMo се да Је лева страна потпуни ДИФеренциал ау = ах 

обрасца 2) у чл. 98. налазиморешење задате једначине 

и помоћу 

• 
с = еХ (х sin у + у С08 у) ах + 

Х( .. ) dv 
е XC08Y-Y8iny - ау d у, 

v = еХ (х sin у + у С08 у) ах = еХ [(х - 1) 8in у + у С08 у], 
дакле 

dv . 
-а' = еХ (х С08 у - У 8in у) . у . 

и према томе решење - -
с = еХ [(х - 1) sin у + у со. у]. 

. \ 
, 



3. Пример. 
(х - ау) dx + (у +~x)dy :":"0 • 

, 

• (3. пример у чл.89.). Овде је М = х - ау, N = У + ах, а интеграциони Је 

Фактор 1 1 
Р-, = (х- ау) х+(у+ах) у = х. + у' 

, 

(види примедбу на крају чл; 103.). С овимпомножена задата једиачииа 

х - ау' у+ ах . + . dx + '+ • dy = О х у х у 

. -, . . 
постаЈе љена лева страна потпуним днФереНЦIlалом, Јер Је 

dP'- d Q _- аХ' + џу' - 2ху 
, - . 

d У d х (х' + у")' 
Интегралењем помоhу Формуле 2) у чл. 78., узевши ту Формулу у видУ 

, 

и = Qdy + (Р - :;) dX, + С, ,,= Qdy, 

, . 
,налазимо решење наше задате Једначине 

с= 
х- ау 

Х· + у' , 
= 1 (х' + у') + а . атс tg ,у + 

х 

= 1 -у х' + ,у' + а . атс tg JL. , х 

4. Пример. 

d" dx 
dx 

х -, ау ау 

Х' + ЈЈ' + х' + у' 

, ' (х' + у') dx - 2ху dy,= О 
(в. 4. Пример у чл. 89:). 

Овде је ' , 

х' +у' 

• dM 
dy = 2у, 

dN ' ' 
,Гх =-2у, 

dM 
dy 

. dN 
дакле 

На основу Формуле 1) чл. 102. ставиhемо 

dp- 2 dx 
р- х ' 

одакле 

lp. = - lx' + С, 
• 

или ПрОСТИЈе 

о овим имамо диф. једначину 

р-= 
1 
• • х 

НИЈе = d х' 

х'+у' 2у' 
~",' dx - -;- dy = О, _ 

, , 

. - . . . 
ЧИја Је лева страна потпуни .диФереициал, Јер Је 

, 

~(X2;y') d(_,2xY) 

·"d 11 '-~. ~,,'-o-l."-x--'-'--~ 
, , 

2у' 
'х'" . , ' 

" 

dx 
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Према Формули 2)у чл. 

с= 

• 
где Је 

v = 

98. интегра.'lНа ј едначииа гласи 
• 

C-~-' dv) ау 
х ау , 

х' +у' . у" 
. .- dx = х - --
·х2 · '. х' 

dv 
Ју 

и према томе добијамо ово решење 

или 

х' - у' = Сх. 

" 5. Пример. 
2 ху ах + (у' - 3 х') Ју = О •.. 

2у 

х 

Пошто нас Формула 1) у чл. 101., а тако исто и Формула 1) у чл. 102. води' , 
диф, једначини коју нисмо у стању да нитегралимо, уЧини:Ь.емо претпоставку да:; 

интеграциони Фактор· ,и зависи само од у и nteCTO ДИФ. једн. 1) у ЧЛ. 102. узе.' " 
Ћемо ДИФ. једначиirу 

dN ЈМ 

аџ'_ ах ау 
- М Ју, 

, 
• • 

КОЈа у овоме случаЈУ, 
. 'ЈМ 

где Ј е d у == 2 х, 
dN 
d х = - 6 х,. гласи 

одакле 

• 
ШIИ ПрОСТИЈе 

Јџ 4 Ју 
=-

џ у 

lџ == _ 4 ly + С, 
1 . 

џ = •. 
у 

, 

с 
и.= -
г ,у' 

с овим претварамо задату ДИФ. једиачину у 
, 

2 х ах ,,2 - 3 ",' 
+-' а' О уЗ .у .. -у-:, 

у којој је лева страна потпуw ДИФеренциал, јер је , 

aCy~) d су· ~.зх') 
6х 

-~-= 
ау 'ах У 

• • 

. Према овоме добијамо интегралну једначниу (Формула 2) у ЧЛ. 98.) 

илн 

2хЈх + 
уЗ 

• 

С у' - 3х' 3х') а'- х' 
у' +у •. у-уз+ 

• . 

_ х' - у' = Су". 

ау 

у' 

1 . _ х' -'..: у' 
у'- 1Ј' 



• 
105. Теорема. - Свака ДиФеренциа.ilНа -једначина првога реда 

• 
има СВОЈ интеграл. 

3а ДИФ. једначri~у првога реда 

:;=ј(Х, у) иди мах + Ndy -:- О 
. . . '" . 

ПОСТОЈИ извесна Једначина, у КОЈОЈ се Јавља х и у и Једна произвољна 

мнста1!та, која (коначна) једначина, када је диФеренциадимо и едими" 

Н1јемо ону произвољну константу, даје задату ДИФ. једначину. 

Интегралити диФ. јеДН,ачину значи нам извесну Фующи)у у, која' 

'зависи од х-а и чија је изводна = f (х) и која за бесконачно маде 
"промене d х прапроменљиве х добија задатом ДИФ. ј едначином одре-
.., . ", 

'ђене бесконачно маде промене d у = f (х, у) а х. .у Сдед тога, IЏTO за-

дата Диф. једначина одређује само начин како се промене Фующије 
, , 

управљају према променама прапроменљиве, дозвољено је да за какву 

'БИЈО вредност х·а 'узмемо ПР9И3ВОЉНУ вредност за у, да ставимо нпр. 

'да је за х = а oAroBapajyha вредност Функције у = Ь. Но с овим је, 

, онда, и за сваку другу вредност х·а вредно,ст у-а потпуно опредељена. 
, То значм да је у некаква Функција х-а у којој се јавља и једна про

извољна константа. Са постојаљем Функције у доказано j~ постојаље 
• 

иН'rеграла ДИФ. Једначине. 

106. Теорема. - Постоји увек Фактор, којим кад riомножимодеву 

страну ДИФ. једначине првога. реда . " 

I 

Mdx+Ndy=O (1 

I • ( 

чини да лева страна Једначине постане потпуним диФеренциадом. 

у чл. 105. смо показади да свака ДИФ. једн. 1) има свој ИRтеграл, 
, '. f - " 

У коме се ј aB.lЬa једна прОlJ.3вољна кощтанта. 3амисдимо да ј е та ин~е-

грална једначина рещена по оној произвољној константи, 'да је дове-
, , 

, дена на Форму 
и = С, (2 

где је и Функција од х и у, у којој нема произвољне KOНCTaH'l'e. Из 

, ,'ИН'I;еградне једначине 2) сдедује 

аu . аu 
d ах + d ау = О, 
х у 

,док из једн. 1) опет имамо 
• 

d1t 

ау ах 
Одакле d = - d ' ., х и 

ау 
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и према томе аи 

ах М 
аи ='N"" 

ау 
, 

Ову идентичну једначину можемо да напИrnемо 

аи аи 

ах dy 
М-N=Џ' 

одаие 

du =Џ (мах + нау). 
Овим смо показа.iЩ да постоји такав фактор (зависан од 'х"а и у-а), 

. ; . 
-. КОЈИМ кад се помножи .lIева страна диФ. Једначине, та f\eBa страна по-

стаје потпуним диференциa.llОМ. 
, , , ' 

\ 

107. Теорема. -Дма бевбројно MHoro фактора коЈи чине да .lIева 
• c'rpaHa диФ .. Једначине . 

мах + Ndy =0 • 

• 
постаЈ е потпуни диференциa.ll . 

.пОМНОЖИМО обе стране једначине 

џ (мах + Ndy) = аи 
• 

каквом би.llО Функцијом ОД и, нпр. са ср Си). Тада је 
• 

, 

џср(и)(мах.+ Ndy).=o=p(u)du=d ср (и) аи. 

Одавде видимо да је и сада .lIева страна потпуни диференциa.ll. Фак

Т0р џ ср (и) има, дакле, исто својство које има фактор џ. 

Закључак. Ако два фактора М и џ чине да израз М d х + N d У,', 
М, с 

постаје потпуним ,zI.иференциa.llОМ, онда је = С интеrрa.ll ДИФ. једна- ' 
, џ , 

чине М d х + N d У = о. ~ 

Доказ. Из ~ = с И.llИ дa~e ср (и) = с следује и = с, а то је 
, . 

интегрa.ll l'орње диФ. Једначине. 

Прuмер 

ИЛИ 

одакле, кад IiНтегралимо 

х ау -' у ах = о 

ау ах 
-=-
у х' 

" у 

у = Ох ' ИЛИ -= о=u. , " х 
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Најпростији је интеграциошr ФаЕТоровде р. = :.. Остали интеграциоии ФаК
тори обухваhени су .Формулом ~иp(и) = ~ ср (;). 

Тако ако узмемо ср (и) = u имамо интеграЦиони ФаЕТОР М =. Уз', адиФ. 
х 

'. . ху Ју - у"Ј х 1 у2 
,ЈеднаqинаЈе • =Ј,,"2-=О. 

х ~ х 

З 1 . 1. 
а ср (и) = интеграциони Је Фактор М = , а диФ. ]еднаqина 

и ху 

, 

d У _ Јх = dl JL = о 
у х ,Х ' 

• . ( 1 . 1 
Замена ср и) + 1 + ' да1 е интеграциони Фаmор М = 2 + " 

и· " . х у 
а ДИФ. ]една-

х Ју - У Јх' , У 
qина гласи . . = d a>'ctg- = О. 

а::" + у' х 

з. АиференциаЛllе јеАначине првога реАа. 
. , 

108. Линеарне АиференциаJlне јеАн~чине првога реда. - Општи 
• • " вид .ilинеарне диФ. Једна'lине првога p~a Јесте 

За интегрмење оваквих једначина имми смо методе у Ч.il. 91., .92. и 96. 

109.-АиференциаJlне једначине првога реда, које су вишега 
степена. - Један С.ilучај, . у коме се једначина вишега степена може 

~дa сведе на .ilинеарну једначину, расматра.ilИ смо у Ч.il. 93. и 94. (Вер
нули-ева једначщrа.) 

Узеhемо сада на проучавање в:еке C.ilучајеве, где се интегрмење 

једначине првога реда, која је вишега степена, може да изврши на 

ре.ilативно прост начин . " 

. , ; Први' С.ilучај. - Претпоставимо да се ДИФ. једначина 

. ( d y) F х, у, dx = О, • (1 

у којој се :;- јавља у вишем степену, може да реши по ~ ~. Тиме се 
~aдaTa једначина раствара на више ДИФ. једначина првога степена, 

~bje Ћемо интегрмити по методама у тц. 91., 92. и 96. 

ic~~: ,Рримедба. Често нас решавање једн. 1) по ~;- води .ilинеарним, 
и.-:'· ,,,С .' -~ "'-, 

\l!!~U~~Ilaмa код КОјих. се не може да изврши одвајање промен.z~ивих. 
~~~~I5~и~аhемо случаЈевима ПОRушати да дођемо до ресџтата на ,на
!IW!Ј.i~ЏЈщазан у Ч.il. 110. (Види У томе члану3.;пример.)с . . 
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На случај да диФ. једн. 1) има llpОСТИЈИ в.ц.д 

р(Ј У) = о 
Јх ' 

а може да 
ау 

се реши по d х' нпр. 

ау 
Јх = а1 , 

ау_' 
dх- аз"" 

пнтеградењем добијамо решења • 
у=а1х+ С1,у=а2х+ С2 : 

која су сва обухваL.ена једначином 

(у - а1 х - С1 ) (у - а2 х ~ С2) (у -' аз х - С3 ) ••• = о. 

Општност овога решења неьемо смањити, ако претпоставимо у' свима 
, 

факторима једну исту константу ,С и према томе ресудтат напишемо 

или краье р(У- С ' О. 
х ' 

ПРUЈнер. , 
C

d )2 ' d;- а2 = О. 
, 

, 

Решење: 

• 
СУ ~ f!)' - ,,'= о илиу = ± ах + а. , 

, 

110. Продужење ЧII. 109. Други случај. - Претпоста'Вимо да се 
, -- . 

задата ДИФ. Једначина, 

, ( ,Ју), 
Рх, у, Јх = О 

може да реши по једној промеН.zьивој, нпр. да се доведе на Форму 

1) 
• 

где Је 

2) 

,2Ј,иференциалењем ј едн. 

"у=ј(х, р), 

• 
ау 

Р=Ј' х 

1) добијамо ову линеарну ДИФ. једначину првога 
реда 

3) , 
,ај Јј' 

ау или Р Јх = Јх Јх + аЈр. , ,р, 

АЕо будемо умели да интеградимо ову једначину, онда елиминовањем, 
, - I ' -

количинер из тако добнвене интегра.ше једначине иједн. Ј) нада:.. 
• 

зиморешење задате диф. Једначине. 
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Прuмедба. Главна теЩRоЬа у ОВОМ,е' :nОС.il1<'састоји се.' Обично,у: 
е.ilиминовању RО.ilичине р из назначених Једначnна. у СJlучаЈУ да је He'~ 
могуЬе . извршити ово еJlИМИRоваље можемо се· задовољити тиме што 

Ьемо за поједине, а произвољне вредности RОJlичине р одређивати од
говарајуЬе вредности ~a х и за у помоЬу једн. 1) и интеграда једн. 3). 

1. ПР1е.мер. 

• 

Диференциа;'lењем ове једпачине добијамо 

или 

• . где Је 

. и 

dp dp 
р = р + х. d х + 2 р d х 

dp 
(х + 2р) d х = О, 

Ј едп; 2) разлаже се на ове две 

dp = О 
dx 

Из 2 а) следује р = С, а с овим и на основу јеДIL l)добијаnro решење: 

у = ех + С'. 

(1 

(2 

(~ а 

(2 Ь 

(3 а 

и х . .з 2 Ь) налазимо р = - 2 и онда на основу Једн. 1) добијамо друго решење 

х' 
у,= - 4 . (3 Ь 

Ово друго решење зове се cu,nгуларnо решење ДПф. ј едначине, пошто се у њему 
не налази произвољна KOHcTaHra. 

2. Пр,е.мер. 
х dyl (d y)' У = 2 dx + 4х' dx . 

. ДнФеренциалењем ове једпачиие следУје 

_ J!...+~ d p + 1 2 dp _ 1 , 
р - 2 2 dx 4х' P dx2x'P 

или 

Ј!... (1+ р )=~ (1+ Р) dp 
2 х' 2 х' d х 

или најзад 

Ова је једначина задовољена прво, ако је 

одаюrе 

i 

dp dx 
- =-, р = ох. 
р х .. 

!ЈСНQВИ ПНФИНИТЕ3ПМАЛНОfЛ РАЧУНА. . -' - .' ' 

(1 

(2 

(2 а 

i 
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с .овим; а на .осн.ову једн. 1), имам.о решење 

3 а) 
Ох' О' , 

У= 2 +4' 

Друг.о, када ставим.о 

2 Ь) 1 + Р = О, 
х" 

дак.'1е 

и на .осн.ову једн. 1) следује .ов.о решење 

3 Ь) х' 
у = - 4' 

, 
Ов.о је решење сингуларн.о, јер у њему'нема пр.оизв.ољне к.онстанте. 

3. Пример. 

C~ ;Ј + ах - Ьу = О. 
• 

Ми бисм.о .ову Једна'!ину м.огли да решим.о п.о ~; И нашли бисм.о 
\ . 

ау ,/~~, ,
ax=+yby-ах. 

Н.о п.ошт.о се .овде ие м.огу неп.осредн.о да .одв.оје пр.оменљиве,') т.о :liем.о уп.о

требити и у .ов.оме слу'!ају г.орњу мет.одУ решавајy:liи задату једна'!ину п.о у, 

д.ов.оде:liи ј е, дак.'1е, на вид 

1) 

• 
где Је 

I 

.одакле 

2) 

d р =-.Е . 
ах 

Ъу' р'+а;:, 

ДиФеренциалењем .ове једна'!ине д.об~ам.о 

• 

Ърах = 2р ар + аах, 
ах= 2ра'р 

Ьр- а . ' 
х = 2 [Ьр + аl (Ьр - а)] + О. ') 

Ь' 

ЕЛЈ!Мин.овањем к.оли'!ине р из .ове једн. 2) и задате једн. 1) д.обијМI.о решење 
• " ДНФ. Једначнне. 

4. Пример 
у ах - х у ах' + ау' = о, 

.одакле 

• 
к.оЈе кад диФеренциалим.о 

рах = У1 + р'ах+ .;рар 
l+р' 

') Види примедбу у '!Л. 109. 

2рар 2 2а ') . а р +---с;-
Ьр- а Ь Ь 

ар 2 2 а 
:-bp~-'-----a = Ь р + -Ь-' 1 (Ьр - а) + а 

2 
" Ь' [Ьр + al (Ьр - а)] + О. 

(Види '!Л. 9.) 



и среДИмо 

одакле опет , 

./ + ')а .'. храр 
(p~yl р Х=-у , 

. 1 + р' , 
ах р ар 

х ~'Yl+p'(p--Yl+p') 

'р (р+Уl + рО) ар 
= - -У1+р' 

. р'ар 
= - р d р - ~::::===;; 

111 + р' 
и најзад интеrралимо 

lx= ~ [l(p+V1+p') -р'-р'Уl+р']+С, 

Решење задате једначине добиfiемо кад у ову једначину за lx ставимо . . 

-Уу' '- х' 
р=±-,- х ' 

., . 
. КОЈе нам даЈе постављена диф. Једиачнна . 
• 

5. Пример. 
• 

иди 

• 

хр' - 2 ур + ах = О 

2ру = хр' + ах, 
одакле, диференциадењем 

2р'ах + 2 У ар = р'ах + 2рхар + аах, 
• 

КОЈе,кад средимо 

/ 

• 
I 

(р' - а) ах=2 (рх - у) ар 

н заменимо из задате једначине 
хр' + ах 

~ 

иди екраћено 

дакле 

У - ~-;:-'--- 2р' , 

(р' - а) ах = 2 (рх -:- хр' 2; ах) ар 
= (р' - а) Х ар 

Р 
. 
ах ар 

Х-=р' 

• 
р = ах. 

Замена oBor посдедњеr у задату ј~дначину даје решење 
• 

• 
О'Х' - 2 Оху + аХ = О 

иди ПрОСТИЈе 

О'х' ~ 2 Су + а = О 

6. Прuмер. 
у. х/(р) + ср (р). 

Диференциадењем добнјамо 

рах = х/' (р) ар + f(p) ах + ср' (р) ар, 
d х + .f' (PL-~~ = _ '1/ (pL. 
ар Ј(р)"::" р /(р) - р 

. одакле 

• 
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Ова се диФ. једначина интегра;"И 

чл. 91. Ресултат је 

по' методи интегралења диФ. једначиие 1) у 

Ј
/' (р) dp 

2) х = - е-' /Ip)-p ( 

ГЈ'(р)ар 

~'(P) b/(p)-раР1+О). 
Ј(Р) - р 

ЕлиминовањеЋ1 в:оличине р из ове једначине ~ оне задате добцјамо интегралну 
• 
Једначину. , 

у веlшни случај ева се елиминовање в:оличице р не може да изврпи по=0 она последња једначина за х садржи трансцендентне Фушщије од р. У 

таВ:ВОЋ1е случају дајемо в:оличини р поступно разне вредности, а оне две једна-
• • • 

чине дају одговарајуlш вредности за х и у. 

При.медба. Ав:о је .f(p) = р Формула 2) постаје неупотребљива. Једначина 
1) гласи у овоме случају 

у =рх+ 'р (р) 
(mаiгаut-Ова једначина). 

ДиФеренциалењем следује 

рах = рах +хар + 'Р' (р) ар 
или 

[х + 'Р' (р)] ар = о . 
Ова је једначина задо1юљена: 

• 

• 

1) ако је ар= О, дав:ле р = а и'онда је 

у = ах + 'Р (О). 
2) ав:о је х + 'Р' (р) = О. ЕлиминовањеЋ1 в:оличине р из ове једначине и 

оне задате долазимо до решења 

. у = хЈ(х) + 'Р [Ј(х)] 
У коме нема произвољне в:онстанте. Ово је решење дав:ле сuнгуларно реШе1ье. 

111. Продужење ЧЛ. 110. ТреЪи СЈЈучај. - Претпоставимо да се 
• 

у задатој диФ. једначини јавља само једна променљива, да Је задата 
• 
Једначина ово 

( 
dy) . F х, d х .,- О 

и претпоставцмо 

веде на Форму 

да се она може да реши по 
ау . 
d х' ТЈ· да се може да ,11,0-

dy 
dx=j(x). 

Интегралење је тада сведено на Евадратуре, јер је 

1, ПрUJ1fер. 

Одавде 

или 

dy ,(
dx=±yax, 

у = ј(х) ах. 

(~;)' - ах = О. 

у=± 
,ј- 2 ,ј-
уахdх=±з х уах+а 

4 
(у - С)2 = 9 ах'. 



2. Пример. 

Одавде, :кад реШИћIО 

d •. а' (lx) - (а + х) а; + ах =·0 . 

ау 
по -

ах 
ау . 
-=а, 
ах 

• 

ау 
-=х 
ах 

и према то~ш иnraмо решења 

у = ах+ С, 
х' 

У=2+ с. 

'181 , 

112. Продужење ЧЛ. 111. Четврти С.ilучај. ~ У3мимо да се једначина 

. ( а у)_ F х, ах - О 
, , 

не може да реши по ДИiI? КО.ilичнику~ ~, а.ilИ ј е M~ГYЋe да се реши по 
променљивој х. 3адата ДИФ. једначина има, дакде, вид 

х =Ј(р), (1 

, 

тде 
. ау 
Је р = d . . х 

Из ~ ~ = р следује d у = ЈУ d х иди с обзиром на једн. 1) . 

ау=рај(р), 
одакле 

. 

у= рај(р) + С=рј(р) - ј (р) ар+ с. (2 
• 

. 

ЕДИ~lИнујУЋИ Р из једн. 1) и 2) добијаморешење задате ДИФ. једначине . 
. • 

113. Продужење ЧЛ. 112. Пети С.ilучај. - Нека је 
• 

Р( d У) . ....:.... О у, ах 

. 
. задата ДИФ. Једначина и претпоставимо да се она ~IOже да реши ПО.у, 
да се доведе, даме, на вид . 
• у = Лр), ·(1' 

где је, као и горе, р = ~~. 
Отуда 

• 
што Је 

с/х = ај(р)=ј'(р)ар 
Р Р 

.изводиио • 

f' Ср) ар + с. 
Р 

х= (2 

• 

Е.ilиминовањем КО.ilичине р из' ј едн. 1) и 2) до6ијаио репtење 
, -- .,. 

задате 
• . ДИФ, Једна'Щне. 



• 

Пример. 

одакле 

у = ар + Ьр·, 
рах = аар + 2 ьрар 

• 

ах= (а+2Ьр) dp 
р. 

х = alp+2bp + О. 
''--=----;---с:-с:-. .' ya'+4by-а . 

~3 задате Је~ачине слеДУЈе р = 2 Ь ' КОЈе, уметнуТО У последњу 
Једначину, даЈе решење 

(У а2 + 4 Ьу - а) ~I 
x=al .2Ь +ya2 +4by-а+О 

• . или ПрОСТИЈе 
\ х = al(ya2 + 4 Ьу _а)+уа2 + 4 Ьу + OOn8t. 

• 

. 114. Метода неодређених сачинитеља. - Објасни:ь.емо је на сле- \ 
де:ь.ем ПрИJl!,еру' 

1) • • 

(види ЧJl. 95. пример 1.) . 
Претпос'гави:ь.емо интеграJl задате једначине у форми 

• 
2) У =.А + Вх + Сх2 + пхз + Ех4 + рх5 +Gx6 + .. : 
Одавде следује . 

3) ~~ =В + 2 Сх + зпх2 '+ 4Ех3 +5Рх4 + 6ах5 + ... 
Кад заменимо ово ив 2) и 3) У једн. 1) добијамо идентичну једначину 

(.А+В) + (В+2СЈх+сс+зп)х2 +сп+4Е-1)х3 + 
• • • 

СЕ + 5 Р) х4 + (Р +6 G) х5 + ... = О, 
" ' . 

у којој сви сачините.IЬИ мора да су =0, тј. 
. - '. , 

.А + В = О, . oдaКJIe В = -.А, 
. .А 

В + 2 С . О ИJlИ . .....:.. .А + 2 С = О, " С = 2' 

.А . . .А 

с+зп=о" 2+3D-0,,,D=-2.з' 

.А. ..А 1 
п+4Е-1=0" -2.з+4Е-1=0,nЕ=2.3.4+Т' 

.А 1 .А 
Е + 5 F = О " 2 . 3.4 +"'4 + 5 F = О, " F = - 2 ~3.4 . 5 - 4. 5' . 

• 

Р+6а=0" 2.:4.5 4\+6G-·0",G=2.з.~.6.6+4.~.6' 



, 

l
.,,,o~, 

n."1 -'_. 

, 
о , 

С овим коеФицијентима .А, В, С, ... • 

надазимо, на основу Формуле 2), 
овај општи. интеград 

у=А 
х2 ,х3 х4 х' 

1-х + 1.2-1.2.3 +1.2.3.4 -1.2.3.4.5 
хб х4 'о х' хб 

+ 4 5' 6 - .. , + 4 - 4 5 + 4 5 6 о , 1.2.3. . . . ' . 
• • • 

'о Г х2 о х 3 х4 

= А в-х + 2 . 3 L 1 ~ х + 1 : 2 --::- 1 . 2 . 3 + 1 . 2 . 3.4 - ... 

-'6 (1- х + 1 ~22 - 1 .~3. 3) 
= А в-х + 6 в"" - 6 +6 х - 3 х2 + х3 

~ Кв'Х - 6 + 6х - 3х2 + х3 • 
• 

о' Овде је К интеграциона (произвољна) :константа. 

115. Сингуларна решења. - Решење диФ. једначине, у коме нема 

, произвољне константе, зове се cuи~yљapltO реШење. (Види 1. и 2. пример 
у Чд. 110.) До оваквих сингударних решења додазимо на основу сде-

деЋега посматрања. 

Дата је диФ. једначина 

м ах +Ndy=O. (1 

Љен интеград нека је I 

Р(х,у, а) =0. (2 

ДиФеренциадењем едедује из 2) 
ар 

dJi 'ар 
d ах + d ау = О, 
х ,у , 

ау _ ах 
(3 одаме 

ах ар . 

ау 
• 

Едиминовањем константе а из једн. 3) и једн. 2) враЬамо о се зада'l'ој 

ДИФ. једн. 1). ДиФеренциадеЬи интеградну једн. 2), сма'l'равши, при томе, 
• 

константу а као Функцију х-а, добијамо 

одакде 

ар +арау +араа=о 
ах ауах ааах ' 

ар аУ 

ау ах 
ах=- ар 

ау 

аа аа 

аР ах' 

О",ау . ' 

о 
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Кад ово под 4) сравнимо с оним под 3), а претдоставимо да диФерен~ 
• • 

циални количник задржава вредност, КОЈа Је опредељена задатом ДИФ. 
• • 
Ј едначином, слеДУЈ е 

dF -
аа 

dF 
ау 

аа 

ах 
= о. 

• 

Ова једначина :може да буде задовољена на двојак начин: 

/ 

аа =0 
ах 

и 

dF 
аа 
dF = О. 

ау 

П · аа о' . 
реТIIоставка d х = не води ни чему HOBOMe~ Јер а = Const. даје пар-

тикуларно решење наше ДИФ. једначине. 

Друга претпоставка: да је 

dF 
аа 

dF 
ау 

= о може да . буде испуњена 

1) .. dF О 2) . dF 
. када Је а'а = и када Је ау = оо. ЕлиминујуЬи константу а из . 

5) F (х, у, а) = О и 
dF 
аа = О 

dF' _ 
-,-- = оо 

ау 

или из 

6) F (х, у, а) = О И 

добијамо решење задате ДИФ. једначине у коме нема произвољне кон-

станте, а такво је решење сингуларно., , 
Сингударна решења ДИФ. једначине првога реда добијамо, дакле, 

• • 

кад И3 општега интеграла ДИФ. Једначине и иаводне тога интеграла, 

узетој по константи, коју изводну стављамо = о, елиминујемо константу., 

Или~ кад елиминујемо константу И3 ОIIштега интеграла ДИФ. једначине 
• 

и његове изводне по у, КОЈУ изводну стављамо = оо. 

1. ПрuJttедба. При одређивању :константе а из 
dF 

а'а =0 
dF 
ау 

треба имати на уму да се не узму за а вредности Боје чине)l,а је 
. dF dF· dF dF . 
Једновремено d = О и d = О или d = оо и d = оо, Јер се у 

а у а у 

таквоме случају горња једначина јавља у неопредељеној Форми 8 .-:- о . 
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. оо· . 
. или оо = о. Тако исто не важе оне вредности константе, које дају 

таква решеља, која се могу да добију из општега интеграла, кад се у 
љему ПРОИЗВО.IЬна константа замени извесном вредношћу. Такво је ре
шеље партикуларно, а не сингуларно. 

2. Прuмедба. Примеhујемо да је поступак при изнал.ажељу син
гуларних решења из општега решеља диФ. једначине онај исти, КОјк и 
код одређиваља аНВf'лопе за низ линија, чија је општа једначина џред
CTaB.lЬeHa једначином 2), где свакој особеНОј вредности константе (пара
метра) а одговара извесна линија дотичнога низа. Партикуларна решеља 
диф. једначине предсТаВ.lЬена су, дaКJle, појединим линијама у серији 
линија, које репрезентује општи ИНТf:;ГРад 2). Сингуларно решеље диФ. 
једначине даје анве.llОПУ за .llиније чија је за,једничка једначина општи 
интеl'Рад 2). (Види Диф. Р. АНВедопе.) 

, 

116. Примери за сннгуnарна решења. 
1. ПРUJl!ер. Дата је права CD и две према љој управне праве АС и ВЈЈ. 

Четврта права АВ креЋе се тако да је АС. BD = COn8t. = k'. Да се опре
, дели анвелопа ове покретне праве. 

'Узеhемо праву CD за х-осу, нор
малу на њу у тачци О (средим дужи 

CD = 21) за у-осу. Једнач:ина покретне 
праве АВ нека је 

у = ах+ Ь. 

За тачку А (тј. за х = - 1) јесте ордината 

AC=-al+b, 

за тачку В (тј. за х = 1) ордината је 

.. BD=al+b. 

у 

в 

А 

__ ~ __ ~l __ ~ __ ~l __ ~ __ x 
С О D 

Сл. 64. 

€>дaBдe, а према задатку да је AC.BC=k', следујеk'=Ь'-а2 1', одакле 
Ь' = k 2 + аЧ' и тако једначина покретне прltве АВ', 

Ово је опште решење. 
dF 
d а = О, а то је 

y=ax+Yk'+a'l". (1 

Сингуларно решење добиhемо кад помоhу једначине 

(2 

• 
и ЈеДIL 1) еЛИЋ1Инујемо константу а. То ћемо пзвршити најбоље на овај начин. 
Из 2) следује 

K~je, кад се замеии у 1), даје \ 
, 

у"'_ k' 
k' -k' + a'Z'· , 



• 

186 

Ово сабрано са ресултатоlir из 2)' 

х' а' l' 
'1' - k' + a'Z' 

даје једначину елипсе 
х' у' 
1'+ k' = 1 

као једначину анвелопе покретне праве АВ. 

2. Прumер.· Општн интеграл ДИФ. једначине 
\ 

• 

d (d)' y=x~+ ~. 
dx dx 

1) 

2) 
Јесте 

у = Сх+ С' 

• (внди 1. пример у чл. 110.). Сннryларно решење налазимо кад, на основу једн. 2), 
dF . 

ставнмо d С = О, дакле 
• 

х+2С= О, 
х 

С= --о 
, 2 

Ова вредност за Сзамењена у 2) даје сингуларно решење ДИФ. једначине 

х· 
у---- 4' 

Анвелопа правих линија 2) јесте, дакле, парабола 3) теменом у почетку коор
дината и глаВНИThI пречником у правцу ОдРечне половине у-осе. 

3. Прuмер. \ , 
1) xdx + ydy = -Ух' + у' - а' dy. , 

• Интегр,ациони је Фактор у 1 . Множењем њиме 
'. . х' + у' - а' 

задата ДИФ. Једначина 

добија вид потпунога. диФеренциала, јер је 

• 
dy= xdX+y'dy = d -Ух'+у'-а'. 

ух'+у'- а' 

Општи интеграл ДИФ. једи. 1) гласи дакле 

I 
у + с = у х' + у' - а' 

илн 

2) х' - 2 су - с' - а' =0. 

-
. За СШn'Уларно решење имамо 

dd~=-2.Y-2c-0 d Е' 
или -;- = - 2 с ..:.. с:х:. 

dy 

Прво даје с = - у и на основу једи. 2) следује синrуларно решење , 
3) х' + у' - а' = О. 

Општи интеграл 2) репрезентује серију парабола; синryларни интеграл пред-
• 

ставља Један круг. 

dF 
Случај = - 2 с = "'" даје незначеhе решење. 

dy 



4. Прuмер. 

ОllаЕЛе ДИФеренциалењем 
у= - хр + х'р', 

pdx = - рџ,х - xdp + 4 x'p'dx + 2 x'pdp 

· које Иilтегралено даје 

, 

2р (1 - 2.Х'р) d:x = х (2 х'р - 1) dp 

2pdx=---;xdp 

2dx dp 
х -р' 

lx' = - lp + С, рх' = с 

с 

р = -2' 
Х 
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.заменом добивени вредности за р у зада1'У ДИФ, једначину добијамо њен општи 
· интеграл 

с 
у=с·--. 

• Х 

.' Да бисмо нашли сингуларно решење образоваhемо једначину ~~ = О, 

• . -

1 . 1 
2 с - Х = О, ОД3ЮI1I с = 2 х' 

КОЈе, кад се унесе у општи интеграл, даје сингуларно решење 

• 
4х·у+l=0. 

• 
а то Је 

117. Проблем о трајекторијама. ~ Да се одреди линија која ndA 
задатом угдом сече Jlиније обухваьене једначином , 

F(x, '!ј, а) =0, 

· где је ct променљиви параметар. 

0значимо са. 'с . угао који' чини ташента трајекторије Сп са 

TaRreHToM Jlинија АБ, А' Е, . 
А"Б", . .. (које су опредељене 
једначином1) у преречној тачци 
~ (;с, у) трајекторије са лини
Јама АБ. 

И3 CJlике видимо да је 
. 

у т1 

~-f7~.ВIJ 
ВЈ 

7: = <r:-РТх--1::РQх, с 
AaRJ1e ~~~--~--~~-------------cX 
tg7;_m=tgPTx- tgPQx. О Т 

1 + tg РТх. tg PQx 

иЛи, кад ставимо овде 
• 

tgPTx = dy 
. ' dx' 

Сл. 65. 

tgPQx,=-

dF 
dx 
dF' 
dy 
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• 

слеДУЈе 

или 

2) 

(
dF dF d y ) dF dF dy 

т dy -dx dx = dx + dy.dx 

( 
dF-' dF) dy dF dF 

т dx + dy dx=m dy - dx' 

Елиминовањем параметра а из једн. 1) и 2) добијамо диФеренциалну 
• •• I 

Једначину траЈеКТОРИЈе. 

Примедба: Проблем постаје знатно простији када преТПОС'l'авимо 
да је угао 7: = 900. У коме је случају т = оо, дакле· 

иди 

1 + tg р т х . tg р Q х = о 

dF 

1_ dy 
dx 

dx 
dF =0.' 

dy 

Трајекторије се у овоме случају (7: = 900), зову орmоюнаљне и њихова 
се' ДИФ. једначина добија елиминовањем параметра а из' једначина 

F(x, у, а) = о, 

3) 
dF dF 
d х dy - d у d х = О. 

118. Примери за трајекторије. 

1. Прu,:JIlер. Ј едначнна датих лин~а . . ., . 

у = ах. 

Количииа а је променљиви параметар. Из задате једн. 1) у - аХ = О следује 
аР d F . ') . 

d = - а, -d - = 1 н према томе rласи Једн. 2 у чл. 117. 
х У . 

2) (- та+1) ;: = т+ а. 
. 

Елнмниовањемпараметра а НЗ једн. 1) и 2) налазимо ДИФ. једи. трајекто"ј:шје 

3) 
d • 

(х-ту) d; = тх + у .. 

Ова је ДИФ. једиачииа хомоrеиа. Ставиhемо (види ЧЛ. 88.) 

У = х! 

услед чеrа се једи. 3) претвара у ову 

одакле 

ш (1 + t')dx = (1 - шt) xdt, 

dx = 1- шt dt 
Х т (1 + t') , 



или 

Најзад, 

lx = 1 

'" 
dt td~ 1 1 . 

1 + /' = т атс tg t - 2 1 (1 + t') + с '--C-~-

1 + t' 

1 . V' -;аrсtgJL-l 1+ 
, 

у +с 
х' т' . Х . • 

.1 - 1 
l ух'+у'-с . . т 

arctg JL + с. 
Х 

• 
ако узмемо поларне координате, ТЈ. заменимо 

ухо" + у' = (Ј, 
• 

атс tg JL = <р, . 
х 

. добивена једначина rласи 
" . 'р 

lf! = <р +с или (2=Ое"'. 
т 
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Ово j!l једначина лоrаритамске спирале.'i) Трајекторија за све кроз почетак 

координата ПРО.тIазеhе праве линије 1), која те праве сече под задатим уrлом 

(за који је tg '[ = т), јесте, дакле, лоrаритамска спирала са асимптотном тач-

. ком у полу. 

2. Пример. Да се наЈ:ју ортоrоналне трајекторије за линије 

Параметар а елимииоваhемо из задате једначине и једн. 3) у чл. 117., 
• 

овоме случаЈУ rласи 

kaxk - 1 dy + nуn-l dx = О. 

Тако добијамо ову ДИФ. једначину 

kydy+nxdx = О, 

• • 
КОЈа, када се интеrрали, даЈе решење . 

Према томе да ли су бројеви 

х' . '1' 
~-j-' = О. 

k п 

• 
k и п истоrа или противноrа 

• • • 
знака наЈ:јена једиа-

чина даЈе за ортоrоналне траЈеКТОрИЈе систему концентричних и сличних елнпса 

или хипербола. 

') Види ДИФ. Р. 11. пример у чл. 107 . 
• 
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П. 

Диференциаnне једначине виwеrа реда. 
• • 

1. Општапосматрања. 
119. Теорема. - Свака диФеренциадна једначина има свој интеград. 
ДиФ. једначину п-тога реда можемо да представимо С:Имводно 

на начин 

1) 

иди, ако -замисдимо 

(п-тога) реда, овако 

• • • • 
да Је Ј\Јдначина решена по ИЗВОДНОЈ наЈвишега 

2) 

аnу _ аn - 1 у 
Једн. 2) опредељује d п иди d d n-1' тј. промену п -1 ве изводне 
dn - 1 y_ х - х dy dn - 1 y i 
dxn - 1' када су позна;ге вредности од у, dx' ... dxn - 1 - заd какву ,BPJf--

ност x~a. Нека су нпр. за х '= а дате вредности у = Ь, У = Ь, d Ј 
~-1 - ~ 

- Ь" У - Ь(n-l) Ь Ь' Ь" - Ь(n-l) б . - ,... d хn-1 -. . ,г де су , , ,... произвољни рОЈ еви. 
, 

Ако пустимо х_да се меља за d х промене у-а и љених изводних јесу 

dy = Ь' dx, d ~~ + 7/' ах, d 2 y . dn- 2 y 
d Ь'" d d -'- Ь(n-l) d~' 

d ~2 = . х, . .. d 2 ~, 
~ хn--' 

• 
а промена изводне ~:~~ одређена је ј~дначин;;м 2). на исти Ћемо начин 
одредити вредност за у и љених, изводних,' када узмемо х = а + 2 dx, 
х = а + 3 dx, ... , дакде, уопште за сваку вредност х-а. Оту дц., што 

се за сваку вредност х-а мож,е да израчуна одговарајуЪа вредност y~a, 

закључује1\IО да је диФеренциздном једнаЧИНО1\I 1) иди 2) Функција у 

опредељена тиме што зависи од променљиве х и п произвољивх кон

станата Ь, Ь', ... Ь(!'-l). Q, е: d. 
Обратно: Свака једначина Ф (х, у, с, с', ... с(n-'-l») = О, која вадо

~oљaBa задату диФ. једначину, а садржи у себи п ПРОИЗIfОЉНИХ кон

станата, ПОМОЋу којих се може да стави за какво х = а да је у = Ь, 
у' = Ь', y"~ Ь", ... у(n-Ј) = Ь(n-l), где су Ь, Ь', Ь", . .. Ь(n-l) произвољне 

• 
вредности, може се сматрати као општи интеград дотичне диФ. Једначине. 

i Примедба. Да би једначина са п констаната могда да важи као 
општи интеграл једне. ДИФ. једначине п-тога реда потребно је да су оне . .'. . 
п константе ОДВОЈене и независне Једна од друге, ђ. да се ни ЕОЈОМ-



операцијом не може'смаЊИТlf њихов број, јер да би дотична једначина 
могла се узети као општи интеграл ДИФ. једначине п-тога реда треба 
да постоји могуь.ност да се оне п константе тако определе како ь'е, за 
ма какво х =, а Функција у и њене прве 11 -1 изводне у', у", , , ,у(n-,--l) 
моь.и добити прои~воЉНЕЈ вредности Ь, Ь', Ь", . .. Ь(n-l). о 

Тако нпр. једначина 

у = с sin (х+ а) +с' sin (х+ а') + с" sin (х + а") 
о не садржи три, но само две произвољне константе, о чему Ь.емо се уве
ри'rи кад о ј едначину напишемо 

у ~ Са сав а + с' сав а' + с" сав а") sin х о О О , О О 
О ОО ОО О О О + Се sin а + с' sin а' + с" sin а") сав х 

, о 

или краЬе у = А siri х + В сав х. 
<i' ~ 
'Горња једначина не може, даме, бити узета за ОIIШТИ интеграл какве 
ДИФ, једначине треЬ.ега реда. 

120. Интеграли разнога реда диФврепциалне једначине. - Општи 
иптеград једне диФ. једначине п-тога реда садржи у себи п произвољ-

, 

них конс'['аната.о Означимо, га једначином 

Ф ( о ," (n.-I) ) О 7, у, с, С, с , ... с о = . (1 

ДиФеренциалну једначину 

РО ( ", (П)) _ о 
х, у, у , у , ... у -, (2 

'. . . . 
КОЈа не садржи НИЈедну од оних констаната, КОЈе се ЈављаЈУ у њеноме 

општем интегралу, добијамо када једн. 1) диФеренциалимо п пута и 

елиминујемо константе с, с', с", ..• с(n-l) из тих п 'добивених једначина 

и једн. 1). То елиминовање ЈИожемо да извршимо на разне начине. 
ДиФеренциалиЈИО један пута једн. 1) и, вежиЈИО то са задатом 

једн. 1). Из тих двеју једначин:Ј. 

и, 

ф о 

dф=О , 
можеЈИО да еЛИЈИинујемо ЈИа коју од констiщата с, с' ... с(n-

О 

1). РадеЬ.и 

то редом са свакОЈИ од њих добијаЈИО поступно п ДИФ. једначина првога 
реда од којих свака смржи, само п - 1 произвољну константу. Тако 

, о 

нађене једначине јесу, у односу према ДИФ. једнаЧИНIj: 2), њена п unте-
, . 

1!ралшреда п - 1 6mа. 
Да бисмо ЈИогди да едиминујемо две KO~CTaHTe потребно је да 

диФеренциалиЈИО једн. 1) два пута. На тај начин имамо за елиминовање 
~Bejy констаната ове три једначине 
;". -, i 

Ф-о - , ,dф=О, о 
, 
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Е.шминоваљем по двеју констапата из ове три једначине добијамо in\n~:t9: 
диФ. једначина дpyrora реда, од којих свака садржи само п - 2 про
И3ВОЈыre константе. Те једначи:е:,е З0ВУ се unтl!1paltu п -- 2 та реда ДИФ. 
једначине 2). 

На исти начин, поступним диференциалељем јед. 1) и мимино
ваљем трију, четири, ... ко:е:ста:е:ата, добијамо диФ. једначине 3-Ћега, 

4-тога, ... реда,. у којима се јављају само још п - 3, ,П - 4, ... цро
извољне константе. Такве једначине представљају интеграле П - 3 Ћега, 
П - 4 тога, . .. реда. ПродужујУЋИ и даље: е.llИминовањем· свих кон

станата осим једне долазимо до П диФ. једначина n-1вогареда са по 

једном ПРОИ3ВОЉНОI\I Јюпстаптом. Те једначине сачињавају unтераltе 
nрвта реда. Ако из ових П диФ. једпц,чина П -1вога реда елиминујемо . . 
7' -1 изводну у', у", ... у(n-l) добиhемо општи интегра.i1 1). Из тога 

sаR.i1учујемо да се ДИФ. једначина 2), која је п-тога реда,може да иите
гра.i1И познавајуhи љене п интегралне једначиие првога реда. 

2. ДиференциаJlне јеАначине Аругога реАа. 

121. Распоред проучавања. - Пошто не постоји метода за ин-
. .. . .' 

тегралеље ДИФ. Једначииедругога реда У љеНОЈ паЈОПШТИЈОЈ. форми 

F (х, у, у', у") = о 

расматраћемо извесне· особене С.i1учајеве. Ови се особени С.ilучајеви од-
• • 

носе на то да у ДИФ. Једпачини нема Једне, две, и.i1и све три КО.i1ичине 

х, у, у'о Једначине, које су, дакле, вида . 
/ 

F (у") = О, F (х, у") = О, F (у, у") = О, F Су', у") = О, 
F(x, у, уп) = О, F(x, у',у") = О, F(y, у', у'') = О, 

интегралиhемо ПОМОЋУ извесних замена, од којих је најобичнија вамена, 
d dZ а· .. '. 
а; = р, а;Р= a~' Овима замепама претварамо ДИФ. једначину другога 

о 

реда у ДИФ. Једначину првога реда. 

1) 

122 а2у - О' С . . . ах2 - а - . - тави.мо у ДИФо Једначини 

а2у 
ах2 -а = Оо 

ау . 
dx=P, 

па ћемо доби~и ДИФ. једначину првога реда 

аР'_а - О 
d -, 
·х 



одакле 
" . 

Јр = а ах, р иди 
ау 
.-"-= ах + с 
Јх .' ау=ахах+сах, 

. 1 
ах " 

У=2 + сх+ с. 

Ово 2) је интеград ДИФ. једначине 1). 

. " Ј2 . .. . . .' 

123. a~ + ср (х)=О. - Задата једначина 

йр~твара се заменом / 

у једначину првога реда 

одакде 

Ј2у . 
. +ср(х) = О 
Јх2 . 

ау . 
Јх=Р 

~; + ср (х) = О, 

Јр = -ср ех) ах, р 
ау 

иди =
,Јх 

ср (х) Јх + С 
• 

=лх) + с 
ау = ЈСх) Јх + сах, 

у = .ј(х) ах+ ех + с' .. 

пример. 

I 

а'у +.. . _ о d '1 - ах ЬХ -8'l.11.Х- . 
Х . 

. 

'Заменом ~ ~ = р добијамо једначllНy 

одакле 

. ар· + •. \. 
--ах Ьх ~пnх==О 
ах ' 

- ",' ' 

• 

р или 
ау 

ах 
. . "( ах' Ь Х') . (8шх+ах-Ьх')dх=- СО8Х-. 2 +& +С. 

• • 
и наЈзад општи интеrрал задате ДИФ. Једначине 

( 
ах' ЬХ8) 

~- - СО8Х-. 2 + а Јх +сх +е' 

ах3 Ь х4 

'.- = ;- .inx +. 6. -;- 12 + .ех +С" . 
. :..:;' " ' , - ' 
J._~.'" , , . 

' ... ·:--.ОсНОВи ИНФИНИТЕ3ИМННОrA РАЧУНА" 13 

(2 

(1 

(2 
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, 

води 

, 

d ,', 
3амена d~ = Р 

d2 y 
dx2 + р(у) = О 

диФ, једначини·првога реда 
• , 

dp+rp(y)=O dx " ' , 

, 
у Једначини 

, 

КОЈа се, опет, кад у љој 31Ј.:Менимо dx = dy', 
р 

своди на ову 

.р dp = - rp (у) dy, 

одакле d )2 ' р' И.ilИ 'd~ = - 2 , rp (y)'dy +.с = ЈСу) + с , 

Пример; , 

1) 

d ' 
d~ =у/(у) + с 

, dy 
х == + с', 

, УЈСу) тt-- с ' 

, 
, d2 y , 

d ' + ау = О, 
~ 

d ' 
Заменом d; = р .добијамо 

одакле 

pdp=-aydy, 

р'или (d Y)'= _ ау' + с 
d~ , , 

, 
а одавде следуЈе општи интеграл 

2) ~= ~y +с', 
Ус - ау' 

При изналажењувредности интеграла у Формули 2) мора да правим\) 
следеhу разлику: 

1) ако је а> О интеграл 2), кад се изврши, даје решење , , 

2а) , 'x=y\;arc8in(V:!i)+C' 
(види ЧЛ. 6. Пример 5.). 

Овај ресултат може да се напише, када једи. 2 а) решимо по у 

у = 1 / с , мn у-;; (х _ с') JI а 

= v с [8'" х У-;; С08 с' У-;; - С08 xY-;; 8in с' у-;;] 
а • 

или крме, ' 
у = .А •• in х -у-; + в со, ~ у-;;. 



. ',. ". . 
,--' ,. -, - - '.' , '.-

2) юtоје а< о, нпр. а "':' - а; rде је «> О. Обр,аз~ц 2) rласи 
'-, , ' 

, ища 'се изврши иит~алење (В. Ъ ПрИмер у qл. 13.) 

1 . у с 
то = 1 У + - + у' + с'. 11'«' а 

• 

.Решавањем по' у налазиио 
----

у + v : + у'== eYa(,,-с') = Се liax , 

Y~ + ;2= Се"Уа - у, 
а ' 

i 

, : + у' = (;2е,хУа + у' _ 2 СеХ У-;, 
• 

с ,,"-; с' ~ Х "а 
у=-е' - е.' , ,2 ',' 2 аС ," 

у - Ае"Уа + В.-" Уа. 
d2 " d) , ., 

,125.· d ~ + ср (d ~ __ О. - у задатој диф. једначи~и 
• 

d2
y (d y)" dx2 + Р ах =' О ' . 

стављамо 

,одакле 

Х=-

',Ако се ова. јмЈЈ. 2) .може да реши по р, тј. да се доведе на вид 

.,' р =1fJ(X), Aalt.lle dy='1fJ(x) dx 
, 

интеграл. задате диф. једначине 1) јесте тада 
, 

у = ф (х) dx +с'. 

(2 Ь 

(3 Ь 

(1 

(2 

(3 

,'Ако се, пак, једн. 2) не може да реши ло р, онда liемо поступити на 
'СJlедеЬи начин:" . , , ' pdp 

d У = Р d х = '-- "'--с;-, =:-, ср Ср)' 

у pdp +с'(4 
=- ,ср(р) , • 

.. 
.. IЉIi~миновање:м КОJlичине .. р, 
:М~.)еАп:ачине 1} .. 

из једн. 2) и 4) :ааJlази.мо OIlIll'l:.II интеграл 
"" 



• 

1) , 

. " 

л ример. Да C~ на1је ЈЦIнија 
ДИФ. једначина rласи' 

. (1 + p')'I, " - = а 
"а" . р " . 
ах 

-. , -......... -'а" .- . 
• • 

" , -; - -' 

(ВИДИ ДИФ, Р. чл, Ц6.), одакле , 

2) 

" 

3) 
, "у .....:. _ а + с'. 

У1 + р' . .. 
. _', - - I ' 

Ели:М:иновањем количине р ИЗ 2) и3) добијамо општи интеrра:rt ДИФ.једначине 1): 
, " 

,,' . I 

4) . (х ~ с)2 + (у _с')2 = а2. 
о. - • 

Ово је једначина круrачији јеполупречнџк = а. 
" 

Прu:медба. Могли бисмо доЬ.и до ресултатit и овако: из јеДlL 2) имамо 
" - . 

х-с, . . . р'==. -
". ,,"у'а'-(х-с)' 

И онда 
..., " . , 

а (х-с) ах 
у- " -
-у' а2 --,- (х - о)' 

• 

у = _ y'''''''a2;-C·~(-;--x-----C· --'~~)2 + / 
или . 

(х .;.....- с)' + ,,(у - с')2_ а'. 

• 
. 126 . 

Ј2 " " " " 

а;2 +ауЛх) = О.' - Задата ДИ.Ф. једначина има вид 
• 

1) 
Ј2у ,,' ;" ' 
ЈхЈ2 + ·ауЛх) ~ О. 

Заменом 

• 

претвара .се једн. 1) У ову " 

d2 t ,(dt)2 " " 
Јх2 +' Јх + ај(х)'----" О 

. . d t " " 
ИJlИ, аЈ'О ставимо =р " ах" 

• 

:Ј) . ~ ~" + р2 + ~ f( х) ~O. 
• 



Овим смо наrnу ДИФ.једнаЧИllу'l), која је другога реда, свединаједну 
ДИФ. једначинупрвога реда. Интеградењем једн. 2), ~оБИјамо р као 
,ФУНКцију х-а, нпр. ' 

р = р(х), (3 

одаце, поновним /интеградењем, интеград једн. 1) . ' 

'~ 

у = cp'(fE) dx. (4 
, 

, 127. 

" . 
cl2 У' dy " ' 
dx2 + лх) dx +р (х) -, О. (1, 

Avo' dy , • . . ,"' стаВИМО;d =]Ј ДОбиnемо ДИФ. Једначину првога реда , х 

~;+ лх)р +cp(~)O. ,',' (2 

,Претпоставимо да је ова ДИФ. једначина2) интеградена и добивена 
интеl'радна једначина решена по р, нпр. 

, 
, - .: 1 ]Ј -'- 1./Ј (х, с), . 

онда је ОПшти интеград ДИФ. једначине 1)' 
• 

, 

у = 1р (х, с) dx + с'. 

, 
.. Ако се, пак, Ji!HTerpaJlHa једначина добивена 

реши по р, ади може да реши по х-у, нпр. овако' 

, " 

х = х(р, с), 

,онда диФеренциадењем едедује 

" , d 
, и кад заменимо dx -'- у 
, р 

dx = х' Ср, с) dp 

dY=PX'(p,c)dp, 
, 

у = рх'(р, с) dp 

I 

(3 

(4 

• 
из 2) не може да 

(5 

(6 
. . ,' .. 

::н.ајзад, едиминовањем кодичйнер из 5) и 6), добијамо везу између х 
, 3: •• то ,је, општи, ИНТ,еl'рад ДИФ.једн. 1). '" 

• 
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1. Пример. 
а'у ау 
ах' +х ах + ах = О. 

;Заменом :~ = р добијамо 

одакле 

ар , 
dx + х (р + а) = О, 

, , 
. ар () а' 
-,о--=-х х 
р+ а . 

,~ ! ' 
Х 

,1 (р + а)= - 2 + о, , 

--
:р = Ое 2' . - а, , 

у = о е 2 ах - ах + с', 

2. Пример,· Да се Halje линија код које је полупреч:ник кривине· обрнуто 
npопорциоиалан апсциси. 

. Према Формули за полупреч:Ник кривине (види ДиФ. Р .. ч:л. 126.) диФ.· je~ 
днач:ииа линије, коју тражимо, јесте 

(1 + р')':, а' . -. --
ар 2х 

ах 

а' 
оздач:ујуhи са -2 константдИ производ из аПСЦJilсе и полуuреч:ника кривипе. 

Напишимо rорњу'диФ. једиач:ицу 

а'ар 
2. х ах = (1 + 11')'1,' 

- . , . 
. КОЈе, кад интеrралимо, даЈе 

') 
• 

одакле 

ау х· + с 
р или - = r=;:==f=.c=.=~ 

, ах уа<-(х'+с)' 
и пошто поново интегралимо , 

у= 
(;,,' + о) ах. + с'. 

.у а:' - (х' + с)2 
Ово опште решење наше ДИФ. једнаЧ:ИJIе представља лпнију, која се зове ма-

. , . 

стuчnа љиnија. То је линија коју показује једна еластич:на шипка када је јед-. . 
• • 

ним краЈем УТВРДИМО, а ДРУГИ краЈ оптеретимо. 

~~ . 
1) (1 + 2)'Ј. добиhемо дај лакше ;шменом р =t9 и, ар = 

р,. 'а' 
3 Т а р _ я 

= СО$ и. име се rорњи ИJIтеrpал претвара у (1 +. p')'I. ~ а. 
а'р 

----: .у! + р' 
~ 

аu l' 
со.2 и' (1 + р')'Ј, 

СО8 udџ - а2 8inџ 



128, 
а2у : dy . 
ах2 + Лу) ах + ср (у) - О. -'-- Узмимо 'да задата ДИФ .. једна~ 

чина има вид 

а2 у ау _ 
ах2 + f(y)dx + ср (у) - О. (1 

'. d . 
. Ставимо у = "', . ах I 

даие ах = ау, Eqje, замењено у једн. 1), 
р , " , 

• 
даЈе нову 

ДИФ. једначину 
р ар + pf(y) ау +ср(у) ау = О. (2 

, 
Ако будемо умели да интегралимо ову једн. 2) и на тај Ha~H изразимо 
у као Функцију од р или обратно р као Функцију од у, онда је остали 

поступак као и са једн. 2) у чл .. 127. 

1) Нека је 
р = 1f1(y, с) 

интегрална једначина за ДИФ, једн. 2). '. Из 

~~ = 1/1 (у, с) 
.добијамо 

х= 
. ау 

1/1 (у, с) 

Itao интеl'Рал ДИФ. једн. 1). 

2) Нека је 
у = х (р, с) 

. , 
интеl'рална једначина за ДИФ. једн. 2). ДиФеренциалењем једн. 5) 

~дакле 

ау или Р ах = х'Ср, с) ар, 

х= 
х' (р, с) ар + с', 
Р 

(3 

(4 
• 

(5 

• 
слеДУЈе 

(6 

, .' 

Елиминовањем количине р из једн. 5) и 6) налазимо везу између х и у, 
.даие интеграл ДИФ. једначине 1) . 

• 
Пример. 

........ d 
'IIJШ кад заменнмо Јх =...Ј!. . р 

d р -.(а -:у)а .у. 



:ЮО 

Одавде у' 
р =ау - 2 +,С, 

, 

" Ју' 
, х =,,- 2 у' _ 2 ау '-с' 

Овај интеrрал изналазимо ЩЈ. ПО3lЩТ на'РШ. (В. чл. 10.) 
, " , ' -

, , , 

1) 
а2 у ау ',' ',' 
dx! + f(х) ах + ур (х) = о. 

Узеhемо да је 
у -'- и v, 

где су и и v зависни од х-а, дз:к..ле, 
, 

dy du Ј'!) Ј2у , ,d2 tt 2 Ји Ј'!) Ј2 '!) 
dx=vdx+U dx' ах2 =v dX2 +, ,ЈхЈх+ и Јх2' 

'које, кад заменимо у једн. 1), даје • 

2) -о - . , 

, 

Пошто једну од КО.i1И'!Ина и и v, можемо да определимо произвољно, 

узеhемо да је у једн. 2) фактор 
Ј'!) ' ' 

2 Јх + vf(x) = о, 
, 

oдaК.1le 

3) - lјј (х) ах v = е 2 " 
. :' ' 

dv _ 1 ј( ) - Нј(х)ах а2 '!) _ 1ј ( ')2 ' 1 ј' () - ~.('j(x)ax ',' _ -,- х е ' .- ~ х -~ х е Ј· 
ах 2 'ах· , 4 2 ' ' ,', '" 

Ko~e, Kaд~ заменимо у једн. 2) (У.КОјОј сада нема више члана са ~~), 
даЈе ДИФ. Једначину , , 

4) 

са' којом heMo поступити на, начин издожен у чл. 126. 

Пример. 

d2~ + ~ d У + n'у = О. 
dx, х d х" ' 



'20Ј' , 
, ' '. 

Овде jef (х) = ~,J' (х)=- _2-.;-, , <р.(х) =",,' Ji: на O~~OBY обрасца 3) 
х х .' 

1 ,'2 - ---dx 1 
-' 2 х 

"
-е ,- '--- -. 

х 

ДИФ. ј едн. 4) rласи 
Ј'и 
--;-Јх--;;' + ,,2 и = О. 

Интеrрал је ове једначине , 
и = А 8in nх + В С08 nх 

(ВИДИ чл. 124., пример, решење за а > О). 
,Према овоме је ОПШТИ интеrpал задате ДИФ. једначине у '= U1Ј 

',Аа;""х + Всоаnх 
У -- . 

х 

130. ЛродуЖењечл. 129~ - На СJlучај"р,а познајемо један парти,. 
• JtYJlapaH ИН'l'еград Уl ДИФ·ЈеАначине 

, . , 

d,sy 'ау , ' 
ах2 +ЈСх) ах + ур(х) = 0, (1 

онда можемо АИФ. једначину да сведр-мо на АИФ. једначину првога реда.' 

Поступак је СJlедеЪи. На основу претпоставке је . 
а2 ' ,а " ' 
-c-"Y~1 + ј(х) У1 -+- 'У сп (х) -0 
ах2 ах . 1 Ј -. 

,ЕJlиминовањем Фующије р(х) из 1) и 2)добија:мо 
, , 

а2 у а2 у ау, ау 
У . У 1 +ј(х) У У 1 1dx2 - ах2 1ах - ах -0 - . 

Ако ставимо 
- - ,-, 

ау аУ1 о , а2,У а 2 1'1 
У - 1'0 = U ,дaКJle у у Ј О' _ 

1 ах Ј ах ' "'lах2 ~ax2 - ах 
аи 

, 

једн. 3) доби1е тиме ФОрМУДИФ. једначине првога реда 

аи+ иј(х)=0 
ах Оо' , 

одакде 

с овим и према 

или 

• 
.и наЈзад 

• 

, О С -јј(Х) ах 
и= е , . 

обрасцу 4) имамо 
• 

ау од У1 С - [ЛХ) ОХ 
У1а - У d = е ' 

х х 

О 

"у О Ce-ЈЛХ)дх 
a-=--~-
, у1 '!Ј1 2 

, e-јf(Х)dХ 
Y=C'~1 + СУ1У12 ах. 

(3 

(4 

(5 
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. '131. Метода неодређених сачинитеља. - Да бисмо интеградиАН' 
• 

ДИФ., Једначину другога реда 
" 

. 1)' F (х, у, у', у") = о . 
:ми претпостављамо да њен интеградима вид 

2) y=Axa +Bxfi-4-СхУ + ... 

0значавајуliи са А, В, С, ... извесне константне сачинитеље, са а, (1, у, .. 
. чLltође константне бројеве ·тако да је а < (1 < l' < ' .. 

Из 2) сдедује 

у' = а Аха-1 + f1 Bx(l-l+ у Сху-1 + ... 
, 

3) 

4) у" = а (а-1)Аха-2 + f1 (f1-1) Bx(i-2 + l' (1'-1) Сху-2 + ... 
• , 

Заменом ових вредности за у, у', уН И3 2), 3) и 4) у задату једн. 1) ,11,0-
, . . 

бијамо једначину на основу које смо у стању да опредедимо све оне 

константе А, В, С, ... , које се јављају у решењу,2) изузев двеју ИАН 

. једне. Ове две иди једна константа, које остају неодређене то су ин

теграционе константе.' Ако' остану две произвољне конст.анте добивени 
ресудтат представља општи интеград ДИФ. једначине 1); . ако, пак, 

. . , . 
остаЈе само Једна произвољна константа, онда Је дотично решење пар-

тикударан интеград ДИФ. једн. 1). 
Покажимо ову методу на ДИФ.једначини 

. 

1) 

(пример у Чд. 129.). Претпостављамо интегра.l у форми 

2) у=Аха + Bxfi + СхУ + ... , , , 

где је а < (1 < l' < . .. И3 2) добијамо 

З) 

4) 
• 

Заменом овога под 2), 3) и 4) У једн. 1) добијамо идентичну једначину 
, 

А а (а + 1) ха- 2 + А 1,2 ха + В f1 (f1 + 1) x~-2 + 
5)' ' Bn2x(i+C1'(r+1)xY-2+Сn2хУ+.,.=0, . 

. 
у којој мора да су којеФицијенти свији степена од х појединце = О. 

Отуда што је а < f1 <: l' <-. .. C.il.едује да је у једн. 5) најмањи из
ложитељ а - 2. RојеФицијент CTelIeHa xa~2 мора да буде = О, тј. 

Аа(а+1)=0 

и пошто А не може да је= О, то мора да буде 

а = О иди а + 1 = О, тј. а = -1. 



а =-1. 

Идуhи најмаЊИ.ИЗ.ilОжитељи јесу а и (Ј.- 2. Они могу бити једнакии.ilИ 
яеједнаки. Ако су неједнаки, онда се Ч.ilан В f1 ср + 1) x{J-2 не може да 

потре ни са којим ДРУГИМЧ.ilаном у једн. 5) и за'I'О мора да буде 

В f1 (р + 1), = о, , 

.дaкie . {Ј= О И.ilИ . f1 == -1. 

dBO друго: f1 = -1 искључено је, јер је и а = -1, а знамо да је 
f1 > (1.. Онда мора да је • • f1 = О. 

, 

. '.' Од "Идуhих ИЗ.ilожитеља ДО.ilазе ка,о најмањи (1. и l' - 2. Они мора да 

• су једнаки, јер у противноме С4учзЈу· Ч.ilа~А n 2 ха не би имао ни са 
, којИl\! другим да се потре (пошто А није = О). Из а = l' - 2 С.ilеАује 

l' = 1, 

На исти начин НaJlазимо . 

0=2, 
8 .3, 

, 
• 

• 

, 
в n 2 + ДО С 0+ 1) = О,' 
Сn2 +Е8(8+1)=0, 

., . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
• 

Одавде следује 

Аn2 .... Вn2 Аn4 . Вn4 

с = - 1 .2' D = -1.2. 3' Е = 'i . 2.3. 4' F . 1.2.3.4.5" .. 

И.ilИ 

Еај зад, ако 

добија вид 

I 

. _ А совnх + Bsinnx 
у - х. nх· 

В . 
произвољну константу - обележимо 

п 
-о 

ACO$nx+Bsinnx 
у= . 

. х 
• 

, I 

• о • 

краье са В, решење 

(6 

Ово решење, у коме се налазе две произвољне константе А и В, пред-
о 

• • 
ставља општи интеграл ДИФ. Једначине . 

• 

Примедба. Ми смо претпостави.ilИ горе да су. а И {Ј- 2 раз.ilИЧНИ. 
Расмотримо C.ilучај да је {Ј-2 ~a = -1, дaК.ile 

f1 ='1. 

.' 
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у овоме случају ЧJlан С у СУ + 1) х,-2 мора М се потр'е са' чданом В n2xl\ 
а то значи да је У ~ 2 = fl = 1, дакле r = 3, а на исти нанин 

Одавде Сдедује 

А 112 о 

В = - . 2' 1 . 

о - 2 = У = 3, "О = 5, 
8 - 2 = 0=5, ,,' ,,8 = 7, 

. ' 

• о·. • _О • • • • • • • 

с = А 114 , 

о 1. 2 . 3 . 4' 

о О А 116 

D оо -1.2.3.4.5.6"" 
• 

и према томе о , 

(
1 ·n2х n4 х3 , ) Асовnх 

7) у = А х -1 . 2+1 . 2 . 3 . 4 - . .. ' о ,О Х , ' ,.' • 

Ово је решење партидударно, јер садржи само једну произвољну_ дОН
станту. • 

, . 
Претпоставда, да је 

О О • 

а=О 
, ' 

(МИ смо горе у почетду од две могуьности: ci = О и а =-1, доје р-о
тичу из једначине.Аа (а + 1) =,0, узели у О расматрање ону другу: 
ci = -;--1) вод:и нас опет једноме паРТИдУДарноме решењу: 

8) 
О В sin nх 

о, У= . 
nх о 

- , 

:Када саберемо 
интегра.ll 6}. 

ова два пар'1'икударна ИI!теграла 7) и 8)доријамо општи 

З.ДиФеренциаJlне једначине вишега реда. оо 
, dny о' 

132. О d хn = Р (х). ~ Нека је задата диф. једначи~ra 

1) 

Из 1) С.llедује поступно 

dn- 1 y 
• 

dxn- 1 р (х) dx +с, 
, 

dn-~y 
-

dxn- 2 dx РСх) dx + ех + с', 

dx р (x}dx + сх2 + с'х + сп, 
. . . . . . . . . . . . . . - . . . 

Овде 03Н!lчава p(x)dxn МНОГОСТРУКИ интегрм dx dx., .. 

који ;ll,обцјамо п пута поновљеним ннтегрмењем по х-у. 
'о ' 

, 

ГРеХ) dx, 
~ , , 



Пр,!,.мер. 

Решење: 

Овде је 

Јх Јх Јх (3 х2 - 2) Јх = Јх Јх (х' - 2 х) Јх 

-

• 

и према томе 

х' . 
12 + .сх' + с' ",2 + с" х + с"'. 

' . 
• 133. диф. Једначину 

'. .' (аn-1 у 
·F . . ахn-1' 

(1 

Ставиьемо 

,1 ову 
ДаЕде ~'\Y =~P~ тиме ьемо претворити)·едн. 1) 

хn х 

, oдaК.ile 

. ( ар)' . 
F Р, ах . О, 

, 

, (2 

ар '. ар 
d х = f(р ),ах -: ЈСр)' х = 

ар 
ЈСр) + с. / 

(3 

(Види Ч.il. 125.). Ако се ова посдедња једн. 3) може да реши по р, тј. 

ако се може да доведе на вид 

• р= р(х)· 
аn-1 у 

И.ilи· . . = сп (х) 
ахn-1 '1' 

добиь.емо . 
/ 

, , , 

У= tp(X)dXn-l+С'Хn-2+с~'хn-3+ ... +с(n~1) (4' 
, 

(види Ч.il. 132.). 
Ако, пак, није Moryhe IAa се изрази ]Ј у х-у, онда је поступак 

C.ilедећи: . • 

И.ilи 
аn-2 у . 

d а,хn-2 = Р ах, 

а ово је, на основу обра.сца 3ј, = j~' дакде 
. . 

аn-2 у _ ~p dp,+ с', 
-, ахn-2 -. ,ЛР) , 
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које, кад помножимо са dx = /~) и поново интегрa.urмо,Даје 

d'H y dp 'р dp ,'+" 
dxn-H- f(p) !ср) + с х, с , 

итд. итд. 

134. F 
• 

1) 
и.означимо 

, 
уелед чега она добија вид 

, или 
( 

d2 ' 
, Fp, dJ),= о 

2) , d
2
p ~j(') 

dx2 , " Р , 
, 

(види чд. 124.). Пом:ножи:мо деву и десну страну ове једначине 2) са 
dp " ' 

2
d 

dx = 2 dp, па Ће:мо добити 
х ' 

" d2p dp ,,' 
2 dx2 dx dx = 2ЈСр) dp 

или 

одакле 
(

d )2 ' 
d d~ = 2ЈСр) dp, 

~~, • fc + 2 ЈЈСр) dp, 

• • 

I 

3) х= 
" \,' dp , 
'~~~==+C= 

JI с + 2 Ј f(p) dp , 

dp , 
1јЈ(р) + с. 

• 
• 

Ако се ова једначина 3) :може да реши по р, ТЈ. да Cl: преведе 
на Форму 

, , dn - 2 y . 
р или dx"-2 = ср (х), 

онда се општи интеграл (према Чд. 132.) добија вршељем квадратура! 
Rојима се, поред оних двеју констаната с И ·с', , уносе још љих п - 2. 
Ако се, међутим, једн. 3) не буде МOl'да да реши по р поступак је овај: 

ИзdП-2 у . 
Јхп-2 = Р ,сдеДУЈе 

dn- 3 y pdp 
d =pdx=~""-dxn - 3 ' , ,1јЈ(р) , 

dn
-

3 y _р dp + сп 
,dхП-З - 1јЈ(р) , • 

" -, 



, 

, , 

, ( -ј-, 

, Апњдогпо ' Ј"-"4 у _ 
Јх,.-4 -

рар 

ф(р) 
+"с'" 

итд. док па крају пе добијемо 

у = ф (р), . 

" Јр "\ 
"/Ј(Р) +С ' 

4) 

која у себи садржи п произвољних констаната.' Општи . интеГРaJl диФ. 
једначине 1) нuазимо едиминовањем кодичине р из једн. 3) и 4). . 

, 

135. Аиференциаnне једначине чији се ред може да смањи. IIрви 
случај. - Ако у ДИФ. једначини . 

" " 

(1 

. " која је ј<-тога реда, ставЩlО ~:~. р задата c~ једначипа своди на ову 
, 

i ( . ар аn-ту ) '~. 
F ,х, р, ax""'Jxn-т -о, 

. 

(2 

• • • 
КОЈа Је јl-m-тога реда, дaue за т Јединица нижега реда од задате 

• 
ДИФ. Једначине. 

Ако будемо умеди да интеГРaJlИМО једн. 2) и посде је решимо по 

х иди по р, онда је даљи поступак исти као 'јчд. 134. 
, . 

136. Продужење чn. 135. Други случај. - Узмимо ДИФ. једначипу 

. ( ау а2 У а"'у) 
F у, ах'ах2 " "'Јх"=О' (1 

у којој нема променљиве х. Ред овакве једначине 

за 1, када узмемо у за прапро:менљиву и ставимо 
. 

а2у 'ар ар 
ах2 = аХ=Р ау' 

, 

, 

може да 

ау=р 
Јх . 

2 

ахз - . ах '.' -р ау2 + Р ау , 
. .. . . . . . . . . . . . . . 

се смањи 

Тада је 

У аnу . . 1 
опште а х" као ФУНКЦИЈа од р пос~аЈе п ~ вога реда. 3а:мепомових 

вредности у једн. 1) д?бијамо ДИФ. једпачину п -1 вога реда 
с 

( 
ар' аП-1р) 

Ф у,р, ау' ... ay"~1 = о, • (2 
• 

, , . • 
чији општи иптеl'рад садржи n~l произвољпу KOH~TaHTY, којима, ип:
теградењем једачипе ау = Р ах, придодази још јЦ,на произвољна кон-

. станта. , 

, 



137. Продужењечл.136. ТреЪи' случај: хомогене једначИне .. ~ 
-, ," 

Ако. је ДИФ. једначина . 

1) 1>' ( '" (п» - О Х, у, У , У , ... у. ---: 
, 

хомогена у односу према у и љеним изводнама, онда се љен ред може 

Аа смаљи за 1:0дnНаn-l. . 
Нека ј е k. степен хомогености једначине 1). У тОме уе случају 

једн. 1) може да напише 

2) 

Ставимо 

Аакле 

Заменом 

реда. 

k Ф ( !Ј' . у" 
у , Х, у' . у , ... 

у(n») , 
= О. 

у 

. уuах 
у --: е·. , 

, уп ах 
у =е' .. 11" 

" ___ Ји ах(а 1( .!!.) 
У _е. (Ј'+U' , . х . .' 

'" -'- Ј u ах (а2 и +' 3 а1Ь +' 3) У - е d 2 tt d и.,' 
. 'х. х 

. " . . . . .. . . . . . . 

ових вредности у једн. 2) добијамо' ј\ИФ' једначину 

4. Линеарне једначине . вишега реда . 
• 

• 

п -lвога 

, . 138. ДеФиниција. - За ДИФ. једначину кажемо да је линеарна' 

iКaдa се у љој Фующија у и љене изводне Н3.J.lазе само у првоме сте

пену II нису ни међусобом множене. Општи вид1 једне линеарне ДИФ. 
• • 
Једначина п-тога ,реда Јесте 

(Јп у (Јn- 1 ,!! (Јn-,-2 11 , . d у 
'l)ахn +Р ахn-1 +,Qdxn 2+" .+Т ах+ Иу= V, 

!Где су Р, Q, ... Т, И, V Функције од Х. 
За једначину 1) кажемо да је потпуна за разлику ад једначине 

• 

(Јnу . (Јn-1 у (Јn-Ву . d У'" . 
d п + р d п i + Q d п в + ... + т d + И У = О, 
х х- х-. х 

2) 

у којој на десној страни нема (другога) члана V . 

. 139. Својство линеарних једначина које немају другога члана. -
Нека су Ур Ув, ... У" извесне особене Функције, које задовољавају J.LIше-

. . . 
. арну Једначину 

1) 
• 

(Јnу ·аn-1 у .... (Јn- В !} .'.. ау .' .. , .... о' 
(Јх"+ Р (Јх" 1 + Q ахn-в + ... +Т (Јх + Иу.= О . 



;;"\;~"';~O:-ii·:i'-'.~-,.1·,'" ·\ .. '·Л·,"'·-,·'-:" .,- ',. ,_, __ _ . ,- ', __ 

"ЉднаЧiI:iIз, Ј} ј~таДа3МО:ВО.2ЬепаИ:Збиро:м:·' ощџ:. парrицџаРПИХИJI':I'е" 
".:J~-""-'::,""",' ":. -' .,- 1. • .' I - - ,; - . ,:; I 

грала Уl' У2' ... Yk пошто сваки ЈОШ. ПОмножимо каквом ПРОИЗВОЉIIОМ , 
константом, тј. једн.l) имаи ово решење 

. , 

, . , 
, 

I 

Доказ. 

у = С1 Уl + С2 У2 + ... + Ck Yk. 
- ' 

ДиФеренциалењем добијамо из' 2) . 

ау ЈУl аУ2 .' . ау. 
ах- С1 ах +С2ах +",+С" ах 
Ј2 У . а2 Уl· а2 У2 а 2у" 
d 2 = С1 d 2 + С2 d 2 +. . . + С" d 2' 
х, . х , х , х 

• 

• • -. • • о • • • • о • • ._ 

о о... о • • • • • '. . ' о • • • • 

, • _ d Yk . -) 
-Т-: .• + т ах + Иу. -.0. 

. , 

(2 

ПОШТО је (на основу' преТПОС'l'aвке) сваки од израза у загради за себе 

= О, то је тиме доказано да је диФ. једн. 1) задовољена Функцијом под 2). 

Закључак. На основу горе доказаногаизводимо закључак: aIШ 
, 

познајемо п партикуларних решења .ДИФ. једн: 1}доби1емо опште ре-

. шењеузе.в , 
. (3 

са претпоставком ДiL се константе С1 , С2 , ... Сп могу да определе тако да 
ФУНlщија у и њене изводне У', у", ... у(n-l) ва ма какву вредност х-а 

добију произвољне вредности .. Овај уиов претпоставља да су -парти
куларна pe~eњa независна међусобом: да између њих не постоји ни-

о ' О О • 

каква веза, Јер на случаЈ да Је нпр. 

, 

има.1И бисмо 

-y~(Cl + аСЗ)Уl -+ (С2 + ьсз) У2 + С4 У4+'" + СnУn, 
, , 

• 

а ово решење садржи, као што видимо, свега п -1 произвољну кон-. .. 

станту (то су С1 + а С3 ' С2 + Ь С3 ' С4 , ••• сп) и, према томе, није општи 
• 

инте~рa.ll ДИФ.Једначине п-тога реда. 

Из овога, опет, изводимо' даљи закључак да ДИФ. једначина п-тога, , . , 

.. Ј,Једа не може Аа има више од п независних паРТИЈ;.уларних~нтегрa.llf1.' 
-;,.- 'ОСНОВИ НН<IIННИ1'ЕЗИМАЖНot'А РАЧУJlА; ,14: , - . 
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Јер, упротивномесдучају; множеhи сваки партикударниинтеграJi nJlO~ 
И3ВО.7Ьном константом и сабирањем тих производа ДОбиди бисмо нОви 
интегра.1l, који би имао више од' 71 с i:rроизво.7ЬНИХ констаната. 

Обратно, ако нам је познат ОInll'rИ интеград 3) АИФ. једн., 1), онда 
се помоhу њега, придавањем специадних вредности онима ПРОИ3ВО.7Ьним 

константама, :може' да добије сваки партикударни интеград. , 

140. ,Прцдужење ЧЈ(. 139. - Пошто је .1IИнеарна једначина 

1) 
Јnу ,Јn-1у, Јn-2 у 'Ју' 
d +Р а 1+ Qd 2+···+ 1 а +Иу=О хn ,хП хп- . -х -

хомогена у ПОI'.Ilеду у-а и њенихизводних, то се њен ред може да смањи 

за'!, када се замениу , вЈUdа;(види qд.137:), адиједначина престаје 
бити динеарна, јер добија Овакав вид 

2) 
ЈП-1 и ,,' 
Јхп-1 + .. '. '+- (u"+РиП-1 + Qun-, 2 + ... + И) , О. 

, , ' , 

, Ову је диФ. једначину, у веhини сдуqајева,теже интеградити -но 
задату једн. 1), Међутим, уюшесним сдучајима, дако је добити парти
кударне интеграде једн. 2). Тако- дпр. ако једиачина 

3) . .и" + Рu"-, 1 + Q и";:2 + ... + U -,--' О 
. /., -' - ,1 . 

има корен r, који је иезависан 'од Х,онда та 'вредност и = r, која за-
, , . ,'. ' 'Ји ' ,,', , Јп-1 и. 

ДОВО.7Ьава Једн. 3) и за КОЈУСУ ИИЗIiQ~не Јх = ... = Јх"-1 -. О, заjlР-

ВО.7Ьава и ДИФ. јеДн. 2). На тај начин -је,даК.1Iе, 'у= Се Ј r dx = С в ТХ 
jef],aH Jfартикударан интеград ДИФ. једначиие 1).' 

141. Хомогене линеарне једначине са Константним коеФицијен
, , tима. - Општа метода за интеградење .1IИнеарних ДИФ. једначина, које 

немају другога Ч.1lана (које су, даме, хомогене), није позната. Ако су, 
• 

пак, у Једначини 

1) 
, ' 

коеФицијен'rи ,Р, Q, . .. Т, U константии, оида ice :може уве'К да добије 
општи интегра.1l ~TaKBe једначине. У С.1lучају да су' коеФицијенти Р, 

Q, ... Т, U константии јесу и корени једн. 3) у ПРОШ.1l0ме Ч.1lану, кон

стантни, даК.1Iе независни од Х. Претпоставимо да су сви ти корени 
'- . r1 , r 2 , •• '. r" Једначине 

, 

С'rварнии раз.11ИЧНИ, онда имаllIO као паРТИКУ.lЈЈЈ,рне интегра.1lе У1 = Ч в'" х, 

У2 = С2 в'-'''', ... уп = Сп ет» "', а опште је решење ДИФ. једн. 1) 
/ .'-

3) 
• 



Пример., , ' 

d'y , 
d • - а'у = О. "', (1 

Имамо квадратну једначину 
,",,-а'=О, , (2 

одаЮIе 

Т1=+а, r2 =-а 

И пр~а томе општи интеграл диф. једн.1) 

I У = 010а",+0.0-а",. 

"1, (Види чл.' 124., пример, решење под 2). 

, , 142. Продужењечл. 141. - На случај да једначина 

ЈСт) = тn + Ртn-1 + Qrn-Я + ... + Тт + U = о 
. . . . 

"има имагинарних корена општи Је интеграл хомоге,не линеарне Једна-

1) у ЧJl. 141. и сада представљен Формулом 
, 

'чине 

у = С1 е т'''' + Сяеr,,"+ ... + Сnе т'''', 

. али је сада у имаГИIJ:арноме облику. Да бисмо му дали стваран вид 

имаhемо на уму да се имагинарни корени једне алгеб~рске једначине 
јављају у спреговима.Узмимо да су 

1'1 " а + i fJ и rя = а - i (Ј, 

где је i . у'-1, два, корена l'орње једначине ј(т) = О.У општему 
, 

,интегралу имамо тада 

С еТ' '" + с.' еТ' '" = с e(a+j~) '" + С. e(a-i~) '" 1, а ,1 а,_ 

=== еа ," [(С1+ Са) сов (Јх + i (С1 - Са) sinfJx] 
= СА соврх + В sin fJ х) еа"" ./ 

!'Де' су А = С1 + Са И В == i (С1 - Са) две произвољне константе, КОЈе 
се могу сматрати као стварне. 

Збир оваква два члана, који одгова.рају, спрегу' имагинарних ко-
• 

рена, може да се, представи на оваЈ начин 
. 

(А cos fJ х + В sinfJ х) еа,"= с еа ", sin (р х + с') 
(види чл. 124., пример, решење под 1). 

, d'y 
dx' + а'у = О. 

И,З ЕВадратне једначине 

следују корени 
т· + а' = О 

• , 

и према томе као опште решење диФ. једн. 1)' 
, 

, . 
О .ах+гу -.ах А + В' . у = ,1 е V2e, = СО8 ах 8tn а,Х 

, 
. < 
(видичд. 124. пример, репiење под 1). 

(1 

(2 

(3 

14* 

• 



, 

212 

2. Пример. 

1) 
а"у Ј'у ау 
. ах' - 7 d х' + 19 ~x - 13 у = О. 

Корени кубне једначине 
2) т' - 7 тО + 19 ,. - 13 = О 
• 
Јесу 

r, = 1, "0 = 3 + 2 i, r. = 3 - 2 i, 

. дакле општи интеграл задате ј едн. 1) 

3)у = ОеХ + [А С08 2 Х + B.in 2 х] е3Х• 

·143. Продужење ЧА. 142 .. ---' Претпоставимо. да ,једначина 

](г)=гn+Ргn-1+(2гn-2+ ... +Т1'+U. О 

има многоструке корене. Узмимо нпр. да је r1 двоструки корен, дакле 

ДиФеренциалењем следује 
, 

. J"(r) = 2 (1'-r1) р (r) + (r-r1)2 p'(r), 

одакле ЗаЈtључујемо да је у ОВОме случају (тј. када је "1 двоструки корен 

једн. ](r) = О) 1'1 прост корен једначийе f'(r) . О. 
Замислимо да је r1 троструки- корен једн.ј(1-) = О, дакле 

{(r) = (r-r1)3 Р (r). 

ДиФеренциалењем налазимо 
• 

1'(r) = 3,(r-r1)2 р (r) + (r-r1)3 p'(r), 
1"(r)· 6(r-r1)p(r)+6(r-1'1)2p'(r)+(r-r1)3p"(r). , 

и закључујемо: ако је "1 ТРОС'l'руки корен једн. ј (r) = О, онда 
. 'у исто време двоструки корен једн. ј' (r) = О, а прост корен 

1':(") = О. Итд. ИТД. 

Узмимо као пример ДИф. једначцну 

а4 у азу а2 у ау 
d 4 + Р d 3 + Q d 2 + Т d + Uу = О. 
х х . х' х . 

Да би ет,х представљало пар;rикуларно решење ове диФ. једначине мора 

да је "1 корен једначине j(r) = О, тј. :мора да постоји једначнна 
I , 

"14 + Ћ'1 3 + Qr1
2 + Tr1 + И = О. 

Ако је "1 двоструки корен, онда је испуљена и ова једначина f' (1'1) = О, 
• 

а 'fO Је • 

4r13 + 3Pr1
2 + 2Qr1 + Т= О. 

У томе случају постоји, осим u;артдкуларнога интеграла е r, х, још и пар

. тикуларно решење хеТ''!', које добијамо диФеренциалењем вт'х по 1'1: 

, 
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Доказ. У змимо да ј е 
У ~ хе'1\" , , 

Д;1RЛе 

И заменимо ово у задатудиф. једначину, па ћемо добити 
, 

" (r1
4 +Pr1

3 + Qr1 Я + Tr1 + И) х + 4r1
3 + 3 Ћ'I 2' + 2 Q:J'I' + Т= О 

- , 
, или краће ' , 

, . 
Отуда, што је r1 двоструки корен, даклеј(r1 ) = Ои /'(r1 ) = О, следује 
је наша диф. једначина задовољена кад ставимо y=xer,x. Из парти

ку.р.арних интеграла С1 е"Х и С2 хе"" налазимо решење С1 е'. х + С2 Х е';", 
које се односи на двоструки корен r1 и' У коме се решељу, као што 
видимо, налазе две произвољне константе С1 и С2 • Остала два корена 

rs и r4 дајупарти&уларне интеграле Сз е r,,, и С4 е"'" Опште је решење 
• 

диф. Једначине, дакле, ово 

у = (С1 + С2 х) е"" + Св е"" + С4 er.". 

На, случај да је r1 троструки корен једначине j(r) = О јесте 
, 

ДоказаJiемо да, поред партикуларних решеља е"" и х е"''', постоји још 

и партикуларно решење х2 е"", које се такође односи на троструки 

корен r1 • Ако ставимо у = х2 е"" и вредности, које одавде потичу за 

dy d!y d 3y d4y' . '", 
d х' d х2' d х3 И d х4' заменимо у задату диф. Једначину дооиJiемо ресултат 

(1:1'+ Pr1
3 + Qr1

2 + Tr1 +,и) х
2 + (4r1

B + 3 Pr1
2 + 2 Qr1 + Т)х 

+ 12 ,r1
2 + 6 Pr1 + 2 Q = О 

иди краЋе , 

f(r1 )x2 + !'(r1 ) х+ p(r1 ) =0, , 

из' кога, .пошто је j(r1 ) =0, /'(7'1) = О и j"(r1 ) = О,ЈзаКJhучујемо.да је 
наша ДИФ. једначина задовољена решељем х2 е"". Имамо, дакле, ова три 

1fарт:икуiарна интеграда 'С1 е"", С2 х е"" и Сз х2 е ђ Х, који одговарају тро-
- . - • - - - I 
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струком корену Т1 . Заједничко је решење С1 еТ'" + С2 Х'е т'" + C~x2eT,,,,. 
Четвртом е простоме корену Т4 одговара партикуларно решење С4 еТ''''. 
Опште решење је дакле 

У=(С1 + С,х+ Св х2)ет'" + С4 е т'''', 
, 

где су С1 , С2 , СЗ И С4 четири произвољне' константе. 

, Пример. 

Стављамоу = еТ'" И добијамо за r биквадратНу једначииу 

• 
т' - ,.' - 3 т· + 5 r - 2 = О, 

ЧИЈИ су корени " 
_. Т1,= T~ = ТЗ,= 1, Т4.:::= - 2. 

Опmтије интеrрал, према rорњему, ово -

'у = (е, + С.х + С.х') е'" + С,в 2 "' • 

. 144. Општа линеарна диференциална Једначина другога реда c~ 
константним коефицијектима. -,Тип ове групе једначиIiа је 

а2у . dy .. ' . . 
1) ах2 + Аах + Ву Р(х). 

. . 
хомогену' ДИФ. Једначину Прво решавамо 

2) а2.у + А ау + В -'- О . 
ах2 ах· У . 

-
(у 

• • другога члана F (х)) узев КОЈОЈ нема 

3) у .-'-- а еТ'" + (Ј еТ'''', 
• • 

где су Т1 И Т2 корени квадратне Једначине 

4) ~+AT+B=O 
(види чл. 141.). . 

Сматравши а и (Ј као Функције од х, које треба одреi\ИТИ тако 

да задата ДИФ. једначина 1) буде решењем под 3) задовоље~а, примени
Ћемо методу вариације констаната (види. чл. 92.). ДиФерециалењем доби
јамо из з)· 

.. ~;=rl аеТ':х + Т2 {Ј е Т'" + (вт,'" ~~+ eT'''~~). 
ау, а2 у 

Заменом добивених вредности за у и d х и вреднос'1'И за ах2 ' која се дџ-

бија из последњега обрасца, у једн. 1)' :цалазимо једну једначину за 
опредељавање количина а И {Ј. Но пошто ова једна једначина није до

вољна да се одреде две непозна'1'е а и {Ј, то Ьемо, осим речене jeДHa~ 
• • • 

чине, узети ЈОШ и усдовну Једначину 

а'а . а{Ј О' 
er1x + er:r. x =. 

ах .. ах 



Овим 
, . 

постаЈе 

, 

',' dy' ',,' ,",' , 
,=-'= r -а еТ'" + r fl ет'" dx ' 1 2' , 

које, кад, заменимо у једн. 1), даје 
" ' 

Услед тога,ШТО су r1 и 1'2 корениквадратне једначине 4) прва су два 
.члана = О и тиме имамо за опредељавање количина ц и fl ОIlе две 
једначине, 

, da' d ' 
r еТ'" + r еТ'" fl =F(x) 

1 dx 2 dx ' 

er,,,da + ет'" dfl_ О 
' dx ' 'dx - . 

: i 

Одавдесабирањем, ПОШТО помножимо, претходно,р:рВУ једначину са ~j, 
, , , 

другу са r 2 " • 
l' ' 

и анадогно, кад помножимо прву једначину са 1, :другу ,са 

Дакле 

, ' 

dfl 1 ,= , F(x) е-, Т, ж 
dx r ~r '. 21, 

1 .' ,', 
а = - " F(x) е:- Т,:" dx + С1 'r-r 2 1 

• • 
1 

fl F(x) е-т, ''', drx: + С2 =r -1' 
2 1 

, , 
и према обрасцу 3) опште решење диФ. једн.1) 

, ' 

1 
, 'F' ( ')'" " d" '+' у,., , х е- r L х ,. х ' (,,1 

, , 

, . - ; 1 
F(x) e-r,x dx + С2 

-
Пример. 

d'y Jdy', '! 
d .-3 d---c+2y=e ". 
х . х , 

. '.. -; .. -:,. -

Прво расматрамо хомоrеиу Једначину 
, , 

"d'y, , dy' , 
d .-3т-+ 2 у=О. 
х _. """Х 

, , 

• 
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, " 
• I " -

Стављамо у = er"" а т одре:\)ујемо из квадратне јеДН,аЧИЈЈе" , 

т'- 3х+2 = О. 
" ' 

" 
Корени су r , = 1 и т. =2 и према томе опште решење XOMOreJJe диФ. Ј една-

-~ -., 

чине ово 
, 

Одавде, вариацијом КОЈЈстаната, 

ау= "'+'2" 2"'+.( ",аа+ 2",d fЗ ) 
d џе "е е d е d . 
х _ _ ж ", х 

, 

За определење количина а И fJ узеiiемо да је 

, \ е хаа +e~",ap r= О 
ах .' ах 

• 
услед чеrа Је 

d -у. . ае'" + 2 {Је 2 х, 
ах . 

• 
КОЈе, када заменимо 

и {З, осим јеДЈЈачине 

у задату ДИФ. ј еi\ПачШlУ, дај е за определење КОЛИЧИЈЈа а 

",da+'2X d f3"'O " 
е -----., е, -= , 
.ах -ах, . 

• 
ЈОШ И ,ову 

'. , 

иi ОВИХ двеју јеДЈЈачШlа ЈЈаЛазимо 

" 

. 
d а х '" -=-в, а=- •. +01, 
ах 

df3 
ах = 1, 

, , 
f3 = х +0. 

• 
и према овоме имамо као решевое задате ДИФ. Једначине 

у = (-'- ~'" + 01) еХ + (х + О.) • 2 Х , ' 

. или краЋе 
" О· Х+О 2х+ 2х . у = 1. ". хе. 

. . 

" 

145. Особени случај АиференциаАне једначинеАругога реда са 
конотантним коеФицијентима. - ПОСJ\iатрајмо сдучајда се на десној . . . . 
страни ДИФ.једна'IИне нмази једна цеда и. рационмна ФУНКЦИЈа од 

• 
Х,да је ДИФ. једна'IИНа, дакде, вида' , 

. , 

1) d2 У А d У в' С'" = +« .-2 + + Q'\ " . ах2+ dx+ Y-'«TCU X ,~;.(,~ .... +,Х. 

Подазимо од хомогене ДИФ. ј едначине 
, 

d'ydy,' " 
Јх2 +4. Јх+ ву = О,., 

. , 
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. . ' , . ,', 

Њено је решење У=(!'lет,'"+а2вr,х, где Cj'r1 I!r2 корени кваДратв'е 
једначине r' + Ar + В = О. ,Овоме решењу XOMoreHe ДИФ. једначине 

додајемо једну цеду и рацдОНадНУ ФункцијУn-ТОl'а степена од х, 'lj. 
,стављамо' 

, 

, , 

. У= a1,e r,x + a2 er,x + а+ Ьх + сх2 + јх3 + .. . + рх'\' {2 

Онда је 

',,~~ , r1 а1 er,x + r2 a2 er,x +Ь + 2сх + 3јх2 +; .. + nрхn-\ 
, " 

Ј2, " , 
џ~ = r1

2 а er,x + r2
2 a2 er,x + 2 с + 6јх + ... + п (n-=-l)р хn-2• 

, 'с • 

,;,,: Заменом ових вредности у задату ДИФ. једначину добиј амо иден-
, , , . 
,тичну Једначину 

Д2 а', ' " " 
, у +A-У.+Ву=а er,x (r 2+' Ar +В)'+", er,x(r 2 +Ar +В) 
ах2 ,а х ' 1 1 1 ,,"'\2 2, 2 

, 

+ 2 с +АЬ+Ва+ (6ј+2 Ас +ВЬ)х+ ... +Врх"= 
, , 

, . 
,КОЈа, усдед 

скраћује се 
, , 

на ову 

2,с+АЬ+Ва+(6ј+2Ас+ВЬ)х+, .. +врхn ' 

'21 + ~ х + ~ х2 + ... + ср хn. 
, ' 

Сравнењем сачинитеља једнаких степена' х-а на девој и десној страни 
, 

ове идентичне једначине добијамо потребан број једначина 

2 с + А Ь + В а = '21, ' 
6ј+2Ас +Bb=~, 

• • • • • •• • 
i 

Вр 'ср 

за опр~дедење коеФицијената а, Ь, с, . .. Р, који се јављају у решењу 2) 
заДате ДИФ. једн. 1).. 

, 

1. Пример. 
а'у а у( 
а ,-.3 а- + 2 У = 5 + 4 х + х'. 
х х , 

" ' , а'уа у , 
:~~,'XOMoгeHY. једначину d х; - 3 ах + 2 У = О имамо 

"" '3 + . Х>,,-" 2 = О, ЧИЈИ су, корени "1 == 1 И ",= 2" дакле 

[§~,() .. ,qleX + а,е 2Х• Интеграл задате ДИ<? једн. има вид 
""ђ.\o.;l, . ,- , 

, 

квадратйу 
• 
Једначину 

општи интеграл њеIl 
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OIIaвi\e 

d'd " , " "х+ '2Х+" . d (р' = "1· 4 ".е 2 х, 

• •• 
КОЈе, Kai\ замеџимо у задату Једначину, да1е.ре.султат 

2 + 2 а - 3 ь + (2 Ъ - 6) х + 2 ех' = 5 + 4 х + х'. 

За одређиваље којеФицијената а, Ъ, с.имамо 

одакле 

, 2+2а-3Ь-5, 

2 Ь - 6 = 4, 
2 с = 1, ' 

1 
с =.--' . ' 2 

• • 
и према томе ннтеrрал задатеднФ, Једначине Јесте 

• 

2. При:мвр. 
"" ", , 
",;' + а'у =,9 + hx .. 

, 
. .' "" У .' . 

Општи интеrрал XOMoreHe Једн., "'х' + а'у = О Јесте у . А.С08 ах+ в 8in '!еХ ~виДЈЈ 

чл. 142., 1. пример). Интеrpал задате ДНФ. једиачине мора да има вид 
. , - \ 

, 

Дакле 
у = А С08 ах + В 8in ах + k + mх. 
",' . . 
d ;,.= - Аа'сов ах - В а' "n аз;. 

· 

Заменом 'ОВИХ вредн~сти зау и d'~ у задату једначинудобијамо 
,~, .,Х, ~ _ .,. " •. ' 

• 
дакле. 

а' (k + mх) =9+ hx, . , . 

. k + тх = 9 +;hx. 
. а . . , 

Према овоме је иитеrpaJi задате ДНФ. једи. 

у= Аса. ах + В';n ах +9+ ,hx . 
, ~ - . -а -

3. Пример. 
""у _ , _ h ' 

'(la;" ау-х. 

Општч ннтеrрал XOMoreHe једн. ~';' -у'а:= Ојесте у:= q;.ax + а,.-ах (види 
пример. у ЧЛ. 141.). 
. Интеrрал задатедиФ. јеi\Начииеима вид 

• 

Одавде • • 

""У, - о. a,.ax.L О. а'е- ах+ 2q , 
d '11 -1,1 • 
Х '. 
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Заменом ових вреДНОС'fИ за у и :':, у задату ј едначину налааИ:м:о 

• 2 q -- a'(k + тх + чх') =hx', 
• 

ТЈ· 
2 q - а' k = о, а' т = О - а' q = h . , , 

дакле 
, 

h 2 h 
q = -- -.' т =0, k = - 4' 

а .. , 'а,-

, 

Према овоме је интеrрал наше длф. једначине 

(Ј ах+·(Ј. -~x 2h 
У = l е 2е - 4 

а 

ЈП. 

h 
----;;- х'·1 
а' 

Си"уnтане диференциаnне једначине • 
• 

1. О симултан им диференциалним једначинама уопште. 

146. Замена једне системе симултаних једначина 
ФеренциаЛНОNl једначИном. - Узмимо две јмначине' 

једном ди-
." . " . 

I 

_ (. ау ,··аmу d.z·· dPz) .-
р х, у, ах' ... dxm'Z' ах" .. аХР = О, 

( 
ау'аnу 

Ф х, у, ах""ахn ' 
d z dQ . .z) 

z, d , ... d = О, . х x Q 

• • 
КОЈе садрже две ФУНКЦIЈе х-а, то СУ у И Z и њихове изводне до извес-

нога ступња. И3 ове две једначине може да се е.ilиминује z И да се 

добије једна јудначина са само једном Функцијом У и њенима, извод

нама. То е.ilиминовање И3ВРШИ.ilИ бисмо на овај начин: прву бисмо 
0":" .• -,:""-"-"""'--"'--- '.", .• ' "о' _" 

Једначину диФеренциа.ilИ.ilИ q пута, другу Једначину р пута и до-

би.ilИ· бисмо свега (заједно са задатима двема) р +q + 2 једначине 
И3 којих се, познатим' начином, МОГУ Да. е.ilиминују п + 1 КО.ilИЧина z, 
dz dp+qz П' .- .. . 
ах"" аХР + { . ОЈМЉИВО Је да Је ред. Једначине, до КОЈе ДО.ilазимо е.ilИ-
миновањем z-a, раван веЬемуод два броја ?Ј. + Р и т + q. 

Прuмедба. Онако како смо уради.ilИ са две СИМУД'l'ане једначине, 
У којима се јављају две ФУIЏщије џрапроменљиве х, можемо да поступимо 
и опште када нам је дато k једначина' У којима је k Фушщија, које' 
све зависе од х. Поступним е.ilиминовањем ло једне Функције и њених 
изводних ДО.ilазимо,· најзад, до једне једначине у којој се надази само 
" . . 
ЈОШ Једна ФУНКДИЈа са њенима изводнама. 

, 147.3аМ.ена једнедиФеренциалне 'једначине системом симул-

'таних једначина. - ДџФеренциа.ilнаједдачинама којега реда,са.Две . 
. \ . \ 
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. ' , '. - ,',-
променљиве може да се замени Једном системом с:имулташtх Једначи~а) 

првога реда, када се све изводне, изузев изводну највишега ступња, 

обележе нарочитцм знаком. Тако нпр. диФ. једначина тре1.ега peAd 

, ' dy <Гу Ј3У) 
F х, у, dx'dx2' dx3 ,=0 

:/ . -

еквивалентна је системи једначина 

d2 y , Ју'" . 
Ј'х2 = d,X = У , 

, 

( ,dY") F х, у, у', у", Ј х = О. 

На исти начин слмеliе две једиачине са три променљиве 
, 

F х, у, dy d 2 У , d3 У "d z) " 
d " Ј 2" d 3' Z"(1 , '-:- о, 
х х х х·' - '-' --

( 
dy" dz d2~)', " 

ф х, у, d ' Z, Ј , d' 2 = О , х ~Х: Х ' 

• 
можемо да заменИЈј!О системом симудтаних Једначина првога реда 

а, у ,d2 У d у' "d z' , 
dx=Y"dx2 =dx=Y' dx'-z, 

dy:' 
dx' 

, 

z, zJ - О", 

ф (х, у, у', z, z', ~~) =0. 

Аналогно и' код Beliera броја, диФ. једначина са више променљивих. ' 
. 

148. Оинтегралима симултаних диференциалних једначина првота 
реда. - Узмимоу примера ради, три симултане ДИФ. једн. п~вога реда 

• •• 
у КОЈима се на.ilазе три ФуНКЦИЈе y,z И t, КОЈе, зависеод прапромен-

љиве [Е. Замисдимо да су реченетри једщiчине решене по ДИФ. Кр.ilич-
dy dz . dt, ,. 

ницима dx' dx и dx и тиме доведене на Форму 

или 

1) 
dx dy dz' dt 
Р = Q= R V'~ 

где су Р, Q, R, V извеснеодређене Функције. Интегралити ове,Три, 

СИМУ.il.Тане једи. 1 ) значи, дат.ле, паliд дзмеђу Х,у, z д t т:чше односе!, 
. ~ . - .' 
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да диФеренциали тих променљивих бу ду :ПpDпорционални. Фующијама 
Р, Q, Е, V. Нађени ОДНОСИ' између х, у, z, t,. који одговарају. наведе
номе услову (тј. интеграли симудтаних једн. 1), морају садржават.и у себи 
три произвољне константе; помоьу којих је могуье да ва ма какво х = а 

Функцијама у, z, t придамо проиввољне вредности. 
Нека су ове три једначине . 

F1 (х, у, z, t, с, с', с") == О, 
F2 (х, у, z, t, с, с', с".) = о, 
F (х, у, z, t, с, с', с") ---'- О 

" - , 

(2 

интеграли симултаних ДИФ. ј.едн, 1). 3амислимо да су једн. 2) решене 
. по с, с' и с'.'. Тада се система једн. 2) може да замени системом 

• 
,Q' ., . 

а-;-с, I'=с, 'У=с, (3 

'где' су а, {l, 'У Функције од х, у, z, tбев произвољних констаната. То 
значи да се могу да нађу три Функције од х, у, z, t, које своју вред-
. . 
В:ОС1' не мељају променом количина х, у, z, t И3 којих су оне сас.тављеие. , 

Ди:Ференциалељем једначине а = с добијамо . 
, 

Ја ·Ја Ја Ја 
. d d х + а' .Ј У + d d z + . d d t = О. 

х . у z .t 

С обзиром на то да је а = с интеграл једн, l),.диФеренциадИ Јх, ау, 

.dz, dt мора да буду :џропорционалниса Р, Q, Е, ТТ и према томе по-. . . 
СТОЈИ идентична Једначина 

• • 
р d а + Q Ја + R d а + V d а = О 
. Јх Ју. dz. dt '. 

и аналогно • 

(4 

• 

р Ју +Qd'Y +Е Ју +Vdy ='0. 
Јх ау dz dt 

• 

Обратно: Ако Функције а, (l, у, које зависе 'одх, у, z, t, а не садрже 

у себи никакве произвољне КОНС1'анте, испуљавају идентично једн. 4), . . . 

онда су једн. 3) интегради симултаних једначина 1). 

149. Продужење ЧЛ. 148. - Ив интеграла 3) у прошломе V1aHY 
могу да се образују без6ројно много нових ин'rеграда. Пошто а, {l,y . 

• 
задржаваЈУ константну. вредност мељаљем променљивих х, y,z, t, то и 
'свака Функција слощена из а, {l, у задрщава константну вредност и ми 

• 
тврдимо да Је 

ср (а, '(l,. у) .. Q 
, 

симу дт аних .i eAjI. \ 1) у чЛ. 148. 
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Доказ. И3 једначина . 

ар = ар аа + ар ар + ар ау 
ах аа ах df1 ахау ах' 

ар араа dpdf1 ар,ау 

d у = аа ау + ар ау + ау ау' 
dp=dpda+dq; dP4-dq; ау 
dz аа dz df1 dz ау dz' 

ар = dq; d а + dq;. d (Ј+ ар d у 
d td аа t d f1 d t . . d у d t 

. пошто их помножимо редом са Р, Q, Е, V и посде их саберемо, доби- . • 
, : \ ' , 

јамо с об3ЈlРОМ на једн.' 4) У Чд. 148.,' ресџтат 

a~" ар dq; dp. 
Pdx+Qdy+Rdz+Y dt =0. 

Ова једначина има потпуно исти вид као и, .оне под 4) у Чд. 148., а 

то значи да је 

такође интеград СИМY.!Lтаних једн. 1) у ЧJl. 148. 

' .. 2. ИнтеграJlење СИМУJlтаних диференциаJlНИХ· јеАначина. 
\ . 

i 150. Две линеарне симултане ДИФ. једнаЧИНI првога реДа. -
Дате су нам две JlИнеарне ДИФ. јеДначине првога реда у којима су две 

" . '.' .. . dz 
Функције у и z прапроменљиве х. ЕДИМИR()вањем прво изводне d ' па 

ау . .' х 
онда, изводне d х задате се једначине доводе на овакве две 

d . 
d ~ + Ру +Qz = v, 

1) 
• 

. 

г де су р, Q, V, р., Q', V' Функције" од х. Едиминовањем ми бисм() 

МОГJlИ И3 једн. 1) да образујемо једну Jlинеарв:у једначину другога реда 
само са једном· непознатом Функцијом (види чд. 146.), ади је, ипак, 

боље поступити по сдедећој методи. 

Саберимо горње 'две једн. 1), ПОШТО' смо, претходно, помножидll. 

ону цругу произвољним Фактором в, па ћемо добити 

2) ~'; +е ~;+ (Р+ ;'в)у + (Q+ Q'e) z= v+ v'e 

и ставимо ' 
3) . t = У + ez, 

• 



одЗJtАе 

• 

y=t-f}z, d У = dt _ f} d z _ z Је 
Јх Јх" ·Јх Јх' 

Ју+ f} d.z _ dt -z J~. 
ЈхЈх ". Јх Јх 

Једн. 2) добија с овим!) вид 

223' 

~~ - z~~ + (Р+ Ре) (t- f}z) + ~Q + Q'f}) z= V + V'fj. (4 

. Прдмеhујемо да се у овој једначини z јавља у првоме степе 

'Ми можемо Фушщију z да е.1lиминујемо користеhи се тиме што је ·Фак
тор е потпуно произвољан, а опреде.ilИhемо га тиме што ћемо уједн. 4) 
да .,ставимо саЧИНИ:l'ељ z-a да је -о. На тај начин се једн. 4) ра-

• 
ствара на ове Јмначине 

, 

~~ + (Р+ Р'е) e~ Q-.Q'f}=О, (5 , 
, :, 

-' ;t + (Р+Р'е) t- V - У'е - О. 
х . (6 

, 
у' једн. 5) јавља' се само f} и х и према томе је КО.1lичина f} опреде

.љена једначином 5). Ова је једначина првога реда, a.1lИ вије .1lине- . 
арна и с тога се, уопште, не може да интегра.1lИ. Међутим је за нашу 

. -ЦИЉ довољно, ако познајемо два irартикџарна решења (ј1 и (ј2 једн. 5). 
- -, . . 

• 

3аменом ових парТИКJ.1lарних вредности у једн .. 6), која је .1lинеарна, 

добијамо две вредности t1 и t2 за t, од којих свака садржи једну про

извољну J!:0Hc:raHTY. Функције у и z добијамо (према обрасцу 3) И3 . . . 
• 

t1 = У + (ј1 z, , 
, t2 = У + f}~z. -

• 

151. ПРОАужење чл. 150.~ На С.1lучај да су P,Q, Р', Q' кон
стантни КО.1lичина f) може се сматрати као константна и једн. 5) по-

• 
стаЈе тиме 

(Р+ Р'е) f) - Q' - Q'f} = о 
И.1lИ 

р' (ј2 + (Р - Q') f} ~ Q = О. 
, . 

(1 

И3 ове квадратне једначине добијамо две вредности 81 и (ј2' 

У C.1lучају да су корени једн. 1) једнаки и да, према томе, доби-. . 

јамо за 6 само једну вредност, сматраћем06 као променљиво и једн. 5) 
може да се доведе на Форму 

1) Ако је а ДВОСТРУКИ корен квадратне једн. 1), онда је 

. р;е'+ (Р-:С- Q') е - Q = р'(е - а)', I 
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, 

одаК.Il.е 

2) 
,1 . 

в=а+ р'х + с' 

Пошто је за нашу ЦИЉ ДОВОЉНО да имамо две партиltJларне 'вјЈедност);щ,;: 
за е, можемо их добити када у решењу 2) узмемо за с :какве бил() ДB'~\~ 

, "1' I:'~ • } 1 ' 

вредности, нпр. ставимо с = О и с = ос, које даје в1 =а + P"x~ 
и О2 =:= .а,. ~. "1,' -,;'" 

• ," - _",- ,-,Ј. . 
. 152. Три Jlинеарне ОИМУJlтане· ДИФ. Једначине првога peAa;~: . . -' ,- . 

. Узмимо сада да су нам дате трилинеарне симудтане диФ~једнач.и~~' 
првога реда са четири' променљиве количине х,. у, z, t,' ОД Еојих .' c~y; 
z, t Фуџкциј е од х. Као у чл. 150., та:ко и овде, заМИIlIљамо'да суз,а'
дате једначине, после И3ВРIlIеНОГ!1 елим:иновања, ДOBeдeH~ на форМУ 

1) 

, 

- - , . 

ау . ,' .. 
, d х +, ру + Qz + Е t = V, 

~: + Ру + Q'z + E't =Т, 
. ~ , , 

d t .' . 
~ + Р"у+ Q"z+E"t= у" 
ах ', ... 

. , 

Помножи:n:rо ове три Једџачиие ре.дом са 1, в, А, где' суе и л два 'про-' 
извољна Фактора,. и еаберимо их' , , 

\ , . " 

,а у + e dz + л dt + СР + ер' +л.Р")у + (Q + еQ'+л.Q::)z 
ах ах ах .. ,. .' '.' .. 

2) 
Ставимо 
3) 
одакле 

+ СЕ + еЕ' + л.Е") t = V+ еУ' + л V". 
, 

у + е z + л. t = и, 

dy+Gdz+zde л.. dt tdл.=du 
d х d ха х + d х + d х d х' 

• 
која чини да једн. 2) добија вид 

аu ае dЛ. . 
ах - z ах - t dx + (Р+ p'в~ Plll) (1t - ez-lt) + • 

, , 

'- -' 

4) (Q + Q'e + Q"l) z + (Е + Е'е + Е"А) t = V + У'е 4- у",.. . . , . " 
-. - ,- \ . ' "", : 

у овој се једначини јављају Фунrщије z и ty првоме СТ(јIrену.ПОIlIТ9~ 
_, - I ,- ' ,~' о',. 

,наЪ:I стоји на вољи јЈ.3,' одредимо Факторе е и :л. како, xoЬ~MO, 'TO.~2i 



жемо ',I\ауЧи!lИМО ,l\а ранови eaz и t нестану из једн.Ч) , ста.вивши. 
љихове којеФицијенте ,l\а СУ= о. Тиме Се ... )е,l\Н. 4) раствара на, ове 

, . 
,три Је,l\на'IИне , 

,~~ + (Р+ Р'0 + Р"л) 0 - Q-Q'0 - Q"л ~O, (5 
. ' 

, а л + (Р+ Р'0 + Р"л) л ---.:. R - R'0 - R"л'- о', (6 
ах . ' , " 

~: +(Р+ Р'0 +р"л) u - V -',- V'0- V"Л= 0.(7 

,Прве ,l\ве је,l\на~ине (5 'и 6) садрже само 0 и л. Оне су; истина, првога 
,ре,l\а, ади нису динеарне и с тога се, уопште, не могу ,l\а интеграле. 

, ' 

'Међутим, ако су нам познате три партикударце вре,l\НОСТИ 01' 02 И 
6з ~a 0 и овима кореСПОН,I\ирајуЬе три, вре,l\НОСТИ л1 , Л2 И Лв за л, 
ОН,iI,а се могу ,l\а нађу интегради за,il,атих симудтаних је,l\начина' 1} 
Сваки од ш')Зната три· спрега 0 и Л, када ставимо ,l\отичне вредности 

у јеАн. 7), која је динеарна и првогаре,l\а, даје по једно- решење са 
по једном произвољном константом. ДQбиЬемо, ,l\акде, три вредностй 

111' јЬ2 , 1Lз , помоЬу којих, а на основу образаца 3), надазимо интеграде 

у, z, t из 

у + 0 1z +л1 t = и1 , 1 
у + 0 2 z, + л2 t = и2 , f 
у + 0зz+ лз t == 11з, 

, , 

(8 

153. Продужењечл. 152. - Ако су у симудтаним једначинама 1) 
ЧЛ.152. којеФицијенти Р, Q, R,P', ... константни, онда су је,l\начине 5) 
и 6) Чд. 152. задовољене, константним Факторима 0 и Л, 'IИје вредно-

• 
сти опредеЉУЈемо из 

(Р+ Р'0 + F"л) 0 - Q- Q'0 - Q"). =0, 
• 

, 

СР + Р'0 + Р"л) л - R- R'0 -R")' = О .. 

(1 

(2 

(
' /' ,а0 ' а л ) 
Би,l\И ј едн. 5) и, 6) у чд., 152, ка,l\а ставимо а х = о, а х' Ако из 

једн. 1) заменимо за л његову вредност у је,l\Н. 2) ,l\обиЬемо за 0 јед
начину треЬега степена, која за в даје три вредности €J1 , ~~H 0~, 
које, опет, када заменимо у једн. 1) (која је у погде,l\У ). првога сте
пена) ,l\a~y три вредности~, л2 , Лз . 

, 

, 

,В. Парциалне 
• 

диференциалне Једначине. 

~;J,\ '154. Особени случајеllИ.- Ако се у ,l\ИФ. једначини налазе пар-
,"',"С, ' ,."' , • _ 
,,.уо,.,,-,. - . ' • - • . -. 

њ~нне'изводне само по ЈеДНОЈ:прапромеНЉИВОЈ, онда се са таю!ом пар-" 

_~~ЙЬ~Ј{инфiIlIи~ЕЗИll~~НОГА РАЧУНА~' i;- : <, 



,:. ": ; . ; : - , - ' 

.' 1'" __ О.' ". "._ 

ЦИa.1lRОМ:--.ДИФ:"'ЈеАна'lИНОМ 

разликом' што се, JIосле извршеноrа 

замељује JIРОИ3ВО.7ЬНО,М Фушщијом оне 
\ -'.' " i 

APyre прапромеR.7Ьиве по КОЈОЈ 
, 

нису узете паРЦИa.1lне И3ВОАне. 

1. Прu:н.ер.Сматравmи у једпачиШl , 
, • 

ди - = 5 хеУ 
дх . 

у као константу Добијамо ИI!теrpалењем 

= ,5 х' еУ + (Ј 
" 2 . 

I 

и пошто заменимо констiщту а iIроизвољном функцијомfP (у), налазимо 
. I ,. 

'5х'еУ . 
и = . 2 + rp (У), 

• • 
као решење задате парциалН6\ДПФ. ЈеДначине. 

. . 

2. Пример. 

ци 

. ОДlШЛе интеrpалењем 

или 

• 3. Пример . 

• 

ди ' 
х - - ау" = О 
ду 

аu . 
х - = ауау, 

" 
ау' 

1 ... = , + '1' (ж) 
-2 ~ 

а. у2 . 

U '= '" (х) е 2 "'. 
(Ј'и' 
дх' = F (х, у) . 

, 
Интегралењем, сматравmи 11 као константно и узев место ивтеrpационе KOH~ . . 
станте произвољну ФУНКЦИЈУ од у,. налазимо 

ди -
дх 

р (х, у) ах +'1' (у), 

одакле на исти начИI! , 

и= Р(х, у) ах+ '1' (у)ldЖ + 1/1 (у). 
-' 

д'и 
AHaд:oг~o .бисмо поступили са једпачИI!ОМ ду' = Р (х, у). 

4. Прuмер. 
д'и 

д = Р (х, у). 
д х, 11 . 

• 

ди -
ду 

р (х, у) d х + ср (у), 
\ . 
u= 

, . ' 

• 
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.1. Линеа~не парциаJlне· јеАначине првога. р еАа . . 
, 155. Једначине са две прапроменљиве. - Узмимо две Фуmщије 
. ~ . 
. а и р,које зависе од променљивих х, у' г, нпр. 

а =11 (х, у, г), 
р = 12 ех, у, г) 

И замислимО између љих ма какву везу 

р = ср (а) . -(1 
• 

, ог дг . 1) 
Ставимо - = р, т = q и диФеренциадимо Једн. парциадно по ;rJ И 

. дх иу 
по у 

, д Р дР. , ·д а да . 
дх + дгР = ср (а) дх + дг р 
дР дР " др др 
ду + дг Ч,= ср (а) ду + дг q 

, 

• 

Елиминоваљем Функције ср'(а) из ових двеју једна'lина добијамо једна-

чину вида 

Рр + Qq---:-- V; (2 

у којој Р, Q, v означавају извесне Функције од хЈ УЈ г. 
До такве 'исте једначине, као што је . ова под 2), долазимо ако 

између а пр поставимо везу у Форми 

• 
Јер 

• 

, 
Ф (а, р) = о, 

диФерiшциалеьи једн. 3) парциално по х и по у 

ОФ да да Ј + дФ др + др 
да дх+дг Р дР дх дгР 

дФ да да . дФ др др 

oq' ду + дг Q + дР ду + дг q 

(3 

-о - , 

=0 

и елиминујytи одавде однос 
дФ дФ 
да : д~P долазимо опет до једначине 2). 

• 
1. Пример. Општа једначиназа цилиндричне површине јесте 

Ф (х - mz, у - nz) = О 
или 

у - nz = ср (х - mz). , 

ДиФеренциме:lш 
. . 

ову Једначину парциа.'lНО прво ПО х, па онда по у добијамо 

- пр = ср' (х - mz) [1 - тр], 

, 1 - nq = - rnр ср' (х - mz) 

и е~ннујyhи одавде произвољну фУНlщију ср' добијамо парцимну ДИФ.једиачину 

тp+nq = 1 , . . \ .. ,\-.,; . 
. ",. - --,-.--'., - . - " ' 

;~~~,ск~рактерицтичну Једиачину за све цишшдричне llоврnшне. 

15* 
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2. При .... ер. ОПJ!lта једначнна за конусне површине ЈеС'1;е, 
, . '. . 

ф (Ј" -1"1: gz -- т.у) = о 
z-h' z-h ' 

, 
или 

,qz-l.y_ (fZ-hХ) - ср • 
z-h - z-h 

Парцналним ДИФеренциалељем по х И поу налазимо 

(. - h) gp - (qz -.hy)p = (. - h)(Jp-h) - (jz-hx)p ,(.fZ - hx)' 
(Z_h)2 . (Z-h)2 Р z-h' 

(" - h) (gq - ") - (gz - "уЈ q = (. - h)fq - (ј. - "х) q ,(Ј" - I'Х) 
. . (о - h)' (z,.--h)' . Р 1" -1. . 

или в:раће ' 

одaюrе дељењем 

'. ,(Јо - "Х) (у-,q)р=(хр-fр-z+т.)р %-1.' 

, , (fz - hX) 
yq -,qq - z + h =:(х -.!) q ср . z _ h ' 

, 

(у - н)р , 
(у ~ gJ q - (. - ") 

СХ'-:'Л р"": (. - h) 
(х -: f) q 

, 

и ПОШТО ОВО скратимо добијамо парциалну диФ. једна'шну за конусне површине 

(х - f) р + (у - g) q= z - h. 

3. Пр,,,,,ер, Једна'lна за обртне површиие, узев обртиу 
• • 

,,-осе, гласн 

ф (-Vх'+у',z)=О 
или 

z = р (х' + у'). 
• 

Одавде, парциалним диФеренциа.lIењем ПО хИ ПО у, следује 

р :..- 2 х ,,/ (х' + у'Ј, 
q = 2 У р' (х' + у'), 

. . 
а одавде елиминовањем произвољне ФУНКЦИЈе р' 

р х 

q у 

или 

ру - qx = О, 

ОСУ 

као парциална, диФ. једна'lииа, која в:арав:терише обртне површнне. 
, 

У правцу , 

156. Интегралење линеарних једначинапрвога реда са две пра-
, ' 

променљиве. - Интегрмитд парциалну ДИФ. једначину 

1) Pp+Qq=R, 
az 'az 

'где су р = дх' ч= дy"~ Р, Q и R извесне Фующије од х,у, z, значд 

наtи једнаqину 
F(x, у, z) = О, 

која за р и q даје такве вредности које задовољавају идентично задату 
једн. 1). Мм смо видили (у чл. 155.) да се до једначине, као што, је 

ова под 1), долази када се, путем парцимнога диФеренциалења и:s' , 
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р==р(а) , 
. , 

елиминује произвољна Функп;ија ср, где су а и Р, међутим, одређене 
. / 

ФУНКП;ИЈе од х, у, z: 

• 

а = 11 (х, у, В), 
fl = 1, (х, у, в) . 

Према томе, Ј дакле, гледаьемо да задовољимо 

једначину једначином вида једн. 2). 
задату парп;иалну ДИФ. 

, 

• • 157. продужење ЧJl. 156. - Претпоставимо да Је интеграл пар-
, . 
Димне ДИФ. Једначине 

, Pp+Qq=R (1 
Ово , 

fl = ср (а), (2 

где су а И р извесне, за сада непознате, Функције од х, у, В. ·Из 2) следУје 
• 

д fl + д fl '= "(а) 
дх , дв Р" Р 

да + да 
дх дг: Р , 

• 

, д R дР 
7-!" + q = р'(а) 
ду dz 

да 'да -,---+ q 
ду, dz ' 

одаме, када прву једначину помножимо са Р, другу caQ, па их саберемо 

p~{J +Q~{J +(Pp+Qq)~fJ 1= 
,х у , z 

, '(а) Р да + Q да + (Р + Q) да 
р , дх ду Р q dz 

или, с обзиром на задату једн. 1), краће 

(3 

Ова ће једначина бити идентично испуњена, 

р, ако а и fl ,определимо из једначина 
ма каква била Функција 

Р да + Q да + R да = О 
дх ' д,у д z ' 

Р д (:l + Q д fJ + R д (/ ~ О. 
дх ду дв 

(4 

Ове једн. 4) испуњене су када за а и rJ узмемо две Функције 11 (х, у, В) 
И 12 (х, у, В), које стављене = једној константи представљају интеграле 

• 
СИМУJlТаних ДИФ. Једначина 

ах 

Р 

ау ав, 

Q -:, R (5 
. 

(види чЛ. 148., 149.). 
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и 

И3 овога изводимо 3аЕључак:' Ахо су 

11 (х, у, z) = С1 • 
I~(x,y,z)=.~ 

• 
интегради симудтаних ДИФ. Једначина 

и ми ставимо 

• 
онда Је 

.ах _ ау _ d,z 
P-Q-R 

11 (х, у, z) = а, 
(2(Х, у, z)= (Ј, 

fJ = ср (а), 

где ср обедежава произвољну. Функцију, опште решење парциадне· диФ,. 
• 
Једначине првога реда 

Pp+Qq=R. 
/ 1. Прuмедба. Једначину 3) можемо да вадовољимо још и на ове начине 

1) кад ставимо 
д{Ј . др д{Ј 

р + Q + R . = О и ср' (а) = о и 
дх ду iJz . . 

2) кад ставимо 
да да да· . 1 

Р дх + QiJy +В дz = О и ср'Са) =0. 

Но пошто ова решења не образују везу између а и {Ј. и нису, дакде, 
обухваliена фОРМУдОМ (Ј,= ср (а), та су решења, обично, сингударна. , 

2. Прuмедба. Вредно је поменути да интеградење парциадних 
• 

ДИФ. Једначина· 

рд;у + нду =Q 
дх iJz·' 

QiJx+RiJx=p 
ду iJz 

• 

(у првој су прапроменљиве х и Z, у другој у и z) зависи од истих 
симудтаних једначина 5) од којих зависи интеградење горње lIарциадне · . 
дцф. Једначине 

.С у кој ој су прапро:менљиве 
град р = ср (а). 

• 

1. Пример. 
, 

х и у) и да је, према томе, и њихов инте-

хр - yq с;= О. 

Овде· имамо симултаие једиа'lНие 

dxdy dz 
-=- = 

У о' '" , 



, 
• 

чиј и су ~теrрали z = Сl, ху ~ ~J' 
, 

дакде решење задате диФ. једначиие 

z = ср (ху). 

. 2. Пример. 
р - q = О. 

. ,. ' . -
СlЩyJiтане једначине Јесу У овоме случаЈУ 

" " 

dx dy d. 
1 = -.-= 1;'-- о' • 

а њихови интеrрали 
"=C~, х+у=с • 
• 

и према томе решење задатеiЈедначине 

3. Пример. " 

• 
Имам.о симултане Једначине. 

или 

одакле 

, 

z = ср ех + у). 
ур+ ",'q = "'у .. 

d",_ dy _ dz 

У х' ху 

x'dx = ydy, t 
х dx = dz, Ј 

х·. у'" 
- -с '.3 . 2 -. 1, , 

",' 

2 -",-- С" 

• 
дакле решење I'орње парциалне диФ. Једначине 

х' - 2"" ср (2 х' - 3 у2): 
, • 

158. 'едначине са три прапрвмеНЈЬиве. - Узмимо три ФУНКЦИЈе 

а; {Ј, у, које зависе од. четири променљиве х, у, z, t: 

а = 11 (х, у, z, t), . 
{Ј" 12(x,y,z,t), 
у = lа (х, у, z, t) 

и доведимо их у везу 
ф(а,{l, у) = о, 

где је Ф произвољна Функција. Означимо 

at at iJt 
дх . р, . ду . q, az = r 

. И диФереНЦИaJlИМО паРЦИaJlНО једначину 1) ре,l%OМ ло х, у, z 

дф 
да 

дф 
да 

дф 

да 

да да 
дх+ at р 
да +:да 
ду 'д t q 

дa+~.,. 
iJz ift· 

+дф . a{l + дР 
a{l дх at Р 

+ дф:; д{Ј + дР 
'. a{l;l ду д t q 

дф a{l дР 
+ iJ{l i}z, + at r 

дф 
+ ду 
+дф 
.' ду. 

+iJifi 
ду 

ду ду 
дх +at р 
ду ду" 
ду + iJt q 

ду ду' -+-.,. ifz· iJt 

=0 , 

= о,. 

О · - " , -Т-. • 

(1 
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. дфдф .дф дф 
Е.шминоваље:м КОJ.lичнщtа да : ду и др : ду И3' ОВИХ трију' једпа'Р!па 

.' . 
ДОJ.lази:мо до парциаJ.lне ДllФ. Једначине вида 

. , 

2) р q + Q q + R l' = V. 

159. Интегралење линеарних једначина првога реДRСRТРИ пра-
променљиве. ~ Дата је парциаJ.lНа ДИФ. једнаtniна " " 

, . 

1) Рр +Qq + Ет= V, 

где су Р, Q, Е, V Функције од Х, y,z, t, 

д t. .д t 

• 
Нека је 

Р =дх' q=ay' 

а= 11 ех, у, z, t), , 

р = 12 (х, у, z, t), 
,у=/з(Х, y,z, t); , , 

~ 

f1' 11' Iз 0значавају за сада још непознате Функције од Х, у, z,,t. 
Интеград задате ДИФ. je~H,l) за:миш.zьа:мо да је 

. . , 

2) а = р(р, у). 
Парциа.ши:м диФеренциa.h.ељем једн. 2) добијамо 

~: + ~; p=~: ~~+~: р + ~; .~~ + ~~ р , 
, 

да + да _ дер др dfJ. ' дер ду дУ' Ј .' 
ду dt q - дfJду +дt q +ду ду + dt q " 

да+да др dfl +afJ r +др ду +дУ '" "., 
д z д t, l' - д {Јд z . 'д t ду д z д t1~ . 

Помножимо ове три једначине редом са Р, Q, R и саберимо их, доби
, ьемо с обзиром на једн. 1) . 

, 

рда + Q да + Е да + vда =др рдР + Q dfJ +:Е дfJ + V?p , ' 
,дх ду' дz dt dfJ" дх. ,ду 'dz дt 

+ др рду + Q ду + Е ду -+- Vdy . ' , 
, ду . 'дх ду дzдt 

Ова је једначина испуљена, ма каква БИJ.lа Функција р, када опредeJ.LИМО 
'а, (Ј, у на основу једначина 

. . ,-

Р да + Q д а + R д а +vд а ' о' 
дхду дz, dt .' 

3) P~~+ Q~: + Е:: + V~: о, 
рду + Qду +Еду + Vdr ~o: 
дх ду, д,Z,' дt 

_ ,1, . 
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Ове су једнаЧЩIе i~довољец Фующијама 0:, Д, у, које када, ставимо 

-. . . . . ' - ' .' . . ' ,-.' 

представљаЈУ IИнтеграде СИМYJlтаних Једначина 
, " 

.. 
Јх ау _ dz _ dt 
P-Q-R-V 

(види чл. 148., 149. и 157.). 

(4 

(5 

о 

Примедба. 
о деЬе ,парциадне 

Поменимо да симултане једначине 6) решавају и сле-
• 

ДИФ. Једначине / 

Р д z + Q д z + V az = R 
дх о ду д t ' 

рду +вду + Vay _Q 
дх az, at ' 

дхдх' дх "" 
Q ду + Raz,+f at', , Р. 

, 1I pUJltep: , 

/ , 
Симултан е једначине јесу у овоме случају 

dx dy_d,',dt 
- - , 

,у о • тt , ' 

одакле интегралењем 
, 

у 
- = Сl . - х 0_' 

z 
- .. - С2, 
Х' о 
, . 

Према овоме је,;решење задате ДИФ. једначине 

t " xn~ 'р (~, ~). "Оо, 
, ' 

ВидИмо да је t хомогена ФуНIЩИја. "'-Tor'a степена променљивих х; у; ". Задата 
- '. - - . - -',. . :- . ' 

парциална диФ. Једначина изражава познато СВОЈСТВО хомогенпх Једначина. 
, , ,. , 

2. Линеарне, парциаJlне јеАначине' Аругога ·'јЈеАа.' 
, - , . -

160. О линеарнимпарциа~нимједначин.ама другога реда уопште. 
Опште важеt.е Me;rOAe, за о интеградење парциадних ДИФ. једначина, 

које су вишега реда, не noстоје~1)3а примене у математ:Ичкој Физици 

од највеЬега су значаја линеарiIе парциадiIе једначине другога реда. 

Код двеју прапроменљивих је општа Форма 'гакве једначине ово 

д~ z д2 Z о д2 Z д z, д z 
ад 2 + Ь д д + с д ~ + Ј д- + f д + gz = h. 

х ху у Х. у о 

. , 

. ') у извесним особеним случајевима д'то к()д једначина друг()га реда са . , 

две прапроменљиве доводи циљу метода коју је Д60 Monge, а доцIщjе проширио 
, Ampel·e. 
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• • 
Од нарочите је важности случај· када је једнаЧ'ина хомогеJi_Г' 

K;tAa је h = О. . С'>, . 
АЕо су којеФицијенти а, Ь, с, Ј, ј, g константни, онда је врДО лако 

. . 
наЂИ партикџарне интеграле Једначлне ' 

d!z ". i)2z . d'!.z dz dz" 
1) adxs+bdxdy+Cdy2+ddx+fdyl+gZ=O. 

СтаВИЂемо z - е<ХЖ+flУ . 
2) ,- , , 

. . 
дакле 

dz dz d2 z d2 z d2 z 
дх = az, дJl =·fJz, дх'!. = a

2
z, д у2 = {i2 Z, дх ду = a{iz, 

услед чега се једн. 1) претвара у ову 

. z[aa2+ba{i+cfJ2+da+ffl +g] =0. 

За опреАељење Itоличина а И {Ј имамо, дакле, ову ItВaдpaTHY једпачину 

3) аа2 + ba{i + ср'!. +аа + f{i + g = О. 

Пошто овој једначлпи одговарају безбројно много спрегова а И {Ј, значи 
да; постоје безбројномного партикуларних иптеграла 2). у. овоме j~ 

битна разлика између парциаднлх и обичних ДИФ. јддначина.· (Ми знамо 

да обичнедиф. једначине имају ограничен. број меЈ}усоБО1t! независних 

партикуларних интеграда. ВИАИ закључак на крају ЧЛ. 139.) 
Ако су ~, Ј2 , Јв , ..• партикџарнар~шења хомогене парциадне 

једн. 1), онда је и С1 Ј1 + С2 Ј2 + С3 Ј;, +.. .. решење речене једна-' 
члне. 'Опште решење једн. 1) ca~TaBљeao је, према томе, из безбројно 
много ·партикуларних интеграда и садржи, даие, у щ~би бесконачно 

; много произвољних констаната.Партикударна рещења се, обично, лако 
налазе, па је и опште решење лако добити. Међутим са таквима општим 

решењима, у коЈима је безбројно. много произвољних констаната, није 
• 

много IIОСТИГНУТО У ствари. Од најве:Ь.е је важности коА свију питања, 
K~a пас воде парциадним ДИФ. једпачинама, да се константе определе 

; . 

на такав начин како :Ь.е бити испуњени извесни услови, који су дотич-

ним задатком постављени. . 
.. Примедба. Да хомогена· парциална јеАначина има бесконачно много 

партикуларних интеграда и Аа,. према томе, њено опште решење садржи 

бесконачно много произвољних констаната,' важи у опште ма којега 
реда била једначина, доказаьемо на следеЂи начин. . 
. Нека је ово задата једначлна . 

'- . ' 

Заменимо 
2) 
и једн. 1) добија вид 

z = е"'!' +~Y, . 
-

zf Са, {Ј) = О, 



• 
где Је • 

ј(а, (Ј) ~a + (Ь1 а +Ь2 Р) + (с1а2 + c2a{l + Сз {l2) + ... 
Ако је а1 , {Ј1 један спрег, који задовољава једначину 

ј(а, {Ј)=О, (3 

а С1 произвољна константа, онда је 
Zl = С1 еа,ж + (i,y 

једно партикударно решење диф. једн. 1). Пошто јеједн. 3) задовољена 
бесконачно многима спреговима а, (Ј, то следује да зада'l'а диф. једн.1) 
има безбројно много партикуларних интеграда, а у општем решењу 

z=:ECeaz+(iY 
• 

бесконачно много ПРОИЗВОЉНИХКОНСl'аната. " 
Ова теорема важи и онда,када је 'у једначини више од две пра-

променљиве. ' .' , , 
. 161. Особени случајеви. - Осим оних случај ева, наведених у 
чл. 154., где се са riарци.адном ·диф. једначином може да поступи ана-

-1 ' ,О 

логно као и са обичном диф. једначи.пом, узеhемо овде на расматрање 
. . 

,парциалну диф. Једначину 

Р и Q означавају 
Ставимо 

. . 
ФункциЈУ ОД х иу. 

az 
д = е. 
х ' 

Једначина 1) претвара се тиме у ову , 

• д t , 
дх + Pt= Q, 

• 

(1 

(2 

(3' 

која има исти вид који има једн. '1) У ·чл. 91. Ону методу (у Ч.ll. '91.) 
примењујемо и овде. 3амењујемо о, 

t=uv (4 
, 

и доводимо тиме једн. 3) на облик 

, 
(5 

Узимамо да је 
, . 
(6 

• 

'1) Овоме интеrралу није потребно додавати константу, односно произвољн)т 
Функцију од у, пошто је за наl1}У ЦИЉ цотпуно довољно да се узме :м:а.:каква 

, 
'Ћартикуларна вредност за ". , 

, , 
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У<;.ilед чега се једн. 5) СВОДИ на I 

ди ' 
v, ax- Q, 

одакле, с обзиром на реСУдТат под 6), 

7) tt= Q eJPdx dx + ср Су). 

с ониме под 6) и 7), а н.а осв:ову 4), јесте 

-SРd''' t=e ' 

а према ономе под 2) сдедује, , , ' 
I -

• 

8) z= 
I 

, Q eJpd ", d х + ср су) dcc + 'I/J (у). 
, . - . 

Прuтедба. Ако су у аадатојједцачини Р и 
горље' Формуде гдасе простије 

(6) v - е-Р'" - , 

Q константе), онда 

(7) , 1.= Q 
Q 

е Р", dx + ср (у) = р еР'" + ср (у), 

с4) 
, Q , 

t = uv = р + ср (у) e~P"', 

(2) , z= tdx 
• 

(8) 
1 
Р [Qx - ср су) е- Рх] + 1/Ј Су)· 

, . 

, 162. 
д~ у д2 У , ' 
д t2 - а2 дх2 = О. - Да се интеграл~ паРЦИa.ilна ДИФ. једна-

чина 

1) 

СтаВИhемо (види Чд. 160.) 

.дакле 

д2 'д2 
У_2' Y_,Q2 

~д x~2 - а у, д t2 -",-t' У 

и према. задатој једначини имамо за а и fJ квадратну једначину 
',' '" (Ј2- а! а 2 ~,Q" , 

одакле 



3а сваку вредност од а добијамо две вредности ва· (1 и, према томе., 

за сваку вредност од а два партикударна интеграла , 

Уl=Аеа(х+а'\ y,=Bea(x-аО, 

Партикударан је интеграл, као што знамо, и ово 

y=Aea(x+atJ + Bea(x-аtЈ , . 

а општи је интеграЈ1 

у = ~ А еа,(Х + а/) + ~ в ea(x-аtЈ. 
, 

Први чдан је извесна Фующија од 'х + а t, а други 

х - а t. Опште решеље наше ДИФ, једначине може, 

члан ФУНКЦИЈа од 

дакле, да се пред-' 

стави на начин 

у = ф (х + at) + lJl (х- at), (2 
. , 

• 

Овде су Ф и lJl две потпуно UРОИЗВОЈЬне Функције. Ми Ћ.еио их бдиже 
определити, ако поставимо какве специадне погодбе, нпр. ако усдовимо: 

, d У 
заt =0 да .буде у =Р1 (х), dt = f (х), 

Из 
• 

у = ф (х + а t) + р (х - а t) 
и 

~y - а ф'(х + at) - а'р (х:"- at), 
t . . 

када ставимо t = О, а према учиљеним условима, следује 

ф (х) + lJl (х) - Р1 (х), 

а ф' (х) - 'аР' (х) = f (х), 
. . 

Из последље једначине налазимо 

1 
Ф (х) - Р (х) = f (х) Јх= B~ (х). 

. а 

ИЗ 3) и 4) добијамо 

Ф ( ) 
~ Р1 (х) + Р2 (х) 

Х - 2" 

р (х) = Р1(х) -;;Р2 (х). 

С овим решеље 2) добија овакав вид 

_ Р1 (х + at) + Р1 ех - at) + Р2 ех + at) - Р2 (х - at) 
у- '2 . 2 . 

(3 

(4 

(5 

1, Примедба. Решење ДИФ. једн. 1) можемо да добијемо и на овај 
начин. Ставимd 

• 

х + at =it, 

'x-at=v 

и заменимо прапромеНЈЬиве х иt новима 11 и v. 
, . 
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• 

Из дуду ди ду iJv ' '(дУ ду 
iJt=iJu iJt+iJv iJt-аiJu"-iJv " 

• 

д2 ' 
• • 

када ове вредности И д;:а заменимо у задату Једначину, сдеДУЈе , 
. " 

• 
, 

ДИФ. Једначина 
, . 

д2 у =0 
iJuiJv ' 

(види 4. пример у ЧJl., 154.). Одавде, када напишемо 

изводимо 

или 

д ду) 
• ди= О 
'ilv ' 

• 

:~ ~ ЈСи), 

у = ЈСи) du + 1fJ (v) 

=р(и) +1fJ (v) , 

у = р (х + а t) +1fJ (х -:- IJ. t): , 

2. Примедба. Једначина 1) је уопштецрва парциална ДИФ. једна
чина која је проучавана и с тога као и због научне полемике, која је, 
тим поводом потекла између првих математичара (а' Alembert, Euler, 
Daniel Bernoulli, Lagrange, а доцније Fourier, Poisson) и која је учи-

• 
нила много за усавршавање теОрИЈе пар-

ЦИ8ЛНИХ ДИФ. једначина; најзад и због 
• • • 

'Њенога значаЈа У примени, ради КОЈе Је 

и проучавана, од велике је ва.жности. До 
О --:'х-:-----" ---"А'---'Х једн. 1) ДОјЈази се проучавањем трепе-

Сл. 66. рења струне, која је утврђена њеним кра-· , . 
Јевима и трепери у равни КОЈа пролази 

, ' . 
кроз утврђене тачке. Тада означава х апсцису, у ординату ма КОЈе 
Ј;ачке на етруни, t време. 



ЕЯИПТ'ИЧНИ ИНТЕrРАЯИ и ЕЯИП· 
ТИЧНЕ.~НКЦИЈЕ • 

• 

I 

1. ЕJlИПТИЧНИ интегралн. , 

" 163, Дефиниција. ~ Видели смо у Инте1'ра.шоме Рачупу да се' 
интеl'Ради, како рационадно адгебарских, тако и ирационадно аљгебар-
'. ., • • 
ски)\: диФеренциала, у колико се у овима послед:њима ЈављаЈУ квадратни 

, ' .! 

,корени са подкореним количинама наЈвише ДРУГО1'а степена, могу, да ' 
,1 . •. 

изразе ад1'ебарским, тригоно:метриским Функцијама и логаритмом, даие 

уопште познатим Функцијама. Тај посаО,отпочет од Лајбuuuа, проду-' ,. '. , 

жен и обрађен од Ја1\ова и Јоваиа Вериуљи-ај довршен ]е, У l'.I1авдоМе. 

од Ајљера. :Код инте1'Рада, пак, У којима се надазе 'кiадратни коренџ 

, из израза, чији је cTene:iI виши од другога, 'ово се свођење на поз~ате 
, ., , 

, Функције није мо1'ло да изврши. Ово је се, У прво вреџе, приписи~адо , 
несавршености методе, док није Лежаnдр, темељније проучавајуhи!,ово 
питање, показао да се таItВи инте1'РМИ Hf :могу да изразе позюi>тщr ',' 
Фун:kЦијама. Инте1'рале, ад1'ебарских диФерејщџада са квадра'l'НИМ K()pe~ , 
Ю1ма у којима је под кореним знаком полином треће1'а или JeTBp±orfl," 
степена, назвао је Лежаuдр eљUnmU'VltUM ФУU1\uuјама.1) Ја'Кобu је чр~~".' 

" - ' ••. _о, 

'менио назив и таквима инте1'ралима дао име ељunmUЧnUЈ; uumetpa,.JIq,;, 
. - , ,'-' ': ,. ,'" ! 

а Функцијама, које на извесан начин из ових нотичу, едиптичне ФУНЈщ~ЈIJ, 
- ' "~- .,' 164. Општи вид елиптичних интеграла. - Е.ШПТИЧНИИn"l'е1'ра{1'И' 

обухваhени су обрасцем " о ,,' •• 

F (х, ух) dx 

означивши са F рационадНУ Функцију од х И ух, 1'де је 

. V Х = УА х4 + В х· + Сх2 + пх + Е. 
, ' 

, Претпостављамо да ПО.iшпом:, Х не садржи :многоструке дипеарне Фак-,' 

торе'(тј. да једначина х=о нема MHd1'<)cTpYKe корене), јер БИ'се, у 
• • 'о 

• • • 
томе сдучаЈУ, полином под КОI1еним знаком, КОЈИ Је чеТВРТО1'а степена, 

свео на нолином ДРУ1'ога иди ПР1!ога степена иди ,би, сасвим пестаq,' 
, , -, ~! 

,О , , , ~ 

') Лежаuдр је ово име дао збоr Tora што је ИRТеrрал,који изражава елип~ 
, . ' / - ,- " ." 

тичан ЛУR" такав. ,,' ',', 
" , , ' 
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" , 

под кореним ;знаком (према томе да ли биквадратна .iедн~чишt х= о 
, 

има Два, три ИЈ!И сва четири корена једнака) и тако задати интегрдд 

неби био више едиптичан, Hero би се дао изразити алгебарским ФУНК
цијама, тригонометриским Фующијама и логаритмом, 

. Тако исто HeheMo узети да је у исто време А = О и В = о, јер , 
би и у томе случају интеграл престао бити ели·rrтичан. .' . 

, ...... :ца' rrОЈ>ажемо како сеР'(Х:' -ух) :r.iоЖ~ да' сведе'на 'Apyriy'jeAllY , 
Функцију Ф (~, У З;ознаqаваЈytи саФ такође 'рационалну Функцију,. 
од ~ и УЕ, где је Е по.iJ.ином четвртога степена, у коме нема чланова 
са непарним степенима (првим и треhим). . 

Пре CBera наrrисаhемо:' ...... , "" ' '''/ 

fl = УАх4 + Вх3 +Сф2 + Dф+ Е 
.. ' 

=YA(d: - а) (х'- (Ј) (х- у) (х- о) 
. ' ,- , - - ,- .. 

, 

'. , УА [х2 
- (а + (Ј) х + ар] [х2 - (у +0) х + уо] 

, , 

.. ', а+Р .' 
" р= " 2 ,q = а (1, 

,_у+о ,_ о' 
P,-2,q-y, 

АкО У ПОC.i1едњем изразу зау' х учинимо замену 
,_ ,,' , I 

3) 
дОбиhемо' ,. 

, , a+b~ . 
Х= ," 

1+~ . . ' 

YX~ 
УА" . 

(1 + ~)2 Y(q,- 2р Ь -+ b2)~2 __ 2[р (q+ Ь) __ аЬ ---:- ql~+ q - 2ра +а2 ~ 
I , . " . 

V(q' -2р'Ь + b2H~- 2 [р' (а+ Ь) - аЬ - q']; + q' -2р'а + а2 • (4 

Нама стоје на расположењу да. у замени под 3) оrrреде.i1ИМО константе 
\ 

а И Ь и ми heMo их определити тако да у изразу 4) нестану неrrарни 
стеrrени од ~, дакле из једначина . . ," 

р (а + Ь) - аЬ - q = О, . 
р'(а +Ь) - аЬ - q' = О. 

! 

Одавде (и с обзиром на 2) нала~и:Мо 

5) 

а + Ь= я.... --- q',= 2 (аР - уо) , 
. . р -ра+(1-у-о 

а Ь =pq' - р' q ~ (у + о) а(1- (а + (1) уО. 
р-р' а + (1- у - о . . 



'"Й310~И~ образаца, 'ВliДIi:МО .,дa~y fиЬ'Ii6РЕШ;И: ,', J;rз~есне'itВа,дра~н~ ]eAJI~
чине коју је лако ()бра.зова'l'и. с 'овим сводимо У х на APh'Y количЦну 
У 8,у којој се.лод кореним<зна:кФi пром~нљив~~ надази само yдpy~. 
гоме и четвртоме степену. Израз )ЈОД 4) гласи сада ' ',' 

. . . /. 

, 

l' ' 
УХ= (1 + g)2X 

" УА [(q- 2 рЬ + Ь 2) g2+ q-2pa + a2J[(q' ~2 р'Ь+ Ь") g2+ q' -:- 2р' а + а"Ј, 
, 

'--.c~-n-::-:::---;--:: \,r;т='~,~a:-::+:L~;2\ , 
= --" ./--=--~-'::-'-~ -~"'-----'- Х 

1 q-2pb + ы� 52 
+ q_2pa+a2 

, 

смо, дакле, количину УХ'наову 

краье 

• 

Најзад, ако ставимо 

корена се RОдИчина предстаВ.7fа у форми 

у = 1"(1 - х2) (1 - Јс2х2 
и задати ј е iштеграл 

ј (х, у) dx. ' 

Знак јпредставља и овде рационалну ФУRRцију 
Узев за т веьу од оних двеју количина т И п примеtујемо да 

се, према Формули Јс! . , + :' може да претпостави да је Јс,!такозвани 
:модуо, увек мање од 1. 

1. IlpUJ.!едба. У обрасцима 5), којиедуже за одређивање бројева а и Ь, 
потребних за замену под 3), претпоставља се да је а + р- у - а ~ о. 
На случај да је ' ' 

" а + ,6'-у-а= о идИ а + р=у+ а 
РБDа:щц 1) гласи 

, 

'УХ = УА [х2 -(q + р) х + ар] [;;::2- Са, + р)х+ уа] 
- , -. 

:Jof замена 
а + р , 

X--2=~ 
, . 

коревим знa,RОМ нестану~еџаР!IИ:, степени џромен.љ~щеЈ. 
ФИ~~'~Е",'з ,. "', 16> . , 
,,;;~;; - .. -, 
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2. Примедба. Ако јеподкор~в:а о .g,О,/lиq,;н3.Х';;'Реh~rа: t:теIiезtа, оо rrj: 
ако је А = О, AaKJle о • ј 

. . 
ј х = v в х3 -+ С х2 + D х + Е = у"Т;вС7С х-_-С-'а')'( х---р"")---:Ос Х---'У-С-) 

ставиЋ.емо 

Тиме lIoc1'aje 

УХ =; јв (;2 + а - р) (;2 +а - у) 

и под квадратним кореном НаЈЈ.азе се само парнистеlIени прапроменљиве. 
, 

165 .. СВОђ6ње елиптичнихинтеграла на три основна· типа.·
у ЧJl. 12. показаЈЈ.И смо да се интеграЈЈ.И ирационаJlНИХ Фующија са 

• • 
квадратним :коренима :могу да доведу на заЈедничку Форму 

тах 

WYX' 

где су Т и W цеJlе и рациона.ше Функције, QA х. Овоме интеграJlУ 

можемо да дамо и АРУГИ вид. Очевидно се може да напише 

т Н+Кх --W J+Lx 

означујуь.и са Н, К, Ј, L цеJlе Функције, у којима се х јављас3.ио у 

парноме степену. Даље :ii, 
- , '--~:' ~ 

" -~' , 

Н+Кх (H+Kx)(J-Lх) (HJ-КLх') + (КЈ-нђх 
Ј+ Lx = (Ј + Lx) (Ј - Lx) = . • Ј2 - Рх' ..... . 

M+Nx О· 
- S . 

М, N и S означују ПОJlиноме, са парним стеПЕ}нима х-а . 
. Према овоме се посматрани интеграЈЈ. раствара 

• 

тах мах Nxdx 
WvX= . S УХ+ S ух' 1) 

" . 
Ми претпостављамо овде да је 

у Х =;= У-;С;С 1-_-х"'2)-;С<1-_С-· k";;;-X=2). 
Nxdx 

ДрУги интегрм на десној С'rрани једн. 1), тј. ~ --:==- када ста-, 
S ух' '. 

вимо х2 = z, добија Форму 

У(1 - z) (1 - kz)' 

није, даме, едиптичан и може да се изнађе по упутствима ЧЈЈ.. 13. и 14.
Интегра.llИ, којима Ъемо се имати да бавимо, представљени су, даме, ОВИМ:! 

2) 
м ах 

S ух ИJlИ -
ах 

Р 1"1" 

!.I 



~ де/1?~ф;IiIi~~# 'раЦЙОIlа~н"r ,~ф уiutцйј у, "ј':' кој<,>ј', >се јаЈјљај1:' ca1lf~ ··.~apџ'~ 
степени х-а. Р 3.злзжуЬи ФуйRцију Р 1iапросте делове раС'fвориЬ.емој е 

. А " 
.на извесан број ЧJLаriова вџда Ах2т И, 2' , , бележеt:и са А и а кон-
, , 1'. х+а 

- - - ., , 
станте. Тако се и и "посматрани интеграл 2) разлаже на интеграле као 

штО су 

• 

Први интеграл, тј. 

• 

) 

Из дџiI>еренциадне формуле 
. , 

dx 
• 

I • 

• 
може да се сведе на Један од ова два 

,dx 
-Ух и 

d/' х2т- 3 -У(1 - х2) (1 - k2 x 2) 
I " . 

,/ 

(3 

(4 

гд'есу ј, g, h константе,које је лако определити када се изврши на
,значено диФереiщиалење, следује ИlIтегрална Формула 

- х2т dx ' х2т- 2 dx х2т- 4 dx 
;с2т-3 v'х =1 -Ух+ 9 v'х + h -УХ 

, . х2m dx 
ИЗ t~e видимо како се , 11' х-' поступ~им смањивањем изложитеља 

2m са по 2, доводи, најзад, . на један од она два интеграла ,под 4). . ' 

./" 
166. IlрОДУЖ81i>8 ЧJl. 165. - Из свега видимо да се интеграли 

,вида 
- .:: 

_ 'о" 
". , ,Р (х, -У х) dx, 

- ,'- '" 

i'AeP означава рационалну Функцију х-а и корена квадратнога из јед
нога:' лолинома чеТВР'l'Оl'а степена, израчунавају алгебарским Функци-

, , 

јама, Јюгаритмом, тРИГОНОМИТРИСКИМ Фующијама и новима трансцендент-
, . . 

]IИМ ФУ:НКЦИЈама, КОЈе 
, . ", 

се заводе на основу израза 
• 

dx 

о 

, , . 1"(1 - х2) (1- k 2 x 2)' 
о , 

;. dx 
/" ' , 'или 
<()'.;Сх2 +a)v'(l- х') (1--": k 2 x 2 ) • ' 

- - ~\ . 
~. -~'-' -

'0; 

• • 

16" 

(1 



, 
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Овеинтеrрме' зовемо ељun,тu'Чнuмuнтtnраљuма и тч еЛИптичнnм'инте- ' 
rрa.!lима прве, дpyw и mреliе, врсте . . НајВ3ЈКнији је од љих интеrраJl. 

, , 
прве врсте. 

Пошто се мО)ке да учини да х остаје у rраницама између - 1 Л-
о • _ _ " ) + 1, Лежандр ставља 

• 
Х= Б~n ср 

• 
и: претвара тиме 1'орља три eJlИIlтична инте1'рала на Форме 

u 
,<р ср 

• 

2) 
1 ар I _ 1 

11 - k'4 sin2 ср 
Yl-k 2 sin'4 ср аср, 

• '0 о 
ср 

. аср' • , -- ~ , 

, (1 + а sin2 р) 11_ k'l sin2 ср' 
о 

.' 

ЛежаНдр. је први инте1'РаЈЈ, назвао еJlИПТИЧНИМ интеrралом прве врсте, 
ср 

инте1'РМ 11 - k 2 sin2 ср аср еJlИШИЧНИМ интеrралом друте врсте .'а 
. ".', 

'О' , , 
, ..' . . - "- - , - . 

треhи интеl'Рал еJlИПТИЧНИМ интеграJlОМ треће врсте. 

, .ср је амnљumуда, k модуоза сва триеJlиптична интеграJlа, а је' 
.nарамеmар еJlиптичнога инте1'рма трећеврсте. ' 

Примедба. 3аспециаJlне вредности модуа, за k ~ О и k = 1 ин
те1'Ради под 1) и 2) престају бити е:ШIlТИЧНИ; они се, у томе CJlY';ljtjy, 
могу да изразе елементарним ФУЮЩИЈама. 

Интеrрал ripBeBpcTe , " , 
Ж, , 

, за k = О постаје 
• 

.6 

'Ж 

" 
о 

d х ' ,. ' , 
У' ' ._ = l arc sinx, 
1-х2 

ах 

Ми в~димо да су еJlИПТИЧНИ интеграли Функције, које обухватају ци
КJlометриске Фующије и Jlоrаритам!жу Фующију као СIlеЦИ3Jlне видове; 
знаЧИ'да су елиптични ннтеrРаЈИ ЦИКJlометриским Функцијама и лога-

• 
РИТМУ аналоrне ФyRIЩИЈе.' 

2. АеФиницИја елиптичних • 
ФУНКЦИЈа. 

167. Општа Посматрања. -'- Приметили смо да се Jlогаритми и 
циJtJlQметриске' Функције МО1'у да,представе као инте1'Рали а.llrебарскЦх 

\ . - , " -, .' - '. .' . - ~ 

ФУШЩИЈа. 3аКЉУЧУЈемоотудашто Је нпр. 
, , 



3) 

',• 

u 

, , ,1 

l' " 
Јх . 

'1) =~X; 
х 

1 . u 

" " . I 

Јх. 1 zC+X} 4) 
dx • - = arc B~n Х' -

l-х2 2 . 1-х 1"1 2. ' -х . 
u 

5) 
dx 

. -'- а1'С tg х. 
l+х· . 

о 

I . 
'(Овде;сУ доље 'границе интеграла узете тако да произвољна константа 
i неоЈ,ређеноме интегралу ,постаје = о.) . " 

'i3амис.ilИМО у овима интегра.ilима, које ь.емо о:шачити са и, горљу .. :~ , 

l'рфIицу. каО'променљиву иинтеграл представљен као Фующију горље 
, , .;,," . 
трRнице х; онда Је за г?рљих пет интеграла: 

. 
• 
1)х = еи ; 

в"" _ е-и 

2) х , -."'.2-; 
е"" - е-и 

3) х= . 
ви + е-И' 

• 

4) x=sinu; 5) x=tgu. . 

То значи: ако у;' извесним интегралима алгебарских Функција посма-
• • 

трамо интеграл и као '1'ункциЈУ љегове горље границе. х, . онда Је до-
. ~ - , -' 

тична Функција 11 = F ех) .ilогари1'~м ,и.ilи каква ЦИR.ilометриска Функцйја; 
I , ' • 

ако, пак, у ИС'fИМ интегралима П9см/tтрамо горљу граниду као ФУНКЦИЈУ . 
интеl'рала, онда је та ФуН,кдија/Ј.с - f е и) И3.ilожитељна И.ilИ тригономе-
триска Функција., ~ i;;;;i . 

Абм је учинио да од много веь.е важности по Анализу, но 

што су интегрa.i1И, који представљајУ.ilогаритме и ЦИR.ilометриске Функ-. .. , . . 
ЦИЈе,' Јесу овима инверзне ФУНКЦИЈе, ТЈ. И3.ilожитељне и тригонометриске 

Функције 1) и он је И3 тога заItJЬучиода ь.е тако исто и оне Функције, 
, 

1) Познато је с каквом се rиПКQСТИ триrоиометриске Функције !\оводе у 
везу и с каквом се прилаrоДНости Mory да употребе при yдmцaBalЬY аналитич

. ких израза за практично раЧУНaIЬе. То исто вреди и за изложитељне Функције, 

. које, у осталоме, и нису дpyro до триrонометриске Функције за уображене apry-, 
менте. Од нарочите . су· важности изрази . 

i 

х + -х х -х 
е е . е -е ех -х 

-е 

2 
, 

2 
, 

х х' . е +е 
. .' -

КОЈИ су потпуно аналоrни триrонометриским ФУНКЦИЈама. 

Осим поменутих преимуli.става уживају триrонометриске и изложитељне 

Функције према lЬиховимизврнутим ФyiIiщијама (циклометриским и лоraритму) 
, . 

'још неколико важних особина која их нарочито одлиь."Ују. . 
, , . _. -

, . 1. Бесконачни редови, 'у које 'се развијају сииуе и косинус (а то су rла-
вне триrонометриске Функције), као и редови за изложriељну Функцију кон
,;,верrентни су за све Moryli.e вредности променљиве. 
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до којих долазимо инверsијом миптичнога ив:теграла," 6итиод несрав- ',' 
љено веће важности, но што су сами е.4ИПТИЧRИ интerради. 

Ми смо виде.4И да едиптични интегради обухватају, као специ

адну врсту, .40гаритам и ЦИК.40метриске Функције (види Примедбу на 

крају чл. 166.) . .ilогички С.4едује да елиптичним интеградима инверзне 

Функције, а то су оне које добијамо кад ГОРЉУ границу е.4иптичнога 
интегра.ла будемо сматради као Функцију интегра.ла, обухватају, као 

специа.лне Форме, ИЗ.40житељну и тригонометриске Функције. Ове е.;iип-
• 

тичноме интеграду инверзне ФУНКЦИЈе" где се горља граница х инте-

града сматра' као Фуmщија интеграда иЈ зову се ељиnтu'Чne функције. 

168. Аефиниције. ~ Поменџи смо да је од највеће ,важности 
е.4ИПТИЧНИ интеград прве врсте, који У нормаљно ј форми Г.1lаси ' 

dx 

У(l- х2) (1 - k2 x 2)' 
и= 

• 

О 
• 

где је :модуо k < 1 и увек ПО.1lожан. 
Пошто је Лежандр показао, да се може да учини да горља гра-' 

'ница интеграда лежи у границама -1 и + 1 и пошто је' дакде ' 
<1 

х > _ 1 може да се стави 
• 

х = B~nCP. 

Овим постаје 
, 

1) и= 

u 

дук ср (горљу границу е.1lиптичнога интеграла) Лежаидр је 

амп.ilИТУДОМ, k модуом И,' ради краћега бе.1lежеља, ставио је 
ч' • 

dcp -Р( k) 
~!1 k2 ' 2 - ср, 
у- атср 

1 а) tt= 

о 
! 

или, ако о МОДУ-У не може бити сумље 

u = Р(ср). 

назвао , 

2. Речене ФУНlщнје Mory да се представе у Форми производа и то како 
са бескона'lНомноrим, тако и са коначним бројем чинитеља. , 

3. ФУl!кција збира промеиљивих може врло просто да се алгебарсв:и 

изрази Функцијама појединих променљивих. Нпр. ' 

.пп (х + у) = sin х CO~ у + со. х sin у, е(Х + у) = еХ еУ. 
4. Фуmщије су периодие. Код триrонометриских је Функција индекс пе

риоде стваран = 2 пј код изложитељних Функција имаrинаран = 2 ni. 

5. Изводне (диФеренциални количници) триrонометрисв:их ФУНlщија и изло
. житељних Функција јесу Функције исте врсте. Нпр. 

dsinx ЈеХ х 

d 
= со. х, d = е . 

х х 



извртањем едиптичних· интеграда добијамо едиптичие функЦиј(;). 

у -једн. 1) И 1а) представљено је п као Функција од ср. Обратно: ср је 

~МПдИтуда од и, које се, по Јакобu-у зове apZYMeиam и то се белeJItи 

ср = aт1~ 
• 

иди 
ср = ат (и, k), 
ср = ат и (тоа k). 

\ 
f 

(2 

IIомедња два означавања употребљавају се, ако је потребно да се на

рочито обележи MO,ll'y0, од кога, поред аргумента, аМПдИтуда још в.ависи. 
Ако у едиптичиоме интегралу 1) будемо горњу границу х сма

!Ј'ралц ЈШО Функцију интеграда и, онда, према учињеној замени х = sin ср, 
• 

Јесз:е • 
х = szn ат 1/., • 

, " ' , 
) I . 

. "а:Гје сunус аМn/lиmуде и". 
Именитељ -У1 - k2sin2 ср у едиптично:ме интегралу- Р (ср) обеде

~жио је Лежаnдр нарочитим знаком. 

-У1 - k2 sin2 ср = 6 (ср, k). (3 
• 

или ПрОСТИЈе 

-У1 - k 2 Bin2 ср . 6 ср. (3а 

Тригономе'rриске Функције лука ср (амплитуде оди), заједно с овом 

Функцијом 6, сачињавају едИптичие Функције .. ' 
Као најважније елиптичие Функције треба сма'rрати ове три 

• 

• 
sin ат и, СОВ ат и, 6. ат и, 

• 
из КОЈИХ се, на прост наЧЩI, изводе остале 

tg ат и, cotg ат и, вес ат и,. совес ат и. 

Лежаnдр је, поред модуа k, завео још један модуо, који Јакобu 0зна-
. 

чава са k' и који с првим стоји у вези 

1;;2 + k'2 = 1. (4 

Модуи 1;; и 1;;' стоје у истоме односу као синуе и косинус. Лежаnдр на

зива такве модуе комnАемеnтnе. 

169. Напомене. '- 1. Функција 6 узима се за стварне вредности 
:ilYKa ср увек као положна. Фудкција 6 је сродна косинусној Функцији. Из 

-
сов ср = -У1 - sin2 ср, 6 ср = -У1 - 1;;2 sin2 ср -• :. видимо да Је 

6. ср> СОВ ср. 
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. " %. .' 
3а ср = О обе су Функције = 1, сов О = 1 и.60 -1; за СР=2 јесте 

" ",/. . 
сов 2 = 0,.6 2 = r 1 - k 2 = k' . • 

у с.7Ј.ИЦИ је представљен ко

СИnYС.llинијом: АВ спЕ, Фуnк
ција .6 линијом Ав'с'п'Е.' 

А С 1 Е 81 . 
1 1(' 1 7 

О В Л ЕЛ 
Вредно је скренути пажљу , 

-1 • 
на ове релаЦИЈе • 

С 
Сл. 67. 

.62 ср + k 2 siт{,2ф = 1, 
.62 ср _ k 2 сов2 ср = k'2, 

које су,у неКО.iШltO, анмогне. обрасцу ·sin2 ср + сав' rp = 1 .. 
2. Поменули смо да е.7Ј.ИПТИЧНИ интеграл 

и= 
dx' --

У(l- х2) (1- k'x2) 

dcp 

о u • 

за спеЦИa.ilне вредности модуа води ЦИК.IIометриским Фунццијама или 

. .IIогаритму. То значи да се у таквоме мучају елиптичне Фуnкције своде 
на тригонометриске и на И3.ll0житељне Функције. 

3а k = О јесте и = arc sin х = р, даме 

• ат (и, . о) = 1', sin ат (11, о) = sin u. 

о • 

, е""- е-и 
sin ат (и, 1) = . 
. . . е"+ е-и 

• 

.. 

3. Пошто интегрa.il Р(р) д амплитуда ср постају у исто време 
= О за ма какво k, то је даК.IIе 

дакле 

• 

ат (О, k) =0, 

sin ат (О, k) = О, СОВ ат (О, k) = 1, .6 ат (О, k) = 1. 

4. Функција ат 1. је непарна Функција, јер је 

'ат(- и) =- ат и, 

Si1~ ат(- и) = - sin ат 1(, 
СО8 ат ( - и) = cos ат 1(, 

Ь. ат (-lЬ) = 6. ат u. 

5 .. У ПРJ;Iмедби под 1) чд. 167., а у тачцu 5., навелисмоItао једну 
од карактерних ос06uла тригонометрискuх It И3.110житељних Функција 

• 

, 



" 
.да су ЈЫIХОВИ диференцимни количници Фушщије исте врсте. Лако је 

, потврдити да то важи иза едиптичне Функције. И3 

• 
сде,zщ е 

. 

Имамо 
( 

dcp = 6ср 
du 

<р d ср 

d6 11= 

о 

иди 
d ат u л 1) 

d 
- = L.:> ат U. 
~! 

d sin f{) , ", i _2- = cas ср, 
d cas ср . 

d 
=- s~n ср, 

d6cp_ 
dcp ср . ср , 

IтpeMaToMe је 
d sin ат и . 

" d и = cas ат u 6 ат и, 

d cas ат и . 
. d u . = - s~n ат u 6 ат ~t, , 

d 6 ат ~G' • . 
d =-k2.sшатu cas am~G. 

, '! . 

k 2 sin ср cas ср 

6ср 

• 
З. ПериоДност елиптичних ФУНКЦИЈа. 

• 

. 170. Напомена. ,- Отуда, што едиптичне Функције обухватају 

тригонометриске и изложите.љне Функције, 'унапред је јасно да елип-
., .' . 

тичне ФУНКЦИЈе уживаЈУ сва оца СВОЈства КОЈа ОдЛИКУЈУ ТРИl'ономеериске 

и И3дожите.љне Функције. Једно од тих својстава доказато је на крају 
цосдедњега члана. Најважније од свих својстава то је њихова период

ност.ДоItазаћемо да елиптичне Функције имају двојаку периоду; једна 

је стварна, као код ТРИГОlIометриских 
•• 

ФУНКЩIЈа, друга имагинарна, као 
• 

код издожите.љних ФУНКЦИЈа. 

I ' 

171. Потпуни интеграл. ~ Од свију могу.hих вредности, које може 
ла има горља граница едиптичнога интегрма F (ср) карактеристична 

1'С и .. 1'С' Љ д 
Је ампдитуда 2' нтеград, ЧИЈа Је амплитуда = 2 ' назвао Је ежан 'р 

nоmnуnнu.м uнте%рало.м и ми ће.мо га, по Јахобu-у, означити саК. ДаКАе 

1 

К= 
аср Јх 

. У(1 ,-х2) (1- k 2 x 2)' 
о о 

. ') Пошто је 6 ат и > О закључујемо даФУВlщща ат и за стварне вред-

" 
цости од и расте упоредно са и.,. (Види ДИФ. Р. чл: 41.) 

-;,.. -
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, 

:количина К зависи ј еДИRО O~ модуа k.3a iщм:ti:?lеМ:елтнИ:;}tОДу'обеJl.ЕЈ".; . 
ЖИМО аналогнО . 

" 
2 1 

• dx 

о о 

односно количине К утврђујемо: 

1. за k=O јесте К= ~. 
2. за k = 1 постаје К = СХЈ. 

• • 

ОВО заКЉУЧУЈемо из тога што Је за 

1 1 

dx 1 l (1 + х) 
2 1-х 

==. 
о о \ 

• • 

3. КОдичина К је увек> О. То се потврђује тиме ШТО је К представ-.· . 
љено као збир (ИНТeI'Рал) ИЗ све ПОЛОЖВ:ИХ чладова 6. р, 

• 
ИЗ истога разлога зaItЉУЧУЈемо 

• 

4. да Је 

• 

" 
2 

dK 1 'I5in2 ср dp 
d(k2)= 2 Np 6.р увек>О . 

о 

• 
ТО' значи да Је за 

5. :ИЗ деФиниције, коју смо дали за кодичину К, следује 

ат (К, k) = ain (К', k') = -~ 

и према томе 

si?~ шrn (К, k) = 1, cos ат (К, k) = О, !::;, ат (К, k) . k'. 

:Количина К игра, дакле, код елиптичних Функција исту УД0ГУ коју 

И број ; код тригонометриских Функција. То се потврђује и тиме 

што је за k = О, К = ; . 

172. Теорема. - Сваки елиптични интеграл са ма каквом ампли

ТУДОМ М:ОЖt да се разложи на извесан број интеграла са ампдитуд()м 

; и један интеграл, чија је ампдитуда мања од ~. 

1) ВИДИ ДИФ. Р. ЧЛ. 41. 

, 



iЩli:б:ис:мо ово докааа.шкопстатујмо: . . 
~CBe три врсте еJlИПТИЧНИХ иптегра.iШ имаЈУ заЈеднички 'ВИД 

• 
• 

ј (sin2 р) ар. 

'2: :аа цедо п јесте 
, ' ,', 

;," П 1t 
" 

2 п. 

"~о !(sl:n2 р) d Р = 
. ( . 

ј (sin2 р) ар + ј (sin 2 р) ар + ... 
, 

~():" о ПП 

... + j(sin2p)dcp. 

пп 

ј (sin2 р) Јр = j(sin2cp) аср. 

(п - l)n о 

Доказ. Ставимо p={1.-1)n+tjJ. Тада је 

ј (sin2 р) .:.-ј (sin2 tjJ), 

ар = dtjJ, 

аар =.сn -1) 7t' јесте ,ф = О, 
, 

" Р = п 7t', "tjJ -:- 7t' 
'џ према томе 

" , -

пп " 
• 

j(sin2p)dp= j'(sin2tjJ)dtjJ q. е. а . 
• 

,(n-l)" о 

С овим, а на основу OHora под 2), утврђујемо 

4. да је 
ПП n. 

ј (sin2 ср) d ср = п Ј! (sin2 ср) аgл 
о о 

" 2 

5. j(sin2cp)dp=2 ј (sin2 р) ар. 

о о 

" 2 
, 

, (n-'-l) " 

I Докаа ј (sin2 ср) d гf = ј (sin2 ср) IД р + ј (sin2 р) ар 

о о п 

2 

и ако ставимо у посдедњем и~тегра,i1У 

",биЬе 
" ' , 

pn-'-tjJ 
• 

f (Бin2 р) = ј (sin2 tjJ), 

.' -,'dр'--dф 
., :-~ ,- " ,-' - ' 
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Дакле 

п ., :п;;. 
за р = 2' . 'ф == 2" 

'" р =n, 'ф = О. 

о 

п 

2 
• . 

f(sin 2 p)dp=- f(sin2 'ф)d'ф= f(sin2 'ф)d'ф Ч. е. а . 
7t 

2 

7t 

2 

• 

о 

Ово ПОА 5) с оним ПОА 4) даје Форму.1lУ 
• 

о о 

а одавде ИЗВОАИМО теорему 

пп ± а 

о , 

n1t±a 

Доказ 

о о 

7t 

2 

о 

п 

2 
• 

п 

2 

а 

о 
, , 

fl1t±a 

• =271. f(sin 2 ep)drp+ f(sin 2 rpJdp . 

о 

А"!'о У ПОС.1lедњем интеrра.1lУ ставимо • 

р = пп + 'ф, 
даме 

f (sin2 р) = f (sin 2 1.fJ), 
. . 

аср = -t d 'ф, 

а с обзиром да је за р = пп, 'ф = О, 

. добиt.емо . . 
за р = пп -.L а,. 'ф = а 

а 

f (sin 2 ср) ар = ± f (sin2 'ф) d'ф. Q. е. а. 

ПП 

nп±а 

. . 

у интеrраду f(sin 2 р) ар узета је торња rраница тако да се под а . 
• 

о 

Mo~e разумети амп.1lИТУ да' увек мања од 2' 



-~ .. !II._e .' 

ПОСА8р.ње теореме на еАиптичне , , 
На основу ресудтата под 6 у последњем чдану јесте 

\ 

о 

." ,,~ 

2 

dep 
~ep 

=n 
о 

п ; = ат (~~K) 

на то што је .; = ат К (види чд. 171. под 5.), 

ат (пК) ~ п ат К. 

!I!fI!IiII! -

коју смо доказади у IIоследњем чдану (види ресудтат IIOA '7 
. - - . , , ~ . 

72.) Јопш~езаЏИIfтичне интеграде важи, разуме се, и за инте;, 
- , '1 ... _ -. '" ,_ -- • "' 

"ЕДИIIТичirи \ интеград F (ер) са ПРОИ3ВО.7Ьном ампдиту дом своди 
интеrрадК и на један интеград, чија је амПдИТУ;i1.R 

, . , -О:',; ,,~, -
, 

. . 
а 

. . 
dep 2 К . --:-,'--= П + 

'дер -
dep 

• 
дер 

, 

о о 

174. Стварна периода. еАИПТИЧНИХ Фун~ција. - 0значимо 

а 

dep . . 
~'-=и а=ати 
др , 

о 

:ј:'тимепосдедња Формуда у Чд. 173. ~даси 

о 

nn±а 

Јр .' 
~'-=2nK+и 
75.ер - , 

п п: -+- а = ат (2 п К ± и) 

пп: ± ат 'U = ат (2 пК -+- 1t) 

с обзиром на то што је ат (-v) = - ат v 
• 

ат (и -+- 2 п К) = ат 'U-I-- пп:. 

• 

(види чд. 169; 
. . 



!!f8rfJ;Ae, када ставимО п = 1, изводимо: .' 
• 

sin ат'Си.± 2 К) = - sinam и, '., 
2) сов ат (и +-2 К) = - сов ~m tt, 

. D. ат (и -t- 2 К) = - D. ати. 

Ове Формуле, када У. љима' заменимо tt = О, дају следеhе јреднос~й:\ 

3) sin ат 2 К = О, сов ат 2 К = - 1, D. ат 2 К ...:... 1. 
, 

Ставимо сада у обрасцу 1) да је п = 2, па Ћемо добити 

sin ат (и -t- 4 К) = sin .ат и, 
4) . сов ат С и+ 4 К) =сов .ат tt, . ., 

D. ат Си + 4 К) = D. arnu, . 
• • • 

одакле, опет, за и = О, слеДУЈе 

5) sin ат4К= О, 
. .-, -

..о", . О,: 

• Из образа~а 4) видимо да се еЛИIIТИ';{Й~!: 
им аргуменат повеЬамо или смаљимо за 4К. То ..... 

-
-' 

, \, '. -

Функције периодне. Љихов индекс периоде ·:rwJe,.)iax,xaoR:o,.!!; " .' . . - . 
метриских ФУНК;ДИЈа, стална количина; наПРОТИВ,lЩде!tС 

сан је од модуа k. Ако, место модуа k, узмемо,модуо k', 
.' 

периоде 4К' 
sin ат Си +4 К', k') . sin ат си; k'). 

, 

. Вредно ј~поменути,' а T~ се види из Формула 2), да јеиндщ 

IIериоде за tg ат tt И D. ат и раван половин~ од ОIIштега индеК9а,1 
= 2 К, јер је . 

tg ат Ctt --!= 2 К) = tg ат и, D. ат (и + 2 К) =!:!. ат u . 
• 

175. ЕJlиптичан интеграJl са уображеном аМПJlИТУДОМ. 
бисмо доказали да еЛИIIТичне Функције имају, осим горе' 
стварне IIериоде, још једну и то имагинарну, периоду, треба . . 

жемо како се еЛИIIтичан интеграл са уображеном амплитудом д~ .' ., . 
доведе на Форму са t по:множенога еЛИIIтичнога интеграла 'ЈЕ 

аМIIлитуда стварна. 

Претпоставимо да је у интегралу 

u 

амплитуда уображена и ставимо 

'Р 

d .ср 
D.cp 



, ' 
B~np = ~ tg 'ЦЈ, 

1 . 1"1 - k'2 sin2 1/1 f5, ('ЦЈ, k') 
СОВ Р = СОВ 'ЦЈ , . f5, р = СОВ 'ЦЈ = СОВ 1/1 

, 

d =i d'IjJ 
ср соз 'IjI 

'--',,:' -rrf 
~. ЦОШТО, Р И 1/1 }едновремено постају = О, то је 
~\ .• ,. ч' 1f 

,~. ар , а1/1 
---''-- = 1 , . , . f5, ср 4 ('ЦЈ, k')' 

. о " 
• 

;""'.~;>'~k'~· . (') 1. ;.'·Ј·· l' t! = ~--,---,;"" . '. cos ат (Н, k')' 
--, .' ~ '," ,_.,. , 

,_ ,'_,С "'. ',",'-'оЈ _. _ 

•...•..... ,,..,,':' У" t:s ат (it!) = 
" ' - - _.,' --::,:.<:i; _'- - _ 

• 

f5, ат (и, k') 
СОВ ат (и, k')' 

" 

'1 , 

(2 

(3. 

'В$ИМО да се елиптичие фУНlщије имагинарно га аргумента nре-
"-,--- -

~ 'с 1,', ' I • 

опет у е.шптичие ФУIIJЩИЈе, а.llИ са компдементним модуом, док ,- --. - ' 

. ,.' '. међУТИМ, . триrономе'rриске ФY,Rкције са уображев:им аргументом пре-
-;"- --'. . .. 
. '. • . '.У И3.1l0жите.IЬне ФУШЩИЈе, а ивдожите.IЬне ФУНКЦИЈе са уображе-

. RимаРГУ1IIентом, у тр~гонометриске ФУRIщије, 

, , 
- Ј 

. 
.. Имагинарна периода .еIlИПТИЧНИХ Функција. - На основу 

У Чд. 175, изводимо имагинариу периоду едиптичв:их функ
када на десној страни поменутих образаца, где се иа.llазе 
са модуом k', заменимо Н са tt ± 4К' Фующије, усдед стварне 

своју вредност не мењају. Да.к.Ј.е 

ат (i lt ± 4 i К') = i tg ат (и, 'k') = sin ат (i tt), 

COS (itt±4iK')= \ k' = созат (iH), . cas ат и, ,) 

( . 4 'К') f5, ат (tt, k') , 
tH ± 1 '. = (k') = f5, ат (1 tt). 

соз ат. и, . 



ако замеПИМQ овде 

:,: 

ИВ:Деiс је 
-1 -"', 
I ,АМ 

- , ' , .Ј,,,, '-, , 

нОr.ти 

о 

Z) -.-(;; , 
,О 

О 

, 

• ,'. .' \' 

" .' 

- ј' ", 

, 

• 
SИ~ 

Щlarинарне 

У'$'ор:Мулама 
'.~' - - -.,' 

,'" , 

о 

.f. 

, , 
" 

О 

.', . 
~ • • _' _," - '. о" -

,~in arn.(1t±Z']{:;±:2 
?;Ьв, ат (и ±2 К±9,"> 
Д,ащ(u +2К±2 

, <' 
" 

... 0. '. ' . ' ,,-, 

. 
-,' " , 

~з· обраВ§Lца<i), :ц:;,~Хкадаставимо 
. пости";'~':"'" ,С. ,/ .' 

"" , ,. . . (,4 'к' , 4 "К') " 'о' "'.,-', '-,' s~n-a;jl(~_ ", ,~"J...'-" ~- ____ :; ~~, :ј.' ,~:"-

" -

' .. , 

\ 
" 

.. 
• - ~ ( 

-\ 

I 

, 

сов qщ С:41t± 4i К')-l, 
'_'_' •. _.'_,'.1' '" .. 

~" am~4 .zy:±4 i' К') = 1~' ',. 
. ., .. ,-~.-

.' ", . -- - 1,'. 
I ,'., .--' 

О, 
1. 

• • 

. ~Ma,m (~Xi: 2.iX') 
,сов,ащ(2К±2 фt')== 

... '~~'rP:)~(21{-±2i,:Еi)~-;.с '1; 
-, ""-. .'\, \;,:,,,., ~' 
',~,- ,.,. _ .. е· е'-, 

,. 
"с. ' 

, 
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