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Uvod

Nije sva lepota u poznavaƬu pojmova,
prava lepota je u Ƭihovoj primeni.

Kroz obavezno osmogodixƬe xkolovaƬe, za relativno kratko vreme, od
uqenika se oqekuje sa savladaju obimnu matematiqku materiju. Ono xto qini
sadrжinu te materije je rezultat iskustva i napora Ʃudi u dugom vremenskom
periodu. Pojavi prvih matematiqkih znaƬa prethodi dug put pun doжivƩaja,
primaƬa mnoxtva utisaka preko qula, put sa obiƩem zapaжaƬa i iskustava sti-
canih u borbi za opstanak, a zatim u nastojaƬima da жivot postane xto vixe
vredan da se proжivi.

U sredƬoj xkoli pak, vaƩalo bi da uqenici ovladaju osnovnim znaƬima, te
nadogra±uju pojmove, znaƬa i vextine. SredƬoxkolska znaƬa su u praktiqne
svrhe zasnovana na primenama, koje su dobra osnova za fakultetske nadogradƬe.

U Rindovom papirusu, pored ostalog, nalazi se (u nexto maƬem obimu) i
materija iz geometrije. Napisao ga je svextenik Ahmes i nazvao ga Uputstva
da se znaju sve tajne stvari. Iz ovog naziva proistiqe potvrda qiƬenice da su
matematiqka znaƬa bila dostupna i poznata malom broju Ʃudi u tadaxƬem vre-
menu i na tom podruqju. PosedovaƬe znaƬa bilo je vezano za svextenike. Inaqe,
Egip²ani su rexavali konkretne matematiqke probleme koje je nametala praksa,
naroqito graditeƩstvo. RexavaƬe problema je obiqno bilo rexavaƬe jednaqina,
a metode rexavaƬa su bile sliqne metodama kojima ih danas rexavamo, dok se
tu nije pojavƩivalo puno teorije. Geometrija je bila sadrжajno bogatija nego
kod ostalih naroda tog doba. PretpostavƩa se da su na to uticale vremenske
prilike, konkretno qeste poplave Nila. Na osnovu saquvanog zapisa nastao je
i pojam Egipatski trougao, trougao qije su stranice u odnosu 3 : 4 : 5 i koji je
pravougli.

Veliki doprinos geometriji su dali Grci, a na temeƩima Euklidovih Eleme-
nata geometrija dobija formu koju izuqavamo i danas. Na ovom mestu izdvajamo
tri definicije iz Euklidovih Elemenata, koje su povezane sa sadrжajem ovog
rada.

19. Pravolinijske figure su one koje su ograniqene pravama, trostrane su
ograniqene sa tri, qetvorostrane sa qetiri, mnogostrane sa vixe od qe-
tiri prave.

20. Od trostranih pravolinijskih figura, jednakostrani trougao ima tri je-
dnake strane, jednakokraki ima samo dve jednake strane, a raznostrani ima
tri nejednake strane.

21. DaƩe, od trostranih figura pravougli trougao je onaj koji ima prav ugao,
tupougli onaj koji ima tup ugao, a oxtrougli onaj koji ima tri oxtra ugla.



Upoznaju²i oblike, jox od predxkolskog uzrasta, izme±u ostalih dete upo-
znaje trougaoni oblik. Trougao kao oblik nastavƩa da se pojavƩuje i daƩe kroz
xkolovaƬe. U prvom razredu se uvodi pojam linija, te se kroz vrste linija
napomene i trougao kao zatvorena izlomƩena linija, a na potpunom usvajaƬu i
nadogradƬi ovih pojmova se insistira u petom razredu osnovne xkole.

U xestom razredu osnovne xkole pojam trougla je ve² usvojen, pa je pravi mo-
menat da se utvrdi ,,oqigledna” nejednakost trougla. Obradi nastavne jedinice u
ovom periodu se ne moжe pristupiti samo sa teorijske strane, ve² je poжeƩno da
bude i demonstrativna. Uobiqajna nastavna sredstva za ovu temu su xtapi²i;
poжeƩno je imati bar qetiri xtapi²a razliqitih duжina, od kojih je jedan
duжine jednake zbiru duжina neka druga dva xtapi²a iz tog skupa. Izborom
razliqitih trojki xtapi²a, demonstriraju se uslovi egzistencije trougla, tj.
uqenicima se uvodi nejednakost trougla, a sa ovom demonstracijom se postiжe
da je svaki uqenik usvojio tvr±eƬe, bez bojazni da ²e ga zaboraviti. Nakon toga
se omogu²uje uqenicima koji pokazuju vixe interesovaƬa i ve²u matematiqku
vextinu da usvoje i odgovaraju²u teoremu, pa i dokaz.

Pre same teoreme, obiqno se daju jednostavniji primeri, navodimo ovde
tipiqne zadatke iz odgovaraju²ih ubenika.

Zadatak 1. Da li
(a) 6, 8, 10; (b) 6, 7, 15;

mogu biti stranice trougla?

6

8

10

6

7

15

Zadatak 2. U trouglu su dve stranice duжina 4, 5 i 6, 5. Kolika moжe biti
duжina tre²e stranice?

4, 5

6, 5
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Nakon ovakvih primera dolazi do apstrakcije, obiqno se tvr±eƬe formulixe
na slede²i naqin:

Teorema 1. U △ABC u kojem je AB = c, BC = a, CA = b, vaжi:

a < b + c, b < c + a, c < a + b.

I obrnuto, ako su a, b, c pozitivni realni brojevi od koji zadovoƩavaju
prethodne relacije, onda postoji trougao qije su stranice a, b i c.

U nastavku rada bi²e izloжene neke od osnovnih geometrijskih nejednakosti
za elemente trougla i prikazani neki od mogu²ih pravaca Ƭihovog razvitka.

Notacija i poqetni primeri

Ako nije naglaxeno drugaqije, kroz ovaj rad ²e duжine stranica △ABC biti
oznaqene sa a = BC, b = CA, c = AB, uglovi sa α = ∢A = ∢BAC, β = ∢B =
∢ABC, γ = ∢C = ∢ACB, sredixta stranica BC, CA, AB sa A1, B1, C1, redom,
podnoжja visina iz A, B, C sa A′, B′, C ′, redom, preseci odgovaraju²ih simetrala
unutraxƬih uglova sa naspramnom stranicom sa A′′, B′′, C ′′.

Duжine teжixnih duжi AA1, BB1, CC1 ²e biti obeleжene sa ta, tb, tc, re-
dom; visine AA′, BB′, CC ′ sa ha, hb, hc, redom, duжine bisektrisa sa la = AA′′,
lb = BB′′, lc = CC ′′. DaƩe, poluobim ²e biti obeleжen sa s (s = (a + b + c)/2),
polupreqnik opisanog kruga sa R, a upisanog sa r, a polupreqnici spoƩa pri-
pisanih krugova sa ra, rb, rc, redom, dok ²e P ili PABC biti povrxina △ABC.
Taqke H,T,O, S predstavƩaju, redom, ortocentar, teжixte, centar opisanog i
centar upisanog kruga △ABC.

Pre svega, treba dovrxiti zapoqeto u uvodnoj glavi. U osnovnoj xkoli se
tvr±eƬe teoreme 1 obiqno svodi na:

Teorema 2. U △ABC je AB < CA ako i samo ako je ∢BCA < ∢ABC.

A B

C

D

Dokaz. Ako je AB = CA, sledi da su △ABA1 i △A1CA podudarni, pa je ∢BCA =
∢ABC. Ako je AB < CA, neka je D takva da je da je A−B −D i AD = AC, sledi
∢ABC = ∢ADC + ∢DCB > ∢ADC = ∢DCA = ∢DCB + ∢BCA > ∢BCA. 2

Ono xto je ovde moжda i vaжnije napomenuti deci je da u ispitivaƬu da
li a, b, c mogu biti stranice trougla, ako je poznat Ƭihov poredak (na primer,
c 6 b 6 a), se ispitivaƬe svodi na ispitivaƬe jednog, a ne tri uslova (u ovom
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sluqaju nejednakosti c < a + b i b < c + a su trivijalne, dok treba ispitati da
li vaжi a < b + c). U nastavku dajemo neke posledice ove nejednakosti.

Zadatak 3. Dokazati da u svakom trouglu vaжi

s < ta + tb + tc < 2s.

RexeƬe. Neka je E taqka takva da je ABEC paralelogram. Onda AE sadrжi A1

i AE = 2ta. Iz △ABE sledi AE < AB + BE, a poxto je BE = AC = b, sledi
2ta < b + c. Analogno, 2tb < c + a, 2tc < a + b, pa sabiraƬem sledi 2ta + 2tb + 2tc <
2a + 2b + 2c = 4s, tj. druga nejednakost.

C

A B

A1

E

c

b
b

ta

ta

Iz △AA1B sledi c = AB < AA1 + BA1 = ta + a
2 . Analogno, iz △AA1C sledi

b < ta + a
2 , pa, sabiraƬem, b+ c < a+2ta. Analogno je c+a < b+2tb i a+ b < c+2tc,

pa, sabiraƬem, 2a + 2b + 2c < a + b + c + 2ta + 2tb + 2tc, odakle je s < ta + tb + tc.
Obe nejednakosti su stroge. △
Na ovom mestu nije loxe prokomentarisati koliko je nejednakost trougla

precizna. Grexka u ovoj nejednakosti je maƬa ukoliko se primeƬuje na dve
maƬe stranice i xto je ugao izme±u Ƭih ,,tupƩi”, a u primeni na simetriqne
nejednakosti elemenata trougla (qiji je prikaz glavni motiv ovog rada), ne
moжe se obezbediti da svi uglovi budu ,,mnogo tupi”. Kao dobra ilustracija,
uqenicima je, neposredno nakon prethodnog, poжeƩno dati slede²i zadatak (koji
je oqigledno profiƬeƬe prethodnog rezultata):

Zadatak 4. Dokazati da u proizvoƩnom trouglu vaжi i 3
2 · s < ta + tb + tc.

A B

C

T

c

2ta

3

2tb

3
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RexeƬe. Iz △TAB i nejednakosti trougla sledi TA+TB > AB, tj. 2
3 ·ta+ 2

3 ·tb > c.
Analogno je 2

3 ·tb + 2
3 ·tc > a i 2

3 ·tc + 2
3 ·ta > b, odakle se, sabiraƬem, dobija traжena

nejednakost. △
Analiza zaxto je, naizgled istim naqinom rada, dobijen boƩi rezultat je do-

bra osnova za razumevaƬe preciznosti nejednakosti trougla. U nastavku dajemo
izbor nekih istorijski poznatih geometrijskih nejednakosti. NapomiƬemo da je
u radu napravƩen pokuxaj prikaza xto ve²eg broja metoda rexavaƬa problema,
tako da ne²e na svakom mestu biti prikazano rexeƬe koje uqenici vide u prvom
susretu sa odgovaraju²om nejednakox²u.

Teorema 3 (Ptolomej). Ako su A, B, C, D taqke u ravni, vaжi

AC · BD 6 AB · CD + AD · BC.

Jednakost vaжi ako i samo ako je ABCD tetivan qetvorougao sa dijagonalama
AC i BD ili ako su A, B, C, D kolinearne i taqno jedna od B i D se nalazi
izme±u A i C.

Dokaz. Neka je M taqka ravni takva da su △CMB i △CDA sliqni i iste ori-
jentacije. Onda je CM

BC
= CD

AC
i ∢BCM = ∢ACD. Sledi ∢DCM = ∢ACB, odakle

je △DCM ∼ △ACB, pa je BM = BC·AD
AC

i MD = CD·AB
AC

. Sledi

BD 6 BM + MD =
BC · AD + CD · AB

AC
.

Ako se dostiжe jednakost, onda su B, M i D kolinearne, pa je ∢CBD = ∢CAD,
xto dovodi do gore navedenih veza. 2

Teorema 4 (Nejednakost paralelograma). Za proizvoƩne taqke A, B, C, D u pro-
storu vaжi

AB2 + BC2 + CD2 + DA2
> AC2 + BD2.

Jednakost se dostiжe ako i samo ako je ABCD paralelogram (mogu²e degeneri-
san).

Dokaz. Neka je konfiguracija smextena u trodimenzioni Dekartov koordinatni
sistem i koordinate taqaka A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2), C(x3, y3, z3), D(x4, y4, z4).

Treba dokazati da je

(x1 − x2)
2 + (x2 − x3)

2 + (x3 − x4)
2 + (x4 − x1)

2
> (x1 − x3)

2 + (x2 − x4)
2

(i analogno za y i z), xto je ekvivalentno sa 0 6 x2
1 +x2

2 +x2
3 +x2

4 − 2x1x2 − 2x2x3 −
2x3x4 − 2x4x1 + 2x1x3 + 2x2x4 = (x1 − x2 + x3 − x4)

2.
Jednakost vaжi ako i samo ako je x1+x3 = x2+x4, y1+y3 = y2+y4, z1+z3 = z2+z4,

tj. ako i samo ako je ABCD paralelogram. 2

Ovde je u nejednakosti paralelograma prikazano rexeƬe koje nije prvo re-
xeƬe koje vide uqenici. No to rexeƬe ima veliku prednost, poxto se bez pro-
blema prenosi u prostore prizvoƩne dimenzije, tako da ne qudi da se pojavƩuje
i u gradivu fakulteta. Vaжnost ove nejednakosti bi²e prikazana i u kasnijim
primerima (videti odeƩak posve²en nejednakostima u Hilbertovom prostoru).
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U toku xkolovaƬa obiqno se izbegava dokaz egzistencije nekog objekta
(tipiqno za takve situacije na fakultetu je pozivaƬe na neprekidnost i/ili
kompaktnost). To se obiqno izbegava pozivaƬem na ,,oqiglednost” ili konstru-
kcijom.

Zadatak 5 (Toriqelijeva taqka). Neka je △ABC oxtrougli. Konstruisati taqku
M unutar △ABC za koju MA + MB + MC ima najmaƬu mogu²u vrednost.

Q

A B

C

X

Y

RexeƬe. Neka je X proizvoƩna taqka unutar △ABC, a Q taqka van trougla, tako
da je △BAQ jednakostraniqni, tj. Q se dobija rotacijom taqke B sa centrom u
A za 60◦. Ako je Y slika X pri ovoj rotaciji, △XAY je jednakostraniqan i
vaжi △QAY ≡ △BAX, pa je QY = BX i Y X = AX. Sledi AX + BX + CX =
QY + Y X + CX > QC.

Dakle, dovoƩno je odrediti M za koje je MA + MB + MC = QC, a to se
moжe posti²i, poxto je mogu²e konstruisati M i M ′ na QC, tako da je M ′AM
jednakostraniqan. △
Po prethodnom M je presek pravih AQA, BQB i CQC , gde su QA, QB, QC taqke
van △ABC za koje su △BAQC , △ACQB, △BQAC jednakostraniqni. Qesto se
prethodno tvr±eƬe javƩa u ovakvoj formulaciji.

Zadatak 6. Neka su a, b, c stranice trougla. Dokazati:

(1) zbir kvadrata stranica trougla maƬi je od povrxine kvadra qije su stra-
nice jednake stranicama tog trougla;

(2) (a2 + b2 + c2)(a + b + c) > 2(a3 + b3 + c3).

RexeƬe. (1) Po nejednakosti trougla je b−c < a, c−a < b, a−b < c. KvadriraƬem
i sabiraƬem dobijenih nejednakosti dobija se a2 + b2 + c2 < 2(ab + bc + ca), xto je
tvr±eƬe zadatka. Kako su nejednakosti trougla stroge, jednakost se ne dostiжe
nikad.

(2) Po nejednakosti trougla je a < b + c, b < c + a, c < a + b. MnoжeƬem
ovih nejednakosti sa a2, b2, c2, redom, i sabiraƬem, dobija se a3 + b3 + c3 <
a2(b + c) + b2(c + a) + c2(a + b), odakle je

2(a3 + b3 + c3) < a2(a + b + c) + b2(b + c + a) + c2(c + a + b) = (a2 + b2 + c2)(a + b + c).

Kako su nejednakosti trougla stroge, jednakost se ne dostiжe nikad. △
Iako je nejednakost trougla ,,gruba”, nejednakosti koje se dobijaju Ƭenom

upotrebom se qesto ne mogu popraviti. To pokazuje i naredni primer.
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Zadatak 7. Odrediti sve α ∈ R, tako da za sve trouglove vaжi

a2 + b2 + c2
6 α(ab + bc + ca),

gde su a, b, c stranice trougla.

RexeƬe. Po delu (1) prethodnog zadatka, tvr±eƬe je taqno za α ∈ [2,∞). Sa
druge strane, postoji trougao qije su stranice a = b = 1 i c = ε ∈ (0, 2), pa je
a2 + b2 + c2

ab + bc + ca
=

2 + ε2

1 + 2ε
→ 2 kad ε → 0+, pa tvr±eƬe nije taqno za α < 2. △

Zadatak 8. Dokazati da u △ABC vaжi ha 6 la 6 ta.

RexeƬe. Tvr±eƬe ha 6 la je taqno, poxto je visina najkra²e rastojaƬe taqke A
od taqaka prave BC.

Ako je AB = AC sledi la = ta. Inaqe, neka je (bez umaƬeƬa opxtosti) AC >
AB i M simetriqna sa A u odnosu na A1. BMCA je paralelogram u kojem je BM =
AC, pa je BM = AC > AB, tj. ∢BMA < ∢BAM , pa je ∢A1AC < ∢BAA1. Sledi da
AA′′ pripada unutraxƬosti ∢BAA1. ∢AA′′C je tup, jer je ∢AA′′C+∢BA′′A = 180◦

i ∢AA′′C = ∢A′′BA + ∢BAA′′ = ∢A′′BA + α/2 > ∢A′′CA + α/2 = ∢BA′′A, pa je AA1

najduжa stranica △AA′′A1. Sledi AA1 > AA′′, tj. ta > la. △

Smena a = y + z, b = z + x, c = x + y

Kako je prikazano u zadacima 3 i 4 (i komentarima uz Ƭih), neprijatno je kontro-
lisati preciznost nejednakosti trougla. Tako±e, ako se posmatra skup T svih
trojki (a, b, c), tako da su a, b i c stranice trougla, onda je ovo pravi podskup od
(0,∞)3. Me±utim, granice tog skupa su ravni u R3, tako da je logiqno zapitati
da li se nexto moжe posti²i pogodno izabranom smenom koordinata, koja bi
granice ove oblasti pretvorila u delove koordinatnih ravni.

Konkretno, jednaqinama a = y + z, b = z + x, c = x + y data je bijekcija sa
T na (0,∞)3 (naravno, i inverzne jednaqine su linearne, konkretno x = b+c−a

2 ,

y = c+a−b
2 i z = a+b−c

2 ) i ovo za ovaj rad ima posebnu vaжnost, poxto se linearnom
smenom nejednakosti stranica trougla mogu svesti na nejednakosti pozitivnih
brojeva (koji nisu vezani uslovima). Ipak, u xkoli se ovo obiqno ne priqa na
ovakav naqin, nego se daje geometrijsko tumaqeƬe prethodnog rezultata. Budu²i
da je to geometrijsko tumaqeƬe priliqno prirodno, to pove²ava znaqaj ovakve
transformacije.

Teorema 5. Neka su A′′′, B′′′, C ′′′ dodirne taqke upisane kruжnice i stranica
trougla BC, CA, AB, redom. Onda je AB′′′ = AC ′′′ (neka je to x), analogno
y = BC ′′′ = BA′′′, z = CB′′′ = CA′′′, pa je a = y + z, b = z + x, c = x + y. Vaжi:

Pozitivni realni a, b, c su stranice trougla ako i samo ako postoje
pozitivni realni x, y, z tako da je a = x + y, b = y + z, c = z + x.

Zadatak 9. Ako su a, b, c duжine stranica trougla, dokazati da je

a

b + c − a
+

b

c + a − b
+

c

a + b − c
> 3.
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RexeƬe. Primenom pomenute smene, dobija se ekvivalentno tvr±eƬe

y + z

2x
+

z + x

2y
+

x + y

2z
> 3, za pozitivne realne x, y, z.

PosledƬe sledi iz x
y

+ y
x

> 2
√

x
y
· y

x
= 2 (nejednakost aritmetiqke i geometri-

jske sredine) i, analogno, x
z

+ z
x

> 2, y
z

+ z
y

> 2, sabiraƬem.
Jednakost se dostiжe ako i samo ako je x = y = z , odnosno ako i samo ako je

a = b = c. △
Kao xto i naslu²uje prethodni primer, u radu sa simetriqnim nejednako-

stima elemenata trougla, prirodno je oqekivati da se one mogu povezati sa
nekim simetriqnim nejednakostima brojeva. U primeru je korix²ena nejedna-
kost izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine, a ovde navodimo neke od neje-
dnakosti simetriqnih sredina, one koje se najqex²e javƩaju kroz xkolovaƬe u
Srbiji.

Teorema 6. (a) [Osnovne nejednakosti sredina]. Ako su x1, . . . , xn pozitivni rea-
lni brojevi, vaжi

n
1
x1

+ . . . + 1
xn

6 n
√

x1 · . . . · xn 6
x1 + . . . + xn

n
6

√

x2
1 + . . . + x2

n

n
.

Uoqeni izrazi se nazivaju, redom, harmonijska, geometrijska, aritmetiqka,
i kvadratna sredina. Jednakost u svakoj od uoqenih nejednakosti se dostiжe
ako i samo ako je x1 = . . . = xn.

(b) [Nejednakost Koxi–Xvarc–BuƬakovskog]. Ako su x1, . . . , xn i y1, . . . , yn realni
brojevi, vaжi

(x1y1 + x2y2 + . . . + xnyn)2 6 (x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n)(y2

1 + y2
2 + . . . + y2

n).

Pritom se jednakost dostiжe ako i samo ako postoji λ ∈ R tako da je
(x1, . . . , xn) = λ(y1, . . . , yn) ili (y1, . . . , yn) = λ(x1, . . . , xn) (tj. ako i samo ako su
uoqeni vektori linearno zavisni).

(v) [Nejednakost Qebixeva]. Ako su x1 6 · · · 6 xn i y1 6 · · · 6 yn realni brojevi,
vaжi

1

n
·

n
∑

k=1

xkyk >

( 1

n
·

n
∑

k=1

xk

)( 1

n
·

n
∑

k=1

yk

)

i
1

n
·

n
∑

k=1

xkyn−k+1 6

( 1

n
·

n
∑

k=1

xk

)( 1

n
·

n
∑

k=1

yk

)

.

NapomiƬemo da je dat specijalan oblik nejednakosti Qebixeva, koji je do-
voƩan za ovaj rad. Budu²i da se prethodne nejednakosti dokazuju korix²eƬem
indukcije i analize (osobine konveksnih funkcija), xto se obiqno prouqava u
starijim razredima sredƬe xkole, a da je prouqavaƬe elementarne geometrije
u naxem xkolskom sistemu uglavnom vezano za osnovnu i mla±e razrede sredƬe
xkole, u xkolama se ove nejednakosti qesto ne dokazuju ili se dokazuju Ƭihovi
specijalni sluqajevi (za ,,male” n), najqex²e prilikom rada sa transformacijom
algebarskih izraza. Za primene u geometriji trougla posebno je vaжan sluqaj
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n = 3, pa ovde dajemo dokaze tvr±eƬa (a) i (b) prethodne teoreme za n = 3, na
naqin kako se to najqex²e javƩa po xkolama u Srbiji.

Dokaz. Kako je (x− y)2 > 0, (y− z)2 > 0, (z−x)2 > 0, sabiraƬem ovih nejednakosti
i sre±ivaƬem, dobija se

x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx > 0. (∗)

MnoжeƬem dobijene nejednakosti sa x + y + z > 0, sledi x3 + y3 + z3 > 3xyz.
Smenom x = 3

√
a, y = 3

√
b, c = 3

√
c, dobija se a + b + c > 3 3

√
abc, tj. nejednakost

izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine.

Smenom a = 1
a1

, b = 1
b1

, c = 1
c1

, dobija se 1
a1

+ 1
b1

+ 1
c1

>
3

3
√

a1b1c1

, xto je ekviva-

lentno nejednakosti izme±u geometrijske i harmonijske sredine.

Na osnovu (∗), sledi (x + y + z)2 = x2 + y2 + z2 + 2(xy + yz + zx) 6 3(x2 + y2 + z2),
odakle sledi nejednakost izme±u aritmetiqke i kvadratne sredine.

U svim prethodno dokazanim nejednakostima jednakosti vaжe ako i samo ako
su odgovaraju²i brojevi jednaki.

Kako je (x1 − λy1)
2 > 0, (x2 − λy2)

2 > 0, (x3 − λy3)
2 > 0, sabiraƬem sledi

f(λ) = (x2
1 + x2

2 + x2
3) − 2λ(x1y1 + x2y2 + x3y3) + λ2(y2

1 + y2
2 + y2

3) > 0. Ako je y1 = y2 =
y3 = 0, nejednakost Koxi–Xvarc–BuƬakovskog (za n = 3) je trivijalno taqna.
Inaqe, f(λ) je nenegativna realna kvadratna funkcija, pa je Ƭena diskriminanta
nepozitivna, odnosno vaжi 4(x1y1 + x2y2 + x3y3)

2 − 4(x2
1 + x2

2 + x2
3)(y

2
1 + y2

2 + y2
3) 6 0,

odakle sledi traжena nejednakost. Kao i malopre, lako je videti kada se dostiжe
jednakost. 2

OdeƩak zavrxavamo primerom primene nejednakosti Qebixeva.

Zadatak 10. Dokazati da je zbir rastojaƬa ortocentra od stranica trougla maƬi
od 3r.

RexeƬe Ako su da, db, dc rastojaƬa H do BC, CA, AB, sledi ada + bdb + cdc =
2(PBCH + PACH + PABH) = 2PABC .

Ako je (bez umaƬeƬa opxtosti) a > b > c, vaжi da > db > dc (iz a > b sledi
∢CAB > ∢ABC, pa je ∢HCB′ 6 ∢HCA′, odakle je HB′ 6 HA′), pa na osnovu
nejednakosti Qebixeva sledi

(a + b + c)r = 2PABC = ada + bdb + cdc >
1

3
(a + b + c)(da + db + dc). △

Osnovne nejednakosti elemenata trougla

U ovom odeƩku ²e biti prikazane nijansu sloжenije nejednakosti elemenata
trougla od prethodno pomenutih. U tvr±eƬima ²e se koristiti delovi ,,Velikog
zadatka”, koje ovde navodimo.

Teorema 7. U △ABC vaжi:

(a) [Heronova formula]. PABC =
√

s(s − a)(s − b)(s − c);

(b) t2a = 2b2+2c2−a2

4 ;

9



(v) la = AA′′ = 2
b+c

·
√

bcs(s − a);

(g) [Ojlerova veza]. OT 2 = R2 − OA2+OB2+OC2

9 ;

(d) ra + rb + rc = r + 4R.

Pomenimo da i dokazi ovih tvr±eƬa zavise od nivoa obrazovaƬa. Na primer,
veza (b) se po literaturi obiqno izvodi primenom Stjuartove teoreme (koja je
,,netrigonometrijska” varijanta kosinusne teoreme), dok retko koji nastavnik
izvodi ovakve veze prilikom obrade kosinusne teoreme (poxto su primene kosi-
nusne teoreme u geometriji, koje se javƩaju po prijemnim ispitima u Srbiji,
uglavnom pravolinijske).

Zadatak 11. Dokazati da u △ABC vaжi s2 6 t2a + t2b + t2c.

RexeƬe. Vaжi t2a = 2b2+2c2−a2

4 i sliqno za tb i tc, pa je t2a + t2b + t2c = 3(a2+b2+c2)
4 >

(a+b+c)2

4 = s2, po nejednakosti izme±u kvadratne i aritmetiqke sredine. Jedna-
kost se dostiжe ako i samo ako je a = b = c, tj. ako i samo ako je trougao jedna-
kostraniqan. △
Zadatak 12. Dokazati da u △ABC vaжi

9r 6 ha + hb + hc 6 la + lb + lc 6
√

rarb +
√

rbrc +
√

rcra

6 s
√

3 6 ra + rb + rc = r + 4R.

RexeƬe. Iz 2PABC = 1
3 (aha+bhb+chc) i nejednakosti Qebixeva sledi r(a+b+c) =

2PABC 6
1
9 (a + b + c)(ha + hb + hc), tj. prva nejednakost. Jednakost se dostiжe ako

i samo ako je trougao jednakostraniqan.
Kako je la > ha, lb > hb, lc > hc (zadatak 8), sledi druga. Jednakost se dostiжe

ako i samo ako je trougao jednakostraniqan.
Kako je la = 2

b+c
·
√

bsc(s − a), i, analogno, za lb i lc. Koriste²i Heronovu
formulu, sledi

la =
2
√

bc

b + c
·
√

s(s − a) 6
√

s(s − a) =
PABC

√

(s − b)(s − c)
=

√

PABC

s − b
· PABC

s − c
=

√
rbrc.

SabiraƬem sa analogno dobijenom nejednakox²u za lb i lc dobija se tre²a neje-
dnakost. Jednakost se dostiжe ako i samo ako je trougao jednakostraniqan.

Na osnovu nejednakosti izme±u aritmetiqke i kvadratne sredine, sledi√
rarb +

√
rbrc +

√
rcra 6

√
3 · √ rarb + rbrc + rcra. Kako je

rarb + rbrc + rcra = P 2 ·
(

1

(s − a)(s − b)
+

1

(s − b)(s − c)
+

1

(s − c)(s − a)

)

= P 2 · s − a + s − b + s − c

(s − a)(s − b)(s − c)
= s2,

iz prethodne dve sledi qetvrta nejednakost. Jednakost se dostiжe ako i samo ako
je trougao jednakostraniqan.

Iz s2 = rarb + rbrc + rcra 6
1
3 (ra + rb + rc)

2 sledi s
√

3 6 ra + rb + rc. Jednakost se
dostiжe ako i samo ako je trougao jednakostraniqan.

PosledƬa jednakost je teorema 7 (d). △
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Zadatak 13. Dokazati da u △ABC vaжi

27r2
6 h2

a + h2
b + h2

c 6 l2a + l2b + l2c 6 s2
6 t2a + t2b + t2c 6

27

4
R2.

RexeƬe. Iz prve nejednakosti zadatka 12 i nejednakosti izme±u aritmetiqke i

kvadratne sredine sledi 9r 6 ha+hb+hc 6 3

√

h2
a
+h2

b
+h2

c

3 , odakle je 27r2 6 h2
a+h2

b+h2
c.

Druga nejednakost sledi iz ha 6 la (i analogno za b i c, zadatak 8).

Kako je l2a = 4bcs(s−a)
(b+c)2 6 s(s − a) (na osnovu nejednakosti izme±u geometrijske

i aritmetiqke sredine), sabiraƬem ove i dve analogne nejednakosti, sledi l2a +
l2b + l2c 6 s(s − a + s − b + s − c) = s2, tj. tre²a nejednakost.

Qetvrta je nejednakost je dokazana u zadatku 11.

Peta nejednakost je ekvivalentna sa 3(a2+b2+c2)
4 6

27R2

4 , tj. sa a2 + b2 + c2 6 9R2,
xto sledi iz Ojlerove veze (teorema 7, deo (g)).

U svakoj nejednakosti jednakost se dostiжe ako i samo ako je trougao jedna-
kostraniqan. △
Zadatak 14. Dokazati da u △ABC vaжi

9r 6 ha + hb + hc 6 la + lb + lc 6 ta + tb + tc 6
9

2
R.

RexeƬe. Prve dve nejednakosti su dokazane u zadatku 12, a tre²a sledi iz
zadatka 8.

Na osnovu nejednakosti izme±u aritmetiqke i kvadratne sredine, sledi

ta + tb + tc
3

6

√

t2a + t2b + t2c
3

=

√

a2 + b2 + c2

4
=

1

2
·
√

a2 + b2 + c2 6
3R

2
.

U svakoj nejednakosti jednakost se dostiжe ako i samo ako je trougao jedna-
kostraniqan. △
Zadatak 15. Dokazati da u △ABC vaжi

1

r
=

1

ra

+
1

rb

+
1

rc

=
1

ha

+
1

hb

+
1

hc

>
1

la
+

1

lb
+

1

lc
>

1

ta
+

1

tb
+

1

tc
>

2

R
.

PosledƬe navedeni zadatak ostavƩamo bez dokaza. Primetimo da ako posma-
tramo poqetne i krajƬe qlanove u posledƬa qetiri zadatka, dobijamo quvenu
Ojlerovu vezu, tj. tvr±eƬe da je 2r 6 R, odnosno sva qetiri zadatka se mogu
shvatiti kao profiƬeƬa Ojlerove veze. Ona ima varijantu i u tri dimenzije
(pa i vixe dimenzija), koju navodimo na kraju ovog odeƩka.

Zadatak 16. Ako je R polupreqik opisane, a r upisne sfere tetraedra ABCD,
onda je R > 3r.

RexeƬe. Neka su TA, TB , TC , TD teжixta trouglova BCD, CDA, DAB, ABC,
redom, a T teжixte tetraedra ABCD. Onda je T i teжixte tetraedra TATBTCTD

i vaжi AT : TTA = BT : TTB = CT : TTC = DT : TTD = 3 : 1, pa je tetraedar
TATBTCTD homotetiqna slika tetraedra ABCD pri homotetiji sa centrom u T
i koeficijenta 1

3 . Sledi R = 3ρ, gde je ρ polupreqnik opisane sfere tetraedra
TATBTCTD, pa kako ova sfera ima dodirne taqke sa svim stranama tetraedra,
sledi ρ > r, odakle je R > 3r. △
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Izoperimetrijski problem za trougao

Izoperimetrijski problem je jedan od problema koji je ostavio priliqno uti-
caja u razvoju matematike. Iako je polazna motivacija, kao i prva formulacija,
geometrijska, rexeƬe problema su dali elementi matematiqke analize. U osno-
vnom obliku zahtev je da se me±u povrxima u ravni fiksnog obima odredi ona
kojoj je povrxina najve²a, me±utim, ve² ova neformalna formulacija naslu²uje
mnoge probleme (definicija oblasti, obima, povrxine,. . . ). Oblik koji se na-
jqex²e javƩa po trenutnim univerzitetskim ubenicima je vezan za oblasti sa
deo po deo glatkom granicom, no treba pomenuti da se qesto vi±aju nepotpuni (pa
qak i netaqni dokazi), a poznata su i uopxteƬa u vixe dimenzija, u prostorima
sa merom, u klasi jednolisnih analitiqkih funkcija. . .

U sredƬoj xkoli se obiqno formulixe problem za trougao i matematiqki
aparat koji je prikazan u prethodnom delu rada je dovoƩan da ga rexi, no moжda
i vaжnija stvar je xto se na ovaj naqin uqenici dosta rano mogu upoznati sa
problemima koji su dosta zahtevniji. Uobiqajan oblik formulacije ovog pro-
blema kod sredƬoxkolskih uqenika je:

Od svih trouglova fiksnog obima (2s) odrediti onaj
(ako postoji) koji ima najve²u povrxinu.

Dokaza²emo jaqe tvr±eƬe:

Teorema 8. U △ABC vaжi

r 6

√√
3P

3
6

√
3

9
· s 6

1

2
· R.

Dokaz. Prva nejednakost je ekvivalentna sa 9r2 6
√

3P =
√

3sr ⇔ 9r 6
√

3s i
sledi iz zadatka (12). Druga je ekvivalentna sa

√
3P 6

1
3 · s2 ⇔

√
3r 6

1
3 · s ⇔√

3s > 9r.
Po nejednakosti izme±u kvadratne i aritmetiqke sredine, sledi a+b+c

3 6
√

a2+b2+c2

3 6

√

9R2

3 = R
√

3, pa je s = a+b+c
2 6

3R
√

3
2 i

√
3s
9 6

1
9 · 1

2 · 3R · 3 = R
2 ,

odnosno dobija se tre²a nejednakost.
Jednakost se u sve tri nejednakosti dostiжe ako i samo ako je a = b = c. 2

Specijalno, na osnovu druge nejednakosti sledi da je P 6
s2

3
√

3
, kao i da se

jednakost dostiжe ako i samo ako je trougao jednakostraniqan.

Na kraju ovog odeƩka dajemo i jednu primenu izoperimetrijske nejednakosti.

Zadatak 17. Neka je M taqka unutar △ABC. Dokazati da je MA+MB+MC > 6r.

RexeƬe. Ako je B′ taqka takva da je △BAB′ jednakostraniqan i u razliqitoj
poluravni odre±enoj pravom AB od taqke C. Onda vaжi MA + MB + MC > CB′

i, primenom dve kosinusne teoreme, B′C2 = b2 + c2 − 2bc cos(60◦ + α) = b2 + c2 −
2bc cos 60◦ cos α + 2bc sin 60◦ sin α = b2 + c2 − bc cos α + 2

√
3 · PABC = 1

2 · (a2 + b2 + c2) +

2
√

3 · PABC .
Iz prethodnih zadataka sledi 1

2 · (a2 + b2 + c2) = 1
2 · 4

3 · (t2a + t2b + t2c) >
2
3 · s2

i s
√

3 > 9r, pa je 1
2 · (a2 + b2 + c2) > 18r2. Tako±e je 2

√
3 · PABC > 9r2 · 2 = 18r2

(izoperimetrijska nejednakost), pa je B′C2 > 36r2. △
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Nejednakost Erdös-Mordell

RastojaƬa neke taqke od stranica i temena trougla spadaju u najprirodnije ob-
jekte za prouqavaƬe, ne samo matematiqara, tako da prirodno mesto u ovom radu
nalaze i simetriqne nejednakosti ovih veliqina.

Zadatak 18. Neka je M taqka unutar △ABC, A1, B1, C1 podnoжja visina iz M na
BC, CA, AB, redom. Dokazati da je

MA · MB · MC > 8 · MA1 · MB1 · MC1.

RexeƬe. Kako je AM + MA1 > ha, sledi a · MA1 + b · MB1 + c · MC1 = 2P = aha 6

a · AM + a · MA1, pa je a · AM > b · MB1 + c · MC1 > 2
√

bc · MB1 · MC1 (nejednakost
izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine). MnoжeƬem ove i dve analogne veze
sledi abc · AM · BM · CM > 8 · abc · MA1 · MB1 · MC1, odakle sledi nejednakost
traжena u zadatku. △

Posebnu popularnost u sredƬoxkolskoj matematici doneo je zadatak koji se
1996–te pojavio na Me±unarodnoj matematiqkoj olimpijadi. Iako od strane
me±unarodnog жirija proceƬen kao zadatak sredƬe teжine, ovo je bio jedan od
najloxije ura±enih zadatakau istoriji ovog takmiqeƬa. Od 424 uqenika, po-
tpuno ga je rexilo samo 6, a vixe od polovine poena na tom zadatku (tj. bar 4
poena od 7 mogu²ih) je imalo 14 uqenika. Od uqenika srpske ekipe, petoro je
imalo 0, a jedan 1 poen (iako je te godine srpska ekipa zauzala 24–to mesto (od
75 zemaƩa), xto je u rangu proseqnog rezultata Srbije na ovom takmiqeƬu).

Ovo je uticalo da ovakve nejednakosti o tada u jox ve²em obimu postanu
sastavni deo priprema ve²ine ekipa koje se pripremaju za ovo takmiqeƬe. U
nastavku dajemo rexeƬe ovog zadatka, quvena Erdös-Mordell-ova teorema (koja je
uglavnom sastavni deo postdiplomskih studija), kao i jox nekoliko sliqnih
primera. U rexavaƬu ovog zadatka je izbegnuto pozivaƬe na teoremu; napro-
tiv, iskorix²eno je tvr±eƬe zadatka u dokazu teoreme.

Zadatak 19. [MMO 96] Neka je ABCDEF konveksan xestougao u kojem je AB ‖ DE,
BC ‖ EF , CD ‖ AF i RA, RC , RE polupreqnici opisanih kruжnica trouglova
FAB,BCD,DEF , redom, a O obim xestougla. Dokazati da je

RA + RC + RE >
O

2
.

RexeƬe. Neka su a, b, c, d, e, f duжine stranica AB, BC, CD, DE, EF , FA,
redom. Vaжi ∢A = ∢D, ∢B = ∢E, ∢C = ∢F . Neka su PQ i RS prave koje sadrжe
A i D, redom, normalne na BC i EF , redom (P,R ∈ BC, Q,S ∈ EF ). Onda je
BF > PQ = RS.

Sledi 2BF > PQ + RS, odnosno

2BF > (a sin ∢B + f sin ∢C) + (c sin ∢C + d sin ∢B),

i, analogno, 2BD > (c sin ∢A + b sin ∢B) + (e sin ∢B + f sin ∢A),
i 2DF > (e sin ∢C + d sin ∢A) + (a sin ∢A + b sin ∢C).
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Kako je RA = BF
2 sin ∢A

, RC = BD
2 sin ∢C

, RE = DF
2 sin ∢E

, sledi

RA + RC + RE >
1

4
· a ·

(

sin ∢B

sin ∢A
+

sin ∢A

sin∢B

)

+
1

4
· b ·

(

sin ∢C

sin∢B
+

sin ∢B

sin ∢C

)

+ . . .

>
1

2
· (a + b + . . .) =

O

2
.

Jadnakost se dostiжe ako i samo ako je ∢A = ∢B = ∢C = 120◦ i FB ⊥ BC, odnosno
ako i samo ako je ABCDEF pravilan xestougao. △

Teorema 9. [Erdös-Mordell]Neka je M taqka unutar △ABC, a A1, B1, C1 podnoжja
visina iz M na BC, CA, AB, redom. Dokazati da vaжi

MA + MB + MC > 2(MA1 + MB1 + MC1).

A B

C

M

A′

B′

C′

A1

C1

B1

Dokaz. Neka su A′, B′, C ′ taqke takve da su C1MB1A
′, A1MC1B

′, MA1C
′B1 parale-

logrami. Na osnovu prethodnog zadatka primeƬenog na xestougao A1C
′B1A

′C1B
′,

sledi RA′ + RB′ + RC′ > MA1 + MB1 + MC1. Kako je △C1B1A
′ ≡ △C1MB1 i kako

je polupreqnik opisane kruжnice △C1MB1 jednak AM
2 (AM je preqnik kruжnice

opisane oko tetivnog qetvorougla AB1MC1, sledi AM+BM+CM
2 > MA1 + MB1 +

MC1, tj. tvr±eƬe teoreme. 2

Zadatak 20. Neka je M taqka unutar △ABC, a A1, B1, C1 podnoжja visina iz M
na BC, CA, AB, redom. Dokazati da vaжi

1

MA
+

1

MB
+

1

MC
6

1

2

(

1

MA1
+

1

MB1
+

1

MC1

)

.

RexeƬe. Neka su A∗, B∗, C∗, A∗
1, B∗

1 , C∗
1 slike taqaka A, B, C, A1, B1, C1,

redom, pri inverziji sa centrom M , u odnosu na krug polupreqnika 1. Kako C1

i B1 pripadaju kruжnici nad MA, sledi da su C∗
1 , B∗

1 , A∗ kolinearne i da je
C∗

1B∗
1 ⊥ MA∗. Analogno, kolinearne su A∗

1, C∗
1 , B∗, kao i B∗

1 , A∗
1, C∗ i vaжi

C∗
1A∗

1 ⊥ MB∗ i B∗
1A∗

1 ⊥ MC∗.
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A B

C

C1

B1 A1

M

A∗

B∗

C∗

A∗

1

B∗

1

C∗

1

Po Erdox–Morelovoj nejednakosti primeƬenoj na taqku M u △A∗
1B

∗
1C∗

1 sledi
MA∗

1 + MB∗
1 + MC∗

1 > 2(MA∗ + MB∗ + MC∗), a kako je MX∗ = 1
MX

za svaku taqku
X, sledi tvr±eƬe. △

Na kraju odeƩka dajemo profiƬeƬe nejednakosti iz zadatka 18. Iako tvr±eƬe
zadatka 18 sledi neposredno iz narednog zadatka, ostavƩen je Ƭegov originalni
dokaz, da bi se i uporedila teжina tvr±eƬa.

Zadatak 21. Neka je M taqka unutar △ABC, a A1, B1, C1 podnoжja visina iz M
na BC, CA, AB, redom. Dokazati da vaжi

MA · MB · MC > (MB1 + MC1) · (MC1 + MA1) · (MA1 + MB1).

RexeƬe. Neka su A′, B′, C ′ podnoжja visina iz A, B, C na BC, CA, AB, redom.
Kako je MA + MA1 > AA′, sledi a · MA1 + b · MB1 + c · MC1 = 2PABC = a · AA′ 6

a · (MA + MA1), pa je a · MA > b · MB1 + c · MC1.
Ako je M ′ taqka simetriqna sa M u odnosu na simetralu ∢CAB, a A′

1, B′
1, C ′

1

podnoжja visina iz M ′ na BC, CA, AB, redom, sledi MA = M ′A, MB1 = MC ′
1,

MC1 = MB′
1, pa se kao i prethodno dobija a · MA > b · MC1 + c · MB1.

SabiraƬem prethodno dobijenih veza dobija se 2a ·MA > (b+ c) · (MB1 +MC1).
Analogno je 2b ·MB > (c + a) · (MC1 + MA1) i 2c ·MC > (a + b) · (MA1 + MB1), pa je
8abc ·MA ·MB ·MC ≥ (a+ b)(b+ c)(c+a) · (MB1 +MC1) · (MC1 +MA1) · (MA1 +MB1),
pa se tvr±eƬe dobija primenom nejednakosti izme±u aritmetiqke i geometrijske
sredine.

Da bi vaжila jednakost, AA1 mora biti visina △ABC (analogno BB1 i CC1),
pa M mora biti ortocentar △ABC, dok iz posledƬe primeƬenih nejednakosti
sredina sledi a = b = c, tj. △ABC mora biti jednakostraniqni i taqka M Ƭegov
centar. △
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Nejednakosti u Hilbertovom prostoru

U gradivu fakulteta se qesto pojavƩuju ideje koje su nastale u elementarnoj
geometriji. Jedno od najprirodnijih mesta (zbog same motivacije nastanka, koja
ima veze sa ,,geometrijskim” naqinom razmixƩaƬa) je teorija Hilbertovih pro-
stora, tako da se rad sa jednakostima i nejednakostima koje imaju oqiglednu
geometrijsku pozadinu javƩa ve² u prvim tvr±eƬima ove oblasti.

Teorema 10. Neka je (H, 〈·, ·〉) Hilbertov prostor. Onda vaжi:
(a) za sve x, y ∈ H vaжi

∣

∣〈x, y〉
∣

∣ 6
√

〈x, x〉 ·
√

〈y, y〉 (nejednakost Koxi–Xvarc–
BuƬakovskog);

(b) sa ‖x‖ =
√

〈x, x〉 je definisana norma na H.

Dokaz. Kako za sve x, y ∈ H, λ ∈ C vaжi 〈x − λy, x − λy〉 > 0, sledi da je
f(λ, x, y) = 〈x, x〉 + 2Re

(

λ〈y, x〉
)

+ |λ|2〈y, y〉 > 0. Ako je 〈x, y〉 = 0, uoqena nejednakost
je trivijalna. Ako je 〈x, y〉 6= 0, onda je 〈y, x〉 = e−iϕ|〈x, y〉| za taqno jedno ϕ ∈ [0, 2π),
pa kako je f(λ, x, eiϕy) > 0, posmatraju²i λ = µeiϕ, µ ∈ R, sledi da je kvadratna
funkcija g(µ) = 〈x, x〉+2

∣

∣〈y, x〉
∣

∣ ·µ+µ2〈y, y〉 nenegativna, pa je Ƭena diskriminanta

nepozitivna, tj. vaжi 4
∣

∣〈y, x〉
∣

∣

2 − 4〈x, x〉〈y, y〉 6 0. Jednakost se dostiжe ako i samo
ako je x − λy = 0 za neko λ, tj. ako i samo ako su x i y linearno zavisni.

Jedino netrivijalno u delu (b) je dokazati nejednakost trougla, a ona vaжi
jer je ‖x + y‖2 = 〈x + y, x + y〉 = 〈x, x〉 + 2Re

(

〈y, x〉
)

+ 〈y, y〉 6 ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖ + ‖y‖2 =
(‖x‖ + ‖y‖)2. 2

Ovde dajemo dva primera koji obiqno predstavƩaju uvodne primere u ovoj
teoriji. NapomiƬemo da su ti primeri zapravo jednakosti, ali da bax to donosi
da ve²ina prethodno pomenutih primera ima svoj analogon u ovoj teoriji, kao i
da je drugi od Ƭih prirodno povezan sa Teoremom 4.

Zadatak 22. Neka je n ∈ N, n > 2, i (H, 〈·, ·〉) Hilbertov prostor. Dokazati da:

(a) za sve x, y ∈ H vaжi 〈x, y〉 =
1

n
·

n
∑

k=1

‖x + ye
2πik

n ‖2e
2πik

n ;

(b) za sve x, y ∈ H vaжi 〈x, y〉 =
1

2π
·
∫ 2π

0

‖x + yeit‖2eitdt.

RexeƬe. Kako je ‖x + ye
2πik

n ‖2 = 〈x + ye
2πik

n , x + ye
2πik

n 〉 = ‖x‖2 + 2Re
(

e
−2πik

n 〈x, y〉
)

+

‖y‖2, sledi ‖x + ye
2πik

n ‖2e
2πik

n = (‖x‖2 + ‖y‖2)e
2πik

n + 〈y, x〉e−4πik

n + 〈x, y〉 sabiraƬem (i
korix²eƬem svojstva n-tih korena iz jedinice) se dobija tvr±eƬe dela (a).

Sliqno, ‖x + yeit‖2eit =
(

‖x‖2 + ‖y‖2
)

eit + 〈y, x〉e2it + 〈x, y〉 i kako je

∫ 2π

0

eitdt =
∫ 2π

0

e2itdt = 0 i

∫ 2π

0

dt = 2π, integracijom sledi tvr±eƬe dela (b). △

Teorema 11. Neka je (H, ‖ · ‖) prostor sa normom. Ta norma je indukovana
skalarnim proizvodom ako i samo ako je zadovoƩena jednakost paralelograma,
tj. ako i samo ako za sve x, y ∈ H vaжi

‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2.
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Pre svega da opravdamo naziv jednakost paralelograma. Naime, ako posma-
tramo paralelogram sa jednim temenom u 0 i stranicama odre±enim vektorima x
i y, onda su Ƭegove dijagonale x + y i x − y (pa levu stranu jednakosti moжemo
shvatiti kao zbir kvadrata duжina dijagonala ovog paralelograma) i po dve
stranice duжina ‖x‖ i ‖y‖ (da se desna strana moжe videti kao zbir kvadrata
duжina stranica ovog paralelograma).

Dokaz. Ako za neke x, y ∈ H nije zadovoƩena nejednakost paralelograma, norma
ne moжe biti indukovana skalarnim proizvodom. Zaista, ako bi bila indukovana
sa 〈·, ·〉, sledilo bi ‖x+y‖2+‖x−y‖2 = 〈x+y, x+y〉+〈x−y, x−y〉 = ‖x‖2+2Re〈x, y〉+
‖y‖2 + ‖x‖2 − 2Re〈x, y〉 + ‖y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2, xto je kontradikcija.

Ako je za svako x, y ∈ H ispuƬena jednakost paralelograma, dokaжimo da je

sa 〈x, y〉 = 1
4 ·

3
∑

k=0

(

ik‖x + iky‖2
)

definisan skalarni proizvod koji indukuje uoqenu

normu. Pre svega, primetimo da je ovo specijalan sluqaj identiteta iz (a) dela

prethodnog zadatka za n = 4. Kako je 〈y, x〉 = 1
4 ·

3
∑

k=0

(

ik‖y + ikx‖2
)

= 1
4 ·

3
∑

k=0

(

ik‖x +

i−ky‖2
)

= 1
4 ·

3
∑

k=0

(

i−k‖x + i−ky‖2
)

= 〈x, y〉, dovoƩno je dokazati linearnost po prvoj

koordinati (da bi dokazali da je uoqeni izraz skalarni proizvod). Vaжi i

〈0, x〉 = 1
4 ·

3
∑

k=0

(

ik‖ikx‖2
)

= 1
4 ·

3
∑

k=0

(

ik‖x‖2
)

= 0.

Kako je

〈x, z〉 + 〈y, z〉 =
1

4
·

3
∑

k=0

ik
(

‖x + ikz‖2 + ‖y + ikz‖2
)

=
1

8
·

3
∑

k=0

ik
(

‖x + y + 2ikz‖2 + ‖x − y‖2
)

=
1

8
·

3
∑

k=0

ik
(

‖x + y + 2ikz‖2
)

=
1

2
·

3
∑

k=0

(

ik
∥

∥

∥

x + y

2
+ ikz

∥

∥

∥

2)

= 2 ·
〈x + y

2
, z

〉

,

zamenom y = 0, sledi 〈x, z〉 = 2
〈

x
2 , z〉, pa je 〈x, z〉 + 〈y, z〉 = 2 ·

〈

x+y
2 , z

〉

= 〈x + y, z〉
(aditivnost).

Tako±e je 〈2x, z〉 = 2〈x, z〉, odakle, indukcijom, sledi 〈nx, z〉 = n〈x, z〉 za svako
n ∈ N. Zamenom 1

m
· x umesto x, sledi 〈 1

m
· x, z〉 = 1

m
· 〈x, z〉 (pa, opet indukcijom,

homogenost vaжi za pozitivne racionalne skalare), a kako (po aditivnosti),
vaжi 〈rx, z〉 + 〈−rx, z〉 = 〈0, z〉 = 0, vaжi 〈rx, z〉 = r〈x, z〉 za sve r ∈ Q.

Konaqno, ako je λ ∈ R, postoji (rn)n∈N tako da je lim
n→∞

rn = λ, pa je

∣

∣rn〈x, z〉 − 〈λx, z〉
∣

∣ =
∣

∣〈rnx, z〉 − 〈λx, z〉
∣

∣ =
∣

∣

∣

1

4
·

3
∑

k=0

ik
(

‖rnx + ikz‖2 − ‖λx + ikz‖2
)

∣

∣

∣

6
1

4
·

3
∑

k=0

∣

∣

∣
‖rnx + ikz‖2 − ‖λx + ikz‖2

∣

∣

∣
.
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Kako je ‖rnx + ikz‖ − ‖λx + ikz‖ 6 ‖(rn − λ)x‖ i ‖rnx + ikz‖ + ‖λx + ikz‖ ograniqeno
(nekom konstantom C = C(x, z)), poxto rn → λ kad n → ∞, sledi

∣

∣rn〈x, z〉 − 〈λx, z〉
∣

∣ 6 C · |rn − λ| · ‖x‖,

pa kako posledƬi izraz teжi ka 0, kad n → ∞, sledi i homogenost za realne

skalare. Kako je 〈ix, z〉 =
1

4
·

3
∑

k=0

(

ik‖ix + iky‖2
)

=
i

4
·

3
∑

k=0

(

ik−1‖x + ik−1y‖2
)

= i · 〈x, z〉

(i vaжi aditivnost), sledi i homogenost za kompleksne skalare.
Treba jox dokazati da ovaj skalarni proizvod indukuje bax normu koja ga

generixe na opisan naqin. Me±utim, to sledi iz

‖x‖2 =
1

4
·

3
∑

k=0

(

ik‖x + ikx‖2
)

=
1

4
·
(

‖2x‖2| + i‖x + ix‖2 − ‖x − x‖2 − i‖x − ix‖2
)

=
1

4
·
(

4‖x‖2| + 2i‖x‖2 − 2i‖x‖2
)

= ‖x‖2. 2

Zbog prethodnih jednakosti, ve²ina uvodnih nejednakosti imaju svoje vari-
jante i u Hilbertovom prostoru. Ovde izdvajamo dva primera.

Zadatak 23. Neka je (H, 〈·, ·〉) Hilbertov prostor i x, y, z, t ∈ H. Dokazati da vaжi

8 · Re
(

〈x, z〉 + 〈y, t〉
)

6 16 ·
(

‖x‖2 + ‖y‖2
)

+
(

‖z‖2 + ‖t‖2
)

.

Kada se dostiжe jednakost?

RexeƬe. Za v, w ∈ H vaжi 0 6 ‖4v − w‖2 = 16 · ‖v‖2 + ‖w‖2 − 8 · Re〈v, w〉.Pritom,
jednakost se dostiжe ako i samo ako je w = 4v. Traжena nejednakost se dobija
sabiraƬem prethodnih nejednakosti za (v, w) = (x, y) i (v, w) = (y, t), a jednakost
se dostiжe ako i samo ako je z = 4x i t = 4y. △

Zadatak 24. Neka je H Hilbertov prostor (sa indukovanom normom ‖ · ‖), n ∈ N

i x1, . . . , xn ∈ H takvi da je x1 + . . . + xn = 0 i ‖x1‖ = . . . = ‖xn‖ = 1. Odrediti

min
x∈H

n
∑

k=1

‖x − xk‖2.

RexeƬe. Kako je
n

∑

k=1

‖x − x‖2 =

n
∑

k=1

(

‖x‖2 + ‖xk‖2 + 2Re〈x, xk〉
)

= n‖x‖2 + n +

2Re
〈

x,

n
∑

k=1

xk

〉

= n‖x‖2 + n > n (i, pritom, jednakost se dostiжe ako i samo ako je

x = 0, pa traжeni minimum postoji), sledi da je min
x∈H

n
∑

k=1

‖x − xk‖2 = n. △

Nejednakost Brunn-Minkowski

U posledƬem delu rada dat je prikaz nejednakosti Brun–Minkovskog, koja u
ovom momentu nije sastavni deo redovnih studija na Matematiqkom fakultetu u
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Beogradu, ali se u specifiqnom obliku javila na sredƬoxkolskim takmiqeƬima
i dobar je primer da se matamatika ne moжe razdvajati na ,,sredƬoxkolsku”,
,,fakultetsku”,. . .

U nastavku odeƩka U i V predstavƩaju skupove u ravni, O ,,istaknuta taqka
ravni” (koordinatni poqetak; podrazumeva se da je ova taqka fiksirana u celom

odeƩku), a
−→U = {−−→OX | X ∈ U}.

Definicija 1. Polusuma skupova U i V je skup

U ⊕ V = {X | Xje sredixte AB, gde je A ∈ U i B ∈ V}.

Definicija 2. Suma skupova (vektora)
−→U i

−→V je

−→U +
−→V = {−→u + −→v | −→u ∈ −→U ,−→v ∈ −→V }.

Skup krajƬih taqaka vektora iz
−→U +

−→V se obeleжava sa U + V i naziva suma
Minkovskog skupova U i V.

Prvi primeri su dobri za upoznavaƬe uqenika sa novouvedenim definicijama
i pokazuju da su one prirodna uopxteƬa ve² postoje²ih objekata. Dokazi slede
neposredno iz definicija, pa su ovde izostavƩeni.

Zadatak 25. Ako je U = {U} jednoqlan skup U ⊕V je slika skupa V pri homotetiji
sa centrom U i koeficijentom 1

2 .

Zadatak 26. Ako je U = {U} jednoqlan skup, onda je
−→U +

−→V skup dobijen

translacijom skupa
−→V za vektor

−−→
OU .

Teorema 12. Skup krajƬih taqaka vektora iz
−→U +

−→V je sliqan sa U ⊕ V. Pritom
je koeficijent sliqnosti 1

2 .

Dokaz. Neka je U ∈ U , V ∈ V i O koordinatni poqetak. Onda je
−−→
OU ∈ −→U i−−→

OV ∈ −→V . Ako je W ′ sredixte UV , a W taqka za koju je
−−→
OW =

−−→
OU +

−−→
OV , onda W

pripada pravoj OW ′ i vaжi
−−−→
OW ′ = 1

2 · −−→OW . 2

Teorema 13. Ako su U i V konveksni, onda su i U ⊕ V i U + V konveksni.

Dokaz. Po prethodnoj lemi, dovoƩno je pokazati da je U + V konveksan. Neka

su A,B ∈ U + V i AU , BU ∈ U , AV , BV ∈ V takve da je
−→
OA =

−−−→
OAU +

−−−→
OAV i

−−→
OB =−−−→

OBU +
−−−→
OBV (po definiciji sume Minkovskog, ovakve taqke postoje).

Ako X ∈ AB, postoji λ ∈ (0, 1) tako da je
−−→
OX = λ

−→
OA + (1 − λ)

−−→
OB. Ako je−−→

OP = λ
−−−→
OAU +(1−λ)

−−−→
OBU i

−−→
OQ = λ

−−−→
OAV +(1−λ)

−−−→
OBV , iz konveksnosti U i V sledi da

P ∈ U i Q ∈ V. Sledi
−−→
OP +

−−→
OQ ∈ −→U +

−→V , a kako je
−−→
OP +

−−→
OQ = λ

−→
OA+(1−λ)

−−→
OB =

−−→
OX,

sledi da X ∈ U + V. 2

Sledi glavno tvr±eƬe ovog odeƩka. Dato je u specijalnom, dvodimenziona-
lnom sluqaju (sa ,,standardnom” merom), ali treba napomenuti da se prirodno
xiri i na opxtiju situaciju.
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Teorema 14. [Brunn-Minkowski].Ako su U i V konveksni skupovi ravni, onda je
√

PU+V >
√

PU +
√

PV .

Dokaz. Kako se povrxina skupa ne meƬa translacijom, dovoƩno je dokazati
tvr±eƬe pod pretpostavkom da je projekcija U na x-osu [0, a], a V na y-osu [0, b].
Neka je W = U + V, A = PU , B = PV , i C = PW .

Za svako p ∈ [0, a] neka je f(p) duжina preseka prave paralelne y-osi koja
sadrжi (p, 0) i U (U je kompaktan, pa je f dobro definisano), a taj presek U(p).
Analogno se definixu g(p) i V(p) (za V) i h(p) i W(p) (za W).

Sledi A =

∫ a

0

f(x) dx, B =

∫ b

0

g(x) dx, C =

∫ a+b

0

h(x) dx. Ako je F (x) =

∫ x

0

f(t) dt

i G(x) =

∫ x

0

g(t) dt, onda su α(t) = F−1(At) i β(t) = G−1(Bt) neopadaju²e funkcije

sa [0, 1] na [0, a] i [0, b], redom, pa je γ(t) = α(t)+β(t) neopadaju²a sa [0, 1] u [0, a+ b]

i vaжi C =

∫ 1

0

h(γ(t))γ′(t) dt.

Kako je W(γ(t)) ⊇ U(α(t)) + V(β(t)), sledi h(γ(t)) > f(α(t)) + g(β(t)), pa je C >
∫ 1

0

[f(α(t)) + g(β(t))] · [α′(t) + β′(t)] dt. Kako je f(α(t))α′(t) = [F (α(t))]′ = [At]′ = A i

(analogno) f(β(t))β′(t) = B, sledi

f(α(t))β′(t) + g(β(t))α′(t) > 2
√

f(α(t))α′(t) · g(β(t))β′(t) = 2
√

AB,

pa je [f(α(t))+g(β(t))] · [α′(t)+β′(t)] > A+B +2
√

AB = (
√

A+
√

B)2. Konaqno, vaжi

C >

∫ 1

0

(√
A +

√
B

)2

dt =
(√

A +
√

B
)2

. 2

Oblik prethodnog tvr±eƬa, prilago±en sredƬoj xkoli, pojavio se ka Me±u-
narodnoj matematiqkoj olimpijadi 2006. godine. NapomiƬemo da uqenici koji su
rexavali taj zadatak nisu imali univerzitetsko obrazovaƬe, tako da su ve²ina
rexeƬa koja su vi±ena bila praktiqno ekvivalentna izvo±eƬu pretodne teoreme.
Naravno, samo nekoliko uqenika je bilo u staƬu da (u ograniqenom vremenu i uz
jox dva zadatka) i rexi ovaj zadatak, proseqan broj poena na ovom zadatku je bio
0, 187 (od maksimalnih 7, uqestvovalo je 498 uqenika), a ne maƬe od 4 poena na
ovom zadatku imalo je 10 uqenika. Ovde je dato rexeƬe svo±eƬem na prethodno
dokazanu teoremu.

Zadatak 27. [MMO 2006] Neka je svakoj stranici b konveksnog mnogougla pridru-
жena najve²a povrxina trougla koji je sadrжan u P i qija je jedna stranica
b. Dokazati da zbir svih povrxina pridruжenih stranicama P nije maƬi od
dvostruke povrxine P.

RexeƬe. Neka je P = A1A2 . . . An i A1 koordinatni poqetak. Neka je P ′ mnogougao
simetriqan sa P u odnosu na A1, a Q = P+P ′. Onda je Q = B1B2 . . . B2n centralno–
simetriqan mnogougao (neka je Ƭegov centar simetrije C), a duжine stranica Q
su duжine stranica P (pritom se svaka pojavƩuje dva puta).

Ako je BiBi+1 stranica Q (koja odgovara stranici AjAj+1 mnogougla P),
vaжi Bi+nBi+n+1 ‖ BiBi+1, Bi+nBi+n+1 = BiBi+1. RastojeƬe pravih Bi+nBi+n+1
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i BiBi+1 je dva puta ve²e od duжine najve²e visine na AjAj+1 u P, pa je povr-
xina pridruжena ovoj stranici 1

4 · PBiBi+1Bni
Bn+i+1

. Kako je PBiBi+1Bni
Bn+i+1

=

2(PBiBi+1C + PBn+iBn+i+1C), sledi da je traжeni zbir jednak 1
4 · 2PQ = 1

2PQ, pa
treba dokazati da je 1

2PQ > 2PP . Me±utim, ovo sledi iz nejednakosti Brun–
Minkovskog, poxto je

√
PQ >

√
PP +

√
PP′ = 2

√
PP ⇔ 1

2PQ > 2PP . △

ZakƩuqak

U radu je prikazan niz nejednakosti koje se pojavƩuju u geometriji. Ve² samo
pomiƬaƬe nejednakosti i geometrije u istoj reqenici naslu²uje da se tu ne radi
samo o geometriji. Kroz ovaj rad smo pokuxali da ilustrujemo osnovne ideje
analize, algebre, kombinatorike,. . . koje se javƩaju kod ovih nejednakosti, kao i
da prikaжemo da prelaz sa ,,xkolske” na ,,fakultetsku” matematiku ne mora biti
toliko velik (primeri prikazani u zadƬim poglavƩima rada koriste iste ideje
kao ,,xkolski” primeri sa poqetka rada).
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