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YBom

Huje cea aenoma y noswasamwy nojmoesa,
npasa AENOMG je Y HUL0B0] NPUMENL.

Kpo3 06aBe3HO 0OCMOromuvInme IMKOJOBAKE, 3a PEJIATUBHO KPATKO BpeEMe, O
YUEHUKA Ce OUeKyje ca caBianajy obuMHYy MmareMaTwudry marepujy. OHO mTO YuHU
CAOpPKUHY Te MaTepuje je pe3yiTaT MUCKyCTBAa W HANOPAa JbYIA Y IAYyTOM BPEMEHCKOM
nepuony. IlojaBu mpBUX MaTeMATUUKMX 3HAMHA TPETXOAU YT MyT IyH MOKUBIbAja,
npuMarma MHOMITBA YTUCAKA MPEKO dyJia, IyT ca O0M/beM 3amaskama U UCKyCTaBa CTU-
maHux y 60p0u 3a omcTaHAK, a 3aTUM Yy HACTOjamUMa A4 sKUBOT IOCTAHE IITO BUIIE
BpEIaH na ce IMPO/KUBU.

Y cpenmoj mMKOJMU TAK, Ba/baJO OM Na yUYEHWUIU OBJIaAajy OCHOBHUM 3HAamUMa, Te
vagorpabyjy mojmoBe, 3Hama u BemTuHe. CpemmOIIKOJICKA 3HAHA Cy Y IPAKTUYHE
CBpX€ 3aCHOBaHa Ha IpPUMEHaMa, KOje Cy n0o0pa OCHOBa 3a ()aKyJITETCKE HaIOIDaImbe.

Y PurmosoM mammpycy, HOpen ocTajor, Hamasu ce (y HemrTo MameMm obuMmy) u
Marepuja u3 reomerpuje. Hamucao ra je cBemrenuk AxMec u HA3BaO ra JYnymcmea
0a ce 3najy cee majrwe cmeapu. VI3 oBOr Ha3MBa MPOMCTUYE NMOTBPAA UUEBCHULE Ia CY
MaTeMaTU4YKa 3Halbha Ouyia HJOCTYIHA UM MO3HATA MAJIOM OpOjy JbyaIu y TamalllbeM Bpe-
MeHy 1 Ha TOM moapydjy. IlocemoBame 3uama O6mIO je Be3aHo 3a cBemTeHuke. VHaue,
Erunhanu cy pemaBasu KOHKpeTHE MaTeMaTUUke mpobiieMe Koje je HaMeTasa mpakca,
HAPOYUTO I'PATUTELCTBO. PemaBame mpobiaema je 0O0MYHO OUIIO penaBame je ITHAUMHA,
a MeToIe pelraBama Cy Oumile CIWYHe MeTonaMa KOjuMa MX JaHAC PelaBaMo, NOK ce
Ty HUje MOjaBJLUBAJIO IMyHO Teopuje. ['eomerpuja je Omia camp:kajHo boraTuja HETO
KO ocranux Hapona tor moba. IlpermocraBsea ce ma cy Ha TO yTHIasie BPEMEHCKE
npuiImKe, KOHKpeTHO yecTe nmomnaBe Hwuna. Ha ocHoBy cauyBanor sammca HAcTao je
u nojam Feunamcrxu mpoyzao, Tpoyrao uuje cy crpaHurie y omHocy 3 : 4 :5 u Koju je
IPaBOYTJIIU.

Benuku mompunoc reomerpuju cy magu ['pru, a Ha TeMemuMa EykaunnoBux Eaeme-
Hama reoMeTpuja nodbuja popMmy Kojy m3yuasamo u naxHac. Ha oBoM Mecty m3msajamo
Tpu mepumHUNMje 3 EykmmnoBux Einxemenara, Koje Cy IOBe3aHE ca CaAp:KajeM OBOT
pana.

19. IlpaBonuHMjcke GuUrype cy OHe KOje Cy OTpaHWUYeHe IIpaBaMa, TPOCTPaHe Cy
OrpDAaHUYEHE Ca TPU, YETBOPOCTPAHE CA YETHPYW, MHOTOCTpPAHE Ca BUIIE O dUe-
TUPU TIpaBe.

20. On TpoCTpaHUX MPABONUHUJCKUX QUIYpa, jeORAKOCMPAHU TPOYrao MMa TPU je-
[HAKe CTpaHe, jedHaKOKDAKy MMa CaMO IBE jeJHAKE CTPaHe, a PAFHOCMPANU UMa
TPU HejeqHAKEe CTPAaHE.

21. Hase, ox TpoCTpAHUX GUIYPa NPasoyzau TPOyrao je oHAj KOju mMMa IIpaB yrao,
MYnoyesu OHAj KOJU UMa TYI yrao, & 0wWmpoy24u OHAj KOjU MMa TPU OWITpa yIJIA.



Ymuosuajyhu obauke, jour om mMpemaImKOJICKOT y3pacTa, m3MeDhy ocTamux meTe yIo-
3Haje TpoyraoHu obsmk. Tpoyrao xkao oOJMK HACTABDA & CE MOjaBJ/bYje U AaJLe KPO3
mIKOJIOBame. & TOPBOM pa3peny Ce yBOAM IOjaM JUHUja, T€ Ce KPO3 BPCTE JIUHUjaA
HAIIOMEHE U MPOoY2ao KGO 3a4MBOPENG USALOMDEHC AUKUJG, & HA MOTIYHOM yCBajamy U
HAIOTrPakBU OBUX MIOjMOBA Ce MHCUCTUPA Yy IETOM pa3peny OCHOBHE IIKOJE.

Y mecToM pa3peny OCHOBHE IIKOJE [I0jaM Tpoyria je Bel ycBOjeH, Ia je mpaBy MO-
MEHAT Ja Ce YTBPIU ,ounrienna’ HejeqHakocT Tpoyriaa. O6paau HACTABHE je IUHULE Y
OBOM IIEPUOLY CE€ He MOKe IPUCTYIUTHU CAMO Ca TEOPUjCKe CTPaHe, Beh je moKeBHO na
Oynme u meMOHCTpaTWBHA. YoOuyajHAa HACTaBHA CPEACTBA 3a OBY TeMy Cy IITanuhu;
MOKEJbHO je uMaTy Oap YeTupu IMmTanuhia pasiuduTuX Iy:KUHA, O KOjUX je jeman
OyKUHE jenHake 30upy Oy:KMHA HEKa Apyra [Ba mTanumha u3 Tor ckyma. VIzbopowm
PA3IUUUTUX TPOJKU IMTammha, IEeMOHCTPUPAjy CE YCJIOBU €r3UCTEHINje TPOyria, Tj.
YUYEHUIIMMa Ce YBOIMW HEjEAHAKOCT TPOYILJA, a Ca OBOM JEMOHCTDPAIUjOM Ce IOCTHKE
Ia je cBaKW yUeHUK yCBOjuo TBpbheme, 6e3 6ojasuu ma he ra 3abopasutu. Hakon Tora
ce oMmoryhyje yueHunuMma KOju MOKa3yjy BUIIE MHTEpPecOBama u Belly MareMaTUuky
BEIITMHY Aa yCBOje M oaroBapajylly Teopemy, ma X IOKa3.

IIpe came Teopeme, OOMYHO ce majy jeOHOCTABHUjU TIPUMEPH, HABOIUMO OBIE
TUINYHE 330aTKe 13 OAroBapajyhmx ynbeHuka.

3amarak 1. Jla gu
(a) 6,8,10; (6) 6,7,15;

MOr'y OUTH CTpaHuUIEe Tpoyraa?
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3amarak 2. Y Tpoyray cy aBe crpamune nyxkuna 4,5 um 6,5. Kosmka moxke Outwm
my:xuHa Tpehe cTpanure?




Hakon oBakBuX mpuMepa [0Jsa3u 10 ancTpaknuje, obudHo ce TBpheme popmynuire
Ha caenchu mauuu:

Teopema 1. Y AABC y rojem je AB =¢, BC =a, CA =0, Baxu:
a<b+c,b<c+a,c<a+bd.

M ob6puyro, ako cy a, b, ¢ mo3uTuBHEM peasiHM OpPOjeBU O KOjU 3aI0BOJHABAJY
MPEeTXOMHE peJialiije, OHIa MOCTOjU TPOYrao Ymje Cy CTpaHule a, b u c.

Y wmacrtaBry pana 6uhe M3710/K€HE HEKEe Ol OCHOBHUX I'€OMETPHUjCKUX HEjeIHAKOCTHU
3a eJieMeHTe TPOYyIJa U MPUKA3aHU HEKU 04 MOrynux mpaBala BUXOBOT Pa3BUTKA.

Horamuja u moueTHU mpuMepun

Axo Huje marsameHo Apyrauuje, Kpo3 oBaj pan he nyskunme crpanuna ANABC outu
osHauene ca a = BC, b = CA, ¢ = AB, yranosu ca a = <A = <BAC, f = <«B =
<ABC, v = <C = <ACB, cpemumra crpanuna BC, CA, AB ca Ay, By, Cy, pemowm,
nomuo:kja Bucuna u3 A, B, C ca A’, B, C', penom, npecenu oarosapajyhux cumerpana
YHYTpAIIBUX YIJI0Ba ca HacmpamuoM ctpanunom ca A’ B” C”.

Hyxune rexxumunx nyxu AA,, BBy, CC; he Ouru obenexene ca tg, tp, t., pe-
nom; sucune AA', BB', CC’ ca hg, hy, h., pemom, mnysune 6ucexrpuca ca l, = AA”,
Iy, = BB", l. = CC”. Haswe, nonyobum he Guru obenexen ca s (s = (a+ b+ c¢)/2),
MIOJIYIPEYHUK ONMCAHOT Kpyra ca R, a ymmcaHor ca r, a HOJYNPEeUYHUI CIOJha IPU-
NUCAHUX KPYLOBa Ca Tq, Tp, T'ec, PEMOM, HOK he P miu Papc 6utu nmospmwmaa NAABC.
Taurke H,T,0,S npencrasibajy, penoM, OPTOIEHTAP, TEKUIITE, NEHTAP OIUCAHOL U
nenrap ynucaunor kpyra ANABC.

IIpe cBera, Tpeba DOBpPHIUTHU 3aMOYETO y YBOMTHO] I'JIaBU. Y OCHOBHOj INKOJU C€
TBpbheme Teopeme 1 0OMYHO CBOIM HA:

Teopema 2. Y NABC je AB < CA arko u camo ako je <BCA < <ABC.

A

Ioka3. Ako je AB =CA, cnemu na cy NABA; u AA;CA nonynapuu, na je <BCA =
<ABC. Arxo je AB < CA, uera je D rakBa na je na je A— B— D u AD = AC, cnenn
<IABC = <ADC + <DCB > <ADC = <DCA = <DCB + <BCA > <BCA. O

OHO mTO je OBIEe MO:KAA U BAKHU]E HAIOMEHYTU NI je Ia Y UCIUTUBAKY I
am a,b,c Mory GUTH CTpaHUIlE TPOYTJIA, aKO jeé MO3HAT HUXOB Hopenak (Ha mpumep,
¢ < b < a), ce uCuUTUBAKkE CBOMU HA UCIUTUBAKE JEITHOT, & He Tpu yciaoBa (y OBOM



cayyajy HejemHakoctu ¢ < ¢ +b u b < ¢+ a cy TpuBmjasHe, MOK Tpeba MCIUTATUA O
au Basku a < b+ ¢). Y HaCTaBKy AajeMO HEKe MOCJEIUIEe OBE HEjeTHAKOCTH.

3anarak 3. lloka3zaTu ga y CBAKOM TPOYIJIY BaKuU
s <ty+itp+it.<2s.

Pememe. Heka je E tauka TtakBa na je ABEC napasenorpam. Ouna AF canpsku Aq
u AE = 2t,. Vs NABE cnemu AE < AB + BFE, a nomro je BE = AC = b, caemn
2t, < b+ c. Amasorno, 2t, < ¢+ a, 2t. < a + b, na cabupamem caemu 2t, + 2t + 2t. <
2a 4 2b + 2¢ = 4s, Tj. Opyra HejeTHAKOCT.

C E

A c B

Us ANAA1B cnemn ¢ = AB < AA; + BA; = t, + 5. Amasoruo, uz AAA;C cnemm
b<t,+7%, nma, cabupamem, b+c < a+2t,. Amanorso je c+a <b+2t, ma+b < c+2t.,
na, cabupamem, 2a + 2b+ 2c < a + b+ ¢+ 2t, + 2ty + 2t., omakiae je s < t, + tp + te.

O06e HejeIHAKOCTU Cy CTPOTeE. A

Ha oBoM mecTy Huje some TPOKOMEHTAPUCATU KOJIUKO je HejeTHAKOCT TPOyIrJia
nmpenu3Ha. ['pemka y OBOj HEjeIHAKOCTH je Mama YKOJIWKO Ce NpUMEBhYje Ha IBe
Mame CTPaHWUIEe W MTO je yrao maMeby mux ,Tymmu’, a y IPUMEHU HA CUMETPUUHE
Heje[HAKOCTM eJieMeHaTa TpOoyria (Ymju je MPUKA3 TJIaBHM MOTHUB OBOT paja), He
MOke ce 0b0e3bemuTu na cBu yriaoBu Oymy ,mHOro Tymu’ . Kao mobpa uiycrpanuja,
YUYEHUIIMA j€, HEMOCPEIHO HAKOH MPETXOIHOT, NOKebHO natu cienehiu 3amarak (koju
je ouurienHo nNpoPUImEeHe IPEeTXOIHOT Pe3yJTara):

3anmarak 4. Jloka3zaTu ga y NIPOU3BOJLHOM TPOYTIIY BAKU U % -8 <tg+ 1ty +te.




Pememe. VI3 AT AB u vejennakocTu Tpoyria ciaemu TA+TB > AB, Tj. %ta—i—%-tb > c.
Amnasnorso je %-tb—i— % ‘te >amn %tc—l—%-ta > b, omarise ce, cabupamem, qo0Uja TpaskeHa
HEjeTHAKOCT. A

Amnanmza 3amro je, HAU3rJIe  UCTUM HAYMHOM paja, qobujeH 60/bu pe3yiarar je mo-
Opa OoCcHOBa 3a pa3yMeBame NPEnU3HOCTU HEjeTHAKOCTU TPOyria. Y HACTABKY 1ajeMO
n300p HEKUX UCTOPUjCKU MO3HATUX T€OMETPHU)jCKUX HejemaHakocTu. HamomumeMmo na je
y paly HaIpaBJ/beH IOKyIlaj npurasa mTo Behier 6poja MeToma pemaBama mpobiema,
Tako na Hehe Ha CBAKOM MeCTy OUTH NMPUKA3AHO PEIIEHe KOje YUYEHUIM BUIE y MPBOM
cycpery ca omarosapajyhnom HejemHaromhy.

Teopema 3 (ITmoaomej). Axo cy A, B, C, D tauke y paBHU, BaKU
AC-BD < AB-CD+ AD - BC.

Jemnakoct Basku ako m camo ako je ABC'D TeruBaH 4eTBOPOyrao Ca AMjaroHAIAMA
AC u BD wnmm ako cy A, B, C, D ronuneapue u Tavyuo jemua on B u D ce nasnasu
usmeby A u C.

Ioka3. Heka je M rtaura pasuu takBa na cy ACMB u ACDA cauunu 1 ucre opu-
jemranuje. Onma je % = % u <BCM = <ACD. Cunemqu <DCM = <ACB, onakne

je ADCM ~ ANACB, na je BM = % uMD = %. Cnemn

BC-AD+CD-AB

< =
BD < BM + MD A0

Axo ce moctwke jemmakoct, ouma cy B, M u D ronumeapue, na je <CBD = <CAD,
MITO MOBOIU [0 TOPE HABEICHUX BE3a. O

Teopema 4 (Hejednaxocm napaseaozpama). 3a npousBosne tauke A, B, C, D y upo-
CTOPY BaKU

AB? + BC? + CD? + DA? > AC? + BD?.

Jemnaxoct ce moctmxke ako u camo ako je ABCD napanenorpam (morylie merexepu-
caH).

Iloxa3. Hexka je koHQUrypamnuja cMemTeHa y TPOAUMEH3UOHN JleKapTOB KOOD AMHATHU
cucreM U KoopauHate tadaxa A(x1,y1,21), B(xa,ye, 22), C(x3,ys,23), D(x4,Ya, 24).
Tpeba mokazartu ma je

2 2 2 2 2 2
(1 —22)" + (22 — 23)" + (v3 — 24)" + (w4 — 21)" 2 (21 — 23)" + (T2 — 4)
(1 agaIOTHO 3a Y U 2), MTO je exkBUBaJeHTHO ca 0 < 27 + 23 + 22 + 13 — 22129 — 20073 —
2x3x4 — 22421 + 22123 + 20004 = (1‘1 — X9 + T3 — l‘4)2.
JemHakoCT Ba)kKM aKO U CaMO aKoO je T1+T3 = To+x4, Y1+Ys = Y2 +Ya, 21+23 = 22+24,
Tj. ako u camo ako je ABCD mapaJemorpam. O

OB1e je y HejemHAKOCTU MapaJiejiorpaMa MPUKA3aHO PEIIelme KOoje HUje MPBO pe-
meme Koje Buae yuenunu. Ho ToO pememe mMa BeJIUKY IPETHOCT, MOMTO ce 0e3 mpo-
OJieMa MPEHOCU y MPOCTOPE MPU3BOJLHE MIUMEH3Uj€e, TAKO Ia He Uyaud Oa Ce MOjaBibyje
u y rpamuBy ¢akyiarera. BaskHOCT OBe HejemHakocTu Omhie mpurazaHa U y KaCHUjAM
npuMeprMa (BumeTn onessak nocsehen mejenmaxkocTuma y XniaGepToBOM IPOCTOPY ).



Y Tory mrojsioBama OOWYHO ce wm3DeraBa [NOKA3 er3uCTEHIMje HEKOT O0jexTa
(TMnryHO 3a TakBe CHUTyauuje Ha (aKyITeTy je MO3UBAMHEe HA HENPEeKUTHOCT W /uiu
KOMIAKTHOCT). To ce 06umuHO m3beraBa MO3UBAHEM HA ,,OUUTIIEMHOCT’ WA KOHCTPY-
KIIjOM.

3amarak 5 (Topuueaujeea maura). Hera je AABC omrpoyrau. Koncrpyucatu Tauky
M yuyrap ANABC 3a rojy MA+ MB + MC uma majuamy moryhy BpemHoCT.

Pememe. Heka je X npoussBossna Taurka yayrap AABC, a () Tauka BaH TpOyTriia, TaKO
na je ABAQ jemmakocTtpanuunu, Tj. () ce mobuja porammjoMm Tauyke B ca IEHTPOM y
A 3a 60°. Aro je Y cimka X npum oBoj poramuju, AXAY je jemHarkocTpaHudaH u
Basku ANQAY = ABAX, na je QY = BX u YX = AX. Caemu AX + BX + CX =
QY +YX +CX 2 QC.

Ilakne, moBosmuo je ompemutu M 3a woje je MA+ MB 4+ MC = QC, a To ce
Moske moctuhu, momro je moryhe komcrpymcaru M u M’ ma QC, Tako ma je M'AM
jemHAKOCTpaHUYaH. A
ITo mperxomuaom M je mpecek npasux AQa, BQp u CQc, rue ¢y Qa, @p, Q¢ Tauke
Bau AABC 3a koje cy ABAQc, NACQp, ABQAC jennakocrpanuvnu. Yecto ce
nperxonHo TBpheme jaB/ba y OBaKBOj (POPMYJIAIU]H.

3anarak 6. Heka cy a,b,c crpanune tpoyriaa. [lorazaru:

(1) 36up kBa;para cTpaHUIa TPOYIJA MamU je Ol MOBPIIMHE KBAAPA YUje Cy CTpa-
HUIlE jeAHAKE CTPAaHWIaMa TOr TPOYIJA;

(2) (@®>+0*+2)(a+b+c)>2(a®+ b3+ ).

Pememe. (1) Ilo mejennakoctu Tpoyraa je b—c < a, c—a < b, a—b < ¢. Kpagpupamem
u cabupameM n00ujeHuX HejemmakocTu mobuja ce a’ + b? + ¢ < 2(ab+ be+ ca), mTo je
tepbeme 3anmatka. Kako cy HejemmakocTu Tpoyria CTPOTe, jJeTHAKOCT C€ HE NOCTULKE
HUKAI.

(2) IIo mejemmarocTu Tpoyria je a < b+c¢, b < c+a, ¢ < a+b. MuoxkememMm
oBuX HejemEakocTu ca a?, b?, ¢?, pemoM, u cabupamem, nobuja ce a® + b® + ¢ <
a?(b+c) +b*(c+a) + c(a +b), onarne je

2@ + 03+ ) <ad*la+b+c)+b?(b+cta)+cE(ctat+b)=(a®>+b*+)(a+b+o).

Kako cy HejemHakocTu TpOyTria CTPOre, jJeMHAKOCT Ce He MOCTILKE HUKAI. A

WNaxko je mejemmarkocT Tpoyriaa ,rpyba”’, HejemHakocTu Koje ce mobujajy meHOM
yrnoTpeboM ce 4ecTo He MOTY MONPaBUTHU. 10 NOKa3yje U HapEeIHU IpUMep.



3amarak 7. Oapenutu cBe o € R, Tako ma 3a CBe TPOYIJIOBE BasKU
a® + b + ¢ < a(ab + be + ca),
rue cy a, b, ¢ cTpanuiie TpoyrJa.

Pememe. Ilo neny (1) mperxomsor 3aznartka, TBpheme je tauno 3a a € [2,00). Ca
IpyTe CTpaHe, TMOCTOju Tpoyrao uumje cy crpanune a = b =1 u ¢ = ¢ € (0,2), ma je
a?+b*+c2 2462
ab+bc+ca 1+2¢

— 2 kan € — 0+, ma tBphewme HUje TauHo 3a a < 2. A

3anarak 8. llokazatu na 'y AABC Baxu hy <l < t,.

Pememe. Tepbheme h, <[, je Tauno, nmomTo je BucuHa Hajkpahe pacrojame Taure A
on Tavaka npase BC'.

Axko je AB = AC caemu l, = t,. Wnaue, nera je (6e3 ymamema onmroctu) AC >
AB u M cumerpuuna ca Ay onnocy Ha A;. BMCA je mapamenorpam y KojeM je BM =
AC, na je BM = AC > AB, 1j. <BMA < <BAM, na je <A1 AC < <BAA,. Cnemn na
AA" mpunana yayrpammoctu <BAA;. <AA”"C je tym, jep je <AA"C+<BA"A = 180°
n <AA"C = <A"BA+ <«BAA" = <A"BA+ a/2 > <A"CA+ a2 = <BA"A, na je AA;
majayxa crpanuna ANAA”A;. Cnemn AA; > AA”Y, 1j. t, > 1,. A

Cvmenaa=y+z,b=z+z,c=x+vy

Kako je npukasano y 3amamuva 3 u 4 (1 KOMEHTApUMa y3 BUX ), HEIPUJATHO jé KOHTPO-
JINCATHA TPENU3HOCT HejeqHakocTu Tpoyria. Takobhe, ako ce mocmarpa ckyn 7 cBuX
tpojru (a,b,c), Tako ma cy a, b u ¢ cTpaHUNE TPOYTIA, OHIAA j€ OBO MPABU MOICKYI OI
(0,00)3. MebyTum, rpanume Tor ckymna cy paBau y R®, Tako ma je JOTMUHO 3amaTaTu
Ia JIM C€ HEmTO MOKe MOCTUNU MOrogHO m3abpaHOM CMEHOM KOOpIWHATa, Koja Ou
rpanuie oBe 00JIACTU MPETBOPUIA Y AEJIOBE KOODAMHATHUX DABHU.

KorkperHo, jemnaumbnama a = y+ 2, b = z+ 2, ¢ = x + y nmara je bujexknuja ca
T ma (0,00)% (mapaBHO, U WHBEp3HE jeHAUMHE Cy JUHEADHE, KOHKPETHO T = b+§"‘,
Yy = %ﬁb %H) ¥ OBO 3a 0Baj pak uMa HocebHy BayKHOCT, MOIITO CE JIMHEAPHOM
CMEHOM HEjeTHAKOCTU CTPAHUIA TPOYLJa MOLY CBECTH HA HEjeTHAKOCTU IMO3UTUBHUX

6pojeBa (koju HuCy Be3aHu ycioBuma). Mnak, y MIKOAU ce OBO OOUYHO HE IpUYa HA

nz=

OBAKaB HAUWH, HET'O C€ Aaje TeOMETPHUjCKO TyMademhe IPEeTXONHOr pe3yarara. byayhnu
Ia je TO TeOMETPUjCKO TyMaueme TPUINYHO MPUPOIHO, TO moBehaBa 3HAUYA] OBAKBE
TpaHchopMaIUje.

Teopema 5. Hera cy A", B, C"' momupre Tauke ymnucaHe KPY;KHUIE M CTPAHUIA
tpoyraa BC, CA, AB, pemom. Owmupa je AB” = AC"' (umera je To x), aHAJIOTHO
y=BC" =BA", 2=CB" =CA"  najea=y+z b=z+2xz, c=x+y. Bagm:

Hosumusenu pearru a, b, ¢ cy cmpaHuye mpoyera axo0 U CaAMO aKo nNocmoje
NOZUMUBHY Pearn T, Y, z mako da jea=x+y, b=y+ 2z, c=z+x.

3amarak 9. Axo cy a, b, ¢ Ly:KUHE CTpaHUIA TPOYTJIa, HOKA3ATHU 14 je

a n b n c
b+c—a c+a—-b a+b-—c

=



Pememe. IIpumenom momenyTe cMeHne, nobuja ce eKBUBAJIEHTHO TBPDheme

+ z z+x x +
Yy + + Yy

> 3, 3a MO3UTUBHE pEAJHE T,Y, 2.
2x 2y 2z

Ilocnemme ciemm us % + % >2,/ % . % = 2 (HejeIHAKOCT apUTMETUYKE U M€OMETPU-
y

jexe cpemmme) u, aHajnorso, £ + 2 >2, ¥ 4 5 > 2, cabupamemM.
JemuakocT ce mOCTW:KE aKO M CaMO akKo je & = Y = z , OJHOCHO aKO M CaMO aKo je

a=b=c. A

Kao mro m macayhyje nperxogum nmpumMep, y pany ca CAMETPUYHUM HejeTHAKO-
CTVMMa eJieMeHATa TPOyrJya, HIPUPOMHO je OYEKMBATHU Ja Ce€ OHE MOTY IIOBEe3aT! Ca
HEKUM CUMETPUUYHUM HejeTHAKOCTUMa OpojeBa. Y HpuMepy je KopumiheHa HejeaHa-
rocT uaMehy apurmMerruke M reOMeTPHUjCKe CPeauHe, a OBIEe HABOAMMO HEKe OJ Heje-
MHAKOCTU CUMETPUYHUX CPEIWHA, OHE KOje ce Hajuemne jaBibajy KPO3 IIKOJOBAIE Yy
Cpbuju.

Teopema 6. (a) [Ocnosne nejednarocmu cpedunal. Ao €y 1, ..., T, TO3UTUBHA Dea-
aaM OpPOjeBU, BaKU

2 2
n r1+...+x i +...+x
T T S Ve s sy ..
—+...+ = n n

T Tn

YoueHU U3pa3uU Cce Ha3UBAjy, PEIOM, XapMOHN]CKa, T€OMETPHUjCKa, apUTMETUYKA,
¥ KBAIPATHA CpearHAa. JEeTHAKOCT y CBAKO] Ol YOUEHUX HEjeTHAKOCTU C€ NOCTUKE
aKO M CaMO aKO je X1 = ... = Xp.

(6) [Hejeonaxocm Kowu-Illeapy—DBymwakosckoe]. AKo Cy T1,...,Tn U Y1,...,Yn DEATHA
OpojeBu, BazKU

(g1 + 2oy + .+ Tnyn)’ < (@I + 23+ D)WY+ yn)

IIputom ce jemmakocT mocTw:ke akO WM camMo ako mocroju A € R Tako ma je
(1, -y Tn) =AYty -y Yn) Wad (Y1,...,Yn) = AM(21,...,2,) (Tj. aKO 1 caMo ako cy
YOUEHN BEKTOPU JIMHEAPHO 3ABUCHMU).

(B) [Hejeonarxocm Yebuwesa]. Aro cy x1 < -+ <y u y1 < -+ < Y, peasnu Opojesw,

Baykn
1 — 1 — 1 — 1 — 1 « 1 «
—- E TeYk = <—~ $k) (—' E yk) u—- E ThYn—k+1 < (—' xk) (—' E yk)~
n n n n n n
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Hamomumemo ma je mat cmenujasan obOJuk Hejemnnakoctu YebuimeBa, KOju je mo-
BOJbaH 3a OBaj pan. Byayhwm ma ce mperxonHe HejeTHAKOCTHU IOKA3Yj]y KOPUIIEHEM
vHIYKNUje u aHajgu3e (0coOMHE KOHBEKCHUX (DYyHKIMja), IMITO Ce ODUYHO IpOoydaBa y
CTapUjuM pa3penVMa Cpelnme IKOJe, a A je IpoyJyaBame eJeMEeHTapHe I'eOMeTpUje
y HaIleM IIKOJICKOM CHCTeMY yTJaBHOM BE3aHO 3a OCHOBHY u Miabe pa3pene cpenmme
MIKOJIE, y IIKOJaMa Ce OBe HEejeITHAKOCTU YeCTO He NOKA3yjy WM Ce NOKa3y]y HUXOBU
crenujasHy ciaydajesu (3a ,Mane” n), Hajuemhie IPUINKOM Paja ca TPAHCHOPMAI]OM
anrebapcKux m3pasa. 3a OPUMEHe y T'eOMETPHUju TPOyTria MOCeOHO je BarKkaH Ciyuvaj



n = 3, ma osxe najemMo mokase TBpbema (a) m (6) mperxomme Teopeme 3a n = 3, Ha
HAUMH KAaKO Ce TO Hajuemhe jaBiba mo mrosama y Cpouju.

Ioxkas. Kaxo je (x—y)2 >0, (y—2)2 >0, (z—2)? > 0, cabupamem OBUX HejeTHAKOCTH
u cpebuBamem, mobuja ce

224yt + 22—y —yz—zx > 0. (%)

MHuoskemeM mobujeHe HejemmarkocTu ca z +y + 2z > 0, cremm x® + y® + 23 > 3wyz.
Cumerom = = /a, y = Vb, ¢ = /¢, nobuja ce a + b+ ¢ > 3V abe, 1j. Hejemmaroct
u3meby apuTMeTmUuke M reoMeTpUjCKe CpeauHe.
1 1,1 4 1 3 i -
ar o + b + o = Tarpo o WTO J€ €KBUBa
JICHTHO HejeJHAKOCTU m3Mely reoMeTpujcke M XapMOHUjCKE CpeIuHE.

Ha ocuoBy (%), ciema (z 4y + 2)? = 22 +y? + 22 + 2(ay + yz + 22) < 3(2? +y? + 22),
OJaKJe CIeAn HejeTHAKOCT m3MeDy apuTMmMernuke 1 KBaIpATHE CPEIVHE.

CmenoMm a = b= %, c= é, nobuja ce

Y CBUM IpPETXOMHO MOKA3AHUM HEjeTHAKOCTUMA JeTHAKOCTH BAyKE aKO M CaMO aKO
cy oarosapajyhu 6pojeBu jenuaxu.

Kako je (z1 — Ay1)? = 0, (w2 — M\y2)? > 0, (23 — A\y3)? > 0, cabupamem ciemm
FO) = (aF + 25 + 23) — 2M (@151 + Tay2 + x3y3) + N (Y7 + 45 +43) = 0. Ako je y1 =yo =
ys = 0, mejemnaroct Komwu-IlIsapu-Bymakosckor (3a n = 3) je TpuBHMjajdHO TavHA.
WNnaue, f(\) je HeHETaTMBHA peasHa KBaAPATHA QYHKIUja, Na je HeHA TUCKPUMUHAHTA
HETMO3UTUBHA, OJHOCHO Bawu 4(T1y1 + Toys + 3y3)? — 4(2? + 23 + 23)(v? + v3 +y3) <0,
OJaKJIE CJIEeNU TPpasKeHa Heje qHaKOCT. Kao 1 Masonpe, JIako je BUAETU Kaua ce TOCTUKE
jemHaKoCT. O

Omemak 3aBpHIaBaMo MPUMEPOM IpUMeHe HejeqHakocTu Uebumesa.

3anarak 10. Ioka3aTu na je 36up pacrojama OPTOMEHTPA O CTPAHULA TPOYTJIa MAKHU
on 3r.

Pememe Axo cy d,, dy, d. pacrojama H mo BC, CA, AB, caemu ad, + bdy + cd. =
2(Pecu + Pacu + Papu) = 2Papc.

Axko je (Ge3 ymamema ommrocTu) a = b > ¢, Baku dg > dp > d. (U3 a > b cnemmn
<CAB > <ABC, na je <HCB' < «<HCA’', onakne je HB' < HA’), ma Ha OCHOBY
HejemHakKoCcTN Yebumesa cienu

(a+b+c)r =2Papc = ad, +bdy + cd. > =(a+b+c)(dy + dy + d). A

W =

OcHOBHe HejeTHAKOCTHU €JIEMEHATA TPOYTJIa

Y oBoM omembKy he OuTu mpukazaHe HUjaHCY CIIOKEHHje HejeIHAKOCTU eJIeMeHaTa
TPOYIJIa O MPETXOMHO HoOMeHyTuX. & TBpbhemuma he ce kopucturu menaosu ,,Bemukor
3amaTka’ , KOje OBIe HaBOIUMO.

Teopema 7. Y NABC Baxu:

(a) [Xepomoea gopmyaal. Papc = +/s(s —a)(s —b)(s — c);

(6) 2 = 20 +2c%—a’ .

a 4 ’



(8) 1o = AA" = 2 . /Tes(s —a);

; 2 _ p2 _ OA’+0B*+0C? .
(r) [Ojaeposa eesa]. OT? = R* — S5T=F 12—

(n) ro +7p+7r.=7r+4R.

ITomenumo na u moka3u OBUX TBpDema 3aBuce on HumBoa obpa3oBama. Ha mpuwmep,
Be3a (6) ce mo nmreparypu obuuno n3soau npumenoMm Crjyaprose teopeme (koja je
,,HETPUTOHOMETPUjCKA’ BapujaHTa KOCUHYCHE TEOPEeMe), NOK PETKO KOjU HACTABHUK
M3BOIU OBAaKBE Be3e HPUIMKOM 00paje KOCUHYCHe TeopeMe (IOWTO Cy IPUMEHe KOCU-
HyCHEe TeopeMe y reoMeTpuju, Koje ce jaBiajy mo npujemauM wmcnutuma y Cpbuju,
YTJIABHOM TIPABOJIMHA]CKE ).

Samarak 11. oxasaru ga vy AABC Basn s° < tg + t% + tz.

Pememe. Baxu t2 = U CIUYHO 3a tp, U t., ma je t2 + 12 + 12 =

(a+b+c)®> 2 .
~—4—— = s, no Hejennaxoctu m3Meby KBanpaTHe m apuTMeTHuke cpenuHe. JenHa-

KOCT Ce MOCTIKE aKO U CaMo ako je a = b = ¢, Tj. ak0O U caMO akKO je Tpoyrao jemHa-
KOCTpaHUYaH. yAN

2b242c2—a? 3(a?4b%+c?) S
4 1 =

Samarak 12. [okasatu ga y AABC Baxu

9r < ha+hb+hcgla"'lb"'lcg\/rarb+\/rbrc+\/rcra
< sV3<rg+m,+1re=r+4R.

Pememe. N3 2Pspc = %(aha—&—bhb +ch.) n mejennakoctn Yebumesa caemu r(a+b+c) =
2Pspc < é(a + b+ c¢)(hg + hy + he), Tj. IpBa HejeOHAKOCT. JeTHAKOCT Ce HOCTWKE aKO
U CAMO aKO je TPOYTrao jeIHAKOCTPAHUYAH.

Kako je l, = hq, lp = hy, lo = h. (3amarak 8), ciemu apyra. JemHakocT ce mOCTMRE
aKO M CaMO aKO je TPOyrao jeTHAKOCTDAHUYAH.

Karo je I, = bsc(s —a), u, amasorso, 3a l, u l.. Kopucrehu Xeponony
dbopMyIy, cienu

2V be Papc | Pac  Pasc
l, = : —a) < —a) = = : = -
e Vs(s—a) </ s(s—a) DI py e VTor

CabupameM ca aHAJOrHO HOOMjeHOM Hejemmakomhy 3a [, u [, mobuja ce Tpeha meje-
OHAKOCT. JemHAKOCT Ce HOCTU:KE aKO W CaMO aKO je TPOyrao jeIHaKOCTDaHWYAH.

Ha ocuoBy Hejemnakocty m3MeDy apurMeTnyke 1 KBaApATHE CPEIVHE, CJEIN
VTaTo T/ ToTe +1/Tela < NEE VTalh + 1p7c + 1erq. Kako je

2 .
b+c

1 1 1
2
TaTh +Tore +7erq = P°- + +
v e e (@—@@—w (s=b)(s—0)  (s—c)ls—a)
_ 2.5_a+$_b+8_6252
(s —a)(s—b)(s—c) ’
U3 IPETXOMHE ABE CJCOU YEeTBPTA HEjeTHAKOCT. JEeIHAKOCT Ce NOCTILKE aKO M CaMO aKO
je Tpoyrao jeTHAKOCTPAHUYAH.
N3 s%2 = rry + Tpre + Telq < %(ra + 71y +71¢)? caemm $V3 < ra+ 1y +17.. Jemmaroct ce
MOCTUKE aKO M CaMO aKO jé TPOyrao jeQHAKOCTPAaHUYAH.
IMocnenma jemnaroct je teopema 7 (m). A
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3amarak 13. [okasatu na y AABC Baxu

27
27r2<h§+h§+h§<13+l§+z§<s2<t§+t§+t3<ZR?

Pememe. 13 npBe HejequnarocTu 3anaTka 12 u HejenHakocTu usMelhy apurMeTuyke u

ha+hi+h2 : 2 2,712 12

kBagparHe cpenune caem 9r < hqo+hy+he <3 —t——=, omakie je 27r* < ha+hi+h:.

Ilpyra mejemmakoct caemu u3 h, < l, (1 amanorso 3a b u ¢, 3anarax 8).

Karo je [2 = 4bes(5-a) < (s — a) (ma ocHoBY HejenmaxocTu usmeby reomerpujcke

Jela = Troz S Yy HEJeL Yy puj

U apuUTMeTUuKe CpeauHe), cabupameM OBe U ABe aHAJOTHEe HejeTIHAKOCTH, ciemu 2 +
Z+12<s(s—a+s—b+s—c)=s? 1j. Tpeha Hejemmakoct.

YerBpTa je HEejemHAKOCT je mOoKa3aHa y 3amarky 11.

IleTa HejeoHAKOCT je eKBUBAJICHTHA CA 3(a2+22+02) < 2752 , Tj. ca a?+b%+c? <9R?,
mro caemu u3 Ojnepose Bese (Teopema 7, meo (r)).

Y cBakoj HejemHAKOCTU jeTHAKOCT Ce MOCTU:KE aKO M CaMO aKO je TPpOyrao jemHa-
KOCTDAHUYAH. A

3amarak 14. Jlorkazatu na y AABC Baxun

9
9T<ha+h/b+hcgla+lb+lc<ta+tb+tc<§R'

Pememe. IlpBe mBe HejemHakocTu Ccy mokKasaHe y 3amarky 12, a tpeha cuemu wus
3a0aTKa 8.
Ha ocuoBy HejemnaxkocTtu m3mely apurMeTwyke M KBagpaTHE CPEAUHE, CJIEIU

ta+ty+te \/t2+t§+t2 \/a2—|—b2—|—62 1 3R
g a c — — _. 2 b2 2<_.
3 3 4 g VeIt esTy

Y cBakoj HejemHAKOCTU jeTHAKOCT Ce MOCTI:KE aKO M CaMO aKO je TPOyrao jemHa-
KOCTpaHUYaH. A

3amarak 15. llorkazatu na y AABC Baxn

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2
PR A A T A A A AT &
ITocnenme HaBeneHu 3amaTak ocTaBbaMo Oe3 mokasa. IIpmMerumo ma ako mocma-
TpaMoO IOYEeTHEe U Kpajie UjJaHOBe y IOCIeNHha YEeTHUPHU 3aJaTKa, NoOMjaMo UyBeHY
OjnepoBy Be3sy, Tj. TBpheme ma je 2r < R, OOHOCHO CBa 4YeTHUpPU 3aTATKA CE MOTY
cxBaTuTH Kao npodumema Ojiaepose Bese. OHa mMMa BApUjaHTY U Yy TPU JUMEH3Uje
(ma m Buie QuMeH3Mja), KOjy HABOAKMMO HA KPajy OBOI OIeJjbKa.

3amarak 16. Axo je R moxynpeuumk omwmcane, a r ymucue cdepe terpaenpa ABCD,
ouna je R > 3r.

Pememe. Heka cy Ta,Tp,Tc,Tp teswumra tpoyraosa BCD, CDA, DAB, ABC,
pemom, a T resxumre Terpaenpa ABCD. Owuna je T u texxumre Terpaenpa TaTgToTp
u Basku AT : TTy = BT : T1g = CT : TTec = DT : TTp = 3 : 1, na je terpaenap
TyTpTcTp xomoreruuna cauka terpaenpa ABCD npu xomoreruju ca neatpom y T

U KoepUIMjeHTa % Caemun R = 3p, Tae je p moaynpevHUK ommcaHe cdhepe TeTpaenpa
TATpTcTp, ma kKaxko oBa cdepa mMMa JOAVWPHE TAUKE Ca CBUM CTpaHaMa TeTpaenpa,
ciaemu p > r, omariae je R > 3r. A
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N3onepuMmeTrpujcku mpodJsieM 3a TPOyTao

WN3zonmepumerpujcku npobiem je jeman ox mpobieMa KOju je OCTABUO MPUIUYHO YTU-
naja y pa3Bojy maremartuke. lako je mona3Ha MOTHBaNuja, Ka0 ¥ IpBa GopMyJIanyja,
reOMETPUjCKA, PeIeme IpobiieMa Cy Majlu €JIEeMEHTH MATeMaTUUKe aHajn3e. Y OCHO-
BHOM OOJIMKY 3axTeB je ma ce meDy moBpmmMa y paBHM (UKCHOT OOMMa OOpenu OHA
K0joj je moBpmmHa HajBeha, mehyTtnm, Beh oBa Hedhopmasna GopMmynanuja sHaciayhyje
MHOTe mpobieme (mepununmja obractu, obuma, moBpmuHe,. .. ). OOIUK KOju ce Ha-
juemhie jaBjba IO TPEHYTHMM YHUBEP3UTETCKUM yUOEHMIUMA je Be3aH 3a obJsacTu ca
€0 IO Ie0 TIIATKOM T'PAHUIOM, HO Tpeba MOMEHYTH 1a ce yecTo Bubajy Henormynu (na
YaK ¥ HeTAYHU JOKA3M), a MO3HATA Cy U yOITeHha y BUIIE UMEH3WUja, y MPOCTOPUMA
ca MepoM, y KJIaCH jeTHOJIMCHUX AHAJUTWYKUX (GyHKOUja. . .

Y cpenmoj mroan ce oOMYHO (hopMynmmie IPoOJIeM 3a TPOYrao X MATEMATUUKA
amapaT KOjU je IPUKa3aH y MPETXOTHOM ey Pajlla je JOBOJbAH Na I'a PEINIr, HO MOKIA
M Ba)KHU]jA CTBAp je IMTO Ce Ha OBaj HAYMH YUYEHUIM AOCTA PAHO MOTY YIO3HATHU Ca
npobieMuMa KOjU Cy JOCTa 3aXTEeBHHUjU. YoOndajaH oOauK ¢GopMyiialiyje OBOI IPO-
OseMa KO CpeNHmOMIKOJICKAX YUCHUKA je:

00 ceux mpoyeaosa gurcroz obuma (2s) oopedumu onaj
(axo nocmoju) xKoju uma najeehy nospuwuny.

Ioraszahemo jaue tBpbheme:

Teopema 8. Y AABC Baxu

Jloka3. IlpBa HejemHAKOCT je €KBUBAJIEHTHA Ca 92 < V3P = V3sr & 9r < V3su
caemu u3 3agarka (12). Ilpyra je eKBUBAJIGHTHa ca V3P < % cs2 e V3r < % e
V3s > Or.

I[To mejemmakoctu m3ameby KBaapaTHe WM apUTMETUYKE CpEAUHE, CJIEIU %”“ <

24 b2 c2 9R? : b 3R\/3 3 1.1 R
\/a+3+c < 3 :RﬁvHaJ65:a+2+C< fH€S<§'§'3R'3:5’
OOHOCHO mobuja ce Tpeha HejegHAKOCT.

JemHakoCT ce y cBe TPM HEjeIHAKOCTU AOCTIKE aKO M CaMO ako je a =b = c. m]

. . . 2
Cnenujaano, Ha OCHOBY Opyre HejemHakocTu ciaemu na je P < 2=, kao u ma ce
) 3\/5 ’
jemMHAKOCT NOCTWKE aKO U CaMO aKO je TPOoyrao jeIHAaKOCTPaHWYaH.

Ha xpajy oBor omemka majeMo m jemHy IpUMEHY U30MEPUMETPUjCKe HejeTHAKOCTHU.
3amarak 17. Heka je M taura yayrap AABC. Iorkazartu na je MA+MB+MC > 6r.

Pememe. Axo je B’ tauka Taksa ga je ABAB’ jemHakocTpaHUYaH U y Pa3JIUUUTO]
nosypasru onpebhenoj npasom AB on tauke C. Omgna Bazwu MA+ MB+ MC > CB’
U, TIpUMEeHOM aBe KocuHycHe Teopeme, B'C? = b% + ¢ — 2bccos(60° + ) = b? + ¢? —
2bc cos 60° cos a + 2besin 60° sina = b2 4+ ¢2 — becosa + 2V 3 - Pape = % (a? 4+ b2+ ) +
2V/3 - Papc.

U3 mperxomuux sazataka ciem 3 - (> + b2 +¢?) =13 (2+17+12) > 2.2
u sv/3 > 9r, ma je % < (a® +b* + %) > 1872, Taxobe je 23 Papc = 9r? -2 = 1812
(nzomepumerpujcka Hejeanakoct), ma je B'C? > 3672, A
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HejemmaxocT Erdds-Mordell

Pacrojama Heke Tauke on cTpaHUIAa X TeMEHA TPOYIJa CHaNajy y HAjIPUPOIHUje 00-
jeKTe 3a mpoydaBame, He CaMO MaTeMaTudapa, TaKo Aa IPUPOITHO MECTO Y OBOM pPaIy
HaJla3e U CUMETPUYHE HEjeTHAKOCTU OBUX BEJIUUMHA.

3amarak 18. Heka je M tauka yuyrap NABC, Ay, By, C nomuosxja sucuna u3 M Ha
BC, CA, AB, penom. Ilorazatu ma je

MA-MB-MC>8-MA,-MB; - MC;.

Pemene. Kako je AM + MA, > h,, cnemu a- MA1 +b-MBy +c¢-MCy =2P = ah, <
a-AM +a-MA;,najea-AM 2b-MBy+c- MCy > 2y bc- MBy - MC; (mejennaroct
n3Mebhy apurMeTnuke u reoMerpujcke cpeaute). MHOMKEmEM OBE U IBe AHAJOTHE Be3e
cnemu abc - AM - BM - CM > 8 -abc- MAy - MBy - M(Cy, onakie cieny HejeIHaKOCT
TpasKeHa y 3a0aTKY. A

[Tocebry momynapHOCT y CPEIHOIIKOJICKO] MATEMATHUIN NTOHEO je 3aaTak KOju ce
1996—1e mojaBuo Ha Mebhynaponuoj maremaruuko] oiaummmnujamu. KMaxko om crpasde
MeDhyHapOIHOT KUpUja MPONEHEH Kao 3aJaTak CPelme TeXRUHE, OBO je Omo jeman on
Hajimomuje ypabenux 3amarakay mcropuju oBor takmMuuema. O 424 yueHuka, mo-
TIYHO ra je pemwuio camo 6, a Bulle OJ IIOJOBUHE IIOEHA HAa TOM 3a1aTky (Tj. 6ap 4
noena ox 7 moryhwux) je mmano 14 yuenuka. Opn ydeHuWKa CpICKe €KUIe, IIETOPO je
nmadio 0, a jenan 1 moen (mako je Te roamHe CPICKa ekuna 3ay3asa 24—to mecto (on
75 3eMadpa), WTO je y pPaHry mpoceuvnor pesyarata Cpbuje HA OBOM TAKMUUEHY ).

OBo je yTumayio ma OBakBe HEjeTHAKOCTH O Tada y jom Behiem obumy mocramy
cacTaBHU meo mpunpema BelimHe ekuma kKoje ce mpumpeMajy 3a OBO TaKMUUeHme. Y
HACTABKY IajeMO pelleme OBOr 3amaTka, uyBeHna Erdds-Mordellosa teopema (koja je
YIJABHOM CACTABHU €0 IOCTAUIJIOMCKAX CTYIUja), KA0 W jOII HEKOJIUKO CIUYHUX
mpumMepa. Y pemaBamy OBOI 3alaTKa je M30ErHyTO IO3UBAmEe HA TEOPEMY; HAIPO-
TUB, uCKkopuinheno je tBpbeme 3amaTka y DOKa3y TeopeMme.

3anmarak 19. [MMO 96] Heka je ABCDEF rousekcau mecroyrao y kojem je AB || DE,
BC || EF, CD || AF u Ra,Rc,REr nonynpevyHuny ONUCAHUX KPY:KHANA TPOYTIIOBA
FAB,BCD,DEF, penom, a O obum mecroyriaa. Jlokazaru ma je

Ra+ Rc+ Rg > % .
Pememe. Hexka cy a, b, ¢, d, e, f mnyxune crpanuna AB, BC, CD, DE, EF, FA,
penoMm. Baxn <A = <D, <B = <FE, <C = <F. Hera cy PQ u RS npaBe xoje canpixe
A u D, penom, nopmanue na BC u EF, penom (P,R € BC, Q,S € EF). Ouna je
BF > PQ = RS.

Caemu 2BF > PQ + RS, omHOCHO

2BF > (asin<B + fsin<C) + (csin <C + dsin <B),

u, aHAIOTHO, 2BD > (csin<A + bsin<tB) + (esin<B + fsin<A),
u 2DF > (esin<C + dsin<A) + (asin <A + bsin <C).
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Rako je Ra = QSﬁiiA » Re = 25§1D<[C' , Rp = QSi[r)liiE , crenn
1 sin<B sin<A 1 sin<C  sin<B
R R R > —--a- - -b-
At Hot e 1 (sin<IA+sin<IB>+4 (sin<IB+sin<IC’>+
1 O
> = b+...)=—.
5 (a+b+...) 3

JamHarocT ce mocTmke ako u caMo ako je <A = <B = <C =120°u FB 1 BC, onHocuo
ako u caMo ako je ABCDEF mpaBuia mecToyrao. A

Teopema 9. [Erdos-Mordelll Heka je M taura yuyrap AABC, a A;, By, C; nomHoxja
sucuna us M wa BC, CA, AB, penom. Ilokazatu na Basku

MA+ MB + MC > 2(MA; + MB; + MCy).

ITokas. Heka cy A’, B/, C' tauxke Takse na cy C1MB1A', A\MC1B’', M A;C’'B; napaie-
gorpaMu. Ha 0CHOBY HPeTXOIHOT 3aJaTKa IPUMeHeHor Ha mectoyrao A;C'B1A'C1 B/,
cnemu Ry + Rp: + Rer > MA; + MB; + MC,. Kako je AC1B1 A’ = AC1M B; un kako

je monynpeunuk onucaune kpysxkuune ACy M B jennak A7M (AM je mpedyHUK KpY’KHULE
omucaHe OKO TeTuBHOr yerBopoyriaa AByMCy, caemu w > MA; + MB;, +
MC1, 1j. tBpheme Teopeme. O

3amarak 20. Heka je M tauka yayrap AABC, a A;, By, C; nogHoxja Bucuna u3z M
wa BC, CA, AB, penom. IlokasaTu mna BasKu

1 L 1 . 1 < 1 1 . 1 . 1
MA  MB  MC ~2\MA, MB, MC )’
Pememe. Hera cy A*, B*, C*, A}, By, Cf cuure rauara A, B, C, A, B, Ci,
penoM, nmpu mHBEpP3Uju ca meHTpoMm M, y omHOCy Ha Kpyr moaymnpeunura 1. Kako C
u By, npunaznajy kpyxkuunu #san MA, ciremum ma cy Cf, Bf, A* konuHeapre u na je

CiBf L MA*. Amnanormo, ronuneapue cy Aj, Cy, B*, xao u B, A, C* u Baxn
CiA; L MB* nu BfA} L MC*.
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[To Epnom—Mopenosoj HejequakocTu npuMemneHoj Ha tauky M y AATBTCY cnemmn
MA; + MB; + MC; > 2(MA* + MB* + MC*), a xaxo je MX* = 11+ 3a cBaky Tauxy
X, cienu tBpheme. A

Ha kpajy omesmra majemo npodumemne HejenaakocTu n3 3anatea 18. Mako rBpheme
3amaTra 18 ciaenu HemOCpenHO M3 HApEeTHOT 3aJaTKa, OCTABJbEH j€ HErOB OPUTMHAJJIHUA
IOKa3, ma Ou ce W ymopemuiaa TeRWHA TBPDhHema.

3amarak 21. Heka je M tauka yayrap AABC, a Ay, By, C; nognoxja Bucuna uz M
wa BC, CA, AB, penom. Ilokazatu na Ba:Ku

MA-MB-MC > (MBy + MC,) - (MCy + MA,) - (MA, + MBy).

Pememe. Heka cy A’, B, C' nonnosxja Bucuna usz A, B, C wa BC, CA, AB, penowm.
Kako je MA+ MA; > AA’, cnetm a - MA1 +b-MBy +c¢c- MCy = 2Pypc = a- AA’ <
a-(MA+ MA,), najea-MA>b-MBy +c- MC.

Axko je M’ Ttaura cumerpuuna ca M y ommocy Ha cumerpaay <CAB, a A}, By, Cf
nomuokja Bucuaa uz M’ ma BC, CA, AB, penom, cnequ MA = M'A, MB, = MCY,
MC, = M B}, na ce kao u nperxomuo nobuja a- MA 2 b- MCy +c- MB;.

CabupameM IpeTxoaHo nobujeHnx se3a noduja ce 2a-MA > (b+c)- (M By +MCy).
Amnasorso je 2b- MB > (¢+a) - (MCy+ MA;) u2c-MC 2 (a+0b)- (MA; + MB;), na je
8abc- MA-MB-MC > (a+b)(b+¢)(c+a) - (MB;+MCy)-(MCy+ MA;)- (MAy+ MBy),
na ce TBpbheme nobuja MpUMEHOM HejemTHAKOCTU m3MeDy apuTMETUUYKE U T€OMETPU)CKe
cpenuHe.

Ila 6u Baskmsa jemnakoct, AA; mopa 6utu Bucuaa AABC (ananorno BBy u CCY),
na M wmopa 6utu opronentap AABC, mok u3 mocienme NPUMEHEHUX HejeIHAKOCTU
cpenuna caemu a = b = ¢, 1j. AABC mopa 6utu jenHakocTpanuyHu U Tauka M Heros
meHTap. AN
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Hejemmakoctu y Xmia0epTOBOM HPOCTOPY

Y rpamuBy ¢dakyiaTeTa ce YecTO IOjaBJbyjy HIAEje KOje Cy HacTalle y eJeMEeHTapHO]
reoMeTpuju. JemHO O HAJUPUPOIAHUjUX MecTa (300 caMe MOTHUBAIMje HACTAHKA, KOja
“Ma Be3e Ca ,[eOMETPUjCKUM’ HAUYMHOM PA3MUNBbAKA) je Teopuja XuiabepToBUX IPO-
cTOopa, TakKo na ce pal Cca jeTHAKOCTUMAa U HEejeTHAKOCTUMAa KOje MMajy OUUTJIEeaHY
reoMeTpPUjCKy mo3aauHy jaBiba Beh y mpBuM TBphHemuma oBe 06gaCTH.

Teopema 10. Heka je (H,(-,-)) Xuabepros npocrop. Onna Baxku:

(a) 3a cBe x,y € H Bamu |(z,y)| < /(z,2) -/ (y,y) (nejenmaxoct Komu-IlIsapu—
BymaKkoBCKOr);

(6) ca ||z|]| =/ {(z,x) je nepunucana vopma ua H.

Iokas. Kako 3a cse z,y € H, A\ € C Basu (x — \y,x — \y) > 0, caemu na je
fOz,y) = (z,z) + 2Re()\<y,z>) + A% {y,y) = 0. Axo je (z,y) = 0, yodena HejemHakoCT
je rpuBujasnna. Axo je (z,y) # 0, onzna je (y,x) = e~ *?|(x,y)| 3a Tauno jemuo ¢ € [0, 27),
na kaxo je f(\ z,e¥y) > 0, mocmarpajyhu A\ = pe’?, u € R, ciems ma je kBaapaTHa
¢yurumja g(u) = (x,x) —|—2‘(y,x>‘ i+ p?(y,y) HeHeraTUBHA, Ma je HEHA MMCKPUMUHAHTA
HEMO3UTUBHA, Tj. BAXKU 4|<y,x)|2 —4({x,z)(y,y) < 0. JemHakocT ce DOCTUKE AKO U CaMO
ako je © — Ay = 0 3a HEKO A, Tj. AKO U CaMO aKO Cy T U Y JIMHEAPHO 3aBUCHU.

Jenuuo merpusujanHo y neny (6) je DOKA3aTH HEjeIHAKOCT TPOYTJA, a OHA BAKUA
jep je llz +ylI* = (z + y,x +y) = (z,2) + 2Re((y,2)) + (y,9) < [[z]* + 2]z [ly]| + [lylI* =
(2l + llyl)2. 0

OBme majeMo nBa mprMepa KOju OODMYHO HPENCTaB/hajy YBOLHE IPUMEDPE y OBOj
teopuju. Hamomumemo na cy T nmpuMepu 3ampaBo jeJHAKOCTH, Iy Aa OAIl TO JOHOCH
na BehwmHa mpeTxoaHO MOMEHYTUX MPUMepa MMa CBOj aHAJOTOH ¥ OBOj TEOPUjU, KAO U
Ia je Ipyru o1 BUX IPUPOIHO moBe3aH ca Teopemowm 4.

3amarak 22. Herka jen e N, n>2 n (H,( -)) XunbepTos nmpocrop. lokazaTu na:

(a) 3a cBe x,y € H Bawku (z,y) Z @+ ye =" |2 5

1 27\' ) )
(6) 3a cse z,y € H Baxku (z,y) = Cy ~/0 | + ye'||2etdt.

Pememe. Kako je ||z +ye 5 |2 = (z 4+ ye 5,z +ye 5 ) = ||z|? + 2Re(e = (z,y)) +
2 2mik 2 21\'7,k: 2 2mik —4mik
Iyll?, cnemn ||z +ye™ [|?e™5 = (|=]|* + [lyl[*)e ™" + (y,x)e » +(z,y) cabupamenm (n
KopumhemeM CBOjCTBa N-TUX KOPEHa u3 jeauHurne) ce nobuja tepheme mesa (a).
2m

Camaro, |1z + yei|e = (ol + [y]?)e + (w,2)e? + (2,9) w vaxo je [ edt =
0

27 27
/ Etdt =0mn dt = 27, naTerpamujom cienu tBpbheme mena (6). VAN
0 0
Teopema 11. Hera je (H,| - ||) upocrop ca mopmom. Ta HOpMa je mHAYyKOBaHA

CKaJapHUM NPOM3BONOM aKO U CAMO aKO je 3aJO0BOJLEHA jeTHAKOCT IIapaJjesiorpama,
Tj. aKO M CaMO aKo 3a cBe T,y € H Baxu

lz +yl* + llz =yl = 2[l2]* + 2]lyll*.
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IIpe cBera ma ompaBmaMoO Ha3UB jednaxocm napanesozpama. Hamme, axo mocMa-
TpaMo mapaJiesorpam ca jemgauMm teMeroMm y 0 um crparnnaMa oxpebhenum BekTopuMa X
7 Yy, OHIa Cy H€rOBe AujaroHane  +y U ¢ — Yy (Ha JIeBy CTpaHy jeQHAKOCTH MOXKEMO
CXBaTUTM Kao 30up KBaipara IysKUHA IUjarOHAa OBOI IapajielorpaMa) W IO IBE
crpanune nysxuba ||z]| u |y|| (ma ce mecma crpana moske BumeTu Kao 30up KBaapara
LYSKUHA CTPAHMIA OBOI IAPAJEIOrPaAMA).

Ioxa3. Ako 3a meke z,y € H Huje 3a00BOJ/bEHA HEJENHAKOCT Mapajiesiorpama, HOpMa
He MOKe OUTU MHAYKOBAaHA CKAJAPDHUM MIPOU3BOJOM. 3anCTa, aKo Ou OuiIa MHIyKOBAHA
ca (-,-), cnemano 6m |z +y|>+ |z —y|* = (¢ +y, 2 +y) +{z—y,z—y) = |z]*+2Re(z,y) +
Iyll* + llz]* — 2 Re(z, y) + [lylI* = [lz[|* + [ly||*, mTo je romrpammkumja.

Axo je 3a cBako z,y € H ucnymeHa jeIHAKOCT mapaJjesiorpama, JOKa:KUMO Ha je

3
a (z,y) = l -y (zk||x + iky||2) nepUHUCAH CKAJAPHU IPOU3BOI KOJU UHIYKYje YOUueHy

ropumy. IIpe cBera, IPUMETHMO 12 je OBO CHEIHMjANAH CIyYaj MACHTHTETA U3 (a) mena
3 3
nperxomHOr 3amaTka 3a n = 4. Kako je (y,z) = Z (i%ly + i*a]?) = Z (i%)|x +

3

iFy|?) = 1. 3 (i*|lz +i*y||?) = (z,y), AoBOMHO je MOKA3ATH IMHEADHOCT IO NPBO]
k=0

kKoopauHATU (ma OUM JOKa3adM Ja je yOUeHM M3pa3 CKaJapHU NpOu3BOx). Bawmu u

(0.0) =+ & (Flal?) =& - 3 (#]el?) =0,

k=0
Kako je
3
@+ lz) = g S F e+l + )
) ) 4

k=0
3

= = > (o +y+ 2% + o —y)?)
k=0

1 -, 1 o N

= 3 Zz (llz +y + 2i*2||?) =3 Z( H zz”)
k=0 k=0

- {5

samenoM y = 0, crem (z,2) = 2(%,2), ma je (z,2) + (y,2) = 2- <I+y z> =(x+y,z2)

(amuTUBHOCT).

Takobe je (2x,z) = 2(x,z), omakne, uanykruujom, caemu (nx,z) = n(x,z) 3a CBAKO
n € N. Bamenom - -z ymecro x, crem (4 - x,z) = = - (z,2) (ma, omer MHIYKIMjoM,
XOMOTEHOCT BayKU 34 IIO3UTUBHE DANUOHAJHE CKajape), a Kako (0 aAUTUBHOCTHU),
Basku (rz, z) + (—rx, z) = (0,2) =0, Bawu (rz, z) = r(x, z) 3a cee r € Q.

Konauno, ako je A € R, nocroju (r,)nen Tako na je lggo rn, = A, ma je

3
Z (Irnz + i 2] — Az + ikz||2)‘

-l

|rn(z,2) — (Ax,2)| = |[(raw,2) — (Az,2)| = )

3

1 , .
1 2 I+ bl = o+ 1P
k

17



Kaxo je ||rx + %z — || Az +i%2|| < ||(rn — Nz|| u ||rpz + 32| + || Az + i* 2| orpanmueno
(merkom roucranrom C = C(z,z)), nomro r, — A Kag n — 00, Clean

(@, 2) = (A2, 2)[ S C [ = Al [l

IIa KaKO IocJleOmUn M3pa3 TEEU Ka 0, Kaog n — OO0, cjJeau M XOMOI'€HOCT 3a peaJiHe
3 . 3

1
crasape. Kako je (iz,z) = 1 Z(zkHzx +iFy|?) = i . Z(ik_lﬂx + i ty|?) =i (z,2)
k=0 k=0

(1 Ba¥KU AOUTUBHOCT), CJIEAMA U XOMOIE€HOCT 38 KOMIUIEKCHE CKajape.
Tpeba jom morazaTu ma OBaj CKAJAPHW MPOW3BOM MHIyKyje Oamr HOPMY KOja ra
remepuire Ha ommcaH HaymH. MebhyTum, To crenm u3

3
ST (e + i2)?) =

=0

k
(4l Pl + 2ifl)® - 2ill2]?) = fl2)®. O

l=* = (22l + il + il = o — 2| — if|lz — iz]|?)

=
W =

300r IpeTXOMHUX jemHakoCcTU, BehimMHA YyBOAHWX HEjeTHAKOCTH MMajy CBOje Bapu-
jarre u y XunbeproBom npocropy. OBme m3aBajamMo aBa mpuMepa.

3anmarax 23. Hexka je (H, (-,)) Xunbepros upocrop u x,y, 2,t € H. Ilokazatu na Basku
8-Re((z,2) + (y,1)) <16- (|z]* + Iyl*) + (I=]* + [I£]%)-
Kana ce moctwxe jemmakoct?

Pememe. 3a v,w € H Baxku 0 < [[4v — w||? = 16 - ||[v]|? + |[w]|? — 8 - Re(v, w).IIpuTtom,
jemHAKOCT ce MOCTH:KE akKo M caMo ako je w = 4v. Tpakena mejemHakocT ce mobuja
cabupameM IperxoqHux HejemHakoctu 3a (v,w) = (x,y) u (v,w) = (y,1), a jeaqHaroct

ce HOCTIKE aKO M CaMo ako je z = 4x u t = 4y. A
3amarak 24. Hera je H Xunbepros npoctop (ca uamykoBanoM HOpMOM || - ||), n € N
uTy,...,T, € H TakBu ma je 21+ ...+ x, =0 u ||z1]| = ... = ||lzn|| = 1. Onpemurn

n
. 2
min » [l — .
k=1
n n
Pememe. Kaxo je Z lz — z||* = Z(Hsz + |lzkll? + 2Re(z, k) = nllz|* +n +

k=1 k=1
n

2Re<:c, E xk> =nl|lz||> +n = n (u, TpUTOM, jeAHAKOCT Ce MOCTHAE AKO M CAMO AKO je

k=1
n

x =0, na TpakeHM MUHUMYM HOCTOjU), CIEIA Oa je mi}r{l E |z — xk||2 =n. A
€
k=1

HejemaaxocT Brunn-Minkowski

Y mocnemmeM meny pana AT je Ipuka3d HejemqHaxkoctu BpyH-MuHKOBCKOL, Koja y
OBOM MOMEHTY HUj€ CACTABHU NE€O PEIOBHUX CTyauja Ha MaremMaTwdkoM (QakyITeTy y
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Beorpany, anu ce y cnennduyHOM OOJINKY jaBUJIa HA CPEIHOMUIKOICKAM TAKMAUECHUIMA
u nobap je mpuMep Oa ce MaTaMaTHKa HE MOXKe pa3ABajaTy Ha ,,CPENHOIIKOJICKY
,paxymnrrercry”,. ..

Y macTtaBKy omeska U m V mpencraBibajy ckymose y pasau, O ,,HCTAKHYTA TadKa
paBHU” (KOODIUHATHU MOUETAK; MOAPA3yMEBa CE€ Ia je OBA TAUKA (UKCUPAHA Y IEJIOM
OZEJBKY ), & U= {O—>X | X e U}.

Hepunuruja 1. [Hoaycyma cxkynosa U uw'V je cxyn

UV ={X | Xje cpeduwme AB, 20e je A€U u B € V}.
- =
Hepununmja 2. Cyma ckynosa (eexmopa) U uw V je

U+V={u+7|7ecld,veV)

— —
Cryn xpajmuxr mavwaxa eexmopa uz U + V ce obesexmcasa ca U + V u wnasuea cyma

Munxoecxoz ckynosa U u V.

[TpBu npumepu cy n06pu 3a yHO3HABAKE YUCHUKA CA HOBOYBEIEHUM Je(DUHULIIjaMa
u MOKa3yjy ma cy oHe mpupofHa yommrTema Beh mocrojehwux objexkara. [lokasu ciene
HENOCPEeNHO M3 neGUHUIM]ja, Ia Cy OBIE M30CTABJLEHN.

3anmarak 25. Axo je U = {U} jemnounan ckyn U GV je cauka ckyna V Opu XOMOTETUU

: 1
ca neaTpom U u koepumujeHToM 3 .

—

N

Samarak 26. Axko je U = {U} jenmoumanm ckym, ouzma je U + V cryn nobujex
— —

TpaHcaanujoMm ckymna )V 3a Bexkrop OU.

- =
Teopema 12. Ckyn kpajmux Tavaka Bexkropa us U + V je caunuan ca U & V. Ilpurom
j€ Koe(UIUjeHT CIMYHOCTU % .

Hoka3. Heka je U € U, V € V u O roopaunarau moverak. Onuna je ouU € U u
OV € V. Axo je W’ cpemumre UV, a W Tauka 3a xojy je OW = OU + OV, onna W

L. 0W. O

. _—
npunana npasoj OW' u Bamu OW' = 3

Teopema 13. Axo cy U u V rouBekcuu, ouga cy u U @V u U + V) KOHBEKCHU.

Iloka3z. Ilo mperxommoj Jemu, HOBOJLHO je mokazatu na je U + )V romBekcan. Heka
—— - —= —
cy ABeU+YV u Ay,By € U, Ay,By €V takse na je OA = OAy + OAy u OB =
OBy 4 OBy (mo mepunrunuju cyme MUHKOBCKOT, OBAKBe TA4Ke MOCTOjE).
— —_— —
AHO X Xe AB, mocroju A A€ (0,1) tako ma je OX = MOA + (1 — \)OB. Axo je
—_ AN —

OP = /\OAU+(1 )\)OBU u OQ )\OAV—i—(l )\)OBV, U3 KOHBEKCHOCTH UnV V caenu 1a
PelUn@eV. Cnemn OP+OQ € U+V a Kako je OP+OQ )\OA—i—(l )\)OB OX,
cremn na X €U + V. |

Ciaemu riasuo tBpbeme oBor oxmemka. [laTo je y cmenmjaJsiHOM, NBOTUMEH3HOHA-
aHOM ciay4ajy (ca ,cranmapaHoM” MepoM), aau Tpeba HAIOMEHYTH Aa €€ MPUPOTHO
OIVPY U Ha OIIITHUjY CUTYALU]Y.
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Teopema 14. [Brunn-Minkowski]. Ako cy U u V KOHBEKCHU CKyTIOBU DaBHU, OHIA je

vV Pusy 2 Py +

JHoka3. Kako ce noppmmna Ckyna He MEHa TPAHCIANK]OM, TOBOJLHO j€ HTOKA3aTH
tBpheme moa mpermocTaBkoM ga je mpojeknuja U Ha z-ocy [0,a], a V ma y-ocy [0,b].
Heka je W=U+V, A=Py, B= Py, u C = Py.
3a cBako p € [0,a] neka je f(p) myskuHA Ipeceka IpaBe HapaJeJNHE Y-OCHU KOja
caapxu (p,0) m U (U je kommakran, na je f mobpo nedpurmcano), a taj npecek U(p).
Awnanorro ce mepuuumry g(p) u V(p) (3a V) u h(p) u W(p) (za W).
b

a a+b
CJIem/IA:/ f(z)dx, B :/ g(x)dz, C’:/ " h(z)dz. Axo je F(x / f(t)
0 0 0

n G(z) = /0 g(t)dt, onna cy a(t) = F~1(At) u B(t) = G~1(Bt) meonanajyhe ¢ymrmmje
ca [0,1] Ha [O,a]1 u [0,b], pemom, na je vy(t) = a(t) + B(t) reonanajyha ca [0,1] y [0,a+ b
- c—/ h(y(0) (1) dt.

Raxo je W(y(1)) 2 U(a(t)) + V(B(1)), crnema h(y(t)) = f(a(t)) + 9(8(t)), ma je C >
/0[ (a(t)) + g(B(1)] - [/ () + B'()] dt. Karo je f(a(t))e/(t) = [F(a(t))] = [At] = An
(amaznormo) f(B(t))5(t) = B, caemn

F(a(t)B' () + g(B)e (1) = 2v/ fla(t)a' () - g(B(1)B' (1) = 2V AB,
ma je [f(a(t)) +g(Bt)]- [/ (t)+ 0 (t)] = A+ B+2V AB = (v A++/B)?. Konauno, Baxu

02/01 (\/Z+\/E)2dt:(\/2+\/§>2

O6nuk mperxomguor TBpbema, npunaroben cpenmoj mkrosu, mojaBuo ce ka Meby-
HapoaHOj MaTeMaTnykoj oxanmnujanu 2006. romuae. Hanomumemo na ydeHunu Koju cy
pemaBaJu Taj 3anaTak HUCY MMaJV YHUBEP3UTETCKO 0Opa3oBame, Tako na cy BehwnHa
pemema Koja cy BubheHa Ouia MPaKTUYHO €KBUBAJEHTHA M3BODHEHmY IPETOSHE TeOPEME.
HapasHo, caMO HEKOJIUKO y4YeHUKA je 6uiio y crtamy ga (y OrpaHMYeHOM BPEMEHY U Y3
jOII nBa 3aMaTKa) U PENIM OBaj 3aJaTak, IPOCedYaH OpPOj MOeHa Ha OBOM 3aIaTKYy je Ouo
0,187 (ox mMakcumanHux 7, yuecTBOBaJO je 498 yueHuka), a He Mame on 4 moeHa Ha
oBoM 3amarky umaio je 10 yuenura. OBme je marto pememe cBOhemeM Ha MPeTXOIHO
NOKa3aHy TEOPEMY.

3amarak 27. [MMO 2006] Heka je cBakoj cTpaHunu b KOHBEKCHOT MHOTOYTJIA IPUAPY-
’KeHa HajBeha MOBpIMMHA TPOYTJa KOjU je caap:kaH y P u uuja je jeaHa CTPAHUIA
b. Ilokasatu ma 30up CBUX MOBPIIVHA TPUAPYKEHUX CTpAHUIAMa P HUje MamUu O
OBOCTPYKE MoBpIIuHEe P.

Pememe. Heka je P = A1 As ... A, n A; KoopaunaThu noverak. Heka je P’ mHOTOyT20
cumerpuuad ca Py omaocy Ha A1, a @ = P+P’. Ouna je Q = B1Bs ... By, nearpagso—
cuMeTpuYaH MHOTOyrao (Heka je meros unenrap cumerpuje C), a myskune crpasuna Q
cy mys&wHe cTpaHuna P (IpUTOM ce CBaka MOjaBibyje ABa MyTa).

Axo je B;B;i1 crpammna Q (koja omrosapa crpammmm A;Aj; muOroyria P),
Baxn BiinBiyni1 || BiBit1, BiynBiyns1 = BiBiy1. Pacrojeme nmpasux B, Biini1
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u B;B;y1 je mBa myra Behe on myxume nHajsehe Bucuue ma AjA;11 y P, na je nosp-
. 1 .
MIMHA OPUAPY’KCHA OBO] CTPAHUNU y - PBiBi+1B'rLiBn+i+1' Kako je PBiBHle

Bpyit1 —
2(Pp;B,..c + PBn+iBn'+i+iC)7 clenu na je TpaskeHW 30Up jemHak i. -2Pg = %PQ, ma
Tpeba nokazatu na je 5P > 2Pp. Mebyrum, oo caenu uz mejennaxoctu Bpyn—

Munkosckor, momto je v/ Po 2 Pp ++Ppr =2/Pp & %PQ > 2Pp. A

3akJbydaK

Y pany je mpukaszaH HU3 HEjeIHAKOCTHU KOje ce MOojaBibyjy y reomerpuju. Beh camo
IOMUBAH-E€ Heje JHAKOCTU M IeOMETPHje Y UCTOj PeUeHuIm Hacayhyje na ce Ty He paau
caMo o reomerpuju. Kpo3 oBaj pan cMO HOKyImIaan a WIYCTPYjeMO OCHOBHe HIeje
aHaJm3e, ajarebpe, KOMOMHATOPUEKE,. . . KOjeé ce jaBJbajy KO OBUX HEjeTHAKOCTU, KAO U
Ia IPUKaKEMO Aa Ipesa3 ca ,,MIKOJICKe” Ha ,,paKyITeTcKy’ MaTeMATUKy He MOopa OuTu
TONMKO BeJWK (MpUMepPU NPUKA3AHU y 3aIHMM MOTJIABLAMA Pala KOPUCTE UCTe Uieje
Kao ,,IIKOJICKU  NPUMEPHU Ca MOYETKA PAa).

21



JIuteparypa

[1] C. Amamuuh, Y600 y peaany u Pyrnkyuonarny anasusy, I'pabeBuncka rmura,
Beorpam, 1979.

[2] B. Banruh, . Bykuh, B. Kpruauh, V. Matuh, lpunpemnu 3adayu 3a mame-
MATMUYKG MAKMU%ERBQ cpedmouwroraya y Cpouju, Marepujanu 3a miane maremMa-
tuuape, csecka 49, JIpymrso maremarnuapa Cpbuje, 2011.

[3] 3. Kamenoypr, . Byruh, M. Jlykuh, 1. Maruh, Hejeonaxocmu, Martepujann
3a Miane MareMaruuape, csecka 42, Ipymrso maremaruuapa Cpbuje, 2003.

[4] B. Kpruauh, Mamemamuuxe oasumnujade cpedmowronaya 2007-2011. 200une,
Marepujanu 3a miuame MaremMaTrudape, cBecka 52, IlpymrBo MareMaTuyapa

Cp6uje, 2012.

[5] . Matuh, 'comempujcke nejednarocmu, Marepujan 3a mpunpemMe OJUMIIUjCKE
eknne Cpbuje, 2007.

[6] TI. Maanenosuhi, B. Kprunuh, Mehynapoone v Laakancke oaumnujade cpedmwo-
wroaaya 1996-2006. z00une, Martepujanu 3a Miaze mMareMaTudape, cBecka 48,
Ipymreo marematunuapa Cpbuje, 2003.

[7] P. Halmos,A Hilbert Space Probem Bodkecond edition), Graduate texts in mathematics
19, Springer—Verlag, New York (1982).



