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Apstrakt:

U ovom radu bi�e izlo�ene kooperativne igre sa n igraqa. U
kratkom uvodnom delu prikazan je istorijat teorije igara. U drugom
poglavǉu su dati osnovni pojmovi teorije igara, ǌihovi naqini
prikazivaǌa i klasifikacija igara. U tre�em poglavǉu uvodimo
osnovne pojmove kooperativnih igara - pojmove koalicije, imputacije,
dominacije. Qetvrto poglavǉe se bavi raznim koncepcijama rexeǌa
kooperativnih igara - N −M rexeǌe, jezgro, kernel, nukleus, Xeplijev
vektor. U petom poglavǉu su predstavǉeni primeri kooperativnih
igara u politici i ekonomiji.

Kǉuqne reqi: Teorija igara, Kooperativne igre, Rexeǌe igre

Abstract:

This thesis describes n-person cooperative games. A short introductory section
reviews the history of game theory. In the second chapter are given basic terms
of game theory, their representation and classification of games. The third chapter
introduces basic concepts of cooperative games - coalition, imputation, domination.
The fourth chapter deals with various solution concepts of cooperative games - the
N −M solution, the core, the kernel, the nucleolus, the Shapley value. In the fifth
chapter are presented examples of cooperative games in politics and economy.
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1 ÓÂÎÄ

1 Óâîä

Teorija igara je grana primeǌene matematike koja se bavi analizom
konfliktnih situacija u kojima uqesnici imaju suprotstavǉene
interese. Analiziraǌe ovakvih situacija je nazvano teorijom igara jer
tipiqne primere vi�amo kod druxtvenih igara kao xto su xah i razne
igre sa kartama. Me�utim, teorija igara ima neuporedivo xiru
primenu i koristi se u ekonomiji, politiqkim naukama, vojnoj
strategiji, evolucionoj biologiji, kompjuterskoj logici i
informatici, filozofiji itd.

Teorija igara ima dva ciǉa. Prvi je razumevaǌe zaxto se uqesnici
(igraqi) ponaxaju kako se ponaxaju. Drugi ciǉ je praktiqniji i odnosi
se na odre�ivaǌe optimalnih strategija igraqa, odnosno pravila koja
ka�u kako (xta) u nekoj situaciji igraq treba da odigra. Prvi ciǉ je
posebno va�an kada igra ima mnogo igraqa i komplikovana pravila.
Dobri primeri su igre u ekonomiji i me�unarodnoj politici. U
idealnoj situaciji, teorija igara �e nas dovesti do opisa strategije
svakog igraqa koja garantuje najboǉi ishod igre za tog igraqa. Kao xto
�emo videti, ovaj ciǉ je isuvixe ambiciozan. Me�utim, qak i u
situacijama kada ne mo�emo da na�emo rexeǌe igre, teorija igara mo�e
pomo�i igraqima daju�i im savete xta je boǉe odigrati.

1.1 Èñòîðèjà òåîðèjå èãàðà

Neki problemi iz teorije igara javǉaju se jox u antiqkom periodu.
Platon1 i Sokrat2 su u svojim delima raspravǉali o strategijama
ratnika tokom bitaka, ali su je tako�e primeǌivali radi razumevaǌa
ispravnog i etiqkog ponaxaǌa.

U svetoj kǌizi Vavilonski Talmud, pisanoj izme�u III i V veka nove
ere, javǉa se problem braqnog ugovora: qovek ima tri �ene qiji braqni
ugovori ka�u da u sluqaju ǌegove smrti one primaju 100, 200, 300 zusa
redom. Me�utim, xta se dexava ako qovek umre sa maǌe od 600 zusa?
Ukoliko qovek umre sa 100 zusa, Talmud preporuquje jednaku podelu.
Ako nasle�e iznosi 300 zusa, preporuquje se proporcionalna podela
(50,100,150), dok se za nasle�e od 200 zusa preporuquje podela
(50,75,75), xto je za mnoge bila misterija. Godine 1985. doxlo je do
objaxǌeǌa: svaka podela odgovara nukleusu korektno definisane igre.
Autori Talmuda su ovim problemom prepoznali neke kriterijume
prisutne u modernoj teoriji kooperativnih igara.

U XV II i XV III veku koncepti teorije igara su bili samo okvirno

1Ïëàòîí (V âåê ïíå), ãð÷êè ôèëîçîô
2Ñîêðàò (V âåê ïíå), ãð÷êè ôèëîçîô
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1 ÓÂÎÄ

razmatrani u mnogim delima. Paskal3 pixe o tragaǌu za najboǉim
rexeǌem u odnosu na neka postoje�a ograniqeǌa i polemixe o tome na
xta se treba kladiti: Bog postoji ili Bog ne postoji. Lajbnic4 je prvi
napravio razliku izme�u hazardnih igara (igara na sre�u) i
strategijskih igara. Kod hazardnih igara konaqan rezultat zavisi
iskǉuqivo od sluqaja, dok rezultat strategijskih igara zavisi od
ponaxaǌa igraqa, odnosno ǌihovog naqina igre.

U XIX veku se pojavǉuje par radova zasnovanih na problemu duopola,
tj. dva preduze�a koja me�usobno konkurixu na istom tr�ixtu.

Sve do poqetka XX veka koncepti teorije igara su, kako je ve�
navedeno, bili samo okvirno razmatrani. Tek sa radovima Borela5

zapoqele su va�ne prekretnice u ovoj matematiqkoj disciplini. On je
naslutio opxte rexeǌe antagonistiqke igre u mexovitim strategijama
(minimax teoremu), ali ga nije mogao dokazati. Ovu teoremu je 1928.
godine dokazao Fon Nojman6. Prvo relevantno izdaǌe na temu teorije
igara je Teorija igara i ekonomsko ponaxaǌe, objavǉeno 1944. godine,
koje je bilo rezultat plodne saradǌe fon Nojmana i Morgenxterna7. U
ǌoj su podrobno objaxǌene igre dva igraqa sa nultom sumom, kao i
koalicione igre. Definisana je kǉuqna kategorija koalicionih igara -
karakteristiqna funkcija i dokazane su ǌene bitne osobine. Tako�e,
autori su definisali pojmove imputacije, stratexke ekvivalencije
igara i precizirali kriterijum dominacije.

Fundamentalni doprinos teoriji igara dao je �on Nex8. On je
razvio teoriju nekooperativnih igara i teoriju pregovaraǌa. Uveo je
pojam ravnote�ne taqke i dokazao da konaqna beskoaliciona igra ima
ravnote�nu taqku u mexovitim strategijama. U ǌegovu qast je ona
nazvana Nexova ravnote�na taqka. Nexu je 1994. godina dodeǉena
Nobelova nagrada za ekonomiju za ǌegove izvanredne ideje koje su
doprinele razvoju teorije igara i ǌen znaqaj za analizu ekonomskih
pojava.

Od 1950. godine pa nadaǉe radovi iz oblasti teorije igara su se
samo nizali. Poqela se obra�ati posebna pa�ǌa na brojne primene ove
teorije na ostale nauqne discipline, posebno u ekonomiji i politici.

3Blaise Pascal (1623-1662), ôðàíöóñêè ìàòåìàòè÷àð è ôèëîçîô
4Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), íåìà÷êè ìàòåìàòè÷àð è ôèëîçîô
5Emile Borel (1871-1956), ôðàíöóñêè ìàòåìàòè÷àð
6John von Neumann (1903-1957), ìà¢àðñêî-àìåðè÷êè ìàòåìàòè÷àð
7Oskar Morgenstern (1902-1977), íåìà÷êè ìàòåìàòè÷àð è åêîíîìèñòà
8John Forbes Nash Jr (1928-2015), àìåðè÷êè ìàòåìàòè÷àð
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2 ÎÑÍÎÂÍÈ ÏÎJÌÎÂÈ

2 Îñíîâíè ïîjìîâè

U matematici, igrom nazivamo bilo koju situaciju u kojoj uqestvuje
dva ili vixe igraqa koji imaju razliqite interese. Pod pojmom igraq
podrazumeva se bilo jedan igraq ili grupa uqesnika koji zauzimaju
istu stranu u konfliktu. Potez je akcija koju igraq sprovodi u nekom
trenutku tokom igre. Strategija je naqin postupaǌa igraqa. Ona
predstavǉa kompletan algoritam igraǌa, odnosno ona je pravilo koje
ka�e kako (xta) u bilo kojoj situaciji da igraq odigra (uradi). Skup
svih strategija jednog igraqa qini prostor strategija. Prihvatǉiva
situacija za nekog igraqa je ona situacija u kojoj on ne mo�e ostvariti
povoǉniji rezultat izborom neke druge strategije. Ona situacija koja
je prihvatǉiva za sve igraqe se naziva situacija ravnote�e. Optimalne
strategije su one strategije koje dovode do situacije ravnote�e. Ciǉ
igre je pronala�eǌe optimalne strategije za svakog igraqa. Ishod igre
predstavǉa rezultat kojim se igra zavrxava. On se definixe
funkcijom isplate, koja predstavǉa skup dobitaka, odnosno gubitaka
svih uqesnika igre.

Igre koje se prouqavaju u teoriji igara su dobro definisani
matematiqki objekti. Da bi igra bila potpuno definisana, ona mora
sadr�ati informacije o slede�im elementima: uqesnicima igre, skupu
svih mogu�ih poteza igraqa u svakom trenutku igre i isplatama za
svaki ishod igre.

2.1 Íà÷èíè ïðèêàçèâà»à èãàðà

Postoje tri naqina predstavǉaǌa igara:

1. u ekstenzivnoj formi (formi stabla),

2. u normalnoj formi (formi matrice),

3. u formi karakteristiqne funkcije.

Nekooperativne igre se predstavǉaju u ektenzivnoj i normalnoj formi,
dok se kooperativne igre predstavǉaju u formi karakteristiqne
funkcije.

O kooperativnim igrama �e biti reqi u slede�im poglavǉima, pa �e
tada biti izlo�en i ǌihov naqin predstavǉaǌa.

Igre se predstavǉaju u ekstenzivnoj formi ukoliko je poznato koje sve
poteze igraq mo�e da odigra u svakom trenutku igre i koje su isplate za
sve mogu�e rezulate igre.

Graf G = (V,E) je ure�en par skupova, gde je V skup qvorova
(vrhova), a E skup grana (ivica). Stablo je povezan graf bez cikla. U
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2 ÎÑÍÎÂÍÈ ÏÎJÌÎÂÈ

hijerarhijskom stablu postoji jedinstveni qvor kome ne prethodi
nijedan drugi qvor i on se naziva koren stabla. Qvorovi koji nemaju
sledbenike se nazivaju listovi. Izme�u svaka dva qvora postoji
jedinstven put kroz stablo, pa samim tim i od korena do svakog lista.
Konaqna sekvenca poteza se naziva lanac.

Parcijalno ure�en skup (T,≤) je stablo igre ako va�i:

1. (∃x0 ∈ T )(∀x ∈ T ) x0 ≤ x,

2. (∀y ∈ T ) Uy = {x|x ≤ y} je lanac.

Qvorovi grafa predstavǉaju pozicije, a grane alternative. Zavrxne
pozicije su maksimalni elementi skupa T. Skup zavrxnih pozicija
oznaqavamo sa F i on uglavnom predstavǉa isplate. Skup

S(x) = {t ∈ T | 1)x ≤ t ∧ x 6= t; 2)z ∈ T ∧ x ≤ z ≤ t ∧ t ∈ S(x)⇒ z ∈ {x, t}}

predstavǉa skup alternativa pozicije x. Partija je maksimalan lanac -
od korena do F . Postoji razbijaǌe skupa T\F na informacione skupove
tako da va�i:

1. Sve taqke koje pripadaju istom informacionom skupu I pripadaju
istom igraqu,

2. (x, y ∈ I) ⇒ |S(x)| = |S(y)| i alternative su indeksirane brojevima
{1, 2, ..., |S(x)|},

3. Informacioni skup sluqajnog poteza ima jedan element,

4. Presek svake partije i svakog informacionog skupa ima najvixe
jedan element.

Sada strategiju mo�emo definisati kao preslikavaǌe svakog
informacionog skupa igraqa i u indeks alternativa ǌegovih pozicija.

Na Slici 1 je prikazana ekstenzivna forma igre 3 igraqa sa
naznaqenim strategijama igraqa.

Predstavǉaǌe igre normalnom formom podrazumeva prikaz svih
mogu�ih strategija i ǌima odgovaraju�ih dobitaka, za svakog igraqa.
Ovaj pristup mo�e da bude korisniji za odre�ivaǌe dominantnih
strategija i Nexovih ravnote�nih taqaka, ali se odre�ena koliqina
informacija gubi u odnosu na ekstenzivnu formu.

Igra u normalnoj formi ima strukturu (Σ1, ...,Σn;K1, ..., Kn), gde je
{1, 2, ..., n} skup igraqa, Σi skup strategija i-tog igraqa, a Ki funkcija
isplate i-tog igraqa, za i ∈ {1, 2, ..., n}.

Na Slici 2 je prikazana igra 2 igraqa u normalnoj formi.
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2 ÎÑÍÎÂÍÈ ÏÎJÌÎÂÈ

Ñëèêà 1: Åêñòåíçèâíà ôîðìà èãðå

Ñëèêà 2: Íîðìàëíà ôîðìà èãðå

2.2 Êëàñèôèêàöèjà èãàðà

Igre su mogu klasifikovati prema slede�im kriterijumima:

• Prema broju uqesnika

1. Igre sa dva uqesnika,

2. Igre sa vixe uqesnika;

• Prema me�usobnom odnosu igraqa

1. Kooperativne igre - izme�u uqesnika postoji dogovor, odnosno
dva ili vixe igraqa uskla�uju svoje interese, stvaraju
koaliciju i koordinisano se opredeǉuju u izboru strategije,

2. Nekooperativne igre - nije dozvoǉen dogovor izme�u igraqa;

• Prema uticaju igraqa na ishod igre

1. Stratexke igre - igraqi direktno svojim sposobnostima utiqu
na tok i ishod igre,

2. Igre na sre�u - na ishod igre utiqu sluqajni faktori;

5



2 ÎÑÍÎÂÍÈ ÏÎJÌÎÂÈ

• Prema broju poteza

1. Konaqne (brojaqke) igre - partija se zavrxava u konaqnom broju
poteza i igraq ima konaqan izbor strategija,

2. Beskonaqne (iterativne) igre - svaka strategija vodi
beskonaqnom broju poteza i nijedan igraq nema na raspolagaǌu
pobedniqku strategiju;

• Prema karakteristikama ishoda igre

1. Igre sa nultom sumom - ukupan dobitak pobednika jednak je
ukupnom gubitku pora�enih u igri, odnosno ukupna suma
pla�aǌa je jednaka nuli,

2. Igre sa nenultom sumom - suma isplata je razliqita od nule;

• Prema dostupnosti informacija

1. Igre sa potpunom informacijom - svakom igraqu je poznata
struktura igre i funkcije isplate, ali ne i svi potezi
ostalih igraqa,

2. Igre sa nepotpunom informacijom - igraqi nemaju sve
informacije o svojim protivnicima,

3. Igre sa savrxenom informacijom - svaki igraq pri svakom
potezu zna sve ranije izvedene poteze ostalih igraqa,

4. Igre sa nesavrxenom informacijom - igraqi nisu obavexteni o
prethodnim potezima svojih protivnika;

• Prema naqinu povlaqeǌa poteza

1. Paralelne igre - svi igraqi istovremeno povlaqe poteze ili
naredni igraqi nemaju nikakvu informaciju o potezima
prethodnih igraqa,

2. Sekvencijalne (dinamiqke) igre - igraqi povlaqe poteze jedan
za drugim ili svaki igraq ima neku informaciju o potezima
svih onih igraqa koji su igrali pre ǌega;

• Prema tipu prostora strategija

1. Diskretne igre - igraqi biraju strategije iz diskretnog skupa
strategija,

2. Kontinualne igre - omogu�avaju igraqu da izabere strategiju
iz kontinualnog prostora strategija;

6



2 ÎÑÍÎÂÍÈ ÏÎJÌÎÂÈ

• Prema simetriji normalne forme igre

1. Simetriqne igre - igre u kojima mo�emo da zamenimo identitete
igraqa, a da se pritom ne promeni normalna forma te igre,

2. Asimetriqne igre - igre u kojima ne mo�emo zameniti
identitete igraqa, a da se pri tome ne promeni normalna
forma te igre.

7



3 ÊÎÎÏÅÐÀÒÈÂÍÅ ÈÃÐÅ N ÈÃÐÀ×À Ó ÔÎÐÌÈ ÊÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÍÅ

ÔÓÍÊÖÈJÅ

3 Êîîïåðàòèâíå èãðå n èãðà÷à ó ôîðìè

êàðàêòåðèñòè÷íå ôóíêöèjå

Kooperativne igre su vrlo znaqajan deo moderne teorije igara, a
istovremeno su i korisno sredstvo za analizu brojnih druxtvenih
procesa. U ǌima igraqi imaju potpunu slobodu da se me�usobno
dogovaraju. Ukoliko imamo igru dva igraqa sa nultom sumom, nema
smisla priqati o formiraǌu koalicija. Ako imamo igru dva igraqa sa
nenultom sumom, igraqi imaju izbor da sara�uju ili ne, odnosno
postoji samo jedna mogu�a koalicija. U sluqaju igre sa n, n ≥ 3
igraqa postoji mnogo mogu�ih koalicija.

3.1 Kîàëèöèjå è êàðàêòåðèñòè÷íå ôóíêöèjå

Definicija 1 Neka je N = {1, 2, ..., n}, n ≥ 2 skup uqesnika igre. Bilo koji
podskup C = {i1, i2, ..., ik}, 0 ≤ k ≤ n, skupa N je koalicija.

Kako postoji 2n mogu�ih podskupova skupa N , mo�e se formirati 2n

koalicija. Igraqi �e formirati koaliciju samo ukoliko kao qlanovi
koalicije posti�u najmaǌe onoliko koliko bi postigli neudru�eni. U
suprotnom, stvaraǌe koalicije ne bi imalo smisla. Osnovni podsticaj
igraqa na saradǌu sastoji se, dakle, u tome xto se kroz saradǌu mo�e
ostvariti boǉi rezultat nego xto bi bio sluqaj ako takva saradǌa
izostane. Uqesnici koalicije ne�e vixe nezavisno birati svoje
strategije. Oni te�e da maksimizuju ukupan profit koalicije i samim
tim i svog dela.

Postavǉaju se tri osnovna pitaǌa:

1. Koje �e se koalicije najverovatnije formirati?

2. Koliko su one stabilne?

3. Kako se deli profit unutar ǌih?

Neka je Γ = (Σ1, ...,Σn;K1, ..., Kn) igra i C ⊂ N , C = {i1, i2, ..., ik},
koalicija. Skup strategija koalicije je Σi1 × Σi2 × ... × Σik. Funkcija

isplate je
k∑

α=1

Kiα(xC , xI\C), gde je I\C = {ik+1, ..., in} koalicija igraqa koji

nisu u koaliciji C. Na ovaj naqin dobijamo igru sa dva igraqa.
Koalicija C mo�e da osigura dobitak

v(C) = max
xC

min
xI\C

k∑
α=1

Kiα(xC , xI\C). (1)

8
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Definicija 2 Funkcija v : C → R za koju je v(∅) = 0 zove se
karakteristiqna funkcija igre.

Vrlo korisno svojstvo karakteristiqne funkcije je superaditivnost:

(∀C1, C2 ⊂ N)(C1 ∩ C2 = ∅) v(C1 ∪ C2) ≥ v(C1) + v(C2). (2)

Posledica superaditivnosti je da za proizvoǉan broj disjunktnih
koalicija va�i:

v

(⋃
k

Ck

)
≥
∑
k

v(Ck),

gde je
⋃
k

Ck ⊆ N, Ck ∩ Cl = ∅, k 6= l.

Definicija 3 Igra u formi karakteristiqne funkcije je Γ = (N, v), gde je
v(∅) = 0.

Igra Γ je superaditivna ako i samo ako je v superaditivna, odnosno
zadovoǉava (2).

Igra Γ je monotona ako i samo ako va�i T ⊂ S ⇒ v(T ) ≤ v(S).
Jasno je da je svaka superaditivna igra istovremeno i monotona i da

suprotno ne va�i.
Igra Γ je sa konstantnom sumom ako i samo ako
(∀C ⊂ N) v(C) + v(N\C) = v(N).
Ukoliko je kooperativna igra Γ u formi karakteristiqne funkcije

superaditivna, onda se Γ mo�e smatrati igrom nastalom iz
nekooperativne igre n igraqa principom maksimuma (1).

Teorema 3.1 Neka je v : C → R, C ⊂ N = {1, 2, ..., n}, superaditivna
karakteristiqna funkcija. Tada postoji igra n igraqa qija je
karakteristiqna funkcija bax v.

Dokaz je slo�en, pa �e ovde biti izlo�ena samo konstrukcija igre
qija je karakteristiqna funkcija upravo v.

Neka je Σi = {C ⊂ N |i ∈ C}, i = 1, 2, ..., n stratexki skup igraqa i i neka
su funkcije isplate definisane na slede�i naqin:

Ki(C1, ..., Cn) =

{
v(Ci)
|Ci| , ako za (∀j ∈ Ci)Cj = Ci

v({i}), inaqe.
(3)

Ukoliko je igra sa konstantnom sumom, uzimaju se proxirene isplate:

Ki(C1, ..., Cn) = Ki(C1, ..., Cn) +
1

n

(
v(N)−

n∑
i=1

Ki(C1, ..., Cn)

)
. (4)
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3.2 Èìïóòàöèjå

Postoje igre koje imaju razliqite normalne forme, ali istu
karakteristiqnu funkciju. Kao xto je napomenuto, pitaǌe podele
profita unutar koalicije je od izuzetne va�nosti. Zato uvodimo pojam
imputacije:

Definicija 4 Imputacija (deoba) je ure�ena n-torka x = (x1, ..., xn) takva
da je:

(1)
∑
i∈N

xi = v(N) (grupna racionalnost),

(2) xi ≥ v({i}), i = 1, 2, ..., n (individualna racionalnost).

Prvi uslov govori da zbir pojedinaqnih isplata igraqima u koaliciji
mora biti jednak ukupnom profitu koji koalicija svih igraqa
ostvaruje, odnosno ne mo�e da se podeli vixe nego xto je koalicija
svih igraqa postigla, a nema razloga da se podeli maǌe. Drugim
uslovom se zahteva da igraq u koaliciji mora da ostvari najmaǌe
onoliki dobitak koji bi ostvario igraju�i samostalno. Mo�e da se
desi da je xi negativan broj; to omogu�ava da se modeluju qlanovi
koalicije koji ne doprinose koaliciji i qak su mo�da i xtetni za
koaliciju.
Sabiraju�i nejednakosti iz drugog uslova dobija se

v(N) ≥
∑
i∈N

v({i}). (5)

Igre za koje va�i (5) se nazivaju racionalnim igrama. Sve
superaditivne igre su oqigledno racionalne i skup imputacija X(Γ)
nije prazan, ukoliko je Γ racionalna igra.

Definicija 5 Igra Γ = (N, v) je bitna ukoliko je v(N) >
n∑
i=1

v({i}), a

nebitna ukoliko je v(N) =
n∑
i=1

v({i}).

Kod nebitnih igara nema koristi od formiraǌa bilo koje koalicije.
Igra je aditivna ukoliko va�i:

(∀C1, C2 ⊂ N)(C1 ∩ C2 = ∅) v(C1 ∪ C2) = v(C1) + v(C2).

Lema 3.1 Igra je nebitna ako i samo ako je aditivna.
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Dokaz.

v(N) =
n∑
i=1

v({i})

=
∑
i∈C1

v({i}) +
∑
i∈C2

v({i}) +
∑

i∈N\(C1∪C2)

v({i})

≤ v(C1) + v(C2) + v(N\(C1 ∪ C2))

≤ v(C1 ∪ C2) + v(N\(C1 ∪ C2))

≤ v(N).

Iz ovoga sledi da je v(C1)+v(C2)+v(N\(C1∪C2)) = v(C1∪C2)+v(N\(C1∪C2)),
iz qega sledi da je v(C1) + v(C2) = v(C1 ∪ C2).

�

Svaka nebitna igra ima samo jednu imputaciju i to
x = (v({1}), ..., v({n})). Ukoliko je igra bitna, ona ima beskonaqno mnogo
imputacija. Zato se javǉa potreba za utvr�ivaǌem kriterijuma izbora
”razumne” imputacije.

Definicija 6 Neka je C ⊂ N proizvoǉna koalicija. Za imputaciju x
ka�emo da dominira imputaciju y po koaliciji C, u oznaci x �C y,
ukoliko va�i:

(1) xi > yi,

(2)
∑
i∈C

xi ≤ v(C).

Definicija 7 Imputacija x dominira imputaciju y, u oznaci x � y,
ukoliko postoji koalicija C ⊂ N za koju je x �C y.

Teorema 3.2 Neka je x = (x1, ..., xn) imputacija u superaditivnoj igri
Γ = (N, v) i C ⊂ N bilo koja koalicija. Slede�i iskazi su ekvivalentni:

(1)
∑
i∈C

xi < v(C),

(2) postoji imputacija y takva da je y �C x.

Dokaz. (2)⇒ (1): v(C) ≥
∑
i∈C

yi >
∑
i∈C

xi

(1)⇒ (2): Neka je ε = v(C)−
∑
i∈C

xi > 0.

Definiximo

yi =

xi + ε
|C| , i ∈ C

v({i}) +
v(N)−v(C)−

∑
j /∈C

v({j})

|N−C| , i /∈ C

11
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Proveravamo da je y imputacija:∑
i∈C

yi +
∑
j∈N\C

yj =
∑
i∈C

xi + ε+
∑
j∈N\C

yj

=

�
�
��

∑
i∈C

xi +��
�v(C)−

�
�
��

∑
i∈C

xi +
HH

HHH
HH

∑
j∈N\C

v({j}) + v(N)−��
�v(C)−

HH
HHH

HH

∑
j∈N\C

v({j})

= v(N),

y(i) > x(i) ≥ v({i}), i ∈ C, jer je x imputacija;
y(j) ≥ v({j}), j ∈ N\C zbog superaditivnosti;∑
i∈C

yi ≤
∑
i∈C

xi + ε = v(C)⇒ yi su ostvarive imputacije.

Sledi,y �C x.

�

Definicija 8 Igre Γ = (N, v) i Γ′ = (N, v′) su izomorfne ako i samo ako
postoji bijekcija skupova imputacije koja quva dominaciju, tj.

(∀C ⊂ N) x �C y ⇔ f(x) �C f(y). (6)

Iz ove definicije je texko odrediti da li su dve igre izomorfne.
Zato uvodimo slede�i kriterijum:

Definicija 9 Igre Γ = (N, v) i Γ′ = (N, v′) su stratexki ekvivalentne
ukoliko postoje α > 0 i β1, ..., βn ∈ R takvi da je

(∀C ⊂ N) v′(C) = αv(C) +
∑
j∈C

βj. (7)

Jasno se vidi da je relacija stratexke ekvivalencije ujedno i relacija
ekvivalencije. Samim tim se prostor karakteristiqnih funkcija, za
fiksan skup igraqa N , mo�e na jedinstven naqin razbiti na me�usobno
disjunktne klase stratexke ekvivalencije.

Teorema 3.3 (fon Nojman) Igre su izomorfne ako i samo ako su
stratexki ekvivalentne.

Definicija 10 Za igru Γ = (N, v) se ka�e da je u (0,1) formi ako je
(∀i ∈ N) v({i}) = 0 i v(N) = 1.

Za bitne igre va�i

(∃1 α > 0, β1, ..., βn ∈ R) αv({j}) + βj = 0, j = 1, ..., n

αv(N) +
∑
j∈N

βj = 1.
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Teorema 3.4 Svaka bitna igra je stratexki ekvivalentna taqno jednoj
igri u (0,1) formi.

Dokaz. Neka je v karakteristiqna funkcija bitne igre. Posmatrajmo
sistem n+ 1 jednaqine sa (n+ 1)-om nepoznatom α, β1, ..., βn:

v′({i}) = αv({i}) + βi = 0, 1 ≤ i ≤ n (8)

v′(N) = αv(N) +
∑
i∈N

βi = 1. (9)

Sumiraǌem (8) dobijamo

α
∑
i∈N

v({i}) +
∑
i∈N

βi = 0.

Oduzimaǌem (8) od (9) imamo

α

(
v(N)−

∑
i∈N

v({i})

)
= 1.

Kako je igra bitna to va�i

v(N)−
∑
i∈N

v({i}) > 0.

Sledi,

α =
1

v(N)−
∑

i∈N v({i})
> 0.

Zamenom u (8) dobijamo

βi =
−v({i})

v(N)−
∑
i∈N

v({i})
.

Ovim su nepoznate α, β1, ..., βn jedinstveno odre�ene jednaqinama (8) i (9),
igre (N, v) i (N, v′) su stratexki ekvivalentne i (N, v′) je u (0,1) formi.

�

Iz ove teoreme sledi da igre u (0,1) formi predstavǉaju klase
ekvivalencije bitih igara.

Neka je N fiksirano. Tada je igra u (0,1) formi data
(karakteristiqnom) funkcijom v za koju va�i:
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1. v(∅) = 0,

2. (∀i ∈ N) v({i}) = 0,

3. v(N) = 1,

4. (∀C1, C2 ⊂ N)(C1 ∩ C2 = ∅) v(C1 ∪ C2) ≥ v(C1) + v(C2).

Jasno je da ako funkcije v i v′ zadovoǉavaju ova qetiri uslova, tada ih
zadovoǉava i ǌihova konveksna linearna kombinacija, xto znaqi da je
prostor mogu�ih karakteristiqnih funkcija konveksan.
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4 Êîíöåïöèjå ðåøå»à êîîïåðàòèâíèõ èãàðà n

èãðà÷à

U ovom poglavǉu �emo se baviti najva�nijim koncepcijama rexeǌa
racionalnih kooperativnih igara n igraqa. Glavni problem je
odrediti koje imputacije treba razmotriti tako da one reprezentuju
neku vrstu ”stabilnosti” ili ”ekvilibrijuma”. Kako su ovi pojmovi
popriliqno nejasni i mogu biti interpretirani na mnogo razliqitih
naqina, u raznim literaturama je predlo�en odre�en broj razliqitih
koncepcija rexeǌa. Iako je svaki od ǌih dobro teoretski potkrepǉen i
baziran na odre�enim pretpostavkama kao xto je racionalno ponaxaǌe
uqesnika igre, nijedan od ǌih nije jednoglasno prihva�en kao ”rexeǌe”
kooperativne igre sa n igraqa. Iz tog razloga ovde �e biti izlo�eno
nekoliko razliqitih koncepcija rexeǌa.

4.1 Ôîí Íîjìàí-Ìîðãåíøòåðíîâà êîíöåïöèjà ðåøå»à

Prva koncepcija rexeǌa kooperativne igre Γ = (N, v) je predlo�ena
od strane fon Nojmana i Morgenxterna 1944. godine.

Definicija 11 Skup S ⊂ X(Γ), gde je X(Γ) skup imputacija, je
fon Nojman-Morgenxternovo rexeǌe (skra�eno, N − M rexeǌe) ili

stabilan skup ako

1. (∀x, y ∈ S) x � y (unutraxǌa stabilnost),

2. (∀x /∈ S)(∃y ∈ S) y � x (spoǉaxǌa stabilnost).

Teorema 4.1 Ukoliko se N −M rexeǌe kooperativne igre sastoji od jedne
jedine imputacije, igra je nebitna.

Glavni nedostaci N − M rexeǌa su xto ne mo�e da se utvrdi ǌegovo
postojaǌe, niti jedinstvenost. Ve�ina igara ima mnogo stabilnih
skupova, pa se javǉa problem: koji od ǌih izabrati za ”rexeǌe”. Neke
igre nemaju N −M rexeǌe. Stabilne skupove je qesto texko odrediti,
xto je jox jedan problem.

Primer 4.1 Godine 1967. Lukas9 je otkrio kooperativnu igru 10 igraqa
koja nema N −M rexeǌe:

v({1, 2}) = v({3, 4}) = v({5, 6}) = v({7, 8}) = v({9, 10}) = 1

9William F. Lucas (1933-2010), àìåðè÷êè ìàòåìàòè÷àð
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v({3, 5, 7}) = v({1, 5, 7}) = v({1, 3, 7}) = 2

v({3, 5, 9}) = v({1, 5, 9}) = v({1, 3, 9}) = 2

v({1, 4, 7, 9}) = v({3, 6, 7, 9}) = v({2, 5, 7, 9}) = 2

v({3, 5, 7, 9}) = v({1, 5, 7, 9}) = v({1, 3, 7, 9}) = 3

v({1, 3, 5, 7, 9}) = 4

v(N) = 5, N = {1, 2, ..., 10}

v(S) = 0, za sve ostale koalicije S ⊂ N.

4.2 Jåçãðî

Pojam jezgra kao koncepcije rexeǌa su uveli Xepli10 i Giliz11 1953.
godine.

Definicija 12 Jezgro igre Γ = (N, v), u oznaci C(v), je skup
nedominiraju�ih imputacija te igre.

Teorema 4.2 Neka je S stabilan skup, odnosno N −M rexeǌe kooperativne
igre Γ = (N, v).

1. Ukoliko u igri postoji jezgro C(v), onda je C(v) ⊂ S,

2. Ukoliko je jezgro C(v) stabilan skup, onda je S = C(v).

Prema ovoj teoremi, svaki stabilan skup sadr�i jezgro i, ako je samo
jezgro stabilan skup, onda je to jedinstven stabilan skup.

Teorema 4.3 Jezgro C(v) racionalne igre Γ = (N, v) je skup imputacija
x = (x1, ..., xn) koje zadovoǉavaju slede�e uslove:

(a) (∀S ⊂ N)
∑
i∈S

xi ≥ v(S),

(á)
∑
i∈N

xi = v(N).

10Lloyd Stowell Shapley (1923-2016), àìåðè÷êè ìàòåìàòè÷àð è åêîíîìèñòà
11Donald Bruce Gillies (1928-1975), êàíàäñêè ìàòåìàòè÷àð
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Teorema 4.4 Ako je (N, v) bitna igra sa konstantnom sumom, onda je
C(v) = ∅.

Dokaz. Pretpostavimo da x ∈ C(v). Tada, prema uslovu (a) prethodne
teoreme ∑

j∈N\{i}

xj ≥ v(N\{i}) = v(N)− v({i}), i = 1, 2, ..., n.

Sumiraǌem po i ∈ N dobijamo

(n− 1)
∑
i∈N

xi ≥ nv(N)−
∑
i∈N

v({i}).

Koriste�i uslov (b) prethodne teoreme imamo

(n− 1)v(N) ≥ nv(N)−
∑
i∈N

v({i}).

Sledi,
v(N) ≤

∑
i∈N

v({i}) < v(N), jer je igra bitna.

Dobijamo ∑
i∈N

v({i}) = v(N),

xto je kontradikcija sa pretpostavkom teoreme da je igra bitna. Sledi,
x /∈ C(v), odnosno, C(v) je prazno.

�

Teorema 4.5 Jezgro nebitne igre Γ = (N, v) se sastoji od imputacije

(x1, ..., xn) = (v({1}), ..., v({n})) .

Dokaz. Igra je nebitna, pa je v(N) =
∑
i∈N

v({i}). Prema uslovu (b)

prethodne teoreme
∑
i∈N

xi = v(N), pa sledi da je xi = v({i}).

�

Primer 4.2 Odrediti jezgro igre sa 3 igraqa koja je zadata svojom
karakteristiqnom funkcijom v:

v({1}) = 1 v({1, 2}) = 4
v(∅) = 0 v({2}) = 0 v({1, 3}) = 3 v({1, 2, 3}) = 8

v({3}) = 1 v({2, 3}) = 5

Imputacije su vrednosti (x1, x2, x3) takve da je x1 + x2 + x3 = 8,
x1 ≥ 1, x2 ≥ 0, x3 ≥ 1. Ovaj skup predstavǉa trougao sa temenima (7,0,1),
(1,6,1) i (1,0,7). Pretpostavimo da se trougao nalazi na ravni
x1 + x2 + x3 = 8. Svaka taqka ravni ima tri koordinate qiji je zbir 8.
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Ñëèêà 3: Jåçãðî èãðå

Na�imo sada nestabilne imputacije. Koalicija {2,3} mo�e sebi da
garantuje minimalni iznos v({2, 3}) = 5, pa su sve taqke (x1, x2, x3) za koje
va�i x2 + x3 < 5 nestabilne. Na dijagramu su to taqke iznad linije
x2 + x3 = 5. Kako koalicija {1,2} sebi mo�e da garantuje minimalni iznos
v({1, 2}) = 4, sve taqke (x1, x2, x3) za koje va�i x1 + x2 < 4, odnosno sve
taqke ispod i desno od prave x1 + x2 = 4 na dijagramu, su nestabilne.
Konaqno, koalicija {1,3} mo�e sebi da garantuje minimalni iznos
v({1, 3}) = 3, te su sve taqke (x1, x2, x3) za koje va�i x1 + x3 < 3, tj. sve
taqke ispod i levo od prave x1 + x3 = 3 na dijagramu, nestabilne.

Jezgro predstavǉaju preostale taqke prostora imputacija, i vidimo na
Slici 3 da one formiraju petougao.

Kao xto vidimo, va�na klasa igara ima prazno jezgro, koje ne mo�e biti
smatrano rexeǌem. Neophodan i dovoǉan uslov da igra Γ ima neprazno
jezgro je dat u pogledu balansiranih skupova.

Definicija 13 Neka su S1, ..., Sp, 1 ≤ p ≤ n, disjunktni i neprazni pravi
podskupovi skupa igraqa N = {1, 2, ..., n}. Skup S = {S1, ..., Sp} je balansiran
ako postoje pozitivni koeficijenti γ1, ..., γp takvi da je

(∀i ∈ N)
∑
j

i∈Sj

γj = 1, 1 ≤ j ≤ p. (10)

Brojevi γ1, ..., γp se nazivaju te�ine i ka�e se da balansiraju skup S.
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Ukoliko su sve te�ine jednake 1, tada je skup S particija skupa N . Iz
ovoga sledi da se balansirani skupovi mogu posmatrati i kao uopxtene
particije.

Definicija 14 Igra Γ = (N, v) je balansirana ukoliko za svaki
balansirani skup S sa te�inama {γS} va�i∑

S∈S

γSv(S) ≤ v(N). (11)

Igru Γ nazivamo slabom ukoliko ima neprazno jezgro.

Teorema 4.6 Igra ima neprazno jezgro ako i samo ako je balansirana.

Definicija 15 Pred-imputacija je ure�ena n-torka x = (x1, ..., xn) za koju
va�i

∑
i∈N

xi = v(N).

Kako jezgro mo�e biti prazan skup, uvodimo slede�i pojam:

Definicija 16 Neka su dati igra Γ = (N, v) i broj ε > 0. Jako ε-jezgro,
u oznaci Cε(v), je skup svih pred-imputacija takvih da, za svaku koaliciju
S ⊂ N , va�i ∑

i∈S

xi ≥ v(S)− ε. (12)

Pojam jakog ε- jezgra su uveli Xepli i Xubik12 1966. godine.
Oqigledno je C0(v) = C(v). Bez obzira na to da li je jezgro prazan

skup, jako ε-jezgro to ne�e biti za dovoǉno veliku vrednost ε. Tako�e,
va�i Cδ(v) ⊂ Cε(v) za δ < ε.

Definicija 17 Presek svih nepraznih jakih ε-jezgara je najmaǌe-jezgro, u
oznaci LC(v).

Najmaǌe-jezgro se mo�e smatrati jakim ε-jezgrom za najmaǌe ε takvo da
je to jako ε-jezgro neprazan skup.

Primer 4.3 Odrediti jezgro i jako ε-jezgro igre 3 igraqa koja je zadata
svojom karakteristiqnom funkcijom v, ako je ε = 15:

v({1}) = 0 v({1, 2}) = 20
v(∅) = 0 v({2}) = 0 v({1, 3}) = 10 v({1, 2, 3}) = 60

v({3}) = 0 v({2, 3}) = 50

12Martin Shubik (1926-), àìåðè÷êè ìàòåìàòè÷àð è åêîíîìèñòà
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Obele�imo sa
HS = {x|xS = v(S)}

i
Hε
S = {x|xS = v(S)− ε}

za sve koalicije S ⊂ N, S 6= {∅, N}
Pretpostavimo da se trougao nalazi na ravni x1 + x2 + x3 = 60. Svaka

taqka ravni ima tri koordinate qiji je zbir 60.

Ñëèêà 4: Jåçãðî è jàêî 15-jåçãðî èãðå

Odredimo prvo nestabilne imputacije za jezgro. Koalicija {2,3} mo�e
sebi da garantuje minimalni iznos v = ({2, 3}) = 50, te su sve taqke
(x1, x2, x3) za koje va�i x2 + x3 < 50 nestabilne. Kako koalicija {1,2} sebi
mo�e da garantuje minimalni iznos v({1, 2}) = 20, sve taqke (x1, x2, x3) za
koje va�i x1 + x2 < 20 su nestabilne. Konaqno, koalicija {1,3} mo�e sebi
da garantuje minimalni iznos v({1, 3}) = 10, te su sve taqke (x1, x2, x3) za
koje va�i x1 + x3 < 10, nestabilne.

Jezgro predstavǉaju preostale taqke prostora imputacija, i vidimo na
Slici 4 da one formiraju qetvorougao.
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Odredimo sada nestabilne imputacije za jako 15-jezgro. Sada koalicija
{2,3} mo�e da garantuje sebi minimalni iznos v = ({2, 3}) = 35, tako da su
sve taqke (x1, x2, x3) za koje va�i x2 +x3 < 35 nestabilne. Koalicije {1,2} i
{1,3} mogu sebi da garantuju minimalne iznose v({1, 2}) = 5 i v({1, 3}) = −5,
redom, pa su sve taqke (x1, x2, x3) za koje va�i x1 + x2 < 5 i x1 + x3 < −5
nestabilne.

Jako 15-jezgro predstavǉaju preostale taqke prostora imputacija, i
vidimo na Slici 4 da one formiraju xestougao.

Primetimo da se jako ε-jezgro prostire i izvan prostora imputacija.
Tako�e, jezgro i jako ε-jezgro se razlikuju i u figurama koje ih predstavǉaju
na dijagramu.

4.3 Êåðíåë

Pojam kernela su uveli Dejvis13 i Maxler14 1965. godine.
Neka je Γ = (N, v) racionalna igra n igraqa. Za svako i, j ∈ N, i 6= j

oznaqimo sa Tij skup koalicija koje sadr�e igraqa i, a ne sadr�e igraqa
j, odnosno:

Tij = {S|S ⊂ N, i ∈ S, j /∈ S}.

Definicija 18 Neka je S ⊂ N koalicija i x ∈ X(Γ). Vixak (eksces)
koalicije S za imputaciju x je

e(S, x) = v(S)−
∑
i∈S

xi. (13)

Za imputaciju x = (x1, ..., xn) i koaliciju S ⊂ N ukupan iznos dodeǉen
koaliciji S je xS =

∑
i∈S

xi. Vixak u stvari predstavǉa razliku do

isplate koja bi bila
”
fer”. Funkcija vixka e(S, x) > 0 je mera

nezadovoǉstva koalicije S imputacijom x. Ciǉ je da se isplata
koriguje tako da nezadovoǉstvo isplatama bude minimalno.

Definicija 19 Maksimalan vixak igraqa i nad nekim drugim igraqem j u
odnosu na imputaciju x ∈ X(Γ) u igri Γ = (N, v) je dat sa

sij(x) = max
S∈Tij

e(S, x). (14)

13Morton David Davis (1930-), àìåðè÷êè ìàòåìàòè÷àð
14Michael Bahir Maschler (1927-2008), èçðàåëñêè ìàòåìàòè÷àð
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Nenegativan (nepozitivan) maksimalni vixak igraqa i nad igraqem j u
odnosu na imputaciju x predstavǉa maksimalni (minimalni) iznos koji
igraq i mo�e da dobije (izgubi) bez saradǌe igraqa j povlaqe�i se iz x
i formiraju�i koaliciju u kojoj nije igraq j, pretpostavǉaju�i da su
ostali qlanovi novoformirane koalicije zadovoǉni profitom koji im je
dodeǉen imputacijom x. Igraq i mo�e, na primer, da podmiti ostale
qlanove koalicije da napuste x daju�i im mali bonus. Drugim reqima,
maksimalan vixak sij(x) predstavǉa meru mo�i igraqa i da preti igraqu
j u odnosu na imputaciju x.

Ka�emo da je igraq i va�niji od igraqa j u odnosu na x ukoliko je

xj > v({j}) ∧ sij(x) > sji(x).

Ka�emo da su igraqi i i j u ravnote�i u odnosu na x ukoliko nijedan
od ǌih nije va�niji od drugog.

Kernel je definisan na skupu imputacija za koje nijedan igraq nije
va�niji od nekog drugog igraqa. Pred-kernel qine pred-imputacije u
kojima su svaka dva igraqa podjednako va�na u pogledu ǌihovih
me�usobnih pretǌi. Formalno,

Definicija 20 Neka je data igra Γ = (N, v).
Kernel K(v) igre Γ je skup svih imputacija x ∈ X(Γ) takvih da za svako

i, j ∈ N, i 6= j va�i:

(sij(x)− sji(x)) (xj − v({j})) ≤ 0 i (sji(x)− sij(x)) (xi − v({i})) ≤ 0. (15)

Pred-kernel K∗(v) igre Γ je skup svih pred-imputacija x za koje va�i

sij(x) = sji(x), za svako i, j ∈ N, i 6= j. (16)

Pojam pred-kernela su uveli Maxler, Peleg15 i Xepli 1972. godine.
Kernel je prihva�en kao koncepcija rexeǌa uglavnom zbog

primamǉivih matematiqkih osobina, najpre zbog ǌegove egzistencije i
bliske veze sa jezgrom.

Oqigledno je K∗(v) ∩X(Γ) ⊂ K(v). Kernel i pred-kernel se poklapaju
za mnoge igre, ukǉuquju�i superaditivne igre. U stvari, delovi kernela
i pred-kernela unutar jezgra se uvek poklapaju. Imputacija se nalazi u
jezgru ako i samo ako su svi ǌeni vixkovi jednaki nuli.

Teorema 4.7 Neka je Γ = (N, v) racionalna igra i neka x ∈ C(v). Tada
x ∈ K(v) ako i samo ako x ∈ K∗(v).

15Bezalel Peleg (1936-), èçðàåëñêè ìàòåìàòè÷àð
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Dokaz. Jasno je da ukoliko x ∈ K∗(v) onda x ∈ K(v).
Obratno, pretpostavimo da x ∈ K(v) ∩ C(v) i neka je i, j ∈ N, i 6= j.
Dovoǉno je pokazati sij(x) ≤ sji(x). Zaista, ako je sij(x) > sji(x), onda je

xj = v({j}), zato xto za svaku imputaciju x va�i xj ≥ v({j}). Kako {j} ∈ Tij,
onda je sji(x) ≥ v({j}) − xj = 0. Sledi, sij > 0, xto je u kontradikciji sa
x ∈ C(v).

�

Primer 4.4 Odrediti kernel igre 3 igraqa zadate u formi
karakteristiqne funkcije:

v({1}) = −1 v({1, 2}) = 3
v(∅) = 0 v({2}) = 0 v({1, 3}) = 4 v({1, 2, 3}) = 5

v({3}) = 1 v({2, 3}) = 2

Neka je x = (x1, x2, x3) imputacija.
Odredimo prvo vixkove za svako S, S ⊂ N :
e({1}, x) = −1− x1, e({2}, x) = −x2, e({3}, x) = 1− x3,
e({1, 2}, x) = 3− x1 − x2 = x3 − 2, e({1, 3}, x) = 4− x1 − x3 = x2 − 1,
e({2, 3}, x) = 2− x2 − x3 = x1 − 3.
Na�imo sada skupove Tij
T12 = {{1}, {1, 3}}, T13 = {{1}, {1, 2}}, T21 = {{2}, {2, 3}},
T23 = {{2}, {1, 2}}, T31 = {{3}, {2, 3}}, T32 = {{3}, {1, 3}}.
Maksimalni vixkovi sij su:
s12 = max{−1− x1, x2 − 1}, s13 = max{−1− x1, x3 − 2},
s21 = max{−x2, x1 − 3}, s23 = max{−x2, x3 − 2},
s31 = max{1− x3, x1 − 3}, s32 = max{1− x3, x2 − 1}.
Kernel K(v) ove igre je skup svih imputacija x koje zadovoǉavaju slede�i

sistem nejednaqina:

(max{−1− x1, x2 − 1} −max{−x2, x1 − 3}) · x2 ≤ 0

(max{−x2, x1 − 3} −max{−1− x1, x2 − 1}) · (x1 + 1) ≤ 0

(max{−1− x1, x3 − 2} −max{1− x3, x1 − 3}) · (x3 − 1) ≤ 0

(max{1− x3, x1 − 3} −max{−1− x1, x3 − 2}) · (x1 + 1) ≤ 0

(max{−x2, x3 − 2} −max{1− x3, x2 − 1}) · (x3 − 1) ≤ 0

(max{1− x3, x2 − 1} −max{−x2, x3 − 2}) · x2 ≤ 0

Jedna imputacija koja pripada kernelu je (8
3
, 2

3
, 5

3
).
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4.4 Íóêëåóñ

Xmajdler16 je uveo pojam nukleusa 1969. godine.
Neka je Γ = (N, v) racionalna igra n igraqa. Za svako x ∈ X(Γ) neka

je Θ(x) 2n-torka qije su komponente brojevi e(S, x), S ⊂ N , pore�ani u
nerastu�em poretku. Dakle,

θi(x) ≥ θj(x), 1 ≤ i ≤ j ≤ 2n. (17)

Ovi vixkovi su uglavnom nepozitivni, pa se smatraju gubicima, te se
vektor Θ(x) mo�e interpretirati kao vektor gubitaka.

Uvodimo relaciju leksikografskog poretka. Za svako x, y ∈ X(Γ)
pixemo θ(x) <L θ(y) ako postoji ceo broj 1 ≤ k ≤ 2n takav da je
θi(x) = θi(y) za 1 ≤ i < k i θk(x) < θk(y).

Definicija 21 Nukleus N(v) igre Γ = (N, v) je skup svih imputacija
x ∈ X(Γ) za koje je Θ(x) minimalno u leksikografskom poretku, odnosno

N(v) = {x ∈ X(Γ)|(∀y ∈ X(Γ)) Θ(x) ≤L Θ(y)}. (18)

Nukleus u stvari minimizira najve�e odstupaǌe od iznosa koji
koalicija mo�e da obezbedi ne uzimaju�i u obzir ponaxaǌe ostalih
igraqa.

Definicija 22 Neka je Γ = (N, v) igra sa n ≥ 2 igraqa. Oznaqimo
Σ0 = {S ⊂ N |S 6= ∅, N} = Σ0 i X0 = X(Γ) i za i = 1, 2, ..., l definiximo

rekurzivno

Σi−1 = Σ0 ∪ Σ1 ∪ ... ∪ Σi−1, (19)

εi = min
x∈Xi−1

max
S

S/∈Σi−1

e(S, x), (20)

Xi = {x ∈ Xi−1|(∀S /∈ Σi−1) e(S, x) ≤ εi}, (21)

Σi = {S /∈ Σi−1|(∀x ∈ Xi) e(S, x) = εi}, (22)

gde je l takvo da va�i Σl = P(N), gde je P(N) partitivni skup skupa N .
Tada se Xl naziva leksikografskim centrom igre Γ.

Lema 4.1 Za svako i = 1, 2, ..., l va�i

(a) εi su dobro definisani,

16David Schmeidler (1939-), èçðàåëñêè ìàòåìàòè÷àð
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(á) skupovi Xi su neprazni, kompaktni i konveksni,

(â) X0 ⊃ X1 ⊃ ... ⊃ Xl,

(ã) Σi 6= ∅,

(ä) l <∞,

(¢) ε1 > ε2 > ... > εl.

Dokaz. (v) sledi direktno iz (21).
(a) implicira (b), i obratno (b) implicira (a) kada i zamenimo sa

i+ 1. Kako je ε1 dobro definisano, (a) i (b) se dokazuju indukcijom.
Pretpostavimo sada da je Σi = ∅ i Σi−1 6= P(N). Ovo znaqi da za svako

S ∈ P(N)−Σi−1 postoji imputacija x(S) ∈ Xi takva da je e(S, x(S)) < εi. Neka
je m broj takvih koalicija. Tada je m ≥ 1 i zbog konveksnosti Xi va�i

x̃ =
1

m

∑
R/∈Σi−1

x(R) ∈ Xi ⊂ Xi−1. (23)

Sada, za S /∈ Σi−1, imamo

s(S, x̃) = v(S)− 1

m

∑
R/∈Σi−1

X(R)(S) =
1

m

∑
R/∈Σi−1

e(S, x(R)) < εi, (24)

xto je u kontradikciji sa (20). Znaqi, (g) va�i.
(d) sledi iz (g), jer je broj koalicija konaqan.
Primetimo da za svaku koaliciju R ∈ P(N)−Σi−1 mora da postoji taqka

x(R) ∈ Xi za koju je e(R, x(R)) < εi. Prema tome, ako P(N) − Σi−1 sadr�i t
koalicija, tada

x̂ =
1

t

∑
R∈Σi

x(R) (25)

pripada Xi i va�i e(T, x̂) < εi kad god T ∈ Σi. Dakle, εi+1 < εi, za i < l.

�

Lema 4.2 Imputacija x ∈ X(Γ) pripada skupu Xi, i = 1, 2, ..., l ako i samo
ako

θ∗(x) = (ε1, ..., ε1, ε2, ..., ε2, ..., εi, ..., εi, e(R1, x), ..., e(Rp, x)) (26)

i
e(Rv, x) ≤ εi, v = 1, 2, ..., p, (27)

gde su koalicije sa vixkom εµ upravo koalicije Σµ (µ = 1, ..., i). Vektor θ∗(x)
je dobijen od θ(x) izbacivaǌem elemenata e(N, x) i e(∅, x), a p je broj koalicija

koje nisu sadr�ane u
i⋃

µ=1

Σµ.
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Teorema 4.8 Leksikografski centar se sastoji iz jedinstvene taqke.

Dokaz. Prema konstrukciji, leksikografski centar je neprazan. Prema
Lemi 4.2, vixak svake koalicije je konstantan za sve taqke iz
leksikografskog centra. Specijalno, vixak koalicije koja se sastoji od
jednog igraqa je tako�e konstantan. Stoga, koordinate taqki u
leksikografskom centru su konstantne, xto znaqi da se on sastoji iz
jedinstvene taqke.

�

Teorema 4.9 Leksikografski centar se poklapa sa nukleusom.

Dokaz. Poka�imo prvo da ukoliko x ∈ Xi i y ∈ X(Γ)\Xi, onda Θ(x) <L Θ(y).
Za i = 1 ovo tvr�eǌe trivijalno va�i (iz definicije).
Pretpostavimo da teorema va�i za i = 1, ..., k − 1, 2 ≤ k ≤ l. Prema

delu (v) Leme 4.1 treba samo da ispitamo sluqaj x ∈ Xk, y ∈ Xk−1\Xk.
Iz Leme 4.2 i (21), za i = k, sledi Θ∗(x) <L Θ∗(y), pa Θ(x) <L Θ(y).

Dakle, Θ(xl) <L Θ(y) za svako y ∈ X(Γ), xl 6= y, gde je Xl = {xl}
(jedinstveni) leksikografski centar. Ali, ovo je upravo definicija
nukleusa.

�

Primer 4.5 Odrediti nukleus igre sa 3 igraqa zadate u formi
karakteristiqne funkcije:

v({1}) = 0 v({1, 2}) = 30
v(∅) = 0 v({2}) = 0 v({1, 3}) = 30 v({1, 2, 3}) = 100

v({3}) = 0 v({2, 3}) = 80

Obele�imo sa
H0
S = {x|xS = v(S)}

i
Hεi
S = {x|xS = v(S)− εi}

za sve koalicije S ⊂ N, S 6= {∅, N}. Neka je x = (x1, x2, x3) imputacija.
Odredimo prvo vixkove za svako S, S ⊂ N :
e({1}, x) = −x1, e({2}, x) = −x2, e({3}, x) = −x3,
e({1, 2}, x) = 30− x1 − x2 = x3 − 70, e({1, 3}, x) = 30− x1 − x3 = x2 − 70,
e({2, 3}, x) = 80− x2 − x3 = x1 − 20.
Tada je ε1 = −10, pa je
X1 = {x|x1 = 10, x2 ≤ 60, x3 ≤ 60, x2 + x3 = 90},
Σ1 = {{1}, {2, 3}}, a Σ1 = {∅, {1}, {2, 3}, N}.

26



4 ÊÎÍÖÅÏÖÈJÅ ÐÅØÅ�À ÊÎÎÏÅÐÀÒÈÂÍÈÕ ÈÃÀÐÀ N ÈÃÐÀ×À

Daǉe je ε2 = −25, X2 = {(10, 45, 45)}, Σ2 = {{1, 2}, {1, 3}} i
Σ2 = {∅, {1}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, N}.

Konaqno, ε3 = −45, X3 = {(10, 45, 45)}, Σ3 = {{2}, {3}} i Σ3 = P(N)
Ovo znaqi da je {10,45,45} leksikografski centar igre, pa ujedno i nukleus

igre (Slika 5).

Ñëèêà 5: Íóêëåóñ èãðå

4.5 Øåïëèjåâ âåêòîð

Igri Γ = (N, v) sa n igraqa se pridru�uje vektor isplate igraqima
φ = (φ1, φ2, ..., φn) pri qemu treba da va�e slede�e aksiome:

(A1) ako igraq i ne doprinosi nixta nijednoj koaliciji S ⊂ N , odnosno
v(S ∪ {i}) = v(S), onda je φi = 0,

(A2)
n∑
i=1

φi = v(N),

(A3) igraqi i i j su ravnopravni ako

(∀S ⊂ N) v((S\{i}) ∪ {j}) = v((S\{j}) ∪ {i}) i tada je φi = φj,
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(A4) ako su u i v karakteristiqne funkcije i w = u+ v, onda je

(∀i ∈ N) φi(w) = φi(u) + φi(v).

Teorema 4.10 Postoji taqno jedan vektor φ koji zadovoǉava (A1)-(A4). On
se zove Xeplijev vektor, a ǌegove komponente

φi(v) =
∑
S⊂N
i∈S

(|S| − 1)!(n− |S|)!
n!

(v(S)− v(S\{i})) (28)

Xeplijeve vrednosti.

Napomena: Xeplijeva vrednost se mo�e zapisati i na slede�i naqin:

φi(v) =
∑
T⊂N
i/∈T

(|T |)!(n− |T | − 1)!

n!
(v(T ∪ {i})− v(T )). (29)

Dokaz. (A1): oqigledno va�i, jer ako je (∀S ⊂ N) v(S) = v(S\{i}), tada
je φi(v) = 0 za svako i = 1, ..., n

(A2) :
n∑
i=1

φi(v) =
n∑
i=1

(∑
S⊂N

(|S| − 1)!(n− |S|)!
n!

(v(S)− v(S\{i}))

)

=
∑
S⊂N

(
n∑
i=1

(|S| − 1)!(n− |S|)!
n!

(v(S)− v(S\{i}))

)

=
∑
S⊂N

(|S| − 1)!(n− |S|)!
n!

(
nv(S)−

∑
i/∈S

v(S\{i})−
∑
i∈S

v(S\{i})

)

=
∑
S⊂N

(|S| − 1)!(n− |S|)!
n!

(
|S|v(S)−

∑
i∈S

v(S\{i})

)

=
∑
S⊂N

v(S)(
n
|S|

) −∑
S⊂N

∑
i∈S

(|S| − 1)!(n− |S|)!
n!

v(S\{i})

=
∑
S⊂N

v(S)(
n
|S|

) − ∑
T⊂N
|T |≤n−1

(|T |)!(n− |T | − 1)!

n!
(n− |T |)v(T )

=
∑
S⊂N

v(S)(
n
|S|

) − ∑
T⊂N
|T |≤n−1

v(T )(
n
|T |

) =
v(N)(
n
n

) +

�
�
�
�
�
��∑

S⊂N
|S|≤n−1

v(S)(
n
|S|

) −
�
�
�
�
�
��∑

T⊂N
|T |≤n−1

v(T )(
n
|T |

)
= v(N)
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(A3) : φi(v) =
∑
T⊂N
i/∈T

(|T |)!(n− |T | − 1)!

n!
(v(T ∪ {i})− v(T ))

=

∑
i/∈T
j /∈T

+
∑
i/∈T
j∈T

 (|T |)!(n− |T | − 1)!

n!
(v(T ∪ {i})− v(T ))

= {R = T ∪ {i}}

=
∑

T⊂N\{i,j}

(|T |)!(n− |T | − 1)!

n!
(v(T ∪ {j})− v(T ))

+
∑

R⊂N\{i,j}

(|R ∪ {i}|)!(n− 1− |R ∪ {i}|)!
n!

(v(R ∪ {i, j})− v(R ∪ {i})

= U = R ∪ {i}

=
∑

T⊂N\{i,j}

(|T |)!(n− |T | − 1)!

n!
(v(T ∪ {j})− v(T ))

+
∑

U⊂N\{j}

(|U |)!(n− 1− |U |)!
n!

(v(U ∪ {j})− v(U))

=
∑

T⊂N\{j}

(|T |)!(n− |T | − 1)!

n!
(v(T ∪ {j})− v(T ))

= φj(v)

(A4) trivijalno va�i, jer je φ linearno po argumentu
Ostalo je da doka�emo jedinstvenost:
Svaka karakteristiqna funkcija v se mo�e na jedinstven naqin

prikazati kao linearna kombinacija funkcija vS(S), S ⊂ N oblika

vS(T ) =

{
1, S ⊂ T

0, inaqe
(30)

Ovakve karakteristiqne funkcije se nazivaju prostim. Igra Γ = (N, v) se
tada naziva prostom igrom. Kod prostih igara, svaka koalicija S je ili
pobedniqka (v(S) = 1) ili gubitniqka (v(S) = 0).

Tada je

φi(vS) =

{
1
|S| , i ∈ S
0, inaqe

(31)
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Zaista, iz (A2) sledi
n∑
i=1

φi(vS) = vS(N) = 1, jer je S ⊂ N . Prema (A3),

φi(vS) = φj(vS) za i, j ∈ S. Kako ǌih ima |S| i ǌihova suma je 1, to je
φi(vS) = 1 ako i ∈ S. Ovo znaqi da je φi(vS) = 0 za i /∈ S.

Ako je c > 0, tada je φi(cvS) =

{
c
|S| , i ∈ S
0, inaqe

Skup svih karakteristiqnih funkcija qini vektorski prostor nad
poǉem R2n−1, jer se svakoj karakteristiqnoj funkciji v mo�e
pridru�iti (2n − 1)-torka realnih brojeva:

v → (v({1}), ..., v({n}), v({1, 2}), ..., v({n− 1, n}), ..., v(N))

Poka�imo da postoji 2n − 1 realnih brojeva cS za S ⊂ N takvih da je
v =

∑
S⊂N

cSvS. Neka je cS =
∑
T⊂S

(−1)s−tv(T ), gde je s = |S|, t = |T |.

∑
S⊂N

cSvS(U) =
∑
S⊂U

cS · 1 =
∑
S⊂U

(∑
T⊂S

(−1)s−tv(T )

)
=
∑
T⊂U

( ∑
T⊂S⊂U

(−1)s−t

)
v(T )

Posmatrajmo
∑

T⊂S⊂U
(−1)s−t:

Za svaku vrednost t ≤ s ≤ u, postoji
(
u−t
u−s

)
skupova S sa s elemenata

takvih da je T ⊂ S ⊂ U . Sledi,

∑
T⊂S⊂U

(−1)s−t =
u∑
s=t

(
u− t
u− s

)
(−1)s−t · 1u−s =

u∑
s=t

(1 + (−1))u−t =

{
0, t < u

1, t = u

Dobijamo,
∑
S⊂N

cSvS(U) =
∑
T⊂U

1 · v(T ) = v(U), za sve U ⊂ N .

Znamo da je v =
∑
S⊂N

cSvS, pa je φi(v) =
∑
S⊂N

cSφi(vS) =
∑
S⊂N
i∈S

cS
1
s
. Sledi

φi(v) =
∑
S⊂N
i∈S

1

s

(∑
T⊂S

(−1)s−tv(T )

)
=
∑
T⊂N

 ∑
S⊂N

T∪{i}⊂S

(−1)s−t
1

s
v(T )


Oznaqimo sa

γi(T ) =
∑
S⊂N

T∪{i}⊂S

(−1)s−t
1

s
(32)

Ako i /∈ T ′ i T = T ′ ∪ {i}, onda

γi(T
′) =

∑
S⊂N

T ′∪{i}⊂S

(−1)s−t
′ 1

s
=

∑
S⊂N

T ′∪{i}⊂S

(−1)s−t+1 1

s
=

∑
S⊂N

T∪{i}⊂S

(−1)s−t
1

s
,
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jer je t = t′ + 1 i T ′ ∪ {i} = T = T ∪ {i}. Sledi, γi(T ′) = −γi(T ).
Izrazi sa desne strane (32) �e se me�usobno potreti i osta�e jedino

qlan kada je t = t′ + 1. Sledi,

φi(v) =
∑
T⊂N
i∈T

γi(T )(v(T )− v(T\{i}) =
∑
T⊂N
i∈T

 ∑
S⊂N

T∪{i}⊂S

(−1)s−t
1

s

 (v(T )− v(T\{i}).

Ako i ∈ T , postoji
(
n−t
s−t

)
koalicija S sa s elemenata tako da je T ⊂ S.

γi(T ) =
n∑
s=t

(−1)s−t
(
n− t
s− t

)
1

s

=
n∑
s=t

(−1)s−t
(
n− t
s− t

)∫ 1

0

xs−1dx

=

∫ 1

0

(
n∑
s=t

(−1)s−t
(
n− t
s− t

)
xs−1

)
dx

= {s− 1 = s− t+ t− 1}

=

∫ 1

0

xt−1

(
n∑
s=t

(−1)s−t
(
n− t
s− t

)
xs−t

)
dx

=

∫ 1

0

xt−1(1− x)n−tdx

= B(t, n− t+ 1) =
Γ(t)Γ(n− t+ 1)

Γ(n+ 1)
=

(t− 1)!(n− t)!
n!

Konaqno, dobijamo φi(v) =
∑
T⊂N
i∈T

(t−1)!(n−t)!
n!

(v(T )− v(T\{i})

Iz ovoga sledi da je funkcija φ je jedinstveno definisana. Neki od
koeficijenata cS su negativni, ali to ne predstavǉa problem, jer iz
(A4) sledi da va�i φ(u − v) = φ(u) − φ(v), naravno, ukoliko su u, v, u − v
karakteristiqne funkcije.

�

Vektor iz Teoreme 4.10 je 1963. godine uveo Xepli, te je u ǌegovu
qast i nazvan po ǌemu.

Ideja ove koncepcije rexeǌa je da definixe, na fer naqin,
imputaciju koja ka�e koliki iznos bi svaki igraq trebalo da dobije,
uzimaju�i u obzir doprinos igraqa uspehu koalicije kojoj pripada.
Sasvim je prirodno da se po�e od pretpostavke da igraqi ne doprinose
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podjednako koaliciji. To se, po pravilu, najboǉe vidi preko onoga xto
se doga�a sa koalicijom kada ostane bez nekog igraqa. Veliqina
δ(i, S) = v(S) − v(S\{i}) meri doprinos igraqa i koaliciji S. Koalicija
od n qlanova mo�e da bude formirana na n! naqina. Neka je S koalicija
s igraqa. Koalicija S, pre nego xto joj se pridru�io igraq i, mo�e da
se formira na (s− 1)! naqina. Ostalih (n− s) igraqa, koji ne pripadaju
koaliciji S, mo�e da formira koaliciju na (n − s)! naqina. Odnosno,
izraz (|S|−1)!(n−|S|)!

n!
predstavǉa verovatno�u da je pre dolaska igraqa i

formirana koalicija S\{i}, pretpostavǉaju�i da su sve koalicije od n
igraqa jednako verovatne. Iz ovoga vidimo da Xeplijeva vrednost
predstavǉa nixta drugo do matematiqko oqekivaǌe veliqine
v(S)− v(S\{i}).

Teorema 4.11 Xeplijev vektor je imputacija.

Dokaz. (A2) upravo predstavǉa uslov grupne racionalnosti.
Ostalo je da poka�emo individualnu racionalnost. Koriste�i uslov

superaditivnosti imamo v(S) = v((S\{i})∪ {i}) ≥ v(S\{i}) + v({i}), odnosno
v(S)− v(S\{i}) ≥ v({i}).

Sledi,

φi(v) =
∑
S⊂N
i∈S

(|S| − 1)!(n− |S|)!
n!

(v(S)− v(S\{i}))

≥
∑
S⊂N
i∈S

(|S| − 1)!(n− |S|)!
n!

v({i})

=

∑
S⊂N
i∈S

(|S| − 1)!(n− |S|)!
n!

 v({i})

= 1 · v({i})

Primer 4.6 Odrediti Xeplijev vektor slede�e igre sa 3 igraqa
predstavǉene u formi karakteristiqne funkcije:

v({1}) = 1 v({1, 2}) = 4
v(∅) = 0 v({2}) = 0 v({1, 3}) = 3 v({1, 2, 3}) = 8

v({3}) = 1 v({2, 3}) = 5

Xeplijev vektor se mo�e odrediti na dva naqina:
I naqin:

c{1} = v({1}) = 1,
c{2} = v({2}) = 0,
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c{3} = v({3}) = 1,
c{1,2} = v({1, 2})− c{1} − c{2} = 4− 1− 0 = 3,
c{1,3} = v({1, 3})− c{1} − c{3} = 3− 1− 1 = 1,
c{2,3} = v({2, 3})− c{2} − c{3} = 5− 0− 1 = 4,
cN = v(N)−c{1,2}−c{1,3}−c{2,3}−c{1}−c{2}−c{3} = 8−3−1−4−1−0−1 = −2.
Sada karakteristiqnu funkciju v mo�emo zapisati u slede�em obliku:
v =

∑
S⊂N

cSvS = v{1} + v{3} + 3v{1,2} + v{1,3} + 4v{2,3} − 2v{1,2,3}.

Xeplijeve vrednosti raqunamo po formuli φi(v) =
∑
S⊂N
i∈S

cS
|S| .

Dobijamo
φ1 = 1 + 3

2
+ 1

2
− 2

3
= 7

3
,

φ2 = 3
2

+ 4
2
− 2

3
= 17

6
,

φ3 = 1 + 1
2

+ 4
2
− 2

3
= 17

6
.

Konaqno, Xeplijev vektor je φ = (7
3
, 17

6
, 17

6
).

II naqin:
Koristimo formulu φi(v) =

∑
S⊂N
i∈S

(|S|−1)!(n−|S|)!
n!

(v(S)− v(S\{i}))

φ1 = (1−1)!(3−1)!
3!

(1− 0) + (2−1)!(3−2)!
3!

(4− 0) + (2−1)!(3−2)!
3!

(3− 1) + (3−1)!(3−3)!
3!

(8− 5)
= 1

3
+ 2

3
+ 1

3
+ 1 = 7

3
,

φ2 = (1−1)!(3−1)!
3!

(0− 0) + (2−1)!(3−2)!
3!

(4− 1) + (2−1)!(3−2)!
3!

(5− 1) + (3−1)!(3−3)!
3!

(8− 3)
= 0 + 1

2
+ 2

3
+ 5

3
= 17

6
,

φ3 = (1−1)!(3−1)!
3!

(1− 0) + (2−1)!(3−2)!
3!

(3− 1) + (2−1)!(3−2)!
3!

(5− 0) + (3−1)!(3−3)!
3!

(8− 4)
= 1

3
+ 1

3
+ 5

6
+ 4

3
= 17

6
.

Xeplijev vektor je φ = (7
3
, 17

6
, 17

6
).
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5 Ïðèìåðè êîîïåðàòèâíèõ èãàðà

5.1 Ñàâåò áåçáåäíîñòè Îðãàíèçàöèjå ójåäè»åíèõ íàöèjà

Savet bezbednosti Organizacije ujediǌenih nacija (SB OUN) je
najva�nije telo Organizacije ujediǌenih nacija, zadu�eno za
odr�avaǌe mira i bezbednosti u svetu. Savet bezbednosti OUN ima 15
qlanova. Postoje dve kategorije qlanstva u Savetu bezbednosti OUN:
to su stalne zemǉe qlanice i izabrane zemǉe qlanice. Stalnih zemaǉa
qlanica ima 5 i to su SAD, Rusija, Kina, Francuska i Ujediǌeno
kraǉevstvo i one imaju pravo veta. Ostalih 10 zemaǉa qlanica se
biraju na period od dve godine, sa zamenom pet qlanica svake godine.

Da bi se neka rezolucija izglasala potrebno je devet ili vixe glasova
i da nijedna od stalnih zemaǉa qlanica nije ulo�ila veto.

Tretirajmo ovaj problem kao prostu igru 15 igraqa N = {1, 2, ..., 15} i
pretpostavimo da prvih pet ima pravo veta. Umesto prirodne definicije
pobedniqke koalicije kao one koja mo�e da usvoji rezoluciju, lakxe ju je
definisati kao koaliciju koja mo�e da dovede do neusvajaǌa rezolucije.
Ako je koalicija S pobedniqka, onda je v(S) = 1, a inaqe v(S) = 0.

Karakteristiqna funkcija izgleda ovako:

ako i ∈ S za neko i, 1 ≤ i ≤ 5 onda v(S) = 1,

inaqe, v(S) =

{
1, |S| ≥ 7

0, |S| < 7.

Dovoǉno je izraqunati φ1(v), zbog simetriqnosti igre.

φ1 =
14!0!

15!
(v({1})− v(∅)) +

(
10

1

)
13!1!

15!
(v({1, 6})− v({6}))

+

(
10

2

)
12!2!

15!
(v({1, 6, 7})− v({6, 7}))

+

(
10

3

)
11!3!

15!
(v({1, 6, 7, 8})− v({6, 7, 8}))

+

(
10

4

)
10!4!

15!
(v({1, 6, 7, 8, 9})− v({6, 7, 8, 9}))

+

(
10

5

)
9!5!

15!
(v({1, 6, 7, 8, 9, 10})− v({6, 7, 8, 9, 10}))

+

(
10

6

)
8!6!

15!
(v({1, 6, 7, 8, 9, 10, 11})− v({6, 7, 8, 9, 10, 11})).

Izraz
(
k
j

)
oznaqava broj naqina da se izabere j qlanica od k qlanica.

To znaqi da �e se izrazi kao xto je v({1, 6, 7})−v({6, 7}) javiti u formuli
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za izraqunavaǌe φ1

(
10
2

)
puta, poxto postoji 10 qlanica koje nemaju pravo

veta, a mi biramo koalicije sa dva qlana.
Dakle,

φ1 =
1

15
+

10

15 · 14
+

10 · 9
15 · 14 · 13

+
10 · 9 · 8

15 · 14 · 13 · 12
+

10 · 9 · 8 · 7
15 · 14 · 13 · 12 · 11

+
10 · 9 · 8 · 7 · 6

15 · 14 · 13 · 12 · 11 · 10
+

10 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5
15 · 14 · 13 · 12 · 11 · 10 · 9

= 0.19627

Znaqi,

φi =

{
0.19627, 1 ≤ i ≤ 5

0.00186, 6 ≤ i ≤ 15

Kao xto mo�emo videti, 98.1% mo�i se nalazi u rukama pet stalnih
zemaǉa qlanica, i svaka od ǌih zasebno je vixe od 105 puta mo�nija od
izabrane zemǉe qlanice.

5.2 Ïðîáëåì ðàñïîäåëå òðîøêîâà

Pretpostavimo da imamo du�nika koji duguje novac vixe nego jednom
poveriocu. Problem nastaje kada du�nik nema dovoǉno novca da otplati
iznose koje duguje svim poveriocima. Stoga, du�nik mora da pregovara sa
poveriocima kako bi postigli dogovor o tome koliki deo ukupne imovine
du�nika �e biti ispla�en svakom od poverilaca.

Posmatrajmo slede�i problem: Neka du�nik D ima $100,000 koje treba
da isplati poveriocima A, B i C. Du�ik D duguje poveriocu A $50,000,
poveriocu B $65,000, a poveriocu C $10,000.

Mogu�e je podeliti $100,000 procentualno: A bi dobio $40,000, B
$52,000, a C $8,000. Ali xta se dexava ukoliko poverioci formiraju
koaliciju u pokuxaju da dobiju vixe?

Posmatrajmo karakteristiqnu funkciju. Ona izgleda ovako (u
hiǉadama dolara):

v({A}) = 25 v({A,B}) = 90
v(∅) = 0 v({B}) = 40 v({A,C}) = 35 v({A,B,C}) = 100

v({C}) = 0 v({B,C}) = 50

Kako smo doxli do ove karakteristiqne funkcije? Posmatrajmo
koaliciju u kojoj je samo A. Ako gledamo xta je najgore xto mo�e da se
desi, to je da poverioci B i C budu u potpunosti ispla�eni, a da A
dobije ostatak, ako je ixta ostalo. Ako su B i C ispla�eni, poverilac
A mo�e da dobije 100, 000 − 65, 000 − 10, 000 = 25, 000 dolara, pa je
v({A}) = 25. Analogno se dobija da je v({B}) = 40 i v({C}) = 0. Ukoliko
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poverioci A i C stupe u koaliciju, u najgorem sluqaju poverilac B �e
biti u potpunosti ispla�en, pa ǌima ostaje $35,000, te je v({A,C}) = 35.
Po ovom principu je v({B,C}) = 50 i v({A,B}) = 90.

Izraqunajmo sada Xeplijeve vrednosti:
φA = (1−1)!(3−1)!

3!
(25− 0) + (2−1)!(3−2)!

3!
(90− 40) + (2−1)!(3−2)!

3!
(35− 0)

+ (3−1)!(3−3)!
3!

(100− 50) = 25
3

+ 50
6

+ 35
6

+ 50
3

= 235
6

= 39.17,

φB = (1−1)!(3−1)!
3!

(40− 0) + (2−1)!(3−2)!
3!

(90− 25) + (2−1)!(3−2)!
3!

(50− 0)

+ (3−1)!(3−3)!
3!

(100− 35) = 40
3

+ 65
6

+ 50
6

+ 65
3

= 325
6

= 54.17,

φC = (1−1)!(3−1)!
3!

(0− 0) + (2−1)!(3−2)!
3!

(50− 40) + (2−1)!(3−2)!
3!

(35− 25)

+ (3−1)!(3−3)!
3!

(100− 90) = 0 + 5
3

+ 5
3

+ 10
3

= 20
3

= 6.67.

Xeplijev vektor je φ = (39.17, 54.17, 6.67).
Procentualna raspodela je (40,52,8). Razumno je postaviti pitaǌe

zaxto je Xeplijeva raspodela boǉa od procentualne? Uostalom,
procentualna raspodela daje sasvim razuman odgovor, zar ne? Zapravo,
ona ignorixe osnovnu qiǌenicu da se igraqi mogu udru�iti kako bi
izbacili nekog drugog igraqa iz igre. Igraqi nemaju istu
pregovaraqku mo�, a procentualna raspodela to ne uzima u obzir, za
razliku od Xeplijeve raspodele.

Kako izgleda jezgro ovog problema? Imputacije su vrednosti
(xA, xB, xC) takve da je xA + xB + xC = 100, xA ≥ 25, xB ≥ 40, xC ≥ 0. Ovaj
skup predstavǉa trougao sa temenima (60, 40, 0), (25, 75, 0), (25, 40, 35).

Ñëèêà 6: Øåïëèjåâ âåêòîð, jåçãðî è íóêëåóñ èãðå
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Jezgro predstavǉaju taqke prostora imputacija za koje va�i:

{xA + xB ≥ 90, xA + xC ≥ 35, xB + xC ≥ 50}

i ovaj skup predstavǉa qetvorougao.
Odredimo sada nukleus. Vixkovi za svako S, S ⊂ N su:
e({A}, x) = 25− xA, e({B}, x) = 40− xB, e({C}, x) = −xC ,
e({A,B}, x) = 90−xA−xB = xC−10, e({A,C}, x) = 35−xA−xC = xB−65,
e({B,C}, x) = 50− xB − xC = xA − 50.

Nukleus je taqka (125
3
, 170

3
, 5

3
).

Vidimo da i Xeplijev vektor i nukleus pripadaju jezgru igre (Slika
6).
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6 Çàê§ó÷àê

Teorija igara predstavǉa specifiqni metod analize druxtvenih
procesa i pojava. Ona je jedan od mogu�ih naqina tumaqeǌa ǉudskog
ponaxaǌa i izbora u karakteristiqnim situacijama, odnosno svim onim
situacijama u kojima se pored vlastitog ponaxaǌa mora uzeti u obzir
i ponaxaǌe drugih. Ova ponaxaǌa su me�uzavisna, utiqu jedna na
druge, ali i na ishod procesa odluqivaǌa. Teorija igara je
multidisciplinarna nauka, jer pored matematiqkih znaǌa ukǉuquje i
znaǌa iz drugih nauka koja mogu da doprinesu boǉem razumevaǌu
qovekovog ponaxaǌa. U tumaqeǌu interaktivnog procesa odluqivaǌa do
sada nijedan alternativan pristup nije ni blizu rezultata koje je
postigla teorija igara, mada ni teorija igara nije u staǌu da uspexno
objasni sve mogu�e situacije, tj. staǌa koja predstavǉaju posledicu
procesa interaktivnog odluqivaǌa.

Neko bi se usudio da pomisli da bi postojaǌe mogu�nosti dogovora
izme�u igraqa pojednostavilo analizu problema. Me�utim, kao xto smo
mogli da vidimo, to obiqno nije sluqaj i ovi dogovori izuzetno
komplikuju analizu igara. Zbog velikog spektra problema kojima se
bavi teorija igara ne mo�emo jasno da definixemo xta je rexeǌe igre.
Tako�e, jedan od problema je i nemogu�nost predvi�aǌa ǉudskog
ponaxaǌa u svakodnevnim situacijama, kao i qiǌenica da je deo
ekonomskih problema po svojoj unutraxǌoj strukturi nepodesan za
ovakvu formalizaciju koju iziskuje teorija igara.

Definisani ciǉ ovog rada bio je da se prika�u koncepcije rexeǌa
kooperativnih igara. Realizacija tog ciǉa je zahtevala da se
definixu i analiziraju karakteristiqne funkcije i imputacije.
Analiza je pokazala da svaki koncept rexeǌa ima svoje prednosti, ali
i mane, koje se uglavnom odnose na problem egzistencije i
jedinstvenosti tog rexeǌa.
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