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Ancrpakt:

Y oBoMm pany Oumhe u3JI0KE€HE KOONEepaTuBHE UTpe ca n urpada. Y
KpPaTKOM YBOITHOM MeJy TpPUKa3aH je MCTOpUjaT Teopuje mrapa. Y ApPYyrom
IOrjaaB/by Cy MOaTh OCHOBHM IIOJMOBU TeOpHUje wurapa, HUXOBU HAYUHU
IpUKa3mBama U Kilacupuranuja wurapa. Y TpeheMm DnoriaBipby yBOIUMO
OCHOBHE IIOjMOBE€ KOOIEPATUBHUX UTrapa - MOjMOBE KOAJUIMje, MMITYTalldje,
noMuHanuje. YeTBpTO moryiaB/be ce 0aBU Pa3HMM KOHIENIUjaMa peIemha
KoonepaTuBHuxX urapa - N — M pememe, je3arpo, kepHes, Hykiaeyc, [llennujes
BEKTOp. Y MeTOoM IOIJIaBJ/bYy CY MNPEICTAaBbEHU NPUMEPU KOOTEePATUBHUX
urapa y MOJUTUNU U €KOHOMU)jU.

Kmyune peun: Teopuja urapa, Koonmeparusue urpe, Pememe urpe

Abstract:

This thesis describes n-person cooperative games. A short introductory section
reviews the history of game theory. In the second chapter are given basic terms
of game theory, their representation and classification of games. The third chapter
introduces basic concepts of cooperative games - coalition, imputation, domination.
The fourth chapter deals with various solution concepts of cooperative games - the
N — M solution, the core, the kernel, the nucleolus, the Shapley value. In the fifth
chapter are presented examples of cooperative games in politics and economy.

Key words: Game theory, Cooperative games, Solution concept
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1 YBOI

1 VYBox

Teopuja urapa je rpana npuMemeHe MaTeMaTUKe KOja ce DaBU aHAJIN3OM
KOH(QJUKTHUX CUTyaluja Yy KOJUMa YUYECHUIUM UMajy CYIPOTCTaBJbEHE
uHTEpece. AHaJu3Upame OBAKBUX CUTYyallMja je Ha3BAHO TEOPUjOM urapa jep
TUNWYHE TpUMepe BUHaMO KOI APYMITBEHUX Urapa Kao ITO Cy Iax W pasHe

urpe ca kaprama. Mebyrtum, Teopuja wmrapa wmMa HEYNOPEIUBO IMUPY
MpUMEHY ¥ KOPUCTU C€ Yy €KOHOMUjU, TOJUTUYKUM HayKaMa, BOJHO]
cTpaTeruju, €BOJIYIIOHO] buomoruju, KOMIIjyTEPCKO] JOTUIIL U

UHGPOPMATUIU, (UI030(PUJU UTI.

Teopuja urapa mvma nsa nuiba. [IpBu je pazymMeBame 3aITO Ce YUYECHUIU
(urpaum) moHamajy Kako ce monamajy. Ipyru musb je IpakTUYHUU U OJHOCK
ce Ha onpebuBame ONTUMAJHUX CTpaTermja urpada, OZHOCHO MPABUJA KOja
KayKy Kako (IITa) y HEKOj cuTyanuju urpad tpeba ma omurpa. llpBu muimb je
nmoceOHO BajkaH KaJa Mrpa MMa MHOIO Mrpada M KOMIUIMKOBaHA IIPaBUIIA.
lobpu mpumepu cy wurpe y €eKOHOMUjU u MehyHapomHoj moaumTtuiu. Y
UeaJTHOj CUTYalllju, Teopuja mrapa he HAC TOBECTU MO OMKCA CTPATErHje
CBaKOT Ur'paya KOja rapaHTyje HajOOU MCXOM Urpe 3a TOT urpadva. Kao mTo
hemo Bumeru, oBaj musb je wucyBume ambunmo3an. Mebyrtum, yak u y
cuTyanujaMa Kazaa He MOKeMO Ta HabheMo pememe mrpe, Teopuja urapa MOKe
nomohu urpaunma najyhum mMm caBere mra je 60Jbe OOUTPATH.

1.1 Hcropuja Teopmuje urapa

Herku nmpobiemu m3 Teopuje urapa jaBibajy Cce joIl Y aHTUUYKOM IMIEPUOLY.
[Inaror' m Cokpar? cy y CBOjuUM meiuMa pacHpaB/bajud O CTpaTerujaMa
paTHMKA TOKOM OuWTaka, ajlu Cy je Takohe MpUMemUBAIU Pand pa3yMeBamba
WCHPABHOI ¥ €TUYKOT MOHAIIAMhA.

Y cBeroj kwu3u Basuaoncku Taamyo, mucanoj uameby [11 u V Bera HOBE
epe, jaBpba ce mpobjeM OpadyHOr yroBOopa: YOBEK MMa TPU KEHe Juju OpadHu
YyTOBOPUY KaKy Ha y ciaydajy meroBe cMptu oHe npmMmajy 100, 200, 300 3yca
penom. MebhyTuMm, mra ce memaBa ako YOBeK ympe ca mame on 600 3yca?
Yronmuko uoBek ympe ca 100 3yca, Taamyd mpemopydyje jemHAKY IOIEIY.
Axro macmebhe wmsmocu 300 3yca, mpemopyuyje ce TPONOPIMOHATHA IOIEIA
(50,100,150), mok ce 3a macaebe om 200 3yca mpemopyuyje momemna
(50,75,75), mTo je 3a muOre Omiaa mucrepuja. [ommue 1985. momuto je mo
objammema: CBaka IOJAeNla OAroBapa HYKJIEYCYy KOPEKTHO ne(UHVCAHE Urpe.
Ayropu Taamyda cy oBuUM [pOOJIEMOM MPENO3HAJU HEKE KPUTEPUjyMe
MIPUCYTHE Y MOIEPHO] TEOPUjU KOOMEPATUBHUX UTaPA.

Y XVII nu XVIII Beky KOHIENTU TEOPUje UTrapa Cy OUIU caMO OKBUPHO

Mnaron (V Bek mwe), rpukn dbumozod
2Coxkpar (V Bek mre), rpukn bunozod
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pasMaTpaHM y MHOTMM meiuMa. llackan® mume o Tparamy 3a HajOoLuM

pememeM y OTHOCY Ha HEKa NocTojeha orpanmyema M MOJEMUIIE O TOME HA
mra ce Tpeba kramuTu: Bor mocroju mau Bor He moctoju. Jlajorum* je mpsu
HAIpaBUO pa3nuky wu3Mebhy xazapauux wrapa (urapa na cpehy) u
CTpaTerujCcKUX wmurapa. Kom xa3zapaHux urapa KOHAYaH pe3yJTaT 3aBUCU
UCKJBYYUBO OJ CJIydYaja, MOK PE3yJATAT CTPATETWjCKUX UTrapa 3aBUCU O
IOHAIlIalkha UT'pava, OOHOCHO HBUXOBOI HAUMHA UTPE.

Y XI1X Beky ce mojaBsbyje map pajgoBa 3aCHOBAHUX Ha MPoOJIEeMy myoroJa,
Tj. nBa npeny3eha koja mehycoOHO KOHKYpHUITY HA UCTOM TPKUIITY.

Cee mo mouerka XX Beka KOHIENTU TEOpHUje urapa cy, Kako je Beh
HaBeJEeHO, OWIM caMO OKBUPHO pa3MaTpaHu. Tek ca panoBuma DBopemna’
3amoyesie Cy BaskKHE IPEKPEeTHUIle y OBOj MareMaTwudkoj mucmumiumau. OH je
HACJIYTUO OIIITE pPellehe aHTATOHUCTUUYKE UTPE Yy MEIIOBUTUM CTPATEerujama
(minimax Teopemy), anu ra HHUje Morao mokaszaru. OBy Teopemy je 1928.
romuae nokaszao ®om Hojuan®. IIpBo peneBanTHO M3mame Ha TeMy TeopHje
urapa je Teopuja uzapa u exonomcro nowawamwe, odjaBimeno 1944. ronune,
Koje je 6uso pesyaTaT miaomHe capamame Gon Hojmama u Mopremmrepra’. Y
B0j Cy HoApOoOHO objamrmeHe WIpe OBa WUrpadva ca HYJITOM CYMOM, Kao H
koaJmnuoHe urpe. lepmHucana je kbydHa KaTeropuja KOAJUINOHUX UTapa -
KapakKTepUCTUYHA (YHKIMja U JOKa3aHe Ccy meHe OuTHe ocobumue. Tarobe,
ayTopu cy aAepuHUCAIM IIOjJMOBE WMIIyTalllje, CTPATEMKe eKBUBAJEHIN])e
nurapa M Operu3upatd KpUTEPU]YM JTOMUHAIIN]E.

dyHmaMeHTAJIHI OOTpUHOC Teopuju urapa mao je Ilom Hem®. Om je
pPa3BMO TEOPHU]y HEKOONEPATUBHUX Wrapa U TEOPU]y MperoBapama. Y BeO je
mojaM PaBHOTEKHE TAUYKe U MOKA3a0 J[a KOHAUYHA OECKOAJUIMOHA Urpa UMa
PABHOTEKHY TauKy Yy MEIIOBUTUM CTpaTermjama. Y HeroBy 4YacT je OHa
HaszBana HemoBa paBHOTe:kHA Tauvka. Hemy je 1994. romuua momesmeHa
HobGenora marpama 3a €KOHOMHUjY 3a HEroBe W3BaHPEIHE WHaeje Koje Cy
NONIpUHEJEe pPa3BOjy TeopHUje mrapa U HEeH 3Hadaj 3a aHaJdu3y eKOHOMCKUX
mojasa.

Onm 1950. romume ma HamgaJse pamoBU U3 0OJACTU TeOpUje urapa cy ce
camo Huzasau. [louesna ce obpahatu mocebHa maskma HA OpPOjHE MPUMEHE OBE
Teopuje Ha OCTajie HAYUYHE MUCIUIINHE, TOCEOHO Y €KOHOMUJU U TOJUTUIIH.

3Blaise Pascal (1623-1662), dbpanmyckn Matemaridap u Gbuao3od
1Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), nemaukn MaTematidap u Gbuao3od
SEmile Borel (1871-1956), dbpaniyckn MaTemarniap

6John von Neumann (1903-1957), MahapcKo-aMepuIKu MaTeMaTHIap
TOskar Morgenstern (1902-1977), Hemauku MaTeMaTH4Iap U €KOHOMHCTA
8John Forbes Nash Jr (1928-2015), amepuuku MaTeMarudap
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2 OcHOBHU TIOjMOBH

Y MaTeMaTuny, UT'POM HA3MBaMO OWIIO KOjy CUTyalurjy y KOjO] yU4eCTBYje
OBa WU BUIIE Urpava KOju mMajy pasiamuute mHTepece. [lom mojmMom murpayu
nmoapa3yMeBa ce OMJIO jemaH uWrpad WM TPyla YYEeCHUKA KOJjU 3ay3uMa]y
ucTy crpany y koHpaukry. I[loTe3 je akmmja kojy urpad copoBOAM y HEKOM
TpeHyTKy TOkoM wurpe. Crparerumja je HaumH mocTynama urpada. Omna
IpeacTaB/ba KOMILJIETAH aJlOPUTAM WIpama, OAHOCHO OHA je IPABUJIO KOje
Kaske Kako (mra) y 6mio kojoj curyauuju na wrpad omurpa (ypamm). Cryn
CBUX CTpaTervja jegHOT Mrpava YWHU TPOCTOP crpareruja. lIpuxBaribuBa
CUTyallrja 3a HEKOI Mrpada je OHa CUTyaludja y KOjOj OH He MOKEe OCTBAPUTH
MOBOJLHUjU pe3yaTraT u3bopom Heke apyre crparteruje. OHa cuTyammja Koja
je IpUXBaTJ/bUBA 3a CBE UI'DAve Cce Ha3WBa cUTyalnuja paBHoTexe. Onrumasne
cTpaTermje cy OHe cTpaTermje Koje INOBOJe N0 cUTyanuje paBHoTexke. Ium
Urpe je mpoHaJa)keme ONTUMAaJIHE CTPAaTeruje 3a cBakor urpadva. Vcxonm urpe
IpencTaB/ba pe3ysiTaT KOJjUM ce Wurpa 3aBpliaBa. Ou ce medpunurmre
GYHKIMjOM HCIIaTe, KOja NpencTaB/ba CKYI OOOMTAKa, OTHOCHO TybuTaka
CBUX y4YeCHUKa UTPE.

Nrpe koje ce mpoydaBajy y Teopuju wurapa cy nob6po npeprHUCAHU
MaTeMaTuykn obOjexkTu. [la Om wmrpa Oumsia mOTHYHO AedUHUCAHA, OHA MOPA
cagp:kaTy nHPOpManuje o cienehmM ejeMeHTHMMA: YYECHUIMMA WIPE, CKYILy
CBUX MOIyhmx more3a mrpada y CBAKOM TPEHYTKy WUI'pe U HCIJIaTaMa 3a
CBaKWU UCXOJ UTPE.

2.1 Hauywhaum npuka3mBama Urapa

[TocToje Tpu HaumMHa TPEACTABLAKA UTAPa:
1. y ercrensusuoj popmu (popmu crabiua),
2. y HOpMaaHOj dopMu (hopMu mMaTpuie),
3. y dopmMm KapakTepUCTUYHE (YHKIU]E.

HexroonepaTuBHe urpe ce mpencraBsbajy y €KTEH3MBHO] M HOPMAJHO] (OPMMU,
MOK C€é KOOIEepATUBHE WUrPe MNPEACTaBHhajy y (HOPMU KapaKTePUCTUUHE
GyHKIUjE.

O koomepaTuBHUM Urpama he 6uTtu peum y ciaenehwmm mornas/ruMa, ma he
Taga OUTU M3JIOKEH U HBUXOB HAUWH MPEACTABIbAA.

Urpe ce npencrasmpajy y €KCTEH3UBHO] HOPMU YKOJIUKO je IMO3HATO KOje CBe
moTe3e Urpad MoOsKe na OOAUTPa Y CBAKOM TPEHYTKY UI'DE U KOje Cy WCIIaTe 3a
cBe Moryhe pesyimarte urpe.

I'pap G = (V,E) je ypeben map ckymoBa, rme je V ckymn uBopoBa
(BpxoBa), a E ckyn rpasa (uBuma). Crabmno je moBesan rpa¢ 0e3 nukma. Y
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XUjepapxXmjcKoM CcTabily IOCTOjU jeIWHCTBEHWM UYBOD KOME HE IIPETXOIN
HUjeIaH APYTU YBOP M OH Ce Ha3uBa KOpeH ctabia. YUBopoBu Koju HeMajy
cienbOeHUKe ce Ha3uBajy JUCTOBU. Nsmebhy cBaka aBa uYBOpa MOCTOjU
jeIUHCTBEH TyT KPO3 CTabO, ma caMUM TUM U OJ KOPEHA M0 CBAKOT JIMCTA.
Konauna cekxBeHIa moTe3a ce Ha3WBa JaHAI.

[Maprujanno ypeben cryn (T, <) je crabio urpe axko BasKu:

1. (FzoeT)VxeT) xy<u,
2. VyeT) U,={z|r <y} je namam.

UsopoBu rpada mpencraBibajy IO3UIMje, a I'DaHe aJTepHATUBE. 3aBpIIHE
mo3uije Ccy MakcuMaJHu esneMmeHTtu ckymna 1. CKyn 3aBpmIHUX TO3UIMja
o3HayaBaMoO ca F' u OoH yriaaBHOM mpexacraBsba ucmiaarte. Crym

Sx)y={teT| lDx<tAx#t 2)zeTANx<z<tANteS(x)=z€e{xt}}

mpencTaB/ba CKyn ajiTepHaTtuBa no3unuje r. [lapruja je makcumasaH jraHal -
on xkopeuna no F. Ilocroju pasbujame ckyna T\F Ha MHPOPMAIMOHE CKYIOBE
TAKO Oa BayKu:

1. CBe Tauke KOje mpumanajy MCTOM MHOOPMANMOHOM CKyIy [ mpumanajy
UCTOM UIPayvy,

2. (z,y € I) = |S(z)| = |S(y)| m anrepraruBe cy mHmekcupaHe OpojeBHMa
{1,2,...5()[},

3. MudopMamnmonu CKyn CIIydajHOT MOTe3a MMa jelaH eJIeMEHT,

4. IIpecerk cBake mapTuje M CBaKOT MHOOPMAIMOHOT CKyIla MMa HAjBUIIE
jemaH eJeMeHT.

Canma crparerujy MokeMO Ae@UHMCATA KAO IHIPECIVKABAHE  CBAKOT
WHPOPMAIIMOHOT CKyIa Ur'pava ¢ y WHAEKC aJTEePHATUBA HErOBUX MO3UIU]jA.

Ha Caumu 1 je npukasana ekCTeH3WBHA (opMa wurpe 3 wurpada ca
Ha3HAUEHUM CTpaTermjaMa urpada.

IIpencraBmame urpe HOPMaJHOM (HOPMOM IOApPa3yMeBa INPUKA3 CBUX
Moryhmx crpareruja m muUMa oaroBapajyhmx moburakra, 3a CBAKOT WUI'DaYA.
OBaj mpuctyn Moke npa Oymae KOpPUCHUjU 3a oapebhuBame MOMUHAHTHUX
crpareruja u HemoBux paBHOTERKHUX Tadvaka, ajld ce oapebheHa KoIUUumHA
nHpOpMaIUja I'ybr y ONHOCY HA €KCTEH3WUBHY (OPMY.

Urpa y wopmamnoj dopmu mma CTPYKTYpY (X1,...,%; K1, ..., K,), rme je
{1,2,...,n} crym mrpava, ¥; CKym cTpaTeruja i-Tor mrpava, a K; ¢yHKIUIja
ucmiare (-Tor urpada, 3a i € {1,2,...,n}.

Ha Cnumu 2 je mpukasana urpa 2 urpada y HOPMaJIHOj (OPMU.



2 OCHOBHHI I10JMOBH

Chnuka 1: ExcrensupHa dhopma urpe

rpau 2
Crparervja A - |
9 9
srpa 1 a 12,11 11,12 14,13
6 11,10 10,11 12,12
U 10,15 10,13 13,14

Cnuka 2: Hopmasaa dhopma urpe

2.2 Kiaacudukammja urapa
Urpe cy mory knacudpumroBaTy npema ciienehmM KpurepujyMuMa:
e [Ipema Opojy yuecHura

1. Urpe ca nBa ydecHUKA,

2. Urpe ca Bume y4JecHUKA;
e [Ipema mehycobuOM OmHOCY Urpayda

1. KoonepartuBue urpe - uaMely ydecHUKa MOCTOjU AOTOBOP, OMXHOCHO
oBa WM BUIle wurpava yckjaabhyjy cBoje wuHTepece, cTBapajy
KOAJIMI]Y ¥ KOOPAWHUCAHO CE OIpeneyjy y m300py cTpareruje,

2. HekoomepaTtuBHe urpe - HUje HO3BOJLEH NOTOBODP u3Mely urpaya;
e [Ipema yTunajy urpava Ha UCXOI UTPE

1. Crparemke urpe - urpadym AUPEKTHO CBOJUM CIIOCOOHOCTUMA YTUUY
Ha TOK W MCXOJ UT'pe,

2. Urpe Ha cpehy - Ha mcxon urpe yTuyy CIydajHU (akTOpU;
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e [Ipema Opojy moresa

1.

2.

Konaune (6pojauke) urpe - maptuja ce 3aBpiiaBa y KOHAYHOM OPOJy
moTe3a M Urpad mMa KOHAUaH M300p cTpaTeruja,

Deckonaune (umreparuBHe) wWrpe - CBaka cTpareruja BOIA
OeckOHAYHOM OpOjy mOTe3a U HUjedaH UTpad HeMa Ha paclojaramy
m00eTHUUKY CTPATEru]y;

e [Ipema KapakTepucTHKaMa MCXOIa UT'DE

1.

2.

Urpe ca myaTrom cyMoM - yKymaH mnobuTak moOeTHUKA jenHaK je
YVKYIOHOM TyOWUTKY NOPaKEHWX Yy WUIPU, OMHOCHO YKYIHa CyMa
miahama je jenHaka HyJIU,

WUrpe ca HeHyATOM CYyMOM - CyMa UCIJIATA j€ PA3JIUdUTa O HYJIE;

e [Ipema mocTynmHOCTH MHOPMaNU)ja

1.

Wrpe ca mormyHoM MH(GOPMAIjOM - CBaKOM HI'padvy je IMO3HATAa
CTPYKTypa HUrpe u (yHKOUje ucOiaTe, ajul HEe U CBU IOTE3U
OCTaJIUX Urpayva,

Urpe ca wHemormyHOM wuHGOpMAaIjoM - UWrpadyd HeMajy CBe
nHpOpMaInyje O CBOjUM IPOTUBHUIIIMA,

Urpe ca caBpmenHoM WHPOPMAIMjOM - CBAKM WUI'Pad IPU CBAKOM
II0Te3y 3Ha CBe paHUje M3BEeAEHE IIOTe3€e OCTAJIMX Urpava,

Urpe ca mecaBpuieHOM MHGOPMAIIAjOM - UTPAYN HUCY OOABENITEHU O
IPETXOTHMM IOTE3UMa CBOJUX IPOTUBHUKA;

e [Ipema HaUMHY MOBIaUeHa MOTE3a

1.

[lapanenne mrpe - cBM mMrpaym MCTOBPEMEHO IOBJAYe MOTE3€ WU
HapeJIHU Urpadd HEMa]y HUKAKBY UWHPOpMaIU]y O IOTe3UMa
MPETXOMHUX Urpava,

CexBennujasne (IUMHAMUYKE) UTPE - UTPAUM MOBJAUYE MOTE3€ jelaH
3a OPYTUM WJIKM CBAKUM UI'PAy UMa HEKYy WH(GOPMANUjy O IMOTe3UMa
CBUX OHUX UIpDava KOjU Cy UTDAJIU Ipe Hera;

e [Ipema Tumy mpoctopa cTpaTeruja

1.

HuckpeTtrne urpe - urpaum O6upajy crpareruje n3 AUCKPETHOT CKyIa
cTpareruja,

Kontunyamne urpe - omoryhasajy urpauy na m3abepe cTpaTerujy
13 KOHTUHYAJHOT IIPOCTOpPa CTPATETU)a;
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e [Ipema cumeTpuju HOpMaJIHE GopMe Urpe

1. Cumerpuyse urpe - urpe y KojuMa MOKEMO 11a 3aMEHUMO UICHTUTETE
urpadva, a a ce IPUTOM He IPOMEHU HOpMaJiHa opMa Te Urpe,

2. Acumerpuune wurpe - wurpe y KOjuUMa HE MOXKEMO 3aMEHUTU
UIEHTUTETE Urpadva, a MOa Ce IPU TOMe He TPOMEHW HOPMAJHA
dopma Te urpe.



3 KOOIIEPATHUBHE UI'PE N HT'PAYA Y ®OPMU KAPAKTEPUCTHUYHE
OYHKIINJE

3 KoonepatuBae wurpe n wurpada y ¢opMmu
KapakTepuctndae (yHKIHje

KooneparuBre mrpe cy BpJIO 3HaUYajaH ne0 MOAEPHE TeOpuje urapa, a
HCTOBPEMEHO Cy U KOPHCHO CPEACTBO 3a aHaJAW3y OpPOJHMX JAPYIITBEHUX
mporeca. Y BUMa WUrpayd uMajy MOTIOyHY ciobony npa ce mebhycoOHO
noroBapajy. Y KOJIUKO MMaMO WrPY OBa WUrpadva ca HYJITOM CyMOM, HeMa
cMUCIIa TpUYaT 0 GOPMUPABKY KoaJuIuja. AKO MMaMO WUCPY ABA Urpadva ca
HEHYJITOM CyYMOM, uUrpaum umajy u3bop mna capabyjy wuiu He, OTHOCHO
IOCTOjU caMO jemHa MoOryha koanaunuja. & ciydajy urpe ca n, n > 3
Uurpava mOCTOjU MHOTO MOTYyNUX KOaJUIja.

3.1 Koamunuje n KapakKrepuctuiHe (pyHKIHje

Heduanmmja 1 Hexa je N = {1,2,....n},n > 2 cxyn yuecnuka uepe. Buao xoju
nodckyn C' = {iy,1,...,1},0 < k < n, ckyna N je xoaruyuja.

Kako nmocroju 2" moryhwmx nmoackynosa ckymna N, moske ce ¢opmuparu 2"
koanunuja. Wrpaum he ¢opMmparn koaaunujy camMo yYKOJIUKO KAO UJIAHOBU
KOaJIUIMje TMOCTWKY HajMaHme OHOJUKO KOJMKO OW MOCTUTJIVM HEYIAPY:KEeHU. Y
CYIIPOTHOM, CTBapamme Koajunuje He O0m mMmaso cmuciaa. (OCHOBHU IOICTUIA]
urpava Ha capalimby CACTOJU ce, JaKje, Y TOMe IITO Ce KPO3 Capaliby MOKe
ocTBapuTH 0OO0OBW pE3yJTAT HEro mMTO Ou OMO ciaydaj akO TaKBa Capaumba
M30CTAHE. Yuecuunu koasuinuje Hehe Bumme HE3aBUCHO Oupatu CBOje
crpareruje. OHU TeKe Ha MAKCUMU3Y]y YKyHaH TPO(GUT KOAJIUIMU]E U CAMUM
THM 1 CBOI' OeJia.

[TocTaBmajy ce Tpu OCHOBHA NUTAMA!

1. Koje he ce koanunuje HajBepoBaTHUje hopMupaTn?
2. Kosuko cy ome crabumnue?

3. Karo ce menu mpodur yHyTap HBUx’?

Heka je I' = (%4,..,%,; K1,..,K,) urpa u C C N, C = {iy,ig,...,0%},
koasunuja. Ckyn crparerudja koajuunuje je X; X 3, X ... X Y, . PyHrnuja
k
ucmnate je y K, (zc,zpne), vae je INC = {ig41, ..., 1p} Koanummja urpada Koju
a=1
mucy y koasmmuju C. Ha oBaj maumm mobujamMo wurpy ca mgBa wurpava.
Koamunuja C' moxke ma ocurypa mobuTak

v(C) =max min ZKia(:cC,xl\c). (1)

xc T\c
\ a=1



3 KOOIIEPATHUBHE UI'PE N HT'PAYA Y ®OPMU KAPAKTEPUCTHUYHE
OYHKIINJE

Hepununuja 2 Pynxuyuja v : C — R 3za xojy je v(d) = 0 z06e ce
KaGpaKmepucmuuna gynkyuja uzpe.

Bpao kopucHO CBOjCTBO KapaKTepUCTUUYHE (QYHKIUjE je CynepaguTUBHOCT:
(VCl, CQ C N)(Ol N 02 = @) U(Cl U Cg) Z U(Cl) + U(CQ). (2)

[Tocnemuna cymepaguTUBHOCTUA je [Oa 3a MIPOU3BOJbAH OPOj OUC]YHKTHUX

KOAJINIIVja BaXKU:
v (U ck> > w(Ch),
k k

rﬂejeUC’ng, CkﬂCl:@,k#l.
k

Hepumaunuja 3 Uepa y dopmu xapaxmepucmuune gynruuje je I' = (N, v), ede je
v(0) = 0.

Urpa I' je cynepaauTuBHA aKO M CaMO aKO je U CYNepaIuTUBHA, OTHOCHO
3am0BObaBa (2).

Urpa I je monoTona ako u camo ako Bazku 1 C S = v(T) < v(S5).

JacHo je ma je cBaka cymepaanTVBHA MUI'Da MCTOBPEMEHO M MOHOTOHA U 14
CYIPOTHO HE BAaKMU.

Urpa I' je ca kKOHCTAHTHOM CYyMOM aKO M CaMO aKO

(VC Cc N) v(C)+v(N\C)=uov(N).

YxKonuko je roomepaTtuwBHa urpa [' y ¢opMm kapakrepucTrdHe (GyHKIUje
cynepaiuTVBHA, OHZa ce [ Moke cMmMaTpary WIPOM HACTAJIOM U3
HEKOONIepATUBHE UT'DEe N Urpava IPUHIUIOM MakcuMmyMma (1).

Teopema 3.1 Hekxa je v : C — R, C C N = {1,2,...,n}, cynepadumuena
KGPaxmepucmuune  Gynryuja. Tada nocmoju uepa N  uzpaua  wuja  je
Kapaxmepucmuyna Gyrkyuja baw v.

Iloka3 je cnosken, ma he oBme OUTHM M3JTOKEHA CAMO KOHCTPYKIUja UTPeE
4yynja je KapaKTepPUCTUYHA (DYHKIU]a YyIPaBO V.

Heka je 3; = {C C N|i€ C}, i =1,2,...,n cTpaTemKy CKyIl Urpada i 1 HEKa
cy ¢OyHKIMje mcuiaTe nepuHUCAHE HA cilenehn HaYWH:

v(Ci) ) N
K(Ch,...,Cp) = { 1GI” axo 3a  (Vj € G;)C; = C; @)
v({i}), nHaYe.

YKONMUKO je urpa ca KOHCTAHTHOM CyMOM, Y3MMAajy Ce IPOUINPEHe UCIIATEe:

Ri(Ch, s Cn) = Ki(Chy oo C) + % <U<N) _ imq, ...,cn)> @

9



3 KOOIIEPATHUBHE UI'PE N HT'PAYA Y ®OPMU KAPAKTEPUCTHUYHE
OYHKIINJE

3.2 MHNwmnyrammje

IlocToje wurpe koje wmMajy pasaudyuTe HOPMaJHE (OpMe, aJu UCTY
KapakTepUCTUYHY ¢(yHKIMj)y. Kao mTo je HamoOMeHyTO, NOHUTame IoAele
npo¢uTa yHyTap KOAJUNUje je OO M3y3eTHE Ba)KHOCTU. 3aTO YBOIUMO IOjaM
UMITy Tllje€:

Hedbuannmja 4 Umnymayuja (deoba) je ypehena n-mopxa v = (xy, ..., ;) maxea
da je:

(1) > z; =v(N) (epynna payuonaanocm),
iEN

(2) z; >v({i}), i=12,..,n (undusudyairna payUOHAAHOCT).

[IpBu ycnoB roBopu na 30Mp HOjeOVHAYHUX MCIJIATa UT'DAYUMaA Yy KOAJUIW)U
Mopa OuTH jemHAK YKYOHOM NOPOPUTY KOjU KOAJIUIMja CBUX uUrpada
OoCTBapyje, OOHOCHO He MOKe JAa Ce MOAEeJU BUIIEe HEro ITO je KOAJUIMja
CBUX WUI'pava IOCTUIJIA, a HEMa pasjiora na ce nomeam Mame. pyrum
YCJIIOBOM C€ 3aXTeBa Ja WUrpad y KOaJUIMjU MOpa Oa OCTBAPU HajMame
OHOJUKM nobuUTakK Koju Ou ocTtBapuo urpajyhm camocramnso. Moske ma ce
necu na je r; HeraTuBaH Opoj; TO omoryhaBa ma ce MOAENYyjy YIaHOBU
KOAQJINIIVje KOjU He MNONMPUHOCE KOAJUIMjU M YaK Cy MOKIA U IITETHU 33
KOAJININ]Y.

Cabupajyhu HejemHakoCTU M3 APYTOr ycJjoBa mobuja ce

o(N) =Y o({i}). (5)

1EN

Urpe 3a koje Baskm (H) ce HaA3MBajy paAUUOHAJIHUM UCpaMa. Cse
CynepaauTUBHE WUIpDe Cy OUUNJIEeNHO panuoHanHe u ckyn mMmnyrtanuja X (1)
HUje mpa3aH, YKOJUKO je I' pamuonasina urpa.

Hebuaunuja 5 Uepa I' = (N,v) je 6umna yxoaurxo je v(N) > > v({i}), a
i=1

nebumma yroauxo je v(N) = i v({i}).
i=1

Kon vebuTHUX nrapa HeMa KOPUCTHU O (GopMUpama OMIO KOje KOaJUIUje.
Nrpa je amuTuBHA YKOJIUKO BaKWU:

(VCh Cy C N)(Cl NCy = @) U(Cl U 02) = U(Cl) + U(CQ).

Jlema 3.1 Hzpa je mebummna axo u camo axo je adumusHa.

10



3 KOOIIEPATHUBHE UI'PE N HT'PAYA Y ®OPMU KAPAKTEPUCTHUYHE
OYHKIINJE

Jloxas.

n

o) = 3 ul{i})
=S o+ Yo+ Y o))

ieCy i€Cy iEN\(C1UCS)
<o(Ch) +v(C2) + v(N\(C1 U Cy))

< v(CrUCy) +v(N\(C1 U Cy))

< v(N).

N3 oBora caemu na je v(Ch)+v(Ce)+v(N\(C1UCy)) = v(C1UCy)+v(N\(CL1UCY)),
n3 yera caemu na je v(Ch) 4+ v(Cq) = v(Cy U Cy).

O

Cpaka HeOuTHA wWrpa wuMa CcaMO jemHy  UMIyTalujy W TO

= (v({1}),...,v({n})). Yronuko je urpa GuTHa, OHA WMa GECKOHAYHO MHOTO

UMIyTanuja. 3aTo ce jaBiba moTpeba 3a yrBpbhuBameMm kpurepujyma mzbopa
7 pa3zyMHEe” MMIyTaIUje.

Heduaumuja 6 Hexa je C' C N npoussonHna Koasuyuja. 36 UMNYMAUUJY T
Kancemo 0a domunupa umnymavujy y no xoasuyuju C, y oswauu r =c v,
YKOAUKO 8ANCU:

(2) X @i <v(C).

icC
Hebuaunmja 7 HUmnymayuja r 0OMUHUPG UMNYMAYUJY Y, Y 03HAUY T = 1,
yroauko nocmoju koasuyuja C C N 3a Kojy je x ¢ .

Teopema 3.2 Hexa je x = (T1,...,%,) UMRYMayuja y cynepadumuenoj uzpu
['=(N,v) uC C N buno xoja xoaruyuja. Caedehu uckasu cy exeusaieHmnu:

(1) >z <wv(C),

ieC
(2) nocmoju umnymayuja y maxea da je y ¢ .
Hoxasz. (2) = (1): v(C) = Yy > ) i
(1) = (2): Hera je € = U(CZ)EC; Z 932166; 0.
Ilepumunmunmo =

$l+|—é|, 1eC

Yi = ' U(N)—U(C)—.QZCU({J'}) '
U({Z}) + |N_é\ , ¢ C

11



3 KOOIIEPATHUBHE UI'PE N HT'PAYA Y ®OPMU KAPAKTEPUCTHUYHE
OYHKIINJE

[IpoBepaBamMo ma je y mMmIryTamuja:

Dt D =) atet Dy

ieC JEN\C icC JEN\C

:y_FM_;@A— v({5}) +v(N) — vtey - v({7})
EC KEC JEN\C JEN\C
v(N),

y(i) > x(i) > v({i}), i€, jep je x umnyranuja;

y(7) >v({s}), J€ N\C 36or cynepaauTuBHOCTY;

>y <> xi+e=0v(C)=y; cy ocTBApUBE UMILyTAIA]e.

icC ieC

Cnemn,y >¢ x.

O

Hedounnnuja 8 Uepe I' = (N,v) u I" = (N,v') cy usomopgre axo u camo axo
nocmoju bujexyuja ckynosa uMNYMayuje Koja 4yea 00MURAUUJY, M.

(VCCN) z>=cy< flx)>=c fy). (6)

W3 oBe mepuHMIMje je TEMKO OAPEIUTU Oa JU Cy ABE Ur'Pe U30MOp(HE.
3aTo yBOOUMO ciemenhu KpuTepujym:

Hebuaunuja 9 Uepe I' = (N,v) u I" = (N,v') cy cmpamewru exsusanenmme
yroaukxo nocmoje o >0 u By, ..., B, € R maxsu da je
(VCCN) v'(C)=av(C)+ ) B (7)
jec

JacHo ce Bumu na je penanmja CTpPaTENIKe €KBUBAJEHIjE YVjeTHO M pesaln)ja
exkBuBasiennuje. CaMyM TUM ce TPOCTOP KaPaKTEePUCTUUYHUX (YHKIUja, 32
¢urcan ckyn urpada N, MOKe Ha JeOVWHCTBEH HauuH pa3duty Ha MehycoOHO
IVIC]JYHKTHE KJace CTpaTelNIKe eKBUBAaJIECHIIN]E.

Teopema 3.3 (dou Hojman) Mepe cy wusomopgdre axo u camo akxo cy
CMPAMEWKY EKBUBANEHTTIHE.

Hepuannuja 10 3a uepy I' = (N, v) ce xkaxce da je y (0,1) dopmu axo je
(Vie N) o({i}))=0wuv(N)=1.

3a OuTHE UTrpe BaKU

(3 a>0,01,....00 €R) av({j})+5;=0, j=1,..,n
av(N) +Zﬁj = 1.

JEN

12



3 KOOIIEPATHUBHE UI'PE N HT'PAYA Y ®OPMU KAPAKTEPUCTHUYHE
OYHKIINJE

Teopema 3.4 Csakxa bumHa uzpa je cmpamewry e€KeUBGAERMHG MAYHO JeOHO]
uepu y (0,1) gopmu.

Ilora3s. Hexa je v rapakrepucTtuuyHa (yHENUja OutHe wmrpe. Ilocmarpajmo
cucreM n + 1 jeqnauune ca (n + 1)-oM HEemosHaToM «, 1, ..., B,:

V{i}) =av({i})+8,=0, 1<i<n (8)
V'(N) = av(N) + Z Bi=1. (9)

Cymupamem (8) mobujamo
oY o({ih)+)_ Bi=0.
iEN iEN

Onysumamem (8) ox (9) mmamo

Kako je urpa dbutHa TO Baku

v(N) = w({i}) > 0.

1EN

Canenn,

1
o= > 0.

v(N) = 2ien v({i})

SamenoM y (8) mobujamo

—v({i})
v(N) = 2 o({i})

1EN

B =

OBuwMm cy Henmosuare «, 1, ..., B, jemurcreno onpebene jennaunnama (8) u (9),
urpe (N,v) u (N,v') cy crparemrn eksuBasnentae u (N,v') je y (0,1) ¢popmu.

O

N3 ose teopeme caemu ma wurpe y (0,1) dopmum mpexncrasmajy kiace
€KBUBAJICHIINj€ OUTUX Urapa.

Herka je N ¢urcupano. Tana je wurpa y (0,1) ¢opmu mara
(KapaKTePUCTUYHOM) (YHKIUJOM U 3a KOJy BarKu:

13



3 KOOIIEPATUBHE UI'PE N UT'PAYA Y ®OPMU KAPAKTEPHUCTHYHE
OYHKIINJE

1. v(0) =0,

2. Vie N) o({i})=0,

3. v(N) =1,

4. (VC,Co C N)(C1NCy=10) v(CyUCy) > v(C) +v(Cy).

Jacuo je nma ako ¢yHkmuje v u v’ 3a10BOJbABAjJY OBAa YETUPU YCJIOBa, TAIA UX
3a10BOJbaBa U HUXOBA KOHBEKCHA JIMHeapHA KOMOMHAaNMja, IITO 3HAYM N4 j€
IPOCTOP MOTYNMX KapaKTePUCTUYHUX (PYHKIVja KOHBEKCAH.

14



4 KOHUIEIHINJE PEIHIEBA KOOIIEPATUBHUX NI'APA N HI'PAYA

4 KoHnennuje peniema KOONEePpAaTUBHUX uUrapa n
nrpadga

Y oBoMm morsaBmy hemo ce DaBUTM HajBAKHUJUM KOHIIEMIMjaMa PEIeHa
paIMoOHAJHNX KOOIEPATUBHUX wurapa n wurpaua. I'maBau mpobiem je
OIpeoUTA KOje MMIyTalyje Tpeba pPasMOTPUTU TAKO Oa OHE PENpPEe3eHTY]y
HEKy BpcTy ~crabuiaHoctu’ wuiam ~ekBuauOpujyma’. Kako cy oBm mojMoBU
MONPUINYHO HEJACHW U MOTY OUTU MHTEPIPETUPAHU HA MHOTO Pa3TUYUTUX
HauMHa, y pa3HUM JUTepaTypama je mpemioskeH onpeben O6poj pazauuurux
KOHIIENIINja pelrema. Mako je cBakd O HBUX JOOPO TEOPETCKU MOTKPEIJbEH U
Oasupan Ha oapebheHMM mpermocTaBKaMa Kao IITO je PalUOHAJHO MOHAIIAHE
yYeCHUKa Urpe, HUjedaH OX HmUX Huje jemHorsiacHo npuxBahen kao ”pememe”
KOOIlepaTUBHE Urpe ca n urpadva. VI3 Tor passora oBiae he OUTU U3JIOKEHO
HEKOJIMKO PAa3JMYNTUX KOHIIEIINja pellemha.

4.1 ®Pon Hojman-MopreHmTepHOBa KOHIIENIINja PeIleHa
[IpBa koHmemuja pemema koomepartuBHe urpe I' = (N, v) je mpemimoskena

on crpane ¢poH Hojmana u Moprenmrepna 1944. ronune.

Hepmuunmja 11 Crxyn S C X ('), 20e je X(I') ckyn umnymayuja, je
dpon Hojman-Mopzenwmeproso pewewe (ckpaheno, N — M pewemwe) uau
CMabuAaH, CKYN KO

1. (Vx,y €8) z ¥y (ynympawmwa cmaduarocm,),

2. Ve ¢ S)(FyeS) y==x (cnomawma cmabuarocm).

Teopema 4.1 Yroauro ce N — M pewemwe xoonepamusre uepe cacmoju 00 jeoHe
jeodune umnymayuje, uepa je Hebumma.

INmaBum memocramu N — M pemema cy mTO HE MO:KE Oa Ce YTBPAU HETOBO
ocTojame, HUTU jeAWHCTBEHOCT. Behwna wrapa wmMa MHOTO CTaOUIHUX
CKyIIOBa, II1a ce jaBJba mpobJIeM: KOju oI mux m3abpatu 3a ~pememe’ . Heke
urpe Hemajy N — M pememe. CrabuiHe CKyNIOBe je 4eCTO TEIMKO OIpPEIUuTH,
IITO je jomr jemaH mpobJieM.

IIpumep 4.1 Tooune 1967. Jlyxac® je omxpuo woonepamueny uzpy 10 uzpaua
xoja nwema N — M pewewe:

v({1,2}) = v({3,4}) = v({5,6}) = v({7,8}) = v({9,10}) =1

William F. Lucas (1933-2010), amepuakn MaTemaTndap
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4 KOHUIEIHINJE PEIHIEBA KOOIIEPATUBHUX NI'APA N HI'PAYA

v({3,5,7}) = v({1,5,7}) = v({1,3,7}) =2
v({3,5,9}) = v({1,5,9}) =v({1,3,9}) =2
v({1,4,7,9}) = v({3,6,7,9}) = v({2,5,7,9}) = 2
v({3,5,7,9}) =v({1,5,7,9}) =v({1,3,7,9}) =3
v({1,3,5,7,9}) = 4
o(N)=5 N={1,2,..,10}
v(8) =0, sa cee ocmane woaauyuje S C N.

4.2 Jesrpo

ITojam jesrpa kao KoHmennuje pemema cy yseau Iemmu!® u Tummst! 1953.
rouHe.

Hedbwmannmja 12 Jezzpo uepe I' = (N,v), y osnwayu C(v), je cxyn
nedomunupajyhur umnymayuja me uepe.

Teopema 4.2 Heka je S cmabunan cxyn, oonocno N — M pewemwe Koonepamusre
uepe I' = (N, v).

1. Yxoauko y uepu nocmoju jesepo C(v), onda je C(v) C S,
2. Yroauxo je jeszpo C(v) ecmabusan cxyn, onda je S = C(v).

ITpema oBOj TeopeMu, cBaku crabuiaaH CKYI CaOP:KU je3rpo U, aKo je caMo
) )
je3rpo cradbuiiaH CKyI, OHAA je TO jeIWHCTBEH CTAbWJIaH CKYII.

Teopema 4.3 Jeszpo C(v) payuonaane uepe I' = (N, v) je ckyn umnymayuja
r = (x1,...,T,) KOje 3a0080masajy caedehe ycaose:

(a) (VST N) > x;>0(9),

1€S

(6) Xz = v(N).

i€EN

10 loyd Stowell Shapley (1923-2016), amepuvku MaTeMaTuyap U €KOHOMHCTA
"Donald Bruce Gillies (1928-1975), kanajicku MaTeMaTuyap

16



4 KOHUIEIHINJE PEIHIEBA KOOIIEPATUBHUX NI'APA N HI'PAYA

Teopema 4.4 Axo je (N,v) bummna uzpa ca KOHCMAHMHOM CYMOM, 0HOA je

C(v) =0.

IHoxka3. IlpernmocraBumo na z € C(v). Tana, npema ycnoBy (a) mperxonse
Teopeme
> x> o(N\{i}) =v(N) —v({i}), i=12..n
JEN\{i}

Cymupamem 1o ¢ € N mobujamo

(n—1)) a; >nw(N) = > v({i}).

iEN iEN

Kopucrehu ycanos (6) nperxonse Teopeme mmamo

(n = 1o(N) = no(N) =Y o({i}).
i€N
Canenn,
v(N) <> w({i}) <v(N), jep je urpa Gurna.
iEN
Ilobujamo
S o({i) = o(V),
ieN
IITO je KOHTPAAUKIja Ca MPETIOCTaBKOM TeopeMe na je urpa ourna. Cienm,
z ¢ C(v), omnocuo, C(v) je mpasHo.
U

Teopema 4.5 Jeszpo nebummne uzpe I' = (N,v) ce cacmoju 00 umnymayuje

(1, 0y 2p) = (V({1}), ..., v({n})).

Joka3. WUrpa je meburma, na je v(N) = > v({i}). IIpema ycuosy (0)
iEN
nperxonse Teopeme . z; = v(N), na cremu na je z; = v({i}).
€N

4

IIpumep 4.2 Odpedumu jeszpo wuepe ca 3 uzpaua Koja je 3a0a4ma CE0JOM
KApaxKmepucmuuhom ynkuujom v:

v({1}) =1 v({1,2}) =4
v(@) =0 v({2}) =0 v({1,3}) =3 ©v({1,2,3}) =38
v({3}) =1 v({2,3}) =5
HUmnymayuje cy epednocmu (xy,x2,r3) maxee da je x1 + o + x3 = 8,
ry > 1,29 > 0,23 > 1. Osaj ckyn npedcmaswa mpoyzao ca memewuma (7,0,1),
(1,6,1) u (1,0,7). IIpemnocmasumo 0da ce MPoyz2a0 HAAA3U HAL DPABHU
1+ o + x3 = 8. Ceaka mavwka pashu uma mpu Koopourame wuju je 3oup 8.

17



4 KOHUIEIHINJE PEIHIEBA KOOIIEPATUBHUX NI'APA N HI'PAYA

/31, +x,=4
HecTabunHo \

Ay
{23} 404)

/ N3OS x +x=35

{1.2}
(161) (152 (1.3.4) (1L0.7)

HECTaﬁﬁﬂHD\\

Cnuka 3: Je3rpo urpe

Hahumo cada wecmabuane umnymayuje. Koaruyuja {2,3} moxce cebu oda
2apanwmyje murumanny uzkoc v({2,3}) = 5, na cy cee mauxe (x1,xs,r3) 30 Koje
saxmcu To + 3 < 5 Hecmabuane. Ha oujazpamy cy mo mauke usznad aunuje
xo + 23 = 5. Kaxo xoaruyuja {1,2} cebu moxmce da zapanmyje MUHUMAANKY USHOC
v({1,2}) = 4, cee mauxe (x1,x2,73) 30 koje saxmcu T + T3 < 4, 00nOCHO cae
mauke ucnod u decko 00 npase r1 + ro = 4 Ha Jdujazpamy, cy wecmabdbuaHe.
Eonauno, xoaruyuja {1,3} moxmce cebu O0a zapanmyje MUHUMAANY USHOC
v({1,3}) = 3, me cy cee mauke (r1,rs,x3) 30 Koje 8amcu x1 + xr3 < 3, mj. cee
mauke ucnod u aeso 00 npase T1 + r3 = 3 Ha dujazpamy, HecmadbuiHe.

Jesepo npedcmas.pajy npeocmane mavwke npocmopa UMNYMAUja, u 8UOUMO Ha
Cauwyu 3 0a one dopmupajy nemoyzao.

Kao mro Buaumo, BaskHa Kiaaca mrapa nMma Ipas3HO je3rpo, Koje He MOKe OUTHh
cMarpaHo pememeM. Heonxoman m noBoJbaH ycioB na urpa [’ mma mempasHo
je3rpo je mat y moryeny OajlaHCUPAHUX CKYIOBA.

Hedomaunmmja 13 Hexa cy Si,...,Sy, 1 < p < n, ducjynkmnu u Henpasnu npasu
nodckynosu ckyna uepava N = {1,2,...,n}. Ckyn & = {5, ..., Sy} je barancupar
aKo nocmoje NOFUMUBHY KoePuyujenmu yi, ..., Y, maxeu 0a je

(VieN)> y=1, 1<j<p. (10)

J
1€S;

DBpojeeu 1, ...,7, ce nazusajy mexcure u xaxnce ce da barancupagy ckyn S.
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4 KOHUIEIHINJE PEIHIEBA KOOIIEPATUBHUX NI'APA N HI'PAYA

YKonuKOo cy cBe TexkuHe jemHake 1, Tanma je ckyn & maprunuja ckyna N. U3
oBOra cieau Oa ce DaJaHCUpPAHU CKYIOBU MOTY MOCMATPATU U KAO YOIIITEHE
apTuIuje.

Hebuaunuja 14 Hepa ' = (N,v) je basancupana ykoauko 34 CEGKU
banancupary ckyn S ca meacunama {ys} saxncu

S 7s0(S) < v(N). (11)

Nrpy I' HasuBamo ciaboM YKOJIMKO MMa HEIPa3HO je3TPo.

Teopema 4.6 Hezpa uma HenpasHo jeszpo axo u camo ako je basaHcupana.

Hebuaunuja 15 [Iped-umnymayuja je ypehena n-mopxa x = (1, ...,T,) 3a KOjJy
samcu Y, x; = v(N).

ieN
Kako jesrpo moske 6uTu mpasaH CKyM, yBoOuMO ciaenehwu mojam:

Heouuunmja 16 Hexa cy damu uepa I' = (N,v) u 6poj € > 0. Jaxo e-jesepo,
y osnayu C.(v), je ckyn ceus mped-umnymayuja maxeur 0a, 36 C8GKY KOGAUYUTY
S C N, saxcu

in > v(S) —e. (12)
icS
ITojam jakor e- jesrpa cy yseau Ilennu u [Mly6ux'? 1966. romume.
Ouurnenuo je Cy(v) = C(v). DBe3 o63upa Ha TO ma Ju je je3srpo mpasaH

CKYI, jako €-je3rpo To Hehe OuTm 3a MOBOJLHO BeJNUKY BpemHocT €. Takobe,
Basku Cs5(v) C Cc(v) 3a § < e.

Iepumaunmja 17 I[Ipecex ceur HenpasHur jakur €-jeseapa je Hajmame-jezzpo, Y
osnayu LC(v).

Hajmame-je3rpo ce MoOke cMaTpaTHd JaKUM €-je3rPOM 3a HajMame € TaKBO Ia
j€é TO JaKO €-je3rpo Hempa3aH CKYII.

IIpumep 4.3 Oodpedumu jeszpo u jaxo €-jezepo uzpe 3 uepaua koja je 3a0ama
C80JOM KAPAKMEPUCTNUYHOM PYHKYUOM v, aKko je € = 15:

v({1}) =0 v({1,2}) =20
w0 =0 v({2))=0 v({1,3}) =10 v({1,2,3}) = 60

v({3}) =0 w({2,3}) =50

2Martin Shubik (1926-), amepudkn MaTemaTHaap U eKOHOMHUCTA
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Obenencumo ca

Hs = {x|zs = v(5)}

Hg = {zfrs = v(5) — €}

3a cee xoanauyuje S C N, S # {0, N}
IIpemnocmasumo da ce mpoyzao Harasu Ha pasHu T + xo + x3 = 60. Ceaka
Mavka PasHy uMa mpu Koopourame “wuju je 3oup 60.

/

Cnuka 4: Jesrpo u jako 15-je3rpo urpe

Odpedumo npso necmabuane umnymayuje 3a jezepo. Koasuyuja {2,3} monce
cebu Oda eapanmyje munumaany usnwoc v = ({2,3}) = 50, me cy cee mauke
(21,22, x3) 3a Koje samcu Ty + x3 < 50 wecmabuane. Kaxo xoaruyuja {1,2} cebu
moce da zapanmyje murnumanny ushoc v({1,2}) = 20, cee mauxe (r1,x2,x3) 30
Koje samcu x1 + xo < 20 cy necmadbuare. Konauno, woasuyuja {1,3} moxce cebu
da zapanmyje munumarny usnoc v({1,3}) = 10, me cy cee mauke (x1,22,x3) 30
Koje eamcu x1 + x3 < 10, necmabdbuane.

Jeszpo npedcmas.najy npeocmane mavwke npocmopa uMNYMaAUUja, U 6uUMO Ha
Cauyu 4 da one gopmupajy wemeopoyzao.
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Oodpedumo cada Hecmabuare umnymayuje 3a jaxo 15-jesepo. Cada woaruyuja
{2,3} moxce da zapanmyje cebu munumanrnu usznoc v = ({2,3}) = 35, maxo da cy
cae mauke (1,22, T3) 30 Koje saxncu To+ x3 < 35 nwecmadbuane. Koaruyuje {1,2} u
{1,3} moey cebu da zapanmyjy murumanne usnoce v({1,2}) =5 v v({1,3}) = =5,
pedom, na cy cee mavwke (ry1,T2,T3) 30 Koje axmcu T4 + T2 < b u x] + x5 < —H
HecmabuaHe.

Jaxo 15-jezepo mpedcmasmnajy npeocmane mavke npocmopa UMNYMAuUja, u
sudumo na Cauyu 4 da one gopmupajy wecmoyeao.

IIpumemumo 0da ce jaxo €-jezepo mpocmupe U U3BaH NPOCMOPL UMNYMAYUU]Q.
Taxobhe, jesepo u jaxo €-je3epo ce pPazruryjy v y Puzypama xoje ur npedcmasnvajy
Ha Jujazpamy.

4.3 KepHea

ITojam xeprena cy ysemu Iejsuc'® u Mamuaep'* 1965. romume.

Heka je I' = (V,v) pammonanana urpa n urpada. 3a cBako i,j € N, 1 # j
03HauMMO ca 1j; CKyn KoaJunuja Koje calAp:Ke urpadva i, a HE CaIp:ke Urpada
j, OHOCHO:

T;;={S|SCN, iesS, j¢S}

Hedumannmja 18 Hexa je S C N woaauyuja v x € X(I'). Buwax (excuyec)
Koaauyuje S 30 UMNYMAUUJY T je

e(S,z) =v(S) — le (13)

i€S

3a mmnyramujy * = (r1,...,T,) u Koamumujy S C N yKyHaH WU3HOC IOIEJbeH

koamumuju S je xg = > x;. Bumak y crBapy mpeicTaBiba PA3IUKY 0
i€s

ucmiare koja 6u Ouna ,dep”’.  Pymrmmja sumra e(S,z) > 0 je mepa

HE3aJ0BOJBCTBA KoaJsuiuje S wmvmmyramujom x. Hwmm je ma ce wmcomara

KOPUT'Yyje TaKO Ha He3aJOBOJLCTBO HCIIATaMa OyIe MUHUMAJIHO.

Hedbuaunuja 19 Maxcumanran suwar uzpasa i Ha0 HEKUM ODPYeuUM UZPAYEM | Y
oonocy wa umnymayujy © € X(T') y uepu T = (N, v) je dam ca

sij(x) = max e(S,x). (14)

3Morton David Davis (1930-), avepuuku mMaTemMaTudap
MMichael Bahir Maschler (1927-2008), n3paefackn MaTeMaTHIap
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HeneratuBan (HEmO3UTUBAH) MaKCUMAJHU BUIIAK UrPAda i HAL UCDAUYeM j y
OMHOCY HA UMIIyTAILU]y T MPEACTAB/HA MAKCUMAJIHU (MUHUMAJHU) U3HOC KOJU
urpad i Moske na nobuje (u3rybu) Ge3 capamme urpauva j nosiaavehiu ce u3 x
u ¢popMmpajyhu koanunujy y KOjoj HHje mrpad j, IpeTrnocTaBjbajyhm ma cy
OCTaJIN YJaHOBU HOBO(OPMUPAHE KOAJIUINje 3aJ0BOJLHA IPOYUTOM KOJjU UM je
nonesbeH mMmnytanujom x. Wrpau i Moske, HA mpuMep, na HOAMUTU OCTAJIE
WIaHOBE KOAJUIMje Aa HamycTe r majyhum mMm maau Oomyc. pyrum peuwmma,
MaKCUMAaJaH BUIIAK S;;(z) Opencrasba Mepy Mohu mrpada i ga IpeTu urpady
J YV OIHOCY Ha UMIIyTAIUA]y .
KRaskemo ma je urpau ¢ Ba)KHUjU O UTr'padva j y OMHOCY Ha I YKOJUKO je

rp>o({7}) A si(x) > s5().

KRaskemo ma cy urpavum ¢ 1 j y paBHOTEKU y ONHOCY Ha T YKOJIUKO HUjemIaH
O BUX HUje BaXKHUJU O OPYTOT.

Kepuen je mepumHucan Ha CKyIy MMIOyTanuja 3a Koje HUjeIaH Urpad HUje
BaKHMJU OJ HEKOr Apyror wurpada. llpen-kepHen uwmHe mpen-mMmyTaluje y
KOjuMa Cy CBaka JBa uUrpada IMOAjeMHAKO BayKHa Yy TMOTJENy HUXOBUX
Mebhycobrux nperwmu. Popmastuo,

Heduaunuja 20 Heka je dama uepa I' = (N, v).
Keprea K(v) uepe I' je ckyn ceuzr umnymayuja x € X (I') maxeur da 3a ceaxo
i,j € N, i#j eancu:

(sij () = 850(2)) (7 —v({G}) <O w (s5(x) = s35(2)) (2 —v({z})) <0. (15)
IIpeo-keprea K*(v) uepe I' je ckyn ceux nped-umnymauujae T 3a Koje 8axcu
sij(x) = s;i(x), sa ceaxo 1,5 €N, i#7]. (16)

[Tojam mpen-kepHena cy ysemu Mamiep, Iexer'® u Hlemmu 1972. ronume.

Kepuen je mnpuxBahen kao KOHIENIUja peliema yrJaBHOM 300T
IpUMaMJ/BUBAX MATEMAaTUUYKUX OCOOWHA, HAjupe 300T HEroBe er3ucTeHIje U
OJIMCKe Be3e ca je3rpoM.

Ounrnenso je K*(v) N X(I') C K(v). Kepren u npen-kepres ce moknamnajy
3a MHOTe Ur'pe, YKBYUyjyhu cynepaauTuBae urpe. ¥ CTBapu, AeJOBU KepHEJIa
U Tpen-KepHesia YHyTap je3rpa ce yBeK ImokrJjaamnajy. ViMmyranmja ce HaAJIas3u y
jesrpy akKo m caMoO aKO Cy CBU HEHU BUINIKOBU jeTHAKU HYJIU.

Teopema 4.7 Hexa je I' = (N,v) payuonasna uepa u nexa x € C(v). Tada
xr € K(v) axko u camo axo v € K*(v).

15Bezalel Peleg (1936-), u3paesicku MatemaTudap
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Hoxa3. Jacuo je ma ykouuko z € K*(v) onna x € K(v).
O6patno, npernocraBumo na x € K(v) N C(v) u wera je i,j € N, 1 # j.
JloBosuo je mokasaru s;;(z) < s;;(x). 3aucra, ako je s;;(x) > s;i(x), onnga je
z; = v({j}), 3aTo mTo 3a cBaky mMmmyrauunjy = Basku z; > v({j}). Karo {j} € Tj;,
ouna je s;ji(x) > v({j}) —x; =0. Cnemn, s;; > 0, mWTO je y KOHTPAIUKIUJU Ca

z € C(v).
U

IIpumep 4.4 Odpedumu  keprea  uepe 3 wuepauwa 3adame Yy  popmu
Kapaxmepucmuune Gynryuje:

v({1}) =-1 v({1,2})=3
V@ =0 o({2))=0 v({1,3}) =4 v({1,2,3}) =5
o({3h) =1 wv({2,3}) =2

Hexa je x = (x1, x9, 3) umnymayuja.

Odpedumo npeo suwrose 3a ceaxo S, S C N:

e({1},2) = —1—a1, e({2},x)=—x2, e({3},x)=1—ux3,

e({l,2},2) =3 —x; —xo=23—2, e({l,3},2)=4—21—ax3=19—1,

e({2,3},2) =2 —x9 —x3 =21 — 3.

Hahumo cada cxynoae T;;

T ={{1},{1,3}}, Tws={{1},{L2}}, T ={{2},{2,3}},

Tos = {{2}7{172}}7 T3 = {{3}7{273}}7 T = {{3}7{173}}

Maxcumarnu suwrkosu s;; cy:

s1p =max{—1— 1z, 20 — 1}, $13 = max{—1— x1, 23 — 2},

So1 = max{—xy,x1 — 3},  So3 = max{—xy, x5 — 2},

s31 = max{l —x3, 21 — 3}, S32 = max{l — x5, 29 — 1}.

Keprena K(v) ose uzpe je ckyn ceux umnymayuja r xoje 3a0080ma8ajy caeoehiu
cucmem HejeOHavUHA:

(max{—1 — z1, 29 — 1} — max{—mzg9, 21 —3}) - 22 <0
(max{—x9, 21 — 3} —max{—1—x, 20— 1}) - (z1+ 1) <0
(max{—1 — 21,25 — 2} — max{1l —x3,2; —3}) - (z3 — 1) <0
(max{1l — x3,2; — 3} —max{—1—zy, 23 —2}) - (z1+1) <0
(max{—z9,x3 — 2} —max{l —x3,29 —1}) - (23— 1) <0
(max{l — x5, 29 — 1} — max{—x9,23 — 2}) - 22 <0

Jeona umnymauuja xoja npunada KepHeay je (%, %, %)

23



4 KOHUIEIHINJE PEIHIEBA KOOIIEPATUBHUX NI'APA N HI'PAYA

4.4 HyxkJmeyc

[Mmajmnep'® je yBeo mojam mykmeyca 1969. ronume.

Heka je I' = (N,v) paumonanna urpa n urpava. 3a cBako z € X(I') meka
je ©(z) 2"-Topra umje cy kommonente Opojesu e(S,z), S C N, mopebanu y
Hepactyhewm moperry. lakie,

OBu BUIMKOBU Cy yTJaBHOM HEHMO3UTUBHU, 14 CE€ CMATpajy ryounuma, Te ce
BeKTOp O(T) MOKe MHTEPIPEeTUPATU Ka0 BEKTOD I'yOuTaka.

YBomauMo peranujy JeKCUKOrpadckor moperka. 3a cBako z,y € X(I)
mumemo  6(z) <, O(y) ako mocroju meo 6poj 1 < k < 2" rtakaB ma je
Oi(x) =0;(y) 3a 1 <i <k wubx(x) <Ok(y).

Hedbunaunuja 21 Hykaeye N(v) uepe I' = (N,v) je ckyn ceur umnymayuja
z € X(I') 3a xoje je O(x) MurUMaAHO Y AeKcUKOZPAPCKOM NOPEMEKY, 00HOCHO

N(v) ={z e X(I')|(vy € X(I')) O(x) < O(y)}. (18)

Hyrneyc y crBapm MmMuHMMHM3Upa HajBehe oacrymame O M3HOCA KOjU
KoaJuIuja MOyKe na 00e30emu He y3uMajyhum y o03up HOHAmIAWmE OCTAJIUX
urpadva.

Hedumannmja 22 Hexa je I' = (N, v) uepa can > 2 uepava. Osnavumo
Yo ={SCNIS#ON}=3"uXy=X(T) usai=12,..,1 defuruwumo
PERYPIUBHO

Yl =YoUSiU..US g, (19)
€ = acg)l(lﬁl max e(S, ), (20)
S¢si—1
Xi - {'T S Xz—1|(VS ¢ Zi_l) 6(5, I) S ei}v (21)
¥ ={S ¢ X (Vz € X;) e(S, 1) = ¢}, (22)

20e je | maxeo da eanmcu X' = P(N), 20e je P(N) napmumuenu cxyn ckyna N.
Tada ce X; nasuea aekxcurozpapcrum yenwmpom uzpe I'.

Jlema 4.1 3a ceaxoi=1,2,...,1 saxncu

(a) € cy dobpo dedunucaruy,

David Schmeidler (1939-), uspaencku MaTeMaTHIAD
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(6) cxynosu X; cy nenpasnu, KOMNAGKMHY U KOHBEKCHU,
(B) XoD> X1 D..D X,

(r) ¥ #0,

(m) 1 < oo,

(D) 61> >...>¢.

Ioka3s. (B) ciaemu mupextHo u3 (21).
(a) mmmmumupa (6), u obparuno (6) mmmaunupa (a) Kama i 3aMEHHMO Ca
i+ 1. Kako je €; mobpo medunucano, (a) u (6) ce mOKa3yjy WHIYKIU)OM.
[IpernocTaBuMo caza fa je X; = u X1 # P(N). OBo 3Haun ma 3a CBaKO
S € P(N)— X! mocroju mvnyranuja 75 € X; Taxsa ma je e(S,2(%9) < ¢;. Hera
je m 6poj TakBux koaJsunuja. Tama je m > 1 u 300r KOHBEKCHOCTU X; BaKU

1
F=— Y aM™eX cX.. (23)
ngézifl
Cana, 3a S ¢ X!, umamo
1 1
) = - (R)(G) — — (R)y — ¢
5(8,8) =v(S) - — Z XM(8) = — Z e(S, 2P < ¢, (24)
R¢xi-1 R¢xi-1

mro je y kourpamuknuju ca (20). 3nauw, (r) BaKu.

(m) caenu u3 (r), jep je O6poj KoaNUIUja KOHAYAH.

[TpumeTumo na 3a cBaky koanumjy R € P(N)—X! mopa ma noctoju tauka
) € X; 3a kojy je e(R,2'®) < ¢. Ilpema Tome, ako P(N) — Y~! campsn t

KOaJIMIja, Taaa
1
T (R)
t= E x (25)

ReX?

npunana X; u saxu (T, 1) < ¢; kang ron T € X', Ilakne, ;11 < €, 3a 1 <.

U

JIema 4.2 Umnymayuja x € X(I') npunada cxyny X;, i =1,2,...,1 axo u camo
axo
0" (x) = (€1, ..., €1, €2y oo, €2,y ooy €4 ooy €4, €( Ry, ), o €( Ry, ) (26)

e(Ry,x) <€, v=12..p, (27)

e0e cy Koaauyuje ca BUWKOM €, Yynpaso xoaauyuje X, (u=1,...,7). Bexmop 0*(x)
je dobujen 00 0(x) usbayusamwem eaemernama e(N,x) ue(d,x), ap je bpoj koarwyuja

Koje nucy cadpacare y |J X,.
pn=1
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Teopema 4.8 Jlexcurozpagcru yenmap ce cacmoju u3 jedurncmeene mayre.

Ilorxa3s. IIpema kKOHCTpyEKIUju, JekCcUKOrpaCKU HeHTap je HempasaH. lIpema
Jlemu 4.2, Bumak cBake KoaJuIje je KOHCTAHTAH 3& CBE Tadke Wu3
JmeKkcuKorpadcekor nearpa. CremnujasHo, BUIIAK KOAJUIMU]E KOja Ce€ CaCTOjU O
jemHOr wWrpaya je Takohe KOHCTaHTaH. Crora, EkKoopauHATE TAYKU Y
JIEKCUKOTPa(CKOM IEHTPY Cy KOHCTAHTHE, IITO 3HAYMW A& Ce OH CacCTOju W3
JEIMHCTBEHE TAUKe.

O

Teopema 4.9 Jlexcukozpapcru yenmap ce noKAana ca HYKAEYCOM.

Joxas. IToraxumo npso ma ykoauko € X; ny € X(I')\X;, ouna O(z) <1, O(y).
3a i =1 oBo TBpheme TpusmjasHo Baku (U3 meduHUNU]E).
I[IpermocraBuMo ma Teopema Baku 3a ¢ = 1,...k—1, 2 < k < [. Ilpema

neny (B) Jleme 4.1 Tpeba camo ma uctnuramo ciaydaj r € Xy, vy € Xgp_1\Xk.
N3 Jleme 4.2 u (21), 3a i = k, cieqn O*(z) <; O*(y), na O(z) < O(y).

Haxne, O(x;) <p O(y) 3a crako y € X(I'), = # vy, rme je X; = {z;}

(jemuaCTBEHM) JEKCUKOTPA(CKU IeHTap. AJju, OBO je ympaBO AeQUHUANN]ja,

HYKJIEYyCa.

U

IIpumep 4.5 Odpedumu nykaeyc wuepe ca 3 wuepava 3adame Yy Hopmu
Kapaxmepucmuure gynrkyuje:

v({1}) =0 v({1,2}) =30
v(@) =0 v({2}) =0 v({1,3}) =30 v({1,2,3}) =100
v({3}) =0 wv({2,3}) =80
Obenexncumo ca

Hg = {a]zs = v(S)}

Hg = {z|rs = v(S) — &}

3a cee xoaauyuje S C N, S #{0,N}. Hexa je v = (x1, 22, T3) umnymayuja.
Oodpedumo npso suwrose 3a ceaxo S, S C N:
6({1},$) = —1, 6({2},1‘) = — T2, 6({3}71) = —3,
e({1,2},2) =30 — 2y —xe =23 — 70, e({1,3},2) =30 — 21 —x3 = 29 — 70,
e({2,3},2) =80 — x9 — x3 = 1 — 20.
Taoa je ¢, = —10, na je
X1 = {ZL’|ZL‘1 = 10, i) S 60, xT3 S 60, To + T3 = 90},
¥y = {{1},{2,3}}, aX! = {®7{1}7{273}7N}'
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lawe je e = =25, Xo = {(10,45,45)}, X = {{1,2},{1,3}} wu
22 = {0, {1},{1,2},{1,3},{2,3}, N'}.

Fonauno, e3 = —45, X3 = {(10,45,45)}, 23 = {{2},{3}} v ¥* = P(N)

Oso snauu da je {10,45,45} aexcuxozpadcru yenwmap uepe, na yjedHo u HyKaeyc
uepe (Cauka 5).

%,=0

-15 =~
His,0 =Hieh\

\ ol
_____ _ {Bgﬁo f s f_
\ i !
N i \\ i
W we Y

X

Cnuka 5: Hykmeyc urpe

4.5 IIlensmjeB BeKTOpP

Urpu T' = (N,v) ca n urpava ce nNpuapysKyje BEKTOD UCILIATE UTPAYUMa
¢ = (¢1, G2, ..., o) npu ueMmy Tpeba ma Baske ciemehe akcuome:

(A1) ako urpad ¢ He JONIPUHOCK HUIITA HUjeIHO] Koayuimju S C N, OJHOCHO

v(SU{i}) =v(S), onma je ¢; =0,
(A2) 3 o= (M),

(A3) urpaum i u j cy paBHOIPABHU aKO

(VS cN) o((S\{i}) U{s}) = o((S\{j}) U{i}) m rama je ¢ = ¢;,
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(A4) ako cy u m v KapakrepucTuuHe (QyHKIUje U W = U + v, OHAA je
(Vie N)  ¢i(w) = ¢i(u) + ¢i(v).

Teopema 4.10 Ilocmoju mauno jedan sexmop ¢ xoju 3adosonasa (Al)-(A4). On
ce z0ee Illlenaujes sexmop, a wezose KOMNOHEHME

o) = 32 BRI 6 o)) (28)

Illenaujese apednocmu.

Hamowmena: IllennaujeBa BpemHOCT ce MOKe 3alucaTy U Ha ciaenehm HaUYWH:

oty = 3 T L= 0 giy) — o). (29)
i
Joka3. (Al): oumraenno Basxku, jep ako je (VS C N) o(S) =v(S\{i}), rana
je ¢;(v) =03a cBako i =1,...,n

(A2):3 00 —Z<Z ('S"”nﬂ""s”u>—v<8\{z’}>>>

i=1 SCN

Sl — D)l(n — |S! .
=S§U)V(Zl(’ R >—v<S\{z}>>>
— 3 W=D ) ( o(S) - Zv<5\{z‘}>—zv<5\{z}>>
SCN i¢S ieS
-y B ”flﬂ” = <|S|v<s> - stw»)
=y - oy e s )
SCN ISI SCN ieS
ScnN \|S] lTi‘“Scé\il )
_ v(S) v(T) _ v(N) ul8) v
S W0 A A
= v(N)
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(A8) o) = 3 RO Dy iy — i)
gt

~ |2 | PP = Dy iy - i)

i¢T i¢T
j¢T  jET

_{R=TU{}}
=y == DYy gy - ey

n!
TCN\{%,j}
by (RS L= IROGY g,y - (U ()
RCN\{i,j} ‘
=U=RU{i}
_ Z (7D — T = 1)! (w(TU{j}) —v(T))

n!
TCN\{i,j}

ey WD = 12O ) — v

UCN\{j}

=y W=y ) - o)

n!
TCN\{s}

= ¢;(v)

(A4) TpuBujamHO Basku, jep je ¢ JIUHEAPHO MO apryMEHTY

Ocrano je ma DOKaKEeMO je AMHCTBEHOCT:

CBaka EKapakKTepUCTUYHA (GYHKOMja v Ce€ MOKe Ha jeIMHCTBEH HAYUH
OpUKa3aTy Kao JnHeapHa koMOuHanuja ¢yuruuja vg(S), S C N obuauka

us(T) = {1’ i (30)

0, wuHaue

OBakBe kapakTepucTuyte QyHKNUje ce HazuBajy npoctum. Urpa I' = (N,v) ce
Taga HA3UBA MPOCTOM UIPOM. Kom mpocTux urapa, cBaka Koaaunuja S je uian
nobenanuka (v(S) = 1) nnu ryburaunuka (v(S) = 0).

Tana je

bi(vs) = {W res (31)

0, wumaue
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4 KOHUIEIHINJE PEIHIEBA KOOIIEPATUBHUX NI'APA N HI'PAYA

Saucra, u3z (A2) crenn i(bi(vg) =wvg(N) =1, jep je S C N. Ilpema (A3),
=1

i=
¢i(vs) = ¢j(vs) 3a 4,5 € S. Karko mux mma |S| n muxoa cyma je 1, To je
¢i(vs) =1 aro i € S. OBo 3HauM ga je ¢;(vs) =03ai & S.
. :

Axo je ¢ > 0, Tana je ¢;(cvg) = o 1€
0, wumaue

Cryn CBUX KapaKTEPUCTUYHUX (YHKIMja YMHU BEKTOPCKUA MPOCTOP HAM
nomem R?"7! jep ce cBakoj KapaKTepUCTUYHO] (YHKIMjU v MOKE

npuapy:kutu (2" — 1)-Topka peannux Gpojesa:

v— (v({1}),...,v({n}),v({1,2}),...,v{n — 1,n}),...,v(NV))

[Toraxkumo ma moctoju 2" — 1 peasqnux OpojeBa cg 3a S C N TakBux ma je
v= > csvs. Hera je cg = > (—=1)*'0(T), rue je s = |S|,t = |T|.

SCN TCS
D esvs(U) = eg-1=> (Z(—ns—tvm) =) ( > (—1>s—t) o(T)
SCN scU ScU \TcS TcU \TcScU
[Tocmarpajmo Y. (=1)*"
TCcScU

3a cBaky BpemHocT t < s < u, mMOCTOjuU (Z:é) ckymoBa S ca S ejleMeHaTa
takBux na je I'C S C U. Cuenn,

u

Z (—l)S—t _ Z (Z : i) (_1>s—t Qs — Z(l + (_1))u—t _ {(1), t<u

TCSCU s=t s=t t=u
Hobujamo, > csvs(U)= > 1-v(T)=v(U), 3a cBe U C N.
SCN TCU
3HAMO ma je v = Y. cgUs, ma je ¢;(v) = > csdi(vs) = Y. cst. Cremm
SCN SCN Sgé\/

8i(v) = 2§(Z<—1>8—%<T>) = ISty

SCN TCS TCN SCN
€S Tu{:}CS
O3snauumMo ca )
W)= > (-1 (32
SCN
TU{i}CS

Aro i ¢ T' u T =T'U{i}, ouna

L S R S D D S

SCN SCN SCN
T'U{i}CS T'U{i}CS TU{i}CS

»
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4 KOHUIEIHINJE PEIHIEBA KOOIIEPATUBHUX NI'APA N HI'PAYA

jepjet=t'+1uT U{i} =T =TU{i}. Cuenn, v;(T") = —v(T).
Nspasu ca mecue crpane (32) hie ce mehycobuo norperu u ocrahe jeauno
unan kaga je t =t + 1. Cuenu,

= Y@@ oD =3 | X 0 | @) - o).
TCN TCN SCN
€T €T \Tu{i}CS

Axo i € T, moctoju (Z:f) roaJsmnuja S ca s emeMeHara Tako ma je 1T C S.

(1) - i<—1>“ (Z:f)é

Lt )
:{s—l=s—t+t—1}
g
/ -

Frn—t+1) (t—1(n—1)

=B(t,n—t+1 =
1= I'(n+1) n!
Komauno, mobujamo ¢;(v) = S =) —o(T\{4})
TCN
€T

W3 oBora cunemn na je pyHEnuja ¢ je jenmHCTBEeHO NedumHmcana. Herkwm on
KoedunmjeHaTa Cg Cy HETaTWUBHU, aJM TO HE IpeACcTaBsba IpodieM, jep u3
(A4) cnemn ma Baxku ¢(u —v) = ¢(u) — ¢(v), HADABHO, YKOIUKO CY U, U, U — U
KapaKTepPUCTUYHE (DYHKIHje.

O

Bekrop u3 Teopeme 4.10 je 1963. romume yBeo lllennu, Te je y merosy
YacT U HA3BaH IO HEMY.

Nneja oBe KoHmemnmuje pemema je na peduHume, Ha Gep HAYNH,
UMIIyTalljy KOja Kaske KOJIMKU WM3HOC OM CBaku urpad Tpebajo ma moduje,
yauMajyhu y 003up mompuHOC urpadva ycroexy KOaJuluje KOjoj Tpumana.
CacBuM je mpupoaHO na ce mobhe ol MPeTmoCTaBKe Oa UIPadu HE JOIPUHOCE
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4 KOHUIEIHINJE PEIHIEBA KOOIIEPATUBHUX NI'APA N HI'PAYA

Mogje THAKO KoaJMIuju. 10 ce, IO MpaBUIy, HajOOJbe BUAM MPEKO OHOTA IITO
ce moraba ca koasunujoM Kama ocTaHe 0e3 HEKOr wurpada. BeauuwHa
§(,5) = v(S) — v(S\{i}) mepu mompurOC mrpaua i roasunuju S. Koamawnmuja
Ol n WIaHOBa MOke na Oyme ¢popmmpana Ha n! Haumua. Heka je S rkoanunuja
s urpada. Koamumnuja S, mpe HEro mro joj ce IPUAPYKUO UrPad i, MOKE Ia
ce ¢popmupa Ha (s — 1)! Haymna. Ocranux (n — $) urpada, Koju He HPUIALA]Y
Koasunuju S, Moske ma (popmupa koaaunujy Ha (n — s)! maumna. OnpHOCHO,
n3pas W npencTaB/ba BepoBATHONY na je mpe moJsiacka urpada i
dopmupana roamunuja S\{i}, npermocrasmajyhu ma cy cBe koasuunuje on n
urpava jemHako BepoBarHe. VI3 oBora BummuMmo gna [llemnujeBa BpemHOCT
npeacTraB/ba HUMNITA APYro OO MATEMATUYKO  OUYEKUBAKE  BEJIUYMNHE

v(S) = v(S\{i}).
Teopema 4.11 Illenaujes sexmop je uMnymayuja.

Jlokas. (A2) ynpaBo mpeacraBiba yCJIOB IPYIHE PAIMOHAIHOCTH.

OcTano je ma moka:keMO WHAWUBUIAYAJHY PalUOHAJIHOCT. Kopucrehu ycioB
cynepamuruaoctu nmamo v(S) = v((S\{i}) U {i}) > v(S\{i}) + v({i}), omrOCHO
v(S) —v(S\{i}) = v({i}).

Cnemm,

ooy = S0 BLE =R ) i)

SCN
i€S

|
SCN n:
€S

=1-v({i})

IIpumep 4.6 Odpedumu Illenaujese eexmop caedehe wuepe ca 3 uzpaya
npedcmas.werne Yy Gopmu Kaparmepucmuvre pynryuje:

v({1}) =1 w({1,2}) =4
v(@) =0 »({2}) =0 v({1,3}) =3 v({1,2,3}) =8
v({3}) =1 v({2,3}) =5

Hlenaujes sexmop ce monce 00pedumu Ha 084 HAYUHA!
I mauun:

cpy =v({1}) =1,
C{2} = v({2}) =0,
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4 KOHUIEIHINJE PEIHIEBA KOOIIEPATUBHUX NI'APA N HI'PAYA

ey =v({3}) =1,

ciaoy =v({1,2}) —cpy —cpp =4—-1-0=3,

cpgy =v({L,3}) —cpy e =3-1-1=1,

caay =v({2,3}) —cpy — ey =5-0—-1=4,

en = 0(N) =cuoy—Cps) —Cag) — ¢y —Cap — ¢z = 8-3-1-4-1-0-1=-2.
Cada Kaparmepucmu1iry gﬁynm;uyy UV MOWCEMO 3anucamu Yy C,/Leaehe./\/b 06mmy:

V= Z CsVUs = V{1} + V{3 + 31){172} + vy + 4’0{273} — 21){1 2,3}-
SCN
Hlenaujese spednocmu pavwyramo no gopmyau ¢;(v) = Z SR

ﬂ06ujaM0

¢1 = 1 +34+i-2=1,

gy = 3 __z:g,

PSS Py 1§

Fownauno, Il[en./m] 8 sexmop je ¢ = (%, %7, %)

1] raunn:
— D) (n—ISN! .
Eopucmumo gopmyay ¢;(v) = SZN W(U(S) —v(S\{:}))
C
€S

gy = U=DIG=DN G gy 4 DGy gy 4 CoDIE=2 g gy 4 B-DIG=3) g 5

_ 1 2 1 _ 7
—§+§+§+1—§,

¢2 (1-1)! 3 1)! (O 0) + (2— 1)'(3 2)! (4 1)+ (271):!3(!372)!(5_ 1) + (371):!.5373)!(8—3)

=0+1 2 24+2=1,
bs — (1-1);53_1)!(1 —0)+ (2-1);(!3_2)1(3 . (2-1);(!3_2)!(5 —0)+ (3-1);53_3)!(8 _4)
—i+ieiei=y

Illenaujes sexmop je ¢ = (§, %7, %7)
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5 IHIPUMEPH KOOIIEPATHUBHUX HNI'APA

5 Ilpumepu KoonepaTUBHUX Urapa

5.1 Caser 6e36emuocTu OpraHusanuje yjeanmheHnX Halja

Caser Gesbemuoctu Oprammszanuje yjemumenux uamuja (CB OYH) je
Hajsaskauje Teso (Opranmusamnuje yjeaumeHUX — HanuUja, — 33ay:KEHO 34
onpskaBame mMupa u 6e3bemnoctu y cBery. Caser 6e36emuoctu OYH mma 15
unanoBa. IlocToje nBe kareropuje unancrBa y CaBery 6e3bemnoctu OY H:
TO Cy CTaJIHE 3eMJbe UJaHulle u n3abpane 3emisbe unanune. CragHUX 3eMajba
winanuna uma 5 u to cy CAIl, Pycuja, Kunma, Ppanmycka um Y jeaumeHO
Kpa/beBCTBO M OHe mMajy mpaBo Bera. Ocramux 10 3emama uymaHuna ce
Oupajy Ha Mepuom On ABE TOAWHE, Ca 3aMEHOM MeT YUJaHUIa CBaKe IOIUHE.

Ila Ou ce Heka pe3osynuja m3riaacaja MOTpedHO je AeBeT WIu BUIIE TJIaCOBa
U [a HUjeqHA O CTAJHUX 3eMaJjba YJIAHUIA HUje YIOKUIA BETO.

Tperupajmo oBaj npobiem kao npocty urpy 15 mrpaua N ={1,2,....,15} u
IPETIOCTABUMO Jla IPBUX IIET UMa IPaBO BeTa. Y MECTO IPUPOJIHE NePUHUIIN]E
nmobeqHUYKE KOAJUINje Kao OHE KOja MOKe Ia YCBOJU PE30JIyIMjy, JIAKIIE jy je
neprHMCATA KAa0 KOAJUIN]Y KOja MOKe Ia NOBene N0 HeyCcBajama Pe30yIuje.
Axo je roamumuja S nmobenumuka, ouma je v(S) =1, a uraue v(S) = 0.

Kaparkrepuctuuna ¢yHKIMja M3riena OBaKO:

ako i € S 3a Heko 1,1 <i <5 onma v(S) =1,
1, |S|>7
0, |9<T.

IloBosmHO je m3pauyHatu ¢1(v), 3600 CUMETPUYHOCTU UTPE.

nnauve, v(S) = {

(v({1,6}) = v({6}))

1410! 107 13!1!
- )

ety oo+ ()5
( )12 2 0(41,6,7)) — v({6.7}))

()

. (140) - (0({1,6,7,8,9}) — 0({6,7,58,9}))

v({1,6,7,8}) — v({6,7,8}))

N (10) 15' v({1,6,7,8,9,10}) — v({6,7,8,9,10}))

+ (6)?56"( ({1,6,7,8,9,10,11}) — v({6,7,8,9,10, 11})).

WN3zpa3s (];) o3HavaBa OPOj HAUMHA mMa ce m3abepe j WIaHUIA O k YIaHUIA.
To 3uaum na he ce uzpasu kao mro je v({1,6,7})—v({6,7}) jaBuru y popmyan
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5 IHIPUMEPH KOOIIEPATHUBHUX HNI'APA

3a M3padyyHaBame @p (120) myTa, nomTo nocroju 10 umannma Koje HeMajy IpaBo
BeTa, a MU OMpaMO KOAaJUIHje ca JBa UJaHa.

Hakie,
¢_1+ 10 N 10-9 N 10-9-8 n 10-9-8-7
"7 15 "15-14 ' 15-14-13 ' 15-14-13-12 ' 15-14-13-12-11
N 10-9-8-7-6 N 10-9-8-7-6-5
15-14-13-12-11-10 15-14-13-12-11-10-9
= 0.19627
3Haun,

0.19627, 1<i<5
" 10.00186, 6<i<15

Kao mTo moskemo Bumeru, 98.1% mohwu ce manasm y pykamMa HeT CTAJHUX
3eMaJhba YJIAaHUIA, M CBaka Ol mUX 3acebHo je Bume on 105 myra mohHuja o
n3abpaHe 3eMJbe YJIaHUIE.

5.2 IIpobsem pacmogesie TPOIIKOBA

[IpernmocraBuMO ma mMaMoO AY:KHUKA KOjU AYTryje HOBAI[ BUIIE HET'O j€THOM
nmoBepwuoilty. IIpobiem macTaje Kanga Oy:KHUK HeMa MTOBOJHLHO HOBIIA M1a OTIJIATH
U3HOCEe Koje mayryje cBuM moBepuonuma. Crora, Oy:KHUK MOpa Ia Mperosapa ca
MIOBEPUOIUMA KAKO OU MOCTULJIN AOTOBOP O TOME KOJUKU Ne0 YKYIIHE UMOBUHE
noy:kHUKa he OuTwm mcminaheH cBakKOM O MOBEpUJIAIA.

[Mocmarpajmo caenehu npobaem: Hexka nysxuuk D uma $100,000 koje Tpeba
nma ucmnatu nosepuonuma A, B u C. Hysxuk D nyryje mosepuony A $50,000,
nosepuony B $65,000, a mosepuory C $10,000.

Moryhe je momemutn $100,000 mpouentyanuo: A 6u mobumo $40,000, B
$52,000, a C $8,000. Aawm mTa ce memaBa YKOJUKO MOBEPUOIM (HOPMUPA]Y
KOAJIMIIA]Yy yV TOKYIIajy Aa mobujy Bure?

[IocmarpajMo KapaKTepUCTUYHY (DYHKIH]Y. Ona wusrnema osako (y
XUJbagaMa [0JIapa):

v({A}) =25 v({A4,B}) =90
v(0) =0 v({B}) =40 v({A,C}) =35 v({A, B,C}) =100
v({C}) =0 v({B,C}) =50

Kako cmo momau no oBe kapakrepuctuune ¢yuruuje? Ilocmarpajmo
KOoaJMIUjy y Kojoj je camo A. AkKo riaemaMo ImTa je Hajrope IITO MOKE Ha Ce
necu, To je na moBepuomu B m C' O6yny y mormynHocTu mciiiahenu, a na A
nobuje ocratak, ako je mmra octano. Ako cy B m C ucnnahenwn, moBepuial
A wmoxke ma mobuje 100,000 — 65,000 — 10,000 = 25,000 momapa, ma je
v({A}) = 25. Amasoruo ce mobuja na je v({B}) =40 u v({C}) = 0. Yronuro
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5 IHIPUMEPH KOOIIEPATHUBHUX HNI'APA

noBepuonu A u C' cryne y koanunujy, y Hajropem ciaydajy mosepuian B he
6utu y nornysHoctu ucmiaahen, na muma ocraje $35,000, te je v({4,C}) = 35.
ITo oBom mpurnumy je v({B,C}) =50 u v({A, B}) = 90.

N3zpauynajmo cana IllennujeBe BpemnocTu:

(bA _ (171):!‘35371)! (25 N 0) + (271):!'5372)! (90 N 40) + (271):!))(!372)!(35 . 0)

B8 (100 — 50) = 2 4 30 4 35 4 50 _ W5 _ 3917,

bp = U=DIG-D! (40 ) 4 2=DG=2) g _ 95) 4 C=DIE=2l (5 ()

+BDIE9 (100 — 35) = 90 4 6 4 50 4 65 — 305 — 5417,

oo = UEU g ) 4 QDB 50 40 4 CZLUE2N (35 95)

[ITennujes BekTOp je ¢ = (39.17,54.17,6.67).

[Tpouenryanua pacmonena je (40,52,8). PasymuO je mocraBuTu nurame
samro je IllenmujeBa pacmomena 0GoJsba o4 TpONEHTyadHe?  YOCTaloM,
NpOLEHTyaJHa PaclIoaesa Jaje cacBUM pa3yMaH OArOoBOp, 3ap He? 3ampaso,
OHA WTHOPUIIE OCHOBHY UUILEHUILY Ma CE€ UTPpAUYU MOTY VYIAPYKUTU Kako Ou
n30anuay HEKOr APYTor wurpava U3 Wrpe. Urpaun wmemajy wucTy
nperoBapadky Moli, a NIpoOLeHTyajJHa paclogesia TO He y3uMma y ob03up, 3a
paznury on llennujeBe pacnonere.

Karko wusrmema jesrpo oBor mnpobaema? VMmnyranuje cy BpemHOCTU
(xa,xp,xc) TakBe nma je xa + xp + o = 100, x4 > 25 25 > 40,2¢ > 0. OBaj
CKyI mpejcraBma Tpoyrao ca temenuma (60,40,0),(25,75,0), (25,40, 35).

{60,40,0)
A3 +%2=90

negiabuano

Xa+x3=50

— [lenaujes sBeKkTOp

HectabunHo
1.2}

.
E25.?5,(y \l #X3=35 (25.40,35)

Couka 6: IlemmjeB BeKTOP, je3rpo u HYKJIEYC UTPE
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5 IHIPUMEPH KOOIIEPATHUBHUX HNI'APA

Jesrpo mpencraBimajy Tauyke IpPOCTOpa MMIyTaIXja 3a KOje BayKWU:
{ZEA + B Z 90,1’,4 +xc Z 35,ZEB +xc Z 50}

1 0Baj CKyI IPEeJCTABJLA YeTBOPOYTAO.
Onpemumo cana Hykiaeyc. Bumkosu 3a cBako S, S C N cy:
e({A}, ) =25 —x4, e({B},x)=40—-2p, e({C},z)=—ac,
e({A,B},2) =90—zs—xp =2c—10, e({A,C},x) =35—x4—20 = 25—65,
e({B,C},x) =50 —axp —xc = x4 — 50.

125 170 5

Hyxrmreyc je rauka (52,45, 5).

Buanvo na u llennujes BekTop m Hykiaeyc npunanajy jesrpy urpe (Cauka
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6 SAK/BYYAK

6 3ak/pydak

Teopuja wmrapa mnpencraBba CHEMUPUYIHM METOI AaHAJIMN3E IPYIITBEHUX
nporeca u mojaBa. Owma je jeman om MOryhumx HAUYMHA TyMadvema JbYyICKOT
IOHaIIalkha U n3060pa y KapaKTEPUCTUYHUM CUTyalrjaMa, OTHOCHO CBUM OHUM
cuTyanusjaMa y KOjuUMa ce Hmopen BJIACTUTOT MOHAIlama MOpa y3eTu y 003up
u noHamame apyrux. OBa momamama cy MebyszaBucha, yTtuay jemHa Ha
Ipyre, aJu U Ha WUCXOJ INPOIEeca OIIyUYNBabA. Teopuja wurapa je
MYJTUANCIAIIMHADHA HAYKa, jep HmOpel MATEeMAaTUYKUX 3Hama YKbYydyje u
3HaKa W3 OPYTUX HayKa Koja MOTY [nOa JOOoupuHecy OObeM pas3yMeBamy
YOBEKOBOT IMOHAIlalka. ¥y TyMadvelny MHTEPAKTUBHOT MPOIEca OIYUNBAKA 0
caza HUjeJAaH AaJTEePHATUBAH NPUCTYI HUje HU OJam3y pe3yiarara Koje je
MIOCTUTJIA TEOPUja Urapa, Majaa HU TeOpUja urapa HUje y cTamy Oa yCIEIHO
objacHu cBe Moryhe cutryanuje, Tj. CTama KOja MIPEACTABIbAJY IMMOCIEIUILY
poIeca MHTEPAKTUBHOT OJJIYyYNBahA.

Herko 6u ce ycynmo ma momwucau ma Ou mocTojame MOoryhHOCTHM moroBopa
usMmeby urpaua nojemroctaBmiao anaiausy npobdbiaema. Mebyrum, kao mrro cmo
MOTJIA Ja BUIAMO, TO OOWYHO HUjEe CJIyYa] U OBU MOOTOBOPU WU3Y3E€THO
KOMIUIMKYj]Y aHaJu3y urapa. 3000 BEJUKOr CIeKTpa mpobieMa KojuMma ce
OaBu Teopuja mrapa He MOKEMO jacHO Oa Ne(@UHUIIEMO IITa je pelleHme UTpe.
Tarkobe, jemanm om npobiema je m HemMoryhHoOCT mnpeaBubarma JbYIACKOT
IOHAIIakha y CBAKOOHEBHUM CHUTyalljaMa, Kao W UYNIBEHUIA 13 je OIe0
€KOHOMCKUX MpobjeMa MO CBOjOj VHYTPAIIHOj CTPYKTYPU HEMOIEeCAaH 3a
OBaKBY (hopMasM3aIujy KOjy U3UCKYje Teopuja urapa.

Ilepuamcany nmusbs OBOT pala OMO je na ce IPUKAKY KOHIENINje Dellemna
KOOIIepaTUBHUX wurapa. Peanuzanuja Tor mwmisma je 3axTeBasia ga ce
OeUHUANY ¥ aHAJAWU3Upajy KapaKTepUCTUYHe (YHKIUje U UMIyTaluje.
Ananusa je mokasaja a CBAKU KOHIENT pellemha MMa CBOje MPEeTHOCTU, AJU
1 MaHe, KOje ce VYIJIaBHOM OJHOCe Ha [pobJieM er3ucTeHInuje u
JEIUHCTBEHOCTU TOT PEMIEmA.
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