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Uvod

U ovom radu bi¢e razmatrano jednodimenzionalno sluéajno lutanje kao specijalan slu¢aj procesa
Markova. Slu¢ajno lutanje je jedan od osnovnih pojmova u teoriji slu¢ajnih procesa. Znacaj ovoga
modela ogleda se u velikom broju neocekivanih rezultata koje dobijamo prilikom njegovog izuc¢avanja, ali
i u ¢injenici da se slucajno lutanje nalazi u osnovi Braunovog kretanja, difuzne teorije, Itove analize...
Zbog svega toga slucajno lutanje ima brojne primene u biologiji, fizici, ekonomiji, finansijama...

Jednodimenzionalno slucajno lutanje je proces koji se mozZe opisati na sledeci nacin: Cestica se kreée po
realnoj pravoj sa celobrojnim koordinatama i u jedinici vremena pravi jedini¢ni korak u pozitivnom ili
negativnhom smeru sa datim verovatno¢ama. Postoje brojna uopstenja kao Sto su viSedimenzionalno
slu¢ajno lutanje, sluc¢ajno lutanje sa pozitivnim verovatno¢ama ostajanja u istoj tacki, sluc¢ajno lutanje po
grafu, itd.

U prvoj glavi rada, naslovljenoj ,,Slucajni procesi-osnovni pojmovi”, bice iznesene neke osnovne definicije
vezane za pojam slu¢ajnog procesa, zatim ¢emo reci nesto o procesima sa nezavisnim prirastajima, te
nesto o podeli ovih procesa, €iji je specijalni slu¢aj slu¢ajno lutanje.

Druga glava pocinje uvodenjem Markovljevih lanaca, a zatim i uvodenjem slucajnog lutanja kao lanca
Markova. Ovde ¢emo navesti neke varijacije prilikom definisanja slucajnog lutanja, reéi nesto vise o
njegovoj primeni i dati nekoliko primera koji za cilj imaju pribliZavanje pojma slu¢ajnog lutanja. Nakon
toga bic¢e definisane neke karakteristike koje su nam od znacaja prilikom analiziranja slucajnih procesa
kao Sto su povratna i prolazna stanja, dostiZznost stanja, period stanja... Nakon definisanja svakog od ovih
pojmova pokaza¢emo njihovu primenu na primeru slu¢ajnog lutanja, nakon toga pokazacemo kako se
analizom prvog koraka resavaju problemi vezani za sluc¢ajno lutanje kao sto je da kockar zaradi A novciéa
pre nego sto izgubi B novcica i oCekivano vreme trajanja ovog slucajnog lutanja.

Treca glava posmatra sluc¢ajno lutanje kao martingal. Na pocetku glave izloZzena su neka od osnovnih
svojstava uslovnog matematickog ocekivanja, koja su potrebna iz razloga $to se uslovnho matematicko
ocekivanje pojavljuje kako u samoj definiciji martingala, tako i u teoremama i primerima koji su vezani za
ovaj pojam. Na kraju ovog poglavlja izloZzen je princip refleksije koji je propraéen nekim vaZnijim
posledicama i jednim primerom primene.

U Cetvrtoj glavi izloZzena su joS neka svojstva slu¢ajnog lutanja. Prvo se bavimo pitanjem koliko puta ¢e u
n rundi, igra¢ koji igra igru na sreéu koja se moZe modelovati slu¢ajnim lutanjem sa jednakim
verovatno¢ama gubitka i dobitka ,,biti u plusu”. Ovde dolazimo do, pomalo iznenadujuéeg, zakljucka da
je verovatnoca da igrac skoro nikada ne bude ,,u plusu” ili da igra¢ skoro stalno bude ,,u plusu” veéa od
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verovatnoce da igra¢ bude ,,u plusu” u 2 rundi. U drugom delu ove glave bavimo se problemom



glasackih listi¢a. Problem glasackih listica se moZe opisati na slededi nacin: Neka na izborima ucestvuju
dva kandidata, i neka nakon prebrojanih n = p + q listiéa prvi kandidat ima p, a drugi kandidat q
glasova, gde je p > q. Kolika je verovatnoc¢a da ¢e prvi kandidat voditi tokom celog prebrojavanja
glasova?

U petoj glavi bavimo se konkretnom primenom sluéajnog lutanja u finansijskoj matematici. Videéemo
kako se ovaj pojam moZe primeniti na modelovanje cena opcija. Kako je za modelovanje cena opcija
potrebno odredeno poznavanje finansijske matematike, to deo ove glave sadrzi i kratak uvod u
finansijsku matematiku, gde su izloZeni pojmovi i stavovi koji se koriste pri konstrukciji binomnog
modela. Prvo ¢emo navesti Sta su finansijska sredstva i dati neke njihove podele, nakon toga éemo preci
na opcije i njihove osobine. Kamatne stope i vrednosti novca u zavisnosti od vremena su takode znacajni
faktori prilikom modelovanja vrednosti opcija, tako da je toj temi posveéeno trece poglavlje ove glave.
Najzad prelazimo na sam binomni model, u narednim poglavljima prvo ¢emo videti kako se pomocu
binomnog modela sa jednim korakom modeluju opcije, a nakon toga i kako izgleda binomni model sa
vise koraka.



Slucajni procesi - osnovni pojmovi

Ova glava ima uvodni karakter. Slu¢ajno lutanje je slucajni proces sa nezavisnim prirastajima. U ovoj glavi
nec¢emo dati definiciju slu¢ajnog lutanja, ali ¢emo dati definiciju i primere sluajnog procesa, procesa sa
nezavisnim prirastajima i definisati neke druge, osnovne, pojmove vezane za slucajne procese. Mnogi
teorijski i prakti¢ni problemi nameéu potrebu da se razmatraju nizovi ili, opstije, beskonacne familije
zavisnih slucajnih veli¢ina, time se upravo bavi teorija slucajnih procesa.

Primer 1.1: Neka je (X )n>1 Niz nezavisnih slu¢ajnih veli¢ina i neka je S;, = X; + Xo+...+X,,n =1 niz
parcijalnih zbirova. Jasno je da su clanovi niza (S,,) zavisne slucajne veli¢ine. U vezi sa ovim nizom
primetimo sledece: Ako su s; < t; < s, < t, prirodni brojevi, onda su slucajne veli¢cine S; — S, iS;, —
Ss, nezavisne, tj. priraStaji zbira na intervalima (sy,t1] i (s2,t2] su nezavisne sluajne veli¢ine. Ako
slu¢ajne veli¢ine X1, X5, ... uzimaju, na primer, vrednosti u skupu celih brojeva sa verovatno¢om 1, onda
su takvi i svi €lanovi niza (S,). Ako su slucajne veli¢ine X3,X,,... apsolutno neprekidne slucajne velicine,
onda su takvi i parcijalni zbirovi.

Primer 1.2: Proucava se neka fizicka veli¢ina koja se menja tokom vremena, na primer, temperatura
vazduha na odredenom mestu. Vrednost te veli¢ine u trenutku t je slu¢ajna veli¢ina X(t), pa se ovde
prirodno pojavljuje familija sluéajnih veli¢ina {X(t), t = 0} sa apsolutno neprekidnim raspodelama.

Primer 1.3: Broj isplata odsteta koje tokom vremena, pocinjué¢i od nekog trenutka, isplacuje
osiguravajuce drustvo opisuje se familijom slucajnih veli¢ina {N(t), t = 0}, koje zavise od parametra t €
[0, +00). Pri tome, svaka slu¢ajna veli¢ina X (t), koja predstavlja broj isplacenih odsteta do trenutka ¢,
uzima vrednosti u skupu nenegativnih celih brojeva.

Neka je (£2,A, P) prostor verovatnoca i (S, B) merljiv prostor. Funkcija X: 2 — S, koja je merljiva u
odnosu na sigma algebre A i B, u smislu da za svaki skup B € B vazi X“1(B) € A zove se sluéajni
element u prostoru S. Raspodela verovatnoda slu¢ajnog elementa X: £2 — S je verovatnosna mera Py :
B - R, koja je data sa Py(B) = P(X~1(B)) za B € B. Prostor (S,B) zove se prostor vrednosti
slucajnog elementa X ili fazni prostor.

U radu ¢emo razmatrati familiju slucajnih elemenata {X;, t € T}, gde je T beskonacan skup, i pri ¢emu su
svi slucajni elementi ove familije definisani na nekom prostoru verovatnoca ({2, A, P), a zasvakot € T
slucajni element X; uzima vrednosti u nekom merljivom prostoru (S;, B;). Za svako t € T funkcija X; :
N - S, je merljiva u odnosu na c-algebre A i B, u smislu da za skup B € B, vazi X; 1(B) € A. Moguce
je da za sve vrednosti t merljiv prostor (S;, B;) bude isti, na primer (R, B).

Definicija 1.1: Familija slucajnih elemenata {X;,t € T} definisanih na nekom prostoru verovatnoca
(0, A, P), gde je T beskonacan skup, zove se slucajna funkcija.

Skup T iz definicije 1.1 zove se parametarski skup. Ako je T = R = (—o0,4+0), T =[0,40) ili T =
[a,b] € R, onda se parameter t € T najcesce interpretira kao vreme, a slu¢ajna funkcija {X;,t € T} zove
se sluc¢ajan proces sa neprekidnim vremenom. Ako je T c Z, gde je Z skup celih brojeva, onda se



slucajna funkcija {X;,t € T} zove slucajni proces sa diskretnim vremenom ili slu¢ajni niz. Ako je T C
R%, gde je d > 2, onda se slu¢ajna funkcija {X;, t € T} zove sluéajno polje.

Termin slu¢ajan proces moZe se koristiti i za proizvoljnu sluc¢ajnu funkciju, tj. pri proizvoljnom
parametarskom prostoru T. Ako je (R, B) prostor vrednosti za sve X;,t € T, onda se {X;,t € T} zove
realan slucajan proces.

Svojstva sluéajnih procesa bitno zavise od strukture parametarskog skupa T i od prostora (S¢, B¢)¢er, U
kojima slucajni elementi X; uzimaju vrednosti.

Neka je {X;,t € T} realan slucajan proces definisan na nekom prostoru verovatnoca ({2, A, P). Za svaki
element w € 2, oznacimo sa X;(w) vrednost slucajne veli¢ine X; u tacki w.

Definicija 1.2: Pri fiksiranom w € £ funkcija X;(w), t € T, zove se trajektorija slu¢ajnog procesa
{X;, teT}

Prema tome trajektorija X;(w),t € T, realnog slucajnog procesa je konkretna funkcija koja skup T
preslikava u skup realnih brojeva, tj. element skupa R”.

Moguce je razmatrati i vektorski slucajni proces {X;, t € T}. On se odreduje familijom slucajnih vektora
Xe=Xep s Xe, )R> R™Mt €T, m =2

Koji su definisani na istom prostoru verovatnoéa (£2,A,P), pri ¢emu pretpostavljamo da je T
beskonacan skup. U zavisnosti od toga Sta je skup T (posebno interesantni slu¢ajeviT c Ri T C Z),
uvodi se sli¢na klasifikacija i terminologija za slucajne vektore, kao $to je uvedena za slucajne procese.

Procesi sa nezavisnim prirastajima

Vaina klasa slucajnih procesa, koja se kod procesa sa diskretnim parametrom pojavljuje u vezi sa
sumiranjem nezavisnih slucajnih veliina, jeste klasa procesa sa nezavisnim prirastajima. Formalna
definicija za realne slucajne procese sa neprekidnim parametrom je sledeca:

Definicija 1.3: Realan slucajni proces {X;,t € T} zove se proces sa nezavisnim prirastajima, ako su za
svaki prirodan broj n i proizvoljne ty,tq,...,t,, pri ¢emu je 0 =ty < t; < -+ < t,, slucajne veliine

Xt()’th - Xt .,th - th—l nezaViSI’le.

0’ "

Definicija procesa sa nezavisnim prirastajima se prirodno moZe prosiriti i na procese sa diskretnim
parametrom. Za slucajni niz (X;)¢en,, 8de je Ng = {0,1, 2, ...}, kaZemo da ima nezavisne prirastaje ako
za svaki prirodan broj n i nenegativne cele brojeve 0 = t, < t; < --- < t,, slu¢ajne veli¢ine Keg Xe, —

Xeyr e Xe, — Xt,_, SUNezavisne.

n



Dva vrlo vaZzna procesa sa nezavisnim prirastajima, koji se iz mnogih razloga smatraju osnovnim u teoriji
slu¢ajnih procesa, jesu Puasonov?! i Vinerov? proces . Puasonov proces koristi se kao osnovni model u
teoriji masovnog opsluZivanja, aktuarskoj matematici, itd. Vinerov proces se posebno koristi u
modeliranju vremenskih serija u finansijskoj matematici.

Definicija 1.4: Slucajni proces {N(t), t = 0} je Puasonov proces, ako ima sledeca svojstva:

N(0) =0s.s.
Slucajni proces N ima nezavisne prirastaje, tj. za sve prirodne brojeve n i sve realne brojeve
ty, ..., tpgdeje 0 =t5 < t; < --- < t,, nezavisne su sledece slucajne velicine:

N(tk) — N(tk—l)J k= 1,2, e, n

3. Postoji neopadajuca funkcija u: [0, +00) — [0, +0), koja je neprekidna s desne strane, u(0) = 0
i takva da za proizvoljne 0 < s <t vazi N(t) — N(s) € P(u(t) — u(s)). Funkcija u zove se
funkcija srednje vrednosti Puasonovog procesa N.

4. Sa verovatnocom 1 trajektorije {N(t,w),t = 0} slucajnog procesa N neprekidne su sa desne
strane za t = 0 iimaju levu grani¢nu vrednost za t > 0.

Definicija 1.5: Slucajni proces {W(t),t = 0} definisan na nekom prostoru verovatnoc¢a (2,A,P) je
Vinerov proces ili Braunovo?® kretanje, ako vazi:

1. W(0)=0s.s.
Slucajan proces W ima nezavisne prirastaje.
Za sve realne brojeve 0 < s <t < 400 vazi W(t) — W(s) € N(0,t — 5), tj. slucajna veli¢ina
W (t) — W(s) ima normalnu raspodelu sa matematickim ocekivanjem 0 i disperzijom t — s.

U ovoj glavi predstavili smo neke osnovne pojmove vezane za slu¢ajne procese, sa posebnim osvrtom na
slucajne procese sa nezavisnim prirastajima. Cilj ove glave bio je teorijski uvod za definisanje slucajnog
lutanja, tako da su pomenute samo osnovni pojmovi vezani za slucajne procese, viSe o ovoj temi moze
se nadi u literaturi [5], [2]. Za pisanje ove glave kori$éena je literatura [5].

1 Siméon Denis Poisson (1781 —1840) — francuski matematicar
2 Norbert Wiener (1894 —1964) — americ¢ki matematicar
3 Robert Brown (1773 — 1858) — $kotski botanicar



Slucajno lutanje kao lanac Markova

U ovoj glavi opisacemo slucajno lutanje kao lanac Markova. Nakon prve glave u kojoj smo uveli pojam
slu¢ajnog procesa i procesa sa nezavisnim prirastajima, sada nam pre uvodenja slu¢ajnog lutanja kao
lanca Markova preostaje definisanje Markovljevih lanaca. U prva dva poglavlja ove glave definisacemo
pojam Markovljevih lanaca i predstaviti neke karakteristike ovih lanaca. Treée poglavlje uvodi pojam
slu¢ajnog lutanja kao lanca Markova, pored definicije slu¢ajnog lutanja date su i neke varijacije definicija,
jer u zavisnosti od problema koji reSavamo pomocu slucajnog lutanja cesto se razlikuju i modeli koji te
probleme opisuju, pa stoga postoji puno varijacija prilikom definisanja slu¢ajnog lutanja. Prilikom
posmatranja nekog slucajnog procesa Cesto se pitamo: ,kolika je verovatnoca da proces koji se sada
nalazi u nekom stanju nekada u buducnosti ponovo dode u to stanje?”; ,, da li proces koji se sada nalazi
u stanju i moZe nekada preci u stanje j?”... Na ova pitanja dali smo odgovor u ¢etvrtom poglavlju ove
glave, kako generalno za slucajne procese, tako i kroz primere za slucajno lutanje. Poslednje poglavlje
ove glave nosi odgovor na pitanje: ,, koja je verovatnoca da igrac koji igra igru na srecu osvoji A novci¢a
pre nego Sto izgubi B novciéa?”

Markovljevi lanci

Pretpostavimo da razmatramo fizicki sistem koji u diskretnim trenucima vremena, koje ¢emo oznaciti sa
0,1, 2, .., prelazi iz jednog stanja u drugo. Pretpostavimo takode da je fazni prostor prebrojiv i da su
njegovi elementi numerisani celim brojevima, tj. elementima skupa Z. Neka je X; stanje sistema u
trenutku t, koje nastaje kao rezultat slu¢ajnih promena stanja Xy — X; — -+ — X — -

Homogen lanac Markova* je slu¢ajni proces {X;,t € N}, koji ima Markovljevo svojstvo:

bij = PXt41 = JIXe = 1) = P(Xpq1 = J1 Xo = iy ooy Xpm1 = -1, Xp = 1) (2.1)
Formalna definicija homogenog lanca Markova glasi:

Definicija 2.1: Sluéajni niz {X;,t € Ny} zove se homogeni Markovljev lanac sa faznim prostorom Z, ako
za svako t € Ny i sve i,j,ip,...,Ii;—1 € Z vaii jednakost (2.1). Verovatnoca p;; zove se verovatnoéa

prelaska sistema iz stanja i u stanje j, a matrica P = [p;;]|z)x|z| zove se matrica verovatnoca prelaska.

Matrica verovatnoca prelaska ima sledeci oblik:

Poo Po1 Po2 DPo3 DPos
Pio P11 P12 P13 Pia
P20 P21 D22 P23 D24

P.io p.il P.iz Pi3z  Dia

Matrica verovatnoce prelaska je stohasticka, tj. ima svojstva:

4 Anapéit AHapéesuny Mapkos (1856—1922) — ruski matematicar
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pij=0zasvei,jEZ
2jpij =1zasvakoi € Z

Ako verovatnoda prelaska sistema iz stanja i u stanje j zavisi od trenutka ¢, onda se radi o
nehomogenom lancu Markova, tada verovatnocu prelaska obelezavamo slede¢om notacijom:

Pt = P(Xpq = jIXe = 0) (2.2)

Mi ¢emo u radu, ukoliko se drugacije ne naglasi, koristiti homogene lance Markova i zvati ih kratko lanac
tt+1
ij

stanja i u stanje j u jednom koraku.

Markova. U ovom slucaju p = p;j ne zavisi od t, pa p;; predstavlja verovatnocu da proces prede iz

Uvedimo joS oznake verovatnoca pocetnih stanja, tj. za verovatnoée dogadaja da se sistem u pocetnom
trenutku nalazi u nekom od stanja:

p@ =pPX,=10), i€Z
| za ove verovatnoce ocigledno vazi jednakost }; pi(o) =1.
Primer 2.1: Neka je {X;,t € Ny} lanac Markova. Kako izracunati P(Xy = iy, ..., Xp = i,)?
P(Xy =iy, ... X =10n) =PXp, =in | Xo=1Ige»Xn-1=1In-1) PXog =1y, o, X1 = in-1)
Pa po definiciji Markovljevog procesa
P(Xy = inlXo = ig, s X1 = ino1) = P(Xp = in|Xnoq = ip1) = Pi_1in
Pa zamenom dobijamo
P(Xo = lg) ) Xpn = Ip) = Pip_qin P(Xo =g, ) Xn—1 = ln_1)
Dalje se indukcijom dobija

. . 0
P(Xo = igy s Xn = In) = Dip_yip Pip_pin_y pioilpi( )

Verovatnoce prelaska u n koraka

Pri razmatranju Markovljevih lanaca javlja se potreba i za razmatranjem verovatnoca prelaska iz jednog
stanja u neko drugo stanje u ve¢em broju koraka. Kako se potreba za racunanjem ove verovatnoce javlja
i prilikom izu€avanja slucajnog lutanja u ovom poglavlju éemo se pozabaviti time.

Definicija 2.2: Matrica P, = [p;j(n)]z)x|z Ciii su €lanovi odredeni jednakostima:



pij(n) = P&Xpin =jlXm =1}, jEL
zove se matrica verovatnoce prelaska u n koraka.

Ocigledno je da vazi P; = P. Za odredivanje verovatnoda prelaska u ve¢em broju koraka koristi se
sledeéa teorema:

Teorema 2.1: Za proizvoljne prirodne brojeve m i n vaze sledeée jednaéine Cepmen-Kolmogorova:

Py m+ 1) = ) Py ()i () (23)
k

Vaze i jednakosti P, .., = P,, P, i P,, = P™, gde je P™ oznaka za n-ti stepen matrice P.
Dokaz: Za proizvoljne dogadaje A4, B, C vazi jednakost:
P(AB|C) = P(A|BC)P(B|C).

Koristeci ovu jednakost i Markovljevo svojstvo dobijamo da za verovatnocu p;j(m + n) vaze jednakosti:
pijm+n) =PXpyn =J | Xo =1)

= PClmin = jiXm = k| Xo =)
k
=D PQmin = | X = kX = D) PCy = ke | Xo = 1)
k
= D PCmin = | X =) PO = K | Xo = )
k

= pucmpy
k

Time je dokazana jednakost (2.3), a jednakosti Py, = P, Py i P, = P™ su jednostavne posledice.

Oznacimo pi(n) = P(X,, = i), n € N. Tada za proizvoljne prirodne brojeve m i n vazi jednakost:

p}(m+n) = P(Xm+n =]) = zP(Xm+n =J,Xm = i) P(Xm =1)
i

= z Pi(m)Pij(n)
i



Slucajno lutanje kao lanac Markova

Razmotrimo slucajno lutanje Cestice koja polazi iz tacke 0 i u jedinici vremena pravi jedini¢ni korak u
pozitivnom smeru sa verovatno¢om p i u negativnom smeru sa verovatnoéom 1 — p. Koraci u lutanju
predstavljaju niz nezavisnih slucajnih veli¢ina X;, X5, ... sa istom raspodelom verovatnoca:

PXe=1) =p, PXpe=-1)=1-p

Polozaj cestice posle n koraka je slu¢ajna veli¢ina S,, = X; + X, + ...+ X,,, pri ¢emu je S; =0 sa
verovatnocom 1. Niz Sy, S5;,S,,... je homogen Markovljev lanac. Verovatnoée prelaska odredene su
jednakostima:

p akojej=i+1
pij={1—p akojej=i-1
0 akojejeg{i—1,i+1}

(0

Pocetna raspodela verovatnoce po stanjima je data sa p(()o) =1, p;

=0zi#0.

Verovatnoca p;;(n) prelaska iz tacke i u tacku j u n koraka lako se odreduje. Neka je Cestica pri kretanju
iz i do j napravila x koraka u pozitivnom smeru i y koraka u negativnom smeru. Tadajex +y =nix —
y = j — 1, odakle dobijamo dajex =(n+j —i)/2, y = (n—j+1i)/2. Dakle broj n + j — i mora biti
paran. Za p;j(n) dobijamo: pij(n) = 0 ako jen + j — i neparan broj, ako jen + j — i paran:
pii(n) = ( " >p(n+j—i)/2(1 _ p)(n-i+i)/2
Y (n+j—-10/2

Postoje brojne varijacije definicija slu¢ajnog lutanja koje se cesto koriste za definisanje modela pri
opisivanju nekog prirodnog fenomena. MoZemo na primer promeniti korak slu¢ajnog lutanja pa reéi da
je:

PXy=w)=p, PXr=—uw)=1-pu=#01 (2.4)

Ovo slucajno lutanje se lako transformise u slucajno lutanje kako smo ga mi definisali i zadrzava veéinu
osobina koje nase slucajno lutanje ima. Jo$ jedna od moguénosti je da slucajno lutanje ima ogranicen
fazni prostor, tada govorimo o slucajnom lutanju sa jednom ili dve barijere. Barijere mogu biti,
reflektujuée, apsorbujuce i delimi¢no reflektujuce (kasnije ¢e biti objasnjeno Sta svaki od ovih termina
predstavlja). Takode moZemo pretpostaviti da je Markovljev lanac S,, nehomogen, tada su verovatnoce
prelaska date sa:

PXy=1)=pr, PXpy=—-1)=1-p,=qy

Specijalan slucaj slu¢ajnog lutanja je i slu¢ajno lutanje sa pozitivnom verovatno¢om ostajanja u istom
stanju. Ako se proces u trenutku n nalazi u stanju i, u trenutku n + 1 proces se moze nadi u stanju i —
1,7+ 1ili ostati u stanju i.



Primer 2.2: Moguce je kombinovati ove osobine. Ako uzmemo da fazni prostor ¢ine samo nenegativni
prirodni brojevi, matrica verovatnoce prelaska nehomogenog slucajnog lutanja sa pozitivnom
verovatno¢om ostajanja u istom stanju ima formu:

T po 0 O
g 1 p1 O
P = 0 g 7 p2 - (2.5)
0
0 ¢ n pi

Gdejepi>0,qi>0,7‘i>0ipi+qi+ 4] :1,i:1,2,...
P0=0,1=0,79 +pg =1.Akoje S,, = i,tadazai = 1 vaii:
P(Spi1 =i+ 1Sy =0 =pi; P(Spt1 =i 1Sy =0 =q;; P(Spr1 =1 Sy =D =1y

Termin ,slucajno lutanje” dobio je to ime jer podseéa na kretanje ¢oveka koji se slu¢ajno krece jedan
korak napred, odnosno jedan korak nazad.

Primer 2.3: Ovim procesom moze se opisati bogatstvo igraca koji igra igru protiv beskona¢no bogatog
protivnika (kuée). Pretpostavimo da igra€ A u pocetku ima bogatstvo k novcica, i neka je verovatnoca da
u slede¢em koraku osvaja novc€i¢ p;, a verovatnoda da izgubi nov¢i¢ q, = 1 —p,(k = 1) (izbor igre
moZe zavisiti od njegovog bogatstva u tom trenutku, pa zbog toga verovatnoce nisu jednake u svakom
trenutku). Ovde je 1y = 1 jer igrac¢ kada izgubi sav novac ne moze preci ni u jedno drugo stanje. Dakle
proces {S;,t € Ny}, gde S; predstavlja bogatstvo igraca u trenutku t je sluc¢ajno lutanje. Ovaj proces je
takode poznat i kao , propast kockara”.

Najc¢esce se posmatra sluéaj p, =p, qr =1—p =gq,zasve k > 1iry =1, odnosno kada igra¢ svaki
put igra istu igru. Ako je p > q kaZzemo da igra¢ A ima prednost. Ako je p < g tada prednost ima kuca.

Akojepr = qx = % kaZzemo da je igra fer.

Ako kucéa (igra¢ B) takode startuje sa ogranicenim bogatstvom Y, dok igrac A ima ograni¢eno startno
bogatstvo X (neka je X + Y = a), tada ponovo mozemo razmatrati bogatstvo igraca A pomocu sluc¢ajnog
lutanja S,,. Sada su moguca stanja u kojima se slu¢ajni proces moze naci 0,1, ..., a. Bogatstvo igra¢a B u
trenutku n je a — S,,. Ako ostavimo moguénost neresenog ishoda, odnosno da u nekoj igri ni jedan igrac
ne pobedi, tada matrica verovatnoce prelaska ima oblik:

1 0 O 0
G "1 D1 0 -
p— 0 g rn ps (2.6)

0 Qa1 Ta-1 Pa-1
0 - e 0 0 1
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Dakle p; predstavlja verovatnodu uvedéanja bogatstva igraca A za 1 novci¢, q; predstavlja verovatno¢u
smanjenja bogatstva igraca A za jedan novci¢, odnosno verovatnoc¢u povecanja bogatstva igraca B za 1
novci¢, dok r; predstavlja verovatnoéu nereSenog ishoda. Kazemo da je igra¢ A ,propao” ukoliko je
proces dosao u stanje 0, odnosno da je igrac B propao ukoliko je proces dosao u stanje a.

Slucajna lutanja nisu korisna samo prilikom simulacije kockanja, ona se, izmedu ostalog, mogu primeniti
i u fizickim procesima, prilikom opisivanja difuznog kretanja Cestice.

Prilikom kretanja, Cestice se sudaraju i tako dobijaju slucajne impulse, koji menjaju pravac njihovog
kretanja, medutim ovde se radi o procesima sa neprekidnim vremenom, koji se mogu aproksimirati
slucajnim lutanjem, ukoliko buduca pozicija zavisi samo od trenutne pozicije, odnosno ako je proces
lanac Markova. Diskretna verzija Braunovog kretanja je simetri¢no slucajno lutanje. Pod simetri¢énim
slu¢ajnim lutanjem podrazumevamo slucajno lutanje na skupu celih brojeva sa verovatno¢om prelaska
definisanom na sledeci nacin:

D ako j=i+1

- p ako j=i—1
Pij r ako j =i

0 inace

Gdejep > 0,r = 0i2p + r = 1. Po konvenciji, simetri¢no slu¢ajno lutanje podrazumeva slucaj kada je
1

r=20, P = >
Vratimo se sada na nehomogeno slucajno lutanje sa pozitivnom verovatno¢om ostajanja u istom stanju
Ciji fazni prostor ¢ine nenegativni celi brojevi (primer 2.2). Ako u matrici (2.5) stavimo da je pp =1, a
time i ry = 0 imamo slucaj gde se nula ponasa kao reflektivna barijera. Kada Cestica dostigne stanje
nula, u sledecem koraku se automatski vraéa u stanje 1. Ovo odgovara fizickim procesima sa elasti¢nim

zidom u nuli, od koga se Cestice odbijaju.

Ako je pp =0 u ry =1 tada se stanje nula ponasa kao apsorbujuc¢a barijera, jednom kada Cestica
dostigne stanje nula, ona u tom stanju ostaje zauvek. Ako je py >0 i 1y > 0, tada je 0 delimi¢no
reflektivna barijera. Kada se slu¢ajno lutanje moZze naéi u konacnom broju stanja 0,1,..., a, tada svako
od stanja 0ia moze biti reflektujuée, apsorbujuce ili delimi¢no reflektujuée. U slu¢aju kada posmatramo
bogatstvo kockara gde kuéa ima ograni¢eno bogatstvo, govorimo o slucajnom lutanju sa dve
apsorbujuce barijere (0 i a).
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Primer 2.4: Klasi¢an matematic¢ki model difuznog kretanja je ¢uveni Ehranfetsov® model, slu¢ajno lutanje
sa konalnim brojem stanja i reflektuju¢im barijerama. Skup stanja je i=—a,—a+1,...,a , a
verovatnoce prelaska odredene su jednakostima:

a—i
( ako j=i+1

2a
pij=<a+i o
koj=i—-1
g ako j =i
0 inace

Fizicka interpretacija ovog modela je slede¢a. Zamislimo da dve kutije sadrze ukupno 2a loptica.
Pretpostavimo da prva kutija oznadena sa A sadrZi k loptica, a da druga kutija, oznacena sa B sadrzi 2a —
k loptica. Biramo lopticu na sluéajan nadin , tako da svaka od 2a loptica ima podjednaku verovatnocu
izbora i premestamo je iz kutije u kojoj se nalazi u drugu kutiju.

Napomenimo jo$ da pored jednodimenzionalnih postoje i slucajna lutanja u vise dimenzija. Simetri¢cno
sluéajno lutanje u n dimenzija, definisano na prostoru E™, ima za skup stanja n-torke k =
(kqi,ky,..., ky), gde suky, ky, ..., ky, prirodni brojevi. Verovatnoce prelaska odredene su jednakostima:

1 n
—  ako 2 -k =1
Pr1 =4\ 2n , Il = kil
i=1
0 inace
Ovakva slucajna lutanja nisu tema ovog rada, pa stoga dalje o njima neée biti govora.

Primer 2.5: Neka je S, slucajno lutanje, tako da vaii P(Sppq =i+ 1|S,=i)=p; P(Spp1 =1 —
11S,=i)=q,0<p<q<1,p+q=1. Pronadimo verovatno¢u vy; = P(S,, = i za bar jednon €
N|S, = 0),i € N.

U skladu sa notacijom iz primera je vy; = P(S,, = 1 za bar jedno n € N|S, = 0), vazi:

Vo1 =P+ qVo2 (2.7)
Za prethodnu jednakost koristili smo svojstvo homogenosti lanca Markova:

v_11 = P(S,, = 1 za bar jednon € N|S, = —1) = P(S,, = 2 za bar jednon € N|S, = 0) = v,
Takode zbog homogenosti vazi:
Vi, = P(S,, = 2 za bar jednon € N|S, = 1) = P(S, = 1 za bar jednon € N|S; = 0) = vy,
Vaii:

Vo2 = Vo1 * Vp1 (2.8)

5 Paul Ehrenfest (1880 — 1933)—austrijski fizi¢ar
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Iz jednacina (2.7) i (2.8) dobijamo:

p+ qvgl = Vo1

ReSavanjem ove kvadratne jednacine dobijamo:

Vo1 =

4
_p+qi(p—q):{5 p<q

Dalje je:

Klasifikacija stanja

Definicija 2.3: Neka je X, X4, X5, ... Markovljev lanac. Stanje i je povratno, ako je:
P(X,=1i,zanekon>1|X,=i)=1

tj. ako verovatnoca povratka sistema u stanje i pri uslovu da je on u pocetnom trenutku u tom stanju,
jednaka 1. Stanje i je prolazno ako vaZi stroga nejednakost P(X,, = i,zanekon > 11X, = i) < 1.

Prirodno se postavlja pitanje odredivanja potrebnog i dovoljnog uslova da je neko stanje i povratno. U
tom cilju uved¢emo jo3 neke oznake i dokazati jednu pomocnu teoremu. Neka je v;;(n) verovatnoca
dogadaja da sistem prvi put dode u stanje j u trenutku n, ako je u poetnom trenutku bio u stanju i, tj.

vij(n) = P(Xy # j, o, X1 # J, Xp = jIXo = 1)

Tada je verovatnoéa dogadaja da ¢e sistem bilo kada dodi u stanje j, ako je i poéetno stanje data sa

o]

vy = Z v;;(n)

n=1

Po definiciji smatramo da je v;;(0) = 0 za sve i i j. DefiniSemo generatorne funkcije

- (2.9)
Py(s) = ) pyy(m)s™
n=0
- > (2.10)
V() = ) wy(ms™ = ) vyy(m)s”

n=0 n=1

13



gde je

Py =8, =5 Golein)
Teorema 2.2: Vaze sledede jednakosti
Py(s) = 1+ Vy(s)Py(s) (2.11)
Pij(s) = V;j(s)P;j(s),ako jei # j (2.12)

Dokaz: Neka su i i j fiksirana stanja. Za svako n € N oznadimo
An:{Xn:j}l Bn:{Xlij;---an—l :'t]an:]}

Tada vaii A, = A,B; VU ..UA,B,, pri ¢emu su A, By, ...,A,B, medusobno disjunktni dogadaji, pa
dobijamo

n
py() = P(Xy = jIXg = D) = > P(AnBilXo = D)
k=1

n
= D P(BelXo = D) P(AnlBi Xo = )
k=1

pa koriste¢i Markovljevo svojstvo, dobijamo:

n
= D PBelXo = D P(A] X =)
k=1

paje:

L (2.13)
pij(n) = Z Vij(k)ij(n — k)
Pa koristedi (2.9), (2.10) i (2.13): =
Vg (IPs() = ) wy(ms™ D pjy(ms”
n=1 n=0
= Z(Uij(l)ij(n — D+ +v(n— Dp;;(1D) +v;;(n)p;;(0)) s™
n=1

- Pij(s), akojei+j
=zpij(n)5n={P 1 koiei=i
i(s) =1, akojei=]
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Posledica 2.1: Stanje i je povratno ako i samo ako je

> (2.14)
z pii(n) = +oo
n=1

Dokaz:
Jednakost (2.11) moZe se zapisati u obliku P;(s)(1 — V;;(s)) = 1. Neka je i povratno stanje. Tada je
Vii = Ymeq Vii(n) = 1. Koristeéi Abelovu teoremu dobijamo da je

o]

V(D) = lim V() = ) wg(n) = 1

n=1

Sada iz jednakosti Pii(s)(l — Vii(s)) =1 pris T 1 dobijamo da P;;(s) = o, tj. Yo pii(n) = oo. Slicno
se dokazuje i obrnuto tvrdenje.

Posledica 2.2:

(1.) Ako je ¥y=1p;j(n) = w0 iv;; > 0zaneko i, onda je Y.n_1 p;;(n) = co.
(2.) Ako je ¥5-1p;j(n) < oo, onda za svako i vaZi ¥p-1 p;j(n) < oo.

Dokaz: Na osnovu Abelove teoreme iz jednakosti (2.12) dobijamo da je v;; ¥7-1 p;;(n) = X3=1 pij(n),

pa navedena tvrdenja lako slede.

Napomena: Abelova teorema koja se ovde pominje glasi: Ako je a, =0 za n € N i ako red G(s) =
Y=o AnS™ konvergira za |s| < 1, onda vaizi liTnlq G(s) = Y=o ay, nezavisno od toga da li je zbir Y5 a,
N

konacan ili beskonacan.
Oznatimo sa 7; trenutak prvog dolaska sistema u stanje J, tj.
7; = min{n = 1, X;,, = j}

Po definiciji smatramo da je 7; =, ako sistem nikada ne dostigne stanje j. Pri tome
P(t; = ©|X, =i) > 0 vaZi ako i samo ako je stanje i prolazno i u tom slu¢aju smatramo da je
E(t;|Xy = i) = oo.

Definicija 2.4: Srednje vreme ¢ekanja povratka stanja i definiSe se slede¢im jednakostima:

> (2.15)
m; = E(t;|Xy =1) = Z nv;(n) ako je i povratno stanje,
n=1
m; = E(t;|X, = i) = o ako je i prolazno stanje. (2.16)
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Primetimo da zbir koji figuri$e na desnoj strani u jednakosti (2.15) moZe biti i konac¢an i beskonacan.

Definicija 2.5: Neka je {X;,t € Ny} Markovljev lanac sa skupom stanja Z. Stanje j € Z je dostizno iz
stanja i € Z, ako je v;; > 0. U tom slucaju kazemo da i komunicira sa j. Ako je v;; > 0 i v;; > 0 onda

kaZzemo da stanja i i j medusobno komuniciraju.

Dakle, stanje j je dostizno iz stanja i ukoliko je verovatnoca da se iz stanja i mozZe preéi u stanje j u
konaénom broju promena stanja veéa od nule. Dok stanja i i j komuniciraju, ukoliko je svako od ovih
stanja dostiZno iz onog drugog, tada piSemo i < j.

Ako stanja i i j ne komuniciraju, tada vazi bar jedna od slededih jednakosti:
pij(n) =0 za svako n >0
pji(n) =0 za svako n =0

Definicija 2.6: Neka je E podskup skupa svih stanja. Skup E je zatvoren ako je p;; = 0, za svako i € E'i
Jj & E, tj. ako je verovatnoca nula da se iz stanja koje pripada skupu E prede u stanje koje nije u skupu E.
Ako zatvoren skup sadrzi samo jedno stanje, onda se taj skup i to stanje zovu apsorbujué¢im. Skup E je
nerazloziv ako proizvoljna stanja i, j € E medusobno komuniciraju.

Relacija i & j je relacija ekvivalencije. Sva stanja moZzemo podeliti u klase ekvivalencije, tako da sva
stanja koja komuniciraju medusobno pripadaju istoj klasi ekvivalencije. Ako je verovatnoda da iz jedne
klase predemo u drugu veéa od nule, tada je verovatnoca da iz te druge klase predemo u prvu jednaka
0, u suprotnom bi ove dve klase zajedno cinile jednu. Kazemo da je lanac Markova nesvodljiv ukoliko sva
stanja pripadaju istoj klasi.

Primer 2.6: Posmatrajmo slucajno lutanje sa dve apsorbujuce barijere i slede¢om matricom prelaska:

1 0 0 O 0
qg 0 p O 0
P=0q9p 0
0 0 g 0 »p
0 0 0 1

Imamo tri klase {0}, {1,2, ...,a — 1} i {a}. U ovom slucaju, moguce je dostici prvu klasu i trecu klasu iz
druge klase, ali se iz prve klase i trece klase nije moguce vratiti u drugu klasu.

Definicija 2.7: Povratno stanje i je nulto ako je m; = oo, tj. ako je beskonaéno vreme cekanja povratka
stanja i pri uslovu da se u pocetnom trenutku sistem nalazi u tom stanju. Povratno stanje i je nenulto
ako jem; < oo.

Definicija 2.8: Najvedi zajednicki delilac d(i) brojeva koraka posle kojih je mogu¢ povratak u stanje i
zove se period stanja i:
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d(i) = NZD{n:p;;(n) > 0}
Stanje i je periodi€¢no ako je d(i) > 1, odnosno neperiodiéno ako je d(i) = 1.

Primer 2.7: Ako ne govorimo o slu¢ajnom lutanju sa pozitivnom verovatno¢om ostajanja u istom stanju
(odnosno ako je r = 0), tada svako stanje ima period 2. Jer je p;; 2n+ 1) = 0, p;;(2n) = (2:) p"q™ =
@n)! n n

nin! p=q~>0.

Kod slu¢ajnog lutanja sa pozitivnom verovatnoéom ostajanja u istom stanju, vazi r > 0, pa svako stanje

ima period 1.

Primer 2.8: Posmatrajmo slucajno lutanje sa skupom stanja Z, gde je p; j41 = 0, Pii-1=q=1—p

Ovde je
_ _ , 020\ g, @ (2.17)
Pi@n+1)=0, n=012,.., i pa@n)=(7")p"q" ="
Pozivamo se sada na Stirlingovu formulu
1
nl~n"*Ze ™21, n - (2.18)

Paiz(2.17)i(2.18) imamo:

2y~ (o) 2”" _ (4p@)"
pll m \/ﬁ ’

. 1 . . . 1, . 1 1 .
Kako jepg =p(1 —p) < 7 gde jednakost vaZi ako jep = g = »tojezap=q=; pii(Zn)~ﬁ pa je
Yin=1Dii(2n) = oo. Dakle u ovom slucaju su sva stanja povratna. Ako je p # % onda je 4pq <1 pa je
Yn=1Dii(2n) < oo, a sva stanja su prolazna.
Napomenimo da ako svaki element nekog skupa stanja ima neko svojstvo, onda kazemo da taj skup
stanja ima to svojstvo. Na primer, skup povratnih stanja E je nulti, ako su sva stanja iz E nulta, skup

stanja E je periodic¢an, ako su sva stanja iz E priodicna, itd. Ako je Citav skup stanja Z nerazloziv, onda
kazemo da je Markovljev lanac nerazlozZiv.

Teorema 2.3: Neka stanja i i j medusobno komuniciraju. Stanje i je prolazno (povratno) ako i samo ako
je stanje j prolazno (povratno).
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Dokaz: Ako stanja i i j medusobno komuniciraju, onda postoje prirodni brojevi m i n, takvi da vaii
pij(m) = a > 0ipj;(n) = B > 0. Na osnovu jednacina Cepmen-Kolmogorov dobijamo da je

pi(m+k +n) = p;;(m)p;;(k)p;;i(n) = afp;;(k) (2.19)
pjjm+k +n) = p;;(m)p;;(k)p;;(n) = afp; (k) (2.20)

Ako sumiramo nejednakosti (2.19) i (2.20) po k, dobijamo da redovi Y.; p;; (k) i Xr pi; (k) istovremeno
konvergiraju ili divergiraju. Tvrdenje teoreme sada jednostavno dobijamo ako primenimo posledicu 2.1.

Teorema 2.4: Skup stanja Z moZze se jednoznacno predstaviti u obliku
ZZEOUE1UE2U...
Gde je E, skup prolaznih stanja, a E;, E5,... su nerazlozivi zatvoreni skupovi povratnih stanja.

Dokaz: Relacija < razbija skup svih povratnih stanja na medusobno disjunktne klase ekvivalencije
E;, E,... Dovoljno je dokazati da su ove klase zatvorene u smislu definicije 2.6. Pretpostavimo suprotno:
neka za neko k i stanje i € Ey i j € Ej vaZi p;j > 0. PoSto i i j nisu u istoj klasi, to ova stanja ne
komuniciraju i j nije dostizno iz i. Zato je:

P (ﬂ{xn # i}|Xo = i) > PXy = jlXo = =py >0
n=1

Sto protivredi pretpostavci da je stanje i povratno.

Analiza prvog koraka

Posmatrajmo slucajno lutanje za koje je P(X = 1) = P(Xy, = —1) = %, So = 0. Ako se vratimo na
primer bogatstva igraca, u ovom slucaju igrac igra fer igru, sa istom verovatno¢om dobitka i gubitka.
Sada hoéemo da izraCunamo verovatnocu da igra¢ osvoji A novci¢a pre nego Sto izgubi B novciéa.
Pocetno bogatstvo igraca je 0 novciéa, igra€ se moZe zaduziti, odnosno njegovo bogatstvo moze otiéi ,,u
minus”. Neka je T prvi trenutak u kojem slucajno lutanje S,, dostigne A ili - B:

T =minf[n=>0:5, =A4ili S, = —B}

Dakle, u trenutku 7 je S; = A ili je S; = —B, ho¢emo da izracunamo verovatnocu P(S; = A| Sy = 0). Do
reSenja ovog problema moZzemo dodi na nekoliko nacina, jedan od osnovnih je analiza prvog koraka.
Prednost ovog nacina je Cinjenica da je sasvim elementaran, u smislu da ne zahteva nikakvu naprednu
matematiku, pored toga, analiza prvog koraka je jedan od osnovnih metoda za reSavanje problema
racunanja verovatnoca kod slucajnih lutanja. Analiza prvog koraka zasniva se na posmatranju bogatstva
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igraca nakon jedne runde igre. Nakon jedne runde bogatstvo igraca moze se povecati ili smanijiti za 1

novci¢, u nasem slucaju verovatnoda oba ishoda je jednaka % Posmatrajmo sledecu rekurzivnu funkciju:
f(k) =P(S; =A|S, =k), gdeje —B<k<A

U ovoj notaciji f(0) je verovatnoéa dobijanja A nov¢ica, pre nego Sto izgubimo B novcica.

Vazi sledeca rekurzivna jednacina:

f(k)=%f(k—1)+%f(k+1) za —B<k<A (2.21)

Sa vrednostima u krajnjim tackama f(4) = 1i f(—B) = 0.

Ako stavimo f(—B + 1) = a, zamenom vrednosti za f(—B) i f(—B + 1) u jednacinu (2.21) dobijamo
f(—B + 2) = 2a, pa daljim ubacivanjem f(—B + 1) i f(—B + 2) ujednacinu (2.21) dobijamo f(—B +
3) = 3a, ovim postupkom dobijamo f(—B + k) =ka za sve 0 <k <A+ B. Iz f(A) =1, dobijamo
a =1/(A + B). Time dobijamo:

P(S,, dostize Aprenego-B| S, =0) = 18

Prilikom racunanja prethodne verovatnode pretpostavili smo da je vreme zaustavljanja, T konaéno. Ovo

i nije toliko ocigledna ¢injenica, pa ¢emo je stoga sada dokazati.

Posmatrajmo slucaj da igra¢ dobije A + B puta zaredom. Ako igrac vec nije stigao do — B ovim nizom ¢e
sigurno sti¢i do A. Ovakav niz ima pozitivnu verovatnoéu p = 27478, Ako Ej, predstavlja dogadaj da
igra¢ dobije nov¢i¢ u svakoj rundi intervala [k(A + B), (k + 1)(A + B) — 1], tada su Ej nezavisni
dogadaji, i T > n(A + B) povlaci da se Ej, 0 < k < n nijednom nije ostvarilo. Nalazimo:

PG> n(A+B)lSo=0) <P (ﬂlgk) _(-pr (2.22)

Kako je:
Za sve n, vidimo iz jednacina (2.22) i (2.23) da je P(t = »|S, = 0) = 0, kao $to smo i Zeleli da

pokazemo.

Neka je I(D) indikator dogadaja D, tada za svaku slucajnu veli¢éinu Z, Z = 0, Z € Z, vaii:
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Z=) I1Z=>k)

Ako uzmemo ocekivanje od obe strane dobijamo jednacinu:

E(Z)= ) P(Z=k)

U cilju da dokazemo da je E(Td) < oo mozemo koristiti sledece procene:
tH[(k—1)(A+B)<1<k(A+B)] <k%*(A+B)*I[(k—1)(A+B) <]

Ako sumiramo po k imamo:

[oe]

¢ < Z k*(A+B)4I[(A+B)(k—1) < 1]
k=1

Sada uzimanjem ocekivanja od obe strane dobijamo:
E(x?%) < 2 k*(A+ B)4(1—p)k1l<oo
k=1

Sada kada znamo da T ima konac¢no ocekivanje, postavlja se pitanje kako ga izraCunati. | ovo moZzemo
izraCunati koristeci analizu prvog koraka. Posmatrajmo funkciju:

g(k) = E(t|So = k)

Nakon jedne runde igre dve stvari ¢e se desiti: bogatstvo igraca ée se promeniti i jedinica vremena ée se
povecati. Rekurzivna jednacina koju sada dobijamo razlikuje se od rekurzivne jednacine za verovatnodu
da igra¢ dobije A novcica pre nego Sto izgubi B nov¢iéa samo po tome S$to se pojavljuje dodatna
konstanta:

1 1 (2.24)
g(k)=zg(k—1)+zg(k+1)+1za—B<k<A :

Dalje, kako je vreme potrebno da se dostigne A ili - B nula, ukoliko je S = A ili je S, = —B, to su
granicni uslovi:

g(=B)=0ig(4) =0

Da bi resili ovu rekurzivnu jednacinu uvodimo sledeci operator:

Ag(k—1)=g(k) —g(k - 1)
primenom ovog operatora dva puta dobijamo:

A2glk—1) =gk +1) —2g(k) + gk — 1)
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Rekurzivna jednadina (2.24) moZe se zapisati kao:

1
SA%g(k—1)=-1 za-B<k<A (2.25)

Dakle funkcija g: N — R ima konstantan drugi izvod. Realna funkcija sa konstantnim drugim izvodom je
kvadratni polinom. Dalje, jednacina (2.25) nam sugerise da je koeficijent uz k? jednak —1, dok nam
granicni uslovi sugeriSu da su nule ovog polinoma - B i A. Kada se sve ovo uzme u obzir dobijamo
polinom

g(k) = —(k = A)(k + B)
Zamenom ovog polinoma u jednacinu (2.24) dobijamo da on jeste redenje rekurzivne jednacine.

Najzad rac¢unamo ocekivanje:
E(t|Sy =0) = AB

Sta kada igra nije fer? Prilikom modelovanja igara na srecu uglavnom je verovatnoéa dobitka nov¢i¢a
manja od verovatnoce gubitka novci¢a. Odnosno posmatraéemo uopsteniji problem, kada je P(X; =
D=piPXry=—1)=qgq=1—p,gdejep #q, Sy = 0. Da bi odredili verovatnocu da igra¢ pri ovim
uslovima osvoji A novciéa pre nego Sto izgubi B novci¢a ponovo koristimo analizu prvog koraka.
Dobijamo sledecu rekurzivnu jednacdinu:

fU) =pflk+1) +qf(k-1)

| ova jednatina se najlakse reSava uvodenjem operatora. Prvo primetimo da je s obziromnap+q =1
prethodna jednacina ekvivalentna:

0=p{f(k+1) = fl)}—q{f(k) — f(k - 1)}

Na osnovu ove jednacine nalazimo rekurzivnu jednacinu za Af (k):

Af (k) = (%) Af(k—1) (2.26)
Pa iz jednacine (2.26) vazi:
J
o+ = (7) a7

Ako postavimo a = Af(—B), i iskoristimo ¢injenicu f(—B) = 0 dobijamo:

ktB 1 kBl (Q)k+3 _q (2.27)
fk) = Z Af(j—B) =a Z (ﬂ) :apq—
=0 = (3)-1

Zamenom k = A u jednadinu (2.27) dobijamo:
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o
O

1=f(A)=«a

Odatle je:
B
G) -1
(%)A+B 1

Izra¢unajmo sada ocekivano vreme zaustavljanja, odnosno broj rundi potreban da igracevo bogatstvo

P(S, dode u Aprenegou — B|S, =0) =

dostigne A ili da padne do - B, za ovaj slucaj kada je p # q. Neka je sa g(k) oznaceno ocekivano vreme
pre nego Sto slucajno lutanje dode do stanja A ili B, ako je na pocetku u stanju k, tada je jednacina
dobijena analizom prvog koraka sledeéa:

gk)=pglk+1)+qgk—1)+1

Sto je ekvivalentno sa:

Ag(k) = (%) Aglk—1)+1 (2.28)

.y .. v . 1
gde su grani¢ne vrednosti iste kao u slu€ajup = q = >

9(=B)=0ig(A) =0
Da bi resili jednaéinu (2.28), prvo trazimo jedno re$enje a zatim reSavamo homogenu jednadinu.

Pretpostavimo da postoji reSenje oblika ck, nakon ubacivanja ove vrednosti u jednacinu ispostavlja se da

je pretpostavka tacna te da je jedno od resenja ove jednacine gy (k) = (qf—p). Prilikom dosadasnjeg rada

k
pokazalismodaje a+ b (g) reSenje homogenog sistema (2.24) pa je reSenje sistema (2.28) oblika:
k q\*
9 =—+a+p(3)
q-—-p p
Dva grani¢na uslova daju nam par jednacina koje moZemo koristiti da izracunamo a i 8. Dobijamo:

B A+B 1—(%)3
q-p q—pl_(g)“B
P

E(z|Sy = 0) =
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U ovoj glavi posmatrali smo slucajno lutanje kao lanac Markova, to je jedan od pristupa problemu
slu€ajnog lutanja. Slucajno lutanje moZemo tretirati i na druge nacine (kao graf, martingal...). U sledecoj
glavi posmatra¢emo slucajno lutanje kao martingal. Za ovu glavu koris¢ena je literatura [2], [3], [5], osim

za poslednje poglavlje za koji je koriséena literatura[1].
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Slucajno lutanje kao martingal

U prethodnoj glavi definisali smo slucajno lutanje kao lanac Markova, tada smo pomenuli da to nije
jedini nacin na koji slu¢ajno lutanje mozemo posmatrati i da se slucajno lutanje moze posmatrati,
izmedu ostalog i kao martingal. U ovoj glavi posmatraéemo slucajno lutanje kao martingal. U samoj
definiciji martingala javlja se pojam uslovnog matematickog ocekivanja, stoga ¢éemo u prvom poglavlju
uvesti pojam uslovnog matematickog ocekivanja i uslovne verovatnoée u odnosu na neku c-algebru. U
drugom poglavlju opisacemo slucajno lutanje kao martingal, dok ¢éemo u tre¢em poglavlju dokazati jos
neke osobine slu¢ajnog lutanja posmatrajuéi ga kao martingal.

Uslovno matematicko ocekivanje

Neka je (£2, A, P) prostor verovatnoca, F C A o-podalgebra g-algebre A i X: 2 — R slucajna veli¢ina.
Pod prosirenom slu¢ajnom veli¢inom podrazumevamo funkciju Y:Q — R U {0}, takvu da je Y (B e
A za svaki Borelov skup B € B.

Definicija 3.1: Uslovno matematicko ocekivanje nenegativne slucajne veli¢ine X u odnosu na g-algebru
F c A je nenegativna prosirena slucajna veli¢ina E (X |F), koja ima sledeca svojstva:

1. E(X|F) je slucajna velic¢ina koja je F-merljiva.
2. Zasvaki dogadaj A € F vazi jednakost:

fXdP =fE(X|T)dP

A A

Proizvoljnu sluéajnu veli¢inu X moZemo predstaviti kao X = X* — X~, gde su X* i X~ nenegativne
slu¢ajne velicine, definisane na sledeci nacin:

Xt = max{X,0},X” = max{—X, 0}

Definicija 3.2: Uslovno matematicko ocekivanje E (X |F) slucajne veli¢ine X u odnosu na g-algebru F c
A definide se ako je E(XT|F) < 40 s.s.ili E(X™|F) < + s.s. formulom:

EX|F) = EXF|F) — E(X™|F)

pri &¢emu se na skupu (verovatnoée 0) elementarnih dogadaja za koje vaZi jednakost E(X*|F) =
E(X™|F) = +oo, razlika E(X*|F) — E(X~|F) defini$e na proizvoljan nacin, na primer, jednaka je 0.

Definicija 3.3: Neka je definisano uslovno matematicko ocekivanje E(X|F). Uslovna disperzija D (X|F)
slucajne velicine X u odnosu na c-algebru F je slucajna velicina data sa:

D(X|F) = E((X — E(X|F))*|F)

Definicija 3.4: Neka B € F. Uslovho matemati¢ko ocekivanje E(Ig|F) zove se uslovna verovatnoca
dogadaja B u odnosu na g-algebru F, F c A, a oznacava se sa P(B|F).

24



Iz definicije uslovnog matematickog ocekivanja i uslovne verovatnoce dogadaja u odnosu na og-algebru
sledi da je za svaki fiksirani dogadaj B € F uslovna verovatnoéa P(B|F) slucajna velicina koja ima

sledec¢a dva svojstva:

1. P(B|F) je F-merljiva.
2. Zasvakidogadaj A € F vazi P(AB) = fA P(B|F)dP.

Definicija 3.5: Neka je X slucajna veliCina i Fy o-algebra generisana slu¢ajnom velicinom Y. Ako je
definisano uslovno matematicko ocekivanje E(X|Fy), onda se ono oznacava sa E(X|Y) i zove se
uslovno matematicko ocekivanje slucajne veli¢ine X u odnosu na Y. Uslovna verovatno¢a P(B|Fy)
oznacava se sa P(B|Y) i zove uslovna verovatnoca dogadaja B u odnosu naY.

Teorema 3.1: Neka je D = {D;, D5, ... } kona¢no ili prebrojivo razbijanje sigurnog dogadaja () sa atomima
D;, P(D;) >0,i=1,2,...ineka je F = a(D) c-algebra generisana razbijanjem D.

1. Ako je X sludajna veli¢ina za koju je definisano matematicko ocekivanje E(X), onda vaiZi
jednakost:

E(XIp))

P(Dy)

2. Ako je X = 2}1:135]'1,4]-, diskretna slucajna veli¢ina koja uzima kona¢no mnogo vrednosti, pri

E(X|F) =

skoro sigurno na D;.

¢emu je {44, 4,, ..., A,} takode razbijanje sigurnog dogadaja onda vazi jednakost:
E(X|F)(w) = X%, x;P(4;]D;) skoro sigurno na D;.

Dokaz ove teoreme mogude je pronaci u knjizi: Pavle Mladenovié, Verovatnoda i statistika, koja se u
spisku literature nalazi pod brojem [5].

Neka je (Q, A, P) prostor verovatnoéa, F c A o-podalgebra c-algebre A, a X i Y slucajne veli¢ine za
koje postoje E(X) i E(Y). Sledece teoreme daju svojstva uslovnog matematic¢kog ocekivanja.

Teorema 3.2:

1. Ako je C konstanta i X = C skoro sigurno, onda je E(X|F) = C skoro sigurno.

2. Ako je X <Y skoro sigurno, onda je E(X|F) < E(Y|F) skoro sigurno.

3. |E(X|F)| < E(|X]||F) skoro sigurno.

4. E(aX + bY|F) = aE(X|F) + bE(Y|F) skoro sigurno, gde a, b € R.

5. Nekaje Fy = {0, Q} trivijalna c-algebra. Tada je E (X|F,) = E(X) skoro sigurno.
Dokaz:

1. Konstanta je merljiva u odnosu na o-algebru F, a jednakost:

f XdP=f cdpP
A A

VaZzizasve A € F, jer je X = C skoro svuda.

2. Akoje X <Y skoro svuda, onda za svaki A € F vaii.
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f XdPSf Ydp
A A

pa sledi da je:

f E(XlT)dPSf E(Y|F)dP, AE€F
A A

Nekaje B = {w: X(w) > Y(w)}. Tada je:

f E(Y|F)dP sf E(X|F) dP sf E(Y|F)dP
B B B

odatle sledi da je P(B) = 0.

S obzirom da je —|X| < X < |X]|, svojstvo sledi iz svojstva 2.
Ako A € F, onda vaii:

j (aX + bY)dP = f aXdP + f bYdP
A A A

= [, aE(X|F)dP + [, bE(Y|F)dP
= [, (aE(X|F) + bE(X|F))dP

odakle sledi navedeno svojstvo.

Svojstvo sledi iz Cinjenice da je E(X) merljiva funkcija u odnosu na trivijalnu g-algebru i ¢injenice

da za A € {Q, @} vaZi jednakost [, XdP = [, E(X)dP.

Teorema 3.3:

1.

Dokaz:

E(X|A) = X skoro sigurno.
Teleskopsko svojstvo: Ako su F; i F, c-algebre za koje vazi F; € F, € A, onda skoro sigurno
vazi jednakost:

E(EX|F)IF;) = E(EX|F)|F1) = E(X|F)

E(E(X|F)) = E(X).
Neka slu€ajna veli¢ina X ne zavisi od c-algebre F, tj. ne zavisi od indikatora Iz za svaki B € F.
Tada skoro sigurno vazi jednakost:

E(X|F) = E(X)

Posto je X A-merljiva funkcija i
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J, XdP = [, XdPzasve A€ F,
to sledi da je E(X|A) = X skoro sigurno.

2. Nekaje A € F,. Tada vaii:

f E(Xl}"l)szf XdP
A

A

AkakojeF, c Fp, tovaziA € Fy i

f E(E(X|F,)|F,)dP =f E(X|F,)dP =f Xdp
A A A

Iz ovih jednakosti sledi da za svaki A € F;vaii:

f E(XliFl)dP=f E(E(X|F,)|F1)dP
A A

odakle sledi:
E(X|F,) = E(E(X|F,)|F;,) s.s.

Ako A € F,, onda na osnovu definicije uslovnog matematickog ocekivanja dobijamo:

fE(E(X|?'2)|T1)dP=f E(X|F,)dP
A A

Kako je slu¢ajna veli¢ina E (X|F,) F,-merljivai F; € F,, to je E(X|F,) i F,-merljiva. Odatle sledi da je:
E(X|F;) = E(E(X|F)I|F,) s.s.
3. Svojstvo direktno sledi iz teoreme 3.2, svojstvo 5. i jednakosti:
E(E(X|F)IF1) = E(X|Fy)
ako u toj jednakosti stavimo da je F; = {@,Q} i F, = A.

4. Posto je E(X) F-merljiva funkcija (u pitanju je konstanta funkcija) i za svaki dogadaj A € F vaii:

f Xszf E(X)dP
A A

jerje E(X1,) = E(X)E(ly), to tvrdenje sledi.
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Slucajno lutanje kao martingal

Teorija martingala pojavila se kao sredstvo za dokazivanje da ne postoji siguran nacin zarade kockanjem
ukoliko je opklada fer. Uspeh ove teorije nadmasio je korene i sada ona zauzima vaino mesto u
izu€avanju slucajnih procesa. U ovom delu upoznac¢emo se sa teorijom martingala, pokazati vezu izmedu
slu¢ajnog lutanja i martingala i dokazati neka svojstva vezana za slucajno lutanje tretiraju¢i ga kao
martingal.

Definicija 3.6: KaZzemo da je niz slucajnih promenljivih {M,,;:0 < n < oo} martingal niza slucajnih
promenljivih {X,,: 1 < n < oo}, ukoliko {M,,} zadovoljava sledeéa dva svojstva:

1. Zasvakon = 1 postoji funkcija f,,: R™ — R takva da vazi M,, = f,,(Xy, X5, ..., Xp).
2. {M,} zadovoljava sledecu jednakost

E(Manl,Xz, ---'Xn—l) = Mn—l zan = 1 (31)

Pored ova dva svojstva zahtevacemo da M, ima kona¢no ocekivanje za svako n>1 i da je M,
konstanta.

Da bismo priblizili martingal intuiciji, ovu definiciju moZemo posmatrati na sledeci nacin: X; mozemo
posmatrati kao ishod i-te runde fer igre, dok je M,, bogatstvo igrac¢a u trenutku n. Formula (3.1) nam
govori da ocekivano bogatstvo igraca u trenutku n, koji ima sve informacije o ishodu igre u prethodnih
n — 1 koraka iznosi M,,_4, dakle da se ne¢e promeniti.

Primer 3.1: Ako je X,, niz nezavisnih slu¢ajnih promenljivih koje zadovoljavaju E(X,,) = 0zan = 1, onda
jenizSy =0,S, =X; + -+ X, zan = 1 martingal za niz {X,,;: 1 < n < oo}.

Primer 3.2: Ako je X,, niz nezavisnih slu€ajnih promenljivih koje zadovoljavaju E(X,,) = 0i D(X,) = 2
zasven > 1,ondajenizM, = 0, M,, = S —no? zan > 1 martingal za niz {X,;: 1 < n < o}.

Dokaz:
DokaZimo da vazi svojstvo 2. Iz definicije 3.6, odnosno da je:
E(My|X1,Xq, o, Xp1) = E(S2_1 + 25,1 Xy + X2 —n0?|X, X5, oo, X 1)

Kako je S2_; funkcija od {X1, X5, ..., X,_1}, to je uslovno o&ekivanje prvog sabirka S2_,. Za drugi sabirak
vazi:

E(Sn_an|X1,X2, ---'Xn—l) = Sp—1E(Xn|X1, X2, oo, Xn—1)

Dalje je E(X,|X1, X2, ..., Xpn—1) = E(X;;) = 0 jer X,, ne zavisi od X3, ..., X,,_1. OCekivanje treceg sabirka
racunamo sli¢no:
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E(X%|X1:X2» v Xnoq) = E(szl) =o?
Paje
E(My|X1, X5, o, Xp_1) =S2_1 + 0% —no? =S, — (n— 1)no?
|

Kako bismo pojednostavili zapis uves¢éemo neka pravila. Pisemo E(Z|F,) umesto E(Z|Xy, X, ..., X,)
kada je {M,:1 < n < oo} martingal niza {X,,;: 1 < n < oo} kaiemo {M,} je martingal niza {F,}. Dalje
koristimo notaciju Y € F, akoje Y = f(X1, X5 ..., Xp).

Definicija 3.7: Kazemo da niz {F,} sadrzi sve informacije o nizu slu¢ajnih promenljivih {4,:1 < n < oo}
akozasve 1 <n < oo,imamo A4, € F,_4.

Definicija 3.8: Proces {M,: 0 < n < o} definisan kao M, = M,,

M, =My + A (M; — My) + Ay(My — M) + -+ Ay(My, — M,_;) zan > 1
naziva se transformacija martingala {M,,} po {4, }.
Sledeca teorema daje nam uslove pod kojima je niz {Mn} martingal.

Teorema 3.4: (Teorema o transformaciji martingala) Ako je {M,,} martingal niza {F,} i ako {F,} sadrii
sve informacije o nizu ogranicenih slucajnih promenljivih {4,,: 1 < n < o}, tada je transformisani niz
{M,} martingal niza {F,}.

Dokaz:

Jasno je da vazi {M,, € F,}, dok nam ograniCenost niza A; garantuje da M,, ima konacno ocekivanje za
svako n. Primecujemo da vazi:

E(Mn - Mn—l | Tn—l) = E(An(Mn - Mn—l) | Tn—l) = AnE(Mn - Mp_q | Tn—l) =0
pa vazi:
E(Mann—l) = Mn—l
Cime je dokaz zavren.

Definicija 3.9: Slu¢ajna promenljiva T koja uzima vrednosti {0,1,...} U {0} naziva se vreme zaustavljanja
niza {F, } ako:

fr<n}eF,zasve0<n< o

Cesto posmatramo svojstva slu¢ajnog procesa Y, u trenutku zaustavljanja 7. Ako je T < o0, mozemo
definisati proces u trenutku zaustavljanja Y; kao:
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Y, = Z I(z = k)Y,
k=0

Ovde smo Y; definisali tako da vazi P(t < o) = 1, dok smo pri definisanju vremena zaustavljanja ostavili
mogucnost da je T = o0.Uvek moZemo posmatrati zaseCeno vreme zaustavljanja. Neka je nAt =
min{n, t}, tada je n/At ograni¢eno vreme zaustavljanja, i za svaki niz slu¢ajnih promenljivih Y,, proces
Yapc je dobro definisan. Takode, ograni¢eno vreme zaustavljanja n/At vodi do vazne klase martingala
koja ima veliku primenu u teoriji martingala.

Teorema 3.5: (Teorema o vremenu zaustavljanja) Ako je {M,,} martingal niza {F,}, tada je i proces
{Mpp} martingal niza {F, }.

Dokaz:

Bez gubljenja opStosti moZzemo pretpostaviti da je My =0, jer u suprotnom moZemo uvesti novi
martingal M;, = M,, — M,,. Dalje {F,,} sadrZi sve informacije o ograni¢enom nizu A, definisanom kao:

Ay=It=2k)=1-1(t<k-1)

paje:
n
A{iMy — My _1} =M I(t <n—1)+MyI(t =n) = Mype
k=1
zaklju¢ujemo da je M, . transformacija martingala M,, po {4,}. Kako je {A,} ograni¢en i {F,} sadrZi
sve informacije o niz {4, }, to po teoremi 3.4 sledi da je {M,,,.} martingal.

Princip refleksije

Posmatrajmo bogatstvo kockara koji igra fer igru, u kojoj se kladi na jedan od dva mogucda ishoda (npr.
kladi se da ¢e pri slede¢em bacanju novcica pasti pismo ili glava) i menja strategiju igre nakon sto
njegovo bogatstvo dosegne odredenu vrednost. Neka je S,, = X;+...+X,,, gde su X; nezavisne slucajne
promenljive koje uzimaju vrednosti 1i-1 sa jednakim verovatno¢ama % Posmatrajmo trenutak kada S,
prvi put uzme vrednost x > 0, neka je T = min{n: S, = x}. Ako S,, predstavlja bogatstvo igraca dok
koristi prvu strategiju, onda bogatstvo S,, koje podrazumeva promenu strategije u trenutku T mozemo
zapisati na slededi nacin:

S ={ Sn akojen<rt
oS = —S;) akojen=rt

Procesi S,, i S, su ekvivalentni kada je u pitanju ocekivani dobitak igraca, ali nam proces S,, moze
posluZiti za uocavanje nekih pravila vezanih za slucajno lutanje.
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Prvo $to primecujemo jedazan >1iS, > x +y zaneko y > 0, vai §,, < x —y. Pa kako su procesi S,
i S, ekvivalentni, zaklju¢ujemo da vazi:

Px<nS,>x+y)=P(t<nS,<x-y)=P(<nS,<x-y)
Neka je S;; = max{S;: 0 < k < n}, poslednji identitet moZzemo zapisati kao:
P(Sp=2xS,>x+y)=P(S,=x,5,<xXx—Yy)
Kako S,, > x + y povlaci S;; = x, konac¢no zaklju¢ujemo:
P(S,>x+y)=P(S,=2x,5,<xXx—Y) (3.2)

Ovu formulu nazivamo princip refleksije za slu¢ajno lutanje. Razlog zbog kog je jednacina (3.2) bitna je i
taj Sto daje zajednicku raspodelu za (S,, S,,) u funkciji od raspodele S,,. Ako u jednacinu (3.2) stavimo da
je y = 0 dobijamo:

P(S,>x)=P(Sp, =2x,5,<Xx)
Kako je trivijalno tacno:
P(S,=x)=P(S5,=xS5,=>X)
sabiranjem ove dve jednacine dobijamo:
2P(S, >x)+ P(S, =x)=P(S;, = x) (3.3)
Pomocu ove jednacine mozemo resavati probleme sledece vrste:

Primer 3.3: Kockar igra fer igru (u svakoj rundi verovatnoc¢a dobitka jednaka je verovatnoci gubitka i

iznosi %). Kolika je verovatnoca da u nekoj od prvih 8 rundi bude u dobitku 3 novci¢a?

ReSenje: Trazimo P(S; = x). Na osnovu formule (3.3) imamo:
P(Sp = x) =P(S, =x) +2P(S,, > x)
Kakoje P(Sg =3)=0i:
8

P(Sg>3) = P(Sg=4)+ P(S3 =6) + P(S3 =8) = (%)8 +8(%) +(;) G)

8 37
256

Toje P(Sg = 3) = — = 0.289.

37
128
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Osim toga, pustanjem n — co u jednacinu (3.3), centralna grani¢na teorema nam daje da leva strana
tezi ka 1. Dok na desnoj imamo:

P(ty < ©) = P(S,, =xzanekon) =1
Sto smo ve¢ ranije dokazivali.

Sli¢no, ako zamenimo x sa [vnx] u jednacinu (3.3) i ponovo pustimo da n — oo, za svako x > 0 vai:

*

lim P (j—i = x) =2{1 - P(x)}

n—-oo n

Ovim poglavljem smo dali joS jedan pogled na slucajno lutanje, ovoga puta tretirajuci ga kao martingal.
Tretiranje slu¢ajnog lutanja na ovaj nacin olakSava nam dokazivanje nekih njegovih svojstava. Videli smo
kako se lako dokazuju svojstva koja proisticu iz principa refleksije. U literaturi [1] mogu se videti dokazi
svojstava koje smo izloZili u poslednjem poglavlju prve glave posmatrajuéi slu¢ajno lutanje kao
martingal. Za ovaj deo rada koriS¢ena je literatura [1], [5].
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Problem glasackih listica i arcsin zakon

U ovoj glavi dokazacemo jos neka svojstva slucajnog lutanja kako bi dali odgovor na sledeée pitanje: ,,
Prilikom glasanja kandidat A osvoji p glasova, a kandidat B osvoji q glasova. Koja je verovatnoda da ce
kandidat A voditi tokom celog prebrojavanja glasova?”

Posmatrajmo sluc¢ajno lutanje kod koga je P(X,=1)=PX,=-1)= %, So = 0. Podsetimo se
analogije sa igratem koji igra igru na sre¢u. Posmatramo igru u kojoj na pocetku igra¢ ima bogatstvo
nula. Bacanjem ,fer” novcica igraevo bogatstvo se u svakoj rundi moze povedati za jedan novci¢ ili se
smanjiti za jedan novci¢, sa jednakim verovatno¢ama % Ilgra¢ moze ,oti¢i u minus”, u toku igre
ocekujemo da igracevo bogatstvo menja znak, uzimajuéi nekada pozitivne a nekada negativne vrednosti.
Postavlja se sledeée pitanje: ,,Nakon velikog broja rundi n, koliko je puta igra¢ imao pozitivho
bogatstvo?”

Kako postoji ocigledna simetrija izmedu dva sluéajna lutanja koja oba pocinju u nuli i zavrSavaju se u nuli,
mozemo zakljuditi da je verovatnoda da ée igra¢ sa jednakom verovatnoéom imati pozitivno kao i
negativno bogatstvo. Kada je broj rundi n veliki, o¢ekujemo da je slucajno lutanje sastavljeno od velikog
broja slucajnih lutanja koja pocinju u nuli i zavrSavaju se u nuli pa da ¢e ukupno gledano vreme koje je
igrac ,proveo u plusu” teziti ka jednoj polovini ukupnog vremena, odnosno polovini broja rundi.
Medutim zakon arcsin nam pokazuje da je ova intuicija sasvim pogresSna, odnosno da je mnogo

ocekivanije da udeo vremena bude blizu 0 ili 1 nego blizu %
Neka je:
Uzn = P(San = 0) (4.1)

fon=P(Ssn=0,5 #0zaj=12,..,2n— 1) (4.2)

Odnosno neka je u,, verovatno¢a da se slucajno lutanje vrati u nulu u trenutku 2n, dok je fon
verovatnoca da se slu€ajno lutanje prvi put vrati u nulu u trenutku 2n. Ra¢unanje verovatnoce u,, je
jednostavno, da bi se sluc¢ajno lutanje vratilo u nulu u trenutku 2n, potrebno je da ono napravi po n
koraka dole i gore, pa je:

= (2:) J-2n (4.3)

Nesto sloZenije je raéunanje verovatnoce f,,, ovu verovatno¢u nam daje sledeéa lema:
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Lema 4.1:

= Yan-2 (4.4)
fan =—

Dokaz:

Neka je a + n = b, i N,(a, b) broj mogucih putanja slu¢ajnog lutanja koje polazi iz stanja a i nakon n

koraka zavr$i u stanju b tada je N,(a,b) = (") gde je ¢ = M Neka je N;7%(a, b) broj mogucih

putanja sluéajnog lutanja koje polazi iz stanja a i nakon n koraka zavrsi u stanju b, a da pritom ne prode
kroz O pre trenutka n (ako je b = 0, tada slucajno lutanje mora da ude u 0 u trenutku n), analogno neka
je N2(a, b) broj moguéih putanja slu€ajnog lutanja koje polazi iz stanja a i nakon n koraka zavrdi u
stanju b, a da pritom prode kroz 0 pre trenutka n. Analizom prvog koraka i koriséenjem simetrije dve
putanje dobijamo:

(0 0) - NZn 1(1 0) + N2n 1( 1 0) - 2N2n 1(1 0) - 2N2n 2(1;1)
Dalje je:
NZOn—Z(lll) = NZn—Z(_lll)

Ova jednakost vazi zbog principa refleksije, kako oba slucajna lutanja prolaze kroz 0, to svakoj putanji sa
svojstvom NJ _,(1,1) moZemo dodeliti putanju sa svojstvom N,,_,(—1,1), tako 3to ée one biti
simetricne do prvog prolaska kroz nulu, a nakon toga ce biti identi¢ne. Na isti nacdin svakoj putanji sa
svojstvom Ny,,_,(—1,1), mozemo dodeliti putanju sa svojstvom N2, _,(1,1).

Dalje vazi:

1/2n-2
NZw-2(1,1) = Nap—2(1,1) = N3y _5(1,1) = Nap—2(1,1) = Nap—p (= 11)_n(n—1)

Pa dobijamo:

2/12n-2
N300 = 2Nz, = (7 )

Odatle je verovatnoca f,,, jednaka:

0 NN 202n-2y
fumsiton () 20
n
Dok je verovatnoda uyy,_5:

2n—2
Upp_py = (n 4 )2—2n+2

Deljenjem ove dve jednacine dobijamo:
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2 (2n=2\H—
fon _ﬁ(zr?—f)z o

Upn—2 - (2n—2)2—2n+2 - m

n-1
[ |
Lema 4.2:
fon = Ugn_z — Uzp (4.5)
Dokaz:
Kako je:
2n 2n! 2n-2)! 2n(2n—-1) 2/2n-2
()= A
n nH%z  ((n—1)H)? n? n\n—1
MnoZenjem sa 272" dobijamo:
Upp = fon(Zn—1)
Lema 4.1 nam daje:
Upn—2 = fon2n
Pa oduzimanjem ove dve jednacine dobijamo:
Upn—2 — Usn = fon
]
Neka je pyi 2n verovatnoca da igra€ bude 2k rundi ,,u plusu®, od ukupno 2n rundi, 0 < k < n.
Lema 4.3:
2kN 2n — 2k 4.6
ka,2n=u2ku2n—2k=<k)< n—k )2 MNk=0,..,n (4.6)
Dokaz:

Kako je fo,, = Uppn_n — Uyy, to je verovatnoca da slucajno lutanje nikada ne ude u 0:

P(S;1#0,..,5,#0)=1-fr—fa——fon=1—(1—uy) — (Up —uy) — - — (Uzp—p — Uap)
= Upp

Patvrdenjevazizak = 0ik = n. Ako je 2k # 2ni 2k + 0 tada postojir, 0 < r < ntakodaje S, =0,
S;#0,j=12,...,2r — 1. Ako je do trenutka 27 sluajno lutanje bilo pozitivno, tada je 2r < 2k i
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(Sor41, -»S2p) treba da bude pozivho 2k — 2r puta, ako je do trenutka 2r slucajno lutanje bilo
negativno, tada je 2(n —r) = 2k i (S341, ---,» S2p) treba da bude pozitivno 2k puta. Dakle:

1 k 1 n—k
P2k2n =5 Z forD2k-2r2n—2r 5 Z farDz2k2n-2r
r=1 r=1

Kako je uzy, = Y1 f2k Uzn—2k, indukcijom iz prethodne jednacine dobijamo:

1 1
P2k2n = 5 Uzn-2kl2k + 5 UakUzn-2k = Uzn-2kUzk

Primer 4.1: Sada éemo pomocu programskog jezika R generisati 6 slu¢ajnih lutanja tako da vazi P(X; =
D=PX;=-1) = %, 1<i<n, S =0, n=1000. Grafici dobijenih slu¢ajnih lutanja, sortirani po

procentu vremena provedenog ,,u plusu” grafici ovih slucajnih lutanja dati su na slici 4.1.
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slika 4.1

Procenti vremena koje su ova slucajna lutanja provela ,,u plusu” su redom:
0.9%, 6.6%, 28.9%, 86.1%, 99.5%.

Raspodela verovatnoce p;j 2n = UpklUap—2k = (Zk)(zn 2k)2‘2” k =0, ...,n naziva se diskretna arcsin

raspodela.
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n
Razmotrimo sada osobine ove raspodele kada n — co. Podsetimo se Stirlingove formule n! ~v2nn (g) ,

gden — oo, paje

k>0 n—k-oo

1
D2k,2n m

Neka je x sluajna promenljiva koja predstavlja udeo vremena kada je slu¢ajno lutanje bilo pozitivno

2k . .. . .. ..
(x = Z)’ tada je funkcija gustine ove slucajne promenljive

Neka je 0 < p < 1, tada je:

Vaii:

’ 2 1 4.7
Z Pakan = f f(x)dx = ;arcsm\/ﬁ (4.7)
0

k<pn

Primer 4.2: Neka je p = %, tada ubacivanjem u (4.7) dobijamo:

1
3, pan = [ - -

D2k2n = ofx X—nar(:sm 7=3
k<%n

, . . - oy . |
Dakle verovatnoca da sluc¢ajno lutanje bude pozitivno u najvise n rundi od ukupno 2n rundi je >

Problem glasackih listi¢a

Slucajno lutanje moZzemo posmatrati i kao graf kroz tacke (0,0), (1,S;), (2,55),...(n, S,).
Uvodimo p i g, tako da vazi:

n=p+qx=p-—q
Dakle p predstavalja broj pozitivnih koraka, dok je g broj negativnih.

Teorema 4.1: Verovatnoca da se slucajno lutanje koje krecée iz (0,0) i zavrsava se u (n, x), x > 0 nikada

o . . X
ne vrati u nulu jednaka je -
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Posledica 4.1: Neka na izborima jedan kandidat osvoji p glasova, a drugi g < p glasova. Tada je

verovatnoca da ce prvi voditi tokom celog prebrojavanja glasanja jednaka z%q'

Dokaz teoreme: Ukupan broj putanjado (n,x) = (p + q,p — q) je

+ +
N=N,, = (P Q) _ (P Q)
P q

Od toga N, prolazi kroz (1,1), dok N_ prolazi kroz (1,—1). Gde je N=N, +N_=Np_g,1+

Nn—l,x+1-

Neka je P broj putanja od (0,0) do (n, x) gde je S; > 0 za svako i > 0. Onda je, po principu refleksije:

P=N,—N_
Paje
P=2N,—-N
Kako je
Ny =Np_1x-1= (p ;z; 1)
Imamo

v, () p

N (p;q) T p+g

Dok je verovatnoca da se slucajno lutanje koje pocinje u (0,0) i zavrSava se u (n, x) nikada ne vrati u
nulu:

2p p—q_x

P
N p+tq p+q
]

Ovim smo dokazali jo$ jedno vazno svojstvo slucajnog lutanja, koje je svoju primenu naslo u fizici kao i u
statistici poretka. Za ovu glavu koriséena je literatura [4], [6], [10].
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Slucajno lutanje u finansijskoj matematici

U ovoj glavi pokazacemo konkretnu primenu slucajnog lutanja u finansijskoj matematici. Vide¢emo kako
se binomni model koristi za procenu vrednosti finansijskih derivata. Kako je za postavljanje ove teorije
potrebno poznavanje elementarnih pojmova iz finansijske matematike, ovo glavu ¢emo zapoceti pricom
o finansijskim sredstvima, opcijama i kamatnom racunu, pa tek onda preci na binomni model.

Finansijska sredstva

Pojam sredstvo podrazumeva sve ono Sto ima neku vrednost prilikom zamene. Sredstva delimo na
materijalna sredstva i na nematerijalna sredstva. Vrednost materijalnih sredstava zavisi od odredenih
fizickih svojstava(npr.: da li ukljuCuje gradevine, zemljiste, masine...). Materijalna sredstava mozemo
dalje podeliti na ona koja se mogu reprodukovati (masine, gradevine...) kao i one koje se ne mogu
reprodukovati (zemljista, umetnicka dela...). Nematerijalna sredstva, sa druge strane, predstavljaju
prava na neke pogodnosti u buduénosti, tu spadaju patenti, autorska prava i sli¢no.

Pod pojmom vrednosnih papira (finansijska sredstva) smatramo ona nematerijalna sredstva cije buduée
pogodnosti podrazumevaju prava na odredene novcane naknade u buducénosti. Lice koje se obavezuje
na placanje u buduénosti naziva se izdavalac, dok se vlasnik vrednosnih papira naziva investitor.

Pojam portfolio podrazumeva svaki skup vrednosnih papira koji su u vlasnistvu investitora. Vrednosni
papiri mogu biti sa fiksnim prihodom ili sa prihodom koji nije fiksiran. Pod vrednosne papire se fiksnim
prihodom ubrajamo: obic¢ne i oro¢ene uloge u banci, vrednosni papiri koje izdaje drzava (blagajnicka
novcanica, blagajnicki zapisi, obveznice, blagajnicke trake), hipoteke, anuiteti (ovde neéemo detaljnije
ulaziti u to Sta svaki od ovih finansijskih instrumenata predstavlja, viSe o tome moze se naci u [7]).
Najvazniji vrednosni papiri kod kojih prihod nije fiksiran su akcije. Onaj ko poseduje akcije neke firme je
u odredenom procentu vlasnik te firme. Akcije imaju svoju cenu, one se mogu kupovati i prodavati,
odnosno njima se moze trgovati, Sto se uglavnom radi na berzi. Kod nekih akcija se s vremena na vreme
vlasnicima upladuju dividende — koje predstavljaju procenat profita koji je firma zaradila i koji se deli
procentualno broju akcija. Kako kod akcija prihod nije unapred poznat, javlja se potreba za razvijanjem
matematickih modela koji bi tu cenu ,predvideli“. Osim modeliranja cena akcija mogucde je modelirati i
cene opcija. Opcije su takozvani finansijski derivati, odnosno to su vrednosni papiri koji se odnose na
neke druge vrednosne papire (obi¢no akcije) i ¢ija je cena izvedena iz cena tih drugih vrednosnih papira.
Kako ¢emo se u ovoj glavi baviti primenom binomnog modela na opcije, sada éemo reci nesto detaljnije
o tome $ta su opcije, i navesti neke njihove osobine i podele.

Opcije i njihove osobine

Kao sto smo rekli opcije su finansijska sredstva koja spadaju u finansijske derivate. Finansijski derivati se
karakteriSu time da njihova vrednost zavisi, odnosno izvedena je, iz vrednosti nekih drugih vrednosnih
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papira, koje ¢emo zvati podloga. Najpoznatija vrsta finansijskih derivata su opcije, a naj¢esc¢a podloga su
akcije.

Definicija 5.1. Opcija je finansijski ugovor kojim se stice pravo, ali ne i obaveza, da se kupi (kupovina
opcija - call option) ili proda (prodaja opcija - put option) akcija, ili neki drugi vrednosni papir, pod
dogovorenim uslovima.

Uslovi koji su prisutni u tom ugovoru su slededi:

a. Ugovorena cena ili cena po isteku ili na dospecu (strike price) vrednosnog papira na koji se
odnose.
b. Ugovoreno vreme do isteka opcije (time to maturity, strike time).

Ugovorenu cenu, po kojoj se moze kupiti, odnosno prodati vrednosni papir ¢emo obelezavati sa K, a
vreme do isteka opcije sa T. PoCetnu cenu vrednosnog papira, na koji se odnosi opcija, u trenutku
sklapanja ugovora ozna€avamo sa Sy, a cenu u trenutku T sa S;, 0 <t < T.

U zavisnosti od toga da li se ugovor odnosi na kupovinu ili prodaju vrednosnog papira imamo dve vrste
opcija:

a. Kol opcija- daje pravo ali ne i obavezu kupovine vrednosnog papira po unapred dogovorenoj
ceni K.

b. Put opcija- daje pravo ali ne i obavezu prodaje vrednosnog papira po unapred dogovorenoj ceni
K.

U pogledu vremena izvrsenja opcije osnovne su dve vrste opcija:

a. Evropske- mogu da se aktiviraju samo u ugovoreno vreme T.
b. Americke- mogu da se aktiviraju u bilo kom trenutku vremena koji je manji ili jednak
ugovorenom vremenu T.

Cenu americke kol opcije obelezavamo sa C, cenu evropske kol opcije sa ¢, americke put sa P, evropske
put sa p.

Pretpostavimo da imamo kol opciju sa vremenom isteka T i ugovorenom cenom K. Oznacimo sa S cenu
akcije na koju se opcija odnosi u trenutku isteka T. Koliko vredi kol opcija u tom trenutku?

-Ako je Sr < K, vrednost opcije je nula jer ne¢emo kupovati akciju za cenu K, kada je na trZiStu
mozZemo kupiti jeftinije za cenu Sy.

-Ako je S; > K, tada opcija ima vrednost jer nam daje mogucnost da akciju, Cija je vrednost St u
trenutku T, kupimo po nizoj ugovorenoj ceni K. Aktiviranjem opcije kupujemo akciju po ceni K, koju
mozZemo odmah da prodamo po ceni St i ostvarimo profit S — K. Dakle vrednost kol opcije u trenutku
isteka T jednaka je:

¢ = max{Sr — K, 0} (5.1)
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Stvar je obrnuta kada je u pitanju put opcija — ona daje pravo ali ne i obavezu prodaje vrednosnog papira
po ugovorenoj ceni K u ugovoreno vreme T. Ako imamo put opciju onda:

-Ako je u trenutku isteka S > K, put opcija je bezvredna, jer nema smisla prodavati akciju po ceni K
ako to moZemo uraditi na trziStu po vecoj ceni Sy.

-Ako je u trenutku isteka S+ < K, onda put opcija ima vrednost. MoZemo kupiti na berzi akciju po ceni
St i prodati je po ceni K i tako ostvariti profit K — S;, Sto predstavlja i vrednost put opcije u tom
trenutku. Prema tome, formula za vrednost evropske put opcije u trenutku isteka je:

p = max{K — Sz, 0}

Kamatne stope i sadas$nja vrednost novca

Kako binomni model podrazumeva modeliranje cena u buduénosti, to nam je za preciznu procenu
vrednosti opcija potrebno poznavanje kamatnog rac¢una. Za kamatu se kaze da predstavlja vrednost
novca izrazenu u funkciji vremena.

Glavnica i kamata su opS$tepoznati pojmovi. Ako se uloZi ili investira 1S u banku koja daje kamatu od 8%
godisnje, onda ¢e na kraju godine na racunu biti glavnica od 1$ plus kamata od 0.08S, odnosno ukupno
1.08S. Ako se uloZilo 4 dolara, na kraju godine racun bi porastao na 1.084 dolara. U opstem slucaju ako
je kamata ili kamatna stopa r, koja se izrazava u decimalama, onda ¢e pocetni ulog posle godinu dana
biti pomnoZen sa faktorom (1 + ) i biti jednak A(1 + 7).

Postoje razli¢iti nacini obracunavanja kamate:

i Prosto kamacenje.
ii.  SloZeno kamacenje.
iii.  SloZzeno neprekidno kamadenje.

Kod prostog kamacenja suma na racunu raste linearno sa vremenom. Ako je glavnica A, a godisnja
kamatna stopa r, nakon perioda od dve godine imaéemo A(1 + 2r), generalnije nakon svakog intervalu
duZine t ( izrazenog u godinama) na racunu imamo A(1 + tr).

Kod sloZzenog kamadenja nakon svakog perioda na koji se kamata obraCunava vrednost kamate se
dodaje glavnici pa se nova kamata racuna na ovu, uvecanu, vrednost glavnice. Dakle ako se radi o kamati
na godiSnjem nivou, tokom druge godine investitor ¢e zaraditi i kamatu na kamatu. Ako je glavnica 4, a
godisnja kamatna stopa r, nakon perioda od godinu dana imacemo A(1 + r), dakle isto kao i kod
prostog kamacdenja, nakon perioda od dve godine imaéemo A(1 + 1)?, nakon n godina na raéunu
imamo A(1 + )™

41



Neprekidno kamacenje ne mora biti obracunato na period od godinu dana. Kada se kamata obracunava

na period duzine %, tada nakon godinu dana na ra¢unu imamo A(l +%)m. Slozeno neprekidno
kamacenje je slozeno kamacenje kod kojeg m — oo, odnosno kod koga se u svakom trenutku
obracunava kamata i dodaje na glavnicu. Ako u banku uloZimo glavnicu od A dolara. Nakon godinu dana
slozenog neprekidnog kamacenja, sa godisnjom kamatnom stopom r imac¢emo vrednost:

m

V= lim A(1+%) = Ae”

m—oo

Nakon perioda duZine t (izrazenog u godinama), imamo vrednost:

tm

V= lim A(1+%) = detT

m-—oo

Primer 5.1: Ako se pozajmi 1000S, na godinu dana sa kamatnom stopom od 8% godi$nje, obra¢unatom
tromesecno, koliki je dug na kraju godine?

Kamata od 8% godisnje obracunata tromesecno, znaci slozenu kamatu od 2% za tromesecje.
Posle prvog tromesecja, dug je 1000(1 + 0.02).

Posle drugog tromesegja, dug je 1000(1 + 0.02)2.

Na kraju godine, dug je 1000(1 + 0.02)* = 1082.4S.

Kamatni racun, koji smo do sada posmatrali, daje pravilo po kome se novac uloZen u banku uvedéava u
buducénosti. Tu je glavno pitanje bilo kako odrediti buduéu vrednost za neku danasnju sumu novca.
Posmatrajmo i obrnut problem: pronaéi danasnju vrednost, novca koji éemo dobiti u nekom trenutku u
buduénosti.

Razmotrimo sledecu situaciju:

1. Zagodinu dana dobijamo 110S.
2. Dobijamo 100S sada koje ulazemo u banku sa kamatom od 10%, gde sa kamata obradunava na
godisSnjem nivou.

U oba slucaja za godinu dana ima¢emo 110S$. Moze se reci da je dobijanje 1105 kroz godinu dana
ekvivalentno dobijanju 100$ sada, pri kamatnoj stopi od 10%. KaZe se da iznos 110S kroz godinu
dana ima sadasnju vrednost od 100S,pri kamatnoj stopi od 10%.

Dakle ako kroz period t, vrednost novca iznosi 4, i ako je godiSnja kamatna stopa r, sadasnja
vrednost novca iznosi:
A oo N .
1. m—ukOhkOJe u pitanju prosto kamacenje.

A o N ‘ .
2. (1+—r)t—ukollk01e u pitanju sloZzeno kamacenje.
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3.

—ukoliko je u pitanju sloZzeno neprekidno kamadenje.

e—Tt

Mi ¢emo prilikom koris¢enja binomnog modela podrazumevati da se radi o slozenom neprekidnom
kamacenju.

Geometrijsko slucajno lutanje

Odredivanje cena akcija binomnim modelom, predstavlja jednu od primena slucajnog lutanja. Medutim
kod ovog modela ne koristimo slucajno lutanje kakvo smo pominjali do sada u radu ve¢ koristimo
geometrijsko slu¢ajno lutanje. Slu¢ajno lutanje smo definisali na sledeci nacin:

PSpy1=i+1 Sy =0)=p; PSpp1 =115, =0)=q=1-p

Dakle ako se slucajni proces nalazi u trenutku n u stanju i, on se u slede¢em trenutku moze nadci u stanju
i + 1 sa verovatnoom p , odnosno u stanju i — 1 sa verovatnoéom q.

Takode smo u formuli (2.4) pomenuli jedno od uopstenja slucajnog lutanja kod koga korak nije jedini¢ni:
Pppr=i+ulSp=0)=p; Ppsp1=1i—u|Sp,=0)=q=1-p (5.2)
Geometrijsko slucajno lutnje je slu¢ajno lutanje sa slede¢im verovatno¢ama prelaska:

i
PGuir = S =0 =13 P(Spr = 1Sa =) =q=1-p,  u=01 5:3)

Jednostavnom transformacijom jednacine (5.3) dobijamo jednacinu (5.2), odnosno transformacijom
geometrijskog sluc¢ajnog lutanja dobijamo slucajno lutanje (kod koga korak nije jedinicni).

Binomni model sa jednim korakom za kol opcije

Kod binomnog modela sa jednim korakom pre svega se fiksira duZina osnovnog perioda (na primer jedna
nedelja). Pretpostavlja se da ako je cena akcije poznata na pocetku ovog perioda, i iznosi S, na pocetku
sledeceg perioda cena moZe da uzme samo dve vrednosti: cena akcije moZe da poraste za faktor u > 1
da iznosi uS, ili da opadne do dS za faktor d < 1.

Pretpostavimo da su verovatnoée koje odgovaraju tim dvema mogucnostima: p i 1 — p. Dakle cena
akcije na pocetku drugog perioda je slu¢ajna promenljiva S; sa slede¢om raspodelom:

S_(uS dS)
"\p 1-p

Model je odreden ako je poznata jedinica vremena u kojoj se promene cena desavaju, kao i faktori u,d i
verovatnoca p.
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Primer 5.2: Neka je cena akcije u pocetnom trenutku 20S, i neka znamo da nakon tri meseca ona moze
biti 225 ili 185. Posmatramo evropsku kol opciju sa cenom na dospeéu od 21$ (dospece je nakon tri
meseca). Ova opcija moZe imati dve vrednosti u trenutku dospeca: ako cena akcije bude 22S, vrednost
opcije ¢e biti 1S; ako cena akcije bude 18S, tada ¢e vrednost opcije biti 0 (slika 5.1.).

Vrednost akcije = 22$

Vrednost opcije = 1$

Vrednost akcije = 205

Vrednost akcije=18%

Vrednost opcije = 0%

slika 5.1.

Prilikom teorijskog izu€avanja cena opcija pretpostavljamo da ne postoji arbitraza, odnosno pravljenje
sigurnog profita bez rizika. U praksi ako se takva mogucnost i pojavi, odmah se uoci i iskoristi i cene se
brzo promene tako da takva mogucnost nestane.

Da bi odredili cenu opcije postavljamo portfolio akcije i opcije tako da nema neizvesnosti u pogledu
vrednosti portfolija nakon tri meseca. Kako portfolio nema rizika, njegova vrednost na kraju ovog
perioda bi trebala biti jednaka vrednosti koju bi dobili ulaganjem novca u banku po bezrizicnoj kamatnoj
stopi.

Neka portfolio sadrzi A akcija koje smo kupili i jednu evropsku kol opciju koju smo prodali, racunamo
vrednost za A, tako da portfolio bude bezrizican.

Ako vrednost akcije ode na 225, tada ¢e vrednost portfolija biti 22A — 1. Ako vrednost akcije padne na
18S$ tada ¢e vrednost portfolija biti 18 A. Portfolio je bezrizican ako su ove dve vrednosti jednake, pa

imamo:
22A—1=18A
A =0.25

Vrednost portfolija nakon tri meseca iznosi:
22x0.25—-1=18%0.25=4.5

Ako je bezrizitna kamata 12% na godiSnjem nivou. To znaci da cena portfolija na pocetku treba da bude:

4,5¢7012:3/12 — 4 367

44



Pa ako sa f oznac¢imo cenu opcije, treba da vazi
20 % 0.25 - f =4.367
Odnosno
f =0.633
]

Ovaj primer moZemo generalizovati posmatranjem akcije Cija je cena Sy i opcije, vezane za tu akciju, €ija
je cena f. Neka je period dospeca opcije T i neka u tom periodu cena akcije mozZe porasti na Syu, gde je
u > 1, ili pasti na Syd, gde je d < 1. Ako cena akcije poraste do Syu, dobit od opcije oznacicemo sa f,,,
ako cena akcije padne na Syd dobit od opcije oznacicemo sa f,;. Ako ponovo posmatramo portfolio
sastavljen od A akcija koje smo kupili i jednu evropsku kol opciju koju smo prodali, postavljanjem uslova
za bezrizi¢nost dobijamo:

SOuA —fu = SodA - fd
Odnosno

fu_fd

A=su=s,d
Pa ako sa r oznacimo bezrizicnu kamatnu stopu, vrednost portfolija u po¢etnom trenutku je:

(Soud — fi)e ™
Cena postavljanja portfolija je:

SoA—f
Pa izjednacavanjem dobijamo:
(Soul — fi)e™ ™ =SoA— f
Odnosno
f=SoA(1 —ue™ ") + f e T

Pa ubacivanjem vrednosti za A, dobijamo:

f=e(pf+ 1 -Dfa) (5.4)

Gde je
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e ™ —d (5.5)

p= u—d

Time smo dobili jednacine kojim moZemo izra¢unati vrednost opcije u opstem slucaju.

Binomni model sa viSe koraka za kol opcije

Moze da se pretpostavi da ovakav model vazZi i za viSe koraka. Sa porastom broja koraka dobijamo sve
sloZeniju mreZu. Verovatnoda kretanja naviSe po resetki je p, a nanize je 1 — p.

Binomni model na prvi pogled deluje jednostavno, jer dopusta samo dve vrednosti akcija za naredni
period. Medutim, ako su duZine perioda male, posle kratkog vremena pojavi se dosta mogucih
vrednosti: posle n perioda postoji n 4+ 1 moguéa vrednost koju cena akcije moze da uzme. Posto je
model multiplikovan, cena nikad nede postati negativna. ProSirimo sada primer 5.2 na slucaj kada
postoje dva koraka:

Primer 5.3: Neka je cena akcije u poéetnom trenutku 20$ i neka u periodu od 3 meseca ova cena moze
porasti ili se smanjiti za 10%. Neka je ugovorena cena evropske opcije ponovo 21$ i neka je godi$nja
kamata 12%.

Ponovo moZemo ilustrovati graficki (slika 5.2)

D
24.2
B
22
A E
20 19.8
C
18
F
16.2
slika 5.2

Cilj nam je da izraCunamo vrednost opcije u pocetnom trenutku, odnosno u tacki A sa slike 5.2. Ovo
moZzemo uraditi tako Sto éemo rekurzivno ponavljati algoritam koji se odnosi na stablo sa jednim
korakom. Cene opcija u krajnjim listovima ovog stablo-list dijagrama, jednostavno, racunamo po formuli
(5.1) . Dakle u listu D vrednost je 24.2 — 21 = 3.2, dok je u listovima E i F vrednost 0, jer je cena akcije
manja od 21.
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Takode je jednostavno i izracunati vrednost opcije u listu C, jer kako list C vodi do listova E i F u kojima je
vrednost opcija 0, to je vrednost opcije u ovom listu takode nula.

Za ratunanje vrednosti opcije u tacki B koristimo formule (5.4) i (5.5). Kako jeu=1.1,d =0.9, r =
0.12, T = 0.25, to ubacivanjem ovih vrednosti u formulu (5.5) dobijamo da je p = 0.6523. Na osnovu
(5.4) raéunamo vrednost opcije u tacki B:

e7012:025(0 6523 % 3.2 + 0.3477 % 0) = 2.0257

Sada kada znamo vrednost opcije u listovima B i C, preostaje nam da odredimo vrednost u listu A. Ovu

vrednost raunamo ponovnom primenom jednacine (5.4):
f = e 012+025(0 6523 x 2.0257 + 0.3477 * 0) = 1.2823
Dakle vrednost ove opcije u pocetnom trenutku je 1.2823.
]

Sada ¢emo, kao i u slucaju binomnog modela sa jednim korakom, pronaci formule za racunanje
vrednosti opcije u opstem slucaju, za binomni model sa dva koraka.

Obelezimo vrednost opcije u svakom listu, kao na slici 5.3

D
fuu
B
fu
A / E
f fud
\ c
fa
F
fdd
slika 5.3
Primenom jednadine (5.4), dobijamo:
fu= e_rAt(pfuu + (1 —p)fua) (5.6)
fa=e T Pfua + (1 = D)faa) (5.7)
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f=eTfu+ A -D)f) (5.8)

Zamenom jednacdina (5.6) i (5.7) u jednadinu (5.8), dobijamo:

f=e @2 fi, 4+ 2p(1 = ) fua + (1 — P)*faa) (5.9)
Gde je:
e —d (5.10)
p= u—d

Time smo dobili formule za racunanje vrednosti kol opcije kod stabla sa dva koraka. Analogno, ove
formule moZemo prosiriti za racunanje vrednosti kol opcija kada stablo ima viSe koraka.

Binomni model za evropske put opcije

Vrednovanje evropskih put opcija je sliéno vrednovanju evropskih kol opcija, razlika je prakti¢éno u tome
kako se racuna vrednost u pojedinacnim listovima.

Primer 5.4: Neka je trenutna cena akcije 50S, posmatramo put opciju nad tom akcijom sa cenom na
dospeéu 52S. Pretpostavimo da postoje dva vremenska koraka sa periodom od jedne godine i da u
svakom koraku cena akcije poraste za 20% ili se smanji za 20%. Pretpostavljamo, takode, da je bezrizi¢na
kamatna stopa 5%, na godisnjem nivou.

Stablo-list dijagram sada izgleda kao na slici 5.4.

D
72
B
60
A / E
50 48
\ i
40
;
32
slika 5.4
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Sadajeu=1.2,d=0.8, At =1 ir = 0.05. Da bi izra¢unali p, i za put, kao i za kol opcije, koristimo
formulu (5.10)

—0.05%1 __ 0.8

e .
= 0.6282

P="972-08

Cena akcije u listu D je 725, pa je put opcija u tom sluéaju bezvredna. U listu E akcija vredi 48S, pa u tom
slu¢aju put opcija vredi 52$ — 48% = 4$. U listu F akcija vredi 32$, pa je vrednost opcije u tom listu
52% — 32% = 20$. Ako koristimo notaciju sa slike 5.3, moZzemo napisati, f,, = 0, fuqa = 4, faa = 20. Pa
iz jednacine (5.9) sledi:

f =e 270051062822 x 0 + 2  0.6282 * 0.3718 * 4 + 0.3718% % 20) = 4.1923
Dakle vrednost ove put opcije je 4.19238$.
[

Postoje brojna uopstenja binomnog modela koji je u ovoj glavi izloZen, ali sva ona polaze od Cinjenice da
ako je u jednom trenutku cena akcije S, ona u slede¢em trenutku moze uzeti vrednost uS ili dS, dakle u
osnovi je uvek slucajno lutanje. UopsStenja uglavnom uzimaju u obzir trend u rastu cena akcija,
volatilnost i druge osobine trzista akcija. Pored binomnog modela za procenu cene finansijskih derivata
¢esto se koristi i Blek-Sol model koji se bazira na geometrijskom Braunovom kretanju i koji je prakti¢no
neprekidna verzija binomnog modela. Za ovu glavu koriséena je literatura [7], [8] i [9].
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