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Bulova algebra

PREDGOVOR

Re$enja mnogih problema u raznim naudnim disciplinama, po-
sebno u matematici, tehnici, ekonomiji, sociologiji i medicini
mogu se prevesti na "da ili ne", odnosno na "1 ili 0". Ova &i-
njenica je, pored bstalog, pospedila razvoj elektronike i digi-
talne tehnike, a tim i Bulove algebre, posebno Bulove algebre na
skupu {0,1}.

Danas se u svetu na raznim jezicima o Bulovoj k algebri i
njenim primenama mnogo pife. I na nafem jeziku takodje se pise o
Bulovoj algebri i njenim primenama, ali su retke knjige koje na
jednom mestu, sistematizovano, tretiraju ovaj problem. Autori se
nadaju da ¢e ova knjiga, donekle popuniti ovu prazninu.

Knjiga je namenjena studentima, ekonomistima, inZenjerima,
matematidarima a i $irem krugu &italaca kojl se interesuju =za
Bulovu algebru i koriste je u praksi.

‘ Knjiga sadrZi deset glava. U prvoj glavi govori se o Bulo-
voj aigebri kao o jednoj algebarskoj strukturi na proizvoijnom
nepraznomkskuPu. Od:d;uée’do Seste glave govori sé posebno. o Bu-
lovej algebri-na skupu {0,1} (dvotlana Bulova algebra), gde se
obradjuju Bﬁlbve funkcije_i Bulove jednafine. 0Od sedme do desete
glave govori se o nekim primenama dvodlane Bulove algebre.

U svakoj glavi posébno su numerisane definiciije, teoreme,
slike, formule, primeri i zadaci.

Na kraju'knjige navodl se spisak koriSdene literature. Na-
glasavamo da smo u pisanju ovelknjige kao osnovnu literaturu u-
zeli radove akademika Gr.C. Moisila i prof. S. Rudeanua.

Rukopis ove knjige proditali su akademik Dr M. Stejakovié,
Dr S.B. Pre$ié, Dr N. Parezanovidé, Dr §. Milié i Mr R. Todié. Na
njihovim sugestijama i primedbama autori se zahvéljuju. Takodje
se zahvaljujemo asistentima Mr B. Se5liji i Mr B. Vojvodicu koji
su proditali neke glave knjige.

Primedbe na stru¥nu ili metodsku stranu izlaganja autori de
primiti sa zahvalnoZdéu.

Autori
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GLAVA I

BULOVA ALGEBRA

U glavi I razmatra se specijalna algebarska struktura, tzv.
Bulova algebra na nepraznom skupu sa dve binarne i jednom unar-
nom operacijom. (George Boole, engleski matematifar 1815.-1864).
Bulova algebra moZe se definisati na viSe nalina (videti [23],
(55] 1 [57]). Ovde je uvedena Bulova algebra preko dve ekvivale-
ntne definicije. Pri dokazivanju teorema koriZdena je samo defi-
nieija 1. U ovoj glaQi su, pored modela i nekih vaZnijih . teore-
ma Bulove algebre, razmatrane i neke binarne relacije Bulove al-
gebre.

1. DEFINICIJA BULOVE ALGEBRE

pat je skup B sa najmanje dva elementa, u oznaci 0 i I, na
kome su definisane dve binarne operacije, u oznaci o+« 1 ,* i

jedna unarna operacija, u oznaci ,—<.
Definieija 1. Na skupu B je definisana Bulova algebra ako
za sve a,b,c€B vaife sledede aksiome (zakoni, svojstval:
B; Svojstva komutativnosti
(1) aud = by~ " (1i). a'b = bra
B, Svojstva asoeijativnostti
(1) (aublue = aulbyue) (1) (a*b).-c = a*(b-e)
Ba Svojastva distributivnosti -

(1) auflbre) = (aub)-(aue) (i1) a-(bue) = a'bya-e

-
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By Svojstva elemenata 0o i I
(1) aud = a (1i) a.I = a
Bs Svojstva negacije
(i) auva = I (ii) a-a = 0.

“

Bulovu algebru na skupu B sa operacijama’ .., -° , .—°kra-
ée oznatavamo kao fetvorku (B, w , *+ , - ). Elemenat 0 obiéno
zovemo prvi element, a element I poslednji elemant“.

Postoje 1 druge definicije Bulove algebre koje su ekviva-

lentne definiciji 1. Navodimo sledeéu:
Definicija 1°, Ako za sve a,b,c ¢ B vaZe aksiome (azakoni,
svojatva):
Bi (i) aub = tua (ii) a-b = b-a
Bf (i) (aubl)ue = aulbue) (ii) (a+b)-c = a-(b-e)

Bi (1) aul(b-e)=(aubl)-(ave) (i1) a-(byel)=(a-blula-c)

By (1) (a-b)ua = a (i) (awb)-a = a
B{ (1) (a-a)ub = b (11) (ava)-b = b
tada ka3emo da je detvorka (B, , - , - } Bulova algebra.

Za dokaz ekvivalentnosti definictje 1. 1 definicije 1. vi-
deti [54].

U daljem tekstu mi femo se uglavnom pozivati na definici-
ju 1.

2. MODELI BULOVE ALGEBRE

Model 1. Dat je skup L, ={0,1}) . Uvedimo na skupu L, bi-
narne operactje J L - (zovemo ih redom diejunkeija i konjunk-
etja) 1 unarnu operaciju - (zovemo je negacija) na sledeéi na-
Ein:

1 . . .. . .
) la termine prvt element, poslednji element videti teoremu 10.

Ty ove glave .
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0ou0=0, 0ul=1, 1vo=1, 1ul-=1
0-0 =0, 0-1 =0, 1.0=0, 1.1 = 1
=1, 1=0
11i pomocu tabela
ulo 1 .]o 1 a|o 1

oo 1 oo o al1o
1 b1 1o 1

Ovako definisane operacije na skupu L, zadovoljavaju aksi-
ome Bulove algebre iz definicije 1., ¥to nije tedko proveriti.
Dakle, data algebarska struktura na skupu L, predstavlja model
Bulove algebre. Bulovu algebru na skupu sz zovemo d v o d 1l a -~
n a Bulova algebra i oznadavamo (L, v , * , - ), (videti [25],
[(42] , [46] ).

Model 2. Dat je neprazan skup U . Neka su na partitivnom
skupu P(U), P(U) = {X{X C U} uolene binarne operacije ,_* i
.M (unija i presek) i unarna operacija , - (kompl'ement) . Ope-~
racije v , N 1 ° zadovoljavaju aksiome Bulove algebre iz
definicije 1. Naime, ako su A,B i C elementi skupa P(U), iz te-
orije skupova (videti [30]) poznato je da vaZi:

(B;) AUB = BUA ANB = BNA
(B2) (AUB)UC = A(BUC) (ANB)NC = AN(ENC)
(B3) AU (BUC)=(AUB) V(AL AN(BNC) = (ANB) N (ANC)
(B,) Auf =2 ANU = A
(Bs) AUA=U ANA = § ..
Ovde je prvi element prazan skup § , a poslednii element

skup U, pa data algebarska struktura na skupu P(U) predstavlja
model Bulove algebre u oznaci (P(U) v , "N, 7. ’

Model 3. Matricu A = [a,j] sl =1l,000m 3J=1,,..,n, gde
je a € {0,1} zovemo Bulova matrica formata m,x n, (videti[25],
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{55].
Neka je M skup svih Bulovih matrica formata m x n. Uve-~

dimo na skupu M dve binarne operacije, u oznaci ,+" L ,x" 1 je-

dnu unarnu operaciju u oznaci , "™ na sledeéi na&in:

def
A+Bé[auub”] i=1,...,m; j=1,...,n
de .
AxBé/[a“ ’b“'] i=1,...,m; J=11---In
def r= .
A:f’_[a”] i=1,.0.,m 3 Jj =1,...,n.

Ovde su ,*, .*" i .,~" operacije skupa {0,1} iz modela 1.

Na primer, za Bulove matrice

1 0 1 0 1 0
A= , B=
0 1 1 0 0 1
imamo:
[1u0 oul  1uD 11 1
A +B = =
[ove 1o vl 0 1 1
(1.0 0-1 1-0 [0 0 o]
AxB-= =
[0°0 1-0 1-1 [0 0 1]
16 1} fo 1 o]
A= = .
6 1 1) {1 0o of

Uvedene operacije ,+", .x", . " na skupu M zadovoljavaju
aksiome Bulove algebre 1z de f inici je 1. Zaista:

(B) (1) A +B =

N a,ub, ] =[b, val=8+a

[a,
(i1) A xB = {a; byl={b, ra,] =B xa
+

(B,) (L) (A + B)

2 c=[(a,ubylucy]

[

[a” (V) (b“‘ U €y )]

A+ (B +C)
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(1) (A x B) x C

A[(au ) . b” ) - ¢ ij ]
= [a” . (bU ©C ij )]
= Ax (BxC)

(Ba). (1) A+ (BxC = [a; U (b - cy)]

'

[ayuby) - ;(auU cy ]

(A +B) x (A+C)

[ay © By )]

(11) A x (B + Q)

= [ta; - by) ula, - ¢ )]

(A x B) + (A xC)
(By) (i) Prvi element skupa"M je Bulova matrica &1ji
su svi elementi nule. Ozna¥imo je sa' 0 = [0] . Prema ovome
a+0= [a ,vo] = [a;] =2
(11) Poslednji element skupa M je Bulova matrica

¢iji su svi eiementi jedinice. Oznalimo je sa I = [1] .Prema o-

vome

AxT= [ay; 1] = [a,] =a
(Bs) (1) A+AT= [a, U dy]=[1] =1
(11) A x A’ = [au . auJ = [0] =o0.

Dakle, uvedene operacije , + ", , x ", , " na skupu
M zadovoljavaju aksiome ‘Bulove algebre iz d e finici jel.
i algebarska struktura na skupu M predstavlja model Bulove al-

gebre u oznaci (M, +, x, 7).

Modeld., Neka je M - neprazan skup. Funkciju f!koja je
definisana na skupu M i ima vrednosti u skupu {0,1} , tj.
£: M~ {0,1}
zovemo b 2 v a l en t n a (dvovrednosna) funkcija.
ObeleZimo sa -L;M skup svih ovakvih bivalentnih funkc%ja na

skupu M. Uvedimo na skupu LzM binarne operacije .V“, »A“1 uhar-
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nu operaciju ,—* na sledeéi na&in:
€ Vva x) X e Ugx
(£ A g) (x)

Ex)

£(x) - g(x),

(x),

1% 1%

za svakd x € M, gde su operacije ", , - "1 , - " respek-
tivio disjunkcija, konjunkcija i negacija na skupu {0,1} iz m o-
delal.

Uvedene operacije na skupu LIM zadovoljavaju aksiome Bulo-
ve algebre 1z definicijell. Zaista:

(B1) 1) (f va)(x) = £(x) U g(x)
= g(x) v f(x)
(gV £)(x)

(11) (EAg)(x) = £(x) - g(x)

=g(x) - f£(x)
= (g A £)(x)
(B2) (1) HEV g9) V h)(x) = (E(x}y g(x}) v hix)

= £(x) v (g(x) v h(x))
#f vi{g V h))(x)

(11) ((EA g) Ah)(x) = (£(x)-g(x))-h(x)
= £(x)- (g(x)-h(x))
= (£ A (g Ah))(x).

(By) (1) (f Vg Ah)(x) = £(x) U (g(x)-h(x))
= (£(x) Ug(x))-(£(x) U h(x))
= ((£ Vg A (£ Vh)(x)
(11) (£ A(g Vv h))(x) = £(x)-(g(x) U h(x))
= (£(x)-g(x)) v (£(x)-h(x))
= ((EA 9) Vv (£ A'h))(x)
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(By) (1) Prvi element skupa LZM je bivalentna  funkcija
g, gde je za svaki x iz M, g(x) = 0. Prema ovome je:

(£VP)(x) = £(x) v #(x) = £(x} v 0 = £(x).

(i1) Poslednji element skdpa LzM je bivalentna funk-
cija I, gde je za svako x iz M, I(x) = 1. Prema ovome je:

(£ N I) (x)

f(x) I(x) = £(x)-1 = £(x).

Bs) (1) (EVHM® =f®UED =1 = I(x

(11)  (EA E)(x) = £(x)-E(x) =0 = g(x).

Na osnovu (B:), (Bz), (B3), (By) i (Bs) data algebarska
struktura na skupu L Iz4 predstavlja model Bulove algebre. Bulo-
vu algebru na skupu LzM zovemo: Bulova algebra bivalentnih

funkeija 1 oznadavamo (L.™, V , A, - ), (videti [55]).

Model 5. Neka je P skup iskazanih formulal).  Pridruzimo
svakoj iskazanoj formuli p, p ¢P, skup iskazanih formula g,q€P;
gde je p <=>q (p Jje ekvivalentno sa q). 0vaj‘ skup zovemo
klasga ekvivalenet1je iskazane formule p i o-
belefavamo ga sa [p] , tj.

) A {q |p <=>q, g€ P} .

Neka je P/<=> skup svih klasa ekvivalencijé (skup  kolil-
nik) . Uvedimo na skupu P/<=> dve binarne operacije ,* , ,* (dis-
junkciju i konjunkciju) i unarnu operaciju ,—* na sledeéi na-
&in:

[p]vla] # [pv a]. gde je p Vaq disjunkcija iskaza p.q,
[P] [Q] gt [p A q], gde je p A q konjunkcija iskaza p.q,
mﬂ .[T1P], gde je T|p negacija iskaza p.

Prepusta se &itaocu da proveri aksiome Bulove algebre iz
definicijel. za ovako uvedene operacije na skupu P/ <=>
tj. da je (P/<ce=>+ U+ * , = ) model Bulove algebre (videti[46]).
1)

vidi: S.Predid, Elementi matematidke logike, Beograd , 13968.-
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3. NEKE VAINIJE TEOREME BULOVE ALGEBRE

Navodimo spisak vaZnijih teorema Bulove algebre (B, v , * ,
- ). Neke od njih zovemo ¢ d e n t ¢t t e t i, (videti [23} [55] ).

Identitet 1:
Jy (i) awb = bua (i1i) a'b = b-a
J, (1) (awublue = aw(bue) (11) f(a-bl)-e = a-(b-c)

Jiy (1) au(b.e)=(aubl)-(ave) (ii) a-(buec)=(a-b)ula-c)

Juy (1) auwl = a (ii) a'I = a

Js (1) auva =1 (1) a+a =0

Jg¢ (1) ava = a (i) a-a = a

J; (1) aul =1 (ii) a0 =0

Jg (L) avuflab) = a (1) a-{awb) = a

Js (1) aula-b) = aub (ii) a-{aub) = a-b .
Jio (1) (aublul(a-b)=1 (1) (a-b)-(awb) = 0
Jiv1 (1) (awub)-(a-b)= 0 (11) (a-b)\slaubl= 1
Ji2 a2 =a

Jiy (1) 0 =1 (11) I =0

Jiv (i) @Ub = a-b (ii) a-b = aub

Teoreme:
Teorema 1. Ako je auz =1 1+ a-xr =0 onda je =z = a.
Teorema 2. awub = 0 ako i gamo ako a = b = 0.
Teorema 3. a-b = 1 ako ¢ gamo ako a = b = I.
Teorema 4. a-b = 0 ako i samo ake a = 0 <li b = 0.
Teorema 5. U Bulovoj algebri postoji samo jedan prvi element.

Teorema 6. U Bulovoj algebri postoji samo jedam poslednjt ele-

ment.
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Teorema 7. U Bulovoj algebri za svaki element a postojt gamo
jedan element a.

Doka¥imo neke od navedenih identiteta. Pri dokazu koristi-
éemo prineip dualnosti u Bulovoj algebri. Naime, dual svakog i~
dentiteta (teoreme) J u Bulovoj algebri (B,  , * , - ) je ide-
ntitet (teorema) J* koji je izveden medjusobnom zamenom operaci-
je v i ¢« kao i medjusobnom zamenom elemenata 0 i I u identi-
tetu J. Tako na primer, dual identiteta

L}

(J) (Iva) -« (bu) b
Je identitet (J*) (0 - a) v+ I) =hb.

Identitetima J,(i) sa spiska (1< k14 1 k # 12) dualni

su identiteti Jk(ii) i obrnuto, to jest J;(i) = J,(ii) i J;(ii)
2 J, (1),

Veoma je vaZno zapaziti da je dual svake aksiome jedne Bu-
love algebre takodje aksioma, kao i da je dual svake teoreme je-
dne Bulove algebre takodje teorema. Drugim re&ima, ako Jje neki
identitet J posledica aksioma B‘x' B‘z""'Bik Bulove alge-

bre onda je i dual J* posledica dualnih aksioma Bﬁd' Bﬂzl cee g
B} jer dualni identitet J* moZe biti dokazan upotrebom duala u
3

svakém koraku dokaza.
Identiteti J, (1), J, (ii) (1< k £5) sa na3eg spiska su aksi-

ome Bulove algebre (d e f inici3jal.), te treba dokazati
' ostale identitete.

Js (1) ava=a

Dokaz.

(1) a=awvuo (zakon By (1) )
(2) =a v (a-a) (zakon Bs (i) )
(3) = (av a)-(ay-a) (zakon B3 {i) )
(4) = (a a)-l (zakon Bs (i) )

(5)

L}

ay a (zakon B, (ii) ).
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Je(il) a - a=a

Dokas.

(1) a=a- 1 (zakon B, (ii)
(2) =a- (aya) (zakon Bs({1))
(3) = (a.a) Ula- a) {zakon B, (i1))
(4) = (a -a)ubo (zakon Bg(ii))
(5) =a-a (zakon B, (1)).

Identiteti J¢(i1) 1 J¢(i) su dualni, to jest,J¢(ii) = Je¢(i)
i J:(i)E Je(ii). Iz dokaza identiteta J;(1i) vidimo da je on po-
sledica aksioma Bu (i), Bs(ii), B3(1), Bs(1) 1 Bu(i1). Iz dokaza
identiteta Jg(ii) vidimo da je on posledica aksioma B, (ii),Bs (i),
By (i1), Bs(ii) i By (i). Dakle, identitet J¢(ii) je posledica ak-
sioma B (1), Bs(ii), B3(i), Bs(1) i Bi(i1) jer Je Ba(1)2 By (11),
Bs(11)2Bs(1), By (1) = By(ii), Bs(1) = Bs(ii) 1 Be(ii) = Bu(4).

! U daljem tekstu dokazaéemo neke identitete sa spiska a &i-

taocu ostavljamo da obrazlofi dokaze njihovih dualnih identiteta
korisdenjem principa dualnosti.

Jy (14) a-0=0

Dokas.

(1) a-0=a- (a-a) (zakon B (11))

(2) ={a-a)-a (zakon B; (11))

(3) =a-.a (identitet Jg¢(i1))
(4) =0 (zakon Bs(ii)).

Identitet J; (i) je posledica Bs(i), Ba(i), Je(i) L Bs(1) (kori-
stimo dualnosti).

Je (1) a yfa-Db) =a
Dokas.

(1) ayvul(a+b)=a-:-Iyuf(a-b) (zakon B, (ii))
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a- (Igb) (zakon Bs{ii))

(2) =
(3) =a-1 (identitet J7 (1))
(4) = a ) (zakon B, (ii)).

Identitet Js(ii) je posledica By (i), Ba(i), J7(i1) 1 By (i).

Js(ii) a - (a.ub)=a - b

Dokasz. .
(1) a- (aub) =(a-a)ula-b) (zakon Bs (11))
(2) =0uUi(a *b) (zakon Bs(ii))
(3) =(a-.b)y 0o (zakon B (1))
(4) =a -+ b | (zakon Bs (1)).

Identitet Js(1i) je posledica B3 (i), Bs(i), B;(ii) i Bs(i1).

Jio(d) (auvblu (@-b) =1
Dokas. ’

(1) (aub) U(E-B)=((aub)y a) ((aub)UB) (zakon Bs (1))

(2) =(au (BUb)) (aU(buB)) (zakont Bz (1) By (1))
(3) =((awva)u b) (auI) (zakoni Bz (i),Bs(1))
) =(IUub) (aUT) (zakon Bs (1))

(5) =(bUI) (awl) (zakon B, (1))

(6) =I-1 (1dentitet J7 (1))
(7) =1 (identitet Js{ii)).

Identitet J;(ii) je posledica B (i), B, (ii) i B, (ii),
1 Bs(ii), Bs(i1), By (ii) J,(id), Fe(d).
i) (a-bU@EUB =1
Dokas.
(1) (a-b) Uaub)=(aub)u (a+b) (zakon B (1))
(2) =((auB)Ua) ((aub) Ub) (zakon Bj (1))

3) =(au(au3)) ((aub) ub) (zakon B; (1))

B, (i1)
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(4)

=((ava)u b) (au (bub))

(zakon Bz (1))

(5) =(Ib) (A1) (zakon Bs ‘1))

{6) =(buI)(auUI) (zakon Bi (1))

(7N =1 -1 (ldentitet J; (1))

(8) =1 (identitet Jg (ii)).
Identitet Jy, (i) je posledica B, (i1}, Bs(ii), By (it), By (11),

Bs(ii), Bi1(ii), J7(ii) 1 Je(i).

Dokaz.

2]
[}

(1)
(2) =
(3) =
(4) =
(5) =
(6) =
(N =
(8) =

(9) =

(1y 0=
(2) =
(3) =

J|z 5=a

a1
a - (ava)
(@ - auvi@ - a
(@ - a)uo
ov(a + a)
{a - ayvia - a
a - (aua)
a - I
a

Jia(l) 0 =1
oo
o0
I

(zakon Bs (11))

(zakon Bs (1))

(zakon Bj (11))

(zakon Bs(ii))

(zakon B; (1))

(zakoni Bs(i1),B1(11))
(zakon Bi(i1))
(zakon Bs (1))

(zakon B.(1i)).

(zakon B. (1))
(zakon B (1))

(zakon Bs(1)).

Identitet J,, (i1) je posledica B. (il), B, (11) i Bs(ii).

Da bismo dokazali identitet J,;. (i) prvo ¢emo dokazati teo-

remu 1.

Ako je

aux = I 1 a -

onda je x = a.
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DoRaz.

(1) x=x+1I

(2) =x + (aya)
(3) = (x - a)julx -
(4) = (a * x)u(a -
(5) =o0u(E - x)
(6) = (a- x)uo
(7 =(a - x)ul@ -
(8) =3 - (xUa)
(99 =a-1
(10) =a
Jig (1)
Dokaz.

(1) (aublul(@ - b) =1

(2) (aub). (@ « by =0

(3) xavb = A
(4) a - b =x

(5) Aaux=1I

o

(6) A . x=

>

(7) x =

(8) aub =a-b

Za detalje dokaza ostalih teorema koji

[48), [55], [11].

(zakon B, (ii))
(zakon Bjs (1))
(zakon B3 (ii))
(zakon B, (i1))
(pretpostavka a-x=0)
(zakon B; (1))
(zakon Bs(i1))
(zakon Bj; (ii))
(pretpostévka aux=I)

(zakon By (11)).

(identitet J;o (1))
(identitet J;: (1))
(pretpostavka)
(pretpostavka)

(zamena (3) 1 (4) u (1))
(zamena (3) i (4) u (2))
(1z (5) i (6) po teoremi 1)
(zamena (3) 1 (4) u (7)).

ovde nisu navedeni videti

4. BINARNE RELACIJE < , > U BULOVOJ ALGEBRI

Uvedimo u Bulovu algebru (B, \.

(manje 711 jednako) na sledeéi nad&in:

, = ) binarnu relaciju <
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Definieija 2. 2a elemente x,y tz B ka3emo da Je x gy

ako t samo ako xwy = y.
Teorema 8. =z { y ako i samo ako x-y = =x.

Dokaz. Dokazademo prvo da iz x< y proizlazi xy = x. Za-
ista:

(1) x vy (pretpostavka)
(2) xvuy =y (definicija 2.)
(3) xy = xy (identitet a=a)
(4) x(xwy) = xy (zamena (2) u (3))
(5) x = xy (identitet J4(11)).

DokaZimo sada da iz xy = x proizlazi xg y. Zaista,

(1) x = xy {pretpostavka)

(2) xvy=xuvuy (identitet a=a)
(3) xUy=xyuy (zamena (1) u (2))
(4) xvUy =y uUxy {(komutacija J, (1))
(5) xuy-=yY (identitet J¢ (1))
(6) xgvy (definicija 2.).

Time smo dokazali teoremu.

Teorema 9. Relacija < Jje relacija poretka u Bulovoj algebri (B,

V, - , - ), tj. sa svaki z,y,s3 t3 B 3zadovoljava uslove:
(1) z< =z,
(L4) ako je z <y t yx onda je y = =z,
(111) ako je < y. 1 y< s onda je =z <3
Dokas.
(L) (1) xux =x (identitet J¢ (1))
(2) xgx (definicija 2.)
(i) (1) x iy gx (pretpostavka)

Y
(2) xuy=y 1 xuy-=x (definicija 2.)
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(3) xvy=y 1 yuxs=x (identitet J,(1))
(4 y=x (tranzitivnost)
(i11) (1) x gy 1 y<z (pretpostavka)
(2) xvuy=y 1 yuz-=2z2 (definicija 2.)
(3) .(xu yl)uz=z2 (zamena iz (2))
(4) xv (ywvz) =2 (agsocijacija J, (1))
(5) xvz=2 (pretpostavka) »
(6) x L2 (definicija 2.).

Sli%no kao u definiciji 2. uvodimo binarnu relaciju = (ve-
de 1li jednako).

Defintcija 3. Za elemente =x,y i3 B kafemo da je x >y ako
i gamo ako =z y = Y.

Definicija 2. i definicija 3. su dualne.

dopéte, neka je T teorema (definicija, identitet) Bulove al-
gebre (B, v, + , - ) u kojoj se pojavljuju i simboli < , = . Du~
alna teorema (definicija, identitet) T* izvodi se tako 5to se po-
red medjusobne zamene simbola v i - , 0 1 I vrsi medjusobna
zamena 1 simbola € 1 > .

Neposredno proizilazi da je (T*)*

T.
Teorema 10. U Bulovoj algebri (Bw , *+ , = ) za svaki x,y,8 <3
B va3e slededa svojstva:
(T,) (1) xgazwuy 1 y<xuy' (11) x>y 1 y>=y
(P2) (1) =<3 1 y<s ako i samo ako =YK 2
(ii) x>a 1 y>3 ako it samo ako zy_>=
(Ts) (1) ako je zgLy onda je zuwagyvsz
(11) ako je x>y onda je xza>y=z
(Tw) (1) oL« (i1) 1>z
(Ts) - (1) =x=<y ako  samo ako zy = 0

(ii) =z>y ako i samo ako zwy = 1
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(Te) (1) x =y ako i samo ako (Tuyl)-(xuy) = I

(1) x =y ako i samo ako ;:yux; 0.

Dualna svojstva svojstvima (T,) (1) (1< & £6) su svojstva
(T,) (11) i obrnuto, to jest,(TR)‘(i) = (T, ) (1) 1 (Tp)*(i1)=(T,)
(1). Ostavlja se &itaocu da dokaZe navedena svojstva.

Primer 1. U dvo&lanoj Bulovoj algebri ({0,1}, v ., - , =) iz
mddela l.'postoji binarna relacija < (manje ili jednako). zai-
sta 00, 01,1 1derje0uu0=0,0ul=1 1uUul-=1
(zadovoljena definicija 2.). Medjutim, nije 0 = 1 niti 1 < 0.

Primer 2. U skupovnoj Bulovoj algebri (P(U), v, N, ) iz
modela 2. postoje relacije (- , O (relacija inkluzije). Zaista
neka A,B €P(U). Tada

A CB ako i samo ako A U B B,
A DB ako i samo ako AN B = B,

Primer 3. U Bulovoj algebri (M, + , x , ~ ) iz modela 3.,
gde je M skup Bulovih matrica i

A = [af/'] ’ t= l,..., m3 b=1,...,0

]
—
~
.
.

B [v4] - i= .., m; i
postoji relacija § data sa
A (B ako i samo ako za svaki i, ) a, < .by -

Tako na primer, ako je

1 0 0 1 1 1
A = 0 B =11 0
0 0 1 0 0 1

tada

(]
w

A B Jjer ije A+ B

H
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5. IDEALI. FILTRI. PODALGEBRE

Definieija 4. U Bulovoj algebri (B, v, * , =) neprazan
skup J szovemo ideal (videti [57]) ako su zadovoljena glededa
svojstva: :

(1) 3 CB,
(ii) 2a svaki z,y ako x,y€J onda i Ty € J,
(1ii) 2a svaki =z,y ako z€ J ¢t y <& ondait y¢ J.
O%igledro da je 0 CJ, jer za svaki x, 0<x.

Primer 4. Neka je U = {a,b,c} { P(U) partitivni skup, tj.
P(U) = {X|XCU}, a binarne operacije skupa P(U) unija v i pre-
sek M 1 unarna operacija X“= U\X iz modela 2. U Bulovoj algebri
(P(U), v, N, ) ideali su sledeéi skupovi:

J, = {8},

J, ={g , {a} },

Js = {g , {bl 1},

J, = {¢g , {a} , {b} , {a,b} },

Js = (g , {a} , {c}, {a,e} } .
Ima ih jo¥; ostavlja se &itaocu da ih napise.
Skupovi
Ji = {{a} , {b}, {c}},
Js = {{a} , {ec}, {a,bl}},
nisu ideali jer ne zadovoljavaju uslove definicije 4.
Definietja 5. U Bulovoj algebri (B, v, * , =) neprazan

gkup F zovemo filter (videti [57]) ako su zadovoljena slededa
svojetva:

(i) F CB,



18

K.Gilezan - B. Latinovid

(ii)

(iii) .

Za svaki rx,y ako =z,y¢F onda i z-y€F,

la svaki =z,y ako y(F i y<x onda i xzgEF.

0&igledno da je 1(J, jer za svaki y, y<I.

Koristeéi princip dualnosti moZe se dokazati da su defini-

cije 4. i 5

Primer

dualne.

5. U Bulovoj algebri (P(U), v, ~, ~ ) iz - primera

4. filtri su sledeéi skupovi:

Fi
F,

Ima ih jo3%;

{{a}, {a,b}, {a,c}, {a,b,c}},

{({p}, {a,p}, {b,c}, {a,b,c}}.

ostavlja se &itaocu da ih napiSe.

Skupovi

F; = {g , {p} , {a,b} , {a,b,c}} ,

o]
~
"

; (¢ ’ {a} ' {a'b} ' {arbIC}} ’
r; = {{a} , {b,c} , {a,b,c}},
nisu filtri jer ne zadovoljavaju uslov (iii) definicije 5.
Definicija 6. U Bulovoj algebri (B, U, * , =) nepraszan

podskup By skupa B zovemo Bulova podalgebra ako su za svako

z,y €By zadovoljena slededa svojstva:
(1) Ako =xz,y€By onda T zUyE€By,
(ii) A4ko =z,y( By onda i =x-y( Bo,
(1ii) Ako z€By onda i X €B8y.

Primer 6. Neka je (P(U), v ., N, ) Bulova algebra iz pri-
mera 4. Tada su (Bi' v, "), L € {1,2,3) Bulove podalgebre,
gde je:

By = (ﬂ , {c} , {a,b} , {a,b,cl}},
Bz = {ﬂ 2 (a} ’ {b,C} {alblc}}l
B, = (g , {a,b,cl}.

Ostavlja se &itaocu da napife i druge Bulove podalgebre Bu-
love algebre (P{(U), v, ", ~ ).
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Primer 7. Neka je (M, + , x ., °) Bulova algebra iz modela
3., gde je M skup Bulovih matrica formata n x n. Tada su (M‘.,
+,x, ") i= 1,2 Bulove podalgebre, gde je

M, = {0,1} , M, = {0,A;,Az,I}

i gde je
0 0...0 1'1...1 1 0...0 01...1
0 0...0 11...1 11...0 0 0...1
0= . I = A= Ay=
0 0...0 11...1 1'1...1 0 0...0

Teorema 1l. Svaka Bulova podalgebra (Bo,\v , * , = J} Bulove al-
gebre (B, v , * , - ) jeeste Bulova algebra.

Dokaz. Kako je po definiciji 6. BoCB to binarne operaci-
je v 1 - skupa B; zadovoljavaju aksiome B,, B, i B; iz defi-
nicije 1. Na osnovu (iii) iz definicije 6. proizilazi da za
svako ¥ €By i X(Bg¢, a na osnovu (i) i (ii) iz definicije 6.
sledi da xUX€Bp 1 X*XEB,, to jest ICB, 1 0(By, (jer Je
xU%x =1I, X'x = 0). Ovim je teorema 11. dokazana.

Definieija 7. Neka eu (B, v , * , = ) 1 (By, + , * , ) Bu-
love algebre. Presglikavanje §f : B+*By, zovemo homomorfizam ako
zadovoljava uslove:

(1) flzuy) flz) + fly),
(i1) F(z) = (Fflz))”

Primer 8. Dati su skupovi A = {a,b} i B = {1,2,3,6}. U-
vedimo na partitivnom skupu P(A) binarne operacije v , M i
resprektivno uniju, presek i komplement, a na skupu B binarne
operacije + 1 * na sledeéi nadin:

x + Yy = NZ§ (x,y) (najmanji zajedniZki sadrZalac za x,y€B)

x * Yy = NZ2D (x,y) (najveéi zajedniZki delilac za x,y €B)i
uharnu operaciju

X=6: %, za x € B.

Setvorke (P(A), v , N, “) i (B, +, *» , -7 su Bulove algebre.
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Preslikavanje f : B - P(A) dato sa

¢ # {a,b} {a,b}
jeste homomorfizam jer zadovoljava svojstva (i), (ii) iz defini-
cije 7.
Teorema 12. Ako je f : B + By homomorfizam tada Jje:

(@) flz-y) = fiz) * fly) ,

(b) f(og) = 0Bl , filg) = IBl R
gde su 0B A IB odnosno 0Bl i IB; prvi T poslednji element
algebre (B, o , * , - ) odnosno (By, + , = , ~ ).

(c) Ako je =z Ly tada je fl(x) < fly).

Dokaz.
(a) (1) f(x-y) = £(xuUy) (zakoni de Morgana)
(2) = (£(xuy))”’ “(uslov (ii) iz definicije 7)
(3) = (E(X)+E(¥)) ° (definicija 7. (1))
(4) = (E(xW={E(¥)) " (zakon de Morgana)
(5) = £(R)+f () (uslov (i1) iz definicije 7)
(6) = f(x) £ (y) (dvostruka negacija a=a)-
(b) (1) £(0p) = f(x-X) {zakon Bs, (ii))
(2) = £ (x) «£ (x) (teorema 12.,(a))
(3) = f(x)e(£(x)) "~ (uslov (ii) iz definicije 7)
(4) =0 (zakon Bs, (ii))-
B,
1 f(1y) = f(BB) (identitet J;,, (1})
(2) = (f(OB))’ (uslov (ii) iz definicije 7)
(3) = (OBI)' (teorema 12., (b))
(4) = IB; (identitet Jrs (1)).

(c) Ako je x(y tada je po definiciji 2. xwuy =Y.
Imamo f(y) = f(xy y) = £(x) + £(y) tI. £(x) < £(y).
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Definicija 8. Neka su (B, w, * , =) £ (Bi, + ,» %, )
Bulove algebre. Preslikavanje f : B + B, zovemo izomorfizam ako

zadovoljava uelove:
(1) f je obostranc fednoznaéno presglikavange,
(11) flxoy) = flz) + fly),
(111) f(z) = (f(z))’.

Primer 9. Neka su (P(A),u , N, ") i (B, +, » , =) Bu~
love algebre iz primera 8. Preslikévanje~ £ : B+ P(a), dato sa

1 2 3 6

¢ {a} {b} {a,b}

jeste izomorfizam jer zadovoljava (i), (ii) i (iii) iz definici-~
je 8.

Teorema 13. Ako su (B, W, * , =), (B1, -+ , » , ) i (B2,
NV + A+ 7}) Bulove algebre ¢ f : B » By, g : By + By Zaomorfiz-
mi tada je 1 kompozitum gef : B » B, tzomorfizam, gde je

(gof)(x) = g(f(x))
Dokasz.

(1) Rako su f 1 g obostrano jednozna¥na preslikavanja to
iz x # y sledl f£(x) # £(y) 7 iz istih razloga iz
f(x) #£ £(y) sledi g(f(x)) # g(f(y)). Dakle i presli-
kavanije gof'je obostrano jednoznad&no.

(11) (gef) (xvy) = g(f(xy))

g(f(x) + £(y))
g(f(x)) vV g(£(y))
(gof) (x) V(gof) (¥).
g(£(x))

g((f(x)) ")
="1(g(£(x)))

="1(gef) (x).

(111) (gof) (X)
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Teorema 14. Preslikavanje f : B ~ B; je tzomorfizam ako <

. -1 . .
samo ako je f : B, » B tizomorfizam.

Dokaz. Neka je f izomorfizam i z,w ¢f(B). Tada je z=f(x)

i
(1) w = f(y) za x,y (B.
pakle x = £ '(z) Lty =¢£(w.
Ako je z # w tada je i x # y. Naime, ako bi bllo x=y
tada bi imali z = f(x)=f(y)=w. Odavde imamo da je
preslikavanje £' obostrano jednoznaé&no.
(11) BAko Je f(xuy) = f(x) + f(y) = z + w onda je
f-l(z + W) = XUY = f-l(z)\Jf-‘(w).
(1i1) Ako je f(x) = (£(x)) = 2z~ onda je
£z =x = (£ (2)).
S11&no se dokazuje da ako je f ' izomorfizam onda je L f 1-
zomorfizam.
ZADACI
Zadatak 1. Koristeéi identitete J, (1) 1 J, (11), 1€ e 14,
dokazati da u Bulovoj algebri (B, v, * , - ) va%fe sledeéi 1iden-
titeti:
1. (1) xyuxy = xV (11)  (x uy) (xUy)=x
2. (1) xXyuUXY\UXZ UXzZ=x (ii) (X\JY)(X\J§)(x\Jz)(x\J;)=x
3. (1) xywzy Uxy U¥z=xuUz (11) (xwy) (zUy) (xUY) (Yuz)=xz
4. (1) XYUXY UXY=RUY (11) (X UY) (X UY) (XxUY) =Xy
5. (1) xyuxyuwxyuxy=I (11) (xuy) (XUY) (xUY) (xUY) =0
6. (1) xzlyw z)=xzy (11) xUzZUYZ=XUYUZ
1)

Umegto z-y, ukoliko nema zabune, pisademo zy.
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8.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

(1) xy(zuy)=xy (1) xwywvzy=xgy
(1) xUyUzxyz=I (11) xyz (xUyuz)=0
(1) (xuyuz) (XUYUZz) =0 (i1) xyzUxyz=I
(1) (xUyL yz)=Xyz (11) xy(yuz)=xuyuz
(1) ((Xuy)yx)=x T () Xyulyux)=x
(1) xUyuxuUy=y (11) xy-Ry=y
(1) (xuy) (xUY) =y (11) xyuxy=y
(1) xyzuxyzuxz=z (i1) (xuyuz) (xuUy\z) (xuz)=2
(1) xyuUxzUXy=xz Uy (11) (xuy) (xUz) (XUY) =(xU 2) Y
(1) xyUXYUYZUXYUYZ=XUYUZ
(i1) (xLy) (xUy) (yUZ) (xUY) (YU 2) =x¥Z
(1) Xy2\U Xy XZ=x - (i1) (xuyuz) (xUY) (x\VZ)=x
(1) (xuz) (yuz)=xzuUYyz (ii) xzuyz=(xuz) (y\z)
(1) xUYZ (XU YU XYZ=XUYZ
(i1) x(yuz)Uxy(xwyuz)=x(y_2z)
(1) xfr%uxyzuxyz ux§z=x
(i1) (xU¥U2) (xUYUZ) (xUyLZ) (XUY UZ) =X
(1) XyzUXyzUXyz \IXyZ=y
(11) (xuyuz) (Xuyuz) (xUYUZ) (RUYULZ) =Y
(1) (xuywz) (xuywzl=yuz - (11) xyzu Xyz=yz
(1) (XUyLUZ) (XUYULZ) (xUYLUZ) (x Uy 2z) =x2
(ii) §§Eu§y§uxy§uxy;=xu§
(1) xvyﬁufrz UyYZsxuyuz (i1) x(yuz) (Yuz) (yuz)=xyz
(i) xyzu;(yEux}—(zu;cyz=yyxz
(11) (xuyuUz) (XUYUZ) (xUFL 2) (Ruyuz) =y (XU 2) .
Zadatak 2.

(i) Dato je Y = xyz uUxyz\uxyz\UXyzu XyzuU xyzu axyz, a €{0,I};
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odrediti a

(ii)Data je ¥

tako da je

Y = xwywvz.

(xU YU 2) (x0U YU 2) (XU YU Z) (XUYU Z) (XKUY U 2)

(xwywuz) (auxuywz), a €(0,1};
odrediti a tako da je Y = xyz.
Zadatak 3. Dokazati sledefe Bulove identitete:
—————— n : ”, —_nr n
1.1y« )= Ix, (] | xo = X,
=1 i=1 i=1 =1
" n n n
2. (1) (UX‘)\J(] l)_c,:)=I (11) () !x,)( x)=0
=1 i=1 f=1 =1
n n n n
3. )y (] i;,)(vxiho (11) (\_/I,Ml | x =1
t= =1 i=1 f=1
_n
4. (1) xl(;“sz)(;lg/;z\JX3)...(;1\/;2\}.-.\};"_l\jxn)=“_l!xi
n
(i1) Xlu;(ng\J)-(lizxgu...\_})-(1)_(2...)-("_!x,l =vx‘
i=1
n n n n
s e _Jvo -\ _Jueyo an xu (] “l vo=| .' (xUy,)
= = i= =
n 1 3 n
6. \_Jx A\ S v \_Jx,)
1=1 h=1 h=k+)
n R a
(11) ‘ Ixc = I I X jn ( l l X jn)e
i=1 h=1 n=k+1l
gde su iy, 2,00, permutacije od 1,%...1 .
1)
n n
F—
X, = X UK. UKy ‘ X, = X1 * X2'..."%X,

(=1
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n n
7. (4) \’:/(xiuyi) (Uxi)u(\_/ y,)
=1

= i=1
n n L
(ii) E{(xl-yi) = (Il—;' xi)'(i__ll Y,

Zadatak 4. U Bulovoj algebri (B,  , * , - ) dokazati:

ol

1. (1) a-b g c ako i samo ako a b uc
v(ii) aub >c ako i samo ake a »h-c
2. (i) a:b cud ako i samo ako a.-c < bu d
(i1i) awub >c - d ako i samo ako auc . =b * a
3. (i) a=a-bua.c ako i samo ako cg a b

(i) a = (a ub)-(Euc) ako 1 samo ako c>a b

=

4, (1) agb ako i samo ako b a. -

Zadatak 5. Neka je U neprazan skup i P(U) njegov parti-
tativni skup, a ,u* i .N* (unija i presek) binarne operacije i

w + " (komplement, X = U\ X, XC P(U) ) unarna operacija.Po mo-~
delu 2. Cetvorka (P(U),uv , ~, ~ ) je Bulova algebra.
Matricu A=[au-] i=1,,,.,8n ; = 1,,,.,m, gde su a

elementi skupa P(U), zovemo Bulova matrica formata mxn.
Neka je skup M skup svih Bulovih matrica formata mxn, a

w+ "1i , x " binarne operacije uvedene na sledeéi nalin:
def
A+ B = [a”ubl_j] B i=1,,..., m; ji=1l,0004n
def
AXx B = [al.jr\b,.j po i m e my = lyeea,n

14

gde su v 1 N operacije unija i presek skupa P(U).

Uvedimo unarnu operaciju na slede€¢i na&in;

= der -

Ay [aij] ’ i= 1,000, m 3 J = lreeaen,
gde je  ‘ " unarna operacija komplement au‘. =U\ay

Dokazati da je &etvorka (M, + , X , - ) Bulova algebra tj.
da su zadovoljene aksiome Bulove algebre iz defin_icije ‘1. Napo-
minjemo da su prvi i poslednji element:
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g @ ..g] [u U...t|

g 0...9 U U...U
0 i ’ I =: --------

g g...8 ’U U...U

Zadatak 6. Date su Bulove algebre
Birw,s™1r =)y (Bayv 2Ny =2 seeer By oy s Dpy =nd e
Dokazati da je (B, v , ™, - ) Bulova algebra, gde je

B =8B, x B Xx...x B, ;

to jest x (B ako i samo ako X = (X1 ,Xz2s..-¢%Xy), X, C B, , i
'C.{1,2,... }, a operacije v ,~ , - definisane na sledeéi na-
&in:
et
XUy — (Xi\UYre X2 UaY2reeor XU, ¥,)
ey
XMy (x, hJYlv Xz Ma¥2re-00 Xy /'\“ Y")
- der -1 -2 —n
X - (xlr X2ronss x")-

Zadatak 7. Dokazati da je (B, + , « , - )Bulova algebra,gde
je:

B= {1, 2,5, 7, 10, 14, 35, 70}

X + y = N2S (x,y) (najmanji zajedniki sadrZalac)
X *« y = NZD (x,Y) (najveéi zajedni&ki delilac)
x =70 : x.

Zadatak 8. U Bulovoj algebri (B, + , « , - ) iz zadatka 7.°
odrediti ideale, filtre i podalgebre.

Zadatak 9. Data je Bulova algebra (B, v, N, =) i skup
svih Bulovih matrica M formata mxn, gde Jje

M=1(a= [a;]} i=1,.c., 5 i=1,...,m; a; ¢ Bh

pokazati da je (M, + , x , ") Bulova algebra gde je:

A+B ¥ [aqu bl!]

def’

axB = [a, - by)
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operacije skupa B.



28 K.Gilezan - B.Latinovi¢

GLAVA II

BULOVA ALGEBRA L,

U glavi I razmatrana je Bulova algebra na proizvoljnom ne-
praznom skupu B sa najmanje dva elementa. U glavi II razmatra
se Bulova algebra na skupu L, = {0,1} . Razlog za posebno treti-
ranje Bulove algebre na skupu L, obrazlaZemo sledeéim: ona se
najvi8e koristi, a aparat koji se odnosi na dvovrednosne promen-
ljive je jo3 uvek najsavrBeniji.

Napominjemo da sve teoreme navedene u Bulovoj algebri (B,
Vv, , =) vate i za Bulovu algebru (L, v, * , = ). U ovoj
glavi pro¥iruje se spisak teorema navedenih u glavi I. Neke vre-
de i u Bulovoj algebri (B, U, + , - )(videti [24], [55], [57]).

U glavi I (model 1.) definisall smo na skupu L, = {0,1} bi-

narne operacije ,u* (disjunkciju) 1 , - " (konjunkciju) na sle-
deéi na&in:

(1) 0vo =0, 0wVl =1, 1V0 =1, 11Ul

]
—

(2) 0-0-=0, 0-1=20, 1 -0

0, 1 -1 =1.

Takodje smo definisali unarnu operaciju ,—* (negaciju)na slede-
é1i naéin:

(3 0=1, 1=o0.

Bulovu algebru na skupu L; = {0,1} , gde su uvedene binar-
ne operacije ..° i , - " pomoéu (i) i (2) i unarna operacija
.—" pomoéu (3), zovemo Bulova algebra dvo¥lanog skupa (ili Bu-
lova algebra L,).

S1li&no, ako na skupu S = {a,b} uvedemo binarne operacije @
1 © 1 unarnu operaciju ° na sledeéi nalin
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®fja b ©jla b x| x°
ala b al a a a
bib b bla . b b|a

onda  je Cetvorka (S, ®, ©, ~ ) dvo&lana Bulova algebra. Prepud-
tamo ¥itaocu da dokafe da  su Bulove algebre (Lo, v, =~ = ) 1
(s, &, ©, ~ ) izomorfne.

Iz definicije Bulove algebre (definicija 1., Gl. I) i nave-
denih osnovnih teorema neposredno sledi da u Bulovoj alg}ebri {La,
Vs v 4+~ ) za sve a,b,c¢lL;, vaZe sledefa svojstva (identite-
ti):

s; (i) awvb = buva (i) ab = ba

S, (i) (avb)we =avu(buc) (i1) (ab)c = a(bc)

S; {i) awva=a (ii) aa = a
Sy (i) awvab = a (i1) a{avb) = a
Ss (i) awbc = (aub)(auc) (i) a(bwec) = abuac
S (1) avl =1 {(ii) a0 =0 k
S; (1) au0 =a (11) al = a
Ss () awva =1 {i1) aa =0
Ss (i) aub = ab (11) ab = aub
St ; = a )
$11 (1) auab = aub (11) a(aub) = ab
za detalje videti [42], [27] , [39] i [59].
1. BULOV IZRAZ
Uvedimo na ékupu L, relaciju
o, ako je x # o
(4) x% =
1, ako je x = «a, o,X€ Ly,

Prema (4) je
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00

Na osnovu (3)
(47

(477

fl
—
o
[
L}
(=
—
[l
o
—
[}
—

i (4) imamo:

Takodje vaZi i sledefa relacija:

(47"

x* - x® = x4,
=% - xB =0 , a,BEL, o £ B
xa\J x® = @ )y o € L,
x*uxf = s+ 0,B € Lasa # B.

Na osnovu relacije (4°)i identiteta S,{i), S,(il), Sg{i) 1 S,

(1i) relacija

Dogovorno
love konstante

(4”7 neposredno se verifikuje. Zaista:

) o _ = = _ =
x° x°=x . x=x = x°,
x! x! = x . x = x = x!,
o -
X x! =x - x =0,
o o - - _ = 0
X UX = XUX=X2=X,
1 ) N - = 1
X'W X' = XUX=X=X",
o -
XU x' =xuUx=1.

uzimamo da se simboli 0 i 1 iz skupa L, zovu Bu-
, a slova x,yZz,... koja uzimaju vrednosti 0 i1

iz skupa' L, Bulove promenljive.

Definicija 1.

1. Bulove

Bulovi

2. Ako 8u
Bulovi

3. Bulovi

konstante 0,1 < Bulove promenljive x,y,2,...8u
izrazt.
A ¢ B Bulovi izraai tada sx (A B), (A-B), A, B
izrazt.

izrazi asu samo ont gimboli koji se dobijaju kona-

&nom primenom 1.7 2.

Na primer

, Bulovi izrazi su:
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0, 1, x, y, 2° (Jer jez’ =32), 3z}, (xuy, &, (xx),
((xv 0)x), ((x1) U y).

Da bismo izbegli glomaznost, obi&no uvodimo konvenciju o
brisanju spoljnih zagrada. Tako, na primer, Bulov izraz

((x U 0)x)
jednostavno piSemo-

(x U 0)X.

2. FORME BULOVIH IZRAZA
Definteija 2.

(1) Bulovi tarazi koji ne sadrie disjunkeiju zovu se e 1 e-
mentarne konjunketJe.

(i1) Bulovi izrazi koji ne sadnZfe konjunkeiju zovu se e 1l e-
mentarne dis junkeiyJe.

Na primer, Bulovi izrazi

0, 1, X, Y, XX, XX, Xyz, XYz, Xyz Su elementarne konju-
nkcije, a Bulovi izrazi

0, 1, x, Yy, XUX, XUX, XUy, XUYUz, XUYUZ
su elementarne disjunkcije.

Definieija 3.
(1) Elementarna konjunkecija C u odnosu na promenljive
L1;L25+00,%,

zove s¢ kanonska elementarna kongunk-
ei1 g a ako svaka promenljiva =z, (ili njena negacija Ek,k=1,
«..,n) uzeta jednom (i samo ona) udestviuje u iagradnji konjunk-
cije_c.

(i1) Elementarna disjunkeija D u odnosu na promenljive

X13T24e0+5%p

zove se kanonska. elementarna, dites junk-
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e 1 j a ako svaka promenljiva =z, (Zli njena negacija Ek,kzl,
.0) uzeta samo jednom (i samo ona) ulestvuje u tzagradnji dis-

Junkeije D.

Na primer, elementarne konjunkcije

XYZ, Xyz, Xyz

su kanonske elementarne konjunkcije u odnosu na promenljive x,y
i z, a elementarna konjunkcija x§ nije kanonska elemantarna
konjunkcija u odnosu na x,y i 2z jer ne sadrZzi ni z ni z.

Elementarne kanonske konjunkcije

XyzZ, Xyz, Xyz
u odnosu na promenljive x,y 1 z mogli bismo, prema relaciji
(47) pisati
x’ylzo, xoy‘z‘, xoyozo.
Uopste, kanonska elementarna konjunkcija C u odnosu na pro-

menljive K1, K2, .00 0%, je oblika

ay e X o
X1 X2 0%

n
n

gde o ;. ¢ L2, i= 1,2, ..,n8.
Elementarne disjunkcije
XuUyuUaz, XUYUZ, XUyWUz
su kanonske elementarne disjunkcije u odnosu na promenljive x,y
i 2z, a elementarna disjunkcija x v y nije kanonska elementarna

disjunkcija u odnosu na x,y 1 2z jer ne sadrZi ni "z ni Eﬂ
Elementarne kanonske disjunkcije

XUYUZ, XUy Z, XUYVUZ
u odnosu na promenljive x,y i 2z mogli bismo, prema relaciji
(47) pisati
ruyluz®, xtuytu®, x®u y® v 2%,
UopSte, kanonska elementarna disjunkcija D u odnosu na pro-

menljive x;, X;,...,x, Je oblika

a) ) %N
xxuxzu---uxn v
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gde a; € L2, i=1,2,...,n,

Definieija 4.
(1) Bulov Ziaraz oblika
CIUC2U’--0UCrI

gde su C1/Cz2/...,C elementarne kohjunkajje, zove ge d T 8 § u n-
ktivna forma (krade DF).
(ii) Bulov izraz oblika
DiDz...D,,
gde su Di1,D2,...,D, elementarne disjunkeije, zove se k o n § u -
nktivna forma(krade XF).
Na primer, Bulo&i izrazi
XUXYUXYZ, XUXYZUXYZ, XYUXYZU XYZUX
su disjunktivne forme, a Bulovi izrazi

x(xuy) Ruywz), X(xuyuz) (xuyvz), x(yux)
su konjunktivne forme.

Definicija 5.

(i) Disjunktivna forma
m

/e

i=1

zove ae kanonska disjunktivna normalna forma (krade KDNF} u od-
nosu na promenljive X1,Tz2,...,%,, ako su C1,C27s4+4++C mkanonske

elementarne konjunkcije u odnosu na promenljive X)1,Z2,.++5 Tn.

(1i) Konjunktivna forma

zove se kanonska konjunktivna normailna forma (krade KXKNF) u od-
nosu na promenljive Z1,%2,...,%,, ako su Di1,D2,...,Dy kanonske

elementarne disjunkeije u odnosu na promenljive X1,Tzse-+s%n.

Na primér, Bulovi izrazi
XYZU XY2ZU XYZ UXYZ, XYZ\U XYZ, XYZ URYZ UXYZ
su kanonske'disjunktivhe normalne forme u odnosu na promenljive
x,y i z, dok Bulov izraz '
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XYZ\UXYZ\U XY
nije kanonska disjunktivna normalna forma u odnosu na promenlji-
ve *,y i z Jjer konjunkcija xy nije kanonska elementarna kon-
junkcija u odnosu na promenljive x,y i z posto ne sadrZi ni =z
ni z.

Bulovi izrazi

(xuyuz) (xuyuz), (xuyuz) (xuyuz) (xuyuz)
jesu kanonske konjunktivne normalne forme u odnosu na promenlji-
ve x,y i z, dok Bulov izraz

(xuyuU2z) (xUyUz) (xUY)
nije kanonska konjunktivna normalna forma u odnosu na promenlji-
ve x,y i z jer disjunkecija xuUy nije kanonska 2lementarna di-
sjunkcija u odnosu na promenljive x,y i z po3to ne sadrzi ni z

ni z.

3. NEKE TEOREME O NORMALNIM FORMAMA

Oznadimo sa L; direktni proizvod n skupova L., tj.
L; = LoxXL;X...XLj.
n puta
Direktni proizvod ﬂ; je skup uredjenih n-torki
(ay,az2,...,a2 ),
gde je a; €L,, I= 1,000 0ny
odnosno L;‘ = {(al,az,...,a") | a; Ly, j= Yy...n}.

Postoji 2'I razli&itih uredjenih n-torki u L: , tj. skup Lz
sadr?i 2" elemenata. Ovo se neposredno utvrdjuje jer svaka kom-
ponenta a;, i=1,2,...,a, moZe imati jednu od vrednosti 0 1ili
1, te imamo varijacije sa ponavljanjem od dva elementa n-te kla
se.

Na primer, skup
n
L2 = L2xL; = {(010)1 (0,1, (1,0), (111)}

ima 2? = 4 elementa (uredjene dvojke).
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Skup
3
Lz = LaxLaXLa =
= {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0)(1,1,1)}

ima 2° = 8 elemenata (uredjenih trojki).

Teorema 1. Za promenljiive Z1,825.++5&n

poatoji 2" razliditih kanonskih konjunkeija oblika

ap Q2 Gn n
(5) Ty T2 e Zp g (0140250009 0 )€ L2

odnoano 2" razliditih kanonskih disjunkeija oblika
o) az G, "
(6) Tl U X2 U eeen s (G1s02,-00,8,)€C L2,

gde su izrazi =z,%', a,€L, dati u (4) (111 (47)).
Dokas. Kako svaka konjunkecija oblika (5), odnosno d}sjuﬁk-
cija oblika (6), sadrZl sve izraze

oy
Xy r @y G{oll}l i=1,...,8

to prema relaciji (4°) imamo varijacije sa ponavljanjem od \dva
elementa n-te klase, tj. 2" konjunkcija, odnosno disjunkeija.

Primer 1. Za promenljive x,y postoji 22 = 4 kanonskih ko=~
njunkcija oblika (5), tj.

xlyl’ leD' xoy1’ xoyo

1141
Xy ., X ;r ;‘ Y., ;E ;r
odnosno 2% = 4 kanonskih disjunkcija oblika (6), t3.
. x*uyl, xtuy®, x°uy!, x°Uy®
114 .
XUy, xU¥, XUy, xU¥.
Teorema 2.

(i) Disjunkeija evih kanonskik konjunkeija oblika (5) Jed-
naka je 1, tJ.
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acLy

{1i) Konjunkcija svih kanonskih disjunkcija oblika (6) jed-
naka je 0, tj.

P a,y o2 u'n
(8) [ I(xl Uz V...uz ) = 0,
acLy
gde je a= (al,...,an).
Dokas.

(1) Neka je (B1/Bz,...B) €L, 1
a1 a2 «
Bi(Bi Bare-ni8) =\ _JB1 82 ...8 "

Postoji 2" konjunkcija oblika (5) (teorema 1). Konjunkcije

[+ 5% [+ &) a

n
(a) B B2 ---B‘ ’ (ull---un)E L2

imaju, na osnovu relacije (4), vrednosti 0 iti 1, tj.

1, ako je (81,...,8n)=(a1,...,u )

e 3] [ ¥) n

a
n
B:1 B2 "'Bn =
0, ako je (81,---an)#(alr~"1an)'
Prema tome, postoji samo jedna konjunkcija oblika (a) koja je

jednaka 1 ; na osnovu identiteta awl = 1 sledi da je (7) ispu-
njeno.

(ii) Neka je (31:321---13n)€L: i

Q2

——— ay an
E2(81,82,..-,8) =] |8 uB: u...us ™.

n
un€ L,

Postoji 2 disjunkcija oblika (6) (tearema 1). Disjunkcije
aq a; a n
n
(b) B, W82 U...UBn ' (0-\:---:(!n)€Lz
imaju, na osnovu relaclje (4), vrednosti 0 ili 1, tj.
6, ako je a;#ﬂz:--.'ﬁnfﬁn

ag &2 Gn
81 B, \l.-.L/Bn =

1, u ostalim slylajevima.



Bulova algebra 37

Prema tome, postoji samo jedna disjunkcija oblika (b) koja je
jednaka 0 ; na osnovu identiteta a.0 = 0 sledl da je (8) ispu-
njeno.

Primer 2.

Na osnovu Teoreme 2. proizilazi:

(1) 2a promenljive x,y je disjunkcija svih kanonskih konju-
nkcija jednaka 1, tj.

XY U XY UXYURY, = 1.

Zaista

XY UXY UXYUXY = X (YU UX(YUY) = xUX = 1
(11) Za promenljive x,y je konjunkcija svih kanonskih dis-
junkcija jednaka 0, tj.

(xUY) (xU¥) (Ruy) (RUT) = 0.

Zaista
(X\JY)(xxji)(igjy)(ixj§)=(x\1yx\1x§\1y§)(Q\Jy§\J§y\yY§)

= (xux(yuY)) (xUx(yuY))= (xuUx) (XUX) = xx = 0.

Teorema 3.
(1) Konjunkeija ma koje dve raslidite kanonske konjunketije

oblika (5) jednaka je 0, tj.

ay Gz (- Bi1 B2 Bn
() (x1 2 ...xq Jlz1 %2 ...xa ) =0,

gde Je
7 n
(@) 1027000, Gn)ELz r (Bi1s Bgr---r Bn’)_eLz ’
(01702, 0-0s0,) # (B1sB2 +eees Ba)

(11) Disjunkeija ma koje dve razlidite kanonske disjunkecije

oblika (6) jednaka je 1, tj.

a3 a2 Qn 81 B2 Bn
(x2) (xy U 22w ...VZ, IVl Uz V..U, )=,

ade je n
(01sG2,+0-s03) CL2 + (BisBase-esBg) €Lz
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(("IIGZI“"“'\) # (Bx,Bz,-..,Bn) -

Dokaz.
(1) Neka je
(By,025.00,00) # (811821-~-18n)°

Tada postoji bar jedno j (1< j<n) tako da je a; ¢ B; . Na o-
} Je

rrs

snovu relacije (4

oy B
X X = 0.

Koristeéi identitet a-0 = 0 imamo da je zadovoljeno (»).
(1i1) Neka je
(@1 /Q2700.,0,) # (BieB2s.-sBn).

Tada postoji bar jedno 3j (1< j<n) tako da je a; # Bj. Na o-
aj Bj
Xj W Xy = 1.

snovu relacije (4

Koristeéi identitet awvl =1 imamo da je zadovoljeno (a«).
Oovim je teorema dokazana.

Primer 3. Za promenljive x,y,z postoji 8 razli¥itih kon-
junkcija oblika (5), odnosno 8 razli¥itih disjunkcija oblika (6).
Po teoremi 3. konjunkcija ma koje dve razli&ite konjunkcije ob-
lika (5) jednaka je 0, a disjunkcija ma koje dve razliite dis-
junkciije je 1.

Na primer,

(xyz) (xyz) = 0
jer je )
xx =0 ,
a
(xwyuziv (xuywz) = 1
jer je

Teorema 4. Svaki Bulov izraz koji sadrii neke od promenlji-
vih £1,...,x, moZe se transformisati u KDNF (odnoano KXNF) u o-

dnosu na promenljive Zi,...,X%,.
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Dokaz. Neka je E Bulov izraz. Koristedl svojstva Bulove
algebre, dati izraz B moZemo transformisati u bF (odnosno KF) ..
Ako je | E ba$ KDNF (odnosno KKNF) dokaz je zavréén. Ako.izraz E
nije KDNF (odnosno KKNF) onda postoji bar jedna elementarna kon=
junkcija C (odnosno elementarna disjunkcija D ) koja nije ka-
nonska elementarna konjunkcija (odnosno kanonska elementarna di-
sjunkcija).

Ako konjunkcije C” (odnosno disjunkciju D” )ne sadrfe pro-
menljivu x 4111 X% mo¥emo .pisati '

C°=C" (xuXx)=C"x UC" % ,

114

D =D""(xx) = (D°Ux )(D"UX ).

Prema tome, svaka konjunkcija (odnosno disjunkcija) moZe se

transformisati u KDNF (odnosnoc KKNF).

Primer 4. Transformi$imo Bulov izraz
xvy
za promenljive x,y u KDNF.

(1) xuy = xluyl (identitet S, (11))

(2) x(yUY) Uy (xUX) (identitet S, (1))
(3)

(4)

XY UXY UYXUYX (identitet S5 (ii))

it

Xy UXY\U Xy (identiteti S, (1) i S; (1)).

Primer 5. Transformi$imo Bulov izraz
x(ywz)u xz
za promenljive x,y,z u KDNF.
(1) x(yUz)\UXZ=Xy UXZUXZ (identitet S5 (ii))
xy (2UZ)U xZ (yUY)y x2 (yUY) (identiteti S, (i1) 1'S4(4))

(2)
(3)
(4)

xyz\nyE\Jx§¥(1x5§\1xzyp;xz§ (1dentitet Ss(ii))

XYZ \UXYZ UXYZ UXYZ " (identitetd S; (1) 1 Ss(dii).

Primer 6. TransformiZimo Bulov izraz
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XU Xy
a) za promenljive x,y
b} za promenljive x,y,z

u KKNF.
{a) (1) xUXy = (xX) (xUy) (identiteét Ss (1))
(2) = 1(xVy) (identitet Sy (1))
(3) = XUy (identitet S, (i1i).
(b) (1) xURy = xUy (identitet (a))
(2) = (xuylu 2z (identiteti S, (11)1i S, (1i))
(3) = ((xvy)wve) (xuy)uE) (identitet Ss. (1))
(4) = (xvyuUz) (xuy\J;)».-

Primer 7. Transformifimo u KKNF u odnosu na promenljive x,
Y.z Bulov izraz (xuy) (xuy)z.

(xu?) (xuy)z= (xu§uz;) ()_cuyqu) (zw xxUYY)
=(xwUyVUz) (xUyVz) (xuyuz) (kRuyuz)
((zUx) (zU ) Uyy)
=(xuywz) (xUyuUz) (xuyuz) (Ruywz) (20 xuy)
(zuxuUy) (zuxuy) (2 UKUY)
=(xuyuz) (xuyuz) (xuyuz) (xUy uz) (kuyu )
(xuyuz).

Teorema 5. Bulov iaraz E je KDNF u odnosw na promenljive

T1,T2,s0-0,%, ako i samo ako je israz E KKNF u odnosu na promen-

Lj‘l:!)e xlv,xz,...,xn.

Dokas. Ako je izraz E KDNF onda je svaka konjunkcija, koja
udestvuje u izgradnji izraza E, elementarna kanonska konjunkci-
ja, to jest

a; a2 (!n
E=u X1 X2 -..X_

n
a €M
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‘gde je MCLY .

Tada je

E = 7 X1 X2 .eeX_ .

n
(GJ,.-.,Gn)EM

Koristeéi zakone de Morgana i relaciju (4 ) imamo:

g - ﬁ o o o2

(x1 UxX2 V...Ux2 ).
(@1s-00,02) €M
‘Obrnuto, neka je izraz E KKNF. Onda je svaka disjunkcija,
koja uées;vuje u izgradnji izraza E,. elementarna kanonska dis-
junkcija, tj.

™7 %1 a2 ap -
E=| ‘ (x1 wx2 U,...an)'

(all--frqn)en

gde je
MCLY .

Tada je

.l——l o [+ ¥) dn

E = (x, wx; u...uxn) .

(aln.-,an)EM

Koristec¢i zakone de Morgana i relaciju (4 ) imamo:

) & a: o
E = U (X1 X2 T ).

(a,,...,an)EM

Ovim je teorema dokazana.
Primer 8. Neka je
E = XYzZ\UXYZ UXYZ .
Izraz E Je napisan u KDNF za promen"ljive X,¥,2. Tada'je

E = (xwyuz) (xuyuUz) (Ruyuz)
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tj. E je napisan u KKNF u odnosu na promenljive  x,y,z.

Iz ranijih primera mogli smo zaklju&iti
izraz jednostavnije napisati KDNF nego KKNF.

da je za neki Bulov
Teorema 5. olak3ava

nam konstrukciju za Bulove izraze. Da bismo Bulov izraz E tran-

sformisali u KKNF radimo sledede:
(1) Izraz E transformifemo u izraz E.
(2) Izraz E napiZemo u KDNF.

(3) KonstruiSemo negaciju za KDNF izraza
oreme 5. dobijamo KKNF za izraz E.

Primer 9. Transformi$imo u KKNF u odnosu
y,2 Bulov izraz E = (xwy) (xuz).
Koristeéi teoremu 5. imamo:

(xUy) (xUz) = RyUXZ

E. Na osnovu te-

na promenljive x,

=F.

(1) E =

(2) E = )-c;'(zu;)\Jx(y\J;); = )-(;'zu)-q-l;UXYEUX;;

(3) E = (xuyuz) (xuyuz) (xuyuz) (xUyuz)
ZADACI:

Zadatak 1. Transformi3imo u KDNF u odnosu na promenljive x,

y 1 z Bulove izraze: 1) x(ywz), 2) xuyz,
(xuy) by 2).

ReSenje

1) x{yuwz) = xyuxz

xy (zUz) Xz (puy)

XYZ\U XYZ U XYZU XYZ

XYZ \UXYZ\JIXYZ,

2) xuyz = x(yuy) (ZUZ)Uyz(xux)
= XYZ\UXYZ\UXYZ\UXYZUKYZ UXYZ
= XYZ\UXYZUKXYZUXYZ\UXYZ,

3) XiYywuz) = x UYU2)

xXuUyz

3) x(YUZ),4) (xyy)
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X (yuy) (zuz)u ¥z (xUX)

XYZ\UXYZUXRYZU XYZU XYZ,

XYZ\UXYZ\UXYZ \UXYZ\UXYZ U XY2Z

4) (xuz) (XUY) (YUZ)=XyUXYZUYZUXYZ UXZ

=xy(z uE) u;tyzuyz (Xu;()u Xyz uxz (yui;)

=XYZ\UXYZ UXYZ UXYZ UXYZ JXYZ\URYZ UXYZ

=XYZ UXYZ UXYZ UXYZ .

Zadatak 2. TransformiSimo u KKNF u odnosu na promenljive x,

y 1 z Bulove izraze: 1) xUvy,

ReSenje:

1) XUY = xy

[

2) x(ywz)

3) Y\JZ\J§§E

Zadatak

raze:

1) xuy:—c

2) xy

3) (xvuylz

4) xuyz

(XUYY) (Fuxx)

(xUy) (x Uy) (YUX) (YUX)

(x VUY) (Xuy) (xUY) .

(X UYY wzZ) (YU ZUXX)

2) x(ywz), 3) yuzuxyz.

(xuyyuUz) (xUYYUZ) (yuzux) (YUZ X)

(xuywz) (xUFuU2) (xUyuz) (xuyuz) (xuyuz)

(yuzux),

(xuyuz) (xUyUz) (xUYUZ) (XU Z) (RUyUz) .

i}

3.

(yuzux) (yuzuyz)

(xuywz) (yuz)ulywz))

xuyuve.

Transformisati u KDNF

za

za

za

za

promenljive
promenljive
promenljive

promenljive

i KRKNF sledede Bulove

X:Y,2
X/Y.2

X,¥.,2

iz-
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5) (xuylz za promenljive x,y,z.

Zadatak 4. Transformisati u KKNF u odnosu na promenljive x,
y sledede Bulove izraze:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

b

2)

E1 = x(xuY), E; =y, E,

= x{(xuyY), Ev = xvy,

Es = Xy, E¢ =

XUY.

Zadatak 5. Dokazati sledefe identitete:

(1) XY\U XZ\UXYZ\U XKYZ=XY\J XZ ,

(1) XYyUXzu¥z=2{(xUy),

(ii)

(ii)

(xwy)(xwz) (xuywz)

(xuyvz)=(xuy) (kU z),

(XOY) (XUz) Fu 2) =z ' XY

(i) XYyUyzUXy\Uxyz=xuz, (i1) (xuY)(ywuz) (zuy)
.()-(u;(uz)=xz,
(i) xyu ;Zuyzu;§z=;u§uz, (i) (xuy) (xuz) (yvz)
.(;u§u2)=)-(;/z,
(1) Xy Xyu Xy=xuUYy, (11) (Ruy) (xUy) (xUy)=xy,
(1) XYURyUxy=xUY, (i1) (xuy) (xUy) (xUy)=xy,
(1) xuxlyzvuzuv)vyv=l, (11) (x(xUlyUzuUv)zv) (yuv) =0,
(i)(xuyuz)Gu;/vuxu;q-rZ\; (i1) (xyzu‘_/)(;(uv)x
=xUyUY, (XU ZUT) =xYV.
Zadatak 6. Dokazati da je
U‘,‘j,‘ x:i)= r—i(\.;{x:i)' (@r.ee0 ) €LF,
% L8 Uy Bk
=1 % '!:n"‘il= \,'Z_/."i v xh

akko (ae-..,a VA(Breaee B).
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GLAVA III
BULOVE FUNKCTIJE

U glavi III razmatraju se funkcije &1ji su 1 = originall i
slike elementi skupa {0,1} . Zovu se Bulove funkcije. 0 Bulovim.
funkcijama i ma kojoj Bulovoj algebri ¥italac moZe vigeti [1],
[55].

Pored opd§teg razmatranja Bulovih funkcija u algebri (L:, v,

+ , =) uovoj glavi se govori i o specijalnim Bulovim funkci-
jama: simetri&nim i alternativnim.

Ovde se posebno razmatra moguénost pisanja Bulove funkcijé
pomodu Bulovih izraza u raznim formama.

1. DEFINICIJA BULOVE FUNKCIJE

Definicija 1. Preslikavanje f ekupa L? (direktni proisvod
L2x L2x...x L2) u akup L2, u oznact’
£ 3 L3> Le
sovemo Bulova funkcija (videti. [52], [54], [55]).
Bulove funkcije najfe¥ce zadajemo tablicama ill Bulovim izﬁ
razima. '

Primer 1. Bulove'funkcije £,g9,h date su sledeéim tablicama:

X If(x) Xy |g(x,y)' x y z |hix,y,2)
0|1 00| @ 000 1
1 0 01 1 001 1
10 1 010 1
11 1 011 1
1068 0
1071 1
110 1
111 1
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Pweimzp 2. Bulove funkcije £,, f,, f, date su slede€im Bulo-
vim izrazima:

£.(x) = x, x(CLy; £2(x,y) = xuy,

2 3

(x,¥) ( L2s £5(x,v,2) = XUyuxz, (x,vy,z) CLp,
gde su binarne operacije .." (disjunkcija), -~ (konjunkcija) i wu-
rarna operacija .—* (negacija) definisane na skupu L2 (glava I,

model 1.)
Primer 3. Date su sledede Bulove Punkcije
£1(x) = x, xCLzi E2(x,y) = Xy, (x,9)CLz;
filx,y) = ;;, (x,y) C Li; fulx,y,2z) = XY\J;, (x,¥,2) L;-
Odgovarajude tablice datih funkcija su:

ﬁfltx) Xy lXuYsz(X,YJ |x-y}fa(x,y)
I
|

o 0
1 1

—_—0 0
-0 - O
—_——— O
O 0O
O b

1
0
0
0

x

[ i el i = R =~ =]

—_ = OO~ OO0 <
N
x

Y folx,y,2)

Y

- O OO~ O
- -~ OO0 O

O - OO O -
—_ o O O O

Iz ovog primera vidimo da za svaku Bulovu funkciju,datu Bu-
lovim izrazom, mofemo formirati odgovarajuéu tablicu, koristeéi
tablice za disjunkciju, konjunkciju i negaciju, kao i svojstva
Bulr.e algebre (L, vw, = + = ).

Va%i i obrnuto. Svaku Bulovu funkciju, datu tablicom, moZe-
mo predstaviti Bulovim izrazom (videti teoremu 2., teoremu 3. i
teoremu 4. ove glave).
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2. NEKE TEOREME O BULOVIM FUNKCIJAMA

Teorema 1. Broj raéliéitih Bulovih funkeija od n promenlji-
vikh je 27", o

Dokaz. Kako u skupu L? postoji 2" razli&itih n-torki,i sva-
koj n-torki moZemo pridruiiti samo jednu od vrednostl 0 1i1i 1,to
imamo varijacije sa ponavljanjem od dva elementa klase 20, Nji-
hov broj je, kao ¥to znamo 22n.

Primer 4. Postoje Cetiri razlidite Bulove funkcije sa jed-
nom promenljivom. Dajemo ih u slededoj tablici:

X lf;(x) f2(x) £f£3(x) £4(x)

0 0 0 1 1
1 0 1 0 1

Funkcije £a1({x)=0 i fu (x)=1 zovu se konstantne Bulove funk-
cije. Funkcija f2(x)=x zove se identi¥na funkcija ( direktna ),a
funkcija f3(x)=x komplementarna (indirektna).

Postoji Sesnaest razlié&itih Bulovih funkcija od dve promen-
ljive. Dajemo 'ih u sledecoj tablici:

xyl| £, £, £5 £, £5 £ £; £4 £5 £10 £11 £12 £13 £14 £15 fas

-0 0

[¢]
1
0
1

cocoo
~Oo 0O
OO O
-0 o0
co~O
-0 MO
OO
O
COO M
R ~-X =N
-
O
Y-
O
O o bt
[y

Naj&e3de koristimo sledede: f,, £7, far Fgrf1p , F1a 1 f1s.
Dajemo u slededem spisku njihova imena i uobi&ajeno oznadavanje:

£, (x,y)=xy funkcija i (konjunktivna funkeija)

f,(x,¥y)=x & y funkcija ekskluzivno Z1¢ (alternativna funkeija)
£, (x,¥)=xVY funkcija £1Z (disjunktivna funkeija)
£q(x,¥)=xTY funkcija nils (Lukasijeviéeva funkeija)

fxo(x,y)= X<=>Y funkeija ekvivalencije
£, (x,y)=x=>y funkeija implikacije
fi (%, y)=x1y funkcija ni (Seferova funkeijal.
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Teorema 2. Za ma koju Bulovu funkeiju

£: L] > L,
vaii jednakost
[s X1 Gn
(1) f(xll'--lxn) = \\_/af(al,...,un)x RN a=(“\""'°n)
a €L,

(tj. funkcija mo%e biti predstavljena u KDNF).

Dokas. Ozna&imo desnu stranu jednakosti (1) sa F(x,,...,xn)

tj.
. [« 27 G.n
(2) Fd¥y,neix) -\ JCTPI IS P N
n
a €L,
zZamenom n-torke (ay,...,a )€ L} u relaciju (2) imamo
ay an
F(al,...,an) = \\_/j f(ul,...,an)al ceea
a QL?
Konjunkcije
ay an
(3y a, ...a . (all"-lan)€ L?

imaju, na osnovu relacije (4) (glava II), vrednost 0 ili 1, tj.

@ . 1, ako je (al,...,an) = (a"""an)
ay ...a. =
n

0, ako je (a;,...,a )} # (al.J--:qn)-
Zna¥i, postoji samo jedna konjunkcija (3) koja je jednaka 1.
Na osnovu svojstva
1-fla) = £(a), 0-f(a)=0, OUf(a) = £(a),
gde je o = (al,...,an), imamo
(4) F(al,...,an) = f(al,...,an).
Kako je relacija (4) zadovoljena za svaku n-tcrku iz L:pro—

izilazi da je
F(x,,...,xn) = f(xl,...,xn),

pa je ispunj=na relacija (1). Ovim je dokazana teorema 2.

Teorema 3. 2Za ma koju Bulovu funketju



Bulova algebra 49

£: LY » L,
vaiit jednakost
— ] i
(1 ) f(x“-..,xn) = (f(a“...,an)ux,u...uxn)
a €LY

(tj. funkcija moZe biti predstavljena u KKNF).

Dokaz. Ozna¥imo desnu stranu jednakosti (1°) sa F(x ,...,xn)

tj.
) & G,
(2" F(x;,...,xn) = I (f(qx....,an)\Jxka...\an .
taEer!
Zamenom n-torke (a;,...,an)elg
u relaciju (2°) imamo
™ a1 ay
F(a,,...,an)= l (f(al,...,an)\Ja,\J...\Jan ).
4 €L}
Disjunkcije
%1 o

. n n
(37 arv «ovag , (Greee,0 )€ L,

imaju, na osnovu relacije (4) (glava II), vrednost 0 ili 1, tj.
a1 o,
ay v ...uan =

1, ako je (al,...,an) # (ax,---.an)

0, ako je (a1,...02)) = (Gx,---,an).
Znadi, postoji samo jedna disjunkcija (37) koja je Jjednika

0.
Na osnovu svojstava

f(a)J 0 = £(a), £(a)vl =1, £(a)-1 = £(a),
gde je a = (a1,0z,...,a,), imamo
(4°) F(allaZI"'lan) =f(alrazyn.-,an).

Kako je relacija (4°) zadovoljena za svaku n~torku 1z L?
proizilazi da je F(x) = f(x) pa je ispunjena relacija (1').Oyim

je dokazana’teor@ma 3.
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Primer 5. Bulove funkcije f,, f,, £3, fu, £5s 1 f5s date su
sledeéim tablicama:

X[fx(X) x y [f2(x,y) £3(x,y) £u(x,y)
0 1 0 o 0 1 1
1 0 0 1 1 0 1
1 0 1 1 1
11 1 1 0

X

fs(x,y,z) fs(x,Y,2)

(=N = B S

——r—-—_00 00
OO =00 5
O O~OO
—_—_—-—0 000

Napi¥imo KDNF (odnosno KKNF) datih funkcija.
Na osnovu teoreme 2 i tablica, KDNF datih funkcija su:

f,(x) = KJE,(&)-x(1 = £,(0)-x° U f, (1} -x! = 1.x°V0-x! = x.
(!e L,

£, (x,y)= U fz(Ol,B)XaYB=fz (0,0)0x°y% s £2 (0, )X’y v £, (1,0)x'y®

(a,8) L}
UEa {1, x'y'=0-x%y’ U 1-x°y'Ul.xly® U lexty!
=XyUXYyUJXY.
Sli&no, za funkcije f;, fu, f5, f¢, imamo:
£, (6, y)=1-x"y " 0-x’y 'V 1-x1y®U lexiyt= x yux YUX Y,
£, (%, 7)=1-x"y'U 1-x°y U 1-x'y° U 0-x'yl=k YUX YU X ¥,
£5(x,y,2)=0.x%y%2%U0-xy%2' U 0-x°y 2% U 0-x"y' 'z Ul-x'y 2’
ul-x‘y“z‘Ql-x‘y‘z"ul-x‘y‘z‘:x Yzuxyzuxyz
U Xy oz,
£e (X,¥,2)= XYZ UXYZ'\w XYZ\J XYZ\J XYZ\ XYZ.

Na osnovu teoreme 3, i tablica, KKNF datih funkcija su:
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£1(x)

[}

fa(x,y)

| (€30 =) = (£1 (00U x) (1 (U D)
ath
(1u x7) (pux!)

1(0UX) = 0UX

(IU'X) (0vx) = (1Ux) (0UX)

X,

e emouyh

(2,B) € L}

=(£10,0)u X'V (0, Duxt Uy (£(1,00Ux I¥0)
(F(1,1)wxtuyl)

=(0U XUF) (1VxUy) (1Y XUY) ( 1UxUy)

=(0VxUy) (1 xUy) (1YW xUyY) (1Y xUY)

=(x\/Jy)+1l-1-1 = XUY.

Sli&no, za funkcije £;, £,, f5 imamo:

f3 (x,Y)

£, (x,y)

(U XU F9) (0URLYY) (IuXiUy®) VU kU yh)
(1U XUF) (0VXVY) (1U XUY) (1Y XUY)
(1uxuy) (0U U Y) (1Y XUY) (LU XUY)

1-{xUy)1-1 = xJY,

= 1UR'LTY) Quxtuy!) (Iuxiuy?) (ouxiuyl)

(1UXUY) (LUXUY) (1URUY) (0U XUY)
(1U xUy) (LU xU ) {1V xWy) (00 XUY)

1-1:1 (xuUy) = xUY,

£5(x,y,2)=(0UX'UYUZY) (OUXUYIVZ!) (OUR Uy UZ®)

OURUYIUZY) QURiuyUzl) (luxiuyuz!)
(luxiuyluz®) Quxtuytuzl)

=(0uxuyuUz) (0uxuyuz) (0VxuyJz) (ovxuyuz)-
1-1.1-1

=(xUyVvz) (xJyuz) (xuyuz) (xUyUz).

n
Teorema 4. Mg koja Bulova funketja £ : L2 + La8a- promen-—
ljtvim KiyerorXy moZe biti predstavijena pomodu disjunkeije © ne-

gacije, odnosno konjunkeije i negacije, tJ.
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— oy a
(1) £(Xy,...,x.) \\_//f(a)ylxl\J "'ijnn)'

1}

n
a(EL?
‘ Qg a.n
(11) £(xy,.oaix ) = | ETo oxy oo ™
ol Ll:
Dokas.
oy un
(1) fxi..eex)) = f(a)x, REREE (teorema o KDNF)
aGL?
[« Y G.n -
= fla)xy, -...ox, (svojstvo a=a)
a €Ly
\ a, En L
= Jf(u)uxl J ...uxn (svojstvo‘ ‘xi
i=1
ag L] "o
= x.).
i
T &1 &n
(ii) f(x;,-..,xn) = l x CACHVE SRVENIVE ) (teorema o KKNF)
n
€L,
— ) 5 i}
= | | (fleyux, v ceeux ) (svojstvo a=a)
a €LY
‘“ at :n o
= [ACYREEIRRRES (svojstvo \_/ Xy
agr? n =1
=1 1xp
i=1t

.[ l fToT)x(:l-.-x:n
a€Ly

(svojstvo ;=a) .

Teorema 5. Skup Bulovih funkeija

F=({fif : L) + L}

na kome su uvedene binarme operacije .1 i unarna operacija .—"



Bulova algebra 53

na slededi nadin:

(D1) (Fav ) x el (£1(0) UEs(a))x”

n
a€L,

(D2) (£1+ £3) (x) 20\ _J (£1(a) -2 ())x®
o €L2
oaEx) 2=
ag L?

gde je oy o “

(xl,...,xn)=x, (al,...,an)=a rXL teestXg =X s
jeste Bulova algebra.

Potrebno je pokazati da su zadovoljeni aksiomi iz definici-
je Bulove algebre (definicija 1. gl. I).

Dokaz.

(B1) (1) (Favf) (x)=\_J (£1(0)UE,(0))x®  (definicija (D))

a(L?

=) (f2(a)Ufy(2))x*  (zakon B (1))
a€Ly

= (£2 Y £1) (x) (definicija (D1)),

(B2) (1) ((F1vE2)UEs) (x)= \_J ((£1 (@)U 2 (@)U Es(a))x”
a€ LY (definicija (D))

= \UJ (£1(0)U (£2 (@)U Es(a)))x®
e€ LY (zakon B (1))

= (£, U (f2Uf3)) (x)  (definicija (D )).
Na sli&an na¢in proveravamo vaZenje aksioma B, (1i), B, (ii)
iz definicije 1. (g1: I), a takodje i aksiome B; (1) 1 B,(ii).
Prvi element 0 i poslednji-element I su-konstantne Bulove
funkcije, gde za svako x€1LB ,

0(x) =0 i I(x) =1.

(B, (1) (Evn) =\ (E@uUo(a))x* (definicija (D1))
a€L2
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= U fx® (zakon B. (1))
aé{L?
= f (x) (definicija (D,;)).

Sli&no se proverava va¥enje aksiona B. (ii).

(Bs) (1) (Eub) ) = U (Fe) UE(a))x® (definicija (D1))
e €Ly
= U (zakon Bs (1))
a€Ly
= I(x) (teorema 2(1i), gl.
IIJ.

Sli¥no se proverava vafenje aksioma B (ii).

n

zna&i, skup F = {f|f : L, +~ L,} jeste Bulova algebra.

3. SIMETRICNE BULOVE FUNKCIJE

Definicija 2. Bulovu funkeiju z = £(x), xX€L)
zovemo @ it me t r i & n om Bulovom funketjom ako 7 samo
Je

f(x,,xz,...,xn) = f(xil,xiz,...,xin),

sa svaku permutaciju (xi Pee-rXy ) promenljivih RigeoooX -
1 n

Primer 6. Bulove funkcije
Eilxi,X2,X3) = X1 U Xau X3, (X1,X2,X3)€ L3,
£, (X1,X2,%3) = X1Xz3 UX2X1 UXaX1, (X1,%2,%X3) € L2,
£1(X10X2,X3) = X1 X2 UX2 X9U XaX1y (X1 Xz 0 %3) CLs,

su simetrifne funkcije.
Tako, na primer, za permutaciju

X1 X2 Xy
r B3 (X1+X2 X2 ¥+X)  X37X3)

X2 X3 X3

ako
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£1(%1,%2,X3) = X1U X2 X3
= X\ X1\ X3
= fi(x2,x1,X3),
fa(X1,X2,X3) = X1X2\U X2X3\J X3X1
= X2X1\J X1X3\U X3X2
= f2(x2,X1, X3).
DokaZimo da je f3 (Xl 1 X2 ,X3) = f3 (X2 ,%x, ,Xg) .
Zaista
Fa(x1,%2,%3)=(X1U X2) (X2 UX3) (X3UX1) =X1X2X3\U X1X2X3
Ey(X2,%1,%3) = (XU X1) (XU X3) (X3U X2) =X1X2X 30U X1X2X3 -
Dakle f3(x1,x2,%3) = £3(%X2,%;,%x3)-
Sli&no se dokazuje i za ostale permutacije.
Teorema 6. Ako su £ i g simetridne Bulove funkeije onda su
i fug, f'g, [f 8imetridne funkeije, gde je
r
(fug) () ZExyvugx),
(£-0) (x) 2L £(x) g (x),
E(x) ¥ £(x)
n
za svako x L, .
Dokaz. Neka su f i g simetriéne funkcije, tj.
f(x) = f(xil,...,xi ).
n
X) = X, gecesXy )
g (x) gl 111 ’ in
Tada

za svaku permutaciju (xi reeer Xy ) promenljivih XKipeooXp .
1
- n

imamo

(fug) (x) f(x)ugix)

f(xil,...,xin)\/g(xil,...,xin)

1

(FEUg) (X, ree-s%, )y
1 a
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(£-9) (x) f (%) -g(x)

= f(xi‘,...,xi )-g(xil,...,xin)

n

(£29) (xy 4eeeexy )y

f(x) = f(x;,...,xn) = f(xil,...,xin) = f(xil,...,xi ).

ovim je dokazana teorema 6.

4. ALTERNATIVNE FUNKCIJE

Na strani 47, naveli smo tablicu Sesnaest Bulovih fiinkcija
od dve promenljive. Medju njima i alternativnu funkciju
f(x,y) = x @0y,

koja se &Cesto koristi u praksi. Ona je data izrazom x & y u ko-
me figurife jedna specijalna binarna operacija & na skupu L, (ta-
kozvano sabiranje po modelu 2; krade mod. 2). Navodimo jo3 jed-
nom tablicu alternativne funkcije (videti [36], [44] ).

X ®y

Na osnovu teoreme o KDNF i KKNF izmedju operacije & i ope-

racija v, + , - postoje slgdeée veze:
Vg (1) x @y = Xx-yux-y
(ii) X 0y = (xuy)-(;u)-()
(Lii) XJY = x'y ® x & y.
Definicija 3. 1° Konstante 0,1 i promenljive x,y,2,...8Kkupa

{0,1} su alternativni izraszi.
2° Ako su A © B alternativni izrast tada su

A @& B, A-B, K, B alternativni tardzi.
3% Alternativni, tarazi 8u samo oni simboli ko

Jji se dobijaju konadnom primenom 1% 2°
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Primer 7. Alternativni izrazi 8u:
0,1, %, X, x@y, x @y, (x®y)x itd.
Na osnovu veza Vo(i) i Vo(iii) svaki alternativnil izraz Je

i Bulov izraz,i obrnuto. Prema ovom mi uvek moZemo govoriti o Bu-
lovom igzrazu.
Binarna relacija & ima slededa svojstva:

S, 1. Xy =y @ Xx

[
862‘ x® (y®z2z) =(x06y) 6z
Sg3- (1) .x@0=x (i) x@1=X
Sgd- (1) x® x'=1 (11) x® x =0
65' x(y & z) = xy & xz
Sgb- X8y=x606y
SQ7. (1) x0y=x06y (1i) xdy=x8 Yy
Sg8- X16X,0...6X = X18X20...0x
= x,exzo...exn
= x;Oxze...GQn
Sg9- X18x28...8x = X10x208...6x , za n=2k.
Dokazi:
X®y=y ®x
X0y =x yUur y (veza Vg (1))
= ; Xy x (komutativnost za wi ¢ )
=y @& x (veza Ve(i)).
X ® (y®z) = (x0y) @ z
x® (y®z)=x® (Yz UyZz) (veza Vg (1))
=X (YzUyZ) UX(YZUYZ) (veza Vg (1))

=x(yzuyz) Ux((yuz) (Yuz)) (zakoni de Morgana)
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=XYZ\J;y£\Jx(y2\J§E)

=XYZ UXYZ UXYZ\UXY2
=(§y\1x§)2\J(§§\1xy)z

= (RyUxi) Zu (U ) (Ruy) )z

={xyuxy)z UlxyUxy)z

=(iy\1x§)ez
=(x ®y) &2z
x 8 0 = x
x® 0 = x0Ux-0
= x-1
= X
Sli¢no se
SOS'
X ® ; =x 8y
X8y =xyuxy
= xyuxy
= x yuxy
=x 8y
X®y =x8 y
XxX®Yy = xyuxy

x,e...exn = x19...8x

= (xuUy) (XuY)
= x yux y
=X YUX ¥

=)-( @ Yy

Sli¢no se dokazuje svojstvo

i-1

dokazuju svojstva S$3.(il), 564'(1)' SQA.(ii)

Oxi$x1+10...9xn,

(zakon distributivnosti)
(zakon distributivnosti)
{zakoni asoc. 1 distr.)
(zakoni distrubuctje)
(zakoni de Morgana)
(veza V$(1H

{veza Ve(i)).

(veza Vg (1))
(svojstva a.0 =0 L 0 = 1)

(zakon a-1 = a}.

(veza Ve(i))
(identitet 2= a)
{zakon komutativnosti)

(veza Vw(i))-

(veza VQ(iV

(zakoni de Morgana i §=a)
(zakoni distr. 1 Bs(i))
{identitet a = a)

(veza Vm(i))-

597.(11).



Bulova algebra 59

Neka je
Zexi = X119 ... ® Xn,

h

i

X19 ... & x & x e ... 0 X -

i~-1 1+1
Kako operacija @ zadovoljava zakone asocijativnosti i komu-

tativnosti imamo
n

Z %1

=1

I
Zoxi

j=1

Xy -] 9’1 , i=1,2,...,n.

Dakle ,

Xy 8 9y

= x4 ® 9y (svojstvo 567‘(1))'

ovim je svojstvo SQB. dokazano.

Teorema 7. Za ma koju Bulovu funkeiju £ : L

, * L2 vaii

jednakost
-
£(X1,.00,x) = Léf(a)xa
a€ L}

(tj.. funkcija moZe biti predstavljena pomoéu sabiranja po modulu
2, konjunkcije i negacije).

Dokas.
fx) =\J fa)x* ' (teorema o KD
a €Ly ' NF)

- 2_9 £ (o) x@ e}_-mf(a)f(s)x“xse...ﬂ)l I£ (@) x® (veza Vg (114))

€ LD oa#BELy a €1}
= 2:9 £ (a)x® (svojstva -xa-xB
o (LY =0, o#8 i x@0

=X) .

Ovim je teorema dokazana.

Primer 8. Za Bulovu funkciju
3
£f : L,> L,
datu tabelom
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=

bt et OO s e OO »
™

fi(x,y.2)

—e_-—_-0 000
—FOMFOMFOMEO
O -0 0~

po teoremi 7. je

A

A

A;

Ay

£(x,y,z) = xyz ® Xyz ® xyz ® xyz ® xyz

Skup L, sa binarnim operacijama ,8" (sabiranje po mod.2) {1
(konjunkcija} jeste polje u oznaci (L, ®, - ).
Za svako x,y,z¢ L vaZfe aksiome polja:

XBy=y 8 x {svojstvo 501)

X @ (y®z) = (x8y) ® 2z {svojstvo 502)

X ® 0 =x (svojstvo 593(1))
Za svaki x€ L je x@&x=0 (svojstvo 504(11)).

Skup L,\{0} jeste, u odnosu na binarnu operaciju ,-" (kon -

junkcija) komutativna grupa.

Rs

Xy = yx (komutativnost konjunkcije)
x(yz) = (xy)z (asocijativnost konjunkcije)
X+l = x (svojstvo jedinice)

Za svaki x¢€ L,\{0} je x-x=1.

Zadovoljen je distributivni zakon konjunkcije prema sabira-
po mod. 2.

x (y®z) = xy & xz (svojstvo SOS)
(y®z)x = yx & zx.
Skup L? nad poljem (L,, ®, - ) jeste linearni prostor u od-

nosu na binarne operacije sabiranje i mnoZenje skalarom, gde je

x +'y (18y1, ..., x By )

ax (axl,...,axn), a € La.



Bulova algebra 61

Za svaki x,y,zGerl 1 a,8€L vaZe aksiome linearnog pro-

stora

P, x+y-=

P x + (y+
x+0=

P
P, x+x=
P
P

5 lex = x
g (a-B)-x
P, ac(x+y)
PB (a®B) x
Dokaz.

P X +y=

P Sli&no

P X + 0 =

Sli&no

Primer

prostora L:

y + x
z) =V(x+y) + 2
x, 9gde je 0=(0,...,0)

]

= a(B-x)
= a*'x + a+y

= a*'x+8°x.

(%18Y1/0-.,% By )

(y,Qxl,...,ynOxn)

Y+ X

se dokazuje koristeéi asocijativnost po mod. 2.)
(x,0 0,...,xn00)

(X1r00s lxn)

b'e

(?{10x; yee- ,xnexn)

0,...,0)

0.

se pokazuju svojstva Ps, PG; P7 i Pg.

9. Neka su v; = (0,1,1,0) i v, = (1,1,0,0) vektori

. Tada je

vit v, = (0®1, 161,160, 0860) =(,0,1,0)

(-1, o1, 0-1, 0+-0) = (0,0,0,0)

[=]

<

~
]

(-0, 1-1, 1.1, 1-0) = (0,1,1,0)

ot

<
-
1]

1)vy = 1vy = v; .
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Definicija 4. Vektort Vi,Vas... v za m>) gu linearno za-

vigni ako postojt aj, ajE L., tako da iz

aQVvy + aVvat ... +amvm =0 proizilaz? aj # 0.

Definicija 5. Vektori VieVageee,V o za m>1 gu linearno ne-
zavigni ako za svako aj, aj( L,%z
Ay v+ azv2+...+anvm = 0 proizlazt a1=az=...=am=0
Primer 10. Vektori
v, = (1,1,0,0), v, = (1,0,1,1), wv3; = (1,0,1,0), v = (1,1,0,1)
iz prostora L; su linearno zavisni. Zaista iz
0V +0,VataaVata, Ve =a, (1,1,0,0)+a, (1,0,1,1)+a;3(1,0,1,0)+
a, (1,1,0,1) -
=(0ty,01,0,0)+(02,0,02,02)+(a3,0,03,0)+
(0y,00,0,04)

=(a;00:003:00,, 180, 02003, a200)

(0,0,0,0)
i jednakosti vektora proizilazi da je

0;®a,0a,80, = 0

(!190.5 =0
azba; =0
a28a, = 0.

Jedno od reZenja ovog sistema jeste «1=1, 02=1, a3=l aw=1, 5to
je lako proveriti. Dakle, po definiciji 3., vektori wv,;, vz, V3

i v, su linearno zavisni.
Primer 11. Vektori
vy = (0,0,0,1), v2 =-(0:01110)1 vy = (0,1,0,0), v, = (1,0,0,0),

iz prostora L:, su linearno nezavisni. Zaista 1z
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q,v;+qsz+aav;+quvu=a1(0,0,0,1)+a2(0,0,1,0)+a3(0,1,0,0)
+a4{1,0,0,0)
=(0,0,0,0,)+(0,0,020)+(0,230,0)+(%y,0,0,0)
=(04,03,02,01)
=(0,0,0,0)

1 jednakosti vektora proizilézi da je a4,=0, a3=0, a2=0, a1=0, pa

su vektori vi, Vi, vs 1 v, linearno nezavisni.

Definteija 6. Skup linearno nesavienih vektora VigeossVy iz

L? 3ovemo -basa prostora L? ako su za avaki':ceL? vektort x,vi,

ceerVy linearno savisnt.
Jedna baza prostora Lg su vektori
e; = (1,0,0,...,0)
e, = (0,1;0,...,0)

en = (OIOIOI~--11),

jer se svaki vektor Ax=(x;,...,xn) 1z L? mo¥e prikazati kao 1i-
nearna kombinacija
x = x1e1+xzez+...+xnen.
Zaista,
x = x,(1,0,;..0)+xz(o,1,...,o)+...+xn(o,o,...,1)

= (X240,004,0)+(0,X25000,0) %0 4(0,0,...,%))

(x1 0 8...9 0, 0 @ x20...0 0,..+,00 0 &...0 xn)'

(X1/X2,000 r*n) .

Definicija 1. Skalarni protavod vektora X=(Xi,Xz,...,X) <

N n e
Y=(Y1,¥2,000¥p) vektorskog prostora Lp u notactji <x,y>, je
<X,¥> = X119 X2¥20...9 XY

Primer 12. Skalarni proizvod vektora x=(1,1,0,0,1) 1 y =
(1,0,1,1,1) vektorskog prostora L] je
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<X,y> =1-1 1-080-1 $0:-1 911 =10&00&0®08&1 =20,

Skalarni proiszvod <x,y> ima slededa svojstva:
1° <x,y>>0
20 <x,y> = <y, x>
3% <x,y+z> = <x,y> + <x,z>
<x+y,z> = <X,2> + <y,z>
4% acx,y> = <ax,y> = <x,ay> .
Ako je <x,y> = 0 kaZemo da su vektori x L y ortogonalni.

Podskupovi M i N skupa L? zovu se ortogonalni ako je za
svaki x€EM L svaki yEN <x,y> = 0.

ZADACI:

.
Zadatak 1. Postoji 2 razli&itih Bulovih funkcija f : L:*Lz
(tablica na strani 47). Napisati kanonske disjunktivne normalne
forme, odnosno kanonske konjunktivne normalne forme za funkcije:

f7r f’r flﬂr flh i flso

pokazati da se dobijeni izrazi za funkcije £,, £f£4, £10 . £14 1
fi;s mogu transformisatli u sledede veze:

X®y-= i-y\/x-§,
X Ty=XUY,
X<=>y = X" YUX Y,
X=>Y = XUY,
x1y=%Y.
Zadatak 2. Data je Bulova funkcija f:L:»Lzsledeéom tablicom:

xyz | £(x,¥,2)
000 0
001 1
010 1
011 1
100 0
101 1
110 1
111 1
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Koristedi KDNF dokazati da je f(x,y,z) =

£(x,¥,2) =XYZUXYZ UXYZ UXyZ\URYE UXYZ o

Koristedéi zakone Bulove algebre, moZemo pisati

£(x,y,2) =Rz (FUY)U ¥Z (RUX) U Xz (FU Y) U ¥2(RUX)
= XzUyzuxzUyz

Z(XUX)UYZUYZ

ZUy(zVz)

zZUY.
Zadatak 3. Date su Bulove funkcije f£;, £2, f£f3, fu, £s , ta-
blicom .

N
™
Hh
~
H
w
r
@

HFHRORERRO | M
FOOOOOOO ]| M
MmN ~OO | M

HMEHRHOOOO | X
HHOORMOO |~
HOROKFOMO
~FOROODOOO
e b o O

[ S

a) Napisati KDNF KKNF za date funkcije.
b) Dobijene KDNF i KKNF transformisati u oblike

yuz £2(x,¥,2) Xz

£,(x,y.,2)

xyz

xuywz £y (x,y,2)

£i(x,y,2)
£s5(x,Y,2) = xJyvz,
Zadatak 4. Ako su x 1 y Bulove promenljive i operacije
w=>"; a<=>" date vezama
X=>y = XUY
x<=>y = XyUXY ((xUy) (xUY) = x<=>y)
dokazati da je
a) 1. x=>x =1

2. ((x=>y) => X)=>x =1
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3. (x=>y)=>{y=>x) =1

4. (x=>y)=> (ly=>2) => (x=>2)) =1

5. x=>(x=>y) =1

6. x=>(y=3>x) =1

7. {(x=>(y=>2))=>({{x=>y) =>(x=>2)) =1

8. x=>(y =>(Xx=>y)) =1

b) l. x<=>x =1
2 (X<=>y) <=> (Y <=>x) =1
3. (X<=>Yy) <=> (;c<=> ;) =1

c) 1. (x=>y)ly=>z) =>(x=>z) = 1
2. (x<=>y)(y<=>2) =>(x<=>2) =1

3. (x<=>y)<=> (x =>y)(y=>x) =1
d) 1. (x=>y)(y=>2) <=>(Xx=>2) = )_(;'u;(z-ux§uyz

2. (x<=>y)(y<=>2) <=>{x=>2) = XYU XZUYZ
e) 1. X<=>Yy = X<=>Y
2. X<=>y = R<=>Y = X<=>Y¥

3. (X<=>y)<=>z = x <=>{y<=>12).

Zadatak 5. Dokazatl veze: xuy=§=>y, x-y=x=>§' x,y (L2

Zadatak 6. Dokazati identitete:

x=>(y=>2),

(x =>y)=>2

(x=>;)=>; = x=>(y.—=>;), x,y,z(CL2.

Zadatak 7. Dokazati veze:

\/lxi = §1=> (§z=> (§,=>...=>(§n_1=>xn) V).
n -

|‘=! X, = x=> (x; =>(x9=>... =>(xn—1=>xn)".'))'
n -

li | Xy = Xy =>(x2 =>(x3 =>...=>(Xn_1=>xn)---))-

1
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‘ 2adatak 8. Dokazati da se ma koja Bulova funkcija £ : L?*Lz
sa promenljivim x ree Xy moZe napisati u obliku

. X} [P} U.n__l G.n T
) fx)= U £a) => (%1 => (X2 => cee=> (1= x P )
a €Ll
- Q) o2 LI oy
(11) £(x)= | | (£(a) => (x; =>(x, = eee=>(x T=>%")..0)))
a €LY

Zadatak 9. Dokazati da se ma koja Bulova funkcija moZe pri-
kazati pomocu negacije i implikacije.

Zadatak 10. Dokazati identitete:

1. £(x) = x-£(1)uUx-f(0) (x UE (0) (x UE(1))

(x £(1)uU x- £(0)) ulg{l)xug(0) X)

2. f(x)ug((x)

((£(1) Ug 1)) x UI£(0) Lg(0))X)

3. f(x)-g(x). (f(l)x\Jf(O)E)(g(l)X\Jg(O)ﬁ)

(£(1)-g(1)x) U(£(0) -g{0)X).

Zadatak 1l. Dokazati identitete:

1. xif(x) = xif(x"""xi-l’l'xi+1’°"’xn)

20 X E(x) = X E(Xagene s Xy 000Xy reensXp)

3. xi\Jf(x) = xifo(xl,...,xi_l,O,xi+1,...,xn)

4. ;i\Jf(x) = ii\Jf(x"‘"'xi-l'l’xi+1""’xn)' i=1,...,n.

Zadatak 12. Dokazati identitete:

1. £(x) = xif(xx,...,xi_l,l,xi+l,...,xn)
k/§if(x1,...,x;_l,o,xi+1,...,xn), i=1,...,n.
2, f(x) = (xikff(xl""’xi—l'o’x1+1""'xn))

TV TIPS SERTE 12 JURTRTTYE 30D N L PREPYL B
3. f(x) = xix1+1f(x1,...,xi_l,l,l,xi+2,;..,xn)

\inxi+1f(x1,...,xi_l,lfo,xi+2,;..,xn)
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wxix Bk 00,10 cerx])

iv2'°

\J§ixi+1f(x,,. /0,0,x

¥y pe200rXp)e

4. f(x) = (xixi+l\/f(x1,...,xi_l,O,O,xi+2,...,xn))

i+27°°

-(xixi+l;/f(x1,...,xi_l,o,l,x

Sex D)

-(;ixl+l&/ﬁ(xl,...,xi_l,l,o,x.

1+2""xn))

-(xixi+1\/f(x1,...,xi_lll,l,x1+2,...xn)), i=1,2,...

Zadatak 13. Ako je x @ y = z, onda je
1. x@&z =y
2. Yy ®z=x
3. x ey ®z =0, dokazati.

Zadatak 14. Neka je

P = (e ey = \ U auxu},
o (L?

to jest,Pn je skup Bulovih funkcija u KDNF. Dokazatl da je
Pn na polju (L,, ®, - ) linearni prostor u odnosu na binarne
peracije sabiranja i mnofenja skalarom, gde je

£ (x)+g (X) gl k~j(aa9 ba)xa

u(L?

et
kfx) = U ka-x%, k(L
alLy

a ,8" i ,-" sabiranje i mnoZfenje po mod. 2.

Zadatak 15. Data je Bulova funkcija
£(x,y)=£(0,0)xy®E (0, 1)xy®f (1,0)xy®f (0,1)xy;

transformisati je u baze:
By= {1, x, y, xy} B,= {1, x, ¥, xy!}
By= (1, x, y, xy} Be= {1, x, y, xy}

ReSenje za bazu By je f(x,y)=£(0,0)®(£f(1,0)@£(0,0))x
®(£(0,1)0£(0,0))y®(£(1,1)®E£(0,1)8E(1,0)®E£(0,0))xy.

i=1,....n.

0

skup

o-
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GLAVA IV

BULOVE JEDNACINE

1. O BULOVIM JEDNACINAMA

Sada ¢emo opisati Bulove jednadine (i nejednaZine) u Bulo-

voj algebri (Lz,w, * , = ). Definicije i neke teoreme o Bulovim

- jednafinama, koje ovde: izla¥emo, mogu se profiriti na bilo koju
Bulovu algebru. Za detalje vidi [39], .[55]. -

U ovoj glavi se daju neke metode za reSavanje Bulove jedna-
&ipe.'Detaljnije je obradjena me;oda sukcesivnih eliminacija ko-
ja se &esto koristi u praksi. Obradjené su alternativne jedna¥i-
ne kao specijalni sluaj Bulovih jedna&ina. ' ‘

Eefinicija 1. Ako su.A(xl,...,xn) i B(x,,}..,xn) Bulovi is—
raat, gde bar jedan od njih sadrii promenljive XypeessXy akupa-Lz,
tada se jednakost

(1) A(xl,...,xn) = B(x,,...,xn)
zove Bulova jednadina.

Piimer 1. Ako su x,y 1 z iz skupa Lz_tadé su jednakosti

xV1 =1, (xuy)-z =0, (xuz)xy = (xuy)-2
Bulove jednafine. Medjutim, jednakosti
1v0=1, (1uvu0)-1 =1, (@(1v1)-0=20
nisu Bulove jednalfine.

Vektor a ={(ai,...,ay) skupa L} zove se partikularno reSenje -

Bulove jednaline (1) ako je
A(a) = B(a).
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Skup svih partikularnih reZenja Bulove jednaline (1) zovemo
skup re3enja jedna¥ine. Ako sa R ozna&imo skup reSenja Bulove
jednaine (1), cnda je

n
R={a | A(a) = B(a), a €Ly}
to jest RCLIz‘.
Primer 2. Skup reSenja Bulove jednaline xuvy = 1 je
R = {(Oll)l (110)1 (L,1)}, gde (xly)€ R.

Ako je R prazan skup onda kaZemo da je Bulova jedna&ina
nemoguéa. Tako, na primer, jednafine x-0 =1, (xuy)+<0 =1 su
nemogude.

Definieija 2. Ako su A(x,,...,xn) i B(x,,...,xn) Bulovi
t3rasi,gde bar jedan od njih sadrZi promenljive Xigoeo X akupa

L;,tada se relactja

(2) A(xl,...,xn)gls(x,,...,xn) (111 A(x;,...,xn)
>B(x,,...,xn))
zove Bulova nejednadina.
Skup R Je skup reZenja Bulove nejednaline (2) ako je
R=1{a | A(a) = Bla), o € L]}.
Primer 3. Skup reSenja Bulove nejedna&ine x-y<g1 Je
R = {(0,0), (0,1), (1,0}, (1,1)}, gde (x,Y)}€ R,

jer je 0<1, 11 (glava 1, definicija 3.).

Definicija 3. Dve Bulove jednadine (nejedna&ine) J; © J, su
ekvivalentne ako i samo ako se jednadina (nejednadina) J, moZe
transformisati na jednadinu (nejednadinu) J,konadnom primenom
Bulovth akstoma (teorema) % obratno.

Primer 4. Jednaline

(J,) (x-y)+x = y-(yu2z)

(32} y'x =0

jesu ekvivalentne.

Zalsta, 1z jednadirne (J,) mofemo 1zvesti jedna¥inu (J,):



Bulova algebra 71

(7)) xY).x =y (YU2) _ (jednaZina (J1))

(K1) (XU¥)'x =y (F-2) (zakoni de Morgana)

(Ky) X-XUY-X = (y:y)-2 (zakoni distribucije i
asocijacije)

(Ks) Ouy'x = 0-2 (zakoni a-a = 0)

(J2) ;-x = 0 (zakonli a0 =a,a-0=0).

Jedna&ine (Ji), (K1), (K2), (Ka) i (J2.) su ekvivalentne.

Teorema 1. Bulova jednadina A = B je ekvivalemina  Bulovim
Jednadinama

(1) A-BUA-B=0 (ii) (AuUB)-(AUB) = 1.
Dokaxz.
(1) (1) A=B ako i samo ako A(B i BCA
(glava I, teorema 9.)
(2) A<B 1 B<A ako i samo ako A-B=0 i B-A=0
(glava I, teorema 10.,(Ts) (i))

(3) A-B=0 i B-A=0 ako i samo ako A-BuUA-B=0
(glava I, teorema 2.)

(11) (1) A=B ako i samo.ako A¢B i BgA
(glava I, teorema 9.)

(2) A<B 1 B<KA ako i samo ako AUB=1 i BuA=1
(glava I, teorema 10.,(Ts).(ii))

(3) AuB=1 i AuUB=1 ako i samo ako (A UB) - (AUB)=1
(glava I, .teorema 3.).
Primer 5. Po Teoremi 1. Bulova jednaZina xyuwz=x je ekvi-
valentna Bulovoj jedna&ini (i\/i);x u«xy\/z)§=0,odnosno, Bulovoj
jednadini ((Xuy)z Ux) ((xyuz)ux)=l.

Teorema 2. Bulova nejednadina A LB je ekvivalentna Bulovim
Jjednadinama
(1) a-B=0 (i1) AWB =1

Dokasz.
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(1) (1) ALB ako i samo ako B-A=A (glava I, teorema 8.)
(2) A:B = B(A-B) (zamena A sa A.B u (1))
(3) A-B = A(B-B) (zakoni asocijacije 1 ko-

mutacije)

{(4) A-B = A-0 (zakon x-x = 0)
{5) A-B =0 (zakon x-0 = 0).

(11) (1) ALB ako i samo ako AB=B (glava I, definicija 2.)
(2) AUB = AU(AUB) (zamena B sa AuB u (1))
(3) AUB = (AURAYU B (zakon asocijaclje)
(4) AUB = 1UB (zakon xUx = 1)
(5) AUB = 1 (zakon x Ul = 1).

Primer 6. Po teoremi 2. Bulova nejednalina xuUy<x jeste e-
kvivalentna Bulovoj jednalini (xuy):_c = 0, odnosno Bulovoj jed-
nadini x-yux = 1.

Teorema 3. (1) Stistem Bulovih jednadina A, = 0,4€{1,...,n}

n
Jje ekvivalentan sa Bulovom jednadinom \(_/ A = 0.
i=1

(11) Stistem Bulovih jednadina A =1, 1€{1,...,n} je ekvi-

n

valentan sa Bulovom jednadinom | Ag = 1.
‘

Dokaz teoreme 3. proizilazi iz generalizacije iskaza:

x =0 1 y =0 ako 1 samo ako xuy=0 (glava I, teorema 2.),
odnosno,
x =1 1 y =1 ako { samo ako x-y =1 (glava I, teorema 3.).

Primer 7. Sistem Bulovih jedna&ina

xyuwz =0
(xnz)y =0
Xxuy =0

po teoremi 3.(i) je ekvivalentan Bulovoj jednadini
(xyuwz)u (xUzZlv uxuy) = 0.
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Sistem Bulovih jedna&ina
xyuz = 1
(xuiz)y =1
xUY = 1
po teoremi 3.(iil) Jje ekvivalentna Bulovoj jedna¥ini
(xy vz) (x\Vz)y- (xuy) = 1.
Prirodno se nameéu sledede posledice ovih teorema:
Poglediea 1. Ststem Bulovikh Fednadina
A, = Byr i=1,...,n,

Jje ekvivalentan Bulovim jednadinama

n .

n - - - -
N A wo  [TTE By 4B =
(posled—ica teoreme 1. i teoreme 3.).

Posledica 2. Sistem Bulovih nejednadina
AjCByy 1 =1,..0yn
Jje ekvivalentan sa Bulovim jednadinama
n - _noo .
(1) . ‘\_J‘AiBi =0 (11) _L!(Aiuai) =1
(posledica teoreme 2. i teoreme 3.).

Prema ovom, sistem Bulovih jednfaéina i nejednadina uvek
moZe svesti na jednu Bulovu jednadinu.

Primgr 8. Sistem Bulovih jedna¥ina i nejednadina

Xywz = x
xvyz =y
X\UZY = yUXZ
Yuxz X

se

na osnovu teoreme l. (i) i teoreme 2. (i) je ekvivalentan sistemu

(XUY)ZX WXy UZ)X = 0
x(yuz)yulxuyz)y = 0
X(zUy) (¥ uxz) ulxuzy)y(xwz) = 0

(vuxz)x = 0
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odnosno sistemu
xyzuxz = 0
XyzUXy = 0
XYz Uxyz = 0
yx = 0.
bDobijeni sistem jednafina je, na osnovu teoreme 3. ekviva-
lentan Bulovoj jedna&ini
(XYZUXZ) U (XYZ UXY) U (XYZ UXFZ)U YX = 0
odnosno Bulovpj jedna¥ini
xi;;u;yEux;u;yu:—(z =0,
Dakle, siatem Bulovih jedna¥ina i nejednalina po XigeweoXy
je ekvivalentan Bulovoj jednalini
(3 Alxi oeo,x ) =0,

gde je (x,,...,xn) iz skupa L?. Kako se, na osnovu teoreme o
KDNF, svaki Bulov izraz A(xl,..{,xn)Amo!e.transformisati u KDNF
A’(xr,...,xn) to sledi da je jedna¥ina (3) ekvivalentna jednali-

ni
uil ay
() Alxa,enex) =Uail.“ R

gde je (011'---'°1,)€~“v
: n
M= (-(ail,...ui Ylag, 4 =11 Cr..
! 1 n

Teorema 4. Skup redenja Bulovih jednadina (3) je LI\ M, gde
Je skup M <z (4).

Dokas. Neka je (e;,...,en) partikularno re#ienje jedna&ine
(3) 1 neka (e,,...,en)é M. Kako su jedna&ine (3) i (4)ekvibalen-

tne to je A’(el,...,enl = 0, odnosno

o
iy i

(5) \\_/}ai L € .- Rz b,
l‘l. n n

Kako (e,,...,en)e M to postoji jedna jedina konjunkcija u (5),ta-
ko da je
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o
1, %
e ceclp = 1.

Ostale konjunkcije u (5) su jednake nuli. Dakle A”(ei,...,e; )=1,
5to je u suprotnosti sa &injenicom da su jednaline (3) 1 (4) e~
kvivalentne. Prema ovome, partikularno refenje (e;,...,en) i! M,
odakle sledi (e1,...,e ) ELI\M ¥to je i trebalo dokazati.
Primer 9. Nadjimo skup reXenja Bulove jedna&ine
(xuylzux(yuz)ux = 0.

patu jedna&inu moZemo, na osnovu teoreme o KDNF, transformisati

u ekvivalentnu jedna&inu
XYZ\U XYZ\/ xy'z-u_ ;:yzux;; =0,
odnosno ,
xlylzlu xlyoz!u xlylzou xoyxzxu xlyozo = 0'

gde je
M= {(1'.«11'1) ’ (1 1011)'1 (11110) ’ (01111) ’ (llolo)}'

Dakle, skup re3enja date jedna&ine je

R = L:\M = {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0)}.

Lema 1. Svaka Bulova Jednadina
(6) A(x;,.;.xn) =0
je ekvivalentna BuZavim»jednaéﬁnama
(1) AlKisenerXy o LoXy, e s X ) XGUA(RL ee s Xy 10,
RygqreeerX )X, =0, 1 =1,2,...,0.

Dokazileme 1. je neposredan.

Teorema 5. Jednadina (6) fe moguda ‘ako i samo ako
A(x;,...,xi_l,l,xi+1{.,.,xn)-A(x;,...,xi_l,o,xi+l,.f.,xn)=0,
i=1"2’o. «sNe.
Dokas. Neka je (gys..-rq,) redenje jedna¥ine (6). Na osnovu

leme 1. (gyr-++ra,) je redenje i sistema (7), to jest
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(8) A(a’""'“1—1’1’“1+1""'“n) Ay 00,
a“_l,...,an)g—1 =0, i=1,2,...,n.

Po teoremi 3. sistem (8) je ekvivalentan sa sistemom

) A‘“"""“1-1'1h“1+1""'“n)“1=°' i=1,2,...,n
(9
A(alr---101-110,01+1,.-. ,an)31=0,. 1=1,2,...,n,

a po teoremi 2. (i) sistem (9) je ekvivalentan sa sistemom njedna-
&ina

A(a;,...,at_l,l,ai+1,...,an)sgaig;X(al,...,01_1,0,u1+1,...,an).
to jest sistem (9) je ekvivalentan sa sistemom nejedna&ina
(10) A(Gly.A-.'ui_lllrui+1i--- ;U»n)< i(alr'-"ul_l'o'

ai‘fl'.."an)' i=1,2,...,n.

Na osnovu teoreme 2. sistem nejednadina (10) je ekvivalentan sa
sistemom jedna&ina
A(cl,...,ai_l,l,ai+1,...,an)-A(a;,...,ai_l,o,ai+1,...,an)=0
i=1,...,n. Ovim je teorema 5. dokazana.
Primer 10. Bulosz jednalina

bex v (buelx = 0,

gdeAsu b 1 ¢ konstante iz skupa L: je moguéa,jer je, po teo-
remi 5., be(buc) = 0 dok Bulova jedna&ina

acx\J(b\JE)i =0

nije uvek moguéa jer je ac(buc) = abc.
Na osnovu leme 1. jednadina

(11) - A(x) =0
je ekvivalentna jednalini A(l)-x\JA(O)-i = 0, to jest

(12) axiubx = 0,

gde je A(l) =a 1 A(0) = b.
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Teorema 6. Neka fe jednadina (12) moguda, to Jeet , neka je

a:-b'= 0. Tada je x redenje jedna3ine (12) ako i samo ako
(13) b x< a
ilt
137 x = axubx.

Dokax. Doka¥imo prvo relaciju (13).

1. axubx =0 (jedna¥ina (12))
2. ax =0 {1 bx =0 (1z 1. po teoremi 3.(1i))
3. x<a 1 b<x =x (iz 2. po teoremi 2.(i)).

Iz koraka 3. ¥itamo: bg x<a. (Tj. jedna¥ina 1. je ekviva-
lentna sistemu jednaina 2. koji je ekvivalentan sistemu nejed-

naé&ina 3.).
Doka¥imo sada. relaciju (13°). Kako je x<a ekvivalentno sa
xa =x, a b<x ekvivalentno sa bx = 0, to iz x = xau0 sledi

X = x.;'ub:-:.
Ovim je teorema 6. dokazana.

Primer 11. Posmatrajmo Bulovu jedna&inu
(127) bexuw (buc)x = 0,

gde su b i c iz skupa L, . Po relaciji (13) (teorema 6.) x Je
refenje jedna&ine (12°) ako i samo ako

e x<b c.
reorema 7. Neka je jednadina
e ax\bx = 0
moguda. Njeno opdte redenje je
(15) (1) x=apwubp <I{ (11) x = buap,
.gde je p parametar skupa L2.

Dokas. Neka je x = apubp opite regenj'e jedna¥ine (14). Za-
menjujuéi reSenje x= apuUbp u .(14). imamo:

ax\ bx = a(apibp)ws b(ap\ bp)
= aapu abp\bap’
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= ab
=0,

jer je ab = 0 (uslov da je jednaZina (14) moguéa).

Neka je x redenje jednadine (14). Zamenom x =p u (137,
iz teoreme 6. proizilazi da je p = apubp.

Da su relacije (1) 1 (4i) Lz (15) ekvivalentne izlazi'iz:

buap = b(pup)v ap
= (bwa)pwbp
= ;p\Jbﬁ. )
(bg/; = a proizilazi iz uslova da je jedna&ina (14) moguéa, to

jest ab = 0, 3to je po teoremi 2. ekvivalentno sa bsgs,odnosno

ekvivalentno sa bw.a = a).
Primer 12. Re3enje jedna&ine
bexuw (bue)x = 0
po teoremi 7.(i) Je
x = {(buc)pu (bve)p, tj. x =buc.
ReZenje jednaline
abx\ (auUb)x = 0
po teoremi 7. (1) Je

x = (aub)puv (avb)p, tj. x = aub.

2. METODA SUKCESIVNIH ELIMINACIJA

Neka je data Bulova jednaina
(16) A(x,,...,xn) = B(x;,...,xn).

Na osnovu teoreme 1. (1) jedna¥inu (16) mofemo transformisati u e™-.

kvivalentnu jedna&inu
(17) A-BUA-B = 0, u oznaci t,(x;,...,xn) = 0,
Na osnovu leme 1. jedna¥inu (17) mo¥emo transformisati u ekviva-

lentnu jednaZinu
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(18.1) £1(1,X2,ee0 X )X1U £1(0/X2,. 0 /X )%1 = 0.
Na osnovu teoreme S. jedna®ina (18.1) je moguéa ako je
(18.17) £2(1,X2,w00,% ) £1(0,X2,0..,%) = 0, u Oznaci
fz(}‘Zro--lxn) = ol

gde je eliminisano x;.
U sledefem koraku, na osnovu leme 1., je

(18.2) fz(1,x;,...,xn)x2ufz(o,x,,...,xn)?:z =0
odakle sledi '
(18.2°) fz(l,xg,...,xn)-fz(o,xs,...,x ) = 0, u oznaci
fS(XSIo.--rxn) =0,

ovde je eliminisano X2.‘
Postupak eliminacije produZavamo do

.(18.n) fn(l)xnufn(O)xn =0,

gde su fntl) 1 £, (0) konstante skupa Lz.

Po teoremi 5. Bulova jednadina (18.n) je moguéa ako i

ako
(18.mM) £,(1)<£, (0) = 0. ‘
Po teoremi 7.(i) reSenje Bulove jedna&ine (18.n) je
(19.1) x =£ (p vE (O)p,, ti. x =g,.(p),
gde je pn promenljivi parametar skupa L,.
Zamenom (19.1) u (18.n-1) dobijamo Bulovu jednadinu
£ Legn P Ix U (0,9, (Pp) )X, 5= 0
&ije je reSenje, na osnovu teoreme 6. (1)

(19.2) x,_,=f (.9 (PP, UE, 10,9, (P IR,y

samo

t]. xn_1=gn_l(pn_l,pn) gde su p,_,r P, parametri skupa Lz,

Produfavanjem postupka, dolazimo do
(19.n) xy=f, (l:gz (Pz;---ppn)r---rgn(Pn))PJ
VE1(0,92(P2rses ,pn) IERRY]- A (pn))sx,
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t3.

Xy = 91(?1:?2:---'Pn):

gde su Pire Pp parametri skupa L,.

Na osnovu (19.1),...,(19.n) reSenje jedna¥ine (17) jJe

X, = g, (p,)

Xy = g,(pl,...,pn), qde su pl,...pn parametri skupa L,
za detaljan dokaz vidi [55].
Primer 13. Data je Bulova jednalina

(20) (buc)x, U cx;\U bRyU ox X2V (BUB) X XU bxaxa = 0,

gde su a,b .1 ¢ parametri iz skupa L. Elimini%imo iz jednali-
ne (20) nepoznatu x,. Na osnovu (18.17) dobijamo jednaZinu

((bu ) R eXal 8x1x2 U (B ) 2w bx1) * ((Buc) X1\ eX2\Y b EX X 3)=0

koja je ekvivalentna sa jedna&inom

(21) (buc)X,Ucx;Uck;x,ubcx, = 0.

Elimini%imo iz jedna&ine (21) nepoznatu x,. Na osnovu (18.

27) dobijamo jedna&inu

((bu e)xjUcx U bE). ((buelxijuc))= 0

koja je ekvivalentna jednalini

(22) (bwelx, = 0.

Jedna&ina (22) je moguéa jer je 0-(buc) = 0.
Na osnovu teoreme 7. iz (22), (21) i (20) dobijamo:

(21.1) x; = pu(buc)p
(21.2) X2 = (cX3u bexy) -qu (e UbX,) -q
(21.3) %3 = (bx;ubox;)- (bCxXa\Ucxz) -

UbUC) X1 X2 CX1 X3 - T

Zamenom (21.1) U (21.2) elimini¥emo x,;, a zatim zamerom(21.

2) u (21.3) eliminiZemo 1L x,. Na kraju dobijamo op3te re¥enje
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x3 = bucup

x2 = cubpq

Xy = buEBEr,

; gde sﬁ pgir prcmenljiéi parametri skupa La.

| Teéorema 8. (L. Lowenheim). 4ko je Grreeenfp) € Ly partiku;

larno rcl’en;’e Bulove Jjednadine . :
(23) £(x1s.000x) = 0,

ondal:ic n.-icﬁa aﬁ!tc ‘redenje
24y x, =, f£(p)Up,EP), 1€1{1,...,n},

gde. Je p-(p,,...,pn) proizvoljan vektor skupa L?.

Dokas. Na osnovu teoreme o KDNF jednaZina (23) je ekviva-
lentna sa ’

(25) u'caxa =0,
a €Lh _
gde jJe c = f(a1,.--00;). Iz (24) proizilazi da je
(26) ir-gif(p)usif(p), 1e{-1,...,n}}
jer ako jq £(p) = 0 onda je x, = £,, tj. X, = Ei, a ako je f£(p)

= l,onda je X, = p,, ti. 521 = p,. Na osnovu (24) i (26) imamo:

s @y Oy . Gy ‘
€24') x; 'Ei f(P)VPi f(P): 16{11--0111}0 (&iGLz-

Nékp je sada opite redenje

% = L f(PIVP E(P), 1€{1,...,n),
L £(5) = 0, = (£1,...,£,),tada zamenom (247) u (25) imamo:

A a : [+ ’
£=\_J ¢, [ ﬁ;iflf (p)v 91"? (p))]

Rad i=1
o €LB

. @) Q. @1 d ;
.unca[g, .;.;n“f(p)um .--p',i ?(p)]
acLl .
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a, %n oy o
<, & e f(p)u[\_/capl coop” f(p)]

e €LY aCLD

h

E(EVE(PV U E(PIE(P) = 0, jer je £(€) =0 1 £:F =0,

Neka je (x:,...,x;) = x* reSenje jednaline (23), to jJest

£(x*) = 0, f(x*) =1 i p = x*, onda je

X, = Eif(x')uxzf(x') i=1,2,...,n.

Ovim je teorema dokazana.

Primer 14. Jedno partikularno reSenje Bulove jednaline

n

n
a =0
’L=J| 3 11 eyoxy
je (gl,...,gn) = (0,..,0). Njeno op3te re3enje, na osnovu teo-

reme B.(24), je
xi"'PiE(P r-‘-vpn)r iE(l,...,n},

to jest

n

-— n P
X1 TPy [J !(aj v >:£ Pjph))] . 1€{1,...,n},

gde su P"""Pn parametri iz L,.

]

_Postoje i druge teoreme o Bulovim jednalinama (nejednafina-
ma). Za detalje videti [8], [42], [55].

3. ALTERNATIVNE JEDNACINE

Ranije . smo definisali alternativni izraz (aglava III, ode~
ljak 4.). Sada éemo definisati alternativnu jedna¥inu i navesti
nekoliko teorema koje se odnose na nju.

Defintetja 3. Ako su A(x;,...,xn) T B(x;,.:.,xn) alternati-
vnt iarazt,gde bar jedan od njth sadrii promenljtive XagonerXy

skupa L;, tada se jednakost (nejednakost)
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A(xl,..;,xn)=B(xlf...,xn),A'(A(xl,...,xn)< B(x;,...,xn))
zove alternativna jednadina (nejednadina).
Primer 15. Jednakosti
x®y=0, (x0ylz=x0y
éu alternativne jednadine, a nejednakosti .
x®y<y, (x8y)z<0

su alternativne nejednaline.

Teorema 9. Alternativna jednadina

(J1) ARareearX )@ B(XayooorX))=C(Xapennpxp)

je ekvivalentna alternativnoj jednadini

(J2) A(x:,.,.,xn)=B(x4,...,xn)c C(x;,:..,xn).

Dokasz.

(1) AeB=C (jedna&ina (Ji))

(2) ABBUAB = C (veza Vg (1), glava III)

(3) ABUAB)C U (ABUAB)C = 0 _ (teorema 1., glava III)

(4) ABC ABC UABC\UABC .= 0 (zakonl de Morgana i distri-
butivnosti)

(5) R(BCUBCIWA(BUCT) (BUC) = 0 (distributivnost i zakoni de
Morgana)

(6) A(BcYBC)U A(BCUBC) = 0 {zakoni de Morgana)

(7) A = ECyJBE (teorema 1., glava IV)

(8) A=C®8B (veza Ve(i), glava III).

ovim je dokazana ekvivalentnost jedna¥ina (J;) i (J2).

Primer 16. Prema teoremi 9. jednadina x @ a = b je ekviva-
lentna jedna®ini x = a ® b. Tako, refenje sistema alternativnih
jedna&ina

x®a-= 0’

X0y=2b
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X8y ®z=c¢c
x®y®t=d

je x=a, y=a®b, z=b29c,

t=bed.

Teorema 10. Alternativna jednadina

(27) ax @ b=0

.

Jje ekvivalentna Bulovajljednalini

(28) bxw(a @ b)x = 0.

Dokaz. Jedna&ina ax ® b = 0 je ekvivalentna jedna&ini ax
®.x = 1, a primenom distri~

(a @ b)x ® bx = 0.

® b(x ® X) = 0 na osnovu svojstva x
butivnosti i asocijativnosti sledi

Teorema 11. Alternativna jednadina (27) je moguda ako i sa-

mo ako Je a-b = 0.

Dokaz. Jedna&ina (27) je ekvivalentna jedna¥ini (28), a na

osnovu teoreme 5. jedna¥ina (28) je
(a @ b)'b = 0 §to je ekvivalentno sa
=abeb=(a®1)-b=a-b.

moguda ako
a.b =0 jer

i

je

samo ako
(a & b)-b

Teorema 12. Neka je jednadina (27) moguda. Op8te redenje je

dnadine (27) je

(29) x=b ®p-a,

gde je p promenljivi parametar skupa L,.

_Dokas. Na osnovu teoreme 10, jednaline (27) 1 (28) su ekvi-
valentne. ReSenje jedna&ine (28) na osnovu teoreme 7.(i)} je

x = (a ® b)pubp

(a ® blpubp (relacija a ® b = 2 & b)

= (2 ® blp-bp ®(2a ® b)p ® bp (relacija auUb = ab ® a & b)

=ap @ bp ® bp

(relacije a:a = 0, a ® 0 = a)

= ap & b (relacije p @ p=1, a-1 = a).

Primer 17. Op3te refenje po x

alternativne

jedna&ine

{aub)x ® cb = 0, gde su a,b L ¢ konstante iz L,,je. x=b(c®pa);

ovde je p promenliiv parametar iz

La.
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ZADACI

Zadatak 1. Date su Bulove jedna&ine

J; (1) yuxz = xuyz (11) x)';'z-u:-cy; =0
J, (1) zuxy = yuszx (11) xyz =0

J; (1) xUyX = x\Uy (11) x =0

Jy, (1) Xyuxy =z’ (i1) x = yzuyz.

Dokazati da su J (1) i J (ii), k=1,2,3,4 ekvivalentne jedna&ine.
Zadatak 2. Dat je sistem jedna¥ina i nejednadina:
» ywxz = buc '
Zuxy = cub
1 € xVUy2z
x<<1
Y <bhue,

gde su b 1 ¢ parametri iz skupé Lz
Dokazatl da je dati sistem jedna¥ina 1 nejednadina ekviva-
lentan sa jedna&inom ’

beywuchz \{(bUC)?EUci'z-ub;(; =0,
zadatak 3. Data je Bulova jednadina
(buc);cuaSExQ[E(suS)xuabE] {(cwa) = 0,

gde su a,b 1 ¢ parametri iz skupa L..
Dokazati da je data jedna&ina moguéa.

ReSenje. Data jedna¥ina se transformife na ekvivalentnu je~
dnaé&inu ’

abex ubuc)x = 0,
gde je abe{buec) = 0 za svako a,b L c €L,
Zadatak 4. Odrediti skup refenja Buloyih jedna¥ina:

(1) xyuxz = 0
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(i) xuyz =0

(111)  x(yuz) =1

(iV) Xy uUXzuUXyzUXyz = Xyuxz
v) yuz ux§§ =1,
Re$enje:

(1) L}~ {(0,0,1), (0,0,0), (1,1,0), (1,0,0))}

(11) L} ~{(0,1,1), (i,l,x), (1,0,1), (1,1,0), (1,0,0)}
(111) n} ~{{0,1,1), (0,1,0), (0,0,1), (0,0,0)', (1,0,1)}
(iv) L;

(v) L;\((o,o,m}.

Zadatak 5. Metodom sukcesivnih eliminacija odrediti
reSenje Bulovih jedna&ina:

(1) (bue)xucyubzucxy ulbuclyzubxz = 0
(i1) ciuc?ucxyuyzuxz =0,

gde su “b 1 ¢ parametri iz skupa L,.

ReSenije.
(1) x = bucup
y = cubpg

z = buafﬁr
(11) X = cuUp

y = cupq

z = EE&r_, pP.qd,r €L
Zadatak 6. Data je Bulova jednalina

\:j k’ijahjxhxj = 0.

h=1 j=1|

opite

pokazati na osnovu Lowenhemove teoreme da je njeno op3te reSenje

n n .
7Py | JD(ahlu P Py) Xy=1,2,...0

gde su Pise--sPp parametri iz skupa L.
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Zadatak 7. Odrediti opite re¥enje Bulovih jedna&ina

(1) I ahl(xjux ) =0

h=1 j=1

a0

(11) | ]ahju xnxj = 0.

k=1 j=t -

ReSenje:
a M
1) %4=P; ( I ap,PyPy ), 1=1,..00m
© k=1 J=1

gde su p;,.. -Pp parametri iz skupa_ L,.

(11) x;=p, I lU(a ,u phupj y=0 is=l,...n,
gde su Pire««/Py parametri iz skupa L:.

Zadatak 8. Odrediti skup re¥enja sistema alternativnih jed-

naéina
x®a==>b
Xs® Yy = é
X®ye®z-=>
XxX®yot=a,

gde su a, b parametri iz skupa L:.

Recezenti; dr Slaviia Presié, dr Nedeljko Parezanovid,
dr Svetozar ¥Milic :
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GLAVA vV

MINIMIZACIJA BULOVE

FUNKCIJE

Citalac e u glavi VIII upoznatl neke primene Bulove alge-
bre na relejno-kontaktne Eeme. Videce da se zahtevi za konstruk-
ciju jedne kontaktne Seme u pofetku obifno iznose u verbalnom o-
bliku, a zatim se prevode u algebarski oblik. Bulova funkcija,
pridrufena ¥emi se zatim na neki na¥in upro¥i¢ava tako da kontak-
tna Sema bude ¥to je mogude ekonomilnija. Pod ekonomi¥nijom He~
mom podrazumeva se ona na &iju izgradnju treba uloXiti manje sre
dstava. Medjutim, nema univerzalnog kriterijuma lﬁn zna&i mini-
malna funkoija Fedne ¥eme. Obifno se kao kriterijumi uzimaju:mi-
nimalni broj slova, minimalni broj konjunkcija i minimalni * broj
disjunkcija u izrazu kojim se daje funkcija (videti [15], [17],
28] & [25]).

Ranije sho veé dall neke primere algebarskog uproléavanja
Bulove funkcije. Cilj nam je bio da jednu Bulovu funkciju, datu
Bulovim 1zrazom J: , predstavimo ekvivalentnim Bulovim . 1izrazom
J: koji {ma manji broj slova od datog izraza J,. Mada nismo eks-
plicitno naglasili, to se najlakie postife ako se Bulova funkci-
jJa £ napife u KDNF (odnosno KKNF), a zatim uporedjuje svaka
konjunkcija (odnosno disjunkcija) sa ostalim konjunkcijama (dis-
junkcijama) i primenjuju, gde je to magude, i1dentiteti

XY UXY = X,
odnosno ,
xuy) Xv¥) = x.

Primer 1. Za funkciju £ datu sa’
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£ix1,X2,X3,%4) = ;EJ;z;(a;uuxx;tz!-h;huxxxz!—h;h UX1X2X3Xa
Ux.lxzxs;(u UX1X2X3Xy

moZemo, primenitl identitet XYUXY = X na konjunkcije redom:pr-

vu i drugu, tredu i Setvrtu, petu i Sestu. Imamo:

£(X1,X2,%X3,X0) = XXXy (XU X1) UX1X2X 3 (Ra U Xa ) U X1 X2 X3 (X4 X4)
= XaXsXuU X1 X2 X3 X1 X2 X3=X2 X s Xe U X1 X2 (X3 UXs)
= ;(z;;)-huxllfz.

Cilj ovog dela jeste da se daju sistematifnije metode za u-
pro8éavanje Bulove funkcije f. Izlo%iéemo dve: metodu Vajt-Kar-
naufa (Veitch-Karnaugh) i metodu Kvajn-Mak Klaskog ( Quine -.Mc

Cluskey). Pre nego predjemo na opis poﬁenuéih metoda dajemo geo:
metrijsku reprezentaciju Bulove funkcije (videti [28]).

1. GEOMETRIJSKA REPREZENTACIJA BULOVE FUNKCIJE

Za promenljive Xirees o (glava II, teorema 1.) postoji 20

konjunkcija oblika
a1 a2 an . ‘n
(1) %X X2 te.otx 5, (al,...,an}é Ly ,

i 2”@ aisjunkcija oblika
[+ ¥ [+ ¥] an n .
(2) 0UX Ve UR T, (u,,...,an)e L2 '

a - .
Svaki izraz xii u konjunkciji oblika (1) moZemo zameniti sa
0111 1, u zaﬁisnosti da 11 je Xy # oy ili x = ai (glava iI,re-
lacija (4)). Svakoj konjunkciji oblika (1) moZemo pridru?iti
broj k  u sistemu sa osnovom 2 1 obrnuto, to jest
ay a2 un
(17) xi1 x2 seex U o= ck B
gde je
k = a3:2%1 4,272 4 s an-2°
114 druk&ije
k= 0102 .0, .
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Indeks k Jje dekadni broj kojl je jednak broju B10z...0 U bi-
narnom sistemu.
Odavde proizilazi da sve konjunkcije oblika (1) moZemo pi-

sati u normalnom poretku

[of .

Cosr Crseens Cuvonny
x 2"-1

Primer 2. Za promenljive x,y 1 z postoji 2°=8 razli¥i-
tih konjunkcija oblika (1). Njih mofemo poredjati u normalnom

poretku na sledeéi na¥in:

Xyz=0C, jer je 000 =0
Xyz=C¢C Jjer je 001 =1
Xyz=C; jer je 010 = 2
Xyz=C¢C; jer je 011 =3
Xy z=C, jer je 100 =4
xyz=0Cs Jer je 101 =5
Xxyz=C¢ Jer je 110 =€

Xyz=Cy jer je 111 =17,

Kao i konjunkcija oblika (1) i disjunkcije oblika (2) moZe-
mo redjati u normalnom poretku

.

Dov Diseves Digeves D
k 27

gde se indeks k odredjuje kao u slu¥aju konjunkcija oblika (1}.
Mi demo se u ovoj glavi uglavnom slufiti sa KDNF Bulove funkcije

f, odnosno sa konjunkcijama Co, Cisse.s C n °
2 -1

Na osnovu teoreme o KDNF Bulove funkcije (glava III, teore-

ar G2 L]

ma 2) i relacije Ck = X; Xz ...xnn,_svaka Bulova funkcijé mofe

se napisati u obliku

f()q,xz,...,xn) = U f(a,,...,an)ck.
k=ql...un

Primer 3. Funkeciju
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f(x,y,2) = XYZU XY2Z\U XYZ UXYZ
koja je napisana u KDNF drukZije piZemo:
£(x,¥,2) = CsUCsUCswCy 111 £(x,y,2) =U(Cu, Cs, Cs, C7).

Kako svakoj konjunkéiji C (k=0,1,...,2n-1),'moiemo pridru-

k
Ziti broj k u dekadnom sistemu, a svakom'broju k tadku Ck
(GJ,GZ,..-,an) u prostoru sa n dimenzija, to konjunkcije Ck

moZemo predstaviti kao vrhove "kuba" u prostoru sa n dimenzija.

Primer 4. Za promenljive x,y konjunkcije su:
Co =»§§I C; = ;‘Yl Cy = x;r Cy = Xy,
tj.,taéke. Ce(0,0), c,(0,1), cC2(1,0), Cg(l,l).

Njih predstévljamo kao vrhove "kuba" u proétoru sa dve dimenzi~
je (slika 1.).

z
C1{0,0,1) Cs(1,0,1)
Y
Ci(0,1)  call,1) s (1,0,4) C7 .1,
€0 (0,0,0) ' C2(0,1,0)
¥
Co (0,0) C2(1,0) €4(0,1,0)
x Cs(1,1,0)
X
sl. 1.. s1. 2.

Primer 5. Za promenljive x,y i z postoji 2?=8 konjunkcija
oblika (1). Sve njih moZemo prikazati kao vrhove "kuba"™ u  pro-
storu sa tri dimenzije (slika 2.).

Primer 6. Za promenijive X3,X,¢X; L x, postoji 2*=16 kon-
junkcija oblika (1). Sye njih mo¥emo prdikazati kaoc vrhove

Co(oroloro)r cl(olololl)l cz(.ororlro)r cscorurlrl)v

C, (0,1,0,0), Cs5(0,1,0,1), Cscollfllo)i c7(ollllll)l
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C.(llololo)l c’(llololl)l Clo(lyo,lpo), ij(l,o,l,l),
Clz(lrlroro)r cjz(llltoll)l th(lrllllo)i Cls(lllllll)

"kuba" u prostoru sa fetiri dimenzije (slika ‘3.)
C, Ty
C,

c, /// F o

c ‘ S /c e
/ )

cﬂ / 13

Cy S 12

1l

Cs Cye
Sl. 3.

Primer 7. Postoji 2°=32 konjunkcija oblika (1) za promen-
ljive x;3,X2,x3,%Xs L xs. Sve njih mofemo prikazati kao vrhove

CO (01010,010)( C] (0,01010'1)1--'1 C3| (1111111)

"kuba" u prostoru sa pet dimenzija. Prikazujemo ih na slici 4.

< c
S €y
c Ce - / ke
‘C‘. L
[ 1
\ Z

-

Ce %) WA W W W W - .
C'X\ X Car
Crs X X\ F2s
cl, 7 Ay A
’7 -~ Cas
- Cre
Ca2 Cse
Sl. 4
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Mogli bismo na slifan na&iﬂ prikazati sve konjunkcije obli-
ka. (1) za promenljive xg,xz,xg)xn,xs 1 x¢. Njih ima‘2‘=64; Samo
crtanje "kuba" u 6*dimenzionom prostoru bilo biiiametnq 1 od ma-
le koristi; veé "kub" na slici 4. u S-dimenzionom prostoru Jje
nepregledan. Mi femo se zadovoljiti grafidkim prikazom ‘funkcija
sa dve, tri i Setiri prohenljive. Za to su nam dovoljni "kubovi®
sa slika: slike 1., slike 2. i slike 3. Napominjemo da se “kub"
sa slike 1. obi¥no ;pve'k?adrat, *kub" sa slike 2. kocka,a "kub"
sa slike 3. obiéno se naziva hiperkub. .

Mi demo "kub" U n-dimenzionom prostoru koji ima 2%  temena

oznadavati sa
Kn = {Cﬂlc.l'v--.lczn-l}'

Kako ma koju Bulovi funkciju moZemo napisa£1 u KDNF  (gla-
va III, teorema 2.), to jest pomodu konjunkcija, a svaku konjun-
kciju interpretirati kao teme "kuba® u prostoru sa n -dimenzi-
ja, .to svaku Bulovu funkciju moZemo prikazati u n-dimenzionom

prostoru.

Primer 8. Sve Bulove funkcije sa dve promenljive 7(1ma ih
16, glava III) mo¥emo prikazati na "kubu" u prostoru sa dve di-
menzije. Na slici 5. prikazujemo sledede:

£1(x,¥)=0, £2(x,¥)=x-y=Cs, £;(X,y)=Xy\xy=\ (C1,C2)
£4(x,y)=xUy=\7(C1,C2,Cs), £y (X,y)=Xy=Cq
£10 (X, ¥FX¥ UXy= U(Co,Cs) , £14 (X,y)=XUy=U (C4,C1,Cs)

£15(x,¥)=XUY=\ (Co,C1,C2), £1¢(x,y)m1m\(Cy,C1,C2,C3).

£, (x,y)=0 f2(x,y)mxy  fa(x,y)=x0y £3.(x,y) =Xy

£10 (x,y) =27 UKy £10 (X,y)=x Uy f10 (X Y)Y £33 (xy)=1
sl. s.
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Primer 9. Sve Bulove funkcije sa tri promenljive (ima ih

3
2% = 256) mo%emo prikazati na "kuby" u prostoru sa tri dimenzi-
je. Na slici 6. prikazujemo funkciju

£(x,¥,2) = XYZUXYZU XYZUXYZ\J XYZUXYZ

to jest'
E(XIYIZ) 'U(c!lcllCJICSICGIC7)-
Cy
Ty Cs
C
Cs T : 7[\ Cy:
? Ce /
& 7
L]
P/ VAR 4
: 7/ Cis
Ca cd
Cse
Cs .
Sl. 6 sl. 7.

Primer 10. Sve Bulove funkcije sa Zetiri promenljive (ima

“ .
th 22 = 65536) moZemo prikazati na "kubu” u prostoru sa &etiri
dimenzije. Na slici 7. prikazajemo funkciju

£(X1,X2,X3,X0) = KiXaXaRaU K1XKaKaXal K1 XoXa Ko UK Ko X3y
UX K2 X3K4 U X1 XX 3 X\ X1 X2 K3 X4 U X1 K2 Ky Xy
(V) x;i'zx,xbuxlxlxlxb
to jest .

£(x1,%X2,%X3,%X4) = U(CssC1,C2,C3/CusCssC7,CesCy1+Cas).

Definicija 1. Indeks konjunkeife C,, u osnact i[ck]je broj
Jedinica koje se javljaju u binarnom szapteu Q102,00 broja k.
Primer 11. Posmatrajmo konjunkcije Co= XiX2X3XeXs, C22
= X3X2X3XuXs 1 Cyo = X1X2X3XeXs na slici 4. Imamo:
1[Co] = i[Cc.uou] =0, i[sz] - i[Cnl.lo] =3,

.l[C” I= 1[C1111o] = 4,
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Defintetija 2. Konjunkeije Cj’ Cr (vrhovi, temena "kuba") su

eugedne ako Je:
(a) ,i[Fj] - i[ck]l Sl kA3
b) i~k | = 2%, r C{0,1,...,n}, Kk #3

Primer 12. Posmatrajmo konjunkcije C,, C, 1 C¢ na slici 3.

Imamo:
I1{ci] - ifc.]) = j1~1y =0, Ja-2) =1 =2";
|ei] - tlee]l = p-2p =1, qu-6] =5 £ 27 &
lifcz] - ifce]) = l1-2] =1, |2-6] =4 = 22 .

Konjunkcije C; i C, nisu susedne jer nije zadovoljen uslov
(a) . Konjunkcije C; i C; nisu susedne jer nije zadovoljen uslov

(b). Konjunkcije C i C, su susedne konjunkcije.

2
m
Neka Jje Kn kub koji sadr#i konjunkcije kuba Kn'

e e m . ..
Defintetja 3. Kub K, dimenzije m zove se podkub kuba Kn

m
ako za svako teme C., s8a kuba K_ poetoji m temena C. C.
Js n J'l,.., Jm

na kubu Kﬁ kojt su mu susedni, tj. ako esu zadovoljfeni uslovi

,i[cj] -i[cjk]l =1, s,k=l,...,m, s #Kk
S

[3g-3k| = 2% + rC{o,....n}.

Primer 13. Posmatrajmo kub Ks={C;,C, ,C;3, Cys Cs+ Cs+ C;} na
slici 2. Kub X} = {Ci,Cs, Cs, C;} jeste podkub kuba K, Jjer svako
od temena C; ,C3;,Cs,C7 ima dva susedna. Medjutim, temena C,, C;,
Cs 1 C; ne formiraju podkub K: kuba K3, jer u ovom sluaju teme-
na Clli Cs imaju samo po jedno susedno teme, nego formiraju pod-
kub K3 .

Ako je mgn tada postoji (nfm)-Zn'm podkubova dimenzije m

koji se mogu formirati od temena kuba Kn'
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2. 'MATRICE VAJT-KARNAUFA

Videli smo kako se Bulova funkcija f sa n promenliivih
mo%e predstaviti pomoéu ,kuba" u prostoru sa n dimenzija. Sada
navodimo geometrijsku teprezentaciju Bulove funkcije f pomoéu
matrice (tablice, karte). Nju je dao vajt (Veitch),revidirao Ka-
rnauf (Karnaugh), a pogodna je za minimizaciju date Bulove funk-
cije f. Ilustrovademo ovu reprezentaciju za funkcije sa dve,tri,
Cetiri i pet promenljivih. '

U Vajt-Karnaufovoj matrici svaka konjunkcija §1§z ’ ilxz,

X1X2, X1X2 Bulove funkcije sa dve promenljive predstavlja se po-
moéu jednog kvadrata (polja) na slici 8.

xi,
X . x
Pl 60 o1 11 10
4 N
00 01 11 10
0
Xy
1
Sl. 8. Sl. 9,

U sluZaju Bulove funkcije sa tri promenljive sve konjunkci-
je se predstavljaju pomodu osam polja (slika 9.), a u slufaju Bu
love funkcije sa Zetiri promenljive sve konjunkcije se predstav-
ljaju pomoéu matrice sa Sesnaest polja (slika 10.).

X3
. } 1119 { ]
_0) 11 1()W
00
X2
13§ . -
x1Xz X
11
10 ~ N —
t (3
S1l. 10. sl. 11.

Polje sa oznakom + na slici 10. odgovara konjunkciji X,x,

.X3Xy, 0dnosno 0111. Par cifara sa leve strane nosi naziy ,yrsta

-koordinata", a par cifara iznad nosi naziv ,kolona~koordinata®.
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Vrsta koordinata odredjuje prye dve cifre, a kolona - koordinata
posleduje-dve cifre potpune konjunkcije pridruZene polju.

ObeleZavanje koordinata polja je pogodnije kako je u&injeno
na slici 11.

U vrstama ili kolonama obuhvadenim simbolom “xi{", (i=1,2,
3,4), promenljiva Xy ima vrednost 1, a u vrstama ili kolonama ko
je nisu obuhvadene simbolom "xi{" promenljiva Xy ima  vrednost
0. Tako, za polje obeleZeno sa #* ha slici 11. koordinate sus

x1 =1, x2 =1, x3 =1, x4 =0, to jest konjunkcija koja od-
govara ovom polju je x;xzxaib.

Kako svakom vektoru (al,...,an)( L? odgovara jedna jedina

Qy [+
konjunkcija x, '...'xnn to se polja karte mogu staviti u -obo-

strano jednozna&nu korespondenciju sa konjunkcijama. Ova kores-
pondencija omogudava konstrukeiju karte date Bulove funkcije f:
obeleZi se sa 1 polje koje odgovara konjunkciji koja ima vred-
nost 1, to jest,koja se pojavljuje u KDNF funkcije f£f.

Polja u karti oznadena sa 1 zovemo k-polja funkcije f ("k"
zbog konjunkcije). ’

Primer 14. Za Bulove funkcije
fi(xi1xz2) = Xl;(zu}_ﬁl)(z,
F2(X1,X2,X3) = X1X2X3\UX1X2X3 UX1X2%3 s
£3(xX1,X2,%X3,%X4) = §1§2X3Xl¢\Jxl)-tz)—(axu\.jxl)(z}_(;)—(n.

Vajt-Karnaufove karte date su na slici 12.

L1 T+ ] —
X1 2
,___ji___\ . x2

) <: — 1 . . N
X3 xu

S1l. 12,
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3. PRIMENA MATRICE VAJT~KARNAUFA

Ako su vrhovi Ci' Cj susedni, onda se njihov binarni prikaz

razlikuje samo na jednom mestu. Zbog svojstva xux = 1 ivica ko-
ja spaja susedna teména na ,kubu" iskljuuje jednu promenljiivu.

Tako, ivica koja spaja vrhove C; i C¢ na slici 7.iskljuduje pro-
menljivu x:,jer je

CauCe = X1X2X3X\\UX1X2X3Xs
= XXXy (X2 UX3)
® X1 X3Xu.

Ivica {C,,C¢} je podkub K. kuba K,. Sli%no, vrhovi C,,Cy,
Cs L C7 na slici 7. formiraju podkub K: kuba K.. Podkub Ki ={C,,
Cis, Cs, C7} 1isklju¥uje dve promenljive jer je

C2uCisJCeuUCr = ;1;zxa;~k/;1§zxaxn\Ji;Xszi;\J;xszaxs
= ;1§zxa(iy\JXu)Ll§1sz;(§~\Jx.)
= ;l)-(zx;\./ §1x2x,
= X1X3 (X2 X3)
= ;i'lx.; -

Pa bismo mogli koristiti matricu Vajt-Karnaufa moramo znati
da je ,&itamo", odnosno moramo znati raspoznavati njene konfigu-
racije. Te konfiguracije se zovu , podkubovi". Objasniéemo to na
primeru funkcije sa Zetiri promenljive, tj. na matrici sa Zesna-

est polja (slika 13.). Pri tome femo se pozvatl i na _ hiperkub®
(slika 3.).

XgXy
o N
00 01 11 10

L] 1 3 2
00

L i 3 ¥ 4
01

X1X3 Y 13 18 18

Uo

Sl. 13.
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Na osnovu slike 3. i slike 13. proizilazi:

Dva k-polja, na horizontald ili vertikali su ,susedna" jer
predstayljaju jednodimezioni podkub (slika 14.).

o 1 ) 2 [ 1 ) 2 . 1 3 2 o 1 ) 2f
1 1
» s 7 s . [] 7 . ) s H . . 3| ? [
1 )
12] sl sl s 1 18 14 1y 2] 1s{ 15§ 1s 121 13] 18] 1
i . 1 1
] 8| 11i] 10 8 8 3 1 . $1 11 10 ] 9] 11| 10
1 1 1

Sl.-14.

Na slicl 14. predstavljeni su redom podkubovi dimenzije je-
dan:

{cs,Cs}, {Co,Ci1}, {Co,Ce} 1 {Ci12/C1y} (videti sliku 3.).
Na osnovu slike 3. i slike 13. proizilazi:

Cetiri k-polja (slika 15.), svako susedno sa dva, predsta~
vljaju dvodimenzioni podkub. :

] ] LK o 1 [ 9 1 fl 2
1 1
¥ g o v s 20 ] s 7 0
1 1 1 1 1 1
18 T Y BT TS 1 TH Tq 13 1§ 19
i 1 1
16 ] Y TI[ 1e " s 11 1e
1 1
S1. 15.

Na slici 15. predstavljeni su redom podkubovi dimenzije dva:

{CIIC;;C;,C1}1 {Ce,sC2+Ca,C10}, {Cu,C5,C6,C7} 1 {CysCe/C12,C1u}
(videti sliku 3.).

Osam k-polja, svako susedno sa tri, predstavljaju trodimen-
zioni podkub (slika 16.).

Na slici 16. predstavljeni su redom podkuhevi dimenzije tri:
{Co,Ca, Cz:C:'Cq}CsuCJa;CJJ}: {C1,C3,C5,G7,Cs,C11,C13,Cas},

{Cs,C9,C10,C11,C12/C13,C20,Cas} 1 {Co,C2,Cu,Ce,Ce,C10,C22,Cas}
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(videti sliku 3. i sliku 13.).

o i 3 ol 1] 2 y s ! i 3
1 1 1 1 1 11 1 1

1] Y r 3 L B » 5 7 5. . S| 7 q
. ; 1 1

TZ T TS T Y1 ]Wﬁ 12 T 1Y [ 12 1y 1 14
1 |1 1 {1 |1 1 1

[ [] 11 10 i 9| 11 1e . L] 1 10 ] o 1 14
1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1

Sl. 16.
Na slikama 14., 15. i 16. prikazane su samo neke tipiéne

konfiguracije matrice Vajt-Karnaufa za dve, tri i &etiri promen-
ljive. Posmatranjem "hiperkuba" na slici 3. i Vajt - Karnaufovih
matrica na slikama 14., 15. i 16. primeéujemo da, pored uobila-
jenog susedstva k-polja, uzimaju se za susedna i k-polja u levim
i desnim, odnosno,gornjim i donjim uglovima matrice. Pri uolava-
nju podkubova na matrici véoma je vaZno da oni budu sa maksimal-

nom dimenzijom jer isklju®uju veéi broj promenljivih.
Primer 15. Posmatrajmo funkeciju

£(x1,X2,%3,%4) = Y (C0,Cy,C2,C3,CusCs,C7,C3,C11,C1s)

Iz primera 10. (slika 7.) matrica Vajt-Karnaufa za datu fun
keiju je (slika 17.).

JT TG

.
S1. 17.

Sa slike 17. &itamo da postoji pet 2-dimenzionih podkubova:
{C4¢Cy,C,,C3} , {Co,C2,Cu,Ce} , {C1,C3,Ce,Cisa}, {C:,C3,C6,C7)} 4
{C3,C7,C1,:+Cy5}. Temena Cu, Cg 1 C)5 pripadaju samo po jednom pod-
kubu (na slici 7. vidimo da ona imaju samo po dva susedna. teme-
na; na neki nafin ona su izolovanija). Pri odabiranju podkubova
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moramo po€i od onih koji sadrZe oya tri temena: {Co,CusC2,Cs}s
{ci,ca,Co,Caa} 1 {c3,¢7,C11,C15) . Sa slike 17, &itamo:

CowCaUCy\UCs =§J§I.,
C1uUC3UCsUCy: = XaXa
CiUC;UC11VC)s = X3Xa,

Kako je ovim obuhvacdeno svih deset temena (syih deset k-po-
lja na slici 17.) navedena tri podkuba su maksimalni jer u sebi
sadrfe dva preostala podkuba.

Dakle, f(xi1,X2,X3,Xs) = X1X3UX2X,\U X3Xy

pa je data funkcija napisana pomoéu izraza u kojem se pojavljuje
Sest slova i pet simbola za operacije (tri za konjunkciju i dva
za disjunkciju). Faktorizacijom moZemo dobijeni izraz dalje u-~
prostiti:

£(x1,%X2,X3,%Xs) = XaXsUX,(X2UX3),

to jest,datu funkciju napisati pomocu izraza u kojem ulestvuje
pet slova 1 fetiri simbola za operacije (dva za konjunkeciju 1
dva za disjunkciju).

Primer 16. Posmatrajmo funkciju
f{x1,X2,%X3,%X4) = U (C2,C3,C4,C6¢C7+C12,C13)

X3
na slici 18.

(L 13)
I
[i__l_"j"lg 1s 16

8 9 11 10

X2

Xy

S1l. 18.

Teme Cis Jje najizolovanije (videti sliku 3.). Ono jedino sa
temenom C:z &ini 1-dimenzionih podkub {Ci12,Cis}. Temena C.,Cs,
Cs i C; formiraju 2-dimenzionih podkub {C,,C3,Cs,C;}. Ostaje te-
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me Cu. Imamo dye moguénosti; 11i da uzmemo podkub {C.,C;.} , 1lt
podkub {C,,C;;}.Ako uzmemo podkub {C,,C;,} imamo:

Ci2wCyy = x1x1;3l
C2UCIUCeUCr = Xixy,
CvuCiz = X2XiXu ,

5to daje f£(X,,X2,X3,Xe) = X X2X3 XXy UX2X3Xe-

Ako uzmemo podkub {C,,C¢} imamo:

Ci12UCyy = Xxxzi-!::
C2VCUCeUCy = XXy,
CuwCe = ;1xz§u,

5to daje f(xXy,X2,X3,Xe) = X X3X3\JX1X3\UX1X2Xn.

Ovde ne dobijamo, kao u prethodnom primeru, jedinstvenu naj-
povoliniju moguénost. Imamo ih dve. Faktorizacijom dobijamo:

flx1,X2,X3,Xe) = X1 X3U XXy (XU X)),
odnosno £(X1,X2,X3,Xu) = X 1X3UX2 (X1 X3 X Xy)

U prvom slufaju dobijamo izraz sa jedanaest simbola (Sest
za slova i pet za operacije), a u drugom slufaju dobijamo izraz
za trinaest simbola (sedam za slova i Sest za operacije). Dakle,

XX 3 X2X3 (X1 X4 )

je minimalni izraz kojim se moZ%e napisati data funkcija.
Na slici 18. zvezdicom smo obele#ili blokove koje odmah

moramo uzeti u obzir: blok u desnom gornjem uglu,jer daje maksi-.

malni podkub, a blok u trefem redu,jer sadr¥i izolovano k-polje
(teme C,;;). Konjunkcije koje predstavijaju ove blokove su: x,X;
1 x1X2%Xy. Ove konjunkcije zovu se: esencijalne konjunkcije.

Primer 17. Posmatrajmo funkciju
£Ox1,x2,%X3,%,) = WV (C;,C2,CavCs,CesCya 1C12+C13,C14.Cy s)
na figuri 19.

Temena C3, C; i C;1 su najizolovanija. Prvo njih uzimamo u
razmatranje. Ona se jedino spajaju redom sa: Cs, C¢ L Cis. Dobi-
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x

—H

64

16

-]

Sl. 19.

jamo tri l-dimenziona podkuba: {C;,Cs}, {C.,Cs}, {C3;,Cys} , 0d-
nosno, esencijalne konjunkcije redom :-n;,x.., :'Elx;;.., X1X3Xy. OS-
tala k-polja se grupiBu u dva dvodimenziona podkuba. Postoje tri
moguénosti: biramo podkubove kac na slici 19.

{C4,Cs,C12,C13} 3 {€C12+C13+C14,Casl,
114

{C4+C5/C12+C13} 3 {CusCesC12/Caul,
111

{C4+C6,C12,C14} 5 {C12,C134C14,Casl,
to jest, imamo sledede esencijalne konjunkcije respektivno:
Xz;tg, Xixp 1li xz;cg, Xz;h. ili Xz}_h,, X1Xs.
pakle, zajedno sa esencijalnim konjunkcijama XXX, ,X1X3Xs,

X)X3xy 1mamo:

£(X1,X2,X3,%4) = X2X3\UX1X2\U X1X3Xe U X1X3 XU X1X3Xs
i14

£(X1,X2,X3,Xy) = XoX3iUXoXe\UX1X3Xy\UX1X3Xy UX1X3Xy
111

F(X1,X2,X2,X4) = X2XuU X3X2 W/ X1X Xy UX1X 3Ky UX1X3X0 o
Na kraju, posle faktorizaclije

F(X1eX29X3,%y) = X, (K30 X3) UKy BsXy UX3X,)UX1X3X,
£(X1,X2,X35,%4) = X, (i,ui.)ui; (i;x..ux,i..)ux,,x,x..
£(x1,X2,X3,Xy) = X5 (X3UX,) UKy Rx, UX3X ) UXaX X,

Navedéni primeri sugeriSu slededa pravila za dobijanje mi-
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nimalnog izraza koji predstavlja funkciju:

1) Treba odrediti esencijalne konjunkcije, tj.odrediti naj-
krade konjunkcije koje odgovaraju 3to je moguée veéim podkubovi-
ma (blokovima) ,ukljulujuéi svako k-polje bar jedanput.

2) Izvriiti faktorizaciju dobijenog izraza. Medjutim, ovo i
dalje ostaje vedtina, stvar uveZbanostl: ne postoji algoritam za

dobijanje najpovoljnije faktorizacije.

Primer 18. Data je funkcija
(X X2 X3 ,%4,X5)='U(Cs5,C6+C7,C13,C14,C15,C20¢C21+C23,C28,C239,C31)

na slici 20.

X2
x3 =0
x, =1
X
Sl: 20.

Na slici 20.raspoznajemo jedan trodimenzioni podkub {Cs,C,,
C13/C15,C21:C23+,C249,C31} 1 dva dvodimenziona {Cg,C7,Ciu, Ciste
{C20/C21,C28:C29}. Imamo dakle:

£UX1,X2,%X3,X0e,X5) = X3Xs\UX1X3XUX1X3Xs

i

X3 (X5 X1Xe UX1X4 ),
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Primer 19. Data je funkcija na slici 21,
£(X1,X2,X3,Xn X5 ,Xs)

= (C0,C1,C4,C5,C16,C17,C20,C21,C32,C33,C36,C37,C52,Cs3)
xs

[ /] ] ]

Lfo S S
/NN

/)

xq — A

¥ Ty 3] Ly
1 1
/ / ] [} Xa
X3 J /
7 [ 5
{ l— x5
Xg b

, YAV E
A LTIV

1
.88

v

S1. 21.
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PaZljivim posmatranjem slike 21, raspoznajemo tri trodimen-
ziona podkuba:

£C6+C1+C4sCssC16+C17+C20sC21} , £C4sC1/CesCs5¢C32+C33+C36:Casl,
{CysCs54C20¢C21+C36,C37/Cs24Cs3}.

To su podkubovi maksimalne dimenzije L u ovom sluaju is-
kljuduju tri promenljive. Imamo, dakle,

£ Xy 01Xz, X3, X0, X5yXe) = X X3Xs UK X2Xs\ X3XyX5

= ;!)—‘S ().(l\./)-(zu x.) .

4. PROSTE IMPLIKACIJE

Definicija 4. Bulova funkeija g implicira Bulovu funketiju
f(u notaciji g £f) ako ¢ samo ako funkeija £ usima vrednost 1 sza

svaki vektor (01:---:Gn)€ L? sa kodi i funkeija g ima vrednost 1.

Dakle; Bulova funkcija g implicira Bulovu funkciju £ ako
i samo ako je za svaki vektor (a1,...,an} GLQ)'qs;f, tj. gufaf,
(Glava I, definicija 2.)

Primer 20. Date su Bulove funkcije g, g2 {1 f tabelom 1.

X1 X2 X3} g1 g2 f
0 4] 0 0 1 0
0 0 1 1 1 1
0 1 0 0 0 1
0 1 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 1
1 1 0 1 0 1
1 1 1 0 o 0
Tabela 1.

Funkcija g, implicira funkciju £, a . funkcija g; ne impli-
cira funkciju f£.

Funkcija g koja implicira funkciju f zove se Iimplikan~
ta.

Neka je S = {g1,...,q,} skup (sistem) implikanata za funk-



;
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ciju £, to jest, g wf ='f, i€{1,...,m}. -

Definicija 5. Sistem S Je potpun ako za. avaki vektor
(B1,.0.50)) €L} za kojt funkci'ja £ uaima vrcdnoait,“l postofi
bar jedna implikanta eistema S koja uszima vrqdﬂoatvl.

. myo

Dakle, sistem S = {g‘,...,g‘a je potpun akko je f=Ug_1.

. . i=1

Primer 21. Date su Bulove funkcije g;, g2, ég i £ tabe-

lom 2. )

X1 X2 Xx3| 9y 92 93 f
0 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 1 1 1
0 1 1 1 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0 o0
Tabela 2.

Funkcide g, gz 1 gs su implikante funkcije £. Skup im-

S L L

plikanata {g,,92,9:} je potpun, to jest f =Hgi.
sPrimer 22. Date su funkcije 4g:, 92, ga,.g;. i £ u tabell 3.

X3 X2 Xs) g1 g2 9y gy £

HEe~O0O0O0O0
—OMOMOMO
oOoOrROOOMO
~HOMOOQOKO
HOOOOONO
HMOMOOMMO

HMeMOOKKHOO
~OoOOOOOO

Tabela 3.

- Funkclje - g91,92,93 1 g« impliciraju funkciju £. Medjutim,
skup implikanata- {g91,92/9s,9+} nije potpun jer £(0,1,0)=1, a
g1 (0,1,0) = Sz (0,1,0) = gs€0,1,0) = g (0,1'0_) = O,to jeat.,f ¥ 91
(VR-FRVL F V] LN ’



108 K.Gilezan - B. Latinovi¢

Definicija 6 . Konjunkeija C je proeta implikanta funkcije
f ako ¢ samo ako C implicira £ ¢ ni jedna konjunkeija ukljudena
u C ne tmplicira £.

Primer 23. U primeru .22. konjunkcija C=x1X2Xj nije prosta
implikanta funkcije £ jer sadr%i konjunkciju

C’™= g3{X1,X2,X3) = X1X3X3 U X1XX3 = X1X3,

koja implicira funkciju f.

Mo¥emo kazati 1 ovako: konjunkcija C Jjeste prosta impli-
kanta funkcije £ ako implicira funkciju £, a svaka druga ko-
njunkcija, dobijena 1z C eliminacijom slova, ne implicira fun-
kciju €£. '

Teorema 1. Stiatem avih prostith implikant?i funkeije Je-
8te potpun.

Dokasz.Neka je za vekto:al,...,an), f(a,,...,an)=1. Tada je

[P ¥ [0}
konjunkcija C =x, -...'xnn otigleno implikanta funkcije f£. Ako

o o
konjunkcija C = x, «...-x" ne bi bila prosta implikanta funkci-

je £, tada je njen deo C~” prosta implikanta funkcije f£. Ako C~
nije prosta implikanta funkcije £, tada je njen deo C" prosta
implikanta funkcije f. Nastavljajuéi ovako dolazimo do konjunk-
cije CP koja je prosta implikanta funkcije f. Konjunkcija CP
ima vrednost 1 za vektor (a,,...,an). Dakle, za svaki vektor

(a,,...,un),qde je'f(u;,...,an)=1,postoj1 bar jedna prosta im-

plikanta CP koja ima vrednost 1.

Po definiciji 5. sistem S prostih implikanti jeste pot-
pun.

Neka je ¢ disjunktivna normalna forma (DNF) funkcija f i S¢

broj slovau ¢ , a C broj konjunkcija u ¢.

¢

Defintctja 7. KDNF ¢, funkeije £ je prostija od DNF $2
funkeije £ ako ¢ jedino ako je

S4, <S8y, + Cy,<C

$17 T2 $2°
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. L} .
Primer 24, Posmatrajmo DNF ¢; 1 ¢, funkcije £ : Lz > Lg:
¢ = §1§2X3§4u;u§zX3x«Ux.u-czxagb,
$2 = l-u_)-l-_zxabux..lizxa;:-n-
Imamo:
= 12 = V = = 2,
S‘Pl 12, C¢J 3, S_¢2 7, C 2.
Dakle, DNF ¢. je prostija od DNF ¢,.
Definiecija 8. DNF ¢ je minimalna DNF funkeije f ako < samo

ako fje ¢ ekvivalentna sa f 7 ni jedna DNF prostija od £ nije
ekvivalentna, sa £.

Teorema 2. Bilo koja minimalna DNF ¢ funkcijfe £ je diefun-
keija prostih implikanata funkeije £.

Dokaz. Neka je ¢ minimalna DNF 4
(1) ¢ = CuUH,

gde je C neka konjunkcija iz ¢, a H disjunkcija syih osta-
1ih &lanova iz 4. o&igledno je da je konjunkcija C implikanta za
¢ 1 za f.Ukoliko C ne bi bila prosta implikanta funkcije £ on-
da postoji konjunkcija C; (C; je deo od C) koja je implikanta
za ¢. 1 f£f. Iz (1) imamo

(2) civ¢ =C;UCUH.

Kako je C:1<¢ 1 ¢<£C; imamo

(3) ' ¢ = CUE.

Dakle, ¢ = CUH nije minimalna DNF funkcije £ , §to je kon-~
tradikecija; izlazi da konjunkcija C mora biti prosta implikan-
ta funkcije f. S obzirom na proizvoljan.izbor konjunkcije C iz-
lazi da je minimalna DNF'fnnkcije- f disjunkcija nekog skupa S
njenih prostih implikanti.. ' '

Ova teorema je osnova algoritma za minimizaciju Bulove fun-
kcije f. Algoritam se sastoji iz dve faze:

Prva, nalazimo proste implikante funkcije £,
pruga, nalazimo minimalnu DNF funkcije f.
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Napomenimo da teoxrema ne dokazuje da je minimalna DNF fun-
kcije £ wunija svih prostih implikanata funkcije f; ostaje da
se odredl koje proste implikante obrazuju minimalnu DNF funkcije
f. Da bi se to odredilo, treba funkciju f napisati u KDNF, od~
rediti sve konjunkcije koje impliciraju £ ,6 a zatim izdvojiti
proste implikante koje obrazuju minimalnu DNF funkcije £. Ovaj
zadatak re¥ava metoda Kvajna 1 Mak Klaskog.

5. METODA KVAJN-SMAK KLASKI

Kvajnova metnda za tra%fenje prostih implikanti funkcije £ se
sastoji u uporedjivanju svih konjunkcija DNF funkcije £. Cilj
je da se smanji broj slova DNF funkcije f korildenjem identi -

teta
(J)  XYUXY = X.
Upoznademo se pomenutom metodom postupno.
Primer 25. Razmotrimo funkciju
£(X1,X2,X3,X0) = X1 X2XgXy\J X1 X2 X3 Ko XK1 X2 K3 Ko U X1 X2 Ky Xy
le;z!-(:l-(buXl’-‘2§:X~UX|X2;:X~\JX|X1!3X~
= Co/CauCy U C I CuCy/Cyy UGy,

Osam kanonskih elementarnih konjunkcija funkcije £ dato je.
u levoj koloni sledede tablice.

X; Xa Xy X/ [ X3 X, Xof/ | X, X,
Xy X2 X3 XoF [ X3 X5 X,/

X) X2 X3 XoJ | X,

L 1]
-
»
-

X3 X2 X3 Xof | X3 X3 X/
Xy Xz X3 X/ | X3 X2 X,/
X1 X; Xy X,/ | ¥, X; X4

X, X3 X3 X7 X, X, X,

X1 X; Xy X, /) %3 X, x,




Bulova algcbra . 11i

Posmatrajmo prvy konjunkciju ¥1X2Xs%s u prvoj koloni ta-
blice i uporedimo je redanp sa syim konjunkcijama 1spod nje. 'Na
konjunkeiju X1X2X¥3Xs & konjunkcije XJX:X:Xb,XJXzX;Xk; x;xzxsxa
moZemo primenit: identitet (3), 8to daje prvu, drugu i tredu ko-.
njunkciju u drugoj koloni. Ronjunkcije x;xzx;x~,xlxzx,x.,xyxzxgx.
i x3X3%3Xs na koje primenjujemo identitet (J) markiramo znakom /.

. Posmatrajmo sada drugu konjunkciju XiXaxsx» u prvoj koloni
tablice 1 uporedimo je redom sa svim konjhnkcijam& ispod-nje. Na
konjunkcije X1X2XsXsd XaX2xX3XsmoZemo primeniti identitet (J),¥to
daje Setvrtu kbnjunkciju.u drugoj koloni.

Nastavljajudéi peres uporedjivanja konjunkcija u prvoj ko=
loni dobijamo drugu kolonu. Sada konjunkcije druge kolone uppré—
djujemo na 1sti nadin i dobijamo tredu kolonu tabliqe.:

Primetimo da su neke konjunkcije u drugoj koloni ostale ne-
markirane jer nisu korildene za dobijanje kraéih konjunkcija.Pri
metimo, takodje, da se neke od kradih konjunkcija mogu &obiti u
vie navrata (konjunkcija XiXs u trecoj koloni dobija se upore~
djivahjem konjunkcija §:§z§u i xix2Xe ali i uporedjivanjcm ko~
njunkcija XiXsXs 1 XiXsXs iz druge kolone), a uzimaju se samo
jedanput.

Posmatrajmo sada nemarkirane konjunkcije u tahlici. Po na-
&inu kako su dobijene, izlazi da njihova unija sadr¥i svih osam
kanonskih elementarnih konjunkcija; dakle, unija nemarkiranih ko
njunkcija je ekvivalentna sa funkcijom £. 5ta vide, nemagkizgng
konjunkcije su proste implikante funkcije £ poito svgki,‘;gﬁxi-
cira £ 1 ne sadr¥i kradu konjunkciju koja implicira f. Medju-.
tim, po teoremi 2. minimalna DNF funkcije f ne mora biti unijd
svih prostih implikanata veé treba odrediti koje proste impli-
kante formiraju minimalnu DNF funkcije f. Pogledajmo slededu ta
blicu:

Col C2) Co| Cs| Cof Cs | CasjCus

2 X3Xu)#

x‘_xl?zf:’; * -

X1 XsXi| | & [ =
x;*zx % . . & @

x:%s [« |0 ]| o] e
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U kolone su une$ene Kkanonske elementarne konjunkcije, a- u
redove proste implikante. U preseku kanonske elementarne konjun-
kcije i proste implikante koja je sadr%i uneden je znak «.U sva-
koj koloni mora da se nalazi bar jedan znak + jer odgovarajudu
kanonsku elementarnu konjunkciju pokriva bar jedna prosta impli-
kanta. Ako se u nekoj koloni nalazi samo jedan znak + , odgova-
rajuda implikanta se zove esencijalna prosta implikanta u nota-
ciji e@. U drugoj, treéoj, Zetvrtoj i osmoj koloni nalazi se samo
po jedan znak @,pa su odgovarajuce proste implikante XyXaXy 4
X1x4 esencijalne. One svakako moraju biti u minimalnoj DNF funk-
cije £, pa nam ostaje da odredimo koje od preostale tri proste
implikante ulaze u minimalnu DNF funkcije f. Kako esencijalne
proste implikante x;X:X, 1 XX, pokrivaju prvu, drugu,treéu, Se-
tvrtu, sedmu 1 osmu kanonsku elementarnu konjunkciju, ofigledno
je da u minimalnu DNF funkcije f mora biti ukljuena prosta im
plikanta x,§2§3ujer ona pokriva petu i Zestu kanonsku elemen~
tarnu koﬂjunkciju funkcije f. Dakle,

£(X1,X2,X3,Xy) = X1Xy U X1 X2XuJ X1X2X3
114, posle faktorizacije
£(X1,%2,%X3,X4) = X1X0 U X1 (X2XqU X2X3) .

Modifikacija metode Kvajna,koju je dao Mak Klaski, takodje
se sastoji u uporedjivanju svih konjunkcija DNF funkcije f, s
ciljem da se koristi identitet XYUXY = X ali je broj uporedji-
vanja manjl jer se konjunkcije daju u binarnom zapisu. Identitet
XYUXY = X mo¥e se primeniti samo na susedne k?pjunkclje.

Teorema 3. Na konjunkeije Cj i Ck mo3e se primeniti iden-
titet XYUXY = X ako i eamo ako je
|1[cj] ~tfe )l =1 1 |3k = 2%, rcio,1,....n}.

Dokas. Pretpostavimo, prvo, da se na konjunkcije Cj i Ck

moZe primenitl identitet XYU XY = X,to jest da je

8 B,

cee Kggoos

%1 “S“l 1
Cj =K1 oe.eXo ) X X
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o1 . o 81 . B
8~1 o r -
%=m}”xﬁrﬂx&r”%ﬁe

gde je s+r=n. Tada imamo:

e IR
3= 2™ s e 22Ty 2" e ep 20

R I TR Shi P SOUP T Lot ST LIV TP POV LOPL I
8=1 ; r .
odakle sledi da je

lfeg] = afe ]l =1 1 3-k| = 2%.

Pretpostavimo onda da je

11[05] - 1[ck]|= 1 1 [3-k| = 2F, r€{0,1,...,n}.

ovo je moguée samo ako je

i= “1"'“5-1153+1"'Br i k= a,...qs_losl...sr,

to jest,ako se j 41 k u binarnom zapisu razlikuju na s~tom
mestu. Odavde sledi da se na konjunkcije Cj i Ck moZe primeniti
identitet XYUXY = X.

Postupak dobijanja prostih implikanti funkcije £ sastoji
se 1z sledeéih koraka:

0. Funkcija £ napi3e se u RDNF.

1. Konjunkcije KDNF funkcije f napi3u se u binarnom ob-
liku. )

2. Konjunkcije KDNF funkcije f svrstavaju se u grupe;
konjunkcije sa istim indeksom formiraju jednu grupu.

3. Konjunkcije se pi3%u u koloni, po rastuéim indeksima.

4. Sve konjunkcije sa indeksom m uporedjuju se sa svim
konjunkcijama sa indeksom m+l.

‘5. Konjunkcije,na koje se primenjuje identitet (J),marki -
raju se znakom 7.

6. Ako se spajanjem dve konjunkcijé eliminiSe promenljiva

X tada se u binarnom zapisu dobijene, krade konjunkelje, na
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s-tom mest a j vee - Y
estu stavi crta, to jest, aja us-l as+1 “n

7. Dohijene krade konjunkcije ponovo se svrstavaju u grupe
i pi%u u kolonu po rastuéim indeksima; na njih se primenjuje is-
ta procedura. Pri tom se identitet (J) moZe primeniti samo na
konjunkcije koje u binarnom zapisu na istoj poziciji imaju crtu.

8. Navedeni proces ponavlja se sve dok ima konjunkcija na
koje se moZe primeniti identitet (J).

9. Nemarkirane konjunkcije su proste implikante funkcije f.

Primer 26. Posmatrajmo funkciju

f(x1,%x2,%X3,X4) = U (C0sC1,C2,C3,Cu,Cs5,C6,C7,Cs,C11,Ca5)

iz primera 10 i primera 15 (slika 7. i slika 17.) i primenimo o~
pisani metod za trafenje prostih implikanti i minimalne DNF. I-

Cs ,Cys| -111
Ci1,Cy1s| 1-11

mamo :
Co | 0600 v Co ,Cy'| 000- ¥ C#,C1,C2 (Cy | 00--
¢ | ooo1 v Co ,Cz | 00-0 Cs,C2,Cy ,Cs | 0~-0
Co ,Cy | 0-00 v
Ca 0010 v Ci1,Cy»,Cy ,Cy1| -0-1
, €y ,Cy | 00-1 _
Ce 0100 Ci .Cy -001 ¢ C2,Cs,Cs ,Cy 0-1-
0011 v -
Cs Cz +Cs 001~ / C3¢C7,C11,Cys! =--11
ce | o110 ¥ Cz ,C¢ | 0-10 /
Cy ,C¢ | 01-0 ¥
cy | 1001 V
C3; ,Co 0-11 v
C, | 0111/ Cs ,Ci1| =011 /
Ci1 | 1011 ¥ Cs ,Cy 011- v
Cis| 1111 v Co ,Cir| 10-1 /
v
v

Proces se zayr3ava poSto se na konjunkcije pryve i druge,od-
nosno druge i trede grupe u treéoj koloni ne moZe dalje primeni-
ti identitet (J) jer nisu zadoyoljeni uslovi teoreme 3. Proste

implikante su:

X1X2, XiXu, X2Xu4, Xi1X3, X3Xu.
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Sada dGemo odrediti koje od dobijenih prostih implikanata
formiraju minimalhu DNF funkcije f.

f.go Ci*JCz | Cy. C.:._ C§ [C7,.]Cs 'C11] Cis

"CQ;erCznjgs * * | .

CosC2,Cy ch': * ] * v o | »

vb{lc’lcs ,C;x ‘ [« * ° e
Cz:Cs:CGl:C7 * | * *
Cs/C7+C11,Cas * ‘ * * °

Iz tablice ¥itamo da su esencijalne proste implikante:X X4,
Xaxy 1 x;x...'Kake njihova unija pokriva sve kolone, dakle sve e~
lementarne kanonake konjunkcije njihova unija je i minimalna DNF
funkcije f. Dakle, '

£(X1,X2,X3,X) = X1 X4 UX2Xy UX3Xy
111, posle faktorizacije

£(x1,%X2,X3,%4) = X1X4 U (X2 UX3) Xy,

24DACT
Zadatak 1.
Minimizirati Bulove funkcije
£(x,y,2) = :_c;iu;cy:-zu:—cyzqufr;ux}-rzuxyiuxyz:
g(X,¥,2) = Xy \UXYZ UXYZ\ XYZUXYZ,
h(X,¥,2) = XUXYZUXyZ.
ReSenje: f(x,y,2z) = xuqu, g(x,y,z) = XUy, h(x,¥,2) = XUY.
Zadatak 2.
Minimizirati Bulove funkcije
£(X,¥,2,V) = XYZVUXYZVU XYZVU XYZV UXYZVU XYZV

U XYZV UXYZVU XYZVU XY ZVU XY TV XYZV
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Re3enje:

U XYZV U KYZVU XYZV,
g(X,¥,2,V) = XYZV\U XYyZV\J Xy2ZV\UJ XYZVJ XYZV U XY ZV
U XYZVU XYZV U XY ZVU XY ZV U XY ZV U XYZV,
h(X,Y,2,V) = XY2VUXyZV\J XYZV \UXYZV U XYZV\J XY2ZV
U XYZVI XYZVU XYZV UKYZV U XYZV UXYZV,
f(x,y,z,V)=xuywvzuv, g(x,y,z,v)=xu§,

h(XIYIle)':yu z.
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GLAVA VI

FUNRCIJE LUKASIJEVICA I SEFERA

Ranije smo (glava III) naveli da se svaka_,fulovéﬁlfahkcija
moZe napisati pomoéu Bulovog izraza u kojem uééstvuju‘prdm€n1ji—
ve 1 operacije ,o“, , , 1 ,—* , to jest u kanonskoj disjunkfiv-
noj normalnoj formi, odnosno,u kanonskoj konjunktivnoj normalno3
formi.

U ovoj glaviirazmatraju se specijalna preslikavanja skupa
L2 u skupu L,,koja se zovu funkcije Luka§ijevida 1 Sefera (vide-

ti [36], [52]) 1 dokazuje se da se svaka Bulova funkcija moZe

" predstaviti pomoéu ovih funkcija. U glavl X data Je jedna prime~

na funkcija LukaEijevida i §efera.

1. DEFINiCIJA FUNKCIJA LUKA§fJEVICA I 3EFERA

Def%nicija 1. Bulovu funkciju

1, ako je Xy=eoo=X = 0
(1) f(xl,...,xn) = )

0, u ogtalim sludajevima

govemo funkeija Luka¥ijevida (funkeija NILI).
. n

Umesto £(X1s00.,x) esto pi¥emo x; T x, T ... T X, 1ld -Tj Xy
. i=

Definicija 2. Bulovu funkeiju

‘ ' 0, ako je xy=...=x =1
{2) f(";r---nxn) = .
' 1, u ostalim aludajevima

sovemo funkeija Sefera (funkcija NI).



118 K.Gilezan - B. Latinovi¢

F-:

Unesto f(x;,...,xn) testo pilemo X1l Xz | oco) %, 111 X
i=1

i

Primer 1. Tablice funkcija Luka¥ijevica i Sefera za dve pro-
menljive xi, x2 su:

X1 xz| x;T'x:J X1l X2

-0 0
- 0O
CO O
(=]

Primer 2. Tablice funkcija Luka¥ijevida 1 Sefera za tri pro-
menljive xi1, x2, x3; su:

X1 X2 X3 X7 X2 T x3{x1 Lx21 X3

OO Q00
—-—__0 0o~ OO0
O O OO
CO0O0OO0OO
O et et et b e s

Ako su x,y elementi skupa {0,1}, a ., ." ,,— operacije
disjunkcija, konjunkcija 1 negacija u Bulovoj algebri (L2,v, -,
- ), neposredno se dokazuju sledefe veze izmedju operacija , T ",
w " 1 operacija.u*, ., ,—*:

Vi (1) xTy = xUy (11) x1ly = x°y

Vy (1) xTx = x (1) x1x = x

Ve (1) (xTy) T (xTy)l=xwiy (11) (xiy)l (x1y)=x"y

Ve (1) (xTxX)T(YTY)=x-y (11) (xix) L (yly)=xuy
" n ono_ n :E: noo_

Vi (1) | ox =\ xRy an  ox=T x=\%,.
(= =1 i=1 i=1 i=1 =1

Pre nego predjemo na dokaz navedenih veza uo&imo sledefe:iz
definiclje 1. i definicije 2. vidimo da su funkcije Luka¥ijevicéa
i Sefera dualne, jer na osnovu principa dualnosti u Bulovoj al-
gebri (L, u +, * , -~ ) 1 1 0 se medjusobno zamenjuju. Prema ovom
veze V| (1) 1V, (i1), gde Je k=1,2,3,4,5, su dualne.
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Definicija 3. (prodirena definteija dualnoeti). Ako ee u
nekoj teoremi (T) podavijuju simboli v, * , < , >, T , L, 1,
0 dualna teorema (T*) izvodi se tako §to medjusobno menjaju me-
sta: vt ,<1>,T<1,1¢%0.

Dokaz veze V;

(1) =Ty = x'¥y (teorema o KDNF, tab. 1.)

= XUy (zakon de Morgana).

Veza Vi(il) dobija se medjusobnom zamenom simbola T , i L odno-
sno + 1V .

Dokaz veze V,
(11) xlx = x-x (veéza Vv, (11))
=X (svojstyvo a-a=a).

Veza V. (i) dobija se medjusobnom zamenom simbola 1 -i T odnosno
v o1

Dokaz veze V,

() (xTY) T (xTy)=(xX0y) T (XTY) (veza V, (1))

= XUy (veza V, (1))

Uy » (svojstvo a = a).

Veza V,(ii) dobija se medjusobnom zamenom simbola T i { odno-
sno v i *

Dokaz veze V,

(11) (xLx) L(yly) = X1y (veza V, (11))
= Ec_; (veza V,; (ii))
= >=cu; (zakon de Morgana)
= XUy, (svojstvo a = a).

Veza V, (i) dobija se medjusobnom zamenom simbola 1 i T od-
nosno v i °

Dokaz veze Vg

(i) Po definiciji disjunkcije imamo
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n o,
DA
1,
odakle sledi
1,
n
Sx =
i=1 0,

Kako je po definiciji 1.
n i,

0,

n

no n
sledi da je | x, = \J x,.
=1 i i=1 i

Sli¢no se dokazuje Vg (ii).

2. NEKA SVOJSTVA FUNKCIJA

S, (1) xTy =yTx

X

S, (1) xTo
S, (1) xT1=0

S, (1) xT(xTy) =xTy

S; (1) (xTY) T(xTz2)=xT(yTz

S¢ (1) xTyTz =yT(XT2)
S, (1) xXTx =20

|
i
]
l—- EY

Sy (1) 1

-
[

Sq (1) | Xy

i== i

|—=

i

Svojstva S;,

n n
w o~

éemo svojstva S,

Dokaz svojstva S, (1)

ako je Xp=...=x, = 0

u osta_im sluajevima,

ako je Xy1=...=x = 0

u ostalim sluajevima.

ako je x1=...xn =0

u ostalim sluajevima,

LUKASIJEVICA I SEFERA

(11) x1y = ylx

X

(i1) x1t1

(i1) x10 1

(i1) x 1(x1y) = x1¥
) (1) (xLy) Ll (xiz)=xl(yLlz)
(11) x)1ylez =y L{x1l2)

(1i) xLx =1
T n

(ii) tox, = x
=1 * ill L
[ LCE,

(11) ~va1 = Xy

i=1

S; L S; neposredno se verifikuju. Dokaza-
S¢, Se L S,.
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xT(xTy) =xT (x0y) (veza Vi (1))
= ;T/'(;—G—'f) : (veza Vi (1))
= X (XUY) (zakon de Morgana)
= X*X\UX-y (zakon distributivnosti)
= Xy (svojstyo aa = 0)
= xui; (zakon de Morgana)
= x‘r;/ (veza V,(1)).

Primenom principa dualnosti dokazuje se svojstvo S, (ii).

Doka; svojstva S, (ii)

Gly) Ll (xlz) = Gy - Ga) (veza V, (1))
= X*Y\UX*2 (zakon de Morgana)
= x(yuz) (zakon distributivnosti)
=xLlyoz) (veza v, (11))
=x1 (;—-:) (zai:on de Mé'rgana)
=xl(yLlz) (veza v,'(i;)).

Primenom principa dualnosti lako se dokazuje sVojstvo Ss(i).

Dokaz svojstva S (i)

XTyTz = (XUY) Tz (veza V(1))
= (yux) Tz (zakon kémutativnosti )
=yuxluz (veza V, (1))
=yulxwz) (zakon asocijativnosti)
=y T(xyuz) (veza V,; (1))
=y T(&xT2) (veza V, (1))

Primenom principa dualnosti lako se dokazuje syojstvo Sg (ii).

Dokaz svojstva S. (11)

-~
|—=

n -
x) = ( \/xi) (veza Vs (i1))

i=1 i=1
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= .| x (veza Vs (i)).

Svojstvo Sg (1) dokazuje se primenom principa dualnostd.
.S1li¥no se dokazuje svojstvo Ss.

Teorema 1. Za ma koju Bulovu funkeiju £ : L? + L, vafe jed-

nakosti _ -
—— oy (ln
(W) fipeeex) = | Elarseeiad) Ty Toa T ™,
a €Ly
odnosno ,
- ar | o,
(11)  E(Xyseen X)) =1 (F(arsenepa ) Llxy LonoLx ™).
" aeLh
Dokas.
_ . 3
(1) fx) =] | fla) u\ Xy (teorema o KKNF)
« €LY =1
— nooay -
= T (fyu\ x,0) (svojstvo a = a)
n (=1
a€L,
. . G LI L
= | (f (a) U\ _/ xii) (veza l|_||x1 = | X))
set = e
- - 1 3 n LI
= | (f(a)- ™ j') (veza \.x, = | Ixi)
n i=1 i (=1 =1 .
a €L
- S a n A
= [ 1 [Mx. = ‘
| n(f(m)T %y ) (veza 1=|xi lzllxi)
a &L,
(1) £(x) =) £@)x* (teorema o KDNF)
n
a €L;
=\ fx® (svojstva a=a)

a €LY
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n n
= _I_ £ (a) x™ (veza. \Jx, = __L x,)
n i=1 i =1 1
[+3 GL:
n “n
| .1 . n_
= _1 (f(a) VY (% xii) (veza | lxi = xy)
a €Ly = =t =t
n ey n "
=1 (f) L 1 x,7) (veza \in = _L xy)
c n (=1 i==1 =1
[+3 L2

Teorema 2. Za ma koju Bulovu funketiju f : LY + L, vade Jed-

nakosti

a) a
(1) E£Ga,eeerx )=\ (Elarseeaa ) Txa Toee T M),

ct.GL'zl
odnosno , - - oy
1) E(xipe..,x )= | | (Far, o)l x Looadx ™.
) n
o €EL;
Dokasz.

(1) £(x) =\ f@)x*

ueL?
- 2 ey
-V @ 7, 1 xh
a EL? -
__ "o,
) £00 = [ | (f u\J xh)
a €LY b=t
- n q
=71 Ee L 1 oxh
aEerl i=1

(teorema o KDNF)

(teorema o KKNF)

i n
(veza ‘\_/xi = | %)

i=| =]

Teorema 3. Za ma koju Bulovu funkeiju £ : LY + L, vaZe jed-

nakosti

() £oa,eex) = L G@aa)ux veuxy

N
a eLz.
odnosgno ,

o)- (!n
).
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Qg

1) £Oueeenx) = [ (Flar e @ )ex coex ™).
o GL?
Dokaz.
W fx) =) fla)x* (teorema o KDNF)
a €L?
= \\J)f(a)x“ (svojstvo a = a)
o EL?
= 1 f)x® Oz, o= |
1 fla)x (veza X, = 1 x,)
GEL? =1 i=1
D e E ol
= b (fla)u\ x,7) (veza | ]x1 = L xi)
n =1 i=1 i=|
a €L,
— a
(11) f(a) = [ (f(a)\J\:/lxii) (teorema O KKNF)
GEL? i=1
N n ai =
= | [ (£ (a) k/\”/xi ) (svojstvo a = a)
o €LY {=1
— - S
= | (fla) U/ x,7) (veza | in = >| xg)
aGL? i=1 = i=1
_Tg a n 1z
= (a)x (veza \__‘/x1 =i:l xi)
a €Ll =1

ovim je teorema 3. dokazana.

Posle teoreme 1., teoreme 2. i teoreme 3. moZfemo zakljuZiti

sledee: svaka Bulova funkcija mofe ee predstaviti tzrazom u ko-

me udeatvuju operacije:
a) ,T", - (Luka&ijevideva t negacija)

b) w 1" W= " (Seferova ¢ negacija)

c)

S (disjunkeija, Lukadijevideva ¢ negacija)
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Q) w " w " w- " (konjunkeija, Seferova i negacija)

e w L", wu"s 4= " (Seferova, disjunkeija t negacijal)

£) o, T e "y = (Lukadijevideva, konjunkeija i negacija)

Primer 3. Data je Bulova funkcija tabelom

X Y f(x,y)
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 4]

Na osnovu teoreme 1., teoreme 2. L teoreme 3. moZemo pisati:
a) £(,Y)=0TxTY T ATxTH TOTxTY) TOTxTY)
b) f(x,y)=(11lx1ly) Ll (Qlxly)Ll(0Lxiy)Ll(0LlxLly)
¢) £,y =0T xTY)VOTxTHUVUTETYIVATETY)
) £06y)=(0LELP) - (OLXLy)s QLlx1§)+ QLxLy)
e) £(x,y)=(0UxUY) L (0UxU¥) L (1UXUy) L QuXUy)
£) f(x.y)=(6- x- '3?')T(o-:52- vy T x- y) T2 x- y).

ZADACI

_Zadatak. 1. Dokazatl veze’
(xTy) Tz = (xUy)ez, xT(yTz) = x-(yuz).

Primedba. Kako j€ (xuy)+z # X(y\wz) vidimo dé"qe>Vaii asocija-
tivni zakon za funkciju LukaZijevica. :

Zadatak 2. Dokazati da nije zadovoljen asocijativni  zakon
za funkciju Sefera. ‘ :

zadatak 3. Dokazati: veze
a) (1) xT(ylz). = Xyz -qxf_'(,ti) x1LyTz) .= ;—:uyuz
b) (1) Ty L xT2)=xuyuz (1) xLy) T.xlz) = xyz.

Primedba. Kako je Ryz # xuyvz i Q\Jy\jé # xyz vidimo da ni-
je.zado@oljen distributivni zakon funkcije LukaSijevida prema
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funkciji Sefera i obrnuto.

Zadatak 4. Dokazati svojstva:

a) (1) xTGLZ) =x 1ET2) W) xL@ET2 =xT(yla)
b) (1) IV TGLY) =(x1y) L&xTY)
(1) T LETY) = GTY T LY
c) (L) xT(xTx) =0 (11) xJ1(xlx) =1
d) (L) xT(xly) =0 (1) x1l(xTx) =1
e) (1) (xTx) L(xTx) = x (11) (xLx)T (xLx) = x.
Zadatak 5. Dokazati svojstva:
a) (1) xTyTz =xT(ylz) (1) xiylz = x LFT2)
b) (1) xTyTz = (x1¥)Tz (11) xiylz = (xTy) Lz
c) (L) xTYyTzTu = xT(Q_L-z-_LG) (1) xlylzlu=xl (;T;TG)
d) (1) xTyTzTu=(xLyLlZz)Tu (11) xlylzlu=(xTyTz)lu
L . n LU
@ W | xmaT iL__Z x,) (1) ‘__l_lexx L 1l=2 x,)
LN n-l n hunt
oo T e ‘=Ll X T, (11) r_l’le( T %
_n_ & n
9 w1 x = .l—l’-‘l’T‘i;l;H;i)
n L LN
an Lo =0 Tk L(Hlﬂ;i)
Re3enje:
a(l) xTyTz = xT(ylz)
(1) xTyTz = Xuywz (veza Vs (1))
(2) = XU lyuz) (zakon asocijativnosti)
3) = xT(yv2) (veza V) (1))
4) = xT(-;Ti) (svojstvo g:é = aub)
(5) =xT(yLz) (veza V3 (11)).
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Q)

(2)
(3)
4)
(5)

(1)
(2)
(3)
(4)

(5)

(1)
(2)
(3)

(4)

bil) xTyTz = XLY)Tz
xTyTz = x0Uyuz

= Guyluz

= (xUy)T z

= Gy)Tz
x1¥)Tz

(veza Vs (1))
(zakon asocijativnosti)

(veza Vi (1))

(svojstvo b= aub)

(veza Vi (i1).

Na slian nadin se dokazuju svojstva b., c¢. 1 d.b

n

x =x1T(L§)
1 i 1

n
e (1) I
=1

n
] x, = \./xi

i=1 i=1

n
xivi N/ xi)
1=2

n
X3 T ( \/ xi)
i=2
_._a—-——
x T Txp
i=2
n

L %)
=31

=x3T(

(veza Vs (1))

(zakon asocijativnosti)
(veza Vi(i))

(zakon de Morgana)

(veza Vs (ii)).

Na slifan nalin se dokazuje svojstvo e.(ii).

n

n

s Tx=c ] zpre L

'l?f i’*"’l '

L
|
=

A
Xy= W/ Xy

t i=1
Y
= (\Uxpoui\ax)
=1 1=kl
& n
= U\ Ax

i=1 i=k+1
—————

n
= ( Eii)T( HES)

i=k+1

(veza Vs (1))

(zakon asocijatiynosti)

(veza v, (1))

(zakon -de Morgana)
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(5)

K

n

= L x) N x,) (veza Vs (11)).
i=1 1=k+1

Na slifan nafin se dokazuje svojstvo g(ii).

Citaocu ostaje da dokaZe svojstva iz zadatka 5.

Zadatak 6. Bulove funkcije f, g i h, date tabelom

Xy z f(x,y,z) gi(x,y,z) hix,y,z)
000 1 1 1
001 0 1 1
010 1 0 1
011 0 0 0
100 1 1 0
101 0 0 0
110 0 0 1
111 1 0 0

predstaviti lzrazima u kojima ufestvuju operacije:

a),.T",,,-"

b)
c)
d)
e)

f)

a)

b)
c)
d)
e)

£)

g}

h)

(Luka%ijevicdeva i negacija)

Lo, - (3eferova 1 negacija)

O P (disjunkcija, Luka¥ijevideva 1 negacija)
"rw  "s =" (konjunkclja,léeferova i negacija)

L st (§eferova, disjunkcija i negacija)

T" W "y w-" (Luka%ijeviéeva, konjunkcija i negacija).

Zadatak 7. Dokazati sledede identitete:

(1) allaub)lb=a_la_blubl=a_b=a-b=alb

(1i) aTabTb =a'b = aub =aTb

(1y alb=avb = a-b (11) aTb = a-b = aub

(i) (aub)_Lla-b =0 (11) a-bT (aub) =1

(1) a-blblala'b =0 (11) (aub)TbTaT(aub) =1

(1) (A Tbu(@ib)) La-b=alb (41) aTb-(aTh) T(aub)=aTh

(1) al(bc) =alb|c (i1) aT(buec) =aTbTec

(1) a(bwc)l a-dlc=a-b-c (i1) aub-c Tlavd) Te=aubuc

(1) (@aulb-cla)) L(Elc L(dua)) = a-b-c

(1) (a(buc)Ta)) T(BTcTda) = aubuc.
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Zadatak 8. Dokazati da se syaka Bulova funkcija mo¥e pred-
stavitl pomoéu Seferove funkcije, odnosno Luka3ijevideve funkci-

je.
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GLAVA VII

BULOVE MATRICE

Bulove matrice imaju veliku primenu u matematici i tehnici.
U glavi IX data je njihova primena kod multipola, a ovde se, po-
red nekih teorema o Bulovim matricama, razmatra njihova primena
pri re3avanju sistema alternativnih jedna¥ina (specijalne Bulove
jednadine) kao i jedna primena u teoriji grafova.

1. DEFINICIJA BULOVE MATRICE

U glavi I, model 3., definisali smo Bulovu matricu, dve bi-
narne operacije u oznacl ,+" i ,x" kao i unarnu operaciju u oz-
naci ,"". U ovoj glavi proXiridemo pojam Bulove matrice, daéﬁ u
modelu 3. (videti [4], [25] 1 [3s]).

Definicija 1. Matricu
A = [aij] , i=1,...,m ; 3=1,...,n,

gde su a Bulovi taraszi zovemo Bulova matrica.

i3
Definicija 2. Dve Bulove matrice A i B. ietog formata su jed-
nake, u oznact A = B , ako i 8amo ako au
aij = bij , i=1,2,...,m ; j=1,2,.f.,n
Bulovi tdentiteti za svaki i,j, to jest

A=B<d:e'£>(\1ij) ( b, .}).

13 7 i3
Definicija 3. Zbir dve Bulove matrice A t B istog forma-

ta, u oznact A + B, je Bulova matrica
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Ai-B=[%JUbU], i=1,...,m ; 3=l,...,n,
gde je operaeija v binarna operacija disjunkeija na Bulovim ia-
razima (na Ljy). ‘
Definicija 4. Logidki proisved dve Bulove matrice A i B ie-
tog formata, u osnaci A+B , je Bulova matrica
A-B = [aij'bij] ;o d=l,...m 3 J=1,...0m,
gde je operacija .. binarna operacija konjunkeija na Bulovim iz-
raaima (na La).
Definicija 5. Negacija Bulove matrice A fe Bulova matrica
A={ay], t=l,..oms 3=1,...m,
gde eu ;Ij negacitje Bulovih israsa aij'
Skup M Bulovih matrica istog formata sa operacijama ,+",
w'", »=" jeste model Bulove algebre. Prvi element skupa M je Bu~
lova matrica &iji su svi elementi nule. Akc je oznadimo sa Oa[oj‘
tada je
A+0 = [aijuo] =] aij]'
Poslednji element skupa M je Bulqva matrica,1jt su svi ele-
menti jedinice. Ako je ozna¥imo sa I =[1] , tada je
A-I = [aij-l ]= [aij] .
Ostavlja se &itaocu da proveri aksiome Bulove algebre.
Definicija 6. Matridni proizvod dve Bu}ova‘matriac A 1 B,

gde je Bulova matrica A formata mxp, a Bulova matrica B formata

pxn, je Bulova matrica

P .
non- [ Cagmg]
k=]
gde su binarne operacije . * i »“ diajunkeija t konjui ketja na

Bulovim israsima (na L,).

Teorema 1. Ako su A, B 1 C Bulove matrice jednakog formata
tada va¥i: ’

(1) A9 (BoeC) = (A0@B)ec
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(11) A ©® (B +C) = (A®B)+A ®C)
(ii1) A® 0 =006 A =0,
Dokaz teoreme 1. ostavlja se &itaocu.
Definicija 7. Alternativni zbir dve Bulove matrice A i B i-
atog formata, u oznact A ® B, je Bulova matrica
AGB=[a1j0bij], i1=1,...m ; 3=l,...,n,
gde je operacija 8" binarna operacijfa sabiranje po pod2.

akupa {0,1}.

’

Primer 1.
101 110 11 081 10 011
101 ® {101] =|1®1 00 11 =|000
101 111 191 0l 11 010

Neka je A = [aij] ’ aijé (0,1} formata nxn (kvadratna).De-

terminantna matrice A, u oznaci [A|, je element skupa {0,1} 1

n

|Al =Zeaij Dij R j--l,...,n'

i=1

gde su Dij subdeterminante elemenata aij'

Primer 2.

11
=119 1-1 =1@®1=20.
11
101
110l =1-1"% @1/ o0 [} =100 12-200-2 = 1.
e 10 10 10

Definicija 8. Alternativni proisvod dve Bulove matrice A z

B, u osnaei A O B, gde je Bulova matrica A formata mxp, a Bulo-

va matrica B formata pxn, je Bulova matrica

P
A0S =[ -Zgik'bkj)] ’
k==

gde su binarne operacije ,8" T ," sabiranje it mmofenje po mod.

2. skupa {0,1]}.
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Primer 3.

1000 x 1-x@0-y®0.a®0b] [ =x

1110 y 1'x 91y ®1:a ® 0b x®y®a

0110/ %la|*loxe1.y01.a00b] )| yea
b 1-x ® 1.y ® 0-a & 1-b xX®yeb

1101
T;orema 2. Ako su - A,B,C Bulove matrice formata mwp, pxk,
kxn tada vaii:
- (1) AO(BOC) =(AO0B) OC
(i1) a0 (B@®C) = (AOB) ® (AOC)
(111) A00=QO0A = 0. |
Dokaz teoreme 2. ostavljemo &itaocu.

Neka je E = [eij] kvadratna matrica,gde je

1, za i=j
(%) eij =
' 0, =za i1#j.
Teoremag 3. Ako su A £ E kvadratne Bulove matrice igtog fo-

rmata onda je

-AOE=EOA=A.

Dokas.
n o .
AOE =[ (aik'ekj)] (definicija 8.)
p=1 )
= [aij]‘ e (relacija (=))
= A,

Sli¥no se dokazuje da je E O A = A.

_Définiaija 9. Transponovana matrica Bulove matrice.
_ A=[aU];iﬁL-”m; d=1,...,n
Jje Bulova matrica

J;[ﬂiL i=1,...,n 3 j=1,...,m
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Teorema 4. 2a Bulove matrice A t B, formata mxk, kxn, vaii:

T T
(1) (AeB) =BOA, (AOB) =BoOA

(11) (&N =a

T

(111) E' =E, 01 = 0.

Dokaz teoreme 4. ostavlja se &itaocu.

Definicija 10. Za Bulove matrice A ¢ B jaednakog formata Jje

13
13-

ALB ako i samo ako Je aijgb za svaki 1,3, to fest,

A<B<£>(Vij) (a, ;b

13
Teorema 5. Ako su Bulove matrice A, B 1 C formata mxp tada
vadi:
(1) AgLA
(1i) ako je A(B 2 BLA onda je A =8B
(111) ako je A<LB i BLC onda Je AKC

(iv) ako je AB onda je za svako X # 0, formata pxn,
AOXLBOX

(v} ako je ALB onda je za svakoX # 0, formata - nxm,
X ©@ ALX ® B.

Definteija 11. Inverana matrica kvadratne materice A je ma-

trica A"!, gde je Aoat =aloa=E.

Teorema 6. Ako je A=[alj]' i,3€{1,...,n} 2 |al # 0.

tada je A-1=[Djil' j,1 €{1,...,n}, gde su Dji minori eleme-

nata aij’

Dokaz. Neka je

A=[aij]’ X=[x1j]' E=[e1j], i,je{1,...,n},

1, za 1L =3
€33 Vo0, zai #3.

gde je

ii
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n

Tada iz jedna¥ine A O X = E sledi E aikxkj = eij’

i,jE{lr-..,n}. k=1
Kako je
n
(1) |A] = Z a,.D,., '§=1,...,n,
1=le 13743
imamo

n

? . .a n
2 Esbiheij = Zenih ¢ Ze“ik’fkj)'
i=1 = k=1
n n
( }E;’a D, )X 5o
Ze g1k 1n) Ficy

k=1

Za 3j # k, na osnovu a'® a = 0, imamo:

L]

3) Da. Dy = 0.
1=1° i3 “ik
Na osnovu relacija (1), (2) i (3) sleddi lAl-xjh = Dyp- Iz pret-
postavke |A| # 0 sledi |A| = 1. Dakle

xhj = Djh s, h,j=1,...,n,
to jest, a~l =[ Dji]’ d,i=1,...,n.
Primer 4. Neka je
1 0 1
A= 1 1 0
0 1 ¢

Kako je |A| = 1 postojt A™}. Imamo:

"
[

D11 =0, Diz =0, Dy

Dz, =1, D22 0, D2y =1

D3y =1, Dy2 =1, D3y =1,
pa je
Di1 D23 D3 0 1 1
a™l = D1z Dy Dsa|=1{0 0 1
Dis Das D3] |1 1 1).

Teorema 7. Ako su A © B Bulove matrice jednakog formata on-

da je:
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(1) A@B =AB + A-B

(1) A®B = (A+BLA + B
(i11) A + B = A-B' ® A @ B.
Dokas. Neka je

A=['a1j], B =[byy] t=1,..25m 3 3=1,...,0.

Tada je

(1) A®B=[a, @b,] (definicida 7.)
=( ;ijblj;Jaljslj ] (veza x @ y=xy Uxy)
=[ ;ijbij + aijsij] (definicija 3.)
=[aij][b1j]+ [aij][bij] (definicija 4.)
= A*B + A-B (definicija 5.)

(11) Sli¥no se dokazuje koriBéenjem veze x @ y ’IIX\JY)(;\[i).

(1i4) A + B =[ aijubij] (definicija 3.)
={ ajsbyy@ay @ bij] (veza x\y=xy ® x ® y)
=[ ay 4by 4 ]e [aij ]e [bij] (definicija 7.)

=A‘BO®A@®B (definicija 4.) -

2. SISTEM ALTERNATIVNIH JEDNACINA

posmatrajmo n jedna¥ina sa n nepoznatih
a;i1x; ® a;z2x2 & ... Q'alnxn = b,

azi1x; ® azz2x2 @ ea x =b
(4) .21 1 22X2 ree 2 2

gde a1j ¢ {0,111}, bi ¢{o,1} ,3€{1,...,n}, a 8" L ,°" su sa-

biranje i mnofenje po mod. 2. skupa {0,1}. N
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Ako je A,;[~;ij] 1,9 €01,...,m) 1

' X1 . b3
*2 bz

X =1° B ‘= .
1%, o bn

sistem.(l) se- svodi na matri&nu jednaéinu
(5) onss,
gde je
6) x=2altos.
: Primer.S. Posmatrajmo sistem
x; [ B xz ® xs =1, x3 ®x2 = 0, X2 @ x3-= 1.

Ovde je

no1 X1 1
A=[1 1 of, X=|x:{, B=|0
0 1 1 xs] 1

pa se dati sistem avodi na matriénu jednaéinu A O X =B, &je Je

!eﬁenje x =2"1o B.

Dakle, X, = 0, qui 0, x3 = 1.

3@ PRI!ENA BULdvm -'mmucah TEORIJI G.RA.FOV_A‘_ -
Posmatrajmo skup x = {xx,...,x } i podskup p skdéé XxX,
gde je Xxx kartezijanaki proizvod skupa X -

Dcftntctda 12. Urcdacnt par (x, o) zovemo graf reda N

Pridru!imo svakom elementu xi skupa X jednu taéku.‘Nazovi-

mo tu tafku vrh grafa._
- Ako je (xi,xj)e pr 1 #J tada Gemo yrhove grafa x1 1 xj ve=

zati strelicom (sl. 1.).
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O O

’xj X, =X,

sl. 1. sil. 2.

Ako je (xi,xj)e p, L = j tada imamo takozvanu petlju (sl.2.).

Primer 6. Dat je graf (X, p), gde je
X = {x1,%2,%X3,X¢},
p = {(xy,%2), (x1,%3), (X2,%1), (X2,%3), (%3,%3), (x5,%),
(%4 rXu) s (X4, X9)})
Graf (X, p) pretstavljen je na sl. 3.

X3
.Xa

Xy

s1l. 3.

Definicija 13. Graf (X,, p,) Je podgraf grafa (X.p ). . ako
Jje XICX i p1C p-
Primer 7. Graf sa sl. 4. je podgraf grafa sa sl. 3.

Definicija 14. Graf (X, p) Je aimetridan, ako je
(V) (Vi) (ko xg) € p ) => ((xg0%;) € p )

Definicija 15. Graf (X,p ) Je antieimetridan, ako Je
(v;xi) (ij) (((xl.xj),é p) L (xj,xl')e o )=2xi=xj)

Primer 8. Grafovi (Sl. 3.) i (S1l. 4.) nisu ni simetri¥ni ni
antisimetrini. Graf sa sl. 5. je simetri¥an, a sa sl. 6.antisi-

metri¥an. va' x;(C—/ﬂh
X %,

Sl. 5. Sl..6.
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Definicifa 16. Graf (X, p) Je potpun: ako je
(in) (ij) ((xi’xj)e pi (Xj lxi)e [ =>xi=xj) , 1¥3.

Posmatrajmo graf (X,p), gde je X = {xl,...,xn}.’

Defintoija 17. Bulovu matricu
Mp =[mij] » i,j=.1',.'..(n,

gde Je
1, ako (xi.xj)e p

myy =
0, ako (xi,xj)t pe

govemo matricom grafa (X, p).

Primer 9. Bulova matrica (slika 7.) je matrica grafa sa sl.
3.

cowmo
OO0
bt s o
A R-¥-

Sitka 7.
Za Bulovu matricu M, kaZemo da je simetrifna ako je
O (W) gy = myy),

odnosno ako i samo ako je graf (X, p) simetri&an.
Za Bulovu matricu M, kaZemo da je antisimetriZna ako je

(Y1) () (myg4my K1), 143,

odnosno ako 1 samo ako je graf (X, p) antisimetrilan.
Za Bulovu matricu Mp kaZemo da je potpuna ako je
VL), (V) Agmy gmyy <200 14,

odnosno akc 1 samo ako je graf (X, p) potpun.

Primer 10. Matrice

M, = M,-'

ok io
O b e

10 ] 01 1
M, =]0001 0111
1511010 1000

lo1ao 0010

[~ 1R R~)
= bt bt o

1 0
0 1
1 0
0 1

su redom: simetri&na, antisimetriZna i potpuna.
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Teorema 8. Ako eu My i M2 matrice grafova (X,p1) 1 (X,p2),
tada je My + M2 matrica grafa (X,p) wp2), gde Je pi1up2 unija
skupova py £ p2, a H{Q M2 matrica grafa X, P1°p2),gde Jo pi1-pa
protavod relacija p1 © .. ’

Dokax. Neka ije

1, za (xi,xj)g [ 3%
My =[m£j] romyy =
0, za (xi.xj)sz
1, za (xl,xj)gp,
M, ‘[mij] ] mij =
0, za (xi,xj)Q P2
onda je
M) + My = [mijgﬁmij] .
1, za (xiixj)Epn P2
HERLSE
0, za (x;,x3) ¢ pivp2
M, O M, =[U.mi’k-mkj] .
k=1
l, za (xirxk)epl i (xklxj)€91
B Py =
0, za ostale sluajeve

Time je dokazana teorema 8.

ZADACI
Zadatak 1. Date su Bulove matrice
A = [aij ], B = [bij] . i=1,...,m 3 3=1,...,n,

gde su a,, i b,, elementi skupa {0,1}.

3
Neka je

i3

(1) Ao B¥c gde je cnsiijbijuaijsij

def - - .
(14) A 0O B=C gde je cij"ijijuaijbij'
Dokazati:

(1) A ®B =0 ako 1 samo ako A =B
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(i1) A OB =0 ako i samo ako A = B (ili A = B).

Zadatak 2. Date su Bulove matrice

A=[aij] ’ B.=[bij], C=[cij] i=l,...,n; j=1,...,n,
gde su a, i3 b, i3 i €y elementi skupa {0,1}.

Neka je

def . o )
(1) A » B==C, gde je cij'aijijij

>

def . "y _" T
(i) A 5 B=C, gde je cij-\\,Kaik\kaj)—E::raik bkj)

’ ! 1k P

Dokazati:

1. (a+B)+A = A

2. (a»B)+B = (a»A)+A

3. A+(B+C) = B»(a>C)

4. A>(A+B) = A-B _ D

5. A+A:=_(AfB)¥(A+B) _ o
6. AA =1, gde je I =[1]"

7. AJA =1 : .
8. I+A =1 o

9. AsI =T

10. :A»(B+A)
Zadatak 3. Reéiti sistem jednaéina
‘xl ] xzﬂo X3 & x4 0 xs [} xs 6 X7 @' x3 = 1,
X3 @ X2 @ X3 ® X5 =0, X1 X2 @ x4 0Xx¢ =1,
X, @ x2 = 6, X: @ .x, G'xu & x7; =1, x1 @ X3 = 0,
k;.ovxy =1, x=1. ‘ -

- Zadatak 4. Ako‘Bulqva matriéﬁa_jédnaéina A@®X =3B ima jedno
reSenje onda je ‘X = A @ B. Dokazati. '
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GLAVA VIII

SEME SA DIREKTNOM KOMANDOM

U ovoj glavi razmatrademo jednu primenu Bulove algebre dvo-
Zlanog skupa. Re je o najprostijem tipu kona¥nog automata, ta-
kozvanim Semama sa direktnom komandom (sa direktnim, neposred-
nim upravljanjem). Najprostiji elementi Seme su kontakti koji i-
maju dva stanja, dve pozicije, tj. mogu biti otvoreni ili zatvo-
reni. Ovim smo ograni&ili na%e razmatranje na takozvano idealno
funkcionisanje 3eme, jer uzimamo krajnje pozicije kontakta (ot-
voren, zatvoren). Re& "idealno" ovde ima smisao "nerealnosti"jer

postoje i medjupozicije kontakata (izmedju otvorene i zatvorene).

Danas jo3 nema jedinstvenog matematifkog aparata prigodnog za o-
pis funkcionisanja 3eme sa kontaktima kada se oni nalaze .u n po-
zicija ,gde je n=3,4,5,... . Aparat koji se odnasi na dvoznaéne
promenljive jo3¥ uvek je najpoznatiji. To je razlog da se ograni-
&imo na kontakt koji uzima dve pozicije, tj..na dvoznaéne pro-
menljive. S druge strane, namena ove knjige je da se pocetnici
na najjednostavniji na&in uvedu u izufavanje Teorije automata,pa

i kibernetike uopite (videti [9], [14], [35], [36] 1 [41]).

1. ELEMENTI RELEJNO-KONTAKTNE S3EME

Kontakt. Kontakt je najjednoscavniji element komande auto-
matskog elektri&nog uredjaja. Prva osobina koju zapaZamo kod kon
takta jeste da on moZe biti u: neaktiviranoj i aktiviranoj pozi-
ciji.

Obidne kontakte delimo na: normalno otvorene kontakte i na

normalno zatvorene kontakte.
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a) Kontakt koji je u neaktiviranoj poziciji otvoren a u ak-

tiviranoj poziciji zatvoren zovemo normalno otvoreni kontakt(sl.
1).

A <A

neaktivirana pozicija aktivirana pozicija

Sl. 1.

Ako bismo ovaj tip kontakta stavili u strujno kolo, struja
ne bi prolazila ako je on neaktiviran, a prolazila bi ako je on
aktiviran. Zato se ovaj kontakt jo¥ zove i radni kontakt.

PridruZimo normalno otvorenom kontaktu A promenljivu a iz
skupa L,= {0,1}. Ako je kontakt A neaktiviran, tj. otvoren,ta
da je a = 0, a ako je kontakt A aktiviran, tj. zatvoren, ta-
da je a = 1.

b) Kontakt koji je u neaktiviranoj poziciji zatvoren, a u

aktiviranoj poziciji otvoren zovemo normalno zatvoreni kontakt
(sl.2).

—_—f Y

neaktivirana pozicija aktivirana poziciﬁa

S1. 2.

Ako bismo ovaj tip kontakta stavili u. strujno kolo, struja
bi prolazila ako je on neaktiviran, a ne bi prolazila ako je on
aktiviran. Zato se ovaj kontakt joZ zove i mirni kontakt.

PridruZimo normalno zatvorenom kontaktu A promenljivu a iz
L,. Kada je kontakt A neaktiviran, tj. zatvoren, tada je a = 1 a
kada je kontakt A aktiviran, tj. otvoren, tada je a = 0.

c) Kontakt koji je stalno otvoren zoveno stalno otvoreni ko

ntakt (sl. 3.) a kontakt koji je stalno zatvoren zovemo stalno
zatvoreni kontakt'(sl. 4).

sl. 3. S1. 4.
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Kontakt koji je stalno otvoren ili stalno zatvoren, zovemo
konstantni kontakt, a pridruZfujemo mu vrednost 0, odnosro 1.

Relej sa kontaktima. Relej se éastoji iz elektromagneta 1
jedne kotve sa jednim ili vi¥e kontakata. PrfdruZimo releju X
promerfljivu x iz skupa L,. Kada struja ne prolazi kroz navoj
elektromagneta pridrufimo promenljivoj x vrednost 0, tj.x = 0,
a kada struja prolazi kroz kalem elektromagneta pridru¥fimoc pro-
menljivoj x vrednost 1, tj. x = 1.

a) Relej Ba»normalno otvorenim kontaktom. Ako kroz navoj ne
prolazi strujh, tada je kontakt otvoren, tj. x = 0, a ako kroz
navoj prolazi struja, tada je kontakt zatvoren, tj. x =1, (sl.
S).

_— A .

b) Relej sa normalno zatvorenim kontaktom. Ako kroz navoj
ne prolazl struja, tj. ako je x = 0, tada je kontakt zatvoren,t)
x = 1. Ako kroz navoj prolazi struja, tj. ako je x = 1, tada je
kontakt otvorem, tj. x =‘0, (s1.6).

A

Sl. 6.
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2. STRUKTURNA FORMULA I' FUNKCIJA RADA DIPOLA KLASE I

v.I. Sestakov, K. Senon 1 G. Moisil postavili su osnove al-
gebre dipola klase . Ovde dajemo rekurentnu definiciju dipola
klase 1[I, koga femo kratko nazivati dipol II.

Definieija 1.

1. Kontakti su dipoli 1.

" 2. Ako 8su Ay, i1 A, dipoli N tada je dipol, dobijen njihovim
serijekim 111 paralelnim vezivanjem, dipol 1.

3. Svaki dipol klase I formira se konadnim brojem primena
1. 7 2.

Jedan dipol A mi éemo crtati kao na sl. 7.

—

si. 7.

Dipol dobijen serijskim vezivanjem dipola A, i 42 crtacemo
kao na sl. 8.

-
—————— 0 2 [
r 3 P

]

] T

]

i

]

Dipol dobijen paralelnim vezivanjem dipola A; 1 A, cftaéemo
kao na sl. 9.

Definteija 2.
1. Strukturna formula stalno zatvorenog kontakta je E = 1,
‘a struktyrnb formula stalno otvorenog kontakta je E = 0.

2. Strukturne formule normalno otvorenih kontakata BA,....C

su EA = a,...,Ec= ¢, a normalno zatvorenih kontakata su EA

= C.

= a,

- Eg



146 K.Gilczan - B. Latinovi¢

3. Ako su Ei © E, strukturne formule dipola A, i Atada su
gtrukturne formule dipola dobijenth njihovim serijskim i para-

lelnim veszivanjem
E = (E,)*(Ez) © E"= (E,)V(E2).

4. Korespodentnost tiazmedju dipola N i njihovih etrukturnih

formula opisana je pod 1., 2. 1 3.

Strukturna formula dipola N je dakle Bulov izraz koji opi-
suje strukturu dipola 1.

Serijsko vezivanje. Strukturna formula dipola fl koji nasta-
je serijskim vezivanjem kontakta A i1 B (8l.10) je E = a-b.

—
o1
Sl. 10. S1. 11.

Paralelno vezivanje. Strukturna formula dipola N koji na-
staje parilelnlm vezivanjem kontakata A i B (sl. 11) je E= a_b.

Serijsko i paralelno vezivanje. Strukturna formula dipola If
koji nastaje serijskim vezivanjem kontakata ‘A i B, a zatim pa-
ralelnim vezivanjem kontakta C (sl. 12) je E = abyuc.

[

a b

sl. 12.

Iz definicije strukturne formule vidimo da svakonm Bulovom

izrazu mo¥emo pridrufiti dipol 0 ¥ija je strukturna formula data
Bulovim izrazom. Ovo nam omoguéava da za dati Bulov izraz moZemo

konstruisati #emu odgovarajudeg dipola II.
Na primer, za Bulove izraze, tj. strukturne formule

E:. = (aUub)c, E: = (aub) (bve), Es = (aubuc)(auc)

odgovarajuée Seme su (sl. 13).
Neka je A dipol klase [N sa kontaktima i,,...,an kojima su

pridrufene promenljive LIVERETT iz skupa L;.
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a
—. Fe—

b
LI

b c

a a -
—3 .}~

c c

s1l. 13.

PridruZimo dipolu A promenljivu 2z koja opisuje rad dipo-
la A (provodljivost dipola 4). Bko je z =1 dipol 4 rddi, a
ako je 2z = 0 dipol A ne radi.

Definicija 3. Funkeija rada dipola A sa kontaktima Aj,...,
A, koji ima strukturnu formulu E je jedna Bulova funkeija

n
fE : L, * L,,

koja je data Bulovim Zzrazom E.

Na primer, na sl. 13. date su Seme tri dipola &ije su stru-
kturne formule

E, = (aub)e, E, = (aub)(buc), E; = (aubuc)(auc).
Funkcije rada ovih dipola su Bulove funkcije fEx' szi fEa
u tabeli 1., dobijene iz Bulovih izraza E;, E; i1 Ej3.

a b ¢ fEl sz fEa

o = = OO OO
HFOFROMROOO
e OOQOOFO
- OO

OO MHOO
OO OKO

Tabela 1.
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3. INVERZNA SEMA

Ugradimo jedan dipol A u elektri¥nu Zemu sa izvorom i po-
tro3alem. Jednostavnosti radi, neka izvor bude neka baterija B,a
potro$ad lampa W.

Serijsko vezivanje dipola A i lampe W. Neka je fA funkcija
rada dipola A, a w funkcija rada lampe W (sl 14).

=Y 00—

B B

tb }
41 —}
Sl. 14. Sl. 15.
Ako je fA = 1 {(tj. ako dipol A radi) struja prolazi kroz di

pol A, onda lampa gori, te je w = 1. Ako je fA =0 (tj. ako
dipol A ne radi) struja ne prolazi kroz dipol A , onda lampa ne
gori, te je w = 0.

Funkcija rada lampe w je data tabelom 2.

fA w fA w
0 0 0 1
1 1 1 0

Tabela 2. Tabela 3.

Prema ovome je w = fA.

Paralelno vezivanje dipola A i lampe W. Neka je fA funkcija
rada dipola A, a w funkcija rada lampe W (sl. 15).

Kada je £, = 1 (tj. kada dipol A radi) struja prolazi kroz
dipol A, a sijalica w ostaje bez struje (jer ima konalan ele-
ktriéni otpor), pa je w = 0. Kada je f = 0 (tj. kada dipol ne
radl) struja prolazi kroz sijalicu, te je w = 1.

Funkcija rada lampe w data je tabelom 3.

Prema ovome je w = EA.

Dakle, Zema sa sl. 15. je inverzna %ema ¥eme sa sl. 14. i

obrnuto.
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Primer 1. Data je Sema jednog dipola koji je sa lampom W
vezan paralelno (sl. 16).

L RV |

Funkcija rada lampe je W = (aUb) c.

4. FUNKCIONALNA EKVIVALENTNOST DIPOLA

Definicifa 4. Dva dipola A; % A, su funkcionalno ekviva-

lentni, u oanaeci Ay ~ A, , ako su njithove Ffunkeije rada fEl A
sz Jjednake, tj. v
Ay v A; ako © samo ako fE1v= sz.

Primer 2. Dati su dipoli A, i A, (sl. 17).

r——a

b———l a
O a b
B-—-J b

s1. 17.

a

Strukturne formule ovih dipola 4; 1 A; su:
E; = abuabuwab, E, = aub,

a njihove funkcije rada f if
) "Eq E;

£ (0,0) = 0:0U0:000 = 1 fp, (1,0) = 1:0uI-0Ul-0 =0
£5 (0/1) = 0:1UF-21U0-1 = 1 fp (1,1 = 110T10l1 =1
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odnosno
sz(0,0) =0wv0 =1 532(1,0) = 10 =0
fm(ml)—ou1=1 Em(hl)-1u1=1

Vidimo da su funkcije fE, i f!_:2 jednake. Dakle dipoli A,

i A, su ekvivalentni (4, ~ 4,;).

Teorema 1.Funkcionalna ekvivalentnost dipola N je relacija
refleksitvna, simetridna ¢ transitivna (relacija ekvivalencijel,
ty. K
a) A v A (refleksivnost)
b) Ako je AynvA,  tada je Agna, (aimetridnost)

c) Ako je 8,VvBA; 1 LA, tada je BA(VvAy (trangitivnost)-.

Dokas.

&~ A jer je fE = fE.

Ako je A, ~ A, tada je fEl = f_ , odakle sz = fEl,pa je

E2
Az v Ay
Ako je A; v A2 L A N A? tada je EEI = sz i sz = fE,'
odakle fEx = fE3 pa je &) ~ Ay .

Teorema 2. Skup dipola NI 8sa kontaktima je model Bulove al-
gebre, gde su binarne operacije .J° i .° paralelno t sertjako

vesivanje dipola, a unarna operacija _—* prelas sa dipola A na

'

inverszni dipol A.

Dokaz. Zaista, po definiciji o funkcionalnoj ekvivalentno-
sti dipola @I imamo:

(B,) Svojstvo komutativnosti

N e I

avb = bua
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(11) o a b. —0r\JO b L ]

(B,) Svojstvo asocijativnosti

{1

ayv (buwe) =(aub)uc.

(1) R " 7
o——a 4—b c-f——or\nr—-}a --b-1—-c-—-—o
I, 4 L ..... —

a*(b*c) = (a*b)-c

(B3) Svojstvo distributivnosti

e I ot I N

aub+c = (aub)-(auc)

b a—b
(ii) : I ]
O~ a-] N\
r“"’ a ¢

<

as{buc) = a*bua-c

(B,) Svojstvo elemenata 0 i 1

: r——a
(1) o—-J . F—Q\.X‘ﬁ a —
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(Bs) Svojstvo negacije

a
(1) o— L oo~ —0
- 1
a
ava =1
(ii) O 2. 3 —————rO SO @ O

0
asa =0
Vidimo da su zakoni (aksiome) B,, B2, B3, By 1 Bs iz glave
I za Bulovu algebru zadovoljeni, pa skup dipola za ovako defini-
sane operacije ,*, ,* 1 __« predstavlja model Bulove algebre.
Ovim smo pomoéu dipola interpretirali svojstva S,, Sz, Ss,

Ss(ii), S:(i) 1 Ss, dvo&lane Bulove algebre (glava II). Na sli-
¢an na&in mogli bismo interpretirati i ostala svojstva:

Sy (i) [ f—o ~U o- a —0
a
ava = a
(i1) o———0na a OO~ a —0
ata = a
)
S (1) o— }——vme a o
— a b
avab = a
a
(1i  o—ao a -
b
a*(aub) = a

)
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Se(i) o—

Sy (i1) &2

Ss(4) - ®— nJ

(11) —&®—

e

ot

a
a b

(]

= a

ava'b = aub
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a
(ii) o_a_l I-—crvo
b

a- (aub)

5. MINIMIZACIJA SEME

Osnovni zadatak algebre kontaktnih 3ema je traZenje Sema,
funkcionalno ekvivalentnih datoj 3emi, da bi se iz njih izdvoji-
la najprostija. Univerzalnog kriterijuma 3ta je to najprostija
Sema , medjutim, nema. Kao jedan od kriterijuma moZe se uzeti sle
deéi: 3ema je najprostija medju svim Semama koje su joj funkcio-
nalno ekvivalentne, ako njoj odgovarajuéi Bulov izraz sadrii naj
manji broj slova. Na taj na¥in zadatak uprosicavanja Sema . ‘svodi
se na zadatak uprodcavanja njima odgovarajuéih Bulovih izraza.

Prema tome, transformacije datih Zema vrie
vnih zakona binarne Bulove algebre.

Primer 3. Data je Sema (sl.

b
b

Ssl.

se pomoéu osno-

Uprostimo datu 3emu koristeéi svojstva Bulove algebre, tj.

odredimo funkcionalno ekvivalentnu Semu sa najmanje kontakta.

Strukturna formula datog dipola je

f(a,b,c) = abcu abcu abeu abcu abe
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ab(cuc)u ab{cuc)u ac{bub)

abuabu ac

[

b(ava)u ac
= buac.

Znadi, Sema koja je ekvivalentna datoj Semi, a sa-
drZi najmanje kontakta ima strukturnu formulu £ = acub (s1.19):

§1. 19.

6. SEME SA KONTAKTIMA I RELEJIMA

Do sada smo se u ovoj glavi sretali, uglavnom, sa Zemama di
pola klase J . Proéirimo na$e razmatranje na $eme koje, porec
kontakta sadrZe i releje sa kontaktima.

Posmatrajmo Semu (sl. 20)

A

A a

sl. 20.

u kojoj su lampa W i normalno otvoreni kontakt x releja X ve-
zani serijski. Funkcija rada kontakta x zavisi od funkcije ra-
da dipola A sa kontaktima a,b,...c. Ako je E(a,b,...,c) struk-
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turna formula dipola & , funkcija rada Seme sa slike 20.data je
tabelom 4.
E W
0 0
1 1
Tabela 4.

Prema tome, strukturna formula Seme sa slike 20. je
w = E(a,b,...,C).

Posmatrajmo Zemu (sl. 21)

A~ - - g
<

sl 21.

u kojoj su lampa W i normalno zatvoreni kontakt X releja X
vezani serijski. I u ovom sluaju funkcija rada kontakta x za-
visi od funkcije rada dipola A sa kontaktima a,b,...,c. Funkcija

rada Seme (sl. 21) data je tabelom 5.

E W

0 1

1 0
Tabela S.

Dakle, strukturna formula %eme (sl.21) je
w = E(a,b,...c).

U opstem slufaju, Zemu,koja sadrii relej X sa dipolom A i

kontaktom x (koji je u sklopu nekog drugog dipola A, sa lampom
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W),crtamo na sleded¢i naéin:

[ > K

sl. 22.

Ako je strukturna formula dipola 4
x = E(a,b,...,c),

a strukturna formula dipola 4,

w =Ej(ay,bi,...,c1,%),

tada je strukturna formula Zeme (sl. 22)

w = E;(ay,by,...,c1,E(a,b,...c))*.

Primer 4. Data je Sema (sl. 23)

1)
H |

L]
-4
‘o
o
A

Sl. 23.

* Ili samo strukturna formula %eme je
w =E;(ai,b1se..,C1,%)
x = E(a,b,...,c).
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Strukturna formula releja X Jje
x = (aub)c,
a strukturna formula 3eme (sl. 23) je

(av l-)ux)g

w
tj.
(aubwu{aub)c)a.

£
1t

Primer 5. Na Semi (sl. 24) dipol lampe i dipol releja su ve

zani paralelno.

—
———
O
pra—

LI
T

Sl. 24.

Strukturna formula releja X Je

X = buc,
a strukturna formula Zeme je ﬂ
w = (aUXx) (bus);uaxu(bua)x,
t3. o f
w = (aubuc) (buvalcbualcub)u (bua)(cub).
Primer 6. Na Semi (sl. 25) dipol releja X je inverzan. r
Strukturna formula releja X je
x = aubuc = SbE,'
a strukturna formula Zeme je

w = xyul(aub),
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tj. .
w = abZy (awb).
'l_‘_IdZ"‘
L
§1, 25,
U primerima 4, 5. 1 6. za zadatu ¥emu 3a kontaktima # mele-
jima pisali smo strukturnu formulu. Obrnut zadatak: za zadatu

strukturnu formulu konstruisati Zemu ne predsta&lja nikakvu ted-
kodu.

Primer 7. Konstruisati Zemu &ija  je strukturna formula
w = xva(bux),
a strukturna formula releja X je
x = ab.
Odgovarajuca Sema data je na slici 26.

.

x

o
1]

e 5] cm——— .—T

Sl 26.:
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7. KONSTRUKCIJA 3EME PO ZADATIM USLOVIMA

U prethodnom odeljku razmatrali smo zadatak: za datu Zemu
napisati strukturnu formulu i obrnuto - za datu strukturnu for-
mulu konstruisati Semu. Sada demo zadatak formulisati ovako:kon-
strusati Semu po zadatim uslovima rada. Drugim redima, ako 'je
data funkcija rada jedne 3eme, kako je konstruisati. Svaka fﬁnk—
¢ija rada (Bulova funkcija) moZe se, na osnovu teoreme o KDNF i
KKNF, predstaviti Bulovim izrazom, koji je strukturna formula
traZene Seme. Dakle, ceo postupak u re$avanju ovog zadatka moie-
mo. prikazati sledeom skicom:

1. Koristeéi teoreme o KDNF i KKNF napifimo Bulov izraz za
datu funkciju rada.

2. Nekom od poznatih metoda minimiziramo dobijeni Bulov iz-
raz. ’

3. Konstrui%emo Semu za dobijeni minimalni Bulov izraz.

Primer 8. Konstruisati Semu sa dva prekidata A i B 1 jed-
nom lampom W koja zadovoljava sledeée uslove:

1) Ako su prekida®i A i B neaktivirani, lampa W ne gori.

2) Ako je prekidaé A aktiviran, a prekida¥ B neaktiviran,
lampa W gori.

3) Ako su prekidai A i B aktivirani, lampa W gori.

4) Ako je prekida® A neaktiviran, a prekidaZ B aktiviran,
lampa W gori.

Funkciju rada traZene Seme prikazujemo tabelom 6.

Tabela 6.

Strukturna formula 3eme je, na osnovu teoreme o KDNF,

w = abwabuab
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ili, posle minimizacije
w = ayub.

Dakle, 3ema koja odgovara datim uslovima rada je (sl. 27).

1

sl. 27.

Primer 9. Konstruisati ¥emu sa tri prekidaXa A, B 1 C i
jednom lampom W koja zadovoljava sledece uslove:

1) Ako su prekida®i A, B i C neaktivirani, lampa gori.

2) Ako su prekidadi A i B neaktiviranmi, a prekida& C ak-
tiviran, lampa W ne gori.

3) Ako su prekida¥i A i C neaktivirani, a prekida& B ak-~
tiviran, lampa W gori.

4) Ako je prekida® A neaktiviran, a prekida&i B {1 C ak-
tivirani, lampa W gori.

5) Ako su prekida¥i B i C neaktivirani, a prekida& A ak-
tiviran, lampa W gori,

6) Ako je prekida® B neaktiviran, a prekida¥i A i C ak-
tivirani, lampa W gori.

7) Ako je prekida® C neaktiviran, a prekida®i A 1 B ak-
tivirani, lampa W gori,

-8) Ako su sva tri prekida%a A, B i C aktivirani, lampa W
gori.

Funkclju rada traZene Zeme prikazujemo tabelom 7.

Strukturna formula Zeme je, na osnovu teoreme o KDNF,

w-= abc\abcw abe \wabcwabe yabe abe

ili, posle minimizacije,
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w = aubwuc.

a b c w
—_—
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 o0 1
o 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

Tabela 7.

Dakle, 3ema koja odgovara datim uslovima rada je (sl. 28)

1

S1. 28.

Primer 10. Konstruisati Zemu sa tri prekidaZa A, B i C,re-
lejem X i lampom W, gde funkcija rada releja X zavisi od
prekidaa A,-B.i C, tj.

x = f(a,b,c),

a funkcija rada lampe W zavisi od prekidata A 1 B i releja
X, tj.

w = F(a,b,x),
koja zadovoljava uslove date tabelom 8.

Strukturna formula %eme je, na osnovu teoreme O KDNF i ta-
bele 8.
x = abcwabcwabcuabcuabe

w = abx
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ili, posle minimizacije

x = abuc

w = abx.
a b ¢ X a-'b x w
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 1 0 1 1 0
1.0 0 0 1 0 0 0
1 0 1 1 1 0 1 0
1 1 0 1 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1

Tabela 8.

Dakle, Zema koja odgovara datim uslovima rada je (sl. 29).

|
3
!

1 L

sl. 29.

ZADACT

Zadatak 1. Dipoli i lampe vezani su serijski.Napisati stru-
kturne formule njihovih ¥ema: ’
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—T ) ety | el
|y O — ) —
=
) P

O gy | e

5 l : : :
‘—{J a b c b
w W {w w W %H
.} A, Ay A As As
I T i .
[ :
l
b

ReSenja.

abuba

(aub)a

(aub) (aub)

(aa)w (bb)

abu abc

{abuc) (abuch)

buab e

(acubc)a wu(bc ubc)a
abc Ulaubuc) (cua ub)

(awubc wab) (ac ubwua) .

s g
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Zadatak 2. Dipoli i lampe vezani su paralelno.Napisati stru-
kturne formule njihovih Zema.

——U———g——T
P

ot

) | e
R
b

!_-’
-
I——-—U-

=
3
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—
T bt
P L 1
L1 f

1 -
1

L
]

— o —

——-_—- -1

[~ w
—

b—a

N

S Jp—
S

_—.U’—T

i
p—

QPW

ReSenja

E; = abua

E. = (aub) (bua)

E, = (aub)(aubucd)

Ey = (bL/a\Jc)(;LJS\jE)\jCa

Es = {aubuc) (aubuc) (buauc)u abe
Ee = (aub) (aub)uclaub)

E; = (albuc)u (auc)b) (aubuc)

m
®
It

Zadatak 3. Date su strukturne formule Zela dipola i

Konstruisati odgovarajuée %Seme.

a) Dipol i lampa vezani serijski

({aub)cuc(aub)) ({aublcua(buc)) (Suaub).

lampi.
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= ayub

ab

H @ m
]

= (aub)c

(aub) (ca)

t
]

= au(b'ua)c

= (aubuc)a

= (aubuc) (aub)
.= (aub) (aubucia

= a((buclaulcublau (bud) ((a uBuc)a)

[ I - B c B - B - B |
[

= a{(bucwa)ubl(cyb)uab) (buc(aub)r -

(aub) (d(aub) Ud(auc) U (aub)ed )

E
b) Dipol i lampa vezani paralelno

F, =E, , gde je i =1,2,...,8,9,10 i E;,Ezs---sEr0

i
iz dela zadatka pod a}).
Zadatak 4. Dokazati funkcionalne ekvivalentnosti
A v A, As ~ Ay As ~ Ag,
gde je

iy

I

o

L2

-2

e e . R Y

+
+

)

o

o
[

o
]

| 4

Ay Az A, A As B¢

ol

Treba dokazati da je:
(aub) (bua) = b
(aub) (b, 3) (bua) = ab
a(bub)wb(aua) = aub
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Zadatak 5. Dokazati funkcionalne ekvivalentnosti slededéih

Sema:

b nNJ @"
w q F

tj. da je (aub)(aub) ={ab) U (ab)

-
| |

——@— v —@—]

w

in

tj. da je (awb)uab =0

a) b

b)

-

c) — a

-4

B ' I
| |

b

+ &
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tj. da je aﬁubu§uab= 0.

Zadatak 6. Konstruisati minimalnu Semu sa tri prekida&a A,
B i C i jednom lampom W ¢&ija funkcija rada zadovoljava uslove
date tabelom 9.

a b ¢ w
g 0 O 0
0o 0 1 0
0 1 © 0
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

Tabela 9.

ReSenje: Strukturna formula 3eme je,  na osnovu .teoreme o
KDNF
w = abcuabcuabe uabe Labe
il1i, posle minimizacije
w = avubec.

Dakle, Sema koja odgovara datim uslovima rada je

Zadatak 7. Konstruisati minimalnu ¥emu sa tri prekida&a A,
B i C i jednom lampom W &ija funkcija rada zadovoljava slede-

€e uslove:

1) Ako su prekida&i A,B i C neaktivirani, lampa W ne gori,
2) Ako je prekida® A aktiviran, a prekida¥i B i C neaktivi-

rani, lampa W ne gori,
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3) Ako su prekidai A 1 B aktivirani, a prekida® C neakti-

viran, lampa W ne gori,
4) Ako su prekida&i A i B neaktivirani, a prekida& C akti-

viran, lampa W ne gori,
5) U ostalim sluiajevima lampa W.  gori.

Zadatak 8. Konstruisati minimalnu Semu sa tri prekidaZa A,
B i C i jednom lampom W &ija funkcija rada zadovoljava gledeée
uslove:

1) Ako su prekida¥i A, B i C neaktivirani, lampa W ne gori,

2) Ako su prekida&i A 1 B neaktivirani, a prekida® C akti-

viran, lampa W ne gori,
3) Ako je prekidaZ A neaktiviran, a prekida®i B i C aktivi-

rani, lampa W gord,
4) Ako je prekidaZ A aktiviran, a prekidaéi B i C neaktivi-

rani, lampa W ne gori.

5) Ako su prekidaZi A i B aktivirani, a prekida® C neakti-
viran, lampa W gori,

6) Ako su sva tri prekidada A, B 1 C aktivirana, lampa w

gori,
7) U ostalim sluajevima lampa W moZe da §ot1 111 ne gori.

Zadatak 9. Konstruisati Semu sa &etiri prekidaa A, B, C i

D i jednom lampom W &ija funkcija rada zadovoljava sledefe u-
slove:

1) Ako su prekida&i A, B, C i D neaktivirani, lampa W ne gori.

2) Ako su prekida¥i A i B neaktivirani, a prekida®i C i D ak-

tivirani, lampa W ne gori,
3) Ako su prekida¥i A i D neaktivirani, a prekida¥i B i C ak-~

tivirani, lampa W ne gori,
4) Ako je prekida¥ A neaktiviran, a prekida®i B, C i D aktivi-

rani, lampa W gori, )
5) Ako je prekida& A aktiviran, a prekidaZi B, C i D neaktivi-

rani, lampa W ne gori,
6) Ako su prekida¥i A, C 1 D aktivirani, a prekida® B neakti-

viran, lampa W ne gori,
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7) Ako su prekidali A i B aktivirani, a prekida&i C 1 D neak-
tivirani, lampa W ne gori,

8) Ako su prekidadi A, B i C aktivirani, a prekida& D neaktivi-
ran, lampa W gori,

9) Ako su sva Setiri prekida®a A, B, C i D aktivirani, lampa W
gori,

10) U ostalim sluCajevima, lampa W moZe da gori ili ne gori.

Zadatak 10. Napisati strukturne formule Sema:

a)

L

L.
o
L.

=

b) [

| ]
— Y
I
L]
o

D ~m———— —

E
g ) s =y
» .

-

e R - |
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c)
I ' b :
a b | l
I l x b
x a
a c x
I E IX w
Re¥enje:

a) w= ((aub)u (xub))x , x = ((aub)u{xub)la
b) w = ((aublyu@uylau (xub)b)b

x = ((aublyu (auy)au (xub)b)b

Yy = (laub)yv(auylau (xUb)b)x
c) w = ((aub)xw (bxuab)a)x

x = {(aub)x'v (bxuab)a) (avuc).

Zadatak 11. Konstruisati Zeme &ije su strukturne formule:
a) w= (aub)x , x = (aub)a
by w = (a{xub)wax)a , x = (a{xb)uax)b
c) w = ((avub)yw (xwva)bw {(yvwb)x)x
x = ({avub)yuJ(xwa)bu (yub)x)b

Yy = ((aub)ywv (xua)bu (yw b)x)a.
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ReSenje:
a)
a b
x a
X
LJ
b) l :
a
'___I__l ’
x b
L ’
a
W X
c)

~
F
LT

x:

-
-
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Zadatak 12. Konstruisati 3emu sa dva prekida&a A, B, rele-
jem X i lampom W, gde su funkcije rada date tabelom

a b X a b x w
0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0
1 0 1 0 1 0 0
1 1 1 0 1 1 1
1 0 O 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 1

Re3enje:

Strukturne formule su, na osnovu tabela i teoreme o KDNF,
x = abwabuab = aub
w = abx\abx\sabxwabx = (auUb)x.

Dakle, odgovarajuéa Zema je:

e
T
b

Zadatak 13. Konstruisati %emu sa dva prekidafa A, B,dva re-
leja X, ¥ i lampom W gde su funkcije rada date tabelama:

Sl. 8.

W=x]Y
Sl. 9.
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1

-2
<
®

a b x y a b x w
0-0 0] O 0 0 0 0 0 0 0O 0
0 0 1 1 0 0 1 ] 0o 0 1 0
0o 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 [¢]
0 1 1 1 0 1 1 0, 0 1 1 1
1 0 0 1 1 0 0O 1 1 0 O 4]
1 0 1 1 1 0 1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1

ReSenje:

Strukturne formule na osnovu tabela i

X

avbuy

y = abx\ abx abx

w = abxuabx\ abx

Dakle, odgovarajuda

(aub)x
(aux)b.

Sema je

abyw aby aby u aby waby aby Laby

teoreme o KDNF su:

o
T
b

g

n
o

Lanl

[
L

-4

| J—

1

Zadatak 14. Konstruisati Seme koje realizuju funkcije:

fi(a,b) = a=>b, f£f:(a,b)

fy,{a,b) = aTb, fs(a,b)

fy;(a,b,c) = a<=>(bTc),

= a<=>b, f3(a,b) = a @b

=alb, f¢la,b,c)

= a=>(b ® c),

fe(a,b,c) = a=>b,fy(a,b,c)=a T (bLlc).
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GLAVA IX

MULTTIPOLTI

U glavi VIII razmatrane su mreZe sa dva pola, tzv.dipoli. U
ovoj glavi razmatrade se specijalne mreZe sa vise &vorova, izme-
dju kojih se nalaze dipoli. Ovakve mreZe nazivamo multipoli (vi-
deti [32], [34] i [36]). Svakom multipolu pridruZuje se Bulova
matrica (strukturna matrica multipola) koja opisuje njegovu stru
kturu. Rad multipola opisuje se funkcijom provodljivosti koja je
takodje predstavljena Bulovom matricom. Dalje se rarmatraju raz-

ne transformacije multipola (eliminacija &vorova).

1. DEFINICIJA MULTIPOLA

Mesto u mreZi gde se sastaju bar tri grane, sove se &vor ako
svaka grana sadr¥i bar jedan dipol (aktivan ili pasivan). Oni
¢vorovi,u koje dolazi jedna grana sa aktivnim dipolom,zovae se u-
lazni, odnosno,izlazni &vorovi.

Primer 1. Na slici 1. N;, N, i N, su &vorovi jer se u sva-

‘ n “‘. Ns
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kom sastaju najmanje tri grane,gde svaka ima bar jedan dipol (a-
ktivan E ili pasivan A,, A, A3, Ay). Cvorovi N; i N; su ula-
zni, odnosno,izlazni,jer sadrZe granu sa aktivnim dipolom E, a
évor N, je prolazni &vor,jer sve njegove grane sadrZe same pa-

sivne dipole.

Definteija 1. MreZa sa najmanje tri dvora zove se multi-

pol.
Primer 2. MreZa na slici 2. hije multipol jer nema ¢&voro-
ve.
I 1
l Ay [ .
Ny N,
a b :
| Az'
L
E
1 E |
" ) ]
S1. 2. sl. 3.
Primer 3. MreZa na slici 3. nije multipol jer ima samo dve
&vora. ‘

Primer 4. MreZa na slici 1. jeste multipol.

U daljem tekstu kod prikazivanja multipola necfemo crtati a-
ktivne dipole.
Primer 5. MreZa na slici 4. jeste multipol sa &etiri &vo-

ra NI, N2, N3 i Ny
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Neka je EuB strukturna formula dipola Aa koji je monti-

ran izmedju &vorova Nu iwN

B
. Tada je:

B
(1) Eae = EBa jer je Agg ™ Ay
(i) o =f ako i samo ako je Eyg = 1,

(1ii) Eqp = 0(a#8) ako i samo ako se dipol 4ug izmedju
&vorova Ny i Ng svodi na jedan kontakt koji je konstantno otvo-
ren (u mreZi njega ne crtamo).

2. STRUKTURNA MATRICA MULTIPOLA

Definieija 2. Bulovu matricu

1 Eiz ... Eip
E2y 1 <+« E,n
En, Enp --- 1 |,

gde su EaB gtrukturne formule dipola Aae’ a,B8=1,...,n, zovemo

strukturna matrica multipola sa n @&vorova.

Primer 6. Strukturna matrica multipola sa sl. 5. je

N,
///////ﬁ\\\\\\\\z
X
y N
N2 N
- Y
X
Y ‘«
z z
N,

Sl. 5.
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1 X-y z . 1
X 1 Yg/é 0

Xy . yuz 1 ' y@ug)
z 0 y(&JE) ‘1

Primer 7. Strukturnoj matrici-

3 Xy z
X'y 1 X\J;
z X\('E 1

odgovara multipol na sl. 6.

. 3. FUNKCIJA PROVODLJIVOSTI MULTIPOLA

" Neka je B g (ad8 i P,g C(0:1}) funkcija provodljivosti i-
_zmedju &vorova N i Ns,gdé je:

I. P =1.ako izmedju &vorova N, 1N, tele struja,

aB B8

0 ako izmedju &vorova N, i ﬁB-né”teéeistruja.

II'vZPqB

0d “interesa je videti kada je ispunjen uslov T. gj.‘ kada j§
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PaB = 1. Razmotrimo to postupno, korak po korak.
I,. Da bi struja tekla izmedju &vorova N i Ng (sl. 7)
N N
S AL‘zB B
S1. 7.
tj. da je

neophodno je da ide direktno kroz dipol Aae'

(1) EaB = 1.

I,. Neka su Ni medjuévorovi (sl. 8) gde je
1

11=1,...,n.

.S1l. 8.

Pa bi struja tekla izmedju Evorova Na i NB neophodno je da:

tefe k di , t3. j =
a) tele kroz dipol Aae tj. da je EaB 1,

ili
b) tele kroz serijsku vezu dipola & . i 4, ,, tj. da Je
ol i,8
- E, = 1.
Eail i,B
Dakle, da bi postojali medjudvorovi Ni i da bi struja te-
1
kla kroz Na, Ni i NS neophodno je da bar jedna od paralelnih
.l !
grana provodi struju, tj. da-je
E . < E = 1.
(2) kl‘J aigy i,B
Ovde se ne iskljuluje moguénost da je N =N i N = N,.
o 11 11 B
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I,. Neka su Nil i Niz medjuévorovi (sl.-9),gde je

1,i2= 1,...,n.

sl. 9.

Da bi struja tekla izmedju éQorova N, i NB neophodno je da:

a) tefe kroz dipol AaB’ tj. da je EaB =1,
ili
é - ) . ;|
b) tele kroz serijsku vezu dipola Aai;’ Ailiz i AizB tj.da
Eai1. Ei]iz. EizB =1.
pakle, da bi postojali medjudvorovi Ni1 i Niz'i da bi stru-

je

ja tekla kroz N, Ny , Ni; i Né neophodno je da bar jedna od

paralelnih grana provodi struju, tj. da je

(3) inE“i“ Ey i, Eig= 1
Ovde se ne 1sk}3uéu3e moguénost da je Na=Ni1’ Nil=Niz i
N12=N .
In—l' S1li¢nim rezonovanjem dolazimo do zakljuZka da ako.su
Nil’ Niz""'Ni medjudvorovi tada je
n~2
(n-1) u Byy, Biyi,00°By g = 1.

ool
1s ’ n-2

Na osnovu relacija (1),(2),...,(n-1) strukturna formula fun

kcije provodljivosti je
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() Pag o oy, By ghv (NS Bay By, Brgdueee

v \J Eat, B1,i,7 B _g)

11,...,in_2 n-2

Strukturne formule funkcije provodljivosti multipola imaju
slededa svojstva:

(4 paB = PBa
(ii) ako je a = 8 onda je PaB =1
(111) de =0 za a # 8 ako i samo ako su &vorovi Na i “B
izolovani. '
Definiecija 3. Bulovu matricu
J 1 Pz ... P
Pz] 1 e ch

P P eee 1
ni n2
sovemo. strukturna matrica provodljivosti multipola, gde su PaB’
o,8=1,2,...,n, strukturne formule funkcije provodljivosti.
Primer 8. Neka je dat multipol sa Zetiri &vora: N,, N, N,,
N,. Strukturne formule funkcije provodljivosti, na osnovu (e),

su:

P11= Eyp= 1

P12= E12 U (E11E32 U E14Es2) U (E13E3¢Ev2 U E14Eu3Es2)
P13= E;3s U (B12E23WE1wEy3) U (E12E24Eus U E1(Ev2E2s)
Pru4® Eys U (E12B24VE13E34) W (E12E23Ey¢ U E13E;32E24)
P21='P;z

P22= Ez; =1

Pi:?7B‘zaUv(szEIauEz~E~ 3) W (E21E14Ev3 U E24Es1Er )
P2s= EzuJ (B2 ByuJEp 3By ) U (B2 By aEyy U E33E;31Eyy)

Pai1= Py

’
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pi2= st
" P3s= Eqa =1

P3s= E34 U (E31E14sUE32E24) W (E31E12E24\ W E32E21E14)

Pus= Pi1ys
Pu2™= P2y
Pu3s= Pas

Puy= Eyy = 1.

Primer 9. Dat je multipol (sl. 10)

N:

SNy ; N
s1. 10,

Funkcije provodljivosti su:

Plx=vl‘ ' »

‘P12= E;2UE 3Es; = Y xUX(XUZ)

P13= Ey3UE12E23 = XUY X(XUZ)

P21= P12

P22= Ez2 =1

P23= EzaUE B3 = (RUZ)UX Y X

P31= P13

P3z2= P23

Pa3= E3; = 1,
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pa je strukturna matrica funkcije provodljivosti multipola (sl.6):

1 P12 P13 [ I YU x(xwz) XU YX(XU2Z)
P21 1 pas] = | yxux(xuz) 3 (xUz)V Xyx
P31 P32z 1 J LX\/Y;(;\J;) (Q\Ji)u/ny 1
o1 XyU Xz XUY
= QYp/xE 1 ;\J;
L XY ;gz 1

Definteija 4. Pod dipolom H sa kontaktima podrazumeva se jez-
dan multipol gde je prectzirano koji su &vorovi multipola njegcvi
polovt.
Ako je 8i1n dipol H sa kontaktima,&iji su polovi Cvorovi 1 |

i n,tada je strukturna formula dipola H oblika:

B =B VB By Y s By By By e
1, 111,
vl NS Eii,Bii, B _al
lllz...ln_z n-2

4. ELIMINACIJA NEKIH CVOROVA U MULTIPOLU

Posmatrajmo multipol sa Cetiri &vora (sl. 1l1)
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Problem je da se éransformiée dati multipbl tako da elimi~
nif%emo neki od &vorova. Eliminifimo, na primer, &vor Ny (sl. 12).

s1l. 12,

Strukturna matrica transformisanog multipola je

‘1 E;j2\Ej4Es2 E13 U E14Ey
E21\ E24Eu1 1 EzvsuEzqua
E31 E34Eq Ej32\UE34Eu2 1

Ako u multipolu sa strukturnom matricom
[Eij] . i,3C1{1,...,n}

eliminiSemo jedan &vor N, , dobijamo multipoi ¢ija je struktu-

k
rna matrica

{EijuEikEkj] , i,j€{1,...,nlv{k}.

Primer 10. Dat je multipol sa Zetiri -&vora N;, N,,N;,
N, {(sl. 13). :
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N,
X Y
N
Y z
S1. 13.

Njegova strukturna matrica je

1 [¢] 0 XY

0 1 0 Y

0 0 1 z
XY b z 1

Eliminacijom &vora N, dobijamo multipol (sl. 14)

L

VA
A

N, N,

S1l. 14.
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Strikturna matrica multipola-(sl. 14) je -

1 yaup zaow)|
Y (xUY) 1 vz
z(xuy) vz 1

ZADACI

Zadatak 1. Napisati strukturne matrice i strukturne mAtrice
provodljivosti multipola (sl. 15)

N2 Yy N

s1. 15.

Zadatak 2. Konstruisati nmultipolove &ije su strukturne ma~
trice ' ) )
ST xey xUy 1 0 x(yUz)

x-y' 1 . o x({yuz) ] 0 - 1 x-y-i .
XUy x(yuaz) 1 , lxltyuz)  xeyez 1

Zadatak 3. Eliminisati &vor N, u multipolovima {(8l. 16).
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Ny N
2
N, -
x 2 N,
. v x
y N
z Y
X
N. v v
x
x
y
/l\N;
Ny
S1. 16.

Zadatak 4. U multipolu (sl. 17) eliminisati &vor N

Yo

si. 17.
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ReSenije: S1. 18.

/N
AN N

Ss1l. 18.

Zadatak 5. U multipolu (sl. 19) eliminisati &vor N

Ny
—

>
L h}

sl. 19.
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ReSenje: S1. 20.

N; N,
Sl. 20.

Zadatak 6. Konstruisati multipol sa 3trukturnom matricom
provodljtivosti M = [pij] . 1,3 = 1,2,3,4, gde je

P13 = b aew acd '
Pi« = acwbdu aedyu bec ,
P23 = evabucd.

Re3enje: Sl. 21.

sl. 21.
Zadatak 7. Konstruisati multipol sa strukturnom matricom
provodljivostli M = [pij] . 1,3 =1,2,3 , gde je

P12 = abcugfucefucedau gda abegyu bedf ,
P13y = gucewcdbyucbhaf .
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Re¥enje: S1. 22.

N

=Y N2

Sl. 22,

Zadatak 8. Konstruisati multipol sa strukturnom matricom
provodljivosti M = [pij] ; 1,3 =1,2,3 , gde je

acu bdyu aeduubec ,

Pi2
Pis = by ;aeu acd.

ReSenje: S1. 23.

s1. 23.
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Zadatak 9. Dat je multipol (sl. 24).

Ns

[

a) Napisati strukturnu matricu S
b) Napisati strukturnu matricu provodljivosti P
c) Odrediti broj n ,gde je

S50 ... 95=P

d) Eliminisati &vor N,-
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GLAVA X

TRANZISTORTI

U Glavi VIII naveli smo neke realizacije Bulovih funkcija
pomoéu dipola klase II. -Tamo smo naveli da je najednostavniji e-
lement jedne elektriéne mreZe, kontakt. Sada demo se upoznati sa
jo8 jednim elementom elektrine mreZe - tranzistorom. On d¢e nam
posluZiti za neke realizacije Seferovih i Lukaéi]eviéevih funk~
cija (videti [32], [38] i [44]).

Analogija jednog tranzistora je slededa: uolimo jedan re-
zervoar za vodu koji na dnu ima ispusnu cev sa ventilom (sl. 1).

Sl. 1.

Ventilom moZemo regulisati odliv vode iz rezervoara.ako je
ventil zatvoren voda ne otide, a ako je otvoren, voda otile. A-
nalogan ovome je elektronski tranzistor kod koga kolektor odgo-
vara vodi u rezervoaru, baza odgovara ventilu, a emitor odliv-
noj cevi.

Prema materijalu od kojeg su pravljeni tranzistori se dele
u dve grupe: npn i pnp. Mi ovde nefemo ulaziti u vrlo razli-
&ite tehnitke konstrukcije ovih tranzistora. Nama je cilj da
preko tranzistora realizujemo Seferove funkcije. Zato - dajemo
najjednostavniju $emu tranzistora kao elementa elektrifne mre-
Ze.



194 K.Gilezan - B. Latinovid

Ako sa C oznafimo kolektor, sa B bazu, a sa E emitor’

tada su tranzistori npn i pnp prikazani na sl. 2.

+C ~C

npn pnp
S1l. 2.

1. PROMENLJIVE PRIDRUZENE TRANZISTORU X

Svakom tranzistoru X moZemo pridruZiti dve promenljive:

t i x koje uzimaju vrednost iz skupa L, na sledeéi nalin:
t = 0 ako je tranzistor X zatvoren
t =1 ako je tranzistor X otvoren
x = 0 ako je potencijal opao
x = 1 ako je potencijal narastao.

U tehnici postoje razne konvencije. Mi €emo prihvatiti sle-
dedu:
t = £(x).

Posmatrajmo Cetiri tranzistora (slike 3, 4, 5 1 6)

= +
t = x t = x
X X
provc
E
- Sl. 3. i 4.
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x

S1. 5. i 6.,

Funkcija rada tranzistoré iz slika 3, 4, 5. 1 6.date su sle
decom tabelom i

Slika X % t Strukturne formule
1 0 -
3 t =x
0 1
1 1
4 t =X
0- 0
1 1
5 t = x
0 0
1 0 -
6 t =x
0 - 1 B
- - —
Tabela 1.

2. SERIJSKO VEZIVANJE TRANZISTORA

Dva tranzistora X i ¥ mogu biti vezani serijski (slike 7,
8, 9.1 10).
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X
y
W=xTy
Sl. 7.
X
Y
W=xuy
S1l. 8.
X Y
Y
W=xly
Sl. 9.
X Y
Y
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Funkcije rada tranzistora X, Y koji su vezani serijski,
kao i njihove strukturne formule,date su u slededoj tabeli

Slikal x y tx ty t w ‘Strukturna formula
0 0 11 1] 1 tx=§,ty=§
7 0 1 0 W=t=t -t =xy=xTy
101 o0 0| o Y .
1 1 0 0 0 0
0 o 11 1] o0 tx=§,ty=§
8 0 1| 10 | o011 _
1 0 Q 1 0 1 W=t =tx'ty= xy XY
1 1 0 0 0 1
0 0 (] 0 1 tx =x , ty =y
9 0 1 01 611
1 0 1 0 0 1 W=t =tx-ty=xy =x]y
1 1 1 1 1 0
0 o 0 0 0 0 tx =x , ty =y
0o 1 0 1 0 0
10 _
1 0 1 0 0 4] W=¢t= tx ty = Xy
1 1 1 1 1 1
7
Tabela 2.

Dva ili vi$e tranzistora X ,X ,...,Xn, n>>2, mogu biti ve=
zanl serijski (slike 11, 12, 13. i 14).
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X{

%

X

Xa

X,

B

L
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Funkcije rada tranzistora
X1,X2,.-.,Xn

<0ji’su vezani serijski, kao i njihove strukturne formule date
su u slededoj tabeli '

Slika X1X2 e X, t W Strukturna formula
o
ako je x1=x;=...=x. =0 | 1|1 |w=t =] |%, =
n =1 1
11
L
u ostalim sludajevima | 0 | 0 = | x
=1
- no
ako je x1=Xz=...=xn=0 1 0 | W=+t = £=J Xy =
12
n
u ostalim slufajevima | 0 1 =\_/x
) ' i=1
- LN
ako je x;=x;=...=x =1 | 1 [0 | W=t |‘=1 X =
13
n
u ostalim sludajevima | 0 | 1 = | x
=1
_n
ako je x1=x,=...=x =1 ) 1 | 1 | W=t = l=£ xy
14
u ostalim sluajevima 0 0

Tabela 3.
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3. PARALELNO VEZIVANJE TRANZISTORA

Dva tranzistora X i1 Y mogu biti vezani paralelno (slike
15, 16, 17, 18, 19. 1 20).

a_a

W=x]Y
Sl. 15.
x X Y Y }1
|
N 'A
|
\
W= xy
S1. 16.

——

@

W= xyuyY
S1. 17.
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W= xTy
sl. 18.

W = xuy
sl. 19.

w=x.y
S1l. 20.
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Funkcije rada tranzistora X,Y koji su vezani paralelno,

kao 1 njihove strukturne formule date su sledefom tabelom:

Slika X Y tx ty t W Strukturna formula '

0 0 1 1 1 1 tx = x , ty =y

0 1 ) 1] 1
15 t = tx\Jty

1 0] 0 1 1| _ X

1 1| 0 o ol o W=t=xuy==xly

0 o0 11 110 to=% £, =¥
g 0 1 1 o0 1] o0 SN

1 0 0 1 110 -

1 1o o [ ol wEt =Xy

0 o 0o o ) by =Xt =Y
. 0 1 0 1 1|1 €=t ot

1 o0 1 0 1 |1 Y

11 11 111 W=t = XUy

0 o[ 0 o0 011 b =Xt =Y
s 0 1 0 1 110 T ‘

1 0 1 0 10 Y

11 1 1 1] 0 w=¢t=xXUy=XxTY

b

0 0 0 o 0|0 B= X o &, =Y v%
o 0 1 0 1 1|1 T

1 0 1 0 111

11 11 1|1 W=t = xuy

0 0 1 1 1 0 W=t =x Yy

Y 1 0 1o _ _
20 =X , =y , = t

1 0 |0 1 10 L e A T

11 0 0 0|1

Tabela 4.

Dva ili vi¥e tranzistora

x,,xz,..,xn ’ n 2,

mogu biti vezani paralelno (slike 21, 22, 23, 24, 25. i 26).
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>~ %
x)
n
W= _I__xj_
i=1
sl. 21.
. -
- - W
n
W= [xi
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Xy ?
‘XI v‘z
n
w =\.‘/xn
i=
S1. 23.
I D !
K
X X2 i
X, X3 “‘
Im
L
W= | xy
i=1
S1. 24.
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X,

X:

w=TTx,

i=1
S1. 26.
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lom:

Funkcije rada tranzistora

XIIXZr'

ralelno kao i njihove strukturne formule,date su slededom

..,Xq,koji su vezani

pa-
tabe-

Slika

X1Xg... X

Strukturna formula

2]

ako je x1=x;=...=xn=l

u ostalim slulajevima

22

ako je X1=Xz=---=xn=l

u ostalim slulajevima

23

ako je x‘=x2=...=xn=0

u ostalim sluajevima

24

ako je x.=xz=...=xn=0

u ostalim sluZajevima

25

ako ije xx=xz=...=xn=0

u ostalim slifajevima

26

ako je x|=xz=...=xn=l

u ostalim slulajevima

Tabela 5.
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sistem jednalina 72

sistem jednaZina i nejednalina
73

Jednakost 69

Kontakt 178

konstantni 180

normalno otvoreni 178
normalno zatvoreni 178
paralelno vezivanje 183, 184,
186

serijsko vezivanje 183, 184,
186

Konstante 30

Konjunkcija 2, 28, 36

dekadni broj konjunkcije 90
elementarna 31

elementarna kanonska 31, 12
esencijalna 104

indeks 94

nArmalni naroAdaly 0N

- simetrié¢na 139
- transponovana 133
- vajt-Karnaufa 96, 98

Mod (2) 56, 60

Minimizacija 88

- geometrijska 96, 98

- metoda Kvajn-Mak Klaskok 110

Multipol 176

- funkcija provodljivosti 179

- strukturna matrica 178

- strukturna matrica provod-
ljivostl 182 '

Negacija 2, 28

Nejednalina, Bulova 70

- alternativne nejednaline 83

- ekvivalencija nejednalina
70, 11, 12

- sistem nejednalina 73

- sistem jednalina i nejedna-
¢ina 73

Podalgebra 17, 18, 19

Podkub 95, 98

Polje 60

Promenljiva 30

Prostor 60

- linearni 60, 61

- baza linearnog prostora 63




Bulova algebra

213

alternativnih jedna&ina 83,
136

Bulovih jednadina 72
seanaéina i nejednadina 73

~ potpun 107, 108

Shema sa kontaktima 195

Shema sa kontaktima i relejima
197

Tranzistori 193
- paralelno vezivanje 200
- serijsko vezivanje 195

Vektori 61

- liﬁearno nezavisni 62
- i}nearno iavisni 62
- ortogbnalni 64
"skalarni proizvod 64
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SAVREMENA RACUNSKA TEHNIKA I NJENA PRIMENA

U ovoj seriji Matematic¢kog ‘instituta dosada su publikovane sledece
knjige: ' ‘ '

1. Nedeljko Parqz'ano_ﬂic’ : _
Algoritmi i programski jezik FORTAN 1V,

© Beograd, 1972, str. 272.

2. Pavle Pejovi¢ © Nedeljko Parezanovic
Analogni elektronski raéunari i njihova primena
Beograd, 1972.,str.321.

3. Dragisa Slbjanovic‘ i

Ekonomsko-matematicki modeli linearnog programiranja,
Beograd, 1973.,str. 84,

4, Jurly Stepanenko

Dinamika prostornih mehanizama, Beograd, 1974., str.282

U pripremi za Stampu:

Mirko Stojakovic
Algoritmi i automati, Beograd,
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