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1  Opuramm

Peu opuramu Hacrasa je of ABe jalmaHCKe pedu ,,0pu’, y 3HAYEHhY CABUTHU W
,,Kamu” | jeqHe OJ HEKOJUKO JamaHCKUX pedn 3a mamup. 10 je TpaauIuoHaIHA
jamaHcka BemITWHA Kpewpama Mojesna ox manupa. llamup ce caBuja y pa3ne
Mozese, He cMe ce ceNu Wiin JIEUTH, MOXKe OUTH jeTHOD0jaH Wi ABOOOjaH.

OBa ymernocT nocraje cse momyiapuuja. Cakum manom nosehasa ce 6poj
JpybuTesba opuramuja y csery. Pacre 6poj 06jaB/beHIX KIWUTA, OCHOBAHUX Opra-
HU3aja u orpoperunx crpanuna Ha Wuarepuery. [omymapaocT u pammperoct
opuramuja 1moka3syjy oprauumsaruje nomyT: Origami Deutchland, Mouvement
Francais des Plieurs de Papier, Israeli Origami Center, Centro Diffusione Ori-
gami (Ttaly), Japan Origami Academic Society, Origami USA, Asociaci Espa-
nola de Papirofleksia, British Origami Society...

Bamuespyjyhe je To mro ce MuOrm 3anamyjyhn KoMa iy opuraMuja mpase o/,
jeaHor Komasa manupa, 6e3 ucedaka. 10 je TAKO3BAHU TPAIUIUOHAJIHA OPUTAMH,
KOJT KOTa Ce KOHCTPYKIIHje N3BOJe KOPUIITNEHEM jeTHOT JINCTA TMAUpa, KOJI UMa
00JIMK KBaJparTa WU MPABOYTAOHUKA. A Pa3jIMKyjeMo W MOJIYJAPHU OPUTAMHU,
KO/JI, KOTa, C€ PA3JIMIUTH WHIWBUIYAJTHU JETOBU MOBE3Y]Y Y jeAHY TeTUHY.

Cmuka 1.

Huko me 3Ha Kaja je yMETHOCT OpHUraMuja U3MUILLEHA, AJIH, MOIITO je T0-
BEK IIPBO MOPAO0 Ja U3MHUCJIU [TAIUP, CI000HO MOXKEeMO pelin /1a OBa TEXHUKA, HE
Moxke butn crapuja ox 2000 roguna. ako nMa jarmaHcKo nMe, MOjeIuHIT BEPY)Y
n1a je BermmruHa rnoreksa w3 Kune. Ty TBp/by He MOKEMO CaCBUM OI0AINTH, jep
ce KOPEHM MHOTMX YMeTHHYIKHX (OPMH KOje Ce JaHac CMAaTpajy CBOjCTBEHUM
pa3auauTuM 3eMibaMa, Hasmade yupaso y Kuau. Mako je tamo HajBepoBaTHHje
U HACTAO, OPUIAMHU je IIPABU IIPOIBAT J0KUBEO y Jamany, rje ce u Tperupa Kao
nanuonasaa ymernoct. Beh y 8. Beky, mocrao je cacraBHEH €0 Pa3HHUX Iiepe-
monnja y Jamany. Camypaju cy pa3sMemUBasH MOKJIOHE KOji Cy Ha ceOn MMasn
yKpace ,,HO mu’ - CaBUjeHe TpakKe mamupa. 3a Bpeme 00pesa MUHTOUCTUIKUX
BeH4Yarba, KOPUIITNEHU Cy OPUraMU JIEIITUPU KOju Cy CHMOOIM30BaJIN MJIA/IEHIIE.
Ilocroju oko xmbagay Momena KOju ce CMAaTpajy ,,TPAIAIHOHATHAM OPHUTAMIU-
jeM”n Koju ce y jallaHCKOj Ky/JTYypPH MPEHOCe Ca KOJeHa Ha KOJTEeHO, Hajuernhe ¢



Majke Ha mery win u3mely meme. Ilrasuire, cBe 10 cpenune 20. Beka CMATPAJIO
ce JIa je opuraMy pa30HOJa 3a YKeHe, KOoje MarnupHe MoJese MpaBe 3a BeHJarba,
caxpane u 1pyre npuinke, nwiu 3abasa 3a ngemy. llopen Jamana, oBa Bemrruna ce
mojaBwUjIa U 'y APYTHM JETOBUMA CBeTa, Ha npumep, y llnanuju e je mo3uara
IO/, UMEHOM TanupPo@IeKCha.

Kamamomo, HajcTapnja KibUTa ca yIYTCTBEMA 38 U3PAIy IIPEIMeTa KOjU JTIHde
Ha opuramu, Hacrasa je y 17. sexy. Hajcrapuja kmura o opuramujy 3a pasoHoy
jecre ,,Hiden senbazuru orikata”u3z 1797. rogune. Hacnos 6u ce rpybo morao
peBecTH Kao ,,TajHa TexHuka caBujamba XUbaJy 2KipaJjoBa”’. A HajBakHuja
JIMYHOCT y WCTOPHUjU OpWraMuja W HEeroBoM pa3sojy 6mo je Akira Yoshizawa
(1911 — 2005), KOju je APEBHY jallaHCKY TPAIUIU]y CABHUjarba, MAIMPA IIOIUTA0
HA HUBO HOBE MOJEpHE YMETHOCTH. 3a KuBoTa je Kpupao oko 50000 momesna,
objaBuo 18 Kibura ¥ MHCIUPHUCAO HOBE I'eHepalije CBeTCKIUX OPUraMU MajcTopa.
HBemy nyryjemo nose Ttexuuke OOJMKOBaMa OPUTAMU MOJIEA, KAO U HAYUH 3a-
MHCUBarba CcaBHjama. V3marao je y MHOTHM MeTpOMOJIaMa CBETA.

Cinka 2.

Opuramu ce y NPWHIWITY TPABU OJ MANNPA, UAKO CE MOy KOPUCTUTH W JIPY-
raduju MaTepujaan, Kao MITO je TKAHWHA U CJI. 3a BeKOy W HeKe jeJHOCTaBHE
MOJIeJie 9ecTO Ce KOpucTu mnanup 3a (orokonupame craniap/imne rycruae 70 —
90g/m?. Tlopen Tora, moryhe je KopucTUTH U pasHe ApyTe BpCTe manupa - (o-
JIMjy, Tanup 3a yBUjame, xamep, meaup nanmup utd. [loctoju n crnenujansnzoBan
manwup 3a OpuraMu Koju je najuerthe 18o00jaH u y 00UKY KBaapara. Mako je of
KBAJINTETHUJET ITAlNPa JIAKIIe HAIIPABUTHU JIele MOJese, 3a I0YeTaK HIje Hy2KHO
MMaTU OBAKAB TEIIKO JOCTYIIAH W CKYII [TAIHD.

Y Jamany ce 9ecTo KOPUCTH ,,BaIliu’ - CIENUjaIaH Talup IBPIhe CTPYKType



HAINpPAaBJBEH OJf MyJine J00ujeHe U3 KOpe HEeKOJIMKO KapaKTepUCTUIHUX JIPBEeHaA-
CTHX BpCTa Koje pacty y Jamamy.

ITocroju n mocebHa rpama opuramMmja Koja KOPUCTH HOBYAHUIIE 33 MPABJHEIHE
MOJIeJIa U TO Hajderiie aMepudIKu J1071ap.

Cinka 3.

Opuramu ce gaHac KOPUCTH y 0Opa30Baby, HAYIM U YMETHOCTH, WHCIADA~
[1ja, je MOTHUX W apXUTEKTOHCKUX Kpearuja, mokpehe mose umeje. [locaemmux
POJMHA HAJA3W [PUMEHY Y IOJpyYjuMa Kao IITO Cy PA3BOJHU U TEPAIHUjCKH
nporpamu. Kazga BexkOare opuramu, aKTHBHPATE IMEO MO3aK, 00€ IHeroBe Xe-
vucdepe. TakrTuiane, MOTOpHE U BHU3yesHEe 30HE MO3ra Cy CTHUMYJIHUCAHE, I10-
OoJspIIaBa ce KOOPAWHAIM]A OKO-PYKa, U (pruHa MOTOPUKA, MEMOPHU]ja, HEBEPOATHO
MUIIIBbEIbE, MaXKIba, CTPIbebe, 3D pazyMeBaibe (CHAIAKEmhe y MPOCTOPHUM OJI-
HOCUMA), MAIlTa U KPEATUBHOCT Pa/ie HAIIOPHO. JaBJjba Ce IPUjaTHO PACIIOJIOZKE-
e U eMoluje 330B0/bCTBA (IIOHOC HA CBOj Pajl), LITO YTUYE HA CAMOLIOY3/AHe
7 TIO3WTHUBHY CJUKY O ceO’, a pa3Bhja ce M CMICAO 3a eCTeTuKy. Takohe, mpema
HAJHOBUjUM HCTPAKUBAHUMA, KA CE AHTAXKYjy 00e pyke, mOKpehy ce MOTOpHU
UMITYJICH KOji aKTUBUPAjy /T€0 MO3Ta 3a/yKeH 32 je3UK U TOBOD.

VY mikosiamMa Cy movesu Ja CXBaTajy Ja je TO u3y3eTaH 0OPA30BHU MATEPH]jal
¢ muaoro moryhuoctu. Ilojequan nacraBaum MareMaTuke KOPUCTE OPUTAMHE 1A
Ou O0OTATHIIH JIEKITHje U3 TeOMETPHje, YICHe PA3IOMAKa U BEIIITHHY DEIIaBaba,
MareMaTuIkux npobseva. HacraBHUIN TEXHUYIKOr 00pa30Bamba KOPUCTE T, Y
U3paayM MakKeTa W MOMead. Y MEIUIUHA OPUTaMU Ce KOPHUCTH y (DU3UKAJIHO]
Tepaluju y OKBUPY Tepalnja pexadbuauTaruje MUIuha, a MCUXOJI03U ra KOPH-
cTe y pasHUM MEHTAJHUM U pa3BojuuM nporpamuma. OQmmaHO je cpeicTBo 3a
ocrnobahame ox crpeca. [loroman je 3a cBe remeparmje - of jJere y pa3Bojy, /10
CTapUjuX JbY/IN.

Wspahusame opuramu Mozesia MPUKJIAIHO je 3a Paj y rpymama, jep ce y3
THMCKH Pa/i OCTBapyje u Conujaan3aiuja. Yy 9eHUlnd yCBajajy HOBE MaTeMaTuIKe
[OJMOBE M yO4aBajy HOBE OJHOCE y MPOCTOPY WJIM PABHU. 3a CABHJAbE MAIUpA
KODHUCTe BJIACTHTE pYKe Koje TpaTe ojpeheH HW3 KOpaka M /1ajy BHUJJbUBE De-
3yarare. Jla Ou pesynrar OHO ycrerraH, KOpaiy ce MOpajy CIIPOBECTH Ha TaTHO
onmcan HaunH. Tako ce pa3BHja CIPETHOCT W MPEIU3HOCT Y PaJy.



Opuramu je m u3Bop 3abaBe. MHOIM /by YKUBAjy y M3PaJIu MOJeIa, a
CBOje Heje BOJie AeUTH C APYruM jbyouTre/buma opuramuja. llocroje u 6pojue
OopUraMu OpraHu3aliije Koje 0JpzKaBajy peJoBHe KOHBeHInje cBake roaune. CBa-
KOJIHEBHO pacTe OpPOoj 00jaB/heHuX KIbUTa, OCHOBAHUX APYIITABA U OPTAHU3AIIN]a,
a na Unarepuery ce mory nahu 6pojHe CTPAHUIE C OPUTAMHE IWjarPAMUMA U yIIyT-
CTBUMA 32 CaBHUjame, PA3INYATe aKTUBHOCTH Be3aHe y3 OPUTaMH Kao W PaJOBH
rmocBeheHn opuraMujy ca HaydHe CTpaHe.

Kao mrro je Beh momenyTo, opuraMu uMa CBOjy MPUMEHY Y MATEMAaTHUIIN, AN
Uy JAPYTEM MOAPYYjUMa KAO IITO Cy eJIEKTPOTeXHUKa win onTuka. Opuravu-
jeM ce MOTY M3PAJIUTH XWJhaJle PA3HUX O0jeKara, Ol 3MajeBa ¥ ITHUIA TPEKO
nseha 710 pasumx maremarmdkux mojenaa. CJOKEHWju MATeMATHIKH MOIEIN
uzpalyjy ce mpe cBera kopumihemem moaysrapHor opuramuja. OH ce mpuMemyje
3a BU3yaau3anujy ojapeheHnx reoMerphjcKuX IMOjMOBAa, jep OYUIIETHOCT y Ha-
CTaBHW MaTeMaTHKe mMa BaxkKHy yiory. MHore akcmome, Teopeme u neduHHAIT]jE
je MHOTO JTaKIie pa3yMeTH ako OHe J00Wjy CBOj BH3yeJHW TMpuKa3. A momohy
MOJy/TapHOT OpHUTaMUja MOYKEMO Ja MPUKAKEMO TPOIUMEH3UOHY TeOMETPH]Y,
[Inaronosa Tesa, mosineape, MEHTPAIHY U OCHY CUMETDPH]jY, TIOJTUTOHE, TapaJies-
HOCT U HOPMAJIHOCT, MOAYAAPHOCT U CJIMYHOCT, HOBPIIUHY U 3allPEMUHY, YIJIOBE
u cuMerpaJe yriaosa... Takohe, MOKeMO TOKA3aTH HEKE TeopeMe.

Beh y auzxumM pazpeanma OCHOBHE ITKOJI€ YUSHUIN TOYNEY W3BOIUTH j€THO-
CTaBHE T€OMETPUjCKE KOHCTPYKIHje KOPpUCTeNU reOMeTprjCKu Tpudop: JIEHUp U
mecrtap. Marepujas nmorpeban 3a paj, je jefaH Wiin HEKOJIUKO JINCTOBA IMamupa.
Hucy norpebue vu makaze #u jernak. OBakBa Bpcra Marepujajia JOCTYIIHA je
y TOTOBO CBHM IIKOJIAMa, CTOra Ce BPJIO JIAKO MOXKE OCMUCIUTU 3a0aBaH, 3a-
HUMJbUB ¥ TIOYYaH 9aC MATEeMAaTHKe, KOju fie MOOYyIUTH WHTEpeC YIeHHKa 33
asba, CAMOCTAJIHA NCTpakuBama. 3uenahyjyhe, ncnaga ma je opuramu MHOTO
MONHUjU O KOHCTPYKINja JIEEUPOM U IIECTapOM, jep MHOTe CTBApH KOje He
MOT'Y Jla Cé KOHCTPYHUIIy KOpHUIIlemeM JIemhupa U MIecTapa, Kao MITo je /IyIlid-
pame KOIIKe U JIeJbeIbe jeHOr yIvia Ha TPU Jesia, MOy Ce HAIPABUTH IOMONY
caBUjama Tamnpa.

VY ejeMeHTapHOj TEOMETPHUjU HE TTOCTOjU AJTOPUTAM KOJUM OU Ce, Y OIIITeM
CJIy9ajy, MOIJIO OJIPEIUTHU KOjU Ce KOHCTPYKTUBHHU 33/IaTAaK MOYKe PEeIlnTH IOMONy
Jemupa u mecrapa, a Koju #e. OAroBop Ha OBO MHTHE J00Hja ¢ NPUMEHOM
aHAJUTHYKE eOMeTpUje, Y3 Teopujy aiaredapCKux jejHadua. A [MomTo je mpo-
yUuaBame OpuraMuja MpUINTIHO HOBHjE, He TTOCTOjU OTPAHUIEhe KOja BPCTA KOH-
CTPYKIIHja MOYXKe OWTH W3BpINeHa moMoly caBujama mammpa.



Cruka 4.

wums oBor macrep paja je yno3HaBame ca IPUMEHOM OPUTAMUja Y HEKUM [eO-
METPHjCKMM KOHCTPYKIHjaMa, Kao u MOryha mpuMeHa HCTOr y HACTABU MaTe-
MaTuKe, ycjen HeMoryhHocTy mecrapa u jgemupa. Paj ce moxke mogenutu Ha 4
IeJINHE.

IIpBo morsaB/be je yBOAHOT KapaKTepa W OHO UWHW MPBY NEAUHY Y Pagy. ¥
OBOM IeJly MPE3eHTOBAH je OpUraMu, NCTOPHjaT FHeroBOr HACTAHKA, Ca 1oced-
HUM aKIEHTOM Ha IbErOBY IPUMEHY y Pa3HuM OOJIaCTUMa U MATEMATHUIIN, IIPe
cBera.

Jlpyru meo pajga je mocBehen anredbapcku KOHCTPYKTHOMIHHM OpojeBuma. Ty
ce yBOJIE TMOjMOBH ajIrefapCKor, TPAHCIEIEHTHOT U KOHCTPYKTHOUIHOT Opoja,
Ka0 ¥ JI0Ka3 3a HEMOTYNHOCT penraBarma KJIACHIHUX IPUYKAX MPO0IeMa moMOohy
[IecTapa u Jemupa.

Hapenma npa mormaspa y paay ce 6aBe cBojcTBuMa opuramuja. Hakom yBobhe-
>3 OCHOBHHUX aKCHOMa OpUTraMmja, (POKYC OBOT MOIJIAB/bA je Ha IMOjeTMHUM KOH-
crpykimjama Koje cy moryhe xopumnihemem opuramwuja. To hie 6utu yriraBaOM
zacHoBano Ha David Auckly-jesom u John Cleveland-osom umanky, ,, Totally
Real Origami and Impossible Paper Folding”. Bamo je nanmomenyTn /a cy oHu
y CBOM Pajly HOCMATPaJIU HMOJCKYIl MMO3HATUX OIepalija y OpuraMujy Koje He
JIOKa3yjy HeroBy HaJAMONHOCT y OHOCY HA JICEHUD W IIecTap.

YerspTa nennna y pajy nocsehena je TJIaBHOj TEMH OBOI' MacTep pajia, OpH-
ramMm KOHCTpyKInjama. lIpukazana je Tpucekinuja yria W JIyTJIAPambe KOIKe
momoly opurammja, Kao W J0Ka3W 3a Hasemeno. lIpwkasan je m mocrymak 3a
u3pajiy OpuramMm KOIKe, KAKO Ce IOMONy opuramuja MOKe M3PaUTh HABEICHHU
TPOINMEH3UOHH O0jeKAaT.



2 AJarebapckm KOHCTPYKTHUOUJIIHU OpOjeBu

,, Our difficulty is not in the proofs, but in learning what to prove.”
Emil Artin

IIpeacrasmame mo/ba KOHCTPYKTUOMTHIAX OpojeBa MoTPebHO je 3a pelraBame
YYBEHUX TeOMETPHUjCKUX mpobieMa crapux ['pka. Aurebpa, Kao MareMaTHIKa
JMUCIUTLINHA, KOja TPOyYaBa CTPYKTYPY, MOXKE /13, TIOMOTHE y DEIaBaby KJIaCh-
YHUX PEOMETPHJCKUX MpobjieMa KOju Ce THYy KOHCTPYKIHja (MaTeMaTudKuM )
semupom u mecrapom. Kopucrehn camo jiemup u mecrap MOXKe Ce W3BPIIUTH
BesiKn OpPOj KOHCTPYKIMja, KAa0 HA IpUMep: MOxKe ce Hahu cuMerpasia IyKu
WK yIJia, U3 TadKe Ce MOXKe KOHCTPYHCATH HOPMaJja Ha [IPaBYy, MOLY Ce KOH-
CTpyHCATH HEKU yryioBw, HIp. 60°, 30°, MHOrM MpaBUIHU MHOTOYTJIOBH UTH. Y
CBUM THM KOHCTPYKIIHjaMa JIEbUD Ce KOPWCTHU WMCKJ/by9IMBO KaO MPaBa HBWUIIA,
Tj. KAO MHCTPYMEHT ITOMONY KOjer MOXKe Ja ce KOHCTPYHUIIE MPaBa JUHHUja, aan
KojuM ce He Mmepe ayzkuae. Kpo3 mcropujy MareMaTwKe jaB/bajnd Cy ce pa3Ho-
BPCHHE IIPOOJIEME KOjU HE MOL'Y Ja Ce PeIlle caMO yIoTPeOOM JIemhupa U MIeCTapa,
a BepoBarHo he tako outn u y 6yayhe. OBme hemo ce orpanwanTu caMo HA HEKE
mpobJjieMe KOju Cy OJYBeK 3a0KYIJbaJM ITTaKiby CBUX JbyOWTe/hba MaTeMaTHKe,
Kao IITO Cy TPHU KJIACHIHA IPUKA, MpodeMa

1. IVIIJIMPABLE (VABOCTPYYEIE) KOUKE (sahu crpanuny Kouke
quja he 3anpevuna 6uru nBa 1myTa Belia o 3ampeMuHe JaTe KOIKE);

2. TPUCEKIIJA YIJIA (uahu rpeliuny naror yria camo ynorpebom Je-

BbUPA U IIeCTapa);

3. KBAZIPATYPA KPVYTA (koncTpyucaru KBapar KOju UMa UCTY TIOBPIIUHY
Kao JaTh Kpyr);

OBuM 1pobIeMUMa KACHUjE je JOJAT jOII jeIaH:
4. KOHCTPYKIINJA TTPABUJIHOT CEJIMOVYTJIA

Ilosnara reomerpuja Eyknamaa 3acHuBaia ce Ha T€OMETPUjCKUM KOHCTDYKITH-
jamMa u3BeIeHUM CaMO JIEIbHPOM U IIECTAPOM, PABHOIPABHUM Y KOHCTPYKIH-
jama. Muoru maremaruydapu Cy Ce KPO3 BEKOBE OABUJIM NMHUTAIEM PEIIABAIHA
oBux mpobmema. Hepermenu mpobiemMu OBOr THIA Cy MOACTAKIN jETHO CACBUM
HOBO pa3MHUIILIbaibe, JIa JH je yorimre Moryhe pemmTn nocrasibere mpobseme.
Hawnwme, maremarwaapu cy mobwimm mHoBu mpobsem: Kaxo je moeyhe dokazamu
da mexu npobaemu nemajy pewerva? OAroBop je Jiekao y MOJEpHOj ajredbpu
u Teopuju rpymna. [Ipobmem peraBama aaredbapCckux jeJHAIHHA TATHPA OTABHO
U JIyro je 6wo meHTpasHu caaprkaj ajaredpe. Omwcu pernaBama HEKUX j€THO-
cTaBHUX aarebapCcKux jeaHadnHa mojasibyje ce jorn 2000 romwna mpe HOBE epe,
y Erunty. BaBumonnu cy 3manm Ja penraBajy KBaJipaTHe jeHAUNHE, JIOK Cy ce
permaBameM jeqHadnHa Tpeher m derBpror cremeHa y 16. Bexy basumaun Hupo-
samo Kapmano, Hukosio Taprama, Jlynosuko ®@epapu, [HMunmone nen @epo u



Muoru pyru. IIpBe OCHOBE permumBoCTy aaredapcKuX jeTHAYNHA, JA0 je (DpaHiry-
cku MareMmarudap lasoa, MomepHa ajaredpa Kojy cy 3amnodenu Pyduru, AGen u
Tanoa, nokaszama je m1a cy oBu mpobIeMu HEPEIINBU, OJHOCHO /13 UX je Hemoryhe
pemuT caMo ynorpedoM JIelupa U mecrapa.

VBemheMmo mojamM KOHCTPYKTHOMIHOT OpOja, KOjU je Heomxo1aH 3a 60Jbe pa-
3yMeBarme W pelraBame HaBeaeHux mpobjema, Tj. Koju he mam momohu y m0-
Ka3wuBaiby HEMOryNHOCTH pelaBamba nmoMenyrux mpobmeva. Hapemrhemo nexe
OCHOBHE TIOjMOBe, Ie(pUHANIje W TeOpeMe O MPOIIUPEHmUMa MM0/ba KOju he Ham
OuTH moTPEOHN 32 JOKA3UBAHE HEKUX OCOOMHA O KOHCTPYKTHOMTHIM OPOjeBUMA.



2.1 O mpommupemuMa II0/bA

3a mome L kaxkemo n1a je pammperne garor nosba K u numemo L > K wim
K < L, ako numa 6ap jeano normobe Ko Koje je nzomopduo Tom momy K.

Kako uzmehy uzomopdHUX M0/ha HEMA, CYIIITUHCKAX PA3JINKA, TY OOUIHO IO~
ma Ky nu K moucrosehyjemo, ma je Tama u camo nosbe K jenno mormosbe o L,
kao u L jexno marmosse ox K.

C apyre crpase, cBakO noJ/be L je W BEKTOPCKH IPOCTOD HAJ OHJIO KOJUM
weropuM mornojbem K. Anurusha rpyma Tor mpocropa L = Ly je ynpaso
aJUTHBHA IPyMa Mmo/ba L, JTOK je ’eroBo MHOXKeme cKamapnma w3 K C L nnmy-
KOBAHO MHOYKEHEM y caMOM ToJby L.

3a pamupeme L moba K KaxkeMo Jia je KOHa9HO, ako je onroBapajyhu Bek-
TOPCKU TpOoCTOp L KOHAYHE nuMeHsmje. Y TOM CIydajy, ITUMEH3Mjy TOT MpOo-
CTOpa 03HAYaBAMO Ca
dimLkg = [L: K]

7 30BEMO CTEIEeHOM yodeHOr pamupema L moma K. pyrum pednma, ako je
[L : K] = n, oHZa TO 3HAYM Ja MOCTOjU Oap jelaH CUCTeM e = [eq,...,e,]
efeMeHara u3 1mo/ba L 3a Koju cBako a € L mMma TadHO jegaH pacraB OOJIMKa
a=aie; + -+ ape,, ca a.-oBuMa u3 K.

Ha npuwmep, nosse R muje konadno pammmperse noba Q, 1ok je mome C pa-
muperbe nosba R crenena 2 = [C : R]. OBo mocsentbe BazxKu 3aT0 IITO je CHCTEM
e = [1,i] n jenna Ga3a Bekropckor npocopa Cg. Hapaswo, tana un C Huje
KOHAYHO parupemne moba Q.

Teopema 1. Axo cy pawupera nowa L > F u F > K xonauna, mada je nome
L wonawno pawuperse u nowva K u npu mom easicu

[L:F)[F:K]=[L:K].

Jokas. Heka cy e = [e1,...,em] u f = [f1,..., fn], TEAM pemom, Gumo xoje
6aze omrosapajyhmx Bekropckux mnpocropa Lp m Fr. To mocebHO 3Hadqm ma je
[L:Fl=mmu[F:K]=n. VY310 nome L caapxu u CBaKU O, MPOU3BOIA €. [,
Ia je J0BOJbHO JToKa3aTh aa je u cucreM h = e, fs : 1 <r <m,1 < s < n] jenna
6a3a BekTopckor mpocropa Li. Ilpe ceera, 3a cBako u € L mocroje a,.-0BU u3
F, xao un a,s-oBu m3 K 3a Koje je

u = E Ar€p
T

Qyp = g arsfs
S

3a CBakKo 7. 3amemyjyhm a, W3 npyre o THX pesaiyja y NpBY, OAMax CIIeIn
Jaje u = Y apgepfs a camuM THM U 2 je h jeaHa reHeparpuca BEKTOPCKOD



npoctopa L.

Taxobe, ako je ry u =0, u3 Y a,se, fs = 0 cinequ na je u y_ are, = 0. Kako
cy a,.-oBu u3 F' u e 6a3a y Lp, oo nocsenme je moryhe jeauno ako je u a, = 0,
TO jecT Y aysfs = 0 3a cBako r. Y3 10 je u f 6asay Fy, na onarme crenn ma je
u a,s = 0 3a cBako s. Oryna u camo TBpheme, jep TO Ta9HO 3HAYU /13, je CHCTEeM
h n nureapno nezasucan y L. O

ITocroje 6pojeBr KOje HE MOXKEMO MPEICTABUTHA y CKYIY DPAIMOHAJIHUX OPO-
jeBa, 1j. y 0OJMKY Da3/OMKa CAYMIEHOI OJ] /Ba Iiejia Opoja (ca umeHuouem
passmuurum oz uyie). Ilojam upanmonannocru, Tj. upanMoOHAJHUX OpOjeBa,
610 je nosuar jow y crapoj ['pukoj, kana je nupumehieno ga y ckynmy Q Huje ypex
Moryhe KopeHOBame, Tj. KBAJAPATHU KOPEHU HEKWX PAIMOHAJIHUX OpojeBa HUCY
pannonajHu OpojeBH.

Paznukyjemo /Be BpcTe HpamuoHAJHIX OpojeBa: aaredapcKe U TPAHCIEHIEHTHE
opojese.

Hedunurnja 1. Bpoj a € L je anzebapcku nad Q axo nocmoju nosurom
p(x) =ag+ a1z + - + ap,z™ nad Q nosumuenoz cmenena makas da je 6poj
nyaa nosunoma p(x), odnocro xKopen jeonawune p(x) = 0.

Ako je cBaku ejiement u3 L anrebapcku man Q, L je anrebapcko mporiupe-
we nojba Q. AKO TakaB MOJIMHOM HE TIOCTOjU, OHJIA je OPOj (v TPAHCICHICHTAH
mag Q. BpojeBu 7 u 6a3a mpPUPOIHOT JIOTAPUTMA € CYy HAJIMO3HATHJU TPUMEPH
TpaHCIeHAeHTHHX OpojeBa. /loka3s 3a TpamcrieHaeHTHOCT Opoja e mao je Epmur
(Hermite) 1873. rou, a rpancuesenruocr 6poja 7 noka3ao je Jlungeman (Lin-
demann) 1882. rog,.

VY ommTeMm ciaydajy HE TIOCTOjU aJrOpuTaM 33 yTBphuBame 1a Jiu je JaTh mpa-
[IHOHAJIAH OPOj aJredapCKu Ul TPAHCIIEHIEHTAH.

Munumasau noauaoMm enementa « Han Q je mecsoaypbus mojauaOoM p(x), Cca
koedunujenruma u3 Q, HajMamber NO3UTUBHOI CTEIEHa KOjU aHyJINpPa €JIEMEHAT
« U Koju mMa Hajcrapuju Koedunmjent jennak 1. CremeH MUHUMAJIHOD MOJIA-
HOMA je cTermen ajredbapckor egementa « Haa Q. 3a cBakm anredbapcKu eleMenT
MOCTOjU jeIMHCTBEH MUHUMAJIHHA MTOJIMHOM.

IIpumepu.

1. Csu panmonasuu 6pojeBu cy anrebapcku 6pojesu crenena 1 nag Q, jep je
cBako a € QQ pememe jegnadnne x — a = 0.

2. Enemenr /5 je anrebapckn mag Q cremena 2, jep je KOpeH jegHadnpe
2
¢ —5=0.

3. Enement /7 je anrebapcku nas Q cremena 3 jep je To xopen (myma) jes-
HaumHe 2° — 7 = 0.

4. Enement /1 + {/2 wva MUHNMAJIHE TOJIMHOM cTemena 6, jep m3 o =
V14 /2 crean 14+ /2 = o2, onrocuo /2 = o — 1, a omas/e KyGupamem
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JI00MjaMO jeTHAYWHY MIECTOT CTEMeHa Ca PAIMOHAJIHUM KOeMUIINjeHTIMA,
ab—3a*+3a%-3 = 0. Jakae, nommmom f(z) = 2% -3z + 322 —3 anynupa
eJIeMEHT (v U HEeCBOJbUB je, peMa Aj3eHIITajHOBOM KPUTEPHjyMYy, T€ je
MUHAMAJHA 33, (.

Heka je L mpomupeme nmobsa K u S noackyn y L. Hajuame nornosse y L
Koje cazapxku K U S je mpecek cBux moTmo/ba y L Koja caapxke K u mOaCKyt
S. Ba TakBO MOTHO/BE KazKeMO Jia je renepucano ca S wHaj K u o3nadaBaMo
ra ca K(S5). Cuenujanuo, ako je S = t, onzna hiemo noswe remepucano ca K Ut
oznauasaru ca K (t). IIpommpemwe K (t) je nosbe Koje je reHepucaHo ejeMeHTuMa,
u3 K u enemenrom t. Jacno je na je K(t) = K ako u camo ako t € K.

Axo je K(t) = L oupma kaxkemo Ja je L mpocro mnporuperse nojba K. Ako
je mpu toMme t aarebapcKu €TEMEHT, OHIA KaxkKeMo 1a je L mpocTo anrebapcko
upowmpeme noba K. Ako je t rpancuenjenran einemenar, ouga je L = K(t)
MIPOCTO TPAHCIEHAEHTHO mpormupeme. Cimano fiemo npommpeme mojba Koje je
renepucano mojbeM K u ckynom enemenara S = {ti,...,t,} o3HauaBarT;m ca
K(ty,...,tn).

[Ipumenom Builte TPOCTUX MPOITAPEHA MOYKE Ce TOOUTHU IMPOIIUPEHe L moba
K koje caapxku gare ejemente t1,...,t, € L. Ipyrum peuuma, K (t1) je najma-
e 10/be Koje caapxku K u enemenar t1. Hakon rora, npomupumo nosme K (1)
JIoIaBameM ejieMenTa to. OBaj MoCcTymak MOXKeMO HACTABUTH JIOK He T00HjeMO
nosbe K (t1,...,t,) Kao upoumpeme noma K (t1,...,t,—1). Jakie umamo sanaiy
upommpesa K C K(t1) C K(t1,t2) C -+ C K(t1,...,t,).

Teopema 2. (Eykaudos aszopumam 3a noaunome) Axo cy p,s € K[z] nosu-
Homu, mada nocmoje jedurcmeenu nosunomu ¢, € K|x] mako da je p = q-s+r,
npu wemy je st(r) < st(s) uau je r = 0.

Jloxas. JlokaxKuMO HAajupe er3ucTeHrujy mnoamaoma q u . Jlokas ce m3Bomu
unaykimjoM 1o st(p). IpermocraBumo 1a je TBpherbe 10Ka3aHO 33 CBE TOJIUHOME
crenena mamer o/ n. JJokaxKumo 1a TBpheme BayKu 3a IOJUHOM P CTEIeHa 7.
Heka je st(p) < st(s). Tama je p = 0-s+p u st(p) < st(s), nakme g = 0
u r = s 3a10BosbaBajy yciose Teopeme. Heka je caua st(p) > st(s), u neka je
plz) =, ezt us(x) =Y, bz’ Hexajeu= g™ es. Tana je st(u) =
(n —m) +m = n. Bosehn koebunujenr nommuoma u je 3 - by, = a,. Crora je
st(p —u) < n. 3aro, HA OCHOBY MHJIYKIIMjCKE XUIIOTE3€, IIOCTOje NOJUHOME ¢ U
7 Tako Ja je p—u = s-q1 +r u st(r) < st(s). Oryna je

an n—m an n—m
p=ut(p-u)=|{;=z stqstr=(—a"""+q | s+r=qgs+r

m bm

an

[Momuuomu q = 722" ~™ + g1 U 7 3a/10BO/baBajy ycaoBe TBphema.
m

Hoxaxumo jepuucrsenoct. Heka je p = gs+r = q1s+r1 u 0 < st(r), st(r1) <
st(s). Tana je s(¢—q1) = r—r1. Kaxo je st(r1—r) < max{st(r), st(r1)} < st(s),
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1o je st(s(¢—q1)) < st(s). [pema dopmyiu 3a crenen npoussosa, st(s)+ st(q—
q1) < st(s). Ho onma je st(q —q1) < 0.

Haxae, st(q —q1) = —00, 1j. ¢ —q1 = 0, ognocuo g = ¢1. Kako je ¢ = ¢1, 10 je
r=r. O

Teopema 3. Axo je noasunom p(z) = ag + a1 + - - a,z™, (a; € K) neceodnrus
nad K, a «a je jedan mwezoe xopen y npowupenom nosy L nowa K, mada je
[K(a) : K] =mn.

Jloxas. Heka je o xopen mojsuaoMa p(x), a mojuHoM p(r) je HeCBOIJ/bUB HaJ
K. Taga o He MoxKe GUTH KOpDEH HHUjeJHOr HeHysia nonmHoMma u3 K[x] cre-
neHa Marer oz n. IIpermocraBumo cynporHo, ga mocroju noanaoM ¢(x) € Kx]
HajMarber CreleHa 4uju je « Koped u upernocrasumona je st(g(z)) < n. Ha
OCHOBY MPETXO/IHE TEOPEME BaXKu na je p =s-q+r, s,r € Klx] u st(r) < st(q)
winu je v = 0. Ilomro r me moxke Outu 0, jep je p HECBOI/bUB TTOJTHHOM, OHJIA,
je st(r) < st(q), omaxje cieau aa je o KopeH mojuHoMa r(x), mMTO je KOHTpa-
JUKITAja, Ca MTPETIOCTABKOM JIa je ¢ TTOJTUHOM HajMalber CTeTeHa YUju je KOPEH Q.

Heka cy 1,a,02,...a" ! € K(a). Onu cy IuHEapHO HE3aBUCHH, jep aKo Ou
HeKka HeTPUBHjaTHA KOMOMHAIMja OBUX efemMeHara Haj K Ouma jemHaka HyJH,
TO OW 3HAYMIIO A je v KOpeH Hekor mosnnHoMa n3 K[z] creneHa mamer ox n, a
JIOKa3aJjn cMo Jia je To Hemoryhe. Jorn Tpeba oKa3aTH Ja OBU eJIEMEHTH reHe-
puiy K(«).

Kako je p(a) = ap-a"+an_1-a" " +---+ay-a+tag = 0, omasze je a, -a" =

—p_1-a""t— - —ay-a—ag. AKo oIe MO OBY jeTHAMUHY KOedUIHjeHTOM
an, nobujamo a” = —ata, 1-a" "t —---—a,la;-a—a, ag ma ce 3a cee k > n,
o moske mpukazaTH Kao AMHEApHA KOMOHHAIM]A eqemenara 1, o, o, ..., a" L.

Bakspyuyjemo na 3a cse b € K(a), b = ZO§i<n a; - o', a; € K, 1j. caku
esement b u3 K (o) ce MOxke u3pa3uTu Kao JIMHEAPHA KOMOMHALM]A eJleMeHaTa
1,a,a2,...,a" !, Jlaxme, mpcren K(a) je BEKTOPCKHW MpPOCTOp AWMEH3Hje 1
wazn K, amu K(«) je u nojpe. 3a cBaku MOJUHOM S, 3a Koju je s(a) # 0, Ty cy
u esementr 1/s(«) Tj. MHBEp3H. O

Cxyn {1,a,a?,...,a" 1} je 6asa Bekropckor npocropa K (a) man K, npu
gemy je n = st(p).

Hedbununuja 2. Hexa je L npowupere nowa K. Kaoswcemo da je L xopencko
nome 3a noaunom p(x) cmenena n > 1 nad K axo ce p(x) mooice pasaoscumu
y L na n auneapruz wunusaya p(r) = c(z —ar)(zr —az) - (x —an), c € K,c#
0,a; € L u ne nocmoju nowe usmehy K u L = K(a1,as,...,a,) y xojem ce p(x)
MOHCE PABAOACUNY KA NUHEAPHE YUHUOUE.

Jpyrauduje pedeHo, 1mo/be paszjarama HoJauHoMa, p(z) cTeneHa n je HajMame
HoJbe y KOjeM Taj IMOJIMHOM MMa CBe HyJse (n Hysa).
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[Ipumepn:

1. JdokazaTu 12 je mojmHOM p = z2 4+ 1 HeCBOA/LHB HAJ MOJHEM PEATHIX

6pojesa R. Barum ofpesuTu mpommupene mojba R y KojeM MOJIuHOM P UMa,
HyJIE.
Pewere. Axo 6u nosuuaom 22 + 1 6mo cBomspus Haz R, Tama 6ucMo nMastm
22 +1 = (axz +b) - (cx + d) = acz® + (ad + bc)x + bd, (a,b,c,d € R).
W3 noceame jeqrakocTn u3jeqHadaBameM onrosapajyhux koedunmjenara,
nobujamo: ac =1 u ad + be =0 n bd = 1. Enqumunarumjom:

ac=1=c=

bd=1=b=

QUl— Q|+

acl:—bc:>acl=—11
ad

1
ad

ce nobuja aa je (ad)? = —1, mro je memoryhe 3a pearnne 6pojese a u d.

ad =

[Tosbe peannux 6pojesa R npommpuhenmo nowem R(t) y kojem cy cBu ese-
MenTu obuKa a + bt npu yemy je t2 +1 =0, 1j. t? = —1, a koedurmjenrn
a n b cy n3 R. Jlakse, mpommpeme mosba peaannx OpojeBa moMony HeCBO-
JJBUBOT TOJHHOM, p = 2 + 1 m30MOpdHO je Mosby KOMIIIEKCHHEX Opojena
C = {x +vyilz,y € R,i* = —1}.

2. Honunom p = 22 — 2 € Q[z] je HECBOA/BUB HaT, O/HEM PAIMOHATHUX GPO-
jera Q. OxmpenuTn HajMame TOJbe y KOjeM TOJIHHOM T2 — 2 IMa, HyJIe.
Pewere: Kao mro 3namo, crened upomuperma ouhe 2. ITosme Q mpo-
mmpuhiemo nomem Q(t) = {a + bt|t? = 2,a,b € Q}, ommocro Q(v/2) =
{a+bv2|a,b € Q}.

Axo y3memo z,y € Q(v/2) Taxo ma je x = ag + bovV2 u y = ay + b1V?2,
ouhie:
z+y = (ao+a1)+ (bo +b1)V2 € Q(v2),

-y = apai + 3bob1 + (CL()bl + boal)ﬁ S Q(\/ﬁ),

xr ag+ bo\/i _ apay — 3bob1 boar — aoby \/5 =7r 4+ q\/§

Yy a+bv2  ai—3b ai — 3b7
OJaKJIe BHAMMO 13  Koamdanuk x/y takobe mpumama momy Q(v/2). a-
ke, ckyn Q(v/2) je 3aTBOpen 3a CBe apHTMeTHUKe Omepaimje: cabuparme,
oly3uMaIbe, MHOJKeHe 1 f1esbeme, ma je Q(v/2) nome. To je Hajmarme mosbe
Yy KOjeM MOJIMHOM p UMa HYJI€ U CBOJIJbUB je.
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3a pammpeme L mossa K KaxkeMoO [1a je KBaJpaTHO, aKO je CTermeHa 2, TO
jecr ako je [L: K| =2. ¥V Tom cay4ajy je L = K[\] n 3a cBa cBako A n3 L\ K,
jep je jacmo na je cucrem [1, \] muEeapHO HE3aBUCAH, & CAMHM THM U jemHa 6as3a
K-Bekropckor mpoctopa L.

To mocebno 3maqw 12 je Taga m A2 + b\ + ¢ = 0 3a mexo b,c € K. Axo
Kapakrepuctuka of K Huje 2, mocaeama pesalnja je Takohe eKBUBAJECHTHA U
ca

(2A +b)? = b — 4c.

ITpu Tome je n 2A+b = a u3 L\ K, na je rako L = K [a] n 3a HeKO o 13 L umju je
kBagpar b’ — 4dc = a? y camom nosry K. Y Tom cayuajy mumewvo u L = K[y/a),
e \/a o3Ha"aBa HeKH efieMentT o € L 3a koju je o® = a € K.

2.2 KoHcTpyKTuUOMJIHU OpOjeBu

IIpeBoheme reomerpujckux mpodaeMa Ha jJe3uK aaredpe je Kbyd 3a IUXOBO
mrTo 60sbe pasyMmeBame. IIpermocraBumo ma ce TpaxKu caMo jeana mayxK x. [eo-
METPHUJCKY KOHCTPYKIIMjy TaJa CBOJAMMO Ha pEIlaBambe ajaredapckor mpobiema:
nahu Be3y m3mely TpaKkene BeWUWHE T W JATHX BEIUYIUHA @,b,C,.... 3aTUM
Tpeba Hahu HEMO3HATY BEJWYUHY T PEIIaBAFEM T€ jeJHAYMHE U HA KPajy Tpeda
OJIPEJIUTH A JIK CE TO PeIIermhe MOXKe JOOUTH MOCTYIKOM KOjU OJrOBapa KOH-
CTPYKIUju OMONY JIelupa U MIeCTapa. JIemup HAM CiyKH CaMO 3a LPTAbE
[PABUX JIMHUjA U CHAJAlbe Ta4aKa y PABHU, HE KAO MHCTPYMEHT 34 MEepPEee.

[Ipernocrasuhemo ma je JaT caMo jeJaH eIeMEHT KOju NemMo 3BaTH jernHU-
qHa AyK 1. 3HAMO /1a yBEK MOXKEMO KOHCTPYHUCATH OMJIO KOjU HEHEraTUBAH II€0
O6poj n TAaKO IITO Ha MPOU3BOJLHY HpaBy MOUNIbyNU Of HEeKe (PUKCHPAHE TAYUKe
O HaHEeCeMO jeJJUHUYHY JIy2K 7. [yTa.

EnemenTtapHnM reoMeTpnjcKNM KOHCTPYKITIjaMa OJT0BAPajy YeTHPH OCHOBHE
apurMmerndke omnepanuje. Hanve, TBpanMo 1a Baxke ciemehe ocobmme:

e AKko cy mare ape Jyxku ca jayxuHama a u b (Mepene nupema Jaroj jeuu-
HUYHOj JIyKH), TaJa je yBek Moryhe KOHCTpyucaru Iy:K JyKuHe a + b.
Heka je OA nyx nyxwune a n Heka je AB ayx ayxune b. Hamprajmo
MpaBy JIMHUjY W 03HAYNMO Ha BH0j pactojamba OA = a u AB =0b. Tana je
OB =a+b.

(@] A B

Cruka 5.

Ciuuno ce koucrpyumie u ¢ — b (a > b), caMo TO ce IPBO KOHCTPYHUIIE
OA = a, ma ce AB = b nanece y cynporaom cmepy og A, OB = a — b.

14



(@] B A

Cruka 6.

Jla 6ucmo KoHCTpyucam 3a, jeTHOCTABHO HaHeceMo a + a + a. CamgHo
MOXKEMO KOHCTPYUCATH pPa, TIE je p MpUpoIaH Opoj.

a/3 moxemo koHcTpyucaru Ha ciaegehn wagun. Oszmaunmo OA = a Ha
jeZHOj TpaBoj M HAIPTajMO OWMJIO KOjy Apyry mpaBy kpo3 Tadky O. Ha
0] obesiexkuMo mpousBosbhy 1y OC = ¢ u koucrpyuiiumo OD = 3c.
Crojumo A u D u koucrpyuriemo Kpo3 C' npaBy mapasenny upasoj AD
koja ceue OA y B. Tpoyrimosu OBD u OAD cy ciawdnu, ma mpeMa ToOMe
Baxku OB : OA =0C : OD =1:3. Onasze je OB = a/3.

D

0) E\ A

Cruka 7.

Ha cimuan wauwH ce Moxke KoHcrpymcarn ayxk a/q, (¢ € N). Tlpwu-
Memwyjyhin oBaj mocTymak Ha Iy’ pa MOXKEMO KOHCTPYUCATH TG, TAE je
r = p/q GUIIO KOjU TIO3WTHUBAH PAIMOHATAH OPO].

Ha 6ucmo koucrpymncanm a/b, obenexknmo OB = b u OA = a Ha Kpanuma
6w0 Kor yria ca Bpxom y tadku O, a Ha OB obenexumo nayxxk OD = 1.
Kpo3 D koncrpyummMo npaBy napajenny npasoj AB koja ceue OA y
rauku C. Taga e OC umaru nyxuny a/b. Ouer u3 caudHOCTU TPOYIJIOBA
OAB u OCD cnemu OB : OD = OA : OC, onuocuo b : 1 = a : OC,
omakie Buaumo z1a je OC = a/b.
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Cinka 8.

e 3a mare ayxwu a u b, moryhe je koucrpyucaru ab. Omer, Kao u 10 caja
0besiekuMO Ha KpaluMa HEKOr yriia ca BpxoMm y tadku O jayxu OA = a
u OB = b. Ha nyxu OA obenexkuno jenuauany pyxk OC. IMToBynmmo
npaBy Kpo3 Tauke C' u B, a 3arum Kpo3 A npaBy mapasejny oBoj IpaBoj,
koja hie mpecehn npyrm kpak yrua y nekoj tauku D. Tanma je OD = ab.
Jloka3 mcmpaBHOCTH KOHCTPYKIIHjE OTMET CJeIN W3 CANTHOCTH TPOYTJIOBA
OAD u OBC.

R

Cinka 9.

Jlakme, monaszehn om O6M/I0 KOjUX JATHX JIyKH, KOje Cy MepeHe OpojeBuMa
a,b,c, ..., MOXKEMO y3aCTOIIHOM MPUMEHOM OBHX jeJHOCTABHUX KOHCTPYKIHja
olpeauTH OWIO KOjy BEJIMYWHY KOja MOXKE J1a ce m3pasu momohy a,b,c, ... Ha
paIMOHAJIAH HAYUH, Tj. BUINECTPYKOM ITPUMEHOM CA0UPaha, OLy3UMarbha, MHO-
Kema u Jebeba. CKymn BeJnInHa Koje MOTY J1a ce H00ujy Ha Taj HadYuH o0pasyje
OpojeBHO TTOJBE, Tj. CKyIl OpojeBa TaKaB [a IMPUMEHA PAIMOHAJIHUAX OMEpaIlnja
Ha JIBa WM BHUIIE YJIAHOBA TOT CKyIa Jaje Opoj KOju OIeT MPHUIa a TOM CKYIIY.

e Je/Ha KOHCTPYKIHja KOja HAC BOJAU BaH JOOUjEHOI MOJbA jeCTe KOHCTPYK-
Uja KBaJPATHOT KOPEHA JaTe JIy’KH: aKO je IaTa My a, Iy /a MOxKe
Jla ce KOHCTDPYHIIEe caMo MMOMONy JIelbupa U IecTapa Kao reoMeTpHjcKa
cpeanHa 1y a u 1. Onnc KOHCTPYKIHje: Ha MpaBoj JUHHUJH OAPETINMO
nyxu OA = au AB = 1. HanprajMo KpyKHUILY YUjU j& HPEIHUK JTyK
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OB, Tj. KPyKHUILy ca IEeHTPOM y cpemutity ayu OB 1 MojIynpeaHnKkoM
OB/2, u xoucrpyumumo nopmasy na OB u3 tauke A Koja cede KpydHUILY
y rauxu C. Jdyx AC = \/a. JTokas ciean w3 camaaoctr Tpoyraosa O AC
u ABC.

Cuuka 10.

Hedbununuja 3. Kaostcemo da je peanrar 6poj b koncmpykmuburar axo je mozyhe
ACHUPOM U WECTNAPOM Y KOHAWHO KOPAKa Koncmpyucamuy odcewar dyscune |b).

Jacwo je ma cy rtaksu, Ha npumep, cBu parumonasnu 6pojesu. Vcro Baxku u
3a peasan 6poj V2. CaMuM THM Cy KOHCTPYKTHOWIHH ¥ CBH OpojeBH p + ¢v/2
u3 kBagparHor pammpersa Q[v/2] moma Q.

Teopema 4. Ckyn K ceux peasrur koncmpyxmubusnur 6pojesa je jedno aa-
2ebapcko pawuperse nowva Q u cmenen MUHUMAAHOZ NOAUHOMG [ CEAKOZ KOH-
cmpyxmubuasroz bpoja v je obaura 2.

Joxas. TlpBo, ako cy o # 0 u  OGUI0 KOju KOHCTPYKTUOWIHU OPOjeBH, oaMax
clenn 1a je TO U cBaKW ox 6pojeBa o — 3, ' u af, ma je Tako u cam ckym K
jemHo mormosbe mosba R.

Ca npyre crpane KoHCTpyKInja Tauke P y pasan E moapasymeBa KOHCTPYKITH)Y
Koopaunara (x,y) re rauke. Tume je u cBaka oj upasux Il re pasuu oxpebhena
HEKOM jeTHATHHOM OOJIUKA

Az +By+C=0

Kao CKyIl CBUX IhEHHMX pemema (r,y). 3a Ty npasy Il kaxemo u 1a je Hag
mekuM nornojbeM K mosba R, ako mma Oap jeaHy TakBy jeqHAUUHY Y KOjOj CYy
koedunmjentr a, b u ¢ u3 Tor mornosba. W cimaro 3a kpyr ' ca jeamadamHOM

(x —a)® + (y — b)* =17,

aKO Cy KOOpJIMHATE p U ¢ HBEeroBor IeHTPa U JyKUHA 7 HBeroBOr' MOJyIPeYHUKa
y TOM IOTIOJBY.
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Samemwyjyhu y u3 mpBe 0O THX jeHAYWHA y APYTY, J00HMjaMO U3BECHY KBa-
JpaTHY jeaHaunHy ca koedwunujeHTuMa 3 K 1 HEKOM IUCKPUMUHAHTOM d, 11a,
ce u youena npasa Il u kpyr I' ceky jemuno ako je d > 0. Bajeso ca meHUM
pewesuma u + vV/d, u koopauHare rauaxa u3 11 N T npunasajy nomy K uin
EErOBOM KBaJIPATHOM parupersy K [v/d].

Hapasno, npecek aBa kpyra X u I Hag mobem K ce CBOAM Ha TTPECEK MpaBe
U Kpyra, (pOpMUpAbeM PA3JIMKE BUXOBUX jeIHAYNHA, TIOK KOODIUHATE IPECETHe
radgke P jgBe mpase HaJI K yBeK NMPHUIAIAjy caMoM TOM mosby K.

Ciuka 11.

Hexka cy
( —a1)? + (y — b1)? =1
(z —a2)® + (y — b2)* =13
jeIHAYnHE IBE KPYXKHUIIE.

Ako jemry omy3smemo of aApyre no6uhemMo eKBUBAJEHTAH CHCTEM OJf je/THE KBa-
JIpATHE U jeJiHe JIMHeapHe jeJlHaYuHe, Tj. TPaXKUMO IIPeceK IpaBe U KPYyKHUIIE:

(r—a1)*+ (y—b1)* =rf
20ay —ar)x +2(by — b))y =77 — 13 —a? — b3 + a3+ b3

IIpema Tome, peanan 6poj & je KOHCTPYKTUOWIAH, aKO M CAMO aKO je U aIlCIICa,
bap jeane koncrpykrubmirae tadke P pasam E. To 3maum ma mocroju m HEKH
CHCTEM TAadaKa

O,A,P,,....P, =P

TaKBUX JIa Ce, 33 CBAKO 7, TadKa P, Moxke MoOWTH MOMONY OHUX MPETXOIHUX U
MIPUMEHOM je/IHe KOHCTDPYKIIHje JIEFbUPOM U IIIECTapOM.

Oryna, kako cy koopaunare radaka O u A u3 nopa Ky = Q, npema mperxo/i-
HOM, KOOp/IMHATE Tadke P’} mpunanaajy Hekom pamupemny K; moma Ko cremena
1 wmm 2. Cama cy u kKoopaunare tadke P, y HekoMm parrupemy Ko cremena 1
unu 2 Tor mosba Ky, n Tako maspe. Tako mobujamo u jemaH cucrem

Ky <K; <...<K,
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nornosba nosba K, Taksux ma je K, pammpeme ox K, _; cremena 1 nim 2. Y3 10
MOXKEMO MPETTIOCTABUTH U 13 MeDhy BUMa, HeMa jeTHAKWX, Ma CIeIU 13 je TaIa
u [K, : Q] =2".

To nocebHO 3HauM Ja Cy cBH ejieMeHTH 110/ba K, u asrebapcku Hag Q. Y3
TO CTENEeHN HUXOBUX MUHUMAJIHUX MMOJUHOMA MOpAjy JejuTw 2™ 1ma, cy u camu
obmuka 2™. Oryma u TBphene y nenuuu, jep To nojbe K, campxku U yodeHH
KOHCTPYKTHOWTHU OpOj (v, KAO aIciucy Ttadke P. O
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2.3 IIpumene

ITokazahemo majupe ma nuje moryhe mpousBo/baH yrao HOJEIUTHA HA 3 jes-
Haka gena Kopucrehm camo jemup u mecrap. lIpuvenmhemo mperxomamy Teo-
peMy Kako OMCMO perruin mpobieM TPUCEKIHje yIa.

Zloxas. okazahemo na uuje moryhe koncrpyucaru Tpucekiujy yria oz 60°, oj.
yrao ox, 20°.

Jlakje, HeKa je yrao KOju ¥KeJIMMO Jia KOHCTpywuimeMo yrao ox, 20°. Ako Gucmo
MOIJIH I3 KOHCTPyHIeMo yrao o 20°, morsim OucMo 13 KOHCTPYUIIIEMO U BeJiu-
quny acos20°, riue je a HeKa JIyxK.

20°

a - cos 20° a

-

Ciuka 12.

IIpumenoM ajuiuone TeopeMe uMaMo ja je cos60° = 4cos’ 20° — 3 cos20°.
Osnaunmo cos20° ca a u gobuhiemo jemmaxocr 8a® — 6 — 1 = 0. (Hujenaun
on 6pojesa 1, —1,%, —3, 4, —1, 5, — 1 muje pememe jeamaamne 8a® —6a — 1 = 0)
Iomumom 8a3 — 6a — 1 = 0 je HepacTaBJBUB, jep HeMa, PAIHOHATHEX HYJA, 14
je omma cremen npommpema [K(a) : K| = 3. « muje KOHCTpyKTHOMIAH jep Ou

IPUIAIA0 HeKOM pammupery L cremena 2F, 3a meko k, a 1o muje moryhe jep:

[L:K] = [L:K(a)] - [K(a):K]. ([K(a):K]=3)
5 )

1a je Ha OCHOBY IIperTxojHe Teopeme O6poj o = cos 20° memoryhe koncrpyucaru
CaMO JIEFbUPOM U IIECTAPOM. O

Jlpyru mO3HATH CTAPOTPUKH MPOOJIEM, TPOdIeM IyTInpamha KOIKe, Takohe
HUje Moryhe peruTu caMo JICEUPOM U MIECTapOM.

Zlokas. IlpermocraBuMo [1a ce TpaykKu WBWILA, KOIKE 4Mja 3ampeMuna he Ouru
nBa myTa Belia o7 3ampeMuHe KOIKe 4nja je uBuia jennaka 1. OBaj mpobiem ce
CBOJIU HA PeIIaBambe jeaHadnte x5 = 2,

Heka je © = p/q panmonanHo pememe jeqHadanne r° — 2 = 0, npu demy cy
p,q mehycobrno mpoctu 1enu O6pojeBu. YBpIITABAmEM Y jeHAYHHY 100UjaMo
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jenmaumny p? = 2¢3, a omaBae BuAMMO 1A je p mapan 6poj, Tj. p = 2k (k € Z).
YBpernmo p y noceamy jeanaaumy u moouhemo (2k)% = 2¢3, ommocwo 4k% = ¢3,
IITO 3HAYX 112 je ¢° mesbus ca 4, ma je u ¢ napan 6poj, a TO je KOHTPAIUKIIA]a Ca
IIPETIOCTABKOM Jia ¢y p u ¢ Mehycobuo npocru. daxie, jennaunna 22 — 2 = 0
HeMa PAIMOHATHAX KOPEHA.

Kaxo je mommiom p(z) = 23 —2 nepacrapbus Ha1 Q, OH WMa Hy/Ty y TIPOMIHPEHOM
nomy Q(¥/2) = {a+b\3/§—|—cx3/2—2|a, b,c € Q}. IIpema nperxoqHo JOKa3aHOM, AKO
je oBaj OpPOj KOHCTPYKTUOWIAH, OH C€ CAJPIKU Yy HEKOM TOJby L duju je cremen
parmmpersa 2" 3a weko n : [L : Q] = 2. Ho, tama je m Q(3/2) C L m mmamo
nu3 pammpesa Q C Q(3/2) C L us kora cieau ga je 2" = [L : Q] = [L :
Q(V2)] - [Q(/2) : L] = [L : Q(v/2)] - 3, na 6u 3 aeamio 2" uIro Huje TAYHO, na
pelerbe jeHadnHe HUje KOHCTPYKTHOMIaH OpOj, W He MOYKE ce KOHCTPYHCATH
KOIIKa IyIj10 Belie 3ampemMune o/ 3anpemMune gare Kouke kopucrehu camo emup
U IIecTap. |

Jlema 1. Csakro xonauno npowupere noma K je anzebapcro.

Joxas. Heka je L konaqHo npormuperbe 1mo/ba K crenena n (n HeHEraTuBaH e/
6poj) m meka je o € L (a # 0). Tama cy emementn 1,a,a?,...,a" amHeapHo
saBucuu (uma ux n + 1), jep je L Bexkropcku npocrop aumensuje n Hazg K. To
3HAYU 14 [10CTOje ejeMenTu a; € K Koju Hucy CcBU HyJa TaKBHU 114 je ag + ajc +
-+ apa™ = 0, omakJe Caean 13 MOCTOjU HEHYATH TIOJTMHOM CTEIeHa, HAjBUIIe
n Koju amynaupa emement «. Jlakie, « je amarebapckm mag K. Ilomro je o
npou3Bo/baH u3 L, omase caequ na je L amredbapcko npormmpemne mopba K. O

Cazna hemo moxkazaru cienehie Baxkno tBpherme koje hemo dopmynncarn y
0OJIMKY Teopeme.

Teopema 5. Csaku xoncmpykmubuiny 6poj je anrzebapcru.

Jlpyrum pednma, CBaKU KOHCTPYKTHUOWIAH OPOj (v je Hyjla HEKOT MOJIHHOMA,
N—TOr CTEIEHA A PAIMOHAJHUM KOeDUIIjeHTUMA.

Zloxas. Heka je oo 6umo koju koucTpykTuoOuaan 6poj. To 3uadnm ma on mpumaia
nexom npomupersy L = Q(y/m1,/mz, ..., /my) 3a nekun xonadan 6poj k (k
HeHeraTuBaH 110 OpOoj) U cTeneH mpompema mo/ba L Hag Q je komauan 6poj
2% Tj. Kako je a KOHCTPYKTHOMIaH GPOj OH ce CaapyKhm y HeKOM Mojby L €mjn
je cremen pammupema 2! 3a mexo | < k, jep Taj cremen mopa ma gemu 2F. ma Ha
OCHOBY TIPETXOJIHO J0Ka3aHe jieme L je Takohe m anrebapCcKo MPOIMIIPerhe, MITO
3Haq’ 12 je o aarebapcku 6poj. [omrro je o 6ro mpom3BobaH KOHCTPYKTHOMTAH
Opoj, 3aK/bydyjeMo [a Cy CBH KOHCTPYKTHOMTHE OpOjeBH anrebapCKu. O

O6puyTo ue Baxku! Hucy cBu anrebapcku 6pojeBu koncrpykrubmiau. Ha
IpHuMep, KOpeHH jeqnadnne Tpehier cremena x° — 2 = 0 HECY KOHCTPYKTHOUJIHH.
[Tormmro je ckyn cBux ajrebapckux OpojeBa MpedpPOjuB, KA MOCIEINILY TPETXO/I-
HOT TBphema, J00njaMo Ja je U CKYIl CBUX KOHCTPYKTHOMTHEX OpojeBa Takobhe
npebpojuB.
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IIpumepu. Ilokaxumo ma Ccy JaTn KOHCTPYKTHOWIHYU OpOjeBu aaredbapCcKu:

1. z = /34 V5. Ksagpupamewm gobujamo 22 = 3 + /5, onakie je 22 — 3 =
V5 u (22 — 3)2 = 5. Hocaenma jemnaunna je, yersapu, z* — 622 4+ 4 = 0.
Haxkme, matu Opoj je KOpeH jeaHadnHe YeTBPTOr CTEMeHa Ca KOeUIlmjeH-
tuma u3 Q, na je maru 6poj arebapcku.

[Ipumerumo ia je saru 6poj o u3 nekor npoumpema Q(v/5,v/3 +/5) =
{a + bV/3+ V5la,b € Q(+/5)}. Opo npommperse je crenena 2% y oamocy
Ha Q, ma ¢cMO Mopasm JBa IyTa BPUIMTU KBAJAPUPAE, OJHOCHO JTOOH/IM
CMO jeJIHAYMHY YeTBPTOI CTEHEHa Ca PAIMOHAJIHUM KOeDUIH]eHTHMA.

2. Ha cianmuan Hauws ce mokasyje ma je 3a ¢ = \/24+ V2412, 2 € Q3 =

Q(V2,V2 +v2,4/2 4+ V2 + V/2) crenen npommpemsa (Q3 : Q) = 23, na

he mocTojaTn jemHAYMMHA OCMOT CTEIEHA KOja aHy/INpa eJIeMEHT .

Cana hemo HaBecTu jorn jegny JjieMy Koja je morpebHa 3a JOKa3UBabe He-
MoryhHOCTH pernaBama HEKAX CTapOTPUKUX IIpodIeMa.

Jlema 2. Axo xybna jednanuna azr®+asx® +a1x+ag = 0 (x) ca payuonasrum
KOEPUUUJEHRMUME HEME PAUUOHAAHUT KOPEHE, Mads Hujedan 00 HWeHUT KOpeHa
HUje KOHCTPYKMUOUAGH.

Zloxas. 1lomTo oBa jeqHavunHa HEMa, PAITMOHAJHUX HYJa, Taj MOJUHOM je Hepa-
craspuB Ha Q Te je cBaka merosa Hysa crenena 3 wHaa Q, ma Kao y maJonpe
HABEJIEHOM JIOKA3y 3a JIYILINPahe KOIKe, MOKEMO KOHCTATOBATH JIa HUJE/IAH O,
IbUX HHje KOHCTPYKTHOUIAH. O

ITpobsieM KOHCTPYKIHje MPaBUJIHOT CeIMOYTJia

JlemupoM u mecTapoM je JaKO KOHCTPYHUCATH IPaBUIAH TPOYTao, YeTBOPO-
yrao, meroyrao u mecroyrao. Takohe, cBu MHOTOYTJIOBH KOjU Cy J00UjeHH n3
HaBeJIEHUX JyTINpameM Opoja CTpaHWa Cy KOHCTPYKTHOUIHH. JegHoM pedjy,
M3 MPABUTHOT N—TOYTJIa MOXKEMO MTOOUTH MPABUIAH 2N —TOYTao MOJOB/HEHEM
JIYKOBA OIUCAHOT KpyTra, KOju ce HaJla3e U3Ha/l CTPAHUIA IIPABUJIHOD 1L—TOYTJIa.

layc je jom kao miazm, 1796. romumme, moOKa3ao Ja je Moryhe KOHCTpyucarw
npasuaau 17-toyrao. 17-toyrao je 6mo camo moceban ciaydaj dbaMuinje KOH-
CTPYKTHOMIHAX MpPAaBUIHHX MHOroyrimosa. llopem tora, ayc je orkpuo m 1a
ce npaBusian p—royrao (p npocr 6poj) MOKe KOHCTPYHUCATH AKO U CaMO aKO je
p upocr ®epmaos 6poj, p = 22 + 1. Ipsu @epmaosu Gpojesu 3, 5, 17, 257
u 65573 cy mpoctu. Mebhyrum, Ojnep je 1732. rommre OTKpHO 1a 3a n = 5,
F(n) = 22" + 1 mmje mpoct 6poj. OTKPHUBEHO je KACHHjE 1A Cy MHOTH OJ THX
DepmaoBux O6pojeBa CITOKEHH.
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Banmen je makon [ayca moka3ao ma ['aycoB yc/ioB 3a KOHCTPYKITHjY Nn-TOYTIaA
Huje camo joBosbaH Beh u morpedan. Ha ocHoBy Tora cienn Jia mpaBujaH ce/l-
Moyrao (xernraron) Huje mMorylie KoHcTpyucaTu camo JembupoM U mecrapom (jep
7 nuje @epmaos 6poj). I[Ipobiuem je nahu crpanuily s HPABUIHOD CEAMOYIJIA
KOju je ymucaH y jeamamaHu Kpyr. HajjemmocraBHuju HaduH 1a JTOKAXKEeMO 1a
oBaj mpobieM Huje Moryhe pemmTu caMo JIEHUPOM U IMIECTAPOM je KOPHUIITNEermHe
KOMIIJIEKCHIX OpojeBa.

3HaMOo J1a Cy TeMeHa MPABUIHOT CeJMOYIIIA JIaTa KOPEHUMA jelHaYnHe
2T —1=0 (1)

riae je 2 = x + iy (x u y cy koopaunare remena ceamoyria). OuuriaenHo je
jenan kopen ose jennauune z = 1, na genehu jenmauuny (1) ca z — 1 gobujamo
jemHAMNHY

B+ 4+ 241=0 (2)

Meby kopenuma ose jegnauuue je z = cos(2m/7) + isin(2w/7). Yrao 2w /7 je
yrao 3axsalieH KO/ [eHTpa Kpyra CTPAHUIIOM MpaBUJIHOr ceamoyria. Jlenehn
jenmaumny (2) ca 23 u ypogehu cveny x = z + %, JI00MjaMo jeTHAYNHY

Bz —20—-1=0 (3)

Caza Tpeba caMo joKa3aTu Ja jeHaduHa (3) HeMa paluoHaHUX KOpeHa, Ia
Ha OCHOBY JieM€ 2 HeMa HU KOHCTPYKTHOMIHUX KOpeHa. AKo jeanaqduna (3) uma
PAIMOHAJHUX KOPEHA, TH KOPEHU Cy YjeIHO U IEeJ00POjHN U TO JAeIuonu Opoja
1. ¥YBpuiraBatmem BpegHocTu 3a ¢y jeanadudy (3) Buaumo jga uu -1 vu 1 Hucy
pelietba OBe jeJHadune, na jeanuuna (3) Hema PalMOHAJHUX Dellelba, OJaKJIe,
HA OCHOBY JieMe 2, 3aKJ/bydyjeMo Jla HeMa HU KOHCTPYKTHOMIHUX perrema. Jla-
K1e, 6poj © = z + 1 = 2cos(27/7) Huje KonCTpyKTHOWIAH, Ma jeamaduna, (2)
HEMa KOHCTPYKTHOMJIHUX DPeIierha, ITO 3HAYHM /4 Ce CTPAHHUIA CeIMOYIJa He
MO2K€ KOHCTDYHUCATH.

O mpobJiieMy KBajipaType Kpyra

Ksagparypy Kpyra Cy BEKOBHMA pEIIaBaji MATEMATHYAPH, HAYIHUIU W
MHOTOOPOjHH aMaTepu n jbyouTehn MaremMatuke. To je jeman o HajIO3HATHjUX
¥ HAJUHTEPECAHTHHUjUX CTapOrpukux mnpobsema. [Ipermocrasiba ce ma je yTpo-
[IIEHO BUIIIE HAIOPA /3 Ce Perru nmpodsieM KBaJparype Kpyra, Hero /ia ce 40BeK
momasbe Ha Mecern. On je ocrao mepemren cse 10 19. Beka, kajga je Jluameman
JIOKA3a0 TPAHCIEHIEHTHOCT Opoja, 7.

A npobsiem racu: Ja sim je Moryhe KOHCTpyHCATH KBaJApaT UCTE TIOBPIITHHE KAO
[ITO je MOBPIIUHA JATOr Kpyra?

OBaj npobiem ce omer cBoau Ha anrebapcku mpobsemM: AKO je TOMyIpedHuK
IaTOT KPyra 7, a CTPAHWUIQ TPAYKEHOT KBAJIpaTa T, OHIA IT00MjaMO jeTHATUHY
22 = r?7. Kako je pemieme oBe jelHadnHe T = /7, caean aa Tpeba eleMe-
TAPHO KOHCTPYHUCATH BEJIMIUHY T = T+/T Ta Ce MOCTaB/ba THTAE Ja JIu je Opoj
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\/T KOHCTPYKTHOUJIAH.

Jla 7 Huje KOHCTPYKTHOWJIAH IIOCTAJIO je jacHo Tek 1882. rojaune, HaKOH
JluremMaHoBOr JOKa3a TPaHCHIEHIeHTHOCTH Opoja . Jep, Kako je m TpaHcieH-
Jenrad 6poj, oA OH Huje asredapcku (He IOCTOjU MOJMHOM KOjU aHy/iupa Taj
@JIEMEHT), 14 HUje HU KOHCTPYKTUOWIAH. JIMHIEMaHOB JOKa3 O TPAHCIEH IEHT-
HOCTH OpOja 7 ce, 3ampaBo, OClama Ha EpMUTOB J0Ka3 O TPAHCIEHIEHTHOCTH
6poja e. Oe gokaze opie HeheMo HABOAUTH, jep Cy JOCTA CIIOXKEHH.

1 trmve je KOHAYMHO peIleH HAjCTAPHWjU W HAJIYBEHUJU CTAPOTPUKH IPOOIeM
- IpobJIeM KBaIpaType Kpyra.
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3 CabpaHu akKCUOMH OpuUTraMmuja

CBaka reoMerpujcka KOHCTPYKIIHja MOYXKE Ce TOCMATPATH KAaO HU3 KOPAaKa,
a cBaku Taj Kopak oapehen je reomerpujckum npasuiauMma (akcuomama). U
Kao IITO IOCTOje jaCHA MPaBUJIA 33 I€OMEeTPHUjCKe KOHCTPYKIIUje, TAKO MOCTOje
[paBuJIa Ko/ opuramu KoHCTpykimja. Taj ckym ox 7 npasusia Hazusamo Huzita-
Hatori akcmomama. IIpBux 6 akcmoma opMysIrcao je MTAINjaHCKO-jaAllaHCKH
maremarndap Humiaki Huzita 1992. roaune, a 7. akcuomy nmocrasuo je Koshiro
Hatori 2002. rogune. Ilornynoct cBux akcrnoma goka3ao je Robert Lang.

1. 3a aBe mare Tauke P u P, mOCTOju JINHUja CABUjamha KOja MPOJA3U KPO3
obe Tadke.

Ciuka 13.

2. 3a ase mare tradke Py u Py mocToju TuHMja caBUjamba KOja MPeKJIana Tadky

P1 Ca PQ.

Ciuka 14.

3. Ba ae nare upase [1 u [y 0CTOjM JMHKUjA CaBUjamba KOja cMemra [ Ha [o.

Ciuka 15.
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4. 3Ba gary tauky P; u mpaBy [i IOCTOju JINHWja CABUjarhba HOpMAJIHA HA [q,
KOja TpOoJIa3’u Kpo3 Tauky Pj.

Cruka 16.

5. 3a ase tauke P; u Py u npaBy [ HOCTOjU JIMHUjA CABHjaba KOja CMEIITa
Taduky P» Ha mpaBy [; u mpoJsia3u Kpo3 Tadky Pi.

Ciuka 17.

6. 3a ape mare tauke P u P> u ape npase [1 u o I0CTOjU JIMHUjA CABUjatba,
KoOja cMermTa Tadky P; Ha mpaBy [ u Tauky P» Ha mpaBy lo.

L

Ciuka 18.

7. 3a mary rauky P u gpe mpase 1 u lo mOCTOjU JIMHTjA CABAjaba KOja CMEIITa
Tauky P Ha mpaBy [1, a Koja je HOpMaJIHA Ha MpaBy la.

Ciuka 19.
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4 Opuramu KOHCTPYKTUOUJIHU OpojeBu

Y oBoM Jesty GaBUMO Ce HEINTO PECTPUKTUBHUJUM TPABUINMA 38 KOHCTPYK-
[IHjy HEro ImTo Ccy HaBedeHu akcuomu. Fbux cy paszmarpamu Auckly u Cleve-
land, a mbUXOBa aHAM3a je [IOKA3aJIa /13 Ce HEKE KOHCTPYKIUje He MOI'Yy U3BeCTH
moMONy opurammja, a MOTY ITOMONY JIelUpa U IIecTapa.

Hagemthemo wa mo4erKky mpupOIHE METOME CaBUjamba, Manupa, a 3aTUM HABECTH
neduHUIM]y opuraMu napa, Kojy cy JaJid HABEICHW ayTOPH.
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Cinka 21.

Crajamem o u y kKoHCTpywmmemo mpaBy Li. lpyra mpaBa Lo KOHCTpyWHIIE ce
npekJamnameM Tadaka a u y. opmupann nabop Lo Ouhie cumerpasta myxu ary.
lpyra mpupoHa KOHCTpyKIuja Ouia Ou crarame jemgde mpase Ha apyry. Ha
npumep, 37, usuna nanupa, u Lo cy npase. Ako B momoxumo ua Lo u dop-
Mupamo Habop, onja aobujamo L3 Koja je cuMerpaJia yria oBe jpe npase. AKO
IOYHEMO Ca JBe IpaBe y oBOj Tpehoj KOHCTPyKImju, oHma hemo camo mobutn
jemHy mpaBy Ha mooBHHN m3MeDy.

Yerspra, n mocyieamba KOHCTPYKIHja KOja U3LJIea MPUPOIHO je y3aCTOITHO
capujame. OBO je CIMYHO YBHjalby MAUpa, OCHM IIITO Ce Manup He yMoTaBa Beh
capuja. Ozapelhenuje, mounmmbe ce ca MATUPOM ca JIBa HADOPA KAO IITO je MPUKa-
3aHO Ha caurm 22. Ako ce mpecaBuje mamup ayxK mpase L, 6e3 oaMoTaBama,
MOXKE Ce MPUMETUTH Ja TpaBa Lo jexu mpeko jucrta namupa. Ca mamupoMm u
Jlajbe CABUjEHUM, MPECABUjeMO mammp Ay Habopa Lo Kako 6ucMo J00UIN HOBU
Habop Ha jucry ucnon Lo. AKo HazoBeMmo oBaj Habop L3 U OABUjeMO Hamup,
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JIAKO MOXKEMO YOUWTH 3 je mpasa Lz ompa3 wiau pediekiuja mpase Lo OKO
npase L.

(8

Ciuka 22.

Cazna hemo dopmanun3zoBaru oBe Meroze 3a JAeduHucame OpUraMuja y paBHH.
HaGopwu mwa marieMm JIHCTYy Tamupa Cy caMo MpaBe Y PaBHU, a YIJIOBU Mamupa
Cy TpencTaB/beHH MecTmMma riae ce ycenu cycpehy. Ilperxomma mumckycuja je
MOTHBHCAJIA HAPEIHY AePUHUIA]Y.

Hedununuja 4. Hexa je P cxyn mavaxa y R? u L cxyn npasuz y R?, mada
je (P, L) opuzamu nap, ykoauxo cy ucnyrenu caedefiv yciosu:

i) Tauka npecexa 6uno xoje dee nenapaneane npase y L je mawka y P.

ii) Axo ce ysmy y 063up b6unao koje dee pasauvume mawke y P, nocmoju npasa
y L Koja npoaasu Kpo3 roul.

iii) Axo ce ysmy y o63up buno koje dee pasauuume mawke y P, cumempana
dyorcu ca damum Kpajroum mavkama je y L.

iv) Axo cy L1 u Ly npase y L, onda je npasa koja je oca cumempuje me dee
npase y L.

v) Axo cy L1 u Ly npase y L, onda nocmoju u npasa Ls y L mako da je L
cauka Ly y pedaercuju y odnocy Ha Lo.

3a 6ua0 KOju TMOJACKYI PABHU KOja CAJAPXKU HAJMAE JBE TadKe, MOCTOjH
HajBUIIE jeJaH CKYIl IPaBUX KOju e y mapy ca muM JaTH OPUTAMU [ap.
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Hedbununuja 5. ITodckyn y R?, P, je 6au3y opueamu KOHCMPYKUUTE YKOAUKO
nocmoju cxkyn npasux, L, maxo da je (P, L) opuzamu nap.

[Murame Ha KOje hieMO y OBOM pajy OJTOBOPHUTH je KOje Ce Ta9Ke MOTrY KOH-
CTPYHUCATH OJ1 CAMO JIBE Ta4Ke, KOpucTehu rope Onucany opuraMu KOHCTPYKITH]Y .
OBaj ckym Tadaka HazBaheMoO CKyIl OpUraMu KOHCTPYKTHOUTHUX TAYaKa.

Hedbunnnuja 6. Py = (({P|(0,0),(0,1) € P u P je samsopen y odnocy wa
0PURAMU KOHCTPYKYUJE | je CKYN 0puzamy KOHCMYKMUOUAHUT Ma%aKa.

IIpe nero mrro o6jacuumo ckyi Py, mahemo npumep je/imne opuramMmu KOHCTPYK-
Irje Koja je aHaJIOTHa MHOTMM KOHCTPYKIMjaMa ImecTapa W JeHUpa, OJHOCHO
KOHCTPYKIIHjU TTAPAJIETHIX MTPABUX.

Jlema 3. Kpos damy mauky xoja ce nanradu ean dame npase mozyhe je, nomohy
OPUZAMUJG, KOHCTNPYUCANY NPABY NAPAAEAHY 0GTMO].

Zloxas. ara je nmpasa [ u tauka P. ZKenmmmo g3 KOHCTPYHIIEMO MIPaBy Mapa-
JIeTHy ca | Koja mposta3u Kpo3 Taduky P.

Jla 6ucmo To ypamumu n3abpahemo ase tauke Py u Ps ma [. Ha ocnoBy cBojcTBa
il) y nedununmju opuramu napa, MOXKeMO Ja KOHCTPYUIIEMO Tpase [ u Iy, Koje
crajajy rauke P u P, P> u P penom. Kopumnihemem CBOjCTBa V), MOXKEMO pe-
daexkroBaru [ u ly y ogmocy Ha mpay [, ma mobujemo mpase I3 u 4. IIpecex
upasux [3 u l4 je koncrpykrubusian (cBojcTBO 1)), TaKo @ MOXKEMO Ja Halemo
upaBy ls Koja mposiazu Kpo3 Ttaj upecek u radky P (csojecrso ii)). Ilrasuue,
npaBa [5 he npecehu npasy [, npema cBojcrBy 1), y Tauku P3. Kopucrumo cBoj-
CTBO iv) Jia KOHCTpyHIIeMo cumerpaiy ayxu PPs, a pediekroBamem mpase |
y OJHOCY Ha, JI00MjeHy CHMEeTpaJly, Ha OCHOBY CBOjCTBA V), 706MNeMO TpazkeHy
paBy. O
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Ciuka 23.

KomenrTapl: Ha oBaj HaumH CMO BHIEIN M KaKO e KOHCTPYHITE HOpMaJa Ha
ATy MpaBy W3 JaTe TadKe BaH Te TpaBe.

Komenrap2: Koncrpykmnumja HopMaie Kpo3 JaTy TadyKy Koja MPHUMIAIa JTATOj
IpaBoj Takohe ce cBOAM Ha MpeTXoann ciaydaj. Hajmpe ce KoHCTpywmIe HOpMasIa
U3 MPOM3BOJHHE TAYKE BAH TE MPAaBe, & 3aTUM Ce KOHCTDPYUIIE Oj IMapaJiesina
paBa Kpo3 JAaTy TadKy.

]

Ciuka 24.

Kako casa mmamo 60/be pa3yMeBame 3a OpuraMu KOHCTPYKIinje, mouehemo ca
pPa3BOjeM MHCTPYyMeHATa Ja MOKaXKeMo Ja Heke (purype Hucy KOHCTPYKTUOUITHE.
IIpBo mTo HaM je mOTPeOHO je mojaM O jeJHOM Oopuramu Opojy.

Hedbunnnuja 7. Fy = {a € R|Fv1, v2 € Py mako da |a] = dist(v1,v2)} je ckyn
opuzamu bpojesa.
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Jlako je youuru na je (z,y) € Py ako u camo ako cy = u y y Fo. Takobe je
JIAKO YOUYHUTH J1a Cy OpojeBu %, I: 5 - -+ opuramu Gpojesu. Kaxo Gucmo sujenn
na je % opuramu 6poj pazmorpuhemo ciuky 25.

(1,0 (1,0)
Cinka 25.

Ha couuu 25 koncrpyucana je upasa kpo3 (0, g) u (1,0), a norom je KoHcTpyU-
cana napaJesina npasa kpo3 (0, %) OBa napaJiesina npasa cede r—ocy y (%, 0),
crora je % opuramu 6poj. Jorr jenna kiaca opuramu 6pojeBa MOXKe ce rexepa-
JIN30BATH MOMONY jeaHOCTaBHE TEOMETpHUjcKe KOHCTpyKImje. [lodesmu ca 6mio
KOjUM 07icedKOM Moryhe je KOHCTPYHWCATH MPAaBOYIJIM TPOyrao Kako je MpHKa-

3aHO Ha cjauim 26.

V14 a2
\/1
Ciuka 26.

Oparne cnemnm 1a je /1 + o2 opuramu 6poj yKoamko je « opuramu 6poj. Coyzxkehn
ce OBOM KOHCTPYKIIHjOM, BHIUMO Ja CY

VI VITTuvE— 1+ (V22

opuramu OpojeBu. 3anpaso, 30uUp, paziuKa, MPOU3BOJ, U KOJTMIHUK OPUTAMEI
OpojeBa majy opuramu OpojeBe.

Teopema 6. Kosexuyuja opuzamu 6pojesa, Fy, je nome sameopero y odnocy wa
onepayujy o — /1 + 2.

Jokas. Ako je o, 8 € Fy, onma u3 e nedununmje caean —« € Fy u 1ako je mo-
kazarn fa je o+ f € Fo. JennocraBHe KOHCTPYKIIHje ca CAMYIHAM TPOYTJIOBUMA,
cy IOBOJBHE Ja MOKaxky jaa « - 3, a~ ! € Fy.

Ilornenaru ciuky 27.

31



- |
- BLeB D g
LB 1 =" (aly
a 1 1 -7 1
- = -
L=l ; WD |
- ] - 1 1
(0.0) (1.0) B 1.0) ©.0)  (10) of 1.0}

Ciuka 27.

VY nuckycmjm Koja MpeTxoau OBOj TEOPEMH MOKA3aIn CMO 11a je v/ 1 + a? opuramm
6poj, ka1 rof je To u . Crora je J0Ka3 MOTITYH. O

Caza, Kaja CMO yTBPIMJIA HEKe 0J1 ajrebapCKuX ollepeanyja Koje IPOUu3BO/Ie
opuramu OpojeBe, IPUPOIHO je 3AMUTATH Ce ITOCTOJU JIM JOII Onepanuja Koje he
aTh UCTe. JeaHOM KaJla Ce HAIPAaBH JINCTA CBUX HAUWHA 33 J00Hjarhe OpUramMu
OpojeBa u MeTo/ie KOjoM fie ce TecTupaTu ma Ju ce 1aTu OpOj MOXKe JT0OUTH, OH/IA,
hemo 3HaTH KOjU Cy T€OMETPHjCKHU OOIHITN N3BO/bUBA 38 KOHCTPYHUCAIHE, a KOjI
ue. OBo Baxku 300r Tora mITo je Heka (hurypa U3BOAJbUBA 38 KOHCTPYUCAHE AKO,
7 CaMO aKO Cy KOOPJWHATE CBUX IHEHUX TeMeHA Opuramu OpOjeBH.

Hedbnannumja 8. F 172 je najmare nomnowe 0d C xoje je sameopeno y oo-
nocy wa onepayujy x — 1+ x2.

[Iperxomnaa Teopema Moxe Ourn mpedopmymmcana kao F 477 C Fo. 3a-
npaBo je tauno ga Fo =T JITaZ- IIpema TOMe, TPETXOTHO HaBEJEHE OTEpaITje
KOje TIpOu3BO/Ie OpUraMu OpOjeBe Cy jeanHe He3aBUCHE OIepalinje Koje 1ajy Opu-
ramu Opojese.

Teopema 7. Fo =F g77=.

/lokas. Kako seh smamo na je F 4772 C Fo, camo je morpebno nokasarm na
Fo C F q477z- Oamocno, Tpeba na nokaxkemo Ja ce Omio Koju opuramm 6poj
MOKE M3Pa3uTH yoOMIajeHuM OmeparnmjamMa Tojba | omepanujom x — v/ 1 + z2.
JIoBO/BHO je Pa3sMOTPUTH KOODJWHATE OPUTAMU KOHCTPYKTUBHUX Tadaka, jep
HeKu OpOj je opuramu OpPOj aKO, U CAMO aKO, je KOOPAWHATA KOHCTPYKTHOUTHE
Ta4dKe.

ITocToje camo weTnpu pazmnauTa HAUTNHA KOHCTPYUCAHA HOBUX OPUTAMK TaTaKa
u3 crapux, kopucrehn akcmome 3a opuramu KOHCTPyKImjy. OmHE Cy mirycTpo-
BAaHU Ha camkama 28 m 29.

/

_— = Y - —-

/

Lo L L

Ciuka 28.
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(a l.az)

(b by
Ciuka 29.

Jenuan HaYWH 33 KOHCTPYWCAIE HOBE Tadke Oulie yKOJUKO HOBU YCEK IIPECera
crapu. Yernpu HaYMHA 32 CTBapame HADOpa Cy: MpecaBujameM JuHHje m3mehy
ase nocrojehie rauke Kao Ha JIMHUJU /Ly KK ~6 ma canmy 28, IPecaBHjAmeM CH-
MeTrpaJie JBe TadKe Kao y JAPYroM ey ciauke 28, pedJiieKToBameM JUHUje KAo
Ha Tpehiem gemny ciuke 28, wim GopMEUpameM CHMeTrpase yria Kao Ha CJIUIN
29. Buhe objammen ciaydaj niycTpoBaH Ha cauiy 29, a ocraja TpU OCTaBIbEHA
cy umraoiuMa. Kajaa ce mokazke jga raduka (x,y) 3aBUCH CAMO O] IPONUCAHUX
omepailyja, MoxkeMo mpermnocrasutu aa je (ai,as) = (0,0) TpanciamujoM, 3aT0
wro je rauka (z,y) gobujeHa nojaBameM (a1, as) TpaHcaalUOHO] Tauku. (Ako
cy upase napasesne, pedJekcuja 6uio Koje ase npase je rpanciaanuja.) da-
Jb€ MOZKEMO TIperrnocTaBuTu 12 je (by,bs) Ha jeIUHUIHOM KDPYTY, CKAJIUPAHEM

sato mro he ymmomasame 3a /b7 + b3 = |b1|(/1+ ()2 npeoxpenyn cxam-

pame. Jow Buuie, Mmoxkemo 3a (b1, by) npernocrasuru na je (1,0) jep porauuja
(z,y) — (byx — bay, bax + b1y) mame Tauky (1,0) mazazn na (b1, bs). (Axo ce aBe
npaBe ceky, KoMrosunuja jase pediiekcuje je porarmja. )

(c1,¢2)

c2 (z,y)

(0,0) @ (1,0)
Ciuka 30.
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0 = Zcab je yrao 4mjy cumerpajy TPaxKuMO. Y3 rope HaBeIeHe MPEeTIO-

CTaBKe IMaMO:
c
tgh = =
C1
2tg ¢
o= o1,

CMeHa: tgg =t
(1—t*)tgh =2t
tgf-t> +2t —tgh =0
—24 /4 +4tg%0

t =
12 2tg
—1++/1+tg%0
t1,20 =
tg 6
0 0
(0<9<W=>0<—<E=>tg—>0)
2 2 2
—1+4 /14 (2)?
C1
y
/2
T
Cnnrka 31.

Hopa Tauka (7,y) je mpecex ase mpase y = tg Sz ny = [co/(c1 — 1)](z — 1),
TAKO JIa

[
co c2tg 3

"u =
g Y= oDt g

€Tr =
ca—(c1—1)tg §

IIITO 3aBUCH CAMO OJT MIPOIUCAHUX omeparuja Koje he 6utu npukasame. Ipyrum
peunMa, Tadka (x,y) je opuraMmu KOHCTPYKTUOUIIHA, & TPAXKEHe CUMeTPAJIe yIiia,
0 cBomu ce Ha npecaBujame junuje udmehy ape nocrojehe rauke (Teme yria u
radka (z,y)). O

Y peTxoIHOj TEOPEMU JTaIu CMO ajarebapCcKu ONucC JOMEHa Opuramu 0pojena,
Ka0 ¥ OJTrOBOPE KOju OOJIHIM CY KOHCTPYKTHOWIHU KOPHUINEHEeM OpUTaMUja, a
KOju HHCY. ¥ HPAKCH jé U Jajbe TelIKO OJJIyYUTH 13 JIU je HeKH Jaru Opoj

opuramu 6poj. Ha upumep, /4 + 2v/2 je opuramu 6poj, 3aT0 [ITO MOXKE Ja ce
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npezcrasu y obmuky V1 + o?:

\/4+2\/§=\/1+(1+\/§)2
aJIy 1ITa je ca V1++27

Kako 6ucmo oaroBopu/in Ha OBO MHUTake MOTPeOHA HAM je 00/ba KapaKTepH-
3amnuja opuramu 6pojeBa. Ilpe Hero mro HacTaBUMO Ja/be, pa3MOTpuhieMo HEKe
OCHOBHE YHILEHUTIE U3 AIICTPAKTHE ajredpe.

Heku anrebapcku 6poj, o, je KOpeH jeIuHCTBEHOT MOHHUYIHOI HECBOI/HUBOL IIO-
maroma y Q[z] osmauen ca p,(x). Ilrasume, oBaj moamHOM mMesu OHIO KOjuI
nosmuoM y Q[z] axko 3a KOpeH uMa a.

Hedununumja 9. Konjyzamu 0d o cy kopenu nosunoma pe(x). Anzebapcru
Opoj je NOMNYHO Peasar aKko cy ceu mwez06u kKonjyzamu peaisnu. Cryn nomnyno
peaarnux 6pojesa o3navwuhemo ca Frp.

O, 6pojeBa KOje CMO KOPHCTH/IN 33 MOTHBHCAISE OBOT OjesbKa \/4 + 2v/2
je mormyno peaan 6poj, jep cBu merosu komjyraru (£1/4 + 2v/2) cy peasmn,
amu /14 /2 Huje HOTIYHO peasiaH 3aTO WITO Cy ABA OJ IHEFOBUX KOHjyrara
mmarnrapha (£1/1 — v/2).

V1i+v2=p/
1+vV2 =72
B—1-v2=0/°
Bt—2p%+1=2
Bgt—282-1=0

ot =22 —1=(2® - 1) -2=

(22 —1—-V2)(2® =1+ V?2) =
(—(W}) <_( 1_¢§)>

Osa dakropuzamuja mokasyje 1a cy uyiae +v/1 + /2 u £1/1 — /2, a nowro ase
Hyme nucy peasue, \/1 + /2 Huje ToTaIHO peasam 6poj, ma THME HI OPHTaMIT
6poj.
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Teopema 8. I 1——z C Frp.

OBa Teopema HaM Jaje MpPAKTUYAH YBUI y OIJIYKY jga oxpebenu obsuriu
HE MOry OMTHM KOHCTpyHCaHu momohy opwramuja. Ha mpumep, momohy opu-
ramMmja HEje Moryhe KOHCTpyncaTw [Be KOIKEe Ha Taj HAYHH 2 je 3alpeMuHa
apyre Kouke ayiio selia o npse. Ja je oBa koncrpykuuja moryha, /2 6u 6uo
opuraMu 6poj U CaMuM THM, HOTIYHO peasiad. Mebyrum, xoujyraru ox v/2 cy

V2(—3+ ‘/ng) ¥ V/2, a KaKo mpBa [Ba HUCY peaJIHa, OHa \/2 Hije OpuraMu 6poj.

Kaxko cmo nperxommo Buaenn, V2 = V1 + 12 u V4 +2v2 = /1 + (1+ \/5)2
cy opuramu 6pojesu taxo aa v/ 2 4+ V2 = \/5_1\/4 + 2v/2 je opuramu 6poj. 113

CBera OBOI'a MOXKe Ce BHUJAETH JIOTUYIaH 3aKJby1aK.

Bakspyuak: Kopucrehu opuramu (y 0BOM DECTPUKTUBHOM CMHUCIY, KAKO Cy
nasesu Auckly u Cleveland) nuje moryhe KoHCTpyucaru 1paBoyriu Tpoyrao
ca MPOU3BOJHLHO JATOM XHIIOTEHY30M M KATETOM.

Zloxas. Ja je oBo moryhe, 6umo 6u moryhe m KOHCTpyHCATH IPABOYTJIA TPOYTA0
ca xunoreny3oM V2 4+ v/2 u karerom 1, nomro cy oo opuramu 6pojesu. Buio
KOjU Takas TpOyrao uMao 6u karery gyxume \/ 1+ 2 = \/( 2+/2)2 +12,
as 0Bo je memorylie jep v/1 + /2 Huje nornyno peasam. O

ZKesmmmvo ja npormupumo Be3y usMelhy IOMeHyTe JiBe BPCTe KOHCTPYKITH]a.
Jla pasMoTpuMO, KOHCTPYKIIMje U3BO/I/bUBE IIECTAPOM U JIeUpoM, ako je I
Hajmame nornosbe o1 C y onHoCy Ha onepaiyjy = — +/x, oHja je vz NR cxyn
OpojeBa KOju Cy IIECTapoOM U JIEHUPOM U3BOA/bUBU. I3 Hammer mocaarmmer
pazia, oUuraeano je na opuramm opojern, Fo ce cagpxke y F z N R. 3anpago je
cayuaj 1a je Fo = F zNFre. OBa kapakrepusanuja opuramu 6pojesa je y se3u
ca Xwusibeprosum 17. npobaemom. Ha Mehynapoanom konrpecy maremaruke y
ITapuzy 1900. roguue, Xusibepr je m3ueo mmcry ca 23 mpodsema. Hberos 17.
mpobJIeM OJHOCH Ce Ha, TpejcTaB/bame Aedunntanx dpopvu momohy KBaapara.
1926. Artin je permmo Xwumbepros 17. mpobaem. Kipyuna maeja kojy je Ar-
tin KOpPUCTHO je [ojaM HOTIIYHO 1mo3uTuBHOr. Artin je gokasao ma je ejeMeHt
MOTIIYHO MMO3UTHBAH AKO, W CAMO aKo, je 36up kBajpara. OBOM uiejom ce Mu
BOJIMMO Yy JIOKa3uBamby (pUHAIHE KapaKTepusaluje opuramu 6pojesa.

Yumennia: Axo je K koHauyHa peajiHa ajredapcka ekcrersuja ox Q, omma
je emement on K 30up kBazgpara y K axo, u caMo ako, Cy HE€rOBH KOH]yTaTH
IIOBUTUBHU.

Teopema 9. Fy = Fm = Iﬁ‘ﬁ NFrg.

Jloxas. Beh cmo nmokazanm ma Fo = FW ugalFy C Iﬁ‘ﬁ NFrgr, Tako ma Tpeda
cajia J1a IMOKaxKeMo Jia je Iﬁ‘ﬁ NFrr C Fm Ako je a € Fﬁ NFrgr, onna Ty
MOCTOjW HU3 MOTIYHO peanmHux Opojesa {f}7 | W HU3 MOTHYHO DEATHHX MOJHA
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{Kj}?;ol rako n1a Ko = Q, K; = K;—1(Bk), @ = B, u cBaku 3; uma crenen 2
mazg K;_,. 30or Tora je ; KopeH nmosuHOMA y hopMu

22+ +d;
e je ¢;,d; € K;—1. Crora je (B;+ci/2)? = ¢?/4—d;. Jlokasusamem IpeTxojine
Teopeme, 3HaMO 1a je cBakm Komjyrar o (3; + ci/2)? KBaapar o HEKOr KOHjy-

rara on (3; + ci/2. Oryna, ceaku on Komjyrara o (3; + ci/2)? je mosutusan u
(Bi + ¢i/2)? je 36up xBagpara y K;_ 1. Permamo ma

(Bitci/2)” =iy +ria+ o+

OH/IA,

T2
Bi=mria, |14+ | —

i1

U JoKasuBame je 3appineno. OBuMe cMO MOKa3au jia je OWIo KOju IOTIYHO
peasan 6poj y F 7 opuramm 6poj. O

MelyTum, nopes cBera OBoTa, periema 3a JAYIINPahe KOIKe, TPUCEKITH]y
yria Kao u Koucrpyucame \/ 1 + /2 i camannx Gpojesa cy seli o1aBHO TO3HATA
y opuramujy. IIpemnoct opuraMmja y OIHOCY HA JEHUP U MIECTAP je ¥ TOME 1
opuramu J103B0JbaBA UCTOBPEMEHO IOPABHAE /[BE PA3IMIUTE TAUKe HA JIBE Pa3-
JIMYUTEe TpaBe, MITO HABEIEHU ayTopu Hucy pasmarpanu. OHU Cy pasMarpasin
MO/ICKYT TTO3HATHX ONEepalyja Y OPUTaMujy KOju He T03BOJHABA]y OBY BPCTY HC-
TOBPEMEHOT TIopaBHama. MeljyTum, ncTroBpeMeHo mopaBHAMbE IBE TAYKe HA JIBE
paBe /I03B0JhaBa OPUTAMH]jy Ja Oyie HaaMoNhaH y 0/IHOCY Ha JIELUD U IIeCTap 1
JIa, PeIu ABa KJIACHIHA aHTHIKA MPOOIeMa: AYILIUKAIN]Y KOIKE U TPUCEKITH]y
JaTor yrJa.
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5 Opuramum KOHCTPYKIIHje

Y oBowm morsaBsey Kopwumihen je mormyH cucreMm Huzita-Hatori akcmoma, Ha
OCHOBY KOJjUX Ce MOXK€ MOKa3aTH MPUMEHa OPUTaMUja Y HEKUM TeOMeTPHjCKIM
KOHCTPYKIIjaMa.

5.1 Tpuceknuja yria

Pememe koje je nao Tsune Abe u3riema oBako:
Hexka ce yrao xoju keqnTe TOJETATH HA TPU jeTHAKA Jeja HATA3U Y JTOHEM
JIEBOM yIJIy mamupa ca KojuM paaumo. Hasosumo Taj yrao 6. (Osze mnper-
[OCTAB/HAMO JIa, je yrao @ omrap yrao, ajgu OBa METOJA MOXKE Ce jeJHOCTABHO
upowmMpuT U Ha rTyne yrjiose.) Hanpasure apa mapasiessa jeJHako yjajbeHa
npernba Ha aay. Jlomu mperud o3uadmmo ca lq, a Apyru Kpak yria KOju JeTuMO
o3uaumMo ca ls. Heka cy Tauke B u F gare kao Ha caunm 32.

A P D A P D A P D

Ciuka 32.

IIperube y reomerpmjcKOM CMHUCIY mOocMarpaMo Kao mpase. Tako mperu6 [y
MOKeMO rmocMarpard Kao mpaBy [1. [IpecaBujre tauxky B ma mpaBy [ n Taduky
F na npasy l». Kako oBo Huje HuMAaJIO jarano, mopahere Buile myra MoKy aTn
mpe Hero mTo Hahere mMpaBo MECTO 3a CaBUjabe, HO MO AKCHOME 6 TOCTOjU TaKBa,
JIMHUjA CABUjabA.

Ciuka 33.

Y OBOM TIOJIOXKAjy MAIMp MOHOBO MPECaBUjTe IyK mperuda [y Kao Ha caunu 33,
a 3aruMm Ta paszmorajre. Jlobmam cmo HOBu mperund koju hiemo o3nauuTu ca ls.
IIpommpure mperud I3 10 AOWHEr JIEBOT yIJIA.

38



Ciuka 34.

Tauka B jexu Ha nperudy 3, a nperub I3 gemu yrao 6 y ommocy 2 : 1 (cauka
35.).

I

\
Wl

B C B C
Ciuka 35.

Jloxas. Jla 6GucMo OBO M JOKA3AJH, O3HATUNEMO TadKe Kao Ha CJIUIH:

Ciuka 36.

Kako je E'B’ = EB, a tauka G’ je cpequmire nyxu E'B’, cienu na je G'B' =
GB = B'D.

Vamumo Tauky S TakBy na je GS = SG' u BS = SB'.

W3 nonynaprocta AGSB n AG'SB’ nobujamo £ GSB = £G'SB’, a ¢ 063upom
na je ABSG' = 180°, MOkeMO 3aKJbyunTH Ia Tadka S mpunaga gayxku BG
omHocHO cumerpann ayxu B'E’ tpoyrma ABB'E'.

Honaszumo 110 3axmydka na cy £SG'B’', £SGB u £ BG' B’ mehycobro jennaku
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n n3HOCe mo 90°.
N3 ceera osora (Ha ocuoBy craBa CCY) ciuemmn:

AFE'BG' =2 NG'BB’ = B'BD
Tume cmo nokasamu ga cy £ E'BG, £G'BB’ u £ B’ BD wmelycobno jeqmaku. O

Texnnka 3a TPUCEKIHjy TYIOT yria KOjy je OcMucano (hbpaHIlyCKU MaTeMa-
tuaap Jacques Justin miycrposana je ma coaunu 37. Kako cBaku yrao mozxke
OUTH 1MO/eJbeH HA TPHU jeHAKA YIJIA TPUCEKIMjOM HHErOBUX KOMIIOHeHATa, 00e
OBe TeXHUKe MOI'y ce Kopuctutu 3a busio koju yrao. Texnuka Jacques Justin-a
He 3axTeBa Kopuiheme yria KBaJpara U WIyCTPOBaHA je Kao Ja ce HaJa3u Ha
cpeauHu OeCKOHATHOT JucTa. KJbYydHO je HAMOMEHYTH 13 00e TeXHUKE 3aXTeBajy
HCTOBPEMEHO PABHAME [[BE TAYKE HA JINHU]jH.

Tpucekuuja ( Jacques Justin) je caeneha:

1) VYrao 3a rpucekuujy je yrao ZOX.
2) IIpoayxwuru moxynpase ZO u XO.
3) IIpecasutn X wa X’ kpo3 Tauxy O.

4) Usnpojurn tauke A’ u A” wa npasama ZO u Z’'O Ha jemaaxoj ymabeHoCTn
on, rauke O.

5) IIpecasujatum tauxe A’ u A” na nexxe wa mmamjama X'O u YO u onputn.

6) IIpecaBuTy JIMHHUjYy KOja je TOJ MPABUM YIJIOM HA MOCIEIEM YCEKY KpO3
radky O Kako OM ce TPUCEKIINja U3BPIIIIIA.
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3a noceban ciaydaj y KOMe ce KOMILIeTan Kpyr Jesan Ha N jeaHaKuX J1e10Ba,
MIOCTOJH jOIII jeHa MTOPOIUIA OPUTAMU KOHCTPYKITHja KOjy je OTKPHO ayCTPHjCKI
maremarudap Robert Geretschlager, Ha 0CHOBY reoMeTpHjCKUX KOHCTPYKIIHjA
Koje marupajy n3 1980-ux.
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5.2 Jlynnaumpame KOIKe

Jymiupame gare KOIKe /IyKUHE UBUIE Y 3HAYU YABOCTPYUEHE 3AllPEMITHE
Te Konke. PemaBamem jeqnaqdnne Vo = 2V; mobujamo ma IyKUHA WBUIE HOBE
KOIKe Mopa Gt jemnaxa = = yv/2. OBo je pereme KyGHe jeHadnHe I HA Taj
HaYWH OM TpebasIo 1a MO y MOryNHOCTH /13 YCIEITHO PeIuMo KyOHy jeTHAnHY
(momohy Jiewupa u mecrapa o uuje moryhe, aau nomohy opuramuja jecre).
Peter Messer uma jemHocTaBaH W ejleraHTaH HAYWH [1a TO ypagd caBujajyhm
nanup[4].

'
=

/
/
- -

—
Y
-

N

a) b) <)
Cimka 38.

IIpso mpecasujre kBagpar #a tpehune. Heka cy mare tauke Py, P, u mperubu
l1, I ka0 mTo je mpukasano ua ciauim 38. [lorom ce mpecaBuje manup Tako J1a
ce Tauka P, cmecru na nperub [y, a tadka Py na uperub lo (a to je moryhe na
ocuoBy akcuome 6). Tana rauka P, neiau nperub l; Ha ape ayxu - X u Y, a
BUXoB ofHoc X /Y npencraBiba KesbeHn 6poj, V2.

JIoKasKuMO 712 je TO 3amcTa /2.
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Zloxas. Heka cy tauke P, u P, nare, u tauke A, B, D u P ka0 Ha Cauu:

Ciuka 39.

BarnM, Heka je |AB| = = +y, |AP)| = z, |P1B| = y u neka je |BD| = z.
Hobujamo |BD| + |P1D| =« +y u |PD| = \/y? + 22, a u3 Tora crenu:

22 4 2xy

= St (4)

Baxu na je |PLPy| = |AP| = %|AB| = % u |PP|=|AB| - |PB| - |AP| =

2w— .

==+, Tpoyrao APP\ P, je cimaan tpoyriny ABDPy, na u3 CIMYHOCTH Clie/Iu
. |PiD| _ |PiPs| ytz 1 _ ytz

A2 je Tppp = Tpp| s OAHOCHO = 1= 2oty WTH

22% + 2y —y?
z2=——

3 (5)

U3 (21) u (22) cnenm 42 + 622y — 2y° = 323 + 62%y. Omarne je 2° = 293, 1j.
r=yy2. O
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5.3 Opwuramm Komka

Y3MuMO manup KBaJIpaTHOr ODJIMKA U Hera CaBUjarbeM IOIeINMO Ha, Y€TBP-
tuHe. J/lobujerne mpernde o3HAIUMO peaom ca lq, lo u l3.

-
Lak
-

Ciuxka 40.

IIpecaBujemo neBu pyd mamnmpa a0 nperuda li, a gecHu g0 mpernda ls.

4 N

é.j o

Ciuka 41.

Caza mpema yHyTpa MpecaBujMo JjeBu pyd mammpa Iy nperuda li, a TO UCTO
MMOHOBUMO Ca, JIECHE CTPAHE; MPECABUjMO JIeCHU PyD manupa mpemMa yHyTpa TyK
nperuba 3.
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d,j 2 I

Ciuka 42.

OxkpeHnMo mamup Ha JApyry crpany. [opmu JecHu yrao CaBujMO 70 JeBOT pyda
mamnupa, a J0WmHU JIEBH yrao CaBHjMO JI0 J€CHOT pyOa mammpa.

Ciuka 43.

Cazia ropibu BPX IPECABUjMO Iy2K JEeCHOr pyba mamnmpa, a J0bU BPX JIyK JI€BOr
pyba nmammpa, a 3aTuM UCIPABAMO BPXOBE.

Ciuka 44.
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OKpeHnMOo manup Ha, APYry CTPAHYy W MOTJIEAAjMO IIITa ¢MO aobuau. W3pamguim
CMO MOJIEJT OJT Kojer ieMo cacTaBUTH KOIIKY.

Ciuka 45.

Jla 6m Mormn oOIUKOBATH KOIKY MOTPEOHO je M3PAIUTH MIECT OBAKBUX MOIEA.
Momen Koju cMO U3PAIUIN UM OOJNUK [TapajeorpaMa dnje IBe CTPAHUIE UMajy
renmhe. Y renuh cBakor Mojesna yOammMo BPX APYyror MOJETA W Ha Taj HAYHH
MOBEYKUMO MOJIEJIE Y jeIHY MEJUHY - KOIKY.

Ciuka 46.
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6 3akspydak

[IomTo je opuramMum MPUINYHO HOBA TeMa, JUMHUTH y KOHCTPYKITHjaMa TeK
Tpeba ja Oyay orkpuBenu. Ha mpumep, Kao mTo je momeHyTo panwuje, Humi-
aki Huzita, jamancko-uTa mjaHcKu MaTeMaTHdap W OPUTaMUA YMETHHUK, OTKPHO
je mect o cemaM opuramu akcumoma 1992. roaune, anm gecer roguHa KacHUje,
Hatori je cymmpao jomr jeamy axcmomy. /loka3ano je 7a cy IPETXOTHO MTOMEHYTE
aKCHOMe TIOTIIyHE (y HEKOM CMUC/IY ), Il HOBE KapAKTEPUCTUKE MOT'Y YBEK OUTU
OTKpPWBEHE.

Ilopen oBUX HHTPUTAHTHUX KOHCTPYKTHUBHHUX CBOjCTaBA, OPUTAMH BPEIH CTY-
JUPATH U UCTPAZKUBATH Y JAPYTUM OOJACTAMA BE3AHNM 33 MATEMATHUKY, HA TPH-
Mep, MOCTOju Be3a u3Meljy opuraMuja u TOMOJIOTHje, YaK U TeopHja rpadoBa nma
Be3y ca OpUTaMUIjeM.
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