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1 Origami

Req origami nastala je od dve japanske reqi ,,ori", u znaqe�u saviti i

,,kami", jedne od nekoliko japanskih reqi za papir. To je tradi
ionalna

japanska vextina kreira�a modela od papira. Papir se savija u razne

modele, ne sme se se�i ili lepiti, mo�e biti jednobojan ili dvobojan.

Ova umetnost postaje sve popularnija. Svakim danom pove�ava se broj

	ubite	a origamija u svetu. Raste broj objav	enih k�iga, osnovanih orga-

niza
ija i otvorenih strani
a na Internetu. Popularnost i raxirenost

origamija pokazuju organiza
ije poput: Origami Deutchland, Mouvement
Francais des Plieurs de Papier, Israeli Origami Center, Centro Diffusione Ori-
gami (Italy), Japan Origami Academic Society, Origami USA, Asociaci Espa-
nola de Papirofleksia, British Origami Society...

Zadiv	uju�e je to xto se mnogi zapa�uju�i komadi origamija prave od

jednog komada papira, bez iseqaka. To je takozvani tradi
ionalni origami,

kod koga se konstruk
ije izvode korix�e�em jednog lista papira koji ima

oblik kvadrata ili pravougaonika. A razlikujemo i modularni origami,

kod koga se razliqiti individualni delovi povezuju u jednu 
elinu.

Slika 1.

Niko ne zna kada je umetnost origamija izmix	ena, ali, poxto je qo-

vek prvo morao da izmisli papir, slobodno mo�emo re�i da ova tehnika ne

mo�e biti starija od 2000 godina. Iako ima japansko ime, pojedin
i veruju

da je vextina potekla iz Kine. Tu tvrd�u ne mo�emo sasvim odba
iti, jer

se koreni mnogih umetniqkih formi koje se danas smatraju svojstvenim

razliqitim zem	ama, nalaze upravo u Kini. Iako je tamo najverovatnije

i nastao, origami je pravi pro
vat do�iveo u Japanu, gde se i tretira kao

na
ionalna umetnost. Ve� u 8. veku, postao je sastavni deo raznih 
ere-

monija u Japanu. Samuraji su razme�ivali poklone koji su na sebi imali

ukrase ,,no xi" - savijene trake papira. Za vreme obreda xintoistiqkih

venqa�a, korix�eni su origami leptiri koji su simbolizovali mladen
e.

Postoji oko hi	adu modela koji se smatraju ,,tradi
ionalnim origami-

jem"i koji se u japanskoj kulturi prenose sa kolena na koleno, najqex�e s
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majke na de
u ili izmeÆu de
e. Xtavixe, sve do sredine 20. veka smatralo

se da je origami razonoda za �ene, koje papirne modele prave za venqa�a,

sahrane i druge prilike, ili zabava za de
u. Pored Japana, ova vextina se

pojavila i u drugim delovima sveta, na primer, u Xpaniji gde je poznata

pod imenom papirofleksia.

Kanamodo, najstarija k�iga sa uputstvima za izradu predmeta koji liqe

na origami, nastala je u 17. veku. Najstarija k�iga o origamiju za razonodu

jeste ,,Hiden senbazuru orikata"iz 1797. godine. Naslov bi se grubo mogao

prevesti kao ,,Tajna tehnika savija�a hi	adu �dralova". A najva�nija

liqnost u istoriji origamija i �egovom razvoju bio je Akira Yoshizawa
(1911 − 2005), koji je drevnu japansku tradi
iju savija�a papira podigao

na nivo nove moderne umetnosti. Za �ivota je krirao oko 50000 modela,

objavio 18 k�iga i inspirisao nove genera
ije svetskih origami majstora.

�emu dugujemo nove tehnike oblikova�a origami modela, kao i naqin za-

pisiva�a savija�a. Izlagao je u mnogim metropolama sveta.

Slika 2.

Origami se u prin
ipu pravi od papira, iako se mogu koristiti i dru-

gaqiji materijali, kao xto je tkanina i sl. Za ve�bu i neke jednostavne

modele qesto se koristi papir za fotokopira�e standardne gustine 70 −
90g/m2

. Pored toga, mogu�e je koristiti i razne druge vrste papira - fo-

liju, papir za uvija�e, hamer, pelir papir itd. Postoji i spe
ijalizovan

papir za origami koji je najqex�e dvobojan i u obliku kvadrata. Iako je od

kvalitetnijeg papira lakxe napraviti lepe modele, za poqetak nije nu�no

imati ovakav texko dostupan i skup papir.

U Japanu se qesto koristi ,,vaxi" - spe
ijalan papir qvrx�e strukture
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naprav	en od pulpe dobijene iz kore nekoliko karakteristiqnih drvena-

stih vrsta koje rastu u Japanu.

Postoji i posebna grana origamija koja koristi novqani
e za prav	e�e

modela i to najqex�e ameriqki dolar.

Slika 3.

Origami se danas koristi u obrazova�u, nau
i i umetnosti, inspira-


ija je modnih i arhitektonskih krea
ija, pokre�e nove ideje. Posled�ih

godina nalazi primenu u podruqjima kao xto su razvojni i terapijski

programi. Kada ve�bate origami, aktivirate 
eo mozak, obe �egove he-

misfere. Taktilne, motorne i vizuelne zone mozga su stimulisane, po-

bo	xava se koordina
ija oko-ruka i fina motorika, memorija, neverbalno

mix	e�e, pa��a, strp	e�e, 3D razumeva�e (snala�e�e u prostornim od-

nosima), maxta i kreativnost rade naporno. Jav	a se prijatno raspolo�e-

�e i emo
ije zadovo	stva (ponos na svoj rad), xto utiqe na samopouzda�e

i pozitivnu sliku o sebi, a razvija se i smisao za estetiku. TakoÆe, prema

najnovijim istra�iva�ima, kada se anga�uju obe ruke, pokre�u se motorni

impulsi koji aktiviraju deo mozga zadu�en za jezik i govor.

U xkolama su poqeli da shvataju da je to izuzetan obrazovni materijal

s mnogo mogu�nosti. Pojedini nastavni
i matematike koriste origami da

bi obogatili lek
ije iz geometrije, uqe�e razlomaka i vextinu rexava�a

matematiqkih problema. Nastavni
i tehniqkog obrazova�a koriste ga u

izradi maketa i modela. U medi
ini origami se koristi u fizikalnoj

terapiji u okviru terapija rehabilita
ije mixi�a, a psiholozi ga kori-

ste u raznim mentalnim i razvojnim programima. Odliqno je sredstvo za

oslobaÆa�e od stresa. Pogodan je za sve genera
ije - od de
e u razvoju, do

starijih 	udi.

IzraÆiva�e origami modela prikladno je za rad u grupama, jer se uz

timski rad ostvaruje i so
ijaliza
ija. Uqeni
i usvajaju nove matematiqke

pojmove i uoqavaju nove odnose u prostoru ili ravni. Za savija�e papira

koriste vlastite ruke koje prate odreÆen niz koraka i daju vid	ive re-

zultate. Da bi rezultat bio uspexan, kora
i se moraju sprovesti na taqno

opisan naqin. Tako se razvija spretnost i pre
iznost u radu.
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Origami je i izvor zabave. Mnogi 	udi u�ivaju u izradi modela, a

svoje ideje vole deliti s drugim 	ubite	ima origamija. Postoje i brojne

origami organiza
ije koje odr�avaju redovne konven
ije svake godine. Sva-

kodnevno raste broj objav	enih k�iga, osnovanih druxtava i organiza
ija,

a na Internetu se mogu na�i brojne strani
e s origami dijagramima i uput-

stvima za savija�e, razliqite aktivnosti vezane uz origami kao i radovi

posve�eni origamiju sa nauqne strane.

Kao xto je ve� pomenuto, origami ima svoju primenu u matemati
i, ali

i u drugim podruqjima kao xto su elektrotehnika ili optika. Origami-

jem se mogu izraditi hi	ade raznih objekata, od zmajeva i pti
a preko


ve�a do raznih matematiqkih modela. Slo�eniji matematiqki modeli

izraÆuju se pre svega korix�e�em modularnog origamija. On se prime�uje

za vizualiza
iju odreÆenih geometrijskih pojmova, jer oqiglednost u na-

stavi matematike ima va�nu ulogu. Mnoge aksiome, teoreme i defini
ije

je mnogo lakxe razumeti ako one dobiju svoj vizuelni prikaz. A pomo�u

modularnog origamija mo�emo da prika�emo trodimenzionu geometriju,

Platonova tela, poliedre, 
entralnu i osnu simetriju, poligone, paralel-

nost i normalnost, podudarnost i sliqnost, povrxinu i zapreminu, uglove

i simetrale uglova... TakoÆe, mo�emo dokazati neke teoreme.

Ve� u ni�im razredima osnovne xkole uqeni
i poqi�u izvoditi jedno-

stavne geometrijske konstruk
ije koriste�i geometrijski pribor: le�ir i

xestar. Materijal potreban za rad je jedan ili nekoliko listova papira.

Nisu potrebne ni makaze ni lepak. Ovakva vrsta materijala dostupna je

u gotovo svim xkolama, stoga se vrlo lako mo�e osmisliti zabavan, za-

nim	iv i pouqan qas matematike, koji �e pobuditi interes uqenika za

da	a, samostalna istra�iva�a. IznenaÆuju�e, ispada da je origami mnogo

mo�niji od konstruk
ija le�irom i xestarom, jer mnoge stvari koje ne

mogu da se konstruixu korix�e�em le�ira i xestara, kao xto je dupli-

ra�e ko
ke i de	e�e jednog ugla na tri dela, mogu se napraviti pomo�u

savija�a papira.

U elementarnoj geometriji ne postoji algoritam kojim bi se, u opxtem

sluqaju, moglo odrediti koji se konstruktivni zadatak mo�e rexiti pomo�u

le�ira i xestara, a koji ne. Odgovor na ovo pit�e dobija se primenom

analitiqke geometrije, uz teoriju algebarskih jednaqina. A poxto je pro-

uqava�e origamija priliqno novije, ne postoji ograniqe�e koja vrsta kon-

struk
ija mo�e biti izvrxena pomo�u savija�a papira.
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Slika 4.

Ci	 ovog master rada je upoznava�e sa primenom origamija u nekim geo-

metrijskim konstruk
ijama, kao i mogu�a primena istog u nastavi mate-

matike, usled nemogu�nosti xestara i le�ira. Rad se mo�e podeliti na 4

eline.

Prvo poglav	e je uvodnog karaktera i ono qini prvu 
elinu u radu. U

ovom delu prezentovan je origami, istorijat �egovog nastanka, sa poseb-

nim ak
entom na �egovu primenu u raznim oblastima i matemati
i, pre

svega.

Drugi deo rada je posve�en algebarski konstruktibilnim brojevima. Tu

se uvode pojmovi algebarskog, trans
edentnog i konstruktibilnog broja,

kao i dokaz za nemogu�nost rexava�a klasiqnih grqkih problema pomo�u

xestara i le�ira.

Naredna dva poglav	a u radu se bave svojstvima origamija. Nakon uvoÆe-

�a osnovnih aksioma origamija, fokus ovog poglav	a je na pojedinim kon-

struk
ijama koje su mogu�e korix�e�em origamija. To �e biti uglavnom

zasnovano na David Auckly-jevom i John Cleveland-ovom qlanku, ,,Totally
Real Origami and Impossible Paper Folding". Va�no je napomenuti da su oni
u svom radu posmatrali podskup poznatih opera
ija u origamiju koje ne

dokazuju �egovu nadmo�nost u odnosu na le�ir i xestar.

Qetvrta 
elina u radu posve�ena je glavnoj temi ovog master rada, ori-

gami konstruk
ijama. Prikazana je trisek
ija ugla i duplira�e ko
ke

pomo�u origamija, kao i dokazi za navedeno. Prikazan je i postupak za

izradu origami ko
ke, kako se pomo�u origamija mo�e izraditi navedeni

trodimenzioni objekat.
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2 Algebarski konstruktibilni brojevi

,,Our difficulty is not in the proofs, but in learning what to prove.”

Emil Artin

Predstav	a�e po	a konstruktibilnih brojeva potrebno je za rexava�e

quvenih geometrijskih problema starih Grka. Algebra, kao matematiqka

dis
iplina koja prouqava strukturu, mo�e da pomogne u rexava�u klasi-

qnih geometrijskih problema koji se tiqu konstruk
ija (matematiqkim)

le�irom i xestarom. Koriste�i samo le�ir i xestar mo�e se izvrxiti

veliki broj konstruk
ija, kao na primer: mo�e se na�i simetrala du�i

ili ugla, iz taqke se mo�e konstruisati normala na pravu, mogu se kon-

struisati neki uglovi, npr. 60◦, 30◦, mnogi pravilni mnogouglovi itd. U
svim tim konstruk
ijama le�ir se koristi isk	uqivo kao prava ivi
a,

tj. kao instrument pomo�u kojeg mo�e da se konstruixe prava linija, ali

kojim se ne mere du�ine. Kroz istoriju matematike jav	ali su se razno-

vrsni problemi koji ne mogu da se rexe samo upotrebom le�ira i xestara,

a verovatno �e tako biti i u budu�e. Ovde �emo se ograniqiti samo na neke

probleme koji su oduvek zaokup	ali pa��u svih 	ubite	a matematike,

kao xto su tri klasiqna grqka problema:

1. DUPLIRA�E (UDVOSTRUQE�E) KOCKE (na�i strani
u ko
ke

qija �e zapremina biti dva puta ve�a od zapremine date ko
ke);

2. TRISEKCIJA UGLA (na�i tre�inu datog ugla samo upotrebom le-

�ira i xestara);

3. KVADRATURA KRUGA (konstruisati kvadrat koji ima istu povrxinu

kao dati krug);

Ovim problemima kasnije je dodat jox jedan:

4. KONSTRUKCIJA PRAVILNOG SEDMOUGLA

Poznata geometrija Euklida zasnivala se na geometrijskim konstruk
i-

jama izvedenim samo le�irom i xestarom, ravnopravnim u konstruk
i-

jama. Mnogi matematiqari su se kroz vekove bavili pita�em rexava�a

ovih problema. Nerexeni problemi ovog tipa su podstakli jedno sasvim

novo razmix	a�e, da li je uopxte mogu�e rexiti postav	ene probleme.

Naime, matematiqari su dobili novi problem: Kako je mogu�e dokazati

da neki problemi nemaju rexe�a? Odgovor je le�ao u modernoj algebri

i teoriji grupa. Problem rexava�a algebarskih jednaqina datira odavno

i dugo je bio 
entralni sadr�aj algebre. Opisi rexava�a nekih jedno-

stavnih algebarskih jednaqina pojav	uje se jox 2000 godina pre nove ere,

u Egiptu. Vavilon
i su znali da rexavaju kvadratne jednaqine, dok su se

rexava�em jednaqina tre�eg i qetvrtog stepena u 16. veku bavili �iro-

lamo Kardano, Nikolo Tarta	a, Ludoviko Ferari, Xipione del Fero i
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mnogi drugi. Prve osnove rexivosti algebarskih jednaqina dao je fran
u-

ski matematiqar Galoa, moderna algebra koju su zapoqeli Rufini, Abel i

Galoa, dokazala je da su ovi problemi nerexivi, odnosno da ih je nemogu�e

rexiti samo upotrebom le�ira i xestara.

Uvex�emo pojam konstruktibilnog broja, koji je neophodan za bo	e ra-

zumeva�e i rexava�e navedenih problema, tj. koji �e nam pomo�i u do-

kaziva�u nemogu�nosti rexava�a pomenutih problema. Navex�emo neke

osnovne pojmove, defini
ije i teoreme o proxire�ima po	a koji �e nam

biti potrebni za dokaziva�e nekih osobina o konstruktibilnim brojevima.
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2.1 O proxire�ima po	a

Za po	e L ka�emo da je raxire�e datog po	a K i pixemo L ≥ K ili

K ≤ L, ako ima bar jedno potpo	e K0 koje je izomorfno tom po	u K.

Kako izmeÆu izomorfnih po	a nema suxtinskih razlika, tu obiqno po-

	a K0 i K poistove�ujemo, pa je tada i samo po	e K jedno potpo	e od L,
kao i L jedno natpo	e od K.

S druge strane, svako po	e L je i vektorski prostor nad bilo kojim

�egovim potpo	em K. Aditivna grupa tog prostora L = LK je upravo

aditivna grupa po	a L, dok je �egovo mno�e�e skalarima iz K ⊂ L indu-

kovano mno�e�em u samom po	u L.

Za raxire�e L po	a K ka�emo da je konaqno, ako je odgovaraju�i vek-

torski prostor LK konaqne dimenzije. U tom sluqaju, dimenziju tog pro-

stora oznaqavamo sa

dimLK = [L : K]

i zovemo stepenom uoqenog raxire�a L po	a K. Drugim reqima, ako je

[L : K] = n, onda to znaqi da postoji bar jedan sistem e = [e1, . . . , en]
elemenata iz po	a L za koji svako a ∈ L ima taqno jedan rastav oblika

a = α1e1 + · · ·+ αnen, sa αr-ovima iz K.

Na primer, po	e R nije konaqno raxire�e po	a Q, dok je po	e C ra-

xire�e po	a R stepena 2 = [C : R]. Ovo posled�e va�i zato xto je sistem
e = [1, i] i jedna baza vektorskog prosora CR. Naravno, tada ni C nije

konaqno raxire�e po	a Q.

Teorema 1. Ako su raxire�a po	a L ≥ F i F ≥ K konaqna, tada je po	e

L konaqno raxire�e i po	a K i pri tom va�i

[L : F ][F : K] = [L : K].

Dokaz. Neka su e = [e1, . . . , em] i f = [f1, . . . , fn], tim redom, bilo koje

baze odgovaraju�ih vektorskih prostora LF i FK . To posebno znaqi da je

[L : F ] = m i [F : K] = n. Uz to po	e L sadr�i i svaki od proizvoda erfs,
pa je dovo	no dokazati da je i sistem h = [erfs : 1 ≤ r ≤ m, 1 ≤ s ≤ n] jedna
baza vektorskog prostora LK . Pre svega, za svako u ∈ L postoje ar-ovi iz

F , kao i αrs-ovi iz K za koje je

u =
∑

r

arer

i

ar =
∑

s

arsfs

za svako r. Zame�uju�i ar iz druge od tih rela
ija u prvu, odmah sledi

da je u =
∑

αrserfs a samim tim i da je h jedna generatrisa vektorskog
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prostora LK .

TakoÆe, ako je tu u = 0, iz
∑

αrserfs = 0 sledi da je i
∑

arer = 0. Kako
su ar-ovi iz F i e baza u LF , ovo posled�e je mogu�e jedino ako je i ar = 0,
to jest

∑

αrsfs = 0 za svako r. Uz to je i f baza u FK , pa odatle sledi da je

i αrs = 0 za svako s. Otuda i samo tvrÆe�e, jer to taqno znaqi da je sistem
h i linearno nezavisan u LK .

Postoje brojevi koje ne mo�emo predstaviti u skupu ra
ionalnih bro-

jeva, tj. u obliku razlomka saqi�enog od dva 
ela broja (sa imenio
em

razliqitim od nule). Pojam ira
ionalnosti, tj. ira
ionalnih brojeva,

bio je poznat jox u staroj Grqkoj, kada je prime�eno da u skupu Q nije uvek

mogu�e korenova�e, tj. kvadratni koreni nekih ra
ionalnih brojeva nisu

ra
ionalni brojevi.

Razlikujemo dve vrste ira
ionalnih brojeva: algebarske i trans
endentne

brojeve.

Defini
ija 1. Broj α ∈ L je algebarski nad Q ako postoji polinom

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n
nad Q pozitivnog stepena takav da je broj α

nula polinoma p(x), odnosno koren jednaqine p(x) = 0.

Ako je svaki element iz L algebarski nad Q, L je algebarsko proxire-

�e po	a Q. Ako takav polinom ne postoji, onda je broj α trans
endentan

nad Q. Brojevi π i baza prirodnog logaritma e su najpoznatiji primeri

trans
endentnih brojeva. Dokaz za trans
endentnost broja e dao je Ermit
(Hermite) 1873. god, a trans
edentnost broja π dokazao je Lindeman (Lin-
demann) 1882. god.
U opxtem sluqaju ne postoji algoritam za utvrÆiva�e da li je dati ira-


ionalan broj algebarski ili trans
endentan.

Minimalni polinom elementa α nad Q je nesvod	iv polinom p(x), sa
koefi
ijentima iz Q, najma�eg pozitivnog stepena koji anulira elemenat

α i koji ima najstariji koefi
ijent jednak 1. Stepen minimalnog poli-

noma je stepen algebarskog elementa α nad Q. Za svaki algebarski element

postoji jedinstven minimalni polinom.

Primeri.

1. Svi ra
ionalni brojevi su algebarski brojevi stepena 1 nad Q, jer je

svako a ∈ Q rexe�e jednaqine x− a = 0.

2. Element

√
5 je algebarski nad Q stepena 2, jer je koren jednaqine

x2 − 5 = 0.

3. Element

3
√
7 je algebarski nad Q stepena 3 jer je to koren (nula) jed-

naqine x3 − 7 = 0.

4. Element

√

1 + 3
√
2 ima minimalni polinom stepena 6, jer iz α =

√

1 + 3
√
2 sledi 1+ 3

√
2 = α2

, odnosno

3
√
2 = α2−1, a odavde kubira�em

10



dobijamo jednaqinu xestog stepena sa ra
ionalnim koefi
ijentima

α6−3α4+3α2−3 = 0. Dakle, polinom f(x) = x6−3x4+3x2−3 anulira
element α i nesvod	iv je, prema Ajzenxtajnovom kriterijumu, te je

minimalni za α.

Neka je L proxire�e po	a K i S podskup u L. Najma�e potpo	e u L
koje sadr�i K ∪ S je presek svih potpo	a u L koja sadr�e K i podskup

S. Za takvo potpo	e ka�emo da je generisano sa S nad K i oznaqavamo

ga sa K(S). Spe
ijalno, ako je S = t, onda �emo po	e generisano sa K ∪ t
oznaqavati saK(t). Proxire�e K(t) je po	e koje je generisano elementima
iz K i elementom t. Jasno je da je K(t) = K ako i samo ako t ∈ K.

Ako je K(t) = L onda ka�emo da je L prosto proxire�e po	a K. Ako

je pri tome t algebarski element, onda ka�emo da je L prosto algebarsko

proxire�e po	a K. Ako je t trans
endentan elemenat, onda je L = K(t)
prosto trans
endentno proxire�e. Sliqno �emo proxire�e po	a koje je

generisano po	em K i skupom elemenata S = {t1, . . . , tn} oznaqavati sa

K(t1, . . . , tn).

Primenom vixe prostih proxire�a mo�e se dobiti proxire�e L po	a

K koje sadr�i date elemente t1, . . . , tn ∈ L. Drugim reqima, K(t1) je najma-
�e po	e koje sadr�i K i elemenat t1. Nakon toga, proxirimo po	e K(t1)
dodava�em elementa t2. Ovaj postupak mo�emo nastaviti dok ne dobijemo

po	eK(t1, . . . , tn) kao proxire�e po	aK(t1, . . . , tn−1). Dakle imamo lana

proxire�a K ⊂ K(t1) ⊂ K(t1, t2) ⊂ · · · ⊂ K(t1, . . . , tn).

Teorema 2. (Euklidov algoritam za polinome) Ako su p, s ∈ K[x] poli-
nomi, tada postoje jedinstveni polinomi q, r ∈ K[x] tako da je p = q ·s+r,
pri qemu je st(r) < st(s) ili je r = 0.

Dokaz. Doka�imo najpre egzisten
iju polinoma q i r. Dokaz se izvodi

induk
ijom po st(p). Pretpostavimo da je tvrÆe�e dokazano za sve polinome
stepena ma�eg od n. Doka�imo da tvrÆe�e va�i za polinom p stepena n.
Neka je st(p) < st(s). Tada je p = 0 · s + p i st(p) < st(s), dakle q = 0
i r = s zadovo	avaju uslove teoreme. Neka je sada st(p) ≥ st(s), i neka je

p(x) =
∑

i≤n aix
i
i s(x) =

∑

i≤m bix
i
. Neka je u = an

bm
xn−m ·s. Tada je st(u) =

(n−m) +m = n. Vode�i koefi
ijent polinoma u je

an

bm
· bm = an. Stoga je

st(p− u) < n. Zato, na osnovu induk
ijske hipoteze, postoje polinomi q1 i
r tako da je p− u = s · q1 + r i st(r) < st(s). Otuda je

p = u+ (p− u) =

(

an
bm

xn−m

)

· s+ q1s+ r =

(

an
bm

xn−m + q1

)

· s+ r = qs+ r

Polinomi q = an

bm
xn−m + q1 i r zadovo	avaju uslove tvrÆe�a.

Doka�imo jedinstvenost. Neka je p = qs+r = q1s+r1 i 0 ≤ st(r), st(r1) <
st(s). Tada je s(q−q1) = r−r1. Kako je st(r1−r) ≤ max{st(r), st(r1)} < st(s),
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to je st(s(q−q1)) < st(s). Prema formuli za stepen proizvoda, st(s)+st(q−
q1) < st(s). No onda je st(q − q1) < 0.
Dakle, st(q − q1) = −∞, tj. q − q1 = 0, odnosno q = q1. Kako je q = q1, to je
r = r1.

Teorema 3. Ako je polinom p(x) = a0 + a1x+ · · ·anxn
, (ai ∈ K) nesvod	iv

nad K, a α je jedan �egov koren u proxirenom po	u L po	a K, tada je

[K(α) : K] = n.

Dokaz. Neka je α koren polinoma p(x), a polinom p(x) je nesvod	iv nad

K. Tada α ne mo�e biti koren nijednog nenula polinoma iz K[x] ste-
pena ma�eg od n. Pretpostavimo suprotno, da postoji polinom q(x) ∈ K[x]
najma�eg stepena qiji je α koren i pretpostavimoda je st(q(x)) < n. Na

osnovu prethodne teoreme va�i da je p = s · q + r, s, r ∈ K[x] i st(r) < st(q)
ili je r = 0. Poxto r ne mo�e biti 0, jer je p nesvod	iv polinom, onda

je st(r) < st(q), odakle sledi da je α koren polinoma r(x), xto je kontra-
dik
ija sa pretpostavkom da je q polinom najma�eg stepena qiji je koren α.

Neka su 1, α, α2, . . . αn−1 ∈ K(α). Oni su linearno nezavisni, jer ako bi
neka netrivijalna kombina
ija ovih elemenata nad K bila jednaka nuli,

to bi znaqilo da je α koren nekog polinoma iz K[x] stepena ma�eg od n, a
dokazali smo da je to nemogu�e. Jox treba dokazati da ovi elementi gene-

rixu K(α).

Kako je p(α) = an ·αn+an−1 ·αn−1+ · · ·+a1 ·α+a0 = 0, odavde je an ·αn =
−an−1 ·αn−1 − · · · − a1 ·α− a0. Ako podelimo ovu jednaqinu koefi
ijentom
an, dobijamo α

n = −a−1
n an−1 ·αn−1−· · ·−a−1

n a1 ·α−a−1
n a0 pa se za sve k ≥ n,

αk
mo�e prikazati kao linearna kombina
ija elemenata 1, α, α2, . . . , αn−1

.

Zak	uqujemo da za sve b ∈ K(α), b =
∑

0≤i<n ai · αi
, ai ∈ K, tj. svaki

element b iz K(α) se mo�e izraziti kao linearna kombina
ija elemenata

1, α, α2, . . . , αn−1
. Dakle, prsten K(α) je vektorski prostor dimenzije n

nad K, ali K(α) je i po	e. Za svaki polinom s, za koji je s(α) 6= 0, tu su
i elementi 1/s(α) tj. inverzi.

Skup {1, α, α2, . . . , αn−1} je baza vektorskog prostora K(α) nad K, pri

qemu je n = st(p).

Defini
ija 2. Neka je L proxire�e po	a K. Ka�emo da je L korensko

po	e za polinom p(x) stepena n ≥ 1 nad K ako se p(x) mo�e razlo�iti

u L na n linearnih qinila
a p(x) = c(x− a1)(x− a2) · · · (x− an), c ∈ K, c 6=
0, ai ∈ L i ne postoji po	e izmeÆu K i L = K(a1, a2, . . . , an) u kojem se p(x)
mo�e razlo�iti na linearne qinio
e.

Drugaqije reqeno, po	e razlaga�a polinoma p(x) stepena n je najma�e

po	e u kojem taj polinom ima sve nule (n nula).

12



Primeri:

1. Dokazati da je polinom p = x2 + 1 nesvod	iv nad po	em realnih

brojeva R. Zatim odrediti proxire�e po	a R u kojem polinom p ima
nule.

Rexe�e. Ako bi polinom x2+1 bio svod	iv nad R, tada bismo imali

x2 + 1 = (ax + b) · (cx + d) = acx2 + (ad + bc)x + bd, (a, b, c, d ∈ R).
Iz posled�e jednakosti izjednaqava�em odgovaraju�ih koefi
ijenata

dobijamo: ac = 1 i ad+ bc = 0 i bd = 1. Elimina
ijom:

ac = 1 ⇒ c =
1

a

bd = 1 ⇒ b =
1

d

ad = −bc ⇒ ad = −1

a

1

d

ad = − 1

ad

se dobija da je (ad)2 = −1, xto je nemogu�e za realne brojeve a i d.

Po	e realnih brojeva R proxiri�emo po	em R(t) u kojem su svi ele-

menti oblika a+ bt pri qemu je t2+1 = 0, tj. t2 = −1, a koefi
ijenti
a i b su iz R. Dakle, proxire�e po	a realnih brojeva pomo�u nesvo-
d	ivog polinoma p = x2 + 1 izomorfno je po	u kompleksnih brojeva
C = {x+ yi|x, y ∈ R, i2 = −1}.

2. Polinom p = x2 − 2 ∈ Q[x] je nesvod	iv nad po	em ra
ionalnih bro-

jeva Q. Odrediti najma�e po	e u kojem polinom x2 − 2 ima nule.
Rexe�e: Kao xto znamo, stepen proxire�a bi�e 2. Po	e Q pro-

xiri�emo po	em Q(t) = {a + bt|t2 = 2, a, b ∈ Q}, odnosno Q(
√
2) =

{a+ b
√
2|a, b ∈ Q}.

Ako uzmemo x, y ∈ Q(
√
2) tako da je x = a0 + b0

√
2 i y = a1 + b1

√
2,

bi�e:

x+ y = (a0 + a1) + (b0 + b1)
√
2 ∈ Q(

√
2),

x · y = a0a1 + 3b0b1 + (a0b1 + b0a1)
√
2 ∈ Q(

√
2),

x

y
=

a0 + b0
√
2

a1 + b1
√
2
=

a0a1 − 3b0b1
a21 − 3b21

+
b0a1 − a0b1
a21 − 3b21

√
2 = r + q

√
2,

odakle vidimo da i koliqnik x/y takoÆe pripada po	u Q(
√
2). Da-

kle, skup Q(
√
2) je zatvoren za sve aritmetiqke opera
ije: sabira�e,

oduzima�e, mno�e�e i de	e�e, pa je Q(
√
2) po	e. To je najma�e po	e

u kojem polinom p ima nule i svod	iv je.
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Za raxire�e L po	a K ka�emo da je kvadratno, ako je stepena 2, to

jest ako je [L : K] = 2. U tom sluqaju je L = K[λ] i za sva svako λ iz L\K,

jer je jasno da je sistem [1, λ] linearno nezavisan, a samim tim i jedna baza

K-vektorskog prostora L.

To posebno znaqi da je tada i λ2 + bλ + c = 0 za neko b, c ∈ K. Ako

karakteristika od K nije 2, posled�a rela
ija je takoÆe ekvivalentna i

sa

(2λ+ b)2 = b2 − 4c.

Pri tome je i 2λ+b = α iz L\K, pa je tako L = K[α] i za neko α iz L qiji je

kvadrat b2 − 4c = α2
u samom po	u K. U tom sluqaju pixemo i L = K[

√
a],

gde

√
a oznaqava neki element α ∈ L za koji je α2 = a ∈ K.

2.2 Konstruktibilni brojevi

PrevoÆe�e geometrijskih problema na jezik algebre je k	uq za �ihovo

xto bo	e razumeva�e. Pretpostavimo da se tra�i samo jedna du� x. Geo-
metrijsku konstruk
iju tada svodimo na rexava�e algebarskog problema:

na�i vezu izmeÆu tra�ene veliqine x i datih veliqina a, b, c, . . .. Zatim

treba na�i nepoznatu veliqinu x rexava�em te jednaqine i na kraju treba

odrediti da li se to rexe�e mo�e dobiti postupkom koji odgovara kon-

struk
iji pomo�u le�ira i xestara. Le�ir nam slu�i samo za 
rta�e

pravih linija i spaja�e taqaka u ravni, ne kao instrument za mere�e.

Pretpostavi�emo da je dat samo jedan element koji �emo zvati jedini-

qna du� 1. Znamo da uvek mo�emo konstruisati bilo koji nenegativan 
eo

broj n tako xto na proizvo	nu pravu poqi�u�i od neke fiksirane taqke

O nanesemo jediniqnu du� n puta.

Elementarnim geometrijskim konstruk
ijama odgovaraju qetiri osnovne

aritmetiqke opera
ije. Naime, tvrdimo da va�e slede�e osobine:

• Ako su date dve du�i sa du�inama a i b (merene prema datoj jedi-

niqnoj du�i), tada je uvek mogu�e konstruisati du� du�ine a + b.
Neka je OA du� du�ine a i neka je AB du� du�ine b. Na
rtajmo

pravu liniju i oznaqimo na �oj rastoja�a OA = a i AB = b. Tada je
OB = a+ b.

A BO

Slika 5.

Sliqno se konstruixe i a − b (a > b), samo xto se prvo konstruixe
OA = a, pa se AB = b nanese u suprotnom smeru od A, OB = a− b.
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B AO

Slika 6.

Da bismo konstruisali 3a, jednostavno nanesemo a + a + a. Sliqno

mo�emo konstruisati pa, gde je p prirodan broj.

• a/3 mo�emo konstruisati na slede�i naqin. Oznaqimo OA = a na

jednoj pravoj i na
rtajmo bilo koju drugu pravu kroz taqku O. Na

�oj obele�imo proizvo	nu du� OC = c i konstruiximo OD = 3c.
Spojimo A i D i konstruixemo kroz C pravu paralelnu pravoj AD
koja seqe OA u B. Trouglovi OBD i OAD su sliqni, pa prema tome

va�i OB : OA = OC : OD = 1 : 3. Odavde je OB = a/3.

O AB

C

D

Slika 7.

Na sliqan naqin se mo�e konstruisati du� a/q, (q ∈ N). Pri-

me�uju�i ovaj postupak na du� pa mo�emo konstruisati ra, gde je

r = p/q bilo koji pozitivan ra
ionalan broj.

• Da bismo konstruisali a/b, obele�imo OB = b i OA = a na kra
ima
bilo kog ugla sa vrhom u taqki O, a na OB obele�imo du� OD = 1.
Kroz D konstruiximo pravu paralelnu pravoj AB koja seqe OA u

taqki C. Tada �e OC imati du�inu a/b. Opet iz sliqnosti trouglova
OAB i OCD sledi OB : OD = OA : OC, odnosno b : 1 = a : OC,
odakle vidimo da je OC = a/b.
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O D B

A

C

Slika 8.

• Za date du�i a i b, mogu�e je konstruisati ab. Opet, kao i do sada

obele�imo na kra
ima nekog ugla sa vrhom u taqki O du�i OA = a
i OB = b. Na du�i OA obele�imo jediniqnu du� OC. Povu
imo

pravu kroz taqke C i B, a zatim kroz A pravu paralelnu ovoj pravoj,

koja �e prese�i drugi krak ugla u nekoj taqki D. Tada je OD = ab.
Dokaz ispravnosti konstruk
ije opet sledi iz sliqnosti trouglova

OAD i OBC.

O B D

C

A

Slika 9.

Dakle, polaze�i od bilo kojih datih du�i, koje su merene brojevima

a, b, c, . . ., mo�emo uzastopnom primenom ovih jednostavnih konstruk
ija

odrediti bilo koju veliqinu koja mo�e da se izrazi pomo�u a, b, c, . . . na
ra
ionalan naqin, tj. vixestrukom primenom sabira�a, oduzima�a, mno-

�e�a i de	e�a. Skup veliqina koje mogu da se dobiju na taj naqin obrazuje

brojevno po	e, tj. skup brojeva takav da primena ra
ionalnih opera
ija

na dva ili vixe qlanova tog skupa daje broj koji opet pripada tom skupu.

• Jedna konstruk
ija koja nas vodi van dobijenog po	a jeste konstruk-


ija kvadratnog korena date du�i: ako je data du� a, du�
√
a mo�e

da se konstruixe samo pomo�u le�ira i xestara kao geometrijska

sredina du�i a i 1. Opis konstruk
ije: na pravoj liniji odredimo

du�i OA = a i AB = 1. Na
rtajmo kru�ni
u qiji je preqnik du�
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OB, tj. kru�ni
u sa 
entrom u sredixtu du�i OB i polupreqnikom

OB/2, i konstruiximo normalu na OB iz taqke A koja seqe kruqni
u

u taqki C. Du� AC =
√
a. Dokaz sledi iz sliqnosti trouglova OAC

i ABC.

O B
A

C

Slika 10.

Defini
ija 3. Ka�emo da je realan broj b konstruktibilan ako je mogu�e
le�irom i xestarom u konaqno koraka konstruisati odseqak du�ine |b|.

Jasno je da su takvi, na primer, svi ra
ionalni brojevi. Isto va�i i

za realan broj

√
2. Samim tim su konstruktibilni i svi brojevi p + q

√
2

iz kvadratnog raxire�a Q[
√
2] po	a Q.

Teorema 4. Skup K svih realnih konstruktibilnih brojeva je jedno al-

gebarsko raxire�e po	a Q i stepen minimalnog polinoma µ svakog kon-

struktibilnog broja α je oblika 2m.

Dokaz. Prvo, ako su α 6= 0 i β bilo koji konstruktibilni brojevi, odmah

sledi da je to i svaki od brojeva α − β, α−1
i αβ, pa je tako i sam skup K

jedno potpo	e po	a R.

Sa druge strane konstruk
ija taqke P u ravni E podrazumeva konstruk
iju

koordinata (x, y) te taqke. Time je i svaka od pravih Π te ravni odreÆena

nekom jednaqinom oblika

Ax +By + C = 0

kao skup svih �enih rexe�a (x, y). Za tu pravu Π ka�emo i da je nad

nekim potpo	em K po	a R, ako ima bar jednu takvu jednaqinu u kojoj su

koefi
ijenti a, b i c iz tog potpo	a. I sliqno za krug Γ sa jednaqinom

(x− a)2 + (y − b)2 = r2,

ako su koordinate p i q �egovog 
entra i du�ina r �egovog polupreqnika
u tom potpo	u.
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Zame�uju�i y iz prve od tih jednaqina u drugu, dobijamo izvesnu kva-

dratnu jednaqinu sa koefi
ijentima iz K i nekom diskriminantom d, pa
se i uoqena prava Π i krug Γ seku jedino ako je d ≥ 0. Zajedno sa �enim
rexe�ima u ± v

√
d, i koordinate taqaka iz Π ∩ Γ pripadaju po	u K ili

�egovom kvadratnom raxire�u K[
√
d].

Naravno, presek dva kruga Σ i Γ nad po	em K se svodi na presek prave

i kruga, formira�em razlike �ihovih jednaqina, dok koordinate preseqne

taqke P dve prave nad K uvek pripadaju samom tom po	u K.

C1(a1, b1) C2(a2, b2)

r1 r2

Slika 11.

Neka su

(x − a1)
2 + (y − b1)

2 = r21

(x − a2)
2 + (y − b2)

2 = r22

jednaqine dve kru�ni
e.

Ako jednu oduzmemo od druge dobi�emo ekvivalentan sistem od jedne kva-

dratne i jedne linearne jednaqine, tj. tra�imo presek prave i kru�ni
e:

(x − a1)
2 + (y − b1)

2 = r21

2(a2 − a1)x + 2(b2 − b1)y = r21 − r22 − a21 − b21 + a22 + b22

Prema tome, realan broj α je konstruktibilan, ako i samo ako je i aps
isa

bar jedne konstruktibilne taqke P ravni E. To znaqi da postoji i neki

sistem taqaka

O,A, P1, . . . , Pn = P

takvih da se, za svako r, taqka Pr mo�e dobiti pomo�u onih prethodnih i

primenom jedne konstruk
ije le�irom i xestarom.

Otuda, kako su koordinate taqaka O i A iz po	a K0 = Q, prema prethod-

nom, koordinate taqke P1 pripadaju nekom raxire�u K1 po	a K0 stepena

1 ili 2. Sada su i koordinate taqke P2 u nekom raxire�u K2 stepena 1

ili 2 tog po	a K1, i tako da	e. Tako dobijamo i jedan sistem

K0 ≤ K1 ≤ . . . ≤ Kn
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potpo	a po	a K, takvih da je Kr raxire�e od Kr−1 stepena 1 ili 2. Uz to

mo�emo pretpostaviti i da meÆu �ima nema jednakih, pa sledi da je tada

i [Kn : Q] = 2n.

To posebno znaqi da su svi elementi po	a Kn i algebarski nad Q. Uz

to stepeni �ihovih minimalnih polinoma moraju deliti 2n, pa su i sami
oblika 2m. Otuda i tvrÆene u 
elini, jer to po	e Kn sadr�i i uoqeni

konstruktibilni broj α, kao aps
isu taqke P .
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2.3 Primene

Pokaza�emo najpre da nije mogu�e proizvo	an ugao podeliti na 3 jed-

naka dela koriste�i samo le�ir i xestar. Primeni�emo prethodnu teo-

remu kako bismo rexili problem trisek
ije ugla.

Dokaz. Dokaza�emo da nije mogu�e konstruisati trisek
iju ugla od 60◦, tj.
ugao od 20◦.
Dakle, neka je ugao koji �elimo da konstruixemo ugao od 20◦. Ako bismo
mogli da konstruixemo ugao od 20◦, mogli bismo da konstruixemo i veli-
qinu a cos 20◦, gde je a neka du�.

a

20◦

a · cos 20◦

Slika 12.

Primenom adi
ione teoreme imamo da je cos 60◦ = 4 cos3 20◦ − 3 cos 20◦.
Oznaqimo cos 20◦ sa α i dobi�emo jednakost 8α3 − 6α − 1 = 0. (Nijedan

od brojeva 1,−1, 12 ,− 1
2 ,

1
4 ,− 1

4 ,
1
8 ,− 1

8 nije rexe�e jednaqine 8α
3− 6α− 1 = 0)

Polinom 8α3 − 6α − 1 = 0 je nerastav	iv, jer nema ra
ionalnih nula, pa

je onda stepen proxire�a [K(α) : K] = 3. α nije konstruktibilan jer bi

pripadao nekom raxire�u L stepena 2k, za neko k, a to nije mogu�e jer:

[L : K] = [L : K(α)] · [K(α) : K]. ([K(α) : K] = 3)
⇓ ⇓
2k 2l

pa je na osnovu prethodne teoreme broj α = cos 20◦ nemogu�e konstruisati
samo le�irom i xestarom.

Drugi poznati starogrqki problem, problem duplira�a ko
ke, takoÆe

nije mogu�e rexiti samo le�irom i xestarom.

Dokaz. Pretpostavimo da se tra�i ivi
a ko
ke qija zapremina �e biti

dva puta ve�a od zapremine ko
ke qija je ivi
a jednaka 1. Ovaj problem se

svodi na rexava�e jednaqine x3 = 2.
Neka je x = p/q ra
ionalno rexe�e jednaqine x3 − 2 = 0, pri qemu su

p, q meÆusobno prosti 
eli brojevi. Uvrxtava�em u jednaqinu dobijamo
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jednaqinu p3 = 2q3, a odavde vidimo da je p paran broj, tj. p = 2k (k ∈ Z).
Uvrstimo p u posled�u jednaqinu i dobi�emo (2k)3 = 2q3, odnosno 4k3 = q3,
xto znaqi da je q3 de	iv sa 4, pa je i q paran broj, a to je kontradik
ija sa
pretpostavkom da su p i q meÆusobno prosti. Dakle, jednaqina x3 − 2 = 0
nema ra
ionalnih korena.

Kako je polinom p(x) = x3−2 nerastav	iv nadQ, on ima nulu u proxirenom

po	u Q( 3
√
2) = {a+b 3

√
2+c

3
√
22|a, b, c ∈ Q}. Prema prethodno dokazanom, ako

je ovaj broj konstruktibilan, on se sadr�i u nekom po	u L qiji je stepen

raxire�a 2n za neko n : [L : Q] = 2n. No, tada je i Q( 3
√
2) ⊆ L i imamo

niz raxire�a Q ⊆ Q( 3
√
2) ⊆ L iz koga sledi da je 2n = [L : Q] = [L :

Q( 3
√
2)] · [Q( 3

√
2) : L] = [L : Q( 3

√
2)] · 3, pa bi 3 delilo 2n xto nije taqno, pa

rexe�e jednaqine nije konstruktibilan broj, i ne mo�e se konstruisati

ko
ka duplo ve�e zapremine od zapremine date ko
ke koriste�i samo le�ir

i xestar.

Lema 1. Svako konaqno proxire�e po	a K je algebarsko.

Dokaz. Neka je L konaqno proxire�e po	aK stepena n (n nenegativan 
eli
broj) i neka je α ∈ L (α 6= 0). Tada su elementi 1, α, α2, . . . , αn

linearno

zavisni (ima ih n + 1), jer je L vektorski prostor dimenzije n nad K. To

znaqi da postoje elementi ai ∈ K koji nisu svi nula takvi da je a0 + a1α+
· · · + anα

n = 0, odakle sledi da postoji nenulti polinom stepena najvixe

n koji anulira element α. Dakle, α je algebarski nad K. Poxto je α
proizvo	an iz L, odavde sledi da je L algebarsko proxire�e po	a K.

Sada �emo dokazati slede�e va�no tvrÆe�e koje �emo formulisati u

obliku teoreme.

Teorema 5. Svaki konstruktibilni broj je algebarski.

Drugim reqima, svaki konstruktibilan broj α je nula nekog polinoma

n−tog stepena sa ra
ionalnim koefi
ijentima.

Dokaz. Neka je α bilo koji konstruktibilan broj. To znaqi da on pripada

nekom proxire�u L = Q(
√
m1,

√
m2, . . . ,

√
mk) za neki konaqan broj k (k

nenegativan 
eo broj) i stepen proxire�a po	a L nad Q je konaqan broj

2k, tj. kako je α konstruktibilan broj on se sadr�i u nekom po	u L qiji

je stepen raxire�a 2l za neko l ≤ k, jer taj stepen mora da deli 2k, pa na
osnovu prethodno dokazane leme L je takoÆe i algebarsko proxire�e, xto

znaqi da je α algebarski broj. Poxto je α bio proizvo	an konstruktibilan

broj, zak	uqujemo da su svi konstruktibilni brojevi algebarski.

Obrnuto ne va�i! Nisu svi algebarski brojevi konstruktibilni. Na

primer, koreni jednaqine tre�eg stepena x3 − 2 = 0 nisu konstruktibilni.
Poxto je skup svih algebarskih brojeva prebrojiv, kao posledi
u prethod-

nog tvrÆe�a, dobijamo da je i skup svih konstruktibilnih brojeva takoÆe

prebrojiv.
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Primeri. Poka�imo da su dati konstruktibilni brojevi algebarski:

1. x =
√

3 +
√
5. Kvadrira�em dobijamo x2 = 3+

√
5, odakle je x2 − 3 =√

5 i (x2 − 3)2 = 5. Posled�a jednaqina je, ustvari, x4 − 6x2 + 4 = 0.
Dakle, dati broj je koren jednaqine qetvrtog stepena sa koefi
ijen-

tima iz Q, pa je dati broj agebarski.

Primetimo da je dati broj x iz nekog proxire�a Q(
√
5,
√

3 +
√
5) =

{a + b
√

3 +
√
5|a, b ∈ Q(

√
5)}. Ovo proxire�e je stepena 22 u odnosu

na Q, pa smo morali dva puta vrxiti kvadrira�e, odnosno dobili

smo jednaqinu qetvrtog stepena sa ra
ionalnim koefi
ijentima.

2. Na sliqan naqin se pokazuje da je za x =

√

2 +
√

2 +
√
2, x ∈ Q3 =

Q(
√
2,
√

2 +
√
2,

√

2 +
√

2 +
√
2) stepen proxire�a (Q3 : Q) = 23, pa

�e postojati jednaqina osmog stepena koja anulira element x.

Sada �emo navesti jox jednu lemu koja je potrebna za dokaziva�e ne-

mogu�nosti rexava�a nekih starogrqkih problema.

Lema 2. Ako kubna jednaqina a3x
3+a2x

2+a1x+a0 = 0 (∗) sa ra
ionalnim
koefi
ijentima nema ra
ionalnih korena, tada nijedan od �enih korena

nije konstruktibilan.

Dokaz. Poxto ova jednaqina nema ra
ionalnih nula, taj polinom je nera-

stav	iv nad Q te je svaka �egova nula stepena 3 nad Q, pa kao u malopre

navedenom dokazu za duplira�e ko
ke, mo�emo konstatovati da nijedan od

�ih nije konstruktibilan.

Problem konstruk
ije pravilnog sedmougla

Le�irom i xestarom je lako konstruisati pravilan trougao, qetvoro-

ugao, petougao i xestougao. TakoÆe, svi mnogouglovi koji su dobijeni iz

navedenih duplira�em broja strani
a su konstruktibilni. Jednom reqju,

iz pravilnog n−tougla mo�emo dobiti pravilan 2n−tougao polov	e�em
lukova opisanog kruga, koji se nalaze iznad strani
a pravilnog n−tougla.

Gaus je jox kao mlad, 1796. godine, pokazao da je mogu�e konstruisati

pravilni 17-tougao. 17-tougao je bio samo poseban sluqaj familije kon-

struktibilnih pravilnih mnogouglova. Pored toga, Gaus je otkrio i da

se pravilan p−tougao (p prost broj) mo�e konstruisati ako i samo ako je

p prost Fermaov broj, p = 22
n

+ 1. Prvi Fermaovi brojevi 3, 5, 17, 257

i 65573 su prosti. MeÆutim, Ojler je 1732. godine otkrio da za n = 5,
F (n) = 22

n

+ 1 nije prost broj. Otkriveno je kasnije da su mnogi od tih

Fermaovih brojeva slo�eni.
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Van
el je nakon Gausa dokazao da Gausov uslov za konstruk
iju n-tougla
nije samo dovo	an ve� i potreban. Na osnovu toga sledi da pravilan sed-

mougao (heptagon) nije mogu�e konstruisati samo le�irom i xestarom (jer

7 nije Fermaov broj). Problem je na�i strani
u s pravilnog sedmougla

koji je upisan u jediniqni krug. Najjednostavniji naqin da doka�emo da

ovaj problem nije mogu�e rexiti samo le�irom i xestarom je korix�e�e

kompleksnih brojeva.

Znamo da su temena pravilnog sedmougla data korenima jednaqine

z7 − 1 = 0 (1)

gde je z = x + iy (x i y su koordinate temena sedmougla). Oqigledno je

jedan koren ove jednaqine z = 1, pa dele�i jednaqinu (1) sa z − 1 dobijamo
jednaqinu

z6 + z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0 (2)

MeÆu korenima ove jednaqine je z = cos(2π/7) + i sin(2π/7). Ugao 2π/7 je

ugao zahva�en kod 
entra kruga strani
om pravilnog sedmougla. Dele�i

jednaqinu (2) sa z3 i uvode�i smenu x = z + 1
z
, dobijamo jednaqinu

x3 + x2 − 2x− 1 = 0 (3)

Sada treba samo dokazati da jednaqina (3) nema ra
ionalnih korena, pa

na osnovu leme 2 nema ni konstruktibilnih korena. Ako jednaqina (3) ima
ra
ionalnih korena, ti koreni su ujedno i 
elobrojni i to delio
i broja

1. Uvrxtava�em vrednosti za x u jednaqinu (3) vidimo da ni -1 ni 1 nisu
rexe�a ove jednaqine, pa jednqina (3) nema ra
ionalnih rexe�a, odakle,
na osnovu leme 2, zak	uqujemo da nema ni konstruktibilnih rexe�a. Da-

kle, broj x = z + 1
z
= 2 cos(2π/7) nije konstruktibilan, pa jednaqina (2)

nema konstruktibilnih rexe�a, xto znaqi da se strani
a sedmougla ne

mo�e konstruisati.

O problemu kvadrature kruga

Kvadraturu kruga su vekovima rexavali matematiqari, nauqni
i i

mnogobrojni amateri i 	ubite	i matematike. To je jedan od najpoznatijih

i najinteresantnijih starogrqkih problema. Pretpostav	a se da je utro-

xeno vixe napora da se rexi problem kvadrature kruga, nego da se qovek

poxa	e na Mese
. On je ostao nerexen sve do 19. veka, kada je Lindeman

dokazao trans
endentnost broja π.
A problem glasi: da li je mogu�e konstruisati kvadrat iste povrxine kao

xto je povrxina datog kruga?

Ovaj problem se opet svodi na algebarski problem: Ako je polupreqnik

datog kruga r, a strani
a tra�enog kvadrata x, onda dobijamo jednaqinu
x2 = r2π. Kako je rexe�e ove jednaqine x = r

√
π, sledi da treba elemen-

tarno konstruisati veliqinu x = r
√
π pa se postav	a pita�e da li je broj
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√
π konstruktibilan.

Da π nije konstruktibilan postalo je jasno tek 1882. godine, nakon

Lindemanovog dokaza trans
endentnosti broja π. Jer, kako je π trans
en-

dentan broj, onda on nije algebarski (ne postoji polinom koji anulira taj

element), pa nije ni konstruktibilan. Lindemanov dokaz o trans
endent-

nosti broja π se, zapravo, osla�a na Ermitov dokaz o trans
endentnosti

broja e. Ove dokaze ovde ne�emo navoditi, jer su dosta slo�eni.

I time je konaqno rexen najstariji i najquveniji starogrqki problem

- problem kvadrature kruga.
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3 Sabrani aksiomi origamija

Svaka geometrijska konstruk
ija mo�e se posmatrati kao niz koraka,

a svaki taj korak odreÆen je geometrijskim pravilima (aksiomama). I

kao xto postoje jasna pravila za geometrijske konstruk
ije, tako postoje

pravila kod origami konstruk
ija. Taj skup od 7 pravila nazivamo Huzita-
Hatori aksiomama. Prvih 6 aksioma formulisao je italijansko-japanski

matematiqar Humiaki Huzita 1992. godine, a 7. aksiomu postavio je Koshiro
Hatori 2002. godine. Potpunost svih aksioma dokazao je Robert Lang.

1. Za dve date taqke P1 i P2 postoji linija savija�a koja prolazi kroz

obe taqke.

Slika 13.

2. Za dve date taqke P1 i P2 postoji linija savija�a koja preklapa taqku

P1 sa P2.

Slika 14.

3. Za dve date prave l1 i l2 postoji linija savija�a koja smexta l1 na l2.

Slika 15.
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4. Za datu taqku P1 i pravu l1 postoji linija savija�a normalna na l1,
koja prolazi kroz taqku P1.

Slika 16.

5. Za dve taqke P1 i P2 i pravu l1 postoji linija savija�a koja smexta

taqku P2 na pravu l1 i prolazi kroz taqku P1.

Slika 17.

6. Za dve date taqke P1 i P2 i dve prave l1 i l2 postoji linija savija�a
koja smexta taqku P1 na pravu l1 i taqku P2 na pravu l2.

Slika 18.

7. Za datu taqku P i dve prave l1 i l2 postoji linija savija�a koja smexta
taqku P na pravu l1, a koja je normalna na pravu l2.

Slika 19.
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4 Origami konstruktibilni brojevi

U ovom delu bavimo se nexto restriktivnijim pravilima za konstruk-


iju nego xto su navedeni aksiomi. �ih su razmatrali Auckly i Cleve-
land, a �ihova analiza je pokazala da se neke konstruk
ije ne mogu izvesti
pomo�u origamija, a mogu pomo�u le�ira i xestara.

Navex�emo na poqetku prirodne metode savija�a papira, a zatim navesti

defini
iju origami para, koju su dali navedeni autori.

Slika 21.

Spaja�em α i γ konstruixemo pravu L1. Druga prava L2 konstruixe se

preklapa�em taqaka α i γ. Formirani nabor L2 bi�e simetrala du�i αγ.
Druga prirodna konstruk
ija bila bi slaga�e jedne prave na drugu. Na

primer, βγ, ivi
a papira, i L2 su prave. Ako βγ polo�imo na L2 i for-

miramo nabor, onda dobijamo L3 koja je simetrala ugla ove dve prave. Ako

poqnemo sa dve prave u ovoj tre�oj konstruk
iji, onda �emo samo dobiti

jednu pravu na polovini izmeÆu.

Qetvrta, i posled�a konstruk
ija koja izgleda prirodno je uzastopno

savija�e. Ovo je sliqno uvija�u papira, osim xto se papir ne umotava ve�

savija. OdreÆenije, poqi�e se sa papirom sa dva nabora kao xto je prika-

zano na sli
i 22. Ako se presavije papir du� prave L1, bez odmotava�a,

mo�e se primetiti da prava L2 le�i preko lista papira. Sa papirom i

da	e savijenim, presavijemo papir du� nabora L2 kako bismo dobili novi

nabor na listu ispod L2. Ako nazovemo ovaj nabor L3 i odvijemo papir,
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lako mo�emo uoqiti da je prava L3 odraz ili reflek
ija prave L2 oko

prave L1.

Slika 22.

Sada �emo formalizovati ove metode za definisa�e origamija u ravni.

Nabori na naxem listu papira su samo prave u ravni, a uglovi papira

su predstav	eni mestima gde se use
i susre�u. Prethodna diskusija je

motivisala narednu defini
iju.

Defini
ija 4. Neka je P skup taqaka u R2
i L skup pravih u R2

, tada

je (P ,L) origami par, ukoliko su ispu�eni slede�i uslovi:

i) Taqka preseka bilo koje dve neparalelne prave u L je taqka u P.

ii) Ako se uzmu u obzir bilo koje dve razliqite taqke u P, postoji prava

u L koja prolazi kroz �ih.

iii) Ako se uzmu u obzir bilo koje dve razliqite taqke u P, simetrala
du�i sa datim kraj�im taqkama je u L.

iv) Ako su L1 i L2 prave u L, onda je prava koja je osa simetrije te dve

prave u L.

v) Ako su L1 i L2 prave u L, onda postoji i prava L3 u L tako da je L3

slika L1 u refleksiji u odnosu na L2.

Za bilo koji podskup ravni koja sadr�i najma�e dve taqke, postoji

najvixe jedan skup pravih koji �e u paru sa �im dati origami par.
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Defini
ija 5. Podskup u R2
, P, je blizu origami konstruk
ije ukoliko

postoji skup pravih, L, tako da je (P ,L) origami par.

Pita�e na koje �emo u ovom radu odgovoriti je koje se taqke mogu kon-

struisati od samo dve taqke, koriste�i gore opisanu origami konstruk
iju.

Ovaj skup taqaka nazva�emo skup origami konstruktibilnih taqaka.

Defini
ija 6. P0 =
⋂{P|(0, 0), (0, 1) ∈ P i P je zatvoren u odnosu na

origami konstruk
ije } je skup origami konstuktibilnih taqaka.

Pre nego xto objasnimo skup P0, da�emo primer jedne origami konstruk-


ije koja je analogna mnogim konstruk
ijama xestara i le�ira, odnosno

konstruk
iji paralelnih pravih.

Lema 3. Kroz datu taqku koja se nalazi van date prave mogu�e je, pomo�u

origamija, konstruisati pravu paralelnu datoj.

Dokaz. Data je prava l i taqka P . �elimo da konstruixemo pravu para-

lelnu sa l koja prolazi kroz taqku P .
Da bismo to uradili izabra�emo dve taqke P1 i P2 na l. Na osnovu svojstva
ii) u defini
iji origami para, mo�emo da konstruixemo prave l1 i l2, koje
spajaju taqke P1 i P , P2 i P redom. Korix�e�em svojstva v), mo�emo re-
flektovati l1 i l2 u odnosu na pravu l, da dobijemo prave l3 i l4. Presek
pravih l3 i l4 je konstruktibilan (svojstvo i)), tako da mo�emo da naÆemo
pravu l5 koja prolazi kroz taj presek i taqku P (svojstvo ii)). Xtavixe,

prava l5 �e prese�i pravu l, prema svojstvu i), u taqki P3. Koristimo svoj-

stvo iv) da konstruixemo simetralu du�i PP3, a reflektova�em prave l
u odnosu na dobijenu simetralu, na osnovu svojstva v), dobi�emo tra�enu
pravu.
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l
P1 P2

P

l1

l3 l4

l2

l5

P3

Slika 23.

Komentar1: Na ovaj naqin smo videli i kako se konstruixe normala na

datu pravu iz date taqke van te prave.

Komentar2: Konstruk
ija normale kroz datu taqku koja pripada datoj

pravoj takoÆe se svodi na prethodni sluqaj. Najpre se konstruixe normala

iz proizvo	ne taqke van te prave, a zatim se konstruixe �oj paralelna

prava kroz datu taqku.

lP

Q

Slika 24.

Kako sada imamo bo	e razumeva�e za origami konstruk
ije, poqe�emo sa

razvojem instrumenata da poka�emo da neke figure nisu konstruktibilne.

Prvo xto nam je potrebno je pojam o jednom origami broju.

Defini
ija 7. F0 = {α ∈ R|∃v1, v2 ∈ P0 tako da |α| = dist(v1, v2)} je skup
origami brojeva.
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Lako je uoqiti da je (x, y) ∈ P0 ako i samo ako su x i y u F0. TakoÆe je

lako uoqiti da su brojevi

1
2 ,

1
4 ,

1
8 , . . . origami brojevi. Kako bismo videli

da je

1
5 origami broj razmotri�emo sliku 25.

(1, 0)

(0, 1)

(0, 5

8
)

( 1
5
, 0)

Slika 25.

Na sli
i 25 konstruisana je prava kroz (0, 5
8 ) i (1, 0), a potom je konstrui-

sana paralelna prava kroz (0, 18 ). Ova paralelna prava seqe x−osu u (15 , 0),
stoga je

1
5 origami broj. Jox jedna klasa origami brojeva mo�e se genera-

lizovati pomo�u jednostavne geometrijske konstruk
ije. Poqevxi sa bilo

kojim odseqkom mogu�e je konstruisati pravougli trougao kako je prika-

zano na sli
i 26.

√

1 + α2

1α

Slika 26.

Odatle sledi da je

√
1 + α2

origami broj ukoliko je α origami broj. Slu�e�i
se ovom konstruk
ijom, vidimo da su

√
2 =

√
1 + 12 i

√
3 =

√

1 + (
√
2)2

origami brojevi. Zapravo, zbir, razlika, proizvod i koliqnik origami

brojeva daju origami brojeve.

Teorema 6. Kolek
ija origami brojeva, F0, je po	e zatvoreno u odnosu na

opera
iju α 7→
√
1 + α2

.

Dokaz. Ako je α, β ∈ F0, onda iz te defini
ije sledi −α ∈ F0 i lako je po-

kazati da je α+ β ∈ F0. Jednostavne konstruk
ije sa sliqnim trouglovima

su dovo	ne da poka�u da α · β, α−1 ∈ F0.

Pogledati sliku 27.
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Slika 27.

U diskusiji koja prethodi ovoj teoremi pokazali smo da je

√
1 + α2

origami

broj, kad god je to i α. Stoga je dokaz potpun.

Sada, kada smo utvrdili neke od algebarskih operea
ija koje proizvode

origami brojeve, prirodno je zapitati se postoji li jox opera
ija koje �e

dati iste. Jednom kada se napravi lista svih naqina za dobija�e origami

brojeva i metode kojom �e se testirati da li se dati broj mo�e dobiti, onda

�emo znati koji su geometrijski obli
i izvod	ivi za konstruisa�e, a koji

ne. Ovo va�i zbog toga xto je neka figura izvod	iva za konstruisa�e ako,

i samo ako su koordinate svih �enih temena origami brojevi.

Defini
ija 8. F√
1+x2 je najma�e potpo	e od C koje je zatvoreno u od-

nosu na opera
iju x 7→
√
1 + x2

.

Prethodna teorema mo�e biti preformulisana kao F√
1+x2 ⊂ F0. Za-

pravo je taqno da F0 = F√
1+x2 . Prema tome, prethodno navedene opera
ije

koje proizvode origami brojeve su jedine nezavisne opera
ije koje daju ori-

gami brojeve.

Teorema 7. F0 = F√
1+x2 .

Dokaz. Kako ve� znamo da je F√
1+x2 ⊂ F0, samo je potrebno pokazati da

F0 ⊂ F√
1+x2 . Odnosno, treba da poka�emo da se bilo koji origami broj

mo�e izraziti uobiqajenim opera
ijama po	a i opera
ijom x 7→
√
1 + x2

.

Dovo	no je razmotriti koordinate origami konstruktivnih taqaka, jer

neki broj je origami broj ako, i samo ako, je koordinata konstruktibilne

taqke.

Postoje samo qetiri razliqita naqina konstruisa�a novih origami taqaka

iz starih, koriste�i aksiome za origami konstruk
iju. Oni su ilustro-

vani na slikama 28 i 29.

Slika 28.
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Slika 29.

Jedini naqin za konstruisa�e nove taqke bi�e ukoliko novi usek prese
a

stari. Qetiri naqina za stvara�e nabora su: presavija�em linije izmeÆu

dve postoje�e taqke kao na liniji/du�i γδ na sli
i 28, presavija�em si-

metrale dve taqke kao u drugom delu slike 28, reflektova�em linije kao

na tre�em delu slike 28, ili formira�em simetrale ugla kao na sli
i

29. Bi�e objax�en sluqaj ilustrovan na sli
i 29, a ostala tri ostav	ena

su qitao
ima. Kada se poka�e da taqka (x, y) zavisi samo od propisanih

opera
ija, mo�emo pretpostaviti da je (a1, a2) = (0, 0) transla
ijom, zato
xto je taqka (x, y) dobijena dodava�em (a1, a2) transla
ionoj taqki. (Ako
su prave paralelne, refleksija bilo koje dve prave je transla
ija.) Da-

	e mo�emo pretpostaviti da je (b1, b2) na jediniqnom krugu, skalira�em

zato xto �e umno�ava�e za

√

b21 + b22 = |b1|
√

1 + ( b2
b1
)2 preokrenuti skali-

ra�e. Jox vixe, mo�emo za (b1, b2) pretpostaviti da je (1, 0) jer rota
ija

(x, y) 7→ (b1x− b2y, b2x+ b1y) xa	e taqku (1, 0) nazad na (b1, b2). (Ako se dve
prave seku, kompozi
ija dve refleksije je rota
ija.)

(0, 0) (1, 0)

θ θ/2

c1

(c1, c2)

c2 (x, y)

Slika 30.
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θ = ∠cab je ugao qiju simetralu tra�imo. Uz gore navedene pretpo-

stavke imamo:

tg θ =
c2
c1

tg θ =
2 tg θ

2

1− tg2 θ
2

smena: tg θ
2 = t

(1 − t2) tg θ = 2t

tg θ · t2 + 2t− tg θ = 0

t1,2 =
−2±

√

4 + 4 tg2 θ

2 tg θ

t1,2 =
−1±

√

1 + tg2 θ

tg θ

(0 < θ < π =⇒ 0 <
θ

2
<

π

2
=⇒ tg

θ

2
> 0)

tg
θ

2
=

−1 +
√

1 + ( c2
c1
)2

c2
c1

x

y

θ/2

Slika 31.

Nova taqka (x, y) je presek dve prave y = tg θ
2x i y = [c2/(c1 − 1)](x − 1),

tako da

x = c2
c2−(c1−1) tg θ

2

i y =
c2 tg θ

2

c2−(c1−1) tg θ

2

xto zavisi samo od propisanih opera
ija koje �e biti prikazane. Drugim

reqima, taqka (x, y) je origami konstruktibilna, a tra�e�e simetrale ugla
θ svodi se na presavija�e linije izmeÆu dve postoje�e taqke (teme ugla i

taqka (x, y)).

U prethodnoj teoremi dali smo algebarski opis domena origami brojeva,

kao i odgovore koji obli
i su konstruktibilni korix�e�em origamija, a

koji nisu. U praksi je i da	e texko odluqiti da li je neki dati broj

origami broj. Na primer,

√

4 + 2
√
2 je origami broj, zato xto mo�e da se
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predstavi u obliku

√
1 + α2

:

√

4 + 2
√
2 =

√

1 + (1 +
√
2)2

ali xta je sa

√

1 +
√
2?

Kako bismo odgovorili na ovo pita�e potrebna nam je bo	a karakteri-

za
ija origami brojeva. Pre nego xto nastavimo da	e, razmotri�emo neke

osnovne qi�eni
e iz apstraktne algebre.

Neki algebarski broj, α, je koren jedinstvenog moniqnog nesvod	ivog po-

linoma u Q[x] oznaqen sa pα(x). Xtavixe, ovaj polinom deli bilo koji

polinom u Q[x] ako za koren ima α.

Defini
ija 9. Konjugati od α su koreni polinoma pα(x). Algebarski

broj je potpuno realan ako su svi �egovi konjugati realni. Skup potpuno

realnih brojeva oznaqi�emo sa FTR.

Od brojeva koje smo koristili za motivisa�e ovog ode	ka

√

4 + 2
√
2

je potpuno realan broj, jer svi �egovi konjugati (±
√

4 + 2
√
2) su realni,

ali

√

1 +
√
2 nije potpuno realan zato xto su dva od �egovih konjugata

imaginarna (±
√

1−
√
2).

√

1 +
√
2 = β/2

1 +
√
2 = β2

β2 − 1−
√
2 = 0/2

β4 − 2β2 + 1 = 2

β4 − 2β2 − 1 = 0

x4 − 2x2 − 1 = (x2 − 1)2 − 2 =

(x2 − 1−
√
2)(x2 − 1 +

√
2) =

(

x2 −
(√

1 +
√
2

)2
)(

x2 −
(√

1−
√
2

)2
)

Ova faktoriza
ija pokazuje da su nule ±
√

1 +
√
2 i ±

√

1−
√
2, a poxto dve

nule nisu realne,

√

1 +
√
2 nije totalno realan broj, pa time ni origami

broj.

35



Teorema 8. F√
1+x2 ⊂ FTR.

Ova teorema nam daje praktiqan uvid u odluku da odreÆeni obli
i

ne mogu biti konstruisani pomo�u origamija. Na primer, pomo�u ori-

gamija nije mogu�e konstruisati dve ko
ke na taj naqin da je zapremina

druge ko
ke duplo ve�a od prve. Da je ova konstruk
ija mogu�a,

3
√
2 bi bio

origami broj i samim tim, potpuno realan. MeÆutim, konjugati od

3
√
2 su

3
√
2(− 1

2±
√
3
2 i) i 3

√
2, a kako prva dva nisu realna, onda 3

√
2 nije origami broj.

Kako smo prethodno videli,

√
2 =

√
1 + 12 i

√

4 + 2
√
2 =

√

1 + (1 +
√
2)2

su origami brojevi tako da

√

2 +
√
2 =

√
2
−1√

4 + 2
√
2 je origami broj. Iz

svega ovoga mo�e se videti logiqan zak	uqak.

Zak	uqak: Koriste�i origami (u ovom restriktivnom smislu, kako su

naveli Auckly i Cleveland) nije mogu�e konstruisati pravougli trougao

sa proizvo	no datom hipotenuzom i katetom.

Dokaz. Da je ovo mogu�e, bilo bi mogu�e i konstruisati pravougli trougao

sa hipotenuzom

√

2 +
√
2 i katetom 1, poxto su ovo origami brojevi. Bilo

koji takav trougao imao bi katetu du�ine

√

1 +
√
2 =

√

(
√

2 +
√
2)2 + 12,

ali ovo je nemogu�e jer

√

1 +
√
2 nije potpuno realan.

�elimo da proxirimo vezu izmeÆu pomenute dve vrste konstruk
ija.

Da razmotrimo, konstruk
ije izvod	ive xestarom i le�irom, ako je F√
x

najma�e potpo	e od C u odnosu na opera
iju x 7→ √
x, onda je F√

x ∩R skup

brojeva koji su xestarom i le�irom izvod	ivi. Iz naxeg dosadax�eg

rada, oqigledno je da origami brojevi, F0 se sadr�e u F√
x ∩ R. Zapravo je

sluqaj da je F0 = F√
x∩FTR. Ova karakteriza
ija origami brojeva je u vezi

sa Hilbertovim 17. problemom. Na MeÆunarodnom kongresu matematike u

Parizu 1900. godine, Hilbert je izneo listu sa 23 problema. �egov 17.

problem odnosi se na predstav	a�e definitnih formi pomo�u kvadrata.

1926. Artin je rexio Hilbertov 17. problem. K	uqna ideja koju je Ar-
tin koristio je pojam potpuno pozitivnog. Artin je dokazao da je element

potpuno pozitivan ako, i samo ako, je zbir kvadrata. Ovom idejom se mi

vodimo u dokaziva�u finalne karakteriza
ije origami brojeva.

Qi�eni
a: Ako je K konaqna realna algebarska ekstenzija od Q, onda

je element od K zbir kvadrata u K ako, i samo ako, su �egovi konjugati

pozitivni.

Teorema 9. F0 = F√
1+x2 = F√

x ∩ FTR.

Dokaz. Ve� smo pokazali da F0 = F√
1+x2 i da F0 ⊂ F√

x∩FTR, tako da treba

sada da poka�emo da je F√
x ∩FTR ⊂ F√

1+x2 . Ako je α ∈ F√
x ∩ FTR, onda tu

postoji niz potpuno realnih brojeva {β}ni=1 i niz potpuno realnih po	a
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{Kj}n−1
j=0 tako da K0 = Q, Ki = Ki−1(βk), α = βn, i svaki βi ima stepen 2

nad Ki−1. Zbog toga je βi koren polinoma u formi

x2 + cix+ di

gde je ci, di ∈ Ki−1. Stoga je (βi+ci/2)2 = c2i /4−di. Dokaziva�em prethodne

teoreme, znamo da je svaki konjugat od (βi + ci/2)2 kvadrat od nekog konju-
gata od βi + ci/2. Otuda, svaki od konjugata od (βi + ci/2)2 je pozitivan i

(βi + ci/2)2 je zbir kvadrata u Ki−1. Re
imo da

(βi + ci/2)
2 = r2r,1 + r2i,2 + · · ·+ r2i,m

onda

βi = ri,1

√

√

√

√

√1 +





ri,2
ri,1

√

1 +

[

ri,3
ri,2

√
· · ·
]2




2

− ci
2

i dokaziva�e je zavrxeno. Ovime smo pokazali da je bilo koji potpuno

realan broj u F√
x origami broj.

MeÆutim, pored svega ovoga, rexe�a za duplira�e ko
ke, trisek
iju

ugla kao i konstruisa�e

√

1 +
√
2 i sliqnih brojeva su ve� odavno poznata

u origamiju. Prednost origamija u odnosu na le�ir i xestar je u tome da

origami dozvo	ava istovremeno poravna�e dve razliqite taqke na dve raz-

liqite prave, xto navedeni autori nisu razmatrali. Oni su razmatrali

podskup poznatih opera
ija u origamiju koji ne dozvo	avaju ovu vrstu is-

tovremenog poravna�a. MeÆutim, istovremeno poravna�e dve taqke na dve

prave dozvo	ava origamiju da bude nadmo�an u odnosu na le�ir i xestar i

da rexi dva klasiqna antiqka problema: duplika
iju ko
ke i trisek
iju

datog ugla.
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5 Origami konstruk
ije

U ovom poglav	u korix�en je potpun sistem Huzita-Hatori aksioma, na
osnovu kojih se mo�e pokazati primena origamija u nekim geometrijskim

konstruk
ijama.

5.1 Trisek
ija ugla

Rexe�e koje je dao Tsune Abe izgleda ovako:
Neka se ugao koji �elite podeliti na tri jednaka dela nalazi u do�em

levom uglu papira sa kojim radimo. Nazovimo taj ugao θ. (Ovde pret-

postav	amo da je ugao θ oxtar ugao, ali ova metoda mo�e se jednostavno

proxiriti i na tupe uglove.) Napravite dva paralelna jednako uda	ena

pregiba na dnu. Do�i pregib oznaqimo sa l1, a drugi krak ugla koji delimo
oznaqimo sa l2. Neka su taqke B i E date kao na sli
i 32.

θ

B C

DA P

E F

B C

DA P

l1

l2

E F

B C

DA

G H

P

Slika 32.

Pregibe u geometrijskom smislu posmatramo kao prave. Tako pregib l1
mo�emo posmatrati kao pravu l1. Presavijte taqku B na pravu l1 i taqku

E na pravu l2. Kako ovo nije nimalo lagano, mora�ete vixe puta pokuxati
pre nego xto naÆete pravo mesto za savija�e, no po aksiomi 6 postoji takva

linija savija�a.

E F

B C

DA

G H

P

Slika 33.

U ovom polo�aju papir ponovo presavijte du� pregiba l2 kao na sli
i 33,
a zatim ga razmotajte. Dobili smo novi pregib koji �emo oznaqiti sa l3.
Proxirite pregib l3 do do�eg levog ugla.
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F

C

DA

H

P

E

B

G
F

C

DA

H

P

E

B

G
l3

Slika 34.

Taqka B le�i na pregibu l3, a pregib l3 deli ugao θ u odnosu 2 : 1 (slika
35.).

E F

C

DA

H

P

G

J

B

E F

C

DA

H

P

G

J

θ

3

θ

3

θ

3

B

Slika 35.

Dokaz. Da bismo ovo i dokazali, oznaqi�emo taqke kao na sli
i:

E

G
B′

B

O

D

l1

l2 l3

G′

S

E′

Slika 36.

Kako je E′B′ = EB, a taqka G′
je sredixte du�i E′B′

, sledi da je G′B′ =
GB = B′D.
Uzmimo taqku S takvu da je GS = SG′

i BS = SB′
.

Iz podudarnosti △GSB i △G′SB′
dobijamo ∡GSB = ∡G′SB′

, a s obzirom

da je ∡BSG′ = 180◦, mo�emo zak	uqiti da taqka S pripada du�i BG′
,

odnosno simetrali du�i B′E′
trougla △BB′E′

.

Dolazimo do zak	uqka da su ∡SG′B′
, ∡SGB i ∡BG′B′

meÆusobno jednaki

39



i iznose po 90◦.
Iz svega ovoga (na osnovu stava SSU) sledi:

△E′BG′ ∼= △G′BB′ ∼= B′BD

Time smo dokazali da su ∡E′BG, ∡G′BB′
i ∡B′BD meÆusobno jednaki.

Tehnika za trisek
iju tupog ugla koju je osmislio fran
uski matema-

tiqar Jacques Justin ilustrovana je na sli
i 37. Kako svaki ugao mo�e

biti pode	en na tri jednaka ugla trisek
ijom �egovih komponenata, obe

ove tehnike mogu se koristiti za bilo koji ugao. Tehnika Jacques Justin-a
ne zahteva korix�e�e ugla kvadrata i ilustrovana je kao da se nalazi na

sredini beskonaqnog lista. K	uqno je napomenuti da obe tehnike zahtevaju

istovremeno ravna�e dve taqke na liniji.

Slika 37.

Trisek
ija ( Jacques Justin) je slede�a:

1) Ugao za trisek
iju je ugao ZOX .

2) Produ�iti poluprave ZO i XO.

3) Presaviti X na X ′
kroz taqku O.

4) Izdvojiti taqke A′
i A” na pravama ZO i Z ′O na jednakoj uda	enosti

od taqke O.

5) Presavijati taqke A′
i A” da le�e na linijama X ′O i Y ′O i odviti.

6) Presaviti liniju koja je pod pravim uglom na posled�em useku kroz

taqku O kako bi se trisek
ija izvrxila.
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Za poseban sluqaj u kome se kompletan krug deli na N jednakih delova,

postoji jox jedna porodi
a origami konstruk
ija koju je otkrio austrijski

matematiqar Robert Geretschlager, na osnovu geometrijskih konstruk
ija

koje datiraju iz 1980-ih.
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5.2 Duplira�e ko
ke

Duplira�e date ko
ke du�ine ivi
e y znaqi udvostruqe�e zapremine

te ko
ke. Rexava�em jednaqine V2 = 2V1 dobijamo da du�ina ivi
e nove

ko
ke mora biti jednaka x = y 3
√
2. Ovo je rexe�e kubne jednaqine i na taj

naqin bi trebalo da smo u mogu�nosti da uspexno reximo kubnu jednaqinu

(pomo�u le�ira i xestara to nije mogu�e, ali pomo�u origamija jeste).

Peter Messer ima jednostavan i elegantan naqin da to uradi savijaju�i

papir[4℄.

Slika 38.

Prvo presavijte kvadrat na tre�ine. Neka su date taqke P1, P2 i pregibi

l1, l2 kao xto je prikazano na sli
i 38. Potom se presavije papir tako da

se taqka P1 smesti na pregib l1, a taqka P2 na pregib l2 (a to je mogu�e na
osnovu aksiome 6). Tada taqka P1 deli pregib l1 na dve du�i - X i Y , a
�ihov odnos X/Y predstav	a �e	eni broj,

3
√
2.

Doka�imo da je to zaista

3
√
2.
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Dokaz. Neka su taqke P1 i P2 date, i taqke A, B, D i P kao na sli
i:

Slika 39.

Zatim, neka je |AB| = x + y, |AP1| = x, |P1B| = y i neka je |BD| = z.

Dobijamo |BD|+ |P1D| = x+ y i |P1D| =
√

y2 + z2, a iz toga sledi:

z =
x2 + 2xy

2(x+ y)
. (4)

Va�i da je |P1P2| = |AP | = 1
3 |AB| = x+y

3 i |P1P | = |AB| − |P1B| − |AP | =
2x−y

3 . Trougao △PP1P2 je sliqan trouglu △BDP1, pa iz sliqnosti sledi

da je

|P1D|
|BD| = |P1P2|

|P1P | , odnosno
y+x

z
− 1 = y+x

2x+y
ili

z =
2x2 + xy − y2

3x
. (5)

Iz (21) i (22) sledi 4x3 + 6x2y − 2y3 = 3x3 + 6x2y. Odatle je x3 = 2y3, tj.
x = y 3

√
2.
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5.3 Origami ko
ka

Uzmimo papir kvadratnog oblika i �ega savija�em podelimo na qetvr-

tine. Dobijene pregibe oznaqimo redom sa l1, l2 i l3.

Slika 40.

Presavijemo levi rub papira do pregiba l1, a desni do pregiba l3.

Slika 41.

Sada prema unutra presavijmo levi rub papira du� pregiba l1, a to isto
ponovimo sa desne strane; presavijmo desni rub papira prema unutra du�

pregiba l3.
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Slika 42.

Okrenimo papir na drugu stranu. Gor�i desni ugao savijmo do levog ruba

papira, a do�i levi ugao savijmo do desnog ruba papira.

Slika 43.

Sada gor�i vrh presavijmo du� desnog ruba papira, a do�i vrh du� levog

ruba papira, a zatim ispravimo vrhove.

Slika 44.
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Okrenimo papir na drugu stranu i pogledajmo xta smo dobili. Izradili

smo model od kojeg �emo sastaviti ko
ku.

Slika 45.

Da bi mogli oblikovati ko
ku potrebno je izraditi xest ovakvih modela.

Model koji smo izradili ima oblik paralelograma qije dve strani
e imaju


epi�e. U 
epi� svakog modela uba
imo vrh drugog modela i na taj naqin

pove�imo modele u jednu 
elinu - ko
ku.

Slika 46.
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6 Zak	uqak

Poxto je origami priliqno nova tema, limiti u konstruk
ijama tek

treba da budu otkriveni. Na primer, kao xto je pomenuto ranije, Humi-
aki Huzita, japansko-italijanski matematiqar i origami umetnik, otkrio

je xest od sedam origami aksioma 1992. godine, ali deset godina kasnije,

Hatori je sumirao jox jednu aksiomu. Dokazano je da su prethodno pomenute

aksiome potpune (u nekom smislu), ali nove karakteristike mogu uvek biti

otkrivene.

Pored ovih intrigantnih konstruktivnih svojstava, origami vredi stu-

dirati i istra�ivati u drugim oblastima vezanim za matematiku, na pri-

mer, postoji veza izmeÆu origamija i topologije, qak i teorija grafova ima

vezu sa origamijem.
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