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1 Uvod

Trigonometrija je oblast matematike koja se prozima kroz celokupno sred-
njoskolsko obrazovanje. Ucenici se sa trigonometrijom prvi put sre¢u u srednjoj
Skoli i Cesto se javljaju poteskoce u savladavanju njenih osnova. Jedan od na-
¢ina da se ovo gradivo uéini razumljivim, zanimljivim i jasnijim moZze da bude
koriSéenje interaktivnih materijala u nastavi.

Interaktivni materijali bi trebalo da poboljSaju kvalitet nastave, nastavu
uline raznovrsnijom, bogatijom, kao i da podstaknu osamostaljivanje ucenika.
Primena ovakvih materijala u nastavi daje pozitivne rezultate, ali u nasim §ko-
lama se jo§ uvek ne primenjuje u dovoljnoj meri. O prednostima elektronskih
interaktivnih materijala govori se u [7].

Rad je podeljen na Sest poglavlja. U prvom poglavlju, O trigonometriji,
predstavljena je trigonometrija kao matematicka disciplina, kao i njen razvoj,
jos od vremena pre nasSe ere. Drugo poglavlje, Ugao, govori o uglovima Cije
je poznavanje neophodno za razumevanje trigonometrije. U treéem poglavlju,
Trigonometrija pravouglog trougla, definisane su trigonometrijske funkcije ostrog
ugla, dok se u cetvrtom poglavlju, Trigonometrijske funkcije proizvoljnog ugla,
definicija prosiruje na trigonometrijske funkcije proizvoljnog ugla. U poglavlju
Primena trigonometrije, na primerima je pokazana primena u matematici i fizici.
Tekst prate slike i GeoGebra apleti. Rad sadrzi i primere i uradene zadatke iz
obradenih oblasti. Vise o trigonometriji moze se naci u [3].

Svrha rada je da se pokaze kako se programski paket GeoGebra moze ko-
ristiti u nastavi. Materija koja je izloZena propracena je GeoGebra apletima.
Elektronski materijal kreiran za potrebe master rada se nalazi na adresi
http://alas.matf.bg.ac.rs/ ml10009/MasterRad /index1.html, javno je dostupan
i mogu da ga koriste ucenici i nastavnici kao nastavno sredstvo. Cilj je da se
uz pomo¢ ovakvih materijala povecéa interesovanje kod ucenika i da im se po-
mogne da prevazidu odbojnost prema matematici kao ,teSkom predmetu”, Sto
je preduslov za uspeh.



2 O trigonometriji

Trigonometrija je matematicka disciplina koja se bavi trigonometrijskim
funkcijama i njihovim primenama.

Re¢ trigonometrija je sastavljena od grckih reci trigonon (trougao) i me-
tron (mera). Prvi koreni trigonometrije nadeni su u zapisima iz starog veka,
iz Egipta i Mesopotamije. Tada je njen cilj bio izra¢unavanje vrednosti eleme-
nata trougla, na $ta i sam naziv ukazuje. Danas trigonometrija ima mnogo Sire
znacenje i primenu, §to je ¢ini jednom od znacajnih oblasti matematike i geo-
metrije. Savremena trigonometrija se bavi trigonometrijskim funkcijama uglova
i brojeva. Trigonometrijske funkcije su osnova za opisivanje mnogih procesa i
pojava u savremenoj tehnic¢koj praksi.

Danas se trigonometrija najcei¢e vezuje za trouglove u ravni, ali poceci tri-
gonometriji leze u svetu astronomije i sfernih trouglova (vise o sfernoj trigono-
metriji se moze procitati u [3]). Nekada je astronomija bila zasnovana na pojmu
Zemlje koja stoji u centru skupa ugnjezdenih sfera. Da bi se izra¢unale pozicije
sfera ili planeta, koriS¢en je koncept koji danas nazivamo trigonometrijom.

Znacajnu ulogu u trigonometriji ima broj 7, koji je u matematici poznat vise
od Cetiri hiljade godina (7 je iracionalan broj i nije reSenje nijedne algebarske
jednacine, pa je i transcedentan broj).

2.1 Istorija trigonometrije

Vavilon i Egipat u kojima su hiljadama godina pre nase ere bile prou¢avane
astronomija i astrologija u trgovacke ili religiozne svrhe, bili su osnov za prva
trigonometrijska znanja. Neki podaci ukazuju na to da suiu drevnoj Indiji i Kini
ta znanja takode bila koriS¢ena. U Egiptu, poplave zemljista u slivu reke Nil,
nametale su, prema Herodotu, potrebu dobro razvijenog geometarskog merenja
i geometrije. Koliko se ve¢ tada drzalo do geometrijskih znanja pokazuju ne
samo problemi iz ,Ahmesove racunice”’, nego i ¢injenica da je bilo uvedeno
narocito ¢inovnicko zvanje drzavnih geometara, premeraca zemljista. Tada se
prav ugao konstruisao zatezanjem uzeta u obliku trougla sa stranama 3, 4,
5. Pominje se da su Egip¢ani za odredivanje nagiba pri gradenju piramida ili
pri odredivanju daljine broda na pucini, koristili veli¢inu zvanu seqt, koja je
verovatno bila kosinus.

U Antickoj Grékoj sistematizuju se prikupljena znanja i otkrivaju nove ¢i-
njenice i metode. Tales? iz Mileta je izmerio visinu piramide po senci. On je
to postigao mereéi senku piramida onda kada je ,naSa senka jednaka nama sa-
mima”. Znao je da koristi sli¢nost trouglova i mogao je da odredi udaljenost
broda od pristanista Mileta.

Vazan napredak napravljen je u vreme Hipokrata® koji je prouc¢avao odnose
izmedu centralnih uglova kruznice i tetiva [6].

ljedno od najstarijih sa¢uvanih matematickih dela, pisano hijeroglifima na papirusu u
Egiptu oko 1700g.pre n.e.

2624-548 g. pre n.e., matematicar i filozof, ubrajan medu Sedam mudraca

Sstarogrcki matematicar, geometar i astronom



Aristarh* sa Samosa napisao je delo ,,O razmerama rastojanja Zemlje, Sunca
i Meseca” u kojem je pokuSao da odredi rastojanja i razmere posmatrajuci uglove
izmedu pravca ka Suncu i ka Mesecu onda kad je osvetljena tac¢no polovina
meseca koristedi ¢injenicu da onda Zemlja, Sunce i Mesec ¢ine pravougli trougao.

Hiparh® iz Nikeje napisao je delo ,O tetivama kruznih lukova” u 12 knjiga
(nisu sac¢uvane), u kome je po prvi put navedena tablica tetiva sa uputstvima
za primenu za reSavanje trougla i date osnove sferne trigonometrije.

Slika 1: Hiparh

Klaudije Ptolomej®, koji je Ziveo u Aleksandriji, napisao je astronomski zbor-
nik poznat pod arabljanskim nazivom ,Almagest” (13 knjiga) u koji su usli
Hiparhovi rezultati i u kome je Ptolomej dao svoj metod sra¢unavanja tetiva.

. ———
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Slika 2: Klaudije Ptolomej

Indijski astronomi i matematicari prvi su primetili da je umesto odnosa
tetive i poluprec¢nika, koji su koristili gréki matematicari, podesnije koristiti
odnos polutetive i polupre¢nika. Time je prvi put upotrebljen odnos kojim se

49270 g. pre n.e., greki astronom i matematicar
5160-125 g. pre n.e., gréki astronom, saginio prvi katalog zvezda,
683-161 g. pre n.e, starogrcki matematiGar, astronom, geograf i astrolog



ustanovljuje funkcija sin. Evropljani su, prevodeéi ga na latinski, nazvali sinus,
§to znadi ulegnuce, udubljenje, nabor ili Supljina.

Muhamed ibn Musa Alhvarizmi” dao je ponovo preradene tablice Ptolomeja,
isti¢uéi prednost upotrebe sinusa.

U srednjem veku dolazi do zastoja u razvoju svih nauka. Dug period vremena
pokriven je mrakom inkvizicije. Trigonometrija ne dozivljava bolju sudbinu
nego druge svetovne discipline koje crkva progoni ako joj ne sluze. Posle duzeg
vremena, vredno pomena je tek delo Johana Milera®. On, oko 1464. pise delo
»De triangulis omnimodis”, koje sadrzi reSenja nekih vaznih problema ravne i
sferne trigonometrije. Ovo delo bilo je objavljeno tek posle njegove smrti 1533.
godine i bilo je od velikog znacaja za dalji razvitak trigonometrije.

U novom veku, posle otkrivanja Amerike, nagli razvitak trgovine i industrije
dao je pun podstrek novom razmahu nauke. Medu matematicarima, ¢ija su dela
znacajna za dalji razvoj trigonometrije, treba pomenuti Njutna?, koji je prvi u
delu ,De analisy per equationes numero terminorum infinitas” izloZio radove za
sinus i kosinus.

Vijeta!® je prvi upotrebljavao svih Sest trigonometrijskih funkcija, Ojler !
je uveo danagnje oznake trigonometrijskih funkcija, uspostavio vezu izmedu tri-
gonometrijskih i eksponencijalnih funkcija uz upotrebu kompleksnih brojeva i
dao izraze za sve trigonometrijske funkcije u obliku redova.

Leonald Ojler je koristio analiticki pristup za trigonometrijske funkcije, ne
vezujuéi ih nuzno za trigonometrijsku kruznicu. Njihov argument shvata uop-
Steno kao realan broj, a ne iskljucivo kao ugao ili luk.

Zasluge za razvoj sferne trigonometrije ima nas matematicar Ruder Boskovi¢
(1711-1787), takode i astronom, fizi¢ar i filozof.

Sto se same redi Ltrigonometrija” tice, ona se po prvi put pojavila kao na-
slov knjige ,, Trigonometria” (doslovce, merenje trouglova) objavljene od strane
Bartolomea Pitiskusa (Bartholomeo Pitiscus) 1595. godine [5].

7oko 800 g.n.e., persijski matemati¢ar, astronom i geograf
81801-1858 g.n.e., nemacki astronom

91642-1727, engleski fizi¢ar, matemati¢ar, astronom i filozof
101540-1603, francuski matematicar

111707-1783, §vajcarski matematicar i fizicar



3 Ugao

Za razumevanje trigonometrije bitno je znanje o uglovima. Koliko su uglovi
znacajni govori i to §to se obraduju jo§ u petom razredu osnovne skole, kada se
uli Sta je ugao, vrste uglova i stepen kao jedinica mere. U ovom poglavlju biée
izlozene osnovne stvari o uglovima neophodne za razumevanje trigonometrije.

Dve poluprave Op i Oq sa zajednickom pocetnom tackom O ¢ine ugaonu
liniju koja se oznacava £pOq. Ugaona linija deli ravan u kojoj se nalazi na dve
oblasti. Zajedno sa jednom od tih oblasti, ugaona linija ¢ini ugao. Poluprave
su kraci ugla, a zajednicka tacka teme ugla. Ugao ¢iji su kraci poluprave p i g,
a teme tacka O oznacava se sa £pOq (slika 3).

p
0}
q
ApOq
Slika 3: Ugao
Kao jedinica za merenje ugla najcesce se koristi stepen (1° = ﬁ pun ugao).

U srednjoj skoli, znanje o uglovima se proSiruje. U¢i se da se uglovi, pored
stepena, mogu meriti i radijanima. Radijan je centralni ugao nad lukom tri-
gonometrijskog kruga ¢ija je duzina jednaka poluprec¢niku kruga. Oznacava se
sa rad, ali se oznaka Cesto ne navodi, veé¢ se podrazumeva. Radijan je ugao
radijanske mere 1, ali umesto da se kaze da je t radijanska mera nekog ugla,
Cesto se govori da taj ugao ima ¢ radijana [1].

Luk ¢ija je duzina
jednaka poluprecniku

Slika 4: Ugao radijanske mere 1



Luk polupre¢nika 1 koji odgovara uglu od 180° ima duZzinu 1 -7 = w. Znagi:

180° = 7rrad,

o

180
lrad =
T

o T rad =~
1° = 1801"ad 0,01745rad.

~ 57,29578° ~ 57°17'44, 8",

Generalno vazi:

Za lakSe razumevanje veze izmedu stepena i radijana, u elektronskoj lekciji je
predstavljen GeoGebra aplet koji prikazuje ,kotrljanje” kruznice (slika 5), pre-
uzet sa [4].

°

270° 255° 240°
3 225

Slika 5: Kotrljanje brojevne kruznice

Definicija po kojoj ugao ¢ine dve poluprave sa zajednickim pocetkom nije
pogodna za operacije sabiranja i oduzimanja uglova. Pod operacijama sabira-
nja i oduzimanja uglova podrazumeva se sabiranje i oduzimanje njihovih mernih
brojeva. Kao rezultat ovih operacija mogu se javiti uglovi veéi od 360° kao i



uglovi manji od 0°, pa definiciju treba prosiriti i pojam ugla uop§titi.

Ako se posmatra poluprava koja se obrée oko svoje pocetne tacke O, mogu
se razlikovati dva smera: pozitivan - smer obrnut smeru kretanja kazaljke ¢a-
sovnika i negativan - smer kretanja kazaljke ¢asovnika. Neka je sa a obelezen
pocetni, a sa b zavrni polozaj poluprave nakon obrtanja oko tacke O u jednom
ili drugom smeru. Ugao aOb zovemo orijentisani ugao. Ako se poluprava obrtala
u pozitivnom smeru, orijentisani ugao je pozitivan. U suprotnom je negativan.
Mera orijentisanog ugla izrazava se odgovaraju¢im jedinicama sa pridruZenim
znakom + ili -, u zavisnosti od toga da li je ugao pozitivan ili negativan.

Pri obelezavanju krakova orijentisanog ugla vazan je poredak zapisivanja, £aOb =
—4£b0a.

Elektronska lekcija ugao sadrzi aplet predstavljen na slici 6 koji prikazuje
rotaciju poluprave u pozitivnhom i negativnhom smeru i omogucava razumevanje
pojma orijentisanog ugla.

E rotacija u pozitivnom smeru

AMOA = 4477

[ rotacija u negativnom smeru

AMOB = —47°

Slika 6: Aplet na kome je prikazana rotacija poluprave u pozitivhom i negativ-
nom smeru



4 Trinonometrija pravouglog trougla

Sadrzaj prikazan u poglavlju Trigonometrija pravouglog trougla obraduje se
u prvom razredu srednje $kole, kada se definiSu samo trigonometrijske funkcije
ostrih uglova. Trigonometrijske funkcije odreduju vezu izmedu duzine stranica
i veli¢ine unutra$njih uglova. Bi¢e pokazano kako se definisu, kako se izra-
Cunavaju vrednosti trigonometrijskih funkcija nekih uglova, navedene osobine
trigonometrijskih funkcija i dokazani trigonometrijski identiteti.

4.1 Definicija

Neka je ABC pravougli trougao gde je C' teme pravog ugla i neka su a i b,
redom, duZine kateta CB i C'A, ¢ duZina hipotenuze AB i o unutra$nji ugao
kod temena A (slika 7).

. a
B sina = —
b

cosa = —

c c

tana = a

b

b

@ cota = —

C b A a

Slika 7: Definicija trigometrijskih funkcija ostrog ugla

Definicija 1.

Broj 2 zove se sinus ugla o i obeleZava se sa sin a.
Broj
Broj
Broj

zove se kosinus ugla o 1 obeleZava se sa cos a.
zove se tangens ugla o 1 obeleZava se sa tan a.

Qo0 ITn |2

zove se kotangens ugla o i obeleZava se sa cot «.

Kako su svi trouglovi sa ostrim uglom « medusobno sli¢ni, pomenuti koli¢-
nici su jednaki kod svih ovakvih trouglova, pa zato zavise samo od ugla a. Ako
se a menja onda se i sina, cosa, tana i cota menjaju, ako je a odreden ugao
onda je svaki od ovih brojeva potpuno odreden jedinstven broj. Prema tome,
definisane su Cetiri nove funkcije: o — sina, @« — cosa, a = tana i a — cot a,
¢iji su domeni jednaki skupu brojeva koji su veli¢ine svih o$trih uglova. Ove
funkcije zovu se trigonometrijske funkcije ostrog ugla.

Svojstva uvedenih funkcija:
e Za bilo koji oStar ugao tacne su nejednakosti:

-0 <sina < 1,
-0<cosa <1,
- 0 < tana,



- 0 < cotoa.
e Funkcije sin i cos uzimaju sve vrednosti iz intervala (0, 1).

° - a< o] = sina < sinaq,
o< vy = COsx > COS O,
o< o] = tana < tanag,

- a < ap = cota > cotag.

Za elektronsku lekciju u kojoj se definisu trigonometrijske funkcije ostrog
ugla kreiran je GeoGebra aplet prikazan na slici 8 koji sadrzi kliza¢ koji omo-
gucava menjanje veli¢ine ugla, kao i dugmiée kojima se odreduje funkcija ¢iju
definiciju zelimo. Aplet omogucava da se lako vidi kako promena veli¢ine ugla
uti¢e na promenu vrednosti trigonometrijskih funkcija, kao i da vrednost funk-
cije zavisi samo od veli¢ine ugla.

[ sina ] [ cosa ] [ tana ] [ cota ]
DuZina katete b i veli¢ina ugla o se mogu menjati. o= nalegla kateta
cota= naspramna kateta
a=40°
cot40° = b =1.19
B a
q
sin 40° = 0.64
a c a=4.47 cos40° = 0.77
b=15.32 tan40° = 0.84
b - =6.95 ° —
o c B cot40 1.19
C A

Slika 8: Aplet koji prikazuje trigonometrijske funkcije ostrog ugla

Primer 1. Katete pravouglog trougla sua = 6 i b = 8. Izrac¢unati sin o, sin 3, cos a,
cos 3, tan o, tan (3, cot v 4 cot 3.

Resenje. Primenom Pitagorine teoreme dobija se hipotenuza c:
2= a1
? = 6%+ 8%,
c? = 36 + 64,
c? =100,
c =10.

10



Sada je:

sina—g— 6 —§
T e 105

. b 8 4
e T
b 8 4

cosq = - = — = —,
¢c 10 5

a 6 3
COSﬁ—E—TO—g,
tanoz*gfgf§
b 8 4

b 8 4

t = - = - = —
anf="=5"73
cotoz—é—§—é
a6 3

a 6 3
tf=—-=—-=".
cotf=3=371

A

Primer 2. Ako je a = 10cm osnovica i b = 13em krak jednakokrakog trougla
ABC, odrediti vrednosti trigonometrijskih funkcija unutrasnjeg ugla na osnovici

tog trougla.

Resenje. Primenom Pitagorine teoreme dobija se duzina visine h (slika 9):

A
b h
o
b -
2

Slika 9: Odredivanje vrednosti trigonometrijskih funkcija ugla na osnovici jed-

nakokrakog trougla



Sada je:

. h 12
mo = — = —
i b 13’

a
5 5
_2_ 2
cosa = - ,
h
tana = o = —,
2
a
to = 2 = —
cota =4 =1

4.2 Vrednosti

Kako se izrac¢unavaju vrednosti trigonometrijskih funkcija nekih uglova po-
kazuje sledec¢i primer.

Primer 3. Izracunati:
a) sin30°, cos 30°, tan 30° i cot 30°;
b) sin60°, cos60°, tan 60° i cot 60°;
¢) sin4b5°, cos45°, tan45° i cot 45°.

Resenje. Neka je ABC jednakostrani¢ni trougao ¢ija je stranica duZine a (slika
10).

D B

Slika 10: Izra¢unavanje vrednosti trigonometrijskih funkcija uglova od 30° i 60°

12



a) Iz pravouglog trougla ADC, na osnovu definicija trigonometrijskih funk-
cija sledi:

2 1
in30° =2 ==
Sin o 2

a8
cos30°:f:i:§,
a 2
tan30°:§: 2 _ 1 zé
h a23 3 3’
w3
cot30° = — = -2 =/3.
2 2
b) 1z pravouglog trougla ADC moZe se zakljuditi i:
av3
h avseo
sin60° = — = 2 = ﬁ,
a 2
2 1
60° =2 ==
cos T =5
noooas
tan60° = — = —=2 =3,
2 2
cot60°:§:i: 1 zé.
L

¢) Zaizratunavanje vrednosti trigonometrijskih funkcija ugla od 45°, posma-
tra se kvadrat ABCD na slici 11, ¢ija je stranica duZine a a dijagonala
duzine d.

D C
45
a d
45°
A B

Slika 11: Izrac¢unavanje vrednosti trigonometrijskih funkcija ugla od 45°

Iz pravouglog trougla ABC sledi:
V2

a
i 45027: = =
sin ] 3

5
5l



cos45° = — =
2 )
a
tan4b° = — =1,
a
a
cot45° = — = 1.
a
A
Definise se:
sin0° = 0,
cos0° =1,
tan 0° = 0,
sin90° = 1,
c0s90° = 0,
cot 90° = 0.
Zadatak 1. Odrediti vrednost izraza:
1+425sin45° .,
a) SoiseoT1;
sin & +cos ¢
b) 2tan §+cot § °
Resenge.
142sind5° _ 1422 /341 CA/2+1 3+2\/§.
2sind5°—1 7 5. v2_1 T V2-1 V241 ’
b) 2stin %ﬂ+cos %ﬂ _ @Jr% _ @ A
an 7 +cot T 2:141 3

4.3 Trigonometrijski identiteti

Trigonometrijski identiteti su izrazi jednakosti koji povezuju trigonometrij-
ske funkcije. Omogucavaju da se pojednostave slozeni izrazi. U ovoj sekciji
bi¢e dokazani osnovni trigonometrijski identiteti i bice pokazano kako se mogu
odrediti vrednosti trigonometrijskih funkcija komplementnog ugla.
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4.3.1 Osnovni trigonometrijski identiteti

Trigonometrijske funkcije ostrog ugla su medusobno zavisne. Ako je poznata
vrednost jedne trigonometrijske funkcije za odredenu vrednost ugla, na osnovu
nje mogu se odrediti vrednosti ostalih trigonometrijskih funkcija.

Teorema 1. Ako je 0° < a < 90°, onda je:
a) sin® a + cos? o = 1;

b) tanq = Sna.

cosa’

¢) tana - cota = 1.
Dokaz. Neka je ABC pravougli trougao (slika 12).
a) Prema Pitagorinoj teoremi vazi:
a? + b =2,
a deljenjem ovog izraza sa c¢? dobija se:
a
(E)Q + (2)2 =1

Kako je sina = %, a cosa = % dokazano je da je:

sin® @ + cos® a = 1.

Slika 12: Pravougli trougao

b) Na osnovu definicije je:

tanoz—g—i— sina
b b cosa
C
¢) Lako se vidi i da je:
a b
tana-cota=-—-— =1.
b a

15



4.3.2 Trigonometrijske funkcije komplementnog ugla

Ako su poznate vrednosti trigonometrijskih funkcija nekih ostrih uglova,
mogu se odrediti i vrednosti trigonometrijskih funkcija njima komplementnih
uglova, Sto pokazuje sledeca teorema.

Teorema 2. Za svako o, 0 < o < 90° vazi:

cos(90° — a) = sin «,
(

tan(90° — a)) = cot «,

cot(90° — o) = tan o

Dokaz. Neka su « i 8 ostri uglovi pravouglog trougla (slika 12). Oni su kom-
plementni, pa vazi f = 90° — a. Suprotna kateta ugla « je nalegla uglu 3, pa
vazi sina = cos § i sin § = cos a, tj. sina = cos(90° — a) i cos a = sin(90° — a).
Lako se vidi i da je tana = § = cot f = cot(90° — ), kao i da je cotax = 2 =
tan 8 = tan(90° — «).

Na drugi naéin zapisano:

|

sin(g —a) = cosq,

Cos(g —a) =sina,
tan(g —a) = cota,

cot(g —a) =tana.
U

U elektronskoj lekciji trigonometrijske funkcije komplementnog ugla prika-
zane su i uz pomo¢ apleta koji se moze videti na slici 13. Kliza¢ omogucava da
se menja veli¢ina ugla «, a pomeranjem tatke A moze se promeniti duzina stra-
nice b. Klikom na odgovarajuée dugme bira se identitet i ispisuju se vrednosti
trigonometrijskih funkcija za izabrane vrednosti ugla « i njemu komplementnog

ugla .

16



[ sina=cosf3 ] [ cosa=sinB ] [ tana=cotp ][ cota=tan@ J
DuZina katete b i veli¢ina ugla o se mogu menjati. nalegla kateta b
tog = —— 2 2
cota naspramna kateta a
5 a = 49°
b b
ﬁ cot49° = — =0.87
a
naspramna kateta b
tanf= — ——— — =
a c nalegla kateta a
a=5.75
b=5
b 5
tan4l® = - = =0.87
c=T.62 " a 575
(e
C b 'A

Slika 13: Aplet koji prikazuje trigonometrijske funkcije komplementnog ugla

4.4 ReSavanje pravouglog trougla

Osnovni elementi trougla su duzine njegovih stranica, a, b i ¢ i veli¢ine unu-
trasnjih uglova «, 8 i 7. ,ReSiti trougao” znadi izra¢unati nepoznate elemente
pomoc¢u poznatih. Da bi se re§io pravougli trougao, potrebno je znati dva nje-
gova elementa (osim pravog ugla) i koristiti trigonometrijske funkcije ostrog
ugla.

Ako se posmatra pravougli trougao sa hipotenuzom c¢ na slici 14, onda je
v =90°. Tada je, na osnovu definicija trigonometrijskih funkcija ostrih uglova:

. a
B siIno — —
c

b

cosa = —

c c

¢ a

anoa = —

b

b

)\ X No cota = —
C b A a

Slika 14: ReSavanje pravouglog trougla

a = csina,
a = btan q,
b=ccosa,

b = acota,

17



cosa’

Na osnovu prethodnog vidi se da je za reSavanje pravouglog trougla potrebno
znati vrednosti trigonometrijskih funkcija za sve oStre uglove. U praksi se za nji-
hovo odredivanje najcesce koriste kalkulatori i razli¢iti matematicki programski
alati.

Primer 4. Resiti pravougli trougao sa hipotenuzom c ako je a = 10cm, a = 42°.

Resenje. Treba izracunati b, ci 8. Poznato je da je b = acot a, tj. 10-cot 42° =

10-1,111 = 11, 11lem. sina = ¢, pajec = 5=, tj. ¢ = ﬁ R 0%% =~ 14,9cm.

Lako se izra¢unava ugao 3, 5 = 90° — o = 48°. A

Primer 5. Sa rastojanja od 100m toranj se vidi pod uglom od 50°. Koliko je
toranj visok?

Resenje. Ako je H visina tornja (slika 15), onda je:

H
— =1t ° = 1,192
100 an 50 ,19

Otuda je H ~ 119, 2m. A

100m

Slika 15: Slika uz primer 5
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5 Trigonometrijske funkcije proizvoljnog ugla

U drugom razredu srednje Skole proSiruje se steceno znanje iz trigonometrije.
Definisu se trigonometrijske funkcije proizvoljnog ugla, crtaju njihovi grafici, re-
Savaju trigonometrijske jednacine i nejednacine, gradivo koje ¢e biti izlozeno u
ovom poglavlju.

5.1 Trigonometrijski krug

Trigonometrijske funkcije ostrog ugla definisane su preko odnosa stranica
pravouglog trougla. Za definisanje trigonometrijskih funkcija proizvoljanog ugla,
koristi se trigonometrijski krug.

Trigonometrijski krug je krug poluprecnika 1 ¢iji je centar u koordinatnom
pocetku. Prikazan je na slici 16. Jednacina trigonometrijskog kruga u analitic-
koj geometriji je 2 + y? = 1.

YA

Slika 16: Trigonometrijski krug

Tacka A sa koordinatama (1,0) koja pripada trigonometrijskom krugu zove
se pocetna tacka.

Luk na trigonometrijskom krugu koji se obilazi u pozitivnim smeru (smeru
suprotnom kretanju kazaljke ¢asovnika) pocevsi iz tacke A, zva¢emo pozitivan
luk. Luk koji se obilazi u negativhom smeru zvac¢emo negativan luk. Mera ovako
definisanih orijentisanih lukova predstavljena je njihovom duZzinom sa znakom +
za pozitivne i znakom - za negativne lukove. Na ovaj nacin se svakom orijentisa-
nom luku dodeljuje jedan realan broj i obrnuto. Kako je obim trigonometrijskog
kruga 2w, realnim brojevima veé¢im od 27 i realnim brojevima manjim od —2m
odgovaraju lukovi veéi od punog kruga.

Na slici 17 je prikazano nekoliko orijentisanih lukova ¢ija je mera oznacena
sa .
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>0 w2

L

D

<o » < —27

PANY
ARWARY
NERNY;

-(HC

any
SANPE

Slika 17: Orijentisani lukovi

D
;

Ako je AM orijentisan luk, nJemu odgovara orijentisan ugao a koji obr@u
vektori OA i OM. Mera luka AM jednaka je radijanskoj meri ugla £(OA, OM).
Vektor OM zove se radijus vektor ugla o prikazanog na slici 18 [2].

Slika 18: Radijus vektor
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5.2 Sinus i kosinus

Neka je a = A{((Tzl, oM ) proizvoljan orijentisan ugao kome odgovara orijen-
tisan luk AM. Ako su (x0,y0) koordinate tacke M, tada se kosinus i sinus ugla
a definisu:

cos a0 = g,

sina = yg.

]\l(wm Yo)

cosa = xp
Yo sina = yg

a A

-
\

Slika 19: Definicija sinusa i kosinusa

Odavde se vidi da kosinus i sinus ugla mogu biti i pozitivni i negativni brojevi
i nula. Kosinus je pozitivan ako je ugao u Ii IV kvadrantu, a negativan ako je u
II i ITT kvadrantu. Sinus je pozitivan ako je ugao u I i II kvadrantu, a negativan
ako je u IIT i IV kvadrantu.

COS & sin o

Slika 20: Znak sinusa i kosinusa

Elektronska lekcija Sinus i kosinus sadrzi aplet na kome se vidi kako se me-
njaju vrednosti sinusa i kosinusa u zavisnosti od veli¢ine ugla. Veli¢ina ugla o
menja se kretanjem tactke M po trigonometrijskom krugu (slika 21).
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o = 51.04°
sinaw = 0.78
cosa = 0.63

Slika 21: Aplet koji prikazuje promenu vrednosti sinusa i kosinusa u zavisnosti
od veli¢ine ugla

Uz pomo¢ GeoGebra apleta objasnjeno je i kako se za dati realan broj m
odreduje ugao « takav da je cos & = m, odnosno sina = m.

Iz definicije sinusa i kosinusa jasno se vidi da vazi —1 < sina < 1i -1 <
cosa < 1. Zato, ako je m < —1ili m > 1, ne postoji ugao ¢iji su sinus ili kosinus
jednaki m. Mora da vazi —1 <m < 1.

U elektronskoj lekciji, klikom na odgovarajuée dugmice u tekstu, na apletu se
pojavljuju tacka A(1,0), prave y = m ili x = m, u zavisnosti od toga da li je dat
sinus ili kosinus trazenog ugla, kao i presecne tacke prave sa trigonometrijskim
krugom. Za svaki realan broj m takav da je —1 < m < 1 postoje dva ugla na
intervalu [0, 2] ¢iji je sinus, odnosno kosinus jednak m, §to se i na slici 22 moze
videti.

A
(=)
o
=
=l
=]
.
=

Slika 22: Apleti na kojima su prikazane konstrukcije uglova ¢&ji su sinus ili
kosinus poznati
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Kosinusi i sinusi uglova I kvadranta izracunavaju se kao i kosinusi i sinusi
ostrih uglova pravouglog trougla. Kosinus i sinus proizvoljnog ugla mogu se
izraziti preko kosinusa i sinusa odgovarajuéeg ugla I kvadranta, postupkom koji
se zove svodenje na I kvadrant.

1) II kvadrant

— —

Neka je f = £(OA,OM) ugao II kvadranta, (z¢,yo) koordinate tacke M

(xo < 0,y0 > 0), M’ tacka simetri¢na tacki M i A’ tatka simetri¢na tacki

A(1,0) u odnosu na y osu (slika 23). Tatka M’ pripada prvom kvadrantu i
— —

njene koordinate su (—zg,yo). Ako se sa «a obelezi ugao £(OM,0A"), tada je

o 5
zbog simetrije i £(OA,OM') = . Otuda je:
cos B =x9 = —(—xp) = —cosq,

sin 8 = yg = sin a.

M’—EU, o)

Slika 23: Svodenje sa II na I kvadrant
Posto je B = 7 — «, vazi:
cos(m — o) = —cos «,

sin(m — a) = sina,

za()gagg.

2) TIT kvadrant

Neka je 8 = &(WLO—J%) ugao IIT kvadranta, (xg,yo) koordinate tacke M
(xo < 0,y0 < 0) i neka je M’ tacka simetri¢na tacki M u odnosu na koordinatni
pocetak (slika 24). Tacka M’ pripada prv% kxiclr>antu i njene koordinate su
(—z0,—y0).- Ako se sa « obelezi ugao L(OA’,OM), tada je zbog simetrije i

X
=
L(OA,OM") = a. Otuda je:
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cos B =1x9=—(—x9) = —cosa,
sin8 =yp = —(—yo) = —sina.
Posto je 8 = m + «, vazi:
cos(m + a) = — cos
sin(m + o) = —sinq,

zaOSagg.

A

P
({

Mﬁﬂm 0)

Slika 24: Svodenje sa III na I kvadrant

3) IV kvadrant .

Neka je g = A{(a}l,OM) ugao IV kvadranta, (zg, o) koordinate tacke M
(xo > 0,90 < 0) i neka je M’ tacka simetri¢na tacki M u odnosu na z osu (slika
25). Tatka M’ pripada prvom kvadrantu i njene koordinate su (zg, —yg). Ako
se sa « obelezi ugao £(OM,0OA), tada je zbog simetrije i L(OA,OM') = a.
Otuda je:

cos B = xg = cosa,

sin 8 =yp = —(—yo) = —sina.

Posto je 8 = 2m — a, onda vazi:
cos(2m — a) = cos a,

sin(2r — a) = —sinq,
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0, —Yo)

AI

s

(20, Yo)

Slika 25: Svodenje sa IV na I kvadrant

U elektronskoj lekciji, i svodenje na prvi kvadrant je predstavljeno uz pomo¢
GeoGebra apleta prikazanog na slici 26. Na apletu se nalaze tri dugmeta koja
omogucavaju da se izabere kvadrant u kome se nalazi ugao, kao i kliza¢ kojim
se odreduje veli¢ina ugla.

Il kvadrant f‘©=52°
11l kvadrant
IV kvadrant

cos(m+ a) = — cos

sin(7 + a) = —sina

Slika 26: Aplet koji prikazuje svodenje na prvi kvadrant
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4) Negativan ugao
Neka je OM radijus vektor negativnog ugla —a i neka je M’ tacka simetri¢na
tacki M u odnosu na z osu. Ako su (zg,yo) koordinate tacke M, onda su

(z0, —yo) koordinate tacke M’. Zbog simetrije je K(O—IZL W) = a. Otuda je:
cos(—a) = cos o,
sin(—a) = —sinq,

za svaki ugao a.

Na apletu kreiranom za elektronsku lekciju prikazanom na slici 27 mogu se
videti razliciti slucajevi koji zavise od veli¢ine ugla .

a=40°

@

cos(—a) = cosa

sin(—a) = —sina

Slika 27: Aplet koji prikazuje svodenje sinusa i kosinusa negativnog ugla na
sinus i kosinus pozitivnog ugla

Jasno je da za svaki ugao « i svaki ceo broj k vazi cos(a + 2kw) = cosa
i sin(a + 2km) = sina. Ako za neku funkciju f postoji realan broj T # 0
tako da za svako z iz domena funkcije = + T takode pripada domenu i vazi
f(z+T) = f(z), onda kaZemo da je funkcija f periodi¢na sa periodom T. Naj-
manji pozitivan period zove se osnovni period.

Teorema 3. Osnovni period funkcija sinus i kosinus je T = 2m.

Dokaz. Uglovima x i  + 2km odgovara isti polozaj radijus vektora O—J\Zf, pa
je sinz = sin(z + 2kw) i cosz = cos(z 4+ 2kw). Ovim je pokazano da je 27
period funkcija sinus i kosinus. Treba jo§ pokazati da je to osnovni period.
Dovoljno je pokazati da za svako T', 0 < T' < 27 postoji ugao x( takav da je
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cos(zg + T') # cosxzg. Ako se uzme da je ¢ = 0, tada je coszp = cos0 = 1,
acosT <1za0<T < 2m, pa T nije period od cosz. Da bi se pokazalo da
je 27 osnovni period i funkcije sinus, postupa se isto kao kod kosinusa, ali se
uzima da je, npr., 9 = 5. Tada je sinzg =sinf =1, asin(T' + §) # 1 za
0<T < 2m. ]

5.3 Tangens i kotangens

Tangens i kotangens proizvoljnog ugla « definisu se pomocu sinusa i kosinusa:

tana = 25 cosa # 0

osa’?

cota = £5% sina # 0.

sina?

Odavde sledi da je tan « definisan za a # 5 + km, k = 0,+1,£2,..., a cot
za o # km, k=0,£1,4+2 ... Vazi i:

tana = ﬁ, cota #0
?a
cota = ——, tana # 0.

Iz definicije se lako utvrduje i znak tangensa i kotangensa jer je poznat znak
sinusa i kosinusa.

+ | - + | -

tan o cot v

Slika 28: Znak tangensa i kotangensa

Vrednost tangensa za proizvoljan ugao iz domena tangensa moZe se geome-
trijski interpretirati na sleded¢i nacin (slika 29):

Uodi se prava = 1. Ova prava prolazi kroz tatku A(1,0) i paralelna je y osi.

Ona se naziva tangensna osa. Ako je OM radijus vektor ugla o, o # 5 +km, neka
je N tatku preseka prave OM i tangensne ose. Neka su (1,yo) koordinate tacke
N. Tada je tan o = yo. Treba pokazati da je to tacno. Neka je 0 < a < 5 i M
normalna projekcija tacke M na x osu. Tada je cosa = |OM;| isina = |[MM].

Sa druge strane, iz sli¢nosti trouglova OAN i OM;M vazi S—IX = 1\04%17 tj-

__ sina __
Yo = o5 — tana.

Na sli¢an naé¢in se pokazuje da vazi i ako je ugao iz nekog drugog kvadranta.
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]V(layo)

tana = yo

tangensna osa
Slika 29: Geometrijska interpretacija tangensa

Tangens nije definisan za svaki ugao a. Ako ugao « raste i tezi uglu 7, tan «

se neograni¢eno povecava. U grani¢nom slucaju, kada se radijus vektor OM
ugla « poklopi sa OB, prava OM i tangensna osa postaju paralelne i njihove
presecne tacke nema. Za o = 7 tan a nije definisan. Ako ugao « tezi uglu 7 sa
druge strane, smanjujudi se, tada se tan o neograni¢eno smanjuje. Sli¢na je si-
tuacija kad « tezi uglu 37” sa jedne ili druge strane, tan 37” takode nije definisan.
tan o nije definisan za svako o = 7 + k7. Ovo sledi i iz formule tan o = (S:E‘Tz,
jer je za a = § + km cosa = 0, a deljenje nulom nije definisano.

Vrednost kotangensa za proizvoljan ugao iz domena kotangensa mozZe se
geometrijski interpretirati na slede¢i na¢in (slika 30):

kotangensna osa B I/,Kl)

cota = x

Slika 30: Geometrijska interpretacija kotangensa

Uodi se pravu y = 1. Ova prava prolazi kroz tacku B(0, 1) i paralelna je
osi. Naziva se kotangensna osa. Ako je OM radijus vektor ugla «, neka je L
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tacka preseka prave OM i kotangensne ose. Neka su (x¢, 1) koordinate tacke L.
Tada je cot & = xg. cot « nije definisano za o = k.

Elektronska lekcija u kojoj su definisani tangens i kotangens proizvoljnog
ugla sadrzi aplet predstavljen na slici 31 koji prikazuje promenu vrednosti tan-
gensa i kotangensa u zavisnosti od veli¢ine ugla. Veli¢ina ugla o menja se
kretanjem tacke M po trigonometrijskom krugu.

a = 136.66°
tana = —0.94
cota = —1.06
2 3

Slika 31: Aplet koji prikazuje promenu vrednosti tangensa i kotangensa u zavi-
snosti od veli¢ine ugla

Na osnovu prethodnog, lako se izvode formule kojima se tangens i kotangens
proizvoljnog ugla izrazavaju preko uglova I kvadranta.

1) IT kvadrant
Neka je 8 = 7 —«a, 0 < a < 5. Na osnovu formula za svodjenje sinusa i

kosinusa vazi: ) )
sin(m — «) sin «

tan 8 = = = —tan «,
cos(m—a) —cosa
1 1
cot B = =— = —cot a.
tan 8 tan o
Vaze formule:
tan(m — ) = — tan «,
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cot(m — ) = —cot a.
2) IIT kvadrant
Neka je 8 =7+ a, 0 < a < 5. Tada je:

sin(m + « —sina
tan g = ( ) = = tan «,
cos(m+a) —cosa
1
cot B = = cot a.

tan /3) " tana
Vaze formule:

tan(m + a) = tan a,

cot(m + ) = cot a.
3) IV kvadrant

Neka je 8 = 27 —a, 0 < a < 5. Pomocu formula izvedenih za sinus i kosinus
izvodi se:

sin(2m — ) —sina
tan g = = = —tanq,
cos(2m — ) cos @
1 1
cot B = = = —cot a.

tanf3)  tana
Vaze formule:

tan(2m — ) = —tanq,
cot(2m — o) = — cot av.
4) Negativan ugao
Za negativan ugao, takode koristeci formule za sinus i kosinus, dobija se:

sin(—a) —sina
tan(—a) = = = —tanaq,
cos(—a) cos «
1
cot(—a) = =— = —cot a.
tan(—«) tan «
Vaze formule:
tan(—a) = —tana,
cot(—a) = —cot

za svaki ugao « iz domena funkcija [2].
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Teorema 4. Osnovni period funkcija tangens i kotagens je T = .

Dokaz. Iz definicije tangensa i kotangensa sledi da je tan(z + kr) = tanz i
cot(x + km) = cot x, pa treba jo§ samo pokazati da je w osnovni period, tj. da
za svako T, 0 < T < 7, postoji ugao xg takav da je tan(zo + T) # tanxo,
odnosno cot(xg + T) # cot xg. Za tangens se uzima xg = 0. Kako je tan0 = 0,
atanT # 0 za 0 < T < 7, onda je 7 osnovni period funkcije tangens. Ako je
rg = 5, onda je cotwg = cot 5 = 0, a cot(T'+ ) # 0za 0 < T < 7, Cime je
dokazano da je m osnovni period i funkcije kotangens. O

5.4 Grafici osnovnih trigonometrijskih funkcija

Na osnovu poznatih svojstava, priblizno se mogu nacrtati grafici funkcija
y=sinx, y =cosz, y =tanx iy = cot x.

Svojstva funkcije y = sin z:
1) definisana je za svako z;
2) skup vrednosti funkcije je interval [—1, 1];
3) nule funkcije y =sinz za x € [0,27) suz =01 z = 7;
4) sinz je pozitivno za 0 < x < 7, a negativno za 7 < z < 27;
5) kada x raste od 0 do 7, sinz raste; kada x raste od 7 do 37”, sin x opada;
kada x raste od 3& do 27 sinz ponovo raste;

2
6) sinz je periodi¢na funkcija sa osnovnim periodom 27.

Zbog perioditnosti dovoljno je da se nacrta deo grafika nad intervalom [0, 2x].
Za elektronsku lekciju kreiran je aplet na slici 32 koji prikazuje iscrtavanje grafika
funkcije y = sinx na intervalu [0, 27] uz pomo¢ trigonometrijskog kruga.

2

0 2 m 2T

Slika 32: Crtanje grafika sinusa
Ostatak grafika dobija se translacijom ovog dela duz z ose za sve vektore

intenziteta 2km (k =0, 1,2, ...). Tako se dobija beskonac¢na kriva, grafik funkcije
y = sin x, koja se zove sinusoida.
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sinusoida

T2 -2m =3m/2 - =m/2 0 2 ™ 3n/2 2m 5m/2 SN

Slika 33: Sinusoida

Moze se uociti da je grafik centralno simetrican u odnosu na koordinatni
pocetak, sin(—z) = —sinz, tj. sinx je neparna funkcija.

Na slici 34 je prikazan aplet na kome se vidi kako se menja grafik funkcije
y = asin(bz+¢) +d u zavisnosti od vrednosti parametara a, b, ¢ i d koji se mogu
menjati pomeranjem klizaca.

y=asin(bx 4+ c) 4+ d
a=195 c=11
@ 4 .
b=0.6 d=0.45 y = 1.95sin(0.6z + 1.1) + 0.45
3
1
0
T 0 ™ 2m 3
-1

Slika 34: Grafik funkcije y = asin(bx + ¢) + d

Svojstva funkcije y = cos x:
1) definisana je za svako z;
2) skup vrednosti funkcije je interval [—1, 1];
3) nule funkcije y = cosz za x € [0,27] sux = F iz = 37”;
4) cosx je pozitivnoza 0 <z < § i 37” < < 2w, anegativnoza 5 <z < 37”;
5) za x € [0, 7] cosz opada, a za x € [, 27| cosx raste.
Maksimalnu vrednost, dok x € [0,27) dostiZe za x = 0 i ona iznosi 1, a
minimalnu za x = 7 i ona iznosi —1;
6) cosz je periodi¢na funkcija sa osnovnim periodom 2.

Zbog perioditnosti dovoljno je da se nacrta deo grafika nad intervalom [0, 27].
Za razliku od sinusa, nacrtati grafik funkcije cos x uz pomoé¢ trigonometrijskog
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kruga nije lako. Na slede¢em apletu prikazan je jedan od nacina, uz pomoé
kruga odgovarajuceg poluprecnika.

2m

N

Slika 35: Crtanje grafika kosinusa

Ostatak grafika dobija se translacijom ovog dela duz z ose za sve vektore
intenziteta 2k (k = 0,1,2,...). Grafik funkcije y = cosz zove se kosinusoida

(slika 36).

y=1

kosinusoida

Slika 36: Kosinusoida

Moze se uociti da je grafik funkcije cosx simetrican u odnosu na y osu,
cos(—x) = cosz, tj. cosx je parna funkcija.

Pomocu grafika moze se doéi do vazne veze izmedu kosinusa i sinusa. Ako
se nacrtaju grafici obe funkcije, sa slike 37 se vidi da se grafik funkcije y = sinz
moze dobiti pomeranjem grafika funkcije y = cos x u pozitivnom smeru x ose za
” . .. ,r .. .
5- To pomeranje odgovara smanjenju argumenta za 3, pa se dobija formula:

™ .
cos(z — 5) =sinz.

Pomeranjem grafika sinx ulevo za 7, on prelazi u cos z, tj. vaZi:

, 7r
sin(z + 5) = cosx.
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Slika 37: Sinusoida i kosinusoida

Svojstva funkcije y = tanz na intervalu -7, 7]:
1) definisana je za svako x osim . = =3 iz =
Kada z — —% + 0, onda tanz — —o0, a kada z — § — 0, tanz — +o0 ;
2) skup vrednosti funkcije tanz za x € [-7, 5] je skup R;

3) nula funkcije je x = 0;

)
)
4) tanz je pozitivno za 0 < x < 7, a negativno za —5 < x < 0;
)
)

(SIE]

5) stalno raste;
6) tanx je periodi¢na funkcija sa osnovnim periodom 7.
T T

Zbog periodi¢nosti dovoljno je da se nacrta deo grafika nad intervalom [—7, 7].

Na slici 38 je aplet kreiran za elektronsku lekciju koji pokazuje crtanje grafika

funkcije y = tanz na intervalu [-7, 7.

2

Slika 38: Crtanje grafika tangensa

Ostatak grafika dobija se translacijom duZ z ose za kn (k = 0,£1,+2,...).

34



Kompletan grafik funkcije tangens zove se tangensoida i moze se videti na slici
39.

tangensoida,

3
)
S
N
5
g
S
g

Com 3112 - -T2 0 w2
T

Slika 39: Tangensoida

Grafik je centralno simetri¢an u odnosu na koordinatni pocetak, tan(—z) =
—tanx, tj. tanx je neparna funkcija.

Svojstva funkcije y = cot « na intervalu [0, 7]:
1) definisana je za svako x osim za z = 01 = 7.
Kada x — 0+, onda cotx — +0o0, a kada x — 7w — 0, onda cot x — —o0 ;
2) skup vrednosti funkcije cot x za x € (0, 7) je skup R;
3) nula funkcije je 2 = ;
4) cot z je pozitivno za 0 < x < 7, a negativno za § <z < T;
5) stalno opada;
)

6) cot x je periodi¢na funkcija sa osnovnim periodom 7.
Grafik funkcije y = cot z na intervalu (0,7) dobija se na slican nacin kao

i grafik funkcije tan z, koris¢enjem trigonometrijskog kruga i kotangensne ose.
Crtanje ovog dela grafika vidi se na apletu prikazanom na slici 40.
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Slika 40: Crtanje grafika kotangensa

Kotangens je periodi¢na funkcija sa osnovnim periodom 7, pa se kompletan
grafik dobija translacijom i on se zove kotangensoida (slika 41).

kotanjgensoida

Slika 41: Kotangensoida

Grafik je centralno simetri¢an u odnosu na koordinatni pocetak, cot(—z) =
—cot x, tj. cotx je neparna funkcija.
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5.5 Trigonometrijski identiteti

U ovoj sekciji bi¢e pokazano da trigonometrijski identiteti koji vaze kod tri-
gonometrijskih funkcija ostrog ugla vaze i kada su u pitanju trigonometrijske
funkcije proizvoljnog ugla. Bic¢e navedene i dokazane adicione formule, trigo-
nometrijske funkcije dvostrukog ugla, trigonometrijske funkcije polovine ugla i
transformacija zbira i razlike trigonometrijskih funkcija u proizvod.

5.5.1 Osnovni trigonometrijski identiteti

Osnovne trigonometrijske funkcije sinx, cosz, tanx i cotz imaju osobinu
da se pomocu svake od njih mogu predstaviti ostale tri. Relacije koje slede
ispunjene su za svaki ugao « iz domena funkcija koje u njima ucestvuju.

Ako je M proizvoljna tacka trigonometrijskog kruga, njene koordinate za-
dovoljavaju jedna¢inu 22 + y?2 = 1. Kako je x = cosq, a y = sina, gde je

-— ..
a=4£(0A,0M), onda vazi:

cos? a +sina =1 (1)
za svaki ugao a. Ovo je jedan od osnovnih trigonometrijskih identiteta.
Iz prethodnog sledi:
sina = +4/1 — cos? a.

Znak pred korenom zavisi od toga u kom se kvadrantu nalazi ugao a. Ako je
a u Iili IT kvadrantu onda je znak + jer je sina > 0. Za « iz [T ili IV kvadranta
sin a je negativno pa je znak -.

Pomocu prethodne formule dobija se i:

+v1 —cos?a

tana =
Cos &
cos «
cotay = ——or.
+v1 —cos? o

Dalje, poznato je da je cota = taia-

Ako se leva i desna strana formule 1 podeli sa cos? o dobija se:

sin? o 1
It g = wta’
cos?a  cos?
1
1+tan’a = 5>
cos? o
2 1
cos"a=——5—,
1+ tan“ o
1
cosa =

+V1+ tanZ o
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Zamenjujuéi ovo u 1 dobija se

tan o
+v1+ tanZ v

Na sli¢an nacin se pokazuje da se i preko sin « i cot & mogu izraziti preostale

tri osnovne trigonometrijske funkcije. Sve formule pregledno su prikazane u
sledeéoj tabeli:

sino =

sin o Ccos O tan o cot ol

tan 1
: _ - _ 2~ |t +

1 cot O
cosOl = :I:m cos o :I:\/1_|_t.an?-u :I:\/l—i—cotgtl
L sma VT :

tano = - tan
V1 — sin’a cos O cot ot
cotd = |+ 1 — sin'or i—cos a ! cob o
o sin o V1 — cosoq tan o '

Slika 42: Osnovni trigonometrijski identiteti

Trigonometrijski identiteti se najéescée koriste za transformaciju slozenih tri-

gonometrijskih izraza zbog uproséavanja ili dovodenja na pogodan oblik u cilju
reSavanja konkretnog problema.

Primer 6. Uprostiti izraz sin o + cos?asin® o 4 cos? a.

Resenge. sin* a+cos?asin® atcos? a = sin? a(sin? a+cos? a)+cos? a = sin? a+
cos? a = 1. JAN

Primer 7. Ako je 5 < a <, odredi:
a) cosa, ako je sina =0,8;
b) sina, ako je cota = —2.

Resenge. Kako je ugao o u IT kvadrantu, onda je cosa < 0, a sina > 0.
a) cosa = —\/1—sin>a = —/T— 0,64 = —/0,36 = —0,6;

; — 1 _ 1 _ 1 _ 5
b) Slna_\/l—&-cotza_\/m_\/g_ 5
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5.5.2 Adicione formule
Adicione formule pokazuju kako se trigonometrijske funkcije zbira i razlike
uglova prikazuju preko osnovnih trigonometrijskih funkcija:

cos(a — ) = cosa - cos B + sina - sin 3,
cos(a+ ) = cosa - cos B — sin« - sin f3,
sin(a + ) = sina - cos f + cosa - sin 3,
sin(a — ) =sina - cos f — cosa - sin f3,

tana + tan g8
t R
anfa + ) = 1—tanoa-tan 8’

tan o — tan 8
tan(a — ) = ———
an(a — ) 1+tana-tan s’
cota-cotf—1
t =
cot(a+ B) cot e + cot 3
cota-cot S+ 1

cot(a — ) = cotB—cota

Bi¢e dokazana formula za kosinus razlike, iz koje se izvode ostale. U elek-

tronskoj lekciji dokaz prati aplet prikazan na slikama 43 i 44.
Nekaje a > f1iMiN tacke trigonometrijskog kruga takve da je £( OA O—N>

o K(OA OM) B (slika 43). Koordinate tacaka M i N su, redom, (cos 3, sin 3)
i (cosa,sina), pa za duzinu duzi M N vazi:

MN? = (cosa — cos 3)* + (sina — sin 3)2.

 Rotiraj | [ M-A]

N(cosa, sina)

M(cosB,sinB)

(1,0)

Slika 43: Aplet koji ilustruje dokaz adicione formule
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Rotacijom duzi M N oko koordinatnog pocetka njena duzina se nece pro-
meniti, §to se klikom na dugme Rotiraj na apletu moZe videti. Ako tacku
M rotacijom dovedemo do tacke A(1,0), $to se na apletu dogada klikom na
dugme M — A, tada je § = 0, koordinate tatke N se mogu zapisati kao
(cos(a — B),sin(a — B)) (slika 44), pa ¢e za duzinu duzi MN (N A) da vazi:

MN? = (cos(a — 3) — 1)? + (sin(a — 3) — 0)2.

[ Rotiraj | [ M-A

N(cos(a-B), sin(a-B))

0 /6B A0

Slika 44: Aplet koji ilustruje dokaz adicione formule
Kako se duzina duzi ne menja pri rotaciji, vazi:
(cosa — cos B)? + (sina — sin 3)% = (cos(a — B) — 1)* + (sin(a — B) — 0)?,
tj.
cos? a—2 cos a cos f+cos? B+sin? a—2sin asin f+sin® B = cos?(a—fB)—2 cos(a—B)+1+sin*(a—f).
Koriste¢i identitet cos? z + sin? 2 = 1 dobija se:
2 —2cosacos B —2sinasin f =2 — 2cos(a — f),
odakle se vidi da je:

cos(a — ) = cosacos 8 + sin asin 3.

Formula za kosinus zbira mozZe se izvesti iz prethodne:

cos(a+8) = cos(a—(—f)) = cos acos(—)+sin asin(—3) = cos « cos B—sin asin S,
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pri ¢emu se koristi cos(—z) = cosz i sin(—z) = —sinz.

Pomo¢u ovih formula izvodi se:
s m LT .
cos(§ — ) = cos 5 cosa+sing sina =sina.

™

Stavljanjem § — o umesto o dobija se:

sin(a — g) = cosa.

Prethodno omogucava izvodenje formule za sinus zbira i razlike:

sin(a + 3) = cos(g —(a+p) = cos((g —a)—pB)=

COS(% —a)cosf+ Sin(g — a)sin f = sinacos 8 + cos asin G,

sin(a—f) = sin(a+(—p)) = sin @ cos(—)+cos asin(— ) = sin « cos f—cos asin .

Kada su poznate adicione formule za sinus i kosinus, lako se izvode i za

tangens:

tan(a + B) sin(e+ f) sinacosf + cosasin 8
an(« = =
cos(a+ ) cosacosf —sinasin S’

sada se deljenjem brojioca i imenioca dobijenog razlomka sa cos « cos 8 dobija:

tan a 4 tan 8
1 —tanatan 8’

Na sli¢an nacin izvode se i formule za kotangens:

(o + B) cos(e+ fB) cosacosf —sinasinf
cot{x - = .
sin(e+ )  sinacosf + cosasin 8

Sada se i brojilac i imenilac dele sa sin asin 5 i dobija se:

cotacot S —1
cota+cotf

Zadatak 2. Izracunati cos {5.

fS
+

m‘a
S

Seni S T T T aog L dn T ain & — 1.
lj(ise\n[]e. cgg 75 =cos(3 —§) =cosfcosy +singsing = 3
2416 _ V2

= 4(\/§+1).

>
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Zadatak 3. Izracunati sin75° bez upotrebe tablice.

Resenge. sin 75° = sin(45° + 30°) = sin 45° cos 30° + cos 45° sin 30° = ﬁ ‘ég +
V2oL = 2(VB+1). A

Zadatak 4. Izracunati sin 36° cos 24° + cos 36° sin 24° bez upotrebe tablice.
Resenge. sin 36° cos 24° + cos 36° sin 24° = sin(36° + 24°) = sin 60° = § A

Zadatak 5. Izracunati tan 15° bez upotrebe tablice.

Resenge. tan15° = tan(60° — 45°) = 1tj‘?a(;’log(;,t_f:n4fgo = \{_f \{

%\/3:24_\/3 A

LVB-1 _
" VBl

S I

5.5.3 Trigonometrijske funkcije dvostrukog ugla

Primenom adicionih formula trigonometrijske funkcije dvostrukog ugla mogu
se izraziti preko funkcija osnovnog ugla. Za to je dovoljno u adicionim formu-
lama staviti o = . Dobija se:

sin 2a = 2sin« - cos o

cos 2 = cos? a — sin? a,

2tz
tan 2a0 = 1= tg’g;’a, za o # 7 + k,
cot 2 = C%tco‘z‘al, za a # 5 + k.

Zadatak 6. Dokazati identitet 1 — (sin a — cos a)? = sin 2av.

Resenje. 1 — (sina — cosa)? = 1 — (sin? @ — 2sinacosa + cos?a) = 1 — (1 —

sin 2ar) = sin 2av. A
Zadatak 7. Izracunati cos® 15° — sin® 15° bez upotrebe tablica.

Resenje. cos?15° —sin? 15° = cos 2 - 15° = cos 30° = @ A
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5.5.4 Trigonometrijske funkcije polovine ugla

Adicione formule i neki trigonometrijski identiteti omogucavaju da trigono-
metrijske funkcije ugla § izrazimo preko trigonometrijskih funkcija ugla a.

Polazi se od identiteta cos? a + sin? & = 1 napisanog u obliku:
2@ | 2@
cos” — +sin”“ — =1
2 + 2

i odgovarajuce formule:
N P
cos® — —sin® — = cosa.
2 2

Sabiranjem ovih jednakosti dobija se:

«
2cos2§ =1+ cosa,

o 1+ cosa
s=3—
cos2 2

Oduzimanjem druge jednakosti od prve dobija se:

tj.

X
2sin? — =1 — cos a,

tj.

Poznato je da je:

o sin 5
tan 5
oS g
i
‘ 1
cot — =
2  tan ¥’

pa se lako izvodi:

« 1 —cosa
tan — = 4/ ——,
2 1+ cosa

1
cot & = 4, /LT Cos
2 1 —cosa

Zadatak 8. Odrediti cos 5

. z 1+4cos § 1+ 2 2+v2
Resenge. cos% =cos§ = ;b = \/?: 2+4\/E = \/? A
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Zadatak 9. Odrediti tan 15° i cot 15°.

Somi o _ 30° _ [1-—cos30° _ 1= _ o3 [2-V/3 2-V3 _
Resenje. tan15° = tan 55— = | /15055055 = \/E_ \/2+\/§ = \/2+\/§ =
(2—-3)2=2—/3.

o_ 1 _ 1 _ 1 243 _
cot 15 T tanl5° T 2_./3 ° 23 2+\/§—2+\/§ JAN

5.5.5 Transformacija zbira i razlike trigonometrijskih funkcija u pro-
izvod

Transformacija zbira i razlike trigonometrijskih funkcija u proizvod je vazna
jer se pomocu nje dobija izraz pogodan za logaritmovanje. Pretvaranje proi-
zvoda u zbir je metoda koja se Cesto koristi pri reSavanju integrala.

Ako se saberu adicione formule

sin(z +y) =sinz - cosy + cosz - siny

sin(z —y) =sinz - cosy — cosz - siny

dobija se:
sin(x + y) + sin(x — y) = 2sinx - cos y.

Ako se druga oduzme od prve razlika je formula:
sin(z + y) — sin(z — y) = 2cosx - sin y.
Stavljajuéi x + y = a i z — y = 5 dobija se:

a+p
2

a—f
5
Ako se ovo zameni u prethodno, dobija se:

y:

. . .«
sina + sin § = 2sin 5 - COS ,

a+pB . a—p

sina — sin 8 = 2 cos 5 - sin
Na sli¢an se nacin iz formula

cos(z +y) = cosx - cosy — sinz - siny,
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cos(x —y) = cosz - cosy +sinz - siny,
sabiranjem i oduzimanjem dobijaju formule:
cos(z + y) + cos(x — y) = 2cosx - cos y,

cos(z +y) — cos(x —y) = —2sinx - siny.

Smenom x +y = a,x —y = [ dobijaju se formule za pretvaranje zbira i razlike
kosinusa u proizvod:

COSO&—I—COSﬁ:?COSaJrﬁCOSaiﬁ,
2 2

L a+pB . a—p

cosa—cosﬁ:—Qsstm 5

Iz prethodnih formula slede i:

1
sinx - cosy = i(sin(x +y) +sin(x — y)),

1

cosz - siny = §(sin(x +y) —sin(z — y)),
1

COST - COSY = i(cos(x +y) + cos(z — y)),

1
sinz -siny = —i(cos(as +y) — cos(z — y)),

formule koje predstavljaju pretvaranje proizvoda u zbir trigonometrijskih funk-
cija.

Zadatak 10. Predstaviti u obliku proizvoda sin o 4 cos a.

—a) = 2sin a+(§_a) - cos 2=E=) _

):ﬂcos(%—a). A

Zadatak 11. Predstaviti u obliku proizvoda cos(a — 5) — cos(a + %).

Resenge. sina + cosa = sina + sin(

2sin 7 - cos(a — 7) :2-§ -cos(Z —

™
2
4 @

Resenje. cos(a — %) — cos(a + §) = —2sin (a7%+2(a+%)) sin (OH%;(O‘JF%)) =
—25ina-sin(—§):2sinasin%:2-sina~§:\/§sina. A
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5.6 Trigonometrijske jednacine

Trigonometrijska jednacina je jednacina kod koje se nepoznata javlja kao ar-
gument trigonometrijske funkcije. Regiti trigonometrijsku jednacinu znaci odre-
diti sve vrednosti nepoznate za koje je data jednacina zadovoljena. U ovoj
sekciji biée prikazano kako se reSavaju osnovni tipovi trigonometrijskih jedna-
¢ina. Elektronske lekcije sadrze aplete koji bi trebalo da olaksaju ucenicima
razumevanje postupka refavanja jednacina i omoguce lakse reSavanje.

Jednaédina sinxz = m

Poznato je da je —1 < sinz < 1 za svako z, pa ova jednacina ima reSenja
samo za —1 < m < 1.

Za —1 < m < 1 postoje dva ugla iz intervala [0,27] €iji je sinus jednak
m. Za 0 < m < 1 jedan od tih uglova je u I, a drugi u II kvadrantu. Njihov
zbir je m, pa ako se sa « oznaci ugao iz I kvadranta, onda je m — o ugao iz
drugog kvadranta (slika 45). Zbog periodi¢nosti funkcije sin z iz ovoga sledi da
su reSenja jednacine sinz = m, 0 < m < 1 data sa:

r = «a—+ 2k,

x=(m—a)+ 2kt =—a+ (2k+ 1),

gdeje0<a< Z,sina=mik=0,%1,42,....

vi

Slika 45: ReSenje trigonometrijske jednacine sinx = m kada je 0 < m < 1

Za —1 < m < 0 postoje takode dva ugla, jedan u III i drugi u IV kvadrantu,
¢iji su sinusi jednaki m.
Ako onaj iz IIT kvadranta ozna¢imo sa 7 + o, 0 < a < 7, tada je ugao iz
IV kvadranta —a« (slika 46). Iz toga sledi da su reSenja jednacine sinz = m
(=1 < m <0) data sa:
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x=(r+a)+2kr =a+ (2k+ 1),
= —a+ 2km,
gdeje 0 <a < Z,sin(—a) =mik=0,%1,%2,...

yvi
(A,

(83 — Y ;
——_m|__ __*

Slika 46: ReSenje trigonometrijske jednacine sinx = m kada je —1 <m < 0

Na slici 54 prikazan je GeoGebra aplet kreiran za elektronsku lekciju trigo-
nometrijske jednacine. Kliza¢ odreduje vrednost parametra m, i sa promenom
vrednosti menjaju se reSenja jednacine sinx = m.

m=055

e

sine =m

_six_ sinax = (.55
mha
a T T T
1 Olo 2 3 1
T =+ 2k xr=33.37" + 2km

r=(m—a)+2kr x=146.63"+ 2kn

Slika 47: Aplet koji prikazuje reSavanje trigonometrijske jednacine sinxz = m
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Do reSenja jednacine sinz = m moze se dodi i graficki. Ako se nacrtaju
grafici funkcija y = sinx i y = m, onda su apscise tacaka preseka tih grafika
reSenja jednacine sinz = m (slika 48).

y=m

“om xy  BR gy - -2 0 x4 2 z3 W T4
= Ssinx

Slika 48: Graficko reSavanje trigonometrijske jednacine sinx = m

Zadatak 12. Resiti jednacinu sinx = ?

Resenje. Datu jednaCinu najlakSe je refiti uz pomo¢ trigonometrijskog kruga

(slika 49). Crtanjem prave y = g vidi se da postoje dva ugla iz intervala
(0,27) &iji je sinus jednak ¥2. To su uglovi T i 2 jer je sin T = sin 37 = 2.
Kako je sinus 27 periodi¢na funkcija, reSenja date jednacine su x = 7 + 2k7 i
=38 4 2km k=0,+1,£2, ... A
yl
N2
2
S
EVZ:
4 A
o x

Slika 49: ReSenje trigonometrijske jednacine sinx = g

Zadatak 13. Resiti jednacinu sinz = 2.
Resenje. Kako je 2 > 1, data jednacina nema reSenje. A

Sledec¢i primer pokazuje kako se reSavaju sloZenije jednacine sa sinusom.
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Primer 8. Resiti jednacinu 2sin® x + 3sinz + 1 = 0.

Resenje. Ovakve jednacine reSavaju se uvodenjem smene sinz = ¢, —1 <t < 1.
Jednagina se svodi na kvadratnu jednadinu 2t? 4+ 3t + 1 = 0, ¢ja su reenja

tp = =11ty = —%. Resenje polazne jednacine ¢ini unija reSenja jednacina
sinz = —1isinz = f%. ReSenje jednacine sinx = —1 je v = —35 + 2k7, a
reSenje jednacine sinx = f% sux = %T +2km iz = —F% + 2km, pa su reSenja
date jednacine:

r = —35 + 2k,

x =T 42kr, k=0,+1,£2, ...

r = —% +2km. A

Jednaéina cosz = m

I ova jednacina ima reSenja samo za —1 < m < 1.

Za —1 < m < 1 postoje dva ugla iz intervala [0, 2] ¢iji je kosinus jednak
m. Za 0 < m < 1 jedan od tih uglova je u I a drugi u IV kvadrantu. Oznacimo
sa « ugao iz I kvadranta. Tada je —« odgovarajuéi ugao iz IV kvadranta (slika
50). Zbog periodi¢nosti funkcije cosx iz ovoga sledi da su reSenja jednacine
cosz =m, 0 <m < 1 data sa:

T = a+ 2kn,

r = —a+ 2k,
gdeje0<a< §,cosa=mik=0,+1,+2,...

Slika 50: ReSenje trigonometrijske jednacine cosx = m kada je 0 < m < 1



Za —1 < m < 0 postoje takode dva ugla, jedan u II i drugi u III kvadrantu,
¢iji su kosinusi jednaki m.
Ako onaj iz II kvadranta oznacimo sa «, tada je ugao iz IV kvadranta —o
(slika 51). Iz toga sledi da su reSenja jednacine cosx = m (—1 < m < 0) data
prethodnim formulama.

y

NI

Slika 51: ReSenje trigonometrijske jednacine

Na sledecoj slici je aplet koji prikazuje reSenja jednacine cosx = m kada je
-1<m<1.

m=055

®

COSTr =Mm

cosx = (0.b5H

|
|
ol/a c@sx
1 [ ; 2 3 3
| T = a+ 2k x = 56.63° + 2kn
|
T o 4 2km x 56.63° + 2k

Slika 52: Aplet koji prikazuje reSavanje trigonometrijske jednacine cosxz = m
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Do resenja jednacine cosx = m moze se dodi i graficki, na isti na¢in kao do
reSenja jednadine sinz = m (slika 53).

y=m

AN / AN /

-2m o -3 - /2 1 0 o /. m /2 T3 2
= COSs

Slika 53: Graficko reSavanje trigonometrijske jednacine cosx = m

S5

Zadatak 14. Resiti jednacinu cosz = —

Resenje. 1 ova jednacina se najlakSe reSava uz pomo¢ trigonometrijskog kruga
(slika 54). Crtanjem prave x = —@ vidi se da postoje dva ugla iz intervala
(0,27) &iji je kosinus jednak —@. To su uglovi 3T i I jer je cos 3T = cos IT =
7@_ Kako je kosinus 27 periodi¢na funkcija, reSenja date jednacine su z =
4 2%kmiw =TT 42k, k=0,+1,42,....

A
T
Slika 54: ReSenje trigonometrijske jednacine cos x = —§
Zadatak 15. Resiti jednacinu cosz = —1.
Resenge. Na intervalu [0,27) cosx = —1 samo kada je x = 7, pa je reSenje ove

jednadine z = m+2km, k = 0,£1, 2, ..., tj. o = 7(2k+1), k = 0,£1,42,.... A
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Jednaédina tanz = m

Za razliku od prethodne dve, jednacina tan x = m ima reSenja za svaki realan
broj m.

Za svako m € R postoji tacno jedan ugao na intervalu (-7, 7) ¢iji je tangens
jednak m. Ako se taj ugao obelezi sa «, tada su sva reSenja jednafine tanxz = m

data sa:
r=a+km,

gde je —5 < a < T, tana = m (slika 55).

’ %
(17"‘)

Slika 55: ReSenje trigonometrijske jednacine tanx = m

Ovakve jednacine mogu se resiti i graficki. ReSenja su apscise prese¢nih ta-
Caka grafika funkcija y = tanz i y = m (slika 56).

y=tanzx
y=m
1 1 1 | 1
| 1 | | 1
1 1 ' 1 |
1 1 1 I |
| 1 1 1 |
' | 1 ' '
' I ' ' I
1 1 | ' 1
1 1 1 1 I
1 | ' 1 |
' ' | ' '
371/2 T /2 0 o w2 m 372 pas o 511/2 3T

Slika 56: Graficko reSavanje trigonometrijske jednacine tanxz = m
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Zadatak 16. Resiti jednacinu tanx = 1.

Resenje. Kako je tan 7 = 1, a tangens je m periodi¢na funkcija, reSenja ove
jednacine su x = 7 + km, k= 0,41, £2, ... A

Zadatak 17. Resiti jednacinu tan’?z — 3tanz + 2 = 0.

Resenje. Nakon uvodenja smene tanx = t, jednacina se svodi na kvadratnu
jednaginu t2—3t+2 = 0, ¢ijasureSenjat; = 1ity = 2. ReSenje polazne jednadine
¢ini unija reSenja jednacina tanxz = 1 i tanxz = 2. ReSenje jednacine tanx = 1
je x = 45° + k - 180°, a reSenje jednacine tanz = 2 je x ~ 63°30" + k - 180°, pa
su reSenja date jednacine:

x =45° 4+ k- 180°,

x=63°30" +k-180°, k =0,+1,+2, ... A

Jednaéina cotz =m

Jednalina cot x = m ima reSenja za svaki realan broj m. Na intervalu (0, 7)
postoji tacno jedan ugao o takav da je cota = m. Zbog periodi¢nosti, sva
reSenja jednacine cot x = m su data sa:

r=a+km,

gdeje0<a<m cota=mik=0,+1,%2, ... (slika 57).

y //
B (m, 1)
(ool \a

Slika 57: ReSenje trigonometrijske jednacine

Jednacina cot x = m se graficki refava na isti nacin kao i jednacina tanx =
m, §to je prikazano na slici 58.
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Yy =cotx

To Ty

Slika 58: Graficko reSavanje trigonometrijske jednacine cot x = m

5.7 Trigonometrijske nejednacine

Trigonometrijske nejednacine su nejednacine u kojima se nepoznate poja-
vljuju kao argumenti trigonometrijskih funkcija. Kako se resavaju, najlakse je
videti na primerima.

Primer 9. Resiti nejednacinu sinx > —%.

Resenje. Za reSavanje date nejednacine koristi se trigonometrijski krug. Odrede

se sve tacke na trigonometrijskoj kruznici ¢ije su ordinate veée od —i. Kako

2
su refenja jednadine sinz = —3 na intervalu [0,27] —% i 7 sa slike 59 se vidi

2 6
da su reSenja date nejednacine svi uglovi = koji pripadaju intervalu (—%, %“)

Zbog periodi¢nosti sinusa, ako se svakom od uglova iz intervala (-, %r) doda
2km, k = £1,+£2, ..., dobiée se ugao ¢iji je sinus veéi od f%. Tako se dobija da

nejednacinu sinz > —% zadovoljavaju svi uglovi x za koje vazi —§ + 2km <z <
4 2km, k=0,+1,+2,....

DN

Slika 59: ReSavanje trigonometrijske nejednacine sinz > —%
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Data nejedna¢ina moze da se resi i graficki, crtanjem grafika funkcija y =
sinz iy = —%. Deo sinusoide koji se nalazi iznad prave y = —% su tacke cije
apscise zadovoljavaju datu nejednacinu, $to se vidi na slici 60.

Yy =sinx

w2 -3mi2

=)

2

.
—N 2 N ami2 Vv

5m/2

N

~__~ ~__~

D

Slika 60: Graficko reSavanje trigonometrijske nejednacine sinz > —%

A

U slucaju kada je m > 1, nema tacaka na sinusoidi koje su iznad prave
y = m, pa nejednacina sinx > m nema refenja. U sluCaju da je m < —1,
sinusoida je iznad prave y = m, pa je reSenje nejednacine sinx > m skup R.
Nejednacina sin x < m nema reSenja kada je m < —1, dok je skup njenih resenja
ceo skup R kada je m > 1.

Kako nejednacine Cesto predstavljaju ucenicima najveéi problem, kreiran je
GeoGeobra aplet prikazan na slici 61 koji treba da priblizi njihovo resavanje. Po-

meranjem kliza¢a na apletu, menja se vrednost parametra m i prikazuju resenja
nejednacina sinz < m i sinx > m.

m=04
sine > m
sinx > (0.4
a+2kr <r<(m—a)+ 2kn
93.58° 4 2kr < & < 156.42° + 2kr
L2 3 1
sine < m
sina < 0.4
(m—a)+2kr <z < (2m+ a) + 2kT
156.42° + 2kr < x < 383.58° + 2k

Slika 61: ReSavanje nejednacina sinz < m isinx > m

Primer 10. Resiti nejednacinu cosx < —%.
Resenje. 1ovanejednacina najlakse se reSava uz pomoc¢ trigonometrijskog kruga.

Sa slike 62 se vidi da je zadovoljavaju svi uglovi x za koje vazi —2; + 2k <z <
E%s

T4 2k

3
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Slika 62: ReSavanje trigonometrijske nejednacine cosz < —%

Ako se posmatraju grafici funkcija y = cosx iz = —%, reSenje nejednacine
su apscise tacaka koje pripadaju delu kosinusoide koji se nalazi ispod prave
Y= —% (slika 63), kao i apscise prese¢nih tacaka kosinusoide i prave.

Yy =coszx

—om —3N B Mr/z 0 n'/}\I ™ I/§r/2 on 51-}72\

Slika 63: Graficko resavanje trigonometrijske nejednacine cosz < f%

A

Sli¢no kao kod nejednacine sa sinusom, nejednacina cos x > m nema resenja
ako je m > 1, dok je skup njenih reSenja ceo skup R ako je m < —1. Nejed-
nacina cosx < m nema refenja ako je m < —1, dok je skup njenih resSenja ceo
skup R ako je m > 1.

Kao i za sinus, elektronska lekcija sadrzi i aplet koji prikazuje reSenja nejed-
nacina cosx < micosx > m, za —1 < m < 1, prikazan na slici 64. Vrednost
promenljive m menja se pomeranjem klizaca.

96



m=045
cosx > m
cosx = 0.45
a+2kr <r < a+2kr

63.26° + 2km < x < 63.26° + 2k

2 3 1
cost < m
cosx = (.45
a+2kr <@ <2r—a+ 2knw

63.26° + 2km < x < 296.74° + 2k7w

Slika 64: ReSavanje nejednacina cosx < m icosz > m

Primer 11. Resiti nejednacinu tanz < —1.

Resenje. Na tangensnoj osi treba uociti tacku NV koja odgovara broju —1. Svi
uglovi = za koje prava OM, gde je OM radijus vektor ugla x, sefe tangensnu osu
u tacki N i tackama koje se nalaze nize od tacke N zadovoljavaju nejednacinu
tanz < —1. tan3® = —1 na intervalu (0,7). Sa slike 65 se vidi da je I <
x < %’T. Kako je tangens 7 periodi¢na funkcija, reSenja date nejednacine su svi
uglovi z koji zadovoljavaju § + kr < o < 3T + krr, za k = 0,41, £2, ...

Na,-1)

Slika 65: ReSavanje trigonometrijske nejednacine tanx < —1
I ova nejednacina se moze resiti graficki, crtanjem grafika funkcija y = tanx

i y = —1. ReSenja su poluotvoreni intervali na x osi prikazani na slici 66.
A
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y=tanzx

=21 =372 =TT -11/2 j 0 m2 k ™ 32 | 2m

Slika 66: ReSavanje trigonometrijske nejednacine tanxz < —1

5.8 Sinusna i kosinusna teorema

Sinusna i kosinusna teorema omogucéavaju resavanje trouglova koji nisu pra-
vougli. Znacajne su i jer se pomoc¢u njih mogu dokazati jos nekoliko vaznih
teorema.

Formulacije sinusne i kosinusne teoreme ne zavise od toga da li je trougao
ostrougli ili tupougli, ali se dokaz izvodi za viSe razli¢itih slucajeva, §to ¢ée biti
pokazano.

5.8.1 Sinusna teorema

Sinusna teorema se najcesce koristi za reSavanje trougla kada su data dva
njegova ugla i stranica, ili dve stranice i ugao naspram jedne od njih.

Teorema 5. Duzine stranica svakog trougla proporcionalne su sinusima na-
spramnih uglova.

Dokaz. Neka je ABC proizvoljan trougao i neka je:
|BC| =a, |CA|=b, |AB| = ¢, {BAC = o, K{CBA =3, LACB = 7.

|AA;1| = h, je visina iz temena A, a |CCy| = h,. visina iz temena C.

1) Neka je, prvo, ABC ostrougli trougao kao na slici 67. Iz pravouglih trouglova
ACC; 1 BCC; sledi:

|CCy| = he = bsina = asin g,

odakle je:

sina  sinfg’
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A c, c B

Slika 67: Slika uz dokaz sinusne teoreme u slu¢aju ostrouglog trougla

Iz trouglova ABA; i ACA; sledi:
|AA1| = hy = csinf = bsinvy,
tj.-
b ¢
sinf  siny’

Na osnovu prethodnog dobija se:

a b c

sina sinfB  siny’

2) Neka je sada trougao ABC tupougli i neka je, npr. « > 90° (slika 68).
osnovu ranijih oznaka iz pravouglih trouglova ACC; i BCC; sledi:

|CCy| = h. = bsina; = asin g,

gde je a7 spoljadnji ugao kod temena A. Kako je a; = 180° — a, to je:
sinag = sin(180° — a) = sin ¢,

pa vazi:

a b

sina sinf’

Vazi i
b c

sinff  siny’

pa i u ovom slucaju dobijamo da je:

a b c

sina  sinf  siny’

99



Slika 68: Slika uz dokaz sinusne teoreme u slucaju tupouglog trougla

3) Relacija
a b c

sina  sinf  sinvy

vazi i u slu¢aju pravouglog trougla, jer je sin 3 = 1, sina = §, asin 3 = § (slika
69).

C
5
b
a
«
A c B

Slika 69: Slika uz dokaz sinusne teoreme u slucaju pravouglog trougla

O

Moze se odrediti i koeficijent proporcionalnosti, §to pokazuje sledeca teo-
rema.

Teorema 6. Odnos duZine stranice i sinusa naspramnog ugla trougla je kon-
stantan i jednaok je duzini precnika kruznice opisane oko tog trougla.

Dokaz. Neka je k kruZnica opisana oko trougla ABC i AC = b stranica trou-
gla naspram koje lezi ostar ugao, kao na slici 70. Ako se sa C’ obelezi tacka
dijametralno suprotna temenu A , tacke C' i C’ ¢e lezati na istom luku AB jer
je ugao ACB ostar. Na osnovu teoreme o periferijskim uglovima sledi da je
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£LAC'B 2 LACB = 7. Sa druge strane, L ABC' je periferijski ugao nad prec-
nikom AC’ = 2R kruZnice k i kao takav je prav. Iz pravouglog trougla ABC’
tada sledi:

. |AB] c
siny = =—,
TTIAC T 2R
= — 2R,
sin
pa vazi:
a b c

= =2R.

sinaw  sinf  sinvy

Slika 70: Odredivanje koeficijenta proporcionalnosti

Zadatak 18. Resiti trougao ABC ako je poznato a = 12cm, f = 45° i v = 60°.

Resenje. o =180° —  — v = 180° — 45° — 60° = 75°.
a _ _b tJ 12 b

sina = sinf? sin 75° © sin45°?

12 _ b .. . _ 12.2 24
VEaT T T odakle se dobija da je b = ﬁ(fi“ = 751
Racionalisanjem se dobija b = 12(v/3 — 1).

b _c i 12(v3-1) c
sinf ~ sin~vy? J: Tsin4b° T 560>
. _1).3

%;;1) = 7, odakle se dobija da je c = 12 (\/§ﬁ1) 2 = 12(?:;5‘/5).

27 2 2
Racionalisanjem se dobija ¢ = 6v/2(3 — V/3). A
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5.8.2 Kosinusna teorema

U slucajevima kada sinusna teorema ne moze da se primeni, ¢esto reSenje
daje kosinusna teorema. Kosinusna teorema se koristi za reavanje trougla kada
je dat ugao i njime zahvacene stranice, ili kada su poznate sve tri stranice.

Teorema 7. Kvadrat jedne stranice trougla jednak je zbiru kvadrata druge dve
stranice umanjenom za dvostruki proizvod tih stranica i kosinusa njima zahva-
éenog ugla.

Dokaz. Neka je ABC proizvoljan trougao i neka je h, = |AA;| visina iz temena
A. Dovoljno je razmotriti sledec¢ih pet slucajeva:

1) v <90°1 B < 90° (slika 71). Tada je tacka A; izmedu B i C. Iz pravouglog
trougla ABA; po Pitagorinoj teoremi sledi:

|ABJ? = |AA;|* + |BA;|?,

t.
2= h2 + |BA % (2)

Slika 71: Slika uz dokaz kosinusne teoreme u slu¢aju kada je v < 90° i g < 90°
Iz pravouglog trougla AC'A; sledi:
b =h2 +|CAL 2 (3)

Oduzimanjem se dobija:

& — b2 =|BA |2 — |CAL2. (4)
Kako je |BA1| = a — |CA1]1|CA;1| = bcosr, onda je:

& —b* = (a —beosvy)? — b2 cos? v,

odnosno:

2 =a? 4 b* — 2abcosH. (5)
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2) v = 90°. Tada je cosy = 0 i prethodna formula se svodi na Pitagorinu teo-
remu.

3) v > 90° (slika 72). U ovom slucaju je C' izmedu A; i B. Relacije 2,314 i
dalje vaze. Sada je |BA;1| = a+ |CA;|i|CA1| = bcos~yi, gde je v1 spoljasnji
ugao kod temena C. Poznato je da je v; = 180° — +, pa je cosy; = —cosvy i iz
4 sledi:

2 — b = (a+b(—cosv))? — (b(—cos))? = (a — bcosy)? — b% cos?® 4,

odakle se opet dobija 5.

Slika 72: Slika uz dokaz kosinusne teoreme u slu¢aju kada je v > 90°

4) f =90° (slika 73). U ovom slucaju je A; = B, h, = |AB| = ¢, |BA;| = 0,

|CAi| = a, cosy = §. Primenom Pitagorine teoreme dobija se:

c2:b2—a2:a2+b2—2ab-g,

b
tj.
? =a® +b* — 2abcosn.
C
~
b
a
«
A ¢ B

Slika 73: Slika uz dokaz kosinusne teoreme u slu¢aju kada je 5 = 90°
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5) 8> 90° (slika 74). Sada je tacka B izmedu C' i A;. Relacije 2, 3 i 4 ostaju
u vaznosti. Kako je
|BA;| = |CA1| —a
i kako je
(ICA1| = a)* = (a —|CAL|)?,

formula 5 se izvodi kao u slucaju 1).

Slika 74: Slika uz dokaz kosinusne teoreme u slucaju kada je g > 90°

Na sli¢an nac¢in se pokazuje da vaze i formule:
a? =b% 4 ¢? — 2bccos a,
b? = ¢ + a® — 2accos B.
O

Zadatak 19. Duzine stranica trougla ABC su a = 2cm i b = 4em. Odredi
duzinu stranice ¢ ako je poznato da je v = 120°.

ResSenje. Primenom kosinusne teoreme dobija se:
1
& =a*>+b* —2abcosy =22 +4%—2.2-4-cos120° =4+16-16-(-5) =28

tj.

c =28 = 2¢/7cm. A

Zadatak 20. Resiti trougao ABC' ako je poznato a = 2cm, b = lem i ¢ =

\/gcm.

Resenje. Primenom kosinusne teoreme dobija se:

b2 + % —a? _1+3-4
2bc 23

cosa = 0,
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odakle sledi da je a = 90°.
Na slican nacin se odreduje i ugao S:

a?+c2—bv* 44+43-1 6 3

2a¢c  2.2.v/3 43 2

cos 3 =

paje 8 = 30°.
Trec¢i ugao se moze nadi iz veze o + 5 + v = 180°:

a=180° — 8 —~v =60°.
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6 Primena trigonometrije

Trigonometrija nalazi primene u matematici (analizi, geometriji, itd.), ali i
u drugim naukama kao §to su fizika, astronomija, geodezija, arhitektura... Pri-
menu ilustruju sledeée teoreme i primeri.

6.1 Primena u matematici

Postoji viSe nadina za izracunavanje povr§ine trougla. Sa prvim se ucenici
srec¢u joS u Sestom razredu osnovne Skole, kada ucCe da povrSinu izracunaju uz
pomo¢ duzine stranice i odgovarajuce visine. U srednjoj Skoli, to znanje se
prosiruje. Zahvaljujuéi trigonometriji, dokazuje se da se povrSina trougla moze
izracunati ako su poznate dve stranice i ugao izmedu njih, ili ako su poznate
duzine sve tri stranice. To pokazuje sledeca teorema, u kojoj je data i veza
izmedu povrsine trougla i polupreénika opisane kruznice.

Teorema 8. Neka su a, b, ¢ stranice, o, B, v njima odgovarajuéi uglovi trougla
ABC, ciji je poluobim s = %Hc, povrsina P i polupreénik opisanog kruga R.
Tada vazi:

1 1 1
P= §bcsina = iacsinﬁ = iabsin%

P=+/s(s—a)(s—b)(s—c),

1 a abe

" 2sina 4P

Dokaz. Povrgina datog trougla ABC je P = %chc, a u pravouglom trouglu
C1BC vaZi h, = asin 3, pa je P = %acsinﬂ (slika 75).

Slika 75: Izra¢unavanje povr§ine trougla
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Na slican nacin izvodi se da je P = %bcsin a, kaoidaje P= %ab sin 7.
a2+c27b2

Prema kosinusnoj teoremi je cos f§ = “—5—

, odakle se dobija da je:

1022 — (a2 + 2 — b2)2
Sinﬂ:\/lfcos25:\/ac (% +c ) ,

2ac

pa je:

\/4CL262 —(a? + 2 —1?)?
2ac

1 1 1
P= §acsinﬁ = jac = Z\/4a202 — (@242 —p2)2 =

i\/(Qac —(a®+ 2 —10?))(2ac+ (a®> + 2 —b?)) = i\/(b2 —(a—0c)?)((a+¢)?2—-0%) =

i\/(b—a—i—c)(b—i—a—c)(a+c—b)(a+c+b): Vs(s —a)(s — b)(s — c).

Neka je O centar opisane kruznice oko trougla ABC. Tada je { BOC = 24 BAC =
2cv (centralni i periferijski nad istim lukom). Primenom kosinusne teoreme na
trougao BOC' dobija se:

> =R*+ R*~2-R-R-cos2a = 2R?*(1 — cos2a) = 2R?*(1 — (cos’a —sin® a) =

2R?(cos? o + sin® o — cos? o + sin? @) = 2R? - 2sin”? o = 4R?sin qv,

odakle sledi da je:
1 a

2sina’

Kako je poznato da je:

1
P= gbcsin a,

tj.
2P

sina = —,

be

dobija se:
abe

R:4P'

O

Pomodéu trigonometrije mogu se dokazati i Menelajeva'? i Ptolomejeva teo-
rema.

12Menelaj Aleksandrijski, gréki astronom i matematicar
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Teorema 9. Neka su P, QQ, R, redom, tacke u kojima neka prava sece stranice
BC, AC, AB (ili njihove produZetke) trougla ABC. Tada je:

PB QC RA |

PC QA RB
Dokaz. Neka je LCPQ = o, LCQP = 3, {PRB = ~ (slika 76). Na osnovu
sinusne teoreme je:

Slika 76: Menelajeva teorema

RB _ sin(180° —a) _sina PC _sinf QA _ siny

PB sin 751n7’®751na’RAisinﬁ'

Mnozenjem ovih jednakosti se dobija Menelajeva teorema. O

Teorema 10. Proizvod dijagonala tetivnog cetvorougla jednak je zbiru proizvoda
naspramnih stranica.

Dokaz. Neka su a, b, ¢ i d stranice, a m i n dijagonale tetivnog cetvorougla
(slika 77). Iz kosinusne teoreme je:

n? = a? 4+ d? — 2ad cos ¢,
a takode i:
n? = b* + ¢* — 2bccos(m — ¢).

Mnozenjem prve jednakosti sa bc, a druge sa ad i njihoovim sabiranjem
dobija se:
n?(bc + ad) = be(a® + d?) + ad(b? + ),

pa je:
W2 (ab+ cd)(ac + bd)

B bc+ ad

Analogno se dobija:

o (bc+ ad)(ac+ bd)
N ab+ cd '
Mnozenjem poslednje dve relacije dobija se Ptolomejeva teorema. O
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Slika 77: Ptolomejeva teorema

6.2 Primena u fizici

Trigonometrija veliku primenu nalazi i u mnogim granama fizike. Primena
u fizici pokazana je na srednjoskolskom primeru.

Primer 12. Na tacku A deluju dve sile Fy = 6N i Fy = AN ¢iji pravci obrazuju
ugao od 60°. Odrediti pravac u kojem ce se tacka A kretati i velicinu rezultujuce
sile.

Slika 78: Primena u fizici

Tacka A ce se kretati po pravcu rezultujuce sile F' koja se dobija po pravilu
paralelograma. Ako se sa |Fy| i |F»| oznale intenziteti sila Fy i Fy, tada je
|F1| = |AB| = |CD|, |Fs| = |AD| = |BC|. Iz paralelograma ABCD sledi da je
£ ABC = 120°. Po kosinusnoj teoremi je:

|F|? = |AB|*> 4 |BC|*> — 2|AB| - |BC| - cos 120°,
1
|F|? :62+42—2-6~4-(—§) = 76,
|F| = V76 ~8,T.
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Rezultujuéa sila je F' =~ 8, 7N.
Ugao koji rezultujuca sila F' obrazuje sa silom F; dobija se preko sinusne teo-
reme. Ako se sa ¢ obelezi ugao BAC, tada je:

|BO|sin120°

sine) = AC] ~0,4,

odakle je:
1~ 23°30.

Primeri su zasnovani na [1] gde se moZe nadi jos sli¢nih.

Pored matematike i fizike, trigonometrija se prozima i kroz mnoge druge na-
uke. Moze se primeniti i u fizickoj hemiji, geografiji, inZenjerstvu, arhitekturi,
muzici,... U mnogim stru¢nim skolama znanje iz trigonometrije je neophodno
da bi savladali gradivo stru¢nih predmeta (na primer gradevinske konstrukeije,
statika, u srednjim geodetskim i gradevinskim Skolama)[8]. Posebno je zna-
¢ajna primena trigonometrije u astronomiji. U astronomiji se primenjuje sferna
trigonometrija. Ona se u veéini srednjih Skola ne obraduje. Vise o sfernoj tri-
gonometriji moze se procitati u [3].
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7 Zakljucak

Kvalitet nastave u velikoj meri zavisi od nastavnika. Od nastavnika se oce-
kuje da svoj nacin predavanja prilagodi zahtevima savremenog drustva, da moti-
viSe ucenike i olaksa im razumevanje predvidenih sadrzaja. Metode koje koristi
mogu biti od velikog znacaja pri usvajanju gradiva.

U radu je gradivo iz trigonometrije koje se obraduje u srednjoj 8koli prikazano
uz pomo¢ programskog paketa GeoGebra. Ucenicima je omogucéena vizuelizacija
matematickih sadrzaja, §to omogucava razumevanje teorije, ali i olakSava izradu
zadataka $to se na datim primerima moze videti.

Rad je osmisljen kao dodatni materijal za predavanja iz trigonometrije u
srednjoj 8koli. Elektronske lekcije su javno dostupne, ucenici i nastavnici mogu
da ih koriste. Elektronski materijali koji sadrze interaktivne aplete pokazuju
koliko informacione tehnologije mogu da unaprede i olakSaju proces usvajanja
gradiva. Neosporno je da ovakav nacin izlaganja uglavnom pozitivno uti¢e na
motivaciju, a samim tim doprinosi unapredivanju i poboljsanju kvaliteta nastave
matematike.
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