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Npearosop

Tema oBor paga cy Mpexe napTvumja u KOHrpyeHuuja anrebpw.

KoHuenT Mmpexe y MmateMaTuky je yBeaeH kpajem 19. seka. Hanme, Yapnc lNupc
n EpHct Wpegep gownm cy Ha naejy o 0BOM MojMy OOK Cy M3ydaBann akCMOMaTUKy
Bynose anrebpe. HesaBucHo o mwux, pag Pwyapga [degekvHga Ha waeanuma
anrebapckux 6pojeBa AOBEO je A0 uctor otTkpuha.

OcHuBavyeM MoaepHe Teopuje Mpexa cmaTpa ce aMepudkm matemaTtuyap epet
Bupxod (1911-1996). OH je 1940. rogmHe u3gao Kwury Teopuja Mpexa, koja je
HacTana kao pesynrtart paga bupxoda, ann n lunsopta, PpuHka, PoH HojmaHa, Opea,
MeknejHa n apyrmx matemaTtumyapa, cpefmux n kacHux 30-ux rogmHa npoLunor Beka.
[pyro nsgawe oBe Kwbure nsawno je ns wramne 1948. roanHe, a Tpehe 1967.

Mpexe wurpajy BaxkHy ynory y caBpeMeHoj] maTemMaTtuum: anrebpu, npojekTUBHO]
reomeTpuju, TEOPMjMU CKynosa u Tako garbe. Kao nocebHo 3Ha4vajHe n3aBajajy ce mpexe
naptvumja (pernauuvja eksuBarneHuuvje), Koje y W3BECHOM cmucny "rnokpmeajy" cBe
mMpexe: CBaka Mpexa ce MOXe MOTONUTU Yy Mpexy napTuuuja Hekor ckyna. Y
CTPYKTYpanHum wucTpaxueawuma anrebpm n BapujeTeTa BaXHO MeCTO 3ay3umajy
Mpexe KoHrpyeHuuja anrebpu. Hamme, ncnoctaerba ce Aa je cBaka anrebapcka mpexa
(koMnneTHa, KOMNaKTHO-TeHepucaHa Mpexa) M30MOopoHa MpPEeXu KOHrpyeHuuja Heke
anrebpe.

Papg ce cactoju n3 Tpu nornasrba.

Y npBoMm nornasfby Ouhe npeactaBbeHe OCHOBHE Teopuje Mpexa: [fBe
eKkBMBaneHTHe AdeduHuumnje mpexa - Mmpexe kao anrebpe n mMpexe kKao ypeheHu
CKYMNOBW; KOMNIETHE, anrebapcke, MmoaynapHe, AUCTPUBYTMBHE MpEXe UTA.

Y gpyrom nornaerby getarbHo hemo obpaanTn Mpexe napTuuuvja n aHanmamnpaTim
Heke Mpexe napTuuuvja Hag cKynosuma ca manum 6pojem enemeHara.

Y Tpehem nornaBrby u3NOXuMhemo yKpaTKO OCHOBHE MOjMOBE W KOHLUEnTe
yHuBep3anHe anrebpe, nocebHo KOHrpyeHuuje anredbpu. buhe aHanusnpaHe mpexe
KOHrpyeHUmMja HEKMX cneuujanHnx knaca anrebpu: rpyne, npCTeHn, Moaynu.

MocebHo ce 3axBarbyjeM CBOM MEHTOpPY, AoueHTy ap Hebojwwn NkogmHosumhy, 3a
NpyXeHy MOMON nNpUIIMKOM Mucakwa OBOr pada, Kao W YrnaHoBMMa Komwucuje: Op
Mpeppary TaHosuhy n gp 3opaHy lNeTposuhy.



1. YBOAHN NOjMOBM

1.1. Tlojam mpexe

Mpexe Kkao nocebHa BpcTa ypeherwa

OedomHunumja 1. MNapumjanHo ypeheH ckyn L = (L,<) HasnBamMoO MpexHOo ypeheHum
CKyrnom, unu kpahe mMpexom, ako cBaku ABoefneMeHTaH ckyn {x,y} S L uma nHpumym u
cynpemymy L.

Mpumep 1. [Heke koHayHe mMpexe]

YobuyajeHo je oa ce KOHa4yHU napumjanHo ypeheHn cKynosu, a caMMm TUM U KOHa4He
Mpexe, BWU3yernHo npeacTaBrbajy cneuuwjanHum rpadoBumMa, OLHOCHO TaKO3BaHUM
XaceoBuM Oujarpamvmma: enemMeHTn Mmpexe L cy npeacTtaBibeHU Tavykama y paBHU U
ABe Tauyke Cy CrojeHe NIMHMJOM ako 1 caMO aKo NnpeacTaBibajy efleMeHTe X,y € L TakBe
fajex <y (Tj.x <y ux +#y) VN He NoCToju z € L TakaB Aa je x < z < y. AKO OBO Baxu,
OHOa 3a y KaXxemo [da nokpusa x, W 03Ha4YaBaMo ca x—<y. [lputom ce Tayka Koja
npeactaB/ba y HanasM W3Ha4 Tadke Koja npencraBba x. XaceoBe [Jujarpame
KopncTuhemo 3a NprkasnBare KOHa4YHMX Mpexa.

1) Ypehewe ckyna {a, b, ¢, d, e} npykasaHo Ha CAMLM NUCNOA jecTe Mpexa.
e

a
Ha npumep, sup {b,d} = c,inf {b,d} = a,sup {a,b} = b,inf {a,b} = q, ...

2) Ypehewe ckyna {a, b,c,d, e, f} NnpvkasaHo Ha Crnvumn Oone neBo Huje mpexa, oyayhu
Aa, Ha NpuMep, He NOCTOoju cynpemMym ckyna {f, b}.

HacynpoT Tome, ypehene uctor ckyna {a, b, ¢, d, e, f} npukasaHo Ha Opyroj Cnuum jecte
Mpexa.



3) HapegHe aBe crnvike aeuHULLY ABE BaXKHE MpeXe — AnjaMaHT U NeHTaroH.

M3 N5

avjamaHT neHTaroH
Mpumep 2.

1) Ceaku nuHeapHo ypeheH ckyn je mpexa, jep ako je x <y, oHaa je inf{x,y} =x n
sup{x,y} =y.

2) Axo je | penauuja gerbmBocti Ha N* = {1,2, 3,...}, oHaa je (NT,|) mpexa, npu yemy
je inf {m,n} = nzd (m,n) n sup {m, n} = nzs (m,n).

3) Heka je S npousBorbaH ckyn M P(S) HeroB napTUTMBHU cKyn. Taga je
(P(S),<) mpexa: inf {A,B} = ANnBusup {A,B}=AUB,3acBe A,BCS.

Mpumep 3. [Mpexe nogrpynal

Heka je G rpyna un S(G) ckyn cBux noarpyna oa G. Tapa je (S(G),S) Mpexa 3a cse
rpyne G, jep 3a H,K € S(G) Baxu:

inf{fH, K}=HnNK, sup{H,K} =< HUK >,
roe je < H U K > noarpyna og G reHepucaHa ca H U K.
lMornegajMo kako uarnenajy Mpexe nogrpyna HEKMX KOHKPETHUX rpyna.

1) Oppeoumo Mpexy noarpyna rpyne cumeTtpuja npaBoyraoHuka. OCUM MAEHTUYHE
TpaHcdopMauuje, NpaBoOyraoHUK UMa joll camo TpU CUMeTpuje: ABe OCHe pednekcuje
(y ogHocy Ha oce koje Cy cuMeTpane HacnpaMHWX CTpaHuua) W jegHy LeHTpanHy
pednekcnjy (y OAHOCY Ha LeHTap npaBoyraoHuka). JacHo je ga koMmnosuuunja Te ase
OCHe cumeTpuje aaje ueHTpanHy. O3Ha4YMMOo OBY rpyny U hEHE eneMeHTe ca

V., ={1,a,b,c},

roe je ca 1 o3HadeHa uaeHTUYHa TpaHcdopmaumja, a,b cy ocHe pedonekcuje, a ¢
ueHTpanHa pedriekcuja. lNpumeTnmMo aa Baxu:

a’?=hb?=c?=1,
ab=ba=c,bc=cb=a,ca=ac=>.

Hakne, pobunn cMo KOMyTaTUBHY rpyny peaa 4 y Kojoj Cy CBM enieMeHTu pefa 2 oCcuMm
jeanHuue. HasmBamo je KnajHoBa rpyna mn o3HadaBamo ca V,. OHa nma 3 nogrpyne
n3omopdHe ca Z,. NHTepecaHTHO je younTu ga je mpexa S(V,) 3anpaBo gnjaMaHT.



2) Heka je D, rpyna cumeTpuja kBagparta, |D,| = 8. Onuwmmo mpexy S(D,). D, YnHe: 4
OCHe cumeTpuvje, LUeHTpanHa cumeTtpuja (0OBO Cy enemMeHTW peda 2), poTauuje OKo
LeHTpa KBagparta 3a ig (enemeHTV pena 4) U MOEHTUYKO NpecnukaBake. JacHo je aa
nMamo TayHo 5 noarpyna pega 2. 3Hauu, Tpeba ogpeouTn noarpyne pena 4 v onucaTu
HbUXOBE penauuje ca nogrpynama pea 2. TBpaMmo ga nocrtoje TavyHo 3 noarpyne of
D, pena 4.

Moarpyna peaa 4 moxe 6utn nnu umknmnyHa unu KnajHosa. Anu, cBaka OCHa cumeTpuja
ca UeHTpanHoOM CUMETPUjOM reHepuLle UCTY MOArpyrny Kao U Ta OocHa cuMmeTpuja ca
CBOjMM OpTOroHanHMM napom, ctora nocrtoje ase KnajHoBe nogrpyne og D,. YnHe mnx
nap OpTOroHarHUX OCHWUX CUMeTpuja, UeHTpanHa cuMmeTpuja W UOEHTUYKO
npecnmnkaBame.

XaceoB avjarpam mpexe S(D,) narnega oBako:

Mpumep 4. [Mpexa ngeanaj

AkO je RnpcTeH, a I(R) cKyn CBUX HEroBux ugeana, taga je, kao y lMpumepy 3),
(I(R), <€) mpexa. Hanwe, 3a I, I, € I(R) Baxu:

inf{]l, 12} = 11 N 12, Sup{ Il, Iz} = {1'1 + iz: il € 11, iz € 12}

O BaXxHUM npuMMepuMa Mpexa — Mpexama napTuumja M Mpexama KOHrpyeHuuja
anreGpu — 6uhe peun y HapeaHUM nornaerbuma.

Mpexe kao anreépe

OsHaummo mpexy (L,<) ca L. YobuuyajeHe o3Hake 3a enemeHTe inf{x,y} n sup{x,y}
mMpexe L cy xay v xvy, pegoM. Kako cy oHu oapeheHn jeqHo3HayHo 3a cBe x,Yy € L, Ha
L cy pedvHucaHe aBe buHapHe onepauuje A 1 v. [ipyrum peymma, cBakoj Mpexu (L, <)
MOXeMO npuapyxutn anrebapcky cTpyktypy (L, A, v) KOjy 4uMHe pnBe OuHapHe
onepauuje A 1 v gjepuHucaHe ca:



def

xny € inf {x, y} n xvy & sup{x, y}.

OcHoBHe ocoGuHe onepauyja A U v HaBedeHe Cy Y HapeaHOj TeopeMu.

Teopema 1. Heka je (L, <) mpexa. Taga 3a cBe x,y,z € L Baxu:

1) x<yoxny=xSxvy =y,

2) xAx = xvx = x (UWOEMMNOTEHTHOCT);

3) xAy = yax, xvy = yvx (KOMyTaTUBHOCT);

4) (xay)az = xn(ynaz), (xvy)vz = xv(yvz) (acoumnjaTMBHOCT);
5) xa(xvy) = xv(xay) = x (ancopnTMUBHOCT).

[okas.

1) JacHo, 3 x <y HenocpegHo cneau ga je inf{x,y} = x, sup{x,y} =y. Ocrane
UMNNMKaLmje cy ouurnegHe.

2) 3a nogckyn {x} € L TpmBujanHo Baxu inf{x} = sup{x} = x;

3) KomyTaTMBHOCT je ouurnegHo 3agoBorbeHa, byayhu ga je sup{x,y} = sup{y, x},
kao un inf {x, y} = inf {y, x};

4) [Hokaxumo aa je inf {inf {x, y}, z} = inf {x,inf {y, z}}. Kako je

inf {inf {x, v}, z} < inf {x,y} < x,
nuns inf {inf {x, y}, z} < inf {x,y} < y ninf {inf {x, y},z} < z cnegu
inf {inf {x, y}, z} < inf {y, z},
3akrbyyyjemo aa je inf {inf {x,y},z} nowe orpaHuuewe ckyna {x,inf {y,z}}, na
Baxwn inf {inf {x, y}, z} < inf {x,inf {y, z}}. Ha nctn HaunH gokasyjemo ga Baxu u
inf {x,inf {y, z}} < inf {inf {x, y}, z}, ogakne cnegu TpaxxeHa jeAHaKOCT.
AHanorHo ce gokasyje jeaHakocTt sup {sup {x, v}, z} = sup {x, sup {y, z}}.

5) Nokaxumo aa je inf {x,sup {x,y}} =x. U3 x < x n x <sup {x,y} cneaun na je x
Aowe orpaHunyewe ckyna {x,sup {x,y}}, na Baxm x <inf {x,sup {x,y}}. U3
ounrnegHe HejeaHakocTu inf {x,sup {x,y}} < x, cneagu TpaxeHa jeqHaKOCT.
AHanorHo ce gokasyje ga je sup {x,inf {x,y}} = x. O

Teopema 2. AKO cy Ha HEKOM cKyny L AeduHucaHe onepauuje A U v Koje 3al0BoSbaBajy
ycnoBe 2)-5) n3 npeTxogHe TeopeMe, kKao n buHapHa penauuvja < gara ca:

def
x <yeS XAy =X,

oHAa je (L, <) mpexa.

Hokas. Heka je (L, A, v) anrebpa koja 3agoBosbaBa ycrnose Teopeme. Nokaxnmo ga je <
penauuja nopeTka Ha ckyny L. 3a cBe x,y,z € L BaXu:

x < x jep je xax = x (pedNeKCUBHOCT);



X<y, y<x=>xAy=x, yAX =y = x =y (QHTUCUMETPUYHOCT);

X<y, y<zZ=2xAy=Xx, yAZ =Y > x = XAy = XA(YAz) = (XxaAY)AZz =xnz = x < Z
(TpaH3nTUBHOCT).

Capga nokaxmmo ga je xvy cynpemym 3a x,y. Baxu x,y < xvy jep je xa(xvy) =x n
ya(xvy) =y. Heka je x <u,y <u. Tapa je xau =x,yau =y, na je uvx =u = uvy,
ofakne cneam

u = uvxvuvy = xvyvuvu = (xvy)vu,
OO4HOCHO (xvy)au = xvy, xvy <u, Na je xvy 3aucta Hajmawe ropte OrpaHu4veHe.

AHanorHo ce gokasyje aa je xay nHumym 3a {x, y}. O

Mpema Teopemun 2 onpaBgaHo je ga ceaky anrebpy (L, A, v), ca ase buHapHe onepaumje
A W v, KOje 3a0BosbaBajy ycnose 2)-5) Teopeme 1, Takohe HasMBaTu MpPEXOM.
Mpumehyjemo ga ce mpexe mory geduHMcaT Ha ABa HayMHa: Kao ypeheHn cKyrnosu u
kao anrebpe. Npema Teopemun 1 cBakoj mpexu L = (L, <) npuapyxyjemo ogrosapajyhy
anrebpy L& = (L,A,v), a npema Teopemn 2 csakoj anrebpu L = (L,A,v), uuje
onepauvje 3agoBorbaeajy ycrnose 2)-5) Teopeme 1, npuapyxyjemo wmpexy L°Td =
(L,=).

Huje Tewwko younTun ga cy HaBegeHa npuapyxvearwa MehycobHo nHeBepsHa:
, . d
e Axo je ypehewe L = (L, <) mpexa, oHaa je (Lalg)or =L
e Axojeanrebpa L = (L, A, v) Mpexa, oHaa je (L"rd)alg =L.

3anasumo ga je aeuHuumja mpexa kao anrebpu cuMeTpuyHa y O4HOCY Ha 3aMeHy
cumbona A u v. Haume, ako je L = (L, A,v) Mpexa, Taga je u L% = (L,v, A) Mpexa Kojy
3oBemMo Ayan of L. CnvyHO npuHUMny AyarnHocTu 3a ypefeHe CcKyrnose, Moxe ce
dopmynucaTtu NpruHUMN AyanHOCTK 3a MpeXe:

Ako je Heko TBphere T TayHO 3a cBe Mpexe, oHaa je u Tephere T2 koje ce fobuja n3
T y3ajaMHOM 3aMEHOM A U v, OOHOCHO < U =, Takof)e Ta4yHO 3a CBE Mpexe.

N3omopdHe mpexe

ODedumHnumja 2. aTte cy aBe mpexe Ly = (L, <) M Ly, = (Ly, <,).
1) ®dyHKkumja ¢ : L; = L, je MOHOTOHA (4yBa nopenak) YKOnmKo 3a CBe x,y € L, BaXu

x <1y =0k <; 9.

2) bujekunja ¢ : L, = L, je nsomopcdusam (y o3Haum ¢ : Ly = L,) YKONNKO 3a CBE X,y €
L, BaXxn



x<1 Yy o) < 00).

JegHocTaBHO je Hahu npumepe MOHOTOHUX Oujekumnja uamehy ABa MpexHo ypeheHa
CKyna Koje HUCY N3oMopdur3MU.

DeduHnumja 3. laTte cy ase mpexe L1 = (Lq, A1, V1) U Ly = (Ly, Ay, v3).
1) dyHKUMja @ : L; = L, je XoMoOMopdmr3am YKOSMKO 3a CBe x,y € L; BaXu

P(xny) = () n0(y), p(xviy) = @(xX)vo0(y).

2) bujektmBHM xomomopdusam ¢ : L, — L, je nsomopcdusam (y o3Haum ¢ : Ly = L,).

Teopema 3. CBaku xomoMopr3am Mpexa je MOHOTOHa dyHKUuja.

Hokas. Heka cy Ly = (Ly,A;,v1) W Ly =(Lyn,v,) OBE MpEXE UM @ :L;y— L,
xomMomopdusam Mehy wmma. O3Haunumo ca <; ogroBapajyhe ypehewe mpexe L;, i =
1,2. Tpeba gokasatn fasacee x,y € Ly Baxn x <; y = ¢(x) <, ¢(y).

AKo je x <; y, oHAa je x = xA1Y, Naje p(x) = p(xry) = p(x)Ar,9(y), ofakne cneam Aa
je o(x) <, o(y), wTo je n Tpebano gokasaTtw. ]

[la MOHOTOHO npecnukaBake He Mopa OuMTM XoMomopdum3am nokasdyje HapeaHu

npumep.
» ®
/Q ¢
- ®
Ll » . L_g
i ®
Teopema 4.

1)Ako @ : (L1, <q) = (L, <), 0Haa ¢ = (Lq, Sl)alg = (Ly, Sz)alg-
2) AKO @ : (Ly, Aq,ve) = (Lp, Az, vp), OHAA @ ¢ (L, A, V1)Ord = (Ly, 1y, Vz)ord-
[lokas.

1) = 2): Heka je x,y €L,. OJa 6ucmo pokasanu pa je, Ha npumep, @(xny) =

@(xX)n,@(y), Tpeba nokasatn ga je @(xa,y) nHdmmym 3a ckyn {@(x), p(y)}. Kako je
XNy <1X WU xAy<;y,a ¢ MOHOTOHa dyHkumja, TO je @(xry) <, @(x) W

P(xny) <3 (), T0 jecT p(xn1y) <, @(x)r0(Y).
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MpeTnocTaBuMo caga [a je 3a HEeKO a € Ly, a <, ¢(x) 1 a <, ¢(y). MNowTo je n ¢t
MOHOTOHa dyHkumMja, cneam ga jeo '(a) <;x n ¢ (a) <y, WTO 3HauM pa je
¢ 1(a) <, xn,y, opakne ce pobuja a <, @(xa,y). Oakne, ¢(xnr,y) je Hajsehe Oowe
orpaHuyense 3a {p(x), p(y)}.

AyanHo ce nokaayje aa je @(xv1y) = @(x)v,0(y).

2) = 1): Heka je x <; y3a Heke x,y € L;. Taga jexa;y = x, na je ¢(x) = p(xny) =
@(x)n,0(y), WTo 3Ha4M paje @(x) <, @(y), TO jJecT ¢ je MOHOTOHa PyHKUMja.

Mohumo caga of npeTrnocTaBke Aa je a <, b 3a Heke a, b € L,, npu yemy je x = ¢~ 1(a),
y = ¢~ 1(b). S3Hamo na je

p(xny) = @()np(y) = anyb = a,
13 yera cneau
o @ @7 (b)) = xny = 97 (A Y)) = 97 (@),
ofHocHO ¢~ 1(a) <; ¢ 1(b) . Ctoraje n ¢~ MOHOTOHa dyHKUM]a. O

MNpema npeTxoaHOj] TeopeMu, ABa MpexXHO ypeheHa ckyna cy n3oMopdgHa ako u caMo
ako cy nsomopdHe ogrosapajyhe anrebpe.

Moampexe

HDeduHnumja 4. Heka je L = (L, A, v) mpexa. 3a mpexy Ly = (L1, A1, V1) KaxeMo fa je
nogmpexa mpexe L, y o3Hauu Ly < L, ako je L; € L n onepaumnje A4, v, Cy pecTpukunje
onepaumuja A,v Ha L,. YobuyajeHo je fa ce onepaumje y nogMmpexu obenexasajy UCTo
Kao 1y caMoj Mpexu.

Mpumep 5. [Mpexe HopmanHux noarpynaj

Mpexa N (G) HopmanHux noarpyna rpyne G jecte jegHa nogmpexa mpexe S(G), jep ako
cy N; n N, HopmanHe nogrpyne og G, oHga cy u N; NN, n (N;,N,) = N;N, Takohe
HopMarsHe noarpyne oa G.

Mpumep 6. [MIHTepBanu] 3a mpexy L 1 x,y € L gecdumHmwemo nHtepsan ogpeheH ca x
n y Ha criegehun HaunH:

[x,y]={z€L:x <z <y}

JacHo je oa nHTepBan yBek geduHuLLe noamMmpexy nate mpexe L.



Upeanum

ODedumHnumja 5. I € L ce Ha3mBa ngeanom mpexe L ako je [ + @ n:

1) sacBex,y€ljexvy€l,
2) sacBex€lnaclijexnacl.

OuurnegHo, ycnos 2. ekBuBarneHTaH je criegehem:
2)3acBex Elnc<xBaxucEl.
OedmHnumja 6. Vpeane obnuka (a] = {x € L: x < a} 30BeMO rmaBHUM ngeanmmva.

DedumHnumja 7. igean I mpexe L je NpoCT ako 3a CBe x,y € L, TakBe Aa xAy € I, BaXu
pajexeluvnnye€l.

DedunHnumja 8. 3a F € L kaxxemo aa je ovntep mpexe L ako je F # @ w:

3) 3acBex,y€EFjexay €F,
4) sacBex€EFunaeljexva€kF.

[MoHOBO, ycnoB 4. ekBMBarieHTaH je ca:
4)Y3acBex EFc=xBaxu c€F .
OedurHuuumja 9. duntpe obnuka [a) = {x € L: x > a} Ha3MBamo rMaBHUM PUNTPMMA.

HDedunHnumja 10. duntep F € L je ynTpaduntep mpexe L ako 3a cBe x,y € L, TakBe aa
xvy €EF,Baknpgajex e FumyeF.

JacHo, n ngeanu n ovnTpu gate Mpexe YMHE HeHe nogMpexe.

1.2. MoagynapHe n oucTpubyTMBHE Mpexe

Teopema 5. Heka je L nponsBorbHa Mpexa.
1) [MoaynapHa HejegHakocT] 3a cBe x, Yy, z € L BaXWu:
x <z = xv(yaz) < (xvy)az.
2) [AncTpubyTnBHe HejegHakocTu] 3a cBe X, Y, z € L BaXu:
Q) (xay)v z < (xvz)Aa(yvz)
(2) (xvy)a z = (xnz)v(ynz).
[okas. 1) Y mpexu L Baxe HejeQHaKOCTMU:

x < xvy,



VAZ Sy < XVYy,

Opatne cneaun Aa je xv(yaz) < xvy. Takofe, jacHo je Aa Baxn N yaz < z, WUTO HaMm
3ajegHo ca npetnoctaBkoM x <z paje xv(yaz) <z. OTyga pobujamo TpaxeHu
3aKrbyyak.

2) Y cBakoj Mpexu Baxe crnegehe HejegHaKOCTMK:
z < XVZ,
zZ S yvz.
Opatne pobujamo z < (xvz)a(yvz). Takohe, NpUMETUMO a BaXu W:
XNy S X S XVZ,
XNy S Y S YAZ,

ogakne cnean xay < (xvz)a(yvz). 3ato je wucnyweHa HejegHakocT (1), Aok ce
HejeaHaKocCT (2) gokasyje gyasnHo. O

MoaynapHe mpexe

ODeduHnumja 11. Mpexa L = (L, A, v) je MmoaynapHa ako 3a CBe x, Y,z € L BaXu:
x <z = xv(yaz) = (xvy)az.
Mpema Teopemn 5. 1) mpexa L je mogynapHa ako 3a CBe X, Y,z € L BaXu:

x < z= (xvy)nz < xv(yaz).

Mpumep 7.

1) Mpexa N(G)HopmanHux noarpyna rpyne G je wmogynapHa. Hawumwe, 3a
NPoOu3BOSbHE TPU HopManHe nogrpyne A, B, C rpyne G, TakBe fa je A < C, Baxu
ABNC <A(BnC).OpaBoe OupekTHO crnean fa je Mmpexa nogrpyna S(G)
Abenose rpyne G mogynapHa.

2) Mpexa nogmoayna npon3BosbHOr MoAyna je MmogynapHa.

3) N3 uyntbeHnue fa je cBakuM NPCTEH Mogyn Hag camum coboM M M3 NPeTXOAHOr
npumMmepa criegu aa je Mpexa CBuUx naearna gartor npcreHa Takohe mogynapHa.

4) Heka je mpexa N5 gata gujarpamom:
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Y

OBa Mmpexa Huje mogynapHa jep je x < z, anu xv(yaz) = x, AoK je (xvy)az = z..

3anaxa ce cnepgehe: AKO ce neHTaroH MoXxe notonutn y mpexy L, Taga L Huje
MoaynapHa mpexa. LTasuiwe, Baxu n o6pHyTO.

Teopema 6. [denekuHa] Mpexa L je mogynapHa ako U camo ako He caapXu NeHTaroH
Kao NoaMpexy.

Hokas. Cmep (=) je Beh nokasaH. [Jokaxumo caga cmep («). lNpetnoctaBumo fa
L Hnje moaynapHa mpexa. Taga noctoje enemMeHTu x,y,z€ LTakBu fa je x <z "
xv(ynaz) < (xvy)az. OQumrnegHo, enemeHTn yaz, xv(yaz), (xvy)az, xvz YMHe naHay og
4 enemeHTa. 3aucta, ako 61 6uno yaz = xv(yaz), Taga cnegn x < yaz <y, xvy =y,
na je
xv(yAz) = yaz = (xVy)Az,

LITO je Y KOHTpaAuMKumnju ca npeTnoctaBkoM. CnNnYHO, He Moxe BUTU HU (xvy)Az = xvz.
Caga nokaxxMmo Oa OBaj YeTBOPOENEMEHTHW NaHay 3aje4HO Ca y YMHU NOOMpPEXY

neHTaroH. JegHoCTaBHO Ce [oKa3yje Aa y He Moxe OGuTu jegHak HUjegHOM of yo4yeHa
yeTMpu enemeHTa. Takolhe, Baxe crnegehe jeaHaKoCTU:

ya(xv(yaz)) = yaz,

y/\((xvy)/\z) = yAZ,

yv(xv(yaz)) = xvy,

yv((xvy)/\z) = XVY.
Odpyra n Tpeha jegHakoCcT cy jacHe (mocneguue Ccy acoumjaTMBHOCTM W 3aKOHa
ancopnuuje), 4OK NpBa M YeTBpTa je4HaKOCT UMajy cnnyaH AoKa3, na JOKaXUMO camo

npsy:

Yy = YAz, xV(YAZ) = yAZ = y/\(xv(y/\z)) > YAZ,
x <z = ya(xv(yaz)) < ya(zv(yaz)) = yaz.
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Mpumep 8. Mpexa npukasaHa Ha Crvumn UCNog HUje MoaynapHa, jep Cagp>Xum NeHTaroH
Kao nogmMpexy.

MogynapHe Mpexe je Mehy npBuma usydaBao [edekvHa NOYETKOM OBOr Beka.
HapaBHO, npBu pe3yntatv O MogynapHuM wmpexama pobujeHun cy ancrtpakumnjom
oaroBapajyhmnx ocobuHa mpexe HopManHux nogrpyna gate rpyne. JegHa oA TakBuX
Teopema je u cnegeha.

Teopema 7. [JeaeknHa]

1) Heka je L mogynapHa mpexa v a,b € L. Taga je npecnvkaBawe ¢,, 4aTo ca
@q (x) = xna, nsomopdpusam uHTepBana [b,avb] wn [aab,a]. Mpn TOME je
npecrnukaesame Y, AaTo ca Y, (x) = xvb, UHBEP3HO NpecrnvkaBamwy @, .

2) Ako L Huje mogynapHa Mpexa, OHOa MocToje enemMeHTua,b € L Tako Ja
npecnukaBawe ¢, W3 Tadke 1) Huje wmsomopcdmsam uHTepBana [b,avb] wn
[anb, a].

J[okas.

1) Xenumo pa gokaxemo ga je ¢, dujekumnja n xomomopdusam mpexa. 3aucra, 3a
x € [anb,a] Baxun ¢, (l/)b(x)) = (xvb)aa = xv(anb) =x. CnnyHo je un 3a
x € [bavb], Yp(@ (x)) =x. Dakne, ¢, ¥ P, Cy Yy3ajaMHO WHBEpP3HA
npecnukaeara un ctora cy bujekuuje.
Ocum Tora, ¢, je xomomopduraawm, jep je:

®a (x17x3) = (X1Ax2)Aa = (X A@)A(X2AQ) = @q (X1) AP (X2),
@q (xyvxy) = (X vxy)Aa = (((xi Aa)V b) \Y; ((xl- Aa)V b)) Aa [(x;Aa) Vb =x]

= ((xl/\a)v(xz/\a)vb)/\a
= (x,na) V (xyna)v(anb) [MogynapHocT; (x; Aa) V (x, Aa) < a]
= (x18a)v(x2na) = Qg (X1) A Pq (X2) [xina = anb]

2) Ako mMpexa L Huje moaynapHa, Taga cagpxu nogMmpexy W3oMopgHy ca
neHtaroHoMm Ng. O3Ha4YMMO enemeHTe Te NoAMpeXe Kao Ha cnegehoj cnuuum:
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anb

Tapa je ¢, (b) = anb = ¢, (c), Na ¢, HYje NHJEKTUBHO NPeCNKaBaH-E. O

Mpema Xay3gopdoBOM MPUHLMMIY MaKCMMarHOCTM, CBaka Mpexa MmMa MakcumarnaH
naHau. Ako je L orpaHuvyeHa Mpexa, Taga CBU MakCUMariHM naHum noyunky ca 0 u
3aBpwaBajy ce ca 1. Huje Tewko gatm npumep Mpexe y Kojoj 3a cBako n = 1 nocToju
MakcumanaH naHau, gyxuHe n. MehyTum, TO ce He MOXe AOroguTu y MoAyrapHUM
Mpexama. Ta ocobuHa je npBo npumeheHa NpBO y Mpexama HopMarHux noarpyna
(>KopoaH-Xengep-oBa Teopema) M cmatpa ce ga je To Haeeno [leaoekvHga fa
dhopMynuLLe ONLWTK KOHLENT MOAYNapHOCTH.

Teopema 8. PKopaaH-LeneknHa]

Heka je L mogynapHa mMpexa, a x,y iBa heHa efieMeHTa, TakBa Ja je x < y WU Koja cy
nosesaHa crnegehnm naHuem:

X = XO_< x1_< R xn =Y.

Taga 3a cBakM naHay x =y, <y, <<y, =y Baxun k <n. CneumjanHo, cBwu
MaKCUMarsHu flaHuM KOju NoBesyjy x U y Cy UCTe AYXMHE.

[okas. Tephewe gokasyjemo nHaykumjom no n. 3a n=1je x—<y u no geduHULnjun
penauuvje —< He NOCTOjU z Tako Aa je x < z < y, Na je 0BO HajayXn naHay, Koju nosesyje
XWny.

3an > 1 pasnukyjemo aBa crnyyaja:

1. x; <y;. Tapa nocmatpajMo naHau: x; <y, < -+ <y, =y. Kako namehy x; u
X, UMaMO MakCUMarnHu naHai gyxuHe n—1, To je y cnyyajy x; =y, k—1<
n—1, pok je y cnyyaly x; <y;, k<n—1, oba nyta no WHOYKTUBHO]
npetnocTtasun. 3Haun, k < n.

2. =(x; <y,).Tapa je, jacHo, x;Ay; < X1, anu je n x < x;Ay;, Na gobujamo aa
je xo < x;ny; < x;. Crora je, 36or xyp—< xq,Xx = X9 = X;AY;.[10 NpeTxoaHoj
Teopemn je [x,x;] = [y, x1vy;], na kao nocneaumuy MMmamo Aa je y;—< x;Vy;.
NMNocmaTpajMo caga nNpPou3BOSbHU NaHay o4 x;vy; OO Yy, HEKa je OH AyXuHe L.
MpoayXnuMo ra Hagone HOBUM YNaHoM x;. Tume je nobujeH naHay gyxuHe [ + 1.
Mehytum, o x; AO y MOCTOjM MakcumariaH naHay gyxuHe n—1, na no
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WHOYKTUBHO] npeTnoctasum Baxum [+1<n-1,l<n-—2. 3aro nocroju
MaKkcuMManaH naHay,

leyl = Z0_< e —Z ZS - y, S S n-— 2
Tapa je, mehytum, y;—< x,vy; —< z;—< -+ —< z, = y MaKCcMmanaH naHau, na
je 3aTo No MHOYKTMBHOj NpeTnoctasum 3a naHue namehy yy,ny, k—1<s+1<
n —1, OAHOCHO k < n. O

NHTepecaHTHO je ynopeauntn XXopaaH-LenekuHaoBy TeopeMmy u Teopemy >KopaaH-
Xengepa 3a KOMNoO3uLMOHE HM30Be rpyna. 3a ceaky rpyny G, N(G) je mogynapHa
Mpexa, na 3a wy Baxun Teopema >XopaaH-JenekvHaa. Ha npBu norneg 4vHu ce aa je
XKopoaH-XengepoBa Teopema 3anpaBO cneumjanHu  cryya) Teopeme >Kopaae-
HenekvHaa. Anu, obpaTMMo naxwy: KOO HOPManHWX HU30Ba rpyna Tpaxumo da je
H; < H;,4, Tj. Oa je cBaka rpyna y HWU3y HOpmarHa y HapedHOM 4YNnaHy Hu3a, a He Yy
Lenoj rpynu.

3anpaBo, Teopema XopaaH-Xengepa Baxu He camo 3a rpyne, Beh n 3a gpyre knace
anredpu, HNp. NPCTeHe y OOQHOCY Ha HUXOBE uaeane n Moayne y ogHOCY Ha HUXoBe
nogmoayne. Ta aHanorHa TBphewa Aobujamo ynpaBo npuMeHom Teopeme KopaaH-
HeneknHaa jep 3HamMo fa vaeanu gator NpcTeHa, OAHOCHO noamoaynwu aaTtor Mmoayna
obpasyjy moagynapHe mpexe.

OucTpubyTuBHE Mpexe

OedomHunumja 12. Mpexa L = (L, A, v) je ANCTPUBYTMBHA aKo 3a CBE X, Y,z € L BaXu:
a1 (xay)v z = (xvz)a(yvz),
A2)(xvy)a z = (xnz)v(ynz).

[oBOSBHO je Aa BaXu camo jegaH o ycnosa 1), a2).

Teopema 9. Heka je L mpexa. Taga 3a cBe x,y,z € L Baxu jegHakocT A1) ako n camo
ako 3a CBe X, Y,z € L BaXu jegHakocT a2).

Hokas. 1) = a2):

(xnz)v(ynz) = (xv(y/\z))/\(zv(y/\z)) = (xv(y/\z))/\z = (xvy)an(xvz)az = (xvy)na z.
Mmnnukaumja o2) = A1) ce gokasyje AayarnHo. ]
Teopema 10. Caka gncTpubyTMBHaA Mpexa je mogynapHa.

Hokas. Heka cy x,y, z Tpy enemeHTa guctpmbyTnBHe Mpexe, Takeu aa je x < z. Taga
je:

xv(ynaz) = (xvy)a(xvz) = (xvy)a z. ]
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Mpumep 9.
1) Csaku naHau je oUCTpuByTMBHA Mpexa.
2) Caaka nogmpexa oa (P(S),n,U) je auctpmbyTmBHa, rae je S Nnpom3BosbaH CKyn.
3) Mpexa gnjamaHT M5 Huje AnCTpubyTMBHa.

4) Y onwTteM cnyyajy mpexa N(G) HOpMmanHux noarpyna rpyne G He mopa 6uTu
anctpmnbyTtmeHa. To nokasyje, Ha npumep, KnajHoBa rpyna V,. Haume, rpyna V, je
komyTaTuBHa, na je N(V,) = S(V,) = M;. C gpyre cTtpaHe, N(Z,) = S(Z,)) jecte
ANCTpnBYTMBHA MpeXxa.

Jlema 1. Mpexa L je ouctpubyTmBHa akko 3a CBE X, Y,z € L BaXu
(xay)v(yaz)v(zax) = (xvy)a(yvz)a(zvx).

Hokas. (=) Heka je L je auctpubytMBHa Mpexa. Taga 3a nNpousBOSbHE X,Y,Z € L
nmamo:

(evy)n(yvz)a(zvx) = [(xvy)a(yvz)azlv[(xvy)a(yvz)ax]
= [(xvy)az]v[xa(yvz)] (ancopnuuja)
= (xnz)v(yaz)v(xay)v(xaz)
= (xany)v(yaz)v(zax).

(<) MNpeTtnoctaBumo ga je L mpexa koja 3agoBoSbaBa Aatv maeHtuTeT. [Jokaxmmo
Hajnpe aa je L moaynapHa mpexa. Heka je x < z. Taga je

(xny)v(yaz)v(zax) = (xay)v(yaz)vx = xv(ynaz),
Kao u
(xvy)a(yvz)a(zvx) = (xvy)a(yvz)az = (xvy)az,
opakne cnegu aa je xv(yaz) = (xvy)az. Hajsag, 3a nponsBosrbHe x,y,z € L UMaMo:
xn(yvz) = xa(xvy)a(yvz)a(zvx) (ancopnumja)
= xA[(xay)v(yaz)v(zax)] (npeTnocTaBrbLEHN NOEHTUTET)
= [xa(yaz)v(xay)v(zax) (mogynapHocT; (xay)v(zax) < x)
= (xny)v(xnz) (jep je xaynz < (xay)v(xnz)). ]

Teopema 11. Mpexa L je guctpmbyTMBHa ako M CaMO akO He cajpXXu noampexe
N30MOpHE ca NeHTaroHoOM 1 AujaMaHTOM.

[oka3. HeonxoQHOCT ycroBa je ouurnegHa, jep je nogmpexa AncTpubyTuBHE Mpexe
Takohe anctpubyTnsBHa, a Beh je nokasaHo fa TO HUWje Cryyaj HM ca AujaMaHTOM Hu ca
NneHTaroHoM.
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lMpeTnoctaBuMo fa L He cagpXu HU JujaMaHT HU NeHTaroH kao nogmpexe. lNowTo L He
cagpXu neHTaroH Kao nogmpexy, npema Teopemu 6, L mopa 6Gutn moaynapHa mpexa.
Ako L Huje auctpubyTmBHa Mpexa, oHaa npema Jlemun 1 nocToje x,y,z € L TakBu Aa je

eay)v(yaz)v(zax) < (xvy)a(yvz)a(zvx).
(MpumeTnmo aa yBek Baxun (xay)v(yaz)v(zax) < (xvy)a(yvz)a(zvx).)
Heka je
m = (xay)v(yaz)v(zax),
M = (xvy)a(yvz)a(zvx),

a = mv(xaM) = (mvx)AM (nocnegwa jeaHaKoCT crnean u3 MoaynapHoCTH, jep je m <
M),

b = mv(yaM) = (mvy)aM,
c = mv(zaM) = (mvz)AM.
Huje Tewko nokasatn ga cy m, a, b, c, M MefjyCobHO pasnnymti eneMeHTn n ga je
anb = bac = cna =muavb = bve = cva = M,
LUTO 3HA4M Aa oBM ernieMeHTn obpasyjy AujaMmaHT CyrnpoOTHO NPeTnoCcTaBLUM. ]

Mpumep 10. Mpexa npukaszaHa Ha cCrvum UCNOA HUje OUCTpUBYTMBHA, jep cadpXwu
AVjaMaHT Kao nogMpexy.

BynoBe mpexe

OedwmHunuymja 13. Mpexa L je orpaHn4eHa ako Ma HajMahu 1 HajBehn enemMeHT.

YKonuko nocrtoje, Hajsehu 1 HajMarn eneMeHTu Mpexe Cy jeQUHCTBEHN N O3Ha4YaBaMo
ux pegom ca 1 n 0.

Huje Tewko npyumeTnUTM Aa je cBaka KOHa4yHa Mpexa orpaHuyeHa. Takolhe, cBaku nagean
orpaHuyeHe wMpexe cagpxum 0, [OOK cCBakM unTep oOrpaHn4yeHe Mpexe Mopa
cagpxatu 1.

INlema 2.Y orpaHnyeHoj Mmpexu L 3a cBe x € L Baxu:
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xv0=x,xA0 =0, xvl =1, xaAl = x.

DedwvHuumja 14. [date cy aBe mpexe Ly = (Li, A1, Vv1) U Ly = (Ly, Ay, vy). YTanawe
Mpexe Ly Y L, je cBakn UHjeKTUBHU XoMoMopdmsam ¢ : Ly = L,.

Teopema 12. CBaka Mpexa Ce MOXe YTONMUTK Y HEKY OrpaHUYEHY MPeXxy.

Hokas. [ata je mpexa L. dogajmo joj nBa HoBa enemeHta 0 v 1,Tako ga 3a cBe
x € LBaxun 0 < x < 1.Caga je napumjanHo ypeheH ckyn (L U {0,1},< ) mpexa, wToO ce
nako nposepasa. [

DedumHnuumja 15. EnemeHT y € L NnponsBorbHe orpaHuyeHe Mpexe L je KoMnnemeHT
enemMeHTa x € L ako je xany =0, xvy = 1.

Mpumep 11. Y orpaHMyeHMM Mpexama MOory nocTojaTv efnemMeHTU Koju Hemajy
komnnemeHT. Npumep TakBMX Mpexa cy naHuu. Takohe, Moxe ce AecuTn fa yodeHu
erleMeHT YMa BuLle KoMNemMeHaTa. Tako Cy y NeHTaroHy x, z KOMNIIeMeHTH 3a .

Y

Mpumep mpexe M;, ate Ha crnegehoj cnvum, nokasyje ga NnocToje MoaynapHe Mpexe y
KOjuMa HeKkn enemMeHT uma BuLle KoMNsemeHara.

Teopema 13. Y orpaHuyeHoj OUCTPUOYTUBHO] MPEXMN CBaKM €neMeHT MMa HajBuLle
je0aH KOMMMNeMeHT.

[okas. Heka cy y, z komnnemeHTun 3a x € L. Tapa je:

y = yal = ya(xvz) = (yax)v(yaz) = 0v(yaz) = yaz,
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OOHOCHO y < z. AHanorHo ce gobnjan z <y, najey = z. O

HDedurHnuyumja 16. 3a Mpexy Kaxxemo Aa je KOMNIIEMEHTUPaHa ako CBaKN HeH €fIEMEHT
“Ma KOMMJSIEMEHT.

HedmHunuumja 17. bynosa mpexa je KomnneMeHTMpaHa gucTpnbyTuBHa mpexa.

Ceaka bynosa wmpexa (L,a,v) ogpehyje bynosy anrebpy (L,a,v,,0,1), roe 3a
onepauujy ' Tpeba y3eTu npecnukaBamwe Koje CBakoM erleMeHTy U3 L Aoferbyje Heros
koMmnnemeHT. HapasHo, cBaka bynosa anre6pa ogpehyje v jegHy bynoBy mpexy. Wako
cy bynose mpexe n bynose anrebpe y cylwiTuHKM "UCTe", OHE Ce Apyrayvje noHawajy y
ogHocy Ha nopganrebpe. Moampexe BynoBux mpexa, y onwtem cry4ajy, He mopajy
6utn bynose mpexe. Ha npumep, mpexa gaTta Ha HapeaHoj cnvum jecte bynosa, anm
nMma aBe nogmpexe koje Hucy bynose.

Kog Bynosux anrebpu takBa cutyauumja Huje moryha. Ako je B = (B, a,v,’,0,1) bynosa
anrebpa, oHga je B, Hocad noganrebpe og B ako je @ #+ B; € B n B, uvHu bynoBy
anrebpy y ogHoCy Ha pecTpukumje ogrosapajyhmux onepauuwja u3 B. Hamme, HenpasaH
noackyn B; € B je Hocay noganrebpe og B ako U caMo ako je 3aTBOPEH Y OOHOCY Ha
onepauwje anrebpe B.
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1.3. KomnneTtHe n anrebapcke mpexe

PaHnje cmo BMaenu ga cse nogrpyne rpyne G cpopmupajy mpexy S(G). Mehytum, Ta
Mpexa uMma jegHy gogaTtHy ocobuHy Kojy Hemajy cBe mpexe. Hanme, ns ynkweHuue ga
je npecek cBake hamunuje nogrpyna rpyne G noHoBO noAarpyna oA G, crieay Aa CBaku
ckyn enemeHata y S(G) wma uHpumMym, a cammm TMM 1 cynpemyMm. OBa ocobuHa
oaonvikyje n pgpyre anrebapcke CTPyKType, OOHOCHO Mpexe HMUXOBUX noganrebpu.
M3yyaBajyhn ynpaBo Te Mpexe, TpuaeceTmx rognHa npowunor Beka, bupxod je gowao
A0 nojMa KOMIIeTHe Mpexe.

OedomHunumja 18. 3a ypeheH ckyn L = (L,<) Kaxemo [a je KOMNMeTaH ako CBaku
noackyn A € L nma cynpemym u MHpUMymM.

OuurnegHo, ceaku koMnneTaH ypeheH ckyn je mpexa, oK 0BpHYTO He Mopa Ada Baxwu,
LITO ce BUAM Ha npumepy mpexe (R, <).

DedwmHunuyumja 19. Mpexy L Koja je komnneTaH ypeheH cKkyn HasumBamMO KOMIMSIETHOM
MPEXOM.

Teopema 14. CBaka komnneTHa mpexa L je orpaHuyeHa.

Hokas. [okasahemo pa je sup® Hajmawu enemeHT y L. Heka je y =sup@. [lo
AeduHULMjK cynpemMymMa, 3a CBe a € P BaXn a < y U 3a CBe x € L BaXu:

(Va)((ae@ :>a§x):>y§x)

Kako je a € @ yBek HeTayHO, oobujamo Oa je y = sup@ eKBMBareHTHO ca y < x 3a
cBe x € L, Tj. Aa je y Hajmawmn enemeHT y L. AHanorHo ce nokasyje ga je inf @ Hajsehun
erneMeHT. HapaBHO, cBe rope nokasaHO Baxwu 360r npeTnoctaBke pfa supdwu
inf @ nocroje. [

Mpumep 12.

1) Cgaka kKOHa4yHa Mpexa je KomnneTHa.
2) (P(S), <) je koMmnneTHa Mpexa, rae je S Npov3BOSbaH CKyn.
3) 3a cBaky rpyny G, S(G) je komnneTHa mpexa. Hanme, 3a @ = F S S(G) Baxu:
infF = NF,
supF = N{H € S(G): UF < H}.

Teopema 15. 3a cBaku ypeheH ckyn (4, <) cneaehu ycrnosu cy eKkBUBaNEHTHMU:

1) (4, <) je komnneTHa Mpexa.
2) 3acBe B € Anoctoju inf B.
3) 3acBe B € A noctoju supB.

[okas. [doBorbHO je nokasatu pda cy ycnoBu 2) u 3) ekBuBaneHtHu. Kako cy
uMmnnvkauuje 2) = 3) n 3) = 2) gyande, gokasahemo camo npey oA wux. Heka je B € A
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N Heka je C CKyn CBUX ropwuX orpaHumyena 3a B. 1o npetnoctaBuu, y A nocToju
enemeHT infC = x. [lokazahemo ga je x = supB. Hajnpe, kako je 3a cBe b € B,c € C,
b < ¢, TO je cBaku efieMeHT U3 B foke orpaHuyerse 3a C, na je b < x. pyrnm peuymma,
X je rophwe orpaHunyerse 3a B. AKO je cafa y HEKO NPOU3BOSbLHO rOpH-e OrpaHnyer-e 3a
B, Tapajey € C, naje 3ato x < y. To 3Ha4u fa je x HajMaH€e ropHse orpaHuyer-e 3a B.

O
NMocnepauua 1. Heka je (4, <) ypeheH ckyn. Cnenehu ycnosu cy eKBYBarneHTHU:

1) (4, <) je xomnneTHa Mpexa.
2) (A, <) uma Hajmarbu eneMeHT u supB 3a cBe @ # B C A.
3) (4, <) uma Hajsehu enemeHT 1 infB 3acBe @ + B C A.

Teopema 16. Ako je L KomnneTHa Mpexa, OHOAa CBakO MOHOTOHO MpecriMkaBawe
f + L = L nma OUKCHY TauKy.

Hokas. Heka je S={xeL|x<f(x)}. Kako 0 €S, ckyn S je HenpasaH. Heka je
a = sup S. N3 ycnoBa moHoToHOCTM cneamn: x < f(x) < f(a), 3a cBakun x € S. [lakne, a =
supS < f(a). OneT Ha OCHOBY MOHOTOHOCTU Baxu f(a) < f(f(a)), na f(a) € S, opakne
cnean gaje f(a) < a. O

HanomeHa. BaxHa nocneguvua npeTtxogHe Teopeme jecte nMo3Hata KaHTop-
BepHwTajHoBa Teopema: Ako cy A m B ckynoBu n f:A-B n g:B-A 1-1
npecnukaeawa, OHOa noctoju bujekumja h: A - B. Huje Tewko nokasatm pa je
npecnvkaeawe ¢ : P(A) > P(A) pato ca ¢(X)=A\g[B\f[X]] moHoTOHO
npecnukaBawe komnnetHe mpexe (P(A),S) y cebe, na npema nNpeTxogHoj Teopemu
nMa UKCHY Tauky. MpecnukaBare h AedmHUCcaHo je kao f Ha C, akao g~ Ha A\ C.

KomnneTHa mMpexa mMoxe umaTu nogMmpexy Koja Huje komnrietHa. Ha npumep, (R, <
HWje KOMMIeTHa Mpexa, anu jecte nogmpexa koMmnneTHe mpexe (R U {+oo, —o0}, <).
Takohe, MOXe ce gecnTn fa je noampexa KoOMMNIeTHe Mpexe orneT KOMMNIeTHa Mpexa,
anv ga ce cynpemMymu u UHUMYMW y TOj MOAMPEXN He Moknanajy ca cynpemymmma m
MHUMYMMMa Lene mpexe. VnycTpyjMo HaBegeHo cnegehnm npuMepom:

Mpumep 13. Heka je L=([0,1],<)m L;=([0,05U{1},<). Tapma je L;3aucrta
noampexa og L, Koja jecTe KOMMNeTHa Mpexa, anu je cynpemym ckyna [0,0.5)y L
jeaHak 0.5, ay L4 jeaHak 1.

OedwmHunumja 20. MNMogmpexa L, komnnetHe mpexe L je heHa KoOMNreTHa noampexa
ako je 3a cBe A C L; Baxu supA4,infA € L;.

KomnneTHe Mpexe 0BMYHO HacTajy Ha jeAaH TUMUYaH HaYMH: Kao MpPeXe 3aTBOPEHUX
CKyroBa 3a HeKM onepaTtop 3aTBOpeHsa.
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OedomHunumja 21. Ako je A Hekm ckyn, npecnukaBawe C:P(A) —» P(A) je onepatop
3aTBOpeH-a Ha ckyny A, ako 3a cBe X,Y € A Baxu:

1. X cC(X),
2. akojeX C Y, Tagaje C(X) € C(Y),
3. c(cx) =cX).

3a ckyn X € A kaxxeMo fa je 3aTBOpeH ako je C(X) = X.
Mpumep 14.

1) Heka C(X) nogrpyna Heke rpyne G reHepucaHa ca X € G. Taga je C onepartop
3aTBOpeHa Ha (G, a 3aTBOPEHU CKYrnoBu cy noarpyne o G.

2) Data je rpyna G, n C(X)HeHa HopmanHa noarpynareHepucaHa ca X € G.
[MoHoBO, C je onepaTtop 3aTBOpeHa Ha G, YMju Cy 3aTBOPEHUN CKYNOBWU HOpMasiHe
nogrpyne og G.

3) Heka je RnpcteH n C(X) wnoean reHepucaH ca X € R. Taga je C onepatop
3aTBOpeHa Ha R, Npu Yemy Cy 3aTBOPEHM CKYNoOBM naeanu og R.

4) Heka je A npousBorbaH ckyn n C cdamunuja noackynosa og A 3aTBopeHa 3a
Nnpoun3BOSbHE Mpeceke enemeHaTta U3 C. ako F € C, oHpga NF € C, npn 4emy
nogpasymesamo gaje N@ = U. Tapa je Ce : P(A) » P(A) pato ca

Cc(X)=N{rYreclXxcvY} XcA,
onepaTop 3aTBOpeH-a Ha A.

3Hayaj onepaTopa 3aTBOpeEHa j€ Yy TOME LITO HWUXOBM 3aTBOPEHU CKYMOBWU YUHE
KOMMMeTHe Mpexe. Ann, BaXun Yak 1 BULLE O Tora: CBE€ KOMMIIETHE MpEXe HacTajy Ha
OBaj Ha4MH.

Teopema 17. Heka je C onepaTtop 3aTtBopewa Ha ckyny A. Tapa je ypeheH ckyn
(L¢, ©) C-3aTBOPEHMNX CKYNoOBa KOMMMETHA Mpexa.

Hokas. Hajnpe, C(4) = A, na je A 3aTBopeH ckyn. Ocmum Tora, NnpumMeTUMO Aa je npecek
Npoun3BOSbHE HenpasHe hamunuje C-3aTBOPEHUX CKynoBa C-3aTBOpPeH ckyn. 3awucTa,
ako cy {A;:i € I,1 + @} 3aTBOpeHu ckynoBn u X = N{A;:i € I,] + @}, Tapaje 3acee i €1,
C(X) € C(4;) = A;,na je otyga, C(X) € X. Mehytum, Taga cneam C(X) = X. Tephewe
caga gobwujamo una lNocneguue 1. O

Teopema 18. Heka je C onepartop 3aTBoper,a Ha ckyny A. Taga 3a cBaky dpamunujy
3aTBOpPEHMUX ckynoBa {A;: i € I} Baxwu:

sup{A;:i € I} = C(U{4;:i e I}),
npu Yemy je cynpemym y3eT Yy KOMMIIeTHOj Mpexu (L¢, ©).

Hokas. JacHo, ako je Y = U{4;:i € I}, Tapa C(Y) jecTe 3aTBOpPEH CKyMN KOju je ropke
orpaHuyense 3a hamunujy {A;:i € I}. NMpeTnocTaBMMO caga Aa je Z 3aTBOPEH CKyM Koju
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cagpxn cee A;,i€1. Tapa je YCS Z, na jeC(Y) S C(Z) =Z. Tako,C(Y) je 3aucta
cynpemyM 3a {A;:i € I} y mpexu C-3aTBOPEHNX CKYNnoBa. [

Teopema 19. CBaka kKOMNIeTHA MpeXa je M30MopdHa ca MPEXOM 3aTBOPEHMX CKYNoBa
3a Heku orneparop 3aTBOpEH-a.

[okas. Heka je L komnneTHa mpexa. [edvHnwmmo onepaTtop 3aTBopewa C Ha L Ha
cnegehn HaumH: ako je X € L, Taga je C(X) ={a € L:a < supX}, OGQHOCHO HajMarsu
rmaBHM ungean mpexe L Koju cagpxu X, (supX]. JacHo, 3aTBOpPEHM CKynoBW OBOT
onepartopa 3aTBopera Cy CBU rnaBHU ngeanu mpexe L. Caga ce nako nokasyje ga je
npecnukaBarwe x € L — C({x}) = (x] nsomopdpusam mpexe L n Mpexe HEHUX MaBHUX
maeana. O

Haw HapegHn unrb je aa onuwemMo Mpexe 3aTBOPEHMX CKyrnoBa HEKUX CneumuyHnx
onepartopa 3aTBopeta, WTo he Hac goBecTn o nojMa anrebapcknx mpexa.

Mpumep 15.

1) Heka je G rpyna n C(X) weHa nogrpyna reHepucaHa ca X < G. lNopepn Tora wTo
je C onepaTtop 3aTBopera Ha G Koju Adaje KoMnreTHy mpexy S(G), npumeTumMo
Aa C vima u cnegehy ocobuHy: 3acse X € G je

C(X) =U{C(Y):Y € X,Y je koHauaH}.

2) Heka je A npousBosbaH ckyn U C damununja nogckynosa og A 3aTBopeHa 3a
NpPou3BOSbHE Npeceke enemMeHaTta n3s C uU yHuje ycmepeHux nogdamunuja og C.
ako je D ycmepeHa nogdamunuvja og C (3acse X,Y eD noctojm Z €D paje X <
Z n YCcZ), oHga UD e C. Taga onepatop 3atBopewa Cq:P(A) - P(A)
(Mpumep 14. 4), Cc(X) =N{Y €eCI1X SY}, X< A, 3agoBorbaBa UCTYy OCOBUHY
kao nog 1).

HOedomHnumja 22. Onepatop 3atBopewa C:P(A) —» P(A)je anrebapcku ako 3a cBe
X c Aaxn C(X) = U{C(Y):Y € X,Y je koHauaH}.

HanomeHa. Ycnos un3 [JeduHuumje 22 ekBuBaneHTaH je criegehem ycrnoBy: 3a CBaky
ycmepeHy dammnunjy D noackynosa og A Baxu C(UD) = U{C(Y) | Y € D}.

OedwmHunumja 23. [1aTa je mpexa L.

1) EnemeHT a € L Ha3MBaMO KOMMAKTHUM ako 3a cBe A C L, 3a KOje NOCTOju supA,
BaXW: aKo je a < supA, Taga nocToju KoHa4yaH B € A Tako Aa je a < supB.

2) Mpexa je KOMNaKTHO-reHepucaHa ako je CBaku erflieMeHT CyrnpeMyM KOMMaKTHUX
ernemMeHara.

3) Mpexa je anrebapcka ako je KoMnneTHa U KOMMNaKTHO-reHepucaHa.

Mpumep 16.

1) Ceaka koHa4yHa mpexa je anrebapcka.
2) Moarpyne un, pecnekTMBHO, HOpManHe noarpyne garte rpyne YnHe anrebapcky
MpEXY.
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3) Cau mageanu gaTor npcteHa YmHe anrebapcKky Mpexy.

4) Csu ngeanun, 0ogHOCHO hunTpu aaTte mpexe obpasyjy anrebapcke mpexe.

5) Mpexa ([0,1],<) Huje anrebapcka jep ocum enemeHta x =0, HUjedAaH HEeH
eNeMeHT Huje KOMNaKTaH.

TepmuH "anrebapcka mpexa" roBopy Ham fa he ynpaBoO OBe Mpexe OUTU TpaxeHe
MpeXe 3aTBOPEHMX CKynoBa anrebapcknx onepatopa 3aTBopekba.

Teopema 20. Heka je C anrebapcku onepaTtop 3aTBopera Ha ckyny A. Taga je mpexa
L weroBux 3aTBOpPEHUX cCKynoBa anrebapcka W KOMMNAKTHW enemeHtu y L. cy
3aTBOpeHn ckynosu obnuka C(X), rae je noackyn X S A KOHa4aH.

Hokas. Hajnpe hemo nokasatu ga je 3atBopeH ckyn C(X) koMMnakTaH ako U camo ako je
X € A koHayaH nogckyn. Taga u3 geduHuumja anrebapckor onepatopa 3aTBopeha U
anrebapcke Mpexe, kao n n3 Teopeme 18, crneam aa je Lo anrebapcka mpexa.

(=) Heka je 3atBopeH ckyn Z < A komnakTaH. Kako je, no Teopemn 18, Z = C(Z) =
sup{C({z}):z € Z}, cnegn ga je Z < sup{C({x}): x € X} 3a HeKn koHa4aH nogckyn X < Z.
MehyTum, cynpemym Ha gecHoj cTpanu je 6aw C(X), wTo 3Haum ga je X © Z < C(X).
Kako je Z 3aTBOpeH cKyn, ogaBae nako cnegu ga je Z = C(X).

(<) MMpetnoctaBumo fa je Z = C(X) 3a HekM KoHayaH noackyn X € A n Heka je
{A;:i € I} nponsBorbHa hamunuja C-3aTBOPEHUX CKynoBa, TakBa Aa je

Kako je C onepatop anrebapckor 3aTBOpew,a, TO MOCTOjM KOHA4yaH noackyn Y <
{A;;i€l} Tako pa je Z< C(Y). Ann, Y je Taga cagpXaHO Yy HEKOj KOHauYHOj
noadamunujn og {A;:i € I}, peuumo {4, ...,A,}. 3aT0 je Z € sup{A,,...,A,}, na je Z
KOMMNaKTaH CKyT. O

OedmHunumja 24. Heka je C onepaTtop 3atBopewa Ha ckyny A u Y = C(X) Hekn
3aTBOpeH ckyn. Taga kaxemo fa X reHepuwe Y. Y je KOHa4YHO-reHepucaH ako nocTtoju
KOHa4aH ckyn X Koju ra reHepuLue.

HanomeHa. Y wmpexu 3aTBopeHuMx ckynoBa anrebapckor onepatopa 3aTBOPEHa,
KOMMaKTHW eNeMeHTU ce MokKnanajy ca KoHa4YHO-reHepucaHuM eneMeHTuma.

Teopema 21. Caka anrebapcka Mpexa Wn3OMOpdHaA je ca MpPEXOM 3aTBOPEHUX
CKynoBa 3a Heku anrebapcku onepaTop 3aTBOpeH-a.

Hokas. Heka je L anrebapcka mpexa M A CKyn HEHUX KOMMNaKTHUX efnemMmeHaTa.
HeduHnwmnmo onepatop 3aTBOpeEH-a Ha A ca

C(X) ={a € A:a < supX},

roe je X € A. s pedbmHuumje KOMNakTHUX enemMeHaTta cneaum ga je oBaj onepartop
3aTBopera anrebapcku. Kako je L KOMMNAKTHO-reHepucaHa, flako ce nokasyje na je
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npecnukasamwe x € L = {b € A: b < a}, Npn Yemy je HaBeOEeHN CKyn 3aTBOPEH, TPaKEHU
n3omopcunsam.

O

Mpumep 17. YonwTe, NnocTaerba ce NuTawe fa N ce cBaka anrebapcka Mpexa Moxe
npeacTaBUTU Kao Mpexa noarpyna Heke rpyne. Ha npumep, jeaHoeneMeHTHa Mpexa je
Mpexa noarpyna TpyBuWjanHe rpyne, a ABOENeMeHTHa Mpexa je Mpexa noarpyna rpyne
Zy,, TOe je p npocT 6poj. MehyTum, noctoje anrebapcke mMpexe Koje HUCY M3oMOpdHE
Mpexu nogrpyna HujegHe rpyne. llocmaTtpajMo Mpexy aaTy aujarpamom:

OBO Huje Mpexa noarpyna HujegHe rpyne. Havme, ako je S(G) KOHayHa Mpexa ca
jeANHCTBEHMM HenocpeHUM NPEeTXOOHUKOM HajBeher enemeHTa, Taga je G UMKIMYHa
royna: G uvMa jeQuHCTBEHY MakcumanHy noarpyny M, na je G reHepucaHa
NPOU3BOSbLHUM eniemeHToM 3 G \ M. Mehytum, Taga je S(G) naHau. Tume gobujamo
YnTaB HU3 MpYMepPa KOHAYHUX Mpexa Koje ce He MOry MpeacTaBuTuM Kao Mpexe
noarpyna Heke rpyne.
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2. Mpexe napTuuymja

2.1 Penauwnje ekBmBaneHuuje n naptuumje

lMosHaTo je oa penauuvje ekBuBaneHumje (pedriekCMBHE, CUMETPUYHE U TPaH3UTUBHE
OGuHapHe penaumje) Ha HekoMm ckyny A MOXeMO uaeHTudumkoBaTu ca naptuumjama
ckyna A, Tj. ca dpamunmnjama HenpasHWX MOLCKynoBa o4 A TakBMM [a Cy CBaka [Ba
ynaHa hamunmje OUCjyHKTHa, a yHMja CBUX 4YnaHoBa dhamunuje jegHaka je A. 3aucra,
CBaka perauuvja eksuBarneHuuje opapefyje jeOWMHCTBEHY napTuuujy Kojy YvMHe Knace
ekBuBarneHuuvje. Takohe, cBaka napTuumja ogpehyje jeaMHCTBEHY penauujy
eKBMBareHuuje, Npyu Yemy cy [iBa erieMeHTa y penauuju akko npvnagajy UCToM uyraHy
naptuumje. lNpeumsHuje, ako je p penauvja ekBuBaneHumje Ha A, a a/pknaca
eKBMBasneHumje enemeHTa a, Tj.

a/p={b €A: (ab)E€p},

Taga je A/p ={a/p:a € A} jegHa naptuumja ckyna A. MNaptuumnja m = {4; : i € I} ckyna
A oppehyje penaunjy equ(m) Ha cneaehun HaunH:

(x,y) € equ(m) & (Viel)(x€ A, & yEA).
Mputom, Baxu A/equ(r) = n equ(A/p) = p.

Y HapegHoj NnemMu HaBOOUMMO HEKE OCHOBHE OCOOMHE penauuvja ekBuBaneHumje Koje
RemMOo KOPUCTUTU Y HaCTaBKy.

INema 3. Heka cy p; n p, penauuvje ekBmBaneHuuje Ha ckyny A.
1) p; U p, je penaumja ekBmBaneHuuje Ha A akko je p; U p, = pq © p,.
2) py ° p, je penaunja ekBmBaneHumje Ha A akko je p; o P, = P2 ° Py.

3) Ako je p;op, = p,°p;, OHOA je p, ° p, HajMawa (Y CMUCNY WHKNy3uje) penaumja
eKBMBaneHumje Ha A Koja cagpxu p; U p,.

INlema 4. Heka je p;, i € I, hamunnuja penaumja ekBnBaneHumnje Ha ckyny A.
1) N;¢; pi je penaumja ekBmBaneHumje Ha A.

2) MNocToju Hajmawa penaumja ekBuBaneHumje p Ha A koja cagpxu U;e p;. WTaBnwe,
BaXXMU:

(x) p=U{py opi, o opy | k=00, ..., €1}

HanomeHna. Komnosuumja GuHapHux penaumja p U o ckyna A pgedvHucaHa je Ha
cnefehu HayvumH:
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(x,y)Epoo e (3zE A)((x, z) € pa(z,y) € 0).

JeOgHOCTaBHO ce rokasdyje [da je Komnosuuuja acouuwjatMBHa onepauuja ckyrna CBUX
OGuHapHUX penauuja Ha A.

Hokas. 2) Ckyn &€ = {6 | 0 je penanuja ekBuBasieHuuje HaA u U;¢; p; S 0} je HenpasaH,
jep nyHa penauvja AX A npunaga £. Tapga je NE, npema 1), Takohe penauuja
ekBMBaneHuvje Ha A. JegHocTaBHO ce YyoyaBa fda je MNE HajmMawa penauuja
ekBuBaneHumje koja cagpxu U;e; p;.

[a 6ucmo gokasanu apyrm geo tBphewa, Tj. jeaHakocT (*), NPUMEeTMMO Hajnpe Aa 3a
CBaKo i € [ BaXu

piSa=U{p,op,o-opy | k=0iy..i €}
opakre cnegu pa je U;e pi € 0.
Mokaxxmmo aa je o penauunja eksmBarneHumje.
PednekcnBHOCT je ounrnegHa.
Ako (x,y) € o, Taga 3a Heko k = 0 1 Heke iy, ..., i, € I:
(x,¥) € pi, © pi, © ° Pyys
na nocroje z,, z,, ..., Zx—, € A TakBu ga:
(x,21) € pi,, (21,22) € piy, s (Zk—1,Y) € Py
Kako cy p;,, pi,, -, pi;, PENALMjE ekBUBaNeHUMje, cneamn aa
() Zk-1) € piys s (22,21) € py,, (21,%) € py,
OAHOCHO (y,x) € p;, © -+ o py, € 0. [lakne, ¢ je cumeTpuyHa penauuja.
N3 (x,y) € o n (y,z) € 0 cneamn ga 3a Heke k, £ > 0 N HeKe iy, ..., ik, j1, -, jo € I
(x,¥) € pi, o pi, oo py N (¥,2) € pj, o pj,©-0pj,.
JeHOCTaBHO ce yoyaBa Aa
(x,z) € pi, °pi, ° ro P epj opj 0o C o,
oJakne cneau Aa je o TpaH3MTUBHA penauuja.

Hajsag, ako je o’ penauvja ekBuBaneHumje Ha A TakBa ga Ui, p; S o', oHaajeno S a':
ako (x,y) € pj op,°-op;,, 38 HekO k=0 n Heke iy,.., i €I, oHOa nocroje
Z1,Zy, -, Zx—1 € A TAKBN pa:

(xr Zl) € Pi,» (ZliZZ) € Piys wees (Zk—l' y) € pik'
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a camum TuMm u (x,z,) € o', (24,2,) € d’,, ...,(zx_1,y) € ¢, ogakne 360r TPAH3UTUBHOCTU

penauuje ¢’ pobunjamo aa (x,y) € o'. OBuM je TBphEHE Yy NOTNYHOCTM AOKA3aHO.
O

OsHaunmo ca P(n) 6poj cBux napTuumja n-toenemeHTHor ckyna. bpojesn P(n) ce 30By
n benosu 6pojen. KombnHaTtopHOM UHTepnpeTaumjom gobuja ce cneaeha pekypeHTHa
Besa:

n

P(n+1) = z (Z) P(k).

k=0
3aHnmMrbmMBO je aa cy benosu 6pojeBun 3anpaBo koeduunjeHTn TejnopoBor pega 'y
okonuHK 0 y pa3Bojy pyHKumje e® 1 = ZﬁfzoP(n)%l.
MputoM, KOHBEHLMjoM ce yBoau aa je P(0) = 1. [MpBumx 10 YnaHoBa OBOr HU3a Cy:
1,2,5,15,52,203,877,4140,21147,115975, ...

Benosu 6pojeBn mory ce nako uspadyHaTtu kopuctehun TakossaHn benos Tpoyrao, Koju
dopmmpamMo Ha criegehu HaumH:

1. Y npBom peay Hanasm ce camo 6poj 1.

2. Cpaku HapeaHu pef 3anovvMHemMo nocrearnuM OeCHUM eneMeHTOM NpeTxoaHor
pena.

3. Cnepehn enemeHT TOr pega ogpehyjemo kao 36up fgBa 6poja, Herosor
NnpeTxoaHuKa 1 enemeHTa u3Hag Tor NPeTXoaHuKa.

4. lMoHaBrbamo noctynak 6poj 3. AOK CBakn HOBWU pea uma 3a jegaH 0poj BuLle Hero
NpPeTXoAHu pea.

5. bpojeBn y npBOj KOMOHW OaTe TpoyraoHe Leme npeactaerbajy HUM3 benosux
6pojeBa no4yeB oa P(0), ook cy 6pojeBn Ha gujaroHanu Benosu 6pojeBn noyes

oa P(1).
1
1 2
2 3 5
5 7 10 15

15 20 27 37 52
52 67 87 114 151 203
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2.1 Mpexe naptuumja

Ha ocHoBYy npeTxooHux pasmaTtpana, jeQHOCTaBHO Ce yo4yaBa [a CBe penauuje
eKkBMBarneHumje Ha HekoM ckyny A obpasyjy mpexy (Equ(A), ), kojy o3Ha4aBamo ca I .
Hauwme, ako cy p,o € Equ(A), Tapa je

pAG = pNo,

pvo = N{6 € Equ(A):p U o < 0}.

Mpema Jlemn 4, pvo je 3anpaBO yHWja CBUX MNPOM3BOAA CavUMHEHUX OO4 p WU O.
MpeumnsHujn onuc penauyje pvo Aaje HapegHa nema.

Ilema 5. Ako cy p n o oBe penaumje ekBuBarneHumje Ha A, Taga je
pva =pU(poa)U(peagop)U(pegepeag)U -

UnNn ekBMBaneHTHo, (a,b) € pvo akKko NOCTOjU HWU3 enemeHaTta zy,Zzy, ..., Z, U3 A TakBuX
na (z;,z,,1) € pvn (z;,2z4,) €Eo,3ai=1,..,n—1na=2z,b =2z,

HanomeHa. Kako je o acouujaTuBHa onepaumja Ha CKyny cBuX BUHapHMX penauuja
ckyna A, 10 je (P(4%),0) nonyrpyna, nma ako YOUMMO keeHy nognonyrpyny < p,c >
reHepucany ca p 1 g, gobmjamo pvo =U< p,a >.

Mpexy I1, moxxemo gedmHucaTn n Ha cnegehmn HadnH. Ha ckyny cBux napTuuunja gator
ckyna A geduHuwemo penauujy < Ha cnegehun HauuvH:

M, <m, & equ(my) € equ(m,),

npu yemy m; < m, TYMa4MMO Tako [Ja je CBaku erieMeHT napTuumje m, yHuja enemeHara
naptuuuje m;.

Jlema 6. [1, je kOMNNEeTHa Mpexa.

[okas. Kako je mpexa I, orpaHnyeHa, a npecek cBake hamunuje ekBmBarneHumja ckyna
A NMOHOBO jecTe ekBuBaneHumja Tor ckyna, I, je komnneTtHa mpexa. Haume, ako je
{pi}ie; nopckyn ckyna Equv(A), oHoa je ouurnegHo inf{p;:i € I} = N;g p;, OOK cCe
cynpemym geduHuLle Kao: sup{p;:i € I} = U{pi0 © P, © w0 Piiios e, iy ELE < o). O

Mpumetumo, Mpexa I, He 3aBucu on npupode enemeHaTa ckyna A, Beh camo opf
KapauHanHocTu ckyna A. O3Haummo ca I1,, Mpexy napTuumja ckyna og n enemeHaTa.

NHTepecaHTHO je NpoaHanuanpaTtu kako usrnegajy mpexe I, 3a mano n.

3an =1, peuy je 0 TpMBUjanHOj MPEXN KOja Ce CacToju OA jeAHOr eneMeHTa.
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3an=2,A=1{ay,a,}, napTmumje ckyna A cy
m; = {{a1}, {az}},
T, = {{al, az}},
na gobuvjamo naHay gyxuHe 1.
3an =3, ckyn A = {a,, a,, a;} Mmoxe 6utn pasbmjeH cnegehmnm napTuumjama:
T = {{a1}, {a,}, {as}}.
m, = {{ai}, {az, az}},
T3 = {{az}: {as, a3}},
s = {{as}, {as, a}},
s = {{ay, az, as}}.
N TpaXkeHa Mpexa je anjamaHT.

3a n = 4 nmamo cnegehy 15-ToeneMeHTHY MpPeXxy:

Teopema 22. 3a n > 4, I1,, HMje MogynapHa Mpexa.

Hokas. Heka je ckyn A pgat ca A={a;: 1 <i<n}. Y mpexu I, youumo cnegehe
napTuumje ckyna A:

= {a;}, ..., {an}},
m, = {{ay, az} {as, as}, ., {an}}
3 = {{ay, a2}, {as}, {as}, ..., {an}},
1, = {{ay, az} {az as}, ., {an}}
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s = {{alﬂ az, as, Cl4_}, ) {an}}-

MapTuuunje m3 M mg Cy cneyunjanHor Tuna, OHe Cy CUHryrnapHe naprtuumje, Ymje cy cBe
Krace, OCUM jefHe o[, bUX, jeQHOEeNIeMEHTHe.

[vpekTHoM npoBepoM fobujaMo Aa my my, 3, Ty, Ts POPMUPAjY MPEXY MeHTaroH, na Ha
ocHoBy [leneknHaoBe Teopeme M3 norfnaerba 0 MogynapHUM Mpexama, cnegu ga Il,
HWje mofynapHa Mpexa. O

Teopema 23. 3a cee n € N, II,, je KOMNIIEMEHTUPaHa Mpexa.

Hokas. MNMocmatpajmo napTtuunjy {4, ..., Ay} n-ToenemMeHTHor ckyna A, npuv 4emy cCmo
NHOEeKcuparwe u3Bpwunn Tako da je |A| = - = |Ax|. Heka je 4; ={a;:1 <r <n;}.
HednHnwnmo caga HoBy napTuumjy:

A, ={a,:1<r<n},

3a 1 <r <ny,rgejen, ykynaH 6poj cBMX nHaekca s 3a koje je r < |A|. dpyrum peunma,
napTuvuunjy A; CMO Hajnpe ucnucanm no Bpctama, rna CMo KOHCTpyucanu HoBy napTuuunjy,
Kojy nobujamo nocmartpajyhu KonoHe ncnucaHe weme Kao Krace.

TepavMMo ga penauwja eksuBaneHumje geduHucaHa naptuumjom {A4; : 1 < i < n,} jecte
KOMMMEMEHT 3a penauujy ekBusaneHumje geduHmcaHy no4eTHomM napTuumjom. 3amcTa,
ogMax ce yodaBa [a je HMXOB Npecek AujaroHana, jep ce [Ba pasnuuuita enemeHTa
ckyna A He mory Hahu UCTOBPEMEHO 1 Y NCTOj KOFIOHU U Y UCTOj BPCTU ONUCaHE LLEME.

TayHnje, ABa enieMeHTa ce Hanase y NoYeTHOj penauumju p ako M camo ako Cy Yy UCTOj
BPCTW, OOAHOCHO Yy HOBOAOOMjEHO] penaunju ¢ ako U caMo ako Cy Yy MUCTOj KONMOHW faTte
TpoyraoHe Lweme. Anun, O4YUrNeaHo je Ja ce cCBaka [ABa efneMeHTa y TOj emMun Mory
noBe3aTu HM3OM BEPTUKANHUX M XOPWU3OHTaNHMX NoTesa, LWTO 3HayWn, NpeBedeHO Ha

jesuk penauuja, Aa cy cBaka Ba enemeHTa us A y penauuvju pva, Tj. pvo = A X A. O

2.1 YTanawa mpexa y Mpexe naptuiumja

Mpexe napTuuuja y nsasecHoMm cMucny "nokpusajy" cee mpexe.

Teopema 24. [Whitman] CBaka mpexa ce Moxe MOTONUTU Yy Mpexy napTuumja Hekor
cKyna.

lNpe ookasa Teopeme HaBOAMMO HEKOSTMKO KOPUCHMUX 3arnakakba. 3a 6uno Kij Mpexy L

1-1
jeoHocTaBHO je peduHucatv a-ytanawe F:L—1TII;, Tj. 1-1 dyHKUumnjy Koja 4yBa
onepauujy A (anu He Hy>XHo 1 v), Tj. Baxu F(aab) = F(a) N F(b), a,b € L. 3ancra, Heka
je npecnukaesawe F : L — [1; neunHucaHo ca:

30



F(a)={(x,y) ELXL|x,y<aumx =y}

Tapa je, 3a cBako a € L, F(a) penaunja ekBnBaneHumje, n F je jeQHO A-yTanawe mpexe
Lyll.

OBo 3anaxahe ce NpUPOLHO MOXe YOMNWTUTU AedUHUCakeM A-yTanakwa oapeheHnx
T3B. L-MeTprvKamMa Ha Npon3BOSbHOM CKyny A: L-MeTpuka Ha A je pyHKumja

Ha
d:AXA->L
Koja 3afoBosbaBa cregehe ycnose:

I. djecnmeTtpuyHo, Tj. d(x,y) = d(y,x), x,y € 4;
II. d je HopmanusoBaHo, Tj. d(x,x) = 0, x € 4;
lll. d 3apoBorbaBa HejegHakocT Tpoyrna, Tj. d(x,y) + d(y,z) = d(x,2), x,y,z € A.
dyHKuMja F; : L — I, paTta ca:
Aed
(x,y) € Fy(a) = d(x,y) < qa,

jecTe jegHo A-yTanawe. 3a cBako a € A, F;(a) je penauuja ekBuBaneHumje. Takohe, 3a
ceBea,b € L:

(x,y) € Fq(a) N Fq(b) akko (x,y) € Fa(a) v (x,¥) € F4(b)
akko d(x,y) <awnd(x,y)<b
akko d(x,y) < anb
akko (x,y) € F;(anb),

ogakne cnegu aa je F;(a) N Fy(b) = F;(anb). MNMokaxumo n ga je F; 1-1 pyHkumja. Heka
a,b €L v a+b. bes rydbroerwa onwToOCTM NpeTnocTaBumo Aa je a £ b. Kako je d Ha
dyHKumja, noctoje x,y € A TakBu ga je d(x,y) =a, na (x,y) € F;(a). 36or a £ b,
nmamo ga (x,y) ¢ F;(b), ogakne cnean aa F;(a) # F;(b).

OcHOBHa KOHCTpyKUuMja y HapedHOM fokasy je cregeha: ako je d : AX A —» L Heka L-
meTpuka un (x,y,a,b) ypeheHa yeTBopka TakBa Aa x,y € A, a,b € L n Baxn d(x,y) <
avb, oHgoa ce Ha ckyny A* = AU {zy,2,,23}, TA€ CY Zi,Z,,Z3 HOBU E€NEMEHTU KOju He
npunagajy A, peduvHuwe L-meTpuka d*:A*XA*—> L, Kao CUMeTpudHa W
HOopMmanua3oBaHa (pyHKUMja Koja 3agoBorbaBa crnegehe ycnose:

d*(u,v) =du,v),u,v €A d (z,2z,) =b,d" (z,,23) = a, d"(z,,23) = avb,

N 3acBeu€EA,
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d*(u,z,) = d(u,x)va, d*(u,z,) = d(u,x)vavb, d*(u, z;) = d(u,y)vb.

HaBefeHe jeqHaKoCTM UNycTpoBaHe Cy Ha HapeaHoj CrnLM.

Kopuctehu unwenunny aa je d(x,y) < avb, jegHOCTaBHO ce foKa3syje Aa je d* jegHa L-
MeTpuka Ha A.

[oka3. Heka je L npousBorbHa Mpexa. bea rybrbewa OnwTocTM MOXEMO
npeTnocTaBuTn a mpexa L uma Hajmarwu enemeHT 0, jep ce cBaka Mpexa Moxe
YyTOMUTU Yy MpEeXy ca HajMawuMm ernemeHtoMm (Buagetn Teopemy 12). [deduHuwmnmo
MeTpuKy d : L X L — L Ha cneaehn HauuH: d(x,y) = xvy ako je x = y, nd(x,x) = 0.

Heka je (.X'g,yg, ag, bg),f < a, TPaHCPUHUTAH HU3 CBUX ypeheHUX YeTBOPKM ernemeHarta
u3 L Takeux Aa Baxu d(xg, ve) < agvbg.

Heka je Ly=L" n d,=d* pnobmjeHO OnMCaHOM * -KOHCTPYKLMjOM 3a 4YeTBOPKY
(X0, Yo, @, bo).

Ako cy Lg n d; fecomHncaHn 3a cBe ¢ < [, 3a HeKo f < a, Ha ckyn Ugzp L U L-METPUKY
Ug<p ds NpUMeEkbYjEMO * -KOHCTPYKUM]Y, y3umajyhu y oG3up 4eTBOpKy (xﬁ,yﬁ,aﬁ,bﬁ)
(cnuka pone):

Lg = (Uecple) ndg = (Uscpde) -
Heka je Lt = U§<aL§ mndt = Uf<a df

Ha oBaj HaunH gobujamo metpuky d* : Lt X LT — L,
Koja npowwupyje d n 3a cBe x,y,a, b € L, ako Baxu
d(x,y) < avb, oHOa nocToje z,, z,, z; € LT Takeu aa:

d*(x,z) = d*(23,23) = and*(z,2,) =d*(z3,y) = b.
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Hajsag, onucaHy +- KOHCTPYKUMjy utepmpamo w nyta. JeduHULNMO UHOYKTUBHO HU3
cKynoBa u meTpuka: A, = L*, §, = d¥,

A1 = (AT M 8pyr = (67,
Kaon A = Un<(1)Ana 6 = Un<a) 671'

OuurnegHo je § jeaHa meTpuka Ha A. Heka je Fs an-yTanawe ogpefeHo MeTpukom &. AKO
(x,y) € Fs(avb), oHpa je §(x,y) < avb, na Kako x,y € A,, 3a HEKO n < w, OHAA NOCTOoje
Z4,23,7Z3 U3 A (3anpaBo u3 A, ) Takeu ga je

6(36, Zl) = 6(Z2,Z3) =awu 6(Z1,Zz) = 6(23,)1) = b,
Camum Tum,

(x,21) € Fs(a), (z1,23) € Fs(b), (25,23) € Fs(a) v (z3,y) € Fs(b),

ofakne cnegu:

(x,y) € Fs(a) o Fs(b) o Fs(a) o Fs(b) € Fs(a)vFs(b) .

Hakne, Fs(avb) = Fs(a)vFs(b), na je Fs 3anpaBo yTanawe mpexe Ly I1,. ]

1-1
HanomeHa. Y gokasy npetxogHe Teopeme KOHCTpyucaHo je yTanawe F : L — I, koje
3apoBorbaBa cnegehy jeqHakocT:

F(avb) = F(a) o F(b) o F(a) o F(b), ab€EL.

OBakBa yTanawa Ce HasuBajy yTanawa Ttuna 3. AKO nog penpeseHTauujoM Mpexe
nogpasymeBaMoO yTanawe Y HeKy Mpexy naptuumja, oHga ce npeTxogHa Teopema
MOXe 1 cTpoxe dopmMynucaTtn: CBaka Mpexa numa penpeseHtauujy Tuna 3.

MpupoaHo je nocTaBUTK NUTaHE Aa N ce 3a TUN 3 MoXe peaykoBaTun Ha Tvn 2:
F(avb) = F(a) o F(b) o F(a), ab €L
oAHocHo Tvn 1;
F(avb) = F(a) o F(b), a,b €L.

Moxe ce [okasaTu ga Mpexa uma penpeseHTauujy Tuna 2 akko je mogyrnapHa.
McnoctaBrba ce pga Mpexe Koje umajy penpeseHTauunjy Ttuna 1 mory 6utm
okapakTepucaHe HekMm OeCKOHa4YHMM CKynom uaeHTuTeTa X, npu 4YemMy HujenaH
KOHa4yaH noAckyn oA X He KapaKTepulle OBakBe Mpexe. 3aHMMIbLUBO je Ja CBE Mpexe
Koje umajy penpeseHTaumjy Tuna 1 3agoBorbaBajy jedaH MOEHTUTET KOjWu je YOMLTEHE
[esaprose Teopeme. Takohe, No3HaTo je Aa cBaka Mpexa Koja ce MOXe YTonutn y
MpEeXy HOpMarHux nogrpyna Heke rpyne nma penpeseHtauumjy tTuna 1.
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Kao moTmBauuja 3a NpeTxogHy Teopemy MOCyXuno je 3anaxawe [epeta bupxoda,
30-ux roamHa npowrsor Beka: penpeseHTaunja wMpexe L nomohy penauuja
eKBMBaneHuuje MHAyKyje yranawe mpexe L 'y Mpexy nogarpyna Heke rpyre.

MNocneaunua 2. Ceaka Mpexa ce MoXe YTONUTK y Mpexy noarpyna Heke rpyne.

Hoka3. Heka je L npousBorbHa Mpexa u F : L —1l, yTanawe mpexe L y mpexy
naptuumja ckyna A. Heka je G rpyna cBux nepmytauuja ckyna A. CBakOM efieMeHTy
a € L npuapyxumo noarpyny H, reHepucaHy cBuM TpaHcnosuumjama (xy) TakBum Aa
(x,y) € F(a). (TpaHcnosuumja (xy) je nepMmyTaumja Koja 3ameryje MecTa enemMeHTuma
X Ny, aoctane enemeHte u3 A covkcupa.) OunrnegHo je ga

(xy) € H, akko (x,y) € F(a),

opjakne cnean pa F(a) jegHo3HavHO oppehyje H,, Tj. Aa je a » H, 1-1 dyHKumja.
JegHocTtaBHO ce yodaBa fna je H,aH, = H,,,. Hajsag, TpaHcno3uunja (xy) npunaga
H,vH, akko je

(xy) = Ce1y1) (x2Y2) -+ (xnyn),

npun vemy (x;y;) € F(a) nnm (x;y;) € F(b), wTo je ekBnBaneHTHo ca (x,y) € F(a)vF(b).
Hakne, H,vHy, = Hg,p- ]
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3. Mpexe KOHrpyeHuunja anredpm

3.1 NMojam anrebpe

JegaH og uwrbeBa yHuBep3anHe anrebpe je u3gBajakbe 3ajeqHUYKMX ernemeHaTa
Haum3rneg pasnuunTux Tunoesa anrebapcknx cTpyktypa. Haume, yHuBep3anHa anrebpa
HamM OTKpUBaA OMWTE KOHUEeNnTe, KOHCTPyKUMje u pesyntaTe Koju He camMo Jda
reHepanuayjy n objeankyjy no3HaTe cneuumjanHe cutyaumje n cnydajese, Beh n Boae ka
€KOHOMUYHMjUM npe3eHTaumjama. Takohe, Mory ce NpPUMEHUTU U Ha MNOTMYHO HOBE
cutyaumje, 6yayhm ga ce pagu O BuWEM HMBOY anctpakuuwje. Y OBOM nNOrnaeiby
onncahemMo OCHOBHEe KOHUenTe yHuBep3anHe anrebpe u wuxose mehycobHe oagHoce.
Op nocebHor 3Ha4vaja je KoHUenT anrebpe, a y OKBUPY OBOr MojMa, NOCebHy naxhy
noceeTMhemo KoHrpyeHumjama anrebpu.

Heka je AHenpasaH cKyn M n HeHeratMBaH Leo 6poj. n-apHa onepauuja Ha A je
nponsBorbHa (pyHkumja f n3 A™ y A. n ce HasnBa apHOCT (QyXuHa) f.

HedomHunumja 25. YpeheH nap A = (4, F) , npy 4emy je F HeKu ckyn ornepauuja ckyna 4,
HasuBamo anrebpom. Hu3 apHocTu onepauuja n3 F 3oBemo Tun anredpe A.

Anrebpa A je KOHa4yHa ako je CKyn A KOHayaH, a TpuBMjariHa ako je A jeaHoerneMeHTaH
CKynn.

Mpumep 18.

1) Mpyne: Mpyna Gje anrebpa (G, -,() %, 1)ca GUHApHOM, YHapHOM W HyrnapHOM
onepauujom, y Kojoj Baxe cnegehe jegHakoctn: x - (y-z) =(x-y) -z, x-1=1-x =
x, x-x 1 =x"1.x =1.Tpyna je AbenoBsa Tj. KOMyTaTMUBHa aKO je X -y = y - X.

2) Monyrpyne wn moHomawn: lMonyrpyna je rpynoung (G,) y kKome Baxu x - (y-z) =
(x-y)-z. MoHong je anrebpa (M,-,1) ca GUHApPHOM M HynapHOM onepalujoMm Koje
3agoBosbaBajyycnose: x - (y-z) =(x-y)-z, x-1=1- x = x.

3) Keasurpyne n netrbe: Keasurpyna je anrebpa (Q,/,-,\) ca Tpu buHapHe onepauuje
Koje ncnywanajy HasegeHo: x \ (x - y) =y, (x-y)/y=x,kaounx - (x\y) =y, (x/y) -
y = x. NeTrba je kBasurpyna ca jeAMHUYHUM €1EMEHTOM Y OLHOCY Ha -.

4) TNpctenu: MpcTeH je anrebpa (R,+,,—,0) , rae cy + u - buHapHe onepauuje, — je
yHapHa onepauuja, 0 HynapHa, u nputom Baxu: (R, +,—,0) je Abenosa rpyna, (R,)
je nonyrpyna, n ucnyweHa je aucTpnbyTmMBHOCT - NnpemMa +.

5) Mogynn Hapg npcteHom: [dat je npcteH R. (Jlen) R-mogyn je anrebpa
(M, +,—,0, (fy)rer), TO€ je + OvHapHa, — yHapHa, 0 HynapHa, U CBako f, je yHapHa
onepauuja, npu Yemy cy ucnyweHu cnegehu ycnosu: (M, +, —,0) je Abenosa rpyna,

a3a f, Baxu: fix+y) =)+ ()7 ER,
fres(®) = fr(x) + fs(x),7,s ER,
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fr(fi(®) = frs(x), 1,5 €R.

YHuTapaH R-moayn je R-Moayn Koju noped HaBedeHWX ycnoBa 3a40BOoSbaBa joLl jefaH:

fi(x) = x.

6) Anrebpe Hap npcteHuma: Anrebpa Hag npcteHoMm R je anrebpa (4, +,, —,0, (f;)rer), Y
Kojoj Baxu: (4, +,—,0, (fy)rer) j€ yHuTapaH R-mogyn, (4,+,,—,0) je npcteH, u f.(x - y) =
fr()-y=x-f(y),r€R.

7) NMonympexe: MNMonympexa je nonyrpyna (S,-) Koja 3agoBorbaBa KOMYTaTUBHU 3aKOH U
3aKOH MOEeMMOTEHTHOCTH.

8) Mpexe: (L, A, v), Kao WTo je Beh nokasaHo, npeacTtasBrba jeqHy anrebpy.
DedunHnumja 26. Heka cy A n B aBe anrebpe ucror tmna.
1) dyHKuMja a : A = B je xXoMoMopdu3am ako BaxMu:
af4(ay, ..., a,) = fB(aay, ..., aay)
3a CBaKy n-apHy onepauumjy f v 3a CBaku HU3 ay, ..., a, € A.

2) CBakn bujekTMBHM xomomopdusam je nsomopdusam. A je nsomopdHo B, y o3Haum
A = B, ako nocToju nsomopmusam a : A - B.

3.2 Mpexe noganrebpwu

HDedunHnumja 27. Heka cy A n B gBe anrebpe nctor tuna. Kaxemo ga je B noganrebpa
anrebpe A, y o3Haum B < A, ako je B<S A n cBaka OCHOBHa onepauvja M3 B je
pecTpuKumja ogrosapajyhe onepauuje s A.

DedunHnumja 28. [lata je anrebpa A n X € A. Ckyn
Sg(X) = N{B:X € B u B je noganrebdpa ox A }
HasuBamo noganrebpom reHepucaHom ca X.

HDedunHnumja 29. 3a ckyn X < A kaxemo ga reHepuwe A (X je ckyn reHepatopa o A)
ako je Sg(X) = A. Anrebpa je kKOHa4HO reHepucaHa ako Mma KOHa4yaH CKyn reHepaTtopa.

Teopema 25. Sg je anrebapcku onepaTop 3aTBOpeH-a Ha anrebpu A.
Hokas. Hajnpe younmo cnepgehe: npecek noganrebpu anrebpe A = (A, F) je onet

nopanrebpa, ofakne crean Aa je Sg onepatop 3aTBOpera Ha A, Yuju Cy 3aTBOpPEHWU
ckynoswu ynpaeo noganrebpe og A. Caga youmMmMo rnpou3BosbHO X € A 1 AeUHULLINMO

E(X)=XU {f(al, s aar(f)):f je onepanuja us F U ay, ..., Aar(r) € X },
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a 3atum n E™(X) Ha cnegehn HauuH:
EO(X) =X
E™(X) = E(E"(X)),

roe jen = 0.
Kako cy cBe oCHOBHe onepaumje Ha A KOHa4YHe OYXUHE U

XCEX)CE*(X)c -,
nako ce nokasyje ga je

SgX)=XUEX)UE*X)...,

ofakne cneau ga ako a € Sg(X), oHga a € E™(X) 3a Heko n < w, Na 32 HEKO KOHAYHO
YC X,a€eE™(Y),acamum TuM n a € Sg(Y). Ogasae cneau TpaxeHU 3akibyyak. O

Mocneauua 3. Mpexa noganrebpu anrebpe A, y osHauu Lg,, je anrebapcka mpexa.

HDedunHnuyumja 30. 3a nponsBorbHy anrebpy A, ckyn cBux noganrebpu og A, y o3Haum
Sub(A), je anrebapcka Mpexxa Kojy HasmBamo Mpexom noganrebpu anredpe A.

Teopema 26. [bupxod n ®punk] Ceaka anrebapcka mpexa L je nsomopdHa Mpexmu
noganre6pu Sub(A), 3a Heky anrebpy A.

[okas. Heka je C anrebapcku onepaTop 3aTBOpera Ha CKyny A, Tako fa je L = L.
(no Teopemu 21). 3a cBaku KoHa4vaH noackyn B € A n ceako b € C(B), 0edUHULLMMO
n—apHy yHKUWjy fz, Ha A, roe je n = |B|, Ha cnegehn HauuH:

_( b, akoje B ={ay, ..., a,}
G e
JacHo, fzp(ay, ...,a,) € C({ay,...,a,}), naje Sg(X) € C(X),3a X € A. Ca gpyre cTpaHe,

C(X) = U{C(B):B € X u B je koHayaH}
N 3a KOHa4HoO B je

C(B) = {fzp(ay, ..,an): B ={ay, ..,a,},b € C(B)} € Sg(B) < Sg(X),

wrto noenaun C(X) € Sg(X), na je C(X)= Sg(X). Opatne je L, = Sub(A), na
je Sub(A) = L. O
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3.3 Mpexe koHrpyeHumja

Ako je A= (A F) Heka anrebpa, KoHrpyeHuuje anrebpe A jecy OHe penauuje
ekBMBarneHumje ckyna A koje cy "MHBapujaHTHe" y ogHOCY Ha onepauuje anrebpe A.

DedwmHuuymja 31. Penaumja ekBuBaneHumje p ckyna A ce HasvMBa KOHIpyeHUMjoM
anrebpe A ako 3a cBe n-apHe onepauuvje f € F,n = 11 cBe X4, ..., Xp, Y1, -, Yn € A TAKBE

pnajesacse 1<i<n,(x;,y) € pBaxu: (f(xy, ., %), f(V1, ', Yn)) € p.

CKyn cBUX KOHrpyeHunja anrebpe A o3HayaBamo ca Con(A). JegHOCTaBHO je nokasaTtu
Aa je Con(A) 3aTBOpeHa 3a Npoun3BosbHe npeceke. MNpeTnoctaBumo caga 6; € Con(A),
i € I. Ako je f n-apHa onepauuja Ha 4, 1
(al,bl), . (an, bn) € \/91 = U{Hio o,.0 Qik | iOI ""ik € I,k < 00},
i€l

MoxeMo Hahu iy, .., i, € I TakBe Ada (a;b;) € 6; 0 ..00;, ,0<i<n. Opatne cneau
(f(ay, ., an), f(by, e, b)) € Oy 0 .06y, N@ je Ve 6; Takohe KOHrpyeHuuja Ha A.
Con(A) = (Con(A), <) je 3anpaBo anrebapcka Mpexa Koja je KoMnneTHa noagmpexa o
I14, Mpexe penaunja ekBMBaneHumje Ha ckyny A.

Teopema 27. 3a cBaky anrebpy A = (4, F), noctoju anrebapcku onepatop 3aTBOpeHa
©® Ha AX A TakaB ga cy 0-3aTBOPeHW MNOLCKYNnoBu of A X A ynpaBO KOHrpyeHumje
anrebpe A. [akne, Con(A) je anrebapcka mpexa.

Hokas. JeduHnwnmo Hajnpe jeaHy anrebpy Ha A X A. 3a cBaKy n-apHy onepauujy f u3
F pedomHuwinmo ogrosapajyhy n-apHy onepauujy Ha A X A, kojy hemo Takohe 03HaunTm
caf:

f((all bl); ey (an' bn)) = (f(alr T an)' f(bl' e bn))

NonajMo 3aTum KoHCTaHTe (a, a) 3a CBako a € A, yHapHy onepauujy s:

s((a, b)) = (b,a),
Kao n buHapHy onepauujy t:

(a,d),ako b = c,
(a,b), WHaue.

t((a b), (c,d)) = {

Huje Tewko nokasaTtu ga je B noganrebpa ynpaso geduHucaHe anrebpe Ha A X A ako
N camMO ako je B KOHrpyeHuuja nonasHe anredbpe A. TpaxeHu onepaTop 3aTBopera 0
jecte 3anpaBo onepatop Sg anrebpe Ha A X A. L]

DedumHnumja 32. Knaca anrebpu K uctor Tuna je KOHrpyeHuMjCku MoayrnapHa
(ancTpubyTtmBHa) knaca ako je 3a cBe anrebpe A €K, Con(A) wmoaynapHa
(auctpmbyTrBHa) Mpexa.
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CBe rpyne, NPCTEHN U MOAYNM YMHE KOHIpyeHUMjCKM MoadynapHe knace. 3a knacy CBUX
MpeXXa BaXku U BULLIE: OHa je KOHrpyeHLMjcKkM aucTpmnbyTuBHa knaca.

HOedwmHnumja 33. Anrebpa A je KOHrpyeHuujckm nepmytabunHa ako 3a cBe
p,0 € Con(A) BaXnpoag =gop.

MpMMeTUMO: YCIOB p o0 = g ©o p je eKBUBAsNIEHTaH Ca pvo = p o g . 3aUCTa, ako Baxu
pvo =pog,Tafjajecop S pvo =pog,anmijemu

-1 1

pea=pltocTt=(gop)tC(pea)t=0"teopt=10gop

(jep je p = p~! ekBMBaANEHTHO YMHEHULIM O3 je p cUMeTpuYHa penauuja).

OBpHYTO, aKo je poo =0 o p, TaAa je CBaKM efieMeHT u3 < p,o > obnuka p" o ok.
MehyTuMm, 3a penauuvje ekBuBaneHuwje Baxu Oa je p = p? (wWTo aOobujamo w3
pednekCUBHOCTN U TPaH3UTUBHOCTK), Na je < p,oc > = {p,0,p° 0}, N garbe cneaun
pvo = poo.

Teopema 28. [bupxod] Ako je anrebpa A KOHrpyeHuujcku nepmyTtabunHa, Taga je u
KOHrpyeHUmMjCcKkM MogynapHa.

Hokas. Heka je p,o,7 € Con(A) n p € 7. Kenumo ga gokaxemo aa je
(pvo) Nt = pv(o NT).

[loBOIbHO je nmokasaTu MHKMY3Wjy C jep 2 cBakako BaXu MO MOAyIiapHOj HejeAHaKOCTMW.
[akne, Heka je (a,b) € (pva) Nt. Taga je (a,b) € T n (a,b) € (pvo) = p o g, Na NOCTOjU
c € ATako pa je (a,c) € p,(b,c) € 0. Taga je no npetnoctasum (a,c) € 7, najen (b,c) €
7,(b,c) € 0 N 1.3aT0 je:

(a,b) epo(ont)=pv(icNT).
O

Takohe, rpyne, NpCTEHU U MOLYNUN CY KOHIpyeHunjckn nepmytabunHmn. ObpaTtHo, nak, He
BaXW: Ha NpUMep, CBaka Mpexa je KOHrpyeHumjcku moayrapHa (jep je KOHrpyeHLmjcKu
ANCTpUBYTMBHA), ann He mMopa BuUTKM KOHrpyeHuujckn nepmytabunHa. Mehytum, 1o he
BaXXUTN YKOMNUKO je Mpexa perlaTMBHO KOMMMeMeHTUpaHa.

Teopema 29. Ako je L penaTMBHO KOMMNeMeHTUpaHa Mpexa, Taga 3a cee p,o € Con(L)
BaXU poo =gop.

Hokas. [loBosrbHO je OokasaTn da je poo S oo p. Heka je (a,b) €E poo. CaMum TuUM
noctoju x € L Tako aa je (a,x) € p u (x,b) € 0. IaBeanmo gokas y aBa Kopaka.

Hajnpe pasmoTpumo crieumjanHu criyvaj kaga je a < x < b. Heka je Taga y penaTtueHU
KOMnneMmeHT 3a x y [a, b]. Taga je:

(a,y) = (xAy,bay) € o,
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(v, b) = (avy,xvy) € p,
naje (a,b) € aop.
lMocmaTpajmo caga onwity cnyyaj. Baxu:
a=ava p avx = avxvx g avbvx,
b =bvb o bvx = xvbvx p avbvx.

Capa Baxe HejegHakocTM a < avx < avbvx, na npumewyjyhn 3akrby4ak u3
crneuuvjanHor cnydaja, gobujamo ga noctoju u € [a,avbvx], Tako ga je (a,u) Ec u
(u, avbvx) € p . AHanorHo ce gonasu 4o enemeHTa v € [a,avbvx], 3a koju je (b,v) € p 1
(v,avbvx) € . Cneau:

u = un(avbvx) o uav p (avbvx)av =v,
a o u o uarv = (a,uAv) € o,

b pvpurv = (b,uav) € p,

na je 3ato (a,b) € oo p. O

PasmoTpumo kako nsrnefajy KoHrpyeHumje Kog Heknx nosHaTtux kraca anrebpu. Hajnpe
aHanu3anpajMo cuUTyauumjy Koja HacTaje kof rpyna. Y uU3BecHOM CMUCIY, OBAE UMamo
eKBMBAneHUmMjy KOHrpyeHuuja gaTe rpyne n beHnx HopmarnHmx nogrpyna.

INlema 7. Ako je p Nnpon3BosbHa KOHrpyeHumja rpyne G, Taga je 1/p HopmarnHa nogrpyna
rpyne G.

Nokas. Heka cy x,y € 1/p. Tapa je (1,x),(1,y) € p, najen (1,x~1),(1,xy) € p, 0OAHOCHO
x~1,xy € 1/p. Dakne, 1/p je noarpyna rpyne G. JacHo, pedy je 0 HoOpMarnHoj Nnoarpynu,

jepje x(1/p)=x/p = (1/p)x. O

Teopema 30. Heka je G rpyna v H weHa HopmarnHa noarpyna. Penauuvja py Ha ckyny
G, pedvHucaHa ca (x,y) € py © xH = yH, 3agoBorbaBa cnefeha cBojcTa:

1) py je KoHrpyeHumja rpyne G.
2) 1/py =H.
3) 3a cBe KoHrpyeHumje p rpyne G je pq;, = p.

[lokas.

1) py je, ounrnegHo, penauvja eksmBaneHumje Ha ckyny G. Heka je (x,y) € py u
(z,t) € py. Tapaje xH = yH n zH = tH, na je:
xzH = xHzH = yHtH = ytH,
Tj. (xz, yt) € py. AHanorHo ce nokasyje aaje (x=1,y™1) € py.
2) x€el/py e (1,x) Epy © H=xH & x €EH.
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3) Heka je H=1/p. Baxun: (x,y)€py e xH=yH o x(1/p)=y(1/p)e x/p =
y/p e (x,y) € p. O

[akne, koHrpyeHuujama obnuka py, roe je H noarpyna o G, UCLUPM/beHE Cy CBe
KOHrpyeHuuje rpyne G.

Mocneaunua 4. 3a Npon3BOSbHY rpyny G Baxu Con(G) = N(G).

CnnyHO ce MOXe nokasaTu [a Cy CBe KOHrpyeHuuje npcreHa, OO4HOCHO Moayna,
noTnyHo opgpeheHe cBojUM waeanuma, OOHOCHO noamozynuma. Kako cy mpexe
HOpManHux nogrpyna, waeana, 0gHOCHO nogmoyna mogyrapHe, TO Cy MogyrnapHe u
oarosapajyhe mpexe KOHrpyeHuuja.

3.4 O Gratzer-Schmidt-oBoj Teopemu

Y npeTxogHOM oferbKy je nokasaHo ga je 3a cBaky anrebpy A, mpexa Con (A)
anrebapcka. Birkhoff n Frink cy 1948. noctaBunu nutawe ga nuv je TayHo n ob6pHyTO, Tj.
Aa nu je ceaka anrebapcka mpexa nsomopcHa Mpexn KOHrpyeHumja Heke anrebpe.
Mpobnem cy pewunn Gratzer n Schmidt 1963. rognHe. MehyTum, HNXOB AOKa3 je MMao
ogpeheHe nponycTte Koje Huje B1no nako oTKNOHUTW. MNMpBK KOMNNETaH Aokas npunucyje
ce McKenzie-y. Minak, 3agpaHe Cy CBe OCHOBHE maeje u KOoHCTpykuuje Gratzer-a u
Schmidt-a.

Teopema 31. [Gratzer-Schmidt] Csaka anrebapcka mpexa wnsomMopdHa je Mpexu
KOHrpyeHumja Heke anrebpe.

[lokas je npuNMYHO KOMMSIMKOBAH W pfAyrad4ak W [0 [JaHac Hema 3HadajHor
nojegHoOCTaBIbea. YMECTO AeTarbHOr JoKasa, HaBoAMMO CaMO OCHOBHe uaeje. [Jokas
je poHekne cnuyaH pokasy Withman-oBe Teopeme (Teopema 24), npu 4yemy ce
nojeauHn Kopaum 3Ha4ajHO KOMIIUKY]Y.

Y Gratzer-Schmidt-om gokasy nonasw ce of npecrnvkaBakba Koja UMajy camo Heka (He
CBa) >XerbeHa CBOjCTBa, a MOTOM Ce MOCTENEeHO Mewajy A0K He Byay 3a40BOSbeHe CBe
ocobuHe. Ako je L Heka anrebapcka wMpexa, nocmatpamo anrebpe A4 wun 1-1
npecnukaeamwa ¢ : L —» Con (A) Koja vyBajy UHOUMYyME NPOM3BOSbHUX NOACKynoBa o L
U cynpemyme ycMmepeHux nogckyrnosa on L. YpeheHe napose (4,¢) HasuBahemo
penpes3eHTaunjama mpexe L.

Kapa Hahemo Heky penpeseHTauuvjy (4,¢) mpexe L (Jlema 8), nokywaBamo aa
npoHahemo "Behy" anrebpy B TakBy [ja ce CBaKu €NeMeHT o4 ¢[L] Moxe Ha jeAMHCTBEH
Ha4yMH NPOLUMPUTK OO Hekor eniemeHTa u3 Con (B), a fa ce octane KoHrpyeHumje og A
HeMajy ekcTeH3nje. AKO TO NOCTUrHEMO, NpecnukaBamwe

Q) y(a) = conB(gb(a)) “ N{ReCon(B)|¢p(a) SR}, a€l,
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he 6utn jegaH nsomopdmsam mnamehy L n Con (4). o anrebpe B ce gonasu HaKoH
TpaHCcMHUTHOr Opoja Kopaka. Y CBakOM KOpaky ce .enMMuHuwe no jegHa
KOHrpyeHumja 6 Koja He npunaga ¢[L]. lMopea Tora, yBoAe Ce€ W €EKCTeHsuje
KoHrpyeHuuje ¢(a), koje Hehe 6uTu jegHncTeeHe, anu he yHkumnja Y geduHncaHa ca
(1) yyBatn onepaunjy A, na he (B,y) 6utn HoBa penpeseHTaumja og L. CyBuiHe
ekcTeH3nje oa ¢(a) Guhe envMMUHMUCAHe KacHWje NpU KOHCTPYKLUMjU HOBUX MpOLUMpPEH-a
penpeseHTaumja.

Kako ce ,enumuHuwe” 6? Kako je ¢[L] anrebapcka mpexa Ha A X A, nocrtoju
ogrosapajyhu onepartop 3atBopema I'. o npetnoctaBuu, 6 c I'(A), na nocTtoju ypeheH
nap (c,d) € I'(6) koju He npunaga 6. LUTaBnwe, nocToju koHa4YaH nogckyn M of 6 Takas
pa (c,d) € I'(M). Nopehajmo enemeHTe ckyna y HU3

(aOJ bO)' Ty (an—l' bn—l)'

Heka je a = (ay,...,ap—1) W b =(by,..,b,_1). Ha npBum norneg ce 4nHmM pa 6Gu ce
anrebpu A morna gogaTtu n-apHa napumjanHa onepauuja

g ={(a,0),(b,d)}

n ysetn ga B 6yaoe cBojeBpcHO (cnoboaHO) 3aTBOpewe Tako fobujeHe napuuvjanHe
anrebpe. OunrnegHo je ga ce 6 He MOXe NPOLINPUTK OO0 KOHrpyeHuuje anrebpe B, OOK
cBaka KoOHrpyeHuuja w3 ¢[L] moxe OUTM npowwmpeHa. Haxanoct, dyHKunja P
aAeduHucaHa ca (1) Hehe 4yBaTn A. OBe Telwkohe ce npeBasunase OCHOBHOM MAEjOM
Gratzer-Schmidt-or gokasza. OHM cy yMmecTO jegHe Jodanu Tpu HOBe napuujanHe
onepauuje go, 91, g2, CTaBmbajyhu ga je:

go(a) =c¢, g2(b) =d, go(b) =g1(b) =7 n g,(a) =g,(a)=s, rAe cy r N s HOBY
enemMeHTn gogaTtn goMeHy anrebpe A. 3atum cy nocmatpanu crnobogHo 3aTBopewe B
oBako feduHucaHe anrebpe. HajTexun geo agokasa npencrasrba nposepa Aa npu oBoj
KOHCTPYKUMjK doyHKUMja ¢ aedouHucaHa ca (1) yysa A.

HanomeHa. Nojam napuujanHe anrebpe urpa BaxHy ynory y gokasdy Gratzer-Schmidt-
oBe Teopeme. 3aTo HaBOANMMO HeKe OCHOBHE AedmHuumje N YnhwseHuue. MapuuyjanHa n-
apHa onepaumja Ha ckyny A jecte cBaka yHKUMja 4mjn je gomeH nopckyn og A", a
kogomMeH nogckyn of A. MNapuwjanHa anrebpa je ypeheH nap (4, F), npun 4yemy je F Heku
CKyn napumujanHmx onepaumja ckyna A. Ako cy A n B gBe napunjanHe anrebpe ucrtor
TMna, Kaxxemo ga je B noganrebpa og A, y o3Haun B <; A, ako je B € A n 3a CBaku
onepaupjcku cumbon f: f8 = f4n (B x B). Ako je f n-apHa napuujanHa onepauuja
ckyna A n X € A, kaxxemo fa je X penatmBHO 3aTBOpPEH 3a f, ako 3a CBe Xy, ..., X, € X,
n3 (xq,..,x,) € dom (f) cnean ga f(xy,..,x,) € X. Ako je A napumjanHa anrebpa
nogckyn X og A je nogyHuBep3ym of A ako je penaTtMBHO 3aTBOPEH 3a CBe orepauuje
anrebpe A. Ckyn cBux nogyHusep3yma o A o3HayaBamo Su (4). Ako je A napuujanHa
anrebpa n X € A, Heka je Sg (X) =N{Y € Su(A) | X € Y}. Anrebpa A je reHepucaHa
ckynom X ako je Sg(X) =A. CnoboagHo 3aTBOpewe napuujanHe anrebpe A jecte
anrebpa B uctor Tuna Takea ga Baxe crnegeha cBojcTBa:
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i. A< BwnAreHepuwe B;

ii. 3a cBaku n-apHu onepaumjcku cumbon f u xy,...,x, € B, ako fB(xy, .., x,) € A,
oHaa (xy, ..., x,) € dom (f4);

iii. 3a cBaka gBa onepauuvjcka cumbona f n g, peooM OyxXMHa m U n, U CBe
X1, oo Xy Vis 0, Yn € B, @Ko je fB(xy,...,xpn) = g8(ve,..,yn), OHOA je m=n u
(X1 oo X)) = V1, eoes V) MM (Xy, .., Xpy) € dom (FA) 1 (yy, ..., V) € dom (g4).

Moxe ce AokasaTu fa cBaka napuujanHa anrebpa nma cno6oaHo 3aTBopeH-e.

Y pokasy Gratzer-Schmidt-oBe Teopeme yobuyajeHo je oa ce nocrtaBe Heke goAaTHe
npeTnocTaBke y Be3n ca penpeseHtaumjama (4, ¢) koje he Ham omoryhutn ga ckyn M
3aMeHuMO jeaHUM ypeheHuM napom, Tj. 4a nocmaTpamo camo yHapHe anredpe. OBakse
N3MeHe HUCY CYLUTUHCKE U OCHOBHUW pasrior je nojegHOoCTaBibewe HoTaumje.

HDeduHnumja 34. PenpeseHTaumja anrebapcke mpexe L je ypeheH nap (4, ¢), raoe je A
yHapHa anrebpa, a ¢ 1-1 npecnukaBare 13 L 'y Con(A), Tako ga Baxu cnegehe:

1) BacBe X € L, ¢(infX) = N{p(p):p € X},

2) 3a cBaku ypeheH ckyn X € L, ¢p(sup X) = U{p(a):a € X},

3) ¢(0) = idy,

4) 3a cBaku kOHa4yaH ckyn M € A, X A, nocToje c,d € A, Tako aa je

(Va € L)(M c ¢p(a) & (c,d) € (;b(a)).
INlema 8. Ceaka anrebapcka mpexa uma penpeseHtauujy.

[oka3s. Ako je L Heka anrebapcka mpexa, Heka je A anrebpa 6e3 onepaumja ynju je
yHMBEP3yM ckyn U CBUX KOMNAKTHUX eniemeHaTa of L. 3a a € L Heka je

¢a@)={(x,y) EUxXU|x=yumxVy<a}
JegHocTtaBHO ce npoBepaBa Aa (4, ¢) 3agoBorbaBa TpaXkeHe ycrose. O

OeduHnumja 35. Kaxxemo aga je (B,) npoayxewe oa (A,¢) ako je A < B n 3a CBako
a € Ljey(a) = cong(dp(@) n p(a) = P(a) |,

3anaxana:

1. Ako je (B,y) npoayxemne of (4, ), a (C, y) npoayxewe of (B,y), oHaa je (C,x)
npogyxemwe oa (4, p).

2. lNpetnoctaBumo ga je 1> 0, (A ¢i), (k< A)cy penpeseHTaumje og L, a
(A;, ;) npopyxerwe oa (Ay, ¢r)3a k <1< A Heka je B=U{Ay: k <2}, Y(a) =
U{pr(a):k < 2}, (a € L). Tapa je (B,y) penpeseHTaumja og L n npoayxerwe oa
(A, ¢) 3acBako < 1.

3. Axko je (A, ¢) penpeseHTaumja o L, n ako je ¢p[L] = Con(A), oHaa je ¢:L =
Con(A).
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INlema 9. Ceaka penpeseHTauuja (4, ¢) anrebapcke mpexe L uma npoayxewe (B, ), ca
CBOjCTBOM [a 3a CBaku KOHayaH ckyn M € A, X A, n 3a cBe ¢,d € A ycnos

(Va € L)(M € ¢(a) = (c,d) € ¢p(a)),
noenayv ga (c,d) € cong(M).
[lokas oBe neme je AocTa KOMMIMKOBAH na ra u3ocTtaBibamo.

Hokas Teopeme 31. Ha ocHoBy Jleme 8 u Jleme 9, noctoju H13 penpe3enTaunja (A, dr),
k < wop L, Tako Oda je cBakM O WX NpoayXehe NpeTxoaHor U, 3a cBako k < w, 3a
CBaKu KoHa4aH noackyn M € A, X Ay, n 3a cBe c,d € A; ycnos

(Va € L)(M € ¢(a) = (c,d) € ¢r(a))
umnnmumpa ga (c,d) € cong,, (M).Heka je
B = U{4;: k < w}, Y(a) = U{py(a): k < w}, (a €L).

Tapa je (B,y) penpeseHTaumja og L, n ga 6ucmo 3aBpumnn Ookas, ocTaje Ham Ja
nokaxemo aa je Y[L] = Con(B).

Heka je I' onepartop 3atBopewa mpexe YP[L]. PaamatpajMo KoHrpyeHuujy 6 Hag B u
npetnoctasumo Aa (c,d) € I'(f). Taga nocToju KoHayaH noackyn M on 6 TakaB ga
(c,d) € T'(M) vnn, ekBUBaNeHTHO,

(Va € L)(M cyY(a)=> (c,d) € v,ll(a)).

MocToju k < w Tako ga M € A, X Aiv ¢, d € Ay, ogakne crneau

(Va € L)(M € ¢(a) = (c,d) € ().
Ha ocHoBy Tora (c,d) € cony,, (M) S cong(M) < 0.

CrorajeI'(8) = 6,n 0 jeyp[L], wTO je n Tpebano nokasatu. ]
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3aKkrby4ak

Y npoy4aBawy ocobuHa koje oanukKyjy cee anrebapcke CTpyKType (Kao LITO Cy
rpyne, NPCTEHM N TaKo Aarbe), Kao U OHUX Koje nx MefycobHO pasnukyjy, Mpexe cy ce
HaMeTHyne Ha CYLWTMHCKM U cacBUM NpupoaaH HauvuH. [locebGHO, Mpexe KOHrpyeHuuja
urpajy BaxHy ynory. Ocum Tora, mMpexe, Kao W rpyne unum npcTeHwn, npeacraBrbajy
3Ha4ajHy knacy anrebpu came no cebu, u 3aTo cy NnpeameT u3yyaBara OBOr paja, ca
XerbOM fa ce uyuTanay yrnosHa ca OCHOBHMM AeduHuuMjama M CBOjCTBMMA Mpexa.
JegHa op Hajnenwmx Teopema Yy yHuBep3anHoj anrebpu, bejkepoBa Teopema o
KOHa4HOj 6a3n, nHcnmpucaHa je ynpaso MekeH3njeBOM TEOPEMOM O KOHaYHOj 6a3n 3a
Mpexe, LTO roBopu 0 BUTHOj yNo3n Mpexa y caBpeMeHoj anrebpu.

Y pagy cy npeacrtaBrbeHe MmoaynapHe, AucTpubyTmuBHe, koMnneTHe, anrebapcke
Mpexe, a nocebaH akueHaT CTaBSbeH je Ha MpeXxe NapTuuunja n KoHrpyeHuuja anrebpu.
M3melhy octanor, nokasaHo je OMTHO CBOJCTBO Mpexa: Aa Ce CBaka O HUX MOXe
YTOMUTK Y MPEXY NapTuumja HEKOr CKyna, anu 1y Mpexy nogrpyna Heke rpyne, kao u
a je Mpexa penauuja ekBmpaneHumje KoMnrneTHa Mpexa, JOK je Mpexa KOHrpyeHuuja
anrebapcka Mpexa Koja je HeHa KoMnneTHa noampexa. M Ha kpajy, ykpaTko je
N3noXeHa uaeja gokasa jegHe o4 HajOUTHMjUX Teopema Yy Teopuju Mpexa, Teopeme
Gratzer-Schmidt, koja je 4OBOSbHO MHCMMPATMBHA Aa ce O H0j Hanuwe 3acebaH pag v
AeTarbHO OnuLle HeH KOMMNITMKOBAH A0Ka3.
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