Martematnukn dakynter

Yuusepsuter y beorpaay

HectanpapaHa aHann3a Kao noyveTHa
HacTaBa aHanuie

Macrep pan

MenTop: Crypenr:

ap Hebojwa koaunosuh Naszap Kokosuh

Beorpag,
2016.



Cappxaj

1 MotuBauvja 2
2 OcHoBK HecTaHJapaHe aHanuse 5
2.1 XvneppeanHu OPoOjeBM . . . . ... 5
2.2 HenpekmaHocT UHKUMjE . . . o o L Lo oo 15
2.3 [ paHu4Ha BpefHOCT DUHKUMIE . . o . o o vt 17
24 VI13Bog DUHKLMIE . . . . o 22
25 Ogppehenv unterpan . . . . ..o 27
3 Kpartak npuka3s Hekux pesyntata u3 OjnepoBe kwwure Introduction in
Analysis Infinitorum (1748. rog) 30
3.1 EkcnoHeHuvjanHa dyHKUMja . . . . ... 31
3.2 Pa3Boj TpuroHomeTpujcknx GpyHKUMja Y cTeneHe peaoBe . . . . . . . 32
4 Tlpenas Ha Knacu4Hy aHanusy 33
5 T[lpeaHocTu 1 HegocTaum HecTaHaapAHe aHanv3e Yy HacTaBv 39
51 TlpegHoctv . . . . . . . L 39
5.2 Hepoctauy . . . . . . 40



1 Mortveauuja

Y Cpbuju yyennun ce npsu nyt cpehy ca ,& — 0 avanmsom” y 4. wan 3.
paspeay cpeawux wkona. Morno ou ce pehu ga je 10 cama KpyHa wWKO/CKe
MaTematvke, ysoa Y BuLLK cBeT MaTemaTuke. Kaxem BULIM CBeT 3aT0 LITO Ce jeAVnHO
Y mMateMaTuuM orpaHuyeHy /bYACKW pa3ym DaBu KOHKPETHO MOjMOBMMA KOju uMmajy
KapakTepucTuky beckonaunoctv. [do Taga, yuyeHvuy cy ynosHaty ca eneMeHTapHUM
dyHKUMjaMa ¥ HekWM ocobuHama noma peantux bpojeBa. Llto ce tvue e — 9
aHanuse” nouvtbe ce oA geduHVLMje NMMeca HM3a peanHvx bpojeBa, na gambe vay
pedvHMUMja HenpekngHocTn dyHKumnje, nnumec GpyHKuUMje, W3BOA, W LITO Ce Tuye
Teopuvje Ty ce npakTWyHO cBe 3aBpliaBa. [lame, npenasv ce Ha Tabnvuy u3Boaa,
Koja ce HepeTKo yuu HanameT. [la HeogpeheH MHTerpan, Koju ce HenmpUpoOAHO Yuu
npe oapeheHor vHterpana. Wl kaga ce yuenvun ussexbajy y Tpaxemwy npuMnUTABHE
dyHKkumje npenasun ce Ha pedunnumnjy ogpeheror unterpana. [llocne pedvHuumje
MHTerpana, Koja ce camo HaBefe, cnean Hbyth'-Tlajbunuosa® dpopmyna, bes nokasa,
v 3aaun ca npumeHom Te dopmyne. Tpeba Harnacvtv ga pokas HoyrH-/lajonvuyose
dopmyne, Huje nak, Tj. M3MUCKYje MaTeMaTnuKu anat u3 obnactu u3soaa Kojv takohe
HWje jegHOCTaBaH, bap 3a yYueHvKe CpeAmMX LIKOMA, U ako FTOBOPUMO O KIACHUHO]
aHanusu. [lakne yuyenvuy He 3Hajy kako ce gowno go Hoyru-/lajonmuose dopmyne
Beh je camo cneno npumenyjy kao v octane gate uMm cdopmyne. OBakaB HauuH
npejaBatba MaTeMaTuke 3@ CUTYpHO He WCMYyaBa jefaH 0 OCHOBHUX BACMUTHUX
3ajaTtaka yacoBa mateMaTuke, a pa3Buvje KOJ Y4YeHUKa WCTUHO/BLYDMBOCT, U aHa-
NUTWYHOCT ¥ NeaHTHOCT Y pa3muil/batby. 3a nocneavuly cBera oBora YyeHvuy Koju
HacTaBe ca W3yyaBarmeM MaTemaTvke Ha akaJeMCKMM CTyaunjama vMajy notewkoha
Y caBlajaBatby TeOpVjCKe MaTeMaTuKe a OHV KOju He HacTaBe U3yvaBatke Y Be/KOj
Mepw 3abopaB/bajy CBe WWITO Ce TMYe W3BOJA W WHTErpana W OHOra LUTO Ce Y4uio

y cpeamoj WwKonu. 3bor Tora MMamo matemaTuuky HenvcmeHYy Hauujy, » cse Behw
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bpoj bYaW Koju MMajy aHMMO3WTET Npema MaTeMaTuLy.

3bor yera ce oBako paau? [lpodecopn cy cBecHn TexunHe aeduHMUMja MaTe-
MaTUUYKMX MOjMOBA W3PakeHWX Ha CTaHJapAaH HauuH, & — 0 je3ukom”. 3bor Tora
npeTpyaBajy NpeKo Teopuje Be3aHe 3a OBe NOjMOBe W Npena3e Ha 0CHOBHe popmyne
notpebHe 3a pelaBate 3a4aTaka, jep 3aJauy cy TV KOju ce nonaxy Ha npujeMHoOM
vennty.  Cnoxvhemo ce ga je 3a cpeamwOWKONUA CBakW MojaM U3paxeH ,& — 0
je3nkoMm” nmpaBa HenosHaHoLUa ¥ peTku CY OHU KOjW 3Hajy Aa uuTajy ,& — 0 je3uk” y
ToM y3pacty. Ha npumep: yueHnunma je y NOTNYHOCTM UHTYMTMBHO jacHO LUTa je TO
HenpekuaHa GYHKUMja anv buBajy y noTnyHoctv 30ymweHn y nokywajy aa pasymejy
dopmyny Kojom ce gedvHuLe jejaH TaKo, Ha NPBMX NOrNe/, jeJHOCTaBaH nojam.

Xajae pa aHanu3mpamo ca kaksum notewkohama ce cycpehe cpeawolikonay

npu nokywajy ga gewndpyje Hnp. gePUHULK]Y HENPEKUAHOCTH GYHKLUMje.
(Ve >0) (36 >0) Vz € D) |z —zo| <d=|f(z) — fzo)| <€

Kao npBo Ha noveTky ce jaB/bajy Tpu KBaHTdUkaTtopa. [a nu je ceejegHo Kojum
ce pegocnegom nuwy? [Ja nv y umnaukaumjn npso vae |f(xo) — f(z)| van |zo — x|?
[a nu € 1 § Mory aa 3ameHe MecTa u LWTa cBe T0 3ajeAHo 3Haun? OBo cy camo Heka
0 NVTatba Koja My4e CpPearb0LIKO/La NPy Yuerwy aeduHnymje HenpeKUAHoCTY, a He
bvcmo npetepanu Kaga bv peknu Aa UX “Ma KOMKO 4 nepmyTaumja CBMX Y/1aHOBA
y popmynw.

MocTtaBma ce nutarwe aa Av Noctojn Heky Apyru, bomwby, Metoa ysoherwa cpe-
[ OLLIKONALA | OCHOBHE NojMOBe aHanv3e ocnm knacvuror? Oarosop je no3ntuBaH,
M Taj MeToq Koju Ce 30Be HecTaHaapaHa aHanusa npeactasuhemo y cnepehum
nornasbuma. Kako bucMo HaroBecTvnn o Kako ce jeAHOCTABHOM MeTOAY paau,
oamax hemo nokasatu Kako y HecTaHAApAHO] aHanu3v usrneaa Gpopmyna Henpe-
KWOHOCTA dyHKUwje:

Vee Dar~xy= f(x)~ f(zo)

3a cajpa je AOBO/bHO fa 3HaTe Ja oBa PpopMyna Moxe Aa ce Tymaun Ha cnepehu

Ha4unH:



Ako je x MHOro bnvcko o oHaa je n f(x) mHoro bnvcko f(zg).

[Toctoje v MecTa rge ce KnacuvaH 1 HecTaHaapaaH npvctyn noknanajy. lakse
cnyvajeBe Hehemo obpahvBati y oBoM v3narawy. Hwuje mv umwmb ga osae crporo
M3MI0KUM Teopujy HecTaHpapaHe avanuse (1o ce moxe Buaetu y [1]), Beh pa ce
NOjMOB/ Kao LUTO CY HEeNpeKMAHOCT, IMMeC, U3BOJ 4 MHTerpasn, Kao v Heke BakHe
TeopeMe Be3aHe 3a tbiX, NpecTaBe Ha HAuVMH YYeH LMMa NoroaaH 3a pasymeBatse
W Ja ce KOoA cpeftoluKonalua CTBOpY jeaHa Aobpa, v 3a mpenasak Ha KnacuuHy

aHanu3y norogHa, oCHOBa.



2 OcHoBu HecTaHJapaHe aHanuse

2.1 Xuneppeanuv bpojeBu

3a pa3nuky oA KnacvMuHe aHanvW3e Koja Kao nonasviute “ma Mno/be peanHux
bpojeBa R, HectaHpapaHa aHanu3a ce baBw jeaHum npowvperem nomba R, Koje ce
Ha3vBa no/be xvuneppeantux bpojesa *R. 3a pasnuky oa noma R koje je Hactano
npowuperem noba Q, u nova C koje je HacTano npownpersem noma R, rae Ham je
rnaBHW NOACTMLA] 3@ npoluvpere buna HemoryhHocT pelaBara HekMX KBaJpaTHUX
jeaHauvHa Kao 1 He NoCTojatbe rpaHUYHVX BpeaHocT Hekvx KolmjeBux HM30Ba (Kog

n
noma R, Ha npumep 22 —2 = 0 1 lim (1 + 1) , akoa nova C, 22 +1 = 0), oBne
n—oo n

je rnaBHW moAcTVUaj HepgocTaTak peanHux bpojeBa x Kojv 3apoBo/baBajy cnepehy
dopmyny (Vn € N) 0 < |z] < L.

[Npe Hero wTo ce yBeagy oBv HOBW OpojeBu npeactaBuhemo Heke npobneme y

uvjem pelaBamy b1 oHn Mornu ga Ham nomorHy. Y cnegehem npumepy Buaehemo

jepaH Takas npobnem.
t2
2 ’
20e je g ~ 10 3 epasumauyuona koncmanma. Konuka je mpenymua bp3uxa mesna

Mpwmep 1. lpehenu nym mena koje c10600H0 nada dam je popmynom s =

nocne to = 3 s?

[Npen nokywaj yuennka he butn BepoBaTHo 15 7 KOAMKO M3HOCK Cpeda

bp3vna Tena nocne 3 s. Cpeawa Op3uHa Tena y nepuoay wamehy TpeHyrka t
n t; je nata cnegehom dopmynom:

_ s(t1) —s(to)
t1 — o

Haxne, wto mawwn uutepan At = t; — ty byaemo ysenu, 1j. wWro Ham t; bype
bnuxe ty To hemo bobe oapeauTy TpeHYTHY OpP3UHY Tena Yy TpeHYTkY tg. 3aTo ow
HaM Hajoorbe bwno Kapa bu BpemeHcku vHTepBan At Mornv aa ogabepemo Tako aa
byae Matbi o7 CBaKOr ,M3Mep/bMBOr” BPEMEHCKOT UHTEPBAna, Tj. [a 3a Hhera Baxu

(VneN) 0s< At <is.



Mpumep 2. (MNoepuwiuna kpyaa) Nospwuna kpyea P jedHaka je npou3eody we2080e

noayobuma u nonynpevyHuKa .

1
P:§-2r7r~7“:7“27r

Osnavumo ca r nonynpedHuk kpyea. 3a Heko n € N nocmampajmo npagusinu
n-moyaao ynucax y kpye K u weeogy nospwuny P,. [Npumemumo da wmo eehe
n usabepemo mo he nospwuna n-moyena P, bumu eeha u cee biuxa nogpuwuHu
kpyea P. [loyeewu 00 nosepwuHe npasusnHoe mpoyena, na oa/be Keaopama u

nemoyeﬂa, umMamo HuU3 noepuwuHa
PE<P<P<---<P,<---<P.

AKo bu 08aj HU3 NOBPWUHA UMAO C8Of KPaj, He208 MOC1e0wU Y41aH bu mpebao bumu
jedHak noepwuHu kpyea P. Vizabepumo cada Heko eenuko n € N u nooenumo
n-moya2ao ueHmMpaaHum yesnoguma kpyea K Ha nodyoapHe mpoyesnoge. 3amum

nopedajMo me mpoyeaa0ee Kao Ha CAUYU:

Cn. 1

[Nospwuna dobujeHo2 yemeopoyena jedHaka je nospuiuHu n-moyena P,. LlImo

gehe n usabepemo dobujeHu yemeopoyeao he cee guwe AUYUMU HA NPABOY2AOHUK

6



Kome je kpaha cmpanuua jedHaka NOAYNPeYHUKY Kpyeda T a Oyxa mavHo noa08uHu
obuma kpyea 3 - (2rm), mj. rr. [dakne, ,nocnedwu” unan Huza P,-nospwuna kpyea
P, mpebano bu bumu jedHak ynpago noepuwuHu 0802 NPagoy2aoHUKA 0OHOCHO T -T'T.
Ooamne je nospwuHa Kpyea

P = r’r.

Mpwmep 3. (3anpemuna nonme) 3anpemuna nonme V' jedHaka je mpehunu npou-

36000 HeHe MospuwuHe U MoaYynpeqyHuKa .
1
V= 3 4rim -y

Ha cruuu je 0am moden nonme yuja je cpepa KpyxHUUAMA N00E/HEHA HA MAH>€

denoge. [ paHuue osux 0esnoea cy 0e108U KPYXHUUA HA /10MMU.

Cn. 2

Ako cy By, B, ..., B, nospwuHe mux 0esoea, oHOA je wux08 3bup jedHak
nospuuHu cgepe.

Bi+By+---+ B, =4r’r

LlImo je sehu bpoj denoea Ha koje je chepa node/veHa, mo cy mu 0en08u ,pasHUju’.
[lpemnocmasumo da moxemo O0a nodenumo ceepy Ha beckoHayHo eenuku bpoj
desioea mako 0a mu denosu byoy nomnyHo pagHu. Y3mumo cada me Oenose kAo

baze nupamuda ca epxom y ueHmpy cepepe. Tada he u sucuna osux nupamuda



bumu jedHaka nonynpeynuky nonme r. 3bup 3anpemuHa osux nupamuda oahe Ham
3anpemuHy aonme.

1 1 1 1
V:gBlT—i—gBQT—i-”-—i—anT—i—"':§(31+Bg+--'+Bn+...)T

Kako je 3bup nogpwuHa ceux denosa cgpepe jeOHaK moepuwiuHuU /0nme, mo ce 3d

3anpemuny jsonme ysuma

V:§ 47"27r-7°:§r s
Mpwumep 4. ([uxomomuja) [a nu je 36up
1 1
I+=-4+-+4+... 211
+otgt (2.1.1)

KOHOYaH U aKo jecme KO/UKU je?
Huxomomuja (,0ememe Ha nona”) je Hazue 3a jedaH 00 Yyempu 0oka3a npomus

Kpemawa no3Hamux Kao 36‘H0H06U3

napaookcu. Viznoxuhy ea y uenunu: ,Tu
He Moxeuw 0ocnemu HA jedaH Kpaj cmaduoHa ¢ opyeoe Kpaja, He moxew npehu
OYyx cmaouoHa y jeOHoM oOpelheHOM KOHA4YHOM eépemeHy, jep He moxew npehu
beckona4nu bpoj mauaka. Tu cu npunyhen 0a npehew nonosuny jedHoe damoe
pacmojawa, a npe He2o wmo npelhew 06o pacmojawe u N0/108UHY me N0/7108UHE U
mako pedom 0o beckoHayHocmu, mako 0a hew umamu 0a caenadaw beckoHa4yHu
bpoj mauyaka be3 0b3upa Ha Mo Ko/MuKa je pazoa/bUHA KOjy cu HaYMuo 0d npe-
hew; a He Moxew HU Yy jeOHOM KOHaYHOM épeMeHY caenadamu beckoHa4yHu bpoj
mavaka uau odceyaka, jedan no jedan.” *

Ha kpajy donazumo 0o 3ak/byuyka 0a ce He MoxemMo HU moMepumu € Mme-
cma, jep ceaku nym Kadd Mo Moxe/umMo, MU MOPaMo caenadamu beckoHaYHO
MHO020 M0/108UHA, 00HOCHO DECKOHa4YHO MHo20 mayakd. Tako cmo, odjedHom, 00

caceum ,HopmasHo2” cmaduoHa, ca Hekum odpelheHum dumeH3ujama, 0obuiu be-

CKOHa4YHocm Kij, jebHocmaeHo, He MoXemMo caenaoamu Kopak 1o Kopak.

33enon n3 Eneje (rpu. Znuwv o Eleatns , oko 490—oko 430. n. H. e.) B1O je aHTAUKM FpUKM

du1no3od, NnpunagHvk enejcke WwKkone, Kojy je ocHoBao [Nlapmenna.
4Ap|/|CT0Ten,Tonu1<a



Eeo mamemamuukoe pewera napadokca ouxomomuje.

Peuumo 0a umamo uzeecHy OyxuHy 00 0ea mempa u O0eUMO je HA MO/A Yy
beckoHayHocm kao y napadokcy. Ako cabepemo OyxuHe mux 0obujeHux 0enosa
dobujamo ynpaeo uspas 2.1.1. [Jakne ako osaj beckoHayHu 3bup uma busio Kakas
cMucao, mopa 0a je jedHak bpojy 2. AKO 3anoYyHeMo u3padyyHaeawe 0802 (Hemo-

eyhee) 3a0amka dobuhemo mehypesynmame:

1 1
14+ - =2—=

+2 2

1+1+1_ 1

2 4 7 4

1 1 1 1
[ e g
+2+4+ on on

lakne ono wmo Ha kpajy Hedocmaje 36upy 2.1.1 da bu buo jedHak 2 je Hewmo

1
Heu3Mep/bUBO-MaHe 00 ceakoe bpoja onv 3an c N.

Capa je pobap TpeHytak aa ce yseny xuneppeanHu bpojesu.

Ckyn xvneppeantvx bpojeBa o3HauaBamo ca *R. Kako je Beh Hanpen HaBegeHo,
cKyn xuneppeantvx bpojesa je npowvperbe ckyna peanHux bpojeBa, 1 3aTo caapku
cBe peanHe DpojeBe. Anv ocuM kKX capku U Heke apyre bpojeBe (Koju Hucy

peanuu).

Dedunvumnja 1. beckonauyHo manu bpoj unu uHgpuHumeszumana je bpoj Koju je no
MOOY/Y Mawu 00 ceakoe peasHoe no3umueHoe bpoja. AHanoeHo, beckoHayHo
gesluku bpoj je oHaj koju je mo modyny eehu 00 ceakoe peasHo2 MO3UMUBHO2

bpoja.

Jeavuu peanaH bpoj Koju je uHbUMHWTe3Mmana je Hyna. [loctoje Tpu BpcTe
ndUHMTE3UMana Y ckyny xuneppeanHux bpojeBa: NO3WTMBHE, HeraTvBHe U Hyna.
Wcro tako, y ckyny (*R) noctoje v no3vTvBHM 4 HeratMBHW DeCKOHa4HO BeUKY
bpojeBn. XvneppeanHv OpojeBu KOju HUCY DeckoHauHu Ha3uBajy Ce KOHAYHU

xuneppeasHu bpojeau.



Ckyn nudunutesnmana hemo obenexasatn ca BM, a ckyn beckoHayHo Benuknx

ca BV.
1
Bexbawe 1. [okazamu: ¢ € BM\ {0} ako u camo ako — € BV.
£

,VIHbvHUTe3Manum mukpockon” he Ham omoryhutv ga [0BO/BHO yBenuyamo
XvneppeanHy npaBy, 0lHOCHO paBaH, Kako b1 Buaenu xuneppeantHe bpojese, ogHO-
cHo Tauke( 13 xuneppeante pasun (*R?)). To cy mrkpockonu Koju ysennyasajy =

. y vy M
nyra, rae je € Heka No3wWTvBHa MHOUHWTe3WMana. Tako hemo, 3a gaty vHduHUTe-
3nMany €, UHOVHUTE3VMATHW MUKPOCKON KOjU YBenuyaBa % nyrta 3Batv e-HOUHW-

Te3umasntu mukpockon(cn.3).

NuprHnTe3nMaIHM MUKPOCKOTI

VAT TN

HeratusHu \2 — 2 +€/ [lo3uTuBHK
«— — _—
OecKoHATHI Kouaumn 6pojesu | |/ OCCKOHATHH
OpojeBu 9.1 0 1 |\ OpojeBH

:-:‘C = / I‘"'-“ A -

|—o—.——o—. - , ®
| | 1, 1

Ty Ty
e EY D

beckoHauHu TeJIecKoIn

Cn. 3

Pasnuky nmely aBe Tauke e-MHOUHUTE3MMATHU MUKPOCKON Hehe NpyMeTUTH ako
je KOMMYHMK pacTojatba u3mMehy Te aBe Tauke U € MHUHUTE3NMANE UHDVHUTE3MMANA,
Tj. ako je To pacTojatbe DeckoHayHO Mano y oaHocy Ha €. Ha npumep, e-nHbU-

HATE3NMA/THAM MUKPOCKOTNOM Heé MOXeMO0 BuaAeTn pa3/inky I/13Mehl_,] 6pojeBa E MU

10



e — % [a 6w youunn pasnuky oBa ABa bpoja moxe ce uckopuctutn mohHujum

£2-MHOVHNTE3UMATHY MAKPOCKON.
,beckoHaunn Teneckon” he Ham omoryhwv ga BuauMO faenoBe xuneppeasnHe

npaBe, 0OJHOCHO paBHU KOju caapxe beckoHauHe bpojeBe, ogHocHo Tauke(cn.3).

Cras 1. ([lpasuna payynamwa ca xuneppeantum bpojeeuma) Heka je r € R e, 0 €

BM, H € BV. Taoda saxu:
i)r-ce€ BM iii) e+06 € BM
A
u)EEBV ivf H+re BV

Hanomena: [lpousBop vHduHutesumane v beckoHayHo Benukor bpoja moxe
btV 1 MHPMHWTE3MMaNa, ¥ DecKoHaYHO BenVKW, anv 1 KoHavaH bpoj.
[MpumeTmo fa 13 npertxogHor ctaBa cneaw ga y ckyny *R nocroje bpojesn a n b
(np.a = ¢ € BM\ {0}, b € RY) ,rpe je a < b, TakB# ga 3a buno Koju npupoaa
bpoj n yBek Baku n - a < b. V13 oBora vmamo aa je norbe xuneppeantux bpojesa,

3a pa3/inky o no/ba peanHux, Heapxwmep,CKo.

Hedvuuunja 2. [ea bpoja a,b € *R cy beckonauno 61u3y, y o3Hauu a ~ b, ako

3a wux eaxu b —a € BM.
Bexbawe 2. [Jokazamu: Penauuja =~ je penauyuja ekeusaneHyuje.

Oedunnupja 3. Heka je x xuneppeanan. Monada bpoja x, y o3nayu ju(x), je ckyn

Koju cadpxu cee xuneppeasnaHe bpojege Koju cy My beckoHayHo b1u3y.

p(z) ={y € "Rly ~ x}

Teopema 1. Ceaku koHayHu x € *R je beckoHayHo 61U3Yy mayHo jeOHOM peasiHOM

bpojy r € R.

[oka3. Heka je x € *R koHauaH.

11



Jeduncmeenocm: npetnoctaBuMMo a cy 7 M S peanHy DpojeBM 3a Koje Bak
r ~x, s~ x. Kako je =~ penauvja exkBuBaneHuvje umamo aa je r =~ s, Tj.
r—s~0. Anmr —sje peanan,najer —s=0T1. r=s.

Ezsucmenyuja: Heka je X = {s € R: s < z}. X je orpannyeH ogo3ro 3aro
WITO MOCTOjY NO3WTMBAH peanaH bpoj a, Takas aa je |r| < a. Ha ocHoBy akcnome

5

KOMMN/IETHOCTY ° NOCTOj HajMawe ropte orpavuuewe t € R ckyna X. 3a cBaku

peanaH bpoj a Baxw:

Cnegu pajex —t~0, 1. x =~ t. []

Hanomena: 1 ako cmo y pgokasy nperxogHe Teopeme KOPUCTMAM aKcvomy
KOMMNNETHOCTV 3a CKYn peasnHux bpojeBa X, cama akcvMoma He Baxi Y CKyny xune-

ppeantux bpojesa.’

Dedvnuumja 4. Heka je x € *R koHayaH. JeOouHcmeeH peasiHu bpoj r 3a Koju axu

T AR T HA3UBA ce CMAHOAPOHU 0eo 00 x u nuwe ce r = st(x).

Cranpapauu feo npeactasba dyvkumjy st : *R\ BV — R koja cBakwn xvnep-
peanaH 0poj, Koju Huje beckoHauaH, cnvKka Y teros ctaHgapanv geo. [perxogHa

TeopeMa obesbefyje pobpy nedwuHucanoct.

Cras 2. Ocobune ¢yukuyuje cmaHoapoHu oeo. Heka cy z,y € *R konayHu u

r € R, mada eaxu:

>CBaky 0/103r0 orpanuien ckyn S C R uma cynpemym( Tj. Hajmarbe roprwe orpanuuerse) y R.
®Bupetv nornasme 4

12



i) r~y < st(zr) =st(y) v) st(z £ y) = st(z) £ st(y)

ii) x ~ st(x) vi) st(zy) = st(z)st(y)

vii) st(y) # 0 = st(3) = ZEE;;
iii) st(r) =r
viii) x > 0, n € N,

iv) r <y=st(x) <st(y) y = {Jx = st(y) = {/st(x).

Capa yueHnuma Moxemo nocraButu nutawe u3 npumepa 1. [akne, ako je
At = ¢ - 1s, oHpa bpoj ¢ > 0 Tpeba pga byge vHodwmHuTeumana. Heka je, gakne,
€ > 0 MHbUHMTE3UMaNa, NOKYLLajMo Ja pewwumo 3aaatak u3 npumepa 1.

s(3s+At) —s(3s)  1-10B(3s+es)’—1-103.95
v = =

At €S
. '2
ZSOm e+d5m-e¢ :3OE+5E~5
€S S S

YueHnvke caga Tpeba Bpat1Tu Yy ,peanHoct” Tj. Tpeba vM HarnacuTu aa Kpajibum
pe3yntatMma UHbUHWTE3VMaNnHe BenvunHe 3aHeMapyjy. Te ow ctora buno Hajnoru-
YHMje Ja TpeHYTHa bp3uHa, uMja je DpojHa BpeaHOCT xuneppeanaH bpoj, y ,peanHoctn”
byane peanan bpoj HajonvkK HODMjeHOM xvneppeanHoM, Tj. beroB CTaHaapAHY Jeo.
Crora he Hawa TpeHyTHa bp3uHa v, Y TpeHYTKY ty = 3s butn v, = st(30+-5¢)-1 2 =
30 7.

Wako Hac npeTxogHu npumep HaBoau Ha u3sopa vnak hemo vhu no pepy, kako
ce To paav y wkonama. Y HactaBKy YyBOAMMO NojaM HEMPEKUAHOCTY.

Y pamem u3narawy Hehemo nocebHo npaBwTv pasnvky u3mely ckynoBa Kao
wto ¢y [a,b] C R u [a,b]* C *R. Ako He bygemo Harnacuau o KakBoMm ce
bpojy paau, peanHoOM uAW XxWneppeanHoM, 3HauM [a HaM TO CYLUITUHCKMU HUje DWTHO.
XvneppeanHe bpojeBe hemo yrnaBHoM KOpPUCTUTV Kao MaTeMaTWuku anat npy Aoka-
3vBawy TBphera v3 peanHe aHanuze. 3ato Hehemo nocebHo peduHncaTh xvunep-
peanHe dyHkuMje, Beh ce 0CNOHUMO Ha MHTYMTMBHO CXBaTake NPUPOAHWX NpoLuvpe-
tha peanHvx eneMeHTapHux GYHKUMja Ha xvnppeantHe bpojeBe. Ako ce noaceTumo,

MHTYMUMja HaM je Duna rnaBHW ocnoHay npu ysohewy enemeHTapHux dyHkuMja Y

13



cpeawoj wkonun. Hnp. 3a ekcnoHeHunjanHy dyHKUKMjY, aeduHvLe ce NpBO cTeneH
pauvoHanHUM Dpojem, a 3aTWM ce MHTYWTMBHO yBoaw byukuvja = — 2%, = € R

MaKo Hvje aeduHMCAHO LWTa 3HA4M 2 HA HeKW vpauvoHanaH bpoj.
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2.2 HenpekuaHoct dpyHKumje

WHTyntBHO, HenpeknaHe dyHKLMje CY OHe uuju ce rpaduum UpTajy Yy jeaHOM
note3y pyke, be3 gusamwa onoske. MopmanHo, TakBe dyHKUMje ce JedUHMLIY Ha

cnepgehu HauuH.

Dedvnuunja 5. Heka je ¢ynkyuja f degunucana wa uimepeany (a,b) u xy €

(a,b). OyHkuuja je HenpeKUOHA Y MAYKU Ty AKO BAXU:
(Ve € 'R) z=xz9= f(x) =~ f(z0). (2.2.1)

JacHo je, 3 gedunuumje, ga ako je dpyHkuvja f HenpekuaHa Y Taukv a OHAA

Baxu

flu(a)] € p(f(a)).

Mpumep 5. Vcnumamu wnenpekudnocm ¢ynkuyuja f(x) = z°, g(x) = sgn(x),
h(z) = 2 y mayku xo = 0.

[lpumemumo 0a cy npee dee pyHkyuje dechuHucaHe y mayku xy 00K 3a mpehy
h mo He eaxu, na 3amo u He MoxemMo 208opumu 0 HenpekKuOHoCMU yHKUUje y
moj mayku.

Heka je ¢ > 0 ungppunumesumana. [lowmo je xy = 0, cnedu xy ~ . [a nu

oHoa saxu f(e) = f(xg), 00HocHO g(e) ~ g(xg)?
fle) = fzg) =*—0*=¢?

lNowmo 2 € BM cnedu da je f(e) =~ f(xy) mj. cynkuuja [ je HenpekudHa y
mayku xo.
Kako je 3a ¢yukuyujy g pasnuka g(e) — g(0) = 1 peanan bpoj, creou da

dyHKUUja uma npekuod Yy mayku Ty = 0.

Teopema 2. Ako je [ HenpekuOHa ¢yHkyuja Ha 3ameopeHom uwmepeany [a,b],

0HOA MOCMOJU Tpay € [a,b] makae da 3a cee x € [a,b] eaxu f(x) < f(Tmaz)-

15



[oka3s. bes rybutka onwrocts npetnoctasumo aa je [a,b] = [0,1]. V3abepumo

jenan beckoHauHo Benvk npvpogaH bpoj H(Behw og cBWX cTaHAapaHUX NPUPOAHUX

1 2 H-1

bpojesa). ,lMoagennmo” nutepsan [0,1] wa H penosa, Ty = {0, 57, 77, - 57 1}

MocTojn xunepnpupopat bpoj K. < H 1akas pa je f (%) < f (%), 0 <
K < H 7. Heka je ¢ = st (£maz) € [0,1]. Mokasahemo aa je oBaj peanan 6poj

TpaxeHu Opoj Tj. MoXeMo y3etv Aa je Tye: = ¢ Heka je d € [0, 1] npousBo/mbat.

Tapa % €Ty, d=~ % W Ha OCHOBY HenpeknaHocTM GyYHKunje f Baxu:

fd)~ f (%—H]) <f (%) ~ £(0)

MpumeTvmo aa He 3Hamo nopenak n3mehy f(c) u f(£2ez), anu pa Ham 1o Huje

HW BAXHO. L

Teopema 3. Heka je ¢pynkuuja f HenpekudHa Ha 3ameopeHom uxnmepeany [a,bl.

Tada 3a ceaku bpoj C' usmehy f(a) u f(b) nocmoju mayxa & € [a,b], makea da je

f§)=c.

[oka3. Bes rybutka onwrocty npetnoctaBumo aa je [a,b] = [0, 1], aa dpyHkuuja Ha
KpajeBuma nHTepBana ysuma pasnununte 3Hakose 1 aa je C' = 0 (To MoxeMo ypaautu
jep ako 3a Heky HenpekuaHy byukunjy g Baxm g(&) = C oHga 3a dyHKumjy
f(z) = g(x) — C Baxn f(§) =0, n obpatHo). Kao # y gokasy nperxogHe Teopeme
n3abepumo jepan beckoHauHo Benuk npupoaad opoj H. ,lMogenumo” uxtepsan

0,1 wa H penosa, Ty = {0, %, 2,... 21,1}, Heka je Ky = max{K :

0< K < H, f(£)<0} 2 MNokaxumo pa je st (£2) tpaxenn 6poj &.

K, Ky+1
() oe (%)

Ko Ko +1
re=s(r(5)) wo<se (£ (55)) = reer
O
"MoryhHoct ga onabepemo oBakas bpoj 0besbefyje Ham npuHuMNn TpaHcdepa, BUaeTV NOrMaB/be
4 v 1)
8/cro0
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2.3 [ paHvuyna BpegHocT dYHKUMje

Ha Bpno cnvyaH HauvH Kao HenpekuaHOCT aeduHWLLEe ce TpaHW4yHa BpeaHoCT

(nvumec) dyHkumje.

Hedunnumnja 6. Heka cy a,b € R. b je epanuyana epedHocm unu aumec pyHkyuje

f(z) ka0 x mexu a, y o3Hauu

b= lim f(x),
ako eaxu cnedeha ¢popmyna:
(Ve € "R\ {a}) x = a= f(z) = b. (2.3.1)

Jlumec ce Moxe n3pavyHaTth ynotpebom dyHkuvje ctaHaapanv geo. V13 dopmyne

2.3.1 moxe ce Bugetn aa je b = st(f(a+9)) 3a buno koje & € BM, § # 0, 1j. Baxw
lim f(z) = st(f(a+6)).

Tr—ra

Hedunvumnja 7. Heka cy a u b peannu bpojesu.

i) lim f(z) =10 ako je f(H) ~ b 3a cee nosumusHe beckonaure H.
T—r00

ii) lim f(z) = oo ako je f(r) beckonayHo 3a = ~ a, T # a.

Tr—a
2+ 3z +1
M 6. Odpeo lim ————.
pumep pedumu lim —z— oo
Heka je H beckoHauaw.
. 2?4+ 3r+1 H? +3H +1
lim ————— =t
z—oo 13 — 1000 H3 — 1000
1, 3 1
_ (ﬁ et m) _
1 _ 1000
H3




Dedunnuypja 8. Heka cy a u h > 0 peannu bpojesu u f(x) peanHa pyHkuuja.

Bpeonocm lim f(a+h) ooHocro lim f(a—h) o3navyaseahemo ca lim f(z) odHocHO
h—0 h—0 r—a+

lim f(x) u 36ahemo decHom o00HocHO egom epaHudHom epednowhy ynkyuje f

r—a—

Yy mayku a.

Mpumep 7. V3pauynamu xlir& sgn(z) u Illgl_ sgn(zx).
Heka je € > 0 ungpunumesumana. Taoda je
h%l sgn(x) = st(sgn(0 — ¢)) = st(sgn(—¢)) =st(—1) = —1.
z—0—

Hanomena: 3a u3pauyHaBamwe numeca GpyYHKUW]Y CTaHOAPAHW €0 MOXEMO KO-

puctnin CaMo Kaja nnmec I'IOCTOjI/I M KOHa4aH je.

Hedunnumnja 9. [1od okonunom mayke ¢ noopazymesamo busio Koju omeopeH uHme-

p8as Koju caopxu mayky c.

Teopema 4. Ako je lim f(z) = lim h(z) = b u ako y Hekoj okonuHu mayke a
Tr—a r—a

(ocum, moxda, y camoj madku a) 3adoeomena HejeoHakocm f(x) < g(x) < h(x)

mada je u lim g(z) = b.
rT—a

[oka3. 3bor npetnoctaBke fa y Hekoj okonvky Tauke a Baxun f(z) < g(x) < h(x),

3a cBako 6 € BM, § # 0 Baxu:
fla+6) <gla+9d) < h(a+9).
Kapa y3memo ctaHgapaHv aeo v3 npetxoaHe penauvje, gobujemo:

b=lim f(z) < lim g(z) < lim h(z) = 0.

Tr—a T—a Tr—a
3ak/byuyjemo:
limg(z) =0
a:—)ag< ) ’
wTo je v Tpebano gokasatu. ]
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Mpumep 8. [okazamu da je lim

. . sinz
Kako je ¢pyukuuja

sinx
=1.

x—0

napxa, mo hemo pasmompumu cny4aj kaoa je x > 0.

[okaxumo Hajnpe HejedHakocm

T
O<e < —.
3a x 5
Y
C
A
X
|
| xr
OJB
Cn. 4
1
Z.1
2
odakne je

sin x

<1, (2.3.2)

cosT <

Osy  HejedHakocm  Ookaxumo  nomohy
mpueoHomempujcke KpyxHuue (cn.1). Tadoa he =z
bumu OyxuHa nyka AB, z0e je B mauka kpyxHuye
ca koopdunamama (1,0), a A npoussomHa mayka
KpyxHuue y npeom keadpaumy.  O3nayumo ca A,
HopmanHy npojekyujy mayke A Ha x-ocy, a ca C
npeceyny mayky npage OA u maHeeHme KpysxHuue
y mayku B. [obpo Ham je nosHamo Oa je mada
AA; =sinz, BC =tgx.

Ha cnuuu (cn.1) moxe ce eudemu Oa je nogpuwuHa
kpyxHoe uceuka OAB eeha 00 nospwune mpoyena
OAB, a mawa 00 nogpuiuve mpoyzna OBC, na nowmo

je npeyHuUK KpyxHuye jeOHak 1 mo eaxu:

1 1
. q] < —-1- < —-1-t
S x 5 X 5 g,

T 1
<

1< — ,
SN xr COS T

UaU aKo Yy3memo peuunpodHe 8peoHoCmu

sin x
< 1.

costT <

19



Ha ocnosy meopeme 4 u yuwenuue da je lim cosz = cos0 = 1, u3 HejedHakocmu
z—0

2.3.2 0obujamo

sin x
lim = 1.
z—0+ I
. sinzx sin x
Kao wmo cmo Hanomenynu Ha novemky pyHkyuja je napHa, na je hr(r)l =
—0—
sinx
1, mj. lim =1
x—0

beckoHauHe Teneckone mMoxemo NCKOPUCTUTK 3a NoCMaTpakbe aCMMITOTCKOr No-

Halamwa GYHKUMja KoA Kojux umamo Hekn of cnepeha Tpu cnyyaja:

lim f(z) =L, L €R (cn.5);

T—r00

lim f(xz) = oo (cn.6);

r—a+

lim f(x) = oo (cn.6).

T—a—
el e —— ;j;
fla) _,.e"-!
__'__..v-‘"
-’__..-'
74_ _ - e
EBecromagnn
TEAESCKOID
*\
3 \
In’ (H. fLH)
| A
\ f.\
\ [H .|r H 1}
\\“x_ -:I}E:Eln'ramu_.sn

m’]‘_:l CCEOII

Cn. 5
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2.4 Vi3Bop dyhukuuje

Dedvnuupnja 10. Heka je f depurucana na unmepeany (a,b) u xg € (a,b) gpukcHa
mauka. V13600 ¢ynkuuje [ y mayku o, y o3nauu f'(xg), ykonuko mocmoju, je

bpoj:

F(20) = st (f(:coJrAA:c;—f(:co)) ‘ 2.41)

3 pnedvHuumje numeca dyHKuMje, HUje TeWKO 3aK/byuntv aa je

(ag) = Jim S0 TS0 = T00)

Mpumep 9. (V13800u Hekux ¢pyHkyuja)

i)
(2% —st ((:c + AA:UI) — 1:3) g (39&2Am + 3I(AA;C)2 + (Ax)3>
=st(3z° + 3z(Az) + (Az)?) = 322
ii)
(1n(2)) —st <ln(:c + AA:CCZ - ln(m)) . (% )
iii)

(sin(x))’ =st (Sin(m +A3) - sin(x))
- (sin(x) cos(Azx) + 812(:?33) cos(z) — Sin(a:))

=sinto) s (2T oyt (102)
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=sin(z) - (—1) - 0+ cos(x) = cos(z)

Heka je y = f(x) peanna dyHkuvja nedvnncana Ha uitepsany (a,b), = € (a,b)

dpukcHa Tauka v Az # 0 vHOUHUTE3UMANa.

Oedunvupja 11. 3a pyukuujy y = f(x) ce kaxe 0a je dudepenuujabuiHa y

mayku x ako ce npupawmaj gyHkyuje Ay moxe Hanucamu y 0b6/1uKy
Ay = AAz + eAx, (2.4.2)

eode je A peanaH bpoj, a € ungpuHumeszumana. Benuvyuny AAx 308emo ougpepe-

HUujanom ¢yHkyuje f y mayku x u obenexasamo ca dy.

Teopema 5. Qyukuuja f je dugpepenyujabuiHa y mayku x AKo U caMo aKO UMd

U3800 Y moj mayku.

Hokaz. V13 f'(x) = st (%) cnegwn pa je f'(z) ~ % Tj. 3a Heko € € BM Baxn
Ay /

MHoxewem ca Az gobujamo

eAz =Ay — f'(z)Ax,

Ay =f'(z)Ax + eAx.
JegHocTaBHO ce gokasyje Aa Ba¥y v Apyra cTpaHa ekBuBaseHuuje. O

Teopema 6. Heka je [ : (a,b) — R dugepenyujabunna Ha (a,b) uc € (a,b). Ako

hyHKUUja uMa 10KAHU MAKCUMYM UIU MUHUMYM Yy mayku ¢ oHoa je f'(c) = 0.

23



[oka3. TMpetnoctaBumo aa dyHkuMja y Taukun ¢ € (a,b) nMa NOKaNHK MaKCUMUM.

Heka je Az > 0 undvHutesnmana. Tapa Baxu:

Fle+Ax) = f() <0, fle—Az)— f(e) <0
e+ Aa) = f(©) _ _ fle—Ax) = f(e)

<0<
Ax —Ax
G (Lt —FQY o (fle=B2) ~ f(e)
Az —Ax
f'(e) <0< f(e)
flle)=0.
[okas 3a cnyyaj kaga GpyYHKUMja Ma NOKaNHM MUHAMYM je aHanoraH. [

Ha npumepy n3pauyHaBawa n3Boaa dyHkumnje f y Taukn a nokasahemo kako

ce MOKe NCKOPpWUCTNTH MHMUHATE3MMATTHU MUKpocCkKon.

Cn. 7

Ha ocHoBy Teopeme 5 3Hamo na 3a gudepeHurjabunny obyHkunjy f Baxu
Af ~ f'Az, ogHocHo rpadvk dyHKkuuje f y Tauku a je beckoHauHo bU3y TaHreHTy
dyHkuvje [y Taukn a. To 3HauM fa Ha OMNO KOM UHPUHATE3UMANTHOM MUKpPOCKONY

rpaduk dyHKkunje f usrnega Kao npasa ca koeduumjentom npasua f’(a), Tako aa
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ce W3pauyHaBare M3BOAa cBOAM Ha ofpehuBawe KoeduumjeHta npasua ,npase”
KOjy BMAVMMO KPO3 HEeKW MHMUHUTE3NMANHK MKpockon nocMatpajyhu wime rpadpuk
dynkuje fy Tauku (a, f(a))(Cn.7).

Kapa gobujemo tpaxenn ,koeduunjeHT npasua” npeoctaje Ham Ja v3 3aBpLUHOT
payyHa 13baLMMO OHO LUTO Ce He BWAM, Tj. OHO LUTO HEMOXeMo BuAeT/ be3 nomohy

WHPUHWTE3UMANHOT MUKpOCKoNa, U Jobunv cmo v3Boa dyukuwje(cn.8).

ﬁ :tf-l'} i(_;r echi) ~ -'f_(;;.r) E:E 7 (.'...‘R)

Ax T

/

Fer) = xe
Ader) = (x 43 4 4 = (xT =)

ﬁﬁt—Lmﬂx e ™ +/-—/""- 7(

Dfes)

—;—k bl =3 = d!]
=50

£ =2x

Cn. 8: Ysenwnuaj, u3pauyHaj, ymatb v n3baum ©3 pesyntata OHO LUTO Ce He BUAM

Capa hemo ynotpebutv nndvHuTE3MANHM MYKPOCKON Kako by naycrposanu pa-
31Ky n3mehy TaHrente v rpadvka GyYHKLMje Ynjn n3BOA NOCTOjU, OAHOCHO Pa3nKy
n3mehy npupawraja n gudepernurjana dytkuvje. Kako pasmatpamo gudepeHumja-
bunHy dyHkuujy 1o Baxm penauvja Af =~ f'Ax. Axo nogenumo Ty penaunjy ca Ax
pobvhemo %—f’ ~ 07j. %—% ~ (. 3ak/byuyjemo aa je pa3nuka npvpaluTaja
v audepeHunjana dyHkuMje, 3a npupawTaj aprymeHta Ax beckoHayHo mana y
0AHOCY Ha cam npupaluTaj aprymeHTa. o 3Haun ga ce pas3nuka vimehy TaHrente #

rpacdvka, 04HOCHO NpvpawTaja v audepeHunjana dyHkumje He moxe Buaetn (Ax)-

MHDUHWTE3UMANTHUM MUKpOCKoNoM nocmatpajyhu Tauky (a, f(a))(cn.9). 3ato Tpeda
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nckopuctutn mohunjn (Ax)?-undunntesnmannu mukpockon(cn.10).

Cn. 9

£
ANy

T P
N\ Ay

e

Cn. 10

26



2.5 Ogppehenu muterpan

Haw unn y 0Boj cekuuju je fa ogpeAvMo NOBPLUKHY dUrype orpaHnyeHy KpUBom
y = f(z), v npaBama y = 0, & = a, = b, ApYruM peunma NOBPLUAHY KCNOA

rpadvka dyHkurje f u n3Haa x-oce Ha uHtepBany [a, bl.

Oedunnumnja 12. Heka je [ : [a,b] — R nenpekudna u neka je Ax > 0 unepu-
Hume3zumana u xry = a,r, = ro + Azx,...,x, = xo + nAx nodena uimepeana
la,b], ede je n Hajeehu beckoHauan npupodan bpoj makae oa je a + nAxr < b.
beckonayna Pumanosea cyma ce degpuHuwe kao cyma

b

Zf(x)Ax = f(xo)Az+ f(z1) Az + f(x2)Ax+- - -+ f(Tp_1) Az + f(2,)(b— ).
' (2.5.1)

BeckoHauHa PvmaHoBa cyma je koHauaH bpoj lwTo ce moxe Buaetn 3 cneaeher.
[MowTo je dyHKUMja HempeKnaHa Ha MHTepBany, TO OHA Ha HEeMY AOCTMXKe CBoje
ekctpemyme. Ako je m Hajmawa a M Hajseha BpeaHocT dyHkumje f Ha [a,b], Tana

BaXu:

b b b
ZmAw <Zf(:z:)Ax < ZMAx

’ b Z ’ b
mZAw ng(a:)Ax<MZA:E

m(b—a) <) flx)Az < M(b—a)

Dedunvuypja 13. Heka je [ : [a,b] — R nenpexkuona. QOodpehen unmezpan

dyHkuuje f 00 a 0o b je cmaHoapoHaH deo beckoHayHe Pumanose cyme,

/ f(x)dz = st <Z f(x)Ax) . (2.5.2)
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Hedunnumnjy moxemo namtniu nakue Ha cnepgehu HauuH:

/:/tandardni deo/ume.

LLito 3Hauu pa je vHTerpan craHgapaHv [e0 cyme U ykasyje Ha nopekno o3Hake
uHTerpana [, Koja je HacTana CTMIN30BakbeM NaTUHAYHOT C0Ba S Kao NpBOr C/10Ba
peuv cyma.

V3pauynaBare onpehenor unterpana no gedunuuujn je, y sehunu cnyvajesa,
Texak nocao. Taj npobnem y mHorome onakwasa Hbyt-/lajonsuoBa ¢popmyna.

Haseagumo yuenuke ga camu gohy no we.

Bexbawe 3. Heka je f(x) = 2* u neka je A(x) = [ f(t)dt eyukuuja koja
payyHa nospuwuHy ucnod epaguxka pyHkyuje f 00 0 oo x.

Ckuyupamu epagux pyukuuje f u obenexumu AA(x)(cn.11).

V3pauynamu AA(x) u dA(x)?

Xajoe pa npetxogHu 3ajatak reHepanvsyjeMo Ha Ovno Kojy HenpekuaHy dy-
HKkuwvjy. MNpupawraj dyukunje A(z) je beckoHauHo b3y 30upy noBpliMHa npaBo-

yraonuka ogpehenor taukama
(2,0), (z + Az,0), (z, f(2)), (z + Az, f(z))

W Tpoyrna

(z, f(2)), (z + Az, f(2)), (v + Az, f(x) + Af(2)) :

Af(x) - Ax.

AA(z) =~ f(x) - Az + (2.5.3)

Mpupawrtaj dyHkumje A je npeactaBmbeH y dopmy (2.4.2), na 3akmyuyjemo aa je

oHa avdepeHurjabuiHa, Tj. Baxu

[akne, ussoa dyukumje A je



Af(x)

fl@+ Ax)

Az

AA(x)

Cn. 1M

[Ho osor pe3syntata moxemo aohv n ako nogenumo jegHakoct (2.5.3) ca Az u

y3Memo CTaHaapAaHu aeo obe cTpaHe:

st (%i@) =st <f(ac) + AfT(x))

Al(z) =f(x)

13 npeTxoaHo HaBeaeHor 3ak/byuyjemo: na bu oapeaunv ogpehed uHterpan
dyHkumje f og a no b, mopamo Hahu ,aHTn3BOa" oA Te dyuKumje, Tj. GyHKunjy F
unjn je n3Bog dyHkuUMja f, NpeunsHo peueHo NPUMWTUBHY bYHKUMjY F dyHKumje
f.

JacHo je na he Taga Be3a usmehy ogpeheHor v HeoapeheHor MHTErpana Baxu#

y obnvky:
b
/ f(z)dz = F(b) — F(a) (2.5.4)

Koju ce Ha3vBa Hbyrth-/lajonuyosa dopmyna.
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3 Kparak npvka3s Hekux pesyntata u3 OjnepoBe Kiure
Introduction in Analysis Infinitorum (1748. rop)

Mmuoro npe Abpaxama Pobuncona®, TBopua HecTangapaHe aHanvse, beckoHauHo
Mane 1 Bennke BennunHe ynotpebuo je uysenn leonapa Ojnep'® kapa je y cBojoj
ktu3un Introductio in Analysin Infinitorum(Y8oa y aHanu3y beckoHauHocTh) be3
WKaKBOI MojMa 0 U3BOAY, AOLIA0 A0 pe3yntata Koje M4 JaHac M3yyvyaBamo Kao
nocneauvuy TejnopoBe Teopeme ba3upane Ha u3Boay. Y ysoay csoje kwure Ojnep
Hanomutbe: , CBe oBO cnean w3 obuuHe anrebpe v cBe y 0BOj KHM3KM je 3a
nouetHuke”. Llta je 10 Ojnep cmatpao noa ,obuuyHom anrebpom” v Kako je oH
M3 the A0LIA0 A0 pe3yntaTa Kao WTO CY: pa3Boj eKCroHeHuWjanHe v noraputamcke
dyHkumje y ctenenv peg, OjnepoB naeHTUTET ¥ pa3Boj TPUTOHOMETPUjCKMX PYHKLMja
y cTenenu peg.

CBakako pa je Majctop pauyHa v BenuKW MaHwnynatop cvumbonuma, Kako ra
MHOTM cMaTpajy, nog ,00/4HOM anrebpoM” cmMaTpao MHOTO BULLE HEro LITO MU JaHac
noapasymesamo. Ca pa3BvjeHoM, OpunvjaHTHOM MHTYWLWjoM 0 beckoHauHocTv Ojnep
je OTBOPEHO KOPUCTVO apuUTMeTUKY DeCcKOHauHO Manvx 1 BeNVKMX BennunHa, 4ecto
npumeryjyhu Ha KX 3aKoHe KOju Baxe 3a KoHauHe. Ha npumep, cmatpajyhw
cTeneHe pefoBe NOIMHOMMMA ca DECKOHAYHVM CTeNeHOM HECMOTPEHO VM je JoJenvo
cBe 0CODMHe KOHauHUX nonvHoMa. Vlako cy oBakBM NOCTYMUM MO CAaBPEMEHWM
cTaHaapa“ma Matematvuke ctporoctv Henpuxeatbvay, Ojnep je yecto 3axBamsyjyhu
t/Ma 40Ma3N0 A0 BENUKUX UCTUHUTUX TBphema.

Hanac ysnhamo ga Ojnep Huje buo Tonuko npeursat y kopuwhery beckoHauHux
BenuunHa. Hberoso ybehemwe ga ce cBM KOHauHO reHepucaHu obpacuy u dopmyne
MOTY ayToMaTCKV NMPOAYXMTA [0 DeCcKOHA4HOr c/ryyaja je BulLEe CTBAp Bepe Hero

Hayke, a KacHvje he matematnyapv Hahv geceTvHe npuMepa Koju nokasyjy nygoct

9Abraham Robinson 1918 — 1974
9] eonhard Euler 1707-1783
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TakBe UCXUTpeHe reHepanM3aque.

3.1 EkcnoHeHuujanHa ¢pyHkumja

Capa hemo y cBeTny npeTxo0aHO U3/10KeHe Teopuje HeCTaHAapAHe aHanu3e npuv-
ka3atn kako je Ojnep gowao Ao pa3Boja HeKUX enemMeHTapHuX GYHKLMja Y cTeneHe
pegose. OH npBo nouvtbe ca ekcnoHeHunjanHom yHkunjom a®, a > 1. 3a
x > 0 Baxu ¢ > 1, Tako Aa 3a cBaku ekcnoHeHT Behu oa Hyne pobujamo aa
je excnoHeHumjanHa odyHkunja Beha op jepan. Ako je ¢ € BM, ¢ > 0, taga je
a® = 1+ 1 3a Heky uHPuHUTe3nMany . Heka je ¢ = e rae je A peanan, Taga
nMamo fa je a® =1+ Ae.

Ojnep Taga 3ak/byuyje Aa CBaku KOHAuaH X, KOjU HUje UHDUHUTE3UMANA MOke

x

[a ce 3anviie Kao npon3Boj UHPUHUTE3NUMANe U DeckoHauHor 6poja, HOp. & = K?

T

rae je K beckonauan. Heka je K = %, taga y3 nomoh mano pauyna opucrehu

buHoMHy dopmyny gobujamo cTeneHv pep ekcnoHeHunjanHe dyHkumrje a®:

VAN
I: K6:1 )\ K: 1 i
a® =a (1+ Xe) + 7
1 (K —=1) 55 HK-1)(K-2) 3,
=14+ - _—
+1)\x+ 1‘2K)\IL’—|— [ 9k 3K Ax’ +
K -1 1 K—-1 K-2
=14+A\ R — . . P A
R 7 P M K 123 %7

Tapa je Ojnep npvMeHVO OHO LUTO MV Ha3“BaMO NMPVHUMNOM CTaHAapAHOr aena

K-1 K-2 K-3
K»>°» K> » K »'

Tj. yBuaeo je Aa ce pasnomum MOTY 3aMeHUTX 0AHOCHO A0Dbpo

anpoKcvMMvpaTy jeanH1LoM, Tako Ja je gobuo

1 1
a® =14+ r+ =222+ =33+ ...

2! 3!

Ha kpajy, Ojnep je pa3matpao cnyyaj ocHoBe a Kaja je A jeaHaka jeavHuuy,
A0OVBLIY NpUPOAHY eKcnoHeHuujanHy (YHKUMjY ¥ Nokas3aBLlM Ja je Y onwTem

cnyvajy A npvpoaHu noraputam oj a.
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3.2 PasBoj TpuroHomeTpujckmx dYHKUMja Y cTeneHe pepose

Capa hemo y OjnepoBom cTvny gokasaTty HeroB YYBeHU MAEHTUTET

e =cosx +isinz.

: SO B S z xZ
V13 npumepa 8 3Hamo f1a je sin 1 = -+ -0, @ NCTO TaKo Baxu v cos 1 = 1+ Te.

Kopucrehn Myasposy dopmyny'! nobujamo uysenn Ojnepos naenturer:

cosz +isinw = (cos£ —i—z'sin%)N
1w+ x(id + ¢
),
_ 6iac+:v(i6+€)

— ezzex(z5+s) ~ et

. 1 . .
VI3 oBor wupentuteta umamo paa je cosx = —(e + e %)

(ei:p .

n sinx =
1

2i

pa3Boj TPUrOHOMeTpUjckUX dYHKUMja Y CTeneHe peaoBe:

e~ **), a 3Hajyhwn cTenenv pa3Boj ekcnoHeHunjanHe dpyHkurje gobujamo u

: 6
T 1T T 1T T
— (i Yy — Z((1 _— = — - Tan man
cosz = o(e¥ +e™) = S((1+ir— o — =+ o+ o~ o)
‘a x? N it xS b +o)
W T T T 5 T T8 T Son
2 76 24 120 720
., 22 .\ A 46 .
- 2 24 720 ’
. Lo i 1 r? i ot ax® af
— — L - ¢ — . 1 5 T A Yl -
sin 5 (e ) 22(( T 2 6 24 120 720 )
(1—i z? N ird ot ia® af ))
— L= =T T 55 75 5an
2 76 24 120 720
2P

" Abraham de Moivre 1667-1754
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4 Tlpena3s Ha Knacv4Hy aHanusy

Hawa 3amwcao je ga ce n3yuaBatbe aHanM3e NoYHe HECTAHAAPAHUM MPUACTYMOM,
anu bv ce cBako fAa/be W3yyaBatbe HACTaBMIO YobuUajeHUM KNACUUHMM HAUYUHOM.
LIunb novyetHor n3yuaBatba aHanv3e Ha HecTaHJapAaH HauvH, YnpaBo VMMa 3a Unb
cT/Lakbe MHTYMUMje, KaKo DM ce npenas Ha KiacuyaH HauuH U3ydaBarba YUMHMO LUTO
besbonHujum. Kako ce knacvuHa aHanvsa He DU goxuBena Kao Heka HoBa obnact
MaTemaTvke nokasahemo ga cy oBa ABa npwcTyna v3yyaBatba aHanve ekBvBane-
HTHa. TauHuje, nokasahemo ga cy geduHWLMje TPAHUUYHUX BPEAHOCTY, LEHTpanHor
nojMa aHanuse, ekBuBaneutHe. Kako cy geduHuumje numeca v HenpeKUaHOCTM
dyHKumje ckopo vcte mu hemo, 30or jegHocTaBHOCTV 3anvca, nokasaTtu To Ha ae-

dvHMLUMjaMa HenpeKUgHOCTY.

S (T 1
T e —— 5

B I I|:
n

(o) -+ s+ 3) n
P

1

1

all]

(a—%,a+%)
Cn. 12

Heka je dyukumja f : R — R HenpekuaHa u a peanaH bpoj. [locmatpajmo
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1

m’

HU30Be OKO/MHa Tavaka a (Ha z-ocn) v f(a) (Ha y-ocu) 1j. okonmre (a— =, a+ =)

w (f(a) — L, f(a) +2), rae cy m v n npupoann bpojesu. 3a buno koje n, Mu

MoXeMo ofabpatn m Tako faa cnvka okonvue (a — = a4 L) dyHkumjom  f,
ckyn fl(a— L, a+ L)) byne noackyn oxkonuue (f(a) — <, f(a) + L)(3a nperxoano
n3abpaHno n)(cn.12).

[Ha nv To ncTo MoxeMo Aa ypaavMo v 3a GYHKUMjY Koja Huje HempeKugHa?

Heka je capa g : R — R ¢yHkumja koja nma npekng y 1aukv a € R( v ca nese
W ca [ecHe cTpaHe).

Taga Baxu

Ve 'R x=a= g(a)# g(x)

Tj.

JreRVz e R z=a=|gla) —g(x)| >r

Cn. 13
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Heka je ny TakBO pa je nio < r. [locmaTpajMo caja HM30Be OKO/MHA

1
m)?

(a — = a+ =) u wuxose cavke dyrkujom f. Kakso roa uzabpanu m ckyn

flla— L, a+ L)] nukap nehe outn noackyn oknune (f(a) — -, f(a) + =), Hu 3a

ng’ no
buno koje n mawe og r(cn.13).
V13 npeTxoanvx pa3matpama Moxemo pehu ga Baxu cnegehe: Oyukumja

f R — R je nenpekvaHa y Taukv a € R ako

VnENEImENf[(a—%,a—F%)] C (f(a)—%>f(a)+%)

[PYrvm peuunma,
VneN3meN (VzeR)z € (a——at—)= f(z) € (f(a) — =, f(a) + =)
n m T refa——at— T a) = — fla) + —
0JJHOCHO
1 1
VnENEImEN(‘v’:UER)\x—a\<E:>]f(x)—f(a)\<g.

: 1,1
YmecTo npuposHMx bpojeBa 1 1 m, 0AHOCHO PA3/IOMAKa - 1 -~ MOXEMO KOPUCTUTH
peasnHe bpojese € v 9, uume pobvjamo BajepwtpacoBy geduHuumjy HenpeknaHOCTY

dYHKUMje Yy KOHTEKCTY peanHux bpojesa:
(Ve >0) (36 >0) (Vz € D) |[x — x| <= |f(z) — f(zo] <,
roe € v 0 3aMuW/bamo YBek Kao masne bpojese.

Teopema 7. Heka je f : R - R, a € Ru*f: *R — *R. Ako je ¢pynkuuja f
HenmpekuoOHa Yy mayku a oHoa 3a cee v € *R, us © ~ a creou f(x) ~ f(a), mj.

gaxuVr € 'R z=a=*f(r)~"*f(a).

[okas. TNowrTo je dyHKUMja f HenpekWnaHA Y Taukv a Baku

VneN3ImeN fl(a— %,a+%)] C (f(a) — %J(a) +l),

n

1
C fl(a——,a+—)] 3a buno koje m € N umamo
m m

. 1 1
A xako je f [ﬂ<G_E’Q+E)

pa je
C (f(a) = . fla) + ),

n




OAHOCHO

c (@)~ Fa) + ).

n
neN

f [ﬂ(a—%,ar#%)

keN

Oyukunje f n *f cy npentnyne Ha ckyny R, ctora npetxogHa penaunja Baxw u

3a dyHkumjy *f, na je

CNCF@) — = fla) + ).

n
neN

“f [ﬂ(a—%,a—k%)

keN

1 1
Kako je y nomwy xuneppeantux dbpojesa ckyn m(a— E’(H_ E) ynpaBo MoHaaa

keN
1 1

Tauke a, a ckyn ﬂ(*f(a) — =" f(a) + —) moHapa Tauke *f(a) T0 je
n n

neN

“flwla)] € p(f(a)),

O/IHOCHO

Ve e 'R z~a="f(z)~"f(a),
wro je v Tpebano gokasatu. O

Baxu v obpatHo TBphemwe npetxoare Teopeme. [la bv wera gokasanu, ynosHajmo
ce NpBO ca npvHuMnom TpaHcodepa. [NpuHumn TpaHchepa TBpAM Aa CBAKO peasHo
1Bphete Koje ce 04HOCK Ha NocebHY peanHy GYHKLUM]Y Baki U 3@ HEHO Xuneppeanto
npowvpeme. Baxu 1 obpaTHO ¢ TWM LWITO NOJ peanHWM OAHOCHO XWMeppeanHM
1Bpherwem nogpasymeBamo ceako TBphete Yy unjoj ce popmynaumjm KBaHTuduKaTopm
O/IHOCe camo0 Ha peajiHe, 0AHOCHO xuneppeantHe bpojeBe. EBo Hekonvko npvmepa

peanHvx T1Bpheta Koja Baxe 1 Kao xvuneppeanHa 1ephema:
) Ve,ye R z+y=y+ux;
i) Vo,y €R O<x<y:>0<ll/<§

i) Vo € R sin®x +cos?x =1
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Kao wro cmo peknu y peanHvm tBphemwrMa KBaHTUdMUKATOpPW ce 0aHOCE caMo Ha
peanHe bpojese. To je pa3nor 3awTo akcvMoMa KOMMIETHOCTM He Baxu Y Nosby
xvneppeantux bpojeBa. Y mweHoj dopmynauvju KBaHTUDUKATOPW ce OAHOCE Ha
cKynoBe peanHux bpojeBa ofHOCHO Ha enemeHTe u3 ckyna P(R).

[NpeBohemwe peanHux dopmyna, 0oAHOCHO KCKasa, Y xuneppeanHe BpLUY ce ,3Be-
3noBakeM” ogroBapajyhux enemeHata y ¢&dopMyny, oHOCHO MCKa3y. 3Be3J0Batbe
ce BpLUM TAKO WITO ce KBaHTUdMKATopw peanHux TBpheta 3amere ca Vo € *R, dx €
*R a onepauvje » penaupje bUX0BMM *x—BapyvjaHTama. [ako ce HNp. peanHu Wckas
i), ¥3 NPeTX0AHMX NpVMepa, NPEeBOAK Y xuneppeantu 00vK Tako wro ce 3Be3ayje

cumbon ckyna peanHvx bpojeBa:
Ve,zye "R x+y=y+ux.

rlpMHLI'I/lI'I Tpchq)epa HMje H/LWITA HOBO Y MateMatumuu. HI'Ip ca6mpa|-be ce Bp/o
NaKo U NpupoaHo yBoan Yy paunoHaiHe 6p0jeBe. Lla ce nogcetuMmo: ako Ccy s = ’::L_ll

_n . .
nt= m_22 paunoHanHu 6pOJeBVI roe cy ni,ng € Z, a mi, Mo € N, wuxos 36le je
n1Ma + NaMmy

s+t=
m1Mmso

Anv wra je 30vp aBa peanHa bpoja Koju Hucy pauvonanuu? [1pBo ce Ha ckyny

cenx Kownjesnx'?

H/30Ba pauMoHanHvx bpojeBa pedvHuwe penaunja ekBuBane-
HUMje A%, TakBa [a CY ABa HX3a Y penauuju ako tihxoBa pasnvka KoHBeprupa
HYnu. 3aTuMm CBakW peanaH Dpoj NOMCTOBETMMO Ca KNacoM ekBvBa/eHUWje HU30Ba,

Y OZIHOCY Ha penauujy 2, Koju My KoHBeprvpajy. Taga ce 3bvp aBa peanHa bpoja

r v g nedpuHvwe Ha cneaehv Haunu:
r+q= lim (r, + qn),
n—oo

roe cy r, ¥ g, HN30BW pauMoHanHUX OpojeBa KOju KOHBEprvipajy peaoM peanHum
bpojeBuma r v ¢. [akne, 10 je peanaH Dpoj KOMe KOHBeprvpa HW3 pauvOHaNHWX

OpojeBa 7,, + g,,. Ha oBaj HauuH ce ,paunoHanHn” nckas
n T 4n

Ve,y€cQ z+y=y+x
12Augustin Louis Cauchy 1789-1857
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npeHocy Yy nosbe peantux bpojeBa. Kako cBe akcuome no/ba paumoHantux bpojesa,
3axBabyjyhu npuHumny tpaHcdepa, Baxe v 3a peanHe bpojeBe, 3ak/byuyjemo ja
CBe LUTO BaXuW Y No/bYy pauMOHanHWX DpojeBa Baxv v Y No/by peanHux.

Ha cnvyaH HaunH dyHKUMOHULWE NpUHUMN TpaHchepa Npu NpeHocy peanHux
nckasa y xuneppeantde. Kao u y cnyyajy ofgHoca pauvoHanHvx u peantvx bpojesa,
peduHvLLe ce penaumja ekBYBaneHumje Koja Ham omoryhaBa fa cBaku xvneppeanas
bpoj nonctoBeTMMO ca Knacom ekBvBaneHuMje HW30Ba peanHvx bpojeBa y ogHocy
Ha Ty penaumjy’>.

Tako HNp. aKo je & uHduHUTE3UMana 3a kojy Baxu (Vn € N) 0 < & < +

1

OHAa hemo g nNoncrtoBeTntn Ca K1aCoM HM30Ba ‘1VIjVI je npegcraBHUK HU3 (—) .
n
neN

Ha cnvuan Hauvk ce novcroBehyje €2 ca Knacom HA30Ba uuju je NpeacTaBHUK HU3

1
(— W Tako Aarbe,...
n2
neN

I/l Tako ce Ha cAMYaH HAYMH KAo ca pauMOHANTHUM NCKA3WMa, HEKU pea/THKN NCKa3u

npeHoce Y nosbe xvneppeanHux dbpojeBa. Y tome je cmvcao npvHuMna TpaHcdepa.

Teopema 8. Hekaje f : R - R, a € Ru*f :*R — *R. Ako je pynkyuja *f
HernpeKuoHd Y Mayku a OHOd 3d NPOU380/bHO € NOCMOju & Makeo da 3a cee x € R,

usz |z —al <9 credu |f(z) — f(a)| < e, mj. eaxu
(Ve >0)(30>0) (VxeR) |z —a|<d=|f(z)— fla)|] <e.

/oka3. Heka je € > 0 npou3Bo/baH peanaH bpoj. Taga 3a cBaky no3uTuBHY
MHbUHUTE3MMany d u cBako = € *R, u3 |z — a| < & cnegn |*f(z) — f(a)| < e.

[akne, Baxu:
(30 € "R)(Vx € "R)(|]z — a| < 6 = |"f(x) — f(a)| < €), 3a cBakm peanat € > 0.
Camum Tvm, npumenyjyhu npuvHumn TpaHcdepa, Yy cynpotTHOM CMepy, Baxu v

(36 e R)(Vz € R)(|z — a| <6 = [f(x) — fla)] <e),

3a cBaku peanaH € > 0. U

130Ba penauvja exsuBanenumje ce necduuuie nomohy T38. yntpaduntepa, suaetn [4]
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5 [lpepgHoctv v HepocTaun HecTaHjapaHe aHanuse
HaCTaBu

Bavckoct yackoj uHTynumju ycnoswna je ga npea nocturiyha u3 obnactw
maTemaT/uKe aHanu3e byay pa3BuvjeHa Ha KOHUeNTY MHbWHWTE3UMana Tj. beckoHa-
4HO Manux bpojeBa. Vlako cTporo HeytemebeHe vHdMHWTe3WMane cy oa HbyTtHa u
Najonvua kopviwhene y napeagnux 200 rogvHa cse gok Bajeplutpac Huje, Kpajem
19. Beka ycaBpLIVO jegaH CTPOTU MPUCTYM aHANW3W KOju AaHac 30BeMO ,& — 0'-
cdopmanvsam. [lakne pas3nor WTo ce HANYCTMO UHTYMTUBHM KOHLENT MHdUHUTE3NMaNa
bvo je Taj WTO HWje 3ap0BO/bABA0 CTPOre MaTeMaTvuke MpPWHLWNE 3aCHOBAHOCTY.
Tex je 1960. roavne Abpaxam PobutcoH peluvo npobnem ctap Tpu cToTvHe roavHa
pajyhu jepaH npeuusad TpeTMaH Y pauyHaty ca UHPMHUTE3MManama. [wvme je
nutatbe Bpahamwa KoHuenTa MHOUHMTE3UMaNa Y HactaBy aHanu3e noHoBo BpaheH
y urpy. Jep mako ce v3a wera Hanasu Tellka Mall/Hepuja MaTemaTnuke N0rnKe
Kao WTo cy yntpaduntepu cBe To MOxKe Aa Dyae M30CTaB/bEHO Y NOYETHOj HACTaBH

aHanwse, kao wro ce paguno y 18. n 19. Beky, 3Hajyhu ga oH 3ancta pagu v aa

nnTakbe berose NCNpaBHoOCTX BULLe HI/Ije 3aCHOBAHO Ha BepoBawy.

5.1 TlpegHoctu

[akne, rnaBHa npeAHOCT HecTaHJAPAHOT NPUCTYNa Y HacTaBW aHanuse je kerosa
bruckocT UHTYMUMj Koja je NpBOOMTHO ¥ AoBena 40 HacTaHKa aHanu3e. OCHOBHY
NOjMOB/ Kao LUTO CY rpaHuMyHa BPEAHOCT W HENpeKuaHOCT YyBoje ce Ha Dall oHaj
HauMH KOju oJroBapa Halem [0XMB/bajy Tvx nojmoBa. Vmajyhw y Buay pa ce
Ha MOjMY rpaHudHe BPeAHOCTV ¥ rpage v v3Boa u oapelien unterpan dyukuuje,
LeNOKYMNHO FpagvBoO M3 aHanu3e Koje ce npejaje, Ha NpVMep, CPEAHOLLIKONLMMA,
MO0 DU [1a ce YuvHM MHOTO NaKWuM 3a pasymeBare.

OBakBuM npncrtynom y MHOTrome ce M36eraBajg MOMEHTW Kala npeaaBaY ,n3B/1a4uu
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3ela “3 wewwpa” AV Kaga HamellTa CTBapy, Kako bu nokasao Heko TBphetbe,
a Kaja cnylwaouu ocrajy y notnyHoctn 3byteHn jep cy ouekvBanu he u3 camor
Aokasa tBphewa cxBaTUTV U HEroB CMUCAO.

Hotaunja ce takohe nojegHoctaBmbyje: Hema Buie TpocTykvx kBaHTudVKaTopa
Koju ce jaB/bajy Ha noveTky dopmyna, Koju cTBapajy onwty 3abyHy koa novetHvka
W cacBuM je ouekyjyha c 003vpom ga He no3Hajy norvky npeor pega. Hakne 3anvc

je kpahv v cBe je MHOrO pa3sym/buByje.

5.2 Hepocrauu

C gpyre ctpaHe noctoju # HU3 npobnema Koju jaB/bajy Npv 0BAaKBOM HAUvHY
HacTaBe aHanuse.

Hajsehv meToanukv npobnem HectaHaapAHOT MpWCTYna aHanv3W jecte uutbe-
H/Ua Ja ce DeckoHauyHo Manv v DeckoHauyHo Benvkyu DpojeBu He Mory reome-
Tpujcku npeacraButv. YBohemwe anctpakthux ypehaja kao wro cy beckoHauHu
MUKPOCKON W Tefeckon CYy caMo HekW MOKYLLAju Ja ce WHTYMuWjn jacHuje npe-
Aoue HOBK DpojeBun. VIHTYnuMja 0 eyknuackoj npaBoj ce CTWye 04 caMvx noyetaka
LWKOMOBatba, ¥ 10BO/bHA je mojpluka 3a HedpopmanHo ysohere peanuux bpojesa.
Cnvuna vHTYvuMja He nocToju npunvkom ysohewa xuneppeanHux opojeBa v To je
Hajsehv npobnem HectaHaapHOr npucTyna NOjMOB/AMA MaTeMaTUuKe aHanuse.

W TamaH kaga cy yueHvuu ocetunv aa je peanHa bpojeBHa npaBa jegaH gobap
MoJen npase NvHWje Y PU3NYKOM MPOCTOPY M Aa He NOCTOjU Tauyka Ha kO] Koja
ce He OV Morna npejcTtaBuTU peasiHum OpojeM, YyueHWuvMMa ce yBoae Xvneppeantu
bpojeBn o kojux ce ,BehvHa” Hana3un n3mehy peanuux bpojeBa. Kopg nekux he
ce NPVPOAHO jaBUTU MUTakbe, Aa /1M NOCTOje Heku DpojeBn u n3mely xuneppeantux
bpojeBa? YBohewem xuneppeantvx bpojeBa noctoju ocehaj ga ce ckyn peanHux
DpojeBa Ha Heku HauMH AncKpeTu3yje, jep Kaga n3bauvmo xvuneppeanHe bpojese
cTBapa Ham Ce yTvicak Aa peanHa bpojeBHa npaBa ocCTaje HENOTNYHA, Oro/beHa.

YnpaBo ce v oBJe jaB/ba jefaH npobnem (uvju je jepaH npegnor pellewa aat
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y nornaemby 2.1 oBor paga), Tj. Kapa Tpeba Ja #3 payyHa eNUMUHALLIEMO UHOU-
HuTe3umane. Tapa ce ynotpeb/baBa dyHKUMja CTaHAApAHM €0 Koja cinka ckyn
XxvneppeasnHux y ckyn peanHvx bpojesa. [loctaBma ce nutatbe 3aluTo cMo YBOAWIX
xvneppeanHe bpojeBe kaja vx caj u3bauyjeMo v ga v CMO YBeK CUTYpHM A CMO
n3bauwnu npaBy cTBap, OAHOCHO [Ja M Y payvyHy NOCTOj/ joLl HEewWTo WwTo Ou Morno
[a ce OKapaKTepulle Kao 3aHeMap/buBO.

Takohe npu gokasuBamwy Hekux TBpheta Kao WTo je Teopema 2 noTpebHo je
no3BaTV Ce Ha NPUHUWN TpaHchepa 13a Kojer Kao LUTO CMO HaNOMEeHYW CToju Tellka
MallHepuja MaTeMaTuyke 10TvMKe, @ ako ra nokytiamo v3behu nocraBma ce nutamwe

KaKo cM0 13 beckoHa4yHO MHOro bpojeBa Mornv fa v3abepemo jeaaH oarosapajyhu.
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