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Predgovor

Predmet izucavanja ovog master rada su znacajne tacke i linije u
trouglu, pod kojima se podrazumevaju tacke, prave, kruznice i druge
krive 2, reda. Neke znacajne tacke bile su poznate jos u antickoj
matematici, neke su otkrivene u srednjem veku a mnoge su otktivene
u poslednjih 50 godina. Trenutno je poznato oko 5400 znacajnih
tacaka. Od tih mnogobrojnih tacaka u ovom radu je predstavljen
jedan mali broj.

Prva glava je posvec¢ena Opisanom krugu i njegovom centru. Pored

definicije date su i neke osobine kao sto su: Ako su date tri proizvoljne
tacke na stranicama trougla, tada se krugovi opisani oko trouglova
¢ija su temena date tri tacke i temena postojeceg trougla seku u jed-
noj tacki; Da je tangenta kruga u tacki dodira sa krugom normala
na precnik kruga u toj tacki. Pored definicija i osobina dati su i
graficki prikazi.
U drugoj glavi je obraden upisan krug i njegov centar, spolja prip-
isan krug, i jos neke osobine upisanog kruga u trougao. Treca je
posvecena ortocentru. Dokazane su i neke osobine ortocentra kao sto
su: da tacke simetricne s ortocentrom u odnosu na prave odredene
stranicama trougla pripadaju krugu koji je opisan oko tog trougla,
ili da rastojanje od temena do ortocentra trougla dvaput je vece
od rastojanja centra opisane kruznice od naspramne stranice. U
cetvrtoj glavi se daje prikaz tezista sa nekim osobinama i grafickim
prikazima.

Peta glava govori o vezama opisanog i upisanog kruga i njihovih
centara, tezista i ortocentra. Date su i dokazane neke njihove os-
obine, povezanost i graficki prikazi.

Sesta glava je posveéena Fermaovoj tacki i Cevijevoj teoremi koja
je potrebna za dokaz kako Fermaove tacke tako i za dokaze nekih
osobina i ostalih tacaka koje su prikazane u ostalim glavama. U
sedmoj glava je obradena Ojlerova prava i kruznica, koje su naz-
vane po Leonardu Ojleru, Svajcarskom matematicaru. U sedmoj se
dokazuje postojanje prve i druge Napoleonove tacke, i dalje u nared-
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nim glavama Zergonova tacka, Presek simedijana, Nagelova tacka,
Mikelova tacka i na kraju Simsonova prava.

Kao i prvih nekoliko tacaka i ostale tacke i linije su pored nji-
hovih definicija i osobina predstavljene i graficki.

Na kraju je spisak koris¢ene literature.

Za tehnicku izradu rada koris¢eni su programi MikTex i
WinGCLC.

[zuzetnu zahvalnost dugujem svom mentoru profesoru Luci¢u na
ukazanom poverenju, pruzenom znanju, svim savetima i sugesti-
jama. Posebnu zahvalnost dugujem svojoj porodici, roditeljima i
sestri, kao i svim svojim prijateljima, koji su mi pruzili podrsku
tokom dosadasnjeg skolovanja.

Matematicki fakultet
Beograd, 2016. godina

Nemanja Jeleni¢



Glava 1

Centar opisanog kruga

Poznato je da za svaki trougao postoji kruznica koja sadrzi njegova
temena. To se zasniva na ¢injenici da se simetrale stranica svakog
trougla seku u jednoj tacki. Tu tacku obi¢no obelezavamo sa O.

Teorema 1.1 Simetrale stranica svakog trougla seku se u jednoj
tacksi.

Slika 1.1:
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Dokaz. Neka su p, g, r simetrale ivica BC, CA, AB trougla
ABC. Dokazimo najpre da se prave p i ¢ seku. Pretpostavimo
suprotno tj. da su one paralelne i disjunktne. Na osnovu posled-
ica Plejferove aksiome, kako prava AC sece pravu ¢, mora seéi i
njoj paralelnu pravu p. Prema teoremi o uglovima na transverzali
je prava AC' normalna i na pravoj p. Iz tacke C bi tada postojale
dve normale na pravoj p Sto nije moguce. Dakle, simetrale p i ¢
seku se u nekoj tacki O. Tacka O je na simetrali duzi BC pa je
OA = OB. Takode je i na simetrali duzi AC pa je OA = OC. Tada
je 1 OA = OB tj. tacka O je i na simetrali r duzi AB.

Teorema 1.2 Ako su P, (), R proizvoljne tacke stranica BC, C'A
i AB trougla ABC', dokazati da se krugovi opisani oko trouglova
AQR, BRP, CPQ seku u jednoj tacki.

Dokaz. Krugovi opisani oko trouglova BRP i C'P(Q dodiruju
se u tacki P.ili se seku u tacki P i jos u nekoj tacki M. U prvom
slucaju, uglovi PQC i PRB su pravi, pa je ¢etvorougao ARP(Q)
tetivan. Stoga tacka P pripada i krugu koji je opisan oko trougla
AQR. U drugom slucaju tacka M je u trouglu ABC ili izvan njega.
Ako je tacka M u trouglu ABC, bice susedni uglovi RMP i RMQ
suplementni uglovima B i C, pa je i ugao QM R suplementan sa
uglom A. Dakle cetvorougao MQAR je tetivan, pa je tacka M na
krugu koji je opisan oko trougla AQR. Ako je tacka M izvan trougla
ABC, npr. u uglu A, bice ZBRM = Z/BPM i ZMPC = ZMQC.
No uglovi MPC' i MQC' su naporedni sa uglovima BPM i AQM,
paje ZBRM = ZAQM. S toga je cetvorougao M QAR tetivan, pa
je i tacka M na krugu koji je opisan oko trougla AQR.



Slika 1.2:

Pre nego sto dokazemo neku od osobina opisanog kruga uves¢emo
jedan pojam.

Definicija 1.3 Prava p neke ravni je tangenta kruga k te ravni u
tackt T ako je 'T' njthova jedina zajednicka tacka. KazZe se da u tom
slucaju prava p dodiruje krug k u tack:s T'.

Dokazimo sledeé¢i potreban i dovoljan uslov da je neka prava tan-
genta kruga:

Teorema 1.4 Neka je T tacka kruga k(O,r). Prava je PT tangenta
tog kruga u tacki T akko je PT 1TO.



Slika 1.3:

Dokaz. — Neka je PT tangenta kruga k u tacki T. Ako
ugao PTO nije prav, jedan od uglova koji odreduju prave P71 i TO
je ostar. Neka je to ugao ZOTX = w < 90°. Neka je [ poluprava
poluravni OT X sa pocetkom u tacki O, takva da je ZOT,l = 180° —
2w. Ako je Y presecéna tacka polupravih TX i [, trougao OTY je
jednakokraki (ZOTY = ZOYT = w), pa je OT = OY = r. To
nije moguce jer je PT tangenta kruga k, pa sa njim ima samo jednu
zajednicku tacku. Dakle, ugao PTO je prav.

< Neka je PT'1TO. Za svaku tacku 77 € T trougao OTT;
je pravougli sa hipotenuzom OT}, pa je OT} > OT = r. Dakle,
proizvoljna tacka T prave PT ne pripada krugu k, pa je PT zaista
tangenta tog kruga.

Teorema 1.5 Ako je k krug opisan oko trougla ABC, t tangenta
kruga k u tacki A i D tacka u kojoj prava kroz B uporedna sa t sece
AC, dokazati da je AB* = AC - AD.

Dokaz. Ako sa T obelezimo proizvoljnu tacku tangenta t koja
se nalazi s one strane prave AB s koje nije tacka C', bice LT AB =
LACB i LTAB = ZABD, pa je ZACB = ZABD. Sem toga je
/BAC = ZDAB, pa je AABC ~ ANADB. Otuda je AB : AD =
AC : AB, i prema tome AB%? = AC - AD.



Glava 2

Centar upisanog kruga

Slicno kao i za simetrale stranica, za simetrale unutrasnjih uglova
trougla vazi tvrdenje:

Teorema 2.1 Simetrale unutrsnjih uglova trougla seku se u jednoj
tacksi.

Dokaz. Neka su p, q i r simetrale unutrasnjih uglova «, 5,y
kod temena A, B, C redom, trougla ABC. Ako bi prave odredjene
polupravama ¢ i r bile paralelne, na osnovu teoreme o transverzali
paralelnih pravih bilo bi § + g = 180°. To nije moguce, jer je vel
a+ [ < 180°, pa se simetrale ¢ i r seku u nekoj tacki S. Neka su
K, L, M podnozja upravnih iz tacke S na ivicama AB, BC, AC
redom. Trouglovi BSK i BSL su podudarni na osnovu stava USU
jer su im svi uglovi podudarni, a imaju jednu zajednicku ivicu. Tada
je SK = SL. Analogno, kako je tacka S na pravoj r, dokazujemo
da je SL = SM. Koriste¢i tranzitivnost zaklju¢ujemo da je SK =
SM. Sada je SA =2 SA, SK =2 SM, ZAKS = ZAMS = 90°
a uglovi KAS i MAS su oba oStra, pa su na osnovu stava SSU
trouglovi AKS i AMS podudarni. Sledi da je ZKAS = ZMAS,
pa je poluprava AS simetrala ugla «. Dakle, tacka S pripada i
polupravoj p.



Slika 2.1:

Tacka S je jednako udaljena od stranica AABC, te je centar
kruga koji ih dodiruje. Taj krug se zove upisani krug u AABC.

Osim toga, tacka S ima sledeéu osobinu koja je povezuje sa
opisanim krugom oko AABC.

Teorema 2.2 Neka simetrala ZACB sece krug opisan oko trougla
ABC u tacki M. Tada je MS = MA = MB , gde je S centar
upisanog kruga.



Slika 2.2:

Dokaz. ZACM = /BCM = 2

2

srediste luka ZE, paje MA= MB (1)

odakle dobijamo da je M

LASM = ZSAC + ZSCA =2+ 1 (2)

LSAM = LSAB+ /BAM = ¢ + ZBBCM =% + % (3)
Iz (2)i(3) je MA=MS ,aodatleiiz (1) daje MA=MB =
MS.

Za simetrale jednog unutrasnjeg i dva spoljasnja ugla trogla vazi
slicna teorema:

Teorema 2.3 Simetrala jednog unutrasnjeg ugla trougla i simetrale
spoljasngih uglova kod druga dva temena seku se w jednoj tacki -
centru spolja pripisanog kruga.

Teorema 2.4 Neka krug upisan u trougao ABC' dodiruje stranice
BC, CA i AB redom u tackama Ay, By © Cy © neka spolja pripisan
krug ko, dodiruje stranicu BC' u tacki Ay @ produZetke stranica C'A i
AB u tackama B2iCy redom. Tada je:
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CL) ACQ == AB2 == %b-‘rc
b) BA2 = BCQ = OAl = OBl 5 OA2 = CB2 = BA1 = BC’1
C) BlBQ == 0102 = Q.

Slika 2.3:

Dokaz. Primetimo da su duzi AB; i AC, jednake. Obeleimo
njihovu duinu sa z. Takode vazi da je BCy, = BA; =y i CA; =
CB; = z (1). Naisti na¢in dobijamo da je BA; = BCyi C Ay = CBs
(2)

Vazi da je ACy = AB,. Odatle dobijamo da je x +y + BCy =
x+2z+CB,y. Sada koristedi (2) imamo da je z+y+BAy = x+2z+C A,
, pa je

r4+y+BAy+r+z+CAy=(x+y)+ (z+2)+ (BAs+ CAy) =
a+b+c=2(x+y+2z)

Sada imamo z +y + BAy = $(a+b+¢) =z +y + 2 , odakle
sledi da je BA; = BC5 = =

Takode, x + 2+ CAs =z +y+ 2, pa je CAy =CBy =y.

Dobijamo: BA2 == BOQ = CAl == CBl =z ZOAQ == CBQ =
BA1=BCl1 =y, paje BIB2=C10C2=y+ z = a.



Glava 3

Ortocentar

Visina trouga je duz odredena temenom trougla i podnozjem nor-
male spustene iz tog temena na naspramnu stranicu trougla. Za
visine u trouglu vazi sledece tvrdenje.

Teorema 3.1 Prave odredene visinama trougla seku se u jednoj
tacksi.

Tu tacku obicno obeleZavamo sa H i nazivamo ortocentar trougla
ABC.

Dokaz. Neka su p, g, r prave koje sadrze temena A,B,C' redom
trougla ABC, normalne na njegove odgovarajuée visine AA", BB’
CC'. Prava AA' je zajednicka normala pravih BC i p, pa je na
osnovu teoreme o uglovima na transverzali BC || p. Slicno dokazu-
jemo da je AC || ¢ i AB || r. Prave p i ¢ ne mogu biti paralelne,
jer bi tada bile paralelne i prave BC' i AC, §to nije mogu’ce. Dakle,
prave p i q se seku i njihovu presecnu tacku oznacimo sa R. Presecnu
tacku pravih p i r oznac¢imo sa Q a pravih ¢ i r sa P. Cetvorougao
BCQA je paralelogram jer je BC' || QA i AB || QC. Na osnovu
teoreme o paralelogramu je BC' = QA. Slicno dokazujemo da je
i ¢cetvorougao BC' AR paralelogram pa je BC = AR. Dakle, vazi i
QA = AR tj. tacka A je srediste ivice RQ trougla PQR a prava AA’
odgovaraju’ca tangenta. Analogno, i prave BB’ i CC' su tangente
ivica trougla PQR. Na osnovu teoreme 1.1, prave AA’, BB', CC’
seku se u nekoj tacki H.

11
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Slika 3.1:

Pogledajmo sada u kakvom su odnosu tacke A,B,C,H trougla
ABC.

Teorema 3.2 Ako je H ortocentar ostrouglog ili tupouglog trougla
ABC tada je svaka od tacaka A,B,C',H ortocentar trougla koji obrazuju
preostale tri.

B=H C

pace

Slika 3.2:
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Teorema 3.3 Dokazati da tacke simetricne s ortocentrom u odnosu
na prave odredene stranicama trougla pripadaju krugu koji je opisan
oko tog trougla.

Dokaz. Obelezimo sa H tacku u kojoj se seku prave odredene
visinama AA’, BB’ i CC’ trougla ABC, a sa A”, B” i C" tacke
simetricne s ortocentrom H u odnosu na prave BC', CAi AB. Jedan
od uglova B i C, npr. ugao B, je oStar, pa su tacke B i A” s iste
strane prave AC. Sem toga je LAA'"C = /ZHA'"C = ZA"HC =
LAHC = ZC'B'A" = ZABC, pa je tacka A” na krugu koji je
opisan oko trougla ABC. Analogno se dokazuje da i tacke B” i C”
pripadaju tome krugu.

Slika 3.3:

Teorema 3.4 Ako je H ortocentar, O srediste opisanog kruga, i D
podnozje visine iz temena A trougla ABC, zatim M tacka u kojoj
se seku prave AO i BC, E srediste duzi OH i I srediste duzi AM,
dokazati da tacke D, E, F pripadaju jednoj pravoj.

Dokaz. Ako obelezimo sa A srediste stranice BC' i sa A"
srediste duzi AH, duzi OAA" i AA” su jednake i istosmerna, pa je
cetvorougao OAA" A" paralelogram, i prema tome OA || A'A’, tj.
MA || A”A". No duzi OA" i HA” su jednake i suprotno usmerene,
te se srediste E duzi OH poklapa sa sredistem duzi A'A”. S obzirom
da su tacke E i F sredista dveju uporednih duzi AM i A”A’, prava
EF sadrzi presek D pravih MA" i AA'.
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Teorema 3.5 Tacke simetricne ortocentru trougla u odnosu na sre-
dine stranica trougla pripadaju krugu opisanom oko trougla.

C

Slika 3.4:

Dokaz. Nekasu P, ()i R sredista stranica BC', CA, AB redom
trougla ABC. 0,(H) = P' = HP = P'Pivazidaje BP = CP, pa
je BP'CH paralelogram (dijagonale se polove). Odavde sledi da je
£ZBP'C = ZHPC = 180° — . Odavde imamo da P’ € k(A, B,C).
Slicno vazi: Q' € k(A,B,C) i R € k(A, B,C).

Teorema 3.6 Rastojanje od temena do ortocentra trougla dvaput je
veée od rastojanja centra opisanog kruga od naspramne stranice.
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Slika 3.5:

Dokaz. 1z prethodne teoreme dobijamo da je HC1NCO = {D},
gde D € k(A, B,C) i CD je precnik tog kruga. Tada je OC} srednja
linija trougla H DC odakle sledi trazeno tvrdenje.



Glava 4
Teziste

Duz cija je jedna krajnja tacka teme trougla a druga krajnja tacka
sredina naspramne stranice naziva se tezisna duz tog trougla.

Teorema 4.1 Tezisne duzi trougla ABC' seku se u tacki T |, koja
th deli uw odnosu 2 : 1, 1 to tako da je AT = 2T Ay; gde je Ay sredite
stranice BC'.

Bl Al

Slika 4.1:

Teorema 4.2 Tacka T je teziste trougla ABC' ako i samo ako je
TA+TB+TC =0

16
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Dokaz. (—) Neka je T teziste trougla ABC i neka je tacka C
srediste stranice AB. Tada je raspored C' — T — C 1 CT = 2TC}.
Neka je tacka D takva da va21 T—-C,—DiTC,=C.D. Sada je

TADB paralelogram i vazi: TA + ﬁ = ﬁ = 2T_C’1> = —T?, a
odatle sledi da je T—jl + ﬁ + ﬁ 0

(<) Neka je tacka X takva da vazi XA+ ‘§+ XC = 0, ﬂ—i—
)?g = 2XCl (C1 je srediste stranice AB ) odavde sledi da je ﬁ =
—T—Ci) odakle dobijamo C— X —C11CX = 2X(, , iz cega dobijamo
da je tacka X u stvari teziste trougla, tj. X =T.

A\ Cl " B

Slika 4.2:

Teorema 4.3 TezZisne linije dele trougao na 6 trouglova jednakih
poursina.

Dokaz. P(ABC) =S5

P(AC,C) = P(BC,C) = £ (visina iz C' zajednitka, a osnovice
jednake &)

(AC’l )_ IP(AC'l )

Onda je P(ATC) = % a trouglom AT31 i B;CT imaju jednake

povrine ( osnovica = ) pa su i one Jednake 2
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Bl Al

Slika 4.3:

Teorema 4.4 Neka je M tacka koja pripada unutrasnjosti trougla
ABC'. Tacka M je teziéste trougla ABC' ako i samo ako je P(ABM) =
P(BCM) = P(CAM).

Dokaz. (—) Neka je tacka M teziste AABC . Iz prethodne
teoreme P(ABM) = P(BCM) = P(CAM) = : P(ABC)

(+) Neka je tacka M iz unutrasnjosti trougla ABC' za koju
vazi P(ABM) = P(BCM) = P(CAM). Odavde dobijamo da je
P(ABM) = P(BCM) = P(CAM) = :P(ABC) (1). Obelezimo sa
x,y, z rastojanja od tacke M do BC, CA i AB redom. Iz (1) sledi
da je x = %ha, Yy = %hb, z= %hc. Dobijamoda M € e NbNe =T,
gde su @, by, cprave paralelne sa a, b, ¢ na udaljenosti x, y, z redom.

Slika 4.4:



Glava 5

Veze izmedu tezista,
ortocentra, opisane i
upisane kruznice u trouglu

U ovom delu ¢emo pokazati neke veze izmedu do sada pomenutih
znacajnih tacaka trougla.

Teorema 5.1 Ako je H ortocentar, T srediste, O srediste kruga
opisanog oko trougla ABC i Ay srediste stranice BC, dokazati:
(a) da je duz O Ay istosmerna s duzi AH i jednaka njenoj polovini
(b) da tacke O, T , H pripadaju jednoj pravog, pri cemu je HT =
2T0.

Dokaz. (a) Heka je D tacka u kojoj prava OC' sece krug [.
Kako su tacke O i A; sredista duzi BC' i CD, duz OA; je srednja
linijja trougla BCD, prema tome, ona je istosmerna s duzi BD i
jednaka njenoj polovini. Pored toga, prave BD i AH upravne su
na pravoj BC', dakle, uporedne medu sobom. Isto tako, prave AD
i BH upravne su na pravoj AC, te su i one medu sobom uporedne.
Otuda sleduje da je cetvorougao AH B D paralelogram, pa je duz BD
jednaka i istosmerna s duzi AH, prema tome, duz O A, je istosmerna
s duzi AH i jednaka njenoj polovini.

(b) S obzirom da je tacka T izmedu tacaka A i A;, takva da je
AT =2T Ay, aduzi AH i OA; istosmerne pri ¢emu je AH = 20A,,
bice tacka 71" izmedu tacaka O i H takva da je HT = 2T0.

19
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Slika 5.1:

Teorema 5.2 Ako su H i O ortocentar i srediste opisanog kruga
trougla ABC, a M i N srediste duzi AH i teZisne linije AD iz
temena A, dokazati da tacke O, M, N pripadaju jednoj pravoj,stavise
da je tacka N srediste duzi OM.

Dokaz. S obzirom da je tacka M srediste duzi AH, a duz
OD istosmerna s duzi AH i jednaka njenoj polovini, bi¢ce duz OD
istosmerna i jednaka s duzi M N, pa je ¢etvorougao HDOM par-
alelogram. Stoga je duz MO istosmerna i jednaka sa duzi HD. No
tacke M i N su sredista stranica AH i AD trougla AHD, pa je
duz MN istosmerna s duzi HD i jednaka njenoj polovini. Otuda
sleduje da su tacke O, M i N na jednoj pravoj, Stavise da je tacka
N sredista duzi OM.
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Slika 5.2:

Teorema 5.3 Dokazati da tacke simetricne s ortocentrom u odnosu
na sredista stranica trougla pripadaju krugu koji je opisan oko tog
trougla.

Dokaz. Obeleimo sa O srediste kruga opisanog oko trougla
ABC, sa H ortocentar tog trougla, sa A; srediste stranlce BC i sa
As tacku koja je simetricna s tackom H u odnosu na A;. S obzirom
da je tacka A; srediste duzi H Ay a duz A0 istosmerna s duzi HA i
jednaka njenoj polovini, bic¢e tacka O srediste duzi AA,, pa je tacka
As na krugu opisanom oko trougla ABC.
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Slika 5.3:

Teorema 5.4 Ako je H ortocentar, O srediste opisanog kruga, © D
podnozje visine 1z temena A trougla ABC, zatim M tacka u kojoj
se seku prave AO i BC, E srediste duzi OH i F srediste duzi AM,
dokazati da tacke D, E, F pripadaju jednoj pravoj.

Dokaz. Ako obelezimo sa A; srediSte stranice BC 1 sa A,
srediste duzi AH, prema teoremi 5.1, bi¢e duzi OA; i AA, jednake i
istosmerna, pa je cetvorougao OAAs A, paralelogram, i prema tome
OA H A1A2, tJ MA || A1A2. No duzi OAl 1 HA2 su jednake 1
suprotno usmerene, te se srediste £ duzi OH poklapa sa srediStem
duzi A;A,. S obzirom da su tacke F i F' sredista dveju uporednih
duzi AM i Ay Ay, prava E'F sadrzi presek D pravih M A; i AAs.
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Slika 5.4:

Teorema 5.5 Ako je O srediste opisanog kruga trougla ABC, M
tacka simetriéna s ortocentrom H tog trougla u odnosu na teme A
i N tacka simetricna s temenom A u odnosu na srediste D stranice
BC, dokazati da tacke O,M,N pripadaju jednoj pravoj.

Dokaz. S obzirom da je tacka D srediste duzi AN, a prema
teoremi 5.1 duz DO istosmerna s duzi HA, odnosno duzi AM, i
jednaka njenoj polovini, tacke O, M, N pripadaju jednoj pravoj.
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Slika 5.5:

Teorema 5.6 Ako je LA trougla ABC' ostar i ako su By i C
podnozja visina iz temena B i C, a O srediste kruga k opisanog
oko tog trougla, dokazati da je OA L B1CY.

Dokaz. Ako je AD tangenta kruga k u tacki A i D tacka te tan-
gente koja se nalazi sa one strane prave AC' s koje nije teme B,bice
LABC = ZCAD. Otuda iz jednakosti ZABC = ZAB,C sleduje
/ABCy = ZCAD. S obzirom da je ZA ostar,tacke By i C su na
polupravama AC'i AB. Stoga je ZCAD = Z/B—1AD i prema tome
/ABCy = ZB — 1AD. Sem toga,tacke C i D su s raznih strana
prave ABj,te su uglovi ABC} i BiAD naizmenicni. Iz jednakosti
tih naizmeni¢nih uglova sleduje da su prave AD i B;C uporedne.
Kako je prava koja sadrzi poluprecnik OA kruga k upravna na tan-
gentu AD, ona je upravna i na pravoj B;Cj koja je uporedna sa
AD ,pa je tvrdenje dokazano.
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Slika 5.6:

Teorema 5.7 Ako je prava koja sadrzi visinu AD trougla ABC' tan-
genta kruga opisanog oko trougla, dokazati da je razlika unutrasnjih
uglova B 1 C prav ugao.

Dokaz. S obzirom da prava AD dodiruje krug opisan oko
trougla ABC', tacka D prave BC' je izvan toga kruga , dakle iza
B u odnosu na C'ili iza C' u odnosu na B. Neka je npr. tacka
D iza B u odnosu na C. U tom slucaju je ugao DAB odreden
tagentom AD i tetivom AB jednak periferijskom uglu ACB , pa je
/B—-/C=/ABC - /DAB = /ADB.
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Slika 5.7:

Teorema 5.8 Ako je H ortocentar trougla ABC' i O srediste kruga
opisanog oko tog trougla, dokazati da je BC? + AH? = 40 A2?.

Dokaz. Ako obelezimo sa D srediste stranice BC' trougla ABC),
bi¢e duz OB hipotenuza pravouglog trougla OBD, pa je BD? +
OD? = OB?. Pri tome je BD = %BC, OD = %AH, iOB = 0A, pa
je BC? + AH? = 40 A%,



Glava 6

Fermaova tacka i Cevijeva
teorema

Ovo je prvi centar u trouglu otkriven posle vremena starih Grka.
Otkrivena je u 17. veku i dobila je ime po Pjeru de Fermau. Pjer de
Ferma(Pierre de Fermat) je roden 20. avgusta 1601. godine u gradu
Bomon de Lomanj (Beamount de Lomagne), malom gradu na jugu
Francuske nedaleko od Tuluza, u provinciji Langedok.

Slika 6.1: Pjer de Ferma

Fermaov otac, Dominik Ferma, bio je bogati trgovac kozom tako
da je Pjer imao sre¢e da se obrazuje pri franackom manastiru, a
zatim da studira na univerzitetima u Tuluzu, Orleanu i Bordou i
zavrsi pravo. Jos kao student pokazivao je nesumljivi talenat za
matematiku istakavsi se 1629. svojom restauracijom Apolonijevog
dela ”Znacajne tacke u ravni”.
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Da bismo pokazali teoremu koja tvrdi postojanje Fermaove tacke
bi¢e nam potrebna Cevijeva teorema kao i lema 1.

Teorema 6.1 (éevijeva teorema) Neka je ABC' proizvoljan trougao
i neka su X, Y, Z, tacke na pravama BC, CA i AB redom, tako
da nijedna nije teme trougla ABC . Prave AX, BY , CZ se seku u
jednoj tacki ili su sve tri paralelne ako i samo ako je

BX Y AZ

XC YA 7B

(1)

Dokaz.
Uslov je potreban. Neka se prave AA,, BBy, C'C' seku u tacki
P. Postavimo pravu kroz teme A trougla ABC' paralelnu pravoj BC'
i neka su presecne tacke te prave se BBy i C'C; redom tacke N i M.
Iz Talesove teoreme sledi:

&

8
ISl SI& &IEl

:B\J
||

|

A

4B AN

Mnozeéi ove tri proporcije dobija se trazena jednakost (1).
Neka su prave AA,, BB;, C'C; paralelne.
Tada po Talesovoj teoremi imamo:

Q

—_

Ay

5o B
3

e

pa je jednakost (1) tacna.

Uslov je dovoljan.

Neka je ta¢na jednakost (1). Treba dokazati da se prave AA;,
BB, CC; seku u jednoj tacki, ili da se paralelne. Za dve prave
AA;, BBy su moguca dva slucaja:
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(a) Prave AA;, BB; seku se u jednoj tacki P.
(b) Prave AA,, BB, su paralelne.

Razmotrimo prvi sluc¢aj i dokazimo da i C'Cy sadrzi tacku P.
Pretpostavimo suprotno. Neka prava C'P sece AB u tacki Cs.

Tada je po uslovu (1)

AB, CA, BOQC,
B,.C AB C,A

Kako vazi i da je

L
~
L

AB, CA] BC;

, to dobijamo

BC, BG,
CiA (YA

To znaci da se tacke C i Cy poklapaju, a to opet znaci da tacka P
pripada pravoj C'C.

(b) Ako su prave AA; i BB paralelne, to ¢e i prava CCy biti par-
alelna, jer ako bi C'Cy sekla BB;. tada bi po ranije dokazanom,
i prava AA; prolazila kroz presecnu tacku, $to je u suprotnosti sa
paralelnoséu pravih AA;, BB;.
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Slika 6.2:

Lema 1 Neka su tacke C' i D van prave AB i neka se prave C'D i
AB seku u tacki S. Tada je P, : P, = CS : DS, gde je
P, = P(ABC) i P, = P(ABD).

Teorema 6.2 Neka je ABC' proizvoljan trougao i neka su BC A,
ACB’, ABC' jednakostranicni trouglovi, takvi da tacke A', B’ i C’
leze sa onih strana pravih BC, CA i AB sa kojih nisu temena A,
B i C redom. Tada se prave AA", BB" i CC" seku u tacki F' - Fer-
maovoj tacki trougla ABC'.

Dokaz. Na slici je slucaj kada su sva tri ugla u trouglu manja
od 120°.

Obelezimo AA'NBC = {K}, BB'NCA = {L}, CC'NAB = {M}.

Trouglovi BCB i AC' A su podudarni, jer vazi:/BCB = LZACA =
~v 4 60° , stranice CA i CB’ su podudarne i stranice CA" i CB su
podudarne. Analogno, trouglovi CAC' i BAB , kaoi ABA i CBC
su podudarni. Tada je:

P(BCB) = P(ACA) = P, ; P(CAC) = P(BAB) = P, ;
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P(ABA) = P(CBC) =P, (1)

Na osnovu Leme 1 sledi

BE CL AM BK CL AM P, P, P

. ) el Ut S |
%C LA MB KC LA MB P, P, P

Sada iz Cevijeve teoreme dobijamo da se AA’, BB’ i CC" seku u
nekoj tacki F.

Slika 6.3:

Za Fermaovu tacku F vaze sledec¢a tvrdenja:
1) prave AA’, BB’ i CC’ seku jedna drugu pod uglom od 60°
2) Duzi AA’, BB' i C'C' su jednake
3) k(B,C,A)Nk(C,A,B)YNk(A B,C")={F}



Glava 7

Ojlerova prava i krug

Leonard Ojler, roden 1707. godine u Svajcarskoj, a umro 1783. go-
dine. Tokom svog zivota radio je Sirom Evrope. Do svoje tridesete
godine oslepeo je na jedno oko, a do svoje Sezdesete godine potpuno
je izgubio vid. Uprkos tome nastavio je da radi, diktirajuci svoje
obimne teorije i izracunavanja asistentima. Ojlerov lik je nekoliko
puta Stampan na postanskim markicama u Svajcarskoj, Nemackoj i
Rusiji, na nov¢anici od 10 Svajcarskih franaka a asteroid 2002 Ojler
je dobio ime u njegovu cast. Luteranska crkva ga je uvrstila u svoj
kalendar svetaca. Se¢anju na Ojlera su posvetili 24. maj.

Slika 7.1: Ojler

Ojler je 1765. godine ustanovio da su centar opisane kruznice oko
trougla, teziste trougla i ortocentar uvek tri kolinearne tacke koje
se u slucaju jednakostrani¢nog trougla poklapaju. U cast Ojlera ta
prava se zove Ojlerova prava.

32



33

Posmatraemo sada u kakvom su odnosu tacke H, T"i O.

Teorema 7.1 U svakom trouglu tacke H, T i O su kolinearne i vazi
HT =2T0 . Ova prava naziva se Ojlerova prava.

Dokaz. Neka su T i O teziste i centar opisane kruznice i neka je
G tacka na pravoj OT takva da je GT = 2TO i G —T — O. Neka
je 1 srediste stranice AB. Trouglovi C1O0T i CGT su slicni, zato
sto vazi: £C0T = Z2CTG 1 C/T : CT =0T : GT =1 : 2.
Odatle dobijamo da su uglovi ZOC\T = ZGCT , sto povlaci da
su prave OC; i GT paralelne. Posto je OC; L AB dobijamo da
je i GC' L AB .Analogno dobijamo da su i prave BG i AG visine
trougla pa se tacka GG poklapa sa ortocentrom, tj. G = H.

Slika 7.2:

Fojerbah je otkrio da podnozja visina trougla kao i sredista duzi
koje spajaju ortocentar sa temenima trougla pripadaju istoj kruznici,
a QOjler je 1765. godine pokazao da ta kruznica sadrzi i sredista
stranica trougla. Nju nazivamo Ojlerovom kruznicom, a ponekad
koristimo i termin kruznica dvet tacaka.
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Teorema 7.2 Sredista ivica, podnozZja visina i sredista duzi odredenih
ortocentrom i temenima proizvolynog trougla pripadaju jednom krugu

(Ojlerov krug).

Dokaz. Pokazatemo najpre da vazi tvrdenje: ako je H ortocentar
trougla ABC'i ako su Cy, By, Cs, By sredista duzi AB, AC, HC, HB
tada je ¢etvorougao CB1CyBs pravougaonik. Duzi C1B; i CyB5 su
srednje linije trouglova ABC'i HBC'i odgovaraju istoj ivici BC, pa
su kao takve podudarne i paralelne. Dakle, ¢etvorougao C;B1C5Bs
je paralelogram. Dovoljno je dokazati jos i da mu je jedan ugao
prav. Ali, duz C By je srednja linija trougla ABH, pa je paralelna
sa AH, tj. sa visinom trougla iz temena A. Dakle, C; Bs je normalna
na ivicu BC', odnosno njoj paralelnu duz C By, pa je paralelogram
C1 B0 Bs zaista pravougaonik. Slicno, ako je AA; srediste ivice BC'
i AA, srediste duzi AH, tada je i A;CyA5C takode pravougaonik.
Kako je C1C5 zajednicka dijagonala tih pravougaonika, oko njih se
moze opisati krug (nad C1C5 kao preénikom).

Ostaje da dokazemo da i podnozja visina pripadaju tom krugu. Ali
tacka A’, kao podnozje visine iz temena A, pripada tom krugu jer je
ugao Ay A’A; prav (A; A, precnik). Slicno se dokazuje i za preostale
dve tacke.

Cq B1

Co

Slika 7.3:

U ovom primeru imamo krug koji sadrzi devet tacaka, a njegov
centar nazivamo centar devet tacaka, i on takode spada u znacajne
tacke trougla.
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B A’ Ay C

Slika 7.3:

Za centar Ojlerove kruznice GG i njen poluprecnik r vazi sledece
tvrdenje:

Teorema 7.3 Neka su O i H redom centar opisane kruznice i orto-
centar trougla ABC' i neka je k(G,r) Ojlerova kruznica za ANABC.
Tada je G sredina duzi OH ir = %R , gde je R poluprecnik opisanog
kruga.

Teorema 7.4 Dokazati da se srediste Ojlerovog kruga bilo kojeg
trougla poklapa sa sredistem duzi koja spaja ortocentar sa sredistem
opisanog kruga tog trougla, zatim da je poluprecnik toga kruga jed-
nak polovini poluprecnika opisanog kruga.

Dokaz. Pored oznaka uvedenih u prethodnoj teoremi, obelezimo
sa O srediste kruga [ opisanog oko trougla ABC. Prema teoremi
145, duz O A; jednaka je i istosmerna s duzi A3 H, pa je cetvorougao
A1 H A30 paralelogram. Stoga se srediste F duzi A;As, tj. srediste
Ojlerovog kruga I’ trougla ABC, poklapa sa sredistem duzi OH. S
obzirom da su tacke E i Aj sredista starnica OH i AH trougla OAH,
duz F Aj jednaka je polovini duzi OA, pa je poluprecnik Ojlerovog
kruga [’ jednak polovini polupre¢nika opisanog kruga trougla ABC.
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A
Ba
C1
CQ Bl
E
B3 6] Cs
B Az Ay c
Slika 7.4:

Teorema 7.5 Ako su Ay, By, Cy sredista stranica BC, CA, AB
trougla ABC', dokazati da se Ojlerova prava trougla Ay BCy pok-
lapa sa Ojlerovom pravom trougla ABC..

Dokaz. Srediste O kruga opisanog oko trougla ABC' je ortocen-
tar trougla A, B,C1, a teziste T' trougla ABC' istovetno s teziStem
trougla A;B;C4, pa se Ojlerova prava trougla A;B;C; poklapa s
Ojlerovom pravom trougla ABC.



Glava 8

Napoleonove tacke

Veruje se da je postojanje ovih tacaka otkrio Napoleon Bonaparta
pocetkom 18. veka.

Slika 8.1: Napoleon

Napoleon I Bonaparta (Ajaco, 15. avgust 1769. Longvud, Sveta
Jelena, 5. maj 1821.) je bio general u Francuskoj revoluciji i kao
voda bio je prvi konzul Francuske Republike od 11. novembra 1799.
do 18. maja 1804. i car Francuske i kralj Italije. Napoleonovo
plemicko i umereno imuéno poreklo i porodi¢ne veze pruzile su mu
mnogo vec¢e mogucénosti da se obrazuje i Skoluje. Kada je imao
devet godina upisan je 15. maja 1779. u francusku vojnu skolu,
Nakon maturiranja na vojnoj skoli u Brijanu 1784. Napoleon je
primljen na elitnu Kraljevsku vojnu skolu u Parizu. Tu je u jednoj
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godini zavrSio dva razreda. Jedan ispitivac¢ je smatrao da je do-
bar za proucavanje apstraktnih nauka i da poseduje duboko znanje
matematike i geografije. Na vojnoj skoli je specijalizovao artiljeriju,
iako je u pocetku trazio mornaricu. Diplomirao je septembra 1785.
i preuzeo je vojnu duznost kao artiljerijski potporucnik u januaru
1786. sa samo 16 godina.

Neka je ABC trougao. Neka su D, E i F' tacke, takve da vazi da
su trouglovi DBC, CAE, ABF jednakostrani¢ni. Neka je tacka G
teziste trougla DBC, tacka H teziste trougla CAF i tacka I teziste
trougla ABF'.
Prave AG, BH i C1 seku se u tacki N. Nju nazivamo prva Napoleonova
tacka.

Slika 8.2:

Dokazimo sada postojanje prve Napoleonove tacke.

Teorema 8.1 Neka je dat trougao ABC' ineka su A’', B' i C" tacke
takve da vazi

LABC' = LCBA = ZBCA = ACB' = ZCAB' = ZBAC" = 60°
(Pri ¢emu su tacke A', B" i C" ili istovremeno sa iste strane kao i
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taA’, B" i C'ke A, B i C, redom, u odnosu na odgovarajuce stranice
trougla ABC, ili istovremeno sa razlicitih strana). Tada se prave

AA', BB i CC" seku u istoj tacksi.

Slika 8.3:

Dokaz. Neka su trouglovi ABC', AB'C' i A'BC izvan trougla
ABC. Drugi slucaj radi se sli¢no.
Primec¢ujemo da je BC' = AC’. Tacka X je presek AB i CC'.
Povrsina trougla BCC” jednaka je a - BC' - sin(B + 60°), pa vazi

P(ACC")  b-AC"-sin(A+60°)  b-sin(A+60°)
P(BCC'")  a-BC'-sin(B+60° a-sin(B + 60°

Posto ACC" i BC'C' imaju istu stranicu C'C’, visine iz temena B
i A na CC" moraju biti u istom odnosu kao i povrsine tih trouglova,
pai BX i AX. Iz toga sledi:

AX  b-sin(A+60°)
BX  a-sin(B +60°)
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Analogno dobijamo i za odnose 2% i 42 = Mnozenjem ovih jed-

! ) cy Loz
nakosti dobijamo:

b-sin(A+60°) c-sin(B+60°) a-sin(C+60°)
a-sin(B+60°) b-sin(C +60°) c¢-sin(A + 60°)

Sada, iz Cevine teoreme dobijamo da se XC, YA i ZB seku u
istoj tacki, a tada se i AA’, BB’ i C'C’ seku u istoj tacki.

Napomena. Kada bismo u prethodnoj teoremi umesto ugla od
60° stavili bilo koji ugao ¢, tvrdenje bi takode vazilo.

Sada sa unutrasnjih strana trougla ABC konstruisimo jednakos-
tranicne trouglove DBC, EC A, FAB redom i neka su X, Y i Z
njihova tezista . Tada se prave AX, BY i C'Z seku u istoj tacki Vs,
koju nazivamo druga Napoleonova tacka.

Slika 8.4:



Glava 9

Zergonova tacka

Zergonovu tacku je 1818. godine otkrio francuski matematicar J.D.
Zergon (1771 — 1859), po kome je i dobila ime.

Slika 9.1: Gergonne

Dzozef Dijaz Zergon (19. Jun 1771. - 4. Maj 1859.) je fran-
cuski matematicar i logicar. Zbog mnogobrojnih bitaka usled Fran-
cuske revolucije i invazije na Spaniju, bio je u vojsci do 1795. go-
dine, a zatim odlazi u Pariz gde pocinje svoju matematicku kari-
jeru. 1810. osniva svoj matematicki ¢asopis, usled prepreka na koje
je nailazio u pokusajima da publikuke svoje radove u postojecim
naucnim casopisima. 1816. odlazi na Univerzitet u Monpeljeu, gde
je 1830. postavljen za rektora univerziteta, a u tom periodu prestaje
da izdaje svoj casopis. Penzionisan je 1844.
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Neka je k kruznica upisana u trougao ABC' i neka su njeni preseci
sa stranicama BC, CA i AB tacke P, @ i R, redom. Tada se duzi
AP, BQ i CR seku u jednoj tacki X i ona se naziva Zergonova tacka
trougla ABC'.

Slika 9.2:

Pokazimo sada postojanje ove tacke.

Teorema 9.1 Prave odredene temenima i dodirnim tackama naspram-
nih wica sa upisanim krugom trougla ABC' seku se u jednoj tacksi.
Dokaz. Neka su P, () i R dodirne tacke kruga upisanog u
trougao ABC' sa njegovim ivicama BC, C'A i AB redom. Tada
su podudarne odgovarajuce tangentne duzi: BP = BR, CP = CQ),

AQ = AR. Tada je g—g . g—g . g—g = 1. Kako vazi da je raspored

_p_ _0— _R_ iti BP.CQ AR
(B—P-C), EC ? fi), (A—R—B) , mora biti T > 0.
Odatle sledi ﬁ—fg . % . % = 1. Odavde i iz Cevine teoreme prave
AP, BQ i C'R seku se u jednoj tacki (nisu paralelne jer se AP i BQ
seku na osnovu Pasove aksiome).



Glava 10

Presek simedijana
(Lemoanova tacka i
Lemoanova prava trougla)

Francuski matematicar Emil Lemoan dokazao je postojanje tacke
preseka simedijana 1873. godine. Iz tog razloga ovu tacku cesto
zovemo Lemoanova tacka.

Slika 10.1: Lemoine
Emil Lemoan (1840 —1912) bio je civilni inZenjer i matematizcar,
njegova oblast istrazivanja bila je pre svega geometrija. Skolovao

se na razli¢itim univerzitetima. Kao decak pristupa stipendiranom
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skolovanju na Military Prytanee of La Fleche, buduci da je njegov
otac inace ugledni kapetan pomogao osnivanju ove skole. U svojoj
dvedesetoj godini, biva primljen na EcolePolytechnique u Parizu,
a iste godine mu i umire otac. Kao student, Lemon ucestvuje u
osnivanju amaterske muzicke grupe pod imenom La Trompette.
Posle diplomiranja razmislja o pravnoj karijeri, medutim, njegova
republikanska ideologija i liberalni religijski pogledi kose se sa ide-
alima sluzbene vlasti. Umesto toga, studira i poducava na vise ra-
zlicitih univerziteta, i bavi se privatnim poducavanjem a onda biva
postavljen za profesora na EcolePolytechniqu. Lemon je najpoz-
natiji po svom dokazu postojanja Lemonove tacke trougla. Drugi
matematicki radovi ukljucuju sistem koji je on nazvao Geometrogra-
phie i metode koje se odnose na algebarske izraze za geometrijske
objekte. 1894. Lemon ucestvuje u osnivanju matematickog ¢asopisa
pod imenom Lintermediaire des mathematiciens, zajedno sa Charles
Laisant. Godinu dana od pocetka publikovanja casopisa Lemon se
povlacéi od matematckih istrazivanja, ali nastavlja sa urednistvom
casopisa. Umire 21. februara 1912, u svom domu u Parizu.

Ako je duz AA" medijana iz temena A trougla ABC, a A” tacka
u kojoj prava simetri¢na s pravom AA’ u odnosu na simetralu un-
utrasnjeg ugla ZA sece stranicu BC', kazemo da je duz AA” un-
utrasnja simedijana ili samo simedijana iz temena A trougla ABC'.
Ako je T tacka u kojoj tangenta kroz tacku A kruga opisanog oko
trougla ABC sece pravu BC, kazemo da je duz AT spoljasnja
simedijana iz temena A trougla ABC. Specijalno, ako je ugao LA
trougla ABC' prav, simedijana iz temena A poklapa se s visinom iz
tog istog temena.



45

Slika 10.2:

Sledece teoreme ¢e nam biti potrebne da bismo pokazali glavno
tvrdenje da se simedijane seku u istoj tacki.

Rekal Stajnerova teorema tvrdi da u trouglu ABC, ako su
AA; 1 AAy duzi koje obrazuju jednake uglove sa strnicama koje
ishode iz temena A, onda vazi:

[AB]> _ |BA||BA;|
|AC]? |CA]|C A
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Slika 10.3:

Teorema 10.1 Duz AA) u trouglu ABC' je simedijana ako i samo

ako )
|BA| B |AB| B c?

CA  jac) v

Dokaz. Duz AA] je simedijana ako je AA; tezisna duz i AA] =
aas(AAL), tj. AAL 1 AA; zaklapaju jednake uglove sa stranicama
AB i AC redom.

Vazi |BA,| = |CAy|, pa koristeé¢i Stajnerovu teoremu, dobijamo da
je AA! simedijana ako i samo ako

ABP _ |BAY|BA)| _ |BA
ACE ~ |CAY|CAY| ~ 04|

Dakle, dobili smo da simedijana deli naspramnu stranicu ugla iz
kojeg krec¢e na dva dela u proporciji kvadrata stranica koje obrazuju
taj ugao.
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Slika 10.4:

Teorema 10.2 Neka su AA}, BB i CC} simedijane trougla. Tada
se ove tri duzi seku u istoj tacki L koju nazivamo i Lemoanova tacka.

Dokaz. Koristeéi prethodnu teoremu dobijamo

A\B| & |BC| @ |ClA] B

401 T BAl @ CBl o

Sada, koristeéi Cevijevu teoremu, simedijane se seku u jednoj tacki.
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A
B
c B
C1
B Al Ay c
Slika 10.5:

Naves¢éemo sada neke zanimljive osobine simedijane.

Teorema 10.3 Tangente opisanog kruga oko trougla ABC' kroz dva
njegova temena seku se na simedijani koja polazi iz treceg temena
trougla.
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Slika 10.5:

Teorema 10.4 Ako je X tacka na simedijani iz temena A trougla
ABC, onda je udaljenost tacke X od stranica AB i AC propor-
ctonalna duzini tih stranica.
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X2
X1

Slika 10.6:

Teorema 10.5 Lemoanova tacka pravouglog trougla poklapa sa sredistem
visine koja odgovara hipotenuzi tog trougla.

Teorema 10.6 Ako su P, Q, R tacke u kojima upisani krug dodiruje
stranice BC, CA, AB trougla ABC, tada je Zergonova tacka G
trougla ABC' Lemoanova tacka trougla PQR.



Slika 10.7:
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Glava 11

Nagelova tacka

Nagelova tacka dobila je ime po nemackom matematicaru Kristijanu
Henrihu fon Nagelu koji je pisao o njoj 1836. godine.

)
i

LI

S

Slika 11.1: Nagel

Kristijanu Henrih fon Nagel roden je 28.02.1803. u Stutgartu
u Nemackoj. Nakog zavrsetka gimnazije 1821. Nagel je poceo da
studira teologiju u Tibingenu, a 1825. je tamo zavrSio i postao
svestenik. Tokom cetiri godine pohadao je predavanja iz matem-
atike i fizike na univerzitetu Tubingen. U decembru 1826, postao je
profesor matematike i nastavio doktorske studije matematike na uni-
verzitetu. 1830. godine preselio se u Ulm, gde je imao bolje pla¢en
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posao kao nastavnik u gimnaziji u Ulmu. Njegovi najbolji rezultati
su vezani za trougao i geometriju, a jedna od najznacajnijih tacaka
u trouglu, Nagelova tacka, je nazvana po njemu. Umro 27.10.1882.
u Ulmu.

Akosu D, E'i F tacke dodira spolja pripisanih kruznica sa strani-
cama BC, CA i AB. Tada se prave AD, BE, C'F seku u tacki
obelezenoj sa X. Tu tacku nazivamo Nagelova tacka trougla ABC.

Slika 11.2:

Teorema 11.1 Nagelova tacka postoji.

Dokaz. Imamo daje AF = AD = s. Analogno, BG = BK = si
CL =CN =s. SadadobijamodajeCF = CE = AL = AM = s—b
, na isti na¢in je BD = BE = AK = AH =s—ci BN = BM =
CG=CH=s—a.

Dobili smo da je AM = EC' =s—b BE=HA=s—ciCH =
MB = s—a. Mnozeci ove jednakosti dobijamo da je AM-BE-CH =
EC-HA-MB, a iz ovog vazi

AM BE CH _

MB EC HA !

Sada na osnovu Cevijeve teoreme dobijamo da se AE, BH i CM
seku u istoj tacki.
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Slika 11.3:

Neke od osobina Nagelove tacke trougla.

Teorema 11.2 Ako je N Nagelova tacka trougla ABC' i P, u kojoj
spolja upisani krug dodiruje stranicu BC. Tada je

AN a

NP, p—a

Teorema 11.3 Ako su A’, B', C' sredista stranica BC, CA, AB
trougla ABC', dokazati da je srediste kruga upisanog u trougao ABC
Nagelova tacka trougla A'B'C'.
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Slika 11.4:

Teorema 11.4 Nagelova tacka N, teziste T i srediste S upisanog
kruga trougla ABC' pripadaju jednoj pravoj, pri ¢emu je tacka T
1zmedu tacaka N i S takva da je NT : TS =2:1.

Teorema 11.5 Ako je O srediste opisanog kruga, S srediste up-
1sanog kruga, H ortocentar i N Nagelova tacka trougla ABC', dokazati
da je HN || OS i HN =20S.



Glava 12

Mikelova tacka

1838. godine je otkrivena ova tacka i dobila je ime po A. Mikelu.

Auguste Miquel (1816-1851) bio je francuski matematicar, poz-
nat po svom doprinosu geometriji. Studirao je u Albi, a zatim god-
inu dana u Parizu. Jo§ kao student napisao je matematicki esej za
casopis Le Geometre. Nakon zavrSetka studija predavao je u Nantu
i drugim mestima i objavljivao viSe eseja o geometriji u nauc¢nim
casopisima.

U sledecoj teoremi dokaza¢emo postojanje ove tacke (u zavisnosti
od izbora tacaka P, Qi R).

Teorema 12.1 Neka su P, Q, R proizvoljne tacke ivica BC', AC,
AB trougla ABC'. Tada se krugovi opisani oko trouglova AQR,
PBR, PQC seku u jednoj tacki, nju zovemo Mikelova tacka.
Dokaz. Oznac¢imo krugove opisane oko trouglova AQR, PBR,
i PQC sa ky, kg, ko i unutrasnje uglove trougla ABC' redom sa
a, B,7.
Neka je S druga presecna tacka krugova kg i ko. Tada su cetvorouglovi
BPSRi PCQS tetivni, paje ZRSP = 180°—1 ZQSP = 180°—~.
Sledi da je ZRSQ = [+, azatimi ZRAQ+ ZRSQ = a+ [+~ =
180°. Dakle i cetvorougao ARS(Q) je tetivan, pa se oko njega moze
opisati krug. To je bas krug k4, opisan oko trougla AQR, pa se dati
krugovi seku u tacki S.
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Slika 12.1:

Teorema 12.2 Ako su P, @), R tacke stranica BC, CA i AB, a
M Mikelova tacka tog trougla za trojku P, ), R, dokazati da duzi
MP, MQ, MR zahvataju s odgovarajucim stranicama tog trougla
jednake uglove, zatim da je /BMC = Z/BAC + ZRPQ).

Dokaz. Tacka M je na trouglu ABC', u njemu, ili izvan njega.
Ako je na trouglu ABC', ona se poklapa sa jednom od tacaka P, @,
R npr. sa P, pa je ZARM = ZCQM; ako je tacka M u trouglu
ABC bice ZARM = /ZBPM = ZCQM, a ako je izvan trougla
ABC, auuglunpr. A, bice ZARM = Z/CPM = ZCQM. Dakle, u
svakom slucaju uglovi koje odreduju duzi M P, M), MR sa odgo-
varajuc¢im stranicama su medu sobom jednaki. Sada pokazimo drugi
deo stava. Ako je tacka M na trouglu ABC', dokaz je jednostavan;
ako je u trouglu ABC', bice /BMC = /BMP+/PMC = Z/BRP+
ZPQC = (LRAP+/ZRPA)+(LPAQ+/LAPQ) = ZBAC+/ZRPQ.
Analogno se izvodi dokaz i u sluc¢aju kad je tacka M izvan trougla
ABC.



Glava 13

Simsonova prava

Robert Simson (14. 1687. - 1. 1768.) bio je skotski matematiar i
profesor matematike na univerzitetu u Glazgovu.

Slika 13.1: Simson

Robert Simson je bio najstariji sin Dzona Simsona i Agnes Sim-
son. Njegov otac je imao zelju da Robert studira teologiju i pris-
tupi crkvi. Medutim, Simson nije pokazao zainteresovanost za dog-
matska ucenja, budué¢i da ih je smatrao spekulativnim i naucno
neutemeljenim. Stoga je napustio studije teologije i opredelio se
za izuCavanje matematike. 1710. Simsonu je ponudena katedra, Sto
je on sa zadovoljstvom prihvatio i zatrazio dozvolu da neko vreme
provede u Londonu, gde bi imao priliku da se upozna sa nekima od
najeminentnijih matematicara u Engleskoj, sto mu je i odobreno.
Nakon toga se vrac¢a na Univerzitet u Glazgovu 1711, gde ostaje sve
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do 1761. Simsonov doprinos matematici ogledao se u vidu obnove
radova starih grckih geometricara, kao sto su Euklid i Apolonije.
Simson je zaveStao svoju veliku biblioteku i radove na Univerzitetu
u Glazgovu, koja se sastojala od brojnih geometrijskih problema,
kao i radova iz algebre i astronomije. Za Simsonovo ime vezuju se
mnoga otkri¢a, medu kojima je i prava koja nosi naziv po njegovom
imenu, takozvana Simsonova prava.

Teorema 13.1 (Simsonova teorema) Dokazati da podnoZja normala
kroz bilo koju tacku kruga opisanog oko nekog trougla na pravama
koje su odredene stranicama tog trougla, pripadaju jednoj pravoy.

Dokaz. Obelezimo sa [ opisani krug trougla ABC, a P bilo
koju tacku toga kruga, a sa A’, B" i C' podnozja upravnih iz P na
pravama BC, CA i AB. Ako se tacka P poklapa s nekim temenom
trougla ABC', stav je jednostavan. Ako je tacka P razlicita od
temena A, B i C, ona je unutrasnja tacka jednog od lukova AB,
BC i CA kruga [, npr. luka AC koji ne sadrzi teme B. Sem
toga, tacke A’ i C’ su na kracima ugla B ili je jedna od njih na
produzenju odgovarajueéeg kraka. Pretpostavimo da su tacke A’
i " na kracima ugla B. Iz uvedenih pretpostavki sleduje da su
kod tetivnih ¢etvorouglova PABC i PC'BA’ uglovi APC i C'PA’
jednaki i istosmerni. Stoga su i uglovi C'"PA i A’ PC jednaki i is-
tosmerni. Iz tetivnih cetvorouglova PC'AB’' i PB'A'C sleduje da
su uglovi C'"PA i A'PC jednaki i istosmerni s uglovima C'B'A i
A'B'C', pa suiuglovi C"B’A 1 A'B'C jednaki i istosmerni, i prema
tome tacke A’, B'i C' na jednoj pravoj. Analogan dokaz izvodi seiu
slucaju kada je jedna od tacaka A" i C' na produzenju odgovarajuceg
kraka ugla B.
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Slika 13.2:

Prava kojoj pripadaju tacke A’, B’ i C’ naziva se Simsonova prava
tacke P u odnosu na trougao ABC.

Teorema 13.2 Ako su AA’, BB', CC" visine trougla ABC', dokazati
da podnozja P, Q, R, S normala iz tacke A" na prave AB, AC, BB,
CC'" pripadaju jednoj pravoj.

Dokaz. Tacka A je na krugu koji je opisan oko trougla ABB’,
te se prema Simsonovoj teoremi podnozja P, (), R normala iz tacke
A na pravama AB, AB’, BB’ nalaze na jednoj pravoj. Isto tako,
tacka A je na krugu koji je opisan oko trougla ACC’, te se prema
Simsonovoj teoremi podnozja P, (), S normala iz tacke A na prave
AC’, AC, CC’ nalaze na jednoj pravoj. Otuda sledi da tacke P, Q,
R, S pripadaju jednoj pravoj.
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Slika 13.3:

Teorema 13.3 Ako se tri kruga s precnicima PA, PB, PC seku
u tackama koje pripadaju jednoj pravoj, dokazati da je tacka P na
krugu koji je opisan oko trougla ABC.

Dokaz. S obzirom da se tacka P nalazi na krugu koji je opisan
oko trougla ABC, podnozja A’, B’, C'" upravnih iz tacke P na
pravama BC, CA, AB pripadaju jednoj pravoj, Simsonovoj pravoj
tacke P uodnosu na trougao ABC. Pritome je ZA"AC = LA"PC =
LAPC = ZA'B'C, paje AA” | A’B’. Analogno se dokazuje da je
BB" || AB"i CC" || A’B'.

Teorema 13.4 Ako su A", B", C" tacke kruga opisanog oko trougla
ABC takve da je AA”, BB", CC", dokazali da se prave kroz tacke
A", B", C" upravne na pravama BC, CA, AB scku u izvesnoj tacki
P koja se nalazi na krugu, zatim da se podnozja A’, B', C" tih nor-
mala nalaze na jednoj pravoj, Simsonovoj pravoj tacke P u odnosu
na trougao ABC.

Dokaz. Prave kroz tacke A” i B” upravne na pravama BC' i
CA seku se u nekoj tacki P, pri cemu je LZA"PB" = /BCA =
/BA"A = ZA"AB", pa je tacka P na krugu [. Isto tako, prave
kroz tacke A” i C” upravne na pravama BC i AB seku se u nekoj
tacki P’ koja se nalazi na krugu [. Stoga su tacke P i P’ istovetne.
S obzirom da se prave kroz A”, B” C” upravne na pravama BC,
CA, AB seku u tacki P koja se nalazi na krugu [, podnozja A’, B’,
C’ tih normala su na jednoj pravoj, Simsonovoj pravoj tacke P u
odnosu na trougao ABC.
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Teorema 13.5 Dokazacemo da Simsonova prava tacke P u odnosu
na trougao ABC' sadrzi srediste duzi koja spaja tu tacku P sa orto-
centrom H trougla ABC'.

Dokaz. Pored oznaka uvedenih u teoremi 13.3, obelezimo sa
K tacku u kojoj prava odredena visinom BB; sece krug [, a sa L
tacku duzi PB” takvu da je HLkBB". S obzirom da je ¢etvorougao
BB"LH paralelogram, a ¢etvorougao BB” PK jednakokraki trapez,
bi¢e BB" = HLi BB" = KP, paje trapez H LP K takode jedankokrak.
Prema poznatom stavu, tacka K je simetri¢na sa tackom H udnosu
na pravu AC, pa je prava AC simetrala duzi H K, dakle i duzi LP.
Iz BB" || HLi BB" || A’B’sledi da je HL || A’B’. No B’ je srediste
duzi LP, pa je i presek S duzi HP i prave A'B’ srediste duzi HP.

Teorema 13.6 Ako tri trougla ABC, A'B'C', A”B"C" upisana u
istom krugu k imaju zajednicko teziste, dokazati da se Simsonove
prave proizvoljne tacke M kruga k u odnosu na te trouglove seku u
jednoj tacka.

Dokaz. Trouglovi ABC, A'B'C', A”B"C” imaju zajednicko
srediste O opisanog kruga, zajednicko teziste T', dakle i zajednicki
ortocentar H. Simsonove prave tacke M u odnosu na trouglove
ABC, AB'C', A”B"C" sadrze srediste duzi M H, te se iste seku u
jednoj tacki.



Zakljucak

Znacajne tacke i linije predstavljaju vazne elemente trougla, jedne
od osnovnih ravnih figura u geometriji. To je glavni razlog sto iste
i dan danas privlace paznju matematicara. Stoga se moze ocekivati
da ¢e se ispitivanje i otkrivanje novih tac¢aka i linija trougla nastaviti
i u buduénosti.
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