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1 VYBox

Tema koja je odbyxsahena oBuM pajoMm y HajBeho] Mepum OaHOCH ce Ha
n3yvaBambe KOMOMHATOPUKE Y CPE/IIbOIIKOJICKO] HACTaBu, y3 mocedaH OCBPT
Ha 33/IaTKe Ca MaTeMaTHYKUX TaKMHYEHha, KOJU Cy Y YCKOj Be3u ca objanrhy
KoMOmHaTopuke. Paj je mome/beH y HEKOTMKO TEMATCKUX MEJTUHA. Y YBOJY je
JIaT KpaTaK UCTOPUjaT H3ydaBalkha KOMOMHATOPUKE, KA0 U TIPeryie]] OCHOBHIX
II0OjMOBa O CKYIIOBUMA U (DYHKIIHjaMa, KOJU ce ¥ Ja/beM PAJLy HEPEeTKO KOPHUCTE.

Cpaka mayduna 06/1acT UMa CONCTBEHY TEPMUHOJIOTH]Y U KOMOMHATOPUKA
y TOM morieny Huje m3y3zerak. (Crora cy, y OKBUPY Jpyre IJiaBe, OMHCAHEe
OCHOBHE TeXHWKe TpebpojaBama KOHAYHUX CKYIOBa, JdeUHUCAHE OCHOBHE
KOMOMHATOpHE KOHMUIYpalldje: Bapujalyje, mepMyTaluje U KoMOUHAIHje,
obpahena je m 6unomua ¢opmysa, Tj. IOJMOBH KOje CTAHIAPIHO CaIprKe
cpeamonko/icku nporpamu. CBU yBeJEHU IIOJMOBH UJIYCTPOBAHU Cy OPOjHUM
7 je THOCTAaBHUM IpUMEpHUMA.

[Torom, y Hape/iHOj IJIaBU, CJEjJU aHAIN3a yAeJaa KOju KOMOMHATOPHKA
3ay3WMa Y HACTaBU MaTeMaTHKe Y CPeJI0] KON, KOHKPETHO Y THMHA3MjaMa
cBux npoduna. latn cy mupeBn U 3a/alW HACTaBe MaTeMaTHKe Y CPeboj
IITKOJTH, ¥ YKeJbU ayTopa JIa YKazKe Ha BayKHOCT M3y YaBarba JOTHKE T KOMOWHA-
TOPHUKE paJii UCIyhaBakha 33/[aTuX IIu/beBa y HacTaBu. Takohe je ogapabhena
1 HEKOJIMITMHA PA3HOBPCHUX CPEIHbOITKOJICKIX 33/IaTaKa Y CKJIaLy ca HaBese-
HUM pa3penMa.

Y 4eTBpTOj IVIaBU JAaTa je CBOjeBPCHA 30HMpKa 3aJaTaka ca Pa3sHUX HUBOA
MaTeMATUIKUX TaKMUUeHa 3a CpeJibe IMKoJe, y opranmsanuju lpymrsa
Maremarudapa CpbOuje. YrmaBHOM cy oapaheHH 3amani KOJU IPUIALA]Y
Tako3BaHOj b kareropmuju, Tj. 3ajamy KOju Cy OJHUCKU HAIPEIHOM HUBOY
y TMMHA3UjCKO] HACTABHM, Y3 Hap 3ajaraka KOju Hpumajaajy A Kareropwuju,
OJIHOCHO 3aJallM npeaBulenu 3a ydenuke MaremaTruukux ruMuasuja. Pere-
ha CBUX 33JaTaKa Cy JeTA/HHO 00jalllibeHa, & Y PEIIaBamby UCTUX je HEOTXOIHO
KOMOUHOBaIbE Pa3HUX MJeja U3 HPETXOMHUX [JIABA.



1.1 O mpegmMery KoM6uHATOpUKE!

KombunaTopuka nim KOMOMHATOPHA aHAJIMN3A je BaykKaH JIe0 TUCKpe-
THe MaTeMaTuKe YHju Cy IpeaMer 3aJalu caenehnx ocHOBHUX TUIIOBA:

(1) JokasuBame MOCTOjatba U HEIOCTOjamha KOMOMHATOPHUX KOH(DUTY pa-
mrja 3a Koje Bazxke oapehenn ycaosu. Crenujaino, KOHCTPYKIN]ja KOH(H-
ryparnyja JaTor THUIa.

(2) TpebpojaBame KOMOHMHATOPHUX KOHMUTYpAIHja 33 KOje BazKe JTaTH yCJI0-
BH, KaJIa je eBUJIEHTHA er3UCTeHIINja TaKBUX KOHMUTYpaIlija.

(3) Kracudukanuja koMOuHATOPHUX KOHMUTYpaImja.

(4) Bamanu KoMOMHATOPHE ONTUMHU3AIMjE, Tj. ofpeluBame y 1aToM CKYILy
KoH(UTrypalyja TakBe KoH(MUrypaluje, Koja y Hajsehoj Mmepu 3a,10B0/ba-
Ba ojipehene ycJione.

Y oBoM pajly pa3MaTpajy ce MeTojn npedpojaBama KOHUIypaluja duja je
er3UCTEHIINja eBUIeHTHA.

Koperu komOuHATOPWKE JIe¥Ke V IPEBHOj MPOILIOCTH, Y BpEMEHY TTOYeTKa
MaTeMaTHuKe 1 HayKe yomnre. EiemenTn KoMOnHAaTOPHUX pacyhuBama cpehy
ce KOJ| IPBUX KOHCTPYKIMja i npebpojaBarmba jeITHOCTaBHUX KOH(UTY pally-
ja, Kao I1To Cy MarnvIHu KBaIpaTu Wan KoMOuHaI]je ejieMeHara. KomOunaTo-
pUKa ce TOKOM HCTOPHje pa3Bujasia 3ajeJHO ca JAPYTUM 00JaCTUMa MaTeMaTH-
Ke npoxkumajyhm ce ca muma. Tako je OyimzKe IpoydaBambe OBe 0OOJIACTH
noveso y XV II Beky, ymopeao ca HacTaHKOM TeopHje BepoBarHohe, Kaja
Cy ce KOMOMHATOPHA IUTabha I0jaBU/Ia, HAMETHYJ/A, Y BE3U Ca UI'DaMa Ha
cpehy. Jlanac ce KOMODMHATOPHE METO/IM KOPHUCTE Y ajredpu, Teopuju Opojena,
reOMETPHUjU, TOTOJIOTUjH, aHAJU3U, TEOPUjI BepoBaTHONhA, MaTEeMAaTHIKO] CTa-
THCTHIM, PAYYHAPCTBY ¥ MHOTHM JIPYTAM OOJACTHMA.

'Mnagenosuh I1., Kombunamopuxa, IpymTso MmaTemarnaapa Cpbuje, Beorpas, 2013.



1.2 Ckynosu, pyHKIOHje - Mperje; OCHOBHIX IM0jMOBa’

CxkyT, Kao OCHOBHU TI0jaM y MaTeMaTHIH, oJpeheH je, aKo je TO3HATO Koje
enemenTe cagapxku. Kopuctumo cienehe o3nake:

a € A - eleMeHT @ TpUNaua cKymy A;
a ¢ A - eleMeHT a He IpUIAAA CKyIy A;
A = {a|P(a)} - ckyu cBux ejgemenara Koju uMajy cBojcrso P(a);

A C B - ckyn A je mogkym ckyna B, Tj. 3a cBaku ejqeMeHT a € A,
BaxKu a € B;

A=B-akoje AC Bu B C A;

& - mpas3aH CKyM, Tj. CKYN KOJU He CaJp:KWN HUjeTaH eJeMeHT;
A1UAsU..UA,, = {a]a npunana 6ap jegunom oxn ckynosa Ay, As, ..., An};
A;NAyN...N A, = {a|a mpunaga ceakom oj ckynosa Ay, As, ..., Ay}
A\ B={ala€ Ana¢ B};

P(A) - naprutuBau cKyn ckyna A, Tj. CKyN CBHX MOJACKYIIOBa CKyTa

A;
N - ckyn upupoauux opojesa 1,2,3,...;
Ny - cKyll HeHeTaTHBHHX IEeJIUX OpojeBa.
3a Heke OpojeBe yBOIMMO MTOCEOHE O3HAKE:

n!l=1-2-...-n—n- dakropujes, cuenujasno je 0! = 1;

Cnll=2-4-..-2n; 2n -1 =1-3-5-...- (2n —1);

") = ! k 0.1,2 N
k) = T g 2 K E0 L2 nhin € N

()

2Munanenosuh I1., Kombunamopuxa, IpymTso Mmaremarnaapa Cpbuje, Beorpas, 2013.




Ocum HaBegeHnx KopucTuheMo u o3Hake V m J peaoM 3a YHUBED3AJIHU W
er3UCTEHIIjaTHH KBAaHTU(DUKATOD.

Heka cy A u B menpasnu ckynosu. Qyuxuyuja f : A — B je nedunucana,
aKO je CBAKOM eJIeMeHTy a € A, mpuapy:KeH TauHo jenan enxement b = f(a) €
B. Enemenr a € A 30Be ce opuzunaa, a enement f(a) € B je Bpemnoct
dyuknuje f y Tauku a wim cauke opurnnasa a. Ckym A 30Be ce obaacm
depurucarocmu, a ckyn B obaacm epednocmu dyuknuje f.

Oyukumja f : A — B je 1 — 1 npecaukaBambe, ako Baxu f(ai) # f(az),
YBEK KaJia je a; # as 1 aj,as € A.

Oyuknuja f : A — B je no npecinkapambe, aKo 3a CBakh ejaeMeHT b € B,
nocroju enemMentT a € A, Takas fqa Baxku b = f(a).

Oyuknuja [ : A — B je 6mjekimja, ako je 1 — 1 u Ha Ipec/iuKaBame.

Enement a € A je nenokpemua(durcna) tauka dbyukuuje f: A — A,
aKo BaxKu jegHakocT f(a) = a. Axo je cBaka Tauka a € A HEMOKpeTHA TaYKa
dbyukiuje f: A — A, onzga je ta GYHKIHU]a KOHCMAHMHAG WIH UJEHMUYHA.

Heka cy mare dyukmuje f : A — B ug : B — C. Komnosuyuja
dbyuknuja g u f je bynkunja gof : A — C nedunucana ca go f(a) = g(f(a)).

Henpasan ckyn A je xonauar ckyn, aKo 3a HEKH IPUPOIaH Opoj n mOCTOju
oujekumja f : {1,2,...,n} — A. Y ToM cayuajy KaxkeMo Ja cKyn A cajpxku
n ejaeMenara, j1a je A n-mousaru ckyn wam upocro aa je A n-ckyn. Bpoj
eJleMeHaTa Henpas3Hor Konadnor ckymna A oznagasamo ca |A|. TIpasan ckym je
konavan 1o jgedununuju. Henpazan ckyn je OeckonadaH, ako HUje KOHAYAH.
n-nodckyn ckymna A je n-ckyn Koju je MOACKYI ckytma A.

Ceaka n-mopka enemenara ckyna A je dyuknuja f : {1,2,...n} — A.
Axo 3a cBaku 6poj k € {1,2,...,n} Baxu f(k) = ay, onga oarosapajyhy n-
TOPKY eJeMeHaTa ckyna A o3HadaBamo ca (ay, as, ..., a,), pehe u ca aiasy...a,,
a eJIEMEHTE a1, (2, ..., 4, 30BEMO WIAHOBHMA T€ N-TOPKE.

Hus eaemenama ckyna A je dynkuuja f : N — A. Ako je f(n) = a, €
A 3an € N, ouna onroBapajyhm Hu3 ejneMeHara ckyma A o3HadaBamMo ca
(ay,as,as, ...) nan kpahe ca (a,).

Jlexapmos npouseod ckymnosa Ay, Ay, ..., A, je ckyt n-topku (a1, a, ..., ay)
3a Koje Baxku a1 € Aj,as € Ao, ...,a, € A,. O3HauaBamo ra ca A; X Ay X
XA, Akoje Ay = Ay = ... = A, = A, ouna /lekapToB IpOM3BO CKYIIOBA
Ay, Ag, ..., A, o3aagaBamo ca A",



2 OcHoBHe TeXHUKe MpebpojaBaibha

Enymepanuja, win npedpojaBaibe, IpeacTaB/ba BaykaH 1e0 KOMONHATOPH-
Ke Koju ce GaBu npebpojaBameM CKyla objekara ca ojpeheHrM CBOjCTBHUMA.
CxymoBe Mopamo mpebpojaBaTu 13 OUCMO PEIuIin Pa3/InduTe BPCTe IPodIeMa.

Crora je ryiaBHa TeMa OBe IVIaBe pa3BHjaibe e(pUKACHIX METO/Ia 3a Ipedbpo-
jaBarbe KOHAYHUX CKynoBa. EjeMeHTH OBaKBHX CKYIIOBa OOMYHO HMA]y CTPYK-
TYPY KOjy je JJaKO OIUCATH MATEMATHIKHM Je3UKOM, aJIU CY 33 IbUXOBO Ipedbpo-
jaBame MOTpeOHU MHOTO JIeJIOTBOPHUJU METOJAU OJi IyKOr' Habpajama CBUX
enemenara. Creneha jegnocraBHa TBphema, TavuHuje mpaBmia, he y gambem
gecTo OuTn Kopuiihena.

2.1 IIpaBuia npebpojaBama’

Teopema 1 (Ilpasusno Gujexiuje). /lea nenpasua kowauna ckyna A u B
umajy jednak 6poj eaemenama axo u camo axo nocmoju bujexyuja f : A — B.

Teopema 2 (IIpasusio seher 6poja). Heka cy A u B konaunu ckynosu u
f A — B dynruuja maxea da 3a cearu esemenm b € B, nocmoju mauro k
eAeMeRama ckyna A, wuje cy cauke npu npecaukxasary f jednake esemenmy
b. Tada sasrcu jednarocm

Al =& -|B|.

Teopema 3 (ITpasuio 36upa). Axo cy A u B ducjynkmuu kKonauny ckynosu
(mj. AN B =@ ), mada je

|AU B| = |A| +|B].

oxas. Ilomro ¢y A m B KOHAYHU CKYIIOBH, MOXKEMO /13 HX 3aIlHIIEMO Y
crnegeheM OOJIHKY:

A= {0,1, a9,y ..., (In}7 B= {bl, bz, ceey bm}
Kako cy onwu jorr u nucjyHKTHH, yHEja AU B MOXKe J1a ce 3amuiie y 00JIuKY:
AUB = {Cla C2y -y Cny Ct-15 Crg 25 -1y Cn-i—m}a

rmejeci=a;,1<i1<nuc,y;=0,1<1<m.
[Ipema tome, |[AU B| =n+m = |A| + |B|. O

3Crepanopuh M., Bupuh M., Cumuh C., Baxruh B., Juckpemmna mamemamura,
Ipymreo maremarugdapa Cpbuje, Beorpam, 2007.



OBo mpaBWJIO ce MOKe IPONTAPUTH HA YHU]Y MPOU3BOBHOT Opoja
JIHACJYHKTHUX KOHAYHHUX CKymoBa A, A, ..., Ay:

|A; UA U . UA,| = A1l + Ao + ... + A

ITpumep 1. Cmydenm mooice da uszabepe ucnummo numaree u3 jedne 00 mpu
ducjynrmue epyne, xoje cadporce 15,19 u 21 numaree, pedom. Koauxo uma
PABAUNUTMUT NUMAba Koje cmydenm moonce da usabepe?

Peweroe. O3nauanmo ca A, Ay u Az nomenyTe rpyle HCIHUTHUX MHTAHA.
Cryment 6upa muTame u3 ckyma A, U Ay U Az, Koju, mo mpaBmiay 30upa,
nMa

Pa3/IMYUTUX TTATAHA. A

Yecro ¢Mo y curyanuju jga OPOjUMO CTBAPH KOje Ce JIAKIIe HPEeJACTaB/ba]y
Kao MmapoBu oOjekara, Hero Kao nojeaunadnu objektu. lIpermocraBumo, na
npumep, Ja je cryjaeHTcka ciayxkba Maremarwukor dakynrera cpehubasia
IIpHUjaBe CTy/IeHaTa 3a JyHCKH UCHUTHA poK. [Ipwm Tom cy pomim o cutyarmuje
Kao y TabeJu

Anrebpa Tlporpamupame ... Amnann3a
Ana V V
Baaanmup V vV

Munuia V V

PaL;Le Vv vV Vv

AKo je CTyIeHT r IpHjaBHO UCIUT ¥y TaJa je Ha oaroapajyhoj mosunuju
(x,y) y rabenn nocrab/beH 3HaK /. YKynax 6poj oBUX 3HaKOBa y Tabesn
je yjemno u 6poj mcnmTHux npujasa. Cama je mpobaem mpebpojatu cKym S
napoBa (&, y) TAKBUX JIa je CTYJEHT & MPUjaBHO UCIHUT Y. Y OIIITeM OOJIHKY,
ako cy X u Y matw cKymosHu, mpobieM je mpebpojaTu moJckyt S ckyma X X Y.

[locToje nBa maumHa mpebpojaBama WCIUTHUX HpujaBa u3 Tabere. C
jejiHe crTpaHe, MOXKeMO Jia HpedpojuMo IpejMeTe Koje je HPHjaBUO CBaKH
CTYIEHT TOHAOCOO m cabepemMo pe3y/arare, JOK C Jpyre CTpaHe, MOKEMO
Ja pedpojuMO CTYAEHTe KOjU Cy TPHjaBUJIM CBAKW IMPeIMeT MOHA0cod u
cabepeMo pesyarare. Hapasno, oba naunna gahe uctu pesysarar.

OBa pazMaTpama MOXKeMO Ja Tpenu3upamo Ha ciaenehn Haumn. [Iper-
nocraBuMo s1a je nogckyn S ckymna X X Y (rae cy X u Y KoHauHEH CKyIOBH)
JgaT nmomohy 3HakoBa 4/ y ominrem oOJIHKY HapeaHe Tabesre.




36up y BpcTH

rm(.S)

DRSO SN F

36up y kosmonn . . ¢,(S) ... |S]

[TpBu Haunn upebpojaBama je ja, 3a cBako x y X, nahemo 6poj 7,(S)
HojaB/bUBaba 3HaKa \/ y BPCTH T, Tj.

ro(5) = {(z,y) € Sly € Y},

Ykynan 30up ce j100uja cabupareM CBHX 30MPOBa 110 BpcTama:

S| = ra(S).

zeX

Hpyru wauuu je jga, 3a cako y y Y, nahemo 6poj ¢, (S) nojasbuBama 3HaKa

v/ ¥ KOJIOHH ¥, Tj.
cy(S) = {(z,y) € S|z € X},

Y oBOM ciydajy YKymaH 30up ce 100Hja cabupameM CBUX 30HPOBa MO KOJO-

| 18] = 3¢, (9).

yey

YumeHnna Ja UMaMo JIBa pas3juduTa u3pa3a 3a |S| decto ce KOpuUCTH y
IPaKCH 3a MpoBepy pesyararta padyHama. OBHM J0Ia3UMO U 0 HAPEIHOT
IPUHIMIA, TpaBUIa IpeGpojaBamba.

Teopema 4. Hexa cy X u Y wonaunu ckynosu u Hexa je S nodckyn ckyna
X xY. Tada sascu:

a) Bpoj enemenama ckyna S je dam ca

1S = "ra(S) = ¢, ().

reX yey

6) (IIpasuao npousdeoda) Bpoj eaemenama ckyna X XY jednax je

X x Y] = [x]-|Y].



Jlokas. a) Ckym S ce MOXKe MPeJCTABATH KA0 JUCjyHKTHA YHHUja CKYTOBa

s= i@y eslyevy,

zeX

oJlaKJie, o MpaBUIy 30Upa, 100MjaMo

S =" {w.y) e Sly e Vi = 3 r(s).

rzeX zeX

AHaJIOTHO ce J0Ka3yje U pe3yarar 3a c¢,(S).
6) ¥V oBoM caayuajy je S =X x Y, na je r,(S) = |Y| 3a cBako x u3 X.
N3 nena (a) capa caequ na je | X x Y| =|X]|-|Y]. O

OBo mpaBmJIO ce MOKe IPOIIMPHUTH Ha IIPOU3BOJI, IPOU3BOJHHOI Opoja
KOHAYHHUX CKymoBa Aq, As, ..., A,:

Ay % Ay X -+ x Ay| = |Ay] - |Ag] -+ | Aul.

ITpumep 2. Koauxo nocmoju padsuvumur wusosa bumosa 0 u 1 dyorcune
87

Pewere. Tpaxkenn nuzon 6uToBa cy enementu ckyna {0,1}°. Cpakm o
ocaM GUTOBa MoxKe 7a ce uzabepe Ha jaBa HaumHa (uau 0 wau 1), na npume-
wyjyhn mpasmao mpomsBosa JIAKO yodaBaMo Ja HOCTOjH YKymnHo 28 = 256
Pa3IMYNTHX HU30Ba OUTOBA JIyKUHE 8. A

2.2 Bapwujanuje, nepMmyTanmje u KomobumHanuje’

[Ipu pemaBamby KOMOMHATOPHUX 3a/laTaka 1pedpojaBarmbha 'OTOBO YBEK Ce
cpehy ocrnoBHe kKOMOMHaTOpHE KOHUTYpAIUjE 8aPUJAUUIE, NEPMYMAUUIE U
kombunayuje. OHe ce popMmupajy Ha ompeheHN HAUYWH O eJeMeHATa HEKOT
ckyna (Ha mpumep, pehamem eleMeHaTa TOI CKyla y HU3, (POpMEUDAEEM
HOBOT CKYTIa OJI eJIeMeHATa JATOT CKYTIa,...). Y OBOM 0JIe/bKy Jahiemo nedunu-
Ije THX KOMOMHATOPHUX KOH(MUTYpaIdja, WIYCTPOBATH WX jeTHOCTABHUM
npuMepuma u gopmynucaru TBphema Koja ojapehyjy muxon 6poj.

Hedunuumja 1. Heka je dam ckyn A = {ay,as,...,a,} 00 n esemenama.
Husz 00 k (1 < k < n) pasausumus 4iano6a Koju cy esemenmu ckyna A
Hasusamo eapujayujom ckyna A (0d n esemenama) xaace k (uru k-me
Kaace).

Y caynagy k = n, sapujauujy kaace n cxyna A naszusamo nepmymarujom
cxkyna A.

406pagosuh M., Teoprujesuh M., Mamemamuka ca 36uprom 3adamaxa 3a IV pasped
cpedrve wikone, 3aBOJ 33 YIIOGHWKE W HACTaBHA CpeICTBa, beorpas, 1994.



IIpumep 3. Jlam je cxyn A = {1,2,3,4}. O6pasyjmo cee deoyudpere
bpojese ca pasaunumum yudpama xoje npunadajy ckyny A.

Pewerve. Tpaxkenu nsomuppenu O6pojesu cy 12,13, 14,21, 23,24, 31,32, 34,
41,42,43. Nma ux ykynuo 12. IlpBa mudpa mozxke 6utn 6110 KOja OJ1 JIaTHX:
1,2,3 wm 4, 1j. mmamo 4 MoryhHocTH, a 3a cBaKd TakaB u3bop npse 1mudpe
HMaMO TpH MoryhHocTHu 3a apyry mudpy, 1a je 0poj TparKeHuX JIBOIU(PEHIX
opojesa jegnak 4 -3 = 12.

MN3pazkeno TepMuHOM HU30Ba, Yy OBOM IHpumepy tpebaso je dpopMmuparu
CBe HU30BE O0JINKA L1 Lo YAJU CY YJIAHOBU PA3JIUYUTH U KOJU NIPHUTIAJIA]Y CKYILY

A={1,2,3,4}. A

IMpumep 4. Ha xomandy ,360p“ 10 yuenura ce Ha npoussosaH HGMUH
nocmpojasa Yy jedny epcmy. Ha xoaukxo nauura mo mo2y yuunumu?

Pewere. Axoca A = {ay,as,...,a10} 03HAYNMO CKYIl yIEHHKA, TAA je TTOTpe-
OHO ojpeauT OpPOj HU30BA OOJIUKA T1T9...T19 YUjH CY UJIAHOBU PABIUIUTH
efgeMeHTH cKyna A. AKO MOCTYIIIMO Kao y IPeTXOIHOM IpUMepY, 3aK/bydnhe-
MO J1a je 6poj TakBux HE30Ba 10-9-8-...-3-2-1 = 3628800 , mTo je, maKie,
yKylaHn Opoj 1mocrpojaBama y jeJHy BPCTY, OJIHOCHO OpOj CBUX IiepMyTalija
ckyna A ox 10 exemenara. A

Teopema 5. Hexa je dam ckyn A 0d n esemenama, mj. weka je A =
{ai,as,...;a,}. Axo ca V" oznauumo 6poj ceux sapujayuja kaace k 0d n
enemenama (1 < k < n), odnocno ca P, 6poj ceur nepmymayuja ckyna A,
mada je

a) Vi=nn—1)..(n—k+2)(n—k+1);
6) P, =nl.

Jloxas. a) Heka 125...2 03HaYaBa MPOM3BOJBHY Bapujallijy Kiaace k CKyTa
A ={ay,aq,...,a,}. Ha npBoM MecTy y HU3Y T1Z3...Tg, Tj. NPBU WIAH HEU3A,
Mozke O6uTn O6uI0 Koju o n eneMenara ckyna A. Ca cBakuM o n eJleMeHaTa
Kao IPBUM YJIAHOM HM33a UMaMO JIa JIpYI'U 4jlaH HU3a MOKe OuTu OuJio Koju
ox n — 1 mpeocranux ejevMenara ckyna A, Tj. TpBE W ApyrH WIaH HEU3A
MozkeMo u3abparn Ha n(n — 1) HaunHa. 3a cBe TakBe n300pe MpBa JBa YIaHa
nMaMo n— 2 Moryhnoctu 3a u360p Tpeher wiana, 1ma ce IpBa TpH 4aaHa MOI'Y
uwsabpatu Ha n(n —1)(n — 2) saunnHa. CAXIHEM HOCTYIIKOM 3aKJ/bYIyjeMo /1
ce k wiaHOBa HU3a MOI'y u3abparu Ha

n(n—1)(n—-2)..(n— (k—2))(n— (k—1)),
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OJTHOCHO
nn—1)..n—k+2)(n—k+1)

HaYMHA.
6) Tlomro je, no medbuHumju, TepMyTanuja ckyna A om n egeMeHaTa
jenHaka Bapujanmju Kjace n ckyma A, To je

P,=Vi=nn-1)..(n—(n—-1)+1)(n—n+1)=nn—-1).2-1=nl
U

Hedunnnmnja 2. Hexa je dam cxyn A = {a1,as,...,a,} 0d n esemenama.
Ilodcxyn 00 k (1 < k < n) esemenama ckyna A Ha3u8aM0 KOMOUHAUUJOM
xaace k 0d n easemenama ckyna A.

ITpumep 5. 3a wazxoscky exuny wroae npujasuro ce d yuenuka. Ha xoaruko
HavwuHa je mozyhe Bopmupamu mpouaany exuny cacmasnseny 00 NPujae.beHUL
yuenuKra ?

Pewere. O3nauumo ca A cKyn CBUX NPUjaB/bEHUX YYEHUKA, Tj. HEKa je
A ={ay,a9,a3,a4,a5}. 3anmazumo 1a y OBOM CAydajy He MOKEMO IMOCTYIHTH
Kao y NpeTxoaHuM npumepuma. Hamme, ako OucMo youusam cBe HU30BE OJ1 3
qIaHa KOju ¢y MehycoOHO pas/ImanTH eleMeHTH cKyma A, Taja 6u Ha mpuMep
ciaenehn HusoBM

a1G2a3, G1A302, A2A103, A20301, 30102, A30201

OMIM pA3IMIUTH, aIu O y HAIIEeM CJIY9ajy HpeICTaB/baJl JeHY HCTY eKHUIIy.
30or Tora je norpedHo popmuparu cBe TpoUwaaHe noacKymnose ckyma A. Ako
ce JIOrOBOPHMMO JIa YMECTO O3HAaKe 3a MOJCKYI, perumo {aj, as, asz} MUIeMo
camo aiasas, Taja umamo ciaejehe moryhuocru 3a popmuparme ekure:

aiasasz a1aza4 AaA2a304 Q30405
10204 Q10305 G20305
ajaaas a1a40s5 Q20405

JakJae, ykynno umamo 10 mauuna 3a popmupame exuie. Hamomumemo
Jia KoJi 0BaKo (DOPMHUPAHUX HU30BA PEJIOC/IE]T eJieMeHaTa Huje ONTaH. A

Y IpeTXoAHUM TPUMepHMa UMaMO JTBa PA3IUYNTa HAUWHA W3/Bajarba k
(1 < k < n) pasamuurux ejgemeHara ckyna A KOju cajpKu n ejeMeHara.
Y Tpehem u deTBpTOM NpUMEPY KOJI U3/Bajarba BOAUMO PavdyHa O MOPETKY
n3abpaHNX eJleMeHaTa, 0K y TeTOM MPUMepPY Tope/lak n3abpaHuX eJeMeHaTa
Huje OuTaH.
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Teopema 6. Hexa je dam cxkyn A 0d n eaemenama, mj. neka je A =
{ar,a9,...;a,}. Axo ca C} osnauumo 6poj ceuzr wombunayuja xiace k od
n easemenama (1 < k <n), mada je

op = (k)

Joxas. Hexka je S7 ckyn ¢Bux Bapujannja k—re Kaace cKymma A om n ejemMeHa-
Ta, a Sy CKyn cBUX Kombunanuja k—re Kiace ucror ckymna A. 3 reopeme 5
caenu jga ckyn Sy cagapxku n(n — 1)...(n — k + 1) enemenara. ledununiemo
dbyuknujy f : S — Sy Ha caemehm HaumH: Bapujanuju k—rTe Kiace v =
(ay,as,...,ax) € Si, upuapyxumo kombunanujy k—re wjuace f(v) = s =
{a1, a9, ...,ar} € Sy. Craku enement s € Sy je camka Taqno k! eremenara
ckyna S;. Ha ocHoBy Teopeme 2 mobmjamo

S - k= [54],
OJJaKJIe CJeIn
- S n(n—-1)..(n—k+1) n! _(n
i =152l =57 = k! T kn—k)! \k)

Y 1peTxo/IHOM TOrIaB/by OaBHJIU CMO Ce BapujarujaMa KJjace k 1 nepMmy-
rarjama ckyna A ox n enemenara, AeduHHIIyhn mx Kao HU30Be ca pas-
JINIATUM YJIaHOBHMA KOJH Cy €JIEeMEHTH CKyla A, mpu deMy je OHI0 3a10BO-
mwero (1 < k < n). Mehyrum, MozkeMo mocMaTpaTi U HE30Be KO KOjUX HMa
1 9JIaHOBA KOjU He MOpajy obaBe3HO OMTH pas3iumduTH, Beh ce, Kako ce To
0OMYHO Kayke, HEKH YJIaHOBM MOI'Y W HOHAB/baTH y HU3Y. Y OBOM CJIy4ajy
pehu hemo n1a ce paam o Bapmjarujama U mepMyTaljaMa Ca TOHAB/bAHEM.
JacHo je, jakje, jga oBjie MOoxKe OUTH U k > n.

Hedununuja 3. Hexa je dam ckyn A = {ay, a9, ...,an}. Husz x125...7)
(k > 1) k00 Koea Hexu waaHo8U Huda Mmo2y Gumu mehycobro u jednary
HA3UBG Ce BAPUIAUUIOM CA NOHABHAIEM Kaace k.

YKoauro ce y Hu3dy T1Ts...Tp NOJABHYJY C8U eaemenmu ckyna A, u mo aq
mauno ki nyma, as mauno ky nyma,..., a, mauno k, nyma (mada je ki +
ko4 ...+ k, = k), maxas Hu3 ce Ha3u6a NEPMYMAUUIOM CA TLOHABDATHEM
xaace k ckyna A 0d n eaemenama.

IIpumep 6. Jlam je cxyn A = {1,2,3,4}. O6pasyjmo cee deoyugdpere
bpojese wuje yugpe npunadajy cxyny A.
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Pewere. 3a pasnuky oj nmpuMmepa 3 OBJIe Ce He 3aXTeBa 1a CBe mudpe Tpazke-
HuX OpojeBa Oyay paziamaute. 3ato he u 6poj TakBux 6pojeBa outn Behu. Ox
ereMeHara ckyna A moxkemo dopmuparu ciaenehe nponudgpene 6pojese:

11 21 31 41
12 22 32 42
13 23 33 43
14 24 34 44
Jakse, ykynan 6poj aponndpenux 6pojesa je 16 = 42, A

IIpumep 7. Jlam je ckyn A = {1,2,3}. Odpedumo 6poj ceuz wecmouugpe-
HUT bpojesa y wujem ce sanucy yudpa 1 nojaswyje dea nyma, yudpa 2 mpu
nyma, a yugpa 3 jedannym.

Pewerve. TloTpebHO je 0ipeIUTH CBe HU30BE T'1XoX3L4T5XLe O 6 WiaHoBa, KO
KOJUX Cy JBa YJaHa jeJHaKa 1, TpW WIaHa jeJIHAKa 2, a jeJaH WIAH jeTHaK
3. IIpBux HexkoJMKO HU30Ba mma objuk: 112223,112232,112322,113222,
121223, ... OBakBe HU30BE, IJe Ce CBaKW eJeMeHT cKyna A mojaBsbyje TauHo
onpehen 6poj myTa, HA3UBAMO TMEpMyTallijaMa ca MoHaB/hakbeM. Yy KOHKPEeT-
HOM CJIy4ajy O3HAYUMO Ca 1’:’23’371 Opoj mepMyTaluja ca IMoHaB/bAEM, I HaM
ropibu HHJAEKC O3HavaBa Opoj ejleMeHaTa, a JOHU MHJICKCH O3HAa4YaBajy Opoj
M0jaB/bUBATHA CBAKOT eJeMeHTa y Hu3y. Kaaa Ou cBU eJleMeHTH y HU3Y OWIN
Mehycobno passmmunTi, a uma ux 6, Taja 6w ykynaH Opoj nepMyraigja, Ha
OCHOBY Teopeme b, 6mo jemgrak 6!. Mebhyrum, Kom mpousBo/bHE TEpMyTaIlije
ca MOHABJhAEM MOYKEMO MEHATH MEeCTa je/lHAKNM YJIaHOBAMA Y HH3Y, & Ja
ce mepMyTaiyja (Hu3) He mpoMeHH. Tako WIAHOBH KOjH Cy jeJHaKH 1 Mory
MeIaTH MeCTa, Tj. IepMyTOBATH ce Ha 2! HaunHa. YI1aHOBH KOjH Cy jeTHAKI
2 (uMa ux TpU) MOTY MemaTH MecTa Ha 3! HadwHa, a ejxemeHT 3 Ha 1! HaYwH.
Jlpyrum pedmma, jeJiHAKH UJIAHOBH MOTY YKyIHO Memarn mecta za 2!3!1!
Ha4YMHA, & 71 ce IepMyTaluja He mpoMernn. /lakie, 3a cBaKy HepMyTaIlnjy ca
noHaB/bameM uMaan oucmo 2!3!1! mepmyraruja (6e3 moHaBbawa) y KOjuMa
ce He Meba paciope]] pa3IniuTuX eaeMenara. C o03UPOM Ha yBeJleHe O3HAKE
U HPETXOJIHE 3aKJ/by4Ke, MOKEMO HUCATU

213111PJ, , = 6!,

oJaKJjie je

X 6! 6-5-4-3-
2-1 2

| 4.3.2.
Posa = o3 = 3-2-1

1
= 60.
-1
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Teopema 7. Heka je dam ckyn A = {ay,aq, ..., a,}.

a) Axo ca V, osnauumo 6poj ceux sapujayuja ca nonaemarem kiace k
(k > 1), mada je B
V, =nk.

. . .

6) Axo Pl ., 1 03Ha%a6a 6Poj CEUT NEPMYMAULIA CG NOHAGHATEM CKYNG
A, K0d Kojux ce esemenm ay nojasmyje (nonasmwa) ki nyma, esemenm
as ce nojasmyje ke nyma,..., a, ce nojasnsyje k, nyma, mada je

" (k1 + ko + ... + kp)!

kb T Bkl k!

Jloxas. a) Ha mpeom mecTy y Hu3Y (Tj. NPBH WiaH HU3A) T1Ts...Tp MOXKE Ce
HAJIA3UTH OUJIO KOJU OJ] N eJieMeHaTa, He3aBUCHO OJ1 OCTAJINX YJIaHOBA HU3A.
cro Bazku U 3a cBa ocTaja MecTa y HU3Y (3a CBe OcTalle WIaHOBe HHU3A).
3aro he ykyman 6poj BapHujamyja TAaKBOT THIA OUTH jeTHAK

6) YKOJIMKO 3a TPEHyTaK MPETIOCTABUMO A Cy CBU YJIAHOBH y TI€PMYTa-
[UjU Ca MOHABJ/bAKEM Pa3IHIUTH, Tala OUCMO UMaTH mepMyTanujy (6e3 mo-
HaBbawa) on ki + kg + ... + k, enemenara, na je ykynau 6poj jemnak (k; +
ks + ... + k,)!. Koz cBake mepMyTanumje ca MOHABBHAEM MOYKEMO MEHHATH
MEeCTa 9IAHOBUMA KOjU CY je/IHAKHU a1, & Jia Ce IepMyTalija He MPOMEeHH.
Takpux pasmemrama wMma ki!. CAHIHO MOXKEMO YUUHHTH Ca YJIAHOBAMA
KOJU Cy jeJIHAKU (3. TaKBHM WIAaHOBH MOIY MeHATH MecTa Ha k! HadmHa
uta.  akie, 3a cBaky mepMyTalujy ca MOOHaBbameM uMamo kilks!--- k!
nepmyTanuja (6e3 MoHaB/bamba) ¥ KOjuMa ce He Mema MeljycobHu pacropen
pazyimanTux wiaHosa ckyna A. Memajyhu u Takse pacnopese 100uiun 6mcMo
yKyna# 6poj mepmyraruja (6e3 moHaBbama) o ki + kg + ... + k, esemenara.
Oty Baxkn

]{Zl'kglkn' . l?l,kg,...,kn = (k1+k2++kn)',
oJaKJje je, KOHAIHO,

(k1 + ko + ... + kp)!

n
k1Ko, kn k1'k2| ce kn'
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Hedunnunuja 4. Heka je na ckyny A = {aq, ag, ..., a, } dam cmpoeu suneapru
nopedax: ay; < as < ... < a,. Kombunauuja k—me xarace ca nonasmarvem
eaemenama cxyna A je k—mopxa (f(1), f(2), ..., f(k)), xoja je odpehena moro-
mowno pacmyhom gynkyujom f: {1,2, ...k} — A, mj. dynrxyujom 3a kojy
saoicu f(1) < f(2) < ... < f(k).

IIpumep 8. Jam je ckyn A = {a,b,c}. Odpedumu cee Kombunayuje mpehe
KAGCE CO NOHABSHUAIEM ENEMEHAMG CKYNG A.

Peweroe. TlocToju 10 TakBux Kombunaiuja Tpehe kiace naBegenor ckyma A,
1 TO CY:
aaa, bbb, ccc, aab, aac, abb, acc, bbe, bee, abe.

A

ITpumep 9. V npodasruuyu cnopmcke onpeme npodajy ce mpu 8pcme AoNmu:
3a (hyoban, kowapky u 0dbojxy. Ha xoruro Hawuna ce moz2y wynumu 4
aonme?

Pewerve. Jacuo je pa ce pajiu 0 KoMOMHaIMjama, jep MOpe/aK KylHOBUHE
Jgontu Huje duran. Mehyrum, jacHo je Takobe ja je ped o MOHAB/HALUMA,
jep ce 6apem jeana Jjonta Mopa mnoHosutu. Moryhu pacnopemu jontu cy:
440+ 0 (cBe gerupu jonre cy ucre spere), 3+ 1+ 0 (Tpu ¢y jenne, a jeaHa
je apyre Bpere), 2+ 2+ 0 (no jaBe jionre of jBe Bpere) u 2+ 1+ 1 (aBe Jomre
je/lHe BpCTE U 10 jeJiHA O/ IPEOCTATNX BPCTA).

Oumryenno je ma ce mpodsem mpedpojaBamba CBUX MOTYNHOCTH 3acHUBA
Ha jeHAYUHU My + Mo + m3 = 4, T7e Cy My, Ms, M3 HEHETATUBHU IEJIN
OpojeBU KOjH HpeJCTaB/bajy OPOj KyIbeHHX (hyADAICKUX, KOMIAPKAIIKAX H
0/I00JKAIIKUX JIONTU. Pemema yodeHe jeJHaqdnHe CY:

440+0=0444+0=04+044=34+14+0=3+0+1=14+3+0=
1404+3=04+14+3=0434+1=24240=2404+2=04+2+4+2=
2414+1=14+2+1=14+1+2.

Hakie, mmamo ykynHo 15 moryhaocTn. A

Ako kemMo J1a pob/IeM YOIIITAMO OHJA TPaKUMO OPOj HeHEraTHBHUX
1IeJIOOPOJHUX pellierha jeiHadYnne my + mo + ... +m,, = k.

IIpumep 10. Koauko nene2amueHux UesobpojHus pewerva uma jeona una
my+mo+ ... +m, =k (0 <my,mg,...m, <k)?

Pewewe. TTopehajmo y uus k jenuruna (jep je wuxos 36up ynpaso k). Axo k
JeTMHUTIA IPErpanuMo ca n— 1 nperpajom, OH/la je CBAaKUM TaKBUM pacriope-
oM JIedUHUCAHO jeTHO pellehe IaTe jeIHAdnHe. SHA4YH Ja IpedpojaBamhe
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Opoja periiera MoIpa3yMeBa pedpojaBame MecTa Ha KojuMa je Moryhe mocra-
BuTu nperpaje. C ob3upoMm ja GpojeBu mq, Mo, ..., M, MOTY OUTH U HYJeE,
nperpaje je mMoryhe cTtaBuTH M mpe HpBe jeJUHUIE, aJH U H3a IIOCTIEIIHe
jenmaue. AKO je 3a mperpaje UCIpes IpBe jeINHUIEe Pe3epBUCAHO P MECTa,
OHJIA je W3a TOCJIe/IIhe JeIMHATIE TPeocTalio Jonr n— 1 —p MecTa, 1a je yKynaH
Opoj mo3uIuja Ha Koje je Moryhe pacropeiuTu Iperpaje jeiHaKk

p+k+n—1—p=k+n-—1.

Haxne, n — 1 nperpazga ce pacunopelhyje na k +n — 1 Mecra, 1mro je moryhe
k+n—1

n—1

n\ n
k) \n—k)
Jlobujamo J1a je
k+n—1Y\ k+n—1 _(k+n-—1
n—-1 ) \k+n—-1-(n-1)) k ’

IITO je YKyIaH O6poj pelierba 1moJa3He jeJHadnHe. A

VUYUHUTH Ha YKYITHO ( naunna. Kopucrehu nosnary ocodbuny

Teopema 8. bpoj kombunavuja k—me kaace ca NOHABLAMEM EAEMEHAMA
n—ckyna A (A ={ay,as,...,a,}) jednax je

(1)

Joxas. Kako ko koMOuHaIMja 1Opelak ejieMeHarTa Huje OMTaH, cBaka O/
KoMOuHaIuja k—re Kjace ca MOHAB/bAHhEM O/ 1l eJeMeHaTa a1, A9, ..., (4, MOXKE
ce MPUKa3aTu y O0JIHKY

a1ay...a; a20a9...42 ... ApQyp...Ay ,
—— e N —
m1 ma mn
jep ce eJleMeHTH a1, ds, ..., d,, MOTY IIOHABIBATH 1M1, My, ..., M, MYTa, TAKO 14
jemi+me+ ... +my =k (0 <my,mg,...m, <k).
To 3naum ja je 6poj KomOuHANM]ja k—Te Kjace ca MOHABHAEM O N
ejleMeHaTa jeJHak Opojy periema jelHauuHe mq + mg + ... + m, = k
(0 < mq,ma,...,m, < k). 13 nperxomsor npumepa cieu Ja je 6poj pelemna

TTIOMEeHYTe jeTHauYnHe
k+n—-1\ (k+n-1
n—1 B k '
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Bpoj kombunaiuja k—re Kjaace ca MOHAB/HAIHEM OJI 1 €JIeMeHATa Ce Haj4e-
k+n— 1>

—-—n
nrhe o3nagasa ca (), = < i

2.3 OcobuHe 6uHOMHENX KoeduijeHara’

Bunomun koedunujentu ( ) nMajy HeOOMYHO BeJIMKM OPOj IpUMEHa U

k

CACBUM CHUTYDHO CY jeJlaH O]l HajBaKHHjUX KOMOMHATOPHUX TTOjMOBa. Y OBOj
cekuju hemo nHpoyuuTH HEeKe OJ] thUXOBUX OCHOBHUX OCOOUHA.

. n
Hedbunrunuja 5. Bunomrum xoepuyujeHmonm, y o3Hayu ( k) (vumamo

L0 nad k€), 20e k,n € N u 1l < k <n, nasusamo 6poj

(n) n(n—1)-(n—k+1) "

k)~ k!
. . (n
Lo depururuju ysumamo da je (O) =1.

Bunomun koedunujentu ce HajjeHocTaBHIje IpecTaB/bajy nomohy gak-
TopHjea.

Teopema 9 (Pakropujenna penpesentanmja). 3a uyese 6pojese k u n, moj.

0 <k <n sasicuy
n\ n!
k _k:!(n—k)!'

n
Joxas. 3ak = 0u k = n jegnakoct je TadaHa, jep je 1o JeduHUIN] I (O) =1

1) (n — 1 !
u 0! = 1, 1ok je " :n(n ). (n n+):n—:1.HeKaje1§k<
n n! n!

n. Tana je, mpema jeanakoctu (1)

(n) nn—1)---(n—k+1) nn-1)---(n—k+1) (n—k)

3 K A (n— k)]
nn—-1)---m—k+1)(n—-k)n—-k-1)---3-2-1 n!
El(n —k)! Ckl(n— k)

O

5Crepanopuh M., hupuh M., Cumuh C., Baxruh B., Juckpemmna mamemamura,
Hpymreo maremarugdapa Cpbuje, Beorpam, 2007.
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[Tomohy Teopeme 9 sako ce jokasyjy u ciaepehe nBe Teopeme.

Teopema 10 (VYcia0B cuMeTpHIHOCTH). 34 c6aKu Npupodar 6poj n u c8aKuy
HeHeaamusean ueo 6poj k < n eastcu

(1) =)

Aoras. U3 jennakocTn Teopeme 9 mobujamo

(Z) - k'(nn—ik)' (n i k> T (n— zg)!(nni mn—k)  (n —nzi;)!k!’

n n
j = . 0J
113 je 3aucTa (k) (n B k)

Teopema 11 (Apunumona dopmyna). 3a nenezamuene uene bpojese n u k

madj. k < n eascu
n n n+1
+ = .
() ()= G)

Jlokas. Tlpumenom reopeme 9 u yumenune jga je k! = (k — 1)! - k, umamo

(Z) + (kil) - k!(nni IR 1)!(:;!— 1)

B n! 1 n 1 B n! n+1 B
7k!(n—k—1)! n—k k+1 7k!(n—k—1)! (l{;—i—l)(n—k)i

B (n+1)! _ (n+1)! _ (n—l—l)
kD) —k)! R+ ((n+1) - (k+D)) \k+1)

ce y CTpaHoj uTepaTyph HasuBa Ilackanos® maenturer (emr. Pascal’s iden-
tity). Jeman om raaBHHX passora 3a TO je mTO je GJIMCKO MOBe3aHa Ca T3B.
ITackamoBum TpoOyr/IOM:

JenHAKOCT

6 Blaise Pascal (1623-1662), dbpaHIlycKi MaTeMaTHIap.
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[TackasioB Tpoyrao ce j00Hja TAKO IITO C€ MOYHE CA PEJIOM KOjU CAPAKU
camo Opoj 1, a 3arum ce cBaku cjaejgehu pesx mgobuja Tako IITO €€ HCIOJ
CBAKOT TTapa y3acTONHUX OpOjeBa y MPETXOIHOM peJly HAIWIIE HUXOB 301D,
1 Ha Kpajy ce Ha oba Kpaja HOBOI' pejsia ctaBu Opoj 1. Mmayknujom ce y3
nomoli jemmakoctn Moxke gokazaté ga (n + 1)—Bu pex campxu OGUHOMHE
KoeduimjenTe (g‘), (’f), ey (Z) [Tackamos Tpoyrao omoryhasa u na ce npous-
Bo/baH OuHOMHE KoedunujeHT uzpadyna kopucrehu camo cabupame. Tako
je 3a HaJlayKeme BPEIHOCTU (Z) JIOBOJHPHO M3PATIyHATH CAMO OHE BPEIHOCTH
Koje ce y ITackaioBOM TpOYTJIy Hasaze rope JieBo u rope jnecHo of (k+1)—
nosunuje y (n + 1)—BoM pey Tpoyria.

Hajpaxkuuje cBojcTBO OMHOMHUX KoedUIIHjeHaTa UCKa3aHo je y caeaehoj
TEOPEeMH.

Teopema 12 (Bunomua teopema). 3a ceaku npupodar 6poj n eaicy

(z+y)" = i (Z) "Ry

k=0

Joxas. Jloka3 m3BOAMMO METOIOM MaTeMaTH4dke uHayknuje. 3a n = 1 dop-

MYyJ1a TMa, 00K
1 1
1 1 1

mTo je ounriaeano Tauno. Heka je popmyna Tauna 3a #Heko n. Tazga je

(e Qe e (Yo
Qe () O

(npumena reopeme 11)

TL—|—1 7L+1+ TL+1 n 4 4 n+1 n+ 7’L—|—1 n+1
0 1 Y n )Y T \ner)?
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oJlakJie caean ja je popmysia TadHa u 3a n + 1, na je caMuM TUM J0Ka3aHa
U TeopeMa. O

Kopuctumo u o3uaxky T} 3a ONIITH Y4IaH y pa3BHjeHOM OOJHMKY OMHOMA
(x +y)", a koju je mat dopmynaoM

n
Thry1 = (k) "y,

Bunomna gpopMysa ce Ha3upa n Ibyrnosa’ ¢opMya 1Mo MO3HATOM eHIICCKOM
dusnuapy u maremarudapy Mcaky Hbyrny.

Ipumep 11. ITomoliy 6unomne dopmynae odpedumu (x + y)?t.

Pewerve.

wewr =3 (Do

k=0

(o) () () ) ()

= 2t 4 42y + 627y + day® + yh
A

[Ipumernmo ma ce koedburujentn 1,4, 6,4, 1 y ONHOMHOM pa3Bojy jaB/bajy
Kao Ta 5-Bpcra y IlackasioBoM TpoyTity. YoImiTe, UMamo Ja 3a pas3soj (x+y)"
kopuctumo (n + 1)-By Bpery y [lackamoBom Tpoyriy.

Teopema 13. 3a npupodan 6poj n sasrcu
" /n
= 2",
> (3)
k=0

oxas. Axo y OuHOMHO] POPMYJIH CTABUMO 13 je x = y = 1, 100mjamo

n

"= (1+1)" = zn: (Z) UL (Z)

k=0 k=0
0]

ITpumep 12. Cyma buromHuz Koehuyujenama pasicaatba 6UHOMA

3n
(Qnac + 5 2) jednaxa je 64. Odpedumu uian maxsoz paseoja Koju He
nw

caoporcu x.

"Isaac Newton (1643-1727), enrseckn MaTeMaTHdap u busmdap.
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Pewerwe. Kopucrehu teopemy 13 3aksbyuyjemMo ja je cyma OMHOMHHUX KOe-
dbunujenara jeqnaka 2°", ma je 23" = 64, 1j. 23" = 2°. Onasue je n = 2.
Hakue, mmamo

() 2O @) -H e

Yan mpeTxo HOT pa3Boja Koju He caJp:Ku T ce jgobuja 3a 6—3k = 0, oHOCHO

3a k = 2, u jejiHAaK je
6
<4)42 =15-16 = 240.
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3 HacraBa KOMOMHATOPUKE Y CPEIb0j MIKOJIM®

36or Besmkor O6poja pazanduTux npoduaa i IporpaMa Cpeambnx IIKOIa,
OBUM ucTpazkKuBareM Ouhe obyxsaheHo rpa/iuBo u3 mpeaMera MaTeMaTHKA
Koje ce obpabyje y rumuaznjama cBux mpodmia. Cpelmbe CTpydHe, YMETHHYKE
U Jpyre IIKOJie KOPHCTe HCTe WX CJIUYHE Mojiejie HACTABHUX ILTAHOBA H
porpama, Tako jia Ha UCTPAXKUBAIHE KOje Ce CIIPOBOJM Yy OKBHPY OBOI Pajia
HH HajMame Hehe yrunaru To mro ce obpabhyjy camo Mojennm HacTaBHUX
IUJIAHOBa W MporpaMa MareMaTnke 3a TuMHasnje. Taxobhe, ¢ ob3upom Ha TO
Jla ce KoMOMHATOpHKa O/nzKke obpalyje jeJMHO Y IPBOM U YeTBPTOM pa3pery
rUMHA3HUja, HCTPaKUBaIbe Koje cienu Hehe 06yXBaTHTHU ILIAHOBE H IIpOTrpaMe
MaTeMaTHuKe 3a JAPYTH, OJHOCHO Tpehn paspes rmMHA3H]A.

[Tuss HacTaBe MaTeMaTHKe y THMHA3M)U jecTe: Ja YIeHUIH YCBOje ejleMeH-
TapHe MaTeMaTHIKe KOMIETeHInje (3Hatha, BelITHHe U BPETHOCHE CTaBOBe)
KOje €y morpebHe 3a cxBaTaibe I0jaBa M 3aKOHUTOCTH Y IPUPOJIH U JAPYIITBY
1 Koje he j1a ocrocobe yueHHKe 3a IPUMEHY YCBOjeHHX MAaTeMATHIKUX 3HAIHA
(y pelmaBamy pa3sHOBPCHUX 33JaTaka M3 YKHBOTHE MPAKCe) W 3a YCIENTHO
HACTAB/bAE MATEMATHIKOr 00pa30Barmba W 33 CaMoo0pa30Bambe; Kao W J1a
JIONPUHOCE Pa3BUjathby MEHTAJHUX CIIOCOOHOCTH, (POpMUpAY HAYIHOT ITOTJIe-
Jla Ha CBET M CBECTPAHOM PAa3BHUTKY JUYHOCTH yICHHUKA.

3ajanu HacTaBe MaTeMaTUKe Cy Ja YICHUIIN:

-pa3BHjajy JOTUYKO U AlCTPAKTHO MUILHEHE;

-pa3BHjajy CIOCOOHOCTH jaCHOT M MPEIU3HOI U3ParkaBamha U KOPHUIThema
OCHOBHOI' MATEMATHYKO-JTOTHIKOL je3UKA;

-pa3BHjajy criocoOHOCTH O/ipehuBama n poIleHe KBAHTUTATHBHIX BEJTUYIN-
Ha U bUXOBOI' OJIHOCA;

-pa3IuKyjy reoMeTpujcke 00jekTe u IbHUX0Be y3ajaMHe OIHOCe U TpaHCcdO-
pMarmje;

-pa3ymejy dYHKIIMOHAHE 3aBUCHOCTH, HhIXOBO MTPEJICTaB/habhe U MPUMe-
HYy;

-pa3BHjajy CHCTEMATUYHOCT, YPEIHOCT, IPEIU3HOCT, TeMEJbHOCT, UCTPaj-

HOCT, KDUTUYHOCT y pa/jly, KpeaTUBHOCT; Pa3BUjajy paJiHe HaBUKE U CIIOCOOHO-
CTH 3a CAMOCTAJIHU M IPYIHH paJ; (pOpMHUPA]y CUCTEM BPEIHOCTH;

-CTHYY 3Halba M BEIITHHE KOPHUCHE 3a TpaHcdep y JApyre IpejiMere H
pPa3BHUjajy CHOCOOHOCTH 3a IMPABUIHO KOPHUIINEHe CTPYUHE JIHTEPATYPE;

8[lojanyu 0 HACTABHMM IJIAHOBMMA M MPOrDAMMMA TPEY3eTH Ca UHTEPHET CTPaHUIE
http://www.zuov.gov.rs/poslovi/nastavni-planovi/nastavni-planovi-os-i-ss/
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-dopMupajy CBECT O YHUBEP3AJHOCTH W MPUMEHU MAaTEMATUIKOT HAUNHA
MUILJBbEHA;

-Oy/ly TOJCTaKHYTH 3a CTPYYHU Pa3BOj W yCaBpIIaBame y CKIALY ca
UHIUBHIYAJTHUM CIIOCOOHOCTUMA U MOTpedaMa JIPYIITBA;

-pa3BHjajy CIIOCOOHOCTH MOTPEOHE 3a pelaparmke mTpobiemMa i HOBUX CHTYa-
[Fja y TpoIecy pajga U CBAKOIHEBHOM KHBOTY.

Y OKBHPY PeJIOBHE HACTaBe MaTeMaTuKe, YTBpheHa cy Tpu Mojies1a HaCTaB-
HUX IJIAHOBA M NMPOrpPaMa MaTeMaTUKe 33 THMHA3M]e:
M1 (4+4+4+4=16) - 3a oniuru TUI IEMHA3H]E;
M2 (44 3+2+42=11) - 3a APYNITBEHO-]€3UIKN CMED THUMHA3MW]E;
M3 (44 5+ 544 = 18) - 3a UpuUpOJHO-MATEMATHYKY CMeD IIMHA3HU]E;
3a mpBU paspes y cBa TPU MOjIeNa TPOTPaM je HCTH.

3.1 IIpsu paspesn rumuaszuja’

Y npBoM pa3speny UMHA34ja CBHX Hpoduia, HACTaBa MATEMATHKE Ce
opkaBa 4 myTa HeJe/bHO, OJHOCHO, VIeHUTI nMajy 148 JacoBa rOTUIIHE.
Canp:kaj mporpamMas
I'mmuazuja-cBu Mogenun (148)

Joruka u ckynosu (15)

Peasau 6pojesu (14)

[Iponopuuonanxoct (8)

YBox y reomerpujy (8)

[Mogypapuocr (36)

Parnmonaiun anrebapeku u3pasu (32)
Comanoct (14)

Tpuronomerpuja mpasoyrior Tpoyria (9)

KoMbunaTopuka ce y IpBoM paspeay obpalyje JeJUMUYIHO Y HACTABHO]
Temu ,JIorukKa u cKynoBu“, ¥ TO y JiBe HACTABHE jeJIMHUIIE, OJ KOjUX je jejHa
npeasubena 3a obpasy, a apyra 3a yrephuBame rpaguBa. On ykymHO 148
9acoBa TOAUINIbe, TO 4uHK cBera 1,35% ykynnor rpajgmsa upeasubenor 3a
IPBU pa3pe]] THMHA3H]a.

EjemenTtn KoMOMHATOpHKE IATH CY Ha jeJHOCTABHUJUM IpHMEPUMa U
3a/IalUMa, Kao PUMEHA OCHOBHUX IIPUHIUIIA 1pe0pojaBaba KOHAYHUX CKYIIO-
Ba (IpaBU/Io 30Mpa W MPABUIO MTPOU3BOJIA).

9Borocrasos B., 36upka pewenur 3adamaxa us mamemamure 1, 3aBoJ 3a yIIOEHIKe
¥ HaCTaBHA cpescTBa, Beorpas, 2002.

23



IMpumep 13. Koauxo uma mpoyudpenus 6pojesa y wujem 3anucy ce nojasny-
Jy 3 pasaunume yugdpe?

Pewewe. Tludpa c; Tponudpenor 6poja cicacs MOxKe OuTH OWIO KOja O/1
mudapa 1,2, ...,9. udpa cy, T1E je co # ¢, moxke Ourtu m3abpana HA 9
Ha4YMHA, a nudpa c3, TOe je €3 #* ¢ U 3 F# Co, MOXKe OUTH m3abpaHa Ha
8 maumna. Ha ocHOBY mpaBuia mpomusBoja nodujaMo f1a je TpaykeHH Opoj
jennak 9 -9 -8 = 648. A

ITpumep 14. Koauxo uma uemeopouudpenur 6pojesa, kod Kojuxr je 36up
wudgapa 10, a yugpa decemuya jednara 5?

Pewerve. Ilpumemyjyhu npaBuio 30upa 1 NpaBUJIO MPOU3BOJIA 3aK/by1y]jeMO
Jla ux uMa 15 u To cy: 5050,4051, 4150, 3250, 3052, 3151, 2350, 2053, 2251, 2152
1450, 1054, 1351, 1153 n 1252. A

ITpumep 15. Koauro uma nemoyugdpenus bpojesa desusux ca b u y wujem
3aNUCY HEMG NOHABHAIA Yudapa?

Pewewe. Jla 6u 6poj 6uo me/buB ca D, HEOMXOIHO je Ja Ce 3aBpIliaBa ca
nudgppom 0 mwim 5. Ilocmarpajmo, Hajupe, ciaydaj Kaja je mocjiaeamba nudpa
0. Tama 3a u36op npee nmudpe umamo 9 MoryhHOCTH; 3a Tako H3a0OpaHy
upBy mudpy, nocroju 8 moryhHocru 3a jpyry, 7 3a Tpehy, oanocno 6 3a
4eTBPTY, jep ce mucppe He nmonassbajy. [Ipema Tome, O6poj TakBuX m3dOpa je
9.8-7-6=3024.

Hpyru caydaj je kaaa je 3a mociensmy udpy m3adbpana nudpa 5. 3a
u3bop npse nudpe umamo 8 morylinocTu (He MoxKe HyJa), 3a u300p JApyre
rakohe 8, rpehe 7 m derBpre 6, Ha OCHOBY dYera 3akK/bydyjeMO Ja Y OBOM
caydajy mnocroju 8 - 8 - 7 -6 = 2688 TakBux n3zbopa.

Konauno, mpumemnyjyhu mpasujio 30upa, 100ujaMo j1a TpazxKenux Opojena
nMa 5712. A

3.2 UYersptu paspes rumuazuja'’

3a geTBpTH paspej rUMHA3M]a YTBpheHa cy Tpu MOjIes1a HaCTaBHUX MJIaHO-
Ba W NMpOorpaMa MaTEeMAaTHUKE U TO:

ITporpam M1 3a ruMHa3mje OOIIITEr THUIA

Y OKBHpY OBOI' HACTABHOI' Nporpama, ydenunu noxahajy 4 gaca maremaruke
HeJIe/bHO, ITO YKYITHO MpeIcTaB/ba 128 4acoBa MaTeMaTUKe TO/IUIITE.

1°Borocaasos B., 36upka pewenux 3adamara u3 mamemamure 4, 3aBOJ 3a yIOCHIKe
¥ HaCTaBHA cpejicTBa, Beorpas, 2003.

24



Canprxkaj mporpama:

Omru tun (128)

Dynknuje (28)

UsBox dyukimje (26)
Nurerpan (22)

Komb6unaropuka (12)
Beposarnohia u cratucruka (28)

ITporpam M2 3a rumHa3uje APYIITBEHO-j€3UYKOr CMepa

Y OKBHPY OBOT' HACTABHOT NMporpaMa, yYUIeHHUIH noxahajy 2 yaca MaTeMaTHKe
HeJAe/bHO, MITO YKYITHO MpeJIcTaB/bha 64 dacoBa MaTeMaTUKe TOJUIIIHE.
Canpxkaj mporpama:

JpymTBeHo-jesnduku cMmep (64)

Oyukuuje (14)

Ussox dbyuximje (17)

Kombunaropuka (6)

BeposarHoha u crarncruka (15)

ITporpam M3 3a rumMHa3uje NpUPOAHO-MATEMATUIKOT CMEPa

[Iporpam je ucToBeTaH ca MpOrpaMOM 3a YeTBPTH pa3pe]] TMMHa3Hje OMIITer
tuna (mporpam M1).

Y okBupy mogena M1 n M3 nactaBHUX IJIaHOBa M TpOrpaMa MaTeMaTHKe
3a TEMHA3Mje ONIITer TUIA U TPUPOTHO MATEMATHIKOT CMepa, 01 YKynHO 128
JacoBa TOJHINbe, KOMOMHaTOpUKa ce obpalhyje y 12 HacTaBHUX jeIMHUILA,
0/l KOjuX je 5 mpejBuheHo 3a obpajy, a 7 3a yTBphuBaimbe I'pajiuBa, IITO
upeacrasba 9, 37% yKyIHOr TpaauBa IpeaBul)eHor 3a 4eTBPTH pa3pe] FIMHA-
3Huja.

Y okBupy Mmojiesia M2 HacTaBHUX ILJIAHOBA W IIPOrpaMa MaTeMaTUKe 33
TUMHAa3Mje IPYIITBEHO-]e3MIKOT CMepa, 0/ YKynHO 64 qacoBa roauIme, KOM-
ounatopuka ce oopahyje y 6 HacTaBHUX jeIMHUIA, OJ1 KOjUX je 3 npeaBuheHo
3a 00pany, a 3a 3 yrsphusame rpagusa, mTo npeacrasba 9,37% ykynnor
rpajuBa IpeaBul)eHor 3a 4eTBPTH paspel TMMHA3H]A.

Y gerBproM paspejy, ydeHuIn Tpeda Jia, HA OCHOBY pPaHHje CTEUYEHUX
3Hamba O npedpojaBarby KOHAYHUX CKYIIOBA, YIO3HAjy CYIITUHY W3/Bajarba,
pacniopehuBama n ogpehjuBama 6poja oapelennx pacropeia, yogapajyhn pas-
JuKy u3mMel)y mojeuHux Bpeta pacnopehusarma objekara (Ha OToIHO o1abpa-
HUM IPUMEPUMA), TIPH Y€MY je HADOYHUTO BAXKHO 114 ce J06po yBezkba mpemnos-
HaBabe M0je/IMHIUX BPpCTa KOMOMHATOPHUX O0jeKaTa Ha JI0BOJbHOM OPOjy
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pa3HOBPCHUX 3ajaTaka. ek oHpga Tpeba jga yciesne ojaropapajyhe dpopmysie
3a Opoj Bapwujamuja, nepMmytanuja u kombunanuja. IloBesyjyhm Gunommue
koeduimjenTe ca KoMOMHaIMjaMa, MOT'Y ce IPUKA3aTu HeKe IpUMeHe OHHOM-
HOT 0OpacIa.

ITpumep 16. V jednom odemervy od 25 yuenura mpeba usabpamu npedcedmu-
Ka, cexpemapa u baazajuura (jedan yuenur dobuja jeony dymruyujy). Ha
KOAUKO HAYUHG MOAHCEMO HANPAEUMU 068a] u360p?

Pewerve. Tlokymahemo, 3a modeTak, ja 0JrOBOPUMO Ha JiBa OUTHA MHUTAHA.
Jla nu cy m3abpaHH CBH eJeMeHTH IOYeTHOr CKyIa W Ja JIK je IOopeaak
efemMeHara outan? AKO MPaBHUJIHO OJArOBOPUMO HA Ta MATAmHa nMaheMo npe/i-
CTaBy O KOjuM je komOuHaTOpHWM KOoHMpHUryparujama ped. Ox 25 ydenuka
y OJieJbetby OMpamMo caMo 3, OJlaKJjie CJIeIU Jia HUCY u3abpaHd CBU yUCHUIIH.
Taxkolhe, Baxkno je Kkora hemo m3adbparTu 3a IpeJceJHIKa, KOTa 3a ceKpeTrapa
a Kora 3a 0JlarajHuKa, OJHOCHO, OUTaH je mopenak Harer u3bopa. Ha ocHoBy
IIPETXO/IHOT, jacHO je Jjia je ped 0 Bapujarnujama tpehe kjace ckyma o 25
ejleMeHara, U TO 0e3 IOHaB/barha, jep HE MOXKe UCTU YUYeHUuK J0OUTH JiBe
dyuknuje. [Ipumemyjyhu Teopemy 5 mobmjamo ma je TpazxKkeHu Opoj u3dbopa

V2 = 2524 - 23 = 13800.
A

IMpumep 17. Koauko uma nemoyudpenur 6pojesa y uujem 3anucy HeEMG
yugapa 6,7,8,97

Pewere. Bpoj nuzosa ayzkune 5 uuju wiaHosu npunaiajy ckymy {0, 1,2, 3,
4,5} jeanak je V_56 = 6°. MebyTum, HE3 Koju nounme mudgpom 0 He cMaTpaMo
neronndpennm O6pojem. Bpoj Takeux HU30Ba Koju nounmy nudpom 0 jegnax
je V¥ = 6% Tpaxenu 6poj jennax je 6° — 6* = 6480. A

ITpumep 18. Ha kosuko wauwuna moxcemo da nopehamo mpu kKrouee Ha
noauyy?

Pewerve. Tlpumerumo ja cy y OBOM CJIydajy CBU €JE€MEHTH HOYETHOT CKYIIa
n3abpaHu u 713 je »uXoB nopenak owrtan. (Crora je ped o mepMmyTalnujamMa
CKYTa OJ TPHU eJleMeHTa, YHju je Opoj, Ha OCHOBY TeopeMe 5, jemHak P53 =
3l=3-2-1=06. U 3aucra, ako 03HAIAMO IIOMeHyTe Kibure 6pojeBuma 1,2
u 3 mobuhemo 6 moryhux pacmopena: 123,132,213, 231,312 u 321. A

IIpumep 19. Koauko ce passuvumux penu moostce do6umuu nepmymosarbem
cnoea pevu MATEMATHUKA?
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Pewerwe. NV muramwy Cy OUNIJIEIHO TEpMYyTallfje ca NMOHAB/bamEM, jep ce y
sanucy pean MATEMATUKA Tpu myTa mojasibyje cjioBo A, mo JaBa IyTa
cioBa M un T w no jenarmyt ciaoBa E, K, U. 3aro je Tpaxkenu 6poj jemHak

' 10!
P§2,2,1,1,1 = 319191 = 151200.

A

ITpumep 20. V odewervy uma 12 yuenuya u 8 yuenuxa. Tpeba uszabpamu
3 yuenuue u 2 yuenuxa woju he npedcmassamu odemerve HaG MAKMUYEHY
MAGOULT mamemamunapa. Ha xosuxo navuna ce mo mooce ypadumu?

Pewerve. Ouurieano je ma u Ko n30opa AEBOjUHIA U KO H300pa Jedaka
HHCY CBH €JI€MEHTH MOYETHOI CKylla m3adpaHm, Kao U J1a MOPeIaK n3adpaHmX
eneMenara Huje Ouran. Crora je ped o KOMOMHAIIMjaMa W KOJ TPBOT U KOJI

12
Japyror uzdopa. O 12 yuenuna MozkeMo n3abpaTh IbUX TPH Ha ( 5 > HaYHHA,

a oJ 8 y4eHUKa MOXKeMO m3adparTu JiBa Ha 5 naunta. Ha ocHOBY npaBujia

8

= 22028 =
y

12
IPOU3BOAA J00HjaMO J1a je TpakeHu OPoj jeaHax <3) <
6160.

IMpumep 21. Ha xoauro navwuna 00 10 epecma pasaaednuya mypucma mosce
kynumu 3 (He obaseano mehycobro pazauvume) pasenednuye?

Pewerve. IIpobaem npedpojaBama cBUX MOI'YNHOCTH 3aCHUBA CE HA je THAUNHE
mi+mo+...+myg =3, e cy 0 < mq, ma, ..., mg < 3. Ha ocHOBY Teopeme
8, mobmjamo 1a je Opoj pelnerma AaTe jeIHadnHe, Ma CAMHM THM U TPasKeH!

12
Opoj HAYWHA, jeTHAK 5 ) = 220. A

ITpumep 22. Pewumu jednavuny Vi¥ = 380.

Pewerve. Jlata jeqnaunna eKBUBAJIEHTHA je cjeieho] KBapaTHO) je/IHAYNHI
x(z —1) =380 = 20 - 19, onakye caeqau na je pemteme © = 20. A

IIpumep 23. Pewumu jednavuny 3 - C2", = 5. C*~ 1,
n
Pewere. lara jemnaunna eKBUBAJIEHTHA je caenehoj jeqnadnnm 3- < 1) =
/rL [—

(Qn — 1) .
9 - , OJTHOCHO je/ITHAUNHU
n

2n(2n—-1)!  _ (2n—1)!
(n—Dln+1n! " plln—1)0

3.
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[Torognum cpehuBamem g00ujamo

2n _
n+1

OJlaKJie CJeIN J1a je pelrerme jeJITHaunHe n = 5. A

IMpumep 24. Pewumu jednavuny Pyio =210 -V - Ps.

Pewerve. Tlonazna jenaunna ekBuBaJieHTHA je ciiejieho]
(x+2)!=210-(x—1)---4-3)

OIHOCHO

(x+2)(z+Dax(z—1)!=210-(z —1)---4-3,
oJlaKJIe TOTOJTHUM cKpahuBameM 100HjaMo:
z(x+1)(z+2)=210=5-6-T7.
[Ipema ToMe, pelreme MoJa3He jeHAUNHE je £ = 5. A

ITpumep 25. Odpedumu waan xoju we cadpotcu T Y passojy buHOMA:

(yT 5f 1 )13
a“r + 1A\ —= .
ax?

Pewerve. Oapeanmo 3a movyeTak OIIITH YJIaH AATOr OMHOMA!

(5 () () )

oJlakJie, IOTOTHUM cpehuBameM JT00ujaMo 11a je

13 13—k 13-k _k 2k
Tk+1: k -q 2 -xr 4 -a 5 X 57

13 65—Tk 65—13k
Tk+1: ) .q 10 - 20

OIHOCHO

65— 13k

=0
20 ’
onHocHO 3a k = 5. [Ipema ToMme, peleme 3aJaTKa je MIECTH WIAH y Pa3Bojy,

T].
13
Ts = (5) ca’.
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4 Opgabpanu 3agany ca MAaTEeMATHIKITX
TAKMUAICHA

C 003upoM Ha YecTy TOjaBy JIOTHIKO-KOMOMHATOPHUX 3a/IaTaKa HA CBUM
HUBOMMA Pa3HUX MATEMATHYKUX TAKMUYECHHA, & UMajyhu y BU/ly U OIpaHUYeH
O6poj yacoBa mocsehen 0BOj HACTABHO] TEMH Y PEIOBHOj HACTABU, MOCEDAH
MPOCTOP M3ydYaBare KOMOWHATOPHKE 3ay3WMa Y JI0/IaTHOj HACTABU, U TO Y
cBUM paspenuma. [loMeHnMO jomm ma ce JIOTHYKO-KOMOMHATODHH 3aJIaId
MTOCJIeIFbUX TOANHA PeJOBHO MOjaB/byjy Ha MPUjeMHUM UCIATAMA U3 MaTeMa-
tuke Ha 6pojuumM 036mbHuM bakyareruma (ET®, Maremaruaku dakyorer,
®OH,...), kao u 1a ce KomGHHATOPHKA 00pabyje y CKJIOMy IpHIpeMe MaTypa-
HATa 33 3aBPIIHA MAaTyPCKU UCIHUT U3 MaremMaTuke. MehyTum, npeamer oBOT
paja, a CIeIujaJHo M OBe TeMe, jecTe oOpajia KOMOMHATOPHUKE Y JI0/IATHO]
HACTaBU. Y JIa/beM TEKCTY CJieJle OPUjeHTAIMOHN TPOTPAMU 33 JIOJTATHH PAJT Y
CBUM pa3pe/inMa rMMHA3Kja, KA0 U 3311 KOMOMHATOPHE IIPUPOIE Ca PA3HUX
MaT€EMATHUYIKHUX TaKMHYEHaA.

4.1 OpujeHTAIIMOHU NPOTPaAMU 3a JOJATHU PaId y

ruMHa3rjama 'l

Y cBakoM paszpesy Tpeba obpaautu 6 — 8 Tema (1o m3GOpPy HACTABHUKA),
3aBUCHO OJ1 IPOrpaMa peJoBHe Hacrase. Hasnadenn 6poj 4acoBa 3a mojeune
TeMe je OPHMjeHTAIMOHN U MOxKe ce moehartu (cmamuTn) 3a 1 nm 2 Jaca.

OpujeHTanmonu nporpam 3a OpBH paspej (32 yaca roauiime):

1. Enementn maremarndke joruke (6)

2. Enemenrtapua teopuja 6pojeBa omabpamnu 3amamu (6)

3. Ilosmmuomu (8)

4. Panmonajun anreGapcku W3pasu, jenHadnHe u HejegHadnse (5)
5. AncosyrHa BpegnocT 6poja u npumene (4)

6. Cucremu JIMHEAPHUX jeHAYNHA U Hejeanadnna (5)

7. Pasne reomerpujcke durype (6)

8. OjabpaHu JOKA3HA U PAYYHCKU 331K

9. Jemmakoct MHOrOyrI0Ba (4)

UTlonanu o macraBHMM TJIaHOBMMA W MPOTDAMHMa MpEY3eTH Ca MHTEPHET CTPAHUIIE
http://www.zuov.gov.rs/poslovi/nastavni-planovi/nastavni-planovi-os-i-ss/
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10.
11.
12.
13.
14.

15.

Teomerpujcke KOHCTpYKIHje y paBau (8)
Nusepsuja (4)

Amnosonnjes npobiem mogaupa (4)
Enementu Tonosoruje (4)

Jlormuku u xomGuHaTOpHU 3amanu (5)

Omabpanu 3a7amy 3a TaKMUUIea n3 MareMatuke (6)

OpujenTanmonu nporpam 3a Apyru paspes (32 yaca roguliimne):

1.

2.

9.

10.

Ksanparue jegnaunte, Gbynkiuuje u Hejennadnne (4)

Heyiuneapue Iuodanrose jeanaunne (4)

. Upamunonannu anrebapckn u3pasu, jegnadnne u Hejeanaqdume (4)

Excrionennujajion u JorapuTaMCcKi M3pas3u, jeJHadnHe W Heje HATHHe
(4)

[TpobGaemu excrpemMHux BpeaHocTH (6)

Peasinu 6pojesu (4)

['eomerpujcke KoncTpykumje y mpoctopy (5)

Onabpana norsiaBba Tpuronomerpuje (8)

Jlormuyko KOMOMHATOPHU U CJANYHM HECTAHAAPHU 3amanu (4)

Omabpanu 3a7ammy 3a MaTeMaTHIKa TakMudema (5)

Opujenranmonu nporpam 3a Tpehu paspen (32 yaca roguiume):

1.

2.

[Monmepu, npaBuaan nosmeapu; rerpaeaap (6)
O6prua tera. KombunoBana Tena (4)

Maremarnika uHaykimja. Huzosu (6)

. Pekypenture dbopmyse n Heke muxoBe npuMene (4)

Pasue npumene Bekropa (4)

Meton koopaunara. Oynkiuje u rpadunu (8)
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7. Kommutekcun 6pojeu u moauHomu (6)
8. Cucremu jeJiHaUYMHA W HejeHAYNHA JAPYTOT WK BUTer peaa (4)
9. Komycmuu mpecenu (6)
10. Cdepua reomerpuja (8)
11. Jlormuko koMbuHaTOpHu 3anamu (4)
12. Onabpanu 3ajaiy 3a MaTreMaTHIKa TakMudema (6)
OpujeHTanumonu mporpam 3a 4eTBptu pasper (30 4acoBa roauinme):
1. Maremaruuke crpykrype (4)
2. PasBoj u Bpcre reomerpuja (4)
3. Kparak nperse/ ucropuje Mmaremaruke (8)
4. @ynkuuje y npupoan u rexuunu (4)
5. UsBog u unrerpan (8)
Henpekuanocr (4)
Hywmepuuke merose (5)

Enementn xombGuHaTtopuke u BepoBaTHohe (8)

© % N

Enementn teopuje nudopmannja u ocHopru Knbeprernke (5)
10. Maremaruka y mpuMeHaMa: eJeMeHTH MATeMATHIKOr Mojeupama (6)
11. Enementn teopuje urapa (4)

12. Onabpanu 3ajaiy 3a MaTeMaTHIKa TakMudera (4)

Jlako ce mpumehyje 1a ce komMOunaTopuka y jgajieko Behoj Mepu n3ydana
Ha JOJATHOJ, HETO y PeJIOBHO] HAcTaBW. [JIaBHW pas3jor 3a TO je CBAKaKO
TeXKHHA caMor TPaJIuBa, Koje je, ¢ TPpaBOM, YIJIABHOM HAMEHEHO JIADOBUTUM U
yCIIeIHUjuM yuenunuma. Ha mogatHoj HacTaBu ce, m3mel)y ocTasior, ycaBpiia-
Bajy MeToju pedpojaBarba KOHAYHUX CKYIIOBa, U3y4aBa JAupux/ieoB npuHImI,
KOMOWHATOpPHA TeOMeTpHja, IPUMEbY]y ce hopMmysie 3a 6poj Bapujaluja, mep-
MyTaluja u KomobnHaImja, ca u 6e3 moHap/bama. lakohe, TpuMemyjy ce pasHe
ocobune OMHOMHUX Koedunujenara u bunomue popmyJie,  IpOyIaBajy pasHu
HECTAHJAPIHA U ,,[IABOJOMHI® 3ajary (mpobeMu KyIJInia, MaTeMaTHIKO-
IIAXOBCKHU 3a/1alli, PA3HOBPCHE MATEMATHYKE UI'DE U CJL.).
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4.2 3aganu ca MaTeMAaTUYKNX TAKMHUYEHA

3anarak 1. Jlamo je 2015 jednakxux naasuzr u 3 jednaxe beae kyeauue. Ha
KOAUKO HAMUHG UX Modicemo nopehamu y nus od 2018 kyesuua y3 ycaos da
npea u nocaedrwa Kyzauua y nuay 6ydy ucme boje?

Pewewe. IlpumernMo aBa ciaydaja. AKO ¢y IpBa U HOCTeIba KYLIUNA Y
HU3Y I1aBe, o1 npeocTtaaux 2016 mo3uiuja Tpeda omadbpaTu 3 Ha KojuMa hemo
pactopeauTu Geje Kyrsuie (JOK Ha OCTAIMM HO3UIHjaMa pacnopebyjemo

2016 2016 - 2015 - 2014
3 > = 3l = 336 - 2015 - 2014

mwiase), mro je moryhe Ha (

HAYHHA.

Y Jpyrom cjiy4ajy, ako Cy LpBa U 1OCJ€/ha KyIJuna y Hu3y Oese, o
npeocrajnx 2016 nmosunuja Tpeda omadbparn 2015 Ha kojuma hemo pacrope -
TH TJIaBe KyTUIHIIE (IOK Ha IIPEoCTaso] jeTHOj MO3UIIMjH IMaMO ety KyTJIHILY ),

2016) 2016 - 2015!

2015 2015!
[Tpumenom npasu/ia 30upa 3aK/bydyjeMo J1a je peliemhe 3a/1aTKa

IIITO MOYXKEMO YPaJUTH Ha ( = 2016 mauwmHa.

336 - 2015 - 2014 + 2016.

(Onmruaeko Takmuaerbe 2016 15) A

3anarak 2. Koauxo uma 100—yudpernux bpojesa xoju ce 3anucyjy yudpama
1,2 u 3 mako da um nuroje dse cycedne yugdpe nucy jeduare?

Pewerve. IlpBy mudpy mokemo nzabparu Ha 3 Haunna. Hakon Taksor oj1abu-
pa npBe mudpe IpyTy MoKeMo u3abparu Ha 2 HaunHa (MOpa OUTH PAa3InIuTa
on mpee nudpe). Crauano, cBaky cienehy nudpy MoxkeMo omabpaTh Ha 2
HadWHa 1Ia je Tpaxkenu 6poj 3 - 2%,

(Onmruacko Takmuderbe 2014 1B) A

3anarak 3. Koauko uma nemoyugdpenus 6pojesa denusur ca H GopmMupaHur
0d yudgapa 0,1,2,3,4,5,6,7 axo ce:

a) yugdpe He nonassajy;
6) uugppe mozy nowasmamu?

Pewere. a) Jla 6u 6poj 6uo mesbus ca b, mocyaeama nudpa Tor 6poja Mopa
ountu 0 wan 5. [locmarpajmo, 3a moderak, cjay4aj Kaja je mocae/ima mudpa
Hysaa. Taza 3a npBy mudpy MOKeMO y3eTu OWI0 KOjy O TpeocTannx 7
nudapa U3 MOYEeTHOT CKyIla. 3a TakaB u3dop npse mudpe, umamo 6 moryhno-
ctr 3a u3bop japyre, b 3a Tpehy m 4 3a dyerBpry nudpy, jep ce mudpe He
nonassbajy. I[Ipema tome, 6poj TakBux nsdopa je 7-6 -5 -4 = 840.
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Y cay4ajy kajga je mocaeama nudpa mer, 3a m3060p npBe mudpe mmMamo
6 moryhuocru (He Moxke HyJa); 3a TakaB u3bop mpse mudpe, mocroju 6
MoryhHocTHu 3a H300p JApyTre, OJHOCHO D U 4 oniuje 3a u3060p Tpehe u yeTBpTe
nudpe, Ha OCHOBY dYera cJjelad Ja je Opoj TakKBUX m300pa y OBOM CJIyYajy
6-6-5-4="720.

Konauno, mpumemyjyhu mpasujio 30upa, 1001jaMo j1a TpazxKenux 0Opojena
uma 840 4 720 = 1560.

6) Kao u y mpumepy 101 a), u oBje npumelyjemo nBa ciaydaja. ¥ IpBoM
caydajy, Kaja je mocyienma mudpa HyIa, 3a MoYeTHY Mudpy MOXKeMO y3eTu
om0 xojy ox mudapa 1,2,3,4,5,6,7, nakme, 7 moryhroctn. 3a ¢BakKo O
npeocTajia TPU MecTa, KOHKypuiie 8 mudapa jep ce nudpe Mory noHaB/baTH.
Jaxie, ykyman 6poj Taksux mu3bopa je 7 - 8 = 3584. JemmocrapHo ce
npumeliyje u Ja je y ApyroM caydajy, Kaja je mocjema nudpa mer, ucTu
6poj m36opa 7 - 8 = 3584, omakie je yKynan 6poj pemrema 2 - 3584 = 7168.
(Tanrenta 81, crpana 28, [lucmenn 3axanu, 3a1aTak b) A

3anarak 4. VY epcmy je nopehano 2016 cmosuua. Ha xoauxo Hawuna je
Mmozyhe 0bojumu c8aKy CMOAUYY UPBEHOM UAU NAAGBOM DOJOM HG MAKAE HAYUH
da 6poj naasuxr cmoauya byde napar?

Pewere. Tlpsux 2015 cTomuma 060juMO TPOU3BOBHO, Tj. 334 CBAKY CTOJIHILY
nocroje aBa moryha Gojema (IPBEHO WM IJIABO). 3a IPEOCTasy CTOJHUILY
OJITOBapa HaAM Yy CBAaKOM CJyd4ajy TadHO jegHOo Oojerhe na Om Opoj IIaBuX
crosnma 6mo mapaH. 3aTo je Tpaskenn opoj 22015,

(Ommrunacko takmuderse 2016 45) A

3aparak 5. Koauko uma wemsopoyudpenus 6pojesa Koju ce 3anucyjy nomo-
hy yugapa 1,2 u 3, asu maxo da ce wujedna yugppa He nojasmyje suute 00
dsa nyma y sanucy 6poja?

Pewerve. Kako ce nujenna nudpa He cMe MOjaB/bUBATH BUIIE OJ1 JBa IyTa,
CBaKHU OJ] MOCMATpaHuX deTBoponudpenux OpojeBa 3alucaH je WU MOMONY
IBe 1udpe 0J KOjUX ce CBaKa II0jaBjbyje IO JBa IyTa, WJIH IOMONY cBe
TpH J103BOJbeHe mudpe Mehy Kojuma ce jejaHa HojaB/byje TadHO JBa IyTa, a
[PeocTaie JIBe TAYHO 110 jeHOM. Y TIPBOM CJIYUajy, YKOJIHUKO Cy Te jiBe mudpe
1 u 2, Taja Moxkemo jrooutn Opojese 1122, 1212, 1221,2112,2121 u 2211, Tj.
IeCT MOT'YRHOCTH; HCTO BaXKU YKOJIUKO pukcupamo mudpe 1 u 3, 0IHOCHO 2 1
3, mMTO cBe 3ajeHO maje 18 MOryhHOCTH y TPBOM ciIydajy. ¥ ApYroM CJaydajy,
YKOJUKO ce nudpa 1 mojapsbyje ABa MyTa a IpeocTasie aBe nudpe mo jeTHoM,
Tajga Moxkemo gobutm Opojese 1123, 1132,1213,1312,1231,1321,2113, 3112,
2131,3121,2311 u 3211, 1j. aBaHaecT MOryhHOCTH; HCTO BayKN YKOJUKO Ce
mudpa 2 (a we mudpa 1) nojasmpyje aBa myTa, Kao U YKOJIUKO ce mudpa 3
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(a He udppa 1) mojarbyje aBa myTa, MTO CBe 3ajenHo Aaje 36 moryhHOoCTH Y
npyroMm caydajy. lakie, mmamo ykymHO 54 TakBa O6poja.
(Ommruacko takmudere 2015 26) A

3aparak 6. 3a exuny jedne wroae y waxy mpeba udabpamu mpu maxMua-
pa 00 11 wandudama mehy xojuma je 6 dewara u b desojuuya. Ha woauko
HAYUHG CEe O MONMCE YHYUHUMU aKO ce 3Ha 04 Y eKuny mopa bumu bapem
jedna desojuuya?

Pewere. Ilo ycnoBy 3amaTka, eKUIa ce MOYKe CACTOJaTH OJ: TPH JEBOjIHIIE,
JIBE JIEBOJUMUIIE U JeJIHOI JledaKa, WK je/[He JeBOJUnIle U JIBa Jedaka. Y IPBOM

5 5!
cJIydajy eKuiia ce Moxke ojabparu Ha (3) =379 10 Hauuna. Y japyrom
X ) 6 5!
CIy4Yajy eKWIa ce MOxKe oJabpaTy Ha o) \1) T 6 = 60 mayuna a
. 5 6 6!
y TpeheMm ciaydajy Ha 1) \o) = b Al 75 maunna. Jlaxise, yKymnax
Opoj HaYMHA J1a ce eKura ojgadepe jejHak je 145.
(Ommruncko takmuderse 2014 36) A

3amarak 7. Koauko ce nemovudpenuxr bpojesa mooce Hanucamu nomohy
yugapa 0,1,2,....9 axo ce yugppe:

a) He Mo2y NOHABHAMU;
6) moey nonasmamu?

Pewere. a) 3a npy mudpy nocroju 9 moryhuocrn (He MozKe Hys1a), 3a ApyTY
takohe 9, Tpehy 8, werBprTy 7 m nery 6 moryhuoctu, jep ce mudpe He MOTY
noHaB/baTh. [Ipema Tome, ykyman 6poj TakBux 6pojeBa jecte 9-9-8-7-6 =
27216.

6) Bpoj HuzoBa JyKuHe 5 4uju YIAHOBU HPUIAJA]Y TOYETHOM CKYIY jeJTHAK
je 105. Mebhyrum, au3 xoju nounme mudpom 0 He cMATPaMO ITeTONH(pPEHIM
opojem. Bpoj Taxsnx HE30Ba Koju moummy mmdpom 0 jemmax je 10* ma je
Tpazkenu 6poj 10° — 10* = 9 - 10* = 90000.

(Tanrenta 69, crpana 28, [lucMenn 3axanu, 3a1aTax 4) AN

3anarak 8. Ha xoauro navuna 20 wydu moorce cecmu na 20 mecma jedroe
peda y buockony, maxo da Ana cedu noped Bojana, a Becna noped I'opana?

Pewerve. Tlorpebno je pacnopegutn 16 jbyjiu u 2 mapa, ¢ TUM IITO OBa JBa
mapa cxBaTaMoO Kao JIBe IeJnHe, jep ce He MOTY ofaBajaTtu. CaMuM THM, THX
18 rpyma moxkemo pacropeautu Ha 18! maunna. Kako y ¢Bakoj of 1Be rpyte
ca 10 JiBa WIaHa MMaMoO 2 Pa3jInunTa Paclopejia, YKylaH Opoj pacnopeja
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jecre 2 -2 - 18
(Ommruacko takmudere 2011 15) A

3amarak 9. Koauko uma nemoyudpenur 6pojesa Koju umajy mavwho jeony
yupy 67

Pewewe. Paziukyjemo jpa ciydaja, yKOJIUKO je nuppa 6 HA IPBOM MecTy
M YKOJIMKO HUje Ha MPBOM MecTy. ¥ IPBOM CJay4ajy, Jako ce mpumehyje na
nocroju 9* Taxsux Gpojesa. Y IPyroM ciydajy, 3a IpBy Hudpy HMaMo 8
moryhHocru (He Mory 0 u 6), TOK HA TPU O] IPEocTaTa YeTUPU MecTa Tpeba
mocTaBuUTH OMI0 KOjy ox mudpapa 0,1,2,3,4,5,7,8,9, MTO MOXKEMO YIXHUTH

4
Ha § - (3) .93 = 32 9% maunna. Komauno, 3ak/bydyjemMo 1a je yKymas 6poj

TaKBHX IeTonudpennx 6pojeBa je HaK
9* +32- 9% =41 - 9° = 29889.
(Onmruacko TakMuuere 2007 1B) A

3aparak 10. Csako od jedunuurur nowa mabauye 3 X3 0bojero je jedrnom od
mpu 6oje. Koauro uma pasisuvumux 60jerva k00 Kojux cy ceaxa 06a cycedna
Jedurunmna nosa(mg. noma ca 3ajedHuNKOM cmparuyom) passusume 6oje?

Pewere. Heka cy 6oje o3radere ca a,b u c¢. AKO je IeHTPaAJIHO I0/be 000jeHO
6ojoM a, moryhu cy ciaenehu ciydajeBu:

1) Csa deTupu mo/ba CycejHa IMEHTPATHOM €y obojeHa mctom Oojom. Ta
0oja ce MOxKe ojabpaTH Ha 2 HAYMHA M TaJa 32 CBAKO YTaoHO IOJbEe
nocroje 2 moryhinoctu 3a u36op 6oje (ako je, Ha mpuMep, Goja mosba
CyCeJHUX MEHTPAIHOM b, yraoHa Mory ouru 6oje a uiu ¢), 1a je y 0BoM
caydajy 6poj moryhmx 6ojema 2 - 24 = 32.

2) Tpu mosba cyceaHa NEHTPATHOM Cy UCTE, & YeTBPTO je pasaudutre Goje.
: 4 :
Takpux 6ojema uMa -2 = 8 ¥ 3a CBaKO TakKBO OOjeme MpeocTasa

(yraona) mosba ce Mory o6ojuTh Ha 2 maumna (2 yraoma mosba MMajy
CyceJIHa MoJba pasaunduTe Ooje, ma je IUXoBa 00ja je THOZHATHO oapehe-
Ha; [peocTaja JiBa MMajy cycejHa mcre 0oje, 1a 3a HBUXOBO 0ojerme
nocroje 2 moryhnocru), na je 6poj Gojema y osom caydajy 8 - 22 = 32.

3) o nBa cyceana nospa cy obojena mcrom 6ojom. Y 0BOj curyanuju
pa3MKyjeMo JIBa caydaja:
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(a) Tospa Koja cy aujamMeTpasHO CYNpPOTHA y OJHOCY Ha IMEHTPAJTHO
cy pasimuute Goje (oBakBHX Oojema uma 4). Tama apa yraona
[oJba MUMajy CyCceJHa T0/ba pazimdure O6oje (ma je muxoBa 6oja
jemunerBeno ojpeliena), a aBa yraoHa moJjba UMajy CyCeIHA MOJba
ucre Goje (ma ce muxoBa 06oja Moxke m3abpaTw Ha 2 HAYWHA).
Crnemn na je 6poj 6ojema y oBoj cnryarujn 4 - 22 = 16.

(6) Tosma Koja cy nujaMeTpasHO CyNPOTHA Y OJHOCY Ha IMEHTPAJHO Cy
ucre 60je (oBakBux Gojerba mMa 2). Taja cBAKO yraoHO MOJbe MMA
cyceJiHA IOJba pasaudure 6o0je, Ia je mHUXOBA 00ja jeIMHCTBEHO
onpehena, Tj. 6poj 6ojerma y 0BOj cuTyanuju je 2.

Jlakse, ako je meHTpaJiHO TO/be 000jeHO DOjoM a, TpaykeHHX Oojerma uMa
32+ 32416 4+ 2 = 82, ma je ykymnan 6poj 6ojema 3 - 82 = 246 .
(Ommruacko takmuderse 2010 15) A

Saparak 11. Koauko uma nemovudperux 6pojeca 3anucaHus HenapHum
yugpama, mehy xojuma je bap jedna jeduruua?

Pewerve. I nauun: PaznukyjemMo mer cjyuajeBa, CBaKH y 3aBUCHOCTH O]
opoja jeauanna y nmocmarpanum bpojesnma. [loctoju tauno 1 nerorudpenn
6poj koju caapxku ner jemununa (11111). Ca yerupw jeaunune mocroju

5 . .
YKYIIHO L) 4 = 5-4 = 20 6pojeBa (Ha jenHo ox mer moryhumx mecra
HOCTABHUMO HeKy oj1 mpeoctasie 4 Henapre 1udpe). CAndHO 3aK/byIyjeMo 1a

5 o!
TpazkKeHux OpojeBa ca TpU jeIMHUIE UMa (2) 42 = TR 16 = 160, ogrOCHO
5 5!

43 = —— .64 = 640. KonadHo, ca jeHOM jeTHHIIOM

ca JIBe JeIMHUILC
ABE JEAIHIINE | 4 30 2l

5 5!
MTOCTOJH (4) 4t = ST 256 = 1280 6pojena. /[lakie, Tpaxkenux OpojeBa

KOJU 33J/I10BO/baBajy YyCJOBe 3aJarka yKyuHo nocroju: 1+ 20 4+ 160 4 640 +
1280 = 2101.
11 maann: TlocToju ykymHO 5° meTorudpennx 6pojeBa Koji ce MOTY 3aIica-

T nomohy mudapa 1,3,5,7,9. Ox tor 6poja omxy3mMeMo cBe mneroludpene
6pojese Koju cy sanucanu momoly rudapa 3,5,7,9 (nakne Ge3 jenunuie),
a Taxsux je 4°. Komauno, nocroju ykymnno 5° — 45 = 3125 — 1024 = 2101
OpojeBa Koju 3a/J0BObaBajy YCJOBE 3a/1aTKa.

(Onmruneko TakMuaerbe 2008 15) A

3anarak 12. 0d 16 wydu, mehy kojuma cy no 4 uz Cpbuje, Pymynuge,
Byeapcre u Maxedoruje, mpeba uzabpamu 6.

(a) Koauko uma mareuxr uzbopa y Kojuma je 3aCmMynsena c6axa 3emmna?
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(6) Koauko uma maxeuz usbopa y Kojuma Hema suuie 00 0684 npedcmasHuka
nexe semme?

Pewewe. (a) Kako je 3acTyn/beH TPENCTABHUK CBaKe 3eMJbe, CJAETH 1A HJIH
je/lHa 3eMJba MMa 3 OpeJICTAaBHUKA (& 0cTasie TPHU 10 1) Win JiBe 3eMJbe UMAajy
2 npejcraBHuKa (a octane jape mo 1).

1) Axko jesHa 3eMiba WMa 3 MPEJCTABHUKA, HeH N300D ce MOXKe W3BPIMTUTH

4 4
Ha (1) HauWHA, leHa 3 PeJICTaBHIKA Ha (3) HA4YMHA, JIOK Ce IIpecTa-

BHUK HEKe O/ IIPEOCTaJIUuX 3€eMaJ/ba MO2KE H3&6paT1/1 Ha (1) Ha'4KWHa, 11d

y OBOj CHUTYaIlAju MOCTOjH
AN ZANZ A .
. . =4 =1024
1 3 1

2) AKo JiBe 3eMJbe UMajy 2 TPeICTABHUKA, IIXOB H360p MOXKe Ce U3BPIIHTH

nszdopa.

4 4
Ha (2) Ha4HWHa, 3a CBaKy O IbUX 2 IpeaACTaBHUKA Ha (2) Ha4vWHa, J0K

ce MIpeJCTaBHUK HEKe OJ] IIpeOoCTa/IuX 3eMaJba MOZKe I/ISa6paTI/I Ha (1)

HaYWHA, A ¥ OBOj CUTYaIlNjH TTOCTOJU
4 (4 [4\?
: : = 6% - 4> = 3456
() () -0)

Hakie, onrosop Ha nutame fena moj (a) jecre 1024 + 3456 = 4480 uszbopa.

u3bopa.

(6) Kako cBaka on 3eMa/ba MMa HajBHUIe 2 [PeJCTABHUKA, CJeIH Ja 6ap
TPU 3eMJbe MOPAjJy MMaTW TPeJCTaBHUKE, Tj. WJIH TPU 3eMJbe NUMajy 10 2
Ipe/ICTABHUKA UJIN JIBe 3eMJbe UMAJy 2, a JBe jeJIHOT IIPeJICTaBHUKA.

1) Ako Tpu 3eMibe HMajy MO 2 TPEJCTABHUKA, FHUXOB M300D e MOKe

4 .
U3BPIIATH HA 3 Ha4YMHA, & MO 2 MpeACcTaBHUKA y CBAKO] O/ HUX

4
Ha (2) HaYWHA, A Y OBOj CUTYAIlWjH MOCTOJU

() ()= om
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2) Ako jBe 3eMibe MMajy 2 TpeJCTaBHUKA, a JBe jeaHor, 6poj msbopa je
HCTH Kao y JIpyroM ciaydajy mena (a), 1j. uma 3456 raksux u3dopa.

Konauno, oaropop Ha nutame geia (6) jecre 864 + 3456 = 4320 usbopa.
(Ommruncko takmuderse 2009 1A) A

Bagmarak 13. Koauko uma wecmoyudpenur bpojesa ca passusumum uudpa-
Mma wuja je najeeha yudpa 3a ocam eeha 00 najmare yudpe?

Pewerve. Paznukyjemo jaBa ciydaja: najseha mudpa je 9 a najmama 1, u
najseha nmudpa je 8 a majmama 0. To cy jeaune aBe moryhuocTu. Y npBoM
CIyYajy jeuHUIa MOKe jJohn Ha OMJI0 Kojy o 6 mo3uiinja, a moToM JAeBeTKa
Ha OWJI0 KOjy OJ mpeoctajux H nosunuja. /Jlajbe, Ha mpBY o1 IpeocTasie
JeTHPH TO3UIHje MOKe Johu 6110 Koja o1 nudapa 2, 3, ..., 8, mro je 7 Moryh-
HOCTH, 33 HapeJHy 1O3ulujy uMamo 6 MoryhHocTu, 3a HO3UIU]Y 1IOC/IE Hbe D
Moryhuoctu u 3a nociemy npeocraay nosuiiujy 4 moryhuocru. Tume cmo
Habpojasan ykynuo 6 -5-7-6-5-4 = 25200 6pojeBa y IpBOM CJIydajy.
[locmarpajmo caga apyru ciay4daj. [loctoju 5 moryhux mosunuja Ha Kojuma
ce Mozke Halim HyJa (jep HyJ1a He MOXKe Ha IIPBO MECTO), & HAKOH MOCTAB/baba
Hysie uMaMo b moryhux nosunuja 3a ocmuily. Jlasbe pe3oHyjeMO CJIMYHO
Ka0 y TPEeTXOJHOM CJIydajy, W U3PadyHaBaMO /a Y OBOM CJIy4ajy HMaMoO
yKynmao 5 -5 -7-6 -5 -4 = 21000 6pojeBa. lakie, perieme 3agaTKa je
25200 + 21000 = 46200 6pojesa.
(OxpyzxkHo Takmuderbe 2015 3B) A

Samarak 14. Ha xonmpoanoj eescou ceaku yuenur dobuo je sadamre jedre
00 dse epyne 3adamara. Yrxoauro odemerve uma 20 yuenura, a no 10 yuenuka
padu ceaxy 2pyny 360amara, HA KOAUKO HAYUHA UL 0eHCYPHU HACTAEHUK
moorce nopehamu y dea peda maxo da yuenuuyu Koju cy dobusu ucmy 2pyny
sadamaka cede jedan usa dpyzoe, a da yuenHuuu Koju cede jedan do dpyzoe
pade pazauvume epyne 3adamara?

Pewere. Oapenumo Hajupe yueHunke koju he cegeru y npsom pemy. OBo cy
YUYeHHUIN KOJU pajie TPBY WU JPYTY TPYIy 3a/aTakKa, TaKo Ja TO MOZKEMO
YPQJIUTH Ha 2 HaYuHA. 3aTHM, y CBaKOM pejy Tpeba pacrnopeautru mo 10
YUYEHHKA Y TPOU3BO/LHOM PEJIOCEAY. 3a CBAKU PeJl TO MOXKEMO YPAJIUTH Ha
10! maumna, Tako Ja je Tpazkenu 6poj pacmopena jeanak 2 - (10!)2,

(Okpy=xuo Takmuuere 2013 3B) A
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3amarak 15. Koauko uma wemeopouyudpenur 6pojesa xoju cadpoice bap dee
yugpe 5%

Pewerve. Bpoj 5555 je jenunu derBoponuppenn 6poj Koju uMa YeTupu nudpe
5. OzpenMo KOJMKO nMa deTBoponudpennx 6pojeBa KOju UMajy Ta4HO TPH
mudpe 5. Y TOM 1MIBY, MOpaMO pPa3J/IMKOBATH JjiBa cJjaydaja. Hajmpe, ako
je meTuna Ha MPBOM MECTY, Taja OMpaMo jedHy OJ1 MPeocTase TPU MO3UITHje
Ha Kojy hemo nocraButu Heky oj nudapa 0,1,2,3,4,6,7,8,9, mTo MoKeMO

3
VUYAHUTH Ha (1) -9 = 27 maynHa. Y APYroM ciaydajy, HOCTOjU TadHO 8

6pojeBa Ko, Kojux nudpa Xubajla Huje jeqHaka 5 (mudpa Xubala He MOKe
Gutu 0 uiu 5, 0K cy ocrase nudpe jeHake b), mpeMa ToMe mocToju 2748 =
35 geTBopoIrudpeHnx OpojeBa KOju UMajy TadHO TpH Iuppe 5.

Ospenmo, Ha Kpajy, KOJIMKO nMa deTBoponudpeHnx OpojeBa KOjuMa, cy
TavHO JBe nudpe jeanake H. YKOJUKO je nudpa Xmbajia jeaHaka o, Taaa
nvamo Tpu MoryhaocTn 3a mpeoctany nndpy b5 (oHa Moxke GurTm mudpa
je/IMHUTIA, JTeCeTUIa WM CTOTHHA), & 3aTUM 3a CBaKy OJ IPEOCTale JiBe
mudpe umamo 9 moryhuocTn, Tj. oBux Gpojea uma 3 - 92 = 243. YKoJIHUKO
nudpa xubpaja Huje jejHaka b, Ty nudpy MokemMo ojadpard Ha 8 HAaYMHA,
a 3aTUM U MECTO 3a Ipeoctasty mudpy Koja Huje jeqHaka b Ha 3 HAYMHA U TY
nmudpy #Ha 9 Hauwna, Tj. oBux OpojeBa uma 8 - 3 -9 = 216.

bpojeBa koju 3a/10Bo/haBajy TpaxKeHe ycaoBe uMa yKymHO 1+ 354 243 +
216 = 495.

(Okpyzxuo Takmuuerse 2013 1B) A

Bamarak 16. Koauko uma ¢gynryuje [ : {a,b,c,d} — {a,b,c,d} xoje nucy
bujexuyuje u Hucy Koncmanmue dynryuje?

Pewerve. Ykynan 6poj bynkiuja je 4*, jep ce ceaku esiemenr ckyna {a, b, ¢, d}
MOZKe TPECTUKATH y TIPOU3BOJbAH eleMeHT ckymna {a, b, ¢, d}. Bpoj bujexiuja
Ha CKYyIy OJ YeTUPU eJIeMeHTa jeJlHaK je Opojy mepMyTalija Ha CKyIy OJf
qeTupu ejgemMenTa, 0aHocHO 4! = 4-3-2-1 = 24, 1ok je KOHCTAaHTHUX (PyHKIH]ja
ykynuo 4. Ilpema Tome, TpaxKkenu 6poj pyHKIH]ja KOje 3a0BOJbaBajy yCJIOBE
jeanax je 4* — 24 — 4 = 228,

(OxpyzxkHO TakMuderbe 2013 4B) A

Bamarak 17. Koauko uma wecmoyudpenus bpojesa ca pasausumum uudpa-
Mma wuja je najeeha yudpa 3a 7 eeha 0d najmaree yugpe?

Pewewe. Paznukyjemo Tpu ciaydaja:

(1) Hajseha mudpa je 7 a majmama 0. Hyay mMoxeMo moctaBuTu Ha 5
MecTa (He MOXKe Ha LpPBO), ceamuily Takohe Ha 5 mecra. Jasbe, Ha
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NPBY OJI ITPeocTase YeTUpu Mo3unmje Moxe jgohu 6uo Koja o1 mudapa
1,2,3,4,5,6, mro je 6 moryhHOCTH, 3a HApPEJHY HO3MIU]y HMaMO 5
MoryhiHOCTH, 3a MO3UIK]Y TTOCTIEe e 4 MOTYIHOCTH U 3a MOC/Ie/IIby Mpeo-
crasy mo3unujy 3 moryhuaoctu. Onatie caenu jaa je 6poj TakBux m3dopa
52.6-5-4-3 = 9000.

(2) Hajseha mudpa je 8 a najmama 1. JeIuHHUIy MOKEMO IIOCTABUTU Ha
6 MecTa, OCMUILY Ha D a JlaJbe PE30HYJEMO CJMYHO KA0 Y IMPETXO/[HOM
caydajy ma je 6poj nzbopa 6-5-6-5-4 -3 = 10800.

(3) Hajseha mudpa je 9 a majmama 2. Jlako ce 3ak/bydyje, npumMermyjyhin
OCTyIaK KopuiheH y mpeTxoaHoM ciay4ajy, jAa mocroju ykynuo 10800
TaKBUX OpOjeBa.

Hakie pememe 3ajarka je 9000 + 2 - 10800 = 30600 6pojesa.
(OkpyzxHo Takmuaere 2011 4B) A

3amarak 18. Ha koauko navuna ce mooce nopehamu 10 pazsuvumux xrwu2a
HG NOAUYY, aAU Maxo 06 3a nem odpehenur sastcu da Hukoje dee Hucy jedna
do dpyee?

Pewerve. Pacriope Mo pBo OHUX 5 KbUTA KOje MOI'Y CTajaTH y HPOU3BOJb-
HoM MehycobroMm moperky, mTo Mozxkemo yunHuTH Ha 5! Haumna. [Ipeocrase
KIbUTe ce MOry Hajasuru u3Mely mpBOOGMTHO mocTaB/beHnX (4 mecTa), Ha
MOYEeTKY WM Ha Kpajy pejia, Tj. Ha YKYIHO 6 MecTa, U TO TaKO Jla Ha CBAKOM
0T OBUX MeCTa CTOjU TavHO jejTHa Kiura. /lakie, HEONXOMHO je m3abpaTu H
o 6 Moryhux MecTa, W Ha IHUX MOCTABUTH MOCaeILUX H Kibura. Kako je oBo

6
Moryhe yauHHTH HA 5 5! = 65! nauuna, To je Tpaxkenu OpPoOj paciuopeia

jemnnak b!-6-5! =506
(OkpyzxHo Takmuaere 2011 2B) A

3amarak 19. Koauko uma wemeopouudpenuxr bpojesa koju ce y OpojHom
cucmemy ca ochosom 10 aanucyjy nomohy dee pazauvume yugpe?

Pewerve. 1lpBy mudpy 6poja moxkemo n3abparu Ha 9 Hauuna. pyra mudpa
MOKe OUTH pa3/imdauTa oj upse mudpe win jejnaka upoj mudpu. Y caydajy
Jna je japyra mudpa pasaudnTa 0 IpBe MOxkemo je m3abparu Takohe Ha
9 mauynna. Tana 3a Tpehy m derBpTy nudpy MoxkeMo opadbpaTH jeaHy o1
nudapa Koje ce Hajla3e Ha IPBOM U JAPYIOM MECTY, I1a je yKynan 6poj 6pojeBa
y OBOM ciay4ajy jemHak 9 -9 -2 .2 = 324. PazmoTpumo caja ciydaj Kaja je
Jgpyra nudpa jeanaka npsoj. CandHEM pa3sMarTpameM Kao Y IMPEeTXOIHOM
cJy4ajy 3akspydyjeMo ja moctoju 9-1-9-2 = 162 6pojesa ko1 Kojux je Tpeha
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nudpa pasauduTta oj npse jaBe. Ha Kpajy, YKOJHUKO cy npBe Tpu Iudpe
je/IHaKe, YeTBPTY MOKeMO ojabpaTu Ha 9 HauuHa, 1a je 6poj oBakBUX U360pa
jemnax 9-1-1-9 = 81. Jlakne, Tpaxkenu 6poj je jeanak 324+ 162481 = 567.
(OxpyxkHO Takmuderse 2011 3B) A

3amarak 20. Hexa je n npupodan 6poj echu 0d 2. Koauxo uma mpojru
(A, B, C) nodckynosa cxyna {1,2,...,n} maxsuz da je

ANBNC =2, |[ANB| =2 u|ANC| =17

Pewere. Cpaku enement ckyna {1,2,...,n} namasu ce win y ckyny A, B, C
nm y (AU BUCQC)Y, na je Tpaxenn 6poj jennax 6pojy pacnopeia 6pojesa
{1,2,...,n} y oBa weTupH CKylia TaKo Ja Cy 3a10BO/beHN natu ycaosu. Omppe-
Mo Opoj OBUX pacropeja.

Enement xoju npunaga ckyny A N C mMoxkemo m3abpaTd Ha n HaYHHA.
3abepumo 3aTuM ABa eJieMeHTa KOju npunaaajy ckyny ANB. OBu eemenTn
pazjimauTu cy 0J1 ejieMenTa Koju ce najazu y ANC, jep mopa 6utn 3a70B0/bEHO

n—1\ (n—1)(n—2)
2 ) B 2

ANBNC = g, na \wux MOKEMO n3adparu Ha (

Ha4dHHAa.
Cpaku O/ IIPEOCTAJIUX T — 3 eJieMeHaTa MOXKEMO CMECTHUTH:

1) wmm camo y ckyn A (1j. y A\(BUC));

2) wm camo y ckyn B (1j. y B\(AUC));

4

(1)
(2)
(3) mwmm caso y ckyn C (tj. v O\(AU B));
(4) win y cxyn BN C;
(5)

5) mmu y kommtement (AU B UC)C.

Jlakse, moctoju b MoryhHOCTH 3a CBaKM O TPEOCTaInX n — 3 ejiemMeHara,
Ia 3a HUXOBO pasMemTame mMaMo 5" % madmma. Ilpema Tome, Tpazkeme
(n—1)(n—2)

2
(OkpyzxHo Takmuuere 2014 2B) A

- 573 Hauuma.

IIOJICKYIIOBE MOXKeMO oj1abpaTu Ha 1 -

Baparak 21. (a) Ha xoauko mawuna ce mozy usabpamu 06a Hecycedna
dsoyugpena b6poja?

(6) Koauko uma nemoyudpenux Gpojesa y xojuma ce yudpa 5 nojasmsyje
mauHo 064 nYma u wuje cy npeocmane mpu yu@pe passusuma eaemet-
mu ckyna {1,2,3,4,6,7}7
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Pewewe. (a) Tpormudpennx 6pojesa uma 90 (3a npsy undpy 9, 3a apyry

90
10 moryhuoctn), na naposa aonudpernx 6pojeBa numa ( 5 ) = 4005.

Ou Tor 6poja omgy3memMo OPOj CBUX MapoOBa y3aCTOMHHX ABOIU(MPEHUX
opojeBa, kojux mma ykynmHo 90 — 1 = 89. Jlaksie, jaBa HecycegHa
nsormdpena 6poja ce mory mzabparu Ha 4005 — 89 = 3916 nauwmHa.

Jla OucMmo pemuin 3aJaTak JOBOJHHO je Ja Ha TPU O 1eT Moryhmx
MecTa mocTaBuMo Heke o mudapa 1,2,3,4,6,7, 1o MOXKeMO YIYUHUTH

)
Ha yKYITHO 5 6-5-4 = 1200 naunna (mpeocrasna IBa MecCTa Cy

upeapubena 3a nudpy 5).

(OkpyzxHo Takmuuerse 2008 1B) A

3amarak 22. Tpu Euaaesa u dsa Ppanuysa saunmepecosaru ¢y 3a 7 padiu-
YUMUT KHUG: MPU HA EH2AECKOM Je3ury (mpasice uz camo Enzaesu), dee na
dparuycrom jesury (mpasice uzx camo Ppanuysu) u dse Ha CPNCKoMm je3ury
(mpasrce ux u Enenesu u Ppanuyysu). Ha koauko wawuna céaxom o0 wux
MOIHCEMO NOKAOHUMU N0 jedHy Kruay?

Pewerve. Iloctoje Tpu moryhuocrtu.

(1)

(2)

Oba @panmysa gobduaa cy KiBUTY Ha (DPAHIYCKOM je3uKy. Y OBOM
caydajy PpaHiy3nMa KibUTe MOKEMO TMOKJIOHWTH Ha 2 HadWHa. 33
Enrneze umamo 5 Moryhux Kmura, 1a luMa KIbUre MOYKEeMO ITOKJIOHUTH
Ha 5 -4 -3 = 60 maumna. [lakie, ykynman 6poj HaUWHA J1a ce ocobamMa
ITOKJIOHE KHUTE je y 0BOM cjydajy 2 - 60 = 120.

Jegan Opanilys je 70010 KILUTY Ha (PPAHILYCKOM, a JIPYTH HA CPICKOM
je3uky. ¥ oBOM ciydajy morpebHO je m3abpatu Koju he ox Ppaniryza
JIOOUTH KIbUTY Ha (DPAHILYCKOM je3UKy, 3aTUM u3abparu jeJHy oj JBe
Kibure kojy he om moburu, a 3arum m3adparTu jeJaHy Of JIBE KIbUTE
Ha CPIICKOM je3uKy Kojy hemo nokjgouutu apyrom ®Opaniysy. lakie,
@paHIy3uMa KIbATe MOZKeMO MOKJIOHATH Ha 28 = 8 Haunna. 3a Enrese
ocrajy 4 kmwure (TpU Ha €HIVIECKOM H jeJIHA HA CPICKOM je3uKy), ma
IbUMa, KIbUIe MOZKEMO OKJI0HUTH Ha 4 -3-2 = 24 nauyuna. YKyiaH O6poj
HaYWHA Ja ce ocobama IOKJI0He KIbUTe Yy OBOM Ciaydajy je 8 - 24 = 192.

Ob6a @panmysa 100WIa Cy KIbUTE HA CPICKOM je3UKY. Y OBOM CJIYUAjy
OpaHiy3nMa KbUTre MOZKEMO MOKJIOHUTH Ha 2 HAYWHA. 3a Tpu KHresa
IpeocTaJie Cy TpHU Kibure, Ma mriuMa IOMEeHYyTe KIbUT'€ MOZKEeMO IMMOKJIOHU-
i Ha 3-2-1 = 6 HaunHA. YKynaH Opoj HauuHA j1a ce ocobaMa MOKIOHE
KIbHUT'e y OBOM CJIy4ajy jelHak je 2 -6 = 12.
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Konauno, ykynan 6poj HaunHa ja ce ocobama MmokjgoHe Kmure jecre 120 +
192 + 12 = 324.
(Ommruacko takmudere 2014 15) A

3amarak 23. Ha xoauxo wawuna ce 20 kapama, mehy xojuma cy 4 dame,
Mmozy nodeaumu Ha dse epyne od no 10 xkapama, maxo da y jednoj 2pynu 6ydy
mpu dame, a y dpyzoj epynu jedna dama?

Pewerve. Pememe 3a/1aTKa jecte 3anpaBo 6poj HAUMHA HA KOjH MOXKEMO IIOILY-
HUTH jeqHy rpyny. Tpu game ox Moryhux dyeTupn MoykKeMO 0JadpaT Ha (3)

HAYWHA, JIOK ITPEOCTAINX CejlaM KapaTa Koje cy HaM HeOnXOjHe Jjia Ou cMo
dbopmupanu rpymy, 6upamo of wmux 16 (6e3 mame 360r ycaoBa 3a7aTKA).
[Ipema ToMme, 6poj HAUKMHA Ha KOJU MOXKEMO MOIYHUTH jeJHY I'PYIy, a VjeIHO

U peliemne 3a/aTKa, jecTe
4 16
. = 45760.
(5)-()

(Oxpyxkuo Takmuderse 2009 1B) A

Samarak 24. Ha xKoAuko HAUUHG c€ MO2Y 000JUMU MEMERG NEMOY2AQ
ABCDE nomohy 4 boje axo cycedna memena ne mo2y bumu ucme 6oje?

Pewerve. TlpernocraBumo Hajupe ga cy temena A m D ucre 6oje. 3a To
nocroje 4 moryhnoctu. Teme E Mopa OWTH pa3jauduTo OJ HUX, 3a IITA
nocroje 3 MoryhHocTH, na mocajn umamo 4 - 3 = 12 moryhHOcTH 33 0Ba TpH
TeMeHa. 3a Teme B 6upamo jeany 60jy paznauauty oj 60je Temena A, 3a mra
noctoje 3 MoryhHocTu, a morom 3a Teme C' dbupamo 060jy pasaInduTy on 6oja
Temena B u D, 3a mra upeocrajy 2 moryhuocru. YKynHo, JakKjie, ©Mamo
4-3-3-2 =72 moryhunoctu 3a u3dbop 60ja y oBOM cJIydajy.

[TocmaTpajmo caga caydaj kaga cy temena A m D pasauanre 60je. 3a TO
nocroje 4 - 3 = 12 moryhuoctu. Teme E Mopa Outn pasnuante 60je 01 HUX,
3a mta mpeoctajy 2 moryhnoctu. Ykoauko je reme C' ucre 60je Kao A, taja
HaMm 3a B npeocrajy 3 moryhunocru. Mehyruwm, ako je C' pasiumaure 60je 0O
temena A tama mmamo 2 moryhuaoctu 3a C' u morom 2 moryhuocru 3a teme B.
[Ipema Tome, y OBOM cydajy nMamo yKymHO 4-3-2-(3+2-2) =24-7 = 168
n3dopa. Konadno, perreme 3agaTka jecre 72 + 168 = 240.

(Apxasuo Takmuueme 2015 1B) A
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3amarak 25. Odpedumu 6poj desemovudperur bpojesa desusux ca 225, k0o
KoJux cy cee yudpe pazaudume 6 uudpa cmomuna um je 7.

Pewerve. Younmo na je 225 = 9 - 25. VI3 gempuBocTu ca 25 3aKbydyjeMo 1a
cy mocjenme ase nudpe rpaxkenux opojesa 00,25,50 wam 75. Ciydgaj 00
Huje Moryh jep cme 1mudpe Mopajy OUTH pasjndnTe, Ka0 HU Caydaj 7D jep
je mo ycaoBy 3ajarka mmdpa crorura 7 (u3 mceror passora). [Ipema Towme,
jenmna nBa Mmoryha caydaja jecy 25 m 50. Kako je 04+ 1+ 2+ ... +9 = 45,
n30alKuBambEM jeTHOT 01 OBHX OpojeBa jobuja ce O6poj ae/buB ca 9 caMo ako
je usbadenu 6poj 0 mym 9.

YKouko je TporudpeHu 3aBpiierak 725, Taja NPBUX IMIECT MO3UIUja
MOZKeMO ToyHuTH Ha, 6! HaunHa, YKOIMKO cMo m3banuan 0, omHOCHO Ha 5 - 5!
HAYMHA, YKOJIHKO cMO u3barmman 9 (0 He MOXKe Ha IPBO MECTO), A je YKyIaH
6poj TakBuX meperommdpenux Opojesa 6! + 5 - 5! = 11 - 5!, VYkomauko je
rporudpenu 3aspiierak 7H0, Tajga upBux 6 MO3UIKMja MOXKEMO IOIYHHUTH
Ha 6! nHaunna (kopucrumo rmudpe 1,2,3,4,6 u 8). Konauno, ykyman 6poj
neperormdpeHnx OpojeBa KOju 3a0BoJbaBajy ycaoBe 3agaTke jecre 11 - 5! +
6! = 17 - 5! = 2040.

(Ommruacko Takmuderse, 2006 1B) A

3anmarak 26. V jeduoj epynu wydu ce nanaze mpu Umanujana, wemupu
Dpanuyysa u nem IInanauya. Ha KoAuko passuvumur HawuHa ce c8U 068U
MpYydu moz2y nopehamu y nusd maxo da ceu Pparuyysu 6ydy jedar noped dpyezoz,
ceu HInanyu jedan noped dpyzoe u nuxoja dea Umanujara ne 6ydy jedar do
dpyeo2?

Pewere. C ob63upom na nukoja jgsa taaujana ve Mmory OuTH jegaH g0 Apyror
Jgako ce npumeliyje ma cy moryha apa pacmopena (10 HAIMOHATHOCTHMA)
NOOOOUIIMIIIHITIIIN v UIHIIIIIIIIPPPPU. Kako y cBakoM 0/1
oBHUX pacmopena VTaanjaHe MoxkeMo pacnopenuTd Ha 3! Hauwmaa, OpaHiyse
Ha 4! u [nanme #a 5! HauwmHa, 106MjaMO & Ce OBH JbYIU MOIY PACIOPeIuTH
ma 3!-4!-5!'-2 = 34560 naunna.

(OkpyzxHo Takmuaerse 2004 1B) A

3anarak 27. 3a esemenm nepmymayuje KaHcemo 0a je 0echo MUHUMGAAH
aKo je Marot 00 COUT eAEMEHAMa KOJu ce Haaa3e decto 00 1weza. Ha npumep y
nepmymayuju (2,1,4,6,3,7,8,5) decho MUHUMAGAHY CY esemenmy Ha IpY20]
u nemoj nosuyuju (esemernmu 1 u 3). Koauko uma pasiusumus nepmymayu-
ja eaemenama ckyna {1,2,3,...,8} Koje umajy decro munumasne esemerme
Ha dpy20j u nemoj no3uyuju (U Moscda jous Ha Hexum Ipyum no3uuujama)?

Pewerwe. Pazmukyjemo 4 ciaydaja, ¢cBe Y 3aBHCHOCTH OJ1 TeTe MTO3UIMje, HA
K0joj ce mory Hahwu jeauuo mudpe 2,3,4 u 5. Y upBom cjydajy, YKOJIUKO je
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Ha 11eToj Mo3uInju nudpa 2, Taja je apyra Mo3ullnja je JHO3HATHO onpehena,
JIOK TIpeocTatnx 6 MecTa MOXKeMO HONYHUTH Ha 6! HauuHa. Y Jpyrom Caydajy,
Ka/J1a je Ha MeToj Mo3uIyju miudpa 3, 3a Apyry NO3UIIN]Y TOCTOje IBe MOryhHO-
ctu, mudpe 1 u 2. Axko je mudpa 1 wHa Apyroj mosunuju, Taga mudpy 2
MOZKEMO PACIopeUTH Ha 3 MecTa (He MOxKe JeCHO o/ 3), ma je 6poj TakBUX
nepmyTanuja 3-5!. Ako je, mak, nmudpa 2 Ha Apyroj mo3umju, Taga nudpa 1
MOZKe MCKJBYIUBO HA IPBO MeCTO, JIOK Ce ITPeocTaie MO3UIINje MOTY OIYHUTH
Ha 5! HauwHa, na je yKymax Opoj mepMyTaiuja y Apyrom caydajy 4 - 5l.

[TocmaTpajmo cama caydaj Kaja je Ha meroj mosunuju mudpa 4. Taga ce
Ha Jipyroj no3unuju mory uwahu jeauno nudpe 1 u 2. Ykonuko je mucpa 1
Ha JIPYTOM MecTy, Taja nudpe 2 u 3 MOXKeMO IMOCTABUTH HA 3 - 2 HAYMHA, A
je 6poj oxrosapajyhux mepmyTraruja ca mudpama 1 u 4 Ha APYroM, 0JTHOCHO
neToM MecTy, jennak 3-2-4! = 6-4!. Vkoauko je nudpa 2 Ha Ipyrom Mecry,
TaJa je IpBa MO3MIHja jeJHO3HAUHO onpehena, mudpy 3 MOKeMO MOCTABUTH
Ha 2 HO3MIMje, JOK IIPeocTalie IHO3UlUje LonymhaBaMo Ha 4! Hauuna, ma je
yKymaH 6poj mepmyTanuja ca mudpom 4 Ha nmeroj nosunuju 6-4!4-2-41 = 8-41.

[Tocstexmu caydaj Koju mocMaTpaMo jecy mnepMmyTaiuje ca mudpoM 5 Ha
meToj mo3unuju. Tama Kao U y TpeTXOAHUM CIyIajeBUMa, 3a JAPYTY MO3UITH]Y
MOCTOje CcBera JBe MOrYhHOCTH. YKOJMHMKO je mudpa 1 Ha Apyroj MO3WIH)H,
taja nudpe 2,3 u 4 Moxkemo pacnopenutu Ha 3! Hadnna (JeBo oz nudpe 5)
JIOK TIpeocTajie TPHU MO3HIMje JIeCHO OJ mudpe H MOKeMO TOIMYHUTH TaKohe
Ha 3! HaunHa, na je 6poj mepmyTanuja ca mudpama 1 u 5 Ha APYTO] , OTHOCHO
11eToj no3uuju, jeqnax (3!)2. Ykosuko je, nakx, nudpa 2 Ha ApyToj IO3UIHUH,
Yy aHAJOTHjU €a MPETXOIHUM CJIy4ajeBHMa, JAKO 3aK/bydyjeMo Ja je Opoj
nepMmyTanmja ca nudpama 2 u 5 Ha APYroj, OAHOCHO 1eroj nosuuuju 2 - 3!, na
je ykynan 6poj nepmyranuja y nociaeamen ciaydajy (31)2 + 2 -3l Crora je
TpaykeHu OPoj mepMyTalifja Koje HCIyihaBajy yCJIOBe 3a1aTKa

6! +4 - 5! + 8- 4l + (31)2 + 2 - 31 = 1440.

(Oxpyxkuo Takmudebe 2007 1A) A

3anarak 28. Ha k04uK0 pazsuqumus HauUHae ce mozy pacnopedumu 7
ucmuz xyaauya y 4 passuvume kymugje?

Pewere. Moryhu pacnopenu cy 7+ 0+ 0+ 0 (cBe Kyrnuie y upBy KyTH]Y),
6+1+0+0 (6 xkyruinna y mpBy KyTujy a ceama y apyry), 5+ 2+ 0+ 0,
uta. OuurieHo je ga ce npodseM mpedpojaBama CBUX MOIYNHOCTH 3acCHUBA
Ha jeTHAYWHU X1 + To + T3 + X4 = 7 TJe Cy X1, To, T3, T4 HEHETATHUBHU TETU
OpojeBU KOju TIpeJcTaB/bajy Opoj KYTJIMIA ¥ CBaKO] 01 4 ocMaTpaHe KyTHje.
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[Ipumenom Teopeme 8 3aKJ/bydyjeMo Jia YKyIaH Opoj pelnema MoCTaB/beHe
jeTHAYMHe, a caMUM TUM U pelllerhe 3aJaTKa jecTe

(1))

(Oxpyxkuo Takmudebe 2006 4A) A

3amarak 29. Keadpam 2 X 2 nodewen je na 4 xeadpamuha 1 X 1. Csaxu 00
keadpamuha je 0bojer upeeHom, NAaBOM Uit besom 60jom.

a) Koauro uma pazavvumuz 6ojerva?
6) Koauko uma passusumux 60jera y kojuma ce cée mpu 60je nojas.nsyjy?

Pewewe. a) Craku oj kBajgparuha Moxe 6utu 000jeH Ha 3 HaUWHA, Ta je
Opoj paznImuuTHX Gojema jeqnak 31 = 81.

6) Kana ce cBe 60je nojasibyjy umamo 2 nosba 060jeHa jeHoM 60joM u jorrn
110 jeJIHO MoJbe 000jeHo mnpeoctaysuM 6ojama. Ta 2 mos/hba MOKEMO OpeIUTH

4
Ha (2> = 6 mauuna, a 60jy 3a Ta 2 nmo/ba Ha 3 HaumnHa. lIpeocrana 2 mosba

MozKeMo obojutu Ha jomur 2! = 2, ma ykymrOo mmamo 6 - 3 -2 = 36 Gojema y
KojuMa ce cBe 60je Mm0jaBIbyjy.
(Pemy6simako Takmuuerse 2005 1B) A

Bamarak 30. V pasnu cy dama dsa ckyna naparesnux npasux {ay, as, ..., a3}
u {b1,bs,...,b7}. Ipase npeoz cxyna cexy npase dpyeoe ckyna. Koauko je
napanesozpama odpelieno osum npasama?

Pewerve. Caku map npaBHUX HPBOT CKYIA M CBAKH I1ap MPAaBHUX JIPYTOI CKYIIa

onpehyjy Tadno jeman mapaJesorpam u obpuyTo. Ilap mpaBux U3 mpBOT

13 7
CKyHa MOyKeMO H3abpaTu Ha 5 Ha4YWHA, a U3 JAPYror Ha 5 Ha4YWHA,

ITa TpayKeHUX IapaJjienorpaMa uMa
13 7
. = 1638.
(2)-C)

(Oxpyzxkuo Takmuderse 2003 1B) A
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5 3akJbyvak

Kako je muckpeTHa MaTeMaTHKa J00MUIa HA 3HAYAJY Y IIPETXOIHUX HEKOJIU-
KO JIENeHUja YCJIeJ CBOjUX MPUMEHa y 00JIaCTH padyHapCKUX aJropuraMa u
IPOrPaMCKHUX je3nKa, TAKO 1 KOMOMHATOPHUKA, HayKa O paciopeinma objekara,
Kao BazKaH Jieo JIMCKPeTHe MaTeMaTHKe, CTHYe ¢Be Behy HoIry1apHoCT 1 IpuMe-
ny. MelhyTum, u mopen Tora, meHAa OCHOBHA IPEJIHOCT W IPUMEHA jecTe
y pelraBamby HajpasJIHIUTHjUX TPAKTUIHUX MpoOJgeMa. 3a pellaBambe THX
upobJieMa HEeOIXO/[He Cy pa3He TeXHUKe (KOHKPETHO TeXHHUKe IpedpojaBama),
Kao U MI03HaBambe TePMUHA U [10jJMOBa KOjuMa, 00u1yje komounaropuka. [1pob-
JeMu (9UTaj 3aJaIi) TOI THIA Ce MOCTAB/bAjy JOII MPEeJ yU9eHHKe OCHOBHUX
IIKOJIa HAa pa3HUM HUBOMMA PA3JIUIUTHX MAaTEMATHUYKUX TaKMu4dema. Mebhy-
THM, YCJIeJ CJI0KeHOCTH HacTaBHe TeMe, OJIHzKe ITpoydaBaihbe KOMOMHATOPHKE
HMOYHIbE TEK y CPEbONIKOICKO] HacTtaBu. (Crora cy, y OKBUPY OBOI' pPaJia,
JIeTa/bHO OIHMCAHE TeXHUKe MpedpojaBama M Pa3HH KOMOWHATODPHU MOjMOBH,
Ha HAYWH, HA KOjU Cy OHU oOpaheHn y ruMHA3MjCKO] HACTABH.

Ho, 6e3 063upa Ha cBe Behy npakTuday norpedy 3a JIOTHIKUM Pa3MHUILba-
IbeM U pacyhuBameM, peJoBHA HACTaBa MaTeMaTUKe y TUMHA3HjaMa CHpOMa-
IITHA je HACTABHUM TeMaMa Koje MOJICTHUY JIOTHYKO-KOMOMHATOPHHU TPUCTYII
HPUJIMKOM peliaBarba 3ajaraka. » TO Ce MOXKEMO YBEPUTH rmocMaTpajyhu
JleTa/bHY aHAIN3Yy HACTABHUX ILJIAHOBA M3 MaTeMaTHKe, Koja je jgata y Tpehoj
IJ1aBu OBOI' paja. l[Ipeamer amajin3e jecTte rpaJiuBO MaTeMaTHKe 3a IPBU H
YeTBPTH pa3pe]i TMMHA3H]a CBUX THIIOBA, jep ce KOMOMHATOPHUKA, KAO HACTAB-
Ha TeMa, 4ak u He obpabhyje y apyrom m Tpehem paspeny. Anammsupajyhn
HacTaBHe ILJIAHOBE HaWJIA3UMO Ha cJiejehe mnojgarke: ,JKomOuHaropuka ce y
npBOM pa3peay obpahyje AeIUMUYHO ¥ HACTABHOj TeMu ,JIoruka u cKymoBu®,
1 TO y JIBe HACTaBHE jeJIMHUIE, O/ KOJUX je jeJiHa npejaBuheHa 3a obpaiy, a
JIpyra 3a yrBphuBaibe rpajupa. O ykynHo 148 dacoBa rOIUIIbe, TO YHHU
csera 1,35% ykynHor rpaausa mpeasuljeHoOr 3a IpBU paspe] ruMHa3uja.

[Tocmarpajyhu ananusy rpajuba 4eTBpTOr paspejia, youaBamo jia je CuTy-
almja y TOM paspejy He3HaTHO Oosba: .,y okBupy Moaeaa M1 u M3 nacraBaux
IIJIaHOBa W MpOTrpaMa MaTeéMaTHKe 3a I‘I/IMH&SI/Ije OonmiTer THIa W IIPUPOIHO
MaTeMaTH4IKOr cMepa, o YKyHnHo 128 gacoBa rojulime, KOMOMHATOPUKA Ce
obpabyje vy 12 HacTaBHHX jeJIMHUIIA, OJ KOjUX je 5 mpemaBuheHo 3a odpay,
a 7 3a yrephjuBame rpamusa, mro upeacrassba 9,37% yKynHor rpajauba
peABrheHoT 3a YeTBPTH pa3pe/i ’IMMHa3uja. ¥ OKBUPY Mojiesia M2 HacTaBHUX
IJIAHOBA W MTPOTpaMa MaTeMaTHKe 3a THMHA3Hje IPYIITBEHO-]e3UIKOT cMepa,
ol yKymHO 64 9acoBa ToullImbe, KOMOMHATOPUKA ce obpalyje y 6 HacTaBHUX
JEIMHUIA, OJ1 KOjuX je 3 npeasuheno 3a obpaiy, a 3a 3 yrBphuBaibe rpajJuBa,
IITO TpeacTaBba 9, 37% yKYIHOT rpaauBa NpeaBUheHOr 3a YeTBPTU pa3pen
ruMHaasuja.”
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Nmajyhu y Buy HaBejene mojgarke, Kao U 4MIH-EHUILY Jla ce Opoj 4acoBa
MaTeMaTHKe II0 pa3pejuMa pas3/uKyje yV 3aBUCHOCTH OJI THIA T'MMHAa3HUje,
JIo1a3uMo 10 caefehnx mopazkaBajyhux 3akspydaka. ¥ okBupy Mojena M1
HAaCTaBHUX IJIAHOBA W MpOTrpaMa MaTeMaTHKe 3a TUMHa3Wje ONIITer THUIMa,
o)1 ykynHo 560 "acoBa y cBa deTupu paspejia, KombumHaTopuka ce obpabhyje
y 12 macraBHMX jeauHHMIA, IITO NMpeacTaB/ba cBera 2,5% yKyIHOr rpajauBa
npeaBuheHor 3a cBe paspejie. ¥y OKBUPY Mojena M2 HacTaBHHX IIJIAHOBA W
Iporpama MaTeMaTHKe 33 TUMHA3Hje JIPYIITBEHO-je3HIKOr CMepa, O YKYITHO
389 yacoBa y cBa YeTHPH pa3pea, KOMOMHATOPHKA ce oOpahyje y 8 HacTaBHUX
jemuauna, mro npeacrasba 2,06% yKynHor rpaauBa npeasuheHor 3a CBe
paspene. ako ce MmareMaTnKa, Kao peMeT, BUAIIE H3y4aBa Y OKBUDY MOJIe/Ia
M3 3a ruMHa3uje IPUPOJTHO MATEMATHUYKOI CMepa, CUTYallja ce y MOTJIery
TeMe OBOI' pajia He Merba Ha 6osbe, Beh Hamporus. Kaxo je jeguHa pas3inka
y nopehemy ca Mmomenom M1 6poj wacoBa MaTeMaTHKe HEIE/HHO Y APYTOM
u Tpehem paspeiy, a umajyhu y Bujy jia ce komOumHaTOpuKa u He obpabyje
y MOMEHYTHM pa3peinMa, 3aK/bydyjeMo Ja ce of 631-or gaca y cBa 4eTupu
paspea, KombwHaTOpuKa obpalhyje y 14 HacraBHUX jeanHUIIA, TIITO MMPEICTa-
BJ/ba MU3EPHHX 2, 22% YKyIIHOr IpaauBa OpeaBUheHOr 3a CBe paspee.

[TocmaTpajyhu opujeHTannoHe mporpaMe 3a I0JaTHHA paJl y THMHA3HjaMa,
KOjU Cy HaBEJIEHU Y YeTBPTO] IJIaBU OBOT pa/ia, HUje TEIIKO IPUMETUTH /1A Ce,
yCJIe/i KOMILIEKCHOCTH HacTaBHE TeMe, KOMOMHATOPUKA HEYIOPEeIUBO BHIIE
obpabhyje Ha [107aTHOj HErO Ha PEIOBHO] HACTABH, U TO Y CBUM pa3peanMa.
Ho, kako nporpam jrogarHe HacTaBe, HEPETKO 3aBHCH jeJIMHO OJ1 HACTABHHUKA,
YecT je ¢Iy4daj Ja YIYeHUIH 0cTajy yeKpahenu 3a 030u/bHIje n3ydaBambhe KoMOu-
HATOPHUKE, 1ITO je CBAKAKO HEJIOIYCTUBO, aKO 3HAMO JIa CY 3a/alll JIOIHYKO-
KOMOUHATOPHE IPUPOJIe MAJITEHE HEM30CTABAH JI€0 CBUX MATEMATHYKUX TAK-
MHYEeHa. Y TO ¢ MOYKEMO YBEPHUTH TocMaTpajyhm pa3sHOBpPCHe 3aJiaTKe ca
pPa3HUX HUBOA TAKMHUYECIbA OJIPXKAHUX Yy IOCJEIHUX JeCeTaK I'OJuHa, a KOjH
Cy HaBeJeHH M peIIeHH y CKJOImy d4eTBpre rviaBe. Takobhe, mpumehyjemo
Jla ce IOMEHYTH 3aJalli Hajuenthe cTaB/bajy Hpel yUeHUKe IIPBOT pa3peia
IUMHA3U1]ja, TMITO 33 IbUX CBAKAKO IIPEJICTaB/ba MPO0JIeM, aKO IPETXOIHO 3HAMO
Jla ce KOMOMHATOPHUKA Y IPBOM pa3pejly u3ydaBa Ha CBera JiBa 4aca y PeJ0oBHO]
HACTaBH.

Y cBakoM ciIydajy, OUUIJIe/HA je HepaBHOTe:ka m3Mel)y HauWHa Ha KOjH
je KoMbuuaTopuka obOpaljeHa, HpBEHCTBEHO Ha PeIOBHO] HACTABU, W IbEeHE
3aCTyllJb€HOCTHU Ha MaT€MAaTUYKHUM TaKMHU4Y€ibUMa, KaO0 U Ha, IOMEHUMO jOH_I7
[IPUjeMHUM UCIUTUMA HA Pa3HuM (pakyaTrerumMa. Y CKAQJLY Ca HABEJICHUM,
JIAKO 3aKJbydyjeMo 7a je 030u/bHUje m3ydaBame KOMOWHATOPUKE W JIOTHKE
youmire, caja Beh npeka morpeda. Crora ocraje HaJa ja he y HeKUM Hape-
HUM HIpOMeHaMa HACTABHUX ILIAHOBA U IIPOrpaMa, KOMOMHATOPHKA 3ay3€TH
Jlajieko Behu 1mpocTop Hero mro je To caja ciiydaj.
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