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1 Óâîä

Òåìà êîjà jå îáóõâà£åíà îâèì ðàäîì ó íàjâå£îj ìåðè îäíîñè ñå íà
èçó÷àâà»å êîìáèíàòîðèêå ó ñðåä»îøêîëñêîj íàñòàâè, óç ïîñåáàí îñâðò
íà çàäàòêå ñà ìàòåìàòè÷êèõ òàêìè÷å»à, êîjè ñó ó óñêîj âåçè ñà îáëàø£ó
êîìáèíàòîðèêå. Ðàä jå ïîäå§åí ó íåêîëèêî òåìàòñêèõ öåëèíà. Ó óâîäó jå
äàò êðàòàê èñòîðèjàò èçó÷àâà»à êîìáèíàòîðèêå, êàî è ïðåãëåä îñíîâíèõ
ïîjìîâà î ñêóïîâèìà è ôóíêöèjàìà, êîjè ñå ó äà§åì ðàäó íåðåòêî êîðèñòå.

Ñâàêà íàó÷íà îáëàñò èìà ñîïñòâåíó òåðìèíîëîãèjó è êîìáèíàòîðèêà
ó òîì ïîãëåäó íèjå èçóçåòàê. Ñòîãà ñó, ó îêâèðó äðóãå ãëàâå, îïèñàíå
îñíîâíå òåõíèêå ïðåáðîjàâà»à êîíà÷íèõ ñêóïîâà, äåôèíèñàíå îñíîâíå
êîìáèíàòîðíå êîíôèãóðàöèjå: âàðèjàöèjå, ïåðìóòàöèjå è êîìáèíàöèjå,
îáðà¢åíà jå è áèíîìíà ôîðìóëà, òj. ïîjìîâè êîjå ñòàíäàðäíî ñàäðæå
ñðåä»îøêîëñêè ïðîãðàìè. Ñâè óâåäåíè ïîjìîâè èëóñòðîâàíè ñó áðîjíèì
è jåäíîñòàâíèì ïðèìåðèìà.

Ïîòîì, ó íàðåäíîj ãëàâè, ñëåäè àíàëèçà óäåëà êîjè êîìáèíàòîðèêà
çàóçèìà ó íàñòàâè ìàòåìàòèêå ó ñðåä»îj øêîëè, êîíêðåòíî ó ãèìíàçèjàìà
ñâèõ ïðîôèëà. Äàòè ñó öè§åâè è çàäàöè íàñòàâå ìàòåìàòèêå ó ñðåä»îj
øêîëè, ó æå§è àóòîðà äà óêàæå íà âàæíîñò èçó÷àâà»à ëîãèêå è êîìáèíà-
òîðèêå ðàäè èñïó»àâà»à çàäàòèõ öè§åâà ó íàñòàâè. Òàêî¢å jå îäðà¢åíà
è íåêîëèöèíà ðàçíîâðñíèõ ñðåä»îøêîëñêèõ çàäàòàêà ó ñêëàäó ñà íàâåäå-
íèì ðàçðåäèìà.

Ó ÷åòâðòîj ãëàâè äàòà jå ñâîjåâðñíà çáèðêà çàäàòàêà ñà ðàçíèõ íèâîà
ìàòåìàòè÷êèõ òàêìè÷å»à çà ñðåä»å øêîëå, ó îðãàíèçàöèjè Äðóøòâà
ìàòåìàòè÷àðà Ñðáèjå. Óãëàâíîì ñó îäðà¢åíè çàäàöè êîjè ïðèïàäàjó
òàêîçâàíîj Á êàòåãîðèjè, òj. çàäàöè êîjè ñó áëèñêè íàïðåäíîì íèâîó
ó ãèìíàçèjñêîj íàñòàâè, óç ïàð çàäàòàêà êîjè ïðèïàäàjó À êàòåãîðèjè,
îäíîñíî çàäàöè ïðåäâè¢åíè çà ó÷åíèêå Ìàòåìàòè÷êèõ ãèìíàçèjà. Ðåøå-
»à ñâèõ çàäàòàêà ñó äåòà§íî îájàø»åíà, à ó ðåøàâà»ó èñòèõ jå íåîïõîäíî
êîìáèíîâà»å ðàçíèõ èäåjà èç ïðåòõîäíèõ ãëàâà.
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1.1 Î ïðåäìåòó êîìáèíàòîðèêå1

Êîìáèíàòîðèêà èëè êîìáèíàòîðíà àíàëèçà jå âàæàí äåî äèñêðå-
òíå ìàòåìàòèêå ÷èjè ñó ïðåäìåò çàäàöè ñëåäå£èõ îñíîâíèõ òèïîâà:

(1) Äîêàçèâà»å ïîñòîjà»à èëè íåïîñòîjà»à êîìáèíàòîðíèõ êîíôèãóðà-
öèjà çà êîjå âàæå îäðå¢åíè óñëîâè. Ñïåöèjàëíî, êîíñòðóêöèjà êîíôè-
ãóðàöèjà äàòîã òèïà.

(2) Ïðåáðîjàâà»å êîìáèíàòîðíèõ êîíôèãóðàöèjà çà êîjå âàæå äàòè óñëî-
âè, êàäà jå åâèäåíòíà åãçèñòåíöèjà òàêâèõ êîíôèãóðàöèjà.

(3) Êëàñèôèêàöèjà êîìáèíàòîðíèõ êîíôèãóðàöèjà.

(4) Çàäàöè êîìáèíàòîðíå îïòèìèçàöèjå, òj. îäðå¢èâà»å ó äàòîì ñêóïó
êîíôèãóðàöèjà òàêâå êîíôèãóðàöèjå, êîjà ó íàjâå£îj ìåðè çàäîâî§à-
âà îäðå¢åíå óñëîâå.

Ó îâîì ðàäó ðàçìàòðàjó ñå ìåòîäè ïðåáðîjàâà»à êîíôèãóðàöèjà ÷èjà jå
åãçèñòåíöèjà åâèäåíòíà.

Êîðåíè êîìáèíàòîðèêå ëåæå ó äðåâíîj ïðîøëîñòè, ó âðåìåíó ïî÷åòêà
ìàòåìàòèêå è íàóêå óîïøòå. Åëåìåíòè êîìáèíàòîðíèõ ðàñó¢èâà»à ñðå£ó
ñå êîä ïðâèõ êîíñòðóêöèjà èëè ïðåáðîjàâà»à jåäíîñòàâíèõ êîíôèãóðàöè-
jà, êàî øòî ñó ìàãè÷íè êâàäðàòè èëè êîìáèíàöèjå åëåìåíàòà. Êîìáèíàòî-
ðèêà ñå òîêîì èñòîðèjå ðàçâèjàëà çàjåäíî ñà äðóãèì îáëàñòèìà ìàòåìàòè-
êå ïðîæèìàjó£è ñå ñà »èìà. Òàêî jå áëèæå ïðîó÷àâà»å îâå îáëàñòè
ïî÷åëî ó XV II âåêó, óïîðåäî ñà íàñòàíêîì òåîðèjå âåðîâàòíî£å, êàäà
ñó ñå êîìáèíàòîðíà ïèòà»à ïîjàâèëà, íàìåòíóëà, ó âåçè ñà èãðàìà íà
ñðå£ó. Äàíàñ ñå êîìáèíàòîðíè ìåòîäè êîðèñòå ó àëãåáðè, òåîðèjè áðîjåâà,
ãåîìåòðèjè, òîïîëîãèjè, àíàëèçè, òåîðèjè âåðîâàòíî£à, ìàòåìàòè÷êîj ñòà-
òèñòèöè, ðà÷óíàðñòâó è ìíîãèì äðóãèì îáëàñòèìà.

1Ìëàäåíîâè£ Ï., Êîìáèíàòîðèêà, Äðóøòâî ìàòåìàòè÷àðà Ñðáèjå, Áåîãðàä, 2013.
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1.2 Ñêóïîâè, ôóíêöèjå - ïðåãëåä îñíîâíèõ ïîjìîâà2

Ñêóï, êàî îñíîâíè ïîjàì ó ìàòåìàòèöè, îäðå¢åí jå, àêî jå ïîçíàòî êîjå
åëåìåíòå ñàäðæè. Êîðèñòèìî ñëåäå£å îçíàêå:

a ∈ A - åëåìåíò a ïðèïàäà ñêóïó A;

a /∈ A - åëåìåíò a íå ïðèïàäà ñêóïó A;

A = {a|P (a)} - ñêóï ñâèõ åëåìåíàòà êîjè èìàjó ñâîjñòâî P (a);

A ⊂ B - ñêóï A jå ïîäêóï ñêóïà B, òj. çà ñâàêè åëåìåíò a ∈ A,
âàæè a ∈ B;

A = B - àêî jå A ⊂ B è B ⊂ A;

∅ - ïðàçàí ñêóï, òj. ñêóï êîjè íå ñàäðæè íèjåäàí åëåìåíò;

A1∪A2∪...∪An = {a|a ïðèïàäà áàð jåäíîì îä ñêóïîâà A1, A2, ..., An};

A1 ∩ A2 ∩ ... ∩ An = {a|a ïðèïàäà ñâàêîì îä ñêóïîâà A1, A2, ..., An};

A \B = {a|a ∈ A è a /∈ B};

P (A) - ïàðòèòèâíè ñêóï ñêóïà A, òj. ñêóï ñâèõ ïîäñêóïîâà ñêóïà
A;

N - ñêóï ïðèðîäíèõ áðîjåâà 1, 2, 3, ...;

N0 - ñêóï íåíåãàòèâíèõ öåëèõ áðîjåâà.

Çà íåêå áðîjåâå óâîäèìî ïîñåáíå îçíàêå:

n! = 1 · 2 · ... · n− n- ôàêòîðèjåë, ñïåöèjàëíî jå 0! = 1;

(2n)!! = 2 · 4 · ... · 2n; (2n− 1)!! = 1 · 3 · 5 · ... · (2n− 1);(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
çà k ∈ {0, 1, 2, ..., n}, n ∈ N0;(

n

0

)
= 1.

2Ìëàäåíîâè£ Ï., Êîìáèíàòîðèêà, Äðóøòâî ìàòåìàòè÷àðà Ñðáèjå, Áåîãðàä, 2013.

4



Îñèì íàâåäåíèõ êîðèñòè£åìî è îçíàêå ∀ è ∃ ðåäîì çà óíèâåðçàëíè è
åãçèñòåíöèjàëíè êâàíòèôèêàòîð.

Íåêà ñó A è B íåïðàçíè ñêóïîâè. Ôóíêöèjà f : A→ B jå äåôèíèñàíà,
àêî jå ñâàêîì åëåìåíòó a ∈ A, ïðèäðóæåí òà÷íî jåäàí åëåìåíò b = f(a) ∈
B. Åëåìåíò a ∈ A çîâå ñå îðèãèíàë, à åëåìåíò f(a) ∈ B jå âðåäíîñò
ôóíêöèjå f ó òà÷êè a èëè ñëèêà îðèãèíàëà a. Ñêóï A çîâå ñå îáëàñò
äåôèíèñàíîñòè, à ñêóï B îáëàñò âðåäíîñòè ôóíêöèjå f .

Ôóíêöèjà f : A → B jå 1 − 1 ïðåñëèêàâà»å, àêî âàæè f(a1) 6= f(a2),
óâåê êàäà jå a1 6= a2 è a1, a2 ∈ A.

Ôóíêöèjà f : A→ B jå íà ïðåñëèêàâà»å, àêî çà ñâàêè åëåìåíò b ∈ B,
ïîñòîjè åëåìåíò a ∈ A, òàêàâ äà âàæè b = f(a).

Ôóíêöèjà f : A→ B jå áèjåêöèjà, àêî jå 1− 1 è íà ïðåñëèêàâà»å.
Åëåìåíò a ∈ A jå íåïîêðåòíà(ôèêñíà) òà÷êà ôóíêöèjå f : A → A,

àêî âàæè jåäíàêîñò f(a) = a. Àêî jå ñâàêà òà÷êà a ∈ A íåïîêðåòíà òà÷êà
ôóíêöèjå f : A→ A, îíäà jå òà ôóíêöèjà êîíñòàíòíà èëè èäåíòè÷íà.

Íåêà ñó äàòå ôóíêöèjå f : A → B è g : B → C. Êîìïîçèöèjà
ôóíêöèjà g è f jå ôóíêöèjà g◦f : A→ C äåôèíèñàíà ñà g◦f(a) = g(f(a)).

Íåïðàçàí ñêóï A jå êîíà÷àí ñêóï, àêî çà íåêè ïðèðîäàí áðîj n ïîñòîjè
áèjåêöèjà f : {1, 2, ..., n} → A. Ó òîì ñëó÷àjó êàæåìî äà ñêóï A ñàäðæè
n åëåìåíàòà, äà jå A n-òî÷ëàíè ñêóï èëè ïðîñòî äà jå A n-ñêóï. Áðîj
åëåìåíàòà íåïðàçíîã êîíà÷íîã ñêóïà A îçíà÷àâàìî ñà |A|. Ïðàçàí ñêóï jå
êîíà÷àí ïî äåôèíèöèjè. Íåïðàçàí ñêóï jå áåñêîíà÷àí, àêî íèjå êîíà÷àí.
n-ïîäñêóï ñêóïà A jå n-ñêóï êîjè jå ïîäñêóï ñêóïà A.

Ñâàêà n-òîðêà åëåìåíàòà ñêóïà A jå ôóíêöèjà f : {1, 2, ..., n} → A.
Àêî çà ñâàêè áðîj k ∈ {1, 2, ..., n} âàæè f(k) = ak, îíäà îäãîâàðàjó£ó n-
òîðêó åëåìåíàòà ñêóïà A îçíà÷àâàìî ñà (a1, a2, ..., an), ðå¢å è ñà a1a2...an,
à åëåìåíòå a1, a2, ..., an çîâåìî ÷ëàíîâèìà òå n-òîðêå.

Íèç åëåìåíàòà ñêóïà A jå ôóíêöèjà f : N → A. Àêî jå f(n) = an ∈
A çà n ∈ N , îíäà îäãîâàðàjó£è íèç åëåìåíàòà ñêóïà A îçíà÷àâàìî ñà
(a1, a2, a3, ...) èëè êðà£å ñà (an).

Äåêàðòîâ ïðîèçâîä ñêóïîâàA1, A2, ..., An jå ñêóï n-òîðêè (a1, a2, ..., an)
çà êîjå âàæè a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, ..., an ∈ An. Îçíà÷àâàìî ãà ñà A1 × A2 ×
...×An. Àêî jå A1 = A2 = ... = An = A, îíäà Äåêàðòîâ ïðîèçâîä ñêóïîâà
A1, A2, ..., An îçíà÷àâàìî ñà An.

5



2 Îñíîâíå òåõíèêå ïðåáðîjàâà»à

Åíóìåðàöèjà, èëè ïðåáðîjàâà»å, ïðåäñòàâ§à âàæàí äåî êîìáèíàòîðè-
êå êîjè ñå áàâè ïðåáðîjàâà»åì ñêóïà îájåêàòà ñà îäðå¢åíèì ñâîjñòâèìà.
Ñêóïîâå ìîðàìî ïðåáðîjàâàòè äà áèñìî ðåøèëè ðàçëè÷èòå âðñòå ïðîáëåìà.

Ñòîãà jå ãëàâíà òåìà îâå ãëàâå ðàçâèjà»å åôèêàñíèõ ìåòîäà çà ïðåáðî-
jàâà»å êîíà÷íèõ ñêóïîâà. Åëåìåíòè îâàêâèõ ñêóïîâà îáè÷íî èìàjó ñòðóê-
òóðó êîjó jå ëàêî îïèñàòè ìàòåìàòè÷êèì jåçèêîì, àëè ñó çà »èõîâî ïðåáðî-
jàâà»å ïîòðåáíè ìíîãî äåëîòâîðíèjè ìåòîäè îä ïóêîã íàáðàjà»à ñâèõ
åëåìåíàòà. Ñëåäå£à jåäíîñòàâíà òâð¢å»à, òà÷íèjå ïðàâèëà, £å ó äà§åì
÷åñòî áèòè êîðèø£åíà.

2.1 Ïðàâèëà ïðåáðîjàâà»à3

Òåîðåìà 1 (Ïðàâèëî áèjåêöèjå). Äâà íåïðàçíà êîíà÷íà ñêóïà A è B
èìàjó jåäíàê áðîj åëåìåíàòà àêî è ñàìî àêî ïîñòîjè áèjåêöèjà f : A→ B.

Òåîðåìà 2 (Ïðàâèëî âå£åã áðîjà). Íåêà ñó A è B êîíà÷íè ñêóïîâè è
f : A→ B ôóíêöèjà òàêâà äà çà ñâàêè åëåìåíò b ∈ B, ïîñòîjè òà÷íî k
åëåìåíàòà ñêóïà A, ÷èjå ñó ñëèêå ïðè ïðåñëèêàâà»ó f jåäíàêå åëåìåíòó
b. Òàäà âàæè jåäíàêîñò

|A| = k · |B|.

Òåîðåìà 3 (Ïðàâèëî çáèðà). Àêî ñó A è B äèñjóíêòíè êîíà÷íè ñêóïîâè
(òj. A ∩B = ∅ ), òàäà jå

|A ∪B| = |A|+ |B|.

Äîêàç. Ïîøòî ñó A è B êîíà÷íè ñêóïîâè, ìîæåìî äà èõ çàïèøåìî ó
ñëåäå£åì îáëèêó:

A = {a1, a2, ..., an}, B = {b1, b2, ..., bm}.

Êàêî ñó îíè jîø è äèñjóíêòíè, óíèjà A∪B ìîæå äà ñå çàïèøå ó îáëèêó:

A ∪B = {c1, c2, ..., cn, cn+1, cn+2, ..., cn+m},

ãäå jå ci = ai, 1 ≤ i ≤ n è cn+i = bi, 1 ≤ i ≤ m.
Ïðåìà òîìå, |A ∪B| = n+m = |A|+ |B|. �

3Ñòåâàíîâè£ Ä., �èðè£ Ì., Ñèìè£ Ñ., Áàëòè£ Â., Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà,
Äðóøòâî ìàòåìàòè÷àðà Ñðáèjå, Áåîãðàä, 2007.
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Îâî ïðàâèëî ñå ìîæå ïðîøèðèòè íà óíèjó ïðîèçâî§íîã áðîjà
äèñjóíêòíèõ êîíà÷íèõ ñêóïîâà A1, A2, ..., An:

|A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ An| = |A1|+ |A2|+ ...+ |An|.

Ïðèìåð 1. Ñòóäåíò ìîæå äà èçàáåðå èñïèòíî ïèòà»å èç jåäíå îä òðè
äèñjóíêòíå ãðóïå, êîjå ñàäðæå 15, 19 è 21 ïèòà»å, ðåäîì. Êîëèêî èìà
ðàçëè÷èòèõ ïèòà»à êîjå ñòóäåíò ìîæå äà èçàáåðå?

Ðåøå»å. Îçíà÷èìî ñà A1, A2 è A3 ïîìåíóòå ãðóïå èñïèòíèõ ïèòà»à.
Ñòóäåíò áèðà ïèòà»å èç ñêóïà A1 ∪ A2 ∪ A3, êîjè, ïî ïðàâèëó çáèðà,
èìà

|A1 ∪ A2 ∪ A3| = |A1|+ |A2|+ |A3| = 15 + 19 + 21 = 55

ðàçëè÷èòèõ ïèòà»à. 4

×åñòî ñìî ó ñèòóàöèjè äà áðîjèìî ñòâàðè êîjå ñå ëàêøå ïðåäñòàâ§àjó
êàî ïàðîâè îájåêàòà, íåãî êàî ïîjåäèíà÷íè îájåêòè. Ïðåòïîñòàâèìî, íà
ïðèìåð, äà jå ñòóäåíòñêà ñëóæáà Ìàòåìàòè÷êîã ôàêóëòåòà ñðå¢èâàëà
ïðèjàâå ñòóäåíàòà çà jóíñêè èñïèòíè ðîê. Ïðè òîì ñó äîøëè äî ñèòóàöèjå
êàî ó òàáåëè

Àëãåáðà Ïðîãðàìèðà»å ... Àíàëèçà
Àíà

√ √

Âëàäèìèð
√ √

Ìèëèöà
√ √

...
Ðàäå

√ √ √

Àêî jå ñòóäåíò x ïðèjàâèî èñïèò y òàäà jå íà îäãîâàðàjó£îj ïîçèöèjè
(x, y) ó òàáåëè ïîñòàâ§åí çíàê

√
. Óêóïàí áðîj îâèõ çíàêîâà ó òàáåëè

jå ójåäíî è áðîj èñïèòíèõ ïðèjàâà. Ñàäà jå ïðîáëåì ïðåáðîjàòè ñêóï S
ïàðîâà (x, y) òàêâèõ äà jå ñòóäåíò x ïðèjàâèî èñïèò y. Ó îïøòåì îáëèêó,
àêî ñóX è Y äàòè ñêóïîâè, ïðîáëåì jå ïðåáðîjàòè ïîäñêóï S ñêóïàX×Y .

Ïîñòîjå äâà íà÷èíà ïðåáðîjàâà»à èñïèòíèõ ïðèjàâà èç òàáåëå. Ñ
jåäíå ñòðàíå, ìîæåìî äà ïðåáðîjèìî ïðåäìåòå êîjå jå ïðèjàâèî ñâàêè
ñòóäåíò ïîíàîñîá è ñàáåðåìî ðåçóëòàòå, äîê ñ äðóãå ñòðàíå, ìîæåìî
äà ïðåáðîjèìî ñòóäåíòå êîjè ñó ïðèjàâèëè ñâàêè ïðåäìåò ïîíàîñîá è
ñàáåðåìî ðåçóëòàòå. Íàðàâíî, îáà íà÷èíà äà£å èñòè ðåçóëòàò.

Îâà ðàçìàòðà»à ìîæåìî äà ïðåöèçèðàìî íà ñëåäå£è íà÷èí. Ïðåò-
ïîñòàâèìî äà jå ïîäñêóï S ñêóïà X × Y (ãäå ñó X è Y êîíà÷íè ñêóïîâè)
äàò ïîìî£ó çíàêîâà

√
ó îïøòåì îáëèêó íàðåäíå òàáåëå.
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. . y ... Çáèð ó âðñòè
.

√ √ √
.

.
√ √

.
x

√ √ √
rx(S)

.
√

.
√ √

Çáèð ó êîëîíè . . cy(S) ... |S|

Ïðâè íà÷èí ïðåáðîjàâà»à jå äà, çà ñâàêî x ó X, íà¢åìî áðîj rx(S)
ïîjàâ§èâà»à çíàêà

√
ó âðñòè x, òj.

rx(S) = |{(x, y) ∈ S|y ∈ Y }|.

Óêóïàí çáèð ñå äîáèjà ñàáèðà»åì ñâèõ çáèðîâà ïî âðñòàìà:

|S| =
∑
x∈X

rx(S).

Äðóãè íà÷èí jå äà, çà ñâàêî y ó Y , íà¢åìî áðîj cy(S) ïîjàâ§èâà»à çíàêà√
ó êîëîíè y, òj.

cy(S) = |{(x, y) ∈ S|x ∈ X}|.

Ó îâîì ñëó÷àjó óêóïàí çáèð ñå äîáèjà ñàáèðà»åì ñâèõ çáèðîâà ïî êîëî-
íàìà:

|S| =
∑
y∈Y

cy(S).

×è»åíèöà äà èìàìî äâà ðàçëè÷èòà èçðàçà çà |S| ÷åñòî ñå êîðèñòè ó
ïðàêñè çà ïðîâåðó ðåçóëòàòà ðà÷óíà»à. Îâèì äîëàçèìî è äî íàðåäíîã
ïðèíöèïà, ïðàâèëà ïðåáðîjàâà»à.

Òåîðåìà 4. Íåêà ñó X è Y êîíà÷íè ñêóïîâè è íåêà jå S ïîäñêóï ñêóïà
X × Y . Òàäà âàæè:

à) Áðîj åëåìåíàòà ñêóïà S jå äàò ñà

|S| =
∑
x∈X

rx(S) =
∑
y∈Y

cy(S).

á) (Ïðàâèëî ïðîèçâîäà) Áðîj åëåìåíàòà ñêóïà X × Y jåäíàê jå

|X × Y | = |X| · |Y |.
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Äîêàç. à) Ñêóï S ñå ìîæå ïðåäñòàâèòè êàî äèñjóíêòíà óíèjà ñêóïîâà

S =
⋃
x∈X

{(x, y) ∈ S|y ∈ Y },

îäàêëå, ïî ïðàâèëó çáèðà, äîáèjàìî

|S| =
∑
x∈X

|{(x, y) ∈ S|y ∈ Y }| =
∑
x∈X

rx(S).

Àíàëîãíî ñå äîêàçójå è ðåçóëòàò çà cy(S).
á) Ó îâîì ñëó÷àjó jå S = X × Y , ïà jå rx(S) = |Y | çà ñâàêî x èç X.
Èç äåëà (a) ñàäà ñëåäè äà jå |X × Y | = |X| · |Y |. �

Îâî ïðàâèëî ñå ìîæå ïðîøèðèòè íà ïðîèçâîä ïðîèçâî§íîã áðîjà
êîíà÷íèõ ñêóïîâà A1, A2, ..., An:

|A1 × A2 × · · · × An| = |A1| · |A2| · · · |An|.

Ïðèìåð 2. Êîëèêî ïîñòîjè ðàçëè÷èòèõ íèçîâà áèòîâà 0 è 1 äóæèíå
8?

Ðåøå»å. Òðàæåíè íèçîâè áèòîâà ñó åëåìåíòè ñêóïà {0, 1}8. Ñâàêè îä
îñàì áèòîâà ìîæå äà ñå èçàáåðå íà äâà íà÷èíà (èëè 0 èëè 1), ïà ïðèìå-
»ójó£è ïðàâèëî ïðîèçâîäà ëàêî óî÷àâàìî äà ïîñòîjè óêóïíî 28 = 256
ðàçëè÷èòèõ íèçîâà áèòîâà äóæèíå 8. 4

2.2 Âàðèjàöèjå, ïåðìóòàöèjå è êîìáèíàöèjå4

Ïðè ðåøàâà»ó êîìáèíàòîðíèõ çàäàòàêà ïðåáðîjàâà»à ãîòîâî óâåê ñå
ñðå£ó îñíîâíå êîìáèíàòîðíå êîíôèãóðàöèjå âàðèjàöèjå, ïåðìóòàöèjå è
êîìáèíàöèjå. Îíå ñå ôîðìèðàjó íà îäðå¢åíè íà÷èí îä åëåìåíàòà íåêîã
ñêóïà (íà ïðèìåð, ðå¢à»åì åëåìåíàòà òîã ñêóïà ó íèç, ôîðìèðà»åì
íîâîã ñêóïà îä åëåìåíàòà äàòîã ñêóïà,...). Ó îâîì îäå§êó äà£åìî äåôèíè-
öèjå òèõ êîìáèíàòîðíèõ êîíôèãóðàöèjà, èëóñòðîâàòè èõ jåäíîñòàâíèì
ïðèìåðèìà è ôîðìóëèñàòè òâð¢å»à êîjà îäðå¢ójó »èõîâ áðîj.

Äåôèíèöèjà 1. Íåêà jå äàò ñêóï A = {a1, a2, ..., an} îä n åëåìåíàòà.
Íèç îä k (1 ≤ k ≤ n) ðàçëè÷èòèõ ÷ëàíîâà êîjè ñó åëåìåíòè ñêóïà A
íàçèâàìî âàðèjàöèjîì ñêóïà A (îä n åëåìåíàòà) êëàñå k (èëè k-òå
êëàñå).

Ó ñëó÷àjó k = n, âàðèjàöèjó êëàñå n ñêóïà A íàçèâàìî ïåðìóòàöèjîì
ñêóïà A.

4Îáðàäîâè£ Ì., Ãåîðãèjåâè£ Ä., Ìàòåìàòèêà ñà çáèðêîì çàäàòàêà çà IV ðàçðåä

ñðåä»å øêîëå, Çàâîä çà ó¶áåíèêå è íàñòàâíà ñðåäñòâà, Áåîãðàä, 1994.
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Ïðèìåð 3. Äàò jå ñêóï A = {1, 2, 3, 4}. Îáðàçójìî ñâå äâîöèôðåíå
áðîjåâå ñà ðàçëè÷èòèì öèôðàìà êîjå ïðèïàäàjó ñêóïó A.

Ðåøå»å. Òðàæåíè äâîöèôðåíè áðîjåâè ñó 12, 13, 14, 21, 23, 24, 31, 32, 34,
41, 42, 43. Èìà èõ óêóïíî 12. Ïðâà öèôðà ìîæå áèòè áèëî êîjà îä äàòèõ:
1, 2, 3 èëè 4, òj. èìàìî 4 ìîãó£íîñòè, à çà ñâàêè òàêàâ èçáîð ïðâå öèôðå
èìàìî òðè ìîãó£íîñòè çà äðóãó öèôðó, ïà jå áðîj òðàæåíèõ äâîöèôðåíèõ
áðîjåâà jåäíàê 4 · 3 = 12.

Èçðàæåíî òåðìèíîì íèçîâà, ó îâîì ïðèìåðó òðåáàëî jå ôîðìèðàòè
ñâå íèçîâå îáëèêà x1x2 ÷èjè ñó ÷ëàíîâè ðàçëè÷èòè è êîjè ïðèïàäàjó ñêóïó
A = {1, 2, 3, 4}. 4

Ïðèìåð 4. Íà êîìàíäó ½Çáîð�, 10 ó÷åíèêà ñå íà ïðîèçâî§àí íà÷èí
ïîñòðîjàâà ó jåäíó âðñòó. Íà êîëèêî íà÷èíà òî ìîãó ó÷èíèòè?

Ðåøå»å. Àêî ñàA = {a1, a2, ..., a10} îçíà÷èìî ñêóï ó÷åíèêà, òàäà jå ïîòðå-
áíî îäðåäèòè áðîj íèçîâà îáëèêà x1x2...x10 ÷èjè ñó ÷ëàíîâè ðàçëè÷èòè
åëåìåíòè ñêóïà A. Àêî ïîñòóïèìî êàî ó ïðåòõîäíîì ïðèìåðó, çàê§ó÷è£å-
ìî äà jå áðîj òàêâèõ íèçîâà 10 · 9 · 8 · ... · 3 · 2 · 1 = 3628800 , øòî jå, äàêëå,
óêóïàí áðîj ïîñòðîjàâà»à ó jåäíó âðñòó, îäíîñíî áðîj ñâèõ ïåðìóòàöèjà
ñêóïà A îä 10 åëåìåíàòà. 4

Òåîðåìà 5. Íåêà jå äàò ñêóï A îä n åëåìåíàòà, òj. íåêà jå A =
{a1, a2, ..., an}. Àêî ñà V n

k îçíà÷èìî áðîj ñâèõ âàðèjàöèjà êëàñå k îä n
åëåìåíàòà (1 ≤ k ≤ n), îäíîñíî ñà Pn áðîj ñâèõ ïåðìóòàöèjà ñêóïà A,
òàäà jå

à) V n
k = n(n− 1)...(n− k + 2)(n− k + 1);

á) Pn = n!.

Äîêàç. à) Íåêà x1x2...xk îçíà÷àâà ïðîèçâî§íó âàðèjàöèjó êëàñå k ñêóïà
A = {a1, a2, ..., an}. Íà ïðâîì ìåñòó ó íèçó x1x2...xk, òj. ïðâè ÷ëàí íèçà,
ìîæå áèòè áèëî êîjè îä n åëåìåíàòà ñêóïà A. Ñà ñâàêèì îä n åëåìåíàòà
êàî ïðâèì ÷ëàíîì íèçà èìàìî äà äðóãè ÷ëàí íèçà ìîæå áèòè áèëî êîjè
îä n − 1 ïðåîñòàëèõ åëåìåíàòà ñêóïà A, òj. ïðâè è äðóãè ÷ëàí íèçà
ìîæåìî èçàáðàòè íà n(n−1) íà÷èíà. Çà ñâå òàêâå èçáîðå ïðâà äâà ÷ëàíà
èìàìî n−2 ìîãó£íîñòè çà èçáîð òðå£åã ÷ëàíà, ïà ñå ïðâà òðè ÷ëàíà ìîãó
èçàáðàòè íà n(n− 1)(n− 2) íà÷èíà. Ñëè÷íèì ïîñòóïêîì çàê§ó÷ójåìî äà
ñå k ÷ëàíîâà íèçà ìîãó èçàáðàòè íà

n(n− 1)(n− 2)...
(
n− (k − 2)

)(
n− (k − 1)

)
,
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îäíîñíî
n(n− 1)...(n− k + 2)(n− k + 1)

íà÷èíà.
á) Ïîøòî jå, ïî äåôèíèöèjè, ïåðìóòàöèjà ñêóïà A îä n åëåìåíàòà

jåäíàêà âàðèjàöèjè êëàñå n ñêóïà A, òî jå

Pn = V n
n = n(n− 1)...

(
n− (n− 1) + 1

)
(n− n+ 1) = n(n− 1)...2 · 1 = n!.

�

Äåôèíèöèjà 2. Íåêà jå äàò ñêóï A = {a1, a2, ..., an} îä n åëåìåíàòà.
Ïîäñêóï îä k (1 ≤ k ≤ n) åëåìåíàòà ñêóïà A íàçèâàìî êîìáèíàöèjîì
êëàñå k îä n åëåìåíàòà ñêóïà A.

Ïðèìåð 5. Çà øàõîâñêó åêèïó øêîëå ïðèjàâèëî ñå 5 ó÷åíèêà. Íà êîëèêî
íà÷èíà jå ìîãó£å ôîðìèðàòè òðî÷ëàíó åêèïó ñàñòàâ§åíó îä ïðèjàâ§åíèõ
ó÷åíèêà?

Ðåøå»å. Îçíà÷èìî ñà A ñêóï ñâèõ ïðèjàâ§åíèõ ó÷åíèêà, òj. íåêà jå
A = {a1, a2, a3, a4, a5}. Çàïàçèìî äà ó îâîì ñëó÷àjó íå ìîæåìî ïîñòóïèòè
êàî ó ïðåòõîäíèì ïðèìåðèìà. Íàèìå, àêî áèñìî óî÷èëè ñâå íèçîâå îä 3
÷ëàíà êîjè ñó ìå¢óñîáíî ðàçëè÷èòè åëåìåíòè ñêóïà A, òàäà áè íà ïðèìåð
ñëåäå£è íèçîâè

a1a2a3, a1a3a2, a2a1a3, a2a3a1, a3a1a2, a3a2a1

áèëè ðàçëè÷èòè, àëè áè ó íàøåì ñëó÷àjó ïðåäñòàâ§àëè jåäíó èñòó åêèïó.
Çáîã òîãà jå ïîòðåáíî ôîðìèðàòè ñâå òðî÷ëàíå ïîäñêóïîâå ñêóïà A. Àêî
ñå äîãîâîðèìî äà óìåñòî îçíàêå çà ïîäñêóï, ðåöèìî {a1, a2, a3} ïèøåìî
ñàìî a1a2a3, òàäà èìàìî ñëåäå£å ìîãó£íîñòè çà ôîðìèðà»å åêèïå:

a1a2a3 a1a3a4 a2a3a4 a3a4a5
a1a2a4 a1a3a5 a2a3a5
a1a2a5 a1a4a5 a2a4a5

Äàêëå, óêóïíî èìàìî 10 íà÷èíà çà ôîðìèðà»å åêèïå. Íàïîìè»åìî
äà êîä îâàêî ôîðìèðàíèõ íèçîâà ðåäîñëåä åëåìåíàòà íèjå áèòàí. 4

Ó ïðåòõîäíèì ïðèìåðèìà èìàìî äâà ðàçëè÷èòà íà÷èíà èçäâàjà»à k
(1 ≤ k ≤ n) ðàçëè÷èòèõ åëåìåíàòà ñêóïà A êîjè ñàäðæè n åëåìåíàòà.
Ó òðå£åì è ÷åòâðòîì ïðèìåðó êîä èçäâàjà»à âîäèìî ðà÷óíà î ïîðåòêó
èçàáðàíèõ åëåìåíàòà, äîê ó ïåòîì ïðèìåðó ïîðåäàê èçàáðàíèõ åëåìåíàòà
íèjå áèòàí.
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Òåîðåìà 6. Íåêà jå äàò ñêóï A îä n åëåìåíàòà, òj. íåêà jå A =
{a1, a2, ..., an}. Àêî ñà Cn

k îçíà÷èìî áðîj ñâèõ êîìáèíàöèjà êëàñå k îä
n åëåìåíàòà (1 ≤ k ≤ n), òàäà jå

Cn
k =

(
n

k

)
.

Äîêàç. Íåêà jå S1 ñêóï ñâèõ âàðèjàöèjà k−òå êëàñå ñêóïà A îä n åëåìåíà-
òà, à S2 ñêóï ñâèõ êîìáèíàöèjà k−òå êëàñå èñòîã ñêóïà A. Èç òåîðåìå 5
ñëåäè äà ñêóï S1 ñàäðæè n(n− 1)...(n− k + 1) åëåìåíàòà. Äåôèíèøåìî
ôóíêöèjó f : S1 → S2 íà ñëåäå£è íà÷èí: âàðèjàöèjè k−òå êëàñå v =
(a1, a2, ..., ak) ∈ S1, ïðèäðóæèìî êîìáèíàöèjó k−òå êëàñå f(v) = s =
{a1, a2, ..., ak} ∈ S2. Ñâàêè åëåìåíò s ∈ S2 jå ñëèêà òà÷íî k! åëåìåíàòà
ñêóïà S1. Íà îñíîâó òåîðåìå 2 äîáèjàìî

|S2| · k! = |S1|,

îäàêëå ñëåäè

Cn
k = |S2| =

|S1|
k!

=
n(n− 1)...(n− k + 1)

k!
=

n!

k!(n− k)!
=

(
n

k

)
.

�

Ó ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó áàâèëè ñìî ñå âàðèjàöèjàìà êëàñå k è ïåðìó-
òàöèjàìà ñêóïà A îä n åëåìåíàòà, äåôèíèøó£è èõ êàî íèçîâå ñà ðàç-
ëè÷èòèì ÷ëàíîâèìà êîjè ñó åëåìåíòè ñêóïà A, ïðè ÷åìó jå áèëî çàäîâî-
§åíî (1 ≤ k ≤ n). Ìå¢óòèì, ìîæåìî ïîñìàòðàòè è íèçîâå êîä êîjèõ èìà
è ÷ëàíîâà êîjè íå ìîðàjó îáàâåçíî áèòè ðàçëè÷èòè, âå£ ñå, êàêî ñå òî
îáè÷íî êàæå, íåêè ÷ëàíîâè ìîãó è ïîíàâ§àòè ó íèçó. Ó îâîì ñëó÷àjó
ðå£è £åìî äà ñå ðàäè î âàðèjàöèjàìà è ïåðìóòàöèjàìà ñà ïîíàâ§à»åì.
Jàñíî jå, äàêëå, äà îâäå ìîæå áèòè è k > n.

Äåôèíèöèjà 3. Íåêà jå äàò ñêóï A = {a1, a2, ..., an}. Íèç x1x2...xk

(k ≥ 1) êîä êîãà íåêè ÷ëàíîâè íèçà ìîãó áèòè ìå¢óñîáíî è jåäíàêè
íàçèâà ñå âàðèjàöèjîì ñà ïîíàâ§à»åì êëàñå k.

Óêîëèêî ñå ó íèçó x1x2...xk ïîjàâ§ójó ñâè åëåìåíòè ñêóïà A, è òî a1
òà÷íî k1 ïóòà, a2 òà÷íî k2 ïóòà,..., an òà÷íî kn ïóòà (òàäà jå k1 +
k2+ ...+kn = k), òàêàâ íèç ñå íàçèâà ïåðìóòàöèjîì ñà ïîíàâ§à»åì

êëàñå k ñêóïà A îä n åëåìåíàòà.

Ïðèìåð 6. Äàò jå ñêóï A = {1, 2, 3, 4}. Îáðàçójìî ñâå äâîöèôðåíå
áðîjåâå ÷èjå öèôðå ïðèïàäàjó ñêóïó A.
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Ðåøå»å. Çà ðàçëèêó îä ïðèìåðà 3 îâäå ñå íå çàõòåâà äà ñâå öèôðå òðàæå-
íèõ áðîjåâà áóäó ðàçëè÷èòå. Çàòî £å è áðîj òàêâèõ áðîjåâà áèòè âå£è. Îä
åëåìåíàòà ñêóïà A ìîæåìî ôîðìèðàòè ñëåäå£å äâîöèôðåíå áðîjåâå:

11 21 31 41
12 22 32 42
13 23 33 43
14 24 34 44

Äàêëå, óêóïàí áðîj äâîöèôðåíèõ áðîjåâà jå 16 = 42. 4

Ïðèìåð 7. Äàò jå ñêóï A = {1, 2, 3}. Îäðåäèìî áðîj ñâèõ øåñòîöèôðå-
íèõ áðîjåâà ó ÷èjåì ñå çàïèñó öèôðà 1 ïîjàâ§ójå äâà ïóòà, öèôðà 2 òðè
ïóòà, à öèôðà 3 jåäàíïóò.

Ðåøå»å. Ïîòðåáíî jå îäðåäèòè ñâå íèçîâå x1x2x3x4x5x6 îä 6 ÷ëàíîâà, êîä
êîjèõ ñó äâà ÷ëàíà jåäíàêà 1, òðè ÷ëàíà jåäíàêà 2, à jåäàí ÷ëàí jåäíàê
3. Ïðâèõ íåêîëèêî íèçîâà èìà îáëèê: 112223, 112232, 112322, 113222,
121223, ... Îâàêâå íèçîâå, ãäå ñå ñâàêè åëåìåíò ñêóïà A ïîjàâ§ójå òà÷íî
îäðå¢åí áðîj ïóòà, íàçèâàìî ïåðìóòàöèjàìà ñà ïîíàâ§à»åì. Ó êîíêðåò-
íîì ñëó÷àjó îçíà÷èìî ñà P 3

2,3,1 áðîj ïåðìóòàöèjà ñà ïîíàâ§à»åì, ãäå íàì
ãîð»è èíäåêñ îçíà÷àâà áðîj åëåìåíàòà, à äî»è èíäåêñè îçíà÷àâàjó áðîj
ïîjàâ§èâà»à ñâàêîã åëåìåíòà ó íèçó. Êàäà áè ñâè åëåìåíòè ó íèçó áèëè
ìå¢óñîáíî ðàçëè÷èòè, à èìà èõ 6, òàäà áè óêóïàí áðîj ïåðìóòàöèjà, íà
îñíîâó òåîðåìå 5, áèî jåäíàê 6!. Ìå¢óòèì, êîä ïðîèçâî§íå ïåðìóòàöèjå
ñà ïîíàâ§à»åì ìîæåìî ìå»àòè ìåñòà jåäíàêèì ÷ëàíîâèìà ó íèçó, à äà
ñå ïåðìóòàöèjà (íèç) íå ïðîìåíè. Òàêî ÷ëàíîâè êîjè ñó jåäíàêè 1 ìîãó
ìå»àòè ìåñòà, òj. ïåðìóòîâàòè ñå íà 2! íà÷èíà. ×ëàíîâè êîjè ñó jåäíàêè
2 (èìà èõ òðè) ìîãó ìå»àòè ìåñòà íà 3! íà÷èíà, à åëåìåíò 3 íà 1! íà÷èí.
Äðóãèì ðå÷èìà, jåäíàêè ÷ëàíîâè ìîãó óêóïíî ìå»àòè ìåñòà íà 2!3!1!
íà÷èíà, à äà ñå ïåðìóòàöèjà íå ïðîìåíè. Äàêëå, çà ñâàêó ïåðìóòàöèjó ñà
ïîíàâ§à»åì èìàëè áèñìî 2!3!1! ïåðìóòàöèjà (áåç ïîíàâ§à»à) ó êîjèìà
ñå íå ìå»à ðàñïîðåä ðàçëè÷èòèõ åëåìåíàòà. Ñ îáçèðîì íà óâåäåíå îçíàêå
è ïðåòõîäíå çàê§ó÷êå, ìîæåìî ïèñàòè

2!3!1!P 3
2,3,1 = 6!,

îäàêëå jå

P 3
2,3,1 =

6!

2!3!1!
=

6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1
2 · 1 · 3 · 2 · 1 · 1

= 60.

4
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Òåîðåìà 7. Íåêà jå äàò ñêóï A = {a1, a2, ..., an}.

à) Àêî ñà V
n

k îçíà÷èìî áðîj ñâèõ âàðèjàöèjà ñà ïîíàâ§à»åì êëàñå k
(k ≥ 1), òàäà jå

V
n

k = nk.

á) Àêî P n
k1,k2,...,kn

îçíà÷àâà áðîj ñâèõ ïåðìóòàöèjà ñà ïîíàâ§à»åì ñêóïà
A, êîä êîjèõ ñå åëåìåíò a1 ïîjàâ§ójå (ïîíàâ§à) k1 ïóòà, åëåìåíò
a2 ñå ïîjàâ§ójå k2 ïóòà,..., an ñå ïîjàâ§ójå kn ïóòà, òàäà jå

P n
k1,k2,...,kn

=
(k1 + k2 + ...+ kn)!

k1!k2! · · · kn!
.

Äîêàç. à) Íà ïðâîì ìåñòó ó íèçó (òj. ïðâè ÷ëàí íèçà) x1x2...xk ìîæå ñå
íàëàçèòè áèëî êîjè îä n åëåìåíàòà, íåçàâèñíî îä îñòàëèõ ÷ëàíîâà íèçà.
Èñòî âàæè è çà ñâà îñòàëà ìåñòà ó íèçó (çà ñâå îñòàëå ÷ëàíîâå íèçà).
Çàòî £å óêóïàí áðîj âàðèjàöèjà òàêâîã òèïà áèòè jåäíàê

n · n · · ·n︸ ︷︷ ︸
k

= nk.

á) Óêîëèêî çà òðåíóòàê ïðåòïîñòàâèìî äà ñó ñâè ÷ëàíîâè ó ïåðìóòà-
öèjè ñà ïîíàâ§à»åì ðàçëè÷èòè, òàäà áèñìî èìàëè ïåðìóòàöèjó (áåç ïî-
íàâ§à»à) îä k1 + k2 + ... + kn åëåìåíàòà, ïà jå óêóïàí áðîj jåäíàê (k1 +
k2 + ... + kn)!. Êîä ñâàêå ïåðìóòàöèjå ñà ïîíàâ§à»åì ìîæåìî ìå»àòè
ìåñòà ÷ëàíîâèìà êîjè ñó jåäíàêè a1, à äà ñå ïåðìóòàöèjà íå ïðîìåíè.
Òàêâèõ ðàçìåøòà»à èìà k1!. Ñëè÷íî ìîæåìî ó÷èíèòè ñà ÷ëàíîâèìà
êîjè ñó jåäíàêè a2. Òàêâè ÷ëàíîâè ìîãó ìå»àòè ìåñòà íà k2! íà÷èíà
èòä. Äàêëå, çà ñâàêó ïåðìóòàöèjó ñà ïîíàâ§à»åì èìàìî k1!k2! · · · kn!
ïåðìóòàöèjà (áåç ïîíàâ§à»à) ó êîjèìà ñå íå ìå»à ìå¢óñîáíè ðàñïîðåä
ðàçëè÷èòèõ ÷ëàíîâà ñêóïà A. Ìå»àjó£è è òàêâå ðàñïîðåäå äîáèëè áèñìî
óêóïàí áðîj ïåðìóòàöèjà (áåç ïîíàâ§à»à) îä k1 + k2 + ...+ kn åëåìåíàòà.
Îòóä âàæè

k1!k2! · · · kn! · P n
k1,k2,...,kn

= (k1 + k2 + ...+ kn)!,

îäàêëå jå, êîíà÷íî,

P n
k1,k2,...,kn

=
(k1 + k2 + ...+ kn)!

k1!k2! · · · kn!
.

�
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Äåôèíèöèjà 4. Íåêà jå íà ñêóïó A = {a1, a2, ..., an} äàò ñòðîãè ëèíåàðíè
ïîðåäàê: a1 < a2 < ... < an. Êîìáèíàöèjà k−òå êëàñå ñà ïîíàâ§à»åì
åëåìåíàòà ñêóïà A jå k−òîðêà (f(1), f(2), ..., f(k)), êîjà jå îäðå¢åíà ìîíî-
òîíî ðàñòó£îì ôóíêöèjîì f : {1, 2, ..., k} → A, òj. ôóíêöèjîì çà êîjó
âàæè f(1) ≤ f(2) ≤ ... ≤ f(k).

Ïðèìåð 8. Äàò jå ñêóï A = {a, b, c}. Îäðåäèòè ñâå êîìáèíàöèjå òðå£å
êëàñå ñà ïîíàâ§à»åì åëåìåíàòà ñêóïà A.

Ðåøå»å. Ïîñòîjè 10 òàêâèõ êîìáèíàöèjà òðå£å êëàñå íàâåäåíîã ñêóïà A,
è òî ñó:

aaa, bbb, ccc, aab, aac, abb, acc, bbc, bcc, abc.

4

Ïðèìåð 9. Ó ïðîäàâíèöè ñïîðòñêå îïðåìå ïðîäàjó ñå òðè âðñòå ëîïòè:
çà ôóäáàë, êîøàðêó è îäáîjêó. Íà êîëèêî íà÷èíà ñå ìîãó êóïèòè 4
ëîïòå?

Ðåøå»å. Jàñíî jå äà ñå ðàäè î êîìáèíàöèjàìà, jåð ïîðåäàê êóïîâèíå
ëîïòè íèjå áèòàí. Ìå¢óòèì, jàñíî jå òàêî¢å äà jå ðå÷ î ïîíàâ§à»èìà,
jåð ñå áàðåì jåäíà ëîïòà ìîðà ïîíîâèòè. Ìîãó£è ðàñïîðåäè ëîïòè ñó:
4+ 0+ 0 (ñâå ÷åòèðè ëîïòå ñó èñòå âðñòå), 3+ 1+ 0 (òðè ñó jåäíå, à jåäíà
jå äðóãå âðñòå), 2+2+0 (ïî äâå ëîïòå îä äâå âðñòå) è 2+1+1 (äâå ëîïòå
jåäíå âðñòå è ïî jåäíà îä ïðåîñòàëèõ âðñòà).

Î÷èãëåäíî jå äà ñå ïðîáëåì ïðåáðîjàâà»à ñâèõ ìîãó£íîñòè çàñíèâà
íà jåäíà÷èíè m1 + m2 + m3 = 4, ãäå ñó m1,m2,m3 íåíåãàòèâíè öåëè
áðîjåâè êîjè ïðåäñòàâ§àjó áðîj êóï§åíèõ ôóäáàëñêèõ, êîøàðêàøêèõ è
îäáîjêàøêèõ ëîïòè. Ðåøå»à óî÷åíå jåäíà÷èíå ñó:
4 + 0 + 0 = 0 + 4 + 0 = 0 + 0 + 4 = 3 + 1 + 0 = 3 + 0 + 1 = 1 + 3 + 0 =
1 + 0 + 3 = 0 + 1 + 3 = 0 + 3 + 1 = 2 + 2 + 0 = 2 + 0 + 2 = 0 + 2 + 2 =
2 + 1 + 1 = 1 + 2 + 1 = 1 + 1 + 2.
Äàêëå, èìàìî óêóïíî 15 ìîãó£íîñòè. 4

Àêî æåëèìî äà ïðîáëåì óîïøòèìî îíäà òðàæèìî áðîj íåíåãàòèâíèõ
öåëîáðîjíèõ ðåøå»à jåäíà÷èíå m1 +m2 + ...+mn = k.

Ïðèìåð 10. Êîëèêî íåíåãàòèâíèõ öåëîáðîjíèõ ðåøå»à èìà jåäíà÷èíà
m1 +m2 + ...+mn = k (0 ≤ m1,m2, ...,mn ≤ k)?

Ðåøå»å. Ïîðå¢àjìî ó íèç k jåäèíèöà (jåð jå »èõîâ çáèð óïðàâî k). Àêî k
jåäèíèöà ïðåãðàäèìî ñà n−1 ïðåãðàäîì, îíäà jå ñâàêèì òàêâèì ðàñïîðå-
äîì äåôèíèñàíî jåäíî ðåøå»å äàòå jåäíà÷èíå. Çíà÷è äà ïðåáðîjàâà»å
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áðîjà ðåøå»à ïîäðàçóìåâà ïðåáðîjàâà»å ìåñòà íà êîjèìà jå ìîãó£å ïîñòà-
âèòè ïðåãðàäå. Ñ îáçèðîì äà áðîjåâè m1,m2, ...,mn ìîãó áèòè è íóëå,
ïðåãðàäå jå ìîãó£å ñòàâèòè è ïðå ïðâå jåäèíèöå, àëè è èçà ïîñëåä»å
jåäèíèöå. Àêî jå çà ïðåãðàäå èñïðåä ïðâå jåäèíèöå ðåçåðâèñàíî p ìåñòà,
îíäà jå èçà ïîñëåä»å jåäèíèöå ïðåîñòàëî jîø n−1−p ìåñòà, ïà jå óêóïàí
áðîj ïîçèöèjà íà êîjå jå ìîãó£å ðàñïîðåäèòè ïðåãðàäå jåäíàê

p+ k + n− 1− p = k + n− 1.

Äàêëå, n − 1 ïðåãðàäà ñå ðàñïîðå¢ójå íà k + n − 1 ìåñòà, øòî jå ìîãó£å

ó÷èíèòè íà óêóïíî

(
k + n− 1

n− 1

)
íà÷èíà. Êîðèñòå£è ïîçíàòó îñîáèíó(

n

k

)
=

(
n

n− k

)
,

äîáèjàìî äà jå(
k + n− 1

n− 1

)
=

(
k + n− 1

k + n− 1− (n− 1)

)
=

(
k + n− 1

k

)
,

øòî jå óêóïàí áðîj ðåøå»à ïîëàçíå jåäíà÷èíå. 4

Òåîðåìà 8. Áðîj êîìáèíàöèjà k−òå êëàñå ñà ïîíàâ§à»åì åëåìåíàòà
n−ñêóïà A (A = {a1, a2, ..., an}) jåäíàê jå(

k + n− 1

k

)
.

Äîêàç. Êàêî êîä êîìáèíàöèjà ïîðåäàê åëåìåíàòà íèjå áèòàí, ñâàêà îä
êîìáèíàöèjà k−òå êëàñå ñà ïîíàâ§à»åì îä n åëåìåíàòà a1, a2, ..., an ìîæå
ñå ïðèêàçàòè ó îáëèêó

a1a1...a1︸ ︷︷ ︸
m1

a2a2...a2︸ ︷︷ ︸
m2

... anan...an︸ ︷︷ ︸
mn

,

jåð ñå åëåìåíòè a1, a2, ..., an ìîãó ïîíàâ§àòè m1,m2, ...,mn ïóòà, òàêî äà
jå m1 +m2 + ...+mn = k (0 ≤ m1,m2, ...,mn ≤ k).

Òî çíà÷è äà jå áðîj êîìáèíàöèjà k−òå êëàñå ñà ïîíàâ§à»åì îä n
åëåìåíàòà jåäíàê áðîjó ðåøå»à jåäíà÷èíå m1 +m2 + ...+mn = k
(0 ≤ m1,m2, ...,mn ≤ k). Èç ïðåòõîäíîã ïðèìåðà ñëåäè äà jå áðîj ðåøå»à
ïîìåíóòå jåäíà÷èíå (

k + n− 1

n− 1

)
=

(
k + n− 1

k

)
.

�
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Áðîj êîìáèíàöèjà k−òå êëàñå ñà ïîíàâ§à»åì îä n åëåìåíàòà ñå íàj÷å-

ø£å îçíà÷àâà ñà C
n

k =

(
k + n− 1

k

)
.

2.3 Îñîáèíå áèíîìíèõ êîåôèöèjåíàòà5

Áèíîìíè êîåôèöèjåíòè

(
n

k

)
èìàjó íåîáè÷íî âåëèêè áðîj ïðèìåíà è

ñàñâèì ñèãóðíî ñó jåäàí îä íàjâàæíèjèõ êîìáèíàòîðíèõ ïîjìîâà. Ó îâîj
ñåêöèjè £åìî ïðîó÷èòè íåêå îä »èõîâèõ îñíîâíèõ îñîáèíà.

Äåôèíèöèjà 5. Áèíîìíèì êîåôèöèjåíòîì, ó îçíàöè

(
n

k

)
(÷èòàìî

½n íàä k�), ãäå k, n ∈ N è 1 ≤ k ≤ n, íàçèâàìî áðîj(
n

k

)
=

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
. (1)

Ïî äåôèíèöèjè óçèìàìî äà jå

(
n

0

)
= 1.

Áèíîìíè êîåôèöèjåíòè ñå íàjjåäíîñòàâíèjå ïðåäñòàâ§àjó ïîìî£ó ôàê-
òîðèjåëà.

Òåîðåìà 9 (Ôàêòîðèjåëíà ðåïðåçåíòàöèjà). Çà öåëå áðîjåâå k è n, òäj.
0 ≤ k ≤ n âàæè (

n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
.

Äîêàç. Çà k = 0 è k = n jåäíàêîñò jå òà÷íà, jåð jå ïî äåôèíèöèjè

(
n

0

)
= 1

è 0! = 1, äîê jå

(
n

n

)
=

n(n− 1) · · · (n− n+ 1)

n!
=

n!

n!
= 1. Íåêà jå 1 ≤ k <

n. Òàäà jå, ïðåìà jåäíàêîñòè (1)(
n

k

)
=

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
=

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
· (n− k)!

(n− k)!
=

n(n− 1) · · · (n− k + 1)(n− k)(n− k − 1) · · · 3 · 2 · 1
k!(n− k)!

=
n!

k!(n− k)!
.

�
5Ñòåâàíîâè£ Ä., �èðè£ Ì., Ñèìè£ Ñ., Áàëòè£ Â., Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà,

Äðóøòâî ìàòåìàòè÷àðà Ñðáèjå, Áåîãðàä, 2007.
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Ïîìî£ó òåîðåìå 9 ëàêî ñå äîêàçójó è ñëåäå£å äâå òåîðåìå.

Òåîðåìà 10 (Óñëîâ ñèìåòðè÷íîñòè). Çà ñâàêè ïðèðîäàí áðîj n è ñâàêè
íåíåãàòèâàí öåî áðîj k ≤ n âàæè(

n

k

)
=

(
n

n− k

)
.

Äîêàç. Èç jåäíàêîñòè òåîðåìå 9 äîáèjàìî(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
,

(
n

n− k

)
=

n!

(n− k)!(n− (n− k))!
=

n!

(n− k)!k!
,

ïà jå çàèñòà

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
. �

Òåîðåìà 11 (Àäèöèîíà ôîðìóëà). Çà íåíåãàòèâíå öåëå áðîjåâå n è k
òäj. k ≤ n âàæè (

n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
.

Äîêàç. Ïðèìåíîì òåîðåìå 9 è ÷è»åíèöå äà jå k! = (k − 1)! · k, èìàìî(
n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

n!

k!(n− k)!
+

n!

(k + 1)!(n− k − 1)!
=

=
n!

k!(n− k − 1)!
·
(

1

n− k
+

1

k + 1

)
=

n!

k!(n− k − 1)!
· n+ 1

(k + 1)(n− k)
=

=
(n+ 1)!

(k + 1)!(n− k)!
=

(n+ 1)!

(k + 1)!
(
(n+ 1)− (k + 1)

)
!
=

(
n+ 1

k + 1

)
.

�

Jåäíàêîñò (
n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
ñå ó ñòðàíîj ëèòåðàòóðè íàçèâà Ïàñêàëîâ6 èäåíòèòåò (åíã. Pascal's iden-
tity). Jåäàí îä ãëàâíèõ ðàçëîãà çà òî jå øòî jå áëèñêî ïîâåçàíà ñà òçâ.
Ïàñêàëîâèì òðîóãëîì:

6Blaise Pascal (1623-1662), ôðàíöóñêè ìàòåìàòè÷àð.
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1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

...
...

Ïàñêàëîâ òðîóãàî ñå äîáèjà òàêî øòî ñå ïî÷íå ñà ðåäîì êîjè ñàäðæè
ñàìî áðîj 1, à çàòèì ñå ñâàêè ñëåäå£è ðåä äîáèjà òàêî øòî ñå èñïîä
ñâàêîã ïàðà óçàñòîïíèõ áðîjåâà ó ïðåòõîäíîì ðåäó íàïèøå »èõîâ çáèð,
è íà êðàjó ñå íà îáà êðàjà íîâîã ðåäà ñòàâè áðîj 1. Èíäóêöèjîì ñå óç
ïîìî£ jåäíàêîñòè ìîæå äîêàçàòè äà (n + 1)−âè ðåä ñàäðæè áèíîìíå
êîåôèöèjåíòå

(
n
0

)
,
(
n
1

)
, ...,

(
n
n

)
. Ïàñêàëîâ òðîóãàî îìîãó£àâà è äà ñå ïðîèç-

âî§àí áèíîìíè êîåôèöèjåíò èçðà÷óíà êîðèñòå£è ñàìî ñàáèðà»å. Òàêî
jå çà íàëàæå»å âðåäíîñòè

(
n
k

)
äîâî§íî èçðà÷óíàòè ñàìî îíå âðåäíîñòè

êîjå ñå ó Ïàñêàëîâîì òðîóãëó íàëàçå ãîðå ëåâî è ãîðå äåñíî îä (k+1)−âå
ïîçèöèjå ó (n+ 1)−âîì ðåäó òðîóãëà.

Íàjâàæíèjå ñâîjñòâî áèíîìíèõ êîåôèöèjåíàòà èñêàçàíî jå ó ñëåäå£îj
òåîðåìè.

Òåîðåìà 12 (Áèíîìíà òåîðåìà). Çà ñâàêè ïðèðîäàí áðîj n âàæè

(x+ y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xn−kyk.

Äîêàç. Äîêàç èçâîäèìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷êå èíäóêöèjå. Çà n = 1 ôîð-
ìóëà èìà îáëèê

(x+ y)1 =

(
1

0

)
x1 +

(
1

1

)
y1,

øòî jå î÷èãëåäíî òà÷íî. Íåêà jå ôîðìóëà òà÷íà çà íåêî n. Òàäà jå

(x+ y)n+1 = (x+ y)n(x+ y)

=

((
n

0

)
xn +

(
n

1

)
xn−1y + · · ·+

(
n

n− 1

)
xyn−1 +

(
n

n

)
yn
)
(x+ y)

=

(
n

0

)
xn+1+

((
n

0

)
+

(
n

1

))
xny+ · · ·+

((
n

n− 1

)
+

(
n

n

))
xyn+

(
n

n

)
yn+1

(ïðèìåíà òåîðåìå 11)

=

(
n+ 1

0

)
xn+1 +

(
n+ 1

1

)
xny + · · ·+

(
n+ 1

n

)
xyn +

(
n+ 1

n+ 1

)
yn+1,
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îäàêëå ñëåäè äà jå ôîðìóëà òà÷íà è çà n + 1, ïà jå ñàìèì òèì äîêàçàíà
è òåîðåìà. �

Êîðèñòèìî è îçíàêó Tk+1 çà îïøòè ÷ëàí ó ðàçâèjåíîì îáëèêó áèíîìà
(x+ y)n, à êîjè jå äàò ôîðìóëîì

Tk+1 =

(
n

k

)
xn−kyk.

Áèíîìíà ôîðìóëà ñå íàçèâà è �óòíîâà7 ôîðìóëà ïî ïîçíàòîì åíãëåñêîì
ôèçè÷àðó è ìàòåìàòè÷àðó Èñàêó �óòíó.

Ïðèìåð 11. Ïîìî£ó áèíîìíå ôîðìóëå îäðåäèòè (x+ y)4.

Ðåøå»å.

(x+ y)4 =
4∑

k=0

(
4

k

)
x4−kyk

=

(
4

0

)
x4 +

(
4

1

)
x3y +

(
4

2

)
x2y2 +

(
4

3

)
xy3 +

(
4

4

)
y4

= x4 + 4x3y + 6x2y2 + 4xy3 + y4.

4

Ïðèìåòèìî äà ñå êîåôèöèjåíòè 1, 4, 6, 4, 1 ó áèíîìíîì ðàçâîjó jàâ§àjó
êàî òà 5-âðñòà ó Ïàñêàëîâîì òðîóãëó. Óîïøòå, èìàìî äà çà ðàçâîj (x+y)n

êîðèñòèìî (n+ 1)-âó âðñòó ó Ïàñêàëîâîì òðîóãëó.

Òåîðåìà 13. Çà ïðèðîäàí áðîj n âàæè

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n.

Äîêàç. Àêî ó áèíîìíîj ôîðìóëè ñòàâèìî äà jå x = y = 1, äîáèjàìî

2n = (1 + 1)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
1n−k1k =

n∑
k=0

(
n

k

)
.

�

Ïðèìåð 12. Ñóìà áèíîìíèõ êîåôèöèjåíàòà ðàçëàãà»à áèíîìà(
2nx +

1

2nx2

)3n

jåäíàêà jå 64. Îäðåäèòè ÷ëàí òàêâîã ðàçâîjà êîjè íå

ñàäðæè x.

7Isaac Newton (1643-1727), åíãëåñêè ìàòåìàòè÷àð è ôèçè÷àð.
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Ðåøå»å. Êîðèñòå£è òåîðåìó 13 çàê§ó÷ójåìî äà jå ñóìà áèíîìíèõ êîå-
ôèöèjåíàòà jåäíàêà 23n, ïà jå 23n = 64, òj. 23n = 26. Îäàâäå jå n = 2.
Äàêëå, èìàìî(

4x+
1

4x2

)6

=
6∑

k=0

(
6

k

)(
4x

)6−k(
1

4x2

)k

=
6∑

k=0

(
6

k

)
46−2kx6−3k.

×ëàí ïðåòõîäíîã ðàçâîjà êîjè íå ñàäðæè x ñå äîáèjà çà 6−3k = 0, îäíîñíî
çà k = 2, è jåäíàê jå (

6

4

)
42 = 15 · 16 = 240.

4
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3 Íàñòàâà êîìáèíàòîðèêå ó ñðåä»îj øêîëè8

Çáîã âåëèêîã áðîjà ðàçëè÷èòèõ ïðîôèëà è ïðîãðàìà ñðåä»èõ øêîëà,
îâèì èñòðàæèâà»åì áè£å îáóõâà£åíî ãðàäèâî èç ïðåäìåòà ìàòåìàòèêà
êîjå ñå îáðà¢ójå ó ãèìíàçèjàìà ñâèõ ïðîôèëà. Ñðåä»å ñòðó÷íå, óìåòíè÷êå
è äðóãå øêîëå êîðèñòå èñòå èëè ñëè÷íå ìîäåëå íàñòàâíèõ ïëàíîâà è
ïðîãðàìà, òàêî äà íà èñòðàæèâà»å êîjå ñå ñïðîâîäè ó îêâèðó îâîã ðàäà
íè íàjìà»å íå£å óòèöàòè òî øòî ñå îáðà¢ójó ñàìî ìîäåëè íàñòàâíèõ
ïëàíîâà è ïðîãðàìà ìàòåìàòèêå çà ãèìíàçèjå. Òàêî¢å, ñ îáçèðîì íà òî
äà ñå êîìáèíàòîðèêà áëèæå îáðà¢ójå jåäèíî ó ïðâîì è ÷åòâðòîì ðàçðåäó
ãèìíàçèjà, èñòðàæèâà»å êîjå ñëåäè íå£å îáóõâàòèòè ïëàíîâå è ïðîãðàìå
ìàòåìàòèêå çà äðóãè, îäíîñíî òðå£è ðàçðåä ãèìíàçèjà.

Öè§ íàñòàâå ìàòåìàòèêå ó ãèìíàçèjè jåñòå: äà ó÷åíèöè óñâîjå åëåìåí-
òàðíå ìàòåìàòè÷êå êîìïåòåíöèjå (çíà»à, âåøòèíå è âðåäíîñíå ñòàâîâå)
êîjå ñó ïîòðåáíå çà ñõâàòà»å ïîjàâà è çàêîíèòîñòè ó ïðèðîäè è äðóøòâó
è êîjå £å äà îñïîñîáå ó÷åíèêå çà ïðèìåíó óñâîjåíèõ ìàòåìàòè÷êèõ çíà»à
(ó ðåøàâà»ó ðàçíîâðñíèõ çàäàòàêà èç æèâîòíå ïðàêñå) è çà óñïåøíî
íàñòàâ§à»å ìàòåìàòè÷êîã îáðàçîâà»à è çà ñàìîîáðàçîâà»å; êàî è äà
äîïðèíîñå ðàçâèjà»ó ìåíòàëíèõ ñïîñîáíîñòè, ôîðìèðà»ó íàó÷íîã ïîãëå-
äà íà ñâåò è ñâåñòðàíîì ðàçâèòêó ëè÷íîñòè ó÷åíèêà.

Çàäàöè íàñòàâå ìàòåìàòèêå ñó äà ó÷åíèöè:

-ðàçâèjàjó ëîãè÷êî è àïñòðàêòíî ìèø§å»å;

-ðàçâèjàjó ñïîñîáíîñòè jàñíîã è ïðåöèçíîã èçðàæàâà»à è êîðèø£å»à
îñíîâíîã ìàòåìàòè÷êî-ëîãè÷êîã jåçèêà;

-ðàçâèjàjó ñïîñîáíîñòè îäðå¢èâà»à è ïðîöåíå êâàíòèòàòèâíèõ âåëè÷è-
íà è »èõîâîã îäíîñà;

-ðàçëèêójó ãåîìåòðèjñêå îájåêòå è »èõîâå óçàjàìíå îäíîñå è òðàíñôî-
ðìàöèjå;

-ðàçóìåjó ôóíêöèîíàëíå çàâèñíîñòè, »èõîâî ïðåäñòàâ§à»å è ïðèìå-
íó;

-ðàçâèjàjó ñèñòåìàòè÷íîñò, óðåäíîñò, ïðåöèçíîñò, òåìå§íîñò, èñòðàj-
íîñò, êðèòè÷íîñò ó ðàäó, êðåàòèâíîñò; ðàçâèjàjó ðàäíå íàâèêå è ñïîñîáíî-
ñòè çà ñàìîñòàëíè è ãðóïíè ðàä; ôîðìèðàjó ñèñòåì âðåäíîñòè;

-ñòè÷ó çíà»à è âåøòèíå êîðèñíå çà òðàíñôåð ó äðóãå ïðåäìåòå è
ðàçâèjàjó ñïîñîáíîñòè çà ïðàâèëíî êîðèø£å»å ñòðó÷íå ëèòåðàòóðå;

8Ïîäàöè î íàñòàâíèì ïëàíîâèìà è ïðîãðàìèìà ïðåóçåòè ñà èíòåðíåò ñòðàíèöå
http://www.zuov.gov.rs/poslovi/nastavni-planovi/nastavni-planovi-os-i-ss/
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-ôîðìèðàjó ñâåñò î óíèâåðçàëíîñòè è ïðèìåíè ìàòåìàòè÷êîã íà÷èíà
ìèø§å»à;

-áóäó ïîäñòàêíóòè çà ñòðó÷íè ðàçâîj è óñàâðøàâà»å ó ñêëàäó ñà
èíäèâèäóàëíèì ñïîñîáíîñòèìà è ïîòðåáàìà äðóøòâà;

-ðàçâèjàjó ñïîñîáíîñòè ïîòðåáíå çà ðåøàâà»å ïðîáëåìà è íîâèõ ñèòóà-
öèjà ó ïðîöåñó ðàäà è ñâàêîäíåâíîì æèâîòó.

Ó îêâèðó ðåäîâíå íàñòàâå ìàòåìàòèêå, óòâð¢åíà ñó òðè ìîäåëà íàñòàâ-
íèõ ïëàíîâà è ïðîãðàìà ìàòåìàòèêå çà ãèìíàçèjå:
M1 (4 + 4 + 4 + 4 = 16) - çà îïøòè òèï ãèìíàçèjå;
M2 (4 + 3 + 2 + 2 = 11) - çà äðóøòâåíî-jåçè÷êè ñìåð ãèìíàçèjå;
M3 (4 + 5 + 5 + 4 = 18) - çà ïðèðîäíî-ìàòåìàòè÷êè ñìåð ãèìíàçèjå;
Çà ïðâè ðàçðåä ó ñâà òðè ìîäåëà ïðîãðàì jå èñòè.

3.1 Ïðâè ðàçðåä ãèìíàçèjà9

Ó ïðâîì ðàçðåäó ãèìíàçèjà ñâèõ ïðîôèëà, íàñòàâà ìàòåìàòèêå ñå
îäðæàâà 4 ïóòà íåäå§íî, îäíîñíî, ó÷åíèöè èìàjó 148 ÷àñîâà ãîäèø»å.
Ñàäðæàj ïðîãðàìà:
Ãèìíàçèjà-ñâè ìîäåëè (148)
Ëîãèêà è ñêóïîâè (15)
Ðåàëíè áðîjåâè (14)
Ïðîïîðöèîíàëíîñò (8)
Óâîä ó ãåîìåòðèjó (8)
Ïîäóäàðíîñò (36)
Ðàöèîíàëíè àëãåáàðñêè èçðàçè (32)
Ñëè÷íîñò (14)
Òðèãîíîìåòðèjà ïðàâîóãëîã òðîóãëà (9)

Êîìáèíàòîðèêà ñå ó ïðâîì ðàçðåäó îáðà¢ójå äåëèìè÷íî ó íàñòàâíîj
òåìè ½Ëîãèêà è ñêóïîâè�, è òî ó äâå íàñòàâíå jåäèíèöå, îä êîjèõ jå jåäíà
ïðåäâè¢åíà çà îáðàäó, à äðóãà çà óòâð¢èâà»å ãðàäèâà. Îä óêóïíî 148
÷àñîâà ãîäèø»å, òî ÷èíè ñâåãà 1, 35% óêóïíîã ãðàäèâà ïðåäâè¢åíîã çà
ïðâè ðàçðåä ãèìíàçèjà.

Åëåìåíòè êîìáèíàòîðèêå äàòè ñó íà jåäíîñòàâíèjèì ïðèìåðèìà è
çàäàöèìà, êàî ïðèìåíà îñíîâíèõ ïðèíöèïà ïðåáðîjàâà»à êîíà÷íèõ ñêóïî-
âà (ïðàâèëî çáèðà è ïðàâèëî ïðîèçâîäà).

9Áîãîñëàâîâ Â., Çáèðêà ðåøåíèõ çàäàòàêà èç ìàòåìàòèêå 1, Çàâîä çà ó¶áåíèêå
è íàñòàâíà ñðåäñòâà, Áåîãðàä, 2002.
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Ïðèìåð 13. Êîëèêî èìà òðîöèôðåíèõ áðîjåâà ó ÷èjåì çàïèñó ñå ïîjàâ§ó-
jó 3 ðàçëè÷èòå öèôðå?

Ðåøå»å. Öèôðà c1 òðîöèôðåíîã áðîjà c1c2c3 ìîæå áèòè áèëî êîjà îä
öèôàðà 1, 2, ..., 9. Öèôðà c2, ãäå jå c2 6= c1, ìîæå áèòè èçàáðàíà íà 9
íà÷èíà, à öèôðà c3, ãäå jå c3 6= c1 è c3 6= c2, ìîæå áèòè èçàáðàíà íà
8 íà÷èíà. Íà îñíîâó ïðàâèëà ïðîèçâîäà äîáèjàìî äà jå òðàæåíè áðîj
jåäíàê 9 · 9 · 8 = 648. 4

Ïðèìåð 14. Êîëèêî èìà ÷åòâîðîöèôðåíèõ áðîjåâà, êîä êîjèõ jå çáèð
öèôàðà 10, à öèôðà äåñåòèöà jåäíàêà 5?

Ðåøå»å. Ïðèìå»ójó£è ïðàâèëî çáèðà è ïðàâèëî ïðîèçâîäà çàê§ó÷ójåìî
äà èõ èìà 15 è òî ñó: 5050, 4051, 4150, 3250, 3052, 3151, 2350, 2053, 2251, 2152
1450, 1054, 1351, 1153 è 1252. 4

Ïðèìåð 15. Êîëèêî èìà ïåòîöèôðåíèõ áðîjåâà äå§èâèõ ñà 5 è ó ÷èjåì
çàïèñó íåìà ïîíàâ§à»à öèôàðà?

Ðåøå»å. Äà áè áðîj áèî äå§èâ ñà 5, íåîïõîäíî jå äà ñå çàâðøàâà ñà
öèôðîì 0 èëè 5. Ïîñìàòðàjìî, íàjïðå, ñëó÷àj êàäà jå ïîñëåä»à öèôðà
0. Òàäà çà èçáîð ïðâå öèôðå èìàìî 9 ìîãó£íîñòè; çà òàêî èçàáðàíó
ïðâó öèôðó, ïîñòîjè 8 ìîãó£íîñòè çà äðóãó, 7 çà òðå£ó, îäíîñíî 6 çà
÷åòâðòó, jåð ñå öèôðå íå ïîíàâ§àjó. Ïðåìà òîìå, áðîj òàêâèõ èçáîðà jå
9 · 8 · 7 · 6 = 3024.

Äðóãè ñëó÷àj jå êàäà jå çà ïîñëåä»ó öèôðó èçàáðàíà öèôðà 5. Çà
èçáîð ïðâå öèôðå èìàìî 8 ìîãó£íîñòè (íå ìîæå íóëà), çà èçáîð äðóãå
òàêî¢å 8, òðå£å 7 è ÷åòâðòå 6, íà îñíîâó ÷åãà çàê§ó÷ójåìî äà ó îâîì
ñëó÷àjó ïîñòîjè 8 · 8 · 7 · 6 = 2688 òàêâèõ èçáîðà.

Êîíà÷íî, ïðèìå»ójó£è ïðàâèëî çáèðà, äîáèjàìî äà òðàæåíèõ áðîjåâà
èìà 5712. 4

3.2 ×åòâðòè ðàçðåä ãèìíàçèjà10

Çà ÷åòâðòè ðàçðåä ãèìíàçèjà óòâð¢åíà ñó òðè ìîäåëà íàñòàâíèõ ïëàíî-
âà è ïðîãðàìà ìàòåìàòèêå è òî:

Ïðîãðàì Ì1 çà ãèìíàçèjå îïøòåã òèïà

Ó îêâèðó îâîã íàñòàâíîã ïðîãðàìà, ó÷åíèöè ïîõà¢àjó 4 ÷àñà ìàòåìàòèêå
íåäå§íî, øòî óêóïíî ïðåäñòàâ§à 128 ÷àñîâà ìàòåìàòèêå ãîäèø»å.

10Áîãîñëàâîâ Â., Çáèðêà ðåøåíèõ çàäàòàêà èç ìàòåìàòèêå 4, Çàâîä çà ó¶áåíèêå
è íàñòàâíà ñðåäñòâà, Áåîãðàä, 2003.
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Ñàäðæàj ïðîãðàìà:
Îïøòè òèï (128)
Ôóíêöèjå (28)
Èçâîä ôóíêöèjå (26)
Èíòåãðàë (22)
Êîìáèíàòîðèêà (12)
Âåðîâàòíî£à è ñòàòèñòèêà (28)

Ïðîãðàì Ì2 çà ãèìíàçèjå äðóøòâåíî-jåçè÷êîã ñìåðà

Ó îêâèðó îâîã íàñòàâíîã ïðîãðàìà, ó÷åíèöè ïîõà¢àjó 2 ÷àñà ìàòåìàòèêå
íåäå§íî, øòî óêóïíî ïðåäñòàâ§à 64 ÷àñîâà ìàòåìàòèêå ãîäèø»å.
Ñàäðæàj ïðîãðàìà:
Äðóøòâåíî-jåçè÷êè ñìåð (64)
Ôóíêöèjå (14)
Èçâîä ôóíêöèjå (17)
Êîìáèíàòîðèêà (6)
Âåðîâàòíî£à è ñòàòèñòèêà (15)

Ïðîãðàì Ì3 çà ãèìíàçèjå ïðèðîäíî-ìàòåìàòè÷êîã ñìåðà

Ïðîãðàì jå èñòîâåòàí ñà ïðîãðàìîì çà ÷åòâðòè ðàçðåä ãèìíàçèjå îïøòåã
òèïà (ïðîãðàì Ì1).

Ó îêâèðó ìîäåëà Ì1 è Ì3 íàñòàâíèõ ïëàíîâà è ïðîãðàìà ìàòåìàòèêå
çà ãèìíàçèjå îïøòåã òèïà è ïðèðîäíî ìàòåìàòè÷êîã ñìåðà, îä óêóïíî 128
÷àñîâà ãîäèø»å, êîìáèíàòîðèêà ñå îáðà¢ójå ó 12 íàñòàâíèõ jåäèíèöà,
îä êîjèõ jå 5 ïðåäâè¢åíî çà îáðàäó, à 7 çà óòâð¢èâà»å ãðàäèâà, øòî
ïðåäñòàâ§à 9, 37% óêóïíîã ãðàäèâà ïðåäâè¢åíîã çà ÷åòâðòè ðàçðåä ãèìíà-
çèjà.

Ó îêâèðó ìîäåëà Ì2 íàñòàâíèõ ïëàíîâà è ïðîãðàìà ìàòåìàòèêå çà
ãèìíàçèjå äðóøòâåíî-jåçè÷êîã ñìåðà, îä óêóïíî 64 ÷àñîâà ãîäèø»å, êîì-
áèíàòîðèêà ñå îáðà¢ójå ó 6 íàñòàâíèõ jåäèíèöà, îä êîjèõ jå 3 ïðåäâè¢åíî
çà îáðàäó, à çà 3 óòâð¢èâà»å ãðàäèâà, øòî ïðåäñòàâ§à 9, 37% óêóïíîã
ãðàäèâà ïðåäâè¢åíîã çà ÷åòâðòè ðàçðåä ãèìíàçèjà.

Ó ÷åòâðòîì ðàçðåäó, ó÷åíèöè òðåáà äà, íà îñíîâó ðàíèjå ñòå÷åíèõ
çíà»à î ïðåáðîjàâà»ó êîíà÷íèõ ñêóïîâà, óïîçíàjó ñóøòèíó èçäâàjà»à,
ðàñïîðå¢èâà»à è îäðå¢èâà»à áðîjà îäðå¢åíèõ ðàñïîðåäà, óî÷àâàjó£è ðàç-
ëèêó èçìå¢ó ïîjåäèíèõ âðñòà ðàñïîðå¢èâà»à îájåêàòà (íà ïîãîäíî îäàáðà-
íèì ïðèìåðèìà), ïðè ÷åìó jå íàðî÷èòî âàæíî äà ñå äîáðî óâåæáà ïðåïîç-
íàâà»å ïîjåäèíèõ âðñòà êîìáèíàòîðíèõ îájåêàòà íà äîâî§íîì áðîjó
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ðàçíîâðñíèõ çàäàòàêà. Òåê îíäà òðåáà äà óñëåäå îäãîâàðàjó£å ôîðìóëå
çà áðîj âàðèjàöèjà, ïåðìóòàöèjà è êîìáèíàöèjà. Ïîâåçójó£è áèíîìíå
êîåôèöèjåíòå ñà êîìáèíàöèjàìà, ìîãó ñå ïðèêàçàòè íåêå ïðèìåíå áèíîì-
íîã îáðàñöà.

Ïðèìåð 16. Ó jåäíîì îäå§å»ó îä 25 ó÷åíèêà òðåáà èçàáðàòè ïðåäñåäíè-
êà, ñåêðåòàðà è áëàãàjíèêà (jåäàí ó÷åíèê äîáèjà jåäíó ôóíêöèjó). Íà
êîëèêî íà÷èíà ìîæåìî íàïðàâèòè îâàj èçáîð?

Ðåøå»å. Ïîêóøà£åìî, çà ïî÷åòàê, äà îäãîâîðèìî íà äâà áèòíà ïèòà»à.
Äà ëè ñó èçàáðàíè ñâè åëåìåíòè ïî÷åòíîã ñêóïà è äà ëè jå ïîðåäàê
åëåìåíàòà áèòàí? Àêî ïðàâèëíî îäãîâîðèìî íà òà ïèòà»à èìà£åìî ïðåä-
ñòàâó î êîjèì jå êîìáèíàòîðíèì êîíôèãóðàöèjàìà ðå÷. Îä 25 ó÷åíèêà
ó îäå§å»ó áèðàìî ñàìî 3, îäàêëå ñëåäè äà íèñó èçàáðàíè ñâè ó÷åíèöè.
Òàêî¢å, âàæíî jå êîãà £åìî èçàáðàòè çà ïðåäñåäíèêà, êîãà çà ñåêðåòàðà
à êîãà çà áëàãàjíèêà, îäíîñíî, áèòàí jå ïîðåäàê íàøåã èçáîðà. Íà îñíîâó
ïðåòõîäíîã, jàñíî jå äà jå ðå÷ î âàðèjàöèjàìà òðå£å êëàñå ñêóïà îä 25
åëåìåíàòà, è òî áåç ïîíàâ§à»à, jåð íå ìîæå èñòè ó÷åíèê äîáèòè äâå
ôóíêöèjå. Ïðèìå»ójó£è òåîðåìó 5 äîáèjàìî äà jå òðàæåíè áðîj èçáîðà

V 25
3 = 25 · 24 · 23 = 13800.

4

Ïðèìåð 17. Êîëèêî èìà ïåòîöèôðåíèõ áðîjåâà ó ÷èjåì çàïèñó íåìà
öèôàðà 6, 7, 8, 9?

Ðåøå»å. Áðîj íèçîâà äóæèíå 5 ÷èjè ÷ëàíîâè ïðèïàäàjó ñêóïó {0, 1, 2, 3,
4, 5} jåäíàê jå V 6

5 = 65. Ìå¢óòèì, íèç êîjè ïî÷è»å öèôðîì 0 íå ñìàòðàìî
ïåòîöèôðåíèì áðîjåì. Áðîj òàêâèõ íèçîâà êîjè ïî÷è»ó öèôðîì 0 jåäíàê
jå V 6

4 = 64. Òðàæåíè áðîj jåäíàê jå 65 − 64 = 6480. 4

Ïðèìåð 18. Íà êîëèêî íà÷èíà ìîæåìî äà ïîðå¢àìî òðè ê»èãå íà
ïîëèöó?

Ðåøå»å. Ïðèìåòèìî äà ñó ó îâîì ñëó÷àjó ñâè åëåìåíòè ïî÷åòíîã ñêóïà
èçàáðàíè è äà jå »èõîâ ïîðåäàê áèòàí. Ñòîãà jå ðå÷ î ïåðìóòàöèjàìà
ñêóïà îä òðè åëåìåíòà, ÷èjè jå áðîj, íà îñíîâó òåîðåìå 5, jåäíàê P3 =
3! = 3 · 2 · 1 = 6. È çàèñòà, àêî îçíà÷èìî ïîìåíóòå ê»èãå áðîjåâèìà 1, 2
è 3 äîáè£åìî 6 ìîãó£èõ ðàñïîðåäà: 123, 132, 213, 231, 312 è 321. 4

Ïðèìåð 19. Êîëèêî ñå ðàçëè÷èòèõ ðå÷è ìîæå äîáèòè ïåðìóòîâà»åì
ñëîâà ðå÷è ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ?
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Ðåøå»å. Ó ïèòà»ó ñó î÷èãëåäíî ïåðìóòàöèjå ñà ïîíàâ§à»åì, jåð ñå ó
çàïèñó ðå÷è ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ òðè ïóòà ïîjàâ§ójå ñëîâî À, ïî äâà ïóòà
ñëîâà Ì è Ò è ïî jåäàíïóò ñëîâà Å, Ê, È. Çàòî jå òðàæåíè áðîj jåäíàê

P 6
3,2,2,1,1,1 =

10!

3! · 2! · 2!
= 151200.

4

Ïðèìåð 20. Ó îäå§å»ó èìà 12 ó÷åíèöà è 8 ó÷åíèêà. Òðåáà èçàáðàòè
3 ó÷åíèöå è 2 ó÷åíèêà êîjè £å ïðåäñòàâ§àòè îäå§å»å íà òàêìè÷å»ó
ìëàäèõ ìàòåìàòè÷àðà. Íà êîëèêî íà÷èíà ñå òî ìîæå óðàäèòè?

Ðåøå»å. Î÷èãëåäíî jå äà è êîä èçáîðà äåâîj÷èöà è êîä èçáîðà äå÷àêà
íèñó ñâè åëåìåíòè ïî÷åòíîã ñêóïà èçàáðàíè, êàî è äà ïîðåäàê èçàáðàíèõ
åëåìåíàòà íèjå áèòàí. Ñòîãà jå ðå÷ î êîìáèíàöèjàìà è êîä ïðâîã è êîä

äðóãîã èçáîðà. Îä 12 ó÷åíèöà ìîæåìî èçàáðàòè »èõ òðè íà

(
12

3

)
íà÷èíà,

à îä 8 ó÷åíèêà ìîæåìî èçàáðàòè äâà íà

(
8

2

)
íà÷èíà. Íà îñíîâó ïðàâèëà

ïðîèçâîäà äîáèjàìî äà jå òðàæåíè áðîj jåäíàê

(
12

3

)(
8

2

)
= 220 · 28 =

6160. 4

Ïðèìåð 21. Íà êîëèêî íà÷èíà îä 10 âðñòà ðàçãëåäíèöà òóðèñòà ìîæå
êóïèòè 3 (íå îáàâåçíî ìå¢óñîáíî ðàçëè÷èòå) ðàçãëåäíèöå?

Ðåøå»å. Ïðîáëåì ïðåáðîjàâà»à ñâèõ ìîãó£íîñòè çàñíèâà ñå íà jåäíà÷èíè
m1 +m2 + ...+m10 = 3, ãäå ñó 0 ≤ m1,m2, ...,m10 ≤ 3. Íà îñíîâó òåîðåìå
8, äîáèjàìî äà jå áðîj ðåøå»à äàòå jåäíà÷èíå, ïà ñàìèì òèì è òðàæåíè

áðîj íà÷èíà, jåäíàê

(
12

3

)
= 220. 4

Ïðèìåð 22. Ðåøèòè jåäíà÷èíó V x
2 = 380.

Ðåøå»å. Äàòà jåäíà÷èíà åêâèâàëåíòíà jå ñëåäå£îj êâàäðàòíîj jåäíà÷èíè
x(x− 1) = 380 = 20 · 19, îäàêëå ñëåäè äà jå ðåøå»å x = 20. 4

Ïðèìåð 23. Ðåøèòè jåäíà÷èíó 3 · C2n
n−1 = 5 · C2n−1

n .

Ðåøå»å. Äàòà jåäíà÷èíà åêâèâàëåíòíà jå ñëåäå£îj jåäíà÷èíè 3·
(

2n

n− 1

)
=

5 ·
(
2n− 1

n

)
, îäíîñíî jåäíà÷èíè

3 · 2n(2n− 1)!

(n− 1)!(n+ 1)n!
= 5 · (2n− 1)!

n!(n− 1)!
.
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Ïîãîäíèì ñðå¢èâà»åì äîáèjàìî

3 · 2n

n+ 1
= 5,

îäàêëå ñëåäè äà jå ðåøå»å jåäíà÷èíå n = 5. 4

Ïðèìåð 24. Ðåøèòè jåäíà÷èíó Px+2 = 210 · V x−1
x−4 · P3.

Ðåøå»å. Ïîëàçíà jåäíà÷èíà åêâèâàëåíòíà jå ñëåäå£îj

(x+ 2)! = 210 · (x− 1) · · · 4 · 3!,

îäíîñíî
(x+ 2)(x+ 1)x(x− 1)! = 210 · (x− 1) · · · 4 · 3!,

îäàêëå ïîãîäíèì ñêðà£èâà»åì äîáèjàìî:

x(x+ 1)(x+ 2) = 210 = 5 · 6 · 7.

Ïðåìà òîìå, ðåøå»å ïîëàçíå jåäíà÷èíå jå x = 5. 4

Ïðèìåð 25. Îäðåäèòè ÷ëàí êîjè íå ñàäðæè x ó ðàçâîjó áèíîìà:(
4
√
a2x+

5

√
1

ax2

)13

.

Ðåøå»å. Îäðåäèìî çà ïî÷åòàê îïøòè ÷ëàí äàòîã áèíîìà:

Tk+1 =

(
13

k

)
·
((

a2x
) 1

4

)13−k

·
((

1

ax2

) 1
5
)k

,

îäàêëå, ïîãîäíèì ñðå¢èâà»åì äîáèjàìî äà jå

Tk+1 =

(
13

k

)
· a

13−k
2 · x

13−k
4 · a−

k
5 · x−

2k
5 ,

îäíîñíî

Tk+1 =

(
13

k

)
· a

65−7k
10 · x

65−13k
20 .

×ëàí ó ðàçâîjó äàòîã áèíîìà êîjè íå ñàäðæè x äîáèjà ñå çà
65− 13k

20
= 0,

îäíîñíî çà k = 5. Ïðåìà òîìå, ðåøå»å çàäàòêà jå øåñòè ÷ëàí ó ðàçâîjó,
òj.

T6 =

(
13

5

)
· a3.

4
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4 Îäàáðàíè çàäàöè ñà ìàòåìàòè÷êèõ

òàêìè÷å»à

Ñ îáçèðîì íà ÷åñòó ïîjàâó ëîãè÷êî-êîìáèíàòîðíèõ çàäàòàêà íà ñâèì
íèâîèìà ðàçíèõ ìàòåìàòè÷êèõ òàêìè÷å»à, à èìàjó£è ó âèäó è îãðàíè÷åí
áðîj ÷àñîâà ïîñâå£åí îâîj íàñòàâíîj òåìè ó ðåäîâíîj íàñòàâè, ïîñåáàí
ïðîñòîð èçó÷àâà»å êîìáèíàòîðèêå çàóçèìà ó äîäàòíîj íàñòàâè, è òî ó
ñâèì ðàçðåäèìà. Ïîìåíèìî jîø äà ñå ëîãè÷êî-êîìáèíàòîðíè çàäàöè
ïîñëåä»èõ ãîäèíà ðåäîâíî ïîjàâ§ójó íà ïðèjåìíèì èñïèòèìà èç ìàòåìà-
òèêå íà áðîjíèì îçáè§íèì ôàêóëòåòèìà (ÅÒÔ, Ìàòåìàòè÷êè ôàêóëòåò,
ÔÎÍ,...), êàî è äà ñå êîìáèíàòîðèêà îáðà¢ójå ó ñêëîïó ïðèïðåìå ìàòóðà-
íàòà çà çàâðøíè ìàòóðñêè èñïèò èç ìàòåìàòèêå. Ìå¢óòèì, ïðåäìåò îâîã
ðàäà, à ñïåöèjàëíî è îâå òåìå, jåñòå îáðàäà êîìáèíàòîðèêå ó äîäàòíîj
íàñòàâè. Ó äà§åì òåêñòó ñëåäå îðèjåíòàöèîíè ïðîãðàìè çà äîäàòíè ðàä ó
ñâèì ðàçðåäèìà ãèìíàçèjà, êàî è çàäàöè êîìáèíàòîðíå ïðèðîäå ñà ðàçíèõ
ìàòåìàòè÷êèõ òàêìè÷å»à.

4.1 Îðèjåíòàöèîíè ïðîãðàìè çà äîäàòíè ðàä ó

ãèìíàçèjàìà11

Ó ñâàêîì ðàçðåäó òðåáà îáðàäèòè 6− 8 òåìà (ïî èçáîðó íàñòàâíèêà),
çàâèñíî îä ïðîãðàìà ðåäîâíå íàñòàâå. Íàçíà÷åíè áðîj ÷àñîâà çà ïîjåäèíå
òåìå jå îðèjåíòàöèîíè è ìîæå ñå ïîâå£àòè (ñìà»èòè) çà 1 èëè 2 ÷àñà.

Îðèjåíòàöèîíè ïðîãðàì çà ïðâè ðàçðåä (32 ÷àñà ãîäèø»å):

1. Åëåìåíòè ìàòåìàòè÷êå ëîãèêå (6)

2. Åëåìåíòàðíà òåîðèjà áðîjåâà îäàáðàíè çàäàöè (6)

3. Ïîëèíîìè (8)

4. Ðàöèîíàëíè àëãåáàðñêè èçðàçè, jåäíà÷èíå è íåjåäíà÷èíå (5)

5. Àïñîëóòíà âðåäíîñò áðîjà è ïðèìåíå (4)

6. Ñèñòåìè ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà è íåjåäíà÷èíà (5)

7. Ðàâíå ãåîìåòðèjñêå ôèãóðå (6)

8. Îäàáðàíè äîêàçíè è ðà÷óíñêè çàäàöè

9. Jåäíàêîñò ìíîãîóãëîâà (4)

11Ïîäàöè î íàñòàâíèì ïëàíîâèìà è ïðîãðàìèìà ïðåóçåòè ñà èíòåðíåò ñòðàíèöå
http://www.zuov.gov.rs/poslovi/nastavni-planovi/nastavni-planovi-os-i-ss/
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10. Ãåîìåòðèjñêå êîíñòðóêöèjå ó ðàâíè (8)

11. Èíâåðçèjà (4)

12. Àïîëîíèjåâ ïðîáëåì äîäèðà (4)

13. Åëåìåíòè òîïîëîãèjå (4)

14. Ëîãè÷êè è êîìáèíàòîðíè çàäàöè (5)

15. Îäàáðàíè çàäàöè çà òàêìè÷å»à èç ìàòåìàòèêå (6)

Îðèjåíòàöèîíè ïðîãðàì çà äðóãè ðàçðåä (32 ÷àñà ãîäèø»å):

1. Êâàäðàòíå jåäíà÷èíå, ôóíêöèjå è íåjåäíà÷èíå (4)

2. Íåëèíåàðíå Äèîôàíòîâå jåäíà÷èíå (4)

3. Èðàöèîíàëíè àëãåáàðñêè èçðàçè, jåäíà÷èíå è íåjåäíà÷èíå (4)

4. Åêñïîíåíöèjàëíè è ëîãàðèòàìñêè èçðàçè, jåäíà÷èíå è íåjåäíà÷èíå
(4)

5. Ïðîáëåìè åêñòðåìíèõ âðåäíîñòè (6)

6. Ðåàëíè áðîjåâè (4)

7. Ãåîìåòðèjñêå êîíñòðóêöèjå ó ïðîñòîðó (5)

8. Îäàáðàíà ïîãëàâ§à òðèãîíîìåòðèjå (8)

9. Ëîãè÷êî êîìáèíàòîðíè è ñëè÷íè íåñòàíäàðäíè çàäàöè (4)

10. Îäàáðàíè çàäàöè çà ìàòåìàòè÷êà òàêìè÷å»à (5)

Îðèjåíòàöèîíè ïðîãðàì çà òðå£è ðàçðåä (32 ÷àñà ãîäèø»å):

1. Ïîëèåäðè, ïðàâèëíè ïîëèåäðè; òåòðàåäàð (6)

2. Îáðòíà òåëà. Êîìáèíîâàíà òåëà (4)

3. Ìàòåìàòè÷êà èíäóêöèjà. Íèçîâè (6)

4. Ðåêóðåíòíòå ôîðìóëå è íåêå »èõîâå ïðèìåíå (4)

5. Ðàçíå ïðèìåíå âåêòîðà (4)

6. Ìåòîä êîîðäèíàòà. Ôóíêöèjå è ãðàôèöè (8)
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7. Êîìïëåêñíè áðîjåâè è ïîëèíîìè (6)

8. Ñèñòåìè jåäíà÷èíà è íåjåäíà÷èíà äðóãîã èëè âèøåã ðåäà (4)

9. Êîíóñíè ïðåñåöè (6)

10. Ñôåðíà ãåîìåòðèjà (8)

11. Ëîãè÷êî êîìáèíàòîðíè çàäàöè (4)

12. Îäàáðàíè çàäàöè çà ìàòåìàòè÷êà òàêìè÷å»à (6)

Îðèjåíòàöèîíè ïðîãðàì çà ÷åòâðòè ðàçðåä (30 ÷àñîâà ãîäèø»å):

1. Ìàòåìàòè÷êå ñòðóêòóðå (4)

2. Ðàçâîj è âðñòå ãåîìåòðèjà (4)

3. Êðàòàê ïðåãëåä èñòîðèjå ìàòåìàòèêå (8)

4. Ôóíêöèjå ó ïðèðîäè è òåõíèöè (4)

5. Èçâîä è èíòåãðàë (8)

6. Íåïðåêèäíîñò (4)

7. Íóìåðè÷êå ìåòîäå (5)

8. Åëåìåíòè êîìáèíàòîðèêå è âåðîâàòíî£å (8)

9. Åëåìåíòè òåîðèjå èíôîðìàöèjà è îñíîâè êèáåðíåòèêå (5)

10. Ìàòåìàòèêà ó ïðèìåíàìà: åëåìåíòè ìàòåìàòè÷êîã ìîäåëèðà»à (6)

11. Åëåìåíòè òåîðèjå èãàðà (4)

12. Îäàáðàíè çàäàöè çà ìàòåìàòè÷êà òàêìè÷å»à (4)

Ëàêî ñå ïðèìå£ójå äà ñå êîìáèíàòîðèêà ó äàëåêî âå£îj ìåðè èçó÷àâà
íà äîäàòíîj, íåãî ó ðåäîâíîj íàñòàâè. Ãëàâíè ðàçëîã çà òî jå ñâàêàêî
òåæèíà ñàìîã ãðàäèâà, êîjå jå, ñ ïðàâîì, óãëàâíîì íàìå»åíî äàðîâèòèì è
óñïåøíèjèì ó÷åíèöèìà. Íà äîäàòíîj íàñòàâè ñå, èçìå¢ó îñòàëîã, óñàâðøà-
âàjó ìåòîäè ïðåáðîjàâà»à êîíà÷íèõ ñêóïîâà, èçó÷àâà Äèðèõëåîâ ïðèíöèï,
êîìáèíàòîðíà ãåîìåòðèjà, ïðèìå»ójó ñå ôîðìóëå çà áðîj âàðèjàöèjà, ïåð-
ìóòàöèjà è êîìáèíàöèjà, ñà è áåç ïîíàâ§à»à. Òàêî¢å, ïðèìå»ójó ñå ðàçíå
îñîáèíå áèíîìíèõ êîåôèöèjåíàòà è áèíîìíå ôîðìóëå, è ïðîó÷àâàjó ðàçíè
íåñòàíäàðäíè è ½ãëàâîëîìíè� çàäàöè (ïðîáëåìè êóãëèöà, ìàòåìàòè÷êî-
øàõîâñêè çàäàöè, ðàçíîâðñíå ìàòåìàòè÷êå èãðå è ñë.).
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4.2 Çàäàöè ñà ìàòåìàòè÷êèõ òàêìè÷å»à

Çàäàòàê 1. Äàòî jå 2015 jåäíàêèõ ïëàâèõ è 3 jåäíàêå áåëå êóãëèöå. Íà
êîëèêî íà÷èíà èõ ìîæåìî ïîðå¢àòè ó íèç îä 2018 êóãëèöà óç óñëîâ äà
ïðâà è ïîñëåä»à êóãëèöà ó íèçó áóäó èñòå áîjå?

Ðåøå»å. Ïðèìåòèìî äâà ñëó÷àjà. Àêî ñó ïðâà è ïîñëåä»à êóãëèöà ó
íèçó ïëàâå, îä ïðåîñòàëèõ 2016 ïîçèöèjà òðåáà îäàáðàòè 3 íà êîjèìà £åìî
ðàñïîðåäèòè áåëå êóãëèöå (äîê íà îñòàëèì ïîçèöèjàìà ðàñïîðå¢ójåìî

ïëàâå), øòî jå ìîãó£å íà

(
2016

3

)
=

2016 · 2015 · 2014
3!

= 336 · 2015 · 2014
íà÷èíà.

Ó äðóãîì ñëó÷àjó, àêî ñó ïðâà è ïîñëåä»à êóãëèöà ó íèçó áåëå, îä
ïðåîñòàëèõ 2016 ïîçèöèjà òðåáà îäàáðàòè 2015 íà êîjèìà £åìî ðàñïîðåäè-
òè ïëàâå êóãëèöå (äîê íà ïðåîñòàëîj jåäíîj ïîçèöèjè èìàìî áåëó êóãëèöó),

øòî ìîæåìî óðàäèòè íà

(
2016

2015

)
=

2016 · 2015!
2015!

= 2016 íà÷èíà.

Ïðèìåíîì ïðàâèëà çáèðà çàê§ó÷ójåìî äà jå ðåøå»å çàäàòêà

336 · 2015 · 2014 + 2016.

(Îïøòèíñêî òàêìè÷å»å 2016 1Á) 4

Çàäàòàê 2. Êîëèêî èìà 100−öèôðåíèõ áðîjåâà êîjè ñå çàïèñójó öèôðàìà
1, 2 è 3 òàêî äà èì íèêîjå äâå ñóñåäíå öèôðå íèñó jåäíàêå?

Ðåøå»å. Ïðâó öèôðó ìîæåìî èçàáðàòè íà 3 íà÷èíà. Íàêîí òàêâîã îäàáè-
ðà ïðâå öèôðå äðóãó ìîæåìî èçàáðàòè íà 2 íà÷èíà (ìîðà áèòè ðàçëè÷èòà
îä ïðâå öèôðå). Ñëè÷íî, ñâàêó ñëåäå£ó öèôðó ìîæåìî îäàáðàòè íà 2
íà÷èíà ïà jå òðàæåíè áðîj 3 · 299.
(Îïøòèíñêî òàêìè÷å»å 2014 1Á) 4

Çàäàòàê 3. Êîëèêî èìà ïåòîöèôðåíèõ áðîjåâà äå§èâèõ ñà 5 ôîðìèðàíèõ
îä öèôàðà 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 àêî ñå:

à) öèôðå íå ïîíàâ§àjó;

á) öèôðå ìîãó ïîíàâ§àòè?

Ðåøå»å. à) Äà áè áðîj áèî äå§èâ ñà 5, ïîñëåä»à öèôðà òîã áðîjà ìîðà
áèòè 0 èëè 5. Ïîñìàòðàjìî, çà ïî÷åòàê, ñëó÷àj êàäà jå ïîñëåä»à öèôðà
íóëà. Òàäà çà ïðâó öèôðó ìîæåìî óçåòè áèëî êîjó îä ïðåîñòàëèõ 7
öèôàðà èç ïî÷åòíîã ñêóïà. Çà òàêàâ èçáîð ïðâå öèôðå, èìàìî 6 ìîãó£íî-
ñòè çà èçáîð äðóãå, 5 çà òðå£ó è 4 çà ÷åòâðòó öèôðó, jåð ñå öèôðå íå
ïîíàâ§àjó. Ïðåìà òîìå, áðîj òàêâèõ èçáîðà jå 7 · 6 · 5 · 4 = 840.
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Ó ñëó÷àjó êàäà jå ïîñëåä»à öèôðà ïåò, çà èçáîð ïðâå öèôðå èìàìî
6 ìîãó£íîñòè (íå ìîæå íóëà); çà òàêàâ èçáîð ïðâå öèôðå, ïîñòîjè 6
ìîãó£íîñòè çà èçáîð äðóãå, îäíîñíî 5 è 4 îïöèjå çà èçáîð òðå£å è ÷åòâðòå
öèôðå, íà îñíîâó ÷åãà ñëåäè äà jå áðîj òàêâèõ èçáîðà ó îâîì ñëó÷àjó
6 · 6 · 5 · 4 = 720.

Êîíà÷íî, ïðèìå»ójó£è ïðàâèëî çáèðà, äîáèjàìî äà òðàæåíèõ áðîjåâà
èìà 840 + 720 = 1560.

á) Êàî è ó ïðèìåðó ïîä à), è îâäå ïðèìå£ójåìî äâà ñëó÷àjà. Ó ïðâîì
ñëó÷àjó, êàäà jå ïîñëåä»à öèôðà íóëà, çà ïî÷åòíó öèôðó ìîæåìî óçåòè
áèëî êîjó îä öèôàðà 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, äàêëå, 7 ìîãó£íîñòè. Çà ñâàêî îä
ïðåîñòàëà òðè ìåñòà, êîíêóðèøå 8 öèôàðà jåð ñå öèôðå ìîãó ïîíàâ§àòè.
Äàêëå, óêóïàí áðîj òàêâèõ èçáîðà jå 7 · 83 = 3584. Jåäíîñòàâíî ñå
ïðèìå£ójå è äà jå ó äðóãîì ñëó÷àjó, êàäà jå ïîñëåä»à öèôðà ïåò, èñòè
áðîj èçáîðà 7 · 83 = 3584, îäàêëå jå óêóïàí áðîj ðåøå»à 2 · 3584 = 7168.
(Òàíãåíòà 81, ñòðàíà 28, Ïèñìåíè çàäàöè, çàäàòàê 5) 4

Çàäàòàê 4. Ó âðñòó jå ïîðå¢àíî 2016 ñòîëèöà. Íà êîëèêî íà÷èíà jå
ìîãó£å îáîjèòè ñâàêó ñòîëèöó öðâåíîì èëè ïëàâîì áîjîì íà òàêàâ íà÷èí
äà áðîj ïëàâèõ ñòîëèöà áóäå ïàðàí?

Ðåøå»å. Ïðâèõ 2015 ñòîëèöà îáîjèìî ïðîèçâî§íî, òj. çà ñâàêó ñòîëèöó
ïîñòîjå äâà ìîãó£à áîjå»à (öðâåíî èëè ïëàâî). Çà ïðåîñòàëó ñòîëèöó
îäãîâàðà íàì ó ñâàêîì ñëó÷àjó òà÷íî jåäíî áîjå»å äà áè áðîj ïëàâèõ
ñòîëèöà áèî ïàðàí. Çàòî jå òðàæåíè áðîj 22015.
(Îïøòèíñêî òàêìè÷å»å 2016 4Á) 4

Çàäàòàê 5. Êîëèêî èìà ÷åòâîðîöèôðåíèõ áðîjåâà êîjè ñå çàïèñójó ïîìî-
£ó öèôàðà 1, 2 è 3, àëè òàêî äà ñå íèjåäíà öèôðà íå ïîjàâ§ójå âèøå îä
äâà ïóòà ó çàïèñó áðîjà?

Ðåøå»å. Êàêî ñå íèjåäíà öèôðà íå ñìå ïîjàâ§èâàòè âèøå îä äâà ïóòà,
ñâàêè îä ïîñìàòðàíèõ ÷åòâîðîöèôðåíèõ áðîjåâà çàïèñàí jå èëè ïîìî£ó
äâå öèôðå îä êîjèõ ñå ñâàêà ïîjàâ§ójå ïî äâà ïóòà, èëè ïîìî£ó ñâå
òðè äîçâî§åíå öèôðå ìå¢ó êîjèìà ñå jåäíà ïîjàâ§ójå òà÷íî äâà ïóòà, à
ïðåîñòàëå äâå òà÷íî ïî jåäíîì. Ó ïðâîì ñëó÷àjó, óêîëèêî ñó òå äâå öèôðå
1 è 2, òàäà ìîæåìî äîáèòè áðîjåâå 1122, 1212, 1221, 2112, 2121 è 2211, òj.
øåñò ìîãó£íîñòè; èñòî âàæè óêîëèêî ôèêñèðàìî öèôðå 1 è 3, îäíîñíî 2 è
3, øòî ñâå çàjåäíî äàjå 18 ìîãó£íîñòè ó ïðâîì ñëó÷àjó. Ó äðóãîì ñëó÷àjó,
óêîëèêî ñå öèôðà 1 ïîjàâ§ójå äâà ïóòà à ïðåîñòàëå äâå öèôðå ïî jåäíîì,
òàäà ìîæåìî äîáèòè áðîjåâå 1123, 1132, 1213, 1312, 1231, 1321, 2113, 3112,
2131, 3121, 2311 è 3211, òj. äâàíàåñò ìîãó£íîñòè; èñòî âàæè óêîëèêî ñå
öèôðà 2 (à íå öèôðà 1) ïîjàâ§ójå äâà ïóòà, êàî è óêîëèêî ñå öèôðà 3
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(à íå öèôðà 1) ïîjàâ§ójå äâà ïóòà, øòî ñâå çàjåäíî äàjå 36 ìîãó£íîñòè ó
äðóãîì ñëó÷àjó. Äàêëå, èìàìî óêóïíî 54 òàêâà áðîjà.
(Îïøòèíñêî òàêìè÷å»å 2015 2Á) 4

Çàäàòàê 6. Çà åêèïó jåäíå øêîëå ó øàõó òðåáà èçàáðàòè òðè òàêìè÷à-
ðà îä 11 êàíäèäàòà ìå¢ó êîjèìà jå 6 äå÷àêà è 5 äåâîj÷èöà. Íà êîëèêî
íà÷èíà ñå òî ìîæå ó÷èíèòè àêî ñå çíà äà ó åêèïè ìîðà áèòè áàðåì
jåäíà äåâîj÷èöà?

Ðåøå»å. Ïî óñëîâó çàäàòêà, åêèïà ñå ìîæå ñàñòîjàòè îä: òðè äåâîj÷èöå,
äâå äåâîj÷èöå è jåäíîã äå÷àêà, èëè jåäíå äåâîj÷èöå è äâà äå÷àêà. Ó ïðâîì

ñëó÷àjó åêèïà ñå ìîæå îäàáðàòè íà

(
5

3

)
=

5!

3! · 2!
= 10 íà÷èíà. Ó äðóãîì

ñëó÷àjó åêèïà ñå ìîæå îäàáðàòè íà

(
5

2

)
·
(
6

1

)
=

5!

2! · 3!
· 6 = 60 íà÷èíà à

ó òðå£åì ñëó÷àjó íà

(
5

1

)
·
(
6

2

)
= 5 · 6!

2! · 4!
= 75 íà÷èíà. Äàêëå, óêóïàí

áðîj íà÷èíà äà ñå åêèïà îäàáåðå jåäíàê jå 145.
(Îïøòèíñêî òàêìè÷å»å 2014 3Á) 4

Çàäàòàê 7. Êîëèêî ñå ïåòîöèôðåíèõ áðîjåâà ìîæå íàïèñàòè ïîìî£ó
öèôàðà 0, 1, 2, ..., 9 àêî ñå öèôðå:

à) íå ìîãó ïîíàâ§àòè;

á) ìîãó ïîíàâ§àòè?

Ðåøå»å. à) Çà ïðâó öèôðó ïîñòîjè 9 ìîãó£íîñòè (íå ìîæå íóëà), çà äðóãó
òàêî¢å 9, òðå£ó 8, ÷åòâðòó 7 è ïåòó 6 ìîãó£íîñòè, jåð ñå öèôðå íå ìîãó
ïîíàâ§àòè. Ïðåìà òîìå, óêóïàí áðîj òàêâèõ áðîjåâà jåñòå 9 · 9 · 8 · 7 · 6 =
27216.
á) Áðîj íèçîâà äóæèíå 5 ÷èjè ÷ëàíîâè ïðèïàäàjó ïî÷åòíîì ñêóïó jåäíàê
jå 105. Ìå¢óòèì, íèç êîjè ïî÷è»å öèôðîì 0 íå ñìàòðàìî ïåòîöèôðåíèì
áðîjåì. Áðîj òàêâèõ íèçîâà êîjè ïî÷è»ó öèôðîì 0 jåäíàê jå 104 ïà jå
òðàæåíè áðîj 105 − 104 = 9 · 104 = 90000.
(Òàíãåíòà 69, ñòðàíà 28, Ïèñìåíè çàäàöè, çàäàòàê 4) 4

Çàäàòàê 8. Íà êîëèêî íà÷èíà 20 §óäè ìîæå ñåñòè íà 20 ìåñòà jåäíîã
ðåäà ó áèîñêîïó, òàêî äà Àíà ñåäè ïîðåä Áîjàíà, à Âåñíà ïîðåä Ãîðàíà?

Ðåøå»å. Ïîòðåáíî jå ðàñïîðåäèòè 16 §óäè è 2 ïàðà, ñ òèì øòî îâà äâà
ïàðà ñõâàòàìî êàî äâå öåëèíå, jåð ñå íå ìîãó îäâàjàòè. Ñàìèì òèì, òèõ
18 ãðóïà ìîæåìî ðàñïîðåäèòè íà 18! íà÷èíà. Êàêî ó ñâàêîj îä äâå ãðóïå
ñà ïî äâà ÷ëàíà èìàìî 2 ðàçëè÷èòà ðàñïîðåäà, óêóïàí áðîj ðàñïîðåäà
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jåñòå 2 · 2 · 18!.
(Îïøòèíñêî òàêìè÷å»å 2011 1Á) 4

Çàäàòàê 9. Êîëèêî èìà ïåòîöèôðåíèõ áðîjåâà êîjè èìàjó òà÷íî jåäíó
öèôðó 6?

Ðåøå»å. Ðàçëèêójåìî äâà ñëó÷àjà, óêîëèêî jå öèôðà 6 íà ïðâîì ìåñòó
è óêîëèêî íèjå íà ïðâîì ìåñòó. Ó ïðâîì ñëó÷àjó, ëàêî ñå ïðèìå£ójå äà
ïîñòîjè 94 òàêâèõ áðîjåâà. Ó äðóãîì ñëó÷àjó, çà ïðâó öèôðó èìàìî 8
ìîãó£íîñòè (íå ìîãó 0 è 6), äîê íà òðè îä ïðåîñòàëà ÷åòèðè ìåñòà òðåáà
ïîñòàâèòè áèëî êîjó îä öèôàðà 0, 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, øòî ìîæåìî ó÷èíèòè

íà 8 ·
(
4

3

)
· 93 = 32 · 93 íà÷èíà. Êîíà÷íî, çàê§ó÷ójåìî äà jå óêóïàí áðîj

òàêâèõ ïåòîöèôðåíèõ áðîjåâà jåäíàê

94 + 32 · 93 = 41 · 93 = 29889.

(Îïïòèíñêî òàêìè÷å»å 2007 1Á) 4

Çàäàòàê 10. Ñâàêî îä jåäèíè÷íèõ ïî§à òàáëèöå 3×3 îáîjåíî jå jåäíîì îä
òðè áîjå. Êîëèêî èìà ðàçëè÷èòèõ áîjå»à êîä êîjèõ ñó ñâàêà äâà ñóñåäíà
jåäèíè÷íà ïî§à(òj. ïî§à ñà çàjåäíè÷êîì ñòðàíèöîì) ðàçëè÷èòå áîjå?

Ðåøå»å. Íåêà ñó áîjå îçíà÷åíå ñà a, b è c. Àêî jå öåíòðàëíî ïî§å îáîjåíî
áîjîì a, ìîãó£è ñó ñëåäå£è ñëó÷àjåâè:

1) Ñâà ÷åòèðè ïî§à ñóñåäíà öåíòðàëíîì ñó îáîjåíà èñòîì áîjîì. Òà
áîjà ñå ìîæå îäàáðàòè íà 2 íà÷èíà è òàäà çà ñâàêî óãàîíî ïî§å
ïîñòîjå 2 ìîãó£íîñòè çà èçáîð áîjå (àêî jå, íà ïðèìåð, áîjà ïî§à
ñóñåäíèõ öåíòðàëíîì b, óãàîíà ìîãó áèòè áîjå a èëè c), ïà jå ó îâîì
ñëó÷àjó áðîj ìîãó£èõ áîjå»à 2 · 24 = 32.

2) Òðè ïî§à ñóñåäíà öåíòðàëíîì ñó èñòå, à ÷åòâðòî jå ðàçëè÷èòå áîjå.

Òàêâèõ áîjå»à èìà

(
4

3

)
· 2 = 8 è çà ñâàêî òàêâî áîjå»å ïðåîñòàëà

(óãàîíà) ïî§à ñå ìîãó îáîjèòè íà 22 íà÷èíà (2 óãàîíà ïî§à èìàjó
ñóñåäíà ïî§à ðàçëè÷èòå áîjå, ïà jå »èõîâà áîjà jåäíîçíà÷íî îäðå¢å-
íà; ïðåîñòàëà äâà èìàjó ñóñåäíà èñòå áîjå, ïà çà »èõîâî áîjå»å
ïîñòîjå 2 ìîãó£íîñòè), ïà jå áðîj áîjå»à ó îâîì ñëó÷àjó 8 · 22 = 32.

3) Ïî äâà ñóñåäíà ïî§à ñó îáîjåíà èñòîì áîjîì. Ó îâîj ñèòóàöèjè
ðàçëèêójåìî äâà ñëó÷àjà:
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(à) Ïî§à êîjà ñó äèjàìåòðàëíî ñóïðîòíà ó îäíîñó íà öåíòðàëíî
ñó ðàçëè÷èòå áîjå (îâàêâèõ áîjå»à èìà 4). Òàäà äâà óãàîíà
ïî§à èìàjó ñóñåäíà ïî§à ðàçëè÷èòå áîjå (ïà jå »èõîâà áîjà
jåäèíñòâåíî îäðå¢åíà), à äâà óãàîíà ïî§à èìàjó ñóñåäíà ïî§à
èñòå áîjå (ïà ñå »èõîâà áîjà ìîæå èçàáðàòè íà 2 íà÷èíà).
Ñëåäè äà jå áðîj áîjå»à ó îâîj ñèòóàöèjè 4 · 22 = 16.

(á) Ïî§à êîjà ñó äèjàìåòðàëíî ñóïðîòíà ó îäíîñó íà öåíòðàëíî ñó
èñòå áîjå (îâàêâèõ áîjå»à èìà 2). Òàäà ñâàêî óãàîíî ïî§å èìà
ñóñåäíà ïî§à ðàçëè÷èòå áîjå, ïà jå »èõîâà áîjà jåäèíñòâåíî
îäðå¢åíà, òj. áðîj áîjå»à ó îâîj ñèòóàöèjè jå 2.

Äàêëå, àêî jå öåíòðàëíî ïî§å îáîjåíî áîjîì a, òðàæåíèõ áîjå»à èìà
32 + 32 + 16 + 2 = 82, ïà jå óêóïàí áðîj áîjå»à 3 · 82 = 246 .
(Îïøòèíñêî òàêìè÷å»å 2010 1Á) 4

Çàäàòàê 11. Êîëèêî èìà ïåòîöèôðåíèõ áðîjåâà çàïèñàíèõ íåïàðíèì
öèôðàìà, ìå¢ó êîjèìà jå áàð jåäíà jåäèíèöà?

Ðåøå»å. I íà÷èí: Ðàçëèêójåìî ïåò ñëó÷àjåâà, ñâàêè ó çàâèñíîñòè îä
áðîjà jåäèíèöà ó ïîñìàòðàíèì áðîjåâèìà. Ïîñòîjè òà÷íî 1 ïåòîöèôðåíè
áðîj êîjè ñàäðæè ïåò jåäèíèöà (11111). Ñà ÷åòèðè jåäèíèöå ïîñòîjè

óêóïíî

(
5

1

)
· 4 = 5 · 4 = 20 áðîjåâà (íà jåäíî îä ïåò ìîãó£èõ ìåñòà

ïîñòàâèìî íåêó îä ïðåîñòàëå 4 íåïàðíå öèôðå). Ñëè÷íî çàê§ó÷ójåìî äà

òðàæåíèõ áðîjåâà ñà òðè jåäèíèöå èìà

(
5

2

)
·42 = 5!

2! · 3!
·16 = 160, îäíîñíî

ñà äâå jåäèíèöå

(
5

3

)
·43 = 5!

3! · 2!
·64 = 640. Êîíà÷íî, ñà jåäíîì jåäèíèöîì

ïîñòîjè

(
5

4

)
· 44 =

5!

4! · 1!
· 256 = 1280 áðîjåâà. Äàêëå, òðàæåíèõ áðîjåâà

êîjè çàäîâî§àâàjó óñëîâå çàäàòêà óêóïíî ïîñòîjè: 1 + 20 + 160 + 640 +
1280 = 2101.

II íà÷èí: Ïîñòîjè óêóïíî 55 ïåòîöèôðåíèõ áðîjåâà êîjè ñå ìîãó çàïèñà-
òè ïîìî£ó öèôàðà 1, 3, 5, 7, 9. Îä òîã áðîjà îäóçìåìî ñâå ïåòîöèôðåíå
áðîjåâå êîjè ñó çàïèñàíè ïîìî£ó öèôàðà 3, 5, 7, 9 (äàêëå áåç jåäèíèöå),
à òàêâèõ jå 45. Êîíà÷íî, ïîñòîjè óêóïíî 55 − 45 = 3125 − 1024 = 2101
áðîjåâà êîjè çàäîâî§àâàjó óñëîâå çàäàòêà.
(Îïøòèíñêî òàêìè÷å»å 2008 1Á) 4

Çàäàòàê 12. Îä 16 §óäè, ìå¢ó êîjèìà ñó ïî 4 èç Ñðáèjå, Ðóìóíèjå,
Áóãàðñêå è Ìàêåäîíèjå, òðåáà èçàáðàòè 6.

(à) Êîëèêî èìà òàêâèõ èçáîðà ó êîjèìà jå çàñòóï§åíà ñâàêà çåì§à?
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(á) Êîëèêî èìà òàêâèõ èçáîðà ó êîjèìà íåìà âèøå îä äâà ïðåäñòàâíèêà
íåêå çåì§å?

Ðåøå»å. (à) Êàêî jå çàñòóï§åí ïðåäñòàâíèê ñâàêå çåì§å, ñëåäè äà èëè
jåäíà çåì§à èìà 3 ïðåäñòàâíèêà (à îñòàëå òðè ïî 1) èëè äâå çåì§å èìàjó
2 ïðåäñòàâíèêà (à îñòàëå äâå ïî 1).

1) Àêî jåäíà çåì§à èìà 3 ïðåäñòàâíèêà, »åí èçáîð ñå ìîæå èçâðøèòè

íà

(
4

1

)
íà÷èíà, »åíà 3 ïðåäñòàâíèêà íà

(
4

3

)
íà÷èíà, äîê ñå ïðåäñòà-

âíèê íåêå îä ïðåîñòàëèõ çåìà§à ìîæå èçàáðàòè íà

(
4

1

)
íà÷èíà, ïà

ó îâîj ñèòóàöèjè ïîñòîjè(
4

1

)
·
(
4

3

)
·
(
4

1

)3

= 45 = 1024

èçáîðà.

2) Àêî äâå çåì§å èìàjó 2 ïðåäñòàâíèêà, »èõîâ èçáîð ìîæå ñå èçâðøèòè

íà

(
4

2

)
íà÷èíà, çà ñâàêó îä »èõ 2 ïðåäñòàâíèêà íà

(
4

2

)
íà÷èíà, äîê

ñå ïðåäñòàâíèê íåêå îä ïðåîñòàëèõ çåìà§à ìîæå èçàáðàòè íà

(
4

1

)
íà÷èíà, ïà ó îâîj ñèòóàöèjè ïîñòîjè(

4

2

)
·
(
4

2

)2

·
(
4

1

)2

= 63 · 42 = 3456

èçáîðà.

Äàêëå, îäãîâîð íà ïèòà»å äåëà ïîä (à) jåñòå 1024 + 3456 = 4480 èçáîðà.

(á) Êàêî ñâàêà îä çåìà§à èìà íàjâèøå 2 ïðåäñòàâíèêà, ñëåäè äà áàð
òðè çåì§å ìîðàjó èìàòè ïðåäñòàâíèêå, òj. èëè òðè çåì§å èìàjó ïî 2
ïðåäñòàâíèêà èëè äâå çåì§å èìàjó 2, à äâå jåäíîã ïðåäñòàâíèêà.

1) Àêî òðè çåì§å èìàjó ïî 2 ïðåäñòàâíèêà, »èõîâ èçáîð ñå ìîæå

èçâðøèòè íà

(
4

3

)
íà÷èíà, à ïî 2 ïðåäñòàâíèêà ó ñâàêîj îä »èõ

íà

(
4

2

)
íà÷èíà, ïà ó îâîj ñèòóàöèjè ïîñòîjè(

4

3

)
·
(
4

2

)3

= 4 · 63 = 864

èçáîðà.
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2) Àêî äâå çåì§å èìàjó 2 ïðåäñòàâíèêà, à äâå jåäíîã, áðîj èçáîðà jå
èñòè êàî ó äðóãîì ñëó÷àjó äåëà (à), òj. èìà 3456 òàêâèõ èçáîðà.

Êîíà÷íî, îäãîâîð íà ïèòà»å äåëà (á) jåñòå 864 + 3456 = 4320 èçáîðà.
(Îïøòèíñêî òàêìè÷å»å 2009 1À) 4

Çàäàòàê 13. Êîëèêî èìà øåñòîöèôðåíèõ áðîjåâà ñà ðàçëè÷èòèì öèôðà-
ìà ÷èjà jå íàjâå£à öèôðà çà îñàì âå£à îä íàjìà»å öèôðå?

Ðåøå»å. Ðàçëèêójåìî äâà ñëó÷àjà: íàjâå£à öèôðà jå 9 à íàjìà»à 1, è
íàjâå£à öèôðà jå 8 à íàjìà»à 0. Òî ñó jåäèíå äâå ìîãó£íîñòè. Ó ïðâîì
ñëó÷àjó jåäèíèöà ìîæå äî£è íà áèëî êîjó îä 6 ïîçèöèjà, à ïîòîì äåâåòêà
íà áèëî êîjó îä ïðåîñòàëèõ 5 ïîçèöèjà. Äà§å, íà ïðâó îä ïðåîñòàëå
÷åòèðè ïîçèöèjå ìîæå äî£è áèëî êîjà îä öèôàðà 2, 3, ..., 8, øòî jå 7 ìîãó£-
íîñòè, çà íàðåäíó ïîçèöèjó èìàìî 6 ìîãó£íîñòè, çà ïîçèöèjó ïîñëå »å 5
ìîãó£íîñòè è çà ïîñëåä»ó ïðåîñòàëó ïîçèöèjó 4 ìîãó£íîñòè. Òèìå ñìî
íàáðîjàëè óêóïíî 6 · 5 · 7 · 6 · 5 · 4 = 25200 áðîjåâà ó ïðâîì ñëó÷àjó.

Ïîñìàòðàjìî ñàäà äðóãè ñëó÷àj. Ïîñòîjè 5 ìîãó£èõ ïîçèöèjà íà êîjèìà
ñå ìîæå íà£è íóëà (jåð íóëà íå ìîæå íà ïðâî ìåñòî), à íàêîí ïîñòàâ§à»à
íóëå èìàìî 5 ìîãó£èõ ïîçèöèjà çà îñìèöó. Äà§å ðåçîíójåìî ñëè÷íî
êàî ó ïðåòõîäíîì ñëó÷àjó, è èçðà÷óíàâàìî äà ó îâîì ñëó÷àjó èìàìî
óêóïíî 5 · 5 · 7 · 6 · 5 · 4 = 21000 áðîjåâà. Äàêëå, ðåøå»å çàäàòêà jå
25200 + 21000 = 46200 áðîjåâà.
(Îêðóæíî òàêìè÷å»å 2015 3Á) 4

Çàäàòàê 14. Íà êîíòðîëíîj âåæáè ñâàêè ó÷åíèê äîáèî jå çàäàòêå jåäíå
îä äâå ãðóïå çàäàòàêà. Óêîëèêî îäå§å»å èìà 20 ó÷åíèêà, à ïî 10 ó÷åíèêà
ðàäè ñâàêó ãðóïó çàäàòàêà, íà êîëèêî íà÷èíà èõ äåæóðíè íàñòàâíèê
ìîæå ïîðå£àòè ó äâà ðåäà òàêî äà ó÷åíèöè êîjè ñó äîáèëè èñòó ãðóïó
çàäàòàêà ñåäå jåäàí èçà äðóãîã, à äà ó÷åíèöè êîjè ñåäå jåäàí äî äðóãîã
ðàäå ðàçëè÷èòå ãðóïå çàäàòàêà?

Ðåøå»å. Îäðåäèìî íàjïðå ó÷åíèêå êîjè £å ñåäåòè ó ïðâîì ðåäó. Îâî ñó
ó÷åíèöè êîjè ðàäå ïðâó èëè äðóãó ãðóïó çàäàòàêà, òàêî äà òî ìîæåìî
óðàäèòè íà 2 íà÷èíà. Çàòèì, ó ñâàêîì ðåäó òðåáà ðàñïîðåäèòè ïî 10
ó÷åíèêà ó ïðîèçâî§íîì ðåäîñëåäó. Çà ñâàêè ðåä òî ìîæåìî óðàäèòè íà
10! íà÷èíà, òàêî äà jå òðàæåíè áðîj ðàñïîðåäà jåäíàê 2 · (10!)2.
(Îêðóæíî òàêìè÷å»å 2013 3Á) 4
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Çàäàòàê 15. Êîëèêî èìà ÷åòâîðîöèôðåíèõ áðîjåâà êîjè ñàäðæå áàð äâå
öèôðå 5?

Ðåøå»å. Áðîj 5555 jå jåäèíè ÷åòâîðîöèôðåíè áðîj êîjè èìà ÷åòèðè öèôðå
5. Îäðåäèìî êîëèêî èìà ÷åòâîðîöèôðåíèõ áðîjåâà êîjè èìàjó òà÷íî òðè
öèôðå 5. Ó òîì öè§ó, ìîðàìî ðàçëèêîâàòè äâà ñëó÷àjà. Íàjïðå, àêî
jå ïåòèöà íà ïðâîì ìåñòó, òàäà áèðàìî jåäíó îä ïðåîñòàëå òðè ïîçèöèjå
íà êîjó £åìî ïîñòàâèòè íåêó îä öèôàðà 0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, øòî ìîæåìî

ó÷èíèòè íà

(
3

1

)
· 9 = 27 íà÷èíà. Ó äðóãîì ñëó÷àjó, ïîñòîjè òà÷íî 8

áðîjåâà êîä êîjèõ öèôðà õè§àäà íèjå jåäíàêà 5 (öèôðà õè§àäà íå ìîæå
áèòè 0 èëè 5, äîê ñó îñòàëå öèôðå jåäíàêå 5), ïðåìà òîìå ïîñòîjè 27+8 =
35 ÷åòâîðîöèôðåíèõ áðîjåâà êîjè èìàjó òà÷íî òðè öèôðå 5.

Îäðåäèìî, íà êðàjó, êîëèêî èìà ÷åòâîðîöèôðåíèõ áðîjåâà êîjèìà ñó
òà÷íî äâå öèôðå jåäíàêå 5. Óêîëèêî jå öèôðà õè§àäà jåäíàêà 5, òàäà
èìàìî òðè ìîãó£íîñòè çà ïðåîñòàëó öèôðó 5 (îíà ìîæå áèòè öèôðà
jåäèíèöà, äåñåòèöà èëè ñòîòèíà), à çàòèì çà ñâàêó îä ïðåîñòàëå äâå
öèôðå èìàìî 9 ìîãó£íîñòè, òj. îâèõ áðîjåâà èìà 3 · 92 = 243. Óêîëèêî
öèôðà õè§àäà íèjå jåäíàêà 5, òó öèôðó ìîæåìî îäàáðàòè íà 8 íà÷èíà,
à çàòèì è ìåñòî çà ïðåîñòàëó öèôðó êîjà íèjå jåäíàêà 5 íà 3 íà÷èíà è òó
öèôðó íà 9 íà÷èíà, òj. îâèõ áðîjåâà èìà 8 · 3 · 9 = 216.

Áðîjåâà êîjè çàäîâî§àâàjó òðàæåíå óñëîâå èìà óêóïíî 1 + 35+ 243+
216 = 495.
(Îêðóæíî òàêìè÷å»å 2013 1Á) 4

Çàäàòàê 16. Êîëèêî èìà ôóíêöèjà f : {a, b, c, d} → {a, b, c, d} êîjå íèñó
áèjåêöèjå è íèñó êîíñòàíòíå ôóíêöèjå?

Ðåøå»å. Óêóïàí áðîj ôóíêöèjà jå 44, jåð ñå ñâàêè åëåìåíò ñêóïà {a, b, c, d}
ìîæå ïðåñëèêàòè ó ïðîèçâî§àí åëåìåíò ñêóïà {a, b, c, d}. Áðîj áèjåêöèjà
íà ñêóïó îä ÷åòèðè åëåìåíòà jåäíàê jå áðîjó ïåðìóòàöèjà íà ñêóïó îä
÷åòèðè åëåìåíòà, îäíîñíî 4! = 4·3·2·1 = 24, äîê jå êîíñòàíòíèõ ôóíêöèjà
óêóïíî 4. Ïðåìà òîìå, òðàæåíè áðîj ôóíêöèjà êîjå çàäîâî§àâàjó óñëîâå
jåäíàê jå 44 − 24− 4 = 228.
(Îêðóæíî òàêìè÷å»å 2013 4Á) 4

Çàäàòàê 17. Êîëèêî èìà øåñòîöèôðåíèõ áðîjåâà ñà ðàçëè÷èòèì öèôðà-
ìà ÷èjà jå íàjâå£à öèôðà çà 7 âå£à îä íàjìà»å öèôðå?

Ðåøå»å. Ðàçëèêójåìî òðè ñëó÷àjà:

(1) Íàjâå£à öèôðà jå 7 à íàjìà»à 0. Íóëó ìîæåìî ïîñòàâèòè íà 5
ìåñòà (íå ìîæå íà ïðâî), ñåäìèöó òàêî¢å íà 5 ìåñòà. Äà§å, íà
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ïðâó îä ïðåîñòàëå ÷åòèðè ïîçèöèjå ìîæå äî£è áèëî êîjà îä öèôàðà
1, 2, 3, 4, 5, 6, øòî jå 6 ìîãó£íîñòè, çà íàðåäíó ïîçèöèjó èìàìî 5
ìîãó£íîñòè, çà ïîçèöèjó ïîñëå »å 4 ìîãó£íîñòè è çà ïîñëåä»ó ïðåî-
ñòàëó ïîçèöèjó 3 ìîãó£íîñòè. Îäàòëå ñëåäè äà jå áðîj òàêâèõ èçáîðà
52 · 6 · 5 · 4 · 3 = 9000.

(2) Íàjâå£à öèôðà jå 8 à íàjìà»à 1. Jåäèíèöó ìîæåìî ïîñòàâèòè íà
6 ìåñòà, îñìèöó íà 5 à äà§å ðåçîíójåìî ñëè÷íî êàî ó ïðåòõîäíîì
ñëó÷àjó ïà jå áðîj èçáîðà 6 · 5 · 6 · 5 · 4 · 3 = 10800.

(3) Íàjâå£à öèôðà jå 9 à íàjìà»à 2. Ëàêî ñå çàê§ó÷ójå, ïðèìå»ójó£è
ïîñòóïàê êîðèø£åí ó ïðåòõîäíîì ñëó÷àjó, äà ïîñòîjè óêóïíî 10800
òàêâèõ áðîjåâà.

Äàêëå ðåøå»å çàäàòêà jå 9000 + 2 · 10800 = 30600 áðîjåâà.
(Îêðóæíî òàêìè÷å»å 2011 4Á) 4

Çàäàòàê 18. Íà êîëèêî íà÷èíà ñå ìîæå ïîðå¢àòè 10 ðàçëè÷èòèõ ê»èãà
íà ïîëèöó, àëè òàêî äà çà ïåò îäðå¢åíèõ âàæè äà íèêîjå äâå íèñó jåäíà
äî äðóãå?

Ðåøå»å. Ðàñïîðåäèìî ïðâî îíèõ 5 ê»èãà êîjå ìîãó ñòàjàòè ó ïðîèçâî§-
íîì ìå¢óñîáíîì ïîðåòêó, øòî ìîæåìî ó÷èíèòè íà 5! íà÷èíà. Ïðåîñòàëå
ê»èãå ñå ìîãó íàëàçèòè èçìå¢ó ïðâîáèòíî ïîñòàâ§åíèõ (4 ìåñòà), íà
ïî÷åòêó èëè íà êðàjó ðåäà, òj. íà óêóïíî 6 ìåñòà, è òî òàêî äà íà ñâàêîì
îä îâèõ ìåñòà ñòîjè òà÷íî jåäíà ê»èãà. Äàêëå, íåîïõîäíî jå èçàáðàòè 5
îä 6 ìîãó£èõ ìåñòà, è íà »èõ ïîñòàâèòè ïîñëåä»èõ 5 ê»èãà. Êàêî jå îâî

ìîãó£å ó÷èíèòè íà

(
6

5

)
· 5! = 6 · 5! íà÷èíà, òî jå òðàæåíè áðîj ðàñïîðåäà

jåäíàê 5! · 6 · 5! = 5! · 6!.
(Îêðóæíî òàêìè÷å»å 2011 2Á) 4

Çàäàòàê 19. Êîëèêî èìà ÷åòâîðîöèôðåíèõ áðîjåâà êîjè ñå ó áðîjíîì
ñèñòåìó ñà îñíîâîì 10 çàïèñójó ïîìî£ó äâå ðàçëè÷èòå öèôðå?

Ðåøå»å. Ïðâó öèôðó áðîjà ìîæåìî èçàáðàòè íà 9 íà÷èíà. Äðóãà öèôðà
ìîæå áèòè ðàçëè÷èòà îä ïðâå öèôðå èëè jåäíàêà ïðâîj öèôðè. Ó ñëó÷àjó
äà jå äðóãà öèôðà ðàçëè÷èòà îä ïðâå ìîæåìî jå èçàáðàòè òàêî¢å íà
9 íà÷èíà. Òàäà çà òðå£ó è ÷åòâðòó öèôðó ìîæåìî îäàáðàòè jåäíó îä
öèôàðà êîjå ñå íàëàçå íà ïðâîì è äðóãîì ìåñòó, ïà jå óêóïàí áðîj áðîjåâà
ó îâîì ñëó÷àjó jåäíàê 9 · 9 · 2 · 2 = 324. Ðàçìîòðèìî ñàäà ñëó÷àj êàäà jå
äðóãà öèôðà jåäíàêà ïðâîj. Ñëè÷íèì ðàçìàòðà»åì êàî ó ïðåòõîäíîì
ñëó÷àjó çàê§ó÷ójåìî äà ïîñòîjè 9 ·1 ·9 ·2 = 162 áðîjåâà êîä êîjèõ jå òðå£à
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öèôðà ðàçëè÷èòà îä ïðâå äâå. Íà êðàjó, óêîëèêî ñó ïðâå òðè öèôðå
jåäíàêå, ÷åòâðòó ìîæåìî îäàáðàòè íà 9 íà÷èíà, ïà jå áðîj îâàêâèõ èçáîðà
jåäíàê 9 ·1 ·1 ·9 = 81. Äàêëå, òðàæåíè áðîj jå jåäíàê 324+162+81 = 567.
(Îêðóæíî òàêìè÷å»å 2011 3Á) 4

Çàäàòàê 20. Íåêà jå n ïðèðîäàí áðîj âå£è îä 2. Êîëèêî èìà òðîjêè
(A,B,C) ïîäñêóïîâà ñêóïà {1, 2, ..., n} òàêâèõ äà jå

A ∩B ∩ C = ∅, |A ∩B| = 2 è |A ∩ C| = 1?

Ðåøå»å. Ñâàêè åëåìåíò ñêóïà {1, 2, ..., n} íàëàçè ñå èëè ó ñêóïó A,B,C
èëè ó (A ∪ B ∪ C)C , ïà jå òðàæåíè áðîj jåäíàê áðîjó ðàñïîðåäà áðîjåâà
{1, 2, ..., n} ó îâà ÷åòèðè ñêóïà òàêî äà ñó çàäîâî§åíè äàòè óñëîâè. Îäðå-
äèìî áðîj îâèõ ðàñïîðåäà.

Åëåìåíò êîjè ïðèïàäà ñêóïó A ∩ C ìîæåìî èçàáðàòè íà n íà÷èíà.
Èçàáåðèìî çàòèì äâà åëåìåíòà êîjè ïðèïàäàjó ñêóïó A∩B. Îâè åëåìåíòè
ðàçëè÷èòè ñó îä åëåìåíòà êîjè ñå íàëàçè óA∩C, jåð ìîðà áèòè çàäîâî§åíî

A ∩ B ∩ C = ∅, ïà »èõ ìîæåìî èçàáðàòè íà

(
n− 1

2

)
=

(n− 1)(n− 2)

2
íà÷èíà.

Ñâàêè îä ïðåîñòàëèõ n− 3 åëåìåíàòà ìîæåìî ñìåñòèòè:

(1) èëè ñàìî ó ñêóï A (òj. ó A\(B ∪ C));

(2) èëè ñàìî ó ñêóï B (òj. ó B\(A ∪ C));

(3) èëè ñàìî ó ñêóï C (òj. ó C\(A ∪B));

(4) èëè ó ñêóï B ∩ C;

(5) èëè ó êîìïëåìåíò (A ∪B ∪ C)C .

Äàêëå, ïîñòîjè 5 ìîãó£íîñòè çà ñâàêè îä ïðåîñòàëèõ n − 3 åëåìåíàòà,
ïà çà »èõîâî ðàçìåøòà»å èìàìî 5n−3 íà÷èíà. Ïðåìà òîìå, òðàæåíå

ïîäñêóïîâå ìîæåìî îäàáðàòè íà n · (n− 1)(n− 2)

2
· 5n−3 íà÷èíà.

(Îêðóæíî òàêìè÷å»å 2014 2Á) 4

Çàäàòàê 21. (à) Íà êîëèêî íà÷èíà ñå ìîãó èçàáðàòè äâà íåñóñåäíà
äâîöèôðåíà áðîjà?

(á) Êîëèêî èìà ïåòîöèôðåíèõ áðîjåâà ó êîjèìà ñå öèôðà 5 ïîjàâ§ójå
òà÷íî äâà ïóòà è ÷èjå ñó ïðåîñòàëå òðè öèôðå ðàçëè÷èòè åëåìåí-
òè ñêóïà {1, 2, 3, 4, 6, 7}?

41



Ðåøå»å. (à) Äâîöèôðåíèõ áðîjåâà èìà 90 (çà ïðâó öèôðó 9, çà äðóãó

10 ìîãó£íîñòè), ïà ïàðîâà äâîöèôðåíèõ áðîjåâà èìà

(
90

2

)
= 4005.

Îä òîã áðîjà îäóçìåìî áðîj ñâèõ ïàðîâà óçàñòîïíèõ äâîöèôðåíèõ
áðîjåâà, êîjèõ èìà óêóïíî 90 − 1 = 89. Äàêëå, äâà íåñóñåäíà
äâîöèôðåíà áðîjà ñå ìîãó èçàáðàòè íà 4005− 89 = 3916 íà÷èíà.

(á) Äà áèñìî ðåøèëè çàäàòàê äîâî§íî jå äà íà òðè îä ïåò ìîãó£èõ
ìåñòà ïîñòàâèìî íåêå îä öèôàðà 1, 2, 3, 4, 6, 7, øòî ìîæåìî ó÷èíèòè

íà óêóïíî

(
5

3

)
· 6 · 5 · 4 = 1200 íà÷èíà (ïðåîñòàëà äâà ìåñòà ñó

ïðåäâè¢åíà çà öèôðó 5).
(Îêðóæíî òàêìè÷å»å 2008 1Á) 4

Çàäàòàê 22. Òðè Åíãëåçà è äâà Ôðàíöóçà çàèíòåðåñîâàíè ñó çà 7 ðàçëè-
÷èòèõ ê»èãà: òðè íà åíãëåñêîì jåçèêó (òðàæå èõ ñàìî Åíãëåçè), äâå íà
ôðàíöóñêîì jåçèêó (òðàæå èõ ñàìî Ôðàíöóçè) è äâå íà ñðïñêîì jåçèêó
(òðàæå èõ è Åíãëåçè è Ôðàíöóçè). Íà êîëèêî íà÷èíà ñâàêîì îä »èõ
ìîæåìî ïîêëîíèòè ïî jåäíó ê»èãó?

Ðåøå»å. Ïîñòîjå òðè ìîãó£íîñòè.

(1) Îáà Ôðàíöóçà äîáèëà ñó ê»èãó íà ôðàíöóñêîì jåçèêó. Ó îâîì
ñëó÷àjó Ôðàíöóçèìà ê»èãå ìîæåìî ïîêëîíèòè íà 2 íà÷èíà. Çà
Åíãëåçå èìàìî 5 ìîãó£èõ ê»èãà, ïà »èìà ê»èãå ìîæåìî ïîêëîíèòè
íà 5 · 4 · 3 = 60 íà÷èíà. Äàêëå, óêóïàí áðîj íà÷èíà äà ñå îñîáàìà
ïîêëîíå ê»èãå jå ó îâîì ñëó÷àjó 2 · 60 = 120.

(2) Jåäàí Ôðàíöóç jå äîáèî ê»èãó íà ôðàíöóñêîì, à äðóãè íà ñðïñêîì
jåçèêó. Ó îâîì ñëó÷àjó ïîòðåáíî jå èçàáðàòè êîjè £å îä Ôðàíöóçà
äîáèòè ê»èãó íà ôðàíöóñêîì jåçèêó, çàòèì èçàáðàòè jåäíó îä äâå
ê»èãå êîjó £å îí äîáèòè, à çàòèì èçàáðàòè jåäíó îä äâå ê»èãå
íà ñðïñêîì jåçèêó êîjó £åìî ïîêëîíèòè äðóãîì Ôðàíöóçó. Äàêëå,
Ôðàíöóçèìà ê»èãå ìîæåìî ïîêëîíèòè íà 23 = 8 íà÷èíà. Çà Åíãëåçå
îñòàjó 4 ê»èãå (òðè íà åíãëåñêîì è jåäíà íà ñðïñêîì jåçèêó), ïà
»èìà ê»èãå ìîæåìî ïîêëîíèòè íà 4 ·3 ·2 = 24 íà÷èíà. Óêóïàí áðîj
íà÷èíà äà ñå îñîáàìà ïîêëîíå ê»èãå ó îâîì ñëó÷àjó jå 8 · 24 = 192.

(3) Îáà Ôðàíöóçà äîáèëà ñó ê»èãå íà ñðïñêîì jåçèêó. Ó îâîì ñëó÷àjó
Ôðàíöóçèìà ê»èãå ìîæåìî ïîêëîíèòè íà 2 íà÷èíà. Çà òðè Åíãëåçà
ïðåîñòàëå ñó òðè ê»èãå, ïà »èìà ïîìåíóòå ê»èãå ìîæåìî ïîêëîíè-
òè íà 3 ·2 ·1 = 6 íà÷èíà. Óêóïàí áðîj íà÷èíà äà ñå îñîáàìà ïîêëîíå
ê»èãå ó îâîì ñëó÷àjó jåäíàê jå 2 · 6 = 12.
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Êîíà÷íî, óêóïàí áðîj íà÷èíà äà ñå îñîáàìà ïîêëîíå ê»èãå jåñòå 120 +
192 + 12 = 324.
(Îïøòèíñêî òàêìè÷å»å 2014 1Á) 4

Çàäàòàê 23. Íà êîëèêî íà÷èíà ñå 20 êàðàòà, ìå¢ó êîjèìà ñó 4 äàìå,
ìîãó ïîäåëèòè íà äâå ãðóïå îä ïî 10 êàðàòà, òàêî äà ó jåäíîj ãðóïè áóäó
òðè äàìå, à ó äðóãîj ãðóïè jåäíà äàìà?

Ðåøå»å. Ðåøå»å çàäàòêà jåñòå çàïðàâî áðîj íà÷èíà íà êîjè ìîæåìî ïîïó-

íèòè jåäíó ãðóïó. Òðè äàìå îä ìîãó£èõ ÷åòèðè ìîæåìî îäàáðàòè íà

(
4

3

)
íà÷èíà, äîê ïðåîñòàëèõ ñåäàì êàðàòà êîjå ñó íàì íåîïõîäíå äà áè ñìî
ôîðìèðàëè ãðóïó, áèðàìî îä »èõ 16 (áåç äàìå çáîã óñëîâà çàäàòêà).
Ïðåìà òîìå, áðîj íà÷èíà íà êîjè ìîæåìî ïîïóíèòè jåäíó ãðóïó, à ójåäíî
è ðåøå»å çàäàòêà, jåñòå (

4

3

)
·
(
16

7

)
= 45760.

(Îêðóæíî òàêìè÷å»å 2009 1Á) 4

Çàäàòàê 24. Íà êîëèêî íà÷èíà ñå ìîãó îáîjèòè òåìåíà ïåòîóãëà
ABCDE ïîìî£ó 4 áîjå àêî ñóñåäíà òåìåíà íå ìîãó áèòè èñòå áîjå?

Ðåøå»å. Ïðåòïîñòàâèìî íàjïðå äà ñó òåìåíà A è D èñòå áîjå. Çà òî
ïîñòîjå 4 ìîãó£íîñòè. Òåìå E ìîðà áèòè ðàçëè÷èòî îä »èõ, çà øòà
ïîñòîjå 3 ìîãó£íîñòè, ïà äîñàä èìàìî 4 · 3 = 12 ìîãó£íîñòè çà îâà òðè
òåìåíà. Çà òåìå B áèðàìî jåäíó áîjó ðàçëè÷èòó îä áîjå òåìåíà A, çà øòà
ïîñòîjå 3 ìîãó£íîñòè, à ïîòîì çà òåìå C áèðàìî áîjó ðàçëè÷èòó îä áîjà
òåìåíà B è D, çà øòà ïðåîñòàjó 2 ìîãó£íîñòè. Óêóïíî, äàêëå, èìàìî
4 · 3 · 3 · 2 = 72 ìîãó£íîñòè çà èçáîð áîjà ó îâîì ñëó÷àjó.

Ïîñìàòðàjìî ñàäà ñëó÷àj êàäà ñó òåìåíà A è D ðàçëè÷èòå áîjå. Çà òî
ïîñòîjå 4 · 3 = 12 ìîãó£íîñòè. Òåìå E ìîðà áèòè ðàçëè÷èòå áîjå îä »èõ,
çà øòà ïðåîñòàjó 2 ìîãó£íîñòè. Óêîëèêî jå òåìå C èñòå áîjå êàî A, òàäà
íàì çà B ïðåîñòàjó 3 ìîãó£íîñòè. Ìå£óòèì, àêî jå C ðàçëè÷èòå áîjå îä
òåìåíà A òàäà èìàìî 2 ìîãó£íîñòè çà C è ïîòîì 2 ìîãó£íîñòè çà òåìå B.
Ïðåìà òîìå, ó îâîì ñëó÷àjó èìàìî óêóïíî 4 · 3 · 2 · (3+2 · 2) = 24 · 7 = 168
èçáîðà. Êîíà÷íî, ðåøå»å çàäàòêà jåñòå 72 + 168 = 240.
(Äðæàâíî òàêìè÷å»å 2015 1Á) 4
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Çàäàòàê 25. Îäðåäèòè áðîj äåâåòîöèôðåíèõ áðîjåâà äå§èâèõ ñà 225, êîä
êîjèõ ñó ñâå öèôðå ðàçëè÷èòå à öèôðà ñòîòèíà èì jå 7.

Ðåøå»å. Óî÷èìî äà jå 225 = 9 · 25. Èç äå§èâîñòè ñà 25 çàê§ó÷ójåìî äà
ñó ïîñëåä»å äâå öèôðå òðàæåíèõ áðîjåâà 00, 25, 50 èëè 75. Ñëó÷àj 00
íèjå ìîãó£ jåð ñâå öèôðå ìîðàjó áèòè ðàçëè÷èòå, êàî íè ñëó÷àj 75 jåð
jå ïî óñëîâó çàäàòêà öèôðà ñòîòèíà 7 (èç èñòîã ðàçëîãà). Ïðåìà òîìå,
jåäèíà äâà ìîãó£à ñëó÷àjà jåñó 25 è 50. Êàêî jå 0 + 1 + 2 + ... + 9 = 45,
èçáàöèâà»åì jåäíîã îä îâèõ áðîjåâà äîáèjà ñå áðîj äå§èâ ñà 9 ñàìî àêî
jå èçáà÷åíè áðîj 0 èëè 9.

Óêîëèêî jå òðîöèôðåíè çàâðøåòàê 725, òàäà ïðâèõ øåñò ïîçèöèjà
ìîæåìî ïîïóíèòè íà 6! íà÷èíà, óêîëèêî ñìî èçáàöèëè 0, îäíîñíî íà 5 ·5!
íà÷èíà, óêîëèêî ñìî èçáàöèëè 9 (0 íå ìîæå íà ïðâî ìåñòî), ïà jå óêóïàí
áðîj òàêâèõ äåâåòîöèôðåíèõ áðîjåâà 6! + 5 · 5! = 11 · 5!. Óêîëèêî jå
òðîöèôðåíè çàâðøåòàê 750, òàäà ïðâèõ 6 ïîçèöèjà ìîæåìî ïîïóíèòè
íà 6! íà÷èíà (êîðèñòèìî öèôðå 1, 2, 3, 4, 6 è 8). Êîíà÷íî, óêóïàí áðîj
äåâåòîöèôðåíèõ áðîjåâà êîjè çàäîâî§àâàjó óñëîâå çàäàòêå jåñòå 11 · 5! +
6! = 17 · 5! = 2040.
(Îïøòèíñêî òàêìè÷å»å, 2006 1Á) 4

Çàäàòàê 26. Ó jåäíîj ãðóïè §óäè ñå íàëàçå òðè Èòàëèjàíà, ÷åòèðè
Ôðàíöóçà è ïåò Øïàíàöà. Íà êîëèêî ðàçëè÷èòèõ íà÷èíà ñå ñâè îâè
§óäè ìîãó ïîðå¢àòè ó íèç òàêî äà ñâè Ôðàíöóçè áóäó jåäàí ïîðåä äðóãîã,
ñâè Øïàíöè jåäàí ïîðåä äðóãîã è íèêîjà äâà Èòàëèjàíà íå áóäó jåäàí äî
äðóãîã?

Ðåøå»å. Ñ îáçèðîì äà íèêîjà äâà Èòàëèjàíà íå ìîãó áèòè jåäàí äî äðóãîã
ëàêî ñå ïðèìå£ójå äà ñó ìîãó£à äâà ðàñïîðåäà (ïî íàöèîíàëíîñòèìà)
ÈÔÔÔÔÈØØØØØÈ è ÈØØØØØÈÔÔÔÔÈ. Êàêî ó ñâàêîì îä
îâèõ ðàñïîðåäà Èòàëèjàíå ìîæåìî ðàñïîðåäèòè íà 3! íà÷èíà, Ôðàíöóçå
íà 4! è Øïàíöå íà 5! íà÷èíà, äîáèjàìî äà ñå îâè §óäè ìîãó ðàñïîðåäèòè
íà 3! · 4! · 5! · 2 = 34560 íà÷èíà.
(Îêðóæíî òàêìè÷å»å 2004 1Á) 4

Çàäàòàê 27. Çà åëåìåíò ïåðìóòàöèjå êàæåìî äà jå äåñíî ìèíèìàëàí
àêî jå ìà»è îä ñâèõ åëåìåíàòà êîjè ñå íàëàçå äåñíî îä »åãà. Íà ïðèìåð ó
ïåðìóòàöèjè (2, 1, 4, 6, 3, 7, 8, 5) äåñíî ìèíèìàëíè ñó åëåìåíòè íà äðóãîj
è ïåòîj ïîçèöèjè (åëåìåíòè 1 è 3). Êîëèêî èìà ðàçëè÷èòèõ ïåðìóòàöè-
jà åëåìåíàòà ñêóïà {1, 2, 3, ..., 8} êîjå èìàjó äåñíî ìèíèìàëíå åëåìåíòå
íà äðóãîj è ïåòîj ïîçèöèjè (è ìîæäà jîø íà íåêèì äðóãèì ïîçèöèjàìà)?

Ðåøå»å. Ðàçëèêójåìî 4 ñëó÷àjà, ñâå ó çàâèñíîñòè îä ïåòå ïîçèöèjå, íà
êîjîj ñå ìîãó íà£è jåäèíî öèôðå 2, 3, 4 è 5. Ó ïðâîì ñëó÷àjó, óêîëèêî jå
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íà ïåòîj ïîçèöèjè öèôðà 2, òàäà jå äðóãà ïîçèöèjà jåäíîçíà÷íî îäðå¢åíà,
äîê ïðåîñòàëèõ 6 ìåñòà ìîæåìî ïîïóíèòè íà 6! íà÷èíà. Ó äðóãîì ñëó÷àjó,
êàäà jå íà ïåòîj ïîçèöèjè öèôðà 3, çà äðóãó ïîçèöèjó ïîñòîjå äâå ìîãó£íî-
ñòè, öèôðå 1 è 2. Àêî jå öèôðà 1 íà äðóãîj ïîçèöèjè, òàäà öèôðó 2
ìîæåìî ðàñïîðåäèòè íà 3 ìåñòà (íå ìîæå äåñíî îä 3), ïà jå áðîj òàêâèõ
ïåðìóòàöèjà 3 ·5!. Àêî jå, ïàê, öèôðà 2 íà äðóãîj ïîçèöèjè, òàäà öèôðà 1
ìîæå èñê§ó÷èâî íà ïðâî ìåñòî, äîê ñå ïðåîñòàëå ïîçèöèjå ìîãó ïîïóíèòè
íà 5! íà÷èíà, ïà jå óêóïàí áðîj ïåðìóòàöèjà ó äðóãîì ñëó÷àjó 4 · 5!.

Ïîñìàòðàjìî ñàäà ñëó÷àj êàäà jå íà ïåòîj ïîçèöèjè öèôðà 4. Òàäà ñå
íà äðóãîj ïîçèöèjè ìîãó íà£è jåäèíî öèôðå 1 è 2. Óêîëèêî jå öèôðà 1
íà äðóãîì ìåñòó, òàäà öèôðå 2 è 3 ìîæåìî ïîñòàâèòè íà 3 · 2 íà÷èíà, ïà
jå áðîj îäãîâàðàjó£èõ ïåðìóòàöèjà ñà öèôðàìà 1 è 4 íà äðóãîì, îäíîñíî
ïåòîì ìåñòó, jåäíàê 3 · 2 · 4! = 6 · 4!. Óêîëèêî jå öèôðà 2 íà äðóãîì ìåñòó,
òàäà jå ïðâà ïîçèöèjà jåäíîçíà÷íî îäðå¢åíà, öèôðó 3 ìîæåìî ïîñòàâèòè
íà 2 ïîçèöèjå, äîê ïðåîñòàëå ïîçèöèjå ïîïó»àâàìî íà 4! íà÷èíà, ïà jå
óêóïàí áðîj ïåðìóòàöèjà ñà öèôðîì 4 íà ïåòîj ïîçèöèjè 6·4!+2·4! = 8·4!.

Ïîñëåä»è ñëó÷àj êîjè ïîñìàòðàìî jåñó ïåðìóòàöèjå ñà öèôðîì 5 íà
ïåòîj ïîçèöèjè. Òàäà êàî è ó ïðåòõîäíèì ñëó÷àjåâèìà, çà äðóãó ïîçèöèjó
ïîñòîjå ñâåãà äâå ìîãó£íîñòè. Óêîëèêî jå öèôðà 1 íà äðóãîj ïîçèöèjè,
òàäà öèôðå 2, 3 è 4 ìîæåìî ðàñïîðåäèòè íà 3! íà÷èíà (ëåâî îä öèôðå 5)
äîê ïðåîñòàëå òðè ïîçèöèjå äåñíî îä öèôðå 5 ìîæåìî ïîïóíèòè òàêî¢å
íà 3! íà÷èíà, ïà jå áðîj ïåðìóòàöèjà ñà öèôðàìà 1 è 5 íà äðóãîj , îäíîñíî
ïåòîj ïîçèöèjè, jåäíàê (3!)2. Óêîëèêî jå, ïàê, öèôðà 2 íà äðóãîj ïîçèöèjè,
ó àíàëîãèjè ñà ïðåòõîäíèì ñëó÷àjåâèìà, ëàêî çàê§ó÷ójåìî äà jå áðîj
ïåðìóòàöèjà ñà öèôðàìà 2 è 5 íà äðóãîj, îäíîñíî ïåòîj ïîçèöèjè 2 · 3!, ïà
jå óêóïàí áðîj ïåðìóòàöèjà ó ïîñëåä»åì ñëó÷àjó (3!)2 + 2 · 3!. Ñòîãà jå
òðàæåíè áðîj ïåðìóòàöèjà êîjå èñïó»àâàjó óñëîâå çàäàòêà

6! + 4 · 5! + 8 · 4! + (3!)2 + 2 · 3! = 1440.

(Îêðóæíî òàêìè÷å»å 2007 1À) 4

Çàäàòàê 28. Íà êîëèêî ðàçëè÷èòèõ íà÷èíà ñå ìîãó ðàñïîðåäèòè 7
èñòèõ êóãëèöà ó 4 ðàçëè÷èòå êóòèjå?

Ðåøå»å. Ìîãó£è ðàñïîðåäè ñó 7 + 0+ 0+ 0 (ñâå êóãëèöå ó ïðâó êóòèjó),
6 + 1 + 0 + 0 (6 êóãëèöà ó ïðâó êóòèjó à ñåäìà ó äðóãó), 5 + 2 + 0 + 0,
èòä. Î÷èãëåäíî jå äà ñå ïðîáëåì ïðåáðîjàâà»à ñâèõ ìîãó£íîñòè çàñíèâà
íà jåäíà÷èíè x1 + x2 + x3 + x4 = 7 ãäå ñó x1, x2, x3, x4 íåíåãàòèâíè öåëè
áðîjåâè êîjè ïðåäñòàâ§àjó áðîj êóãëèöà ó ñâàêîj îä 4 ïîñìàòðàíå êóòèjå.

45



Ïðèìåíîì òåîðåìå 8 çàê§ó÷ójåìî äà óêóïàí áðîj ðåøå»à ïîñòàâ§åíå
jåäíà÷èíå, à ñàìèì òèì è ðåøå»å çàäàòêà jåñòå(

7 + 4− 1

7

)
=

(
10

7

)
= 120.

(Îêðóæíî òàêìè÷å»å 2006 4À) 4

Çàäàòàê 29. Êâàäðàò 2× 2 ïîäå§åí jå íà 4 êâàäðàòè£à 1× 1. Ñâàêè îä
êâàäðàòè£à jå îáîjåí öðâåíîì, ïëàâîì èëè áåëîì áîjîì.

à) Êîëèêî èìà ðàçëè÷èòèõ áîjå»à?

á) Êîëèêî èìà ðàçëè÷èòèõ áîjå»à ó êîjèìà ñå ñâå òðè áîjå ïîjàâ§ójó?

Ðåøå»å. à) Ñâàêè îä êâàäðàòè£à ìîæå áèòè îáîjåí íà 3 íà÷èíà, ïà jå
áðîj ðàçëè÷èòèõ áîjå»à jåäíàê 34 = 81.
á) Êàäà ñå ñâå áîjå ïîjàâ§ójó èìàìî 2 ïî§à îáîjåíà jåäíîì áîjîì è jîø
ïî jåäíî ïî§å îáîjåíî ïðåîñòàëèì áîjàìà. Òà 2 ïî§à ìîæåìî îäðåäèòè

íà

(
4

2

)
= 6 íà÷èíà, à áîjó çà òà 2 ïî§à íà 3 íà÷èíà. Ïðåîñòàëà 2 ïî§à

ìîæåìî îáîjèòè íà jîø 2! = 2, ïà óêóïíî èìàìî 6 · 3 · 2 = 36 áîjå»à ó
êîjèìà ñå ñâå áîjå ïîjàâ§ójó.
(Ðåïóáëè÷êî òàêìè÷å»å 2005 1Á) 4

Çàäàòàê 30. Ó ðàâíè ñó äàòà äâà ñêóïà ïàðàëåëíèõ ïðàâèõ {a1, a2, ..., a13}
è {b1, b2, ..., b7}. Ïðàâå ïðâîã ñêóïà ñåêó ïðàâå äðóãîã ñêóïà. Êîëèêî jå
ïàðàëåëîãðàìà îäðå¢åíî îâèì ïðàâàìà?

Ðåøå»å. Ñâàêè ïàð ïðàâèõ ïðâîã ñêóïà è ñâàêè ïàð ïðàâèõ äðóãîã ñêóïà
îäðå¢ójó òà÷íî jåäàí ïàðàëåëîãðàì è îáðíóòî. Ïàð ïðàâèõ èç ïðâîã

ñêóïà ìîæåìî èçàáðàòè íà

(
13

2

)
íà÷èíà, à èç äðóãîã íà

(
7

2

)
íà÷èíà,

ïà òðàæåíèõ ïàðàëåëîãðàìà èìà(
13

2

)
·
(
7

2

)
= 1638.

(Îêðóæíî òàêìè÷å»å 2003 1Á) 4
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5 Çàê§ó÷àê

Êàêî jå äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà äîáèëà íà çíà÷àjó ó ïðåòõîäíèõ íåêîëè-
êî äåöåíèjà óñëåä ñâîjèõ ïðèìåíà ó îáëàñòè ðà÷óíàðñêèõ àëãîðèòàìà è
ïðîãðàìñêèõ jåçèêà, òàêî è êîìáèíàòîðèêà, íàóêà î ðàñïîðåäèìà îájåêàòà,
êàî âàæàí äåî äèñêðåòíå ìàòåìàòèêå, ñòè÷å ñâå âå£ó ïîïóëàðíîñò è ïðèìå-
íó. Ìå¢óòèì, è ïîðåä òîãà, »åíà îñíîâíà ïðåäíîñò è ïðèìåíà jåñòå
ó ðåøàâà»ó íàjðàçëè÷èòèjèõ ïðàêòè÷íèõ ïðîáëåìà. Çà ðåøàâà»å òèõ
ïðîáëåìà íåîïõîäíå ñó ðàçíå òåõíèêå (êîíêðåòíî òåõíèêå ïðåáðîjàâà»à),
êàî è ïîçíàâà»å òåðìèíà è ïîjìîâà êîjèìà îáèëójå êîìáèíàòîðèêà. Ïðîá-
ëåìè (÷èòàj çàäàöè) òîã òèïà ñå ïîñòàâ§àjó jîø ïðåä ó÷åíèêå îñíîâíèõ
øêîëà íà ðàçíèì íèâîèìà ðàçëè÷èòèõ ìàòåìàòè÷êèõ òàêìè÷å»à. Ìå¢ó-
òèì, óñëåä ñëîæåíîñòè íàñòàâíå òåìå, áëèæå ïðîó÷àâà»å êîìáèíàòîðèêå
ïî÷è»å òåê ó ñðåä»îøêîëñêîj íàñòàâè. Ñòîãà ñó, ó îêâèðó îâîã ðàäà,
äåòà§íî îïèñàíå òåõíèêå ïðåáðîjàâà»à è ðàçíè êîìáèíàòîðíè ïîjìîâè,
íà íà÷èí, íà êîjè ñó îíè îáðà¢åíè ó ãèìíàçèjñêîj íàñòàâè.

Íî, áåç îáçèðà íà ñâå âå£ó ïðàêòè÷íó ïîòðåáó çà ëîãè÷êèì ðàçìèø§à-
»åì è ðàñó¢èâà»åì, ðåäîâíà íàñòàâà ìàòåìàòèêå ó ãèìíàçèjàìà ñèðîìà-
øíà jå íàñòàâíèì òåìàìà êîjå ïîäñòè÷ó ëîãè÷êî-êîìáèíàòîðíè ïðèñòóï
ïðèëèêîì ðåøàâà»à çàäàòàêà. Ó òî ñå ìîæåìî óâåðèòè ïîñìàòðàjó£è
äåòà§íó àíàëèçó íàñòàâíèõ ïëàíîâà èç ìàòåìàòèêå, êîjà jå äàòà ó òðå£îj
ãëàâè îâîã ðàäà. Ïðåäìåò àíàëèçå jåñòå ãðàäèâî ìàòåìàòèêå çà ïðâè è
÷åòâðòè ðàçðåä ãèìíàçèjà ñâèõ òèïîâà, jåð ñå êîìáèíàòîðèêà, êàî íàñòàâ-
íà òåìà, ÷àê è íå îáðà¢ójå ó äðóãîì è òðå£åì ðàçðåäó. Àíàëèçèðàjó£è
íàñòàâíå ïëàíîâå íàèëàçèìî íà ñëåäå£å ïîäàòêå: ½Êîìáèíàòîðèêà ñå ó
ïðâîì ðàçðåäó îáðà¢ójå äåëèìè÷íî ó íàñòàâíîj òåìè ½Ëîãèêà è ñêóïîâè�,
è òî ó äâå íàñòàâíå jåäèíèöå, îä êîjèõ jå jåäíà ïðåäâè¢åíà çà îáðàäó, à
äðóãà çà óòâð¢èâà»å ãðàäèâà. Îä óêóïíî 148 ÷àñîâà ãîäèø»å, òî ÷èíè
ñâåãà 1, 35% óêóïíîã ãðàäèâà ïðåäâè¢åíîã çà ïðâè ðàçðåä ãèìíàçèjà.�

Ïîñìàòðàjó£è àíàëèçó ãðàäèâà ÷åòâðòîã ðàçðåäà, óî÷àâàìî äà jå ñèòó-
àöèjà ó òîì ðàçðåäó íåçíàòíî áî§à: ½Ó îêâèðó ìîäåëà Ì1 è Ì3 íàñòàâíèõ
ïëàíîâà è ïðîãðàìà ìàòåìàòèêå çà ãèìíàçèjå îïøòåã òèïà è ïðèðîäíî
ìàòåìàòè÷êîã ñìåðà, îä óêóïíî 128 ÷àñîâà ãîäèø»å, êîìáèíàòîðèêà ñå
îáðà¢ójå ó 12 íàñòàâíèõ jåäèíèöà, îä êîjèõ jå 5 ïðåäâè¢åíî çà îáðàäó,
à 7 çà óòâð¢èâà»å ãðàäèâà, øòî ïðåäñòàâ§à 9, 37% óêóïíîã ãðàäèâà
ïðåäâè¢åíîã çà ÷åòâðòè ðàçðåä ãèìíàçèjà. Ó îêâèðó ìîäåëà Ì2 íàñòàâíèõ
ïëàíîâà è ïðîãðàìà ìàòåìàòèêå çà ãèìíàçèjå äðóøòâåíî-jåçè÷êîã ñìåðà,
îä óêóïíî 64 ÷àñîâà ãîäèø»å, êîìáèíàòîðèêà ñå îáðà¢ójå ó 6 íàñòàâíèõ
jåäèíèöà, îä êîjèõ jå 3 ïðåäâè¢åíî çà îáðàäó, à çà 3 óòâð¢èâà»å ãðàäèâà,
øòî ïðåäñòàâ§à 9, 37% óêóïíîã ãðàäèâà ïðåäâè¢åíîã çà ÷åòâðòè ðàçðåä
ãèìíàçèjà.�
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Èìàjó£è ó âèäó íàâåäåíå ïîäàòêå, êàî è ÷è»åíèöó äà ñå áðîj ÷àñîâà
ìàòåìàòèêå ïî ðàçðåäèìà ðàçëèêójå ó çàâèñíîñòè îä òèïà ãèìíàçèjå,
äîëàçèìî äî ñëåäå£èõ ïîðàæàâàjó£èõ çàê§ó÷àêà. Ó îêâèðó ìîäåëà Ì1
íàñòàâíèõ ïëàíîâà è ïðîãðàìà ìàòåìàòèêå çà ãèìíàçèjå îïøòåã òèïà,
îä óêóïíî 560 ÷àñîâà ó ñâà ÷åòèðè ðàçðåäà, êîìáèíàòîðèêà ñå îáðà¢ójå
ó 12 íàñòàâíèõ jåäèíèöà, øòî ïðåäñòàâ§à ñâåãà 2, 5% óêóïíîã ãðàäèâà
ïðåäâè¢åíîã çà ñâå ðàçðåäå. Ó îêâèðó ìîäåëà Ì2 íàñòàâíèõ ïëàíîâà è
ïðîãðàìà ìàòåìàòèêå çà ãèìíàçèjå äðóøòâåíî-jåçè÷êîã ñìåðà, îä óêóïíî
389 ÷àñîâà ó ñâà ÷åòèðè ðàçðåäà, êîìáèíàòîðèêà ñå îáðà¢ójå ó 8 íàñòàâíèõ
jåäèíèöà, øòî ïðåäñòàâ§à 2, 06% óêóïíîã ãðàäèâà ïðåäâè¢åíîã çà ñâå
ðàçðåäå. Èàêî ñå ìàòåìàòèêà, êàî ïðåäìåò, âèøå èçó÷àâà ó îêâèðó ìîäåëà
Ì3 çà ãèìíàçèjå ïðèðîäíî ìàòåìàòè÷êîã ñìåðà, ñèòóàöèjà ñå ó ïîãëåäó
òåìå îâîã ðàäà íå ìå»à íà áî§å, âå£ íàïðîòèâ. Êàêî jå jåäèíà ðàçëèêà
ó ïîðå¢å»ó ñà ìîäåëîì Ì1 áðîj ÷àñîâà ìàòåìàòèêå íåäå§íî ó äðóãîì
è òðå£åì ðàçðåäó, à èìàjó£è ó âèäó äà ñå êîìáèíàòîðèêà è íå îáðà¢ójå
ó ïîìåíóòèì ðàçðåäèìà, çàê§ó÷ójåìî äà ñå îä 631-îã ÷àñà ó ñâà ÷åòèðè
ðàçðåäà, êîìáèíàòîðèêà îáðà¢ójå ó 14 íàñòàâíèõ jåäèíèöà, øòî ïðåäñòà-
â§à ìèçåðíèõ 2, 22% óêóïíîã ãðàäèâà ïðåäâè¢åíîã çà ñâå ðàçðåäå.

Ïîñìàòðàjó£è îðèjåíòàöèîíå ïðîãðàìå çà äîäàòíè ðàä ó ãèìíàçèjàìà,
êîjè ñó íàâåäåíè ó ÷åòâðòîj ãëàâè îâîã ðàäà, íèjå òåøêî ïðèìåòèòè äà ñå,
óñëåä êîìïëåêñíîñòè íàñòàâíå òåìå, êîìáèíàòîðèêà íåóïîðåäèâî âèøå
îáðà¢ójå íà äîäàòíîj íåãî íà ðåäîâíîj íàñòàâè, è òî ó ñâèì ðàçðåäèìà.
Íî, êàêî ïðîãðàì äîäàòíå íàñòàâå, íåðåòêî çàâèñè jåäèíî îä íàñòàâíèêà,
÷åñò jå ñëó÷àj äà ó÷åíèöè îñòàjó óñêðà£åíè çà îçáè§íèjå èçó÷àâà»å êîìáè-
íàòîðèêå, øòî jå ñâàêàêî íåäîïóñòèâî, àêî çíàìî äà ñó çàäàöè ëîãè÷êî-
êîìáèíàòîðíå ïðèðîäå ìàëòåíå íåèçîñòàâàí äåî ñâèõ ìàòåìàòè÷êèõ òàê-
ìè÷å»à. Ó òî ñå ìîæåìî óâåðèòè ïîñìàòðàjó£è ðàçíîâðñíå çàäàòêå ñà
ðàçíèõ íèâîà òàêìè÷å»à îäðæàíèõ ó ïîñëåä»èõ äåñåòàê ãîäèíà, à êîjè
ñó íàâåäåíè è ðåøåíè ó ñêëîïó ÷åòâðòå ãëàâå. Òàêî¢å, ïðèìå£ójåìî
äà ñå ïîìåíóòè çàäàöè íàj÷åø£å ñòàâ§àjó ïðåä ó÷åíèêå ïðâîã ðàçðåäà
ãèìíàçèjà, øòî çà »èõ ñâàêàêî ïðåäñòàâ§à ïðîáëåì, àêî ïðåòõîäíî çíàìî
äà ñå êîìáèíàòîðèêà ó ïðâîì ðàçðåäó èçó÷àâà íà ñâåãà äâà ÷àñà ó ðåäîâíîj
íàñòàâè.

Ó ñâàêîì ñëó÷àjó, î÷èãëåäíà jå íåðàâíîòåæà èçìå¢ó íà÷èíà íà êîjè
jå êîìáèíàòîðèêà îáðà¢åíà, ïðâåíñòâåíî íà ðåäîâíîj íàñòàâè, è »åíå
çàñòóï§åíîñòè íà ìàòåìàòè÷êèì òàêìè÷å»èìà, êàî è íà, ïîìåíèìî jîø,
ïðèjåìíèì èñïèòèìà íà ðàçíèì ôàêóëòåòèìà. Ó ñêëàäó ñà íàâåäåíèì,
ëàêî çàê§ó÷ójåìî äà jå îçáè§íèjå èçó÷àâà»å êîìáèíàòîðèêå è ëîãèêå
óîïøòå, ñàäà âå£ ïðåêà ïîòðåáà. Ñòîãà îñòàjå íàäà äà £å ó íåêèì íàðåä-
íèì ïðîìåíàìà íàñòàâíèõ ïëàíîâà è ïðîãðàìà, êîìáèíàòîðèêà çàóçåòè
äàëåêî âå£è ïðîñòîð íåãî øòî jå òî ñàäà ñëó÷àj.
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