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IIpearosop

OBaj paj yriiaBHOM WMa OOJIMK MPErJieHOT YIaHKa y KoMe cy omucane MopcoBa u
diopoBa TeopHuja Kao U HeKe IhUXoBe IpuMjere. V3 Tor passora JIoKka3u MHOIUX TBpherba
CY M30CTaB/beHH U JaTe cy caMo pedepenne. [Ipobiem jome oijene 6poja KpUTHIHHX
Tadaka, KOju y pajay 3ay3uMa yHnedaT/buBO MjecTO, CJYKH Kao U3roBOP U MOTHBAIlAja 3a
u3Jlarame Tope HaBeJeHUX Teopuja.

Nckpeno 3axBasbyjem npodecopy dapky Munnakopuhy, 9uju TPy U 3ajararme JaIeKo
npeBa3uiase JyKHOCTH MEHTOpa, Kao M YJIaHOBHMA KOMECHje Npodecopuma CHHHUIIH
Bpehunu u Jenenn Karuh.



1 VYBoxg

1.1 EaemenTtu nudepeHnujajaHe TOMOJIOTHje
Heka je f: M — N riaTko npecanKapambe IJIaTKAX MHOTOCTPYKOCTH.

Hedununuja 1. x € M je peryiapHa Tadka IpecjuKaBama [ aKKO je U3BOI y TOj
rauku HA, 1j. f, (T,M) = T4y N. Tauka koja Huje perynapHa je cunrynapua. y € N je
pery/japha spujejgHocT akko f1{y} He cajip:Ku HUjeHY CHHIYJapHY TadKy.

Teopema 1. Hnsepsna cauka pezysapme mavke je nodmHo2ocmpyrocm Jumensuje
dim M — dim N,
UAYU NPA3AH CKYN.
Jloxas. Teopema 0 UMILIHITUTHO] (DYHKITU]jH. O]

Y mapejHoM npuMjepy pujernmhemMo 3aarak ca ['pajckor TakMuYeba U3 MaTEMaTUKE
VUeHHKA CPEeIbHX IKoJa oapzkaHor y Beorpaxy 20. debpyapa 2010. CsjecHn cmo jga
MOCTOJU eJIeEMEeHTapHO pjernemne.

ITpumjep 1. n je npupogan 6poj He Mambu of 3. JloxkaszaTu nim onmoBpruyTu TBpheme:
Ako 3a n pa3IMYIUTHX KOMILJIEKCHUX OpojeBa MCTOT MOY/Ia Baxku jga uM je 30up 0 onma
Cy OHH TjeMeHa MPAaBUJIHOT MHOTOYT/IA.

Pjewere. Tlpocrop oBux nosmrona (6e3 ycioBa o 36upy, yK/bydyjyhiu merenepucane
cJydajeBe) jecre n-JIuMEeH3UOHU TOPYC

T =S'x---xS.

z1 + ... + 2z, je rimarko npecaukaBame T" — C u 0 je peryaapHa BPHjeIHOCT TOI HIPEC-
JINKaBama. 3HAYH, HYJIe OBOT MPECJUKABAKha IPaje NOJAMHOTOCTPYKOCT IUMEH3Hje n — 2.
Axo je n > 3 oma aumen3uja je Beha ox 1 ma mpaBuIaH n-TOYTa0 MOYKEMO ,MPIHYTH Yy
IpaBIly TAHM€HTHOr BeKTOpa Ha T" KOjHU He 0JroBapa poTalldjH, Tj. IOKBAPUTU IIPABUIAH
HOJTUTOH.

3a n = 3 TBpheme je TauHO (TEKUIITE Ce MOKJIANA Ca HEHTPOM OMHUCAHOT Kpyra). [J

Tauke mHOTOCTpYKOCTH N €y yIVIaBHOM peryiaapHe BpujeaHocTH. lIpernusnmje

Teopema 2 (Bemmka Capiosa Teopema). Hexa je f : M — N npecaukasare waace CF
Mmrozocmpyrocmu dumensuja m,n pedom. Axo je k > T — 1, mada je ckyn wpumuunuz
spujednocmu mjepe rwyaa y N.

ITpuroM 3a momckyn A n-IuMeH3MOHe MHOTOCTPYKOCTH KAarKeMoO J1a MMa Mjepy HyJa
ako 3a caky kapry (U, h) u ceakn nogckyn V' C U ckyn h(V N A) uma mjepy nyma y R™.
3a moka3 norstenaru teopemy 1 na crpanu 85 y [1].

Youmrumo nperxogne Teopeme. Heka je S C N moaMHOrOCTPYKOCT.

Hedununnuja 2. f je rpanceepsanno va Sy tauku v € M ako f(z) € S nin

f je Tpanceepsanno Ha S (o3naka: f h.S) ako je TpaHCBEP3aTHO Yy CBaKO] Tauku u3 M.
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3a JBHUje MOJIMHOTOCTPYKOCTH KaKeMO Jia Cy TPAHCBep3ajHe aKO je WHKJIY3Wja jeTHe
TpaHCBep3aJHa Ha JIPYTY.

Teopema 3. Axo je f mpanceepaanno na S mada je f~(S) nodmmozocmpyrocm dumen-
3uje

dim M — dim N + dim 5,
UAU NPA3AH CKYN.

Zlokas. Teopema 0 UMILIMITUTHO] DYHKITH]jH. O

Teopema 4. Axo je f : M — N npoussonsno npeciurasarse u S nodmHo2ocmpyrocm
0d N, onda nocmoju npouseosno mara romomonuja fr, t € [0,¢], maxea da je fo = f u

fem S.
Jloxas. [1] O
Hapejumo jomn Heke HauuHe 12 OJ1 JATHX MHOTOCTPYKOCTH JIOOMjeMO HOBE.
Hedunnumja 3. Jlujesa rpyna je rpyna (G, <) taksa ja je G rjaarka MHOrOCTPYKOCT U
o:GxG—=G, ()V':G—da
Cy IJIATKA MPEeCTUKABAIbA.

Hedunnnuja 4. JTujeso (noctoju u gecuo) gejerso Jlujese rpyne G Ha MHOTOCTPYKOCTH
M je riaTko npec/imKaBarbe

MxG—M, (xr,9)—g-x

ca ocobOMHAMa
e-x=x, g-(h-x)=(gh)-zx.

3a maro aejcrBo AeduHEIIEMO OpOUTY M cTabuam3arop Taduke r € M pemom ca
G zx={g-x:9geGtCM, G, ={9geG:g-x=z}CqG.
Hedbunnnmja 5. /ejctBo rpyne je
e TPaH3UTHUBHO aKo je G - x = M 3a Heko (a TuMe u 3a cBako) x € M
e cyobommno ako u3 (3x € M) g-x = x camjeqn g = e
® CBOjCTBEHO aKO je TIPecInKaBarhe
MxG—MxM, (x,9)— (¢9-z,2)
CBOjCTBEHO (MHBED3HE CJIUKE KOMIIAKTHUX CKYNOBa Cy KOMIIAKTHE).

Teopema 5. Ilpemnocmasumo da JTujesa epyna G djeayje cr0b600H0 U c80jCMBEHO HA
mrozocmpykocm M. Tada je npocmop opbuma M/G monosowka mrozocmpyrocm du-
mensuje dim M — dim G u nocmoju jeduncmeena 2aamxa cmpyxmypa Ha Hwoj maxea da
je xeoyujenmmo npecaurasarve w: M — M/G 2aamxa cybmepauja.



Joxas. Teopema 9.16 y [16]. O
Teopema 6. Axo G djeayje mpansumueno na M mada je M = G /G, 3a cearo x € M.
Joxas. Teopema 2 ua crpanu 111y [1I]. O

Ha xpajy, yBenrhemo mojam mHekca npecjexa.

Heka cy A u B 3arBopeHe, OpHjeHTHCAHE ITOJIMHOIOCTPYKOCTH OpPHjeHTHCAHE MHOTO-
crpykoctu M takBe ga je dim A 4+ dim B = dim M. Ako Baxku u A M B raga je AN B
IIOJMHOIOCTPYKOCT sumensuje 0 Tj. KoHadaH CKyn Tadaka (jep je upuToM M KOMIIAKTHA
Kao Mpecjek KOMOAKTHUX CKymoBa). Cpakoj tauku p € A N B upuapy:kumo 6poj €(p)
jeanak 1 ako ce opujeHTalnja TPOCTOPA

T,A®T,B~T,M

WHYKOBAaHA OpPHjeHTanujaMa moaMHOrocTpykoctu A m B nogymapa ca OpHjeHTaIjoM
OBOT MPOCTOPA 33JaTOM OpPUjEeHTAIjoM MHOTOCTPpYKOcTH M 1 -1 ako TO HuUje caydaj].

Hedunnuuja 6. Vngekc mpecjeka mogMHoroctpykoct A, B (y3 rope HaBesieHe yeaoBe)
je 6poj
A-B= Y =(p).
peEANB
Teopema 7. Hndexc npecjexa A - B 3a6ucu camo 00 TOMONOWKUL KAACA NOOMHO20CTPY-
kocmu A u B .

Joxas. [1] O

Hanomenumo jorr u j1a ce mHAEKC npecjeka Moze jedunucaru u 6e3 ycjaoBa TpAHCBEP-
3a7HOCTH jep 360r Teopeme 4| jeiHY OJ1 MOJAMHOTOCTPYKOCTH MOYKEMO MaJio ,,[IOMjepuTH”
1 JOBECTHU Y TPaHCBep3aJaH 1mo0xKaj ca apyroM. odpy mednrucanoct obezbjelyje Teo-

pema [7}
WaycTpyjMo TPeTXoaHO JO0KA30M jeTHe OUHuTJIe He IHFHEeHUTIIE.

IIpumjep 2. Kpuse Koje cmajajy HacmpaMHa TjeMeHa KBajpaTa ce cujeky (HapaBHO,
KpHUBe Cy YHyTap KBaJpaTa U [IapOBU HACIPAMHHX TjeMeHA Cy Da3JnduTH).

Joxas. TlpernmocraBuMO CyIpoOTHO, Tj. Ja MOCTOje IUCJYHKTHE KPHBe v, § Koje crajajy
Hacrnpamua tjemena. He ymamyjyhu onmrocT npermoctaBuMo Jia cy Kpuse riatke. Maen-
tudukyjyhn HacnpaMHe crpanuiie 106HjaMo TOPYC U JIBH]je MeT/be (O3HAYeHe UCTO ca ., [3)
Ha BeMy KOje Ce CHjeKy y TadHO jeJIHOj TauKu (OHOj KOja 0JroBapa TjeMeHUMa KBAIPaTa).
MozKeMO IpPeTIOCTABUTH Ja Cy HeT/be IJIATKe U Y TPAHCBEP3AJTHOM HOJI0ZKajy ([IpHje uieH-
TH(UKAITje TTPONTUPUMO XOMOTETHJOM MaJjI0 KBaJpPAT U IIPOYKHUMO KPUBE y yIJIOBUMA
TaKo Jla y Tjeme ,yaase” mom oarosapajyhum yriaom). Heka cy dy u da nersbe Hacrase of
JnujaroHasaa kKpajgpata. llomro je

di~a n dy~p
BazK1
Q’B:dl'dg.

Mebhytum, d; u do ce cujeky y aBuje Tauke, a « u [y jeanoj. To 3Haum 1a je Jujena
CTpaHa HemapHa, a JecHa mapHa. Konrpaauknujal
O



Ny}

Cauka 1: Topyc ca gBuje mersbe

1.2 EjaeMeHTH CUMNOJEKTUYIKE T€OMETpPHje

Hedununuuja 7. CummiekTuaka MEOTOCTPYKOCT (M, w) je MHOTOCTPYKOCT ¢a 3aTBOPEHOM,
HejlereHepucaHoM 2-hopMoM w (T3B. CHMILIEKTHIKOM (DOPMOM).

Ipumjep 3. R?" ca dopmom > dz; A dy; je CUMILIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT (Y; = Ty is)-

CHUMILTIEKTHIKA MHOTOCTPYKOCT je 06aBe3HO MapHO-TUMEH3MOHA U OPUjeHTHCAHA (KAHOH-
cka (opma opujertanumje je w", rjje je n mMoJOBHHA auMeH3Hje o1 M).

Y caydajy Jia je w TavyHa, rOBOPHUMO O TAa4HO] CUMILIEKTHYKO] MHOrocTpykocru. He
MOCTOJU TavHAa, 3aTBOPEHA CHMILIEKTHYKA MHOTOCTDYKOCT.

IMTpumjep 4. Koraurentno nacojeme T M npon3Bo/bHE MHOTOCTPYKOCTH j€ TA9THA, CHUM-
NJIeKTHIKa MHOTOCTpYKocT. CummiekTnuka dpopma je df raje je € T*T* M necdurucano

Cca
0,(X) :=p(mX), (peT*M,X eT,T*M),

T je npupoHa npojexmuja 1*M — M.

IIpumjep 5. Axo je (M,w) cuMILIEKTHYKA MHOIOCTPYKOCT, Taja je u (M X M,w 6 w),
rjaje je w O w = mw — Tyw.

Jlema 1. Illpecaukasarve T,M — T M, X)) — X w = w(X, ) je auneapru usomophusam
(peM).
Zokas. Cimjenn u3 HeaereHepUCaHOCTH. ]

Hedbunnmnuja 8. Cumiekromopduszam je audbeomopduzam ¢ : M — M Koju dysa
CUMILIEKTHYKY CTPYKTYPY, Tj. TaKaB Ia BaxKd Y w = w.

CuMILIEKTHYIKEe MHOTOCTPYKOCTH HEMAjy JIOKAJTHUX WHBAPUjaAHTH.

Teopema 8 (/lapby). Ceaka cumnaexmuska monozocmpyxocm (M, w) je aokaino cum-
naexmomopdra R?™ ca dopmom us npumjepa @ lIpeyusnuje, 3a ceaxo p € M nocmoju
oxoauna (00 p) U C M u dudeomoppusam ¢ : U — V C R** maxas da je

" (Z i A yi> = w.

Kapty (U, ¢) u3 mperxomue Teopeme nazusamo lapbyoBom.
[Mocmarpajmo riratky damunnjy audeomopbuzama o, : M — M, 1Yy = id n mom
neduHICAHO BEKTOPCKO moJbe Ha M (y ommmirem ciydajy 3aBUCHO OJ] BpEMEHA)

d
Efﬂt(m) = Xi(¢e()). (1)



Jlema 2. V3 ynpaso ysedene osnare, Yjw = w ako u camo axo je X;iw 3ame0peHa
popma.

Jloxas. Kopuctumo KapranoBy dopmyiry:
d

[Tomro je npBu cabupak y 3arpaan 0 (360r 3aTBOPEHOCTH W), CAUjen
d(Xiow) =0 akko vY;w = const.
]

Crnenujasmno ako je X;.w TadHa 3a cBako t, Tj. jemnaka dH; 3a riarky daMuanjy
dyukmmja H; : M — R pobujamo dbavmimjy cumiiekTomopdusama. OBakBe CUMILIEK-
ToMOpdu3Me HA3UBAMO XaMUJITOHOBUM Judeomopduzmuma. [Ipenusnuje

Hedbununnuja 9. udeomopduzam ¢ : M — M je XaMHATOHOB aKO U CAMO aKO MOCTOjH
damvminja gudeomopduzama v, : M — M Yy = id, ¥; = ¢ TakBa ga je X;iw TayHa
dopma 3a cBako t, raje je X; mecdunucano ca .

Ceaka dyskmuja H : [0,1] x M — R ca xommakTHEM HocadeM nedunurme (Ha
onucanu HaunH) Gamminjy XaMuaToHoBux judeomopduszama (XaMumitoHoB Tok). O6p-
HyTO, CBaKN XaMHJTOHOB TOK Ca KOMNAKTHUM| HocadeM (Tj. TOCTOjH KOMIAKTaH CKYII
BaH Kora cy gudeomopdusmu uaenturern) ogpelyje 10 Ha KOHCTAHTY (DYHKIH]Y

H :[0,1] x M — R.
H 30BeM0o XaMUJITOHUjAHOM.

Hedunnnnuja 10. TTonmuorocrpykoct L cumiuiekTudake maorocrpykoctu (M, w) je Jla-
rpaHzeBa aKo je w|y; = 0.

IIpumjep 6. I'padbux I'y, = {(z,¥(x)) : * € M} cummnekromopdusma 1 je Jlarpanzkesa
noamuorocrpykocr y (M x M, w © w). Cuenujaino, aujaronaa je Jlarpanzkesa moMHO-
TOCTPYKOCT.

IIpumjep 7. Heka je « 3arBOpen dopma ua muorocrpykoctu M. Tama je a(M) Jla-
rpaHzKeBa MOAMHOTOCTPYKOCT OJ1 KOTAHTE€HTHOT pacojema 1™ M.

Hedununmmmo joru jeJiHy CTPYKTYpPYy KOja IPATH CUMILIEKTUYKY MHOTOCTPYKOCT.

Hedununuja 11. Ckopo KoMmiiekcHa cTpykrypa Ha M je rrarka pamuanja npecmka-
Batba .J, : T,M — T,M koja 3amoBo/basa J2 = —id.

MHOTrOCTPYKOCT ca CKOPO KOMILIEKCHOM CTPYKTYPOM Ha3UBAMO CKOPO KOMILIEKCHOM
muorocrpykoithy. Muorocrpykocr M je KoMmIuieKcHa ako noctoju ariac Ha M rTakas
J1a cy mpecauKaBama npesasa n3Mmehy kapara 6uxonomopdna. CBaka KOMILIEKCHA MHO-
TOCTPYKOCT je CKOPO KOMILTEKCHA, OOPHYTO HHje Ta4HO. AKO CKOpO KOMILJIEKCHA CTPYK-
TYpa J0JIa3U OJI KOMILIEKCHE CTPYKTYpe, Tada KazkKeMo Ja je HHTerpabuIHa.

! KoMIaKTHOCT HOCAMa HaM je MOTpebHA 360T MpPOLyIKemba, piemema TiudepeHInjaane jeHadmHe.
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Teopema 9. Ckopo xomnaexcna cmpyxmypa J je unmezpabusta ako U camo ako je
(JX,JY|-J[JX,)Y]|-J[X,JY] - [X,Y]=0.

Hedunumnuja 12. Cxopo KOMILIEKCHA CTPYKTYpPa J HA CUMILIEKTHIKO] MHOTOCTPYKOCTH
(M,w) je carmacHa ca cuMIIeKTHIKOM GhopMoM w ako je w(-, J-) PumaHoBa mMeTpnka Ha

M.

JIema 3. Ha ceaxoj cumnaexmuuroj mruozocmpyrkocmu (M, w) nocmoju ckopo xomnier-
cna cmpyxmypa J cazaacna ca w. [lmasuwe, ckyn makeux ckopo KOMNAEKCHUL CMPYK-
MYpa je KOHMparmubusta 6eckoHaYHO-0UMEHIUOHG MHO20CTPYKOCM.

O6puyTo e paxu. Hup. cedepa S° je ckopo komILiekcHa (oc/beiuia nocTojama oK-
TOHHOHA), MeDyTHM HEje CUMILIEKTHYKA. A TO 360r TOra MTO KOMIAKTHA CHMILIEKTHIKA
MHOTOCTPYKOCT UMa, HETPUBHjaJIHe MapHe XOMOJIoMmKe rpyte, a Hy(S°) = 0.

1.3 ®PpeaxoamoBu onepaTopu u PpeaxoIMoBa IMpecInKaBamba

YommruhemMo mojaM MHOTOCTPYKOCTH JI03BOJbaBajyhu na quMen3uja Oyie OeCKOHAYHO.
[Tparuwmo [1I] (crpane 418-422) u na Taj u3sop ynyhyjemo 3a gokase n jgasbe pedepeHte.

Heka je M ckyn u X Bamaxos npocrop. Kapra wa M je map (U, h), taje je U C M u
h: U — U’ bujekumja na orsopen ckyn U’ C X. 3a usuje kapre (U, h) u (V, k) kaxemo
na cy caraache ako cy U,V aucjyaxrau wim ako cy h(UNV) u k(U N V) orBopenn u
IPECITKABATHE

koh™ :h(UNV)—=kUNV)
nueomopduszam kaace C°.

Hedunnnuja 13. Arnac je dammnnja carmacuux kapru {U,, h,} Taksa ga je |J, Uy =
M.

Hedbunnumja 14. Banaxosa muoroctpykoct je (M, A) raje je A arnac na M.

Kao u y KoHa9HO-IUMEH3HOHOM CJIy4ajy MOKEMO JepUHICATH I0JMOBE IVIATKOT IIpec-
TUKaBama m3Mel)y BanaxoBux MHOTOCTPYKOCTH, TAHT€HTHOT BEKTOPA M MMPOCTOPA, U3BOIA
IJIATKOD ITPECUKaBabha UTI.

Hedunumuja 15. Orpanuden, juneapuu omeparop F : X — Y m3mehy Bamaxosux
npocropa X, Y je ®@peaxosMoB ako WMa 3aTBOpeH paHr (im F') W KOHAYHOIMMEH3HOHE
ker F' u coker F':=Y/im F. Nnnekc OpegxoamMoBor omeparopa je 6poj

index F' := dim ker F' — dim coker F.

Jlema 4. index je nenpexudna Gynryuja Ha nPocmopy 02paHUNeHUT ONEPAMOPa 1 00H0CY
HG ONEPAMOPCKY HOPMY.

Jlema 5. Axo je ' @pedzroamos onepamop, a K xomnaxman mada je F+ K @Ppedroimos
U 8asCU
index(F' + K) = index F.



[IpecnukaBamwe [ : M — N wmace C", r > 1 usmehy BanaxoBHX MHOTOCTPYKOCTH je
DpeXOIMOBO aKO je FHeroB m3BoM y cBakoj Tauku Dpeaxonmos omeparop. Ako je M
nose3zana Taja uHaeke Ppenxoamosor oneparopa df (z) He 3aBucu ox € M 1ma MoKeMO
TOBOPUTH O WHJIEKCY TPeCcInKaBarma f.

Caza ciaujesie aHAJI03H TeopeMa u [4

Teopema 10. Hexa cy M u N Banaxose muozocmpyrocmu 0d xojux je M nosesana ,
f: M — N ®pedroimoso npecaurasare 2amrocmy C”) r > max{index f,0} uy € N
peayaapna epujednuocm. Tada je f~Hy} muozocmpyrocm xaace C™ u dumensuje index f
UAU MPABAH CKYN.

Hedununuja 16. Ckyn npse Kateropuje je npebpojuBa yHUja HATje T'yCTUX HOJCKYTIOBA
banmaxose MHOTOCTpYKOCTH. Pe3uayaaHu cKyIl je KOMILIEMEeHT CKYIIa MpBe KaTeropuje.

Ako Heko TBpheme BaKM 3a reHEPUIKY TAUKY TO 3HAYH Ja TOCTOjU PE3UIyaaaH CKYII
TakaB Jla TO TBpheme BayK! 3a CBAaKy TAaYKy TOT CKYMA.

Teopema 11 (Capa-Cwmejin). Hexa sasice yeaosu meopeme[1ll Tada je cxyn cuneyaapru
spujednocmu 0d f cxkyn npse xamezopuje y N.

Jedununuja 17. Heka je f : M — N C" npecaukaBame baHaxoBHX MHOTOCTPYKOCTH
ug: W — N ynarame kinace C°, raje je W koHa9HOTMMEH3MOHA MHOTOCTPYKOCT. f je
TPAHCBEP3aJTHO HA ¢ aKO je

TN = df () (T M) + dg(p) (T,W)
3a cBako ¢ € M u p € W 3a koje Baxku f(x) = g(p).

Teopema 12. Hexa cy M, N Banazxose muozocmpykocmu, W konauno-oumeH3uoHa MHo-
zocmpyrocm, g : W — N yaazarwe kaace Ct u f: M — N @pedroimoso npeciukasarve
xaace O, r > max{index f +dim M, 0}. Tada nocmoju npecauracarse gy npousconrno C
bau3y g Koje je mpamnceepsarto Ha f.

Teopema 13. V3 ycaose npemzodne meopeme, cryn f‘l(g(W)) Jje uau Henpazar Ul
eaamka muozocmpykocm dumensuje index f + dim W.

1.4 Teopeme CobospeBa

Heka je 2 C R" orsopen, menpaszan ckym. Osmadumo ca C§°(§)) mpocTop rraTkux

dbyuknmja ca komnakTHuM HocadeM y €2, a ca C'(§2) mpocTop pecTpuKIHja TIATKUX dyH-
Kipja ca moMenoM R" ma Q. @yukinuja v meduHHCAHA CKOPO CBYIa Ha ) je JOKATHO
unrerpabuna (u € L () ako u € L'(A) 3a cBako A € Q, 1j. 3a cBaxku ckyn A koju
jé caJpkaH y KOMIIAKTHOM TOACKYIY Of §2.

3a cBaKH MyJITH-UHIAEKC o = (v, . .., () gAeduHuIEMO U3BoI 0 ca
g (2N (0T
81’1 8xn
Bpoj a; + -+ + a,, =: |a| 30BeMo pegom m3Boga 0.



Hedunnnmja 18. Heka je u € L} .(Q) u o myaru-uagexc. JIokaiHo unTerpabuiHa

dyukmmja u, je cabum u3Boa PyHKIMjE 1 aKO je

[ u@aot@rts = (17! [ wolw)ote)ds
Q Q
3a cBaky Tect hyuKIHjy ¢ € CF°(Q).

Cnabu u3Boj je jequmucrren m0 HA ckym Mjepe 0. Kopuctumo ucrty o3Haky 0% kao u
3a jakm m3pod. He momasm no komdaukra o3naxa jep ce 3a C* dbynknumjy cnabm un jakn
U3BOJIH /10 K-TOT peJia TOKJIAIA]Y.

Hedbununuja 19. ITpocrop CoboibeBa je

WmP={ue LP(Q) : 0% e LP(Q)3a0 < |a] <m}, m e Ny, pell,+x]

ca HOPMOM
%
ull,,, = Z [|0%ull? 3a P KOHAUHO,
0<|al<m
||u||mC>o = max |[|0% -

0<|al<m

AnTepHaTHBHO, 33 KOHAYHO p, MOrIu cMo jedurucarn WP Kao KOMILTeTHPAe IIPOC-
TOpa
{ue ™) : ull,, <oo}

y oxnocy na mopmy ||[],, , (Teopema 3.16 y [A]).
Hedunumuja 20. W"(Q) je saropeme cxyma C§(Q) y W™P(Q).

Teopema 14. W™P(Q) je Banaxos npocmop. Axo je 1 < p < oo mada je cenapabunan,
a axo je dodammo u p # 1 on je u pepaexcusan. IIpocmop W™2(Q) je Xuabepmos ca
CKANAPHUM TEPOU3BOIOM

2dje je (-, ) cranapru npouseod y L*(S).
Joxas. Teopeme 3.2 m 3.5y [5]. O

Hedbuannumja 21. 3a 0 < p < 1 Xengepose HOpMe AehUHHIIEMO €A

u(z) — u(y)|
U|| 0, *= SUPp —————— + sup |u(x
H HCUA m,yepﬂ ]m—y!“ x€g| ( )|7
ullgme = > 10%ul| o -
0<|al<m

Ca C™#(§2) o3magaBamo mpoctop cBux C™ byHKIHja ca KOHAYHOM XeJIePOBOM HOP-
MM [l g

Cipenehe Teopeme cy Teopeme CobosbeBa 0 yramamy. FbuxoB Joka3 ce Moxke Hahm y
nonarky b u3 [§].
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Teopema 15. Heka je 2 C R™ oepanuuen Jlunwuryos domen. Axo easrcu mp > n u

O<p:=m-—2 mada nocmoju koncmanma ¢ = c(m, p, Q) > 0 maxea da je

||u||C()»H Sc ||u||m,p

za u € C=(Q). Unxaysuja WP — C°(Q) je xomnarmna.

Teopema 16. Hexa je Q2 C R" oepanuuern Jlunwuyos domen v mp < n. Tada nocmoju
konemanma ¢ = c¢(m, p, <)) maxea da je

||U||% < c ||u||m7p
P

3a u € C®(9). Axo je q < nf—ﬁw mada je unkayauja WP — LI(Q) womnaxmua.

[Tputom, JIummumos JTO0MeH je OTBOPeH CKYI UHja ce TPaHUIA JOKAJTHO MOXKe Mpe-
craBuTu Kao rpacduk Jlunmunose dyukiuje.
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2 Jbymrepuuk-llIHUpe/sMaHoBa KaTreropuja

2.1 IIpobjsieM 0 KOHBEKCHOM THUjeJIy

Hcropujcku nogamu o npobdiaeMy o kome he 6uTu prjed y 0BOM MOTHOTJIAB/bY MOTY C€
wahu y [14].

Konsekcanm Tujesjom y R™ HazmBamMoO NpOW3BOJbAH OTDAHWYEH, KOHBEKCAH CKYI Ca
6ap jeTHOM YHYTPAITHoM TadkoM. TeTwBa KOHBeKCHOT THjerna C' je IBOCTPYKa HOpMAaJa
ako ce C' Hama3m u3Mehy XureppaBHU KOje Cy HOpMAaJIHEe HA Y Y IeHUM KpajeBUMA.

Teopema 17. Konsexcrno mujeso y R™ uma bap n deocmpyxux HOpmaa.

[Mrapuire, gokasaheMo 1a CKyI IIpaBala IBOCTPYKHUX HOpMaJa KoHBeKcHor THjena C'
(oznaka: K(C)) uma 6ap n esemenara.
JIOBO/BHO je JOKa3aTH TeopeMy 3a CIydaj MeHTPATHO-CAMETPUYIHOT, KOHBEKCHOT THjENa
ca riarkom (C) rpanunom, jep Bazku

Jlema 6. 3a ceaxo kouserxcrno mujeao C y R™ nocmoju yenmpaino-cumempusto Kom-
sexcro mujeno C' ca O epanuyom, mako da eascu

K(C)=K(C").
Jokas ce moxe nahu y [15], a oBaje hemo naBectn camo KoHcTpykimjy tujeaa C’.
Hedbununuja 22. A, B C R"

A+B:={a+b:acA,be B} (cyma Munkosckor),
—A:={—-a:a€A}.

l'eomerpujcku, A + B je cKyn cBUX Tadaka Koje ,npedpumie”’ B npu MpoJacKy Heke
dukcupane Tauke b € B kpo3 A.

V+Q=© <>+O=©

Couka 2: Cyma MunkoBckor

C':=C—C+B,

[Tputom, C' — C = C + (=C), a By je jenuandna jonra y R™.
[TocTaBuMo KOOpAMHATHE MOYeTaK y MeHTap cuMerpuje tujesta C'. Heka je

p=pw)=pl-w) (wes")

jemraunna 0C' y momapauM KoopauHatama. Tama je ca
f(r(w)) = p(w)?

12



no6po nedpunucana C' dynkupja RP*! — R (7 je npupomna npojekmmja S"! —
RP"1),

IIlra cy xpurnune tauke dyukiuje f7 [lomro je 7w mokamuu gudpeomopduzam, p €
S"~! je kpuTmuna Tauka dpyHkuuje p*> akko je m(p) KpuTuuna Tauka gpynxuuje f. Heka
je a(w) Tauka umje cy nomapue koopaunare (p(w),w), 1j. a(w) = p(w)w.

udepenmnupameM nobujamo cbeaehy jeanakocT
(VX e T,S" ) (pZ)*w (X) =2(a(w), a.w(X)) .

Iommo je a,,, emumopdusam, w je KpurHiHa Tadka GyHKIHje p* akko je a(w) L Ty, (0C").
Jacno je ma je a(w) L T,y (0C") akko je TetuBa a(w)a(—w) ABOCTpYKa HOpMaJa (HeH
npasail je ynpaso 7(w)). Yupaso cMo 3a cBaky Kpuruuny tauky p € RP" dpynknuje f
HIPOHAILIN ABOCTPYKY HOopMasy Tujersa C' koja mva mpasai] p (Tj. Koja je mapajesHa ca
p)-

#K(C") > 4 Crit(f)
Bampaso Baxu jemuaxoct ([15]).
KoJiuko HajMarbe KpuTHHuX Tadaka Mozke umaru dpynkuuja uz C! (RP™, R)?

2.2 Jbymrepauk-IIITanpessMaHOBa KaTeropuja

[Tokymahemo ma 0AroBOPHMO Ha MHUTAIbe U3 TPETXOMTHOr IOIVIAB/BA Y3 MPETIOCTABKY
naje f raarka (C°°). Oumruje, MHTEpECyje HAC JIOba IPAHNUIA 33 OPOj KPUTHIHAX TadaKa
riaaTke QyHKIHje

f:M >R,

raje je M rimarka, KOMIIAKTHA MHOTOCTPYKOCT.

Tpusnjamno 3anaxame: f(M) je KOMIAKTAH 1A ce TOCTUKY MAHUMYM # MakcumyM. Ce
Ta4Ke KOje Ce CJMKAJy Y MUHUMYM HJIM MAKCUMyM Cy KPDUTHYHE. 3HAYU, OPOj KPUTUIHUX
Tayaka HHAje MambHu O 2.

Heduunuuja 23. /bymrepunk-lluupesmanosa kareropuja Cat(S) momckymna S MHO-
rocrpykoctu M je Hajmamu 6poj oTBOpeHHX, KOHTpakTHOMIHIX y M nogckynosa (o M)
KOJU TMOKPHUBAjY S.

OTBOpeHU CKYMOBU Y MPETXOIHO] MehUHUIIU He MOPajy OUTH MOBE3AHH.
IIpumjep 8. Cat(S") = 2.

Jlokas. Heka cy p,q € S™ npuje pazmmunre tauke. S" —{p} u S" —{q} cy orBopenn , KoH-
rpakTubminu u nokpusajy S". Crumjenu Cat(S") < 2. ITomro S” Huje KOHTPAKTHOUTHA,
BaXKM jeTHAKOCT. O

ITpumjep 9. Hexka je ¥, Pumanosa mosprn poga g # 0. Taza je Cat(X,) = 3.
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Cnuxka 3: Ilogjena ¥4 Ha 3 OTBOpeHA, KOHTPAKTHOWIHA Y Yy CKYIIa

Jokxas. Ha ciumy |3| npuka3zana je mojjesia IOBPIIH Y4 Ha OTBOPeHEe, KOHTPAKTHOWJIHE
(y ¥4) ckynose (o3madene ca 1,2,3 m wa paszsiuunrte Haunue umpadupane). I[Ipurom
Cy HacopaMHe MBHIE CBAKOI KBaJapara WACHTHMHKOBAHE H I'DAHUIE KPYTOBa CIIOjeHHX
crpennnama (y oxrosapajyhem cumjepy). Omasue Cat(X,) < 3. pyru cmjep omrazkeMo
3a KacHHje. O

Jlema 7. Inamka dpynxyuja f: M — R wa enamxoj, komnaxmmuoj muozocmpyrocmu M
uma 6ap Cat(M) kpumuunuz mauaxa.

[IpernoctaBuMo fa f WMa KOHAYHO KPUTHYHHUX Tadaka. J{0BOJBHO je (3a I0Ka3 Jieme
7) 18 KPUTHYHHM TavuKaMa OPUJIPYKAMO OTBODEHE, KOHTpaKTHOWIHE cKymose (mo 1 3a
CBaKy) Koju nokpusajy M.

Nzabepumo merpuxy g na M. Heka je Vf rpaaujentino BeKTOpcKO mosbe Ha M, Tj.
JeTMHCTBEHO BEKTOPCKO TOJbe Koje 33 10BOhaBa

(df)*p =g(Vf(p),-)
[TocmMaTpajMo HeraTHBHY I'DaJIMjeHTHY jeTHAUUHY

d

5 20(2) = =V [ (Pi(x)). (2)

Axo je M KoMmakTHa, pjerieme
Ta(t) = Pi(z)

je nedunucano 3a csako t € R. Pjememe ® : M x R — M jeanaqnne HA3IBAMO
(HeraTWBHUM) IPPAJNjeHTHIM TOKOM, a 7, : R — M JAuHUjOM TrpajiMjeHTHOT TOKA.
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JIema 8. f onada dysrc aunuja (ceoza) epadujermmoz moxa.

Joxas.

57020 = a0 (5 ) = (V00 =9 10u(0)) =~ 9T GulDIF <0

]

Jlema 9. Axo cy xpumuune mauke 2aomre dpynxyuje f : M — R usonrosane, mada cy

lm 7, (t) v lim 7,(t) xpumuune mawke 3a ceaxo x € M.
t——+o00 t——o00

Jlokas. (Ilparumo [6] u [3].) h:= fo~,: R — R je orpanuuena jep ce dakropuiine Kpo3

KOMITaKTaH cKyn M, a Ha OCHOBY JIeMe OHA je W MOHOTOHA, Ta moctoju lim h(t).
t—-+o0

Usson dyukimje h' je HempekugHa (pyHKIMja Koja ce (dpaKTOpHUIIe KPO3 KOMIIAKTAH
upocrop. Ounapie caujenu jga je h' GyHKIMja ca OrpaHUYEHUM H3BOJIOM, 113 jé PABHOM-
jepHo HenpekumHa (mrrauire, Jlummuiosa je).

Nzabepumo npousso/ban uHEU3 t, — +00 u 6poj € > 0. Heka je § > 0 TakaB jga Baku

[z —yl <0 = [W(z) - h(y)| <e

Tana
02 1im (h((n+1)8) — h(nd)) £ lim 5h'(5,),

n—oo n—oo
@ jep je lim h((n+1)d) = lim h(nd),
n—oo n—oo
@ &, € [ty tn + 9]
— lim A'(&,) =0

n—oo
[Tomro je
[t = &al <6 = W (L) = W (&)] <e,

CBe TayKe HAaroMusaBamba Hu3a h'(t,) cy 10 amcosyTHO] BPHjEJHOCTH Mambe o1 £. Kako
TO BaXKM 3a CBAaKW MO3UTUBAH OPO] €,

0=~ lim _K(t) = lim_[|VF(1a(6))]". )

t—+o00

Hoxkaxumo caga ga lim 7, (t) mocroju. IlpermocraBumo cymporHo.
t——+o0
Heka je t, — 400 Hu3 peannux 6pojeBa Takas ga p = lim ~,(t,) mocroju (Takas HU3 ce
n—oo

cBakako Moke Halin 360r KommakTHocTH). Ha ocHOBY p € Crit(f), a mo ycsioBy Jieme

1ocroje 3arBopena oko/iHa U u orBopena okoJinHa V' tadke p, takse ja je UNCrit(f) =

{p} w V C U. Tomro He nocroju 1tlier vz (t), mocroju HE3 R 5 s, — 400 u oTBOpEHa
—+400

okoauaa W 3 p tako ga (Vn € N)v,(s,) € W. Heka je V = WNVUNU=WnU.Y

U — V ue 6u Tpebaso ga mMa KPUTUIHUX Tadaka. Au
o v, 1 (V) u~, (U cy orBopenn u Jucjynkruu

o (VT €R) v, ' (V)NI[T,+o00) # 0 #~, (U°) N[T, +0)
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o (VT € R) [T,+0o0) je moBesam.

To snaum ma un 3a koje T € R ckynosu v, ' (V) u 7, (U®) ue mory mokputu [T, +00),
onHocHo noctoju a € [T, +00) Tako na v.(a) € U — V. Ouursenno, MOKeMO KOHCTDY-
HCATH HU3 @, — +00 32 KOju Baxku Vz(a,) € U — V.

U — V je 3aTBOpeH TMOJCKYI KOMIAKTHOD CKYIa (3HAYHM W CAM je KOMIIAKTaH) I1a TOCTOj!
OJIHU3 HU3A @, (O3HAYEH MCTO, HAPABHO) KOjU KOHBeprupa Ka 1adku ¢ € U —V. Kaou p
u ¢ je kpuTuuna Tauka dyuknuje f. Ho, To je KoHTpaauKnuja, ma je mocTojarme JTIMeca
JOKa3aHo (oKasaan cMo u Jjia o npunajga Crit(f)).

Chaydaj —oo je aHAJIOTaH. n

Hdedunuunuja 24. Heka je p kpuruduna tadka riaarke dyakmuje f : M — R. Tama cy
cTabuJIaH ¥ HeCTAOUJIAH CKYII O/ P PEIOM

W*(p) == {x €M : lim (1) ZP},

t——+

W (p) := {x €M : Tim 7,(t) :p}-

Jlokas aeme [T Baxpamwyjyhu jsemu @ sHamo jga davunuja {W*(p) }peCrit(f) [OKPUBA MHO-
rocrpykoct M. Huje ce remko yBjeputu (6ap uHTYUTHBHO) 12 ¢y W*(p) KOHTpaK THONTHI
CKYTIOBH, ajiu HUCY oTBopenu. MelhyTum, nocroje j0BO/HHO MaJje, OTBOpEHE, KOHTPaK-
TubuIHe OKoJnHe oBux ckynosa ([1]). O

ITpumjep 10. Oyuknuja
G:T? =R?*/7* — R,

G(z,y) = sin(mx) - sin(my) - sin(w(z + y))

AMa TavHO 3 KpUTHUYIHE Ta4dKe.

Joxas. Kommuanuako npecaukabambe R? — R?/Z? je noxkamnn audeomopduszam, ma je
N0BOJbHO Hahm kpuTuune Tauke gpynkmuje G mocMarpane ca goMmenoM R? u mpebpojarn
KOJHKO KJaca oHe oapehyjy (a To ce cBoau Ha Tpazkeme Opoja KPUTHYHUX Tadaka y
[0,1) x [0,1)). N3jennagasajyhu naprujante ussome ca 0 mobujamo

sin(m(2z + y)) - sin(my) = sin(w(z + 2y)) - sin(rz) = 0,

a omaB/e 1a cy jenune Kpurndane tauke y [0,1) x [0, 1)
11 2 2
0,0 S - 22,
(0,0), <3’3> (3’3)

Opnasze u u3 npuMjepa [9] cmjenn ma ce omjena u3 geme [7] 3a TOPYC TOCTHIKE.

VBeuMo jor jejian nojam Koju he nam omoryhurtu jia epeKTUBHO O1ujeHuMo Jbymrep-
nuk-IITHupe/bManoBy Kareropujy 0/103/10.
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Hedbununumja 25. Koxomomnomka ayxkuna cl(M; A) muoroctpykoctn M y ogHocy Ha
KoMyTaTuBaH npcreH A je majsehm mpupoman 6poj k 3a Koju mocToju k KOXOMOJIOIIKHIX
KJaca crernena 6ap 1 4uju je npou3BOJ, HETPUBHUjAJIAH.

Jlema 10. 3a npoussoman xomymamusan npcmen A u muozocmpyrocm M sasicu
Cat(M) > cl(M;A)
(ecmpoea nejednarxocm,).

Jlokas. Heka je k = Cat(M) n neka cy Uy, ..., Uy OTBOpeHU, KOHTPAKTHOMIHN CKYTOBH
Koju nmokpusajy M. HoBoJbHO je I0Ka3aTH Ja je IIPOU3BO/I IPOU3BOHHUX k KOXOMOJIOIIKUX
kinaca o; € H*(M), deg o; > 0 TpuBHmjaian.
[Tocmarpajmo jyru tadan uus uapa (M, U;):

C s HeEei(ML U Ty glesei(N) T pleses(p) ..

[Iputom ¢y j; : U; = M u q; - M — (M, U;) uakaysuje. Ilomrro je U; KoHTpakTUGILIAH
y M, xomomopdusam jF je 0y numensujama sehum on 0. Oxasue j(«;) = 0, na nocroju
q; € H¥e (M, U;) taxso 1a je ¢;(q;) = ;. Cama TBpheme canjenu u3

H'(X,A) x H(X,B) = H'(X,AUB),

3a orBOpene mojackynose A u B mpocropa X (sugjern [12] crp. 209 wiu [I7] cTp. 264 ).
Tj.
oy € H*(M, Ul),

ay — ay € H(M,U; UU,),

Ay — ey € H(M,UyU---UUy).
—_——
M

bes cymme a; — -+ — ap =0, na je n

=q"(ay — - — ay)
=0.

Ca ¢ cmo osrauwin wHKAy3ujy q : M — (M,U; U --- U Uy). HapaBuo, KopucTuim cMo
KOMYTATUBHOCT O/iroBapajyher mujarpama.

O
IMocwenuna 1. Kpaj doxaza npumjepa [9
Joxas. Koxomosionika aykuna Puvanose mospiiu poja ne myJia je 2. O]

Ha xpajy, HaBogumo jomn jeany omjeny Jbymrepauk-IlIanpessManoBe KaTeropuje u
JOTI je/TaH MpuUMjep.

Teopema 18. Axo je M xomnaxmmna muozocmpyrocm, mada je Cat(M) < dim M + 1.
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Joxas. [1] O
IIpumjep 11. Cat(RP™) =n+ 1.

Joxas. Ha ocnosy nperxomue teopeme Cat(RP™) < n + 1. Heka je a € H'(RP";Zs)
dbyngamentanna kiaaca. Tazxa je o € H"(RP™; Zy) = 7y reneparop (sugjern [17]), j.
auje 0. Omasze cl(RP™;Zy) = n, na Ha ocuoBy Jjeme |10| ciujeu TBpherbe. ]
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3 MopcoBa Teopuja

Ha 0CHOBY M3J107KEHOT y IPETXOAHOM MOIVIABIBY & HApounTo npumjepald) ca curypsomnrhy
MOZKEMO 18 TBPJUMO 11
f:X,—=R

uMa Gap 3 kpuruune Tadke. Il oBa ormjena je gobpa jep ce 3a Hop. g = 1 (mpumjep
noctrke. Melytum, nocmarpajyhu npuponny dbynkmujy sucuae Ha 3, (canka ()
u ,Bapupajyhu” MaJio CJAMKY CTH4Ye Ce yTHCAK Jla 3a IIPOU3BOJHHO M3a0paHy (PYyHKIU]Y
MOYKEMO JIa OY€KYyjeMO MHOIO BHIIe KPUTHYHUX Tadaka. y OBOM IOIVIAB/bY yBjepuhemo
ce 1a f : ¥, — R ,ymmasrom” mma 6ap 2¢ + 2 KpUTHYHHX Tadaka (yIPaBO TOJIMKO
KPUTHIHUX TAYaKa MMa W MOoMeHyTa (hYHKIIHja BUCHHE).

Q

Cimka 4: OyHKIMja BUCHHE HA Y4

3.1 Mopcose dhyHKIHIjE
Hexka je M 3arBOopeHa MHOIOCTPYKOCT JIUMEH3HjE N.

Hedununuja 26. Oyuxnuja f : M — R je Mopcosa ako je audepenrnujan df : M —
T*M tpanceep3ajian Ha Hy1TO cjedeme Oyy.

Kpurnune tauke dynkmuje f cy tauke ckyna (df) 1 (Qy). Homro je df h Q,,, oBaj
ckyt je MEHOTOCTpYKOCT muMmensuje dim M + dim Oy —dim7T*M = n+n —2n = 0. Ta 0-
JMMEH3HOHA MHOTOCTPYKOCT je KOMIIAKTHA jep je 3aTBOpeH (MHBEP3HA CJIMKA 3aTBOPEHOT
CKyIIa) HOJACKYT KOMIAKTHOr cKyma. Omape

Jlema 11. Cxyn xpumuunuxr mavarxa Mopcose pynruyuje M — R je xwonauwan. Cneuu-
JaAMO, KPUMUYHE Mavke CY U30406GHE.

Hedurumumo dopmy H apyror ussona (Xecujan) na mMHOrocrpykoctu M y Kpu-
tuunoj Tauku. Heka je g : R” — R u X, Y Bekropu, Tajila BaxKu

dzg(X, Y) =dx(dg(Y)) = dxdyg.
MoruBrucanu 0oBOM peianujoM, MOZKEMO TOCTYIUTH Ha C/hejehn HaduH

Hy(f) : T,M x T,M — R,
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Hy(f) (X, Yy) == Xp(Y(f)),
IPUTOM je Y mPOM3BOBHO BEKTOPCKO TT0JbE UMja je BPUjeJHOCT y TAYKN P BeKTop Y),. a on

necdbununyja 6uaa 1obpa, jJecHa crpana Tpeba jga Oyle He3aBUCHA 01 U300pa BEPTOPCKOT
no/pa Y, a ona to u jecre. Heka je X BexTOpcko mosbe TakBo aa Baxku X (p) = X,. Tazna

je
X, (Y () = Yp(X(f)) = [X,Y], (F) = dfy([X, Y],) = 0, (p je kpumiana tasxa)

OJIHOCHO

Xp(Y(f)) = Yp(X(F)).
Jlecna cTtpana He 3aBuCcH 01 Y, a JmjeBa He 3apucu ox X. OnaBie canjean He caMo 1a je
H, nobpo nedbununcana, seh n ma je cumerpudna gopma.

Jlema 12. Iiamxa ¢ynkuuja f: M — R je Mopcosa axo u camo axo je gopma dpyeoe
U36000, HEDE2EHEPUCAHA Y CBAKOJ KPUMUNHO] MAUK.

Joxas.
Hy(f)(Xp,Yp) = Xp(Y(f) = Xp(df (V) = (Vx, df) Y, + dfy(V,Y) = (Vx,df) Y,

df je Tpancsepsanno na Oy y Tauku p ako u camo ako (df).X, &€ TQys 3a cBako X, €
T,M (ysumamo y 063up ja cy gumensuje npocropa T,M, Oy u Ty, T*M pepom n,n
u 2n ). A oBoO je 3a10BOJbeHO aKo H camo ako Vy, (df) # 0 3a csako X, € T,M.
Oso ynpaso 3Haum na je H, HegerenepucaHa jep 3a cBako X, IOCTOJH Y, TakBo na je

Vi, (df)Y, # 0. m

MaTpuiom MoKeMo IpeICTaBUTH JTHHEAPHO ITPec/InKaBatkhe ann u ounanneapuy opmy.
To npeacrappame HEje jeIMHCTBEHO, Ta J1a OW YTBPAWIN 2 JIH je HeKa KapaKTepucTuKa
MATPUIIE 3aIPABO KAPAKTEPUCTUKA CAMOT JIHHEAPHOI MpecIuKaBama (M KBaJIpaTHe
bopme) MopaMo MPOBjepUTH KAKO Ce OHa MOHAINA IIPH MPOMjeHH KOoOpamHata. AKO Ma-
Tpuia A mpeacraBiba JMHEAPHO IPECINKABALE Tala W CBAKa OJ MATPHILA

P'AP, detP #0 (4)

pe/icTaB/ba TO UCTO npecankaBame. Mehyrum, ako A npesacrasiba ouinneapuy ¢Gopmy,
Tajla je pujed o MaTpHIaMa

PTAP, detP #0. (5)

Hok marpune (4)) nmmajy wcre concreene Bpujeanoctu, marpuie () wemajy. OBo 3naqu
Jla Cy COIICTBEHE BPUjETHOCTH KAPAKTEPUCTUKE JIMHEAPHOT MPEeCIMKABAIbA aTu He U Ou-
JuHeapHe (opme.

H), je cumerpuyna, bunnneapaa dpopma. Kao mTo peKocMo y IpeTxoaHoj pedeHuIIH,
HE MOYKeMO I'OBOPHTH O H-eHUM COIICTBEHUM BPHjeTHOCTHMA jep 3a pazjindure Da3e mpoc-
topa T, M mMarpune Koje npejcrasbajy H, lie umaTi pasagduTe COCTBeHe BPHjeHOCTH.
MebhyTum, 6poj MO3UTHUBHUX (HHJIEKC), HYJIa U HETATHBHUX CONCTBEHUX BPUjeTHOCTH je WH-
BApUjAHTaH Y OJHOCY Ha cMjeny KoopauHata (Bumjeru [11] mormasbe I1X). 36up oBux 6po-
jeBa je jelHaK JIMMEH3UjU TPOCTOPA jep CYy CBe CONCTBEHE BPUjEIHOCTH PeaTHe CUMeTPUIHE
MaTpHIIE peaJIHe.
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Hedunnnmnuja 27. Mopcos uHjiekc Kputuine tadke p (o3xnaxa: Ind(p)) je n —index(H,)
Tj. Opoj HeTaTUBHUX COICTBEHUX BPHjeJHOCTH OUIO KOje MaTpHIe Koja mpeicTasiba ),
y HEKOj Oa3u.

Teopema 19. Cxyn Mopcosuz dynxyuja je omeopen, ceyda 2ycm nodckyn cryna C2(M).

Hoxkas ce moxe nahin y [4] (reopema 1.1.3).

3.2 TomoBa geKOMIO3UIKja

13 neme [[1]Mopcosa dyHKIuja nMa n3010BaHe KPUTHIHE TadKe, [a Ha OCHOBY Jieme [J]

M= ) ww).

peCrit(f)

OBo je TomoBa jgekomnosunuja Mmaorocrpykoctu M. Ho, caga Moxkemo pehu HemTo Buiie
o ckynosuma W"(p).

Teopema 20. 3a Mopcosy dynxyujy W*(p) u W*(p) cy duckosu dumensuja pedom
Ind(p) u n — Ind(p).

Jloxas. Teopema 4.2 y [6]. O

Kan je pujed o JIeKOMIIO3UIUjH IPOCTOPA OTBOPEHUM heJirjama, HPUPOHO Ce MOCTAB/bA
nuTame Kaja je ta gekomnosunuja CW pekommosuiumja.
Y mamewm ciydajy To he 6uTn 3a710Bo/beHO aKo BaxKu Mopc-CwmejnoB yeaos

(Vp, ¢ € Crit(f)) W*(p) h W?(q). (6)

(3a oBo TBpheme u game pedepenie nornexarn Hanomeny 6.36 y [6].)
Jla 6u ce oBaj ycJa0B MOCTHTAO, HUje TOTPeOHO najbe cyzKaBaTh Kiaacy ¢pyHkmmja. Cra-
buHe U HecTaOUJIHE MHOIOCTPYKOCTH He 3aBuce camo oji MopcoBe dpyHKIMje Beh 1 o
MeTpUuKe, a yBHUjek je moryhe ,wahu” TtakBy MeTpuky ga Mopce-Cmejstos yeaos Hyme 3a10-
Bosben ([24]).

[Tocmarpajmo hejiujcku, jJan4acT KOMILIEKC ca Koedunujentuma y oy F upujapy-
ke CW 1ekoMmo3unuju MHOTOCTPYKOCTH M HeCcTaOUIHIM MHOTOCTPYKOCTHMA!

Bk 8]9,1

Or+2 Ok41
- — Crq1 Cr Coo1 — -

XoMoJtoruja OBoT JIAHYIACTOT KOMILIeKca n3oMopdHa je cuarymnapuoj xomomnoruju H,(M;TF).

Ker@k
—— @ H (M F).
Ima}ngl k( ) ) (7)

[Tomro je F nmosme, Cy, Ker Ok, Im 041 u Hi(M;F) cy Bekropcku mpocrtopu, a 36or (7)) u
C). > Ker 0, Baxkn
dim Cy, > dim Ker 0 > dim Hy(M;F).

dim C}, je ynpaso 0poj k-mumen3uonux henuja, a y Hamem caydajy u Op0j KPUTHIHUX
tadaka nHaekca k. Onpasre,

dim M

# Crit(f) > > dim Hy(M;F).
k=0
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Cruernujanno, 3a F = Q
dim M

#Crit(f) = ) B
k=0

nputoMm cy J3; Berujesu 6pojeBu.
A cazn ono mrTo ¢MO 0behain HA TTOYETKY MOT/IAB/bA.

IIpumjep 12. Mopcosa dbyHKIuja Ha X, UMa 6ap 2¢g + 2 KPUTUIHAX TavyakKa.
Alokas. 30up BerujeBux OpojeBa MHOI'OCTPYKOCTH X4 je yIIpaBo 2¢g + 2. O]

Ho, moctoje ciyuajeBu kama pesyiararu Mopcose Teopuje (6ap IITo ce THYe JOHE
omjere 6poja KPUTHIHUX TavyaKa) HUCY TOJUKO YNEYAT/HUBU Y OJHOCY Ha JbylirepHukK-
[MTuupesbmanoBy teopujy. Hup. npumjemyjyhu nperxonna pazmarpamwa na RP™ ca Zy
KoeduIMjeHTIMA 100MjaMo jeHAKO JI00PyY OIjeHy, ajll aKo YMjecTo Zsy y3MeMo HIp. Zio1,
oHa je Wak u 3HaTHO caabuja (1 mam 2), jep je

Lo sa k=0
. )0 3al<k<n
Hi(RP"; Zyn) = Zip1 3a k =mn un HenapHO
0 3a k =n u n mapHo

3.3 MopcoBa xomMmoJioTHuja

[Ipomujennmo yrao riaegama. ledunucahemo xoMo10rujy moMohy KpuTHIHUX TadaKa
Mopcose dyuknuje ne nozusajyhu ce na CW 1eKOMIO3UIIN]Y MHOTOCTPYKOCTH. JemaHoc-
TaBHOCTH paJiu, orpannydmnhemo ce Ha koepuiujeaTe y nosby Zs.

Osmaunmo ca Critg(f) ckyn kpuruunux tadaka Mopcose dyukimuje f : M — R
nnjekca k. Heka je C My (f) Zg-BekTopeku mpoctop remepucan ca Critg(f), Tj.

OMk<f) = {Z Q45 0Ty S Cl'itk(f>, % € ZQ} .
Y by ﬂe(bI/IHI/ICaH)a I'paHUYIHOT OIl€epaTOpa yBEeIUMO IIap HOjMOBa.

3a kpurmune Tauke p,q € Crit(f) ca My(p,q) 03HAINMO CKyI HapamMeTpH30BAHUX
JINHKja I'PajiujeHTHOI TOKA Koje ,1oJja3e” U3 p a ,3aBpiuaBajy’ y ¢:

dt t——00 t— 400

Mylp.a)i={ iR = M 51 = =950, Jim o) =, tim (0 = a}.

Osaj ckyn ce moxe uaentudurosaru ca W (p) N W*(q) Koju je MHOrOCTPYKOCT KO/TH-
MeH3Hje

codim W*(p) N W?*(q) = codim W*(p) + codim W?*(q) = n — Ind(p) + Ind(q),

aKo je 3aJI0BOJHEHO @, na He usnenahyje cipeneha

Teopema 21. 3a zenepuury Pumanosy mempury cxyn Mg(p, q) je muozocmpyrocm du-
mensuge Ind(p) — Ind(q).
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Hejcrso rpyne R mHa M¢(p, q) je 3amaro ca
(7, 8) = (- + ). (8)
Hexka je

M\f (p,q) = M;(p,q)/R (mocjeweno mo rope omucanoMm AejCTBY).

M #(p, @) MOXKeMO J]a BHIMMO Ka0 MPOCTOP HENAapaMeTPH30BAHUX T'DATUjEHTHUX JHHU)a
Koje crajajy p u ¢, jep v u y(- + $) npejcraBbajy MCTY TPajeKTOPH]Y.

Hamamo ce na hie n M 7(p, q) nmaTu ujeny cTpyKTypy. M 3amcra, Ha OCHOBY IIPOIO3H-
uuje 2.31 y [24], nejerro je TIaTko, cJI060JHO W CBOJCTBEHO, a TO je TOBOJBHO Ja

3aksbydnMo 1a je Ms(p, q) muOrOCTpYKOCT Anmvensuje dim M y(p, ¢) — 1 (mornmegarn Teo-

peMy .

ITocwenumna 2. Axo je Ind(p) — Ind(q) = 1, mmuozocmpyrocm M\f(p, q) je Komnak-
mua ([24)]) mrmozocmpyrocm dumensuje 0 (mj. Kowmauan ckyn mawaka) 3a 2eHepuuky
Pumarosy mempuxy.

V3 yeaose nocibeaune 2, nexa je

n(p,q) == #M;s(p,q) (mod 2).

JacHo je ma je moBo/bHO meduHUCATH O HA TeHEPATOPUMA.
O+ Ci(f) = Cra(f),
Ok(z) == Z n(z,y)y, = € Critg(f).

Ind(y)=k—1

Teopema 22. Axo je Ind(p) — Ind(q) = 2, mada je (3a eenepuury mempury) ]\/Zf(p, q)
MHO20CTNPYKOCT, QUMEHZUJEe Jedam ca 2PanULoM

OM;(p, q) = U Ms(p.y) x M(y,q).

Ind(q)<Ind(r)<Ind(p)

Jlema 13. V3 ycaose npemzodnux meopema
9> =0.

Jlokas. JToBosbHO je Ja oKazkeMo Ja Bazkn 02 = ( Ha reHepaTopyuMa, Tj Ha eJeMeHTHMA
ckyna Critg(f).

Oaod(r)= Y ny2nlry)z= > nly2)n(x,y) | 2
Ind(y)=k-1 Ind(2)=k—2 \Ind(y)=k—1
Ind(z)=k—2
Bpoj > n(y,z)n(x,y) je mo momyay 2 jennak 6pojy Tadaka (-IUMeH3HOHE MHOIO-
Ind(y)=k-—1
CprKOCTyIzI

U M(z.y) x My(y, 2),

Ind(z)<Ind(r)<Ind(zx)
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KOja je Ha OCHOBY Teopeme rpannna l-muMeH3MOHEe MHOTOCTpYKOocTH. [lomTo cBaka
jeTHOIUMEH3MOHA MHOTOCTPYKOCT MMa 33 TpaHuIly mapaH Opoj Tadgaka, osaj Opoj je 0
(paaynamo y Zs). OBo Baxku 3a cBako z € Crity_o(f), ma je

(9]9»,1 o 8k =0.
[

Hedunnnuja 28. 3a nap (Mopcosa dyuknuja, Pumanosa merpuka) (f, g) Kaxemo jaa
je peryaapan ako ¢y 3aJ0B0oJbeHH yCJI0BH Teopema [21] u [22]

Hedbunnmnuja 29. MopcoBa XOMOJIOrH]a je KOJTUIHHIKI ITPOCTOP

HM,(f,9) = %.

[Tperniocrasmbamo ja je map (f, g) peryaapas.

ITpumjep 13. Nzpauyrnaru MopcoBy xomoi0rujy 3a MOANMUKOBAHY KPYKHUILY HA CJIHITH
1 (PYHKIM]jy BUCHHE Ha FHO).

Pjewerne. @ynknuja Bucune uma 4 KpuTudHe TadKe, U TO JABUje uHAekca 1 (a u b) u apuje
ungekca 0 (c u d), ma je MopcoB JlaHUIaCTH KOMILIEKC

ZQXZQ E— ZQXZQ — 0.
[Tocroj jeauHCTBEHA IpaMjeHTHA TPajeKTOpHja 3a cBaku of naposa (a,c), (a,d), (b,c) n

(b,d). Onaszae
da =0b=c+d,

na 1061jaMo XOMOJIOTH)Y
HM, = Zy, HM, = Zs.

d

Cauxka 5:
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3.4 AHaAIUTUYKU TPUCTYII

[Tparehn [24] naBemhemo ocHOBHE KOpake y H0Ka3y Teopeme 21| aHATUTHIKAM MeTO-
Jlama.

ITomro mocmarpamo rpajekropuje v : R — M 3a Koje mocroje tlirin v(t), 3romguuje je
—00

3a JOMeH y3eTn KommakTudmkamujy R = R U {+00} ca cTpyKTypoM orpaHmuerne MHO-

roctpykoctH. Ta cTpyKTypa ce MoxKe 3aJaTH YCJIOBOM J1a je c/belehe IpecamKaBarbe
nudeomopduzam.

h:R—[-1,1],

t
h:it— ——.
V142

Caya MozkeMo ckyn My(x,y) 3ammucaTu u Kao

dy

My(og) = {7 B o M 51 = ~970), 2(=00) = 2, 2(ho0) =3

I'maBua uneja

Hexka je ' @peaxoMoBO npecanKaBambe banaxose MHOTOCTPYKOCTH Y BanaxoBo pacio-
jeme
. pl,2 2 (pl2+
F:Pyi— Ly (PyyTM) .

Y

Ako je My(x,y) HHBEP3HA C/IMKA HYJITOD Cjederba, U3 TPAHCBEP3AJIHOCTH F' 1 HyaTOr Cje-
demba canjenu na je My(x,y) muorocrpykoct gumensuje Ind(F).

3a npousposbHe Tauke T,y € M osHauumo ca C75) CKyI IVIATKAX, KOMIAKTHAX KPHBHX
ca Kpajesuma x,y. Tj.

Cr =0y (R M) = {’y e C™ (R ]\/[) D y(—00) =z, y(+o0) = y} .
Koncrpykmnuja Bamaxosux mpocropa Hy”(€) m L3(€)

Heka je & € Vec (@) BEKTOPCKO paciojeme nag R komadmor panra r. C o63upoM na
je R konrpakTubuian, mocToju rjaTka TPUBHjaAJIM3aIN]a

$: & >R xR
TpuBujanuzanuja uHgAyKyje OUjeKnujy ¢, n3Mel)y BEKTOPCKUX MPOCTOPA Cjederba.

£+ RxR

ST p;l s 5007t

=l

Hy?(€) medummmenmo kao
Hg*(€) = ¢~ (H'* (R.R)) .
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3axTujeBajyhu ma je ¢ xomeoMopdusam Ha HHIQ’Q({ ) 3aajemo Tomosiornjy Bamaxosor mpoc-
topa. OHa He 3aBucH o1 W36opa TpuBHjaam3anuje ¢ (mocwennna 2.3 y [24]). Ananoruo
nebunurmemo L2 (€).

: 1,2
Koncrpykumja Banaxose murorocrpykocru P,y

Heka je D oTBOpeHa, KOHBEKCHA OKOJIMHA HYJITOT cjederba pacaojerba 1'M. 3a mpon3BobHy
dyuxmmjy h € C*° (R, M ) ca h*D o3nauumo ojroapajyhy orBopeHy, KOHBEKCHY OKOJIHHY
HYJTOT cjedera pacojewa h*T'M. Ilpecinkapame

expy, : Hy*(h*D) — C° (R, M)
s(+) — €XPp() s(+)
je mobpo meduumcano 3a ce h € C'™ (R M) Nako h*D nuje BEKTOPCKO pac/IOjerhe u

1,2 : : : 1,2
nako cmo gedunucamn Hy”(§) camo 3a BeKTOpCKa paciojema, jacuo je mra Hy”(h*D)
IpeICTaB/bA.

P;j = 73;:5 (R, M) = {exph(s) : s € Hﬂé’Q(h*D), h e Cy, (E, M)} C ngy (R, M)
Kaprama

1,2 /7 %
{H]R (h D)anPh}hng?y(RM)
je 3a7aTa cTpyKTypa banaxoBe MHOTOCTPYKOCTH Ha P;f,.
Kouncrpykuuja Banaxosor pacnojewa L (PL2*TM)
(P = | BT
5679;,’3
IIpecaukaBame F'
. pl2 2 (pl,2«
F:Pl2— L} (PyrTM)
s—=s+Vfos.

F je rmatko cjedeme. Ha ocnoBy mponosunmje 2.9 y [24] merose nyse cy enevenTtn
ckyna My(z,y) (u camo onm). Tpancsepsannoct F' Ha Hy/ITO cjedere He BazKH Y ONIITEM
caydajy, ajam MOKe ce IocTuhu MajuM Bapujanujama PumanoBe meTpuke.

3.5 MHMuBapujanTHocT MopcoBe XOMOJIOTHje

Mu cmo pedunucanu HM, y 3aBucuocru oj peryaapuor napa (f,g). Mebhyrum, 3a
pasJInmunTe peryjapHe mapoBe He H00HjaMO HUINTA HOBO. 3allPaBo, BayKH

Teopema 23. HM,(f,g9) = H.(M;Zs).

Omnummunvo karoHckn u3omopdusam usmely HM, (f*, g%) u HM., (fﬂ,gﬁ), 3a pery-
napne napose (f*,¢%) u (f?,¢°) (nparumo [19]).
Hexka je h®” : M x R — R xomotonuja m3mehy f® u 2, Tj. mpecaukaBame 32 Koje BayKu

oy [fP@), s=1
hs 5(1;) - {fa(x)7 SgO’
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1 Heka je ¢®P myr PUMaHOBHX MeTpHKA TaKaB Ja je
a, — g6> S 2 1
gs 'gOé7 S < O °
3a 2 € Crit(f*) m 27 € Crit(f”) nocmarpajmo cxyn

Miyas (2%, 27) = {7 R— M : Z—Z(t) = —Vash® (y(t)), 7(—00) = 2, y(+00) = xﬁ} .

3a reHepuIKY My T (ha’ﬁ , ga’ﬁ) o je Muorocrpykoct auMensuje Ind(z®) — Ind(z?), a axo
je 3agosomeno Ind(z®) = Ind(z”) - xomauanm ckyn Tauaxka. Bpoj Tux Tauaxa (y Zs)
o3HaYUMO ca b (wa,xﬁ). Hedunumnmumo npecjimkapame u3Mehy JIaHYACTUX KOMILIEKCA
npuapyzxenanx Mopcosum dyukmujama f& u fP.

OH s CML(f*) = CM.(f7),
(Vo € Crite(f*) @)= 3 blo.y)y, (9)

y€Crity,(f7)
U IPOJIY?KUMO 10 JIMHEAPHOCTH.

Teopema 24.
o P je nanuacmo npecauxasarve U UHOYKYjE USOMOPPHUIAM Y TOMOAORUIU,
o Hndyrosanu uzomoppusam ®> ne zasucu 00 uzbopa 2enepuvroe nyma (ho"ﬁ, go‘ﬁ),
o 2 =id y )P o PP = P,

Hedununuja 30. Heka je (C,0) mangactu KOMILIEKC ca Zy KoedUIHjeHTAMA, W HEKA

je B = {e1,...,er} meroBa 6aza. e € B je XOMOJOIIKH €CEHIMjalaH aKO 3a CBaKH O-
MHBapHjaHTHH moTnpocTop K smHeapHor omorada on B — {e} Baxu

H.K,0) - H.(C,0) mnnje HA.
[IpuTom, jacHO je 0 KOM ce IpecInKaBamy pPau.

JIema 14. Hexa je [ 2enepuura Mopcosa dpynxuyuja ca jedurncmeenom mawkom x+ anco-
aymuoe makcumyma. Toemampaimo xomnaexe (C(f),0) sa eenepuury Pumarnosy mempury
u 6asy Crit(f). Tada je x+ zomorowru ecenyujasna.

Cxuya dokasa. f omama nyzK IUHUja TPaJIUjeHTHOT TOKA, Ta je JJMHeapHu oMoTad () CKyma
Crit(f) — {«*} O-unBapujantan. Hgiy, (@, ) = 0, MHTYHTHBHO 360T TOTA IMITO je CKYI

{reM: fzr) <maxF —¢}

OTBOpeHa MHOPOCTPYKOCT (3a Masno €). Opgapie, cBaku O-WHBADHjaAHTHH MOTIPOCTOP
~Y

on @ wrHAayKyje Tpusujagny dim M-ty xomosomky rpymy. Ilomro je H Mg n(f) =
Haim m (M) = Zs, Tauka x1 je XOMOJIOIIKH €CEeHIUjaHA. O

ITocmenuna 3. 3adporcasamo ycaose npemxodue aeme. Hexa je (fs, gs), s € R eenepuyka
dpamunuja maxea da je fs = fo 3a s <0 u fy = f 3a s > 1. Tada nocmoju x € Crit(fo)
maxo da je b(x,xT) # 0. (b je depunucarno npuje dopmyae (9).)

Jlokas. Heka je ® mpupoman mzomopduzam uzmehy H M, (fo, go) 1 HM.(f1, g1) naayko-
Ban pamunjom (fs, gs). Axo je b(x,zT) = 0 3a cBaxo = € Crit(fy) Taga je cauxa o @
caapxana y qmaeasry ox Crit(f) — {zT}. Aum raga ® me moxke Guru m3omopdusam jep
je 7 XOMOJIOIKH eCcennujaIHa. O
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4 ®iopoBa Teopuja

4.1 ApHoamoBa XHIIOTe3a

Heka je (M, w) KOMIaKTHA, CHMIJIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT, 1 H; 1-nepuogndan, HOP-
MaJIn30BaH XaMUJITOHUjaH, KOjeM OAroBapajy XaMuJITOHOBO BEKTOPCKO MOJbe X, 1 jeTHOTmapaM-
eTapcka rpyma audeoMopduzama ¢;.
l-meproarana XaMUJITOHOBA TET/hba je CBAKO 1-TTepUOJIMIHO Pjelllerhe jeTHAunHE

#(t) = Xi(z(t)). (10)
CKy! CBHX OBaKBUX HeT/bU O3HAYUMO Ca 75(H)
Hedpununuja 31. x € ﬁ(H) je HeJeremepucaHa ako je 3aJ0BOJLEHO
det(id —dg1(x(0))) # 0.
Caga cMo cupeMHE j1a (hOpMYJIUIIEeMO APHOJIOBY XUIOTEY.

Xunoresza 1 (Apuosn). Axo cy cee 1-nepuoduune Xamuamornose nemse nedezenepucare
mada ur uma bap onoauko Koauku je 36up Bemujesux bpojesa mmozocmpyrocmu M.

Oduocro, uma ux He marve 00
dim M

> dim Hy(M).

Opgje hemo ToKa3aTH XUIOTE3y y CJAYYajy Ja je pujed 0 XOMOJOTH)U ca Zo KoeUIT-
jeHTHMa M y3 J0JATHY HPETHOCTABKY Jia je MHOroCTpyKOocT acdepudna (1j. me(M) = 0).

Axo je H ayronoman, moka3 caujean u3 Mopcose Teopuje, jep cBaka KPUTHYIHA TadKa
3aoBosbaBa (L0) u l-meproguana je. A BaxKu u

Jlema 15. Kpumuuna mauka aymornomnoz Xamusmorujora je Hede2eHepucana Kao nemaa
aKo U CamMo aKo je Hedezenepucana U Kao KPUMUYHG MaYka 2aamke PyHryuje.

/loxaz. He ymamwyjyhu ommrocr jgokazahemo Teopemy 3a dim M = 2. zabepumo [lap-
oyoBy Kapty (w = dp A dq) y Kojoj 0 omroBapa KpUTHIHO] TAYKH XaMUJITOHHjaHA.

¢(p.q) = (Aulp, @), Bup, q))

XaMHUJITOHOB TOK je 3aJaT ca

. H . H
A= a—(A,B), B= —a—(A, B).
dq dp
d 04 04 9°H 9’H
_ _|op 0| _ Opdq 0q?
dt Pix = 0B oB| — |_9*H _ 2°H
9p  Bq op? dpdq

Bramo ja XaMuaToHOB TOK dbukcupa Tadky 0 (jep 0 omropapa KpUTHYHO] TAuKH), Tj.
¢¢(0) = const. Onatne, necHa crpana He 3aBucu of t. Ila je

0*H 9%H

2 .

0e(0) =1t | 7509 Oy | +id.
~op?  Opoq
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id ce mojaBibyje jep je ¢o = id, Tj. mouerHu ycioB je ¢o.(0) = id. Tepheme neme caujenn
u3

-9*’H _ 9*°H ?H 9*H

. dpd dq> op?  0pd
det(id —¢1,(0)) = det | By 24 | =det | £ B9 -
op? dpdq pdq 92

]

1 y mHOro ommrHjeM ciaydajy mociayxkuhemo ce umiaejama Mopcose Teopuje (mpe-
[U3HUje, AHAJIMTHYKOD MOLJIe/[a HA By ). 3a HOYeTakK M3BEUMO eKBUBAJCHT H30J0BAHOCTH
kKpuTnIHUX Tadaka Mopcose dyHKIHje.

Jlema 16. I'pagur npecaurxasaroa ¢1 @ M — M je mpanceepsanar na dujazonanry y
M x M axo u camo axo cy cee nemwe uz P(H) nedezenepucate.

Jlokas. det(1 — dg,(x(0))) # 0 akko je je3rpo JuHEAPHOD oIepaTopa
(id —¢1)*($(0)) : Tx(O)M — TI(O)M

rpusnjanano. Ilpecinkasame (id X¢1) Tpo)M — Tia(0)00)M x M ocrsapyje m3omop-
dbuszam npocropa Ker(id —¢1) 1 T(z(0)20) N T(2(0),20)2 (ca I' cmo o3maunmm rpadux
IpecauKaBama ¢), [ITO 3HAYU Ja je jeJaH TPUBHjATaH aKKO je u japyru. V KOHAIHO,
KaKO Cy T(I(O)@(O))F u T(x(o)@(o))A ,ZLI/IMGHBI/Ije dim M, a T(x(O),x(O))M x M ABOCTPYKO Behe,
Tw().20) N Tia()20)A je {0} axko je

Tta(0),00) I @ Tiw(0),2(00) AT = T(x(0),2(0)) M *x M.
O

Ilociwemuna 4. Ilpemnocmasumo da cy cee nemsve u3 75(]-]) nedezenepucane. Tada je
P(H) wonauarn u
min infd (x(t),y(t)) > 0.
zyeP(H)

Zoxas. IlpunpyxuBame ﬁ(H) >z +— z(0) je 1 — 1, mrro 3naum ga 6poj eremMeHaTa cKyta
ﬁ(H) nuje Behn oz O6poja dukcnux ravaka gudeomopdusMa ¢, KOju je jeanax Opojy
eqemenara ckyna AN, Oaj ckym je 3arBopen (Kao mpecjek aBa 3aTBOPEHA CKyTa) MOJI-
CKyT KoMIakTHe MHOrOocTpykoctu M X M ma je kommakran. OH je U MOAMHOTOCTPYKOCT
numMensuje 0 300r TpaHCBep3aJHOCTH. KOMIAKTHA MHOrOCTPYKOCT AuMeH3Hje () je KOH-
a4aH CKYI Tadaka.

Heka je U, := {t €1[0,1] : min, 5.4 d(z(1),y(1)) > %} Dynknuja

t— min d(z(t),y(t)) = min d(¢(x(0)), (y(0)))
x,ye€P(H) z,y€P(H)
je HelpeKuIHa jep je ﬁ(H) KOHAYaH 1 ¢ IJIATKO 3aBUCH O/ t, 1a cy cKynoBu U, OTBOpEHHU.
Onm mokpusajy waTepBai [0, 1] jep cy ¢, mudeomopdusmu ma cBaku 0J] HHUX pa3jiBaja
paziau4uTe Tadke (M HOHOBO, MHHHMYM j€ y3eT 110 KOHAYHOM CKyIy U Moxke 6utu () camo
aKo je HeKW oji esiemeHata Tor ckyna (). HTepBas je KOMIAKTaH Ia IMOCTOJU KOHAYAH
HOTIOKPUBAY {Un(k)}:;l. Baxkn

1
min infd(x(t),y(t)) > ———.
o n i (x(t), y(t)) max (k)
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4.2 @PyHKIIMOHAJ AejcTBa

Mjecto kpurnunux tadaka y MopcoBoj Teopuju y ®PaopoBoj Teopuju 3ay3umajy Xa-
MuITOHOBE TIeT/be. [lorpeban mam je amanor Mopcose dynkunje, 1j. dyukunonan umje
fie kpuTnune tauke (ekcrpemase) 6uru esementu ckyna P(H). Yzehemo dyHKnnonan
JIejcTBa, aJIH Jia OucMo Ta J1o06po AeduHucaIn, MopamMo ce Hedera ojapehn. MoxkeMo ce
oapehn KOMIAKTHOCTH W OTPAHUYUTH HA IIOCMATPAIbe TAYHUX, CUMILTIEKTHIKHX MHOTO-
crpykocru (a To Hehemo) n gedunncarn

Ap(x) ::/U (0 — Hy(x(t))) dt,

UM OpeTnocTaBuTu Ja je M acdepudna u mocMmarparn GpYHKIHOHAI Ha IpocTtopy LM
KOHTPAKTUOMIHUX, 1-TepHOINIHAX IEeT/hH.

Hedbununuja 32. Oyuknumonast jejersa 3a Xamuiarouunjan H je dyuknmja

AHZEM%R,

1
Ante) = = [(wo— [ H)a
B 0
rjejew : B={z € C:|z| < 1} — M raarko upecinkabame Takso ja je u (e*™) = x(t).

Ha nipBu norstes Apy 3aBUCH 1 O TPOJTY 7KeFha U TTeTIbe & (Tj. TpecauKaBarmha KPy KHUIE
y M) ua nauck. Mebhyrtum, yerpes yeaoba acdepuanocru neduHuImja je umak go0pa.
A cayia mpoBjepuMO OHO 3a IMITA CMO U TPAXKUIN (DYHKIHOHA.

1
Jlema 17. dAy(x;§) :/ w(z(t) — Xe(x(t)),£(t))dt, € e T, LM.

0
Jlokas. Tlocmarpajmo tiratky kpuBy R — LM : s — x4 y mpoctopy LM, takBy 1a
je TAHPeHTHHU BEKTOD y TaYKd To jeqHak & (HapaBHO ,Tadka” je 3ampaBo l-mepuoaumdHa
nerba Ha M, a ,TaHTeHTHH BeKTOP” BEKTOPCKO MOJbe JyK te). Heka je ug riarka,

jenmonapamerapcka damminja npecankaBamba B = {z € C: |z| <1} — M, takBa ma
Bawu u, (e2) = z4(t).

dAn(2z0;§) = OsAn(2s)],_o = Os (—/Bu;‘w - /01 Ht(ws(t))dt)

*
:—/35u5w
B

OsHy(x4(t))] ;g = dH(0(t); Os5(t)] o) = w (Xi(z0(2)),&(t)) (w3BOZI cir0okeHe dbyHKIHjeE)

s=0

1
- / 0. Hy(,(1))] _y dt
s=0 0

Osuiw = u; (d(Y_JW> + Y dw ) = du} (Y_w) (Kapranosa dopmyna)
0

rije je Y BEeKTOPCKO mojbe jeduHucano ca

0

Y (0, (p) = 5-

Ep us(p).

s=r
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OpaBne caujenu

A (20;€) = — / QY ) — / WX (olt)), (1)),

a Hakon npumjene CTOKCOBe TeopeMe Ha IIPBU UHTEIPaJl

A (20;€) = / wldolt), Y (ao(t)))dt / WX (olt)), E(1))dt.

Y cayuajy na je Y(xo(t)) = &£(t) nokas je zaspuien. MehyTum, Mu Moxemo u3abparu
daMmInjy us Ha TakaB HAYUH Ja OBO Oyje 3aj0Bo/beHO. C 003MpoM Ja HaM je OMTHO
MOHAIIAe KPUBE S — Xy y OKoJUHE (), MOXKEMO MPETIOCTABUTU 1A je T3 = ¢, ¢ € M 3a
s < —1, 3arum gedununumo pamuinjy ugs Ha cbejgehn nadmn

Usg (62”(”““)) =2s(t), r<0,teR; us(0) = c.
U zaucra
V(o) = 2wty = 2| ay(t) = £(1)
’ 88 s=0 ’ a 88 s=0 ’ a

N3 nperxoguor TBphema, T je KpUTHYHA Tauka (HPYHKIINOHAJIA JIEjCTBA aKKO

(V€ € TLLM) /0 w(E(t) — Xu(w(t)), £(8))dt = 0,

mro je moryhe jequno y caydajy @ = X (). Ila cy xpurnane tauke dyHknnonama Agy
exementn ckyna P(H) N LM =: P(H) u camo oHn.

4.3 TI'pagmjeHTHU TOK

Hexa je J; 1-nepuoanyna pamMuinja CKOpo KOMILIEKCHUX CTPYKTYpPa KOMIATHOUIHUX
ca w. Tana je w(-, Jy-) =: (-, ), onrosapajyha dbammmnja Pumanosnx merpuka. ledun-
HIIHMO CKaJapHu mpousBos Ha upoctopy T,LM = C*®(R/Z,z*T M) ca

(€)= / () n(t)), dt.

Teopema 25. grad Ay (z)(t) = Ji(x(t))x(t) — VHi(x(t)).
Jlokas. Ha ocuoBy nedununumje rpaaujerta (y 0JHOCY HA HEKY METPHKY) CIHjeIn

(grad Ay (z),&) = dAy(x;€),
/0 (grad Ay (x)(£), £(1)), dt = / w(i(t) — Xo(x(t)), (1)) dt.

/0w(—thradAH(z)(t),g(t))dt:/O w(E(t) — Xz (b)), £()) dt,
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/1w(i:(t) — Xi(x(t)) + Jy grad Ag(z)(t),&(t)) dt = 0.
[locmenma je,ZLHaK(?CT BasKM 3a CBAaKO &, IMa Mopa OUTH 3a/I0BOJHEHO
2(t) — Xi(z(t)) + Jrgrad Ay (z)(t) = 0,
OJTHOCHO
grad Ay = Jyi(t) — J, X (2(t)), (J2 = —id).

Jla Oum 3aBpimin jloka3, ToTpedHO je Jia BaXKu jOIl U jeTHAKOCT
VHt - JtXt7 (11)

a OHa BaXwu jep je
dHy(p;-) = w(Xi(p),-) = (S Xu(p), ) -
O

Ilo y3opy na teopujy Mopca, rimarky, jeanonarpamerapcky dpaMuinjy nerpun R —
LM : s+ u(s,-), Koja je pjeree audepeHnujagHe jeTHaunHe
Ju

95 + grad Ay (u(s,-)) =0,

HA3WBaMO HETAaTUBHOM I'Da/IujeHTHOM JuHIjoM. OBY audepeHNnjalny je THAUMHY MOZKEMO
HamucaTu y cbegehem obauky

Ju du
+ Ji(u) =
ds ot
Y cayuajy na J; ne 3aBucu o t u jia je H;y = 0 oBo je jepnaduna J-xo10MOpdHUX KPUBHUX.

C apyre crpase, y cay4ajy na H; u u He 3aBuce o t, jennadnna gedunuiie (TTO3UTHBAH )
rpajaujeHTHN TOK dbyuknuje H = H,.

— VH,(u) = 0. (12)

4.4 Emnepruja pjeniema
Hedununuja 33. Enepruja pjemema jemnadnne je

TN

ou|?
0s

ou

g~

2
) dsdt.

s i CAHjen

ou ou
ot —Xt( ) Jt(u)%,
a oIarJe ) )
ou oul? ou
s t(u)g 8t —Xt( ) )

1a eHeprujy pjernrema MOXKeMO 3alncaTd U Kao

=[5 = [ 11
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Teopema 26. Hexa je u : R X R/Z xonwmparxmubuaro pjewere jednavumne . Cwedeha
mepherva cy exeusaseHmma

o F(u) < 0.
e ITocmoje nepuoduuna pjewersa = € P(H) maxea da je

lim wu(s,t) = z*(t),

s—too

lim Osu(s,t) =0,

s—too

nPU YeMy CY AUMECU YHUPOPMHU N0 NPOMIEHHUBO] T.

o [locmoje xwoucmanme 6 > 0 u ¢ > 0 mako da sasicu

(Vs,t € R) |Osu(s, )| < ce

[Torpebna cy nam cipegeha nomohua rphema.

JIema 18. ITocmoje koncmanme h,c > 0 (xoje sasuce 0d (M,w, H, J)) makse da 3a céaxo
pjewerve u : B, — M jednawumne 8aICU

2

2
8 dtds.

2
<ot 4 —;
e J B,

ou

ou
g(o)

O0s

/ ou
B |0

S

2
dtds < h =

Joxas. [22). O

JIema 19. IIpemnocmasumo da cy 1-nepuoduuna pjewera x € P(H) nedezenepucana.
Tada 3a ceaxo € > 0 nocmoju 6 > 0 maxo da 3a ceaxy eaamry nemnsy y : R/Z — M,

[ 100 = Xew@) Pt < 6 — (@ € PUD) swpd(ale) 1) < <
Joxas. [22). O

Jloxasz meopeme [26. (1 = 2) Heka je r € (0,\3’/5). [Tomro je E(u) < oo, moctoju T

TaKpo 1a je [ fol 10,ul? < r3. Tama je 3a mpoussossay Jorry B, (s,t) C (T, +o00) x S!

32/10BOJHEHO
/BT (s,t)

83 8
|0,u(s, t)|* < er? + LQ =r (cr + —) :
r m

ou |? 3
—| dtds < r° < h,
0s

a Ha ocHOBY JeMe [I§ u

[TomTo MokeMO m3abpaTu MPOU3BOJHHO MAJIO I CIMjeId 13 Oy KOHBEPIUpPa PABHOM]EPHO
Ka 0 kag s — +oo (3a —oo jokas je ucru). C o63upom ga je |Qu — Xi(u)| = |Osul,
dyu — X;(u) konseprupa pasHoMmjepro (no t) ka 0 kax s — +oo. Kopucrelin semy [19
3aKJbY'1yjeMO Jia 3a J0BOJBHO BeHKO |s|, u(s,t) € U, cpiyy Be(x(1))-
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Octaje jomr ma ce ocjgoboammo oBe yHuje. llpermoctaBumo Ja TO He MOXKeMO Ja
ypaanmo. Tama moctoje metme x,y € P(H) u pactyhu nusosm ummekca a(n) u b(n)
TakBu 112 je R 3 sS40, Spen) — +00 1

(Ve>0)(INeN)n>N = sup d(u(sam), 1), z(t)) <&,

(ve > 0) (N € N)n> N = supd(u(sin), 1), y(1)) < (13)

Hexa je
3c:= min infd(z(t),y(t)).

zyeP(H) t

Ha ocuoBy nocssenuue [ ¢ > 0. UzaGepumo N Tako 1a Bazke Heje HAKOCTH 3a€=c
(Vt € [0,1]) (Vn > N) d(u(sq(n), 1), 2(t)) < c A d(u(spmy, 1), y(t)) <c A d(x(t),y(t)) > 3c.
Kopucrehn nejegnakoct Tpoyria
(), U5ty 1)) + a6, w50, ) + sy, 0, 90) 2 (), (1)),
J01a3uMO 10 cbenelie HejelHaKOCTH
(Vt € [0,1]) (Vn > N) d(u(sam),t), u(Spm), t)) > c.

Heka je m(n) := min {sa(n), sb(n)}. JlyxuHa KpuBe KOja cllaja /IBHje TauKe HUje Mamba O]
pactojama usMely Te aBuje Tauke.

Sb(n)

(Vt € [0,1]) (Vn > N) |0su(s, t)| ds| > ¢,

Sa(n)

(Vt € [0,1]) (Vn > N) /+Oo\8 u(s,t)|ds > c,

+o00 +o0
Vn>N/ /\austldtds—// |0su(s, t)| dsdt > ¢

Mebhytum, mormro je E(u) konadan 6poj u mormro m(n) — 0o Kaa n — oo

n—oo

“+o00
lim / 0.u(s, 1)) dtds — 0.
m 0

Konrpaaukinuja! OBuM CMO JOKa3a/H Ja MOCTOjH HeT/ba T TaKBa J1a

liin u(s,t) = x"(t), (paBHOMjepHO 1O t).
S—+00
Jloka3 3a —00 je aHaJIOraH.

(2=13) [23]

(3 = 1) Tpusnjasso.
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Hedunnnuja 34 (Momxyicku npocropu). Heka cy x,y € P(H).

M (z7,2") = {u R x (R/Z) - M A Sl’{li]noou(s,t) = xi(t)},

M:={u:Rx (R/Z)— M : A E(u) < 0o A 4 KOHTPaKTUOHIHO | .
ITocswenumia 5. M = (J M (z,y), 2dje je ynuja ysema no ceum naposuma x,y € P(H).
[Ipegcrasumo F(u) y jour jemHom oGIHKY.

JIema 20. Axo je uw € M (x,y), mada

E(u) = Au(z) — Au(y).
Joxas.

E(u):/:o/ol dtds_/oo /01< YV H,(u) — J(u )gu>dtds

/: 01< VH, u)>dtds—/+oo/ < >dtds

_/:o OldHt ( ) tds—/m/ (gz at)dtds "
/_:O 0 </ H,(u dt)ds+/+oo/ (au au)dtds

®/1Ht dt—/ Htxdt+/82u*w+/3 u*w—/BIU*w

£ Ap(z) — Anly

ou

@ Kopucrehun KOHTPaAKTHOUIHOCT MET/bU £ U Y NPOJYKUJIHA CMO IIPEC/UKABADE U HA
S? =R x S'U B, U B,, raje ¢y B,, B, npa nucka.

@ 306or acdepuanocTn sz uw*w = 0; pecrpukuuje v Ha 0D, n 0D, cy penom z, y.

4.5 Konmm-IlengepoB uHmeKc

Y anasnoruju ca MopcoBom xomosorujom gedunrucahemo PopoBy XOMOJOTH]Y, Tj.
XOMOJIOTH]Y JIAHIACTOT KOMILIEKCA

O CFu(H,J) —2 CF(H.J) —2 CR(H,J) —2 ...,

Koju je remepucan netbama u3 P(H). Beh 1y nacraje mpobsemM Kako pacmopeuTs meTbe
y CFy(H), i apyradmje, Ha KOjU HAYWH NPUIPYKUTH MET/bH KO Opoj (Tj. HHIEKC
rpyme kojy hie ga remepwuire).
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Hedurucaliemo dyuknujy (Kownu-Ilenaepos ummexc)
WH - P(H) — Z,
Koja he pujemuru mpodbeM Ipajiyuncarmna.

Heka je Sp(2n) rpyna cumiuiekruunux 2n X 2n marpuna, a Sp*(2n) ckyu onux duje
Cy CBE€ COICTBEHE BPHUjEJHOCTH pasjnduTe o 1.

Teopema 27. Ilocmoju jeduncmeeno, nenpexudno npodyscerve p = Sp(2n) — S' npec-
aukasarea det : U(n) = Sp(2n) N O(2n) — S* xoje uma caedehe ocobune:

o p(A® B) = p(A)p(B)
o Axo cy A u B cauune, onda p(A) = p(B)
o Axo A mema concmeenur spujednocmu Ha jeduruunom kpyey, mada p(A) = +1.

Oy Teopemy nehemo jokasaru. 3a jnabe pedepenre moraenaru crpany 20y [23].
Marpuna W = —F(2n) je yaurapna na je p(W™) = det(W*) = (—1)". Ilocmarpa-
JMO MaTpuiLy
2
-2

N
|
N

N[

Ona HeMa CONCTBEHWX BPHUjeIHOCTH MOjysa 1, ma m3 ocobuna koje oxpebyjy p ciaujenn
p(W™) = =£1.

Ckyn Sp*(2n) uma [BHje KOMIIOHEHTEe MOBE3AHOCTH, KOje Cy MpocTo mope3ane. W' u
W~ npunanajy pasmmauruM kominoneaTaMa (jep det(E — -) y3uMma y BHMa BPUjeTHOCTH
cynpotHor 3Haka). Opasje, cBaka maTpuna usz Sp*(2n) Moxke ce crnojuru myTeMm (Kpos
Sp*(2n)) ca TavHO jeTHOM OJf TUX MATPHIIA.

Hedbunnnuja 35. Konnu-llenmaepos nHgeke 3a myT
U :[0,1] = Sp(2n), ¥(0) = E, ¥(1) € Sp*(2n)

je 6poj _
pez (V) = deg(p(V)?),
+

raje je W [0,2] — Sp(2n) mponyxkeme myra U TakBo jaa je @(2) = W=
[TpupojHo ce 1mocrap/bajy JiBa MUTAmHa y BE3U ca OBOM JeDUHUIITJOM:
e /la jim 3aBHCH O IIPOJLY 2KEIHa U?

e [la s yormre nMa cvucsa uspas deg(p(¥)?)?
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OjropopuMo OpBo Ha Apyro nurame. Beh cmo ce ysjepunn na je p(W*) = &1 (1 To £
e Mopajy 6uTh ycarmamenn), a ogarae p(W*)2 = 1. Jlaxae, p(¥(-)) je mpecamkapame
0,2] — S! koje kpajese unrpesasa cauka y 1 (Tj. y ucry rauky), na ce MoxkKe HOCMaTpaTH
1 kKao npecamkabame S! — S! koje nma cBoj cremem.

HesaBuCHOCT 0] IPOJIy2Kema je jacHa ako ce y3ame y 063up m1(Sp*(2n)) = 0 u anwmbenuna
Jla je cTeleH XOMOTOIICKa WHBapHjaHTa.

Hagenrthemo jomt jenny ekBuBanentny sedunnnujy Konmu-Ilenneposor nnmexca ([20]).

Jlema 21. 3a nym ¥, € Sp(2n), ¥y = id cumniekmuurur mampuya nocmoju nym
CUMEMPUYHUT MAMPUYE Sy Mmakas da je

\ilt = J()St\Ijt.
Baoscu u 06prymo.

okas. edurummmo S ca _
St = —Jo‘yt\lj;l.

U, je IyT CUMILUIEKTHIKHX MATPHUTIA Ta BayKW

d d . .
0=—0=— (T Q0,) = U QU, + U/ QT,

Kopucrehn Q7 = —Q 3aksmyayjemo
.A\T .
(xp;f Q\I/t> — IO,
Tj. \I/tTQ\IJt je cumerpuvHa.
UrOw, = UI0L,S, U, = —UTs,v,.
OnaBie ciuje/in CAMETPUYHOCT MATPHIIE €A JIeCHe CTpame, Tj.
VIS, = (UFS,0,)" = ursTy,.

[Tomro je W, naBeprubnuana n S; je cuMeTpudHa.
O6puyro, audepennupajymo WIQW, o t.

d . .
- (T Q) = U QU, + U/ QU = UL S JFQU, + U QS S ¥, = U S0, — U S, ¥, = 0.
[lIto 3naun a je IOV, koncranrHo, na je jeanaxo € jep je ¥y = id. O]

Bpoj t € [0,1] je Tauka npecjenama ako Baxku det (id —¥;) = 0. Tauku npecjenarma
IPUAPYKUMO hOPMY Tpecjenama
L(W,t) : ker (id —¥;) — R,
LU, )X = XTQ(0),X = XT5,X.
Axko je oBa (¢opma HejereHepUCaHA KarXKeMO [1a je TadKa Mpecjenama perygapHa. Pery-

JlapHe TadKe Ipecjenarma cy U30/I0BaHe.
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Hedunnnnja 36. Kowrmu-Lennepos ungekc 3a oyt ¥ : [0,1] — Sp(2n), ¥y = id koju
nMa caMo peryjapHe Taduke Mpecjerama je Opoj

1
pez(W) = 5 sign Sy + Z sign ['(W, 1),
IPUTOM je 30Up y3eT 10 CBUM TadKaMa Mpecjenarba.

Ham cwenehn kopak je jga csakom esnementy ckyna P(H) npuapyxuvo Korsu-
[enmepos unmaekc. Beh cmo gedunncann uHgeke 3a oyt y Sp(2n) 4uju KpajeBu Hemajy
1 3a comcTBeHy BpHjeHOCT, cTOora heMo TeT/bi TPBO MPUAPYKHUTU TYT CUMILTEKTHUYKHX
MAaTPHIIA.

Hekajex € P(H)uwu: B — M HeKko NpOJIyKeme MIPecJnKaBamba T Ha JTUCK (300T KOH-
TpaKTHOMIHOCTH esleMeHata cKyma P(H) mpomyskeme mocroju). B je KOHTpakTHOWIAH
Ia Cy cBa BEKTOPCKa pacjojema HaJ muM TpuBujandHa. Cuenuwjamno, u*T'M je Tpusu-
jaaHo paciojeme. l3abepuMo CUMILIEKTHYKY TpUBHjaausamujy « : B x R?" — w*T'M |
Tj. TPUBUJAJIU3AIN]Y 3a KOJY BaxKu

(Vz € B) (VX,Y € R*") w(a(z, X),a(z,Y)) = XTQY,
rije je Q) MaTpuna cTangapIHe cUMILIeKTHUKe dopme Ha R?". IlocTojame TakBe TpUBH-
jasmzanyje je nupejaMer cibejeha jBa TBphema.

Jlema 22. Iocmoju konexcuja Koja wyea mempury w(-, J-) u ckopo xomniekcuy cmpyk-
mypy (nocweduuno wysea u w).

Jlokxas. 3HaMo 7@ MOCTOjU KOHEKCHUja Koja IyBa OWJIO KOjy MeTpuky, Hup. .JleBu-Yusura
KOHeKcHja (03HadmMo ca V oHy Koja oxrosapa merpunu ¢(-,-) = w(-, J+)), mehyrum osa
KOHeKcHja He 4dyBa J y ommrreM caydajy. Jla 6ucmo to nocruriu mojudukyjmo V Ha
cipenehn maunn

. 1
VxY = §(VXY — JVx(JY)).
Wnu apyrauuje (v HeCUMeTpHYHEjE) 3AIUCAHO
~ 1 1
VY = S (VxY = J (Vi)Y = JIVxY) = VxY = ] (Vx]) Y.
1 zaucta

(?J) Y =V(JY) - JVY = Z(V(JY) = JV(JJY)) = JVY

1
2

1 - _ .
= S(VUY) +JVY) = JVY = JVY - JVY =0.

JokaxkuMo caja s1a 6 qyBa W ¢, aJlU IpHje TOra U3BEJIUMO TTap WIEHTUTETA.
0=V(-id) =V (J?) = JVJ + (VJ)J (15)

Z(w(JX,JY)) =Z(g(JX,Y)) = g(V(JX),Y)+g(JX,VY)

(VI)X + JVX,Y) 4+ g(JX,VY)

(VI)X,JY) +w(JVX,JY) +w(JX,JVY)

(VI)X,JY) +w(VX,Y) +w(X,VY)

Z(w(X,Y))

9
w
w
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C npyre crpane mujemajyhu yaore X u Y m Kopucrtehn aHTUCHMETPUIHOCT w TOOUMO
Z(w(JX, JY)) = w(JX, (VJ)Y) +w(X,VY)+w(VX,Y). (17)
U3 i CAMjeIn
w((VJ)X, JY) :w(JX, (VJ)Y). (18)
[TomrTo Beh 3HAMO na V 49yBa g, TOBOJBHO je TOKa3aTh

g (%X, Y) Yy (X, 61/) — g (VX,Y) +g(X,VY).

g (%X, Y) _ (6){, JY) — W(VX, JY)—%w((VJ)X, Y) = g(VX, Y)—%w((VJ)X, Y)

g (X, %Y) — W(X,JVY) + %w(X, (VI)Y) =g (X,VY) + %w(X, (VJ)Y)
Cmenehe jemnakocTu 3aBpIaBajy J0Ka3
w((VHX,Y)=w(V)H)X, J(=J)Y) 2 w(JX,(VJ)(=J)Y)
2 wlJX, J(VIY) =w(X, (VJ)Y).
® Bazu 360r ((18), a @ 360r (15). O
Jlema 23. ITocmoju cumniexmuyka mpusujesusayuje o @ B x R*™ — w*T M.

Joxas. Hexaje a(0,-) : R — (u*TM)u(O) m3oMmopdusam. Ilomro je w aHTHCHMeTPHYHA,
HeJlereHepucata, onsimneapta gpopma

w(a(0,X),a(0,Y)) = XTQY,

3a HEKY aHTUCHMETpU4Hy, Hejerenepucany marpuiny 2. Ilocroju S € GL(R, 2n) raksa
na je STQS = Q. Mujemajyhu o ca o+, S-) moxemo nocruhiu ga ymjecro €y 6yze €.
Taj voBu m3oMopdu3zam o3HaunhemMo UCTO ca .
Hexa je

Treiv - Tu(O,O)M — Tu(rei‘f’)M7

napaJieJTHE TPAHCIOPT JAyK Kpube (t) = te' y omlHOCY Ha KOHEKCH]Y V us jeme .
TpuBujaauzanujy gedunuiremo ca

a(z,X) :=71,0a(0,X).
[IpoBjepuMo 11a Cy YCJIOBH 33/ I0BOJHEHN.

w(a(z, X),a(z,Y)) = w(r, 0 a(0,X), 7. 0a(0,Y)) = w(a(0,X),a(0,Y)) = XTQY.
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Hospmumo nedununujy Kommm-llenneposor uniaekca 3a mersbe. Ilocmarpajvo mguja-
rpam
dept(x(0))

Too)M TowyM
T@(L-) Ta(ez’”'tr)
RZTL () RQn

Hexka je
o) -1
U(t) == (a(e®™,-)) " odd(x(0)) o a(l,").
U(t) je damuanja cuMIUIEKTHYIKIX MpecanKaBamba (Marpuna). [omro Baxu

V(1) := (a(1,-) " o dgr(z(0)) oL, ),

npecankaBatba V(1) u dgy(x(0)) cy camdma nma nMajy ucTe CONCTBEHE BPHjeAHOCTH. 360T
HejlereHeprcaHocTH 1etsbe x, do(z(0)) Hema 1 3a CONCTBEHY BpHjeTHOCT & O/aB/e HU
U(1). ¢g je upenturer, a To mosaadn V(0) = F. [Ipyrum pujeanma, myT CUMILIEKTHIKAX
marpuna V(t) 3amoBosbasa cse yciose u3 jgedpununuje Konsu-Ilenjgeposor unjekca.

Hedunnnuja 37. Kounmu-llenaepos unjexc 3a metwy © € P(H) je
(@) = n — oz (W),
riaje je ¥ aMuinja CUMILIEKTHYKAX MATPHUIA U3 MPETX0IHe KOHCTPYKIIHje.

Hedunuiuja je jgobpa 3axsasbyjyhu acdepuunocru. M3ocras/pajyhu Taj ycioB 3a
pa3anyduTe JMCKOBE Yija je 'PaHMIA TOCMAaTpaHa MeT/ba J00MjaMO Pa3IuduTe WHJIEKCe.

4.6 djopoBa XOMOJIOTHja

Cana cmo crnpevuan Ja gedurunemo OaopoBy XOMOJOTH]Yy Y MOTIYHO] aHAJIOTHjH
ca MopcoBoMm. IIpermocraBumo ja Baxke ycjioBH peryaapuoctd 3a H m J o kojuma he
KacHuje OUTH BUIIlE PUjedu, a 3aca/l ce 3a/I0BOJHUMO YMHEHUIIOM JIa Ce OHM MOTy 1mocTuhu
Bapupajyhu camo J wm camo H. CFy(H, J) je Zy BeKTOPCKH TPOCTOD TeHEPUCAH Ca

{r e P(H) : pu(z) =k}.
(x € P(H)) Ox:= Z n(z,y)y,
nez(y)=pcoz(z)—1

raje je n(z,y) O6poj Tavaka MHOTOCTPYKOCTH M\(y,x) (BumjeTH TEopeMmy . Haxon
POy KaBamka M0 JIMHEAPHOCTH [00MjaMO IPAHUTHE OMEPATOP, jep M3 KOMEHTapa HAKOH
Teopeme Ha OCHOBY HCTOT apryMeHTa Kao u 3a Mopcos caydaj mobmjamo 02 = 0.
XoMoJIOrujy 0BAKO KOHCTPYHCAHOT JIAHYACTOr KOMILTeKca HazuBamo PiopoBoM (03HAKA:
HF,(H,J)). Uma cvucaa pehu ,,@aoposa xomosioruja MEOrOCTpyKocTa M” | jep BaxKu

Teopema 28. Hexa cy (H*, J%), (Hﬁ, Jﬁ) u (H",J7) naposu xoju 3adosonasajy yciose
peayaaprocmu. Tada nocmoju npupodan u3omophusam

% HF, (M,w,H*,J*) — HF, (M,w, H?, J?).
" npumom sascu

P = PP P =i .
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Koncrpyknmja je ucra kao 3a Mopcos cayuaj. 3a gerasbe moraenaru [23).

OpaBre onMax Cadjemn
#P(H) > > dim HF,(H,J).

A oBo je moka3 ApHoIIOBe XHIOTe3e, jep 3a ayTOHOMaH XaMWITOHWjaH H Koju je y3
o u Mopc-CMmejioBa (byHKIMja ¥ OJHOCY HA METPUKY HHJIYKOBAHY ca (Takohe ayTOHOM-
uum) J nocroju t > 0 TakBo na ce Puoposa xomosoruja HF,(tH, J) cBoau va MopcoBy
HM,(tH,w(-, J-)) (3a kojy cmo ce Beh yBjepuin ja je usomopdha cunryaapuoj). [Tpurom,
O/, ,,CBOJIH TO/IPA3YMUjEBAMO HOJIY/apaibe CBUX eJieMeHATa U3 KOHCTPYKIUje OBUX XO-
MoJioruja (HOp. mHepuogudHe opbure cy KpuTHuHe Tavyke, Kownau-lIleHmepoB uHjekc -
MopcoB uHzEKC, . . .).

Y HapeaHUM TOTIONIAB/HUMA pa3zMOTpuheMo JeTa/bHUje HeKa 01 TBphema Koja cMo
OBJIje HaBeJIN.

4.7 Mmuorocrpykoct M(x~,xz*; H,J)

Teopema 29. Ilocmoju eyem ckyn J.., C C°(End(T'M)) ckopo xomnaexcruz cmpyk-
mypa makeux da je M(x~,x"; H, J) muozocmpyrocm dumensuje pp(x~) — pg(z™) sa
c6aro J € Jpey u xt € P(H).

Tpeba qokazatu na 3a cBako u € M(x~,x"; H, J) nocroju okonuna audpeomopdua
RY™ - Vexkopucruhemo Teopemy 0 NMIUIMIUTHO] (PYHKIMH 32 GECKOHAYHO JMMEH3HOHH
CJaydaj, IMTO 3HAYM JIa HAM je norpeban aMOWjentT.

Hexka je
X, CCY(RXxR/Z,u"TM)

BEKTOPCKH IIPOCTOP CBUX BEKTOPCKUX 110JbA KOja EKCHOHEHIIMJAJIHO O 1a]y KaJl s — £00.
Excrnonennujasno mpeciankaBame je JoKajgHu gudeomopduszam, ma ce cBaka GyHKIIHja
uy : R x R/Z — M noBospHO 6113y © KOja 3a710BOJbaBa HCTe (KAO u) TPAHUYHE YCJIOBE
MOZKe Ha jeJMHCTBEH HAYMH MpeJcTaBuTH Kao exp,(&), 3a £ € X,. Onaple, eqeMeHTH
ckyna M(z~,x%; H,J) y 6u3uHu © MOTY e BUJjeTH Kao HyJie DyHKIH]je

Fu: Xy — Xy,

Ful€) = 1u(€) ™' O, (exp, (€)),

upurom 7,(§) : T,M — Tiyp, (M o3HauaBa napase/iHH TPAHCIOPT JyK I'e0Je3H]jCKe

t — exp,(t), a
ou ou

8H7J(u) = % -+ Jt(u)a — VHt(u)
Hudepennujan ox F, y 0 je oneparop
Du : XU _> Xlt?
D& =V&+ J(w)Vi§+ (VeJ) (u)Ou + VeVH(u,t). (19)
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Heka je a : R x S! x R?" — w*T'M tpusujaiuzaiyja paciaojema uw*T M Takpa j1a BazkKu
Wl X, a.,Y)=X"QY, Joay, =Jy

Tana je

DX :=a 'D,(aX) = a ! (Vs(aX) + J(u)Vi(aX) + (VaxJ) (W)Ou + Vax VH (u,t)).

[Ipumjemyjyhu Jlajorunoso npasuio

DX =a ' (V)X 4+ ads X + J(u) (Vi) X + Jad, X + (VaxJ) (u)0pu + Vax VH(u,t))
= 0. X + Jo0:X + o ((Vsa) X + J(u)(Via) X + (VaxJ) (w)0pu + Vox VH(u, t)).

Tpehu cabupak oznaunmo ca SX, 1j. DX = 0, X + Jy0, X + SX. Marpune Ss; cy 10
Ha KOMIIAKTHY IMepTYpOalnjy CHMeTpHYHe, Ia He YMamwyjylim OmmTocT MOXKeMO IpeT-
IOCTABUTH JIa Cy CUMeTpudHe yBujeK (jep ce OpeaxoJMOBOCT He MUjerha IPU cabupamy
ca KOMIIAKTHUM OHEPATOPOM, IITaBUIle He MUjemba ce nu unjgeke OpepxoMoBor onepa-
TOpA, & TO je OHO IITa Hac oBAje mHTepecyje). CumerpuvHuM Marpunama Ss; MOKEMO
IPUAPYKUTH CUMILIEKTHUKe MaTpulie Wy, Ha Ha4uH onucaH jemoM (21, npenusnuje

Jod Wy + Sy Wy, =0, W,o=id.
Teopema 30. Axo je det (id —U*(1)) # 0, mada je 2ope dedunucarnu onepamop
D : WY (R x SHR*™) — L*(R x S'; R*™)
DPpedr0amos.

[Tpurom cy WH3(R x S, R?") u L?*(R x S'; R?") kommyierupama npocropa a X, y
HOpMaMa,

oo gl 2 too 1 3
letie= ([ [16)" w tehwes = ([ [ 16P 102+ 0gl?)

u marpuie UT cy nedpunucane ca

lim U, = U5

s—too
,HOK&S OB€ TeopeMe OOJIazKeMO 3a CJI)G,ZLehe IHOTIOIVIaB/bE.
ChangHO Kao 3a MyT CHMILIEKTHYKHX MaTPHIA, TadKa Mpecjenarma 3a MyT omepaTropa

A:R — L(W, H) je crakn peanan 6poj s 3a koju ker A(s) # {0}. VY mauku npecjenama
necdbunumemo GpopMy npecjenama ca

D(4,9) = (6 A)E)

Tauka mpecjernama je peryjapHa ako je oarosapajyha ¢gpopma memerenepucana.
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Heduunumja 38. Cuekrpannn Tok dhammimje oneparopa s — A(s) ca camo perymapunm
TagyKkaMa Tpecjernama je

pPe(A) = Z singI'(A, s),
rjje ce cabupa 1Mo CBUM TavyKaMma Mpecjernama.
TTocmarpajumo oneparop A = Jo2 +5(s,-) : WHA(R x R/Z; R*™) — L*(R x R/Z; R*")
(tama je D = 0s+A(s)). o ogpehennm ycmoBuMa Koje myT onepatopa A(s) 3ag0B0/paBa
Bugjeru |21]) nrnexc @peaxoamosor oneparopa D je jennax puPe¢(A). Josemthiemo y Be3y
L
uPe(A) ca Konnu-IlenjgepoBum uHaeKcom.

Jlema 24. A(s) uma ucme mauwke npecjeyarva Kao U NYmM CUMNACKMUNKUT MAMPUUAQ
s +— W1 u odeosapajyhe dopme npecjeyaroa cy usomopgre.
Joxas. Jokazahemo na € € ker A(s) ako u camo ako je &(t) = W,.& 3a nexo & €
ker (id =Wy 1) .
(<) Homro je & = ¥, 1§, npecnukapame t — VU, ;& nva momen S'.
d
dt
Omuocrno A(V(s,-)&) = 0.
(=) Axko je &(t) € ker A(s) taga cy &(t) u t — W,£(0) pjemema audepeniujame
jeTHadHe

(‘Ils,t£0) = 8t\115,t€0 - JOSS,t\I[s,t§O~

dz
JOE + Ss,t - 0

ca neruM nodetHuM yeraosuma E(0) = W, 0£(0), mTo 3HaYH 1A ¢y uaeHTHYHA (HA OCHOBY
Teopeme o jeguncrsenocrn). Crenujasno, nomro je £(t) 1-nepuopnano

£(0) = &(1) = ¥,,1£(0),
ma £(0) € ker (id =W, ;). Onaszne caujean
ker A(s) = {0} <= ker (id —V,,) = {0},

Tj. Tadke TMpecjerama ce MOKIanajy.
[IpecinkaBame

£ — £(0)
je msomopduzam m3mehy ker A(s) u ker (id -V, ;). Hoxazahemo na oBaj uzomopduszam
peBoJn jejiny (POpMy Ipecjenama y JApyry, Tj. ja BayKu

I'(A,5)(€) = T(¥(-, 1), 5)£(0).
OzHaammo ca :9\3,,5 dbaMuInjy CHUMeTpHYHUX MaTpUIla ojpeheHnx ca

o .
%\Ijs,t - J(]Ssﬂg\I/S’t. (20)

Tana je
A (UTSW) = (9,0)TSV + WT9,(ST) = (JoSU)TST — WT9,(Jod,s W)

= U515 — U 10,0, = —UT 5,0 — T Jod,(JoSW)
= 0TS0, 4+ U9, (SV) = v'9,SV.
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Wurerpaaehu mo ¢t ox 0 g0 1 mobujamo

1
qulss,llps,l - \IjrsI:()Ss,O\Ijs,O = / qutasss,tqjs,tdt-
0
Ocraje jorr ja npumujerumo aa je W S oWso =0 (360r Uyo =id u (20) ) u d—A = 0,5
: s

(jep omeparop JoO; He 3aBHUCH OJ S).

Jlema 25. index D = ¢y (\I/+> — Ucz (‘I/_) .

Jloxas. [23]. O

N3 GeckonavyHo-MMEH3MOHE TeOpeMe O UMILIUIUTHO] (PYHKIUjU U ITPETXOHUX JIEeMa
crujenn na je M(x~, 2", H, JJ) MHOTOCTPYKOCT JAMMEH3Hje HABEJEHE Y TEOPEMH aKo
je oneparop D, (sedunucan y (19)) HA 3a cako u € M(H,J). Ckyn cBux cKopo
KOMILIEKCHIUX CTPYKTYPa CalIACHHX Ca w 3a Koje je 0Baj yCJIOB 3aJ0BOJbeH (3a duKcaH
Xamurronujan H) o3naunmMo ca Jye,(H).

Jlema 26. J,, je eycm y C=(End(TM)).

Crenujanno, TPAHCBEP3AJTHOCT MOZKEMO mocTuhu Moaudukyjyhu camo J.
[Tomohy R nmejersa u(-,-) — u(- + s,-) Ha enxemenre muorocrpykocrn Mz~ xt; H, J)
MO2KeMO CMamUTH JuMeH3Hjy 3a 1. Ciryuaj Koju je HaMa HHTepeCaHTaH U3parkaBa cbeieha

Teopema 31. Axo je J € Jreg u pp(x™) — pu(zt) =1 mada je
M\(x_,x+;H, J)=M(z",x";H, J)/R

0—0UM€H6’U0HG7 KOMTNAKTMHA MHO20CTIPYKOCTT mj, KOHAYAH CRYTL ThaYakxda.

4.8 ®PpeaxoiMOBa Teopuja

Y oBoMm nornoriansby usnoxuhemo jokas reopeme 30| uparehn [2I]. Osznaunmo mnpo-
crope L*(SY; R?*™) u W12(SY; R*™) pesom ca H u W (y osom aujesy mehemo ciomumaru
Xamuarounjan H). Osu npocropu cy Xuiabeprosu n nukaysuja W — H je KOMIaKTHA
ca ryctuM panrom. Heka je

A(s): W — H,
A(S)E = Joo + SE.

Taza je oneparop D jennak Js + A(s). A uma cipeaehe ocobune

e A : R — L(W, H) je neupekujuo judepennujabuian y caaboj oLeparopcKoj
TOTIOJIOTU)U |

(3co > 0) (vt € R) (V& € W) |A(s)Ellr + [10:A(s)¢ll g < collélly - (21)

e Ako nocmarpamo A kao Heorpanuden oneparop Ha H ca momenom W, A je camoa -
JYHTOBAH 1

(3er > 0) (vt € R) (V& € W) [i€llyy < er (IIAG)EN + II€I17) - (22)
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e IlocToje unBepTuGUIHE onepaTopu AL € L(W, H) Takpu na

lim [|A(s) — AiHﬁ(W,H) = 0. (23)

t—+oo

Hedbunumumo n Xunbeprose upocrope (T° > 0)
H=L*RH), W=L*RW)nW"R, H),
H(T) = LX([-T.7]. H), W(T)=L*([-T,7],W)nW"*([-T.T], H),

ca HopMaMa (pesom)

lelt, = [l an et = [ (e + o) a

Jlema 27. Hexa cy X,Y u Z Banaxosu npocmopu, F : X — Y oepanuven, a K : X — Z
Komnaxmar onepamop. Axo nocmoju ¢ > 0 makeo da je

I€llx < c(IFElly + [1KEl,) (24)

3a & € X, mada je pane onepamopa F 3ameopen u jesepo my je KOHaAUHO-OUMEHSUOHO.

Jlokas. Heka je {&} un3 jequnnanux Bektopa u3 ker F'. Tlomro je & — &, € ker F' u ([24))
160 = &ellx < cll K& — K&l

Onagne, n3 Komujesoctu (nmog)anza K&, cimjenn Komujepoct (nomx)uusa &. [omro je K
KOMITAKTaH u & orpanndeH, Hu3 K¢, nMa KOHBEPTeHTaH MOJHN3, a Ha OCHOBY IPETXOHE
pedeHuIle u Hu3 & UMa KOHBepIreHTaH IMOIHU3. YIPaBo CMO JIoKa3aju Ja je chepa y ker F
KOMITAKTHA, HO TO jeé OCOOMHA MCKJ/bYYNBO KOHATHO-TUMEH3MOHUX IIPOCTOPA.

JTokaxkumo sa je panr 3arBopen. Heka je oy uu3 y X takas ja je ]}Lrgo Fay = 3. Ako je

(yp OIPAHMYEH, TAJA IIOCTOJU HHEroB 10HN3 (03HAYEH UCTO) TakaB aa Koy KOHBEprupa.
Taza, kopucrehn oner ((24),

oy — al| < c(|Fay — Fay|| + [[ Koy — Kayl]) -

Buamo ja cy Fay n Koy Komujesu, camjenn u oy, je Komujes, 1j. koHBeprupa (Ka HEKOM
a). F je wenpexknman, na je Fa = f.

[IpetmocTaBuMO caja ja «j HUje orpaHutdeH. Ha oCHOBY TeopeMme O KOMILIETHPA®mY MOC-
Toju 3aTBUpeH norupocTop V takas ga je X = ker F'@® V. Ako mocToju mogHu3 O () ¥
ker F' tana je f§ = 0 = F0. IIpermocraBuMo Ja TakaB MOJHU3 HE MOCTOjU, TaJla TMOCTOjU
MOJIHU3 YMjU €JIeMEHTH MUMajy HeHysa npojeknuje na V' u uuje Hopme hpopMHPajy CTporo
pactyhu uu3. IlocmarpajMo HU3 7y, THX H$0jeKqua (F nma ucTy BPHjeIHOCT HA BEKTODY

k

17l
apryMeHT MMa MOJHU3 KOju KOoHBeprupa Ka HekoM 7y (€ V jep je V 3arBopen). Tana

F
Fy= limF(l> — lim ~* — lim i:O.
AN T A 0 I 0

Onagre, v € ker FNV = {0} = = 0. Aiu 0BO je KOHTPAUKIIH]jaA jep

-

U Ha BeroBoj npojexiuju Ha V). Hus je orpanuden, Ia rnoHas/bajyhu nperxoinu

Yk
H’Yk“

0=l =

. Yk .
lim = lim
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Jlema 28. 3a ceaxo T > 0 unraysuja W(T) — H(T) je xomnaxman onepamop.
Joxas. [21]. O

Jlema 29. Ilocmoje xoncmanme ¢, T’ > 0 makee da je

€l < ¢ (I€lr) + D€ (25)

3a ceako £ € W.

Jlokas. TIpeo hemo nokaszaru onjeny 3a T' = oco. Heka je £ € CO(R, W).

+o0o

an;=H@§+Ami=n@a@+nAmi+2/<@@A@ds

400 ®
£ [10u€ll5, + 14813, — / (€, 0,A8) ds = ||€ ]l + IIAEN, — co 1€l NEN 2w

g 8 2 1 2 2
2 110513+ €l wy = 1€l = coll€llag l1€ll 2 w)

1 cgc1

1
21068+ e el — (1+ 52 ) el > o el — < el

D 0, (€, AL) = (0, AS) + (£, 05(A)€) + (£, ADE) = 2(0:8, AS) + (£, 05(A)¢)
Y HoC/beIb0j jeTHAKOCTH KOPUCTUIN CMO Ja je A caMoa/jyHroBan. £ je ca KOMIaK-

THHUM HOCa4Y€eM IIa
—+00

05 (€, A€) = (€, AG|TX =0

@ Kopucruvmo Komn-IlTsapuosy nejesnakocr, a satum [|05AE |, < co [|€]| 12 ), mro

je nocspemuna ([21)).
@ 360r (22

@ JIujesrehu HejeanaxocT

2
2
0 < (el ary — cocr lElle) = e 2wy — 2610 1€l Il ogeary + B3 €3
ca 2¢; nobujamo

1 9 CCl
5, V€0 = o el N oy > =5

€l -

® |||, = ||§Hi2(R’W) +10:€15,, ¢ =1+ C%;l, M KOHCTAHTY €] MOXKEMO M3a0paTw
Behy ox 1.

CP(R, W) jeryer y Huy W, na je oBEM J0Ka3aHa HEjeTHAKOCT y OBOM CJIy4ajy.

Axo je A(s) = Ay xKoHCTaHTaH, OHjeKTUBAH OMEPATOP, JOKAKUMO 13 BayKH

1€y < el D€Ly, - (26)
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O3HaYIMO ca f OypujeoBy Tpancdhopmanujy o &. Tana je

—

iwé(w) + Aoé(w) = D(€)(w).

[Tpumjemyjyhiu Komu-IIBapiosy Hejeanakoct un kopucrehu (Ao(, () € R (360r cumerpu-
qHOCTH oneparopa Ag) jobujamo

liw¢ + AoCll 7 €1 = [GiwC + AoC, O = Jiw €I + (AoC, O] = [iw I ] = lwl ISz

OIHOCHO

ol 1€l < lisoC + AoCll (27)
Heka je ¢ = HAalHL(H
Il < el 4o€l
tesopuerheo [€lly = €] 1€l = €], 0 0

12 +o0 9 400 9 +oo
L= [ el as < [ llaglds= [ ] o

oo > = (28)
<8[m<

2 ® too N (12
)dw:cz/ Hz’wf—i—AOSH dw
H H
@ jep je Ag cumerpuuan na je 30up MocsbeIba JiBa cabupka y cbeaehoj jeanakoctu 0.

Kopucrehn (C=&m no6ujaMo
9 +o0 ) ) +o0
lets = [ (it + naweiizas = [ (

-/ (e

= (1+)||Dg3,.

/M
—00

12 )
+w
H

[ = s, s, G ) ()

2
)dw
H

2 12 +o9 R 12
—i—w2H§H )dw< (02+1)/ Hiwg%—A(fH ds
w H _ H

[e.e]

~l12
§
w

Jokaxumo caga gemy. 36or (23) u (26)), mocroje koncraure ¢, T > 0 Takse na 3a
cBako £ € W Baxn

§s)=0sals|<T -1 =[]l <cllDElly (29)

Heka je §: R — [0, 1] rmatka dynknuja taksa na je f(s) = 03a |s| > T u 5(s) =1 3a
|s| < T — 1. Ha B¢ npumjemyjemo Beli gokaszany Hejennakoct 3a T = oo, a Ha (1 — ()&

(29).

1€l = 188 + (1 = B)Ellw < MBI + 111 = B)Ellw
< e (1Bl + 1DBE N, + 1D(L = B)Ell4,)

gca(uﬁfnﬁa»+-HDﬁ”H)'
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Teopema 32. Ilpemnocmasumo da &,n € H 3adosonwasajy (Osp — Ap, &)y, + (d,m)4, =0
3a ceaky Pynryujy ¢ € CP(R,W). Tada £ € W u DE = n.

Joxasz. [21]. O
Teopema 33. Onepamop D je @pedxroimos.

Jloxas. Ha ocnoy nema 27 28 u[29] D nma KoOHAUHO-IMMEH3HOHO je3rpo U 3aTBOPEH PAHT.
[Tomro Baxku Teopema KO-je3rpo oueparopa D je jesrpo opeparopa ds — A : W — H
KOje je KOHAYHO-IMMEH3NOHO jep Ha 0Ba] OIepaTop MOYKEMO TPUMUjEHUTH UCTE apTYMEHTE
Kao 3a D. O]

4.9 KoMmmakTHOCT

Teopema 34. 3a ceaku nus u, € M (depurnuyuja U 34 CBAKU KOMNAKMAH NOOCKYN
K C R x R/Z nocmoju noonus (00 {u,}) xoju ca useoduma xonsepaupa pashomjepro xa
ueM na K.

Kopucrutiemo cipesehy nemy umju ce mokas mozke Hafin y [22].

Jlema 30. Hexa je G C C omeopen domen. Tada 3a cearxu Hu3 240MKUL Pjewersa
u : G = M jeonavune (12)) xoju sadosomasa

sup || V| oo ) < 00
keN

u ceaku xomnarman nodckyn K C G nocmoju nodnu3d Koju KoHBEP2UPG PABHOMIEPHO €O
ceojum u3soduma Ha K.

IIpuTom

ou

ou
%(57 t)

E(s,t}‘} L (s,t) € G}.

Jokas meopeme [34) 36or seme [30] qoBosbHO je pokazarn

Y

VUl o () = sup {max {

sup [|Vul| o ) < o0
ueM

[TpernocraBumo cynporuo. Tajga mocroju Hus uy € M takas jna
¢k = ([ Vgl poo () — 0.

Hapagno, u3 Teopeme [26| ciimjein 1a je 3a cBako k € N 6poj ¢, orpanmden. Heka je

() = <zk + i) ,

Ck
rjje je 2 = Si + it; TaKaB /1a BayKH

ou

Vg (2)] := max {‘&(zk) du

E(Zk)

9

C
o
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[TommTo je

oy, 1 Ouy z ovy, 1 0wy z
g(z)— cx Os (zk—l—ck)’ ot (Z)_ck ot (zk+ck)’

v 33J10BOJbaBa cibenehe

1
Vor(0)] 2 5, [IVOk]l ey < 00, (30)
(%k 8Uk t
— — H ty+— | = 31
2 (o >at+6kv (+) 0 31)
2 400 ptp+1 ®
/ Oui | _ / 8“’“ / / % dtds £ 2E(uy) < C. (32)
Be,,(0) 0s Bi (1)
@ jep je ug(s,t) l-mepuoguuno 1o t,
+00 “+o00 te+1 2
/ / 8“’“ dtds:/ / Ol s = Buy).
oo Jt, ds

@ 360r Jeme

Us i cIMje]u Ja HU3 vy 3a/0Bo/baBa yciaose jeme [30] (ne 6am jep XaMuaroHu-
JaHH HUCY UCTH 3a CBe YJIaHOBe HU3a, aJli U Yy OBOM CJy4ajy Baxku JeMma (30 Tj. meH
AHAJIOr ), 114 HOCTOJU MOAHU3 KOju (ca M3BOJMMA) KOHBEPIHPA PABHOMjEPHO HA KOMIIAKT-
anm nogckynosuma o C. 'panmuna pyukumja v : C — M je mrarka u 3a10BO/baBa

@2
C@s

ov ov
Vu(0) # 0, s + J(U)E =0,

< 0Q.

[TomTo v UMa KOHAYHY TOBPIIUHY (HEje THAKOCT U3 MOC/be/Ier pejia) Ha OCHOBY TeOpeMe
0 oTKJamamy cunryisapurera (treopema 3.6 y [18]) comjenn ma ce v Mozke HpOIYKUATH
na S = C U {oo}. Mebhyrum, 360r yciaosa acdepuvHOCTH He MOCTOjH HEKOHCTAHTHA
xonomopdna kpusa S? — M. Konrpaankmuja! O]

TeopeMa 35. Hexa je up € M(y, ), mada nocmoju nodwus (0snavern ucmo) u Hu3

sp €R, j=1,...,m maxo da ui(s+ s,t) Kousepeupa ca c60jum U3600UMA PAGHOMIEPHO

na xomnaxmuma xa u? € M(x?, 7Y, Ipumom, 9 € P(H), 2° =z, 2™ = y u sasrcu

pa (™) > pa (™) > > e (a0).

Baxku u o6puyTo, Tj. ako ckyn {u/} 3aj0Bo/baBa HaBejieHe yCJIOBE, OHJA MOCTOjH
i3 up € M(y,r) Koju Ka memy ,KoHBeprupa’ Ha rope onucan HadwH. Onapie, ako je

pr(x”) — pr(2h) =2, ckyn

U M. y) x My, a*)

prE(@t)<pr(y)<pm(z~)

MOZKEMO BH/IjeTH KAo Ipanuiyy 1-auvensuone muorocrpykocrn M(x~ ™).
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4.10 Cuayuaj ayToHOMHOT XaMMUJITOHUjaHA

Teopema 36. Ilepuod nexoncmarnmmuoz nepuoduyunoz pjeuersa jedHaure

edje je I : R™ D Q — R™ Jlunwuyosa pynrkyuja ca xowcmarmom L, nuje marou 00 27”
Jokas oBor TBphema Moxke ce nahu y [25].

Jlema 31. llocmoju € > 0 mako da cee nexkoncmarnmme nepuoduyre opoume 36 aYmoHo-
marn Xamuamonujar H umajy munumasru nepuod 6ap €.

Zoxas. loxaxkumo ja TBpheme BayKu y caydajy jia opOuTa nmpumajaa oTBopeHom ckyiy U
quje je 3aTBOpeme callpKaHo y Kaptu V (@ je ogrosapajyhie KOOpIHHATHO HPECTUKABATDE ).
Jemnaunna & = Xy (x) y KapT uMa 00JIHK.

i, = (0. Xp) (pozop™).

[Tepuoau nersbe vHa M u oarosapajyhe merwe y ¢(U) cy ncru. o(U) C o(U) , (U) je
KOMITaKTaH 1 00jekTH ca kojum pagumo cy C'*. Onpasae ¢, Xy je Jlummunosa ¢yukimja,
ma Ha OCHOBY TeopeMme , nepuo opbure je 6ap ¢ (€9 3aBucu camo ox ckymnosa U, V).

Jlokazkumo cajia 3a Mpou3BOJbHY HeT/by. lIpermocraBumo cynpoTHO, Tj. Ja& MOCTOjU
HiU3 XaMHJITOHOBHUX [ET/bH 4iju nepuoau texke Hyau. Hexka je {U;} konauan mokpubad
muorocrpykoctn M Takas xa U; C V; taje cy V; xapre, ca ¢; o3HaunMo oxrosapajyha
orpaHmyera nepuosa, a ca A Jleberop 6poj nokpusada {U;}.

[Tomro je M kommakTha | Xpy| < C 3a #Heko C' u ¢Baky TauKy MHOrOCTpyKocTH. QnujeH-
UMO JTyKUHY XaMUJITOHOBE MET/be MePHoa 7.

T d T
l(v):/o i dt:/o 1 Xy| < rC.

dt
Kao nocweauna diam(y) < 7C. 3a 10BOJBHO Majio T Iujamerap metT/be fie GuTH Mamu
O A IITO 3HA4YM Ja he mersba OMTH calap:kaHa y jemHoM U;. A 3a 7 Mame o1 € = ming;
JI00MjaMO KOHTPAIUKIIN]Y. O

Teopema 37. [locmoju crkopo KomnaekcHa cmpykmypa J 3a K0JjYy 8asHcCU:

Axo je H : M — R Mopcosa gynxuyuja wuju je epadujernmmu mox Mopc-Cmejrosoe muna
y 00nocy Ha mempuky undykosany ca J, mada nocmoju xoncmanma 1o > 0 maxea da je
CBAKO PJEWErE JEOHAMUHE

ou ou
s + J(u)a —7VH(u) =0,

lim wu(s,t) = z*,
s—+oo

36 T < Ty, HE3GBUCHO 00 t.

3a goka3 norstemarn gemy 7.1y [13].
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JIlema 32. Axo je x nedezenepucana kpumunna mavka aymoromnoz Xamuaimonujara H,
mada je

Ind_p(2) = (@),

NPUMOM Ca AUje6e CMPAHE T je Mavka, G ca decke konemanmua nemaa x @ [0, 1] — M.

Jloxas. 3aap:kaBaMo O3HAKe U IPETIOCTaBKe u3 gokasa jgeme[15l Vckopucruhemo nedumnu-
uujy 36| Konnu-Ilenaeposor unjgexca. ITomrro je

_0*H _ 9*H

: _ Opd 0q?
ld _¢t* (0) =t 82117{‘1 82[?[ )

Op? Opdq

M MaTPUIA Ca JeCHe CTpaHe HeJereHepucana, myT ¢ (0) CHMIUIEKTHIKUX MATPUIA HeMa
Tadaka Inpecjernama. OaaBje

ez (¢(0)) = %sign(So),

raje je S nedunucano ca

d

%Cbt*(o) = JOStht*(O)'
[Tomrro je ¢g.(0) = id

d E 9°H 9’H 9°H 9°H

_ _ pd dq2 _ opdq  0¢?
So = —Joa%ﬂ(o) = {—E 1 e eu| = | ®H |

Op? Opdq Op? Opdq

piez(6(0)) = %sign (-=D’H) = = (2n — 2Ind_g(z)) = n — Ind_p(z).

Ha ocuoBy nedunuiuje

o (x) = n — pez (¢ (0) = Ind_g(z).
O

UzaGepumo J u3 teopeme 37 Ha ocuoBy teopeme 6.6 y [6] nocroju Mope-Cumejnosa
dbynxnuja H : M — Ry ognocy Ha Merpuky w(-, J-). 36or seme [31]nocroju e € (0,7) (70
je m3 Teopeme TaKBO Jla Cy mnepuojntHe opoutre XaMuaTOHHjaHAa € H caMo KpuTHIHE
rauke pyuknuja e H. Ilrapurme, yeanjen geme Konnu-Ilenaepos nHmIekc y oHOCY Ha
eH n Mopcos unjeke y ojiHOcy Ha —eH cy ncrnm 3a cBaky KpUTHYHY Tadky. Ha ocHOBY

TeopeMme [37]
% =V(eH)(u) <= wueMl(H,J),
Tj.
(Ve,y e H) M_.gy(z,y) = M(x,y;eH, J).
13 cBera osora
HF.(eH,J)= HM,(—eH,w(-,J-)) = HM.,.
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Ha 6ucmo mujeBy crpany usjeanaunsn ca H F, octaje na mokaxkemo na (€ H, J) 3a10B0/baBa
YCJIOBE PeryJapHOCTH. A TO BaxKH jep

0 0 0

—+J— —-eVH = ——-¢VH

0s ot ds
wa M(eH, J). Tlomro je —e H Mopc-Cwmejoor Tuna y ogHocy Ha w(-, J-), tuHeapusanuja
necue crpane je HA, ma 1o Baku u 3a JinjeBy CTpaHy.

IMocwenuna 6. Daoposa romonoz2uja je U30MOPPHA CUHRYAGDPHO] TOMOAOUIU MHO20-
CMPYKOCMAL.

4.11 Pjgoposa xomoJiornja 3a JlarpaH>keBe IIpecjeke

daopoBa xoMosorHja 3a Jlarpankese mpecjeke yommTaBa PIopoBy XOMOJIOTH)Y 3a
XaMUJITOHOBE IeT/be U Y u3BjecTHOM cMmucty MopcoBy XOMOJIOTH]Y.

Heka cy L, L’ nsuje JlarpankeBe MOAMHONOCTPYKOCTH CHMILIEKTHYKE MHOTOCTPYKO-
ctu M. [TocmaTpajmo mpocTop myTeBa

v € C™([0,1], M)

ca rparnaanM yeaosuma y(0) € L, y(1) € L. TlpernocraBumo Ja 3a cBaka aBa ImyTa 7o, Y1

u3 oBor mpocropa nocroju xomoromuja 7y : [0,1]° = M, (0,1) = ~o(t), v(1,1) = ~1(t)

KPO3 Taj mpocTop (Tj. 3a cBako s OyT s je u3 C([0,1], M) u cuaja L u L').
Heduauimumo byHKIMOHA JejCTBA HA TOPE ONUCAHOM IPOCTOPY MyTeBa ca

Ayo(m) = / Yw.
[0,1]

[IpuTom cMmo bukcupaIn ¥y, a 7y je Xomoromnuja uaMehy vy 1 1 3a Kojy CMO IPeTIOCTABUIH
na nocroju. A, je mobpo meduHHCAH U 3a Pa3THIATO Y, MHjera Ce 33 KOHCTAHTY.
Onasre, n3B01 0BOr (OYHKITHOHAJIA

(dA) (2)(€) = / w(#(t), &)dt (33)

He 3aBUCH 0] Yo (KOje CMO M M30CTABWIN). T je KpUTHIHA Tadka dyHKiuonata A, axko n
caMo aKo je KOHCTaHTaH myT Koju cunaja L u L', 1j. cimka oj x je nmpecjedHa Tavyka OBHX
JlarpauzxkeBux noamuorocrpykoctu. Ilpernocrasuwhemo L M L' (oBo ofrosapa yciaoBy
HeJIETeHEPUCAHOCTH KPUTHIHUX TaYaKa).
Y oHOCY Ha CKaJapHU MPOU3BO/I, TeWHUCAH CIUIHO KAO Y MOTIOTJIABEY rpajin-
jent ox A, je
grad A, (z) = Ji(t).

Osmaunmo ca M(p,q, L, L') ckyn jmHuja TpaujeHTHOT TOKA KOje Clajajy KPUTHIHE
Tadyke p,q. Jlunuje rpaJiujeHTHOr TOKA Cy 3alpaBo 1ceypo-xojomopduu jauckosu. Iloj
onpehenum ycmopuma (crpana 281 y [6]) ckyn M(p, q, L, L') je MEHOrOCTPYKOCT H TIOCTOjH
rpaayucame p: LN L — 7Z takBo na je

dim M(p, q, L, L") = pu(p) — p(q).
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AHAJIOTHO ONUCAHOM Y OBOM TOIJIAB/BY MOXKeMO KoHCTpyucatu PJiopoBy XOMOJIOTH]Y 3a

JlarpamzkeBe mpecjeke
HF.(L,L").

[Tpumjep @ Hac Boan Ka PopoBoj Teopuju 3a XaMuITOHOBe HeTshe (TocmaTpaMo rpaduk
Xamuaronosor audeomopdusma o1, rije je ¢, XaMHITOHOB TOK), a HpI/IMjepKa MopcoBoj
Teopuju (mocmarpamo 3arsopeny dbopmy df, rje je f MopcoBa dyHKuja, 3a BUIILe je-
tasba moriaegaru [10]).
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5 IIpumjena Ha reoge3ujcke y XodepoBoj reoMeTpuju

3a nokaze (mim gasbe pedepeHiie) UHEeHHIA KOje CIIOMUEEMO Y OBOM MOIJIABIBY
norstegaru [19] wiu [2].

Heka je Ham (M, w) rpyna Xamurronoux audeomopduzama na M. Ca X oznadqumo
JeTMHCTBEHO BEKTOPCKO TOJbe 3a KOje BarKu

X_.w=dH.

H je jequncrseno oapeheno ca X 1o Ha KoHcTauTy. Jla 6mcmo ce oc1060auau oBora ,, 10
Ha KOHCTaHTYy cy3uheMo Kjacy XaMUJITOHUjaHA.

Hedbunnnuja 39. Heka je A = A(M) npoctop (BEKTOPCKH) CBUX INIATKUX (DYHKITH]jA
F: M — R takBux 1a je

An __ :
o [,, Fw"" =0, ako je M 3arBopeHa
e [ je ca KOMIAKTHUM HOCa4YeM ako je M HeKOMIIaKTHA.

Ba Xamuaronujan H : M x I — R kaxkeMo Ja je HOpMaJIM30BaH aKo 3a CBako t € [
dbyuxmuja H, € A(M) u (y cayuajy na je M HeKOMIAKTHA) aKO MOCTOjH KOMIAKTAH CKYII
K C M xoju caapxku nHocaue dhyuknnja H;. CKym ¢BUX HOpMaJIN30BaHUX XaMUJITOHU-
jaHa o3HavaBaMo ca JF.

Ham(M,w) je Jlujesa noarpyua rpyue Diff (M) csux audeomopduszama muorocrpy-
koctu M. TaHreHTHU BEKTOD y jeUHUIIN je

d
L ) = X
dt t:g"”) o

nputom je h Xamuarouos jaudpeomopduszam remepucan Xamuaronujanom H;. Opasne,
A(M) mozxemo ocmarparu kao JlujeBy anrebpy Jlujese rpyne Ham (M, w).

C/MaHO, TAHTEHTHU BEKTOP XAMHUJITOHOBOT TyTa h; ¥ Ta4Ku { = S MOXKEMO WJIEHTH-
dbukosatu ca Hy. 3naun, A(M) npeicrasiba TaHTeHTHH TTPOCTOp He camo y id Beli m y
om0 kK0joj apyroj tauku rpymne Ham(M, w).

5.1 Mjepeme pacrojamma y Ham(M,w)

[loctynuhemo y anajgoruju ca KOHA4YHO-AUMEH3HOHUM cjaydajeM. Tamo je pacrojare
u3Mely aBuje Tauke MHMDUMYM Iy:KHHA KPUBHX KOje MX Cllajajy, a JAy:KHHA KpHBE je
UHTErPaJI JlyKUHE TAHTCHTHOI BEKTOPA.

[Tounumo, 3aro, ca ysobemem mopme ||-|| ma A(M) (tume 3anpaso gedumumemo
®uncepoBy Merpuky Ha Ham(M,w)). Hamernyhewmo jorr jenan yciaos

|H| = |Hooll, sa ¢€Ham(M,w).

OBO je eKBMBAJIEHTHO Ca YCJOBOM Ja je JujeBo aejcrBo rpymne Ham(M,w) na camy cebe
uzomerpuja. Ilpupoauo je Tpazxkuru ||| mehy cpenehium HopMama
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e p HOpMA:
1
P
Hmuz(@MWwM),p>L

|H||,, = max H — min H.

® 0O HOpMaA:

Omnpepgjeanhenmo ce 3a Lo, u3 map no6pux pasJjora kKoje hemo HaBecTu KacHuje (Teopema

38).

Hedunnnnuja 40. Heka je {h;}, t € [a, b] XaMUATOHOB IIyT reHEpUCAH HOPMATH30BAHIM
Xavuaroamjanom H. Tama

ayxuaa({h;}) / || Hy| dt.
Hedbunnnuja 41. Pacrojame usmehy asa Xamuiaronosa gudeomopdusma o u 3 je

p(a, B) = inf nyxuna({¢}),

rije je nHUMYM y3eT Mo CBUM XaMIJITOHOBUM myTeBuMa { ¢, }, t € [a, b], Koju 3a10B0BABA]Y

¢a:aa¢b:/8'

p uMa csbesehe ocodbune

o pla, B) = p(B, ),

e p(a, B)+ p(B,7v) = pla,y) (HejemnakocT Tpoyria),

e pla,B) =0,

e p(a, ) = play, B7) = plya, 1), (Gmmmapmjanrrocr)

3a cBe a, 3,7 € Ham(M,w). p je ckopo merpuka. OHO 1ITO je 33 METPUKY jOIIT HOTPEGHO
je HeJlereHepucaHoCT, Tj.

pla, ) =0 = a=p.

Ann m To BaxKm 3axBasbyjyhim usbopy oo HOpMe.

Teopema 38. Ilceydo-mempura po je nedezenepucana, 00 p, 36 KOHAYHO D HUCY (NPUMOM
je jacno wma 060 03navasa). Illlmasuwe, akxo je mHozocmpykocm zameopena mada je
pp = 0.
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5.2 Teonesujcke y Ham(M, w)

Y PumanoBoj reoMerpuju reojie3ujcke cy ekcrpemasie pyHkmuonasa jgyxune. Ha
CJAMYaH HAYUH YKEJUMO Ja JehUHUTIEMO reoje3njcke y XodepoBoj TeOMeTpHjH.

Heka je hy, t € [a,b] rranax myT y Ham(M,w). Hberosa Bapujaruja je rrarka baMui-
uja nyresa {h .}, t € [a,b], € € (—£¢,&0) TakBa 14 je

ha,s = hfa> hb,s = hb7 ht,O = ht-

[IpernocTaB/baMo Jla je Hocad cBakor jgudeoMopdusMa u3 oBe aMuiuje cajaprkan y
KOMIIaKTHOM cKymny. OyHKIWOHAI IyKUHE je
b b
1(5):/ ||H(-,t,5)||dt:/ (max Pz t,2) — min Pz t,)) dt.
a a x xX

1 oBaje nacraje mpobseM jep [ me mopa ja Oyie jaudepennujabuina, Tako 13 He MOKEMO
reojie3njcke AeUHUCATH IHPEKTHO Ka0 KPUTUIHE TaduKe Of [.

JIema 33. Ilocmoju xousexcra dynkuyuje u(e) u koncmarnme C,0 > 0 mako da easrcu
(Ve € (—6,6)) |i(e) —u(e)| < Ce2

Hedunnnuuja 42. Iyt {h;} je reogesujcka axo ||H (-, t)|| He 3aBucu o1t n ako je e =0
Tauka MunuMyMa dynkiuje u(e) u3 aeme 33

Hedwnrumnmja je 100pa u mojyaapa ce ca O4eKHBAHOM y ciydajy Kaja je [(€) riarka.

Hedbununuja 43. 3a ¢yukuujy H € F kaxkemo jga uMa (PUKCHE eKCTPeMe aKo IMOCToje
apuje Tauxe = € M TakBe 1a je

H(x ,t)=min H(x,t) u H(z",t) = max H(x,t)

u H(z",t) — H(x™,t) e 3aBucu o t.

Teopema 39. Ilym {h;} je eeodesujcka axo u camo ako 00208apajyh, HOPMAAU3OEAHU
Xamuamonujar uma purcre excmpeme.

3a reomesujeky {h:}, t € I KaxxeMo ja je JOKAJIHO MHHHMAJIHA aKO 3a CBaKo t € [
nocroju okosmaa U C I oz t Taksa ma 3a cBako a,b € U nyr {h;}, t € [a, b] MmuanME3yje
JIYZKWHY Y XOMOTOTICKO] KJIACH TyTeBa ca (PUKCHUM KPajeBHMA.

5.3 IIpumjena PjopoBe Teopuje

Teopema 40. Heka je (M,w) sameopena, acepusna, CuMniekmuika MHO20CPYKOCM.
Tada ceaxa jednonapamemapcra nodepyna od Ham(M, w) xoja je eenepucana eenepurkum
aymonomrum XaMusmoHUjGHOM je AOKAAHO MUHUMAAHG.

Heka je G Hopmammzosana MopcoBa (dpyHKIIHja ca je TMHCTBEHUM TadKaMa aIlCoTyTHOT
MEHEMYMa 1 MakcumyMa (2F). Oxrosapajyhn XaMunTonos Tok ozaaunmo ca {g;}. Hexka
je mame {fi}, t € [0,1] XamumaronoB Tok xomoronan ca {g., t € [0,1]} ca dbukcaum
KpajeBuma u F' € F HEros HOpMaJIU30BaAHN XAMUJITOHUjAH.
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Wzabepumo TeHEepUUIKy CKOPO KOMILIEKCHY CTPYKTYpy Jo. U3 Jseme u cBoberma
®yiopose xomostoruje Ha MopcoBy (ommcanor y mormoriassby [4.10) snamo ma je xt xo-
moutomiku ecernujaana 3a Paopos nangactu Kommieke CFy(eG, Jy), 3a JOBOBHO MAJIO
€. 2KeyimumMo TO Jla MOCTUTHEMO 3a JIAHYACTU KOMILIEKC NPUIPYKEeH XaMuiIToHujany F.

h; := f, 0 g5 je KORTPAKTHOWIHA HeT/hba XaMHUITOHOBUX mudeomopdusama. Heka je
J(t) = h;,' Johs.. Toxkaszahiemo ma ce CF,(eG, Jy) moxe muentudukosaru ca CF,(F,.J)
nomohy mpecinkaBamwa (LM je Kao U paHuje TPOCTOP KOHTPAKTUOUIHUX HeT/bu Ha M)

ThiﬁM%EM,

Th(v) = {h(v() }epoy -

[TpoBjepuMo Kako ce MoHalajy MeTpuka u (DyHKIIMOHAJ JIe]CTBA ITPU OBOM MIPEC/TINKABATILY .
Trw(, Jor) = w(hier, Johis') = w(-, byt Joheer) = w(-, J(t)-)

Jlema 34. Axo je h(F) nopmasusosarnu Xamuamonujar xoju eenepuwe mok hy ' o fy,
mada

(7)) Ar = Aur).
Jlema 35. Ilemwma 27 (t) := fi(x™1) je zomosowru ecenyujarna y CF.(F,J).
Cauvno BaKu U 3a £~ ofHOCHO 2~ (1) := fi(z™).

Jlema 36. Vz 20pe nasedere npemnocmaske sasce coedehe nejednarxocmu

1
/ max F'(z,t) > emax G,
0 T

1
/ min F'(z,t) < eminG.
0 x

Jlokas. Heka je 6 € (0,¢) u a(s) meonamajyha peanna dyHKIuja uieHTHIKE jeaHaka 0
3as<0mlzas=>1.

Fy(z,t) :== (1 —a(s))0G(z) + a(s)F(x,t)

3a6epuMO U TeHepUYKH YT CKOPO KOMILIEKCHHX CTPYKTYpa KOju ce moayxapa ca .Jy
u J(t) perom 3a s < 0 u s > 1. Kopucrehu snemy [35| n nctu apryment Kao y moKasy
nocsbesnne (3 3akspydyjemo na nocroju y € P(JG) raxsa ga je b(zT,27) # 0. To 3nauu
J1a TIOCTOJU Pjernerhe U jeJHaUInHe

Osu + J5(t)Opu = VFs(u(s, t),t),
lim wu(s,t) =y, lm wu(s,t)=2z2"(t).
§——00 S—+00

(V je y oaHOCY Ha MeTDHKY HHIYKOBaHYy ca Jg, ma Takohe 3aBucu of s). Ilocrynajyhu
Kao y nokazy Jjeme [20] nobujamo

E(u):/_:o /01 A (u(s, 1), 1) (%) dtds—k/B:;L*w—/zzf*w.
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Kopucrehn

SRu(s,0).0) = aF(uls0,0) (51 ) + S tuts 01,0
= dEu(s,0).0) (52 ) 4 866) (Flat) = 66)
E(u) = Asc(y) /m/ s,t),t) — 6G(u(s,t))) dtds
~ Aialy) — Ar() + [ il / (3G (uls, 1) — Fu(s, 1),1)) dtds

o0

+OO (34)
< Asa(z) — Ap(zH) + / /max (0G(x) — F(x,1)) dtds

= Asq(27) — /max 0G(z) — F(xz,t))dt.

13 neme [34) n yumenune ga ce 3a KOHCTaHTHE OpPOMTE ayTOHOMHOI XaMHJITOHUjaHa (yH-
KIIMOHAJI JIe]CTBA CBOJYM HA HETaTHBHY BPHjEJHOCT XAMUJITOHHUjAHA Y TO] TAYKU CJIUjEIH

Ap(z7) = Ag(z7) = —eminG, Asq(z7) < dmax(—G) = —0minG.

OBo 3ajesiHO ca u E(u) > 0 Boan Ka HejeHAKOCTH
5m1nG—|—5m1nG—|—/ max (0G(z) — F(x,t))dt.

d € (0,¢) MozxkeMo u3abparu HPOU3BOJHHO MaJIO, 11a

1

0 <emind +/ max(—F(z,t))dt.

0 x

Wnn, npyraduje 3anucaHo
/ mlnF (z,t)dt < eminG.

Canano 106ujamo u Apyry HejeHakocT (yMjecTo 2~ y3MeMo 21 u KOpUCTHMO XOMOTONHjY
on F' 10 0G ywmjecto on G no F kao 1o je oBije GHO caydaj). n

Teopema 40| cianjen JUPEKTHO U3 OBE JIEMe.
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