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Predgovor

Ovaj rad uglavnom ima oblik preglednog qlanka u kome su opisane Morsova i
Florova teorija kao i neke �ihove primjene. Iz tog razloga dokazi mnogih tvr�e�a
su izostav	eni i date su samo reference. Problem do�e ocjene broja kritiqnih
taqaka, koji u radu zauzima upeqat	ivo mjesto, slu�i kao izgovor i motivacija za
izlaga�e gore navedenih teorija.

Iskreno zahva	ujem profesoru Darku Milinkovi�u, qiji trud i zalaga�e daleko
prevazilaze du�nosti mentora, kao i qlanovima komisije profesorima Sinixi
Vre�ici i Jeleni Kati�.
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1 Uvod

1.1 Elementi diferencijalne topologije

Neka je f : M → N glatko preslikava�e glatkih mnogostrukosti.

Definicija 1. x ∈ M je regularna taqka preslikava�a f akko je izvod u toj
taqki NA, tj. f∗ (TxM) = Tf(x)N. Taqka koja nije regularna je singularna. y ∈ N je
regularna vrijednost akko f−1{y} ne sadr�i nijednu singularnu taqku.

Teorema 1. Inverzna slika regularne taqke je podmnogostrukost dimenzije

dimM − dimN,

ili prazan skup.

Dokaz. Teorema o implicitnoj funkciji.

U narednom primjeru rijexi�emo zadatak sa Gradskog takmiqe�a iz matematike
uqenika sred�ih xkola odr�anog u Beogradu 20. februara 2010. Svjesni smo da
postoji elementarno rjexe�e.

Primjer 1. n je prirodan broj ne ma�i od 3. Dokazati ili opovrgnuti tvr�e�e:
Ako za n razliqitih kompleksnih brojeva istog modula va�i da im je zbir 0 onda
su oni tjemena pravilnog mnogougla.

Rjexe�e. Prostor ovih poligona (bez uslova o zbiru, uk	uquju�i degenerisane
sluqajeve) jeste n-dimenzioni torus

Tn = S1 × · · · × S1.

z1 + ... + zn je glatko preslikava�e Tn → C i 0 je regularna vrijednost tog pres-
likava�a. Znaqi, nule ovog preslikava�a grade podmnogostrukost dimenzije n− 2.
Ako je n > 3 ova dimenzija je ve�a od 1 pa pravilan n-tougao mo�emo ,,mrdnuti" u
pravcu tangentnog vektora na Tn koji ne odgovara rotaciji, tj. pokvariti pravilan
poligon.

Za n = 3 tvr�e�e je taqno (te�ixte se poklapa sa centrom opisanog kruga).

Taqke mnogostrukosti N su uglavnom regularne vrijednosti. Preciznije

Teorema 2 (Velika Sardova teorema). Neka je f : M → N preslikava�e klase Ck

mnogostrukosti dimenzija m,n redom. Ako je k > m
n
− 1, tada je skup kritiqnih

vrijednosti mjere nula u N.

Pritom za podskup A n-dimenzione mnogostrukosti ka�emo da ima mjeru nula
ako za svaku kartu (U, h) i svaki podskup V ⊂ U skup h(V ∩A) ima mjeru nula u Rn.
Za dokaz pogledati teoremu 1 na strani 85 u [1].

Uopxtimo prethodne teoreme. Neka je S ⊂ N podmnogostrukost.

Definicija 2. f je transverzalno na S u taqki x ∈M ako f(x) 6∈ S ili

f(x) ∈ S i Tf(x)N ∼= Tf(x)S + f∗ (TxM) .

f je transverzalno na S (oznaka: f t S) ako je transverzalno u svakoj taqki iz M .
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Za dvije podmnogostrukosti ka�emo da su transverzalne ako je inkluzija jedne
transverzalna na drugu.

Teorema 3. Ako je f transverzalno na S tada je f−1(S) podmnogostrukost dimen-
zije

dimM − dimN + dimS,

ili prazan skup.

Dokaz. Teorema o implicitnoj funkciji.

Teorema 4. Ako je f : M → N proizvo	no preslikava�e i S podmnogostrukost
od N , onda postoji proizvo	no mala homotopija ft, t ∈ [0, ε], takva da je f0 = f i
fε t S.

Dokaz. [1]

Navedimo jox neke naqine da od datih mnogostrukosti dobijemo nove.

Definicija 3. Lijeva grupa je grupa (G, �) takva da je G glatka mnogostrukost i

� : G×G→ G, (·)−1 : G→ G

su glatka preslikava�a.

Definicija 4. Lijevo (postoji i desno) dejstvo Lijeve grupe G na mnogostrukosti
M je glatko preslikava�e

M ×G→M, (x, g) 7→ g · x

sa osobinama
e · x = x, g · (h · x) = (gh) · x.

Za dato dejstvo definixemo orbitu i stabilizator taqke x ∈M redom sa

G · x := {g · x : g ∈ G} ⊂M, Gx := {g ∈ G : g · x = x} ⊂ G.

Definicija 5. Dejstvo grupe je

• tranzitivno ako je G · x = M za neko (a time i za svako) x ∈M

• slobodno ako iz (∃x ∈M) g · x = x slijedi g = e

• svojstveno ako je preslikava�e

M ×G→M ×M, (x, g) 7→ (g · x, x)

svojstveno (inverzne slike kompaktnih skupova su kompaktne).

Teorema 5. Pretpostavimo da Lijeva grupa G djeluje slobodno i svojstveno na
mnogostrukost M . Tada je prostor orbita M/G topoloxka mnogostrukost di-
menzije dimM − dimG i postoji jedinstvena glatka struktura na �oj takva da
je kvocijentno preslikava�e π : M →M/G glatka submerzija.
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Dokaz. Teorema 9.16 u [16].

Teorema 6. Ako G djeluje tranzitivno na M tada je M ∼= G/Gx za svako x ∈M.

Dokaz. Teorema 2 na strani 111 u [1].

Na kraju, uvex�emo pojam indeksa presjeka.
Neka su A i B zatvorene, orijentisane podmnogostrukosti orijentisane mnogo-

strukosti M takve da je dimA + dimB = dimM. Ako va�i i A t B tada je A ∩ B
podmnogostrukost dimenzije 0 tj. konaqan skup taqaka (jer je pritom i kompaktna
kao presjek kompaktnih skupova). Svakoj taqki p ∈ A ∩ B pridru�imo broj ε(p)
jednak 1 ako se orijentacija prostora

TpA⊕ TpB ∼= TpM

indukovana orijentacijama podmnogostrukosti A i B podudara sa orijentacijom
ovog prostora zadatom orijentacijom mnogostrukosti M i -1 ako to nije sluqaj.

Definicija 6. Indeks presjeka podmnogostrukosti A,B (uz gore navedene uslove)
je broj

A ·B =
∑

p∈A∩B

ε(p).

Teorema 7. Indeks presjeka A ·B zavisi samo od homoloxkih klasa podmnogostru-
kosti A i B .

Dokaz. [1]

Napomenimo jox i da se indeks presjeka mo�e definisati i bez uslova transver-
zalnosti jer zbog teoreme 4 jednu od podmnogostrukosti mo�emo malo ,,pomjeriti"
i dovesti u transverzalan polo�aj sa drugom. Dobru definisanost obezbje�uje teo-
rema 7.

Ilustrujmo prethodno dokazom jedne oqigledne qi�enice.

Primjer 2. Krive koje spajaju naspramna tjemena kvadrata se sijeku (naravno,
krive su unutar kvadrata i parovi naspramnih tjemena su razliqiti).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje disjunktne krive α, β koje spajaju
naspramna tjemena. Ne uma�uju�i opxtost pretpostavimo da su krive glatke. Iden-
tifikuju�i naspramne stranice dobijamo torus i dvije pet	e (oznaqene isto sa α, β)
na �emu koje se sijeku u taqno jednoj taqki (onoj koja odgovara tjemenima kvadrata).
Mo�emo pretpostaviti da su pet	e glatke i u transverzalnom polo�aju (prije iden-
tifikacije proxirimo homotetijom malo kvadrat i produ�imo krive u uglovima
tako da u tjeme ,,ulaze" pod odgovaraju�im uglom). Neka su d1 i d2 pet	e nastale od
dijagonala kvadrata. Poxto je

d1 ' α i d2 ' β

va�i
α · β = d1 · d2.

Me�utim, d1 i d2 se sijeku u dvije taqke, a α i β u jednoj. To znaqi da je lijeva
strana neparna, a desna parna. Kontradikcija!
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Slika 1: Torus sa dvije pet	e

1.2 Elementi simplektiqke geometrije

Definicija 7. Simplektiqka mnogostrukost (M,ω) je mnogostrukost sa zatvorenom,
nedegenerisanom 2-formom ω (tzv. simplektiqkom formom).

Primjer 3. R2n sa formom
∑
dxi ∧ dyi je simplektiqka mnogostrukost (yi = xn+i).

Simplektiqka mnogostrukost je obavezno parno-dimenziona i orijentisana (kanon-
ska forma orijentacije je ω∧n, gdje je n polovina dimenzije od M).

U sluqaju da je ω taqna, govorimo o taqnoj simplektiqkoj mnogostrukosti. Ne
postoji taqna, zatvorena simplektiqka mnogostrukost.

Primjer 4. Kotangentno pasloje�e T ∗M proizvo	ne mnogostrukosti je taqna sim-
plektiqka mnogostrukost. Simplektiqka forma je dθ gdje je θ ∈ T ∗T ∗M definisano
sa

θp(X) := p (π∗X) , (p ∈ T ∗M, X ∈ TpT ∗M) ,

π je prirodna projekcija T ∗M →M.

Primjer 5. Ako je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost, tada je i (M ×M,ω 	 ω),
gdje je ω 	 ω = π∗1ω − π∗2ω.

Lema 1. Preslikava�e TpM → T ∗pM, Xp 7→ Xyω = ω(X, ·) je linearni izomorfizam
(p ∈M).

Dokaz. Slijedi iz nedegenerisanosti.

Definicija 8. Simplektomorfizam je difeomorfizam ψ : M → M koji quva
simplektiqku strukturu, tj. takav da va�i ψ∗ω = ω.

Simplektiqke mnogostrukosti nemaju lokalnih invarijanti.

Teorema 8 (Darbu). Svaka simplektiqka monogostrukost (M,ω) je lokalno sim-
plektomorfna R2n sa formom iz primjera 3. Preciznije, za svako p ∈ M postoji
okolina (od p) U ⊂M i difeomorfizam φ : U → V ⊂ R2n takav da je

φ∗
(∑

xi ∧ yi
)

= ω.

Kartu (U, φ) iz prethodne teoreme nazivamo Darbuovom.
Posmatrajmo glatku familiju difeomorfizama ψt : M → M, ψ0 = id i �om

definisano vektorsko po	e na M (u opxtem sluqaju zavisno od vremena)

d

dt
ψt(x) = Xt(ψt(x)). (1)
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Lema 2. Uz upravo uvedene oznake, ψ∗tω ≡ ω ako i samo ako je Xtyω zatvorena
forma.

Dokaz. Koristimo Kartanovu formulu:

0 =
d

dt
ψ∗tω = ψ∗t (Xtydω + d (Xtyω)) .

Poxto je prvi sabirak u zagradi 0 (zbog zatvorenosti ω), slijedi

d (Xtyω) = 0 akko ψ∗tω = const.

Specijalno ako je Xtyω taqna za svako t, tj. jednaka dHt za glatku familiju
funkcija Ht : M → R dobijamo familiju simplektomorfizama. Ovakve simplek-
tomorfizme nazivamo Hamiltonovim difeomorfizmima. Preciznije

Definicija 9. Difeomorfizam ψ : M →M je Hamiltonov ako i samo ako postoji
familija difeomorfizama ψt : M → M,ψ0 = id, ψ1 = ψ takva da je Xtyω taqna
forma za svako t, gdje je Xt definisano sa (1).

Svaka funkcija H : [0, 1] × M → R sa kompaktnim nosaqem definixe (na
opisani naqin) familiju Hamiltonovih difeomorfizama (Hamiltonov tok). Obr-
nuto, svaki Hamiltonov tok sa kompaktnim1 nosaqem (tj. postoji kompaktan skup
van koga su difeomorfizmi identiteti) odre�uje do na konstantu funkciju

H : [0, 1]×M → R.

H zovemo Hamiltonijanom.

Definicija 10. Podmnogostrukost L simplektiqke mnogostrukosti (M,ω) je La-
gran�eva ako je ω|TL ≡ 0.

Primjer 6. Grafik Γψ = {(x, ψ(x)) : x ∈M} simplektomorfizma ψ je Lagran�eva
podmnogostrukost u (M ×M,ω	ω). Specijalno, dijagonala je Lagran�eva podmno-
gostrukost.

Primjer 7. Neka je α zatvoren forma na mnogostrukosti M. Tada je α(M) La-
gran�eva podmnogostrukost od kotangentnog rasloje�a T ∗M.

Definiximo jox jednu strukturu koja prati simplektiqku mnogostrukost.

Definicija 11. Skoro kompleksna struktura na M je glatka familija preslika-
va�a Jp : TpM → TpM koja zadovo	ava J2

p = − id .

Mnogostrukost sa skoro kompleksnom strukturom nazivamo skoro kompleksnom
mnogostrukox�u. Mnogostrukost M je kompleksna ako postoji atlas na M takav
da su preslikava�a prelaza izme�u karata biholomorfna. Svaka kompleksna mno-
gostrukost je skoro kompleksna, obrnuto nije taqno. Ako skoro kompleksna struk-
tura dolazi od kompleksne strukture, tada ka�emo da je integrabilna.

1Kompaktnost nosaqa nam je potrebna zbog produ�e�a rjexe�a diferencijalne jednaqine.
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Teorema 9. Skoro kompleksna struktura J je integrabilna ako i samo ako je

[JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ]− [X, Y ] = 0.

Definicija 12. Skoro kompleksna struktura J na simplektiqkoj mnogostrukosti
(M,ω) je saglasna sa simplektiqkom formom ω ako je ω(·, J ·) Rimanova metrika na
M.

Lema 3. Na svakoj simplektiqkoj mnogostrukosti (M,ω) postoji skoro komplek-
sna struktura J saglasna sa ω. Xtavixe, skup takvih skoro kompleksnih struk-
tura je kontraktibilna beskonaqno-dimenziona mnogostrukost.

Obrnuto ne va�i. Npr. sefera S6 je skoro kompleksna (pos	edica postoja�a ok-
toniona), me�utim nije simplektiqka. A to zbog toga xto kompaktna simplektiqka
mnogostrukost ima netrivijalne parne homoloxke grupe, a H4(S6) = 0.

1.3 Fredholmovi operatori i Fredholmova preslikava�a

Uopxti�emo pojam mnogostrukosti dozvo	avaju�i da dimenzija bude beskonaqno.
Pratimo [1] (strane 418-422) i na taj izvor upu�ujemo za dokaze i da	e reference.

Neka je M skup i X Banahov prostor. Karta na M je par (U, h), gdje je U ⊂M i
h : U → U ′ bijekcija na otvoren skup U ′ ⊂ X. Za dvije karte (U, h) i (V, k) ka�emo
da su saglasne ako su U, V disjunktni ili ako su h(U ∩ V ) i k(U ∩ V ) otvoreni i
preslikava�e

k ◦ h−1 : h(U ∩ V )→ k(U ∩ V )

difeomorfizam klase C∞.

Definicija 13. Atlas je familija saglasnih karti {Uα, hα} takva da je
⋃
α Uα =

M .

Definicija 14. Banahova mnogostrukost je (M,A) gdje je A atlas na M .

Kao i u konaqno-dimenzionom sluqaju mo�emo definisati pojmove glatkog pres-
likava�a izme�u Banahovih mnogostrukosti, tangentnog vektora i prostora, izvoda
glatkog preslikava�a itd.

Definicija 15. Ograniqen, linearni operator F : X → Y izme�u Banahovih
prostora X, Y je Fredholmov ako ima zatvoren rang (imF ) i konaqnodimenzione
kerF i cokerF := Y/ imF . Indeks Fredholmovog operatora je broj

indexF := dim kerF − dim cokerF.

Lema 4. index je neprekidna funkcija na prostoru ograniqenih operatora u odnosu
na operatorsku normu.

Lema 5. Ako je F Fredholmov operator, a K kompaktan tada je F +K Fredholmov
i va�i

index(F +K) = indexF.
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Preslikava�e f : M → N klase Cr, r > 1 izme�u Banahovih mnogostrukosti je
Fredholmovo ako je �egov izvod u svakoj taqki Fredholmov operator. Ako je M
povezana tada indeks Fredholmovog operatora df(x) ne zavisi od x ∈M pa mo�emo
govoriti o indeksu preslikava�a f .

Sada slijede analozi teorema 1, 2, 3 i 4.

Teorema 10. Neka su M i N Banahove mnogostrukosti od kojih je M povezana ,
f : M → N Fredholmovo preslikava�e gltkosti Cr, r > max{index f, 0} i y ∈ N
regularna vrijedniost. Tada je f−1{y} mnogostrukost klase Cr i dimenzije index f
ili prazan skup.

Definicija 16. Skup prve kategorije je prebrojiva unija nigdje gustih podskupova
Banahove mnogostrukosti. Rezidualni skup je komplement skupa prve kategorije.

Ako neko tvr�e�e va�i za generiqku taqku to znaqi da postoji rezidualan skup
takav da to tvr�e�e va�i za svaku taqku tog skupa.

Teorema 11 (Sard-Smejl). Neka va�e uslovi teoreme 10. Tada je skup singularnih
vrijednosti od f skup prve kategorije u N .

Definicija 17. Neka je f : M → N Cr preslikava�e Banahovih mnogostrukosti
i g : W → N ulaga�e klase Cs, gdje je W konaqnodimenziona mnogostrukost. f je
transverzalno na g ako je

Tf(x)N = df(x) (TxM) + dg(p) (TpW )

za svako x ∈M i p ∈ W za koje va�i f(x) = g(p).

Teorema 12. Neka suM,N Banahove mnogostrukosti,W konaqno-dimenziona mno-
gostrukost, g : W → N ulaga�e klase C1 i f : M → N Fredholmovo preslikava�e
klase Cr, r > max{index f+dimM, 0}. Tada postoji preslikava�e g0 proizvo	no C

1

blizu g koje je transverzalno na f.

Teorema 13. Uz uslove prethodne teoreme, skup f−1
(
g(W )

)
je ili neprazan ili

glatka mnogostrukost dimenzije index f + dimW.

1.4 Teoreme Sobo	eva

Neka je Ω ⊂ Rn otvoren, neprazan skup. Oznaqimo sa C∞0 (Ω) prostor glatkih
funkcija sa kompaktnim nosaqem u Ω, a sa C(Ω) prostor restrikcija glatkih fun-
kcija sa domenom Rn na Ω. Funkcija u definisana skoro svuda na Ω je lokalno
integrabilna (u ∈ L1

loc(Ω)) ako u ∈ L1(A) za svako A b Ω, tj. za svaki skup A koji
je sadr�an u kompaktnom podskupu od Ω.

Za svaki multi-indeks α = (α1, . . . , αn) definixemo izvod ∂α sa

∂α :=

(
∂

∂x1

)α1

· · ·
(

∂

∂xn

)αn
.

Broj α1 + · · ·+ αn =: |α| zovemo redom izvoda ∂α.
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Definicija 18. Neka je u ∈ L1
loc(Ω) i α multi-indeks. Lokalno integrabilna

funkcija uα je slabi izvod funkcije u ako je∫
Ω

u(x)∂αφ(x)dx = (−1)|α|
∫

Ω

uα(x)φ(x)dx

za svaku test funkciju φ ∈ C∞0 (Ω).

Slabi izvod je jedinstven do na skup mjere 0. Koristimo istu oznaku ∂α kao i
za jaki izvod. Ne dolazi do konflikta oznaka jer se za Ck funkciju slabi i jaki
izvodi do k-tog reda poklapaju.

Definicija 19. Prostor Sobo	eva je

Wm,p := {u ∈ Lp(Ω) : ∂αu ∈ Lp(Ω) za 0 6 |α| 6 m}, m ∈ N0, p ∈ [1,+∞]

sa normom

‖u‖m,p :=

 ∑
06|α|6m

‖∂αu‖pp

 1
p

za p konaqno,

‖u‖m,∞ := max
06|α|6m

‖∂αu‖∞ .

Alternativno, za konaqno p, mogli smo definisatiWm,p kao kompletira�e pros-
tora

{u ∈ Cm(Ω) : ‖u‖m,p <∞}
u odnosu na normu ‖·‖m,p (teorema 3.16 u [5]).

Definicija 20. Wm,p
0 (Ω) je zatvore�e skupa C∞0 (Ω) u Wm,p(Ω).

Teorema 14. Wm,p(Ω) je Banahov prostor. Ako je 1 6 p <∞ tada je separabilan,
a ako je dodatno i p 6= 1 on je i refleksivan. Prostor Wm,2(Ω) je Hilbertov sa
skalarnim proizvodom

〈u, v〉m :=
∑

06|α|6m

〈u, v〉 ,

gdje je 〈·, ·〉 skalarni proizvod u L2(Ω).

Dokaz. Teoreme 3.2 i 3.5 u [5].

Definicija 21. Za 0 < µ 6 1 Helderove norme definixemo sa

‖u‖C0,µ := sup
x,y∈Ω

|u(x)− u(y)|
|x− y|µ

+ sup
x∈Ω
|u(x)| ,

‖u‖Cm,µ :=
∑

06|α|6m

‖∂αu‖C0,µ .

Sa Cm,µ(Ω) oznaqavamo prostor svih Cm funkcija sa konaqnom Helderovom nor-
mom ‖·‖Cm,µ .

S	ede�e teoreme su teoreme Sobo	eva o utapa�u. �ihov dokaz se mo�e na�i u
dodatku B iz [8].
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Teorema 15. Neka je Ω ⊂ Rn ograniqen Lipxicov domen. Ako va�i mp > n i
0 < µ := m− n

p
tada postoji konstanta c = c(m, p,Ω) > 0 takva da je

‖u‖C0,µ 6 c ‖u‖m,p

za u ∈ C∞(Ω). Inkluzija Wm,p ↪→ C0(Ω) je kompaktna.

Teorema 16. Neka je Ω ⊂ Rn ograniqen Lipxicov domen i mp < n. Tada postoji
konstanta c = c(m, p,Ω) takva da je

‖u‖ np
n−mp

6 c ‖u‖m,p

za u ∈ C∞(Ω). Ako je q < np
n−mp tada je inkluzija W

m,p ↪→ Lq(Ω) kompaktna.

Pritom, Lipxicov domen je otvoren skup qija se granica lokalno mo�e pred-
staviti kao grafik Lipxicove funkcije.
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2 �uxternik-Xnire	manova kategorija

2.1 Problem o konveksnom tijelu

Istorijski podaci o problemu o kome �e biti rijeq u ovom potpoglav	u mogu se
na�i u [14].

Konveksnim tijelom u Rn nazivamo proizvo	an ograniqen, konveksan skup sa
bar jednom unutrax�om taqkom. Tetiva konveksnog tijela C je dvostruka normala
ako se C nalazi izme�u hiperravni koje su normalne na �u u �enim krajevima.

Teorema 17. Konveksno tijelo u Rn ima bar n dvostrukih normala.

Xtavixe, dokaza�emo da skup pravaca dvostrukih normala konveksnog tijela C
(oznaka: K(C)) ima bar n elemenata.
Dovo	no je dokazati teoremu za sluqaj centralno-simetriqnog, konveksnog tijela
sa glatkom (C1) granicom, jer va�i

Lema 6. Za svako konveksno tijelo C u Rn postoji centralno-simetriqno kon-
veksno tijelo C ′ sa C1 granicom, tako da va�i

K(C) = K(C ′).

Dokaz se mo�e na�i u [15], a ovdje �emo navesti samo konstrukciju tijela C ′.

Definicija 22. A,B ⊂ Rn

A+B := {a+ b : a ∈ A , b ∈ B} (suma Minkovskog),

−A := {−a : a ∈ A} .

Geometrijski, A + B je skup svih taqaka koje ,,prebrixe" B pri prolasku neke
fiksirane taqke b ∈ B kroz A.

Slika 2: Suma Minkovskog

C ′ := C − C +B1,

Pritom, C − C = C + (−C), a B1 je jediniqna lopta u Rn.
Postavimo koordinatni poqetak u centar simetrije tijela C ′. Neka je

ρ = ρ(ω) = ρ(−ω)
(
ω ∈ Sn−1

)
jednaqina ∂C ′ u polarnim koordinatama. Tada je sa

f(π(ω)) = ρ(ω)2

12



dobro definisana C1 funkcija RP n−1 → R (π je prirodna projekcija Sn−1 →
RP n−1).

Xta su kritiqne taqke funkcije f? Poxto je π lokalni difeomorfizam, p ∈
Sn−1 je kritiqna taqka funkcije ρ2 akko je π(p) kritiqna taqka funkcije f . Neka
je a(ω) taqka qije su polarne koordinate (ρ(ω), ω), tj. a(ω) = ρ(ω)ω.

ρ(ω)2 = ‖a(ω)‖2 = 〈a(ω), a(ω)〉

Diferencira�em dobijamo s	ede�u jednakost(
∀X ∈ TωSn−1

) (
ρ2
)
∗ω (X) = 2 〈a(ω), a∗ω(X)〉 .

Poxto je a∗ω epimorfizam, ω je kritiqna taqka funkcije ρ
2 akko je a(ω) ⊥ Ta(ω) (∂C ′).

Jasno je da je a(ω) ⊥ Ta(ω) (∂C ′) akko je tetiva a(ω)a(−ω) dvostruka normala (�en
pravac je upravo π(ω)). Upravo smo za svaku kritiqnu taqku p ∈ RP n−1 funkcije f
pronaxli dvostruku normalu tijela C ′ koja ima pravac p (tj. koja je paralelna sa
p).

#K(C ′) > # Crit(f)

Zapravo va�i jednakost ([15]).
Koliko najma�e kritiqnih taqaka mo�e imati funkcija iz C1 (RP n, R)?

2.2 �uxternik-Xnire	manova kategorija

Pokuxa�emo da odgovorimo na pita�e iz prethodnog poglav	a uz pretpostavku
da je f glatka (C∞). Opxtije, interesuje nas do�a granica za broj kritiqnih taqaka
glatke funkcije

f : M → R,

gdje je M glatka, kompaktna mnogostrukost.
Trivijalno zapa�a�e: f(M) je kompaktan pa se dosti�u minimum i maksimum. Sve
taqke koje se slikaju u minimum ili maksimum su kritiqne. Znaqi, broj kritiqnih
taqaka nije ma�i od 2.

Definicija 23. �uxternik-Xnire	manova kategorija Cat(S) podskupa S mno-
gostrukostiM je najma�i broj otvorenih, kontraktibilnih uM podskupova (odM)
koji pokrivaju S.

Otvoreni skupovi u prethodnoj definiciji ne moraju biti povezani.

Primjer 8. Cat(Sn) = 2.

Dokaz. Neka su p, q ∈ Sn dvije razliqite taqke. Sn−{p} i Sn−{q} su otvoreni , kon-
traktibilni i pokrivaju Sn. Slijedi Cat(Sn) 6 2. Poxto Sn nije kontraktibilna,
va�i jednakost.

Primjer 9. Neka je Σg Rimanova povrx roda g 6= 0. Tada je Cat(Σg) = 3.
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Slika 3: Podjela Σ4 na 3 otvorena, kontraktibilna u Σ4 skupa

Dokaz. Na slici 3 prikazana je podjela povrxi Σ4 na otvorene, kontraktibilne
(u Σ4) skupove (oznaqene sa 1,2,3 i na razliqite naqine ixrafirane). Pritom
su naspramne ivice svakog kvadarata identifikovane i granice krugova spojenih
strelicama (u odgovaraju�em smjeru). Odavde Cat(Σg) 6 3. Drugi smjer odla�emo
za kasnije.

Lema 7. Glatka funkcija f : M → R na glatkoj, kompaktnoj mnogostrukosti M
ima bar Cat(M) kritiqnih taqaka.

Pretpostavimo da f ima konaqno kritiqnih taqaka. Dovo	no je (za dokaz leme
7) da kritiqnim taqkama pridru�imo otvorene, kontraktibilne skupove (po 1 za
svaku) koji pokrivaju M .

Izaberimo metriku g na M . Neka je ∇f gradijentno vektorsko po	e na M , tj.
jedinstveno vektorsko po	e koje zadovo	ava

(df)∗p = g(∇f(p), ·).

Posmatrajmo negativnu gradijentnu jednaqinu

d

dt
Φt(x) = −∇f (Φt(x)) . (2)

Ako je M kompaktna, rjexe�e
γx(t) := Φt(x)

je definisano za svako t ∈ R. Rjexe�e Φ : M × R → M jednaqine (2) nazivamo
(negativnim) gradijentnim tokom, a γx : R→M linijom gradijentnog toka.
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Lema 8. f opada du� linija (svoga) gradijentnog toka.

Dokaz.

d

dt
f ◦ γx(t) = df(γx(t))

(
dγx(t)

dt

)
= 〈∇f(γx(t)),−∇f(γx(t))〉 = −‖∇f(γx(t))‖2 < 0

Lema 9. Ako su kritiqne taqke glatke funkcije f : M → R izolovane, tada su
lim
t→+∞

γx(t) i lim
t→−∞

γx(t) kritiqne taqke za svako x ∈M .

Dokaz. (Pratimo [6] i [3].) h := f ◦ γx : R→ R je ograniqena jer se faktorixe kroz
kompaktan skup M , a na osnovu leme 8, ona je i monotona, pa postoji lim

t→+∞
h(t).

Izvod funkcije h′ je neprekidna funkcija koja se faktorixe kroz kompaktan
prostor. Odavde slijedi da je h′ funkcija sa ograniqenim izvodom, pa je ravnom-
jerno neprekidna (xtavixe, Lipxicova je).

Izaberimo proizvo	an niz tn → +∞ i broj ε > 0. Neka je δ > 0 takav da va�i

|x− y| 6 δ ⇒ |h′(x)− h′(y)| < ε.

Tada

0
¬
= lim

n→∞

(
h
(
(n+ 1)δ

)
− h(nδ)

) ­
= lim

n→∞
δh′(ξn),

¬ jer je lim
n→∞

h
(
(n+ 1)δ

)
= lim

n→∞
h(nδ),

­ ξn ∈ [tn, tn + δ].

=⇒ lim
n→∞

h′(ξn) = 0

Poxto je
|tn − ξn| 6 δ =⇒ |h′(tn)− h′(ξn)| < ε,

sve taqke nagomilava�a niza h′(tn) su po apsolutnoj vrijednosti ma�e od ε. Kako
to va�i za svaki pozitivan broj ε,

0 = − lim
t→+∞

h′(t) = lim
t→+∞

‖∇f(γx(t))‖2 . (3)

Doka�imo sada da lim
t→+∞

γx(t) postoji. Pretpostavimo suprotno.

Neka je tn → +∞ niz realnih brojeva takav da p = lim
n→∞

γx(tn) postoji (takav niz se

svakako mo�e na�i zbog kompaktnosti). Na osnovu (3) p ∈ Crit(f), a po uslovu leme

postoje zatvorena okolina Ũ i otvorena okolina Ṽ taqke p, takve da je Ũ ∩Crit(f) =

{p} i Ṽ ⊂ Ũ . Poxto ne postoji lim
t→+∞

γx(t), postoji niz R 3 sn → +∞ i otvorena

okolina W 3 p tako da (∀n ∈ N) γx(sn) 6∈ W . Neka je V = W ∩ Ṽ I U = W ∩ Ũ . U
U − V ne bi trebalo da ima kritiqnih taqaka. Ali

• γ−1
x (V ) i γ−1

x (U c) su otvoreni i disjunktni

• (∀T ∈ R) γ−1
x (V ) ∩ [T,+∞) 6= ∅ 6= γ−1

x (U c) ∩ [T,+∞)
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• (∀T ∈ R) [T,+∞) je povezan.

To znaqi da ni za koje T ∈ R skupovi γ−1
x (V ) i γ−1

x (U c) ne mogu pokriti [T,+∞),
odnosno postoji a ∈ [T,+∞) tako da γx(a) ∈ U − V . Oqigledno, mo�emo konstru-
isati niz an → +∞ za koji va�i γx(an) ∈ U − V .
U − V je zatvoren podskup kompaktnog skupa (znaqi i sam je kompaktan) pa postoji
podniz niza an (oznaqen isto, naravno) koji konvergira ka taqki q ∈ U −V . Kao i p
i q je kritiqna taqka funkcije f . No, to je kontradikcija, pa je postoja�e limesa
dokazano (dokazali smo i da on pripada Crit(f)).

Sluqaj −∞ je analogan.

Definicija 24. Neka je p kritiqna taqka glatke funkcije f : M → R. Tada su
stabilan i nestabilan skup od p redom

W s(p) :=

{
x ∈M : lim

t→+∞
γx(t) = p

}
,

W u(p) :=

{
x ∈M : lim

t→−∞
γx(t) = p

}
.

Dokaz leme 7. Zahva	uju�i lemi 9 znamo da familija {W s(p)}p∈Crit(f) pokriva mno-
gostrukostM . Nije se texko uvjeriti (bar intuitivno) da suW s(p) kontraktibilni
skupovi, ali nisu otvoreni. Me�utim, postoje dovo	no male, otvorene, kontrak-
tibilne okoline ovih skupova ([1]).

Primjer 10. Funkcija
G : T2 = R2/Z2 → R,

G(x, y) = sin(πx) · sin(πy) · sin(π(x+ y))

ima taqno 3 kritiqne taqke.

Dokaz. Koliqniqko preslikava�e R2 → R2/Z2 je lokalni difeomorfizam, pa je
dovo	no na�i kritiqne taqke funkcije G posmatrane sa domenom R2 i prebrojati
koliko klasa one odre�uju (a to se svodi na tra�e�e broja kritiqnih taqaka u
[0, 1)× [0, 1)). Izjednaqavaju�i parcijalne izvode sa 0 dobijamo

sin(π(2x+ y)) · sin(πy) = sin(π(x+ 2y)) · sin(πx) = 0,

a odavde da su jedine kritiqne taqke u [0, 1)× [0, 1)

(0, 0) ,

(
1

3
,
1

3

)
i

(
2

3
,
2

3

)
.

Odavde i iz primjera 9 slijedi da se ocjena iz leme 7 za torus dosti�e.

Uvedimo jox jedan pojam koji �e nam omogu�iti da efektivno ocijenimo�uxter-
nik-Xnire	manovu kategoriju odozdo.
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Definicija 25. Kohomoloxka du�ina cl(M ; Λ) mnogostrukosti M u odnosu na
komutativan prsten Λ je najve�i prirodan broj k za koji postoji k kohomoloxkih
klasa stepena bar 1 qiji je proizvod netrivijalan.

Lema 10. Za proizvo	an komutativan prsten Λ i mnogostrukost M va�i

Cat(M) > cl(M ; Λ)

(stroga nejednakost).

Dokaz. Neka je k = Cat(M) i neka su U1, . . . , Uk otvoreni, kontraktibilni skupovi
koji pokrivajuM . Dovo	no je dokazati da je proizvod proizvo	nih k kohomoloxkih
klasa αi ∈ H∗(M), degαi > 0 trivijalan.
Posmatrajmo dugi taqan niz para (M,Ui):

· · · −−−→ Hdegαi(M,Ui)
q∗i−−−→ Hdegαi(M)

j∗i−−−→ Hdegαi(Ui) −−−→ · · ·

Pritom su ji : Ui ↪→ M i qi : M ↪→ (M,Ui) inkluzije. Poxto je Ui kontraktibilan
u M , homomorfizam j∗i je 0 u dimenzijama ve�im od 0. Odavde j∗i (αi) = 0, pa postoji
α̃i ∈ Hdegαi(M,Ui) takvo da je q

∗
i (α̃i) = αi. Sada tvr�e�e slijedi iz

H i(X,A)×H i(X,B)
^→ H i(X,A ∪B),

za otvorene podskupove A i B prostora X (vidjeti [12] str. 209 ili [17] str. 264 ).
Tj.

α̃1 ∈ H∗(M,U1),

α̃1 ^ α̃2 ∈ H∗(M,U1 ∪ U2),

· · ·

α̃1 ^ · · ·^ α̃k ∈ H∗(M,U1 ∪ · · · ∪ Uk︸ ︷︷ ︸
M

).

Bez sum�e α̃1 ^ · · ·^ α̃k = 0, pa je i

α1 ^ · · ·^ αk = q∗1(α̃1) ^ · · ·^ q∗k(α̃k)

= q∗(α̃1 ^ · · ·^ α̃k)

= 0.

Sa q smo oznaqili inkluziju q : M → (M,U1 ∪ · · · ∪ Uk). Naravno, koristili smo
komutativnost odgovaraju�eg dijagrama.

Pos	edica 1. Kraj dokaza primjera 9.

Dokaz. Kohomoloxka du�ina Rimanove povrxi roda ne nula je 2.

Na kraju, navodimo jox jednu ocjenu �uxternik-Xnire	manove kategorije i
jox jedan primjer.

Teorema 18. Ako je M kompaktna mnogostrukost, tada je Cat(M) 6 dimM + 1.
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Dokaz. [1]

Primjer 11. Cat(RP n) = n+ 1.

Dokaz. Na osnovu prethodne teoreme Cat(RP n) 6 n + 1. Neka je α ∈ H1(RP n;Z2)
fundamentalna klasa. Tada je αn ∈ Hn(RP n;Z2) ∼= Z2 generator (vidjeti [17]), tj.
nije 0. Odavde cl(RP n;Z2) = n, pa na osnovu leme 10 slijedi tvr�e�e.
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3 Morsova teorija

Na osnovu izlo�enog u prethodnom poglav	u a naroqito primjera 9, sa sigurnox�u
mo�emo da tvrdimo da

f : Σg → R
ima bar 3 kritiqne taqke. I ova ocjena je dobra jer se za npr. g = 1 (primjer
10) dosti�e. Me�utim, posmatraju�i prirodnu funkciju visine na Σg (slika 4)
i ,,variraju�i" malo sliku stiqe se utisak da za proizvo	no izabranu funkciju
mo�emo da oqekujemo mnogo vixe kritiqnih taqaka. U ovom poglav	u uvjeri�emo
se da f : Σg → R ,,uglavnom" ima bar 2g + 2 kritiqnih taqaka (upravo toliko
kritiqnih taqaka ima i pomenuta funkcija visine).

Slika 4: Funkcija visine na Σ4

3.1 Morsove funkcije

Neka je M zatvorena mnogostrukost dimenzije n.

Definicija 26. Funkcija f : M → R je Morsova ako je diferencijal df : M →
T ∗M transverzalan na nulto sjeqe�e OM .

Kritiqne taqke funkcije f su taqke skupa (df)−1(OM). Poxto je df t Om, ovaj
skup je mnogostrukost dimenzije dimM + dimOM −dimT ∗M = n+n− 2n = 0. Ta 0-
dimenziona mnogostrukost je kompaktna jer je zatvoren (inverzna slika zatvorenog
skupa) podskup kompaktnog skupa. Odavde

Lema 11. Skup kritiqnih taqaka Morsove funkcije M → R je konaqan. Speci-
jalno, kritiqne taqke su izolovane.

Definiximo formu H drugog izvoda (Hesijan) na mnogostrukosti M u kri-
tiqnoj taqki. Neka je g : Rn → R i X, Y vektori, tada va�i

d2g(X, Y ) = dX(dg(Y )) = dXdY g.

Motivisani ovom relacijom, mo�emo postupiti na s	ede�i naqin

Hp(f) : TpM × TpM → R,
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Hp(f)(Xp, Yp) := Xp(Y (f)),

pritom je Y proizvo	no vektorsko po	e qija je vrijednost u taqki p vektor Yp. Da bi
definicija bila dobra, desna strana treba da bude nezavisna od izbora vertorskog
po	a Y , a ona to i jeste. Neka je X vektorsko po	e takvo da va�i X(p) = Xp. Tada
je

Xp(Y (f))− Yp(X(f)) = [X, Y ]p (f) = dfp([X, Y ]p) = 0, (p je kritiqna taqka)

odnosno
Xp(Y (f)) = Yp(X(f)).

Desna strana ne zavisi od Y , a lijeva ne zavisi od X. Odavde slijedi ne samo da je
Hp dobro definisana, ve� i da je simetriqna forma.

Lema 12. Glatka funkcija f : M → R je Morsova ako i samo ako je forma drugog
izvoda nedegenerisana u svakoj kritiqnoj taqki.

Dokaz.

Hp(f)(Xp, Yp) = Xp(Y (f)) = Xp(df(Y )) =
(
∇Xpdf

)
Yp + dfp(∇XpY ) =

(
∇Xpdf

)
Yp

df je transverzalno na OM u taqki p ako i samo ako (df)∗Xp 6∈ TOM za svako Xp ∈
TpM (uzimamo u obzir da su dimenzije prostora TpM , OM i TdfpT

∗M redom n, n
i 2n ). A ovo je zadovo	eno ako i samo ako ∇Xp(df) 6= 0 za svako Xp ∈ TpM .
Ovo upravo znaqi da je Hp nedegenerisana jer za svako Xp postoji Yp takvo da je
∇Xp(df)Yp 6= 0.

Matricom mo�emo predstaviti linearno preslikava�e ali i bilinearnu formu.
To predstav	a�e nije jedinstveno, pa da bi utvrdili da li je neka karakteristika
matrice zapravo karakteristika samog linearnog preslikava�a (ili kvadratne
forme) moramo provjeriti kako se ona ponaxa pri promjeni koordinata. Ako ma-
trica A predstav	a linearno preslikava�e tada i svaka od matrica

P−1AP, detP 6= 0 (4)

predstav	a to isto preslikava�e. Me�utim, ako A predstav	a bilinearnu formu,
tada je rijeq o matricama

PTAP, detP 6= 0. (5)

Dok matrice (4) imaju iste sopstvene vrijednosti, matrice (5) nemaju. Ovo znaqi
da su sopstvene vrijednosti karakteristike linearnog preslikava�a ali ne i bi-
linearne forme.

Hp je simetriqna, bilinearna forma. Kao xto rekosmo u prethodnoj reqenici,
ne mo�emo govoriti o �enim sopstvenim vrijednostima jer za razliqite baze pros-
tora TpM matrice koje predstav	aju Hp �e imati razliqite sopstvene vrijednosti.
Me�utim, broj pozitivnih (indeks), nula i negativnih sopstvenih vrijednosti je in-
varijantan u odnosu na smjenu koordinata (vidjeti [11] poglav	e IX). Zbir ovih bro-
jeva je jednak dimenziji prostora jer su sve sopstvene vrijednosti realne simetriqne
matrice realne.
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Definicija 27. Morsov indeks kritiqne taqke p (oznaka: Ind(p)) je n− index(Hp)
tj. broj negativnih sopstvenih vrijednosti bilo koje matrice koja predstav	a Hp

u nekoj bazi.

Teorema 19. Skup Morsovih funkcija je otvoren, svuda gust podskup skupa C2(M).

Dokaz se mo�e na�i u [4] (teorema 1.1.3).

3.2 Tomova dekompozicija

Iz leme 11 Morsova funkcija ima izolovane kritiqne taqke, pa na osnovu leme 9

M =
⋃

p∈Crit(f)

W u(p).

Ovo je Tomova dekompozicija mnogostrukostiM . No, sada mo�emo re�i nexto vixe
o skupovima W u(p).

Teorema 20. Za Morsovu funkciju W u(p) i W s(p) su diskovi dimenzija redom
Ind(p) i n− Ind(p).

Dokaz. Teorema 4.2 u [6].

Kad je rijeq o dekompoziciji prostora otvorenim �elijama, prirodno se postav	a
pita�e kada je ta dekompozicija CW dekompozicija.
U naxem sluqaju to �e biti zadovo	eno ako va�i Mors-Smejlov uslov

(∀p, q ∈ Crit(f)) W u(p) t W s(q). (6)

(Za ovo tvr�e�e i da	e reference pogledati napomenu 6.36 u [6].)
Da bi se ovaj uslov postigao, nije potrebno da	e su�avati klasu funkcija. Sta-
bilne i nestabilne mnogostrukosti ne zavise samo od Morsove funkcije ve� i od
metrike, a uvijek je mogu�e ,,na�i" takvu metriku da Mors-Smejlov uslov bude zado-
vo	en ([24]).

Posmatrajmo �elijski, lanqasti kompleks sa koeficijentima u po	u F pridru-
�en CW dekompoziciji mnogostrukosti M nestabilnim mnogostrukostima:

· · · ∂k+2−−−→ Ck+1
∂k+1−−−→ Ck

∂k−−−→ Ck−1
∂k−1−−−→ · · ·

Homologija ovog lanqastog kompleksa izomorfna je singularnoj homologijiH∗(M ;F).

Ker ∂k
Im ∂k+1

∼= Hk(M ;F). (7)

Poxto je F po	e, Ck,Ker ∂k, Im ∂k+1 i Hk(M ;F) su vektorski prostori, a zbog (7) i
Ck > Ker ∂k va�i

dimCk > dim Ker ∂k > dimHk(M ;F).

dimCk je upravo broj k-dimenzionih �elija, a u naxem sluqaju i broj kritiqnih
taqaka indeksa k. Odavde,

# Crit(f) >
dimM∑
k=0

dimHk(M ;F).
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Specijalno, za F = Q

# Crit(f) >
dimM∑
k=0

βk,

pritom su βi Betijevi brojevi.
A sad ono xto smo obe�ali na poqetku poglav	a.

Primjer 12. Morsova funkcija na Σg ima bar 2g + 2 kritiqnih taqaka.

Dokaz. Zbir Betijevih brojeva mnogostrukosti Σg je upravo 2g + 2.

No, postoje sluqajevi kada rezultati Morsove teorije (bar xto se tiqe do�e
ocjene broja kritiqnih taqaka) nisu toliko upeqat	ivi u odnosu na �uxternik-
Xnire	manovu teoriju. Npr. primje�uju�i prethodna razmatra�a na RP n sa Z2

koeficijentima dobijamo jednako dobru ocjenu, ali ako umjesto Z2 uzmemo npr. Z101,
ona je qak i znatno slabija (1 ili 2), jer je

Hk(RP n;Z101) =


Z101 za k = 0

0 za 0 < k < n
Z101 za k = n i n neparno

0 za k = n i n parno

.

3.3 Morsova homologija

Promijenimo ugao gleda�a. Definisa�emo homologiju pomo�u kritiqnih taqaka
Morsove funkcije ne pozivaju�i se na CW dekompoziciju mnogostrukosti. Jednos-
tavnosti radi, ograniqi�emo se na koeficijente u po	u Z2.

Oznaqimo sa Critk(f) skup kritiqnih taqaka Morsove funkcije f : M → R
indeksa k. Neka je CMk(f) Z2-vektorski prostor generisan sa Critk(f), tj.

CMk(f) :=
{∑

αjxj : xj ∈ Critk(f), αj ∈ Z2

}
.

U ci	u definisa�a graniqnog operatora uvedimo par pojmova.

Za kritiqne taqke p, q ∈ Crit(f) sa Mf (p, q) oznaqimo skup parametrizovanih
linija gradijentnog toka koje ,,polaze" iz p a ,,zavrxavaju" u q:

Mf (p, q) :=

{
γ : R→M :

dγ

dt
= −∇f(γ), lim

t→−∞
γ(t) = p, lim

t→+∞
γ(t) = q

}
.

Ovaj skup se mo�e identifikovati sa W u(p) ∩W s(q) koji je mnogostrukost kodi-
menzije

codimW u(p) ∩W s(q) = codimW u(p) + codimW s(q) = n− Ind(p) + Ind(q),

ako je zadovo	eno (6), pa ne iznena�uje s	ede�a

Teorema 21. Za generiqku Rimanovu metriku skupMf (p, q) je mnogostrukost di-
menzije Ind(p)− Ind(q).
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Dejstvo grupe R naMf (p, q) je zadato sa

(γ, s) 7→ γ(·+ s). (8)

Neka je

M̂f (p, q) :=Mf (p, q)/R (posjeqeno po gore opisanom dejstvu).

M̂f (p, q) mo�emo da vidimo kao prostor neparametrizovanih gradijentnih linija
koje spajaju p i q, jer γ i γ(·+ s) predstav	aju istu trajektoriju.

Nadamo se da �e i M̂f (p, q) imati lijepu strukturu. I zaista, na osnovu propozi-
cije 2.31 u [24], dejstvo (8) je glatko, slobodno i svojstveno, a to je dovo	no da

zak	uqimo da je M̂f (p, q) mnogostrukost dimenzije dimMf (p, q)− 1 (pogledati teo-
remu 5).

Pos	edica 2. Ako je Ind(p) − Ind(q) = 1, mnogostrukost M̂f (p, q) je kompak-
tna ([24]) mnogostrukost dimenzije 0 (tj. konaqan skup taqaka) za generiqku
Rimanovu metriku.

Uz uslove pos	edice 2, neka je

n(p, q) := #M̂f (p, q) (mod 2).

Jasno je da je dovo	no definisati ∂ na generatorima.

∂k : Ck(f)→ Ck−1(f),

∂k(x) :=
∑

Ind(y)=k−1

n(x, y)y, x ∈ Critk(f).

Teorema 22. Ako je Ind(p) − Ind(q) = 2, tada je (za generiqku metriku) M̂f (p, q)
mnogostrukost dimenzije jedan sa granicom

∂M̂f (p, q) =
⋃

Ind(q)<Ind(r)<Ind(p)

M̂f (p, y)× M̂f (y, q).

Lema 13. Uz uslove prethodnih teorema

∂2 = 0.

Dokaz. Dovo	no je da doka�emo da va�i ∂2 = 0 na generatorima, tj na elementima
skupa Critk(f).

∂k−1 ◦ ∂k(x) =
∑

Ind(y)=k−1
Ind(z)=k−2

n(y, z)n(x, y)z =
∑

Ind(z)=k−2

 ∑
Ind(y)=k−1

n(y, z)n(x, y)

 z

Broj
∑

Ind(y)=k−1

n(y, z)n(x, y) je po modulu 2 jednak broju taqaka 0-dimenzione mnogo-

strukosti ⋃
Ind(z)<Ind(r)<Ind(x)

M̂f (x, y)× M̂f (y, z),
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koja je na osnovu teoreme 22 granica 1-dimenzione mnogostrukosti. Poxto svaka
jednodimenziona mnogostrukost ima za granicu paran broj taqaka, ovaj broj je 0
(raqunamo u Z2). Ovo va�i za svako z ∈ Critk−2(f), pa je

∂k−1 ◦ ∂k = 0.

Definicija 28. Za par (Morsova funkcija, Rimanova metrika) (f, g) ka�emo da
je regularan ako su zadovo	eni uslovi teorema 21 i 22.

Definicija 29. Morsova homologija je koliqniqki prostor

HMk(f, g) :=
Ker(∂k)

Im(∂k+1)
.

Pretpostav	amo da je par (f, g) regularan.

Primjer 13. Izraqunati Morsovu homologiju za modifikovanu kru�nicu na slici
5 i funkciju visine na �oj.

Rjexe�e. Funkcija visine ima 4 kritiqne taqke, i to dvije indeksa 1 (a i b) i dvije
indeksa 0 (c i d), pa je Morsov lanqasti kompleks

Z2 × Z2 −−−→ Z2 × Z2 −−−→ 0.

Postoj jedinstvena gradijentna trajektorija za svaki od parova (a, c), (a, d), (b, c) i
(b, d). Odavde

∂a = ∂b = c+ d,

pa dobijamo homologiju
HM1

∼= Z2, HM0
∼= Z2.

Slika 5:
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3.4 Analitiqki pristup

Prate�i [24] navex�emo osnovne korake u dokazu teoreme 21 analitiqkim meto-
dama.

Poxto posmatramo trajektorije γ : R→ M za koje postoje lim
t→±∞

γ(t), zgodnije je

za domen uzeti kompaktifikaciju R = R ∪ {±∞} sa strukturom ograniqene mno-
gostrukosti. Ta struktura se mo�e zadati uslovom da je s	ede�e preslikava�e
difeomorfizam.

h : R→ [−1, 1] ,

h : t 7→ t√
1 + t2

.

Sada mo�emo skup Mf (x, y) zapisati i kao

Mf (x, y) =

{
γ : R→M :

dγ

dt
= −∇f(γ), γ(−∞) = x, γ(+∞) = y

}
.

Glavna ideja

Neka je F Fredholmovo preslikava�e Banahove mnogostrukosti u Banahovo raslo-
je�e

F : P1,2
x,y → L2

R
(
P1,2∗
x,y TM

)
.

Ako je Mf (x, y) inverzna slika nultog sjeqe�a, iz transverzalnosti F i nultog sje-
qe�a slijedi da je Mf (x, y) mnogostrukost dimenzije Ind(F ).

Za proizvo	ne taqke x, y ∈M oznaqimo sa C∞x,y skup glatkih, kompaktnih krivih
sa krajevima x, y. Tj.

C∞x,y = C∞x,y
(
R,M

)
=
{
γ ∈ C∞

(
R,M

)
: γ(−∞) = x, γ(+∞) = y

}
.

Konstrukcija Banahovih prostora H1,2
R (ξ) i L2

R(ξ)

Neka je ξ ∈ Vec
(
R
)
vektorsko rasloje�e nad R konaqnog ranga r. S obzirom da

je R kontraktibilan, postoji glatka trivijalizacija

φ : ξ → R× Rr.

Trivijalizacija indukuje bijekciju φ∗ izme�u vektorskih prostora sjeqe�a.

ξ
φ←−−− R× Rr

s

x
R

φ−1
∗ : s 7→ s ◦ φ−1

H1,2
R (ξ) definixemo kao

H1,2
R (ξ) = φ−1

(
H1,2 (R,Rr)

)
.
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Zahtijevaju�i da je φ homeomorfizam naH1,2
R (ξ) zadajemo topologiju Banahovog pros-

tora. Ona ne zavisi od izbora trivijalizacije φ (pos	edica 2.3 u [24]). Analogno
definixemo L2

R(ξ).

Konstrukcija Banahove mnogostrukosti P1,2
x,y

Neka jeD otvorena, konveksna okolina nultog sjeqe�a rasloje�a TM . Za proizvo	nu
funkciju h ∈ C∞

(
R,M

)
sa h∗D oznaqimo odgovaraju�u otvorenu, konveksnu okolinu

nultog sjeqe�a rasloje�a h∗TM . Preslikava�e

exph : H1,2
R (h∗D)→ C0

(
R,M

)
s(·)→ exph(·) s(·)

je dobro definisano za sve h ∈ C∞
(
R,M

)
. Iako h∗D nije vektorsko rasloje�e i

iako smo definisali H1,2
R (ξ) samo za vektorska rasloje�a, jasno je xta H1,2

R (h∗D)
predstav	a.

P1,2
x,y = P1,2

x,y

(
R,M

)
:=
{

exph(s) : s ∈ H1,2
R (h∗D), h ∈ C∞x,y

(
R,M

)}
⊂ C0

x,y

(
R,M

)
Kartama {

H1,2
R (h∗D), exph

}
h∈C∞x,y(R,M)

je zadata struktura Banahove mnogostrukosti na P1,2
x,y .

Konstrukcija Banahovog rasloje�a L2
R
(
P1,2∗
x,y TM

)
L2
R
(
P1,2∗
x,y TM

)
:=

⋃
s∈P1,2

x,y

L2
R (s∗TM)

Preslikava�e F

F : P1,2
x,y → L2

R
(
P1,2∗
x,y TM

)
s 7→ ṡ+∇f ◦ s.

F je glatko sjeqe�e. Na osnovu propozicije 2.9 u [24] �egove nule su elementi
skupaMf (x, y) (i samo oni). Transverzalnost F na nulto sjeqe�e ne va�i u opxtem
sluqaju, ali mo�e se posti�i malim varijacijama Rimanove metrike.

3.5 Invarijantnost Morsove homologije

Mi smo definisali HM∗ u zavisnosti od regularnog para (f, g). Me�utim, za
razliqite regularne parove ne dobijamo nixta novo. Zapravo, va�i

Teorema 23. HM∗(f, g) ∼= H∗(M ;Z2).

Opiximo kanonski izomorfizam izme�u HM∗ (fα, gα) i HM∗
(
fβ, gβ

)
, za regu-

larne parove (fα, gα) i
(
fβ, gβ

)
(pratimo [19]).

Neka je hα,β : M ×R→ R homotopija izme�u fα i fβ, tj. preslikava�e za koje va�i

hα,βs (x) =

{
fβ(x), s > 1
fα(x), s 6 0

,
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i neka je gα,β put Rimanovih metrika takav da je

gα,βs =

{
gβ, s > 1
gα, s 6 0

.

Za xα ∈ Crit(fα) i xβ ∈ Crit(fβ) posmatrajmo skup

Mhα,β(xα, xβ) :=

{
γ : R→M :

dγ

dt
(t) = −∇gα,βh

α,β(γ(t)), γ(−∞) = xα, γ(+∞) = xβ
}
.

Za generiqki put
(
hα,β, gα,β

)
on je mnogostrukost dimenzije Ind(xα)− Ind(xβ), a ako

je zadovo	eno Ind(xα) = Ind(xβ) - konaqan skup taqaka. Broj tih taqaka (u Z2)
oznaqimo sa b

(
xα, xβ

)
. Definiximo preslikava�e izme�u lanqastih kompleksa

pridru�enih Morsovim funkcijama fα i fβ.

Φβ,α : CM∗(f
α)→ CM∗(f

β),

(∀x ∈ Critk(f
α)) Φβ,α(x) =

∑
y∈Critk(fβ)

b(x, y)y, (9)

i produ�imo po linearnosti.

Teorema 24.

• Φβ,α je lanqasto preslikava�e i indukuje izomorfizam u homologiji,

• Indukovani izomorfizam Φβ,α
∗ ne zavisi od izbora generiqkog puta

(
hα,β, gα,β

)
,

• Φα,α
∗ = id i Φγ,β

∗ ◦ Φβ,α
∗ = Φγ,α

∗ .

Definicija 30. Neka je (C, ∂) lanqasti kompleks sa Z2 koeficijentima, i neka
je B = {e1, . . . , ek} �egova baza. e ∈ B je homoloxki esencijalan ako za svaki ∂-
invarijantni potprostor K linearnog omotaqa od B − {e} va�i

H∗(K, ∂)→ H∗(C, ∂) nije NA.

Pritom, jasno je o kom se preslikava�u radi.

Lema 14. Neka je f generiqka Morsova funkcija sa jedinstvenom taqkom x+ apso-
lutnog maksimuma. Posmatrajmo kompleks (C(f), ∂) za generiqku Rimanovu metriku
i bazu Crit(f). Tada je x+ homoloxki esencijalna.

Skica dokaza. f opada du� linija gradijentnog toka, pa je linearni omotaqQ skupa
Crit(f)− {x+} ∂-invarijantan. HdimM(Q, ∂) = 0, intuitivno zbog toga xto je skup

{x ∈M : f(x) < maxF − ε}
otvorena mnogostrukost (za malo ε). Odavde, svaki ∂-invarijantni potprostor
od Q indukuje trivijalnu dimM -tu homoloxku grupu. Poxto je HMdimM(f) ∼=
HdimM(M) ∼= Z2, taqka x

+ je homoloxki esencijalna.

Pos	edica 3. Zadr�avamo uslove prethodne leme. Neka je (fs, gs), s ∈ R generiqka
familija takva da je fs ≡ f0 za s 6 0 i fs ≡ f za s > 1. Tada postoji x ∈ Crit(f0)
tako da je b (x, x+) 6= 0. (b je definisano prije formule (9).)

Dokaz. Neka je Φ prirodan izomorfizam izme�u HM∗(f0, g0) i HM∗(f1, g1) induko-
van familijom (fs, gs). Ako je b(x, x

+) = 0 za svako x ∈ Crit(f0) tada je slika od Φ
sadr�ana u linealu od Crit(f) − {x+}. Ali tada Φ ne mo�e biti izomorfizam jer
je x+ homoloxki esencijalna.
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4 Florova teorija

4.1 Arnoldova hipoteza

Neka je (M,ω) kompaktna, simplektiqka mnogostrukost, i Ht 1-periodiqan, nor-
malizovan Hamiltonijan, kojem odgovaraju Hamiltonovo vektorsko po	eXt i jednoparam-
etarska grupa difeomorfizama φt.
1-periodiqna Hamiltonova pet	a je svako 1-periodiqno rjexe�e jednaqine

ẋ(t) = Xt(x(t)). (10)

Skup svih ovakvih pet	i oznaqimo sa P̃(H).

Definicija 31. x ∈ P̃(H) je nedegenerisana ako je zadovo	eno

det(id−dφ1(x(0))) 6= 0.

Sada smo spremni da formulixemo Arnoldovu hipotezu.

Hipoteza 1 (Arnold). Ako su sve 1-periodiqne Hamiltonove pet	e nedegenerisane
tada ih ima bar onoliko koliki je zbir Betijevih brojeva mnogostrukosti M .
Odnosno, ima ih ne ma�e od

dimM∑
k=0

dimHk(M).

Ovdje �emo dokazati hipotezu u sluqaju da je rijeq o homologiji sa Z2 koefici-
jentima i uz dodatnu pretpostavku da je mnogostrukost asferiqna (tj. π2(M) = 0).

Ako je H autonoman, dokaz slijedi iz Morsove teorije, jer svaka kritiqna taqka
zadovo	ava (10) i 1-periodiqna je. A va�i i

Lema 15. Kritiqna taqka autonomnog Hamiltonijana je nedegenerisana kao pet	a
ako i samo ako je nedegenerisana i kao kritiqna taqka glatke funkcije.

Dokaz. Ne uma�uju�i opxtost dokaza�emo teoremu za dimM = 2. Izaberimo Dar-
buovu kartu (ω = dp ∧ dq) u kojoj 0 odgovara kritiqnoj taqki Hamiltonijana.

φt(p, q) =
(
At(p, q), Bt(p, q)

)
Hamiltonov tok je zadat sa

Ȧ =
∂H

∂q
(A,B), Ḃ = −∂H

∂p
(A,B).

d

dt
φt∗ =

[
∂Ȧ
∂p

∂Ȧ
∂q

∂Ḃ
∂p

∂Ḃ
∂q

]
=

[
∂2H
∂p∂q

∂2H
∂q2

−∂2H
∂p2

− ∂2H
∂p∂q

]
Znamo da Hamiltonov tok fiksira taqku 0 (jer 0 odgovara kritiqnoj taqki), tj.
φt(0) = const. Odatle, desna strana ne zavisi od t. Pa je

φt∗(0) = t

[
∂2H
∂p∂q

∂2H
∂q2

−∂2H
∂p2

− ∂2H
∂p∂q

]
+ id .
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id se pojav	uje jer je φ0 = id, tj. poqetni uslov je φ0∗(0) = id . Tvr�e�e leme slijedi
iz

det(id−φ1∗(0)) = det

[
−∂2H
∂p∂q

−∂2H
∂q2

∂2H
∂p2

∂2H
∂p∂q

]
= det

[
∂2H
∂p2

∂2H
∂p∂q

∂2H
∂p∂q

∂2H
∂q2

]
.

I u mnogo opxtijem sluqaju poslu�i�emo se idejama Morsove teorije (pre-
ciznije, analitiqkog pogleda na �u). Za poqetak izvedimo ekvivalent izolovanosti
kritiqnih taqaka Morsove funkcije.

Lema 16. Grafik preslikava�a φ1 : M → M je transverzalan na dijagonalu u
M ×M ako i samo ako su sve pet	e iz P̃(H) nedegenerisane.

Dokaz. det(1− dφ1(x(0))) 6= 0 akko je jezgro linearnog operatora

(id−φ1)∗(x(0)) : Tx(0)M → Tx(0)M

trivijalno. Preslikava�e (id×φ1)Tx(0)M → T(x(0),x(0))M × M ostvaruje izomor-
fizam prostora Ker(id−φ1) i T(x(0),x(0))Γ ∩ T(x(0),x(0))∆ (sa Γ smo oznaqili grafik
preslikava�a φ1), xto znaqi da je jedan trivijalan akko je i drugi. I konaqno,
kako su T(x(0),x(0))Γ i T(x(0),x(0))∆ dimenzije dimM , a T(x(0),x(0))M ×M dvostruko ve�e,
T(x(0),x(0))Γ ∩ T(x(0),x(0))∆ je {0} akko je

T(x(0),x(0))Γ⊕ T(x(0),x(0))∆T = T(x(0),x(0))M ×M.

Pos	edica 4. Pretpostavimo da su sve pet	e iz P̃(H) nedegenerisane. Tada je

P̃(H) konaqan i
min

x,y∈P̃(H)
inf
t
d (x(t), y(t)) > 0.

Dokaz. Pridru�iva�e P̃(H) 3 x 7→ x(0) je 1−1, xto znaqi da broj elemenata skupa

P̃(H) nije ve�i od broja fiksnih taqaka difeomorfizma φ1, koji je jednak broju
elemenata skupa ∆∩Γ. Ovaj skup je zatvoren (kao presjek dva zatvorena skupa) pod-
skup kompaktne mnogostrukosti M ×M pa je kompaktan. On je i podmnogostrukost
dimenzije 0 zbog transverzalnosti. Kompaktna mnogostrukost dimenzije 0 je kon-
aqan skup taqaka.

Neka je Un :=
{
t ∈ [0, 1] : minx,y∈P̃(H) d (x(t), y(t)) > 1

n

}
. Funkcija

t 7→ min
x,y∈P̃(H)

d (x(t), y(t)) = min
x,y∈P̃(H)

d (φt(x(0)), φt(y(0)))

je neprekidna jer je P̃(H) konaqan i φt glatko zavisi od t, pa su skupovi Un otvoreni.
Oni pokrivaju interval [0, 1] jer su φt difeomorfizmi pa svaki od �ih razdvaja
razliqite taqke (i ponovo, minimum je uzet po konaqnom skupu i mo�e biti 0 samo
ako je neki od elemenata tog skupa 0). Interval je kompaktan pa postoji konaqan
potpokrivaq

{
Un(k)

}m
k=1

. Va�i

min
x,y∈P̃(H)

inf
t
d (x(t), y(t)) >

1

maxn(k)
.
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4.2 Funkcional dejstva

Mjesto kritiqnih taqaka u Morsovoj teoriji u Florovoj teoriji zauzimaju Ha-
miltonove pet	e. Potreban nam je analog Morsove funkcije, tj. funkcional qije
�e kritiqne taqke (ekstremale) biti elementi skupa P̃(H). Uze�emo funkcional
dejstva, ali da bismo ga dobro definisali, moramo se neqega odre�i. Mo�emo se
odre�i kompaktnosti i ograniqiti na posmatra�e taqnih, simplektiqkih mnogo-
strukosti (a to ne�emo) i definisati

AH(x) :=

∫ 1

0

(x∗θ −Ht(x(t))) dt,

ili pretpostaviti da je M asferiqna i posmatrati funkcional na prostoru LM
kontraktibilnih, 1-periodiqnih pet	i.

Definicija 32. Funkcional dejstva za Hamiltonijan H je funkcija

AH : LM → R,

AH(x) = −
∫
B

u∗ω −
∫ 1

0

Ht(x(t))dt,

gdje je u : B = {z ∈ C : |z| 6 1} →M glatko preslikava�e takvo da je u (e2πit) = x(t).

Na prvi pogledAH zavisi i od produ�e�a u pet	e x (tj. preslikava�a kru�nice
u M) na disk. Me�utim, us	ed uslova asferiqnosti definicija je ipak dobra.
A sada provjerimo ono za xta smo i tra�ili funkcional.

Lema 17. dAH(x; ξ) =

∫ 1

0

ω(ẋ(t)−Xt(x(t)), ξ(t))dt, ξ ∈ TxLM.

Dokaz. Posmatrajmo glatku krivu R → LM : s 7→ xs u prostoru LM , takvu da
je tangentni vektor u taqki x0 jednak ξ (naravno ,,taqka" je zapravo 1-periodiqna
pet	a na M , a ,,tangentni vektor" vektorsko po	e du� �e). Neka je us glatka,
jednoparametarska familija preslikava�a B = {z ∈ C : |z| 6 1} → M , takva da
va�i us (e2πit) = xs(t).

dAH(x0; ξ) = ∂sAH(xs)|s=0 = ∂s

(
−
∫
B

u∗sω −
∫ 1

0

Ht(xs(t))dt

)∣∣∣∣
s=0

= −
∫
B

∂su
∗
sω

∣∣∣∣
s=0

−
∫ 1

0

∂sHt(xs(t))|s=0 dt

∂sHt(xs(t))|s=0 = dHt(x0(t); ∂sxs(t)|s=0) = ω (Xt(x0(t)), ξ(t)) (izvod slo�ene funkcije)

∂su
∗
sω = u∗s

(
d(Y yω) + Y y dω︸︷︷︸

0

)
= du∗s (Y yω) (Kartanova formula)

gdje je Y vektorsko po	e definisano sa

Y (ur(p)) =
∂

∂s

∣∣∣∣
s=r

us(p).
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Odavde slijedi

dAH(x0; ξ) = −
∫
B

du∗0(Y yω)−
∫ 1

0

ω(Xt(x0(t)), ξ(t))dt,

a nakon primjene Stoksove teoreme na prvi integral

dAH(x0; ξ) =

∫ 1

0

ω(ẋ0(t), Y (x0(t)))dt−
∫ 1

0

ω(Xt(x0(t)), ξ(t))dt.

U sluqaju da je Y (x0(t)) = ξ(t) dokaz je zavrxen. Me�utim, mi mo�emo izabrati
familiju us na takav naqin da ovo bude zadovo	eno. S obzirom da nam je bitno
ponaxa�e krive s 7→ xs u okolini 0, mo�emo pretpostaviti da je xs ≡ c, c ∈ M za
s 6 −1, zatim definiximo familiju us na s	ede�i naqin

us
(
e2π(r+it)

)
= xs+r(t), r 6 0, t ∈ R; us(0) = c.

I zaista

Y (x0(t)) =
∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

us(e
2πit) =

∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

xs(t) = ξ(t).

Iz prethodnog tvr�e�a, x je kritiqna taqka funkcionala dejstva akko

(∀ξ ∈ TxLM)

∫ 1

0

ω(ẋ(t)−Xt(x(t)), ξ(t))dt = 0,

xto je mogu�e jedino u sluqaju ẋ = Xt(x). Pa su kritiqne taqke funkcionala AH
elementi skupa P̃(H) ∩ LM =: P(H) i samo oni.

4.3 Gradijentni tok

Neka je Jt 1-periodiqna familija skoro kompleksnih struktura kompatibilnih
sa ω. Tada je ω(·, Jt·) =: 〈·, ·〉t odgovaraju�a familija Rimanovih metrika. Defin-
iximo skalarni proizvod na prostoru TxLM = C∞(R/Z, x∗TM) sa

〈ξ, η〉 =

∫ 1

0

〈ξ(t), η(t)〉t dt.

Teorema 25. gradAH(x)(t) = Jt(x(t))ẋ(t)−∇Ht(x(t)).

Dokaz. Na osnovu definicije gradijenta (u odnosu na neku metriku) slijedi

〈gradAH(x), ξ〉 = dAH(x; ξ),∫ 1

0

〈gradAH(x)(t), ξ(t)〉t dt =

∫ 1

0

ω(ẋ(t)−Xt(x(t)), ξ(t)) dt,∫ 1

0

ω(−Jt gradAH(x)(t), ξ(t)) dt =

∫ 1

0

ω(ẋ(t)−Xt(x(t)), ξ(t)) dt,
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∫ 1

0

ω(ẋ(t)−Xt(x(t)) + Jt gradAH(x)(t), ξ(t)) dt = 0.

Pos	ed�a jednakost va�i za svako ξ, pa mora biti zadovo	eno

ẋ(t)−Xt(x(t)) + Jt gradAH(x)(t) = 0,

odnosno
gradAH = Jtẋ(t)− JtXt(x(t)), (J2

t = − id).

Da bi zavrxili dokaz, potrebno je da va�i jox i jednakost

∇Ht = JtXt, (11)

a ona va�i jer je
dHt(p; ·) = ω(Xt(p), ·) = 〈JtXt(p), ·〉 .

Po uzoru na teoriju Morsa, glatku, jednopatrametarsku familiju pet	i R →
LM : s 7→ u(s, ·), koja je rjexe�e diferencijalne jednaqine

∂u

∂s
+ gradAH(u(s, ·)) = 0,

nazivamo negativnom gradijentnom linijom. Ovu diferencijalnu jednaqinu mo�emo
napisati u s	ede�em obliku

∂u

∂s
+ Jt(u)

∂u

∂t
−∇Ht(u) = 0. (12)

U sluqaju da Jt ne zavisi od t i da je Ht ≡ 0 ovo je jednaqina J-holomorfnih krivih.
S druge strane, u sluqaju da Ht i u ne zavise od t, jednaqina definixe (pozitivan)
gradijentni tok funkcije H = Ht.

4.4 Energija rjexe�a

Definicija 33. Energija rjexe�a jednaqine (12) je

E(u) :=
1

2

∫ 1

0

∫ +∞

−∞

(∣∣∣∣∂u∂s
∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∂u∂t −Xt(u)

∣∣∣∣2
)
dsdt.

Iz (11) i (12) slijedi
∂u

∂t
−Xt(u) = Jt(u)

∂u

∂s
,

a odatle ∣∣∣∣∂u∂s
∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣Jt(u)
∂u

∂s

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣∂u∂t −Xt(u)

∣∣∣∣2 ,
pa energiju rjexe�a mo�emo zapisati i kao

E(u) =

∫ 1

0

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣∂u∂s
∣∣∣∣2 dsdt =

∫ 1

0

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣∂u∂t −Xt(u)

∣∣∣∣2 dsdt.
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Teorema 26. Neka je u : R×R/Z kontraktibilno rjexe�e jednaqine (12). S	ede�a
tvr�e�a su ekvivalentna

• E(u) <∞.

• Postoje periodiqna rjexe�a x± ∈ P(H) takva da je

lim
s→±∞

u(s, t) = x±(t),

lim
s→±∞

∂su(s, t) = 0,

pri qemu su limesi uniformni po promjen	ivoj t.

• Postoje konstante δ > 0 i c > 0 tako da va�i

(∀s, t ∈ R) |∂su(s, t)| 6 ce−δ|s|.

Potrebna su nam s	ede�a pomo�na tvr�e�a.

Lema 18. Postoje konstante ~, c > 0 (koje zavise od (M,ω,H, J)) takve da za svako
rjexe�e u : Br →M jednaqine (12) va�i∫

Br

∣∣∣∣∂u∂s
∣∣∣∣2 dtds 6 ~ =⇒

∣∣∣∣∂u∂s (0)

∣∣∣∣2 6 cr2 +
8

πr2

∫
Br

∣∣∣∣∂u∂s
∣∣∣∣2 dtds.

Dokaz. [22].

Lema 19. Pretpostavimo da su 1-periodiqna rjexe�a x ∈ P(H) nedegenerisana.
Tada za svako ε > 0 postoji δ > 0 tako da za svaku glatku pet	u y : R/Z→M,∫ 1

0

|ẏ(t)−Xt(y(t))|2 dt < δ =⇒ (∃x ∈ P(H)) sup
t
d(x(t), y(t)) < ε

Dokaz. [22].

Dokaz teoreme 26. (1 ⇒ 2) Neka je r ∈
(

0, 3
√
~
)
. Poxto je E(u) < ∞, postoji T

takvo da je
∫ +∞
T

∫ 1

0
|∂su|2 < r3. Tada je za proizvo	nu loptu Br(s, t) ⊂ (T,+∞) × S1

zadovo	eno ∫
Br(s,t)

∣∣∣∣∂u∂s
∣∣∣∣2 dtds 6 r3 < ~,

a na osnovu leme 18 i

|∂su(s, t)|2 < cr2 +
8r3

πr2
= r

(
cr +

8

π

)
.

Poxto mo�emo izabrati proizvo	no malo r slijedi da ∂su konvergira ravnomjerno
ka 0 kad s → +∞ (za −∞ dokaz je isti). S obzirom da je |∂tu−Xt(u)| = |∂su|,
∂tu − Xt(u) konvergira ravnomjerno (po t) ka 0 kad s → ±∞. Koriste�i lemu 19,
zak	uqujemo da za dovo	no veliko |s|, u(s, t) ∈

⋃
x∈P(H) Bε(x(t)).
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Ostaje jox da se oslobodimo ove unije. Pretpostavimo da to ne mo�emo da
uradimo. Tada postoje pet	e x, y ∈ P(H) i rastu�i nizovi indeksa a(n) i b(n)
takvi da je R 3 sa(n), sb(n) → +∞ i

(∀ε > 0) (∃N ∈ N)n > N =⇒ sup
t
d(u(sa(n), t), x(t)) < ε,

(∀ε > 0) (∃N ∈ N)n > N =⇒ sup
t
d(u(sb(n), t), y(t)) < ε.

(13)

Neka je
3c := min

x,y∈P(H)
inf
t
d (x(t), y(t)) .

Na osnovu pos	edice 4, c > 0. Izaberimo N tako da va�e nejednakosti (13) za ε = c.

(∀t ∈ [0, 1]) (∀n > N) d(u(sa(n), t), x(t)) < c ∧ d(u(sb(n), t), y(t)) < c ∧ d(x(t), y(t)) > 3c.

Koriste�i nejednakost trougla

d(x(t), u(sa(n), t)) + d(u(sa(n), t), u(sb(n), t)) + d(u(sb(n), t), y(t)) ≥ d(x(t), y(t)),

dolazimo do s	ede�e nejednakosti

(∀t ∈ [0, 1]) (∀n > N) d(u(sa(n), t), u(sb(n), t)) > c.

Neka je m(n) := min
{
sa(n), sb(n)

}
. Du�ina krive koja spaja dvije taqke nije ma�a od

rastoja�a izme�u te dvije taqke.

(∀t ∈ [0, 1]) (∀n > N)

∣∣∣∣∣
∫ sb(n)

sa(n)

|∂su(s, t)| ds

∣∣∣∣∣ > c,

(∀t ∈ [0, 1]) (∀n > N)

∫ +∞

m(n)

|∂su(s, t)| ds > c,

(∀n > N)

∫ +∞

m(n)

∫ 1

0

|∂su(s, t)| dtds =

∫ 1

0

∫ +∞

m(n)

|∂su(s, t)| dsdt > c

Me�utim, poxto je E(u) konaqan broj i poxto m(n)→∞ kad n→∞

lim
n→∞

∫ +∞

m(n)

∫ 1

0

|∂su(s, t)| dtds = 0.

Kontradikcija! Ovim smo dokazali da postoji pet	a x+ takva da

lim
s→+∞

u(s, t) = x+(t), (ravnomjerno po t).

Dokaz za −∞ je analogan.

(2⇒ 3) [23]

(3⇒ 1) Trivijalno.
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Definicija 34 (Modulski prostori). Neka su x, y ∈ P(H).

M
(
x−, x+

)
:=

{
u : R× (R/Z)→M : (12) ∧ lim

s→±∞
u(s, t) = x±(t)

}
,

M := {u : R× (R/Z)→M : (12) ∧ E(u) <∞ ∧ u kontraktibilno} .

Pos	edica 5. M =
⋃
M(x, y), gdje je unija uzeta po svim parovima x, y ∈ P(H).

Predstavimo E(u) u jox jednom obliku.

Lema 20. Ako je u ∈M (x, y) , tada

E(u) = AH(x)−AH(y).

Dokaz.

E(u) =

∫ +∞

−∞

∫ 1

0

∣∣∣∣∂u∂s
∣∣∣∣2 dtds =

∫ +∞

−∞

∫ 1

0

〈
∂u

∂s
,∇Ht(u)− J(u)

∂u

∂t

〉
dtds

=

∫ +∞

−∞

∫ 1

0

〈
∂u

∂s
,∇Ht(u)

〉
dtds−

∫ +∞

−∞

∫ 1

0

〈
∂u

∂s
, J(u)

∂u

∂t

〉
dtds

=

∫ +∞

−∞

∫ 1

0

dHt(u)

(
∂u

∂s

)
dtds−

∫ +∞

−∞

∫ 1

0

ω

(
∂u

∂s
,−∂u

∂t

)
dtds

=

∫ +∞

−∞

∂

∂s

(∫ 1

0

Ht(u)dt

)
ds+

∫ +∞

−∞

∫ 1

0

ω

(
∂u

∂s
,
∂u

∂t

)
dtds

¬
=

∫ 1

0

Ht(y)dt−
∫ 1

0

Ht(x)dt+

∫
S2
u∗ω +

∫
By

u∗ω −
∫
Bx

u∗ω

­
= AH(x)−AH(y).

(14)

¬ Koriste�i kontraktibilnost pet	i x i y produ�ili smo preslikava�e u na
S2 = R× S1 ∪Bx ∪By, gdje su Bx, By dva diska.

­ Zbog asferiqnosti
∫
S2 u

∗ω = 0; restrikcije u na ∂Dx i ∂Dy su redom x, y.

4.5 Konli-Cenderov indeks

U analogiji sa Morsovom homologijom definisa�emo Florovu homologiju, tj.
homologiju lanqastog kompleksa

· · · ∂−−−→ CFk+2(H, J)
∂−−−→ CFk+1(H, J)

∂−−−→ CFk(H, J)
∂−−−→ · · ·,

koji je generisan pet	ama iz P(H). Ve� tu nastaje problem kako rasporediti pet	e
u CFk(H), ili drugaqije, na koji naqin pridru�iti pet	i cio broj (tj. indeks
grupe koju �e da generixe).
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Definisa�emo funkciju (Konli-Cenderov indeks)

µH : P(H)→ Z,

koja �e rijexiti problem graduisa�a.

Neka je Sp(2n) grupa simplektiqnih 2n× 2n matrica, a Sp∗(2n) skup onih qije
su sve sopstvene vrijednosti razliqite od 1.

Teorema 27. Postoji jedinstveno, neprekidno produ�e�e ρ : Sp(2n) → S1 pres-
likava�a det : U(n) = Sp(2n) ∩O(2n)→ S1 koje ima s	ede�e osobine:

• ρ(A⊕B) = ρ(A)ρ(B)

• Ako su A i B sliqne, onda ρ(A) = ρ(B)

• Ako A nema sopstvenih vrijednosti na jediniqnom krugu, tada ρ(A) = ±1.

Ovu teoremu ne�emo dokazati. Za da	e reference pogledati stranu 20 u [23].
Matrica W+ = −E(2n) je unitarna pa je ρ(W+) = det(W+) = (−1)n. Posmatra-

jmo matricu

W− =



2
−2

. . .

−2
1
2

−1
2

. . .

−1
2


.

Ona nema sopstvenih vrijednosti modula 1, pa iz osobina koje odre�uju ρ slijedi
ρ(W−) = ±1.
Skup Sp∗(2n) ima dvije komponente povezanosti, koje su prosto povezane. W+ i
W− pripadaju razliqitim komponentama (jer det(E − ·) uzima u �ima vrijednosti
suprotnog znaka). Odavde, svaka matrica iz Sp∗(2n) mo�e se spojiti putem (kroz
Sp∗(2n)) sa taqno jednom od tih matrica.

Definicija 35. Konli-Cenderov indeks za put

Ψ : [0, 1]→ Sp(2n), Ψ(0) = E, Ψ(1) ∈ Sp∗(2n)

je broj
µCZ(Ψ) = deg(ρ(Ψ̃)2),

gdje je Ψ̃ : [0, 2]→ Sp(2n) produ�e�e puta Ψ takvo da je Ψ̃(2) = W±.

Prirodno se postav	aju dva pita�a u vezi sa ovom definicijom:

• Da li zavisi od produ�e�a Ψ̃?

• Da li uopxte ima smisla izraz deg(ρ(Ψ̃)2)?
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Odgovorimo prvo na drugo pita�e. Ve� smo se uvjerili da je ρ(W±) = ±1 (i to ±
ne moraju biti usaglaxeni), a odatle ρ(W±)2 = 1. Dakle, ρ(Ψ̃(·)) je preslikava�e
[0, 2]→ S1 koje krajeve intrevala slika u 1 (tj. u istu taqku), pa se mo�e posmatrati
i kao preslikava�e S1 → S1 koje ima svoj stepen.
Nezavisnost od produ�e�a je jasna ako se uzme u obzir π1(Sp∗(2n)) = 0 i qi�enica
da je stepen homotopska invarijanta.

Navex�emo jox jednu ekvivalentnu definiciju Konli-Cenderovog indeksa ([20]).

Lema 21. Za put Ψt ∈ Sp(2n), Ψ0 = id simplektiqkih matrica postoji put
simetriqnih matrica St takav da je

Ψ̇t = J0StΨt.

Va�i i obrnuto.

Dokaz. Definiximo S sa
St := −J0Ψ̇tΨ

−1
t .

Ψt je put simplektiqkih matrica pa va�i

0 =
d

dt
Ω =

d

dt

(
ΨT
t ΩΨt

)
= Ψ̇T

t ΩΨt + ΨT
t ΩΨ̇t

Koriste�i ΩT = −Ω zak	uqujemo(
ΨT
t ΩΨ̇t

)T

= ΨT
t ΩΨ̇t,

tj. ΨT
t ΩΨ̇t je simetriqna.

ΨT
t ΩΨ̇t = ΨT

t ΩJ0StΨt = −ΨT
t StΨt.

Odavde slijedi simetriqnost matrice sa desne strane, tj.

ΨT
t StΨt =

(
ΨT
t StΨt

)T
= ΨT

t S
T
t Ψt.

Poxto je Ψt invertibilna i St je simetriqna.
Obrnuto, diferencirajmo ΨT

t ΩΨt po t.

d

dt

(
ΨT
t ΩΨt

)
= Ψ̇T

t ΩΨt + ΨT
t ΩΨ̇t = ΨT

t S
T
t J

T
0 ΩΨt + ΨT

t ΩJ0StΨt = ΨT
t StΨt−ΨT

t StΨt = 0.

Xto znaqi da je ΨT
t ΩΨt konstantno, pa je jednako Ω jer je Ψ0 = id .

Broj t ∈ [0, 1] je taqka presjeca�a ako va�i det (id−Ψt) = 0. Taqki presjeca�a
pridru�imo formu presjeca�a

Γ(Ψ, t) : ker (id−Ψt)→ R,

Γ(Ψ, t)X = XTΩ(̇Ψ)tX = XTStX.

Ako je ova forma nedegenerisana ka�emo da je taqka presjeca�a regularna. Regu-
larne taqke presjeca�a su izolovane.
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Definicija 36. Konli-Cenderov indeks za put Ψ : [0, 1] → Sp(2n), Ψ0 = id koji
ima samo regularne taqke presjeca�a je broj

µCZ(Ψ) :=
1

2
signS0 +

∑
sign Γ(Ψ, t),

pritom je zbir uzet po svim taqkama presjeca�a.

Nax s	ede�i korak je da svakom elementu skupa P(H) pridru�imo Konli-
Cenderov indeks. Ve� smo definisali indeks za put u Sp(2n) qiji krajevi nemaju
1 za sopstvenu vrijednost, stoga �emo pet	i prvo pridru�iti put simplektiqkih
matrica.

Neka je x ∈ P(H) i u : B →M neko produ�e�e preslikava�a x na disk (zbog kon-
traktibilnosti elemenata skupa P(H) produ�e�e postoji). B je kontraktibilan
pa su sva vektorska rasloje�a nad �im trivijalna. Specijalno, u∗TM je trivi-
jalno rasloje�e. Izaberimo simplektiqku trivijalizaciju α : B × R2n → u∗TM ,
tj. trivijalizaciju za koju va�i

(∀z ∈ B) (∀X, Y ∈ R2n) ω(α(z,X), α(z, Y )) = XTΩY,

gdje je Ω matrica standardne simplektiqke forme na R2n. Postoja�e takve trivi-
jalizacije je predmet s	ede�a dva tvr�e�a.

Lema 22. Postoji koneksija koja quva metriku ω(·, J ·) i skoro kompleksnu struk-
turu (pos	ediqno quva i ω).

Dokaz. Znamo da postoji koneksija koja quva bilo koju metriku, npr. Levi-Qivita
koneksija (oznaqimo sa ∇ onu koja odgovara metrici g(·, ·) = ω(·, J ·)), me�utim ova
koneksija ne quva J u opxtem sluqaju. Da bismo to postigli modifikujmo ∇ na
s	ede�i naqin

∇̃XY :=
1

2

(
∇XY − J∇X(JY )

)
.

Ili drugaqije (i nesimetriqnije) zapisano

∇̃XY =
1

2

(
∇XY − J (∇XJ)Y − JJ∇XY

)
= ∇XY −

1

2
J (∇XJ)Y.

I zaista (
∇̃J
)
Y = ∇̃(JY )− J∇̃Y =

1

2

(
∇(JY )− J∇(JJY )

)
− J∇̃Y

=
1

2

(
∇(JY ) + J∇Y

)
− J∇̃Y = J∇̃Y − J∇̃Y = 0.

Doka�imo sada da ∇̃ quva i g, ali prije toga izvedimo par identiteta.

0 = ∇(− id) = ∇
(
J2
)

= J∇J + (∇J)J (15)

Z
(
ω(X, Y )

)
= Z

(
ω(JX, JY )

)
= Z

(
g(JX, Y )

)
= g(∇(JX), Y ) + g(JX,∇Y )

= g
(
(∇J)X + J∇X, Y

)
+ g(JX,∇Y )

= ω
(
(∇J)X, JY

)
+ ω(J∇X, JY ) + ω(JX, J∇Y )

= ω
(
(∇J)X, JY

)
+ ω(∇X, Y ) + ω(X,∇Y )

(16)
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S druge strane mije�aju�i uloge X i Y i koriste�i antisimetriqnost ω dobijmo

Z
(
ω(JX, JY )

)
= ω

(
JX, (∇J)Y

)
+ ω(X,∇Y ) + ω(∇X, Y ). (17)

Iz (16) i (17) slijedi

ω
(
(∇J)X, JY

)
= ω

(
JX, (∇J)Y

)
. (18)

Poxto ve� znamo da ∇ quva g, dovo	no je dokazati

g
(
∇̃X, Y

)
+ g

(
X, ∇̃Y

)
= g (∇X, Y ) + g (X,∇Y ) .

g
(
∇̃X, Y

)
= ω

(
∇̃X, JY

)
= ω(∇X, JY )−1

2
ω((∇J)X, Y ) = g (∇X, Y )−1

2
ω((∇J)X, Y )

g
(
X, ∇̃Y

)
= ω(X, J∇Y ) +

1

2
ω(X, (∇J)Y ) = g (X,∇Y ) +

1

2
ω(X, (∇J)Y )

S	ede�e jednakosti zavrxavaju dokaz

ω((∇J)X, Y ) = ω((∇J)X, J(−J)Y )
¬
= ω(JX, (∇J)(−J)Y )

­
= ω(JX, J(∇J)Y ) = ω(X, (∇J)Y ).

¬ va�i zbog (18), a ­ zbog (15).

Lema 23. Postoji simplektiqka trivijalizacija α : B × R2n → u∗TM .

Dokaz. Neka je α(0, ·) : R2n → (u∗TM)u(0) izomorfizam. Poxto je ω antisimetriqna,
nedegenerisana, bilinearna forma

ω(α(0, X), α(0, Y )) = XTΩ1Y,

za neku antisimetriqnu, nedegenerisanu matricu Ω1. Postoji S ∈ GL(R, 2n) takva
da je STΩ1S = Ω. Mije�aju�i α sa α(·, S·) mo�emo posti�i da umjesto Ω1 bude Ω.
Taj novi izomorfizam oznaqi�emo isto sa α.
Neka je

τreiϕ : Tu(0,0)M → Tu(reiϕ)M,

paralelni transport du� krive γ(t) = teiϕ u odnosu na koneksiju ∇̃ iz leme 22.
Trivijalizaciju definixemo sa

α(z,X) := τz ◦ α(0, X).

Provjerimo da su uslovi zadovo	eni.

ω(α(z,X), α(z, Y )) = ω(τz ◦ α(0, X), τz ◦ α(0, Y )) = ω(α(0, X), α(0, Y )) = XTΩY.
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Dovrximo definiciju Konli-Cenderovog indeksa za pet	e. Posmatrajmo dija-
gram

Tx(0)M
dφt(x(0))−−−−−→ Tx(t)Mxα(1,·)

xα(e2πit,·)

R2n Ψ(t)−−−→ R2n

.

Neka je

Ψ(t) :=
(
α(e2πit, ·)

)−1 ◦ dφt(x(0)) ◦ α(1, ·).
Ψ(t) je familija simplektiqkih preslikava�a (matrica). Poxto va�i

Ψ(1) := (α(1, ·))−1 ◦ dφ1(x(0)) ◦ α(1, ·),

preslikava�a Ψ(1) i dφ1(x(0)) su sliqna pa imaju iste sopstvene vrijednosti. Zbog
nedegenerisanosti pet	e x, dφ1(x(0)) nema 1 za sopstvenu vrijednost a odavde ni
Ψ(1). φ0 je identitet, a to povlaqi Ψ(0) = E. Drugim rijeqima, put simplektiqkih
matrica Ψ(t) zadovo	ava sve uslove iz definicije Konli-Cenderovog indeksa.

Definicija 37. Konli-Cenderov indeks za pet	u x ∈ P(H) je

µH(x) := n− µCZ(Ψ),

gdje je Ψ familija simplektiqkih matrica iz prethodne konstrukcije.

Definicija je dobra zahva	uju�i asferiqnosti. Izostav	aju�i taj uslov za
razliqite diskove qija je granica posmatrana pet	a dobijamo razliqite indekse.

4.6 Florova homologija

Sada smo spremni da definixemo Florovu homologiju u potpunoj analogiji
sa Morsovom. Pretpostavimo da va�e uslovi regularnosti za H i J o kojima �e
kasnije biti vixe rijeqi, a zasad se zadovo	imo qi�enicom da se oni mogu posti�i
variraju�i samo J ili samo H. CFk(H, J) je Z2 vektorski prostor generisan sa

{x ∈ P(H) : µH(x) = k} .

(x ∈ P(H)) ∂x :=
∑

µCZ(y)=µCZ(x)−1

n(x, y)y,

gdje je n(x, y) broj taqaka mnogostrukosti M̂(y, x) (vidjeti teoremu 31). Nakon
produ�ava�a po linearnosti dobijamo graniqni operator, jer iz komentara nakon
teoreme 35 na osnovu istog argumenta kao i za Morsov sluqaj dobijamo ∂2 = 0.
Homologiju ovako konstruisanog lanqastog kompleksa nazivamo Florovom (oznaka:
HF∗(H, J)). Ima smisla re�i ,,Florova homologija mnogostrukosti M", jer va�i

Teorema 28. Neka su (Hα, Jα) ,
(
Hβ, Jβ

)
i (Hγ, Jγ) parovi koji zadovo	avaju uslove

regularnosti. Tada postoji prirodan izomorfizam

Φβα : HF∗ (M,ω,Hα, Jα)→ HF∗
(
M,ω,Hβ, Jβ

)
.

I pritom va�i
Φγα = ΦγβΦβα, Φαα = id .
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Konstrukcija je ista kao za Morsov sluqaj. Za deta	e pogledati [23].

Odavde odmah slijedi

#P(H) >
∑

dimHFk(H, J).

A ovo je dokaz Arnoldove hipoteze, jer za autonoman Hamiltonijan H koji je uz
to i Mors-Smejlova funkcija u odnosu na metriku indukovanu sa (tako�e autonom-
nim) J postoji t > 0 takvo da se Florova homologija HF∗(tH, J) svodi na Morsovu
HM∗(tH, ω(·, J ·)) (za koju smo se ve� uvjerili da je izomorfna singularnoj). Pritom,
pod ,,svodi" podrazumijevamo podudara�e svih elemenata iz konstrukcije ovih ho-
mologija (npr. periodiqne orbite su kritiqne taqke, Konli-Cenderov indeks -
Morsov indeks, . . .).

U narednim potpoglav	ima razmotri�emo deta	nije neka od tvr�e�a koja smo
ovdje naveli.

4.7 Mnogostrukost M(x−, x+;H, J)

Teorema 29. Postoji gust skup Jreg ⊂ C∞(End(TM)) skoro kompleksnih struk-
tura takvih da je M(x−, x+;H, J) mnogostrukost dimenzije µH(x−) − µH(x+) za
svako J ∈ Jreg i x± ∈ P(H).

Treba dokazati da za svako u ∈ M(x−, x+;H, J) postoji okolina difeomorfna
Rdim. Iskoristi�emo teoremu o implicitnoj funkciji za beskonaqno dimenzioni
sluqaj, xto znaqi da nam je potreban ambijent.

Neka je
Xu ⊂ C∞ (R× R/Z, u∗TM)

vektorski prostor svih vektorskih po	a koja eksponencijalno opadaju kad s→ ±∞.
Eksponencijalno preslikava�e je lokalni difeomorfizam, pa se svaka funkcija
u1 : R × R/Z → M dovo	no blizu u koja zadovo	ava iste (kao u) graniqne uslove
mo�e na jedinstven naqin predstaviti kao expu(ξ), za ξ ∈ Xu. Odavde, elementi
skupaM(x−, x+;H, J) u blizini u mogu se vidjeti kao nule funkcije

Fu : Xu → Xu,

Fu(ξ) = τu(ξ)
−1∂H,J(expu(ξ)),

pritom τu(ξ) : TuM → Texpu(ξ)M oznaqava paralelni transport du� geodezijske
t 7→ expu(tξ), a

∂H,J(u) :=
∂u

∂s
+ Jt(u)

∂u

∂t
−∇Ht(u).

Diferencijal od Fu u 0 je operator

Du : Xu → Xu,

Duξ = ∇sξ + J(u)∇tξ + (∇ξJ) (u)∂tu+∇ξ∇H(u, t). (19)
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Neka je α : R× S1 × R2n → u∗TM trivijalizacija rasloje�a u∗TM takva da va�i

ω (αs,tX,αs,tY ) = XTΩY, J ◦ αs,t = J0.

Tada je

DX := α−1Du(αX) = α−1
(
∇s(αX) + J(u)∇t(αX) + (∇αXJ) (u)∂tu+∇αX∇H(u, t)

)
.

Primje�uju�i Lajbnicovo pravilo

DX = α−1
(
(∇sα)X + α∂sX + J(u)(∇tα)X + Jα∂tX + (∇αXJ) (u)∂tu+∇αX∇H(u, t)

)
= ∂sX + J0∂tX + α−1

(
(∇sα)X + J(u)(∇tα)X + (∇αXJ) (u)∂tu+∇αX∇H(u, t)

)
.

Tre�i sabirak oznaqimo sa SX, tj. DX = ∂sX + J0∂tX + SX. Matrice Ss,t su do
na kompaktnu perturbaciju simetriqne, pa ne uma�uju�i opxtost mo�emo pret-
postaviti da su simetriqne uvijek (jer se Fredholmovost ne mije�a pri sabira�u
sa kompaktnim operatorom, xtavixe ne mije�a se ni indeks Fredholmovog opera-
tora, a to je ono xta nas ovdje interesuje). Simetriqnim matricama Ss,t mo�emo
pridru�iti simplektiqke matrice Ψs,t na naqin opisan lemom 21, preciznije

J0∂tΨs,t + Ss,tΨs,t = 0, Ψs,0 = id .

Teorema 30. Ako je det (id−Ψ±(1)) 6= 0, tada je gore definisani operator

D : W 1,2(R× S1;R2n)→ L2(R× S1;R2n)

Fredholmov.

Pritom su W 1,2(R × S1;R2n) i L2(R × S1;R2n) kompletira�a prostora α−1Xu u
normama

‖ξ‖L2 =

(∫ +∞

−∞

∫ 1

0

|ξ|2
) 1

2

i ‖ξ‖W 1,2 =

(∫ +∞

−∞

∫ 1

0

|ξ|2 + |∂sξ|2 + |∂tξ|2
) 1

2

,

i matrice Ψ± su definisane sa

lim
s→±∞

Ψs,t = Ψ±t .

Dokaz ove teoreme odla�emo za s	ede�e potpoglav	e.

Sliqno kao za put simplektiqkih matrica, taqka presjeca�a za put operatora
A : R → L(W,H) je svaki realan broj s za koji kerA(s) 6= {0} . U taqki presjeca�a
definixemo formu presjeca�a sa

Γ(A, s)ξ :=
〈
ξ, Ȧ(s)ξ

〉
H
.

Taqka presjeca�a je regularna ako je odgovaraju�a forma nedegenerisana.
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Definicija 38. Spektralni tok familije operatora s 7→ A(s) sa samo regularnim
taqkama presjeca�a je

µspec(A) :=
∑

sing Γ(A, s),

gdje se sabira po svim taqkama presjeca�a.

Posmatrajmo operator A = J0
∂
∂t

+S(s, ·) : W 1,2(R×R/Z;R2n)→ L2(R×R/Z;R2n)
(tada je D = ∂s+A(s)). Pod odre�enim uslovima koje put operatora A(s) zadovo	ava
(vidjeti [21]) indeks Fredholmovog operatoraD je jednak µspec(A). Dovex�emo u vezu
µspec(A) sa Konli-Cenderovim indeksom.

Lema 24. A(s) ima iste taqke presjeca�a kao i put simplektiqkih matrica
s 7→ Ψs,1 i odgovaraju�e forme presjeca�a su izomorfne.

Dokaz. Dokaza�emo da ξ ∈ kerA(s) ako i samo ako je ξ(t) = Ψs,tξ0 za neko ξ0 ∈
ker (id−Ψs,1) .
(⇐=) Poxto je ξ0 = Ψs,1ξ0 preslikava�e t 7→ Ψs,tξ0 ima domen S1.

d

dt
(Ψs,tξ0) = ∂tΨs,tξ0 = J0Ss,tΨs,tξ0.

Odnosno A(Ψ(s, ·)ξ0) = 0.
(=⇒) Ako je ξ(t) ∈ kerA(s) tada su ξ(t) i t 7→ Ψs,tξ(0) rjexe�a diferencijalne
jednaqine

J0
dx

dt
+ Ss,t = 0

sa istim poqetnim uslovima ξ(0) = Ψs,0ξ(0), xto znaqi da su identiqna (na osnovu
teoreme o jedinstvenosti). Specijalno, poxto je ξ(t) 1-periodiqno

ξ(0) = ξ(1) = Ψs,1ξ(0),

pa ξ(0) ∈ ker (id−Ψs,1) . Odavde slijedi

kerA(s) = {0} ⇐⇒ ker (id−Ψs,1) = {0} ,

tj. taqke presjeca�a se poklapaju.
Preslikava�e

ξ 7→ ξ(0)

je izomorfizam izme�u kerA(s) i ker (id−Ψs,1). Dokaza�emo da ovaj izomorfizam
prevodi jednu formu presjeca�a u drugu, tj. da va�i

Γ(A, s)(ξ) = Γ(Ψ(·, 1), s)ξ(0).

Oznaqimo sa Ŝs,t familiju simetriqnih matrica odre�enih sa

∂

∂s
Ψs,t = J0Ŝs,tΨs,t. (20)

Tada je

∂t(Ψ
TŜΨ) = (∂tΨ)TŜΨ + ΨT∂t(ŜΨ) = (J0SΨ)TŜΨ−ΨT∂t(J0∂sΨ)

= −ΨTSJ0ŜΨ−ΨTJ0∂s∂tΨ = −ΨTS∂sΨ−ΨTJ0∂s(J0SΨ)

= −ΨTS∂sΨ + ΨT∂s(SΨ) = ΨT∂sSΨ.
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Integrale�i po t od 0 do 1 dobijamo

ΨT
s,1Ŝs,1Ψs,1 −ΨT

s,0Ŝs,0Ψs,0 =

∫ 1

0

ΨT
s,t∂sSs,tΨs,tdt.

Ostaje jox da primijetimo da je ΨT
s,0Ŝs,0Ψs,0 = 0 (zbog Ψs,0 = id i (20) ) i

d

ds
A = ∂sS

(jer operator J0∂t ne zavisi od s).

Lema 25. indexD = µCZ (Ψ+)− µCZ (Ψ−) .

Dokaz. [23].

Iz beskonaqno-dimenzione teoreme o implicitnoj funkciji i prethodnih lema
slijedi da je M(x−, x+;H, J) mnogostrukost dimenzije navedene u teoremi 29 ako
je operator Du (definisan u (19)) NA za svako u ∈ M(H, J). Skup svih skoro
kompleksnih struktura saglasnih sa ω za koje je ovaj uslov zadovo	en (za fiksan
Hamiltonijan H) oznaqimo sa Jreg(H).

Lema 26. Jreg je gust u C∞(End(TM)).

Specijalno, transverzalnost mo�emo posti�i modifikuju�i samo J .
Pomo�u R dejstva u(·, ·) 7→ u(· + s, ·) na elemente mnogostrukosti M(x−, x+;H, J)
mo�emo sma�iti dimenziju za 1. Sluqaj koji je nama interesantan izra�ava s	ede�a

Teorema 31. Ako je J ∈ Jreg i µH(x−)− µH(x+) = 1 tada je

M̂(x−, x+;H, J) =M(x−, x+;H, J)/R

0-dimenziona, kompaktna mnogostrukost tj, konaqan skup taqaka.

4.8 Fredholmova teorija

U ovom potpoglav	u izlo�i�emo dokaz teoreme 30 prate�i [21]. Oznaqimo pro-
store L2(S1;R2n) i W 1,2(S1;R2n) redom sa H i W (u ovom dijelu ne�emo spomi�ati
Hamiltonijan H). Ovi prostori su Hilbertovi i inkluzija W ↪→ H je kompaktna
sa gustim rangom. Neka je

A(s) : W → H,

A(s)ξ := J0
∂ξ

∂t
+ Sξ.

Tada je operator D jednak ∂s + A(s). A ima s	ede�e osobine

• A : R → L(W,H) je neprekidno diferencijabilan u slaboj operatorskoj
topologiji i

(∃c0 > 0) (∀t ∈ R) (∀ξ ∈ W ) ‖A(s)ξ‖H + ‖∂sA(s)ξ‖H 6 c0 ‖ξ‖W . (21)

• Ako posmatramo A kao neograniqen operator na H sa domenomW , A je samoad-
jungovan i

(∃c1 > 0) (∀t ∈ R) (∀ξ ∈ W ) ‖ξ‖2
W 6 c1

(
‖A(s)ξ‖2

H + ‖ξ‖2
H

)
. (22)
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• Postoje invertibilni operatori A± ∈ L(W,H) takvi da

lim
t→±∞

∥∥A(s)− A±
∥∥
L(W,H)

= 0. (23)

Definiximo i Hilbertove prostore (T > 0)

H = L2(R, H), W = L2(R,W ) ∩W 1,2(R, H),

H(T ) = L2([−T, T ] , H), W(T ) = L2([−T, T ] ,W ) ∩W 1,2([−T, T ] , H),

sa normama (redom)

‖ξ‖2
H =

∫ +∞

−∞
‖ξ(t)‖2

H dt, ‖ξ‖2
W =

∫ +∞

−∞

(
‖ξ(t)‖2

W +
∥∥∥ξ̇(t)∥∥∥2

H

)
dt.

Lema 27. Neka su X, Y i Z Banahovi prostori, F : X → Y ograniqen, a K : X → Z
kompaktan operator. Ako postoji c > 0 takvo da je

‖ξ‖X 6 c (‖Fξ‖Y + ‖Kξ‖Z) (24)

za ξ ∈ X, tada je rang operatora F zatvoren i jezgro mu je konaqno-dimenziono.

Dokaz. Neka je {ξk} niz jediniqnih vektora iz kerF . Poxto je ξl− ξk ∈ kerF i (24)

‖ξl − ξk‖X 6 c ‖Kξl −Kξk‖Z .

Odavde, iz Koxijevosti (pod)nizaKξk slijedi Koxijevost (pod)niza ξk. Poxto jeK
kompaktan i ξk ograniqen, niz Kξk ima konvergentan podniz, a na osnovu prethodne
reqenice i niz ξk ima konvergentan podniz. Upravo smo dokazali da je sfera u kerF
kompaktna, no to je osobina isk	uqivo konaqno-dimenzionih prostora.
Doka�imo da je rang zatvoren. Neka je αk niz u X takav da je lim

k→∞
Fαk = β. Ako je

αk ograniqen, tada postoji �egov podniz (oznaqen isto) takav da Kαk konvergira.
Tada, koriste�i opet (24),

‖αl − αk‖ 6 c (‖Fαl − Fαk‖+ ‖Kαl −Kαk‖) .

Znamo da su Fαk i Kαk Koxijevi, slijedi i αk je Koxijev, tj. konvergira (ka nekom
α). F je neprekidan, pa je Fα = β.
Pretpostavimo sada da αk nije ograniqen. Na osnovu teoreme o kompletira�u pos-
toji zatviren potprostor V takav da je X = kerF ⊕ V . Ako postoji podniz od αk u
kerF tada je β = 0 = F0. Pretpostavimo da takav podniz ne postoji, tada postoji
podniz qiji elementi imaju nenula projekcije na V i qije norme formiraju strogo
rastu�i niz. Posmatrajmo niz γk tih projekcija (F ima istu vrijednost na vektoru

i na �egovoj projekciji na V ). Niz
γk
‖γk‖

je ograniqen, pa ponav	aju�i prethodni

argument ima podniz koji konvergira ka nekom γ (∈ V jer je V zatvoren). Tada

Fγ = lim
k→∞

F

(
γk
‖γk‖

)
= lim

k→∞

Fγk
‖γk‖

= lim
k→∞

β

‖γk‖
= 0.

Odavde, γ ∈ kerF ∩ V = {0} ⇒ γ = 0. Ali ovo je kontradikcija jer

0 = ‖γ‖ =

∥∥∥∥ lim
k→∞

γk
‖γk‖

∥∥∥∥ = lim
k→∞

∥∥∥∥ γk
‖γk‖

∥∥∥∥ = 1.
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Lema 28. Za svako T > 0 inkluzija W(T ) ↪→ H(T ) je kompaktan operator.

Dokaz. [21].

Lema 29. Postoje konstante c, T > 0 takve da je

‖ξ‖W 6 c
(
‖ξ‖H(T ) + ‖Dξ‖H

)
(25)

za svako ξ ∈ W.

Dokaz. Prvo �emo dokazati ocjenu za T =∞. Neka je ξ ∈ C∞0 (R,W ).

‖Dξ‖2
H = ‖∂sξ + Aξ‖2

H = ‖∂sξ‖2
H + ‖Aξ‖2

H + 2

∫ +∞

−∞
〈∂sξ, Aξ〉 ds

¬
= ‖∂sξ‖2

H + ‖Aξ‖2
H −

∫ +∞

−∞
〈ξ, ∂sAξ〉 ds

­

> ‖ξ‖H + ‖Aξ‖2
H − c0 ‖ξ‖H ‖ξ‖L2(R,W )

®

> ‖∂sξ‖2
H +

1

c1

‖ξ‖2
L2(R,W ) − ‖ξ‖

2
H − c0 ‖ξ‖H ‖ξ‖L2(R,W )

¯

> ‖∂sξ‖2
H +

1

2c1

‖ξ‖2
L2(R,W ) −

(
1 +

c2
0c1

2

)
‖ξ‖2

H
°

>
1

2c1

‖ξ‖2
W − c ‖ξ‖

2
H

¬ ∂s 〈ξ, Aξ〉 = 〈∂sξ, Aξ〉+ 〈ξ, ∂s(A)ξ〉+ 〈ξ, A∂sξ〉 = 2 〈∂sξ, Aξ〉+ 〈ξ, ∂s(A)ξ〉
U pos	ed�oj jednakosti koristili smo da je A samoadjungovan. ξ je sa kompak-
tnim nosaqem pa ∫ +∞

−∞
∂s 〈ξ, Aξ〉 = 〈ξ, Aξ〉|+∞−∞ = 0.

­ Koristimo Koxi-Xvarcovu nejednakost, a zatim ‖∂sAξ‖H 6 c0 ‖ξ‖L2(R,W ), xto
je pos	edica (21).

® zbog (22)

¯ Dijele�i nejednakost

0 6
(
‖ξ‖L2(R,W ) − c0c1 ‖ξ‖H

)2

= ‖ξ‖2
L2(R,W ) − 2c1c0 ‖ξ‖H ‖ξ‖L2(R,W ) + c2

0c
2
1 ‖ξ‖

2
H

sa 2c1 dobijamo

1

2c1

‖ξ‖2
L2(R,W ) − c0 ‖ξ‖H ‖ξ‖L2(R,W ) > −

c2
0c1

2
‖ξ‖2

H .

° ‖ξ‖2
W = ‖ξ‖2

L2(R,W ) + ‖∂sξ‖2
H , c = 1 +

c20c1
2
, i konstantu c1 mo�emo izabrati

ve�u od 1.

C∞0 (R,W ) je gust u H i u W , pa je ovim dokazana nejednakost u ovom sluqaju.

Ako je A(s) = A0 konstantan, bijektivan operator, doka�imo da va�i

‖ξ‖W 6 c ‖Dξ‖H . (26)
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Oznaqimo sa ξ̂ Furijeovu transformaciju od ξ. Tada je

iωξ̂(ω) + A0ξ̂(ω) = D̂(ξ)(ω).

Primje�uju�i Koxi-Xvarcovu nejednakost i koriste�i 〈A0ζ, ζ〉 ∈ R (zbog simetri-
qnosti operatora A0) dobijamo

‖iωζ + A0ζ‖H ‖ζ‖H > |〈iωζ + A0ζ, ζ〉| =
∣∣iω ‖ζ‖2

H + 〈A0ζ, ζ〉
∣∣ > ∣∣iω ‖ζ‖2

H

∣∣ = |ω| ‖ζ‖2
H ,

odnosno
|ω| ‖ζ‖H 6 ‖iωζ + A0ζ‖H . (27)

Neka je c =
∥∥A−1

0

∥∥
L(H,W )

.

‖ξ‖W 6 c ‖A0ξ‖H

Iskoristi�emo ‖ξ‖H =
∥∥∥ξ̂∥∥∥

H
i ‖ξ‖L2(R,W ) =

∥∥∥ξ̂∥∥∥
L2(R,W )

.

∫ +∞

−∞

∥∥∥ξ̂∥∥∥2

W
dω =

∫ +∞

−∞
‖ξ‖2

W ds 6
∫ +∞

−∞
c2 ‖A0ξ‖2

H ds =

∫ +∞

−∞
c2
∥∥∥A0ξ̂

∥∥∥2

H
dω

6 c2

∫ +∞

−∞

(∥∥∥A0ξ̂
∥∥∥2

H
+ ω2

∥∥∥ξ̂∥∥∥2

H

)
dω

¬
= c2

∫ +∞

−∞

∥∥∥iωξ̂ + A0ξ̂
∥∥∥2

H
dω

(28)

¬ jer je A0 simetriqan pa je zbir pos	ed�a dva sabirka u s	ede�oj jednakosti 0.∥∥∥iωξ̂ + A0ξ̂
∥∥∥2

H
=
∥∥∥iωξ̂∥∥∥2

H
+
∥∥∥A0ξ̂

∥∥∥2

H
+
〈
iωξ̂, A0ξ̂

〉
+
〈
A0ξ̂, iωξ̂

〉
Koriste�i (27) (ζ = ξ̂) i (28) dobijamo

‖ξ‖2
W =

∫ +∞

−∞

(
‖ξ‖2

W + ‖∂sξ‖2
H

)
ds =

∫ +∞

−∞

(∥∥∥ξ̂∥∥∥2

W
+
∥∥∥∂̂sξ∥∥∥2

H

)
dω

=

∫ +∞

−∞

(∥∥∥ξ̂∥∥∥2

W
+ ω2

∥∥∥ξ̂∥∥∥2

H

)
dω 6 (c2 + 1)

∫ +∞

−∞

∥∥∥iωξ̂ + A0ξ̂
∥∥∥2

H
ds

= (1 + c2) ‖Dξ‖2
H .

Doka�imo sada lemu. Zbog (23) i (26), postoje konstante c, T > 0 takve da za
svako ξ ∈ W va�i

ξ(s) = 0 za |s| 6 T − 1 =⇒ ‖ξ‖W 6 c ‖Dξ‖H . (29)

Neka je β : R → [0, 1] glatka funkcija takva da je β(s) = 0 za |s| > T i β(s) = 1 za
|s| 6 T − 1. Na βξ primje�ujemo ve� dokazanu nejednakost za T = ∞, a na (1 − β)ξ
(29).

‖ξ‖W = ‖βξ + (1− β)ξ‖W 6 ‖βξ‖W + ‖(1− β)ξ‖W
6 c1 (‖βξ‖H + ‖Dβξ‖H + ‖D(1− β)ξ‖H)

6 c2

(
‖βξ‖H(T ) + ‖Dξ‖H

)
.
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Teorema 32. Pretpostavimo da ξ, η ∈ H zadovo	avaju 〈∂sφ− Aφ, ξ〉H + 〈φ, η〉H = 0
za svaku funkciju φ ∈ C∞0 (R,W ). Tada ξ ∈ W i Dξ = η.

Dokaz. [21].

Teorema 33. Operator D je Fredholmov.

Dokaz. Na osnovu lema 27 ,28 i 29,D ima konaqno-dimenziono jezgro i zatvoren rang.
Poxto va�i teorema 32, ko-jezgro operatora D je jezgro oreratora ∂s −A :W → H
koje je konaqno-dimenziono jer na ovaj operator mo�emo primijeniti iste argumente
kao za D.

4.9 Kompaktnost

Teorema 34. Za svaki niz un ∈M (definicija 34) i za svaki kompaktan podskup
K ⊂ R×R/Z postoji podniz (od {un}) koji sa izvodima konvergira ravnomjerno ka
u ∈M na K.

Koristi�emo s	ede�u lemu qiji se dokaz mo�e na�i u [22].

Lema 30. Neka je G ⊂ C otvoren domen. Tada za svaki niz glatkih rjexe�a
uk : G→M jednaqine (12) koji zadovo	ava

sup
k∈N
‖∇uk‖L∞(G) <∞

i svaki kompaktan podskup K ⊂ G postoji podniz koji konvergira ravnomjerno sa
svojim izvodima na K.

Pritom

‖∇u‖L∞(G) = sup

{
max

{∣∣∣∣∂u∂s (s, t)

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣∂u∂t (s, t)

∣∣∣∣} : (s, t) ∈ G
}
.

Dokaz teoreme 34. Zbog leme 30 dovo	no je dokazati

sup
u∈M
‖∇u‖L∞(C) <∞.

Pretpostavimo suprotno. Tada postoji niz uk ∈M takav da

ck := ‖∇uk‖L∞(C) →∞.

Naravno, iz teoreme 26 slijedi da je za svako k ∈ N broj ck ograniqen. Neka je

vk(z) := uk

(
zk +

z

ck

)
,

gdje je zk = sk + itk takav da va�i

|∇uk(zk)| := max

{∣∣∣∣∂u∂s (zk)

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣∂u∂t (zk)

∣∣∣∣} >
ck
2
.
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Poxto je

∂vk
∂s

(z) =
1

ck

∂uk
∂s

(
zk +

z

ck

)
,

∂vk
∂t

(z) =
1

ck

∂uk
∂t

(
zk +

z

ck

)
,

vk zadovo	ava s	ede�e

|∇vk(0)| > 1

2
, ‖∇vk‖L∞(C) <∞, (30)

∂vk
∂s

+ J (vk)
∂vk
∂t

+
1

ck
∇H

(
vk, tk +

t

ck

)
= 0, (31)∫

Bck (0)

∣∣∣∣∂vk∂s
∣∣∣∣2 =

∫
B1(zk)

∣∣∣∣∂uk∂s
∣∣∣∣2 6 ∫ +∞

−∞

∫ tk+1

tk−1

∣∣∣∣∂uk∂s
∣∣∣∣2 dtds ¬

= 2E(uk)
­

6 C. (32)

¬ jer je uk(s, t) 1-periodiqno po t,∫ +∞

−∞

∫ tk

tk−1

∣∣∣∣∂uk∂s
∣∣∣∣2 dtds =

∫ +∞

−∞

∫ tk+1

tk

∣∣∣∣∂uk∂s
∣∣∣∣2 dtds = E(uk).

­ zbog leme 20.

Iz (30) i (31) slijedi da niz vk zadovo	ava uslove leme 30 (ne bax jer Hamiltoni-
jani nisu isti za sve qlanove niza, ali i u ovom sluqaju va�i lema 30, tj. �en
analog), pa postoji podniz koji (sa izvodima) konvergira ravnomjerno na kompakt-
nim podskupovima od C. Graniqna funkcija v : C→M je glatka i zadovo	ava

∇v(0) 6= 0,
∂v

∂s
+ J(v)

∂v

∂t
= 0,

∫
C

∣∣∣∣∂v∂s
∣∣∣∣2 <∞.

Poxto v ima konaqnu povrxinu (nejednakost iz pos	ed�eg reda) na osnovu teoreme
o otkla�a�u singulariteta (teorema 3.6 u [18]) slijedi da se v mo�e produ�iti
na S2 = C ∪ {∞}. Me�utim, zbog uslova asferiqnosti ne postoji nekonstantna
holomorfna kriva S2 →M . Kontradikcija!

Teorema 35. Neka je uk ∈ M(y, x), tada postoji podniz (oznaqen isto) i niz
sjk ∈ R, j = 1, . . . ,m tako da uk(s+ sjk, t) konvergira sa svojim izvodima ravnomjerno
na kompaktima ka uj ∈M(xj, xj−1). Pritom, xj ∈ P(H), x0 = x, xm = y i va�i

µH(xm) > µH(xm−1) > . . . > µH(x0).

Va�i i obrnuto, tj. ako skup {uj} zadovo	ava navedene uslove, onda postoji
niz uk ∈ M(y, x) koji ka �emu ,,konvergira" na gore opisan naqin. Odavde, ako je
µH(x−)− µH(x+) = 2, skup ⋃

µH(x+)<µH(y)<µH(x−)

M̂(x−, y)× M̂(y, x+)

mo�emo vidjeti kao granicu 1-dimenzione mnogostrukosti M̂(x−, x+).
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4.10 Sluqaj autonomnog Hamiltonijana

Teorema 36. Period nekonstantnog periodiqnog rjexe�a jednaqine

x′ = F (x),

gdje je F : Rn ⊃ Ω→ Rn Lipxicova funkcija sa konstantom L, nije ma�i od 2π
L
.

Dokaz ovog tvr�e�a mo�e se na�i u [25].

Lema 31. Postoji ε > 0 tako da sve nekonstantne periodiqne orbite za autono-
man Hamiltonijan H imaju minimalni period bar ε.

Dokaz. Doka�imo da tvr�e�e va�i u sluqaju da orbita pripada otvorenom skupu U
qije je zatvore�e sadr�ano u karti V (ϕ je odgovaraju�e koordinatno preslikava�e).
Jednaqina ẋ = XH(x) u karti ima oblik.

ϕ∗ẋϕ
−1
∗ = (ϕ∗XH)

(
ϕ ◦ x ◦ ϕ−1

)
.

Periodi pet	e na M i odgovaraju�e pet	e u ϕ(U) su isti. ϕ(U) ⊂ ϕ(U) , ϕ(U) je
kompaktan i objekti sa kojim radimo su C∞. Odavde ϕ∗XH je Lipxicova funkcija,
pa na osnovu teoreme 36, period orbite je bar ε0 (ε0 zavisi samo od skupova U, V ).

Doka�imo sada za proizvo	nu pet	u. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji
niz Hamiltonovih pet	i qiji periodi te�e nuli. Neka je {Ui} konaqan pokrivaq
mnogostrukosti M takav da U i ⊂ Vi gdje su Vi karte, sa εi oznaqimo odgovaraju�a
ograniqe�a perioda, a sa λ Lebegov broj pokrivaqa {Ui}.
Poxto je M kompaktna |XH | < C za neko C i svaku taqku mnogostrukosti. Ocijen-
imo du�inu Hamiltonove pet	e perioda τ .

l(γ) =

∫ τ

0

∣∣∣∣dγdt
∣∣∣∣ dt =

∫ τ

0

|XH | < τC.

Kao pos	edica diam(γ) < τC. Za dovo	no malo τ dijametar pet	e �e biti ma�i
od λ xto znaqi da �e pet	a biti sadr�ana u jednom Ui. A za τ ma�e od ε = min εi
dobijamo kontradikciju.

Teorema 37. Postoji skoro kompleksna struktura J za koju va�i:
Ako je H : M → R Morsova funkcija qiji je gradijentni tok Mors-Smejlovog tipa
u odnosu na metriku indukovanu sa J , tada postoji konstanta τ0 > 0 takva da je
svako rjexe�e jednaqine

∂u

∂s
+ J(u)

∂u

∂t
− τ∇H(u) = 0,

lim
s→±∞

u(s, t) = x±,

za τ < τ0, nezavisno od t.

Za dokaz pogledati lemu 7.1 u [13].
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Lema 32. Ako je x nedegenerisana kritiqna taqka autonomnog Hamiltonijana H,
tada je

Ind−H(x) = µH(x),

pritom sa lijeve strane x je taqka, a sa desne konstantna pet	a x : [0, 1]→M .

Dokaz. Zadr�avamo oznake i pretpostavke iz dokaza leme 15. Iskoristi�emo defini-
ciju 36 Konli-Cenderovog indeksa. Poxto je

id−φt∗(0) = t

[
− ∂2H
∂p∂q

−∂2H
∂q2

∂2H
∂p2

∂2H
∂p∂q

]
,

i matrica sa desne strane nedegenerisana, put φt∗(0) simplektiqkih matrica nema
taqaka presjeca�a. Odavde

µCZ
(
φt∗(0)

)
=

1

2
sign(S0),

gdje je S definisano sa
d

dt
φt∗(0) = J0Stφt∗(0).

Poxto je φ0∗(0) = id

S0 = −J0
d

dt
φt∗(0) =

[
E

−E

][ ∂2H
∂p∂q

∂2H
∂q2

−∂2H
∂p2

− ∂2H
∂p∂q

]
= −

[
∂2H
∂p∂q

∂2H
∂q2

∂2H
∂p2

∂2H
∂p∂q

]
.

µCZ
(
φt∗(0)

)
=

1

2
sign

(
−D2H

)
=

1

2
(2n− 2 Ind−H(x)) = n− Ind−H(x).

Na osnovu definicije 37

µH(x) = n− µCZ
(
φt∗(0)

)
= Ind−H(x).

Izaberimo J iz teoreme 37. Na osnovu teoreme 6.6 u [6] postoji Mors-Smejlova
funkcija H : M → R u odnosu na metriku ω(·, J ·). Zbog leme 31 postoji ε ∈ (0, τ0) (τ0

je iz teoreme 37) takvo da su periodiqne orbite Hamiltonijana εH samo kritiqne
taqke funkcija εH. Xtavixe, uslijed leme 32, Konli-Cenderov indeks u odnosu na
εH i Morsov indeks u odnosu na −εH su isti za svaku kritiqnu taqku. Na osnovu
teoreme 37

∂u

∂s
= ∇(εH)(u) ⇐⇒ u ∈M(εH, J),

tj.
(∀x, y ∈ H) M−εH(x, y) =M(x, y; εH, J).

Iz svega ovoga
HF∗(εH, J) ∼= HM∗(−εH, ω(·, J ·)) = HM∗.
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Da bismo lijevu stranu izjednaqili saHF∗ ostaje da poka�emo da (εH, J) zadovo	ava
uslove regularnosti. A to va�i jer

∂

∂s
+ J

∂

∂t
− ε∇H =

∂

∂s
− ε∇H

naM(εH, J). Poxto je−εH Mors-Smejlovog tipa u odnosu na ω(·, J ·), linearizacija
desne strane je NA, pa to va�i i za lijevu stranu.

Pos	edica 6. Florova homologija je izomorfna singularnoj homologiji mnogo-
strukosti.

4.11 Florova homologija za Lagran�eve presjeke

Florova homologija za Lagran�eve presjeke uopxtava Florovu homologiju za
Hamiltonove pet	e i u izvjestnom smislu Morsovu homologiju.

Neka su L,L′ dvije Lagran�eve podmnogostrukosti simplektiqke mnogostruko-
sti M. Posmatrajmo prostor puteva

γ ∈ C∞([0, 1] ,M)

sa graniqnim uslovima γ(0) ∈ L, γ(1) ∈ L′. Pretpostavimo da za svaka dva puta γ0, γ1

iz ovog prostora postoji homotopija γ : [0, 1]2 → M, γ(0, t) = γ0(t), γ(1, t) = γ1(t)
kroz taj prostor (tj. za svako s put γs je iz C

∞([0, 1] ,M) i spaja L i L′).
Definiximo funkcional dejstva na gore opisanom prostoru puteva sa

Aγ0(γ1) :=

∫
[0,1]2

γ∗ω.

Pritom smo fiksirali γ0, a γ je homotopija izme�u γ0 i γ1 za koju smo pretpostavili
da postoji. Aγ0 je dobro definisan i za razliqito γ0 mije�a se za konstantu.
Odavde, izvod ovog funkcionala

(dA) (x)(ξ) =

∫ 1

0

ω(ẋ(t), ξt)dt (33)

ne zavisi od γ0 (koje smo i izostavili). x je kritiqna taqka funkcionala Aγ0 ako i
samo ako je konstantan put koji spaja L i L′, tj. slika od x je presjeqna taqka ovih
Lagran�evih podmnogostrukosti. Pretpostavi�emo L t L′ (ovo odgovara uslovu
nedegenerisanosti kritiqnih taqaka).

U odnosu na skalarni proizvod, definisan sliqno kao u potpoglav	u 4.3, gradi-
jent od Aγ0 je

gradAγ0(x) = Jẋ(t).

Oznaqimo sa M(p, q, L, L′) skup linija gradijentnog toka koje spajaju kritiqne
taqke p, q. Linije gradijentnog toka su zapravo pseudo-holomorfni diskovi. Pod
odre�enim uslovima (strana 281 u [6]) skupM(p, q, L, L′) je mnogostrukost i postoji
graduisa�e µ : L ∩ L′ → Z takvo da je

dimM(p, q, L, L′) = µ(p)− µ(q).
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Analogno opisanom u ovom poglav	u mo�emo konstruisati Florovu homologiju za
Lagran�eve presjeke

HF∗(L,L
′).

Primjer 6 nas vodi ka Florovoj teoriji za Hamiltonove pet	e (posmatramo grafik
Hamiltonovog difeomorfizma φ1, gdje je φt Hamiltonov tok), a primjer 7 ka Morsovoj
teoriji (posmatramo zatvorenu formu df , gdje je f Morsova funkcija, za vixe de-
ta	a pogledati [10]).
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5 Primjena na geodezijske u Hoferovoj geometriji

Za dokaze (ili da	e reference) qi�enica koje spomi�emo u ovom poglav	u
pogledati [19] ili [2].

Neka je Ham(M,ω) grupa Hamiltonovih difeomorfizama naM . Sa X oznaqimo
jedinstveno vektorsko po	e za koje va�i

Xyω = dH.

H je jedinstveno odre�eno sa X do na konstantu. Da bismo se oslobodili ovoga ,,do
na konstantu" suzi�emo klasu Hamiltonijana.

Definicija 39. Neka je A = A(M) prostor (vektorski) svih glatkih funkcija
F : M → R takvih da je

•
∫
M
Fω∧n = 0, ako je M zatvorena

• F je sa kompaktnim nosaqem ako je M nekompaktna.

Za Hamiltonijan H : M × I → R ka�emo da je normalizovan ako za svako t ∈ I
funkcija Ht ∈ A(M) i (u sluqaju da jeM nekompaktna) ako postoji kompaktan skup
K ⊂ M koji sadr�i nosaqe funkcija Ht. Skup svih normalizovanih Hamiltoni-
jana oznaqavamo sa F .

Ham(M,ω) je Lijeva podgrupa grupe Diff(M) svih difeomorfizama mnogostru-
kosti M . Tangentni vektor u jedinici je

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ht(x) = X0,

pritom je h Hamiltonov difeomorfizam generisan Hamiltonijanom Ht. Odavde,
A(M) mo�emo posmatrati kao Lijevu algebru Lijeve grupe Ham(M,ω).

Sliqno, tangentni vektor Hamiltonovog puta ht u taqki t = s mo�emo identi-
fikovati sa Hs. Znaqi, A(M) predstav	a tangentni prostor ne samo u id ve� i u
bilo kojoj drugoj taqki grupe Ham(M,ω).

5.1 Mjere�e rastoja�a u Ham(M,ω)

Postupi�emo u analogiji sa konaqno-dimenzionim sluqajem. Tamo je rastoja�e
izme�u dvije taqke infimum du�ina krivih koje ih spajaju, a du�ina krive je
integral du�ine tangentnog vektora.

Poqnimo, zato, sa uvo�e�em norme ‖·‖ na A(M) (time zapravo definixemo
Finslerovu metriku na Ham(M,ω)). Nametnu�emo jox jedan uslov

‖H‖ = ‖H ◦ φ‖ , za φ ∈ Ham(M,ω).

Ovo je ekvivalentno sa uslovom da je lijevo dejstvo grupe Ham(M,ω) na samu sebe
izometrija. Prirodno je tra�iti ‖·‖ me�u s	ede�im normama
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• p norma:

‖H‖p =

(∫
M

|H|p ω∧n
) 1

p

, p > 1,

• ∞ norma:
‖H‖∞ = maxH −minH.

Opredjeli�emo se za L∞ iz par dobrih razloga koje �emo navesti kasnije (teorema
38).

Definicija 40. Neka je {ht}, t ∈ [a, b] Hamiltonov put generisan normalizovanim
Hamiltonijanom H. Tada

du�ina({ht}) :=

∫ b

a

‖Ht‖ dt.

Definicija 41. Rastoja�e izme�u dva Hamiltonova difeomorfizma α i β je

ρ(α, β) = inf du�ina({φt}),

gdje je infimum uzet po svim Hamiltonovim putevima {φt}, t ∈ [a, b], koji zadovo	avaju
φa = α, φb = β.

ρ ima s	ede�e osobine

• ρ(α, β) = ρ(β, α),

• ρ(α, β) + ρ(β, γ) > ρ(α, γ) (nejednakost trougla),

• ρ(α, β) > 0,

• ρ(α, β) = ρ(αγ, βγ) = ρ(γα, γβ), (biinvarijantnost)

Za sve α, β, γ ∈ Ham(M,ω). ρ je skoro metrika. Ono xto je za metriku jox potrebno
je nedegenerisanost, tj.

ρ(α, β) = 0 =⇒ α = β.

Ali i to va�i zahva	uju�i izboru ∞ norme.

Teorema 38. Pseudo-metrika ρ∞ je nedegenerisana, dok ρp za konaqno p nisu (pritom
je jasno xta ovo oznaqava). Xtavixe, ako je mnogostrukost zatvorena tada je
ρp ≡ 0.

55



5.2 Geodezijske u Ham(M,ω)

U Rimanovoj geometriji geodezijske su ekstremale funkcionala du�ine. Na
sliqan naqin �elimo da definixemo geodezijske u Hoferovoj geometriji.

Neka je ht, t ∈ [a, b] gladak put u Ham(M,ω). �egova varijacija je glatka famil-
ija puteva {ht,ε}, t ∈ [a, b] , ε ∈ (−ε0, ε0) takva da je

ha,ε = ha, hb,ε = hb, ht,0 = ht.

Pretpostav	amo da je nosaq svakog difeomorfizma iz ove familije sadr�an u
kompaktnom skupu. Funkcional du�ine je

l(ε) =

∫ b

a

‖H(·, t, ε)‖ dt =

∫ b

a

(
max
x

F (x, t, ε)−min
x
F (x, t, ε)

)
dt.

I ovdje nastaje problem jer l ne mora da bude diferencijabilna, tako da ne mo�emo
geodezijske definisati direktno kao kritiqne taqke od l.

Lema 33. Postoji konveksna funkcija u(ε) i konstante C, δ > 0 tako da va�i

(∀ε ∈ (−δ, δ)) |l(ε)− u(ε)| 6 Cε2.

Definicija 42. Put {ht} je geodezijska ako ‖H(·, t)‖ ne zavisi od t i ako je ε = 0
taqka minimuma funkcije u(ε) iz leme 33.

Definicija je dobra i podudara se sa oqekivanom u sluqaju kada je l(ε) glatka.

Definicija 43. Za funkciju H ∈ F ka�emo da ima fiksne ekstreme ako postoje
dvije taqke x± ∈M takve da je

H(x−, t) = min
x
H(x, t) i H(x+, t) = max

x
H(x, t)

i H(x+, t)−H(x−, t) ne zavisi od t.

Teorema 39. Put {ht} je geodezijska ako i samo ako odgovaraju�i normalizovani
Hamiltonijan ima fiksne ekstreme.

Za geodezijsku {ht}, t ∈ I ka�emo da je lokalno minimalna ako za svako t ∈ I
postoji okolina U ⊂ I od t takva da za svako a, b ∈ U put {ht}, t ∈ [a, b] minimizuje
du�inu u homotopskoj klasi puteva sa fiksnim krajevima.

5.3 Primjena Florove teorije

Teorema 40. Neka je (M,ω) zatvorena, asferiqna, simplektiqka mnogostrukost.
Tada svaka jednoparametarska podgrupa od Ham(M,ω) koja je generisana generiqkim
autonomnim Hamiltonijanom je lokalno minimalna.

Neka je G normalizovana Morsova funkcija sa jedinstvenim taqkama apsolutnog
minimuma i maksimuma (x±). Odgovaraju�i Hamiltonov tok oznaqimo sa {gt}. Neka
je da	e {ft}, t ∈ [0, 1] Hamiltonov tok homotopan sa {gεt, t ∈ [0, 1]} sa fiksnim
krajevima i F ∈ F �egov normalizovani Hamiltonijan.
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Izaberimo generiqku skoro kompleksnu strukturu J0. Iz leme 14 i svo�e�a
Florove homologije na Morsovu (opisanog u potpoglav	u 4.10) znamo da je x+ ho-
moloxki esencijalna za Florov lanqasti kompleks CF∗(εG, J0), za dovo	no malo
ε. �elimo to da postignemo za lanqasti kompleks pridru�en Hamiltonijanu F .

ht := ft ◦ g−1
εt je kontraktibilna pet	a Hamiltonovih difeomorfizama. Neka je

J(t) = h−1
t∗ J0ht∗. Pokaza�emo da se CF∗(εG, J0) mo�e identifikovati sa CF∗(F, J)

pomo�u preslikava�a (LM je kao i ranije prostor kontraktibilnih pet	i na M)

Th : LM → LM,

Th(γ) = {ht(γ(t))}t∈[0,1] .

Provjerimo kako se ponaxaju metrika i funkcional dejstva pri ovom preslikava�u.

T ∗hω(·, J0·) = ω(ht∗·, J0ht∗·) = ω(·, h−1
t∗ J0ht∗·) = ω(·, J(t)·)

Lema 34. Ako je h(F ) normalizovani Hamiltonijan koji generixe tok h−1
t ◦ ft,

tada (
T−1
h

)∗AF = Ah(F ).

Lema 35. Pet	a z+(t) := ft(x
+) je homoloxki esencijalna u CF∗(F, J).

Sliqno va�i i za x− odnosno z−(t) := ft(x
−).

Lema 36. Uz gore navedene pretpostavke va�e s	ede�e nejednakosti∫ 1

0

max
x

F (x, t) > εmaxG,

∫ 1

0

min
x
F (x, t) 6 εminG.

Dokaz. Neka je δ ∈ (0, ε) i a(s) neopadaju�a realna funkcija identiqki jednaka 0
za s 6 0 i 1 za s > 1.

Fs(x, t) := (1− a(s))δG(x) + a(s)F (x, t)

Izaberimo i generiqki put skoro kompleksnih struktura koji se podudara sa J0

i J(t) redom za s 6 0 i s > 1. Koriste�i lemu 35 i isti argument kao u dokazu
pos	edice 3 zak	uqujemo da postoji y ∈ P(δG) takva da je b(z+, z−) 6= 0. To znaqi
da postoji rjexe�e u jednaqine

∂su+ Js(t)∂tu = ∇Fs(u(s, t), t),

lim
s→−∞

u(s, t) = y, lim
s→+∞

u(s, t) = z−(t).

(∇ je u odnosu na metriku indukovanu sa Js, pa tako�e zavisi od s). Postupaju�i
kao u dokazu leme 20 dobijamo

E(u) =

∫ +∞

−∞

∫ 1

0

dFs(u(s, t), t)

(
∂u

∂s

)
dtds+

∫
Bz+

u∗ω −
∫
Bz−

u∗ω.
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Koriste�i

d

ds
Fs(u(s, t), t) = dFs(u(s, t), t)

(
∂u

∂s

)
+
∂Fs
∂s

(u(s, t), t)

= dFs(u(s, t), t)

(
∂u

∂s

)
+ ȧ(s) (F (x, t)− δG)

prethodni izraz mo�emo zapisati kao

E(u) = AδG(y)−AF (z−)−
∫ +∞

−∞

∫ 1

0

ȧ(s) (F (u(s, t), t)− δG(u(s, t))) dtds

= AδG(y)−AF (z−) +

∫ +∞

−∞
ȧ(s)

∫ 1

0

(δG(u(s, t))− F (u(s, t), t)) dtds

6 AδG(z−)−AF (z+) +

∫ +∞

−∞
ȧ(s)

∫ 1

0

max
x

(δG(x)− F (x, t)) dtds

= AδG(z−)−AF (z+) +

∫ 1

0

max
x

(δG(x)− F (x, t)) dt.

(34)

Iz leme 34 i qi�enice da se za konstantne orbite autonomnog Hamiltonijana fun-
kcional dejstva svodi na negativnu vrijednost Hamiltonijana u toj taqki slijedi

AF (z−) = AεG(x−) = −εminG, AδG(z−) 6 δmax(−G) = −δminG.

Ovo zajedno sa (34) i E(u) > 0 vodi ka nejednakosti

0 6 −δminG+ εminG+

∫ 1

0

max
x

(δG(x)− F (x, t)) dt.

δ ∈ (0, ε) mo�emo izabrati proizvo	no malo, pa

0 6 εminG+

∫ 1

0

max
x

(−F (x, t))dt.

Ili, drugaqije zapisano ∫ 1

0

min
x
F (x, t)dt 6 εminG.

Sliqno dobijamo i drugu nejednakost (umjesto z− uzmemo z+ i koristimo homotopiju
od F do δG umjesto od δG do F kao xto je ovdje bio sluqaj).

Teorema 40 slijedi direktno iz ove leme.
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