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0 Sa�etak

Tema ovog master rada jeste geometrijsko rexavaǌe kubnih i
kvadratnih jednaqina i naqin na koji su ove jednaqine rexavali
Vaviloǌani, Hindusi, Grci i Arapi. Rad je podeǉen u 12 poglavǉa.

U poglavǉu 1 dat je kratak sa�etak rada.

U poglavǉu 2 opisana je takozvana retoriqka algebra vavilon-
skih matematiqara uz objaxǌeǌe tri primera koji su preuzeti iz
starovavilonskih tekstova. Primeri ilustruju rexavaǌe kvadrat-
nih i kubnih jednaqina kao i sistema jednaqina.

U poglavǉu 3 objaxǌeno je nala�eǌe kvadratnog korena iz kǌi-
ge ”Sulvasutre”, tj. navedena su objaxǌeǌa geometrijskih tvr�e-
ǌa Sutra 54, Sutra 51 i Sutra 50, kao i konstrukcija kvadratnog
korena iz dva.

U poglavǉu 4 navedeno je objaxǌeǌe nala�eǌa kvadratnog ko-
rena iz Euklidove kǌige ”Elementi”. Tako�e je navedeno geometrij-
sko nala�eǌe pravougaonika koji je povrxinski jednak zadatoj qetvo-
rougaonoj povrxi i pretvaraǌe pravougaonika u pravougaonik qija
je jedna ivica zadata.

U poglavǉu 5 navedene su tri leme iz Apolonijeve kǌige ”Konu-
sni preseci” koje su Hajamu bile potrebne za dokazivaǌe kubnih
jednaqina. Tako�e, objaxǌeno je nala�eǌe kubnog korena, kao i
osnovna svojstva pravougle hiperbole.

U poglavǉu 6 navedena je Al-Hajamova klasifikacija kvadrat-
nih i kubnih jednaqina. Dvadeset pet tipova podeǉenih u pet
grupa: proste jednaqine, troqlane kvadratne jednaqine, troqlane
kubne jednaqine koje se mogu prevesti u kvadratne, troqlane kubne
jednaqine i qetvoroqlane kubne jednaqine.

U poglavǉu 7 dato je rexeǌe xest tipova prostih jednaqina.
Al-Horezmijevi primeri prvog, drugog i qetvrtog tipa, kao i Al-
-Hajamova geometrijska rexeǌa.

U poglavǉu 8 data su geometrijska rexeǌa tri tipa troqlanih
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kvadratnih jednaqina.

U poglavǉu 9 razmotren je Hajamov naqin rexavaǌa tri tipa
kubnih jednaqina koje se mogu prevesti u kvadratne. Hajam ova
rexeǌa, polaze�i od kubnih jednaqina, dovodi do rexeǌa kvadrat-
nih jednaqina.

U poglavǉu 10 razmotreno je Hajamovo geometrijsko rexeǌe
xest tipova troqlanih kubnih jednaqina. Dati su Hajamovi ge-
ometrijski uslovi pri kojima jednaqine imaju 0, 1 ili 2 pozitivna
rexeǌa, u zavisnosti od toga da li se konusni preseci, koji se po-
javǉuju pri rexavaǌu odgovaraju�e jednaqine, ne seku ili se seku
u jednoj ili dve taqke.

U poglavǉu 11 razmotreno je Hajamovo geometrijsko rexeǌe
sedam tipova qetvoroqlanih kubnih jednaqina. Dati su Hajamovi
geometrijski uslovi pri kojima jednaqine imaju 0, 1, 2 ili 3 pozi-
tivna rexeǌa, u zavisnosti od toga da li se konusni preseci, koji
se pojavǉuju pri rexavaǌu odgovaraju�e jednaqine, ne seku ili se
seku u jednoj, dve ili tri taqke.

U poglavǉu 12 dat je zakǉuqak rada.
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1 Uvod

”Mo�da �e neko od onih koji �e
do�i posle nas znati to...”

OMAR HAJAM

Rexavaǌe kubnih i kvadratnih jednaqina samo su jedan od
doprinosa savremenoj matematici koje su slavni arapski mate-
matiqar Al-Horezmi1 i persijski matematiqar Al-Hajam2 ostavili
za sobom u svojim delima. Ovaj master rad najvixe je posve�en
geometrijskom ali i algebarskom rexavaǌu kvadratnih i kubnih
jednaqina, koje su ovi matematiqari ostavili za sobom u svojim
delima.

Sastoji se iz dvanaest poglavǉa. Drugo poglavǉe posve�eno je
dobro izgra�enoj algebri Vavilonskih matematiqara. Vaviloǌa-
ni su u to vreme potpuno vladali tehnikama rexavaǌa sistema
jednaqina, kao i rexavaǌu kvadratnih i kubnih jednaqina. U
poglavǉu su tako�e pomenute ǌihove glinene ploqe, jer su to prvi
saquvani dokazi o rexavaǌu jednaqina. Primer glinene ploqice
koja pokazuje da su koristili iracionalne brojeve, tj. koren iz
dva, kao i jox dva primera, jedan rexavaǌe sistema jednaqina al-
gebarskim putem, a drugi rexavaǌe odre�enih kubnih jednaqina.
Tre�e poglavǉe predstavǉa osvrt na rexavaǌe kvadratnog korena
kojim su se bavili Hindu matematiqari, tj. geometrijski dokaz
nala�eǌa kvadratnog korena iz kǌige Sulvasutre. U poglavǉu
je tako�e data geometrijska konstrukcija korena iz dva. Qetvrto
poglavǉe opisuje Euklidov dokaz kvadratnog korena tj. ǌegov qetr-
naesti stav iz II kǌige Elemenata. Peto poglavǉe predstavǉa
teoriju iz konusnih preseka koju je Hajam koristio u svom trak-
tatu ”O dokazima zadataka algebre i almukabale” pri geometri-
jskom dokazivaǌu kubnih jednaqina. Tako�e, u ovom poglavǉu ob-
jaxǌeno je geometrijsko nala�eǌe kubnog korena, kao i osnovna
svojstva pravougle hiperbole.

Ostatak master rada posve�en je najznaqajnijem matematiqkom
radu Omara Al-Hajama, tj. ǌegovom traktatu O dokazima zadataka

1Arapski matematiqar Muhamed Ibn Musa Al-Horezmi (780—850).
2Persijski matematiqar Džias Ad-Din Abulfath Omar Ibn Ibrahim Al-Hajami

An-Nǐsapuri (1048—1131).
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algebre i almukabale. Ovaj traktat je prvenstveno posve�en rexa-
vaǌu algebarskih jednaqina drugog i tre�eg stepena. Omar Al-
-Hajam je bio prvi koji je sistematski klasifikovao ove jednaqine
i geometrijski rexio sve tipove jednaqina korix�eǌem opxteg
metoda konusnih preseka. Pri tome uzimao je u obzir samo pozi-
tivna rexeǌa jer negativni brojevi tada nisu postojali.

Omar Al-Hajam
(1048-1131)

Muhamed Ibn Musa
Al-Horezmi
(780-850)
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2 Vavilonsko rexavaǌe jednaqina

Vavilonske glinene tablice saquvane iz najstarijeg vavilon-
skog perioda 1800 - 1600. p.n.e. pokazuju da je sumersko-vavilonska
algebra dospela do rexavaǌa jednaqina prvog, drugog pa qak i
tre�eg stepena i da su se slu�ili obrascima za rexavaǌe kvadrat-
nih jednaqina.

Iz starog vavilonskog perioda postoji tablica koja dokazuje da
su se tada koristili iracionalni brojevi, taqnije

√
2. [8, str 144]

Originalan izgled
tablice

Preveden izgled
tablice

Na tablici je predstavǉeno da je broj 30 du�ina stranice
kvadrata, a unutar kvadrata su dva broja. Prvi broj je 1;24,51,10,
xto zapravo predstavǉa:

1 + 60−1(24) + 60−2(51) + 60−3(10) ≈ 1 + 0.4 + 0.01416667 + 0.0000463 =
1.41421297.

A kvadratni koren iz 2 jednak je 1.41421356, xto pokazuje da
su Vaviloǌani raqunali

√
2 sa taqnox�u do 5 decimala. Doǌi

broj predstavǉa proizvod broja 30 i
√

2, xto je du�ina dijago-
nale kvadrata. Neka je d du�ina dijagonale kvadrata. Koriste�i
Pitagorinu teoremu dobijamo:

d2 = 302 + 302;
d =
√

2(30) ≈ (1; 24, 51, 10)(30; 00) = 42; 25, 35.
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Tekst poznat pod oznakom AO 8862, zapisan klinastim pismom
na glinenoj qetvorostranoj prizmi koja se sada quva u Luvru, na-
stao najverovatnije za vreme vladavine Hamurabijeve dinastije
oko 1800. godine p.n.e. koji je na�en u Senkerehu, izme�u ostalog
pokazuje i naqin na koji su vavilonski matematiqari rexavali
jednaqine algebarskim putem. Tekst poqiǌe reqima:

”Nisaba! Du�ina, xirina. Du�inu i xirinu pomno�ih i do-
bih povrxinu. Opet, xto du�ina prelazi preko xirine, dodadoh
povrxini i to daje 3;3. Opet, du�ina i xirina sabrano daje 27.
Du�ina, xirina i povrxina xta su?”

Daǉe se u tekstu iz Senkereha problem ne svodi na rexavaǌe
jednaqina ve� se izla�e procedura koja dovodi do rexeǌa pro-
blema. Pogledajmo ovaj tekst (leva kolona) i tumaqeǌe Miloxa
Radojqi�a (desna kolona) [2, str. 97-99]:

Nisaba! Doziva se bogiǌa Nisaba,
zaxtitnica nauke.

Du�ina, xirina. Du�inu Imenuju se nepoznate.
i xirinu pomno�ih i One se nazivaju du�ina, recimo x

dobih povrxinu. i xirina, recimo y. Povrxina je x · y.

Opet, xto du�ina prelazi x · y + x− y = 3; 3 (1)
preko xirine, dodadoh Znakom 3;3 smo oznaqili broj
povrxini i to daje 3;3 3 · 60 + 3 = 183,

napisan u heksagezimalnom sistemu.

Opet, du�ina i xirina x + y = 27 (2)
sabrano daje 27 Sad treba rexiti sistem

dobijenih jednaqina (1) i (2).

Du�ina, xirina i povrxina Ponavǉaju se zadati brojevi
xta su? 27 i 3;3 su i odmah daje rezultat.

zbirovi, 15 du�ina, 12 Mi �emo shvatiti da je
xirina, 3;0 povrxina. 3; 3 = a i 27 = b.
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Ti pri svome postupku, 27 Opisuje se postupak rexavaǌa.
zbir du�ine i xirine saberi ka a + b = 3; 30, tj. 210,

3;3. Daje 3;30. 2 saberi ka b + 2 = 29, a b+2
2 = 14′30.

27. Daje 29. Odbij od 29 Neka nam ovo oznaqava
polovinu, 14’30. heksagezimalni razlomak

14 + 30
60 = 14, 5.

Puta 14’30 jeste 3;30’15 14′30 · 14′30 = 3; 30′15,
tj. 14, 52 = 210, 25.

Od 3;30’15 oduze�ex 3;30.
(
b+2
2

)2
− (a + b) = 0′15,

Razlika je 0’15. tj. 0,25.

0’15 ima 0’30 za kvadratni
√(

b+2
2

)2
− (a + b) =

koren.
√

0′15 = 0′30.

0’30 ka prvoj (veliqini) 14’30 x = b+2
2 +

√(
b+2
2

)2
− (a + b)

saberi. Da je 15 za du�inu. = 15.

0’30 od druge (veliqine) y∗ = b+2
2 −

√(
b+2
2

)2
− (a + b) = 14.

14’30 oduzmi. Da je 14 za xirinu. Ovo y∗ jox nije prava ”xirina”.

2, koliko si sabrao ka 27, y = y∗ − 2 = 12.
oduzmi od 14, od du�ine.

Daje 12 kao konaqnu xirinu.

15 (du�inu) i 12 (xirinu) x = 15 · 12 = 180 = 3; 0.
pomno�io sam. 15 puta 12

daje 3;0 za povrxinu.

Du�ina 15 koliko strxi iznad Ovo je sada kontrolni raqun.
xirine 12? Za 3 strxi. Tri Zaista, x− y = 3

dodaj povrxini 3;0. Proizilazi x · y + x− y = 3; 3
3;3.

Iz ovoga se vidi da su Vaviloǌani u svom raqunu dopuxtali
da se sabiraju du�ina i povrxina. Lako se primeti da se rexa-
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vaǌe ovog problema svodi na rexavaǌe sistema dveju jednaqina sa
dve nepoznate. Ako sa x obele�imo du�inu, a sa y xirinu, odgo-
varaju�e jednaqine su:

x · y + x− y = 183,

x + y = 27,

pa je du�ina x = 15, xirina y = 12, a povrxina x · y je 180.

Vaviloǌani su bili vrlo viqni u pravǉeǌu tabela. Najvixe
su se koristile tabele za mno�eǌe i za reciproqne vrednosti.
Jedna od bitnijih tabela je tabela za rexavaǌe izraza n3 + n2 za
vrednosti n od 1 do 20 kao i 30, 40 i 50. Ova tabela je bitna zato
xto se pomo�u ǌe mo�e rexiti kubna jednaqina ax3 + bx2 = c. [8,
str.147-148]

Primer: Rexiti jednaqinu 144x3 + 12x2 = 21.
Rexeǌe:
Pomno�imo obe strane jednaqine sa 12 i uvodimo smenu y = 12x
(12x)(12x)(12x) + (12x)(12x) = (12)(21);
y3 + y2 = 252 (ili 4,12)
Iz tabele nalazimo da je y = 6 (ili 0,6), odnosno x = 0.5 (ili 0;30).

Postoji, me�utim, verovaǌe da su neki matematiqari mogli re-
xavati opxti sluqaj koji ilustruje jednaqina x3 + 5x2 + 10x = 102.
Proceduru rexavaǌa opxte kubne jednaqine (x3 + ax2 + bx + c = 0)
mo�emo rekonstruisati na slede�i naqin, slu�e�i se savremenim
simbolima. Najpre, zamenimo x sa X + d i primenimo pravilo

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3.

Ima�emo:

(X + d)3 + a(X + d)2 + b(X + d) + c = 0 ⇔

X3 + 3X2d + 3Xd2 + d3 + aX2 + 2aXd + ad2 + bX + bd + c = 0 ⇔

X3 + (3d + a)X2 + (3d2 + 2ad + b)X + (d3 + ad2 + bd + c) = 0.

Mo�emo anulirati qlan koji sadr�i X ako stavimo da je

3d2 + 2ad + b = 0,
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tako da je

d =
−2a±

√
4a2 − 12b

6
.

Nakon xto na�emo tra�enu vrednost d, mo�emo izraqunati 3d+a =
A i d3 + ad2 + bd + c = −B. Odatle imamo

X3 + AX2 = B.

Tablica brojeva X3 + AX2 za razliqite vrednosti A i X daje
tra�eno rexeǌe, ako ono postoji.

Izme�u 2000. godine p.n.e. i 1500. godine n.e. nije uqiǌen
nikakav napredak u algebarskom rexavaǌu kubne jednaqine, a kada
se pojavio formalan naqin rexavaǌa u 16. veku naxe ere, podse�ao
je na fundamentalni korak vavilonske procedure. Moderan naqin
rexavaǌa je komplikovaniji i zahteva da se opxta kubna jednaqina
svede na jednaqinu bez qlana koji sadr�i X ili X2. [15, str. 30-
-31]
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3 Kvadratni koren iz kǌige ”Sulvasutre”

Problemom nala�eǌa kvadratnog korena bavili su se i stari
Hindu matematiqari. U ǌihovom priruqniku za dizajniraǌe i iz-
gradǌu svetilixta, poznatog pod nazivom ”Sulvasutre” napisanog
od strane Baudhayana. Prvo poglavǉe te kǌige je uputstvo iz geo-
metrije, koje sadr�i geometrijska tvr�eǌa zvana ”Sutra”. Sulva-
sutre u prevodu znaqi pravilo kanapa i kǌiga je napisana oko 600.
godina p.n.e.

Pedeset qetvrta sutra je geometrijsko tvr�eǌe koje daje metodu
za geometrijsku konstrukciju kvadrata qija je povrxina jednaka
povrxini datog pravougaonika. Ako je N bilo koji realan broj,
onda pravougaonik qija je jedna strana N , a druga strana jedan,
ima istu povrxinu kao kvadrat qija je strana jednaka kvadratnom
korenu iz N . Dakle, pedeset qetvrta sutra daje geometrijsku kon-
strukciju kvadratnog korena broja N .

Sutra 54: ”Ako �elite da pretvorite pravougaonik u kvadrat,
uzmite du�inu kra�e strane pravougaonika za du�inu strane kva-
drata, ostatak podelite na dva dela, ta dva dela okrenite i spojite
sa dve strane kvadrata. Prazno mesto popunite dodaju�i deo (mali
kvadrat).” [10]

Sutra 54

Kada dodamo maǌi kvadrat u desni doǌi ugao (vidi sliku Su-
tra 54) dobijamo veliki kvadrat qija je povrxina jednaka zbiru

11



povrxine pravougaonika i povrxine malog kvadrata. Zato moramo
da oduzmemo povrxinu malog kvadrata od povrxine velikog (Su-
tra 51). Ostaje nam kvadrat qija je povrxina jednaka povrxini
pravougaonika.

Sutra 51: Ako �elite da oduzmete povrxinu jednog kvadrata od
drugog, u doǌi desni ugao velikog kvadrata nacrtati maǌi kvadrat
qiju povrxinu �elite da oduzmete. Paralelno sa stranicama ve-
likog kvadrata produ�iti stranice malog kvadrata (videti sliku
Sutra 51). Uzeti u otvor xestara du�inu stranice velikog kvadra-
ta. Iglu xestara staviti u doǌi desni ugao velikog kvadrata i
nacrtati luk od jednog do naspramnog temena velikog kvadrata.
Tu gde se preseqe luk sa produ�enim stranama maǌeg kvadrata,
u tim taqkama, paralelno sa stranicama ve�eg kvadrata povuqemo
linije. Te linije nam definixu stranice tra�enog kvadrata.3

Sutra 51

Sutra 50: Ako �elite da spojite dva kvadrata razliqite veli-
qine u jedan, na doǌu i gorǌu stranicu ve�eg kvadrata sa desne
strane ucrtamo stranicu maǌeg kvadrata (videti sliku Sutra 50)

3Sutra 51: ”Ako �elite da oduzmete jedan kvadrat od drugog, odsecite deo
od ve�eg kvadrata, tako xto oznaqite na podlozi stranice maǌeg kvadrata koji
�elite da odseqete (videti sliku Sutra 51), nacrtajte luk du�ine jedne strane
preko pravougaonika dok ne do�ete do druge strane, tamo gde dotakne (drugu
stranu), odseqemo po toj liniji i dobijamo ve�i kvadrat umaǌen za maǌi.” [10]
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i dovrximo pravougaonik qija je jedna stranica jednaka stranici
ve�eg kvadrata, a druga jednaka stranici maǌeg kvadrata. Di-
jagonala ovog pravougaonika jednaka je du�ini stranice kvadrata
dobijenog spajaǌem dva kvadrata.4

Sutra 50

Konstrukcija kvadratnog korena iz dva

Uzmimo dva kvadrata qije su ivice du�ine jedan, spojimo ih i
na ǌih primenimo pedeset qetvrtu sutru. Dobijamo kvadrat qija
je stranica du�ine 11

2 kome fali kvadrat qija je ivica du�ine 1
2

(Slika 1).

Slika 1

Sada od tako dobijenog velikog kvadrata sa doǌe i leve strane
oduzmemo deo dovoǉno tanak da ǌime kada se isecka na maǌe delove

4Sutra 50 (Pitagorina teorema): ”Ako �elite da spojite dva kvadrata razli-
qite veliqine u jedan, docrtajmo uz stranu maǌeg kvadrata iseqeni komad ve�eg
kvadrata. Dijagonala ovog iseqenog dela je u stvari stranica kvadrata dobijena
spajaǌem dva kvadrata.” [10]
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mo�emo da popunimo kvadrat koji fali. Delovi kojima �emo po-
puniti kvadrat koji fali ima�e du�inu jedne stranice 1

2 , a takvih
pravougaonika ima skoro xest du� doǌe i leve stranice velikog
kvadrata. Tako da �e nam visina delova kojima popuǌavamo mali
kvadrat i visina delova koje odsecamo od velikog kvadrata biti(
1
6

) (
1
2

)
(Slika 2).

Slika 2

Jox uvek nam fali mali kvadrat u desnom gorǌem uglu, jer se u
doǌem levom uglu preklapaju odseqeni delovi da bi se prethodni
mali kvadrat popunio.

Primetimo i da je 1 + 1
2 −

(
1
6

) (
1
2

)
xto je du�ina stranice novo

dobijenog velikog kvadrata isto xto i 1 + 1
3 + 1

4 ·
1
3 = 17

12 , pa smo do
ovog dela konstrikcije mogli do�i i na drugi naqin.

Dakle, uzmemo dva kvadrata qija je ivica du�ine jedan, ali
sada drugi kvadrat podelimo na tri dela. Onda uz ivice kvadrata
du�ine jedan stavǉamo delove iseqenog kvadrata, tako xto jednu
tre�inu stavimo uz desnu ivicu drugu tre�inu uz gorǌu ivicu.
Preostalu tre�inu podelimo dodatno na jox tri dela, jedan deo
stavimo u desni gorǌi ugao kvadrata koji pravimo, a preostala
dva dela svaki podelimo na jox qetiri dela. Male qetvrtine koje
smo dobili re�amo du� desne i gorǌe ivice kvadrata koji pravimo
(Slika 3). Time smo dobilo prethodno, samo na malo drugaqiji
naqin.

Ako ponovimo deo sa odsecaǌem od doǌeg i levog dela ovako do-
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bijenog kvadrata da bi smo popunili kvadrati� koji fali, ima�emo
na svakoj od ova dva odseqena dela po 17 minijaturnih pravougaoni-
ka kojima popuǌavamo kvadrati�, znaqi ukupno 34.

Slika 3

Ovako dobijena stranica kvadrata je 1 + 1
3 + 1

4 ·
1
3 −

1
34 ·

1
4 ·

1
3 , qemu

je pribli�no jednak
√

2 (Slika 4). Ako se nastavi sa ponavǉaǌem
zadǌeg postupka, dolazi se do pribli�nije vrednosti

√
2, ali �e

postupak postati previxe sitan i neizvodǉiv. Slika 4:
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4 Kvadratni koren iz Euklidove kǌige ”Ele-
menti”

Ovo poglavǉe napisano je na osnovu poglavǉa kvadratni koren
iz kǌige prof. dr Zorana Luqi�a ”Ogledi iz istorije analitiqke
geometrije”. [2, str. 118-120]

Grci su �eleli da taqno rexe jednaqinu oblika x2 = A. To
su uradili geometrijskom metodom, jer su umeli da konstruixu
ivicu x kvadrata kod koga je povrxina jednaka povrxini zadatog
”pravolinijskog” lika A, bez obzira da li je x racionalna ili
iracionalna mera.

Pravolinijski lik A

U posledǌem qetrnaestom stavu druge kǌige Elemenata, Eu-
klid konstruixe ”kvadrat jednak datoj pravolinijskoj slici” tako
xto, najpre, oslaǌaju�i se na stav I.455, konstruixe paralelo-
gram, koji potom lako pretvara u ǌemu povrxinski jednak pravo-
ugaonik E′B′C ′D qija je jedna ivica zadata, a koji je povrxinski
jednak zadatoj slici A. Potom, nad zbirom DF ivica DC ′ i C ′B′

ovog pravougaonika konstruixe polukrug i u ǌegovom preseku sa
pravom C ′B′, taqku H. Na osnovu stava II.56 zbir pravougaonika
E′B′C ′D i kvadrata ivice GC ′ jednak je kvadratu ivice GF . Kako
je GF jednako GH, na osnovu Pitagorine teoreme, kvadrat nad GH
jednak je zviru kvadrata nad GC ′ i C ′H, pa je pravougaonik E′B′C ′D
jednak kvadratu ivice C ′H. Tako je konstruisan kvadrat koji je
jednak ”pravolinijskoj” slici A. Dakle, konstruisana je ivica x
kvadrata kojem je povrxina jednaka povrxini A neke qetvorougaone
povrxi i to je geometrijsko rexeǌe jednaqine x2 = A, odnosno

5Stav I.45:”U datom pravolinijskom uglu konstruisati paralelogram jednak
datoj pravolinijskoj slici.” [12]

6Stav II.5:”Ako se data di� podeli dvema taqkama i na jednake i na nejednake
delove, bi�e zbir pravougaonika obuhva�ena nejednakim delovima cele du�i i
kvadrata na du�i izme�u deonih taqaka jednak kvadratu na polovini du�i.” [12]
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rexen je problem nala�eǌa kvadratnog korena broja A.

Elementi, II.14

Kada pixe o ”pravolinijskoj slici” A, kojoj je jednak pravougao-
nik CDEB, Euklid na slici koja prati dokaz teoreme crta qetvoro-
ugao. U dokazu stava I.45 kada konstruixe ”paralelogram po-
dudaran datoj pravolinijskoj slici”, za ǌega je ”pravolinijska
slika” zapravo qetvorougao, tj. qetvorougaona povrx. Paralelo-
gram konstruixe tako xto najpre qetvorougao podeli dijagonalom
na dva trougla sa zajedniqkom osnovicom, a zatim konstruixe dva
paralelograma qija je povrxina jednaka povrxini tih trouglova,
koji imaju podudarne uglove jedan sa drugim, takve da je jedna
ivica jednog od ǌih jednaka jednoj ivici drugog (npr. da svakom
od ovih paralelograma jedna ivica bude jednaka polovini zajedni-
qke ivice dvaju trouglova). Zatim, spoji ova dva paralelograma
du� zajedniqke ivice i dobije tra�eni paralelogram koji je lako
pretvoriti u ǌemu povrxinski jednak pravougaonik. Slede�i Eu-
klidove ideje iz stava I.427 i I.45, lako je konstruisati pravougao-
nik EBCD qija je povrxina jednaka datom qetvorouglu PQRS.
Ako konstruixemo sredixte O dijagonale PR i dva pravougaonika,
POED i POBC kojima su visine OE i OB jednake visinama (iz
temena S i Q) trouglova SPR i QPR, konstruisani pravougaonik
EBCD ima�e istu povrxinu kao qetvorougao PQRS.

7Stav I.42:”U datom pravolinijskom uglu konstruisati paralelogram jednak
datom trouglu.” [12]
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Pravougaonik EBCD jednak qetvorouglu PQRS

Prethodnom konstrukcijom smo od qetvorougla dobili dva tro-
ugla koja smo pretvorili u pravougaonike iste povrxine sa zadatom
ivicom i kada ih spojimo dobijamo ve�i pravougaonik qija je povr-
xina jednaka povrxini qetvorougla. Potrebno je da taj pravougao-
nik pretvorimo u pravougaonik qija je jedna ivica zadata. Euklid
to qini u stavu I.448 tako xto konstruixe bilo koji pravougaonik
EDCB jednak datom trouglu, a zatim ”produ�ava” polupravu CD

Pravougaonik E′B′C ′D jednak pravougaoniku EDCB

8Stav I.44:”Na datoj du�i konstruisati u datom pravolinijskom uglu para-
lelogram jednak datom trouglu.” [12]
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do taqke E′ takve da je du� E′D jednaka zadatoj du�i i konsruixe
pravougaonik TB′KB qije su ivice paralelne ivicama pravougao-
nika EDCB, a ivica TB′ sadr�i taqku E′. Ako sa C ′ obele�imo
presek pravih ED i KB′, lako je utvrditi (na osnovu podudarnosti
trouglova TKB′ i KTB, TDE′ i DTE, DKC ′ i KDC) da su pravo-
ugaonici E′B′C ′D i EBCD povrxinski jednaki.

Ovim je konstruisan pravougaonik kome je jedna ivica zadata, a
ǌegova povrxina jednaka je povrxini zadatog qetvorougla. Potom
uz pomo� stava II.149, konstruixemo kvadrat jednak tom qetvoro-
uglu i ivica tog kvadrata je tra�eni koren, tj. x.

9Stav II.14:”Konstruisati kvadrat jednak datoj pravolinijskoj slici.” [12]
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5 Konusni preseci i kubni koren

Za rexavaǌe kubnih jednaqina Omaru Al-Hajamu bile su potre-
bne osobine konusnih preseka. On navodi osnovne leme iz Apoloni-
jeve kǌige ”Konusni preseci” koje su mu potrebne za daǉe dokazi-
vaǌe kubnih jednaqina. [4, str. 14-17]

Lema 1:”Na�imo dve linije izme�u dve date linije tako da ǌih
qetiri budu proporcionalne.”

Hipokrat sa Hiosa utvrdio je da nala�eǌe ovih proporcionala
dovodi do rexeǌa delskog problema10 ili problema udvostruqa-
vaǌa kocke11 [2, str. 220]. Ako su a i b zadate du�i, dovoǉno je
na�i du�i x i y, tako da je

a : x = x : y = y : b.

Odatle je
a3

x3
=

a

x
· x
y
· y
b

=
a

b
.

Ako je a ivica kocke i ako je zadat odnos a : b, tada �e i odnos
zapremina kocki ivica a i x biti jednak zadatom odnosu. Na isti
naqin:

y3

b3
=

a

x
· x
y
· y
b

=
a

b

pa je i odnos zapremina kocki ivica y i b jednak zadatom odnosu a :
b. U posebnom sluqaju kada je du� a dvostruko ve�a od b, zapremina
kocke qija je ivica x bi�e dvostruko maǌa od zapremine kocke sa
zadatom ivicom a, a zapremina kocke sa ivicom y bi�e dvostruko
ve�a od zapremine kocke sa zadatom ivicom b. Time je problem
udvostruqavaǌa kocke redukovan na konstrukciju dveju sredǌih
proporcionala.

Dva najstarija rexeǌa ovog problema potiqu od Arhite i Mene-
hma. Arhitin dokaz i konstrukcija su detaǉno objaxǌeni u kǌizi
prof.dr Zorana Luqi�a Ogledi iz istorije analitiqke geometrije
(pogledati strane 219-231).

10Stanovnici ostrva Dela u Egejskom moru imali su za problem udvostruqa-
vaǌe oltara koje im je ”proroqanstvo stavilo u zadatak”.

11Problem udvostruqeǌa kocke potiqe od problema udvostruqeǌa kraǉevske
grobnice za Glauka poznatog iz Grqke mitologije kao sin kritskog kraǉa Minoja.

20



Vratimo se na Lemu 1. Dokaza�emo je korix�eǌem Hajamovog
dokaza. [4, str. 14-15]

Neka su date linije AB i BC, tako da va�i AB ⊥ BC. Hajam
konstruixe parabolu r, sa vrhom B, osom BC i parametrom BC.
Iz normalnosti pravih AB i BC dobijamo da je prava AB tan-
genta na datu koniku (videti Slika 1). Sliqno, konstruixe drugu
parabolu k, sa vrhom B, osom AB i parametrom AB. Prava BC
je tangenta na koniku k i dve konike (r i k) se moraju prese�i u
taqki D. Konstruixemo iz D dve linije DM i DN normalne na
BC i AB. Hajam tvrdi da su ove qetiri linije AB, BM , BN i BC
proporcionalne.

Slika 1

Dokaz: U savremenoj notaciji jednaqina parabole r je

BC · y = x2,

a jednaqina parabole k je

AB · x = y2.

Uvodimo pravougli koordinatni sistem, takav da je taqka B koor-
dinatni poqetak, taqka A se nalazi na pozitivnom delu apscisne
ose, a taqka C na pozitivnom delu ordinatne ose.
Poxto se parabole seku u taqki D, oznaqi�emo sa (x0, y0) koordi-
nate taqke D. Uvodimo oznake x0 = MD = BN i y0 = DN = BM , pa
iz prethodnih jednaqina dobijamo

BC ·DN = MD2 i AB ·MD = DN2,
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odnosno

BN2 = BM ·BC i BM2 = AB ·BN.

Sledi da je
BN

BM
=

BC

BN
i

BM

AB
=

BN

BM
,

stoga su qetiri linije proporcionalne

BC

BN
=

BN

BM
=

BM

AB
.

Dakle, linije BM i BN su izme�u linija AB i BC, i dobijamo
tra�eno:

AB : BM = BM : BN = BN : BC.

Nala�eǌe kubnog korena

Neka je b pozitivan realan broj i neka je BC = b, konstruixemo
A tako da je AB ⊥ CB i neka je AB = 1 (videti Sliku 2).

Slika 2

Konstruixemo parabolu sa vrhom B, osom BC i parametrom BC i
jox jednu parabolu sa vrhom B, osom AB i parametrom AB. Neka
je taqka D presek dve parabole, docrtati pravougaonik BMDN .
Odatle je MD2 = BM · BC i DN2 = AB · BN . Poxto je BMDN
pravougaonik, imamo da je c = DN = BM i da je d = DM = BN ,
dakle, imamo d2 = cb i c2 = d. Iz ove dve jednakosti dobijamo
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c3 = b, tj. kubni koren iz b je c. [14, str. 132]

Za rexavaǌe kubnih jednaqina Hajam koristi jox dve leme, pa
�u navesti i ǌih zajedno sa dokazima koje je koristio. [4, str.
15-17]

Lema 2: ”Dat je kvadrat ABCD, koji je osnova paralelopi-
peda ABCDH sa paralelnim osnovama i pravim uglovima, i dat
je kvadrat MN . Treba da konstruixemo paralelopiped takav da
mu je baza kvadrat MN , a zapremina jednaka zapremini paralelo-
pipeda ABCDH.”

Hajam pravi proporcije tako da je AB : NZ = MZ : k i AB : k =
ZT : HD. Onda konstruixe ZT ⊥ NM u taqki Z i zavrxava pa-
ralelopiped NMZT . Tvrdi da je zapremina ovog paralelopipeda
jednaka zapremini poqetnog, tj. ABCDH (videti Sliku 3).

Slika 3

Dokaz: Imamo da je AC : MN = AB : k. Dakle, iz napravǉenih
proporcija sledi AC : MN = ZT : HD, odakle dobijamo AC ·DH =
MN · ZT . Stoga, dva paralelopipeda imaju istu zapreminu jer su
proizvod povrxine ǌihovih osnova i ǌihovih visina jednaki, kao
xto je pokazano u stavu XI.3412 Euklidove kǌige Elementi.

12Stav XI.34:”Kod paralelopipeda jednake zapremine osnove su obrnuto pro-
porcionalne visinama. I ako su kod paralelopipeda osnove obrnuto propo-
rcionalne visinama, oni su jednake zapremine.” [12]
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Lema 3: ”Paralelopiped ABCD je dat i ǌegova baza je kvadrat
AC. Treba da konstruixemo paralelopiped qija je baza kvadrat
i qija je visina jednaka datoj du�i HT , a zapremina je jednaka
zapremini paralelopipeda ABCD.”

Hajam pravi proporcije HT : BD = AB : k i AB : ZH = ZH : k.
Konstruixe HZ ⊥ HT i dovrxava pravougaonik TZ. Potom, kon-
struixe MH, tako da va�i MH ⊥ TZ i MH = ZH, zatim zavrxava
paralelopiped MHTZ. Hajam tvrdi da je paralepopiped T , qija
je osnova kvadrat MZ, a visina dato HT , jednak (zapreminski)
zadatom paralelopipedu D (videti Sliku 4).

Slika 4

Dokaz: Imamo da je AC : MZ = AB : k. Tako da je AC : MZ = HT :
BD, odatle je AC · BD = MZ ·HT , xto daje da je proizvod osnova
dva paralelopipeda i ǌihovih visina jednak, tako da su oni jedna-
ki, xto dokazuje tvr�eǌe.

Tako�e, za rexavaǌe kubnih jednaqina bi�e nam potrebno i
poznavaǌe pravougle hiperbole sa vrhom B i A, qije je rastojaǌe
izme�u temena jednako du�i AB. To je kriva h, takva da ako je
E na h i ACED odre�en pravougaonik, onda je EC2 = BC · AC (
taqku E mo�emo konstruisati korix�eǌem poglavǉa 4). Neka je F
sredixte du�i AB, onda �e krug sa centrom u F i polupreqnikom
FC prese�i u D liniju normalnu na AB u taqki A. Sa slike se
tako�e vidi kako ovi krugovi konstruixu drugu granu hiperbole
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sa vrhom u A (videti Sliku 5). [14, str. 132-133]

Slika 5

25



6 Al-Hajamova klasifikacija kvadratnih i kub-
nih jednaqina

Omar Al-Hajam je bio prvi koji je sistemski klasifikovao
jednaqine i rexio tipove jednaqina geometrijskim putem. Me�u-
tim, u ǌegovo doba negativni brojevi nisu bili poznati i Hajam
je rexio samo jednaqine koje imaju pozitvina rexeǌa.

Prvu grupu jednaqina naziva proste jednaqine i ǌih ima xest
tipova:

1. ”Broj jednak korenu” ( a = x )

2. ”Broj jednak kvadratu” ( a = x2 )

3. ”Broj jednak kubu” ( a = x3 )

4. ”Koren jednak kvadratu” ( x = x2 )

5. ”Kvadrat jednak kubu” ( x2 = x3 )

6. ”Koren jednak kubu” ( x = x3 )

Slede�a podela koju pravi je na vixeqlane jednaqine. Koje
daǉe deli na troqlane i qetvoroqlane jednaqine.

Troqlane jednaqine deli na dvanaest tipova. Prva tri tipa su
troqlane kvadratne jednaqine:

1. ”Kvadrat i koren jednak broju” ( x2 + bx = a )

2. ”Kvadrat i broj jednak korenu” ( x2 + a = bx )

3. ”Koren i broj jednak kvadratu” ( bx + a = x2 )

Slede�a tri tipa su troqlane kubne jednaqine koje se mogu
prevesti u kvadratne:

1. ” Kub i kvadrat jednak korenu” ( x3 + cx2 = bx )

2. ”Kub i koren jednak kvadratu” ( x3 + bx = cx2 )

3. ”Kub jednak korenu i kvadratu” ( x3 = bx + cx2 )

Ostalih xest tipova su troqlane kubne jednaqine:
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1. ”Kub i koren jednak broju” ( x3 + bx = a )

2. ”Kub i broj jednak korenu” ( x3 + a = bx )

3. ”Broj i koren jednak kubu” ( a + bx = x3 )

4. ”Kub i kvadrat jednak broju” ( x3 + cx2 = a )

5. ”Kub i broj jednak kvadratu” ( x3 + a = cx2 )

6. ”Broj i kvadrat jednak kubu” ( a + cx2 = x3 )

Slede�a Hajamova podela su qetvoroqlane jednaqine:

1. ”Kub, kvadrat i koren jednak broju” ( x3 + cx2 + bx = a )

2. ”Kub, kvadrat i broj jednak korenu” ( x3 + cx2 + a = bx )

3. ”Kub, koren i broj jednak kvadratu” ( x3 + bx + a = cx2 )

4. ”Kub jednak korenu, kvadratu i broju” ( x3 = bx + cx2 + a )

5. ” Kub i kvadrat jednak korenu i broju” ( x3 + cx2 = bx + a )

6. ”Kub i koren jednak kvadratu i broju” ( x3 + bx = cx2 + a )

7. ”Kub i broj jednak korenu i kvadratu” ( x3 + a = bx + cx2 )

Hajam je ovih dvadeset pet primera jednaqina rexio geometri-
jski pomo�u osobina konusnih preseka. Neke od ovih jednaqina
su ve� rexavane od strane prethodnih matematiqara, xto Hajam
tako�e navodi pri svojim rexeǌima.
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7 Rexavaǌe prostih jednaqina

Prvi, drugi i qetvrti tip prostih jednaqina pomenut je u
Al- -Horezmijevoj kǌizi ”Algebra i almukabala”. Ovde �e biti
navedeni i Al-Horezmijevi primeri i geometrijska rexeǌa Al-
Hajama.

Za razumevaǌe Al-Hajamovih rexeǌa bitno je da se na samom
poqetku objasne tri pojma: koren, kvadrat i broj. Koren je bilo
xta xto mo�e biti pomno�eno sa samim sobom, pozitivnim celim
brojem i razlomkom. Kvadrat je rezultat mno�eǌa samim sobom
korena, celih brojeva i razlomaka. Broj je koliqina koja sama
po sebi nema oznaku korena ili kvadrata, ali je proporcionalna
broju jedinica od kojih je sastavǉena.

Prvi tip: Koren jednak broju (x = a).

Za ovu jednaqinu rexavaǌe nije potrebno. Ali �u navesti Al-
-Horezmijeve primere:

”Koren je jednak 3. Sledi 9 je kvadrat ovog korena (x = 3;x2 =
9). Qetiri korena jednako 20. Znaqi jedan koren je 5 (4x = 20;x =
5;x2 = 25). Pola korena je jednako 10. Odatle ceo koren je jednak
20. Od qega, naravno, 400 predstavǉa kvadrat (12x = 10;x = 20;x2 =
400).” [6, str. 71]

Drugi tip: Kvadrat jednak broju (x2 = b).

Za rexavaǌe ove jednaqine da�u Al-Horezmijeve primere kao
i geometrijsko rexeǌe koje je Hajam naveo.

”Kvadrat je jednak 9. Onda 9 oznaqava kvadrat qiji je 3 jedan
koren (x2 = 9;x = 3). Pet kvadrata jednako 80. Sledi jedan kvadrat
je jednak petini od 80, xto je naravno 16 (5x2 = 80;x2 = 1

580 = 16;x =
4). Pola kvadrata jednako je 18. Znaqi ceo kvadrat je jednak 36
(12x

2 = 18;x2 = 36;x = 6). Ove operacije moraju se primeǌivati na
brojevima koji prate13 kvadrat.” [6, str. 69]

13Koren im je ceo broj
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Geometrijsko rexavaǌe se zapravo zasniva na Euklidovom nala-
�eǌu kvadratnog korena ve� objaxǌenog u qetvrtoj glavi. Za-
pravo treba konstruisati pravougaonik qija je povrxina jednaka
datom broju, a zatim konstruisati kvadrat qija je povrxina jedna-
ka povrxini pravougaonika, odatle dobijamo da je kvadratni koren
datog broja zapravo du�ina stranice kvadrata koji smo konstru-
isali.

”Konstruisati liniju AB qija je du�ina jednaka datom broju i
liniju AC (du�ine jedan) normalno na AB i onda zavrxiti povr-
xinu (pravougaonik) AD. Povrxina povrxi AD je jednaka datom
broju. Konstruisati kvadrat qija je povrxina jednaka povrxini
povrxi AD, zovemo je h (videti Slika 1), pomo�u Euklidovog
dokaza (glava 4). Povrxina kvadrata h jednaka je datom broju,
koji je poznat i qija je stranica tako�e poznata i to je tra�eni
rezultat.” [4, str. 5-6]

Slika 1

Tre�i tip: Broj jednak kubu (a = x3).

Geometrijsko rexeǌe ove jednaqine ve� je dato u petoj glavi.
Ako konstruixemo parabolu sa vrhom B , osom BC i parametrom
BC i jox jednu parabolu sa vrhom B, osom AB i parametrom AB.
Neka je BC ⊥ AB i neka je AB = 1 i BC = a , gde je a pozitivan
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realan broj (videti Sliku 2). Rexeǌe jednaqine prestavǉeno je
sa x.

Slika 2

Qetvrti tip: Kvadrat jednak korenu (x2 = ax).

”Kvadrat jednak svom petostrukom korenu. Dobijamo da je koren
ovog kvadrata 5, a 25 je kvadrat qiji je koren 5 (x2 = 5x;x = 5;x2 =
25 ). Tre�ina kvadrata jednaka ǌegovom qetvorostrukom korenu.
Dobijamo da je koren 12, a da je kvadrat 144 (13x

2 = 4x;x = 12;x2 =
144).” [6, str. 69]

Za geometrijsko rexeǌe Hajam konstruixe kvadrat qija je povr-
xina jednaka a puta du�ina ǌegove strane.

Slika 3

Peti tip: Koren jednak kubu (ax = x3).
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Geometrijsko rexeǌe: Hajam konstruixe kocku ABCDH qija
je zapremina jednaka proizvodu broja a (povrxina kvadrata) i
du�ine ǌene stranice AB. Dakle, a · AB = AB3, ali i AB · AC =
AB3, gde je AC povrxina osnove kocke. Odavde se vidi da je povr-
xina osnove AC jednaka a (videti Sliku 4). [4, str. 7]

Slika 4

Xesti tip: Kvadrat jednak kubu (ax2 = x3).

Hajam konstruixe kocku ABCDH qija je zapremina jednaka pro-
izvodu povrxine ǌegove strane AC i broja a. Ako je AC · a = AB3,
tako�e je AC · BD = AB3. Odavde je du�ina BD jednaka a, xto je
i tra�eno (videti Sliku 5). [4, str. 7-8]

Slika 5
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8 Rexavaǌe kvadratnih jednaqina

Sada �emo pre�i na geometrijsko rexavaǌe troqlanih kvadrat-
nih jednaqina kojih imamo tri tipa. [14, str. 129-130]

Prvi tip: Zbir kvadrata i ǌegovog korena jednak je broju
(x2 + bx = c).

Geometrijsko rexeǌe:

Ako docrtamo kvadrat qija je stranica jednaka x + b/2, dobijamo
(x + b/2)2 = c + (b/2)2, odavde dobijamo x = −b/2 +

√
[(b/2)2 + c].

Primetimo sliqnost nale�eǌa rexeǌa x sa nala�eǌem kvadratnog
korena pomo�u sutri (videti poglavǉe 3).

Drugi tip: Zbir kvadrata i broja jednak je korenu (x2 + c = bx).

Prvo pretpostavimo da je x < (b/2), geometrijsko rexeǌe jedna-
qine:

Primetimo da je kvadrat qija je stranica jednaka b/2 jednak (b/2−
x)2 + c, tj. (b/2)2 = (b/2− x)2 + c.
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Odavde dobijamo da je x = b/2 −
√

[(b/2)2 − c], ako je c > (b/2)2 geo-
metrijsko rexeǌe je nemogu�e. Kada je x > (b/2), geometrijsko
rexeǌe je:

Sada je kvadrat qija je stranica b/2 jednak (x−b/2)2+c, tj. (b/2)2 =
(x− b/2)2 + c. Odavde je x = b/2 +

√
[(b/2)2 − c].

Tre�i tip: Zbir broja i korena jednak je kvadratu (c+bx = x2).

Geometrijsko rexeǌe:

Primetimo da je kvadrat qija je stranica jednaka x − b/2 jednak
(b/2)2 + c, tj. (x− b/2)2 = (b/2)2 + c. Odavde je x = b/2 +

√
[(b/2)2 + c].
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9 Rexavaǌe troqlanih kubnih jednaqina koje
se mogu prevesti u kvadratne

Razmotri�emo ovde Hajamov naqin rexavaǌa kubnih jednaqina
koje se mogu prevesti u kvadratne. Hajam rexeǌa (polaze�i od kub-
nih jednaqina) dovodi do rexeǌa kvadratnih jednaqina iz pretho-
dnog poglavǉa. [4, str. 12-14]

Prvi tip: Kub i kvadrat jednak korenu (x3 + ax2 = bx).

Iz x3 + ax2 = bx treba da dobijemo x2 + ax = b.

Konstrixe kocku ABCDH (x3), tako da va�i x3 + ax2 = bx. Za-
tim, produ�ava AB do Z tako da je AZ = a (videti Sliku 1).
Potom, dovrxava paralelopiped AZMTCD uz kocku AH, zapremi-
na paralelopipeda AT jednaka je ax2. Dakle, zapremina dobi-
jenog velikog paralelopipeda BT jednaka je x3+ax2, xto je jednako
bx. Hajam, zatim, konstruixe pravougaonik k qija je povrxina je-
dnaka b. Stranica kocke AH konstruisana je tako da je AD = x.
Ako povrxinu pravougaonika k pomno�i sa du�inom AD rezultat
�e biti bx. Sada, ako povrxinu pravougaonika MB pomno�i sa
du�inom AD dobija x3 + ax2, xto je isto zapremini koju je dobio
mno�eǌem k i AD, tj. bx.

Slika 1
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Dakle, paralelopiped BT i paralelopiped konstruisan nad povr-
xi k sa visinama AD imaju iste zapremine, a poxto imaju iste
zapremine i iste visine moraju imati i iste osnove. Osnova MB
jednaka je zbiru povrxine kvadrata CB (x2) i povrxi MA, koja je
jednaka ax. Kako je povrx k konstruisao kao povrxinski jednaku
b, dobija x2 + ax = b, xto je hteo da poka�e i xto je rexeno u
prethodnom poglavǉu.

Drugi tip: Kub i koren jednak kvadratu (x3 + cx = bx2).

Ponovo nam je ciǉ da poka�emo da se ova jednaqina prevodi
u kvadratnu, qije je rexeǌe u poglavǉu osam. Iz x3 + cx = bx2

dobijamo x2 + c = bx.

Slika 2

Dokaz: Hajam konstruixe kocku ABCDH (x3), tako da va�i x3+cx =
bx2. Zatim, konstruixe kvadrat m jednak kvadratu CB (x2) i crta
du� k, tako da je k = b, dakle, k ·m = bx2, gde je x = AC (strani-
ca kocke ABCDH). Potom, konstruixe na AC pravougaonik qija
je povrxina jednaka c, zatim, dovrxava paralelopiped AZCTD, za-
premina paralelopipeda AZCTD jednaka je cx. Ako du�inu strani-
ce BZ pomno�i sa povrxinom kvadrata BC, dobija zapreminu para-
lelopipeda BT . Me�utim, zapremina paralelopipeda AT jednaka
je cx, dakle, zapremina paralepopipeda BT jednaka je x3+cx. Znaqi,
zapremina paralelopipeda BT jednaka je bx2, odakle je du�ina BZ
jednaka b. Pravougaonik MB povrxinski je jednak x2 + c, dakle,
x2 + c = bx, jer je pravougaonik MB proizvod AC i b i to je ono
xto je hteo da poka�e (videti Sliku 2).
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Tre�i tip: Kub jednak kvadratu i korenu (x3 = x2 + cx).

Iz x3 = x2 + cx treba da dobijemo x2 = x + c.

Dokaz: Hajam je prvo konstruisao kocku ABCDH (x3), koja je
jednaka x2 + cx. Potom, oduzima od AB (AB = x) du�inu AZ (AZ =
1). Zatim, dovrxava paralelopiped AZTMC tako da je ǌegova
zapremina jednaka x2. Ono xto ostaje je paralelopiped ZH, koji je
zapreminski jednak cx. Proporcija zapremina dva paralelopideda
jednaka je proporciji osnove ZC prema osnovi ZL, tj. (x2 : cx =
x : c), kao xto je pokazano u stavu XI.3214 kǌige Elementi, poxto
su ǌihove visine iste. Ali povrxina pravougaonika ZC jednaka
je x, a povrxina ZL jednaka je c. Dakle, kvadrat CB (x2) jednak je
x + c, i to je ono xto je hteo da poka�e (videti Sliku 3).

Slika 3

14Stav XI.32: ”Paralelopipedi sa istom visinom se odnose jedan prema drugom
kao osnove.” [12]
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10 Kubne troqlane jednaqine

Razmotri�emo ovde Hajamov naqin rexavaǌa troqlanih kub-
nih jednaqina. Hajam koristi grqku ideju homogenosti, pa svaku
kubnu jednaqinu razmatra kao jednakost tela (zapremina).

Za razumevaǌe rexeǌa bitno je da na poqetku objasnimo da
pod parametrom parabole podrazumevamo du�inu 2p (p - rastojaǌe
izme- �u �i�e i direktrise) koja se koristi u savremenoj notaciji
jedna- qine parabole (npr. y2 = 2px).

Tako�e, da napomenem da su rexeǌa za prvi tip ovog poglavǉa
i peti tip narednog poglavǉa preuzeti iz kǌige ”Matematika i
poezija Omara Hajama” prof. dr Pavla Mladenovi�a, a svi osta-
li tipovi iz ova dva poglavǉa napisani su na osnovu ta dva rex-
eǌa.

Prvi tip: Zbir kuba i korena jednak broju (x3 + ax = b).

Hajam jednaqinu x3 + ax = b razmatra kao jednakost tela. S
obzirom da x predstavǉa stranicu kocke, to je a povrx, koja se
mo�e predstaviti kao kvadrat. Dakle, ax je telo i b je tako�e
telo. Hajam konstruixe rexeǌe na slede�i naqin (videti Sliku
1):

Slika 1.

Prvo konstruixe du� AB koja je jednaka stranici kvadrata a,
tj. AB =

√
a i du� BC, tako da va�i BC ⊥ AB i BC · AB2 = b,

tj. BC = b/a. Zatim, konstruixe parabolu sa temenom B, qija
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je osa prava AB i parametar jednak du�i AB, tako da se taqka
A i parabola nalaze sa raznih strana prave BC. U savremenoj
notaciji, jednaqina te parabole je

√
a · y = x2.

Hajam zatim konstruixe polukru�nicu sa preqnikom BC, koja se
nalazi u istoj poluravni odre�enoj pravom BC kao i parabola.
Jednaqina te polukru�nice je(

x− b

2a

)2

+ y2 =

(
b

2a

)2

, y ≥ 0,

odnosno, u ekvivalentnom obliku,

x

(
b

a
− x

)
= y2, y ≥ 0.

Polukru�nica i parabola seku se u taqki D. Ako je E podno�je
normale iz D na BC, onda du� x0 = BE predstavǉa rexeǌe razmatra-
ne jednaqine. Hajam dokazuje da je ova du� zaista rexeǌe jedna-
qine koriste�i svojstva parabole i kru�nice.

Ako je Z podno�je normale iz D na pravu AB i ako se uvede
oznaka y0 = BZ = ED, onda va�i

√
a · y0 = x20 odnosno

√
a

x0
=

x0
y0

,

jer taqka D pripada paraboli. Osim toga,

x0

(
b

a
− x0

)
= y20 odnosno

x0
y0

=
y0

b
a − x0

,

jer taqka D pripada i polukru�nici. Iz ovih jednakosti sledi

a

x20
=

x20
y20

=
y0

b
a − x0

· x0
y0

=
x0

b
a − x0

,

pa je daǉe x30 = b − ax0, odnosno x30 + ax0 = b, tj. x0 je rexeǌe
razmatrane jednaqine. Hajam je ovde primetio da ova klasa jedna-
qina uvek ima jedinstveno (pozitivno) rexeǌe, jer se parabola
i polukru�nica seku u jednoj taqki koja je razliqita od koordi-
natnog poqetka. [3, str. 26-27]
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Drugi tip: Zbir kuba i broja jednak korenu (x3 + a = bx).

Zbog razmatraǌa jednaqina kao jednakosti tela, u jednaqini
x3 + a = bx, x predstavǉa stranicu kocke, b je povrx, koja se mo�e
predstaviti kao kvadrat. Xto daje da je bx telo i a je tako�e telo.
Hajam konstruixe rexeǌe na slede�i naqin (videti Sliku 2):

Slika 2.

Prvo konstruixe du� AB koja je jednaka stranici kvadrata b,
tj. AB =

√
b i du� BC, tako da va�i BC ⊥ AB i BC · AB2 = a, tj.

BC = a/b i BC je sa desne strane prave AB. Zatim konstruixe
parabolu sa temenom B, qija je osa prava AB i parametar jednak
du�i AB, tako da se taqka A i parabola nalaze sa raznih strana
prave BC. U savremenoj notaciji, jednaqina te parabole je

−
√
b · y = x2.

Hajam zatim konstruixe pravouglu hiperbolu sa temenima C i
B, qija je osa prava BC i rastojaǌe izme�u temena jednako du�i
BC. Oznaqimo sa R sredixte du�i BC. Tada va�i:

BR =
BC

2
=

a

2b
= CR.

Zato se jednaqina hiperbole mo�e zapisati u obliku

(x−BR)2

CR2
− y2

CR2
= 1.
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Zamenimo CR i BR u prethodnu jednaqinu i dobijamo(
x− a

2b

)2

− y2 =

(
a

2b

)2

,

odakle konaqno dobijamo jednaqinu hiperbole u obliku

y2 = x

(
x− a

b

)
.

Ako se parabola i hiperbola seku, svaki ǌihov presek daje rexeǌe
kubne jednaqine (osim preseka u taqki B). Hiperbola i parabola
seku se u taqki D. Ako je E podno�je normale iz D na BC, onda
du� x0 = BE predstavǉa rexeǌe razmatrane jednaqine. Hajam
dokazuje da je ova du� zaista rexeǌe jednaqine koriste�i svojstva
parabole i hiperbole.

Ako je Z podno�je normale iz D na pravu AB i ako se uvede
oznaka y0 = BZ = ED, onda va�i

−
√
b · y0 = x20 odnosno −

√
b

x0
=

x0
y0

,

jer taqka D pripada paraboli. Osim toga,

x0

(
x0 −

a

b

)
= y20 odnosno

x0
y0

=
y0

x0 − a
b

,

jer taqka D pripada i hiperboli. Iz ovih jednakosti sledi

b

x20
=

x20
y20

=
y0

x0 − a
b

· x0
y0

=
x0

x0 − a
b

,

pa je daǉe x30 = bx0−a, odnosno x30 +a = bx0, tj. x0 je rexeǌe razma-
trane jednaqine (negativno ako je sa leve strane i pozitivno ako
je sa desne strane prave AB). Hajam je ovde primetio da u sluqa-
jevima ako se parabola i hiperbola ne seku (sa desne strane) nema
mogu�ih rexeǌa.

Tre�i tip: Kub jednak zbiru korena i broja (x3 = ax + b).

U jednaqini x3 = ax+b, x predstavǉa stranicu kocke, a je povrx,
koja se mo�e predstaviti kao kvadrat, xto daje da je ax je telo i b je
tako�e telo. Hajam konstruixe rexeǌe na slede�i naqin (videti
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Sliku 3):

Prvo konstruixe du� AB koja je jednaka stranici kvadrata a,
tj. AB =

√
a i du� BC, tako da va�i BC ⊥ AB i BC · AB2 = b,

tj. BC = b/a i BC je sa leve strane prave AB. Zatim, konstruixe
parabolu sa temenom B, qija je osa prava AB i parametar jednak
du�i AB, tako da se taqka A i parabola nalaze sa raznih strana
prave BC. U savremenoj notaciji, jednaqina te parabole je

−
√
a · y = x2.

Slika 3.

Hajam zatim konstruixe pravouglu hiperbolu sa temenima C i
B, qija je osa prava BC i rastojaǌe izme�u temena jednako du�i
BC. Oznaqimo sa R sredixte du�i BC. Tada va�i:

BR =
BC

2
=

b

2a
= CR.

Zato se jednaqina hiperbole mo�e zapisati u obliku

(x + BR)2

CR2
− y2

CR2
= 1.

Zamenimo CR i BR u prethodnu jednaqinu i dobijamo(
x +

b

2a

)2

− y2 =

(
b

2a

)2

,
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odakle konaqno dobijamo jednaqinu hiperbole u obliku

y2 = x

(
x +

b

a

)
.

Ako se parabola i hiperbola seku, svaki ǌihov presek daje rexeǌe
kubne jednaqine (osim preseka u taqki B). Hiperbola i parabola
seku se u taqki D. Ako je E podno�je normale iz D na BC, onda
du� x0 = BE predstavǉa rexeǌe razmatrane jednaqine. Hajam
dokazuje da je ova du� zaista rexeǌe jednaqine koriste�i svojstva
parabole i hiperbole.

Ako je Z podno�je normale iz D na pravu AB i ako se uvede
oznaka y0 = BZ = ED, onda va�i

−
√
a · y0 = x20 odnosno −

√
a

x0
=

x0
y0

,

jer taqka D pripada paraboli. Osim toga,

x0

(
x0 +

b

a

)
= y20 odnosno

x0
y0

=
y0

x0 + b
a

,

jer taqka D pripada i hiperboli. Iz ovih jednakosti sledi

a

x20
=

x20
y20

=
y0

x0 + b
a

· x0
y0

=
x0

x0 + b
a

,

pa je daǉe x30 = ax0 + b, tj. x0 je rexeǌe razmatrane jednaqine
(negativno ako je sa leve strane i pozitivno ako je sa desne strane
prave AB). Jasno je da ovaj tip ima samo jedno pozitivno rexeǌe
(videti Slika 3).

Qetvrti tip: Zbir kuba i kvadrata jednak broju (x3 + ax2 = b).

Sada �emo objasniti Hajamovu konstrukciju rexeǌa jednaqine
x3+ax2 = b, gde x predstavǉa stranicu kocke, a je du�, xto daje ax2

je telo i b je tako�e telo. Hajam konstruixe rexeǌe na slede�i
naqin (videti Sliku 4):

Prvo konstruixe du� AB koja je jednaka broju uz kvadrat, tj.
a, dobijamo AB = a i du� BC, tako da va�i BC ⊥ AB i BC3 = b, tj.
BC = 3

√
b. Zatim, konstruixe kvadrat BTDC qija je stranica BC
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i koji je sa suprotne strane prave BC u odnosu na A. Zatim, kon-
struixe hiperbolu koja prolazi kroz taqku D i kojoj su asimptote
prave AB i BC.

Uvodimo Dekartov pravougli koordinatni sistem tako da je
taqka B koordinatni poqetak i da taqka T pripada pozitivnom
delu apscisne ose, a taqka C pripada pozitivnom delu ordinatne
ose. U savremenoj notaciji, jednaqina te hiperbole je

xy =
(
√

2 3
√
b)2

2
odnosno xy = (

3
√
b)2.

Slika 4.

Hajam zatim konstruixe parabolu sa temenom A, qija je osa
prava AB i parametar jednak du�i BC. Jednaqina te parabole je

y2 =
3
√
b(x + a).

Hiperbola i parabola seku se u taqki H. Ako je Z podno�je nor-
male iz H na AB, onda du� x0 = BZ predstavǉa rexeǌe razmatrane
jednaqine. Hajam dokazuje da je ova du� zaista rexeǌe jednaqine
koriste�i svojstva parabole i hiperbole.

Ako je L podno�je normale iz H na pravu BC i ako se uvede ozna-
ka y0 = BL = ZH, onda sa (x0, y0) oznaqavamo koordinate taqke H.
Poxto taqka H pripada paraboli i hiperboli, to iz prethodnih
jednaqina dobijamo da je

x0y0 = (
3
√
b)2, y20 =

3
√
b(x0 + a).
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Iz prve od prethodno navedenih jednakosti mo�emo izraziti y0 u
funkciji od x0 i zameniti u drugu od tih jednakosti. Dobijamo
jednakost

( 3
√
b)4

x20
=

3
√
b(x0 + a),

odakle jednostavno sledi x30 + ax20 = b, tj. x0 je rexeǌe razmatrane
jednaqine. Hajam je ovde primetio da ova klasa jednaqina uvek ima
jedinstveno (pozitivno) rexeǌe, jer se parabola i hiperbola seku
u jednoj taqki koja je razliqita od koordinatnog poqetka.

Peti tip: Zbir kuba i broja jednak kvadratu (x3 + a = bx2).

Razmatramo objaxǌeǌe Hajamove konstrukcije rexeǌa jedna-
qine x3 + a = bx2, gde x predstavǉa stranicu kocke, b je du�, xto
daje bx2 je telo i a je tako�e telo. Hajam konstruixe rexeǌe na
slede�i naqin:

Slika 5.1

Prvo konstruixe du� AC koja je jednaka broju uz kvadrat, tj.
b, dobijamo AC = b. Zatim konstruixe kocku qija je zapremina a i
neka joj je stranica m, tj. m = 3

√
a. Imamo tri mogu�nosti: m < b,

m > b ili m = b. Ako je m = b, jednaqina nema rexeǌa.15 U sluqaju
15Ako je m = b, m mora zadovoǉavati jednu od mogu�nosti: m > x, m < x ili

m = x. Odakle imamo za m > x ⇒ x3 +m3 > mx2, za m < x ⇒ x3 +m3 > mx2 i za
m = x ⇒ 2m3 > m3. Xto pokazuje da jednakost za ovaj sluqaj ne va�i.
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da je m > b, jednaqina tako�e nema rexeǌe.16 Dakle, m mora biti
maǌe od b da bi jednaqina imala rexeǌe.

Konstruixe du� BC na du�i AC, tako da va�i BC3 = a, tj.
BC = m = 3

√
a. Zatim, konstruixe kvadrat BDHC qija je stranica

BC i koji je sa suprotne strane prave BD u odnosu na A. Za-
tim, konstruixe hiperbolu koja prolazi kroz taqku D i kojoj su
asimptote prave AC i CH. Hajam zatim konstruixe parabolu sa
temenom A, qija je osa prava AC i parametar jednak du�i BC.

Uvodimo Dekartov pravougli koordinatni sistem tako da je
taqka C koordinatni poqetak i da taqka A pripada pozitivnom
delu apscisne ose, a taqka H pripada pozitivnom delu ordinatne
ose. U savremenoj notaciji, jednaqina te hiperbole je

xy =
(
√

2 3
√
a)2

2
odnosno xy = ( 3

√
a)2.

Jednaqina te parabole je

y2 = − 3
√
a(x− b).

Slika 5.2
16Ako je m > b, m mora zadovoǉavati jednu od mogu�nosti: m > x, m < x ili

m = x. Odakle imamo za m > x ⇒ x3 + m3 > bx2, za m < x ⇒ x3 + m3 > bx2 i za
m = x ⇒ 2m3 > bm2. Xto pokazuje da jednakost i u ovom sluqaju ne va�i.
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Imamo tri mogu�nosti za konstrukciju rexeǌa ove jednaqine; prvo
da je BC = AB (videti Sliku 5.1), drugo da je BC > AB (videti
Sliku 5.2) i BC < AB (videti Sliku 5.3).

U prvom sluqaju kada je BC = AB parabola i hiperbola se seku
u taqki D jer je BD2 = AB · BC. Onda du� x0 = HD predstavǉa
rexeǌe razmatrane jednaqine. Hajam dokazuje da je ova du� zaista
rexeǌe jednaqine koriste�i svojstva parabole i hiperbole. Ako
se uvede oznaka y0 = BD, onda sa (x0, y0) oznaqavamo koordinate
taqke D. Poxto taqka D pripada paraboli i hiperboli, to iz
prethodnih jednaqina dobijamo da je

x0y0 = ( 3
√
a)2, y20 = − 3

√
a(x0 − b).

Iz prve od prethodno navedenih jednakosti mo�emo izraziti y0 u
funkciji od x0 i zameniti u drugu od tih jednakosti. Dobijamo
jednakost

( 3
√
a)4

x20
= − 3
√
a(x0 − b),

odakle jednostavno sledi −a = x30 − bx20, odnosno x30 + a = bx20, tj.
x0 je rexeǌe razmatrane jednaqine. Hajam je ovde primetio da
se parabola i hiperbola mogu prese�i i u jox jednoj taqki koja
tako�e daje pozitivno rexeǌe jednaqine.

Slika 5.3
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Drugi sluqaj BC > AB taqka D pada van parabole, jer je DB2 >
AB · BC. Dve konike se mogu prese�i na dva mesta ili dota�i
tangentno u tim sluqajevima imamo rexeǌe. Ako se parabola i
hiperbola ne seku, nema rexeǌa.

U tre�em sluqaju kada je BC < AB taqka D pada unutar parabole,
pa se konike seku na dva mesta, imamo dva pozitivna rexeǌa. Svako
rexeǌe se dokazuje isto kao i u sluqaju kada se konike seku u taqki
D, jer ako je presek recimo taqka Z povrxina pravougaonika ZC
jednaka je povrxini kvadrata DC, pa je jednaqina hiperbole ista
(uzimamo koordinate taqke Z).

Xesti tip: Kub jednak zbiru kvadrata i broja (x3 = ax2 + b).

Sada �emo objasniti Hajamovu konstrukciju rexeǌa jednaqine
x3 = ax2+b, gde x predstavǉa stranicu kocke, a je du�, xto daje ax2

je telo i b je tako�e telo. Hajam konstruixe rexeǌe na slede�i
naqin (videti Sliku 6):

Slika 6.

Prvo konstruixe du� AB koja je jednaka broju uz kvadrat, tj. a,
dobijamo AB = a i du� BC, tako da va�i BC ⊥ AB i BC2 ·AB = b,
tj. BC =

√
b√
a
. Zatim, konstruixe pravougaonik BADC, pa hiper-

bolu koja prolazi kroz taqku C i kojoj su asimptote prave AB i
AD.

Uvodimo Dekartov pravougli koordinatni sistem tako da je
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taqka A koordinatni poqetak i da taqka B pripada pozitivnom
delu apscisne ose, a taqka D pripada pozitivnom delu ordinatne
ose.

Hajam konstruixe parabolu sa temenom B, qija je osa prava AB
i parametar jednak du�i AB. Jednaqina te parabole je

y2 = a(x− a).

Hiperbola i parabola seku se u taqki H. Ako je K podno�je nor-
male iz H na AB, onda du� x0 = AK predstavǉa rexeǌe razma-
trane jednaqine. Hajam dokazuje da je ova du� zaista rexeǌe jedna-
qine koriste�i svojstva parabole i hiperbole.

Ako je T podno�je normale iz H na pravu AD i ako se uvede
oznaka y0 = AT = KH, onda sa (x0, y0) oznaqavamo koordinate
taqke H. Povrxina pravougaonika BADC jednaka je povrxini
pravougaonika AKHT i iz jednakosti ovih povrxina dobijamo jedna-
qinu hiperbole

xy =

√
b√
a
· a.

Poxto taqka H pripada paraboli i hiperboli, to iz pretho-
dnih jednaqina dobijamo da je

x0y0 =

√
b√
a
· a, y20 = a(x0 − a).

Iz prve od prethodno navedenih jednakosti mo�emo izraziti y0 u
funkciji od x0 i zameniti u drugu od tih jednakosti. Dobijamo
jednakost

b · a2

a · x20
= a(x0 − a),

odakle sledi b = x30 − ax20, odnosno x30 = ax20 + b, tj. x0 je rexeǌe
razmatrane jednaqine. Hajam je ovde primetio da ova klasa jedna-
qina uvek ima jedinstveno (pozitivno) rexeǌe, jer se parabola i
hiperbola seku u jednoj taqki koja je razliqita od koordinatnog
poqetka.
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11 Kubne qetvoroqlane jednaqine

U ovom poglavǉu razmotri�emo Hajamov naqin rexavaǌa qetvo-
roqlanih kubnih jednaqina.

Prvi tip: Zbir kuba, kvadrata i korena jednak je broju (x3 +
ax2 + bx = c).

Jednaqinu x3 + ax2 + bx = c razmatramo kao jednakost tela. S
obzirom da x predstavǉa stranicu kocke, to je b povrx, koja se
mo�e predstaviti kao kvadrat, a je du�. Dakle, ax2 je telo, bx
je telo i c je tako�e telo. Hajam konstruixe rexeǌe na slede�i
naqin (videti Sliku 1):

Slika 1.

Prvo konstruixe du� BH koja je jednaka stranici kvadrata b,
tj. BH =

√
b i du� BC, tako da va�i BC ⊥ BH i BC · BH2 = c,

tj. BC = c/b. Potom, konstruixe du� BD na du�i BC, tako da su
C i D sa raznih strana taqke B i va�i BD = a, pa konstruixe
pravougaonik BHKC. Zatim, konstruixe hiperbolu koja prolazi
kroz taqku C, kojoj su asimptote prave HK i BH. Hajam zatim
konstruixe polukru�nicu sa preqnikom DC, koja se nalazi u ra-
zliqitoj poluravni od taqke H u odnosu na pravu BC.

Uvodimo Dekartov pravougli koordinatni sistem tako da je
taqka B koordinatni poqetak i da taqka C pripada pozitivnom
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delu apscisne ose, a taqka H pripada negativnom delu ordinatne
ose.

Polukru�nica i hiperbola seku se u taqkama C i Z. Ako je
T podno�je normale iz Z na HK i ako je A podno�je normale iz
Z na pravu BH, onda je povrxina pravougaonika HKCB jednaka
povrxini pravougaonika THAZ. Ako sa x i y oznaqimo koordinate
taqke Z, koja pripada hiperboli, onda va�i

ZA = x, ZT = y +
√
b,

pa iz jednakosti povrxina pravougaonika dobijamo jednaqinu hiper-
bole u savremenoj notaciji

x(y +
√
b) =

c

b

√
b tj. xy =

√
b

(
c

b
− x

)
.

Za jednaqinu polukru�nice moramo prvo da izrazimo slede�e:
oznaqimo sa R sredixte du�i DC. Tada va�i:

CR =
DC

2
=

BC + DB

2
=

c
b + a

2
,

BR = CR−BD =
a + c

b

2
− a =

c
b − a

2
.

Jednaqina polukru�nice mo�e zapisati u obliku

(x−BR)2 + y2 = CR2.

Kada zamenimo jednaqine du�i u prethodnu jednaqinu, dobijamo
ekvivalentnu jednaqinu na slede�i naqin(

x−
c
b − a

2

)2

+ y2 =

( c
b + a

2

)2

, y ≥ 0,

odnosno, u ekvivalentnom obliku,(
c

b
− x

)
(x + a) = y2, y ≥ 0.

Oznaqimo sa (x0, y0) koordinate taqke Z. Poxto taqka Z pripada
i hiperboli i polukru�nici, dobijamo da je

x0y0 =
√
b

(
c

b
− x0

)
, y20 =

(
c

b
− x0

)
(x0 + a).
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Iz prve od ove dve jednakosti mo�emo izraziti y0 u funkciji od
x0 i zameniti u drugu od tih jednakosti. Dobijamo jednakost

b

x20

(
c

b
− x0

)2

=

(
c

b
− x0

)
(x0 + a),

odakle jednostavno sledi da je c− bx0 = x30 + ax20, odnosno x30 + ax20 +
bx0 = c. Time je dokazano da apscisa x0 taqke preseka hiperbole
i polukru�nice zadovoǉava datu jednaqinu. Hajam je dokazao da
je ova du� zaista rexeǌe jednaqine koriste�i svojstva hiperbole
i kru�nice. Hajam je ovde primetio da ova klasa jednaqina nema
drugih sluqajeva i uvek ima (pozitivno) rexeǌe, jer se hiperbola
i polukru�nica seku u jednoj taqki (sa desne strane ordinatne
ose) koja je razliqita od koordinatnog poqetka.

Drugi tip: Zbir kuba, kvadrata i broja jednak je korenu (x3 +
ax2 + b = cx).

Jednaqinu x3 + ax2 + b = cx razmatramo kao jednakost tela. Ako
sa x predstavǉamo stranicu kocke, to je c povrx, koja se mo�e
predstaviti kao kvadrat, a je du�. Dakle, ax2 je telo, cx je telo
i b je tako�e telo. Hajam konstruixe rexeǌe na slede�i naqin
(videti Sliku 2):

Slika 2.

Prvo konstruixe du� AB koja je jednaka stranici kvadrata c,
tj. AB =

√
c i du� BC, tako da va�i BC ⊥ AB i BC = a. Potom,
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konstruixe du� BD na du�i BC, tako da su C i D sa razliqite
strane taqke B i va�i BD · AB2 = b, tj. BD = b/c, pa konstruixe
pravougaonik DBAH. Zatim, konstruixe hiperbolu kroz taqku D
i kojoj su asimptote prave AB i AH. Hajam zatim konstruixe
jox jednu hiperbolu sa temenom D, osom BD i kojoj je rastojaǌe
izme�u dva temena jednako du�i DC.

Dve hiperbole se presecaju u taqki D, jer ih je tako konstru-
isao. Ako se seku u jox nekoj taqki sem D, jednaqina ima dva
pozitivna rexeǌe, u suprotnom ima jedno (pozitivno) rexeǌe.

Uvodimo Dekartov pravougli koordinatni sistem tako da je
taqka B koordinatni poqetak i da taqka D pripada pozitivnom
delu apscisne ose, a taqka A pripada negativnom delu ordinatne
ose.

Uzmimo da je druga taqka preseka hiperbola, taqka M . Ako
je K podno�je normale iz M na AH, a P podno�je normale iz M
na AB, onda je povrxina pravougaonika ALMK jednaka povrxini
pravougaonika BDHA. Ako sa x i y oznaqimo apsolutne vrednosti
koordinata taqke M , koja pripada prvoj od konstruisanih hiper-
bola, onda va�i

ML = x, MK =
√
c− y,

pa iz jednakosti povrxina pravougaonika dobijamo jednaqinu hiper-
bole u savremenoj notaciji

x(
√
c− y) =

b

c

√
c tj. xy =

√
c

(
x− b

c

)
.

Za jednaqinu druge hiperbole moramo prvo da izrazimo slede�e:
oznaqimo sa R sredixte du�i DC. Tada va�i:

CR =
DC

2
=

BC + DB

2
=

a + b
c

2
,

BR = CR−BD =
a + b

c

2
− b

c
=

a− b
c

2
.

Zato se jednaqina druge hiperbole mo�e zapisati u obliku

(x + BR)2

CR2
− y2

CR2
= 1.
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Kada zamenimo jednaqine du�i u prethodnu jednaqinu, dobijamo
ekvivalentnu jednaqinu na slede�i naqin(

x +
a− b

c

2

)2

− y2 =

(
a + b

c

2

)2

,

odakle konaqno dobijamo jednaqinu druge hiperbole u obliku

y2 =

(
x− b

c

)
(x + a).

Oznaqimo sa (x0, y0) koordinate taqke M . Poxto taqka M pri-
pada obema hiperbolama, dobijamo da je

x0y0 =
√
c

(
x0 −

b

c

)
, y20 =

(
x0 −

b

c

)
(x0 + a).

Iz prve od ove dve jednakosti mo�emo izraziti y0 u funkciji od
x0 i zameniti u drugu od tih jednakosti. Dobijamo jednakost

c

x20

(
x0 −

b

c

)2

=

(
x0 −

b

c

)
(x0 + a),

odakle jednostavno sledi da je x30+ax20 = cx0−b, odnosno x30+ax20+b =
cx0. Time je dokazano da apscisa x0 taqke preseka hiperbola zado-
voǉava datu jednaqinu. Hajam je ovo dokazao koriste�i svojstvo
hiperbole. Hajam je ovde primetio da ova klasa jednaqina nema ra-
zliqitih sluqajeva i mo�e imati jedno ili dva (pozitivna) rexe-
ǌa.

Tre�i tip: Zbir kuba, korena i broja jednak je kvadratu (x3 +
ax + b = cx2).

Jednaqinu x3 + ax + b = cx2 razmatramo kao jednakost tela. S
obzirom da x predstavǉa stranicu kocke, to je a povrx, koja se
mo�e predstaviti kao kvadrat, c je du�. Dakle, ax je telo, cx2

je telo i b je tako�e telo. Hajam konstruixe rexeǌe na slede�i
naqin (videti Sliku 3).

Prvo konstruixe du� BH, tako da je BH = c i du� BC, tako
da va�i BC ⊥ BH i BC =

√
a. Potom, konstruixe du� AB na

du�i BH, tako da su H i A sa razliqitih strana taqke B i va�i
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BC2 ·AB = b, tj. AB = b/a. Hajam zatim konstruixe polukru�nicu
sa preqnikom AH, koja se nalazi u istoj poluravni kao taqka C u
odnosu na pravu AB. Imamo tri mogu�nosti, taqka C se nalazi
unutar, na ili van polukru�nice.

Slika 3.

Hajam prvo razmatra sluqaj da je taqka C unutar polukru�nice.
Neka je taqka Z presek prave BC sa polukru�nicom. Hajam kon-
struixe pravougaonike ABCD i CZMP koji su istih povrxina.
Ponovo imamo tri mogu�nosti, taqka M je unutar, na ili izvan
polukru�nice.

Prvo razmatra sluqaj da su taqke C i M unutar polukru�ni-
ce. Konstruixe hiperbolu koja prolazi kroz taqku M i kojoj su
asimptote prave CB i CD.

Uvodimo Dekartov pravougli koordinatni sistem tako da je
taqka B koordinatni poqetak i da taqka A pripada negativnom
delu apscisne ose, a taqka C pripada pozitivnom delu ordinatne
ose.

Polukru�nica i hiperbola seku se u taqkama L i L′. Ako je
T podno�je normale iz L na AH, a T ′ podno�je normale iz L′

na AH i ako je K podno�je normale iz L na pravu BC. Onda je
povrxina pravougaonika LKCF jednaka povrxini pravougaonika
CZMP , koji je ve� povrxinski jednak pravougaoniku ABCD. Ako
sa x i y oznaqimo koordinate taqke L, koja pripada hiperboli,
onda va�i

LK = x, LF = y −
√
a,
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pa iz jednakosti povrxina pravougaonika dobijamo jednaqinu hiper-
bole u savremenoj notaciji

x(y −
√
a) =

b

a

√
a tj. xy =

√
a

(
b

a
+ x

)
.

Oznaqimo sa R sredixte du�i AH. Tada va�i:

AR =
AH

2
=

AB + BH

2
=

c + b
a

2
,

BR = AR−AB =
b
a + c

2
− b

a
=

c− b
a

2
.

Zato se jednaqina polukru�nice mo�e zapisati u obliku

(x−BR)2 + y2 = AR2.

Kada zamenimo jednaqine du�i u prethodnu jednaqinu, dobijamo
ekvivalentnu jednaqinu na slede�i naqin(

x−
c− b

a

2

)2

+ y2 =

(
c + b

a

2

)2

, y ≥ 0,

odnosno, u ekvivalentnom obliku,(
b

a
+ x

)
(c− x) = y2, y ≥ 0.

Oznaqimo sa (x0, y0) koordinate taqke L. Poxto taqka L pripada i
hiperboli i polukru�nici, dobijamo da je

x0y0 =
√
a

(
b

a
+ x0

)
, y20 =

(
b

a
+ x0

)
(c− x0).

Iz prve od ove dve jednakosti mo�emo izraziti y0 u funkciji od
x0 i zameniti u drugu od tih jednakosti. Dobijamo jednakost

a

x20

(
b

a
+ x0

)2

=

(
b

a
+ x0

)
(c− x0),

odakle jednostavno sledi da je b+ax0 = cx20−x30, odnosno x30+ax0+b =
cx20. Time je dokazano da apscisa x0 taqke preseka hiperbole i
polukru�nice zadovoǉava datu jednaqinu. Hajam je dokazao da je

55



x0 zaista rexeǌe jednaqine koriste�i svojstva kru�nice i hiper-
bole.

U sluqaju da je taqka M na polukru�nici, uzmemo da je M = L.
Ako taqka M pada izvan polukru�nice, ponovo konstruixe hiper-
bolu kroz taqku M . Polukru�nica i hiperbola se seku ili se
dodiruju tangentno. U oba sluqaja, dokaz je isti kao u pretho-
dnom sluqaju.

U sluqajevima da je taqka C na ili izvan polukru�nice, dokaz
je tako�e sliqan kao u prethodnom sluqaju. Ako se hiperbola
i polukru�nica seku, imamo rexeǌe, ako se ne seku, rexeǌe je
nemogu�e.

Hajam je jox primetio i qiǌenicu da stranica kocke mora biti
maǌa od du�i BH, za koju va�i BH = c. Jer ako je x = c, onda je
x3 = cx2, pa ne va�i x3 + ax + b = cx2. Ako je x > c, onda dobija da
je x3 > cx2, odakle se vidi da jednakost x3 + ax + b = cx2 ne va�i.

Hajam je ovde primetio da ova klasa jednaqina ima mnogo sluqa-
jeva i nema uvek rexeǌa, jer se hiperbola i polukru�nica ne
moraju uvek se�i.

Qetvrti tip: Zbir broja, korena i kvadrata jednak je kubu
(a + bx + cx2 = x3).

Jednaqinu a + bx + cx2 = x3 razmatramo kao jednakost tela. S
obzirom da x predstavǉa stranicu kocke, to je b povrx, koja se
mo�e predstaviti kao kvadrat, c je du�. Dakle, cx2 je telo, bx
je telo i a je tako�e telo. Hajam konstruixe rexeǌe na slede�i
naqin (videti Sliku 4).

Prvo konstruixe du� BH koja je jednaka stranici kvadrata b,
tj. BH =

√
b i du� AB, tako da va�i AB ⊥ BH i AB ·BH2 = a, tj.

AB = a/b. Potom, konstruixe du� BC na du�i AB, tako da su C i
A sa razliqitih strana taqke B i va�i BC = c. Onda konstruixe
pravougaonike ABHD i HMNE, koji su istih povrxina i taqke
B i M su sa razliqitih strana taqke H. Du�i HM i HB su
razliqitih du�ina. Zatim, konstruixe hiperbolu kroz taqku N
i kojoj su asimptote prave HM i HE. Hajam zatim konstruixe
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jox jednu hiperbolu sa temenom C, osom BC i kojoj je rastojaǌe
izme�u temena jednako du�i AC.

Slika 4.

Uvodimo Dekartov pravougli koordinatni sistem tako da je
taqka B koordinatni poqetak i da taqka C pripada pozitivnom
delu apscisne ose, a taqka H pripada pozitivnom delu ordinatne
ose. Ako sa x i y oznaqimo koordinate taqke N , koja pripada prvoj
od konstruisanih hiperbola, onda va�i

NM = x, NE = y −
√
b,

pa iz jednakosti povrxina pravougaonika ABHD i HMNE dobi-
jamo jednaqinu te hiperbole u savremenoj notaciji

x(y −
√
b) =

a

b

√
b tj. xy =

√
b

(
a

b
+ x

)
.

Oznaqimo sa Z sredixte du�i AC. Tada va�i:

AZ =
AC

2
=

BC + AB

2
=

c + a
b

2
,

BZ = BC −AZ = c−
c + a

b

2
=

c− a
b

2
.

Zato se jednaqina druge hiperbole mo�e zapisati u obliku

(x−BZ)2

AZ2
− y2

AZ2
= 1.
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Kada zamenimo jednaqine du�i u prethodnu jednaqinu, dobijamo
ekvivalentnu jednaqinu na slede�i naqin(

x−
c− a

b

2

)2

− y2 =

(
c + a

b

2

)2

,

odakle konaqno dobijamo jednaqinu druge hiperbole u obliku

y2 =

(
x +

a

b

)
(x− c).

Oznaqimo sa (x0, y0) koordinate taqke L. Poxto taqka L pripada
obema hiperbolama, dobijamo da je

x0y0 =
√
b

(
a

b
+ x0

)
, y20 =

(
a

b
+ x0

)
(x0 − c).

Iz prve od ove dve jednakosti mo�emo izraziti y0 u funkciji od
x0 i zameniti u drugu od tih jednakosti. Dobijamo jednakost

b

x20

(
a

b
+ x0

)2

=

(
a

b
+ x0

)
(x0 − c),

odakle jednostavno sledi da je a + bx0 = x30 − cx20, odnosno a + bx0 +
cx20 = x30. Time je dokazano da apscisa x0 taqke preseka hiper-
bola zadovoǉava datu jednaqinu. Do ovog dokaza Hajam je doxao
korix�eǌem svojstva hiperbolke. Hajam je ovde primetio da ova
klasa jednaqina nema drugih sluqajeva i uvek ima (pozitivno) re-
xeǌe koje je razliqito od koordinatnog poqetka.

Peti tip: Zbir kuba i kvadrata jednak zbiru korena i broja
(x3 + ax2 = bx + c).

Razmatramo objaxǌeǌe Hajamove konstrukcije rexeǌa jedna-
qine x3 + ax2 = bx + c, gde x predstavǉa stranicu kocke, a je du�,
b je povrx, koja se mo�e predstaviti kao kvadrat, xto daje ax2 je
telo, bx je telo i c je tako�e telo. Hajam konstruixe rexeǌe na
slede�i naqin.

Prvo konstruixe du� BD koja je jednaka stranici kvadrata
qija je povrxina jednaka b, dobijamo BD =

√
b i du� BC, tako da

va�i BC ⊥ BD i BC = a. Zatim, konstruixe paralelopiped qija
je osnova kvadrat stranice BD, a zapremina c i neka mu je visina
s, tj. s = c/b. Imamo tri mogu�nosti: s < a, s > a ili s = a.

Prvo �emo razmotriti sluqaj kada je s < a (vidi Sliku 5.1).
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Slika 5.1

Konstruixe du� AB na du�i BC, tako da va�i AB = s = c/b.
Zatim, konstruixe pravougaonik BAND i pravougaonik EODG
koji su istih povrxina i nalaze se sa razliqitih strana taqke
D, tako da su B, D i G na istoj pravoj. Zatim, konstruixe hiper-
bolu koja prolazi kroz taqku E i kojoj su asimptote prave DB i
DO. Hajam zatim konstruixe jox jednu hiperbolu sa temenom A,
qija je osa prava AC i rastojaǌe izme�u dva temena hiperbole
jednako du�i AC.

Uvodimo Dekartov pravougli koordinatni sistem tako da je
taqka B koordinatni poqetak i da taqka A pripada negativnom
delu apscisne ose, a taqka D pripada pozitivnom delu ordinatne
ose. Ako sa x i y oznaqimo koordinate taqke E, koja pripada prvoj
od konstruisanih hiperbola, onda va�i

EG = x, EO = y −
√
b,

pa iz jednakosti povrxina pravougaonika ANDB i EODG dobijamo
jednaqinu te hiperbole

x(y −
√
b) =

√
b · c

b
tj. xy =

√
b

(
x +

c

b

)
.
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Oznaqimo sa Z sredixte du�i AC. Tada va�i:

AZ =
AC

2
=

BC −AB

2
=

a− c
b

2
,

BZ = BA + AZ =
c

b
+

a− c
b

2
=

a + c
b

2
.

Zato se jednaqina druge hiperbole mo�e zapisati u obliku

(x + BZ)2

AZ2
− y2

AZ2
= 1.

Kada zamenimo jednaqine du�i u prethodnu jednaqinu, dobijamo
ekvivalentnu jednaqinu na slede�i naqin(

x +
a + c

b

2

)2

− y2 =

(
a− c

b

2

)2

,

odakle konaqno dobijamo jednaqinu druge hiperbole u obliku

y2 =

(
x +

c

b

)
(x + a).

Oznaqimo sa (x0, y0) koordinate taqke H koja se nalazi u preseku
hiperbola. Poxto taqka H pripada obema hiperbolama, dobijamo
da je

x0y0 =
√
b

(
x0 +

c

b

)
, y20 =

(
x0 +

c

b

)
(x0 + a).

Iz prve od ove dve jednakosti mo�emo izraziti y0 u funkciji od
x0 i zameniti u drugu od tih jednakosti. Dobijamo jednakost

b

x20

(
x0 +

c

b

)2

=

(
x0 +

c

b

)
(x0 + a),

odakle jednostavno sledi da je x30+ax20 = bx0+c. Time je dokazano da
apscisa x0 taqke preseka dveju hiperbola zadovoǉava datu jedna-
qinu. Hajam je i do ovog dokaza doxao koriste�i svojstva hiper-
bole.

Primetimo jox da se sluqajevi s < BC, s = BC i s > BC, ekvi-
valentno izra�avaju preko koeficijenata ove jednaqine relaci-
jama c

b < a, c
b = a i c

b > a, respektivno.
Za drugi sluqaj, kada je s > a, konstruixe AB = s i konstruixe

drugu hiperbolu kroz taqku C, tako da joj je osa prava AC i rasto-
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jaǌe izme�u dva temena jednako du�i AC. Ponovo imamo presek
dve hiperbole (videti Sliku 5.2). Ostatak dokaza je sliqan kao
za prethodni sluqaj. [3, str. 27-31]

Slika 5.2

U tre�em sluqaju kada je s = a, onda je du� BD stranica tra�ene
kocke.
Dokaz: Kocka qija je stranica BD jednaka je telu, qija je osnova
kvadrat ivice BD i qija je visina tako�e BD, tj. x3 = bx (jer
nam je x = BD). Telo, qija je osnova kvadrat BD, a visina - BC
(BC = a), jednako je telu, qija je osnova kvadrat BD, a visina -
s
(
BD2 = b, s = c

b ⇒ BD2 · s = b · cb = c
)
i koje predstavǉa dati broj,

tj. ax2 = c. Zato je x3 + ax2 = bx + c, a to je i tra�eno. Ali va�i
i x3 + bx = ax2 + c; odavde sledi da ovaj sluqaj ulazi u xesti tip:
zbir kuba i korena jednak zbiru kvadrata i broja.

Xest tip: Zbir kuba i korena jednak zbiru kvadrata i broja
(x3 + ax = bx2 + c).

Razmatramo objaxǌeǌe Hajamove konstrukcije rexeǌa jedna-
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qine x3 + ax = bx2 + c, gde x predstavǉa stranicu kocke, b je du�,
a je povrx, koja se mo�e predstaviti kao kvadrat, xto daje bx2 je
telo, ax je telo i c je tako�e telo. Hajam konstruixe rexeǌe na
slede�i naqin.

Prvo konstruixe du� BC, tako da va�i BC = b i du� BD koja
je jednaka stranici kvadrata qija je povrxina jednaka a, tj. BD =√
a, tako da va�i BC ⊥ BD. Zatim konstruixe paralelopiped qija

je osnova kvadrat stranice BD, zapremina c i visina s, tj. s = c/a.
Imamo tri mogu�nosti: s < b, s > b ili s = b.

Prvo �emo razmotriti sluqaj kada je s < b (vidi Sliku 6.1).

Slika 6.1

Konstruixe du� AB na du�i BC, tako da va�i AB = s = c/a, pa
konstruixe pravougaonik BAZD. Potom, konstruixe kru�nicu sa
preqnikom AC. Hajam zatim konstruixe hiperbolu koja prolazi
kroz taqku A i kojoj su asimptote prave BD i DZ. Kru�nica i
hiperbola se seku, osim u taqki A i u jox jednoj taqki, recimo da
je to taqka K.

Uvodimo Dekartov pravougli koordinatni sistem tako da je
taqka B koordinatni poqetak i da taqka A pripada pozitivnom
delu apscisne ose, a taqka D pripada negativnom delu ordinatne
ose. Ako sa x i y oznaqimo apsolutne vrednosti koordinata taqke
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K, koja pripada hiperboli, onda va�i

KP = x, KL =
√
a− y,

pa iz jednakosti povrxina pravougaonika AZDB i KLDP dobijamo
jednaqinu te hiperbole:

x(
√
a− y) =

√
a · c

a
tj. xy =

√
a

(
x− c

a

)
.

Oznaqimo sa R sredixte du�i AC. Tada va�i:

AR =
AC

2
=

BC −AB

2
=

b− c
a

2
,

BR = AB + AR =
c

a
+

b− c
a

2
=

b + c
a

2
.

Zato se jednaqina kru�nice mo�e zapisati u obliku

(x−BR)2 + y2 = AR2.

Kada zamenimo jednaqine du�i u prethodnu jednaqinu, dobijamo
ekvivalentnu jednaqinu na slede�i naqin(

x−
b + c

a

2

)2

+ y2 =

(
b− c

a

2

)2

,

odakle konaqno dobijamo jednaqinu kru�nice u obliku

y2 =

(
x− c

a

)
(b− x).

Oznaqimo sa (x0, y0) koordinate taqke K koja se nalazi u preseku
hiperbole i kru�nice. Poxto taqka K pripada hiperboli i kru-
�nici, dobijamo da je

x0y0 =
√
a

(
x0 −

c

a

)
, y20 =

(
x0 −

c

a

)
(b− x0).

Iz prve od ove dve jednakosti mo�emo izraziti y0 u funkciji od
x0 i zameniti u drugu od tih jednakosti. Dobijamo jednakost

a

x20

(
x0 −

c

a

)2

=

(
x0 −

c

a

)
(b− x0),
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odakle jednostavno sledi da je ax0−c = bx20−x30, tj. x30+ax0 = bx20+c.
Time je dokazano da apscisa x0 taqke preseka hiperbole i kru�ni-
ce zadovoǉava datu jednaqinu. Hajam do ovog rexeǌa dolazi kori-
x�eǌem osobina hiperbole i kru�nice.

Primetimo jox da se sluqajevi s < BC, s = BC i s > BC, ekvi-
valentno izra�avaju preko koeficijenata ove jednaqine relaci-
jama c

a < b, c
a = b i c

a > b, respektivno.
Za drugi sluqaj, kada je s > b, konstruixe du� AB = s i kon-

struixe kru�nicu sa preqnikom AC. Zatim, konstruixe hiper-
bolu kroz taqku A kao u prethodnom sluqaju i ponovo ima pre-
sek hiperbole i kru�nice u taqki K (videti Sliku 6.2). Ostatak
dokaza je sliqan kao za prethodni sluqaj.

Slika 6.2

U tre�em sluqaju kada je s = b, onda je du� BC stranica tra�ene
kocke.
Dokaz: Kocka qija je stranica BC, jednaka je broju kvadrata (bx2),
jer je b = BC, tj. x3 = bx2(BC = x). Telo, qija je visina BC, a osno-
va kvadrat BD (BD2 = a), jednako je datom broju c

(
BC ·BD2 = s · a

= c
a ·a = c, koje je tako�e jednako broju strana ax kocke qija je ivica

BC, tj. c = ax. Dobijamo x3 + ax = bx2 + c, xto smo i tvrdili.
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Tako�e, x3 +c = bx2 +ax, odavde sledi da ovaj sluqaj ulazi u sedmi
tip ove glave. [4 , str. 35]

Hajam je ovde primetio da ova klasa jednaqina ima razliqi-
tih sluqajeva. Jedini propust Hajam je napravio pri rexavaǌu
ove jednaqine, gde, zbog nedovoǉno preciznog crte�a, nije otkrio
da za neke vrednosti parametra jednaqina mo�e imati tri (pozi-
tivna) rexeǌa.

Sedmi tip: Zbir kuba i broja jednak zbiru kvadrata i korena
(x3 + a = bx2 + cx).

Razmatramo objaxǌeǌe Hajamove konstrukcije rexeǌa jedna-
qine x3 + a = bx2 + cx, gde x predstavǉa stranicu kocke, b je du�,
c je povrx, koja se mo�e predstaviti kao kvadrat, xto daje bx2 je
telo, cx je telo i a je tako�e telo. Hajam konstruixe rexeǌe na
slede�i naqin.

Prvo konstruixe du� BD koja je jednaka stranici kvadrata
qija je povrxina jednaka c, tj. BD =

√
c i du� BC, tako da va�i

BC ⊥ BD i BC = b. Zatim, konstruixe paralelopiped qija je
osnova kvadrat stranice BD, zapremina a i visina s, tj. s = a/c.
Imamo tri mogu�nosti: s < b, s > b ili s = b.

Prvo �emo razmotriti sluqaj kada je s < b (vidi Sliku 7.1).

Slika 7.1

Konstruixe du� AB na du�i BC, tako da va�i AB = s = a/c,
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pa konstruixe pravougaonik BAZD. Zatim, konstruixe hiperbolu
koja prolazi kroz taqku A i kojoj su asimptote prave BD i DZ.
Hajam zatim konstruixe jox jednu hiperbolu sa temenom C, qija
je osa prava BC i rastojaǌe izme�u dva temena hiperbole jednako
du�i AC.

Uvodimo Dekartov pravougli koordinatni sistem tako da je
taqka B koordinatni poqetak i da taqka A pripada pozitivnom
delu apscisne ose, a taqka D pripada negativnom delu ordinatne
ose. Ako sa x i y oznaqimo apsolutne vrednosti koordinata taqke
K, koja pripada preseku konstruisanih hiperbola, onda va�i

KP = x, KL =
√
c− y,

pa iz jednakosti povrxina pravougaonika AZDB i KLDP dobijamo
jednaqinu te hiperbole

x(
√
c− y) =

√
c · a

c
tj. xy =

√
c

(
x− a

c

)
.

Oznaqimo sa R sredixte du�i AC. Tada va�i:

AR =
AC

2
=

BC −AB

2
=

b− a
c

2
,

BR = BA + AR =
a

c
+

b− a
c

2
=

b + a
c

2
.

Zato se jednaqina druge hiperbole mo�e zapisati u obliku

(x−BR)2

AR2
− y2

AR2
= 1.

Kada zamenimo jednaqine du�i u prethodnu jednaqinu, dobijamo
ekvivalentnu jednaqinu na slede�i naqin(

x−
b + a

c

2

)2

− y2 =

(
b− a

c

2

)2

,

odakle konaqno dobijamo jednaqinu druge hiperbole u obliku

y2 =

(
x− a

c

)
(x− b).

Oznaqimo sa (x0, y0) koordinate taqke K koja se nalazi u preseku
hiperbola. Poxto taqka K pripada obema hiperbolama, dobijamo
da je

x0y0 =
√
c

(
x0 −

a

c

)
, y20 =

(
x0 −

a

c

)
(x0 − b).
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Iz prve od ove dve jednakosti mo�emo izraziti y0 u funkciji od
x0 i zameniti u drugu od tih jednakosti. Dobijamo jednakost

c

x20

(
x0 −

a

c

)2

=

(
x0 −

a

c

)
(x0 − b),

odakle jednostavno sledi da je cx0−a = x30−bx20, tj. x30+a = bx20+cx0.
Time je dokazano da apscisa x0 taqke preseka dveju hiperbola
zadovoǉava datu jednaqinu. Hajam je do ovog rexeǌa doxao ko-
rix�eǌem osobina hiperbole.

Primetimo jox da se sluqajevi s < BC, s = BC i s > BC, ekvi-
valentno izra�avaju preko koeficijenata ove jednaqine relaci-
jama a

c < b, a
c = b i a

c > b, respektivno.
Za drugi sluqaj, gde je s > b, konstruixe du� AB = s i konstru-

ixe pravougaonik BAZD. Potom, konstruixe obe hiperbole kroz
taqku A. Kao u prethodnom sluqaju (videti Sliku 7.2). Ove dve
hiperbole se ne moraju prese�i tako da imamo pozitivno rexeǌe.
U sluqajevima kada se seku, mogu se se�i u jednoj taqki, onda su
tangente jedna drugoj, ili se seku u dve taqke. Ostatak dokaza je
sliqan kao za prethodni sluqaj.

Slika 7.2

U tre�em sluqaju kada je s = a, onda je du� BC stranica tra�ene
kocke.
Dokaz: Kocka qija je stranica BC jednaka je telu koje predstavǉa
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broj kvadrata (bx2), jer je BC = b i BC = x, tj. x3 = bx2. Telo,
qija je visina BC, a osnova kvadrat BD(BD2 = c), jednako je datom
broju a

(
BC ·BD2 = s · c = a

c · c = a
)
, koje je tako�e jednako broju

stranica (cx) kocke qija je stranica BC. Dobijamo x3+a = bx2+cx,
xto smo i tvrdili. Tako�e, x3 + cx = bx2 + a, odavde sledi da ovaj
sluqaj ulazi u xesti tip ove glave. [4, str. 37]
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12 Zakǉuqak

Obra�ene metode za geometrijsko rexavaǌe kubnih i kvadrat-
nih jednaqina mogu na�i sva realna rexeǌa, kako pozitivna tako i
negativna. Uzmimo na primer da je −t (t je pozitivan realan broj)
negativno rexeǌe kvadratne jednaqine x2 + bx = c. Odatle dobi-
jamo (−t)2 + b(−t) = c, tj. t2 = bt + c. Dakle, t je pozitivno rexeǌe
kvadratne jednaqine x2 = bx+c. Odavde sledi da je apsolutna vred-
nost negativnog rexeǌa kvadratne jednaqine x2 + bx = c ustvari
pozitivno rexeǌe kvadratne jednaqine x2 = bx + c, a va�i i obr-
nuto. Tako�e, apsolutna vrednost negativnog rexeǌa kvadratne
jednaqine x2 + bx + c = 0 je pozitivno rexeǌe kvadratne jedna-
qine x2 + c = bx, a va�i i obrnuto. Al-Hajam i Al-Horezmi
nisu naxli negativna rexeǌa jer negativni brojevi nisu posto-
jali, pa su ovaj deo izostavili i usredsredili se samo na pozi-
tivna rexeǌa. Tako�e, tada nije postojao ni negativni deo ko-
ordinatnog sistema u kome se lako vide negativna rexeǌa kubnih
jednaqina, kao xto se mo�e videti na ve�ini slika iz desetog i
jedanaestog poglavǉa. Negativna rexeǌa kubnih jednaqina u geo-
metrijskom smislu, predstavǉaju taqke preseka dva konusa (kor-
ix�ena u dokazu te kubne jednaqine) koja se nalaze levo u odnosu
na ordinatnu osu.

Algebarsko rexeǌe kubne jednaqine dobijeno je tek u 16. veku.
Matematiqari koji su se bavili algebarskim rexavaǌem kubnih
jednaqina, bili su italijanski matematiqari del Fero, Tartaǉa i
Ferari. Formule kojima se odre�uju sva rexeǌa kubnih jednaqina
otkrio je Nikolo Tartaǉa, ali su one poznate po imenu Kardanove
formule, jer ih je prvi objavio �irolamo Kardano 1545. godine u
svojoj kǌizi ”Artis Magnae”. Kardano je koristio samo pozitivne
koeficiente u kubnim jednaqinama i podelio ih je na trinaest
tipova kao i Al-Hajam (ne raqunaju�i jednaqinu x3 = c). Kardano
je tako�e koristio geometrijski metod rexavaǌa kubnih jednaqina
za dokazivaǌe ǌegovih rexeǌa za svaki tip jednaqine.

Ako mo�emo uzeti za koeficijente u kubnim jednaqinama i po-
zitivne i negativne realne brojeve ili nulu, broj tipova kubnih
jednaqina mo�emo svesti na jedan. Dobijamo jednaqinu oblika

x3 + ax2 + bx + c = 0,
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gde a, b i c mogu biti pozitivni ili negativni realni brojevi ili
nula. Sada, ako stavimo da je x = y − (a/3) u prethodnu kubnu
jednaqinu, dobijamo jednaqinu oblika y3 + sy + r = 0, gde su s i r
pozitivni ili negativni realni brojevi ili nula. Tako da nam se
sve kubne jednaqine mogu svesti na kubnu jednaqinu oblika

x3 + sx + r = 0.

Kardano je pretpostavǉao da kubna jednaqina ima rexeǌe oblika
x = u1/3 + v1/3. Ako ovo rexeǌe zamenimo u naxu kubnu jednaqinu
dobijamo

(u1/3 + v1/3)3 + s(u1/3 + v1/3) + r = 0.

Daǉim rexavaǌem dolazimo do jednaqine oblika

u + v + r + (3u1/3v1/3 + s)(u1/3 + v1/3) = 0.

Odavde dobijamo da je x = u1/3 + v1/3 rexeǌe kubne jednaqine ako
u i v zadovoǉavaju uslove da je u + v = −r i u1/3v1/3 = −(s/3).
Rexavaǌem ovog sistema jednaqina dobijamo da su u i v rexeǌa
kvadratne jednaqine oblika

z2 + rz − (s/3)3 = 0.

Do ǌih je Kardano doxao geometrijskim putem (pogledati poglavǉe
osam) i dobio rexeǌa oblika

u = −r/2 +
√

(r/2)2 + (s/3)3 i v = −r/2−
√

(r/2)2 + (s/3)3.

Dakle, rexeǌe kubne jednaqine je oblika

x = u1/3 + v1/3

=

(
−r/2 +

√
(r/2)2 + (s/3)3

)1/3

+

(
−r/2−

√
(r/2)2 + (s/3)3

)1/3

.

Ova formula daje i konjugovano kompleksna rexeǌa kubnih jedna-
qina, iako u Kardanovo vreme nije postojala teorija kompleksnih
brojeva. [14, str. 37-38]
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