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YBOJ|

YecTo m3roBapaHa pedyeHUIIa, AId PETKO KaJl MOTKperbeHa ,,MaTeMaTuka uMa OTPOMHE
npuMeHe”’, Ouia je mouyeTHa Hueja oBOr pajga. HactaBHMIM M3naxyhu TEmIKO M CyBOMApHO
MaTeMaTHYKO TPaJuMBO YECTO C€ 3ayCTaBe Ha OBO] PEUCHHIM, HE Majyhu ydyeHHIHMMa HH
HaroBeIlTaj mbeHe npuMene. Hapounto cy naHamme reHepayje yueHUKa jKeJbHe 3aHMMJbUBUX
JIeKIIHMja, aJld Cy YjeTHO ¥ CMeJIe Jia TTUTajy ,,3a mTa he To MEHHU y KUBOTY?*

Tema koje je oOpahena y oBom paay Kao HU J100ap /10 MaTeMaTUUYKOT arapaTa joIl yBEeK
HUCY JIe0 TpaiiBa TMMHA3Mja, Jld je TeMa aKTyeJIHa M YYCHHIIU CY C€ CUTYPHO CYCPETalIH ca lhOM
KpO3 CBAaKOJHEBHHU >KMBOT. Maja, neo u3noxkeHor (OpojeBHE penpe3eHTalluje, NpPeiCcTaBIbambe
noJlaTaka y paduyHapy) npejctaBiba HHHOPMATHIKO rpagiBo. MoKe ce YCIIOCTaBUTH KOpealuja
n3Mel)y oBa JiBa HaCTaBHA MPEIMETA, 1 Cy 3a MOjeAMHE AITOPUTME JaTH TICEYI0KOIOBH KaKo OH
ce MoKasajo Jia ce MOTy MCIpPOrpaMHpaTH M OJaKiIaTH OSCMHCICHO padyHame. Pan je Takohe
MOKYIaj Cliajama apcTBa OpojeBa ca BUPTYEITHUM CBETOM y KoMme he Ha cucTeMaTH4aH HauuH
OWTH M3/IBOjEHE IEJIMHE KOje Ce KAao TaKBe MOTY YBOJWTH y HACTaBy, OMJIO KaO 3aHHMJBHBO
MOTKPEIJbCHE YaCOBUMA MATEMATHKE HITH Ka0 MPOIIUPEHEe MaTeMaTHYKOT 3Hama. Lluib pajga Huje
7la IETaJbHO M CTPOTO MaTeMaTHUYKU M3JI0KH oAroBapajyhe caapikaje, Beh ma Kpo3 HHTEpECaHTHE
3ajiaTKe ¥ MpUMepe NMPHOJIMKN YICHUIIMMA MAaTePH]y, U Ja HCTOBPEMEHO MOKaXE 3Ha4aj U CHAry
MaTeMaTHKE.

buio 1a cy HacTaBHMIIM 3aTOBOPHUIIM YBOhema HHPOPMAIIMOHUX TEXHOJIOTHja Y HACTaBY
WM HEe, 0Baj PaJ] MPeCTaBJba MOTYRHOCT J1a ce OTKpHje Jeuh MaTeMaTuyKe OCHOBE ,,BUPTYEITHOT
ceeta”. Ca nmpyre cTpaHe paJ OTBapa BUIUKE YUCHHIIMMA U MPOIIUPYje CBECT J1a YKOJIUKO XKeJe
na ce OaBe HMH(MOPMAIIMIOHUM TEXHOJOTHMjaMa, y HHHMXOBOM OCHAXHBAaWkYy WM CIIa0JbeHY,
HEOIXO/THO j€ /1a 03Ha]y MaTeMaTHUKYy.

Pan ce cacToju u3 net noryasba, 0J1 KOJUX MPBO U METO MOTJIaB/b€ MOTY OMTH UCIIPUYAHU
HAjIIMpeM Kpyry yYeHHKa Kao 3aHUMJbHMBA NpUYa Ca JIAKAUM MPHUMEpPHMa M 3aJalnuMa KOjH He
3aXTE€Bajy BEIIMKO MaTeMaTHYKO TNpea3Hame. Takolhe, NETO TOrNaBibe CaApKH BHIIE
MOTHBAIIMOHUX TpHYa KOjeé MOTY IMOCTYXHTH HAaCTaBHHIIMMA Kao WJeja IITa CBE MOXe OUTH
oOpalheHo Ha yacoBuMa Matematuke. [loueTHO norinaBsbe TOBOPU O KpUIITOTpaduju KPO3 UCTOPH]Y
Y JeIHOCTaBHUM MeToama mudpoBama. Y 0BOM, U HapeaHa TpH, 00pal)eHu Cy mpuMepH 1 3a7a1u
KOJU WIIyCTPY]y U3JI0KEH MaTepujai. Y ApyroM MOIJIaBJby je ped 0 OpOjeBHUM CUCTEMHUMA, IPBO
KpO3 HM3Jlaramkbe MaTeMaTH4Ke TeOopHje, a MOTOM Kao NMpUMEHa OpOjeBHUX CHCTEMa IMOKA3aHo je
IIpeJCTaBJbakEe Mo/1aTaKa y pauyHapy. Tpehe noriasibe nounme ca MOJLyJJTapHOM apUTMETHKOM U
KOHTpYEHIIMjaMa, a 3aBpllaBa Ce NPUMEHOM H3JI0KEHOI Kpo3 0Oap-KOoJOoBe M MaTeMaTHdKa
mmdpoBama. YeTBPTO MOTIIaBIbE je MaTEMaTHUKU Haj3aXTeBHUjE U Y leMy je oOpahena OjinepoBa
¢ynkuuja koja ce kopuctu y PCA anroputmy, KOju ce HApOYUTO y YNOTPEOU 3a 3aLITUTY
nojlaTaka Ha WHTEpHETY (CUTYpPHOCHH TIPOTOKOJHM, CHCTEMH EJIEKTPOHCKOT II0CIIOBamba
YKJbY4yjyhu ¥ €JIeKTPOHCKH MOTITUC WT/) .



| KPATKA UICTOPUJA KPUIITOT'PADPUIE

Kpunrorpadgujom ce Moxe 00OraTMTH HacTaBa MaTeMaThke. MHOTM HpUMEpU U3
Kpunrorpaduje Mory HOCIyXUTH J1a OU ce pa3OmIIe mpeApacyie o TOME Jia je CBAKW MAaTeMAaTHYKH
npobiemM pemuB mnoMmohy mpaBe ¢opmyne wuiau pobpor padynapa. Hawmwme, curyphoct
KPUNTOCHCTEMA JIS)KH YIPABO y HaIlloj HeMoryhHocTu a 6p30 1 eprukacHo pemunmo oaroapajyhu
npobnemM u3 moxapydja anreOpe, Teopuje OpojeBa WM KOMOWHATOpHUKE. 3aHUMJBHBE METOJIE
mdpoBama, HAPOUUTO OTKPHBAEA METO/A 3a pa3dujame cucreMa 3a mmdpupame, omoryhuhe
yYCHHIIMMA J1a OCETE CHAT'y U JICTIOTY MaTeMaTHKe.

1. OcHoBHO 0 KpunTorpapuju

3amuciuMo Ja je noTpeGHO Aa ABe 0code pasmMemyjy HHpopMalrje Ha TaJbUHY, all TaKo
na Oyny curypHu na Huko Tpehu nehe nohu no Tux nnpopmanuja (Hekaaa cy ce e napopmaryje
pa3MemHBajie y oOJIHMKY IUCaMa, a JlaHac YIJIaBHOM Y €JIEKTPOHCKOj (hOpMH, ald je CyIITHHA
3alITUTE OCTalla ucTta). AHanoruja 3a 6e30enHo cname uHppManuja jecte: Jlasap craBiba cBoje
MUCMO Y KYTHjy Koja he OUTH 3akJby4aHa KaTaHIIEM U TaKO 3aKJbyuyaHy KyTH]y Majbe ka MUIuIm.
Mununa 1oOuBmM KyTHjy, 3Ha mU@py 32 OTKI/by4yaBame KaTaHIa Tako Aa he mohu na orBopu
KyTHjy U TIpo4yHTa MIcMo. AKo Ha myTy ox Jlazapa mo Munune KyTuja 3aBpum y pykama Tpehe
ocobe, ona he Outm numeHa wHpopManrja jep He 3Ha MHUQPY 3a OTBapame Karanmna. [Ipomec
3aKJbydyaBama KyTH]je OJHOCHO HHQOpMaIja Ha3uBa ce mupoBame (SHKPHUMIHja), JOK ce
Mpolec OTBapama KyTHje Ha3uBa nemmdpoBame (aexpunmmja). Kpunrorpaduja 3akibydaBa
MoBepJbUBE MH(pOpPMallje BUPTYEITHUM KaTaHIIOM M HEKE O] JeJHOCTaBHMJUX TEXHHKa Ouhe
MOKa3aHe y OBOM IOIJIAaBJbY.

Cnene nepununyje (He cacBUM (popmMaHe) OCHOBHUX MOjMOBA U3 Kpumnrorpaduje.

Kpunrorpaguja je BemruHa u Hayka yyBama Oe30eqHocTH mopyka. HasuB kpunrorpaduja
notuue o rpuke peuw Kriptos, mro 3Haum ckpuBeH. OHa omoryhaBa MONIMJbaNal] CUTYPHO
oIajbe CBOJy MOPYKY IIPUMAOILy, TaKo Jla HEM03BaHa Tpeha cTpaHa, Hamaaay He MOXe J1a j1ohe
710 H€HOT Ca/IpKaja.

[Topyka koja ce maspe Ha3uBa ce joll U 0TBOPEHHU TEKCT U MpeCcTaB/ba HHGOPMAIIN]y y OHIIO KOM
00JIMKY (TEeKCTyaJHU TOKYMEHT, HU3 OMTOBA, IUTUTAJIHU 3aIIUC UT]L.).

Kiacuyna kpunroanajim3a ce 0JHOCH Ha aJropuT™Me Koju mudpyjy TEKCTyaIHe MopykKe.

IIudpoBame je mpoliec Mackupama MOPYKe, KOJU MMa 3a LWJb CKPUBAKE HEHE CaJpKUHE.
[IudpoBana mopyka ce HazuBa mM@ppar. JemudppoBame je mporec Bpahama mudpoBaHe
IIOPYKE Y OTBOPEHU TEKCT.

Kpunroananu3sa je Hayka pa30ujama 1 yhTama mudpoBaHux nopyka. [lokyiaj kpunroanaimse
Ha3WBa Ce Hamlaj, a yCHellHa KPUIITOAHAIM3a Ha3uBa ce JieKpunroBame. [{1b Kpunroanaiuse
jecTe mpoHalaxkeme cabocTh Aare Kpunrorpadcke meMe y MUby BeHOT pa3oujama. [1]



2. Kpunrorpaguja kpo3 ucropujy

Kpunrorpaduja natupa cKopo 0oJ caMHX IOYeTaKa IIMBUIIM3AIKje, a CBENPHCYTHA j& U
nanac. Hekanma ce mmdpoBano momohy jeqHOCTaBHUX Hampapa, MOTOM MOMONY MEXaHUYKHX
MallnHa, a JaHac nmomohy pagyHapa. Y OBOM TMOIJIaBJby Ouhe moka3zaHO HEKOJIUKO 3aHUMJBUBHX
MeTonia mudpupama Koje cy IMOCTojale Kpo3 UCTOPHjy, a JaHac Ce HE KOPHCTe, alldi MOTY
MOCIAYXMTH Kao BpJIO 3aHMMJbUB YBOJ W Kao NpPUKa3 pa3Boja MaTEMaTHYKE MHUCIH Kpo3

Kpunrorpadujy.

2.1. Cnaprancka mmdpa Ckurase

Chnapranuu cy TpBH YBEIHM CHCTEM BOjHE
kpunrorpaduje. Hamme, koncTpyucanu cy ypehaj ckuralie
(meTu Bek I1.H.€.) KOjU C€ 3aCHUBAO Ha je[IHOj BPCTU Imudpe
npememtama. CkuTane je OpBEHH INTall OKO Kora je
oOMoTaHa Tpaka o koxe. [lommusbanaln ucmnucyje mopyky
Iy IITamna, a 3aTUM OJIMOTaBa TPaKy Koja HAW3TJea HOCU
6ecmucnenn HU3 ciosa. [lopyka je mmdpoBaHna, jep jy je
jenuHo Moryhe mpouuTaTH aKo ce JIEJI0BU TEKCTa IMOCTaBe y
MPaBUIIHOM peaocieay. Cnuka 1. Ckumane

VY oBOM mpHuMepy KJbyd KOjH 3aKJbydyaBa HMOPYKY jecTe AeOJbHHA IITama OKO Kora cé HaMoTaBa
Tpaka 1o kojoj he 6utu ucnmcana nopyka.

2.2. lle3apoBa mm¢pa

IIpBa mmdpa, mpusHaTa y JaHallkbeM CMHCTy je mudpa 3aMeHe M OHa J0Ja3u O
Pumrspana, Ha3BaHa o uyBeHoM ummneparopy Llesapy — Lle3aposa mmdpa. To je Tun mmdpe rae
Ce CBAaKO CJIOBO OTBOPEHOT TEKCTa MeHa 0/iroBapajyhum ciioBoM a30yke, moMepeHnM 3a ojipehenn
Opoj MecTa, C TUM IITO Ce MPETHOCTaBba ce Aa ce aidaldeT LMKIMYHO HACTaBJba, Tj. HAKOH
nociuenmwer cioBa Z fonase ciosa A, B, C... Lle3ap je kopuctro mudpy ca kjbydem (IoMmepajem)
TPH KOJI KOj€ Ce CII0Ba OTBOPEHOT TEKCTa MEHhajy CJIOBUMA KOja Ce Hajla3e TPU MECTa J1aJbe OJ1 BbUX
y andabdery (A — D, B — E urn.). Llesaposa uzpexa VENI VIDI VICI mudpoBana kibyuem koju
npejcTasiba nmomepaj Tpu omwra 6u ZHRM ZMGM ZMFM (nionpa3ymeBa ce aa je CKyn 3HaKoBa
naTuHCKU andadeT o 24 ciosa).

[TpunukoM mmdpoBama MOPyKe, 32 Pa3IHIUTe KJbyueBe MOTPEOHO je YTBPAUTH Kako he
W3rJenaTyu HoBa a30yKa, IITO ce MOXe YpaJuTH UCIIMCHUBambeM a30yke 0e3 momepaja u a3oyke ca
rmoMepajeM y Tabenu of ABa pena.



Tabena 1. Tabena aszdyke u azoyke wugposarve Kvyuem (nomepajem) 3

Al b I
A B E| K

A B EXK 3 HU|J | KJJMH B OIP C| T R Y & X|II Y 1] I1I
SIWJIKIJJMHBO|INPCIT R VYV O I IY Ul A B B| T

HcTo ce Moxe opeauT KOpHUIINEmEeM jeIHOCTaBHE HampaBe KOja ce€ CacTOju OJ JIBa Kpy>KHA
IpCTeHa 0J1 KOjUX Ce YHYTpalliby IOMEpPa, TAKO /1a je MoMohy e MH(poBame BPIIO jeTHOCTABHO
(Cruxa 2). Touak 3a mU(pPOBamkE MOXKE CE BPJIO jSOAHOCTABHO HAIPABUTH OF KapTOHA, IITO
YYCHUIIA MOTY CaMOCTAIIHO JIa ypaJe.

Cnuxa 2. Touax 3a wugposarve

Cnene npumepn mmdposama nopyka LlesapoBum metoom.

3aoamax 1. lludposatu, onHocHo aemudposaru LlezapoBum MeToioM ca kibydeMm k = 3 peun
naTte y Tabenama:

a) ludposaTtu

O b Jd A K

6) demudposaru

o 49 P A J

Pewere:

Ha ocnoBy Tabene 1. unu y3 momoh Todka 3a mudpoBame MOXKE C€ 3aKJbyduTd Aa ciaoBy O
onrosapa cnoBo T mudpoBane a3dyke, cinoBy b cnoBo b utn. Ha ocHOBY dera penieme riacu:

OB [N ]A]K
T|D | B | A|H




AHanorHo ce pemiaBa JIpYrH Je0 3aJaTKa, camoO IITO ce mojiasw ox  mudpoBaHe az0Oyke.
[udposanom ciaopy @ oarosapa cioro C, cioBy Y oarosapa cinoBo Y uta. [lonasu ce 1o peuu:

Cl Yy lH[L]E
® |9 | P | A7

3aoamak 2. JlemudpoBatu 0AroBOp 3arOHETKE.

1. Tlyna mkona haka arotkynaa Bpata. (Kibyd je 3)

B | Y| Db ? P|lJ | A ]| ?

2. T'ypaso mpace cBe moJsse omace. (Kipyu je 10)

A|E|N|P
Pewerve:

1. Ha mctu HauuMH Kao U IIPpBOM 3aJIaTKy JOJIa3u €€ 10

B H [u |10
B P |b |A

M
4

JI
b

Ocrarak peun ce Haciayhyje WM KO 3Ha OATOBOP 3aroHETKE JIaKO MOXe pehu koja cy
npeocrana ciosa. [akie, onrosop je: JIYBEHUIIA.

2. Jla 6w ce pemmo 0oBaj Je0 3aaTKa MOTPEOHO je HampaBUTH Tabeny mudpoBama ca
nomepajeM 10 (unm jomr jakmie kopuuiheweM Touka 3a mu@poBame). OJHOCHO,

pernieme je:
K|O|C |A
A |E |1 |P

VY 10 Bpeme cMarpaio ce aa je 300r Beaukor Opoja mMoryhux kJbydeBa mudpa 3aMeHe
HEpeInBa, IITO je TOKOM JIyToT HUu3a BeKoBa Omio TauHo. Melyytum, 3axBaspyjyhu Apanuma Koju
Cy YHampeauiN CBOje TIO3HABAkE MaTEeMAaTHKe, TMHTBUCTHKE W CTATHCTUKE, U KOJH CE CMATpajy
OCHMBa4YMMa KpunToananuse, llezaposa mmudpa (moapasymera ce mudpa ynju je KJbyd OUI0o KOju
nmomepaj) je jJako paszdujena. Hamsrienm OeCKOpHMCHO MpOyYaBame YYECTAIOCTH TOjaBJbHUBamba
HEKHX CJIOBA JOBEJO j€ JI0 MPBOT BEJIMKOT OTKpHha y KPHUITOAHAIH3H — AaHAJIM3€e YUeCTAJI0CTH
CJI0BAa HEKOI NMPHUPoOAHOr je3uka. J[anac, 3axBajbyjyhu aHaIM3U y4eCTaIOCTH, HUjE MOTPEOHO
npoBepaBaTH cBe Moryhe kibydeBe, Beh je cajpikaj mopyke Moyhe OTKPHUTH Ha OCHOBY
y4ecTaloCTH M0jaBJbHBamba CIOBA.



Jeman om meroma nmemmdpoBamy 0€3 MO3HATOT KJbyda jecTe ymoTpeba ,.rpyde cuie®,
OJTHOCHO HCITUTUBAK-E CBUX MOTYNHX KJby4eBa PEJIOM CBE JIOK Ce HEe J00Wje HEKU CMUCIICHU TEKCT,
IITO MOXKe OMTH BEOMa HAIlOPHO.

Ilpumep 1. Hexka mmdpoanu tekct mmacu: OLEKI], Taga nemmdpoBameM 3a pazinyuTe
BpPEIHOCTH KJby4eBa 100ujaMo cienche peun:

THDKJBII 3a k =1, YEHTE 3a k = 10,
PLI3JILI 3a k = 2, [DKBbhXK 3a k = 11,
CUUMHY 3a k = 3, HI30Y33a k =12,
TAJHA za k = 4, AUTIDOU 3a k = 13,
hBKIbb 3a k = 5, BIPXJ 3a k = 14,
YBKOB3a k = 6, BKCIIK 3a k = 15,
DIl 3a k =7, TJITYJl3a k = 16,
XJIJbPJl 3a k = 8, JIUbRIIJb3a k = 17,
IBMCbhzak =9, BPMVIIIM 3a k = 18...

Ha OCHOBY 4era 3aKkJbydyjeMo ja je TpakeHa ped TAJHA.

Jpyru HauMH mojpa3zyMeBa Kopuiheme aHaau3e ydecTaloCTH II0jaBJ/bHBamba CIOBa Y
pUPOHOM je3uKky. [a Ou ce mmdpa pazduna kopumhemeM Apyror MeTo1a Mopa OUTH MO3HATO
Ha KOM je3uKy je HarmucaH mmdpoBanu TekcT. Ha ciumm 3. rpaduyuk je mpeicTaB/beHa peslaTHBHA
y4ECTaJIOCT CJI0BA Y CPIICKOM JE3UKY.

13% - -
12% ]
119% |
10% -
9% i [

7%
6%
5%
4%

&nnﬂ-nﬂ”"”n"n” ol _nnn 0

ABBTADBDEXIHNJKALBMHBOIIPCTARAY XYM

Cnuka 3.Yuecmarnonocm nojas/bueéarba cnosa y TEKCTOBUMA Ha CPrckom jesmky [1]



Crnenehwu 3agaTak 6uhe perieH momohy (hpekBEHIIU]CKE aHATN3€E CJI0BA CPIICKOT je3HKa.

3aoamax 3. JlemudpoBatu pedeHMIly HAlMCaHy CPIICKUM je3ukoM M mmdpoBany LlezapoBum
METOJIOM.

[IMBCIIMBYXM PC [ITMUYIM V JIDKOM.
Pewerve:

[TomTo je HajbpeKBEHTHHjE CIOBO Y CPIICKOM JE3WKYy CJIOBO A, MPETHOCTaBUMO Ja je
HajppekBeHTHH]jE cI0BO mHudpoBaHor TekcTa M yrpaBo ciioBo A. To Ou 3HaAYMIIO /12 je peueHHIIa
mdpoBaHa KJbydeM ca BpenHoihy 14, oMHOCHO J1a OpUrHHAIIHA TIOpYyKa TJIacH:

MATEMATHKA JE KPAJBULIA 1 CJIVT'A.

VY cnyuwajy ma mpeTrmnocTaBKka 0 TOME Koje je HajpeKBEHTHH]E CJIOBO IM(POBAHOT TEKCTa OMiIa
MOTpeNIHa, Tpedajio OU MOKYIIATh ca cielehnM Mo y4ecTanoCcTH MojaB/bUBamba CIOBOM CPIICKOT
jesuka (M, E, O, VY, utn).

2.3. HemaremaTuuka mudposama’

[TocTynuu Koju HE YKIbY4y]y TUPEKTHO MAaTEMATUKY, a IH(POBamka BplIe HAa 3aHUMJbUBE
HauuHe: moMohy KJbydHE peuu, KBaJipara, 1aTyMa, Ha3BaHa Cy HEeMaTEMAaTUIKUM IU(PPOBAHEM.

2.3.1. lIndpoBame KIbYYHOM pequ

IIpBo ce omabepe kJbyuHa ped (610 KOja cacTaBJbEHA O] CIIOBA KOja YnHE Heln(poBaHy
nopyky). Kiby4Ha ped ce Halmuiie HCIo/T HU3a CJI0Ba KOji YuHEe a30yKy, a 3aTUM CE HCIO]] OCTATTHX
CJIOBa a30yKe JIOMHUCY]y PEIOM CIIOBA M3Yy3€B OHUX KOja Cy UCKOpHUIIThema Y KIby4yHO] PEeUH.

Ilpumep 2. Mununa xenu jaa nomasse nopyky OUM 350PE ITO MM CPLE BEJIUN Jlazapy ca
KJby4HOM peun 3EMJBA.

Cana ce mpasu mmdpoBaHa a30yka Ha cienehu HauuH:
As0Oyka: ABBTII'IDBDEX3UNIJKI MHBOINIPCTY ®XIOYUIIII
Iugposana aséyka:3 EM JbABBT JPXU J KT HBOMOPCTY ® X II Y II LI

Ha ocHoBy mobwujenor mudpoBaHor nmucma, mopyka he rmacuru:
O4b JEOPB IITO HBJI CPIIB MBJb

Ha Om Jlazap morao na pgemmdpyje MOpPyKy NOTpeOHO je Ja 3Ha KIby4HYy ped. [Iporec
neumndpoBamba 01 U3rIIenao:

dopmupa ce mudpoBaHa a3dyka Ha OCHOBY N0OHjeHE KJby4HE pEUH, a 3aTUM CE€ UCIOJ e
ucnucyje a30yka Kako Ou ce oJIpe I MapoBU clioBa mudpoBaHe a30yke u a30yke

! TepmuH npeyser us [13]
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Indposana asoyka:3 EM JBABBT I BXKU J KT HBOMNMPCTY ® X I[ Y II II
Asbyxa: ABBTIABEX3UIKIII MHBOINMPCTY ®XIYII I

Cana ce BUIM KOjUM CJIOBMMa a30yKe OJIroBapajy cioBa IIu(poBaHe a30yke, OHOCHO MocjaTa Mopyka
TJIacH

O4M 3b0OPE IITO UM CPLIE BEJI

2.3.2. llIudpoBame MeTOA0M KBaJpaTa

HIudpoBame ce BpIIM TAaKO IITO C€ MOPYKa MUILE Y KBaJpaTHOj Tabenu (MM BHUILIE BUX ), ITO he
Ha [IpUMepy U3TJeaaTu:

3aoamax 4. Ilopyky Y JJOBPY JE JIAKO JIOBAP BUTN HA MY CE IIO3HAJY JYHALI
mU(ppoBaTH METOJOM KBajpaTa.

vialo[s[P[VY]I]
Eln[A|[K|Oo|[n]O
B|A|P |B|U|T|H
HjaA|M|vy|1|u|c
E(O0[O |3 |H[A|J
virlylalalglu
AlA[ATA[A[ATA

[Topyka je peoM cakoBaHa y Kaapar, a y 1oJba Koja Cy OcTajia Mpa3Ha YIHCHO je CIIOBO A.

udposana nmopyka ce no0uja peaoM HCHUCHUBAKEM CIIOBA JeHE IO jeIHE KOJOHE, 0J10370
Harope.

AYEHBEYAJITAJIJAYOMPAOAH3YBKBAAHIIMOPAHAUTAY ANICHUO]

Jlazap je Morao Jia UCIHUIIE CI0Ba PEA0CEIOM KOJIOHA KOJUM je Kelleo, jJeuHO mTo Munuia Tpeda
Ja 3Ha Ja 6u aemurdposana MOpyKy jecTe BeTudrnHa KBaApaTa U peocie/] KOjUM Cy 3alicuBaHe
KOJIOHE.

[Topyka ce Moke ynucaTu M y NMpaBOYTaOHUK WM HEKY APYTYy T€OMETPUJCKY CIHUKY, CYIITHHA
mmdpoBama he ocraru ucra. Kao mro je 3agatky 4. mprka3zaHo YKOJIMKO HEMa JOBOJHHO CJIOBa
Kako OM ce MOMyHuIa TeOMETpUjcKa CIHMKA, Y TOM CIIy4ajy ce IIpa3Ha MoJjba MOMyHkaBajy HEKUM O]1
KapakTepa 1o JoroBopy (y 3a1atky 4. To je Omio ciaoBo A).
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2.3.3. lIudpoBame 1aTymMOM
Kao mTo cam Ha3uB Kaxke OpyKa je oapeheHa qarymom, u To Oain 1aTyMoM Kaja je mudpoBaHa.

Ilpumep 4. Jlazar masse nopyky LLITO JbY I XORE TO U BPEME TPIIN Munuuu nana 30.
aBrycra 2008. IIpBo mTo je MOTpeOHO jecTe ha WCHHIIE JaTyM, MOHaBJhajyhu ra KOJUKO je
MOTpeOHO, a HCIIO/ Ihera TeKCT Koju ce mudpyje.

3/]0/{0(8]2|0(0|8|3(0]0]|8]2|0 0/0(8]2]0]0
miT OB | vy AU X|{O|Hh|E|TIO U/ B|P/ EIM|E|T|P|II|U

o
e}
w

Cnenu monaBame OpojeBa KOjU ce Haja3e M3HAJ CJIOBA HA HYMEPUYKY BPEIHOCT CBAKOT CJIOBA
(cmoBo A-1, b-2, utn.). Tako, Ha npumep, HyMepHruka Bpeanoct cioa LI 6uhe 3 + 30 = 33, anu
nomrto HeMa 33 cnoBa omy3uma ce of nobujeHor pesyntara 30, Tako Ja je Kpajiu pe3ynTar 3.
OBakBo cabupame mpeacTaBiba cabupame no moayny 30, o uemy he kacHuje OUTH peun.

Ha ocHoBy npetxoanor nobuja ce Hu3 6pojena:

[3]22]18]22]26]5 [10]4 [21]23]7 [30]20]10[3 [28]10[15]7 [30][22]18] 10|

Cana ce ymMecTo HyMEpHUYKEe BPEIHOCTH HCIMILY CJIOBa Koja he yMHMTH mu(poBaHy MOPYKY.
Hake, pBo cioBo mmdpoBaHe mopyke je tpehe cioBo azdyke, a To je B, cienche je nBagecer
apyro cioBo a3oyke — T utn. Hajzan, mmdpoBana nopyka riacu:

BTOCXAUI'ChEIIPUBYNMMELIITOHN

JlemndpoBame ce BPIIIM jeTHOCTABHO YKOJIHMKO C€ 3Ha JaTyM Kaja je mopyka mudposana. Kpehe
ce ol noOMjeHe Mopyke HCMOJ KOje ce MCIHUITY HyMepuyke BpeqHOCTH cioBa. HakoH Tora ce
WCIUIIIE 11€0 pPeJl ca JaTyMOM KaJa je MopyKa rmociara u of MPBOT pefja HyMEPUIKUX BPETHOCTU
0J1y3UMajy ce BpeIHOCTH natyma. JloOujenu 6pojeBu MpeIcTaBibajy HyMEPUUKE BPETHOCTH CIIOBA
OpUTHHAITHE TTOPYKE.

31221822265 |10|4]21|23|7|30)20|10]3|28|10[15]|7 |30|22|18]10
3fo,o0|8|2|040(8} 3008|2008 |3|]0|]0|8|2|0]0

[ITo je xama ce oxy3me:

[30]22[18]13]24|5[10][26]18[23[7 [22]18]10[3[20]7 [15]7 [22]20][18]10]

Ha kpajy ce npeBohemem Hymepuuke hopme y cioBa go0uja:

ITOBYANUXORETONBPEMETPIIN
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Ocrano je jom ga ce o6jacHu kako je 3 — 3 = 30 u 4 — 8 = 26. [lomTo HyMeprUYKe BPEAHOCTH
cioBa kpehy o 1,a 3 — 3 = 0, onzaa ce mozajmipyje 30 (Tosinko nuMma cinoBa y az3oyum). Mcro Baxu
3a apyru ciy4aj. [lomro 6u ce 1o6uo HeratuBaH Opoj, M03ajMIBHBAKHEM CE payyH CBOJIM Ha 34 —
8 = 26.

Ako O ce ca MareMaTHYKe CTpaHE Pa3MOTPWIM H3JI0KECHU jeAHOCTaBHU IH(APCKU
cucteMu MorJio 6u ce nqohu 10 oapehenux 3akipbydaka. 3aTo he OMTH yBeIeHEe HEKE O3HAKeE.

Heka je P ckyn moryhux orBopeHux TekcToBa. To Moxke 1a Oyie CKyIl CoBa, Kao IITO je
O0no y pa3maTpaHuM TMpuMepuMa, u Heka je C ckyn wmoryhux mmdpara. Iludapcka
TpancdopManuja je jenHo3HayHa QyHkuuja koja npecnukasa P y C (f He cMme z1a mpeciukasa
JIBa pa3jIMYKMTa OTBOpPEHA TekcTa y uctu mudpar). Ilap tpancpopmanuja f:P — Cu f~1:C —
P je mmdapcku cuTeMm.

HajjennocraBamja Tpancdopmanuja je Tpanciaanuja. Heka P o3Ha4yaBa CJIOBO OTBOPEHOT
Tekcta (omHocHO oproapajyhu ©6poj) A=1,b=2,..10 = 30. udpoBame ce omnucyje
jemnakomhy C = (P +b)modn, tne je b xibyd, a n Opoj cioBa y az0Oymu; 300r TOra
nemmdpoBame onucyje jeqHakoct P = (C — b) mod n. Lle3apoBa mmdpa Baxkn 3a b = 3 un =
30. [IudpoBame maTymoM M KJbYYHOM peud Takohe cnanajy y TpaHciamujy, camo IITO Ce
paznmuuuTUM (PyHKIMjamMa TMPEeCcIUKaBajy CJIoBa OTBOPEHOTr Tekcta. DyHKIHje Cy KOI OBHUX
mmdpupama 3a1aTe JaTyMOM OIHOCHO KJbYYHOM PEYH.

[Iudposame MeTOIOM KBaIpaTa MOXKe ce Kiracu(pukoBaTh y mudapcKku CHCTEM KOJH Pau
ca TOjeJUHAYHUM CJIOBHMA, TJIe C€ CJIOBA 3aMEHYjy JPYrUM CIOBHUMA, IIPH 4eMy je KopuirheH
KBaJpar paau nepmyranuje. Takole, Moke OMTH 3a7aTa W IMPOU3BOJbHA IPEMyTallHja, PEIUMO
A — @, b — JI, ... 3atum, Moryhe je memyTarujy 3a1aTtyu TaOJIUIIOM WIH H3PAa30M KOJH OIHUCY]e
nporec mudppoBama, OAHOCHO JemrdpoBama.

AKoO ce 0TBOpEHHM TEKCT M MM(PAT NMpeCTaBe Kao HU3 CIIOBA, IICEYAOKO 3a MH(pUpame
ca moMmepajeM (TpaHcianujy) 61 Morao aa usriesa:

begin
sifrat ="";
for i =0 toduzina(otvoreniTekst)
begin

slovo = brojevnaReprezentacija(otvoreniTekst[i]);

sifrovanoSlovo = (slovo + pomeraj) mod 30;

sifrat = sifrat + sifrovanoSlovo;

(oBme omepanuja cabuparma MpeICTaB/ba HAJTOBE3UBALE PEUN)

end

end
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Il BPOJEBHU CUCTEMHA

VY okBHpy MpBOT Jiejia OBOT TOTJaBJba Omhe M3/10’)K€eHAa OCHOBHA TEOpHja O OpOjeBHHM
cHCTEeMHUMa, Kako Ou ce y Ipyrom ey pa3yMeo HauKlH Ha KOjU ce KOAUPajy MoJal Y padyHapy.

1. OcHOBHO 0 OpOjeBHUM CHCTEMHMA

Jbynu nHajuemthe kopucte OpojeBHM cHCTEM ca OCHOBOM jeceT. HajsepoBaTHuje je
JIeCeT Kao OCHOBAa CHCTEMa HacTajla Ha OCHOBY aHAaTOMHjE JbYJCKE IIaKe, jep Cy KOPUCTHIN
CBOjHUX JeCeT MpCTUjy 3a Opojame. CBAaKOAHEBHO C€ KOPUCTH U CUCTEM Ca OCHOBOM JBAHAECT —
JIBAHACCT MECClM y TOAWMHHM W JIBaHACCT IMOJCOKa Ha YacoBHHKY. Yecto ce Opoju u 1O
IIe3/IeCeT — CBaKM ITyT Kaja ce Mepu Heku yrao (1° = 60’,1" = 60"") u cBaku myrt Kajga ce Mepu
BpeMe, jep jelaH caT uMa IIe3/1eCeT MUHYTA, a je[laH MUHYT Ie3/1eCeT CEKyH/IH.

Hexu nHaponu Opoje 1o 4eTupu jep MOCTOje YeTHpH pa3Maka Mel)y mpcTuma jeTHe make.
Jlpyru 6poje 1Mo ocam U3 UCTOT pa3jiora yKOJIMKO YKJbyde U Ipyry maky [2].

KoMmrionenTe OMII0 KOT TIO3WIIMOHOT OpPOJHOT CHCTEMa Cy OCHOBa — 0a3a u mudpe.
Bpojesru 3amuc obnuka (aa™ ! ...a%),, rae je b npuponan 6poj Behu ox 1, koju ce Ha3uBa
ocHOBa, 1 a' 6pojesu Taksu 12 je 1 < a' < b, koju ce Ha3uBajy nudpe, UMa BpexHOCT ah™ +
a®1pn1 ...+ alb?! +a.

Hudpe cy cumbomu Koje MOTY UMaTH BPEAHOCT O] HyJIe IO BPETHOCTH OCHOBE yMamEHa
3a jenad. Tpeba oOpatuTH Maxmwy Ja CUCTEMH ca ocHOBOM Behom oz 10 3axteBajy ymotpeOy
cioBa (WM HEKUX JIPYyrux cumOoria) jep 3a MpelcTaBjbambe OpojeBa y THM CHUCTEMHMa HHUJE
noBOJBHO gecer Iudapa. Ha mpumep, ciioBo A y XekcajelMMaTHOM OpOjEeBHOM CHCTEMY
npeacraBiba 0poj 10, ogHOCHO y 0BOM cucteMy mudpy necer. Cienu 1eo KOjU je yriIaBHOM
npeyset u3 [3], re ce roBopu 0 MpeacTaBbamby 00jeBa Y pa3InIuTHM OPOjEBHHM CHCTEMUMA.

MoryhHocT na mpenctaBUMoO OpojeBe y TMO3UIMOHOM CHCTEMY IYTYJeMO TEOpPEeMH O
octatky. JlekaaHu OpojHU CUCTEM 3aCHOBAH j€ Ha JEJMHCTBEHOM INpUKa3HuBamy OpojeBa 30MpoM
npou3Boja nudapa u crenena o6poja 10 koju y oBOM citydajy mpeacTaBiba OCHOBY cuctema. Ha
npuMep,

7203 =7-10% +2-10%2 + 0 - 10* + 3 - 10°.

Ymecrto 6poja 10, 3a 6a3y OpojHOT cucTeMa ce MOKe U3adbpaTu OWJI0 KOJU APYTH MPUpPOaaH Opoj
Behu o 1.
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Tabena 1. [Ipeocmasmarve bpojesa y pasiuyumum dazama
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3anwmcu y MociIeIk0j KOJIOHH Tabene umMajy penom cieacha snadema
b=10: 27=2-10'+7-10°

b=09: 30=3-91+0-9°

b=7: 36 =3-71+6-7°

b=>5: 102=1-52+0-51+2-5°

b=4: 123=1-4°+2-4'+3-4°

3a 3amucuBame OpojeBa y cucreMy ca 06a3oMm b oOudHO ce kopuctu b nmdapa (udpe
3arpaBo MPEeACTaBbajy o3Hake 3a Opojese 0,1,...,b — 1) u cBaku Opoj ce Ha jeMHCTBCH HAYMH
MOJKe TIPHKa3aTH Kao 30up mpou3Bojaa nudapa u creneHa opoja b.

Tab6ena 2. L{ugppe paznuuumux 6pojesnux cucmema

OCHOBA | IU®PE
0,1,23,45/6,7,8
0,1,23,4,56,7

NIWA~OIOO|N|(0O|©O
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Teopema 1. Heka je n > 1. Tana 3a cBaku npupoaad Opoj a mocToje U jeANHCTBEHO Cy oJipeheHn
o6pojesu p u3 N u ay,a;,ay, ..., an 13 Ny TakBu 1a je a = a,n® + -+ a;n® + a;n' + a, (1),
npu yemy je 0 < ag, a4, 0az, ...,ap—1 <nul<a, <b.
Jlokas
E2sucmenyuja. Heka cy ca M 03Ha4YeHW CBH NPUPOIHH OpPOjEBH 3a KOje BaXKH TEOpEMa.
Ouwurnenno je na Baxku 1 € M, jep 1 uma o6nuk (1) 3ap = 0,a, = 1. Tpeba nokazatu ga
a €M = a+ 1€ M. bynyhu na a uma o6k (1), To a + 1 uma jegan ox oosmka
(1+ap) + ayn+ -+ ap,n? (1+ay <n);
1+a)n+-+an?(1+a,=nl+a <n);
(I+an*+-+am?(l+a=14+a,=nl+a,<n);

(1+ap)np(1+a0 =l+a;,==14+a,1=nl1+a, <n);
n?*l(14+ay=1+a;,=-=1+a,=n)
bynyhu na je m a + 1 obauka (1), To u cBaku npupoan 6poj uma 6ap jenan o o0JIMKa

D.
Jeouncmeenocm. Penmmo na je
ap+an+--+a,n? = by+bn+--+byni
(2 { (a;, b; € Zy,a, # 0,b, # 0).

W3 (2) cnenu na cy O6pojeBu ag — by, by — ao nemwuBu ca n. bap jenan on Tux 6pojena je

MO3UTUBAH U Mawu o1 n; Jlakne ay = by. Caga (2) npenazu y
an+--+a,n? = bn+ -+ bynt

OJlaklie ce Ha UCTH HayuH no6uja a; = b;. Tum moctynkom gobuja ce p =q u a; =
b;(i=0,1,..p)u[4]

Jla Ou ce uctakia 6a3a cucteMa y KOjeM je HEeKU Opoj 3arucaH, 4eCTO Ce 3aIKC CTaBjba y 3arpaje,
a y MHJIEKC Ce 3amucyje ocHoBa cuctema. Haeke n3octaBbamo kafa je 6aza 10 wiu kaaa je jacHo
0 K0jOj j& OCHOBH peH.

ITpumep 1. 3anucom (2305), mpeacTaBibeH je Opoj y cucremy ca ocHoBoM 7. I[Ipuka3s oBor 6poja
y JI€KaJJHOM CHCTEMY (Ha KOJU CMO HaBHMKJIM) JeIHOCTaBHO ce oJpelyje pauyHOM Koju Ipou3uiIasu
U3 3HaUCHa CaMOT 3aIlnca:

(2305); =2-7*+3-72+0-7' +5 =838

IToctynak npeBohema JAekaJHOr 3amKca HEKOT MPUPOTHOT Opoja y cUcTeM OUJIo KOje OCHOBE b
WIYCTPOBAH je y IpumMepy 2.

Yxkonuko je 2 < b < 10 3a 3anucuBame OpojeBa y CHCTEMY ca OCHOBOM b KOpPHCTE ce aparicke
dpe — HapaBHO, CaMO OHE KOje 03HauaBajy OpojeBe Mame o1 b.
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Ilpumep 2. Tlpukaxxumo Opoj 876 (3ammcaH y JeKagHOM CHUCTEMY) y CUCTEMHUMA 3a Pa3IndUT

n360p 6aze b.

baza
b=7

IMoctynak npesohema

876 =125-7+1
125=17-7+6
17=2-7+3
2=0-7+2
876=109-8+4
109=13-8+5
13=1-8+5
1=0-8+1
876=438-2+0
438=219-2+0
219=109-2+1
109=54-2+1
54=27-2+0
27=13-2+1
13=6-2+1
6=3-2+0
3=1-2+1
1=0-2+1

koputthemem XopHepoBe 1iemMe

IlpeBon
876 = (2361); ITposepa:

876=2-7"+3-72+6-7 +1
876 =(1554),

876 = (1101101100),

Bpennoct Opoja 3amucaHor y HEKOM OpOJeBHOM CHCTEMY MOXE C€ H3pauyHaTH H

(anan—l ---alao)b = (((an b+ an—l) b+ an—z) + et al) b+ Aoy,

rJie cy ay, ..., g Tudpe garor 06poja, a b je ocHOBA.

3aoamax 1. Kopunthemem XopHepoBe mieme ofpeanTu Bpeanoctu Opojesa (3127)g u (3129) 6.

(3127)g = (((3 - 10) + 1)~ 10 +2) - 10 + 7 = (1623)s
(3129)16 = (((3 - 10) +1)-10+2) - 10 + 9 = (12585) 1,
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Axo je (a,a,_q1.-a1ap)p OpOj YHWjy BpemHOCT Tpeba HM3padyyHATH W X EHETOBA BPEIHOCT,
NICEYA0KO0/1 32 XOpHEPOBY IIEMy OM M3IIIeAa0:

begin
X = Qy;
fori=1ton
xX=x-b+a,q;
end

3a pa3nuKy OJ JbyIW, padyyHapH YyMECTO NPCTHjy INOCENyjy NpeKuaade KOju HM
oMoryhaBajy pauyHame M CBakd OJf HBHX MOXE OMTH YKJbYYCH WJIM HCKJbYYEH. YKJbY4eH
NPEeKUaad je MPEeACTaBJbEH jEAMHUIIOM, a WCKJbYYEH HYJIOM, INTO 3a TIOCIeNuIly uMa Ja
padyHapu KOpUCTe OpOjeBHHM CHCTEM cCa OCHOBOM /iBa (OMHapHM OpOjeBHH CHCTEM), YHje CY
muppe 0 u 1. (HapaBHO, oBakaB mpuKa3 paduyHapCKOT CHUCTeMa je ynpomrheH y OJHOCHY Ha
CTBapHHU). Y padyHapCcTBY ce Takolje KOpPHCTE CHCTEM ca OCHOBOM ocaM (OKTaJHH OpOjeBHHU
CHCTEM) W CHCTEM Ca OCHOBOM  IIECHAeCT (XEKcaJeKagHH OpOjeBHH  CHUCTEM).
Osga Ba cucTeMa MMajy MHOTO KOMITAKTHH]H 3aITUC 01 OMHAPHOT, a yj€/IHO ce BeOMa JIaKo MIPEBOJIE
y OMHapHH cHcTeM W o0OpaTHO. 3ajmaTak 2. WIyCTPYje jeTHOCTAaBHOCT MpeBohema Mmely oBHM
CHCTeMHUMA.

3aoamax 2. bpoj Ounapau 11101, npeBecTH y OKTaJIHU, NI Y XEKCACIIUMATHHA CUCTEM.

C o03upoM 1a moctoju Be3a Mel)y ocHOBama oBa TpW CHCTEMa, OJTHOCHO Jla C€ OCHOBA jeHOT
cucTeMa MOXe IpeJCTaBUTH Kao CTENEeH Jpyre, npeBoheme u3Mely OBHUX cuCTeMa je MHOIO
JaKIIe Hero Mel)y cucteMuMa rjie He MocToju oBakBa Be3a. OcHOBa OMHApHOTr cucTeMa je 2,
OCHOBa OKTaIHOT je 8 = 23 u ocHoBa xekcajgenuMaiHor je 16 = 2% Oo nosnaum na he Tpu
nudpe OMHAPHOT MpeACTaBbaTH jeAHY LU(Y OKTAJIHOI CHCTEMa, OJHOCHO YEeTUpH IHudpe
OuHaApHOT jeaHy HUPPYy XEeKCaaeIUMaHOT.

Ja 6u ce 6poj 11101 nmpeBeo y okTalHU, MOTPEOHO je a ce OJ HheroBux Iudapa hopMupajy
rpyIe oJi 10 TPH, a HAKOH TOTa CBaKy rpyIy OMHapHUX LM (apa NPEeBECTU Y JeAHY OKTaIHY Hudpy.
OIHOCHO, BaXKH:
11101
101 - 1:2°40-2'+1:22=(5),
11 je kana ce mona Hyna Ha moverak 011 —» 1-2°+1-21 +0-22 = (3)4
IITO 3HAa4M J1a je BpeaHoct O6poja (11101), npeBenenor y oxramuu 35.

[IpeBoheme y XxeKcaJeuMalIHy je CIMYHO, caMo MITO ce OMHapHe nudpe rpynuiny Mo YeTHpH,
OJTHOCHO:

11101
1101 - 1:2940-21+1-22+1-23 = (13)14 = Dy
(10=A4,11=B,12=(,13=D,14=Eul5=F,
nudpe xekcaJlellMMaJHOT CUCTeMA Koje cy Behe 07 9)
0001 - 1:2940-214+0-22+0-2%3 = (1)46
mTo Ha Kpajy uznocu: (11101), = (1D)44
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OBa npeBohema MoOry OMTH MOHOTO Op)ka YKJIMKO C€ HalmaMeT 3aHajy BpeAHCOTH mudapa y
Pa3IUUNTHM CHCTeMHMa. Be3a OMHApHUX M XeKCaJAeMMaIHuX nudapa

0000 —» 0 1000 — 8
0001 -1 1001 -9
0010 -2 1010- 4
0011 - 31011 > B
0100 - 41100 > C
0101 -5 1101 > D
0110 - 6 1110 - E
0111 -7 1111 > F

Ilpumep 3. lpeBectu 6poj (14),¢ y OKTAIHU U OMHAPHU CUCTEM.

Hajnaxkmre je mpBo npeBecTd y OMHapHH, I1a TOTOM U3 OMHAPHOT Y OKTAJIHU CUCTEM.
Hudpa 1 je y xekcagerumannom cuctemy 0001, nok je uudpa A = 1010, 1j. (14)46 je y
o6unapaom cucrtemy 00011010. [TpeBoheme n3 OMHAPHOT Y OKTATHHU O M3TIIENAI0

010 - 2

011 -3

000 -0
Onnocuo (00011010), = (32)s.

2. bpojeBu u TexHojaoruja

CBeT TexHOJIOTHje TIOYMBa HAa CHCTEMY Ca OCHOBOM JBa. PauyHapu unTajy mojgaTke Kao
EIIEKTPUYHE UMITYJICE KOjU HMMajy BHCOKY HJIM HHCKY BOJNTaxy. KOMIakT IUCKOBH YyBajy
nojiaTke Kopuctehu MuHHMjaTypHa yayosbemha Ha MOBPIIMHYU JHUCKa, 11a C€ U OBJE Pa3JIUKY]y ABa
CTamka — IIOCTOjU YIyOJeeme M He TMOCTOju yayosbewe. Ta gBa crama MOry OUTH
npeAcTaB/beHa mudpama OMHAPHOT cHUcTeMa, U(PpPOM Hyla ce€ MpPENCTaBhba JEAHO CTame, a
mudpom jena apyro crame. bunapna nudpa, 6mno na je ona 0 nnm 1, Ha3wBa ce OUT (SHIIIECKH
bit). Peu 6ut notude ox enrneckux peun binary (ounapuu) u digit (nudpa).

2.1.IlpeacraB/bambe MogaTaKay pauyHapy

C oO3mpoM J51a cy 3a TpeAcTaB/bamke MOAAaTaka y padyyHapy Ha pacrojiaramby caMo
JIBa CTama, OAHOCHO JBe udpe, 0 1 1, cBaku mojaTak M MHCTPYKIMja KOJU C€ YHOCE Yy pauyHap
Mopajy OMTH NpeICTaB/bEHN Kao 3alKC CaCTaBJbEH OJ] Hy/la U jeJJMHMIA. TakaB 3amuc ce Ha3uBa
OuHapHU 3ammc. 3a TOAAaTKEe W WHCTPYKIHWje nmpeacTraBibeHe momohy nmudapa 0 m 1 xaxe ce na
cy OMHapHO TpeJICTaB/bEHH, a cBaka nudpa Tor 3amnuca (HyjIa WIKA jeIHUIA) Ce Ha3WBa OMT, 0K
ce rpyma oJ1 ocam OMTOBa Ha3uBa 0ajT.
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bur je Beoma mana koanuuHa nHGOpMaIyja, jep ce jeauM OUTOM MOTY IIPEICTaBUTH CaMO
mudpa 0 u uudpa 1. la 6u ce npeacrasmia mudpa 2 norpedHa cy asa 6ura (jep je 2 = 10,). da
O0u ce Koaupana OUIo Koja cCMUCIICHHU]ja nHpopMaiHja (JeIHO CJIOBO HEKOT TEKCTa), MOTPEOHO je
ynoTpeOuTH HeKoauko OuToa. Ctora cy OMTOBHM IpynucaHu y 0ajTOBE M CBakH 0ajT MMa CBO]
penHu Opoj, T3B. axpecy y MeMopHju. Buiiie o oBoj TemMu Moxke ce Hahu y [12].

2.1.1. llpeacraB/bame TEKCTa y pauyHapy

Pauynapu u muxoBu nepudepan ypehaju koprucre OuHapHe 1udpe 3a unTame,
YIHUCHBaKkE MHPOPMAIIHja.

YyBamke U

Tekcr je y pauyHapy npecTaB/beH Kao HU3 KapakTepa. KapakTepu cy cBu eeMeHTH 13
KOJUX C€ CacTOju TEKCT (CBaKO CJIOBO anadeTa, CrelyjaiHU KapaKTep, MHTEPITYKIU]CKH 3HAIIN).
Jla 6u ce TekcT mpeacTaBHoO OpojeBMMa BpIIM Ce KOAMpame Kapakrtepa. Koampame cBakoMm
KapakTepy IpUIpYXKyje jeIuHCTBEHU Opoj (ieroB ko). Kako Ou TeKCT yHET y jeIHOM padyHapy
Ha jeJHOM Mporpamy OMO HCTH Ha JpPYroM padyHapy, MOpa Ja IOCTOjU CTaHAapJH30BaHO
KOJIMPAamE U J1a CBU NMPOu3Bohaun padyyHapCKUX CHCTeMa KOPUCTE CTaHaapHa Koaupama. 13 tor
pasiora cacTaBJbeHE Cy CTaHIApJHE TaONWIE y KOjUMa Cy MOIMNHCAaHW KapaKTepH M HHUXOBH
konoBu. OBakBe Ta0JUIIE Ce HA3MBajy KOHe cTpane.[12]

Kana pauynap uuta wim masbe uadopmanuje, oHe cy obpahene y Hekoj KoaHOj ctpanu. Kama
cy unpopmaije mocnare A0 ypehaja, ka0 Ha mpuMep INTaMmaya, IITamnay aemudpyje
(mekomupa) OmHapHy wuH(pOpPMaIMjy W TPEBOIM Y oOaroBapajyhu kapakrep.

[Ipe onpehrBama OpojeBHUX KOJI0BA 33 CBAKH M10jeIMHAYHU KapaKTep, TOTPEOHO je OAPEAUTH KOjU
ce CKym KapakTepa Kojupa (pa3inuuTa micMa, CrpennjaaHd Kapaktepu uti.). C 003upoM Ha TO
Ja Cy NpBU EINEKTPOHCKH pauyHapu Hactanu y CjeaumeHuMm Amepuukum JlpkaBama, paHu
padyHapH JOMYIITAIH CyC CaMO KOJHMparme KapaKTepa 3a €HrIecKo rOBOpHO nojapyyje. [logeTkom
1960-tux, crangapauzosana je ASCIlI (American Standard Code for Information Interchange)
tabiuIa, Koja koaupa 128 kapakrepa Koju ce KOPUCTE Ha SHITIECKOM FOBOPHOM mopy4jy.[12]

IMpumepu ASCII xo/a 3a Benuka ciioBa eHIJiecke aberese aata cy y Tabeau 3. [5]

Ta6ena 3. ASCII k00 3a croea enzecke abeyeoe

CJOBO |ASCllkox |CJOBO |ASCllkon |CJIOBO |ASCII koxa
A 0100 0001 J 0100 1010 S 0101 0011
B 0100 0010 K 0100 1011 T 0101 0100
C 0100 0011 L 0100 1100 U 0101 0101
D 0100 0100 M 0100 1101 \Y 0101 0110
E 0100 0101 N 0100 1110 W 0101 0111
F 0100 0110 O 0100 1111 X 0101 1000
G 0100 0111 P 0101 0000 Y 0101 1001
H 0100 1000 Q 0101 0001 V4 0101 1010
I 0100 1001 R 0101 0010 pasMak 0010 0000
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Kako cy pauyHapu mouenu ga ce KOPUCTe y Pa3IMuUTHM TOBOPHUM MOAPYYjUMa, Pa3BHiIa
ce motpeda 3a KoAUpameM APYyraurjux KapakTepa, 0JJHOCHO oTpeda 3a IyruM KOJHUM CTpaHaMma.
Tako je kpenpaH jeAMHCTBEHHU CTaHAAp/l KOjU je 00yXBaTao CBE KapaKTepe CBUX je3uka. J[aHac ce
y oBe cBpxe kopuctu Unicode, koju je Hactao 1990-tux. Unicode je HanpaB/beH ca HAMEPOM Ja
Oyze yHUBEp3aIaH — IOKPHUBA CBE CaBpEMEHE je3UKE ca MMMCMOM, JETUHCTBEH — HeMa JAYyTUIHpamka
KapakTepa jep ce Koaupajy IIucMa, a He je3ulH, 1 yHU(OpMaH — CBAKM KapakTep ce KOJUPa UCTHM
Opojem Ourosa. [12]

Unicode y cB0joj OCHOBHOj BHIIIEje3MYKO] paBHH caapxu 65536 kapaktepa (uuju ce
KOJIOBH 3aluCyjy moMohy jBa 0ajTa) U KOju Cy JOBOJHHM 3a 3anuc BehuHe xuBux je3uka. [IpBux
128 kapakrtepa y Tabmuiu mokiaana ce ca tabmumom ASCII, 3a kojuma ciene KapakTepu
3aIaJHOEBPOICKHX JIATHHUIA, HAKOH TOTa OCTAJH JATUHUYHU KapakTepH, Ma hupumuia, rpuku
angader uta. Jenna on moaudukanuja Unicode koaupama koja ce Hazua UTF-8 (enrt. Unicode
Transformation Format). Maeja oBe BpcTe KoMpama jecTe aa ce KapakTepH KOIUPajy paTHduTUM
opojem Oajroa: ASCII kapakrepu ce Koaupajy jeqHUM 0ajTOM, OCTaIM JATUHUYHU KapakTepH,
rpyYKa cI0Ba U hMPUIIMYHU KapaKTepH KOJIUPajy ce momMohy niBa 0ajta, 10K C€ KHHECKU KapaKTepu
Koaupajy momohy Tpu 0ajra. [12]

Cge oBO ce oOpalyje y okBupy npeamera PauyHapcTBo 1 HH(GOpMATHKA y IPBOM pa3peay
ruMHasuje. [{ub oBOr mornamspa jecte Nla ce yCIoCTaBU Kopenamnuja u3mehy MaTemartuke u
pauyHapcTBa U HH(pOpPMAaTHKE, Kao | Jla CE pellaBambeM IPUMEPa HOBE TEXHOJIOTH]E cariie/iajy u3
MaTeMaTHYKOT yIJia, OJHOCHO W3 IpaBIla OJaKie Cy HacTaie. JeHOCTaBHOCTH paau MPHUMEPH
nokaszaHu y oBoM paxy tauay ce ASCII xonupama.

3aoamax 3. 3anucatu ASCII xox peun BROJ.
Pewerve:

B=01000010
R=01010010

0=01011111
J=01001010
Onnocuo, ASCII xox peun BROJ je 01000010010100100101111101001010.

3aoamax 4. llTta ce nobuja xaga ce aemudpyje cienehu kox:
010000010100111001000001?
Peweme:

[TomTo ce jeman kapakTep 3amucyje nmoMohy ocam OMTOBa, MOXKE C€ 3aKJbYUUTH Ja MPBHUX 0CaM
OWTOBa MPENCTaBIbajy cI0BO A, HapemHUX ocaM ciioBo N U MOCIEIHBUX 0caM MOHOBO CIOBO A.

Hu3 OunapHux mmdapa je Texak 3a uyuTame, Nucame W namheme, ma cy KOJAOBH OOMYHO
3alUCaHu y OKTAJTHOM CHCTeMy (CHCTEM ca OCHOBOM 8) WM y XEKCaJICIIMMAIIHOM CHCTEMY
(cuctemy ca ocHOBOM 16).
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2.1.2. llpeacraB/bame CIUKe y pauyyHapy

3a pasnuky o aHasiorHe (oTtorpaduje Koja ycrocraBba HEKy BPCTY aHAJOTHje u3Mehy
oHora mrto ce (otorpaducano, CIMKe Ha HETaTHMBY W KOHAYHE CJIMKE, JUTUTAIHO 3alucaHa
dororpaduja je 3acHOoBaHa Ha JApyraunjuMm npuHIMnuma. IIpoctop dortorpaduje je
JTMCKPETH30BaH M U3JeJbeH Ha KBaaparwhe, KOju ce Ha3uBajy muKcesm (eHri. pixel — picture
element). IllTo je nmukcena Buile, ciauka je kBanureTHHja. C 003UpPOM Ha TO Jia Ce CBETIOCT OHIIO
Koje 00je MOKe Pa3IOKUTH Ha CBETIIOCT I[PBEHE, 3eJIeHe U Tu1aBe 00je. Ha mpumep, JbyOuyvacra je
KoMOuHanuja poOeHe U 3eneHe. IHTEH3UTEeT CBaKe CBETIIOCHE KOMIIOHEHETE MOXKE Ce 3allucaTh
OpojeM ma ce 00ja CBaKOT MHUKCeNa MOXe MpeAcTaBuTH nomohy Tpu O6poja. To 6u 3Ha4mMIIO 1a ce
CIIMKa TIocMaTpa Kao HM3 MUKCENa, a CBAKW MHKCEJ ce MpecTaBba OpojeBHMMa, OHIA Ce U Iierna
CIIMKa ImocMaTpa Kao Hu3 OpojeBa. @oTo-henuja TMrHTAIHOT anapata JIeiIH MPOCTOp Ha IMHUKCeIe,
MepU KOJIMYMHY CBaKe CBETJIIOCHE KOMIIOHEHTE M J100ujeHe OpojeBe 3ammcyje Ha MEMOPHjCKY
kaptuiy doro-amapara. [12]

HajjennocraBHuja 01 CBHX jecTe jeIHOOMTHA cJIMKa (€HIJI. One-bit image), rae je cBaku
MUKCEN MpeJlcTaB/beH momMohy jeqHor 6uta. Axo je 6ut nukcena 0, oHAa je Taj mukcen 000jeH y
6eno, a ako je 1 Tana je 060jeH y LipHO. JeAHOONTHA ClIMKa je cauyub-eHa caMo o1 IjpHe U Oene 0oje,
0e3 cuse.

Kon ciauke caunHm-eHe 0/1 CHBIX TOHOBA (eHIUI. grayscale), cBaku mukcen je OOMYHO
npejcTaB/beH ca ocam Oura (ocam OHWTa MpeACTaBibajy jedaaH 0ajT), OJMHOCHO OpojeM Koju
nMa ocam mudapa y OunHapHoM 3amucy. Hajmamu ocmooutHu 6poj je (00000000), = 0 u
MAKCENl KOME je MpuapykeHa Hyna obojeH je Oemom Oojom. Hajehm ocmoOutHU Opoj je
11111111, = 127 + 1-2 + 1:2° + 1-2* + 1:2% + 1-22 + 1-21 + 1:2° =
255 u muKkcen kome je MpuApyKeH JekaaHu 0poj 255 obojen je y npHo. [Iukcenn kojuma cy
npunpyxenu Opojesu mamehy 0 m 255 cy mpeacTaBbeHM HEKOM HHjaHCOM CHBE.

Kox RGB cnmke cBakoM mmkceny Cy NpUApPYKEHa TPHU pa3induta Opoja BEIUYHHE
jenHor Oajra. Jeman on ta Tpu Opoja oapehyje komamuuny upsene (R-red), apyru 3enene (G-
green) u tpehu miase (B-blue) koje he 3ajenHo unHuTH jenny 60jy. CBaku nukcen RGB ciuke
caip ke 256 pa3IMUUTUX HUJaHCH I[pBEeHE, 256 pa3IMYUTHX HUjaHCHU TUTaBe U 256 pa3nmuuTux
HUjaHCH 3€JIeHE.

Axo je ciuka y CMYK dopmary, Hajuemrhe cy cBakoM NMKCENTy Cy HpUIpPYKEHa
yeTHpu Opoja BenmuuuHe jemHor Oajra. Yerupu Opoja oxapelyjy kommuuny nujan (C-cyan),
marenta (M-magenta), sxyre (Y-yellow) u iipue (K-black). Cakom o Ta wetupu O6poja noaesbeH
je jenan 0ajt, Tako na cBaku nukcea CMYK crnuke Moxke fa mpukaxke 256 HUjaHCH CBake O] OBE
yetupu 0oje.

Y

Cnuxa 1. boje cauxa y CMYK gpopmamy [2]
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Paznuuntn dopmaTu cnmka 3axTeBajy pasnuyuT Opoj OuTOoBa MOTpeOHMX na Ou ce
yekIaaumTiiie uHpopManuje o 0oju cBakor mukcena. /[yomna Ourta je Opoj Outa KOjU ce
KOPHUCTHU Ja Ou cadyBao nHGOpMaIKjy 0 00ju CBaKOI MHUKCENa, a Tako ayouHa 0oje 3a one-bit
CIUKY je jemaH, 3a grayscale je ocam, 3a RGB je 3-8 = 24,a3a CMYK je 4 -8 = 32.

(a) (6) (8)
Cnuka 2. Cnuxe paznuuumux popmama: (a) CMYK (6) Grayscale (8) one-bit [2]

Cauka Kao OMTOBH

Cnuka 3. Cnuka npeocmasmwena nomohy buma

Mpexa Ha K0joj Cy HeKH KBajipaTuhu 000jeHH y LIpHO MpecTaB/ba HacMejaHo Juie. Jequne 60je
Koje cy kopuinheHe Ccy IpHa W Oena, MTO C€ BPJO JAKO MPEBOAU Y je3UK UYUTJHHB CBUM
pauyHapuMa. Ako Oene kBaaparuhe mpencraBumo nudpom 1, a upae mudpom 0, Taga he mena
clvKa OUTH TMpejcTaB/beHa OpojeM

1001001110010011111111111100011101101110101111011101101111100111

3Ha ce Ja je JIMIEe HaIPTaHO HAa MPEXKH OJ O0caM BEPTUKAIHUX M OCaM XOPHU30HTATHUX
kBagparnha. CBaku KBajgpaTHh MOKe OMTH LIPH WK O€o, Ta300r Tora HU3 O] 0caM KBajpaTuha
Moke Ha 256 HaumHa na Oyne o6ojeH. Ceu 1pHH kBajgparnhu he umaTtu Bpennoct 0, a cBu Oenm
kBagpatuhu he mmaTtu BpemnHoct 255.
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Moske ce yOUuTH Ja YKOJHMKO C€ YMECTO jeMHUIIC 3alluIny HyJe U oO0paTHO mobuhe ce cmuka
WHBEpP3HA MPETXOAHO], OTHOCHO

0110110001101100000000000011100010010001010000100010010000011000

naje cnenehy ciuky.

Cnuxa 4. 3amenom bumosa doduja ce uneep3Ha ciuka

OBUM je OKa3aHO KaKo Ce jJeTHOCTaBHE CIIMKE MPECTaBIbajy HU30M OMHApHUX Iudapa.

3aoamaxk 5. Haupratu HEIToO Ha Manupy ca KBaJApaTHOM MpEeXoM. 3aTuM Kopuctehu OuHapHY
apUTMETUKY IPEBECTH CIMKY Yy OMHApHU KOJ, a HAKOH TOra y XekcajaeuuMmanHu 3amuc. Ha
Kpajy XeKkcaJeluMalHu Opoj MpOCIEAUTH HEKOM IPYroM KO OM MOKYIIAO Ja PEKOHCTPYHIIIE
MIOCJIATy CIHKY.

Crnemu peKOHCTpYyKIHja Kako OM MOrao Ja u3riiefa TOK 4yaca MPHIUKOM HM3paje OBOT 3aaTKa.
Heka je npBa rpyna Hauprana cienehy cinuky

Crnenehe mro je moTpebHO jecte na komupa (TIpeBene) OBY CIHMKY y OMHApHM 3amuc — Oenu
kBagpatnhu Omhe mpeacTaB/beHU HYJIOM, a LPHU JeAUHUIIOM. 3alnucuBame he KpeHyTH clieBa
HaJIeCHO, OJ] IpBOT pena. Jlakie, ciuka y OMHapHOM OOJIMKY HU3TJIe/Ia OBaKo:

0000000000 0110001100 1001010010 1000100010 0100000100 0010001000 0001010000 0000100000

Cana ce uptex u3 OMHapHOT 00JIMKa MPEBOAM Y XEKCaeIIUMAIIHU.
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Ca npeBohemem ce kpehe cineBa HajgecHO y3uMajyhu Tpyme o1 1Mo 4eTupu nudpe

0000=0 0000=0 0001=1 1000=8 1100=C
1001 =9 0100=4 1010=4 0010 =2 0010 =2
0100=4 0001 =1 0000=0 1000=8 1000=28
0001 =1 0100=4 0000=0 0010=2 0000=0

Konauno, mnprexx mpeBeneH y xekcaaeuumanuu 3anuc uirieaa: 0018C94A4224108814020.
Haxon ycrienHor npeBohema mpBa rpyma Ou 1ociaina Ipyroj Tpynu XeKcaaeluMaIHy BPEIHOCT
LpTeXa, IOK Ou Apyra rpyna A0OUBIIM Opoj MOKyIIana Ja Ha OCHOBY Hbera HalpTa MPBOOUTHY
ciuky. [loctynak nexoaupama mopyke O6u Omo cnexehu: mpBo ce qoOujeHu Opoj MpeBOIU Y
OMHApHU TaKO IITO ce CcBaka mudpa XeKCaaeIMMATHOT CHCTEMa MPEACTaBU ca YETHPH Iudpe
ounapHor cuctema (Ha mnpumep 044 =0000,,C;6 = 1100, utn). Kama ce Opoj wus
XCKCAJICIIMMAITHOT CHCTEeMa IIpeBele y OWHApHU CHUCTEM, OHJIAa C€ MPHUCTYINa MPTamy IO
KBaJIpaTHO] MPPESKH M Ha Kpajy OW Jpyra rpymna tpedaio aa Jo0uje UCTH LPTEXK KOju je Ouo
nocJar.
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11l KOHITPYEHIIMJE U MOAYJIAPHA APUTMETHUKA

VY oBom nornaribe 6uhe oOpaleHn mMaTemaTHdku 1MojMoBU kKoju he omoryhutn yBoheme
HOBUX, CJIO)KCHH]JUX MeTo/a MmudpoBama, ajlu U AeTajbHUje oOpasnarame Beh BuleHor y nmpBom
nornassby. Ilopen Tora kao jomr jeaHa MpUMEHAa MOJyJapHE apuTMeTuke Ouhe oOjamrmena
CTPYKTypa ¥ QyHKIIMOHUCAkE Oap-Koja.

1. NesbuBOCT, MPOCTH OpOjeBH

Jepunnumja 1. Heka Z o3nauaBa ckyn nenux Opojesa, Z = {0,+1,12,...}. 3a uene Opojese
a,b € Z xaxemo na a nenu b (o3naka a|b) ako je b = na 3auHekon € Z. bpoj a nenu b ako u
caMmo ako je b yMHOXaK a.

Ocobune onepamopa |-

1. Axoa,b,c € Zwual|b,onnaal|bc. Tako, u3 3|12 cneau 3|60
2. Axoa|bualc,onnaal(b=c)
3. Axo a|b u He BaxHu 11a a|c, oHJa HE Bayku HU a a|b + ¢

JMedpunuuuja 2. [TosutuBan O6poj je mpocT Opoj ako Cy HETOBH jeIUHU Aenuoiu 0poj 1 u cam Taj
0poj. bpoj jenan HUje HU POCT HU CIIOXKEH OPOj.

Teopema 1. (OcHoBHa Teopema apurmeruke) CBaku Opoj n € Z, n > 1, Moke ce Ha
jEIMHCTBEH HAYKMH MPECTABUTH y OOJIMKY MPOU3BO/Ia IPOCTHX OpojeBan = p;“1p,*2 ...p,%7, rue
Cy @t; IO3UTUBHH e OpojeBu. CBH MO3HTHBHH JIEIHOLHM 6poja n cy obmuka p,P1p,Pz ... p,Pr,
rme je 0<pB;<a; 3a ceako i =1,2,..,r, ma 6poj n uma (a; + D(a, +1)..(a,+1)
Pa3NUYUTHX JIENNIana.

Jlokas

E23ucmenyuja pasznacarwa. TBphemwe na mocroju pasnarame Opoja a > 1 Ha mpocrte
(dakTope mokasyje ce mHAyKIHjoM. OBO je ouuTriIeaHo 3a a = 2, jep je 2 mpoct Opoj.
[MperniocraBumo na na cBu OpojeBu u3 {2,...,a — 1} umajy Gap mo jeqHO pasiarame y
MIPOU3BOJI IPOCTUX OpojeBa.

Ako je cam Opoj a mpocCT, I0OKa3 je 3aBpIICH, y CYNPOTHOM Heka je p > 1 HajMamu
HeTpUBHjallHU nenunan Opoja a. OuurieaHo, p Mopa na Oyzae mpoct Opoj jep Ou y
CYIPOTHOM IOCTOjao Opoj g KOjH je aenual 6poja a ¥ MambH je 01 P ILTO je Y CYIIPOTHOCTH
ca u3bopom 6poja p. Ilpema Tome, Baxku aa je a = pa’, rue je 1 < a’ < a; name je
WH/YKTUBHA PETIIOCTaBKa MPUMEHJbUBA HA @', OJJHOCHO @' je POU3BOJI IPOCTUX OpojeBa:
a' = pipy -..Pm- Tamaje a = pp1p; ... Pm

ITO je U Tpebaso 10Ka3aTH.
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Jeouncmeenocm paznacara. IlpernocraBumMo aa je a = piPz -.Dr = 4143 ---qs; 0€3
yMamema ONIITOCTH, Heka je 1 < s. Ilomro pq|q,1q; ... gs U p1 je mpoct 6poj, Moxe ce
3aKJbY4HTH JIa j€ P1|qj, 3@ HEKO j;; MehyTuM, 1 ¢;, j€ Kao u p; mpocT Opoj, ma je p; = qj, .
HcTu 3akipydak ce MOXKE MMOHOBUTH | 32 Py, ..., P 38 cBako 1 < i < 1 MOCTOjH MHIEKC J;
TaKo Ja je p; = qj,. [lpu TOME Cy CBU UHJIEKCH Jy, ..., j MeDyCOOHO paznmuuuTh. YKOIHMKO
ou O6wio r < s, Taga Ou ce 1o o3HavyaBawy { kq, ..., ks_-} = {1, ..., s\{j1, ---, ji-}, moOmIO
na je

1=qy,. qx,,

mTo je ounTo HeMmoryhe. Jlakie, Mopa OuTH 1@ je r = S. m

Hpumep 1. 90 =21-32-51 Jla Gucmo mnponamuiu cBe IO3UTHBHE jenuoue Opoja 90,
nocmarpajmo cienehy memy.

111
235
9

[IpBu pex mpencrassba HyATe cTeneHe OpojeBa 2,3 u 5, HapeAHU pel MpeaCcTaBiba MPBE CTEICHE
UCTUX OpojeBa, a MOCIEAmH pejl je APYru CTerneH Opoja 3 (Ipyru creneHu OpojeBa 2 U 5 HUCY
NPUKa3aH| y IIEMH jep Ce OHH HE M0jaBibyjy y hakTopusaimju 6poja 90). V ommrreM cirydajy mpBo
ce matu Opoj pacraBu Ha mpocte umHHOIE. [loToM ce mema ¢opMupa Tako IITO ce€ MPOCTH
YUHUOLM NOAMXKY PEIOM Ha CTETeHe O] HYJITOT JIO CTEIIeHA Ca KOjUM y4eCTBYjY y (pakTopu3anuju
naror 6poja. Mctu crenenn npocTtux OpojeBa cy nopehanu y uctu pea. Ha kpajy tpeda npohu cse
Moryhe nmyTeBe Tako 1To he ce 6pojeBu Koju yuHe memy Mel)ycooHo Mmonxutu. Jlobujenu 6pojeBu
MpeACTaBJbajy CBE Moryhe aenuorie aaror Opoja.

Hasee, Tpeba mpohu cee moryhe myrese cinea yaecno: 1-1-1=1,1-1-5=5,1-3-1=3,1-
3-5=15,1-9-1=9,1-9-5=45,2-1-1=2,2-1-5=10,2-3-1=6, 2-3-5 = 30,
2:9-1=18,2-9-5=90.

Mocaequna 1. Axo je p mpoct 6poj u p|ab, onna p|a uwmu p|b (Huje yBek TauHO 3a CIIOKCHE
Opojese, Ha ipumep 4|6 * 2, a He Baku HU jeIHO o7 TBphema 1a 4|6 win 4|2).

Ilpumep 2. Tlomro 3|180 = 4 - 45, onna 3|4 wim 3|45. Y oBoM ciiydajy je TaqHO APYTo TBpheme.

Hepununuja 3. Heka cy a,b u3z Z* nosurusnu 1enu Opojesu, o1 Kojux jenan moxe outu 0.
Hajsehu 3ajeqnuuku neaumaan (NZD) a u b (o3naka nzd(a, b)) je najsehu tenu 6poj d xoju
nemu v a u b. Illpumernmo na ako d nenu a u d nenu b, onna d nenu nzd(a, b). 3a 6pojeBe Kojuma
je NZD jennax 1, kaxxeMo J1a cy y3ajaMHO NPOCTH.
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Axo 3Hamo (akTopmsaumje O6pojeBa a = p;“1p,*2 ..p,% u b = p,F1p,P2 . .pPr (mexu on
ekcrioneHata mory outu 0), onaa je nzd(a, b) = p,"1p,"2 ...p,!" rneje y; = min{a;, B;}.

Ipumep 3. 2520 = 23-32-51.71 42700 = 22-33-52-7° naje nzd(2520,2700) = 22 - 32 -
51.70 = 180

Eyxnupnos aaropuram Heka a mod b o3HauaBa ocTatak mpH JeJbewy a ca b; ako je a = qb +
1,0<r<b,oanajeamodb =r.

Ha mpumep 12 mod 5 = 2, 7 mod 5 = 2. PacraBibame Benukux OpojeBa Ha MPOCTE YMHHUOLIE j€
TeXaK MpobieM. YMecTo nmomohy pacTaBjbama Ha MPOCTE YMHMOLE, jJeIHOCTAaBaH U eduxacaH
HauuH 32 u3pauyHnaBame NZD je mpumena Eyknunosor anroputma. Kopuctu ce unmeHuna aa je
nzd(a,b) = nzd(a mod b, b).

Hoxka3z Eyknudoeoe ancopumma

Heka je d nmpousBosbaH 3ajeqHrukH Aenuian OpojeBa a u b. Taga us penauuje a = bq +r
CJIeIU J1a je OH | Jesnialn Opoja r, OHOCHO 3ajeTHHYKH aenwial opojesa b u r. CIm4HoO,
aKo je d mpou3BOJbaH 33j€THUYKH JeNuialn OpojeBa b U r, U3 HCTE pealrje CISaN J1a je
OH W 33jeIHMYKHU Aenuiall OpojeBa a u b. Jlakiie, CKyloBHU 3ajeJTHUUKHX JeNuiaia OpojeBa
a v b, omHOCHO b U 1 ce moknamnajy. 3ato ¢y U Mel)ycoOHO jeqHaky U BUXOBH HajBehn
eneMenTH, nakie opojesu nzd(a, b) = nzd(b,r). m

Ipumep 4. Onpenumo nzd(329,119).

Hajmpe nenumo 329 ca 119; nobujamo konu4HUK 2 U octatak 91. Y cBakoM HapeIHOM KOpaKy
JIeNuIal U OCTaTaK MoCTajy HapeIHU JeJbeHUK U JeNuIall;

329=2-119+91
119=1-91+28
91=3-28+7
28=4-7+0

[Mocnenmu ocrarak paznuant of 0 je Tpaxkenu NZD. Osne je nzd(329,119) = 7.
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2.MoayaapHa apuTMeTHKA

HajjennoctaBHH]y WTyCcTpaIyjy MoayJIapHe apuTMETHKE Jiaje MoJie yacoBHUKa. [loctoje
JIBa HAYMHA 332 MEPEH-E BPEMEHA — CUCTEM OJI JIBAHAECT YacOBa y TOKY JIaHA U CUCTEM O] IBAJICCET
YeTHpH 4Yaca y TOKYy JaHa, W oba cy nukiaumuHa. CaTe y TOKy JaHa He OpojumMo Jio
OecKOHAYHOCTH, Beh y Kpyr, CBaKW IMyT Kajaa ce aohe 10 oapeheHe BpemHOCTH (IBaHACCT WU
naBajgeceT ueTupH) Opojame Kpehe wucmoderka. OBakBO Mepeme BpeMeHa Mpe/CTaBiba
npuMeHy MopyJapHe aputmetruke. Ha mpumep, detupu cara mociie 21:00 gaca (meBer caTu
yBeue), He u3Hocu 25: 00 yacoBa (kao mto 6 OwMII0 KO yoOudajeHor cabupama: 21 + 4 = 25),
Beh je tama 01:00 car napennor gana. Kako yacoBu nonoBo nounmsy of 00 HakoH mTo npohe 12
caTd, OHOCHO 24 cata, OBJIe Ce paau O apUTMETHIH 10 MOAYIY 12, OAHOCHO O apUTMETHUIIH T10
Monayiy 24.

+ 4 h

-

Cnuka 3. Pauynare spemena y 06anecmo4aco8HOM CUCEMY

JIBaHaeCTOYaCOBHO Opojarme BpEeMEHa MMa OCHOBHU LHUKIYC O]l BAHAECT - OJHOCHO
Opoju ce ucroyeTka Kajia ce JOCTUTHE TBAHACCT CaTH.

Tabena 3. Cabuparve 6pemena y 08anaecmoyaco8HOM CUCTIEMY

+11]/2]3/4 /5|67 |8]9]10]11)12
1123|456 |78 ,9]10]11/12]1

2 /34|56, 7,89 /10/11/12]1] 2

3/4 /56,7 /89101112, 1,2 3

4 ' 5/6 | 7]/8]9]10/11/12]1 2 3|4

5/6 78] 9]10]11]12|1 ]2 3 ]4]5

6 | 7, 8]9]10/11]12|1 |23  4]5]|6

7/8|9]10/11 /12,1, 2 3/ 4/5]6]|7

8/ 9 1011|121 2|34 ]5 /6 ]7]|8

9 |/10/11 |12/ 1 /2 /3 4 5/ 67,89
10/11/12|1,2 |3 4,56 ,7]8]9] 10
1 /1212 34 56789 |10/ 11
1211 | 23] 4567 ]8]9]10 1112
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Tpeba mpumetutn ma O6poj 12 mma ymory kojy mHade mma Hyna. Koju rom Opoj ma
nonamo Ha O0poj 12, pesynrar je Taj 6poj Koju cMo goaanu Ha 12.

12 44, 2 = 2
12 4, 7 =17
12 44, 12 = 12

OBo 3Haum, peaom, J1a je 1Ba cata HakoH 12 4, 1Ba cara 1mocie ImojHe, CeaM CaTH HaKOH
12 4 cemam caTu TMocie TOJHE M JBaHACCT caTH HaKOH 12 4 moHoh (4, je 03HAYeHO Kao
cabupame caTH Yy JIBaHAeCTOYacOBHOM cucrtemy). Jla Ou ce wu3pauyHao 30up y
JIBAHAECTOYACOBHOM CHUCTEMY MOTPeOHO je /1a ce OpojeBu cabepy Kao y JeKaJHOM U YKOJIUKO je
360up Behu ox aBaHaecT, 011 JOOMjeHOr 30Kpa ce oay3uMa qBaHaecT (HarmoMeHa: 3a Behe OpojeBe
noTpeOHO je BHIle IMyTa Oy3eTH Opoj ABaHaecT). J[pyrd HauuH jecTe Ja ce M3pavyyHa 30HUp U
MOTOM ce Mojaenu OpojeM Koju mpeicTaBiba Moayo. JloOMjeHM ocTaTak je ympaBoO pe3yaTaT
cabupama J1Ba Opoja 1o JaToM MOJYITY.

IIpBu HauwMH: Jpyru HauuH:
7+2=09 7+2 =99:12=0wuocratak =9
7+ 6 =13ul3 —12 =1 7+6=13,13:12=1wuocratak =1
54+ 11 =16ul6-12 = 4 5411 =16,16:12 =1 uocratak = 4

VY npBoM npumepy pemiewe je 9, npyrom 1 u tpehem 4.

Ha o6a naumnHa cy nobujeHu uctu pesynrtatu. [loOujeHr Cy HUCTH pe3yaTaTu jep ce oreparuja
JIeJbeha MOYKE MPEJICTaBUTH Y3aCTOITHOM NMPUMEHOM oflepaiyje ofy3uMmama. Jla je 6uno nmorpeOHO
u3payyHaTd Koiauko je 50 mo Monxyny 12, Ha NmpBM HauuH OM c€ M3padyyHaJo Y3aCTOIHUHM
yMamHuBameM 3a 12 1ok ce He go0uje Opoj koju je mMamu ox 12, omHocHo 50 — 12 = 38,38 —
12 = 26,26 — 12 = 14 u Ha kpajy 14 — 12 = 2, 1j. 50 mo moxyny 12 je 2. Ha npyru HaumH
pauyH Ou 6mo cienehu: 50 : 12 = 4 u ocrarak= 2, faKie pe3yiarar je uctu, 6poj 2. Octaio je
Jla ce MPOKOMETApHILE IITa 3HAYM OCTaTaK NpH JIeJbehy YKOJIUKO je JIeJbeHUK HeraTuBaH Opoj.
Kommxko je —3 mo moxyny 127 Moo ce 6poj 12 He caapxu y 6pojy —3, pezynrar je 0 u ocTarak
—3. Kako ce ocrarak, 0JHOCHO pe3yniTar, He MOXE MPEJICTABUTH KA0 HEraTuB Opoj, MOTPEOHO
no3ajMuTH 12 (kama ce padyna mo moayny 10 mo3zajmipyje cemo 10) mtagaje —3 + 12 = 9. Cana
je —3 mo moxyny 12 jemnako 6pojy 9.

[Tomro 6poj ABaHaecT, MO MOAYIY JBaHAECT, ©Ma BPEAHOCT Hyla, KOpUCTHhe ce Hyna
KaJ| TOJl Ce MojaBH JaBaHaecT (Ttabena 2). OBUM je mpHKa3aHO caOupame KopuiihemeMm caMmo
udapa ox 0 1o 11, mTo mpecraBiba cabupame y apuTMETHIIN 110 MOAYITy 12.
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Tabena 4. Cabuparwe y apummemuyu no mooyay 12

+ 1 2 3 4 B 6 [7 8 9 10 11 [0
1 2 3 4 5 B 7 8 9 10 11 0 11
2 3 4 b5 B 7 8 9 1011 0 1 2
3 4 5 6 |7 8 9 10 11 0 1 2 3
4 S 6 [/ 8 9 104110 1 2 3 4
5 6 7 8 9 1011 0 1 2 B8 4 5
6 [/ 8 9 0110 1 2 3 4 5 6
7 B8 9 101110 1 P2 3 4 5 b6 |7
8 9 10 11 0o 1 2 B8 4 5 6 [ B
9 10 11 0 1 2 B3 @4 5 B |7 8 9
10 11 0 1 2 B8 4 5 6 |7 8 9 [0
1 0 1 2 3 4 5 b 7 8 9 110 11
121 2 3 4 5 6 [/ 8 9 [10 11 0

3a pemaBame HapeIHUX npuMepa Ouhe kopumhena MoayIapHa apUTMETHKA. Y OBaKBHM
CHUCTeMHMa HajOUTHUjU je ocTtaTak. OBa apUTMETHKA OITOHAIA MOJIEHT caTta. AKO je TPEHYTHO 24,
Koje he Outn Bpeme 3a 50 catu? JemHOCTaBHO ce yo4aBa Ja je Ha CBaKMX JIBAHAECT CATH Ka3aJbKa
Ha UCTOM MecTy (06e3 003upa Aa 1M 03HauyaBa caTe rnpe win nocie nonohu). Jememem 6poja 50
ca 12 nobuja ce 4 u ocraTtak 2, mTo 3Ha4yM J1a he kazasbka oOMhy YeTHUpHU MyHa Kpyra U IOMEPUTH
ce 3a J[Ba cara y OJIHOCY Ha BpeMe O] Kora cMo Touesu Jia Mmepumo cate. Onrosop je na he 3a 50
caTu of caja Outu 4u.

MonynapHa apuTMEeTHKa MOXeE OUTHM IpUMEHmEHa Ha pellaBambe mpodiieMa U3
CBAaKOJHEBHOTI )KMBOTA, alIM C€ YJeJHO KOPUCTU Y CHUT'YPHOCHHUM CHUCTEMHMA (IIPHUIMKOM
KYNOBUHE KPEJTUTHOM KapTUIIOM, KYIIOBHHOM ITYyTE€M HHTEpHETa), 0 ueMy he kacHHje OUTH peyu.

Ilpumep 5. OnpenuTH KOJIOHY Yy K0joj he ce Hana3utu 6poj 283.

1 2 3 4 5 6 7 8

9 10 11 12 13 14 15 16

17 18 19 20 21 22 23 24
Pewerve:

VY cBakoM peny ce Hala3u ocaM y3acTonmHuX OpojeBa. [la Ou ce mpoHanuio y K0joj ce KOJIOHH
Hanazu 283, notpebHo je noxenutu 283 ca 8 u Ha ocHOBY octaTka he Outu Moryhe oapeautu y
KO0j0j KOJIOHH je TpakeHH Opoj. YKOIHKO je ocTaTak 1, komoHa je A, ako je octaTtak 2, koioHa je b
uta. Jlesmemem 283 ca 8 nobuja ce ocrarak 3, mTo 3Ha4M 1a je 283 y kosoHu B.

[Iperxonuu npumep 6u 6uno Hemoryhe (ykosuko 6u 6uo Behu 6poj y muTamy), UIU U3Yy3€THO
HaIOpPHO peIInTH 0e3 MOJyIapHe apUTMETHKE.
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Ilpumep 6. Hemamwa je 4. cenreMOpa Kynmuo TOJHMCY ocurypama. Tana je OMo NOHeIebak.
[Tonuca he Outm akTuBUpaHa Tek kana npohe 45 mana. Kor mama m matryma he mommca OuTH
aKTHUBHpaHa?

Pewere:

[TorpeOHO je jeqMHO CXBaTHTHU Jia je CBaKU CEAMHM JaH MOHenesbak. Ako ce 45 momenu ca 7,
nobuja ce ocratak 3. Kama ce m30poju on moHene/bka TpW JaHa, TO he Outu yerBpTak 19.
OKTOOAp.

3.bap-kon

I'menajyhm y mpousBoae koju ce Mory Hahu y mpojaBHHIIaMa, CKOPO Jia HE IMOCTOjU
HEKH KOjU Ha ceOm Hema o0pasal CaudieH O] JIMHHja M Tpa3sHUHA Pa3InIuTe JeOJbUHE.
3axBasbyjyhu TuM oOpacuuMa CBakM MPOM3BOJ HMMa JEJMHCTBEH KOJ 3a KOJU j€ Yy CPIICKOM
jesuky mnpuxBaheH eHrJiecku TepMHUH Oap-koa. bap-xomoBu yOp3aBajy Impoliec MpoBepe
apTUKaia Ha Kacu U oMoryhaBajy oCTojame JeJMHCTBEHOT CIHMCKa IMPOM3BOa KOjH Ce Haja3e y
panmu.

O3HauaBame apTUKaIa Oap-KOJ0M MOHUKIO je Y AMmepuiu cpeauHoM 70-tux romuna 20.
Beka, a y EBponu Hexonuko ronuHa kacauje. GS1 cuctem je jenuHcTBEHU Mel)yHApOIHU cUCTEM
mudpupama, cumbonuzanuje u uaeHruduxamuje. Hacrao je kao eBporcku cuctem (European
Article Numbering - EBporicko Hymepucame apTHKaia), a MPUXBaTalkEM O] CTPaHEe 3eMasba
IIMPOM CBeTa MocTao je rnodanHu cucreM. GS1 cucteM 00e30elyje HEKOIMKO BpCcTa KOJ0Ba 3a
yriotpeOy, y 3aBUCHOCTH OJf TpuUMeHe. bap-komoBu koje ymorpedBibaBa GS1 ykipydayjy
EAN/UPC, RSS, GS1-128, ITF-14, Data Matrix u Kommnosutny kommonenty. Ha ciuiu 4. cy
npuKaszaHe qBe Bpcre O0ap-koaa. [7] V pany he 6utu pasmarpan EAN-13 6ap-koz.

0 “49000 03155“ 2 5 OIJ!HUUBQOJ

Crauxa 4. Ilpumepu 6ap-kooa UPC-A (najzacmynmwenuja spcma dbap-xooa y Amepuyu)
u EAN-13 (najzacmynmwenuja spcma 6ap-kooa y Eeponu)

iz LA

00203054897420

Cnuxa 5. [Ipumepu 6ap-xooa Data Matrix u ITF-14
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3axBaspyjyhu npHUM JIHHHjaMa ¥ pa3ManuMma u3mely mux 06ap-KoJOBU Cy YHTJBHBH 32
padyHape, a 3axBajbyjyhu nmmdpama HCMoOJ YUTIHBMBU 3a Jbyae. bap-kon He ykJbydyje IEHY
HEKOTI' apTHKJja, Beh ce moMohy umTada Oap-Koja CIIMKa IpeTBapa y OMHApHU 3alKC KOjU Ce
masbe 10 6a3e y K0joj Cy cayyBaHU IMOAALM O LEHaMa I0jeAMHAYHUX Npou3Boja. Pauynap
TpaXKH IIEHY U IIajbe je Ha3aa. Yurtas oBaj mporiec tpaje oko 0,3 cekynnue. [5]

Kaxko q1unuje u pa3maum ynHe 0poj 6ap koxa?

JleGpuHa TMHMja U pa3Maka je oapehena OpojeBuma 1,2, 3 wim 4. JIuauje o3HavaBajy ca B
(enrmecku bar), a pasmaru ca S (enriecku space). Ceaku 6ap-koxa (EAN-13) mounmse u 3aBpiiraBa
ce ca B1S1B1, nok ce y cpenuau Hanazu S1B1S51B1S1. Y EAN-13 cucremy npse aBe mudpe
(HEeKama U TpH) TOBOPE Y KOjoj 3eMJbH je u3pahen 6apkon (3a Cpowujy je 860), anu To HE Mopa J1a
3HAYM J1a je ¥ caM npou3Boj u3paheH y Toj 3emipu. Crnenehux mner (WM 4eTHpPHU aKo je 3a 3eMJbY
y3€TO TpHU) MPUNAAAjy KOMIIAHUjH, a HapeaHuX neT uudapa oapelyjy KoHkpeTan mpoussos. Ha
Kpajy je octaya jeaHa mudpa — KOHTPOIHA I pa Koja CIIy>KHU 3a MPOBEPY UCIIPABHOCTH OYUTAHOT

Kozaa.

57391234"512342" >

Kog Kon Kog KOHTPOJTHA
3EM/bE  KOMMAHWJENPOU3BOOA LIU®PA

Cnuka 6. 3nauerve yugapa

Cnuxa 7. [lebpuna aunuja u pazmaka [5]

Hudpe ox 0 1o 9 cy mmdpoane komOUHaIHjOoM JIMHK]a U Tpa3HuHa. [{udpe ce nmpencrasmpajy
oarosapajyhom KOMOMHAIIM)OM Y 3aBUCHOCTH OJ] TOT'a JIa JIX C€ HaJla3e JIEBO UJIH JIECHO OJ1 CPeIUHE
Kozaa. Y tabenu 5. nudpe cy npeacraBbeHe oarorapajyhum mugppama nomohy o3Haka 3a JUHH]jE
U pazMake oapeheHux ne0puHa.
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Tabena 5. llugpposarve yugapa y bap-kooy [5]

Hndpa | ded/buna JuHuja HIndpe necHo o cpeaune IIndpe neBo o cpeaune
KoIa KoIa
0 3-2-1-1 B3 S2 B1 S1 S3B2S1B:
1 2-2-2-1 B> S> B> S1 S2B2S:B:
2 2-1-2-2 B2S1 B2 Sz S2B1S2 B2
3 1-4-1-1 B1S4B1S: S1B4S1B:
4 1-1-3-2 B1S1B3 S S1B1S3 B2
5 1-2-3-1 B1 S2 B3 S1 S1B2S3 B:
6 1-1-1-4 B1S1B1Ss S1B1S1 Bs
7 1-3-1-2 B1S3B:1 S S1B3S1 B
8 1-2-1-3 B1S2 B1 S3 S1B2S1Bs
9 3-1-1-2 B3 S1B1S> S3B1S1 B2

Tabena 6. gaje mpukas cBake udpe. YMECTo 03HAKa 3a pa3Mak WIH JIMHH]Y HAJIa3u Ce HU3
HyJa U JeIMHULIA, U TO 3a pa3Mak IIMpuHe Tpu Ouhe Tpu Hyse, 3a IMHU]Y MKUpUHE 1Ba Ouhe aBe
jennunune. ['paduuku mpuka3 ce mpaBU TaKO INTO CBaka Hyjla WM jeJWHHUIA 3ay3uMa
MPAaBOYraOHUK UCTE IIMPUHE, C THM IITO aKO je 3a HYJIy IpPaBOyraoHHMK HEoOOjeH, JOK je 3a
JEIUHUITY TIPABOYTAOHHUK 000jCH Y IPHO.

Tabena 6. [lIugpposare yugapa y bap-koody [5]

LUM®PE NEBO OA CPEAMHE KOAA LIMOPE ECHO O CPEAVHE KOLA

0 0001101 1110010
1 0011001 1100110
2 0010011 1101100
3 0111101 1000010
a 0100011 | || @ 1011100
s 0110001 | M | | | 1001110
6 0101111 1010000
7 0111011 [l 1000100
8 0110111 | 1001000
9 0001011 1110100

Mose ce 3aKJbYUHTH Ja jeHO] IUdpU 0roBapa BUIlle JHHHUja/pa3sHuHA. 3a CBaKy nudpy je
0JIBOjEHO Ce/aM MPaBOYraoOHHWKAa WCTE HIUPUHE KOJU Cy Pa3IMYUTO 000jeHH Ha OCHOBY TaOele
3a mmdpoBame. Ha crnenehoj cnumm Moke ce youuTH KOje TO JIMHUje/lpasHUHE OJroBapajy
uuppu 4 na EAH-13 6ap-kony. Ako ce Taj Aeo Koja yBenuda Buzaehe ce jma oaroapa KOJHOJ
memu 3a 1mudpy 4 - nuauja 1eOJpUHE jeaH, 3a KOjoM CIIeu Mpa3HuHA Je0JbUHE jeaH, THHTja
nebJpruHEe TP U Ha Kpajy pa3Mak Je0JbHHE /1Ba.
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4 » 1011100 »

MmoYeTaxK
KoJa cpe,:uma 1\013

[T

0360007291452

Kpaj Koga

Cnuka 8. bap-x00 ca ysenuuanum 0eiom Koju 00208apa jeoHoj yugpu

3aoamax 1. [lemmdoBatu nocneame Tpu mudpe 6ap-koaa.

||?3130||001 ||||

Pewerve:

[IpBo je moTpeOHO na ce moryiena y nocjiemka TP 03HAUCHA Jiesia Oap KoJia U yIOPEIUTH HX ca
BpeIHOCTUMA Koje Cy JjaTe y Tabenu 5 wim 6. Y npBoj rpynu MocToju jeaHa JuHuja 1edsbune 1
(B1), u3a koje cieau pasmak ncosbune 4 (S4), ma nunuja nedspune 1 (Bl) u Ha kpajy pa3Mak
neossune 1 (S1). Ako ce mornena y tabeny, nuzy B1S4B1S1, ognocHo Hu3y mudapa 1-4-1-1
onroeapa mudpa 3. Ha wctn HaumH ce J0a3u 0 3aKJbydKa KOje Cy IMpeocTaie aBe Mudpe.

v

73130
I_BWS‘Bgsz=1-1-3-2=4
___B,S,B,S,=1-2-1-3=8

B,S.B,S,=1-4-1-1=3
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3aoamax 2. Axo cynpBe nBe mMudpe Koje ce Hamasze ucnoj 6ap koma 5 u 7, kKako OM M3TIeaao
onrosapajyhu 6ap koxn?

Pewere:
N3 tabene ce moxxke mponahu na je mudpa 5 mudppoBana kao B1S2B3S1, a uudpa 7 xao
B1S3B1S2. Jlakne, 6ap Kol KOjU OJIroBapa IaTuM mudpama je:

i

27

OBo Baxu 3a ciry4aj kaja je nudpa 5 gecHo ox cpeaune kojaa. CIMYHO 3a ci1ydaj ako Ou
ce nudpa 5 HaNa3uia JEBO OJ1 CPEANHE KOJa.

Yemy ci1y:KH KOHTPOJIHA nudpa?

Kama ce Oap-xon ckenupa moryhe cy Tpemike Koje MOry OUTH Y3pOKOBaHE Ha pasHe
HaunHe. Ha mpumep, nemaBa ce 1a CKeHep HE y4HTa Jerno 0ap-KoJ, Ma yMecTO Koja KyTHjule
muOUIa MpoYnTa KOJA KOjH OJroBapa CKynoM BHHY... Kako OM oBakBe cTBapu MOrJie Ja ce
OTKpH]y, CBaKu Oap-KoJ Moceiyje CBOjy KOHTPOJIHY Hudpy, 3a yuje ce u3pauyHaBame KOPHUCTH
MOJIyllapHa apTHMETHKa, Ha OCHOBY KOj€ C€ IMpEero3Haje /a JIM je IOUUIO J0 TpeulKe Wi He. Y
CITy4ajy /1a je JOULIO 0 TPEIIKe MPHIMKOM YHTamba 0ap-Koja, OHO Ce MOYKE TOHOBHUTH WIIU CE MOT'Y
yHeTH nudpe Koje ce Hanmase ucnoxa 6ap-kona. Takole, MpHIMKOM pydHOT YHOCA KOJIa MOXe qohu
JI0 TpeliKke U Hajuyenthe rpemnike cy nepMyTroBame peaociena mudapa, Ha npumep 75 ymecto 57
wiM yHoc norpemise nudpe. Cucrem he nponahu rpemky ako je camo jenHa nudpa HercrpaBHa
WIH aKo je peaociie]] 18e nudpe NpoMemeH.

Uwurau Gap-koga cBaku MyT 00aBJba M3pauyHaBame HA OCHOBY Kora Ou Tpebano ma joduje
KOHTPOJHY ILU(pPY, M YKOIMKO ce Jo0ujeHa uudpa pasiaukyje OjJ NPOYUTAHE KOHTPOJHE
uudpe, To yKazyje Ha rpelIKy.

Ha ocHoBy yera cucrem 3Ha Jia JIu je IpOYUTaH Oap-KoJ UcrpaBaH Oap-Koa?

N3pauynaBamweM 30upa nudapa koje ce Haja3ze Ha HEMApHUM MECTHMAa U TPOCTPYKE BPEIOCTH
nudapa Koje ce Hajla3e Ha MapHUM MECTHUMa U jJeIHOCTPYKE BPEJHOCTH KOHTpOJIHE udpe 1oouja
ce Opoj KOjU YKOJHUKO je pe3yaTar aesbuB ca 10 mokasyje Aa je mpouuTaH UcIpaBaH 0ap-KoJ, y
CYMPOTHOM J1a j€ JIOTILJIO JI0 TPEIIKe.

Jla Gu ce mpoBepuIIO Aa I je IOIIJIO0 JI0 Tpelike NOTPeOHO je u3BPIIUTH clenehe pauyHame:
((ay +3a, + a3 +3a, +as +3ag +a; + 3ag + ag + 3a,9 + a;; + 3a42) + a;3 ) mod 10

rZie Cy aq,Qsy, ... , 13 HUPpE Koje ce Halaze Ha Oap-Koay. YKOIMKO go0ujenu pezyntar Huje 0 To
3HAYHM J1a j€ JOILIO JI0 TPEIIKe MPIIMKOM YUTama 0ap-KoAa Win yHeTe Iudpe He MPeIcTaBibajy
uudpe 6ap-koja.
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Ilpumep 7. IIpoBepuTH HCIPABHOCT Oap-KoJia ca CIUKE 8.

Osnaka | bpoj mpe- | bpoj Koutpoann

| § sessbe | m3eofjada | aprTmeaa Bpoj

860 61033 5800 4
#60610313580040>

Cauxa 9. Ilpumep 6ap-kooa

AKo ce moriiesia mpuMep ca CJIMke 8 Ha OCHOBY IPETXOIHO JaTe popmyre 1oomja ce

8+3:6+0+3:6+1+3-0+3+3:3+5+3:8+0+3-0+4=90,290mod 10je0,
LITO 3HAa4YM J1a Cy OBO 3aucTa Ludpe HeKor 6ap-Kojia U HUje JOLUIO O TPELIKe HAaBEACHOT TUIla
IPUIMKOM YUTaHbA.

3aoamax 3. Jla nu je 6poj 0 94187010890 1 ucnpasan 6ap koxa?
Pewerve:

[IpBux jemanaect mudapa cy 0 9418701089, nok je xontposHa nudpa 1. [IpoBepaBame 30upa
udapa Koje ce Haja3e Ha HeMapHUM MECTHUMa M TPOCTPYKE BPEIOCTH IHdapa Koje ce Hajla3e Ha
MapHUM MecTuMa J106uja ce 6poj:

O0O+3:9+4+3:1+8+3:74+0+3:14+0+3:8+9+3:0)=99

JlonaBameM KOHTpoJIHE uppe Ha nodujenu 36up 99 + 1 = 10 3akspyuyje ce aa je 6ap Koz 6uo
BanuaH jep je 100 ymoskak 6poja 10, oqHocHO Aaje pesynrtat 0 npu moayny 10.

Kaxko cucmem omkpuea jeonocmpyke cpeuixe?

Kana uymrau Gap-koja aHanmmus3upa Oap-koi, TpeGa My aenauh cekyHae Ja u3payyHa
KOHTPOJIHY LKy U 2 yrnopeau ca NpOYUTaHOM, OHOM KOja IOCTOJU Ha Gap-KoAy. YKOJIHMKO je
omrehena camo jegHa nudpa, yuTad Oap-kKoja 4Yak MOXe Ja u3padyHa omTeheny mudpy
PeBEp3NOMITHIM TOCTYIIKOM M3padyHaBama KOHTPOJHE IHdpe.

Ilpumep 8. Heka je ckenep npountao 6poj 4#02030145620 rae # mpencraBiba HCUUTIHUBY
uudpy. Ilpouec u3pauynaBama HernosHate uugpe 6u 6uo cieaehu:

(4+3x+0+3-2+04+3-3+0+3-1+44+3-5+46+3-2)+0=
4+0+0+0+44+6)+3-(x+2+3+1+5+2)+0=14+3-x+39=53+3x
Jlobujenu 30up Tpeba aa maje octaTak HyJda npu Aesbewmy ca 10. JomaBamem Opoja 7, 17, 27,
37,... Ha 53 nobuja ce O6poj nespuB ca 10, anu ox mpeIokeHUX OpojeBa Tpeda ogadpaTu OHaj KOju
IpeJcTaB/ba YMHOXKaK Opoja 3 u Heke nudpe. 3akibyuyje ce 1a je TpaxeHa mudpa 9, jep oHa

3a/10BoJbaBa jeqHaunny 53 + 3x = 0 mod 10.
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Ilpumep 9. Axo je NpUIMKOM YHTama 6ap-Koaa

a 841870 1055915

JONUIO JIO TPEIIKe y uuTamy udeTBpre mudpe m ymecto mudpe 1 mpouwmrana je mudpa 2.
3axBasbyjyhu pauyHHIM KOjy CBaKH ITyT 00aBJba CKeHEp yTBpAMhe ce aa je MOIIo 0 TPelKe.
0+3-9+4+3-2+8+3:-7+0+3:-1+0+3-8+9)+1=103

[Tomro nobujenu pe3ynrar Huje nebuB ca 10, TOo 3HaYM J1a je AONUIO J0 HEKE TPEIIKE MPUITHKOM
yuTama O0ap Koja.

3.1. Konrposna uudpa

Ha mpumep neka cy uudpe 6ap xoma 0360002914522. M3pauyHaBamkeM KOHTPOJIHE CyMe ce
nobuja

(0+3:346+3:0+0+3:0+2+3:-9+1+3-44+5+3-2+2)mod 10
=70mod 10 =0

[To Ou majbe 3HAYMIIO 1a HUje JOILIO 0 PEelIKe.

[Ipennoct kopuirhema KOHTPOIHE IIUGPE jJECTE HITO C€ OTKPUBA]Y CBE IPEIIKE KOj€ Ce TUUY je/IHe
udpe U CKOpo CBE IpeIlKe Koje ce THUYy MpeMelliTama JIBe cycelHe udpe. YKoIuKko mudpe ca
npyre u Tpehe nosunuje 6ap xona 0360002914522 3amene mecta padyHUIIoM he ce 1o0uTH
76 mod 10 = 6, mITo 3HaYM A je JOILIO JIO TPEIIKE.

Mehyrum, ako cy uudpe 6ap xona 016000291454 xonrponna mudpa he outu 60 mod 10 = 0,
LITO 3HA4M Jia HUje jouuio Ao rpemke. [lta 61 ce necuno ykoauko Ou JOILIO 70 MEPMyTOBamba
nudapa Koje ce Hanaze Ha ApyroM u tpehem mecty? bap xon 6u uzrnenao 061000291454 u
meroa KouTpoiHa nudpa 6u 6mma 50 mod 10 = 0. PauyHuna noka3syje 1a HHje JIOILIO JO
rpelike, ajld OYUIIIEHO Ja TpelliKa MOCTOjJU. 3allTo OBa Ipelika HUje oTKpuBeHa? I'permike Tuma
3aMEHe CyceAHHMX Idapa Koje ce pas3liuKyjy 3a 5 HUKaga He MOTy OMTH OTKPHUBEHE OBHM
METOIOM.

3awmo mooice 0ohu 0o naxcnoz npuxeamaroa 6ap K00a KAao UCNPABHO NPOUUMAHOR2?

Axo nudpe a; 1 a;,1 3aMEeHEe MeCTa YKyIaH 30up Ou ce MpoMeHuo 3a 3 * a; + Aj4q — 3 Qjpq —
a; =2-(a; — aj;41), WTO OM 3HAYWIIO Jla aKO je pa3jiMKa JBE y3acTomHe nudpe jeqHaka S,
OIHOCHO |a@; — @;41| = 5, 30up O6u ce mpomenwo 3a +10. ITomrro je 10 mod 10 = 0, ykymnan 36up
o Monyny 10 ce He Ou mpoMeHHo.
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3.2. I'penike npu nmpeHocy MoaaTaKka

[Tpu npeHocy mojaTaka 4ecTo J0Jjla3d 10 MPOMEHE IMOjeMHUX OWTOBa mojaraka 300r
CMETH-HM Ha MPEHOCHOM ITyTY WM Pa3JIMYUTUX TUIIOBA ITYMOBA Ha JIOKallMjamMa OJallijbama U
npujema. CMETHE ce JienaBajy 0e3 003upa Ha y1aJbeHOCT ypehaja, Tj. Kako Mpu MpeHoCy MmojjaTaka
u3Mely 1Ba pauyHapa Tako ¥ u3Mel)y KOMIIOHEHTH MCTOT padyHapa.

[TocToje aBa OCHOBHA MTPHUCTYIIA PEllIaBaky OBOT MPOOJIEMa, a TO Cy: KOHTPOJIa Ipeliaka
yHaTpar (KOHTpOJIa ca IMOBPaTHOM CIIPETOM) M KOHTPOJIa rpemiaka ynamnpea. Kox koHTpose
rpeliaka yHaTpar nopes nojaraka majby ce U JoJaTHe nHpopMaIrje Koje CIIy)Ke Jia Ce YCTaHOBH
Jla JIM TIOCTOj€ TpEIIKe, ajld He M Jla ce OHE OTKJIOHe. HewcrnpaBHO MpeHeTH Mmojany ce MOHOBO
masby. KoHTposa rpemraka yHarpea Takole 3axTeBa Cliame N0JAaTHUX MH(OpMaIHja Koje CIIyxe
Jla ce YCTaHOBH Jia JIM TPEIIKE MOCTOje | JIa C€ OJPEIH HHXO0Ba Jokanuja. HercrpaBHO peHeTH
MOJIallK C€ AyTOMAaTCKU KOPUTY]y (HerupameM MpuMIbeHUX HH(popMalinja).

Kako pacre konnunHa npeHeceHMX OMTOBa Tako ce moBehaBa u 6poj KOHTPOITHUX OUTOBA.
KonTtpona rpemaka yHarpe 3axTeBa IpeHOIISHEe MHOTO Behe KOJMUnHE J0AaTHUX HHpopMaIuja
Ia ce 3aTo y OKBUPY jeAHOT cucTeMa (HIIp. MEMOpHja) YeCTO yrmoTpedsbaBa METOl KOHTPOJIC
YHaIpe[, 10K ce KoJ npeHoca nHpopmanuja mel)y cucremuma (HIIp. TEIEKOMYHHUKAIH]e) OOMIHO
yrnoTpedJbaBa METO/I KOHTPOJIE YHATpar.

Hajhemhe xopumhene meroje 3a OTKpHBam-€ rpeliaka Cy: KOHTPOJA NMAPHOCTH,
nposepa 30upa 0,10Ka 1 HUKJIMYHA MIPOBEPA PeXyHIAHIH.

KonTposa napHocTH je jean o1 HajjeTHOCTaBHUUX METO/Ia 32 OTKPHBAME Tpemaka. Y3
CBaKy n — OWTHY ped J0/1aje ce MO jeJaH OUT Tako Ja yKynaH Opoj OMHApHUX jeIMHMIIA Y TAKO
npoIupeHoj peun o6yae napan. CirabocT OBe METOJIE j€ IITO Ce rpelika He mpuMmehyje yKoJuKo je
0poj u3mMemeHux Ourtona napad. [locroju u koHTposaa mapHocTu y 2D npu yemy ce onMcaHu
METOJ POIIHpyje Ha cienehn HaunMH: cBaka OCHOBHA ped ce IpoImupyje Ha Beh onvcann HaYuH
pazy XOpU30HTAIIHE NMPOBEPE MAPHOCTHU, Al CE M YUTABOM OJIOKY J1aJ1aje jOIIl jeIHa ped Tako Ja
3a CBaKy BpeJHOCT OMTa MOCTOjU J0AaTHA (BeepTUKalIHA) TpoBepa MapHOCTH. OBUM METOIOM ce
3HA4YajHO yMamYyje BepoBaTHOhA HEOTKPUBEHMX I'pelllaKa.

IIpumep 10. Ilpumep KoJa KOjU CIYXKM 3a OTKPUBAamE Ipelllaka, ald HEe MOXE Ja CIyXH 3a
UCIPAaBJbakbe IPEIIAKA.

Penimmo na cy ciioBa enriecke abernee npencraBibena ASCII komom, rie ciioBo A nMa BpeTHOCT
65, cnoBo B 66, oqHocHO y OmHapHOM 3ammcy 10000001, 10000010 utn. [a Ou ce oTkpmite
rpelike, A07aje ce€ OCMU OWT CBaKOM O] KapakTepa eHriecke aderene. Taj Out ce Ha3uBa OUT
MapHOCTU WK K(pa MapHOCTH. BUT mapHOCTH ce Hasla3u Ha Kpaji0j JIEBOj MO3ULUJU U padyHa
ce Tako Ja BPEIHOCT CBUX ocaM OuTtoBa Oyne mapan Opoj. Ha mpumep, ¢ 063upom na je 36up
ouroBa cnoBa A1+0+0+0+0+0+ 0+ 1 = 2, mro je Beh nmapan Opoj, 6ut napHoctu he
300r tora 6utu 0, na he cnoso A umatu Ounapny BpeaHoct 010000001.
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Tabena 1. Hugpa naprocmu

NEKAJTHU 3AITAC BUHAPHU + [[A®PA
ASCII KOJA 3AIIMC ASCII MMAPHOCTH
KOJA
A 65 10000001 010000001
B 66 10000010 010000010
C 67 1000011 11000011

OBaj MeTo[ je cliMyaH Kao KOHTpOJHA nmudpa kKoja ce kopuctu ko 6ap-koaa. Takohe ce Haunasu
Ha UCTH TPOOJIEM JIAXKHOT IIPUXBaTamba MOPYKE Ca IPEIIKOM Kao MCIIPaBHE.

Ilpumep 11. Tlpumep 2D KOHTpPOJIE MAPHOCTH.

burosu napaoctu | ASCIl kon | Kapaktep

0 1000010
1000101
1001111
1000111
1010010
1000001
1000100
1011000

O/ > 0O o mHom

===

‘ Peu napuoctu

AKO je OJIOK AyXH O JeJTHE peur YeCTO C€ PUMEY]e METO/I KOHTPOJIe 301pa uyuju
je anropuraM: (hopmupa ce 30Mp CBUX peur y OJOKY U IpeHece ce 3ajeTHO ca MOPYKOM.
[Tpumanarl mOHOBO M3padyHa 30Mp M MOpeIu ca MPUMIBEHOM MopykoM. CrabocTu MeTona
Cy LITO HE MOXeE J1a IPEN03Ha TPEIKe HEUCIPAaBHOT peocieia pedr, Kao HU 0/aBambe WIN
ryoJbeme jeluHuIa 0JI0Ka YUjU cy CBU OMTOBH OMHApHE HYJIE.

Hukaunuyna nposepa pexynaanuu (enri. Cyclic Redundancy Checking- CRC)
OTKpHBA CBE IpelIKe Ha HeMmapHOM Opojy OUTOBa, CBE JBOOUTHE TPEIIKEe, KAa0 U I'PEIlIKe YHja
je Iy’XuHa Mama of Opoja peayHAaHTHUX OuToBa. OBaj METOJ ce€ YeCTO MMIUIEMEHTHpa
XaplBepCcKH, a moynBa Ha aputMetur mo moayny 2 (0+0=14+1=0;0+1=1+4+0=
1,1-1=0-0=0;0—1=1-0 = 1) u nesbery nonuHoMa o moayiy 2. Huz 6uroa
0JI0KOBa KOjJU €€ NPEHOCH IocMaTpa ce Kao Hu3 KoedulujeHaTa IOJIMHOMA, HIIp.
ApQp_1q ... 410y OAroBapa nomuHoMy M(x) = ap,x™ + ap_x™ 1 + -+ a;x1 + a,.
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[TocTynak Koaupama ce cacToju O
1. Opabupa nonmuuoma reneparopa G (x) crenena k
2. UspauymaBama x¥M(x)/G(x); nobujenn ocraTak ce o3Hauapa ca R (x)
3. Koedurmjentun ocraraka (sux k) ce 101ajy Ha Kpaj opyKe

[Tocrynak gexkoaupama:
1. TlpumipeHa MOMMHOMHjATHA KOJHA ped ce aenu ca G (x)
2. Ako je ocratak jiejbema 0, Hema rperaka mpu npeHocy
3. Akxo octarak Huje 0, MOCTOj€ TpelIKe Ipu MPEHOCY

Jo6pumM 01a0MpoM MOTMHOMA TeHEPaToOpa CMamyje ce Opoj Tperraka Koje ce OBaKo HE MOTY
oTkpuTH. J[0OpH MOIMHOME FE€HEPATOPH CY:

CRC—16 =x"+x® +x2+1

CRC — CCITT = x® + x12 + x> + 1

CRC—CCiTT = x32 + x26 + x2 + x10 + x2 + xM + x0 + a8 + x7 + x5 +x* +x2 + 1

Ilpumep 11. Heka je Hucka 6utoBa kojy Tpebda mocnatu: 11100110 u Heka je MOJIMHOM T'eHepaTop
G(x) = x* + x3 + 1. Koja Hucka ce masbe npumaony? Kako u3riena nposepa HCHPaBHOCTH
npujema?
Ha 6ur ce noxajy uetupu HyIe, a HAKOH TOTa Ce JIEJH:
111001100000
—11001
1011100000
—11001
111000000
—11001
1010000
—11001
110100
—11001
0110

Ha opurunanny Hucky ce gonucyje ocrarak 0110 u noduja ce 111001100110.

111001100110
—11001
1011100110
—11001
111000110
—11001
1010110
—11001
110010
—11001
0
[TomrTo je ocrarak Hysa, IPEHOC MoJaTaKa je Ouo ncIpaBaH.
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MeToau 3a OTKpHBamWe U HCNMPaBJ/bambe IpelakKa

Kopucti ce ce uecTo y paay ca MEMOPH)OM jep Ty OCHM IIPU IMPEHOCY NOCTOju U MOryhHOCT
HacTajama TPEIIKe MPHU 3alMCUBaby U YUTAKkY M0JaTaka, Ka0 U TOKOM HHXOBOT YyBama. Hanwme,
HEKU 00]] OMTOBA IMoJaTaka MOXe Ja Oyne MPOMEHhECH MOoCcje 3almicHBama nojaataka. Mehyrum,
MIPEHOC To/1aTaka o] MPBOOUTHOT W3BOEa HE MOXKE JIa ce MIOHOBH, jep Y HajBehem Opojy ciydajeBa
M3BOD BHIIE He mocToju. CTora ce moJaiy Tako 3arucyjy Jia je Mpu BUXOBOM YUTamy oMoryheHo
HE caMO OTKPUBAamE HErO U KOPEKIHja mpoHaleHe rperke.

Bpcre konoBa cy: SED (Single error detection) — kox koju omoryhasa jerekiujy rpemiaka
Ha jeaaom oury (comuuno DED, TED, ...), SEC (Single error correction) koju omoryhasa kopekuujy
rpemiaka Ha jeasaom outy (camuuno DEC, TEC, ...).

Hajnpoctuju KoZ0BU 3a OTKpHBame M KOPEKIHUjy rpemaka je XaMuHrooB koj. Hapennu
pUMeEp MPECTaBIba IpuMep 3a peun ayxune 4 (3 nqogarHa Outa).

Ilpumep 12. XamMuHroB KOJ 3a peuu qyxkuHe 4. Y mosbe Koje MpeacTaBiba mpecek 0ap ABa Kpyra
VIIHIIE Ce TI0 jeIHa BPEAHOCT OmMTa U3 peuu. Y mpeocraia moska ce ynucyje 0 mmum 1 tako ga cey
CBaKOM KPYT'y OYyBa ITAPHOCT.

a) A B b) A B
, 1) 1 (1
110 oy 1 ! 0
|
: 0
c C
c) A B d)y A B
1 0 1 0
o Vo uj‘i'o
0 0
= -

a) butoBu momaraka

b) Ca 6uroBuMa mapHocTH

c) [Ipomena 6ura ycies rpemke
d) Jlokanu3zoBana rpemika

SEC-DED koaxoBu

Yecro ce SEC komoBu npomupyjy Tako ga ocuM SEC o6aBipajy u mocao DED. O6u4HO je J0BOJEHO
JoJlaBame cBera jenHor oura. Memopuja Hajuenthe nocenyje yrpahenun SEC-DED.
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Ilpumep 13. Xamunros SEC-DED kon.

a)

d)

b) o c)

| "1 ‘ [ a) buroBu momaraka
1 Vo /130 170 b) butooBu nmapHocTn
. | o | c) [Ipomemena 1Ba Outa
: B : B d) Jlokanmu3oBaHa rpeika
e) UcnpassbeHa rperika
f) IIpeno3Haro 1a MOCTOjU rpemika

3.4.MartemaTuuka mmppoBama

IIpBa BpcTa mmdpoBama, koja je Omna wm3nokeHa y moriaBiky | Kpartka mcropuja
Kpunrorpaduje, jecte muppoBame nomepameM. Cam Ha3UB TOBOPH O TOME Ha KOjU HAuWH Ce
mmdpyje Heka nopyka. Haume, jeiHOCTaBHO ce CIIOBO A IOMEpH 32 HEKOJIMKO MECTa YIECHO, TAKO
na andabeT movnme oatie, HacTaBJbajyhn Tako y KpyT J0 Mocemker cioBa. HauynH Ha Koju ce
nomepenu andadeT mosesyje ca andaderom jecte mudpa.

Ako Ou ce momepaj BPIINO YJIEBO YMECTO yIecHO, nobuia O6u ce apyra mudpa, aam ¢
003UpOM Ja Cy TMOMepaju LUMKIMYHH, CBAKH IOMEPaj YJIEBO C€ MOXKE IMPEICTAaBUTU MOMEpajeM
yIIECHO caMo 3a Ipyru Opoj.

Hcra Bpcra mmdpoBama MOXKe ce IPUMEHNUTH aKo C€ CBAaKO CIIOBO IpeacTaBy Opojem: A —
1,b — 2,B — 3 u tako o Il — 30. Ha oBaj HauuH ce mmdpoBame ca IOMepajeM N yIeCHO MOXkKe
no6utu npoctuM yBehaBame OpojeBa 3a n.

Ha oBaj HaunH MOXxe ce youuTu na ce nodbujajy um O6pojesu Behu on 30, a kojuma He
OJIroBapa HH jeTHO CJIOBO y a30yuu. MehytuMm, Tpeba yBek MMaTH Ha yMy Jla CE BPILU IIOMEpPamke
cioBa oko cioBa III, Tako na HM BUXOBE OpojuaHe pemnpe3eHTaluuje He MOry OuTu Behe on
HyMepHuKe penpesenTanuje ciona L, ogaocHo Buiue ox 30. OBaj npobiieM ce perraBa Tako IITO
ce ox nobujeHor 36upa xoju je Behu ox 30 oxysme 30 u Tako moOujeHH OpoOj MpeacTaBiba
HYMEpHUUKY pENpe3eHTalll]y clIoBa Koje je JOOMjeHO MOoMepameM JaTor cjaoBa 3a n Mecta. U3a
OBOT'a Ce KpHje MOAYJIapHa apUTMETHKA.

Ha xanoct, oBakaB HauWH mu(poBama je U3y3eTHO ParmbHB, ITa HEKe 01 METOJIa KOjIMa Ce
noBehaBa curypHOCT mmdpe Cy: MperpymnucaBame OpojeBa y OJOKOBe ojnpeheHe myxuHE,
YKJIalkamke [PTHIIA KaKo ce He OW BUCIIO T/Ie TTOYHHE je/TaH KapaKTep U Koje mudpe mpeIcTaBibajy
JEIHO CJIOBO.
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3.5.YonmreHo o MaTeMaTHYKUM mudpama

Jlo cana crioMumbaHa mudpoBama Cy BeoMa ciiaba i HeCUTypHa. YKOJIHMKO Ce OHa MOTKpere
MaTEMaTHKOM MOTY MPepacTH y MHOTO jade mudpe.

[udposame a30yke ca momepajemM 14, MaTeMaTHUKH C€ MOXKE IIPEACTAaBUTH Kao
C = (P + 14) mod 30

rjae je P oCHOBHHM TEKCT Koju ce mudpyje, C mudpoBanu tekct. [la Ou ce TekcT nemudpoBao
JEIHOCTaBHO Cce U3pavyyHa:

P = (C —14) mod 30

VY cymtunu moryhe je nuzabpatu 6uno koju Moayo U OmiIo Koju momepaj. Takohe, Hema moTpebe
Jla ce CBaKM Kapaktep noHaocob mudpyje Beh je moryhe mmdposaru mo rpynama.

Ilpumep 14. Heka je motpeOHO mmdposatu ciienehy mopyky:
TEILIKO 3EMJbU KY JIA TTPODBE BOJCKA.

[Topyka uma 25 kapakrepa, nna he Outu noaespeHa y rpyme of 1no 5 kapakrepa. Hakon npeBolema
cioBa y OpojeBe, cBaku 0ok he mmaru 10 Jecer kapakrtepa. [lopyka KoaupaHa y HyMEPUYKY
BPEIIHOCT CJIOBA:

T|E/II|K |O |3|E|M|J | | K |Y | A|A|IO0II|P |O|B|E|B|O|]J |C|K]|A
22 |7 (30 (12|18 (9|7 |[15]|14 | 10 18|11 (21|12 |1

Hajsehu 6poj je 227301218, tako na he mmdpoBame 3a 6uI0 Koju Moayo Behu o oBor 6poja
panuth. Heka To O6yne, Ha mpumep, 6poj 300000000. Jour je motpeGHO o1abpaTu moMepaj U Heka
je o perrumo 100000000. Cana je motpebHO aa ce mmdpyje mo popmyau

C = (P +100000000) mod 300000000
rae je P 6uno koju 6510k of 1miect 1udapa.
HIudposamem ce 1oduja:
227301218 + 100000000 = 327302218 = 27302218 mod 300000000
97151410 + 100000000 = 197151410 = 197151410 mod 300000000
12245119 + 100000000 = 112245119 = 112245119 mod 300000000
2018673 + 102018673 = 102018673 = 102018673 mod 300000000
181121121 + 281121121 = 281121121 = 281121121 mod 300000000
Tume je moueTHU TeKCT WUPOBAH ca

27302218197151410112245119102018673281121121.
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3.6.llInppoBame MHOKEHEM

3a pasnuKy oJ] MPEeTXOAHOT MU POBaka 3a Koje je KOpUIINeHO MOTyJIapHO cabupame, 3a HapeIHa
mudpoBama 6uhe kopumheHe mmudpe 3a Koje ce KOPUCTH MOAYIAPHO MHOXKEHE, KOje je Majlo
cioxkenuje. Penocnen nprukasuBama pa3InduTUX BpcTa mudpoBama Boau ka PCA mmdpoBamy,
KOje Ce JIaHAC HajBUIIIC KOPUCTH.

[IpermocTaBumo 1a je P TEKCT KOjH je MOTPeOHO MH(POBATH, M MOAYO U C je HEKH IIe0 Opoj.
Tana ce pauyHamem

C=c-Pmodn

Moyke TeHepucatu mudpoanu TekcT C. IlocTaBiba ce MUTame KaKo ce TEKCT MH(POBaH HA OBAj
Ha4YMH Jemudpyje, OAHOCHO KaKo ce MOHMINTAaBa MOJIYJIapHO MHOXewe. OAroBop je, HapaBHO,
MOJ1YJIAPHO JEJbEHE.

[Iceynokon 3a mudpoBame MHOKEHEM OU OMO CIIMYaH OHOM 3a MIH(POBAKE MTOMEPAjEM, CaMO
TO OM ce yMeCTO cabupama KOPUCTHIIA ONIEPaIlija MHOKEHA.

Ilpumep 15. Hexa Mununa xenu na nowasse Jlazapy nopyky bOJbA JE CPERA HO [TAMET
kopuctehu mupdoBame MoLyTapHUM MHOKEHEM rae je n = 2500 u ¢ = 3:

Kao 1 0614HO0 moTpedHo je MopyKy MpeBecTH y OpojeBe, 1ma MoToM pa3dutu y 0JI0KOBe.

B/O|J|A|J|E|C|P|E/Ah|/A H O|II|A/M|E|T
2118|141 11| 7 |21(20| 7 |23 16|18 | 19

[EEN
[EEN
[N
o1
\‘
N
N

OnnocHo, mopyka paz0ujeHa Ha 010KkoBe o1 1Ba Opoja he u3rnenaru:
218141117 2120 723 116 1819 115 722
3aTHM ce CBakH 0J 0JIOKOBAa MHOXKH ca ¢ = 3, IIITO U3HOCH:
654 423 351 6360 2169 457 345 2160
U Ha Kpajy ce payyHa KOJIMKO je CBaku OJ0k o Moxyny n = 2500:
654 423 351 1360 2169 457 345 2160

Capna, Jlazap, mopa na nemmudpyje nopyky. HapaBHo, oHa 3Ha f1a je n = 2500 u ¢ = 3, anu ce
MOCTaBJba MUTAKE KAKO CE JCNH MO MOIyTy. Tpebano 61 pa3MOTPUTH IIITa je HHBEP3 Opoja 3 1o
moayy 2500. ITpumerumo na je

3-1667 = 5001 = 1 mod 2500
mTo 3Ha4M j1a ako je C = 3 - P mod 2500, onna je

1667 - C =1667-3-P =1-P mod 2500
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OpnocHO, Ma O ce MOHWIITWIO MHOXEHkE ca 3 mo moxyny 2500, motpeOHO je nma ce u3pas
HOMHOH ca ¢~ 1 = 1667. O3Haka ¢! o3HauaBa ja cy 3 1 1667 unsep3uu 1o Moayiny 2500 (kao

IITO je Ha MpUMep MHBep3 Opoja 7 y cKyly paluoHaIHuX 6pojesa 771 = % ).

Haxne, Jlazap npumajyhu mopyky obsmka 654 nponana3u uaBep3 6poja ¢ (= 3), mTo je y OBOM
ciydajy ¢! = 1667 u pauyna ¢~ - C, mro je:

1667 - 654 = 1090218
¥ HaKOH Tora IpoHanasu ¢~ L - C mod n, Tj.

1090218 = 218 mod 2500
Hacragspajyhu victu pauyH 3a qpyru npumMibeHH OJIOK 100Hja ce:
1667 - 423 = 705141 = 141 mod 2500

Crnenehu oBaj mocTynak u 3a mpeocTalie OpojeBe 10J1a3H ce 10

218141117 2120 723 116 1819 115 722

IITO j€ yIpaBo IOCaTa mopykKa.

W3 oBor mpumepa ce YMHM J1a JeUHO IITO je MOTpeOHO 1a Ou ce aemudpoBaga mopyka
jecte na ce nponahe uuBep3 ¢~ 1. MelyTum, mra 6 ce AecHiIo0 Aa je yMecTo ¢ = 3 6uo uzabpan
Opoj ¢ = 2? V Tom ciydajy He OM MorJIa Ja ce Jemmudpyje mopyka u3 pasjora mTo He MOCTOj!
nuHBep3 Opoja 2 mo moxymy 2500, jep je 2 - 1250 = 2500 = 0 mod 2500. Ykonuko 6 mocTojao
uHBep3 d, Baxwiio 6u 1a je 2 - d = 1 mod 2500. KomOuHOBameM J1B€ KOHIpYyEHIMje ce 100uja

0=d-0=d-2-1250=1-1250 = 1250 mod 2500

[Tomrro He Baxu fa je 0 = 1250 mod 2500, 3Hauu n1a je 6poj 2 Hema unBep3 no moxayiy 2500.
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AJITOpuTaM 3a pauyHame MOAYJIAPHOT HHBep3a

Heku enement x € Z,, uMa myaturikatusau uaseps (1/x) = x~ 1y Z,, ako je nzd(x,m) =
1: momrro ce nzd (x,m) = 1 u3pasu y 001uKy 1enodpojHe muHeapHe komOunauje 1 = ax + bm,
BUM ce 1a je ax = 1 mod m.

Hpumep 16. (1/2) = 271 =3 mod 5,jep je 23 = 1 mod 5.
ITpumep 17. Ilponahu unBep3 6poja 7 mo moxyiy 9.

Kopumihemem npommpenor EykinnnoBor anroputma goouja ce:

9=1-7+2

7=3-2+1

2=2-140
na je

1=7-3-2

1=7-309-7)
1=4-7-3-9
Axo ce 0Ba jeTHAaKOCT rmocMarpa mo Moayity 9 (to Moxe jep je a = a mod m). Jlobuja ce 1a je
1=4-7-3-91=4-7—-3-0mod9= 4-7mod?9
Ha ocHoBy Tora je 1 = 4+ 7 mod 9, onnocno 771 = 4 mod 9.

Ilpumep 18. Uemy je jenrako = 1o Moayiy 9?

1
=2-;52-4m0d9=8m0d9

NN 9N

Crnenu mceyJqoKoJl HA OCHOBY Kora mpoOjeM IMpoHajdakema MOIYJIapHOT WHBEp3a MOXKEe OUTH
perieH noMohy padyHapa:
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Heka cy a u m npuponuu 6pojeBu Tako fa Baxu 1 < a <m u nzd(a,m) = 1. Anroputam

u3padyHaBa y Kao HHBEp3 Opoja a 1mo Moayny m:
begin
y=0xv=19g=mr=aq;
pr =19 = [i]ir =g-prq
pr

(ues06pojHO Jlesberbe g ca pr, a 6U ce fo6uI0 g = prq + 1)

if r=0then
y=1g:=pr
else
r = pr;
while r # do

pri=r1;pv = ;
= [2ir =g -pre
q' pr ) * g pqy

V=Y —prg;
if v <0then

v:=m— ((—v)mod m)

else

vi=vmodm
endif

g =pr;y=pv
endwhile;
endif;

ivnerz(a) =y

end
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IV OJJIEPOBA ®YHKIINJA

Y mwpy yBohema joll HEKMX MeTojaa ImHMdpoBama y OKBUPY OBOT IIOTJIaB/ba Ouhe
obpahena OjnepoBa pynkimja. OBa GpyHKIIM]a je 3HAYajHA 3a pa3IMUUTEe BpCTe KM poBama, Mehy
kojuma ce Moxke u3aBojutu PCA meron mmdpoBama Kao HajIOMUHAHTHH]U U HAJCUTYPHUJH Y
Ca/lallheM TPEHYTKY.

1. Z,, u OjnepoBa @ pynkumja

VY noriarspy 0 MOIYJIApPHO] apTMETUIIA OWJIO je TIOKa3aHO KaKO M3TJIeAajy pPauyHCKE orepaluje y
Z,. Axko ce oabepe jenaH eJIeMeHT u3 Z, 1a v je Moryhe 11a ce y3acTOHHM JI0JJaBaEEM TOT UCTOT
ereMeHTa 100ujy cBu eneMmenTH Z,,? [lokymajmo ca 6pojem 9 u3 Z4,.

Jakiie, mounme ce ca 9
Ouma 9 +9 = 6mod 12,
m9+9+9=3mod12,
nameje 9+9+9+9 = 0mod 12

Y BHJIUMO YKOJIMKO OMCMO HAaCTaBWJIM ca JlojiaBambeM 9 noommu 6rcmo moHoso opojese 0,3, 6,9,
aJTd OBO HHCY jeUHH elIeMeHTH Z15.

Cana nmoky1iajMo UCTo camo ca 6pojem 5
54+5=10mod 12,

54+5+4+5=3mod 12,

5+45+4+54+5=8mod 12,
5+5+5+4+5+4+5=1mod 12,
5+454+54+54+54+5=6mod 12,
5+45+5+4+5+4+5+5+5=11mod 12,
5+5+5+5+5+5+5+5=4mod 12,
5+5+5+5+5+5+5+5+5=9mod 12,
5+45+54+54+5+5+5+5+5+5=2mod 12,
5+5+5+5+5+5+5+5+5+5+5 = 0mod 12.
BunuMo fa cy oBora myTa reHapucaHu cBH eneMeHTH Zq1,, penom 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 u 11.

Jlakie, kpeHyBIIH 011 Opoja 9 modujajy ce 6pojesu {0, 3, 6, 9}, anmu ako ce kpeHe ox1 5 1obujajy ce
ceu enementu {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}. 3amro mocroju pasznuka y Opojy enemeHara?
Onrosop je 3ato mTo OpojeBu 9 u 12 HUCY y3ajaMHO NPOCTH, 0K cy OpojeBu 5 u 12 y3zajamHO
nnpocti. Tako a yKOJIHMKO jkKenuMo jJa Ha)eMOo eJIeMEeHT KOjUu TeHEpHIIe CBe eileMeHTe Z,
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notpeOHo je ma nmponahu 6poj k Takas na je nzd(k,n) = 1, ogHocHo Opoj k Koju je y3ajaMHO
npoct ca Opojem n.

Caza ce mocraBJba NMUTAkHE KOJIUKO elleMeHara Zq1, MOXE Jia TeHepuIle ocTaie eneMeHTe Zqp?
OnHOCHO, KOHMKO je OpojeBa n3 Zq, y3ajaMHO mpocTo ca OpojeM 12? 3a mane OpojeBe Jiako je
MIPOBEPUTH CBE MOTYhHOCTH M BHIETH 32 KOju Opoj oBO Baku. Mel)yTum oBakaB Ha4MH 1OCTaje
Hemoryh ako ce paau o BelUKUM OpojeBuMa. [locToju MHOTO JIaKIIM HAYWH Jla C€ OBO ypaad U

ykibydyje OjiaepoBy ¢ QyHKIH]y.

Hepununuja 1. bpoj npupoanux OpojeBa koju HUCY Behm on maTor mpupomHor O6poja m u
y3ajaMHO Cy IMPOCTU ca ca BHHM, O3HauyaBa ce ca ¢@(m). OyHknuja ¢ HaszuBa ce OjjepoBa
¢yukuuja [5].

Hexkonuko npBux BpeaHoctu GpyHKIH]E @:

m 12345678 910 11 12

p(m) 1 12 2 426464 10 4

Teopema 1. Heka je p npoct 6poj, k mosutsan 1eo 6poj u nzd(a, b) = 1, taga Baxke cienche
ocobmne Ojnepose GyHKIH]E:

1 o@=p-1
2. o) =p* (-1
3. ¢(ab) = p(a)p(b)

[To3zuBajyhu ce Ha OCHOBHY TeOpeMy apUTMETUKE, KOja TOBOPH Ja Ce CBAKH MO3UTUBAH 11€0 OPO]
MO’K€ Ha J€JUHCTBEH HaYMH MPEJACTaBUTH Ka0 IIPOU3BO/] CTETIEHA MPOCTUX OpojeBa, 3a MO3UTHBAH
11eo Opoj N BaKu:

o ki koo K k
n=p Py ?p3 3. ps*

[TomrTo cy 6uio Koja JBa mpocTa MpupoHa Opoja yjelHo U y3ajaMHO mpocTa, Kopuctehu apyro
cBojctBo OjnepoBe GpyHKIHje 100Mja ce aa je

n=p"  (p, — Dp,2 " (p, — 1) .. (ps — 1)

Cana, xopumhemem OjnepoBe (GYHKIMjEe MOXE C€ JIAKO OJIFOBOPUTH HAa MHTAHE KOJIMKO MMa
eJleMeHaTa Koju TeHepully 1eny rpymny? Oarosop je:
p(12) =p(2%2-3)=212-1)3°B-1) =4

Moe ce 1 BpJIO JIAKO OJITOBOPUTH Ha MUTamE KOje M3IJIe/ia CyBUIIIE TEHIKO YaK U KopuilhemeM
pauyHapa. Konuko nma 6pojeBa koju ¢y y3ajamHo npoctu ca 1000000000007
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[omro je 100000000000 = 10! = 211 . 511 Ojneposa pynximja nsznocu ¢ (1000000000) =
210 (2 - 1)51 - (5— 1) = 4 101°,

3aoamax 1. zpauynaj: ¢(43), ¢(100), ¢ (455).
Pewerve:

1. @(43) = 42, jep je 43 upocrt 6poj (ITpsa ocodbuna Ojnepose HyHKIHU]E)
2. (100) = @(25"4) =rpeha ocosuna0.p. P(25) - @ (4)

= ¢(5%)- ‘P(ZZ) = npyra oco6una 0.¢. 5:-4-2-1=40
3. @(455) = @(19-25) = ¢(19) - 9(25) = 18- ¢(5%) =18-5-4 = 360

2.Excnionenuujanna mudgpa

Kao mro u camo nmMe kaxe, moTpeOHO je Aa ce OCHOBHU TeKCT P mudpyje Tako mto he ce
Hahu P® HaKOH Yera ce u3payyHa KOJHUKH je Taj Opoj Mo MOAYIIy M.

Ilpumep 1. Munuua sxenu Ja noimasbe Jlazapy nopyky koprucrehu eKCIoHeHIIHjalTHO MH(PPOBaAHE
s3ac=3un=41

HEKA BY/JIE BOPGLA HEIIPECTAHA

C 063upoM Ja excrioHeHIMjanHa (PyHKIMja pacTe BeoMa Op30, CI10Ba HAKOH MpeTBapama y Opojese
he OuTH rpynucana, Tako aa he nopyka npeBejieHa y HyMEpUUKY BPEJHOCT CJI0Ba U3IJIEATH:

1671212245721820211671920721221161
Crnenehe mTo je moTpeOHO jecTe a ce CBAKH 0] OpojeBa MOJAUTHE Ha Tpehu CTeneH, ITOo /1aje

4096 343 1728 1 8 13824 125 343 8 5832 8000 8 1 4096 343 6859 8000 343 9261 10648 1 4096 1

W na ce nzpauyHa KOJIMKO CBaKM 0J1 10O0MjeHUX OpojeBa u3HOCH 1o Moayiy 41
37 15 6 18 7 2 158 10 58137 15 12 5 15 36 29 1 37 1

Jla 6u ce mpumibeHa nopyka C = P€ mod n nemmdposaia moTpeOHO je joIn Maio Teopuje.
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Teopema 2. (Mana ®epmaoBa) Heka je n no3urusan 1eo 0poj. Tazna 3a 6uno xoju neo 6poj a
KOJH j€ y3ajaMHO TIPOCT Cca N BaXKH:

Jlokas

a™ 1 =1 (mod n).

Hexka cy a,2a,3a,...,(n — 1)a uenu OpojeBu u 14,713,713, ..., Ty_q HA3 OCTaTaka Koju je
no0ujeH nesbemeM OpojeBa u3 mpBor Husa ca n. [lomrro Baxku aa je nzd (a,n) = 1, aujenan
o1 OpojeBa U3 NMPBOT HU3a HUje eJbuB can uBaku naje 1 <, <n—13ai=1,..,p —
1. IToTpebHo je nokas3atu Aa cy oBH ocTauu Mel)ycoOHO pa3nniyuTu. YKOIMKO HEe O Omin
pasimuutd U peuumo 1; =7; 3a 1<i<j<n-—1 Tlomro je ai=r,modnu
aj =1;modn MOXe Ce 3aK/byduTd gna je aj —ai = r; —r;modn. Ha ocHoBy
NPETHOCTABKE Ja je 1; = 7 nobuja ce aj — ai = 0 mod n, mro OM 3aHYWIO Ja N JENH
a(j — i), Te Ha OCHOBY IpeTIIOCTaBKe TeopeMe ja je nzd(a,n) = 1 Baxuso Ou 1a n aenu
j—i.Ilomro je 1<i<j<n-—1,acamum TuMm u 1 < j —i <n—1, gonazm ce 1o
KOHTPAJIMKIIMje, OJHOCHO IPETIIOCTaBKa Jia Cy OCTalld jeIHaKu Huje TavyHa. [lakie,
nocToju N — 1 pa3saMUUTHX OCTaTaKa KOjH CY Pa3JIMYMTHU O] HYJIC ¥ OTYy/ia BaXKH Jia Cy OHU
oam {ry, 73, ..., "1} = {1,2, ..., n — 1}. Ha ocHOBY cBojcTaBa KOHrpyeHIuje g00uja ce a -
2a-3a~+(m—1)a=1-2-3-(n—1)modn, mro je name (a" 1 —-1)-(n—1)! =
0 mod n. Ionoso n gemu (@™ ! —1) - (n — 1)!, anu nomro cy nu (n — 1)! yzakamHo
pocTu OpojeBH, CIeaAU Ja N AeTU (a1 —1), mro0 je u Tpebaiio 1oKa3aTu.m

Ha ocHoBy Teopeme 2. 1a Ou ce nmpuMIbeHa mopyka nemmdpoBaia noTpedHO je 1a ce mponHahe

f = e tmodpn), jepjec’ = (P®)f

= (P)k¢MW+1 33 neko k

(p(p(n))k .p
=1-P

=Pmodn

v u3padyna C/.

IlITo 3Hauu na 6u Jlazap memudposao MOpyKy MoTpedHO je na uzpauyHa 3~ mod ¢(41). Ha
ocHoBy cBojcraBa Ojmepose (ynknuje @(41) = 40, na je morpe6HO Hahu wHBep3 Opoja 3 1O
Monyiy 40.

Ha ocnoBy Eykmunosor anroputma: 40 = 13-3 + 1, omvocho 1 =40 —13-3, 1.1 = —-13 -
3 (mod 40) , ogaocHo 1 = 27 - 3 (mod 40). [laxne, nponaljeH je uaBep3 6poja 3 mo moxyy 40,
atoje 27 =371 (mod 40).
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buhe nmokasano kako aemuppoBame U3rieaa Ha jeTHOM Opojy, a IPUHIIUII j€ UICTH 3a CBE OpojeBe.
Hexka je, Ha npumep, To 6poj 5. IoTpebHo je na ce nzpauyna konuko je 527mod 41. ITomro je

3
527 = 53°" kpenyhe ce on pauymama 53mod 41,53 = 125 = 2 mod 41, mame je 23 =8 =

8 mod 41 v Ha kpajy 83 = 512 = 20 mod 41, yume je gemmppoBaH NOYETHU OPOj 5.

3a Kpaj ce mocTaBJba MUTAKE KOJIHMKO MaXmke Tpeba ga 6u ce ogabpaiu n U e 3a HEeKO
EKCITOHCHIIMjaJTHO MH(pOBamke. 3a movyerak Tpeda HHCUCTHPATH J1a n Oyae mpocT Opoj, Wiu aa
Oyzme mpou3Boja JBa mpocTta Opoja, Ha mpumep n = p - q. Ha ocHOBY Teopeme 0 ocoOmHama
OjnepoBe QyHKIIHje @, BUAU CE Ja e Koje ce Oupa mopa j1a Oyae y3ajaMmHo mpocT 6poj ca ¢ (n) =
P-1D-(q-1.

3.PCA mmugpoBame

Beoma BaxxHa npumena mojyinapHe apurMeTrke je y PCA eHkpumiuju. AKo je moTpedHo
nocnati nHpopMalirjy Ha 6e30e1aH HaulH Tako Ja joj APYTU JbYAH HEMAjy IPUCTYII, TO je Moryhe
o0e30eautu momohy PCA enkpurniyje (Ha mpuMep KyIOBUHOM MPEKO MHTEPHETa MOTPEOHO je
3aITUTUTH TUH CBOj€ KpeauTHE KapTuie). OBaj METO/ je U3y3€THO CUTYPaH, a Ha3uB je 10010 110
MOYETHUM CJIOBHUMa IpE3MMEHa JbyIu Koju cy ra orkpwiu Ron Rivest, Adi Shamir u Leon
Adelman. Metox je otkpusen 1977.

Kox PCA enkpunimje cBaka nudpa KpeAuTHE KapTHIIE CE MEHa WIN CHKPUNITYjE, TaKO Ja
Opoj KOju ce majbe HEe JMYM Ha OopuruHamHU Opoj. Kama je eHkpumnToBaHa mopyka Ioclnara,
pUMaJall mopyke Tpeda Ja 3Ha KJby4 Jia OM IEKPHUIITOBAO TIOPYKY KOjy je MPUMHUO TaKO JIa MOXKE
Jla pPEKOHCTPYHUILIE OPUTHHAIHY TOPYKY. MeTo/ je BeoMa jeTHOCTaBaH 3a KOpHIIheme U 'y HCTO
BpeMe rotoBo Hemoryh na ce o6opu. OTKpUBame Kjbyda 3a JICKPHUIIHU]Y 3aXxTeBa (pakTopucame
OTpOMHHUX OpojeBa, ITO HU HAJOOJBPU padyHapH HE OM MOTJIM J1a ypajae y PeallHOM BPEMEHY.

V HacrtaBKy he onmcaHo Kako paau oBa MeToja, He ynaszehu y perasbe, am JOBOJHHO J1a
omnuIle Kako pyHKIHOHUIIE U Kako ce moMohy PCA eHkpuIiyje nocTuxe uujb — 6e30€e1HO Cllame
U npuMame nHpopmanmja. AKO ce HEITO Hapydyje MpeKo MHTEpHeTa, Ha KOjU HAuuH je TO
ocurypaso?

PCA yxspyuyje Tpu Kopaka: TeHepucame KJbyda, mudpoBame U Aemudposame. PCA je
3aMCTa HEBEpOBATaH AITOPUTAM KOjU KOPWCTH HUIIITA BHIIE O] MOJIYTapHE apUTMETHKE, KOjy je
Moryhe caBiaiat y Cpeih0j IIKOIH.
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TI'enepucare Kkvyua

PCA xopucTH jaBHU M TajHH KJby4Y — JaBHU j€ OHA] KOJU j€ JOCTYMaH 3a CBE M BHME CE MOpyKa
mmmdpyje, T0K je 3a aemudpoBame Mopyke nmorpedan TajHu kibyd. O0a Kibyda ce TreHepHIny Ha
cnenehn HaYMH:

1. W3zaGepy ce nBa paznuuuTa (CaydajHO oJabpaHa) Beauka rmpocta 6poja p u q. Tpebano
6u ma umajy Bume ox 100 nudapa u gyBajy ce y TajHOCTH

2. W3spauyna ce n = p - q. OBaj 6poj ce KOPUCTH Ka0 MOJIYO 3a 00a KJby4da U JOCTYIIaH je
CBHUMA.

3. Opnabepe ce jeman 11e0 O6poj e TakaB maje 1 <e < @p(n) u nzd(e, <p(n)) =1, rae je
¢@(n) Ojnepora pyHKIH]ja 0 KOjOj je paHHje OmI0o peun. bpoj e he 6utu kopurheH kao
€KCIIOHEHT jaBHOT KJby4a.

4. WM3pauynaru f Tako na Baxu fe = 1 mode(n). OBo je moryhe yBek u3pauyHartu jep
je nzd(e, p(n)) = 1 u Baku 7a je f jenuHcTBeHHM MHBEP3 OX €. Bpoj f ce uyBa Kao
EKCITIOHCHT MPUBATHOT KJbyda M OTYJla HE CME OUTH CBUMa JIOCTYTIaH.

JaBHM KJbYY Ce cacTOju 01 MOJIyJIa Op0oja N U JaBHOT €KCIIOHEHTA €, JIOK CE TajHU KJbYY CaCTOjH OJI
MoJIyJia Opoja n ¥ IPUBATHOT €KCITIOHEHTA f .

HIugposare

Mununa masbe cBoj jaBHU KJby4 (n,e) Jlazapy, ok Tajuu kjbyd uyBa. Ako Ou Jlazap
xeneo Mumnm na nomasse nopyky I, moTpeGHO je na mpBO MpeTBOpHM MOPYKY y Opoj m < n .
BatuM mmdpyje TeKCT y ¢, Tako aa Baxku ¢ = m® mod n. Ha kpajy Jlaszap masse Muuiu
mmdposanu o6suk cBoje nopyke Il - mopyky c.

Jewmugposarwe
Munria caga MoXe J1a OTKpHje m u3 ¢ Kopuctehu eKCIIOHEHT CBOT IPUBATHHOT KJby4da f
Ha crnenehu HauuH:
m=c¢/ modn

Cagna, Ha OCHOBY M MO’e Ja OTKpHje OpUTrHHANIHY nopyky I1.

TIpeTx0MHO OMMCAHH TIPOLEC ASKPUIILIjE PAIH jep je
cf = (m®) modn =m® modn =m jepcy f u e UHBEpP3HH ENEMEHTH.
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Ilpumep 2. Hexa je 6poj kpeautHe KapTHie 6poj 9. Meronom PCA enkpuriuje motpedHO ra je
mmdpooBaty.

1. T'enepucame kjpyua

Nzabepumo nBa mpocra Opoja: p = 5u q = 7. Oryna je n = p - q = 35. OjnepoBa ¢yHKIH]a 32
uspagynato n je ¢(n) =(p—1)-(q — 1) = 24. 3atum ce omabepe Opoj e TakaB 1a je
nzd(e, <p(n)) = 1. Uzabepumo Opoj e = 5. Jlaske, moTpeOHO je onpeautu f TOTPEeOHO je
oJpeauTH UHBEP3 Opoja 5 o moayny @(35). Ha conoBy Eyknumosor anropurma:

24=4-5+4
5=1-4+1
4=4-140

Axo m3paszumo 1 u3 apyre jeaHakocTu aobuja ce 1 =5 — 1-4, ako ce naspe Opoj 4 uspasu u3
npBe jeaHakoctu gobuja ce 1 =5—1-(24—4-5)=5—-24+4-5=5-5—24. Ilomro je
MOTPEOHO OPETUTH UHBEP3 0 Moayity 24, To 3Hauu naje 1 = 5+ 5 (mod 24), mro nasbe 3Ha4n
na je uHBep3 Opoja 5 mo moxyny 24 Opoj 5, 1j. f = 5. Hakon u3pauyHaTor ekcroHEHTa
mudpoBama ciieu camo muppoBamke MOPYKeE.

2. Iudposame

OpurunanHy nopyky Tpeba moauhu Ha cTeneH f = 5 u u3padyHaTH OCTaTaK IpH JeJbemby ca 35.
[omTo je 9° = 4 mod 35, Guhie nocnara nopyxka 4.

3. HemmdpoBame
Ha xpajy, na 6u ce noOuia opurMHaigHa Mopyka, HOTpeOHO je MpUMIbeHY NOpYyKy 4, moaunhu
Ha eKCIIOHEHeT Aemun(ppoBamba i oToM Hahy octaTak mpH aesbemy ca 35. Tume ce nobuja 4° =
9 mod 35, ogHOCHO 0OMja ce J1a je OpurHHaNIHa nopyka ouma 9.

Ilpumep 3. Omabepumo nipocte OpojeBe p i q. Hekajep = 17 uq = 19, ongajen = pq = 323.
Cnenehu kopak jecte m3pauyHaBame OjmepoBe (ynkmuje @(n) = 288. Cama je morpeGHO
OJIPEIIUTH €, eKCIIOHEHT ImudpoBama, HeKa je e = 11. Ocrano je aa ce u3payyHa €KCIOHEHT
nemmdpoBama f, Tako Aa Baxku nga je ef =1 (mod 288). Ha uctn HaumH Kao majorpe
MPOHAJIA3UMO JIa j€ eKCTIOHeHT pUBaTHOT Kiby4da f = 131.
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Ilpumep 4. YK0IMKO HEKO JKENH Ja ToIIajke Mopyky ,,AbBB®, kopuctehu oBy memy (kbydese u3
npuMepa 3.), IpBo je MOTPeOHO Aa MOPYKY MpeBeny y Hymepuuku oonuk. Heka ,,ABB* mocrane
,»123%. Jla 6u mmdpoBao nopyky notpedHo je aa 3Ha e = 11. CxonHo ToMe mrdpoBaHa mopyka
TJIACH:

1231 (mod 323) = 81
Ja 6u mpumaran nemudpoBao MOpyKy MOTpeOHO je Ja u3padyHa
81131 (mod 323) = 123,
IITO U jecTe Omia rmociara nmopyka. Ha kpajy, ¢ 003upom J1a 3Ha Ha KOj¥ HA4MH CY CJIOBA ITPEBEICHA
y OpojeBe, MOKe J1a OJpeIu peBep3uOuiaH MOCTyNaK u of ,,123“ nobuhe opurnHaNHy OPYKY
»ABB*.

ITpumep 5. Cnenu jom jeqna uiaycrpaiuja PCA. [9]

3anuiie ce nmopyka kopuctehu Benuka cinoBa eHriieckor andadera A,B,C,...,Z HakoH dera ce Ta
nopyka npeBoan y 6poj tako na Baxu A = 11,B = 12, ...,Z = 36. Perumo na je Jlazap ogabpao
nBa mpocra 6poja p = 12553 u g = 13007, Tako na je pq = 163276871u(p—1)-(q—1) =
163251312. Jlazap, Takohe nmponaiazu e = 79921, koju je y3ajjamuo npocrca (p — 1) - (g — 1)
M HAaKOH Tora ce MpoHaja3d MHBep3 Opoja e mo moayiy (p — 1) - (q — 1) - 6poj f xopucrehu
EykmunoBa anroputam. bpoj f he y oBom mnpumepy wusnocutu f = 145604785. Cana
HpPEANOCTAaBUMO Ja je AOepT mpruMHUo TIOPYKY, U3/IeJbEHY Ha rpyIie O/ 110 JeBeT nudapa, jep n =
163276871 uma aeset uudapa, koja riacu

145387828 47164891 152020614 27279275 353356191

Cnenehu xopak jecre ma Jlazap nemmdpyje mopyky kopunihemeM cBOT TajHOT Kibyda (f, m), rue
je f = 145604785 u npoHanasu na je

145387828145604785 = 30182523 mod 163276871
47164891145604785 = 26292524 mod 163276871
152020614145604785 = 19291924 mod 163276871
27279275145604785 = 30282531 mod 163276871
353356191145604785 = 122215 mod 163276871

[Ito 3naum ga je nemudpoBaHa mopyka 00JIMKa
30182523 26292524 19291924 30282531 122215
Konauno, npeBohemeM cBake nBe nudpe y oxarorapajyhe ClioBO €HIVIECKOT je3uka jaobuja ce
opyKa
THOMPSONISINTROUBLE
Onuocuo Thompson is in trouble (TomcoH je y HEBOJbH).

W3 HaBeneHux mpumepa ce BUIU Jla cy OpojeBu ca kKojuMa ce Oapara cBe Behu. Kako Ou ce
pauyHame CKpaTHJIO MOTY MOCITYKUTH payyHapH.
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AJITOPUTMH 32 padyHame CTeNeHa 1o MOAYJIy

[TpBo he OuTH M3II0KEH aNTOPUTaM 3a epUKACHO pauyHame X" mod m, rue je n = 1. Uneja jecre
Jla ce MOCTYIAaK MHOXKEHa CBOJIM Ha PEKYp3Ujy. Y KOJIHKO je N mapaH 06poj, omHocHo n = 2k, oHga
je

xn — ka — (xk)z

IITO 3HAUM Ja ce X" pauyHa peKkyp3uMBHO M Ha Kpajy ce KBajpHpa. YKOIHKO je n HemapaH 6poj,
perumo n = 2k + 1 onna je

x‘n — X2k+1 — (xk)zx
I[EUBG ce Xk padyHa p€KYp3UBHO, KBaaApHupa C€ 1 MHOXH Ca X.

Axko ce Opoj n Hanuie y OWHApHOM OOJIUKY:
Tl=bl'21+ bl_1'21_1+"'+b1'21+b0,

rze je b; € {0,1}. O3naunmo ca | = {j|b; = 1}, Tana ce 6poj n MOKe NPEICTABUTH KAO
n= Z 2/,

. Y j j :
Onna je x™ = x2% =[];¢;x? mod m. Axo ce ca 1; osmaun x? = r;(mod m), ouna je
x™ =1 ...19(mod m).

IIpumep 6. Vzpauynatu 99917°mod1763.
Baxu maje 179 = 27 + 25 + 2% + 21 + 20,

Ha OCHOBY IPETXOJAHO IMMOKA3aHOT aJirOpUTMa I/I3paquaBajy CC pCAOM CTCIICHHU:

9992" = 143 (mod 1763)
9992° = 1432 = 1056 (mod 1763)
9992° = 10562 = 920 (mod 1763)
9992" = 9202 = 160 (mod 1763)
9992° = 1602 = 918 (mod 1763)

9992” = 9182 = 10 (mod 1763)

9992° = 102 = 100 (mod 1763)
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OpgHocHoO,
999179 = 999 - 143 -160-918- 100 (mod 1763)

=54-160 -918-100 (mod 1763)
= 1588-918- 100 (mod 1763)
= 1546 - 100 (mod 1763)
= 1219 (mod 1763)
Ha xpajy je 99979 = 1219 (mod 1763).

[IpeTxoAHO OMKMCaHU METOJ MOXKEe OMTH MMIUIEMEHTHpaH Oe3 mpeTBapama Opoja n 'y OCHOBY 2.
Ciemu nceyI0K0 1 Ha OCHOBY KOra Ipo0JieM u3padyHaBama X 'mod m Moxe OUTH pelieH moMohy
pauyHapa. Ako je n mapan 6poj, mpeacTaBiba ce kKao n = 2k, ouaa je n/2 = k u axo je n HemapaH
Opoj, npeacraBiba ce kKao n = 2k + 1, onnaje (n — 1)/2 = k.

begin

u:=1; a:= x;

whilen > 1do

If n napau 6poj thene: = 0 else e: = 1;
If e=1thenu:=a-umodm;

a:=a? mod m;n = (n—e)/2
endwhile;

ur=a-umodm

end [9]

Cnenu ctBapau npumep PCA nmmdponama.
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Ilpumep 7. CtBapuu npumep PCA mmdposama. [10]
Capna, 3a npaBu npumep PCA mmdpoBama morpebHo je mmdpoBaTu MOpyky ,.attack at dawn®.

[IpBo je moTpeOHO MOPYKY MPEBECTH Y HYMEPUUKY (CBAaKOM KapakTepy Ouhe nmpuapyx eHa meropa
ASCII Bpennocr). ITocne npeBohema nopyka he rmacutu

1976620216402300889624482718775150
I'enepucame K/byueBa
Cana ce Oupajy nBa Benuka rnpocta 6poja p u q. OBa iaBa Opoja Tpeda na Oyay ciydajHo uzabpana

U He cyBwuiie 0iau3y jeman apyrom. OBo cy aBa mpocta Opoja renepucana Rabin-Miller-osum
TECTOM:

p = 1213107243921127189732367153161244042847242763370
14109256345493123019643730420856193241973653224168665
41017057361365214171711713797974299334871062829803541
q = 120275242554787488859562207937345121287333878036
82075433653899983955179850988797899869146900809131611

153346817050832096022160146366346391812470987105415233

Cajia Ha OCHOBY OBa JiBa Opoja Moske ce u3pauyHaT 6poj n u Ojiaeposa pyHkimja @(n).

n =14590676800758332323018693934907063529240187237535716439958187101987343879
900535893836957140267014980212181808629246742282815702292207674690654340122488
967247240792696998710058129010319931785875366371086235765651050788371429711563
734278891146353510271203276516651841172685983798867211183720508552634661874005
3

¢(n) =14590676800758332323018693934907063529240187237535716439958187101987343
879900535893836957140267014980212181808629246742282815702292207674690654340122
488964831381123227996631730139777785236530154784827347887129722205858745715289
160645926971811926897116355507080264399952954964411681194751651393818429668352
1280
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e = 6553, jaBHU KJbyU

f =89489425009274444368228545921773093919669586065884257445497854456487674839
629818390934941973262879616797970608917283679875499331574161113854088813275488
110588247193077582527278437906504015680623423550067240042466665654232383502922
215493623289472138866445818789127946123407807725702626644091036502372545139713

, TAJHU KIbYY
HInppoBame mopyke

1976620216402300889624482718775150° (mod n)

IITO U3HOCH

350521113386730266902124239370533285118807608115799816206428023466858106231098
502359430490809733862411137840407947041939782153784997654130836464387847409523
069325349451950801838615742252262188798272324539128205968864403775360824656817
50074417459151485407445862511023472235560823053497791518928820272257787786

JemuppoBame nopyke
[ToTpebHO je u3pauyHartu:
350521113386730266902124239370533285118807608115799816206
42802346685810623109850235943049080973386241113784040794
70419397821537849976541308364643878474095230693253494519
5080183861574225226218879827232453912820596886440377536
082465681750074417459151485407445862511023472235560823

053497791518928820272257787786° mod n

[ITo n3nocu 1976620216402300889624482718775150 (3aucta jecte ASCII kox mopyke koja je
rnocJjara).
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Ogaj npumep peanne npumeHe PCA moxka3zyje BennunHy OpojeBa KOju Cy KOpUIINEHU Y
aNITOPUTMY.

Jla 6u ce pa30buo oBaj cucTeM, OTpeOHO je Hahu OpojeBe p U q, MTo 3axTeBa (paKTopHUcamke
Opoja pq. Axko cy p m q orpomHH, ca peuumo Bume on 200 mudapa, daxTopucame
npou3Boja aBa Opoja ox mo mepko 200 mudapa mpencraBbao OM W 3a CYNEPKOMIT]yTepe
BHIIIEMeceuHH 3aaarak. [Ipu Tom, pupme koje kopucte PCA enkpurniyjy, Mmemajy opojeBe p u q,
HEKe YaK U Ha JHEBHOM HUBOY, KaKo OU pa3Oujame KoJa YYUHHIN HeMOTyhuMm.

Moryhe je cmatm cBe Bpcre mopyka PCA enkpunuujom. TekcryanHe mnopyke ce
Tpanchopmuiny y 6pojeBe, kopuctehu paznuuure OpojeBe aa MPEACTaBE CBAKO CIOBO, pa3MaK
unu 3amnery. [lopyka ce masbe kao Opoj (mpeBeneH y OMHApHH CHCTEM) M Pe3yJTaT C€ IOHOBO
JCKPUIITYje Y peuu.

V JOUI HEKE IPUMEHE MATEMATHUKE Y TEOPUJU KOAUPAIbBA
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[locneame mornaB/be CaApKU HHTEPECAHTHE MpHUYE O TEOPHjU KOAMpama Koje MOry
MOCITY’KUTH Kao MOTHMBallM]a 3a Jajby pa3paay U MpelCTaB/bakbe UCTUX WM CIMYHUX Tema. OBo
TIOTJIaBJbE WITYCTPYj€ MUPUHY IPUMEHE TEOpHje KOAUpamba.

1. IlperBapame 3ByKa y OpojuaHu 3amuc

3ByK je Tamac. 3Byk OyOmeBa OCIMIyje KpO3 Ba3lyXx W Ta OCHUJIAIM]a IOTHPE O
Hammx ymujy. M3Bop 3Byka MOke OMTH MHCTPYMEHT, TJIacHe kulle uTa. Kao u ocranu THIIOBU
moJlaTaka, 3ByK ce€ y padyHapy H3pakaBa HHU30M HyJda W JeJUHHIA, a TPOU3BOJH CE
3axBasbyjyhu ypehajy koju ce 30Be 3ByyHa Kaprtuia. IlomrTo je 3By4HM CHUTHaAi aHaJOraH,
MOTPEOHO je CUTHAJ MPEBECTH y AuruTanHy Gopmy. To ce paau Tako IITO ce€ aHAJTOTHU CUTHAJ
CIIEKTPOHCKU Y30pKyje (o1 eHriecke peuun sample - y3opak) mpema oapeljeHMM BpPEMEHCKHAM
uHTepBaMa. CBaKy MyT Kajia ce y3Me y30paK, MepH ce aMIUTUTYAa Y30pKa, U Ta BPEIHOCT Ce
npeBoau y OWHapHy BelU4YuHy. ENEKTpoHCKO KoJ0 Koje obaBiba Ty QyHKIH]y Ha3uBa ce A-D
KOHBEPTOP U HAJIa3U ce Ha BehWHU 3ByYHHUX KapTHUIIa.

(a) () (8)
Cnuxa 1. Ananocnu u ousumantu CUSHa1 —
V30pPKOBabe

3a paznuKy 0]l aHAJIOTHOI CHTHajla KOJU aKo j€ WCKPUBJbEH, BPEIHOCT KOja CE€MCIpaBjba je€
HEMo3HaTa, 3a JIUTUTAHU CUTHAJI Ce 3Ha Jla IIOCTOje caMo JBe MOTYhHOCTH 3a UCHpaBJbame, a TO
Cy Hyla nu jeI[HI/IIIa, IOTO HUCIIPAaBJbakhbe JUTMTAJIHOI CUTHAJIA YMHU JIAKIIM.
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Cnuka 2. Henpasmwaree epewiaka Koo

AHANO02HO2 U OUSUMATIHOZ CUSHAA

2. KonoBwu 3a ucnpaB/bame rpemaka

VY oBoM neny Ouhe mpukazaHH METOIM 3a MPEHOC MOJaTaKa U UCIPABIbAbE IPelIaka KOjuMa ce
0aBM Teopuja KoAHMpama, Koja 3a pa3lIMKy oJf Kpurrorpadguje HeMa 3a IiJb J1a CaKpHje Caapxkaj
nopyke, Beh 1a je Ha Oe30e1aH HaAuYMH MPEHECe U UCIIPaBU €BEHTYAIIHE IPEIIKe KOje Cy HacTaie
MPUIIMKOM MPeHoca (Ha TOM IPUHIIUITY IOYHBa]jy Oap-kKoaoBH). Heku o meTona cy Beh momeHyTH
y nornassby |l BpojeBHu cuctemu.

2.1. Mogauu U3 cBeMHUpPa

Kaxko actponayt mosxe OuTu curypas aa he nmopyka Kojy je mociia0 M3 CBOje CBEeMHPCKE CTaHUIIE
ctuhu Ha 3emspy? Ha koju HaumH ce TakBe Mopyke maby Ha 3emiby? Kako ce 00e30ehyje
noy3aaHocT uHpopmanuje?

Mertoa koju je 0] UCTOPUJCKOT 3Hauaja 3a 0be30ehuBame CUrypHOr mpeHoca HH(popMaluja, a
kopuiheH je kaja je OTKpHBEH TenedoH, M JaHac je cayyBaH y HekoM o0Oiuky. Haumme,
CaroBOPHHULIM TPEKOo TenedoHa, yMEeCTO yoOM4ajeHOr M3roBapama pedH, 32 CBAKO CJIOBO pPeuu
M3roBapajii Cy HOBY ped Koja OM 3a MOYETHO CJIOBO MMaa CJIOBO T€ peuH Koja Ou Tpebaso aa ce
nomasse. Ila Tako, Ha npumep, ymecto na peuu ,,l PEHIKA” pehu he: ,,I'nexam Peky.. ”. OBaj
METOJ je KOpHCTWIa amepuuka M OpuraHcka Bojcka y I[IpBoM cBerckom pary. OBaj MeTon
o0e306elyje curypHocT HHpOpManuja yMHOXaBambeM HHpopMmanuja. TexHMKa YyMHOXKaBamba
nH(pOpMaIHja HaTa3: Ce UCITIOJ CBAKOT METO/Ia 32 OTKPHBAE U MCIIPaBJbarba TPEIIaKa.

2.2.MeToj peaAyHIaHTHUX HHpOpManuja

OBaj MeTo OCHM ILITO MOXE Jla OTKpHje TpelIKy, MOXe M Ja je ucrnpaBu. [lounBa Ha
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MIPOCTOM MOHABJbAKY eJeMeHaTa nopyke. [logpaszymeBa TpOCTpyKO cllalbe CBAKOT KapaKTepa Kako
Ou MpuMIbEHa MopyKa MOTJa Jla Ce UCIIpaBy Ha aJieKBaTaH HAuMH.

Ilpumep 2. Axo je mopyka koja Tpeba na ce momasse : ,,[IOMOHK® Moxxe OuTH KOxMpaHa Tako
IITO CE€ CBAaKW KapaKTep IMOHOBH 10 JIBa MyTa, Tako Aa Ou nopyka raacuia : , J[IIIOOMMOOTR”R®.
MebhyTum, yKOJIMKO OM JIONUIO A0 TPelIKe Y IPEHOCY MOCIEqker KapakTepa, Tako Ja IpUMIbeHa
nopyka usraena : ,,JINOOMMOPR®, kojy peu ogabparu kao ucnpaay? [IOMOP unu IIOMOR?

C 003upoMm 1a je jemHaka BepoBaTHONha 3a 00e pedr, OBaKBO KOJHUPaAmE KOje MoIpa3zyMeBa caMo
OYIUIApambe 1Mo1aTaka MOKe MOMONHM jeTMHO KOJ] OTKpUBamha IpeliaKa, ajid He U KOJI UCIIPaBJbamba.
Jla O ce rpemika ycCrenrHo MCIpaBuiIa, MOTPEOHO je TpH MyTa MociaaTH jeaaH uctu omrt. Tako
YKOJIMKO OM JIOLUIO JI0 TPEIIKe y MPEHOCY MOCIeqmher Kapakrepa, Ouna 6u nmpuMibeHa cieneha
ped: ,,JITTIOOMMOOTR®RP*, xoja 6u 6una gexkoaupana kao [IOMO.

Ha cimmuan Hagmn ce MOTY CJIaTU CIIMKC U3 CBEMUpA.

3. IlpeHoc canke U3 CBeMHPa M KOPEKTHBHH KOTOBH

TN N\ N

Cnuxa 3. @ynxyuja sinx [11]

dyHKIMja y = SinX U HbeHe MoauduKanuje cy TajHe MpeHoca MHpopMaluja U3 CBEMHUpA J10
Halle IuiaHete. EnexkTpomMarHeTHHM Tanmacd myTyjy Kpo3 cBemup OpsuHom ox 300 000 kml/s.
Humra nHe myryje Tom Op3uHom. Kako oBu paamoranacu npenoce mHpopmaruje? Kako oBu
Tajacu NpeHoce HU3 Hyjda U jenuHuna? /la 6u ce oAroBOpPMIIO Ha OBO MUTamkE MOTPEOHO je
n30nu3anorienatd Harpapuk pynkuuje sinx. Cruka 4.mnpukasyje JABaCHHYCHa Tajaca
paznmuuuTuX ¢asa.
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Cnuka 4. Unycmpayuja ¢asze [11]

LpBena nuHuja mpukazyje rpaduk dyHkumje sinx. [lnaBa nuHMja MMa TOTIIYHO HCTH
00mK, anu Maio nomepeH. To je rpadhuk ynakuuje sin(x — 8) , rae je 6 daza ranaca.

Ha Crnuyu 5. cy npukaszana tpu paznuuuta rpaduka. Kaga je cBemupcka jerenuia CipeMHa Ja
nomasse HHPOpMaLKjy Ha 3eMJby NMOYUEE Ca EMHUCHJOM jelHOCTaBHUX Tajaca. OHU Cy HEIITO
KaCHHje NPUMJbEHH Ha 3eMJbH [IPU UeMy IIPUJEMHUK JETeKTYje (PpeKBEeHIM]Y U a3y HPUMIbEHOT
tanaca. [IpermocraBumo na je ¢aza Hyna. Tauka P je KapakTepUCTHYHA TayKa Tajaca.
Kapna je ycniocraBibeHa Be3a n3Mel)y ojanmspayda JeTenule U MpHjeMHUKa Ha 3eMJbH, O/lallinibad
[OYMIbE JIa MEHha Talac TUME IITO Mewa meroBy ¢asy. Tauka P’ wa Tanacy uwmja je (asa
nomepena 3a 90° koju Moxxe na npezacrasiba nudpy 0. Tauka P'’ ce Hanasu Ha Tanacy 4uja je pasza
momepeHa 3a —90° koju Moxe pga mpexacraBiba 1udppy 1. Tume ce Momymnamujom
(aze Tanaca mwajbe HU3 Hyla ¥ jequHuna Ha 3emipy. lleo oBaj mocTymak 3axTeBa BeoMa Majo
eHepruje.

A
| N RN % %
PR AR T
. S S .
IR WA T A T .Y i

i ¥ 4

N 7]

Cnuxa 5. Iomepare gpaze manaca [11]

3.1.0TkpuBame U HCNPaB/bame IPpelaKa
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YKonMKO je curHai ciiab u pas3jaabiHa BEJIUKa, MOCTOjU BeJIMKa BepoBaTHOha ma mohe mo
rpemiaka MpriIuKoM rpeHoca uHpopmarja. OHe MOTY HACTaTH MPHIMKOM Kpeupama CHTHala,
Clama CHUTHaja WIM TIpujeMa curHana. HajjemnoctaBHuja (opmMa OTKpHBama W UCIpaBJbamba
rpeliaka Mojapa3ymMeBa cCllakb¢ CBake OuHapHe mudpe Tpu Imyra. YKOJIMKO MPETIIOCTABUMO
na je Beoma mMaim neo mHpopmaije koja Tpeda na ce nmomasbe 1011 tama he pauyHap koju
npenocu uHpopmairje TpaachopmucaT oBaj HU3 OuHapHux mudapay 111 000 111 111. Cruka
6. mpuka3zyje HU3 Tanaca koju he 6utu mocnaru Ha 3emsby. CBaka mudpa 1 y oBoM cucremy ce
masbe kao sin(x + m/2), a ceaka mudpa 0 kao sin(x — w/2). I'menajyhmu y ¢dasy tanmaca
HayYHHIIM 3aKJbY4Y]y Ja Cy IpUMUIM OpyKy Koja riacu 111 000 111 111. 3najyhu ga mocroje
CYBUIIIHE IT(pe, MOXKE ce 3aKJbYYUTH Ja je OpUTHHAIHA Iopyka riacuia 1011.

P9 0,0,0,.0,90,9,.0,.90.0.9,
L0, 0,.0,.0,.0,.90,.0.0.90.9.9,

Cnuxa 6. Cnarve ungpopmayuje 111 000 111 111 [11]

AKO ce mpeTnocTaBu Ja jeé YMECTO HM3a Tajaca mpukazaHux Ha Ciruyu 6. IPUCTUTA0 MAJo
Ipyrauuju HU3, npuka3zad Ha Cruyu 7. TO OU CUTHATTU3UPAJIO J1a j€ JOILIO JI0 TPEIIKeE.

P D0 002
220020202 % %2>
R

Cnuxa 7. I pewxa 111 000 111 011 [11]

VY HEKOM TPEeHYTKY, jeJlaH O] Tajaca je MPOMEHHO CBOjy ¢a3y, 3a ITa MOCTOJU MHOTO y3pOKa.
PesynTat je mpumIbeHa mopyka Koja He mpeJicTaBjba Tpuruiete udapa. YMecto Tora, MpUCTUTITH
Hu3 1udapa m3rmena 111 000 111 011. Yumenuna je na cBaka nudpa HUje TPH ITyTa 3arucaHa,
MOMEHTAJTHO ajapMupa MPHUjEeMHUK Ja je AouuIo 10 rpemike. [IpujeMHUK Yak 3Ha TJIe je Tpelka:
011. Yumenuma aa je uudpa 1 crurna asa myta, a nudpa 0 jeTHOM, CHOKHO UMIUTUIIAPA 1A je
mudpa 0 morpemHa nudpa, OAHOCHO J1a je MPHjeMHUK Tpedasio Ja MpUMH MOPYKY Koja u3riena
111 000111 111, mTo 3Hauu Aa je opuruHaidHu HU3 6uo 1011.

3AK/bYYAK
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VY pany cy OuIM W310KEHH HAYMHU KOjUMa CE€ HACTaBa MaTEMAaTHUKE MOXE OOOTaTHTH U
ynenmaty. /late cy pa3He YHIbEeHUIIE 32 TIOTKPEIJbUBAKE PEUCHUIIE ,,MareMaTnKa iMa OTpOMHE
MPUMEHE ¥ HAYUHU 332 FBUXOBO CHCTEMATHYHO HM3jarame. [IpuMepu M3 CBaKOJHEBHOT KHBOTA
CIIY’)KWJIH Cy Jia TTIOCBEI0YE MCTUHUTOCT TBPIAIE M MOKAXY MPHUPOJIAH U JIaK HAauWH 3a yBolheme
MaTEeMaTHUYKHX CaJIpKaja KOjU MOXK/a HICY CBUMAa HHTYUTHBHHU.

Taxohe, oBaj pax Ou Morao J1a MoCIyXu Kao ujeja 3a peann3aiijy HHTepANCIUILTHHAPHAX
JacoBa. YCKa IOBE3aHOCT oOpal)eHHX MaTeMaTHYKuX cajpikaja M MpojayKaTa HheHe NMPUMEHE y
paudyHapcTBY ynyhyje Ha IpUpOAHY ITOBE3aHOCT MaTeMaTHKE M pauyyHapCcTBa U MH(POPMATHUKE Kao
HACTaBHHX ITPEMETA.

HaBenenu caapkaju Ou mpencTaBiballd 3HAYAJHO OCBEKEHE 32 HACTABY MaTEMaTHKE,
ydeHuIuMa OW ce BEpOBATHO JOMAIHM U KpO3 HUX OM Ha MPUjEeMUYUB HAYMH YCBOJHIIM OUTHA
MaTeMaTHYKa 3Hamba.
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