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Óâîä

Ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ jå óâåäåí çáîã ñâîjèõ ìíîãîáðîjíèõ ïðàêòè-
÷íèõ ïðèìåíà ó ðàçëè÷èòèì íàó÷íèì îáëàñòèìà. Êîä âå£èíå
ñèñòåìà jå ïðîáëåì îäðæàâàòè èõ ó äîáðîì ñòà»ó, à êàêî ñå ñòà»å
íàj÷åø£å ïîãîðøàâà, âðåìå óñïåøíîã ôóíêöèîíèñà»à ñèñòåìà
ñå ñìà»ójå çáîã ïîïðàâêè, äîê ñå ñàì áðîj ïîïðàâêè ïîâå£àâà.
Ó åïèäåìèîëîøêèì ñòóäèjàìà áðîj çàðàæåíèõ ïîêàçójå ðàñòó£è
òðåíä ó ðàíîj ôàçè, ñòàáèëàí jå ó ñðåä»îj ôàçè, äîê ó çàâðøíîj
ôàçè áðîj çàðàæåíèõ îïàäà. Ñëè÷íî, ó åêîíîìñêèì èñòðàæèâà-
»èìà, ïðèìå£åíî jå äà åêîíîìñêè ðàçâîj äðæàâå èìà ïåðèîäè÷íè
öèêëóñ, ïà áðóòî äîìà£è ïðîèçâîä ðàñòå ó ðàíîj ôàçè öèêëóñà,
ñòàáèëàí jå ó ñðåä»îj è îïàäà ó çàâðøíîj ôàçè. Ìíîãè ìîäåëè,
êàî øòî ñó ìèíèìàëíè ìîäåë ïîïðàâêå, ìîäåë íåëèíåàðíå ðå-
ãðåñèjå è ìîäåë íåëèíåàðíèõ âðåìåíñêèõ ñåðèjà, ðàçâèjåíè ñó äà
ìîäåëèðàjó ïîìåíóòå ïðîáëåìå ñà òðåíäîì. Äèðåêòíèjè ïðèñòóï
îâàêâèì ïðîáëåìèìà jå ìîäåë ìîíîòîíîã ïðîöåñà. Kao jåäíîñòà-
âíè ìîíîòîíè ïðîöåñ Ëàì 1 jå óâåî ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ 1988.
ãîäèíå.

Äåôèíèöèjà 0.0.1 Ñëó÷àjíè ïðîöåñ {Xi, i = 1, 2, ..., n} jå ãåî-
ìåòðèjñêè ïðîöåñ óêîëèêî ïîñòîjè ðåàëàí áðîj a > 0 òàêàâ äà jå
{ai−1Xi, i = 1, 2, ..., n} ïðîöåñ îáíàâ§à»à. Ðåàëàí áðîj a ñå çîâå
êîåôèöèjåíò ãåîìåòðèjñêîã ïðîöåñà.

Jàñíî jå äà jå ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ îïàäàjó£è óêîëèêî jå a ≥ 1,
à ðàñòó£è óêîëèêî jå 0 < a ≤ 1. Àêî âàæè a = 1, òàäà ñå ãåî-
ìåòðèjñêè ïðîöåñ ñâîäè íà ïðîöåñ îáíàâ§à»à. Äàêëå, ìîæåìî
çàê§ó÷èòè äà jå ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ óîïøòå»å ïðîöåñà îáíà-
â§à»à.

Ó äà§åì ðàäó £åìî íàâåñòè íåêå îä òåîðèjñêèõ è ïðàêòè÷íèõ
ðåçóëòàòà âåçàíèõ çà ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ.

Ïðâî ïîãëàâ§å ñàäðæè êðàòàê îñâðò íà Ïóàñîíîâ ïðîöåñ è
ïðîöåñ îáíàâ§à»à, êàî ñïåöèjàëàí ñëó÷àj ãåîìåòðèjñêîã ïðîöåñà.

Ó äðóãîì ïîãëàâ§ó jå äåôèíèñàí ñàì ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ è
íàâåäåíà ñó »åãîâà îñíîâíà ñâîjñòâà.

1Yeh Lam, ìàòåìàòè÷àð èç Õîíã Êîíãà
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Òðå£å ïîãëàâ§å íàñ óïîçíàjå ñà ïîjìîì ãåîìåòðèjñêå ôóíêöèjå
êîjà çàäîâî§àâà ãåîìåòðèjñêó jåäíà÷èíó ÷èjà £å ðåøå»à áèòè
èçëîæåíà.

Ó ÷åòâðòîj ãëàâè £åìî âèäåòè øòà ìîðà áèòè èñïó»åíî äà
áèñìî íåêå ïîäàòêå ìîäåëèðàëè ãåîìåòðèjñêèì ïðîöåñîì. Íà-
âåø£åìî îöåíå ïàðàìåòàðà ãåîìåòðèjñêîã ïðîöåñà è èñïèòà£åìî
ïîóçäàíîñò äîáèjåíèõ îöåíà.

Ó ïîñëåä»åì, ïåòîì, ïîãëàâ§ó jå íàâåäåíà ïðèìåíà ãåîìå-
òðèjñêîã ïðîöåñà íà àíàëèçó ïîäàòàêà ñà òðåíäîì.

Âå£èíà äîêàçà êîjè ñó èçoñòàâ§åíè ó îâîì ðàäó, ìîãó ñå íà£è
ó Ëàì [8].
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1 Ïóàñîíîâ ïðîöåñ è ïðîöåñ îáíàâ§à»à

1.1 Ïóàñîíîâ ïðîöåñ

Îñíîâíè ïîjàì òåîðèjå âåðîâàòíî£å jå ñëó÷àjàí äîãà¢àj êîjè
ïðåäñòàâ§à èñõîä åêñïåðèìåíòà ÷èjè ðåçóëòàò íèjå óíàïðåä îäðå-
¢åí. Ñâå ìîãó£å èñõîäå åêñïåðèìåíòà íàçèâàìî óçîðà÷êèì ïðî-
ñòîðîì åêñïåðèìåíòà, ó îçíàöè Ω, äîê jå äîãà¢àj A ïîäñêóï ñêóïà
Ω. Ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà X jå ðåàëíà ôóíêöèjà äåôèíèñàíà íà
ñêóïó Ω.

Ñëó÷àjíè ïðîöåñ {X(t), t ∈ T} jå ôàìèëèjà ñëó÷àjíèõ âåëè÷è-
íà òàêâèõ äà jå çà ñâàêî t ∈ T,X(t) ñëó÷àjíà âåëè÷èíà. Ñêóï
T ñå çîâå ñêóï èíäåêñà. Óêîëèêî t èíòåðïðåòèðàìî êàî âðåìå,
òàäà X(t) íàçèâàìî ñòà»åì ñëó÷àjíîã ïðîöåñà ó òðåíóòêó t. Àêî
jå ñêóï èíäåêñà T ïðåáðîjèâ ñêóï, òàäà ñå ïðîöåñ {X(t), t ∈ T}
íàçèâà äèñêðåòíè ñëó÷àjíè ïðîöåñ, à àêî jå T = (−∞,+∞),
T = [0,+∞) èëè T = [a, b] ⊂ R, òàäà çà {X(t), t ∈ T} êàæåìî
äà jå ñëó÷àjíè ïðîöåñ ñà íåïðåêèäíèì âðåìåíîì.

Äåôèíèöèjà 1.1.1 Çà ñëó÷àjíè ïðîöåñ {X(t), t ∈ T} êàæåìî äà
èìà íåçàâèñíå ïðèðàøòàjå àêî ñó çà ñâàêî t0 < t1 < ... < tn,
ti ∈ T, i = 1, 2, ..., n , ñëó÷àjíå âåëè÷èíå X(t1)−X(t0),
X(t2)−X(t1), ..., X(tn)−X(tn−1) íåçàâèñíå.

Ïðåìà äåôèíèöèjè 1.1.1, ñëó÷àjíè ïðîöåñ èìà íåçàâèñíå ïðè-
ðàøòàjå àêî ñó »åãîâå ïðîìåíå íà äèñjóíêòíèì èíòåðâàëèìà
íåçàâèñíå.

Äåôèíèöèjà 1.1.2 Çà ñëó÷àjíè ïðîöåñ {X(t), t ∈ T} êàæåìî äà
èìà ñòàöèîíàðíå ïðèðàøòàjå àêî jå çà ñâå t, t+s ∈ T , ðàñïîäåëà
ñëó÷àjíå âåëè÷èíå X(t+ s)−X(t) èñòà çà ñâàêî t.

Äåôèíèöèjà 1.1.3 Ñëó÷àjàí ïðîöåñ {N(t), t ≥ 0} ñå çîâå ïðîöåñ
ïðåáðîjàâà»à óêîëèêî jå N(t) óêóïàí áðîj äîãà¢àjà êîjè ñó ñå
äåñèëè äî òðåíóòêà t.

Îñîáèíå ïðîöåña ïðåáðîjàâà»à ñó:

• N(t) ≥ 0

• N(t) jå ïðèðîäàí áðîj

• àêî jå s < t, îíäà jå N(s) ≤ N(t)
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• çà s < t, N(t) − N(s) jå áðîj äîãà¢àjà êîjè ñó ñå äåñèëè íà
èíòåðâàëó (s, t].

Èç äåôèíèöèjå 1.1.1 ñëåäè äà ïðîöåñ ïðåáðîjàâà»à èìà íåçàâèñíå
ïðèðàøòàjå àêî ñó áðîjåâè äîãà¢àjà íà äèñjóíêòíèì âðåìåíñêèì
èíòåðâàëèìà íåçàâèñíè, äîê ïðåìà äåôèíèöèjè 1.1.2 ïðîöåñ ïðå-
áðîjàâà»à èìà ñòàöèîíàðíå ïðèðàøòàjå àêî jå ðàñïîäåëà áðîjà
äîãà¢àjà êîjè ñó ñå äåñèëè íà íåêîì âðåìåíñêîì èíòåðâàëó çàâèñè
ñàìî îä äóæèíå òîã èíòåðâàëà.

Ñàäà ìîæåìî äà äåôèíèøåìî Ïóàñîíîâ ïðîöåñ.

Äåôèíèöèjà 1.1.4 Ïðîöåñ ïðåáðîjàâà»à {N(t), t ≥ 0} ñå çîâå
Ïóàñîíîâ ïðîöåñ ñà ïàðàìåòðîì λ àêî âàæè:

• N(0) = 0,

• ïðîöåñ ïðåáðîjàâà»à èìà íåçàâèñíå ïðèðàøòàjå,

• çà ñâå s, t ≥ 0 âàæè

P {N(t+ s)−N(s) = n} =
(λt)n

n!
e−λt, n = 0, 1, 2, ... (1)

Ïðèìåòèìî äà jåäíà÷èíà (1) çíà÷è äà jå áðîj äîãà¢àjà êîjè ñó
ñå äåñèëè íà âðåìåíñêîì èíòåðâàëó äóæèíå t ñëó÷àjíà âåëè÷èíà
êîjà èìà Ïóàñîíîâó ðàñïîäåëó è î÷åêèâà»å λt. Ïóàñîíîâ ïðîöåñ
èìà àëòåðíàòèâíó äåôèíèöèjó êîjà jå åêâèâàëåíòíà ïðåòõîäíî
íàâåäåíîj äåôèíèöèjè.

Äåôèíèöèjà 1.1.5 Ïðîöåñ ïðåáðîjàâà»à ñå íàçèâà Ïóàñîíîâ ïðî-
öåñ ñà èíòåíçèòåòîì λ àêî âàæè:

(1) N(0) = 0,

(2) ïðîöåñ ïðåáðîjàâà»à èìà íåçàâèñíå è ñòàöèîíàðíå ïðèðà-
øòàjå,

(3) P {N(h) = 1} = λh+ o(h),

(4) P {N(h) ≥ 2} = o(h).

Äåôèíèöèjà 1.1.6 Íåïðåêèäíà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà X èìà åêñïî-
íåíöèjàëíó ðàñïîäåëó E(λ) àêî jå »åíà ãóñòèíà ðàñïîäåëå:

f(x) =

{
λe−λx, x > 0

0, èíà÷å.
(2)
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Áèòíà îñîáèíà åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå jå ñâîjñòâî îäñóñòâà
ìåìîðèjå:

P {X > s+ t|X > s} = P{X>s+t,X>s}
P{X>s}

= P{X>s+t}
P{X>s} = e−λ(s+t)

e−λs

= e−λt = P {X > t} .
(3)

Èç ïðåòõîäíîã èçâî¢å»à ìîæåìî äà çàê§ó÷èìî äà jå óñëîâíà
âåðîâàòíî£à äà jå ñèñòåì ðàäèî íàjìà»å s + t ñàòè, àêî jå ïðå-
òõîäíî ðàäèî s ñàòè, jåäíàêà âåðîâàòíî£è äà jå ñèñòåì ðàäèî
íàjìà»å t ñàòè. Äàêëå, ñèñòåì íå ïàìòè êîëèêî äóãî jå ðàäèî.

Äåôèíèöèjà 1.1.7 Äèñêðåòíà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà X èìà ãåî-
ìåòðèjñêó ðàñïîäåëó G(p) ñà ïàðàìåòðîì p àêî jå »åíà ðàñïîäåëà
âåðîâàòíî£å äàòà ñà

p(n) = P {X = n} = pqn−1, n = 1, 2, ..., q = 1− p. (4)

Äèñêðåòíà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà èìà ñâîjñòâî îäñóñòâà ìåìîðèjå
àêî è ñàìî àêî âàæè:

P {X > m+ n|X > m} = P {X > n} ,m, n = 1, 2, ... (5)

Ìîæå ñå ïîêàçàòè äà äèñêðåòíà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà èìà ñâîjñòâî
îäñóñòâà ìåìîðèjå àêî è ñàìî àêî èìà ãåîìåòðèjñêó ðàñïîäåëó.

Íåêà jå äàò Ïóàñîíîâ ïðîöåñ ñà ïàðàìåòðîì λ, ãäå jå X1 âðåìå
êàäà ñå äåñèî ïðâè äîãà¢àj, à Xn, n ≥ 1 âðåìåíà êîjà ïðîòåêíó
èçìå¢ó n-òîã è (n−1)-âîã äîãà¢àjà. Òàäà âàæè ñëåäå£à òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.1.1 Íåêà jå äàò Ïóàñîíîâ ïðîöåñ ñà ïàðàìåòðîì λ.
Òàäà ñó âðåìåíà êîjà ïðîòåêíó èçìå¢ó äîãà¢àjà Xn, n ≥ 1 íåçà-
âèñíå è jåäíàêî ðàñïîäå§åíå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå ñà åêñïîíåíöèjà-
ëíîì ðàñïîäåëîì E(λ).

Äîêàç.

Êàêî âàæè

P {X1 > t} = P {N(t) = 0} = e−λt,

jàñíî jå äà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà X1 èìà E(λ) ðàñïîäåëó. Ïîñìà-
òðàjìî ñàäà ñëó÷àjíå âåëè÷èíå X1 è X2.
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P {X1 > s,X2 > t} =
∫∞

0
P {X1 > s,X2 > t|X1 = x}λe−λxdx

=
∫∞
s
P {íåìà äîãà¢àjà ó èíòåðâàëó (x, x+ t] |X1 = x}λe−λxdx

=
∫∞
s
P {íåìà äîãà¢àjà ó èíòåðâàëó (x, x+ t]}λe−λxdx

= e−λt
∫∞
s
λe−λxdx

= e−λte−λs

= P {X1 > s}P {X2 > t}
Äàêëå, çáîã íåçàâèñíèõ ïðèðàøòàjà Ïóàñîíîâîã ïðîöåñà, äîáèjà-
ìî äà ñó ñëó÷àjíå âåëè÷èíåX1 èX2 íåçàâèñíå è äà îáå èìàjó E(λ)
ðàñïîäåëó. Òâð¢å»å òåîðåìå äîáèjàìî ïðèìåíîì ìàòåìàòè÷êå
èíäóêöèjå. �

Äåôèíèøèìî ñàäà

S0 = 0 è Sn =
n∑
i=1

Xi, (6)

ãäå jå Sn âðåìå êîjå ïðîòåêíå äî îñòâàðèâà»à n-òîã äîãà¢àjà.
Jàñíî jå äà âàæè:

N(t) ≥ n⇔ Sn ≤ t. (7)

Êàêî ñó Xi, i = 1, 2, ... íåçàâèñíå è jåäíàêî ðàñïîäå§åíå ñëó÷àjíå
âåëè÷èíå ñà E(λ) ðàñïîäåëîì, âàæè è ñëåäå£å:

P {Sn ≤ t} = P {N(t) ≥ n} =
∞∑
i=n

(λt)i

i!
e−λt. (8)

Ïîøòî ñìî Sn äåôèíèñàëè êàî çáèð n ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà ñà
E(λ) ðàñïîäåëîì, îíäà Sn èìà Γ (n, λ) ðàñïîäåëó, ïà jå »åíà
ãóñòèíà çàäàòà ôóíêöèjîì:

fn(x) =

{
λn

Γ(n)
e−λxxn−1, x > 0

0, èíà÷å.
(9)

Ïðåòïîñòàâèìî äà jå N ñëó÷àjíà âåëè÷èíà ñà Ïóàñîíîâîì ðà-
ñïîäåëîì ñà ïàðàìåòðîì λ è äà ñó Xi, i = 1, 2, ... íåçàâèñíå è
jåäíàêî ðàñïîäå§åíå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå ñà ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå
F . Ïðåòïîñòàâèìî jîø äà ñó Xi, i = 1, 2, ... íåçàâèñíå îä N . Òàäà
ñå ñëó÷àjíà âåëè÷èíà X = X1 + X2 + ... + XN íàçèâà ñëîæåíà
Ïóàñîíîâà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà ñà ïàðàìåòðîì λ è êîìïîíåíòîì
F .
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Äåôèíèöèjà 1.1.8 Ïðåòïîñòàâèìî äà jå {N(t), t ≥ 0} Ïóàñî-
íîâ ïðîöåñ è äà ñó {Xi, i = 1, 2, ...} íåçàâèñíå è jåäíàêî ðàñïîäå-
§åíå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå êîjå ñó íåçàâèñíå îä {N(t), t ≥ 0}. Íåêà
jå

X(t) = X1 +X2 + ...+XN(t).

Òàäà jå ñëó÷àjíè ïðîöåñ {X(t), t ≥ 0} ñëîæåíè Ïóàñîíîâ ïðîöåñ.

Î÷èãëåäíî, àêî jå {X(t), t ≥ 0} ñëîæåíè Ïóàñîíîâ ïðîöåñ, òàäà
jå X(t) ñëîæåíà Ïóàñîíîâà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà ñà ïàðàìåòðîì λt.

Ó äåôèíèöèjàìà 1.1.4 è 1.1.5 ïàðàìåòàð λ Ïóàñîíîâîã ïðîöåñà
jå êîíñòàíòà, ïà îâàêàâ Ïóàñîíîâ ïðîöåñ íàçèâàìî õîìîãåíèì.
Ðàçìîòðèìî ñàäà ñëó÷àj êàäà jå ïàðàìåòàð Ïóàñîíîâîã ïðîöåñà
ôóíêöèjà îä âðåìåíà t. Îâàêàâ Ïóàñîíîâ ïðîöåñ íàçèâàìî íåõî-
ìîãåíèì.

Äåôèíèöèjà 1.1.9 Ïðîöåñ ïðåáðîjàâà»à {N(t), t ≥ 0} jå íåõî-
ìîãåí Ïóàñîíîâ ïðîöåñ ñà ôóíêöèjîì èíòåíçèòåòà λ(t) àêî jå:

• N(0) = 0,

• ïðîöåñ ïðåáðîjàâà»à èìà íåçàâèñíå ïðèðàøòàjå,

• P {N(t+ h)−N(t) = 1} = λ(t)h+ o(h),

• P {N(t+ h)−N(t) ≥ 2} = o(h).

Âàæè ñëåäå£à òåîðåìà êîjó íàâîäèìî áåç äîêàçà, à îí ñå ìîæå
íà£è ó Ðîñ [9].

Òåîðåìà 1.1.2 Íåêà jå äàò íåõîìîãåí Ïóàñîíîâ ïðîöåñ
{N(t), t ≥ 0} ñà ôóíêöèjîì èíòåíçèòåòà λ(t), t ≥ 0, òàäà jå

P {N(t+ s)−N(s) = n} =

(∫ t+s
s

λ(x)dx
)n

n!
e−

∫ t+s
s λ(x)dx, n = 0, 1, ...

(10)

Ïîñìàòðàjìî ñàäà ñèñòåì ó êîì X ïðåäñòàâ§à âðåìå äî ïðâîã
êâàðà. Òàäà èç jåäíà÷èíå (10) äîáèjàìî äà âàæè:

F̄ (t) = P {X > t} = P {N(t) = 0} = e−
∫ t
0 λ(x)dx, (11)

ãäå ôóíêöèjó F̄ (t) çîâåìî ôóíêöèjà ïðåæèâ§àâà»à. Îäàòëå ñó
ôóíêöèjà ðàñïîäåëå è ôóíêöèjà èíòåíçèòåòà ïðîìåí§èâå X ðå-
äîì äàòå ñà:

F (x) = 1− e−
∫ x
0 λ(u)du (12)
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è

λ(x) =
f(x)

F̄ (x)
. (13)

Äðóãèì ðå÷èìà, ôóíêöèjà èíòåíçèòåòà λ(t) è ôóíêöèjà ðàñïî-
äåëå F jåäèíñòâåíî îäðå¢ójó jåäíà äðóãó.

Ñëåäå£à äâà íåõîìîãåíà Ïóàñîíîâà ïðîöåñà ñå äîñòà êîðèñòå
ó ïðåêñè:

(1) Êîêñ-Ëóèñîâ ìîäåë, ÷èjà jå ôóíêöèjà èíòåíçèòåòà
λ(t) = eα0+α1t,−∞ < α0, α1 < +∞, t > 0.

(2) Âåjáóëîâ ìîäåë, ÷èjà jå ôóíêöèjà èíòåíçèòåòà
λ(t) = αθtθ−1, α, θ > 0, t > 0.

1.2 Ïðîöåñ îáíàâ§à»à

Íåêà jå {Xn, n = 1, 2, ...} íèç íåíåãàòèâíèõ, íåçàâèñíèõ è jåäíàêî
ðàñïîäå§åíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà ñà ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå F çà
êîjó âàæè F (0) = P {Xn = 0} < 1. Óâåäèìî îçíàêó

µ = E(Xn) =

∫ ∞
0

xdF (x), 0 < µ ≤ ∞. (14)

Óêîëèêî Xn èíòåðïðåòèðàìî êàî âðåìå êîjå ïðîòåêíå èçìå¢ó
(n−1)−âîã è n−òîã äîãà¢àjà, òàäà êàî è êîä Ïóàñîíîâîã ïðîöåñà,
ìîæåìî äà äåôèíèøåìî âðåìå íàñòóïà»à n−òîã äîãà¢àjà íà
ñëåäå£è íà÷èí:

Sn =
n∑
i=1

Xi, S0 = 0. (15)

Áðîj äîãà¢àjà êîjè ñó ñå äåñèëè äî òðåíóòêà t jå

N(t) = sup {n : Sn ≤ t} , (16)

ïà jå {N(t), t ≥ 0} ïðîöåñ ïðåáðîjàâà»à.

Äåôèíèöèjà 1.2.1 Ïðîöåñ ïðåáðîjàâà»à {N(t), t ≥ 0} íàçèâà-
ìî ïðîöåñîì îáíàâ§à»à.

Óêîëèêî jå çàjåäíè÷êà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå F åêñïîíåíöèjàëíà,
òàäà jå ïðîöåñ îáíàâ§à»à Ïóàñîíîâ ïðîöåñ. Äàêëå, ïðîöåñ îáíà-
â§à»à jå óîïøòå»å Ïóàñîíîâîã ïðîöåñà. Íåêà jå

M(t) = E[N(t)]. (17)
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Îâàêî äåôèíèñàíó ôóíêöèjó M(t) íàçèâàìî ôóíêöèjîì îáíà-
â§à»à è îíà ïðåäñòàâ§à î÷åêèâàíè áðîj äîãà¢àjà äî òðåíóòêà t.
Êàî è êîä Ïóàñîíîâîã ïðîöåñà âàæè:

N(t) ≥ n⇔ Sn ≤ t. (18)

Òàäà jå

P {N(t) = n} = P {N(t) ≥ n} − P {N(t) ≥ n+ 1} =

= P {Sn ≤ t} − P {Sn+1 ≤ t} = Fn(t)− Fn+1(t),

ãäå jå Fn ôóíêöèjà ðàñïîäåëå çà Sn.

Òåîðåìà 1.2.1 Âàæè

M(t) =
∞∑
n=1

Fn(t). (19)

Äîêaç.

M(t) = E[N(t)] =
∞∑
n=0

nP {N(t) = n} =

=
∞∑
n=1

n(Fn(t)− Fn+1(t)) =
∞∑
n=1

Fn(t).

(20)

Îâèì jå äîêàç çàâðøåí. �

Òåîðåìà 1.2.2 M(t) <∞ çà ñâå 0 ≤ t <∞.

Äîêàç.

Êàêî jå P {Xn = 0} < 1, ïîñòîjè α > 0 òàêâî äà jå
p = P {Xn ≥ α} > 0. Äåôèíèøèìî ñàäà

X̃n =

{
0, Xn < α
α, Xn ≥ α.

(21)

Íåêà jå S̃n = X̃1 + X̃2 + ... + X̃n è Ñ(t) = sup
{
n : S̃n ≤ t

}
.

Jàñíî jå äà jå
{
Ñ(t), t ≥ 0

}
ïðîöåñ îáíàâ§à»à ÷èjè äîãà¢àjè

íàñòóïàjó ñàìî ó òðåíóöèìà t = kα, k = 0, 1, .... Áðîj äîãà¢àjà
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ó îâèì òðåíóöèìà ñó íåçàâèñíå è jåäíàêî ðàñïîäå§åíå ñëó÷àjíå
âåëè÷èíå ñà ãåîìåòðèjñêîì ðàñïîäåëîì G(p). Îäàòëå jå

E[Ñ(t)] =
∑[ t

α
]

k=0E[áðîj äîãà¢àjà ó òðåíóöèìà kα] =

t
α

+1

P{Xn≥α} <∞,
(22)

ãäå jå [x] öåî äåî áðîjà x. Êàêî jå X̃n ≤ Xn, îäàòëå jå è
Ñ(t) ≤ N(t), îäàêëå ñëåäè òâð¢å»å òåîðåìå. �

Çà ôóíêöèjó îáíàâ§à»à âàæè

M(t) = E[N(t)] =

∫ ∞
0

E[N(t)|X1 = x]dF (x), (23)

ãäå jå

(N(t)|X1 = x) =

{
0, x > t

1 +N1(t− x), x ≤ t
(24)

è

N1(t) = sup

{
n :

n+1∑
i=2

Xi ≤ t

}
. (25)

Óêîëèêî çàìåíèìî (24) ó (23) äîáèjàìî äà âàæè:

M(t) =

∫ t

0

(1 + E[N(t− x)]) dF (x), (26)

ïîøòî N(t) è N1(t) èìàjó èñòó ôóíêöèjó ðàñïîäåëå. Äàêëå,

M(t) = F (t) +

∫ t

0

M(t− x)dF (x). (27)

Ïîñëåä»ó jåäíà÷èíó íàçèâàìî jåäíà÷èíîì îáíàâ§à»à è òî jå
èíòåãðàëíà jåäíà÷èíà êîjó çàäîâî§àâà ôóíêöèjà îáíàâ§à»à.

Äåôèíèöèjà 1.2.2 Ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà X jå ðåøåòêàñòà óêî-
ëèêî ïîñòîjè d ≥ 0 òàêâî äà jå

+∞∑
n=−∞

P {X = nd} = 1. (28)

Äàêëå, ñëó÷àjíà ïðîìåí§èâà X jå ðåøåòêàñòà àêî óçèìà ñàìî
öåëîáðîjíå óìíîøêå áðîjà d ≥ 0. Íàjâå£å d êîjå èìà íàâåäåíî
ñâîjñòâî ñå çîâå ïåðèîä ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X. Àêî jå ñëó÷àjíà
ïðîìåí§èâà X êîjà èìà ôóíêöèjó ðàñïîäåëå F ðåøåòêàñòà, òàäà
è çà ôóíêöèjó F êàæåìî äà jå ðåøåòêàñòà. Çà ôóíêöèjó F êîjà
íèjå ðåøåòêàñòà âàæè ñëåäå£à òåîðåìà, ÷èjè ñå äîêàç ìîæå íà£è
ó Ëàì [8].
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Òåîðåìà 1.2.3 Àêî ôóíêöèjà ðàñïîäåëå F ñëó÷àjíå âåëè÷èíå X
íèjå ðåøåòêàñòà, µ = E(X), σ2 = V ar(X), òàäà jå

M(t) = t
µ

+ σ2−µ2
2µ2

+ o(1),

êàäà t→∞.

Íåêà jå N(∞) = lim
t→∞

N(t). Âàæè ñëåäå£à ëåìà.

Ëåìà 1.2.1 P {N(∞) =∞} = 1.

Äîêàç. Èç òåîðåìå (1.2.2) äîáèjàìî äà âàæè

P {N(∞) <∞} = P {Xn =∞, çà íåêî n} =

P

{
∞⋃
n=1

(Xn =∞)

}
≤

∞∑
n=1

P {Xn =∞} = 0. �

Ëåìà 1.2.1 çíà÷è äà ñà âåðîâàòíî£îì 1 N(t) òåæè êà áåñêîíà-
÷íîñòè êàäà t òåæè êà áåñêîíà÷íîñòè.

Äåôèíèöèjà 1.2.3 Íåêà jå äàò íèç ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà
{Xn, n = 1, 2, ...}. Öåëîáðîjíà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà N ñå çîâå âðåìå
çàóñòàâ§à»à çà {Xn, n = 1, 2, ...} àêî jå çà ñâàêî n = 1, 2, ... äî-
ãà¢àj {N = n} íåçàâèñàí îä ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà Xn+1, Xn+2, . . ..

Ïðåòïîñòàâèìî äà jå N âðåìå çàóñòàâ§à»à çà ñëó÷àjíè ïðîöåñ
{Xn, n = 1, 2, ...}. Àêî jåN = n, òàäà áè òðåáàëo äà ñå çàóñòàâèìî
íàêîí ïîñìàòðà»à ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà X1, ..., Xn, à ïðå ïîñìà-
òðà»à ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà Xn+1, Xn+2, . . .. Jàñíî jå äà àêî jå N
âðåìå çàóñòàâ§à»à çà ñëó÷àjíè ïðîöåñ {Xn, n = 1, 2, ...}, òàäà ñó
çà ñâàêî n = 1, 2, ... äîãà¢àjè {N ≤ n} è {N > n} îäðå¢åíè ñàìî
ñëó÷àjíèì âåëè÷èíàìà X1, ..., Xn.

Òåîðåìà 1.2.4 (Âàëäîâà jåäíà÷èíà) Àêî jå {Xn, n = 1, 2, ...}
íèç íåçàâèñíèõ è jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà ñà
çàjåäíè÷êèì î÷åêèâà»åì E[X] < ∞ è àêî jå N âðåìå çàóñòà-
â§à»à çà {Xn, n = 1, 2, ...} ñà î÷åêèâà»åì E[N ] <∞, òàäà jå

E

[
N∑
n=1

Xn

]
= E[N ]E[X]. (29)

Äîêàç.

Íåêà jå

In =

{
1, N ≥ n
0, N < n

(30)
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èíäèêàòîð äîãà¢àjà {N ≥ n}. Òàäà âàæè:

E

[
N∑
n=1

Xn

]
= E

[
∞∑
n=1

XnIn

]

=
∞∑
n=1

E[XnIn] = E[X]
∞∑
n=1

E[In] (31)

= E[X]
∞∑
n=1

P {N ≥ n} = E[N ]E[X]. (32)

Jåäíà÷èíó (31) äîáèjàìî jåð jåN âðåìå çàóñòàâ§à»à, ïà jå äîãà¢àj
{N ≥ n} îäðå¢åí ñëó÷àjíèì âåëè÷èíàìà X1, ..., Xn−1 è ñòîãà jå N
íåçàâèñíî îä Xn, ÷èìå jå äîêàç çàâðøåí. �

Ïðåòïîñòàâèìî ñàäà äà jå N(t), t ≥ 0 ïðîöåñ îáíàâ§à»à ÷èjà
ñó âðåìåíà èçìå¢ó óçàñòîïíèõ äîãà¢àjà {Xn, n = 1, 2, ...}. Âàæè
äà jå

N(t) + 1 = n⇔ N(t) = n− 1
⇔ X1 + ...+Xn−1 ≤ t,X1 + ...+Xn > t.

Äàêëå, N(t)+1 jå âðåìå çàóñòàâ§à»à çà {Xn, n = 1, 2, ...} è äîãà¢àj
{N(t) + 1 = n} jå îäðå¢åí ñëó÷àjíèì âåëè÷èíàìà X1, ..., Xn.

Ñëåäå£å òåîðåìå ñó âàæíe çà ïðîöåñå îáíàâ§à»à.

Òåîðåìà 1.2.5 (Åëåìåíòàðíà òåîðåìà îáíàâ§à»à)

M(t)

t
→ 1

µ
, t→∞. (33)

Òåîðåìà 1.2.6 Íåêà jå {N(t), t ≥ 0} ïðîöåñ îáíàâ§à»à ÷èjà âðå-
ìåíà èçìå¢ó óçàñòîïíèõ äîãà¢àjà èìàjó çàjåäíè÷êó ðàñïîäåëó ñà
î÷åêèâà»åì µ è äèñïåðçèjîì σ2. Òàäà âàæè:

P

N(t)− t
µ

σ
√

t
µ3

< y

→ 1√
2π

∫ y

−∞
e−

x2

2 dx, t→∞. (34)

Òåîðåìà 1.2.7 (Ê§ó÷íà òåîðåìà îáíàâ§à»à) Íåêà jå F çà-
jåäíè÷êà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå âðåìåíà èçìå¢ó óçàñòîïíèõ äîãà¢àjà
ïðîöåñà îáíàâ§à»à. Àêî F íèjå ðåøåòêàñòà è àêî jå h Ðèìàí
èíòåãðàáèëíà ôóíêöèjà, òàäà jå

lim
t→∞

∫ t

0

h(t− x)dM(x) =
1

µ

∫ ∞
0

h(t)dt, (35)
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ãäå jå

M(x) =
∞∑
n=1

Fn(x) è µ =

∫ ∞
0

F̄ (t)dt. (36)

Íåêà jå äàò ïðîöåñ îáíàâ§à»à {N(t), t ≥ 0} ñà âðåìåíèìà èçìå-
¢ó óçàñòîïíèõ äîãà¢àjà {Xn, n = 1, 2, ...}. Ìîæåìî äà äåôèíèøå-
ìî ñëåäå£å ôóíêöèjå îä t:

• óçðàñò êàî A(t) = t− SN(t),

• îñòàòàê æèâîòà êàî B(t) = SN(t)+1 − t,

• öåëîêóïàí æèâîò êàî XN(t)+1 = SN(t)+1−SN(t) = A(t)+B(t).

Òåîðåìà 1.2.8 Íåêà jå F çàjåäíè÷êà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå âðåìåíà
èçìå¢ó óçàñòîïíèõ äîãà¢àjà ïðîöåñà îáíàâ§à»à. Àêî F èìà
î÷åêèâà»å µ <∞ è íèjå ðåøåòêàñòà, òàäà:

(1) lim
t→∞

P {A(t) ≤ x} = lim
t→∞

P {B(t) ≤ x} = 1
µ

∫ x
0
F̄ (y)dy,

(2) lim
t→∞

P
{
XN(t)+1 ≤ x

}
= 1

µ

∫ x
0
ydF (y).

Ïîñìàòðàjìî ïðîöåñ îáíàâ§à»à {N(t), t ≥ 0} ÷èjà âðåìåíà
èçìå¢ó óçàñòîïíèõ äîãà¢àjà {Xn, n = 1, 2, ...} èìàjó çàjåäíè÷êó
ðàñïîäåëó F . Ïðåòïîñòàâèìî äà ñâàêè ïóò êàäà äî¢å äî îáíà-
â§à»à ïðîöåñà äîáèjåìî íàãðàäó. Íåêà jå Rn íàãðàäà êîjó ñìî
äîáèëè ó òðåíóòêó n−òîã îáíàâ§à»à. Îáè÷íî Rn çàâèñè îä
Xn, àëè £åìî ïðåòïîñòàâèòè äà ñó ïàðîâè {(Xn, Rn), n = 1, 2, ...}
íåçàâèñíè è jåäíàêî ðàñïîäå§åíè ñëó÷àjíè âåêòîðè. Òàäà
{(Xn, Rn), n = 1, 2, ...} íàçèâàìî ïðîöåñîì îáíàâ§à»à ñà äîáè-
òêîì. Óêóïàí äîáèòàê êîjè äîáèjåìî äî òðåíóòêà t jå

R(t) =

N(t)∑
n=1

Rn. (37)

Íåêà jå

E[R] = E[Rn] è E[X] = E[Xn].

Âàæè ñëåäå£à òåîðåìà ÷èjè jå ðåçóëòàò âàæàí è èìà äîñòà ïðè-
ìåíå ó ïðàêñè.
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Òåîðåìà 1.2.9 Ïðåòïîñòàâèìî äà jå E[R] < ∞ è E[X] < ∞.
Òàäà ñà âåðîâàòíî£îì 1 âàæè:

R(t)

t
→ E[R]

E[X]
êàäà t→∞ (38)

E[R(t)]

t
→ E[R]

E[X]
êàäà t→∞ (39)

Àêî êàæåìî äà ñå öèêëóñ çàâðøèî ñâàêè ïóò êàäà jå äîøëî äî
îáíàâ§à»à, òàäà (39) ïîêàçójå äà jå, ãëåäàíî ó äóæåì âðåìåíñêîì
ïåðèîäó, ïðîñå÷àí äîáèòàê ó jåäèíèöè âðåìåíà óïðàâî î÷åêèâàíà
íàãðàäà äîáèjåíà òîêîì öèêëóñà ïîäå§åíà î÷åêèâàíèì òðàjà»åì
öèêëóñà. Íàãðàäà ìîæå áèòè è íåãàòèâíà. Ó îâîì ñëó÷àjó Rn

ìîæåìî äåôèíèñàòè êàî òðîøêîâå êîjè ñó íàñòàëè ó òðåíóòêó
n-òîã îáíàâ§à»à. Òàäà (39) ïîêàçójå äà jå, ãëåäàíî ó äóæåì
âðåìåíñêîì ïåðèîäó, ïðîñå÷àí òðîøàê ó jåäèíèöè âðåìåíà äàò
ñà

ïðîñå÷àí òðîøàê =
î÷åêèâàíè òðîøàê íàñòàî òîêîì öèêëóñà

î÷åêèâàíî òðàjà»å öèêëóñà
.

(40)
Èàêî ñìî ïðåòïîñòàâèëè äà jå íàãðàäà äîáèjåíà îäjåäíîì íà

êðàjó öèêëóñà, òåîðåìà 1.2.9 âàæè è êàäà ñå íàãðàäà äîáèjà
ðàâíîìåðíî òîêîì öèêëóñà.
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2 Ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ

Ó ïðåòõîäíîì îäå§êó ñìî ïîìåíóëè äà ñå çà ìîäåëèðà»å ñèñòåìà
÷èjå ñå ñòà»å ïîïðàâ§à èëè ïîãîðøàâà êîðèñòè ìîíîòîíè ïðîöåñ.
Ñà äðóãå ñòðàíå, ó àíàëèçè ïîäàòàêà ÷èjè äîãà¢àjè èìàjó òðåíä,
ïðèðîäàí ïðèñòóï jå òàêî¢å ïðèìåíà ìîíîòîíèõ ïðîöåñà. Ó îâîì
ïîãëàâ§ó £åìî êàî jåäíîñòàâàí ïðèìåð ìîíîòîíîã ïðîöåñà íàâå-
ñòè ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ, à çàòèì £åìî èçó÷èòè »åãîâà âåðîâà-
òíîñíà ñâîjñòâà.

2.1 Äåôèíèöèjà ãåîìåòðèjñêîã ïðîöåñà è »åãîâå îñîáèíå

Äåôèíèöèjà 2.1.1 Çà íèç íåíåãàòèâíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà
{Xn, n = 1, 2, ...} êàæåìî äà jå ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ àêî ñó îíå
íåçàâèñíå è àêî jå ôóíêöèjà ðàñïîäåëå çà Xn äàòà ñà F (an−1x)
çà n = 1, 2, ..., ãäå a > 0 íàçèâàìî êîåôèöèjåíòîì ãåîìåòðèjñêîã
ïðîöåñà.

Äà áè íàâåäåíà äåôèíèöèjà èìàëà ñìèñëà, ó ïðàêñè ñå ïðå-
òïîñòàâ§à äà jå F (0) = P {X1 = 0} < 1. Àêî jå {Xn, n = 1, 2, ...}
ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ è àêî jå f ãóñòèíà ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå X1,
òàäà èç äåôèíèöèjå 2.1.1 ñëåäè äà jå ãóñòèíà ñëó÷àjíå âåëè÷èíå
Xn äàòà ñà a

n−1f(an−1x).

Äåôèíèöèjà 2.1.2 Ñëó÷àjíè ïðîöåñ {Xn, n = 1, 2, ...} íàçèâàìî
ãåîìåòðèjñêèì ïðîöåñîì óêîëèêî ïîñòîjè ðåàëàí áðîj a > 0
òàêàâ äà jå {an−1Xn, n = 1, 2, ...} ïðîöåñ îáíàâ§à»à. Áðîj a > 0
íàçèâàìî êîåôèöèjåíòîì ãåîìåòðèjñêîã ïðîöåñà.

Äåôèíèöèjå 2.1.1 è 2.1.2 ñó åêâèâàëåíòíå. Ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ
jå ðàñòó£è àêî çà »åãîâ êîåôèöèjåíò âàæè 0 < a ≤ 1, à îïàäàjó£è
jå àêî jå a ≥ 1. Óêîëèêî jå a = 1, òàäà jå ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ
ïðîöåñ îáíàâ§à»à. Äàêëå, ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ jå ìîíîòîíè
ïðîöåñ êîjè jå óîïøòå»å ïðîöåñà îáíàâ§à»à.

Ïðåòïîñòàâèìî äà jå {Xn, n = 1, 2, ...} ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ ñà
êîåôèöèjåíòîì a. Íåêà ñó ôóíêöèjà ðàñïîäåëå è ãóñòèíà ñëó÷àjíå
âåëè÷èíå X1 ðåäîì F è f è íåêà jå E[X1] = λ è V ar(X1) = σ2.
Òàäà jå

E[Xn] =
λ

an−1
(41)

è

V ar(Xn) =
σ2

a2(n−1)
. (42)
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Âèäèìî äà ñó a, λ è σ2 òðè âàæíà ïàðàìåòðà ãåîìåòðèjñêîã
ïðîöåñà.

Äà§å, íåêà jå Fn = σ(X1, X2, ..., Xn) σ− àëãåáðà ãåíåðèñàíà
ñëó÷àjíèì âåëè÷èíàìà {Xn, n = 1, 2, ...}. Ñëó÷àjíè ïðîöåñ
{Mn, n = 1, 2, ...} jå ìàðòèíãàë ó îäíîñó íà {Fn, n = 1, 2, ...} àêî
ñó çà ñâàêî n èñïó»åíè óñëîâè:

(1) Mn je Fn− ìåð§èâî,

(2) E[|Mn|] <∞,

(3) E[Mn|Fn−1] = Mn−1, çà ñâàêî n.

Íèç ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà çà êîjè âàæå óñëîâè (1), (2) è

E[Mn|Fn − 1] ≥Mn−1, (43)

çîâåìî ñóáìàðòèíãàë.
Äåôèíèøèìî ñàäà

S0 = 0 è Sn =
n∑
i=1

Xi.

(44)

Ïðèìåòèìî äà jå {Sn, n = 1, 2, ...} ðàñòó£è íèç íåíåãàòèâíèõ ñëó-
÷àjíèõ âåëè÷èíà çà êîjè âàæè

E[Sn+1|Fn] = Sn + E[Xn+1] ≥ Sn. (45)

Àêî jå a ≤ 1, òàäà jå jàñíî äà âàæè

Sn
c.c.→∞, êàäà n→∞. (46)

Ñà äðóãå ñòðàíå, àêî jå a > 1, òàäà âàæè

sup
n≥0

E[|Sn|] = lim
n→∞

E[Sn] = λ lim
n→∞

1− a−n

1− a−1
=

aλ

a− 1
<∞. (47)

Äàêëå, {Sn, n = 1, 2, ...} jå íåíåãàòèâíè ñóáìàðòèíãàë ó îäíîñó íà
{Fn, n = 1, 2, ...}.
Òåîðåìà 2.1.1 (Òåîðåìà î êîíâåðãåíöèjè ìàðòèíãàëà) Ïðå-
òïîñòàâèìî äà jå {Xn, n = 1, 2, ...} ñóáìàðòèíãàë çà êîjè âàæè

sup
1≤n<∞

E[|Xn|] <∞. (48)

Òàäà ñà âåðîâàòíî£îì 1 ñëó÷àjíà âåëè÷èíà

X = lim
n→∞

Xn (49)

ïîñòîjè è âàæè E[|X|] <∞.
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Òåîðåìà 2.1.2 Àêî jå a > 1, òàäà ïîñòîjè ñëó÷àjíà âåëè÷èíà S
òàêâà äà jå

Sn
c.c.→ S êàäà n→∞, (50)

Sn
c.k.→ S êàäà n→∞, (51)

è

E[S] =
aλ

a− 1
, (52)

V ar[S] =
a2σ2

a2 − 1
. (53)

Äîêàç.

Êàêî jå {Sn, n = 1, 2, ...} íåíåãàòèâíè ñóáìàðòèíãàë ó îäíîñó
íà {Fn, n = 1, 2, ...}, òàäà ïðåìà òåîðåìè î êîíâåðãåíöèjè ìàðòèí-
ãàëà, ïîñòîjè íåíåãàòèâíà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà S òàêâà äà

Sn
c.c.→ S êàäà n→∞, (54)

ïà âàæè (50). Ñòîãà, ìîæåìî çàïèñàòè

S =
∞∑
i=1

Xi. (55)

Èç 2.1.2 ñëåäè äà jå

E[(Sn − S)2] = E

( ∞∑
i=n+1

Xi

)2


= V ar

[
∞∑

i=n+1

Xi

]
+

[
E

(
∞∑

i=n+1

Xi

)]2

=
1

a2(n−1)

[
σ2

a2 − 1
+

λ2

(a− 1)2

]
→ 0, n→∞. (56)

Äàêëå, âàæè è (51). Ïîêàçàëè ñìî äà âàæè (50) îäàêëå ñëåäè

E[Sn]→ E[S], n→∞, (57)

ïà âàæè è (52). Ïîêàæèìî jîø äà âàæè (53):

E[S2
n] = V ar[Sn] + (E[Sn])2 =

a2σ2(1− a−2n)

a2 − 1
+
a2λ2(1− a−n)2

(a− 1)2
,

(58)
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ïà jå

E[S2
n] =

a2σ2

a2 − 1
+

a2λ2

(a− 1)2
. (59)

Èç ïðåòõîäíî èçâåäåíîã è ÷è»åíèöå äà jå
V ar[S] = E[S2]− (E[S])2, äîáèjàìî äà âàæè è (53), ÷èìå jå äîêàç
òåîðåìå çàâðøåí. �

Äåôèíèöèjà 2.1.3 Çà ñëó÷àjíè ïðîöåñ {Zn, n = 1, 2, ...} êàæåìî
äà jå ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ ñà ïðàãîì àêî ïîñòîjå ðåàëíè áðîjåâè
{ai > 0, i = 1, 2, ..., k} è ïðèðîäíè áðîjåâè
{1 = M1 < M2 < · · · < Mk < Mk+1 =∞} òàêâè äà çà ñâàêî
i = 1, 2, ..., k âàæè äà jå{

an−Mi
i Zn,Mi ≤ n < Mi+1

}
ïðîöåñ îáíàâ§à»à. Ðåàëíè áðîjåâè {ai, i = 1, 2, ..., k} ñå íàçèâàjó
êîåôèöèjåíòè, ïðèðîäíè áðîjåâè {M1,M2, ...,Mk} ñå çîâó ïðàãîâè,
äîê áðîj k ïðåäñòàâ§à áðîj ãðàíè÷íèêà ãåîìåòðèjñêîã ïðîöåñà ñà
ïðàãîì. Îñèì òîãà, {Zn,Mi ≤ n < Mi+1} íàçèâàìî i-òèì äåëîì
ãåîìåòðèjñêîã ïðîöåñà ñà ïðàãîì.

Íåêà ñó λ è σ2 çàjåäíè÷êî î÷åêèâà»å è äèñïåðçèjà ñëó÷àjíå
ïðîìåí§èâå

{
an−Mi
i Zn,Mi ≤ n < Mi+1

}
. Òàäà âàæè:

E[Zn] =
λi

an−Mi
i

(60)

è

V ar[Zn] =
σ2
i

a
2(n−Mi)
i

,Mi ≤ n < Mi+1, i = 1, 2, ..., k. (61)

Ïðèìåòèìî äà àêî jå k = 1, ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ ñà ïðàãîì ñå
ñâîäè íà îáè÷àí ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ.

Íåêà jå äàò ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ {Xn, n = 1, 2, ...}. Ñëè÷íî
êàî è çà ïðîöåñ îáíàâ§à»à, ó ôóíêöèjè îä âðåìåíà t ìîæåìî äà
äåôèíèøåìî:

• óçðàñò êàî A(t) = t− SN(t),

• îñòàòàê æèâîòà êàî B(t) = SN(t)+1 − t,

• öåëîêóïàí æèâîò êàî XN(t)+1 = SN(t)+1−SN(t) = A(t)+B(t).

Óêîëèêî jå Fn ôóíêöèjà ðàñïîäåëå çà Sn, òàäà âàæè ñëåäå£à
òåîðåìà.
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Òåîðåìà 2.1.3

[1]P {A(t) > x} =


F̄ (t)+∑∞

n=1

∫ t−x
0

F̄ (an(t− u))dFn(u), 0 < x < t
0, x ≥ t.

(62)

[2]P {B(t) > x} =


F̄ (t+ x)+∑∞

n=1

∫ t
0
F̄ (an(x+ t− y))dFn(y), x > 0

1, x ≤ 0.
(63)

[3]P
{
XN(t)+1 > x

}
=


F̄ (t ∨ x)+∑∞

n=1

∫ t
0
F̄ (an(x ∨ (t− y)))dFn(y), x > 0

1, x ≤ 0.
(64)

[4]P
{
SN(t) ≤ x

}
=

 F̄ (t)+∑∞
n=1

∫ x
0
F̄ (an(t− y))dFn(y), 0 < x ≤ t

1, x > t,
(65)

ãäå jå F ôóíêöèjà ðàñïîäåëå çà X1, à F̄ (x) = 1− F (x), äîê jå Fn
ôóíêöèjà ðàñïîäåëå çà Sn è F̄n(x) = 1− Fn(x).

Òåîðåìà 2.1.4

∞∑
n=0

F̄ (anx)Fn(t)P {N(t) = n} (66)

≤ P
{
XN(t)+1 > x

}
≤

∞∑
n=0

F̄ (anx)Fn(t),

ïðè ÷åìó jå t > 0, x > 0. Jîø jå F ôóíêöèjà ðàñïîäåëå çà X1, à
F̄ (x) = 1− F (x), äîê jå Fn ôóíêöèjà ðàñïîäåëå çà Sn è
F̄n(x) = 1− Fn(x).

Ïîçíàòî jå äà Âàëäîâà jåäíà÷èíà èìà âàæíó óëîãó ó ïðîó÷à-
âà»ó ïðîöåñà îáíàâ§à»à. Ñëåäå£à òåîðåìà jå óîïøòå»å Âàëäîâå
jåäíà÷èíå íà ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ.

Òåîðåìà 2.1.5 (Âàëäîâà jåäíà÷èíà çà ãåîìåòðèjñêè ïðoöåñ)
Ïðåòïîñòàâèìî äà jå {Xn, n = 1, 2, ...} ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ ñà
êîåôèöèjåíòîì a, ãäå jå E[X1] = λ <∞. Òàäà çà t > 0 âàæè:

E[SN(t)+1] = λE

N(t)+1∑
n=1

a−n+1

 . (67)
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Àêî jå a 6= 1, òàäà jå

E[SN(t)+1] =
λ

1− a
(
E[a−N(t)]− a

)
. (68)

Ñëåäå£å ïîñëåäèöå Âàëäîâå jåäíà÷èíå çà ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ
íàâîäèìî áåç äîêàçà, êîjè ñå ìîãó íà£è ó Ëàì [8].

Ïîñëåäèöà 2.1.1

E[a−N(t)]

 > a+ (1−a)t
λ

, 0 < a < 1
= 1, a = 1

< a+ (1−a)t
λ

, a > 1, t ≤ aλ
a−1

.

(69)

Ïîñëåäèöà 2.1.2

E[SN(t)+1]

 > λ(E[N(t)] + 1), 0 < a < 1
= λ(E[N(t)] + 1), a = 1
< λ(E[N(t)] + 1), a > 1.

(70)

Ïðèìåòèìî äà çà a = 1, ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ ñå ñâîäè íà
ïðîöåñ îáíàâ§à»à, ïà èç ïîñëåäèöå 2.1.2 äîáèjàìî äà âàæè
E[SN(t)+1] = λ(E[N(t)] + 1), øòî jå Âàëäîâà jåäíà÷èíà çà ïðîöåñ
îáíàâ§à»à.

Òåîðåìà 2.1.6 Àêî jå {Xn, n = 1, 2, ...} ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ ñà
êîåôèöèjåíòîì a > 1, òàäà âàæè:

(1) lim
t→∞

1
t
E[a−N(t)] = 0,

(2) lim
t→∞

1
t
E
[∑N(t)

n=1 a
−n+1

]
= 0,

(3) lim
t→∞

1
t
E[SN(t)+1] = 0.

(71)

Òåîðåìà 2.1.7 Íåêà jå {Xn, n = 1, 2, ...} ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ ñà
êîåôèöèjåíòîì a = 1, òàäà âàæè:

(1) lim
t→∞

1
t
E[a−N(t)] = 0,

(2) lim
t→∞

1
t
E
[∑N(t)

n=1 a
−n+1

]
= 1

λ
,

(3) lim
t→∞

1
t
E[SN(t)+1] = 1,

(4) lim
t→∞

1
t
E[B(t)] = 0.

(72)

2.2 Ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ ñà åêñïîíåíöèjàëíîì
ðàñïîäåëîì

Ñàäà £åìî ïðîó÷èòè ñâîjñòâà ãåîìåòðèjñêîã ïðîöåñà êîä êîãà
ñëó÷àjíà âåëè÷èíàX1 èìà åêñïîíåíöèjàëíó ðàñïîäåëó E( 1

λ
). �å-
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íà ãóñòèíà jå äàòà ñà

f(x) =

{
1
λ
e−

x
λ , x > 0,

0 , x ≤ 0.
(73)

Òàäà âàæè ñëåäå£à òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.2.1 Íåêà jå {Xn, n = 1, 2, ...} ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ ñà
êîåôèöèjåíòîì a. Ïðåòïîñòàâèìî äà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà X1

èìà åêñïîíåíöèjàëíó ðàñïîäåëó E( 1
λ
). Òàäà jå

(1)E[a−N(t)] = 1 + (1−a)t
aλ

, 0 < a ≤ 1,
(2)E[SN(t)+n+1] = aλ

a−1
+ 1

an+1

(
t− aλ

a−1

)
, a > 1, t < aλ

a−1
.

(74)

Ïîñëåäèöà 2.2.1

1.E[SN(t)] = t,
2.E[SN(t)+1] = λ+ t

a
.

(75)

Àêî ñó ó òðåíóòêó t A(t) óçðàñò, B(t) îñòàòàê æèâîòà èXN(t)+1

öåëîêóïàí æèâîò, äåôèíèñàíè ó ïðåòõîäíîì îäå§êó, òàäà âàæè
è ñëåäå£à ïîñëåäèöà.

Ïîñëåäèöà 2.2.2

1.E[A(t)] = 0,
2.E[B(t)] = λ+

(
1
a
− 1
)
t,

3.E[XN(t)+1] = λ+
(

1
a
− 1
)
t.

(76)

Òåîðåìà 2.2.2 Ïðåòïîñòàâèìî äà jå {Xn, n = 1, 2, ...} ãåîìåòðè-
jñêè ïðîöåñ ñà êîåôèöèjåíòîì 0 < a ≤ 1 è äà X1 èìà åêñïîíå-
íöèjàëíó ðàñïîäåëó E( 1

λ
). Òàäà âàæè:

(1) lim
t→∞

1
t
E[a−N(t)] = 1−a

aλ
,

(2) lim
t→∞

1
t
E
[∑N(t)

n=1 a
−n+1

]
= 1

λ
,

(3) lim
t→∞

1
t
E[SN(t)+1] = 1

a
,

(4) lim
t→∞

1
t
E[B(t)] = 1−a

a
.

(77)

Ó îâîì îäå§êó ñìî óâåëè ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ, êàî óîïøòå»å
ïðîöåñà îáíàâ§à»à. Îäàòëå jå âå£èíà ðåçóëòàòà êîjè âàæå çà
ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ ãåíåðàëèçàöèjà îäãîâàðàjó£èõ ðåçóëòàòà êî-
jè âàæå çà ïðîöåñ îáíàâ§à»à. Ó íàðåäíîì îäå§êó £å áèòè ðå÷è
î ãåîìåòðèjñêîj ôóíêöèjè.
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3 Ãåîìåòðèjñêà ôóíêöèjà è ãåîìåòðèjñêà

jåäíà÷èíà

3.1 Ãåîìåòðèjñêà ôóíêöèjà

Ïðåòïîñòàâèìî äà jå {Xn, n = 1, 2, ...} ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ ñà
êîåôèöèjåíòîì a è íåêà jå

Sn =
n∑
i=1

Xi. (78)

Ïðîöåñ ïðåáðîjàâà»à äåôèíèøåìî ñà

N(t) = sup {n|Sn ≤ t} , t ≥ 0. (79)

Íåêà jå
M(t, a) = E[N(t)]. (80)

Îâàêî äåôèíèñàíó ôóíêöèjó M(t, a) íàçèâàìî ãåîìåòðèjñêîì
ôóíêöèjîì ãåîìåòðèjñêîã ïðîöåñà {Xn, n = 1, 2, ...}.

Ó ïðàêñè, àêî jå Xn âðåìå êîjå ïðîòåêíå èçìå¢ó (n− 1)−âîã
è n−òîã äîãà¢àjà, òàäà jå M(t, a) î÷åêèâàíè áðîj äîãà¢àjà êîjè
ñó ñå äåñèëè äî òðåíóòêà t. Àêî jå Xn âðåìå ôóíêöèîíèñà»à
ñèñòåìà íàêîí (n− 1)−âå ïîïðàâêå, òàäà jå M(t, a) î÷åêèâàíè
áðîj êâàðîâà äî òðåíóòêà t. Jàñíî jå äà óêîëèêî jå a = 1,
òàäà ñå ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ ñâîäè íà ïðîöåñ îáíàâ§à»à, ïà ñå
ãåîìåòðèjñêà ôóíêöèjà M(t, 1) ñâîäè íà ôóíêöèjó îáíàâ§à»à
M(t) ïðîöåñà îáíàâ§à»à. Äàêëå, ãåîìåòðèjñêà ôóíêöèjàM(t, a)
jå óîïøòå»å ôóíêöèjå îáíàâ§à»à. Êàêî jå ôóíêöèjà îáíàâ§à»à
áèòíà çà ïðîöåñ îáíàâ§à»à, òàêî jå è ãåîìåòðèjñêà ôóíêöèjà
áèòíà çà ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ.

3.2 Ãåîìåòðèjñêà jåäíà÷èíà

Ó îâîì îäå§êó £åìî äà èçâåäåìî èíòåãðàëíó jåäíà÷èíó çà ãåî-
ìåòðèjñêó ôóíêöèjó M(t, a).
Íàjïðå, çà ïðîöåñ îáíàâ§à»à N(t) âàæè

N(t) ≥ n⇔ Sn ≤ t. (81)

Íåêà jå Fn(x) ôóíêöèjà ðàñïîäåëå çà Sn, ãäå jå

F0(t) =

{
1 , t > 0
0 , èíà÷å.

(82)

Ñëåäå£à òåîðåìà jå óîïøòå»å òåîðåìå 1.2.1, a äîêàç jå èñòè.
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Òåîðåìà 3.2.1

M(t, a) =
∞∑
n=1

Fn(t). (83)

Äà§å, íåêà jå F ôóíêöèjà ðàñïîäåëå çà X1. Àíàëîãíî jåäíà-
÷èíè (27), èìàìî ñëåäå£ó èíòåãðàëíó jåäíà÷èíó çà M(t, a):

M(t, a) = F (t) +

∫ t

0

M(a(t− u), a)dF (u). (84)

Äà áèñìî äîêàçàëè íàâåäåíó jåäíà÷èíó, êîðèñòè£åìî ìàòåìà-
òè÷êó èíäóêöèjó.

Fn(t) =

∫ t

0

Fn−1(a(t− u))dF (u). (85)

Óêîëèêî jå ó jåäíà÷èíè (85) n = 1, îíäà òâð¢å»å âàæè òðèâèjàëíî.
Ïðåòïîñòàâèìî äà jåäíà÷èíà (85) âàæè çà ïðîèçâî§àí ïðèðîäàí
áðîj n. Çà n + 1, êàêî jå Sn+1 çáèð äâå íåçàâèñíå ñëó÷àjíå
âåëè÷èíå Sn è Xn+1, âàæè:

Fn+1(t) =
∫ t

0
Fn(t− u)dF (anu)

=
∫ t

0

{∫ t−u
0

Fn−1(a(t− u− v))dF (v)
}
dF (anu)

=
∫ t

0

{∫ t−v
0

Fn−1(a(t− u− v))dF (anu)
}
dF (v)

=
∫ t

0

{∫ a(t−v)

0
Fn−1(a(t− v)− y)dF (an−1y)

}
dF (v)

=
∫ t

0
Fn(a(t− v))dF (v),

(86)

ãäå ñìî äðóãè ðåä ïðåòõîäíå jåäíà÷èíå äîáèëè íà îñíîâó èíäó-
êöèjñêå ïðåòïîñòàâêå. Ñà äðóãå ñòðàíå, ïîñëåä»è ðåä âàæè jåð
jå Sn çáèð íåçàâèñíèõ ïðîìåí§èâèõ Sn−1 è Xn. Äàêëå, äîáèëè
ñìî äà âàæè jåäíà÷èíà (85). Çàìåíîì jåäíà÷èíå (85) ó jåäíà÷èíó
(83), äîáèjàìî äà âàæè (84).

Jåäíà÷èíà (84) jå èíòåãðàëíà jåäíà÷èíà êîjó çàäîâî§àâà ãåî-
ìåòðèjñêà ôóíêöèjà M(t, a), ïà jå çàòî íàçèâàìî ãåîìåòðèjñêîì
jåäíà÷èíîì. Àêî jå f ãóñòèíà ñëó÷àjíå âåëè÷èíå X1, òàäà (84)
ïîñòàjå

M(t, a) = F (t) +

∫ t

0

M(a(t− u), a)f(u)du. (87)

Ó âåçè ñà ïîñòîjà»åì ãåîìåòðèjñêå ôóíêöèjå âàæå ñëåäå£å äâå
òåîðåìå.

Òåîðåìà 3.2.2 Àêî jå {Xn, n = 1, 2, ...} ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ ñà
êîåôèöèjåíòîì 0 < a ≤ 1, òàäà jå çà ñâàêî t ≥ 0, N(t) êîíà÷íî
ñà âåðîâàòíî£îì 1, à ãåîìåòðèjñêà ôóíêöèjà M(t, a) jå îãðàíè-
÷åíà.

24



Òåîðåìà 3.2.3 Íåêà jå {Xn, n = 1, 2, ...} ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ ñà
êîåôèöèjåíòîì a > 1 è íåêà jå F ôóíêöèjà ðàñïîäåëå ñëó÷àjíå
âåëè÷èíå X1. Àêî ïðåòïîñòàâèìî äà âàæè

θ = inf {x|F (x) > F (0)} , (88)

òàäà jå

M(t, a) =∞ çà t >
aθ

a− 1
. (89)

Àêî ôóíêöèjà ðàñïîäåëå F ðàñòå ó íóëè, òàäà èç (88) ñëåäè äà
jå θ = 0, ïà jå íà îñíîâó òåîðåìå 3.2.3,M(t, a) =∞ çà ñâàêî t > 0.
Çáîã òîãà £åìî íàäà§å äà ñå áàâèìî ãåîìåòðèjñêîì ôóíêöèjîì
ñàìî çà 0 < a ≤ 1.

3.3 Îïøòå ðåøå»å ãåîìåòðèjñêå jåäíà÷èíå

Äà áèñìî ðåøèëè ãåîìåòðèjñêó jåäíà÷èíó (84) ïî M(t, a), ìî-
æåìî äà ïî÷íåìî îäM0(t, a) = F (t). Îäàòëå èòåðàöèjîì äîáèjàìî

Mn(t, a) = F (t) +

∫ t

0

Mn−1(a(t− u), a)dF (u). (90)

Èíäóêöèjîì ñå ìîæå ïîêàçàòè äà jå íèç Mn(t, a) íåîïàäàjó£è ïî
n çà ñâàêî t > 0, îäàêëå ñëåäè äà ïîñòîjè ëèìåñ

M(t, a) = lim
n→∞

Mn(t, a). (91)

Äà§å, ïðèìåíîì òåîðåìå î ìîíîòîíîj êîíâåðãåíöèjè, ãðàíè÷íà
ôóíêöèjà M(t, a) £å áèòè ðåøå»å ãåîìåòðèjñêå jåäíà÷èíå (84).
Øòàâèøå, àêî jå F (x) íåïðåêèäíà, òàäà jå ðåøå»åM(t, a) jåäèí-
ñòâåíî íà ñâàêîì èíòåðâàëó [0, d], ãäå jå F (d) < 1. Äà áèñìî îâî
äîêàçàëè, ïðåòïîñòàâèìî äà jå 0 < a ≤ 1. Íåêà jå C[0, d] Áàíàõîâ
ïðîñòîð ñâèõ íåïðåêèäíèõ ôóíêöèjà íà [0, d]. Äåôèíèøèìî ëè-
íåàðíè îïåðàòîð L íà C[0, d], òàêàâ äà jå çà ñâàêî G ∈ C[0, d],
H = L(G), ñà

L : H(t) = F (t) +

∫ t

0

G(a(t− u))dF (u), çà 0 ≤ t ≤ d. (92)

Çà G1, G2 ∈ C[0, d], íåêà jå H1 = L(G1) H2 = L(G2). Òàäà âàæè

||H1 −H2|| ≤ F (d)||G1 −G2||, (93)

ïà jå L êîíòðàêöèjà, ñ îáçèðîì äà jå F (d) < 1. Ïðåìà òåîðåìè
î ôèêñíîj òà÷êè, ïîñòîjè jåäèíñòâåíà ôèêñíà òà÷êà ó C[0, d].
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Êàêî jå d áèëî êîjè ïîçèòèâàí áðîj çà êîjè jå F (d) < 1, ðåøå»å
jåäíà÷èíå (84) jå òàêî¢å jåäèíñòâåíî.

Íåêà jå äàò ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ {Xn, n = 1, 2, ...} ñà êîåôèöè-
jåíòîì a è íåêà jå f(x) ãóñòèíà ñëó÷àjíå âåëè÷èíå X1. Îçíà÷èìî
Ëàïëàñîâó òðàíñôîðìàöèjó ôóíêöèjå f(x) ñà

f ∗(s) =

∫ ∞
0

e−stf(t)dt, (94)

à Ëàïëàñîâó òðàíñôîðìàöèjó ãåîìåòðèjñêå ôóíêöèjå M(t, a) ñà

M∗(s, a) =

∫ ∞
0

e−stM(t, a)dt. (95)

Àêî óâðñòèìî óâåäåíå Ëàïëàñîâå òðàíñôîðìàöèjå ó îáå ñòðàíå
jåäíà÷èíå (84), äîáèjàìî:

M∗(s, a) =
f ∗(s)

s
+

1

a
M∗

(s
a
, a
)
f ∗(s). (96)

Çà 0 < a ≤ 1, ïðåìà òåîðåìè 3.2.2, èìàìî äà jåM(t, a) îãðàíè÷åíà,
ïà jåäíà÷èíó (96) ìîæåìî äà ðåøèìî èòåðàöèjîì ïî M∗(s, a).
Ïî÷å£åìî ñà

M∗
0 (s, a) = f∗(s)

s
,

à çàòèì èòåðàòèâíî äîáèjàìî

M∗
n(s, a) = f∗(s)

s
+ 1

a
M∗

n−1

(
s
a
, a
)
f ∗(s).

Ìîæåìî äîêàçàòè èíäóêöèjîì äà âàæè

M∗
n(s, a) =

1

s

∞∑
i=0

{
i∏

j=0

f ∗
( s
aj

)}
. (97)

Êàêî jå 0 < a ≤ 1, ðåä ñà äåñíå ñòðàíå ïðåòõîäíî íàâåäåíå
jåäíàêîñòè êîíâåðãèðà, ïà jå ðåøå»å jåäíà÷èíå (96) äàòî ñà:

M∗(s, a) =
1

s

∞∑
i=0

{
i∏

j=0

f ∗
( s
aj

)}
. (98)

Ãåîìåòðèjñêó ôóíêöèjóM(t, a) ìîæåìî îäðåäèòè èíâåðçèjîì ôóíê-
öèjå M∗(s, a).
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Ìå¢óòèì, àêî jå a > 1, ðåä èç jåäíà÷èíå (98) äèâåðãèðà.
M∗(s, a) ìîæåìî äà íàïèøåìî ó îáëèêó

M∗(s, a) =
∞∑
i=0

ai(s), (99)

ãäå jå

ai(s) =
1

s

i∏
j=0

f ∗
( s
aj

)
. (100)

Ïðåìà Ðàáîâîì2 òåñòó, èìàìî äà âàæè:

lim
i→∞

i

{
ai(s)

ai+1(s)
− 1

}
= lim

i→∞

i
{

1− f ∗
(

s
ai+1

)}
f ∗
(

s
ai+1

) = 0, (101)

ïà jå ðåä ó jåäíà÷èíè (98) äèâåðãåíòàí. Îäàòëå äîáèjàìî äà
jåäíà÷èíà (96) íåìà ðåøå»å.

3.4 Íóìåðè÷êî ðåøå»å ãåîìåòðèjñêå jåäíà÷èíå

Ó îâîì îäå§êó £åìî ïðîó÷àâàòè íóìåðè÷êî ðåøå»å jåäíà÷èíå
(87) çà 0 < a ≤ 1, ïðè ÷åìó £åìî çà èíòåãðàöèjó êîðèñòèòè
ïðàâèëî òðàïåçà. Íàjïðå, íàâåäèìî ëåìó êîjà jå ó âåçè ñà ïðî-
öåíîì ãðåøêå îâîã íóìåðè÷êîã ìåòîäà.

Ëåìà 3.4.1 Íåêà jå äàò íåíåãàòèâàí íèç {yn, n = 0, 1, ..., N}.
Ïðåòïîñòàâèìî äà jå:

(1) y0 = 0,

(2) yn ≤ A+Bh
∑n−1

j=0 yj, 1 ≤ n ≤ N ,

ïðè ÷åìó jå h = 1
N
, à A è B ñó ïîçèòèâíå êîíñòàíòå íåçàâèñíå

îä h. Òàäà âàæè
max

0≤n≤N
yi ≤ AeB. (102)

Äîêàç.

Íàjïðå äîêàæèìî èíäóêöèjîì äà âàæè

yn ≤ A(1 +Bh)n−1. (103)

Çáîã ïðåòïîñòàâêå ëåìå, àêî jå n = 1, jåäíà÷èíà (103) âàæè
òðèâèjàëíî. Ïðåòïîñòàâèìî äà (103) âàæè çà j = 1, 2, ..., n − 1.

2Joseph Ludwig Raabe (1801-1859), øâàjöàðñêè ìàòåìàòè÷àð
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Òàäà
yn ≤ A+Bh

∑n−1
j=1 yj

≤ A+Bh
∑n−1

j=1 A(1 +Bh)j−1

= A(1 +Bh)n−1.

(104)

Äàêëå, jåäíà÷èíà (103) âàæè çà ñâàêè ïðèðîäàí áðîj n. Êàêî jå
h = 1

N
, âàæè:

yn ≤ A
(
1 + B

N

)n−1

≤ A
(
1 + B

N

)N
≤ AeB,

(105)

÷èìå jå äîêàç çàâðøåí. �

Îçíà÷èìîM(t, a) ñà Λ(t) çáîã ëàêøåã ïèñà»à. Äà§å, óâî¢å»åì
ñìåíå

s = a(t− y)

jåäíà÷èíà (87) ïîñòàjå

Λ(t) = F (t) +
1

a

∫ at

0

Λ(s)f
(
t− s

a

)
ds. (106)

Áåç ãóá§å»à îïøòîñòè, ïðåòïîñòàâèìî äà t ∈ [0, T ] è äà jå
f(0) = 0 çáîã jåäíîñòàâíîñòè. Ïîäåëèìî èíòåðâàë [0, T ] ïîäåîíèì
òà÷êàìà Ti = ih, i = 0, 1, ..., N ñà êîðàêîì øèðèíå h = T

N
. Íåêà

jå

Λ(Ti) = F (Ti) + 1
a

∫ aTi
0

Λ(s)f
(
Ti − s

a

)
ds

= F (Ti) + 1
a

∫ T[ai]
0

Λ(s)f
(
Ti − s

a

)
ds+ 1

a

∫ aTi
T[ai]

Λ(s)f
(
Ti − s

a

)
ds

= F (Ti) + I1 + I2,
(107)

ãäå jå [x] öåî äåî ðåàëíîã áðîjà x, à

I1 =
1

a

∫ T[ai]

0

Λ(s)f
(
Ti −

s

a

)
ds (108)

è

I2 =
1

a

∫ aTi

T[ai]

Λ(s)f
(
Ti −

s

a

)
ds. (109)

Îçíà÷èìî
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g(s) = 1
a
Λ(s)f

(
Ti − s

a

)
.

Òàäà ñå èíòåãðàöèjà ïðàâèëîì òðàïåçà ñà ïîäåîíèì òà÷êàìà
{Ti, i = 0, 1, ..., [ai]} íà èíòåðâàëó (T0, T[ai]) = (0, T[ai]) ìîæå ïðè-
ìåíèòè íà I1. Ñòîãà jå

T1(g) =
h

2
g(T0) + h

[ai]−1∑
k=1

g(Tk) +
h

2
g(T[ai]). (110)

Êàêî jå Λ(T0) = Λ(0) = 0, ñëåäè äà jå

I1 =
∫ T[ai]

0
g(s)ds = T1(g) + E1(g)

= h
2a

Λ(T0)f
(
Ti − T0

a

)
+ h

a

∑[ai]−1
k=1 Λ(Tk)f

(
Ti − Tk

a

)
+ h

2a
Λ(T[ai])f

(
Ti −

T[ai]
a

)
+ E1(g)

= h
a

∑[ai]−1
k=1 Λ(Tk)f

(
Ti − Tk

a

)
+ h

2a
Λ(T[ai])f

(
Ti −

T[ai]
a

)
+ E1(g),

(111)
ãäå jå E1(g) = I1 − T1(g) ãðåøêà çà T1(g). Ïîçíàòî jå äà àêî je
g ∈ C2[0, T ] ïðîñòîð ôóíêöèjà ñà íåïðåêèäíèì äðóãèì èçâîäîì
íà [0, T ], òàäà jå ãðåøêà ïðè êîðèø£å»ó ïðàâèëà òðàïåçà çà
èíòåãðàöèjó ðåäà âåëè÷èíå

E1(g) = O(h2). (112)

Ñëè÷íî, ïðàâèëî òðàïåçà ñà ïîäåîíèì òà÷êàìà T[ai] è aTi íà

èíòåðâàëó
[
T[ai], aTi

]
ìîæå ñå ïðèìåíèòè è çà èíòåãðàöèjó I2.

Òàäà äîáèjàìî

T2(g) =
aTi−T[ai]

2a

{
Λ(T[ai])f

(
Ti −

T[ai]
a

)
+ Λ(aTi)f

(
Ti − aTi

a

)}
=

aTi−T[ai]
2a

Λ(T[ai])f
(
Ti −

T[ai]
a

)
,

(113)
ïîøòî jå f(0) = 0. Îäàòëå I2 ïîñòàjå

I2 =
∫ aTi
T[ai]

g(s)ds = T2(g) + E2(g)

=
aTi−T[ai]

2a
Λ(T[ai])f

(
Ti −

T[ai]
a

)
+ E2(g),

(114)

ãäå jå E2(g) = I2 − T2(g) ãðåøêà çà T2(g). Êàî è ó ïðåòõîäíîì
ñëó÷àjó, èìàìî

E2(g) = O((aTi − T[ai])
2) = O((aih− [ai]h)2) = O(h2), (115)
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ïîøòî jå |ai−[ai]| ≤ 1. Êîðèø£å»åì (110), (114) i (107) äîáèjàìî

Λ(0) = 0 (116)

è

Λ(Ti) = F (Ti) + h
a

∑[ai]−1
k=1 Λ(Tk)f

(
Ti − Tk

a

)
+ h

2a
Λ(T[ai])f

(
Ti −

T[ai]
a

)
+

aTi−T[ai]
2a

Λ(T[ai])f
(
Ti −

T[ai]
a

)
+ (E1(g) + E2(g)), i = 1, 2, ..., N.

(117)
Äà áèñìî äîáèëè íóìåðè÷êî ðåøå»å, ñ îáçèðîì äà jå Λ(0) = 0,
ìîæåìî ïî÷åòè ñà

Λ0 = 0. (118)

Óîïøòå, ïðèáëèæíî ðåøå»å Λi ìîæåìî äîáèòè èç ïðåòõîäíîã
Λ(Ti) çàíåìàðèâà»åì ãðåøêå (E1(g) + E2(g)) ó jåäíà÷èíè (117).
Äðóãè ðå÷èìà, ïðèáëèæíî ðåøå»å Λi ìîæåìî îäðåäèòè ðåêóð-
çèâíî èç jåäíà÷èíå êîjà ñëåäè:

Λi = F (Ti) + h
a

∑[ai]−1
k=1 Λkf

(
Ti − Tk

a

)
+ h

2a
Λ[ai]f

(
Ti −

T[ai]
a

)
+

aTi−T[ai]
2a

Λ[ai]f
(
Ti −

T[ai]
a

)
, i = 1, 2, ..., N.

(119)
Îçíà÷èìî ãðåøêó çà ðåøå»å Λi ñà ei = Λ(Ti)− Λi. Òàäà jå

e0 = 0 (120)

è

ei = h
a

∑[ai]−1
k=1 ekf

(
Ti − Tk

a

)
+
{

h
2a

+
aTi−T[ai]

2a

}
e[ai]f

(
Ti −

T[ai]
a

)
+ (E1(g) + E2(g)), i = 1, 2, ..., N.

(121)
Óâåäèìî îçíàêå

A = max
1≤i≤N

|(E1(g) + E2(g))|

è

Bik =


1
a
f
(
Ti − Tk

a

)
, 1 ≤ k ≤ [ai]− 1,(

1
2a

+
aTi−T[ai]

2ah

)
f
(
Ti −

T[ai]
a

)
, k = [ai],

0 , [ai] < k ≤ i.

(122)

Äà§å, íåêà jå
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B = max
1≤k≤i≤N

{Bik} <∞.

Ãîð»à ãðàíèöà ãðåøêå ei ìîæå äà ñå äîáèjå èç jåäíà÷èíå (121),
îäàêëå èìàìî

|ei| ≤ h
∑[ai]−1

k=1 |ek| 1af
(
Ti − Tk

a

)
+ h

{
1
2a

+
aTi−T[ai]

2ah

}
|e[ai]|f

(
Ti −

T[ai]
a

)
+ A

≤ A+Bh
∑i−1

k=1 |ek|, i = 1, 2, ..., N,

(123)

ïðè ÷åìó jå

|e0| = 0.

Èç ëåìå 3.4.1 äîáèjàìî äà âàæè

max
1≤i≤N

|ei| ≤ AeB. (124)

Ïðèìåòèìî äà èç (112) è (115) ñëåäè äà jå A = O(h2). Êàî
ðåçóëòàò, èç (124) èìàìî

max
1≤i≤N

|ei| ≤ ch2 (125)

çà íåêó êîíñòàíòó c êîjà jå íåçàâèñíà îä h. Äàêëå, ãðåøêà
ðåøå»à Λi jå ðåäà âåëè÷èíå h

2.

3.5 Ïðèáëèæíî ðåøå»å ãåîìåòðèjñêå jåäíà÷èíå

Äàò jå ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ {Xn, n = 1, 2, ...} ñà êîåôèöèjåíòîì
a. Íåêà jå f(x) ôóíêöèjà ãóñòèíå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå X1, ïðè
÷åìó jå EX1 = λ, V arX1 = σ2 è E(Xk

1 ) = µk, k = 1, 2, .... Jîø
jåäàí ïðèñòóï îäðå¢èâà»ó ãåîìòðèjñêå ôóíêöèjå M(t, a) jå äà ñå
îäðåäè »åíà Ëàïëàñîâà òðàíñôîðìàöèjàM∗(s, a), îäàêëåM(t, a)
äîáèjàìî èíâåðçèjîì. Àêî jå a = 1, ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ ñå
ñâîäè íà ïðîöåñ îáíàâ§à»à. Òàäà ãåîìåòðèjñêà ôóíêöèjàM(t, 1)
ïîñòàjå ôóíêöèjà îáíàâ§à»à çà ïðîöåñ îáíàâ§à»à çà êîjó âàæè:

M∗(s, 1) =
f ∗(s)

s(1− f ∗(s))
, (126)

ãäå jå M∗(s, 1) Ëàïëàñîâà òðàíñôîðìàöèjà ¯à M(t, 1), à f ∗(s)
Ëàïëàñîâà òðàíñôîðìàöèjà çà f(x). Ó îïøòåì ñëó÷àjó, íèjå
ëàêî èíâåðòîâàòè jåäíà÷èíó (126), îñèì ó íåêèì ïîñåáíèì ñëó÷à-
jåâèìà. Íàðàâíî, çà a 6= 1, ïðîáëåì ïîñòàjå êîìïëèêîâàíèjè.
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Èç jåäíà÷èíà (96) è (98) ìîæå ñå âèäåòè äà ÷àê è íå ïîñòîjè
jåäíîñòàâàí èçðàç çàM∗(s, a). Àëòåðíàòèâíî ðåøå»å jå ïðîíà£è
ïðèáëèæàí èçðàç çà M(t, a), øòî jå ó ïðàêñè äîâî§íî äîáðî
ðåøå»å. Íà ïðèìåð, çà a = 1, ïðåìà òåîðåìè 1.2.3, ôóíêöèjà
îáíàâ§à»à M(t, 1) jå äàòà ñà

M(t, 1) =
t

λ
+
σ2 − λ2

2λ2
+ o(1). (127)

Äà áèñìî äîáèëè ïðèáëèæàí èçðàç çàM(t, a), ìîæåìî äàM∗(s, a)
ðàçâèjåìî ïîìî£ó Òåjëîðîâîã ðåäà ó òà÷êè a = 1 íà ñëåäå£è
íà÷èí:

M∗(s, a) = M∗(s, 1) + ∂M∗(s,a)
∂a
|a=1(a− 1)

+ 1
2
∂2M∗(s,a)

∂2a
|a=1(a− 1)2 + o((a− 1)2).

(128)

Ñ îáçèðîì íà (126), èìàìî äà jå

∂M∗(s, 1)

∂s
=
sf ∗

′
(s)− f ∗(s)(1− f ∗(s))
s2(1− f ∗(s))2

, (129)

è
∂2M∗(s,1)

∂2s
= 1

s3(1−f∗(s))3

×{2f ∗(s)(1− f ∗(s))2 + [s2f ∗′′(s)− 2f ∗′(s)]
[1− f ∗(s)] + 2s2[f ∗′(s)]2} .

(130)

Óâî¢å»åì ñìåíå u = s
a
è äèôåðåíöèðà»åì ïî a îáå ñòðàíå jåäíà-

÷èíå (96), äîáèjàìî

∂M∗(s, a)

∂a
= f ∗(s)

{
− 1

a2
M∗(u, a)− s

a3

∂M∗(u, a)

∂u
+

1

a

∂M∗(u, a)

∂a

}
.

(131)
Êàäà óâðñòèìî a = 1, jåäíà÷èíà (131) ïîìî£ó (126) è (129)
ïîñòàjå

∂M∗(s,a)
∂a
|a=1 = − f∗(s)

1−f∗(s)

{
M∗(s, 1) + s∂M

∗(s,1)
∂s

}
= f∗(s)f∗′(s)

(1−f∗(s))3 .

(132)
Äà§å, èç (132) èìàìî äà jå

∂2M∗(s,a)
∂a∂s

|a=1 = − 1
(1−f∗(s))4

× {f ∗(s)f ∗′′(s)(1− f ∗(s)) + [f ∗′(s)]2 + 2f ∗(s)[f ∗′(s)]2} .
(133)

32



Ïîíîâî, äèôåðåíöèðà»åì ïî a îáå ñòðàíå jåäíà÷èíå (131),
äîáèjàìî

∂2M∗(s,a)
∂a2

=

f ∗(s)
{

2
a3
M∗(u, a) + 4s

a4
∂M∗(u,a)

∂u
− 2

a2
∂M∗(u,a)

∂a

+ s2

a5
∂2M∗(u,a)

∂u2
− 2s

a3
∂2M∗(u,a)
∂a∂u

+ 1
a
∂2M∗(u,a)

∂a2

}
.

(134)

Ñàäà, çàìåíîì a = 1 ó (134) èìàìî äà jå

∂2M∗(u,a)
∂a2

|a=1 =

f∗(s)
1−f∗(s)

{
2M∗(s, 1)− 2∂M

∗(s,a)
∂a
|a=1 + 4s∂

2M∗(s,1)
∂s

−2s∂
2M∗(s,a)
∂a∂s

|a=1 + s2 ∂
2M∗(s,1)
∂s2

}
=

f∗(s)
[1−f∗(s)]5 {[sf

∗′′(s) + 2f ∗′(s)][1− f ∗(s)]2 +

2[s[f ∗(s)f ∗′′(s) + (f ∗′(s))2] + f ∗(s)f ∗′(s)][1− f ∗(s)] +

2s(f ∗′(s))2(1 + 2f ∗(s))} .

(135)

Ñ äðóãå ñòðàíå, èìàìî ñëåäå£å ïðèáëèæíå ðàçâîjå:

(1)f ∗(s) = 1− λs+ 1
2
(λ2 + σ2)s2 − 1

6
µ3s

3 + 1
24
µ4s

4 + o(s4),
(136)

(2)f ∗′(s) = −λ+ (λ2 + σ2)s− 1
2
µ3s

2 + 1
6
µ4s

3 + o(s3), (137)

(3)f ∗′′(s) = (λ2 + σ2)− µ3s+ 1
2
µ4s2 + o(s2). (138)

Çàìåíîì (136) − (138) ðåäîì ó jåäíà÷èíå (126), (132) è (135)
äîáèjàìî

M∗(s, 1) =
1

λs2
+
σ2 − λ2

2λ2s
+O(1), (139)

∂M∗(s, a)

∂a
|a=1 =

1

λ2s3
+
σ2 − λ2

2λ3s2
+O(1), (140)
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è

∂2M∗(s,a)
∂a2

|a=1 =

4
λ3s4

+ 3(σ2−λ2)
λ4s3

+ 1
6λ5s2

[9(σ2 + λ2)2 − 12λ2σ2 − 4λµ3]

+ 1
12λ6s

[(9λ2 + 15σ2)(σ2 + λ2)2 − 4λµ3(3λ2 + 4σ2) + 3λ2µ4]

+O(1).
(141)

Äà§å, èç jåäíà÷èíå (128) ñëåäè äà jå:

M∗(s, a) = 1
λs2

+ σ2−λ2
2λ2s

+
{

1
λ2s3

+ σ2−λ2
2λ3s2

}
(a− 1)

+(a− 1)2
{

2
λ3s4

+ 3(σ2−λ2)
2λ4s3

+ 1
12λ5s2

[9(σ2 + λ2)2 − 12λ2σ2 − 4λµ3]

+ 1
24λ6s

[(9λ2 + 15σ2)(σ2 + λ2)2 − 4λµ3(3λ2 + 4σ2) + 3λ2µ4]
}

+O(1)
(142)

Èíâåðçèjîì jåäíà÷èíå (142) ìîæåìî äà äîáèjåìî ïðèáëèæàí
èçðàç çà M(t, a) , êîðèñòå£è Òàóáåðîâñêó3 òåîðåìó êîjà ãëàñè:

lim
t→+∞

M(t, a) = lim
s→0

sM∗(s, a).

Òåîðåìà 3.5.1 Àêî jå 0 < a ≤ 1, òàäà âàæè

M(t, a) = t
λ

+ σ2−λ2
2λ2

+
{

t2

2λ2
+ (σ2−λ2)t

2λ3

}
(a− 1)

+(a− 1)2
{

t3

3λ3
+ 3(σ2−λ2)t2

4λ4
+ t

12λ5
[9(σ2 + λ2)2 − 12λ2σ2 − 4λµ3]

+ 1
24λ6

[(9λ2 + 15σ2)(σ2 + λ2)2 − 4λµ3(3λ2 + 4σ2) + 3λ2µ4]
}

+o(1).
(143)

Jàñíî jå äà ñå çà a = 1 jåäíà÷èíà (143) ñâîäè íà (127).
Ñàäà £åìî ðàçìîòðèòè íåêå ðàñïîäåëå êîjå ñå ÷åñòî ñðå£ó êîä
òåñòèðà»à äóæèíå æèâîòà è ó òåîðèjè ïîóçäàíîñòè.

(1) Åêñïîíåíöèjàëíà ðàñïîäåëà

3Alfred Tauber (1866-1942), Àóñòðèjñêè ìàòåìàòè÷àð
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Ïðåòïîñòàâèìî äà X1 èìà åêñïîíåíöèjàëíó ðàñïîäåëó E
(

1
λ

)
ñà

ãóñòèíîì ðàñïîäåëå

f(x) =

{
1
λ
e−

x
λ , x > 0,

0 , x ≤ 0.

Òàäà jå:
E[X1] = λ, V ar[X1] = λ2, µk = E[Xk

1 ] = λkΓ(k + 1), k = 1, 2, ....
Êàî ïîñëåäèöó òåîðåìå 3.5.1 íàâîäèìî ñëåäå£ó ïîñëåäèöó.

Ïîñëåäèöà 3.5.1 Àêî jå 0 < a ≤ 1 è X1 èìà åêñïîíåíöèjàëíó
ðàñïîäåëó E

(
1
λ

)
, òàäà

M(t, a) =
t

λ
+

t2

2λ2
(a− 1) +

t3

3λ3
(a− 1)2 + o(1). (144)

(2) Ãàìà ðàñïîäåëà

Ïðåòïîñòàâèìî äà X1 èìà ãàìà ðàñïîäåëó Γ(α, β) ñà ãóñòèíîì
ðàñïîäåëå

f(x) =

{ βα

Γ(α)
xα−1e−βx , x > 0,

0 , x ≤ 0.

Òàäà jå:
E[X1] = α

β
, V ar[X1] = α

β2 , µk = E[Xk
1 ] = Γ(k+α)

βkΓ(α)
, k = 1, 2, .... Íà

îñíîâó òåîðåìå 3.5.1 äîáèjàìî ñëåäå£ó ïîñëåäèöó.

Ïîñëåäèöà 3.5.2 Àêî jå 0 < a ≤ 1 è X1 èìà ãàìà ðàñïîäåëó
Γ(α, β), òàäà

M(t, a) = βt
α

+ 1−α
2α

+ β
2α2 [βt2 + (1− α)t](a− 1)

+ 1
24α3 [8β3t3 + 18(1− α)β2t2 + 2(1− α)(1− 5α)βt

+ (1− α2)](a− 1)2 + o(1).

(145)

(3) Âåjáóëîâà ðàñïîäåëà

Ïðåòïîñòàâèìî äà X1 èìà Âåjáóëîâó ðàñïîäåëó W (α, β) ñà ãó-
ñòèíîì ðàñïîäåëå

f(x) =

{
αβxα−1e−βx

α
, x > 0,

0 , x ≤ 0.

Òàäà jå:

E[X1] =
Γ(1+ 1

α)
β

1
α

, V ar[X1] =
Γ(1+ 2

α)−[Γ(1+ 1
α)]

2

β
2
α

,

µk = E[Xk
1 ] =

Γ(1+ k
α)

β
k
α

, k = 1, 2, .... Íà îñíîâó òåîðåìå 3.5.1 âàæè

ñëåäå£à ïîñëåäèöà.
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Ïîñëåäèöà 3.5.3 Àêî jå 0 < a ≤ 1 è X1 èìà Âåjáóëîâó ðàñïî-
äåëó W (α, β), òàäà

M(t, a) = β
1
α t

Γ(1+ 1
α)

+
Γ(1+ 2

α)
2[Γ(1+ 1

α)]
2 − 1

+ 1

2[Γ(1+ 1
α)]

2

{
β

2
α t2 +

{
Γ(1+ 2

α)−2[Γ(1+ 1
α)]

2
β

1
α t

}
Γ(1+ 1

α)

}
(a− 1)

+ 1

24[Γ(1+ 1
α)]

3

{
8β

3
α t3 +

18
{

Γ(1+ 2
α)−2[Γ(1+ 1

α)]
2
}
β

2
α t2

Γ(1+ 1
α)

+ 2β
1
α t

[Γ(1+ 1
α)]

2

{
9
[
Γ
(
1 + 2

α

)]2 − 12
[
Γ
(
1 + 1

α

)]2 [
Γ
(
1 + 2

α

)
−

[
Γ
(
1 + 1

α

)]2]− 4 Γ
(
1 + 1

α

)
Γ
(
1 + 3

α

)}
+

+
[Γ(1+ 2

α)]
2

[Γ(1+ 1
α)]

3

{
[15Γ

(
1 + 2

α

)
− 6

[
Γ
(
1 + 2

α

)]2
]

−4Γ
(
1 + 1

α

)
Γ
(
1 + 3

α

) [
4Γ
(
1 + 2

α

)
−
[
Γ
(
1 + 2

α

)]2]
+3
[
Γ
(
1 + 2

α

)]2
Γ
(
1 + 4

α

)}}
(a− 1)2 + o(1).

(146)

(4) Ëîãíîðìàëíà ðàñïîäåëà

Íåêà X1 èìà Ëîãíîðìàëíó ðàñïîäåëó LN(µ, τ 2) ñà ãóñòèíîì ðà-
ñïîäåëå

f(x) =

{
1√

2πτx
exp

{
− 1

2τ2
(lnx− µ)2

}
, x > 0,

0 , x ≤ 0.

Òàäà jå:

λ = E[X1] = eµ+ 1
2
τ2 , σ2 = V ar[X1] = λ2

[
eτ

2 − 1
]
,

µk = E[Xk
1 ] = λke

1
2
k(k−1)τ2 , k = 1, 2, ....

Íà îñíîâó òåîðåìå 3.5.1 âàæè ñëåäå£à ïîñëåäèöà.

Ïîñëåäèöà 3.5.4 Íåêà jå 0 < a ≤ 1 è íåêà X1 èìà Ëîãíîðìà-
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ëíó ðàñïîäåëó LN(µ, τ 2), ïðè ÷åìó jå δ = eτ
2
. Òàäà âàæè

M(t, a) = t
λ

+ δ−2
2

+
{

t2

2λ2
+ (δ−2)t

2λ

}
(a− 1)

+
{

t3

3λ3
+ 3(δ−2)t2

4λ2
− t

12λ
(4δ3 − 9δ2 + 12δ − 12)

1
24

(3δ6 − 16δ4 + 19δ3 − 6δ2)
}

(a− 1)2 + o(1).

(147)
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4 Ñòàòèñòè÷êè çàê§ó÷öè î ãåîìåòðèjñêîì

ïðîöåñó

Óêîëèêî æåëèìî äà íåêè ìîäåë ïðèìåíèìî íà ïîäàòêå, íàìå£ó
íàì ñå òðè ïèòà»à. Íàjïðå, êàêî ïðîâåðàâàìî äà ñó ïîäàöè ó
ñêëàäó ñà ìîäåëîì. Äðóãî, àêî ïîäàöè îäãîâàðàjó ìîäåëó, êàêî
äà îöåíèìî ïàðàìåòðå òîã ìîäåëà. Òðå£å ïèòà»å jå êîëèêî jå
äîáðî ìîäåë óñêëà¢åí ñà ïîäàöèìà. Ïðè êîðèø£å»ó ìîäåëà
ãåîìåòðèjñêîã ïðîöåñà çà àíàëèçèðà»å ñêóïà ïîäàòàêà
{Xi, i = 1, 2, ..., n}, òàêî¢å ìîðàìî äà îäãîâîðèìî íà îâà òðè ïè-
òà»à. Ó îâîì ïîãëàâ§ó £åìî äàòè îäãîâîðå íà ñâà òðè ïèòà»à.

4.1 Òåñòèðà»å õèïîòåçà çà ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ

Íåêà jå äàò ñëó÷àjíè ïðîöåñ {Xi, i = 1, 2, ...} êîjè òðåáà äà
òåñòèðàìî äà ëè jå ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ. Ó òó ñâðõó ôîðìè-
ðà£åìî äâà íèçà ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà:

Ui =
X2i

X2i−1

, i = 1, 2, ..., (148)

è

U ′i =
X2i+1

X2i

, i = 1, 2, .... (149)

Çà ôèêñèðàí ïðèðîäàí áðîj m, ôîðìèðà£åìî è ñëåäå£à äâà íèçà
ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà:

Vi = XiX2m+1−i, i = 1, 2, ...,m, (150)

è
V ′i = Xi+1X2m+2−ii = 1, 2, ...,m. (151)

Ñëåäå£å äâå òåîðåìå ñó ê§ó÷íå çà òåñòèðà»å äà ëè jå íåêè ñëó-
÷àjíè ïðîöåñ ãåîìåòðèjñêè.

Òåîðåìà 4.1.1 Àêî jå {Xi, i = 1, 2, ...} ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ, òà-
äà jå ñâàêè îä íèçîâà {Ui, i = 1, 2, ...} è {U ′i , i = 1, 2, ...} íèç íåçà-
âèñíèõ è jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà.

Òåîðåìà 4.1.2 Àêî jå {Xi, i = 1, 2, ...} ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ, òà-
äà ñó çà ñâàêè ôèêñèðàíè ïðèðîäàí áðîj m, {Vi, i = 1, 2, ...,m}
è {V ′i , i = 1, 2, ...,m} íèçîâè íåçàâèñíèõ è jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ
ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà.
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Äà áèñìî òåñòèðàëè äà ëè jå ñêóï ïîäàòàêà {Xi, i = 1, 2, ..., } ãåî-
ìåòðèjñêè ïðîöåñ, óâîäèìî ñëåäå£å íèçîâå ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà.
(1) Àêî jå n = 2m ïàðàí, òåñòèðà£åìî:

{Ui, i = 1, 2, ...,m} è {Vi, i = 1, 2, ...,m} (152)

(2) Àêî jå n = 2m+ 1 íåïàðàí, òåñòèðà£åìî:

{U ′i , i = 1, 2, ...,m} è {Vi, i = 1, 2, ...,m} (153)

èëè
{Ui, i = 1, 2, ...,m} è {V ′i , i = 1, 2, ...,m} (154)

Ó çàâèñíîñòè îä ïàðíîñòè áðîjà n, ìîæåìî äà òåñòèðàìî äà
ëè jå ñêóï ïîäàòàêà {Xi, i = 1, 2, ..., } ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ, òåñòè-
ðà»åì äà ëè ñó íèçîâè ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà (152), (153) è (154)
çàèñòà íèçîâè íåçàâèñíèõ è jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ ñëó÷àjíèõ âå-
ëè÷èíà.

Íåêà jå IA èíäèêàòîð äîãà¢àjà A. Äà áèñìî òåñòèðàëè äà
ëè ñó ñëó÷àjíå âåëè÷èíå {Wi, i = 1, 2, ..., n} íåçàâèñíå è jåäíàêî
ðàñïîäå§åíå, ìîæåìî äà êîðèñòèìî ñëåäå£å òåñòîâå.

(1) Òåñò òà÷àêà çàîêðåòà.
Äåôèíèøèìî:

TW =
m−1∑
i=2

I[(Wi−Wi−1)(Wi+1−Wi)<0] (155)

Àêî ñó {Wi, i = 1, 2, ..., n} íåçàâèñíå è jåäíàêî ðàñïîäå§åíå ñëó-
÷àjíå âåëè÷èíå, òàäà jå ïðèáëèæíî:

T (W ) =

[
TW −

2(m− 2)

3

]
/

[
16m− 29

90

] 1
2

∼ N (0, 1). (156)

(2) Òåñò çíàêà ðàçëèêå.
Íåêà jå

DW =
m∑
i=2

I[Wi>Wi−1]. (157)

Àêî ñó {Wi, i = 1, 2, ..., n} íåçàâèñíå è jåäíàêî ðàñïîäå§åíå ñëó-
÷àjíå âåëè÷èíå, òàäà jå ïðèáëèæíî:

D(W ) =

[
DW −

m− 1

2

]
/

[
m+ 1

12

] 1
2

∼ N (0, 1). (158)
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4.2 Îöåíà ïàðàìåòàðà ãåîìåòðèjñêîã ïðîöåñà

Äà áèñìî îäãîâîðèëè íà äðóãî ïèòà»å, ïðåòïîñòàâèìî äà ñêóï
ïîäàòàêà {Xi, i = 1, 2, ..., n} jåñòå ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ. Íåêà jå

Yi = ai−1Xi, i = 1, 2, ..., n. (159)

Òàäà jå {Yi, i = 1, 2, ..., n} íèç íåçàâèñíèõ è jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ
ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà, ïà jå òàêàâ è íèç {lnYi, i = 1, 2, ..., n}. Çàjå-
äíè÷êî î÷åêèâà»å è äèñïåðçèjó îâèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà ìîæåìî
ðåäîì äà îçíà÷èìî ñà µ = E[lnYi] è τ

2 = V ar[lnYi]. Ëîãàðèòìî-
âà»åì îáå ñòðàíå jåäíà÷èíå (159), äîáèjàìî

lnYi = (i− 1) ln a+ lnXi, i = 1, 2, ..., n. (160)

Ñà äðóãå ñòðàíå, ìîæåìî äà íàïèøåìî

lnYi = µ+ ei, i = 1, 2, ..., n, (161)

ãäå ñó ei íåçàâèñíå è jåäíàêî ðàñïîäå§åíå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå ñà
î÷åêèâà»åì 0 è äèñïåðçèjîì τ 2. Òàäà (160) ïîñòàjå

lnXi = µ− (i− 1) ln a+ ei, i = 1, 2, ..., n. (162)

Äîáèëè ñìî ðåãðåñèîíó jåäíà÷èíó, êîjó jå Ëàì ðåøèî ìåòîäîì
íàjìà»èõ êâàäðàòà è äîáèî ñëåäå£å îöåíå çà µ, β = ln a è τ 2.

µ̂ =
2

n(n+ 1)

n∑
i=1

(2n− 3i+ 2) lnXi, (163)

β̂ =
6

(n− 1)n(n+ 1)

n∑
i=1

(n− 2i+ 1) lnXi (164)

è
τ̂ 2 = 1

n−2

{∑n
i=1 (lnXi)

2 − 1
n

(
∑n

i=1 lnXi)
2−

β̂
2

∑n
i=1(n− 2i+ 1) lnXi

}
.

(165)

Îöåíó ïàðàìåòðà a äîáèjàìî èç

â = eβ̂. (166)

Îçíà÷èìî Ŷi = âi−1 − i, ¯̂
Y =

∑n
i=1 Ŷi/n è X̄ =

∑n
i=1 Xi/n. Òàäà

ñó îöåíå äîáèjåíå ìåòîäîì ìîìåíàòà çà λ è σ2 ðåäîì

λ̂ =

{ ¯̂
Y , a 6= 1,
X̄ , a = 1,

(167)
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è

σ̂2 =

 1
n−1

∑n
i=1

(
Ŷi − ¯̂

Y
)2

, a 6= 1,

1
n−1

∑n
i=1

(
Xi − X̄

)2
, a = 1.

(168)

Î÷èãëåäíî jå äà ñó îöåíå â, λ̂ è σ̂2 íåïàðàìåòàðñêå îöåíå. Îöåíà
â çà a ìîæå ñå äîáèòè ìèíèìèçèðà»åì ñóìå êâàäðàòà ãðåøàêà:

Q =
n∑
i=1

[lnXi − µ+ (i− 1) ln a]2 . (169)

Äðóãå íåïàðàìåòàðñêå îöåíå çà a è λ ìîãó ñå äîáèòè äèðåêòíî
ìèíèìèçèðà»åì ñóìå êâàäðàòà ãðåøàêà:

QD =
n∑
i=1

[
Xi − a−(i−1)λ

]2
. (170)

4.3 Àñèìïòîòñêå ðàñïîäåëå îöåíà

Ó îâîì îäå§êó £åìî îäãîâîðèòè íà òðå£å ïèòà»å îäðå¢èâà»åì

ãðàíè÷íèõ ðàñïîäåëà îöåíà â, λ̂ è σ̂2. Ñëåäå£å ÷åòèðè òåîðåìå
ñó îájàâ§åíå ó ðàäó Ëàì [6].

Òåîðåìà 4.3.1 Àêî jå E [(lnY )2] <∞, òàäà âàæè

n3/2(β̂ − β)
L→ N (0, 12τ 2). (171)

Òåîðåìà 4.3.2 Àêî jå E [(lnY )2] <∞, òàäà âàæè

n3/2(â− a)
L→ N (0, 12a2τ 2). (172)

Êàî ðåçóëòàò, à íà îñíîâó òåîðåìà 4.3.1 è 4.3.2, ìîæå äà ñå
òåñòèðà äà ëè jå a = 1 èëè íå. Òî jå åêâèâàëåíòíî ñà òåñòîì:

H0 : β = 0 ïðîòèâ H1 : β 6= 0.

Íà îñíîâó jåäíà÷èíå (171) ìîæåìî äà êîðèñòèìî ñëåäå£ó òåñò
ñòàòèñòèêó:

R = n3/2 β̂√
12τ̂

, (173)

ãäå jå τ̂ äîáèjåíî èç (165). Ïðè íóëòîj õèïîòåçè, òåñò ñòàòèñòèêà
R èìà ïðèáëèæíîN (0, 1) ðàñïîäåëó. Ïðèìåòèìî äà jå òåñòèðà»å
äà ëè jå a = 1 åêâèâàëåíòíî òåñòèðà»ó äà ëè ñêóï ïîäàòàêà
îäãîâàðà ïðîöåñó îáíàâ§à»à èëè õîìîãåíîì Ïóàñîíîâîì ïðîöåñó.
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Äðóãè íà÷èí jå äà ïðèìåíèìî Ëàïëàñîâ òåñò çàñíîâàí íà òåñò
ñòàòèñòèöè

L =
[12(n− 1)]1/2

Tn

(∑n−1
i=1 Ti
n− 1

− Tn
2

)
, (174)

ãäå jå Ti =
∑i

j=1 Xj, T0 = 0, a Ti jå âðåìå êàäà ñå äåñèî i−òè
äîãà¢àj. Ïðè íóëòîj õèïîòåçè L ∼ N (0, 1). Äåòà§íèjå ïîãëåäàòè
Êîêñ è Ëóèñ [1].

Ñëåäå£å äâå òåîðåìå îïèñójó ãðàíè÷íå ðàñïîäåëå îöåíà λ̂ è σ̂2

ðåäîì.

Òåîðåìà 4.3.3

(1) Àêî jå a 6= 1, E[Y 2] <∞ è E[(lnY )2] <∞, òàäà

√
n(λ̂− λ)→L N (0, σ2 + 3λ2τ 2). (175)

(2) Àêî jå a = 1 è E[X2] <∞, òàäà

√
n(λ̂− λ)→L N (0, σ2). (176)

Òåîðåìà 4.3.4

(1) Àêî jå a 6= 1, E[Y 4] <∞ è E[(lnY )2] <∞, òàäà

√
n(σ̂2 − σ2)→L N (0, ω2 + 12σ4τ 2), (177)

ãäå je ω2 = V ar(Y − λ)2.
(2) Àêî jå a = 1 è E[X4] <∞, òàäà

√
n(σ̂2 − σ2)→L N (0, ω2), (178)

ãäå je ω2 = V ar(X − λ)2.

Êîðèø£å»åì òåîðåìà 4.3.1-4.3.4 ìîãó ñå îäðåäèòè p−âðåäíî-
ñòè çà îöåíå èëè ïðèáëèæíå èíòåðâàëå ïîâåðå»à ïàðàìåòàðà a,
λ è σ2. Ó ïðàêñè, âðåäíîñò íåïîçíàòîã ïàðàìåòðà ìîæå äà ñå
çàìåíè »åãîâîì îöåíîì. Íà ïðèìåð, èç jåäíà÷èíå (172) ïðèáëè-
æàí 95% èíòåðâàë ïîâåðå»à çà a jå:

(â− 1.96
√

12âτ̂n−3/2, â+ 1.96
√

12âτ̂n−3/2). (179)
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5 Ïðèìåíà ìîäåëà ãåîìåòðèjñêèõ ïðîöåñà

Ëàì jå ïðâè óâåî ìîäåë ãåîìåòðèjñêîã ïðîöåñà êîä ïðîáëåìà
îäðæàâà»à ñëîæåíèõ ñèñòåìà ÷èjå ñå ñòà»å ïîãîðøàâà. Ó îâîì
ïîãëàâ§ó £åìî îïèñàòè íåêå ìîäåëå ãåîìåòðèjñêèõ ïðîöåñà çà
îäðæàâà»å ñèñòåìà ñà jåäíîì êîìïîíåíòîì.

5.1 Ìîäåë ãåîìåòðèjñêèõ ïðîöåñà ó îäðæàâà»ó
ñèñòåìà

Íåêà jå, íà ïðèìåð, ñèñòåì êîjè ïîñìàòðàìî ìàøèíà ó ôà-
áðèöè. Ó òîì ñëó÷àjó, äîãà¢àjè êîjè íàñ çàíèìàjó ñó êâàðîâè
ïîñìàòðàíå ìàøèíå. Êàäà äî êâàðà äî¢å, ïîòðåáíî jå âðåìå äà
ñå îí îòêëîíè. Âðåìå ïîòðåáíî çà ïîïðàâêó ñå âðåìåíîì ìîæå
ïîâå£àâàòè çáîã äîòðàjàëîñòè äåëîâà. Ñà äðóãå ñòðàíå, âðåìå
ïîïðàâêå ñå ìîæå è ñìà»èâàòè óêîëèêî ñòàðå äåëîâå çàìå»ójåìî
íîâèì, ñàâðåìåíèjèì äåëîâèìà èëè çáîã èñêóñòâà ðàäíèêà êîjè
ðàäå íà ïîïðàâöè.

Ìîäåë jå çàñíîâàí íà ñëåäå£èì ïðåòïîñòàâêàìà:
Ïðåòïîñòàâêà 1. Íà ïî÷åòêó jå ñèñòåì íîâ. Ñâàêè ïóò êàäà
äî¢å äî êâàðà ñèñòåìà, áè£å ïîïðàâ§åí. Ñòðàòåãèjà çàìåíå N ñå
ïðèìå»ójå òàêî øòî ñå ñèñòåì çàìå»ójå íîâèì òåê íàêîí N−òîã
êâàðà.
Ïðåòïîñòàâêà 2. Íåêà jåX1 âðåìå ðàäà ñèñòåìà íàêîí ïîïðàâêå.
Óîïøòå, íåêà jå çà n > 1 Xn âðåìå ðàäà ñèñòåìà íàêîí
(n−1)−âå ïîïðàâêå. Òàäà jå {Xn, n = 1, 2, ...} ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ
ñà E(X1) = λ > 0 è êîåôèöèjåíòîì a. Äà§å, íåêà jå Yn äóæèíà
ïîïðàâêå ñèñòåìà íàêîí n−òîã êâàðà. Òàäà jå {Yn, n = 1, 2, ...}
ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ ñà E(Y1) = µ ≥ 0 è êîåôèöèjåíòîì b. Íåêà
jå Z âðåìå çàìåíå çà êîjå jå E(Z) = τ .
Ïðåòïîñòàâêà 3. Íåêà jå r îïåðàòèâíè äîáèòàê, à öåíà ïîïðàâêå
c. Òðîøêîâè çàìåíå ñå ñàñòîjå îä äâà äåëà: ïðâè äåî jå îñíîâíà
öåíà çàìåíå R, à äðóãè äåî jå ïðîïîðöèîíàëàí âðåìåíó çàìåíå
Z è è¯íîñè cp.

Äîäàòíà ïðåòïîñòàâêà jå jåäíà îä ñëåäå£å äâå.

Ïðåòïîñòàâêà 4. a ≥ 1 è 0 < b ≤ 1.
Ïðåòïîñòàâêà 4′. 0 < a ≤ 1 è b ≥ 1, îñèì êàäà jå a = b = 1.
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Ïîä ïðåòïîñòàâêàìà 1−4 äîáèjàìî ìîäåë ãåîìåòðèjñêèõ ïðî-
öåñà çà îäðæàâà»å ñèñòåìà ÷èjå ñå ñòà»å ïîãîðøàâà, äîê ïîä
ïðåòïîñòàâêàìà 1−3 è 4′ äîáèjàìî ìîäåë ãåîìåòðèjñêèõ ïðîöåñà
çà îäðæàâà»å ñèñòåìà ÷èjå ñå ñòà»å ïîáî§øàâà.

Íàjïðå îájàñíèìî ìîòèâàöèjó óâî¢å»à ìîäåëà ãåîìåòðèjñêèõ
ïðîöåñà. Ó ïðàêñè, ñòà»å ìíîãèõ ñèñòåìà ñå ïîãîðøàâà çáîã
ñòàðå»à è îøòå£å»à, ïà ñå óçàñòîïíå äóæèíå âðåìåíà ðàäà ñè-
ñòåìà ñìà»ójó, äîê ñå óçàñòîïíà òðàjà»à ïîïðàâêå íàêîí êâàðà
ïîâå£àâàjó. Îäàòëå ñå, êîä ñèñòåìà ÷èjå ñå ñòà»å ïîãîðøàâà,
óçàñòîïíî âðåìå ðàäà ìîæå ìîäåëèðàòè îïàäàjó£èì ãåîìåòðè-
jñêèì ïðîöåñîì, äîê ñå óçàñòîïíà âðåìåíà ïîïðàâêè ìîãó ìî-
äåëèðàòè ðàñòó£èì ãåîìåòðèjñêèì ïðöåñîì. Ó îâîì ñëó÷àjó,
ïîëàçèìî îä ïðåòïîñòàâêè 1 − 4 è èìàìî ìîäåë ãåîìåòðèjñêèõ
ïðîöåñà çà ñèñòåì ÷èjè ñå ðàä ïîãîðøàâà.

Ñà äðóãå ñòðàíå, ó ñòâàðíîì æèâîòó ïîñòîjå ñèñòåìè ÷èjè ñå
ðàä âðåìåíîì ïîáî§øàâà. Íà ïðèìåð, óçàñòîïíî âðåìå ðàäà
ñèñòåìà íàêîí ïîïðàâêå ñå ìîæå ïðîäóæèòè, jåð ðàäíèê ñòè÷å
ðàäíî èñêóñòâî, èëè ñå ïðèëèêîì ïîïðàâêå ïîêâàðåíè äåëîâè
çàìå»ójó ñàâðåìåíèjèì. Äóæèíà òðàjà»à ïîïðàâêå ìîæå äà ñå
ñìà»è, jåð jå ðàäíèê êîjè ðàäè íà ïîïðàâöè ñâå áî§å óïîçíàjå
ñèñòåì, ïà ñå ó ìíîãèì ñëó÷àjåâèìà ïîïðàâêà ñâîäè íà çàìåíó
íåêèõ äåëîâà. Êîä ñèñòåìà ÷èjå ñå ñòà»å ïîáî§øàâà, óçàñòîïíî
âðåìå ðàäà ñèñòåìà ñå ìîæå ìîäåëèðàòè ðàñòó£èì ãåîìåòðèjñêèì
ïðîöåñîì, äîê ñå óçàñòîïíà âðåìåíà ïîïðàâêè ìîãó ìîäåëèðàòè
îïàäàjó£èì ãåîìeòðèjñêèì ïðîöåñîì. Ó îâîì ñëó÷àjó, ïîëàçèìî
îä ïðåòïîñòàâêè 1− 3 è 4′, è òàêî äîáèjàìî ìîäåë ãåîìåòðèjñêèõ
ïðîöåñà çà ñèñòåì ÷èjå ñå ñòà»å ïîáî§øàâà.

Äà§å, îájàñíè£åìî ðàçëîãå êîðèø£å»à ñòðàòåãèjå çàìåíå N .
Ó ëèòåðàòóðè ïîñòîjå äâå âðñòå ñòðàòåãèjå çàìåíå ñèñòåìà. Jåäíà
îä »èõ jå ñòðàòåãèjà T ïðåìà êîjîj ñå ñèñòåì ðåìîíòójå íàêîí
èñòåêà âðåìåíà T . Äðóãà jå ñòðàòåãèjà N ïðåìà êîjîj ñå ñèñòåì
ðåìîíòójå íàêîí N−òîã êâàðà. Èíòåðåñàíòíî jå óïîðåäèòè îâå
äâå ñòðàòåãèjå. Èñïèòèâà»åì äóãîðî÷íå ïðîñå÷íå öåíå ïî jå-
äèíèöè âðåìåíà, Ñòà¢4 è Çàêåðìàí5 1990. ãîäèíå è Ëàì 1991.
ãîäèíå, ñó ïîêàçàëè äà jå îïòèìàëíà ñòðàòåãèjà çàìåíå N∗ äîáðà
êîëèêî è îïòèìàëíà ñòðàòåãèjà çàìåíå T ∗. Òàêî¢å, Ëàì jå 1992.
ãîäèíå äîêàçàî äà çà óêóïíå î÷åêèâàíå òðîøêîâå âàæè èñòè
çàê§ó÷àê. Ïðèìåíà ñòðàòåãèjå N jå ïîãîäíèjà îä ñòðàòåãèjå T ,

4Wolfgang Stadje, íåìà÷êè ìàòåìàòè÷àð
5Dror Zuckerman, èçðàåëñêè ìàòåìàòè÷àð
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ïà £åìî ó íàøåì ìîäåëó êîðèñòèòè ñòðàòåãèjó N .

Êàî jåäàí äåî òðîøêîâà çàìåíå, îñíîâíà öåíà çàìåíå R óê§ó-
÷ójå öåíó ïðîèçâîä»å íîâîã äåëà, àäìèíèñòðàòèâíå òðîøêîâå è
òðîøêîâå òðàíñïîðòà. Îíè ñó î÷èãëåäíî íåçàâèñíè îä âðåìåíà
çàìåíå Z.Îñèì öåíå R, äðóãè äåî òðîøêîâà çàìåíå, êàî øòî
ñó ïëàòå è ïîòðîø»à åíåðãèjå, áè£å ïðîïîðöèîíàëíè âðåìåíó
çàìåíå Z.

Êàæåìî äà jå öèêëóñ çàâðøåí àêî jå îáàâ§åíà çàìåíà. Öèêëóñ
jå çàïðàâî âðåìåíñêè èíòåðâàë èçìå¢ó èíñòàëèðà»à ñèñòåìà è
»åãîâå ïðâå çàìåíå èëè âðåìå èçìå¢ó äâå óçàñòîïíå çàìåíå. Óçà-
ñòîïíè öèêëóñè çàjåäíî ñà òðîøêîâèìà íàñòàëèì òîêîì ñâàêîã
öèêëóñà ïðåäñòàâ§àjó ïðîöåñ îáíàâ§à»à äîáèòêà. Ïðèìåíîì
òåîðåìå 1.2.9, äóãîðî÷íà ïðîñå÷íà öåíà ïî jåäèíèöè âðåìåíà jå
äàòà ñà:

î÷åêèâàíè òðîøêîâè òîêîì öèêëóñà
î÷åêèâàíà äóæèíà öèêëóñà

.

Ïîä ïðåòïîñòàâêàìà 1 − 3 è êîðèñòå£è ñòðàòåãèjó çàìåíå N ,
ïðîñå÷àí òðîøàê jå:

C(N) =
E(c

∑N−1
k=1 Yk−r

∑N
k=1Xk+R+cpZ)

E(
∑N
k=1Xk+

∑N−1
k=1 Yk+Z)

=
cµ

∑N−1
k=1

1

bk−1
−rλ

∑N
k=1

1

ak−1
+R+cpτ

λ
∑N
k=1

1

ak−1
+µ

∑N−1
k=1

1

bk−1
+τ

= A(N)− r,

(180)

ãäå jå

A(N) =
(c+ r)µ

∑N−1
k=1

1
bk−1

+R + cpτ + rτ

λ
∑N

k=1
1

ak−1
+ µ

∑N−1
k=1

1
bk−1

+ τ
. (181)

Ñàäà íàì jå öè§ äà îäðåäèìî îïòèìàëíó ñòðàòåãèjó çàìåíå êîjà
ìèíèìèçèðà C(N) èëè A(N). Äà áèñìî òî óðàäèëè, íàjïðå £åìî
äà èçðà÷óíàìî ðàçëèêó A(N + 1) è A(N).

A(N + 1)− A(N) =

=
(c+r)µ{λ(∑N

k=1 a
k−

∑N−1
k=1 bk)+τaN}−(R+cpτ+rτ)(λbN−1+µaN )

aN bN−1
[
λ
∑N
k=1

1

ak−1
+µ

∑N−1
k=1

1

bk−1
+τ

][
λ
∑N+1
k=1

1

ak−1
+µ

∑N−1
k=1

1

bk−1
+τ

]
(182)
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Ïîøòî jå èìåíèëàö ðàçëîìêà A(N + 1)− A(N) óâåê ïîçèòèâàí,
jàñíî jå äà jå »åãîâ çíàê jåäíàê çíàêó áðîjèîöà.
Äåôèíèøèìî ïîìî£íó ôóíêöèjó

g(N) = g(N, a, b, λ, µ, τ, r, c, R, cp)

=
(c+r)µ{λ(∑N

k=1 a
k−

∑N−1
k=1 bk)+τaN}

(R+cpτ+rτ)(λbN−1+µaN )
.

(183)

Êàî ðåçóëòàò èìàìî ñëåäå£ó ëåìó.

Ëåìà 5.1.1

> > (184)

A(N + 1) = A(N)⇔ g(N) = 1.

< <

Ëåìà 5.1.1 ïîêàçójå äà ñå ìîíîòîíîñò ôóíêöèjå A(N) ìîæå îäðå-
äèòè íà îñíîâó âðåäíîñòè ôóíêöèjå g(N).

Êàêî ñó îâè çàê§ó÷öè èçâåäåíè ïîä ïðåòïîñòàâêàìà 1− 3, òî
îíè âàæå è çà ñèñòåìå ÷èjå ñå ñòà»å ïîãîðøàâà è çà ñèñòåìå ÷èjå
ñå ñòà»å ïîáî§øàâà.

Ðàçìîòðèìî ñàäà ìîäåë ãåîìåòðèjñêîã ïðîöåñà çà îäðæàâà»å
ñèñòåìà ó êîì ñå ïðèìå»ójó äâå ñòðàòåãèjå çàìåíå (T,N). Îâàêàâ
ìîäåë ïðâè jå ðàçìàòðàî Çàíã 1994. ãîäèíå. Ó îâàêâîì ñèñòåìó
äî ðåìîíòà äîëàçè èëè ïîñëå èñòåêà âðåìåíà T èëè íàêîí N−òîã
êâàðà, ó çàâèñíîñòè îä òîãà øòà ñå ïðâî äîãîäè. Óêîëèêî ó
îâîì ñèñòåìó âàæå ïðåòïîñòàâêå 1 − 3 è àêî ïðåòïîñòàâèìî äà
ñó {Xn, n = 1, 2, ...} è {Yn, n = 1, 2, ...} äâà íåçàâèñíà ñëó÷àjíà
ïðîöåñà, ìîæåìî äà îäðåäèìî ïðîñå÷àí òðîøàê íà ñëè÷àí íà÷èí.
Ó òó ñâðõó óâåäèìî:

Un =
n∑
i=1

Xi, U0 = 0 è Vn =
n∑
i=1

Yi, V0 = 0. (185)

Íåêà jå W äóæèíà öèêëóñà. Òàäà jå

W =
N−1∑
i=1

(T + Vi)I{Ui<T≤Ui+1} + (UN + VN−1)I{UN<T} + Z, (186)
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ãäå jå IA èíäèêàòîð äîãà¢àjà A. Ïðåòïîñòàâèìî äà ñó âðåìå ðàäà
è âðåìå ïîïðàâêå íåïðåêèäíè. Òàäà jå

E(W ) = E
(∑N−1

i=1 (T + Vi)I{Ui<T≤Ui+1} + (UN + VN−1)I{UN<T} + Z
)

= E(TI{T≤UN}) +
∑N−1

i=1 E(Vi)E(I{Ui<T≤Ui+1})

+E((UN + VN−1)I{UN<T}) + τ

= E(TI{T≤UN}) +
∑N−1

i=1

(∑i
j=1

µ
βj−1

)
(Fi(T )− Fi+1(T ))

+E
{
E
[
(UN + VN−1)I{UN<T}|UN

]}
+ τ

= T F̄ (T ) +
∑N−1

j=1
µ

βj−1 (Fj(T )− FN(T ))

+
∫ T

0
E(UN + VN−1|UN = u)dFN(u) + τ

= T F̄ (T ) +
∑N−1

j=1
µ

βj−1Fj(T )− T F̄ (T ) +
∑N−1

j=1
µ

βj−1FN(T )

+
∫ T

0
udFN(u) + E(VN−1)

∫ T
0
dFN(t) + τ

=
∫ T

0
F̄N(u)du+

∑N−1
j=1

µ
βj−1Fj(T ) + τ,

(187)

ïîøòî jå E(Vi) =
∑N−1

j=1
µ

βj−1 è {Xn, n = 1, 2, ...} è {Yn, n = 1, 2, ...}
ñó íåçàâèñíè ñëó÷àjíè ïðîöåñè. Ñ äðóãå ñòðàíå î÷åêèâàíè òðî-
øêîâè óíóòàð öèêëóñà ìîãó ñå èçðàçèòè êàî

cE
[∑N−1

i=1 ViI{T≤UN} + VN−1I{UN<T}

]
−rE

[
TI{T≤UN} + UNI{UN<T}

]
+R + cpE(Z)

= c
∑N−1

j=1
µ

βj−1 − r
∫ T

0
F̄N(u)du+R + cpτ.

(188)

Äàêëå, ïðîñå÷íè òðîøêîâè ïðè ñòðàòåãèjè çàìåíå (T,N) ñó

C(T,N) =
cµ
∑N−1

j=1
1

βj−1Fj(T )− r
∫ T

0
F̄N(u)du+R + cpτ∫ T

0
F̄N(u)du+ µ

∑N−1
j=1

1
βj−1Fj(T ) + τ

. (189)

Ïðèìåòèìî äà ñòðàòåãèjó çàìåíå N ìîæåìî ïîñìàòðàòè êàî
(∞, N), à ñòðàòåãèjó çàìåíå T êàî (T,∞), îäàêëå ñëåäè äà jå
ñòðàòåãèjà (T,N) áàð jåäíàêî äîáðà êîëèêî è îïòèìàëíå ñòðàòå-
ãèjå N∗ è T ∗.
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5.2 Îïòèìàëíà ñòðàòåãèjà çàìåíå

Ó îâîì îäå§êó £åìî îäðåäèòè îïòèìàëíó ñòðàòåãèjó çàìåíå N∗

êîjà ìèíèìèçèðà C(N) çà ñèñòåì ÷èjå ñå ñòà»å ïîãîðøàâà èëè
A(N) çà ñèñòåì êîjè ñå ïîáî§øàâà. Äåôèíèøèìî íàjïðå ôó-
íêöèjó

h(N) = λbN−1 + µaN .

Òàäà íà îñíîâó (183) èìàìî äà âàæè

g(N + 1)− g(N) =

(c+r)µ
(R+cpτ+rτ)h(N)h(N+1)

{
λ2bN−1(1− b)

∑N
k=1 a

k + λ2bN−1(aN+1 − b)

λµaN(a− bN) + λµaN(a− 1)
∑N−1

k=1 b
k + λτaNbN−1(a− b)

}
.

(190)
Ðàçìîòðè£åìî äâà ðàçëè÷èòà ìîäåëà.

5.2.1 Ìîäåë ïîä ïðåòïîñòàâêàìà 1− 4

Îâî jå ìîäåë ñèñòåìà ÷èjå ñå ñòà»å ïîãîðøàâà. Èç jåäíà÷èíå
(190) è ïðåòïîñòàâêå 4 èìàìî ñëåäå£ó ëåìó.

Ëåìà 5.2.1 Ôóíêöèjà g(N) jå íåîïàäàjó£à ïî N .

Ëåìà 5.1.1 çàjåäíî ñà ëåìîì 5.2.1 äàjå àíàëèòè÷êè èçðàç çà îïòè-
ìàëíó ñòðàòåãèjó çàìåíå N∗.

Òåîðåìà 5.2.1 Îïòèìàëíà ñòðàòåãèjà çàìåíå N∗d çà ñèñòåì
÷èjå ñå ñòà»å ïîãîðøàâà jå äàòà ñà

N∗d = min {N |g(N) = g(N, a, b, λ, µ, τ.r, c, R, cp) ≥ 1} . (191)

Îïòèìàëíà ñòðàòåãèjà çàìåíå N∗d jå jåäèíñòâåíà àêî è ñàìî
àêî jå g(N∗d ) > 1.

Ïðèìåð. Îäðåäèòè îïòèìàëíó ñòðàòåãèjó çàìåíå çà ñèñòåì
êîjè ñå ïîãîðøàâà àêî ñó »åãîâè ïàðàìåòðè: a = 1.05, b = 0.95,
R = 3000, λ = 40, µ = 15, c = 10, r = 50, cp = 10 è τ = 10.
Äîáèjåíè ðåçóëòàòè ñó äàòè ó ñëåäå£îj òàáåëè.

48



N C(N) g(N) N C(N) g(N) N C(N) g(N)
1 22.0000 0.2354 11 -22.6116 1.5565 21 -17.8695 4.6345
2 -6.3510 0.2710 12 -22.3166 1.8050 22 -17.0663 4.9794
3 -14.8933 0.3268 13 -21.9524 2.0716 23 -16.4336 5.3236
4 -18.7671 0.4035 14 -21.5328 2.3545 24 -15.7935 5.6655
5 -20.8101 0.5020 15 -21.0682 2.6520 25 -15.1481 6.0037
6 -21.9437 0.6227 16 -20.5666 2.9622 26 -14.4991 6.3368
7 -22.5571 0.7657 17 -20.0344 3.2832 27 -13.8480 6.6638
8 -22.8432 0.9311 19 -19.4766 3.6129 28 -13.1966 6.9838
9 -22.9089 1.1185 19 -18.8976 3.9494 29 -12.5460 7.2958
10 -22.8181 1.3272 20 -18.3008 4.2905 30 -11.8978 7.5994

Ñëåäå£à ñëèêà ïðåäñòàâ§à ãðàôè÷êè ïðèêàç ïîäàòàêà íàâåäåíèõ
ó òàáåëè.

Äàêëå, ñèñòåì ÷èjå ñå ñòà»å ïîãîðøàâà íå òðåáà ïîïðàâ§àòè
äîê ñå íå ïîêâàðè.

5.2.2 Ìîäåë ïîä ïðåòïîñòàâêàìà 1− 3 è 4′

Îâàj ìîäåë ñå êîðèñòè çà ìîäåëå ÷èjå ñå ñòà»å ïîáî§øàâà. Çáîã
ïðåòïîñòàâêå 4′, óìåñòî ëåìå 5.2.1 âàæè ñëåäå£à ëåìà.

Ëåìà 5.2.2 Ôóíêöèjà g(N) jå îïàäàjó£à ïî N .

Ñëè÷íî êàî ó ïðåòõîäíîì ìîäåëó, íà îñíîâó ëåìà 5.1.1 è 5.2.2
âàæè ñëåäå£à òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.2.2 Ïîä ïðåòïîñòàâêàìà 1− 3 è 4′, ñòðàòåãèjà çà-
ìåíå N∗i =∞ jå jåäèíñòâåíà îïòèìàëíà ñòðàòåãèjà çàìåíå çà
ñèñòåì êîjè ñå ïîáî§øàâà.
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Äîêàç.

Êàêî jå g(N) îïàäàjó£à ïî N , ïîñòîjè ïðèðîäàí áðîj Ni òàêàâ äà
jå

Ni = min {N |g(N) ≤ 1} . (192)

Äðóãèì ðå÷èìà, âàæè:

g(N) > 1⇔ N < Ni,

è

g(N) ≤ 1⇔ N ≥ Ni.

Íà îñíîâó ëåìå 5.1.1 çíàìî äà ñó C(N) è A(N) óíèìîäàëíå ñà
N è äîñòèæó ìàêñèìóì ó Ni. Êîðèñòå£è jåäíà÷èíó (180) è
ïðåòïîñòàâêó 4′, ëàêî ñå ïðîâåðàâà äà jå ìèíèìóì îä C(N) äàò
ñà

minC(N) = min {C(1), C(∞)} = min

{
R + cpτ − rλ

λ+ τ
,−r

}
= −r.

(193)
Äàêëå, N∗i = ∞ jå jåäèíñòâåíà îïòèìàëíà ñòðàòåãèjà çàìåíå çà
ñèñòåì êîjè ñå ïîáî§øàâà. Îâèì jå äîêàç çàâðøåí. �

Îïøòå jå ïîçíàòî äà çà ñèñòåì êîjè ñå ïîáî§øàâà âàæè äà jå
ñâå áî§è øòî jå ñòàðèjè. Òî çíà÷è äà £åìî ñèñòåì ïîïðàâ§àòè
òåê êàäà äî¢å äî êâàðà, áåç ïðåòõîäíå ïîïðàâêå. Òåîðåìà 5.2.2
jå ó ñêëàäó ñà îâèì.
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6 Çàê§ó÷àê

Ó îâîì ðàäó jå ïðèêàçàíà ïîñåáíà êëàñà ñëó÷àjíèõ ïðîöåñà,
òàêîçâàíèõ ãåîìåòðèjñêèõ ïðîöåñà. Ãåîìåòðèjñêè ïðîöåñ ïðå-
äñòàâ§à óîïøòå»å Ïóàñîíîâîã ïðîöåñà, êàî è ïðîöåñà îáíàâ§à-
»à. Çáîã »èõîâå âåëèêå ïðèìåíå ó ïðàêñè, òåîðèjñêè ñó âåîìà
èçó÷àâàíè. Ó ðàäó jå, òàêî¢å, ïðèêàçàíà è ñòàòèñòè÷êà àíàëèçà
ãåîìåòðèjñêîã ïðîöåñà. Êàî íåêå îä ïðèìåíà îâîã ïðîöåñà, íàâå-
äåíà jå ïðèìåíà ó îäðæàâà»ó ñèñòåìà êîjè ñå ïîãîðøàâàjó èëè
ïîáî§øàâàjó.
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