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1. OSNOVNI POJMOVI 

 

Najpre }emo  definisati prebrojive skupove. 

 

Definicija 1:  Za skup   ka`emo da je kona~an, ako za neki prirodan broj n  , postoji  

bijekcija :f n . 

 

Prirodan broj koji je u bijekciji sa skupom   ( ako postoji takav prirodan broj ) je 

jedinstven i pi{emo n   . Ka`emo da skup   ima n  elemenata. 

 

Definicija 2:  Za skup ka`emo da je beskona~an ako nije kona~an. 

 

( Alternativna definicija :  Skup je beskona~an ako postoji bijekcija izme|u tog    skupa 

i nekog wegovog pravog podskupa ) 

 

Stav 11: Neka je   kona~an skup i A   pravi podskup od   . Tada ne postoji bijekcija 

izme|u   i  A .  

 

Posledica 1 : Skup prirodnih brojeva    je beskona~an,  sledi iz stava 11  jer je            

 : \ 0f    , definisana sa   1f n n   uspostavqa bijekciju izme|u skupa   i wegovog 

pravog podskupa  \ 0     

 

Definicija 3: Za skup   ka`emo da je prebrojiv, ukoliko postoji bijekcija :f   

 

To zna~i da je prebrojiv skup onaj ~ija je kardinalnost (tj. broj elemenata) jednaka 

kardinalnosti nekog podskupa skupa  . 

Ovaj termin je uveo Georg Kantor  , poti~e iz ~iwenice da za brojawe koristimo prirodne 

brojeve. 
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Prebrojive skupove mo`emo zamisliti kao neki skup ~ije elemente mo`emo pore|ati u 

niz.  Dakle prebrojive skupove mo`emo preurediti tako da imamo ta~no jedan prvi 

element, ta~no jedan drugi, ta~no jedan tre}i element itd. kao kod prirodnih brojeva   

 1, 2,3,... . 

Kada znamo da je skup kona~an ili prebrojiv, ka`emo da je najvi{e prebrojiv skup.  

 

 

Primeri prebrojivih skupova:  

 Skup prirodnih brojeva    - da bi bio prebrojiv mora biti ekvipotentan 

samom sebi a iz refleksivnosti ekvipotencije sledi      

 Skup svih parnih brojeva 

 Skup celih brojeva 

 Skup racionalnih brojeva  

 

Za racionalne brojeve, treba da na|emo bijekciju koja }e racionalne brojeve ,, slagati u 

niz’’ , odnosno dodeqivati im slike ili mesta iz skupa  1, 2,3,..., n,.... kako bi pokazali da 

su i oni prebrojivi. 
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Poku{a}emo da ,,nani`emo’’ sve racionalne brojeve (pozitivne) 

11
1

   

12
2

   

23
1

   

14
3

   

25 1
2
   

36
1

   

17
4

   

28
3

     Vidimo da :f    nije ,, 1 1 ’’, otuda nije bijekcija. 

39
2

   

410
1

   

111
5

   

2 112
4 2
   

313 1
3
   

4 214
2 1
   

 

Ako bismo izostavqali elemente koji se ponavqaju, naru{ili bi eleganciju re{ewa. 
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U potrazi za bijekcijom izme|u   i   dokaza}emo stav : 

Stav 21  ; Skup    je prebrojiv skup. 

 

Predstavimo skup    ovako: 

 

 0,0    0,1    0, 2    0,3   . . .  

 

 1,0    1,1    1,2    1,3   . . .  

 

 2,0    2,1    2, 2    2,3   . . .  

 

 3,0    3,1    3, 2    3,3   . . .  

 . .     .    .       . 

   . .     .                   .             . 

Poku{a}emo da uspostavimo bijekciju izme|u skupa   i skupa     na slede}i na~in : 

 0 0,0  

 1 0,1  

             2 1,0  

                                                            3 0, 2  

                                                            4 1,1  

                                                            5 2,0  

   . 

   . 

   . 

Strelice ukazuju na postupak kako  ,, prebrojavamo” elemente : kada zavr{imo sa jednom 

dijagonalom, prelazimo na prvu susednu sa desne strane. Pitamo se kako sada prona}i 

formulu koja uspostavqa ovu bijekciju. 
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Konstruisa}emo tra`enu bijekciju :g      . Prva dijagonala ima samo jedan 

element:  0,0 , druga dijagonala ima 2 elementa:  0,1  i  1,0  , tre}a dijagonala ima 3 

elementa , itd. 

Gde se slika element  ,i j  ? 

Po{to se po~iwe od nule, redni broj dijagonale na kojoj se na{ element nalazi jeste i j . 

Svi elementi sa dijagonala ni`eg reda 0,1,2,...,  do 1i j   dolaze pre  ,i j  elementa kao i 

slede}i elementi: 

 0, i j  ,  1, 1i j   , ... ,  1, 1i j    

Da zakqu~imo - Broj elemenata ispred elementa  ,i j  je : 

 1 2 3 .... i j i       =
  1

2
i j i j

i
  

   

Kako prebrojavawe po~iwe od 0, to je redni broj elemenata  ,i j  ba{ gore navedeni broj. 

Konstruisali smo funkciju :g     ,  mo`emo je definisati sa formulom:  

    1
, :

2
i j i j

g i j i
  

   

Dokaza}emo da je ovako definisana funkcija g  (zadata gorwom formulom) zaista 

bijekcija izme|u     i  . 

 Dokaz da je funkcija g  ,,na” 

Neka je m  proizvoqan element. Ako posmatramo vrednosti funkcije :h   , 

definisane sa  

   1
2

n n
h n


  

vidimo da je  h n m , za dovoqno veliko n  (dovoqno je uzeti 1n m  ) .  

Neka je 0n  najmawi prirodan broj za koji va`i  0h n m .   

Tada je  1oh n m   (primetimo da je 0 0n  , jer je za sve m  ,  0 0h m   ). 

Neka je  0 1i m h n    , a 0 1j n i    .  Postavqa se pitawe da li je j  dobro definisan tj. 

da li je 0 1n i   . 
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Ukoliko bi bilo 0 1i n   , to bismo imali  0 01 1m h n n     iz ~ega sledi 

    0 01 1m h n n     
 0 0

0

1
1

2
n n

n


                  

  0 01 2
2

n n 
   

Me|utim, 

     2
0 0 0 00 01 2 12 1

2 2 2
n n n nn n   

    

pa bismo dobili  01m h n   ,  tj  0m h n  , {to je u suprotnosti sa polaznom 

pretpostavkom oko izbora broja 0n  . Dakle , zaista je 0 1i n   i j  dobro definisano. 

Izra~unajmo sada   ,g i j  

       0, , 1g i j g i n i    

     
     0 01 1 1

2
i n i i n i

i
       

    

        0 01 1h n m h n       

     m   

Dakle, odavde sledi da funkcija g  je ,,na” 

 

 Dokaz da je funkcija g  ,,1-1” 

 

Neka je    1 1, ,g i j g i j . Uve{}emo oznake n i j   i 1 1 1n i j   . 

Ako je 1n n  , tada je 1n n  ili 1n n  . Posmatramo slu~aj kada je npr. 1n n . Tada  

       1 1, ,g i j g i j  

       h n i    

       1 1h n i     

       
  1 11 2

2
n n

i
 

    

     
 1 1

1

1
1

2
n n

n i
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       1 1 1h n n i      

       1 1 1 1h n i j i       

       1 1h n i    

       1 1,g i j   

Prema tome, ne mo`e biti 1n n . Naravno da ne mo`e biti ni 1n n , te zakqu~ujemo da je 

1n n  . Tada zamenom u formuli dobijamo: 

       1 1 1 1, ,h n i g i j g i j h n i      

odnosno da je 1i i  , iz ~ega sledi da je 1j j  , te je funkcija g  i ,,1-1” 

 

Definicija 4: Za skup ka`emo da je neprebrojiv, ako nije najvi{e prebrojiv.  

 

Odnosno, za skup koji nije ni kona~an ni prebrojiv ka`emo da je neprebrojiv. 

Primer skup realnih brojeva  .    
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2. PRINCIPI ,,NIZAWA” RAZLOMAKA 

 

Postoje 3 dobro poznata niza koji se koriste za prebrojavawe racionalnih brojeva :  

 Stern Brocot  niz  nSB  

 Calkin Wilf  niz  nCW  

 Farey  niz  nF  

Pokaza}emo, da se sva tri niza mogu obrazovati sleva na desno, koriste}i skoro 

identi~ne rekurentne relacije.  

Stern Brocot   SB   i Calkin Wilf   CW   nizovi formiraju kompletno binarno drvo kao 

na slici :  

 
b
a

                              
d
c

 

                      

                                                                          
db
ca


  

                                          

                                              Stern - Brocot   S B  pravilo 

i :  

                          
q
p

 

 

                                       
qp

p


                                         
q

qp   

 

                                        Calkin Wilf   C W pravilo 

 

Na oba na~ina, dobijeno drvo ima puno zanimqivih algebarskih, kombinatornih, 

ra~unskih i geometrijskih osobina. Mi  }emo se fokusirati na nizove i kako to 

formirano drvo prikazati kao niz. 
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 Stern-Brocot  niz  SBn  

 

Da bismo objasnili obrazovawe Stern - Brocot  niza  SB , prvo moramo definisati neke 

pojmove: 

Definicija 5: 

            Dva razlomka  a c
b d
   se  zovu ,,susedni”  ako va`i 1b c a d     . 

 

Susedni razlomci su obavezno skra}eni odnosno najve}i zajedni~ki delilac  

   , , 1nzd a b nzd c d  . ( Imenilac i brojilac svakog razlomka su uzajamno prosti , 

neskrativi) 

Novi razlomak za ove razlomke a
b

 i  
c
d

  jeste  
db
ca




 i naziva se ,,medijanta”. 

Kratak ra~un pokazuje da, ako su a c
b d
  susedni, tada a a c c

b b d d


 


  jeste par uparenih 

susednih razlomaka koji je tako|e skra}en. 

 

      Dokaz :  Pokaza}emo da je    
a a c
b b d





 .                                               

   a a c
b b d





       a b d b a c      

    a b a d a b b c         

    a d b c    

    a c
b d
  

 

Na isti na~in, mo`e se pokazati da je:    
a c c
b d d





 

      Kako je :   a a c
b b d





  ,  

        tada je :    ( ) ( )b a c a b d      
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                           b a b c a b a d         

                           ( ) 1b a a b b c a d          

 
                                    0      +       1                
  
 Kraj dokaza 

 
 

Stern Brocot  nizovi  nSB su definisani rekurzivno. 
 

                                          0
0 1,
1 0

SB     
  ,    

  
 pri  ~emu su  0  i    predstavqeni kao skra}eni razlomci, dok se niz nSB   dobija iz 1nSB    

 
ubacivawem medijante izme|u uzastopnih razlomaka. 
 
Sledi :  
 

     1
0 1 1, ,
1 1 0

SB     
  ,    

 

     2
0 1 1 2 1, , , ,
1 2 1 1 0

SB     
  ,    

 

     3
0 1 1 2 1 3 2 3 1, , , , , , , ,
1 3 2 3 1 2 1 1 0

SB     
  ,    

 

    4
0 1 1 2 1 3 2 3 1 4 3 5 2 5 3 4 1, , , , , , , , , , , , , , , ,
1 4 3 5 2 5 3 4 1 3 2 3 1 2 1 1 0

SB     
  ,    

 
     

         5
0 1 1 2 1 3 2 3 1 4 3 5 2 5 3 4 1 5 4 7 3 8 5 7 2 7 5 8 3 7 4 5 1, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,
1 5 4 7 3 8 5 7 2 7 5 8 3 7 4 5 1 4 3 5 2 5 3 4 1 3 2 3 1 2 1 1 0

SB     
  

 
Broj  ~lanova nSB  niza jeste 12  nSBn   . To sledi iz ~iwenice da je 12n   medijanti 

umetnuto u prethodni niz 1nSB    do forme nSB  . 
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Pokaza}emo kako se konstrui{e Stern Brocot drvo korak po korak po~ev od 
0
1

 i 
1
0

 (koji 

nisu racionalni ali su zgodni da predstavimo beskona~nost) 

 

 

Nastavi}emo da konstrui{emo drvo formiraju}i slede}i nivo ubacivawem medijante 

izme|u svaka dva uzastopna racionalna broja koji su ve} u drvetu 
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Izgradili smo binarno drvo: kada se pojavi racionalan broj q  , on je medijanta dva 

racionalna broja od kojih je jedan wegov neposredni prethodnik, a drugi neposredni 

sledbenik. Medijanta od q  i wegovog prethodnika jeste levo dete razlomka q , a 

medijanta od q i wegovog sledbenika je desno dete razlomka q .  
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Svaki pozitivan racionalan broj SB niza, mo`emo predstaviti kao veri`ni razlomak. 

Veri`ni razlomak je izraz u obliku: 

  0

1

2

3

1
1

1
1

1
1

k

q a
a

a
a

a

 








 

Ali je prihvatqivija notacija: 

 0 1 2 3; , , ,..., kq a a a a a  

Koristimo znak   ;   (,,ta~ka zarez’’) da odvojimo celobrojni deo veri`nog razlomka, u 

slu~aju ako je  1q   . Ako je 1q   , tada je celobrojni deo nula, pa se obi~no izostavqa.  

 

Da bi nam bila jasnija notacija i terminologija primeni}emo Euklidov algoritam za 

tra`ewe najve}eg zajedni~kog delioca (NZD). 

Na primeru brojeva 1387 i 3796 , prikaza}emo kako se primenom Euklidovog algoritma 

formira veri`ni razlomak. 

 Delimo ve}i broj mawim i tra`imo ostatak: 

3796 1387 2 1022     

Ili mo`emo to isto zapisati : 

3796 10222
1387 1387

   

          
12 1387

1022

   

Kqu~ni korak algoritma je upravo ovo: ,, nastaviti deqewe ve}eg broja mawim, tj 

prona}i koliko puta mawi broj staje u ve}i” 

 

1387 3651
1022 1022

   

          
11 1022

365
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Drugim re~ima : 

3796 10222
1387 1387

   

12 11 1022
365

 


 

Daqe: 

      1022 365 2 292      

   365 292 1 73      

   292 73 4   

 (NZD ( 1387, 3796) = 73 ) 

 Ili : 

         
3796 1 12 21 11387 1 11 12 21 11 1 14 3

1

   
 

 
 



 

    

       Kona~no mo`emo prikazati razlomak u slede}em obliku: 

 3796 2;1, 2,1, 4
1387

  

Sve ovo ukazuje na to, za{to se ~lanovi ia  obi~no zovu koli~nici. Tako|e pokazuje da se 

svakom racionalnom broju mo`e pridru`iti kona~an veri`ni razlomak. 

S druge strane, ako nam je dat kona~an veri`ni razlomak  0 1 2 3; , , ,..., ka a a a a  , mo`emo da 

izvedemo aritmeti~ke operacije suprotnim redosledom odnosno dobiti broj q  

(obrnuto). 

Me|utim, o~igledno je da prezentacija nije jedinstvena za svaki niz 0 1 2 3 1; , , ,..., ka a a a a   

   0 1 2 3 1 0 1 2 3 1; , , ,..., ,1 ; , , ,..., 1k ka a a a a a a a a a    

gde su: 0,k a  - nenegativni celi brojevi    ,  

ia  - pozitivni    
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Primer: 

1 11 11 12 21 43
1

  
 



 

koriste}i ovaj identitet,     0 1 2 3 1 0 1 2 3 1; , , ,..., ,1 ; , , ,..., 1k ka a a a a a a a a a   , da prethodnu 

formu, gde je 1ka   , ubacimo u kasniju formu, mo`emo posti}i uslov da posledwi 

koeficijent zadovoqava 2ka   (tj. iskqu~imo kona~ne veri`ne razlomke sa zadwim 

koli~nikom jednakim 1). 

Ovim dodatnim zahtevom, prezentacija postaje jedinstvena, tj korespondencija izme|u 

Q  i veri`nih razlomaka postaje 1-1 (jednozna~no preslikavawe). 

Tada svaki razlomak u SB drvetu (osim ako nije 1q  ), ima dvoje roditeqa datih 

slede}im veri`nim razlomcima: 

 

 prvi roditeq:  0 1 2 3; , , ,..., 1ka a a a a  ;  

- u slu~aju za 2ka  , mo`emo zapisati kao roditeq od q  u formi  

      0 1 2 3 1; , , ,..., 1ka a a a a    

 drugi roditeq:  0 1 2 3 1; , , ,..., ka a a a a   

 

To su razlomci ~ija je medijanta jednaka datom razlomku. Jedan je u redu iznad, drugi je 

vi{e udaqen. Jednog roditeqa nalazimo jednostavno oduzimawem jedinice, od 

posledweg koeficijenta veri`nog razlomka. Drugi (udaqeni) roditeq se dobije 

jednostavno izostavqawem posledweg koeficijenta. 

Primer 1: 

1.  7 1,1,2, 2
12

   -  je medijanta dva razlomka tj roditeqi su mu : 

                  41,1, 2,1 1,1,3
7

    , prvi roditeq i  

                31,1, 2
5

   , drugi  
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2.  5 1,1, 4
9
   -  je medijanta dva razlomka tj roditeqi su mu: 

                41,1,3
7

   , prvi roditeq i  

                11,1
2

   , drugi  

 

Primer 2: 

 

Za broj  23 11 1;2,3, 2116 2 13
2

  




 , za 2k   , gde je 2ka    

Wegov prvi roditeq u SB  drvetu je : 

    1 131;2,3,1 1;2, 4 1 1 92
4

   


 

       a drugi roditeq je:  

   1 101;2,3 1 1 72
3

  


 

Va`i i obrnuto, svaki broj q  u SB  drvetu, ima ta~no dvoje dece. 

Ako je    0 1 2 0 1 2; , ,..., ; , ,..., 1,1k kq a a a a a a a a    , tada je jedno dete: 

 Jedno dete :  0 1 2; , ,..., 1ka a a a  , i 

 Drugo dete :  0 1 2; , ,..., 1, 2ka a a a   

 

Primer 3: 

             Za broj     4 1,1,3 1,1, 2,1
7
    , dvoje dece su; 

       51,1, 4
9

  , i 

    71,1, 2,2
12

  

Jedno od ove dece je mawe od q  i to je levo dete, drugo je ve}e i to je desno dete . 
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Primer 4: 

Veri`ni razlomak od 
13
9

  je  1;2, 4  i wegovo dvoje dece su ; 

  161;2,5
11

        desno dete i,  

  231;2,3, 2
16

    levo dete. 

Jasno je da se za svaki kona~an veri`ni razlomak, izraz mo`e stalno pomerati na svog 

roditeqa, dok se ne dobije koren    11;
1

  drveta u kona~no mnogo koraka . 

Odatle se svaki pozitivan racionalan broj pojavquje ta~no jednom u ovom drvetu. 

[tavi{e, svi potomci levog deteta bilo kog q  su mawi od q  i svi potomci desnog 

deteta od q  su ve}i od q . 

Brojevi na dubini d  u drvetu su brojevi za koje je suma koeficijenata veri`nih 

razlomaka jedaka 1d  . 

 

Primer: 

 

         5
1 4 3 5........ , , , ,.........
2 7 5 8

SB     
 ,  pri ~emu je   4 1,1,3

7
  , odnosno suma 5 

 

         6
1 5 4 7 3 5........ , , , , , ,.........
2 9 7 12 5 8

SB     
 , pri ~emu je  5 1,1, 4

9
  , odnosno suma 6, ili  7 1,1,2, 2

12
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 Calkin- Wilf  niz  CWn  

 

Calkin Wilf  niz  nCW je definisan koriste}i pravilo drveta kao na slede}oj slici i 

to:  

                          
q
p

 

 

                                           
qp

p


                               
q

qp   

                                        Calkin Wilf   C W pravilo 

       1CW     
1
1

  ,    

 

      2
1 2,
2 1

CW     
  ,    

 

      3
1 3 2 3, , ,
3 2 3 1

CW     
  ,    

 

4
1 4 3 5 2 5 3 4, , , , , , ,
4 3 5 2 5 3 4 1

CW     
  ,    

 

5
1 5 4 7 3 8 5 7 2 7 5 8 3 7 4 5, , , , , , , , , , , , , , ,
5 4 7 3 8 5 7 2 7 5 8 3 7 4 5 1

CW     
 

 

6

1 6 5 9 4 11 7 10 3 11 8 13 5 12 7 9 2 9 7 12 5 13 8, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,
6 5 9 4 11 7 10 3 11 8 13 5 12 7 9 2 9 7 12 5 13 8 11
11 3 10 7 11 4 9 5 6, , , , , , , ,   
3 10 7 11 4 9 5 6 1

  

CW

 
 
 
   
 
 
  

 

   

Broj  ~lanova nCW  niza jeste 12n
nCW    .  
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Calkin Wilf  niz  nCW ima formu: 

     0 -2-1

0 1 -1

, , ......., N
n

N

b bbCW
b b b
 

  
    ,   gde je 12nN   pri ~emu je imenilac jednog ~lana brojilac 

narednog ~lana u nizu. 

Calkin Wilf  niz  nCW  opisuje niz  b n   sa osobinom da se svaki pozitivan 

racionalni broj pojavquje ta~no jednom u obliku : 

)1(
)(
nb
nb  

[tavi{e  b n je prirodno re{ewe problema prebrojavawa.  

Na{a lista pozitivnih racionalnih brojeva po~iwe ovako: 

 

1
1

,
1 2,
2 1

,
1 3 2 3, , ,
3 2 3 1

,
1 4 3 5 2 5 3 4, , , , , , ,
4 3 5 2 5 3 4 1

,
1 5 4 7 3 8 5 7 2 7 5 8 3 7 4 5, , , , , , , , , , , , , , ,
5 4 7 3 8 5 7 2 7 5 8 3 7 4 5 1

,.... 

 

Neke od interesantnih pojava u ovoj listi, {to }emo kasnije i dokazati , su : 

a) Imenilac svakog razlomka je brojilac wegovog sledbenika. To zna~i da n -ti 

racionalni broj u listi ima oblik  
)1(

)(
nb
nb ,   0,1, 2,3,...n  , gde je b  odre|ena 

funkcija nenegativnih celih brojeva ~ije su vrednosti   

             ,....7,4,5,1,4,3,5,2,5,3,4,1,3,2,3,1,2,1,10)( nnb   ,    

b) Vrednosti funkcije )(nb  zapravo broje ne{to veoma zanimqivo: )(nb  je broj 

na~ina pisawa celog broja n  kao suma stepena dvojke  pri  ~emu svaki stepen 

mo`e biti kori{}en najvi{e dva puta.  

 

Na primer :  

-  mo`emo pisati broj 5 na slede}a 2 na~ina  

     5 4 1    

   2 2 1     , odakle se vidi da je  5 2b   
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- broj 10 na slede}ih 5 na~ina 

   10 8 2   

       8 1 1    

       4 4 2     

       4 4 1 1       

       4 2 2 1 1     ,  odakle se vidi da je  10 5b   

 

Mo`emo re}i da je )(nb  broj hiperbinarnih prezentacija celog broja n . 

 

c) Uzastopne vrednosti funkcije b  su uvek uzajamno prosti brojevi, tako da se 

svaki razlomak pojavquje u skra}enoj formi kada se pojavi 

 

d) Svaki pozitivan razlomak se pojavquje jednom i samo jednom u ovoj listi 

 

Drvo razlomaka 

Na trenutak mo`emo da zaboravimo nabrajawe i samo da zamislimo da razlomci rastu na 

drvetu kao {to je potpuno predstavqeno  na slede}em crte`u i formirano na bazi 2 

pravila : 
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1
1  je na vrhu drveta 

 Svaki ~vor 
j
i  ima 2 ,,deteta,, : wegovo ,,levo dete,, je 

ji
i


 , a ,,desno  dete,, 
j

ji   

 

Pokaza}emo slede}e osobine drveta: 

1. Brojilac i imenilac svake najvi{e ta~ke su uzajamno prosti 

Ovo je sigurno ta~no za najvi{i  ~vor. U suprotnom , pretpostavimo da je 
s
r  ~vor na 

najvi{em mogu}em nivou na drvetu za koji ovo nije istinito.  

Ako je 
s
r   ,,levo dete,,  tada je wegov roditeq 

rs
r


 koji tako|e jasno je, ne mo`e biti 

skra}en razlomak i trebao bi biti na vi{em nivou, {to je kontradikcija.  

Ako je 
s
r   ,,desno dete,,  tada je wegov roditeq 

s
sr   š{to tako|e vodi u 

kontradikciju.  

2. Svaki skra}eni pozitivan racionalan broj se pojavquje na mestu nekog ~vora. 

Racionalni broj 1 se sigurno pojavquje. Ina~e, pretpostavimo da je 
s
r  me|u svim 

razlomcima koji se ne pojavquju onaj sa najmawim imeniocem i onaj sa najmawim 

brojiocem.  

Ako je r s , tada 
s

sr   se ili ne pojavquje ili }e jedno od wegove dece biti 
s
r  č~iji je 

brojilac mawi a imenilac isti , {to je opet kontradiktorno.  

Ako je r s , tada 
rs

r


 se ili ne pojavquje ili }e jedno od wegove dece biti 
s
r  i ima 

mawi imenilac {to je kontradikcija. 

3. Nijedan skra}eni pozitivan  racionalan broj se ne pojavquje vi{e nego jednom u 

drvetu kao ~vor. 
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Prvo, racionalan broj 1 se pojavquje kao ~vor samo na vrhu drveta, pa ako nije samo tu 

1 , onda bi bio dete nekog ~vora 
s
r . Me|utim, deca ~vora 

s
r  su 

sr
r


 i 
s

sr   pri ~emu 

nijedan od wih ne mo`e biti 1 . 

 

Izme|u svih skra}enih racionalnih brojeva koji se pojavquju vi{e nego jednom, neka 

s
r   ima najmawi imenilac i najmawi brojilac. Ako je r s  , tada je 

s
r  ,,levo dete,, od 

dva razli~ita ~vora, i kod oba postoji 
rs

r


, š{to je kontradiktorno za minimalnost 

imenioca. Sli~no va`i i za r s . 

 

Zakqu~ujemo, da se mo`e sastaviti lista svih pozitivnih racionalnih brojeva od 

kojih se svaki pojavquje jednom i samo jednom, upisuju}i 
1
1

 na po~etku, zatim razlomke 

na nivou odmah ispod vrha drveta ~itaju}i sleva na desno, zatim razlomke na slede}em  

ni`em nivou ~itaju}i sleva na desno, itd. 

Tvrdimo da, ako tako zapi{emo niz, imenilac svakog razlomka bi}e jednak brojiocu 

wegovog sledbenika (slede}eg razlomka u nizu). Ovo je o~igledno, ukoliko je razlomak 

levo dete i wegov sledbenik desno dete istog roditeqa. Ako je razlomak desno dete, 

tada je wegov imenilac isti kao imenilac wegovog roditeqa a brojilac wegovog 

sledbenika isti kao brojilac roditeqa wegovog sledbenika. 

Kona~no, krajwi desni ~vor svakog reda ima imenilac 1, kao i krajwi levi ~vor 

slede}eg reda koji ima brojilac 1, {to dokazuje tvrdwu. 

Nakon {to napravimo jedan niz racionalnih brojeva ~itaju}i uzastopne redove drveta 

kao {to smo gore opisali, lista }e imati formu  0}
)1(

)({  nnf
nf

 za neko f  . 

Sada, s obzirom na polo`aj razlomaka u drvetu, dvoje dece od 
)1(

)(
nf
nf

 su : 

)22(
)12(




nf
nf

 i 
)32(
)22(




nf
nf

.  
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Odatle i koriste}i pravilo formirawa dece na osnovu roditeqa mora biti :  

)12( nf = )(nf  i )22( nf = )(nf + )1( nf , gde je 0,1,2,...n    

 

Ove rekurentne veze, zajedno sa uslovom da je (0) 1f   , evidentno determini{u na{u 

funkciju f  na svim nenegativnim celim brojevima. 

 

Tvrdimo da  ( ) bf n n , gde je  b n  broj  hiperbinarnih prezentacija broja n  za 0n   . 

Za 0n   istinito je tvr|ewe i pretpostavimo da je ta~no za sve cele nenegativne 

brojeve 0,1,2,....2n . 

 

Sada je  (2 1)b n b n   jer nam je data hiperbinarna ekspanzija 2 1n  , gde broj 1 mora da 

se pojavi, otuda oduzimaju}i jedinicu od obe strane i deqewem sa 2, dobijamo 

hiperbinarnu prezentaciju broja n  . Obrnuto, ako nam je dete ekspanzija broja n  , 

dupliramo svaki deo i dodamo 1 , dobi}emo prezentaciju od 2 1n  .  

 

[tavi{e,    (2 2) 1b n b n b n    za  hiperbinarnu ekspanziju od 2 2n  , mo`e imati 

ili dve jedinice ili nijednu jedinicu u razvoju. 

Ako ima dve jedinice, tada bri{u}i ih i deqewem sa 2, mi posti`emo ekspanziju broja 

n  . 

   Primer:  

(8) 2 2 4b     

  4 4    

            1 1 2 4      

                                                              8n    

 (2 1)b n b n   

 (2 8 1) 17b b    

(17) 1 4 4 8b      

   1 8 8     

             1 2 2 4 8       
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Ako nema nijednu jedinicu, tada samo delimo sa 2 da dobijemo ekspanziju 1n .  

Ova preslikavawa su jedna drugom inverzna , {to dokazuje tvr|ewe.  

Sledi da )(nb  i )(nf  zadovoqavaju  date rekurentne formule i uzimaju iste po~etne 

inicijalne vrednosti, otuda se sla`u- va`e za sve nenegativne cele brojeve. 

 

TEOREMA 1 : 

N  - ti racionalni broj u skra}enoj formi mo`e biti uzet kao oblik 
)1(

)(
nb
nb

, gde je 

)(nb  broj hiperbinarnih prezentacija celog broja n  . ( 0,1,2,...n   ) 

Tu su )(nb i )1( nb  uzajamno prosti i svaki pozitivan skra}en racionalan broj 

pojavquje se jednom i samo jednom u listi 
)1(
)0(

b
b

 , 
)2(
)1(

b
b

, ...  

Zapravo osobina da je imenilac datog razlomka jednak brojiocu wegovog sledbenika,  

ostaje ~ak i kada nizove pove`emo u formu 1 2 3, ,CW CW CW  , ... 

1 1 2 1 3 2 3 1 4, , , , , , , ,..., ,... ,
1 2 1 3 2 3 1 4 1

CW
    

 

0 1 2

1 2 3

, , ,...C C CCW
C C C

 
  
 

  

Da bismo pokazali kako mo`emo formulom generisati niz nCW  , prvo moramo 

definisati pojam  floor x x      koji zaokru`uje argument na ni`e - funkcija najve}eg 

celog broja ( ne ve}i od x  ) 

 1,81 1floor    

2, 4 2     

2,7 2     

2,7 3       

2 2       

Va`i :   1x x x           

Funkcija  ceil x x      predstavqa najmawi ceo broj ne mawi od x  odnosno zaokru`uje 

argument na vi{e. 
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CW  niz se mo`e generisati formulom: 

1
1

2 1i
i i

q
q q 

    
 

gde je iq  - i  -ti broj u nizu (~lan niza),  

Po~iwe od 1 1q    i iq    predstavqa celi deo broja. 

1 1q   

2
1 1

2 1 1 2
q  

 
 

3
1 2

1 12 1
2 2

q  
     

 

4
1 1

2 2 2 1 3
q  

    
 

 ... 

Tako|e je mogu}e izra~unati i   ti ~lan niza iq  direktno. 

Ako brojimo uzastopne iste cifre binarnog zapisa (koda) za broj i  , dobijamo veri`ni 

razlomak iq . Brojimo cifre od  kraja binarnog koda (odnazad). 

Primer: 

1081i   , tra`imo ?iq   

1081: 2 540   i ostatak 1 

540 : 2 270    i ostatak 0 

270 : 2 135    i ostatak 0 

135 : 2 67      i ostatak 1 

67 : 2 33        i ostatak 1 

33 : 2 16        i ostatak 1 

16 : 2 8          i ostatak 0 

8 : 2 4            i ostatak 0 

4 : 2 2           i ostatak 0 

2 : 2 1    i ostatak 0 

1: 2 0    i ostatak 1 
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Brojimo unazad nule i jedinice i tako dobijamo prikaz : 

10000111001 

Binarni zapis za broj  21081 10000111001   

 1;2,3, 4,1   veri`ni razlomak iq   

Iz binarnog dobijamo dekadni broj na slede}i na~in: 

10 5 4 3 0
210000111001 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2           

  1024 32 16 8 1 1081        

 1081
53 1;2,3, 4,1
37

q     

  1 1 1 1 1 16 531;2,3, 4,1 1 1 1 1 1 11 1 1 5 37 37 372 2 2 21 1 16 16 163 31 5 54
1

            
   

 


  

 

Drugi primer predstavqa obrnut proces : 

Ako imamo iq  , odredi}emo i   

Neka je 
3
4iq   , veri`ni prikaz je  0;1,3   

3 1 13 : 4 0 0 04 14 1
3 3

     


   ,        
14 :3 1
3

   
 

  

Za  0;1,3   , 21110 14i     

3 2 1 0
21110 1 2 1 2 1 2 0 2 8 4 2 0 14              

Neka je 
4
3iq   , wegov veri`ni prikaz je    1;3 1;2,1  . Imamo 21001 9i     

3 2 1 0
21001 1 2 0 2 0 2 1 2 8 0 0 1 9              
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 Farey  niz  Fn  

Farey  niz  nF  reda n  sadr`i sve skra}ene razlomke 
q
p

 sa osobinom da je  0 p q n    

u svom prirodnom redosledu.  

 

Standardni na~in izra~unavawa  nF iz  1nF   je da se ubace medijante izme|u 

uzastopnih razlomaka  1nF   niza samo ako to daje imenilac veli~ine n  (sve razlomke 

a
n

 oblika) 

 

1
0 1,
1 1

F     
   

2
0 1 1, ,
1 2 1

F     
   

3
0 1 1 2 1, , , ,
1 3 2 3 1

F     
   

4
0 1 1 1 2 3 1, , , , , ,
1 4 3 2 3 4 1

F     
 

5
0 1 1 1 2 1 3 2 3 4 1, , , , , , , , , ,
1 5 4 3 5 2 5 3 4 5 1

F     
   

6
0 1 1 1 1 2 1 3 2 3 4 5 1, , , , , , , , , , , ,
1 6 5 4 3 5 2 5 3 4 5 6 1

F     
   

7
0 1 1 1 1 2 1 2 3 1 4 3 2 5 3 4 5 6 1, , , , , , , , , , , , , , , , , ,
1 7 6 5 4 7 3 5 7 2 7 5 3 7 4 5 6 7 1

F     
   

8
0 1 1 1 1 1 2 1 3 2 3 1 4 3 5 2 5 3 4 5 6 7 1, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,
1 8 7 6 5 4 7 3 8 5 7 2 7 5 8 3 7 4 5 6 7 8 1

F     
   

 

Broj skra}enih razlomaka oblika 
a
n

 sa osobinom 1 a n    obele`avamo sa  n . 

Otuda je  nF podniz od nSB   (imenilac medijante mora biti veli~ine n  ). 

Skra}eni razlomci reda n   
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 n

Primer : 

za 8n   ; iz niza 
1 2 3 4 5 6 7, , , , , ,
8 8 8 8 8 8 8

  dodajemo samo uzajamno proste brojeve 

1 3 5 7,... ,... ,...
8 8 8 8

.    8 4    

za 9n   ; iz niza 
1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,
9 9 9 9 9 9 9 9

  dodajemo samo uzajamno proste brojeve 

1 2 4 5 7 8, ,... , ,... ,
9 9 9 9 9 9

 .   9 6   

( Va`i da su susedni 
a
b

  i 
c
d

 , 1b c a d     ) 

 2 1      

 3 2   

 4 2                         Broj razlomaka sa imeniocem n  koje dodajemo je  

 5 4                           

 6 2   

 7 6   

 8 4   

 9 6   

Ako prebrojimo nenula skra}ene razlomke sa imeniocem j  zajedno sa nulom dobijamo:  

 
1

1
n

n
j

F j


   

Za 3n  ,         
3

3
1

1 1 1 2 3 1 1 1 2 5
j

F j   


            ,   zakqu~ak 3 5F    

                     3
0 1 1 2 1, , , ,
1 3 2 3 1

F     
   

Za 4n  ,           
4

4
1

1 1 1 2 3 4 5 2 7
j

F j    


           ,   zakqu~ak 4 7F   

Pravilo medijante povla~i da su uzastopni razlomci u nSB  i  nF   susedni. ( Va`i da su 

susedni 
a
b

  i 
c
d

 , 1b c a d     ) 
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3. REKURZIVNI REZULTATI 

 

Pokaza}emo da razlomci u Stern-Brokot, Kalkin-Vilf i Ferijevim nizovima mogu biti 

izvedeni ne samo ,,odozgo na dole” ve} ih mo`emo izvesti ,,levo-desno” koriste}i veoma 

sli~ne,  skoro identi~ne   rekurentne relacije (formule). To nam omogu}ava da ra~unamo 

prethodne nizove iSB  , iCW  i iF  za i n  . 

 
 i2  je najve}i stepen dvojke koji deli na{ broj i   

 22 ii j   , gde je  j- neparni ceo broj  

 
TEOREMA 1 
 

Napi{imo SB  niz reda n   na slede}i na~in:   
 

0 11 1

1 0 1 1

, , ,.... N
n

N

a aa aSB
b b b b



 

 
  
 

 , gde je 2nN  ,  

 
Tada   se  ia i ib  mogu izra~unati preko rekurentnih veza: 

        1 0,a    0 1a   ,  1 2a a ,i i i ia k        za 1 i N   

        1 1,b   0 ,b n     1 2 ,i i i ib k b b     
 
gde je:      22 1ik i   
                  
TEOREMA 2 
 

Napi{imo CW  niz  kao  :  
 

0 11

1 2

, ,.... ,....i

i

a aaCW
a a a




 
  
 

 ,  

 

0 21 1

0 1 2 1

, , ,.... N
n

N

b bb bCW
b b b b





 
  
 

, gde je 12nN    

 
Tada se ia   i ib  mogu izra~unati preko rekurentnih veza 
 
    1 0,a   0 1a  , 1 2a a ,i i i ia k        za 1 i     
 
   1 1b  , 0 ,b n  1 2 ,i i i ib k b b       za 1 i N    
 
gde je :   22 1ik i   
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TEOREMA 3 
 
 
Napi{imo Ferijev niz nF   reda n   kao :  
 

0 11 1

1 0 1 1

, , ,.... N
n

N

A AA AF
B B B B



 

 
  
 

 

 
Tada se brojioci iA   i imenioci iB   mogu izra~unati preko rekurentnih relacija. 
 

1 0,A   0 1A  , 1 2i i i iA K A A         ,   za 1 i N   

1 1B  , 0 ,B n  1 2i i i iB K B B       , za 1 i N   

 
gde je  

               2

1

i
i

i

B nK
B




 
  
 

   i    
1

n

j
N j



  

 
TEOREMA 1 - Ilustracija 
 
Koriste}i tabelu mo`emo ilustrovati teoremu 1 na primeru 4SB  . Ovaj niz se 

konstrui{e s leva na desno, ra~unawem preko rekurentnih veza ,i ia b  (broj kolona 
42 16N    ), {to izgleda ovako: 

 

i -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
ai 0 1 1 2 1 3 2 3 1 4 3 5 2 5 3 4 1
bi 1 4 3 5 2 5 3 4 1 3 2 3 1 2 1 1 0
ki 1 3 1 5 1 3 1 7 1 3 1 5 1 3 1

 
 i2  je najve}i stepen dvojke koji deli na{ broj i  

 1 22 1 1 2 0 1 1k                   012   

2 2 1 1 3k              122   

3 2 0 1 1k              032   

4 2 2 1 5k               242    

5 2 0 1 1k               052   

6 2 1 1 3k             162   

7 2 0 1 1k            072   



                                                                                                                                          32 

8 2 3 1 7k             382   

9 2 0 1 1k             092   

10 2 1 1 3k            2 10 1   

Izra~unavamo brojioce i imenioce ib  razlomaka preko rekurentnih veza. 

1 1k    2 3k   2 1 2 3k k    

3 1k                    4 5k   4 2 2 3 2 5k k      

5 1k    6 3k   6 3 2 1 2 3k k      

7 1k   8 7k   8 4 2 5 2 7k k      

9 1k   10 3k   10 5 2 1 2 3k k      

Brojevi  ik  su isti kao  ik    generisani preko rekurentnih veza 

1 1k    22 1ik i   , 1 1k   

 
2 1 1jk     , 0j                   2 1 1jk    , neparni koeficijent k   

 
2 2j jk k                                           2 2j jk k  , parni koeficijent k   

 

 Dokaz indukcijom 
 

 1 1k k    ,  2 1 1jk      i  2 2j jk k     va`i za  , 1j    
 

Kako je         2 2 1 0j      i     2 22 1j j     , otuda 

 
                      i ik k    ,     za sve , 1i    

 

o Neparni koeficijenti              

  1 22 1 1 2 0 1 1k         1 1k     

                                                                         3 2 0 1 1k                                               3 1k    
                          ……. …….. 
                                                            …….                                          ……. 
                          9 2 0 1 1k                                  9 1k    
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o Parni koeficijenti              

  2 22 2 1 2 1 1 3k         2 1 2 3k k       

                                                                         4 2 2 1 5k                                               4 2 2 3 2 5k k        
                           
                         6 2 1 1 3k                                  6 3 2 1 2 3k k       
 
 

           1 0,a    0 1a   ,  1 2a a ,i i i ia k        

              1 1 0 1 1 1 0 1 0 1a k a a           

                                             2 3 1 1 3 1 2a         

                                     3 1 2 1 2 1 1a         

                     4 5 1 2 5 2 3a         

 5 1 3 1 3 1 2a         

 6 3 2 3 6 3 3a         

                                                       7 1a   

 

Primer  3
1 0 1 2 3 4 5 6 7

0 1 1 2 1 3 2 3 1, , , , , , , ,SB
b b b b b b b b b

 
  
 

 

 

             1 1 2 1 3 2 3 1, , , , , , , ,...
1 2 1 3 2 3 1 4

CW
    

 

 

             0 3 5 71 2 4

1 2 3 4 5 6 8

, , , , , , ,...a a a aa a aCW
a a a a a a a

 
  
 

 

 
 
TEOREMA 1 - Dokaz 
 
Indukcijom po n  . 
 
 Dokaz za ib   je isti kao za ia   ( sa  u sb  promenimo). 
 

Jasno je da je : 1 2i i i ia k a a       ta~no za 0n   ,    kako je  0
0 1,
1 0

SB     
  . 

 
Pretpostavimo da je :  0n   , i 1 2i i i ia k a a    istina za 1nSB  ,  

 

Neka su  
12/

12/

1

1

0

0

1

1 ,....,,




















N

N

b
a

b
a

b
a

b
a

 , razlomci u 1nSB  .
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Na~in na koji ubacujemo medijante da bi dobili niz  nSB   , prikazan je na slede}oj 

slici : 
 
 

1nSB             
2

2








j

j

b
a

 
1

1








j

j

b
a

                  
j

j

b
a



 

 
 
 
 
 

nSB            
32

32





j

j

b
a

 
22

22





j

j

b
a

 
12

12





j

j

b
a

    
j

j

b
a

2

2          
12

12





j

j

b
a

 

 
 

Ta~kaste linije obele`avaju ponavqawe razlomaka , a 
 

           Isprekidane linije obele`avaju formirawe medijante 
 
Ponavqawe razlomaka zna~i da je   
                

            12 ja  = 1ja      i  12 jb  = 1jb        za 0
2
Nj  ,  

 
A formirawe medijante zna~i 
 

            ja2  = 1ja + ja    i  jb2  = 1jb + jb      za 0
2
Nj  ,  

 
Naravno, formule za 1a  i 0a  u jedna~ini   1 2i i i ia k a a     su ta~ne ,  
 

jer nSB    po~iwe sa 
n
1,

1
0

. 

 
Pretpostavimo da je 1 i N    i  razmatramo slu~ajeve kada je i   parno i kada je  
neparno. 
 
Slu~aj 1.  2i j   je paran i 1j    
 
 

 2 2 1 2 2 2 1 2 22j j j j j jk a a k a a                      , iz  2 2j jk k    

 
                          1 2 12j j j jk a a a            , iz 2 1 1j ja a   i 2 1j j ja a a     
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                               1 2 1j j j jk a a a                        ,  
 
                               1j ja a                                   , iz 1 2j j j ja k a a       indukcijom 

 
                               2 ja                                     ,  
                                                                                                                     
 
 
Slu~aj 2.  2 1i j   je neparan i  1j    
 
Iz 2 1 1jk     , kao i    2 1 1j ja a     ,    2 1j j ja a a              

 
Sledi da je  
 

2 1 2 2 1 2 2 1j j j j jk a a a a            ,  za  2 1jk    
 

                                  1 1j j ja a a      ,   

 
                                 ja                             
 
                                 2 1ja                                          
 
Š{to smo hteli i da doka`emo, ~ime zavr{avamo indukciju po n  . 
 
 
 
Pokaza}emo da se pola imenilaca ib  iz niza nSB ,  pojavquje i u nizu nCW  

(zadivquju}e),  dok se  brojioci ia  iz niza nSB  tako|e pojavquju u nizuCW  . 

  
 
 Primer 3SB  

    

       1 0,a    0 1a   ,  1 2a a ,i i i ia k        

              1 1 0 1 1 1 0 1 0 1a k a a           

                                    2 3 1 1 3 1 2a         

                            3 1 2 1 2 1 1a         

   4 5 1 2 5 2 3a         

   5 1 3 1 3 1 2a         

   6 3 2 3 6 3 3a         

                                                                       7 1a   
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 3
1 0 1 2 3 4 5 6 7

0 1 1 2 1 3 2 3 1, , , , , , , ,SB
b b b b b b b b b

 
  
 

 

 

             1 1 2 1 3 2 3 1, , , , , , , ,...
1 2 1 3 2 3 1 4

CW
    

 

 

             0 3 5 71 2 4

1 2 3 4 5 6 8

, , , , , , ,...a a a aa a aCW
a a a a a a a

 
  
 

 

 
 

4
0 1 1 2 1 3 2 3 1 4 3 5 2 5 3 4 1, , , , , , , , , , , , , , , ,
1 4 3 5 2 5 3 4 1 3 2 3 1 2 1 1 0

SB     
 

 

           4
1 4 3 5 2 5 3 4, , , , , , ,
4 3 5 2 5 3 4 1

CW     
 

 
Shodno tome, iskoristili smo  istu notaciju za ia  i ib  u Teoremi 2 (kao u Teoremi 1) 
 
 
TEOREMA 2 - Dokaz 
                                
Koriste}i C W  pravilo:  
 

                                                                  
j

j

a
a 1  

 
                       

                                          
jj

j

aa
a




1

1                       
j

jj

a
aa 1  

 
 
Mo`emo napraviti C W  drvo kao na slici: 
 

                                                                 
1

0

a
a

= 
1
1

 

 

                                   1

2

1
2

a
a

                                                              2

3

2
1

a
a

  

 
       

                 3

4

1
3

a
a

                       4

5

3
2

a
a

                           5

6

2
3

a
a

                           6

7

3
1

a
a
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Crte`žpokazuje da brojevi ia   moraju zadovoqavati slede}e relacije: 
 

0 1a  ,         2 1 1j ja a         i    2 1j j ja a a       , za 0j    
 
Defini{imo 1 0a   ,  pri tome navedene relacije va`e kada je 0j   .  
 
Dokaza}emo indukcijom po i  da su formule za ia   u relacijama 1 2i i i ia k a a         za  

 
1 i    ta~ne. 
 
 
Ovo je o~igledno ta~no za 1,0i    .  
 
Pretpostavimo sada da je 0i   i zamenom u relacijama va`i i za  'i i  
 
 
Slu~aj 1.  2i j   i 1j   , Tada 
 

 2 2 1 2 2 2 1 2 22j j j j j jk a a k a a                    , iz 2 2j jk k   

 
                            1 2 12j j j jk a a a         , iz 2 1 1j ja a   i 

12 jj ja a a


    

 
                                 1 2 1j j j jk a a a                    ,  
 
                                1j ja a                                 , indukcijom po i   

 
                                2 ja   
      
                                  
Slu~aj 2.  2 1i j   i  1j    
 
Tada  2 1 1jk     .    Iz   0 1,a      2 1 1j ja a        i    2 1j j ja a a  , za 0j   

 
 
Sledi  
 
          2 1 2 2 1 2 2 1j j j j jk a a a a              ,   

                                     1 1j j ja a a    ,   

                                    ja       

                                    2 1ja                              

 
Škraj dokaza indukcijom po i  . 
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Dokaz za   1 2i i i ib k b b      je sada jednostavan. 

 

Prvi ~lan  
nb

b 1

0

1   niza nCW  jednak je 
N

N

a
a 1  gde je 12nN   .  

Kako je nCW  uzastopni podniz od CW , sledi da je: N i ia b     za 1 i N    . 
 
Sada  1 1Na   , Na N    i   1 2i i i ia k a a          

 

 povla~i da    1 2N i N i N i N ia k a a         ,         za   1 i N   . 

 
Znamo da je    2 2v N i v i    i  N i ik k   ,   za   1 i N  . 

 
Ako zamenimo  N ia    sa ib   i N ik   sa ik  ,   za 1 i N      
 
Sledi:        1 2i i i ib k b b     ,   za  1 i N  . 
 
Kraj dokaza. 
 
 
TEOREMA 3 - Ilustracija 
 

1 0,A   0 1A  , 1 2i i i iA K A A         ,   za 1 i N   
 

1 1B  , 0 ,B n   1 2i i i iB K B B       , za 1 i N   
 
Napravi}emo tabelu koeficijenata Ferijevog niza za 5n   . 
 

1
0 1,
1 1

F     
,  

 

5
0 1 1 1 2 1 3 2 3 4 1, , , , , , , , , ,
1 5 4 3 5 2 5 3 4 5 1

F     
 

 
 

i -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Ai 0 1 1 1 2 1 3 2 3 4 1
Bi 1 5 4 3 5 2 5 3 4 5 1
Ki 1 2 3 1 5 1 3 2 1
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1
1

0

1 5 6 1
5 5

B nK
B
                 

,     1 1 0 1 1 1 0 1A K A A       ,   1 1 0 1 1 5 1 4B K B B        

 
0

2
1

5 5 10 2
4 4

B nK
B

                 
,   2 2 1 0 2 1 1 1A K A A       ,   2 2 1 0 2 4 5 3B K B B        

1
3

2

4 5 9 3
3 3

B nK
B

                 
,     3 3 2 1 3 1 1 2A K A A       ,   3 3 2 1 3 3 4 5B K B B        

2
4

3

3 5 8 1
5 5

B nK
B

                 
,     4 4 3 2 1 2 1 1A K A A       ,   4 4 3 2 1 5 3 2B K B B        

3
5

4

5 5 10 5
2 2

B nK
B

                 
,    5 5 4 3 5 1 2 3A K A A       ,  5 5 4 3 5 2 5 5B K B B        

4
6

5

2 5 7 1
5 5

B nK
B

                 
,     6 6 5 4 1 3 1 2A K A A       ,   6 6 5 4 1 5 2 3B K B B        

5
7

6

5 5 10 3
3 3

B nK
B

                 
,   7 7 6 5 3 2 3 3A K A A       ,  7 7 6 5 3 3 5 4B K B B        

6
8

7

3 5 8 2
4 4

B nK
B

                 
,   8 8 7 6 2 3 2 4A K A A       ,  8 8 7 6 2 4 3 5B K B B        

7
9

8

4 5 9 1
5 5

B nK
B

                 
,  9 9 8 7 1 5 4 1A K A A       ,   9 9 8 7 1 5 4 1B K B B        

 
 
TEOREMA 3 - Dokaz 
 

Kako su prva 2 ~lana niza  nF  :  
1
0

 i 
n
1

  relacije : 

 
1 2i i i iA K A A     

 
1 2i i i iB K B B          

su ta~ne , za  1,0i     
 
Pretpostavimo da je 1 i N   . 
 

Po definiciji , ~lanovi 
2

2





i

i

B
A

, 
1

1





i

i

B
A

, i 
i

i

B
A

 su uzastopni ~lanovi u nizu nF  .  

 
Dokaza}emo da je  iA a   i iB b  ,  
 

1 2i i ia K A A     

 

1 2i i ib K B B     
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Poznato je da va`i formula:   1 2 1 2 1i i i iA B B A      jer su uzastopni razomci u  

 
Farejevom nizu i susedni. 
 
Sledi:  
 

   1 1 1 2 1 1 2 1i i i i i i i i i ia B b A K A A B K B B A                

     

                          = 1 2 1 2 1i i i iA B B A      
 
 
Posmatramo nejedna~ine 
 

 
1

2

1

2 K1






 




i

i
i

i

i

B
nB

B
nB

   ,            sve pomno`imo sa 1iB  

 
                 2 1 1 2Ki i i i iB n B B B n          ,       oduzmemo 2iB  
 
 1in B b n     ,  
 
Iz   1iB b n    sledi da je 0 b n    

 
i   iz      ( 1 2 1 2 1i i i iA B B A     )   da je  
  

              2 1

2 1

i i

i i

A A a
B B b

 

 

      

 

Dokle god je 
i

i

B
A

po definiciji slede}i razlomak u Farejevom nizu nF  ,  mo`emo 

zakqu~iti da je :  1

1

i i

i i

A A a
B B b





   

Po{to je slede}i razlomak posle 
1

1





i

i

B
A

 u nF  nizu razlomak 
i

i

B
A

, sledi da je : 

 1

1

i i

i i

A A a
B B b





    uporedni iz ( 1 2 1 2 1i i i iA B B A     ). 

Sada treba pokazati da je : i

i

A a
B b

  

Pretpostavimo suprotno, tj da je i

i

A a
B b

  , tada je : 

1 i iaB bA      ,   i    

1 11 i i i iA B B A    
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Mno`e}i sa  1iB   izraz  1 i iaB bA    i sa b  izraz 1 11 i i i iA B B A   ,  a zatim wihovim  

 
sabirawem, dobijamo: 
 

     1 1 1 1 1 1i i i i i i i i i i i in B b aB bA B b A B B A aB bA B B                

 

in B   {to je neta~no. 

Ovo je kontradikcija jer  i
n

i

A F
B
   i mora biti iB n , otuda   i

i

A a
B b

 . 

Kako su oba razlomka skra}ena  , , 0i iA B b   , zakqu~ujemo da : 

 

iA a  ,  

 

iB b    

 
{to smo i `eleli dokazati. 
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4. ISTORIJAT 

 

Abraham Stern (Moritz Abraham Stern)   

Ro|en u Frankfurtu (Nema~ka) 29.juna 1807 god, a umro u Cirihu ([vajcarska) 
30.januara 1894 god. u 86-toj godini . Potekao iz dobrostoje}e jevrejske porodice. U 
po~etku ga je u~eni otac {kolovao a kasnije privatni nastavnici. Zapo~eo studije 
1826 god. u Hajdelbergu, najvi{e matemati~ka predavawa (iako je dobro poznavao 
jezike , prevodio tekstove i hemiju). Seli se u Getingen gde postaje u~enik Karl 
Fridriha Gausa pri ~emu teorija brojeva postaje wegova glavna preokupacija. Ve} 
1829.god pi{e doktorat sa svojom tezom u teoriji veri`nih razlomaka koju brani kod 
profesora Gausa. Kona~no 1859.god uz dosta muke ( prvo bez plate a zatim 8 godina sa 
simboli~nom platom) , posti`e svoj ciq odnosno postaje prvi redovni profesor 
jevrej na nema~kom Univerzitetu. Istovremeno, na wegovu preporuku, Bernard Riman 
, wegov biv{i u~enik naslednik Dirihleta, postaje  profesor na tom fakultetu. 
Tokom 55 god. , koliko je proveo na univerzitetu Getingen, vi{e se proslavio svojim 
predava~kim darom nego istra`iva~kim za razliku od Gausa. Predavao je nekoliko 
predmeta: algebarsku analizu, analiti~ku geometriju, diferencijalni i integralni 
ra~un, mehaniku, astronomiju i naravno teoriju brojeva. 
U Cirihu, postaje po~asni ~lan dru{tva nau~nika prirodnih nauka. Objavio radove o 
teoriji brojeva, teoriji veri`nih razlomaka, teoriji Bernulijevih i Ojlerovih 
brojeva. Preveo Poasonovu kwigu : Lex Lebruch der Mechanik (1835-1836). Objavio 
Gausovu biografiju i vi{e kwiga o algebarskoj analizi. Za svoj rad, dobio priznawe 
od danske i belgijske akademije nauka. Od 1862, ~lan je i Bavarske akademije nauka, 
~lan kraqevske akademije nauka u Getingenu.  
U svom radu : ,,Uber eine zahlentheoretishe Funktion,, (Crelle, 1858) opisuje matematiku 
na kojoj je zasnovano Stern-Brokotovo drvo. 
 

Ahil Brokot (Achille Brocot)   

Ro|en 1817 god, bio je francuski ~asovni~ar i amaterski matemati~ar. Poznat je po 
svom otkri}u (istovremeno ali nezavisno od nema~kog teoreti~ara brojeva Moritz 
Abraham Sterna ) Stern-Brocot drveta, matemati~ke strukture korisne u aproksimirawu 
realnih brojeva racionalnim brojevima. Ova vrsta aproksimacije je va`an deo 
dizajna prenosnih odnosa zup~anika za satove. Napravio je mnoge prakti~ne 
inovacije, ukqu~uju}i poboq{awe mehanizma wegovog oca Luja Gabrijela Brokota, i 
razvoj satova sa stalno prisutnim kalendarskim mehanizmima. 
Svoje originalne dizajne po~iwe i komercijalno da eksploati{e tako {to osniva 
kompaniju za proizvodwu satova zajedno sa @an Baptist Deletrezeom pod nazivom 
,,Brocot & Delettrez ’’ u Parizu 20.oktobra 1851 god.  Umro je 1878 godine. 
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Nil Kalkin (Neil Calkin)   

Ro|en u Konektiketu (USA) a odrastao u Engleskoj. Studirao je matematiku na 
Triniti kolexu u Kembrixu (1980 - 1984) , a doktorat je stekao na univerzitetu u 
Vaterlou (1984-1988) na temu kombinatorika i optimizacija. 
Od 2007 god. na Klemsonu (Ju`na Karolina, USA) radi kao profesor na katedri za 
matematiku gde predaje verovatno}u i ~lan je savetodavnog odbora. 
On je fasciniran na~inom kori{}ewa umetni~ke forme (posebno origamijem i 
muzikom) da se pomogne vizualizacija i razumevawe matematike i nauke. Napisao je 
niz nau~no-istra`iva~kih radova najvi{e na temu  metode verovatno}e i 
kombinatorike, pri ~emu ga je posebno teorija brojeva zanimala. 
Izdao je :  

- [ta bi Moser mogao da pita. 
- Broje}i Hamiltonove krugove u oluji (Neil, Hayato Ushijima Mwesigwa i Bet 

Novick) 
Objavio brojne ~lanke :  

- O Herbertu Wilfu (1931-2012) 
- Neil Calkin, Fan Chung, Joan Hutchinson, Donald Knuth, Doron Zeilberger (Wilfov 

učenik), Marko Petkovšek : ,,Stochastic flow diagrams,,  
- Konačna polja elemenata visokog reda 
- Gde kraljevi dominiraju 
- Matrice reda i kolone sume 2 
- Kraljevi brojanja: Eksplicitne formule, rekurentne relacije I funkcije generisanja 
- Dobijanje cele particije funkcije. 

Osnovao je sa Herbertom Vilfom ~asopis ,,Elektronski `urnal kombinatorike,, 
1994 god.  
 
Herbert Vilf (Herbert S.Wilf )   

Ro|en 13.juna 1931 god, u Filadelfiji (USA) a umro 7.januara 2012 god. u 80 godini 
`ivota u Vajnvudu, dr`ava Pensilvanija (USA). Bio je profesor matematike iz 
kombinatorne analize i ra~unarstva - specijalista za kombinatoriku i teoriju 
grafova na Univerzitetu u Pensilvaniji. Napisao je brojne kwige i nau~no 
istra`iva~ke radove zajedno sa svojim saradnicima (Doron Zeilberger i Donald Knuth). 
Jedan od wegovih biv{ih studenata Richard Garfild, kreator je karta{ke igre Magija: 
Sastanak (Magic: The Gathering). Tako|e, bio je i savetnik za teze ameri~kom 
matemati~aru i ekonomisti E.Roy Weintraub, krajem 60-tih godina pro{log veka. 
Sa Neil Calkin –om, osnovao Elektronski `urnal kombinatorike 1994 god. i bio wegov 
glavni urednik do 2001 god.Neki od wegovih poznatijih ~lanaka su: 
- Broj nezavisnih setova u Gridovom grafu (Calkin, HS Wilf  - SIAM Journal on Discrete 

Matematics, 1998) 
- Nejednakost za hromatski broj grafa (G.Szekeres, HS Wilf  - Journal of Combinatorial 

Theory, 1968) 
- Perron-Frobenius teorija i nule polinoma (1962) 
- Argument cele funkcije (Bull.Amer.Math , 1961) 
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Napisao je i brojne kwige: 
- ,,A=B,, ( sa Doron Zeilberger i Marko Petkovšek) 
- Algoritam i kompleksnost 
- Matematika za fizi~ke nauke 
- ,,Generatingfunctionology,, 

 
Dobitnik je Leroy P.Steele nagrade 1998 god. , zajedno sa Zeilberger – om za temu              
,,Racionalne funkcije potvr|uju kombinatorne identitete,, objavqene u @urnalu 
ameri~kog matemati~kog dru{tva 1990 godine. Navodimo citat iz govora pri dodeli 
nagrade:  

,, Nove matemati~ke ideje mogu imati uticaj na stru~wake u toj oblasti, kao i 
na  qude drugih struka, u smislu razvoja tih oblasti, nakon {to je ideja ve} 
izneta. Neverovatno jednostavne ideje koje iznose u svom radu  Wilf   i 
Zeilberger ve} su promenile shvatawe matematike kod qudi koji se bave 
nau~nim radom kao i kod visoko kvalifikovanih qudi drugih struka. ,, 

U 2002 godini,  Wilf  je dobio Ojlerovu medaqu od Instituta za kombinatoriku i 
wenih primena. 
 
 
Xon Feri (John Farey)   

Engleski geolog i pisac, ro|en 1766 godine u Voburnu (Bedfordshire), ostao je upam}en 
po matemati~koj konstrukciji niza koji je po wemu dobio i ime - Farey niz. [kolovao 
se u Halifaksu u Jork{iru gde je ostao zapa`en wegov izvanredan talenat za 
matematiku, crtawe, geologiju i geodeziju. Nakon zavr{etka {kole, seli se u London 
gde je `iveo i radio dugi niz godina. @iveo je dobro i zara|ivao dosta novca, 
zahvaquju}i anga`ovawu od strane vojvoda i drugih zemqoposednika na poslovima 
geolo{kih ispitivawa zemqi{ta i pronala`ewa novih resursa ugqa i minerala. 
Pisao je o svakojakim temama, po~ev od hortikulture, geologije, meteorologije, 
muzike i matematike. Dao je zna~ajan doprinos  u  Rees’s Cyclopaedia svojim ~lancima 
o kanalima za navodwavawe, minerologiji, geodeziji i matemati~kim osnovama zvuka. 
Najpoznatiji Ferijev rad je ,, Generalni pogled na poqoprivredu i minerale u 
Derbyshire’’  (3 toma u periodu 1811-1817.god) za Odbor poqoprivrede. 
Iako }e istori~arima ostati poznat kao geolog, wegovo ime se mnogo vi{e vezuje za 
matematiku  gde je zahvaquju}i istra`ivawima na matemati~kim osnovama zvuka 
do{ao do konstrukcije  Ferijevog niza (Ferey sequence ) koja su objavqena u 
Filozofskom magazinu 1816 godine. Deset godina nakon toga, umro je 6. januara 1826 
godine u Londonu.  
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