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Uvod

Matematicari su dugo verovali da je jedina geometrija koja postoji zapravo
geometrija koju je utemeljio Euklid u svojim ,,Elementima”, oko 300. godine
p-n.e. Po njemu je ova geometrija dobila ime euklidska. U , Elementima” Eu-
klid je osnovne stavove geometrije podelio na aksiome i postulate. Od postulata
najpoznatiji je peti.

Peti Euklidov postulat. Ako jedna prava u preseku sa dvema drugim obrazuje sa
iste strane dva unutrasnja ugla ¢iji je zbir mangi od dva prava ugla, te dve prave
ée se seci i to sa one strane sa koje su ovi uglovi mangi od dva prava.

Danas se geometrija izgradena na aksiomama i postulatima bez petog Fukli-
dovog naziva apsolutnom geometrijom. Moze se pokazati da je u apsolutnoj
geometriji tvrdenje petog Euklidovog postulata ekvivalentno slede¢em tvrdenju.

Kroz tacku van prave postoji tacno jedna prava koja nema zajednickih tacaka sa
datom pravom.

Brojni matematicari su pokusavali da dokazu da se peti postulat moze izvesti
iz ostalih i da se geometrija moze zasnovati bez njega. Medutim, svi pokusaji
su bili bezuspesni. Do preokreta dolazi tek 1829. godine kada je Lobacevskil u
Kazanjskom glasniku objavio svoj rad o neeuklidskoj geometriji. On je zasnovao
apsolutnu geometriju i izveo sve posledice njenih aksioma u radu pod nazivom
,,Geometrija” iz 1823. godine. Nakon toga, razmatrao je peti postulat i usta-
novio da se moze razviti geometrija u kojoj on vazi (euklidska geometrija), ali i
ona u kojoj on ne vazi, nju zovemo geometrijom Lobacevskog ili neeuklidskom
geometrijom. U geometriji Lobacevskog pored aksioma apsolutne geometrije
vazi i nova aksioma:

Kroz tacku van prave postoje bar dve prave koje nemaju zajednickih tacaka sa
datom pravom.

Treba napomenuti da je i Boljaj?, istvremeno, ali nezavisno od Lobacevskog,
otkrio neeuklidsku geometriju, ali njegovom radu nije pridat znacaj u tom tre-
nutku. Zato $to su njih dvojica nezavisno dosli do istog otkri¢a, ima smisla tu
geometriju zvati geometrijom Boljaja-Lobacevskog ili hiperbolickom geometri-
jom. Medutim, ovo je tek bio pocetak stvaranja nove geometrije, mnogi istaknuti
matematicari tog vremena nisu prihvatali ¢injenicu da postoji jos neka geome-
trija razlicita od one koju je Euklid zasnovao. Tesko je zamisliti da postoji
vise od jedne prave koja sadrzi datu tacku i nema zajednickih tacaka sa datom
pravom. Za razliku od euklidske, koja je da kazemo ,,o¢igledna”, neeuklidski
prostor je teze zamisliti. Zato su za razumevanje ove, na prvi pogled nama ne
tako bliske geometrije, jako bitni modeli. Najpoznatiji modeli hiperbolicke pla-
nimetrije su Klajnov model, Poenkareov disk model i Poeakareov poluravanski
model.

U ovom radu je opisan Klajnov model hiperboli¢ke ravni. Ovakav model pr-

INikolaj Ivanovi¢ Lobacevski (1792-1856), ruski matematicar
?Bolyai Janos (1802 1860), madarski matematicar



vi je osmislio Beltrami®, a zatim je kasnije taj isti model razradio, posmatrajuéi

ga iz drugog ugla Klajn*, koji je poznat i po svom Erlangenskom programu.
Naime, Beltrami je 1868. godine objavio model hiperbolicke ravni unutar tro-
dimenzionog euklidskog prostora. Na ovaj nacin je pokazao da postoji model u
kome uz aksiome apsolutne geometrije vazi i aksioma Lobacevskog, a Sto je jos
bitnije, ovako konstruisan model je predstavljao dokaz da ako je neprotivre¢na
euklidska geometrija, tada je neprotivrecna i geometrija Lobacevskog. Klajn je
dokazao suprotno, tj. on je napravio model euklidske geometrije unutar hiper-
bolickog prostora. Ovim je dokazano da su euklidska geometrija i geometrija
Lobacevskog ekvikonzistentne. Dakle, Klajn je vizuelizacijom hiperbolicke geo-
metrije, zavrsio ono §to su zapoceli Lobacevski i Boljaj, dokazavsi da je njihova
geometrija potpuno ravnopravna sa Euklidovom.

Rad je organizovan na slede¢i nacin. Na pocetku rada dat je podsetnik na
aksiome hiperbolicke i projektivne ravni, kao i neke osnovne definicije i teoreme
koje ¢e biti koriséene u ostatku teksta.

Zatim je, u drugom poglavlju, nakon uvodenja osnovnih elemenata ravni Klaj-
novog modela, uvedena i metrika na njemu. Potom je pokazano da ovaj model
zaista zadovoljava sve aksiome hiperbolicke planimetrije.

U treé¢em poglavlju izvedeno je euklidsko svojstvo koje zadovoljavaju prave up-
ravne u smislu modela, i opisani su pramenovi pravih Klajnove ravni, na koje
se ponovo vra¢amo u Sestom poglavlju prilikom konstrukcije epicikala.

U cetvrtom poglavlju je utvrdeno kojim preslikavanjima mozemo opisati reflek-
siju u odnosu na pravu, a potom su opisane izometrije Klajnove hiperbolicke
ravni.

Velika paznja u radu je posvecéena konstrukcijama. U petom poglavlju su poka-
zane konstrukcije sredista duzi, medijatrise i bisektrise, dok u Sestom poglavlju
detaljno obradene konstrukcije epicikala. Pokazano je ¢ime su u Klajnovom
modelu hiperbolicke ravni predstavljeni krug, oricikl i ekvidistanta koji sadze
centar apsolute, a potom su konstruisani i proizvoljni epicikli.

Slike u radu su izradene pomoé¢u GCLC programa.

3Busenio Beltrami (1835-1900), italijanski matematicar
4Felix Christian Klein (1849-1925), nemacki matematicar



1 Euklidska, hiperbolicka i projektivna geome-
trija
1.1 Euklidska i hiperbolicka geometrija

Na samom pocetku, podsetimo se aksioma na kojima se zasniva apsolutna
geometrija, aksioma Lobacevskog i Plejfera, odnosno aksioma euklidske i hiper-
bolicke geometrije, a zatim i nekih bitnih definicija i teorema koje se odnose na
izometrije apsolutne ravni kao i pramenove pravih i epicikle ove dve geometrije,
videti [6].

Osnovni pojmovi apsolutne, a i euklidske i hiperbolicke geometrije su tacke,
prostor koji je skup tacaka i prave i ravni, klase podskupova prostora. Pored
toga, medu osnovne pojmove spadaju i relacije medu tackama duzina tri i cetiri
koje, redom, zovemo, izmedu i podudarnost parova. Navedimo, prvo, prve tri
grupe aksioma.

Aksiome pripadanja ili aksiome incidencije:

Aksioma I1. Svaka prava sadrzi najmanje dve razne tacke.

Aksioma 12. Postoji najmanje jedna prava koja sadrzi dve tacke.

Aksioma I3 Postoji najvise jedna prava koja sadrzi dve razne tacke.

Aksioma I4. Svaka ravan sadrzi najmanje tri nekolinearne tacke.

Aksioma I5. Postoji najmanje jedna ravan koja sadrzi tri tacke.

Aksioma 16. Postoji najvise jedna ravan koja sadrzi tri nekolinearne tacke.

Aksioma I7. Ako dve razne tacke neke prave pripadaju jednoj ravni, onda svaka
tacka te prave pripada istoj ravni.

Aksioma I8. Ako dve razne ravni imaju jednu zajednicku tacku, onda one imaju
najmanje jo§ jednu zajednicku tacku.

Aksioma 19. Postoje Cetiri nekoplanarne tacke.

Prve cetiri aksiome se odnose na geometriju ravni, pa ih nazinamo planimetrij-

skim, dok se ostale odnose na geometriju prostora, pa ih nazivamo stereomet-

rijskim.

Aksiome rasporeda se odnose na relaciju izmedu.

Aksioma II1. Ako je B(A, B,C), tada su A, B i C tri razne kolinearne tacke.

Aksioma I12. Ako je B(A, B,C), onda je i B(C, B, A).

Aksioma II3. Ako je B(A, B, (), onda nije B(A,C, B).

Aksioma I14. Ako su A i B dve razne tacke, onda postoji tacka C' takva da je
B(A,B,C).

Aksioma II5. Ako su A, B,C tri razne kolinearne tacke, tada je B(A, B,C),
B(B,C,A), B(C, A, B).

Aksioma I16. Ako su A, B, C tri nekolinearne tacke i p prava koja pripada ravni
ABC, ne sadrzi tacku A i sec¢e pravu BC' u tacki P takvoj da je
B(B, P,C), tada prava p sece pravu C'A u tacki @ takvoj da je
B(C,Q, A) ili pravu AB u tacki R takvoj da je B(A, R, B).

Aksioma I16. naziva se jo§ Pasovom aksiomom i odnosi se na geometriju ravni,

dok se prvih pet aksioma odnosi na geometriju prave.

Aksiome treée grupe nazivamo aksiomama podudarnosti i one se odnose



na relaciju podudarnosti parova tacaka, koju oznacavamo sa (A, B)~(C, D) i

¢itamo par tacaka (A, B) je podudaran paru tacaka (C, D).

Aksioma ITT1. Ako su A, B, C, D tacke takve da je (A, B)<(C, D) i A = B, tada
jeiC =D.

Aksioma II12. Ako su A i B bilo koje dve tacke, tada je (4, B)=(B, A).

Aksioma III3. Ako su A, B,C, D, E, F tacke takve da je (A, B)=(C,D) i
(A,B)~(E,F), tada je (C,D)~(E, F).

Aksioma I114. Ako su C i C’ tacke dveju otvorenih duzi AB i A’B’, takve da je
(A, C=(A,C") i (B,C)=(B',C"), tada je i (A, B)=(A’, B’).

Aksioma II15. Ako su A i B dve razne tacke i tacka C' teme neke poluprave,
tada na toj polupravoj postoji tacka D takva je da (A, B)=(C, D).

Aksioma I116. Ako su A, B,C tri nekolinearne tacke i A’, B’ tacke ruba neke
poluravni takve da je (A, B)=(A’, B’), tada u toj poluravni pos-
toji jedinstvena tacka C’ takva da vazi da je (A, C)=(A,C") i
(B,O)=(B',C").

Aksioma III7. Ako su A, B,C i A’, B’,C" dve trojke nekolinearnih tacaka i D
i D’ tacke polupravih BC' i B'C’, takve da je (A, B)~(A', B’),
(B,C)Y=(B',C"), (C,A)=(C",A") i (B,D)~(B’,D'), tada vazi i
(A, D)=(A', D).

Nakon uvedenog pojma podudarnosti mozemo uvesti i pojam izometrije.

Definicija 1. Svaku bijekciju J prave, ravni ili prostora na sebe, koja slika
proizvoljan par tacaka (A, B) na njemu podudaran par taceka (J(A),J(B)),
nazivamo izometrijom.

Na osnovu definicije izometrije sledi da je identicko preslikavanje, odnosno,
identiteta vrsta izometrijskog preslikavanja. Pored toga, moze se pokazati da
postoji jedinstvena neindenticka izometrija ravni koje ostavlja invarijantnim dve
njene tacke, tj. fiksira sve tacke prave p kojoj pripadaju ove dve tacke.

Definicija 2. Osna refleksija, odnosno, refleksija u odnosu na pravu p, u oznaci
Sp, je neidenticka izometrijska transformacija koje svaku tacku prave p ostavlja
fiksiranom.

Dakle, postoje dve izometrije ravni koje fiksiraju sve tacke neke prave p,
jedna je identitet, a druga je refleksija u odnosu na pravu p. Vazi i slede¢a teo-
rema.

Teorema 1. Svaka izometrija ravni se moze predstaviti kao kompozicija najvise
tri osne refleksije.

Na osnovu izometrija ravni mozemo definisati podudarnost ravnih geomet-
rijskih likova.

Definicija 3. Ako postoji izometrija ravni kojom se ravani geometrijski likovi ®

i @' slikaju jedan na drugi, reéi éemo da su oni medusobno podudarni i pisacemo
R=
Definicija 4. Ugao je prav ako je podudaran njemu naporednom uglu. Dwve

prave $u medusobno ortogonalne (normalne), ako sadrze krake pravog ugla.

Moze se pokazati da ako se osnom refleksijom ravni S, tacka X slika na
tacku Y, tada je prava p medijatrisa duzi XY. Na osnovu ovog tvrdenja lako se
moze dokazati da vazi slede¢a teorema.



Teorema 2. Refleksija u odnosu na pravu p slika pravu q na sebe ako i samo
ako je p = q ili je p normalna na q.

Navedimo i ¢etvrtu grupu aksioma (aksiome neprekidnosti).

Aksioma IV1. (Arhimedova) Ako su AB i C'D dve proizvoljne duzi, tada na
polupravoj AB postoji konacan niz tacaka Ay, Ao, ...A, takvih
daje B(A, A1, A, ...A,,), pri cemu je svaka od duzi AA;, A1 As,...

. An—1A4,, podudarna duzi CD i vazi B(A, B, A,).

Aksioma IV2. (Kantorova) Ako je A1 By, A3Bs, ..., Ay By, ... niz zatvorenih duzi
neke prave, tako da svaka od tih duzi sadrzi slede¢u, tada postoji
tacka X koja pripada svakoj duzi tog niza.

Posledica prethodne dve aksiome je Dedekindova teorema.

Teorema 3 (Dedekindova teorema za prave). Ako su sve tacke neke prave p
podeljene u dva skupa M ¢ N takva da :

1) svaka tacka prave p pripada samo jednom od skupova M i N,
2) skupovi M i N su neprazni,

3) izmedu bilo kojih dveju tacaka jednog skupa nema tacaka koje pripadaju
drugom,

tada postoji jedinstvena tacka X na pravoj p takva da su sve ostale tacke skupa
M sa jedne strane te tacke, a sve ostale tacke skupa N sa druge strane.

Postoje i Dedekindove teoreme za duz i polupravu, koje se definisu na slican
nac¢in kao ova za pravu. Osim toga, na osnovu Dedekindove teoreme za duzi i
prve tri grupe aksioma moze se dokazati da vaze aksiome neprekidnosti. Jedna
od bitnih posledica aksioma neprekidnosti je moguénost uvodjenja pojma mere
duzi.

Definicija 5. Merom duzi nazivamo svaku funkciju L koja svakoj duzi a dode-
ljuje realan, pozitivan broj L(a) i pri tome zadovoljava sledeée uslove:

1) postoji duz mere 1,

2) mere podudarnih duZi su medjusobno jednake,

3) ako su a,b i c tri duzi za koje vazi da je a + b= ¢, onda vazi i

L(a) + L(b) = L(e).

Navedimo neke bitnije osobine mere L.

1) Duz a je manja od duzi b ako i samo ako je L(a) < L(b).

2) Duzi su podudarne ako i samo ako su im mere medusobno jednake.

3) Ako su a,b i c tri duzi takve da je a — b = ¢, onda je L(a) — L(b) = L(c).

1 1
4) Ako je k prirodan broj, onda je L(ka) = kL(a) i L(ﬁa) = ?L(a).



5) Funkcija L’ je takode mera duzi ako i samo postoji pozitivan realan broj
A, takav da za proizvoljnu duz a vazi L'(a) = A\L(a).

6) Ako je a proizvoljna duz, tada postoji jedinstvena mera L za koju je
L(a) =1.

7) Za svaki pozitivan realan broj r postoji duz a ¢ija je mera upravo r, tj.
L(a) =r.

Mera apsolutnu ravan ¢ini metrickim prostorom, pa je jos nazivamo i metrikom.

Prethodno navedene ¢etiri grupe aksioma su aksiome apsolutne geometrije.
U zavisnosti od toga koja od naredne dve aksiome paralelnosti vazi, pored pret-
hodnih aksioma, razlikujemo euklidsku i hiperbolicku geometriju.

Aksioma Ve. (Plejferova aksioma paralelnosti) Postoje tacka A i prava a,
koja je ne sadrzi, takve da u ravni kojoj pripadaju ne postoji vise od jedne prave
koja sadrzi tacku A i sa pravom a nema zajednickih tacaka.

Aksioma Vh. (aksioma Lobacevskog) Postoje tacka A i prava a, koja je ne
sadrzi, takve da u ravni kojoj pripadaju postoji vise od jedne prave koja sadrzi
tacku A i sa pravom a nema zajednickih tacaka.

Ukoliko vazi Plejferova aksioma paralelnosti, rec¢ je o euklidskoj, a ako vazi
aksioma Lobacevskog, re¢ je o hiperbolickoj geometriji. U apsolutnoj geometriji
se moze pokazati da ako jedna od prethodne dve aksiome vazi za bar jednu tacku
i pravu, onda ¢e vaziti za svaku tacku i svaku pravu tog prostora. Dakle, ako
u nekom modelu apsolutne ravni utvrdimo da za jednu tacku i pravu koja je
ne sadrzi postoji jedinstvena, ili postoje bar dve prave koje nemaju zajednickih
tacaka sa uotenom pravom, a sadrze datu tacku, onda je ta ravan euklidska,
odnosno hiperbolicka. U samoj apsolutnoj ravni vazi sledeca teorema.

Teorema 4. Za tacku A i pravu a, koja je ne sadrzi, u apsolutnoj ravni postoje
taéno dve poluprave p’' i ¢’ sa temenom u A disjunktne sa a, takve da svaka
poluprava sa temenom A, koja pripada uglu kojem pripada i a, sace a, a sve
koje ne pripadaju je ne seku.

Definicija 6. Za poluprave p' i q¢' reéi éemo da su paralelne datoj pravoj a.
Prave p i q, koje redom sadrZe poluprave p' i q', su paralelne pravoj a, u oznaci

plla i gfla.

Na osnovu Plejferove aksiome zaklju¢ujemo da u euklidskoj ravni poluprave
p’ 1 ¢ pripadaju istoj pravoj, dakle p = q.

U hiperbolickoj ravni ove poluprave ée pripadati dvema razli¢itim pravama,
p i g. Ugao izmedu poluprave p’ (ili ¢’) i poluprave, koja za teme ima tacku
A i ortogonalna je na @, nazivamo uglom paralelnosti tacke A i prave a. Pored
pravih p i ¢ postoji jos beskona¢no mnogo pravih koje sadrze tacku A, a nemaju
zajednickih tacaka sa pravom a, to su sve one prave koje sadrze tacke ugla koji
formiraju prave p i ¢, a kojem ne pripada prava a. Prave koje sadrze tacku A,
a ne seku pravu a i nisu paralelne sa njom, zva¢emo hiperparalelnim. Moze se
pokazati da postoji jedinstvena prava normalna na dve hiperparalelne prave.



Definicija 7. Podskup x skupa svih pravih neke ravni takvih da je za svake
tri prave a,b,c iz tog skupa kompozicija S.SyS, osnih refleksija, takode osna
refleksija, zvacemo pramenom pravih ako van x ne postoji prava d takva da je
za svake dve prave a,b € x kompozicija SqSpS, opet osna refleksija.

U euklidskoj ravni postoje dva tipa pramenova:
1) konkurentni pramen ¢ine sve prave koje se seku u datoj tacki,
2) pramen paralelnih pravih ¢ine sve prave paralelne datoj pravoj ukljucujudi i

nju.

U hiperbolickoj ravni postoje tri vrste pramenova:
1) konkurentni (elipticki) pramen,
2) paralelni (parabolicki) pramen,
prethodna dva pramena se definisu analogno kao i u euklidskoj ravni i
3) hiperparalelni (hiperbolicki) pramen koji ¢ine hiperparalelne prave, tj. sve
prave ravni koje imaju zajednicku normalu.

Definicija 8. Neka je x pramen pravih i X bilo koja tacka tog pramena, koja
nije incidentna sa svim pravama tog skupa. Skup svih tacaka osnosimetricnih
tackt X w odnosu nma prave pramena X nazivamo epiciklom i oznacavamo sa

e(x, X).

Ako je x pramen pravih (apsolutne ravni) konkurentnih u tacki O, epicikl
¢e Ciniti skup tacaka koje su udaljene od tacke O kao i tacka X. Ovaj epicikl
zvatemo krugom. Tacku O zovemo centrom kruga, a duz OX polupreénikom
kruga.

U euklidskoj ravni, pored kruga, postoji jos jedna vrsta epicikla, to je epi-
cikl koji odgovara pramenu paralelnih pravih. On je predstavljen euklidskom
pravom.

U hiperbolickoj ravni postoje, pored kruga, jos dve vrste epicikala. Epi-
cikl koji odgovara pramenu paralelnih pravih nazivamo oriciklom, a epicikl koji
odgovara hiperparalelnom pramenu nazivamo ekvidistantom. Ekvidistanta ¢e
predstavljati skup tacaka koje su jednako udaljene od zajednicke normale pra-
mena X. Tu normalu nazivamo osnovicom ekvidistante. Ukoliko preslikavamo
tacku koja pripada osnovici ekvidistante, ta ekvidistanta je prava. Ukoliko je
udaljenost tacke od osnove veca od nule, ekvidistanta nije prava.

1.2 Euklidska ravan kao model projektivne ravni

Pored prethodno navedenih teorema i tvrdenja koja vaze u euklidskoj i hi-
perbolickoj geometriji, za upoznavanje sa Klajnovim modelom hiperbolicke pla-
nimetrije bi¢e nam potrebno i poznavanje projektivne geometrije. Ona nam je
vazna jer su izometrije ovog modela, kako ¢e se kasnije pokazati, predstavljene
projektivnim preslikavanjima. Na pocetku, podsetimo se aksioma projektivnog
prostora, videti [1] 1 [11].



U projektivnom prostoru su, kao i u euklidskom i hiperbolickom, osnovni
pojmovi tacke, prostor, prave i ravni, kao i relacija duzine ¢etiri koju nazivamo
razdvojenoScu parova tacaka. Navedimo aksiome projektivnog prostora.

Aksiome incidencije.

I1. Za svake dve tacke A i B postoji prava incidentna i sa tackom A i sa tackom
B.

12. Za svake dve tacke A i B postoji najviSe jedna prava incidentna sa tackama
AiB.

13. Za svaku pravu postoje bar tri tacke koje su sa njom incidentne. Postoje
bar tri tacke koje nisu incidentne sa istom pravom.

14. Za svake tri tacke A, B, C koje nisu incidentne sa istom pravom, postoji ra-
van koja je incidentna sa svakom od njih. Sa svakom ravni incidentna je bar
jedna tacka.

I5. Za svake tri tacke koje nisu incidentne sa istom pravom, postoji najvise jed-
na ravan koja je incidentna sa svakom od njih.

16. Ako su dve tacke incidentne sa pravom a i sa ravni «, onda je svaka tacka,
koja je incidentna sa pravom a, incidentna i sa ravni .

17. Ako postoji jedna tacka koja je incidentna i sa ravni « i sa ravni 3, onda
postoji bar jo§ jedna tacka incidentna sa svakom od ove dve ravni.

I8. Postoje bar cetiri tacke koje nisu incidentne sa istom ravni.

19. Ako su dve prave incidentne sa istom ravni, incidentne su i sa istom tackom.

Aksiome razdvojenosti. Njima je opisana relacija razdvojenosti parova tacaka.
Ako zelimo da oznac¢imo da par tacaka (A, B) razdvaja par tacaka (C, D) pisemo
A, B+C,D.

I11. Za svake tri tacke A, B, C prave p, postoji tacka D, koja pripada p, takva
daje A, B+ C,D.
112. Ako A, B+ C, D tada su A, B,C, D cetiri razne kolinearne tacke.

Razdvojenost parova tacaka je uzajamna i ne zavisi od rasporeda tacaka u
svakom paru, tj. ako je zadovoljena relacija A, B =+ C, D, zadovoljena je i svaka
od sledeéih relacija: C,D ~ A,B; BA+~C,D; A, B+~D,C; B,A+D,C.

113. Ako su A, B, C, D ¢Cetiri razne kolinearne tacke, zadovoljena je jedna i samo
jedna od relacija: A, B +C,D; A,C +B,D; A, D + B, C.

114. Ako su A, B, C, D, E razne kolinearne tacke, takve da A, B+ C, D i
A, B+ C,FE onda -(A,B+ D,E).

II5. Ako su A, B,C, D, E razne kolinearne tacke, takve da —(A,B =+ C, D) i

—(A,B+C,E) onda ~(A, B+ D, E).

116. Neka su p i p’ dve komplanarne prave. Ako su tacke A, B, C, D incidentne
sa pravom p, a tacke A’, B’, C’, D' incidentne sa pravom p’, tako da su prave
AA’, BB',CC’, DD’ konkurentne, tada A,B+C,D — A", B' - (C",D’.

Na osnovu ovih aksioma, vazié¢e sledeca teorema.

Teorema 5. Neka su na pravoj p date dve tacke A i B. Sve ostale tacke prave
p mozemo podeliti v dva povezana skupa, tako da ma koje dve tacke istog skupa
obrazuju par koji ne razdvaja tacke A i B, a ma koje dve tacke iz razlic¢itih
skupova obrazuju par koji razdvaja tacke A i B.

Definicija 9. Neka su A, B,C, D cetiri razlicite kolinearne tacke. Par tacaka
A, B razdvaja par C, D ako tacke C' i D nisu u istom povezanom skupu.



Definicija 10. Svaki od ova dva skupa nazivamo odseckom.

Preostala je jos jedna aksioma kojom je opisan projektivni prostor, to je
aksioma neprekidnosti.

IIT Neka je AB otvoren odsecak projektivne prave i neka su M i N dva skupa
tacaka koja zadovoljavaju sledeée uslove:

1) svakom od skupova M i N pripada najmanje jedna tacka,

2) svaka tacka, bilo skupa M, bilo skupa N, pripada odsecku AB,

3) Svaka tacka odsecka AB pripada ta¢no jednom od skupova M i N,

)
)
)
4) Ako je X’ tacka skupa M, a X” tacka skupa N, tada vazi A, X” + B, X',

tada na odsecku AB postoji jedinstvena tacka X takva da svaka tacka onog
otvorenog odsecka AX, koja ne sadrzi B, pripada skupu M, a svaka tacka onog
otvorenog odsecka X B, koja ne sadrzi A, pripada skupu N.

Pokusajmo da nademo model projektivne ravni. U euklidskoj ravni vaze sve
aksiome projektivne geometrije ravni, sem aksiome 19. Dakle, potrebno je jos
da vazi da se svake dve prave euklidske ravni seku, pa da ona bude projektivna
ravan. Ako posmatramo proizvoljnu pravu p i tactku A, koja joj ne pripada,
u euklidskoj ravni koju one odreduju postoji jedinstvena prava p’ koja sadrzi
tacku A, a nema presecnih tacaka sa pravom p, to je prava paralelna pravoj p.
Ako smatramo da se prave p i p’ seku u beskona¢no dalekoj tacki i tu tacku
smatramo novim elementom dodatom euklidskoj ravni, tada ée prave p i p’
imati zajednicku tacku. Pokazuje se da ¢e sve prave paralelne pravoj p sadrzati
istu beskonac¢no daleku tacku. Dakle, svaki pramen paralelnih pravih ove ravni
odredivace jednu beskona¢nu tacku, a sve te beskonacne tacke mozemo smatrati
da pripadaju jednoj beskona¢no dalekoj pravoj, koja je podskup ove prosirene
euklidske ravni. Beskonacno daleke tacke ove projektivne ravni zovemo ide-
alnim tackama, a beskona¢no daleku pravu idealnom pravom. Kako na ovaj
nac¢in svaka prava ima jednu beskona¢no daleku tacku, ona postaje zatvorena,
pa relacija izmedu gubi smisao i vazi¢e aksiome razdvojenosti parova tacaka.
Moze se dokazati da euklidska ravan prosirena idealnom pravom zapravo model
projektivne ravni.

Pokazuje se da tacke projektivne ravni mozemo koordinatizovati. Ako po-
smatramo samo tacke prave p u projektivnoj ravni, mozemo im pridruziti ure-
djene parove (a : b), gde je bar jedna koordinata razlicita od nule, tako da (a : b)
i (Aa: Ab), pri cemu je skalar A # 0, predstavljaju istu tacku. Takve koordinate

nazivaju se homogene projektivne koordinate. Homogene koordinate kona¢nih

tacaka prave ¢e biti oblika (a : 8), § # 0, tj. (% : 1) , dok je beskonacno

daleka tacka predstavljena sa (1 : 0). Na ovaj nacin mi svakoj tacki A ove re-

a
alne projektivne prave p mozemo dodeliti jedan realan broj —, dok beskonaé¢noj

tacki dodeljujemo vrednost co. Broj koji dodeljujemo tacki A nazivamo njenom
projektivnom koordinatom. Jedan sistem projektivnih koordinata na pravoj
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odredjen je na jedinstven nacin sa tri tacke kojima dodeljujemo koordinate bes-
konacno, nula i jedan.

Definicija 11. Neka su A, B,C, D cetiri kolinearne tacke sa projektivnim ko-
ordinatama a,b, c,d, redom. Broj
c—a d—a

(4.B,C.D) === : =—

o

se naziva dvorazmera tacaka A, B,C i D.

Jedna od bitnih osobina dvorazmere jeste da ona ne zavisi od sistema u
odnosu na koji smo tackama dodelili projektivne koordinate. Osim toga vazice:
(A7 B7 C’ D) = (C) D) A7 B);

1 .
(A,B,C,D)’
(AachvD) = (D)B507A) =1- (A7B7CaD)
Pokazuje se da par tacaka A, B razdvaja par tacaka C,D, ako i samo ako je
(A,B,C,D) <0.

Definicija 12. Ako su A, B,C i D cetiri razlicite kolinearne tacke takve da je
(A, B,C,D) = —1, §to oznacavamo sa H(A, B,C, D), tada kaZemo da su tacke
C i D harmonijski konjugovane u odnosu na A i B.

(B)A7C)D) :(A’B)D)C):

Ako su date tri razne kolinearne tacke A, B,C, tada postoji jedinstvena
cetvrta tacka D takva da je dvorazmera ove cetiri tacke jednaka unapred za-
datom broju. To naravno vazi i u specijalnom slucaju kada zelimo da nademo
tacku koja je harmonijski spregnuta trima unapred datim tackama.

Neka su date kolinearne tacke A, B i C. Pokaze se da tacku D harmonijski

L
I
\
A D B C

Slika 1: Konstrukcija harmonijski konjugovanih tacaka

konjugovanu sa C u odnosu na A i B mozemo odrediti na slede¢i nac¢in. Neka
su I i J proizvoljne tacke kolinearne sa C. Oznacimo sa L presek pravih ATl i
BJ, a sa K presek pravih AJ i BI. Tacka D ¢e biti tacka preseka pravih AB i
KL, videti sliku 1.

Vaze i sledece teoreme.
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Teorema 6. Neka su A, B,C,D cetiri kolinearne tacke takve da se parovi
A,B i C,D ne razdvajaju. Tada postoji jedinstven par taceka E,F takav da
je HA,B,E,F) i H(C,D,E,F).

Teorema 7. Neka su A,B,C,D i A,E,F,G dva skupa kolinearnih projek-
tivnih tacaka na razlicitim pravama u realnoj projektivnoj ravni za koje vazi
(A,B,C,D) = (A,E,F,Q). Tada su prave BE,CF i DG konkurentne.

Kao sto se na projektivnoj pravoj tackama mogu dodeliti koordinate, slicno
se i tackama projektivne ravni pridruzuju homogene koordinate oblika (a : b : ¢),
pri ¢emu su za svaki skalar A # 0 i (Aa, Ab, Ac) koordinate ove iste tacke i
vazi da je a® + b% + ¢ # 0. Sistem ovakvih koordinata odreden je sa Cetiri
tacke od kojih nikoje tri nisu kolinearne, a koje dobijaju redom koordinate
(1:0:0),(0:1:0),(0:0:1)i(1:1:1). Pokazuje se da je opsta jednacina
projektivne prave wjx; + uoxs + usrs = 0, pa njoj pridruzujemo homogene
koordinate [uy : us : us].

Definicija 13. Projektivna kriva drugog reda je skup projektivnih tacaka cije
homogene koordinate zadovoljavaju jednacinu

Ax? 4+ 2By + Cy? + 2Fxz + 2Gyz + Hz* = 0. (1)

Primetimo da jednacinu projektivne krive drugog reda mozemo predstaviti
i u matriénom obliku na slede¢i nacin:

A B F x
[z y 2z]| B C G y | =0. (2)
F G H z

U projektivnoj ravni, kao i u euklidskoj, postoje dve vrste krivih drugog reda:
nedegenerisane i degenerisane. U prosirenom euklidskom modelu nedegenerisane
krive mogu biti, u zavisnosti od polozaja prema idealnoj pravoj elipsa, hiperbola
i parabola. Degenerisane krive drugog reda svode se na dve projektivne prave,
jednu projektivnu pravu, projektivnu tacku ili prazan skup.

Primer 1. Skup projektivnih tacaka opisan jednacinom z? + y? = 22 je nede-
generisana kriva drugog reda.

Slika 2: Krug je projektivna nedegenerisana kriva

U projektivnoj ravni tangenta na nedegenerisanu krivu drugog reda je prava
koja ima samo jednu zajedni¢ku tacku sa njom. Svaka nedegenerisana kriva
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drugog reda je na jedinstven nacin odredena sa pet elemenata, pri ¢emu pod
elementima smatramo tacke koje joj pripadaju ili tangente na nju.

Ako posmatramo euklidski model ravni kome smo dodali beskonacno daleke
tacke mozemo uociti sledeé¢i koordinatni sistem. Uoc¢imo dve ortogonalne prave
i jedini¢ni krug sa centrom O u preseku pravih. Neka krug sece date prave u
tackama A i C, a prave koje sadrze, redom, tacke A i C' i paralelne su sa pravama
OC' i OA seku se u tacki B, kao na slici 2 . Dodelimo idealnim tackama pravih
OA i OC homogene koordinate (1 :0:0)1(0:1:0), redom, a neka tackama
Oi B koordinate (0 : 0 : 1)i(1:1: 1), redom. U tom slu¢aju je dati krug
opisan jednac¢inom z? + y? — 22 = 0, pa jeste kriva drugog reda.

Definicija 14. Projektivna transformacija jedne projektivne prave na drugu je
bijektivno preslikavanje oblika o : X — A- X, pri éemu je A regularna matrica
dimenzije 2 X 2, a X je matrica dimenzija 2 X 1 ¢iji su elementi homogene
koordinate projektivne tacke sa prave koju preslikavamo.

Teorema 8. Neka su A, B,C 1 A’, B',C’ dve trojke razlic¢itih tacaka projektivne
prave p. Tada postoji jedinstveno projektivno preslikavanje projektivne prave p
koje tacke A, B,C slika redom na tacke A’, B’,C".

Na slican nacin definiSemo projektivne transformacije ravni.

Definicija 15. Projektivna transformacija projektivne ravni je bijektivno pre-
slikavanje koje slika projektivnu ravan na samu sebe i oblika je o : X — A- X,
pri cemu je A reqularna matrica dimenzije 3 x 3, a X je matrica dimenzija 3 x 1
¢igi su elementi homogene koordinate projektivne tacke koju preslikavamo.
Matrica A je matrica koja je pridruZena toj transformaciji.

Teorema 9 (Osnovna teorema projektivne geometrije). Neka su A, B, C,D
1 A',B',C", D’ dve éetvorke razli¢itih tacaka jedne projektivne ravni, u kojima
nikoje tri tacke nisu kolinearne. Postoji jedinstvena projektivna transformacija
ravni, o, koja tacke A, B,C, D slika redom na tacke A’, B',C", D’.

Jedna od najbitnijih osobina projektivnih transformacija prave i ravni jeste
da one ¢uvaju dvorazmeru. Pored toga, moze se pokazati da projektivne trans-
formacije ravni ¢uvaju kolinearnost i incidenciju. Posledica toga je to da se
projektivne krive drugog reda slikaju opet na krive drugog reda i to degeneri-
sane na degerisane, a nedegerisane opet na nedegerisane. Bitno je naglasiti da
se projektivnom transformacijom prosirene euklidske ravni elipsa ne mora uvek
preslikati na elipsu, njena slika moze biti npr. parabola. Isto vazi za ostale
projektivne nedegenerisane krive drugog reda. Kako projektivna preslikavanja
¢uvaju kolinearnost i incidentnost, a nedegenerisanu krivu drugog reda slikaju
opet na nedegenerisanu krivu drugog reda, slika tangente na tu koniku mora
imati jednu zajednicku tacku sa slikom konike, tj. tangente ¢e se projektivnim
transformacijama slikati na tangente.

Definicija 16. Ako pri projektivnom preslikavanju postoji prava cije su sve
tacke fiksne, ona se zove osa.

Definicija 17. Ako pri projektivnom preslikavanju postoji tacka takva da je
svaka prava kroz nju fiksna, ona se zove centar.

Vazi sledeéa teorema.
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Teorema 10. Projektivna transformacija ravni ima osu ako i samo ako ima
centar.

Definicija 18. Projektivno preslikavangje koje ima osu zovemo homologija. Ako
centar ne pripada o0si, onda je homologija hiperbolicka, a ako pripada homologija
je parabolicka.

Svaka homologija je jedinstveno odredena osom, centrom i parom tacaka A
i A’ # A takvim da se A slika u A’.
Pretpostavimo da hiperbolicka homologija ima osu s i centar S. Neka je M
proizvoljna tacka projektivne ravni i M’ njena slika pri ovoj homologiji. Ozna-
¢imo sa M tacku preseka ose s i prave SM. Ako pri tome vazi H (S, Mg, M, M'),
onda ¢e ovu vrednost dvorazmere imati svaka tacka projektivne ravni sa njoj
odgovarajuéim tackama, pa takvu homologiju zovemo harmonijskom.

Definicija 19. Neka je nedegenerisana kriva drugog reda predstavijena jednom
od jednacina 1ili 2 i oznacimo sa A simetricnu matricu kojom je kriva odredena.
Tacku i pravu c¢ije kolona matrice homogenih koordinata, oznacenih redom sa P
i p, zadovoljavaju jednacinu

A" = AP

nazivamo polom i polarom. X\ je skalar razli¢it od nule.

Moze se pokazati da ako su pol i polara incidentni, tada polara predstavlja
tangentu na krivu u polu. Ako je prava tangenta, njen pol je dodirna tacka,
a ako tacka, koju uzimamo za pol, pripada krivoj, njoj odgovarajuca polara je
tangenta na krivu bas u toj tacki. Takode, moze se pokazati da ako polara p
sadrzi tacku S, koja je pol prave s, tada ¢e i s sadrzati tacku P, pol prave p.
Ako polara p sece krivu drugog reda u tackama M i N, tada ¢e tangente na
krivu u ovim tackama (koje predstavljaju polare tacaka M i N) sadrzati pol P
prave p, tj. tacka P ¢e biti presek tangenti na krivu u tackama M i N. Vazi i
sledeca teorema.

Slika 3: Tacke koje pripadaju nedegenerisanoj krivi drugog reda su harmonijski
spregnute u odnosu na nju
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Teorema 11. Neka su tacka P i prava p odgovarajuci pol i polara nedegene-
risane krive drugog reda, pri cemu polara p sece datu krivu u dvema tackama.
Ako neka prava, koja sadrzi pol P, sece krivu u tackama R i S, a polaru u tacki
Q tada vazi H(P,Q,R,S), tj. tacke P i Q su harmonijski spregnute u odnosu
na datu krivu, slika 3.

Primer 1.1 Neka prava p sece krug, za koji smo pokazali da je nedegenerisana
kriva drugog reda, u dvema tackama M i N. Odgovarajuéi pol prave p, u odnosu
na ovaj krug, bi¢e tacka P, koja se nalazi u preseku tangenti u tackama M
i N, dakle, tacka P ¢e sa nalaziti van kruga. Neka proizvoljna prava, koja
sadrzi pol P, sece kruznicu u tackama R i R’, a polaru u tacki A tada na
osnovu teoreme 11 vazi H(P, A, R, R’). Uo¢imo homologiju f odredenu centrom
P, osom p i parom tacaka R i R’. Ova homologija ¢e biti harmonijska i ako
je B proizvoljna tacka ravni, B’ njena slika, a tacka A’ presek prave PB sa
osom, tada mora vaziti H(P, A’, B, B'). Dakle, ovom homologijom ¢ée se svaka
tacka sa kruznice slikati opet na tacku sa kruznice, tj. homologijom f dati
krug se slika na samog sebe. Sta se desava sa tackama unutar kruznice? Zbog
ove vrednosti dvorazmere, one ¢e se slikati, takode, na tacke u unutrasnjosti
kruznice. Osim toga, zbog negativne vrednosti dvorazmere, tacke sa prave p i
tacka P razdvajaju odgovarajuée parove tacaka i njihovih slika pri homologiji f,
pa se deo unutrasnjosti kruga sa jedne strane prave p slika u deo unutrasnjosti
sa druge strane i obrnuto.

Definicija 20. Neka je PQ precnik euklidskog kruga sa centrom O, a A i B
tacke kolinearne sa P i Q. KaZemo da su tacke A i B inverzne u odnosu na
krug ako vazi H(A, B, P, Q).

Na ovaj nacin definiSemo involutivno preslikavanje ravni bez tacke O. Pokaze
se da se prava koja sadrzi centar kruga O, pri inverziji se slika na samu sebe
bez tacke O, a prava koja ne sadrzi O, se slika kruznicu koja sadrzi O, opet bez
tacke O. Kako je inverzija involutivna, slika kruznice koja sadrzi tacku O, biée
prava koja ne sadrzi O. Slika kruznice koja ne sadrzi tacku O, bi¢e ponovo neka
kruznica koja ne sadrzi centar kruga O.
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2 Opis Klajnovog modela hiperbolicke ravni

2.1 Osnovne definicije

U ovom odeljku predstaviéemo konstrukciju Klajnovog modela hiperbolicke
geometrije ravni ([3], [4], [5]). Klajn je hiperbolicku ravan predstavio diskom
proizvoljnog polupreénika koji pripada proizvoljnoj euklidskoj ravni. Prvo ¢emo
opisati pojmove vezane za Klajnov disk, a zatim, u sledec¢a dva odeljka, ¢emo
uvesti metriku u ovom skupu i pokazati da Klajnov disk zadovoljava aksiome
hiperbolicke ravni.

Smatramo da disk ima polupre¢nik 1. Jedini¢nu kruznicu, koja je granica
diska, zovemo apsolutom. Neeuklidske tacke su predstavljene tackama unutar
apsolute, njih ¢emo zvati h-tackama. Tacke koje pripadaju apsoluti nazivamo
nesvojstvenim, a one koje su van apsolute idealnim tackama. Nesvojstvene i
idealne tacke ne smatramo objektima Klajnove hiperbolicke ravni. Tacke koje
u radu nazivamo idealnim, nisu istovetne idealnim tackama koje dodajemo euk-
lidskoj ravni, usled cega ona postane projektivna, jer u ovom slucaju idealnim
tackama nazivamo sve tacke euklidske ravni van jedini¢nog diska.

Neeuklidska prava, koju zovemo h-prava, je predstavljena otvorenom euklid-
skom duzi koja predstavlja tetivu apsolute. Dva neeuklidska objekta pripadaju
jedan drugom ako oni u euklidskom smislu pripadaju jedan drugom. Kazemo da
se neeuklidska tacka C' nalazi izmedu neeuklidskih tacaka A i B, $to oznacavamo
sa By(A,C, B), ako se u euklidskom smislu tacka C' nalazi izmedu tacaka A i
B. Na slici 4 je prikazana h-prava sa nesvojstvenim tackama M i N i kojoj
pripadaju h-tacke A, C'i B, za koje vazi By (A, C, B).

Slika 4: Elementi Klajnove hiperbolicke ravni

Svaku euklidsku duz AB ¢iji krajevi A i B su tacke unutar apsolute smat-
ramo neeuklidskom duzi, odnosno h-duzi, a deo duzi koji pripada unutrasnjosti
apsolute, ¢ije jedno teme pripada apsoluti, a drugo je h-tacka predstavlja neeuk-
lidsku polupravu, odnosno h-polupravu. Mozemo uociti da neeuklidska prava
razlaze neeuklidsku ravan na dve oblasti koje nazivamo neeuklidskim polurav-
nima, a tu h-pravu nazivamo rubom poluravni. Dve h-poluprave, koje imaju
zajednicko teme, razlazu neeuklidsku ravan na dve oblasti koje se nazivaju ne-
euklidski uglovi, odnosno h-uglovi, a te dve h-poluprave nazivamo kracima tih
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uglova. Ako su A, B i C tri razli¢ite neeuklidske tacke koje nisu kolinearne,
tada skup koji se sastoji iz tacaka duzi AB, AC i BC nazivamo neeuklid-
skim trouglom, tj. h-trouglom. Skup koji se sastoji od neeuklidskih tacaka
Ay, Ag, ..., Apyq 1 tacaka n otvorenih duzi Ay Ag, AgAs, ... A, Ay 1 nazivamo ne-
euklidskom poligonskom linijom i obelezavamo je sa A1 As...A,11. Ako su h-
tacke Ay i A,4+1 istovetne, poligonsku liniju A;As...A,+1 kod koje nikoja tri
uzastopna temena nisu kolinearne h-tacke, nazivamo neeuklidskim poligonom
A1 As.. A,. Pojam neeuklidske triangulacije neeuklidskog poligona, zatim, po-
jam ugla neeuklidskog trougla i poligona, kao i ostali objekti neeuklidske ravni,
uvode se analogno kao i u apsolutnoj geometriji.

Projektivna preslikavanja euklidske ravni koja sadrzi apsolutu na samu sebe,
koja Klajnov disk, a samim tim i apsolutu ostavljaju invarijantnim zovemo h-
izometrijama. Dve h-figure su podudarne u Klajnovom modelu, odnosno h-
podudarne, ako postoji h-izometrija koje preslikava jednu figuru na drugu.

Primer 2.1 Posmatrajmo proizvoljnu h-pravu p’ u Klajnovom disku. Oznaci-
mo sa p euklidsku pravu koja je sadrzi i sa P pol prave p u odnosu na apsolutu.
Neka, prvo p ne sadrzi dijametar apsolute. Tada harmonijska homologija sa
osom p centrom P slika apsolutu u sebe, unutragnjost apsolute u unutrasnjost
apsolute pa predstavlja h-izometriju. Pritom, tacke h-prave p’ su invarijantne,
a oblast sa jedne strane h-prave p’ slika u oblast sa druge strane p’. Ako p
sadrzi dijametar apsolute, onda je njen pol projektivno idealna tacka, a prave
koje je sadrze su ortogonalne na p. Tada je harmonijska homologija sa osom p i
centrom P euklidska refleksija u odnosu na p i ona zadovoljava iste osobine kao
i harmonijska homologija ¢iji centar nije idealna tacka.

2.2 Metrika u Klajnovom modelu

Postavlja se pitanje kako meriti duzinu h-duzi AB u Klajnovom disku, tako
da, kada se uverimo da jeste re¢ o modelu hiperbolicke ravni, imamo meru u toj
geometriji. Konstruisaéemo odgovarajuéu meru ([4], [9]).

Kada bismo duzinu merili kao sto je inace merimo u euklidskoj geometriji,
odnosno, ako bismo koristili meru indukovanu iz euklidske ravni, h-prava, koja
je predstavljena tetivom, bi imala kona¢nu meru. Pored toga, h-duzi se h-
izometrijama, projektivnim preslikavanjima, slikaju na njima h-podudarne h-
duzi, a mera treba da bude invarijantna za ova presikavanja. Projektivna pre-
slikavanja nisu euklidske izometrije, pa zaklju¢ujemo da h-podudarne duzi neée
imati istu duzinu u euklidskom smislu, te moramo naéi neku novu funkciju mere
koja nece imati prethodno navedene mane.

Kako projektivna preslikavanja ¢uvaju dvorazmeru, o¢ekivano je da funkcija
duzine bude definisana bas pomoc¢u ovog pojma.

Definicija 21. Neka su P i Q nesvojstvene tacke apsolute koje odgovaraju h-
pravoj odredenoj h-tackama A i B, slika 5. Rastojanje izmedu tacaka A i B
definisemo na slede¢i nacin:

d(A, B) = 5 In(4, B. P.Q)|.
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Slika 5: Neeuklidska duz AB

Konstantu ¢ biramo tako da duzi koju smo izabrali za jedini¢nu odgovara
duzina 1. Mi ¢emo u ostatku teksta smatrati da je ¢ = 2.

Neka su na pravoj PQ uvedene homogene koordinate. Iako nije neophodno,
zbog jednostavnijeg razmatranja, pretpostavimo da je tacka sa koordinatom oo
jedna od idealnih tacaka prave AB, odnosno da se nalazi van apsolute. Tada su
tackama A, B, P, Q redom dodeljene vrednosti a, b, p,q € R, a funkciju rastoja-

nja mozemo zapisati kao:
1 p—a g—a
n :
p—b q-—0

Proverimo da li je funkcija dobro definisana. Kako je segment AB unutar

segmenta PQ), vazite da su redom izrazi p—a ip—b, odnosno ¢ —a i ¢ — b istog
—a q—a

p ;- g-a > 0, pa izraz mozemo logaritmovati. Zapazimo i da ako
p—= q—
je tacka A fiksna, a B menja polozaj po h-pravoj PQ, d(a,b) - 0 kad b — a i
da d(a,b) — 400 kada b — p ili b — ¢, pa funkcija d svakoj duzi dodeljuje pozi-
tivan, realan broj. Vazi i da je d(a,b) = d(b,a), jer je (b,a,p,q) = (a,b,p, q)fl,

pa je [In(b,a,p,q)| = [ —1In(a,b,p,q)|.

d(a,b) = [In (a,b,p,q)| =

znaka, tj.

Proverimo da li ova finkcija zadovoljava osobine mere.

1) Ve¢ smo utvrdili da vrednost funkcije moze teziti nuli, ali i pozitivno
beskonacnoj vrednosti. Medutim kako je funkcija definisana za sve tacake koje
pripadaju hiperboli¢koj ravni i pri tome, kao kompozicija neprekidnih funkcija,
d je i sama neprekidna, pa zakljucujemo da za bilo koji realni, pozitivan broj
postoji duz ¢ija je on mera. Tako ¢e postojati i duz mere jedan.

2) Ako su AB i A’B’ podudarne duzi sa odgovarajuéim nesvojstvenim tacka-
ma P, Qi P, @', redom, tada postoji projektivno preslikavanje koje slika ap-
solutu u sebe, a pravu AB u pravu A’B’, pa se par nesvojstvenih tacaka P, Q
slika u par P, Q', a par A, B u par A’, B’. Kako projektivno preslikavanje ¢uva
dvorazmeru, uz eventualnu permutaciju tacaka u zasebnim parovima, vazic¢e da
je (A,B,P,Q) = (A",B',P",Q),ili (A,B,P,Q) = (A",B',P',Q")", pa ¢e po-
dudarne duzi imati istu meru, d(A, B) = d(4’, B').
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3) Iz jednakosti
p—a q-—>b p—b q—c p—c qg—a
. . . . . =1
p—b qg—a p—c q—b p—a q—c

In(a,b,p,q) +In(b,c,p,q) +1In(c,a,p,q) =0,

dobijamo

tj. +d(a,b) F d(c,b) F d(a,c) = 0, pa ako je ¢ ,jizmedu”a i b vaziée da je
d(a,b) —d(a,c)—d(c,b) =0, tj. d(a,c)+d(c,b) = d(a,b). Mozemo zakljuciti da
ako vazi da je AC + CB = AB, tada vazi i d(A,C) + d(C, B) = d(A, B).

Na osnovu prethodnih zakljucaka mozemo reéi da funkcija d zadovoljava sve
uslove da bude mera duzi u Klajnovom modelu hiperbolicke planimetrije.

2.3 Klajnov disk je model hiperbolicke ravni

Pokazimo sada da prethodno izvedene konstrukcije zadovoljavaju aksiome
hiperbolicke ravni. Neki od dokaza mogu se naéi u [10] i [9], $to je i naglaseno.
Ostala tvrdenja je autor sam dokazao.

Teorema 12. Klajnov disk jeste model hiperbolicke planimetrije.

Dokaz. Proverimo da li su zadovoljene aksiome pripadanja koje se odnose na
planimetriju.

Aksioma I1. Svaka euklidska duz sadrzi najmanje dve razne tacke, pa odatle
zakljucujemo da i svaka tetiva koja predstavlja hiperbolicku pravu sadrzi naj-
manje dve razne tacke.

Aksioma 12. Kako postoji najmanje jedna euklidska prava koja sadrzi dve tacke,
one ¢e postojati i u specijalnom slucaju kada su te tacke unutar apsolute, a nji-
hovi odsecci unutar apsolute predstavljace hiperbolicke prave koje sadrze dve
date tacke.

Aksioma 13. Za dve razne tacke unutar apsolute postoji jedinstvena euklid-
ska prava koja ih sadrzi, pa ¢e tacke te prave unutar apsolute predstavljati
jedinstvenu hiperbolicku pravu koja sadrzi te dve razne tacke.

Aksioma I4. Trirazlicite hiperbolicke tacke koje ne pripadaju istoj hiperbolickoj
pravoj nazivamo hiperbolicki nekolinearnim. Znamo da u unutrasnjoj oblasti
koju odreduje kruznica postoje tri razne euklidske tacke koje nisu kolinearne u
euklidskom smislu. One ¢e biti nekolinearne i u hiperbolickom smislu, pa svaka
hiperbolicka ravan sadrzi najmanje tri nekolinearne hiperbolicke tacke.

Proverimo da li su zadovoljene aksiome rasporeda.
Aksioma II1. Ako vazi B(A, B,C), tada vazi i B(A, B,C) jer ove relacije
imaju isto znacenje i hiperbolicke tacke su podudarne euklidskim tackama. Iz
B(A, B, () zaklju¢ujemo da su A, B i C tri razne kolinearne tacke, pa su one i
tri razne hiperbolicki kolinearne tacke.
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Aksioma 112. Ako je By (A, B,C), onda je i B(A, B,C), pa vazi B(C, B, A),
tj. vazi By(C, B, A).

Aksioma 113. Ako je By (A, B,C), onda je i B(A, B,C), pa ne vazi B(A, C, B),
tj. ne vazi By (A, C, B).

Aksioma 114. Ako su A i B dve razne tacke, euklidska prava AB seCe apso-
lutu u tackama P i @ i euklidska duz AB pripada euklidskoj duzi PQ. Neka je,
na primer, B(A, B, P). Tada postoji tacka C takva da je B(B,C, P), pa je C
h-tacka, a tada vazi i B(A, B,C), tj. Bi(A,B,C).

Aksioma 115. Ako su A, B i C tri razne hiperboli¢ke tacke koje su kolinearne
u hiperbolickom smislu, tada su one kolinearne i u euklidskom smislu, pa vazi
B(A,B,C), tj. B,(A,B,C) ili B(B,C,A), tj. Bn(B,C,A) ili B(C, A, B), tj.
By, (C, A, B).

Aksioma 116. Ako su A, B i C tri razne, hiperbolicki nekolinearne h-tacke i
neka h-prava p koja ne sadrzi h-tacku A sece h-pravu BC' u h-tacki P takvoj
da je By (B, P,C), tada su A, B i C tri razne tacke euklidske ravni unutar ap-
solute i euklidska prava koja sadrzi tetivu p po PaSovoj aksiomi sece euklidsku
pravu C'A u tacki @, takvoj da je B(C, @, A) ili euklidsku pravu AB u h-tacki
R takvoj da je B(A, R, B). Ako vazi B(C,Q, A) tada je @ tacka na euklidskoj
duzi CA, pa je unutar apsolute, tj. ona je h-tacka i vazi By (C, @, A), a ako je
B(A, R, B) tada na isti nacin dolazimo do zakljucka da je By (A, R, B).

Pokazali smo da vazi druga grupa aksioma, proverimo da li vaze aksiome
podudarnosti.
Aksioma III1. Ako su A, B,C i D h-tacke takve da je (A, B)=,(C, D), tada
po definiciji podudarnosti postoji projektivno preslikavanje kojim se h-tacke A
i B slikaju na C'i D, redom. Medutim, kako je A = B, tada su i njihove slike
podudarne, pa je C' = D.

Aksioma [112. Neka euklidska prava AB se¢e apsolutu u tackama P i Q). Po-
stoji jedinstveni par tacaka M i N prave AB takvih da vazi H(A, B, M,N) i
H(P,Q,M,N). Pri tom jedna od ovih tacaka, recimo N pripada duzima AB
i PQ, dok je M idealna. Neka je m polara tacke M u odnosu na apsolutu.
Tada se harmonijskom homologijom sa osom m i centrom M prava AB koja

je incidentna sa centrom, slika u sebe, a tacke A i B, redom u B i A, pa je
(Aa B)%h(Bv A)

Aksioma 1113. Akosu A, B,C, D, E i F h-tacke takve da je (A, B)=,(C, D)
i(A,B)=,(E, F). Kako je (A, B)=,(C, D), tada je i (C, D)=y (A, B), pa postoji
projektivno preslikavanje koje ¢e duz C'D slikati na AB. Na osnovu pretpostavke
da je (A, B)¥,(FE, F), zaklju¢ujemo da postoji projektivno preslikavanje koje
duz AB slika na EF. Komporzicija ove dve projekcije bi¢e ponovo projekcija
koja apsolutu slika na samu sebe, a h-duz C'D slika na EF, pa ¢e vaziti da je
(C, D)=4(E, F).

Pokazimo sada da vazi i aksioma III5, a na aksiomu III4 ¢emo se vratiti ka-
snije.
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Aksioma I1I5. ([10]) Ako su A i B dve razne neeuklidske tacke i C' teme neke
neeuklidske poluprave, ispitajmo da li tada na toj polupravoj postoji neeuklid-
ska tacka D takva da je (A, B)=,(C, D)?

Slika 6: Projektivno preslikavanje koje h-duz AB slika na h-duz CD

Oznac¢imo sa P i @ nesvojstvene tacke koje odgovaraju h-pravoj odredenoj
tackama A 1 B, tako da je B(P, A, B), a sa P’ i Q' nesvojstvene tacke koje
odgovaraju h-pravoj koja sadrzi datu h-polupravu sa temenom C, sa tim Sto
nesvojstvena tacka Q' odgovara bas datoj h-polupravoj. Neka su S 1 S’ preseci
tangenti na apsolutu u tackama P i @Q i P’ i Q’, redom. Oznac¢imo sa Ay, B i
C1 presecne tacke pravih SA, SB i SC sa apsolutom, slika 6.

Izvrsimo projektivno preslikavanje ravni na samu sebe tako sto tacke P, Aj,
Q@ i S preslikamo redom na tacke P, Cp, Q' i S’. Ovo preslikavanje ¢e biti
jednoznacno odredeno jer su P, A1,Q,S 1 P',C1,Q’, S’ dve cetvorke razlicitih
tacaka od kojih nikoje tri nisu kolinearne. Znamo da projektivno preslikava-
nje ravni slika krivu drugog reda opet na krivu drugog reda, pa ¢e i apsolutu
(kruznicu) preslikati na neku krivu drugog reda. Medutim, kako je svaka kriva
drugog reda jednoznacéno odredena sa pet elemenata, npr. sa tri tacke koje joj
pripadaju i dve tangente, zakljucujemo da ¢e se apsoluta preslikati na samu
sebe jer je tacke Ay, @, P, itangente SP i SQ, kao i njihove slike, jednozna¢no
odreduju. Projektivna preslikavanja ¢uvaju i kolinearnost i incidentnost. Kako
se h-tacka A, presek pravih SA; i PQ, slika u presek njihovih slika, pravih
S'Cy i P'Q’, odnosno u tacku C koja pripada unutragnjosti apsolute, sledi da
se unutrasnjost apsolute slika u unutrasnjost apsolute. Ovim smo pokazali da
projektivno preslikavanje koje posmatramo zadovoljava sve uslove da definise
h-izometriju Klajnovog modela.

Neka je slika tacke B u ovom preslikavanju D. Tada je D unutrasnja tacka diska
koja pripada pravoj P'Q’ i vazi (A, B)~,(C, D). Ostaje da proverimo u koju
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se h-polupravu sa temenom C' slika h-poluprava AB. Uo¢imo sledeée. Neka je
X proizvoljna tacka h-prave AB Fuklidska prava A;Q se¢e SX u tacki koja je
unutrasnja za Klajnov disk ako i samo ako je B(A, X, Q). Kako vazi B(A, B, Q)
sledi da je odgovarajuci presek h-tacka, pa se mora slikati u h-tacku ovim pro-
jektivnim preslikavanjem, a to je moguce, koristec¢i prethodni kriterijum, samo
ako vazi B(C,D,Q’). Dakle, D pripada trazenoj polupravoj.

Osim toga, ova h-tacka D je jedinstvena h-tacka na datoj h-polupravoj koja
zadovoljava pocetne uslove. Pretpostavimo da na h-polupravoj sa temenom C'
postoji h-tacka D’ takva da vazi (4, B)=,(C,D'), tada je i (C,D)=,(C,D’)
na osnovu aksiome III3. Odavde, po definiciji mere, mozemo zakljuciti da
je d(C,D) = d(C,D'). Pretpostavimo da je By(C,D,D’), tada vazi da je
d(C,D) +d(D,D") =d(C,D"). Kako su tacke D i D' razlicite d(D, D’) > 0, pa
je d(C, D) < d(C,D’"), sto je kontradikcija, pa mozemo zakljuciti da je h-tacka
D jedinstvena.

Dokazimo sada da vazi i aksioma IT14.

Aksioma I114. Ako su C i C’ h-tacke dveju otvorenih h-duzi AB i A’ B’ takve da
je (A, C)2p (A, C") 1 (B, C)=, (B, C"), dokazimo da je tada (A4, B)x,(A’, B').
Kako je (A,C)=,(A’,C"), po definiciji postoji projektivno preslikavanje koje
h-tacke A i C slika u A’ i €', redom. To preslikavanje ¢e h-tacku B, koja
pripada h-polupravoj sa temenom A koja sadrzi h-tacku C, preslikati na neku
h-tacku B” h-poluprave sa temenom A’ koja sadrzi h-tacku C’, pri ¢emu vazi
da je (C, B)=,(C’, B”). Kako na ovoj h-polupravoj postoji jedinstvena h-tacka
za koju ovo vazi 1 h-tacka B’ to zadovoljava, zakljucujemo da je B” = B’, pa
ovo isto preslikavanje h-tacku B slika na B’ tj. (A4, B)~,(A’, B').

Pre nego sto proverimo da li vazi Sesta aksioma, navedimo i dokazimo teoremu
koju ¢emo koristiti.

Slika 7: Postoji h-poluprava ¢’ takva da je h-ugao Zpq podudaran h-uglu Zp’q’
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Teorema 13. ([10]) Neka su dati neopruzeni h-ugao Zpq, h-prava a' i h-
poluprava p’, koja pripada h-pravoj a’ i za teme ima h-tacku O'. Tada kroz
h-tacku O, sa date strane h-prave a’, prolazi tacno jedna h-poluprava ¢, takva
da je h-ugao Zpq h-podudaran h-uglu Zp'q’, u oznaci Lpq=,2p'q .

Dokaz. Oznac¢imo sa O teme h-polupravih p i ¢, a sa a h-pravu kojoj pripada
h-poluprava p. Neka su P i R nesvojstvene tacke koje odgovaraju h-pravoj a,
a S presetna tacka tangenti na apsolutu u ovim tackama. Takode, oznac¢imo
sa P’ i R’ nesvojstvene tacke koje odgovaraju h-pravoj a’, a sa S’ presecnu
tacku tangenti na apsolutu u ovim tackama. Neka je ) nesvojsvena tacka koja
odgovara kraku ¢ i M presecna tacka apsolute i prave SO, a M’ presek apso-
lute i prave S'O’, svi ovi elementi su prikazani na slici 7. Uoc¢imo da trazeno
projektivno preslikavanje, s obzirom da slika euklidsku pravu PR u euklidsku
pravu P’ R', mora da slika par tacaka P, R u par P, R’, dok je za uslove da se
apsoluta slika u sebe i tacka O u O’ neophodno da se S i M, redom slikaju u
S’ 1 M’. Ovi uslovi su i dovoljni da dato preslikavanje odredjuje h-izometriju
koja slika jednu h-pravu u drugu, tako da se O slika u O’ iz istih razloga koji
su navedeni prilikom utvrdivanja da vazi prethodna aksioma. Oznacavajuci
nesvojstvene tacke ovih pravih tako da tacke P i P’ pripadaju datim polupra-
vama, zakljuCujemo da moze postojati najvise jedno trazeno preslikavanje jer
je projektivno preslikavanje ravni na samu sebe koje tacke R, M, P, S slika u
R',M', P, S’ je jednoznacno odredeno. Ono ¢e preslikati i tacku @ u neku ne-
svojsvenu tacku )’ koja odgovara h-polupravoj ¢’, koja je slika h-poluprave g.
Na ovaj na¢in smo h-ugao Zpq projektivnim preslikavanjem preslikali na Zp'q’,
pa su ovi uglovi podudarni. Kako je tacka Q' je jedinstvena ovakva tacka na
apsoluti, tako da je i h-poluprava ¢’ jedinstvena. O

Aksioma I1116. ([10]) Dokazimo da vazi Sesta aksioma podudarnosti. Ako
su A, B i C tri nekolinearne h-tacke, dokazimo da u h-poluravni ¢iji je rub
odreden h-tackama A’ i B’ takvim da je (A, B)2,(A’, B'), postoji jedinstvena
h-tacka C’ za koju vazi da je (B,C)~,(B',C") i (A, C)=, (A, C"). Postoji pro-
jektivno preslikavanje kojim se par h-tacaka (A, B) preslikava na par (A’, B').
Pretpostavimo da se ovim preslikavanjem h-poluravan koja sadrzi tacku C' ne
slika u trazenu h-poluravan. Neka je S’ presek tangenti na apsolutu u tackama
preseka euklidske prave A’B’ sa apsolutom, odnosno euklidski, neka je S’ pol
prave A’B’ u odnosu na apsolutu. Tada je i harmonijska homologija sa osom
A’'B’ i centrom S’ jedna h-izometrija koja fiksira tacke A’ i B’ dok preslikava
jednu h-poluravan sa rubom A’B’ u drugu, pa njena kompozicija sa prethod-
nim preslikavanjem slika h-poluravan sa rubom AB koja sadrzi C' u trazenu
h-poluravan. Tim preslikavanjen se i h-tacka C' slika u h-tacku C’ takvu da je
(A, C)2, (A, C"), 1 (B,C)2,(B',C"). Dokazimo da je ova tacka jedinstvena.
Neka tacka C” ispunjava trazene uslove. Tada postoji h-izometrija koja slika
A,B,C u A’,B’,C"”. Ovim preslikavanjem se i h-uglovi ZABC i /BAC h-
trougla BAC' preslikavaju na njima h-podudarane h-uglove, takve da su po
jedan njihov krak A’B’, odnosno B’A’ dok su preostali kraci A’'C” i B'C" u
datoj poluravni. Na osnovu prethodne teoreme, te poluprave su odredene na
jedinstven nacin, pa se poklapaju, redom, sa polupravama A’C’ i B'C’. Kako
tacka C” mora biti u njihovom preseku, ona se poklapa sa tackom C’.

Aksioma III7. Neka su A, B,C i A’, B',C" dve trojke nekolinearnih h-tacaka i
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neka su D i D' h-tacke h-polupravih BC' i B'C’, takve da su (A, B)=,(A’, B’),
(B,C)Y=,(B',C"), (A, C)2,(A',C") i (B, D)>,(B’, D'), dokazimo da je tada i
(A, D), (A, D). Postoji projektivno preslikavanje koje h-tacke A, B,C' i D
slika na A’, B’,C" i D’ (ovo preslikavanje neée biti jedinstveno jer h-tacke D
i D’ pripadaju h-pravama BC' i B'C’, redom). Ovo preslikavanje ¢e duz AD
preslikati na A’D’, pa je (A, D)=, (A, D).

Ovim smo pokazali da u Klajnovom modelu vaze aksiome podudarnosti.

Proverimo da li ovaj model zadovoljava aksiome neprekidnosti. Kako su Ar-
himedova i Kantorova aksioma neprekidnosti posledice Dedekindove teoreme,
dovoljno je da pokazemo da u ovom modelu vazi Dedekindova teorema. Kako
je h-prava predstavljena tetivom apsolute bez njenih krajnjih tacaka, a za otvo-
renu euklidsku duz vazi Dedekindova teorema za duzi, ona ¢e vaziti i ako je
primenimo na h-pravu, jer kako su skupovi M i N neprazni, tacka X se ne
moze poklopiti sa rubom duzi, tj. ona mora biti predstavljena nekom h-tackom.

Na ovaj nacin smo utvrdili da Klajnov model zadovoljava sve aksiome apso-
lutne planimetrije, pa ostaje jos da se proveri da li vazi aksioma Lobacevskog
ili Plejferova aksioma.

Postavlja se pitanje da li postoje h-tacka A i h-prava p takve da za njih
postoje bar dve h-prave incidentne sa A, a disjunktne sa p, videti [9]. Posma-
trajmo proizvoljan takav par A i p. Neka je ¢ euklidska prava u euklidskom
smislu paralelna sa p, takva da se tacka A i prava p nalaze sa raznih strana q.
Neka ¢ sece apsolutu u tackama @ i R. Tada su h-prave AQ i AR disjunktne
sa p, videti sliku 8.

Slika 8: Klajnova ravan je hiperbolicka

Kako smo utvrdili da postoji vise od jedne h-prave koja nema zajednickih
tacaka sa h-pravom p i sadrzi h-tacku A, zaklju¢ujemo da vazi aksioma Lobacev-
skog, pa je prethodno opisani model, zapravo model hiperbolicke planimetrije.

O
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3 Prave i pramenovi pravih u Klajnovom
modelu

3.1 Ortogonalnost u Klajnovom modelu

Dve h-prave su ortogonalne ako h-ravan dele na cetiri podudarna h-ugla.
Posto se podudarni uglovi slikaju jedni na druge projektivnim transformaci-
jama euklidske ravni kojoj pripada apsoluta, a koje ne ¢uvaju euklidsku meru
ugla, mozemo zakljuciti da h-podudarni uglovi nisu podudarni i u euklidskom
smislu, pa ortogonalne h-prave nece biti predstavljene kao u euklidskoj ravni.
Pokusajmo da utvrdimo kako izgledaju medusobno ortogonalne h-prave.

Pretpostavimo da su dve h-prave p i ¢, prikazane na slici 9, h-ortogonalne
i njihovu prese¢nu h-tacku oznac¢imo sa O. Nesvojstvene tacke koje odgovaraju
h-pravoj p ozna¢imo sa P i @, a one koje odgovaraju h-pravoj ¢ ozna¢imo sa M i
N. Posto su ove h-prave ortogonalne, h-uglovi ZMOQ i ZMOP su h-podudarni,
pa postoji projektivno preslikavanje ravni na samu sebe, koje i apsolutu slika
na samu sebe, a ZMOQ slika na ZMOP. Dakle, ovo preslikavanje tacke M i O
ostavlja fiksnim, pa ¢e i ¢itava projektivna prava MO takode ostati invarijantna,
a sa njom i tacka N. Tackama P i () su samo razmenjena mesta, pa se i prava
PQ@ slika na samu sebe.

Slika 9: Ortogonalne prave u Klajnovom modelu

Oznac¢imo sa t; i to tangente na apsolutu u tackama M i N, a sa S njihovu
presecnu tacku. Projektivno preslikavanje ¢uva incidentnost, pa ako tangente
posmatramo kao prave koje imaju jednu zajednicku tacku sa apsolutom, one ¢ée
se ponovo slikati na tangente apsolute. Posto su tacke M i N fiksne, tangente
t1 1 ta, a sa njima i njihova presecna tacka S ostaju invarijantne. Dakle, treba
da nademo projektivno preslikavanje koje tacke M, N, P i S slika u M, N,Q i
S, redom. Ovo preslikavanje je jednoznac¢no odredeno jer su ovo dve cetvorke
tacaka od kojih nikoje tri nisu kolinearne. Pored toga, ono slika projektivnu
ravan, apsolutu i unutrasnjost apsolute (hiperbolicku ravan) na samu sebe iz
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istih razloga koji su navedeni pri proveri vazenja aksiome III5. Potrebno je jos
samo da utvrdimo koje projektivno preslikavanje zadovoljava ove uslove. Kako
su tacka S i prava M N fiksne, uoc¢imo homologiju koja je odredena centrom
S, osom M N i parom tacaka P i (). Kako je projektivno preslikavanje, ovako
odredena homologija imace sve gore navedene osobine. Sve prave koje se pri
homologiji slikaju na same sebe moraju sadrzati centar homologije. Dakle, prava
PQ mora sadrzati centar homologije, koji je zapravo pol prave M N u odnosu
na apsolutu. Isto tako, posto je i prava M N h-ortogonalna na PQ, M N mora
sadrzati pol prave P@Q u odnosu na apsolutu, koji je na slici 10 predstavljen
idealnom tackom T'. Zakljucujemo da ako su h-prave p i ¢ h-ortogonalne, tada
su one medusobno konjugovane u odnosu na apsolutu.

Slika 10: Neeuklidske prave medusobno konjugovane u odnosu na apsolutu

Postavlja se pitanje hoce li sve h-prave koje su medusobno konjugovane u odnosu
na apsolutu biti h-ortogonalne. Neka je S pol h-prave M N. Oznacimo sa P i
@ presecne tacke apsolute i proizvoljne h-prave koja je konjugovana sa pravom
M N u odnosu na apsolutu. Homologijom ¢iji je osa prava M N, centar tacka S
i koja je odredena parom tacaka P, Q) apsoluta(kruznica) preslikade se na samu
sebe, jer su tacke M i N fiksne posto pripadaju osi, tangente u ovim tackama
se slikaju same na sebe jer sadrze centar, a i tacka P koja pripada apsoluti
se ponovo slika na tacku sa apsolute (). H-prava PQ ce se slikati na sebe jer
sadrzi centar homologije S, ali nece biti invarijantna jer kod homologija jedina
invarijantna prava je osa. Dakle, tacke P i @, Ce se slikati jedna na drugu, a
tacka O, presek pravih M N i PQ), je fiksna jer pripada osi. Zaklju¢ujemo da se
ovom homologijom uglovi ZMOP i ZMOQ slikaju jedan na drugi, tj. oni su
h-podudarni, a kako su i naporedni sledi da su h-prave PQ i M N h-ortogonalne.
Na osnovu svega prethodno navedenog mozemo da damo karakterizaciju orto-
gonalnosti u Klajnovom modelu.

Teorema 14. ([10]) Dve neeuklidske prave u Klajnovom modelu hiperbolicke
ravni su hiperbolicki ortogonalne ako i samo ako su euklidske prave koje ih sadrZe
konjugovane u odnosu na apsolutu.
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Konstruisimo normalu n na h-pravu [ koja sadrzi h-tacku A. Razmotrimo
dva slucaja.
1° H-prava [ nije pre¢nik apsolute. Pol S; h-prave [ ¢e biti presecna tacka tan-
genti na apsolutu u nesvojstvenim tackama koje odgovaraju h-pravoj [. Trazena
normala ¢e biti deo projektivne prave S;A koji se nalazi unutar apsolute prika-
zane na slici 11.

Sl t2 Q

Slika 11: Normala iz h-tacke A na proizvoljnu h-pravu

2° H-prava [ je pre¢nik apsolute. U ovom slucaju tangente na apsolutu u ne-
svojstvenim tackama koje odgovaraju h-pravoj [ ¢e biti medusobno paralelne i
necée se seéi, tj. presetna tacka (centar homologije) ¢e biti beskonacno daleka
tacka. H-prava ¢e u ovom slucaju biti ortogonalna na [ ako euklidska prava, ¢iji
je ona deo, takode sadrzi ovu beskona¢no daleku tacku, tj. ako je ona paralelna
sa ovim tangentama. Dakle, n je h-prava koja sadrzi h-tacku A i ortogonalna
je na [ u euklidskom smislu, slika 12.

Slika 12: Normala iz h-tacke A na h-pravu koja je dijametar apsolute



3.2 Pramenovi pravih u Klajnovom modelu

Dokazali smo da je opisani model zapravo model hiperbolicke planimetrije,
pa postoji vise h-pravih koje nemaju zajednickih h-tacaka sa datom h-pravom
p i sadrze datu h-tacku A, koja ne pripada p, videti [9]. Utvrdimo kako su u
Klajnovom modelu predstavljene paralelne prave. Neka su P i ) nesvojstvene
tacke koje odgovaraju datoj h-pravoj p. H-prave a; i as koje su delovi euklidskih
pravih AP i AQ unutar apsolute, nemaju zajednickih h-tacaka sa h-pravom p
jer tacke sa apsolute, P i @, ne pripadaju hiperboli¢koj ravni, slika 13. Pri tom,
sve poluprave Klajnovog modela sa temenom A koje pripadaju uglu sa kracima
a1 1 as kojem pripada i p seku p dok ostale poluprave sa temenom A ne seku
p, bez obzira na to sto se euklidske prave kojima pripadaju mozda seku pravu
koja sadrzi p van apsolute, videti sliku 13.

Slika 13: Paralelne prave

Zato su h-prave a; i ay paralelne h-pravoj p, pri ¢emu su joj one paralelne
u suprotnim smerovima i nisu medusobno paralelne. Ostale h-prave, incidentne
sa A, koje nemaju zajednickih h-tacaka sa p su hiperparalelne sa p.
Reéi ¢emo da se h-prave ,srecu” u redom, h-tacki, nesvojstvenoj ili idealnoj
tacki u zavisnosti od toga da li su one konkurentne, paralelne ili hiperparalelne.

p2
p3

pa

Slika 14: Elipticki pramen neeuklidskih pravih
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Elipticki pramen h-pravih ¢ini skup svih h-pravih koje se seku, odnosno,
sadrze neku h-tacku. On ée biti predstavljen tetivama koje se seku u nekoj
tacki koja pripada unutrasnjosti apsolute. Na slici 14 je prikazan elipticki pra-
men ili pramen konkurentnih h-pravih koje se seku u h-tacki A.

Mozemo zakljuciti da ¢e sve prave paralelne h-pravoj p, u smeru njene ne-
svojstvene tacke P, biti zapravo tetive ¢iji je jedan kraj P, a drugi kraj moze
biti bilo koja tacka koja pripada apsoluti, pa se paralelne prave susre¢u u ne-
svojstvenoj tacki. Sve h-prave paralelne datoj h-pravoj p u istom smeru ¢ini
pramen parabolickih ili paralelnih h-pravih. Na slici 15 je prikazan jedan takav

pramen.

P

Slika 15: Parabolicki pramen neeuklidskih pravih

Hiperparalelne h-prave su one koje nisu ni paralelne ni konkurentne. Zato su
to tetive koje nemaju zajednickih tacaka ni unutar, a ni na apsoluti. Prave ko-
jima ove tetive pripadaju mogu se se¢i u euklidskoj ravni kojoj apsoluta pripada,
van apsolute, u nekoj od tacaka koje smo nazvali idealnim, ili mogu pripadati
euklidski paralelnim pravama koje se onda u projektivnom smislu seku u (pro-
jektivno) idealnoj tacki.

Za svaki pramen hiperparalelnih pravih postoji prava normalna na prave sve
prave tog pramena. Predstavimo pramen hiperparalelnih h-pravih u Klajnovom
modelu ortogonalnih na h-pravu n. Dakle, sve projektivne prave koje sadrze h-
prave ovog pramena ¢e sadrzati pol h-prave n u odnosu na apsolutu. Na slici 16
je prikazan jedan pramen hiperparalelnih h-pravih sa zajednickom normalom n.

Konstruisimo zajednicku normalu n dve hiperparalelne h-prave pig. Da bin
bila ortogonalna na p neophodno je da euklidska prava na kojoj se nalazi sadrzi
tacku S, pol h-prave p u odnosu na apsolutu. Isto tako da bi bila ortogonalna
na ¢ mora sadrzati i njen pol S,;. Dakle, n ¢e biti deo prave 5,5, slika 17.
Oznacimo sa X i Y nesvojstvene tacke kojima je h-prava n odredena i neka je
S, njen pol u odnosu na apsolutu. Kako su i h-prave p i ¢ ortogonalne na n,
one moraju sadrzati njen pol, po definiciji ortogonalnosti u Klajnovon modelu.
Dakle, dve hiperparalelne prave se seku van apsolute u tacki koja predstavlja
pol njihove zajednicke normale.

29



Sy N

Slika 17: Zajednicka normala dve hiperparalelne prave

Neka je data h-prava [ i h-tacka O van nje. Izra¢unajmo ugao paralelnosti
koji odgovara tacki O i pravoj [. Poznato je da h-ugao paralelnosti v izmedu
h-poluprave koja sadrzi O i ortogonalna je na [ i h-poluprave koja takode sadrzi
O, ali je paralelna sa [, zavisi isklju¢ivo od rastojanja d h-tacke O od l. Nadimo
vezu izmedu a i « = II(a) u slu¢aju kada je h-tacka O centar apsolute, slika 18.

Oznacimo sa P i @ nesvojstvene tacke koje odgovaraju h-pravoj OL, gde je L
podnozije normale iz O na [. Po definiciji rastojanja bice:

1 1+cosa.1—cosa _ ’1 (t (g))’
n T : T =clln (ctg 5 .

Kako je % < g, bice i ctg% > 1, pajeln (ctg %) > 0. Odavde sledi da je

=5 (P,Q,L0) =

N O
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Slika 18: Ugao paralelnosti

a
AN -=
a:—cln(tgg),tj. « = 2arctg (e C>.

a T
Kada — — 0, a — 5 pa euklidsku geometriju mozemo smatrati grani¢nim

c
slucajem geometrije Lobacevskog.

31



4 Izometrije hiperbolicke ravni

H-izometrijske transformacije Klajnovog modela hiperbolicke ravni smo defi-
nisali kao projektivna preslikavanja ravni kojoj pripada apsoluta, koja unutras-
njost apsolute i apsolutu ostavljaju invarijantnim. Utvrdimo kako izgleda h-
refleksija u odnosu na h-pravu, videti [4].

U apsolutnoj, a samim tim i hiperbolickoj ravni postoje samo dve izome-
trije koje fiksiraju sve tacke jedne prave, jedna je identitet a druga refleksija u
odnosu na tu pravu. Uocimo da preslikavanje iz Primera 1 fiksira sve tacke od-
govarajuce prave, a nije identicko preslikavanje. Zato ono predstavlja refleksiju
Klajnovog modela, ili nadalje, h-refleksiju.

Neka su u Klajnovom modelu dati h-prava m koja ne pripada dijametru
apsolute i h-tacka A koja ne pripada m konstruisimo A’, sliku h-tacke A pri h-
refleksiji u odnosu na m. Neka je S, pol h-prave m i M podnozije normale ¢ iz
h-tacke A na m. Oznac¢imo sa p h-pravu ortogonalnu na ¢ koja sadrzi A, a njene
nesvojstvene tacke sa P i P’. Drugu tacku u kojoj prava P’'M sece apsolutu
oznac¢imo sa @), tako da su P i () sa iste strane, u euklidskom smislu, prave t. S
obzirom da ova harmonijska homologija slika pravu p u ¢, nesvojstvene tacke u
odgovarajuée nesvojstvene tacke, sledi da su tacke Sp,, P i Q, odnosno S,,, P’
i @' kolinearne. Takode, p, ¢ i m pripadaju jednom pramenu hiperparalelnih
pravih pa se euklidski seku u centru tog pramena, tacki S;.

St

Slika 19: Refleksija u odnosu na proizvoljnu neeuklidsku pravu m

Oznacimo h-pravu koja pripada pravoj S;Q sa ¢, a sa Q' njenu drugu nesvoj-
stvenu tacku. Neka je h-tacka A’ slika h-tacke A pri h-reflesiji u odnosu na
h-pravu m. Tada je i h-prava ¢ slika h-prave p pri ovoj refleksiji.

Kompozicija refleksija u odnosu na dve h-prave koje se seku ¢e biti rota-
cija hiperbolicke ravni oko njihove presecne tacke. Dakle, kompozicija refleksija
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u odnosu na h-prave m i t bi¢e neeuklidska rotacija oko h-tacke M za vred-
nost opruzenog ugla. Ako opruzenim uglom smatramo ugao koji odreduju dve
h-poluprave sa zajednickim temenom koje pripadaju istoj h-pravoj, onda ¢e hi-
perbolicki opruzen ugao u Klajnovom modelu biti jednak euklidskom opruzenom
uglu, jer je u ovom modelu neeuklidska prava zapravo euklidska duz. Mozemo
re¢i da ¢e ova kompozicija biti neeuklidska centralna simetrija sa centrom M.

Pri ovoj rotaciji h-tacka M ostaje fiksna. H-prava p refleksijom u odnosu na
t se slika na samu sebe jer su medusobno ortogonalne, a refleksijom u odnosu na
m, slika se na ¢, pa ¢e njihovom kompozicijom, rotacijom oko h-tacke M, njena
slika biti h-prava ¢. Primetimo da ¢e i h-prave odredene nesvojstvenim tackama
PQ i P'Q’ biti h-ortogonalne na h-pravu m, jer se refleksijom u odnosu na m
nesvojstvene tacke P i Q, kao i P’ i @', slikaju jedna na drugu, pa prave koje
ih sadrze, moraju sadrzati i tacku S,,.

Razmotrimo sada drugi slucaj kada je m dijametar apsolute, slika 20.

Slika 20: Refleksija u odnosu na dijametar apsolute

U ovom slu¢aju pol h-prave m u odnosu na apsolutu je beskonacna tacka,
pa ¢e normala t na h-pravu m koja sadrzi h-tacku A biti paralelna tangentama
na apsolutu u nesvojstvenim tackama koje odgovaraju h-pravoj m, tj. t ¢e biti
ortogonalna na m u euklidskom smislu. Oznac¢imo sa M presek h-pravih ¢ i m.
Neka je p h-prava koja sadrzi A i ortogonalna je na t, a P i P’ njoj odgovarajuce
nesvojstvene tacke. Neka je nesvojstvena tacka @, kao i u prethodnom primeru,
slika nesvojstvene tacke P pri neeuklidskoj refleksiji u odnosu na m, tada je
PQ takode ortogonalna na m u euklidskom smislu, pa je @ slika nesvojstvene
tacke P pri euklidskoj refleksiji u odnosu na m. Prava S;@) koja sadrzi h-pravu
q, sliku h-prave p pri neeuklidskoj refleksiji u odnosu na h-pravu m, ¢e biti zap-
ravo slika prave Sy P pri euklidskoj refleksiji u odnosu na S; M, pa je h-tacka A’
slika h-tacke A pri euklidskoj refleksiji u odnosu na h-pravu m.

Vratimo se sada na sliku 19. Tacke P, P’,Q i Q' su temena jednog ¢etvoro-
temenika. Kako su tacke S,,, A i M presecne tacke pravih PQ i P'Q’, P'Q
i PQ', PP' i MS,,, na osnovu prethodnog zakljucujemo da ¢e tacka A’ kao
presek pravih M S, i QQ’ biti tacka harmonijski konjugovana sa tackom A u
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odnosu na tacke S,, i M.

Teorema 15. Refleksija u odnosu na h-pravu m, pri ¢emu m nije dijametar
apsolute, u Klajnovom modelu je restrikcija, na unutrasnjost apsolute, harmo-
nijske homologije koja za osu ima h-pravu m, a centar je tacka Sy, pol ose u
odnosu na apsolutu. Ako je m dijametar apsolute, tada je h-refleksija u odnosu
na m restrikcija euklidske refleksije, na unutrasnjost apsolute, u odnosu na m.

Svaka refleksija je involucija. Ovde se ta osobina jednostavno dobija i iz
sledece ¢injenice. Vazi H(A, A’, Sy,, M), a samim tim za bilo koje projektivno
preslikavanje f vazice i H(f(A), f(A4"), f(Sm), f(M)), pa i za datu harmonijsku
homologiju. Zato jei H(A’, f(A"), Sm, M), a kako je tacka koja sa prethodne tri
kolinarne harmonijski spregnuta odredena na jedinstven nacin, sledi da je slika
tacke A’ bas tacka A.

Takode, jedina fiksne tacke refleksije (apsolutne) ravni su tacke njene ose, a
jedine fiksne tacke homologije su njen centar i tacke ose. U slu¢aju harmonij-
ske homologije gde su osa i centar spregnuti u odnosu na apsolutu, a osa sece
apsolutu, centar ne pripada unutrasnjosti apsolute i nije h-tacka, ve¢ su jedine
fiksne h-tacke one koje pripadaju osi.

Sada, na drugaciji na¢in mozemo videti i ortogonalnost pravih u Klajnovom
modelu. Neka je p’ h-prava. Prave ortogonalne na p’ mozemo onda karakteri-
sati kao one razlicite od p’ koje se h-refleksijom u odnosu na p’ slikaju u sebe.
Drugim rec¢ima, trazimo fiksne prave harmonijske homologije sa osom p koja
sadrzi p’ i centrom P, polom prave p u odnosu na apsolutu, razlicite od ose, a
one su incidentne sa centrom. Zato, neka h-prava ¢ je ortogonalna na p’ ako i
samo ako euklidski pripada pravoj incidentnoj sa P.

Kako se svaka izometrija moze predstaviti kao kompozicija najvise tri osne
refleksije, hajde da vidimo kako su predstavljene rotacija, paralelno pomeranje,
translacija i klizajuca refleksija.

Rotaciju oko h-tacke S mozemo predstaviti kao kompoziciju h-refleksija u
odnosu na h-prave p i ¢ koje se seku u S.

Paralelno pomeranje je kompozicija refleksija u odnosu na dve h-prave p i
q koje su h-paralelne, dakle imaju zajednicku tacku na apsoluti, pa ¢e to biti
rotacija oko tacke u beskonac¢nosti, jer se kompozicijom ovih h-refleksija h-prave
pramena, kome pripadaju p i ¢, slikaju opet na h-prave ovog pramena.

Translaciju mozemo predstaviti kao kompoziciju refleksija u odnosu na dve
hiperparalelne h-prave p i ¢q. Euklidske prave koje ih sadrze onda se seku u
idealnoj tacki ili u projektivno idealnoj tacki. Oznac¢imo tu tacku sa P. Tada
je P pol prave koja sadrzi zajednicku normalu za ove dve hiperparalelne prave.

Klizajuc¢a refleksija je kompozicija translacije i h-refleksije u odnosu na njenu

osu, pa je ona predstavljena kompozicijom triju h-refleksija, u donosu na dve
hiperparalelne prave, koje se seku euklidski u idealnoj tacki P i zatim u odnosu
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na h-pravu koja pripada polari za P.

Uocimo i sledeée ([7], [8]). Neka su P i p tacka i prava prosirene euklidske
ravni, a ujedno i pol i polara u odnosu na apsolutu Klajnovog modela. Ukoliko p
sece apsolutu, h-refleksija u odnosu na h-pravu koja je sadrzana u p je restrikcija
harmonijske homologije sa osom p i centrom P. Obrnuto, ako je P tacka unutar
apsolute, restrikcija harmonijske homologije sa osom p i centrom P slika h-
tacku X u h-tacku X; tako da je X X; u smislu modela normalno na p i da
P, u smislu modela, polovi duz X X; odnosno restrikcija ovog preslikavanja na
model je centralna simetrija.
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5 Neke bitnije konstrukcije

U ovom odeljku opisa¢emo neke od jednostavnijih konstrukcija u Klajnovom
modelu. Te konstrukcije se u literaturi (videti [3], [4]) navode uglavnom bez
dokaza, te su ovde data obrazlozenja autora.

1° Odredimo h-simetralu h-duzi OA, pri cemu je O centar apsolute.

Sa t ozna¢imo h-pravu OA. H-prave p i ¢ ortogonalne na ¢t u h-tatkama O i A
¢e biti euklidski ortogonalne jer je OA precnik apsolute. Neka su P i P’ nesvoj-
stvene tacke h-prave p, a Q 1 Q' nesvojstvene tacke h-prave ¢, takve da se P i Q
nalaze sa iste strane euklidske prave OA. Na osnovu konstrukcije slike h-tacke
A pri refleksiji u odnosu na h-pravu, presek neeuklidskih pravih Q'P i QP’ bice
h-tacka M, srediste h-duzi OA. Sada lako konstruisemo h-pravu m koja je deo
prave koja sadrzi h-tacku M i ortogonalna je u euklidskom smislu na h-pravu
OA, slika 21.

o\
N

m P’

Ql

Slika 21: Simetrala h-duzi OA

H-prava m konstruisana na ovaj nacin predstavlja osu u odnosu na koju se h-
tacka O slika na h-tacku A. Naravno, ovom refleksijom e se i h-tacka A slikati
na O, jer je refleksija u odnosu na h-pravu involucija. Pomoc¢u ova konstrukcije
mozemo bilo koju h-pravu p, koja sadrzi h-tacku A, preslikati na h-pravu g,
koja sadrzi h-tacku B. Znamo da postoje refleksije koje slikaju h-tacke A i B
na O, a h-prave p i ¢ ¢e se tom istom refleksijom preslikati na h-prave p’ i ¢/,
koje sadrze O. Preslikavanje koje slika p na ¢ ¢e biti kompozicija refleksije koja
slika A na O, rotacije oko h-tacke O koja slika p’ na ¢’ i refleksije koja slika O
na B.

2° Odredimo srediste h-duzi AB.
Neka je a h-prava koja sadrzi h-duz AB i neka je S, njen pol u odnosu na
apsolutu. Zelimo da konstruisemo h-tacku M koja pripada h-duzi AB, tako da
je AMZ, BM, pa ¢e M pripadati h-pravoj m u odnosu na koju se h-refleksijom
A slika na B i obrnuto. Po konstrukciji, m je ortogonalno na AB, tj. euklidska
prava koja sadrzi m sadrza¢e M i S,. Neka su p i ¢ h-prave ortogonalne na a
u h-tackama A i B. Nesvojstvene tacke koje odgovaraju h-pravoj p oznacimo
sa P i P, one koje odgovaraju ¢ oznac¢imo sa @Q i @', tako da su P i Q u
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euklidskom smislu sa iste strane prave a. Refleksijom u odnosu na m, koja ¢uva
podudarnost uglova u hiperbolickom smislu, h-prava a se slika na samu sebe,
jer je ortogonalna na m, tj. sadrzi pol ove h-refleksije, a h-prave p i ¢ slikace
se jedna na drugu jer su ortogonalne na a u tatkama A i B. Odavde sledi da
¢e se prave PQ i P'Q’ seéi u Sy, polu h-prave m u odnosu na apsolutu, jer se
iPi@ (P iQ) kao nesvojstvene tacke koje odreduju h-prave p i ¢ moraju
slikati jedna na drugu. Moze se dokazati da u tom slucaju presek duzi PQ’ i
P’'Q pripada polari tacke S, tj. h-pravoj m. Osim toga, taj presek ¢e upravo
biti trazena h-tacka M, slika 22. Uz to ¢e i h-prava m biti h-medijatrisa h-duzi
AB.

Slika 22: Konstrukcija sredista proizvoljne h-duzi AB

3° Odredimo bisektrisu datog ugla.

Neka su h-poluprave p i ¢ kraci ugla /pq sa zajednickim temenom C, a tacke P i
Q nesvojstvene tacke h-polupravih p i ¢, redom. H-pravu PQ oznacimo sa m, a
njen pol sa S,,, tada ée deo euklidske prave C'S,,, unutar apsolute biti bisektrisa
h-ugla Zpq. Na slici 23 je bisektisa s h-prava odredena nesvojstvenim tackama
M i N.

Pokazimo da je ova h-prava zaista bisektrisa. Kako euklidska prava M N sadrzi
pol S,., h-prave m, one ¢e biti ortogonalne, pa posto se refleksijom u odnosu
na h-pravu ¢uva veli¢ina ugla u hiperbolickom smislu, h-prava PQ se slika na
samu sebe. Dakle, nesvojstvene tacke P i @ se slikaju jedna na drugu, jer se pri
izometrijama hiperbolicke ravni apsoluta slika na samu sebe. H-tacka C' ¢e biti
fiksna, jer pripada osi refleksije. Iz istog razloga je i h-poluprava C'M fiksna.
Zakljuc¢ujemo da se ovom refleksijom ZQCM slika na ZPCM, pa su ova dva
ugla podudarna. Dakle, h-prava M N je zaista bisektrisa ugla.
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Slika 23: Konstrukcija bisektrise ugla

4° Odredimo h-pravu m, normalnu na krak q ostrog h-ugla Zpg, a paralelnu
sa drugim krakom p.
Konstruisimo h-polupravu p’ koja je slika h-poluprave p pri h-refleksiji u odnosu
na h-pravu koja sadrzi q. Neka su P i P’ nesvojstvene tacke koje odgovaraju
h-polupravama p i p’, tim redom. Tada je m h-prava koja je paralelna i h-
polupravi p, a i h-polupravi p’, tj. m je zapravo h-prava PP’, slika 24.
Pokazimo to. Oznacimo sa M presek h-pravih ¢ i m. Pri refleksiji u odnosu na
q, M je fiksna jer pripada ¢, a P se slika na P’, jer smo P’ tako konstruisali.
Dakle, pri refleksiji ovako konstruisana h-prava m se slika na samu sebe, pa
mora sadrzati centar homologije kojim je predstavljena neeuklidska refleksija,
pa je ona zapravo ortogonalna na gq.

Slika 24: Konstrukcija h-prave ortogonalne na jedan, a paralelne sa drugim
krakom ostrog ugla
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6 Epicikli u Klajnovom modelu

Predstavi¢emo epicikle u Klajnovom modelu. Sve konstrukcije u ovom po-
glavlju je autor samostalno izveo.

Neka je h-pramen koji odreduje epicikl y. Taj pramen je elipticki, parabolicki
ili hiperbolicki, ali, euklidski gledano, euklidske prave koje sadrze h-prave tog
pramena seku se u nekoj tacki, h-tacki, nesvojstvenoj, idealnoj ili projektivno-
idealnoj tacki.

Definicija 22. Prave koje formiraju h-pramen x nazivamo dijametrima. N7ji-
hovu prese¢nu tacku nazivamo centrom epicikla, a njemu odgovarajucu polaru u
odnosu na apsolutu nazivamo osom epicikla.

Uocavamo da je centar h-kruga tacka unutar apsolute, h-tacka, a osa je
predstavljena idealnom pravom, tj. ona nema zajednickih tacaka sa apsolutom.
Oricikl ima za centar i osu nesvojstvenu tacku i pravu, tj. centar ¢e biti tacka
sa apsolute, a osa tangenta na apsolutu u toj tacki. Ekvidistanta za centar ima
idealnu tacku, tacku van apsolute, a njoj odgovarajuca prava bi¢e h-prava koja
je, na osnovu konstrukcije, zajednicka normala svih h-pravih ovog h-pramena.
Utvrdimo kako ovi h-epicikli izgledaju u Klajnovom modelu hiperboli¢ckoj ravni.

6.1 Hiperbolicki krug

Na pocetku utvrdimo ¢ime ¢e biti predstavljen h-krug ¢iji je centar h-tacka
O, centar apsolute. U tom slucaju h-prave koje ¢ine h-pramen x su precnici
apsolute, pa h-refleksija u odnosu na h-prave ovog h-pramena bice refleksija i u
euklidskom smislu. Neka je X proizvoljna h-tacka i p € x h-prava koja je sadrzi.
Euklidskom refleksijom u odnosu na proizvoljnu h-pravu m ovog pramena X se
slika na h-tacku Y koja pripada h-pravoj ¢, slici h-prave p. Prava ¢ sadrzi tacku
O, fiksnu u tom preslikavanju, pa g € x. Ako je M presek h-duzi XY i m,
primeé¢ujemo da je AOMX=ZAOMY po stavu SUS, u euklidskom smislu, pa
je |OX| =1]0Y| i u euklidskom i u hiperbolickom smislu, slika 25.

Slika 25: Hiperbolicki krug ¢iji se centar poklapa sa centrom apsolute

Dakle, neeuklidski krug ¢iji je centar ujedno i centar apsolute bi¢e predstav-
ljen euklidskim krugom sa tim istim centrom.
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Kako izgleda krug ako je njegov centar h-tacka P razlicita od centra apsolute
o?
Neka p polara h-tacke P i neka je g h-prava pramena koja sadrzi proizvolju
h-tacku A koja pripada h-krugu. Oznac¢imo sa @ jednu nesvojstvenu tacku koja
odgovara ¢q. Po definiciji sve ostale tacke h-kruga su slike h-tacke A pri reflek-
sijama u odnosu na h-prave pramena .

Neka je s jedna takva h-prava i neka je S njen pol u odnosu na apsolutu.
Slika h-tacke A i h-prave ¢ pri refleksiji u odnosu na s, biée h-tacka A’ i h-prava
q', koja takode sadrzi P. Pri tome se @ slika u @', odgovarajuéu nesvojstvenu
tacku h-prave ¢q. Prave QQ’ i AA’ se seku u tacki S, polu h-prave s, koji pripada
polari h-tacke P, jer P € s.

Slika 26: Neeuklidski krug je slika h-tacke A pri refleksijama u odnosu na prave
eliptickog pramena

Posmatrajmo homologiju f odredenu centrom P, osom p i parom odgova-
rajuéih tacaka Q i A, slika 26. Odredimo sliku apsolute pri ovoj homologiji. Sta
¢e biti slika tacke Q' sa apsolute? Kako ¢’ sadrzi P, koje je centar homologije,
slika¢e se na samu sebe, zna¢i f(Q') € ¢’. Idealna tacka Sy je fiksna, posto
se nalazi na osi. H-prava QQ’ se¢e osu upravo u tacki Sy i slika prave QQ’ ée
sadrzati tacku Ss. Kako je A slika tacke @, sledi da je prava AS; slika prave QQ'.
Odavde zaklju¢ujemo da je slika tacke Q' presek pravih ¢’ i ASs, a to je upravo
tacka A’. Dakle, slika apsolute koju smo predstavili krugom pri homologiji f je
hiperbolicki krug. Pritom, kako je prava p idealna, tj. nema dodirnih tacaka sa
apsolutom, ni njena slika neé¢e imati dodirni tacaka sa apsolutom. Mozemo za-
kljuciti da je hiperbolicki krug sa centrom razli¢itim od centra apsolute zapravo
predstavljen euklidskom elipsom koja nema zajednickih tacaka sa apsolutom,
slika 27.
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Slika 27: Hiperbolicki krug

6.2 Oricikl

Odredimo kako izgleda oricikl kome pripada centar apsolute O.

Kao sto smo veé definisali, oricikl je skup slika proizvoljne h-tacke A pri refleksi-
jama u odnosu na h-prave paraboli¢ckog h-pramena x koji je sadrzi. Oznacimo sa
P tacku na apsoluti koja je zajednicka tacka pravih h-pramena y. Sa ¢ oznac¢imo
h-pravu ovog pramena koja sadrzi centar apsolute O, a sa () njoj drugu odgo-
varajuéu nesvojstvenu tacku. Neka je s proizvoljna prava pramena, a njen pol
u odnosu na apsolutu ¢e biti biti idealna tacka Ss koja pripada polari p nesvoj-
stvene tacke P, koja je predstavljena tangentom na apsolutu u tacki P. Slike
h-prave ¢, h-tacke O i nesvojstvene tacke () su redom h-prava ¢’, h-tacka O’ i
nesvojstvena tacka Q’, pri ¢emu se projektivne prave OO’ i QQ’ seku u idealnoj
tacki Ss. Uoc¢imo homologiju f sa centrom P, osom p i parom odgovarajué¢ih
tacaka @ i O. Ako se pri ovoj homologiji tacka @) sa apsolute slika u O, sta ¢e
biti slika ¢itave apsolute pri ovom preslikavanju?

Neka je Q' proizvoljna tacka apsolute, utvrdimo Sta je njena slika. Presek
prave QQ’ i ose homologije p je fiksna tacka Ss, Sto znaci da ¢e i slika ove
prave pri homologiji sadrzati S, tj. f(Q’) ¢e pripadati pravoj S;O. Sa druge
strane, prava ¢, koja sadrzi Q’, sadrzi i centar homologije P, pa se slika na samu
sebe. Zakljutujemo da je f(Q') presecna tacka pravih ¢’ i S50, to je upravo
h-tacka O’. Tacka P, koja pripada apsoluti, kao centar homologije ostaje fiksna,
ali ona nece pripadati oriciklu jer ona i nije objekat hiperbolicke ravni. Dakle,
slika apsolute, bez tacke P, pri homologiji f ¢e biti trazeni oricikl. Kako je
apsoluta krug, njena slika ¢e biti elipsa. Zaklju¢ujemo da je oricikl, koji sadrzi
centar apsolute, u Klajnovom modelu pripadati euklidskoj elipsi koja ima jednu
zajednicku tacku sa apsolutom, a to je zajednicka tacka beskonacnosti h-pravih
pramena . Zapravo, ovaj oricikl je predstavljen elipsom bez tacke P, slika 29.

Kako su u hiperbolickoj geometriji svi oricikli medusobno podudarni, moze-

mo zakljuciti da ¢e svaki biti predstavljen euklidskom elipsom koja dodiruje ap-
solutu u centru odgovarajuéeg parabolickog pramena, bez jedne tacke, upravo
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Slika 28: Oricikl je slika h-tacke O pri refleksijama u odnosu na prave
parabolickog pramena

Slika 29: Oricikl koji sadrzi centar apsolute

zajednicke tacke sa apsolutom. Tu zajednicku tacku elipse i apsolute i nesvoj-
stvenu tacku h-pravih pramena y mozemo smatrati beskona¢no dalekom tackom
hiperbolicke ravni i uociti izvesnu analogiju sa parabolama euklidske ravni.

6.3 Ekvidistanta

Uocili smo da harmonijska homologija sa osom i centrom koji su pol i polara
u odnosu na apsolutu indukuje osnu refleksiju ili centralnu simetriju modela, u
zavisnosti od toga da li osa sece ili ne apsolutu. To nam omogucava da prosirimo
definiciju epicikla i u definiciji umesto pramena Klajnovog modela, posmatramo
pramen prosirene euklidske ravni. U slucaju kada je centar pramena h-tacka
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ili nesvojstvena tacka nista novo ne dobijamo ovim putem. U slucaju kada je
centar pramena P idealna tacka, medutim, postoji beskonaéno mnogo euklid-
skih pravih incidentnih sa tom tackom, a koje ne seku apsolutu. Osna refleksija
u odnosu na neku takvu pravu r se, u smislu modela, vidi kao centralna si-
metrija u odnosu na pol R te prave, koji jeste h-tacka. S obzirom da su r i
P incidentni, sledi i da tacka R pripada polari od P, odnosno pravoj koja je
osa pramena i osnovica ekvidistante. Dakle, sada smatramo da ekvidistantu
¢ine tacke simetri¢ne datoj u odnosu na h-prave hiperbolickog pramena i tacke
njima simetri¢ne u odnosu na osnovicu ekvidistante. Ovaj skup se sastoji od
dva povezana skupa, od kojih je svaki po prethodnoj definiciji bio ekvidistanta,
a koje zovemo, sada granama ekvidistante.

Konstruisimo ekvidistantu sa osom p koja sadrzi centar apsolute O.
Neka je P pol h-prave p u odnosu na apsolutu. Nesvojstvene tacke h-prave p
oznac¢imo sa R i 7. Ozna¢imo sa q proizvoljnu h-pravu ovog pramena, pri cemu g
ne sadrzi O. Odredimo Oq, sliku tacke O pri refleksiji u odnosu na ¢. Oznacimo
sa @ pol h-prave ¢ i sa X prese¢nu tacku pravih QO i q. Kako je @ pol od g u
odnosu na apsolutu (kruznicu), ako su M i N presec¢ne tacke kruznice i prave
koja sadrzi pol @ i bilo koju tacku X sa h-prave ¢, vazi da je H(Q, X, N, M).

Slika 30: Konstruisanje slika h-tactke O pri refleksijama u odnosu na prave
hiperbolickog pramena

Mozemo zakljuciti da su tacke X i @) inverzne u odnosu na apsolutu, slika 30.
Dakle, pol proizvoljne h-prave ¢, koja pripada pramenu hiperparalelnih h-pravih
koje odreduju ekvidistantu x, se inverzijom u odnosu na apsolutu slika u X, h-
srediste duzi OOq, pri cemu O i O; pripadaju ekvidistanti. Kako ¢ odreduje
pramen hiperparalelnih pravih, posto su ¢ i p ortogonalne, p mora sadrzati @,
pol h-prave ¢, pri ¢emu ¢e @ pripadati onom delu prave prave p koji se nalazi
van apsolute. Posto je X slika tacke ) pri inverziji u odnosu na apsolutu, X ¢ée
pripadati slici prave p pri ovoj inverziji. Prava p ne sadrzi centar inverzije O, pa
se slika u krug koji ne sadrzi tacku O, a h-tacka X ¢e pripadati delu kruga koji
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se nalazi unutar apsolute. Na osnovu konstrukcije inverzne tacke zakljucujemo
da je tacka P inverzna tacki @)1, koja predstavlja presek pravih OP i T R. Preo-
staje nam jos da nademo preslikavanje koje proizvoljnoj tacki X, sa dela kruga
unutar apsolute, dodeljuje tacku Oq, tako da je X h-srediste h-duzi OO;.

Neka je O’ tacka takva da vazi H(O,O',Q1, P), odnosno tacka simetri¢na
tacki O u odnosu na h-pravu p. Na osnovu definicije h-refleksije Klajnovog mo-
dela vazi da je i H(O, O1, @, X). Uocimo homologiju f koja je odredena centrom
O, osom p i parom tacaka P i O'. Sta je slika tacke X pri ovoj homologiji? Prava
OX sadrzi centar homologije, pa se slika na samu sebe, Sto znaci da je tacka
f(X) kolinearna tackama O, X i Q.

Slika 31: Homologija kojom ¢ée se kruznica prec¢nika PO preslikati na
ekvidistantu

Primenimo Teoremu 7 na tacke O,01,Q, X i O,0',Q1, P. Kako je
(OaOlyQaX) = (O7O/aQ1aP)a

vaziée da su prave O’'O1, QQ1 i X P konkurentne. Oznac¢imo njihovu preseénu
tacku sa 9, slika 31. Kako ona pripada osi p, tj. pravoj Q@Q1, biée fiksna pri
homologiji f. Utvrdimo sta je slika tacke X pri ovoj homologiji. Kao sto smo
ve¢ zakljuéili prava PX sece osu p u tacki S, dakle, f(X) ¢e pripadati pravo]
O'S. Zaklju¢ujemo da je tacka f(X) presek pravih O'S i QO, pa je slika tacke
X pri homologiji f upravo tacka O;.

Primetimo da se refleksijom kojom se centar apsolute O preslika na h-tacku
O, pri cemu O i O pripadaju razli¢itim granama ekvidistante, h-tacka Oy se
preslika na h-tacku osnosimetriénu tacki O’ u odnosu na g, koja pripada, takode
drugoj grani ekvidistante.

apsolute slika u jednu granu ekvidistante, onu koja sadrzi tacku O. Slika ove
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kruznice je elipsa koja sadrzi tacke T'1 R. Neka je P, pol prave p u odnosu na
kruznicu sa pre¢nikom PO. Tada se tangente na nju u tackama 7' i R, ozna¢imo
ihsaty ite sekuu P;. Takode vazii H(Py,Qq, P,0), pajei H(f(P1),Q1,0',0),
a kako vazi i H(P,Q1,0’,0) sledi da je f(P;) = P, pa se tangente t; i to sli-
kaju u prave PT i PR. Zato se elipsa koja predstavlja uopstenu ekvidistantu i
apsoluta dodiruju u tackama 7' i R, slika 32. Dokazali smo da je deo elipse koji
sadrzi h-tacku O i nalazi se izmedu tacaka R i T, koji predstavlja jednu granu
ekvidistante, slika dela kruga koji sadrzi iste ove tacke. Da li ¢e suprotan deo
elipse predstavljati drugu granu ekvidistante?

Slika 32: Ekvidistanta koja sadrzi centar apsolute

Posmatrajmo h-refleksiju u odnosu na h-pravu p. To ¢ée zapravo biti harmonij-
ska homologija odredena osom p, centrom P i parom tacaka O i O', jer smo
tacku O’ birali tako da vazi H(O,O’, P,@1). Tacke O, R, T se slikaju redom na
O',R,T, a prave PR i PT, na sebe i ostaju tangentne na elipsu, jer suim RiT
jedine presecne tacke. Kako je svaka kriva drugog reda odredena jednoznaéno
sa pet elemenata, npr. tackama O, R, T i tangentama PR i PT, zaklju¢ujemo
da se elipsa slika sama na sebe. Kako gornju granu ekvidistante mozemo dobiti
reflektujuéi h-tacke donje grane u odnosu na osu, zaklju¢ujemo da gornja polo-
vina elipse zaista predstavlja gornju granu ekvidistante.

Kako ekvidistanta ima dve dodirne tacke sa apsolutom, mozemo smatrati da
ona ima dve beskonac¢ne tacke, pa uocavamo analogiju sa hiperbolama euklidske
ravni.

Konstruisimo u ravni ekvidistantu koja je odredena osom p i h-tackom A,
koja je razlicita od centra apsolute O.

Neka je P pol h-prave p, kojoj odgovaraju nesvojstvene tacke R i T. Ako

h-tacka A ne pripada pravoj PO, tada h-tacku A preslikamo h-refleksijom na
h-tacku O’ prave PO, tako da je h-rastojanje h-tacke O’ od h-prave p jednako h-
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rastojanju h-tacke A od p. Za ovako konstruisanu h-tacku O’ mozemo zakljuciti
da pripada ekvidistanti koju zelimo da konstruisemo. Postoji refleksija kojom
se h-tacka O slika u h-tacku O’ i obrnuto. Oznac¢imo osu te refleksije sa m. Ona
je ortogonalna na h-pravu OO’ u euklidskom smislu. Ovom refleksijom se O’
preslika u O, a h-prava p se preslika na h-pravu p’ koja je takode ortogonalna u
euklidskom smislu na dijametar apsolute OO’. Po prethodno opisanom postupku
konstruisemo ekvidistantu odredenu osom p’ i h-tackom O. Nesvojstvene tacke
ove ekvidistante bic¢e tacke R’ i T' koje su odgovarajuée nesvojstvene tacke h-
prave p’. Preslikajno sada elipsu kojom je predstavljena ekvidistanta ponovo
refleksijom u odnosu na h-pravu m. Njena slika ¢e biti elipsa koja sadrzi tacke
O, R i T i ona predstavlja ekvidistantu odredenu h-pravom p kao osom i proi-
zvoljnom h-tackom A, slika 33.

Slika 33: Proizvoljna ekvidistanta Klajnovog modela hiperbolicke ravni
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