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I

Èñòîðèjñêè îñâðò

Àõìåñîâ ïàïèðóñ (ïîçíàòèjè ïîä íàçèâîì Ðèíäîâ ïàïèðóñ), íàïèñàí
îêî 1800. ã. ïíå, jåäàí jå îä íàjñòàðèjèõ ñïîìåíèêà §óäñêå êóëòóðå. Åâî
ìàëîã èñå÷êà òîã äåøèôðîâàíîã òåêñòà: ½Ïîóêà, êàêî ïîñòè£è çíà»à ñâèõ
íåjàñíèõ (òåøêèõ) ñòâàðè . . . ñâèõ òàjíè êîjå ó ñåáè ñêðèâàjó ñòâàðè . . .
ïèñàö Àõìåñ íàïèñàî jå îâî . . . èç ñòàðèõ ðóêîïèñà . . . �.

Àõìåñîâ ïàïèðóñ ñàäðæè íèç çàäàòàêà, êîjå ñàâðåìåíà ìàòåìàòèêà
ðåøàâà ïîìî£ó jåäíà÷èíà ïðâîã ñòåïåíà. �èõîâ àóòîð èõ ðåøàâà íà÷èíîì
êîjè £å òîêîì âèøå ìèëåíèjóìà ïðåäñòàâ§àòè ãëàâíè ïîñòóïàê çà ðåøàâà»å
ñëè÷íèõ çàäàòàêà, òçâ. "ìåòîäîì ëàæíå ïðåòïîñòàâêå". Åãèï£àíè ñó òàäà
èìàëè çà îáåëåæàâà»å íåïîçíàòå ïîñåáàí çíàê è íàçèâ, ïîñëåä»å ñå
èçãîâàðà "õóà"èëè "àõà"è ïðåâîäè ñå ðå÷jó "ãîìèëà".

Ó Àõìåñîâîì ïàïèðóñó íàâîäè ñå ïðèìåð:
½Ãîìèëà. »åí ñåäìè äåî, îíà öåëà. Äà ÷èíè 19.�
Îâî çíà÷è äà òðåáà ðåøèòè jåäíà÷èíó x+ x

7 = 19. Ðåøå»å jå x = 16 5
8 .

Ñóøòèíà Àõìåñîâîã ðåøàâà»à jå ó ñëåäå£åì: Îí jå ðà÷óíàî ñà
ðàçëîìöèìà êàî ñà ïðèðîäíèì áðîjåâèìà, òj. ïðåòïîñòàâèî jå äà jå ½ãîìèëà�
−7; òàäà £å 1

7 ½ãîìèëå� áèòè 1 (êàî jåäíî öåëî). Ïðè ó÷è»åíîj ïðåòïîñòàâöè
áè ñå äåñíà ñòðàíà jåäíà÷èíå êîjó ðåøàâàìî èçjåäíà÷èëà ñà ëåâîì, òj. ñà
îñàì (7 + 1). Îñàì jå ìà»è îä áðîjà 19 òðàæåíîã ó çàäàòêó. Àõìåñ ó
ìèñëèìà óäâîñòðó÷àâà òàj áðîj è äîáèjà áðîj 16. Ñëåäå£å óäâîñòðó÷å»å
äàëî áè 32, àëè òàj áðîj ïðåìàøójå çàäàòè áðîj 19 è ó ðåøå»ó îí, çáîã òîãà,
çâåçäèöîì îáåëåæàâà áðîj 16, êàî îíàj äåî êîjè òðåáà äà ó¢å ó ðåøå»å. Jîø
íåäîñòàjå 19− 16 = 3. Àõìåñ çàòî óçèìà 1

2 îä 8, òj.4. Îâàj äåî ïðåäëîæåíîã
áðîjà íå ìîæå äà ó¢å ó òðàæåíî ðåøå»å, jåð òðåáà äîäàòè ñàìî 3. Òàäà
îí ðåøàâà çàäàòàê óçèìàjó£è 1

4 è 1
8 îä 8, òj. 2 è 1, êîjè êàäà ñå ñàáåðó ñà

16 äàjó 19. Íà îâàj íà÷èí Àõìåñ jå óñòàíîâèî äà ïðâîáèòíî ïîñòàâ§åíî
çíà÷å»å çà ½ãîìèëó� −7 òðåáà óçåòè 2 + 1

4 + 1
8 ïóòà, äà áè ñå çàäîâî§èî

óñëîâ çàäàòêà. Äàêëå, ðåøå»å jå

x = 7 · (2 + 1
2 + 1

8 ) = 7 · 16+2+1
8 = 133

8 = 16 5
8 .

Jåçèêîì ñàâðåìåíå ìàòåìàòèêå Àõìåñîâà ïðè÷à, êîjîì îí 1800 ã. ïíå.
êàæå äà ñàìî ïðåíîñè, òj. ïðåïèñójå çàïèñ ñà jåäíîã ìíîãî ñòàðèjåã
ïàïèðóñà èç âðåìåíà îêî 4000. ã. ïíå, ìîãëà áè èçãëåäàòè îâàêî:

2



x+ x
7 = 19⇐⇒ 7 · x+ x = 7

⇐⇒ 8x = 7(2 · 8 + 2 + 1)

⇐⇒ 8 · x = 8 · 7 · (2 + 2
8 + 1

8 )

⇐⇒ x = 7 · (2 + 1
4 + 1

8 )

⇐⇒ x = 133
8 ⇐⇒ x = 16 5

8 .

Ïðèìåð: Àõìåñîâèì ìåòîäîì, ïðèëàãî¢åíîì jåçèêó ñàâðåìåíå
ìàòåìàòèêå, ðåøèòè jåäíà÷èíó x+ x

19 = 37.

Ðåøå»å: x+ x
19 = 37⇐⇒ x = 9 · (3 + 1

2 + 1
5 ).

Èñòîðèjà àëãåáðå íàñòàâ§à ñå ó àíòè÷êîì Åãèïòó è Âàâèëîíó, êàäà ñó
ðåøàâàíå ëèíåàðíå(ax = b), êâàäðàòíå (ax2 + bx + c = 0) è íåîäðå¢åíå
jåäíà÷èíå (x2 + y2 = z2).

Òó òðàäèöèjó ñó íàñòàâèëè Àëåêñàíäðèjñêè ìàòåìàòè÷àðè Õåðîí 1 è
Äèîôàíò 2 ÷èjà ê»èãà Àðèòìåòèêà jå áèëà íà íåîáè÷íî âèñîêîì íèâîó.
Çíà»à î ðåøàâà»èìà jåäíà÷èíàìà ñó ñå çàòèì ïðîøèðèëà íà Àðàïñêè ñâåò
ïîä íàçèâîì "Íàóêà î íàìåøòà»ó jåäíàêîñòè", àðàïñêè àë-¶àáðà, îäàêëå
ñàâðåìåíè íàçèâ àëãåáðå. Íàjïîçíàòèjè àðàïñêè ìàòåìàòè÷àðè èç òîãà
âðåìåíà ñó à Õîðåçìè 3 è Îìð Õàjàì 4 è Åãèï£àíèí Àáó Êàìèë 5. Îíè
ñó óñïåâàëè ðåøàâàòè jåäíà÷èíå ïîïóò:

x+ y + z = 10, x2 + y2 = z2 è xz = y2.

1Õåðîí (îêî 10.− 70. ï.í.å.), ñòàðîãð÷êè ìàòåìàòè÷àð è èíæè»åð
2Äèîôàíò (îêî 250.í.å.), ãð÷êè ìàòåìàòè÷àð
3Àáó Àáäóëàõ Ìóõàìåä èáí Ìóñà à Õîðåçìè (îêî 783.-850.í.å.), ïåðñèjñêè

ìàòåìàòè÷àð, àñòðîíîì, àñòðîëîã è ãåîãðàô
4Ãèjàò àä-Äèí Àáó'ë àë-Ôàòõ Óìàð èáí Èáðàõèì àë-Õàjàì Íèøàïóðè (1048-1131),

ïåðñèjñêè ïîëèìàò, ôèëîçîô, ìàòåìàòè÷àð, àñòðîíîì, àñòðîëîã è ïåñíèê
5Àáó Êàìèë Øóäæà èáí Àñëàì èáí Ìóõàììàä àë-Õàñèá àë-Ìèñðè (îêî 850.-930.í.å.),

åãèïàòñêè ìàòåìàòè÷àð
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Îìàð Õàjàì jå ðàçâèî ìåòîäå çà ãåîìåòðèjñêî ðåøàâà»å êóáíèõ jåäíà÷èíà,
äîê jå èòàëèjàíñêè ìàòåìàòè÷àð Ôèáîíà÷è 6 ïðâè ïðèáëèæíî ðåøèî êóáíó
jåäíà÷èíó ñïåöèjàëíîã îáëèêà. Ñðåä»åâåêîâíè Êèíåçè ñó òàêî¢å çíàëè
ïðèáëèæíî äà ðåøå êóáíó jåäíà÷èíó. Äàíàñ ïîñòîjå ôîðìóëå çà îïøòà
ðåøå»à àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà, jåäíà÷èíà òðå£åã è ÷åòâðòîã ñòåïåíà.

Íåãàòèâíè êîåôèöèjåíòè ñó äîñëåäíî èçáåãàâàíè, øòî jå äîâåëî äî òîãà
äà ñó óìåñòî jåäíå jåäíà÷èíå îïøòåã îáëèêà îäðå¢åíîã ñòåïåíà, ðåøàâàëè
âèøå òèïîâà òå èñòå jåäíà÷èíå. Èòàëèjàíñêè ìàòåìàòè÷àð Ôåðî 7 jå îêî
1515. ïðâè ðåøèî jåäàí îä òèïîâà êóáíå jåäíà÷èíå, àëè jå ïîñòóïàê äðæàî
ó òàjíîñòè. Íà ñàìðòè (1526) ãà jå ïðåíåî ñâîìå ó÷åíèêó Àíòîíèjó Ôèîðó.
Èòàëèjàíñêè ìàòåìàòè÷àð Òàðòà§à 8 jå îêî 1530. îòêðèî êàêî äà ðåøè
êóáíó jåäíà÷èíó è òî íèjå êðèî. Êàêî jå Ôèîðî áèî óâåðåí äà ñàìî îí
çíà ðåøèòè êóáíó jåäíà÷èíó, èçàçâàî jå Òàðòà§ó íà ìàòåìàòè÷êè äâîáîj
(1535). Íàðàâíî, çàäàî ìó jå óïðàâî êóáíå jåäíà÷èíå òîãà òèïà, êîjå jå
îí áåç ïðîáëåìà ðåøèî. Îâàj, ñà äðóãå ñòðàíå, íèjå çíàî íè äà ðåøè
óïðàâî òå êóáíå jåäíà÷èíå. Çà Òàðòà§èíó ïîáåäó ñàçíàî jå èòàëèjàíñêè
ìàòåìàòè÷àð Êàðäàíî 9 è óñïåî jå èç »åãà èçâó£è ìåòîäó ðåøàâà»à êóáíå
jåäíà÷èíå, ó ñòèõîâèìà, ïîä óñëîâîì äà íå ñìå ïðå »åãà äà jå îájàâè.
Íàêîí òîãà jå, çàjåäíî ñà ñâîjèì ñòóäåíòîì Ôåðàðèjåì 10, ðàçâèî ìåòîäó
ðåøàâà»à êîjà jå ïðèìå»èâà íà ñâå òèïîâå êóáíèõ jåäíà÷èíà. Íàêîí òîãà
jå Ôåðàðè ñàìîñòàëíî ðàçâèî ìåòîäó çà ðåøàâà»å jåäíà÷èíå ÷åòâðòîã
ñòåïåíà. Óïðêîñ îáå£à»ó, Êàðäàíî îájàâ§ójå ê»èãó ½Âåëèêà âåøòèíà� (Ars
Magna; 1545), ó êîjîj äàjå äåòà§àí îïèñ ìåòîäå çà ðåøàâà»å jåäíà÷èíà
òðå£åã è ÷åòâðòîã ñòåïåíà, íàâîäå£è Òàðòà§ó êàî àóòîðà ìåòîäå êîjó jå îä
»åãà äîáèî. Óç òî, ó »îj ñå íàëàçè ïðâà ïîjàâà êîìïëåêñíèõ áðîjåâà. Òî
jå ðàçáåñíèëî Òàðòà§à, êîjè jîø íèjå áèî îájàâèî ñâîjó ìåòîäó. Èçàçâàî jå
Êàðäàíà íà ìàòåìàòè÷êè äâîáîj, íà êîjè jå îâàj ïîñëàî Ôåðàðèjà, êîjè ãà jå
ãëàòêî ïîáåäèî. Äàíàñ ñó ôîðìóëå çà ðåøàâà»å êóáíå jåäíà÷èíå ïîçíàòå
êàî Êàðäàíîâå èëè Êàðäàíî-Òàðòà§èíå ôîðìóëå.

Íàêîí øòî ñó Òàðòà§à è Ôåðàðè ïðîíàøëè ìåòîäå çà ðåøàâà»å
jåäíà÷èíà òðå£åã è ÷åòâðòîã ñòåïåíà ó çàâèñíîñòè îä »èõîâèã
êîåôèöèjåíàòà, òå ôîðìóëå ñó ñå íåóñïåøíî ïðèìå»èâàëå íà ðåøàâà»å
jåäíà÷èíà ïåòîã è âèøèõ ñòåïåíà. Èòàëèjàíñêî-ôðàíöóñêè ìàòåìàòè÷àð
Ëàãðàíæ 11 jå àíàëèçèðàî ñâå »åìó ïîçíàòå óñïåøíå ìåòîäå çà ðåøàâà»å
jåäíà÷èíà äðóãîã, òðå£åã è ÷åòâðòîã ñòåïåíà (1770) íå áè ëè óòâðäèî
»èõîâå çàêîíèòîñòè è ìîãó£íîñò ãåíåðàëèçàöèjå. Èàêî ñó Ëàãðàíæîâå
àíàëèçå ïðîáëåìà ïåðìóòàöèjà êîðåíîâà áèëå îáå£àâàjó£å, îí jå ïîñòàjàî

6 Leonardo Fibonacci, (1170-1250)
7Scipione del Ferro, (1465-1526)
8Niccolo Tartaglia, (1499-1557)
9Girolamo Cardano, (1501-1576)

10Lodovico Ferrari, (1522-1565)
11Joseph-Louis, comte de Lagrange, (1736-1813)
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ñâå ñóì»è÷àâèjè, jåð ñó ãîäèíå ïðîëàçèëå, à íèjå äîëàçèî äî êîíêðåòíèõ
ðåçóëòàòà. Ïðâè ÷âðñòè äîêàç äà îïøòà jåäíà÷èíà ïåòîã ñòåïåíà íèjå
ðåøèâà ïîìî£ó ðàäèêàëà (îïåðàöèjà ñàáèðà»à, îäóçèìà»à, ìíîæå»à,
äå§å»à è ñòåïåíîâà»à ðàöèîíàëíèì áðîjåâèìà, êîjå ñó èçâðøåíå êîíà÷àí
áðîj ïóòà ñà êîåôèöèjåíòèìà jåäíà÷èíå) äàî jå 1824. ãîäèíå íîðâåøêè
ìàòåìàòè÷àð Àáåë 12. Îí jå ïðèìåðîì ïîêàçàî äà ñó íåêå jåäíà÷èíå ïåòîã
ñòåïåíà ðåøèâå ïîìî£ó ðàäèêàëà è òî ðåëàòèâíî ëàêî. Àáåë jå, òàêî¢å,
ïîñòàâèî ïèòà»å: ½Êîjå jåäíà÷èíå ñòåïåíà âå£åã îä ÷åòèðè ñó ðåøèâå ïîìî£ó
ðàäèêàëà?� Óìðî jå 1829. ó 27. ãîäèíè, à íèjå ðåøèî îâàj ïðîáëåì. Íåøòî
êàñíèjå ó ïðâè ïëàí äîëàçè ôðàíöóñêè ìàòåìàòè÷àð Ãàëîà 13, ïîñòàâèâøè
1829. ãîäèíå íà Àêàäåìèjè íàóêà íîâó òåîðèjó jåäíà÷èíà. Íàæàëîñò, òàj
ðóêîïèñ jå èçãóá§åí. Äðóãà âåðçèjà ðàäà jå òàêî¢å èçãóá§åíà, òàêî äà jå
íèñó ïðîíàøëè íè ìå¢ó ïàïèðèìà ñåêðåòàðà Àêàäåìèjå Ôóðèjåà, êîjè jå
óìðî 1830. Íàêîí äâå ãîäèíå, êàî äâàäåñåòîãîäèø»àê, Ãàëîà jå ñòðàäàî
ó äâîáîjó. Êîíà÷íî, 1846. ãîäèíå, »åãîâ ðàä jå ïðîíà¢åí è îájàâ§åí
ó ìàòåìàòè÷êîì æóðíàëó íàó÷íèêà Ëèóâèëà. Ãàëîà jå äîêàçàî äà ñå
jåäíà÷èíå ïåòîã è âèøåã ñòåïåíà ó îïøòåì ñëó÷àjó íå ìîãó ðåøèòè ïîìî£ó
ðàäèêàëà. Ãàëîàîâà òåîðèjà ñå, íà êðàjó, ðàçâèëà ó òåîðèjó jåäíà÷èíà êàî
äåî òåîðèjå ãðóïà.

II

Ðåøàâà»å jåäíà÷èíà ñà è áåç

ðà÷óíàðà

Jåäíà÷èíå ñå ðåøàâàjó ó ñâèì ðàçðåäèìà îñíîâíå øêîëå. Ó ïî÷åòêó, äî
ïåòîã ðàçðåäà, ïîñìàòðàjó ñå jåäíà÷èíå ñà jåäíîì íåïîçíàòîì è ðåøàâàjó
ñå ñàìî ó ñêóïó ïðèðîäíèõ áðîjåâà è ñêóïó êîjè ÷èíå ïðèðîäíè áðîjåâè
è íóëà. Êðîç ãðàäèâî è, ñàãëàñíî òîìå, êðîç ó¶áåíèêå è çáèðêå çàäàòàêà
jåäíà÷èíå ñå ïîíåêàä óâîäå áåç ïîòðåáíå ïðåöèçíîñòè è íàãëàøàâà»à
ïîjåäèíèõ âàæíèõ ÷è»åíèöà. Òî ìîæå äà äîâåäå äî ñïîðèjåã ïðèõâàòà»à
jåäíà÷èíà îä ñòðàíå ó÷åíèêà è îñå£à»à äà òó èìà ïóíî ½çàïëåòåíèõ� ñòâàðè.
Jåäíà÷èíå ñå ÷åñòî ðåøàâàjó òàêî øòî ñå ïîñìàòðà íåêè ðåøåíè ïðèìåð è
çàòèì ñå ïî àíàëîãèjè ðåøàâà ïîñìàòðàíà jåäíà÷èíà.

Ó êàñíèjèì ðàçðåäèìà îñíîâíå øêîëå jåäíà÷èíå ñà jåäíîì íåïîçíàòîì
ñå ðåøàâàjó ó ðàçëè÷èòèì ñêóïîâèìà. Êàêî ñó ïîjìîâè èçðàç è áðîjåâíà
jåäíàêîñò ïîòðåáíè çà äåôèíèñà»å jåäíà÷èíå, ó ó¶áåíèöèìà ñå îâè ïîjìîâè
ïîíîâî ïîjàâ§ójó è îájàø»àâàjó. Íàæàëîñò, òî ñå ðàäè óãëàâíîì ïî

12Niels Abel, (1802-1829)
13Åvariste Galois, (1811-1832)
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ïðèíöèïó: ½Ïîíîâè!�, ½Âå£ ñòå ðàíèjå óïîçíàëè ñà ...�, ½Øòà jå ...?�,
½Ðåøàâàëè ñìî ...�, ½Íàâåäè jåäàí ïðèìåð ...� èòä. Ïîëàçè ñå îä òîãà äà jå
ó÷åíèöèìà ñâå øòî ñó ó÷èëè ó ïðåòõîäíèì ðàçðåäèìà ó ñâåæåì ñå£à»ó è
ïîòïóíî jàñíî. Óìåñòî äà ñå ó÷åíèê íà îäðå¢åíîì ìåñòó ó ó¶áåíèêó ïîäñå£à
íà íåøòî øòî jå ó÷èî ó ïðåòõîäíèì ðàçðåäèìà, ìîãëî áè ñå êðàòêî è ñàæåòî
ïîíîâèòè òî øòî î÷åêójåìî äà çíà êàêî áè ìîãàî äà íàñòàâè äà ïðàòè íîâî
èçëàãà»å. Îâî íàâî¢å»å ïîjìîâà è ÷è»åíèöà, ìîãëî áè ñå ïðèêàçàòè è
íà êðàjó èñòîã ó¶áåíèêà. Òèìå ñå ïðóæà øàíñà äà ñå áðçî è âèøå ïóòà
ïîíîâè îíî øòî jå ïîòðåáíî. Ó èñòó ñâðõó ìîæå ñå êîðèñòèòè è ìàòåðèjàë
ñïðåì§åí çà ïðèêàçèâà»å ïîìî£ó ðà÷óíàðà. Çà áðæå ïîíàâ§à»å ìîãó ñå
êîðèñòèòè áðîjíè ïðèìåðè, ñïðåì§åíå àïëèêàöèjå è àëàòè. Íà ïðèìåðó
ðåøàâà»à íåêèõ jåäíà÷èíà è äà£åìî jåäíó ìîãó£íîñò òàêâîã ïðèêàçèâà»à.

Îñíîâíè öè§ jå äà ñå ïðèêàæå âèçóåëèçàöèjà ðåøàâà»à jåäíà÷èíà êîjå
ñå îáðà¢ójó ó îñíîâíîj è ñðåä»îj øêîëè. Ïðè òîìå, óâî¢å»åì ïàðàìåòàðà
êðåèðàìî ïðîáëåìñêå ñèòóàöèjå. Ïðîìåíîì ïàðàìåòàðà ìîãó ñå ñòâîðèòè
óñëîâè çà àíàëèçó ðåøèâîñòè jåäíà÷èíå. Òèìå ñå ó÷åíèöè ïîäñòè÷ó äà
ïîñìàòðàjó jåäíà÷èíå, äà åêñïåðèìåíòèøó ñàìè è äà èçâîäå çàê§ó÷êå
î ðåøèâîñòè ïîñìàòðàíîã ïðîáëåìà è áðîjó ðåøå»à. Äîáðà îñíîâà çà
òî jå ñòâàðà»å è àëãåáàðñêîã è ãåîìåòðèjñêîã ïîãëåäà íà ïîñìàòðàíè
ïðîáëåì. Ó òó ñâðõó ïîãîäíî jå êîðèñòèòè îäãîâàðàjó£å ðà÷óíàðñêî
îêðóæå»å. Êðåèðà»å àíèìàöèjà è jåäíîñòàâíå èëóñòðàöèjå øêîëñêîã
ñàäðæàjà îìîãó£àâàjó íàñòàâíèöèìà äà çà êðàòêî âðåìå è âåîìà åôèêàñíî
óïîçíàjó ó÷åíèêå ñà îñíîâíèì ìàòåìàòè÷êèì ïîjìîâèìà è çíà»èìà.

Ïðîãðàì GeoGebra è äðóãè êîìïjóòåðñêè ñîôòâåðè ìîãó áèòè îä
ïîìî£è, ñ îáçèðîì íà ïîòðåáå ó ðåàëèçàöèjè íàñòàâíîã ïðîãðàìà.

Ìèø§å»à äà £å óâî¢å»å ðà÷óíàðà ó íàñòàâó ñàìî ïî ñåáè ïîáî§øàòè
íàñòàâó äàíàñ, íèjå âàæå£å. È ïðå ïîjàâå ðà÷óíàðà ïîñòîjàëà ñó âåðîâà»à
äà £å íîâè ìåäèjè ó íàñòàâè ó÷èíèòè çíà÷àjíå êîðàêå ó ïîáî§øà»ó
íàñòàâå. Íè òå ñå íàäå íèñó îáèñòèíèëå, êàî øòî ñó ïîêàçàëà ìíîãà
èñòðàæèâà»à è óïîðå¢èâà»à åôèêàñíîñòè ìåäèjà ó íàñòàâè. Ìåäèjè ñàìè
ïî ñåáè èìàjó ñïîðåäíó óëîãó ó íàñòàâè. Ïðèìàðíå ñó àêòèâíîñòè êîjå ñå
ïîìî£ó »èõ ñïðîâîäå. Ìåäèjè êîjè íå ìîãó ½ïðåðà¢èâàòè� âå£ ñàìî ñëóæå
çà ïîñìàòðà»å èìàjó îãðàíè÷åíó âðåäíîñò. Äà ëè ñó âàæíèjè ìåäèjè èëè
ìåòîäå? Àêî ñó ìåòîäå âàæíèjå, äà ëè ñó ðà÷óíàðè ó íàñòàâè óîïøòå
ïîòðåáíè?

Óâî¢å»åì ðà÷óíàðà ó íàñòàâó ìàòåìàòèêå äîáèjåí jå íîâè êîãíèòèâíè
àëàò, òj. àëàò êîjèì íàñòàâíèê ìîæå äà óïðàâ§à è êîjåã ìîæå äà
êîíòðîëèøå. Ñâè ñå ñëàæó äà jå è äàíàñ ìîãó£à äîáðà íàñòàâà ìàòåìàòèêå
è áåç íîâå òåõíîëîãèjå. Ìå¢óòèì, íå áè òðåáàëî èçãóáèòè èç âèäà äà
íîâà òåõíîëîãèjà ïðåäñòàâ§à íîâå àëàòå êîjè äîíîñå è íîâå äèäàêòè÷êå
ìîãó£íîñòè è èçàçîâå.

GeoGebra jå ðà÷óíàðñêè àëàò êîjè ïîâåçèâà»åì ñèìáîëè÷êîã è
èêîíè÷êîã ïðåäñòàâ§à»à äîíîñè áðîjíå ìîãó£íîñòè. Êîä îâîã àëàòà
äîëàçå äî èçðàæàjà ïðèíöèï àêòèâíîñòè, ïðèíöèï îïåðàòèâíîñòè,
ïðèíöèï åêñïåðèìåíòàëíîñòè è ïðèíöèï ó÷å»à îòêðèâà»åì. Èêîíè÷êà
ðåïðåçåíòàöèjà jå ïðåäñòàâ§à»å èëè ïðåäî÷àâà»å íà ñòåïåíó êîjè jå ïðåëàç

6



èçìå¢ó äîñëîâíå, ðåàëèñòè÷êå ðåïðåçåíòàöèjå è ñèìáîëè÷êå, ïîòïóíî
àïñòðàêòíå ðåïðåçåíòàöèjå. Èêîíè÷êà ðåïðåçåíòàöèjà çàäðæàâà îñíîâíå
åëåìåíòå èëè êîíòóðå ñòâàðíîñòè, äîê jå ó ñèìáîëè÷êîj âåçà ñà ñòâàðíîø£ó
jîø ñàìî êîíâåíöèîíàëíà.

Îâàj ïàêåò ïðóæà íà jåäíîñòàâàí è âåîìà ïðèñòóïà÷àí íà÷èí
ïðèïðåìà»å è ñàìîñòàëàí ðàä ó÷åíèêà èç äâå âåîìà âàæíå îáëàñòè
øêîëñêå ìàòåìàòèêå, èç ãåîìåòðèjå è àëãåáðå. Ïðîãðàì GeoGebra jå
ìàòåìàòè÷êè ñîôòâåð êîjè ïîâåçójå ãåîìåòðèjó è àëãåáðó.

Ðàäíå ïîâðøèíå êðåèðàíå ó ïðîãðàìó GeoGebra ìîãó ñå ïðåíîñèòè ó
html è word äîêóìåíòå. Ïîðåä òîãà êîíñòðóêöèjå ñå ìîãó ïîíàâ§àòè ïî
âî§è êîðàê ïî êîðàê è àóòîìàòñêè è ðó÷íî.

Ó GeoGebra-è ìîãó£å jå jåäíà÷èíå è êîîðäèíàòå äèðåêòíî çàäàâàòè.
GeoGebra ïîçíàjå è åêñïëèöèòíå è èìïëèöèòíå jåäíà÷èíå ïðàâèõ è
êîíóñíèõ ïðåñåêà, ïàðàìåòàðñêî ïðåäñòàâ§à»å ïðàâèõ êàî è ïîëàðíå è
Äåêàðòîâå êîîðäèíàòå òà÷àêà è âåêòîðà.

Äèíàìè÷êî jåäèíñòâî ãåîìåòðèjå è àëãåáðå ó GeoGebra-è îìîãó£àâàjó
ó÷åíèöèìà jåäíîñòàâàí åêñïåðèìåíòàëíè ïðèëàç ìàòåìàòèöè. Îíè ìîãó êàî
ñîïñòâåíè ó÷èòå§è ñàìîñòàëíî äà íàïðåäójó, èíäèâèäóàëíî è îòêðèâà÷êè
äà ðàäå è ó÷å. Óç ÷åø£ó óïîòðåáó ðà÷óíàðà è îâîã ïðîãðàìà è áî§ó
îáó÷åíîñò, ïðå ñâåãà íàñòàâíèêà, îðãàíèçàöèjà ÷àñà ìîæå áèòè è áî§à è
çàíèì§èâèjà îä äîñàäàø»å. Ðåàêöèjå ó÷åíèêà, ïîâðàòíå èíôîðìàöèjå,
òàêî¢å £å óòèöàòè íà áóäó£å îðãàíèçàöèjå ÷àñîâà.

GeoGebra ñå ìîæå êîðèñòè êàî äèíàìè÷êè ïðîjåêòîð äà áè ñå ìàòåðèjà
èçëîæèëà öåëîì îäå§å»ó èëè äà áè ñå èçâåî íåêè åêñïåðèìåíò. Çà òî jå
ïîòðåáàí jåäàí ëàïòîï èëè PC è ïðîjåêòîð.
Ïðèìåðè ðåøàâà»à jåäíà÷èíà áè£å ïðèêàçàíè ïðè ÷åìó ñå ìîãó ìå»àòè
è ñêóïîâè ó êîjèìà ñå ðåøå»à òðàæå. Åêñïåðèìåíòè, òàêî¢å. Êîðèñòå£è
ãðàôèêå è êîìáèíàöèjó áîjà è òåêñòà ìîæå ñå äèñêóòîâàòè ðåøèâîñò
ïîñìàòðàíèõ ïðîáëåìà.
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III

Jåäíà÷èíà ïðâîã ñòåïåíà ñà

jåäíîì íåïîçíàòîì è »åíî

óâî¢å»å ó íàñòàâó

1 Îïøòè ïîjìîâè î jåäíà÷èíàìà

Jåäíà÷èíà jå jåäíàêîñò êîjà jå çàäîâî§åíà ñàìî çà èçâåñíå ñèñòåìå
âðåäíîñòè ñëîâà êîjà ó »îj ôèãóðèøó, à êîjà ñå íàçèâàjó íåïîçíàòå. Òàêàâ
ñèñòåì âðåäíîñòè, êîjè ÷èíè jåäíàêèì íóìåðè÷êå âðåäíîñòè, ëåâå è äåñíå
ñòðàíå, íàçèâà ñå ðåøå»åì jåäíà÷èíå. Àêî íà îáåìà ñòðàíàìà ôèãóðèøå
ñàìî jåäíî ñëîâî x, êàæå ñå äà jå jåäíà÷èíà ñà jåäíîì íåïîçíàòîì; ó òîì
ñëó÷àjó jå ñâàêî ðåøå»å íåêà âðåäíîñò òå íåïîçíàòå.
Ñàâðåìåíà óïîòðåáà êâàíòèôèêàòîðà ∃ äîâîäè äî ïèñà»à jåäíà÷èíå ó
óïèòíîì îáëèêó:

∃(x) ? [3x = 5]

Êàäà íå ïîñòîjè îïàñíîñò äâîñìèñëåíîñòè, ïèñà£åìî ñàìî 3x = 5. Âèäè
ñå ÷èìå ñå èíäåòèòåòè ðàçëèêójó îä jåäíà÷èíà: èíäåíòèòåò jå çàäîâî§åí
çà ñâàêè ñèñòåì âðåäíîñòè ñëîâà, øòî íèjå ñëó÷àj ñà jåäíà÷èíîì, êîjà ñå
ïîíåêàä, çáîã òîãà, íàçèâà óñëîâíîì jåäíàêîø£ó.
Ó÷åíèöè ïåòîã è øåñòîã ðàçðåäà íèñó óïîçíàòè ñà ïîjìîì èíäåòèòåòà, òàêî
äà jåäíà÷èíó ïðèõâàòàjó íà íà÷èí íà êîjè jå ôîðìóëèñàíà.

Ïðèìåð: 1 2
5 + x = 2, 8 jå jåäíà÷èíà. Òà jåäíàêîñò ïðåòâàðà ñå ó

íóìåðè÷êó jåäíàêîñò ñàìî çà jåäíó âðåäíîñò ñëîâà x: x = 1 2
5 .

(x−1)2 = x2−2x+1 jå èäåíòèòåò è ìîæå ñå ïèñàòè îâàêî (x−1)2 ≡ x2−2x+1
êîjè âàæè ∀x ∈ R.
Ó÷åíèöè îä ñåäìîã ðàçðåäà ðàçëèêójó èäåíòèòåòå îä jåäíà÷èíà, êðîç ïîjàì
ïîëèíîìà.

Ðåøèòè jåäíà÷èíó çíà÷è íà£è »åíà ðåøå»à. Äèðåêòíèì èçðà÷óíàâà»åì
íóìåðè÷êèõ âðåäíîñòè ëåâå è äåñíå ñòðàíå ïðîâåðàâà ñå äà ëè íåêè à
ïðèîðè äàò ñèñòåì íóìåðè÷êèõ âðåäíîñòè íåïîçíàòèõ ïðåäñòàâ§à ðåøå»å
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jåäíà÷èíå. Êàêî jå jåäíà÷èíà jåäàí îä îïøòèõ ïîjìîâà ìàòåìàòèêå êîjè ñå
óñâàjà jîø ó ðàíèjèì ðàçðåäèìà îñíîâíå øêîëå, ó÷åíèöè ïåòîã ðàçðåäà,
ïðå ñâåãà, îáíîâå ñòå÷åíî çíà»å ïðè ðåøàâà»ó jåäíà÷èíà ó ñêóïó N, à
êàñíèjå ãà è äîïóíå. Ðåøàâà»å jåäíà÷èíà ñå ñâîäè íà óâî¢å»å ïðàâèëà òèïà:
"Íåïîçíàòè óìà»åíèê äîáèjàìî êàäà ðàçëèêó ñàáåðåìî ñà óìà»èîöåì".

• Ïîñìàòðàìî jåäíà÷èíó x2−4 = x+2. Ðà÷óíîì óñòàíîâèìî äà çà x = 3
îáå ñòðàíå èìàjó èñòó íóìåðè÷êó âðåäíîñò 5; äàêëå, âðåäíîñò x = 3
jå ðåøå»å îâå jåäíà÷èíå. x = −1 íèjå »åíî ðåøå»å, jåð çà x = −1
ëåâà ñòðàíà óçèìà íóìåðè÷êó âðåäíîñò −3 à äåñíà ñòðàíà íóìåðè÷êó
âðåäíîñò +1, ðàçëè÷èòó îä ïðâå âðåäíîñòè.

• Ïîñìàòðàjìî jåäíà÷èíó 4, 2 : x = 9
10 . Ìîæå ñå ïðîâåðèòè äà âðåäíîñò

x = 4 2
3 jåñòå, à âðåäíîñò x = 2 íèjå »åíî ðåøå»å.

Çà äâå jåäíà÷èíå êàæå ñå äà ñó åêâèâàëåíòíå àêî èìàjó èñòà ðåøå»à. Äà
áè ñå ðåøèëà íåêà jåäíà÷èíà, íàñòîjè ñå äà ñå îíà çàìåíè åêâèâàëåíòíîì
jåäíà÷èíîì ÷èjå jå ðåøàâà»å jåäíîñòàâíèjå. Åêâèâàëåíöèjà äâå jåäíà÷èíå
ñàäðæè äâà óñëîâà: ñâàêî ðåøå»å ïðâå jåäíà÷èíå jå ðåøå»å äðóãå; ñâàêî
ðåøå»å äðóãå jå è ðåøå»å ïðâå.

ÊËÀÑÈÔÈÊÀÖÈJÀ JÅÄÍÀ×ÈÍÀ. Àêî ñó îáå ñòðàíå jåäíà÷èíå
A = B àëãåáàðñêè èçðàçè, çà jåäíà÷èíó ñå êàæå äà jå àëãåáàðñêà; ó
ñóïðîòíîì ñëó÷àjó îíà jå òðàíñöåäåíòíà. Ìå¢ó àëãåáàðñêèì jåäíà÷èíàìà
ðàçëèêójó ñå:

1. öåëå jåäíà÷èíå,÷èjå ñó îáå ñòðàíå ïîëèíîìè;

2. ðàöèîíàëíå jåäíà÷èíå ó êîjèìà ôèãóðèøó ðàöèîíàëíè èçðàçè (ñà
íåïîçíàòàìà ó èìåíèîöó);

3. èðàöèîíàëíå jåäíà÷èíå, êîjå ñàäðæå èðàöèîíàëíå èçðàçå (ñà
íåïîçíàòàìà ïîä êîðåíîì).

Ó àëãåáàðñêîj jåäíà÷èíè íà ñâàêó íåïîçíàòó ïðèìå»åíå ñó ñàìî àëãåáàðñêå
îïåðàöèjå (ñàáèðà»å, îäóçèìà»å, ìíîæå»å, äå§å»å, ñòåïåíîâà»å,
êîðåíîâà»å). Ó ñâèì äðóãèì ñëó÷àjåâèìà jåäíà÷èíà jå òðàíñöåäåíòíà.

2x − 3 = 0 jå òðàíñöåäåíòíà jåäíà÷èíà.
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ÒÐÀÍÑÔÎÐÌÀÖÈJÀ JÅÄÍÀ×ÈÍÀ. Íàâåäèìî óîáè÷àjíå
òðàíñôîðìàöèjå êîjå ñå ïðèìå»ójó íà àëãåáàðñêå jåäíà÷èíå.

Ò å î ð å ì à: Êàäà ñå îáåìà ñòðàíàìà jåäíà÷èíå äîäà, èëè îä »èõ

îäóçìå, èñòè èçðàç, äîáèjà ñå åêâèâàëåíòíà jåäíà÷èíà. Ïîñìàòðàìî
jåäíà÷èíó:

(1) A = B.

Îáðàçójåìî jåäíà÷èíó

(2) A+ C = B + C.

Çà ñâàêî ðåøå»å (R) jåäíà÷èíå(1) èìàìî

(3) íóìåðè÷êà âðåä. îä A = íóìåðè÷êà âðåä. îä B

è îäàòëå íóìåðè÷êà âðåä. îä A + íóìåðè÷êà âðåä. îä C = íóìåðè÷êà âðåä.
îä B + íóìåðè÷êà âðåä. îä C, äàêëå, (R) jå ðåøå»å è jåäíà÷èíå (2).
Îáðíóòî, çà ñâàêî ðåøå»å jåäíà÷èíå (2) âàæè ïîñëåä»à íóìåðè÷êà
jåäíàêîñò, èç êîjå èçëàçè jåäíàêîñò (3), òàêî äà jå jåäíà÷èíà (1) çàäîâî§åíà.
Äàêëå, jåäíà÷èíà (1) è (2) èìàjó èñòè ñêóï ðåøå»à, òj. åêâèâàëåíòíå ñó.

Íà ïðèìåð, jåäíà÷èíå

(4) 3x− 1 = 4x+ 5,

(5) 3x− 1 + 2x− 7 = 4x+ 5 + 2x− 7

ñó åêâèâàëåíòíå.

Ï ð è ì å ä á à. Îïøòà ôîðìóëàöèjà ïðåòõîäíå òåîðåìå çàõòåâà jåäíó
îãðàäó: àêî jå ñà D îçíà÷åíà îáëàñò ó êîjîj ñó äåôèíèñàíà îáà èçðàçà A
è B, ðåøå»à jåäíà÷èíå (1) î÷èãëåäíî ïðèïàäàjó îáëàñòè D, òàêî äà jå
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íåîïõîäíî, çà èñïðàâíîñò ïðåòõîäíîã ðàñó¢èâà»à, äà è C áóäå äåôèíèñàíî
ó òîj îáëàñòè (èíà÷å ñå íå áè ìîãëî ãîâîðèòè î íóìåðè÷êîj âðåäíîñòè
èçðàçà C). Îâî îãðàíè÷å»å íåìà çíà÷àjà àêî ñó ïî ñðåäè öåëè èçðàçè
(äåôèíèñàíè ñâóäà ó R).

Ï ð è ì å í à. Ïðåáàöèâà»å ÷ëàíîâà ñà jåäíå ñòðàíå íà äðóãó.
Ïîñìàòðàjìî jåäíà÷èíó

A = B + C +D.

è äîäàjìî −C »åíèì ñòðàíàìà; äîáèjàìî jåäíà÷èíó

A− C = B +D.

×ëàí ëåâå è äåñíå ñòðàíå jåäíà÷èíå ìîæå ñå ïðåáàöèòè íà äðóãó ñòðàíó
ìå»àjó£è ïðèòîì »åãîâ çíàê.
Òàêî ñå ó jåäíà÷èíè (4) ìîæå 5 ïðåáàöèòè íà ëåâó ñòðàíó: äîäàjå ñå −5
îáåìà ñòðàíàìà øòî äàjå

3x− 1− 5 = 4x.

Àêî ñå èçâðøè ïðåáàöèâà»å íà ëåâó ñòðàíó ñâèõ ÷ëàíîâà äåñíå ñòðàíå,
äîáèjà ñå åêâèâàëåíòíà jåäíà÷èíà ÷èjà jå äåñíà ñòðàíà íóëà.
Òàêî jåäíà÷èíà A = B + C +D ïîñòàjå

A−B − C −D = 0.

Ò å î ð å ì à: Êàä ñå îáå ñòðàíå jåäíà÷èíå ïîìíîæå èñòèì èçðàçîì êîjè

ñå íå ìîæå àíóëèðàòè, äîáèjà ñå åêâèâàëåíòíà jåäíà÷èíà.

Ïîñìàòðàjìî jåäíà÷èíó

(6) A = B èëè A−B = 0,

è íåêà jå èçðàç C äåôèíèñàí ó äîìåíó ó êîìå ñó äåôèíèñàíà îáà èçðàçà A
è B è íå àíóëèðà ñå ó òîj îáëàñòè; îáðàçîâà£åìî jåäíà÷èíó
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(7) AC = BC èëè AC −BC = 0,

îäíîñíî jåäíà÷èíó

(8) (A−B) · C = 0.

Ñâàêî ðåøå»å jåäíà÷èíå (6) àíóëèðà èçðàç (A−B), ïà ñòîãà è ïðîèçâîä
(A−B)C; îíî jå îíäà ðåøå»å jåäíà÷èíå (7).
Ñâàêî ðåøå»å jåäíà÷èíå (7) àíóëèðà ïðîèçâîä (A − B)C; àëè êàêî jå C
ðàçëè÷èòî îä íóëå, òî ðåøå»å àíóëèðà (A − B); îíî jå, äàêëå, ðåøå»å
jåäíà÷èíå (6).
Îâå äâå jåäíà÷èíå èìàjó èñòè ñêóï âðåäíîñòè, òj. îíå ñó åêâèâàëåíòíå.

Ìíîæå»å èçðàçîì êîjè jå ó R ñâóäà äåôèíèñàí è íèãäå ñå íå àíóëèðà íå
çàõòåâà íèêàêâî îãðàíè÷å»å; òàêàâ jå íà ïðèìåð èçðàç x2 + 1.
Òàêî ñå ìîæå òâðäèòè äà ñó, áàð ó îáëàñòè R, jåäíà÷èíå

3x− 1 = 4x+ 5,

(3x− 1)(x2 + 1) = (4x+ 5)(x2 + 1)

åêâèâàëåíòíå.

Ïîíåêàä jå ïîòðåáíî ïîìíîæèòè îáå ñòðàíå jåäíà÷èíå èçðàçîì êîjè ñå
àíóëèðà çà èçâåñíå âðåäíîñòè ïðîìåí§èâå x. Äîáèjåíà jåäíà÷èíà òàäà ó
îïøòåì ñëó÷àjó íèjå åêâèâàëåíòíà äàòîj jåäíà÷èíè.

Íà ïðèìåð, àêî ñå îáå ñòðàíå jåäíà÷èíå A = B ïîìíîæå ñà x−a, äîáèjåíà
jåäíà÷èíà

A(x− a) = B(x− a)

èìà êàî ðåøå»à, ñâà ðåøå»à äàòå jåäíà÷èíå; »åíî ðåøå»å jå, ìå¢óòèì, è
x = a, øòî íå ìîðà áèòè ðåøå»å äàòå jåäíà÷èíå. Ïðåìà òîìå, êàäà ñå îáå
ñòðàíå jåäíà÷èíå ïîìíîæå ñà x − a, äîáèjåíà jåäíà÷èíà èìà êàî ðåøå»å
ñâà ðåøå»à äàòå jåäíà÷èíå, à ðåøå»å jîj jîø ìîæå áèòè âðåäíîñò çà x êîjå
àíóëèðà èçðàç êîjèì jå äàòà jåäíà÷èíà ïîìíîæåíà, à íå íàëàçè ñå ìå¢ó
»åíèì ðåøå»èìà. Òî âàæè è ó îïøòåì ñëó÷àjó. Êàæå ñå äà äîáèjåíà
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jåäíà÷èíà ìîæå áèòè îïøòèjà íåãî äàòà.
Îáðíóòî, ïðè ïðåëàçó ñà jåäíà÷èíå

A(x− a) = B(x− a)

íà jåäíà÷èíó A = B, èñ÷åçàâà ðåøå»å x = a (óêîëèêî îâà âðåäíîñò íèjå
ðåøå»å jåäíà÷èíå A = B).

Ò å î ð å ì à: Êàä ñå îáå ñòðàíå äàòå jåäíà÷èíå êâàäðèðàjó, äîáèjà ñå

jåäíà÷èíà êîjà èìà êàî ðåøå»å ñâà ðåøå»à äàòå jåäíà÷èíå è ñåì òîãà ñâà

ðåøå»à jåäíà÷èíå äîáèjåíå îä äàòå ïðîìåíîì çíàêà jåäíå îä »åíèõ ñòðàíà.

Ïîñìàòðàjìî jåäíà÷èíó

(9) A = B.

Êâàäðèðàjó£è îáå »åíå ñòðàíå, äîáèjà ñå jåäíà÷èíà

(10) A2 = B2.

êîjà ñå ìîæå íàïèñàòè ó îáëèêó

A2 −B2 = 0 èëè (A−B)(A+B) = 0.

Ñâàêî ðåøå»å jåäíà÷èíå (9) àíóëèðà A − B, ïà ñòîãà è ïðîèçâîä
(A−B)(A+B); îíî jå, äàêëå, è ðåøå»å jåäíà÷èíå (10).
Ñâàêî ðåøå»å jåäíà÷èíå (2) àíóëèðà ïðîèçâîä

(A−B)(A+B)

ïà ìîðà àíóëèðàòè A−B èëè A+B, òàêî ñå ñ jåäíå ñòðàíå äîáèjàjó ðåøå»à
jåäíà÷èíå (9), à ñà äðóãå ñòðàíå, ðåøå»à jåäíà÷èíå A = −B.

Êâàäðèðà»å îáå ñòðàíå jåäíà÷èíå íèjå, äàêëå, ðåãóëàðíà
òðàíñôîðìàöèjà; »åãîâà óïîòðåáà çàõòåâà èçâåñíó êîíòðîëó: òðåáà çà
ñâàêî äîáèjåíî ðåøå»å, ïðîâåðèòè äà ëè jå çàèñòà ðåøå»å jåäíà÷èíå A = B.
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Ó÷åíèöè ñå òåê ó îñìîì ðàçðåäó îñíîâíå øêîëå óïîçíàjó ñà "Ëèíåàðíîì
jåäíà÷èíîì ñà jåäíîì íåïîçíàòîì". Ó ïðåòõîäíèì ðàçðåäèìà ñó ñå ñóñðåëè
ñà ñïåöèjàëíèì îáëèöèìà ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà êàî è ñà ïîëèíîìèìà. Ïðâè
ïóò ó îñìîì ðàçðåäó ëèíåàðíå jåäíà÷èíå ïîñìàòðàjó íà jåäàí ñâåîáóõâàòíè
íà÷èí. Jåäíà÷èíå âèøå íå ðåøàâàjó óç ïîìî£ ñòðîãèõ ïðàâèëà âå£
èìàjó äîâî§íî çíà»à äà jåäíà÷èíå ìîãó ðåøàâàòè íà ðàçëè÷èòå íà÷èíå,
ïðèìåíîì ñâèõ íàâåäåíèõ òåîðåìà. Ïðîáëåì êîä ðåøàâà»à jåäíà÷èíà
ìîæå íàñòàòè ïðè òðàíñôîðìàöèjè jåäíà÷èíå ó åêâèâàëåíòíó jåäíà÷èíó.
Ó÷åíèöè ÷åñòî ðåøàâàjó jåäíà÷èíå ìíîæå£è ëåâó è äåñíó ñòðàíó íåêèì
èñêàçîì, áåç ðàçóìåâà»à äà òàj èñêàç ìîæå äà óòè÷å íà ðåøå»å jåäíà÷èíå.
Êàêî ìíîæèìî jåäíà÷èíó, èñêàç ìîðà áèòè ðàçëè÷èò îä 0, òî jå óñëîâ.
Ìîæå ñå ðå£è, àêî äîáèjåíî ðåøå»å åêâèâàëåíòíå jåäíà÷èíå àíóëèðà èñêàç
êîjèì ñìî ìíîæèëè òj. íå èñïóíè óñëîâ, îíäà òàêâî ðåøå»å îäáàöójåìî.

2 Jåäíà÷èíà ïðâîã ñòåïåíà ñà jåäíîì

íåïîçíàòîì

Öåëà jåäíà÷èíà ñà jåäíîì íåïîçíàòîì. Àêî ñó îáå ñòðàíå jåäíà÷èíå
ïîëèíîìè, îíà ñå ìîæå, òðàíñïîçèöèjîì ÷ëàíîâà, äîâåñòè ó îáëèê P (x) = 0,
ãäå jå P ïîëèíîì.
Ñòåïåí òîã ïîëèíîìà, ïîñëå ñâî¢å»à ÷ëàíîâà, íàçèâà ñå ñòåïåíîì jåäíà÷èíå.
Ðåøå»å x0 îâå jåäíà÷èíå íàçèâà ñå jîø è »åíèì êîðåíîì, à òàêî¢å è êîðåíîì
ïîëèíîìà P (x).

Ïî ïëàíó è ïðîãðàìó íàñòàâå ìàòåìàòèêå, ó÷åíèöè ñå, ó ñåäìîì
ðàçðåäó óïîçíàjó ñà ïîjìîì ïîëèíîìà, è òî íå ñàìî ñà èçêàçèìà âå£ è
ñà ïîëèíîìèjàëíèì jåäíà÷èíàìà. Òàäà ó÷åíèöè ìîãó óñòàíîâèòè jàñíó
ðàçëèêó.
Ïðèìåð:

Ðåøèòè jåäíà÷èíó:

3x−1
48 −

x−2
36 + 2x− 1 = 3x− 4 + 1

12 .

Ïîìíîæèìî îáå ñòðàíå íàjìà»èì çàjåäíè÷êèì ñàäðæàîöåì ñâèõ èìåíèëàöà,
òj. ñà 144. Äîáèjàìî

(3x− 1)3− (x− 2)4 + (2x− 1)144 = (3x− 4)144 + 12,

èëè

9x− 3− 4x+ 8 + 288x− 144 = 432x− 576 + 12.
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Ïðåáàöójåìî ñâå ÷ëàíîâå ñà íåïîçíàòîì íà jåäíó, à ñâå ïîçíàòå ÷ëàíîâå íà
äðóãó ñòðàíó:

9x− 4x+ 288x− 442x = 3− 8 + 144− 576 + 12,
−139x = −425;

äåëå£è îáå ñòðàíå ñà −139, äîáèjà ñå

x = 425
139 ;

òî jå êîðåí jåäíà÷èíå.
Ïðîó÷àâà»å îïøòåã ñëó÷àjà. Ñâàêà jåäíà÷èíà ïðâîã ñòåïåíà ñà jåäíîì
íåïîçíàòîì ìîæå ñå äîâåñòè ó îáëèê

ax = b.

Ðàçëèêîâà£åìî äâà ñëó÷àjà êîjå ìîæåìî ïðèêàçàòè òàáåëîì:

Òàáåëà 1: Ðåøå»à öåëå jåäíà÷èíå ñà jåäíîì íåïîçíàòîì

ax = b

a 6= 0 a = 0

b = 0 b 6= 0

x = b
a x ∈ R ×

Ðàöèîíàëíå jåäíà÷èíå ñó îíå ó êîjèìà ôèãóðèøó ðàöèîíàëíè
èçðàçè. Ðàöèîíàëíè ìîãó áèòè êîåôèöèjåíòè íåïîçíàòèõ, èëè ñå íåïîçíàòà
ìîæå ïîjàâèòè ó èìåíèîöó.
Îâàj òèï àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà jå ïðåäñòàâ§åí ó÷åíèöèìà jîø îä ïåòîã
ðàçðåäà, êðîç ðàçëè÷èòå çàäàòêå. Çàòî èì ó îñìîì ðàçðåäó íèjå ñòðàíî äà
ðåøå ñëåäå£ó jåäíà÷èíó:
Ïðèìåð:

Ðåøèòè jåäíà÷èíó:

x
x−1 − 1 = 4

2x+3 .
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Âîäå£è ðà÷óíà î äåôèíèñàíîñòè ðàöèîíàëíèõ èçðàçà ðåøàâàìî jåäíà÷èíó
íà ñëè÷àí íà÷èí êàî è öåëó. Ïîìíîæèìî îáå ñòðàíå jåäíàêîñòè ñà
çàjåäíè÷êèì ñàäðæàîöåì, îäíîñíî ñà (x − 1)(2x + 3), óç óñëîâ äà jå
(x− 1)(2x+ 3) ðàçëè÷èòî îä 0, òj. x 6= 1, x 6= − 3

2 . Äîáèjàìî:

x(2x+ 3)− (x− 1)(2x+ 3) = 4(x− 1),
2x+ 3 = 4x− 4,

Ïðåáàöójåìî ñâå ÷ëàíîâå ñà íåïîçíàòîì íà jåäíó, à ñâå ïîçíàòå ÷ëàíîâå íà
äðóãó ñòðàíó:

2x− 4x = −4− 3, −2x = −7

äåëå£è îáå ñòðàíå ñà −2, äîáèjà ñå

x = 7
2 ;

òî jå êîðåí jåäíà÷èíå.
Èðàöèîíàëíå jåäíà÷èíå êîjå ñå ñâîäå íà jåäíà÷èíå ïðâîã

ñòåïåíà.Àêî äàòà èðàöèîíàëíà jåäíà÷èíà ñàäðæè ñàìî jåäàí êîðåí, îíà
ñå ìîæå ñâåñòè íà öåëó jåäíà÷èíó ñëåäå£èì ïîñòóïêîì: ñâè ÷ëàíîâè êîjè íå
ñàäðæå êîðåí ïðåáàöójó ñå íà äðóãó ñòðàíó jåäíà÷èíå, ïîòîì ñå îáå äèæó
íà äîâî§íî âèñîê ñòåïåí äà áè èñ÷åçàî êîðåí. Çíàìî äà íîâà jåäíà÷èíà
íèjå óâåê åêâèâàëåíòíà äàòîj jåäíà÷èíè; òðåáà îä êîðåíà íîâå jåäíà÷èíå
çàäðæàòè ñàìî îíå êîjè çàäîâî§àâàjó è äàòó jåäíà÷èíó.
Èðàöèîíàëíè áðîj êàî ïîjàì jå îáðà¢åí ó ñåäìîì ðàçðåäó îñíîâíå øêîëå,
äîê èðàöèîíàëíå jåäíà÷èíå ó÷åíèöè ðåøàâàjó ó ñðåä»îj øêîëè è òî ó ïðâîì
è äðóãîì ðàçðåäó.
Ïðèìåð:

Ðåøèòè jåäíà÷èíó:

2x− 5 +
√
x2 + 6x = x− 2.

Ïðåáàöè£åìî ñâå ÷ëàíîâå ëåâå ñòðàíå ñåì êîðåíà íà äåñíó

√
x2 + 6x = 3− x.

Êâàäðèðàjìî îáå ñòðàíå.
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x2 + 6x = (3− x)2.
x2 + 6x = 9− 6x+ x2.
12x = 9 −→ x = 3

4 .

Íóìåðè÷êèì ðà÷óíîì ìîæåìî ñå óâåðèòè äà jå x = 3
4 çàèñòà êîðåí

jåäíà÷èíå.
Ïðîâåðàâà»å ñå ìîæå îãðàíè÷èòè íà óñòàíîâ§àâà»å ïîçèòèâíîñòè äåñíå
ñòðàíå çà x = 3

4 ; çíàìî äà áè òðåáàëî îäáàöèòè îíå êîðåíå êîjè ïðåäñòàâ§àjó
ðåøå»à jåäíà÷èíå

2x− 5 +
√
x2 + 6x = x− 2.

äîáèjåíå ïðîìåíîì çíàêà äåñíå ñòðàíå.

IV

Jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà ñà äâå

íåïîçíàòå

Êîä ðåøàâà»à jåäíà÷èíà èçäâàjàì êàî ïîñåáíî èíòåðåñàíòíó òåìó
ðåøàâà»à ñèñòåìà äâå ëèíåàðíå jåäíà÷èíå ñà äâå íåïîçíàòå. Ìèñëèì
äà áè ñå ïðåëàç îä jåäíå jåäíà÷èíå ñà jåäíîì íåïîçíàòîì äî ñèñòåìà
äâå jåäíà÷èíå ñà äâå íåïîçíàòå ìîãàî ëàêî îñòâàðèòè ïîñìàòðà»åì jåäíå
ëèíåàðíå jåäíà÷èíå ñà äâå íåïîçíàòå.

Ðåøàâàjó£è îâó jåäíà÷èíó äîáèjàìî ìîãó£íîñò è äà îájàñíèìî
èìïëèöèòíè îáëèê jåäíà÷èíå ïðàâå. Ïðè òîìå íå êîðèñòèìî ïîjàì
ôóíêöèjå. Îâî jå çíà÷àjíî êàî ïðïðåìà çà ãðàôè÷êî ðåøàâà»å ñèñòåìà
äâå ëèíåàðíå jåäíà÷èíå ñà äâå íåïîçíàòå. Íàèìå, êàî jåäíà îä ìîãó£íîñòè
ïîjàâ§ójó ñå ñëó÷àjåâè êîä êîjèõ jå jåäíà îä ïðàâèõ êîjå ñó äåôèíèñàíå
èìïëèöèòíî jåäíà÷èíàìà ïîñìàòðàíîã ñèñòåìà ïàðàëåëíà ñà y-îñîì. Òàêâà
ïðàâà íèjå ãðàôèê ôóíêöèjå è êàäà ñå êðåíå îä åêñïëèöèòíå jåäíà÷èíå ïðàâå
òàêàâ ñëó÷àj ñå ìîðà ïîñåáíî èçäâîjèòè. Îáè÷íî ñå ñàìî êîíñòàòójå äà jå
ñâàêà jåäíà÷èíà îáëèêà x = c, ãäå jå c íåêè ðåàëàí áðîj jåäíà÷èíà ïðàâå
ïàðàëåëíå ñà y-îñîì. Àêî ñå ïî¢å îä èìïëèöèòíî çàäàòå jåäíà÷èíå ïðàâå,
ñâè ñïåöèjàëíè ñëó÷àjåâè ñå ëàêî èçâîäå èç îïøòåã.

Ïðè òîìå âåëèêó ïîìî£ ìîæå ïðóæèòè ðà÷óíàð è îäãîâàðàjó£è ñîôòâåð.
Èäåàëàí jå jåäíîñòàâàí ñîôòâåð, íà íàøåì jåçèêó è äà jå áåñïëàòàí.
Ïîæå§íå ñó è äðóãå êîðèñíå îñîáèíå, êàî øòî jå êîìáèíàöèjà àëãåáàðñêîã

17



è ãåîìåòðèjñêîã çàäàâà»å jåäíà÷èíà, êîåôèöèjåíàòà, ïàðàìåòàðà ëàêî
ìå»à»à áîjà íàöðòàíèõ ôèãóðà óç îäãîâàðàjó£è òåêñò.

1 Îïøòè îáëèê jåäíà÷èíå ïðâîã ñòåïåíà ñà äâå

íåïîçíàòå

Jåäíà÷èíà ïðâîã ñòåïåíà ñà äâå íåïîçíàòå ìîæå ñå íàïèñàòè è îáëèêó

ax+ by = c

ãäå ñó a, b è c êîåôèöèjåíòè. Ñåì ó èçóçåòíèì ñëó÷àjåâèìà, î êîjèìà £å áèòè
ðå÷è, áðîjåâè a è b ñó ðàçëè÷èòè îä íóëå. Ìîæå ñå ïèñàòè

(1) by = −ax+ c;

(2) y = −a
bx+ c

b .

Ðåøå»å jåäíà÷èíå jå (x, y) êîjè jå çàäîâî§àâà. Ïðåìà ôîðìóëè (2), x ñå
ìîæå èçàáðàòè ïðîèçâî§íî è y jå òàäà äåôèíèñàíî êàî ëèíåàðíà ôóíêöèjà
îä x; jåäíà÷èíà (1), äàêëå, èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî ðåøå»à. Ñâàêî ðåøå»å
ìîæå ñå ó ðàâíè ïðåäñòàâèòè òà÷êîì M , ÷èjå ñó êîîðäèíàòå x è y; ïðåìà
ôîðìóëè (2), ñêóï ñâèõ òèõ òà÷àêà jå ïðàâà ÷èjè jå óãëîâíè êîåôèöèjåíò
−a

b .
Óî÷èìî, íà ïðèìåð, jåäíà÷èíó 4x + 5y − 20 = 0. Àêî ñå ïðîìåí§èâîj y

ïðîèçâî§íî äà âðåäíîñò y = 2, äîáèjà ñå óñëîâ

4x+ 10− 20 = 0 èëè x = 5
2 .

Jåäíà÷èíó çàäîâî§àâà ñèñòåì âðåäíîñòè x = 5
2 , y = 2. Îâàj ñèñòåì

âðåäíîñòè ïðåäñòàâ§à jåäíî ðåøå»å jåäíà÷èíå. Ïðåòñòàâèìî òà÷êîì M
òî ðåøå»å ÷èjå ñó êîîðäèíàòå 5

2 è 2.

Îáðíóòî, ñâàêà ïðàâà êîjà íèjå ïàðàëåëíà êîîðäèíàòíèì îñàìà
ïðåäñòàâ§à ãðàôèê jåäíå jåäíà÷èíå îáëèêà (1); çàèñòà, îíà îäðå¢ójå íåêó
ëèíåàðíó ôóíêöèjó y = ax+ b; èìàìî, äàêëå,
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Ñëèêà 1: Jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà ñà äâå íåïîçíàòå

ax− y + b = 0.

Ñïåöèjàëíè ñëó÷àjåâè .

1. Jåäíà÷èíà íå ñàäðæè y (øòî çíà÷è äà jå b = 0); èç jåäíà÷èíå ñå
òàäà äîáèjà x = c

a . Ïîñòîjè, ïðåìà òîìå, ó îâîì ñëó÷àjó áåñêîíà÷íî ìíîãî
ðåøå»à ó êîjèìà ñå îâà âðåäíîñò çà x ïðèäðóæójó ïðîèçâî§íî èçàáðàíîj
âðåäíîñòè çà y. Jåäíà÷èíó ïðåäñòàâ§à ïðàâà ïàðàëåëíà y-îñè.

Ñëèêà 2: Ïðàâà ïàðàëåëíà y-îñè

2. Jåäíà÷èíà íå ñàäðæè x (øòî çíà÷è äà jå a = 0); îíà òàäà òàêî¢å èìà
áåñêîíà÷íî ìíîãî ðåøå»à:

x ïðîèçâî§íî è y = c
b .
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Ãðàôèê jå ïðàâà ïàðàëåëíà x-îñè.

Ñëèêà 3: Ïðàâà ïàðàëåëíà x-îñè

Ñëåäå£îì òàáåëîì ïðèêàçàíà ñó ñâà ðåøå»à îñòàëèõ ñëó÷àjåâà. Ìîæåìî
ïðèìåòèòè äà çà b = 0 îäíîñíî y ∈ R jåäíà÷èíà ìå»à îáëèê ó jåäíà÷èíó ñà
jåäíîì íåïîçíàòîì.

Òàáåëà 2: Ðåøå»à jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà ñà äâå íåïîçíàòå

ax+ by = c

b 6= 0 b = 0

y = −a
bx+ c

b y ∈ R

ax = c

a 6= 0 a = 0

c = 0 c 6= 0

x = c
a x ∈ R ×

(x,−a
bx+ c

b ) ( ca , y) (x, y) ×
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−2
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4

6

0

Ðåøå»å jå ñêóï ñâèõ òà÷àêà ïðàâå.

0

b = 5a = 4 c = 20
d

e

f

g

h

Ñëèêà 4: Àïëåò ðåøå»à jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà ñà äâå íåïîçíàòå

Jåäíà÷èíó ïðâîã ðåäà ñà äâå íåïîçíàòå ìîæå ñå ó÷åíèöèìà ïðåäñòàâèòè
óç ïîìî£ àíèìàöèjå, íà êîjîj ñå jàñíî ìîæå âèäåòè êàêî êîåôèöèjåíòè
óòè÷ó íà ïîëîæàj ïðàâå. Ïðîìåíîì ïàðàìåòðà a, b èëè c äîëàçè äî ïðîìåíå
ïîëîæàjà ïðàâå îäðå¢åíå jåäíà÷èíîì ñà äâå íåïîçíàòå. Îâîì àíèìàöèjîì
ìîæå ñå âèäåòè ãåîìåòðèjñêî òóìà÷å»å ðåøå»à jåäíà÷èíå, øòî çà öè§ èìà
äà ó÷åíèöèìà îëàêøà ó÷å»å.

Ó îñìîì ðàçðåäó ó îêâèðó íàñòàâíå òåìå: Ñèñòåì ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà
ñà äâå íåïîçíàòå, íàñòàâíà jåäèíèöà: Jåäíà÷èíå ñà äâå íåïîçíàòå ó÷åíèöèìà
jå ïðèêàçàí ïîñòóïàê ðåøàâà»à îâàêâèõ jåäíà÷èíà. Äî ãåîìåòðèjñêå
èíåðïðåòàöèjå ìîãó ñàìè äî£è êîðèø£å»åì ïàêåòà GeoGebra êîjè jå
èäåàëàí çà ðåøàâà»å îâàêâèõ ïðîáëåìñêèõ çàäàòàêà.
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V

Ñèñòåìè jåäíà÷èíà

Àêî âèøå jåäíà÷èíà òðåáà äà çàäîâî§è èñòè ñèñòåì âðåäíîñòè
íåïîçíàòèõ, êàæå ñå äà òå jåäíà÷èíå îáðàçójó ñèñòåì èëè äà ñó îíå
ñèìóëòàíå jåäíà÷èíå. Äâà ñèñòåìà jåäíà÷èíà ñó åêâèâàëåíòíè êàäà ñó
jåäíà÷èíå îáà ñèñòåìà çàäîâî§åíå çà èñòå ñèñòåìå âðåäíîñòè íåïîçíàòèõ.

Äà áè ñå óñòàíîâèëî äà ñó äâà ñèñòåìà jåäíà÷èíà åêâèâàëåíòíè ñèñòåìè,
òðåáà äîêàçàòè äà jå ñâàêî ðåøå»å ïðâîã ñèñòåìà è ðåøå»å äðóãîã è
îáðíóòî.

Ðåøèòè ñèñòåì jåäíà÷èíà çíà÷è íà£è ñâå ñèñòåìå âðåäíîñòè íåïîçíàòèõ
êîjè çàäîâî§àâàjó ñâå »åãîâå jåäíà÷èíå, òj. ñèñòåìå âðåäíîñòè êîjå,
ñòàâ§åíå íà ìåñòî íåïîçíàòèõ, ïðåòâàðàjó ñâå jåäíà÷èíå ñèñòåìà ó
íóìåðè÷êå jåäíàêîñòè.

1 Ðåøàâà»å ñèñòåìà ïðâîã ñòåïåíà ñà äâå

íåïîçíàòå

Ñèñòåìè ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà ñå ïîjàâ§ójó ó ìíîãèì îáëàñòèìà
ìàòåìàòèêå îä íàjäàâíèjèõ âðåìåíà, ïà ñå ñòîãà ïîñòîjå è ðàçíè ïîñòóïöè
è ïðîó÷àâàjó ñå ðàçíå ìåòîäå çà ðåøàâà»å ñèñòåìà ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà.
Jåäàí îä ïðèñòóïà, ó ñëó÷àjó jåäíà÷èíà ñà äâå èëè òðè íåïîçíàòå jå è
ïðèìåíà ãåîìåòðèjñêå èíòåðïðåòàöèjå. Òàêî, íà ïðèìåð, ïîøòî ñå ëèíåàðíà
jåäíà÷èíà ñà äâå íåïîçíàòå ìîæå ïîñìàòðàòè è êàî jåäíà÷èíà ïðàâå ëèíèjå
ó ïðàâîóãëîì êîîðäèíàòíîì ñèñòåìó, îíäà ñå ðåøàâà»å ñèñòåìà îä äâå
ëèíåàðíå jåäíà÷èíå ñà äâå íåïîçíàòå ñâîäè íà íàëàæå»å ïðåñå÷íå òà÷êå
îäãîâàðàjó£èõ ïðàâèõ.

Ñèñòåìè ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà ñå ðåøàâàjó òàêî øòî ñå íèçîì
åêâèâàëåíòíèõ òðàíñôîðìàöèjà ïîëàçíè ñèñòåì ïîñòåïåíî ïîjåäíîñòàâ§ójå
è äîâîäè äî îáëèêà ó êîìå ñå âðåäíîñòè íåïîçíàòèõ íåïîñðåäíî îäðå¢ójó.
Åêâèâàëåíòíå òðàíñôîðìàöèjå ñó: çàìåíà ìåñòà jåäíà÷èíàìà ó ñèñòåìó,
ìíîæå»å jåäíà÷èíå êîíñòàíòîì è äîäàâà»å jåäíå jåäíà÷èíå äðóãîj. Ñâàêà
îä íàâåäåíèõ îïåðàöèjà ïðåâîäè ïîëàçíè ñèñòåì ó ñèñòåì êîjè ìó jå
åêâèâàëåíòàí ó ñìèñëó äà èìà èñòî ðåøå»å êàî è ïîëàçíè ñèñòåì.
Âèøåñòðóêèì ïîíàâ§à»åì òèõ îïåðàöèjà ñå äîëàçè äî ðåøå»à ïîëàçíîã
ñèñòåìà jåäíà÷èíà.

Ó÷åíèöè îñìîã ðàçðåäà íà ÷àñó îáðàäå Ðåøàâà»å ñèñòåìà ëèíåàðíèõ

jåäíà÷èíà ó÷å ìåòîäó çàìåíå è ìåòîäó ñóïðîòíèõ êîåôèöèjåíàòà êðîç
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ïðèìåðå.
1. Ìåòîä çàìåíå. Óçìèìî äà òðåáà ðåøèòè ñèñòåì:

(1)

 3x− 2y = 4

5x+ 3y = 2

Èç jåäíå îä jåäíà÷èíà èçâåäåìî âðåäíîñò jåäíå íåïîçíàòå êàî äà jå äðóãà
ïîçíàòà è óíåñåìî ïîòîì îâó âðåäíîñò ó äðóãó jåäíà÷èíó; òèì ïóòåì
äîëàçèìî äî ñëåäå£åã ñèñòåìà:

(2)

 x = 4+2y
3

5 4+2y
3 + 3y = 2

Ñèñòåìè (1) è (2) ñó åêâèâàëåíòíè; òî áè ñå ëàêî ìîãëî óñòàíîâèòè
ïîêàçójó£è äà ñâàêè ñèñòåì âðåäíîñòè

 x = α

y = β

êîjè çàäîâî§àâà ñèñòåì (1) çàäîâî§àâà è ñèñòåì (2), è îáðíóòî.
Òðàíñôîðìàöèjîì äðóãå jåäíà÷èíå ñèñòåìà (2) äîáèjà ñå, äà§å ñèñòåì

 x = 4+2y
3

19y = −14.

Ïîñëåä»à jåäíà÷èíà jå çàäîâî§åíà ñàìî çà y. Óíåñèìî âðåäíîñò ó ïðâó
jåäíà÷èíó. Äîáèjåìî

x =
4− 28

19

3 = 16
19 .

Èìàìî, äàêëå, êàî jåäèíî ðåøå»å,
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 x = 16
19

y = −14
19

2. Ìåòîä ñóïðîòíèõ êîåôèöèjåíàòà. Óçìèìî äà òðåáà ðåøèòè ñèñòåì: 5x+ 8y = 1

−15x− 24y = −3

Äà áè ñå åëèìèíèñàî y, áèðàjó ñå ìíîæèîöè òàêî äà êîåôèöèjåíòè óç
y ó äâå jåäíà÷èíå áóäó ñóïðîòíè áðîjåâè; ìîãó ñå óçåòè áðîjåâè −12 è +8,
àëè îâäå jå óìåñíèjå çàìåíèòè èõ ïðîïîçèöèîíàëíèì, àëè jåäíîñòàâíèjèì
ìíîæèîöèìà:

5x+8y=1 |(-3)

11x+12y=19 |(+2)

-15x-24y=-3 +

22x+24y=38 ←

7x=35

11x+12y=19

x=5

y=-3
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2 Ãðàôè÷êî ðåøàâà»å è äèñêóñèjà ñèñòåìà

ïðâîã ñòåïåíà ñà äâå íåïîçíàòå

Ñâàêè ñèñòåì äâå jåäíà÷èíå ïðâîã ñòåïåíà ñà äâå íåïîçíàòå ìîæå ñå
äîâåñòè ó îáëèê:

(3)

 ax+ by = c

a1x+ b1y = c1

Ïðâà è äðóãà jåäíà÷èíà ñèñòåìà (3) èìàjó ðåäîì êàî ãðàôèêå ïðàâå d1 è d2.
Ðåøå»å ñèñòåìà ïðåòïîñòàâ§åíî jå çàjåäíè÷êîì òà÷êîì îâèõ ïðàâèõ.

1. Àêî jå ab1 − a1b, ðàçëè÷èòî îä íóëå, ïðàâå èìàjó ðàçëè÷èòå
êîåôèöèjåíòå ïðàâöà, îíå ñå îíäà ñåêó, ïà ñèñòåì èìà jåäíî è ñàìî jåäíî
ðåøå»å; òî jå ïàð êîîðäèíàòà ïðåñåêà îâèõ ïðàâèõ.

Ñëèêà 5: Ðåøå»å ñèñòåìà jå òà÷êà R

2. Àêî jå ab1 − a1b = 0, èìàìî a
b = a1

b1
, ïà îâå äâå ïðàâå èìàjó èñòè

êîåôèöèjåíò ïðàâöà.
Àêî jå òàäà cb1−bc1 ðàçëè÷èòî îä íóëå, îâå äâå ïðàâå ñó ïàðàëåëíå, à »èõîâå
jåäíà÷èíå íåìàjó çàjåäíè÷êà ðåøå»à; ñèñòåì jå íåìîãó£.
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Ñëèêà 6: Íåìîãó£ ñèñòåì

Àêî jå, ìå¢óòèì, cb1 − bc1 = 0, ïðàâå ñå ïîäóäàðàjó; ñèñòåì jå íåîäðå¢åí;
jåäíà÷èíå èìàjó èñòà ðåøå»à; óîñòàëîì, ó îâîì ñëó÷àjó jå

a

a1
=

b

b1
=

c

c1
,

øòî ïîêàçójå èíäåíòè÷íîñò îâèõ jåäíà÷èíà äî íà íóìåðè÷êè ôàêòîð
ðàçëè÷èò îä íóëå.

Ñëèêà 7: Íåîäðå¢åí ñèñòåì

Ïîñìàòðàjó£è ðåøàâà»å ñèñòåìà äâå ëèíåàðíå jåäíà÷èíå ñà äâå
íåïîçíàòå è äèñêóñèjó îêî ðåøèâîñòè è áðîjà ðåøå»à òîã ñèñòåìà, ìîãó
ñå ïðèêàòè ìîãó£íîñòè êîjå íóäè ïðîãðàì GeoGebra êàî àëàò çà êðåèðà»å
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Ñëèêà 8: Àïëåò ðåøå»å ñèñòåìà jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà ñà äâå íåïîçíàòå

åêñïåðèìåíàòà è äèñêóñèjó î ðåøèâîñòè ñèñòåìà êðîç àíèìàöèjó.
Êàêî ñìî ó÷åíèêå ïðèïðåìèëè çà íàñòàâíó òåìó: Ñèñòåìè ëèíåàðíèõ

jåäíà÷èíà, ðåøàâà»åì jåäíà÷èíà ñà äâå íåïîçíàòå, òî £å èì ñå íàñòàâíà
jåäèíèöà: Ïîjàì è ðåøå»å ñèñòåìà ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà ñà äâå íåïîçíàòå
ó÷èíèòè ëàêøèì.

Óç ïîìî£ àíèìàöèjå jàñíî ñå âèäè êàêî êîåôèöèjåíòè óòè÷ó íà
ðåøå»å ñèñòåìà. Ïðîìåíîì ïàðàìåòðà a, b, c èëè a1, b1, c1 äîëàçè äî
ïðîìåíå ïîëîæàjà ïðàâèõ îäðå¢åíèõ jåäíà÷èíàìà ñà äâå íåïîçíàòå. Îâîì
àíèìàöèjîì ìîæå ñå âèäåòè ãåîìåòðèjñêî òóìà÷å»å ðåøå»à ñèñòåìà
jåäíà÷èíà, øòî çà öè§ èìà äà ó÷åíèöèìà îëàêøà ó÷å»å.
Îñèì òîãà, ó÷åíèöè ìîãó ñàìè óïîòðåáèòè àíèìàöèjó, ïîìåðàòè êëèçà÷å è
íà òàj íà÷èí âèäåòè ñâà ðåøå»à ñèñòåìà.
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3 Ãðàôè÷êî ðåøàâà»å è äèñêóñèjà ñèñòåìà

ïðâîã ñòåïåíà ñà òðè íåïîçíàòå

Ðàâàí ó xyz ïðîñòîðó jå çàäàòà jåäíà÷èíîì : Ax+By+Cz = D. Âåêòîð
A~i+B~j+C~k jå íîðìàëàí íà ðàâàí. Åêâèâàëåíòíà jåäíà÷èíà jå A(x− x0)+
B(y−y0)+C(z−z0), ãäå jå (x0, y0, z0) çàäàòà òà÷êà ó ðàâíè. Ðåøèòè ñèñòåì

a11x+ a12y + a13z = b1
a21x+ a22y + a23z = b2
a31x+ a32y + a33z = b3

jå ãåîìåòðèjñêè åêâèâàëåíòíî òðàæå»ó ñâèõ (x, y, z) óðå¢åíèõ ïàðîâà ðàâíè
ïðåäñòàâ§åíå äàòèì ñèñòåìîì. Èëóñòðîâà£ó ïðèêàçå íåêèõ çàíèì§èâèõ
ãåîìåòðèjñêèõ ðåøå»à.

Ãåîìåòðèjñêè ïðèêàç 1. Ðàâíè I, II è III ñó

ïàðàëåëíå. Íåìà òà÷êå ïðåñåêà. Ïðèìåð:

I: z = 2, II: z = 1, III: z = 0.

Ãåîìåòðèjñêè ïðèêàç 2. Ðàâíè I, II ñó

jåäíàêå è ïàðàëåëíå ñà ðàâíè III. Òàêî¢å

íåìà òà÷êå ïðåñåêà. Ïðèìåð:

I: 2z = 2, II: z = 1, III: z = 0.
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Ãåîìåòðèjñêè ïðèêàç 3. Ðàâíè I, II ñó

ïàðàëåëíå è íîðìàëíå íà ðàâàí III. Íåìà

òà÷êå ïðåñåêà. Ïðèìåð:

I: z = 2, II: z = 1, III: y = 0.

Ãåîìåòðèjñêè ïðèêàç 4. Ðàâíè I, II ñåêó ñå

ïî ïðàâîj êîjà íå äîäèðójå ðàâàí III. Íåìà

òà÷êå ïðåñåêà. Ïðèìåð:

I: y+ z = 0, II: y− z = 0, III: z = −1.

Ãåîìåòðèjñêè ïðèêàç 5. Ðàâíè I, II è III ñó

jåäíàêå. Èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî òà÷àêà.

Ïðèìåð:

I: z = 1, II: 2z = 2, III: 3z = 3.
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Ãåîìåòðèjñêè ïðèêàç 6. Ðàâíè I, II ñó

jåäíàêå, à ñà ðàâíè III ñå ñåêó ó ïðàâîj L.

Èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî òà÷àêà. Ïðèìåð:

I: y+z = 0, II: 2y+2z = 0, III: z = 0.

Ãåîìåòðèjñêè ïðèêàç 7. Ðàâíè I, II è III ñå

ñåêó ó ïðàâîj L. Èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî

òà÷àêà. Ïðèìåð:

I:−y+ z = 0, II: y+ z = 0, III: z = 0.

Ãåîìåòðèjñêè ïðèêàç 8. Ðàâíè I, II ñåêó ñå ó

ïðàâîj L êîjà ïðîäèðå êðîç ðàâàí III.

Ïîñòîjè jåäèíñòâåíà òà÷êà P ïðåñåêà ñâå òðè

ðàâíè. Ïðèìåð:

I: y + z = 0, II: z = 0, III:x = 0.

Ìàòåìàòèêà çà ïðâè ðàçðåä ñðåä»å øêîëå íå ïîäðàçóìåâà ðåøàâà»å
ñèñòåìà jåäíà÷èíà ãåîìåòðèjñêèì ïðèêàçîì, àëè áè áèëî çàíèì§èâî äà

30



ó÷åíèöè âèäå îâèõ ïàð ñëèêà, êàêî áè ñòâîðèëè ñâåîáóõâàòíó ñëèêó î
jåäíà÷èíàìà. Íàñòàâíå jåäèíèöå êîjå ñå îáðà¢ójó ó ïðâîì ðàçðåäó óãëàâíîì
ñå ôîêóñèðàjó íà ó÷å»å Ãàóñîâå ìåòîäå çà ðåøàâà»å ñèñòåìà îä òðè
ëèíåàðíå jåäíà÷èíå ñà òðè íåïîçíàòå.

4 Ïðèìåðè

Âå£èíà ó÷åíèêà, íà ãðàôèêó ñèñòåìà ëèíåðíèõ jåäíà÷èíà, ìîãó ëàêî
äà óòâðäå ïðåñå÷íó òà÷êó èëè äà ñå ïðàâå ïîêëàïàjó. Ìíîãè ó÷åíèöè £å
áèòè ó ñòà»ó äà ðàçóìåjó è ïðèìåíå ìåòîäå çà ðåøàâà»å ñèñòåìà. Äà áè
ó÷åíèöè ïðèìåíèëè ìåòîäå, ñâå øòî ìîðàjó äà óðàäå jå äà ïðàòå îäðå¢åíå
êîðàêå çà ðåøàâà»å jåäíà÷èíà.

Ìåòîäà ñóïðîòíèõ êîåôèöèjåíàòà jå îñíîâà çà ìíîãå ìàòåìàòè÷êå
ïîjìîâå êîjå £å ó÷åíèöè êàñíèjå óñâàjàòè, êàî øòî ñó ìàòðèöå, âåêòîðè,
ëèíåàðíî ïðîãðàìèðà»å... Ñëåäå£è ïðèìåðè £å èì îëàêøàòè ðàçóìåâà»å
è íà íåêè çàíèì§èâ íà÷èí îïèñàòè ñèñòåìå jåäíà÷èíà.

Ïðèìåð:

Ñëèêà 9: Èçáîð áîjà êàî ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà

Áîjà ó áîêñó jå èñõîä ëèíåàðíå êîìáèíàöèjå òðè áîjå. Ïîìåðà»åì êëèçà÷à
ïðèêàçójå ñå âåêòîð ñâàêå áîjå (Öðâåíà, Çåëåíà è Ïëàâà) ñà ðàçëè÷èòèì
íóìåðè÷êèì âðåäíîñòèìà ðàçëè÷èòèõ ëèíåàðíèõ êîìáèíàöèjà. Îâî
íèjå ïðèìåð çàäàòêà àëè ëåïî èëóñòðójå ñèñòåì jåäíà÷èíà è ïðèêàçójå
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àïëèêàöèjó êîjà êîðèñòè ìàòåìàòè÷êè ïîjàì.

Ïðèìåð:

Apples and Oranges jå êîìïjóòåðñêà èãðà êîjà ïðèêàçójå ñèñòåì jåäíà÷èíà
êîjå âèäèìî êàî ãðóïèñà»å îájåêàòà ó îäðå¢åíèì êîìáèíàöèjàìà. Äà áè
ðåøèëè èãðèöó, ó÷åíèöè ìîðàjó äà ïðåâåäó ñëèêó ó äâå èëè âèøå jåäíà÷èíà
è îíäà óïîòðåáîì ìåòîäà çàìåíå èëè ñóïðîòíèõ êîåôèöèjåíàòà äà íà¢ó
êîåôèöèjåíò êîjè íåäîñòàjå. Íà òàj íà÷èí, ó÷åíèöè, ìîãó ñõâàòèòè êàêî äà
íàïèøó è àíàëèçèðàjó ñèñòåì jåäíà÷èíà, äà áè óñïåëè.

Ñëèêà 10: Êîìïjóòåðñêà èãðà êàî ñèñòåì jåäíà÷èíà

Ñàäðæàjè î ñèñòåìèìà ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà ÷èíå çàíèì§èâó ìàòåðèjó
êîjà ñå òàêî¢å ìîæå äà§å ïðîøè-ðèâàòè è ïðîäóá§èâàòè. Ó òîì ñìèñëó
ó îêâèðó îâå òåìå £å áèòè ïðèìåðà ðåøàâà»å ñèñòåìà ñà âèøå jåäíà÷èíà
íåãî íåïîçíàòèõ, ñèñòåìà ñà âèøå íåïîçíàòèõ íåãî jåäíà÷èíà, ñèñòåìà ñà
òðè è âèøå íåïîçíàòèõ, ìîäåëèðà»à äîñòà ñëîæåíèõ ïðîáëåìà ó ñèñòåì
jåäíà÷èíà...

Ïðèìåð:

Òðè êàóáîjà ñó óøëà ó êàôàíó. Ïðâè jå êóïèî 4 ñåíäâè÷à, ÷àøó êàôå
è 10 ïàëà÷èíêè è çà òî jå ïëàòèî 6 äîëàðà è 76 öåíòè. Äðóãè jå êóïèî
òðè ñåíäâè÷à, ÷àøó êàôå è 7 ïàëà÷èíêè è çà òî jå ïëàòèî 5 äîëàðà è
4 öåíòà. Êîëèêî jå òðå£è êàóáîj ïëàòèî çà ñåíäâè÷, ÷àøó êàôå è ïàëà÷èíêó?
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Ðåøå»å: Àêî öåíó ñåíäâè÷à îáåëåæèìî ñà a, öåíó êàôå ñà b, è öåíó
ïàëà÷èíêè ñà c, îíäà ñå íà îñíîâó äàòèõ óñëîâà ìîãó ôîðìèðàòè äâå
jåäíà÷èíå:
4a+ b+ 10c = 676
3a+ b+ 7c = 504
Äâå jåäíà÷èíå ñà òðè íåïîçíàòå, óïîòðåáîì ìåòîäà ñóïðîòíèõ
êîåôèöèjåíàòà, ñå ìîãó äîâåñòè ó îáëèê a+ b+ c = 160.

Ïðèìåð:

Êðà§ jå ðåêàî êðà§èöè: "Ñàäà jà èìàì äâà ïóòà âèøå ãîäèíà íåãî
øòî ñòå èìàëè Âè êàäà jå ìåíè áèëî îíîëèêî ãîäèíà êîëèêî jå Âàìà
ñàäà. Êàäà Âè áóäåòå èìàëè îíîëèêî ãîäèíà êîëèêî èõ ñàäà èìàì jà, îíäà
£åìî çàjåäíî èìàòè 63 ãîäèíå". Êîëèêî ãîäèíà ñàäà èìàjó êðà§ è êðà§èöà?

Ðåøå»å: Íåêà êðà§ èìà òðåíóòíî x, à êðà§èöà y ãîäèíà. Ó÷åíèöè
ïîñòàâ§àjó jåäíà÷èíó íà ñëåäå£è íà÷èí:
y − (x− y) = 2y − x
x+ 2x− y = 63.
Êðà§ èìà 35 à êðà§èöà 28 ãîäèíà.

Ïðèìåð:

Áðîjåâå 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ðàñïîðåäè ó ïðàçíà ïî§à äàòîã êâàäðàòà 3 x 3
òàêî äà çáèð áðîjåâà ó ñâàêîj âðñòè, êîëîíè è äèjàãîíàëè áóäå jåäíàê.

Òàáåëà 3: Ãðàôè÷êè ïðèêàç ðåøå»à ïðèìåðà

1

Ðåøå»å: Íåêà ñå ó ïî§èìà ìàãè÷íîã êâàäðàòà íàëàçå áðîjåâè x1, x2 =
1, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9. Íåêà jå çáèð áðîjåâà ó ñâàêîj âðñòè, êîëîíè è
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äèjàãîíàëè jåäíàê áðîjó S. Îíäà jå x1+x2+x3+x4+x5+x6+x7+x8+x9 = S .
Êàêî jå x1+x2+x3+x4+x5+x6+x7+x8+x9 = 1+2+3+4+5+6+7+8+9 = 45,
òî jå 3S = 45, ïà jå S = 15, òj. çáèð áðîjåâà ó ñâàêîj âðñòè êîëîíè è
äèjàãîíàëè jå 15.

Òàáåëà 4: Ãðàôè÷êè ïðèêàç ðåøå»à ïðèìåðà

x1 1 x3

x4 x5 x6

x7 x8 x9

x1 1 x3

x4 5 x6

x7 9 x9

8 1 6

3 5 7

4 9 2

6 1 8

7 5 3

2 9 4
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VI

Çàê§ó÷àê

Äåôèíèöèjà è ðåøàâà»å àëãåáàðñêèõ, ëèíåàðíèõ è ïîëèíîìèjàëíèõ,
jåäíà÷èíà è »èõîâèõ ñèñòåìà ïðåäñòàâ§à jåäàí îä íàjñòàðèjèõ
ìàòåìàòè÷êèõ ïðîáëåìà. Ó ìíîãèì ïðèìåíà ìàòåìàòèêå è »åíèì
ïîäîáëàñòèìà ñóñðå£ó ñå òàêâè ïðîáëåìè ó êîjèìà òðåáà ðåøèòè íåêó
ëèíåàðíó jåäíà÷èíó èëè ñèñòåì ëèíåàðíèõ èëè ïîëèíîìèjàëíèõ jåäíà÷èíà.

Ðàä ïðåäñòàâ§à jåäíî îä ìîãó£èõ âè¢å»à Àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà è

»èõîâèõ ñèñòåìà ó îñíîâíîj è ñðåä»îj øêîëè . Ìîæå ïîñëóæèòè, ó
ìåòîäè÷êîì è äèäàêòè÷êîì ñìèñëó, ó÷åíèöèìà è íàñòàâíèöèìà. Ðàä íèjå
ñêóï ãîòîâèõ íàñòàâíèõ ðåöåïàòà, âå£ ñàäðæè äåòà§íî îáðà¢åíå ìåòîäå çà
ðåøàâà»å ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà çãîäíèõ çà äèðåêòíó è àíàëîãíó ïðèìåíó.

Îâàêâå jåäíà÷èíå è ñèñòåìè ñå ðåøàâàjó ó ñâèì îñíîâíèì è ñðåä»èì
øêîëàìà. Êðîç ãðàäèâî, êðîç ó¶áåíèêå è çáèðêå çàäàòàêà, è ñàãëàñíî
òîìå êðîç îâàj ìàñòåð ðàä, jåäíà÷èíå è ñèñòåìè ñå óâîäå ñà ïîòðåáíîì
ïðåöèçíîø£ó è íàãëàøàâà»åì ïîjåäèíèõ âàæíèõ ÷è»åíèöà. Îâî ñâàêàêî
äîâîäè äî áðæåã ñõâàòà»à è ëàêøåã óâo¢å»à íîâèõ ñàçíà»à.

Ó îâîì ìàñòåð ðàäó ïðèêàçàíî jå ðåøå»å jåäíà÷èíà è ñèñòåìà ïîìî£ó
âèçóåëèçàöèjå òj. àíèìàöèjà è ñëèêà ó ðà÷óíàðñêîì ïàêåòó GeoGebra, êàî
è íà÷èí »èõîâîã ñàâëàäàâà»à, íà ñòàíäàðäíèì ïðèìåðèìà è çàäàöèìà
èç ó¶áåíèêà è çáèðêè çà ñòàðèjå ðàçðåäå îñíîâíå è ìëà¢å ðàçðåäå ñðåä»å
øêîëå.

Ãåîìåòðèjñêè ïðèêàç ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà è ñèñòåìà îìîãó£ójå
ó÷åíèöèìà jåäíîñòàâàí åêñïåðèìåíòàëíè ïðèëàç ìàòåìàòèöè. Îíè ìîãó
ñàìîñòàëíî äà íàïðåäójó, èíäèâèäóàëíî è îòêðèâà÷êè äà ðàäå è ó÷å. Óç
÷åø£ó óïîòðåáó ðà÷óíàðà è îâîã ïðîãðàìà îðãàíèçàöèjà ÷àñà ìîæå áèòè è
áî§à è çàíèì§èâèjà.
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