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Predgovor

U ovom radu bavi¢emo se merenjem povr²ina u hiperboli£koj geometriji,

a pritom ¢e biti obja²njeni svi osnovni pojmovi hiperboli£ke geometrije. Pri-

kazano je i merenje povr²ina u euklidskoj geometriji, kako bi se napravilo

pore�enje izme�u euklidske i hiperboli£ke geometrije. Rad je tematski pode-

ljen na slede¢e 
eline:

U prvom poglavlju bavi¢emo se nastankom i razvojem hiperboli£ke geo-

metrije kroz razlike u odnosu na euklidsku geometriju. Prvenstveno de�ni-

²emo aksiomu Loba£evskog, paralelne i hiperparalelne prave u hiperboli£koj

ravni, gde i dokazujemo bitne osobine vezane za paralelne prave. Tako�e de-

�ni²emo i pojam ugla paralelnosti, funk
ije Loba£evskog i kako konstruisati

ugao paralelnosti i duºine koja mu odgovara.

Drugo poglavlje se odnosi na uglove hiperboli£kih mnogouglova, gde po-

sebno obra¢amo paºnju na Leºandrove teoreme, kao i na unutra²nje i spolja-

²nje uglove n-tougla. Zatim rela
ija podudarnosti u hiperboli£koj geometriji,

kao i teorema koja govori da svaka sli£nost u hiperboli£koj geometriji je po-

dudarnost. Potom de�ni²emo neke spe
i�£ne £etvorouglove u hiperboli£koj

ravni, hiperboli£ki paralelogram i romb, Lambertov i Sakerijev £etvorougao,

kao i asimptotske poligone i asimptotske trouglove, gde se dokazuju neke

bitne osobine tih 
etvorouglova i trouglova.

U tre¢em poglavlju radi pore�enja euklidske i hiperboli£ke geometrije

ukratko opisujemo merenje povr²ina u euklidskoj geometriji, uz osvrt na

razloºivu jednakost monogouglova u euklidskoj ravni. Prvo de�ni²emo razlo-

ºivu i dopunsku jednakost poligona i dokazujemo koje �gure su razloºivo jed-

nake. Pored de�nisanja kvadratne mreºe, dokazujemo kako je unutra²njost

svakog poligona merljiva, kao i kako izra£unati povr²inu pravougaonika.

�etvrto poglavlje govori o merenju povr²ina u hiperboli£koj geometriji.

Uvodimo pojam defekta, kao i razloºiva jednakost �gura u hiperboli£koj geo-

metriji. Dokazujemo da su trouglovi sa jednakim defektima me�usobno ra-

zloºivo jednaki likovi i ovu osobinu kasnije koristimo. Zatim govorimo o

mernju povr²ina u hiperboli£koj geometriji i kako je odnos povr²ina konstan-

tan broj. Diskutujemo i o nere²ivim problemima euklidske geometrije, kao

i o mogu¢im re²enjima istih. Da li je mogu¢e konstruisati kvadrat £ija je

povr²ina jednaka povr²ini datog kruga, ili konstruisati krug £ija je povr²ina

jednaka povr²ini datog kvadrata? Nadam se da ¢e vam ovo poglavlje dati

bar delimi£an odgovor.

Posebno bih se zahvalila svom mentoru prof dr Zoranu Lu£i¢u na saradnji

i podr²
i u realiza
iji master rada.
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Uvod

Sa dugom i bogatom istorijom, geometrija je jedna od najstarijih dis
i-

plina, za£eta radi potreba premeravanja tla, vekovima se razvijala kao induk-

tivna nauka da bi danas zauzela veoma bitno mesto me�u naukama u okviru

matematike.

U razvoju geometrije kao deduktivne nauke veliki doprinos dali su staro-

gr£ki �lozo� Tales

1

, Pitagora

2

, Platon

3

kao i njegov u£enik Aristotel

4

. Oni su

uti
ali na prelazak sa induktivnog na deduktivni pristup, kao i na uvo�enje

na£ela dokazivanja matemati£kih tvr�enja ²to je uslovilo uvo�enje sistemati-

za
ije tvr�enja, a samim tim dovelo i do aksiomatiza
ije. Osnovne prin
ipe

Aristotel je razvrstao na aksiome i postulate. Me�utim, najsistemati£nije

delo geometrije iz anti£kih vremena jesu Euklidovi

5

Elementi. U svom gran-

dioznom delu Elementi Euklid je poku²ao da dosledno sprovede deduktivni

metod u izlaganju geometrije i upravo ta doslednost u£inila je da Elementi

vekovima predstavljaju savr²enstvo i uzor logi£kog rasu�ivanja ne samo u

oblasti geometrije, ve¢ i u nau
i uop²te. Prilog tome su i re£i Bertranda

Rasela

6

:

�Ako bi nau£na otkri¢a ikada bila u sukobu sa geometrijom Euklida, treba

odba
iti otkri¢a, a ne geometriju - toliko je ona iznad svega drugog.�

Za razvoj geometrije, a preko nje i drugih matemati£kih oblasti, ogro-

man zna£aj imao je Euklidov V postulat. Velika prekretni
a je XIX vek i

otkri¢e neeuklidske geometrije, u £emu prioritetne zasluge ima Loba£evski

7

,

po kome je i dobila naziv geometrija Loba£evskog, ili samo hiperboli£ka geo-

metrija. Pored njega, velike zasluge pripadaju i Boljaju

8

koji je zajedno sa

Loba£evskim smelo naru²io harmoniju euklidske geometrije. Me�utim, sa

matemati£ke ta£ke gledi²ta, ove dve geometrije su ravnopravne.

Razvojem euklidske geometrije dolazilo se do re²enja jednostavnih geome-

trijskih problema, kao ²to su pronalaºenje povr²ine paralelograma, povr²ina

kruga... Kasnije se do²lo do re²enja problema odre�ivanja duºine na osnovu

1

Tales iz Mileta, gr£ki matemati£ar, �lozof i drºavnik, jedan od Sedam mudra
a.

2

Pitagora sa Samosa, gr£ki matemati£ar i �lozof.

3

Platon, Atinjanin, �lozof, besednik.

4

Aristotel, gr£ki �lozof i besednik.

5

Euklid Aleksandrijski, gr£ki matemati£ar.

6

Bertrand Rasel, britanski matemati£ar i �lozof, nobelova
.

7

Nikolaj Ivanovi£ Loba£evski, ruski matemati£ar.

8

Jano² Boljaj, ma�arski matemati£ar.

3



odnosa strani
a trougla, zapremine parelopipeda, lopte, valjka...

Re²avanjem ovih problema nastali su i nere²ivi problemi euklidkse geo-

metrije, kao ²to su trisek
ija ugla, 
irkulatura kvadrata, kvadratura kruga,

udvostru£enje ko
ke... Poku²aji da se re²enja ovih problema prona�u prera-

sli su u poku²aje da se dokaºe da nisu re²ivi, a time i da su konstruk
ijski

nemogu¢i.

Malim izmenama aksioma u euklidskoj geometriji nastaje hipeboli£ka geo-

metrija koja pored novog pogleda na svet ta£aka, pravih i ravni nudi i re-

²enja nekih od navedenih problema. U hiperboli£koj geometriji mogu¢e je

konstruisati kvadrat £ija je povr²ina jednaka povr²ini zadatog kruga, kao i

polupre£nik kruga, a samim tim i krug, £ija je povr²ina jednaka povr²ini una-

pred zadatog kvadrata.

Jano² Boljaj je na osnovu re²enja koja je prona²ao za ove probleme zaklju-

£io da ili je Euklidov V postulat istinit, ili je re²enje ovih problema mogu¢e.

Iako je tvrdio da ¢e jednog dana pokazati postojanje ta£no jednog od ova dva

sistema aksioma, a time i da li su problemi 
irkulature kvadrata i kvadrature

kruga re²ivi, to nije uradio. On je svojim zalaganjem i trudom uspeo da

zagoli
a na²u ma²tu i pokrene nas na jedno ovakvo putovanje.
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1 Elementi hiperboli£ke geometrije

1.1 Euklidova geometrija i nastanak hiperboli£ke geo-

metrije

U svom delu Elementi, napisanom u IV veku p.n.e. Euklid temelji geome-

triju. Elementi se sastoje od trinaest knjiga i njegova geometrija zasnovana

je na devet aksioma i pet postulata, u kojima bez dokaza iznosi neka geo-

metrijska tvr�enja. Euklid u svojim postulatima i aksiomama poku²ava da

obuhvati ona geometrijska tvr�enja koja su, po njegovom mi²ljenju, presudna

za razumevanje geometrijskog prostora i njima karakteri²e prostor. Ono ²to

je mnoge matemati£are bunilo jeste to ²to Euklid dokazuje jednostavna tvr-

�enja, dok V postulat, koji je vrlo kompleksno tvr�enje, ne dokazuje i koristi

ga kao osnovno.

V Euklidov postulat

Ako jedna prava u preseku sa drugim dvema obrazuje sa iste strane dva

unutra²nja ugla £iji je zbir manji od dva prava ugla, te dve prave, beskrajno

produºene, ¢e se se¢i, i to sa iste strane sa koje su ovi uglovi £iji je zbir

manji od dva prava ugla.

presek
a

b

p

Slika 1.1.

Preko 2000 godina mnogi matemati£ari trudili su se da dokaºu da se V

postulat moºe izvesti iz ostalih aksioma geometrije. Mnogi su poku²avali

da razre²e to pitanje i dokaºu V postulat, ali tek polovinom XIX veka u

radovima Loba£evskog, Boljaja i Gausa

9

dat je kona£an odgovor. Rezultat

do koga su do²li je da je V postulat nezavisno tvr�enje koje se ne moºe

izvesti iz ostalih aksioma geometrije. Umesto Euklidovog V postulata uzima

se druga£ije tvr�enje.

Time se kreira nova geometrija koju nazivamo hiperboli£kom geometri-

jom, koju jo² nazivamo i geometrijom Loba£evskog, geometrijom Boljaj-

Gaus-Loba£evskog po imenima njenih tvora
a.

9

Karl Fridrih Gaus, nema£ki matemati£ar, �zi£ar, astronom. Dao veliki doprinos ra-

zvoju matematike.
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Euklidska i hiperboli£ka geometrija se jasno razlikuju, a jedna od klju£-

nih razlika je de�nisanje paralelnosti. U geometriji se naj£e²¢e koristi pristup

zasnivanja pomo¢u apsolutne geometrije

10

. Apsolutna geometrija vaºi i u eu-

klidskoj i u hiperboli£koj geometriji. U zavisnosti koju aksiomu paralelnosti

dodamu skupu aksioma apsolutne geometrije, razlikuju se euklidska ili hiper-

boli£ka geometrija.

Ako u skup aksioma apsolutne geometrije dodamo Plejferovu

11

aksiomu,

dobijamo Euklidovu ili paraboli£ku geometriju. To zna£i, ako postoje ta£ka i

prava koje imaju Plejferovo svojstvo, onda svaka ta£ka i prava imaju isto svoj-

stvo. Prostor koji te aksiome zadovoljava naziva se Euklidskim prostorom, a

svaka njegova ravan Euklidskom ravni. Plejferova aksioma paralelnosti glasi:

Postoje ta£ka B i prava a, B /∈ a, takve da u njima odre�enoj ravni ne

postoji vi²e od jedne prave koja sadrºi ta£ku B, i sa pravom a nema

zajedni£kih ta£aka.

Za ta£ku B i pravu a kaºemo da imaju Plejferovo svojstvo. Na osnovu

£etvrte Leºandrove teoreme (o kojoj ¢e biti re£i kasnije) i Plejferove aksiome

vaºi slede¢a teorema:

Teorema 1.1. Za svaku ta£ku B i pravu a koja je ne sadrºi, u njima

odre�enoj ravni postoji jedinstvena prava b koja sadrºi B, a sa pravom a
nema zajedni£kih ta£aka. �

Veoma je bitno pitanje da li je sistem aksioma kojim se uvodi hiperboli£ka

geometrija neprotivre£an. To je prvi naslutio Loba£evski koji je povezao hi-

perboli£ku geometriju sa sferom, a time i euklidskom geometrijom, pa time

dokazuje da ako je hiperboli£ka geometrija nekonzistentna, onda je takva i

euklidska geometrija, kreiraju¢i odgovaraju¢i model hiperboli£ke geometrije

u euklidskoj geometriji. Kasnije je prona�en i model euklidske geometrije u

hiperboli£koj geometriji, £ime je ekvikonzistentnost tih geometrija u potpu-

nosti dokazana.

Najzna£ajniji modeli hiperboli£ke geometrije u euklidskoj geometriji su

Poenkareovi

12

disk i poluravanski model, i Klajnov

13

disk model. Oni se

mogu pro²iriti na tre¢u dimenziju, pa tako dobijamo Poenkareov sferni model

i poluprostorni model, i Klajnov sferni model.

10

Apsolutna geometrija je geometrija £iji sistem aksioma ne sadrºi aksiomu paralelnosti.

11

Dºon Plejfer, ²kotski matemati£ar i �lozof.

12

�il Anri Poenkare, fran
uski matemati£ar i teorijski �zi£ar.

13

Feliks Kristijan Klajn, nema£ki matemati£ar.
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1.2 Aksioma Loba£evskog

Geometrija koja se zasniva na apsolutnoj geometriji i aksiomi Loba£ev-

skog naziva se hiperboli£ka geometrija ili geometrija Loba£evskog. Ravan i

prostor u kojima se realizuje aksioma Loba£evskog jesu ravan i prostor Lo-

ba£evskog.

Postoje ta£ka B i prava a koja je ne sadrºi, takve da u njima odre�enoj

ravni postoji vi²e od jedne prave koja sadrºi B, a sa a nema zajedni£kih

ta£aka.

Za ta£ku B i pravu a re¢i ¢emo da imaju svojstvo Loba£evskog. Ako bi u

hiperboli£kom prostoru postojale ta£ka i prava koje zadovoljavaju Plejferovu

aksiomu, onda bi, na osnovu teoreme 1.1., svaka ta£ka i prava koja je ne

sadrºi zadovoljavale istu aksiomu, ²to protivre£i aksiomi Loba£evskog. Zbog

toga vaºi i slede¢a teorema:

Teorema 1.2. Za svaku ta£ku B hiperboli£kog prostora i pravu a koja

je ne sadrºi, u njima odre�enoj ravni postoje bar dve prave koje sadrºe ta£ku

B, a sa pravom a nemaju zajedni£kih ta£aka.

Da bismo u ravni Loba£evskog de�nisali parelelne prave izdvojimo najpre

neke osobine koje predstavljaju posledi
u aksiome Loba£evskog.

Teorema 1.3. Ako u nekoj ravni kroz ta£ku A izvan prave a postoje

dve prave koje s pravom a nemaju zajedni£kih ta£aka, tada u toj ili nekoj

drugoj ravni π kroz ta£ku A′
izvan prave a′ postoje dve prave koje s pravom

a′ nemaju zajedni£kih ta£aka.

B

A

a

a2 a1

a′

a′1
∼= a′2A′

B′ C′

Slika 1.5.

Dokaz: Pretpostavimo da u ravni π kroz ta£ku A′
postoji samo jedna prava

a′1 koja s pravom a′ nema zajedni£kih ta£aka. Neka je B′
upravna projek
ija

ta£ke A′
na pravoj a′ i C ′ ∈ a′. Ako je a′2 ∈ π takva da se£i
a A′C ′

zahvata

sa pravama a′ i a′2 jednake naizmeni£ne uglove, prava a′2 nema s pravom a′

zajedni£kih ta£aka. Zaista, ako bi prava a′2 sekla pravu a′ u nekoj ta£ki S ′

kod △A′C ′S ′
bio bi jedan spolja²nji ugao jednak unutra²njem nesusednom

uglu, ²to je prema poznatom stavu iz apsolutne geometrije nemogu¢e. Zato

prava a′2 nema s pravom a′ zajedni£kih ta£aka. S obzirom da je po pret-

postav
i a′1 jedina prava ravni π koja sadrºi ta£ku A′
i sa pravom a′ nema
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zajedni£kih ta£aka, bi¢e a′2 ≡ a′1. Pri tome je prava a′1 normalna na duº A′B′

i u pravouglom trouglu A′B′C ′
zbir unutra²njih uglova jednak je zbiru dva

prava ugla. Odatle sledi Euklidov peti postulat i Plejferova aksioma. Na taj

na£in dobija se protivre£nost sa aksiomom Loba£evskog. �

Teorema 1.4. Ako je u ravni Loba£evskog data prava a i izvan nje

ta£ka A, tada u toj ravni postoji neograni£eno mnogo pravih koje sadrºe

ta£ku A i seku pravu a.

A

aB

A1

A2

P

a2 a1

p

Slika 1.6.

Dokaz: Prava a i ta£ka A koja se nalazi izvan te prave pripadaju ravni

Loba£evskog, u toj ravni postoje prave a1 i a2 koje sadrºe ta£ku A i sa pravom

a nemaju zajedni£kih ta£aka. Neka je A2 ∈ a2 i ta£ka B ∈ a tako da vaºi

A2, B ÷ a1. Neka je A2B ∩ a1 = {A1}. Neka je P proizvoljna ta£ka koja se

nalazi izme�u ta£aka A1 i A2, a p prava odre�ena ta£kama A i P .
Treba da dokaºemo da p ne se£e pravu a. Pretpostavimo suprotno, da

prava p se£e pravu a, p∩a = {C}, i tada vaºi redosled na pravoj p da se ta£ka
C nalazi sa one strane ta£ke na kojoj je i ta£ka P , ili iza ta£ke A u odnosu

na ta£ku P . U prvom slu£aju prava a1 u ravni △PBC ne sadrºi ni jedno

njegovo teme, se£e njegovu strani
u PC, a onda prema Pa²ovom

14

stavu

15

se£e strani
u BC, dakle i pravu a, ²to je nemogu¢e, jer je a1 ∩ a = ∅. U

drugom slu£aju prava a2 u ravni PBC ne sadrºi ni jedno njegovo teme, se£e

strani
u PC, ali ne se£e strani
u PB. Prema Pa²ovom stavu a2 se£e BC i

pravu a, ²to je tako�e nemogu¢e jer a i a2 nemaju zajedni£kih ta£aka. �

1.3 Paralelne prave u hiperboli£koj ravni

Pokazano je da u ravni Loba£evskog kroz svaku ta£ku A izvan neke prave

a postoji beskona£no mnogo pravih koje sa pravom a nemaju zajedni£kih

ta£aka. Tako�e, u toj ravni postoji i beskona£no mnogo pravih koje sadrºe

14

Mori
 Pa² , nema£ki matemati£ar.

15

Ako prava a koja leºi u ravni trougaone linije ABC i ne prolazi ni kroz jedan njen vrh

se£e jednu njenu strani
u, onda ona se£e jo² jednu njenu strani
u.
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ta£ku A i seku pravu a. Zato skup svih pravih koje sadrºe ta£ku A i seku

pravu a delimo na dva skupa, i to na skup pravih koje seku pravu a i skup

pravih koje ne seku pravu a. Sada ¢emo pokazati da prave a1 i a2 koje

razdvajaju ta dva skupa pravih pripadaju skupu pravih koje ne seku pravu

a. Na primer, neka prava a1 se£e pravu a u ta£ki P i neka postoje ta£ke Q i R
koje se nalaze sa raznih strana ta£ke P . To je nemogu¢e jer prava a1 razdvaja
skup pravih koje sadrºe ta£ku A i ne seku pravu a. Odavde zaklju£ujemo da

prave a1 i a2 pripadaju skupu pravih koje ne seku pravu a.

P

A

RQ a

a2

a1

Slika 1.7.

De�ni
ija 1.1. Neka je u ravni Loba£evskog data prava a i ta£ka A /∈ a .

Grani£ne prave a1 i a2 koje sadrºe ta£ku A i razdvajaju prave koje sadrºe

ta£ku A i seku pravu a od pravih te ravni koje sadrºe ta£ku A i ne seku pravu

a nazivamo pravama koje su u ta£ki A paralelne s pravom a. Jednu od tih

dveju pravih smatrajmo paralelnom s pravom a u jednom smeru, a drugu u

drugom smeru. Sve ostale prave u toj ravni koje sadrºe ta£ku A i s pravom

a nemaju zajedni£kih ta£aka nazivamo pravama hiperparalelnim s pravom a.
Kroz slede¢e teoreme ¢emo ista¢i neke od osobina paralelnih pravih u

ravni Loba£evskog.

Teorema 1.5. Ako je prava AA′
paralelna s pravom BB′

u nekoj ta£ki

M , tada je prava AA′
paralelna s pravom BB′

u svakoj drugoj svojoj ta£ki N .

Dokaz: Razlikujemo dva slu£aja, slu£aj kada se ta£ka N nalazi na pravoj

AA′
u smeru paralelnosti od ta£ke M i slu£aj kada se ta£ka N nalazi na

pravoj AA′
u suprotnom smeru.

A

A′

B B′K

M

L

N

P

Slika 1.8.
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U prvom slu£aju neka je K proizvoljna ta£ka prave BB′
. Da bismo dokazali

da je prava AA′
uporedna s pravom BB′

u nekoj ta£kiN , dovoljno je dokazati

da svaka prava odre�ena ta£kom N i nekom ta£kom P koja se nalazi u uglu

∡KNA′
se£e pravu BB′

. Ako je ta£ka P na pravoj BB′
ili je s one strane od

prave BB′
s koje nije ta£ka N , poluprava NP se£e pravu BB′

, pa je teorema

dokazana. Ako je ta£ka P sa one strane od prave BB′
sa koje je i ta£ka

N , ta£ka P je u uglu ∡KMA′
. Stoga je poluprava MP u uglu ∡KMA′

kojem jedan krak se£e pravu BB′
a drugi je uporedan s tom pravom, pa

poluprava MP se£e pravu BB′
u nekoj ta£ki L koja se nalazi iza ta£ke P u

odnosu na ta£ku M . Pri tome prava NP ne sadrºi ni jedno teme △MKL,
se£e njegovu strani
u ML u ta£ki P , pa prema Pa²ovom stavu se£e jo² jednu

strani
u tog trougla. S obzirom da se poluprava NP nalazi u uglu ∡KNA′
,

u uglu ∡KNM koji je naporedan s uglom ∡KNA′
prava NP nema ta£aka.

Stoga prava NP ne se£e strani
u KM ve¢ strani
u LM trougla △KLM . Na

taj na£in mi smo dokazali da prava NP se£e pravu BB′
, pa je prava AA′

uporedna s pravom BB′
u ta£ki N .

A

A′

B B′K

N

L

Q

P

M

Slika 1.9.

U drugom slu£aju ta£ka N nalazi se na pravoj AA′
koja je od ta£ke M u

smeru koji je suprotan sa smerom paralelnosti pravih AA′
i BB′

. Neka je K
proizvoljna ta£ka prave BB′

. Da bismo dokazali da je prava AA′
se£e pravu

BB′
u ta£ki N , dovoljno je dokazati da svaka prava odre�ena ta£kom N i

nekom ta£kom P ′
koja se nalazi u uglu ∡KNM se£e pravu BB′

. Pri tome je

poluprava NP ′
u konveksnom uglu KNM te ona se£e duº KM u nekoj ta£ki

P . Ako je Q proizvoljna ta£ka koja se nalazi iza ta£ke N u odnosu na ta£ku

P , ta£ka Q je u uglu koji je unakrsan s uglom KMA′
, prema tome prava

QM se£e pravu BB′
u nekoj ta£ki L koja se nalazi iza ta£ke M u odnosu na

ta£ku Q. Pri tome prava NP ne sadrºi ni jedno teme trougla △KLM , se£e

njegovu strani
u KM u ta£ki P i produºenje strani
e LM u ta£ki Q. Prema

Pa²ovom stavu se£e i strani
u tog trougla, dakle i pravu BB′
. Zato je prava

AA′
uporedna s pravom BB′

u ta£ki N . �
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Teorema 1.6. Ako je prava AA′
paralelna s pravom BB′

, tada je i prava

BB′
paralelna s pravom AA′

.

A

A′

B B′

C C′

N

M

R

L′

L

S

P

T

Q

Slika 1.10.

Dokaz: Neka je M ∈ AA′
, a N podnoºje normale iz ta£ke M na pravu BB′

.

S obzirom da se prava AA′
se£e sa pravom BB′

, svaka prava odre�ena ta£kom

M i proizvoljnom unutra²njom ta£kom ugla ∡NMA′
se£e pravu BB′

. Da

bismo dokazali da se prava BB′
se£e sa pravom AA′

, saglasno de�ni
iji treba

da dokaºemo da svaka prava odre�ena ta£kom N i proizvoljnom unutra²njom

ta£kom P ugla ∡MNB′
se£e pravu AA′

. S obzirom da je ugao ∡MNB′
prav,

a ta£ka P u njemu, ugao ∡MNP je o²tar pa se podnoºje Q normale iz ta£ke

M na pravu NP nalazi na polupravoj NP , dakle u uglu ∡MNB′
. Pri tome

je ta£ka Q u uglu ∡NMA′
, na polupravoj AA′

ili s one strane prave AA′
s

koje nije ta£ka N . U poslednja dva slu£aja neposredno sledi da prava NQ
dakle i prava NP se£e pravu AA′

, pa je u tim slu£ajevima stav dokazan. Ako

je ta£ka Q u uglu ∡NMA′
, postoja¢e u tom uglu poluprava ML′

takva da

je ∡NMQ = ∡L′MA′
. Kako se prave AA′

i BB′
seku, poluprava ML′

koja

se nalazi u uglu ∡NMA′
se£e pravu BB′

u nekoj ta£ki L. Kod pravouglog

trougla △MNQ strani
a MN je hipotenuza a strani
a MQ kateta, pa je

MN > MQ. Zato izme�u ta£aka M i N postoji ta£ka R takva da je MQ =
MR. Neka je CC ′

prava upravna u ta£ki R na pravoj MN . S obzirom

da su prave BB′
i CC ′

upravne u dvema raznim ta£kama N i R na pravoj

MN , one prema poznatom stavu nemaju zajedni£kih ta£aka. Pri tome prava

CC ′
ne sadrºi ni jedno teme trougla △LMN , se£e njegovu strani
u MN u

ta£ki R, a ne se£e strani
u NL, te prema Pa²ovom stavu se£e strani
u LM u

nekoj ta£ki S. Ako je T ta£ka poluprave MA′
takva da je MS = MT , bi¢e

trouglovi △MRS i △MQT podudarni, pa je ∡MRS = ∡MQT . Ipak, ugao
∡MRS je prav, pa je i njemu jednak ugao ∡MQT prav. Kako su prave QP
i QT upravne u istoj ta£ki Q na pravoj MQ, one su istovetne. Stoga prava

QP , tj. prava NP se£e pravu AA′
u ta£ki T , pa se prave BB′

i AA′
seku. �

Teorema 1.7. Ako su dve prave AA′
i BB′

paralelne s tre¢om pravom

CC ′
u istom smeru, tada su prave AA′

i BB' i me�u sobom paralelne u tom

11



smeru.

Dokaz: Prave AA′
i BB′

su sa iste ili sa raznih strana u odnosu na pravu

CC ′
. Analizirajmo najpre prvi slu£aj.

A

A′

C

C′

B

B′

P

R

Q
X T

S

Slika 1.11a.

Prave AA′
i BB′

se ne seku, jer bi u protivnom kroz njihovu prese£nu ta£ku

postojale dve prave uporedne sa pravom CC ′
u istom smeru, ²to je nemogu¢e.

Zato je jedna od pravih AA′
i BB′

izme�u druge od tih dveju pravih i prave

CC ′
. Neka je npr. prava BB′

izme�u pravih AA′
i CC ′

. Ako su P i R dve

proizvoljne ta£ke pravih AA′
i CC ′

, ta£ke P i R su sa raznih strana od prave

BB′
, pa duº PR se£e pravu BB′

u nekoj ta£ki Q. S obzirom da se prave

AA′
i BB′

ne seku, one ¢e biti uporedne me�u sobom ako dokaºemo da svaka

prava kroz ta£ku P i proizvoljnu unutra²nju ta£ku X ugla ∡QPA′
se£e pravu

BB′
. Po pretpostav
i prava AA′

se£e se sa pravom CC ′
pa prava kroz ta£ku

P i unutra²nju ta£ku X ugla ∡RPA′
se£e pravu CC ′

u nekoj ta£ki S. Pri

tome su ta£ke P i S s raznih strana prave BB′
, pa duº PS, dakle i prava

PX , se£e pravu BB′
u nekoj ta£ki T . Zato se prava AA′

se£e sa pravom

BB′
.

A

A′

B

B′

C

C′

Y

P

Q

R
S

X

Slika 1.11b.

Ako su prave AA′
iBB′

s raznih strana od prave CC ′
, one nemaju zajedni£kih

ta£aka. Neka su P i Q dve proizvoljne ta£ke pravih AA′
i BB′

. S obzirom

da se prave AA′
i BB′

ne seku, one ¢e biti uporedne ako dokaºemo da prava

kroz ta£ku P i proizvoljnu unutra²nju ta£ku X ugla ∡QPA′
se£e pravu BB′

.
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Ta£ke P i Q su sa raznih strana prave CC ′
, pa duº PQ se£e pravu CC ′

u

nekoj ta£ki R. Iz uporednosti pravih AA′
i CC ′

sledi da prava kroz ta£ku P i

unutra²nju ta£ku X ugla ∡RPA′
se£e pravu CC ′

u nekoj ta£ki S. Proizvoljna
ta£ka Y koja se nalazi iza ta£ke S u odnosu na ta£ku P je u uglu ∡QSC ′

, pa

iz uporednosti pravih BB′
i CC ′

sledi da prava SY tj. prava PX se£e pravu

BB′
. Stoga je prava AA′

uporedna s pravom BB′
. �

Teorema 1.8. Ako je α o²tar ugao, tada postoji jedna i samo jedna

prava upravna na jednom kraku ugla α, a paralelna s drugim krakom tog

ugla.

O a

b

A

B

A1

B1

A2

B2

L

S

XM

N

P

Y
Q

Slika 1.12.

Dokaz: Neka su a i b kra
i, i O teme o²trog ugla α, i dokaºimo da postoji

prava koja je normalna na kraku, npr. a, i se£e se sa krakom b tog ugla. Prvo
dokaºimo da postoji prava koja je normalna na krak a i ne se£e krak b tog

ugla.

Pretpostavimo da takva prava ne postoji, tj. da svaka prava normalna

na krak a se£e krak b. Ako sa A obeleºimo proizvoljnu ta£ku poluprave a, sa
A1, ..., An ta£ke poluprave a takve da vaºi poredak

B(A,A1, ..., An)

i

OA ∼= AA1, AA1
∼= A1A2,..., An−2An−1

∼= An−1An

i sa B,B1..., Bn ta£ke u kojima upravne u ta£kama A,A1, ..., An na polupravu

a seku polupravu b, bi¢e, s obzirom na aditivnost defekta
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δ(OA1B1) = δ(OAB) + δ(AA1B) + δ(A1B1B)

= 2δ(OAB) + δ(A1B1B)

> 2δ(OAB)

δ(OA2B2) = δ(OA1B1) + δ(A1A2B1) + δ(A2B2B1)

= 2δ(OA1B1) + δ(A2B2B1)

> 22δ(OA1B1)

.

.

.

δ(OAnBn) = δ(OAn−1Bn−1) + δ(An−1AnBn−1) + δ(AnBnBn−1)

= 2δ(OAn−1Bn−1) + δ(AnBnBn−1)

> 2nδ(OAn−1Bn−1)

Pri tome se broj n moºe izabrati dovoljno veliki da ugao 2nδ(OAB) bude
ve¢i od bilo kojeg unapred datog ugla, dakle ve¢i i od zbira dva prava ugla.

U tom slu£aju bio bi defekt trougla △OAnBn tako�e ve¢i od zbira dva prava

ugla, te bi zbir unutra²njih uglova tog trougla bio negativan, ²to je nemogu¢e.

Stoga normale na polupravoj a u svim njenim ta£kama ne seku polupravu b.
Na taj na£in skup svih ta£aka poluprave a moºemo podeliti u dve klase

i to prvu klasu ta£aka u kojima normale na polupravoj a seku polupravu b
i drugu klasu ta£aka u kojima normale na polupravu a ne seku polupravu

b. Pri tome, ako neka ta£ka M pripada prvoj klasi tada svaka ta£ka M ′

koja se nalazi izme�u ta£aka O i M pripada prvoj klasi. Ako neka ta£ka P
pripada drugoj klasi tada svaka ta£ka P ′

koja se nalazi iza ta£ke P u odnosu

na ta£ku O pripada drugoj klasi. Da bismo dokazali prvu od tih osobina

obeleºimo sa N ta£ku u kojoj prava upravna u ta£ki M na polupravu a
se£e polupravu b. Prava upravna u ta£ki M ′

na polupravu a ne sadrºi ni

jedno teme trougla △OMN , se£e njegovu strani
u OM , a ne se£e strani
u

MN , te prema Pa²ovom stavu se£e strani
u ON , dakle i polupravu b u

nekoj ta£ki N ′
. Stoga ta£ka M ′

pripada prvoj klasi. Drugu od pomenutih

osobina dokazujemo indirektno. Ako bi ta£ka P ′
pripadala prvoj klasi prema

dokazanoj osobini i ta£ka P koja se nalazi izme�u ta£aka O i P ′
pripadali bi

prvoj klasi, ²to je nemogu¢e. Stoga ta£ka P ′
pripada drugoj klasi. Time smo

dokazali da su zadovoljeni uslovi Dedekindovog stava

16

te na polupravoj a
postoji jedna i samo jedna ta£ka X koja razlaºe te dve klase. Pri tome svaka

ta£ka izme�u ta£aka O i X pripada prvoj klasi, a svaka ta£ka iza ta£ke X u

odnosu na ta£ku O pripada drugoj klasi. Indirektnim postupkom dokaºimo

da i ta£ka X pripada drugoj klasi. Ako bi ta£ka X pripadala prvoj klasi,

16

Julijus Vilhelm Ri£ard Dedekind , nema£ki matemati£ar.
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normala XY u ta£ki X na polupravu a sekla bi polupravu b u nekoj ta£ki

Z. Neka je Z ′
bilo koja ta£ka iza ta£ke Z u odnosu na ta£ku O. Podnoºje

X ′
uprave iz ta£ke Z ′

na polupravoj a pripada prvoj klasi, a nalazi se iza

ta£ke X u odnosu na ta£ku O, ²to je nemogu¢e. Dakle X je ta£ka druge

klase. Dokaºimo najzad da je prava XY paralelna sa polupravom OB, gde

je ta£ka Y s one strane prave OX s koje je ta£ka B. S obzirom da prava

XY nema sa pravom OB zajedni£kih ta£aka, bi¢e uporedna s pravom OB
ako dokaºemo da svaka prava kroz ta£ku X i proizvoljnu ta£ku L koja se

nalazi u uglu ∡OXY se£e pravu OB. Ako se pri tome ta£ka L nalazi sa one

strane prave OB sa koje nije ta£ka X ili se pak nalazi na pravoj OB, dokaz

je direktan. Ako se ta£ka L nalazi s one strane od prave OB s koje je ta£ka

X , bi¢e uglovi ∡LOX i ∡LXO o²tri, pa se podnoºje M normale iz ta£ke L
na pravoj OX nalazi izme�u ta£aka O i X . Stoga ta£ka M pripada prvoj

klasi te normala ML u ta£ki M na polupravoj a se£e polupravu b u nekoj

ta£ki N koja se nalazi iza ta£ke L u odnosu na ta£ku M . Pri tome prava XL
ne sadrºi ni jedno teme trougla △OMN , se£e njegovu strani
u MN , a ne

se£e strani
u OM , te prema Pa²ovom stavu se£e strani
u ON , dakle i pravu

OB u nekoj ta£ki S. Odatle sledi da je prava XY paralelna s pravom OB.

�

Teorema 1.9. Odstojanje ta£ke koja se nalazi na jednoj od dve me-

�usobno paralelne prave od druge prave neograni£eno opada kada se ta£ka

udaljava u smeru paralelnosti, a neograni£eno raste kada se ta ta£ka udaljava

u suprotnom smeru.

Dokaz: Neka su AA′
i BB′

dve paralelne prave, A1 i A2 ta£ke prave AA
′

takve da je B(A,A1, A2), B1 i B2 podnoºja upravnih iz ta£aka A1 i A2 na

pravoj BB′
. Prema poznatom stavu uglovi ∡B1A1A

′
i B2A2A

′
kao uglovi

paralelnosti, ovaj pojam ¢emo kasnije de�nisati, prave AA′
s pravom BB′

su

o²tri.

A

A′

B
B′

B1

A1

B2

A2

K

K ′

N

M

K1

L1L

L′

Slika 1.13.

Kako je ugao ∡A1A2B2 naporedan sa o²trim uglom ∡B2A2A
′
, on je tup, pa

je u £etvorouglu B1B2A2A1 s pravim uglovima B1 i B2,

∡B1A1A2 < ∡A1A2B2.
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Zato je i

A2B2 < A1B1.

Ovim smo dokazali da se udaljavanjem ta£ke po pravoj AA′
u smeru para-

lelnosti njeno odstojanje od prave BB′
smanjuje. Dokaºimo sad da se to

odstojanje smanjuje neograni£eno, tj. da na pravoj AA′
postoji ta£ka P ko-

joj je odstojanje PQ od prave BB′
manje od bilo koje unapred date duºi l.

Neka je K ′
proizvoljna ta£ka prave AA′

, K podnoºje normale iz ta£ke K ′
na

pravoj BB′
, a L ta£ka poluprave KK ′

takva da je KL ∼= l. Pri tome je

K ′ = L ili B(K,K ′, L) ili B(K,L,K ′).

U prva dva slu£aja dokaz sledi neposredno. Ako je B(K,L,K ′), obeleºimo

sa LL′
i LL′′

prave paralelne sa pravama BB′
i B′B. Iz AA′‖BB′

i LL′‖BB′

sledi da je AA′‖LL′
. Prava LL′′

sadrºi neku ta£ku koja se nalazi uglu

∡K ′LL′
, prema tome, ona se£e pravu AA′

u nekoj ta£ki M . Neka je L1 ta£ka

prave AA′
iza ta£ke M u odnosu na ta£ku K ′

takva da je ML ∼= ML1 i neka

su N i K1 podnoºja normala iz ta£aka M i L1 na pravu BB′
. Iz podudarno-

sti trouglova △LMN i L1MN sledi da je LN ∼= L1N i ∡LNM ∼= ∡L1NM .

Sada je ∡LNK ∼= ∡L1NK1 i LN ∼= L1N , pa su trouglovi△KLN i△K1L1N
s pravim uglovima K i K1 podudarni. Otuda je K1L1

∼= KL, tj.

K1L1
∼= l

pa je odstojanje PQ svake ta£ke P koja se nalazi iza ta£ke L1 u odnosu na

ta£ku M od prave BB′
manje od duºi l. Ovim je dokazan prvi deo teoreme.

Dokaz drugog dela teoreme izvodi se analognim postupkom. �

1.4 Ugao paralelnosti. Funk
ija Loba£evskog

Neka je data prava p i ta£ka A koja joj ne pripada, tj. A /∈ p. Iz A
spustimo normalu AB napravu p. Kroz ta£ku A povla£imo prave c1 i c2 koje
seku pravu p u ta£kama C1 i C2. Ako prava AC1 sa normalom AB gradi

manji ugao nego prava AC2, tada ¢e ta£ka C1 biti na manjem rastojanju od

ta£ke B u odnosu na ta£ku C2. �to je ve¢i ugao izme�u pravih c1 i AB, to

¢e se na ve¢em rastojanju na¢i presek ravih c1 i p.

B

A

A1

pC1 C2

c1 c2

Slika 1.14.
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Ako ta£ku A izaberemo tako da bude ²to je mogu¢e vi²e udaljena od prave

p, re
imo u poloºaju A1, prava A1C1 gradi¢e sa normalom A1B manji ugao

nego prava AC1. �to smo dalji od objekta, pod manjim uglom ga vidimo.

Odavde moºemo zaklju£iti da ²to je ta£ka A dalja od prave p taj ugao ¢e

teºiti 0, dok se njenim pribliºavanjem ka objektu, u ovom slu£aju pravoj p,
taj ugao teºi

π
2
.

De�ni
ija 1.2. Neka je ta£ka P izvan prave BB′
i Q podnoºje normale

iz P na tu pravu. Ako je AA′
prava koja sadrºi ta£ku P i paralelna je sa BB′

,

tada o²tar ugao ∡QPA′
nazivamo uglom paralelnosti prave AA′

u ta£ki P sa

pravom BB′
, tj. ugao koji odgovara duºi PQ. Duº PQ je duº paralelnosti.

Q

P

B B′

A

A′
α

Slika 1.15.

Ugao paralelnosti ∡QPA′
ozna£avamo sa Π(PQ) gde je Π funk
ija Loba£ev-

skog, i vaºi

0 < Π(x) <
π

2
.

Na osnovu prethodno iznesenih osobina, vaºe slede¢e teoreme.

Teorema 1.10. Jednakim duºima odgovaraju jednaki uglovi paralelno-

sti, i obratno, jednakim uglovima paralelnosti odgovaraju jednake duºi.

Dokaz: Obeleºimo sa b i b′ dve proizvoljne prave, a sa A i A′
ta£ke izvan

njih, sa B i B′
podnoºja upravnih iz ta£aka A i A′

na pravama b i b′, a sa a
i a′ prave koje redom sadrºe ta£ke A i A′

, a paralelne su sa pravama b i b′.
O²tri uglovi ω i ω′

koje zahvataju poluprave AB i A′B′
sa pravama a i a′ su

po de�ni
iji uglovi paralelnosti koji odgovaraju duºima AB i A′B′
.

A

a

P b
B

ω

A

a

P b
B

ω′

ω′′

Slika 1.16.
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Da bismo dokazali prvi deo teoreme pretpostavimo da su duºi AB i A′B′

jednake. Ako bi uglovi paralelnosti ω i ω′
koji odgovaraju tim duºima bili

nejednaki, jedan od njih bio bi ve¢i od drugog, npr. ω′ > ω. U tom slu£aju

u uglu ω′
postoji poluprava A′P ′

koja s polupravom A′B′
zahvata ugao ω′′

jednak s uglom ω. S obzirom da je prava a′ paralelna s pravom b, a poluprava
A′P ′

u uglu paralelnosti, poluprava A′B′
se£e pravu b′ u nekoj ta£ki P ′

. Neka

je P ta£ka prave b s one strane prave A′B′
sa koje je ugao ω takva da je

BP ∼= B′P '. Pri tome su trouglovi △ABP i △A′B′P ′
podudarni, pa su

uglovi ∡BAP i ∡B′A′P ′
jednaki. Stoga je ugao ∡BAP jednak sa uglom ω′′

,

dakle i sa uglom ω, te su prave AP i a istovetne. Ipak, to je nemogu¢e, jer

prava AP se£e pravu b, dok je prava a paralelna s njom. Otuda sledi da su

uglovi ω i ω′
jednaki, pa je prvi deo teoreme dokazan.

A

a

b
B

ω P

A′

a′

b′
B′

ω′ P ′

B′′

b′′

Slika 1.17.

Da bismo dokazali drugi deo teoreme pretpostavimo da su uglovi paralelnosti

ω i ω′
koji odgovaraju duºima AB i A′B′

me�u sobom jednaki. Ako pri tome

duºi AB i A′B′
nisu jednake, bi¢e npr. A′B′ > AB. U tom slu£aju izme�u

ta£aka A′
i B′

postoji ta£ka B′′
takva da je AB = A′B′′

. S obzirom da je

normala b′ u ta£ki B′
na kraku A′B′

o²trog ugla ω′
paralelna s drugim krakom

tog ugla, prava B′′
normalna na kraku A′B′

u ta£ki B′′
koja se nalazi izme�u

ta£aka A′
i B′

se£e drugi krak ugla ω′
, dakle i pravu a′ u nekoj ta£ki P ′

.

Neka je P ta£ka prave a, s one strane prave AB s koje je ugao ω takav

da je A′P ′ ∼= AP . Pri tome su trouglovi △ABP i △A′B′′P ′
podudarni, te

je ∡ABP ∼= ∡A′B′′P ′
. No ∡A′B′′P ′

je prav pa je i ∡ABP prav. S obzirom

da su prave BP i b upravne na duºi AB u istoj ta£ki, one su istovetne. No

to je nemogu¢e, jer prava BP se£e pravu a, dok je prava b paralelna s njom.

Stoga su duºi AB i A′B′
jednake, pa je i drugi deo teoreme dokazan. �

Teorema 1.11. Ve¢oj duºi odgovara manji ugao paralelnosti, i obratno,

manjem uglu paralelnosti odgovara ve¢a duº.

Dokaz: Obeleºimo sa b i b′ dve proizvoljne prave, sa A i A′
ta£ke izvan

njih, sa B i B′
podnoºja upravnih iz ta£aka A i A′

na pravama b i b′, a sa a
i a′ prave kroz ta£ke A i A′

paralelne s pravama b i b′.
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A

a

P b
B

ω A′′

a′′

b′′

a′

B′

ω′′

S

A′

ω′

Slika 1.18.

O²tri uglovi ω i ω′
koje zahvataju poluprave AB i A′B′

sa pravama a i

a′ su po de�ni
iji uglovi paralelnosti koji odgovaraju duºima AB i A′B′
. Da

bismo dokazali prvi deo teoreme pretpostavimo da je duº A′B′
ve¢a od duºi

AB. U tom slu£aju izme�u ta£aka A′
i B′

postoji ta£ka A′′
takva da je duº

AB jednaka duºi A′′B′
. Neka je a′′ prava koja sadrºi ta£ku A′′

, a paralelna je

pravoj b′ u onom smeru u kojem je i prava a′ paralelna sa pravom b′, a ω′′
ugao

paralelnosti koji odgovara duºi A′′B′
. S obzirom da su duºi AB i A′′B′

me�u

sobom jednake, prema prethodnoj teoremi jednaki su i uglovi paralelnosti

ω i ω′′
koji odgovaraju tim duºima. Dokaºimo da je ugao ω′

manji od ugla

ω′′
. Pre svega saglasni uglovi ω′

i ω′′
koje odre�uje se£i
a A′A′′

sa pravama

a′ i a′′ ne mogu biti jednake, jer bi tada prave a′ i a′′ bile hiperparalelne,

²to je nemogu¢e jer su obe paralelne s pravom b′ u istom smeru, dakle i

me�u sobom. Ako bi ugao ω′′
bio manji od ugla ω′

postojala bi u uglu ω′

poluprava A′S ′
koja zahvata sa polupravom A′B′

ugao jednak s uglom ω′′
.

Ta poluprava sekla bi pravu a′′ u nekoj ta£ki S ′
, pa bi kod trougla △A′A′′S ′

spolja²nji ugao A′′
bio jednak unutra²njem nesusednom uglu A′

, ²to je prema

poznatom stavu iz apsolutne gemetrije nemogu¢e. Stoga je ω′ < ω′′
, i prema

tome ω′ < ω. Ovim smo dokazali prvi deo teoreme.

A

a

b′′
B′′

ω

SB

bω′′

A′

a′

b′
B′

ω′

Slika 1.19.

Da bismo dokazali drugi deo teoreme, pretpostavimo da je ugao ω′
manji od

ugla ω. U tom slu£aju, u uglu ω postoji poluprava AS koja sa polupravom

AB zahvata ugao jednak sa uglom ω′
. Ta poluprava se£e pravu b u nekoj

ta£ki S. S obzirom da je ugao ω o²tar i ugao ∡BAS sadrºan u njemu tako�e
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je o²tar. Stoga postoji jedinstvena prava B′′
upravna na kraku AB u nekoj

ta£ki B′′
, a paralelna sa drugim krakom AS ugla ∡BAS. S obzirom da uglovi

paralelnosti ω i ω′
nisu jednaki, prema prethodnoj teoremi nisu ni duºi AB i

A′B′
jednake, pa je ta£ka B′′

razli£ita od ta£ke B. Ta£ka B′′
ne moºe biti ni

izme�u ta£aka A i B, jer bi tada prava B′′
sekla strani
u AB trougla △ASB

pa bi prema Pa²ovoj teoremi sekla jo² jednu njegovu strani
u. Me�utim,

to je nemogu¢e jer je prava b′′ paralelna sa pravom AS, a hiperparalelna sa

pravom BS. Otud sledi da se ta£ka B′′
nalazi iza ta£ke B u odnosu na ta£ku

A, pa je duº AB′′
ve¢a od duºi AB. Iz jednakosti uglova ω′

i ω′′
sledi da su

duºi AB′′
i A′B′

jednake, pa je i duº A′B′
ve¢a od duºi AB. Ovim je teorema

dokazana. �

Teorema 1.12. Funk
ija Loba£evskog ωx = Π(x) kojom se svakoj duºi x
dodeljuje ugao paralelnosti ωx , je de�nisana za svako x iz intervala 0 < x <
∞, ona je neprekidna i strogo opadaju¢a funk
ija uzimaju¢i sve vrednosti iz

intervala 0 < ω < R, gde je R prav ugao. Pri tome je

lim
x→0

Π(x) = R i lim
x→∞

Π(x) = 0.

Dokaz: Prvi deo teoreme sledi neposredno, jer kroz ta£ku A koja se nalazi

na odstojanju AB = x od prave a postoje dve prave a1 i a2 koje su u raznim

smerovima paralelne s pravom a. Pri tome su o²tri uglovi koje odre�uju prave

a1 i a2 s polupravom AB uglovi paralelnosti tih pravih u ta£ki A prema pravoj

a. Ti uglovi su jednaki, oni prema de�ni
iji predstavljaju vrednost funk
ije

Π(x) za odse£ak x. Stoga je funk
ija Π(x) de�nisana za svaki odse£ak iz

intervala 0 < x < ∞.

Drugi deo stava sledi iz ranije dokazanog stava prema kojem za svaki

o²tar ugao ω ≡ ∠AOB postoji prava n koja je u nekoj ta£ki A upravna na

kraku OA i paralelna s krakom OB tog ugla. U tom slu£aju imamo da je

ω = Π(OA), te za svaki o²tar ugao 
 postoji odse£ak x takav da je ω = Π(x).
Tre¢i deo stava sledi iz ranije dokazane teoreme, jer pri x1 < x2 imamo

da je ω1 > ω2 , tj. da je Π(x1) > Π(x2). Iz dokazanih osobina neposredno

sledi da je

lim
x→0

Π(x) = R i lim
x→∞

Π(x) = 0. �

Ova teorema govori da se u malim delovima prostora geometrija Loba£ev-

skog malo razlikuje od euklidske geometrije, kao i da se ta razlika smanjuje

smanjivanjem posmatranog dela prostora. Ve¢ smo videli da slu£aj x = π
2

odgovara euklidskoj geometriji. Euklidkska geometrija je grani£ni slu£aj hi-

perboli£ke geometrije kada rastojanja neograni£eno opadaju.

De�ni
ija 1.3. Za ugao paralelnosti Π(−x) vaºi:

Π(x) + Π(−x) = π.
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O

A

B

p

x

−x

Π(x)

Π(−x)

Slika 1.21.

1.4.1 Konstruk
ija ugla paralelnosti i duºine koja mu odgovara

Konstruk
iju paralelne prave iz ta£ke A prema pravoj p, pokazao je Jano²
Boljaj u svom Appendix -u.

A

B C

D

E

F

p

α

α

Slika 1.22.

Ako iz ta£ke A spustimo normalu AB = a na pravu p i iz proizvoljne ta£ke C
sa prave p uzdignemo normalu CD i AD⊥CD, tada iz ta£ke B opi²emo krug

polupre£nika AD koji ¢e prese¢i CD u ta£ki E pod uglom α. Prenesemo

ugao α iz ta£ke A na AB i time dobijamo traºenu paralelu AF . Duºina koja

odgovara uglu α ozna£avamo sa D(α), i odre�ujemo tako ²to na
rtamo neki

pravougli trougao ABC, u kome je α o²tar ugao kod temena A. U ta£ki B
konstrui²emo BB′

za koju vaºi BB′⊥AB. Na duº AB nanesemo duºinu AD
za koju vaºi AD = CD i iz ta£ke D konstrui²emo normalu DE na pravu

AB. Tada je AE duºina koja odgovara uglu paralelnosti α. Ako se nanese

da je AF = AE, onda je FF ′‖AB.
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A

B

C

D

E

F

B′
F ′

α

Slika 1.23.
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2 Geometrija poligona u ravni Loba£evskog

2.1 Uglovi trougla i n-tougla u ravni Loba£evskog

2.1.1 Leºandrove teoreme

Leºandr

17

je u prou£avanju veze izme�u aksioma apsolutne geometrije i

Euklidovog V postulata do²ao do vaºnih zaklju£aka koji se odnose na zbir

unutra²njih uglova u trouglu. Da bi dokazao Euklidov V postulat kao posle-

di
u sistema apsolutne geometrije, obogatio je poznavanje apsolutne geome-

trije. U to vreme bilo je poznato da je u euklidskoj geometriji zbir unutra²njih

uglova u trouglu jednak zbiru dva prava ugla.

Teorema 2.1. Zbir unutra²njih ugova trougla ne moºe biti ve¢i od zbira

dvaju pravih uglova.

Dokaz: Kako bismo dokazali ovu teoremu, potrebno je da dokaºemo

slede¢i stav:

Za svaki trougao ∆ postoji trougao ∆1 kojem je zbir unutra²njih uglova

jednak zbiru unutra²njih uglova trougla ∆, a jedan njegov unutra²nji ugao

bar dva puta manji od unapred nazna£enog ugla trougla ∆.

A

B C

D

A1

Slika 2.1.

Neka su A, B, C temena trougla ∆, i neka je D sredi²te strani
e AC i A1

ta£ka simetri£na ta£ki B u odnosu na ta£kuD. Pri tom je△ABD ∼= △CA1D
pa je i

∡ABD = ∡CA1D i ∡BAD = ∡A1CD,

a tako je i

∡ABA1 = ∡CA1B i ∡BAC = ∡A1CA.

Na osnovu ovih jednakosti dolazimo do slede¢eg:

∡CAB + ∡ABC + ∡BCA = ∡BAC + ∡ABA1 + ∡A1BC + ∡BCA

= ∡ACA1 + ∡CA1B + ∡A1BC + ∡BCA

= ∡CA1B + ∡A1BC + ∡BCA1

17

Adrijen-Mari Leºandr , fran
uski matemati£ar.
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a to upravo zna£i da su zbirovi unutra²njih uglova trouglova ABC i A1BC
jednaki, a samim tim i da je jedan od uglova A1 ili B trougla A1BC bar dva

puta manji od ugla B trougla ABC. Zato su A1, B i C temena trougla ∆
koji ima navedene osobine. Ovim je dokazan pomo¢ni stav.

Nastavimo sada sa dokazom teoreme. Pretpostavimo suprotno, da postoji

neki trougao ∆ kod koga je zbir σ unutra²njih uglova ve¢i od π, tj. da je

σ = 2R + ε, gde je R prav ugao i ε proizvoljan ugao. Prema prethodno

dokazanom stavu postoji trougao ∆1 takav da su zbirovi σ i σ1 njihovih

unutra²njih uglova jednaki, a jedan njegov unutra²nji ugao α1 bar dva puta

manji od unutra²njeg ugla α trougla ∆. Zatim, postoji trougao ∆2, takav da

je zbir njegovih unutra²njih uglova σ2 jednak σ1, a jedan njegov unutra²nji

ugao α2 bar dva puta manji od unutra²njeg ugla α1 trougla∆1. Ponavljanjem

datog postupka dobijamo trougao ∆n kojem je zbir σn unutra²njih uglova

jednak zbiru σn−1 unutra²njih uglova trougla ∆n−1, a jedan njegov ugao αn

bar dva puta manji od ugla αn−1 trougla ∆n−1. Zato je i

σn = 2R + ε, a αn 6
1

2n
α.

Broj n moºemo izabrati dovoljno velik da je

1

2n
α < ε,

pa ¢e stoga biti i αn < ε. U tom slu£aju zbir ostala dva unutra²nja uglova

trougla ∆n bi¢e ve¢i od π, ²to je prema poznatom stavu iz apsolutne geome-

trije nemogu¢e. Zato zbir unutra²njih uglova trougla ne moºe biti ve¢i od

zbira dva prava ugla, tj. π. �
Neka je σ zbir unutra²njih uglova nekog trougla ABC. Na osnovu pret-

hodnog, σ(ABC) 6 π, pa je i π − σ(ABC) > 0. Datu razliku nazivamo

defektom trougla ABC i ozna£avamo je sa δ(ABC).
Teorema 2.2. Ako postoji trougao kome je zbir unutra²njih uglova π,

onda zbir unutra²njih uglova svakog trougla tako�e π.

A0

B0 C0D0B1

K0

A1

A

B CD

A′

B′

Slika 2.2.
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Dokaz: Neka je A0B0C0 trougao takav da mu je zbir unutra²njih uglova

jednak π, a ABC bilo kakav drugi trougao. Kako su unutra²nji uglovi kod

bar dva temena nekog trougla o²tri, podnoºje normale iz tre¢eg temena na

pravu koja sadrºi naspramnu ivi
u, pripada toj ivi
i. Pretpostavimo da su

uglovi kod temena B0, C0 i B, C trouglova A0B0C0 i ABC o²tri, i da su D0

i D podnoºja normala iz A0 i A na duºi B0C0 i BC. Kako je

σ(A0B0D0) + σ(A0C0D0) = σ(A0B0C0) + π,

bi¢e i

σ(A0B0C0) = π.

Uz to je i

σ(ABD) + σ(ACD) = σ(ABC) + π,

pa ako je σ(ABD) = σ(ADC), bi¢e i σ(ABC) = π.
Da bismo dokazali da je σ(ABD) = π, sa An i Bn, n = 1, 2, ... obeleºimo

ta£ke polupravih (D0A0) i (D0B0) takve da je

AnD0 = 2nA0D0 i BnD0 = 2nB0D0.

Dokaºimo da je σ(AnBnD0) = σ(A0B0D0)π. Neka ta£ka K0 pripada pravoj

n koja je normalna na pravu A0D0, sa one strane te prave sa koje je i ta£ka

B0, takvu da je A0K0
∼= D0B0. Tada je

△A0B0D0
∼= △B0A0K0

∼= △A1K0A0
∼= △K0B1B0,

i vaºi raspored B(A1, K0, B1) pa je zato i σ(A1B1D0) = π. Ponavljanjem

ovog postupka kona£no mnogo puta dokazuje se da je σ(AnBnD0) = π. Za

dovoljno veliko n, na osnovu Arhimedove aksiome, bi¢e BD < BnD0 i AD <
AnD0. Zbog toga, na polupravama (DA) i (DB) postoje ta£ke A′

i B′
takve

da je B(D,A,A′), B(D,B,B′), B′D ∼= BnD0 i A
′D ∼= AnD0, pri £emu je

σ(A′B′D) = σ(AnBnD0) = π.

Kako je i

σ(A′B′B) + σ(A′BD) = σ(A′B′D) + π,

na osnovu prethodne teoreme dolazimo do zaklju£ka da je i σ(A′BD) = π.
Sli£no,

σ(A′BA) + σ(ABD) = σ(A′BD) + π,
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pa je i σ(ABD) = π. Na isti na£in dokazuje se i da je σ(ACD) = π, pa je

odatle i σ(ABC) = π. �
Teorema 2.3. Postoji trougao kome je zbir unutra²njih uglova jednak

π, ako i samo ako svaka prava upravna na jednom kraku bilo kojeg o²trog

ugla se£e drugi krak tog ugla.

O

p

q

P

Q

K

P1

Q1

Pn

QnN

n

O

p

q

Pn−1

Qn−1

Pn

Qn

Slika 2.3.

Dokaz: Neka je pq o²tar ugao sa temenom O, neka je P proizvoljna

ta£ka poluprave p, Q podnoºje normale iz ta£ke P na polupravu q i N ta£ka

u kojoj je neka prava n normalna na q. Ako je B(O,N,Q), jednostavno se,

na osnovu Pa²ove aksiome dokazuje da n se£e p. Zato pretpostavimo da je

B(O,Q,N) i obeleºimo sa Pn i Qn, n = 1, 2, ... ta£ke polupravih p i q takvih

da je B(O,P, P1, ..., Pn) i B(O,Q,Q1, ..., Qn), OPn = 2nOP i OQn = 2nOQ.
Ako postoji trougao kome je zbir unutra²njih uglova π, onda, kao i u

dokazu prethodne teoreme, moºemo dokazati da je trougao OPnQn pravo-

ugli trougao, sa pravim uglom kod temena Qn, i da mu je zbir unutra²njih

uglovajednak π. Zaista, ako sa K obeleºimo ta£ku prave k koja je u ta£ki

P normalna na pravu PQ , sa one strane sa koje je i ta£ka P1, takvu da je

PK ∼= OQ, tada je

△OPQ ∼= △PP1K ∼= △Q1PQ ∼= △PQ1K,

i B(P1, K,Q1), pa je odatle i σ(OP1Q1) = π. Ponavljanjem ovog postupka

kona£no mnogo puta, dokazuje se da je σ(OPnQn) = π. Za dovoljno veliko

n, na osnovu Arhimedove aksiome, bi¢e ON < OQn, pa, po²to prava n se£e

duº OQn, a ne se£e PnQn, jer su prave n i PnQn normalne na pravu q, onda
¢e, na osnovu Pa²ove aksiome, se¢i duº OPn.

Obratno, neka za svako n prava qn koja je u ta£ki Qn normalna na kraku

q, se£e krak p ugla pq u ta£ki Pn. Jednostavno se pokazuje da je tada

δ(OPnQn) = δ(OPn−1Qn−1) + δ(QnPn−1Qn−1) + δ(Pn−1QnPn)

= 2δ(OPn−1Qn−1) + δ(Pn−1QnPn).

Ako pretpostavimo da postoji trougao kome je defekt pozitivan, onda je, na

osnovu prethodne teoreme, defekt svakog trougla pozitivan, pa je zato
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δ(OPnQn) > 2δ(OPn−1Qn−1) > ... > 2nδ(OPQ).

Broj n moºemo izabrati dovoljno velik tako da broj 2nδ(OPQ) bude ve¢i od
bilo kog unapred zadatog broja, pa dakle i od π. Tada je

δ(OPnQn) > π,

²to je nemogu¢e. Dakle, ne postoji trougao kome je defekt pozitivan, pa je

zbir unutra²njih uglova bilo kojeg trougla jednak π. �
Teorema 2.4. Postoji trougao kome je zbir unutra²njih uglova jednak π

ako i samo ako za svaku ta£ku B i pravu a koja je ne sadrºi, u njima odre�enoj

ravni postoji jedinstvena prava b, koja sadrºi B i sa a nema zajedni£kih

ta£aka.

Dokaz: Ako je A podnoºje normale iz B na a, prava b koja sadrºi ta£ku

B i normalna je na pravu AB nema sa pravom a zajedni£kih ta£aka, jer

bi, u protivnom, iz njihove prese£ne ta£ke postojale dve normalne prave na

pravu AB. Pretpostavimo da postoji trougao kome je zbir unutra²njih uglova

jednak π i dokaºimo da je tada prava b jedinstvena. U tom prav
u, neka je

c prava koja sadrºi B i neka je c′ poluprava sa temenom B koja joj pripada,

a sa polupravom (BA) zahvata o²tar ugao. Prava a je upravna na (BA), pa
na osnovu prethodne teoreme ona se£e c′, dakle i c.

A

B

c′

a

b

c

A

B

c′

a

b

DC

B′

Slika 2.4.

Obratno, ako sa C obeleºimo proizvoljnu ta£ku prave a razli£itu od A
i sa B′

proizvoljnu ta£ku prave b sa one strane prave AB sa koje je i C,
bi¢e σ(ABC) = π. Kako je, na osnovu teoreme 2.1., σ(ABC) 6 π, bi¢e
i ∡BCA 6 ∡CBB′

. Da je ∡BCA < ∡CBB′
, postojala bi u uglu CBB′

poluprava c′ koja sa (BC) zaklapa ugao γ podudaran uglu BCA. Kako je

ugaoBCA o²tar, i γ bi bio o²tar ugao, pa bi poluprava c′ sekla pravu a u nekoj
ta£ki D. Tada bi u trouglu BCD spolja²nji ugao kod temena C bio jednak

unutra²njem uglu kod temena B, ²to je nemogu¢e. Dakle, ∡BCA ∼= ∡CBB′
,

pa je i σ(ABC) = π. �
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2.1.2 Unutra²nji uglovi trougla i n-tougla

Teorema 2.5. Zbir unutra²njih uglova trougla u ravni Loba£evskog ma-

nji je od zbira dva prava ugla.

Dokaz: Neka je A proizvoljna ta£ka izvan neke prave a i π ravan odre�ena

ta£kom A i pravom a. Neka je zatim P podnoºje uprave iz ta£ke A na pravoj

a, a b prava koja pripada ravni π i koja je u ta£ki A upravna na duºi AP .

A b

P C

B

Slika 2.5.

Prema poznatom stavu iz apsolutne geometrije prava b nema sa pravom

a zajedni£kih ta£aka. Ako obeleºimo sa Q bilo koju ta£ku prave a razli£itu

od ta£ke P i sa B bilo koju ta£ku prave b koja se nalazi sa one strane prave

AP sa koje je ta£ka Q, bi¢e

∡PAQ+ ∡QAB = ∡PAB = R,

gde je R prav ugao. Indirektnim postupkom dokaºimo da je

∡PQA < ∡QAB.

Ako bi bilo ∡PQA > ∡QAB, tada bi zbir unutra²njih uglova trougla

APQ bio ve¢i od zbira dva prava ugla, ²to je prema poznatoj teoremi nemo-

gu¢e. Ako bi bilo ∡PQA = ∡QAB, tada bi zbir unutra²njih uglova trougla

APQ bio jednak zbiru dva prava ugla, te bi prema poznatoj teoremi va-

ºila Plejferova aksioma paralelnosti, a ne aksioma paralelnosti Loba£evskog.

Stoga je ∡PQA < ∡QAB, pa je zbir unutra²njih uglova trougla APQ, prema

tome i svakog drugog trougla u ravni Loba£evskog manji od zbira dva prava

ugla. �

Teorema 2.6. Zbir svih unutra²njih uglova n-tougla u ravni Loba£evskog
manji je od zbira 2n− 1 pravih uglova.

Dokaz: Prema poznatom stavu iz apsolutne geometrije svaka n-tougaona
povr² ω moºe se svojim unutra²njim dijagonalama razloºiti na n − 2 trou-

gaonih povr²i ω1, ..., ωn−2. Pri tome je zbir svih unutra²njih uglova povr²i

ω, dakle i n-tougla koji predstavlja rub te povr²i, jednak zbiru unutra²njih

uglova trougaonih povr²i ω1, ..., ωn−1. No, zbir unutra²njih uglova svake od

trougaonih povr²i ω1, ..., ωn−1 manji je od zbira dva prava ugla, te je i zbir

svih unutra²njih uglova n-tougla u ravni Loba£evskog manji od zbira 2n− 4
pravih uglova. �
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2.1.3 Spolja²nji uglovi trougla i n-tougla

Teorema 2.7. Svaki spolja²nji ugao trougla u ravni Loba£evskog ve¢i je

od zbira dvaju unutra²njih nesusednih uglova tog trougla.

A

B
C D

Slika 2.6.

Dokaz: Ako je ABC proizvoljan trougao, njegov spolja²nji ugao ACD
bi¢e suplementan sa odgovaraju¢im uglom trougla BCA, pa je

∡BCA+ ∡ACD = R,

gde je R prav ugao. Prema poznatoj teoremi imamo da je

∡CAB + ∡ABC + ∡BCA < 2R,

pa je i

∡ACD > ∡CAB + ∡ABC.

Ovim je teorema dokazana. �

Teorema 2.8. Zbir svih spolja²njih uglova konveksnog n-tougla u ravni

Loba£evskog ve¢i je od zbira £etiri prava ugla.

Dokaz: Neka je σn zbir svih unutra²njih uglova konveksnog n-tougla
A1, ..., An, sa σ′

n zbir svih spolja²njih uglova tog n-tougla, i sa R prav ugao.

S obzirom da je svaki spolja²nji ugao suplementan sa odgovaraju¢im unutra-

²njim uglom tog n-tougla, bi¢e

σn + σ′

n = 2nR.

Prema poznatoj teoremi imamo da je σn < (n− 2)2R, pa je

2nR− σ′

n < (n− 2)2R,

i, prema tome, i σ′
n > 4R. �
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2.2 Podudarnost u geometriji Loba£evskog

U geometriji Loba£evskog, osim pet stavova vezanih za podudarnost tro-

uglova iz apsolutne geometrije, vaºi i ²esti stav podudarnosti trouglova.

Teorema 2.9. Ako su odgovaraju¢i unutra²nji uglovi dvaju trouglova

ravni Loba£evskog me�u sobom jednaki, ti trouglovi su podudarni.

A

B
C

B′ C′

C′

P

A′

B′ C′

Slika 2.7.

Dokaz: Neka je kod dva trougla ABC i A′B′C ′
u ravni Loba£evskog

∡A = ∡A′
, ∡B = ∡B′

i ∡C = ∡C ′
.

Da bismo dokazali da su ovi trouglovi podudarni dovoljno je dokazati da su

im odgovaraju¢e strani
e jednake. Dokaz izvedimo indirektnim postupkom.

Stoga pretpostavimo da dve odgovaraju¢e strani
e npr. AB i A′B′
nisu

jednake, ve¢ da je re
imo

AB > A′B′

Iz nejednakosti ovih strani
a sledi da izme�u ta£aka A i B postoji ta£ka

B1 takva da je AB1 = A′B′
. Ako je C1 ta£ka poluprave AC takva da je

AC1 = A′C ′
, bi¢e ta£ka C1 izme�u ta£aka A i C. Zaista, ako bi ta£ka

C1 bila iza ta£ke C u odnosu na ta£ku A, duºi BC i B1C1 bi se sekle u

nekoj ta£ki P . Iz podudarnosti trouglova AB1C1 i A′B′C ′
imali bismo da

je ∡AC1B1 = ∡A′C ′B′
, pa je i ∡AC1B1 = ∡ACB. No to je nemogu¢e,

jer je ∡AC1B1 unutra²nji, a ∡ACB spolja²nji ugao trougla PCC1. Ovim

smo dokazali da ta£ka C1 nije iza ta£ke C u odnosu na ta£ku A. Ta£ka C1

ne moºe biti ni istovetna s ta£kom C, jer bi zbog podudarnosti trouglova

AB1C1 i A′B′C ′
bili jednaki uglovi ACB1 i ACB, ²to je tako�e nemogu¢e

jer je poluprava CB1 u uglu ACB. Stoga je ta£ka C1 izme�u ta£aka A i

C. Iz podudarnosti trouglova AB1C1 i A′B′C ′
sledi da je ∡B1 = ∡B′

i

∡C1 = ∡C ′
, pa je ∡B1 = ∡B i ∡C1 = ∡C. U tom slu£aju kod prostog

£etvorougla BCC1B1 bi¢e zbir unutra²njih uglova jednak zbiru £etiri prava

ugla, ²to je prema poznatoj teoremi nemogu¢e. Stoga je
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AB = A′B′
,

pa su prema poznatom stavu iz apsolutne geometrije trougovi ABC i A′B′C ′

podudarni. �

Teorema 2.10. U hiperboli£koj geometriji svaka sli£nost je podudarnost.

Dokaz: Ako datu duº AB sli£no²¢u preslikamo na duº A1B1 i ako ta£ku C
koja ne pripada duºi AB sli£no²¢u preslikamo na ta£ku C1 tada ¢e uglovi

△ABC i △A1B1C1 biti podudarni. Na osnovu prethodne teoreme vaºi i da

je AB = A1B1, te je zbog toga svaka sli£nost i podudarnost. �

2.3 Paralelogram i romb u ravni Loba£evskog

De�ni
ija 2.1. Hiperboli£kim paralelogramom nazivamo £etvorougao ko-

jem naspramne strani
e pripadaju paralelnim pravama. Kra
i unutra²njih

uglova takvog £etvorougla saglasni su sa smerom paralelnosti naspramnih

strani
a ili ne. Ako su oba kraka unutranjeg ugla hiperboli£kog paralelograma

saglasna sa odgovaraju¢im smerovima, teme nazivamo prvim osnovnim; ako

oba kraka nisu saglasna sa odgovaraju¢im smerovima, teme nazivamo drugim

osnovnim; ostala temena hiperboli£kog paralelograma nazivamo bo£nim.

De�ni
ija 2.2. Hiperboli£kim rombom nazivamo hiperboli£ki paralelo-

gram kojem su dve susedne strani
e koje se seku u nekom osnovnom temenu

me�usobno jednake.

Teorema 2.11. Simetrale unutra²njih uglova kod osnovnih temena i

simetrale spolja²njih uglova kod bo£nih temena hiperboli£kog paralelograma

su me�usobno hiperparalelne.

A

C

D

M

B

N

Slika 2.8.

Dokaz: Neka je A prvo i C drugo osnovno teme hiperboli£kog paralelo-

grama ABCD. Ako obeleºimo sa M zajedni£ku beskona£no udaljenu ta£ku

paralelnih pravih AB i DC, a sa N zajedni£ku beskona£no udaljenu ta£ku

paralelnih pravih AD i BC, bi¢e prava NM paralelna s pravama AB i DC,

31



a prava MN paralelna s pravama AD i BC. Stoga su simetrale unutra²njih

uglova kod osnovnih temena A i C i simetrale spolja²njih uglova kod bo£nih

temena B i D hiperboli£kog paralelograma ABCD upravne na pravoj MN ,

i prema tome me�u sobom hiperparalelne.�

Teorema 2.12. Kod hiperboli£kog romba svake dve strani
e koje se seku

u istom osnovnom temenu su me�u sobom jednake, a dijagonale me�u sobom

normalne.

A

B

C

D

N M

Slika 2.9.

Dokaz: Neka su A i C osnovna temena hiperboli£kog romba ABCD.

Saglasno de�ni
iji, dve strani
e koje se seku u jednom njegovom osnovnom

temenu, npr. strani
e AB i AD me�usobno su jednake; dokaºimo da su i

strani
e koje se seku u drugom osnovnom temenu tog romba jednake me�u

sobom, tj. da je BC = CD.

Dijagonala BD koja spaja bo£na temena hiperboli£kog romba razlaºe

uglove kod tih temena, pa je

∡ABC = ∡ABD + ∡DBC i ∡ADC = ∡ADB + ∡BDC.

Ako obeleºimo saM zajedni£ku beskona£no udaljenu ta£ku paralelnih pravih

AD i BC, a sa N zajedni£ku beskona£no udaljenu ta£ku paralelnih pravih

AB i CD, bi¢e kod nesvojstvenih trouglova ABM i ADN sa beskona£no

udaljenim temenima M i N uglovi BAM i DAN jednaki, a strani
e AB i

AD jednake, te su prema poznatom zadatku ti trouglovi podudarni. Stoga je

∡ABM = ∡ADN i prema tome ∡ABC = ∡ADC. Ipak, kod trougla ABD
je AB = AD, pa je ∡ABD = ∡ADB. Otuda je i ∡DBC = ∡BDC, pa je

kod trougla BCD, BC = CD.

Dokaºimo sad da su kod hiperboli£kog romba ABCD dijagonale AC i

BD me�usobno normalne. Ako su A i C osnovna temena tog romba, prema

prvom delu ove teoreme imamo da je AB = AD i BC = CD, pa su ta£ke A
i C na simetrali duºi BD. Otuda je AC ⊥ BD. �
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2.4 Lambertov i Sakerijev £etvorougao

Lambertov

18

£etvorougao je onaj £etvorougao koji ima tri prava ugla.

Osnovne ivi
e su one ivi
e AB i BC Lambertovog £etvorougla ABCD kome

su uglovi A, B i C pravi. �etvorougao ABCD naziva se Sakerijevim

19

£e-

tvorouglom ako su mu uglovi kod temena A i B pravi, a ivi
e BC i AD
me�usobno hiperparalelne. Ivi
a AB naziva se osnovi
om, ivi
a CD protivo-

snovi
om, a ivi
e BC i AD bo£nim ivi
ama Sakerijevog £etvorougla. Svaka

£etvorougaona povr² £iji je rub Lambertov ili Sakerijev £etvorougao je kon-

veksana geometrijska �gura.

Kako se izometrijom prav ugao slika u prav ugao, tako se i Lambertov

i Sakerijev £etvorougao izometrijom slikaju redom na Lambertov i Sakerijev

£etvorougao. Zbog toga su Lambertovi £etvorouglovi kod kojih su osnovne

ivi
e podudarne odgovaraju¢im ivi
ama drugog me�usobno podudarni likovi.

Sli£no vaºi i za Sakerijeve £etvorouglove - ukoliko su osnovi
a i bo£ne strane

jednog £etvorougla podudarne sa odgovaraju¢im strani
ama drugog, ta dva

£etvorougla su me�usobno podudarni likovi.

Teorema 2.13. Uglovi na protivosnovi
i Sakerijevog £etvorougla su po-

dudarni.

A B

CD

Slika 2.10.

Dokaz: Neka je dat Sakerijev £etvorougao ABCD sa osnovi
om AB.

Tada su, na osnovu prvog stava podudarnosti apsolutne geometrije, trou-

glovi DAB i CBA me�usobno podudarni. Na osnovu tre¢eg stava apsolutne

geometrije o podudarnosti, bi¢e podudarni i trouglovi ACD i BDC , pa ¢e

biti i ∡C ∼= ∡D. �

Teorema 2.14. Ako su M i N , redom, sredi²te osnovi
e AB i sredi²te

protivosnovi
e CD Sakerijevog £etvorougla ABCD, tada su £etvorouglovi

AMND i BMNC Lambertovi £etvorouglovi.

18

Johan Hajnrih Lambert, ²vaj
arski matemati£ar i �zi£ar.

19

�irolamo Sakeri, italijanski matemati£ar.
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A B

CD

M

N

Slika 2.11.

Dokaz: Kako su trouglovi AND i BNC me�usobno podudarni, na osnovu

prvog stava podudarnosti trouglova bi¢e AN ∼= BN , pa su trouglovi AMN i

BMN podudarni na osnovu tre¢eg stava podudarnosti apsolutne geometrije.

Odatle sledi da su uglovi NMA i NMB podudarni i naporedni, pa su pravi.

Sli£no, iz podudarnosti trouglova DMA i CMB sledi da su i trougloviDMN
i CMN me�usobno podudarni, pa su uglovi MND i MNC pravi. Iz svega

ovoga sledi da £etvorouglovi AMND i BMNC zadovoljavaju uslove da budu

Lambertovi £etvorouglovi. �

2.5 Asimptotski poligoni. Asimptotski trouglovi

U ravni Loba£evskog postoje poligoni kojima su sva ili samo neka temena

nesvojstvena, tj. beskona£no daleke ta£ke. Prave koje odre�uju beskona£no

daleku ta£ku su paralelne. Ako poligon ima bar jedno nesvojstveno teme

nazivamo ga asimptotskim ili nesvojstvenim poligonom. Dozvoljeno je da

poligon ima i vi²e nesvojstvenih temena, kao i da dva susedna temena budu

nesvojstvena. Pretpostavka je da je mera ugla kod nesvojstvenog temena

nula. Navedimo osobine asimptotskih trouglova sa nesvojstvenim temenima.

Teorema 2.15. U trouglu s jednim nesvojstvenim temenom spolja²nji

ugao kod jednog kona£nog temena ve¢i je od unutra²njeg ugla kod drugog

kona£nog temena.

Dokaz: Neka je dat trougao ABC sa jednim nesvojstvenim temenom,

npr. C. Dokaºimo da je spolja²nji ugao DAC kod temena A ve¢i od unutra-

²njeg ugla B trougla ABC.

A

B
C

D

E

Slika 2.12.
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Pretpostavimo da su suplementni uglovi DAC i ABC jednakiTada bi

prave AC i BC bile bi hiperparalelne, ²to je nemogu¢e jer su one po pret-

postav
i paralelne. Ako bi ugao DAC bio manji od ugla ABC, u uglu BAC
postojala bi poluprava AE takva da je ∡DAE = ∡ABC. S obzirom da je

prava AC paralelna sa pravom BC, a poluprava AE u uglu BAC, poluprava
AE se£e polupravu BC u nekoj ta£ki E. Sad bi kod trougla ABE sa kona£-

nim temenima spolja²nji ugao DAE bio jednak unutra²njem uglu B, ²to je

prema poznatom stavu iz apsolutne geometrije nemogu¢e. Zato je

∡DAC > ∡A,

pa je time teorema dokazana. �

Teorema 2.16. Dva trougla koji imaju po jedno nesvojstveno teme su

podudarna

(a) ako su kona£na strani
a i jedan ugao nalegli na toj strani
i jednog

trougla jednaki odgovaraju¢im elementima drugog trougla,

(b) ako su oba nalegla ugla na kona£noj strani
i jednog trougla jednaka

odgovaraju¢im uglovima drugog trougla.

Dokaz: Neka su dati asimptotski trouglovi △ABC i △A1B1B1C1, sa

nesvojstvenim temenima C i C1. Iz njihove podudarnosti neposredno sledi

da su uslovi ove teoreme ispunjeni. Ostaje da se pokaºe ovo vaºi i u obrnutom

smeru.

A

B C

A1

B1
C1

C2

Slika 2.13.

(a) Treba dokazati da je AB = A1B1, a da bi se to dokazalo, dovoljno je

pokazati da su uglovi B i B1 jednaki. Ako ti uglovi ne bi bili jednaki,

jedan od njih bio bi ve¢i od drugog, pretpostavimo da je ∡B1 > ∡B.

U tom slu£aju u uglu A1B1C1 postoji poluprava B1C2 takva da je

∡A1B1C2 = ∡ABC. Pri tome je prava B1C2 paralelna s pravom A1C1

u istom smeru ²to je nemogu¢e. Zato su uglovi B i B1 jednaki, i prema

tome trouglovi △ABC i △A1B1C1 podudarni.
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A

B C

A1

B1
C1

B2

Slika 2.14.

(b) U ovom slu£aju potrebno je dokazati da ako vaºi ∡A = ∡A1 i ∡B =
∡B1, onda su trouglovi △ABC i △A1B1C1 podudarni. Da bismo ovo

uradili, potrebno je dokazati da su i strani
e AB i A1B1 me�usobne

jednake. Ako te strani
e ne bi bile jednake, jedna od njih bila bi ve¢a od

druge, npr. A1B1 > AB. U tom slu£aju izme�u ta£aka A1 i B1 postoji

ta£ka B2 takva da je AB = A1B2. Sad su prema prethodnom delu ove

teoreme trouglovi ABC i A1B2C1 podudarni, pa je ∡B = ∡A1B2C1,

i prema tome ∡A1B1C1 = ∡A1B2C1. Me�utim, to je nemogu¢e, jer

je ugao A1B2C1 spolja²nji, a ugao A1B1C1 unutra²nji ugao trougla

B1B2C1 kojem je teme C1 nesvojstveno. Zato ne vaºi pretpostavka i

strani
e AB i A1B1 su jednake, i prema tome trouglovi ABC i A1B1C1

su podudarni. �

Prethodna teorema vaºi i u spe
ijalnom slu£aju, kada je jedan od asimp-

totskih trouglova pravougli trougao.

Teorema 2.17. Dva pravougla asimptotska trougla sa jednim odgova-

raju¢im nesvojstvenim temenom su podudarna ako i samo ako su im uglovi

jednaki i ako i samo ako su im kona£ne strani
e me�usobno jednake. �

Teorema 2.18. Dva trouga kojima su po dva temena nesvojstvena me�u

sobom su podudarna ako su im jednaki uglovi kod kona£nih temena.

A

B CD

A′

B′ C′D′

Slika 2.15.

Neka su data dva asimptotska trougla ABC i A1B1C1, i neka su temena B i

C, odnosno B1 i C1 nesvojstvena, i neka je ∡A = ∡A1. Ako su AD i A1D1

visine tih trouglova, poluprave AD i A1D1 polove strani
e BC i B1C1, jer

su susedni uglovi BAD i CAD jednaki kao uglovi paralelnosti za odse£ak

AD, a susedni uglovi B1A1D1 i C1A1D1 jednaki kao uglovi paralelnosti za
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odse£ak A1D1. Po²to su uglovi ∡A i ∡A1 jednaki, sledi da su uglovi BAD
i CAD jednaki s uglovima B1A1D1 i C1A1D1. Sad su prema prethodnom

stavu trouglovi ABD i ACD podudarni s trouglovima A1B1D1 i A1C1D1, pa
su i trouglovi ABC i A1B1C1 me�usobno podudarni. �

Teorema 2.19. Dva asimptotska trougla koja imaju po tri nesvojstvena

temena me�usobno su podudarna.

A

B CD

A′

B′ C′D′

Slika 2.16.

Dokaz: Neka su data dva asimptotska trouglo ABC i A1B1C1 kojima

su sva temena nesvojstvena. Iz teoreme 1.6. zaklju£ujemo da postoji prava

n koja je paralelna sa strani
ama AC i AB trougla ABC i normalna na

njegovu strani
u BC u nekoj ta£ki D, kao i prava n1 koja je paralelna sa

strani
ama A1C1 i A1B1 trougla A1B1C1 i normalna na njegovu strani
u

B1C1 u nekoj ta£ki D1. Prema prethodnoj teoremi, △ABD i △ACD su

podudarni sa trouglovima △A1B1D1 i △A1C1D1, pa su, s obzirom na njihov

poloºaj, trouglovi ABC i A1B1C1 tako�e podudarni. �

U asimptotskom trouglu koji ima tri nesvojstvena temena postoji ta£ka

S koja se naziva sredi²tem tog trougla, a ona se dobija u preseku pravih koje

su normalne na jednu, a paralelne sa druge dve strani
e tog asimptotskog

trougla. Poluprave sa temenom S koje su paralelne ivi
ama trougla razlaºu

ravan na tri me�usobno podudarna ugla i vaºi da je SA = SB = SC.

A

B C

S

Slika 2.17.
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Svaki asimptotski trougao sa tri nesvojstvena temena nazivamo pravilnim

asimptotskim trouglom, jer se rota
ijama za ugao

2π
3

skup njegovih temena

A, B i C preslikava na samog sebe.

Uop²teno, imamo da je pravilan asimptotski n-tougao asimptotski n-
tougao kome su ivi
e prave paralelne sa susednim polupravama a1, a2, ..., an
koje imaju zajedni£ko teme S. Tako�e, poluprave a1, a2, ..., an razlaºu ravan

kojoj pripadaju na n podudarnih uglova, i vaºi SA1 = SA2 = ... = SAn, gde

su A1, A2, ..., An nesvojstvena temena tog poligona. Prilikom rota
ije za

2π
n

skup njegovih temena slika se na samoga sebe, jer je sam poligon pravilan.

Slika 2.18.
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3 Merenje povr²ina u euklidskoj geometriji

3.1 Razloºiva jednakost i dopunska jednakost poligona

euklidske ravni

De�ni
ija 3.1. U datom poligonu P ako spojimo dve ta£ke nekom iz-

lomljenom linijom koja se nalazi u unutra²njosti tog poligona, na taj na£in

dobijamo dva nova poligona P1 i P2 £ije sve ta£ke leºe u unutra²njosti poli-

gona P razloºen na poligone P1 i P2.

De�ni
ija 3.2. Ako se dva prosta poligona mogu razloºiti u kona£an

broj trouglova takvih da su dva po dva me�usobno podudarni tada kazemo

da su ti poligoni razloºivo jednaki.

De�ni
ija 3.3. Ako su dva prosta poligona sa£injena od kona£nog broja

dva po dva razloºivo jednakih poligona tada te poligone nazivamo dopunski

jednake poligone.

Teorema 3.1. Postoji paralelogram koji je razloºivo jednak trouglu.

A

B C

Q P R

Slika 3.1.

Dokaz: Neka su u proizvoljnom trouglu ABC date ta£ke P i Q, sredi²ta
njegovih strani
a CA i AB, a R ta£ka koja je 
entralno simetri£na ta£ki Q u

odnosu na ta£ku P , tada su trougao ABC i paralelogram BCRQ razloºivo

jednake �gure. �etvorougao BCPQ pripada i trouglu ABC i paralelogramu

BCRQ, a kako su trouglovi AQP i CRP 
entralno simetri£ni, trougao ABC
i £etvorougao BCRQ ¢e biti razloºivo jednake �gure. Tako�e, paralelogram i

njoj razloºivo jednak trougao ima¢e dve me�usobno podudarne ivi
e, a visina

trougla bi¢e dva puta ve¢a od visine dobijenog paralelograma. �

Teorema 3.2. Dva paralelograma sa jednakim osnovi
ama i jednakim

odgovaraju¢im visinama su razloºivo jednake �gure.
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A B

D CD′ C′

1

2
3

4
5

1

2
3

4
5

A B

X

CD D′ C′

X1

X2

Slika 3.2.

Dokaz: Ako su data dva paralelograma ABCD i ABC ′D′
takvi da su im

podudarne osnovi
e i podudarne odgovaraju¢e visine i ako ivi
a AD′
nema

zajedni£kih ta£aka ni sa jednom od ivi
a AD i BC, tada ¢e trouglovi ADD′

i BCC ′′
biti medusobno podudarni, pa ¢e paralelogrami ABCD i ABC ′D′

biti razloºivo jednaki.

Ako duº AD′
se£e duº BC u nekoj ta£ki X , obeleºimo sa X1,X2,...,Xn

ta£ke duºi BC takve da je BX ∼= XX1
∼= ... ∼= Xn−1Xn i XnC < BX.

Prave koje sadrºe ta£ke X , X1,...,Xn i paralelne su pravoj AB razloºi¢e pa-

ralelograme ABCD i ABC ′D′
na n + 2 paralelograma. Ove ¢e opet, od-

govaraju¢im dijagonalama paralelnim pravama AD′
i BC biti razloºene na

trouglove podudarne trouglu ABX i ukoliko se ta£ka Xn razlikuje od C, na
dva medusobno podudarna £etvorougla i jo² dva me�usobno podudarne trou-

gla. Kako je broj n, na osnovu Arhimedove aksiome neprekidnosti, kona£an,

ukupan broj me�usobno podudarnih �gura na koje su razloºeni paralelo-

grami ABCD i ABC ′D′
bi¢e kona£an, pa su, po de�ni
iji, ti paralelogrami

razloºivo jednake �gure. �

Kao neposrednu posledi
u prethodne dve teoreme imamo slede¢u teo-

remu.

Teorema 3.3. Dva trougla sa jednakim osnovi
ama i jednakim odgova-

raju¢im visinama razloºivo su jednake �gure. �

Slede¢a teorema naziva se Euklidova teorema o razloºivoj jednakosti.

Teorema 3.4. Kvadrat £ija je strani
a kateta AB pravouglog trougla

ABC razloºivo je jednaka pravougaoniku £ija je jedna ivi
a podudarna hi-

potenuzi BC tog trougla, a druga ivi
a je upravna projek
ija katete AB na

hipotenuzi BC.
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A C

BP

Q

S

D

R

N

M

Slika 3.3.

.

Dokaz: Neka je dat kvadrat ABPQ i pravougaonik DBSR, a ta£ka D
je podnoºje upravne iz temena A na hipotenuzi BC. Ako je M ta£ka u kojoj

prava koja sadrºi P i paralelna je pravoj BC se£e pravu AC, a N ta£ka u

kojoj prava koja sadrºi S i paralelna je pravoj AB se£e pravu DR, parale-
logrami ABPQ i CBPM ¢e biti razloºivo jednake na osnovu teoreme 3.2.,
paralelogrami CBPM i SBAN ¢e biti medusobno podudarne, a paralelo-

grami ABSN i DBSR ¢e biti razloºivo jednaki, opet na osnovu teoreme 3.2.
Zbog toga ¢e kvadrat ABPQ i paralelogram DBSR biti razloºivo jednake

�gure. �

Iz Euklidove teoreme o razloºivoj jednakosti sledi jedna od najzna£ajnijih

teorema geometrije, Pitagorina teorema o razloºivoj jednakosti.

Teorema 3.5. Kvadrat kojoj je ivi
a hipotenuza pravouglog trougla

razloºivo je jednaka uniji kvadrata £ije su ivi
e katete toga trougla. �

A

B
C

Q

P

K

L

MN

V

U

V ′

Slika 3.4.
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3.2 Merenje povr²ina u euklidskoj geometriji

Razlaganje ravni π kvadratnom k-mreºom, u ozna
i Mk, je kada ravan

π razloºimo sa dva skupa pravih takvih da je svaka prava prvog skupa pa-

ralelna sa pravom AkBk, a svaka prava drugog skupa paralelna sa pravom

AkDk, na beskona£no mnogo kvadrata od kojih je svaka podudarna Fk. Pri-

tom su Ak, Bk, Ck i Dk temena kvadrata Fk koji se dobija kada kvadrat F0

u ravni π £ija su temena A0, B0, C0 i D0 razloºimo svaku od njegovih stra-

ni
a na 10k podudarnih duºi i u dobijenim podeonim ta£kama konstrui²imo

prave paralelne ivi
ama zadatog kvadrata. Tako smo dobili 102k me�usobno

podudarnih kvadrata Fk.

Neka su data dva niza

( mk

102k

)

k=0,1,2,...
i

(

m′

k

102k

)

k=0,1,2,...

, takvih da je mk

ukupan broj kvadrata mreºe Mk koje pripadaju �guri F , a sa m′

k ukupan

broj kvadrata te mreºe koje sa F nemaju zajedni£kih ta£aka. Tada vaºi

m0 6
m1

102
6 ... 6

mk

102k
6 ...

i

m′
0 >

m′

1

102
> ... >

m′

k

102k
> ...

pa je, stoga, prvi od nizova neopadaju¢i, a drugi nerastu¢i. Kako je uz to i

mk 6 m′

k bi¢e

m0 6
mk

102k
6

m′

k

102k
6 m′

0.

Prvi od nizova je ograni£en sa gornje, a drugi sa donje strane. Oba niza su

konvergentna, pa postoje grani£ne vrednosti

lim
k→∞

mk

102k
= S(F ) i lim

k→∞

m′

k

102k
= S(F ),

pri £emu je S(F ) 6 S(F ). Broj S(F ) nazivamo unutra²njom, a broj S(F )
spolja²njom merom �gure F . Ako je S(F ) = S(F ), �guru F ¢emo zvati

merljivom, a broj S(F ) koji je istovetan unutra²njoj i spolja²njoj meri F
zva¢emo merom ili povr²inom �gure F .

Jedini£ni kvadrat je kvadrat £ije su ivi
e mere 1.

Teorema 3.6. Unutra²njost svakog poligona je merljiva povr².
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Xi

Slika 3.5.

Dokaz: Neka je P prost ravan poligon i L(P ) zbir mera njegovih strani
a

ili kratko, njegova duºina. Razloºimo poligon P ta£kama X1,X2, ..., Xn na

poligonske linije takve da je duºina svake sem eventualno jedne od njih,

jednaka

1

10k
, gde je k proizvoljan prirodan broj, a duºina te jedne eventualno

preostale poligonske linije manja od

1

10k
. Tada je

n 6 L(P )10k + 1.

Ozna£imo sa Fi uniju devet kvadratnih povr²i mreºe Mk takvih da ta£ka

Xi pripada jednoj od tih kvadratnih povr²i, a da su ostalih osam kvadrat-

nih povr²i njoj susedne. Neposredno se dokazuje da sve ta£ke poligona P
na rastojanju manjem od

1

10k
od ta£ke Xi, pripadaju kvadratnoj povr²i Fi.

Stoga sve kvadratne povr²i mreºe Mk koje sa poligonom P imaju zajedni£-

kih ta£aka, pripadaju uniji povr²i F1, F2, ..., Fn koja se sastoji iz najvi²e 9n
kvadratnih povr²i te mreºe, pri £emu je

9n 6 9(L(P )10k + 1).

Neka je mk broj kvadratnih povr²i mreºe Mk koje pripadaju unutra²njosti

(P ) poligona P , a m′

k broj povr²i te mreºe koja sa (P ) nemaju zajedni£kih

ta£aka. Tada je

0 6 m′

k −mk 6 9(L(P )10k + 1),

a odatle sledi da je

0 6
m′

k

102k
−

mk

102k
6

9L(P )

102k
+

9

102k
,

pa ako dopustimo da k neograni£eno raste, bi¢e
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0 6 S(F )− S(F ) 6 0.

Dakle, S(F ) = S(F ) pa je unutra²njost poligona P merljiva povr². �

Teorema 3.7. Povr²ina pravougaonika je proizvod duºina njegovih stra-

ni
a.

A B

CD

Slika 3.6.

Dokaz: Neka je dat pravougaonik ABCD £ija je ivi
a AB duºine a, a
ivi
a AD duºine b. Neka su ivi
e tog pravougaonika paralelne ivi
ama jedi-

ni£nih kvadrata. Kvadratna mreºa Mk ravni π kojoj pripada pravougaonik

odre�uje na svakoj od pravih AB i AD k-tu grada
iju Nk. Ako su ak i bk
brojevi duºi grada
ije Nk koje, redom, pripadaju duºima AB i AD, a a′k
i b′k brojevi duºi te grada
ije, koje, redom, sa duºima AB i AD imaju za-

jedni£kih ta£aka, onda je a′k 6 ak + 2 i b′k 6 bk + 2. Neka je mk ukupan

broj kvadrata mreºe Mk koje pripadaju pravougaoniku i neka je m′

k uku-

pan broj kvadrata koje sa pravougaonikom imaju zajedni£kih ta£aka, onda

je mk = akbk i m′

k = a′kb
′

k. Kako je uz to i

m′

k −mk

102k
=

a′kb
′

k − akbk
102k

6
(ak + 2)(bk + 2)− akbk

102k
=

2

10k
ak + bk + 2

10k

6
2

10k

(

a + b+
2

10k

)

,

bi¢e

lim
k→∞

m′

k −mk

102k
= 0,

pa je pravougaonik merljiv. Pritom vaºi i

ak
10k

6 a 6
a′k
10k

i

bk
10k

6 b 6
b′k
10k

,

odakle zaklju£ujemo da je
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mk

102k
=

akbk
102k

6 ab 6
a′kb

′

k

102k
=

m′

k

102k
.

Stoga je povr²ina pravougaonika jednaka proizvodu duºina njegovih strani
a.�

Pri merenju povr²ina u euklidskoj ravni imamo i slede¢e osobine.

Teorema 3.8.

1◦ Povr²ina jedini£nog kvadrata je 1.

2◦ Svaka merljiva �gura ima nenegativnu povr²inu.

3◦ Ako je �gura sa£injena od vi²e disjunktnih �gura, onda je njena povr-

²ina jednaka zbiru svih povr²ina tih disjunktnih �gura.

4◦ Ako je F1 merljiva �gura, i F2 njemu podudarna �gura, tada je i F2

merljiva �gura i vaºi da su im povr²ine jednake. �

Iz ovih osobina sledi tvr�enje koje nazovamo Pitagorina teorema:

Teorema 3.9. Povr²ina kvadrata £ija je ivi
a hipotenuza nekog pravo-

uglog trougla jednaka je zbiru povr²ina dva kvadrata kojima su ivi
e katete

tog trougla. �

45



4 Merenje povr²ina u hiperboli£koj geometriji

4.1 Defekt

Neka je P unutra²njost datog poligona A1A2...An. Pod defektom poli-

gona P , u ozna
i δ(P ), podrazumevamo defekt poligona A1A2...An. Po²to u

hiperboli£koj geometriji vaºi da je zbir unutra²njih uglova bilo kojeg prostog

ravnog n-tougla A1A2...An manji od (n− 2)π, onda defekt ra£unamo

δ(A1A2...An) = (n− 2)π − σ(A1A2...An).

Defekt poligona A1A2...An ¢e biti pozitivan.

Teorema 4.1. Neka je dat poligon P koji je razloºena nekom poligon-

skom linijom l na dva poligona P1 i P2, tada defekt poligona P ra£unamo

kao zbiru defekata poligona P1 i P2.

p1

p2

l

Slika 4.1.

Dokaz: Neka su m, m1 i m2, redom, brojevi temena poligona P , P1 i P2,

a n broj temena poligonske linije l koja poligon P razlaºe na poligone P1 i

P2, ne uklju£uju¢i krajeve linije l, onda je

m1 +m2 = m+ 2n+ 2 + r i σ(P1) + σ(P2) = σ(P ) + 2nπ + rπ,

gde je r = 0, 1, 2 u zavisnosti od toga da li su oba kraja poligonske linije

l istovetna sa temenima poligona P ili je samo jedan od tih krajeva teme

poligona P , ili ni jedan od tih krajeva nije teme poligona P . Tada je

δ(P ) = (m− 2)π − σ(P )

= (m1 +m2 − 2n− r − 4)π − σ(P1)− σ(P2) + 2nπ + rπ

= [(m1 − 2)π − σ(P1)] + [(m2 − 2)π − σ(P2)]

= δ(P1) + δ(P2).
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Zaklju£ujemo da je defekt poligona P jednak zbiru defekata poligona P1 i

P2.�

Ako koristimo prethodnu teoremu i metode potpune induk
ije moºemo

dokazati slede¢u teoremu.

Teorema 4.2. Neka je dat poligon P koji je razloºen poligonskim linijma

na kona£no mnogo poligona P1, P2, ..., Pn, tada je defekt poligona P jednak

zbiru defekata poligona P1, P2, ..., Pn. �

4.2 Razloºiva jednakost �gura u hiperboli£koj geome-

triji

Teorema 4.3. Neka je dat trougao ABC i neka su B′
i C ′

podnoºja

upravnih iz temena B i C i neka se ta£ke R i Q nalaze na pravoj kao sredi²ta

ivi
a AB i AC, tada je trougao ABC razloºivo jednak £etvorouglu BCC ′B′
.

A

B C

R Q
A′B′ C′

A2A1

Q1

Q2

B C

B′ C′

Q

A

R

Slika 4.2.

Dokaz: Neka je data ta£ka A′
kao podnoºje upravne iz ta£ke A na pra-

voj RQ. Onda zaklju£ujemo da su trouglovi AA′R i BB′R me�usobno

podudarni. Tako�e su podudarni i trouglovi AA′Q i CC ′Q, pa vaºi da je

AA′ ∼= BB′ ∼= CC ′
, gde zaklju£ujemo da je £etvorougao BCC ′B′

Sakerijev.

Vaºi i RQ ∼= 1

2
B′C ′

, jer je R sredi²te duºi A′B′
, a Q sredi²te duºi A′C ′

.

Sada razlikujemo dva slu£aja kao na sli
i. Prvi je da pretpostavimo da

duº RQ pripada duºi B′C ′
, tada je duºima RQ i AA′

trougla ABC razloºena

na £etvorougao BCQR i trouglovi AA′R i AA′Q, dok je duºima BR i CQ
£etvorougao BCC ′B′

razloºena na £etvorougao BCQR i trouglove BB′R i

CC ′Q. PO²to znamo da vazi da je △AA′R ∼= △BB′R i △AA′Q ∼= △CC ′Q,
tada je trougao ABC razloºivo jednaka £etvorouglu BCC ′B′

.

U drugom slu£aju pretpostavimo da duº RQ ne pripada duºi B′C ′
, ve¢ da

ima ta£aka sa one strane ta£ke B′
sa koje nije ta£ka C ′

. Ako je SQ(B) = A1,

ta£ke A1 i C su sa raznih strana prave RQ, pa duº A1C se£e pravu RQ u

nekoj ta£ki Q1. Po²to su trouglovi ABQ i CA1Q 
entralnosimetri£ni u od-

nosu na ta£ku Q tada vaºi SQ(R) = Q1, a kako je R sredi²te duºi AB, i

47



Q1 biti sredi²te duºi A1C. Uz to su i trougaone povr²i ABQ i CA1Q me�u-

sobno podudarne, pa su trouglovi ABC i A1BC razloºivo jednaki. Na isti

na£in moºemo konstruisati me�usobno razloºivo jednake trouglove A2BC,
A3BC,... Tada su na pravoj RQ odre�ene ta£ke Q1, Q2, ..., Qk, ... takve da
je B(R,Q,Q1, Q2, ..., Qk, ...) i RQ ∼= QQ1

∼= Q1Q2
∼= ... ∼= Qk−1Qk

∼= ....
Iz Arhimedove aksiome sledi da postoji prirodan broj n takav da su ta£ke

Qn i C ′
istovetne ili je B(Qn, C

′, Qn+1). Zbog toga je trougao AnBC razlo-

ºivo jednak £etvorouglu BCC ′B′
, a kako su trouglovi niza ABC, A1BC,...,

AnBC me�usobno razloºivo jednaki, bi¢e i trougao ABC je razloºivo jednak

£etvorouglu BCC ′B′
. �

Po²to razloºivo jednake povr²i imaju jednake defekte bi¢e

δ(ABC) = δ(BCC ′B′)

�etvorougao BCC ′B′
je Sakerijev £etvorougao i njemu su uglovi kod temena

B′
i C ′

pravi, uglovi kod temena B i C tog £etvorougla su me�usobno po-

dudarni i o²tri i svaki od njih je jednak poluzbiru unutra²njih uglova trougla

ABC.
Teorema 4.4. Trouglovi sa jednakim defektima su me�usobno razloºivo

jednake �gure.

Dokaz: Neka su dati trouglovi ABC i A1B1C1 takvi da su ta£ke R i Q
sredi²ta ivi
a AB i AC, a ta£ke R1 i Q1 sredi²ta ivi
a A1B1 i A1C1. Neka

i trouglovi ABC i A1B1C1 imaju jednake defekte. Ako sa B′
, C ′

, odnosno

B′
1,C

′
1, obeleºimo podnoºja upravnih iz ta£aka B i C, odnosno B1 i C1 ,

redom, na pravama RQ i R1Q1, o²tri uglovi kod temena B i C, odnosno B1

i C1 Sakerijevih £etvorouglova BCC ′B′
i B1C1C

′

1B
′

1 bi¢e jednaki poluzbiru

unutra²njih uglova trougla ABC, odnosno A1B1C1, a £etvorouglovi BCC ′B′

i B1C1C
′

1B
′

1 bi¢e razloºivo jednaki, redom, trouglovima ABC i A1B1C1.

A

B C

R Q
B′ C′

A1

B1 C1

R1 Q1

B′

1 C′

1

Slika 4.3.

Ako vaºi da su duºi BC i B1C1 me�usobno podudarne, iz podudarno-

sti uglova kod temena B, C i B1, C1 Sakerijevih £etvorouglova BCC ′B′
i

B1C1C
′
1B

′
1, sledi da su i ti £etvorouglovi medusobno podudarni, pa su, trou-

glovi ABC i A1B1C1 razloºivo jednake �gure.
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A

B C

R QB′

C′

A2

Q2

R2

A′

2

A1

B1 C1

Slika 4.4.

Ako pretpostavimo da je AB < A1B1 i da jedna ivi
a trougla ABC nije

podudarna nekoj od ivi
a trougla A1B1C1 tada je BR < 1

2
A1B1, pa krug

k(B, 1

2
A1B1) se£e pravu RQ jer je ta£ka R unutar kruga k. Neka je R2 bilo

koja od prese£nih ta£aka kruga k i prave RQ, neka je A2 ta£ka 
entralno-

simetri£na ta£ki B u odnosu na R2, neka je Q2 prese£na ta£ka duºi A2C
i prave RQ, a A′

2 podnoºje upravne iz A2 na pravoj RQ, tada su trouglovi

A2A
′

2R2 i BB′R2 me�usobno podudarni, pa je A2A
′

2
∼= BB′

. Po²to vaºi da je

BB′ ∼= CC ′
, onda vaºi i A2A

′

2
∼= CC ′

, pa su i trouglovi A2A
′

2Q2 i CC ′Q2 me-

�usobno podudarni. Zato je BCC ′B′
Sakerijev £etvorougao kome je svaki od

uglova kod temena B i C jednak poluzbiru unutra²njih uglova trougla A2BC
a £etvorougao BCC ′B′

je razloºivo jednak trouglu A2BC. Trouglovi ABC
i A2BC imaju jednake defekte i razloºivo su jednaki. Kako trouglovi ABC
i A1B1C1 imaju, po pretpostav
i, jednake defekte, povr²i A2BC i A1B1C1

¢e takode imati jednake defekte, a strani
e A2B i A1B1 ¢e biti medusobno

podudarne, pa ¢e, na osnovu prethodnog slu£aja, biti i razloºivo jednake.

Zato su trouglovi ABC i A1B1C1 razloºivo jednaki. �

Teorema 4.5. Poligoni jednakih defekata razloºivo su jednake �gure.

Dokaz: Neka su data dva poligona P i Q od kojih prvi ima a, a drugi

ima b ivi
a. Teorema je ve¢ dokazana ako imamo slu£aju kada je a = b = 3,
tj. kada je k = a + b = 6. Metodom potpune induk
ije dokaza¢emo da

su poligoni P i Q razloºivo jednake za svaki prirodan broj k > 6, odnosno
pretpostavi¢emo da je tvrdenje ta£no za svako k = 7, 8, ..., n i dokaza¢emo

da je ta£no i za k = n + 1.
Neka su u poligonu P data njegova tri uzastopna temena A, B, C takva

da dijagonala AC pripada toj povr²i, a neka su u poligonu Q data njegova

tri uzastopna temena A′
, B′

, C ′
takva da dijagonala A′C ′

pripada povr²i Q.
Tada ¢e dijagonala AC razlagati poligon P na trougao ABC i poligon P ′

koji

ima a− 1 ivi
a, a dijagonala A′C ′
¢e razlagati poligon Q na trougao A′B′C ′

i poligon Q′
sa b− 1 ivi
om.
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Slika 4.5.

U slu£aju da trouglovi ABC i A′B′C ′
imaju jednake defekte, ima¢e ih i

poligoni P ′
iQ′

, jer poligoni P iQ imaju jednake defekte. Prema induk
ijskoj

pretpostav
i, P ′
i Q′

¢e biti razloºivo jednake povr²i pa, kako su ABC i

A′B′C ′
razloºivo jednake povr²i, takve ¢e da budu i P i Q.

U slu£aj da trouglovi ABC i A′B′C ′
nemaju jednake defekte i ako na

primer vaºi da je δ(ABC) < δ(A′B′C ′), tada na ivi
iB′C ′
postoji takva ta£ka

D′
da je δ(ABC) = δ(A′B′D′). Neka je Q′′

poligon koji dobijamo ako ivi
om

A′D′
razloºimo poligon Q. Tada ¢e poligoni P ′

i Q′′
imati jednake defekte

jer poligoni P i Q imaju jednake defekte a i trouglovi ABC i A′B′D′
tako�e

imaju jednake defekte. Dakle, prema induk
ijskoj pretpostav
i, poligoni P ′
i

Q′′
su razloºivo jednaki, a kako su i trougloviABC i A′B′D′

razloºivo jednaki,

takvi ¢e biti i poligoni P i Q. �

4.3 Merenje povr²ina

Povr²ina poligona P je broj δ(P ) takav da funk
ija δ : P → R koja

svakom poligonu P dodeljuje njen defekt δ(P ) nenegativna i aditivna, gde je

P skup svih poligona P hiperboli£ke ravni. Tu funk
iju de�nisanu na skupu

P moºemo smatrati merom.

Prosto povezana �gura F u hiperboli£koj ravni je merljiva ako postoji niz

(Pn)n=1,2,... poligona koje pripadaju �guri F i niz (Qn)n=1,2,... poligona koje

sadrºe tu �guru i pritom vaºi

P1 ⊂ P2 ⊂ ... ⊂ Pn ⊂ ... i Q1 ⊃ Q2 ⊃ ... ⊃ Qn ⊃ ...,

takvih da je

δ(F ) = lim
n→∞

δ(Pn) = lim
n→∞

δ(Qn).

Mera ili povr²ina �gure F je zajedni£ku grani£nu vrednost δ(F ).
Neka je skup M skup merljivih �gura takvih da mu pripada proizvoljna

�gura F koja se moºe predstaviti kao unija kona£no mnogo disjunktnih,
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prosto povezanih, merljivih �gura F1, F2, ..., Fn. Zbog toga je mera �gure F
zbir mera �gura F1, F2, ..., Fn. Funk
ija kojom svakom merljivom �gurom

F dodeljujemo njegovu meru δ(F ), δ : M → R, ima slede¢e osobine:

1◦ Za svaku merljivu �guru F je δ(F ) > 0.

2◦ Ako je �gura F unija disjunktnih merljivih �gura F1, F2, ..., Fn, tada

vaºi

δ(F ) = δ(F1) + δ(F2) + ... + δ(Fn).

3◦ Podudarne �gure imaju iste mere.

Neka je P skup poligonskih povr²i, takav da je na tom skupu de�nisana

mera defekt δ i ako je δ′ = kδ, k > 0, tada i δ′ zadovoljava uslove 1◦, 2◦,
3◦, pa vaºi da je i δ′ je mera de�nisana na skupu poligonskih povr²i. Vaºi i

obratno i to dokazujemo slede¢om teoremom.

Teorema 4.7. Ako funk
ija δ′ : P → R zadovoljava uslove 1◦, 2◦, 3◦,
tada postoji broj k > 0 takav da je δ′ = kδ.

Dokaz: U ovom dokazu ¢emo pokazati da teorema vaºi ako je funk
ija

δ′ de�nisana na skupu trouglova, a to je mogu¢e po²to vaºi uslov 1◦ i po²to
se moºe izvr²iti triangula
ija bilo kog poligona. Pokazujemo da vaºi

δ′(ABC)

δ(ABC)
=

δ′(A′B′C ′)

δ(A′B′C ′)
= k

za bilo koja dva trougla ABC i A′B′C ′
.

A

B CPP1 P2 Pm Pm+1 Pn

Slika 4.7.

Prvenstveno imamo slu£aj da vaºi trouglovi ABC i A′B′C ′
imaju jednake

defekte δ(ABC) = δ(A′B′C ′), tada ¢e na osnovu teoreme koju smo ranije

dokazali biti razloºivo jednaki, a iz uslova 2◦ i 3◦ vaºi i δ′(ABC) = δ′(A′B′C ′).
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U drugom slu£aju ako trouglovi ABC i A′B′C ′
nemaju jednake defekte,

nego je, na primer, δ(ABC) > δ(A′B′C ′), onda na duºi BC postoji takva

ta£ka P da je δ(ABP ) = δ(A′B′C ′), i ta£ke P1, P2, ..., Pn takve da je

δ(ABP1) = δ(AP1P2) = ... = δ(APnC) = 1

n
δ(ABC). Neka je ta£ka P

izme�u Pm i Pm+1 ili da je istovetna sa ta£kom Pm+1, tada vaºi

m

n
<

δ(ABP )

δ(ABC)
=

δ(A′B′C ′)

δ(ABC)
6

m+ 1

n
.

Iz uslova 2◦ i 3◦, imamo da je

m

n
<

δ′(ABP )

δ′(ABC)
=

δ′(A′B′C ′)

δ′(ABC)
6

m+ 1

n
.

�to zaklju£ujemo da je svaki ra
ionalan broj

m
n
<

δ(A′B′C ′)

δ(ABC)
. Potom vaºi da

je

δ(A′B′C ′)

δ(ABC)
=

δ′(A′B′C ′)

δ′(ABC)
.

Time dokazujemo,

δ′(ABC)

δ(ABC)
=

δ′(A′B′C ′)

δ′(A′B′C ′)
= k. �

4.4 Odnos izme�u povr²ine trougla i defekta

Razliku izme�u brojeva 2π i zbira uglova u trouglu nazivamo defektom.

Povr²ine dva trougla su u istom odnosu kao i njihovi defekti. Neka su kod

trouglova ABC i A′B′C ′
, redom, defekti δ1 = δ(ABC) i δ2 = δ(A′B′C ′).

Tada je

△ABC : △A′B′C ′ = δ1 : δ2.

A B

C

C1 C2 A′ B′

C′

C′

1

Slika 4.8.
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Neka je odnos ovih povr²ina 3 : 2, tj. m = 3 i n = 2. Podelimo prvi

trougao pravama CCi, i = 1, 2 a drugi pravom C ′C ′

1. Po pretpostav
i, na

ovaj na£in dobijeni trouglovi imaju istu povr²inu, npr. p. Odatle je

△ABC = mp i △A′B′C ′ = np.

Neka je u zbir unutra²njih uglova u bilo kom od novodobijenih trouglova

(koje smo dobili razlaganjem trougla ABC). �injeni
a da svi ovi trouglovi

imaju isti zbir unutra²njih uglova proizilazi iz toga da svi imaju istu povr²inu,

i svaki susedni par ima jednu zajedni£ku strani
u. U trouglu ABC zbir uglova

je zbir svih uglova u novodobijenim trouglovima umanjen za uglove u ta£kama

Ci, i = 1, 2. Odatle je

2π − δ1 = mu− (m− 1)2π ili δ1 = m(2π − u).

Isto tako je i

δ2 = n(2π − u).

Zbog toga je

δ1 : δ2 = m : n,

a kako je odnos povr²ina trouglova ABC i A′B′C ′ m : n, taj odnos moºemo

napisati u obliku

ABC

δ1
=

A′B′C ′

δ2
= k.

Kako je ve¢ pokazano da je povr²ina trougaone povr²i srazmerna defektu

te trougaone povr²i, slede¢e tvr�enje proizilazi iz prethodnog.

Teorema 4.8. U geometriji Loba£evskog odnos povr²ine i defekta svake

trougaone povr²i je konstantan. �

4.5 Povr²ina izme�u paralelnih pravih

Neka su u pravouglom trouglu ABC o²tri uglovi α i β. Tada je njegov

defekt δ = π
2
− α− β, i

PABC

π
2
− α− β

= k.

Ukoliko pustimo strani
u AB da teºi beskona£nosti, ugao β konvergi-

ra¢e ka nuli, a ugao α ka Π(AC). Trougao ABC posta¢e traka ograni£ena

dvema paralelnim pravama AA′
i CC ′

i normalom AC. Ovako dobijenu

traku moºemo posmatrati i kao trougao kome je jedan vrh u beskona£nosti,

sa defektom δ1 =
π
2
−Π(AC). Na osnovu teoreme 4.8 i kod ovog trougla bi¢e
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PA′ACC′

π
2
− Π(AC)

= k.

A B

C

A′D

C′

E
z

α

β

b

Slika 4.9.

Konstantu k odredi¢emo na slede¢i na£in. Neka je kroz ta£ku C provu£en

proizvoljni luk, i neka taj luk sa pravom AA′
ima zajedni£ku ta£ku D takvu

da vaºi raspored B(DAA′). Povr²ina ovog trougla p je u srazmeri sa duºinom

luka CD. Tada je mera grani£ne povr²i A′DCC ′
jednaka duºini luka CD, tj.

|CD| = ctgΠ(b) = tgδ1.

Tada je odnos povr²ina trake i ovog trougla

A′ACC ′

A′DCC ′
=

1

k
·
tgz

z
.

Kada normala AB opada, odnos leve strane ove jedna£ine sve vi²e prilazi

jedini
i, tako�e vaºi i za

tgz

z
, pa iz toga sledi da i k mora biti jedan. Odatle

dobijamo da je povr²ina trake izme�u dve paralelne prave

PA′ACC′ =
π

2
− Π(AC).

4.6 Povr²ina trougla

Prema jedna£ini o odnosu povr²ine i defekta trougla △ABC bi¢e

δ = π − (α + β + γ),

odakle sledi da ²to su ve¢i uglovi unutar trougla, to mu je povr²ina manja.

Najve¢a povr²ina bila bi kada bi mu svi unutra²nji uglovi bili jednaki nuli, a

u tom slu£aju bi njegove strani
e me�u sobom bile hiperparalelne.
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A

B C

Slika 4.10.

Gornja grani
a za povr²inu trougla je π. Prepostavka da povr²ina trougla
moºe biti proizvoljno velika ekvivalentna je sa petim postulatom. Povr²ina

pravouglog trougla ABC sa uglovima Π(α) i Π(β) je

PABC =
π

2
− Π(α)−Π(β).

Izrazimo ovo pomo¢u kateta. Trouglu a, b, c, Π(α), Π(β), π
2
moºemo pridru-

ºiti trouglove

B

C A
P

M

N

Π(β)

π

2 Π(a)

a

b

c

Π(c)

Π(β)

Π(a)

π

2 Π(b)

π

2
−Π(a)

Π(β)

π

2 Π(λ)

a

D(
π

2
−Π(α))

g

Π(c)

Π(µ)

Π(a)

π

2
π

2
−Π(α))

π

2
−Π(λ)

Slika 4.11.
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a, D(π
2
− Π(α)), β, π

2
− Π(b), Π(c), π

2
,

D(π
2
− Π(β)), b, α, Π(c), π

2
−Π(a), π

2
.

Odatle je, u drugom od ova dva trougla

π − 2Π(α) = Π(β + c) + Π(c− β),

ili, kada iskoristimo osobine ugla paralelnosti,

2Π(α) = Π(c− β)−Π(c+ β).

Isto tako je i

2Π(β) = Π(c− α)−Π(c+ α).

Kada u ove jedna£ine zamenimo pridruºene trouglove, dobijamo

2Π(c) = Π
(

β −D
(π

2
− Π(b)

))

− Π
(

β +D
(π

2
−Π(b)

))

.

Na istovetan na£in do²li bi do zaklju£ka da je i

2Π(c) = Π
(

α−D
(π

2
−Π(a)

))

− Π
(

α−D
(π

2
−Π(a)

))

.

Dalje,

2Π(α) = Π
(

D(
π

2
− Π(a))−D(

π

2
− Π(b))

)

−Π
(

D(
π

2
− Π(a)) +D(

π

2
− Π(b))

)

i

2Π(β) = Π
(

D(
π

2
−Π(b))−D(

π

2
− Π(a))

)

−Π
(

D(
π

2
−Π(b)) +D(

π

2
−Π(a))

)

odakle proizilazi, kada saberemo poslednje dve jedna£ine,

2Π(α) + 2Π(β) = π − 2Π
(

D
(π

2
− Π(a)

)

+D
(π

2
− Π(b)

))

,

pa jedna£inu pravouglog trougla ABC moºemo napisati kao

P△ABC = Π
(

D
(π

2
−Π(a)

)

+D
(π

2
− Π(b)

))

.
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4.7 Pretvaranje maksimalnog trougla u kvadrat

Bilo koji ravanski £etvorougao moºemo nekom njegovom dijagonalom po-

deliti na dva trougla. Zato ¢e njegova povr²ina biti jednaka zbiru povr²ina

ta dva trougla, tj.

P� = 2π − (∡A+ ∡B + ∡C + ∡D).

Kod kvadrata su sve strani
e jednake, kao i uglovi, samo ²to ne mogu biti

pravi. Na osnovu toga, povr²ina kvadrata je

P� = 2π − 4∡A.

A ako ta povr²ina mora biti jednaka povr²ini maksimalnog trougla, ugao A
kvadrata mora biti

π
4
.

A B

CD

M
O

N

π

4

π

8

Slika 4.12.

Pitanje koje se postavlja glasi: Kako konstruisati ovaj kvadrat?

Pogledajmo pravougli trougao OAM , koji je jedna osmina traºenog kva-

drata. Neka je OM = a. Tada je

cha =
cosπ

8

sinπ
4

,

ili

cha =
cos3π

8

sinπ
4

.

Konstrui²imo dva segmenta b′ i c′ koji pripadaju uglovima paralelnosti

3π
8
i

π
8
. Ako je

Π(b′) = 3π
8
i Π(c′) = π

4
,
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bi¢e i

sin 3π
8
=

1

chb′
i sinπ

4
=

1

chc′
,

²to, kada se uvrsti u prethodno, daje

chachb′ = chc′.

Dakle, a se moºe odrediti kao kateta u pravouglom trouglu u kome je c′

hipotenuza, a b′ druga kateta. Ako je a poznato, trougao OAM moºemo

odmah konstruisati. Ako datom trouglu dodamo trougao njemu simetri£an

u odnosu na pravu OA, dobijamo £etvorougao OMAN sa tri prava ugla, dok

£etvrti ugao iznosi

π
4
. Od ovakva £etiri £etvorougla moºemo dobiti kvadrat

kome je povr²ina jednaka π, tj. maksimalnoj povr²ini trougla. Maksimalni

trougao se na potpuno analogan na£in moºe transformisati i u neki drugi

pravilan poligon, £iji broj strana mora biti takav da se moºe konstruisati u

euklidskoj geometriji.

Prilikom konstruk
ije poligona u hiperboli£koj geometriji postoji jedna

osobina na koju moramo obratiti paºnju. Razdelimo kruºni
u na n jednakih

delova, i na sredi²tima tih lukova konstrui²imo tangente. U euklidskoj geome-

triji ove tangente ¢e se se¢i, i njihovi odse£
i £ini¢e poligon. U hiperboli£koj

geometriji to ¢e se dogoditi samo onda kada je polupre£nik kruga manji od

duºine koja odgovara uglu paralelnosti

π
n
. Kada je polupre£nik kruga jednak

toj duºini, tangente su paralelne, a kada je ve¢i, one se odmi£u.

4.8 Cirkulatura kvadrata

U hiperboli£koj geometriji postoji kvadrat koji se moºe transformisati u

krug. Povr²ina takvog kruga je

p = 4πsh2 r

2
ili p =

4π

tg2Π( r
2
)
.

Svakom krugu moºe se pridruºiti izvestan ugao, i to na slede¢i na£in.

Neka je AB = r i M sredi²nja ta£ka duºi AB. Neka je prava MN normalna

na pravu AB, i neka su prave AA′
i BB′

paralelne pravoj MN . Tada je ugao

A′AB jednak uglu B′BA i vaºi

∡A′AB = ∡B′BA = Π
(r

2

)

.

Neka je C ta£ka prave BB′
takva da je AC ⊥ BB′

, i ta£ka D takva da je

AD ⊥ AC. Neka su uglovi CAB = α i A′AD = β. Tada je

β =
π

2
−

(

Π
(r

2

)

− α
)

,
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Pa je zato i

tgβ = ctg
(

Π
(r

2

)

− α
)

=
ctgΠ( r

2
)ctgα + 1

ctgα− ctgΠ( r
2
)
.

Hajde da iz ove rela
ije na neki na£in izuzmemo α. U trouglu ABC je

ctgΠ
(r

2

)

ctgα = chr,

a kako je

chr = 2sh2 r
2
+ 1 = 2ctg2Π

(r

2
+ 1

)

,

sledi da je i

ctgΠ
(

r
2

)

ctgα = 2ctg2Π
(

r
2

)

+ 1.

Prethodna jedna£ina moºe se zapisati i kao

ctgΠ
(

r
2

) (

ctgα− ctgΠ
(

r
2

))

= ctg2Π r
2
+ 1,

ili

ctgα− ctgΠ
(

r
2

)

= tgΠ
(

r
2

) (

ctg2Π
(

r
2

)

+ 1
)

.

Odatle je i

tgβ =
2

tgΠ( r
2
)
,

a sama povr²ina kruga postaje

p = πtg2β.

A B

N B′A′

M

C

D

α

z

Slika 4.13.
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Kada je β = π
4
, krug ima istu povr²inu kao i maksimalni trougao ili kva-

drat u kome su svi uglovi

π
4
. Ukoliko uzmemo β = π

4
i obrnemo konstruk
iju

slike, na¢i¢emo polupre£nik ovakvog kruga. Ugao A′AC bi¢e tako�e

π
4
, a

duºina AC koja mu ogovara, bi¢e jednaka jedini
i duºine. Na AC treba

odrediti normalu BB′
, i na toj pravoj odrediti ta£ku B takvu da su uglovi

A′AB i B′BA jednaki. Takvu konstruk
iju je davno izveo J. Boljaj. AB je

traºeni polupre£nik. Ta£ku B tako�e moºemo odrediti i pomo¢u simetrala

uglova u trouglu. Kao i u Euklidovoj ravni, one se seku u jednoj ta£ki. Ovo

vaºi i onda kada je jedan ugao jednak nuli, tj. kada su dve strani
e trougla

hiperparalelne, kao ²to su u ovom trouglu AA′
i BB′

. Simetrale uglova A′AB
i B′BA seku se u nekoj ta£ki P . Spojimo ta£ku A sa nekom drugom ta£kom

prave BB′
, npr. E, i konstrui²imo simetrale uglova A′AE i B′EA. Kako se

ove simetrale seku u ta£ki R, onda je prava PR traºena simetrala kod ugla

A′
, koji je jednak nuli. Konstrui²imo sada normalu iz ta£ke A na pravu PR.

Njen presek sa pravom BB′
je ta£ka B, a polupre£nik kruga je jednak duºini

AB.

4.9 Kvadratura kruga

Ukoliko u jedna£inu kruga uvrstimo tg2z = m
n
, dobijamo da je

p =
m

n
π.

Ako je n prost broj oblika 22
k

+1, taj krug moºemo pretvoriti u kvadrat.

Ako je ∡A ugao kvadrata, tada je povr²ina tog kvadrata 2π + 4∡A. Kako

bio to bila i povr²ina nekog kruga, moralo bi biti

∡A =
π

2
−

m

4
·
π

n
.

A B

CD

M
O

N

π

4

π

8

Slika 4.13.

60



U svojim radovima Gaus je pokazao da se ugao π moºe podeliti na n
jednakih delova ukoliko je n prost broj oblika 22

k

+ 1. Na osnovu svega

prethodno pretpostavljenog, moºemo odrediti ugao A, a samim tim, lako se

moºe konstruisati kvadrat kome su svi uglovi jednaki A. Neka je trougao

OAM osmina traºenog kvadrata. Tada je

∡AOM =
π

4
, ∡OAM =

π

4
−

m

8
·
π

n
, ∡OMA =

π

2
,

a trougao moºe biti konstruisan na osnovu svoja tri ugla, ²to je dokazao

Libman

20

. Traºeni kvadrat sastoji se od 8 takvih trouglova.

Sve ovo mogu¢e je uraditi i na drugi na£in. Ako je OM = a, bi¢e

cha =
cos(π

4
− m

8
· π
n
)

sinπ
4

=
sin(π

4
+ m

8
· π
n
)

sinπ
4

.

Sa tako dobijenim uglovima moºemo nastaviti dalji rad kao u slu£aju kada

trougao pretvaramo u maksimalni kvadrat.

20

Hajnrih Libman , nema£ki matemati£ar.
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