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Predgovor

U ovom radu baviéemo se merenjem povrsina u hiperbolickoj geometriji,
a pritom ¢e biti objasnjeni svi osnovni pojmovi hiperbolicke geometrije. Pri-
kazano je i merenje povrSina u euklidskoj geometriji, kako bi se napravilo
poredenje izmedu euklidske i hiperbolicke geometrije. Rad je tematski pode-
ljen na sledece celine:

U prvom poglavlju baviéemo se nastankom i razvojem hiperbolicke geo-
metrije kroz razlike u odnosu na euklidsku geometriju. Prvenstveno defini-
Semo aksiomu Lobacevskog, paralelne i hiperparalelne prave u hiperbolickoj
ravni, gde i dokazujemo bitne osobine vezane za paralelne prave. Takode de-
finiSemo i pojam ugla paralelnosti, funkcije Lobacevskog i kako konstruisati
ugao paralelnosti i duzine koja mu odgovara.

Drugo poglavlje se odnosi na uglove hiperboli¢kih mnogouglova, gde po-
sebno obra¢amo paznju na Lezandrove teoreme, kao i na unutrasnje i spolja-
Snje uglove n-tougla. Zatim relacija podudarnosti u hiperbolickoj geometriji,
kao i teorema koja govori da svaka sli¢nost u hiperbolickoj geometriji je po-
dudarnost. Potom definisemo neke specifi¢ne ¢etvorouglove u hiperbolickoj
ravni, hiperbolic¢ki paralelogram i romb, Lambertov i Sakerijev ¢etvorougao,
kao i asimptotske poligone i asimptotske trouglove, gde se dokazuju neke
bitne osobine tih cetvorouglova i trouglova.

U tre¢em poglavlju radi poredenja euklidske i hiperbolicke geometrije
ukratko opisujemo merenje povrsina u euklidskoj geometriji, uz osvrt na
razlozivu jednakost monogouglova u euklidskoj ravni. Prvo definisemo razlo-
zivu i dopunsku jednakost poligona i dokazujemo koje figure su razlozivo jed-
nake. Pored definisanja kvadratne mreze, dokazujemo kako je unutrasnjost
svakog poligona merljiva, kao i kako izracunati povrSinu pravougaonika.

Cetvrto poglavlje govori o merenju povrSina u hiperbolickoj geometriji.
Uvodimo pojam defekta, kao i razloziva jednakost figura u hiperbolickoj geo-
metriji. Dokazujemo da su trouglovi sa jednakim defektima medusobno ra-
zlozivo jednaki likovi i ovu osobinu kasnije koristimo. Zatim govorimo o
mernju povrSina u hiperbolickoj geometriji i kako je odnos povrSina konstan-
tan broj. Diskutujemo i o nereSivim problemima euklidske geometrije, kao
i o mogué¢im reSenjima istih. Da li je moguce konstruisati kvadrat c¢ija je
povrsina jednaka povrsini datog kruga, ili konstruisati krug ¢ija je povrsSina
jednaka povrsini datog kvadrata? Nadam se da ¢e vam ovo poglavlje dati
bar delimi¢an odgovor.

Posebno bih se zahvalila svom mentoru prof dr Zoranu Luci¢u na saradnji
i podrsci u realizaciji master rada.
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Uvod

Sa dugom i bogatom istorijom, geometrija je jedna od najstarijih disci-
plina, zaceta radi potreba premeravanja tla, vekovima se razvijala kao induk-
tivna nauka da bi danas zauzela veoma bitno mesto medu naukama u okviru
matematike.

U razvoju geometrije kao deduktivne nauke veliki doprinos dali su staro-
greki filozofi Tales!, Pitagora?, Platon® kao i njegov u¢enik Aristotel?. Oni su
uticali na prelazak sa induktivnog na deduktivni pristup, kao i na uvodenje
nacela dokazivanja matematickih tvrdenja $to je uslovilo uvodenje sistemati-
zacije tvrdenja, a samim tim dovelo i do aksiomatizacije. Osnovne principe
Aristotel je razvrstao na aksiome i postulate. Medutim, najsistemati¢nije
delo geometrije iz antickih vremena jesu Euklidovi® Elementi. U svom gran-
dioznom delu Elementi Euklid je pokusao da dosledno sprovede deduktivni
metod u izlaganju geometrije i upravo ta doslednost ucinila je da Element:
vekovima predstavljaju savrSenstvo i uzor logickog rasudivanja ne samo u
oblasti geometrije, ve¢ i u nauci uopste. Prilog tome su i rec¢i Bertranda
Rasela®:

"Ako bt naucna otkrica ikada bila u sukobu sa geometrijom Fuklida, treba
odbaciti otkrica, a ne geometriju - toliko je ona iznad svega drugog.”

Za razvoj geometrije, a preko nje i drugih matematickih oblasti, ogro-
man znacaj imao je Euklidov V postulat. Velika prekretnica je XIX vek i
otkri¢e neeuklidske geometrije, u ¢emu prioritetne zasluge ima Lobadevski’,
po kome je i dobila naziv geometrija Lobacevskog, ili samo hiperbolicka geo-
metrija. Pored njega, velike zasluge pripadaju i Boljaju® koji je zajedno sa
Lobacevskim smelo naruSio harmoniju euklidske geometrije. Medutim, sa
matematicke tacke gledisSta, ove dve geometrije su ravnopravne.

Razvojem euklidske geometrije dolazilo se do reSenja jednostavnih geome-
trijskih problema, kao §to su pronalazenje povrsine paralelograma, povrSina
kruga... Kasnije se doslo do reSenja problema odredivanja duzine na osnovu

! Tales iz Mileta, gréki matematicar, filozof i drzavnik, jedan od Sedam mudraca.
2 Pitagora sa Samosa, gréki matematicar i filozof.

3 Platon, Atinjanin, filozof, besednik.

4 Aristotel, greki filozof i besednik.

5 Buklid Aleksandrijski, gréki matematicar.

6 Bertrand Rasel, britanski matematicar i filozof, nobelovac.

" Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevski, ruski matematicar.

8 Jano3 Boljaj, madarski matematicar.



odnosa stranica trougla, zapremine parelopipeda, lopte, valjka...

Resavanjem ovih problema nastali su i nereSivi problemi euklidkse geo-
metrije, kao $to su trisekcija ugla, cirkulatura kvadrata, kvadratura kruga,
udvostrucenje kocke... Pokusaji da se resenja ovih problema pronadu prera-
sli su u pokusaje da se dokaze da nisu reSivi, a time i da su konstrukcijski
nemoguci.

Malim izmenama aksioma u euklidskoj geometriji nastaje hipebolicka geo-
metrija koja pored novog pogleda na svet tacaka, pravih i ravni nudi i re-
Senja nekih od navedenih problema. U hiperbolickoj geometriji moguce je
konstruisati kvadrat c¢ija je povrSina jednaka povrSini zadatog kruga, kao i
poluprecnik kruga, a samim tim i krug, ¢ija je povrSina jednaka povrsini una-
pred zadatog kvadrata.

Janos Boljaj je na osnovu reSenja koja je pronaSao za ove probleme zaklju-
¢io da ili je Euklidov V postulat istinit, ili je reSenje ovih problema moguce.
Tako je tvrdio da ¢e jednog dana pokazati postojanje tacno jednog od ova dva
sistema aksioma, a time i da li su problemi cirkulature kvadrata i kvadrature
kruga reSivi, to nije uradio. On je svojim zalaganjem i trudom uspeo da
zagolica nasu mastu i pokrene nas na jedno ovakvo putovanje.



1 Elementi hiperbolicke geometrije

1.1 Euklidova geometrija i nastanak hiperbolicke geo-
metrije

U svom delu Elementi, napisanom u I'V veku p.n.e. Euklid temelji geome-
triju. Elementi se sastoje od trinaest knjiga i njegova geometrija zasnovana
je na devet aksioma i pet postulata, u kojima bez dokaza iznosi neka geo-
metrijska tvrdenja. Euklid u svojim postulatima i aksiomama pokusSava da
obuhvati ona geometrijska tvrdenja koja su, po njegovom misljenju, presudna
za razumevanje geometrijskog prostora i njima karakterise prostor. Ono §to
je mnoge matematicare bunilo jeste to Sto Euklid dokazuje jednostavna tvr-
denja, dok V postulat, koji je vrlo kompleksno tvrdenje, ne dokazuje i koristi
ga kao osnovno.

V' Euklidov postulat

Ako jedna prava u preseku sa drugim dvema obrazuje sa iste strane dva
unutrasnja ugla ¢iji je zbir mangi od dva prava ugla, te dve prave, beskrajno
produZene, ¢e se seci, i to sa iste strane sa koje su ovi uglovi ¢iji je zbir
mangi od dva prava ugla.

presek
D a

Slika 1.1.

Preko 2000 godina mnogi matematicari trudili su se da dokazu da se V
postulat moze izvesti iz ostalih aksioma geometrije. Mnogi su pokusavali
da razreSe to pitanje i dokazu V postulat, ali tek polovinom XIX veka u
radovima Lobacevskog, Boljaja i Gausa’ dat je konac¢an odgovor. Rezultat
do koga su dosli je da je V postulat nezavisno tvrdenje koje se ne moze
izvesti iz ostalih aksioma geometrije. Umesto Euklidovog V postulata uzima
se drugacije tvrdenje.

Time se kreira nova geometrija koju nazivamo hiperbolickom geometri-
jom, koju joS nazivamo i geometrijom Lobacevskog, geometrijom Boljaj-
Gaus-Lobacevskog po imenima njenih tvoraca.

YKarl Fridrih Gaus, nemacki matematicar, fizi¢ar, astronom. Dao veliki doprinos ra-
zvoju matematike.



Buklidska i hiperbolicka geometrija se jasno razlikuju, a jedna od kljuc-
nih razlika je definisanje paralelnosti. U geometriji se najcesce koristi pristup
zasnivanja pomocu apsolutne geometrije'®. Apsolutna geometrija vazi i u eu-
klidskoj i u hiperbolickoj geometriji. U zavisnosti koju aksiomu paralelnosti
dodamu skupu aksioma apsolutne geometrije, razlikuju se euklidska ili hiper-
bolicka geometrija.

Ako u skup aksioma apsolutne geometrije dodamo Plejferovu'! aksiomu,
dobijamo Euklidovu ili parabolicku geometriju. To znaci, ako postoje tacka i
prava koje imaju Plejferovo svojstvo, onda svaka tacka i prava imaju isto svoj-
stvo. Prostor koji te aksiome zadovoljava naziva se Euklidskim prostorom, a
svaka njegova ravan Euklidskom ravni. Plejferova aksioma paralelnosti glasi:

Postoje tacka B i prava a, B ¢ a, takve da u njima odredenoj ravni ne
postoji vise od jedne prave koja sadrzi tacku B, © sa pravom a nema
zajednickih tacaka.

Za tacku B i pravu a kazemo da imaju Plejferovo svojstvo. Na osnovu
Cetvrte Lezandrove teoreme (o kojoj ¢e biti reci kasnije) i Plejferove aksiome
vazi sledeca teorema:

Teorema 1.1. Za svaku tacku B i pravu a koja je ne sadrzi, u njima
odredenoj ravni postoji jedinstvena prava b koja sadrzi B, a sa pravom a
nema zajednickih tacaka. Hl

Veoma je bitno pitanje da li je sistem aksioma kojim se uvodi hiperbolicka
geometrija neprotivrecan. To je prvi naslutio Lobacevski koji je povezao hi-
perbolicku geometriju sa sferom, a time i euklidskom geometrijom, pa time
dokazuje da ako je hiperbolicka geometrija nekonzistentna, onda je takva i
euklidska geometrija, kreiraju¢i odgovaraju¢i model hiperbolicke geometrije
u euklidskoj geometriji. Kasnije je pronaden i model euklidske geometrije u
hiperbolickoj geometriji, ¢ime je ekvikonzistentnost tih geometrija u potpu-
nosti dokazana.

Najznacajniji modeli hiperbolicke geometrije u euklidskoj geometriji su
Poenkareovi? disk i poluravanski model, i Klajnov'?® disk model. Oni se
mogu prosiriti na tre¢u dimenziju, pa tako dobijamo Poenkareov sferni model
i poluprostorni model, i Klajnov sferni model.

10 Apsolutna geometrija je geometrija ¢iji sistem aksioma ne sadrzi aksiomu paralelnosti.
Y Dzon Plejfer, skotski matematicar i filozof.

12 7il Anri Poenkare, francuski matemati¢ar i teorijski fizicar.

13 Feliks Kristijan Klajn, nemacki matematicar.



1.2 Aksioma Lobacevskog

Geometrija koja se zasniva na apsolutnoj geometriji i aksiomi Lobacev-
skog naziva se hiperbolicka geometrija ili geometrija Lobacevskog. Ravan i
prostor u kojima se realizuje aksioma Lobacevskog jesu ravan i prostor Lo-
bacevskog.

Postoje tacka B i prava a koja je ne sadrzi, takve da u njima odredenoj
ravni postoji vise od jedne prave koja sadrzi B, a sa a nema zajednickih
tacaka.

Za tacku B i pravu a re¢i ¢emo da imaju svojstvo Lobacevskog. Ako biu
hiperbolickom prostoru postojale tacka i prava koje zadovoljavaju Plejferovu
aksiomu, onda bi, na osnovu teoreme 1.1., svaka tacka i prava koja je ne
sadrzi zadovoljavale istu aksiomu, $to protivreci aksiomi Lobacevskog. Zbog
toga vazi i slede¢a teorema:

Teorema 1.2. Za svaku tacku B hiperbolickog prostora i pravu a koja
je ne sadrzi, u njima odredenoj ravni postoje bar dve prave koje sadrze tacku
B, a sa pravom a nemaju zajednickih tacaka.

Da bismo u ravni Lobacevskog definisali parelelne prave izdvojimo najpre
neke osobine koje predstavljaju posledicu aksiome Lobacevskog.

Teorema 1.3. Ako u nekoj ravni kroz tacku A izvan prave a postoje
dve prave koje s pravom a nemaju zajednickih tacaka, tada u toj ili nekoj
drugoj ravni 7 kroz tacku A’ izvan prave a’ postoje dve prave koje s pravom
a’ nemaju zajednickih tacaka.

i /
A’ a; = ay

A

az ai

B a B/ Cl al
Slika 1.5.

Dokaz: Pretpostavimo da u ravni 7 kroz tactku A’ postoji samo jedna prava
ay koja s pravom a' nema zajednickih tacaka. Neka je B’ upravna projekcija
tacke A’ na pravoj a’ i C' € a/. Ako je af, € 7 takva da sefica A'C" zahvata
sa pravama a’ i a}, jednake naizmeni¢ne uglove, prava a, nema s pravom a’
zajednickih tacaka. Zaista, ako bi prava a), sekla pravu @’ u nekoj tacki S’
kod AA'C'S" bio bi jedan spoljasnji ugao jednak unutra$njem nesusednom
uglu, Sto je prema poznatom stavu iz apsolutne geometrije nemoguce. Zato
prava a), nema s pravom &’ zajednickih tacaka. S obzirom da je po pret-
postavci a) jedina prava ravni 7 koja sadrzi tacku A’ i sa pravom a’ nema

7



zajednickih tacaka, bic¢e ajy = a/. Pri tome je prava ) normalna na duz A'B’
i u pravouglom trouglu A’B’C" zbir unutra$njih uglova jednak je zbiru dva
prava ugla. Odatle sledi Euklidov peti postulat i Plejferova aksioma. Na taj
nacin dobija se protivrecnost sa aksiomom Lobacevskog. W

Teorema 1.4. Ako je u ravni Lobacevskog data prava a i izvan nje
tacka A, tada u toj ravni postoji neograni¢eno mnogo pravih koje sadrze
tacku A i seku pravu a.

Ay
A P
A, P
as a1
B a
Slika 1.6.

Dokaz: Prava a i tacka A koja se nalazi izvan te prave pripadaju ravni
Lobacevskog, u toj ravni postoje prave a; i as koje sadrze tacku A i sa pravom
a nemaju zajednickih tacaka. Neka je Ay € as i tacka B € a tako da vazi
Ay, B+ ay. Neka je AsBNa; = {A;}. Neka je P proizvoljna tacka koja se
nalazi izmedu tacaka A; i As, a p prava odredena tackama A i P.

Treba da dokazemo da p ne see pravu a. Pretpostavimo suprotno, da
prava p sece pravu a, pNa = {C}, i tada vazi redosled na pravoj p da se tacka
C nalazi sa one strane tacke na kojoj je i tacka P, ili iza tacke A u odnosu
na tacku P. U prvom sluc¢aju prava a; u ravni APBC ne sadrzi ni jedno
njegovo teme, sece njegovu stranicu PC, a onda prema PaSovom!? stavu!®
sefe stranicu BC, dakle i pravu a, $to je nemoguce, jer je ay Na = (. U
drugom sluc¢aju prava as u ravni PBC ne sadrzi ni jedno njegovo teme, sece
stranicu PC, ali ne sece stranicu PB. Prema PaSovom stavu ay se¢e BC' i
pravu a, Sto je takode nemoguce jer a i as nemaju zajednickih tacaka. W

1.3 Paralelne prave u hiperbolickoj ravni

Pokazano je da u ravni Lobacevskog kroz svaku tacku A izvan neke prave
a postoji beskona¢no mnogo pravih koje sa pravom a nemaju zajednickih
tacaka. Takode, u toj ravni postoji i beskona¢no mnogo pravih koje sadrze

Y Moric Pas , nemacki matematicar.
15 Ako prava a koja leZi u ravni trougaone linije ABC i ne prolazi ni kroz jedan njen vrh
sece jednu njenu stranicu, onda ona sece joS jednu njenu stranicu.



tacku A i seku pravu a. Zato skup svih pravih koje sadrze tacku A i seku
pravu a delimo na dva skupa, i to na skup pravih koje seku pravu a i skup
pravih koje ne seku pravu a. Sada ¢emo pokazati da prave a; i as koje
razdvajaju ta dva skupa pravih pripadaju skupu pravih koje ne seku pravu
a. Na primer, neka prava a; sece pravu a u tacki P i neka postoje tacke Q)i R
koje se nalaze sa raznih strana tacke P. To je nemoguce jer prava a; razdvaja
skup pravih koje sadrze tacku A i ne seku pravu a. Odavde zaklju¢ujemo da
prave a; i ap pripadaju skupu pravih koje ne seku pravu a.

ai

a

el PN_R a
Slika 1.7.

Definicija 1.1. Neka je u ravni Lobacevskog data prava a i tacka A ¢ a .
Grani¢ne prave a; i as koje sadrze tacku A i razdvajaju prave koje sadrze
tacku A i seku pravu a od pravih te ravni koje sadrze tacku A i ne seku pravu
a nazivamo pravama koje su u tacki A paralelne s pravom a. Jednu od tih
dveju pravih smatrajmo paralelnom s pravom a u jednom smeru, a drugu u
drugom smeru. Sve ostale prave u toj ravni koje sadrze tacku A i s pravom
a nemaju zajednickih tacaka nazivamo pravama hiperparalelnim s pravom a.

Kroz sledece teoreme ¢emo ista¢i neke od osobina paralelnih pravih u
ravni Lobacevskog.

Teorema 1.5. Ako je prava AA’ paralelna s pravom BB’ u nekoj tacki
M, tada je prava AA’ paralelna s pravom BB’ u svakoj drugoj svojoj tacki N.
Dokaz: Razlikujemo dva slucaja, slucaj kada se tacka N nalazi na pravoj
AA’" u smeru paralelnosti od tacke M i slucaj kada se tactka N nalazi na
pravoj AA’ u suprotnom smeru.

A

Slika 1.8.



U prvom slucaju neka je K proizvoljna tacka prave BB’. Da bismo dokazali
da je prava AA’ uporedna s pravom BB’ u nekoj tacki N, dovoljno je dokazati
da svaka prava odredena tackom N i nekom tackom P koja se nalazi u uglu
LK N A" se¢e pravu BB'. Ako je tacka P na pravoj BB’ ili je s one strane od
prave BB’ s koje nije tacka N, poluprava NP sefe pravu BB’, pa je teorema
dokazana. Ako je taCka P sa one strane od prave BB’ sa koje je i tacka
N, tacka P je u uglu LKMA’. Stoga je poluprava M P u uglu L KMA'
kojem jedan krak sefe pravu BB’ a drugi je uporedan s tom pravom, pa
poluprava M P sece pravu BB’ u nekoj tacki L koja se nalazi iza tacke P u
odnosu na tacku M. Pri tome prava NP ne sadrzi ni jedno teme AMKL,
seCe njegovu stranicu ML u tacki P, pa prema PaSovom stavu sece jo$ jednu
stranicu tog trougla. S obzirom da se poluprava N P nalazi u uglu £ KNA’,
u uglu L KNM koji je naporedan s uglom £ K NA" prava N P nema tac¢aka.
Stoga prava N P ne sece stranicu K M ve¢ stranicu LM trougla AKLM. Na
taj na¢in mi smo dokazali da prava NP sece pravu BB’, pa je prava AA’
uporedna s pravom BB’ u tacki N.

Slika 1.9.

U drugom sluc¢aju tactka N nalazi se na pravoj AA’ koja je od tacke M u
smeru koji je suprotan sa smerom paralelnosti pravih AA’ i BB'. Neka je K
proizvoljna tacka prave BB’. Da bismo dokazali da je prava AA’ sece pravu
BB’ u tacki N, dovoljno je dokazati da svaka prava odredena tackom N i
nekom tackom P’ koja se nalazi u uglu £ K NM sece pravu BB’. Pri tome je
poluprava N P’ u konveksnom uglu K N M te ona sec¢e duz K M u nekoj tacki
P. Ako je @ proizvoljna tacka koja se nalazi iza tacke N u odnosu na tacku
P, tacka @ je u uglu koji je unakrsan s uglom KMA’, prema tome prava
QM see pravu BB’ u nekoj tacki L koja se nalazi iza tactke M u odnosu na
tacku ). Pri tome prava NP ne sadrzi ni jedno teme trougla AK LM, sece
njegovu stranicu KM u tacki P i produzenje stranice LM u tacki (). Prema
PaSovom stavu sece i stranicu tog trougla, dakle i pravu BB’. Zato je prava
AA’" uporedna s pravom BB’ u tacki N. B
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Teorema 1.6. Ako je prava AA’ paralelna s pravom BB’, tada je i prava
BB’ paralelna s pravom AA’.

A

o—

B N L\L, B

Slika 1.10.

Dokaz: Neka je M € AA’, a N podnozje normale iz tacke M na pravu BB'.
S obzirom da se prava AA’ sece sa pravom BB’, svaka prava odredena tackom
M i proizvoljnom unutra$njom tackom ugla A NM A’ se¢e pravu BB’. Da
bismo dokazali da se prava BB’ sece sa pravom AA’, saglasno definiciji treba
da dokazemo da svaka prava odredena tackom N i proizvoljnom unutrasnjom
tackom P ugla A M N B’ se¢e pravu AA’. S obzirom da je ugao £ M N B’ prav,
a tacka P u njemu, ugao £ M N P je ostar pa se podnozje () normale iz tacke
M na pravu NP nalazi na polupravoj NP, dakle u uglu £ M N B’. Pri tome
je tacka @ u uglu K NMA’, na polupravoj AA’ ili s one strane prave AA" s
koje nije tacka N. U poslednja dva sluc¢aja neposredno sledi da prava NQ
dakle i prava N P se¢e pravu AA’, pa je u tim sluc¢ajevima stav dokazan. Ako
je tacka QQ u uglu L NMA', postojac¢e u tom uglu poluprava ML’ takva da
je ANMQ = LL'MA'. Kako se prave AA’ i BB’ seku, poluprava ML’ koja
se nalazi u uglu L NM A’ sefe pravu BB’ u nekoj tacki L. Kod pravouglog
trougla AMNQ stranica M N je hipotenuza a stranica M) kateta, pa je
MN > MQ@. Zato izmedu tacaka M i N postoji tacka R takva da je M) =
MR. Neka je CC' prava upravna u tacki R na pravoj MN. S obzirom
da su prave BB’ i CC’ upravne u dvema raznim tackama N i R na pravoj
M N, one prema poznatom stavu nemaju zajednickih tacaka. Pri tome prava
C'C’ ne sadrzi ni jedno teme trougla ALM N, sece njegovu stranicu M N u
tacki R, a ne sece stranicu N L, te prema PaSovom stavu sece stranicu LM u
nekoj tacki S. Ako je T tacka poluprave M A’ takva da je MS = MT, bice
trouglovi AMRS i AMQT podudarni, pa je MRS = LA MQT. Ipak, ugao
AMRS je prav, pa je i njemu jednak ugao L MQT prav. Kako su prave Q)P
i QT upravne u istoj tacki () na pravoj M@, one su istovetne. Stoga prava
QP, tj. prava NP sece pravu AA" u tacki T', pa se prave BB’ 1 AA" seku. B

Teorema 1.7. Ako su dve prave AA’ i BB’ paralelne s tre¢om pravom
CC’ u istom smeru, tada su prave AA’ i BB’ i medu sobom paralelne u tom
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smeru.
Dokaz: Prave AA’ i BB’ su sa iste ili sa raznih strana u odnosu na pravu
CC’. Analizirajmo najpre prvi slucaj.

Slika 1.11a.

Prave AA" i BB’ se ne seku, jer bi u protivhom kroz njihovu presec¢nu tacku
postojale dve prave uporedne sa pravom C'C’ u istom smeru, $to je nemoguce.
Zato je jedna od pravih AA’ i1 BB’ izmedu druge od tih dveju pravih i prave
CC'’. Neka je npr. prava BB’ izmedu pravih AA" 1 CC’. Ako su P i R dve
proizvoljne tacke pravih AA"i CC’, tacke P i R su sa raznih strana od prave
BB, pa duz PR sefe pravu BB’ u nekoj tacki ). S obzirom da se prave
AA’"i BB’ ne seku, one ¢e biti uporedne medu sobom ako dokazemo da svaka
prava kroz tacku P i proizvoljnu unutrasnju tacku X ugla £QPA’ sefe pravu
BB’. Po pretpostavci prava AA’ sece se sa pravom C'C’ pa prava kroz tacku
P i unutrasnju tacku X ugla L RPA’ sefe pravu C'C’ u nekoj tacki S. Pri
tome su tacke P i S s raznih strana prave BB’, pa duz PS, dakle i prava
PX, sete pravu BB’ u nekoj tacki T. Zato se prava AA’ seCe sa pravom
BB'.

Slika 1.11b.

Ako su prave AA’1 BB’ s raznih strana od prave C'C’, one nemaju zajednickih
tacaka. Neka su P i Q dve proizvoljne tacke pravih AA’ i BB’. S obzirom
da se prave AA’ 1 BB’ ne seku, one ¢e biti uporedne ako dokazemo da prava
kroz tacku P i proizvoljnu unutrasnju tacku X ugla LQPA’ se¢e pravu BB'.
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Tacke P i @ su sa raznih strana prave C'C’, pa duz PQ sece pravu CC’ u
nekoj tacki R. Iz uporednosti pravih AA" i C'C’ sledi da prava kroz tacku P i
unutrasnju tacku X ugla L RP A’ se¢e pravu C'C” u nekoj tacki S. Proizvoljna
tacka Y koja se nalazi iza tacke S u odnosu na tacku P je u uglu £QSC’, pa
iz uporednosti pravih BB’ i CC’ sledi da prava SY tj. prava PX sece pravu
BB'. Stoga je prava AA’ uporedna s pravom BB'. B

Teorema 1.8. Ako je a oStar ugao, tada postoji jedna i samo jedna
prava upravna na jednom kraku ugla «, a paralelna s drugim krakom tog
ugla.

Ay, M X P

o A4

Slika 1.12.

Dokaz: Neka su a i b kraci, i O teme oStrog ugla «, i dokazimo da postoji
prava koja je normalna na kraku, npr. a, i sece se sa krakom b tog ugla. Prvo
dokazimo da postoji prava koja je normalna na krak a i ne sece krak b tog
ugla.

Pretpostavimo da takva prava ne postoji, tj. da svaka prava normalna
na krak a se¢e krak b. Ako sa A obelezimo proizvoljnu tacku poluprave a, sa
Aq, ..., A, tacke poluprave a takve da vazi poredak

B(A, Ay, ..., Ay)

OA AA), AA, = AjAg,..., Ay oA, 1 2 A, A,

isa B, B..., B, tacke u kojima upravne u tackama A, Ay, ..., A,, na polupravu
a seku polupravu b, bice, s obzirom na aditivnost defekta
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§(0OA1By) = 6(OAB) + §(AA;B) 4+ 6(A1 B, B)
= 206(OAB) + §(A,B1B)
> 20(OAB)
§(0A3By) = 0(OA | By) + 6(A1 A3By) + 6(Ay By By)
— 25(0OA1By) + 0(A3B,By)
> 226(0A,By)

(OA,B,) =0(0A,_1B,-1) + 0(Ay_14, By 1) + (A, B, B—1)
== 25(014”,18”,1) -+ (S(AanBn,1)
> 2”(5(014”_13”_1)

Pri tome se broj n moze izabrati dovoljno veliki da ugao 2"§(O AB) bude
vec¢i od bilo kojeg unapred datog ugla, dakle ve¢i i od zbira dva prava ugla.
U tom sluc¢aju bio bi defekt trougla AO A, B,, takode veéi od zbira dva prava
ugla, te bi zbir unutrasnjih uglova tog trougla bio negativan, $to je nemoguce.
Stoga normale na polupravoj a u svim njenim tackama ne seku polupravu b.

Na taj nacin skup svih tacaka poluprave a mozemo podeliti u dve klase
i to prvu klasu tacaka u kojima normale na polupravoj a seku polupravu b
i drugu klasu tacaka u kojima normale na polupravu a ne seku polupravu
b. Pri tome, ako neka tacka M pripada prvoj klasi tada svaka tacka M’
koja se nalazi izmedu tacaka O i M pripada prvoj klasi. Ako neka tacka P
pripada drugoj klasi tada svaka tacka P’ koja se nalazi iza tacke P u odnosu
na tacku O pripada drugoj klasi. Da bismo dokazali prvu od tih osobina
obelezimo sa N tacku u kojoj prava upravna u tacki M na polupravu a
seCe polupravu b. Prava upravna u tac¢ki M’ na polupravu a ne sadrzi ni
jedno teme trougla AOMN, sece njegovu stranicu OM, a ne seCe stranicu
MN, te prema Pasovom stavu seCe stranicu ON, dakle i polupravu b u
nekoj tacki N’. Stoga tacka M’ pripada prvoj klasi. Drugu od pomenutih
osobina dokazujemo indirektno. Ako bi tacka P’ pripadala prvoj klasi prema
dokazanoj osobini i tacka P koja se nalazi izmedu tac¢aka O i P’ pripadali bi
prvoj klasi, $to je nemoguce. Stoga tacka P’ pripada drugoj klasi. Time smo
dokazali da su zadovoljeni uslovi Dedekindovog stava'® te na polupravoj a
postoji jedna i samo jedna tacka X koja razlaze te dve klase. Pri tome svaka
tacka izmedu tacaka O i X pripada prvoj klasi, a svaka tacka iza tacke X u
odnosu na tacku O pripada drugoj klasi. Indirektnim postupkom dokazimo
da i tacka X pripada drugoj klasi. Ako bi tacka X pripadala prvoj klasi,

16 Julijus Vilhelm Ricard Dedekind , nemacki matematicar.
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normala XY u tacki X na polupravu a sekla bi polupravu b u nekoj tacki
Z. Neka je Z' bilo koja tacka iza tacke Z u odnosu na tacku O. Podnozje
X' uprave iz tacke Z’ na polupravoj a pripada prvoj klasi, a nalazi se iza
tacke X u odnosu na tacku O, 8to je nemoguce. Dakle X je tacka druge
klase. Dokazimo najzad da je prava XY paralelna sa polupravom OB, gde
je tacka Y s one strane prave OX s koje je tacka B. S obzirom da prava
XY nema sa pravom OB zajednickih tacaka, bi¢e uporedna s pravom OB
ako dokazemo da svaka prava kroz tacku X i proizvoljnu tacku L koja se
nalazi u uglu LOXY sece pravu OB. Ako se pri tome tacka L nalazi sa one
strane prave OB sa koje nije tacka X ili se pak nalazi na pravoj OB, dokaz
je direktan. Ako se tacka L nalazi s one strane od prave OB s koje je tacka
X, bic¢e uglovi LLOX i £LLXO ostri, pa se podnozje M normale iz tacke L
na pravoj OX nalazi izmedu tacaka O i X. Stoga tacka M pripada prvoj
klasi te normala ML u tacki M na polupravoj a sece polupravu b u nekoj
tacki N koja se nalazi iza tacke L u odnosu na tacku M. Pri tome prava XL
ne sadrzi ni jedno teme trougla AOM N, sece njegovu stranicu M N, a ne
seCe stranicu OM, te prema PaSovom stavu sece stranicu ON, dakle i pravu
OB u nekoj tacki S. Odatle sledi da je prava XY paralelna s pravom OB.
[ |

Teorema 1.9. Odstojanje tacke koja se nalazi na jednoj od dve me-
dusobno paralelne prave od druge prave neogranic¢eno opada kada se tacka
udaljava u smeru paralelnosti, a neogranic¢eno raste kada se ta tacka udaljava
u suprotnom smeru.

Dokaz: Neka su AA' i BB’ dve paralelne prave, A; i Ay tacke prave AA’
takve da je B(A, Ay, Ay), By i By podnoZja upravnih iz tacaka A; i Ay na
pravoj BB’. Prema poznatom stavu uglovi £B;A;A" i By Ay A’ kao uglovi
paralelnosti, ovaj pojam ¢emo kasnije definisati, prave AA" s pravom BB’ su
ostri.

Ay

1

Slika 1.13.

Kako je ugao £ Ay A; By naporedan sa oStrim uglom £ ByA;A’, on je tup, pa
je u cetvorouglu By B Ay Aq s pravim uglovima B; i Bo,

KBlAlAQ < iAlAgBQ.
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Zato je i
A2B2 < AlBl.

Ovim smo dokazali da se udaljavanjem tacke po pravoj AA’" u smeru para-
lelnosti njeno odstojanje od prave BB’ smanjuje. Dokazimo sad da se to
odstojanje smanjuje neograniceno, tj. da na pravoj AA’ postoji tacka P ko-
joj je odstojanje P(Q od prave BB’ manje od bilo koje unapred date duzi .
Neka je K’ proizvoljna tacka prave AA’, K podnoZje normale iz tacke K’ na
pravoj BB', a L tacka poluprave K K’ takva da je KL = [. Pri tome je

K'=Lili BK,K', L) ili B(K, L, K").

U prva dva slu¢aja dokaz sledi neposredno. Ako je B(K, L, K'), obelezimo
sa LL' i LL" prave paralelne sa pravama BB' i1 B'B. 1z AA’||BB’i LL'|| BB’
sledi da je AA'||[LL'. Prava LL" sadrzi neku tacku koja se nalazi uglu
£LK'LL', prema tome, ona seCe pravu AA" u nekoj tacki M. Neka je L, tacka
prave AA’ iza tacke M u odnosu na tacku K’ takva da je ML = ML i neka
su N i K; podnozja normala iz tacaka M i L; na pravu BB’. Iz podudarno-
sti trouglova ALMN i LiMN sledi da je LN =2 LyN i LLNM = £LLiNM.
Sada je {LNK = LLiNK;i LN = LN, pasu trouglovi AKLN i AK,L; N
s pravim uglovima K i K; podudarni. Otuda je K;L, = KL, tj.

KLy =1

pa je odstojanje P() svake tacke P koja se nalazi iza tacke L; u odnosu na
tacku M od prave BB’ manje od duzi [. Ovim je dokazan prvi deo teoreme.
Dokaz drugog dela teoreme izvodi se analognim postupkom. Wl

1.4 Ugao paralelnosti. Funkcija Lobacevskog

Neka je data prava p i tacka A koja joj ne pripada, tj. A ¢ p. Iz A
spustimo normalu AB napravu p. Kroz tacku A povla¢imo prave c¢; i ¢3 koje
seku pravu p u tackama C; i Cs. Ako prava AC; sa normalom AB gradi
manji ugao nego prava ACs, tada ¢e tacka C' biti na manjem rastojanju od
tacke B u odnosu na tacku Cy. Sto je veéi ugao izmedu pravih ¢; i AB, to
¢e se na veéem rastojanju naci presek ravih ¢y i p.

Ay
A
Ci~_Ca p
B \Cl C2
Slika 1.14.
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Ako tacku A izaberemo tako da bude $to je moguce vise udaljena od prave
p, recimo u polozaju A;, prava A;C; gradi¢e sa normalom A;B manji ugao
nego prava ACH. Sto smo dalji od objekta, pod manjim uglom ga vidimo.
Odavde mozemo zakljuciti da sto je tacka A dalja od prave p taj ugao ce
teziti 0, dok se njenim priblizavanjem ka objektu, u ovom sluc¢aju pravoj p,
taj ugao tezi 5.

Definicija 1.2. Neka je tacka P izvan prave BB’ i (Q podnoZje normale
iz P na tu pravu. Ako je AA’ prava koja sadrzi tacku P i paralelna je sa BB’,
tada oStar ugao £QPA’ nazivamo uglom paralelnosti prave AA’ u tacki P sa
pravom BB’ tj. ugao koji odgovara duzi PQ. Duz P(Q je duz paralelnosti.

A
P
A/
B Q B’
Slika 1.15.

Ugao paralelnosti £QP A’ ozna¢avamo sa I1(PQ) gde je II funkcija Lobacev-
skog, 1 vazi

0<II(x) <

S

Na osnovu prethodno iznesenih osobina, vaze sledece teoreme.

Teorema 1.10. Jednakim duzima odgovaraju jednaki uglovi paralelno-
sti, i obratno, jednakim uglovima paralelnosti odgovaraju jednake duzi.

Dokaz: Obelezimo sa bi b’ dve proizvoljne prave, a sa Ai A’ tacke izvan
njih, sa B i B’ podnozja upravnih iz tacaka A i A’ na pravama bil/, a sa a
i @’ prave koje redom sadrZe tacke A i A’, a paralelne su sa pravama b i b'.
Ostri uglovi w i w’ koje zahvataju poluprave AB i A’B’ sa pravama a i a’ su
po definiciji uglovi paralelnosti koji odgovaraju duzima AB i A’'B’.

Slika 1.16.
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Da bismo dokazali prvi deo teoreme pretpostavimo da su duzi AB i A’B’
jednake. Ako bi uglovi paralelnosti w i w’ koji odgovaraju tim duzima bili
nejednaki, jedan od njih bio bi veéi od drugog, npr. w’ > w. U tom slucaju
u uglu w’ postoji poluprava A’P’ koja s polupravom A’B’ zahvata ugao w”
jednak s uglom w. S obzirom da je prava a’ paralelna s pravom b, a poluprava
A’ P’ u uglu paralelnosti, poluprava A’ B’ se¢e pravu b’ u nekoj tacki P’. Neka
je P tacka prave b s one strane prave A’B’ sa koje je ugao w takva da je
BP = B'P’. Pri tome su trouglovi AABP i AA'B’'P’ podudarni, pa su
uglovi £ BAP i A B'A’P’ jednaki. Stoga je ugao £ BAP jednak sa uglom w”,
dakle i sa uglom w, te su prave AP i a istovetne. Ipak, to je nemoguce, jer
prava AP seCe pravu b, dok je prava a paralelna s njom. Otuda sledi da su
uglovi w i w’ jednaki, pa je prvi deo teoreme dokazan.

A A "
P a P
B
= b = v
Slika 1.17.

Da bismo dokazali drugi deo teoreme pretpostavimo da su uglovi paralelnosti
w 1w’ koji odgovaraju duzima AB i A’ B’ medu sobom jednaki. Ako pri tome
duzi AB i A’B’ nisu jednake, bi¢e npr. A’B’ > AB. U tom slucaju izmedu
tacaka A’ i B’ postoji tacka B” takva da je AB = A’B”. S obzirom da je
normala b’ u tacki B’ na kraku A’ B’ ostrog ugla w’ paralelna s drugim krakom
tog ugla, prava B” normalna na kraku A’B’ u tacki B” koja se nalazi izmedu
tacaka A" 1 B’ sefe drugi krak ugla ', dakle i pravu @’ u nekoj tacki P’.

Neka je P tacka prave a, s one strane prave AB s koje je ugao w takav
da je A’P' =2 AP. Pri tome su trouglovi AABP i AA’B”P’ podudarni, te
je LABP = LA'B"P'. No LA’B"P' je prav pa je i {ABP prav. S obzirom
da su prave BP i b upravne na duzi AB u istoj tacki, one su istovetne. No
to je nemoguce, jer prava BP seCe pravu a, dok je prava b paralelna s njom.
Stoga su duzi AB i A’B’ jednake, pa je i drugi deo teoreme dokazan. H

Teorema 1.11. Vecoj duzi odgovara manji ugao paralelnosti, i obratno,
manjem uglu paralelnosti odgovara veéa duz.

Dokaz: Obelezimo sa b i b’ dve proizvoljne prave, sa A i A’ tacke izvan
njih, sa B i B’ podnozja upravnih iz tac¢aka A i A’ na pravama bib’, a sa a
i a’ prave kroz tactke A i A’ paralelne s pravama bib'.

18



P b

Slika 1.18.

Ostri uglovi w i w’ koje zahvataju poluprave AB i A’B’ sa pravama a i
a’ su po definiciji uglovi paralelnosti koji odgovaraju duzima AB i A’B’. Da
bismo dokazali prvi deo teoreme pretpostavimo da je duz A’B’ vec¢a od duzi
AB. U tom slu¢aju izmedu tacaka A" i B’ postoji tacka A” takva da je duz
AB jednaka duzi A”B’. Neka je a” prava koja sadrzi tacku A”, a paralelna je
pravoj b’ u onom smeru u kojem je i prava o’ paralelna sa pravom ¢', a w” ugao
paralelnosti koji odgovara duzi A”B’. S obzirom da su duzi AB i A” B’ medu
sobom jednake, prema prethodnoj teoremi jednaki su i uglovi paralelnosti
w i w” koji odgovaraju tim duzima. Dokazimo da je ugao w’ manji od ugla
w”. Pre svega saglasni uglovi w’ i w” koje odreduje sec¢ica A’A” sa pravama
a’ 1 a” ne mogu biti jednake, jer bi tada prave a’ i a” bile hiperparalelne,
Sto je nemoguce jer su obe paralelne s pravom 0 u istom smeru, dakle i
medu sobom. Ako bi ugao w” bio manji od ugla w’ postojala bi u uglu w’
poluprava A’S’ koja zahvata sa polupravom A’B’ ugao jednak s uglom w”.
Ta poluprava sekla bi pravu a” u nekoj tacki S’, pa bi kod trougla AA’A”S’
spoljasnji ugao A” bio jednak unutrasnjem nesusednom uglu A’, §to je prema
poznatom stavu iz apsolutne gemetrije nemoguce. Stoga je w’ < w”, i prema
tome w’ < w. Ovim smo dokazali prvi deo teoreme.

AI

B’ v

Slika 1.19.
Da bismo dokazali drugi deo teoreme, pretpostavimo da je ugao w’ manji od
ugla w. U tom slucaju, u uglu w postoji poluprava AS koja sa polupravom

AB zahvata ugao jednak sa uglom w’. Ta poluprava se¢e pravu b u nekoj
tacki S. S obzirom da je ugao w ostar i ugao £ BAS sadrzan u njemu takode
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je oStar. Stoga postoji jedinstvena prava B” upravna na kraku AB u nekoj
tacki B”, a paralelna sa drugim krakom AS ugla £ BAS. S obzirom da uglovi
paralelnosti w i w’ nisu jednaki, prema prethodnoj teoremi nisu ni duzi AB i
A’ B’ jednake, pa je tacka B” razlic¢ita od tacke B. Tacka B” ne moZe biti ni
izmedu tacaka A i B, jer bi tada prava B” sekla stranicu AB trougla AASB
pa bi prema PaSovoj teoremi sekla joS jednu njegovu stranicu. Medutim,
to je nemoguce jer je prava b’ paralelna sa pravom AS, a hiperparalelna sa
pravom BS. Otud sledi da se tacka B” nalazi iza tacke B u odnosu na tacku
A, pa je duz AB” vec¢a od duzi AB. Iz jednakosti uglova w’ i w” sledi da su
duzi AB"” i A'B’ jednake, pa je i duz A’ B’ ve¢a od duzi AB. Ovim je teorema
dokazana. Wl

Teorema 1.12. Funkcija Lobacevskog w, = II(z) kojom se svakoj duzi x
dodeljuje ugao paralelnosti w, , je definisana za svako x iz intervala 0 < x <
00, ona je neprekidna i strogo opadajuca funkcija uzimajuéi sve vrednosti iz
intervala 0 < w < R, gde je R prav ugao. Pri tome je

limII(z) = R1i lim II(z) = 0.
z—0 T—00

Dokaz: Prvi deo teoreme sledi neposredno, jer kroz tacku A koja se nalazi
na odstojanju AB = x od prave a postoje dve prave a; i as koje su u raznim
smerovima paralelne s pravom a. Pri tome su ostri uglovi koje odreduju prave
a1 i ag s polupravom AB uglovi paralelnosti tih pravih u tacki A prema pravoj
a. Ti uglovi su jednaki, oni prema definiciji predstavljaju vrednost funkcije
II(z) za odsetak x. Stoga je funkcija II(x) definisana za svaki odsecak iz
intervala 0 < z < oo.

Drugi deo stava sledi iz ranije dokazanog stava prema kojem za svaki
oStar ugao w = LAOB postoji prava n koja je u nekoj tacki A upravna na
kraku OA i paralelna s krakom OB tog ugla. U tom slu¢aju imamo da je
w = II(OA), te za svaki ostar ugao c postoji odsecak = takav da je w = II(z).

Tre¢i deo stava sledi iz ranije dokazane teoreme, jer pri r; < xo imamo
da je wy > wq , tj. da je II(z1) > II(x3). Iz dokazanih osobina neposredno
sledi da je

limII(z) = Ri lim II(z) =0. A

z—0 T—00

Ova teorema govori da se u malim delovima prostora geometrija Lobacev-
skog malo razlikuje od euklidske geometrije, kao i da se ta razlika smanjuje
smanjivanjem posmatranog dela prostora. Ve¢ smo videli da slucaj © = 3
odgovara euklidskoj geometriji. Euklidkska geometrija je grani¢ni slucaj hi-
perbolicke geometrije kada rastojanja neograniceno opadaju.

Definicija 1.3. Za ugao paralelnosti I1(—z) vaZi:

(z) + (—x) = 7.
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Slika 1.21.

1.4.1 Konstrukcija ugla paralelnosti i duZine koja mu odgovara

Konstrukciju paralelne prave iz tacke A prema pravoj p, pokazao je Janos
Boljaj u svom Appendiz-u.

A D

)

Q'

Slika 1.22.

Ako iz tacke A spustimo normalu AB = a na pravu p i iz proizvoljne tacke C
sa prave p uzdignemo normalu CD i AD1CD, tada iz tacke B opiSsemo krug
poluprec¢nika AD koji ¢e prese¢i C'D u tacki E pod uglom «. Prenesemo
ugao « iz tacke A na AB i time dobijamo trazenu paralelu AF. Duzina koja
odgovara uglu «a ozna¢avamo sa D(«), i odredujemo tako $to nacrtamo neki
pravougli trougao ABC, u kome je « oStar ugao kod temena A. U tacki B
konstruisemo BB’ za koju vazi BB’ 1L AB. Na duz AB nanesemo duzinu AD
za koju vazi AD = CD i iz tacke D konstruiSemo normalu DFE na pravu
AB. Tada je AF duzina koja odgovara uglu paralelnosti . Ako se nanese
da je AF = AFE, onda je F'F'||AB.

21



Slika 1.23.
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2 Geometrija poligona u ravni Lobacevskog

2.1 Uglovi trougla i n-tougla u ravni Lobacevskog
2.1.1 Lezandrove teoreme

Lezandr!'” je u proucavanju veze izmedu aksioma apsolutne geometrije i
Euklidovog V postulata dosao do vaznih zakljucaka koji se odnose na zbir
unutrasnjih uglova u trouglu. Da bi dokazao Euklidov V postulat kao posle-
dicu sistema apsolutne geometrije, obogatio je poznavanje apsolutne geome-
trije. U to vreme bilo je poznato da je u euklidskoj geometriji zbir unutrasnjih
uglova u trouglu jednak zbiru dva prava ugla.

Teorema 2.1. Zbir unutrasnjih ugova trougla ne moze biti vec¢i od zbira
dvaju pravih uglova.

Dokaz: Kako bismo dokazali ovu teoremu, potrebno je da dokazemo
sledeci stav:

Za svaki trougao A postoji trougao Ay kojem je zbir unutrasnjih uglova
jednak zbiru unutrasngjih uglova trougla A, a jedan njegov unutrasnji ugao
bar dva puta manji od unapred naznacenog ugla trougla A.

A Ay

B C
Slika 2.1.

Neka su A, B, C temena trougla A, i neka je D srediste stranice AC' i A
tacka simetri¢na tacki B u odnosu na tacku D. Pritom je AABD = ACA,D

pa jei
£LABD = £CAD i {BAD = £A,CD,
a tako je i
£LABA, = LCABi {BAC = LA,CA.
Na osnovu ovih jednakosti dolazimo do sledeceg:
LCAB + £LABC + £BCA = {BAC + £ABA, + LA, BC + £BCA

= LACA, + LCA B+ LA BC + £BCA

17 Adrijen-Mari Lezandr , francuski matematicar.
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a to upravo znaci da su zbirovi unutrasnjih uglova trouglova ABC' i A;BC
jednaki, a samim tim i da je jedan od uglova A, ili B trougla A; BC' bar dva
puta manji od ugla B trougla ABC. Zato su A;, B i C temena trougla A
koji ima navedene osobine. Ovim je dokazan pomoéni stav.

Nastavimo sada sa dokazom teoreme. Pretpostavimo suprotno, da postoji
neki trougao A kod koga je zbir o unutrasnjih uglova veéi od 7, tj. da je
0 = 2R + ¢, gde je R prav ugao i € proizvoljan ugao. Prema prethodno
dokazanom stavu postoji trougao A; takav da su zbirovi ¢ i oy njihovih
unutrasnjih uglova jednaki, a jedan njegov unutrasnji ugao «; bar dva puta
manji od unutrasnjeg ugla « trougla A. Zatim, postoji trougao As, takav da
je zbir njegovih unutrasnjih uglova o9 jednak oy, a jedan njegov unutrasnji
ugao ap bar dva puta manji od unutrasnjeg ugla a; trougla A;. Ponavljanjem
datog postupka dobijamo trougao A, kojem je zbir ¢, unutragnjih uglova
jednak zbiru o,,_; unutrasnjih uglova trougla A, _;, a jedan njegov ugao a,
bar dva puta manji od ugla «,,_; trougla A, _;. Zato je i

op =2R+¢,a a, < 2%04.
Broj n mozemo izabrati dovoljno velik da je
1
2na <eg,
pa ¢e stoga biti i o, < €. U tom slucaju zbir ostala dva unutrasnja uglova
trougla A, bic¢e veéi od m, §to je prema poznatom stavu iz apsolutne geome-
trije nemoguce. Zato zbir unutraSnjih uglova trougla ne moze biti veéi od
zbira dva prava ugla, tj. 7. W

Neka je o zbir unutrasnjih uglova nekog trougla ABC. Na osnovu pret-
hodnog, 0(ABC) < 7, pajeim — o(ABC) > 0. Datu razliku nazivamo
defektom trougla ABC' i oznac¢avamo je sa 0(ABC).

Teorema 2.2. Ako postoji trougao kome je zbir unutrasnjih uglova 7,
onda zbir unutrasnjih uglova svakog trougla takode .

A
Ay
A
Ky Ay
By By Dy Co B’ B D C

Slika 2.2.
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Dokaz: Neka je AqgByCj trougao takav da mu je zbir unutrasnjih uglova
jednak m, a ABC bilo kakav drugi trougao. Kako su unutrasnji uglovi kod
bar dva temena nekog trougla ostri, podnozje normale iz tre¢eg temena na
pravu koja sadrzi naspramnu ivicu, pripada toj ivici. Pretpostavimo da su
uglovi kod temena By, Cy i B, C trouglova AqgByCy i ABC ostri, i da su D,
i D podnozja normala iz Ag i A na duzi ByCy i BC'. Kako je

0(AgBoDy) + 0(AgCoDy) = 0(AgBoCh) + ,
bice i
o(AoBoCo) = .
Uz to jei
0(ABD) + o(ACD) = o(ABC) +m,

pa ako je 0(ABD) = o(ADC), bi¢e i 6(ABC) = .
Da bismo dokazali da je 0(ABD) = 7, sa A, i B,, n =1,2,... obelezimo
tacke polupravih (DgAg) i (DoBy) takve da je

AnDO - 2”AOD0 1 BnDO - 2nBoD0.

Dokazimo da je 0(A,B,Dy) = 0(AoBoDy)m. Neka tacka K pripada pravoj
n koja je normalna na pravu AgDy, sa one strane te prave sa koje je i tacka
By, takvu da je AgKy = DyBy. Tada je

AA(]B()DO = AB()A()KO = AAlKoAO = AKoBlBo,

i vazi raspored B(A;, Ky, B1) pa je zato i 0(A1B1Dy) = . Ponavljanjem
ovog postupka kona¢no mnogo puta dokazuje se da je o(A,B,Dy) = 7. Za
dovoljno veliko n, na osnovu Arhimedove aksiome, bi¢e BD < B,Dgi AD <
A, Dy. Zbog toga, na polupravama (DA) i (DB) postoje tactke A’ i B’ takve
da je B(D,A,A"), B(D,B,B'), BD = B,Dyi A'D = A, D,, pri ¢emu je

o(AB'D) =0(A,B,Dy) = .
Kako je i
0(A'B'B) + 0(A'BD) = o(A'B'D) + ,

na osnovu prethodne teoreme dolazimo do zakljucka da je i o(A'BD) = .
Sli¢no,

o(A'BA)+0(ABD) =o(A'BD) + ,
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pa je i 0(ABD) = m. Na isti na¢in dokazuje se i da je 0c(ACD) = , pa je
odatlei 0(ABC) ==.

Teorema 2.3. Postoji trougao kome je zbir unutrasnjih uglova jednak
7, ako i samo ako svaka prava upravna na jednom kraku bilo kojeg ostrog
ugla sece drugi krak tog ugla.

n P, P P, P
Py P,
L K
OC/Q Q1 N Q. 1 O Qn-1 Qn q
Slika 2.3.

Dokaz: Neka je pg ostar ugao sa temenom O, neka je P proizvoljna
tacka poluprave p, () podnozje normale iz tacke P na polupravu ¢ i N tacka
u kojoj je neka prava n normalna na g. Ako je B(O, N, Q), jednostavno se,
na osnovu Pasove aksiome dokazuje da n seCe p. Zato pretpostavimo da je
B(O,Q, N) i obelezimo sa P, i Q,, n = 1,2, ... tacke polupravih p i ¢ takvih
da je B(O,P, Py, ..., P,) i B(O,Q,Q1,....,Qn), OP, =2"0P i 0Q,, = 2"0Q.

Ako postoji trougao kome je zbir unutrasnjih uglova m, onda, kao i u
dokazu prethodne teoreme, mozemo dokazati da je trougao OF,(Q, pravo-
ugli trougao, sa pravim uglom kod temena @,, i da mu je zbir unutrasnjih
uglovajednak 7. Zaista, ako sa K obelezimo tacku prave k koja je u tacki
P normalna na pravu P() , sa one strane sa koje je i tacka P;, takvu da je
PK = 0OQ), tada je

AOPQ = APPK =~ AQ,PQ = APQ, K,

i B(P, K,Q,), pa je odatle i c(OP1Q1) = m. Ponavljanjem ovog postupka
kona¢no mnogo puta, dokazuje se da je o(OP,Q,) = 7. Za dovoljno veliko
n, na osnovu Arhimedove aksiome, bice ON < OQ),,, pa, posto prava n sece
duz O0Q),, a ne sece P,Q,, jer su prave n i P,(), normalne na pravu ¢, onda
¢e, na osnovu Pasove aksiome, se¢i duz OPF,.

Obratno, neka za svako n prava ¢, koja je u tacki (),, normalna na kraku
q, seCe krak p ugla pq u tacki P,. Jednostavno se pokazuje da je tada

5(OPnQn) = 5(Opn71Qn71> + 5(annlenfl) + 5(Pn71QnPn)
= 26(0Pn—1Qn—1) + 5(Pn—1QnPn)

Ako pretpostavimo da postoji trougao kome je defekt pozitivan, onda je, na
osnovu prethodne teoreme, defekt svakog trougla pozitivan, pa je zato
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S(OP,Qn) > 26(0P,_1Qp—1) > ... > 2"0(0OPQ).

Broj n mozemo izabrati dovoljno velik tako da broj 2"6(OPQ) bude ve¢i od
bilo kog unapred zadatog broja, pa dakle i od 7. Tada je

5(OP,Q,) >,

Sto je nemoguce. Dakle, ne postoji trougao kome je defekt pozitivan, pa je
zbir unutrasnjih uglova bilo kojeg trougla jednak 7. W

Teorema 2.4. Postoji trougao kome je zbir unutrasnjih uglova jednak m
ako i samo ako za svaku tacku B i pravu a koja je ne sadrzi, u njima odredenoj
ravni postoji jedinstvena prava b, koja sadrzi B i sa a nema zajednickih
tacaka.

Dokaz: Ako je A podnozje normale iz B na a, prava b koja sadrzi tacku
B i normalna je na pravu AB nema sa pravom a zajednickih tacaka, jer
bi, u protivnom, iz njihove presecne tacke postojale dve normalne prave na
pravu AB. Pretpostavimo da postoji trougao kome je zbir unutrasnjih uglova
jednak 7 i dokazimo da je tada prava b jedinstvena. U tom pravcu, neka je
¢ prava koja sadrzi B i neka je ¢ poluprava sa temenom B koja joj pripada,
a sa polupravom (BA) zahvata oStar ugao. Prava a je upravna na (BA), pa
na osnovu prethodne teoreme ona sece ¢, dakle i c.

C

b B b B B
c c
a A a A C D
Slika 2.4.

Obratno, ako sa C' obelezimo proizvoljnu tacku prave a razli¢itu od A
i sa B’ proizvoljnu tacku prave b sa one strane prave AB sa koje je i C,
bice 0(ABC) = w. Kako je, na osnovu teoreme 2.1., 0(ABC) < 7, bi¢e
i {BCA < LCBB'. Da je {BCA < £CBB’, postojala bi u uglu CBB’
poluprava ¢ koja sa (BC') zaklapa ugao 7 podudaran uglu BCA. Kako je
ugao BC A ostar, iy bi bio oStar ugao, pa bi poluprava ¢’ sekla pravu a u nekoj
tacki D. Tada bi u trouglu BC'D spoljasnji ugao kod temena C bio jednak
unutrasnjem uglu kod temena B, §to je nemoguce. Dakle, { BCA >~ LCBHB,
pajeioc(ABC)==. 1
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2.1.2 Unutrasnji uglovi trougla i n-tougla

Teorema 2.5. Zbir unutrasnjih uglova trougla u ravni Lobacevskog ma-
nji je od zbira dva prava ugla.

Dokaz: Neka je A proizvoljna tacka izvan neke prave a i 7 ravan odredena
tackom A i pravom a. Neka je zatim P podnozje uprave iz tacke A na pravoj
a, a b prava koja pripada ravni 7 i koja je u tacki A upravna na duzi AP.

A B b
P C
Slika 2.5.

Prema poznatom stavu iz apsolutne geometrije prava b nema sa pravom
a zajednickih tacaka. Ako obelezimo sa () bilo koju tacku prave a razli¢itu
od tacke P isa B bilo koju tacku prave b koja se nalazi sa one strane prave
AP sa koje je tacka @, bice

APAQ + £LQAB = {PAB = R,
gde je R prav ugao. Indirektnim postupkom dokazimo da je
APQA < £LQAB.

Ako bi bilo LPQA > £QAB, tada bi zbir unutrasnjih uglova trougla
APQ bio veéi od zbira dva prava ugla, $to je prema poznatoj teoremi nemo-
guce. Ako bi bilo L PQA = LQAB, tada bi zbir unutrasnjih uglova trougla
APQ bio jednak zbiru dva prava ugla, te bi prema poznatoj teoremi va-
zila Plejferova aksioma paralelnosti, a ne aksioma paralelnosti Lobacevskog.
Stoga je L PQA < £QAB, pa je zbir unutrasnjih uglova trougla APQ), prema
tome i svakog drugog trougla u ravni Lobacevskog manji od zbira dva prava
ugla. W

Teorema 2.6. Zbir svih unutrasnjih uglova n-tougla u ravni Lobacevskog
manji je od zbira 2n — 1 pravih uglova.

Dokaz: Prema poznatom stavu iz apsolutne geometrije svaka n-tougaona
povrs w moze se svojim unutrasnjim dijagonalama razloziti na n — 2 trou-
gaonih povrsi wy, ...,w,_2. Pri tome je zbir svih unutrasnjih uglova povrsi
w, dakle i n-tougla koji predstavlja rub te povrsi, jednak zbiru unutrasnjih
uglova trougaonih povrsi wy, ...,w,_1. No, zbir unutrasnjih uglova svake od
trougaonih povrsi wl, ..., w,_1 manji je od zbira dva prava ugla, te je i zbir
svih unutrasnjih uglova n-tougla u ravni Lobacevskog manji od zbira 2n — 4
pravih uglova. B
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2.1.3 Spoljasnji uglovi trougla i n-tougla
Teorema 2.7. Svaki spoljasnji ugao trougla u ravni Lobacevskog vedi je

od zbira dvaju unutrasnjih nesusednih uglova tog trougla.

A

Slika 2.6.

Dokaz: Ako je ABC proizvoljan trougao, njegov spoljasnji ugao AC'D
bi¢e suplementan sa odgovaraju¢im uglom trougla BC'A, pa je

ABCA+ £LACD = R,
gde je R prav ugao. Prema poznatoj teoremi imamo da je
LCAB + LABC + £BCA < 2R,
pa je i
LACD > LCAB + £LABC.

Ovim je teorema dokazana. W

Teorema 2.8. Zbir svih spoljasnjih uglova konveksnog n-tougla u ravni
Lobacevskog veci je od zbira cCetiri prava ugla.

Dokaz: Neka je o0, zbir svih unutrasnjih uglova konveksnog n-tougla
Ay, ..., Ay, sa o), zbir svih spoljasnjih uglova tog n-tougla, i sa R prav ugao.
S obzirom da je svaki spoljasnji ugao suplementan sa odgovaraju¢im unutra-
snjim uglom tog n-tougla, bice

o+ 0, =2nR.
Prema poznatoj teoremi imamo da je o, < (n — 2)2R, pa je
2nR — o/, < (n — 2)2R,

i, prema tome, i o/, > 4R. A
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2.2 Podudarnost u geometriji Lobacevskog

U geometriji Lobacevskog, osim pet stavova vezanih za podudarnost tro-
uglova iz apsolutne geometrije, vazi i Sesti stav podudarnosti trouglova.

Teorema 2.9. Ako su odgovarajuéi unutrasnji uglovi dvaju trouglova
ravni Lobacevskog medu sobom jednaki, ti trouglovi su podudarni.

A A’

B’ o
NC
Cl

Slika 2.7.

Dokaz: Neka je kod dva trougla ABC i A’B'C’ u ravni Lobacevskog
LA =KA AB=4AB"iLC = £LC".

Da bismo dokazali da su ovi trouglovi podudarni dovoljno je dokazati da su
im odgovarajuce stranice jednake. Dokaz izvedimo indirektnim postupkom.
Stoga pretpostavimo da dve odgovarajuce stranice npr. AB i A’B’ nisu
jednake, ve¢ da je recimo

AB > A'B’

Iz nejednakosti ovih stranica sledi da izmedu tacaka A i B postoji tacka
By takva da je AB; = A'B’. Ako je C; tacka poluprave AC takva da je
AC; = A'CY, bice tacka C; izmedu tacaka A i C. Zaista, ako bi tacka
C: bila iza tacke C' u odnosu na tacku A, duzi BC' i B;Cy bi se sekle u
nekoj tacki P. Iz podudarnosti trouglova AB;C; i A’B’C’ imali bismo da
je LAC1B, = LA'C'B’, pa je i LAC1B; = LACB. No to je nemoguce,
jer je £LAC)B; unutrasnji, a LACB spoljasnji ugao trougla PCC,. Ovim
smo dokazali da tacka C] nije iza tacke C' u odnosu na tacku A. Tacka Cy
ne moze biti ni istovetna s tackom C jer bi zbog podudarnosti trouglova
AB1C; i A’B'C" bili jednaki uglovi ACB; i ACB, sto je takode nemoguce
jer je poluprava C'B; u uglu AC'B. Stoga je tacka C izmedu tacaka A i
C. Iz podudarnosti trouglova AB;C; i A'B'C’ sledi da je LBy, = 4B’ i
LCy = £C', paje £B; = AB i £C; = £C. U tom sluc¢aju kod prostog
¢etvorougla BC'C1B; bice zbir unutrasnjih uglova jednak zbiru cetiri prava
ugla, $to je prema poznatoj teoremi nemoguce. Stoga je
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AB = A'B/,

pa su prema poznatom stavu iz apsolutne geometrije trougovi ABC i A’B'C’
podudarni. W

Teorema 2.10. U hiperbolickoj geometriji svaka sli¢nost je podudarnost.
Dokaz: Ako datu duz AB sli¢no$éu preslikamo na duz A;B; i ako tacku C'
koja ne pripada duzi AB sli¢no$¢u preslikamo na tacku C; tada ¢ée uglovi
ANAABC i AA;B;Cy biti podudarni. Na osnovu prethodne teoreme vazi i da
je AB = A By, te je zbog toga svaka sli¢nost i podudarnost. l

2.3 Paralelogram i romb u ravni Lobacevskog

Definicija 2.1. Hiperbolickim paralelogramom nazivamo ¢etvorougao ko-
jem naspramne stranice pripadaju paralelnim pravama. Kraci unutrasnjih
uglova takvog cCetvorougla saglasni su sa smerom paralelnosti naspramnih
stranica ili ne. Ako su oba kraka unutranjeg ugla hiperboli¢kog paralelograma
saglasna sa odgovarajuc¢im smerovima, teme nazivamo prvim osnovnim; ako
oba kraka nisu saglasna sa odgovarajué¢im smerovima, teme nazivamo drugim
osnovnim; ostala temena hiperbolickog paralelograma nazivamo boc¢nim.

Definicija 2.2. Hiperbolickim rombom nazivamo hiperbolic¢ki paralelo-
gram kojem su dve susedne stranice koje se seku u nekom osnovnom temenu
medusobno jednake.

Teorema 2.11. Simetrale unutrasnjih uglova kod osnovnih temena i
simetrale spoljasnjih uglova kod bo¢nih temena hiperbolickog paralelograma
su medusobno hiperparalelne.

Slika 2.8.

Dokaz: Neka je A prvo i C drugo osnovno teme hiperbolic¢kog paralelo-
grama ABC'D. Ako obelezimo sa M zajedni¢ku beskonac¢no udaljenu tacku
paralelnih pravih AB i DC, a sa N zajedni¢ku beskona¢no udaljenu tacku
paralelnih pravih AD i BC, bi¢e prava N M paralelna s pravama AB i DC),
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a prava M N paralelna s pravama AD i BC. Stoga su simetrale unutrasnjih
uglova kod osnovnih temena A i C'i simetrale spoljasnjih uglova kod bo¢nih
temena B i D hiperboli¢kog paralelograma ABC D upravne na pravoj M N,
i prema tome medu sobom hiperparalelne.ll

Teorema 2.12. Kod hiperbolickog romba svake dve stranice koje se seku
u istom osnovnom temenu su medu sobom jednake, a dijagonale medu sobom
normalne.

A

Slika 2.9.

Dokaz: Neka su A i C osnovna temena hiperbolickog romba ABCD.
Saglasno definiciji, dve stranice koje se seku u jednom njegovom osnovnom
temenu, npr. stranice AB i AD medusobno su jednake; dokazimo da su i
stranice koje se seku u drugom osnovnom temenu tog romba jednake medu
sobom, tj. da je BC = CD.

Dijagonala BD koja spaja bo¢na temena hiperbolickog romba razlaze
uglove kod tih temena, pa je

LABC = LABD + £DBC i LADC = £ADB + £BDC.

Ako obelezimo sa M zajedni¢ku beskona¢no udaljenu tacku paralelnih pravih
AD i BC, a sa N zajednicku beskona¢no udaljenu tacku paralelnih pravih
AB i CD, bi¢e kod nesvojstvenih trouglova ABM i ADN sa beskonac¢no
udaljenim temenima M i N uglovi BAM i DAN jednaki, a stranice AB i
AD jednake, te su prema poznatom zadatku ti trouglovi podudarni. Stoga je
LABM = £ADN i prema tome { ABC = LADC' Ipak, kod trougla ABD
je AB = AD, paje LABD = LADB. Otuda je i DBC = £BDC, pa je
kod trougla BCD, BC' = CD.

Dokazimo sad da su kod hiperbolickog romba ABCD dijagonale AC' i
BD medusobno normalne. Ako su A i C' osnovna temena tog romba, prema
prvom delu ove teoreme imamo da je AB = AD i BC' = CD, pa su tacke A
i C' na simetrali duzi BD. Otuda je AC L BD. &
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2.4 Lambertov i Sakerijev ¢etvorougao

Lambertov'® Eetvorougao je onaj ¢etvorougao koji ima tri prava ugla.
Osnouvne ivice su one ivice AB i BC' Lambertovog ¢etvorougla ABC' D kome
su uglovi A, B i C pravi. Cetvorougao ABCD naziva se Sakerijevim®® Ce-
tvorouglom ako su mu uglovi kod temena A i B pravi, a ivice BC' i AD
medusobno hiperparalelne. Ivica AB naziva se osnovicom, ivica C'D protivo-
snovicom, a ivice BC'i AD boc¢nim ivicama Sakerijevog cetvorougla. Svaka
¢etvorougaona povrs ¢iji je rub Lambertov ili Sakerijev ¢etvorougao je kon-
veksana geometrijska figura.

Kako se izometrijom prav ugao slika u prav ugao, tako se i Lambertov
i Sakerijev Cetvorougao izometrijom slikaju redom na Lambertov i Sakerijev
¢etvorougao. Zbog toga su Lambertovi cetvorouglovi kod kojih su osnovne
ivice podudarne odgovarajué¢im ivicama drugog medusobno podudarni likovi.
Sli¢no vazi i za Sakerijeve Cetvorouglove - ukoliko su osnovica i bo¢ne strane
jednog cetvorougla podudarne sa odgovaraju¢im stranicama drugog, ta dva
¢etvorougla su medusobno podudarni likovi.

Teorema 2.13. Uglovi na protivosnovici Sakerijevog ¢etvorougla su po-
dudarni.

Slika 2.10.

Dokaz: Neka je dat Sakerijev ¢etvorougao ABC'D sa osnovicom AB.
Tada su, na osnovu prvog stava podudarnosti apsolutne geometrije, trou-
glovi DAB i C BA medusobno podudarni. Na osnovu tre¢eg stava apsolutne
geometrije o podudarnosti, bi¢e podudarni i trouglovi AC'D i BDC' | pa ¢e
bitii £C=4D. R

Teorema 2.14. Ako su M i N, redom, srediSte osnovice AB i srediSte
protivosnovice C'D Sakerijevog ¢etvorougla ABCD, tada su ¢etvorouglovi
AMND i BMNC Lambertovi ¢etvorouglovi.

18 Johan Hajnrih Lambert, $vajcarski matematicar i fizicar.
19 Dirolamo Sakeri, italijanski matematicar.
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A M B
Slika 2.11.

Dokaz: Kako su trouglovi AND i BNC medusobno podudarni, na osnovu
prvog stava podudarnosti trouglova bice AN = BN, pa su trouglovi AMN i
BMN podudarni na osnovu treéeg stava podudarnosti apsolutne geometrije.
Odatle sledi da su uglovi NM A i NM B podudarni i naporedni, pa su pravi.
Sli¢no, iz podudarnosti trouglova DM A i CM B sledi da su i trouglovi DM N
i CM N medusobno podudarni, pa su uglovi MND i MNC' pravi. Iz svega
ovoga sledi da ¢etvorouglovi AMND i BM NC' zadovoljavaju uslove da budu
Lambertovi ¢etvorouglovi. B

2.5 Asimptotski poligoni. Asimptotski trouglovi

U ravni Lobacevskog postoje poligoni kojima su sva ili samo neka temena
nesvojstvena, tj. beskonac¢no daleke tacke. Prave koje odreduju beskonacno
daleku tacku su paralelne. Ako poligon ima bar jedno nesvojstveno teme
nazivamo ga asimptotskim ili nesvojstvenim poligonom. Dozvoljeno je da
poligon ima i viSe nesvojstvenih temena, kao i da dva susedna temena budu
nesvojstvena. Pretpostavka je da je mera ugla kod nesvojstvenog temena
nula. Navedimo osobine asimptotskih trouglova sa nesvojstvenim temenima.

Teorema 2.15. U trouglu s jednim nesvojstvenim temenom spoljasnji
ugao kod jednog konacnog temena veci je od unutrasnjeg ugla kod drugog
konac¢nog temena.

Dokaz: Neka je dat trougao ABC sa jednim nesvojstvenim temenom,
npr. C. Dokazimo da je spoljasnji ugao DAC kod temena A veéi od unutra-
Snjeg ugla B trougla ABC.

E C
Slika 2.12.
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Pretpostavimo da su suplementni uglovi DAC i ABC' jednakiTada bi
prave AC' i BC bile bi hiperparalelne, §to je nemoguce jer su one po pret-
postavci paralelne. Ako bi ugao DAC' bio manji od ugla ABC, u uglu BAC
postojala bi poluprava AFE takva da je {DAE = LABC. S obzirom da je
prava AC paralelna sa pravom BC', a poluprava AE u uglu BAC, poluprava
AF sece polupravu BC' u nekoj tacki E. Sad bi kod trougla ABE sa konac-
nim temenima spoljas$nji ugao DAFE bio jednak unutrasnjem uglu B, §to je
prema poznatom stavu iz apsolutne geometrije nemoguce. Zato je

LDAC > LA,

pa je time teorema dokazana. Wl
Teorema 2.16. Dva trougla koji imaju po jedno nesvojstveno teme su
podudarna

(a) ako su kona¢na stranica i jedan ugao nalegli na toj stranici jednog
trougla jednaki odgovaraju¢im elementima drugog trougla,

(b) ako su oba nalegla ugla na kona¢noj stranici jednog trougla jednaka
odgovaraju¢im uglovima drugog trougla.

Dokaz: Neka su dati asimptotski trouglovi AABC i AABB:(C, sa
nesvojstvenim temenima C' i (. Iz njihove podudarnosti neposredno sledi
da su uslovi ove teoreme ispunjeni. Ostaje da se pokaze ovo vazi i u obrnutom
smeru.

A Ay

Cs

Slika 2.15.

(a) Treba dokazati da je AB = A; By, a da bi se to dokazalo, dovoljno je
pokazati da su uglovi B i By jednaki. Ako ti uglovi ne bi bili jednaki,
jedan od njih bio bi veéi od drugog, pretpostavimo da je £B; > 4B.
U tom sluc¢aju u uglu A;B,C} postoji poluprava B;C, takva da je
L A1B1Cy = LABC'. Pri tome je prava B;(C5 paralelna s pravom A;C}
u istom smeru $to je nemoguce. Zato su uglovi B i By jednaki, i prema
tome trouglovi AABC i AA;B;C4 podudarni.
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By
B C BlL Cl
Slika 2.14.

(b) U ovom slu¢aju potrebno je dokazati da ako vazi LA = LA, 1 4B =
A By, onda su trouglovi AABC' i AA;B,C; podudarni. Da bismo ovo
uradili, potrebno je dokazati da su i stranice AB i A;B; medusobne
jednake. Ako te stranice ne bi bile jednake, jedna od njih bila bi ve¢a od
druge, npr. A;B; > AB. U tom slu¢aju izmedu tacaka A; i By postoji
tacka B, takva da je AB = A;Bs. Sad su prema prethodnom delu ove
teoreme trouglovi ABC i A;BsC, podudarni, pa je LB = £A;B>Ch,
i prema tome £A;B,C), = £A;B,C,. Medutim, to je nemoguce, jer
je ugao A;ByC; spoljagnji, a ugao A;B;C unutrasnji ugao trougla
B1B>C1 kojem je teme C nesvojstveno. Zato ne vazi pretpostavka i
stranice AB i A1B; su jednake, i prema tome trouglovi ABC'i Ay B;C4
su podudarni. l

Prethodna teorema vazi i u specijalnom slucaju, kada je jedan od asimp-
totskih trouglova pravougli trougao.

Teorema 2.17. Dva pravougla asimptotska trougla sa jednim odgova-
raju¢im nesvojstvenim temenom su podudarna ako i samo ako su im uglovi
jednaki i ako i samo ako su im konac¢ne stranice medusobno jednake. Wl

Teorema 2.18. Dva trouga kojima su po dva temena nesvojstvena medu
sobom su podudarna ako su im jednaki uglovi kod konac¢nih temena.

A A

B D c B D' o
Slika 2.15.
Neka su data dva asimptotska trougla ABC'i A;B,C}, i neka su temena B i
C, odnosno Bj i C] nesvojstvena, i neka je LA = £A;. Ako su AD i A1D,
visine tih trouglova, poluprave AD i A;D; polove stranice BC' i B,C}, jer

su susedni uglovi BAD i CAD jednaki kao uglovi paralelnosti za odsecak
AD, a susedni uglovi BiA; D, i C1A;D; jednaki kao uglovi paralelnosti za

36



odsecak A;D;. Posto su uglovi LA i £A; jednaki, sledi da su uglovi BAD
i CAD jednaki s uglovima B1A;D; i C1A;D;. Sad su prema prethodnom
stavu trouglovi ABD i AC'D podudarni s trouglovima A By D; i A{C1D, pa
su i trouglovi ABC' i A;B;C7 medusobno podudarni. l

Teorema 2.19. Dva asimptotska trougla koja imaju po tri nesvojstvena
temena medusobno su podudarna.

VANWIN

Slika 2.16.

Dokaz: Neka su data dva asimptotska trouglo ABC i A;B;C4 kojima
su sva temena nesvojstvena. Iz teoreme 1.6. zakljucujemo da postoji prava
n koja je paralelna sa stranicama AC i AB trougla ABC i normalna na
njegovu stranicu BC' u nekoj tacki D, kao i prava n; koja je paralelna sa
stranicama A;C i A;B; trougla A;B;C] i normalna na njegovu stranicu
B4 u nekoj tacki D;. Prema prethodnoj teoremi, AABD i AACD su
podudarni sa trouglovima AA; By D, i AAC1D1, pa su, s obzirom na njihov
polozaj, trouglovi ABC i A;B,C} takode podudarni. B

U asimptotskom trouglu koji ima tri nesvojstvena temena postoji tacka
S koja se naziva srediStem tog trougla, a ona se dobija u preseku pravih koje
su normalne na jednu, a paralelne sa druge dve stranice tog asimptotskog
trougla. Poluprave sa temenom S koje su paralelne ivicama trougla razlazu
ravan na tri medusobno podudarna ugla i vazi da je SA =SB = SC.

A

Slika 2.17.
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Svaki asimptotski trougao sa tri nesvojstvena temena nazivamo pravilnim
asimptotskim trouglom, jer se rotacijama za ugao %’r skup njegovih temena
A, B i C preslikava na samog sebe.

Uopsteno, imamo da je pravilan asimptotski n-tougao asimptotski n-
tougao kome su ivice prave paralelne sa susednim polupravama ag, as, ..., a,
koje imaju zajednicko teme S. Takode, poluprave ai, as, ..., a, razlazu ravan
kojoj pripadaju na n podudarnih uglova, i vazi SA; = SA; = ... = SA,, gde
su Ay, As, ..., A, nesvojstvena temena tog poligona. Prilikom rotacije za 27”
skup njegovih temena slika se na samoga sebe, jer je sam poligon pravilan.

AGd

Slika 2.18.
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3 Merenje povrsina u euklidskoj geometriji

3.1 Razloziva jednakost i dopunska jednakost poligona
euklidske ravni

Definicija 3.1. U datom poligonu P ako spojimo dve tacke nekom iz-
lomljenom linijom koja se nalazi u unutrasnjosti tog poligona, na taj nacin
dobijamo dva nova poligona P; i P, ¢ije sve tacke leze u unutrasnjosti poli-
gona P razlozen na poligone P, i P;.

Definicija 3.2. Ako se dva prosta poligona mogu razloziti u konacan
broj trouglova takvih da su dva po dva medusobno podudarni tada kazemo
da su ti poligoni razlozivo jednaki.

Definicija 3.3. Ako su dva prosta poligona sa¢injena od kona¢nog broja
dva po dva razlozivo jednakih poligona tada te poligone nazivamo dopunski
jednake poligone.

Teorema 3.1. Postoji paralelogram koji je razlozivo jednak trouglu.

A

AN
AN

Slika 3.1.

Dokaz: Neka su u proizvoljnom trouglu ABC' date tacke P i (), sredista
njegovih stranica CA i AB, a R tacka koja je centralno simetri¢na tacki Q) u
odnosu na tacku P, tada su trougao ABC i paralelogram BC RQ razlozivo
jednake figure. éetvorougao BCPQ pripada i trouglu ABC'i paralelogramu
BCRQ), a kako su trouglovi AQP i C RP centralno simetri¢ni, trougao ABC
i cetvorougao BC' R() ¢e biti razlozivo jednake figure. Takode, paralelogram i
njoj razlozivo jednak trougao imace dve medusobno podudarne ivice, a visina
trougla bice dva puta veca od visine dobijenog paralelograma. l

Teorema 3.2. Dva paralelograma sa jednakim osnovicama i jednakim
odgovarajué¢im visinama su razlozivo jednake figure.
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Slika 3.2.

Dokaz: Ako su data dva paralelograma ABC'D i ABC'D’ takvi da su im
podudarne osnovice i podudarne odgovarajuce visine i ako ivica AD’ nema
zajednickih ta¢aka ni sa jednom od ivica AD i BC, tada ¢e trouglovi ADD’
i BCC"” biti medusobno podudarni, pa ¢e paralelogrami ABCD i ABC'D’
biti razlozivo jednaki.

Ako duz AD’ sete duz BC' u nekoj tacki X, obelezimo sa X1,Xs,...,X,,
tacke duzi BC' takve da je BX =2 XX; ¢ ... =2 X,1X,1 X,,C < BX.
Prave koje sadrze tacke X, X,...,X,, i paralelne su pravoj AB razlozi¢e pa-
ralelograme ABCD i ABC'D’ na n + 2 paralelograma. Ove ¢e opet, od-
govaraju¢im dijagonalama paralelnim pravama AD’ i BC biti razloZene na
trouglove podudarne trouglu ABX i ukoliko se tacka X, razlikuje od C, na
dva medusobno podudarna cetvorougla i jo§ dva medusobno podudarne trou-
gla. Kako je broj n, na osnovu Arhimedove aksiome neprekidnosti, konacan,
ukupan broj medusobno podudarnih figura na koje su razlozeni paralelo-
grami ABCD i ABC'D’ bi¢e konacan, pa su, po definiciji, ti paralelogrami
razlozivo jednake figure. l

Kao neposrednu posledicu prethodne dve teoreme imamo slede¢u teo-
remu.

Teorema 3.3. Dva trougla sa jednakim osnovicama i jednakim odgova-
raju¢im visinama razlozivo su jednake figure.

Sledeca teorema naziva se Fuklidova teorema o razloZivoj jednakosti.

Teorema 3.4. Kvadrat ¢ija je stranica kateta AB pravouglog trougla
ABC razlozivo je jednaka pravougaoniku ¢ija je jedna ivica podudarna hi-
potenuzi BC tog trougla, a druga ivica je upravna projekcija katete AB na
hipotenuzi BC'
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Q A M c
Slika 3.3.

Dokaz: Neka je dat kvadrat ABPQ i pravougaonik DBSR, a tacka D
je podnozje upravne iz temena A na hipotenuzi BC'. Ako je M tacka u kojoj
prava koja sadrzi P i paralelna je pravoj BC sece pravu AC, a N tacka u
kojoj prava koja sadrzi S i paralelna je pravoj AB sete pravu DR, parale-
logrami ABPQ i CBPM ¢e biti razlozivo jednake na osnovu teoreme 3.2.,
paralelogrami CBPM i SBAN ¢e biti medusobno podudarne, a paralelo-
grami ABSN i DBSR ¢e biti razlozivo jednaki, opet na osnovu teoreme 3.2.
Zbog toga ¢e kvadrat ABPQ) i paralelogram DBSR biti razlozivo jednake
figure. W

Iz Euklidove teoreme o razlozivoj jednakosti sledi jedna od najznacajnijih
teorema geometrije, Pitagorina teorema o razlozivoj jednakosti.

Teorema 3.5. Kvadrat kojoj je ivica hipotenuza pravouglog trougla
razlozivo je jednaka uniji kvadrata ¢ije su ivice katete toga trougla. W

A Q
4
B = ¢
L Vv’
U
N K M
Slika 3.4.
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3.2 Merenje povrSina u euklidskoj geometriji

Razlaganje ravni 7w kvadratnom k-mreZom, u oznaci My, je kada ravan
7 razlozimo sa dva skupa pravih takvih da je svaka prava prvog skupa pa-
ralelna sa pravom A, B, a svaka prava drugog skupa paralelna sa pravom
Ag Dy, na beskona¢no mnogo kvadrata od kojih je svaka podudarna Fj. Pri-
tom su Ay, By, C) i Dy temena kvadrata F} koji se dobija kada kvadrat Fj
u ravni 7 Cija su temena Ay, By, Cy i Dy razlozimo svaku od njegovih stra-
nica na 10* podudarnih duZi i u dobijenim podeonim tackama konstruigimo
prave paralelne ivicama zadatog kvadrata. Tako smo dobili 10?* medusobno
podudarnih kvadrata Fj. ,
. mg . my,
Neka su data dva niza <W>ko,1,2,... i (W
ukupan broj kvadrata mreze M, koje pripadaju figuri F, a sa m) ukupan
broj kvadrata te mreze koje sa F' nemaju zajednickih tacaka. Tada vazi

) , takvih da je my
k=0,1,2,...

. m mp
moy & —102 N —102k NS
i
/ /
m m
/ 1 k

pa je, stoga, prvi od nizova neopadajuci, a drugi nerastuc¢i. Kako je uz to i
my, < my, bice
/
h e TR !
SETIZE S TIE
Prvi od nizova je ogranicen sa gornje, a drugi sa donje strane. Oba niza su
konvergentna, pa postoje grani¢ne vrednosti

. g - mﬁg =
lim —— = S(F) 1]}LIEOW = S(F),
pri ¢emu je S(F) < S(F). Broj S(F) nazivamo unutrasnjom, a broj S(F)
spoljasnjom merom figure F. Ako je S(F) = S(F), figuru F ¢emo zvati
merljivom, a broj S(F') koji je istovetan unutrasnjoj i spoljasnjoj meri F’
zvacemo merom ili povrsinom figure F'.

Jedinic¢ni kvadrat je kvadrat c¢ije su ivice mere 1.

Teorema 3.6. Unutrasnjost svakog poligona je merljiva povrs.
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Slika 3.5.

Dokaz: Neka je P prost ravan poligon i L(P) zbir mera njegovih stranica
ili kratko, njegova duzina. Razlozimo poligon P tackama Xi,X5, ..., X,, na
poligonske linije takve da je duzina svake sem eventualno jedne od njih,
jednaka #, gde je k proizvoljan prirodan broj, a duzina te jedne eventualno

preostale poligonske linije manja od 10%. Tada je

n < L(P)10F + 1.

Oznacimo sa F; uniju devet kvadratnih povrsi mreze M takvih da tacka
X; pripada jednoj od tih kvadratnih povrsi, a da su ostalih osam kvadrat-
nih povrsi njoj susedne. Neposredno se dokazuje da sve tacke poligona P
na rastojanju manjem od # od tacke X;, pripadaju kvadratnoj povrsi F;.
Stoga sve kvadratne povrsi mreze M; koje sa poligonom P imaju zajednic-
kih tacaka, pripadaju uniji povrsi Fy, Fh, ..., F, koja se sastoji iz najvise 9n
kvadratnih povrsi te mreze, pri cemu je

On < 9(L(P)10* + 1).

Neka je my broj kvadratnih povrsi mreze M, koje pripadaju unutrasSnjosti
(P) poligona P, a mj, broj povrsi te mreze koja sa (P) nemaju zajednickih
tacaka. Tada je

0 < mj, —my < 9(L(P)10F + 1),

a odatle sledi da je

my o my o 9L(P) 9

0< 102k o 102k 102k + 102k’

pa ako dopustimo da k neogranic¢eno raste, bice
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0< S(F)—S(F) <0.

Dakle, S(F) = S(F) pa je unutrasnjost poligona P merljiva povrs. B
Teorema 3.7. PovrSina pravougaonika je proizvod duzina njegovih stra-
nica.

Slika 3.6.

Dokaz: Neka je dat pravougaonik ABC'D ¢ija je ivica AB duzine a, a
ivica AD duzine b. Neka su ivice tog pravougaonika paralelne ivicama jedi-
ni¢nih kvadrata. Kvadratna mreza M ravni 7 kojoj pripada pravougaonik
odreduje na svakoj od pravih AB i AD k-tu gradaciju Ny. Ako su ay i by
brojevi duzi gradacije N koje, redom, pripadaju duzima AB i AD, a a}
i b, brojevi duzi te gradacije, koje, redom, sa duzima AB i AD imaju za-
jednickih tacaka, onda je aj, < ap +2 1 b, < by + 2. Neka je my ukupan
broj kvadrata mreze M), koje pripadaju pravougaoniku i neka je mj, uku-
pan broj kvadrata koje sa pravougaonikom imaju zajednickih tacaka, onda
je my = aib, i mj, = ajb,. Kako je uz to i

m}c — Mg _ (Z;Cb;c — akbk < (@k + 2)(bk + 2) — @kbk _ lak + bk + 2
102k 102 = 102k 10k 10k

bice

odakle zakljucujemo da je
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My kb <ab< apb,  my,

102k 102k = = 102k o 102k

Stoga je povrsina pravougaonika jednaka proizvodu duzina njegovih stranica.ll
Pri merenju povrsSina u euklidskoj ravni imamo i sledec¢e osobine.

Teorema 3.8.
1° PovrS§ina jedini¢nog kvadrata je 1.
2° Svaka merljiva figura ima nenegativnu povrsinu.

3° Ako je figura sa¢injena od vise disjunktnih figura, onda je njena povr-
sina jednaka zbiru svih povrsina tih disjunktnih figura.

4° Ako je F) merljiva figura, i F» njemu podudarna figura, tada je i Fj
merljiva figura i vazi da su im povrSine jednake.

Iz ovih osobina sledi tvrdenje koje nazovamo Pitagorina teorema:

Teorema 3.9. Povrsina kvadrata ¢ija je ivica hipotenuza nekog pravo-
uglog trougla jednaka je zbiru povrSina dva kvadrata kojima su ivice katete
tog trougla. M
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4 Merenje povrSina u hiperbolickoj geometriji

4.1 Defekt

Neka je P unutrasnjost datog poligona A;As...A,. Pod defektom poli-
gona P, u oznaci §(P), podrazumevamo defekt poligona A; As...A,. Posto u
hiperbolickoj geometriji vazi da je zbir unutrasnjih uglova bilo kojeg prostog
ravnog n-tougla A; Ay... A, manji od (n — 2)7, onda defekt ra¢unamo

(5(A1A2An) = (n — 2)7T — O'(AlAQAn)

Defekt poligona A;As...A,, ¢e biti pozitivan.

Teorema 4.1. Neka je dat poligon P koji je razlozena nekom poligon-
skom linijom [ na dva poligona P, i P, tada defekt poligona P ra¢unamo
kao zbiru defekata poligona P i Ps.

Slika 4.1.

Dokaz: Neka su m, m; i my, redom, brojevi temena poligona P, P i P,
a n broj temena poligonske linije [ koja poligon P razlaze na poligone P; i
P, ne ukljucujuci krajeve linije 1, onda je

mi+mo=m+2n+2+rio(P)+o(P)=o0c(P)+2nm +rn,

gde je r = 0,1,2 u zavisnosti od toga da li su oba kraja poligonske linije
[ istovetna sa temenima poligona P ili je samo jedan od tih krajeva teme
poligona P, ili ni jedan od tih krajeva nije teme poligona P. Tada je

d(P)=(m—2)mr —o(P)
my+mg—2n—1r—4)7 —o(P,) —o(P) + 2nw +rm
[(my = 2)m — o(Py)] + [(m2 = 2)m — o (P2)]

O(Pr) +0(P).

= (
= (
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Zaklju¢ujemo da je defekt poligona P jednak zbiru defekata poligona P; i
P,.1

Ako koristimo prethodnu teoremu i metode potpune indukcije mozemo
dokazati slede¢u teoremu.

Teorema 4.2. Neka je dat poligon P koji je razlozen poligonskim linijma
na kona¢no mnogo poligona P, P, ..., P,, tada je defekt poligona P jednak
zbiru defekata poligona P, Ps, ..., P,. B

4.2 Razloziva jednakost figura u hiperbolickoj geome-
triji
Teorema 4.3. Neka je dat trougao ABC i neka su B’ i C’ podnoZja

upravnih iz temena B i C'i neka se tacke R i () nalaze na pravoj kao sredista
ivica AB i AC, tada je trougao ABC razlozivo jednak ¢etvorouglu BCC'B'.

Slika 4.2.

Dokaz: Neka je data tacka A’ kao podnoZzje upravne iz tacke A na pra-
voj RQ. Onda zaklju¢ujemo da su trouglovi AA'R i BB’'R medusobno
podudarni. Takode su podudarni i trouglovi AA'Q i CC'Q, pa vazi da je
AA" = BB = CC', gde zaklju¢ujemo da je ¢etvorougao BCC’'B’ Sakerijev.
Vazii RQ = %B’C’, jer je R srediste duzi A'B’, a @) srediste duzi A'C".

Sada razlikujemo dva sluc¢aja kao na slici. Prvi je da pretpostavimo da
duz RQ pripada duzi B'C’, tada je duzima RQ i AA’ trougla ABC razlozena
na Cetvorougao BCQR i trouglovi AA'R 1 AA'Q, dok je duzima BR i CQ
Cetvorougao BC'C'B’ razlozena na Cetvorougao BCQR i trouglove BB'R i
CC’'Q. POsto znamo da vazi da je NANAAR= ABB'Ri NAA'Q = ACC'Q,
tada je trougao ABC razlozivo jednaka ¢etvorouglu BCC'B'.

U drugom slu¢aju pretpostavimo da duz R(Q) ne pripada duzi B'C’, ve¢ da
ima tacaka sa one strane tacke B’ sa koje nije tacka C’. Ako je Sg(B) = Ay,
tacke A; i C su sa raznih strana prave R(Q), pa duz A;C sece pravu R u
nekoj tacki Q). Posto su trouglovi ABQ i C'A;Q) centralnosimetri¢ni u od-
nosu na tacku @) tada vazi Sp(R) = @1, a kako je R srediste duzi AB, i
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(21 biti srediste duzi A;C. Uz to su i trougaone povrsi ABQ i C'A;Q) medu-
sobno podudarne, pa su trouglovi ABC' i A;BC' razlozivo jednaki. Na isti

na¢in mozemo konstruisati medusobno razlozivo jednake trouglove A, BC),
A3BC,... Tada su na pravoj R(Q) odredene tacke (), Q2, ..., Qk, ... takve da
je B(R,Q,Ql,QQ,...,Qk,...) i RQ = QQI = QlQQ = .= Qk—le = .
Iz Arhimedove aksiome sledi da postoji prirodan broj n takav da su tacke
Q. 1 C" istovetne ili je B(Q,,C", Q,1+1). Zbog toga je trougao A, BC razlo-
zivo jednak ¢etvorouglu BCC'B’, a kako su trouglovi niza ABC, A;BC,...,
A, BC medusobno razlozivo jednaki, bice i trougao ABC' je razlozivo jednak
¢etvorouglu BCC'B’'. 1
Posto razlozivo jednake povrsi imaju jednake defekte bice

5(ABC) = §(BCC'B')

éetvorougao BCC'B' je Sakerijev ¢etvorougao i njemu su uglovi kod temena
B’ i C' pravi, uglovi kod temena B i C' tog ¢etvorougla su medusobno po-
dudarni i ostri i svaki od njih je jednak poluzbiru unutrasnjih uglova trougla
ABC.

Teorema 4.4. Trouglovi sa jednakim defektima su medusobno razlozivo
jednake figure.

Dokaz: Neka su dati trouglovi ABC' i A;B,C] takvi da su tacke R i @)
sredista ivica AB i AC, a tacke R; i Q1 srediSta ivica A;B; i A;C;. Neka
i trouglovi ABC' i A;B;C} imaju jednake defekte. Ako sa B’, C’, odnosno
B1,C1, obelezimo podnozja upravnih iz tacaka B i C, odnosno B; i C ,
redom, na pravama RQ) i R;()q, oStri uglovi kod temena B i C'; odnosno B;
i (4 Sakerijevih ¢etvorouglova BCC'B’ i B;C,C]B] bi¢e jednaki poluzbiru
unutrasnjih uglova trougla ABC, odnosno A; B;C4, a ¢etvorouglovi BCC'B’
i B1C,C B} bice razlozivo jednaki, redom, trouglovima ABC'i A, B;C}.

Ay

A
B /\ o B C
R Q\l» Ry Ql\[k

B C B Cq
Slika 4.3.

Ako vazi da su duzi BC' i B;C} medusobno podudarne, iz podudarno-
sti uglova kod temena B, C'i B, C; Sakerijevih cetvorouglova BCC'B’ i
B,C1C1 By, sledi da su i ti ¢etvorouglovi medusobno podudarni, pa su, trou-
glovi ABC' i Ay B;C| razlozivo jednake figure.
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Cy

Slika 4.4.

Ako pretpostavimo da je AB < A;B; i da jedna ivica trougla ABC nije
podudarna nekoj od ivica trougla A;B,C} tada je BR < %AlBl, pa krug
k(B, %AlBl) seCe pravu RQ jer je tacka R unutar kruga k. Neka je Ry bilo
koja od prese¢nih tacaka kruga k i prave R(), neka je A, tacka centralno-
simetri¢na tacki B u odnosu na R, neka je (J; presecna tacka duzi A;C
i prave RQ, a A, podnoZje upravne iz Ay na pravoj RQ), tada su trouglovi
Ay AL Ry i BB’ Ry medusobno podudarni, pa je A, AL, = BB’. Posto vazi da je
BB = C(C’, onda vazi i A, A, = C'C’, pasu i trouglovi A, A5Q2 1 CC'Qs me-
dusobno podudarni. Zato je BCC'B’ Sakerijev ¢etvorougao kome je svaki od
uglova kod temena B i C' jednak poluzbiru unutrasnjih uglova trougla A; BC
a Cetvorougao BCC'B’ je razlozivo jednak trouglu A, BC. Trouglovi ABC
i Ao BC imaju jednake defekte i razlozivo su jednaki. Kako trouglovi ABC
i A1 B1C4 imaju, po pretpostavci, jednake defekte, povrsi A,BC i A1 B;C4
¢e takode imati jednake defekte, a stranice AsB i A;B; ¢e biti medusobno
podudarne, pa ¢e, na osnovu prethodnog slucaja, biti i razlozivo jednake.
Zato su trouglovi ABC' i Ay B,C razlozivo jednaki. Il

Teorema 4.5. Poligoni jednakih defekata razlozivo su jednake figure.

Dokaz: Neka su data dva poligona P i () od kojih prvi ima a, a drugi
ima b ivica. Teorema je ve¢ dokazana ako imamo slucaju kada je a = b = 3,
tj. kada je K = a+ b = 6. Metodom potpune indukcije dokazatemo da
su poligoni P i ) razlozivo jednake za svaki prirodan broj & > 6, odnosno
pretpostavicemo da je tvrdenje tacno za svako k = 7,8, ...,n i dokaza¢emo
da je ta¢noiza k =n+ 1.

Neka su u poligonu P data njegova tri uzastopna temena A, B, C' takva
da dijagonala AC pripada toj povrsi, a neka su u poligonu () data njegova
tri uzastopna temena A’, B’, C’ takva da dijagonala A’C" pripada povrsi Q.
Tada ¢e dijagonala AC razlagati poligon P na trougao ABC i poligon P’ koji
ima a — 1 ivica, a dijagonala A'C" ¢e razlagati poligon @) na trougao A’B'C’
i poligon Q" sa b — 1 ivicom.
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Slika 4.5.

U slucaju da trouglovi ABC' i A’B’C’ imaju jednake defekte, imace ih i
poligoni P'i @), jer poligoni P i ) imaju jednake defekte. Prema indukcijskoj
pretpostavci, P’ i Q' ¢e biti razloZivo jednake povrsi pa, kako su ABC i
A'B'C' razlozivo jednake povrsi, takve ¢e da budui P i Q.

U slu¢aj da trouglovi ABC i A’B’C" nemaju jednake defekte i ako na
primer vazi da je 6(ABC) < 6(A’B'C"), tada na ivici B'C” postoji takva tacka
D" daje §(ABC) = §(A'B'D’). Neka je Q" poligon koji dobijamo ako ivicom
A’'D’ razlozimo poligon ). Tada ¢e poligoni P’ i ()" imati jednake defekte
jer poligoni P i @) imaju jednake defekte a i trouglovi ABC' i A’B'D’ takode
imaju jednake defekte. Dakle, prema indukcijskoj pretpostavci, poligoni P’ i
Q" su razlozivo jednaki, a kako su i trouglovi ABC' i A’ B' D' razlozivo jednaki,
takvi ¢e biti i poligoni P i Q. B

4.3 Merenje povrsina

Poursina poligona P je broj §(P) takav da funkcija 6 : P — R koja
svakom poligonu P dodeljuje njen defekt §(P) nenegativna i aditivna, gde je
P skup svih poligona P hiperboli¢ke ravni. Tu funkciju definisanu na skupu
P mozemo smatrati merom.

Prosto povezana figura F' u hiperbolickoj ravni je merljiva ako postoji niz
(Pp)n=12,.. poligona koje pripadaju figuri F' i niz (Q,)n=12,.. poligona koje
sadrze tu figuru i pritom vazi

PChPhC.CP,C..iQQ12Q2D..00Q0,D ...,
takvih da je

§(F) = lim 6(P,) = lim 6(Q,.).

n—oo n—00

Mera ili povrsina figure F' je zajedni¢ku grani¢nu vrednost d(F).
Neka je skup M skup merljivih figura takvih da mu pripada proizvoljna
figura F' koja se moze predstaviti kao unija kona¢no mmnogo disjunktnih,
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prosto povezanih, merljivih figura Fi, Fs, ..., F,,. Zbog toga je mera figure F'
zbir mera figura F, Fs, ..., F,,. Funkcija kojom svakom merljivom figurom
F dodeljujemo njegovu meru §(F), § : M — R, ima sledece osobine:

1° Za svaku merljivu figuru F je 6(F) > 0.

2° Ako je figura F' unija disjunktnih merljivih figura Fy, F5, ..., F},, tada
vazi

OF)=0(Fy)+0(F2) + ...+ 6(Fy).
3° Podudarne figure imaju iste mere.

Neka je P skup poligonskih povrsi, takav da je na tom skupu definisana
mera defekt 6 i ako je &' = ko, k > 0, tada i §' zadovoljava uslove 1°, 2°,
3°, pa vazi da je i ¢’ je mera definisana na skupu poligonskih povr$i. Vazi i
obratno i to dokazujemo slede¢om teoremom.

Teorema 4.7. Ako funkcija ¢’ : P — R zadovoljava uslove 1°, 2°, 3°,
tada postoji broj £ > 0 takav da je ¢’ = k4.
Dokaz: U ovom dokazu ¢emo pokazati da teorema vazi ako je funkcija
0" definisana na skupu trouglova, a to je moguce poSto vazi uslov 1° i posto
se moze izvrsiti triangulacija bilo kog poligona. Pokazujemo da vazi
§'(ABC) §'(A'B'C')

§(ABC)  §(A'BC")
za bilo koja dva trougla ABC' i A'B'C".

A

B Pl P2 Pm P Pm+1 Pn C
Slika 4.7.
Prvenstveno imamo sluc¢aj da vazi trouglovi ABC' i A’B’C” imaju jednake
defekte 0(ABC) = §(A'B'C"), tada ¢e na osnovu teoreme koju smo ranije
dokazali biti razlozivo jednaki, a iz uslova 2° 1 3° vazii §'(ABC) = ¢'(A’B'C").
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U drugom slucaju ako trouglovi ABC' i A’B’'C’ nemaju jednake defekte,
nego je, na primer, 6(ABC) > §(A'B’C"), onda na duzi BC postoji takva
tacka P da je 0(ABP) = §(A'B'C’), i tatke Py, Py, ..., P, takve da je
§(ABP)) = §(APP,) = ... = 0(AP,C) = 26(ABC). Neka je tatka P
izmedu P, i P,,1; ili da je istovetna sa tackom P, tada vazi

m _ 6(ABP) §(A'B'CY) o m+ 1

n  6(ABC)  O0(ABC) T n
Iz uslova 2° i 3°) imamo da je

m_ §'(ABP) §'(A'B'C) o m+1

n ~ §(ABC)  §(ABC) T n

Sto zakljuCujemo da je svaki racionalan broj = < % Potom vazi da
je
S(A'B'C')  0'(AB'CY)
)(ABC) §(ABC)
Time dokazujemo,
8 (ABC) _ Y (A'B'C) o m

S(ABC) ~ §(A'BC)

4.4 Odnos izmedu povrsine trougla i defekta

Razliku izmedu brojeva 27 i zbira uglova u trouglu nazivamo defektom.
Povrsine dva trougla su u istom odnosu kao i njihovi defekti. Neka su kod

trouglova ABC' i A’B'C’, redom, defekti 6, = §(ABC) i 0y = §(A'B'C’).
Tada je

NABC : AA'B'C' = 4 : ds.

C

C/

AT G C; B A cr B
Slika 4.8.

52



Neka je odnos ovih povrSina 3 : 2, tj. m = 3 i n = 2. Podelimo prvi
trougao pravama CCy, i = 1,2 a drugi pravom C’'C]. Po pretpostavci, na
ovaj nac¢in dobijeni trouglovi imaju istu povrSinu, npr. p. Odatle je

ANABC =mp i NA'B'C' = np.

Neka je u zbir unutrasnjih uglova u bilo kom od novodobijenih trouglova
(koje smo dobili razlaganjem trougla ABC). éinjenica da svi ovi trouglovi
imaju isti zbir unutrasnjih uglova proizilazi iz toga da svi imaju istu povrsinu,
i svaki susedni par ima jednu zajednicku stranicu. U trouglu ABC' zbir uglova
je zbir svih uglova u novodobijenim trouglovima umanjen za uglove u tackama

C;, 1 = 1,2. Odatle je
27 — 6 = mu — (m — 1)27 ili & = m(27 — u).
Isto tako je i
dy = n(27m — u).
Zbog toga je
01:00 =m:n,

a kako je odnos povrsina trouglova ABC' i A'B’C" m : n, taj odnos mozemo
napisati u obliku
ABC A'B'C"
s 0y
Kako je ve¢ pokazano da je povrsina trougaone povrsi srazmerna defektu
te trougaone povrsi, sledece tvrdenje proizilazi iz prethodnog.

Teorema 4.8. U geometriji Lobacevskog odnos povrsine i defekta svake
trougaone povrsi je konstantan. Wl

k.

4.5 Povrsina izmedu paralelnih pravih

Neka su u pravouglom trouglu ABC' ostri uglovi « i . Tada je njegov
defekt 6 = 5 —a — 3,1

Ukoliko pustimo stranicu AB da tezi beskonac¢nosti, ugao (8 konvergi-
race ka nuli, a ugao « ka II(AC). Trougao ABC' postaée traka ogranicena
dvema paralelnim pravama AA’ i CC’ i normalom AC. Ovako dobijenu
traku mozemo posmatrati i kao trougao kome je jedan vrh u beskonacnosti,
sa defektom d; = § —II(AC). Na osnovu teoreme 4.8 i kod ovog trougla bice
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Paracer

————=Fk.
3 —11(AC)

Slika 4.9.

Konstantu £ odredi¢emo na sledec¢i nac¢in. Neka je kroz tacku C' provucen
proizvoljni luk, i neka taj luk sa pravom AA’ ima zajednicku tacku D takvu
da vazi raspored B(DAA’). Povr§ina ovog trougla p je u srazmeri sa duzinom
luka C'D. Tada je mera grani¢ne povrsi A’DCC” jednaka duzini luka C'D, tj.

|CD| = ctgll(b) = tgd;.

Tada je odnos povrsina trake i ovog trougla

AACCT 1 tgz

ADCC  k  z
Kada normala AB opada, odnos leve strane ove jednacine sve viSe prilazi
jedinici, takode vazi i za tg_z, pa iz toga sledi da i k mora biti jedan. Odatle

dobijamo da je povrsina trake izmedu dve paralelne prave

m
PA/ACC’ = 5 — H(AC)

4.6 Povrsina trougla
Prema jednacini o odnosu povrsine i defekta trougla AABC bice
d=m—(a+p+7),

odakle sledi da Sto su veci uglovi unutar trougla, to mu je povrSina manja.
Najveca povrsina bila bi kada bi mu svi unutrasnji uglovi bili jednaki nuli, a
u tom slucaju bi njegove stranice medu sobom bile hiperparalelne.
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Slika 4.10.

Gornja granica za povrsinu trougla je 7. Prepostavka da povrsina trougla
moze biti proizvoljno velika ekvivalentna je sa petim postulatom. Povrsina
pravouglog trougla ABC' sa uglovima II(«) i II(5) je

Papc = g — I(a) — TI(B).

Izrazimo ovo pomocu kateta. Trouglu a, b, ¢, II(a), II(3), 5 moZemo pridru-
ziti trouglove

B

Slika 4.11.
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a, D(5 - 1l()), B,
D(% - H(B)% b7 a

ISEINIE

Odatle je, u drugom od ova dva trougla
m—2l(«a) =1I(B + ¢) + II(c — 5),

ili, kada iskoristimo osobine ugla paralelnosti,

2l1(a) =T(c — B) — (c+ ).
Isto tako je i

2I1(B) = (c — o) — (¢ + «).
Kada u ove jednacine zamenimo pridruzene trouglove, dobijamo

21i(e) =1 (8- D (5 -1) ) —1(8+ D (5 -10))).

Na istovetan nacin dosli bi do zakljucka da je i

oM (c) = II <a D (g - H(a))) I <a D (g - H(a))).
~1I(a)) + D( — 1I(5)))

211(8) = 11 (D(5 — 11()) = D(§ — (@) )~ (D( = 11(5)) + D(5 — 1L(a) )

odakle proizilazi, kada saberemo poslednje dve jednacine,
2M1(a) + 211(8) = = — 211 (D (g ~T(a)) + D (g 1)),
pa jednac¢inu pravouglog trougla ABC mozemo napisati kao

Prapo =TI <D (g - H(a)) +D (g - H(b))).
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4.7 Pretvaranje maksimalnog trougla u kvadrat

Bilo koji ravanski ¢etvorougao mozemo nekom njegovom dijagonalom po-
deliti na dva trougla. Zato ¢e njegova povrsSina biti jednaka zbiru povrSina
ta dva trougla, tj.

Py=2r1 — (dA+ 4B+ £C + £D).

Kod kvadrata su sve stranice jednake, kao i uglovi, samo $to ne mogu biti
pravi. Na osnovu toga, povrsina kvadrata je

PD:27T—44A

A ako ta povrSina mora biti jednaka povrsini maksimalnog trougla, ugao A
kvadrata mora biti 7.

D C
o)
M
1
§
A N B
Slika 4.12.

Pitanje koje se postavlja glasi: Kako konstruisati ovaj kvadrat?
Pogledajmo pravougli trougao OAM, koji je jedna osmina trazenog kva-
drata. Neka je OM = a. Tada je

cosg
cha = —,
SIIIZ
ili
cos%’r
cha = ——.
sinZ

4

Konstruigimo dva segmenta b’ i ¢ koji pripadaju uglovima paralelnosti %’r i

g+ Ako je



bice i

.. 1
isin? =

cht/ 4 che”’

Sto, kada se uvrsti u prethodno, daje

s 3T
SlIlS—

chachd’ = chc'.

Dakle, a se moze odrediti kao kateta u pravouglom trouglu u kome je ¢
hipotenuza, a b druga kateta. Ako je a poznato, trougao OAM mozemo
odmah konstruisati. Ako datom trouglu dodamo trougao njemu simetri¢an
u odnosu na pravu OA, dobijamo ¢etvorougao OM AN sa tri prava ugla, dok
cetvrti ugao iznosi 7. Od ovakva Cetiri ¢etvorougla mozemo dobiti kvadrat
kome je povrSina jednaka 7, tj. maksimalnoj povrsini trougla. Maksimalni
trougao se na potpuno analogan nacin moze transformisati i u neki drugi
pravilan poligon, ¢iji broj strana mora biti takav da se moze konstruisati u
euklidskoj geometriji.

Prilikom konstrukcije poligona u hiperbolickoj geometriji postoji jedna
osobina na koju moramo obratiti paznju. Razdelimo kruznicu na n jednakih
delova, i na sredistima tih lukova konstruiSimo tangente. U euklidskoj geome-
triji ove tangente ce se seci, i njihovi odsecci ¢ini¢e poligon. U hiperbolickoj
geometriji to ¢e se dogoditi samo onda kada je poluprecnik kruga manji od
duzine koja odgovara uglu paralelnosti 7. Kada je polupre¢nik kruga jednak

toj duzini, tangente su paralelne, a kada je vec¢i, one se odmicu.

4.8 Cirkulatura kvadrata

U hiperboli¢koj geometriji postoji kvadrat koji se moze transformisati u

krug. Povrsina takvog kruga je
r 47
p = 4msh®= ilip = —y—

Svakom krugu moze se pridruziti izvestan ugao, i to na slede¢i nacin.
Neka je AB =r i M sredisnja tacka duzi AB. Neka je prava M N normalna
na pravu AB, i neka su prave AA’ i BB’ paralelne pravoj M N. Tada je ugao
A’AB jednak uglu B'BA i vazi

LANAB = A{B'BA =TI (g)

Neka je C' tacka prave BB’ takva da je AC | BB', i tacka D takva da je
AD 1 AC. Neka su uglovi CAB =« i A’/AD = (3. Tada je

=3~ (1))
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Pa je zato i

ctgll($)ctga + 1
tgﬁ:etg(ﬂ (f)_@) _ ctell(5)ctga +1
2 ctga — ctgll()

Hajde da iz ove relacije na neki nacin izuzmemo «. U trouglu ABC' je
T
ctgll <§) ctga = chr,
a kako je

chr = 2sh’L + 1 = 2ctg?ll (% n 1),

sledi da je i
ctgll (%) ctgar = 2ctg?Il (%) + 1.
Prethodna jednacina moze se zapisati i kao

ctgll (%) (ctga — ctgll (%)) = ctg?IlL + 1,

ili
ctga — ctgll (5) = tgll (%) (ctg?II (%) + 1).
Odatle je i
2
tgf = ,
tgll(3)

a sama povrSina kruga postaje

p = Ttg’s

D A N B’
c
«
A M B
Slika 4.13.
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Kada je 8 = 7, krug ima istu povrSinu kao i maksimalni trougao ili kva-
drat u kome su svi uglovi . Ukoliko uzmemo 8 = 7 i obrnemo konstrukciju
slike, nacicemo polupreénik ovakvog kruga. Ugao A’AC bice takode 7, a
duzina AC' koja mu ogovara, bi¢e jednaka jedinici duzine. Na AC treba
odrediti normalu BB’, i na toj pravoj odrediti tacku B takvu da su uglovi
A’AB i B'BA jednaki. Takvu konstrukciju je davno izveo J. Boljaj. AB je
trazeni poluprecnik. Tacku B takode mozemo odrediti i pomocu simetrala
uglova u trouglu. Kao i u Euklidovoj ravni, one se seku u jednoj tacki. Ovo
vazi i onda kada je jedan ugao jednak nuli, tj. kada su dve stranice trougla
hiperparalelne, kao $to su u ovom trouglu AA" i BB’. Simetrale uglova A’AB
i B'BA seku se u nekoj tacki P. Spojimo tacku A sa nekom drugom tackom
prave BB’ npr. F, i konstruiS§imo simetrale uglova A’AF i B'EA. Kako se
ove simetrale seku u tacki R, onda je prava PR trazena simetrala kod ugla
A’, koji je jednak nuli. Konstruigimo sada normalu iz tacke A na pravu PR.
Njen presek sa pravom BB’ je tacka B, a polupre¢nik kruga je jednak duzini
AB.

4.9 Kvadratura kruga
Ukoliko u jedna¢inu kruga uvrstimo tg?z = 2, dobijamo da je
m

p= —m.
n

Ako je n prost broj oblika 22" | 1, taj krug mozemo pretvoriti u kvadrat.
Ako je £A ugao kvadrata, tada je povrsina tog kvadrata 27 + 44 A. Kako
bio to bila i povrsina nekog kruga, moralo bi biti

T m T
LA=2 -0

2 4 n

D C
O

M

I

%
A N B
Slika 4.13.

60



U svojim radovima Gaus je pokazao da se ugao m moze podeliti na n
jednakih delova ukoliko je n prost broj oblika 22 + 1. Na osnovu svega
prethodno pretpostavljenog, mozemo odrediti ugao A, a samim tim, lako se
moze konstruisati kvadrat kome su svi uglovi jednaki A. Neka je trougao
OAM osmina trazenog kvadrata. Tada je

£A0M =" coam="_"0"T coma=",
4 4 8 n 2

a trougao moze biti konstruisan na osnovu svoja tri ugla, sto je dokazao
Libman?®’. Trazeni kvadrat sastoji se od 8 takvih trouglova.

Sve ovo moguce je uraditi i na drugi nac¢in. Ako je OM = a, bice

n

) Ccos(f %) sin(FHFT)
= sinZ B sinZ
1 1

Sa tako dobijenim uglovima mozemo nastaviti dalji rad kao u slucaju kada
trougao pretvaramo u maksimalni kvadrat.

20 Hajnrih Libman , nemacki matematicar.
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