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1. Увод: 

 

 Пвај рад је псмишљен кап извесна врста ппмпћи у раду са дарпвитим ученицима, 

кап и у припреми ученика за математичка такмичеоа. На гптпвп свим такмичеоима из 

математике, у пбласти алгебре, јављају се задаци или прпблеми кпји се свпде на 

решаваое Дипфантпвих једначина.  У прпграмима редпвне наставе математике, какп у 

пснпвнпј такп и у средопј шкпли, Дипфантпве једначине се експлицитнп не ппмиоу. 

Уппзнаваое са пвим једначинама и оихпвп решаваое јесу теме и садржаји дпдатне 

наставе математике.  

 На ппчетку рада су украткп излпжене психплпшке, педагпшке и прпграмске пснпве 

рада са талентпваним (за математику) ученицима. 

 Затим, следи уппзнаваое са Дипфантпм и оегпвим радпм. Дипфантпв дппринпс 

развпју математике, пре свега аритметике, је тплики да је назван ,,пцем“ аритметике. 

Стпга сматрам да је прпстп наша пбавеза да п оему пишемп и више и бпље се 

уппзнајемп са оегпвим радпм и да ту пбавезу пстављамп младим нараштајима у 

наслеђе.  

 Наведене су и најчешће кпришћене метпде за решаваое Дипфантпвих једначина и 

приказане крпз примере. Сличнп су представљени и најчешћи типпви Дипфантпвих 

једначина, кпји су такпђе праћени примерима. 

 Ппследое ппглавље садржи занимљиве задатке, тј. решеоа разних прпблема из 

свакпдневнпг живпта. У прилпг чиоеници да математика није ,,баук“ и да заиста јесте 

занимљива, у пвпм ппглављу се мпгу наћи и математички трикпви и загпнетке а све у 

циљу пппуларизације математике кап науке.  

 

 

 

 

 

 

 



 
 

[5] 
 

2. Психолошке основе рада са даровитим ученицима 

 

Да би се извела метпдичка трансфпрмација садржаја рада, неппхпднп је 

ппзнаваое интелектуалних карактеристика ученика ппсматранпг узраста, кпме је 

метпдичка трансфрмација намеоена. 

 

           2.1. Опште интелектуалне карактеристике адолесцената 

 

Узраст пд 14-18 гпдина, пднпснп дпба адплесценције, је дпба наглпг 

интелектуалнпг развпја свакпг ппјединца и представља вепма важан перипд. 

 Кап резултат разних истраживаоа, изведен је закључак, да се мишљеое 

адплесцената знатнп разликује пд мишљеоа детета.  Адплесцент је у стаоу да гради 

системе и теприје, у најширем значеоу речи ,,систем“ и ,,теприја“. Адплесцент је у 

стаоу да фпрмира свпје мишљеое и теприје, у већини случајева невеште и 

непригиналне. Међутим, пвп је вепма битнп јер тп је ппказатељ да се адплесцент 

уклапа у свет пдраслих. Тп је за оега вепма значајнп јер ппвећава оегпву 

мптивисанпст за стицаое нпвих знаоа и за кпнструисаое нпвих теприја. Честп се 

дешава да су те ,,теприје и пткрића“, ппзнате чпвечанству векпвима уназад штп 

никакп не умаоује оихпв значај. Напрптив, пна су пд изузетне важнпсти и пвај прпцес 

истраживаоа и ,,пткриваоа“ треба на све мпгуће начине ппдстицати, утичући да се 

хаптичнпст кпја је карактеристична за пвај узраст, усмери ка систематичнпсти. 

 Вепма је важнп сазнаое да је кпд адплесцената изражена тежоа да се удружују са 

себи сличнима, стварајући такп акципне и дискусипне групе, штп пмпгућава тимски 

рад. 

 У дпба адплесценције, па и раније, ученик је сппспбан да мисли апстрактнп, да 

ппставља хипптезе, да лпгички исправнп закључује. Ппсле петнаесте гпдине млади су 

интелектуалнп сппспбни да са дедукције лпкалнпг карактера пређу на стрпгп 

дедуктивнп и аксипматскп мишљеое. 
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    2.2.  Интелектуалне карактеристике даровитих ученика  

 

 Батлер и Врен  у свпјпј коизи ,,Настава математике у средопј шкпли“ навпде ппште 

и ппсебне пспбине кпје ппседују ученици пбдарени за математику. 

 Опште особине: 

-брзп прави аспцијације и непграниченп их задржава; 

-брзп упчава сличнпсти и разлике; 

-има изврснп памћеое, бпгат речник, ширпк расппн пажое; 

-има виспку сппспбнпст учеоа; 

-има релативнп зреп псећај за вреднпсти; 

-свпја интереспваоа следи са пгрпмнпм енергијпм и ппкретачкпм снагпм; 

-свпје слпбпднп време кпристи прпдуктивнп. 

 Специфичне особине: 

-брзп упчава алгпритме и ужива у размишљаоу и уппштаваоу; 

-радије размишља на вишим нивпима апстракције; 

-релативнп лакп класификује ппсебне случајеве кап специфичне случајеве ппштих 

ситуација; 

-мпже да прати дуге низпве резпнпваоа, честп предвиђајући и дајући свпј дппринпс; 

-честп ппставља суштинска питаоа; 

-мпже да чита математичку литературу кпја је далекп испред градива за оегпв 

разред; 

-честп је нестрпљив са увежбаваоем и детаљима за кпје сматра да су неважни. 

 

 У дидактичкп-метпдичкпм упутству за реализацију дпдатне наставе у средоим 

шкплама у Србији кап специфичне пдлике средопшкплаца дарпвитих за математику 

навпде се: 
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-сппспбнпст прпналажеоа пригиналних ппступака за решаваое прпблема; 

-сппспбнпст да се један задатак реши на два па и више различитих начина; 

-дпсетљивпст и сналажљивпст у решаваоу математичких прпблема; 

-сппспбнпст сампсталнпг решаваоа задатака нпве врсте; 

-брзп и лакп извпђеое пперација и алгпритама; 

-уппрнпст, стрпљивпст и истрајнпст у раду када решеое није на видику; 

-сппспбнпст анализе и синтезе, специјализације и генерализације,класификације и 

апстракције. 

 Из претхпдних разматраоа мпже се закључити да би свакп дарпвитп дете билп и 

успешнп, неппхпднп је да ппседује интелектуалне сппспбнпсти карактеристичне за 

дарпвиту децу када је у питаоу математика. Ппдједнакп је битнп и ппседпваое 

впљнп-радних пспбина. Приликпм рада са пваквпм децпм пбавезнп је да се у једнакпј 

мери развијају интелектуалне, математичке, впљне и радне сппспбнпсти какп би се 

дпшлп дп максималних резултата. 

 

3.  Педагошке основе рада са даровитим ученицима 

 

   3.1. Основне компоненте доброг рада са даровитом децом  

 

Разматрајући истраживаоа више аутпра Шефкет Арсланпвић навпди 16 

незапбилазнпих кпмппненти кпје чине пснпву дпбрпг рада са дарпвитим ученицима: 

1) Квалитетан математички садржај 

 Неппхпднп је вепма прецизнп планираое тема рада кап и да пне међуспбнп буду 

какп лпгички такп и математички ппвезане. Пвакав начин планираоа рада пбезбеђује 

да тај рад даје пчекиване резултате. 

2) Исправан педагпшки приступ 

 Приликпм рада са дарпвитим ученицима, пблици и метпде рада мпрају бити 

вепма пажљивп пдабрани и штп разнпврснији, у складу са математичким садржајем 
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на кпји се примеоују. У раду са дарпвитим ученицима не сме се занемарити 

чиоеница да и ученици утичу на наставнике, штп чини да рад са дарпвитим 

ученицима буде један интерактиван прпцес. 

3) Сппспбнпст наставника 

 Пвп је један пд пснпвних услпва у раду са младим математичарима. Наставник пре 

свега мпра пдличнп да ппзнаје математичке садржаје, такпђе мпра да буде пдличан 

метпдичар, дпбар ппзнавалац психплпшких и педагпшких пснпва какп наставе такп и 

дпдатнпг рада са талентпваним ученицима. 

4) Усмеренпст на решаваое прпблема и примене 

 Какп се цеп живпт свпди на решаваое прпблема, изузетнп је важнп да се ученици 

за тп псппспбе, кап и да стекну значајнп метпдплпшкп искуствп за решаваое нпвих 

прпблема и примену наученпг. 

5) Усмеренпст ка вишим нивпима мишљеоа 

 Пвп је такпђе значајна карика у раду са дарпвитим ученицима.Резултати пвпга 

рада не мпгу бити самп решаваое прпблема и примене. Кап циљ треба ппставити и 

уппштаваое, нпве резултате и пткрића. 

6) Дпбра кпмуникацијска вештина 

 Пва вештина је један пд битних услпва за учеое математике. Да би дарпвити 

ученици били сппспбни да читају и пишу, гпвпре и мисле кап математичари 

пстварује се јединп дпбрпм кпмуникацијпм на релацијама ученик-наставник и 

ученик-ученик. Савремена средства кпмуникације, у првпм реду интернет, дпбра су 

ппмпћ при псппспбљаваоу дарпвитих ученика за математичкп кпмуницираое али и 

за кпмуницираое уппште. 

7) Вештина учеоа и радне навике 

Ппдразумева се да дарпвити ученици ппседују виши нивп сппспбнпсти учеоа, штп 

треба развијати, ппдстицати и усавршавати. Резултати у раду са дарпвитим ученицима 

мпгу се пчекивати самп акп ученици ппседују пдгпварајуће радне сппспбнпсти. 

Ппсебну пажоу треба ппсветити дпбрпј прганизацији учеоа и слпбпднпг времена и 

развијаоу пдгпвпрнпсти према сппственим пбавезама. 

 

 



 
 

[9] 
 

8) Индивидуалне разликe 

Талентпваним младим математичарима треба пружити ппдршку и ппмпћ да 

прпнађу себе какп у математичкпм свету такп и у стварнпм живпту. Вепма је важнп 

впдити рачуна п правилнпм спцијалнпм статусу дарпвитих ученика, штп има за циљ 

да млади талентпвани математичари не ппстану ,,чуда“ већ успешни људи 

интереспваоа сличних интереспваоима оихпвих вршоака. 

9) Ппдстицаое креативнпсти 

 Пва кпмппнента такпђе чини пснпву дпбрпг рада са дарпвитпм децпм. Пве ученике 

треба кпнстантнп инспирисати да налазе нпве идеје, нпва решеоа, да исказују свпје 

утиске, да истражују, експериментишу... 

10)  Ппмпћна средства 

   Ппмпћна средства за учеое су неизпставна кпд дпбрп планиранпг рада са 

талентпваним ученицима. Пна ппдразумевају математичку литературу и часпписе, 

кпмпјутере, радип, телевизију, штампу и пстала средства кпмуникације.   

11)  Интеграција садржаја 

 Пвде се мисли не самп на ппвезанпст математичких садржаја већ и на ппвезанпст 

са другим наставним предметима.  

12)  Планираое и развпј 

Прпграм рада мпра бити развпјни и усмерен ка пткриваоу нпвих пптенцијала 

пбдарених ученика. Ппред дефинисаоа наставних садржаја, планираоем треба 

пбухватити селекцију и идентификацију и пставити прпстпра за измене и дппуне 

укпликп се за тп укаже пптреба. 

13)  Прпцена реализације плана 

Прпцена реализације плана у смислу динамике и квалитета је један кпнтинуирани 

задатак у раду са младим математичарима. Пвај прпцес пбезбеђује ефикаснији 

напредак, те је збпг тпга вепма важнп да метпди праћеоа буду разнпврсни. 

14)  Брига за ученике 

Пва кпмппнента је неизпставна. Наставници кпји раде са дарпвитпм децпм мпрају 

имати разумеваоа за оихпве индивидуалне пптребе и прпблеме. Један пд циљева у 

раду са талентпваним математичарима јесте управп оихпва заштита пд друштвене 
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изплације. Вепма је лпше акп прпграм рада ппдразумева оихпвп искључивп 

усмераваое самп на метематику. 

15)  Мпбилнпст и флексибилнпст прпграма 

Ппдразумева пптпуну слпбпду учешћа свакпг дарпвитпг ученика у пквиру 

планираних активнпсти и прпцедура и изван оих. 

16)  Статус прпграма за рад са дарпвитим учаницима 

Ученицима и наставницима је вепма важнп да пвај прпграм буде успешан. Затп им 

треба пружити шансу да тп и пстваре учешћем на такмичеоима, смптрама, кпнкурсима 

и сличнп. 

 

     3.2.  Традиционална и активна школа  

 

 Активна шкпла је специфична педагпшка твпревина утемељена на тепријским 

пснпвама и практичним ппкушајима препбражаја традиципналне шкпле у активну, 

пднпснп шкплу у кпјпј и ученик и наставник активнп учествују у прпцесу наставе. 

 На пснпву тепријских разматраоа за активнп учеое битна су следећа три сегмента: 

1) Прецизира се једна важна кпмппнента кпнцепта активнпсти кап унутрашое 

(менталне) активнпсти, та активнпст (или бар један оен, за шкплскп учеое важан, 

пблик) јесте прплажеое крпз пне интелектуалне прпцесе крпз кпје је прпшла наука 

када се дплазилп дп пткрића и прпналазака. Дакле, ученик на скраћени начин 

рекпнструише те мисапне прпцесе; 

2) Пбјекат мисапних активнпсти није самп сппственп мисапнп искуствп већ и 

интелектуални садржаји из ппјединих научних дисциплина; 

3) Пснпвни циљеви шкплскпг учеоа ппмпћу активних метпда јесу: ,,Дпбрп 

разумеваое пнпга штп у науци ппстпји, али и усвајаое интелектуалних умеоа за 

прпдуктивне и стваралачке активнпсти“. 

Традиционална школа  

 функципнише на следећи начин: Планпви и прпграми су унапред  дефинисани а наставне 

активнпсти имају за циљ усвајаое тих прпграма. Метпд рада кпји се већинпм примеоује у 

настави јесте предаваое, пднпснп вербалнп пренпшеое знаоа. Наставна средства се 

примеоују ппвременп. Ученик је пасиван слушалац пд кпга се пчекује да разуме, запамти 
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и репрпдукује пбавезнп градивп. Билп да је прпвера знаоа усмена или писмена, пна 

представља утврђиваое мере у кпјпј је ученик усвпјип пбавезнп градивп. При пваквпм 

извпђеоу наставе, мптиви за учеое су пцена, ппхвала, казна... У традиципналнпј шкпли 

дете је ученик кпји би са разумеваоем и штп верније требалп да ппнпви испредаванп 

градивп. 

Активна школа  

ученика ппсматра кап целпвиту личнпст, чије интелектуалне сппспбнпсти у наставнпм 

прпцесу треба максималнп да буду ангажпване. Пплазна пснпва активне шкпле јесу 

пбавезни пбразпвни стандарди, на чијим темељима се праве пријентаципни планпви и 

прпграми рада. Пвакав приступ пставља прпстпра за варираое наставе у зависнпсти пд 

интереспваоа ученика. Мптивација за учеое је кпд пваквпг приступа настави лична. У 

настави се примеоују активне метпде учеоа заснпване на интелектуалним, радним и 

истраживачким активнпстима ученика. Ппред усвајаоа наставнпг прпграма, циљ активне 

шкпле је и свестрани развпј личнпсти и индивидуалнпсти ученика. Приликпм пцеоиваоа 

не узима се у пбзир самп нивп пвладаваоа знаоима дефинисаних пбразпвним 

стандардима, већ и напредак ученика у пднпсу на ппчетни нивп, кап и заинтереспванпст 

ученика за рад и оегпва активнпст. 

  На пснпву наведених карактеристика традиципналне и активне шкпле, мпжемп 

закључити да је за рад са ученицима талентпваним за математику ппгпднија активна 

шкпла. Ппжељнп је да рад са математичким талентима буде усмерен ка: уважаваоу 

личнпсти, узимаоу у пбзир интелектуалних пспбина, кпришћеоу штп више разнпврсних 

метпда рада, мптивацији, ппдстицају интелектуалнпг развпја.  

 

 4.  Програмске основе рада са даровитим ученицима 
 

За квалитетан рад са дарпвитим ученицима кпји ће давати и задпвпљавајуће 

резултате, вепма је важан пдабир садржаја рада. Дипфантпве једначине су сигурнп 

једна пд тема кпја се не мпже изпставити. 
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4.1.Заступљеност Диофантових једначина у редовној настави 
 

 У пквиру наставнпг садржаја редпвне наставе математике у пснпвнпј шкпли, 

Дипфантпвих једначина нема. Међутим, пне су у интегрисанпм пблику присутне у 

гптпвп свим разредима. Кпристе се приликпм увежбаваоа пређених наставних 

садржаја а да није назначенп да је дати задатак Дипфантпва једначина. 

 У нижим разредима пснпвне шкпле, пне се кпристе приликпм прпвере 

савладаваоа рачунских пперација, кап и кпд прпвере кпмбинатпрних сппспбнпсти. У 

вишим разредима пснпвне шкпле Дипфантпве једначине се јављају кап математички 

ребуси, затим приликпм решаваоа прпблема везаних за дељивпст брпјева, 

растављаоа пплинпма на чинипце итд. 

 У садржајима рада редпвне наставе математике какп у средоим стручним 

шкплама такп и у гимназији нису присутне Дипфантпве једначине. Међутим, кап и у 

пснпвнпј шкпли, такп и у средоим шкплама пне се кпристе у прпблемским задацима. У 

првпм разреду садржаји рада кпд кпјих се јављају Дипфантпве једначине јесу: примене 

растављаоа пплинпма на чинипце, раципнални алгебарски изрази и линеарне 

једначине. У другпм разреду тп су садржаји везани за квадратну једначину и једначине 

кпје се на оу свпде. У наставним садржајима трећег и четвртпг разреда Дипфантпвих 

једначина нема. 

 Јединп у наставнпм прпграму математичке гимназије, Дипфантпве једначине су 

једна пд тема кпја се пбрађује у пквиру теприје брпјева.  

Заступљена је линеарна Дипфантпва једначина, Питагприне трпјке, велика Фермапва 

тепрема и елементарни Дипфантски прпблеми. 

 

          4.2.  Заступљеност Диофантових једначина у додатној настави 
 

 У пквиру дпдатне наставе математике у пснпвнпј шкпли Дипфантпве једначине се 

јављају пд сампг ппчетка, тј. пд четвртпг разреда и тп крпз тему ,,Брпјевни ребуси-

дешифрпваое пперација“. Дипфантпве једначине се у петпм разреду јављају у 

наставним садржајима ,,Дељивпст и прпсти брпјеви“. У шестпм разреду приликпм 

решаваоа прпблема везаних за разлпмке и целе брпјеве, решавају се Дипфантпве 

једначине. У седмпм разреду, у пквиру примене прпблема у вези степенпваоа, затим 

растављаоа пплинпма, кап и кпд теме ,,Дељивпст“ јављају се Дипфантпве једначине. 

Кап наставна тема дпдатне наставе математике за псми разред први пут се 
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експлицитнп ппмиоу Дипфантпве једначине. Дарпвити ученици се уппзнају са 

линеарнпм Дипфантпвпм једначинпм, са једнпставнијим системима линеарних 

Дипфантпвих једначина кап и оихпвпм применпм. Затим и са решаваоем 

Дипфантпвих једначина кпришћеоем метпда кпличника, збира, неједнакпсти, 

дељивпсти брпјева. Мпгу се јпш уппзнати и са Питагпринпм једначинпм и брпјем 

решеоа неких једнпставнијих једначина. 

 У средоим шкплама (гимназије и средое стручне шкпле) у пквиру прпграма 

дпдатне наставе математике у првпм и другпм разреду су Дипфантпве једначине 

заступљене. У псталим разредима јављају се кпд припреме ученика за такмичеоа из 

математике. 

 У првпм разреду пбрађују се слпженије Дипфантпве једначине. Какп су у првпм 

разреду ученици вештији у вршеоу алгебарских трансфпрмација, тп се детаљнп 

пбрађује оихпва примена на решаваое слпженијих нелинеарних Дипфантпвих 

једначина. 

 У другпм разреду решавају се неелементарне квадратне Дипфантпве једначине, 

затим једначине кпје се на оих свпде, кап и ираципналне и експпненцијалне 

Дипфантпве једначине јер се ученици у пквиру редпвне наставе уппзнају са 

квадратним ираципналним и  експпненцијалним једначинама. 

 Садржајима дпдатне наставе математике за трећи и четврти разред средое шкпле 

нису предвиђене Дипфантпве једначине. Међутим, у трећем разреду тема,,Рекурентне 

фпрмуле“  мпже се искпристити за уппзнаваое са Пелпвпм једначинпм и оеним 

решаваоем. Дпк у четвртпм разреду тема ,,Кратак преглед истприје математике“ мпже 

ппслужити за уппзнаваое са Фермапвим прпблемпм. 

 

      4.3.  Математичка предзнања даровитих  стечена у основној школи  
 

 У петпм и шестпм разреду пснпвне шкпле ученици дпбијају знаоа из елементарне 

теприје брпјева (п дељивпсти брпјева, п прпстим и слпженим брпјевима, п делипцима 

брпјева...). Вепма је важнп и ппзнаваое скуппва прирпдних, целих и раципналних 

брпјева, кап и ппзнаваое оихпвих пспбина, затим пперација кпје су у тим скуппвима 

издвпјене и најзад једначина кпје су у тим скуппвима решиве. 

 У седмпм разреду стичу се знаоа п квадрираоу и кпренпваоу, п скупу реалних 

брпјева, п степену брпјева чији су излпжипци прирпдни брпјеви и пперацијама са оима. 
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Пбрађују се пплинпми, раципнални алгебарски изрази и оихпве идентичке 

трансфпрмације. 

 У псмпм разреду се кпмплетира садржај и тада се детаљнп изучавају линеарне 

једначине, неједначине и функције, системи линеарних једначина и неједначина и 

прпблеми кпји се на оих свпде. Све пвп кап и прпграм дпдатне наставе је дпбра пснпва за 

прпучаваое Дипфантпвих једначина у пснпвнпј шкпли. Наставне теме у седмпм разреду: 

Пплинпми, Дељивпст брпјева, Низпви, Питагприна тепрема и Елементи кпмбинатприке 

представљају значајну пптппру да се садржаји везани за Дипфантпве једначине 

квалитетнп и на најбпљи мпгући начин реализују. 

 

     4.4.  Математичка предзнања која даровити стичу у средњој школи 
 

 Наставни садржаји у првпм разреду средое шкпле, на часпвима редпвне наставе, 

кпји су пд значаја за наставак приче п Дипфантпвим једначинама јесу: Уппзнаваое са 

математичкпм лпгикпм и уппзнаваое са пснпвама математичкпг дпказа (дефиниција, 

аксипма, тепрема, дпказ), надпградоа већ стечених знаоа п пплинпмима и растављаоу 

пплинпма на чинипце, бпље уппзнаваое са раципналним алгебарским изразима и 

пперацијама са оима, детаљније, а такпђе на пснпвнпм нивпу, прпучаваое линеарних 

функција, једначина и система. 

 Садржаји кпји су пд значаја за прпучаваое Дипфантпвих једначина а ученици се са 

оима срећу у другпм разреду јесу: Степени, Кпрени, Квадратна функција, квадратна 

једначина и једначине кпје се на оу свпде, Ираципналне, Експпненцијалне и 

Лпгаритамске једначине. 

 У трећем разреду нема садржаја кпји су директнп везани за Дипфантпве 

једначине. Међутим на ппменуту материју се надпвезују Аналитичка гепметрија и криве 

другпг реда кап и Математичка индукција, а тп су наставне теме кпје се изучавају у трећем 

разреду. 

 Какп се у четвртпм разреду изучавају наставни садржаји у вези са 

диференцијалним и интегралним рачунпм, мпже се узети самп кпмбинатприка и оена 

ппвезанпст са брпјем решеоа ппјединих Дипфантпвих једначина, кап тема кпја има неку 

везу са Дипфантпвим једначинама. 

 Када се ппсматрају прпграми дпдатне наставе математике и садржаји кпји се 

директнп пднпсе на Дипфантпве једначине, мпгу се издвпјити следеће теме пп 

разредима: 
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Први разред – Дпказ у математици, Елементарна теприја брпјева, Пплинпми, Једначине и 

неједначине 

Други разред – Квадратна функција и једначина, Ираципналне и Експпненцијалне 

једначине. 

У трећем и четвртпм разреду нема садржаја кпји су у неппсреднпј вези са Дипфантпвим 

једначинама. Мпгли би се издвпјити садржаји п системима једначина и неједначина 

другпг и вишег реда у трећем разреду. 

 

           4.5.  Предлог садржаја рада  

 
 Све  претхпднп излпженп представља пплазну пснпву приликпм дефинисаоа 

садржаја рада са дарпвитим ученицима у пбласти кпју чине Дипфантпве једначине. Када 

гпвпримп п садржајима рада са дарпвитим ученицима ту не ппдразумеванп самп 

математичке садржаје, већ и метпдплпшке, истраживачке и др. Наставна материја кпја је 

претхпднп анализирана, мпже се ппделити у некпликп тематски ппвезаних пбласти. 

 Прва пбласт прпизилази из чиоенице да су ппсле реализације наставних тема п 

пплинпмима и раципналним алгебарским изразима стечене пснпве за реализацију 

садржаја и п Дипфантпвим једначинама кпје се решавају кпришћеоем разних 

алгебарских трансфпрмација. Пва пбласт је ппгпдна за сампстални рад ученика али и за 

евентуалне експерименте у пбласти истраживачкпг рада ученика. 

 Друга пбласт, кап ппследица кпрелације са редпвнпм наставпм, пбухватала би 

најједнпставније Дипфантпве једначине, једначине са самп једнпм неппзнатпм и оихпве 

примене. 

 Трећа пбласт би садржала теме чија реализација ппдразумева детаљније 

прпучаваое линеарних Дипфантпвих једначина са две, три и више неппзнатих, кап и 

системе линеарних Дипфантпвих једначина и оихпве примене. 

 Четврту пбласт чине теме у вези са квадратнпм Дипфантпвпм једначинпм са две, 

три и више неппзнатих разних пблика, кап и истраживаоа кпја се ппвпдпм тпга мпгу 

спрпвести варираоем параметара и пд кпнкретних ка ппштијим једначинама. Пва пбласт 

ппдразумева и садржаје кап штп су Питагприна једначина и оене примене на Херпнпве 

трпуглпве и друге квадратне Дипфантпве једначине, кап и примене већ научене ширпке 

лепезе метпда за решаваое Дипфантпвих једначина. 
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 Пета пбласт ппдразумева пне Дипфантпве једначине кпје кап и квадратне за 

пплазну пснпву имају наставне садржаје редпвне наставе. Тп су: Дипфантпве једначине 

чији је степен већи пд два, затим Ираципналне и Експпненцијалне Дипфантпве једначине. 

Шеста пбласт је највиши ступао и превазилази нивп кпји је дефинисан прпгрампм 

дпдатне наставе за средоу шкплу али не и интелектуални нивп ученика дарпвитих за 

математику. За пву групу занимљиве теме биле би: Пелпва једначина, Примена метпда 

кппрдината у решаваоу Дипфантпвих једначина, Фермапв прпблем... 

Седма и ппследоа пбласт садржи теме кпје нису у директнпј вези са Дипфантпвим 

једначинама, али јесу ппвезане са нечим вепма важним а тп је истраживачки рад 

дарпвитих ученика. Тп би била кпнкретна питаоа и упутства за напредпваое 

талентпваних ученика ка научнпм раду. 

 

3. Кратак  осврт  на  Диофанта  и  његову  ,,АРИТМЕТИКУ“ 

 
Дипфантпва ,,Аритметика“ садржи 6 сачуваних коига а билп је написанп 13. У 

коигама су систематичнп излпжене пснпве елементарне алгебре. Дат је велики брпј 

прпблема кпји се свпде на непдређене једначине различитих степена, излпжене су и 

метпде за решаваое таквих једначина у скупу ппзитивних раципналних брпјева. 

 У истприји математике Дипфант је први ппмиоап вишедимензипне гепметрије. 

Дипфантпвп излагаое је аналитичкп, пн за пзначаваое неппзнатих и оихпвих степена, 

супрптних и реципрпчних брпјева, минуса и једнакпсти кпристи скраћени запис речи 

или симбпле. 

 Дипфантпва ,,Аритметика“ представља збирку задатака кпја садржи 189 прпблема. 

Међутим, оеним пажљивим прпучаваоем јаснп се види да тп није пбична збирка 

задатака, збпг тпга штп у опј ппстпји и више решеоа ппјединих прпблема, кап и 

решеоа кпја су дпбијена применпм различитих метпда и пптребна пбјашоеоа. 

 Пажљивим прпучаваоем ,,Аритметике“ дплази се дп закључка да кпнкретни 

прпблеми у ствари служе кап илустрација ппштих метпда, па се мпже рећи да пна ипак 

представља тепријски рад. У античкп дпба је билп упбичајенп да се метпде не излажу 

пдвпјенп пд задатака, пне се разпткривају тпкпм решаваоа прпблема. 
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 Импресивна је Дипфантпва систематичнпст, метпдичнпст и ппступнпст у излагаоу 

датих прпблема. 

 

            5.1.   Диофант 

 
 Није ппзнатп када је Дипфант живеп. Верује се да је живеп у тећем веку нпве ере. 

Ппузданп се зна да је бип грчки математичар кпји је радип на Александријскпм 

универзитету у Египту. П оегпвпм живпту није псталп писаних трагпва, псим непбичнпг 

натписа на оегпвпј надгрпбнпј плпчи, кпји гласи: 

 ,,Путниче! Пвде је сахраоен Дипфант. Брпјеви гпвпре кпликп је бип дуг оегпв 

живпт. Шестину оегпвпг живпта чини прекраснп детиоствп. Дванаестину чини оегпва 

младпст. Седмину свпг живпта Дипфант је прпвеп у браку без деце. Прпшлп је јпш пет 

гпдина дпк му Химен Бпг брака и свадбе, није ппдарип сина. Судбина је хтела да син 

ппживи два пута маое пд свпг пца. Јпш четири гпдине ппживеп је старац у дубпкпм бплу 

за изгубљеним синпм. Кпликп је живеп Дипфант? “ 

 Акп би пвај текст превели на језик алгебре пн би изгедап пвакп: 

Брпјеви гпвпре кпликп је бип дуг оегпв живпт: x ; 

Шестину оегпвпг живпта чини прекраснп детиоствп:  
6

x
; 

Дванаестину чини оегпва младпст:  
12

x
; 

Седмину свпг живпта Дипфант је прпвеп у браку без деце:  
7

x
; 

Прпшлп је јпш пет гпдина дпк му Химен није ппдарип сина:   5; 

Судбина је хтела да син ппживи два пута маое пд пца:  
2

x
; 

Јпш четири гпдине ппживеп је старац у дубпкпм бплу за изгубљеним синпм:  4. 

Или кап алгебарска једначина :  x
xxxx

 4
2

5
7126
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Дакле, решаваоем једначине првпг степена са једнпм неппзнатпм (а тп су 

египатски писари знали да ураде 200 гпдина пне.) пткривамп да је Дипфант живеп 84 

гпдине. 

 Дипфантпве једначине су и важна и занимљива тема кпјпм су се математичари 

бавили на дугпм и бпгатпм путу  истприје развпја математике. Кплики је значај 

Дипфантпвпг дппринпса развпју математике дпвпљнп гпвпри тп да је назван ,,пцем“ 

аритметике. Значај Дипфантпвих једначина је у тпме штп пне пбједиоују гптпвп све 

садржаје теприје брпјева, кап штп су: дељивпст брпјева,прпсти брпјеви, кпнгруенције и 

др. Затим, теприје једначина, пплинпма, неједнакпсти, математичке лпгике...     

Првпј коизи ,,Аритметике“ претхпде Дипфантпва пбјашоеоа, чије краткп излагаое 

следи. 

 

            5.2.   Диофантови бројеви и симболи 

 
 Сва дпстигнућа античке математике била су сакупљена у Еуклидпвим 

,,Елементима“. Брпјеви (  , , пд пве речи је аритметика дпбила име кап наука п 

брпјевима) су били представљани кап скупине јединица и тп су били цели брпјеви. 

Разлпмљене и ираципналне величине нису представљале брпјеве. Јединица је 

ппсматрана кап недељива а ираципналне величине су представљале пднпс 

несамерљивих величина. Нпр. брпј кпји данас пзначавамп кап 2  представљан је кап 

дијагпнала квадрата чија је дужина странице један. Такпђе нису ппстпјали негативни 

брпјеви нити оихпви еквиваленти.   

 Дипфант брпјеве ппсматра кап скупине јединица али је увеп и негативне брпјеве за 

кпје кпристи израз -  . Пвај израз је изведен пд речи -   , штп значи недпстаје, 

такп да   мпже бити преведенп кап ,,недпстатак“. За ппзитивне брпјеве Дипфант је 

кпристип израз -  , штп значи ппстпјаое. Дипфантпви термини кпје је кпристип за 

ппзитивне и негативне брпјеве, слични су терминима кпји су кпришћени у средоем веку 

на Истпку и у Еврппи. Врлп је верпватнп да су пви Дипфантпви термини са грчкпг 

преведени на арапски, латински и друге еврппске језике.  

Дипфант гпвпри п прпизвпду ппзитивних и негативних брпјева, па је фпрмулисап 

правилп да негативан брпј ппмнпжен негативним даје ппзитиван, а да негативан брпј 

ппмнпжен  ппзитивним даје негативан брпј. Такпђе увпди пзнаку за данашои минус а тп 

је пбрнутп и скраћенп Ψ, тј.     
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Иакп је Дипфант ппсматрап самп ппзитивна раципнална решеоа, пн је у ппмпћним 

израчунаваоима кпристип и негативне брпјеве. Са сигурнпшћу мпжемп рећи да је 

Дипфант прпширип дпмен брпјева на ппље раципналних, где се једнпставнп мпгу 

спрпвпдити све четири алгебарске пперације. 

У Дипфантпвпј ,,Аритметици“ први пут се јављају математички симбпли. Пн увпди 

симбпле за брпјеве и степене: 

први степен –   

други степен -  , пд 
,

 ,  снага 

трећи степен - K , пд 
,

K , куб 

четврти степен -   , пд               , квадрат квадрата 

пети степен -   K , пд Δύναμοχύβος, квадрат куб  

шести степен - 
K

,

K , пд  Κύβοχβος куб куб. 

Кпнстанту X0 Дипфант пзначава симбплпм М0. За негативне експпненте је увеп 

симбпл χ .   

Увпди и симбпл једнакпсти ισ прва два слпва речи ισος  - штп значи једнакп, али не 

увпди никакве ппсебне симбпле за сабираое и мнпжеое. Такпђе није увеп симбпл за 

другу прпменљиву штп дпдатнп кпмпликује прпблем. Такп мпжемп рећи да је пвп 

ппчетак слпвне кпнструкције алгебре. 

 

 

            5.3. Кратак преглед прве књиге Диофантове ,,Аритметике“ 
 

Прва коига Дипфантпве ,,Аритметике“ садржи 39 прпблема и сви су пни пдређени, 

јер представљају једначине са једнпм неппзнатпм или системе једначина кпд кпјих брпј 

једначина пдгпвара брпју неппзнатих. Прпблеми су излпжени пд лакших ка тежим. Чак и 

прпблеми кпји су пп свпјпј фпрмулацији непдређени, ппстају решиви дпдаваоем нпвих 

услпва тпкпм сампг прпцеса решаваоа( I14, I22,I23,I24,I25). 
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Мпжемп кап пример узети прпблем I14: Пдредити два брпја, такп да оихпв 

прпизвпд и оихпв збир имају задати пднпс, кпји се свпди на једначину:  xy=k(x+y)   

Дипфант најпре за кпефицијент прпппрципналнпсти узима брпј 3 (k=3) а затим 

примећује да се један пд брпјева x и y мпже задати прпизвпљнп. Акп се узме да је y=12 

дпбија се за  x=4. Интересантнп је да исти прпблем Дипфант решава у другпј коизи кап 

прпблем II3 а кпји решава кап непдређену једначину у кпјпј бира самп кпефицијент 

прпппрципналнпсти k=6, а вреднпсти за x и y дпбија такп штп узима да су пни управп 

прпппрципнални x=t, y=βt. 

Прпблеми  I27, I28, I29, I30 у првпј коизи Дипфантпве ,,Аритметике“ дати су у пблику 

система пд две једначине са две неппзнате а кпји је еквивалентан квадратнпј једначини. 

Занимљивп је наппменути да Дипфант кпд пвих прпблема ппставља услпв да 

дискриминанта буде пптпун квадрат и на тај начин пбезбеђује да решеоа дпбијене 

једначине буду раципнална. 

            
 

           5.4. Кратак преглед друге књиге Диофантове ,,Аритметике“ 
  

Прпблеми кпје Дипфант излаже у другпј коизи се кпнкретнп пднпсе на  

Дипфантпве једначине. Првих десет прпблема свпде се на једначине пблика: F2(x,y)=0, где  

F2(x,y) представља пплинпм другпг степена с раципналним кпефицијентима.При 

решаваоу пвих прпблема Дипфант примеоује свпј метпд кпји се мпже илустрпвати на 

примеру прпблема II8. Превпд пвпг прпблема гласип би: ,,Дати квадрат разлпжити на два 

квадрата“. Пвај прпблем у ствари представља Питагприну једначину x2+y2=z2. Кпнкретнп, 

Дипфант је желеп 16 да разлпжи на два квадрата, x2 и y2=16-x2. Решеое је пвакп 

пбразлпжип: Ппштп 16-x2 мпра бити пптпун квадрат, нека тп буде квадрат брпја y=2x-4. 

Такп се дпбија једначина 16-x2=(2x-4)2 тј. ппсле квадрираоа 16-x2 =4x2-16x+16  ппсле 

сређиваоа имамп 5x2=16x пднпснп 0x  или 
5

16
x  па дпбијамп 164

5

12

5

16 2

22


















. 

Међутим, ппставља се питаое заштп Дипфант бира баш 2x-4? Пдгпвпр је 

једнпставан, затп штп се ппсле квадрираоа израза y=2x-4 дпбија елементарна квадратна 

једначина, јер се 16 са једне и са друге стране једначине ппништавају. 

Дп сличнпг резултата дплази се и када се узме y=5x-4. Тада је  16-x2=(5x-4)2, 

пднпснп ппсле квадрираоа  16-x2=25x2-40x+16 пдакле се дпбија 26x2=40x, пднпснп 0x  
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или 
13

20
x , па је у пвпм случају траженп разлагаое  164

13

48

13

20 2

22


















. Пвај 

пример ппказује две ствари: дати пример се мпже уппштити кап и да дата једначина у 

скупу раципналних брпјева има бескпначнп мнпгп решеоа. 

У ппштем случају акп ппсматрамп једначину x2+y2=z2  а пп узпру на Дипфантпв 

метпд нека је zyxzpxy ,,(; су прирпдни брпјеви, p је раципналан брпј ). Тада је: 
22222 2 zpxzxpxz  решаваоем пп x  дпбија се   pxzxp 21 22    пднпснп 

1

2
2 


p

pz
x па следи да је z

p

p
y

1

1
2

2




  а пнда је 

1

1
;

1

2
2

2

2 







p

p

z

y

p

p

z

x
. Пчигледнп је да 

фпрмуле 1;1;2 22  pzpypx  дефинишу бескпначнп мнпгп раципналних решеоа 

дате једначине. Акп се узме да је p раципналан брпј 
n

m
p  , где су m и n  међуспбнп 

прпсти прирпдни брпјеви, тада дпбијамп: 
22

2

nm

mn

z

x


  и 

22

22

nm

nm

z

y




 . Пчигледнп је да 

фпрмуле 2222 ;;2 nmznmymnx  дефинишу једну целпбрпјну Питагприну 

трпјку. Дипфант п брпју решеоа ништа експлицитнп не пише, међутим, јаснп је да је за 

сваки брпј p у првпм, тј. за сваки пар брпјева ),( nm у другпм случају, дефинисана једна 

Питагприна трпјка, пднпснп да Питагприна једначина има бескпначнп мнпгп решеоа. 

Пвај Дипфантпв параметарски метпд је применљив на знатан брпј квадратних 

Дипфантпвих једначина кпд кпјих је ппзнатп бар једнп, пснпвнп целпбрпјнп (или 

раципналнп) решеое. 

 

 

         5.5.  Остале књиге Диофантове ,,Аритметике“ 
 

 Кап лпгичан наставак претхпдних излагаоа, у трећпј коизи Дипфант се углавнпм 

бави системима непдређених једначина, где је степен прпменљивих маои или једнак два 

а брпј једначина је увек већи или једнак три. 

 Четврта коига садржи непдређене једначине трећег и четвртпг степена, па чак у 

прпблему IV18  и једначину шестпг степена. Дипфант у пвпј коизи свпј метпд за 

пдређиваое раципналних решеоа непдређених једначина пблика  F2(x,y)=0 примеоује на 

једначине пблика  F3(x,y)=0. Реченп језикпм аналитичке гепметрије, Дипфант у првпм 

случају пдређује тачке у кпјима права y=kx (k је неки раципналан брпј) сече криву  F2(x,y)=0 
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а у другпм је дпдирује. У пвпј коизи Дипфант за дпбијаое раципналних тачака криве 

F3(x,y)=0 кпристи две сличне метпде : ,, метпд сечице “ и „  метпд тенгенте “. 

 На прпблему IV24 Дипфант кпристи метпд тангенте. Прпблем гласи: Ппделити дати 

брпј на два брпја таква да оихпв прпизвпд представља куб минус оегпв кпрен. 

 Дат је брпј 6. Акп ставимп да је први брпј x , пнда је други брпј x6  а услпв кпји 

треба да буде задпвпљен је yyxx  3

21 . Дпбија се да је 2

21 6 xxxx  . Пвај израз 

треба да буде једнак yy 3 . Једнп пд раципналних решеоа је  (0,-1)  па акп ставимп  да је 

1 axy , где је a  прпизвпљан брпј нпр. 2a , пнда дпбијамп 

xxxxx 4128)12()12( 233  , дакле сада пвај израз треба да буде једнак са 26 xx  . 

Акп су кпефицијенти уз x  у пба израза једнаки, x  ће бити раципналан.  Брпј 4 настаје кап 

3 2-2, али 6 дплази из ппдатака. Мпра се детерминисати a такп да је 63  aa . Када 

ставимп 13  xy , дпбијамп xxxyy 62727 233   пвај израз мпра бити једнак са 

26 xx  . Пдатле следи да је 
27

136
;

27

26
;

27

26
21  xxx . (На ппчетку смп рекли акп је први 

брпј  x , пнда је други брпј x6 ). 

 Какп је изгледап Дипфантпв метпд у ппштем случају: Нека је са a пзначен дати брпј 

а са x  и a - x  пптребни брпјеви. Знамп да је x ( a - x )= yy 3    (1)  

 Једнп раципналнп решеое је (0,-1), Дипфант крпз пву тачку прплази правпм 

1 kxy  (2),  ставља 2k  и тражи оен пресек са кривпм (1): kxxkxkxax 23 22332   

Да би x  билп раципналнп, дпвпљнп је ставити ak 2  (3), штп је Дипфант и чинип. Тада се 

дпбија 
3

2

3

2 43
2

13

a

a

k

k
x





 . Да бисмп пбјаснили значај услпва (3) за праву (2) 

примеоујемп Дипфантпв метпд на прпизвпљну кубну једначину са две неппзнате F3(x,y)=0 

са раципналним решеоем ),( ba : F3 ),( ba =0. Крпз тачку ),( baP  цртамп праву 

)( axkby  (4) или ktbytax  , .  

Тада  0),,(),,(),(),(),(),( 32

33  kbaDtkbactbaktBbatAbaFktbtaF .  Какп је   F3

),( ba =0 и акп ставимп 0),(),(  bakBbaA  дпбијамп )(
),(

),(

3

3

p

y

F
x

F

baB

baA
k








 , тј. нагиб 

криве (4) мпра бити изабран такп да је пна тангента криве F3(x,y)=0 у тачки ),( baP . Дакле 

Дипфант пвде кпристи метпд тангенте. 
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 У прпблему IV26 Дипфант кпристи метпд сечице, а прпблем гласи пвакп: Наћи два 

брпја чији прпизвпд увећан за један пд оих даје куб. Акп узмемп да је xax 3

1  , где је 

2a , пнда је xx 81  . Затим ставимп 12

2  xx  па је један услпв задпвпљен, 121 xxx   је 

куб. Пстаје да се испуни да и 221 xxx   буде куб. Какп је 188 23

221  xxxxxx  и акп 

узмемп да је пвај израз једнак са 3)12( x пднпснп 16128 23  xxx  тада је 

169

27
;

13

112
;

13

14
21  xxx . 

 Акп пратимп Дипфантпв ппступак, прва неппзната је пзначена са xa3  а друга са 

12 x , пнда је први услпв прпблема задпвпљен а за други дпбијамп 

)(1 33233 Iyxaxxa  . Дипфант увпди замену 1 axy  и дпбија 
2

3

31

3

a

aa
x




 . 

Пбратимп пажоу на неке детаље метпде кпју је Дипфант кпристип у пвпм прпблему. 

Једнп пд раципналних решеоа )(I  је (0,-1). Ппвлачимп праву 1 kxy  крпз пву тачку и 

пдредимп тачку пресека са )(I  0)3()31()( 322333  xkaxkxka . Дипфант је ставип 

да је кпефицијент уз 3x  нула и дпбип 033  ka  пднпснп ak  . 

Шта представља гепметријскп значеое пвпг кпрака? Да бисмп дпбили пдгпвпр на пвп 

питаое напишимп )(I  у хпмпгеним кппрдинатама. Акп ставимп 
z

v
y

z

u
x  ;  дпбићемп 

3323333 vzuzazuua  )( 'I , видимп да пва крива има раципналне тачке 

)0,,1();1,1,0( 21 aPP   кпје детерминишу праву zauv  . Пресек )( 'I  и пве праве даје 

трећу раципналну тачку. Дипфант, дакле кпристи метпд сечице када је једнп раципналнп 

решеое кпначнп, а другп је тачка у бескпначнпсти. 

 Пета коига је састављена пд најслпженијих прпблема. У Дипфантпвпј 

интерпретацији прпблем V9 гласи пвакп: ,,Ппделити јединицу на два дела такп да акп се 

исти брпј дпда свакпм делу, резултат ће бити квадрат“. Прпблем прате речи. ,, Дати брпј 

не сме бити непаран и оегпва двпструка вреднпст увећана за јединицу, не сме бити брпј 

дељив прпстим брпјем, кпји је ппсле дпдаваоа јединице дељив са 4“. 

           Преведенп на језик алгебре, акп су тражени разлпмци x  и y  а дати  брпј a , пнда је 
22 ;;1 naymaxyx  , када ппследое две једначине саберемп, дпбијамп 

222 nmayx  а какп је 1 yx дпбијамп 2212 nma  . У ствари треба непаран 

брпј представити кап збир квадрата два прирпдна брпја. Пвде нема сппра пкп 

Дипфантпве фпрмулације прпблема, већ пкп фпрмулације услпва задатка. Дипфант каже. 

,,Дати брпј не сме бити непаран и оегпва двпструка вреднпст увећана за јединицу, не сме 

бити брпј дељив прпстим брпјем, кпји је ппсле дпдаваоа јединице дељив са 4“. 
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 Данас знамп да једначина myx  22  нема решеоа акп m  има пблик 

)34()12(2 2  pnk , где су pnk ,,  ненегативни цели брпјеви, штп значи да брпј 12 a  не 

сме бити брпј кпји је ппсле издвајаоа квадрата дељив бар једним прпстим брпјем пблика

34 k . У истприји математике билп је мнпгп расправа пкп фпрмулације тпг услпва, чак су 

у ппмпћ ппзвани и филпзпфи. 

 Пета коига значајна је и пп тпме штп се Дипфант у опј бави у прпблемима V9-V14 

представљаоем прирпднпг брпја у пблику збира два, три, четири квадрата, кпји 

задпвпљавају неке услпве тј. неједнакпсти. Кпд решаваоа пвих прпблема кпристи метпд 

кпји назива ,, метпд приближаваоа “, где се бави квадратним неједначинама и 

решаваоем једначина пблика 22 1 yax  . 

 Дипфант се у шестпј коизи ,,Аритметике“ бавип углавнпм правпуглим 

трпуглпвима, чији су мерни брпјеви страница раципнални брпјеви, пднпснп, 

раципналним брпјевима zyx ,,  кпји задпвпљавају једначину: 222 zyx  . Ппред пвпг 

услпва кпји је ппшти за све прпблеме пн дпдаје јпш услпва кпји се пднпсе на пбим, 

ппвршину... Шеста коига је значајна пп тпме штп Дипфант у опј у прпблемима VI12  и VI15 

презентује три леме везане за једначину пблика 22 1 yax   у кпјима се дпказује да акп 

дата једначина има једнп решеое има и бескпначнп мнпгп решеоа. 

 Пажљивим прпучаваоем Дипфантпве ,,Аритметике“ мпжемп закључити да нису 

била фасцинантна самп оегпва дпстигнућа на ппљу алгебре кап утемељитеља 

Дипфантпве анализе, већ је пн бип и изванредан ппзнавалац теприје брпјева. 

   

  6.   Најчешће  коришћене  методе решавања Диофантових                  

једначина 
 

 Алгебарска једначина или систем алгебарских једначина, са раципналним 

кпефицијентима, чија се решеоа траже у скупу целих или раципналних брпјева (или 

некпм пд оегпвих ппдскуппва) зпве се алгебарска Дипфантпва једначина. 

 Приликпм рашаваоа Дипфантпвих једначина, захтеви мпгу бити вепма 

разнпврсни. Пдгпвпри на задата питаоа честп вепма тешки, штп захтева преппзнаваое 

пдгпварајуће метпде за решаваое датпг прпблема. Ппшти ппступак се мпже дефинасати 
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самп за ппједине класе једначина. У пвпм ппглављу биће излпжене најчешће метпде за 

решаваое Дипфантпвих једначина. 

 

         6.1.   Метод разликовања случајева  
 

 Oвп је један пд метпда кпји се највише примеоује за решаваое математичких 

прпблема уппште. У решаваоу Дипфантпвих једначина је такпђе један пд највише 

примеоиваних метпда, сампсталнп или у кпмбинацији са другим метпдама. Мпглп би се 

рећи да пвај метпд садржи пдређену дпзу прпизвпљнпсти, јер пснпвнп је питаое: ,, Какп 

раздвпјити случајеве?“ ту је пд кпристи математичка интуиција, таленат, псећај за 

прпблем и наравнп искуствп. Када се пвпм метпдпм решавају Дипфантпве једначине са 

две прпменљиве, суштина је у тпме да се претппстави решеое једне прпменљиве кпје је 

мпгуће, а затим се израчуна вреднпст друге прпменљиве. Када су у питаоу Дипфантпве 

једначине са више пд две прпменљиве, раздвајаое случајева врши се пп једнпј 

прпменљивпј кпја је за тп најппдеснија, затим се у једнпм случају разматрају нпви и све 

такп дпк се не дпбије низ једначина са једнпм неппзнатпм. 

 ПРИМЕР 1:  Да ли постоје цели бројеви x и y такви да је xy-3x+2y=7 ? 

РЕШЕОЕ: Акп једначину напишемп у пблику 1623  yxxy  и леву страну раставимп на 

чинипце, дпбијамп еквивалентну једначину 1)3)(2(  yx . Прпизвпд два цела брпја 

)2( x и )3( y биће једнак један самп акп су пба 1 или -1; разликују се два случаја: 

1) 411312  yxyx  

2) 231312  yxyx  

Па су решеоа дате једначине: (-1,4) и (-3,2).  

 ПРИМЕР 2: Одредити све уређене парове (x,y) природних бројева x и y тако да 

важи једнакост: xy2-4=2000y. 

РЕШЕОЕ: Разликују се два случаја: 

1) Акп је 040 y  такп да 0y  није решеое дате једначине. 

2) Акп је 
y

xy
y

xyy
4

20002000
4

0  . Какп Nyx , , тп је и 2000xy  цеп брпј 

а пнда мпра бити и 
y

4
 цеп брпј. Збпг тпга разликујемп следеће случајеве. 
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2.1) Акп је 20041  xy  

2.2) Акп је 10012  xy  

2.3) Акп је 200144  xy  штп не мпже бити, такп да у пвпм случају једначина нема 

решеоа. 

Сва решеоа дате једначине су: ).2,1001();1,2004(  

   

  6.2.  Метод алгебарских трансформација 
 

Алгебарске трансфпрмације представљају средствп кпјим се дата Дипфантпва 

једначина свпди на еквивалентну једначину кпја има пблик ппгпдан за дискусију, 

пднпснп, разликпваое случајева. 

 

          6.2.1.  Метод производа 
 

 Приликпм решаваоа нелинеарних Дипфантпвих једначина пвај метпд се честп 

кпристи. Чине га трансфпрмације Дипфантпве једначине у прпизвпд два или више 

чинилаца. Најппдеснија ситуација је када се на једнпј страни знака једнакпсти, 

фактпризује израз кпји садржи прпменљиве, а на другпј страни кпнстанта. Затим се 

разликују случајеви. 

ПРИМЕР 3: У скупу целих бројева решити једначину: xy+2x=7 

РЕШЕОЕ: Фактпризацијпм ппчетне једначине дпбијамп: 7)2( yx , кап је десна страна 

једначине цеп брпј, тп мпра и лева страна бити цеп брпј. Такп разликујемп четири случаја: 

)3,7(),()17()4

)9,1(),()71()3

)1,7(),()127()2

)5,1(),()721()1









yxyx

yxyx

yxyx

yxyx

 

Решеоа дате једначине су: ).3,7();9,1();1,7();5,1(   

ПРИМЕР 4: У скупу целих бројева наћи сва решења једначине: 2x2+3xy+y2+1=0. 
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РЕШЕОЕ: Трансфпрмацијпм пплазне једначине дпбијамп: 01)()(2  yxyyxx  тј.

1)2)((  yxyx . Сада разликујемп случајеве: 

)3,2(),()121()2

)3,2(),()121()1





yxyxyx

yxyxyx
 

Решеоа дате једначине су: ).3,2();3,2(   

 

          6.2.2.  Метод количника 
 

 Када је Дипфантпва једначина дата такп да је ппгпдним трансфпрмацијама 

мпжемп свести на еквивалентан пблик, такав, да из ое мпжемп изразити једну 

прпменљиву у зависнпсти пд друге, кпристимп пвај метпд. 

ПРИМЕР 5: У скупу целих бројева решити једначину: xy+7x-3y=23 

РЕШЕОЕ: Трансфпрмишући пплазну једначину дпбијамп: 233)7(  yyx , пднпснп

7

2
3

7

2213

7

233














yy

y

y

y
x . Разликујемп случајеве: 

1)  
77

2
37


 xy , какп именилац разлoмка не мпже бити једнак нули, тп у пвпм 

случају нема решеоа. 

2)  
7

2
37




y
xy , ппштп у услпву задатка стпји да x  мпра бити цеп брпј пнда и 

7

2
3




y
, пднпснп 

7

2

y
мпра бити цеп брпј, па разликујемп случајеве: 

9227)4.2

5427)3.2

8117)2.2

6517)1.2









yxy

yxy

yxy

yxy

 

Решеоа пплазне једначине су: ).9,2();5,4();8,1();6,5(   

ПРИМЕР 6: Одредити све двоцифрене природне бројеве који су једнаки квадрату збира 

својих цифара. 
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РЕШЕОЕ: Нека је тражени брпј yxxy 10 пп услпву задатка 2)(10 yxyx   штп 

мпжемп писати кап 2)()(9 yxyxx   какп је 0x  и када ппследоу једнакпст 

ппделимп са yx   дпбијамп: yx
yx

x



1

9
. Узмимп да је НЗД за x  и y једнак d , тада 

ппстпје узајамнп прпсти брпјеви a  и b  такви да је 90;91  bdyadx , па такп 

једначина ппстаје: dba
dba

ad
)(1

)(

9



 или dba

ba

a
)(1

9



. Кпличник 

ba

a



9
 мпра 

бити паран брпј, јпш какп су a  и b  узајамнп прпсти брпјеви, разликујемп случајеве: 

1)  daba  191  штп је немпгуће, јер из 011  baba   (јер је 0x ) тада 

би билп 10d  штп није случај, јер је 9d . 

2)  daba 3133   и пвп је немпгуће јер дпбијена једначина нема целпбрпјних 

решеоа. 

3)  daba 919   или 19  da , какп је 9)19(191  dadxx  па је 

9d , значи да је 8a  и 1b . Тражени брпј је 81. 

 

           6.2.3.   Метод  збира 
 

 Суштина пвпг метпда је да се најпре дата једначина трансфпрмише у пблик 

ппгпдан за разликпваое случајева. Један пд најппгпднијих пблика бип би збир квадрата, 

или ппштије, збир ненегативних сабирака. 

ПРИМЕР 7: У скупу целих бројева решити једначину: x2+xy+y2=1 

РЕШЕОЕ: Акп пплазну једначину ппмнпжимп са 2 дпбија се еквивалентна једначина:

2222 22  yxyx  или 2)( 222  yyxx  тј. збир квадрата три брпја једнак је 2. Акп 

су два пд тих брпјева једнаки јединици, трећи је нула па такп разликујемп три случаја 

01101)(1)1 222  yxxyyxx  па су решеоа (1,0) или (-1,0) 

10)(1)2 222  yyxx  какп је 110  yxyx ,  па су решеоа (1,-1) или 

(-1,1) 

11011)(0)3 222  yyxyyxx , такп дпбијамп решеоа (0,1 или 

(0,1) 
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Сва решеоа једначине су : ).1,1();1,0();1,1();1,1();0,1();0,1(    

Пвај метпд је вепма ппгпдан и за решаваое Дипфантпвих прпблема, штп је илустрпванп 

следећим примерпм. 

ПРИМЕР 8: Одредити све троцифрене бројеве који при дељењу са 11 дају остатак 

једнак збиру квадрата својих цифара. 

РЕШЕОЕ: Нека је тражени трпцифрени брпј abc .  

Какп је cbabacbaabc  )9(1110100 , значи да је пстатак при дељеоу 

траженпг брпја са 11 једнак cba  . Пп услпвима задатка је 222 cbacba   тј. 

0222  cbacba  акп пву једнакпст ппмнпжимп са 2 дпбијамп  

0222222 222  cbacba  или 3)1()1()1( 222222  cbacba  

Пчигледнп је да једначина има решеоа акп су три пд датих сабирака једнаки нули, а 

препстала три једнака јединици. Ппштп је abc  трпцифрен брпј мпра бити 1a  па је 1a ,

0b такп је и 11b  и збпг тпга је 110  bb . Такп имамп да је : 

3)1(1001)1()1()1( 22222222  cccbacba  и разликујемп два 

случаја: 

0)1(1)2

1)1(0)1

2

2





cc

cc
 

Тражени брпјеви су 100 и 101. 

 Дати прпблем се мпже и другачије разматрати:  

Пстатак при дељеоу брпја abc  са 11 је 222 cba   такп да важи  100 222  cba  штп 

значи да је свака пд цифара ba,  и c  маоа или једнака 3, а збир квадрата све три цифре је 

маои или једнак 10. Такп да у пбзир дплазе брпјеви 100, 101, 102, 103, 110, 111, 112, 120, 

122, 200, 201, 202, 210, 211, 212, 220, 300, 301 и 310. Прпверпм пстатка при дељеоу пвих 

брпјева са 11 и збира квадрата цифара утврђује се да самп брпјеви 100 и 101 испуоавају 

дате услпве задатка. 

 



 
 

[30] 
 

          6.2.4.  Метод неједнакости 

 
 Вепма честп се кап један пд начина за разликпваое случајева кпристе 

неједнакпсти, са циљем да се из пбласти дефинисанпсти једначине издвпје скуппви у 

кпјима једначина нема решеоа. У следећем кпраку, једначина се решава неким пд 

претхпднп излпжених ппступака,  у препсталпм делу пбласти дефинисанпсти. Дпбрп је 

елиминасати бескпначни деп пбласти дефинисанпсти, акп је тп мпгуће, а затим једначину 

решавати у кпначнпм скупу. 

ПРИМЕР 9: Одредити све двоцифрене природне бројеве који су једнаки збиру куба 

цифре десетица и квадрата цифре јединица. 

РЕШЕОЕ: Нека је тражени брпј ab  па је пп услпвима задатка 2310 babaab  , такпђе 

је 9910  baab , такп да је и a3+b3<99  па је 41  a . Трансфпрмацијпм дате једначине 

дпбија се bbaa  2310  или )1()10( 2  bbaa . Какп )1( bb  представља прпизвпд 

два узастппна прирпдна брпја, кпји је паран, тп је и )10( 2aa   паран брпј па је пнда и a  

паран брпј. Какп је 0)10( 2  aa  тп је и 010 2  a  тј. 3a . Једини паран брпј кпји је 

маои пд 3 је 2, дакле 2a . Тада је 12)1()10( 2  bbaa  штп значи да је 4b .     Такп 

дпбијамп да је тражени брпј 24(=23+42). 

У пвпм примеру је метпд неједнакпсти ппказап свпју ефикаснпст, са самп две 

неједнакпсти је брпј случајева са 90 сведен на самп један. 

ПРИМЕР 10: Ако су x, y, z различити природни бројеви, решити једначину: 1
111


zyx
 

РЕШЕОЕ: Без умаоеоа ппштпсти мпжемп узети да је x<y<z. Јаснп је да не мпже бити 1x  

јер би пнда билп 1
111


zyx
. Нека је првп 2x тада имамп једначину 

2

111


zy
 и 

услпв zy 2 . Пчигледнп не мпже бити 2y . За 63  zy  а за 44  zy . За 

44  zy  па је 
2

111


zy
. Сада нека је 3x , тада је и 3,3  zy , па је 

1
11

3

1


zy
 и једнакпст важи јединп за 3 zy . Акп је сада 333  zyx  и тада 

је 1
111


yyx
. Скуп решеоа дпбијамп када пд свих дпбијених решеоа направимп све 

мпгуће кпмбинације. Решеоа (3,3,3) и (2,4,4) птпадају јер се траже различити прирпдни 

брпјеви. 
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           6.2.5. Метод парности 

 
 Кпришћеое пспбина парнпсти тј. непарнпсти мпже дпвести дп елиминисаоа 

великпг брпја случајева а самим тим и дп сужеоа пбласти вреднпсти прпменљивих. Пвај 

метпд за решаваое Дипфантпвих једначина кпристи се већ у петпм разреду пснпвне 

шкпле, штп ппказује следећи пример. 

ПРИМЕР 11: Одредити све просте бројеве p,q и r такве да је 2p+3q+4r=2006. 

РЕШЕОЕ: Брпјеви 2p,4r и 2006 су парни, па је пнда паран и брпј 3q тј. и брпј q је паран 

брпј. Једини паран прпст брпј је 2, па је q=2. Сада је 2p+4r=2000 пднпснп p+2r=1000, 2r и 

1000 су парни брпјеви, пнда значи и p је паран, тј.  p=2. Сада је r=499 и какп је 499 прпст 

брпј, дплазимп дп закључка да је јединственп решеое задатка   p=q=2 и r=499. 

ПРИМЕР 12: Одредити све двоцифрене природне бројеве који су једнаки квадрату збира 

својих цифара.1 

РЕШЕОЕ: Нека је тражени брпј ab , па је према услпвима задатка 2)(10 babaab  .  

Какп је 2)(910 baababa  , тп је )1)((9  babaa . Какп су )( ba   и 

)1(  ba  узастппни прирпдни брпјеви, тп је оихпв прпизвпд паран брпј, такп је и a9  

такпђе паран, штп значи да је и a  паран брпј. Разликујемп следеће случајеве: 

1) 25ab , пвп није решеое, јер (2+5)2 =49 а не 25 

2) 49ab , ни пвп није решеое, јер (4+9)2=169 а не 49 

3) 64ab , такпђе није решеое, затп штп је (6+4)2=100 а није 64 

4) 81ab , пвп јесте решеое, јер је (8+1)2=92=81 

 

          6.2.6.  Метод дељивости 
 

 На једнпставнпј чиоеници, да акп је А=В тада су и свпјства израза А и В пп питаоу 

дељивпсти идентична, заснива се пвај метпд решаваоа Дипфантпвих једначина. Пснпвна 

идеја је да се дата једначина А=В трансфпрмише дп еквивалентне једначине Ак=Вк, где 

један пд израза Ак или Вк има јаснп дефинисану дељивпст. 

                                                      
1
 Пвај прпблем решаван је метпдпм кпличника. 
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ПРИМЕР 13: Одредити све двоцифрене бројеве који су једнаки збиру квадрата цифре 

десетица и куба цифре јединица. 

РЕШЕОЕ: Нека је тражени брпј ab , тада је 3210 baba  . Трансфпрмишући пву 

једнакпст, дплазимп дп еквивалентнпг пблика: )1()1()10(10 32  bbbbbaaaa

Десну страну једначине чини прпизвпд три узастппна прирпдна брпја, кпји је увек дељив 

са 6, такп да и лева страна мпра бити дељива са 6. Ппштп су изрази a  и )10( a исте 

парнпсти и )10( aa   ће бити дељивп са 6 акп је 6a  или 610  a  

1) Акп је 4a , пнда је )1()1(24  bbb , па је 3b , такп да је тражени брпј 43=42+33 

2) Акп је 6a , пнда је )1()1(24  bbb , па је 3b , такп да је тражени брпј 63=62+33. 

ПРИМЕР 14: Одредити све двоцифрене природне бројеве који су девет пута већи од 

збира својих цифара. 

РЕШЕОЕ:  Нека је тражени брпј ab , па је пп услпву задатка )(910 baba  , штп значи да 

је тражени брпј дељив са 9, такп да је и збир оегпвих цифара дељив са 9. Сада је јаснп да 

ba   мпже бити једнакп 9 или 18. 

1) Акп је ba  =9, тада је 9 9=81=9(8+1) 

2) Акп је ba  =18, тада је 9 18=162, 162 је трпцифрен брпј, па је јединп решеое 81. 

  

            6.2.7.  Метод конгруенција 

 
 За решаваое неких Дипфантпвих  једначина применпм пвпг метпда , ппступак 

решаваоа се знатнп скраћује. 

ПРИМЕР 15: Да ли постоје природни бројеви x,y,z и k такви да је x2+y2+z2=8k-1? 

 РЕШЕОЕ: Квадрати прирпдних брпјева кпнгруентни су са 0, 1 или 4 при дељеоу са 8. Тада 

је x2+y2+z2 кпнгруентнп са 0 (0+0+0), 1(1+0+0), 2(1+1+0), 3(1+1+1), 4(4+0+0), 5(4+1+0), 

6(4+1+1). Какп је десна страна једначине кпнгруентна са 7, тј. са -1, а лева није, 

закључујемп да једначина нема решеоа ни за једнп k. 

ПРИМЕР 16: Да ли једначина x14+x24+…+x144=1599 има решења у скупу целих бројева? 

РЕШЕОЕ: Акп је x  прирпдан брпј, тада су мпгући пстаци при дељеоу брпја x  са 16 

елементи скупа {0,1,2,3,...,15}. Тада је kx 2  (mod16) , }9,4,1,0{k . Пдавде следи да је 
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04 x  (mod16) или 14 x (mod16). Такп да  збир  x14+x24+…+x144  приликом дељења са 16 

може дати било који остатак из скупа {0,1,2,...,14} али не и 15. Како је 1599

15(mod16), то значи да дата једначина нема решења у скупу целих бројева. 

 

            6.2.8.  Метод дискриминанте 

 
 Пвај метпд се кпристи за решаваое неких Дипфантпвих једначина, чије би 

решаваое на неки други начин билп немпгуће или нераципналнп. Углавнпм се дата 

једначина ппсматра кап квадратна пп једнпј пд прпменљивих, а пнда се дискусијпм 

дискриминанте разликују мпгући случајеви. Да би решеоа квадратне једначине били 

цели брпјеви и сама дискриминанта мпра бити цеп брпј.  

ПРИМЕР 17: Одредити све целе бројеве x и y такве да је 2x2+5x+y2=19  

РЕШЕОЕ:Акп дату једначину  ппсматрамп кап квадратну пп x , тј.  0)19(52 22  yxx  

Оена решеоа су: 
4

)19(8255 2

2,1




y
x . Акп је дискриминанта пве квадратне 

једначине пптпун квадрат, x  мпже бити (али не мпра)  цеп брпј. Пднпснп мпра бити 
22 )19(825 ky  , где је k  неки цеп брпј кпји треба пдредити. Претхпдну једначину 

мпжемп написати кап 22 152825 ky  , пдакле је 1778 22  yk . Какп је 1778 2 y , тп 

је 4y  па }4,3,2,1,0{y . Брпј k  ће бити цеп брпј акп је }4,1{y , тада је }7,13{k . 

Сада се лакп дпбијају решеоа кпја испуоавају ппчетне услпве задатка )4,3();1,2(  , када 

пдбацимп решеоа кпја нису целпбрпјна. 

ПРИМЕР 18: Колико природних бројева n има особину да је n2+3n+24 потпун квадрат 

неког целог броја? 

РЕШЕОЕ: Мпжемп ппставити једначину: 22 243 mnn   или 0243 22  mnn и акп 

је ппсматрамп кап квадратну једначину пп n  оена решеоа су: 
2

)24(493 2

2,1

m
n


 . 

Да би n  бип цеп брпј, мпра и дискриминанта да буде пптпун квадрат, па је :
224969 km  , пднпснп, 874 22  km . Такп имамп 87)2)(2(4 22  kmkmkm . 

Сада разликујемп случајеве:  

 }87,29,3,1,87,29,3,1{)2(  km  и  

}1,3,29,87,1,3,29,87{)2(  km , сабираоем дпбијамп 
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}32,88,32,88{4 m , па је }8,22,8,22{ m . Сада је  }23,20,8,5{ n , услпве задатка 

задпвпљава }20,5{n . 

            

            6.2.9.  Ојлеров метод 
 

 За решаваое линеарне Дипфантпве једначине, тј. једначине пблика: cbyax  , 

где су брпјеви a  и b узајамнп прпсти примеоује се Пјлерпв метпд. Пвај метпд честп није 

функципналан, међутим, сама метпдплпгија је дпста јасна и пн се примеоује најчешће у 

пснпвнпј шкпли. Најлакше га је пбјаснити крпз примере. 

ПРИМЕР 19: Одредити сва решења једначине 40y-63x=521, ако су  x и y цели бројеви. 

РЕШЕОЕ: Какп су 60 и 43 узајамнп прпсти брпјеви, тп једначина има решеое. Дату 

једначину мпжемп писати xy 6352140  , пднпснп, 

 
40

117
132

40

17152080 





x
x

xx
y . Ппштп y   , пнда мпра и десна страна 

једнакпсти да буде цеп брпј, тј. 


mm
x

;
40

117
  . Такп дпбијамп mx 40117  , пднпснп,

17

16
2

17

1634

17

140 








m
m

mmm
x . Ппет из услпва задатка је n

m




17

16
, тј. 

nm 1716  , кпначнп, 
6

1
3

6

118

6

117 








n
n

nnn
m . Какп су m  и n  цели брпјеви,тп 

мпра и 
6

1n
 да буде цеп брпј. Пдавде је 1661

6

1



pnpnp

n
. Затим 

дпбијамп 

26331713)740(2

74016)317(2

317)16(3







pppy

pppx

pppm

 

Кпначнп, ппште решеое пплазне једначине је: 263,740  pypx , где је p  . 

ПРИМЕР 20: Решити Диофантову једначину: 39x-22y=10. 

РЕШЕОЕ: Какп 39 и 22 узајамнп прпсти брпјеви, једначина ће имати решеое. Једначину 

мпжемп писати кап 103922  xy , пднпснп 
22

1017

22

101722

22

1039 








x
x

xxx
y  




 z
x

z ,
22

1017
  .Ппступајући кап и претхпднп  mz

z
z

z
x 







17

105

17

1022
. 
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Аналпгнп 
5

2
23

5

1017 m
m

m
z 


 , кпначнп nm 5 , где је n  цеп брпј. Сада је 

439217222

222217222

2172215
5

2
23







nnnzxy

nnnmzx

nmn
m

mz

 

Па су сва целпбрпјна решеоа дате једначине )439;222(),(  nnyx  где је n  цеп брпј. 

 

          6.2.10.  Диофантов метод 
 

 У другпј коизи ,,Аритметике“ Дипфант излаже ппшти метпд за пдређиваое 

раципналних решеоа алгебарске квадратне једначине са две неппзнате. Ппсматра се 

једначина FEDCBAFEyDxCxyByAx ,,,,,(;022    су цели брпјеви).  Пва 

једначина у равни xOy представља неку криву другпг реда (или једну, пднпснп две 

праве).Акп је 00 ,( yx ) једнп целпбрпјнп решеое дате једначине, пнда се крпз тачку 

),( 00 yx ппставља прамен правих )( 00 xxkyy  , где је k раципналан брпј различит 

пд нуле. За различите вреднпсти параметра k , дпбија се бескпначнп мнпгп тачака 

пресека правих и криве, а те тачке су раципналне. 

ПРИМЕР 21: Решити једначину x2-2y2+3xy-4x-5y+3=0 у скупу рационалних бројева. 

РЕШЕОЕ:  Једнп решеое дате једначине билп би )0,1(),( 00 yx , такп имамп tx 1  и 

],1)1[(0  tky  тј. .kty   Заменпм у ппчетну једначину дпбијамп:  

035)1(4)1(3)(2)1( 22  kttkttktt . Трансфпрмацијпм пве једначине дпбијамп 

0]28)321([ 2  kkktt  пдакле је 0t или 
132

28
2 




kk

k
t , акп је 0t решеоа 

ппчетне једначине су )0,1(),( 00 yx . Акп је 
132

28
2 




kk

k
t , решеоа ппчетне једначине су 

132

28
;

132

352
2

2

2

2











kk

kk
y

kk

kk
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         7. Типови  Диофантових  једначина 
 

 Метпде представљене у претхпднпм ппглављу су предуслпв за успешнп 

уппзнаваое са типпвима Дипфантпвих једначина. У пвпм ппглављу биће излпжене 

најинтересантније Дипфантпве једначине за рад у  дпдатнпј настави пснпвне и средое 

шкпле.  

 

            7.1.  Математички ребуси 
 

 Математичке ребусе чине најједнпставније Дипфантпве једначине и јављају се већ 

у четвртпм разреду пснпвне шкпле. Наравнп, тада није ппзнатп да се ради п Дипфантпвим 

једначинама. 

  Мнпге идеје и метпде кпје се кпристе при решаваоу Дипфантпвих једначина, 

темеље се на једнпј једнпставнпј чиоеници, да све штп важи за једну страну једнакпсти, 

збпг пспбине рефлексивнпсти једнакпсти )( aa  , важи у идентичкпј фпрми и за другу 

страну једнакпсти. 

 Кпд математичких ребуса, метпд разликпваоа случајева ппказап се кап вепма 

делптвпран. Какп су цифре елементи скупа {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, у најгпрем случају прпблем 

се мпже свести на разматраое 10 мпгућнпсти. Међутим, пбичнп ппстпје извесна 

пграничеоа, такп да се прпблем свпди на маое случајева. 

ПРИМЕР 22: Цифре а и b су различите и такве да важи abaabaababaaa   

дешифровати ову једнакост. 

РЕШЕЊЕ: Дату једнакпст мпжемп писати кап: 

(10a+a)(10b+a)(100a+10b+a)=100000a+10000b+1000a+100a+10b+a, ппсле сређиваоа десне 

стране једначине дпбијамп (10a+a)(10b+a)(100a+10b+a)=1000(100a+10b+a)+ 100a+10b+a 

пднпснп 11а(10b+a)=1001. Какп 1001 мпжемп писати кап прпизвпд брпјева 7, 11 и 13, 

биће 11а(10b+a)= 13117  ппсле дељеоа са 11 пстаје а(10b+a) = 137  . Акп је а=7 тада би b 

билп 73 а треба пп услпву задатка да буде цифра. Међутим прпизвпд брпјева 7 и 13 је 91, 

тада имамп а(10b+a)=91. Пдавде закључујемп да је а=9, b=1, сада је ппчетна једнакпст  

1911911919111   
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           7.2.  Магичне фигуре 

 
 Магичне фигуре припадају занимљивпм делу математике – математичким играма. 

Када гпвпримп п магичним фигурама, први сусрет у настави математике је са магичним 

квадратима. Пни се вепма честп решавају на пснпву маштпвитпсти ученика и урађенпг 

великпг брпја примера, штп различитијих типпва. Следи излагаое једне метпдплпгије за 

решаваое једнпг типа математичких квадрата. 

Када треба цифре 1,2,3,4,5,6,7,8,9 расппредити у таблицу 3x3, такп да у свакпј врсти, 

кплпни и дијагпнали буде исти збир, тада је згпднп ппстпјећу таблицу прпширити са 

четири ппља. Пп дијагпнали испишемп дате цифре у ппретку. Цифре кпје су у дпписаним 

ппљима са леве и десне стране замене места, истп такп и цифре у дпписаним ппљима 

гпре и дпле. На тај начин дпбија се један ппредак цифара, а таквих мпгућнпсти је четири.  
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Свака пд пвих мпгућнпсти је пп један пример задатка. 
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            7.3  Диофантове једначине једне променљиве 
 

 Дефиниција 1: Једначина која садржи једну променљиву и која има за услов да 

је она целобројна, јесте Диофантова једначина једне променљиве. 

Прпблем Дипфантпвих једначина једне прпменљиве, мпже се уппштити на прпблем 

пплинпма, а за таквп разматраое вепма су значајне следеће две тепреме. 

 Теорема 1: Ако је 
q

p
 ( p и q  узајамнп прпсти брпјеви и 0q ) раципнална нула 

пплинпма 01

1

1 ...)( axaxaxaxP n

n

n

n  

  са целпбрпјним кпефицијентима ( 0na ), 

пнда је p  делилац брпја na . 

           Доказ: Акп је 
q

p
 раципнална нула пплинпма 01

1

1 ...)( axaxaxaxP n

n

n

n  

 , 

пнда је : 0)(...)()( 01

1

1  

 a
q

p
a

q

p
a

q

p
a n

n

n

n . Какп је 0q , ппсле мнпжеоа са 1nq , 

дпбијамп једнакпст: 0... 1

0

2

1

1

1  



nnn

n

n

n qapqapa
q

p
a . Какп је десна страна 

једнакпсти једнака нули, тп мпра бити и лева страна, тј. сабирци на левпј страни 

једнакпсти мпрају бити цели брпјеви. Такп да сабирак 
q

p
a

n

n  мпра бити цеп брпј, штп 

значи да na  мпра бити дељив целим брпјем ( јер p  и q  су узајамнп прпсти брпјеви и 

0q ). Акп сада ппчетну једнакпст ппмнпжимп са 
p

q
, дпбијамп нпву једнакпст:

0... 0

1

0

1

1

22

1

1  





p

q
aqaqaqpapa

n
nnn

n

n

n . 

Пдавде, аналпгнп разматрајући, дпбијамп да је p  целпбрпјни делилац брпја 0a . 

 Теорема 2: Ако x0 представља целобројну нулу следећег полинома  

01

1

1 ...)( axaxaxaxP n

n

n

n  

  са целобројним коефицијентима ( 0na ), онда је x0 

један од целобројних делилаца броја 0a . 

 Дпказ: Акп је x0  нула пплинпма 01

1

1 ...)( axaxaxaxP n

n

n

n  

  и акп је  x0  цеп   

брпј, тп је пнда 0...)( 00100  axaxaxP n

n . Акп је 00 a , пнда је 

)...()( 102

1

000 axaxaxxP n

n   , па је једна нула пплинпма 00 x . Акп је 00 a , пнда је 
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и 00 x , па је 0...)( 00100  axaxaxP n

n  еквивалентнп са 0...
0

0

1

1

0 

x

a
axa n

n . 

Какп је десна страна једначине цеп брпј и какп су сви сабирци на левпј страни целпбрпјни, 

тп мпра бити и 
0

0

x

a
, дакле 0x  је један пд целпбрпјних делилаца брпја 0a . 

ПРИМЕР 23: Одредити четири узастопна цела броја тако да је збир кубова прва три 

броја једнак кубу четвртог броја. 

РЕШЕОЕ: Нека је први тражени брпј k . Тада је пп услпву задатка: 

3333 )3()2()1(  kkkk , сређиваоем пве једнакпсти дпбијамп: 0963  kk . 

Мпгуће целпбрпјне нуле пплинпма су из скупа брпјева кпји су делипци брпја -9, пднпснп 

}9,9,3,3,1,1{ k . Прпверпм се дпбија да је к=3, па су тражени брпјеви 3,4,5 и 6. 

 

 

7.4. Линеарне Диофантове једначине облика ax+by=c 
 

 Дефиниција 2: Ако су  a,b,c цели бројеви и 0ab , линеарна једначина облика 

ax+by=c, при чему су вредности за  x и y из скупа целих бројева, назива се линеарна 

Диофантова једначина са две непознате. 

 Акп је 0c , тј. ax+by=c, ппсматрана једначина представља хпмпгену, линеарну 

Дипфантпву једначину. Свака линеарна једначина са две неппзнате и целпбрпјним 

кпефицијентима мпже се свести на једначину пблика  ax+by=c. 

 Пснпвна питаоа кпја се ппстављају при решаваоу сваке Дипфантпве једначине су 

следећа: 

- Дпказати или пппвргнути ппстпјаое решеоа; 

- Да ли једначина има кпначан брпј решеоа или их има бескпначнп; 

- Акп једначина има кпначнп решеоа, пдредити оихпв брпј; 

- Акп једначина има кпначнп решеоа, пдредити сва оена решеоа; 

- Акп једначина има бескпначнп мнпгп решеоа, пдредити фпрмуле кпје дају сва 

решеоа (акп је тп мпгуће); 

- Пд свих мпгућих решеоа издвпјити пна кпја задпвпљавају ппсебне услпве (акп пни 

ппстпје). 
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Када гпвпримп п линеарнпј Дипфантпвпј једначини са две прпменљиве, пдгпвпри 

на пва питаоа налазе се у следећим примерима и тепремама. 

ПРИМЕР 24: Имају ли једначине x+y=2006 и 2x+10y=2005 решења у скупу целих 

бројева? 

РЕШЕОЕ: Прва једначина пчигледнп има бескпначнп мнпгп решеоа у скупу целих 

брпјева, уређени пар  (x,y)=(x0, 2006-x0) – представља опште целобројно решење 

где је x0 било који цео број. 

 Друга једначина нема решеоа, јер за ма кпји пар целих брпјева (x,y) на 

деснпј страни једначине је непаран брпј, дпк је на левпј страни паран. 

 Егзистенција решеоа једначине ax+by=c у скупу целих брпјева, мпже се устанпвити 

на пснпву следеће тепреме: 

 Теорема 3: Потребан и довољан услов да линеарна диофантова једначина 

ax+by=c (a,b,c цели бројеви и 0ab ,) има решења је да је број c дељив са НЗД (a,b). 

 Доказ. Нека је НЗД 1,),(  ddba . Акп је ( 00 , yx ) једнп целпбрпјнп решеое 

линеарне Дипфантпве једначине пблика ax+by=c, тада је cbyax  00 и ппстпје узајамнп 

прпсти брпјеви k  и l  такви да је kda   и ldb  , штп значи да је cldykdx  00 , тј. 

)( 00 clykxd  . Лева страна једнакпсти је дељива са d , па мпра бити и десна страна, тј. 

cd . 

 Пбрнутп, нека је cd , тада ппстпји цеп брпј m  такав да је mdc  . Какп се брпј d , 

мпже представити кап линеарна функција пд a иb , тп је   ,(bad   ). Тада је 

)( bammdc   , па је пнда  mymx  , , једнп решеое дате једначине. 

 Следе две неппсредне ппследице дпказане тепреме: 

Ппследица 1: Линеарна Дипфантпва једнашина ax+by=c  (a,b,c цели бројеви и 0ab ), 

увек има решење ако је   НЗД (a,b)=1, тј. ако су a и b узајамно прости цели бројеви. 

Последица 2: Линеарна Диофантова једначина ax+by=c (a,b,c цели бројеви и 0ab ), 

нема решења ако се НЗД (a,b) не садржи у c .  

ПРИМЕР 25: Доказати да једначина 11152  yx  има бесконачно много целобројних 

решења а да једначина 100063  yx нема целобројних решења. 
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РЕШЕОЕ: Брпјеви 2 и 5 су узајамнп прпсти, па прва једначина, на пснпву ппследице 1, увек 

има решеоа. Када ппсматрамп другу једначину, НЗД(3,6)=3 и какп се 3 не садржи у 1000, 

на пснпву ппследице 2, друга једначина нема целпбрпјних решеоа. 

 Акп једначина  ax+by=c има решеоа, пднпснп акп је  1,),(  ddba  делилац брпја 

с, тада ппстпје цели брпјеви mlk ,, , такви да је mdcldbkda  ,, . Једначина тада 

ппстаје mdldykdx  , или mlykx  , где су k и l  узајамнп прпсти брпјеви.  

Претхпдним разматраоима је прпблем егзистенције решеоа једначине  ax+by=c 

решен, следи ппкушај прпналажеоа алгпритма за решаваое свих линеарних 

Дипфантпвих једначина. 

 Ојлерпв метпд 

ПРИМЕР 26: Одредити сва рещеоа једнашине 3x+7y=89, акп су  x и y цели брпјеви. 

РЕШЕОЕ: Какп су 3 и 7 узајамнп прпсти брпјеви, тп значи да једначина увек има решеоа. 

Решавајући једначину пп x  и трансфпрмишући оену десну страну у кпличник, дпбијамп 

једнакпст 
3

2
229

3

789 





y
y

y
x  па је x  цеп брпј самп акп је брпј 2y , дељив са 3, 

пднпснп акп је kky ,32   неки цеп брпј. Тада је 23  ky  а kx 725 . Дпбијенп 

решеое је ппште решеое дате једначине, а дата једначина има бескпначнп мнпгп 

решеоа јер за свакп целпбрпјнп k  дпбијамп уређени пар )23,725(),(  kkyx  кпји 

јесте решеое дате једначине. 

 Излпжен Пјлерпв метпд најчешће није функципналан јер се дп кпначнпг решеоа 

дплази применпм илустрпванпг ппступка у некпликп кпрака. Пвај ппступак јесте 

једнпставан, али није лак за реализацију. Збпг тпга се тражи ефикаснији метпд за 

решаваое линеарне Дипфантпве једначине. 

  Метод почетног решења  

 Нека је ),( 00 yx  једнп целпбрпјнп решеое једначине ax+by=c, где су a  и b  

узајамнп прпсти цели брпјеви. Какп је 0000 byaxbyaxијетоcbyax  . Тада је 

0)()( 00  yybxxa , и акп целу једначину ппделимп са 0, bb  дпбијамп

0)( 00  yyxx
b

a
. Какп је десна страна једнакпсти цеп брпј тп мпра бити и лева 

страна. Ппштп су брпјеви a  и b  узајамнп прпсти цели брпјеви, тп пнда значи да 0xx   

мпра бити дељивп са b , пднпснп kbxx  0 , где је k  билп кпји цеп брпј, па имамп да је 
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akyykbxx  00 ; . На пвај начин дпшли смп дп једнпг раципналнпг ппступка за 

решаваое једначине ax+by=c, кпји је прецизиран следећпм тепремпм. 

 Теорема 4: Акп је уређени пар ),( 00 yx , једнп рещеое линеарне Дипфантпве 

једнашине babacbyax ,;0,(,  су узајамнп прпсти цели брпјеви), тада и самп тада је 

релацијама bkxx  0 и  kakyy (,0  ) дато опште решење дате једначине. 

 Доказ: Акп је (x0, y0), једнп решеое линеарне Дипфантпве једначине  cbyax 

тада је cbyax  00 . Из bkxx  0 и ,0 akyy  следи  )()( 00 akybbkxabyax  

cbyaxabkbyabkax  0000 , штп дпказује да је bkxx  0  и akyy  0  једнп 

решеое дате једначине. 

Треба дпказати и да других решеоа нема. Акп претппставимп да је ),(  једнп 

решеое дате једначине кпје се не мпже приказати у пблику ),( 00 akybkx  . Па акп је 

),(   једнп решеое дате једначине, пнда је cba   . Какп је за свакп целпбрпјнп k  и 

cakybbkxa  )()( 00   тп  је   baakybbkxa  )()( 00 , тада је 

 0)()( 00   akybbkxa .  

Ппштп су a  и b  различити пд нуле, тп је 
a

akyb
bkx

)( 0

0





  и какп су a  и 

b  узајамнп прпсти брпјеви следи да је  mamaky (0    ), следи да је 

)(00 mkayamaky  . Акп је nmk  ; ( n   ), тада је any  0 , а 

bmbkx  0  па је bnxmkbxbmbkx  000 )( . Кпначнп се дпбија 

anybnx  00 ,   штп је у прптивуречнпсти са претппставкпм. 

ПРИМЕР 27: Одредити једно решење, а затим написати опште решење Диофантове 

једначине 4x+11y=121, где су x и y цели бројеви. 

РЕШЕОЕ: Какп су 4 и 11 међуспбнп прпсти брпјеви и НЗД(4,11)=1 а 1 се садржи у 121, тада 

дата Дипфантпва једначина има решеоа у скупу целих брпјева. Лакп се закључује да је 

једнп решеое 11,0 00  yx . Из дате једначине видимп да је 121,11,4  cba  и 1d , 

па су сва решеоа дате једначине дефинисана са kykx 411,5   

 У претхпднпм примеру је једнп решеое билп пчигледнп, у следећем примеру биће 

ппказанп какп се дп једнпг решеоа дплази акп се пнп на први ппглед не мпже пдредити. 

ПРИМЕР 28: Одредити сва целобројна решења једначине 27x+59y=20. 
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РЕШЕОЕ: Какп је НЗД(27,59)=1, а 1 је делитељ брпја 20, тп гпвпри да дата једначина има 

решеоа у скупу целих брпјева. Из дате једначине видимп да је 20;59;27  cba  и 

1d . Какп једнп решеое (ппчетнп решеое) није пчигледнп, мпжемп се ппмпћи 

Еуклидпвим алгпритмпм да дп оега дпђемп. Узастппним дељеоем дпбијамп следеће 

једнакпсти:     

1225

25527

527259







 

Ппступак дељеоа завршавамп када је пстатак дељеоа један. Сада из дпбијених 

једнакпсти изражавамп пстатке: 

                         

2251

55272

272595







 

У ппследоу једнакпст уврстимп израз за брпј 2 из претппследое и тд. 

  2725115102725)5527(251  

 [сада уврстимп израз за 5 из прве једнакпсти] 

 2724591127225911272)27259(11   

Дакле, дпбили смп 591127241    и леву и десну страну ппмнпжимп са 20 и дпбијамп 

једнакпст    -480 205922027   

Такп смп дпшли дп једнпг решеоа линаерне Дипфантпве једначине 27x+59y=20 а 

тп је 220;480 00  yx  и кпначнп дпбијамп ппште решеое akyybkxx  00 ;  

kx 59480  и ky 27220  где је k  цеп брпј. Мпже се изабрати и некп другп ппчетнп 

решеое маое пп апсплутнпј вреднпсти. Нпр. за 8k  дпбија се 80 x  и 40 y , у пвпм 

случају, ппште решеое је : tx 598  и  tty ,274   . 

Наппмена: Зависнп пд ,,избпра ппчетнпг“ решеоа, дпбили смп наизглед 

,,различита“ али суштински иста решеоа линеарне Дипфантпве једначине. За  

220;480 00  yx  дпбија се ппште решеое kx 59480  и ky 27220  где је k  цеп 

брпј. За 80 x 40 y  дпбија се решеое tx 598  и  tty ,274

          kt  8  пвп решеое ппстаје  kykx 27220;59480  , дакле, решеоа су 

суштински иста.     
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 Линеарне Дипфантпве једначине нису саме себи циљ. Ппзнаваое алгпритма за 

оихпвп решаваое пд значаја је акп се примени у пдгпварајућим ситуацијама.  

Дипфантпве једначине су кприсне у решаваоу разних тепријских и практичних прпблема, 

штп ће пптврдити следећа два примера. 

ПРИМЕР 29: Колико има парова природних бројева (x,y), таквих да важи једнакост 

3x+7y=555? 

РЕШЕОЕ: Какп је НЗД(3,7)=1 а 1 је делилац брпја 555, јпш је a=3, b=7, c=555, d=1, такпђе је 

3.185+7.0=555, тп је ппчетнп решеое једначине x0=185, y0=0. Тада је ппште решеое 

x=185+7k, y=3k. Какп су x,y прирпдни брпјеви за x важи 3 ≤ x ≤ 185 а за y,  3 ≤ y ≤ 78 па 

следи да је 3 ≤ 3k ≤ 78  пднпснп, 1 ≤ x ≤ 26 па такп дата једначина има тачнп 26 решеоа у 

скупу прирпдних брпјева (3,78), (10,75), … , (178,3) 

ПРИМЕР 30: На двадесет четворо људи подељено је 24 хлебова, тако да је свако дете 

добило пола хлеба, свака жена један хлеб а сваки мушкарац 4 хлеба. Колико је било 

деце, жена и мушкараца? 

РЕШЕОЕ: Пп услпвима задатка имамп 24 zyx  пднпснп, 244
2

1
 zyx . Сада акп 

пд прве пдузмемп другу једначину дпбијамп zxzx 603
2

1
 , заменпм у прву 

једначину дпбијамп 246  zyz  пдакле је zy 724 . Ппште решеое је

kzkykx  ,724,6 . Јпш мпра бити 240  x тј. 2460  k  и 240  y тј. 

247240  k , пдакле дпбијамп 30  k . Тп значи да имамп укупнп 4 решеоа. 

)}1,17,6();2,10,12();17,6,1();24,0,0{(),,( zyx  

 

            7.5.  Диофантове једначине степена већег од један 

  

7.5.1.  Питагорине тројке 
 

 Дефиниција 3: Уређену трпјку прирпдних брпјева (x,y,z) зпвемп Питагприна 

трпјка акп су x и y дужине катета а z дужина хипптенузе некпг правпуглпг трпугла, 

пднпснп, акп важи x2+y2=z2. Акп су брпјеви x,y и z узајамнп прпсти, тада (x,y,z) називамп 

примитивна Питагприна трпјка, а такав трпугап примитиван Питагприн трпугап. 
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Може се приметити да је у свакој примитивној Питагориној тројки тачно један од 

бројева x,y непаран. Јасно је да ако би x и y били непарни онда би из )4(mod222  yx  

и )4(mod02 z , дпбили кпнтрадикцију. 

 Теорема 5: Све примитивне Питагорине тројке (x,y,z), у којима је  y паран брпј, 

дате су фпрмулама: mnynmx 2,22   и 22 nmz  где је nm   а m и n су узајамнп 

прпсти прирпдни брпјеви и нису исте парнпсти. Такпђе важи и ;22 nmy 

.;2 22 nmzmnx   

 Дипфантпв дпказ: Акп једначину 222 zyx  ,  ппделимп са 2z , дпбићемп 

1)()( 22 
z

y

z

x
 и акп уведемп смену 

z

x
a    и 

z

y
b   тада имамп 122  ba . Једначину 

решавамп Дипфантпвим метпдпм. Какп је једнп решеое једначине (-1,0), птуда је 

mtb  1  и nta  nm,(  ). Такп дпбијамп 1)()1( 22  ntmt  па је 

121 2222  tntmmt  тј.  
22

2

nm

m
t


 а пдатле заменпм дпбијамп 

2222

22 2
;

nm

mn
b

nm

nm
a







 . Враћаоем у смене 

z

x
a    и 

z

y
b   дпбијамп: 

)();(;2 2222 nmkznmkxkmny  , за 1k  дпбија се тражена фпрмула mny 2 , 
22 nmx  , 22 nmz  . 

        Ппследица тепреме 5: Опщте рещеое једнашине x2+y2=z2 датп је у пблику  x=k(m2-n2) 

y=2kmn, z=k(m2+n2), gde su k,m,n  . 

ПРИМЕР 31: Одредити све правпугле трпуглпве кпд кпјих је једна страница једнака 12 

мерних јединица. 

РЕШЕОЕ: Разликујемп три случаја: 

1) Акп је mnx 212   пнда је 

а) 1,6  nm  и 37;35;12  zyx  

б) 2;3  nm  и 13;5;12  zyx  

2) Акп је ))((12 22 nmnmnmy  , тада је 6 nm а 2 nm , па је 2,4  nm  

пднпснп, 20,16,12  zxy . 

3) Акп је 2212 nmz   тада нема решеоа јер не ппстпје прирпдни брпјеви m  и n  чији 

је збир квадрата једнак 12. 
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  7.5.2. Квадратне Диофантове једначине 
 

Дефиниција 4: Једнашина пблика x2+axy+y2=z2, где је a дати цеп брпј, представља 

квадратну Дипфантпву једнашину. 

За a=0 Квадратна Дипфантпва једнашина ппстаје x2+y2=z2 Питагприна 

једнашина. 

Teorema 6: Сва целпбрпјна рещеоа једнашине x2+axy+y2=z2 дата су у пблику: 

)(),2( 222 nmkymnankx  и )( 22 nmamnkz    

Дпказ: Какп је једначина  x2+axy+y2=z2 симетрична, решеоа мпгу бити и 

)2(),( 222 mnankynmkx   и  ,,,),( 22 nmknmamnkz  . Акп једначину 

x2+axy+y2=z2 трансфпрмишемп у пблик: ))(()( yzyzayxx   и акп је zy  , дпбијамп 

да је 0x  или ,0 ayx па резултат следи. У свим другим случајевима имамп да је 

,
m

n

yz

yz

yz

x








 за некп nm,   и 0, nm . Из ппследое једнакпсти дпбијамп хпмпгени 

систем:  0 nznymx  и ,0)(  mzyannnx  чија су решеоа z
nmamn

mnan
x 






22

2 2
 и 

z
nmamn

nm
y 






22

22

. Акп узмемп да је ,22 nmamnz   дпбићемп тражена решеоа. 

Teorema 7: Сва прирпдна рещеоа једнашине x2+axy+y2=z2 дата су у пблику:

)(),2( 222 nmkyanmnkx   и 22 nmamnkz   где су nmk ,,  + и 

.,02 nmanm   Какп је у питаоу симетрична једначина, решеоа мпгу бити и 

)2(),( 222 mnankynmkx   и 22 nmamnkz  , за nmk ,,  + и

.,02 nmanm   

Teorema 8: Сва целпбрпјна решеоа једначине x2+axy+y2=z2 дата су у пблику: 

)2(),( 222 mnankybnmkx  и  nmkbnmamnkz ,,),( 22  . 

Дпказ тепреме 8 и 9 вепма је сличан дпказу тепреме 7. 

За шкплску праксу значајна су три случаја квадратне Дипфантпве једначине 

x2+axy+y2=z2  
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1) 0a ; Дата једначина ппстаје 222 zyx  - Питагприна једначина, штп нам 

гпвпри да се ради п правпуглпм трпуглу кпд кпга су x  и y - катете, а z - хипптенпза. Дакле, 

ради се п трпуглу кпд кпга је угап наспрам странице z  једнак 90  . 

2) ;1a  Дата једначина ппстаје .222 zyxyx   Имајући у виду претхпдне 

тепреме, решеоа пве једначине су: )(),(),2( 22222 nmnmkznmkynmnkx  , а 

збпг симетричнпсти једначине решеоа мпгу бити и )2(),( 222 nmnkynmkx   и 

)( 22 nmnmkz   за nmk ,,  + и nm  . Пва решеоа дају странице трпугла кпд кпга је 

угап наспрам странице z једнак 120 . 

3) 1a ; Дата једначина ппстаје .222 zyxyx   Према претхпдним тепремама, 

решеоа пве једначине су: )(),2( 222 nmkynmnkx   и )( 22 nmnmkz  , кап и 

(збпг симетричнпсти) )2(),( 222 nmnkynmkx   и )( 22 nmnmkz  , наравнп за

nmk ,,  + и nm  . Пва  решеоа дају странице трпугла, кпд кпга је угап наспрам странице 

z једнак 60

.  

ПРИМЕР 32: У скупу прирпдних брпјева, наћи све трпјке (x,y,z) кпје задпвпљавају 

једнашину x2+xy+y2=492. 

РЕШЕОЕ: У пвпј једначини је 1a , дакле у питаоу је други случај из претхпднпг 

разматраоа, па на пснпву )(),2( 222 nmkynmnkx   и  ),( 22 nmnmkz   треба 

пдредити nmk ,,  , такп да је nm  . Из дате једначине видимп да је 49z , па мпра 

бити 49)( 22  nmnmk . Какп је 122  nmnm , тп ће бити 1k  или 7k . Кприснп је 

направити табелу за 1k  и nm  . 

  

                     

m n 22 nmnm   
2 1        7 

3 1        13 

4 1        21 

5 1        31 

6 1        43 

3 2        19  

4 2        28 

5 2        39 

4 3    37 

5 3        49 
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Из табеле видимп да је 3,5  nm , такп да дпбијамп решеоа: )16,39(),( yx  и 

)39,16(),( yx . Акп је 7k , једнакпст 722  nmnm  је тачна за 1,2  nm . Такп 

дпбијамп решеоа: )21,35(),( yx  и )35,21(),( yx . Такп да су кпначна решеоа: 

)35,21();21,35();39,16();16,39( .   

  

7.5.3.  Диофантове једначине облика  x4±ax2y2+y4=z2 
 

 Теорема 9: Ненегативна целпбрпјна рещеоа једнашине 24224 zyyxx  су 

),0,(),,( 2kkzyx   или  kkkzyx ),,,0(),,( 2  +. 

 Дпказ: Акп претппставимп да је НЗД 1),( yx , тп значи да x  и y  нису исте 

парнпсти, иначе би билп )4(mod32 z . Претппставимп јпш да је y  непаран и минималан. 

Мнпжеоем са 4 малпм трансфпрмацијпм, ппчетна једначина ппстаје : 
4422424 4444 yyyxxzy   пднпснп биће 42222 3)2(4 yyxz  , тј. 

42222 3)22)(22( yyxzyxz  . Акп је НЗД ,22( 22 yxz  dyxz  )2 22 , тада је d  

непарнп, zd  и 222 yxd  . Из једнакпсти 22222 3)2(4 yyxz   видимп да је yd 3 . Акп 

је 3d , тада yd  и 22xd , тј. НЗД ),( yx d , штп је кпнтрадикција. Такп да је: 

abybyxzayxz  ,322,22 422422    или  422422 22,322 byxzayxz  ,

aby     где су a  и b  прирпдни брпјеви. 

  У првпм случају је )16(mod4324 42242  bbaax , а тп је кпнтрадикција. У 

другпм случају је )3)((2234 222242242 bababbaax  . Какп су и a  и b  непарни, 

следи да је 222 cba   и 222 43 dba  , за некп dc,  . Тада је 

 qpqpbqpa ,,, 2222  + и 42224 dqqpp   штп је кпнтрадиктпрнп са 

претппставкпмда је y  минималан. Према тпме 1,1  bay  и 0x , такп да за 2kz   

дпбијамп решеоа: ),0,(),,( 2kkzyx   тј. ),,0(),,( 2kkzyx  . 

ПРИМЕР 33: Рещити у скупу прирпдних брпјева следећи систем једнашина: 
222

222

43

43

tvu

svu




 

РЕШЕОЕ:  Увпђеоем смене yxvyxu  , , дпбијамп еквивалентан систем једначина:

222

222

tyxyx

syxyx




  мнпжеоем пвих једначина дпбијамп: 24224 )(styyxx   
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На пснпву претхпдне тепреме је ),0,(),,( 2kkstyx   или ),,0(),,( 2kkstyx  , такп да 

пдавде следе решеоа:  kkkkktsvu ),,,,(),,,(  . 

 Без извпђеоа дпказа следи тепрема: 

 Теорема 10: Ненегативна целпбрпјна рещеоа једнашине 24224 zyyxx  су 

дата са )},,();,,0();,0,{(),,( 222 kkkkkkkzyx   

 

7.5.4. Диофантове једначине облика  xn+yn=zn 
 

На маргинама Дипфантпве ,,Аритметике“, француски правник и судија Пјер де 

Ферма2 (верпватнп један пд највећих математичара-аматера свих времена) написап је 

45 кпментара. Најзначајнији је пнај у кпме Ферма кпментарише прпблем II8 из 

Дипфантпве ,,Аритметике“ а кпји се пднпси на ппште решеое Питагприне једначине 
222 zyx  . Ферма пише: ,, Немпгуће је куб разлпжити на два куба, ни биквадрат на 

два биквадрата, и уппште никакав степен већи пд квадрата, на два степена са истим 

таквим излпжипцем. Ја сам за тп пткрип изванредан дпказ, али су маргине пве коиге 

сувише мале да га пвде излпжим.“ 

Пвај оегпв кпментар претвприп се у прпблем кпји су математичари (какп 

прпфесипналци, такп и аматери) више пд три века безуспешнп ппкушавали да реше, тј. 

да за једнпставну тепрему прпнађу и елементаран дпказ. Та тепрема названа је велика 

Фермапва тепрема, а евплуција оенпг дпказиваоа ппказује да самп дпказ за n=4 

припада сфери елементарне математике, и пн ће бити излпжен. Дпкази за n=5,7,11… 

знатнп су кпмпликпванији и мпгу пстати за рад са дарпвитима у тпку студија. 

 

ПРИМЕР 34: Дпказати да једнашина x4+y4=z4 нама рещеоа у скупу прирпдних 

брпјева. 

РЕШЕОЕ: Биће дпвпљнп дпказати да једначина 244 zyx  нема решеоа, јер акп 

не ппстпји пптпун квадрат, кап збир два четврта степена, пнда не ппстпји ни четврти 

степен. Прпблем се решава метпдпм ,,најмаоег“ решеоа.  

                                                      
2
Пјер де Ферма (1601-1665) Француски математичар и правник. Значајна су оегпва бриљантна истраживаоа 

у теприји брпјева. 
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Претппставићемп да ппстпје решеоа, тј. прирпдни брпјеви 00 , yx  и 0z , такви да је 

2

0

4

0

4

0 zyx   и да је 0z најмаои прирпдан брпј кпји задпвпљава дату једнакпст. Акп 

је 244 zyx  , мпжемп претппставити да су zyx ,,  у парпвима узајамнп прпсти 

брпјеви, кап и да је x  паран, а y  непаран брпј. Ппштп су 22 , yx и z  чланпви пснпвне 

Питагприне трпјке, тада ппстпје брпјеви m и n , такви да је ,22 mnx   222 nmy    и 
22 nmz  . Видимп да је 222 mny  , такп да су сада ny,  и m  чланпви нпве пснпвне 

Питагприне трпјке, штп значи да сада ппстпје узајамнп прпсти прирпдни брпјеви p  и 

q  такви да је pqnqpy 2,22   и 22 qpm  . Из претхпднпг је пчигледнп 

)(42 222 qppqmnx  . Какп су p и q  узајамнп прпсти, биће и pq и 22 qp   

узајамнп прпсти. Да би брпј )(4 22 qppq   бип пптпун квадрат, мпра сваки пд чинилаца 

пвпг прпизвпда да буде пптпун квадрат. Пднпснп, мпрају ппстпјати прирпдни брпјеви 

ba, и c , такви да је 22 , bqap   и 222 cqp  . Тада је 24422 cbaqp  , такп да 

брпјеви ba, и c , задпвпљавају пплазну једначину 244 zyx  . Јаснп је да је c  маое 

пд 0z , па смп дпшли дп прптивуречнпсти са претппставкпм, такп да је дпказ завршен. 

Примедба: Дпказ велике Фермапве тепреме за n=3 извеп је Ојлер3 1768. гпд. Али тек 

ппсле стп гпдина је Гаус4 дпказап тепријске пснпве, кпје је непснпванп у свпм дпказу 

кпристип Ојлер. Какп је већ решенп, математишари су се вище пд три века бавили великпм 

Фермапвпм тепремпм. Тек 1995. Гпдине у једнпм пд престижних математишких шаспписа 

,,Annals of Mathematics “, публикпван је пптпун дпказ пве тепреме кпји је заузеп цеп брпј 

ппменутпг шаспписа. Такп је на крају 20. века цеп свет признап да је велика Фермапва 

тепрема, кпја је све дп тада у ствари била хипптеза, ппстала дпказана тепрема. Енглески 

математишар Ендрју Вајлс5, са сарадницима, је пстварип свпје дешашке снпве  и дпказавщи 

велику Фермапву тепрему, ущап у истприју.    

   

    7.6.  Ирационалне Диофантове једначине 
 

 Када гпвпримп п ираципналним Дипфантпвим једначинама, неће бити тепријских 

разматраоа, већ ће са некпликп примера бити илустрпване карактеристичне прпблемске 

ситуације, везане за пве једначине. Треба наппменути да се ппсебна пажоа мпра 

ппсветити дпмену дефинисанпсти кпрена. 

                                                      
3
 Лепнард Пјлер (1707-1783) швајцарски математичар и физичар. 

4
 Карл Фридрих Гаус(1777-1855) немачки математичар кпји је дап значајан дппринпс теприји брпјева. 

5
 Ендрју Вајлс (1953) британски математичар, ппстап је славан дпказавши велику Фермапву тепрему. 
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ПРИМЕР 35: Одредити сва целпбрпјна рещеоа дате једнашине: 5
5

1

5

1
 yx  

РЕШЕОЕ: На пснпву услпва дефинисанпсти квадратнпг кпрена дпбијамп: 

5

1

5

1
0

5

1
0

5

1
 yxyx , па када дату једначину ппмнпжимп са 5 , 

дпбијамп: 51515  yx . Јаснп је да важи 2515025150  yx  , тј. 

5151  yx . Какп је 22 1515 byax  , пнда мпра бити 5 ba , пднпснп, 

5

1

5

1 22 





b
y

a
x . Ппштп x  и y  мпрају бити цели брпјеви, пнда a  и b  узимају 

узајамне вреднпсти 2 и 3, па су једина решеоа дате једначине )1,2();2,1( . 

ПРИМЕР 36: Рещити једнашину 1996 zyx  у скупу ненегативних целих 

брпјева. 

РЕШЕОЕ: Дата једначина еквивалентна је са једначинпм 

zyyzzyx 4994499421996  . Брпјеви zyx ,,  су ненегативни цели брпјеви 

joш zyyz 499,499,  треба да буду пптпуни квадрати. Мпжемп узети да је 2499ay    а
2499bz  . Па на пснпву пвпга и ппчетне једнакпсти пдређујемп границе, акп је: 

1996499019964990 22  bzay , пнда је 20;20  ba и 2 ba . 

Разматраоем случајева дпбијамп шест решеоа: 

(0,0,1996),(0,1996,0),(1996,0,0),(0,499,499),(499,0,499),(499,499,0)  

ПРИМЕР 37: Одредити све целе брпјеве x  и y текве да је 1976 yx  

РЕШЕОЕ: Пчигледна решеоа су )0,1976(),()1976,0(),(  yxyx . Акп су x  и y  прирпдни 

брпјеви, пнда је yx  1976 , квадрираоем дпбијамп yyx  197621976 , пва 

једначина има решеоа у скупу прирпдних брпјева акп је  kkyy (24721976 23  ). 

Какп је брпј 247 прпст брпј тп је 4942472 y . Дакле, 494x , такп да је треће решеое 

дате једначине ).494,494(),( yx  
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7.7. Експоненцијалне  Диофантове једначине 
 

 Решаваое експпненцијалних Дипфантпвих једначине је у суштини синтеза свих 

излпжених метпда и збпг тпга су пне вепма важне. За решаваое експпненцијалних 

Дипфантпвих једначина кпристе се пснпвне тепреме теприје брпјева, кап и најважније 

пспбине експпненцијалних функција. 

ПРИМЕР 38: Ппстпје ли прирпдни брпјеви x  и y такви да важи једнакпст ?12 2yx   

РЕШЕОЕ: Дату једнакпст мпжемп писати кап )1)(1(12 2  yyyx . Изрази 1y  и 

1y  су исте парнпсти, па збпг тпга штп је оихпв прпизвпд x2 , пни су парни. Такп је 
ay 21  и by 21 , ).,( baxba   Акп пд друге пдузмемп прву једнакпст, дпбијамп:

2)12(2222  abaab  па је 11222  aba , пдакле је 1a  и 2b . Такп 

дпбијамп да је 3 bax  и кпначнп, јединп решеое дате једначине је : )3,3(),( yx . 

ПРИМЕР 39: Одредити целе брпјеве x   и y  такп да је 523  yx  

РЕШЕОЕ: Какп је 0532  xy  тада мпра бити 53 x , такп да је пнда 2x . Сада имамп 

да је 459532  xy , пднпснп 2y . Акп је 2x , тада је )3(mod0523  yx . 

Какп је )3)(mod1(2   )3(mod05)1(  y  пдакле закључујемп да је y  паран брпј. 

Сличнп за 2y  брпј )4(mod0532  xy . Какп је )4(mod15)1()4(mod10(3  xx  

па је x  паран брпј. Дакле,  babyax ,(,2,2   . Тада дата једначина ппстаје 

5)23)(23(23 22  bababa . Какп је 5 прпст брпј и јпш је baba 2323   имамп да је 

123  ba  и 523  ba . Следи да је 632  a  и  422  b . Тада је 1 ba , тј. 

)2,2(),( yx  јединп решеое дате једначине. 

 

 7.8.  Пелова  једначина 
 

Нека је m ппзитиван цеп брпј кпји није пптпун квадрат ( без умаоеоа ппштпсти мпже се 

претппставити да је m прпизвпд различитих прпстих брпјева), тада једначину пблика 

122 myx  зпвемп Пелпва једнашина.  Видимп да су 1x , 0y  тривијална решеоа 

сваке Пелпве једначине, дпк су сва друга решеоа нетривијална. 

 Леву страну Пелпве једначине мпжемп фактприсати на следећи начин: 

.1))((  myxmyx  Затп, акп је ),( yx  једнп нетривијалнп решеое дате једначине, па 
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акп са nn yx , пзначимп целе брпјеве дефинисане са n

nn myxmyx )(   за ,1n  тада 

и ),( nn yx  јесте решеое дате једначине. Дакле, акп дата једначина има бар једнп 

нетривијалнп решеое, тада их има бескпначнп мнпгп. Нетривијална решеоа увек ппстпје, 

пвп тврђеое (кпје је заснпванп на неким пснпвним резултатима из пбласти Дипфантпвих 

апрпксимација), биће датп без дпказа. 

 Теорема 11: Нека је m ппзитиван цеп брпј кпји није пптпун квадрат, тада 

једнашина 122 myx  има бескпнашнп мнпгп рещеоа. 

 Теорема 12:  Нека је m ппзитиван цеп брпј кпји није пптпун квадрат и нека је 

),( 00 yx пнп ппзитивнп рещеое )0,0( 00  yx  једнашине 122 myx  за кпје је 

myx 00   минималнп, тада су сва рещеоа ),( yx  дате једнашине пдређена са: 

 nmyxmyx n ,)()( 00  . 

 Дпказ: На пснпву претхпдних примедби, акп је ),( 00 yx  решеое једначине 

122 myx , пнда је и сваки пар ),( yx  пдређен услпвпм из фпрмулације тепреме, такпђе 

решеое дате једначине. Дпказаћемп да других решеоа нема. Претппставимп супрптнп, 

да ппстпји некп решеое ),( yx  кпје није задатпг пблика. Без умаоеоа ппштпсти 

претппставимп, да је .0 myx Какп је 0)(lim 

n

n myx , 

n

n myx )(lim

следи да ппстпји некп k  , такп да је   1

0000 )()(  kk myxmyxmyx . Акп 

ппмнпжимп пву двпструку неједнакпст са 0)( 00  kmyx  и какп је 1
2

0

2

0 myx , 

дпбијамп: myxmyxmyx k

0000 ))((1  . 

 Акп сада дефинишемп '' , yx    са ,))(( 00

'' kmyxmyxmyx   тада важи 

1))((

))(())((

))(()()(

2

0

2

0

22

0000

''''2'2'







k

kk

myxmyx

myxmyxmyxmyx

myxmyxymx

 

па и ),( '' yx  представља решеое дате једначине.  

Неједнакпст  myxmyxmyx k

0000 ))((1   мпжемп сада писати кап 

,1 00

'' myxmyx   пдакле је 10 ''  myx . Збпг ппследоих неједнакпсти 

немпгући су случајеви 0' y , затим 0,0 ''  yx , кап и 0,0 ''  yx . Збпг неједнакпсти 

myxmyxmyx k

0000 ))((1   не мпже бити ни .0, '' yx Такп мпра бити 



 
 

[55] 
 

0, '' yx . Међутим сада друга неједнакпст из myxmyxmyx k

0000 ))((1   

чини кпнтрадикцију са претппстављеним минималним свпјствима решеоа ),( 0yxo . 

 Пвај дпказ је илустрација пнпга штп се у теприји Дипфантпвих једначина зпве 

Фермапв метпд бескпнашнпг спущтаоа, ппд претппставкпм да ппсматрана једначина 

има решеое (пдређенпг типа), упчи се решеое кпје је у извеснпм смислу ,,минималнп“. С 

друге стране, свпјства једначине дају мпгућнпст да се, пплазећи пд  ,,минималнпг“ 

решеоа, кпнструише маое, штп даје кпнтрадикцију и ппказује да таква решеоа у ствари 

не ппстпје. 

 Када је ппзнатп пснпвнп решеое ),( 00 yx , мпгу се фпрмираоем рекурентне везе 

између два узастппна решеоа, пдредити и пстала решеоа ),( nn yx . Какп је 

))(( 0011 myxmyxmyx nnnn    следи 

).( 000011 xyyxmymyxxmyx nnnnnn       

Изједначаваоем раципналних и ираципналних делпва једнакпсти, дпбијамп 

001 ymyxxx nnn    и  001 xyyxy nnn  . Фпрмуле за директнп пдређиваое низпва су 

])()[(
2

1

])()[(
2

1

0000

0000

nn

n

nn

n

myxmyxy

myxmyxx





 

 Пвде је главни прпблем какп пдредити пснпвнп решеое ),( 00 yx ? Некада тп мпже 

бити и једнпставнп:  

- Акп је ,12  am  пнда је .1)1( 22222  yaxmyx  Пдавде је 222 )1(1 yax   

такп да је пснпвнп решеое )1,()( 0,0 ayx   

- Акп је .1)1(,1 222222  yaxmyxam  Тада је 12222  yyax  а да би 

бип пптпун квадрат мпра бити ,22 ayy   па је ,2ay   а .121 2  aayx  Такп да 

је )2,12(),( 2

00 aayx  . 

- Акп Пелпва једначина 122 myx  има решеоа, пнда једначина ,1222  myqx  

има пснпвнп решеое ).,(),( 0
000

q

y
xyx   Пвде m пдређујемп на пснпву претхпдна 

два случаја. На пример пснпвнп решеое једначине 15 22  yx  је (9,4), па је према 

тпме пснпвнп решеое за једначину ,120 22  yx  пднпснп 152 222  yx  изнпси 
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).2,9()
2

4
,9(),( 00 yx  Аналпгнп за једначину ,163 22  yx  пднпснп 

173 222  yx . Пснпвнп решеое ).1,8()
3

3
,8(),( 00 yx  

ПРИМЕР  40: Одредити ппщте рещеое једнашине  13 22  yx . 

РЕШЕОЕ: Минималнп решеое дате једначине је ).1,2(),( 00 yx  Ппште решеое пве 

једначине је nnnnnnnn yxyyxyxx 2;32132 11   , пднпснп, датп ппштпм 

фпрмулпм: nyx )32(3  . 

 

     8.  Још  неколико  занимљивих  задатака 
 

 8.1.  Математичке загонетке и питалице 
 

 1.  Излет 

Иван, Стефан и Алекса су кренули на излет. Да би у кптлићу скували рибљу шпрбу, Иван 

је ппнеп 10 цепаница, Стефан 6, а Алекса је уместп дрва дап 160 динара да надпкнади 

трпщкпве. Кпликп пд пвпг нпвца припада Ивану а кпликп Стефану? 

РЕШЕОЕ:  Закључујемп да би свих 16 цепаница кпшталп 3 160 динара, пднпснп 480 

динара. Значи да једна цепаница кпшта 30 динара. Такп да Ивану за 10 цепаница припада 

10 пута 30 динара, тј. 300 динара. Међутим и пн сам кпристи ватру за 160 динара, па је 

оегпв деп 300-160=140 динара. Стефану за 6 цепаница припада 6 пута 30 динара, пднпснп 

180 динара. Пн такпђе кпристи ватру за 160 динара, па му пстаје 180-160=20 динара. 

 

 2.  Деда и унук 

...Десилп се тп 1932 гпдине. Мени је тада билп бащ пнпликп гпдина кпликп ппказују 

ппследое две цифре у гпдини мпга рпђеоа. Када сам пвп испришап деди, рекап ми је да је 

и са оегпвим гпдинама исти слушај. Мени је тп изгледалп немпгуће... 

РЕШЕОЕ: Мпгуће је, јер унук је рпђен у двадесетпм веку 19_ _. Удвпстручен брпј кпји 

представљају препстале две цифре је 32. Ппследое две цифре у гпдини унукпвпг рпђеоа 

дпбијамп када 32 ппделимп са 2, а тп је 16. Такп сазнајемп да је унук рпђен 1916 гпдине, а 
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1932 има 16 гпдина , тачнп пнликп кпликп ппказују ппследое две цифре у гпдини оегпвпг 

рпђеоа.  Деда је рпђен у деветнаестпм веку, 18_ _. Удвпстручен брпј препстале две цифре 

треба да буде 1932, пднпснп 132. Тражени брпј дпбијамп када 132 ппделимп са 2 а тп је 

66. Деда је рпђен 1866 гпдине и 1932 гпдине има 66 гпдина, баш пнпликп гпдина кпликп 

ппказују ппследое две цифре гпдине оегпвпг рпђеоа. 

 

 3.  Кликери 

Деца су расппредила кликере у три неједнаке гпмилице, укупнп 72 кликера. Акп са прве 

гпмилице пренесу на другу  пнпликп кликера кпликп је на опј већ билп, затим са друге на 

трећу кпликп је на опј билп, и најзад са треће на прву пнпликп кпликп се на опј сада 

налази, на свим гпмилицама биће исти брпј кликера. Кпликп је на ппшетку билп кликера 

на свакпј гпмилици? 

РЕШЕОЕ:  Биће лакше пвај задатак решавати пд краја. Знамп да на крају свака гпмилица 

има исти брпј кликера а тп је 24. Акп прва има 24 кликера а на оу је пренетп пнпликп 

кпликп је на опј билп кликера, значи да је билп 12 и 12 је пренетп. Тих 12 кликера је 

пренетп са треће гпмилице, па је на опј мпралп бити 24 плус 12 тј. 36. Пре ппследоег 

(трећег) пренпшеоа, брпј кликера на гпмилицама је изгедап пвакп I-12; II-24; III-36. 

Другим пренпшеоем је са друге гпмилице пренетп на трећу пнпликп кпликп је на опј 

билп, тј. пренетп је 18 и 18 је билп. Пре пвпг пренпшеоа брпј кликера пп гпмилицама 

изгледап је пвакп:  I-12; II-42; III-18. Првим пренпшеоем је са прве гпмилице на другу 

пренетп пнпликп кпликп ја на опј билп a to je 21.  Такп сазнајемп да је на ппчетку брпј 

кликера пп гпмилицама изгледап пвакп: I-33; II-21; III-18. 

 

 4.  Аритметишки трик 

Акп се замисли прпизвпљан трпцифрени брпј, без билп каквих пгранишеоа, затим му се 

дппище исти тај брпј. Сада се дпбијени щестпцифрени брпј ппдели са 7, па се дпбијени 

резултат ппдели са 11, и јпщ дпбијени брпј ппдели са 13, дпбиће се замищљени брпј. 

ПБЈАШОЕОЕ:  Нека је замишљени брпј 234, када му дппишемп исти брпј пн ппстаје 

234234 = 234000 + 234 =234 1001. Значи да је замишљени брпј ппмнпжен са 1001, па какп 

је пнда узастппнп дељен са 7, 11, 13, а прпизвпд пва три брпја је 1001, није чудп да је кап 

резултат дпбијен замишљени брпј. 
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5.  Избрисана цифра 

Замислити вищецифрени брпј, затим пдредити збир оегпвих цифара, па тај збир 

пдузети пд замищљенпг брпја и у дпбијенпм брпју избрисати једну цифру, билп кпју. 

Саппщтити пстале цифре, знаће се кпја је цифра избрисана. 

ПБЈАШОЕОЕ:  Замислимп нпр. брпј 432,  4+3+2= 9,  432-9= 423 и акп избришемп 4 и 

саппштимп да су пстале цифре 2 и 3, 2+3=5, дп најближег брпја дељивпг са 9 треба 4 и тп 

је избрисана цифра. Какп?  

 Када пд билп кпг брпја пдузмемп збир оегпвих цифара пстаје брпј кпји је дељив са 

9. Акп се дпгпди да је збир саппштених цифара дељив са 9 тп значи да је избрисана цифра 

0 или 9.  

 6.  Ппгпди брпј не питајући нищта 

Замисли се билп кпји трпцифрен брпј кпји се не заврщава нулпм, затим се оегпве цифре 

ппређају пбрнутим редпследпм и пд већег пдузме маои. Дпбијенпј разлици дпда се брпј 

кпји настаје када се цифре напищу пбрнутим редпследпм. Крајои резултат је 1089. 

ПБЈАШОЕОЕ: Нпр. 234 и 432, пд већег пдузмемп маои, значи 432-234= 198. Пвпм брпју 

дпдамп брпј кпји настаје писаоем оегпвих цифара пбрнутим редпследпм, а тп је 891. 

Значи 198+891= 1089. Какп се пвп мпже знати? 

 Узмимп брпј cbaabc  10100 , брпј са пбрнутим редпследпм цифара, гласиће: 

abc 10100 , оихпва разлика је   )()(100)(999999 cacacaca  

)10(90)1(1001010100100)(100 cacacaca  . Видимп да се 

разлика састпји пд следеће 3 цифре: цифра стптине је 1 ca ; цифра десетице је: 9, а 

цифра јединице: ca 10 . Брпј са пбрнутим редпследпм цифара пишемп  

).1(90)10(100  caac  Сабираоем пба брпја дпбијамп: 

.108991809100)1(90)10(100)10(90)1(100  caacacca   

 

 8.2.  Пета математичка операција 

 
 Алгебру честп називају ,,аритметикпм седам пперација“, штп значи да су ппште 

ппзнатим пперацијама кпјих има четири, прикључене јпш три нпве, а тп су степенпваое и 

две степенпваоу супрптне пперације: кпренпваое и лпгаритмпваое. Застаћемп кпд ,,пете 

пперације“ – степенпваоа. 
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 Пптреба за пвпм пперацијпм настала је из свакпдневнпг живпта. Рачунаое 

ппвршине и запремине захтева ппзнаваое другпг и трећег степена. Снага гравитације, 

електрпстатичкп и магнетнп узајамнп делпваое, светлпст и звук ппадају сразмернп 

другпм степену растпјаоа. 

 Степене са излпжипцима већим пд 3 не налазимп самп у збиркама алгебарских 

задатака. У прпрачунима везаним са чврстинпм материјала нпр. јављају се четврти 

степени. Испитиваое силе кпјпм текућа впда ваља камеое, ппдразумева фпрмуле у 

кпјима се јављају изрази шестпг степена. 

 

 7.  Прпмена времена тпкпм недеље 

Нека се разликују самп суншани и пблашни дани. На кпликп се нашина у тпку једне недеље 

мпгу смеоивати суншани и пблашни дани?  

РЕШЕОЕ: Први дан у недељи мпже бити сунчан или пблачан, такп да имамп две мпгуће 

кпмбинације. Тпкпм два дана мпгуће кпмбинације су: сунчан-сунчан;  пблачан-пблачан; 

сунчан-пблачан; пблачан-сунчан. Сада имамп 22 мпгућих кпмбинација. Тпкпм три дана 

биће 32 222  . Тпкпм четири дана биће 43 222   итд. Тпкпм седам дана биће 

128222 76   

 

 8.  На три спрата 

- Са три двпјке, не кпристећи знаке пперација написати щтп већи брпј. 

РЕШЕОЕ: Са три двпјке без знакпва пперација се мпгу написати следећи брпјеви:

1622 422

  пд пвпг брпја већи је 222, пд пвпг већи брпј је 222=484 а пд пвпг јпш већи 

3041944222   

- Са три трпјке, не кпристећи знаке пперација написати щтп већи брпј. 

РЕШЕОЕ:  Тп мпже бити 273 33
3

  или 333 . Пчигледнп је 333 већи брпј. 

- Са три шетвпрке, не кпристећи знаке пперација написати щтп већи брпј. 

РЕШЕОЕ: Мпжемп писати 2564 44
4

  или 444 , јаснп је да је 2564  већи брпј. 

 Треба дати пдгпвпр на питаое збпг чега ппједине цифре када се напишу на три 

спрата дају пгрпмне брпјеве а друге не? 
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 Задатак је бип са три једнаке цифре без упптребе знакпва пперација, записати штп 

већи брпј. Акп цифру пзначимп слпвпм a   )9,...,4,3,2( a , брпјевима 443322 4,3,2  

пдгпвара запис  aaa aa 1110  , дпк трпспратни запис у ппштем пблику изгледа пвакп 
aaa . 

Сада теба пдредити за кпје вреднпсти параметра a  пвај трпспратни запис представља 

већи брпј негп први. Пбе фпрмуле јесу степени са једнаким целим пснпвама а тп значи да 

већем излпжипцу пдгпвара већи брпј. Треба пдредити када је aaa 11 . Акп пбе стране 

неједнакпсти ппделимп са a  имаћемп следећу неједнакпст: 111 aa . Лакп је упчити да је 

пна испуоена за .3a  

   

 

8.3.  Превод са стварног, на језик алгебре 
 

 9.  Бпмбпне 

Кпликп је Ана имала бпмбпна, акп је свпм брату Аци дала трећину свих бпмбпна, сестра 

Јеца јпј је узела две или шетири или щест бпмбпна (а да Ана није знала кпликп), пплпвину 

препсталих бпмбпна Ана је изгубила, затим јпј је Јеца вратила пплпвпну пнпга щтп је 

узела, пнда је ана две бпмбпне дала другарици Гпци, а ппследоу бпмбпну је сама ппјела? 

РЕШЕОЕ: Нека је Ана на ппчетку имала x  бпмбпна и нека је Јеца узела к бпмбпна. На 

пснпву услпва задатка имамп:  

Први начин : 912
2

1
)

3

2
(

2

1

3

1
 xkkxkxx  

Други начин: 912)2
3

1
(

2

1
2

3

1
 xkkxxkxx  

 10.  Бпмбпне 

Две девпјшице су купиле кесицу бпмбпна, птвприле је и свака је узела деп бпмбпна. Када 

је свака свпје пребрпјала, прва девпјшица је рекла: Ти имащ вище бпмбпна пд мене, 

тпликп вище да акп ти ја дам 2 имаћещ дуплп вище негп ја. Али акп ти дащ мени две 

имаћемп једнакп. Кпликп је свака девпјшица имала бпмбпна у првпј ппдели? 

РЕШЕОЕ:  На пснпву пвпг текста треба саставити једначине. Акп са x  пзначимп брпј 

бпмбпна прве девпјчице, а са y брпј бпмбпна друге девпјчице, имаћемп следеће 
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једначине: 22)2(22  xyxy , пднпснп 462  xyyx  пдакле 

дпбијамп 14,10  yx . 

 

 11.  Радник-нерадник 

Пп дпгпвпру, радник је пд газде дпбија пп 48 франака за сваки дан прпведен на ппслу, а 

за сваки дан недпласка на ппсап мпрап је да врати газди 12 франака. За тридесет дана 

исппставилп се да радник није зарадип нищта. Кпликп је дана радник радип тпг 

месеца? 

РЕШЕОЕ:  Први начин: Нека је x  брпј дана кпје је радник прпвеп на ппслу, тада ће x30  

бити брпј дана када радник није радип. Какп за месец дана није зарадип ништа, 

решавамп једначину: 12)30(48  xx , пдакле је 6305304  xxxx . Значи 

да је тпг месеца радник радип 6 дана. 

Други начин:  Пвај задатак се мпже решити и вепма једпставнп. Какп је сума кпју радник 

за један дан мпже да заради четири пута већа пд суме кпју треба да врати газди акп не 

дпђе на ппсап, и какп радник није зарадип ништа, мпжемп закључити да је брпј дана кпје 

је прпвеп на ппслу четири пута маои пд брпја дана када није дплазип. Такп треба 30 да 

ппделимп у пднпсу 4:1, тј. на пет једнаких делпва (на пп 6 дана) па су четири дела 24 дана, 

а један деп 6 дана. 

  

12.  Задруга кпсаша 

 (Задатак кпји се вепма дппап великпм писцу Л.М. Тплстпју) 

,,Задруга кпсаша требалп је да ппкпси две ливаде, једну двапут већу пд друге. Ппла дана 

задруга је кпсила велику ливаду. Ппсле тпга задруга се ппделила на две једнаке групе. 

Прва пплпвина пстала је на великпј ливади и дп мрака је ппкпсила дп краја, а друга 

пплпвина је кпсила малу ливаду и дп мрака је на опј пстала неппкпщена јпщ једна 

парцела, кпју је нареднпг дана један кпсаш ппкпсип за један радни дан“. Кпликп је кпсаша 

билп у задрузи? 

РЕШЕОЕ: Брпј кпсача пзначимп са x , а нека са y буде пзначена величина парцеле кпју 

један кпсач треба да ппкпси за један дан. Велику ливаду кпсилп је ппла дана x  кпсача, 

пни су ппкпсили 
22

1 xy
yx   ливаде. Другу пплпвину дана ту ливаду је кпсилп самп ппла 
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задруге, тј. 
2

x
 кпсача, и пни су ппкпсили 

42

1

2

xy
y

x
  ливаде. Какп је дп увече већа 

ливада била цела ппкпшена, оена ппвршина је 
4

3

42

xyxyxy
  .  Маоу ливаду је ппла 

дана кпсилп 
2

x
 кпсача, и ппкпсили су ппвршину 

42

1

2

xy
y

x
 . Неппкпшени деп ливаде је 

y кпји један кпсач ппкпси за један дан. Ппвршина маое ливаде је 
4

4

4

yxy
y

xy 
  и јпш 

знамп да је прва ливада двапут већа пд друге. )4(23
4

4
2

4

3



 xyxy

yxyxy
пдакле је 

8823  xxx , значи билп је 8 кпсача. 

Међутим, пвај задатак је вепма једнпставан да се за оегпвп рашаваое не мпра 

применити алгебарски апарат. 

Акп је ппла дана велику ливаду кпсила цела задруга а ппла дана ппла задруге, 

јаснп је да за ппла дана, ппла задруге ппкпси 
3

1
велике ливаде. Значи на малпј ливади 

пстала је неппкпшена парцела 
6

1

3

1

2

1
 , пдакле видимп да један кпсач дневнп ппкпси 

6

1
 

велике ливаде, а билп је ппкпшенп 
6

8

6

2

6

6
  штп значи да је билп 8 кпсача. 

 

13. Краве на ливади 

Трава на целпј ливади расте ппдједнакп брзп и густп. Ппзнатп је да би је 70 

крава ппјелп за 24 дана, а 30 крава за 60 дана. Кпликп би крава ппјелп ливаду за 96 дана? 

РЕШЕОЕ: Мпра се впдити рачуна да трава на ливади непрекиднп расте. Пзначимп прираст 

траве са y . Значи за 24 дана ппрасте 24 y  траве, и акп целпкупну кпличину траве на 

ливади пре негп штп су краве ппчеле да пасу пзначимп са 1, пнда за 24 дана краве ппједу 

y241 . За један дан 70 крава ппједе кпличину траве једнаку 
24

241 y
, а једна крава ће 

ппјести 
7024

241



 y
. Аналпгнп, из ппдатака да би 30 крава пппаслп ливаду за 60 дана 

дплазимп дп закључка да једна крава ппједе за један дан 
6030

601



 y
 кпличину траве. Значи 

да је 
6030

601

7024

241








 yy
 пдакле дпбијамп 

480

1
y . Сада мпжемп наћи кплики деп 
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кпличине траве затечене на ливади, на ппчетку паше ппједе дневнп једна крава, а тп је 

1600

1

7024

480

1
241

7024

241









 y
. Једначина за кпначнп решеое задатка, акп је тражени брпј 

крава x , је 
1600

1

96

480

1
961






x
 пдакле дпбијамп 20x . За 96 дана целу ливаду би 

пппаслп 20 крава. 

 

 14.  Премещтаое казаљки на шаспвнику 

(Бипграф и пријатељ славнпг физишара А. Ајнщтајна, А. Мпщкпвски, желећи да 

разпнпди свпг пријатеља за време бплести, предлпжип му је да рещи следећи задатак): 

,,У 12 шаспва акп би велика и мала казаљка замениле места, пне би ипак ппказивале 

ташнп време. Међутим, у другим мпментима, замена места казаљки дпвела бп дп 

пплпжаја какав на исправнпм шаспвнику не мпже бити. Када и кпликп шестп казаљке на 

шаспвнику заузимају такве пплпжаје, да када међуспбнп замене места, дају пплпжаје 

такпђе мпгуће на исправнпм шаспвнику?“ 

РЕШЕОЕ: Меримп растпјаоа казаљки пп кругу брпјчаника, ппчев пд тачке кпја припада 

брпју 12 и тп у 60-тим делпвима круга. Акп један пд тражених пплпжаја казаљки упчимп у 

тренутку када се мала (сатна) казаљка удаљила пд брпја 12 за x  ппдепка, а велика 

(минутна) за y  ппдепка. Сатна казаљка прелази 60 ппдепка за 12 часпва, тј. 5 ппдепка за 1 

час. Пна x  ппдепка прелази за 
5

x
 часпва, тј. пд мпмента када је часпвник ппказивап 12 

часпва прпшлп је 
5

x
 часпва. Минутна казаљка је прпшла y  ппдепка за y  минута тј. за 

60

y
 

часпва, пднпснп, брпј 12 је минутна казаљка прешла пре  
60

y
 часпва, или за 

605

yx
  часпва 

ппсле тренутка када су пбе казаљке биле на 12. Пвај брпј је цеп (пд 0 дп 11), јер ппказује 

кпликп је пуних часпва прпшлп ппсле 12. Када казаљке замене места, пп аналпгији, наћи 

ћемп да је пд 12 часпва дп времена кпје ппказују прпшлп  
605

xy
  часпва. Пвај брпј је истп 

цеп (пд 0 дп 11), па имамп систем једначина: n
xy

m
yx


605605

, где су nm,  цели 

брпјеви пд 0 дп 11. Из дпбијенпг система  налазимп: 
143

)12(60
;

143

)12(60 mn
y

nm
x





 . 

Када m  и n  заузимају вреднпсти пд 0 дп 11 дпбијамп све тражене пплпжаје казаљки. 
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Свака пд 12 вреднпсти m  мпже се слпжити са свакпм пд 12 вреднпсти n , такп да је 

пчекиван брпј решеоа 12 12=144, али ипак имамп 143 решеоа, јер за 0,0  nm  кап и 

за 11,11  nm  имамп 60,60  yx , тј. часпвник у пба случаја ппказује 12.  

Узмимп за пример један пд мпгућих пплпжаја, када је рецимп 5,8  nm . Тада имамп 

53,28
143

)5128(60
;38,42

143

)8125(60






 yx . Пдгпварајуће време је 8 часпва и 28,53 

минута и 5 часпва и 42,38 минута. Да бисмп нашли свих 143 решеоа треба круг 

брпјчаника ппделити на 143 једнака дела. 

Јпш један пример: Кпнцерт је ппшеп између 18 и 19 шаспва, а заврщип се између 21 и 22 

шаса. Кпликп дугп је трајап кпнцерт акп су сатна и минутна казаљка за тп време 

замениле места? 

РЕШЕОЕ: На пснпву претхпднпг разматраоа и услпва задатка узимајући за nm,  6 и 9 

дпбијамп 
143

119
47

143

)9126(60



x  и 

143

141
33

143

)6129(60



y . Тп значи да је кпнцерт 

трајап пд 18 часпва и 
143

119
47  минута дп 21 час и 

143

141
33 минута, укупнп 2 часа и 

13

2
46

минута. 

 

 15. Ппклппљене казаљке на шаспвнику 

Сатне казаљке су се ппклппиле ташнп у ппдне. Када ће се пне ппнпвп ппклппити? 

РЕШЕОЕ: Први начин. Нека дп ппклапаоа прптекне x  сати, за тп време казаљка прпђе 
12

x
 

круга, а минутна казаљка x  кругпва, при чему је минутна прешла некпликп ( k ) кругпва 

више, такп имамп једначину  kk
x

x ,
12

 , пдакле је .
11

12
kx   Стављајући ,...3,2,1,0k  

дпбијамп ппсле кпликп часпва ће бити ппклапаоа. Нпр. првп ппклапаое је за 1k , тј. 

ппсле 
11

12
 сати ,

11

5
27min51min

12

5
51 shh   тј. приближнп у 13 h 5 min. 27s; другп 

ппклапаое је за k=2, тј. ппсле 
11

24
сати=2h 10 .min

11

10
 

Други начин. Нека дп ппклапаоа прптекне x  сати. Сатна казаљка за 1 сат ппише угап 30 а 

за x  сати угап пд 30 x  степени. Минутна казаљка за 1 сат ппише 360  , а за x  сати 360 x

степени. Ппштп је за тп време минутна казаљка пписала некпликп пута пп 360  више, тј. 
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360 k  степени више, где k=0,1,2,3,… имаћемп једначину 

,...2,1,0,
11

12
121236030360  kkxkxxkxx (кап у првпм начину). 

Трећи начин. Минутна казаљка пбиђе цеп круг за 60 минута, а за један минут 
60

1
 круга. 

Сатна казаљка пбиђе цеп круг за 12 сати, за 1 сат пбиђе 
12

1
 круга, а за један минут пређе 

720

1
круга. Нека се казаљке први пут ппклппе ппсле x  минута. За тп време минутна 

казаљка ће прећи 
60

x
круга, а сатна 

720

x
круга, али ће за тп време минутна казаљка прећи 

и 1 круг више (дп k тпг ппклапаоа k  кругпва више), па имамп једначину ,1
72060


xx

 

пдакле је 
11

5
65x  (У ппштем случају: kxk

xx

11

5
65

72060
 минута). Дакле, казаљке 

ће се први пут ппклппити ппсле 65
11

5
 минута, тј. ппсле 1 сата и 

12

5
5  минута, тј. приближнп 

у  13h 5min 27s.  и тд. 

Пример: Кпликп ће времена прптећи пд 4 шаса дп првпг ппклапаоа казаљки на 

шаспвнику?  

РЕШЕОЕ: На пснпву претхпдних разматраоа и услпва задатка, закључујемп да је k=4, па 

имамп да ће дп ппклапаоа дпћи у .min
11

9
214min

11

240
44

11

12
hhh  Пднпснп ппсле 4h и 

21 .min
11

9

 

 

 16.  Када једнашина мисли уместп нас 

Отац има 32 гпдине, а син 5. Ппсле кпликп гпдина ће птац бити десет пута старији пд 

сина?  

РЕШЕОЕ:  Пбележимп са x тражени брпј гпдина. Ппсле x гпдина пцу ће бити 32+x гпдина, 

а сину  5+x гпдина и тада птац треба да буде 10 пута старији пд сина. Значи 32+x=10(5+x), 

пдакле је x=-2.  Када је састављана једначина није се впдилп рачуна п тпме да узраст пца у 

будућнпсти никада неће бити 10 пута већи пд узраста сина. Такав пднпс мпгап је да буде 

самп у прпшлпсти.  
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17.   Средоа брзина впжое  (један практишан задатак из свакпдневнпг живпта) 

Бициклиста је путем пд А дп Б (узбрдп)  впзип брзинпм 10 km/h , а истим путем пд Б дп 

А (низбрдп) брзинпм 30 km/h. Према тпме средоа брзина на шитавпм путу била је 

20km/h. да ли је бащ такп? 

РЕШЕОЕ: Пвп једнпставнп решеое билп би тачнп када би впжоа у једнпм и другпм смеру 

трајала истп време, међутим јаснп је да је ппвратак трајап краће збпг веће брзине. Такп 

закључујемп да је датп решеое нетачнп. Није тешкп дпћи дп тачнпг решеоа акп се уведе 

ппмпћна прпменљива за растпјаое између места А и Б, кпју мпжемп пзначити са d, а 

тражену средоу брзину са x, тражена једначина има пблик 3010

2 dd

x

d


  , какп је d 

различитп пд нуле, мпжемп целу једначину ппделити са d. Такп дпбијамп 3010

2 dd

x


, тј. 

15
30

42
 x

x . Дакле средоа брзина је 15km/h. 

Акп бисмп исти задатак решавали са ппштим брпјевима ( у једнпм правцу бициклиста је 

ишап брзинпм a у  другпм  b) имамп  једначину 
ba

x
bax 11

2112




  . Овај израз зпве 

се хармпнијска брзина и пна је увек маоа пд аритметишке кпја се рашуна кап  2

ba 

. 

 

 8.4.  Када је аритметици потребна помоћ 
 

 Аритметика честп није у мпгућнпсти да сппственим средствима дпкаже тачнпст 

неких свпјих тврђеоа, па се тада кпристе ппштији алгебарски ппступци и метпди. 

Дељивпст са 11: Алгебра знатнп плакшава налажеое правила, пп кпјима унапред (без 

дељеоа), мпжемп устанпвити да ли је дати брпј дељив ппсматраним делипцем.  Треба пд 

збира свих цифара на непарним местима да пдузмемп збир свих цифара на парним 

местима, акп се кап резултат дпбије брпј дељив са 11 (ппзитиван или негативан) или нула, 

тада је задати брпј дељив са 11. 

 Пример: Да ли је брпј 87 635 064  дељив са 11?  
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РЕШЕОЕ: 8+6+5+6=25;   7+3+0+4=14, разлика је 25-14=11, штп нам гпвпри да дати брпј 

јесте дељив са 11. 

 За брпјеве кпји немају велики брпј цифара ппстпји јпш једнп правилп дељивпсти са 

11. Идући с десна на левп дати брпј се дели на двпцифрене класе и затим се пве класе 

сабирају. Акп је дпбијени збир дељив са 11, тада је и дати брпј дељив са 11. 

Пример:   Да ли је брпј 528 дељив са 11? 

РЕШЕОЕ:  Класе су 5 и 28 оихпв збир је 33. Брпј 33 је дељив са 11, такп је и дати брпј 

дељив са 11. 

 

 18.  Питаое на квизу 

Брпј кпји вам мпже дпнети 10 000 динара је шетвпрпцифрен, прве две цифре су му исте 

и друге две цифре има исте и јпщ је тај брпј пптпун квадрат. Кпји је тп брпј? 

РЕШЕОЕ: Нека је тај брпј )100(11111100101001000 bababbaaaabb  , дакле 

брпј мпра бити дељив са 11, па кпначан квадрат мпра бити дељив са 211 . На пснпву билп 

кпг пд претхпдних правила дељивпсти са 11 налазимп да је брпј )( ba  дељив са 11, тп 

значи да је 11 ba јер је 11, ba . Ппследоа цифра брпја b  кпји је пптпун квадрат, 

мпже бити 0,1,4,5,6, или 9. Тада је ba 11 , па мпже бити 7,6,5 или 2. Дакле ппстпје 

следеће мпгућнпсти: 2,9;5,6;6,5;7,4  abababab  . Тражени брпј 

мпже бити 7744; 6655; 5566; 2299. Ппследоа три брпја нису пптпуни квадрати, 6655 је 

дељив са 5 али не и са 25. Брпј 5566 је дељив са 2 али не и са 4; 2299=21 19, такпђе није 

квадрат. Пстаје самп 7744=882 тп је тражени брпј. 

 

 19.  Сапбраћајни прекрщај 

Три млада математишара су ищла улицпм и упшила аутпмпбил шији је впзаш направип 

сапбраћајни прекрщај. Нису упамтили све регистарске брпјеве тпг ауте, већ самп неке 

13**45*. Међутим ппщтп су тп математишари, један је запазип да је брпј дељив са 8, 

други да је дељив са 9, а трећи да је дељив са једанаест. 

РЕШЕОЕ: Нека је тп брпј пблика zxy4513 . Да би пн бип дељив са 8 мпра бити 8 делилац 

брпја ),2(44845045  zzz  дакле 8 мпра бити садржанп у 62  zz . Услпв да 

је 9 делилац брпја 45613xy  значи да збир )1(1865431  yxyx  мпра 
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бити дељив са 9, пднпснп да је 9 садржанп у 1 yx , пдакле је 8 yx  или 17 yx . 

Услпв да је 11 делилац брпја 45613xy  значи да је са 11 дељив израз 

313456  yxxy , па је 3 yx  или 8 yx . Имамп два случаја: 

1.  Акп је yx   паран брпј, пнда је 8 yx  и ;0,88  yxyx  

2.  Акп је yx   непаран брпј, пнда је 17 yx и ,10,73  yxyx штп није 

мпгуће јер је y цифра. Према тпме јединп решеое је брпј 1380456. 

Правп знаое математике је сппспбнпст да се математичка средства пдаберу такп 

да се увек нађе директан и сигуран пут кпји впди решеоу, без пбзира да ли метпда 

решаваоа задатка спада у аритметику, алгебру, гепметрију, и тд. Размптримп пример 

када алгебра мпже самп да закпмпликује ствари. 

Пример 1: Наћи најмаои пд свих брпјева кпји приликпм дељеоа са два даје пстатак 

један, са 3 пстатак 2, са 4 пстатак 3, са 5 пстатак 4, са 6 пстатак 5, са 7 пстатак 6, 

са 8 пстатак 7, са 8 пстатак 7, са 9 пстатак 8.  

РЕШЕОЕ: Приликпм рашаваоа пвпг задатка билп би мнпгп једначина и питаое је какп би 

се из оих испетљали. Међутим за решаваое пвпг задатка нису пптребне никакве 

једначине нити алгебра. Решеое се дпбија прпстим расуђиваоем. Дпдајемп траженпм 

брпју брпј 1 и када га ппделимп са 2 пстатак ће бити 1+1=2 а тп значи да је брпј дељив са 

2. Аналпгнп, тај брпј ће бити дељив са 3,4,5,6,7,8 и 9. Најмаои пд свих таквих брпјева је 

25205789  . Такп да је наш тражени брпј 2519. 

Пример 2:  Одреди најмаои прирпдан брпј кпји приликпм дељеоа редпм са 2,3,4,5,6,7,8 и 

9  увек даје пстатак 1? 

РЕШЕОЕ: Нека је n  тражени брпј. Тада је 1n НЗС(2,3,4,5,6,7,8,9)=360 

3611360  n . 

 

 8.5.   Диофантове једначине 
 

20.   Какп платити шпкпладицу? 

Аца је у прпдавници купип шпкпладицу  кпја кпщта 19 динара.  Он има нпвшанице самп пд 

пп 3 динара, а прпдавац самп пд пп 5 динара.  Мпгу ли се пни раскусурати? 
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РЕШЕОЕ: Задатак се свпди на решаваое линеарне Дипфантпве једначине 1953  yx . 

Дакле, треба да пдредимп x  (брпј нпвчаница пд пп 3 динара) и y (брпј нпвчаница пд пп 5 

динара) и јпш знамп да су x  и y цели брпјеви. Пставимп на левпј страни једачине самп 

прпменљиву са маоим кпефицијентпм, па имамп yx 5193   пднпснп 
3

519 y
x


  тј. 

.
3

12
6

3

123
6

3

51
6

3

5118 











y
y

yyyy
x  Какп су 6,x  и y  цели брпјеви, 

једначина мпже бити тачна самп акп је и 
3

12 y
 такпђе цеп брпј. Узмимп да је m

y




3

12
, 

тада је myx  6 . Какп је 123
3

12



 ym

y
m  пднпснп 132  my , пдакле 

пдређујемп 
2

1

2

12

2

13 








m
m

mmm
y . Ппнпвп какп су y  и m  цели брпјеви, тп и 

2

1m
 мпра бити цеп брпј, пзначимп га са n . Према тпме је nmy  , где је 

2

1


m
n  

пдакле дпбијамп .12  nm  Пву вреднпст за m  замеоујемп у претхпдне једначине:

nnnmyxnnnnmy 58)12()1(66,13)12(  .  

Такп смп нашли изразе за x  и y ; nynx 31,58 
6. 

/Дпказали смп да свакп целпбрпјнп решеое једначине  1953  yx  има пблик nx 58  

; ny 31  за n  цеп брпј. У пбратнп тврђеое, да за свакп целп n дпбијамп некп 

целпбрпјнп решеое дате једначине, мпжемп се уверити расуђујући пбратним редпм, или 

акп нађене вреднпсти за x  и y заменимп у дату једначину./ 

Вреднпсти за x  и y  су:  ,...}10,7,4,1{31,...};23,18,13,8{8  nynx  

Закључујемп да Аца мпже дати 8 нпвчаница пд 3 динара и дпбити кап кусур 1 

нпвчаницу пд 5 динара. Или, 13 нпвчаница пд 3 динара а дпбије кусур 4 нпвчанице пд 5 

динара. 

Тепријски гледанп, пвај задатак има бескпначнп мнпгп решеоа. Практичнп ни 

купац ни прпдавац немају на распплагаоу непграниченп мнпгп нпвчаница. Акп нпр. свакп 

пд оих има пп 10 нпвчаница, плаћаое се мпже извршити на самп један начин, даваоем 8 

нпвчаница пп 3 динара и дпбијаоем кап кусур 1 нпвчанице пд 5 динара. 

Какп бисмп решили пвај задатак, акп сада кажемп да Аца има самп нпвчанице пд 5 

динара, а прпдавац пд 3? 

                                                      
6
 Дп пвих решеоа дате линеарне Дипфантпве једначине дпшли смп Пјлерпвим метпдпм, кпји је излпжен у 

пдељку 7.4.   
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Резултате мпжемп дпбити из гптпвпг решеоа првпбитнпг задатка, кпристећи се 

једнпставним алгебарским расуђиваоем. Јер, давати нпвчанице пд пп 5 динара и 

примати нпвчанице пд пп 3 динара истп је штп и примати негативне нпвчанице пд пп 5 

динара и примати негативне нпвчанице пд пп 3 динара. Такп да се нпвпфпрмулисани 

задатак решава истим једначинама кпје смп саставили за пснпвни задатак, али ппд 

услпвпм да су x  и y негативни брпјеви. 

Из једначина nx 58  и  ny 31  а знајући да је 0x  и 0y  следи да је 

058  n  и 031  n , те је према тпме .
5

8
n  За ,...4,3,2 n из претхпдних фпрмула 

дпбијамп вреднпсти ,...}11,8,5{,,...}12,7,2{  yx . Првп решеое 5;2  yx , 

значи да купац плаћа -2 нпвчанице пд пп 3 динара, а прпдавац враћа -5 нпвчаница пд 5 

динара. Пднпснп, плаћа се са 5 нпвчаница пд 5 динара и дпбија се кусур 2 нпвчанице пд 3 

динара. Сличнп и за пстале парпве решеоа. 

 

21.  Анин рпђендан 

Ана слави рпђендан. Од рпдитеља је дпбила 500 динара да ппшасти свпје 

другарице. Одлушила је да купи 20 кплаша пд 3 врсте,  и тп пд 40 динара, 25 динара и 5 

динара. Кпликп кплаша пд сваке врсте Ана мпже да купи? 

РЕШЕОЕ: Пвај прпблем нам даје две једначине са три неппзнате:  50052540  yyx   и

20 zyx . Нека  смп са x  пзначили кплаче пд 40 динара, са y кплаче пд 25 динара и са

z кплаче пд 5 динара. Акп сада прву једначину ппделимп са 5 и пд ое пдузмемп другу 

дпбићемп једначину 8047  yx , пдакле је 
4

720
4

780
7804

xx
yxy 


 , где 

4

x
 

треба да буде цеп брпј. Нека је nynxn
x

720,4
4

 . Акп пвп заменимп у другу 

једначину ппчетнпг система, дпбијамп: ,207204  znn  пднпснп, ny 3 . Какп су 

0,0  yx  и 0z , није тешкп пдредити да мпра бити 
7

6
20  n  а тп значи да n  мпже 

бити 1 или 2. Такп дпбијамп скуп решеоа )}6,6,8();3,13,4{( . Видимп да се куппвина кплача 

мпже извршити на два начина. 
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22.  Кпг датума је Анин рпђендан? 

 Анина другарица Ива предлпжила је Ани да се малп ппиграју. Рекла јпј је да брпј 

дана у датуму свпга рпђеоа ппмнпжи са 12, а брпј месеци са 31 и каже јпј збир пва два 

прпизвпда, а пна ће ппгпдити када је Ана рпђена. Ана је следила Ивина упутства и 

рекла брпј 407. Ива је знала да је Ана рпђена 21. маја. Какп је Ива ппгпдила датум 

Анинпг рпђеоа? 

РЕШЕОЕ: Ива зна да решава непдређене једначине. Задатак се свпди на решаваое 

непдређене једначине 4073112  yx  у скупу целих ппзитивних брпјева, при чему x није 

веће пд 31 а y  није веће пд 12. Такп имамп следеће једначине:  

my
y

y
y

x 





 333
12

511
333

12

32407
, дпбили смп да је myx  333 . 

Акп смп са m пзначили 
12

511 y
m


  пдакле дпбијамп 

5

12
22

5

1112 





m
m

m
y , такп 

да је nmy  22  а 
5

12 


m
n  следи да је 

2

15 


n
m . Када пвп заменимп у израз за y

дпбијамп 162
2

15
2 


 nn

n
y  и сада дпбијене изразе за y и m  заменимп у израз 

за x  дпбијамп 
2

3173

2

15
)16(333

nn
nx





 . Узимајући у пбзир услпве задатка да су 

yx,  ппзитивни цели брпјеви, x  не већи пд 31, а y не већи пд 12 дпбијамп да је 1n ,

21x а 5y . 

Дпкажимп сада да трик увек успева, пднпснп да једначина ayx  3112  увек има једнп  

решеое у скупу целих ппзитивних брпјева, акп смп са a  пзначили саппштени брпј. 

Претппставимп супрптнп, тј. да пва једначина има два различита решеоа у скупу  + и нека 

су пна ),( 11 yx  и ),( 22 yx , где 21 , xx  нису већи пд 31, а 21, yy нису већи пд 12. Такп сада 

имамп ayx  11 3112  и  ayx  22 3112 . Акп пд прве пдузмемп другу једначину 

дпбићемп 0)(31)(12 2121  yyxx . Пдавде следи да је брпј )( 21 xx   дељив са 31. 

Знамп да су 1x  и 2x  ппзитивни цели брпјеви кпји су маои или једнаки 31, а тп пнда значи 

да је оихпва разлика маоа пд 31. Збпг тпга је брпј )(12 21 xx  дељив са 31 самп када је 

21 xx  , пднпснп када се једнп решеое ппклапа са другим. Такп је претппставка п 

ппстпјаоу различитих решеоа дпведена дп прптивуречнпсти. 
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23. Правпугапник 

 Акп су дужине страница правпугапника цели брпјеви, кплике треба да буду те 

странице да би пбим правпугапника бип брпјнп једнак оегпвпј ппврщини? 

РЕШЕОЕ:  Акп пзначимп дужине страница правпугапника са a  и b , тада једначина има 

пблик: abba  22 , пдакле је 
2

2




b

b
a . Какп a  и b  треба да буду ппзитивни, тп и 2b  

треба да буде ппзитиван цеп брпј, а тп значи да b  треба да буде веће пд 2. Примећујемп 

да је 
2

4
2

2

4)2(2

2

2












bb

b

b

b
a . Какп a  треба да буде цеп брпј али за 2b  тп је 

мпгуће самп акп је 4,3b  или 6. Пдгпварајуће вреднпсти за a  биће редпм 6,4 и 3. Такп 

дпбијамп да је тражена фигура или правпугапник са страницама 3 и 6 или квадрат 

странице 4. 

 

24. Два двпцифрена брпја 

Ппстпје ли такви двпцифрени брпјеви шији се прпизвпд не меоа акп у свакпм пд 

оих цифре замене места? 

РЕШЕОЕ: Нека је један брпј yxxy 10  а други tzzt 10 . Питамп се да ли важи 

)10)(10()10)(10( ztxytzyx  , пдакле дпбијамп ytxz  , где су tzyx ,,,  цели брпјеви 

маои пд 10. Састављамп пд 9 цифара све парпве са једнаким прпизвпдима: 

639233912241     

648343623261   

669444824281   

Имамп укупнп 9 једнакпсти, из сваке пд оих мпгу се саставити једна или две групе 

брпјева. Нпр. из 2241   једнп решеое је 24214212  . Из 3261   имамп два 

решеоа: 36216312    и  26316213  . Такп прпналазимп следећа решеоа:  

;39319313;26316213;48218412;36216312;24214212        

48428424;36426324;69329623;46326423;28418214    

48638436;69639636;68438634;39629326    
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 8.6.  Шеста математичка операција 
  

 Пснпвне математичке пперације сабираое и мнпжеое имају пп једну инверзну 

пперацију, тп су пдузимаое и дељеое. Математичка пперација степенпваое има две 

инверзне пперације: пдређиваое пснпве датпг степена и пдређиваое излпжипца. 

Пдређиваое пснпве је шеста математичка пперација и зпве се кпренпваое. Пдређиваое 

излпжипца је седма пперација, зпве се лпгаритмпваое. Какп тп да сабираое и мнпжеое 

имају самп пп једну инверзну пперацију а степенпваое две? Није тешкп дати пдгпвпр на 

пвп питаое, пба сабирка кпд сабираоа су равнпправна и мпгу заменити свпја места. Пба 

чинипца кпд мнпжеоа су такпђе међуспбнп равнпправна па и пни мпгу заменити свпја 

места. Међутим, пснпва степена и излпжилац нису међуспбнп равнпправни и не мпгу 

заменити места ).32( 23   Закључујемп да се налажеое пба сабирка, кап и пба чинипца 

врши на исти начин ( стпга самп пп једна инверзна пперација). За налажеое пснпве и 

излпжипца степена пптребнп је кпристити различите ппступке. Кпрен пзначавамп кап n a   

(,, n -ти кпрен брпја a “). За исту пперацију мпжемп кпристити пзнаку na

1

 кпја нам гпвпри 

да је кпрен у ствари степен чији је узлпжилац разлпмак. 

 25.  Шта је веће ? 

 25.1. Шта је веће 5 5  или 2 . Задатак рещити не рашунајући вреднпст кпрена. 

РЕШЕОЕ: Степенујемп пба израза са 10, тада дпбијамп  2555)5( 25

10

105   и 

3222)2( 52

10

10  . Пчигледнп је 32 > 25  па је и 2 > 5 5 . 

 25.2. Шта је веће 107   или 193  ? 

РЕШЕОЕ:  Ппдизаоем на квадрат пба израза дпбијамп: 70217)107( 2    и  

57222)193( 2  . Акп пд пба израза пдузмемп 17 дпбићемп 702  и 5725 , 

ппдизаоем на квадрат дпбијамп  280 и 5720253 , па сада пд пба израза пдузмемп 253 

и дпбијемп 27 и 5720 . Какп је  57>4, тп је и 5720 >40. Значи да је 107193   . 

 

 26. Рещи пдмах 

 3
3

xx ,  шему је једнакп x ? 
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РЕШЕОЕ:  Кп дпбрп ппзнаје алгебарску симбплику пдмах ће знати да је 3 3x  . 

Заиста, тада је 3)3( 333 x   па је заиста 033

 xx x  штп је и требалп дпказати. 

Дп решеоа се мпже дпћи и пвакп: Нека је ,3 yx   тада  је 3 yx     па једначина има 

пблик  3)(3 yy  или ппсле ппдизаоа на куб,  33yy     пдакле је пчигледнп да је 3y  и 

да ја збпг тпга .333  yx .   
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9.  Закључак 
 

У шкплама, наставници и прпфеспри, се свакакп срећу са талентпванпм децпм у 

већем или маоем брпју. Пд изузетнпг је значаја таквп дете преппзнати и не дпзвплити да 

пптенцијали таквпг детета пстану неискпришћени на најбпљи мпгући начин. Пвај рад би 

мпгап да ппслужи наставницима и прпфесприма кап ,,мали ппдсетник“ психплпшких и 

педагпшких метпда преппзнаваоа дарпвитих ученика. Такпђе и кап пплазна тачка у раду 

са оима. 

 Рад је ппсвећен самп једнпм специфичнпм сегменту рада са математичким 

талентима, а тп су Дипфантпве једначине, кпје су вепма пскуднп заступљене у садржајима 

редпвне наставе и не ппмиоу се експлицитнп. Садржаји дпдатне наставе претппстављају 

теме п Дипфантпвим једначинама крпз кпје се мнпгп тпга мпже научити и у тепријскпм и 

практичнпм смислу. С тпга је кприснп ппсветити им ппсебну пажоу. 

 Крпз рад са Дипфантпвим једначинама стиче се дпбар увид у тепријску 

ппткпванпст ученика, затим у сппспбнпст оихпвпг расуђиваоа, лпгичкпг закључиваоа, 

пбим стеченпг искуства у пдабиру математичких средстава кпја јесу сигуран пут ка 

решеоу прпблема. Једнпм речју, мпгућ је дпбар увид у напредак и ппстигнућа тпкпм рада 

са свим, а ппсебнп талентпваним ученицима.  

 Пснпвна замисап је да рад ппслужи кап преппрука или инспирација и ученицима и 

наставницима да трагају за штп квалитетнијим и пригиналнијим метпдичким решеоима.   
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