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1 Uvod

Cilj ovog master rada je da predstavi upotrebu i znac¢aj matematike, tacnije
matematickih modela, pri modeliranju kreditnog rizika, gde sam 'kreditni rizik
predstavlja najznacajniji rizik kojem su izlozene sve finansijske institucije u
svom poslovanju.

U prvom poglavlju ovoga rada dat je kratak uvod i definicija kreditnog rizika.
Navedene su vrste finansijskog rizika sa akcentom na kreditni rizik i njegove
osnovne karakteristike.

U drugom poglavlju rada navedene su osnovne karakteristike finansijskog trzista.
Najvise paznje posveceno je obveznicama, rizicnim i bezrizicnim. Navedene su
definicije i osnovne karakteristike kamatne stope, kreditnog spreda, kamatnog
svopa, kreditnog svopa i opcija.

U tre¢em poglavlju opisan je postupak modeliranja kamatne stope. Navedeni su
najvazniji primeri modela kamatne stope, kao $to su Vasi¢ekov model, Dothanov
model i drugi.

U cetvrtom poglavlju rada opisani su modeli kreditnog rizika sa akcentom na
Mertonov model i Black-Cox-ov model. Definisana je verovatnoca prezivljavanja
i verovatnoca dogadjaja neizvrSenja i naveden je postupak za njihovo racunanje.
U petom poglavlju rada definisani su modeli kreditnog rizika sa reduciranom for-
mom i navedene su njihove osnovne odlike. Navedeni su osnovni primeri ovih
modela, kao §to su Puasonov proces i Cox-ov proces.

Sesto poglavlje rada jeste matematicki dodatak u kome je navedena neophodna
teorija za definisanje i konstrukciju modela kamatne stope i kreditnog rizika,
kao i za ratunanje verovatnoce neizvrsenja i verovatnoce prezivljavanja.

1.1 Tipovi finansijskog rizika

Savremena teorija upravljanja rizikom novijeg je datuma. Razvila se u posled-
njih dvadesetak godina. Za to vreme, primenjujuci njene postulate, obrazovani
poslovni ljudi su stekli sposobnost da prepoznaju rizik, da ga izmere, razumeju
potencijalne posledice i da preuzmu odgovarajuce mere za njegovo izbegavanje,
odnosno ublazavanje njegovih posledica. Uspeh svega toga neposredno zavisi
od dostupnosti merodavnih informacija. Tesko da iko moze uspesno da predvidi
buduéa kretanja akcija, kamatnih stopa, cena sirove nafte ili deviznih kurseva,
ako nije na izvoru informacija. Iz tih razloga, upravljanje rizikom, danas pred-
stavlja jedan od najznacajnijih poslova na globalnom finansijskom trzistu.

Rizik se moze poistovetiti sa stanjem u kojem postoji moguénost nastupanja
nekog stetnog dogadjaja. Pod Stetnim dogadjajem se u ekonomiji podrazumeva
gubitak ili neocekivani trosak.

Vrste finansijskog rizika:

Thttp://www.sef.rs/finansije/znacaj-pravilne-procene-modeliranja-kreditnog-rizika-
javnom-privatnom-sektoru.html



e Trzisni rizik: rizik promena trziSnih cena, koje dovode do sniZenja vred-
nosti pojedine finansijske imovine;

e Kreditni rizik: rizik promene kreditne sposobnosti klijenata (kupca ili
duznika), koji moze uticati na promenu vrednosti finansijske imovine pover-
ilaca (preduzeca ili banke);

e Rizik likvidnosti: rizik kada preduzec¢e ne moze u celosti da naplati svoja
potrazivanja ili pogorsanje sposobnosti preduzeca da uredno isplac¢uje svoje
obaveze.

e Operativni rizik: rizik koji se odnosi na potencijalne gubitne vrednosti
zbog neodgovarajute organizacije, loSeg upravljanja, pogresne kontrole,
prevara, kradja i ljudskih gresaka,;

e Sistemski rizik: rizik od poremecaja u pruzanju finansijskih usluga koji je
izazvan problemom u celom finansijskom sistemu.

Medjutim, ova podela nije bas najpreciznija, rizik se moze posmatrati i kao
oblik trzisnog rizika i kao oblik kreditnog rizika. Upravljanje kreditnim rizikom
snazno je povezano sa upravljanjem trzisnim rizikom i zbog njihove prirode ne
treba ih razdvajati. Zbog toga, u ovom radu ¢emo posvetiti paznju i trziSnom i
kreditnom rizik.

1.2 Kreditni rizik

2Kreditni rizik predstavlja najznac¢ajniji rizik kome je svaka finansijska institu-
cija izlozena u svom poslovanju. Iako se kreditni rizik prevashodno vezuje za
bankarsko poslovanje, njime su izlozene i mnoge drzavne finansijske institucije
prilikom obavljanja finansijskih transakcija u domenu javnih finansija.

Ukoliko bi se posluzili definicijom Banke za medjunarodna poravnanja, kreditni
rizik predstavlja rizik da duznik nece biti u moguénosti da ispuni obavezu po os-
novu ugovora(default) u navedenom periodu, odnosno da neée biti u moguénosti
da ispuni obavezu ne uzimajuéi u obzir duzinu vremenskog perioda u kome bi
ta obaveza bila neizmirena.

Kreditni rizik nastaje usled aktivnosti pozajmljivanja, investiranja i da-
vanja kredita i odnosi se na povracaj pozajmljenog novca ili isplate od prodaje
robe. Upravljacka tela u bankama prilikom svakodnevnog poslovanja prave
kompromise izmedju visine rizika i visine stope prinosa. Rizik gubitka nas-
taj usled moguénosti da plasirana sredstva ne budu vraéena kroz amortizaciju
kredita. Gubitak moze biti kompletan, a moze bitii delimi¢an ukoliko se deo
sredstava ipak amortizuje. Pored toga, kreditni rizik obuhvata smanjenje kred-
itnog rejtinga preduzeca, sto podrazumeva pad pozicije preduzeéa na rejting
listi. Medjutim, pad rejtinga ne podrazumeva i gubitak sredstava, mada impli-
cira povecanje mogucnosti gubitka. Na primer, smanjenje kreditnog kvaliteta

2http://www.sef rs/finansije/znacaj-pravilne-procene-modeliranja-kreditnog-rizika-
javnom-privatnom-sektoru.html



emitenta hartija od vrednosti predstavlja izvor rizika jer dovodi do smanjenja
trzisne vrednosti hartija od vrednosti koje preduzece poseduje.

Kreditni rizik se povecava usled produzenja roka isteka, roka saldiranja ili
roka dospeca. Takodje, kreditni rizik se povec¢ava usled povec¢anja kamtnih stopa
ili pogorsanja opstih ekonomskih uslova. Verovatnoca neizvrsenja ugovorenih
obaveza se povecava i u slucaju kada je preduzece akumulisalo velike gubitke,
kada duguje drugim ugovornim stranama, ili kada kreditori ili druge ugovorene
strane u preduzeéu imaju finansijske probleme ili su bankrotirali.

U skorijoj proslosti moze se primetiti znacajan razvoj modeliranja kreditnog
rizika. Naime, brojne finansijske i akademske institucije su razvile sofisticirane
ekonomske i matematicko-statisticke modele na osnovu kojih je moguée procen-
iti, kvantifcirati i donekle predvideti izlozenost kreditnom riziku. Znacaj ovih
modela za upravljanje rizicima se ogleda u moguénosti merenja performansi
odredjenih investicija na osnovu njihove izlozenosti kreditnom riziku kao i nji-
hovo medjusobno uporedjivanje, kreiranju istorijskih baza podataka o izmirivan-
jima obaveza odredjenih ckonomskih entiteta, procenama o buduéim neuspesima
u izmirivanju obaveza na osnovu istorijskih podataka, unapredjivanje analize
profitabilnosti investicije a samim tim i bolje plasiranje finansijskih sredstava.

Postoji mnogo modela koji sa razlic¢itim pristupima procenjuju kreditni rizik.
Ono §to je kljucno za bilo koji od ovih modela prilikom procene kreditnog rizika
su slededi elementi:

e Izbor funkcije raspodele na osnovu koje ¢e se modelirati gubitak uzrokovan
kreditnim rizikom:;

e Ocekivani i neocekivani gubitak izazvan kreditnim rizikom;
e Vremenski period;

U modeliranju kreditnog rizika jedna od najbitnijih stavki je kako proceniti
visinu gubitka koji bi mogao nastati ukoliko dodje do realizacije kreditnog rizika.
Prilikom modeliranja ovog tipa rizika bitno je obratiti posebnu paznju na tri
klju¢éna elemenata kako ne bi doslo do pogresne procene Stete usled kreditnog
rizika.

e Promene kreditnog rejtinga;
e Korelacija izmedju bankrotstva i kreditnog rejtinga;

e Promene u izlozenosti kreditnom riziku.



2 Finansijsko trziste. Obveznice
Za pisanje ovog poglavlja koriséena je sledeca literatura: [1] i [5].

Obveznice predstavljaju osnovni tip finansijskih instrumenata sa kojima trguje
trziste novca. Obveznice su vrednosni papiri sa fiksnim prihodom, njihova vred-
nost potice iz obecanja koja oni predstavljaju, a to je fiksna dobit, odnosno
prihod za onoga ko poseduje vrednosni papir, tokom odredjenog vremenskog
perioda. Sa pomenutim finansijskim instrumentima se trguje, a onaj ko ih
poseduje ima odredjen i definisan tok novca. Obveznica predstavlja obavezu za
onog ko ju je izdao, da plac¢a novac onome ko poseduje obveznicu u skladu sa
pravilima koja su odredjena u trenutku kada je obveznica izdata.

Obveznice izdate od strane korporacija ili zemalja u razvoju sa sobom nose
odredjeni stepen rizika a to je da neke odredbe ugovora ne budu ispunjene. Ovo
je suStina onoga §to podrazumevamo pod default risk, rizik od neizvrsenja
obaveza. Neuspeh preduzeéa da ispuni svoje obaveze, odredbe ugovora, moze se
posmatrati i kao okida¢ koji uzrokuje bankrot preduzeta. Ovo vreme se naziva
default time za firmu, i matemticki je predstavljeno kao wvreme zaustavljanja
7,to je sluajna promenljiva koja uzima vrednosti iz intervala [0, 0o].

2.1 Bezrizicne obveznice i kamatne stope

Obveznice koje izdaju vlade razvijenih zemalja smatraju se bezrizicnim. Med-
jutim, i kod njih postoji volatilnost rizika, jer su njihove cene osetljive na
promenu kamatnih stopa. Volatilnost nekog financijskog instrumenta nam gov-
ori o veli¢ini promena njegove cene u nekom proteklom periodu, a najéesée se
racuna kao standardna devijacija promene cene u tom periodu. Volatilnost je
jedan od indikatora rizika: sto je volatilnost finansijskog instrumenta veca, to
je veca i njegova rizi¢nost.

Definicija 2.1.1 Obveznica koja ima samo jednu isplatu, na dan dospeca T,
naziva se zero kupon bond, bezkuponska obveznica.

Cenu bezkuponske obveznice, sa nominalnom vrednos¢u koja je jednaka jednoj
novcanoj jedinici, sa vremenom dospeca T' u trenutku ¢ ¢emo oznaciti sa

Vreme do dospeca T —t je vremenski period, u godinama, od sadasnjeg trenutka
t do trenutka dospec¢a T > t.



Pretpostavka 2.1.1 Nadalje éemo pretpostavljati da vazi:
e ne postoje troskovi novéanih transakcija;
e sve podleZe istoj kamatnoj stopi;
e ne postoji arbitraZa, odnosno pravljenje sigurnog profita bez rizika.

Dalje pretpostavljamo da su obveznice bezrizi¢ne, otuda imamo da je Pr(T) = 1
za svako T' . Za svako fiksirano ¢ pretpostavljamo da je P;(T) diferencijabilno
po T skoro svuda.

Kratkoroéne vladine obveznice, koje izdaje americka drzavna blagajna, nazi-
vaju se blagajnicke novéanice. Emituje se u apoenima od 10 000 $ ili vige, sa
fiksnim dospec¢em od 13, 26, 52 nedelje. Blagajnicke novcanice se prodaju po
diskontnoj vrednosti. Recimo, blagajni¢ka novcanica od 10 000 $ moze da se
prodaje za 9 500 $, a razlika u ceni predstavlja kamatu. Na dan dospeca dobija
se pun iznos. One se kupuju na takozvanim aukcijama i veoma su likvidne (uvek
postoje kupci) i mogu da se lako prodaju pre datuma isteka.

Americki blagajnicki zapisi imaju dospecée u rasponu od 1 do 10 godina i pro-
daju se u apoenima od 1 000 $. Vlasnik blagajnickog zapisa dobija takozvane
kuponske isplate svakih 6 meseci do dospeta. Kuponska isplata predstavlja
kamatu, a njena visina je fiksirana za vreme trajanja blagajnickog zapisa (do
dospeca). Po dospecu vlasnik blagajnickog zapisa dobija poslednju kuponsku
isplatu i dobija iznos na zapisu. I blagajnicki zapisi se prodaju na aukcijama.

Definicija 2.1.2 Prosta kamatna stopa za period [S,T] je stopa Li(S,T) koja
zadovoljava

[1+4 LS, T)(T — S)|P(T) = P(S) za svako t < S <T. (2.1)

Definicija 2.1.3 SloZena kamatna stopa za period [S,T] je stopa Ri(S,T) koja
zadovoljava

B SDIT=9 p(T) = P,(S) za svako t < S <T. (2.2)



Ako stavimo da je S = t u obe definicije, dobijamo prostu dobit L.(T)
definisanu sa

14+ L(T)T —)]P(T) =1 za svako t <T (2.3)
i slozenu dobit definisanu sa
DI P (T =1 za svako t < T. (2.4)

Tako, Li(T)(T —t)) predstavlja iznos kamate koja se placa u trenutku 7' za
kredit od 1$ uzet na period [t, T].

Definicija 2.1.4 Ugovor kojim se stranka obavezuje da plati ugovorenu cenu u
trenutku T za robu (ili vrednosne papire, novac, akcije), koji ée joj biti isporuceni
u trenutku T naziva se forvard ugovor. Kod forvard ugovora se i cena i vreme
isporuke T odredjuju u trenutku t = 0.

Pod pretpostavkom da je cena obveznice P;(T") diferencijabilna u odnosu na
vreme dospeéa T, definisemo trenutnu forvard stopu f:(T') kao

FT) = Jim L(s.T) = Jim Ri(s.7)=-ZEAI o)
Sliéno, definisemo trenutnu kamatnu stopu r; kao
T = Tli_>1£1+ Ly(T) = TIE?+ R,(T) (2.6)
i lako je proveriti da je r, = f,(T). Stavise, lako dobijamo da je
T
Py = 17" (2.7)

Pretpostavka 2.1.2 Postoji aktiva sa kojom se trguje i ona je definisana kao
stohasticki proces koji zadovoljava

dC’t = thtdt, O() =1. (28)
Resavanjem ove diferencijalne jednacine dobijamo, za 0 < s <t

dCy = rsCysds, odnosno

dC’s r a vazi
C. =Ts, P
t i t
/ C: zfrsds odakle
0 0

t
InC; —InCy = /rsds.
0



Posto je po pretpostavci Cy = 1, dobijamo da je

Cy = exp(/ rsds). (2.9)
0

2.2 Rizi¢éne obveznice i kreditni spred

Rizi¢ne kreditne obveznice izdate od strane korporacija ili nerazvijenih zemalja
zavise od specificne prirode izdavaoca, od cega je najvaznije da li je firma sol-
ventna (7 > t) ili bankrotirala (7 <t), 7 je trenutak bankrota firme.

Neka je P;(T) cena u trenutku ¢ < T rizi¢nih bezkuponskih obveznica izdate
od strane odredjenih firmi sa vremenom dospec¢a T i nominalnom vrednoséu
koja je jednaka jednoj novéanoj jedinici. Onda je jasno da Py(T)1{;5s > 0
predstavlja cenu obveznice koje izdaju firme kako bi opstale do trenutka ¢. S
obzirom da vazi

Pr(T)1rsry = Lirsry = Pr(T)1go1y,

Pr(T)lr<ry < lir<ry = Pr(T)1lir<my, (2.11)

3

Na osnovu Zakona jedinstvene cene® imamo da je

P/T) 15y > Pi(T)

za sva vremena koja predhode ¢t (nejednakost je stroga dok P[r < T|r > t] > 0).
Paralelno sa bezrizitnim kamatnim stopama, ako pretpostavimo da firmine ob-
veznice postoje za sva vremena dospeéa T > t i da je P,(T') > 0 diferencijabilna

po T, tada mozemo definisati forvard stopu neizvrsenja fi(T")

T
Py = 7™ (2.12)
Razumno je pretpostaviti da cena rizicnih obveznica pokazuje ostriji pad
kao funkcija vremena dospeca za razliku od cena bezrizi¢nih obveznica, otuda je
razlika f;(s) — f:(s) nenegativna skoro sigurno. Ova razlika se naziva kreditni
spred. Na primer, “prinos spred (YS) i °forvard spred (FS) u trenutku ¢ za
vreme dospeca T > t su dati sa

T T
1 1 1 P,(T)

YS,(T) = T /FSt(s)ds =7 /(ft(s)*ft(s))ds = t—_TZOg(Pt(T))'

(2.13)
Mozemo takodje definisati prostu forvard stopu neizvrsenja ili rizicnu kamatnu
stopu L:(S,T) za period [S, T

[1+ Ly(S, T)(T — S)|P(T) = P,(S).

3Zakon jedinstvene cene (LOP - Law of one price) pretpostavlja dejstvo pariteta kupovne
modi, odnosno da za isto dobro valuta mora imati istu kupovnu mo¢ u obe zemlje, odnosno
da ima istu relativnu vrednost.

4Yield spread (YS)

5Forward spread (FS)



2.3 Kreditni derivati i derivati kamatnih stopa

U ovom delu rada ¢emo opisati najjednostavnije derivate kamatnih stopa i nave-
S¢emo jednostavne argumente za uspostavljanje veze izmedju njih. Odredjivanje
cene ovih derivate zahteva poznavanje metodologije martingala koja ¢e biti nave-
dena u poglavlju na kraju ovoga rada.

2.3.1 Obveznice sa promenljivom kamatnom stopom

Podsetimo se da su najjednostavniji moguéi derivati kamatnih stopa bezkuponske
obveznice sa vremenom dospeéa T, &iju cenu oznacavamo sa P,(T) ili P,(T). U
ovom delu ¢éemo se fokusirati na bezrizican slucaj, ali analogni proizvod moze
se definisati na osnovu rizi¢nih korporativnih obveznica.

U praksi, obveznice sa kojim se najvise trguje su kuponske obveznice kojima

se pla¢aju odredjeni iznosi ¢ = (c¢1,...,¢y) u trenucima T = (T4,...,TN).
Takva obveznica se moze predstaviti kao portfolio bezkuponskih obveznica sa
vremenom dospeéa T),,n = 1,..., N i nominalnom vrednoséu ¢, i time njena

cena u trenutku t je
N
P(t,e,T) = caPi(Ty). (2.14)
n=1

U Severnoj Americi, kuponska obveznica sa vremenom dospeéa T', nomi-
nalnom vrednoséu P i kuponskom stopom c¢ ima polugodisnje kupone koji su
jednaki ¢cP/2 na dan T —i/2,i = 1,2... i kona¢nu isplatu nominalne vrednosti
plus kupon P(1+ ¢/2) na datum dospeca. Obi¢no su kuponske stope odredjene
u trenutku izdavanja.

U drugom slucaju, ¢, je odredjena vrednoséu promenljive kamatne stope
koja preovladava za period izmedju datuma T = (Tp = 0,7%,...,Twn). Pret-
postavljamo da je Ty vrednost ili na datum izdavanja ili odmah nakon ugov-
orenog placanja. Prototip obveznica sa promenljivom kamatnom stopom je
definisan sa tokom placanja

en =1L, (To)Tn —Tp-1)N, n=1,...,N —1,

1 CN = (1 + LTN,l(TN)(TN — TN—I))N7 gde je LTnfl(TN) je pI‘OSt pI‘iIlOS zZa
period [T,,_1,T,] i N predstavlja fiksiranu nominalnu vrednost. Podsecajuéi se
(2.3), dobijamo da je

N

=—  — N,n<N.
PTn—l(Tn)
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Primecéujemo da u t = 0 mozemo ponoviti ovu uplatu kupovinom N bezkupon-
skih obveznica sa vremenom dospec¢a T,_1 i prodajom N bezkuponskih ob-
veznica sa vremenom dospeéa T,,. Stoga vrednost u trenutku ¢ placanja c,
je

N(P(Ty-1) — P(Ty)),

§to znaci da je vrednost obveznica sa promenljivom kamatnom stopom u trenutku
0

N[Z(PO(Tn—l) — Po(T3)) + Po(Tw)] = N. (2.15)

n—1

2.3.2 Kamatni svop

U skupu inovativnih finansijskih instrumenata jedan od najzastupljenijih je
svakako svop ugovor. SusStina svopova lezi u razmeni, a ne trajnoj prodaji
neke aktive ili obaveze. Razmenjuje se samo skup isplata (novcéanih tokova)
koji proizilazi iz tih poslova. Svop je ugovor izmedju dve strane kojim su se te
strane usaglasile oko medjusobne razmene novcéanih tokova koja ¢e se odigrati u
buduénosti. *Kamatni svop (IRS) je finansijski derivat koji predstavlja razmenu
izmedju dva novcana toka koja je bazirana na razlicitim kamatnim stopama, ali
najcesce u istoj valuti i kao takav predstavlja zastitu od kamatnih rizika. Ugov-
orene strane iz svop ugovora se obavezuju da u toku trajanja ugovora plac¢aju
jedna drugoj iznose koji su jednaki dogovorenim kamatnim stopama. Prilikom
takve razmene ne dolazi i do razmene glavnice, ve¢ samo do razmene kamatnih
stopa.

Najjednostavniji primer svopa je kamatni forvard ugovor, sto €ini kredit sa
nominalnom vrednoséu N za jedan buduéi period [S,T] sa poznatom kamat-
nom stopom K. Vlasnik (duznik) uzima iznos N u trenutku S i vraca iznos
N1 + K(T — S)) u trenutku T. Iz definicije trenutne forvard stope mozemo
primeniti da je ovaj ugovor ekvivalentan ugovoru kojim duznik uzima iznos
N1+ Ls(T)(T — 5)) i vraéa N(1 + K(T — S)) u trenutku 7. Vrednost ka-
matnog forvard ugovora u trenutku t < .S < 7T je

N[P(S) = P(T)(1 + K(T = S))] = NP(T)(L(S,T) — K)(T - 5).
Vidimo da fiksna stopa koja ¢ini da ovaj ugovor vredi 0 u trenutku T je

K* = Lt(Sa T)v

i ona sluzi kao alternativna definicija proste forvard stope L(S,T).

Kamatni forvard ugovori za mnoge periode je genericki poznat kao kamatni
svop. U takvim ugovorima, tok isplata baziran na fiksnoj prostoj kamatnoj
stopi K i nominalnoj vrednosti N na datume T = (T}, ...,Tn) u zamenu za tok

SInterest Rate Swap (IRS)
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isplata baziran na istoj nominalnoj vrednosti, istom periodu, ali na promenljivoj
kamatnoj stopi. U trenutku T}, zan = 1,..., N, tok novca je isti kao kamatni
forvard ugovori za period (T,,—1,Ty), koji je

N(Ly, ,(Tn) = K)(Tn — Tn-1),
koriste¢i predhodni rezultat, vrednost u trenutku ¢t = 0 toka novca je
N(Py(T,—1) — Po(T,)) — NK(T,, — T),_1)P:(T3,),

pa je totalna vrednost kamatnog svopa u trenutku 0

N
IRS(N,T,K) = N[1 — Py(T;,) = K'Y Po(Tu) (T, = Tn)]. (2.16)
n=1

Slicno za kamatni forvard ugovor, mozemo definisati stopu svopa u trenutku
t = 0 kao stopu K* koja ¢ini da ovaj ugovor ima vrednost 0. To je

(1 - Py(Tn))
(Somy Po(To) (T — Tor))’

koja se naziva par kuponska stopa. Ona ¢ini trzisnu vrednost kuponske ob-
veznice jednaku njenoj nominalnoj vrednosti.

K*(T) = (2.17)

2.3.3 Kreditni svop

7 Svop kreditnih neizvrsenja (CDS) je kreditni derivat kojim se najéesée trguje,
koji ne zahteva finansiranje, i koji u osnovi ima moguénost neizvrsenja- to znaci
da je njegova isplata povezana sa nastupanjem ili nenastupanjem kreditnog do-
gadjaja. Ovaj ugovor je slican ugovoru o osiguranju, a osnovna svrha mu je
pokrivanje gubitka po portfolijima hartija od vrednosti ili kredita u sluc¢aju
neizvrsenja emitenta te finansijske aktive. CDS predstavlja vanberzanski finan-
sijski instrument i ugovor izmedju prodavca i kupca zastite od rizika neizvrsenja
obaveza na setu duznickih obveznica koje emituje referentni subjekat. Glavni
razlog za njegovu popularnost je to sto je CDS najjednostavniji oblik transfera
kreditnog rizika medju svim kreditnim derivatima.

Kako su CDS vrsta kreditnih derivata, i ovde se radi o zatiti referentne aktive,
gde kupac zastite (prodavac rizika) uz jednokratne ili periodi¢ne naknade osig-
urava svoja potrazivanja po toj aktivi, dok je prodavac zastite (kupac rizika)
obavezan da kompezira kupca u slucaju nastanka unapred utvrdjenog kreditnog
dogadjaja.

7Credit Default Swap (CDS)
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Rok dospeca ne mora da se podudara sa rokom dospeéa referentne aktive, i
to Cesto i nije slucaj. Obi¢no referentna aktiva ima duzi rok trajanja od CDS.
CDS je bilateralni ugovor u kom prodavac zatite osigurava kupca zastite u
slucaju nastupanja specificnog kreditnog dogadjaja, u ugovorenom teorijskom
iznosu, za specifican period i za specificnu referentnu aktivu (referentni portfo-
lio).

Kupac zastite se obavezuje da pla¢a svop premiju (najéesée u vidu periodiénih
isplata) prodavcu zagtite, sve do roka dospeéa CDS ugovora T ili trenutka
nastupanja kreditog dogadjaja 7. Zauzvrat, prodavac zastite se obavezuje da
vrsi isplatu kupcu zastite u slucaju nastanka neizvrSenja vezanog za referentnu
obavezu (aktivu) ili referentnog subjekta. Ukoliko ne nastupi kreditni dogadjaj,
on ne vrsi nikakvo placanje.

Ukupne isplate koje vrsi kupac zastite se jednim imenon nazivaju osnova pre-
mije. Uslovljena isplata koju ¢e mozda morati da izvrsi prodavac zastite se
naziva osnova zastite.

Naknada za CDS se placa kao deo vrednosti ugovora, a sam svop se moze struk-
turisati na jednom finansijskom instrument ili na vige. Isplata po osnovu CDS
ugovora moze biti u razli¢itim oblicima, a osnovna determinanta su preference
kupca ili obe ugovorne strane. Prema tome, isplata moze biti vezana za promenu
cene referentne aktive ili neke druge specificirane aktive, moze biti odredjena
fiksno u odnosu na neku ugovorenu stopu oporavka cene aktive, a moze biti
isporuka referentne aktive po specificnoj ceni.

Prilikom nastupanja kreditnog dogadjaja, CDS ugovor se okoncava i dolazi do
saldiranja- prodavac zastite kompenzuje kupcu zastite. Saldiranje moze biti
novcano ili fizicko, $to se odluc¢uju unapred prilikom zakljuc¢ivanja ugovora.
Ukoliko nastupanje neizvrsenja dovede do fizickog saldiranja CDS, kupac zastite
isporucuje prodavcu zagtite odredjeni iznos neizvrsenih obaveza referentnog sub-
jekta, u zamenu za njihovu nominalnu vrednost (i pored toga §to sada imaju
mnogo manju vrednost, nominalna vrednost je umanjena pod uticajem stope
povracaja R;). Fizicko saldiranje ¢e preferirati prodavac zastite koji smatra
de ¢e cekanjem ili zapoc¢injanjem precesa pronalazenja alternativnih resenja sa
emitentom referentne aktive moci da dobije vise od cene neizvrsenja.

Ukoliko kreditni dogadjaj nastupi kod CDS sa novcanim saldiranjem, rele-
vantna obveznica referentnog subjekta ¢e biti procenjena i prodavac zastite Ce
platiti kupcu zastite nominalnu vrednost referentne obaveze(koja je jednaka
teorijskom iznosu CDS) umanjenu za njenu trzisnu vrednost (odnosno, kom-
penzovacde kupca zaStite za smanjenje kreditnog boniteta obveznice). Novéano
saldiranje ¢e preferirati kupac zagtite koji jo§ uvek ne poseduje isporucenu ak-
tivu, da bi izbegao potencijalni rizik da ¢e smanjena ponuda izazvati povecanje
cene koja moze da nastupi prilikom neizvrsenja, kao i kupac zastite koji svop
neizvrsenja koristi radi kreiranja sinteticke kratke pozicije na kredit.

13



Pretpostavimo da je stopa oporavka fiksna vrednost R, Sto znaci da rizi¢na
obveznica sa vremenom dospec¢a T', vredi

1{T>T} + Rl{TST} =R+ (1- R)1{7'>T} (2.18)
na dan dospeca, §to pokazuje da se obveznica sa nadoknadom® moze izraziti
kao R puta rizicna obveznica plus 1 — R puta rizicna obveznica bez nadoknade®
(¢iju cenu oznacavamo sa PP(T)):

PR(T) = RPAT) + (1 = R)PY(T), PA(T) = - ! -

[PR(T},) — RP(T})]. (2.19)

Sto se tice CDS , ako pretpostavimo da je do neizvrsenja doslo u intervalu
[Ti—1,Tx|, onda dolazi do fizickog saldiranja u trenuktu T%, §to znaci da pro-
davac zaStite kupuje rizicne obveznice od kupca zaStite za njihovu nominalnu
vrednost. Takva isplata u trenutku 7} iznosi

(1 - R)N(l{‘r>Tk_1} - ]‘{T>Tk})' (220)

Drugi ¢lan je isplata 1 — R puta rizi¢ne kuponske obveznice bez oporavka, i
moze se proceniti u smislu Py(Ty) i Pi(T)) u svakom trenutku ¢ < Tj. Prvi ¢lan,
medjutim, ne moze se primeniti na rizi¢ne i bezrizi¢ne obveznice, ocenjivanjem
ovog ¢lana zahteva model. Neka bgk) oznacava trzisnu vrednost iznosa koji se
isplac¢uje ukoliko dodje do neizvrsenja u trenutku ¢t < 7. Premija u trenutku
T,

s(Ty — Tk}—l)N]‘{T>Tk}7 (2.21)

s oznacava redovnu taksu koju kupac zastite placa prodavcu zastite, moze se
primeniti na obveznice sa vremenom dospeéa T}, i otuda imamo da je u trenutku
t<Ty

$(Ty — Tp_1)N . =
o = (T~ TV PO(r) = BTN b ) ()

Ovde smo zanemarili takozvani rashod koji se ¢esto dodaje premiji za period

tokom kojeg se dogodilo neizvrsenje. Totalna vrednost CDS-a u trenutku ¢ je

K
CDS(t, 5, N, T) = > (") —af)). (2.22)
k=1

8Bond with recovery
9Zero-recovery defaultable bond
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2.3.4 Opcije

Opcije su vrednosni papiri koji spadaju u takozvane finansijske derivate. Finan-
sijski derivati se karakterisu time da njihova vrednost zavisi, odnosno izvedena
je iz vrednosti nekih drugih vrednosnih papira, koje se nazivaju podloga . Na-
jpoznatija vrsta finansijskih derivata su opcije.

Definicija 2.3.1 Opcija je finansijski ugovor kojim se stice pravo, ali ne i
obaveza, da se kupi (kupovna opcija, na engleskom - call option) ili proda (pro-
dagna opcija - put option) akcija, ili neki drugi vrednosni papir, pod dogovorenim
uslovima.

Uslovi koji su prisutni u tom ugovoru su sledeéi:

e ugovorena cena ili cena po isteku ili na dospecu vrednosnog papira na koji
se odnose

e ugovoreno vreme do isteka opcije

Prvo ¢emo se upoznati sa opcijama ¢ija su podloga bezkuponske obveznice.
Evropska call opcija sa ugovorenom cenom K i vremenom dospeca S koja u pod-
lozi ima obveznice sa vremenom dospeéa T', gde je T' > S ima cenu u trenutku
S

(Ps(T) — K)*.

Ovu vrednost ¢emo u trenutku ¢ < S < T oznacavati sa c¢(t, S, K,T). Sli¢no,
evropska put opcija sa istim parametrima ima cenu u trenutku t < S < 7T i koju
oznacavamo sa p(t, S, K,T)

(K — Ps(T))".

Ove osnovne vanilla opcije mogu se koristiti u analizi komplikovanijih kreditnih
derivata.
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3 Modeliranje kamatne stope
Za pisanje ovog poglavlja koriséena je sledeéa literatura: [1], [3] 1 [7].

U prvom delu ovoga rada videli smo da za mnoge vazne derivate sa fiksnim
prihodom kao §to su kamatni forvard ugovori i svopovi, koji mogu biti rizi¢ni i
bezrizicni, cenu mozemo odrediti pomoéu formula u koje ulaze cene bezkupon-
skih obveznica. Medjutim, obveznice i mnogi drugi sofisticirani ugovori, ta¢nije
hjivove cene, zavise od mnogih pretpostavki. U ovom delu rada , ukratko
¢emo se upoznati sa teorijom koja se odnosi na modeliranje cene opcija pomocu
bezrizi¢nih kamatnih stopa.

3.1 Diferencijal

Prvo ¢emo istraziti nekoliko formalnih veza izmedju obveznica, kratkorocnih
stopa i forvard stopa, pod pretpostavkom da one zadovoljavaju stohasticke difer-
encijalne jednac¢ine u Braunovoj filtraciji. Ovi odnosi pokazuju veze izmedju tri
osnovna pristupa za modeliranje.

Neka su
d?"t = atdt—|—btth (31)
dP(T
P:((T)) = M(T)dt + X4(T)dW; (3.2)

gde su poslednje dve jednacine beskonacno-dimenzioni sistem stohastickih difer-
encijalnih jednacina.

Teorema 3.1.1 1. Ako P,(T) zadovoljava (3.2), tada fi(T) zadovoljava (8.3)
sa

(1) = 5,() ) OLD

oT or -’
oX (T
Ot (T) = —%).
2. Ako f1(T) zadovoljava (3.3), tada r¢ zadovoljava (3.1) sa

a(t) = 8le(tT) lr=¢ + . (T')

b(t) = o4 (t)
3. Ako f(T) zadovoljava (3.3), tada P,(T) zadovoljava (3.2) sa

T

M(T) =r; — /Tozt(s)ds + %| /at(s)ds|2
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T
£(1) = - [ ouls)ds

Dokaz:

1. Da bi dobili trazeni rezultat primenjujemo Itovu formulu'® na log P(T),
u integralnom obliku i diferenciramo po T

2. Za bilo koje t < T, integracija (3.3) daje
t
F0T) = folT) + [ la(T)ds + o, (D)) (3.4)
0

01(T) = Oh(T) + | [P0 (T)ds + 0o (T)aw. (3.5)

Izraze za as(T) 1 05(T) mozemo zapisati u sledeéem obliku
T T
as(T) = as(s) —|—/ Oas(u)du, o4(T) = o4(s) —|—/ 0os(u)du (3.6).

fo(T) = ro(T) + fafo )du moze biti ubaceno u (3.4) sa T =t i posle smene
redosleda 1ntegracue dobijamo

t

re =710+ [ [as(s)ds + os(s)dWy] (3.7)
/

+ [ (Ofo(uw) + [ [Das(u)ds + Oog(u)dWy])du (3.8).
fionors o

Koristimo (3.5) da ovo zapisemo kao

t

Ty =710+ /[st(s)ds + ag(s)ds + os(s)dWy]
0

§to je i trazeni rezultat.

10Pogledati dodatak 6.4
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T
3. Zapisaéemo Py(T) = e¥t(1) gde je Yy(T) = — [ fu(s)ds.
t

Primenjujemo Itovu formulu i zatim koristimo fundamentalnu teoremu i (3.3)
da dobijemo izraz za dY;(T). Konaéno, koristimo Fubinijevu teoremu da za-
menimo redosled integracije kako bismo dosli do trazenog resenja.

Ova teorema se ne bavi pitanjem kako modeliranje trenutne kamatne stope
r; vodi do dobijanja cene P;(T) ili forvard stope f;(T'). Ispostavlja se da postoji
jedan nedostatak koji treba dodati u jednac¢inu (3.1) da bi u potpunosti odredili
model. Ovo je tema narednog poglavlja.

3.2 Jednofaktorsko modeliranje kamatnih stopa

Jednofaktorski modeli koji su se prvi put pojavili sedamdesetih godina dvade-
setog veka, jos uvek se u mnogim bankama i na finansijskim trzistima koriste
kao osnovni modeli prilikom formiranja roéne strukture kamatnih stopa. Jedan
od razloga je taj $to su jednofaktorski modeli bili prvi modeli kojima se opisalo
kretanje kamatnih stopa, dok se drugi razlog, mozda i vazniji, ogleda u ¢injenici
da su zaista jednostavni za koriS¢enje. Vazno je napomenuti da ne postoji
model koji u potpunosti opisuje kretanje kamatnih stopa na trzistu. Kako su ka-
matne stope razlicite na razlicitim finansijskim trzistima, veoma je tesko pronaci
model koji verodostojno opisuje tako raznolike i komplikovane strukture kamat-
nih stopa.
Spot stopa (poznata kao trenutna ili kratkoro¢na) predstavlja nevidljivu veli¢inu.
Ona se definese kao stopa infinitezimalno kratke roénosti (od jednog momenta do
drugog). U praksi, medjutim, jednaka je stopi postignutoj na najkraéi moguéi
depozit.

Trenutnu kamatnu stopu r; odredjuje sledeéa diferencijalna jednacina

th = a(t, Tt)dt + b(t, ’I”t)th. (39)

Pretpostavljamo da deterministicke funkcije a, b zadovoljavaju Lipsicov uslov i
uslove koji garantuju egzistenciju i jedinstvenost reSenja stohasticke diferenci-
jalne jednacine. Prvi deo jednacine predstavlja devijaciju od teoretskog proseka
i deterministicki je (jer pretpostavlja da ¢e kamatne stope, nezavisno od toga u
kojoj meri fluktuiraju, da teze nekoj srednjoj vrednosti). Nasuprot tome, drugi
uslov (volatilnost) je stohasticki , jer obuhvata Vinerov process dW; kao izvor
slucajnosti (poznat kao standardno Braunovo kretanje).

Da bi gore navedeni model spot stope imao bilo kakvu prakti¢nu svrhu, mora
biti moguce da se koristi za izvodjenje cenovne jednacine proizvoda kojima se
trguje na trzistu, kao §to su obveznice. Na trzistu bez arbitraze, bezkuponske
obveznice sa vremenom dospeca T' > 0 se tretiraju kao derivati koji zavise od
jednog faktora, trenutne kamatne stope r;.
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3.2.1 TrziSna cena rizika

Trenutna kamatna stopa, ovde modelirana kao Itova difuzija, je Markovljeva i
sledi da je cena bezkuponske obveznice sa vremenom dospeca T data sa Py (T) =
pT(t,r¢) gde je pT je funkcija dve promenljive. Iz Itove formule imamo da je

dP,(T) = M,(T)Py(T)dt + X4(T) Po(T)dW,, (3.10)
gde je P(T) = pL(t,ry) = f(t,me), My(T) = MT(t,r),S(T) = BT(t, 7).

Primenom Itove formule i (3.9) dobijamo

1
8pT(t7Tt) = af(ta Tt) = 8tf(ta Tt)dt + 8Tf(tvrt)th + 5872‘rf(t7Tt)dt

1
MT(t, T)pT(t, r) = op’ + adp’ + §b28T2TpT (3.11)

ET(tJ)pT(t, r)= bo,pT. (3.12)

Uzimamo u obzir drugo vreme dospeéa S < T, sa odgovarajutom sto-
hastickom diferencijalnom jednacinom za P;(S) = p¥(t,r;), i pretpostavimo
da konstruisemo samofinansirajuéi ' portfolio koji se sastoji od (H®, HT) ob-
veznica sa vremenom dospec¢a S i obveznica sa vremenom dospeca T. Tada
vrednost porfolia X = H*P(S) + HT P(T) zadovoljava

dxX" = H%dP(S) + HTdP(T)
= [H°p M® + H"p" M™)dt + [Hp°S% + HTp" S ]dW

Ako stavimo da je
Hp%%S + HTpTsT =0, (3.13)

nas portfolio ¢e biti bezrizican, odsustvo arditraze podrazumeva da stopa dobiti
mora biti kratkoro¢an kamatna stopa . To dovodi do

HS SMS HT TMT
poa TP = (3.14)
HS'pS' + HTpT

Koji, nakon koriséenja (3.13) i nekih izra¢unavanja, ima oblik

MT — Tt o MS — Tt
> ns
Posto smo razdvojili S i T, ovaj izraz je funkcija od t i r; i zakljutujemo da
postoji proces A takav da

M T _ Tt
»r
M Portfolio je samofinansirajuéi ako nema ni priliva ni odliva kesa u njemu do trenutka

dospeca T', odnosno sve promene u vrednosti portfolia zavise isklju¢ivo od promena u vrednosti
aktiva koje on sadrzi.

At = A(t, Tt) = (315)
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koji vazi sa svako ¢ i sva vremena dospeca T'. Proces A je nezavisan od vremena
dospeca obveznice i naziva se trZisna cena kreditnog rizika.

Zamenom izraza (3.11) i (3.12) u jednac¢inu MT = r + AX7 dobijamo da cena
obveznice bez arbitraze p” zadovoljava jednaginu

op” + [alt,r) — A(t,r)b(t,7)]0,p" + %b(t, 20 p" —rp’ =0, (3.16)

sa granié¢nim uslovom p? (T, r) = 1. Iz Feynman-Kac'? reprezentacije dobijamo
da je

— Trsds
T = EOWe [ ], (3.17)
za meru Q(A) gde je kratkoro¢na stopa
dry = [a(t,r) — A(t, 7)b(t, 7)]dt + b(t, r )dW ™. (3.18)

Tako da, koristedi teoremu Girsanova'3, vidimo da je mera cene Q()\) u odnosu
na fizicku meru P

T

T

d 1

Cfl = exp(— /)\ (t,re)dWp — 5/ (t,7¢)%dt). (3.19)
0 0

3.2.2 Afini modeli

Kaze se da su jednofaktorski modeli kratkoroéne stope afini ako cena bezkuponske
obveznice moze biti zapisana u obliku

Pt(T) — eA(if,T)-‘,—B(t,T)?“t7 (320)

za deterministicke funkcije A i B. Slede¢a teorema nam potvrdjuje postojanje
afinih modela navodjenjem dovoljnog uslova o @-dinamici za r.

Teorema 3.2.1 Pretpostavimo da je data kratkorocéna stopa ry u odnosu na
meru @

dry = a®(t, ry)dt + b(t, r,)dW (3.21)

sa a® i b koje su u obliku
a®(t,r) = k(t) + n(t) (3.22)

b(t,r) = /y(O)r + 0(0) (3.23)

za deterministicke funkcije k,m,y,0. Tada je model afini i funkcije A i B
zadovoljavaju Riccatijeve jednacine

12pogledati dodatak 6.5
13 Teorema Girsanova je navedena u dodatku 6.8
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dB 1,
dA 1.

Za 0 <t <T, sa granicnim uslovom B(T,T) = A(T,T) = 0.

Napominjemo da pod istim uslovima da @-mera za r; ima homogene vre-
menske koeficijente ,vazi da su A i B funkcije promenljive 7' —¢. Prinos je tada
u obliku

RA(T) = _A;T_—tt) - B;T:tt) .

§to znaci da je moguéa kriva prinosa odredjena sa vremenski homogenim
A(T—t)
T—t

jednofaktorskim afinim modelom jednostavna funkcija —
B(T—t)
T—t °

plus slucajan

umnozak funkcije —

3.2.3 Vasicéekov model

Jedan od najranijih i najpoznatijih jednofaktorskih modela koji se pojavio 1977.
godine je Vasictekov model, poznat kao i Gausov model ili Ornstein-Uhlenbeck-
ov model koji se stabilizuje oko srednje vrednost.

Prema Vasi¢ekovom modelu kretanje kratkoroéne kamatne stope predstavlja
stohasticki proces definisan na slede¢i nacin:

d’f‘t = ]%(é — Tt)dt + O'th. (326)

gde su :

r-kamatne stope u trenutku ¢,

k-koeficijent brzine obrtaja oko dugoroéne srednje vrednosti,
f-nivo dugorocne srednje vrednosti,

o-volatilnost kratkorotne kamatne stope.

Parametri l;,é i o su pozitivne konstante, dok dW;, predstavlja prirast stan-
dardnog Vinerovog procesa.

Model ima kako svojih prednosti, tako i nedostataka. Prednost Vasicek mod-
ela je ta sto pruza eksplicitno resenje. S druge strane, glavni nedostatak lezi u
¢injenici da kamatne stope mogu uzimati negativne vrednosti, a poznato je da
je takva pretpostavka na stvarnim finansijskim trzistima nerealna.

U modelu parametar 6 predstavlja srednju vrednost kamatne stope na duge
staze. Ako je trenutna kamatna stopa veéa od dugorotne srednje vrednosti
(ry > é), kocficijent k& > 0 ¢e prouzrokavati da pomeranje (drift) kamatne
stope bude negativno, odnosno da njeno kretanje bude usmereno u pravcu
dugoroé¢ne srednje vrednosti. Sli¢no tome, ako je trenutna kamatna stopa niza
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od dugoroéne srednje vrednosti r; < 6, koeficijent k& > 0 ¢e prouzrokovati pozi-
tivno pomeranje kamatne stope usmereno u pravcu dugorocne srednje vrednosti.
Ovakvo kretanje kamatnih stopa je i ekonomski opravdano. Nize kamatne stope
podsticu privrednu aktivnost, pove¢avaju traznju za finansijskim sredstvima.
Vremenom, to neminovno vodi ciklicnom padu ekonomske aktivnosti, a samim
tim i rastu kamatnih stopa koje teze nekom prirodnom nivou. Obrnuta situacija
se desava kada su kamatne stope visoke.

Ako bi kamatnu stopu napisali u eksplicitnom obliku f(t,7,) = ¥ (r;, — ), onda
bi se za reSavanje stohasticke diferencijalne jednacine iz izraza (3.26) mogla
prmeniti Itova lema na sledeéi nacin:

df = l;e];t(rt — O)dt + ektdrt
= /;ef“t(rt — 6)dt + l;:e’;t(é —r)dt + oektdw,
df = oeFtdw,, (3.27).
Integracijom izraza (3.27) dobijamo

t
ekt(rt —0)—(ro—0) = U/e’;“qu.
0

Daljim sredjivanjem izraza dobija se

t
re = e Fro + 0(eFt — 1) + / oektdw,]
0

t
ry = roe_kt +6(1— e_’;t) +o / Fu=t gy, . (3.28)
0
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Resenje stohasticke diferencijalne jednjacine iz izraza (3.26) za neki interval
izmedju s i t, uz uslov 0 < s < t, moze se predstaviti u obliku

t
T rse_ic(t_s) + 5(1 — e_fc(t_s)) + o/ek(“_t)qu.

Integral na desnoj strani izraza (3.28) ima normalnu raspodelu cija je srednja
vrednost jednaka nuli, a disperzija

BI( [ oeH 0w, = B[ [ (o0 P
0 0

t
_ Uze—z%tE[/ e%udu]
0

0.2

= —(1 —6_2151E .
TR )

Uslovna ocekivana vrednost i disperzija promenljive r; ako je poznato ry bice

E,[re] = 0+ (rg — )e™*t

Varg[r] = U—f(l - e_m).
2k

Ako je poznata vrednost r, uslovna ocekivana vrednost i disperzija promenljive
Tt bice -
EJr] =0+ (ry — 0)e F=2)

Vars[r] = (’—2(1 — e~ 2k(t=9))
s|l't] — 2]} € .

Sa porastom vremena, oc¢ekivana vrednost tezi dugoro¢noj srednjoj vrednosti, a
disperzija ostaje ogranicena, ukazujuéi na to da se proces stabilizuje oko srednje
vrednosti. To zna¢i da je proces, posmatran u duzem vemenskom periodu,

stacionaran i da ima normalnu raspodelu sa srednjom vrednoséu 6 i disperzijom
2

et
2k "

Teorema 3.2.2 U Vasi¢ekovom modelu, cena bezkuponske obveznice je data da
P(T) = eAWMT)+B(t,T)ry gde je

23



Dokaz:
Izvodjenje obrasca za vrednovanje bezkuponske obveznice zasniva se na ¢injenici
da r predstavlja Markovljev proces. Drugim re¢ima, ako bi krenuli od trenutka
t sa ciljem da odredimo vrednost stope 7, u trenutku u, gde je u > ¢, potrebno
je samo da poznajemo vrednost stope r;.
Cena obveznice u trenutku ¢ sa rokom dospeca T predstavlja funkciju kratkorocne
kamatne stope izrazene na sledeci nacin

T
P(t,T,ry) = E[exp(—/ruduh"t)]

T

= E[exp(—/ru(rt)du)] (3.29)

gde je 1, stohasticki proces opisan Vasi¢ekovim modelom:

u

ry = e~ ku=1) [re + é(ek(“_t) -1+ o/e’;(”_t)dWU].

t

Na osnovu izraza (3.29) dobija se da je cena bezkuponske obveznice jednaka sa

T T
P, T,r) = exp(E[—/ru(rt)du] + %Var(—/ru(rt)du)) (3.30)
t t
gde je
T T
E[—/Tu(rt)du]:/(rte Fu=t) L 9(1 — e P duy,
t t
1 — e—k(T-1) L1 — e k(T
= —(— )+ 6( eé — (T 1)
A 2 1 R(T—t) 2 q B(T—t)
o — e - o — e -
Var(— [ roytr)du) = (T —t) — —S— y 2 (2= "2,
ar / (o)) = (T — 1) - =) - ()

Uvrstavajuéi ova dva izraza u izraz (3.30) dobija se konacno resenje za cenu
bezkuponske obveznice

1_ e—fc(T—t) L1 e—ic(T—t) o2 11— e—k(T—1)
P(t,T,r) =exp(— = 746 = —(T—t)——(————
(.T,70) = exp(—(————— )t ————— (T 1)~ = (——
2 o2 1— e—k(T—1)
+T _t - = ~
2k2( ) 4k( k )
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~ B 2
P(t,T,r) = exp(—B(t, T)re + 0B(t, T) — (T — t) — %B(t, T)

2 2

+ﬁ(T —t) — EB(t,T) )
P(t,T,r) =exp(—B(t, T)r: + A(t,T)) (3.31)
gde je i
B,y - L=
tD="3
. o2 o2 2
A(t,T) = (6 — ﬁ)[B(t’ T)— (T —t)] — %

3.2.4 Dothanov model

U cilju reSenja problema negativne kamatne stope koji se javlja u predhodno
spomenutom modelu, Dothan(1978) uvodi lognormalni model za kamatnu stopu
u kom je logaritam kratkoroc¢ne stope Braunovo kretanje sa konstantnim driftom.
Neka je kratkoro¢na stope r; data sa

d?"t = l;?"tdt + O'T’tth, (332)

sa trziSnom cenom rizika u obliku A; = A, tako da r pri meri @ zadovoljava
jednacinu

dry = krdt + or dW2, (3.33)

gde je k = (k—\c). Primenom Itove leme mozemo doéi do resenje stohasticke
diferencijalne jednacine (3.33)

’ ’ 1 1"
dry = rydt + ryy, thQ + érttdt,

’ 1 " ’
dry = (ry+ ry)dt + 1y, dWE.
Ako poslednji izraz izjednacimo sa (3.33) dobijamo

’ 1 1"
T, + irtt = kry,

’
TWt = 0Tt.

Iz poslednje dva izraza lako se moze dobiti da je

1
ry = roexpl(k — éaz)t +oWE).

Pa su ocekivana vrednost i disperzija pri meri

EQ[Tt] = roe,
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Var®[r) = rge%t(e"zt —1).
Tako je ovo pozitivno, mozemo zakljuciti da se model stabilizuje oko srednje
vrednosti ako i samo ako je k < 0.
3.2.5 Eksponencijalni Vasicekov model

Drugi nacina za dobijanje lognormal modela za kamatnu stopu je da pret-
postavimo da logaritam kratkoroéne stope Ornstein-Uhlenbeck-ovog procesa.
Uzimamo da je
dry = ri(0 — klogr;)dt + ordWy, (3.34)
za pozitivne konstante k i 0 i datu trziSnu cenu rizika u obliku A\; = Mogr; + c.
Tada je r; u odnosu na meru @
dry = (0 — klogry)dt + or dWE, (3.35)

sa = (0 —oc)ik = (k+ Ao). Eksplicitno resenje za stohasticku difer-
encijalnu jednac¢inu moze biti lako dobijeno iz resenja Ornstein Uhlenbeck sto-
hasticke diferencijalne jednacine, naime

t

0—o02/2
ry = exp[log roe *t + Tg/(l —e M+ a/e_k(t_s)dWSQ].
0
Stavise,
0 2/2 2
E°[ry] = exp[log roe ™t + ]Z / (1—e ")+ Zk(l — e 2kt

20 — o2

E9[r?] = exp[2logroe " + k

(1) 4 21— e

Stoga vidimo da je eksponencijalni Vasicekov model model koji se stabilizuje
oko srednje vrednosti

0—o0%/2 o2
Jim Efry) = exp(——L= + )
sa dugoro¢nom disperzijom

20 —02/2  o? o?
; Q — i e T e
tlggo Var<[r;] = exp( A + Qk)[ea:p(%) 1].

Eksponencijalni Vasicekov model nije afini model i ne daje analiticke izraze
za bezkuponske obveznice i za opcije nad njima.
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3.2.6 Cox-Ingersoll-Ross-ov model

Kanonski izabran model koji je afini i koji se stabilizuje oko srednje vrednosti
sa vremenski homogenim koeficijentima je model kod kog je kratkorocna stopa
data sa

dry = k(0 — r)dt + o\/redWy, (3.36)

za pozitivne konstante k,0 i o koji zadovoljavaju 2k6 > 2. U cilju da

predstavimo funkcionalni oblik ovog modela pod bezriziénom merom, uzimamo
trzisnu cenu rizika u obliku Ay = a./r¢ + b/\/7¢, pa je r; u odnosu na meru @

dry = k(6 — ry)dt + o\/rdWE, (3.37)
gde je k = k4 ao i kO = kO — bo. Sa malo dodatnog rada moze se dokazati
da r; ima necentralnu 2 raspodelu sa

EC[r,] =rge ™ +6(1 — e )

o2 o?
VarQ[rt] — Tog(e_kt _ e—th) + W%(l _ e—kt)2'
Mnogo vaznije je, posto vazi a®(t,r) = k(0 —r) i b*>(t) = o?r, da je
model afini. Reavanje odgovarajuéih Riccatijevih jednacina za funkcije A(¢, T)
i B(t,T) je dugacko, ali jednostavno i dovodi do formule za cenu obveznica.

Teorema 3.2.3 U Coz-Ingersoll-Ross-ovom modelu (CIR), cena obveznice je
data sa

P.(T) = explA(t,T) + B(t, T)r4]

gde su
_ 2k6 2yexpl(k + y)(T —t)/2]
AT = o G el T - O

2y + (k +y)(exp[(T — t)y] — 1)
iy?=k%+20%
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4 Strukturni modeli kreditnog rizika
Za pisanje ovog poglavlja koriséena je sledeca literatura: [1], [3] i [6].

Kreditni rizik se odnosi na moguénost finansiskog gubitka usled promene kred-
itnog kvaliteta ucesnika na trzistu. Najradikalnija promena u kreditnom kvalitetu
jeste dogadjaj neizvrsenja obaveza koje su propisane ugovorom. Operativno, za
srednje i velike firme, neizvrSenje obaveza je izazvano neuspehom firme da is-
puni svoje duznicke obaveze, koje obicno dovode do bankrota firme. Ovakav
neuspeh je redak i jedinstven dogadjaj nakon ¢ega firma prestaje normalno da
funkcionise i koji uzrokuje velike finansijske gubitke za nosioca osiguranja. Ovo
vidjenje kreditnog rizika se odnosi i na obveznice izdate od drzava sa nezane-
marljivim rizikom, kao §to su zemlje u razvoju.

Kod strukturnih modela, pod dogadjajem neizvrsenja se smatra dogadjaj kada
je vrednost imovine firme niza u odnosu na visinu duga. Ovi modeli zahtevaju
jake pretpostavke o dinamici sredstava firme, njenom dugu i o strukturi njenog
kapitala. Glavna prednost strukturnih modela je ta da oni daju intuitivnu sliku,
kao i objasnjenje neispunjenja obaveza. Mi ¢emo spomenuti i druge prednosti,
kao i mane ovih modela u nastavku.

4.1 Merton model

Merton model uzima jednostavnu sliku strukture duga i pretpostavlja da vred-
nost A; aktive firme prati geometrijsko Braunovo kretanje sa jednacinom

dAt = ,U,Atdt + O'Atth, AQ > 0, (41)

gde je u srednja stopa prinosa aktive i o je volatilnost aktive.

Velike i sredne firme se finansiraju akcijama (kapital) i obveznicama (dug).
Mertonov model pretpostavlja da se dug sastoji od jednostavne obveznice sa
glavnicom K i vremenom dospeca T. Na dan dospeca, ako je totalna vrednost
aktive ve¢a nego dug, dug se plati u celosti a ostatak se deli medju akcionarima.
Medjutim, ako je Ap < K tada se smatra da je doslo do neizvrienja obaveza:
vlasnici obveznica napla¢uju dug i dobijaju pravo da likvidiraju firmu i dobiju
likvidacionu vrednost (jednaku ukupnoj vrednosti firme jer ne postoje stecajni
troskovi) umesto duga. Vlasnici akcija ne dobijaju nista u ovom slucaju, ali
po principu ograni¢ene odgovornosti nisu duzni da uplate dodatna sredstva na
racun duga.

Iz ovih jednostavnih zapazanja, vidimo da vlasnici obveznica imaju novcani tok
u trenutku T koji je jednak sa

(AT - K)+7

i ovaj kapital moze da se posmatra kao evropska call opcija. Sa druge strane,
vlasnici obveznica primaju min(Ar, K). Stavise, fizicka verovatnoéa od nastu-

panja dogadjaja 7T neispunjenja obaveza u trenutku 7', merena u trenutku ¢,
je
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Pt =T) = PJAr < K] = N[-d}],
gde je N[.] vrednost funkcije normalne N[0, 1] raspodele i

dy = (oVT — ) '(log(At/K) + (n— 0?/2)(T —1)).

Vrednost call opcije Fy, t < T, moze se izvesti koriste¢i klasicne martingalske
argumente. Pod pretpostavkom da se moze trgovati sa vredno$éu firme Ag,
napominjemo da je e~ "*A; martingal pod bezrizicnom merom @ sa trzisnom
cenom rizika (koja je definisana u delu 3.2.1) ¢ = (4 —r)o i Radon-Nikodinovim
izvodom

dqQ 15
— = Wrpr — =¢°T). 4.2
L = cap(Wr — 34°T) (42)
Tada imamo standardnu Black-Scholles formula za call opciju
E, = E9le " TY(Ar — K)7] (4.3)
= ANdy] — e " TV K N|dy) (4.4)

gde je

_ log(Ay/K) + (r+02/2)(T — t)
B ovVT —1t

Vlasnik obveznice, sa druge strane, prima

~ log(A;/K) + (7’702/2)(T7t).

d , do =
1 g Tt

(4.5)

min(K,AT) = AT — (AT — K)+ =K - (K —AT)+.

Prilikom dogadjaja neizvrsenja, vlasnik obveznice prima Ar/K, Sto se naziva
frakcija oporavka!'?, od glavnice obveznice K. (K — Ar)/K se naziva gubitak
usled nepla¢anja LGD?'5.

Vrednost kapitala raste kada raste volatilnost firme.

Strukturni modeli kao $to je Mertonov model zavise od nevidljive varijable Ap.
Za kompanije kojima se javno trguje, cena akcija, je pazljivo posmatrana na
trzistu. Obi¢no pristup koji se koristi za ocenjivanje vrednosti firme At i volatil-
nosti o u Mertonovom modelu je Black-Scholes formula za call opciju E;.

Mrecovery fraction

15]0st given default
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4.2 Black-Cox-ov model

Najjednostavniji model neizvrsenja u prvom pojavljivanju uzima vrednost firme
datusa (4.1) i ostatkom duga sa glavnicom K i vremenom dospecéa T. Medjutim,
umesto mogucnosti da se neizvrsenje desi u trenutku dospeca T, Black-Cox
pretpostavljaju da se neizvrsenje desi u prvom trenutku kada vrednost firme
padne ispod vremenski zavisne barijere K (t). Ovo moze da se objasni pravom
koje ima vlasnik obveznica, da likvidira firmu ako u bilo kom trenutku vrednost
padne ispod barijere. Vreme neizvrsenja je definisano kao

r=inf{t>0:A, < K(t)} (4.9)

za izbor vremenski zavisne barijere, treba primetiti da ako K(t) > K tada
vlasnici obveznica su uvek potpuno pokriveni, sto je nerealno. Sa druge strane,
treba jasno da vazi K < K. Priroda izbora je takva da povecava vremenski
zavisnu barijeru K (t) = Koe*, Ko < Ke *T.Prvi prolazak barijere koja dovodi
do neizvrSenja moze se posmatrati kao prolazak Braunovog kretanja sa driftom.
Posmatrajuéi

{Ay < Kt} =W, + 07 (r—0?/2 = k)t <o 'log(Ky/Ap),

dobijamo da bezrizizna verovatnota neizvrsenja koje se deSava pre vremena
t <T je data sa

Q<7 <t] = Qmin(A,/K(s)) < 1] = Qmin X, < o 10g(§—§)]7 (4.10)

gde je Xy = Wy+mt,m = o~ 1(r—o?/2—k). Ovo je klasiéni problem verovatnoée
koji je detaljno diskutovan na kraju ovog rada'®, ¢ije je resenje dato sa

Q[min X; < d] =1-— FP(—d; —m;t)

s<t

d—mt —d —mt

FP(d;m;t) := N i\ ,d>0. 4.11
(d; m; t) [ 7 J—e [ 7 J,d > (4.11)

Tada dobijamo formulu
Q<7 <t]=1—FP(—d;—m;t) (4.12)

sam=oc"Yr—o?/2-k)id=o""1 log(%) <0.
Isplata nosiocu kapitala na datum dospeca je
(Ap — K)+1{min5§t Xo>d} = (5T Age*T — K)+1{min5§t X.>d} (4.13)

Ovo je ekvivalentno isplati call opcije, i moze biti ocenjeno pomocu Black-
Scholes-ove formule.

16Pogledati dodatak 6.10
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4.3 Neizvrsenje obaveza i cena obveznica

U ovom delu rada éemo izloziti svojstva verovatnoce neizvrSenja obaveza i
verovatnoce prezivljavanja, vide¢emo $ta to implicira kod rizi¢nih obveznica.
Podsetimo se na trenutak da je neizvrsenje obaveza 7, vreme zaustavljanja 17,
sluéajna velicina 7 : @ — R4 U {oo} tako da {r < t} € F}, za svako ¢t > 0.
Drugim rec¢ima, slu¢ajna veli¢ina 7 je vreme zaustavljanja ako je stohasticki
proces

Hyw) =1<pw) =1, 7(w) <t

Hy(w) = 1{;<3(w) =0, inace (4.15)

prilagodjen filtraciji F;. Vreme neizvrsSenja obaveza, H; je poznato ka proces
neizvrsenja i HY = 1 — H; je proces prezivljavanja.

KazZemo da je vreme zaustavljanja 7 > 0 predvidljivo ako postoji niz vremena
zaustavljanja 7, < 1y < ... takav da

lim 7, =T,
n—oo

Ako znamo stohasticku analizu prepoznaéemo ovo kao podatak da je proces
indikatora H; predvidljiv. Da se zna, suprotno od predvidljivog vremena zus-
tavljanja je potpuno nedostupno vreme zaustavljanja, to je vreme zaustavljanja
T takvo da je

Plr =7 < o0] =0,

za bilo koje predvidljivo vreme zaustavljanja 7.

4.3.1 Bezuslovna verovatnoéa neizvrSenja obaveza

Za dato vreme neizvrSenja obaveza T, verovatnoca prezivljavanja za t godina je

Plr>t=1-Plr<t]=1- E[l{;<y] (4.16)

Nekoliko drugih povezanih pojmova mogu se izvesti iz osnovne verovatnoce. Na
primer,

Pls <7 <t]=P[r >s]— P[r >1] (4.17)

je bezuslovna verovatnoca neizvrSenja obaveza koje se deSava tokom intervala
s, t].
Koristeéi Bayes-ovu formulu za uslovnu verovatnocu, moze se zakljuéiti da
verovatnoca prezivljavanja u t godina pod uslovom opstanaka do s < t god-
ina je

PH{r>t}n{r>s}] Plr>t

Plr > tlt > s] = Plr > 5] = Plr> 5] (4.18)

17Pogledati dodatak 6.1, definicija 6.1.3
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Pretpostavljajudi da je P[T > t] strogo pozitivno i diferencijalno po ¢ definesemo
funkciju forvard stope neizvrsenja kao

Olog P[T > t]
h(t) = ————— 4.19
(v b (119)
tada sledi
— th(u)du
Plr>tlt>s]=e d . (4.20)

Forvard stopa neizvrSenja meri trenutnu stopu dolaska za dogadjaj neizvrsenja
u trenutku ¢ pod uslovom prezivljavanja do trenutka t. Zaista, ako je h(t)
neprekidno imamo da je za kratak interval [t,t + At],

h(t) At ~ Plt <1 < t+ Atlr > 1.

4.3.2 Uslovna verovatnoca neizvrSenja obaveza

Ove verovatnodée su izvedene iz P[r > t], tj. uslovljene konstantnim skupom
podataka dostupnim u trenutku 0. Generalno, mozemo se fokusirati na SPs :=
P[r > t|Fs], tj. na verovatnocu prezivljavanja u ¢ godina uslovljena sa svim
dostupnum informacijama u trenutku s < t. Ako pretpostavimo da je ta
verovatnoca pozitivna i diferencijabilna po ¢, onda mozemo zapisati ka

_ hs(u)du
SP, = He Sf , (4.21)
gde je
0logS P,(t
hs(t) = T() (4.22)

Definisemo hs(t) kao proces forvard stope neizvrienja s obzirom na sve infor-
macije do trenutka s: jasno je da je ho(t) = h(t).

Proces indikatora H;, definisan u (4.15), je submartingal. Koristi¢emo Doob-
Meyerovu dekompoziciju, u kojoj postoji jedinstven neopadajuéi predvidljiv
proces Ay, nazvan kompenzator, takav da H; — A; je ravnomerno integrabilni
martingal. Posto se neizvrsenje desava jedanput, mi znamo da je

At = AT/\t~
U nekim slucajevima kompenzator moze biti zapisan kao

t

A = / Asds (4.23)
0

za nenegativan, progresivno merljiv proces A;. U ovom slucaju proces A; se
naziva intenzitet neizvrsenja.
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Moze biti pokazano da vazi

A = hy(t). (4.24)

Dakle, dok funkcija forvard stope neizvrsenja h(t) daje trenutnu stopu neizvrsenja
uslovljena jedino prezivljavanjem do t, intenzitet neizvrsenja A; meri trenutnu
stopu neizvrsenja uslovljenu svim informacijama dostupnim do trenutka ¢.

4.3.3 Podrazumevana verovatnoca prezivljavanja

U ovom delu rada istrazujemo kako cena rizi¢ne bezkuponske obveznice moze
biti iskoris¢ena za zakljucivanje o bezrizitnoj verovatnoci. Pretpostavljamo u
ovoj sekciji da kamatna stopa r; i vreme neizvrSenja obaveza T su nezavisne pod
bezrizicnom merom Q.

Neka je P;(T)1,; cena u trenutku ¢ < T rizi¢ne bezkuponske obveznice izdate
od strane firme sa vremenom dospeca T' i glavnicom jednakoj jednoj jedinici
valute. Tada, posto smo pretpostavili da obveznica ne placa nista kao oporavak,
znamo da je

_ Q —frsds
Pt(T)l{T>t} = Et [6 t 1{r>T}] (4.25)

i posto su 7 i 7 nezavisni imamo da je

Pt(T)1T>T = Pt(t)Q[T > TlFt]

Dakle, sve dok je 7 > t bezrizi¢na verovatnoca prezivljavanja je data sa

_ T
Qlr > T|F) = % — eapl— [ (79) - fio)is (4.26).

Tako su rocne structure bezrizicne verovatnoce prezivljavanja kompletno
odredjene pomocu ro¢nih struktura riziénih i bezrizi¢nih bezkuponskih obveznica.
U nastavku ¢emo se oslanjati na dve gore navedene pretpostake , (4.26) ¢emo
nazivati podrazumevana verovatnoca prezivljavanja, naglasavajuéi ¢injenicu da
je izvedena iz trzisne cene i povezana sa bezrizicnom merom Q.

t
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5 Modeli kreditnog rizika sa reduciranom for-
mom

Za pisanje ovog poglavlja koriséena je sledeca literatura: [1].

Modeli kreditnog rizika sa reduciranom formom su takodje poznati kao i modeli
hazard stope'®. U strukturnim modelima, neizvrienje je direktno povezano sa
vrednoséu firme, i u najjednostavnijoj verziji vreme neizvrsenja je predvidljivo.
Nasuprot tome, modeli kreditnog rizika sa reduciranom formom pretpostavljaju
da je neizvrSenje uvek iznenadjenje i da je vreme zaustavljanja nepredvidljivo.
Vrednost firme nije modelirana, ali je paznja usmerena na trenutnu verovatnocu
prezivljavanja.

5.1 Osnovne odlike

Razmotrimo za trenutak fizicku verovatnocu: kasnije ¢emo sve rezultate trans-
formisati u ekvivalentne iskaze pod merom neutralnom od rizika. Stohasticki
proces H; = l;<4y je submartingal u prirodnoj filtraciji (Hy)s>0, i pod pret-
postavkom diferencijabilnosti, postoji pozitivna funkcija h(t) takva da je

t

H; — /h(s)(l — Hy)ds

0

H martingal. Kada postoji trzisna filtracija (G;);>0 (grubo govoreévi sadrzi
sve informacije osim ¢injenica kagnjenja, tj. neizvrsenja ili opstanka) postoji G;
adaptiran proces A; takav da je

t
H, — //\S(l — H,)ds
0

martingal pod filtracijom
Ft = Ht \% Gt.

pretpostavlja se da je verovatnoca daljeg neizvrsenja iskljuc¢ena u trenutku neizvrsenja.

Martingalsni uslov podrazumeva da je

za malo dt 1 $to znaci da je kod modela kreditnog rizika sa reduciranom formom,
neizvrSenje nepredvidljivo vreme zaustavljanja.

18Hazard (opasnost) u vremenu ¢ je stopa u vrlo malom vremensom intervalu oko t, tj.
trenutna stopa
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5.2 Osnovni primeri modela kreditnog rizika sa reducira-
nom formom

Modeli kreditnog rizika sa reduciranom formom imaju kljuénu pretpostavku
vezanu za vezu izmedju vremena neizvrienja (kodirana u filtraciji H) i trzisne
filtracije G. U sustini, jedna pretpostavka je da neizvrsenje dato u trenutku ¢
nema uticaj na evoluciju filtracije trzista van t. Pre nego formalizujemo ovaj
pojam, pokuSaéemo da razvijemo jednu intuitivnu ideju istazujuéi neke vazne
primere osnovnih modela sa reduciranom formom.

Zbog pretpostavke da dogadjaj neizvrsenja ne utice na stopu neizvrsenja, mozemo
zamisliti proces H koji se nastavlja nakon neizvrsenja prema istoj stopi A;. To
dovodi do ideje da je hy = Niar gde je Ny counting proces, koji je neopadajuci
sa uslovom Ny = 0. Tada je vreme neizvrsenja definisano kao

7 = inf{t|N; > 0}. (5.1)

Sada ¢emo se fokusirati na proces N; koji zahteva intezitetom A¢, tj.

t
AN = /)\sds
0

i Ny — A je martingal.

5.2.1 Puasonov proces

Puasonov proces N; sa parametrom A > 0 je neopadajuéi proces sa pocetnim
uslovom Ny = 0 sa nezavisnim i stacionarnim koracima koji imaju Puasonovu
raspodelu. Konkretnije, za sve 0 < s < ¢ imamo da je

(t - S')kkk e—(t—s))\'
k!

Jasno je iz ove definicije da je E[N;] = At i da je (N; — At) martingal. Dakle
kompenzator za N; je

P[N,— N, = k] = (5.2)

At = )\t,

iz Cega sledi da je konstanta A intenzitet Puasonovo procesa.

Puasonov proces ima veliki broj vaznih osobina $to ga ¢ini pogodnim i sveprisut-
nim u modeliranju diskretnih dogadjaja. Ovaj proces je Markovljev, jer pojava
njegovog sledeceg k skoka tokom nekog intervala posle trenutka t je nezavisan
od istorijskih trenutaka do ¢. Takodje, vidimo iz (5.2) da verovatnoca jednog
skoka tokom malog intervala duzine At je aproksimativno AAt i verovatnocéa
za dva ili vise skokova tokom istog vremena je nula. Moze se lako pokazati
da vreme cekanja izmedju dva skoka je eksponencijalna slucajna promenljiva
sa parametrom A. Posebno, ako iskoristimo (5.1) da definiS$emo neizvrsenje kao
vreme prvog skoka od Ny, tada je oGekivano vreme neizvrsenja 1/ i verovatnodéa
prezivljavanja posle ¢ godina je

Plr >t] = E[N, = 0] = e~ . (5.3)
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Iz definicije forvard stope neizvrsenja (4.19) dobijamo

~ OlogP[1 > 1]

h(t) = 5 = (5.4)

tako da

— th(u)du
Plr>tlr>s]=e d = =9,

5.2.2 Nehomogen Puasonov proces

Kao sto smo upravo videli, modeliranje neizvrsenja kao dolazak prvog skoka Pua-
sonovog procesa dovodi do konstante hazard stope. U praksi, stopa rizika (haz-
ard stopa) je promenljiva u vremenu, dok prezivljavanje u razlicitim vremenskim
intervalima dovodi do razli¢itih verovatnoca neizvrsenja tokom slede¢eg malog
vremenskog intervala. U cilju da se dobije realnija ro¢na struktura verovatnoce
prezivljavanja, mozemo uvesti vremenski promenljiv intenzitet A(¢).

Neka N; oznacava nehomogen Puasonov proces koji je neopadajuéi sa pocetnim
uslovom Ny = 0 sa nezavisnim koracima koji zadovoljava

PN, — Ny = k] = %(//\(u)du)kezp(—//\(u)du), (5.6)

S S

za neku pozitivnu deterministicku funkciju A(t). Obratimo paznju da je

Ny — /t)\(s)ds

martingal, tj.

Ay = /)\(s)ds

je kompenzator za N; i funkcija A(t) je intenzitet nehomogenog Poasonovog
procesa.
Osobine Puasonovog procesa vaze i za nehomogen slu¢aj. Na primer, verovatnoca
skoka tokom malog intervala At je aproksimativno data sa A(t)At. Stavise,
vreme ¢ekanja izmedju dva skoka je neprekidna sluc¢ajna veli¢ina sa gustinom

t

— [ A(s)ds
Alt)e { .

DefiniSanjem neizvrsenja kao dolazak prvog skoka dovodi do verovatnocée prezivljavanja

— ft A(u)du

Plr>tlr>s]=e = (5.7)

36



1z ovog izraza dobijamo, za nehomogen Puasonov proces modela sa reduciranom
formom, da je

h(t) = A(¢). (5.8)
U gornjem Puasonovom procesu, intenzitet A je deterministicki i dat je modelom
sa reduciranom formom sa F; = H; i G; trivijalnom filtracijom. U realnosti,
prezivljavanje do trenutka ¢ nije jedina relevantna informacija u cilju odredji-
vanja verovatnoce neizvrsenja za sledeéi interval [t, ¢+ At]. Drugi parametri, kao
Sto su kreditni rejting i vrednot kapitala jednog obveznika, ili makroekonomske
promenljive kao §to su recesija i poslovni ciklusi, obezbedjuju dodatni tok in-
formacija koje treba primenitii prilikom nalazenja verovatnoce prezivljavanja.
Sledeci korak u generalizaciji osnovnih modela je da se omogudi stohasticki in-
tenzitet \;, zadrzavajucéi neka pozeljna svojstva Puasonovog procesa.

5.2.3 Cox-ov proces

Pretpostavicemo da su sve informacije vezane za ekonomiju dostupne, osim
vremena neizvrsenja, koje se izrazava kroz trzisnu filtraciju G;. Na primer, G
moze biti filtracija generisana sa d-dimenzionim procesom X;. Pretpostavljamo
da svi bezrizi¢ni ekonomski faktori, ukljucujuéi i bezrizicnu kamatnu stopu, su
adaptirani u odnosu na G;. Dalje pretpostavljamo da postoji nenegativan proces
At koji je takodje adaptiran u odnosu na G; tako da igra ulogu stohastickog
intenziteta, poveznog sa razli¢itim komponentama procesa X;.

Sledeéa pretpostavka je da vazi da je H; := H}Y filtracija generisana sa procesom
N;. Konaéno, filtracija za model je dobijena kao

Fy=G;VvHY. (5.9)
Definicija 5.2.1 Proces Ny je Cox-ov proces ako je, pod uslovom vezanim za

informacije Gy dostupnim do trenutka t, Ny nehomogen Puasonov proces sa
vremenski zavisnim intezitetom A(s) = As, za 0 < s <t. Tako da je

_ k
P[N, — N, = k|F, v G,] = we—mt—m) (5.10)

t
gde je Ay = [ Ayds.
0

Drugim rec¢ima, svaka realizacija procesa A do trenutka t odredjuje verovatnoéu
lokalnog skoka u procesu N do trenutka ¢.

Ova definicija se nekad naziva dvostruka stohasticka pretpostavka. Ona daje
veoma pogodan analiticki okvir za nalazenje stohastickih intenziteta i mogla bi
da se koristi kao podloga za komplikovanije modele.

Iz definicije, za s < t imamo da je

E[N; — M| F] = E[E[Ny — A¢|Fs V Gy]|Fs] = Ng — Ag

i otuda kompenzator Cox-ovog procesa ima oblik

t
At = /Asd&
0
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gde opravdano A; nazivamo njegov stohasticki intenzitet.

Da dobijemo bezuslovnu verovatnoéu skoka kod Cox-ovog procesa uzimamo
prosek realizacija ovog stohastickog intenziteta, koristaéi izraz za verovatnocu
nehomogenog Puasonovog skoka za svaku realizaciju, tada je

PN, — N, = K = E[%(/ )\udu)kexp(—/)\udu)]. (5.11)

Slicno, vreme Cekanja izmedju svakog od ovih skokova je neprekidna sluc¢ajna
veli¢ina sa uslovnom gustinom

d —ftkudu
%E[17>t|FS] = FE[A(t)e * |Gl

DefiniS§emo neizvrsenje kao dolazak prvog skoka sto dovodi do sledeceg izraza
za verovatnocu prezivljavanja

— ft)\sds
Plr>t|=E[e o | (5.12)
Dakle, iz definicije hazard stope date u (4.19) dobijamo
b fA d
h(t) = - log Ele . (5.13)

Uslovna verovatnoca prezivljavanja uslovljena sa informacijama Fs dostupnim
u trenutku s < ¢ posle ¢ godina je

—ft)\udu
Plr > t|F,] = H°Ele * “"|ay). (5.14)

Iz definicije (4.22), forvar stopa neizvréena je data sa

0 7ft)\udu
hs(t) = —HscalogE[e s |Gs]. (5.15)

Jednostavna, ali vazna posledica (5.10) je sledeée zapazanje

—fskudu
E[H{|G\| = E[H{|foV G| =¢ © . (5.16)

To znaci da, uslovljena posmatranjem jedino trzisne filtracije G; u trenutku ¢,

verovatno¢a da neée doéi jo§ uvek do neispunjenja obaveza od strane firme je
— ft)\udu

e 0 .

Proizvod osiguranja kredita moze se posmatrati kao proizvod koji placa sto-

hasticki iznos u trenutku neizvrsenja. Neka je iznos pla¢anja u trenutku 7 X,
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gde je X; proces adaptiran u odnosu na trzisnu filtraciju G. Ocekivani iznos
isplate za osiguranje tokom perioda [t, T| izra¢unat u trenutku ¢ je

E[X7(H — Hy)|Fi] = E[E[X-(H] — Hp)|Fy V Grl|Fi]

: —}/\udu
:E[Hf/Xs)\se L2
t

T
= Htc/E[Xs/\se

t

—j‘Audu
= ds|Gy. (5.17)

Primetimo da je (5.14) matematicki ekvivalentno sa A.21 gde stohasticki
intenzitet igra ulogu stohasticke trenutne stope. Dakle matematicki alati za
raCunanje cene obveznice u teoriji bezrizicne kamatne stope opisane u 3.2 moze
se iskoristiti za racunanje istorijske verovatnoce prezivljavanja u rizicnim mode-
lima sa reduciranom formom pod dvostrukom stohastickom pretpostavkom. U
praksi, mozemo modelirati proces intenziteta \; kao jedan od pogodnih procesa
koji dovode do afinih ro¢nih struktura, kao sto je Cox-Ingersoll-Ross proces.

5.3 Definicija modela sa reduciranom formom

Pretpostavljamo kao i ranije da je konacna filtracija F; = Hy V G; gde je Hy
prirodna filtracija rizicnog indikatorskog procesa H; = 1<) (filtracija procesa
broja¢a neizvrsenja N;) i G; oznacava trzisnu filtraciju. Nas zanima slucaj kada
je 7 F vreme zaustavljanja, ali ne G vreme zaustavljanja.

Naredne dve klju¢ne pretpostavke, koje su ekvivalentne jedna drugoj, pokrivaju
specifi¢ne zavisne strukture Coxovog procesa:

Definicija 5.3.1 H-uslov znaci sledece: Pod verovatnosnom merom P, su Hy
1 Goo mezavisne pod uslovom Gi. To znaci da za svaku Hi-merljivu slucajnu
velicinu X i Go merljivu slu¢ajnu veli¢inu Y vazi

E[XY|G,] = E[X|G/E[Y|GY]

Definicija 5.3.2 Martingalski uslov invarijantnosti znaci sledeée: svaki Gy mar-
tingal je takodje Fy = Hy V G martingal.

Pretpostavljajuéi prethodne uslove dobijamo dovoljnu strukturu da definisemo

§ta podrazumevamo pod modelima sa reduciranom formom ili Cox-ovim pro-
cesom. Uzimajuéi zajedno prethodne dve definicuje dobijamo: (i) dogadjaj
neizvrSenja ne moze prouzrokovati bilo koji posmatrani efekat na trzisnu fil-
traciju; (ii) h-uslov zabranjuje tzv. ”zarazu”, neizvrsenje svojih obaveza jedne
firme utice na neizvrsenje obaveze druge firme. Dakle modeli sa reduciranom
formom iskljucuju nekoliko efekata koji su ¢esto posmatrani kao vazni u kredit-
nom riziku: ovo je jedan od primarnih slabosti.
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Definicija 5.3.3 Modeli neizvrsenja sa reduciranom formom su modeli kod ko-
jih je vreme neizvr§enja dato sa sluc¢ajnom velicinom

T =inf{t > 0: N, >0}, (5.18)

gde je Ny proces sa intenzitetom X. Stavise, pretpostavljamo da je intenzitet \
G-adaptiran, i filtracija H = oN, G zadovoljava H-uslov © martingalski uslov
mvarijantosti.

Tako, 7 je vreme prvog skoka procesa N;, proces neizvrSenja je Hy = Niar
i kompenzator od H je A = AN _. Dakle, s obzirom na raspodelu za Ny,
verovatnoca prezivljavanja je data sa

Plr>T| = E[H;] = P[Nr = 0],

gde je Hf :== 1 — H; indikatir funkcije prezivljavanja.
Predlog koji ¢emo navesti u nastavku nam daje osnovne analiticke alate za
modele sa reduciranom formom.

Teorema 5.3.1 Kod modela sa reduciranom formom, za svaku F-merljivu sluc¢ajnu
veli¢inu Y, vaZi

1.
EHY |Gy
E[H{Y|Fy]| = Hf ———— 5.19
[ t | t] t E[Htc'Gt] ( )
2. .
—f)\udu
E[H{|G{] =e€ ? (5.20)
3. Ako je Y G-merljiva, tada je
t
—f)\udu
E[HY|F,) = H{E[e © Y|Gs], s<t (5.21)
4. Za svaki ogranicen Gy predvidljiv proces Y; i s < t, vazi
t u
—f)\vdv
E[(H: — H{)Y,|Fs] = HSC/E[Yue s |Gsldu (5.22)

S

Napomena 5.3.1 1. Formula (5.19) podrazumeva da za svaku F; slucajnu
velicinu Y, postoji Gy slucagna velicina Y takva da je HYY = HFY .
2. (5.20) i (5.22) su generalizacija (5.16) i (5.17) iz predhodne sekcije.

fs)\udu —ft)\udu
3. Uzimajuéi da je Y =Ys = ed moze se videti iz (5.21) da je Hfe ©

F-martingal. Ovo je alternativni nacin za razmisljanje o F' kompenzatoru.

Dokaz:
Da se dokaze (5.19), dovoljno je da se dokaze da vazi

E[H{Y E[H{|Gy]|Fi] = H{ E[HY |GY]
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Za svaku F slucajnu velicinu X, E[X|F;] je jedinstvena F; slucajna veli¢ina
takva da je [, E[X|FdP = [, XdP za svako A € F;. Neka je C = {7 > t}
i uzmimo u obzir da za svaki sku A € F;, mozemo naéi B € G, takvo da je
ANC = BNC (ovo je tacno jer za svaki skup D € Hy vazi ili D D C ili
DNC = ). Tada je

/ H{Y E[HE|Gy)dP = Y E[H{|Gy)dP = Y E[H{|G,)dP
A ANC BNC

— [ mevEUIGIap = [ Bl BIHIG)Gap
B B

— [ BlYIGIEUEIGIaP = [ Bl EIHY (GG P
B B

:/ HfE[HfY|Gt]dP:/ E[HSY|G,]dP
B BNC

— [ EBEey|Glap = / HEE[HEY|G]dP (5.23)
ANC A

sa ¢im je dokazano (5.19). )
Da dokazemo (5.20), definisemo A; kao E[H{|G;] = e~™ i pokazujemo da

t ~

[ HSdAs mora biti F-kompenzator za Hf. Prvo uzimamo u obzir da je A
0

neopadajuca: koriste¢i h-uslov mozemo pokazati da za s < t, e s —e M =
E[(HS — HY)|Gy] = 0. Na osnovu (5.19) i ¢injenice da je HSHf = Hf za s < t,
imamo da je

E[HfeM|F,) = HeeM E[HEHE M |G,) = HeeM E[E[H M |Gy)|GL] = HEeM,
— t ~
drugim re¢ima, HfeM je Fy-martingal. Ovo implicira da je Hf + J HSdA, je
0
Fi-martingal: ovo zakljucujemo koristeéi stohasticki integral

t t s
Hf — HY + / HEdA, = / [d[HE) + Hee Md[eh]] = / e~ Ned[HCeM].
0 0 0
na osnovu jedinstvenosti F-kompenzatora i ¢injenice da su A, A G-adaptirani,
imamo da je A = A.
Da bi pokazali jednac¢inu (5.21) uzimamo u obzir cinjenicu da je HEHf = Hf za
s <t i koristimo (5.19) i (5.20) da zapisemo:

E[H{Y|F,] = E[HS(HFY)|F,) = Hee™ E[E[HSY |G)|Gy]

pomoéu H-uslova E[H{Y |Gy = E[Hf|G{E[Y|Gy] = Ele Y |G], i rezultat
sada sledi.
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Dokazujemo (5.22) za jednostavan predvidljiv proces Y; = vazl Yi, o g <i<tn
gde je Yy, Gy,-merljivoisg =tg <t;1 <...ty =t

E[(Hsc - HtC)YT|FS] = E[Z }/ti—llti—1<tgti|FS]

= HeeM Y El(e M — eTM)Y, LG

t;

= Hee™ > E[( / e M du)Yy, |Gy
7 t;

-1

f —;)\vdv
:H;/E[Yue s Ay |Gsldu (5.24)

S
5.4 Konstrukcija modela sa reduciranom formom
Sada ¢emo navestii dva prirodna puta za konstrukciju modela sa reduciranom

t
formom, pocinjemo sa G adaptiranim neopadajué¢im procesom A, = [ A ds.
0

5.4.1 Konstrukcija A

Neka je Z1, Zs, . .., niz eksponencijalnih slu¢ajnih veli¢ina sa oc¢ekivanjem 1 koje
zavise od G 1 definisemo rekurzivno

T = Hlf{tlAt Z Zl},
T = inf{t|Ar — Ar,_, > Zp}, n=23,... (5.25)
Tada definisemo Ny = > 7 | 1o, <3
5.4.2 Konstrukcija B

Neka je Nt(l) Puasonov proces sa A = 1 koji je nezavisan od G. Tada proces

N; = N[(xlt) definise model sa reduciranom formom sa H; := o0(Ng, s < Ay) i
F, = H; V G4. Da vi se ovo dokazalo, treba uzeti u obzir da je

t

—(At — As)k e—(At—As)
k! '

(
P[N;, — N, = k|H,V Goo] = PINSY = N{ = |G}V v Gl]

(5.26)
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5.4.3 Simulacija vremena neizvrSena

Ako je F neopadajuéa funkcija F': R — [0, 1] takva da vazi

lim F(z)=0 i lim F(z)=1

T—r—0Q Tr—r00

mozemo konstruisati slucajnu velicinu X koja ima F' kao funkciju raspodele,
X = FY(U), za uniformnu sluéajnu velicinu U : © — [0,1]. Ovo imamo na
osnovu P[X < x] = P[F~Y(U) < z] = P[U < F(z)] = F(z). Dakle, ako je
model neizvrienja takav da verovatnoca prezivljavanja P[r > t] moze lako da
se invertuje, mozemo dobiti tacnu raspodelu za vreme neizvrSenja similacijom
uniformne sluc¢ajne veli¢ine U i postavljanja 7 kao resSenje

Plr>t]=U.

Za Cox-ov proces, alternativni metod za simulaciju vremena neizvrsenja bez
potrebe da se invertuje rocna struktura za verovatnocu prezivljavanja je simu-
lacija kompenzatora, koji se zasniva na numeric¢koj simulaciji procesa kompen-

zatora
t
At = /)\SdS
0

Metod se sastoji od simuliranja eksponencijalne slu¢ajne veli¢ine Z sa oc¢ekivanjem
1, nezavisnom od procesa intenziteta A, i uzimanja vremena neizvrsenja kao

T=inf{t >0: A > Z}.

Tada, koristeéi ¢injenicu da je P[Z > z] = e”*, imamo da je

t —j)\sds
Plr > 1G] = P[Z > /)\SdS|Gt] _ e
0

5.5 Afini modeli intenziteta

Analogno sa teorijom kamatne stope, moZemo proces inteziteta A\ napisati u
slede¢em obliku
At =a-+ bXt

gde suaib = (by,...,b,) pozitivne konstante i X; = (X},...,X) je mul-
tidimenzioni Markovljev proces. Model je afini ako za s < t verovatnoca
prezivljavanja moze biti zapisana u obliku

P[r > t|F,] = HS explA(s,t) + B(s, t) X,] (5.27)
za neke koeficijent funkcije A(s,t) i B(s,t) € R™. U sekciji 3.2.2 videli smo

primer jednog afinog modela gde je osnovni faktor kamatna stopa r; i odredjena
je kao Itov proces.
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5.5.1 Cox-Ingersoll-Ross intenzitet

Kao prvi primer afinog modela, razmotri¢emo jednofaktorski model gde inten-
zitet prati CIR dinamiku

A\ = k(6 — \)dt + o/ Aed Wy, (5.28)

za pozitivne konstante k,6 i o koje zadovoljavaju uslov 4kf > o2, Kao obicno,
parametri k i 6 predsavljaju dugoroc¢ne srednje vrednosti i stopu koja se stabi-
lizuje oko srednje vrednosti za A¢, dok je o koeficijent volatilnosti.
Koriste¢i deo koji smo veé naveli za modele kamatnih stopa, imamo da je
verovatnoca prezivljavanja u CIR modelu data u slede¢em obliku

Pl > t|Fs] = HS explA(s, t) + B(s, t)\s]

gde su
_ 2k0 2y exp|(k +y)(t — s)/2]
A1) = o9l s ) fexplt — sy — 1) >29)
B(S,t) _ 2(1 —exp[(t—s)y]) (530)

2y + (k +y)(exp[(t — s)y] — 1)
iy?=k?+20%

Zanimljivo je napomenuti da iz ove formule verovatnoca prezivljavanja raste ako
raste parametar volatilnosti, dok su ostali parametri fiksirani. Drugim rec¢ima,
forvard stopa neizvrSenja opada kada volatilnost u procesu raste.

Efekat volatilnosti u verovatnoéi prezivljavanja i forvard stope se kompenzuje.
Velike vrednosti k znace da \; ostaje blisko dugoro¢noj sredini 6. Ovo je efekat
dovodjenja forvard stope blizu dugoro¢nog nivoa. Sa druge strane, male vred-
nosti za k naglasavaju uticaj volatilnosti u A\;, dovodeéi do veée verovatnoce
prezivljavanja i manje forvard stope.
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5.6 Rizik-neutralne i fizicke mere

U ovom poglavlju paznju ¢emo posvetiti modelima sa reduciranom formom pod
rizik-neutralnom merom (. S obzirom na model sa reduciranom formom pod
merom P, ne sledi nuzno da ¢e model biti sa reduciranom formom pod rizik-
neutralnom merom @: dvostruka stohasticka pretpostavka neophodno je da
bude posebno navedena za P i Q. Stavise, intenziteti A i /\,f2 mogu zavisiti
razli¢ito od promenljivih modela, i mogu takodje imati razlicite verovatnoce za
svaki deo. Cak i u situaciji gde vazi \I' = /\tQ jos uvek imamo da

— fAsds
P[r > T|F,) = H{E[e * |GY]
je razli¢ito od
— f)\g ds

Q[r > T|F,)) = H{E®[e * |Gy).
Forma teoreme Girsanova je primenljiva na modele sa reduciranom formom
potvrdjujuéi postojanje promene mere %|FT za svaki adaptiran proces Oy, 1y
(zadovoljavajuéi odgovarajuce uslove) tako da ako

t
WtQ = Wt =+ /(—)Sds, AtQ = UtAt,
0

tada N, proces sa intenzitetom A pod P, ima intenzitet /\,f2 pod @ i WtQ je
@Q-Braunovo kretanje.

I dalje difiniSemo dogadjaj neizvrSenja kao prvi skok procesa Ny, ali sustina je
da je slucajno vreme neizvrsenja

7 =inf{t > 0: N, > 0}

ima drugaciju raspodelu pod @). Prema tome, pretpostavljamo da je proces Ny

takav da je
t

m—/ﬁ@
0

@Q-martingal.
Kao i prethodne definicije i primeri, koji uklju¢uju dvostruku stohasticku pret-
postavku, imamo rizik-neutralni analog bezrizi¢nog intenziteta /\,f2 . Posebno,

- ft 2@ du
QIr > t|F,) = HSE®[e © " |Gy,

tako da formula verovatnoce prezivljavanja koji smo upavo izveli iz intenziteta
afinih modela primenjuje se za bezrizi¢nu verovatnocu takodje. Premija kred-

itnog rizika, definiSe se kao koli¢nik n; := /\tQ JAP.
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Dodatak

Matematicki alati

Za pisanje ovog poglavlja koriséena je sledeca literatura: [1], [4] 1 [8].

U ovom delu rada naveséemo delove teorije koji ¢ine osnovu za mod-
eliranje, o kome smo govorili u prethodnom delu ovoga rada. Treba
napomenuti da je veoma vazno biti upoznat sa teorijom koja sledi.

6.1 Martingali

Pretpostavljamo da je dat prostor verovatnoce (9, F,{F;}i>o,P).
Pretpostavljamo da filtracijaF; da zadovoljava tzv. wobic¢ajene
uslove. Mnoga vazna tvrdjenja moguce je dokazati samo ako se
ti uslovi pretpostave.

Definicija 6.1.1 KaZemo da filtracija {F; }1>0 zadovoljava uobic¢ajene
uslove ako vazi

1) Fy sadrzi sve podskupove svih skupova P-mere nula o-algebre F'.
i) Fyv i= Ny, Fs = F;, ¥t > 0.

Ako pretpostavimo da je prostor verovatnoca (€2, F, P) kompletan,
prvi uslov mozemo zameniti uslovom : ” Fy sadrzi sve skupove P-
mere nula”.Na ovaj nac¢in dobijamo vecu filtraciju, nego pri komple-
tiranju svakog od prostora (€2, F;, P) ponaosob, jer mogu postojati
skupovi mere nula koji su u F' a koji se ne nalaze ni u jednom F;.

Definicija 6.1.2 Slucajni proces {M;}i>0 zovemo martingalom u
odnosu na filtraciju {F;}i>o0 ako je adaptiran u odnosu na {F;}i>o,
ako je, za svako t, E|M,| < 0o i ako je za sve 0 < s <t

E(M|Fy) = Mg, skoro sigurno.

”

Ako u poslednjem uslovu umesto ”="wvazi” <” onda proces { My }i>0
zovemo supermartingalom. Ako, pak, vazi 7 > 7, onda je takav
proces submartingal.

Martingali su naziv dobili po popularnoj kockarskoj strategiji XIX
veka koja bi, navodno, obezbedjivala siguran dobitak igra¢ima koji
su je primenjivali. Igra se sastojala u sledeéem. Kockar bi ulagao
odredjenu svotu i bacao novcié. Ako bi dobio ”glavu” osvajao bi dva
puta vise novca nego sto je ulozio, a ukoliko bi palo ”pismo”, ulog
bi odlazio kazinu. Martingal se sastojao u dupliranju uloga posle
svake izgubljene partije. Na taj nacin, kada kona¢no padne ”glava”,
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igra¢ bi raspolagao sa dovoljno novca da ”pokrije” sve dotadasnje
opklade i pride jo$ zaradi. Matematicari su cak uspeli da dokazu da
verovanoca dobitka tezi jedinici, kada broj partija tezi beskonacnosti.
Problem je, naravno, §to su u dokazu koris¢ene dve potpuno nere-
alne pretpostavke - igra¢ na raspolaganju ima beskonacno vremena
i nema gornjeg ogranicenja uloga sa kojim se moze uéi u igru. Cak i
kada bi ambiciozni kockar uspeo da resi prvi problem, kazino je bio
tu da se postara da drugi ostane neresiv.

Definicija 6.1.3 Neka je dat prostor verovatnoée (Q, F,{F;}+>0, P).
Sluéajnu promenljivu V : Q — [0, 00) se naziva sluc¢ajnim vremenom,
a ako pri tom vazi

vVt>0, V <tekF,

V nazivamo vremenom zaustavljanja u odnosu na filtraciju Fy>o.

Definicija 6.1.4 Sluc¢ajni proces {Li}i>0 adaptiran u odnosu na
filtraciju {F;}i>0 zovemo lokalnim martingalom ako postoji skoro
sigurno rastuci i divergentan niz vremena zaustavljanja {V,}n>1
takav da je zaustavljeni proces LV* martingal u odnosu na filtraciju
{Li}1>0, za svakon > 1. Niz vremena zaustavijanja {V,, },>1 zovemo
lokalizujuim nizom lokalnog martingala L.

Definicija 6.1.5 Neka je dat prostor verovatnoéa (2, F, {F; }1>0, P).
Proces X je m-dimenzioni semimartingal ako je adaptiran, neprekida
sa desna i ima graniénu vrednost s leva i ima dekompoziciju

X = Xo+ M; + Ay,

gde je A proces konacne varijacije na svakom konacnom intervalu,
a M = M{M,,t € I} uniformno integrabilan lokalni martingal.

6.2 Itova difuzija

Jednodimenziona Itova difuzija je stohasticki proces X;,¢ > 0 koji
zadovoljava stohasticku diferencijalnu jednacinu oblika

dXt = a(t,Xt)dt—Fb(t,Xt)th (Al)

gde su a, b deterministicke funkcije.

U nastavku je navedena teorema o egzistenciji i jedinstvenosti Itove
stohasticke diferencijalne jednacine koja uzima vrednosti u n-dimenzi-
onom Euklidskom prostoru R™ i vodjena je m-diminzionim Braunovim
kretanjem W.
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Teorema 6.2.1 Neka je T > 0, ¢ neka su
a:R"x[0,T] - R" (A.2)
b: R"x[0,T] - R™™ (A.3)
merljive funkcije za koje postoje konstanete C' i D takve da vazi
laa, D) + [b(a, )] < C(1 + Ja]) (4.4)
la(z,t) —a(y, )] + [b(z,t) — b(y, t)| < D]z —y| (A.5)
za svet € [0,T] i sve x iy € R™, gde je
BI? = D byl (A.6).
i,j=1

Neka je Z slucajna velicina koja je nezavisna od o algebre generisane
sa Ws, s > 0 i sa konaénim momentom drugog reda:

E[[W*] < 4o0. (A7)
Tada stohasticka diferencijalna jednacina sa datim pocetnim uslovom
dXt = G(Xt, t)dt + b(Xt, t)th za te€ [0, T], (Ag)

Xo = Z; (A.9)

ima skoro sigurno resenje (t,w) — Xi(w) tako da je X adaptirano u
odnosu na filtracyju Z i Ws,s <t, i

E[/|Xt|2dt] < . (A.10)

6.3 Markovljevo svojstvo i generator

Vremenski homogena Itova difuzija X; koja zadovoljava stohasticku
diferencijalnu jednacinu

dXt = &(Xt)dt + b(Xt)th

ima Markovljevo svojstvo ako se buduéi razvoj procesa moze pred-
videti samo pomoc¢u trenutnog stanja, bez pozivanja na proslost.

Teorema 6.3.1 Neka je f ogranicena Borelova funkcija iz R™, T

vreme zaustavljanja F; tako da je T < oo skoro sigurno. Tada za
svako h > 0 vazi

Em[f(XT+h)|FT] = Ex, [f(Xh)]
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Definicija 6.3.1 Markovljev generator procesa X je definisan kao

Sf(x) = lim LelfX0I= f(@)

t—0+ t

za funkciju f : R™ — R tako da granica postoji u x. Za C3 funkcija
f je data sa
of 1 o f
&3 — ) Z Ay
Sf(z) = E a;(z) D, t3 Eij (0b");5 () o,

3

6.4 Itova formula

Prvo ¢emo navesti Itovu formulu u njenom najjednostavnijem ob-
liku. Neka je dat Itov proces

dXt = ,U,tdt + O'tth

i dva puta diferencijabilna realna funkcija f. Tada je funkcija f(X)
takodje Itov proces koji zadovoljava jednacinu

4 (%) = § (X)dX, + 3 f (X)otdr

= f/ (X¢)o dWy + (f/ (Xe)pe + %fﬁ (Xt)UtQ)dt-

Ttova formula za bilo koju funkciju f(¢, z) sa neprekidnim parcijalnim
izvodom prvog reda i ograni¢enim parcijalnim izvodom drugog reda
_ 8f(t,:c) 8f(t7$) ” o 82f(t,$)

T(t,:l?) ot f,(t7$)277 f (t,:l?)— 92

je data slede¢im izrazom:

— ’ 1 1"
df (t, X¢) = f(t, Xe)dt + f (¢, Xy)d Xy + éf (t, X¢)opdt
— ’ 1 "
= f(t, Xy)dt+f (¢, Xt)(utdt+atth)+§f (t, X;)o2dt

2
= (F(6 X +paf (4 X045 1 (4 X))t (8 X )ord s

U opstem slucaju, Itova formula moze biti primenjena na bilo koje
neprekidne d-dimenzione semimartingale X = (X', X2 ..., X9) i
neprekidnu dva puta diferencijabilnu, realnu funkciju f iz R%. Tada
je f(X) Ttov proces koji zadovoljava
d 1o
— ) i . ¢
df (X) = ;f,xxt)dxt +3 Z L ()d[X, X7,

U ovom izrazu, termin f; predstavlja parcijalni izvod od f(z) po z°
i [X*, X7] je kvadratni kovarijacioni proces od X% i X7.
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6.5 Feynman-Kac-ova formula

Za bilo koju integrabilnu funkciju F(x), ¢(t, z) i bilo koje vreme T >
0, Markovljev proces podrazumeva postojanje funkcije f(t,z),t €
[0,T],z € R tako da

T

7t X0) = EF(xp)el “ " B, (411)

Feynman-Kac formula navodi da je f resenje paraboli¢ne diferenci-
jalne jednacine

O f(t, x)Sf)(t, x) + d(t,2) f(t,x) =0 t < T
F(T,2) = F(). (A.12)

X f ¢(57Xs )ds
Vaznost ove formule se vidi u nastavku: posto proces eo ft, Xe)

mora biti martingal, uslov bez drifta i Itova formula dovode do par-
cijalne diferencijalne jednacine.

6.6 Jednacina Kolmogorova

Za bilo koje vreme 0 < ¢ < T', funkcija gustine uslovne verovatnoce
X

Fs»
p(t,z;T,y) == 0, P Xp < y|X; = z] (A.13)

zadovoljava parcijalnu diferencijalnu jednacinu

Oip(t, x5 8,y) + Spl(t, w35,y) =0 t <s

Ovaj rezultat nam na jednostavan nacin daje re§enje Feynman-Kac
jednacine sa ¢ = 0. Bilo koja funkcija F'

£(t,) = E[F(Xr)|X, = 2] = /R Flpt.e:Toy)dy (A1)

je resenje Feyman-Kac-ove K diferencijalne jednacine, gde zatim
sledi A.14.
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6.7 Ornstein-Uhlenbeck-ov proces

Jednodimenzioni Ornstein-Uhlenbeck proces je specijalni oblik Itovog
procesa:

dX; = (a — bXy)dt + cdWy, a,b,c konstante. (A.16)

Ova stohasticka diferencijalna jednac¢ina moze biti resena eksplicitno
na slededi nac¢in. Prvo uzimamo da je

d(e’ (X; — a/b)) = ce® dW,

integrabilno na [S, T] i dobijamo da je

T
(Xp —a/b) = e (Xg — a/b) + c/ebtth
5
ili ekvivalentno
T
Xr=e ' T=9Xg 4+ (14 T=a/b+ c/e_b(T_t)th.
s

Tako martingali imaju normalnu raspodelu sa

E[X|F,] = e "9X, + (1 — e "))a/b (A7)
t t
Var[X:|Fs) = / b(t— “)dW 2|F,] = 02/6—2b(t—u)du
— 0_2(1 _ e—Qb(t—s)) (A 18)
2b :

gde u poslednjoj liniji koristimo Itovu izometriju. Gore navedeno
lako prosirujemo do multidimenzionog Ornstein-Uhlenbeck-ovog procesa

gde su X, A, B, C, W matrice veli¢ine (d, 1), (d, 1), (d,d), (d,d), (d, 1)
respektivno.
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6.8 Teorema Girsanova

Teorema 6.8.1 Neka je ¢; proces adaptiran u odnosu na prirodnu
filtraciju Vinerovog procesa {FV'} koji zadovoljava Novikov-e uslove:
Za svako t > 0
$%ds

] < 0.

1
2

Ele

o n

Tada

t t
1
Zy = exp[/ PsdWs — 3 /qﬁds,]
0 0

je martingal koji zadovoljava E[Z;) = 1. Verovatnoéa mera Q ekvi-
valentna sa P moze biti definisana ka Radon-Nikodym izvod

aQ

ap|F =4

1 proces
t
WE =W, — /¢>st
0

je Braunovo kretanje u prostoru verovatnoca (2, F, F}V, Q).

6.9 Teorija arbitraze

Uzimamo u obzir kona¢no vreme 7' i pretpostavljamo da se ekonomija
sastoji od d+1 bez pla¢anja dividendi hartija od vrednosti kojima se
trguje ¢ija je cena modelirana pomoc¢u d+1-dimenzionog adaptiranog
semimartingala S; = (S = Cy, S}, ..., S%). Prihvatljiva strategija
trgovanja je predvidljiv S-integrabilni proces H; = (n¢, H}, ..., H).
Bogatstvo povezano sa strategijom trgovanja H je dato sa X/ =
Ht/ S; 1 strategija se naziva samofinansirajué¢a ako proces bogatstva

zadovoljava )
dXH = H,ds,. (A.19)

Kao i uvek, pretpostavljamo odsustvo arbitraze, gde mogucénost ar-
bitraze je samofinansiraju¢a strategija trgovanja takva da je X7 =
0, XH# > 0 skoro sigurno i P(XH# > 0) > 0. Pod odgovarajuéim
uslovima procesa cene S; i prihvatljivom strategijom trgovanja, Prva
fundamentalna teorema o arbitrazi nam govori da je trziste slo-
bodno od arbitraze ako i samo ako postoji ekvivalentna martingalska
mera @, takva de je, merljiva, ekvivalentna sa P, i da je diskonto-
vana cena aktive SF/C; martingal.

Finansijski derivati sa vremenom dospeca T' su Fp-merljive slu¢ajne
velicine koje ¢emo u nastvku obelezavati sa B. Oni su replikabilni
ako postoji samofinansirajuc¢a strategija trgovanja H; takva da je
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XH = B (skoro sigurno) u kom slu¢aju zakon cene diktira da cena
derivata u trenutku ¢ < T mora biti 7% = X/

Druga fundamentalna teorema o arbitrazi nam govori da za
kompletno trziste ekvivalnetna mera Qo je jedinstvena. Jer diskon-
tovano bogatstvo prihvatljivog samofinansirajuceg portfolija su uvek
Qo martingali, sledi da su diskontovane cene finansijskih derivata na
kompletnom trzistu martingali u odnosu na QQg. Na nekompletnom
trzistu, postoji vise od jedne ekvivalentne martingalse mere ). Na
osnovu istih argumenata kao gore, replikativni finansijski derivati na
ovom trzistu ¢e biti diskontovane cene (date sa %‘? = %f), koje su
martingali pod jednom od ekvivalentnih martingalskih mera Q.

Po definiciji, ne-replikativni finansijski derivati imaju efektivan udar
na ekonomiju, njihovo prisustvo ne moze biti replikovano aktivom sa
kojom se ve¢ trguje. Tako da, sa ne-replikativnmi derivatom se moze
trgovati ako se posmatraju kao nova aktiva i arbitraza moze nastati
ako njegova cena nije u skladu sa predhodno postojeé¢im sredstvima.
U nastavku iz Prve fundamentalne teoreme o arbitrazi do arbitraze
nece doci ako i samo ako, za svako 0 <t < T, vazi da je

T
— frsds
7B = ECe ¢~ B, (A.20)
za neku ekvivalentnu martingalsku meru . Konkretno, cene bezkuponske

obveznice moze se zapiati u slede¢em obliku

T
— f rsds
t

P,(T) = ECle Bl. (A.21)

6.10 Braunovo kretanje

Braunovo kretanje predstavlja jedan od najvaznijih slucajnih procesa.
Kao matematicki alat za reSavanje prakticnih problema, nasao je pri-
menu u gotovo svim prirodnim, a uz to i u nekoliko drustvenih nauka.
Teorija stohasticke integracije, jedno od najvaznijih otkri¢a savremene
teorije verovatnoce, u najvetoj meri motivisana je upravo osobi-
nama trajektorija ovog procesa. Iako neprekidne, nediferencijabilne
su u svakoj svojoj tacki, imaju neogranicenu varijaciju na svakom
kona¢énom segmentu i vrlo izrazene fraktalne osobine. Ipak, is-
postavlja se da je Braunovo kretanje, iako na prvi pogled ¢udan
matematicki objekat, od velike koristi, kako teoreticarima, tako i
Braunovo kretanje predstavlja podesan model za ¢itavu familiju
raznorodnih pojava. Moze se jednako dobro koristiti za opisivanje
kretanja krupnih cestica, uronjenih u vodeni rastvor, kao i za mod-
eliranje kretanja cena akcija i finansijskih derivata na berzi.
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Definicija 6.10.1 Slucagni proces sa neprekidnim vremenom {Xt}ic(o,1)
naziva se standardno Braunovo kretanje na intervalu [0, T) ako pose-
duje sledeca cetiri svojstva.

(i) Xo =0, skoro sigurno.

(i) (Nezavisnost prirastaja) ¥n i svaki izbor 0 < t1 < tp < --- <
t, < T slucajne velicine Xy, — Xy, Xog — Xty ., Xy, — Xo,
su nezavisne.

(i1i) Za svako 0 < s < t < T prirataj X;:— X ima Gausovu raspodelu
sa ocekivanjem 0 i disperzijom t — s.

(iv) (Skoro sigurna neprekidnost) P{w : X,(t) € C[0,T)} =1 .

Videli smo da su mnogi modeli kreditnog rizika resivi u smislu vre-
mena dostizanja nivoa Braunovog kretanja. Ovde predstavljamo
kljuénu ideju. Neka

—u )
M, = max X; M!" = min X (A.22)
t ’ My
s<t s<t
oznacavaju maksimum i minimum procesa Braunovog kretanja X; =

Wi+t sa konstantnim drifrom. Verovatnoéa za (M, X;) i (M¥, X;)
se moze izraziti pomocu sledece funkcije

a— put

Vit

a—2b— ut
Vit

FP(a,b;pi,t) := N| J—**N| J,~c0o<a<b<oo,t>0.

o4



7 Zakljucak

U ovom master radu dat je kratak uvod u teoriju finansijskih rizika,
sa akcentom na kreditni rizik kome smo posvetili najvec¢i deo ovog
rada. Cilj rada je da ukaze na znacaj koji matematike ima na finansi-
jskom trziStu, a kroz ovaj rada to smo dokazali koriste¢i matematicke
alate predstavljajuéi razne modele kreditnog rizika. Sumirajuéi do-
bijene rezultate u ovom radu vidimo da matematika ima veliku pri-
menu prilikom modeliranja kreditnog rizika. Videli smo da veliku
ulogu ima Braunovo kretanje, jednacine Itoa i stohasticka analiza.

Kreditni rizik je najznacajniji rizik kome je banka izloZzena u svom
poslovanju, a upravljanje kreditnim rizikom u banci je osnova za
uspesno poslovanje. Kao §to smo veé¢ naveli na pocetku ovog rada,
kreditni rizik je rizik da duznik nece ispuniti sve obaveze date ugov-
orom, odnosno rizik da ¢e do¢i do neizvrsenja obaveza. Toliko puta
upotrebljenu re¢ u ovom radu, neizvrienje, smo posmatrali kao
sluc¢ajnu veli¢inu ili vreme zaustavljanja. Naveli smo osnovne finan-
sijske instrumente sa kojima se trguje na trzistu, a medju njima
najznacajnije obveznice koje predstavljaju finansijske instrumente
iz kojih se mogu izvesti drugi, komplikovaniji, finansijski derivati.
Kasnije smo naveli veoma znacajne kamatne stope kao i modele ka-
matnih stopa, ta¢nije upoznali smo se sa teorijom koja se odnosi
na modeliranje cena finansijskih derivata pomocé¢u kamatnih stopa.
Takodje smo deo rada posvetili verovatnoéi neizvrsenja, uslovnoj i
bezuslovnoj.

Konaé¢no dolazimo do modela kreditnog rizika. U ovom radu fokusir-
ali smo se na dve vrste modela kreditnog rizike, strukturne modele i
modele sa reduciranom formom, navoded¢i njihove prednosti i mane,
kao i njihove osnovne primere. Vidimo da kod modela kreditnog
rizika veoma vaznu ulogu ima Braunovo kretanje i teorija martin-
gala. Mnogi modeli trenutak neizvrsenja povezuju sa vremenom
dostizanja nivoa kod Braunovog kretanja.

Kao zakljucak ovog rada jos jednom isticemo znacaj matematike na
trzistu finansija, a u ovom radu je naveden samo mali deo kroz mod-
ele kreditnog rizika, kao i znacaj kreditnog rizika. Znacaj upravljanja
i modeliranja kreditnim rizikom proistice iz potencijalne opasnosti
da veliki broj, npr. korisnika kredita nece biti u moguénosti da ispuni
svoje obaveze i na taj nacin banke ulaze u zonu tehnicke insolvent-
nosti. Zato u cilju minimiziranja kreditnog rizika kreditni sektor
mora da prati dejstvo svih faktora koji uticu na kvalitet kreditnog
portfelja banke i da na vreme reaguju na ona kretanja koja mogu
dovesti do bankrota.
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