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YBon

Hum oBor pazma je ma YWTAOLY NOPEACTABAMO MOJYPABAHCKU MOJIEJ Te-
omerpuje JloGauenckor.!

[InejpepoBa arcmoma, exuBaienTtHa llerom Eykammoom mocrtyiaty,
HaBOIU na 3a Tauky A u mpaBy p Koja je He caap:ku y muMa onapehenoj
PaBHU IOCTOjU TAYHO jeqHa TpaBa Koja caap:xku A, a IUCjyHKTHA je ca p. Y
19. Bexky Huronaj JlobaueBcku u Janom Bomaj, He3aBUCHO jedaH On OPY-
I'OT, U3y4YaBa]jy FeOMEeTPUjCKY TEOPUjY Y KOjO] IPETIOCTABLAjy Oa BaKU He-
ramnuja oBOor TBpbhema, U TaKO 3aCHUBAjy Xumnepboanuky reomeTpujy. Kac-
HUje, V €YKIUACKO] TeOMETPUjU KOHCTPYUCAHU CY MHOTU MOMENU XUIEp-
OoJIMUKe TeOMEeTpHUje paBHU U MPOCTOpa, MeDy KojuMa Cy HAjIO3HATUjU
[Toenkapeos muck momen, Kmajuos muck momen m IloemkapeoBa ropma
nosypaBal. CandHO, MOCTOjeé WM MOIENU EYKIUICKE NeOMEeTpUje peaiiu-
30BaHU y XUNEPOOJIUYKOM NMPOCTOPY, T€ Cy OBE OBE TEOPUje €KBUKOH3IC-
TEHTHE.

[IpBa nBa omespka canpske CBEIEHY TEOPUjCKY OCHOBY U3 IBE PA3IUYINATE
obacT MaTeMaTUKe.

OcHOBHO u3 Teopuje audepeHrjaHe reOMeTPUje HEMOXOMHO 3a Pa3y-
MeBame IIAaBHOI TeKCTa paja HasemeHo je y Omemky 1.

TeopemMe u3 BapujanuoHOr payyHa Kopumhere cy caMo y onpebuBamy
reoNe3njCKUX JUHUja TOJyPAaBAHCKOT MOJENa y MCTOUMMEHOj CEKIUju, a
HeonxonHa TBphema cy usnoxkena y Onemky 2.

Onemak 3 je rnaBHu neo pana. OH moumme mepuuucameM Iloenkape-
OBOI' TIOJIypaBaHCKOr Monena. HacraBma ce mIpOHaNaKeHmeM I'e€01e31jCKUX
JUHUja TOe pelraBaMoO yIpaBo MpobjeM BapujalumoHOr pauyHa. KacHuje
onpebyjeMo cBe KpuBe KOHCTAHTHE Ie0e3UjCKe KPUBUWHE, U 3aKJLYUyjeMO
[a ce pamu O enuuukamMa. Ha kpajy pajga u3BpIIEHA je KIACU(PUKAIN]a
ENUIUKATIA.

CrernujasHu ciyyaj enunuKaa jecy reone3ujcke aunauje. Hedopmaiuo
peveHo, reoie3njCKe Cy OHE JIMHUje Ha MOBPIIN KOje HEMAjy 3aKPUBJLEIHE.
Y eyrIMACKO] paBHU TO Cy ympaBo mpase auauje. Hajrpahwm myt mameby
IBe Tauvke Ha MOBPIIM jecTe ympaBo mo reone3mjckoj. Cem Tora reones-
UjCKe Ce MOTY ONUCATH U Kao JIMHUje KOje Ha MOBPIIA MMAjy KOHCTAHTHY
Op3uHY, OAHOCHO KOHCTATAH NPBU M3BOA. TepMUH Teone3ujcKa Toaa3u 13
reone3njcke HAYKe KOja MepU PacTOjama Ha 3eMJHbUHO] TOBPIIUHU.

Pann Gomer pasymeBama Momesa, pa3MOTPEHE Cy W OCHOBHE TPAaHC-
¢dopmarnuje, uzomerpuje. Vzpenu cMo u ucrakau OuTHYy OCOOMHY Ha Cy CBe
M30MeTpUje IOJIypPaBaHCKOr MOJesa OuanHeapHe TpaHC(hopMaInja I03HATE
rao Mebujycose Tpanchopmanuje.

3axBajiaH caM 4JIaHOBUMa Komucuje np Baamumwupy JamkosBuhy, mp
Tujanu lykumsosuh u menropy ap Mupocaasu Autuli Ha KoMeHTapuma
¥ caBeTMMa KOjU Cy MOMOTJIN Aa MODOJLIIAM KBAJUTET W KOHAYAH M3TJIE]]
paza.

I Xunep6onmuuka reomerpuja je Apyru npuxsahesu Hasus.



Onmesax 1

IloBpmmn ca meTpuKoM

Y oBoM omesmky malieMo KpaTak mperJyien mojMoBa M TBpDema Be3aHUX 3a
nudepeHnrjaJHy reOMeTpUjy TOBpIIU, kKao u camy pasan JlobGaueBckor. 3a
Bume nerasba Bumeru jom u [10].

IlojmoBu mudepennujaHe reomMeTpuje
MMOBPIIN

Heka je U C R? o6mact. Ako je f: U — R", 3a meko n € N, unjexTun-
HO U AU(EepPEeHnUjabuIHo IpeciuKaBame panra nsa, caumka f(U) = M je
nudpepernurjabunna noBpu. AKO Cy u 1 v JokaJgHe KoopmuHaTte y U, Tana
je M mapameTpu3zoBaHa ca u U U.

Kpusa nmospmu M je npeciukaBame & : I — M upu uemy je I murepBad
(I C R). KpuBy MoxeMoO 3amaTu U Kao OpeciukaBame o : t — (u(t),v(t)),
re KOOpAWHATHE (YHKIM]je IOBPIIN 3aBUCe O mapaMerpa t, OMHOCHO BaKU
a(t) = foa(t). Ako je mpecauraBame o IUYEPEHINjAOUIHO KAKEMO na je
o nudepeHnujaduiHa KpUBa.

Ipumep 1. Kpusa zanara ca t — (t,v9), vg = const. je KOOpAWHATHA
kpuBa. Cawmyno u kpusa t — (ug,t) je KOOpIAMHATHA.

Csakoj Tauku P moBpmm M mpuapy:KyjeMo IBOAMMEH3UOHU BEKTOPCKU
npoctop TpM Kojer HA3MBAMO TAHMEHTHUM IIPOCTOPOM Te MOBPIIU Y TAYKU
P. OH je ckyn CBUX TAHMEHTHUX BEKTOpa Ha KpuBe nospiuu M kKoje campske
P. Tlpu tom, ako je kpuBa kpo3 P samarta ca t — (u(t),v(t)), TanreaTHN
BerkTop y Tauku f(u(ty),v(to)), rme je to € I mar je ca (u'(to), v (to)).

Jenma 0a3a tanreaTHor npocropa IpM je cacraBibeHA OX BEKTODA TaH-
PEHTHUX HA KOODAWHATHE KPUBE:

Oup = (1,0)p, dvp = (0,1)p.



Hepunumuja 1. Hexka cy v u v koopauHate nudepeHnrjabuaHe IOBPIIN
M, u f u g mupepennujabunne ¢pyurnuje f,g : U — R. IIpecnuraBame
nato ca P f(P)-0up+g(P)-0vp Ha3uBa ce BEKTOPCKO moJbe mospumm M.

Bekropcko mose MOKEMO MHTYUTHMBHO CMAaTPATHU TJIATKAM O4abupom
TAHT'€HTHUX BEKTOpa Ha IIOBPIIN.

Iedwmuumuja 2. Jluneapra xKoHekcuja Ha mudepennujadurnoj nmospmu M
je mpecaukaBame (X,Y)— VxY, rme cy X,Y u VxY Bekropcka mosma 3a
KOje BayKU:

1. Vixi+9x,Y = fVx, Y +9Vx, Y

2. Vx (Y1 +9Y2) = X(f)Y1 + fVxY1 + X(9)Y2 + gV Y2,
rne cy f,g9:U — R mudepennnjabuire ¢pyHKIT]jE.

ITpu Tom, ako je X = a-du+ - 0v, ouna je X(f):oz% —l—ﬁ%.

Ha cBakoj mopmu mocToju Buine suHeapHUX KoHekcuja. C 063upom Ha
ocobune 1. u 2. cBaka on wux je onpebhena Ha jeMHCTBEH HAYUH BPEIHOC-
TUMa Ha IobuMa Ju u Ov.

Axo 3anumemo

VouOu =T, 0u+T7,0u
VouOv =14 0u+TI%, 0v
VorOu=T" Ou+T" Ov

VapOv =T, 0u+17 0v

k

ij» 1 J,k € {u,v} masusajy ce Kpucropenosum cumbommma

roedunujentu I'
Te KOHEKCUjE.

IIpumedba. Yronuko cy X,Y BekTopcka mosa Ha moBpmum M Moxke ce
moKa3aTu aa je mpeciaukasame [X,Y] mato ca

(X, Y](f) = X(Y(f) = Y(X(£))

TaRObe BEKTOPCKO IIOJbE€ Ha INOBPIINV, 1 Ha3UBaMO T'a .}II/IjeBI/IM 3arpazzaMa.1

Heduaumuja 3. Aro cy Ei, Es BekTopcka mosba Ha nospmu M, Taksa na
Eq(P), E5(P) uune oproHnopmupany 6a3y npocropa TpM 3a cBaky Tauky
P mospmu M, tana je ['aycoBa kpuBuua y Tauku P mara ca

K(P)=g (Ve VEE1L — VE,VE E1 — Vg, 5, F1, E2) (P).

Moske ce morazaTtu na nedpumHuiuja ['aycoBe KpuBMHE HE 3aBUCU Ol U3-
bopa mapa BEKTOPCKUX mosma Fy, Fs.

1Sophus Lie (1842-1899.) mopBemku MaTeMaTwdap.



Iedunumnuja 4. Heka je gp ckamapHU OIpOU3BOJ y TAHTEHTHOM IIPOCTOPY
TpM. IlpecnurkaBame ¢ KOje Hmapy BEKTOPCKUX mojba X,Y Opuapyxyje
mupepennujabunay ¢ysrmujy Ha M maty ca

9(X,Y)(P) = gp(X(P),Y(P))
Ha3MBa Ce METPUKA.

MeTpUKy MHTYUTUBHO MOKEMO CXBATUTHU KAO TIIAIAK O1a0Up CKAJapHAX
OpOM3BOA HA TOBPIIN.

Kako je ckasapHu mpousBoa buimHeapHa GOpMa, OUUTJIIETHO je METPUKA
onpebena Ha je IMHCTBEH HAYMH BPEAHOCTUMA 38 BEKTOPCKA moba Ju u Jv.

Ako oszmaummo ¢(du,0u) = E, g(Ou,0v) = F, ¢g(dv,0v) = G, onna

MeTpuky kpahe 3amucyjemo ma ciaemehu HauwH:
ds® = Edu® + 2Fdudv + Gdv®?. (1.1)

Mzpas (1.1) jom HA3MBaMO M IPBOM (YHIAMEHTAIHOM (OPMOM Yy KOODIU-
HaTaMa u 41 v.

IIpumep 2. Y eyRAMACKO] paBHU CTAaHAAPAHA METPUKA IaTa je ca
ds? = du® + dv?.

Axko je a : I — U kpuBa Ha TOBpPIIN, Iy:KWHA TAHTEHTHOI BEKTODA Y
raukn P mara je ca ||&/||(P) = v/g(c/(¢), &/ (¥))(P).
Ako ce mBe kpuBe o 1 f CeKy y IHATOj TAUKHU, Tana je yrao uameby mux
onpeben ca
G-

Vol a)\/g(8, 8')

Arko je a: I —- U gkpusa u ¢ : I1 — I, (I; C R) mupeomopdusam, Tana
kpuBa [ : [y — U mara ca § = a0t uma ucry ciauky kao «. PyHrumjy
Ha3MBaMO U pernapaMeTpuszanujoMm kpuse «. Tana je

cos <(a, ) (1.2)

B(t) = (W () - (1), V() - ¥'(t) = ¥'(t) - (W (%(1)), v'(&(1))).
3aro je

18" = lle/ (@) - 1" (D)l (1.3)
Iepumannumja 5. Hyxuna kpuse o : [ — U je l(a) = [ |||
1

Younmo ma u3 (1.3) ciaenu na my:xuHA KPUBE HE 3aBUCK O PElapaMeT-
puzamuje. Axko je ty € I ¢urcupana Bpemuoct u t € [: qy:KUHA KpUBE (v
un3meby rauaka a(tp) u «o(t) je mara ca ftto o/ (t)||dt = s. IpecnuraBame
t — s jecre pemapaMerpmsanuja. llapamerap $ Ha3uBa Ce NPUPOTHUM
napamerpoM u tana 3a 3(s) = a(t(s)) sazwu ||f'] = 1.



Hepuaumuja 6. Axo cy P u () Tauke HOBpIIM OHIA je
p(P,Q) = inf {l(a) : a cnaja P u Q}
pacrojame Tavaka P u Q.

Kanma y moBpm M yBememo pacrojame mo0OMjaMO METPUUKU MPOCTOP.

Axo cy mpBe dynmameHTasHe (GOpPME OPUTUHANA U CIUKE CPa3MepHE
y CBaKOj Tauku, Taja je IpecirkaBame koHGopmuo. Tanma, 36or (1.2)
BUOVMMO & KOHPOPMHO IPECIUKABAH-€ YyBa YTJIOBE.

JHepunumuja 7. Heka je ¢pyurumja f: M — M nara ca (u,v) — (u1,v1).
Tana je JakobujeBa MaTpuia OpecivKaBama f:
Ouy  duy
J = [a@;ﬁ aa_} :

ou ov

Ako je g MeTpuMKa Ha MOBPIIM Tana MOCTOJU jeIUHCTBEHA JIMHEAPHA
KOHEKCHja 32 KO]y BayKU:

0
%g(awg‘, 0xy) = g(Vor,0xj, 0xk) + g(024, Vo, 0xk)

n Vam,ﬁxj = Vamjé)xi

rue ¢y i, xj, &, € {u,v}.
Axo osmauumo ca g;; = ¢(0z;,0r;) KoepuUjeHTe IPBE (YHIAMEHTAIHE
popMme, MOEe ce TOKazaTu na cy KpuctodenoBu cumBOIM OBE KOHEKCHU]eE

jemHaku
L (Ogjk | Ogik  Ogij
rt=) - (22 20 ) gH 1.4
K Xk: 2 <8ul + 8'Ll,j 8uk g ( )

Ipu 94eMy CMO ca ¢ o3HaumaIm KoepunujeHTe MATPUIle MHBEP3HE MATPULIU
Gij-

Iepuaumuja 8. Y ciayuajy OpTOTOHaJIHE IapaMeTpusalyje IOBPIIN, Tj.
kana je F =0, Kpucrodemnosu cumbonu natu cy ca

E E
e — u v — v
uu 28 uu 2G
u Ev v u
Puv - 28 Fuv - 2G
Gu GU
e — v = .
vy 2F ve 2G

a ['aycoBa KpwBMHA TOBPIIU CA

1 Gu Ev
K=—3/ra ((m”* (m”’) |




Hedbunumuja 9. Heka je o : I — U npupoano mapaMeTpru3OBaHa KPUBA
u o3aaunMo «'(s) = T tamrentHu BekTop. Tama MOCTOjU jeAUHCTBEHO je-
MUHUYHO BEKTOPCKO mosbe N takBo ma (T, N) uuHM y CBAKO] TAUYKUA KPUBE
IIO3UTUBHO OPMjEHTUCAHY OPTOHOPMUDPAHY 0a3sy.

Kako je ¢g(T,T) =1, T(9(T.T)) = 0 = ¢g(VoT,T) = 0 e je VoT
KoJuHeapan ca N.

Axo je VT =ky- N, k, Ha3MBAMO OPHjEHTHUCAHOM I'€ONE3MjCKOM KPUB-
WHOM KPWBE (.

Axo je k; =0, Tama je o reome3ujcka JIUHY]A.

Jlema 1. Koopduname eexmopckoz nona kg - N cy:
kg N = (v +TU,u+20% u'v' + T4 02, v + T8, u?+ 200 W/ +T4,0"7).
Loxas.

kg N =VqT

+2UI'UI( u 8 _|_FU 8)

uv % uv %

d
= — (' +T¥¢u?+2Iu'v + T4 ")

- uu uv VU
ou

0
+ = (UI/ +1—xv U/2 +2Fv U,IUI—FFD ’U/2) )

uu uv vU
ov

O

Moske ce moka3arTu na 3a IPOU3BOBHY Tauky P € M u TaHr€HTHU BEKTOD
Xp € TpM mocToju jeAMHCTBEHA I'eOAE3MjCKa KpuBa Kpo3 P TaHTreHTHA HA
Xp.

Pasanu JlobaueBckor

CucreMu akcmoMa Ha KOJUMa Ce 3aCHUBAjy eyRInIACKa u reomerpuja Jloba-
yepckor?, ymyhyjemo unraona ma [3] e cy meTabHO U3TOKEHW, PA3IUKY]Y

2Huronaj Usanosuu Jlo6auescku (1793 - 1856.) pyckm maremaTuyap.



ce y jemHoj akcmoMu. Y €YKIUIACKOj TeOMETPUjU BaKU NMETU EyKInmoB
noctynar. Hberoa merammja, roja Baxku y reomerpuju JlobGaueBckor, je
€KBUBAJIEHTHA TBpDhemy na 3a mpom3BosbHy Tauky A um mpaBy p kKoja je
HE CaIp:KU MOCTOoje Oap ABe mMpaBe HUXOBE DABHU WHIUIEHTHE ca A, a
nucjyaiTHe ca p. OuurieqHo je ma tamga mocToju HECKOHAUYHO MHOTO TAKBUX
npaBux. MebDy muma nmocroje nBe a u b TakBe 1a TPOU3BOJHHA IPABA KPO3
A ceue p ako U caMO aKO MpUNala Mapy YHAKPCHUX YIioBa Koje ompebyjy
a n b rKojuMa mpUOaga u p. 3a HBUX KaKEeMO na cy mapaJjesHe p. [Ipase
Te PaBHU KOje He CEeKy p HUTU Cy jOj mapaJiejiHe Cy jOj XumepuapaJesiHe.
Moske ce moka3aTu na 3a ABe XUIEpIapaJiesiHe IPAaBe MOCTOjU TAYHO jeqHa
3ajeTHUYKa HOPMAJa.

Axo0 3ajemHMUKA HOpMaJia ceue XUMeplapajesHe IpaBe p U ¢ y TaukaMa
P u @ ouma je pacrojame usmebhy p u ¢ jemmako mepu ayxu PQ. Ilap-
aJieJHe TIpaBe, MaKO HEMA)y 3ajeTHUYKUX TadyaKka, Cy Ha PACTOjarmy HYJA.

Bujermnuje pasam JlobaueBckor roje uyBajy pactojama meby Taurama,
OJIHOCHO CJIMKAJy OYKU Y HBUMa MOAYAaPHE Ny:KU, HA3UBA]y Ce U30METPUje.
YKOJIMKO M30MeTpuja CINKA OPUjEeHTUCAHE TPOYIJIOBE Yy TPOYIJIOBE KCTE
OpUjeHTaIMje KaKeMO Ia je MUPEeKTHA, a MHAJe je MHAUPEKTHA, BUuueTn [3].

Ocua pediaercuja S, xunepboryKke paBHU, y OLHOCY Ha NPABY P, CIUKA
npousBobHy Tauky A y A, Tako na je AA’ 1 p u na cpemumre mysxu AA’,
tauka Ay nmpunana p. CBaka ocHa peduiekcuja je MHAUPEKTHA TPaHCHOP-
MaImuja.

Moske ce mOkRazaTy na ce IPOU3BOJLHA M30METPHja XUIEePOOTIUUIKEe PABHA
MOjKe NIPEeACTABATUA Ka0 KOMIO3WNUja 00 Tpu ocHe pediercuje. I[Ipowms-
BOJbHA M30METPHja je OTUPEKTHA WU MHINPEKTHA y 3aBUCHOCTH OJ TOTA Oa
U Ce IPenCcTaBjha KA0 KOMIO3UIMja MapHOT WA HENApPHOr Opoja OCHUX
pediercuja. Axo je mUpeKTHa, KOMIO3MIUja je nBe pediercuje Sp o Sg.
Axo ce p m ¢ TOKNamajy y TUATAmY j€ UACHTUTET, aKO C€ CEKYy POTAI]ja
OKO IIpECeYHe TauKe, aKo Cy MapaJiejiHe OPUIUKINYKA POTAIHja, a aKo Cy
XuneprnapaJjiesiHe TPAHCIIAIN]A.

AKo je y muramy MHINPEKTHA U30METPUja, OHIa MO:Ke OUTU OCHA pe-
¢iercuja nnm kausajyha pediekcuja.

Basxe tephema:

Teopema 2. Hnodupexmmna usomempuja ca 6ap jeOHom GuKCHOM MAYKOM je
ocha pedaexcuja.

Teopema 3. Jupexmna uzomempuja je oopehena caurxama dge dame mavxe.

Teopema 4. upexmmua usomempuja ca mawno je0HoM GUKCHOM MAwKOM je
pomayuja.

Makcumasan ckyn npaBux paBHU JIoOaueBCKOT je mpaMeH ako 3a MpOo-
M3BOJbHE TPU IpaBe a, b, ¢ Koje My Ipuanajy KoOMIo3unuja pediuercuja S, o
Sp 0.5, je ocua pedaekcuja Sy. Tama u mpasa d mpunaga TOM NPAMEHY.
Jenan npamen je ongpeben nBema cBojum mpasama. Y pasau JloGaueBckor
IOCTOje TPU BPCTE IMPAMEHOBA!



® KOHKYDEHTHU (EJUITUYKKU) YUje CBE MpaBe Caap:ke jeqHy PUKCUpPaHy
TAUKy

e mapabonuukn (mapajiesHu) 4duje Cy CBe IpaBe mapaJiejHe AaToj MO-
JIyTIPaBO]

e xunepnapaJjeisy (XUnepOoNIndKY) Yuje Cy CBe IpaBe OPTOrOHAJHE Ha
3aaTy IpaBy S.

Iedwmuumuja 10. Hexka je y mpamen m X Taura KOja He NPUIALA CBUM
npaBama Tor mpamena. Cgkyn cBux ciaumka Tauke X y pediiekcujama y
OJIHOCY Ha MpaBe TOI MpaMeHa HA3WBA CE eIUIIIKII.

Kako mocrtoje Tpu BpcTe IpaMeHOBa, IIOCTOje U TPU BPCTE enunuraia. K-
IIMKJ KOjU OArOBapa EJIWITUYKOM IPAaMEHY je KPYT, mapaboJIudYKOM OAro-
Bapa OPUNUKI, & XUMEPOOJIUIKOM OAroBapa €KBUANCTAHTA.

Hera cy A u B nBe pa3He Tauke jeIHOT eNUIUKIA TeUHUCAHOT TOMONy
npamena . Tama mocToju mpasa p IpaMeHa X Koja canpsku tauky A. Heka
je g mpaBa mpaMeHa X TakBa Ia ce peIeKcujoM Sy Taura A CIUKa y Tadky
B. Tana Basku:

Sq0Sp(A) =B.

AKoO je mpaMeH eJUNTUYKY, IIPABE P U ¢ CE CEKY U KOMIIO3UILK]ja je POTAIM]a.
Axo je mpamen mapaboJUuKU p U ¢ Cy IapaJiesHe U KOMIO3UIUja je OpH-
[UKJINYKA POTAja. AKO je y TUTAlmy XUMEPOOIUYKYA TPAMEH KOMITO3UIN]ja
je TpaHcianuja.

ITpu Tom u S, u S; cIukajy Tauke eMUIMKIA y TaYKe €MUINUKIA OJHOCHO
eNUNUKT je mHBapujanTaH 3a S;0S5,. llakie, moCTOju INPEKTHA M30METPUja
KOja CJIMKa eNUIUKI y cebe, a mary tauky A y tauky B.



O nespakx 2

Bapujamuonu pauyH

Y oBoM omesmKy nmahiemMo KpaTak mperiiel MojMOBa, BE3aHUX 38 BapUjaliOHU
pauyH, Koju he Ham O6uTu TOTPEOHU y AALEM PALY.

Popmynamuja mpoodsIeMa

3amouehiemo onemar GpopMysanujoM HajjeqHOCTABHUjEr TpobaeMa Bapuja-
[MOHOT padyHa Koju hemo pemaBatu y oapebuBamy reone3njCcKu JIUHMjA.
OsnauaBahemo ra u xkpahe ca HIIBP. On raacu:
- Hahu ¢pyurmmjy y«(-) € Ctzo, 1] Koja Mmunmmusyje ¢pyrrmmonasn J(y(-)),
IpU JyeMy je: N
1
o) = [ Loyl @)ds.
xo
¥ KOja 3a0BOJbaBa moueTHe yciaose y(To) = yo, y(T1) = y1-
dymurmujy L(z,y,y’) : V — R masusamo mmTerpant. Fben momen je
obmact V. C R Ca z,y,y cMo o3maummu mpBy, apyry u tpehy mpo-
menmuBy unterpanra L = L(z,y,y')'. Ca L,,L,, L, hemo o3mauasarm
oaroesapajyhe mapumjajne u3Boe.
Ca I''y(-) osmauaBahemo mpommpernu rpaduk Gynrmuje y(-), 3amaT ca:

Iy() = {(z,y(x),y' (x)) : @ € [wo, 1]}
Howmen ¢yurmmonana J(y(-)) je ckyn
D = {y(-) € C'[xg, 1] : T (y()) C V},

nok hemo ca Dy ozmauasatu ckyn ¢yurmuja y(-) € D koje 3amoBosbasajy
NOYETHE YCJIOBE, U BUX NeMO 3BaTh HOIYCTUBUM ()yHKIVjaMa

Do ={y(-) € D :y(x0) = o, y(x1) =y1}.

136or uecTor mojaB/UBaKa MHTEIPAHTA y OBOM OLEJBKY, o3HauaBahiemo ra xpahe
ca L.



Pemema HIIBP

ITocroje Tpu Tuna pemema HIIBP: nBa nokanna (caabo u jako) u jemHo
rnobanno. JlokanHO pememe je oHAa (QYHKIUja Yy, KOja MUHUMU3Yje (yHK-
mumonat J(y(-)) y HEKOj CBOjOj OKONMHU. JAKO pellene Y, 3a10BOJbaBa:

J(y«() < J(y())

3a cBaky ¢yHrmujy y(-) € Do tako ma je |ly«(-) — y(-)|jo < € 3a Hero € > 0,
npu yemy je HopMma || - ||o mepuHMCaHA ca:

ly()llo = sup |y(z)].

z€[xo,21]

Axko ymecto || - ||o HOpMe KOpUCTUMO HOPMY || - ||1 meduHUCAHY ca:

Iyl = maX{ sup [y(x)], sup Iy’(x)l}
z€[x0,21] z€[z0,21]

¥ MOCMATPAMO OKOJNUHY (yHEIUje Y.(-) y HOpMU || - ||1, onma je y muramy
ciabo pememe. [IpuMeTnmo ma cMO KOI c1abor pellermha CMambUIIN OKOIUHY
¢dyuruUje Y, (-) HAMETHYBIIM OJATAH yCJIOB OIPAHUYEHOCTU IPBOL U3BOJA.
3aTo caemu ma ako je y.(:) jaxko pememe OHA je OHO U caabo peruemne.

Hawma he y oBoM pamy 6utu morpebHO camo riaobaiHo pememe. ['106-
AJIHO DPEeIeme je MOMyCTUBa QYHKIMja Y« (-) KOja 3a10BOJbaBa:

J(y«() < J(y())

3a cBaky ¢yHruujy y(-) € Do, 1 OHO je UCTOBPEMEHO U JIOKAJHO DElleHe.

Y csioBu mpBOT pena

Cana HieMo HaBeCTH HEONXOIAH YCIJIOB KOJjU MOpAa Na 3aT0BOJbU (DYHKIHja
Y« (+) kako 6u Gusa pememe HIIBP.

Teopema 5 (Ojneposa’ teopema). Hexa unmeeparnm L uma nenpexudne nap-

yujaane uzeode no dpyeoj u mpehioj npomennusoj, Ly, Ly . Axo je y.(-) caabo
pewewe HIIBP onda je y.(-) pewemwe jednavwune:

4 L)y (@) = Ly(a,y(a) v (@), (21)

30 ceaxo x € [ro,1].

2Leonhard Euler (1707-1783.) mBajnapcku maTemarudap. Behwum meo :uBOTa mMpoBEO
y Cankt Ilerepbypry y Pycuju.
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Jennauuny (2.1) masusamo OjmepoBoM jemmaumHOM, a oxarosapajyha
pemema Yy.(-) OBe jemHauMHe Ha3MBAMO eKcTpeMajama. JlomycTuse ex-
crpeMedie jecy pemena jensHauuue (2.1) koja cy momycruse ¢yurnuje. flo-
MyCTWBE EKCTpeMaJie jecy jeNUHU KaHAnAaTh 3a (JIOKAJIHO W TIIOBAJHO)

pememe HIIBP.

Cuneneha Teopema maje moBoJbaH yCJIOB Ha eKCTpeMmaja Oyne u3 CKyna

C?([wo, 1]).

Teopema 6 (Xun6eprosa® Teopema). Hexa je L € C%(V). Axo excmpemana
Y« (x) 3adosomasa ycaos Ly (z,y.(z), y.(z)) # 0 onda je ona dea nyma nenpe-
KuoHo Jufepenyujaduara.

3

3a HapenHy mneduHUIM]y TOTpeOHA HaM je ¢yHkiuja F meduuucana ca:
E(z,y,u,v) = L(z,y,v) — L(z,y,u) — Ly (z,y, u)(v — u).
Hedunannuja 1. Excrpemany y.(-) Koja 3a10BobaBa yCIOB
E(z,y.(2),y.(x),v) 2 0

3a cBako v € Ruz € [xg, 1] Tako ma je Tpojra (z,y«(x),v) € V, masusahemo
BajepmTpacoBom ekcTpemasioM uaTerpanta L.

HIIBP ce moxe pemaBatu u Hazx BekTOpckuM ¢yurmmjama y(-). Tana
je ¢pyHEIUOHA:

T (), a() = / " Loy (@), v (@), v, (@), v (@),

Zo

a IIOYETHM YCJIOBU CY OaTu Ca

yl(xo 10
( 11
yz(xo 20
y2($1 21-

OpenuMo Koje ycJioBe 3a10BOJbaBa PEIIEHhe Y OBOM CIyUajy.

Heka je ¢yurmmja y.(-) = (y«1(:), ys2(:)) pememe oxrosapajyher mpo6-
aema. PurcupajmMo jemnHy KOOpmuHATHY (GYHKOUMjY, penuMo Yo (-) = yYua(-).
Tana ce mpobiaeM cBomu Ha Beh mO3HATU CiIydaj MUHMMHI30BAma ()yHKIN-
oHaJA!

T () = / " L1 (@), yea(@). v, (@), o' ()

0

3ato je pymrmmja y.i(-) pememe Ojaepose jennauune:

%Ly{ (2, y1(x), Yua (), 41 (2), Yua () = Ly, (2, 91(2), yu2 (2), y1 (2), yio (),

3David Hilbert (1862-1943.) memauku MaTeMaTUdap.
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3a x € [zo,x1].
AHaJsorHo, ako UKCUpaMo MPBY KOOPIMHATHY (PYHKIU]Y, HOOUjaMO ma
je QyHKIUja y.o peleme jeqHadnHe:

%Lyé (.23, y*l(x)v Y2 (Z‘), y;l(x)v yé (Z‘)) = Ly2 (Z‘, y*l(ﬂf), yQ(x)v yil (Z‘), yIQ(x))v

3a x € [xg,x1], Te Tako mobmjaMo ma y CiIydajy pemaBama mpobiema Ha
[OMEHY BEKTOPCKUX (DYHKIMja, PEIICHe 3a10B0/haBA CUCTEM jeIHAYNHA 00-
KA

d

Ly =Ly, i=12 (2.2)

Teopuja mossa y BapujanimoHOM padyyHY

Hexka je y oBoj cermmju unterpant L € C%(V).

Heka je G obmact y R2. ®ymrmujy u(z,y) € C1(G) hemo 3Batu mome.
3a mome u(z,y) hemo pehn ma je cupermyTto ca mmTerpanToM L ako je
tpojra (x,y,u(z,y)) € V 3a cBako (z,y) € G u ako 3a ¢pyarmmje p(z,y) u
H(z,y) nedunucane popmynama:

p($7 y) = Ly’(xv Y, U(Z‘, y))

H(x,y) = Ly’(xvyau(xay))u(xay) - L(x,y,u(a:,y)),

KpHBOHMHHj CKHM UHTEerpaJ

/ p(z,y)dy — H(z,y)dz
C

He 3aBucHU on myTa y obmactu G.

Hanomena. Momro L € C*(V), u(z,y) € CY(G) ouma cy p(x,y) u H(z,y)
riaTKe.

3a obunact hemo pehwn nma je jemocTpyko (IpocTo) mOBe3aHA YKOJIUKO
ce CBaKa KOHTYPa MOKE HEIPEKUIHOM TPAHC(HOPMAIjOM IPEBECTH Y TAUKY
0e3 HamymTama Te 00JaCTH.

Hedunanmuja 2. Pyurnuja y(x) jecte Tpajexkropuja moma u(x,y) ako je
pememe ITupepeHnyujalne je tHaUNHe:

u(z, y(x)) = y'(x).

Cuene nBe TeopeMe Koje MOBe3yjy TpajeKTopuje momba ca eKCTpeMaIaMa
npobiema.

Teopema 7. Axo je nome u(x,y) cnpeznymo ca unmezparwmom L onda je ceaxa
mpajexmopuja noma u(x,y) exempemana unmezparwma L.
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Teopema 8. Hexa je G jednocmpyxo nosesana obaacm y R%2. Axo je ceaxa
mpajexmopuja nona u(x,y) excmpemana unmezparma L, onda je nowe u(x,y)
cnpeznymo ca unmezparnmom L.

He¢puuumuja 3. Ilome u(x,y) cupernyro ca L je Bajepmrpacoso moise,
aKO 3a,J0BOJLABA:
E(z,y,u(z,y),v) =0

3a (z,y) € G u 3a cBako v € R 3a koje je uspas nepunucan, tj. (z,y,v) € V.

Teopema 9. Homwe u(x,y) cnpeznymo ca unmezpanmom L je Bajepumpacoso
nowme unmezpanma L axo u camo axo je ceaxa mpajexmopuja nosa u(x,y)
Bajepwmpacosa excmpemana urwmeeparma L.

Teopema 10 (loBoman ycios ekcrpemyma). Hexa je u(z,y) Bajepwmpacoso
nowe unwmezpanma L dedunucaro na G. Hexa cxyn G noxpuea npecex npo-
jexyuje cxyna V na pasan (x,y) u mpaxe [xg,x1] X R. Axo je donycmusa
exempemana Y. mpajexmopuja noma u(x,y), onda je oHa 2400a4H0 pewene
HIIBP.

3a pamunujy ekcrpemana yi(z) = y(z,A) hemo pehu ma jemaocTpyro
npekpuBa obnact G YKOIMKO Kpo3 cBaky Tauky (z,y) € G mponazu TauyHO
jemHa eKcTpeMatia ).

Teopema 11. Hexa cy ' u G jednocmpyro noeesane obaacmu y R?, uy(z, \) €
C%*(T). Axo cy sadosomenu ycaosu:
a) 3a dukcuparo X\, y(z,\) je excmpemana uwmeepanma L wuju epadux
aexcu y G,
6) Excmpemane usz a) jeonocmpyko npexpusajy obaacm G,
6) SL(x,\) #0.
Tada nocmoju zaamxo nome u(zx,y) dedunucarno na G Kome cy excmpemane u3
a) mpajexmopuge.

Hanomena. Ilomwe u(x,y) u3 mperxomHe TeopeMe je CHPErHYTO Ca WHTE-
rpaaToMm L.

I'eone3ujcke m BapujaliioHU pavyyH
Y oBoj cekmuju moraszahemo caemehe TBpheme:

Teopema 12. Hexa je v najxpaha xpuea xoja aencu wa nospwu M u nosesyje
dse purcupane mauxe na moj nospwu. Tada je kg =0 dyxc .

Jloxas. Heka cy u! = u u u? = v nokanze KoopmuHarte moBpmu M. 3aTuMm

HeKa je mpBa (yHIaMeHTadHa (popma mospmm M nata ca ds? = g;julul.
I[Ipu ToM cMO KOpuUCTHUIM AjJHIITAJHOBY HOTANU]y 338 CYMHUPAIE IO 3ajel-
. P 2 P
7 _ .l
HUYKOM MHIEKCY, ITO je ckpahena o3mara 3a g;u'u’ = ) ij=19ijU ul.
Tarobe, usson hemo ymecro ca u'(x) o3mauasatu ca u(x).
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Kako ce myskmHa KpuBe pavyHa IO (OPMYyJIN:

z1
l('y):/ \/ gijeiuide,
o

OHZIA Cce HAJaKeHme KPUBE HajMame My:KUHe CBOAU Ha TPOOIeM MUHUMU30-
Bama dymsnuonana J(u(-)) = J(ul(-),u?(:)) =1(v).

Wurerpant je obaura L =

gij U/, a oxrosapajyhm maprwmjannu uz-
BOIA:
uk = T U
2\/g7;ju7'u3 Ouy,
1 ag;
Lyx = Jij

Cana nobujamo Ojnepose jennauumne obuvka (2.2):

d 1 09ij iy 1 0gij ., .
— | TT—m— a9 | = Y——— w’, k=1,2.
dz \ 24/g;utui Oty 24/ gi; 007 Ouy

AKO mpupoOIHO mapaMeTpusyjeMo KpuBy, OHIA je ds = y/gjjutu) = 1. 3a-
MenoM y OjimepoBuM jemHaumHama TOOUjaMO:

i L (Ogkj  Ogri  09i5\ ..,
gk W + 5 (811,1 B + Duk w'? =0, k=1,2.

(2.3)

Axo jemmaxoctu (2.3) mommomuMo ca ¢"™F u cymmpamo mo k mobuhemo:

L1 Agrj | O9ki | 09i5 \ .i.;
mk 5J — mk J 13 1) i) _
g U Gkju —|—2g <8ui +8uj+8uk w'uw! =0, m=1,2.

Nmamo u3 (1.4) na ce Kpucrodenosu cumbonu padyHajy Kao

1 0gk;  Ogri . 0Gij
= _—gmk | 2 : 2
=99 (8ul 9w T ok

3aTo Ha Kpajy mobujaMo CUCTEM:

i+ TR0 =0, m=1,2. (2.4)
Ho xako cy jemmaunmue (2.4) ympaBo koopaunHaTe BekTOpa kg - N, mTO
cMmo mokazasu y Jlemu 1, cienm ma je reome3ujcka KPUBWHA HYJIA.

g

14



Onesar 3

IlonypaBancku MoneJt
reomeTpuje JIodbaueBckor

IaH O MOIEeJia TeOMeTPH] yeB rjem HK B IIOJI BaH-
Jenan o ozejia reoMe e Jlo6auesckor je u Iloerrkapeos! mo aBa

cxku Momes. IlpencraBuhemo merosa cBOjCTBA Yy OBOM OIEJLKY.

Iedwmuumuja 1. Heka cy y eyrauackoj paBau ngarte JlekaproBe mpaBoyrie
roopauuate. [lonypaBan umju je pyd z-oca, a Koja cagp:Ky TAUYKe Ca MO3-
UTUBHOM Y KOODAMHATOM HAa3MBAMO T'OPHA MOJypaBaH. Kako koopauHarte
(z,y) IpOM3BOHLHE TAUKE MOMKEMO HPENCTABUTUA U Yy OOIUKY KOMIUJIEKCHOT
Opoja z = x + iy Tauke TOPIHE MOJypPABHU JaTe Cy Ca

H={z € C:Im(z) > 0}.

Py6 ose moamypasau, npasy Im(z) = 0, HA3MBAMO AICOJIYTOM.

Merpura (omaocHO mpBa ¢pynmamentasgsa popma) y H je mara ca:

5 dz?+dy?
dS - 72.

Y
Omna ce pasnukyje y oIHOCY Ha eyRKIMICKY MEeTPUKY 3a uMenunan y°. Kaxo
Cy IB€ METPHKE y CBAKOj TAUKU [OPH-€ IOJyPaBHU CPa3MePHE Ca (aKTOPOM
y?, one cy koupopmue. To 3HAUM na cy xunepHonuuke Mepe yriosa usmeby
KPUBUX MCTE KAO U HUXOBE EYKIUICKE Mepe.

WNnak, kako ce oBe nBe MeTPUKe He NOAYapajy, Ay:KUHE KPUBUX T'OPH-€
IOJIypPABHU y ABEMa METPHUKAMa Ce y OIIITEM CIydajy Pa3iuKyjy. 3aTo cy
U reojie3njCke KpuBe OBe ABe MeTpuke pasiuunre. lloacerumo ce u ma je
Jy’KUHa, KPUBE HE3aBUCHA OJ IIapaMeTPU3alluje.

1 Jules Henri Poincare (1854.-1912.) ¢panmycku maTematuuap.
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I'eonme3ujcke JMHMjE MOJIypaBAHCKOT MO OeJia

Cana hemo nponahu reomesujcke KpuBe TOPHE MOJypaBHU, Kao Hajkpahe
KpUBe KOje cIlajajy OBe TaduKe.

[Torpaskumo npBo Hajrpahe KpuBe Koje mMOBe3yjy OBE Tauke KOje Mpu-
mangajy eyRIUIACKO] MOJYyIpaBOj HOPMAJHO] Ha amcoayTy. Hbuxose Koop-
muate cy (zo,yo) 1 (To, Y1)

IToTpaskumo mpBO OYyKUHY KPUBE UMja CIUKA IPUIANa TOj IOJJIYIPaBO].
Hena mapamerpusamuja je x(t) = (xo,y(t)), y(t) € [yo, y1], a KykuHA KpUBE
je:

to Yy to Yy to Y " Yo

[IpermocraBumo cama ma ce kpehemMo o HEKOj APYTOj KPUBO]j UMja CIUKA
He MPUNaga eyKIUACKO] MPaBOj OPTOTOHAJHO] HA amconyTy. be3 cMamema
OIIITOCTA MOYKEMO MPETHOCTABUTYU W [a jé Ta KpuBa pacTyha mo Ipyroj
npoMmenmuBoj. Tana he BaskuTu:

[ [
to Y o to Yy to Y

Hakrme, majepaha kpuBa Koja moBe3yje maTe IBe TadKe je eyKIUICKA
Oy KOja MPUIana NOJYIPAaBO] OPTOTOHAJHO] HA AIlCOJIYTY.
Tarobe, BuauMo na ce NpuUpOIHU MapaMeTap padyHa oo (OopMyIn

s = lny|§0,

na je reole3njCKa KPUBa MapaMeTPU30BAHA MPUPOTHUM IapaMeTpPOM
mata ca «(s) = (xg,Ce®), rue je C xoucranTa. Bumumo ma cy oBe reogme-
3ujcke nedunucane 3a s € R.

Heka je y = (x0,y1) Tauka ropme moiaypasBHu, a & = (x0,0) Taura
ancomyre. Mako Tauke amcosyTre mOo Ae(@UHWNONUjU HE OPUNANA]Yy TOPHO]
HNOJNypaBHU, MO¥keMO (popmyny (3.1) mpuMeHWTH W HA OBaj WIMPU CIyda)].
Bumumo na Tama oHa UMILIMIMpa 14 je TauKa T Ca allCoJyTe GECKOHAUHO
yIajbeHa O TAuKe Y.

(w0, 1)

|
|
|
[}
|
|
|
|
|
|
|
|
|
&

(I07 0)

Cuaura 1. T'eomesujcke aunuje y H
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IMoTpasxkumo cama majkpalie kpuBe Koje cmajajy Tauke 2o = (%o,Yo) 4
21 = (21,Y1) ca PA3IUYUTUM T KOODANHATAMA.

Y

20 = «/(to)/\_/om =(t1)

Cunura 2. Kpusa roja cnaja nse tauke y H

IIpermocTaBuMO K& CMO HAIIA TakBy KpuBy Y* : [to,t1] — H, u o3maumvo
je ca v*(t) = (z*(t),y*(t)). Tana je mysxuna xpuse *:

b /dx? + dy?
Iyl = inf|]7]] = inf | A=t
Y Y Jio Y
7 (to) = v(to) = 20
7 (t1) = (t1) = 1.
[IpernocraBuMO ma KPpUBY Y MOKEMO MapaMeTPU30BATUA Ca IIPBOM KOOPIU-
HATOM Ka0 [MapaMeTpPOM, OJHOCHO Ha HeHa CJIUKA He CAIPKU YK OPTOTO-
HaJsiHy Ha amncouayty. Omma hiemo 3amartar HaJaKema KPUBE Y PellaBaTu
Ka0 mpobiieM BapujanuoHOr pauyHa onpebuBama QyHKOUje:

{y(x) € C'xo, 21] : y(x0) = o, Y(z1) =1}

koja MuHUMU3Yyje Gyurmmonasa J(y(-)), npu yemy je:
1 14+ y/2
o) = [
zo

WuTerpant oBor npobiema je obyiuka:

Vity?

L(z,y,y) = ,

Iomen unterpanta L je V=R x RT x R.
IlaprujaJay M3BOMU WHTETPAHTa Cy JATH jeTHAurHAMA:

149"
y2

Ly(xvya y/) = -

/

Ly'(‘xvyayl) = yi
yv1i+y?

O6a mapumjasaa U3Boaa Cy HemperumaHe pyHruuje va momeny V. M3pa-
uyHAjMO M APYTrM u3BoJ 1o Tpehoj mpoMeHmUBOj mHTErpanTa L:

1

L//x,,lzi.
yy( yy) y(1+y’2)%
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Kako je Ly, > 0, TO je mHTerpaHT KOHBEKCHa (yHKNUja mo Tpehoj mpo-
MenssuBoj. Crora he Gurwm:

L(xayvv) > L(x,y,u) + Ly/(x,y,u)(v - U)

3ato je E(z,y,u,v) >0 3a cBako u,v € R Te Cy CcBe ekcTpeMale IOJa3HOT
npobiaema BajepmrpacoBe ekcTpemade.

Kaxko je L € C*(V) u Basu Ly, > 0, To us Teopeme 6 3axmpydyjemo na
he erkcTpemase nMaTV HENPEKUIAH APYTU U3BO.

Pemrvo OjmepoBy jemnauumy na 6GUCMO OAPEANIN €KCTPEMAJIe:

d
%Ly’ =1L,

i( y' )__v1+y/2
dz "y /1 + y' y?

" 2,2 2 a0 2y"y
YyVItyE —yVIA YT Yy s s Vity?

y2(1+y?) y?

11,0
Y'yV1+y? =y 1+ y? - y’yii/f — = —(1+y?)V1+y?
Vity

V'y(1+ %) — (1 + %) — 297" = —(1 +y%)?
y//y_y/Q_yy(: _1_2y/2_y;4’

y//y+1+y/2:0

Wy+a) =0
y'y +x = const =C
2’y +x =2C

d
E(yz + £E2) =2C

y2+a2?>=2Cx+D
v 42> —2Cc+C*=C*+D
(x—C)Y?+y*=C*+D.

Ha xpajy o3maunmo R? = C?+ D. Tako cMo mo6uiu 1a eKcTpeMaJie Haler
mpobiemMa 3a00BOJHABAJY je THAYNHY

(- C) +y* = R?

MTO je YyIpaBO jeIHAUMHA CYKJAUACKOT KPyTa ca HeHTPOM Ha T-ocu. k-
crpemasne he 6uru nomyctuse ako je Tpojra (x,y,y (z)) € V, u ako 3amno-
BOJbaBajy mouerHu ycioB y(zo) = yo, y(z1) = y1. Kako je jemuncrseno
onpeben eykaMICKM Kpyr ca IEHTPOM Ha PEaJHO] OCH KOJU CAADKHU IBE
pasue tauke (zg,Yo) 4 (Z1,¥Y1) TO MOCTOjU jeMUHCTBEHA NOIYCTUBA E€KCTPE-
Masa y«(-). Omna je meo eyrammckor kpyra ca merrpom (C,0), koju ce
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HAJA3U y TOPH0j modypaBHu (¢ 003MpOM na je mOMeH mHTerpanta V =
R x RT x R). To je eyknuACKX TOTYKPYT KOjU je AAT jeTHAUTHOM:

yu(2) = VR? — (x — C)2.

IToTpebHO je jom moka3aTu na OBa €KCTPeMaltia jecTe rIoDAJIHO pelene
oaroepapajyher nmpobiema BapujanroHOT padyHa.
Axo 3a obnactu G u I' uz Teopeme 11 y3memo:

G =R xR,

I={(z,)\)eR?:1>0,C —VA<z<C+VA},

3aTUM 3a ITapaMeTapCRY (baMI/IJ'II/ij eKcTpeMaJla M3a6epeMo:
y(va) = /A - (it - 0)2’

OHJA Cy 3an0BoJbeHu ycaoBu Teopeme 11. Hawume, ca mpomernoM mapameTpa
A, y(z,\) jeCy KOHIEHTPUYHM MOJIYKPYTOBU KOJU JeIHOCTPYKO HPEKPUBAjY
obnact G. Ms3soxn je jemuax:

;L A
NN @ _op

u yBek je Behu on Hyne jep je A €.

N3 Teopewme 11 1 meHe mociequie cienu qa MOCTOjU nosbe u(x,y) cuper-
myTo ca L xome cy y(x,\) Tpajexkropuje.

Kako cy cse ekcrpemasie Bajepmrpacose, To hie npema Teopemu 9 mosse
u(z,y) 6uru BajepmrpacoBo nosme unrerpanTa L.

Kaxko jom 1 G mokpuBa mpecek npojernuje ckyna V Ha paBaH Ty U TPake
[x0,21] X R, omna cy 3amoBosmenu ycaosu Teopeme 10 ma he erkcrpemana
Y« (-) OUTU TIOBATHO peleme MOJIA3HOT TPOobIeMa.

3ak/bydyjeMo na Cy OBHU MOJNYKPYroBu Takobhe reonesujcke nuuuje y H.

Cunuxra 3. I'eonesujcke nuuuje y H
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Kako 3a mpousBOJbHY TauyKy rOpHE HOJIYyPABHU WM TAHI'C€HTHU BEKTOD Y
H,0j, IOCTOjU jeANHCTBEHA TeONe3MjCKa KPUBaA KOja Ty TauyKy CAIPXKU U
TAHTEHTHA j€ Ha DaTH BEKTOD, OBUM CMO IIPOHAININ CBE I€0Ne3MjCKe KPUBE
aTe METPUKE.

Habumo pacrojame mameby maBejy Tadaka ca pazawduToM & KOOPIU-
marom. Hera cy To tauke zp,2; € H koje mpumanajy moaykpyry dmja je
jemmaunua y(t) = (C + Rcost, Rsint), nupu uemy nmapamerap t y3uma Bpel-
voctu u3 uarepsaaa (0,7), u vHeka je Y(tg) = z0,7(t1) = 21.

Buhe sam morpeban mpBu U3BOA KPUBE 7:

7'(t) = (—Rsint, Rcost).

Cana m3padyyHajMO AYKUHY JyKa OX zg 1O 21:

t1
d(z0,21) = / I () et
t

0
B /tl R2sin?t + R2 cos? tdt
to R2sin?t
t1 1
L
to sin“t
t1
1
t, sint

Jemnaroct (3.2) je 3amoBosbeHa 6e3 alcoyTHE BPEIHOCTH jep je sint mos-
uTuBHa QyHKIUja Ha uaTepBaNy t € (0, 7).
Ila 6ucMo pemmu uHTErpas (3.2), yBeAUMO CMeHY:

tan — = u.
ang =u
IIpurom mobujamo ma:
1 1
—dt = d
2" T T ™
- 2u
sint = ——.
1+ u?

Pemumo cana meomapebhenu uHTErpas yBeIeHOM CMEHOM:

1 / 1 5 du
P “2u_ 7 2
sint Wl/ifu/z’
_ [

u
=Inju|+C

t
:1n|tan§|—|—C.
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rae je C' € R meka koucranra. Hajzan, kana yBemeMo rpanwuile, nobujamo
la ce pacTojame padyyHa 0o (popMyiin:

t|t t t
d(zo,21) = In|tan | ' =In|tan —| — In | tan —|. (3.3)
2 Ity 2 2

[IpumeTnmo na, yKoJIUKO ce mapamerap t npubiamkasa Bpengoctu 0 uau
T TO pacTojame Texku OecKkoHauHocTu. Jlakie Tauke ca amcoJyTe Koje Ipu-
manajy moJayKPYTy jecy GeCKOHAUHO yaabeHe Ol TAUaKka y MOJIYPABHU KOje
NPUTIANAjy UCTOM TOJYKPYTY. 34TO TAUKe AICOJIYTE MOKEMO CMaTpaTu
OECKOHAYHO TaJICKUM.

YounmMmo ma ce IpUpOIHM IapaMeTap OBE KpUBE PadyHa Kao:

t
=In|tan-| - C
s=In| an2| )

Tj. [a Cy TIPUPOIHO MAPAMETPHU3OBAHE TeOJE3UjCKE OBOT OOJIMKa maTe ca
a(s) = (C + Rcos(2arctane®), Rsin(2arctane®)) nma cy nepunucane 3a cBe
s € R.

Curuke reomesujckux auHUja 30BeMo h - mpaBama. Takobe, cmarpamo
na cy naposu tadaka (A, B) u (C, D) nogynapHu ako Cy jeJHaKa PaAcTojama
usmeby A u B, ommocuo C' u D. Tanma mupekTHO ciaenu na Tauyke MOPHE
OJYPABHU U H-eHE h-TIpaBe 3a10B0JbaBa]y aKCMOME reoMeTrpuje pasuu Jlo-
BaueBckor, BUmeTH [3], OAHOCHO NMpENCTaBbA HeH Moxed. Ilpu ToMm, yKO-
JUKO HeMa HeIOYMUIA, MACHTU(PUKYjeMO TeONe3UjCKy KPUBY W OAroBapa-
jyhy h-npasy.

Hpumedba. Nzpauyuajmo NaycoBy kpusuny IlomypaBauckor momesna.

Koedpunmjentr npee ¢ynmamentanne ¢popme cy maru ca: F = G =
2
1/y*, F =0.
Pauynajyhu Kpucrodensose cumbone mobujamo:
E E 1
Fm — - — 0 1“?! — _ -y —_
E 1 G
e =4 - _Z v =—2_-9
Y ) Y wo2G
G G 1
vy 2 vy T 90 y

lNaycoBa kpuBMHA TOpPIHE€ MOJYypPaBHU je:

S S/ Ey P2 ey V2

Haxrne N'aycoBa kpuBmHa je roHcTanTHa u m3Hocu —1. Ilpm Tom, cBe
MPUPOIHO TapaMeTPU30BaHe reoe3njcke Kpuse cy nedunucane Ha R. Mo-
JKe ce IMOKa3aTu na Cy OBa JBa YCJIOBA: KOHCTAHTHA HEMaTWBHA KPUBUHA U
ne(pUHNCAHOCT T'€Oe3NjCKUX KPMBUX Ha R, MOBOMHU U HEOIXOIHU yCIOBU
na moBpI Oyme momen reomerpuje JlobadeBcKor.
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ITocmaTpajMo aBe reome3ujcke JUHU)E P U ¢ KOje YV €YKIUACKOM CMUCITY
uMajy 3ajeIHUYKyY Tauky P Ha alcoyTH, Ca eYKIUICKAM KOODIAHATAMA,

(c,0).

Cnuka 4. Ilapasenne h-npase p u ¢

Heka je k(P, R) h-upaBa kKoja je eyKJIUACKU KPYT, U C€YE P U ¢ y TAUKAMA
Ar m Br. Pacrojame mameby h-npaBux p u ¢ je MHOUMYM pPACTOjamha
n3MeDy BUXOBUX Tauaka Ia je Mame WM jeIHAKO pacrojamy Tadarka Ap
u Bpg, koje ce pauyna npema dpopmynu (3.3):

t t
d(Agr,Br) =In| tani —In|tan Bl

Yromuko R — 0 Bamm ma t; — 7w/27,tp — 7/27. 3arto pacrojame
usmeby Agr m Bgr Texu Hyu, ma je

d(p,q) < d(Ar,Br) — 0

ma je u pacrtojame m3amebhy p u q myna. Vmak, oBe h-mpaBe HeMajy 3aje-
HUYKNX TAa4aKa, Ia 3aKBbYydyjeMo na Cy HapajesHe.

CunuyHO, HEKA Cy p U ¢ h-TIpaBe KOje eYRKIUICKU MPENCTABILA]Y IOJY-
nmpaBe OpTOroHaJHe Ha amcoxyTy y taukama A m B. Heka je C cpemumre
eyrauncke nysku AB, a k(C, R) xpyr.

p q

Cunuka 5. Ilapasenne h-npase p u ¢

h-npaBa kOjy Taj Kpyr meduHuire ceve p u g peaoM y taukama A u Bpg.
Pacrojame usmehy tux Tavaka padyna ce no dopmysu (3.3), u jenHaro je:

t t
d(Agr,Br) =1n| tan51| - ln|tan50|.
Kana R — +o0, tama t; — /2%ty — ©/27, na tama pacrojame usmeby

AR u Bg Texu myau. Kako HU mpaBe p U ¢ HeMajy 3ajeIHUYKAX Tavyaka,
3aKbYUYyjEMO Oa Cy HmapaJieiiHe.
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Axo je p h-ntpaBa m A Tauka Koja joj He TpUIama OUUTJIEAHO je na
OCTOje TAYHO ABe h-mpaBe Kpo3 A Koje cy mapaJesHe p, Ha yIpaBO OIMUCAH
HAYMH, T€ CMO OBUM OIMCAJIM CBE MAPOBE MApAaJIeTHUX IPABUX.

Axo mBe h-mpaBe mMajy 3ajeqHUUKY h-Tauky, OHIA Ce€ OHE CEKY, a yKO-
JIUKO Ce He CEKy, HUTU Cy MapajieyiHe, OHE Cy XUIeplapajieHe.
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N3omerpuje y H

W3omeTpuje cMo meduHMCAIN Kao OUjeKIMje KOje CINKAjy OYKUA Yy HUMa
moaynapHe Oy:KU. 3aTo m3oMeTrpuje uyBajy merpury. Ilokazahiemo mpso
dbopmyiie pedrnexcuje y omrocy Ha h-npaBe. Karo ce cBaka m3zomerpuja
MOKe IPeINCTaBUTU Ka0 KOMIIO3UIMja HajBUIIEe TPU OCHE pedieKkcuje, BUIe-
hemo na je cBaka uzomerpuja mudpeomopouzam. Tarobhe, younhemo na nu-
peKTHe TpaHChOpMAIje UMa]jy MO3UTUBAH, & WHINPEKTHE HETATUBAH JaKo-
bujan.
2 2
IToxceTuMo ca na je MeTpUKa TOpH-€ IMONyPABHU 1aTa ca ds’ = de”dy”
Habumo meke mpumepe m3omMeTpuja roOpme MOy PABHU.

Ipumep 1. Ipecaukasame f(z) = —Z jecte uzomeTpuja.

OHO cauKa Tauky T + iy y TAuKy —I + iy Koja Takobhe mpumanga ropmoj
moJypaBHU. ['€OMETPUjCKUA OBO NMPECIUKABAKE MOKEMO BUIETU KAO EYK-
JNACKY pedileKCHujy Yy OLHOCY Ha MMaruHapHY OCY.

Onarne caenu na f cnuka npoctop H y cebe, kao u na je Oujekuuja.
WuBeps je mar mpeciukasameM f 1(z) = f(z). Axo f mpemcTaBuMO Kao
flz,y) = (u(z,y),v(z,y)) = (—x,y) onma cy GyHKIMje u U v TIATKA IIPEC-
IuKaBama ma je f madepenmujabuiHa, a oHma je TakBa u f 1, Te je f
mudeoMophrzam.

Ila 6u f Guso m3omerpuja MOTPEOHO je na He Mema E€JEeMEHT Iy/KUHE
ayka. To caenn u3 caemehux jegHaxkocTu:

du® + dv? B (—dz)? + dy? _ dz? + dy?

2 Y2 Y2

JakobujeBa Marpuna npeciukaBama [ je

J [—1 0] ,
0 1
ma je JakoOujau det J = —1.
Kako cy tauke HA mMarmHapHOj OCH (UKCHE 3a OBO IPECIMKABALE, a
DU TOM IpeCIUWKaBame HUje WIEHTUYKO, Yy NUTAImY je OCHa pediiekcHuja
unja je oca h-npasa mata ca Re(z) =0, Im(z) > 0.

(=C,0) (0,0) (C,0)

Caura 6. Cuuka reome3ujcke npu usomerpuju f(z) = —%
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IIpumep 2. Cauuno, npeciukasame f DaToO ca
f(z)=—-2z+2k

npencraB/ba pedIeKCUjy y OAHOCY Ha h-IIpaBy AATY jeTHAYUHOM
Re(z) =k, Im(z) > 0. Jakobujar oBOr IpeCIUKaBama je HEraTUBAH.

IIpumep 3. IlocmarpajmMo mpeciukaBame:

oz
IR

f(z) =

N

Axko f mpenctaBUMO Kao BEKTOPCKY (YHKIUjY:

f@y) = (), 0@ 9) = (5 )

ouma je JakobujeBa marpuma on f mara ca:

Y U y22 I; 2 2 Ig 2

ov. 0V —2zy 7 —1
ox Oy (@24y2)? (@2+y2)>

Tana nuperTHO caemu na je f Oujekrnuja m na BaxKu

du?® + dv? 2?42

2 T2

na je y muramy uzomerpuja. llpu ToMm f je m unBosmynmja jep je fo f(z) =

z. YoumMmo na Cy Tauke KOje HPUNANajy jeIUHUYHOM EYKJIUICKOM KDYy

$uKCcHe, a na npecaukaBame [ HUje UIeHTUYKO. 3aTo je f ocHa pediercuja

y omaocy Ha h-mpaBy ompebeHy jeAMHUYHUM €YKIUACKIM KPYTOM.
Herepmunanra JakobujeBe marpure je:

ot 222y — yt — da?y?

det J =
¢ (@2 1 42)?
(e
(22 + y2)2 :
Ipumep 4. Cnnuno je u npecaurasame f(z) = E}il + a ocHa pediekcuja

y omHocy Ha h-upaBy oapebeny eyknumckum kpyrom ca umearpoMm (a,0) u
MOJIyIPEeYHUKOM R.

Kako je cBaka m3omerpuja KOMIO3UIMja OCHUX pediekcuja, a Jaroou-
jaH KOMIIO3UIj€e MPEeCINKABAkha jeJHAK IPOM3BOAY JakoOujaHa, BUAMMO Aa
WHIVPEKTHE N30METPUje UMa]jy HEraTUBAH, & AMPEKTHE IO3UTUBAH JaroOu-
jaE 1 ma cy mudeoMoppU3IMU.

Hasenumo cana jour HEKOJIMKO TpUMepPa N30MeTPHUja XUepOoInUKe paB-
HU.
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Ipumep 5. IIpecaurasame 3anato ca f(z) = z +a, a € R, nan apykuuje
3amcano
fo(@y) = (uv) = (z+a,y)

jecTte m3oMerpuja.

IlaTo mpecankaBame je OUUriIenHo OujeKTMBHO mpeciaukaBame H y H,
nudepeHnrjabuaHo u uMa JudepeHnjabnuIHO NHBEP3HO IPECTINKABAHE

2 =2—a.
IIpoBepuMoO jom ma He MEma €JIEMEHT LYKUHE JIyKA:

du? +dv?  d(x+a)® +dy?  dx® + dy?

2 Y2 2

Ilakyie mato mpeciukaBame jecte m3omerpuja. JarobujeBa marpuna on f

je:
Ju  Ou

J_%a—y_lo

Tl | T 1|’
oxr Oy

Iakje jeMHUYHA MaTpuna, na je Jakobujau det J = 1. 3ato je f muperTHa
M30MeTpUja.
OBO TpecHuKaBame MOKEMO BUIETU KAO €YKIUACKY TPAHCIALU]Y TO T

ocH.
ST

/—\ / N

/ \

/ |

C C+a

Caura 7. Cuuka reomesujcke npu mzomerpuju f(z) =z +a
IIpumep 6. Ilpeciurasame f(z) = Az rme A > 0 jecre uzomerpuja.

Kako je A > 0 To je oBa ¢pyurnuja bujernuja npocropa H y cebe, n nma
unseps f~1(z) = +z. OGe ¢ynxmmje f u f~! jecy mupepennujabumie.
[IpoBepuMO eeMEHT Iy:KMHA JTyKa:
du 4+ dv?  dx)? +dy)?  X(da? +dy?)  da? + dy?
vt (Ay)? X2y
Ilakne npecaukaBame f(z) = Az jecTe mzomerpuja.
[IpecankaBame [ MOxEMO 3amMCaTH U KAO:

fo@y) = (uv) = Az, Ay).
JarobujeBa martpuma je:
J— A0
0 A}

na je Jakobujan det J = A2 > 0. 3aro je f mupexTHA M30METpUjA.
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(0,00 (G,00  (AC,0)

Caura 8. Cuuka reomesujcke npu uzomerpuju f(z) = 22

IIpumep 7. Ipecnurasamwe f(z) = —% jecte m3omerpuja.

Kako mpecnukasame f(z) MO¥keMO BUAETM U KaO KOMNO3UIMjy (eyK-
JTUJICKE) MHBEP3Uje y OMHOCY HA JeIUHUYHU KPYT 2 — @ u (eyramacke)
pedilekcuje y OIHOCY Ha UMAarvHAPHY OCY Z — —Z TO je OBO IPECIUKABamLe
6ujexmuja mpoctopa H y cebe. MumBeps oBor mpecaumkasama je f1(z) =

f(z2).

3anumnMo npecankaBame f y obnuky:

1 1 x—1y  —x+tay

z _x—i—iy:_xQ—l—y?_x?—i—yz'

AxO pa3zmBojuUMO peasHU Ie0 U = —IQ'—iyg U VMATrUHADHU U =

Y
. . aj2+y2
B AVIMO [a ]J€ IIPpeCJIUuKaBalke f ,HI/Iq)epeHHI/IJa6I/I.TIHO. Ilame mmamo:

du— —dz(2? + y?) — (—z)(2zdz + 2ydy)
(22 + y2)?
_ —dx(a? 4 y?) + 2(2xdx + 2ydy)
- (x2 4 y2)2
dr(x? — y?) + 2xydy
- (x2 + y2)2
dy(z? + y?) — y(2xdx + 2ydy)
(22 + y2)2
dy(2? + y? — 2y?) — 2zydw
(22 + y2)2
dy(z? — y?) — 2zydx
(22 + y2)2
dy(x? — y?) — 2zydx
(22 + y2)? :

)

dv =

27



3aro je:

(do(2z®—y®)+2zydy)°+ (dy(z® —y°) —2zydz)*

du® + dv? . (22 1y2)2
v2 N oy
(@?+y7)?

_ dx?(x? — y?)? + 4yd =y?) + 4xy%dy?

y2($2 _|_y2)2

L AR — y?)? — Aydrdyta® = 7) + da%y?da?
y2($2 _|_y2)2

(da® 4 dy*)(2* — y?)? + 4a®y?(da® + dy®)

y2($2 _|_y2)2
(da® 4+ dy?) (2" = 22°y° +y* 4 4ay?)
y2(22 1 y2)2
(do* + dy*) (22 +79°)
v (22477
_ dz? + dy?
=T

OBuM je mokazaHo na mpeciaukaBame f(z) = —% jecTe m3oMmeTpuja.
Jakrobujesa marpuna on f je

1 2?2 —y?  2xy
P 2 a2

a BmeHA NeTePMUHAHTA:
det J = (2% — y?)% + 4a?y? = 2* + ¢

Kako je det J > 0 omna je f muperrHa uzomeTrpuja.

~-L,0) (0,0 (1,0) (C,0)

Cuura 9. Cuuka reomesujcke npu msomerpuju f(z) = —%

IIpumep 8. IlpecnamraBama oOIMEA:

az+b

mlz) =

a,b,c,d € R, ad — bc > 0,

28



jecy uzomMeTpuje jep ce MOTy MpeaCcTaBUTU KAO KOMIIO3UIKje TPECIUKABAHA
13 MIPETXOJIHUX IIPUMEPA.

Hawnwme, ako je ¢ =0 onga je:

m(z) = gz—k g

[IpecnukaBame m je KOMIO3UNUja IPECINKABAKHA U3 IPETXOTHUX IPUMEDPA

fi(z) =Gz fo(z) = 2 + %.
Axo je ¢ # 0 onna je:

raoe Cy IpeciauKaBalma:

CBa Tpu Cy KOMIO3UIMjE MPECINKABAKa U3 MPETXOMHUX MPUMepa, Ia
Cy HakJie M30MeTpuje.

Ila 6u m OUII0 HEKOHCTAHTHO MPECINKABAH-€ HEONXOIHO je na ad—bc # 0,
JIOK je maJbe ycaoB ad—bc > 0 HeonxomaH na Ou ce MPeCcInKaBAWKEM 17 TOPHA
moJIypaBaH CJaukaja y cebe.

[MpumeTnMo na ce mpecaukaBama OBOT ODJIMKA MOTY YBEK CBECTHU HA
00O uK:

az+b
m(z) = ——, Tako ma Baxku ad — be = 1.
cz+d
— aztb — Aaz+b
Hanmme mpecnmkasama obmuka m(z) = 2577 u ma(z) = $055. A # 0 ce

IIOKJIanajy.

JlupexkTHe M3omMeTpuje

Iedununuja 2. Ozmaumvo ca Mobt(H)? ckyn cBux mpeciukaBama 00-

JIVKA:
az+b

m(z) = m,

WHBep3 nmpecnukaBama m pavyHa ce I0 (GOPMYyIIn:

a,b,c,d € R, ad—bc=1. (3.4)

dz—b

—1 _
m (Z) o —cz +a

2Tpanchpopmanuje f : C — C oBor obnmka mazusajy ce n mebujycose Tpanchopma-
nuje mo Maremarudapy Ayrycry ®Pepaunanny Mebujycy (1790 - 1868.) omakie noruye
u O3HAKA.
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u takobe mpunana MobT (H). Kako cy m MAeHTUTET W KOMIO3WIHAja 1B
enemenTa u3 ckyna Mobt(H) Taxobe enementn ckyma MobT(H), To oBaj
CKyI MMa CTPYKTYDPY TpyIe.

[TpumeTuMo na cy cBa npeciaukasama u3 Mob™ (H) mupekTre nsomerpuje.
Hawnme, npecauraBama u3 [Ipumepa 5.,6. u 7. jecy aupexrTHe m3oMmeTpuje,
Ia je TakBa WM HUXOBA KOMIO3UI)jA.

Ipumep 9. Ilponabumo mpecmukasama m € MobT (H) woja durcupajy
Ta4Ky 4.

m(i) =1
ai+b=1i-(ci+d)
ai+b=—c+id.

Onatie 3akpydyjeMo na je:

a=dunb=—c.

3aTO BaKuU:
ad —be = a® + b = 1.

Omna 3akmpyuyjeMo ma moctoju ¢ € R Ttakas na je:
a = cosyp, b=sinep.
IIpecnukaBame m ce MOKe 3aIUCATU:

ZCos p + sin ¢

m(z) = (3.5)

—zsing +cosg’

Kako cy y nuramy nupexTHe nzomerpuje ca 6ap je1HOM (PUKCHOM TAUKOM,
OBaKO 3aaTa MIPEeCINKaBama Cy POTallije OKO TadKe 1.

IIpumep 10. ITorpaskumo cana poraunjy f(z) Oko Tauke i, KOja CIUKA
MPOU3BOJLHO U3abpany Tauky w € H ma mmarumapry ocy. OBaj 3axTeB ce
Moske mpukasatyu uspaszom Re(f(w)) = 0. Ako sanumemo w = u + v rae
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u,v € R, ouma he 6urn:

cos p(u + iv) + sin ¢
—sinp(u +iv) 4 cos ¢
(u cos p + sin ) + v cos
~ (—using + cos ) — ivsinp
~ ((ucos p+sinp) +ivcos @) - ((—usinp + cos ) + ivsin p)
- (—usin ¢ + cos ¢)2 + v2sin’ @

flutiv) =

)

2

—u?sin ¢ cos ¢ + ucos? p — usin’ p + sin g cos @ — v?

sin ¢ cos

Re(f(u+w)) =
(/( ) (—usin ¢ + cos ¢)2 + v2sin’

B 3 sin2p(1 — u? — v?) + ucos2p

(—usin g + cos )2 + v2sin? ¢

T ( f(u + iv) v singcos @ + vsin? ¢ — uusinecos P + v cos? ¢
m(f(u+iv)) =
(—usin g + cos )2 + v2sin?
v

(—using + cos )2 + v2sin?
N3 ycaosa Re(f(u+iv)) = 0 3akmyuyjemo na je:
L. 2 .2
§sm2<p(1—u —v°) +ucos2p = 0. (3.6)

AKo0 03HaUUMO:

A:

N | =

onna he burwu:
Asin2p 4 Bcos2¢ = 0.

Axo Ou Baxuiao A = B = 0, umaau 6ucmo ga v = 0, v = 1, omHOCHO
u—+ v =i, a cMaTpaMo 1a je w # i. Ilakise nmocroju 6 € R Ttakas na je:

A
VT
B
VT
Axko uspa3s (3.6) momenumo ca VA2 + B? 6uhe:

= cos ¥,

=sind.

cos B sin 2 + sin 6 cos 2¢p = 0.

Opnarie nobujamo ma je sin(6 + 2¢) =0, Tj.:

0+2p=krm
N
LT
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Opnarie 3akmyuyjemo na 3a ypebenu nap (cos g, sin ) Basku:

. 0 .0 .0 0
(cosp,sinp) € {(:I:cos 5,:Fsm§) , (:I:51n§,:|:cos§)}

Ako 3a xoedunujente yamemo nap (cos g, —sin %) nobujaMo ma je poramuja:

[ i 0
wcos§—sm§

fW=——F7—7"—

in 0 .0
w51n2—|—c052

0 s 0
_ —wcos§+sm§

_wsin? — [}
wsin g — cos 5

0 in 8

_ —WwCos 3 +sin 5
T _osinf — [
wsin g — cos 5

[Mocnenma jemnaroct onroBapa poranuju f Kana 3a KOeQUIUjeHTE y3MEMO
map (— cos g,sin 3)7 Ia ce poTallvje 3a MPBa JBa Iapa Tavyaka IOKJIAIajy.

Hpyra mnBa mapa takobe majy mcTy poTamujy:

) 0
wsin & — cos &
flw)y=—72—
W COS 3 —|—sm§

_ wecos (g — g) —|—sm(g — %)

Jlakme nmamMo OBe poranuje, jeIHY ca IapaMeTpPOM p = —g, a Ipyry ca
IapaMeTpoM ¢ = —g — 5. Ose mBe porammje ciIuKajy w y ABe Tauke, OI

KOjUX jelHA MMa MMarvHaApHU €0 Mawkbu o4 1, a Apyra mMa UMaruHapPHU
neo Behu on jenas.

Hedumaunuja 3. Ozunaunmo ca [som™ (H) ckyn ¢cBUX IMPEKTHUX U30METPU-
ja ropme moJypaBHU.

Tana Baxu ciaenehe:
Teopema 13. Cse dupexmue uzomempuje nosypasHcroz Mo0eaa cY 00AUKG:

az+b
cz+d’

m(z) = a,byc,deR, ad—bc=1,
o0nocro Mob™ (H) = Isom™ (H).
Zoxasz. Beh cMo Bumenu nma cy mpeciukaBarmha OBOI OOJIMKA 3aMCTa IU-

pekrue m3omerpuje. IlokaskmMo jomr ma Cy CBe OUPEKTHE M30METpUje y

Mob™ (H).
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[TocmaTpajmMo MPBO MPOM3BOJLHE ABE TAYKE Zg U Wy. Y OUUMO M4 IMPECIUKa-
Bame Jo 0 J; Tae je:

J1(2) = z — Re(zo)

2O Ty

jecTe mpeciaukaBame KOje CIUKa 29 y ¢, Tj.:
J2 o J1(Z()) =1.

[Ipecnukapama J; m Jy jecy mzomeTpuje Kao MPECIUKABAWHA OOJIUKA
(3.4). O3HAYMMO Ca w CIMKY Ta4Ke W:

JQ o Jl((.UQ) = W.

Poramujom f kao y Ilpumepy 10. mpecimkajMo w Ha MMarvHapHY OCY U
03HAUNMO H>EHY CIUKY ca wi. Rako f ¢urcupa taukry i, To he kommosunuja
fodJsoJy cniukaTu nmpaBy zowo HA UMarmHapHy ocy. Tama Ccy mapoBu Tavyaka
1 1 Wy, Tj. 29 U wp HaA TOAYNapHUM OACTOjamuMa. llpum ToM, MoOskeMO
n3abpatu f Tako ma CIMKa ON w MMa MMarmHapHu neo Behwm ox 1.

CBaka aupekTHa wu3oMeTpuja paBHu JloGaueBCKOr je Ha jeIMHCTBEH
maunH onpebhena caukaMa HEKe IBEe TaUKe Te pPaBHU. Tauke ¢ U wy ce
npeciukaBameM (f o Jp 0 J1)~! cimkajy y mpoumssosmHO m3abpame 2o M wo
penowM, ma je TuMe marta oaroBapajyha ampexTHa msomerpuja. Kako je oma
obnuka (3.4) mobujamo ma Basku TBpDheme. ]

Heka je f msomerpuja y OmHOCY Ha KOjy je€ CIAMKA OaTe KPUBE MHBAP-
ujanTHa. Axo je T4 Tanrenran BeKTOp Ha KpuBy y Tauku A, om he ce
M30METPUjOM CIUKATHA Y BEKTOp TaHrentan y B. Kako mszomerpuja uysa
yrioBe BekTOp N4 ce ciauka win y Np uau y —Np. Ako je y nuramy
mupexTHa um3oMeTpuja Ny ce cauka y Np te je ko(A) = ky(B).

I[TomceTnmo ce m ma 3a CBAKM E€MUIIMKJI TOCTOjU AUPEKTHA M30METPHja
KOja ra ciuika y cebe, a naTy HeroBy TauKy p Y HBeroBY IPOU3BOJLHY TAUKY
q. 3aTo je reone3ujCcka KPUBUHA EMUIUKAJIA KOHCTAHTHA.

amupexTHe m3omerpuje

IIpeocrano je ma mcuuraMo MHAWPEKTHE M30METPU]eE.

Beh cMmo youmsu ma je mpeciukaBame f 3amaTo ca z — —Z, WIA IPYK-

yuje 3amucaHo:
f(.]?, y) = (U(Z‘, y)v ’U(Z‘, y)) = (—.13, y)
OCHA pedIeKCHja U CAMUM TUM WHIWPEKTHO IPECIUKABAILE.

[IpousBos/sHA MHAMPEKTHA M30METPHja CE€ MOKE IPENCTABUTU Ka0 KOM-
mo3unuja qUpeKTHe m3oMerpuje u peduexcuje. Hera je nupexTHa m3omer-
puja m obauka (3.4), oHIa je KOMIO3UIUja:

—azZ+b
fom(z) = ——.
—cz+d
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3ato 3akmyuyjemo ciaenehe:

Teopema 14. Cee undupexmme uzomempuje y nosypasarcrom mMooeay cy ob-

AUKG: _
az +
— R —be = —1. .
m(2) = a,b,c,d € R, ad — bc (3.7)
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I'eone3ujcka KpuBUHA

Heka je v(t) mpuponno mapamerpusoBana kpusa. Habumo meny reomesu-
jcky kpuBuHY K.

Heka je P tauka Ha KpuBOj 7y, a Tp TAHr€HTHW TPOCTOP y Tadku P.
Oszuaunmo ca T TAHTEHTHU BEKTOP Ha KPUBY 7Y

T =5'(t) = («'(t),y/(t))-

Tana je:
xl? + y12
1Tl =) =5
Y
Kako je kpuBa mpuponHo napamerpusosBana, ouna ||T] =1, na je:

QT/Q T y/2 _ y2.
Pememe oBe jemmaumue je:
2’ = ycosf
y' = ysind (3.8)
roe cMo ca 6 osmaumiam QyHEOUjy yria koju Bextop (2'(t),y’(t)) 3armama
ca BexkropoM (1,0).
Tana je N = (—ysinf,y cos ) jenurnuna mopmana Ha T Taxsa na je H6asa

(T, N) nosutusnao opujentucana. Axo y Jlemu 1. 3amenumo Kpucrtodenose
cuMmboJiie oHOA je:

0
Vil = o (¢" + re a4 20% o'y’ + Ty y"?)

8 ( "+ T2 + 2T 2"y + T,y

o x/Q_y/Q 9 o
)%+( y +y>6_y

1
y cosf —ysinf -0 — = -2ycosf - ysm@) 0
Y Ox

< y? cos 9—1y sin? 0 + 1y’ sin @ + y cos 6 - 9)2
y dy
= (ysinfcosf — 2ysinf cosf — ysinb - 9)88
x
—|—(ycos 0 —ysin® 0 + ysin@sinb + ycos 6 - 9)88
Y

= (—ysin9c059 —ysin® - ¢, ycos?0+ycosh - 9)
= (—ysinf(cos + '),y cosf(cos + "))
= (cosf+0')- N

Ilobujamo ma reome3ujcka KPUBUHA 3aA0BOJLABA:

kg =6+ cosf. (3.9)
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KpuBe KoHCTaHTHE Teone3ujcke KpUBUHE
Y oBoMm ogmemKy hemMo oapenuTy KpUBE KOHCTAHTHE I'€0MIE3WUjCKe KPUBUHE
IOy PaBaHCKOT MOZEa.

Hanomena. Oznauasahemo ca ¢; € R koHCTaHTE KOje HACTAjy yCIen MHTE-
rpamnuje.

IToTpaskuMo KpuBe KOHCTaHTHe reonesujcke kpusube k, = C. Ilocma-
rpahiemo kpuny 7(s) = (z(s),y(s)) xKoja je IPUPOIHO mApaAMETPU3OBAHA.
Nspasumo 0 n3 jemnaumue (3.9):

0 =C — cosé.

Y morpasu 3a KpuBaMa KOHCTAHTE Teole3Mjcke KpuBuHe mocMmarpahemo
onBOjeHo cayuajeBe kana je ) =0 u xana je 0’ # 0.

1. TTocMaTpajMo mpBO jenHOCTAaBHUjU caydaj kKana je: 6/ =0, tj. yrao 6
je KOHCTaHTAaH.
Tana je cosf = C, na je xpuuna C u3 unatepsasa [—1,1]. Axro y
(3.8) 3amenumo 6 = ¢q:

' =y-coscy

y =y -sine.
Tanma ciemu:

y

— = SIncy

Yy

(Iny) = sinc;

Iny = s-sincy + ¢3.

Iobujamo na Basku:

s-sinc C2
y=cz e, e = e

¥ =cy-e” - coscy. (3.10)

Cana hemo mocmaTpaTu mozaciaydajese:
(a) Axo je sinc; =0, omna je kpusuna C = cosf € {—1,1}. 3a gpuse
KOje TO mcnymasajy u3 jennauuna (3.10) mobujamo:

a2’ = cgcoscy = const.

(co-coscr)-s+cs, c3€R

Yy = ca = const.

BuauMmo na ciuke OBUX KPUBUX MPUNAAA]Y €YKIUICKUM IIPaBaMa
KOj€ CYy y eyKIUIACKOM CMUCIY IapaJtlejIHe allCOJIYTH.
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(6) Axro je sinc; # 0, xkpuBuHa je mara ca |C| = |cosf| < 1, a 3a
KpUBE KOje TO UCHymaBajy u3 jemmaumua (3.10) mobujamo:
2’ = (co-coscy) - e¥M®
Cg - COSC1 : )
T = : ceSmers 4.
sin ¢;
y=cy- esincrs
Cinke DaTUX KPUBUX JAKJE IPUNALA]y €yKINICKAM IpaBaMa 3a-
MaTUM jeTHaYnHaAMAa:

Y cayuajy rana je coscp = cosf = 0 OHOCHO TeOne31jCKa KPUB-
uHa jemHaka Hymu kg = C' = 0, CIuKe TPaKEHUX KPUBUX IIPU-
manajy €yKJINACKAM MpaBaMa OPTOTOHAJNHUM Ha AICOJYTY, OTHO-
CHO MATUM jeTHAYUHAMA T = C3.

Axo je kg # 0 u kg € (—1,1) pemema cy eyrIMACKE IpaBe KOje
rpanxe yrao ¢j ca T-OCOM:

2. TTocmarpajmo cana cayuaj: cosf # C. Tana je:

0 =C —cos #0
a9
ds

dS:C—cosﬁ
do
I=[ds= | ————.
/s /C—cos@

OsBze je ca s o3Hauen mapamerap kojuM je kpusa v(s) = (z(s),y(s))
OPUPOAHO TTApaMeTPU3OBaHA.

= (C —cosf
do

YBemumo cMmeny: t = tang. Tana Baske cienehe jemmakocTu:

cos? Q = L siHQQ = £
2 141t 2 141¢2
1—¢t2 2t
cosb = sinf =
1+¢2 1+ ¢t2
1 1
dt = =db.
1+¢2 2
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MSpa3I/IMO HTEerpaJt I ca oBako YBE€OCHOM CMEHOM:

2

1—¢2
- 1+¢2

B 2dt
_/C(1+t2) — (1)

I:/dS:/ﬂ(CHﬁ(C—n'

Moryhu cy caemehu moaciyyajeBu:

Y mapennom u3Bohemy kopucrtuliemo jennauusne (3.8).

(a) C € (—o0,—1)U(1,00):

(3.11)

Tana je C+1=¢|C+ 1| u (C—1) =¢|C —1|, rue € y3uma jenny

ox BpenHocTy u3 ckyma {—1, 1}.

Napasumo cana xoopausare y(t) n x(t). mamo u3s (3.8):

=sinf = (Iny) =sinf

< <

Iny = /sin@ds

N / 2%, dt
= €
4 1+2]C+ 12+ |C—1]

= 2¢ 1n1+t2 + co
|C—1—|C+1] " at2+b ’
2 1+2
Tyt taEip T
zln@—k@
1+¢2
#y:kﬁ
1+¢27

rae cmo osHaumnu a = [C' 4+ 1], b= |C — 1], k = e > 0.
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W3pauyHajMoO U KOOPpAUHATY Z:

2’ =ycosf
at? +b1—t?
S S
v /‘1+ﬁ1+ﬁ8
/nu2+b1-—ﬂ dt
P— . . 6-
1+22 1+¢2 at? +b

2k/1_t2 dt = 2ek—— 1 ¢
= Z€ _— = 2eK———— 5
(1+12)2 1+ 7

t
=T = 26k1—|——tQ +C‘3.

Jlakne mobuau cMo:
_ t
xr = 26k1—|——tQ + C3
|C +1)t2 +|C —1]
' 1+ 2

y = ek

W3 jemnavuna 3a r 1 Yy UMaMo Oa je:

1 _{E—Cgl
1+t2 2k t

y (C+1D#+1)—(C+1)+(C—-1)

ke 1+¢2
2
=
1 1 Y

Cama MOKEMO Ia U3Pa3suMo t:

I—Cgl_l v
2¢k t_2((c+1) ke)
T —cC3 2
2¢k (C+1)— £
(x —c3)
=, .1
I oy p (3:13)

Axo u3 jemmaumna (3.12) u (3:13) “3pavdyHaMO H3Pa3 H% 1o-
obuhemo na Baske cienehe gBe jemmakocTu:

1 1ke(CH+1) -y
142 2 ke ’
1 (y — ke(C +1))?

42~ @— o)t (ke(CH1) 2 (8.14)
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Cana usjenHavaBameM NeCHUX CTpaHa y jenHauyuHama (3.14) mo-
JA3UMO IO jelHAUrHe KPUBUX KOHCTAHTHE Te0e3WjCKe KPUBUHE:

— 2ke(y — ke(C +1)) = (z — ¢3)* + (y — ke(C +1))?
(x—c3)* + (y — ke(C + 1) + ke)? = ke = k?
(x —c3)* + (y — €kO)? = k2.

Ilakne, ped je o KpyroBuma ca LeHTPoOM y Tauku (cs,ekC) u

nonynpeunuka k. Ilomro je |ekC| > k xpyr mehie cehn z-ocy
Te ce CBe HeroBe Tauke Hajla3e y TOPHO]j MOJypAaBHU.

(6) C=-1:
VcTtrm mocTynROM Kao y Aedy mon (&) M3pasuMo IPBO KOODIU-
HATE Y U T.

Iny = /sin@ds

2t
=— | —adt
/1+t2

=—In(1+t}) 4+

y:rkt?’ k>0,

x' =ycosf
k112
SN

B _ k(1 —1¢?)
x—/yCObadS——/mdt

t
= —k—
v 1122

Jlakyie m3padyHaJIm CMO:

+ co.

x=—k +ca

1+ ¢2
1

—
Y= e

Kaxo je T — Cy = —ty Tagda MOXKEMO M3Ppa3UTU IHapaMeTap t Kao:
Xr — Co
Y

t =

Kana mspasumo 1+ t? u3 jemmaumna 3a y u t mobuhemo:
k
14+ =—
Y

1482 =14 (=2

Y

)%
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AxO u3jeqHAUYMMO IEeCHE CTpaHe TOPHUX JeAHAKOCTU mobulhieMo
jemHAYMHY KPUBUX:

k

(=57 + () =(5)*

Jlakme KpuBa KOHCTAHTHE I'eoIe3UjCKe KPDUBUHE —1 jecTe eyKanum-
CKU KPYT KOjU OOAUPYj€ T-OCY.

(B) C=1:
Ananoruo cayuajy mon (6), cpaduyHajMo KOOpAMHATE T,y U Ia-
pamerap t:
2t 1 t
Iny = infds = | —=—=dt =2In —
ny /sm s /1+t2t2 n 1+t2+62
12
= k—
y 1+ tQ’
2 1—+¢2
"= 50 =h————
x' = ycos e e

A |
A L
x /1+t21+t2t2

t
r=k—— +c2,

1+ ¢2
Yyt =x — cg
="
Y

2 .
W3pasumo # u3 jeqHAYMHA 338 Y U t:

t2
112

t2 B y2

1+82 (v —co)2+y?

=

WsjennavaBameM MeCHUX CTpaHa T00ujaMo:

(=) +(y— 02 = (o)

Ilakie m y OBOM ciydajy CMO JOOMJIN KPYroBe KOjU ROAUDPY]Y
aIlCOIyTYy.

(r) IIpeoctao je cayuaj rana C € (—1,1).
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[Mpumernmo na hie raga C — 1 u C' + 1 Outu cynpoTHOT 3HAKA.

Iny = /sin@ds

2t
- [ =y
/1+t2 5

At
:/(1+t2)((C+1)t2—(1—C))dt

= [l +t) —In|l —C— 1+ C)?|] + ¢z
1-C)—-(1+0)?

=k k=e* .
Y e , e? >0
W3pauynajMo u & KOOpAUHATY:
2’ =ycosf
/k(l—C)—(1+C)t21—t2 5 dt
x = .
1+t 1+ (C+1)2—-(1-0C)
1—¢2
=2k | ——dt
/1+ﬁ
= -2k ! +c
T e T
W3 jemmaunna 3a r u y heMo m3pa3uTu IpBoO t:
I x—031
1+ 2k ¢
1 y 1 y+k(1+0C)
=-+1+0)z="—7"7"+1——"-+=
14 ¢2 [k+( + )]2 2k
. T —c3 2k

2% y+(1+Ok
3aTuM U3 MOCIeAme MBe jeTHAKOCTU M3PauyHajMO U3pa3 ﬁ

I (y+k(1+C))?
1+2 (z—c3)2+ (y+ k(1 +C))2
I y+k(1+0)
1+82 2k '
WzjennauaBameM NeCHUX CTpaHa U cpehuBameMm mobujene jen-
HAKOCTU HOOMjaMO jeTHAUYNHY KPUBUX:

(y + k(1 + O))? YO

(x—e)?+ (y+k(1+0C)2 2k
e(y+k(1+0C)) = (& —c3)? + (y + k(1 +C))?
(x—e3)? +(y+ k(1 +C)—k)? =k
(x —e3)* + (y + kC)? = k2.
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Ilakye pememe jecTe Kpyr ca neHTpoM (¢, kC) 1 monynpevyauroM
k. Kako je |kC| < k To kpyr cede z-0Cy, a CIUKA TPaykeHe KPUBE
OpuUIana MPEeCceKy OBOT KPYyTa Ca FOPEHOM IIOJypPaBHU.

Knacudpukanuja enunukaia

CyMupajMo pesyiarar M3 HPETXOAHOT ONeJbKa M KIACUPUKYjMO nobujene
KpUBe:

1. Axo je reomesmjcka kpusuza |kg| =0, oHIa je y muTamy reone3mjcka
JIVHUja, OMHOCHO h-TpaBa.

2. Aro je 0 < |kg| < 1, onza ce pamu uiu 0 eyKIMACKUAM IOIYIpaBaMa

Cca TEMEHOM Ha PeaJlHOj OCH, WJIU O €YKJIUIACKUM KPYTOBUMA KOJU CEKY
peajHy ocy.
OsmaurMo ca <y OHAj He0 eyKIMACKOr Kpyra k. (Koju cede peasHy
ocy y mBema tadykama A u B) KOju ce HaJa3u y rOpH0j MOJLYDPABHU.
Oapenumo npameH h-npaBux Koje peiiekcujaMa GUKCUPA]y EIUIIIKI
.

A B O

Cunuka 10. ExkBunucranra 7y

Y Ty cBpxy youmMmo ciaenehe h-mpase:

Heka je s h-mpaBa koja je eyKIAMACKUA MOJIyIpaBa OPTOTOHAJIHA HA 7.
Ilame, HEKa je a h-mpaBa Koja je eyKINACKU Aeo Kpyra k, ca MEeHTPOM
y IPECEeKy S ca PeaslHOM OCOM, a KOjU Ceue alcoJyTy y Tadkama A u
B.

Heka je b mpousBomua h-npaBa Koja je oproronasasa Ha . O3HAYNMO
ca ky(O, R) eyrauacku Kpyr Koju canp:ku h-mpasy b.

W3 oproronamnuoctu ky | k, caemu ma je moreHnuja
p(0,k,) = OB -0A = R?.

Ho kako je morenmnuja tauke O y omuocy Ha KpyT k. Takohe OB -OA,
tj. p(O,k.) = R? onna je b L k., ma jeu b L .

3ato he emunuki v OUTU MHBAPUjAHTAH y OMHOCY HA MPAMEH MPABUX
OPTOrOHAJHUX HA h-TIpaBy a, Tj. IPaMeH XUNEPIapaJIeJHUX IPABUX.
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Ilakse, ako je reole3ujcka KPUBMHA enUIUKIa Y u3 uarepsadaa (0,1),
OHZIA je Ta] eNUIVKI eKBUIUCTAHTA.

AHAJOTHO ce MOMKe YTBPAUTU U 38 KPUBY Y KOja je €YRIUICKA MOIY-
npaBa ca temeHoM O Ha pPeaHOj OCH.

Hawnwme, Tana je h-mpaBa a eyrImmcka moJynpaBa Ca UCTUM TEMEHOM
Kao 7, a NIpaMeH XUIepIapajelHux h-IpaBUX YWHE €yKIUICKU MIOJIY-
KPYTOBU Ca LEHTPOM y TEMEHY OBUX ABEjYy HOJYNPAaBUX.

Cuura 11. ExBuaucranTa 7y

. Arxo je |kg| =1 rana cy omrosapajyhe kpuse eyrnaumacke mpase mapa-
JIeJTHE PEeaJiHOj OCU W KPYTOBU KOJU NOMUPY]Y PEaiHy OcCy.
ITocmaTpajmo ciyuaj Kama je v eyRINACKU IPaBa IapaJieiHa ca Pea-
HoM ocoM. Tana mpamen mapanenHux h-npasux (mapaboiaumyky npa-
MeH) ¢urcupa kKpuBy 7. llakie, v je OpULUKI.

2

Cunka 12. Opunukma vy

YKOINKO je ¥ eyKIMACKU KPYT KOju NOAWPYje peayiHy ocCy, OHAa CYy
h-mpaBe KoOje camp:ke TAUYKy OOAUPA Ca OCOM OPTOrOHAJHE Ha 7y, U
peduercujama (Koje Cy €yKIUACKE UHBEP3Uje y OAHOCY Ha KPYT) (UK~
cupajy kpuBy y. Te h-npase takobhe uumue mapaboiauuku mpamMeH, Te
j€e 7y OpUIIMKJI.
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Cunka 13. Opunurmn vy

4. Axo je |ky| > 1 y muramy cy eyramacku kpyrosu v = k.(O,r) koju
HEMAa]y 3ajeIHNYKUX TavyaKa Ca PEaJIHOM OCOM.

Cauka 14. Kpyr v

Osunauumo ca d eyranicko pacrojame Ttauke O on x-oce, ca D mon-
HOMKje eyriauacke HopmaJsie m3 O Ha z-O0Cy U ca | KODEH IOTeHNUje
Tauke [ y OMHOCY HA €yKIUICKU KPYT ke

> =p(D,y)=d* 1%

Hame, vera je X rtaura Ha mosynpaBoj OD TakBa na je eyRIUICKO
pacrojame d.(D, X) =1.
Osmaunmo a = d —[. Tana je:

P=(d—-a)?=d>—1r*
a®> —2ad+1* =0
a(2d —a) = 2.

Axo je k, mpousBo/baH €yKIUICKA KPYT Ca IEHTPOM Ha T - OCU KOju
canpsku Tauky X, ouma kp ompebyje u jemny h-mpaBy. Baskwm:

p(O, k) =a-(a+d—a+d—a)=a-(2d—a)=r%

3ato je v L kp, Tj. enumukia y je OpTOTOHAJIAH HA TPAMEH KOHKYPEHT-
HUX IpaBUX Kpo3 Tauky X. Jlakie, emUIUKI ¥ je KPyT.
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3akdbyuak

ITokazanu cMO ma OHO MITO CY Y €YKIUIACKO] PABHU KPYTOBU, Y MOJIYPABAH-
CKOM MOJEJNY jecy MOJyNmpaBe U MAeJIOBU KPYToBa Yy TOPH-0j MOJIypaBHU. Y
caydajy MOJynpaBe OPTOrOHAJHE HA PeajHy OCy, WU HOJyKpyra (Koju je
rarkoDe opToronanan Ha peaJyiHy OCy) UMaMO Ja Cy TO [eOIe3UjCKe JIMHU]E;
a y OCTaJIMM CJIy4YajeBUMa PaAU CE O CMUIUKINMA.

IIpukazanu cMo um GopMmyse 3a padyHame pacTojama MeDy Taukama u
ONMMCATU PA3JIUUUTE BPCTE MPAMEHOBA Yy MOJAEIUMA KAaO U OCHOBHE TPAHC-
¢dopmarnuje, Tj. n3omerpuje Mmonena. llokazano je na cy m3omerpuje Medu-
jycose Tpancdopmanuje. Ha xpajy cMO KIacuuUKOBAIN E€NIUIUKIE HA OC-
HOBY IbUXOBE I'€0e3MjCKe KPUBUHE.
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