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Uvod

Ciǉ ovog rada je da qitaocu predstavimo poluravanski model ge-
ometrije Lobaqevskog.1

Plejferova aksioma, ekvivalentna Petom Euklidovom postulatu,
navodi da za taqku A i pravu p koja je ne sadrжi u ǌima odre�enoj
ravni postoji taqno jedna prava koja sadrжi A, a disjunktna je sa p. U
19. veku Nikolaj Lobaqevski i Janox Boǉaj, nezavisno jedan od dru-
gog, izuqavaju geometrijsku teoriju u kojoj pretpostavǉaju da vaжi ne-
gacija ovog tvr�eǌa, i tako zasnivaju hiperboliqku geometriju. Kas-
nije, u euklidskoj geometriji konstruisani su mnogi modeli hiper-
boliqke geometrije ravni i prostora, me�u kojima su najpoznatiji
Poenkareov disk model, Klajnov disk model i Poenkareova gorǌa
poluravan. Sliqno, postoje i modeli euklidske geometrije reali-
zovani u hiperboliqkom prostoru, te su ove dve teorije ekvikonzis-
tentne.

Prva dva odeǉka sadrжe svedenu teorijsku osnovu iz dve razliqite
oblasti matematike.

Osnovno iz teorije diferencijalne geometrije nepohodno za razu-
mevaǌe glavnog teksta rada navedeno je u Odeǉku 1.

Teoreme iz varijacionog raquna korix�ene su samo u odre�ivaǌu
geodezijskih linija poluravanskog modela u istoimenoj sekciji, a
neophodna tvr�eǌa su izloжena u Odeǉku 2.

Odeǉak 3 je glavni deo rada. On poqiǌe definisaǌem Poenkare-
ovog poluravanskog modela. Nastavǉa se pronalaжeǌem geodezijskih
linija gde rexavamo upravo problem varijacionog raquna. Kasnije
odre�ujemo sve krive konstantne geodezijske krivine, i zakǉuqujemo
da se radi o epiciklima. Na kraju rada izvrxena je klasifikacija
epicikala.

Specijalni sluqaj epicikala jesu geodezijske linije. Neformalno
reqeno, geodezijske su one linije na povrxi koje nemaju zakrivǉeǌe.
U euklidskoj ravni to su upravo prave linije. Najkra�i put izme�u
dve taqke na povrxi jeste upravo po geodezijskoj. Sem toga geodez-
ijske se mogu opisati i kao linije koje na povrxi imaju konstantnu
brzinu, odnosno konstatan prvi izvod. Termin geodezijska dolazi iz
geodezijske nauke koja meri rastojaǌa na Zemǉinoj povrxini.

Radi boǉeg razumevaǌa modela, razmotrene su i osnovne trans-
formacije, izometrije. Izveli smo i istakli bitnu osobinu da su sve
izometrije poluravanskog modela bilinearne transformacija poznate
kao Mebijusove transformacije.

Zahvalan sam qlanovima komisije dr Vladimiru Jankovi�u, dr
Tijani Xukilovi� i mentoru dr Miroslavi Anti� na komentarima
i savetima koji su pomogli da poboǉxam kvalitet i konaqan izgled
rada.

1Hiperboliqka geometrija je drugi prihva�eni naziv.
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Odeǉak 1

Povrxi sa metrikom

U ovom odeǉku da�emo kratak pregled pojmova i tvr�eǌa vezanih za
diferencijalnu geometriju povrxi, kao i samu ravan Lobaqevskog. Za
vixe detaǉa videti jox i [10].

Pojmovi diferencijalne geometrije

povrxi

Neka je U ⊂ R
2 oblast. Ako je f : U → R

n, za neko n ∈ N, injektiv-
no i diferencijabilno preslikavaǌe ranga dva, slika f(U) = M je
diferencijabilna povrx. Ako su u i v lokalne koordinate u U , tada
je M parametrizovana sa u i v.

Kriva povrxi M je preslikavaǌe α : I →M pri qemu je I interval
(I ⊂ R). Krivu moжemo zadati i kao preslikavaǌe α : t 7→ (u(t), v(t)),
gde koordinatne funkcije povrxi zavise od parametra t, odnosno vaжi
α(t) = f ◦ α(t). Ako je preslikavaǌe α diferencijabilno kaжemo da je
α diferencijabilna kriva.

Primer 1. Kriva zadata sa t 7→ (t, v0), v0 = const. je koordinatna
kriva. Sliqno i kriva t 7→ (u0, t) je koordinatna.

Svakoj taqki P povrxi M pridruжujemo dvodimenzioni vektorski
prostor TPM kojeg nazivamo tangentnim prostorom te povrxi u taqki
P . On je skup svih tangentnih vektora na krive povrxi M koje sadrжe
P . Pri tom, ako je kriva kroz P zadata sa t → (u(t), v(t)), tangentni
vektor u taqki f(u(t0), v(t0)), gde je t0 ∈ I dat je sa (u′(t0), v

′(t0)).
Jedna baza tangentnog prostora TPM je sastavǉena od vektora tan-

gentnih na koordinatne krive:

∂uP = (1, 0)P , ∂vP = (0, 1)P .
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Definicija 1. Neka su u i v koordinate diferencijabilne povrxi
M , i f i g diferencijabilne funkcije f, g : U → R. Preslikavaǌe
dato sa P 7→ f(P ) ·∂uP +g(P ) ·∂vP naziva se vektorsko poǉe povrxi M .

Vektorsko poǉe moжemo intuitivno smatrati glatkim odabirom
tangentnih vektora na povrxi.

Definicija 2. Linearna koneksija na diferencijabilnoj povrxi M
je preslikavaǌe (X,Y ) 7→ ∇XY , gde su X,Y i ∇XY vektorska poǉa za
koje vaжi:

1. ∇fX1+gX2
Y = f∇X1

Y + g∇X2
Y

2. ∇X(fY1 + gY2) = X(f)Y1 + f∇XY1 +X(g)Y2 + g∇XY2,
gde su f, g : U → R diferencijabilne funkcije.

Pri tom, ako je X = α · ∂u+ β · ∂v, onda je X(f) = α∂f
∂u

+ β ∂f
∂v
.

Na svakoj povrxi postoji vixe linearnih koneksija. S obzirom na
osobine 1. i 2. svaka od ǌih je odre�ena na jedinstven naqin vrednos-
tima na poǉima ∂u i ∂v.

Ako zapixemo
∇∂u∂u = Γu

uu∂u+ Γv
uu∂u

∇∂u∂v = Γu
uv∂u+ Γv

uv∂v

∇∂v∂u = Γu
vu∂u+ Γv

vu∂v

∇∂v∂v = Γu
vv∂u+ Γv

vv∂v

koeficijenti Γk
ij , i, j, k ∈ {u, v} nazivaju se Kristofelovim simbolima

te koneksije.

Primedba. Ukoliko su X,Y vektorska poǉa na povrxi M moжe se
pokazati da je preslikavaǌe [X,Y ] dato sa

[X,Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f))

tako�e vektorsko poǉe na povrxi, i nazivamo ga Lijevim zagradama.1

Definicija 3. Ako su E1, E2 vektorska poǉa na povrxi M , takva da
E1(P ), E2(P ) qine ortonormiranu bazu prostora TPM za svaku taqku
P povrxi M , tada je Gausova krivina u taqki P data sa

K(P ) = g
(

∇E1
∇E2

E1 −∇E2
∇E1

E1 −∇[E1,E2]E1, E2

)

(P ).

Moжe se pokazati da definicija Gausove krivine ne zavisi od iz-
bora para vektorskih poǉa E1, E2.

1Sophus Lie (1842-1899.) norvexki matematiqar.
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Definicija 4. Neka je gP skalarni proizvod u tangentnom prostoru
TPM. Preslikavaǌe g koje paru vektorskih poǉa X,Y pridruжuje
diferencijabilnu funkciju na M datu sa

g(X,Y )(P ) = gP (X(P ), Y (P ))

naziva se metrika.

Metriku intuitivno moжemo shvatiti kao gladak odabir skalarnih
proizvoda na povrxi.

Kako je skalarni proizvod bilinearna forma, oqigledno je metrika
odre�ena na jedinstven naqin vrednostima za vektorska poǉa ∂u i ∂v.

Ako oznaqimo g(∂u, ∂u) = E, g(∂u, ∂v) = F , g(∂v, ∂v) = G, onda
metriku kra�e zapisujemo na slede�i naqin:

ds2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2. (1.1)

Izraz (1.1) jox nazivamo i prvom fundamentalnom formom u koordi-
natama u i v.

Primer 2. U euklidskoj ravni standardna metrika data je sa
ds2 = du2 + dv2.

Ako je α : I → U kriva na povrxi, duжina tangentnog vektora u
taqki P data je sa ‖α′‖(P ) =

√

g(α′(t), α′(t))(P ).
Ako se dve krive α i β seku u datoj taqki, tada je ugao izme�u ǌih

odre�en sa

cos∢(α, β) =
g(α′, β′)

√

g(α′, α′)
√

g(β′, β′)
. (1.2)

Ako je α : I → U kriva i ψ : I1 → I, (I1 ⊂ R) difeomorfizam, tada
kriva β : I1 → U data sa β = α ◦ ψ ima istu sliku kao α. Funkciju ψ
nazivamo i reparametrizacijom krive α. Tada je

β(t) = α(ψ(t)) = (u(ψ(t)), v(ψ(t)))

β′(t) = (u′(ψ(t)) · ψ′(t), v′(ψ(t)) · ψ′(t)) = ψ′(t) · (u′(ψ(t)), v′(ψ(t))).
Zato je

‖β′(t)‖ = ‖α′(ψ(t))‖ · ‖ψ′(t)‖. (1.3)

Definicija 5. Duжina krive α : I → U je l(α) =
∫

I

‖α′‖.

Uoqimo da iz (1.3) sledi da duжina krive ne zavisi od reparamet-
rizacije. Ako je t0 ∈ I fiksirana vrednost i t ∈ I: duжina krive α

izme�u taqaka α(t0) i α(t) je data sa
∫ t

t0
‖α′(t)‖dt = s. Preslikavaǌe

t 7→ s jeste reparametrizacija. Parametar s naziva se prirodnim
parametrom i tada za β(s) = α(t(s)) vaжi ‖β′‖ = 1.
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Definicija 6. Ako su P i Q taqke povrxi onda je

ρ(P,Q) = inf {l(α) : α spaja P i Q}

rastojaǌe taqaka P i Q.

Kada u povrx M uvedemo rastojaǌe dobijamo metriqki prostor.
Ako su prve fundamentalne forme originala i slike srazmerne

u svakoj taqki, tada je preslikavaǌe konformno. Tada, zbog (1.2)
vidimo da konformno preslikavaǌe quva uglove.

Definicija 7. Neka je funkcija f : M → M data sa (u, v) 7→ (u1, v1).
Tada je Jakobijeva matrica preslikavaǌa f :

J =

[

∂u1

∂u
∂u1

∂v
∂v1
∂u

∂v1
∂v

]

.

Ako je g metrika na povrxi tada postoji jedinstvena linearna
koneksija za koju vaжi:

∂

∂xi
g(∂xj , ∂xk) = g(∇∂xi

∂xj , ∂xk) + g(∂xj ,∇∂xi
∂xk)

i ∇∂xi
∂xj = ∇∂xj

∂xi

gde su xi, xj , xk ∈ {u, v}.
Ako oznaqimo sa gij = g(∂xi, ∂xj) koeficijente prve fundamentalne

forme, moжe se pokazati da su Kristofelovi simboli ove koneksije
jednaki

Γl
ij =

∑

k

1

2

(

∂gjk
∂ui

+
∂gik
∂uj

− ∂gij
∂uk

)

gkl, (1.4)

pri qemu smo sa gij oznaqili koeficijente matrice inverzne matrici
gij.

Definicija 8. U sluqaju ortogonalne parametrizacije povrxi, tj.
kada je F = 0, Kristofelovi simboli dati su sa

Γu
uu =

Eu

2E
Γv
uu = −Ev

2G

Γu
uv =

Ev

2E
Γv
uv =

Gu

2G

Γu
vv = −Gu

2E
Γv
vv =

Gv

2G
.

a Gausova krivina povrxi sa

K = − 1

2
√
EG

(

(
Gu√
EG

)u + (
Ev√
EG

)v

)

.
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Definicija 9. Neka je α : I → U prirodno parametrizovana kriva
i oznaqimo α′(s) = T tangentni vektor. Tada postoji jedinstveno je-
diniqno vektorsko poǉe N takvo da (T,N) qini u svakoj taqki krive
pozitivno orijentisanu ortonormiranu bazu.

Kako je g(T, T ) = 1, T (g(T, T )) = 0 =⇒ g(∇TT, T ) = 0 te je ∇TT
kolinearan sa N .

Ako je ∇TT = kg ·N , kg nazivamo orijentisanom geodezijskom kriv-
inom krive α.

Ako je kg = 0, tada je α geodezijska linija.

Lema 1. Koordinate vektorskog poǉa kg ·N su:

kg ·N =
(

u′′ + Γu
uuu

′2 + 2Γu
uvu

′v′ + Γu
vvv

′2, v′′ + Γv
uuu

′2 + 2Γv
uvu

′v′ + Γv
vvv

′2
)

.

Dokaz.

kg ·N = ∇TT

= ∇T (u
′ ∂

∂u
+ v′

∂

∂v
)

= T (u′)
∂

∂u
+ u′∇T

∂

∂u
+ T (v′)

∂

∂v
+ v′∇T

∂

∂v

= u′′
∂

∂u
+ u′

(

u′∇ ∂
∂u

∂

∂u
+ v′∇ ∂

∂v

∂

∂u

)

+ v′′
∂

∂v
+ v′

(

u′∇ ∂
∂u

∂

∂v
+ v′∇ ∂

∂v

∂

∂v

)

= u′′
∂

∂u
+ u′2 ·

(

Γu
uu

∂

∂u
+ Γv

uu

∂

∂v

)

+ v′2
(

Γu
vv

∂

∂u
+ Γv

vv

∂

∂v

)

+ 2u′v′
(

Γu
uv

∂

∂u
+ Γv

uv

∂

∂v

)

=
∂

∂u
·
(

u′′ + Γu
uuu

′2 + 2Γu
uvu

′v′ + Γu
vvv

′2
)

+
∂

∂v
·
(

v′′ + Γv
uuu

′2 + 2Γv
uvu

′v′ + Γv
vvv

′2
)

.

Moжe se pokazati da za proizvoǉnu taqku P ∈M i tangentni vektor
XP ∈ TPM postoji jedinstvena geodezijska kriva kroz P tangentna na
XP .

Ravan Lobaqevskog

Sistemi aksioma na kojima se zasnivaju euklidska i geometrija Loba-
qevskog2, upu�ujemo qitaoca na [3] gde su detaǉno izloжeni, razlikuju

2Nikolaj Ivanoviq Lobaqevski (1793 - 1856.) ruski matematiqar.
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se u jednoj aksiomi. U euklidskoj geometriji vaжi peti Euklidov
postulat. ǋegova negacija, koja vaжi u geometriji Lobaqevskog, je
ekvivalentna tvr�eǌu da za proizvoǉnu taqku A i pravu p koja je
ne sadrжi postoje bar dve prave ǌihove ravni incidentne sa A, a
disjunktne sa p. Oqigledno je da tada postoji beskonaqno mnogo takvih
pravih. Me�u ǌima postoje dve a i b takve da proizvoǉna prava kroz
A seqe p ako i samo ako pripada paru unakrsnih uglova koje odre�uju
a i b kojima pripada i p. Za ǌih kaжemo da su paralelne p. Prave
te ravni koje ne seku p niti su joj paralelne su joj hiperparalelne.
Moжe se pokazati da za dve hiperparalelne prave postoji taqno jedna
zajedniqka normala.

Ako zajedniqka normala seqe hiperparalelne prave p i q u taqkama
P i Q onda je rastojaǌe izme�u p i q jednako meri duжi PQ. Par-
alelne prave, iako nemaju zajedniqkih taqaka, su na rastojaǌu nula.

Bijekcije ravni Lobaqevskog koje quvaju rastojaǌa me�u taqkama,
odnosno slikaju duжi u ǌima podudarne duжi, nazivaju se izometrije.
Ukoliko izometrija slika orijentisane trouglove u trouglove iste
orijentacije kaжemo da je direktna, a inaqe je indirektna, videti [3].

Osna refleksija Sp hiperboliqke ravni, u odnosu na pravu p, slika
proizvoǉnu taqku A u A′, tako da je AA′ ⊥ p i da sredixte duжi AA′,
taqka A0 pripada p. Svaka osna refleksija je indirektna transfor-
macija.

Moжe se pokazati da se proizvoǉna izometrija hiperboliqke ravni
moжe predstaviti kao kompozicija do tri osne refleksije. Proiz-
voǉna izometrija je direktna ili indirektna u zavisnosti od toga da
li se predstavǉa kao kompozicija parnog ili neparnog broja osnih
refleksija. Ako je direktna, kompozicija je dve refleksije Sp ◦ Sq.
Ako se p i q poklapaju u pitaǌu je identitet, ako se seku rotacija
oko preseqne taqke, ako su paralelne oricikliqka rotacija, a ako su
hiperparalelne translacija.

Ako je u pitaǌu indirektna izometrija, onda moжe biti osna re-
fleksija ili klizaju�a refleksija.

Vaжe tvr�eǌa:

Teorema 2. Indirektna izometrija sa bar jednom fiksnom taqkom je
osna refleksija.

Teorema 3. Direktna izometrija je odre�ena slikama dve date taqke.

Teorema 4. Direktna izometrija sa taqno jednom fiksnom taqkom je
rotacija.

Maksimalan skup pravih ravni Lobaqevskog je pramen ako za pro-
izvoǉne tri prave a, b, c koje mu pripadaju kompozicija refleksija Sc◦
Sb ◦ Sa je osna refleksija Sd. Tada i prava d pripada tom pramenu.
Jedan pramen je odre�en dvema svojim pravama. U ravni Lobaqevskog
postoje tri vrste pramenova:
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• konkurentni (eliptiqki) qije sve prave sadrжe jednu fiksiranu
taqku

• paraboliqki (paralelni) qije su sve prave paralelne datoj po-
lupravoj

• hiperparalelni (hiperboliqki) qije su sve prave ortogonalne na
zadatu pravu s.

Definicija 10. Neka je χ pramen i X taqka koja ne pripada svim
pravama tog pramena. Skup svih slika taqke X u refleksijama u
odnosu na prave tog pramena naziva se epicikl.

Kako postoje tri vrste pramenova, postoje i tri vrste epicikala. Epi-
cikl koji odgovara eliptiqkom pramenu je krug, paraboliqkom odgo-
vara oricikl, a hiperboliqkom odgovara ekvidistanta.

Neka su A i B dve razne taqke jednog epicikla definisanog pomo�u
pramena χ. Tada postoji prava p pramena χ koja sadrжi taqku A. Neka
je q prava pramena χ takva da se refleksijom Sq taqka A slika u taqku
B. Tada vaжi:

Sq ◦ Sp(A) = B.

Ako je pramen eliptiqki, prave p i q se seku i kompozicija je rotacija.
Ako je pramen paraboliqki p i q su paralelne i kompozicija je ori-
cikliqka rotacija. Ako je u pitaǌu hiperboliqki pramen kompozicija
je translacija.

Pri tom i Sp i Sq slikaju taqke epicikla u taqke epicikla odnosno
epicikl je invarijantan za Sq◦Sp. Dakle, postoji direktna izometrija
koja slika epicikl u sebe, a datu taqku A u taqku B.
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Odeǉak 2

Varijacioni raqun

U ovom odeǉku da�emo kratak pregled pojmova vezanih za varijacioni
raqun, koji �e nam biti potrebni u daǉem radu.

Formulacija problema

Zapoqe�emo odeǉak formulacijom najjednostavnijeg problema varija-
cionog raquna koji �emo rexavati u odre�ivaǌu geodezijski linija.
Oznaqava�emo ga i kra�e sa NPVR. On glasi:

- Na�i funkciju y∗(·) ∈ C1[x0, x1] koja minimizuje funkcional J(y(·)),
pri qemu je:

J(y(·)) =
∫ x1

x0

L(x, y(x), y′(x))dx,

i koja zadovoǉava poqetne uslove y(x0) = y0, y(x1) = y1.
Funkciju L(x, y, y′) : V → R nazivamo integrant. ǋen domen je

oblast V ⊂ R3. Sa x, y, y′ smo oznaqili prvu, drugu i tre�u pro-
menǉivu integranta L = L(x, y, y′)1. Sa Lx, Ly, Ly′ �emo oznaqavati
odgovaraju�e parcijalne izvode.

Sa Γ1y(·) oznaqava�emo proxireni grafik funkcije y(·), zadat sa:

Γ1y(·) = {(x, y(x), y′(x)) : x ∈ [x0, x1]}.

Domen funkcionala J(y(·)) je skup

D = {y(·) ∈ C1[x0, x1] : Γ
1(y(·)) ⊂ V },

dok �emo sa D0 oznaqavati skup funkcija y(·) ∈ D koje zadovoǉavaju
poqetne uslove, i ǌih �emo zvati dopustivim funkcijama

D0 = {y(·) ∈ D : y(x0) = y0, y(x1) = y1}.

1Zbog qestog pojavǉivaǌa integranta u ovom odeǉku, oznaqava�emo ga kra�e
sa L.
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Rexeǌa NPVR

Postoje tri tipa rexeǌa NPVR: dva lokalna (slabo i jako) i jedno
globalno. Lokalno rexeǌe je ona funkcija y∗ koja minimizuje funk-
cional J(y(·)) u nekoj svojoj okolini. Jako rexeǌe y∗ zadovoǉava:

J(y∗(·)) ≤ J(y(·))

za svaku funkciju y(·) ∈ D0 tako da je ‖y∗(·) − y(·)‖0 < ǫ za neko ǫ > 0,
pri qemu je norma ‖ · ‖0 definisana sa:

‖y(·)‖0 = sup
x∈[x0,x1]

|y(x)|.

Ako umesto ‖ · ‖0 norme koristimo normu ‖ · ‖1 definisanu sa:

‖y(·)‖1 = max

{

sup
x∈[x0,x1]

|y(x)|, sup
x∈[x0,x1]

|y′(x)|
}

i posmatramo okolinu funkcije y∗(·) u normi ‖ · ‖1, onda je u pitaǌu
slabo rexeǌe. Primetimo da smo kod slabog rexeǌa smaǌili okolinu
funkcije y∗(·) nametnuvxi dodatan uslov ograniqenosti prvog izvoda.
Zato sledi da ako je y∗(·) jako rexeǌe onda je ono i slabo rexeǌe.

Nama �e u ovom radu biti potrebno samo globalno rexeǌe. Glob-
alno rexeǌe je dopustiva funkcija y∗(·) koja zadovoǉava:

J(y∗(·)) ≤ J(y(·))

za svaku funkciju y(·) ∈ D0, i ono je istovremeno i lokalno rexeǌe.

Uslovi prvog reda

Sada �emo navesti neophodan uslov koji mora da zadovoǉi funkcija
y∗(·) kako bi bila rexeǌe NPVR.

Teorema 5 (Ojlerova2 teorema). Neka integrant L ima neprekidne par-
cijalne izvode po drugoj i tre�oj promenǉivoj, Ly, Ly′ . Ako je y∗(·) slabo
rexeǌe NPVR onda je y∗(·) rexeǌe jednaqine:

d

dx
Ly′(x, y(x), y′(x)) = Ly(x, y(x), y

′(x)), (2.1)

za svako x ∈ [x0, x1].

2Leonhard Euler (1707-1783.) xvajcarski matematiqar. Ve�i deo жivota proveo
u Sankt Peterburgu u Rusiji.
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Jednaqinu (2.1) nazivamo Ojlerovom jednaqinom, a odgovaraju�a
rexeǌa y∗(·) ove jednaqine nazivamo ekstremalama. Dopustive ek-
stremele jesu rexeǌa jednaqine (2.1) koja su dopustive funkcije. Do-
pustive ekstremale jesu jedini kandidati za (lokalno i globalno)
rexeǌe NPVR.

Slede�a teorema daje dovoǉan uslov da ekstremala bude iz skupa
C2([x0, x1]).

Teorema 6 (Hilbertova3 teorema). Neka je L ∈ C2(V ). Ako ekstremala
y∗(x) zadovoǉava uslov Ly′y′(x, y∗(x), y

′
∗(x)) 6= 0 onda je ona dva puta nepre-

kidno diferencijabilna.

Za narednu definiciju potrebna nam je funkcija E definisana sa:

E(x, y, u, v) = L(x, y, v)− L(x, y, u)− Ly′(x, y, u)(v − u).

Definicija 1. Ekstremalu y∗(·) koja zadovoǉava uslov

E(x, y∗(x), y
′
∗(x), v) ≥ 0

za svako v ∈ R i x ∈ [x0, x1] tako da je trojka (x, y∗(x), v) ∈ V , naziva�emo
Vajerxtrasovom ekstremalom integranta L.

NPVR se moжe rexavati i nad vektorskim funkcijama y(·). Tada
je funkcional:

J(y1(·), y2(·)) =
∫ x1

x0

L(x, y1(x), y2(x), y
′
1(x), y

′
2(x))dx,

a poqetni uslovi su dati sa

y1(x0) = y10

y1(x1) = y11

y2(x0) = y20

y2(x1) = y21.

Odredimo koje uslove zadovoǉava rexeǌe u ovom sluqaju.
Neka je funkcija y∗(·) = (y∗1(·), y∗2(·)) rexeǌe odgovaraju�eg prob-

lema. Fiksirajmo jednu koordinatnu funkciju, recimo y2(·) = y∗2(·).
Tada se problem svodi na ve� poznati sluqaj minimizovaǌa funkci-
onala:

J(y1(·)) =
∫ x1

x0

L(x, y1(x), y∗2(x), y
′
1(x), y

′
∗2(x))dx.

Zato je funkcija y∗1(·) rexeǌe Ojlerove jednaqine:

d

dx
Ly′

1
(x, y1(x), y∗2(x), y

′
1(x), y

′
∗2(x)) = Ly1

(x, y1(x), y∗2(x), y
′
1(x), y

′
∗2(x)),

3David Hilbert (1862-1943.) nemaqki matematiqar.
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za x ∈ [x0, x1].
Analogno, ako fiksiramo prvu koordinatnu funkciju, dobijamo da

je funkcija y∗2 rexeǌe jednaqine:

d

dx
Ly′

2
(x, y∗1(x), y2(x), y

′
∗1(x), y

′
2(x)) = Ly2

(x, y∗1(x), y2(x), y
′
∗1(x), y

′
2(x)),

za x ∈ [x0, x1], te tako dobijamo da u sluqaju rexavaǌa problema na
domenu vektorskih funkcija, rexeǌe zadovoǉava sistem jednaqina ob-
lika:

d

dx
Ly′

i
= Lyi

, i = 1, 2. (2.2)

Teorija poǉa u varijacionom raqunu

Neka je u ovoj sekciji integrant L ∈ C2(V ).
Neka je G oblast u R2. Funkciju u(x, y) ∈ C1(G) �emo zvati poǉe.

Za poǉe u(x, y) �emo re�i da je spregnuto sa integrantom L ako je
trojka (x, y, u(x, y)) ∈ V za svako (x, y) ∈ G i ako za funkcije p(x, y) i
H(x, y) definisane formulama:

p(x, y) = Ly′(x, y, u(x, y))

H(x, y) = Ly′(x, y, u(x, y))u(x, y)− L(x, y, u(x, y)),

krivolinijski integral

∫

C

p(x, y)dy −H(x, y)dx

ne zavisi od puta u oblasti G.

Napomena. Poxto L ∈ C2(V ), u(x, y) ∈ C1(G) onda su p(x, y) i H(x, y)
glatke.

Za oblast �emo re�i da je jednostruko (prosto) povezana ukoliko
se svaka kontura moжe neprekidnom transformacijom prevesti u taqku
bez napuxtaǌa te oblasti.

Definicija 2. Funkcija y(x) jeste trajektorija poǉa u(x, y) ako je
rexeǌe diferencijalne jednaqine:

u(x, y(x)) = y′(x).

Slede dve teoreme koje povezuju trajektorije poǉa sa ekstremalama
problema.

Teorema 7. Ako je poǉe u(x, y) spregnuto sa integrantom L onda je svaka
trajektorija poǉa u(x, y) ekstremala integranta L.
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Teorema 8. Neka je G jednostruko povezana oblast u R2. Ako je svaka
trajektorija poǉa u(x, y) ekstremala integranta L, onda je poǉe u(x, y)
spregnuto sa integrantom L.

Definicija 3. Poǉe u(x, y) spregnuto sa L je Vajerxtrasovo poǉe,
ako zadovoǉava:

E(x, y, u(x, y), v) ≥ 0

za (x, y) ∈ G i za svako v ∈ R za koje je izraz definisan, tj. (x, y, v) ∈ V .

Teorema 9. Poǉe u(x, y) spregnuto sa integrantom L je Vajerxtrasovo
poǉe integranta L ako i samo ako je svaka trajektorija poǉa u(x, y)
Vajerxtrasova ekstremala integranta L.

Teorema 10 (Dovoǉan uslov ekstremuma). Neka je u(x, y) Vajerxtrasovo
poǉe integranta L definisano na G. Neka skup G pokriva presek pro-
jekcije skupa V na ravan (x, y) i trake [x0, x1] × R. Ako je dopustiva
ekstremala y∗ trajektorija poǉa u(x, y), onda je ona globalno rexeǌe
NPVR.

Za familiju ekstremala yλ(x) = y(x, λ) �emo re�i da jednostruko
prekriva oblast G ukoliko kroz svaku taqku (x, y) ∈ G prolazi taqno
jedna ekstremala yλ.

Teorema 11. Neka su Γ i G jednostruko povezane oblasti u R2, i y(x, λ) ∈
C2(Γ). Ako su zadovoǉeni uslovi:

a) Za fiksirano λ, y(x, λ) je ekstremala integranta L qiji grafik
leжi u G,
b) Ekstremale iz a) jednostruko prekrivaju oblast G,
v) ∂y

∂λ
(x, λ) 6= 0.

Tada postoji glatko poǉe u(x, y) definisano na G kome su ekstremale iz
a) trajektorije.

Napomena. Poǉe u(x, y) iz prethodne teoreme je spregnuto sa inte-
grantom L.

Geodezijske i varijacioni raqun

U ovoj sekciji dokaza�emo slede�e tvr�eǌe:

Teorema 12. Neka je γ najkra�a kriva koja leжi na povrxi M i povezuje
dve fiksirane taqke na toj povrxi. Tada je kg = 0 duж γ.

Dokaz. Neka su u1 = u i u2 = v lokalne koordinate povrxi M . Zatim
neka je prva fundamentalna forma povrxi M data sa ds2 = giju

iuj.
Pri tom smo koristili Ajnxtajnovu notaciju za sumiraǌe po zajed-
niqkom indeksu, xto je skra�ena oznaka za giju

iuj =
∑2

i,j=1 giju
iuj .

Tako�e, izvod �emo umesto sa u′(x) oznaqavati sa u̇(x).
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Kako se duжina krive raquna po formuli:

l(γ) =

∫ x1

x0

√

gij u̇iu̇jdx,

onda se nalaжeǌe krive najmaǌe duжine svodi na problem minimizo-
vaǌa funkcionala J(u(·)) = J(u1(·), u2(·)) = l(γ).

Integrant je oblika L =
√

gij u̇iu̇j, a odgovaraju�i parcijalni iz-
vodi:

Luk =
1

2
√

gij u̇iu̇j
∂gij
∂uk

u̇iu̇j

Lu̇k =
1

2
√

gijuiuj
∂gij
∂u̇k

gkj u̇
j.

Sada dobijamo Ojlerove jednaqine oblika (2.2):

d

dx

(

1

2
√

gijuiuj
∂gij
∂u̇k

gkj u̇
j

)

=
1

2
√

gij u̇iu̇j
∂gij
∂uk

u̇iu̇j , k = 1, 2.

Ako prirodno parametrizujemo krivu, onda je ds =
√

gijuiuj = 1. Za-
menom u Ojlerovim jednaqinama dobijamo:

gkj ü
j +

1

2

(

∂gkj
∂ui

+
∂gki
∂uj

+
∂gij
∂uk

)

u̇iu̇j = 0, k = 1, 2. (2.3)

Ako jednakosti (2.3) pomnoжimo sa gmk i sumiramo po k dobi�emo:

gmkgkj ü
j +

1

2
gmk

(

∂gkj
∂ui

+
∂gki
∂uj

+
∂gij
∂uk

)

u̇iu̇j = 0, m = 1, 2.

Imamo iz (1.4) da se Kristofelovi simboli raqunaju kao:

Γm
ij =

1

2
gmk

(

∂gkj
∂ui

+
∂gki
∂uj

+
∂gij
∂uk

)

.

Zato na kraju dobijamo sistem:

üm + Γm
ij u̇

iu̇j = 0, m = 1, 2. (2.4)

No kako su jednaqine (2.4) upravo koordinate vektora kg · N , xto
smo pokazali u Lemi 1, sledi da je geodezijska krivina nula.
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Odeǉak 3

Poluravanski model

geometrije Lobaqevskog

Jedan od modela geometrije Lobaqevskog je i Poenkareov1 poluravan-
ski model. Predstavi�emo ǌegova svojstva u ovom odeǉku.

Definicija 1. Neka su u euklidskoj ravni date Dekartove pravougle
koordinate. Poluravan qiji je rub x-osa, a koja sadrжi taqke sa poz-
itivnom y koordinatom nazivamo gorǌa poluravan. Kako koordinate
(x, y) proizvoǉne taqke moжemo predstaviti i u obliku kompleksnog
broja z = x+ iy taqke gorǌe poluravni date su sa

H = {z ∈ C : Im(z) > 0}.

Rub ove poluravni, pravu Im(z) = 0, nazivamo apsolutom.

Metrika (odnosno prva fundamentalna forma) u H je data sa:

ds2 =
dx2 + dy2

y2
.

Ona se razlikuje u odnosu na euklidsku metriku za imenilac y2. Kako
su dve metrike u svakoj taqki gorǌe poluravni srazmerne sa faktorom
y2, one su konformne. To znaqi da su hiperboliqke mere uglova izme�u
krivih iste kao i ǌihove euklidske mere.

Ipak, kako se ove dve metrike ne podudaraju, duжine krivih gorǌe
poluravni u dvema metrikama se u opxtem sluqaju razlikuju. Zato su
i geodezijske krive ove dve metrike razliqite. Podsetimo se i da je
duжina krive nezavisna od parametrizacije.

1Jules Henri Poincare (1854.-1912.) francuski matematiqar.
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Geodezijske linije poluravanskog modela

Sada �emo prona�i geodezijske krive gorǌe poluravni, kao najkra�e
krive koje spajaju dve taqke.

Potraжimo prvo najkra�e krive koje povezuju dve taqke koje pri-
padaju euklidskoj polupravoj normalnoj na apsolutu. ǋihove koor-
dinate su (x0, y0) i (x0, y1).

Potraжimo prvo duжinu krive qija slika pripada toj polupravoj.
ǋena parametrizacija je x(t) = (x0, y(t)), y(t) ∈ [y0, y1], a duжina krive
je:

∫ t1

t0

√

dx2 + dy2

y
=

∫ t1

t0

√

dy2

y
=

∫ t1

t0

dy

y
= ln y|y1

y0
= ln

y1
y0
. (3.1)

Pretpostavimo sada da se kre�emo po nekoj drugoj krivoj qija slika
ne pripada euklidskoj pravoj ortogonalnoj na apsolutu. Bez smaǌeǌa
opxtosti moжemo pretpostaviti i da je ta kriva rastu�a po drugoj
promenǉivoj. Tada �e vaжiti:

∫ t1

t0

√

dx2 + dy2

y
≥
∫ t1

t0

√

dy2

y
=

∫ t1

t0

dy

y
= ln y|y1

y0
.

Dakle, najkra�a kriva koja povezuje date dve taqke je euklidska
duж koja pripada polupravoj ortogonalnoj na apsolutu.

Tako�e, vidimo da se prirodni parametar raquna po formuli

s = ln y|tt0 ,

pa je geodezijska kriva parametrizovana prirodnim parametrom
data sa α(s) = (x0, Ce

s), gde je C konstanta. Vidimo da su ove geode-
zijske definisane za s ∈ R.

Neka je y = (x0, y1) taqka gorǌe poluravni, a x = (x0, 0) taqka
apsolute. Iako taqke apsolute po definiciji ne pripadaju gorǌoj
poluravni, moжemo formulu (3.1) primeniti i na ovaj xiri sluqaj.
Vidimo da tada ona implicira da je taqka x sa apsolute beskonaqno
udaǉena od taqke y.

(x0, 0)

(x0, y1)

Slika 1. Geodezijske linije u H
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Potraжimo sada najkra�e krive koje spajaju taqke z0 = (x0, y0) i
z1 = (x1, y1) sa razliqitim x koordinatama.

γ
z0 = γ(t0) z1 = γ(t1)

Slika 2. Kriva koja spaja dve taqke u H

Pretpostavimo da smo naxli takvu krivu γ∗ : [t0, t1] → H, i oznaqimo
je sa γ∗(t) = (x∗(t), y∗(t)). Tada je duжina krive γ∗:

||γ∗|| = inf
γ

||γ|| = inf
γ

∫ t1

t0

√

dx2 + dy2

y
dt

γ∗(t0) = γ(t0) = z0

γ∗(t1) = γ(t1) = z1.

Pretpostavimo da krivu γ moжemo parametrizovati sa prvom koordi-
natom kao parametrom, odnosno da ǌena slika ne sadrжi duж ortogo-
nalnu na apsolutu. Onda �emo zadatak nalaжeǌa krive γ∗ rexavati
kao problem varijacionog raquna odre�ivaǌa funkcije:

{y(x) ∈ C1[x0, x1] : y(x0) = y0, y(x1) = y1}

koja minimizuje funkcional J(y(·)), pri qemu je:

J(y(·)) =
∫ x1

x0

√

1 + y′2

y
dx.

Integrant ovog problema je oblika:

L(x, y, y′) =

√

1 + y′2

y
.

Domen integranta L je V = R×R+ × R.
Parcijalni izvodi integranta su dati jednaqinama:

Ly(x, y, y
′) = −1 + y′2

y2

Ly′(x, y, y′) =
y′

y
√

1 + y′2
.

Oba parcijalna izvoda su neprekidne funkcije na domenu V . Izra-
qunajmo i drugi izvod po tre�oj promenǉivoj integranta L:

Ly′y′(x, y, y′) =
1

y(1 + y′2)
3

2

.

17



Kako je Ly′y′ > 0, to je integrant konveksna funkcija po tre�oj pro-
menǉivoj. Stoga �e biti:

L(x, y, v) > L(x, y, u) + Ly′(x, y, u)(v − u).

Zato je E(x, y, u, v) > 0 za svako u, v ∈ R te su sve ekstremale polaznog
problema Vajerxtrasove ekstremale.

Kako je L ∈ C2(V ) i vaжi Ly′y′ > 0, to iz Teoreme 6 zakǉuqujemo da
�e ekstremale imati neprekidan drugi izvod.

Reximo Ojlerovu jednaqinu da bismo odredili ekstremale:

d

dx
Ly′ = Ly

d

dx
(

y′

y
√

1 + y′2
) = −

√

1 + y′2

y2

y′′y
√

1 + y′2 − y′2
√

1 + y′2 − y′y 2y′′y′

2
√

1+y′2

y2(1 + y′2)
= −

√

1 + y′2

y2

y′′y
√

1 + y′2 − y′2
√

1 + y′2 − y′y
y′′y′

√

1 + y′2
= −(1 + y′2)

√

1 + y′2

y′′y(1 +��y
′2)− y′2(1 + y′2)−✘✘✘y′2yy′′ = −(1 + y′2)2

y′′y − y′2 −��y
′4 = −1− 2y′2 −��y

′4

y′′y + 1 + y′2 = 0

(y′y + x)′ = 0

y′y + x = const = C

2y′y + x = 2C

d

dx
(y2 + x2) = 2C

y2 + x2 = 2Cx+D

y2 + x2 − 2Cx+ C2 = C2 +D

(x− C)2 + y2 = C2 +D.

Na kraju oznaqimo R2 = C2+D. Tako smo dobili da ekstremale naxeg
problema zadovoǉavaju jednaqinu:

(x− C)2 + y2 = R2

xto je upravo jednaqina euklidskog kruga sa centrom na x-osi. Ek-
stremale �e biti dopustive ako je trojka (x, y, y′(x)) ∈ V , i ako zado-
voǉavaju poqetni uslov y(x0) = y0, y(x1) = y1. Kako je jedinstveno
odre�en euklidski krug sa centrom na realnoj osi koji sadrжi dve
razne taqke (x0, y0) i (x1, y1) to postoji jedinstvena dopustiva ekstre-
mala y∗(·). Ona je deo euklidskog kruga sa centrom (C, 0), koji se
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nalazi u gorǌoj poluravni (s obzirom da je domen integranta V =
R× R+ × R). To je euklidski polukrug koji je dat jednaqinom:

y∗(x) =
√

R2 − (x− C)2.

Potrebno je jox pokazati da ova ekstremala jeste globalno rexeǌe
odgovaraju�eg problema varijacionog raquna.
Ako za oblasti G i Γ iz Teoreme 11 uzmemo:

G = R× R
+,

Γ = {(x, λ) ∈ R
2 : λ > 0, C −

√
λ < x < C +

√
λ},

zatim za parametarsku familiju ekstremala izaberemo:

y(x, λ) =
√

λ2 − (x− C)2,

onda su zadovoǉeni uslovi Teoreme 11. Naime, sa promenom parametra
λ, y(x, λ) jesu koncentriqni polukrugovi koji jednostruko prekrivaju
oblast G. Izvod je jednak:

y′λ =
λ

√

λ2 − (x− C)2
,

i uvek je ve�i od nule jer je λ ∈ Γ.
Iz Teoreme 11 i ǌene posledice sledi da postoji poǉe u(x, y) spreg-

nuto sa L kome su y(x, λ) trajektorije.
Kako su sve ekstremale Vajerxtrasove, to �e prema Teoremi 9 poǉe

u(x, y) biti Vajerxtrasovo poǉe integranta L.
Kako jox i G pokriva presek projekcije skupa V na ravan xy i trake

[x0, x1] × R, onda su zadovoǉeni uslovi Teoreme 10 pa �e ekstremala
y∗(·) biti globalno rexeǌe polaznog problema.

Zakǉuqujemo da su ovi polukrugovi tako�e geodezijske linije u H.

Slika 3. Geodezijske linije u H
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Kako za proizvoǉnu taqku gorǌe poluravni i tangentni vektor u
ǌoj, postoji jedinstvena geodezijska kriva koja tu taqku sadrжi i
tangentna je na dati vektor, ovim smo pronaxli sve geodezijske krive
date metrike.

Na�imo rastojaǌe izme�u dveju taqaka sa razliqitom x koordi-
natom. Neka su to taqke z0, z1 ∈ H koje pripadaju polukrugu qija je
jednaqina γ(t) = (C +R cos t, R sin t), pri qemu parametar t uzima vred-
nosti iz intervala (0, π), i neka je γ(t0) = z0, γ(t1) = z1.

Bi�e nam potreban prvi izvod krive γ:

γ′(t) = (−R sin t, R cos t).

Sada izraqunajmo duжinu luka od z0 do z1:

d(z0, z1) =

∫ t1

t0

‖γ′(t)‖Hdt

=

∫ t1

t0

√

R2 sin2 t+R2 cos2 t

R2 sin2 t
dt

=

∫ t1

t0

√

1

sin2 t
dt

=

∫ t1

t0

1

sin t
dt. (3.2)

Jednakost (3.2) je zadovoǉena bez apsolutne vrednosti jer je sin t poz-
itivna funkcija na intervalu t ∈ (0, π).

Da bismo rexili integral (3.2), uvedimo smenu:

tan
t

2
= u.

Pritom dobijamo da:
1

2
dt =

1

1 + u2
du

sin t =
2u

1 + u2
.

Reximo sada neodre�eni integral uvedenom smenom:

∫

1

sin t
=

∫

1
2u

✘✘✘1+u2

2
du

✘✘✘1 + u2

=

∫

du

u

= ln |u|+ C

= ln | tan t
2
|+ C.
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gde je C ∈ R neka konstanta. Najzad, kada uvedemo granice, dobijamo
da se rastojaǌe raquna po formuli:

d(z0, z1) = ln | tan t
2
|
∣

∣

∣

t1

t0
= ln | tan t1

2
| − ln | tan t0

2
|. (3.3)

Primetimo da, ukoliko se parametar t pribliжava vrednosti 0 ili
π to rastojaǌe teжi beskonaqnosti. Dakle taqke sa apsolute koje pri-
padaju polukrugu jesu beskonaqno udaǉene od taqaka u poluravni koje
pripadaju istom polukrugu. Zato taqke apsolute moжemo smatrati
beskonaqno dalekim.

Uoqimo da se prirodni parametar ove krive raquna kao:

s = ln | tan t
2
| − C,

tj. da su prirodno parametrizovane geodezijske ovog oblika date sa
α(s) = (C + R cos(2 arctan es), R sin(2 arctan es)) pa su definisane za sve
s ∈ R.

Slike geodezijskih linija zovemo h - pravama. Tako�e, smatramo
da su parovi taqaka (A,B) i (C,D) podudarni ako su jednaka rastojaǌa
izme�u A i B, odnosno C i D. Tada direktno sledi da taqke gorǌe
poluravni i ǌene h-prave zadovoǉavaju aksiome geometrije ravni Lo-
baqevskog, videti [3], odnosno predstavǉa ǌen model. Pri tom, uko-
liko nema nedoumica, identifikujemo geodezijsku krivu i odgovara-
ju�u h-pravu.

Primedba. Izraqunajmo Gausovu krivinu Poluravanskog modela.

Koeficijenti prve fundamentalne forme su dati sa: E = G =
1/y2, F = 0.

Raqunaju�i Kristofelove simbole dobijamo:

Γx
xx =

Ex

2E
= 0 Γy

xx = −Ey

2G
=

1

y

Γx
xy =

Ey

2E
= −1

y
Γy
xy =

Gx

2G
= 0

Γx
yy = −Gx

2E
= 0 Γy

yy =
Gy

2G
= −1

y
.

Gausova krivina gorǌe poluravni je:

K = − 1

2
√
EG

((
Gx√
EG

)x + (
Ey√
EG

)y) = −y
2

2
(− 2

y3
· y2)y = −y

2

2
· 2

y2
= −1.

Dakle Gausova krivina je konstantna i iznosi −1. Pri tom, sve
prirodno parametrizovane geodezijske krive su definisane na R. Mo-
жe se pokazati da su ova dva uslova: konstantna negativna krivina i
definisanost geodezijskih krivih na R, dovoǉni i neophodni uslovi
da povrx bude model geometrije Lobaqevskog.
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Posmatrajmo dve geodezijske linije p i q koje u euklidskom smislu
imaju zajedniqku taqku P na apsoluti, sa euklidskim koordinatama
(c, 0).

P

AR
BR

p qk(P,R)

Slika 4. Paralelne h-prave p i q

Neka je k(P,R) h-prava koja je euklidski krug, i seqe p i q u taqkama
AR i BR. Rastojaǌe izme�u h-pravih p i q je infimum rastojaǌa
izme�u ǌihovih taqaka pa je maǌe ili jednako rastojaǌu taqaka AR

i BR, koje se raquna prema formuli (3.3):

d(AR, BR) = ln | tan t1
2
| − ln | tan t0

2
|

.
Ukoliko R → 0 vaжi da t1 → π/2+, t0 → π/2−. Zato rastojaǌe

izme�u AR i BR teжi nuli, pa je

d(p, q) ≤ d(AR, BR) → 0

pa je i rastojaǌe izme�u p i q nula. Ipak, ove h-prave nemaju zajed-
niqkih taqaka, pa zakǉuqujemo da su paralelne.

Sliqno, neka su p i q h-prave koje euklidski predstavǉaju polu-
prave ortogonalne na apsolutu u taqkama A i B. Neka je C sredixte
euklidske duжi AB, a k(C,R) krug.

C

AR BR

p q

Slika 5. Paralelne h-prave p i q

h-prava koju taj krug definixe seqe p i q redom u taqkama AR i BR.
Rastojaǌe izme�u tih taqaka raquna se po formuli (3.3), i jednako je:

d(AR, BR) = ln | tan t1
2
| − ln | tan t0

2
|.

Kada R → +∞, tada t1 → π/2+, t0 → π/2−, pa tada rastojaǌe izme�u
AR i BR teжi nuli. Kako ni prave p i q nemaju zajedniqkih taqaka,
zakǉuqujemo da su paralelne.
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Ako je p h-prava i A taqka koja joj ne pripada oqigledno je da
postoje taqno dve h-prave kroz A koje su paralelne p, na upravo opisan
naqin, te smo ovim opisali sve parove paralelnih pravih.

Ako dve h-prave imaju zajedniqku h-taqku, onda se one seku, a uko-
liko se ne seku, niti su paralelne, one su hiperparalelne.
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Izometrije u H

Izometrije smo definisali kao bijekcije koje slikaju duжi u ǌima
podudarne duжi. Zato izometrije quvaju metriku. Pokaza�emo prvo
formule refleksije u odnosu na h-prave. Kako se svaka izometrija
moжe predstaviti kao kompozicija najvixe tri osne refleksije, vide-
�emo da je svaka izometrija difeomorfizam. Tako�e, uoqi�emo da di-
rektne transformacije imaju pozitivan, a indirektne negativan Jako-
bijan.

Podsetimo sa da je metrika gorǌe poluravni data sa ds2 = dx2+dy2

y2 .
Na�imo neke primere izometrija gorǌe poluravni.

Primer 1. Preslikavaǌe f(z) = −z jeste izometrija.

Ono slika taqku x+ iy u taqku −x+ iy koja tako�e pripada gorǌoj
poluravni. Geometrijski ovo preslikavaǌe moжemo videti kao euk-
lidsku refleksiju u odnosu na imaginarnu osu.

Odatle sledi da f slika prostor H u sebe, kao i da je bijekcija.
Inverz je dat preslikavaǌem f−1(z) = f(z). Ako f predstavimo kao
f(x, y) = (u(x, y), v(x, y)) = (−x, y) onda su funkcije u i v glatka pres-
likavaǌa pa je f diferencijabilna, a onda je takva i f−1, te je f
difeomorfizam.

Da bi f bilo izometrija potrebno je da ne meǌa element duжine
luka. To sledi iz slede�ih jednakosti:

du2 + dv2

v2
=

(−dx)2 + dy2

y2
=
dx2 + dy2

y2
.

Jakobijeva matrica preslikavaǌa f je

J =

[

−1 0
0 1

]

,

pa je Jakobijan detJ = −1.
Kako su taqke na imaginarnoj osi fiksne za ovo preslikavaǌe, a

pri tom preslikavaǌe nije identiqko, u pitaǌu je osna refleksija
qija je osa h-prava data sa Re(z) = 0, Im(z) > 0.

(C, 0)(−C, 0) (0, 0)

Slika 6. Slika geodezijske pri izometriji f(z) = −z
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Primer 2. Sliqno, preslikavaǌe f dato sa

f(z) = −z + 2k

predstavǉa refleksiju u odnosu na h-pravu datu jednaqinom
Re(z) = k, Im(z) > 0. Jakobijan ovog preslikavaǌa je negativan.

Primer 3. Posmatrajmo preslikavaǌe:

f(z) =
1

z
=

z

|z|2 .

Ako f predstavimo kao vektorsku funkciju:

f(x, y) = (u(x, y), v(x, y)) = (
x

x2 + y2
,

y

x2 + y2
)

onda je Jakobijeva matrica od f data sa:

J =

[

δu
δx

δu
δy

δv
δx

δv
δy

]

=

[

y2−x2

(x2+y2)2
−2xy

(x2+y2)2

−2xy
(x2+y2)2

x2−y2

(x2+y2)2

]

.

Tada direktno sledi da je f bijekcija i da vaжi

du2 + dv2

v2
=
x2 + y2

y2
,

pa je u pitaǌu izometrija. Pri tom f je i involucija jer je f ◦ f(z) =
z. Uoqimo da su taqke koje pripadaju jediniqnom euklidskom krugu
fiksne, a da preslikavaǌe f nije identiqko. Zato je f osna refleksija
u odnosu na h-pravu odre�enu jediniqnim euklidskim krugom.

Determinanta Jakobijeve matrice je:

detJ =
−x4 + 2x2y2 − y4 − 4x2y2

(x2 + y2)2

=
(−1)(x2 + y2)2

(x2 + y2)2
= −1.

Primer 4. Sliqno je i preslikavaǌe f(z) = R2

z−a
+ a osna refleksija

u odnosu na h-pravu odre�enu euklidskim krugom sa centrom (a, 0) i
polupreqnikom R.

Kako je svaka izometrija kompozicija osnih refleksija, a Jakobi-
jan kompozicije preslikavaǌa jednak proizvodu Jakobijana, vidimo da
indirektne izometrije imaju negativan, a direktne pozitivan Jakobi-
jan i da su difeomorfizmi.

Navedimo sada jox nekoliko primera izometrija hiperboliqke rav-
ni.
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Primer 5. Preslikavaǌe zadato sa f(z) = z + a, a ∈ R, ili drukqije
zapisano

f : (x, y) 7→ (u, v) = (x+ a, y)

jeste izometrija.

Dato preslikavaǌe je oqigledno bijektivno preslikavaǌe H u H,
diferencijabilno i ima diferencijabilno inverzno preslikavaǌe

f−1(z) = z − a.

Proverimo jox da ne meǌa element duжine luka:

du2 + dv2

v2
=
d(x + a)2 + dy2

y2
=
dx2 + dy2

y2
.

Dakle dato preslikavaǌe jeste izometrija. Jakobijeva matrica od f
je:

J =

[

∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

]

=

[

1 0
0 1

]

,

dakle jediniqna matrica, pa je Jakobijan det J = 1. Zato je f direktna
izometrija.

Ovo preslikavaǌe moжemo videti kao euklidsku translaciju po x
osi.

C C + a

Slika 7. Slika geodezijske pri izometriji f(z) = z + a

Primer 6. Preslikavaǌe f(z) = λz gde λ > 0 jeste izometrija.

Kako je λ > 0 to je ova funkcija bijekcija prostora H u sebe, i ima
inverz f−1(z) = 1

λ
z. Obe funkcije f i f−1 jesu diferencijabilne.

Proverimo element duжina luka:

du2 + dv2

v2
=
d(λx)2 + d(λy)2

(λy)2
=

✚✚λ2(dx2 + dy2)

✚✚λ2y2
=
dx2 + dy2

y2
.

Dakle preslikavaǌe f(z) = λz jeste izometrija.
Preslikavaǌe f moжemo zapisati i kao:

f : (x, y) 7→ (u, v) = (λx, λy).

Jakobijeva matrica je:

J =

[

λ 0
0 λ

]

,

pa je Jakobijan detJ = λ2 > 0. Zato je f direktna izometrija.
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(0, 0) (λC, 0)(C, 0)(C, 0)

Slika 8. Slika geodezijske pri izometriji f(z) = 2z

Primer 7. Preslikavaǌe f(z) = − 1
z
jeste izometrija.

Kako preslikavaǌe f(z) moжemo videti i kao kompoziciju (euk-
lidske) inverzije u odnosu na jediniqni krug z 7→ z

|z|2 i (euklidske)

refleksije u odnosu na imaginarnu osu z 7→ −z to je ovo preslikavaǌe
bijekcija prostora H u sebe. Inverz ovog preslikavaǌa je f−1(z) =
f(z).

Zapiximo preslikavaǌe f u obliku:

−1

z
= − 1

x+ iy
= − x− iy

x2 + y2
=

−x+ iy

x2 + y2
.

Ako razdvojimo realni deo u = − x
x2+y2 i imaginarni v = y

x2+y2

vidimo da je preslikavaǌe f diferencijabilno. Daǉe imamo:

du =
−dx(x2 + y2)− (−x)(2xdx + 2ydy)

(x2 + y2)2

=
−dx(x2 + y2) + x(2xdx+ 2ydy)

(x2 + y2)2

=
dx(x2 − y2) + 2xydy

(x2 + y2)2
,

dv =
dy(x2 + y2)− y(2xdx+ 2ydy)

(x2 + y2)2

=
dy(x2 + y2 − 2y2)− 2xydx

(x2 + y2)2

=
dy(x2 − y2)− 2xydx

(x2 + y2)2

=
dy(x2 − y2)− 2xydx

(x2 + y2)2
.
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Zato je:

du2 + dv2

v2
=

(dx(x2−y2)+2xydy)2+(dy(x2−y2)−2xydx)2

(x2+y2)4

y2

(x2+y2)2

=
dx2(x2 − y2)2 +✭✭✭✭✭✭✭✭

4ydxdy(x2 − y2) + 4x2y2dy2

y2(x2 + y2)2

+
dy2(x2 − y2)2 −✭✭✭✭✭✭✭✭

4xydxdy(x2 − y2) + 4x2y2dx2

y2(x2 + y2)2

=
(dx2 + dy2)(x2 − y2)2 + 4x2y2(dx2 + dy2)

y2(x2 + y2)2

=
(dx2 + dy2)(x4 − 2x2y2 + y4 + 4x2y2)

y2(x2 + y2)2

=
(dx2 + dy2)✘✘✘✘✘(x2 + y2)2

y2✘✘✘✘✘(x2 + y2)2

=
dx2 + dy2

y2
.

Ovim je pokazano da preslikavaǌe f(z) = − 1
z
jeste izometrija.

Jakobijeva matrica od f je

J =
1

(x2 + y2)2

[

x2 − y2 2xy
−2xy x2 − y2

]

,

a ǌena determinanta:

detJ = (x2 − y2)2 + 4x2y2 = x4 + y4.

Kako je detJ > 0 onda je f direktna izometrija.

(C, 0)(− 1

C
, 0) (0, 0) (1, 0)

Slika 9. Slika geodezijske pri izometriji f(z) = − 1
z

Primer 8. Preslikavaǌa oblika:

m(z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ R, ad− bc > 0,
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jesu izometrije jer se mogu predstaviti kao kompozicije preslikavaǌa
iz prethodnih primera.

Naime, ako je c = 0 onda je:

m(z) =
a

d
z +

b

d
.

Preslikavaǌe m je kompozicija preslikavaǌa iz prethodnih primera
f1(z) =

a
d
z i f2(z) = z + b

d
.

Ako je c 6= 0 onda je:

m(z) = f(J(g(z)))

gde su preslikavaǌa:
g(z) = c2z + cd

f(z) = (ad− bc)z +
a

c

J(z) = −1

z
.

Sva tri su kompozicije preslikavaǌa iz prethodnih primera, pa
su dakle izometrije.

Da bi m bilo nekonstantno preslikavaǌe neophodno je da ad−bc 6= 0,
dok je daǉe uslov ad−bc > 0 neophodan da bi se preslikavaǌem m gorǌa
poluravan slikala u sebe.

Primetimo da se preslikavaǌa ovog oblika mogu uvek svesti na
oblik:

m(z) =
az + b

cz + d
, tako da vaжi ad− bc = 1.

Naime preslikavaǌa oblika m(z) = az+b
cz+d

i mλ(z) = λaz+λb
λcz+λd

, λ 6= 0 se
poklapaju.

Direktne izometrije

Definicija 2. Oznaqimo sa Mob+(H)2 skup svih preslikavaǌa ob-
lika:

m(z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1. (3.4)

Inverz preslikavaǌa m raquna se po formuli:

m−1(z) =
dz − b

−cz + a

2Transformacije f : C → C ovog oblika nazivaju se i mebijusove transforma-
cije po matematiqaru Augustu Ferdinandu Mebijusu (1790 - 1868.) odakle potiqe
i oznaka.
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i tako�e pripada Mob+(H). Kako su i identitet i kompozicija dva
elementa iz skupa Mob+(H) tako�e elementi skupa Mob+(H), to ovaj
skup ima strukturu grupe.

Primetimo da su sva preslikavaǌa izMob+(H) direktne izometrije.
Naime, preslikavaǌa iz Primera 5., 6. i 7. jesu direktne izometrije,
pa je takva i ǌihova kompozicija.

Primer 9. Prona�imo preslikavaǌa m ∈ Mob+(H) koja fiksiraju
taqku i.

m(i) = i

ai+ b = i · (ci + d)

ai+ b = −c+ id.

Odatle zakǉuqujemo da je:

a = d i b = −c.

Zato vaжi:
ad− bc = a2 + b2 = 1.

Onda zakǉuqujemo da postoji ϕ ∈ R takav da je:

a = cosϕ, b = sinϕ.

Preslikavaǌe m se moжe zapisati:

m(z) =
z cosϕ+ sinϕ

−z sinϕ+ cosϕ
. (3.5)

Kako su u pitaǌu direktne izometrije sa bar jednom fiksnom taqkom,
ovako zadata preslikavaǌa su rotacije oko taqke i.

Primer 10. Potraжimo sada rotaciju f(z) oko taqke i, koja slika
proizvoǉno izabranu taqku ω ∈ H na imaginarnu osu. Ovaj zahtev se
moжe prikazati izrazom Re(f(ω)) = 0. Ako zapixemo ω = u + iv gde
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u, v ∈ R, onda �e biti:

f(u+ iv) =
cosϕ(u + iv) + sinϕ

− sinϕ(u + iv) + cosϕ

=
(u cosϕ+ sinϕ) + iv cosϕ

(−u sinϕ+ cosϕ)− iv sinϕ

=
((u cosϕ+ sinϕ) + iv cosϕ) · ((−u sinϕ+ cosϕ) + iv sinϕ)

(−u sinϕ+ cosϕ)2 + v2 sin2 ϕ
,

Re(f(u+ iv)) =
−u2 sinϕ cosϕ+ u cos2 ϕ− u sin2 ϕ+ sinϕ cosϕ− v2 sinϕ cosϕ

(−u sinϕ+ cosϕ)2 + v2 sin2 ϕ

=
1
2 sin 2ϕ(1− u2 − v2) + u cos 2ϕ

(−u sinϕ+ cosϕ)2 + v2 sin2 ϕ
,

Im(f(u+ iv)) = ✭✭✭✭✭✭
uv sinϕ cosϕ+ v sin2 ϕ−✭✭✭✭✭✭

uv sinϕ cosϕ+ v cos2 ϕ

(−u sinϕ+ cosϕ)2 + v2 sin2 ϕ

=
v

(−u sinϕ+ cosϕ)2 + v2 sin2 ϕ
.

Iz uslova Re(f(u+ iv)) = 0 zakǉuqujemo da je:

1

2
sin 2ϕ(1− u2 − v2) + u cos 2ϕ = 0. (3.6)

Ako oznaqimo:

A =
1

2
(1− u2 − v2)

B = u,

onda �e biti:
A sin 2ϕ+B cos 2ϕ = 0.

Ako bi vaжilo A = B = 0, imali bismo da u = 0, v = 1, odnosno
u+ iv = i, a smatramo da je ω 6= i. Dakle postoji θ ∈ R takav da je:

A√
A2 +B2

= cos θ,

B√
A2 +B2

= sin θ.

Ako izraz (3.6) podelimo sa
√
A2 +B2 bi�e:

cos θ sin 2ϕ+ sin θ cos 2ϕ = 0.

Odatle dobijamo da je sin(θ + 2ϕ) = 0, tj.:

θ + 2ϕ = kπ

ϕ = −θ
2
+
kπ

2
.
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Odatle zakǉuqujemo da za ure�eni par (cosϕ, sinϕ) vaжi:

(cosϕ, sinϕ) ∈
{(

± cos
θ

2
,∓ sin

θ

2

)

,

(

± sin
θ

2
,∓ cos

θ

2

)}

Ako za koeficijente uzmemo par (cos θ
2 ,− sin θ

2 ) dobijamo da je rotacija:

f(ω) =
ω cos θ

2 − sin θ
2

ω sin θ
2 + cos θ

2

=
−ω cos θ

2 + sin θ
2

−ω sin θ
2 − cos θ

2

=
−ω cos θ

2 + sin θ
2

−ω sin θ
2 − cos θ

2

.

Posledǌa jednakost odgovara rotaciji f kada za koeficijente uzmemo
par

(

− cos θ
2 , sin

θ
2

)

, pa se rotacije za prva dva para taqaka poklapaju.
Druga dva para tako�e daju istu rotaciju:

f(ω) =
ω sin θ

2 − cos θ
2

ω cos θ
2 + sin θ

2

=
ω cos

(

θ
2 − π

2

)

+ sin
(

θ
2 − π

2

)

−ω sin
(

θ
2 − π

2

)

+ cos
(

θ
2 − π

2

) .

Dakle imamo dve rotacije, jednu sa parametrom ϕ = − θ
2 , a drugu sa

parametrom ϕ = − θ
2 − π

2 . Ove dve rotacije slikaju ω u dve taqke, od
kojih jedna ima imaginarni deo maǌi od 1, a druga ima imaginarni
deo ve�i od jedan.

Definicija 3. Oznaqimo sa Isom+(H) skup svih direktnih izometri-
ja gorǌe poluravni.

Tada vaжi slede�e:

Teorema 13. Sve direktne izometrije poluravnskog modela su oblika:

m(z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1,

odnosno Mob+(H) = Isom+(H).

Dokaz. Ve� smo videli da su preslikavaǌa ovog oblika zaista di-
rektne izometrije. Pokaжimo jox da su sve direktne izometrije u
Mob+(H).
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Posmatrajmo prvo proizvoǉne dve taqke z0 i ω0. Uoqimo da preslika-
vaǌe J2 ◦ J1 gde je:

J1(z) = z − Re(z0)

J2(z) =
z

Im(z0)

jeste preslikavaǌe koje slika z0 u i, tj.:

J2 ◦ J1(z0) = i.

Preslikavaǌa J1 i J2 jesu izometrije kao preslikavaǌa oblika
(3.4). Oznaqimo sa ω sliku taqke ω0:

J2 ◦ J1(ω0) = ω.

Rotacijom f kao u Primeru 10. preslikajmo ω na imaginarnu osu i
oznaqimo ǌenu sliku sa ω1. Kako f fiksira taqku i, to �e kompozicija
f ◦J2◦J1 slikati pravu z0ω0 na imaginarnu osu. Tada su parovi taqaka
i i ω1, tj. z0 i ω0 na podudarnim odstojaǌima. Pri tom, moжemo
izabrati f tako da slika od ω ima imaginarni deo ve�i od 1.

Svaka direktna izometrija ravni Lobaqevskog je na jedinstven
naqin odre�ena slikama neke dve taqke te ravni. Taqke i i ω1 se
preslikavaǌem (f ◦ J2 ◦ J1)−1 slikaju u proizvoǉno izabrane z0 i ω0

redom, pa je time data odgovaraju�a direktna izometrija. Kako je ona
oblika (3.4) dobijamo da vaжi tvr�eǌe.

Neka je f izometrija u odnosu na koju je slika date krive invar-
ijantna. Ako je TA tangentan vektor na krivu u taqki A, on �e se
izometrijom slikati u vektor tangentan u B. Kako izometrija quva
uglove vektor NA se slika ili u NB ili u −NB. Ako je u pitaǌu
direktna izometrija NA se slika u NB te je kg(A) = kg(B).

Podsetimo se i da za svaki epicikl postoji direktna izometrija
koja ga slika u sebe, a datu ǌegovu taqku p u ǌegovu proizvoǉnu taqku
q. Zato je geodezijska krivina epicikala konstantna.

Indirektne izometrije

Preostalo je da ispitamo indirektne izometrije.
Ve� smo uoqili da je preslikavaǌe f zadato sa z 7→ −z, ili druk-

qije zapisano:
f(x, y) = (u(x, y), v(x, y)) = (−x, y)

osna refleksija i samim tim indirektno preslikavaǌe.

Proizvoǉna indirektna izometrija se moжe predstaviti kao kom-
pozicija direktne izometrije i refleksije. Neka je direktna izomet-
rija m oblika (3.4), onda je kompozicija:

f ◦m(z) =
−az + b

−cz + d
.
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Zato zakǉuqujemo slede�e:

Teorema 14. Sve indirektne izometrije u poluravanskom modelu su ob-
lika:

m(z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ R, ad− bc = −1. (3.7)
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Geodezijska krivina

Neka je γ(t) prirodno parametrizovana kriva. Na�imo ǌenu geodezi-
jsku krivinu kg.

Neka je P taqka na krivoj γ, a TP tangentni prostor u taqki P .
Oznaqimo sa T tangentni vektor na krivu γ

T = γ′(t) = (x′(t), y′(t)).

Tada je:

‖T ‖ =

√

x′2 + y′2

y2
.

Kako je kriva prirodno parametrizovana, onda ‖T ‖ = 1, pa je:

x′2 + y′2 = y2.

Rexeǌe ove jednaqine je:
x′ = y cos θ

y′ = y sin θ (3.8)

gde smo sa θ oznaqili funkciju ugla koji vektor (x′(t), y′(t)) zaklapa
sa vektorom (1, 0).

Tada je N = (−y sin θ, y cos θ) jediniqna normala na T takva da je baza
(T,N) pozitivno orijentisana. Ako u Lemi 1. zamenimo Kristofelove
simbole onda je:

∇TT =
∂

∂x
·
(

x′′ + Γx
xxx

′2 + 2Γx
xyx

′y′ + Γx
yyy

′2
)

+
∂

∂y
·
(

y′′ + Γy
xxx

′2 + 2Γy
xyx

′y′ + Γy
yyy

′2
)

=

(

−2x′y′

y
+ x′′

)

∂

∂x
+

(

x′2 − y′2

y
+ y′′

)

∂

∂y

=

(

y′ cos θ − y sin θ · θ′ − 1

y
· 2y cos θ · y sin θ

)

∂

∂x

+

(

1

y
y2 cos2 θ − 1

y
y2 sin2 θ + y′ sin θ + y cos θ · θ′

)

∂

∂y

= (y sin θ cos θ − 2y sin θ cos θ − y sin θ · θ′) ∂

∂x

+
(

y cos2 θ − y sin2 θ + y sin θ sin θ + y cos θ · θ′
) ∂

∂y

=
(

−y sin θ cos θ − y sin θ · θ′, y cos2 θ + y cos θ · θ′
)

= (−y sin θ(cos θ + θ′), y cos θ(cos θ + θ′))

= (cos θ + θ′) ·N.
Dobijamo da geodezijska krivina zadovoǉava:

kg = θ′ + cos θ. (3.9)
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Krive konstantne geodezijske krivine

U ovom odeǉku �emo odrediti krive konstantne geodezijske krivine
poluravanskog modela.

Napomena. Oznaqava�emo sa ci ∈ R konstante koje nastaju usled inte-
gracije.

Potraжimo krive konstantne geodezijske krivine kg = C. Posma-
tra�emo krivu γ(s) = (x(s), y(s)) koja je prirodno parametrizovana.
Izrazimo θ′ iz jednaqine (3.9):

θ′ = C − cos θ.

U potrazi za krivama konstante geodezijske krivine posmatra�emo
odvojeno sluqajeve kada je θ′ = 0 i kada je θ′ 6= 0.

1. Posmatrajmo prvo jednostavniji sluqaj kada je: θ′ = 0, tj. ugao θ
je konstantan.
Tada je cos θ = C, pa je krivina C iz intervala [−1, 1]. Ako u
(3.8) zamenimo θ = c1:

x′ = y · cos c1
y′ = y · sin c1.

Tada sledi:

y′

y
= sin c1

(ln y)′ = sin c1

ln y = s · sin c1 + c2.

Dobijamo da vaжi:

y = c2 · es·sin c1 , c2 = ec2,

x′ = c2 · es·sin c1 · cos c1. (3.10)

Sada �emo posmatrati podsluqajeve:

(a) Ako je sin c1 = 0, onda je krivina C = cos θ ∈ {−1, 1}. Za krive
koje to ispuǌavaju iz jednaqina (3.10) dobijamo:

x′ = c2 cos c1 = const.

x = (c2 · cos c1) · s+ c3, c3 ∈ R

y = c2 = const.

Vidimo da slike ovih krivih pripadaju euklidskim pravama
koje su u euklidskom smislu paralelne apsoluti.
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(b) Ako je sin c1 6= 0, krivina je data sa |C| = | cos θ| < 1, a za
krive koje to ispuǌavaju iz jednaqina (3.10) dobijamo:

x′ = (c2 · cos c1) · esin c1·s

x =
c2 · cos c1
sin c1

· esin c1·s + c3

y = c2 · esin c1·s.

Slike datih krivih dakle pripadaju euklidskim pravama za-
datim jednaqinama:

x =
cos c1
sin c1

· y + c3.

U sluqaju kada je cos c1 = cos θ = 0 odnosno geodezijska kriv-
ina jednaka nuli kg = C = 0, slike traжenih krivih pri-
padaju euklidskim pravama ortogonalnim na apsolutu, odno-
sno datim jednaqinama x = c3.

Ako je kg 6= 0 i kg ∈ (−1, 1) rexeǌa su euklidske prave koje
grade ugao c1 sa x-osom:

y =
sin c1
cos c1

(x − c3).

2. Posmatrajmo sada sluqaj: cos θ 6= C. Tada je:

θ′ = C − cos θ 6= 0

dθ

ds
= C − cos θ

ds =
dθ

C − cos θ

I =

∫

ds =

∫

dθ

C − cos θ
.

Ovde je sa s oznaqen parametar kojim je kriva γ(s) = (x(s), y(s))
prirodno parametrizovana.

Uvedimo smenu: t = tan θ
2 . Tada vaжe slede�e jednakosti:

cos2
θ

2
=

1

1 + t2
sin2

θ

2
=

t2

1 + t2

cos θ =
1− t2

1 + t2
sin θ =

2t

1 + t2

1

1 + t2
dt =

1

2
dθ.
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Izrazimo integral I sa ovako uvedenom smenom:

I =

∫ 2
1+t2

dt

C − 1−t2

1+t2

=

∫

2dt

C(1 + t2)− (1 − t2)

I =

∫

ds =

∫

2dt

t2(C + 1) + (C − 1)
. (3.11)

Mogu�i su slede�i podsluqajevi:

(a) C < −1 ili C > 1

(b) C = −1

(v) C = 1

(g) C ∈ (−1, 1).

U narednom izvo�eǌu koristi�emo jednaqine (3.8).

(a) C ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞) :

Tada je C + 1 = ǫ|C + 1| i (C − 1) = ǫ|C − 1|, gde ǫ uzima jednu
od vrednosti iz skupa {−1, 1}.
Izrazimo sada koordinate y(t) i x(t). Imamo iz (3.8):

y′

y
= sin θ ⇒ (ln y)′ = sin θ

ln y =

∫

sin θds

ln y =

∫

2t

1 + t2
2ǫ

dt

|C + 1|t2 + |C − 1|

=
2ǫ

|C − 1| − |C + 1| ln
1 + t2

at2 + b
+ c2,

=
2

(C − 1)− (C + 1)
ln

1 + t2

at2 + b
+ c2

= ln
at2 + b

1 + t2
+ c2

⇒ y = k · at
2 + b

1 + t2
,

gde smo oznaqili a = |C + 1|, b = |C − 1|, k = ec2 > 0.
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Izraqunajmo i koordinatu x:

x′ = y cos θ

x =

∫

k
at2 + b

1 + t2
1− t2

1 + t2
ds

= k ·
∫

at2 + b

1 + t2
1− t2

1 + t2
· 2ǫ · dt

at2 + b

= 2ǫk

∫

1− t2

(1 + t2)2
dt = 2ǫk

t

1 + t2
+ c3

⇒ x = 2ǫk
t

1 + t2
+ c3.

Dakle dobili smo:

x = 2ǫk
t

1 + t2
+ c3

y = ǫk · |C + 1|t2 + |C − 1|
1 + t2

.

Iz jednaqina za x i y imamo da je:

1

1 + t2
=
x− c3
2ǫk

1

t

y

kǫ
=

(C + 1)(t2 + 1)− (C + 1) + (C − 1)

1 + t2

= (C + 1)− 2

1 + t2

1

1 + t2
=

1

2
((C + 1)− y

kǫ
. (3.12)

Sada moжemo da izrazimo t:

x− c3
2ǫk

1

t
=

1

2
((C + 1)− y

kǫ
)

t =
x− c3
2ǫk

2

(C + 1)− y
kǫ

⇒ t =
(x − c3)

kǫ(C + 1)− y
. (3.13)

Ako iz jednaqina (3.12) i (3.13) izraqunamo izraz 1
1+t2

do-
bi�emo da vaжe slede�e dve jednakosti:

1

1 + t2
=

1

2

kǫ(C + 1)− y

kǫ
.

1

1 + t2
=

(y − kǫ(C + 1))2

(x− c3)2 + (kǫ(C + 1)− y)2
(3.14)
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Sada izjednaqavaǌem desnih strana u jednaqinama (3.14) do-
lazimo do jednaqine krivih konstantne geodezijske krivine:

− 2kǫ(y − kǫ(C + 1)) = (x− c3)
2 + (y − kǫ(C + 1))2

(x− c3)
2 + (y − kǫ(C + 1) + kǫ)2 = k2ǫ2 = k2

(x− c3)
2 + (y − ǫkC)2 = k2.

Dakle, req je o krugovima sa centrom u taqki (c3, ǫkC) i
polupreqnika k. Poxto je |ǫkC| > k krug ne�e se�i x-osu
te se sve ǌegove taqke nalaze u gorǌoj poluravni.

(b) C = −1 :

Istim postupkom kao u delu pod (a) izrazimo prvo koordi-
nate y i x.

ln y =

∫

sin θds

= −
∫

2t

1 + t2
dt

= − ln(1 + t2) + c1

y =
k

1 + t2
, k > 0,

x′ = y cos θ

=
k

1 + t2
1− t2

1 + t2

x =

∫

y cos θds = −
∫

k(1− t2)

(1 + t2)2
dt

x = −k t

1 + t2
+ c2.

Dakle izraqunali smo:

x = −k t

1 + t2
+ c2

y = k
1

1 + t2
.

Kako je x− c2 = −ty tada moжemo izraziti parametar t kao:

t = −x− c2
y

.

Kada izrazimo 1 + t2 iz jednaqina za y i t dobi�emo:

1 + t2 =
k

y

1 + t2 = 1 + (
x − c2
y

)2.
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Ako izjednaqimo desne strane gorǌih jednakosti dobi�emo
jednaqinu krivih:

(y − k

2
)2 + (x − c2)

2 = (
k

2
)2.

Dakle kriva konstantne geodezijske krivine −1 jeste euklid-
ski krug koji dodiruje x-osu.

(v) C = 1 :
Analogno sluqaju pod (b), sraqunajmo koordinate x, y i pa-
rametar t:

ln y =

∫

sin θds =

∫

2t

1 + t2
1

t2
dt = 2 ln

t√
1 + t2

+ c2

y = k
t2

1 + t2
,

x′ = y cos θ = k
t2

1 + t2
1− t2

1 + t2

x = k

∫

t2

1 + t2
1− t2

1 + t2
1

t2
dt

x = k
t

1 + t2
+ c2,

yt = x− c2

t =
x− c2
y

.

Izrazimo t2

1+t2
iz jednaqina za y i t:

t2

1 + t2
=
y

k

t2

1 + t2
=

y2

(x− c2)2 + y2
.

Izjednaqavaǌem desnih strana dobijamo:

(x− c2)
2 + (y − k

2
)2 = (

k

2
)2.

Dakle i u ovom sluqaju smo dobili krugove koji dodiruju
apsolutu.

(g) Preostao je sluqaj kada C ∈ (−1, 1).
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Primetimo da �e tada C − 1 i C + 1 biti suprotnog znaka.

ln y =

∫

sin θds

=

∫

2t

1 + t2
ds

=

∫

4t

(1 + t2)((C + 1)t2 − (1− C))
dt

= −[ln(1 + t2)− ln |1− C − (1 + C)t2|] + c2

y = k
(1− C)− (1 + C)t2

1 + t2
, k = ec2 > 0.

Izraqunajmo i x koordinatu:

x′ = y cos θ

x =

∫

k
(1− C)− (1 + C)t2

1 + t2
1− t2

1 + t2
· 2 dt

(C + 1)t2 − (1 − C)

= −2k ·
∫

1− t2

1 + t2
dt

x = −2k
t

1 + t2
+ c3.

Iz jednaqina za x i y �emo izraziti prvo t:

1

1 + t2
= −x− c3

2k

1

t
1

1 + t2
= [

y

k
+ (1 + C)]

1

2
=
y + k(1 + C)

2k

t = −x− c3
2k

· 2k

y + (1 + C)k
.

Zatim iz posledǌe dve jednakosti izraqunajmo izraz 1
1+t2

:

1

1 + t2
=

(y + k(1 + C))2

(x− c3)2 + (y + k(1 + C))2

1

1 + t2
=
y + k(1 + C)

2k
.

Izjednaqavaǌem desnih strana i sre�ivaǌem dobijene jed-
nakosti dobijamo jednaqinu krivih:

(y + k(1 + C))✄2

(x− c3)2 + (y + k(1 + C))2
= ✭✭✭✭✭✭
y + (1 + C)k

2k

2k(y + k(1 + C)) = (x− c3)
2 + (y + k(1 + C))2

(x− c3)
2 + (y + k(1 + C)− k)2 = k2

(x− c3)
2 + (y + kC)2 = k2.
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Dakle rexeǌe jeste krug sa centrom (c3, kC) i polupreqnikom
k. Kako je |kC| < k to krug seqe x-osu, a slika traжene krive
pripada preseku ovog kruga sa gorǌom poluravni.

Klasifikacija epicikala

Sumirajmo rezultat iz prethodnog odeǉka i klasifikujmo dobijene
krive:

1. Ako je geodezijska krivina |kg| = 0, onda je u pitaǌu geodezijska
linija, odnosno h-prava.

2. Ako je 0 < |kg| < 1, onda se radi ili o euklidskim polupravama
sa temenom na realnoj osi, ili o euklidskim krugovima koji seku
realnu osu.

Oznaqimo sa γ onaj deo euklidskog kruga kc (koji seqe realnu
osu u dvema taqkama A i B) koji se nalazi u gorǌoj poluravni.
Odredimo pramen h-pravih koje refleksijama fiksiraju epicikl
γ.

A B O

a = ka
b = kb

γ = kc

s

Slika 10. Ekvidistanta γ

U tu svrhu uoqimo slede�e h-prave:

Neka je s h-prava koja je euklidski poluprava ortogonalna na γ.
Daǉe, neka je a h-prava koja je euklidski deo kruga ka sa centrom
u preseku s sa realnom osom, a koji seqe apsolutu u taqkama A i
B.
Neka je b proizvoǉna h-prava koja je ortogonalna na a. Oznaqimo
sa kb(O,R) euklidski krug koji sadrжi h-pravu b.

Iz ortogonalnosti kb ⊥ ka sledi da je potencija

p(O, ka) = OB ·OA = R2.

No kako je potencija taqke O u odnosu na krug kc tako�e OB ·OA,
tj. p(O, kc) = R2 onda je b ⊥ kc, pa je i b ⊥ γ.

Zato �e epicikl γ biti invarijantan u odnosu na pramen pravih
ortogonalnih na h-pravu a, tj. pramen hiperparalelnih pravih.
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Dakle, ako je geodezijska krivina epicikla γ iz intervala (0, 1),
onda je taj epicikl ekvidistanta.

Analogno se moжe utvrditi i za krivu γ koja je euklidska polu-
prava sa temenom O na realnoj osi.
Naime, tada je h-prava a euklidska poluprava sa istim temenom
kao γ, a pramen hiperparalelnih h-pravih qine euklidski polu-
krugovi sa centrom u temenu ovih dveju polupravih.

a
γ

b2 b b1

O

Slika 11. Ekvidistanta γ

3. Ako je |kg| = 1 tada su odgovaraju�e krive euklidske prave para-
lelne realnoj osi i krugovi koji dodiruju realnu osu.

Posmatrajmo sluqaj kada je γ euklidski prava paralelna sa real-
nom osom. Tada pramen paralelnih h-pravih (paraboliqki pra-
men) fiksira krivu γ. Dakle, γ je oricikl.

γ

Slika 12. Oricikl γ

Ukoliko je γ euklidski krug koji dodiruje realnu osu, onda su
h-prave koje sadrжe taqku dodira sa osom ortogonalne na γ, i
refleksijama (koje su euklidske inverzije u odnosu na krug) fik-
siraju krivu γ. Te h-prave tako�e qine paraboliqki pramen, te
je γ oricikl.
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γ

Slika 13. Oricikl γ

4. Ako je |kg| > 1 u pitaǌu su euklidski krugovi γ = kc(O, r) koji
nemaju zajedniqkih taqaka sa realnom osom.

O

D

X

γ

Slika 14. Krug γ

Oznaqimo sa d euklidsko rastojaǌe taqke O od x-ose, sa D pod-
noжje euklidske normale iz O na x-osu i sa l koren potencije
taqke D u odnosu na euklidski krug kc

l2 = p(D, γ) = d2 − r2.

Daǉe, neka je X taqka na polupravoj OD takva da je euklidsko
rastojaǌe de(D,X) = l.
Oznaqimo a = d− l. Tada je:

l2 = (d− a)2 = d2 − r2

a2 − 2ad+ r2 = 0

a(2d− a) = r2.

Ako je kb proizvoǉan euklidski krug sa centrom na x - osi koji
sadrжi taqku X, onda kb odre�uje i jednu h-pravu. Vaжi:

p(O, kb) = a · (a+ d− a+ d− a) = a · (2d− a) = r2.

Zato je γ ⊥ kb, tj. epicikl γ je ortogonalan na pramen konkurent-
nih pravih kroz taqku X. Dakle, epicikl γ je krug.
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Zakǉuqak

Pokazali smo da ono xto su u euklidskoj ravni krugovi, u poluravan-
skom modelu jesu poluprave i delovi krugova u gorǌoj poluravni. U
sluqaju poluprave ortogonalne na realnu osu, ili polukruga (koji je
tako�e ortogonalan na realnu osu) imamo da su to geodezijske linije;
a u ostalim sluqajevima radi se o epiciklima.

Prikazali smo i formule za raqunaǌe rastojaǌa me�u taqkama i
opisali razliqite vrste pramenova u modelima kao i osnovne trans-
formacije, tj. izometrije modela. Pokazano je da su izometrije Mebi-
jusove transformacije. Na kraju smo klasifikovali epicikle na os-
novu ǌihove geodezijske krivine.
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