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Apstrakt

Metoda rangiranih skupova je statistiqka metoda uzorkova�a koja se ko-
risti kada su troxkovi mere�a obele�ja visoki, bilo finansijski ili
vremenski. Ideja je da se jedinice uzorka rangiraju pomo�u obele�ja
koje je lako i jeftino meriti, a povezano je sa obele�jem od interesa.
Odatle se dobija uzorak koje najbo	e oslikava populaciju, a na kome se
vrxe stvarna mere�a. Postoji obimna literatura o ocenama parametara
iz uzorka dobijenog metodom rangiranih skupova. Mnoge od tih ocena,
kao xto je sluqaj sa ocenom sred�e vrednosti, su nepristrasne i imaju
ma�u disperziju u odnosu na ocene iz prostog sluqajnog uzorka. U radu
su prikazane ocene parametara iz uzorka rangiranih skupova za nor-
malnu raspodelu i Puasonovu raspodelu. Izvedene su ocene parametara
stepene raspodele iz uzorka rangiranih skupova razliqitim metodama i
upore�ivane su sa odgovaraju�im ocenama iz prostog sluqajnog uzorka.
Ocene iz uzorka rangiranih skupova su se pokazale kao preciznije i
taqnije.

K	uqne reqi: metoda rangiranih skupova, oce�iva�e para-

metara, stepena raspodela

Abstract

Ranked set sampling (RSS) is statistical technique for data collection that
can be used when observations are costly or time-consuming. On the other
hand ranking of the observations without actual measurement can be done
relatively easily. Methods for obtaining ranked set samples are described
and the structural differences between ranked set samples and simple ran-
dom samples (SRS) are discussed. It is shown that estimates based on RSS
are generally more efficient than their counterparts based on SRS. Estimates
for mean, variance and parameters of Normal and Poisson distribution are
shown. Different estimates of Power function distribution parameters, based
on SRS and RSS, are computed and compared. Estimates based on RSS
generally have smaller bias and MSE.

Key words: Ranked set sampling, parameter estimation, power
function distribution
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Poglav	e 1

Uvod

Da bi se sprovelo kvalitetno ispitiva�e odre�ene pojave, neophodno
je xto kvalitetnije prikup	a�e podataka o toj pojavi. Pritom se mogu
prikup	ati podaci o svim jedinicima posmatranog skupa ili samo o
delu skupa.

Istra�iva�a koja obuhvataju qitav statistiqki skup qesto zahtevaju
puno vremena i stvaraju velike troxkove, pogotovo kada se radi o ve-
likom osnovnom skupu. U nekim situacijama ispitiva�e svih jedinica u
statistiqkom skupu nije ni mogu�e. Zbog toga su se u statistici razvile
metode koje na osnovi poznava�a jednog dela skupa, omogu�uju donoxe�e
zak	uqaka o celom skupu. Deo skupa na kome se prikup	aju podaci
naziva se uzorak.

Da bi zak	uqci o nekoj pojavi na osnovu uzorka bili validni, uzo-
rak mora biti reprezentativan. Reprezentativnost uzorka posti�e se
ispravnim izborom elemenata osnovnog skupa tako da izabrani elementi
po svojim osnovnim karakteristikama nalikuju na osnovni skup, odnosno
da uzorak bude uma�ena slika osnovnog skupa. Ukoliko se napravi dobar
izbor uzorka, obezbe�uju se precizne, pouzdane i korisne informacije
o celom statistiqkom skupu, uz uxtedu vremena, troxkova i napora.
Prema tome, jedan od najva�nijih koraka u osmix	ava�u i realizaciji
nauqnog istra�iva�a je izbor uzorka.

Pre samog izbora uzorka neophodno je napraviti plan uzima�a uzorka
u kojem je definisano kako se biraju jedinice uzorka. Najqex�e korix-
�ene metode za izbor uzorka su: prost sluqajan uzorak, stratifikovani
uzorak i klaster uzorak.

Kod prostog sluqajnog uzorka svaki n-toqlani podskup populacije
ima istu verovatno�u sa kojom mo�e biti izabran u uzorak. Najqe-
x�e je potrebno imati listu svih elemenata populacije kako bi se slu-
qajnim izborom moglo odabrati n jedinica. Izbor jedinica se mo�e
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POGLAV�E 1. UVOD 2

vrxiti pomo�u sluqajnih brojeva (koriste�i tablice ili raqunare) ili
izvlaqe�em brojeva iz kutije. Prost sluqajan uzorak je qesto osnova za
slo�enije planove uzorkova�a.

Kod formira�a stratifikovanog uzorka, populacija se najpre deli
u stratume (slojeve) iz kojih se zatim uzimaju prosti sluqajni uzorci.
Stratumi se najqex�e formiraju od elemenata koji su sliqni u odnosu
na obele�je koje se ispituje, pri qemu se svaki element populacije
nalazi u taqno jednom stratumu. Stratifikacija, u opxtem sluqaju,
pove�ava preciznost u odnosu na prost sluqajan uzorak.

Kod klaster uzorka elementi populacije se grupixu u klastere (gru-
pe), koji postaju nove uzoraqke jedinice. U slede�em koraku se bira
prost sluqajan uzorak klastera, a zatim se ispituju svi elemenati oda-
branih klastera, ili se ponovo uzima prost sluqajan uzorak elemenata
iz odabranih klastera. Razlika izme�u klastera i stratuma xto su
jedinice u stratumu homogene, a u klasteru heterogene. Klaster uzorko-
va�e, u opxtem sluqaju, sma�uje preciznost.

S obzirom na to da svaki od predstav	enih planova uzorkova�a
ima svoje prednosti i mane, stalna te��a u teoriji uzoraka je ispi-
tiva�e i unapre�iva�e novih planova uzorkova�a kojim bi se dobile
preciznije ocene parametara koji se ispituju. Jedan od ma�e poznatih
planova uzorkova�a, ali u posled�e vreme veoma prouqavan, je uzorko-
va�e metodom rangiranih skupova1.

U drugom poglav	u prikazane su osnove uzorkova�a metodom rangi-
ranih skupova.

U tre�em poglav	u date su ocene parametara dobijene iz uzorka ran-
giranih skupova. Ove ocene su prikazane uporedo sa ocenama iz prostog
sluqajnog uzorka da bi se ocenila efikasnost uzorkova�a metodom ran-
giranih skupova. Date su ocene sred�e vrednosti i disperzije iz uzorka
rangiranih skupova. Tako�e su oce�eni parametri normalne raspodele,
kao primer neprekidne raspodele i parametar Puasonove raspodele, kao
primer diskretne raspodele. Razmatraju se ocene iz uzorka rangiranih
skupova dobijene razliqitim metodama i izdvajaju su najefikasnije.

U qetvrtom poglav	u parametri stepene raspodele su izraqunati iz
uzorka rangiranih skupova i iz prostog sluqajnog uzorka. Ocene su izve-
dene razliqitim metodama: metod momenata, kombinovani metod, modi-
fikovani metod maksimalne verodostojnosti, metoda medijane, metoda
kvantila, metoda najma�ih kvadrata i kao modifikovana nepristrasna
ocena sa najma�om disperzijom. Posmatran je sluqaj kada su oba parame-
tra stepene raspodele nepoznati i kada je jedan parametar poznat. Sve

1 engl. ranked set sampling (RSS)
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dobijene ocene su upore�ene pomo�u Monte Karlo simulacija. Zak	uqci
dobijeni iz ovog poglav	a su novi rezultati. Neki od �ih su prezento-
vani na konferenciji ,,Conference on Applied Statistics 2014” u Ribnu
(Slovenija) u okviru rada ,,Estimating parameters using Ranked Set
Sampling”([14]), kao i na simpozijumu ,,V simpozijum - matematika i
primene" u Beogradu u okviru rada ,,Uzorkova�e metodom rangiranih
skupova" ([13]).

U posled�em, petom poglav	u, dati su zak	uqci o efikasnosti metode
rangiranih skupova, �enim prednostima i manama. Poseban akcenat je
stav	en na efikasnost novodobijenih ocena stepene raspodele.
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Metoda rangiranih skupova

Metoda rangiranih skupova se prvi put pomi�e u radu Mekintajera
iz 1952. godine ([16]). Mekintajerov pristup je bio vixe intuitivan i
isprva nije izazvao interesova�e nauqne javnosti. Takahasi i Vakimoto
su u svom radu iz 1968. godine dali deta	nija teorijska objax�e�a
([23]), nakon qega je prepoznat sav znaqaj ove metode. Danas je literatura
o metodi rangiranih skupova veoma obimna, ali ostav	a mesta i za da	a
istra�iva�a.

Kod uzorkova�a metodom rangiranih skupova najpre se bira rela-
tivno veliki uzorak, ali se mere�e obele�ja od interesa za istra�iva�e
vrxe samo na malom poduzorku. Ideja je da se prvobitni uzorak rangira
po nekom obele�ju koji je lako i jeftino meriti, da bi prava mere�a
(koja najqex�e zahtevaju vreme i novac) bila vrxena samo na odre�enom
broju jedinica.Ukoliko se iz populacije bira prost sluqajan uzorak
mo�e se desiti da u uzorak u�u samo ekstremi. Ideja metode rangi-
ranih skupova je da u uzorak u�u xto raznovrsnije jedinice, ali bez
velikih dodatnih troxkova.

Najpre se iz populacije bira prost sluqajan uzorak obima m. Ovakav
uzorak se naziva set. Ove jedinice se rangiraju po veliqini na osnovu
obele�ja koje je jednostavno i jeftino meriti. Izdvaja se najma�a je-
dinica, a ostale jedinice se odbacuju. Zatim se bira novi prost sluqa-
jan uzorak obima m. Jedinice se opet rangiraju po pomo�nom obele�ju,
ali se sada izdvaja jedinica koja je druga po redu, a ostale se odbacuju.
Postupak se ponav	a m puta, tako xto u i-tom ponav	a�u bira i-ta je-
dinica u rangiranom nizu. Na taj naqin se dobija m jedinica koje ulaze
u konaqan uzorak. U tabeli 2.1 izabrane jedinice obele�ene su crvenom
bojom. Ovaj postupak naziva se ciklus.

4



POGLAV�E 2. METODA RANGIRANIH SKUPOVA 5

1 X(1) X2 X3 . . . Xm

2 X1 X(2) X3 . . . Xm

3 X1 X2 X(3) . . . Xm
...

...
... . . .

...
m X1 X2 X3 . . . X(m)

Tabela 2.1: Uzorak metodom rangiranih skupova nastao iz jednog cik-
lusa veliqine m

Ciklusi se mogu ponav	ati dok se ne dobije �e	eni obim uzorka.
Ukoliko se ciklus ponovi k puta, dobija se uzorak obima n = mk. Na
izdvojenim jedinicama vrxi se mere�e obele�ja koje je predmet istra-
�iva�a. Ukoliko je, na primer, potreban uzorak obima n = km, gde
je m < k, potrebno je izabrati ciklus u kome se bira m jedinica i
ponoviti ga k puta. U tom sluqaju ukupan broj jedinica koji se biraju
je m2k. U tabeli 2.2 prikazan je uzorak izabran metodom rangiranih
skupova sa k ciklusa veliqine m.

ciklus 1 X(1)1 X(2)1 X(3)1 . . . X(m)1

ciklus 2 X(1)2 X(2)2 X(3)2 . . . X(m)2
...

...
...

...
...

...
ciklus k X(1)k X(2)k X(3)k . . . X(m)k

Tabela 2.2: Uzorak metodom rangiranih skupova nastao iz k ciklusa gde
je svaki veliqine m

Pomo�no obele�je se qesto uzima prema mix	e�u struq�aka ili
procene osobe sa iskustvom. Na primer, ukoliko je potrebno oceniti
proseqan prinos odre�ene bi	ke na nekom gazdinstvu iskusan radnik
mo�e da uporedi prinos na ma�im parcelama bez stvarnog mere�a. Za-
pravo, i sam Mekintajer ([16]) je razvio metod rangiranih skupova za
primenu u po	oprivredi.

Rangira�e se mo�e izvrxiti i na osnovu nekog drugog obele�ja za
koje je iz literature ili iskustva poznato da korelira sa obele�jem
koje se posmatra, a koje je lakxe za mere�e. Na primer, Samavi ([25],
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str. 6) u svojoj studiji je merio nivo bilirubina kod novoro�enqadi.
Da bi se odredio nivo bilirubina, potrebno je uzeti krv i analizirati
u laboratoriji. Me�utim, kako bebe sa vixim nivoom bilirubina imaju
�u�u boju lica, beo�aqa i grudi, Samavi je uz pomo� datog kriterijuma
najpre rangirao bebe, a zatam vrxio labaratorijska mere�a na ma�em
poduzorku.

Ako pomo�no obele�je rangira jedinice na isti naqin kao i glavno
u pita�u je savrxeno rangira�e. Me�utim, to ne mora biti sluqaj.
Vizualne procene ili procene struq�aka mogu biti pogrexne, a ako se
rangira�e vrxi po nekom drugom obele�ju, korelacija izme�u glavnog
i pomo�nog obele�ja nije idealna. Takvo rangira�e se naziva nesavr-
xeno. Ukoliko je rangira�e savrxeno, jedinice iz uzorka se obele�avaju
sa X[i]j, a ukoliko je nesavrxeno, sa X(i)j.

Obim i broj ciklusa su blisko povezani sa naqinom rangira�a je-
dinica. Ve�i obim ciklusa daje vixe informacija. Me�utim, kod ne-
savrxenog rangira�a, pove�a�em ciklusa pove�ava se i grexka. Treba
uzeti u obzir i da veliki obim ciklusa zahteva i uzima�e velikog
poqetnog uzorka i rangira�e velikog broja jedinica. Zato, pri izboru
obima i broja ciklusa, treba obratiti pa��u koliko je rangira�e blizu
savrxenom, kolika je �egova cena, i da li je lako izvesti ga.

Pored osnovnog modela razvijene su mnoge varijacije metode rangi-
ranih skupova. Veliqina seta, m, ne mora biti konstantna. Neki setovi
su prirodno nejednaki: broj putnika na razliqitim linijama gradskog
autobusa ili broj pacijenata u qekaonici kod doktora. Jedno rexe�e
je da se veliqina svih setova sma�i na veliqinu najma�eg seta, ali se
tada bespotrebno gube informacije.

Nije neophodno da se u kraj�em uzorku nalazi isti broj jedinica
svakog ranga. Ukoliko je broj jedinica svakog ranga isti uzorak je
uravnote�en, u suprotnom je neuravnote�en. U nekim sluqajevima neu-
ravnote�en uzorak daje preciznije ocene.

Modifikacija osnovne metode prema kojoj se broj jedinica odre�enog
ranga koje se biraju za uzorak odre�uje na osnovu standardnog odstupa�a
ranga naziva se metoda rangiranih skupova sa optimalnom alokacijom 1.
Da bi se ova tehnika primenila potrebna je a priori ocena standardnog
odstupa�a ranga. Me�utim, ova informacija je retko poznata unapred.
Ipak, ova tehnika se mo�e primeniti i ukoliko je jedino poznato da je
raspodela asimetriqna. Ukoliko je, na primer, raspodela asimetriqna
udesno, standardna devijacija se pove�ava sa pove�a�em ranga([17]).

Mutlak ([15]) je predlo�io uzorkova�e metodom rangiranih skupova

1engl. optimal ranked set sampling (ORSS)
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pomo�u medijana 2. Neka je raspodela posmatranog obele�ja unimodalna
i simetriqna oko θ. Parametar θ se mo�e oceniti tako xto se u svakom
od m uzoraka iz jednog ciklusa izdvaja medijana. Me�utim, ovakav
model ne�e biti dobar izbor ukoliko je potrebno oceniti disperziju
obele�ja. U tom sluqaju je bo	e koristiti uravnote�eni uzorak.

Uzorak se mo�e izabrati tako da se koriste samo ekstremi 3 ([20]).
Ovaj metod se sprovodi tako xto se iz uzoraka naizmeniqno biraju naj-
ma�a i najve�a vrednost. Metoda rangiranih skupova pomo�u ekstrema
se koristi kod simetriqnih raspodela.

U ovom radu je posmatran samo uravnote�en uzorak rangiranih sku-
pova.

2engl. median ranked set sampling (MRSS)
3engl. extreme ranked set sampling (ERSS)
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Ocene parametara

U ovom poglav	u bi�e prikazani neki od dosadax�ih rezultata u
oblasti oce�iva�a parametara iz uzorka rangiranih skupova. Glavni
ci	 je prikazati odnos ocena parametara iz uzorka rangiranih skupova
i prostog sluqajnog uzorka.

Definicija 3.0.1 Pristrasnost ocene θ̂ parametra θ je razlika i-
zme�u oqekivane vrednosti od θ̂ i θ, tj. Bias(θ) = E(θ̂)− θ. Ocena qija
je pristrasnost 0 je nepristrasna ocena i zadovo	ava E(θ̂) = θ za sve
θ.

Definicija 3.0.2 Sred�ekvadratna grexka 1 ocene θ̂ parametra θ je
funkcija od θ definisana sa E(θ̂ − θ)2 i obele�ava se sa MSE(θ̂).

Dekompozicija MSE se mo�e izvrxiti na slede�i naqin MSE(θ̂) =
E(θ̂ − θ)2 = Bias2(θ̂) +D(θ̂). Prema tome, za nepristrasnu ocenu va�i:

MSE(θ̂) = D(θ̂).

Kvalitet dve ocene se mo�e uporediti posmatra�em koliqnika �ihovih
sred�ekvadratnih grexaka. Ukoliko su dve ocene nepristrasne, ovaj
koliqnik je jednak koliqniku disperzija i definixe se kao relativna
efikasnost.

1engl. mean square error (MSE)

8
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Definicija 3.0.3 Ukoliko su θ̂1 i θ̂2 dve nepristrasne ocene parame-
tra θ, relativna efikasnost2 je

RE(θ̂1, θ̂2) =
D(θ̂1)

D(θ̂2)

Neka, na da	e, va�i da je dat uzorak rangiranih skupova sluqajne
promen	ive X obima n = mk.

X(1)1 X(2)1 X(3)1 . . . X(m)1

X(1)2 X(2]) X(3)2 . . . X(m)2
...

...
...

...
...

X(1)k X(2)k X(3]) . . . X(m)k

Sluqajna promen	iva X ima funkciju raspodele F i gustinu raspodele
f . Jedinice u istoj koloni imaju istu zajedniqku raspodelu. Obele�imo
sa F[i] i f[i] funkciju i gustinu te raspodele.

3.1 Neparametarski pristup

U ovom poglav	u, nisu date nikakave pretpostavke o raspodeli obe-
le�ja koje posmatramo.

3.1.1 Ocena sred�e vrednosti

Pre nego xto pre�emo na ocenu sred�e vrednosti prika�imo jednu oso-
binu nekih mehanizama rangira�a koja �e kasnije biti od koristi.

Definicija 3.1.1 Za mehanizam rangira�a se ka�e da je dosledan
ukoliko za svako x va�i slede�a jednaqina

F (x) =
1

m

m∑
i=1

F[i](x).

Teorema 3.1 Slede�i mehanizmi rangira�a su dosledni [25]:

i) savrxeno rangira�e bez pomo�nog obele�ja

2engl. relative efficiency
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ii) nesavrxeno rangira�e bez pomo�nog obele�ja

ii) rangira�e sa pomo�nim obele�jem

Dokaz:

i)

Ukoliko je rangira�e savrxeno, jedinice iz i-te kolone, i = 1, ...,m,
imaju gustinu raspodele kao i i-ta statistika poretka. Drugim reqima
va�i jednakost f[i](x) = f(i)(x). Kako je

f(i)(x) =
m!

(i− 1)!(m− i)!
F (x)(i−1)[1− F (x)](m−i)f(x)

mo�e se izraqunati da je

f(x) =
1

m

m∑
i=1

f(i)(x),

i prema tome,

f(x) =
1

m

m∑
i=1

f[i](x).

tj. savrxeno rangira�e bez pomo�nog obele�ja je dosledno.

ii)

Kod nesavrxenog rangira�a bez pomo�nog obele�ja jedinice uzorka iz
i-te kolone nemaju gustinu f(i). Ipak, funkcija raspodele i-te kolone se
mo�e zapisati u obliku

F[i](x) =
m∑
s=1

psiF(s)(x),

gde je sa psi obele�ena verovatno�a da s-ta statistika poretka bude oce-

�ena rangom s. Ukoliko su verovatno�e iste za svaki ciklus,
m∑
s=1

psi =

m∑
i=1

psi = 1. Prema tome,

1
m

m∑
i=1

F[i](x) = 1
m

m∑
i=1

m∑
s=1

psiF(s)(x)

= 1
m

m∑
s=1

(
m∑
i=1

psi

)
F(s)(x) = F (x)
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Ovim je dokazano da je nesavrxeno rangira�a bez pomo�nog obele�ja
dosledno.

iii)

Kod rangira�a sa pomo�nim obele�jem, umesto po obele�ju X, ran-
gira�e se vrxi na osnovu obele�ja Y , koje je u vezi sa obele�jem X.
Neka je Y(i) i-ta statistika poretka obele�ja Y . Neka je sa fX|Y(i)(x|y)
obele�ena uslovna funkcija gustine za X pod uslovom Y(i) = y i g(i)(y)
je marginalna funkcija gustine Y(i). Tada je

f[i](x) =

∫
fX|Y(i)(x|y)g(i)(y)dy

Odatle,

f(x) =
∫ m∑
i=1

1
m
fX|Y(i)(x|y)g(i)(y)dy

= 1
m

m∑
i=1

f[i](x)

Drugim reqima, ovakav mehanizam rangira�a je dosledan. �
Sada je mogu�e dati ocenu sred�e vrednosti iz uzorka rangiranih

skupova.
Sred�a vrednost obele�ja oce�ena iz uzorka rangiranih skupova

data je jox na poqetku razvoja ove metode. Mekintajer ([16]) je �eleo da
na�e efikasniji i bo	i naqina za procenu proseqnog prinosa pax�aka.
Takahasi i Vakimoto ([23]) su kasnije dali i osobine ove ocene.

Teorema 3.2 Data je sluqajna veliqina X qija je sred�a vrednost µ,
a disperzija σ2. Neka je izabran uzorak metodom rangiranih skupova i
neka je mehanizam rangira�a dosledan. Ocena sred�e vrednosti 3 data
je sa

µ̂RSS =
1

mk

m∑
i=1

k∑
j=1

X(i)j. (3.1)

Za ovu ocenu va�i

i) µ̂RSS je nepristrasna ocena, odnosno E(µ̂RSS) = µ

ii) D(µ̂RSS) ≤ σ2

mk
gde jednakost va�i samo u sluqaju da je mehanizam

rangira�a potpuno nasumiqan.

3Oznaka RSS (Ranked Set Sample) u formuli oznaqava da je ocena dobijena iz
uzorka rangiranih skupova
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Dokaz:

i)

E(µ̂RSS) =
1

mk

m∑
i=1

k∑
j=1

E(X(i)j) =
1

m

m∑
i=1

E(X(i)1)

Posled�a jednakost je taqna zato xto X(i)1, X(i)2, ..., X(i)k imaju zajedni-
qku raspodelu F[i]. Da	e,

E(µ̂RSS) =
1

m

m∑
i=1

∫
xdF[i](x) =

∫
xd

1

m

m∑
i=1

F[i](x) =

∫
xdF (x) = µ

Posled�a jednakost va�i zato xto je rangira�e dosledno. Ovim je tvrd-
�a dokazana.

ii)

D(µ̂RSS) = 1
(mk)2

m∑
i=1

k∑
j=1

D(X(i)j) = 1
m2k

m∑
i=1

D(X(i)1)

= 1
mk

(
1
m

m∑
i=1

(E(X(i)1)
2 − (E(X(i)1))

2)

)
= 1

mk

(
µ2 − 1

m

m∑
i=1

(E(X(i)1))
2

)
Sa µ2 je obele�en drugi momenat sluqajne veliqine X. Iz Koxi-Xvar-
cove nejednakosti sledi

1

m

m∑
i=1

(EX(i)1)
2 ≥

(
1

m

m∑
i=1

(EX(i)1)

)2

= µ2

gde jednakost va�i ako je E(X(1)1) = E(X(2)1) = ... = E(X(m)1), xto
je sluqaj kada je mehanizam rangira�a potpuno nasumiqan. Odatle,
Dµ̂RSS ≤ σ2

mk
. �

Ova teorema se mo�e uopxtiti na proizvo	nu funkciju h(x). De-
ta	nije o tome se mo�e na�i u [25].

Na osnovu navedene teoreme, mogu�e je uporediti ocene sred�e vre-
dnosti dobijene iz uzorka rangiranih skupova i iz prostog sluqajnog
uzorka. Neka je sa µ̂SRS obele�ena ocena koja je dobijena metodom mome-
nata iz prostog sluqajnog uzorka4 , obima n = mk. Kao xto je poznato

4Oznaka SRS (Simple Random Sample) oznaqava da je ocena dobijena iz prostog
sluqajnog uzorka
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ova ocena je nepristrasna i �ena disperzija je σ2

km
. Ocene µ̂SRS i µ̂RSS

mogu se uporediti pomo�u relativne efikasnosti.

RE(µ̂SRS, µ̂RSS) =
D(µ̂SRS)

D(µ̂RSS)

Na osnovu rezultata ii) iz prethodne teoreme va�i

RE(µ̂SRS, µ̂RSS) ≥ 1

Kako je relativna efikasnost ve�a od jedinice, ocena sred�e vrednosti
iz prostog sluqajnog uzorka je ma�e efikasna od ocene iz uzorka rangi-
ranih skupova.

3.1.2 Ocena disperzije

Neka su dati prost sluqajan uzorak obima mk

(X11, X21, ..., Xm1, X12, ..., Xmk)

i uzorak rangiranih skupova istog obima

(X(1)1, X(2)1, ..., X(m)1, X(1)2, ..., X(m)k).

Ocena disperzije iz prostog sluqajnog uzorka je

s2 =
1

mk − 1

m∑
i=1

k∑
j=1

(Xij − µ̂SRS)2

gde je µ̂SRS =
m∑
i=1

k∑
j=1

Xij. Ova ocena je nepristrasna i ima disperziju

D(s2) =
2σ4

mk − 1

Po uzoru na ovu ocenu, ocena disperzije iz uzorka rangiranih skupova
je

σ̂2
RSS =

1

mk − 1

m∑
i=1

k∑
j=1

(X(i)j − µ̂RSS)2, (3.2)

gde je µ̂RSS =
m∑
i=1

k∑
j=1

X(i)j. U ci	u odre�iva�a oqekiva�a i disperzije

ove ocene, potrebno je uvesti slede�e oznake. Neka je X1, X2, ..., Xm prost
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sluqajan uzorak gde svako Xi ima oqekiva�e µ i disperziju σ
2. Sa X(i) je

obele�ena i-ta statistika poretka. Ako su c i k proizvo	ne konstante,
tada va�i

m∑
i=1

(X(i) − c)k =
m∑
l=1

(Xl − c)k

Odatle,
m∑
i=1

E(X(i) − c)k = mE(X − c)k

Kao poseban sluqaj, dobija se da je∑
i

µ(i) = mµ

i ∑
i

σ2
(i) = mσ2 −

∑
i

τ 2(i) (3.3)

gde je µ(i) = EX(i), σ
2
(i) = DX(i) i τ(i) = µ(i) − µ. Sada, oqekiva�e ocene

σ̂2
RSS je:

E(σ̂2
RSS) = E( 1

mk−1

m∑
i=1

k∑
j=1

(X(i)j − µ̂RSS)2)

= k
mk−1

(∑
i

E(X2
(i))−mE(µ̂2

RSS)

)
= k

mk−1

(∑
i

(σ2
(i) + µ2

(i))−m(D(µ̂RSS) + µ2)

)
Kada se u ovom izrazu zameni disperzija D(µ̂RSS) koja je izraqunata u
teoremi 3.1

D(µ̂RSS) =
1

mk

(
µ2 −

1

m

m∑
i=1

µ2
(i)

)
,

dobija se

E(σ̂2
RSS) =

∑
i
σ2
(i)

m
+

k

(∑
i
µ2
(i)
−mµ2

)
mk−1

= σ2 +

∑
i
τ2
(i)

m(mk−1)

Dakle, ocena σ̂2
RSS nije nepristrasna. Me�utim, iz (3.3), sledi da je∑

i

τ 2(i)

m(mk − 1)
≤ σ2

(mk − 1)
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Prema tome, ocena σ̂RSS je asimptotski nepristrasna, bilo da m ili k
te�e beskonaqnosti. Desna strana gor�e nejednakosti je pristrasnost

ocene (mk−1)s2
mk

iz prostog sluqajnog uzorka

σ2

(mk − 1)
= σ2 − E

(
(mk − 1)s2

mk

)
Pristrasnost ocene σ̂RSS nije ve�a od pristrasnosti ocene

(mk−1)s2
mk

, mada
nije mogu�e ukloniti je na isti naqin.

Disperzija ocene σ̂2
RSS je

D(σ̂2
RSS) = k

(mk−1)2{
(
mk−1
mk

)2∑
i

µ4(i) + 4
∑
i

τ 2(i)σ
2
(i)

+4
(
mk−1
mk

)∑
i

τ(i)µ3(i) + 4k
(mk)2

∑∑
i<j

σ2
(i)σ

2
(j)

+2(k−1)−(mk−1)2
(mk)2

∑
i

σ4
(i)}

gde je µk(i) = E(X(i) − µ(i))
k. Ukoliko je rangira�e potpuno nasumiqno

µk(i) = E(X−µ)k = µk za svako i. Ukoliko se ubaci u prethodnu jednakost
dobija se

D(σ̂2
RSS) =

µ4

mk
− (mk − 3)σ2

mk(mk − 1)
= D(s2)

Ocena disperzije dobijena iz uzorka rangiranih skupova, ne mora biti
efikasnija od ocene dobijene iz prostog sluqajnog uzorka, naroqito ako
je obim uzorka mali. Me�utim, za velike uzorke mo�e se dokazati da
je ocena iz uzorka rangiranih skupova efikasnija od ocene dobijene iz
prostog sluqajnog uzorka. Preciznije, va�i slede�a teorema.

Teorema 3.3 Neka su izabrani prost sluqajan uzorak i uzorak rangi-
ranih skupova obima mk iz populacije qije obele�je ima qetvrti mo-
menat. Tada postoji n∗, takvo da za mk > n∗ va�i:

MSE(σ̂2
SRS)

MSE(σ̂2
RSS)

=
D(σ̂2

SRS)

MSE(σ̂2
RSS)

≥ 1.

Dokaz teoreme mo�e se na�i u ([22]). Preciznost ocene iz uzorka ran-
giranih skupova mo�e se pove�ati bilo pove�a�em veliqine ciklusa
m ili broja ciklusa k. U praksi, znaqajno pove�a�e veliqine ciklusa
nije mogu�e, pa se pribegava pove�a�u broja ciklusa.
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3.2 Parametarski pristup

U literaturi se mogu na�i ocene parametara iz uzorka rangiranih
skupova za mnoge raspodele. U ovom poglav	u bi�e prikazane ocene
za parametare normalne i Puasonove raspodele.

3.2.1 Normalna raspodela

Za ocenu parametra µ kod normalne raspodele mo�e se uzeti ocena
(3.1), a za ocenu parametra σ2, postoje pobo	xa�a ocene (3.2). Najpre
�u prikazati razliqite ocene disperzije normalne raspodele za sluqaj
kada je uzorak rangiranih skupova biran iz jednog ciklusa. Zatim, u
drugom delu, prikaza�u ocene disperzije iz uzorka koji je biran iz vixe
ciklusa, a koje su nastale kao kombinacija ocena dobijenih iz uzorka sa
jednim ciklusom.

Ocena disperzije: Jedan ciklus

Neka je izabran uzorak rangiranih skupova iz jednog ciklusa obima m.
Ocena σ̂2

RSS nije pogodna za korix�e�e kod malih uzoraka. Definiximo
parametar ν(i) na slede�i naqin:

ν(i) =
µ(i) − µ

σ
=
τ(i)
σ
.

Sliqno, u opxtem sluqaju

νk(j) =
µk(j)
σk

.

Slede�a ocena je nepristrasna ([26]).

σ̂2
RSS,mod =

m∑
i=1

(X(i) − µ̂RSS)2

m− 1 + 1
m

m∑
i=1

ν2(i)

(3.4)

Disperzija ove ocene je

D(σ̂2
RSS,mod) = σ4

(m−1+ 1
m

m∑
i=1

ν(i))
2
{
(
m−1
m

)2 m∑
i=1

ν4(i)

+4
m∑
i=1

ν2(i)ν2(i) + 4m−1
m

m∑
i=1

ν(i)ν3(i)

+ 4
m2

∑∑
i<j

ν2(j)ν2(i) −
(
m−1
m

)2 m∑
i=1

ν22(i)}
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Za sluqaj normalne raspodele disperzija ove ocene je ma�a od disperzi-
je ocene iz prostog sluqajnog uzorka, D(s2) = 2σ4/(m− 1), za m = 2, 3, 4
i 5 ([26]).

Jox jedna ocena disperzije normalne raspodele u sluqaju jednog ci-
klusa dobija se ukoliko se ocena sred�e vrednosti dobijena metodom
maksimalne verodostojnosti, µ̂RSS , zameni najbo	om linearnom nepri-
strasnom ocenom iz uzorka rangiranih skupova 5.

µ̂blue =

m∑
i=1

X(i)/ν2(i)

m∑
i=1

1/ν2(i)

Tada �e ocena disperzije normalne raspodele imati oblik:

σ̂2
1 = am

m∑
i=1

(X(i) − µ̂blue)2

ν2(i)
, (3.5)

am =
1

m− 1−
m∑
j=1

ν2
(j)

ν2(j)

,

gde je konstanta am je izabrana tako da ocena bude nepristrasna.
Opxti sluqaj ocene (3.5) je

σ̂2
2(b) = gm(b)

m∑
i=1

bi(X(i) − µ̂blue)2

gde je

gm(b) =

 m∑
j=1

bj

ν2(j) + ν2(j) −
1

m∑
l=1

1
ν2(l)



−1

,

a bj su pozitivne konstante birane tako da ocena bude nepristrasna. Za
bj = 1/ν2(j) dobija se ocena (3.5). Disperzija ove ocene je

D(σ̂2
2(b)) = σ4g2m(b){

m∑
i=1

b2iE
(
X(i)−µ̂blue

σ

)4
+
∑∑

j 6=i
bjbiE

[(
X(j)−µ̂blue

σ

)2 (X(i)−µ̂blue
σ

)2]
} − σ4

5engl. best binear unbaised estimator (BLUE)
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Disperzija ocene σ̂2
1 dobija se zamenom parametra bj = 1/ν2(j). Konstante

bj se mogu birati za svako m tako da minimizuju disperziju.
Pored ove tri ocene, Ju i saradnici ([26]) su u svom radu posmatrali

i ocenu dobijenu numeriqkim metodama iz funkcije verodostojnosti6,
σ̂2
RSS,mle. Uporedili su ocene za razne vrednostim,a na osnovu relativne
efikasnosti. Ocene σ̂2

1 i σ̂
2
2 se ponaxaju pribli�no isto, sa tim da ocena

σ̂2
2 ima prednost, s obzirom da je mogu�e birati parametre bj tako da se
minimizuje disperzija. Ocene σ̂2

1 i σ̂
2
2 su efikasnije od s

2 jer imaju ma�u
disperziju. Ove ocene su bo	e i u odnosu na σ̂2

RSS,mod. Efikasnost je
ve�a kako se m pove�ava. Sa druge strane, ocena σ̂2

RSS,mle je efikasnija
u odnosu na σ̂2

1 i σ̂2
2. Ipak, izraqunata pristrasnost za ovu ocenu je

relativno velika, pa ocena metodom maksimalne verodostojnosti nije
preporuq	iva. Dakle, ocena σ̂2

2(b) sa optimalnim bj najbo	a je ocena u
odnosu na ostale navedene ocene. Deta	ne tabele mo�ete na�i u ([26]).

Ocena disperzije: Vixe ciklusa

U ovom delu prikaza�u ocene disperzije normalne raspodele iz uzorka
rangiranih skupova kad se uzorak bira iz vixe ciklusa.

Neka je (X(1)1, X(2)1, ..., X(m)1, X(1)2, ..., X(m)k) uzorak rangiranih skupova
obima mk, gde je m veliqina ciklusa, a k broj ciklusa. Kao i u sluqaju
jednog ciklusa za ocenu disperzije je mogu�e uzeti ocenu (3.2)

σ̂2
RSS =

1

mk − 1

m∑
i=1

k∑
j=1

(X(i)j − µ̂RSS)2.

Kako je ova ocena pristrasna, modifikacijom se dobija nepristrasna
ocena:

σ̂2
RSS,mod =

m∑
i=1

k∑
j=1

(X(i)j − µ̂RSS)2

mk − 1 + 1
m

m∑
i=1

ν2(i)

(3.6)

Pored ove, postoje i nove ocene. Pri raquna�u novih ocena parametra
σ2 mogu�e je koristiti dva pristupa.

U prvom pristupu iz svakog ciklusa se raquna ocena parametra, pa
sa za ukupnu ocenu uzima aritmetiqka sredina dobijenih ocena. Neka
je uzorak biran pomo�u k nezavisnih ciklusa veliqine m. Ocenu di-
sperzije iz j-tog ciklusa za j = 1, 2, ..., k, bi�e obele�ene sa σ̂2

j . Kako

6engl. maximum likelihood estimator (MLE)
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je ovih k ocena nezavisno i jednako raspode	eno, ocena disperzije iz
celog uzorka rangiranih skupova je

σ̂2
RSS,ukupno =

1

k

k∑
j=1

σ̂2
(j)

Za ocenu σ̂2
(j) mo�e se uzeti neka od predhodno predlo�enih ocena: σ̂

2
RSS,mod,

σ̂2
1 i σ̂

2
2(b). Me�utim, nijedan od predlo�enih ocena nema zadovo	avaju�a

svojstva ([26]).
U drugom pristupu, uzorak rangiranih skupova se posmatra kao unija

m klasa, svaka veliqine k, gde je i-ta klasa i-ta statistika poretka, i =
1, 2, ...,m. Dakle, uzorak se sastoji odm poduzoraka, (X(i)1, X(i)2, ..., X(i)k),
1 ≤ i ≤ m, gde su poduzorci me�usobno nezavisni. Dekompozicija ocene
(3.6) se mo�e izvrxiti na slede�i naqin

σ̂2
RSS,mod,ukupno = 1

mk−1+
m∑
i=1

ν2
(i)

{
m∑
i=1

k∑
j=1

(X(i)j −X(i))
2 + k

m∑
i=1

(X(i) − µ̂RSS)2

}
= 1

mk−1+
m∑
i=1

ν2
(i)

{
(k − 1)

m∑
i=1

Vi + k
m∑
i=1

(X(i) − µ̂RSS)2
}

gde je X(i) = 1
k

k∑
j=1

X(i)j sred�a vrednost klase i-tih statistika, a Vi =

1
k−1

k∑
j=1

(X(i)j −X(i))
2 disperzija u i-toj klasi. Izraz

m∑
i=1

k∑
j=1

(X(i)j −X(i))
2

je disperziju unutar klase i-tih statistika, a k
m∑
i=1

(X(i) − µ̂RSS)2 je dis-

perziju izme�u klasa i-tih statistika. Disperzija ocene je

D(σ̂2
RSS,mod,ukupno) = kσ4(

mk−1+ 1
m

m∑
i=1

ν2
(i)

)2{
(
mk−1
mk

)2 m∑
i=1

ν4(i)

+4
m∑
i=1

ν2(i)ν2(i) + 4mk−1
mk

m∑
i=1

ν(i)ν3(i)

+ 4k
(mk)2

∑∑
i<j

ν2(i)ν2(j) + 2(k−1)+(mk−1)2
(mk)2

m∑
i=1

ν2(i)2}

Iz ove ocene mogu�e je izvesti nove ocene koriste�i samo jednu vrstu
disperzije ili kombinova�em obe (unutar klase i izme�u klasa).
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Ocena pomo�u unutarklasne disperzije

Neka su ν2(i) poznate konstante tako da su Vi nepristrasne ocene za di-
sperziju unutar klase i-tih statistika, gde va�i E(Vi) = σ2ν2(i). Za Vi
va�i da su me�usobno nezavisne sa disperzijom D(Vi) = σ4η(i) , gde je

η(i) =
ν4(i) − ν2(i)2

k
+

2

k(k − 1)
ν22(i)

Iz prethodnog direktno sledi da je najbo	a linearna nepristrasna
ocena za σ2 preko unutarklasnih disperzija7, Vi:

σ̂2
RSS,W,mod =

m∑
i=1

ν2(i)
η(i)

m∑
j=1

ν2
2(j)

η(j)

Vi

Disperzija ove ocene je:

D(σ̂2
RSS,Wmod) =

σ4

m∑
i=1

ν2
2(i)

η(i)

Ocena pomo�u me�uklasne disperzije

Sliqno prethodnom, mogu�e je formirati nove ocene koriste�i samo
disperziju izme�u klasa. Sred�e vrednosti iz klasa X(i), i = 1, 2, ...,m
su nezavisne sa disperzijom D(X(i)) = D(X(i)j)/k. Analogno ocenama iz
jednog ciklusa, mogu se izdvojiti slede�e ocene na osnovu disperzije
izme�u klasa:

1. Ocena dobijena korix�e�em me�uklasne disperzije8 iz ocene 3.4
je

σ̂2
RSS,B,mod =

m∑
i=1

(X(i) − µ̂RSS)2

m−1
k

+ mk−m+1
mk

m∑
i=1

ν2(i)

7Indeks W u nazivu ocene potiqe od reqi od within (unutar), i odnosi se na
unutarklasnu disperziju.

8Indeks B u nazivu ocene potiqe od reqi od between (izme�u), i odnosi se na
me�uklasnu disperziju.
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Disperzija ove ocene je

D(σ̂2
RSS,B,mod) = σ4(

m−1
k

+mk−m+1
mk

m∑
i=1

ν2
(i)

)2{
(
m−1
m

)2 m∑
i=1

[
ν4(i)+3(k−1)ν2(i)

k3

]
4
m∑
i=1

ν2
(i)
ν2(i)

k
+ 4m−1

m

m∑
i=1

ν(i)ν3(i)
k2

4
m2

∑∑
i<j

ν2(i)ν2(j)
k2

−
(
m−1
m

)2 m∑
i=1

ν2
2(i)

k2
}

2. Ocena dobijena korix�e�em me�uklasne disperzije iz ocene σ2
1 je

σ̂2
RSS,B1 = am,k

m∑
i=1

(X(i) − µblue)2

ν2(i)/k

gde je

am,k =

(
m− 1 + k

m∑
i=1

ν2(i)
ν2(i)

)−1
i

µ̂blue =

m∑
i=1

X(i)/ν2(i)

m∑
i=1

1/ν2(i)

Disperzija dobijene ocene se dobija kada se u izrazu D(σ̂RSS,B2)
koji je prikazan u slede�oj taqki zameni bi = 1/ν2(i), i = 1, 2, ...,m.

3. Ocena dobijena korix�e�em me�uklasne disperzije iz ocene σ2
1 je

σ̂2
RSS,B2 = gm,k(b)

m∑
i=1

bi(X(i) − µblue)2

gde je

gm,k(b) =

 m∑
i=1

bi(ν
2
(i) +

ν2(i)
k
− 1

k
m∑
j=1

ν2(j))


−1

.

Konstante bi su takve da minimiziraju disperziju σ̂
2
RSS,B2.

Disperzija ove ocene je

D(σ̂2
RSS,B2(b)) = σ4g2m,k(b){

m∑
i=1

b2iE
(
X(i)−µ̂blue

σ

)4
+
∑∑

j 6=i
bjbiE

[(
X[j]−µ̂blue

σ

)2 (X(i)−µ̂blue
σ

)2]
} − σ4
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Ocene dobijene kombinacijom unutarklasne i me�uklasne

disperzije

Ocene se mogu dobiti i kada se kombinuju unutarklasna i me�uklasna
disperzija9.

σ̂2
RSS,BW (α) = ασ̂2

RSS,W + (1− α)σ̂2
RSS,B (3.7)

Klasa ocena disperzije normalne raspodele gde je σ̂2
RSS,W ocena disper-

zije pomo�u unutarklasnih disperzija, a σ̂2
RSS,B je jedna od ocena dis-

perzije pomo�u me�uklasnih disperzija. Za neko αε[0, 1] ocena σ̂2
RSS,BW (α)

je nepristrasna. Optimalno α koje minimizuje disperziju ocene je

α∗ =
D(σ̂2

RSS,B)− cov(σ̂2
RSS,B, σ̂

2
RSS,W )

D(σ̂2
RSS,W ) +D(σ̂2

RSS,B)− 2cov(σ̂2
RSS,B, σ̂

2
RSS,W )

Za svaku kombinaciju ocena σ̂2
RSS,B i σ̂2

RSS,W mogu�e je na�i α tako da
je disperzija ocene minimalna. Ocene dobijene kombinacijom unutar-
klasne ocene σ̂2

RSS,W i me�uklasnih ocena σ̂2
RSS,B,mod, σ̂

2
RSS,B1 i σ̂2

RSS,B2

su, redom, σ̂2
RSS,WBmod, σ̂

2
RSS,WB1 i σ̂

2
RSS,WB2. Disperzija ovih ocena je:

D(σ̂2
RSS,BW (α)) = α2D(σ̂2

RSS,W ) + (1− α)2D(σ̂2
RSS,B)

−2α(1− α)cov(σ̂2
RSS,W , σ̂

2
RSS,B)

Kada se u ovaj izraz ubaci optimalna vrednost za α

D(σ̂2
RSS,WB(α∗)) =

D(σ̂2
RSS,B)D(σ̂2

RSS,W )− cov2(σ̂2
RSS,B, σ̂

2
RSS,W )

D(σ̂2
RSS,W ) +D(σ̂2

RSS,B)− 2cov(σ̂2
RSS,B, σ̂

2
RSS,W )

***

Sve prethodno navedene ocene, Ju i saradnici([26]) uporedili su simu-
lacijom. Ocene σ̂2

RSS,W,mod ,σ̂2
RSS,B,mod, σ̂

2
RSS,B1 i σ̂2

RSS,B2 pokazuju loxe
osobine kada se uporede sa ocenom disperzije s2 iz prostog sluqajnog
uzorka i sa ocenom disperzije σ̂2

RSS,mod iz uzorka rangiranih skupova.
Me�utim, ocene dobijene kombinacijom unutarklasnih i me�uklasnih
disperzija σ̂2

RSS,WBmod, σ̂
2
RSS,WB1 i σ̂2

RSS,WB2, pokazuju bo	e osobine u
odnosu na s2. Disperzija s2 je ve�a od disperzija ovih ocena, i ta

9Indeks BW u nazivu ocene potiqe od between−within (izme�u - unutar), i odnosi
se na unutarklasnu i me�uklasnu disperziju.
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razlika je ve�a sa porastom broja ciklusa. Sliqne osobine se mogu
primetiti i kada se ocene σ̂2

RSS,WBmod, σ̂
2
RSS,WB1 i σ̂

2
RSS,WB2 uporede sa

ocenom σ̂2
RSS,mod. Prema tome, sve ocene dobijene kombinacijom unutar-

klasnih i me�uklasnih disperzija pokazuju dobre osobine. Xto se tiqe
me�usobnog odnosa ove tri ocene σ̂2

RSS,WBmod pokazuje najgore osobine. U
ve�ini sluqajeva σ̂2

RSS,WB2 je najbo	a ocena. Deta	nije o ovome, mo�ete
na�i u [26].

3.2.2 Puasonova raspodela

Radovi vezani za ocene parametra iz uzorka rangiranih skupova
uglavnom ispituju neprekidne raspodele. Me�utim, parametar koji se
oce�uje iz uzorka rangiranih skupova mo�e biti i iz diskretne ras-
podele. Jedan od retkih radova koji ispituju oce�iva�e parametra
diskretne raspodele iz uzorka rangiranih skupova je [2].

Kao xto je poznato, za Puasonovu raspodelu va�i

P (X ≤ x) =
λx

x!
e−x, x = 0, 1, 2, ...

gde je E(X) = λ i D(X) = λ.
Ukoliko je (X1, ..., Xm) prost sluqajan uzorak ocena parametra λ

metodom maksimalne verodostojnosti je

λ̂SRS =
1

m

m∑
i=1

Xi.

Ova ocena je nepristrasna i ima disperziju λ/m.
Sliqno, ukoliko je uzorak (X(1)1, X(2)1, ..., X(m)1)) biran metodom ran-

giranih skupova sa jednim ciklusom, ocena parametra λ je

λ̂RSS =
1

m

m∑
i=1

X(i)1

Ocena iz uzorka rangiranih skupova mo�e se dobiti i na drugi
naqin. Za ocenu parametra λ mo�e se uzeti linearna kombinacija vred-
nosti iz uzorka

λ∗ =
∑

γiX(i)1 (3.8)

gde se γi biraju tako da D(λ∗) bude minimalno u klasi nepristrasnih
ocena. Neka su U(i) definisani kao U(i) = (X(i)1 − λ)/λ, za i = 1, 2, ...,m.
S obzirom da Puasonova raspodela ne pripada familiji raspodela koje
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imaju parametre polo�aja i rasprxe�a, redukovane statistike poretka
U(i) nemaju raspodelu slobodnu od parametra. Prema tome, oqekiva�e
sluqajne veliqine U(i), αi:m i disperzija sluqajne veliqine U(i), νi:m za-
vise od parametra λ. Ukoliko se ta qi�enica zanemari za trenutak,
oqekiva�e ocene λ∗ je

E(λ∗) = λ
∑

γi +
√
λαi:m,

a disperzija

D(λ∗) = λ
∑

γiαi:m,

pri qemu je zbog nepristrasnosti
∑
γi = 1 i

∑
γiαi:m = 0. Da bi se

dobile vrednosti γi potrebno je minimizirati Lagran�ovu funkciju

F =
∑

γ2i νi:m − a(
∑

γi − 1)− b(
∑

γiαi:m)

Rexava�em sistema jednaqina

∂F

∂γi
= 0

∑
γi = 1∑

γiαi:m = 0

za i = 1, 2, ...,m dobija se

γi =
(
∑
α2
j:m/νj:m)− αi:m(

∑
αj:m/νj:m)[

(
∑

1/νj:m)(
∑
α2
j:m/νj:m)− (

∑
αj:m/νj:m)2

]
νi:m

(3.9)

Disperzija ocene λ∗ je

D(λ∗) = λ
(
∑
α2
i:m/νi:m)

(
∑

1/νi:m)(
∑
α2
i:m/νi:m)− (

∑
αi:m/νi:m)2

Dakle , ukoliko se zanemari qi�enica da αi:m i νi:m zavise od parametra
λ, λ∗ je ocena sa najma�om disperzijom u klasi nepristrasnih ocena.

Sa druge strane, pogodno je razmotriti najbo	u linearnu nepri-
strasnu ocenu. Kada se posmatra uzorak rangiranih skupova, najbo	a
linearna neristrasna ocena je efikasnija u odnosu na ocenu maksimalne
verodostojnosti kod normalne, eksponencijalne i drugih raspodela ([21],
[3]). Lojd ([9]) je ispitivao familije neprekidnih raspodela koje imaju
parametre polo�aja i rasprxe�a F ((X − µ)/σ). Najbo	a linearna
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nepristrasna ocena za vektor parametara θ′ = (µ, σ) zasnovana na stati-
stikama poretka iz jednog uzorka X1, X2, ..., Xn je

θ∗ = (A′D−1A)−1A′D−1X

sa kovarijacionom matricom

D(λ∗) = σ2(A′D−1A)−1

gde je A = (1, α), α′ = {αi:m} = {E((X(i)1 − µ)/σ)}, D = {νi:m} je ma-
trica kovarijanse za redukovanu statistiku poretka U(i) = X(i) − µ)/σ;
1′ = (1, 1, ..., 1) i X = (X(1), X(2), ..., X(m)). Iako je Puasonova raspodela
diskretna i ne pripada familiji raspodela koje imaju parametre polo�aja
i rasprxe�a, ovaj naqin mo�e biti inspiracija za dobija�e ocene parame-
tra λ. Neka je

θ′ = (λ,
√

(λ)), 1 = (1, 1, ..., 1) X ′ = (X(1)1, X(2)1, ..., X(m)1)

α′ = αi:m = {E(
X(i)1−λ√

λ
)}

V = diag(νi:m) = {D(
X(i)1−λ√

λ
)}

Prva komponenta sluqajnog vektora θ∗ mo�e se zapisati kao

λ∗ =
m∑
i=1

δiX(i)1

gde je

τi = c−bαi:m(λ)
Mνi:m(λ)

c =
∑
α2
j:m(λ)

νi:m(λ)

b =
∑
αj:m(λ)

νi:m(λ)

M= (
∑

1
νj:m(λ)

)(
∑
α2
j:m(λ)

νi:m(λ)
)− (

∑
αj:m(λ)

νi:m(λ)
)2

Ova ocena se poklapa sa ocenom (3.8) gde je γi definisano sa (3.9). Dis-
perzija ocene λ∗ je

D(λ∗) =
λ

M

(
α2
j:m(λ)

νj:m(λ)

)
.

Kao xto je ve� poznato λ∗ je funkcija jedinica iz uzorka i konstanti
koje zavise od λ. Iz tog razloga ocena λ∗ ne mo�e biti ocena parametra
λ. Potrebno je na�i zamene za αi:m i νi:m koje ne zavise u velikoj meri
od λ. Sa tim ci	em, najpre je potrebno ispitati kako oqekiva�e i
disperzija redukovane statistika poretka Puasonove raspodele zavise
od λ.
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Simulacijom su izraqunate vrednosti αi:m(λ) i νi:m(λ) za veliqinu
uzorka od 2 do 20 i vrednosti parametra λ = 1, 3, 5, 10, 15, 20, 25, 30,
35, 40, 45 i 50. Poznato je da za n → ∞ Puasonova raspodela se pri-
bli�ava normalnoj. Isto se mo�e oqekivati i za oqekiva�e i disper-
ziju redukovane statistike poretka. Koriste�i razmatra�a iz simula-
cije ocena λ∗ mo�e se modifikovati tako da ne zavisi od parametra λ
ve� da je funkcija oqekiva�a i disperzije standardizovanih statisti-
ka poretka iz normalne raspodele. Deta	i ove simulacije ne�e biti
prikazani ali se mogu na�i u ([2]).

Normalna modifikovana ocena iz uzorka rangiranih skupova se mo�e
definisati kao

λ∗N =
∑

δiX(i)

gde je
δi = cN−bNλi:m

MNηi:m
= 1/ηi:m∑

ηj:m

cN =
∑(

γ2j:m
ηj:m

)
bN =

∑(
γj:m
ηj:m

)
= 0

M=
∑(

1
ηj:m

)∑(
γ2j:m
ηj:m

)
Pri tome su αi:m(λ) i νi:m(λ) zame�eni sa λi:m i ηi:m koji predstav-

	aju oqekiva�e i disperziju redukovanih statistika poretka normalne
raspodele. Ovako definisana ocena λ∗N je funkcija uzorka i konstanti
koje ne zavise od nepoznatih parametara, tj λ. Za ovu ocenu izraqunato
oqekiva�e, pristrasnost, disperzija i sred�ekvadratna grexka su, re-
dom:

E(λ∗N) = λ+
√
λ

∑
αi:m(λ)/ηi:m∑

1/ηi:m

Bias(λ∗N) =
√
λ

∑
αi:m(λ)/ηi:m∑

1/ηi:m

D(λ∗N) =
λ
∑
νi:m(λ)/η2i:m

(
∑

1/ηi:m)2

MSE(λ∗N) = λ

∑
νi:m(λ)/η2i:m − (

∑
αi:m(λ)/ηi:m)2

(
∑

1/ηi:m)2

Simulacijama su izraqunate prethodno navedene veliqine za vred-
nosti parametra λ = 1, 3, 5, 10, 20, 40, 60, 80, 100 i za veliqinu uzorka
n = 5, 10, 15, 20. Pristrasnost ove ocene je uvek negativna i za fik-
siran obim uzorka n je pribli�no konstantna kako λ raste. Vrednosti
disperzije i sred�ekvadratne grexke se pove�avaju kako λ raste za fi-
ksni obim uzorka.
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Da bi se uporedila ocena maksimalne verodostojnosti iz prostog
sluqajnog uzorka λ̂SRS i normalna modifikovana ocena iz uzorka ran-
giranih skupova λ∗N potrebno je posmatrati slede�e koliqnike

D( ˆλSRS)

D(λ∗N)
=

(
∑

1/ηj:m)2

m
∑
νj:m(λ)/η2j:m

MSE( ˆλSRS)

MSE(λ∗N)
=

(
∑

1/ηj:m)2

m(
∑
νj:m(λ)/η2j:m − (

∑
αj:m(λ)/ηj:m)2

Disperzija i sred�ekvadratna grexka ocene λ̂SRS su ve�e od disperzije
i sred�ekvadratne grexke λ∗N i posmatrani koliqnik se pove�ava sa po-
rastom veliqine uzorka i sa porastom parametra Puasonove raspodele.

Da bi se normalna modifikovana ocene iz uzorka rangiranih skupova
λ∗N uporedila sa klasiqnom ocenom iz uzorka rangiranih skupova λ̂RSS,

opet se posmatraju isti koliqnici. Disperzija ocene λ̂RSS je λ
∑
νi:m(λ)
m2 .

D(λ̂RSS)

D(λ∗N)
=

∑
(νi:m(λ))(

∑
1/ηi:m)2

m2
∑
νj:m(λ)/η2j:m

MSE(λ̂RSS)

MSE(λ∗N)
=

∑
(νi:m(λ))(

∑
1/ηj:m)2

m2(
∑
νi:m(λ)/η2i:m − (

∑
αi:m(λ)/ηi:m)2)

Ocena λRSS ima ve�u disperziju i posmatrani koliqnik raste sa poras-
tom parametra Puasonove raspodele λ. Porast koliqnika sred�ekvadra-
tnih grexaka nije uoq	iv sa porastom λ za sve veliqnine uzorka.

Mo�e se zak	uqiti da se normalna modifikovana ocena iz uzorka
rangiranuh skupova izdvaja kao najkvalitetnija za parametar Puasonove
raspodele. �ena pristrasnost je mala, a efikasnija je i od ocene maksi-
malne verodostojnosti iz prostog sluqajnog uzorka i od klasiqne ocene
iz uzorka rangiranih skupova.



Poglav	e 4

Stepena raspodela

Stepena raspodela je specijalan sluqaj qetvoroparametarske beta
raspodele. Tako�e, mo�e se posmatrati i kao inverzna Paretova ras-
podela. Pogodna je za modelira�e nekih procesa neuspeha. Menkoni
i Bari ([11]) su uporedili eksponencijalnu, lognormalnu, Vejbulovu i
stepenu raspodelu, i dokazali da je stepena raspodela najbo	a raspodela
za proveru pouzdanosti elektriqnih komponenti. Stepena raspodela se
tako�e koristi i u prouqava�u redova qeka�a ([4]), zatim u ekonomiji
za odre�iva�e cena, kao i vremena proteklog od poru
bine do isporuke
proizvoda ([28]).

Funkcija raspodele stepene raspodele je

F (x) =
(x
d

)a
, 0 ≤ x ≤ d

gde za parametre va�i a, d > 0.
Parametri stepene raspodele do sada nisu oce�ivani iz uzorka ran-

giranih skupova. Ci	 ovog poglav	a je da oce�iva�e parametara ste-
pene raspodele i to u sluqaju kada su oba parametra nepoznata i kada je
parametar d poznat.

4.1 Ocena parametra a kada je parametar d

poznat

U ovoj sekciji bi�e ispitane ocene parametra a, kada je parame-
tar d poznat. Bez gubitka opxtosti, pretpostav	a se da je d = 1.
Ovakva raspodela naziva se standardna ili jednoparametarska stepena

28
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raspodela, i obele�ava se sa S(a). Funkcija raspodele je:

F (x) = xa, 0 ≤ x ≤ 1

gde va�i a > 0. Iz prethodnog, gustina standardne stepene raspodele je

g(x) = axa−1, 0 ≤ x ≤ 1

Oqekivana vrednost postoji

EX =
a

a+ 1
,

kao i disperzija

DX =
a

(a+ 1)2(a+ 2)
.

4.1.1 Prost sluqajan uzorak

NekaX ima standardnu stepenu raspodelu sa nepoznatim parametrom
a, S(a). Izabran je prost sluqajan uzorak obima n, X1, X2, ..., Xn.

Metoda momenata

Izjednaqava�em teorijskog momenta prvog reda EX i uzoraqkog mo-
menta prvog reda X dobija se jednaqina:

a

a+ 1
= X

Rexava�em po nepoznatom parametru a dobija se ocena metodom mome-
nata1:

âmom,SRS =
X

1−X

gde je X = 1
n

n∑
i=1

Xi. Prema centralnoj graniqnoj teoremi,
√
n(X − a

a+1
)

ima normalnu raspodelu

N(0,
a

(a+ 1)2(a+ 2)
).

Podsetimo se delta metoda.

1engl. method of moment (MOM)
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Teorema 4.1 Ako f ′(d) postoji i nb(Xn − d)
d→ X za b > 0, tada

nb(f(Xn)− f(d))
d→ g′(d)X

Sada posmatramo funkciju f(y) = y
1−y . Va�i

f ′(
a

a+ 1
) = (a+ 1)2 6= 0,

jer je a > 0. Prema delta metodu,
√
n(âmom,SRS − a) ima raspodelu

N(0,
a(a+ 1)2

(a+ 2)
).

Prema prethodnom, âmom,SRS je asimptotski nepristrasna ocena.

Metod maksimalne verodostojnosti

Ocena dobijena metodom maksimalne verodostojnosti2 je

âmle,SRS = − n∑n
i=1 lnXi

.

Ako sluqajna promen	iva X ima stepenu raspodelu S(a), za sluqajnu
promen	ivu − lnX va�i

P (− lnX ≤ x) = 1− P (lnX ≤ −x) = 1− P (X ≤ e−x) = 1− e−ax

Dakle, − lnX ima ε(a) raspodelu. Neka je

T = −
n∑
i=1

lnXi

Zbog prethodnog T ima Γ(n, 1
a
) raspodelu. Sada se mo�e izraqunati

oqekiva�e âmle,SRS = n
T
.

E(âmle,SRS) =

∫ ∞
0

n

x

a

Γ(n)
(xa)n−1e−axdx =

n

n− 1
a

Da	e,

E(â2mle,SRS) =

∫ ∞
0

(n
x

)2 a

Γ(n)
(xa)n−1e−axdx =

n2

(n− 1)(n− 2)
a2

2engl. maximum likelihood estimator (MLE)
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Iz prethodnog,

D(âmle,SRS) =
n2a2

n− 1

(
1

n− 2
− 1

n− 1

)
=

n2

(n− 1)2(n− 2)
a2.

Ocena dobijena metodom maksimalne verodostojnosti je pristrasna, ali
je asimptotski nepristrasna.

Modifikovana ocena metodom maksimalne verodostojnosti

Kako je ocena dobijena metodom maksimalne verodostojnosti pristrasna,
uvodi se �ena modifikacija

â2mmle,SRS =
n− 1

n
âmle,SRS =

n− 1

T

koja je nepristrasna. Disperzija nove ocene je

D(âmmle,SRS) = D(
n− 1

n
âmle,SRS) =

1

n− 2
a2

Kako je
D(âmmle,SRS) ≤ D(âmle,SRS),

ocena âmmle,SRS je bo	a od ocene âmle,SRS.

Nepristrasna ocena sa minimalnom disperzijom

Ako X ima stepenu raspodelu sa parametrom a, zajedniqka gustina za
X1, X2, ..., Xn je

f(X1, X2, ..., Xn) =
n∏
i=1

aX
(a−1)
i = ane

ln
n∏

i=1
Xa−1

i
= ane(a−1)

∑n
i=1 lnXi = ane(1−a)T

Prema teoremi faktorizacije T je dovo	na statistika ([7]). Dakle,
nijedna druga statistika ne sadr�i vixe informacija o parametru. Za
svaku funkciju g(T ) va�i da je ona nepristrasna ocena sa minimalnom
disperzijom za parametar E(g(T )) ([19],str 320). Neka je g(T ) = (n −
1)/T . Tada je n−1

T
nepristrasna ocena sa minimalnom disperzijom za
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E(n−1
T

) = a; odnosno âmmle,SRS je nepristrasna ocena sa minimalnom
disperzijom za a. Ova ocena �e nada	e biti obele�ena sa âmvue,SRS

3

Kako − lnX ima eksponencijalnu raspodelu sa oqekiva�em 1/a i dis-
perzijom 1/a2, na osnovu centralne graniqne teoreme

√
n( T

n−1 −
1
a
) ima

normalnu raspodelu

N(0,
1

a2
).

Posmatramo funkcija f(y) = 1
y
. Kako je

f ′(
1

a
) = −a2 6= 0,

primenom delta metoda dobija se da
√
n(âmvue,SRS−a) imaN(0, a2) raspodelu.

Metoda medijane

Princip metode medijane je sliqan metodi momenata. Sluqajna
veliqina X ima stepenu raspodelu sa parametrom a. Ako je M medi-
jana, tada va�i

F (M) = Ma =
1

2

Odatle,
M = 2−

1
a

Ako je XM,SRS medijana iz uzorka, ocena parametra a dobijena metodom
medijane je

âM,SRS = − ln 2

lnXM,SRS

Po teoremi o asimptotskoj raspodeli uzoraqkih kvantila ([24]), va�i

√
n(XM,SRS −M)

d→ N(0,
1

4f 2(M)
)

gde je f(x) funkcija gustine za jednoparametarsku stepenu raspodelu.
Prema delta metodu

√
n(g(XM,SRS)− g(M))

d→ N(0,
1

4f 2(M)
(g′(M))2)

3engl. minimum variance unbiased estimator (MVUE)
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gde je g(M) proizvo	na funkcija takva da g′(M) postoji i razliqito je
od nule. Ukoliko se funkcija g(x) definixe kao − ln 2

lnx
, dobija se

√
n(− ln 2

lnXM,SRS

+
ln 2

lnM
)

d→ N(0,
ln22

4f 2(M)(M)2 ln4(M)
)

Odatle,
√
n(âM,SRS − a)

d→ N(0,
ln2 2

4a2(M)2a ln4(M)
)

Kako je E(
√
n(âM,SRS − a)) = 0, va�i da je E(âM,SRS) = a, tj ocena

âM,SRS je asimptotski nepristrasna ocena za a.

4.1.2 Uzorak rangiranih skupova

Neka je izabran uzorak rangiranih skupova obima n = km, gde je m
veliqina ciklusa, a k broj ciklusa.

X[1]1 X[2]1 . . . X[m]1

X[1]2 X[2]2 . . . X[m]2

. . . . . . . . . . . .
X[1]k X[2]k . . . X[m]k

Veliqina X[i]j predstav	a i-tu po redu izabranu jedinicu u j-tom
ciklusu. Neka je, na da	e, radi jednostavnosti, X[i]j obele�eno sa Xij.
Funkcija gustine za Xij je

fRSS(Xij) =
m!

(i− 1)!(m− i)!
F (x)(i−1)[1− F (x)](m−i)f(x) (4.1)

gde su f(x) i F (x) funkcija gustine i funkcija raspodele sluqajne
promen	ive X ([27]). U sluqaju da sluqajna promen	iva X ima ste-
penu raspodelu sa poznatim parametrom d = 1, funkcija gustine za Xij

je

fRSS(Xij) =
m!

(i− 1)!(m− i)!
X
a(i−1)
ij [1−Xa

ij]
(m−i)aX

(a−1)
ij
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Metod maksimalne verodostojnosti

Funkcija verodostojnosti je

LRSS =
m∏
i=1

k∏
j=1

fRSS(Xij)

=
m∏
i=1

k∏
j=1

m!
(i−1)!(m−i)!X

a(i−1)
ij [1−Xa

ij]
(m−i)aXa−1

ij

= camk
m∏
i=1

k∏
j=1

X
a(i−1)
ij [1−Xa

ij]
(m−i)Xa−1

ij

gde je c konstanta. Da	e,

lnLRSS = ln c+mk ln a+
m∑
i=1

k∑
j=1

(
(m− i) ln(1−Xa

ij) + (ai− 1) lnXij

)
Da bi se dobila ocena metodom maksimalne verodostojnosti posmatramo
izraz

∂ lnLRSS
∂a

=
mk

a
+

m∑
i=1

k∑
j=1

(
−(m− i)Xa

ij lnXij

1−Xa
ij

+ i lnXij)

Kad a → 0, ∂ lnLRSS

∂a
→ ∞, a kad a → ∞ , ∂ lnLRSS

∂a
< 0. Potrebno je jox

dokazati da je ∂ lnLRSS

∂a
monotono opadaju�a funkcija. Kako je 0 ≤ x ≤ 1

∂2 lnLRSS

∂a2
= −mk

a2
+

m∑
i=1

k∑
j=1

−(m−i) lnXij [X
a
ij lnXij(1−Xa

ij)+X
2a
ij lnXij ]

(1−Xa
ij)

2

= −mk
a2

+
m∑
i=1

k∑
j=1

−(m−i) lnXij [X
a
ij lnXij ]

(1−Xa
ij)

2 < 0

Dakle, ∂ lnLRSS

∂a
= 0 ima jedinstveno rexe�e i ono predstav	a ocenu

parametra a kod uzorka rangiranih skupova metodom maksimalne vero-
dostojnosti.

Modifikovana metoda maksimalne verodostojnosti

Jedinstveno rexe�e metodom maksimalne verodostojnosti postoji
ali ga nije mogu�e izdvojiti nenumeriqkim metodama. Zato se koristi
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modifikovana metoda maksimalne verodostojnosti. U radu [12] ova me-
toda je korix�ena za oce�iva�e parametara normalne raspodele, a u
radu [1] za oce�iva�e parametara Paretove raspodele.
Jednaqinu

∂ lnLRSS

∂a
= mk

a
+

m∑
i=1

k∑
j=1

(
−(m−i)Xa

ij lnXij

1−Xa
ij

+ i lnXij)

= mk
a

+
m−1∑
i=1

k∑
j=1

(
−(m−i)Xa

ij lnXij

1−Xa
ij

+ i lnXij) +m
k∑
j=1

lnXmj

= 0

nije mogu�e rexiti zbog izraza

m∑
i=1

k∑
j=1

−(m− i)Xa
ij lnXij

1−Xa
ij

Iz tog razloga je izraz
−(m−i)Xa

ij lnXij

1−Xa
ij

zame�en je svojim oqekiva�em.

E(
−(m−i)Xa

ij lnXij

1−Xa
ij

) =
1∫
0

−(m−i)Xa
ij lnXij

1−Xa
ij

fRSS(Xij)dx

=
1∫
0

−(m−i)Xa
ij lnXij

1−Xa
ij

m!
(i−1)!(m−i)!X

a(i−1)
ij [1−Xa

ij]
(m−i)aX

(a−1)
ij dx

= −(m− i) m!
(i−1)!(m−i)!a

1∫
0

Xa+ai−1
ij lnXij(1−Xa

ij)
m−i−1dx

Ukoliko se iskoristi smena lnXij = t, dobija se

E(
−(m−i)Xa

ij lnXij

1−Xa
ij

) = m!
(i−1)!(m−i−1)!a

∞∫
0

eta(i+1)t(1− eat)m−i−1dt

= m!
(i−1)!(m−i−1)!a

∞∫
0

eta(i+1)t
m−i−1∑
s=0

(
m−i−1

s

)
(−eat)sdt

= m!
(i−1)!(m−i−1)!a

m−i−1∑
s=0

(
m−i−1

s

) (−1)s
(1+i+s)2

Iz jednaqine

mk

a
+

m−1∑
i=1

k∑
j=1

(i lnXij+
m!

(i− 1)!(m− i− 1)!a

m−i−1∑
s=0

(
m− i− 1

s

)
(−1)s

(1 + i + s)2
)+m

k∑
j=1

lnXmj = 0

dobija se ocena za a

âmmle,RSS =

k(m+
m−1∑
i=1

m!
(i−1)!(m−i−1)!

m−i−1∑
s=0

(
m−i−1

s

) (−1)s
(1+i+s)2

)

−
m∑
i=1

k∑
j=1

i lnXij
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Ocene po uzoru

Ocene po uzoru4 dobijene su modifikacijom ocena iz prostog sluqaj-
nog uzorka. Naime, statistike izraqunate iz prostog sluqajnog uzorka,
zame�ene su statistikama iz uzorka rangiranih skupova.

Ocena po uzoru na ocenu âmom,SRS dobijena je tako xto je statistika

iz prostog sluqajnog uzorka XSRS = 1
n

n∑
i=1

Xi zame�ena statistikom iz

uzorka rangiranih skupova XRSS =
m∑
i=1

k∑
j=1

X[i]j/km. Dobijena ocena je

âmom,ah =
XRSS

1−XRSS

Na sliqan naqin je dobijena i ocena po uzoru na ocenu dobijenu metodom
medijane

âM,ah = − ln 2

lnMRSS

gde je MRSS medijana uzorka rangiranih skupova.
Ocena po uzoru mo�e biti izvedena i iz modifikovane ocene maksi-

malne verodostojnosti, âmmle,SRS. Dobijena ocena je

âmmle,ah =
p

m∑
i=1

k∑
j=1

lnXij

.

gde je p konstanta takva da je âmmle,ah nepristrasna ocena parametra a.

4.1.3 Simulacija i upore�iva�e ocena

Ocene parametra a iz prostog sluqajnog uzorka su: âmom,SRS, âmle,SRS,
âmvue,SRS i âM,SRS; a ocene parametra a dobijene iz uzorka rangiranih
skupova su âmmle,RSS, âmom,ah, âM,ah i âmmle,ah. U ovom poglav	u posma-
trane su osobine ovih ocena kao xto su pristrasnost i sred�ekvadratna
grexka. Vrednosti ovih parametara su dobijene pomo�u Monte Karlo
simulacije sa 10000 iteracija. Simulacija je vrxena u programskom
jeziku R.

4Indeks ah u nazivu ocene potiqe od izraza ad hoc
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Najpre je odre�ena pristrasnost svih dobijenih ocena. Radi upore�i-
va�a pristrasnosti za razliqite vrednosti parametra a, posmatrane su
relativne, a ne apsolutne vrednosti. Taqnije, posmatrana je veliqina

|E(â)− a|
a

.

Relativna pristrasnost je posmatrana za tri vrednosti parametra a =
1, 3, 5. Pri tom su za svaku vrednost parametra posmatrane dve veliqine
uzorka n = 12 i n = 24. Za svaku veliqinu uzorka su posmatrane razli-
qite kombinacije parametara m i k. Za n = 12, korix�ene su kombi-
nacije (m, k) = ((2, 6), (3, 4), (4, 3)), a za n = 24, korix�ene su vrednosti
parametara (m, k) = ((2, 12), (3, 8), (4, 6)). Dobijene vrednosti su date u
tabeli (4.1)

Prema teorijskim razmatra�ima, a vezano za ocenu iz prostog sluqa-
jnog uzorka, jedino je ocena âmvue,SRS nepristrasna. Ostale ocene:
âmom,SRS, âmle,SRS i âM,SRS su asimptotski nepristrasne, ali nisu nepris-
trasne. Shodno tome, mo�e se videti da ja �ihova pristrasnost ma�a
za n = 24, nego za n = 12 za sve vrednosti parametra a. Pristrasnost je
relativno mala za sve ocene iz prostog sluqajnog uzorka, osim za âM,SRS

gde je pristrasnost za n = 12 preko 10%.
Xto se tiqe ocena iz uzorka rangiranih skupova �ihova pristrasnost

je uglavnom ma�a od pristrasnosti ocena iz prostog sluqajnog uzorka
osim za âmvue,SRS. Pristrasnost je ma�a kada je uzorak ve�i i iznosi
1−3%. Sveukupno, iz uzorka rangiranih skupova, najma�u pristrasnost
ima âmom,ah. Interesantno je da se mo�e uoqiti blago sma�e�e pristra-
snosti kako raste veliqina ciklusa. Ovo je neoqekivano s obzirom da
je generalna preporuka da se pre bira ma�i ciklus sa ve�im brojem
ponav	a�a nego ve�i ciklus sa ma�im brojem ponav	a�a zbog grexke
u rangira�u. Pristrasnost se uglavnom ne me�a u odnosu na promenu
parametra a.
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â
m
v
u
e,
S
R
S

â
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Slede�e su izraqunate sred�ekvadratne grexke za dobijene ocene.
Me�usobna upore�iva�a ocena su vrxena pomo�u efikasnosti koja je
definisana kao koliqnik sred�ekvadratnih grexaka

efikasnost =
MSE(â1)

MSE(â2)
.

Simulacija je vrxena za iste vrednosti parametara a, n, m i k kao i
kod pristrasnosti. U tabeli 4.2 data je efikasnost ocene âmom,SRS u
odnosu na ostale ocene.

Iz date tabele mo�e se videti da je efikasnost ocene uglavnom ve�a
od 1, tj. da ocena âmom,SRS ima relativno veliku sred�ekvadratnu
grexku u odnosu na druge ocene. Jedino ima ma�u sred�ekvadratnu
grexku u odnosu na âM,SRS. S obzirom da ocena âM,SRS ima i najve�u pri-
strasnost, definitivno nije dobar izbor za ocenu parametra a. Bitno
je primetiti da je vrednost posmatranog koliqnika ve�a kada se posma-
traju ocene iz uzorka rangiranih skupova, u odnosu kad se posmatraju
ocene iz prostog sluqajnog uzorka. Drugim reqima, ocene iz uzorka
rangiranih skupova imaju ma�e sred�ekvadratne grexke nego ocene iz
prostog sluqajnog uzorka. Od ocena iz uzorka rangiranih skupova naj-
ve�u sred�ekvadratnu grexku ima ocena âM,ah, dok su sred�ekvadratne
grexke ostalih ocena pribli�no iste. Kod uzorka rangiranih skupova
posmatrani koliqnik raste sa porastom veliqine ciklusa. Ne prime�uje
se uticaj promene vrednosti parametra a na efikasnost.

S obzirom da ocena âmvue,SRS ima najma�u pristrasnost, u tabeli 4.3
prikazana je efikasnost ove ocene u odnosu na ostale ocene.

U tabeli 4.3 mo�e se uoqiti da ocena âmvue,SRS ima ma�u sred�ekva-
dratnu grexku u odnosu na ostale ocene iz prostog sluqajnog uzorka.
Me�utim, kada se ova ocena uporedi sa ocenama iz uzorka rangiranih
skupova, ona ima ma�u sred�ekvadratnu grexku samo u odnosu na âM,ah.
U odnosu na ostale ocene iz uzorka rangiranih skupova:âmmle,RSS, âmom,ah
i âmmle,ah ocena âmvue,SRS ima ve�u sred�ekvadratnu grexku i do pribli-
�no 3 puta. Posmatrani koliqnik je velik naroqito kada je veliqina
ciklusa velika.



POGLAV�E 4. STEPENA RASPODELA 40

a
n

m
k

â
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â
m
o
m
,S
R
S

â
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â
m
v
u
e,
S
R
S
u
od
n
os
u
n
a
os
ta
l
e
oc
en
e



POGLAV�E 4. STEPENA RASPODELA 42

4.2 Ocena parametara kada su oba parame-

tra nepoznata

Gustina stepene raspodele S(a, d) je

g(x) =
a

da
xa−1

gde je 0 ≤ x ≤ d i a, d > 0. Oqekiva�e i disperzija stepene raspodele su

E(X) =
da

a+ 1
,

i

D(X) =
d2a

(a+ 2)(a+ 1)2
.

4.2.1 Prost sluqajan uzorak

Neka je X1, ..., Xn prost sluqajan uzorak iz dvoparametarske stepene
raspodele S(a, d). Parametari a i d su oce�eni razliqitim metodama.

Metoda momenata

Uzoraqki momenat k-tog reda je

mk =

n∑
i=1

Xk
i

n
.

Uzoraqki momenat provog reda je zapravo X̄SRS, a uzoraqki momenat
drugog reda je jednak S2

SRS + X̄2
SRS. Teorijski momenti prvog i drugog

reda stepene raspodele su:

EX =

d∫
0

x
a

da
xa−1dx =

da

a+ 1

i

EX2 =

d∫
0

x2
a

da
xa−1dx =

d2a

a+ 2
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Izjednaqava�em teorijskih i uzoraqkih momenata dobijaju se ocene pa-
rametara a i d.

âmom,SRS = −1 +

√
1 +

X̄2
SRS

S2
SRS

d̂mom,SRS =
X̄SRS(âmom,SRS + 1)

âmom,SRS

Kombinovana ocena

Ocene parametara se mogu na�i tako xto se parametar a oceni
metodom momenata, a parametar d pomo�u statistike poretka. Kako je
kod stepene raspodele x < d, ocenu parametra d nalazimo iz maksimalne
statistike poretka. Funkcija raspodele maksimuma X(n) je

FX(n)
(x) = P (X(n) ≤ x) = P (X(1) ≤ x,X(2) ≤ x, ..., X(n) ≤ x)

= (P (X ≤ x))n =
(
x
d

)an
Odatle, gustina je

fX(n)
(x) =

anxan−1

dan
,

a oqekiva�e

EX(n) =

d∫
0

anxan−1

dan
xdx =

dan

an+ 1
.

Kada se dobijeni izraz izjednaqi sa maksimalnom vrednox�u iz uzorka
X(n), dobija se

d̂ko,SRS =
X(n)(nâko,SRS + 1)

nâko,SRS
(4.2)

Ocena âko,SRS dobija se kada se izjednaqe teorijski momenat prvog reda

EX = da
a+1

i uzoraqki momenat prvog reda XSRS = 1
n

n∑
i=1

Xi

âko,SRS =
XSRS

d̂ko,SRS −XSRS

. Prema tome, iz qi�enice da je a > 0 i jednakosti

âko,SRS =
XSRS

X(n)(nâko,SRS+1)

nâko,SRS
−XSRS

,
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dobija se ocena parametra a:

âko,SRS =
nXSRS −X(n)

n(X(n) −XSRS)
(4.3)

Dakle, ocene parametara d i a date su sa (4.2) i (4.3).

Metod maksimalne verodostojnosti

Funkcija verodostojnosti je

L(x, a, d) = f(x1) · f(x2) · ... · f(xn)

=
axa−1

1

da
· ax

a−1
2

da
· ... · ax

a−1
n

da
· I{x1 ≤ d} · I{x2 ≤ d} · ... · I{xn ≤ d}

=
axa−1

1

da
· ax

a−1
2

da
· ... · ax

a−1
n

da
· I{x(n) ≤ d}

Kako je L(x, a, d) opadaju�a funkcija po d, �ena maksimalna vrednost
je za minimalnu vrednost parametra d. Da	e, funkcija L(x, a, d) je
pozitivna ukoliko je indikator jednak jedinici, odnosno ako je d ≥ x(n).
Prema tome, ocena parametra d metodom maksimalne verodostojnosti je

d̂mle,SRS = x(n)

Funkcija verodostojnosti sada ima oblik

L(x, a) =
axa−11

xa(n)
· ax

a−1
2

xa(n)
· ... · ax

a−1
n

xa(n)

Odatle,

lnL(X, a) = n ln a− an lnx(n) + (a− 1)
n∑
i=1

lnxi.

Iz izraza
∂ lnL

∂a
=
n

a
− n lnx(n) +

n∑
i=1

lnxi = 0

dobija se ocena parametra a metodom maksimalne verodostojnosti

âmle,SRS =
n

n lnx(n) −
n∑
i=1

lnxi
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Ocena metodom kvantila

Ocene parametara stepene raspodele metodom kvantila date su u ([6]).
Kao xto je poznato, funkcija raspodele je

F (Xi) =

(
Xi

d

)a
Odavde,

Xi = dF (Xi)
1
a

Neka su saXpi i pi obele�eni uzoraqki kvantil i odgovaraju�a verovatno�a.
Za dva izabrana kvantila va�e slede�e jednakosti:

Xp1 = d · p
1
a
1

i
Xp2 = d · p

1
a
2

De	e�em ove dve jednakosti dobija se

Xp1

Xp2

=

(
p1
p2

) 1
a

.

Odavde,

âqt,SRS =
ln
(
p1
p2

)
ln

Xp1

Xp2

i

d̂qt,SRS =
Xp1

p
1

âqt,SRS

1

U radu ([6]) korix�ene su verovatno�e: (0, 1; 0, 9),(0, 25; 0, 75), (0, 05; 0, 95)
i (0, 08; 0, 92). Najbo	e ocene su dobijene sa verovatno�ama (0, 05; 0, 95).

Ocena metodom najma�ih kvadrata

Zaka i Aktar ([5]) dali su ocene parametara stepene raspodele metodom
najma�ih kvadrata. Kao i kod metode kvantila iz funkcije raspodele
se dobija

Xi = dF (Xi)
1
a



POGLAV�E 4. STEPENA RASPODELA 46

Da bi se dobila linearna veza izme�u parametara, gor�i izraz se loga-
ritmuje.

lnXi = ln d+
1

a
lnF (Xi)

Radi pojednostav	iva�a, uvedene su slede�e oznake

Zi = lnXi

α = ln d

β =
1

a

Yi = lnF (Xi)

Gora�a jednakost se sada mo�e zapisati na slede�i naqin:

Zi = α + βYi

Ocene parametara se dobijaju pomo�u jednakosti

S(α, β) =
n∑
i=1

(Zi − (α + βYi))
2

Diferencira�em S(α, β) po α i β i izjednaqva�em sa nulom, dobija se

n∑
i=1

Zi = nα + β
n∑
i=1

Yi

n∑
i=1

ZiYi = α

n∑
i=1

Yi +
n∑
i=1

Y 2
i

Rexava�em prethodnih jednaqina dobijaju se ocene za α i β

β =

n∑
i=1

lnF (Xi) lnXi −
(

n∑
i=1

lnF (Xi))(
n∑

i=1
lnXi)

n

n∑
i=1

(lnF (Xi))2 −
(

n∑
i=1

lnF (Xi))2

n

α =

n∑
i=1

lnXi

n
− β

n∑
i=1

lnF (Xi)

n
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Vrednost funkcija raspodele mo�e se aproksimirati pomo�u Benardove
aproksimacije ([10]):

F (Xi) = F (X(j)) =
j − 0, 3

n+ 0, 4

gde je Xi, j-ti po redu qlan u sortiranom uzorku. Kako je α = ln d i
β = 1/a, ocene parametara a i d su

âlsm,SRS
5 =

n∑
i=1

(lnF (Xi))
2 −

(
n∑

i=1
lnF (Xi))

2

n

n∑
i=1

lnF (Xi) lnXi −
(

n∑
i=1

lnF (Xi))(
n∑

i=1
lnXi)

n

d̂lsm,SRS = e

n∑
i=1

lnXi

n
−

n∑
i=1

lnF (Xi)

nâlsm,SRS

Modifikovana nepristrasna ocena sa najma�om disperzijom

Ukoliko X ima stepenu raspodelu, za sluqajnu promen	ivu Y =
− lnX va�i

P (Y ≤ y) = P (− lnX ≤ y)
= P (lnX ≥ −y)
= 1− P (lnX ≤ −y)
= 1− P (X ≤ e−y)

= 1−
(
e−y

d

)a
= 1− e−a(y−ln 1

d
)

,

Dakle, Y = − lnX ima eksponencijalnu raspodelu sa parametrima a′ =
1
a
i b′ = ln 1

d
. Nepristrasne ocene sa najma�om disperzijom parametra a′

i b′ eksponencijalne raspodele su

â′ =
1

n− 1

n∑
i=1

(Yi − Y(1))

i

b̂′ = Y(1) +
1

n(n− 1)

n∑
i=1

(Yi − Y(1)),

5engl. least squares method (LSM)
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gde je (Y1, ..., Yn) = (− lnX1, ...,− lnXn) i Y(1) je minimum skupa (Y1, ..., Yn)([8]).
Odatle, ocene za parametre a i d iz stepene raspodele su

âmmvue,SRS
6 =

n− 1
n∑
i=1

(Yi − Y(1))

i

d̂mmvue,SRS = e
−(Y(1)+ 1

n(n−1)

n∑
i=1

(Yi−Y(1)))

4.2.2 Uzorak rangiranih skupova

Neka je izabran uzorak metodom rangiranih skupova iz dvoparametar-
ske stepene raspodele S(a, d) obima n = km, i neka va�e iste oznake kao
i do sada. Iz formule (4.1), dobija se funkcija gustine za Xij

gRSS(Xij) =
m!

(i− 1)!(m− i)!

(
Xij

d

)a(i−1) [
1−

(
Xij

d

)a](m−i) aXa−1
ij

da

Metod maksimalne verodostojnosti

Funkcija verodostojnosti je

LRSS(X, a, d) =
m∏
i=1

k∏
j=1

gRSS(Xij)

= cakm
m∏
i=1

k∏
j=1

Xai−1
ij

dai

(
1−

(
Xij

d

)a)(m−i)
I{X11 ≤ d}I{X12 ≤ d}...I{Xmk ≤ d}

= cakm
m∏
i=1

k∏
j=1

Xai−1
ij

dai

(
1−

(
Xij

d

)a)(m−i)
I{max

i,j
{Xij} ≤ d}

gde je c konstanta. Sliqno metodi maksimalne verodostojnosti kod pro-
stog sluqajnog uzorka, LRSS(X, a, d) je opadaju�a funkcija po d. Stoga,
funkcija verodostojnosti se maksimizira za minimalnu vrednost parame-
tra d. Zbog indikatora, funkcija LRSS(X, a, d) je pozitivna ukoliko je
d ≥ max

i,j
{Xij}. Dakle, ocena parametra d metodom maksimalne verodo-

stojnosti kod uzorka rangiranih skupova je

d̂mle,RSS = max
i,j
{Xij}.

6engl. modified minimum variance unbiased estimator (MMVUE)
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Sada funkcija verodostojnosti ima oblik

LRSS(X, a) = cakm
m∏
i=1

k∏
j=1

Xai−1
ij

max
i,j
{Xij}ai

[
1−

(
Xij

max
i,j
{Xij}

)a](m−i)
Ocena parametra a metodom maksimalne verodostojnosti je rexe�e jed-
naqine

∂ lnLRSS(X,a)
∂a = km

a +
m∑
i=1

k∑
j=1

i lnXij −
m∑
i=1

k∑
j=1

i ln max
i,j
{Xij}

−
m−1∑
i=1

k∑
j=1

(m− i)

(
Xij

max
i,j
{Xij}

)a
ln

(
Xij

max
i,j
{Xij}

)[
1−

(
Xij

max
i,j
{Xij}

)a]−1
= 0

Me�utim, ovu jednaqinu nije mogu�e rexiti numeriqkim metodama.

Modifikovana metoda maksimalne verodostojnosti

Kako nije mogu�e na�i ocenu parametara a iz funkcije verodostojno-
sti koristi se modifikovana metoda maksimalne verodostojnosti. Jed-
naqinu ∂ lnLRSS(X,a)

∂a
= 0 nije mogu�e rexiti zbog izraza

−(m− i)

(
Xij

max
i,j
{Xij}

)a

ln

(
Xij

max
i,j
{Xij}

)[
1−

(
Xij

max
i,j
{Xij}

)a]−1
Zato je on zame�en svojim oqekiva�em.

E

(
−(m− i)

(
Xij

max
i,j
{Xij}

)a

ln

(
Xij

max
i,j
{Xij}

)[
1−

(
Xij

max
i,j
{Xij}

)a]−1)

=

max
i,j
{Xij}∫
0

−(m− i)

(
Xij

max
i,j
{Xij}

)a

ln

(
Xij

max
i,j
{Xij}

)[
1−

(
Xij

max
i,j
{Xij}

)a]−1
gRSS(Xij)dx

=

max
i,j
{Xij}∫
0

−(m− i)

(
Xij

max
i,j
{Xij}

)a

ln

(
Xij

max
i,j
{Xij}

)[
1−

(
Xij

max
i,j
{Xij}

)a]−1
m!

(i−1)!(m−i)!

(
Xij

max
i,j
{Xij}

)a(i−1) [
1−

(
Xij

max
i,j
{Xij}

)a](m−i)
aXa−1

ij(
max
i,j
{Xij}

)a dx

= (m−i)m!
(i−1)!(m−i)!a

max
i,j
{Xij}∫
0

−
(

Xij
max
i,j
{Xij}

)a(i+1)

ln
Xij

max
i,j
{Xij}[

1−
(

Xij
max
i,j
{Xij}

)a]m−i−1
1

Xij
dx
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Smenom t = ln
Xij

max
i,j
{Xij}

, dobija se

E

(
−(m− i)

(
Xij

max
i,j
{Xij}

)a
ln

(
Xij

max
i,j
{Xij}

)[
1−

(
Xij

max
i,j
{Xij}

)a]−1)
= m!

(i−1)!(m−i−1)!a
∞∫
0

eta(i+1)t(1− eat)m−i−1dt

= m!
(i−1)!(m−i−1)!a

∞∫
0

eta(i+1)t
m−i−1∑
s=0

(
m−i−1

s

)
(−eat)sdt

= m!
(i−1)!(m−i−1)!a

m−i−1∑
s=0

(
m−i−1

s

)
(−1)s

(1+i+s)2

Zamenom dobijene vrednosti u jednakosti ∂ lnLRSS(X,a)
∂a

= 0 dobija se
ocena parametra a

âmmle,RSS =

k(m+
m−1∑
i=1

m!
(i−1)!(m−i−1)!

m−i−1∑
s=0

(
m−i−1

s

)
(−1)s

(1+i+s)2
)

m∑
i=1

k∑
j=1

i ln
ˆmax

i,j
{Xij}

mmle,RSS

Xij

Ocene po uzoru

Ocene po uzoru dobijene su modifikacijom ve� izvedenih ocena tako
xto su statistike iz prostog sluqajnog uzorka zame�ene statistikama
iz uzorka rangiranih skupova.

Ocene po uzoru na ocene dobijene metodom momenata, âmom,SRS i d̂mom,SRS,
su

âmom,ah = −1 +

√
1 +

X̄2
RSS

S2
RSS

d̂mom,ah =
X̄RSS(âmom,ah + 1)

âmom,ah

Ocene po uzoru na ocene dobijene kombinovanom metodom, âko,SRS i d̂ko,SRS,
su

âko,ah =
nXRSS −X(n)

n(X(n) −XRSS)
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d̂ko,ah =
(nâko,ah + 1)X(n)

nâko,ah

gde je XRSS aritmetiqka sredina u uzorku rangiranih skupova, a X(n)

je maksimalna vrednost u uzorku.
Ocena parametra a po uzoru na ocenu dobijenu metodom maksimalne

verodostojnosti je

âmle,ah =
n

m∑
i=1

k∑
j=1

ln
d̂mle,ah

Xij

gde je d̂mle,ah ocena parametra d i jednaka je maksimalnoj vrednosti u

uzorku rangiranih skupova, d̂mle,ah = X(n).
Ocene po uzoru na ocene dobijene metodom kvantila su

âqt,ah =
ln
(
p1
p2

)
ln

Xp1

Xp2

i

d̂qt,ah =
Xp1

p
1

âqt,ah

1

gde se Xp1 i Xp2 biraju iz uzorka rangiranih skupova.
Ocene po uzoru se mogu dobiti i iz ocene najma�ih kvadrata:

âlsm,ah =

m∑
i=1

k∑
j=1

(lnF (Xij))
2 −

(
m∑
i=1

k∑
j=1

lnF (Xij))
2

mk

m∑
i=1

k∑
j=1

lnF (Xij) lnXij −
(
m∑
i=1

k∑
j=1

lnF (Xij))(
m∑
i=1

k∑
j=1

lnXij)

mk

d̂lsm,ah = e

m∑
i=1

k∑
j=1

lnXij

mk
−

m∑
i=1

k∑
j=1

lnF (Xij)

mkâlsm,ah

Ocena po uzoru na modifkovanu nepristrasnu ocenu sa najma�om
disperzijom je

âmmvue,ah =
mk − 1

m∑
i=1

k∑
j=1

((lnX)(1) − lnXij)

i

d̂mmvue,ah = e
(lnX)(1)− 1

mk(mk−1)

m∑
i=1

k∑
j=1

(lnXij−(lnX)(1))
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gde je (lnX)(1) najma�a vrednost iz skupa (lnX11, lnX12, ..., lnX1k, ..., lnXmk).

4.2.3 Simulacija i upore�iva�e ocena

Da rezimiramo, iz prostog sluqajnog uzorka dobijene su ocene parame-
tra a: âmom,SRS, âko,SRS, âmle,SRS, âqt,SRS, âlsm,SRS i âmmvue,SRS. Iz uzorka
rangiranih skupova dobijena je ocena modifikovanom metodom maksi-
malne verodostojnosti âmmle,RSS, kao i ocene po uzoru âmom,ah,âko,ah, âmle,ah,
âqt,ah, âlsm,ah i âmmvue,ah. Istim metodama dobijene su i ocene parametra
d.

Simulacija je vrxena za iste vrednosti parametara n, m i k kao kod
jednoparametarske stepene raspodele. Vrednosti parametara a i d koje
su posmatrane su (a, d) = ((1, 1), (3, 2)(5, 4)). Za odre�iva�e kvaliteta
ocena korix�eni su pristrasnost i sred�ekvadratna grexka.

U tabeli 4.4 data je relativna pristrasnost parametra a oce�ena iz
prostog sluqajnog uzorka.

a d n âmom,SRS âko,SRS âmle,SRS âqt,SRS âlsm,SRS âmmvue,SRS

1 1 12 6,4843 6,8540 19,5956 14,4704 7,9012 9,6293
1 1 24 2,2144 2,6269 9,0158 18,3653 2,6046 4,4735
3 2 12 11,8553 7,6331 20,0166 13,9321 7,7985 10,0152
3 2 24 5,4855 3,4119 9,0487 18,6290 2,7461 4,5050
5 4 12 15,7624 8,5955 19,6379 14,2825 8,0213 9,6680
5 4 24 7,0757 3,9843 9,0182 18,7944 2,7434 4,4758

Tabela 4.4: Pristrasnost ocena parametra a iz prostog sluqajnog uzorka

Pristrasnost ovih ocena je generalno ve�a nego xto je to bio sluqaj
kod jednoparametarske stepene raspodele. Ocene âmle,SRS i âqt,SRS imaju
jako veliku pristrasnost, pa nisu dobar izbor za ocenu parametra a.
Ocene i âmom,SRS imaju umereno veliku pristrasnost, dok âko,SRS i âlsm,SRS
imaju najma�u pristrasnost me�u ocenama parametra a iz prostog slu-
qajnog uzorka. Kod svih ocena se uoqava da je pristrasnost dosta ma�a
za n = 24, u odnosu kada je n = 12. Ne uoqava se razlika u pristrasnosti
za razliqite vrednosti parametara a i d.

U tabeli 4.5 data je pristrasnost ocena parametra d iz prostog slu-
qajnog uzorka. Pristrasnost je ma�a nego kod ocena parametra a za sve
ocene. Ocena d̂ko,SRS opet ima najma�u pristrasnost, i to jako malu.
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a d n d̂mom,SRS d̂ko,SRS d̂mle,SRS d̂qt,SRS d̂lsm,SRS d̂mmvue,SRS

1 1 12 0,6204 0,5389 7,7334 2,7286 2,4809 15,1058
1 1 24 0,3241 0,1151 4,0116 3,6298 2,3707 7,9243
3 2 12 0,1923 0,0872 2,7103 0,9798 0,3214 5,3753
3 2 24 0,1420 0,0461 1,3644 1,2611 0,4458 2,7259
5 4 12 0,3842 0,0432 1,6494 0,6045 0,0940 3,2781
5 4 24 0,1897 0,0082 0,8308 0,7543 0,2209 1,6537

Tabela 4.5: Pristrasnost ocena parametra d iz prostog sluqajnog uzorka

Kod parametra d i ocena d̂mom,SRS ima malu pristrasnst. Sma�e�e
pristrasnosti sa porastom obima uzorka nije lako uoq	ivo kao xto se
to sluqaj sa ocenama parametra a. Xtavixe, kod ocene d̂qt,SRS pristra-
snost je ve�a kada je n = 12, u odnosu na situaciju kada je n = 24. Pris-
trasnost se me�a sa promenom parametara a i d. Najve�a pristrasnost
je za vrednosti parametara (a, d) = (1, 1). Sa porastom vrednosti param-
etara a i d, pristrasnost je ma�a.

Dobijene vrednosti za pristrasnost ocena parametra a iz uzorka ran-
giranih skupova data je u tabeli 4.6. Generalno, pristrasnost je ve�a
nego xto je bila kod ocena iz uzorka rangiranih skupova za jednoparam-
etarsku stepenu raspodelu. Ocene po uzoru âmle,ah i âqt,ah imaju veliku
pristrasnost, xto nije neoqekivano s obzirom da su imale veliku pri-
strasnost i kod prostog sluqajnog uzorka. Iako velika, pristrasnost
ovih ocena je ma�a nego xto je kod prostog sluqajnog uzorka. Pristra-
snost ocene âmmle,RSS je velika, iako je kod jednoparametarske stepene
raspodele ocena dobijena ovom metodom dala zadovo	avaju�e rezultate.
Ocene âmom,ah, âko,ah, âlsm,ah i âmmvue,ah imaju ma�u pristrasnost nego
ocene dobijene istim metodama kod prostog sluqajnog uzorka. Mo�e
se uoqiti sma�iva�e pristrasnosti sa pove�a�em obima uzorka za sve
ocene. Promena pristrasnosti sa promenom vrednosti parametara a i
d se ne mo�e uoqiti. Pristrasnost blago opada sa porastom veliqine
ciklusa

U tabeli 4.7 data je dobijena pristrasnost ocena parametra d iz
uzorka rangiranih skupova. Rezultati su sliqni kao kod ocena iz pro-
stog sluqajnog uzorka. Pristrasnost je uglavnom mala, osim kod ocene
d̂mmvue,ah. Pristrasnost je ma�a za ve�i obim uzorka za sve ocene osim

d̂qt,ah. Jasno se uoqava da je pristrasnost ma�a kada su parametri a i d
ve�i. Pristrasnost blago opada sa porastom veliqine ciklusa.
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â
m
m
v
u
e,
a
h

1
1

12
2

6
18
,4
26
1

3,
66
64

3,
78
42

16
,8
70
6

12
,3
25
4

5,
74
15

7,
13
14

1
1

12
3

4
16
,8
89
8

1,
55
94

2,
51
72

14
,1
91
8

9,
12
05

2,
36
98

4,
67
59

1
1

12
4

3
16
,9
21
0

0,
08
56

0,
81
72

13
,5
61
2

8,
37
58

1,
69
00

4,
09
78

1
1

24
2

12
8,
72
06

1,
14
90

1,
65
35

8,
01
93

17
,1
24
3

1,
60
71

3,
51
85

1
1

24
3

8
8,
21
97

0,
65
09

1,
38
38

6,
98
78

16
,0
35
6

0,
48
90

2,
53
00

1
1

24
4

6
7,
85
36

0,
26
39

1,
15
56

6,
26
31

15
,0
17
9

0,
54
96

1,
83
54

3
2

12
2

6
17
,7
56
4

9,
02
77

4,
65
37

16
,2
75
6

11
,3
04
1

4,
98
96

6,
58
60

3
2

12
3

4
17
,8
18
3

7,
17
36

3,
37
05

15
,3
33
9

10
,4
15

3,
80
04

5,
72
27

3
2

12
4

3
17
,0
78
7

5,
39
55

2,
21
83

13
,7
81
2

8,
59
59

1,
76
57

4,
29
94

3
2

24
2

12
8,
54
86

3,
80
04

1,
99
83

7,
80
55

16
,8
45
4

1,
37
45

3,
31
36

3
2

24
3

8
8,
00
83

2,
96
03

1,
66
69

6,
72
56

15
,5
99
9

0,
15
03

2,
27
87

3
2

24
4

6
8,
00
05

2,
63
65

1,
27
47

6,
49
65

15
,7
58
0

0,
14
07

2,
05
92

5
4

12
2

6
18
,1
31
1

12
,7
79
8

5,
99
91

16
,4
06
5

11
,3
66
1

4,
77
04

6,
70
59

5
4

12
3

4
17
,1
09
9

10
,0
95
6

4,
14
45

14
,5
37
6

9,
68
52

3,
17
85

4,
99
28

5
4

12
4

3
17
,1
68
3

8,
20
76

2,
36
84

13
,6
35
1

7,
84
52

1,
11
64

4,
16
55

5
4

24
2

12
8,
60
79

6,
01
58

2,
69
20

7,
84
31

16
,9
47
8

1,
41
11

3,
34
96

5
4

24
3

8
8,
14
22

5,
05
14

2,
10
51

6,
88
79

15
,6
32
5

0,
29
33

2,
43
42

5
4

24
4

6
8,
24
41

3,
55
33

1,
03
34

6,
62
29

14
,9
48
0

0,
27
15

2,
18
03

T
ab
el
a
4.
6:

P
r
i
st
r
as
n
os
t
oc
en
a
p
ar
am
et
r
a
a
i
z
u
zo
r
k
a
r
an
gi
r
an
i
h
sk
u
p
ov
a



POGLAV�E 4. STEPENA RASPODELA 55

a
d

n
m

k
d̂
m
m
le
,R
S
S

d̂
m
o
m
,a
h

d̂
k
o
,a
h

d̂
m
le
,a
h

d̂
q
t,
a
h

d̂
ls
m
,a
h

d̂
m
m
v
u
e,
a
h

1
1

12
2

6
7,
27
55

1,
29
98

0,
92
62

7,
27
55

2,
20
55

3,
68
03

14
,7
23
4

1
1

12
3

4
6,
88
95

2,
04
78

1,
21
37

6,
88
95

1,
70
57

5,
33
97

14
,4
33
7

1
1

12
4

3
6,
62
27

2,
14
38

1,
42
89

6,
62
27

1,
38
22

6,
32
62

14
,1
85
2

1
1

24
2

12
3,
93
14

0,
77
62

0,
29
39

3,
93
14

3,
37
24

2,
98
05

7,
85
01

1
1

24
3

8
3,
72
50

0,
98
54

0,
34
47

3,
72
50

3,
06
64

3,
73
84

7,
66
81

1
1

24
4

6
3,
64
32

1,
07
40

0,
37
26

3,
64
32

2,
95
61

3,
89
92

7,
59
81

3
2

12
2

6
2,
53
20

0,
11
46

0,
25
31

2,
53
20

0,
78
21

0,
71
09

5,
22
37

3
2

12
3

4
2,
43
55

0,
40
14

0,
33
86

2,
43
55

0,
66
84

1,
12
16

5,
12
96

3
2

12
4

3
2,
35
08

0,
60
13

0,
47
07

2,
35
08

0,
58
32

1,
20
95

5,
05
00

3
2

24
2

12
1,
32
78

0,
10
09

0,
07
33

1,
32
78

1,
14
26

0,
74
44

2,
69
21

3
2

24
3

8
1,
28
79

0,
25
16

0,
10
79

1,
28
79

1,
05
29

0,
88
88

2,
65
78

3
2

24
4

6
1,
23
80

0,
25
56

0,
13
29

1,
23
80

1,
01
90

0,
96
10

2,
60
54

5
4

12
2

6
1,
51
91

0,
14
63

0,
11
03

1,
51
91

0,
46
01

0,
42
63

3,
16
01

5
4

12
3

4
1,
45
69

0,
06
74

0,
19
62

1,
45
69

0,
38
80

0,
56
79

3,
10
62

5
4

12
4

3
1,
42
91

0,
12
22

0,
26
16

1,
42
91

0,
34
98

0,
80
33

3,
07
93

5
4

24
2

12
0,
80
25

0,
06
18

0,
05
73

0,
80
25

0,
69
77

0,
37
26

1,
62
55

5
4

24
3

8
0,
77
23

0,
00
81

0,
05
45

0,
77
23

0,
64
99

0,
46
86

1,
59
87

5
4

24
4

6
0,
75
59

0,
07
69

0,
08
75

0,
75
59

0,
60
95

0,
57
79

1,
58
17

T
ab
el
a
4.
7:

P
r
i
st
r
as
n
os
t
oc
en
a
p
ar
am
et
r
a
d
i
z
u
zo
r
k
a
r
an
gi
r
an
i
h
sk
u
p
ov
a



POGLAV�E 4. STEPENA RASPODELA 56

Nakon pristrasnosti ispitana je i sred�ekvadratna grexka ocena.
Kao i kod jednoparametarske stepene raspodele posmatran je koliqnik
sred�ekvadratnih grexaka. Posmatrane su ostale ocene u odnosu na
ocenu dobijenu iz prostog sluqajnog uzorka kombinovanom metodom.

efikasnost =
MSE(âko,SRS)

MSE(â)
.

U tabeli 4.8 data je efikasnost ocene âko,SRS u odnosu na ostale ocene iz
prostog sluqajnog uzorka. Posmatrani koliqnik je uglavnom ma�i od 1
xto govori da ocena âko,SRS ima ma�u sred�ekvadratnu grexku u odnosu
na ostale ocene iz prostog sluqajnog uzorka. Zbog male pristrasnosti
i male sred�ekvadratne grexke âko,SRS je dobra ocena iz prostog slu-
qajnog uzorka. Ocena âko,SRS ima ve�u sred�ekvadratnu grexku samo od
âmumvue,SRS. Kako ni ocena âmumvue,SRS nema preveliku pristrasnost, i
ona mo�e biti dobar izbor za ocenu parametra a.

a d n âmom,SRS âmle,SRS âqt,SRS âlsm,SRS âmmvue,SRS

1 1 12 1,0152 0,8034 0,6265 0,7897 1,1140
1 1 24 1,0883 1,0256 0,4428 0,8194 1,2299
3 2 12 0,6794 0,7230 0,5735 0,7359 0,9992
3 2 24 0,7555 0,8556 0,3654 0,6900 1,0286
5 4 12 0,5860 0,7187 0,5604 0,7033 0,9927
5 4 24 0,6311 0,8390 0,3520 0,6462 1,0068

Tabela 4.8: Efikasnost ocene âko,SRS u odnosu na druge ocene iz prostog
sluqajnog uzorka

Efikasnost ocene âko,SRS u odnosu na ocene iz uzorka rangiranih
skupova data je u tabeli 4.9. Najpre je bitno primetiti da je za sve
ocene osim âqt,SRS posmatrana efikasnost ve�a od 1 za bar neke vred-
nosti parametara a i d. Kako ocena âqt,SRS ima i veliku pristrasnost,
metoda kvantila nije dobra metoda za dobija�e ocene ni kod prostog
sluqajnog uzorka, ni kod uzorka rangiranih skupova. Sred�ekvadratna
grexka ocene âko,SRS je ve�a od sred�ekvadratne grexke ocena âmmle,RSS,
âko,ah, âmle,ah i âmmvue,ah za skoro sve vrednosti parametara a i d i
obime uzorka. Sred�ekvadratna grexka ovih ocena je i do dva i po
puta ma�a. Kako je posmatrana veliqina ma�a od jedan ili bliska je-
dinici u tabeli 4.8, zak	uqujemo da su ove ocene bo	e od ocene dobijene
bilo kojom metodom iz prostog sluqajnog uzorka. Vezano za ove qetiri
ocene, mo�e se primetiti i da �ihova efikasnost raste u odnosu na
âko,SRS kako raste veliqina ciklusa. Za ma�e vrednosti parametara a
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i d ocena âmom,ah je efikasnija od âko,SRS, a ve�e vrednosti parametara
efikasnija je ocena âmom,ah. Ocena âlsm,ah ima ekstremno ponaxa�e.
Za neke vrednosti parametara, �ena sred�ekvadratna grexka je mnogo
ma�a od sred�ekvadratne grexke âko,SRS, a za neke je mnogo ve�a. Posma-
traju�i pristrasnost i efikasnost, najbo	a ocena je âko,ah jer ima naj-
ma�u pristrasnost i najma�u sred�ekvadratnu grexku, a zatim ocena
âmmvue,ah.
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â
m
le
,a
h

â
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U tabeli 4.10 data je efikasnost ocene d̂ko,SRS u odnosu na druge ocene
iz prostog sluqajnog uzorka. Ova ocena ima uglavnom vixestruko ma�u
sred�ekvadratnu grexku u odnosu na ostale ocene iz prostog sluqajnog
uzorka. S obzirom na jako malu pristrasnost, ovo je najbo	a ocena za
parametar d iz prostog sluqajnog uzorka.

a d n d̂mom,SRS d̂mle,SRS d̂qt,SRS d̂lsm,SRS d̂mmvue,SRS

1 1 12 0,4919 0,6261 1,0229 0,0905 0,2474
1 1 24 0,2700 0,5569 0,3732 0,0474 0,2199
3 2 12 0,2493 0,5707 0,9364 0,1229 0,2281
3 2 24 0,1306 0,5282 0,3546 0,0571 0,2120
5 4 12 0,1965 0,5651 0,9180 0,1286 0,2265
5 4 24 0,0951 0,5225 0,3452 0,0566 0,2075

Tabela 4.10: Efikasnost ocene d̂ko,SRS u odnosu na druge ocene iz prostog
sluqajnog uzorka

U tabeli 4.11 data je efikasnost ocene d̂ko,SRS u odnosu na ocene
dobijene iz uzorka rangiranih skupova. Superiornost ocena iz uzorka
rangiranih skupova nije toliko uoq	iva kao xto je to bio sluqaj kod
ocena za parametar a. Ocena d̂ko,SRS ima ma�u sred�ekvadratnu grexku

u odnosu na ocene d̂mmle,RSS, d̂mom,ah, d̂mle,ah, d̂lsm,ah i d̂mmvue,ah. Ocena

d̂ko,SRS ima ve�u sred�ekvadratnu grexku u odnosu na ocene d̂qt,RSS kada
je obim uzorka n = 12, a ma�u kada je n = 24. Kada se posmatra odnos
d̂ko,SRS i d̂ko,ah, mo�e se primetiti da d̂ko,SRS ima ve�u sred�ekvadratnu
grexku za sve vrednosti parametara a, d i n.
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Zak	uqak

Uzorkova�e metodom rangiranih skupova se pokazuje kao dobra al-
ternativa prostom sluqajnom uzorku. U sluqaju da postoji pomo�no
obele�je koje je lako i jeftino meriti, uzorkova�e metodom rangiranih
skupova da�e bo	e rezultate u odnosu na prost sluqajan uzorak. Ukoliko
se uzorak bira ovom metodom sma�uje se verovatno�a da uzorak obuhvati
previxe ekstrema.

Uzorkova�e metodom rangiranih skupova je oblast koja ima puno po-
tencijala, pa je stoga vrlo popularna. Pored osobina klasiqne metode
rangiranih skupova, postoje i mnoga pobo	xa�a u zavisnosti od speci-
fiqnosti ispitivanog obele�ja. Neke od modifikacija klasiqne metode
su metoda rangiranih skupova sa optimalnom alokacijom, metoda ran-
giranih skupova pomo�u medijane i metoda rangiranih skupova pomo�u
ekstrema.

Osobine ocena dobijenih iz uzorka rangiranih skupova uglavnom su
bo	e od osobina ocena dobijenih iz prostog sluqajnog uzorka. Ocena
sred�e vrednosti iz uzorka rangiranih skupova je nepristrasna i ima
ma�u disperziju u odnosu na ocenu sred�e vrednosti iz prostog sluqaj-
nog uzorka. Ocena disperzije iz uzorka rangiranih skupova nije nepris-
trasna, ali je asimptotski nepristrasna. Ona ne mora biti efikasnija
od ocene dobijene iz prostog sluqajnog uzorka (u smislu ma�e sred�ek-
vadratne grexke) naroqito ako je obim uzorka mali. Me�utim, za ve-
like uzorke mo�e se dokazati da je ocena iz uzorka rangiranih skupova
efikasnija od ocene dobijene iz prostog sluqajnog uzorka.

U literaturi se mogu na�i ocene parametara iz uzorka rangiranih
skupova za broje raspodele. U ovom radu su prikazane ocene parametara
za normalnu i Puasonovu raspodelu. Pored klasiqnih metoda za dobi-
ja�e ocena, predlo�ena su i brojna pobo	xa�a.

Stepena raspodela ima xiroku primenu u elektronici, ekonomiji
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i kod redova qeka�a. Stoga su izvedene ocene parametara iz uzorka
rangiranih skupova kod jednoparametarske i dvoparametarske stepene
raspodele. Ocene su upore�ene simulacijom gde su posmatrane pris-
trasnost i sred�ekvadratna grexka.

Kod jednoparametarske stepene raspodele parametar a je oce�en me-
todom momenata, modifikovanom metodom maksimalne verodostojnosti
i metodom medijane iz prostog sluqajnog uzorka. Iz uzorka rangiranih
skupova parametar a je oce�en modifikovanom metodom maksimalne ve-
rodostojnosti i ocenama po uzoru na ocene dobijene iz prostog sluqa-
jnog uzorka. Me�u ocenama dobijenim iz prostog sluqajnog uzorka naj-
ma�u pristrasnost i sred�ekvadratnu grexku ima ocena dobijena mod-
ifikovanom metodom maksimalne verodostojnosti. Premda ima ma�u
pristrasnost, ova ocena ima ve�u sred�ekvadratnu grexku u odnosu na
skoro sve ocene dobijene iz uzorka rangiranih skupova. Kao najbo	a se
pokazuje ocena po uzoru metodom momenata iz uzorka rangiranih skupova
koja ima relativno malu pristrasnost i malu sred�ekvadratnu grexku.

Kod dvoparametarske stepene raspodele oce�eni su parametri a i
d. Iz prostog sluqajnog uzorka parametri su oce�ivani metodom mo-
menata, kombinovanom metodom, metodom maksimalne verodostojnosti,
metodom kvantila, metodom najma�ih kvadrata i kao modifikovana
nepristrasna ocena sa najma�om disperzijom. Iz uzorka rangiranih
skupova parametri su oce�eni modifikovanom metodom maksimalne vero-
dostojnosti i ocenama po uzoru na ocene iz prostog sluqajnog uzorka.
Najbo	e osobine pokazuju ocena po uzoru kombinovanom metodom iz u-
zorka rangiranih skupova i kada se posmatra pristrasnost i sred�ek-
vadratna grexka. Ocena po uzoru na modifikovanu nepristrasnu ocenu
sa najma�om disperzijom tako�e ima malu pristrasnost i malu sred-
�ekvadratnu grexku kada se oce�uje parametar a. Me�utim, ova ocena
je loxa kada se oce�uje d.

Sveukupno, simulacija je doprinela zak	uqku da ukoliko se uzorko-
va�e vrxi na pravi naqin i izabere odgovaraju�a metoda oce�iva�a,
tada su ocene iz uzorka rangiranih skupova preciznije od ocena iz pro-
stog sluqajnog uzorka.

U da	im istra�iva�ima parametri stepene raspodele iz uzorka
rangiranih skupovima mogu se oceniti i drugim metodama, kao na primer,
Bajesovim ocenama. Pored toga, metode oce�iva�a prime�ene u ovom
radu za dobija�e ocena iz prostog sluqajnog uzorka i iz uzorka rangi-
ranih skupova mogu se primeniti i na druge raspodele. S obzirom na
to da kombinovana metoda nije qesto korix�ena, bilo bi interesantno
proveriti da li daje dobre rezultate i kada se primeni na uzorcima
rangiranih skupova iz drugih raspodela.
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