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Ancrpakr

Merojia panrupanux CKyIoBa je CTAaTUCTHYKA METO/a y30PKOBaIbha Koja ce KO-
PHCTH KaJia Cy TPOIIKOBH Meperma 00e/exKja BUCOKHU, OUI0 (PUHAHCH]CKYU WUJIH
Bpemencku. Mjeja je j1a ce jequHuie y3opKa paHrupajy moMohy obesezkja
KOje je JIaKO M jedTHHO MEPHUTH, a MOBE3aHO je ca o0eseKjeM OJi HHTepeca.
Opnarie ce mobuja y30pak Koje HajoO/be OCTUKABA MOMYJIANN]Y, & HA KOMe ce
BpIiie cTBapHa Mepetba. [locroju obumHa JimrepaTypa o oleHaMa lapaMerapa
u3 y30pKa J00ujeHOr MEeTOJIOM paHIMpaHuX CKymnoBa. MHOTe o THX OIEHA,
Kao TITO je Caydaj ca OIMeHOM CPeJiFhe BPEeTHOCTH, CY HEeNMPUCTPAcHe W UMajy
Mamy JIMCIIEeP3U]y yV OJHOCY Ha OlleHe U3 IIPOCTOr CJIYYAJHOT Y30PKa. Y Pajay
cy TIpUKa3aHe OIeHe MapaMeTapa W3 Y30PKa PAHTUPAHUX CKYIOBa 3a HOD-
MasHy pacutogeny u IlyaconoBy pacnogesny. V3Bejiene cy onene napamerapa
CTeleHe paclo/ie/ie n3 y30pKa paHrnpaHuX CKYIOBa Pa3JIuIATUM METO[aMa 1
ynopehuBane cy ca ojrosapajyhum ormeHamMa u3 MpOCTOT CAYYAjHOT Y30PKA.
OrmeHe U3 y30pKa paHTUPaHHUX CKYIIOBA CY ce TOKa3aje Kao IPelnu3Huje H
TavHH]e.

KipyuyHe pedm: MeToJa paHrHpaHUX CKYIIOBa, OI€eHUBaEK€ IIapa-
MeTapa, CTelleHa paclojesa

Abstract

Ranked set sampling (RSS) is statistical technique for data collection that
can be used when observations are costly or time-consuming. On the other
hand ranking of the observations without actual measurement can be done
relatively easily. Methods for obtaining ranked set samples are described
and the structural differences between ranked set samples and simple ran-
dom samples (SRS) are discussed. It is shown that estimates based on RSS
are generally more efficient than their counterparts based on SRS. Estimates
for mean, variance and parameters of Normal and Poisson distribution are
shown. Different estimates of Power function distribution parameters, based
on SRS and RSS, are computed and compared. Estimates based on RSS
generally have smaller bias and MSE.

Key words: Ranked set sampling, parameter estimation, power
function distribution



Caapzkaj

1 VYBox
2 Meroaa panrupaHuX CKymHoBa

3 Ormene mapamerapa
3.1 HemapamMeTapcKd MPUCTYI . . . + « « v v v v v v v e e
3.1.1 OuneHa CPeambe BPEIAHOCTH . o« o v v v v v v e o o
3.1.2  OmeHa AUCHEP3UIE . . .« o o o o e
3.2 TlapaMeTapCKM HMPUCTYIL . . .« « v o v v v vt e e e e e e
3.2.1 Hopwmaana pacmojiesia . . . . . . . . . ..
3.2.2 IlyacoHOBa pPacmoiiesia . . . . . « . v v v v oo

4 Crenena pacroaeja

4.1 Ormena mapamerpa a Kaja je napamerap d mosHar . . . . . . .
4.1.1 Tlpocrt ciydajan y30paK . . . . . o oo v v o
4.1.2 V30pak paHTHPAHUX CKYTOBA . . . . . . . . « . . . . .
4.1.3 Cumynanuja u ynopehusaise omena . . . . . . . . . . .

4.2 Omnena nmapamMerapa Kaja cy oba mapaMerpa Helo3HaTa
4.2.1 IlpocT caydajalH y30PaK . . . « o v v vooe e
4.2.2  V30pak paHIHPAHUX CKYIOBA . . . . « « o « « o o . . .
4.2.3 Cuwmynanuja u ynopehusame orena . . . . . . . . . . .

5 3akJspyudak

6 Jlureparypa

28
28
29
33
36
42
42
48
52

61

63



Iloriaasipe 1

YBOI

Jla 6u ce crpoBesI0 KBAJIUTETHO UCITUTHRAIHE OJipehene nojare, HeOIXOIHO
je TMTOo KBaJIMTEeTHHje MMPUKYIL/babe ToJaTaka 0 Toj mojasu. llpurom ce mory
OPUKYT/bATU TOJANNA O CBHM jeIMHUIIMMA TOCMATPAHOT CKyMa WJH CAMO O
JIeJIy CKYIIA.

HcrpazkuBara Koja 00yxXBaTajy 4yuTaB CTATHCTUYKH CKYI YeCTO 3aXTeBajy
MyHO BPEMEHa W CTBApajy BeJWKe TPOITKOBE, MOTOTOBO KaJjia e Paju O Be-
JINKOM OCHOBHOM CKYTIy. ¥ HEKHM CUTyalldjaMa UCITUTHBAHEe CBUX je/INHUTIA Y
CTATUCTUIKOM CKYIY HUje HI Moryhe. 300r ToTa €y ce y CTATUCTHIIA PA3BUIIE
MeTOo/Ie KOje Ha OCHOBM 1103HABaIba JeJHOI JieJia CKyla, OMOIyhyjy JloHOIIehe
3aK/bydaka O IejoM ckyny. /Jleo ckyna Ha KoMme ce NPUKYIJbajy MOIalln
HA3WBa Ce y30paK.

Jla 6u 3ak/bydIlM O HEKOj MOjaBH HA OCHOBY Y30pKa OWJIM BaJUIHU, Y30-
paK Mopa OWTH pelpe3eHTATHBAaH. Pernpe3eHTATUBHOCT y30pKa MOCTHXKE Ce
UCIPaBHUM U300POM eJleMeHaTa OCHOBHOT CKYTa TaKo Jia W3a0paHu eJIeMeHTH
ITO CBOJUM OCHOBHUM KapaKTepUCTUKAMa HAJNKY]y Ha OCHOBHU CKYII, OJTHOCHO
Jia y3opak Oy/ie yMameHa CJIMKa OCHOBHOT CKyTia. ¥ KOJIMKO Ce HalpaBu jg00ap
n300p y30pKa, 00e36elyjy ce npenusHe, mOy3jaHe U KOpucHe wHdopMaIuje
O TIEeJIOM CTATUCTUIKOM CKYIY, y3 VIITeIy BpPeMeHa, TPOIIKOBA W HAMOPA.
[Ipema ToMe, jeaH o1 HajBaXKHUJUX KOpaKa Yy OCMUNL/baBATy U PeaTH3allji
HayJIHOI' HCTPaKHBaa je n300p y30pKa.

[Ipe camor m360pa y30pKa HEOIIXOIHO je HAIPABUTH TLJIAH y3UMatha y30pKa
y KojeM je medbuHUCAHO KaKo ce dupajy jeannauiie ysopka. Hajuenthe kopwurr-
hene meTojie 3a u360p y30pKa Cy: MPOCT CAydajaH y30paK, cTpaTu(UKOBAHH
Yy30paK M KJIacTep y30pakK.

Ko npocror ciydajHor y30pka CBaKU N-TOWIAHU TOJCKYII MOILYJIAIN]je
“Ma HCTy BepoBaTHOhy ca Kojom Moxke Outu m3abpan y y3opak. Hajue-
nrhe je moTpebHO UMATH JINCTY CBUX eJIeMeHaTa TMOIyJallije Kako O ce Cy-
YajHAM U300pOM MOIVIO ojabparu n jeaunuiia. l30op jeaumHuna ce mMoxke



HOI'JIABJBE 1. YBOJ 2

BpIIHTH TOMONY cydajuux 6pojesa (kopucrehu Tabiuie win padyHape) Wi
u3BIademeM OpojeBa u3 Kytuje. [IpocT ciydajan y3opak je 4ecTo ocHOBA 3a
CTI0ZKEeHUje TLIAHOBE Y30PKOBAbA.

Ko dopmupama crparndukoBaHOr y30pKa, MOIMYJIallija ce HajIpe Je/1n
y crparyMme (cojeBe) M3 KOJUX Ce 3aTHM y3UMajy MPOCTH CIYy9ajHH y30DIH.
Ctpatymu ce Hajuenthe bopMupajy ofl eeMeHATa KOJH Cy CJIAUYHU Y OJTHOCY
Ha obesiexKje Koje ce HCIUTYje, IIPH YeMy Ce CBAaKH eJIeMEeHT IIOoIyJialuje
HaJIa3W y TA4HO jeqHOM cTparyMy. Crparudukaruja, y ONINTEM CIyUajy,
nosehaBa IPEIU3HOCT Y OJHOCY Ha HPOCT CJAydajaH y30pakK.

Ko kiacrep y30pKa eJleMeHTH TOIyJIaluje ce TPYIHLy y Kiaacrepe (Tpy-
Ie), KOju MOCTajy HOBe y3opadke jemunune. Y cienelieM Kopaky ce Gupa
IPOCT CIyYajaH y30paK KJacTepa, a 3aTHM Ce UCHUTY]Y CBU eJeMeHATH 0Ja-
OpaHuX KJIacTepa, WU ce MOHOBO Yy3WMa MPOCT CAydajaH y30pakK egeMeHaTa
n3 ojabpanux kKJjacrepa. Pasiuka u3mehy kjacrepa m crparyMma IITo cy
JEIMHUTIE y CTPATYMy XOMOT€He, & y KJjaacTepy xereporene. Kiacrep y30pko-
Baibe, y OIIITEM CJIy4Yajy, CMarbyje MPeru3HoCT.

C ob3mpoM Ha TO Ja CBaKHM OJ MpeJCTaB/beHUX ILIAHOBA Y30PKOBaha
“Ma CBOje TPEeTHOCTH W MaHe, CTaJHa TeXKha Yy TeOPHjU y30paKa je HUCIH-
THBabe U yHaupehuBame HOBUX ILJIAHOBA Y30PKOBakba KOjUM Ou ce jobusie
Nperu3Hmje oreHe mapaMerapa KOju ce UCHUTYjy. JegaH o Mame MO3HATHX
IJIAHOBA Y30PKOBaIba, ajil Y MOCIeIIbe BpeMe BeoMa IpoyJdaBaH, je y30pKo-
Barbe METOJIOM PAHIHPAHUX CKyHoBal.

Y apyrom morjaBsby NpUKa3aHe Cy OCHOBE Y30PKOBaMa METOJIOM DaHTH-
PAHHUX CKYIIOBA.

Y Tpehem norJiaBsby jlare cy oleHe mapamverapa jJobujeHe U3 y30pKa paH-
rupanux ckynosa. OBe OIleHe Cy MpUKa3aHe YIOpeao ¢a OleHaMa U3 TPOCTOr
CIYYajHOT Y30pKa /1a Ou ce oneHuIa e(puKaCHOCT y30PKOBaKka METOIOM PaH-
TUpaHuX cKymnosa. /laTe cy oleHe cpe/iie BPeTHOCTH U JUCIEP3Uje U3 Y30pKa
paHrupanux ckymoBa. Takohe cy onemeHn napaMeTpu HOpMaJHe pacuojee,
Kao IpuMep HelpekuiHe pacuojese u napamerap [lyaconose pacmoseste, Kao
npuUMep JIMCKpeTHe pactojesie. Pazmarpajy ce ornene 3 y30pKa paHTHPAHIX
CKYyIIOBA JIOOMjeHe Pa3/IMIUTHM MeTojlaMa U M3/1Bajajy cy HajedpuKacHuUje.

Y deTBPTOM TOIJIAB/BY MTapaMeTpH CTeleHe Paclojieie Cy U3padyHATH U3
Y30pKa PAHTHPAHUX CKYIOBA U U3 MPOCTOT CIYIAjHOT y30pKa. OreHe cy n3se-
JA€HE DAa3/IMYUTUM MeTOJaMa: METO/ MOMeHaTa, KOM6I/IHOBaHI/I Merona, Moau-
dbuKoBaHN MeTOJ MaKCUMAaJHE BEDPO/IOCTOJHOCTH, METOa MejnjaHe, MeToja
KBAHTHU/IA, METO/Ia HajMaIbUX KBaJpaTa U Kao MOINMUKOBAHA HEITPUCTPACHA
oleHa ca HajMamoM gauctep3ujoM. [locMmarpan je caydaj Kajga cy oba mapame-
Tpa CTeleHe pacrojiese HeNMO3HATH M KaJa je jeJaH mapamMerap mo3nar. Cse

L enrar. ranked set sampling (RSS)
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nobujene onene cy ynopehere momohy Monte Kapio cumynanuja. 3akmpydnm
J00MjeHr U3 OBOI' OIVIAB/bA CY HOBU pe3yiaTaru. Heku oi HHUX Cy Mpe3eHTo-
Banu Ha koudepenmuju ,,Conference on Applied Statistics 2014” y Pubmy
(CioBennja) y okBupy paja ,Estimating parameters using Ranked Set
Sampling” ([14]), kao u wa cumnosujymy ,,V CHMIO3HjyM - MaTeMaTHKa W
upumene” y Beorpay y okBupy paja ,,Y30pKOBaIbe METOJIOM PaHTHPAHUX
ckynosa” ([13]).

Y mocsiemeM, MeToM MOTJIABJBY, JATH CY 3aKJbY IIH 0 e(OUKACHOCTH METOIE
pPaHIMpaHuX CKYIIOBa, IbeHUM IpeJHoCTuMa n Manama. lloceban akienar je
CTaB/beH Ha e(PUKACHOCT HOBOIOOMjEHUX OIEHA CTEIeHe PACIIOJee.
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MeTtoga panrupaHux cKyloBa

Metoia paHTHpaHUX CKYIOBa Ce MPBU MYT NOMUILE y pajay Mexkunrajepa
3 1952. ronuue ([16]). MekuuTajepos NpuCTYI je GHO BHIE HHTYHTHBAH W
WCIIPBa HUje M3a3Ba0 NHTEPeCcOBahe HayUHe jaBHOCTH. Takaxacu m BakumoTto
cy y cBoMm pajy u3 1968. rojune ja/u JjieTa/bHUja TEOPUJCKA O0jalllberha
([23]), makon 4era je npeno3uar cas 3Ha4aj oBe Meroje. [laHac je iuTeparypa
0 METOJM PAHTUPAHUX CKYMOBA BeOMa OOMMHA, aJI OCTaB/ba MECTa U 33 J1ajba
UCTPAYKIBATHA.

Kon y3opkoBama MeTOIOM pPAaHTHPAHWX CKYIOBa Hajupe ce Gupa peJia-
THBHO BEJIUKHU Y30PaK, a/Iu CE MePebe 00eJIezK]ja 0/ HHTEPECa 38 UCTPAKUBAIHE
BpIIe CaMO Ha MAaJIOM TOy30pKy. l1eja je na ce mpBoOGUTHE y30pak paHrupa
0 HEKOM 00eJIexKjy KOju je JIako u jepTUHO MEPUTH, Jla OU NpaBa Mepermha
(koja majuenthe 3axTeBajy BpeMme U HOBaIl) OUia BpIIeHA caMo Ha oapeheHoM
Opojy jenuHUIIA. YKOJHUKO ce U3 MOoMyJalnje Ohpa MpOCT caydajaH y30pak
MOYKe ce JeCWTH Ja y y3opak yhy camo ekctpemu. Iieja merome panru-
paHUX CKYIOBa je Jla y y30pak yhy 1mo pa3HOBpCHHUje jejuHuUIle, ajgu 0e3
BeJINKUX JOJAaTHHUX TPOIIKOBA.

Hajope ce u3 nonymamnuje 6upa mpocT caydajaH y3opak oonma m. OBakas
y30paK ce Ha3uBa ceT. OBe jeWHUIE ce PAHTUPAjy MO BEJTUIUHU HA OCHOBY
obesekja Koje je jeIHOCTaBHO U jepbTuHO MepuTu. l3aBaja ce HajMmama je-
JINHATIA, & OCTaJIe jeuHUIE ce og0aIyjy. 3aTuM ce OMpa HOBHU IIPOCT CJIyda-
jaH y3opak obuma m. JemaumHuIe ce omeT paHrupajy 1mo moMohHOM 00esiex]y,
aJIn ce cajia W3/Baja jeIMHUIIA KOja je JIpyra Mo Peiy, a ocTaje ce o10aIyjy.
llocTymak ce moHaB/ha m IMyTa, TAKO IITO Y -TOM IIOHABJhAKY OWpa i-Ta je-
JIUHUIEA Y panrupanoM Hu3y. Ha Taj mauyun ce mobuja m jeIMHUIA KOje yIaze
y KoHavaH y3opak. ¥ rabejun 2.1 uzabpane jeaunuiie odejiezkKeHe Cy nNpBeHOM
6ojom. OBaj mOCTyIaK HA3UBA Ce MHUKJIYC.



HOT'JIABJBE 2. METOJIA PAHI'MPAHNX CKVIIOBA 5

1 X(]) X5 X3 Xm
3 X1 XQ X(g) Xm
m Xl XQ X3 Ce X(m)

Tabena 2.1: Y30pak MeTOIOM PaHTHPAHUX CKYIOBA HACTAO U3 jJeJIHOT IHK-
JIyca BeJUYIHHE M

[Huxsiycu ce Mory moHap/paTw JOK Ce HE J00uje KeJbeHu 0OUM y30pKa.
YKOJIUKO ce IMUKJIYC TOHOBU k 1yTa, jJ00mja ce y3opak obuma n = mk. Ha
W3/IBOjEHUM jeIMHUIIAMa BPIIHA Ce Meperhe obesexkja Koje je mpeMeT ncTpa-
JKHBamba. YKOJHMKO je, Ha IpuMep, norpedaH y3opak obuma n = km, rje
je m < k, morpebHO je m3abpaTu NMUKJIYC Yy KOMe ce OUpa m jeIMHUNA W
nonoButH 1a k myra. Y TOM ciiyuajy yKynan Opoj jejumHHIA KOju ce bupajy
je m2k. YV tabenm 2.2 mpukazaH je y3opak m3aOpaH MeTOIOM pPaHIHPAHHX
CKyTOBa ca k mukJyca BeJmIuHe M.

TUKJIYC 1 X(1)1 X(z)l X(g)l c. X(m)l
IMUKJIYyC 2 X(l)g X(2)2 X(3)2 R X(m)g
INUKJIYC K X(l)k X(Q)k X(g)k ce X(m)k

Tabena 2.2: Y30pak MeTOIOM PAHTHPAHUX CKYTIOBa HACTAO U3 k MUKIYCA TJe
je CBaKMW BeJIMIWHE 1M

[Tomolino obesezkje ce 4ecTo y3uMa IpeMa MUILBEHY CTPYYHbaKka W
mporeHe ocobe ca MCKycTBOM. Ha mpumep, YKOIHKO je HOTPeOHO OLEHUTH
1pocedaH MPUHOC ojipeheHe OU/bKEe HA HEKOM TI'a3/[MHCTBY UCKYCaH PaJHUK
MOZKE JIa YIIOPEer NPUHOC HA MambuM napieaaMa 6e3 cTBapHOr Mepemba. 3a-
npaBo, u cam Mekuurajep ([16]) je pasBuo MeTom paHTHpAaHWX CKYTOBa 34
OPUMEHY Y IOJHOIPUBDEIN.

Panrupame ce MOXKe U3BPIIUTH M Ha OCHOBY HEKOT JIPYTor obesexKja 3a
KOje je M3 JIMTeparype WM MCKYCTBa IO3HATO /& KOpeaupa ca obeserxsjem
KOje ce mocMmarpa, a Koje je Jakire 3a Mepemhe. Ha npumep, Camasu ([25],
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crp. 6) y CB0jOj CTyauju je MepHO HUBO OHIMPYOUHA KOJ HOBODOLjeHYaIH.
a 6u ce oapeano HUBO ODHIMPYOHHA, TIOTPEOHO je Y3eTH KPB U aHAJIU3HPATH
y naboparopuju. MehyTum, kKako 6ebe ca BUITUM HUBOOM OWIUPYOHHA UMA]y
kyhy 60jy smna, 6eomada u rpyau, Camau je y3 momoh garor Kpurepujyma
Hajipe paHrupao Oede, a 3aram BPIIHO JabapaTOPHjCKa Meperha Ha MarbheM
O/TY30DKY .

Ako nomohmno obesrexkje paHrupa jeIMHUIE HA UCTH HAYUH KAO U TJIABHO
y HOHTAIby je caBpIlleHo paHrupame. MehyTtum, To He Mopa OMTH ciIydaj.
Busyasine mporene wim nporeHe CTpydmbaka MOry OUTH MOTPEINHE, a aKO Ce
paHTUparhe BPIIH 110 HEKOM JPYyroM o0esexKjy, Kopeialuja usMmehy riaaBHor
1 noMohHor obesexkja Huje ujaeajsHa. TaKBO paHTHpaibe ce HAa3UBa HECaBp-
IIeHO. YKOJIHMKO je PAHTHpAFhe CABPIIEeHO, JeIMHAIIE U3 y30PKa ce 00esTerKaBajy
ca X[jj, @ YKOJIHKO je HeCaBPIIEHO, ca X (j;.

Ob6um u 6poj muK/Iyca cy OJHUCKO MOBE3aHU €A HAYMHOM PAHTHPAHA je-
quHuna. Behwn obum mukiyca aaje suire nadgopmannja. Mehyrum, kom He-
CaBPINIEHOT paHTupama, nopehamem 1ukayca nosehasa ce u rpemka. Tpeba
y3eTH y 003Wp W Jla BeJUKH OOMM IMKIYCa 3aXTeBa W Y3WMAame BeJTUKOT
MOYETHOT' Y30PKa U PAHTHPaibe BeJTHKOr Opoja jeIMHHIA. 3aTo, IpH H300py
obuMa u Opoja nuKJ/ayca, Tpeda 00paTuTu 1azxKiby KOJIMKO je PaHrupabe 0J1u3y
CaBPITTEHOM, KOJIMKa je heroBa TeHa, W Jia JU je JaKO U3BECTH Ta.

[Tope1 ocHOBHOT MOJIe/1a pa3BUjeHe CYy MHOTe BapHjallije MeTo/le paHTHU-
paHHX cKymnoBa. Benumumna ceta, m, He Mopa OMTu KoHCTaHTHa. Heku ceToBn
Cy MPHUPOJHO HejeTHaKH: Opoj MyTHUKA HA PA3TUIUTHM JHHWjaMa T'PAJICKOT
ayToOyca wiam Opoj mamujeHara y 4eKaoHWIW KOJ JOKTOpa. JeaHo pelrerne
jé Ja ce BeMYNHA CBUX CETOBA CMAabU HA BEJTMUYMHY HAJMAHED CeTa, ajld Ce
Taja becrrorpedbHO rybe mudopmalmje.

Huje meomnxonno ja ce y KpajibeM Y30pPKYy HaJla3d UCTH OPOj jeUHHUIA
CBAKOT paHra. YKOJHKO je O6poj jeMHWIA CBAKOT PAHTa UCTU Y30PaK je
YPAaBHOTEXKEH, Y CYIIPOTHOM je HeypaBHOTeXKeH. Y HeKHM CJIydajeBuMa Hey-
PABHOTEXKEH Y30paK Jaje Mpenu3nuje oreHe.

Moudukaruja 0OCHOBHE MeTO/ie TIpeMa K0joj ce Opoj jeinHuIa oapeheHor
paHra Koje ce bupajy 3a y3opak ojpehyje Ha OCHOBY CTaHIapHOT OJCTYIAbA
paHra Ha3MBa e METOJIa PAHTUPAHUX CKYIIOBa Ca OITHMAJIHOM aJIOKAIHjOM .
[la 6u ce oBa TeXHWKa TPUMEHUJIA MTOTPEOHA je a TPUOPHU OTeHA CTAHAAPTHOT
ojicrynama panra. Mehyrum, osa nndopmaiimja je perko no3Hara yHaIPe.
Nnak, oBa TeXHUKA Ce MOK€ IPUMEHUTH W YKOJUKO je jeJIMHO TO3HATO J1a je
pacrosiesia acCUMeTpuYIHA. Y KOJIUKO je, Ha MpUMep, pacrojiesia aCHMeTPUIHa
VIIECHO, CTaHIap/IHa JeBujanuja ce moseliaBa ca mopeliamem panra([17]).

Myrnak ([15]) je npenIoKuo y30pKOBame METOJ0M PAHTUPAHUX CKYTOBA

lenrs. optimal ranked set sampling (ORSS)
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nomohy menujana 2. Heka je pacuosesia mocMaTpaHor obesiezKja yHIMO/IAIHA,
u cuMeTpudHa oko 6. IlapaMerap 6 ce MoxKe OIEHUTH TAKO IITO Ce Y CBAKOM
Ol M y30paKa M3 jeaHOr NMUKIyca W3ABaja MemujaHa. MehyTtum, oBakas
Mozies1 Hehe 6utn 106ap U360p YKOJHMKO je MOTpeOHO ONEHUTH JUCHEP3U]Y
obesexkja. Y TOM cay4ajy je 60/be KOPUCTUTH yPABHOTEZKEHU Y30PaK.

V3opak ce Moze m3abpaTH Tako Ja ce Kopucre camo excrpemu ° ([20]).
OBaj MeToJ1 ce CIIPOBOJIM TAaKO IMITO Ce W3 y30paKa HaAM3MeHHYHO OUpajy Haj-
Mara 1 HajBeha BpeanocT. MeToga paHTHpaHUX CKYHOBa MOMONY eKcTpeMa
Ce KOpHUCTH KOJA CUMETPpUYIHUX PacCIIodeia.

Y oBOM paJiy je TOCMATpaH caMO YPAaBHOTEYKEH Y30paK PAHTHPAHUX CKY-
HOBA.

Zenrs1.  median ranked set sampling (MRSS)
3enryr. extreme ranked set sampling (ERSS)
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OnieHe mapamMmeTapa

Y oBowm moriaB/by Omhe TpuUKaszaHW HEKU O] JOCAJIAITHLUX Pe3yaraTta y
obJacTu OlemUBaka NapaMeTapa U3 y30pKa paHTHPAaHUX cKymoBa. [maBHU
b je TPUKA3aTH OJHOC OIleHa apaMeTapa U3 y30pKa PAaHTHPAHUX CKYMOBa
7 IIPOCTOI CJIYYajHOT Y30PKA.

Hedbunaunuja 3.0.1 Hpucmpacqocm oueHe 6 napamempa 0 je paszauka u-
amehy ouexusane epednocmu 00 0 u 0, mj. Bias(0) = E(0) — 0. Ouena wuja

je npucmpackocm 0 je HENPUCMPACHA 0UEHA U 3600806080 E(é) =0 3a cse
6.

Hedbunrnnmja 3.0.2 Cpedrwersadpammna epewra L ouene 0 napamempa 6 je
pynryuja 00 0 dedpurnucana ca E(0 — 0)? u obeaescasa ce ca MSE(D).

~

Hexovmosumuja MSE ce moxe msppimmru Ha ciaenehn maunn MSE(0) =
E(0 — 0)? = Bias*(0) + D(0). Ilpema TOMe, 32 HEIPUCTPACHY ONEHY BAaKH:

MSE(H) = D(6).

KBaﬂI/ITeT JABe OIleHE C€ MOZKe YIIOPEeAUTHU IMOCMATPpamheM KOJINIHUKA IbUXOBUX
CpeTmeKBaIPATHIX Ipelfaka. YKOJUKO Cy JIBe OlleHe HelmpHCTPAcHe, 0Baj
KOJIMIHHUK je jeJIHaK KOJUIHUKY JUCIep3uja U JepUHAIIe ce Kao peaTuBHA
eUKACHOCT.

lenra. mean square error (MSE)
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Hedbunaunuja 3.0.3 Yroauko cy 01 u 0y dee HENPUCTIPACHE OUEHE NAPAME-
mpa 0, peaamusna eduracrocm? je

D(6,
D(B,)

D>
N~—

RE(6,,6,) =

Heka, ma naspe, BaxKm Ja je maT y30paK PaHTHPAHUX CKYIOBa CJaydajHe
npomMensbuBe X obuma n = mk.

Xayp Xen Xen -0 X
X Xay Xep -0 Xy
Xk Xow Xay - Xk

Cayudajna npoMersbua X nma PyHKIHK]Y pactojgesne F' u ryctuny pacuosesie
f. Jenmuune y ucToj KoJOHT HMajy HCTY 3aje JHuUKY pacrogeny. Oberekumo
ca I u f;) dynxnujy u ryctuny Te pacnojele.

3.1 HenapamerapCKu IpucCTyIl

Y 0BOM TIOIJIAB/bY, HUCY JlaTe HUKAKaBe MPETIOCTaBKe O pacnojein obe-
Jiekja Koje TocMaTpaMo.

3.1.1 Omnena cpeame BpeJHOCTH

IIpe mero mrro mpehemo Ha oneHy cpejimbe BpeTHOCTH MPUKAKIMO jeTHY 0CO-
OWHY HEKMX MeXaHW3aMa pPaHTruparba Koja he KacHuje OMTU 0Ji KOPUCTH.

Hedbuaunuja 3.1.1 3a mexanuzam panzupara ce kaxce 06 je Q0CAEIaH
YKOAUKO 3G C6GKO T 6aCU caedeha jedHauuna

F() = =3 Fiy(o).

Teopema 3.1 Cuedehiu mexarnusmu parzuparea cy docaednu [25]:

i) caspweno paneupare 6e3 nomohnoe oberesrcja

2enru. relative efficiency
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i1) mecaspuieno pareuparoe 6e3 nomolinoz obeaesrcja
it) paneupare ca nomolinum obesexciem

Jlokaz:

i)

YKOMHUKO je paHTUpame CaBpIIeHO, jeJIMHUIle U3 i-Te KOJoHe, ¢ = 1,...,m,
NMajy TYCTHHY PacIojese Kao U ¢-Ta CTaTHCTHKA mopeTka. pyrum pedmma
Bazku jeanaxoct fi(x) = fu)(r). Kako je

m)!

fole) = G =g = F@I O p )

MOYKE Ce U3pavyHaTH Ja je

1 TIpeMa TOMe,
1 m
fl)==>" fulx).
m <
=1
Tj. caBpIIeHO paHrupambe 6e3 momMohHor obesexkja je JI0CIeIHO.

Ko vecappienor panrupatma 6e3 momohHor obesnexkja jeumHuIe y30pKa 13
i-Te KOJIOHe HeMajy ryctury f(;). Unak, dbynknumja pacmojesne i-Te KoJIoHe ce
MOKE 3aIUCATU Y ODJIHKY

Fiy(z) = Z psil(s)(2),
s=1

r7e je ca pg; obeiexkena BepopaTHoNa j1a s-Ta CTATUCTHKA HMOPETKa OyIe ole-
m

beHa PAHIOM S. YKOJIHMKO Cy BepOBAaTHONE WCTe 3a CBAKH IUKJIYC, Y Dgi =
s=1

m
psi = 1. Ilpema Tome,
i=1

3=

s
I

—

w

- > Flr) =

|
3|~
NIE
Il
NGERE

V)
Il
—
S
I
—
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OBuM je J0Ka3aHO Ja je HeCaBPIIEHO paHrmpama 0e3 moMmMohHOT obeserkja
JTOCJIETHO.

i)

Kox pamrupama ca moMohuHuMm obesexkjem, yMecTo 1o obesexk]jy X, paH-
rUpame ce BpIIM Ha OCHOBY obesiexkja Y, Koje je y Be3u ca obenexjem X.
Heka je Y(;) ¢-Ta cratucTuka moperka obenexja Y. Heka je ca fy)y, (z]y)
obesiezkena ycioBHa QyHKImja rycrune 3a X 1oj ycsaosoMm Y =y u ga)(y)
je Mapruna;na gpyHnkuuja rycrune Y(;). Taga je

fule / Fxivo (@100 () dy

Opnatie,

fla) = f§ Faviy (al)gio (v)dy
= Zf[z]( )

Jpyrum pednma, OBaKaB MEXaHH3aM paHIUpamba je mocaesad. [

Cana je moryhe gaTm ouLeHy cpeame BPEIHOCTH M3 Y30PKA PAHTHPAHHX
CKYIOBA.

Cpenma BpeaHocT obesierkja OLEHmeHa M3 y30pKa PAHTHPAHHX CKYIOBa
JaTa je join Ha moveTky paspoja ose merone. Mekunrtajep ([16]) je xeneo na
nahe ecdbukacuuju u 60/bU HAYKUHA 3a IPOIECHY IIPOCEYHOI IPUHOCA TAITIHAKA.
Takaxacu u Bakumoro ([23]) ¢y KacHuje gaygu u ocobuHe OBe OIeHe.

Teopema 3.2 ,ZZama je cayuagha eeaununa X wuja je cpedrba 8pedHocm (i,
a ducnepsuja 0. Heka je usabpar ysopax Mmemodom PAHUPAHUT CKYNOGA U
Heka je mexanusam parzuparea docaecdan. Ouena cpedre epednocmu ® dama

je ca
1 m k
HRrss = ik Z Z X(i)j- (3.1)

i=1 j=1

3a o6y oueny cascu
i) [irss je menpucmpacha ouena, oonocno E(firss) = [

.. A o2 . . .
ii) D(firss) < Zp 2de jednarocm easicu camo y cayuajy 06 je Meranusam
PAH2UPAHHA LOMNYHO HACYMUYAH.

30Osnaxka RSS (Ranked Set Sample) y dopmyau o3nauasa ja je ornena mobujena u3
y30pKa PAHTHUPAHUX CKYIIOBa
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Jlokasz:
i)
1 m k
E(ﬂRss):%zz ZE

[ocneama jelHAKOCT je TavHa 3aT0 MITO X (31, X (42, ---» X (i)k UMAJy 3aje/IHH-
4Ky pacuoneny Fi. lame,

E(firss) Z/xdF[l /xd ZF /xdF(x) = U

[ocstenmba je THAKOCT BayKu 3aTO TITO je PaHrupame gocieau0. OBum je TBp-
A JJOKA3aHa.

i)

m k m

Ca 9 je obemeyker 1pyru MoMeHAT cay4dajae pemmanae X. 13 Komu-IlIBap-
IOBE HEJeJIHAKOCTU CJIejIU

LS (X ) > ( Ly ex >>2 i
— ) =2\ — i1 =
m (i) m (i)
re jeanakoct Baxu axo je E(Xay) = E(X@1) = ... = E(X(@m)1), mro
je cuaydaj Kaja je MexXaHH3aM paHTHpama HNOTHYHO HacymmdaH. Ogatie,
Dijigss < ;—1 0

OBa TeopeMa ce MOYKe YOIIITUTH Ha Tpou3BosbHy dbyukumjy h(z). e-
TasbHEjE 0 TOMe ce Mozke Hahu y [25].

Ha ocnoBy naBejiene Teopeme, Moryhe je ynopeauTu OIeHe CPeihe Bpe-
JIHOCTHU J100MjeHe W3 y30pKa PAHTMPAHUX CKYMOBA W W3 MPOCTOT CJIYYajHOT
y3opka. Heka je ca [igrs obesiexkeHa olleHa Koja je mo0HjeHa MeToI0M MOMe-
HaTa W3 IPOCTOT CIYUajHOT y30pKa' , obmMa n = mk. Kao mro je mosmaro

*Osnaxka SRS (Simple Random Sample) o3nauasa 1a je onena go0ujeHa W3 TPOCTOT
CITy9IajHOT Y30PKa



HOT'JIABJBE 3. OIIEHE ITAPAMETAPA 13

O'

OBa OICHA je HENPUCTPacHa U IheHa Jucnepsuja je —. Onene jisps U [IRss
MOT'Y ce YIOpeIuTu momMohy pejiaTuBHe e(bI/IKaCHOCTH

D(fisrs)

RE(fisrs, ftrss) = D(jinss)

Ha ocuoBy pesysitara ii) U3 IPeTXOJHE TEOPEMe BazKu

RE(fisrs, ftrss) > 1

Kako je penaruBra edukacHocT Beha oj jeunuile, OleHa Cpeibe BPeHOCTH
13 MPOCTOT CAYYIajHOT Y30PKa je Mame epuKacHa O] OlleHe U3 y30PKa PaHTH-
PAHHX CKYIIOBA.

3.1.2 Omnena aucrep3suje

Heka cy aartu upoct ciaydajan y3opak oduma mk
(X11, Xot, ooy Xin1, Xa2, ooy Xink)
7 y30paK paHTUpPaHUX CKYIMOBa MCTOT 0OMMa,
(Xay; X215 o X1, X(1)25 - X(m)k)-
Ornena gucnepsuje U3 TPOCTOT CJAYUYAJHOT Y30PKA je

m k
S S — fiss)

i=1 j=1

3

m k
re je fisps = »_ »_ X;;. OBa oleHa je HENPHUCTPACHA W UMA JUCIEP3H]Y
i=1j=1

20%

D(Sz) - mk — 1

[Io y30py Ha OBy OIleHY, OlleHA JUCIIep3Uje U3 Y30PKa PAHTHPAHUX CKYIOBa

je
1 m k
5712%55 = mk — 1 Z Z(X(i)j - [LRSS)Qa (3.2)

i=1 j=1

rae je flrpss = Z Z Xiyj- Y by onpehusama oueknBama u JECIEp3ije
i=1j5=1
oBe oIleHe, MoTpedHO je yBecTH ciiejehe o3nake. Heka je X1, X, ..., X, npoct
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cIydajaH y30pak Iiie cBako X; UMa odeKuBambe i 1 gucnepsujy o2. Ca X (i) Je
obeJieykeHa -Ta CTATHCTHKA MOpeTKa. AKO ¢y ¢ u k TIpOU3BO/bHE KOHCTAHTE,

Ta1a BaXKH
S (X~ = o - o
i=1 1=1

Opnatie,

ZE(X(Z-) — C)k = mE(X — C)k
i=1

Kao moceban cay4uaj, moduja ce ma je

Z My =
Z ol = mo® — Z un (3.3)

rae je pue) = EXg, O'(Qi) = DX u 73 = pg — 4. Cajga, ouekuBarme OIeHe

Ohss je:
5 1 m k . )
E(0rss) = B E > (X()j — firss)?)

— ot (S B - mB(ies))

%

e (zwa) T 12) — m(D(finss) + u2)>

2

Kaza ce y oBom u3pasy 3amenu maucnepsuja D(jirss) Koja je m3padynara y

Teopemu 3.1
Dijinss) = 1 1 &= ,
HRSS) = mk H2 m ;Zl LORE

Jobuja ce
Z 0(21.) k (Z M(Q,-) —m;ﬂ)
E(6%ss) =+ —
2 ?T(%)
=0°+ m

Jlakne, ouena 6%qq HUje HempueTpacHa. Mehytum, us (3.3), cienu ma je
2
2270 2
K]

m(mk — 1) = (mk — 1)
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[Ipema ToMe, olleHa ORrgs je AaCUMIITOTCKU HEIpHCTpacHa, OWJI0 ja m uau k

Texke OeckoHauHocTU. /JlecHa cTpaHa ropime HejeJHAKOCTH je MPUCTPACHOCT

(mk—1)s? .
OIeHe ~———~ U3 HPOCTOT CJIy4ajHOr y30pPKa

2 2
o mk —1)s
- _—452_FE Q
(mk — 1) mk

_ 2
[TpucrpacHocT oreHe 0 rss HUje Beha 01 IPUCTPACHOCTH OIleHe %, MaJaa

Huje Moryhe YKJIOHUTH je HA UCTH HAYUH.
Jlucuepsuja onene Ggq je

D(6%ss) = (mk—12{(mk 1)? 2 Hagi +4272
(mk 1)27'()N3 +(mk2220()

k—1)—(mk—1)
RIS L),

e je pre = E(Xa — ,u(i))k. YKOJIHKO je paHTHparbe MOTIIYHO HACYMUYIHO

Pk(s) = E(X —p)k = px 3a cako 4. YKOIUKO ce yOamu y IPeTXOAHY jeTHAKOCT
Jiobuja ce

. pys  (mk—3)o?

D(62 =—

(Ohss) mk  mk(mk — 1)

Onena aucnepsuje JobHUjeHa U3 y30pKa paHTHpaHUX CKYIIOBa, He MOpa OMTH

eduKacHuja o oleHe J00MjeHe U3 MPOCTOT CAYYAJHOT Y30PKa, HAPOUUTO aKO

= D(s?)

je obum y3opka maau. Mebhyrum, 3a Besimke y30pKe MOxKe ce JloKa3aTu Jia
je oleHa U3 y30pKa paHIMpPaHUX CKyIoBa eduKacHUja oJ1 OoleHe J00ujeHe n3
nmpocTor ciay4dajHor y3opka. IIpenusnuje, Baxku ciaeaeha Teopema.

Teopema 3.3 Heka cy uszabparu npocm cayuajor y30pax u Y30pax parau-
panuT ckynosa obuma mk us nonysayuje wuje obesedcie uMa HEMEPMU Mo-
mernam. Tada nocmoju n*, makxeo da 3a mk > n* sasrcu:

MSE(G) _ Dehus) _ |
MSE(6%gg) MSE(6%gg) —

Hoka3z Teopeme Mozxke ce nahu y ([22]). I[IperusnocT oneHe U3 y30pKa paH-
FHpaHUX CKYIOBa MoOxKe ce moBehaTn Omao mopehameM BeJTUdnHe NHKIYCA
m uau O6poja mukayca k. Y npakcu, 3na4ajHo rnosehame BesuvunHe NMUKIYCA
nuje Moryhe, na ce mpuberaBa nosehamy Opoja MUKIIYCA.
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3.2 Ilapamerapcku npuctym

Y sgureparypu ce mory nahm omene mapamerapa u3 y30pKa pPaHIHPaHUX
CKyHoBa 3a MHOTe pachojiejie. Y OBOM IOIJaB/by Ouhe npukazaHe OleHe
3a mapamerape nopmaJsie u [lyaconose pacmosese.

3.2.1 HopwmaJjsHa pacmnojeJja

3a oneny napaMerpa (i KOJ HOPMAJIHE PACIIOJIe/e MOXKE Ce y3eTH OlEHA
(3.1), a 3a oueny napamerpa o2, nocroje nobosbinama orene (3.2). Hajupe
hy npukasaTu pasjauduTe OIeHe JUCIep3uje HOPMAJIHEe PacIojiese 3a Cay4aj
KaJla je y30paK pAaHTMPaHUX CKyIOoBa OMpaH U3 jeJTHOT IUKIyca. 3aTHM, Y
JIPYTOM JeJ1y, HpHKa3ahy oleHe Juciep3uje u3 y30pKa KOju je OupaH U3 BUIIE
IIAKJIYCA, a Koje cy HacTaje Kao KOMOMHAIIN]a OlleHa TOOHjeHUX U3 y30pKa ca
JEAHUM IUKJIYCOM.

Onena aucnepsuje: JegaH 1MuKJIryc

Heka je n3abpan y30pak paHTHpaHUX CKYIIOBa U3 jeTHOT IUKJIYCa 0OUMa, M.
Onena 6%gg HUje TIOrojiHa 3a Kopuiihieme KoJ| Maiux y3opaka. JledpuHuinmmo
napamerap (; Ha ciejehn Hauun:

By — R T@)
T T, T,
ComaHo, y ommrreM Cjiydajy
Fk(4)
Vk(j) = ok

Crexneha onena je nenpucrpacua ([26]).

;(X(i) — [irss)?
a-\]2%.5'5',m0d == m (34)

m—l—l—%Zya)
i=1

Jncnep3uja oBe oreHe je

D 5'2 = U4m m—1)2 3 Va(i
( RSS,mod) (m—l+ 2:1'/( )) {( m ) 1:21 4(3)
+4ZV V2)+4mTZ ()1/3()

1<J =1
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3a ciy4aj HopMaJiHe paclojie/ie JIUCIIep3Kja OBe OlleHe je Marba O]l JIUCIIeP3H-
je OleHe W3 MPOCTOT CaydajHor y3opka, D(s*) = 20*/(m — 1), 3a m = 2,3, 4
u 5 ([26]).

Jor jejna ornena jgucnep3uje HOpMaJHe pachojiesie y Cay4dajy jeiHOr u-
KJIyca J00uja ce YKOJUKO Ce OIeHA CPebeé BPEJHOCTH JIOOMjeHa MEeTOI0M
MaKCHUMaJIHe BEPOJIOCTOJHOCTH, [lRss , 3aMEHH HajOO/bOM JIMHEAPHOM HEIPH-
CTPACHOM OIIEHOM U3 Y30pKa PaHIHMPaHHUX CKYIOBa °

Tana he onena aucrepsmnje HOpMaJIHe pacrojiese MaT ODINK:

2
—a, Z “““6) , (3.5)
1
v
_ J
]; Y2(3)

rJe je KOHCTaHTa a,, je n3adpaHa Tako Ja oleHa Oyae HenpuCTPaCcHA.
Ommru coryuaj onene (3.5) je

Ay, —

re je
-1

o 1
Z b | vE) + 120) — = ;
j=1

1
V2(1)

=1

a bj cy mosuTuBHE KOHCTaHTe OMpaHe TaKo Jla olleHa Oy/ie HeIIpUCTpacHa. 3a
bj = 1/vy;) 106uja ce onena (3.5). [ucnepsuja ose onene je

D(63(b)) = o*g2 (b ){262 ( Nblue)4
S bbE {( G ﬂbwe)Q(X<i>;ﬂmue>21}_a4

JF

Senrsr.  best binear unbaised estimator (BLUE)
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Jucnepsuja onere 67 nobuja ce 3aMeHOM IapaMeTpa b; = 1/va(;). Koncranre
b; ce Mory GmpaTH 3a CBaKO M TaKO Ja MAHHMU3Y]y AUCIEP3HU]jy.

[Tope oBe Tpu orene, Jy u capaguunu ([26]) cy y ¢BOM pajy mocMaTpain
1 OLleHy J00HjeHy HyMEepHYKIM MeTOZaMa u3 (PYHKIHje BEPOIOCTOjHOCTH,
6}22557,”!6. Yopeauin cy OTleHe 3a Pa3He BPeTHOCTH 1,3 Ha OCHOBY PeJIaTHBHE

edukacnocru. Ouene 67 u 62 ce IOHAIIA]Y IPUOIHKHO HCTO, Ca THM JIa OlleHa

03 MMa TPeHOCT, ¢ 003upoM Ja je mMoryhe Guparu napamerpe b; Tako ja ce
MuHIMEI3Yje auctepsuja. Onene 63 u 62 cy epuKacHTje 01 52 jep UMajy Mamy
qucreps3ujy. Ope omene cy 00/be Uy OZHOCY Ha 6]2355’m0d. Edukacuoct je
Beha kako ce m mosehasa. Ca apyre cTpane, oneHa 612{55,7711@ je edbukacHmuja
y ojHocy Ha 62 u 03. Unax, m3padyHara HPUCTPACHOCT 3a OBY OIleHYy je
pEeJIATHBHO BEJIMKA, & ONEHA METO0M MaKCHUMAJIHE BEPOJIOCTOJHOCTH HHUje
npenopyusbnBa. lakne, onena &3 (b) ca onrumanaum b; Hajbo/ba je omeHa y

oiHOCY Ha ocTaje Hasegene onene. [erapune tabeste moxere nahu y ([26]).
Onena aucnepsuje: Buiie mukayca

Y oBoM jiesty npukasahy oreHe JUCIep3uje HopMaJTHe Pacioie/Ie u3 y30pKa
PaHIHPaHUX CKYIOBa KaJi ce y30paK OMpa U3 BHUIIE IUKJIYCA.

Hexa je (X 1)1, X@2)1, s Xm)1, X(1)2, s X(m)k) Y30PaK paHTHPAHUX CKyTIOBa
obuma mk, T11e je m BeJIUUHHA IMUKIyca, a k 6poj mukiayca. Kao u y caydajy
jeHOT MUKJIyca 3a OleHy Jucnep3uje je Moryhe yseru oneny (3.2)

m k

~ 1 ~
Thss = P DY (X — firss)*

Kako je oBa onena mpucrpacHa, MOAUMUKAIMJOM ce J100Hja HeIpUCTpacHa
oleHa:

(3.6)

[Topes oBe, mocToje U HOBe omneHe. [Ipu padyHamy HOBHX OIlleHa TapaMeTpa
o? moryhe je KOpHCTUTH JBa IPUCTYIIA.

Y mpBOM MPUCTYIy W3 CBAKOT IUK/IyCa Ce PAIyHA OIEHA IMapaMerpa, ma
ca 3a YKYMHY OIeHY y3WMa apUTMETHUYKa CpeanHa J00ujeHux onena. Heka
je y3opak Ompan momohy k He3aBHCHUX NHUKIyca BeamdnHe m. OneHY -

cuepauje U3 j-Tor mukJjayca 3a j = 1,2,..., k, buhe obesexkene ca 6?. Kako

benrs.  maximum likelihood estimator (MLE)



HOT'JIABJBE 3. OIIEHE ITAPAMETAPA 19

je oBUX k olleHa HE3aBHCHO U jeJIHAKO PaCIOJe/beHO, OIeHa JUCIEpP3Hje U3
IIEJIOT Y30PKa PAHTHPAHUX CKYIIOBa je

2 1 A2
O-RSS Jukupno — L G(j)

52 . 52
3a oleHy 0(;) MOKe e Y3eTH HeKa 071 IPeJIXOTHO HPEJITOKEHNX ONEHA: 0 kg mods

62 u 63(b). MelyTum, HujeaH 01 Ipe/I0ZKeHAX olleHa HeMa 3a,/10Bo/baBajylia

ceojcrBa ([26]).

Y IpyroM PHUCTYIY, Y30pakK pAaHTMPAHUX CKYTIOBA Ce TOCMATPa Kao YHHUja
m KJiaca, CBaKa BeJIUYHHE k, TIe je i-Ta KJaca i-Ta CTATHCTUKA MOPEeTKa, § =
1,2, ...,m. Jlakie, y3opak ce cactoju oi m mogysopaxa, (X i, Xz, - X(i)k),
1 <1 < m, rue cy nogysopnu Melycoono nezasucuu. Jlekommosummja orene
(3.6) ce Moxke u3BpuHTH Ha ciaeelin HaYnH

6.2
RS S mod,ukupno

|
—
NE
M=
i
|
ISl
=
+
>~
NE
is
=
)
wn
2
~——

k
rue je X G = % Z (i)j CPe/lEba BPEHOCT KJjIace {-THX CTATUCTHKA, a V; =

k m k _
k# Z(X(z )) nmcrep3nja y i-Toj Kiaacu. V3pas 2:1 2%(X(i)j - X@u)?
j=1 i=1j=

m —

je Iucrepsujy yHyTap KJace i-THX CTATHCTHKa, a k Y (X () — firss)® je muc-
i=1

nep3ujy usdmehy kiaca i-rux crarucruka. /lucnepsmja orene je

D(&%Ss,mod,ukupno> = ( 1 ) mk’ 1 Z Va(i)
mk—1+L
+4ZV@ V(i) Z OLE0)
+<£‘Z2ZZV2<Z Va( )+M#ZV2 02}
1<J

13 ose onene moryhe je m3BecTn HOBE OlleHe KOpUCTEhW caMo jeaHy BPCTY
JECIep3nje win KoMOGnHOBabeM obe (yHyTap Kiace u usMmely kiaca).
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Omena momohy yHyTapKJacHe Juciiep3uje

Heka cy 145(;) mosnare KOHCTaHTe TaKO [a Cy V; HEIPHCTPACHEe OIEHe 33 JH-
cuepsujy yHyTap kiace i-tux crarucruka, rae saxu E(V;) = 0%y, 3a 'V
Bazxu ja ¢y mehyco6no mesapucue ca mucnepsujom D(V;) = o'ng , tae je

Va(i) — V2(i)2 2 9

=" k(k — 1) 20

3 nperxomaHor AUpPEKTHO cjead Ja je Hajbosba JuHeapHa HelpHCTpPacHa
OIleHa 33 02 MPeKo YHYTapKJIACHUX auchepsuja’, Vi:

m
~2 _ "(3)
ORSS,W,mod — Z Vi
. 2

Jncnep3uja oBe oreHe je:

D(&I%SS,Wmod)

Onena nmomohy mehykiiacue gucnepsuje

Cnmano nperxognom, moryhe je ¢popmuparn HoBe onene kopucrehm camo
qucneps3ujy u3mehy kaaca. Cpenme BPEIHOCTH U3 KJIaca 7(2-), 1=1,2,....m
cy nesasuche ca jucnepsujom D(X ;) = D(X(;);)/k. Ananorso onenava u3
jeJIHOT IUKJIyCa, MOTY ce U3JBOjUTH cJiejehe oleHe Ha OCHOBY JucHep3uje

u3Mehy Kiaca:

1. Onena jobujena xopumhemem Mehykiacne aucnepsuje® us onene 3.4
je

;(X(i) — firss)?

~92 o
ORSS,B,mod —

m

m—1 mk—m+1 2
k + mk Zl V(z)

1=

"Nunekc W y Ha3uBYy OIeHE MOTHYE Of PEUH Of within (yHyTap), U OmHOCH Ce Ha
YHYTapPKJIACHY IUCIIEP3MU]Y.

8Unnexc B y HasuBy oreHe moTude of peun of between (w3mely), u ogHoCH ce Ha
Mehykmacuy mucnep3ujy.
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ncnep3uja oBe oreHe je

0 . Z102 & [y +3(k—1)v
D(U%BSS,B,mod) = — g : 2{(mm1) S [u
(ml: +EEEE m+ Z ) =1

on Virat) m— 1 >V3<z)
13 Ty et
”2()'/2(1) - )
L5y (2 >
1=

1<J

2. Ouena j06ujena kopumihiemem MehyKiache jucnepsuje u3 onete o: je

2
~2 :U“blue
o = Q,
RSS,B1 — k Z VQ(rL /k
r7e je )
m V2- -
(4)
amip=|m—-1+k —
u m
Z;)QU/VHH
[Lblue - Z_m
; 1/va)

Hucnepsuja mobujene orene ce nobuja kama ce y u3pasy D(0rss.p2)
Koju je mpuka3zan y ciejehoj Taukn 3amenn b; = 1/150), i = 1,2,...,m

3. Omnena nobujena xopumhemem MeljyKaacue aucnepsuje u3 olmeHe o; je

&IQYSS,BQ = Gm, k Z b Y lj’blue)

r7e je
~1

BT ERCG 1
Imx (D) = sz‘(’/(i) to T Tm
=1 k2 )

]:

. . /\2
Koncranre b; ¢y Takpe 1a MUHUMH3UPA]Y TUCHEP3U]Y O pgg pa-

Jlucnepsuja oBe oIeHe je
5 X 1 ue 4
D(Uzzzss,m(b)) = 0497271,k( ){Z bz <w>

Y S bbE [(Xm ubzue> (X@);ﬂbme)z} Lot

JFi
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Onene ngobujeHe kKoOMOMHAIjOM YHyTapKJacHe u mehykiacue
Aucmeps3unje

Ornene ce Mory J00OHTH W Kaja ce KOMOMHYjy VHYTapKJacHa u MehykimacHa
nuciepsuja’.

2 a2 2

Orss,pw (@) = adgggyw + (1 — a)0kss p (3.7)
Kiraca onena gucriep3unje HOpMaJIHe PACIOeie Te je &%SS’W OTIeHA JUCIep-
3uje nmomohy yHyTapKJIacHUX Juclep3uja, a 6%%53’ p Je jedHa o oneHa JHUC-
nepsuje momohy mehykracuux nucnepsuja. 3a vexo ael0, 1] onena &%SS’BW<Q)
je HempucTpacHa. ONTHMATHO v KOje MUHUMU3Yje JTHCIEDP3Ujy OIeHe je

% D<5-12%SS,B) - COU@JQ%SS,Ba 512%55,1/1/)

ot = —— “ _ _
D(U%zss,w) + D(UJQQSS,B> - 200”(0'%:55,37 U%%SS,W)

. /\2 /\2 .
3a cBaky KOMOMHAIM]Y ONEHA Opggp U Opggw Moryhe je mahm a taxo ga
je aucuepsuja oneHe mMuHuMaJiHa. OreHe go0ujeHe KOMOMHAIM]OM yHYyTap-
KJIaCHE OLEHE Ohggyy M MEDYKIACHUX ONEHA Ohgs 5ot Orsspl M Ongs po
~2 ~92 ~2 [ ’ o
CY, PEJIOM; Ors wBmod» TRSS,WB1 M TRsswpe- JAMCIEP3Uja OBUX OEHA je:

D(6%sspw (@) = a?D(0kgsw) + (1 —a)*D(6%55.5)
—2a(1 - a)COU(Uzzzss,Wa 012%53,3)

Kana ce y oBaj u3pas ydanu onTHMaJIHA BPEIHOCT 3 (v

D(&%%SS,B)D(&%%SS,W) — cov® @?{SS,Ba &IQQSS,W)

D(ﬁ%ss,w) + D(é-%%SS,B) - 200“(612%5,37 Ghssw)

D<512%SS,WB(04*)) =
kkosk

Cae mpeTxojiHO HaBeseHe orene, Jy u capagauunu([26]) ymopeauan cy cumy-
: ) ~2 ~2 ~2 :
mamujoM.  OUeHe 0kggwimod 1O RSS,Bmods ORss.B1 M ORgs pa NOKA3yjy jomie
ocobUHe KaJa ce ymopeae ca OIeHOM ANCIHep3uje S2 W3 IPOCTOT CIYdajHOT
Y30pKa U ¢a OIEHOM JICIEP3Uje Oagg, o W3 Y30PKA PAHTUPAHHX CKYIOBA.
MehyTtum, onene pobujene KOMOMHAIMJOM YHYTAPKJIACHHX H MehyKIacHHX
) ~2 ~2 :
JUCTIEP3UJA ORos W Bmods Orsswpl B Opsswpr, TOKasyjy Gosme ocobune y
onnocy Ha s2. Jlucmepsuja s? je seha o amcmepsmja OBUX ONEHa, W Ta

9Unpekc BW y naszusy onene norude oj between —within (u3meby - yuyTap), 0 oaHOCH
ce Ha YHYTapKJIacHy ¥ MehyKJIacHy JUCIep3Hjy.
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pasymka je Beha ca mopacTtom Opoja nukiayca. CiaudHe OcoOWHE ce MOry
IPUMETHTH U K3JId CC OLCHE 0 R 1w Bmods O ss.wp1 B Ohsswpe YIOPEIE ca
OTIEHOM &%zss,mod- [Ipema Tome, cBe oreHe J00MjeHe KOMOMHAIIMJOM yYHYTap-
KJIAaCHUX W MehyKJIacCHUX jucnepsuja nokasyjy poope ocobune. Ilto ce Tuue
MebhycobHOr ojiHOCA OBE TpH OIeHE 6?—255,1/1/ Bmod TOKa3yje Hajrope ocobune. Y
BehuHu ciydajeBa 6122537‘,[,32 je Hajbospa orena. /lerasbHuje o oBoMme, MozKeTe
mahu y [26].

3.2.2 IlyaconoBa pacnomeja

PamoBn Be3aHW 3a OlleHe TapaMeTpa W3 Y30pKa DPAHTWPAHUX CKYMOBA
yIJIAaBHOM HCINTYjy HempeKuIHe pacuogene. Mehyrum, mapamerap Koju ce
ollerbyje U3 y30pKa paHIMpaHUX CKYIOBA MOYKe OUTH U U3 JUCKPETHE pac-
nozesie. JemaH O/ PETKUX PaJioBa KOjH WCIHUTY]y OIeHUBAFKe IapaMeTpa
JUCKPETHE Pacojiesie U3 y30pKa PAHTHPAHUX CKYIOBa je [2].

Kao mTo je mo3nato, 3a [lyaconoBy pacnomeny BazKn

/\z
P(X <z)= —'6_9”, x=0,1,2,...
x!
riae je E(X)=Au D(X) = A\
Ykoiuko je (Xi,...,X,,) mpocr ciydajaH y3opak OleHa Hapamerpa A
METO/I0M MaKCUMAaJIHEe BEPOJIOCTOJHOCTH je

Asrs = % Z X;.
i=1

Osna oreHa je HEIPUCTPACHA W MMa TUCIED3Ujy A/m.
Comano, yxosmko je yzopak (X 1)1, X(2)1, ..., X(m)1)) Onpan MeTosom paH-
IMpaHUX CKYIOBA Ca jeJHUM IMKJIYCOM, OIleHA apaMerpa A je

. 1
ARSS = — E Xn
m “
=1
Omena u3 y30pKa paHIHPAHHX CKYIOBa MOXKe ce JOOMTH W Ha JIPYId
HAYUH. 3a OIeHy HapameTpa A MOXKe ce Y3eTH JUHeapHa KoOMOuHaIuja Bpe-
HOCTH U3 Y30PKa

A=) 7iXan (3.8)

rae ce 7y; 6bupajy Ttako ma D(A\*) Oyme MUHEMAIHO Y KJIACH HENPUCTPACHUX
onena. Heka cy Ugy pedunncanu xao Uy = (X1 — A)/A, 3ai=1,2,...,m.
C obzupom ma ITyacoroBa pacrnozesa He npumnaaa haMILIAji PACIOALIA KOje
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NMajy IIapaMerpe I0J10zKaja U paclpllerba, peIyKOBaHe CTATUCTUKE OPETKa
U Hemajy pacmofeny caoboany ox nmapamerpa. IIpema Tome, odeknBambe
cmyuajue pemanne Uy, o, B nucnepsuja caydajae emmaune Uy, Vi, 3a-
BHUCE O] mapaMerpa A. YKOJUKO Ce Ta YNHEHUIA 3aHeMapH 3a TPEeHyTakK,
oUYeKnBame oreHe \* je

E()\*> = )\Z’}/Z + \/Xai:ma

a JMcuep3nja
D(X) = A Z Vili:m,

Ipu 9eMy je 3600 HeMPUCTPACHOCTH » v = 1 U Y Y., = 0. da 6u ce
JIo0mIe BPEIHOCTH 7y; TIOTPEOHO je MUHUMU3UPATH JlarpanzkoBy OYHKIH]Y

F = Z’V?Vi:m - a(z Vi — 1) - b(z 'Yiai:m)

PemaBamem cucrema jeHaqnna

Z%’ =1
Z’Yiai:m =0

3a i =1,2,...,m nobuja ce

L (Ce ) anEamfv)
Z [<Z 1/V3m)<2 a?:m/yjim) - (Z ajim/yj:m>2] Vizm,

Jucnepsuja onene \* je

(3.9)

(2 1/ Wi ) (32 O/ Vism) — (32 Qisin [ Vien )?

Jlaxie , yKOJIHKO ce 3aHeMapy YUIHEHANA, T (. | Vi, 3ABUCE O HAPAMETPA,
A, A* je oleHa ca HajMaHOM JIUCIIEP3UjOM YV KJIACH HEIIPUCTPACHUX OIeHA.

Ca gpyre cTpaHe, TMOTOZHO je pa3MOTPUTH HajOOJby JHHEAPHY HEIpH-
crpachny oneny. Kana ce mocmarpa y30pak paHTHpaHuX CKyIOBa, Haj00sba
JIMHeapHa HepUCTPACHA OLEeHA je e(pUKACHHU]a Y OJQHOCY HA OIEHY MAKCHMAJIHE
BEPOJIOCTOJHOCTH KOJI HOPMaJIHe, eKCIIOHEHIHjalHe 1 IpYruxX pacnomena ([21],
[3]). Jloja ([9]) je mcnmruBao dbamunnje HENPEKUJIHUX PACHOENA KOje HMajy
napamverpe nosioxkaja u pacupiema F((X — p)/o). Hajboma smreapha
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HENPUCTPACHA OleHa 3a BeKTOp napaMerapa 6’ = (i, o) 3acHOBaHa Ha CTaTH-
cTUKaMa MopeTKa u3 jeaHor y3opka Xi, Xo, ..., X, je

0" = (AD'A)TAD'X
ca KOBapHjalmoOHOM MaTPUIIOM
D(\*) = o*(AD A

e je A = (La), o = {o} = (B(Xan — 1)/0)}, D = {vin) je va-
TPHIA KOBapHjaHCe 3a PeJyKOBaHy CTaTHCTUKY noperka Uy = X)) — p)/o;
I'=(1,1,..,1) u X = (X@1), X(2), .., X(m)). Haxo je Ilyaconosa pacnozena
JIICKpEeTHA U He puTia a paMUuInji Pacio/iesa Koje nMajy napaMeTpe 1moJiozxKaja
U pacIpliiierba, 0Baj HAUYUH MOYKe OUTH HHCIIUPAIT]ja 33 J001jarhe oleHe mapamMe-
Tpa A. Heka je

0 = (A V(N), 1X= (1A’1’ 1) X = (XL X1, -0 Xn)1)
o =aim ={ECY)
V = diag(vim) = {D(=5)}

[IpBa KOMIIOHEHTA CJIy4YajHOT BeKTOPa 6 MOXKe ce 3ammcartn Kao

i=1

r7e je

c—batjm (M)
Al/i;m()\)

Yad,, ()

- Vi:m ()\
h— 2m &\)
Vi:m ()\)

ZO‘Qm()‘) Ajim (A
b= (L ) (S2) — (525’

Osna onena ce nokJana ca onenom (3.8) rie je v; nedunucano ca (3.9). duc-

nep3uja omeHe \* je

A (adn (V)

DOV) = _( ; )

A Vj:m()\)
Kao mro je Beh nosnaro \* je dyuknuja jeannuna u3 y30pKa U KOHCTAHTU
Koje 3aBuce oa A. V3 Tor pazsora omnena A" He MOyKe OMTH OIlleHa TTapamMeTrpa
A. Ilorpebno je nahm 3aMeHe 3a Qv.,, U V., KOje He 3aBHCE Y BEJUKO] MEPHU
ox A. Ca THM Im/beM, Hajupe je MOTpeOHO UCHUTATH KAKO OYCKHBAIHLE H
JIuCIiep3uja pejyKoBaHe CTarucTuka mnoperka llyaconose pacmogese 3aBuce
o .

T; —
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CumyaanujoM ¢y u3padyHaTe BPETHOCTH (i () U Vi, (A) 38 Beuauny
y3opka ox 2 o 20 m BpeanocTu mapamerpa A = 1,3,5,10, 15,20, 25, 30,
35,40,45 u 50. Ilozmaro je ma 3a n — oo IlyacoHoBa pacmomena ce MpH-
OmmkaBa HopMaJiHoj. lcTo ce MoXKe OUeKMBATH M 33 OYEKUBAIHLE U JIUCIIEP-
3Ujy peAyKOBaHe CTaTHCTHUKe moperka. Kopucrehm pasmarparma n3 cuMmy.ia-
nuje onena A* Moxke ce MOAU(MUKOBATH TAKO Jla HE 3aBUCH O] MapaMeTpa A
Beh sa je dpyHKIMja oYeKuBamba U JUCIEP3Uje CTAHIAPIM30BAHUX CTATHCTH-
Ka MOpeTKa U3 HopMaJiHe pacmonene. /Jletamu oBe cumysanuje nehe ourm
IpUKa3aHu aau ce Mory mahm y ([2]).

Hopmanna moandkoBaHa OIleHaA U3 Y30PKa PAHTHPAHUX CKYIIOBA C& MOKE

neduHICATH K0
N = Z i X (i)

rIe je
6A o CNbe)\i:m I 1/7]i:m
v ANni:gL - an:m
= Jiim = Fjem ) —
= 1 Jjim
A_ Z (nj:m> Z (Wj:m)

[Ipu ToMe ¢y Qjyn(A) # Viy(A) 3aMemsennu ca A, M 7)., KOJH TIPEICTaB-
Jbajy OYEKMBAILE U JTUCIEP3Ujy PEAYKOBAHUX CTATUCTUKA HOPETKA HOPMAJIHE
pacuogese. OBako nedunucana onena Ay je GyHKIM]ja y30pKa U KOHCTAHTU
KOje He 3aBUCe OJI HeIO3HATUX HapaMerapa, Tj A. 3a OBY OLEHY H3PadyHaTo
OYEKMBaIbe, NPUCTPACHOCT, JUCHEP3HUja U CPEeAheKBaJApaTHa TPelika Cy, pe-
JIOM:

. > Qi (A) /Niem
E(\y) = A+ VA .

Bias(\y) = \/XZ azlni(/;z{nmm
LAY Vo)
POY) = = 1

MSE(\:) = > Vi:m()‘)/nzzzm - (> CVz‘:m()‘)/ni:m)2
(An) = A
(2 1/1im)?

Cumynanujama cy w3padyHaTe MPETXO[HO HABEJIEHE BeJIMUWHE 33 BPe-
noctu napamerpa A = 1,3,5,10,20,40,60,80,100 u 3a BeJIUUYHHY y30pKa
n = 5,10,15,20. IlpucrpacHoct oBe oleHe je yBeK HeraTUBHA M 3a (HHK-
cupaH 0OMM y30pKa n je IpuOJIUKHO KOHCTAHTHA Kako A\ pacte. Bpeanoctn
JIICIIep3Hje U CpetbeKBaipaTHe T'PeIike ce mopehanajy kako A pacre 3a du-
KCHH OOMM y30PKa.
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Jla 6u ce ymopeamia omeHa MaKCHMAaJHE BEPOJIOCTOJHOCTH H3 IPOCTOT
CIAYYAJHOT Y30PKa Agps U HOPMAJIHA MOIMMHUKOBAHA OIEHA M3 Y30pKa PaH-
THPAHAX CKYIOBa Ay MOTPeOHO je mocMarpaTi ciefelie KOJINIHUKe

D(srs) (X 1/njm)?

DY) m Vim0

MSE()\SARS) _ (Z 1/77j:m)2
MSENY)  mQvim(N) /M — (2 ajan(A) /1 )?

Hucuepsuja u cpejiibeKBaJpaTHa I'PEIIKa OlleHe S\SRS cy Behe oJ1 Jiuctiepsuje
U CPeJIbeKBaIPATHE TPEeIIKe Ay I IOCMATpaHU KOJIMYHUK ce moBehasa ca mo-
pacToMm BeJIMYWHE y30PKa U ca mopacTtoM napamerpa llyaconose pacmosedie.

/la 6u ce HOpMaTHA MOM(UKOBAHA OTIEHE U3 Y30PKa PAHTMPAHUX CKYTIOBA
AN VIopeausia ca KJIaCHIHOM OIEHOM W3 Y30pKa PAHTUPAHUX CKYIIOBA ARss,

. . . )\Zyi:m()\)
OIIET ce MOCMATPajy UCTH KOJMIHUIM. Jlucnepsuja onene Args je —=—5==.

D(Arss) _ 2 (imN)) (2 1/iim)

D(AN) m? 3 Viem(A) /Mo

MSE(S\Rss) Z(Vi:m(A)XZ 1/77j:m)2

MSE(\y) M2 Vi (N) /17 — (32 Qe (N) /1hiem)?)

Onena Apggs nMa Behy nucnepsujy u mMOCMATPaHW KOJUIHUK PACTE Ca Topac-
ToM napamerpa Ilyaconose pacnojene A. Ilopact KonudHuKa cpe/imbeKBaIpa-
THHUX I'pelIaka HUje YOUBHUB Ca MOPACTOM A 3a CBE BEJIUYHHHE Y30PKA.

Moxke ce 3ak/BYUHTH Ja Ce HOPMaJIHA MOIUMpUKOBAHA OIeHA U3 Y30PKa
paHrupaHyX CKYIIOBa M3/IBaja Kao HajKBaJMTEeTHHja 3a nmapamerap llyaconose
pacmnosiesie. Hbena npucrpacHocT je maJja, a epuKacHuja je u o] OleHe MaKCH-
MaJiHe BEPOJIOCTOJHOCTH U3 IPOCTOT CJAYYAjHOT y30pKa M OJ1 KJIACHUIHE OIleHe
U3 Y30pKa paHTHpPAHUX CKYIIOBA.



Iloriaasipe 4

Crenena pacmnojaeja

Cremena pacrojesa je crlenmjajaH caydaj deTBoporapamMerapcke 0era
pacnojene. Takohe, mMoxke ce mocmarpaTd U Kao nHBep3na IlaperoBa pac-
nonena. llorogna je 3a Mojemmpame HEKHX Mporeca Heycrnexa. MeHKoHH
u Bapu ([11]) cy yuopeauin excrioHeHnuja ny, Joraopmaity, Bejoysosy n
CTEIeHy PacIoJesy, U I0Ka3aJ/u Jia je CTeleHa pacno/ieia Hajoo/ba pacioaeia
3a MPOBEPY MOY3/IAHOCTH eJeKTPUIHNX KoMIonenTn. CrermeHa pacmnojesna ce
Takolje KOPHCTH U y MPOYYaBamy penoBa dekama ([4]), 3aTUM y eKOHOMUjU
3a ojpehuBame 1MeHa, Kao ¥ BpeMeHa IIPOTEKJIOT OJ1 MOPYIOUHEe 0 HCIOPYKe
npoussoza ([28]).

QyHKIKja paclojesie CTernene paciojiese je

T a
F(z) = (E) 0<x<d
re 3a nmapamerpe Baxu a,d > 0.

[TapameTpu cTerene pacojesie J0 cajla HUCY ONEIbUBAHYN U3 Y30PKa paH-
rupaHux cKynona. [[u/b OBOr MmoryiaB/ba je Jia ONEmUBAILE ITapaMeTapa Cre-
IeHe paciojiesie ¥ TO y cIydajy Kaja cy oba mapamerpa HelloO3HaTa U Kajia je
mapaMeTap d IO3HAT.

4.1 Omnena mapamerpa a Kaja je mapamerap d
IMO3HAT

Y oBoj ceknuju Ouhe ucnurame oneHe napamerpa a, Kaja je napame-
Tap d noszuar. be3 ryduTKa omnmrocTu, npermnocrabmba ce Ja je d = 1.
OBakBa pacro/iesia Ha3WBa Ce CTaHJIaAp/Ha WIH je/lHoapaMeTapcKa cTerneHa

28
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pacrozesia, u obesexkapa ce ca S(a). OyHKIMja pacnoee je:
Flz)=2*0<z<1
rie Baxku a > (0. I3 mpeTxoaHOTr, TyCTUHA CTaHAAP/HE CTElleHe pacIojiese je
g(x) =az* 1, 0<z <1

OueknBaHa BPEIHOCT MOCTOjU

a
a+1’

EX =

Ka0 W JIUCTIEeP3Hja
a

(a+1)*(a+2)

DX =

4.1.1 IIpoct caydajan y3opak

Heka X uMa crangapay CTeleny paciiofesly ¢a HeHO3HATHM HapaMeTPOM
a, S(a). Uzabpan je mpoct caydajan y3opak obmma n, X, Xo, ..., X,,.

MeToaga moMeHaTa

N3jenadaBameM TeOpHjCKOT MOMEHTA PBOT pejga BX u y3opadkor Mo-
MeHTa TpBor peja X jgobuja ce jeqHadnHa:

a
a+1

=X

PemapameM 10 HEIIO3HATOM IapaMeTpy a ZoOHja ce OIeHa METOIOM MOMe-
HaTa': o

- X

Amom,SRS = =

1-X
— n P—
e je X = %Z X;. Tlpema nenTpannoj rpannanoj Teopemu, /n(X — -5)
uMa HOpMaﬂH}lf:Il)aCHO,ZI;eJIy

N(0,

(a+1)%(a+2)

).

[ToaceTnMo ce meaTa MeToA.

Leurs. method of moment (MOM)
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Teopema 4.1 Axo f'(d) nocmoju u n®(X, — d) % X 3a b >0, mada

W (f(Xn) = f(d) 5 g ()X

Cana mocmarpamo byukujy f(y) = lﬁ—y Bazku

F( )=(a+1)"#0,

a+1

jep je a > 0. TIpema nenra merony, v/n(@mem sps — @) UMa PACIOJEITY

ala+ 1)

N5

).

[Ipema IPETXOAHOM, Upmom, SRS j€ ACUMITOTCKH HEHPUCTPACHA OLEHA.

MeToa MakcuMaJiHe BEPOIOCTOjHOCTH

Onena 1006Mjena METOIOM MaKCHMAJIHe BEPOIOCTOJHOCTH je

~ n
Qmie, SRS = —“<—=n 1 v -
e 2 In X

Ako cayuajua nmpomenspbuBa X MMa creneHy pacnogeny S(a), 3a ciaydajHy
npoMen/buBy — In X BazKu

P(-nX <z)=1-PlhX<—-2)=1-PX<e)=1—e

Hakme, —In X nwma e(a) pacnogeny. Heka je

36or mperxomguor T uma I'(n, %) pacnogeny. Caga ce MoxXKe U3padyHATH
OUECKUBAIE Upmie, SRS = 7

n a

E Ame _ _ n—1 7azd —
(@mie,sRS) /0 2T (xa)" e X

Hasne,

E(a2,..srs) = /000 (2)2 F(Gn) (za)* e " dx = TENE

Zenrs1.  maximum likelihood estimator (MLE)
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M3 nperxomHor,

2.2

na? (11 v
D(@mie,srs) = B B -
(Gmie,sRS) n—l(n—2 n—l) (n—l)Q(n—Q)a

Ormena mo0ujeHa MeTOI0M MAaKCHMaJTHE BEPOIOCTOJHOCTH je TPUCTPACHA, AJIH
je acCUMITOTCKH HEMPUCTPACHA.

MoaundukoBama oreHa MeTo0M MaKCHUMAaJIHE BEPOIOCTOjHOCTH

Kako je onena jiobujena MeToi0M MaKCUMAJIHE BEPO/IOCTOJHOCTH HIPUCTPACHA,
YBOJIU Ce IbeHa MOu(pUKAIIja

~2 n — 1/\ n—1
Apymie,SRS — n Qmle,SRS = T
Koja je HempucTpacHa. /lucmeps3uja HOBe oreHe je
n—1 1
~ ~ 2
D(@mmie,srs) = D( Umie,srs) = ———a

Kako je
D(@pmie,srs) < D(@mie,srs),

ONEHA Ummie, SRS J€ 00IbA O ONEHE Upje SRS -

HenpucrpacHa omeHa ca MUHUMAJIHOM JTACIIEP3UjOM

Ako X mma crermeHy pacrojiesly ca mapaMerpoM a, 3ajeIHHYKA TYCTHHA 34

X17X27 7Xn je

n a In ] xo! n ,
f(X1, Xay o, X)) = HCLXi( D= gre i = qele DXz nXi — gno(l—a)T

=1

[Tpema Teopemu dakropusanuje T je moosbHa cratuctuka ([7]). dakie,
HEjeJHA JIpYyra CTATUCTHKA He CaJp:Ku Bulle nHMOpMAaIja O IapaMeTpy. 3a
cBaky ¢yukmujy ¢(7') BaxKu j1a je OHa HEIPUCTPACHA ONMEHA ¢4 MHHIMAJIHOM
mucepsujom 3a napamerap FE(g(T)) ([19],crp 320). Hexka je g(T) = (n —

1)/T. Tama je “=* HempmcTpacHa OLEHA €A MHHUMAIHOM JHCIEP3UjOM 32
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E("T_l) = @; OTHOCHO Ummie, SRS J€ HEIPHCTpPAcHa OIeHA Ca MHHEMAJIHOM
nucnepsujom 3a a. OBa onena hie Hagame GUTH 0GETEKEHA CA Apmpye, SRS
Kako — In X mma ekcoHeHIIjaTHy PACIONeTy ca OUeKuBamheM 1 /a u auc-
. 2 T 1
nepsujom 1/a*, Ha OCHOBY IeHTpasHe rpaHIYHe Teopeme /n(—— — =) uma

HOPMAaJIHY PacIojie Ty

IPUMEHOM JIeITa MeToAa Mo6uja ce 1a /1 (Amwe, srs—a) uma N (0, a?) pacnogery.

Metona menmnjaue

[Mpuanun merosge meujane je camdadH Meroan MomeHara. CiydajHa
BesimanHa, X WMa CTENmeHy pacrojesny ca mapamerpoMm a. Axo je M wmean-
jaHa, Taja BaryKu

F(M) = M® =

2
Onarine, )
M=2"%

Axo je X sps Mennjana u3 y30pKa, OlleHa TapaMeTpa a JoOUjeHa MeToIoM
MeujaHe je
In2

GM,SRS = — T
In Xar srs

[To TeopemMn 0 ACHMIITOTCKO]j PACIOAEN Y30PAauKuX KpanTmia ([24]), Baku

Vi(Xrsns — M) 5 N(0, W)

rae je f(x) dyuknuja rycrube 3a jesHonapamMerapcky CTeHeHy Paclojiery.
[Tpema nenra MetTomy

d 1

Vi(g(Xarsrs) — g(M)) = N(0, 4f2—(M)(9’(M))2)

3enrs1.  minimum variance unbiased estimator (MVUE)
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rie je g(M) npoussosbHa dbyHKIMja Taksa ga ¢ (M) TOCTOjU U PA3IUIUTO je

of Hyne. YKoJuko ce byukiuja g(r) gedunnme Kao —%‘;—i, nobuja ce
In2 In2 . 4 In?2
— + — N (0,
vl In X ys.5rs a7 ( 4f2(M)(M)? 1114(M))
Onartie,
~ d In?2
, —a) — N(0,
\/H(GM,SRS a) ( 4a2(M)2a ln4(M))

Kako je E(yv/n(arsrs —a)) = 0, Baxnu na je E(aysrs) = a, 1j ouena
Q) SRS € ACHMIITOTCKY HENPHCTPACHA OIEHA 34 d.

4.1.2 VY30pak paHrupaHUX CKYIIOBa

Heka je nzabpan y30pak paHrupaHux ckKynoa obuma n = km, rie je m
BeJINYMHA IUKJIyCca, a k Opoj muKJIyca.

X Xpn Xt
Xpz Xppe Xm)2

Bemmunna Xj; npeicrasba i-Ty 1O pely usabpaHy jeJUHHIY Y j-TOM
nukiaycy. Hexka je, na masme, paam jennocraprocTn, X(j; oberexkeno ca Xi;.
QOynknuja rycTune 3a X;; je

m!

ot @R F@ @) @)

frss(Xij) =

rae ¢y f(x) m F(x) dyukmuja rycrume u byHKIHja pacmoese caydajue
npomensbBe X ([27]). V¥ cayuajy ma cayuajaa npomensbuBa X uMa CTe-
IeHy pacHojesIy ca mo3HaTuM mnapamerpom d = 1, pynknuja rycrune 3a X;;
je
m! ali—1) —i) yla—1)
X)) = X« 1 — xa)lm=i,x
fRSS< J) (z—l)'(m—z)‘ ij [ z]} ij
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Metoa makcumaJiHe BEPOAOCTOjHOCTH

QyHKIHja BEPOIOCTOJHOCTH je

frss(Xij)

Lgss

a(i—1) al(m—1 a—1
Xij [1- Xij]( )aXij

I ::]3 I ::]3

ﬁ
il

m k
— Camk H H lelj(l—l)[l _ Xiaj](mfi)Xiaj—l
i=1j=1

r7e je ¢ KoHcTaHTa. /lasbe,

m k
lnLRgszlnc+mk:lna+ZZ m — i) In( 1—X“)+(ai—1)lnXij)

i=1 j=1

Jla Ou ce j1006m1a OlEeHA METOOM MAKCUMaJIHE BEPOIOCTOJHOCTHU ITIOCMATPAMO
u3pas

k
OlnLpss mk ~— X InX;;,
J
oS3 i,
oa a 1— X“
=1 j=1
Kamx a — 0, %%OO,&K&ILG—)OO,M—RSS<O [TorpebHo je jorrr
JIOKa3aTH J1a je mn;% MOHOTOHO onagajyha dyaknmja. Kako je 0 <z <1
01n Lyss _mp i i —(m—i) In X [Xg In X5 (1— X% )+ X 2% In X]
da? == (1-X%)?
m k .
(m—z) In Xij [Xa In X”]
— _mk | ij
et n oy <O
Haxe, aln;% = (0 mMa JeIMHCTBEHO pelllerhe W OHO IpeicTaB/ba OIeHYy

mapaMeTpa a KOJ y30pKa paHTHpPAHUX CKYIIOBA METOIOM MaKCHMAJIHE BEpO-
JIOCTOJHOCTH.

MoaudukoBaHa MeTo/Ja MAKCUMAJIHE BEPOJOCTOJHOCTHI

JeINHCTBEHO pelreme MeTOJA0M MaKCHMAaJHe BEPOJOCTOJHOCTH IOCTOjN
aJii Ta HUje MOryhe W3JBOjUTH HEHYMEPHIKHM METOIaMa. 3aTO Cé KOPHUCTH
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MoauHKOBaHA METO/Ia MaKCUMAJIHEe BepoocTojHocTH. ¥ pajy [12] oBa Mme-
Toma je xopuinheHa 3a olemUBaIbe HapaMeTapa HOPMAaJHEe PaCHofele, a y
pany [1] 3a onemuBame mapamerapa IlaperoBe pacmojere.

JenHaunny

k .
9 —(m—1) X% In X5 . X
lnaLaRSS - ak + Z Z( 1—X§1j - t In ij)

i=1j=1
m-l k)Xo X, . k
= Tk + > Z(% +iln X;;) +m Y InX,,
i=1 j=1 i =1
=0
Huje Moryhe pemuTn 360r u3pasa
m k . a
— £ 1—-Xg
=1 j=1 )

—(m—i) X% In X;;

3 Tor pazsora je m3pas 3aMeheH je CBOJUM OYEeKHBAFHEM.

l—XZ‘-lj
. 1 .
—(m—1) X% In X;; —(m—1) X% In X;;
E( 1_X§j =) =/ 1—X;Jl. = [rss(Xij)dx

1

—(m—i) X% % In X5 m! a(i—1) al(lm—i (a—1)
f 1— X“ : (z—l)!(m—i)!Xij [1 a Xij]( )aXij du

1
= _(m - i)#;nfi)!aof)(gﬂkalil In XZJ<]- — Xiaj)m_l_ldl‘

YKoauKO ce uckopucTu cMmena In X;; = t, nobuja ce

—(m—1) X In X;; m! i a(i at\m—i—
B(USEE) = iy [ @O — ety
- (i—1)!(m— z—l)'afem Z+1t Z (misiil)<_6at)sdt
m—i—1

_ m! m—i—1\ (—1)°
- (GE—-D!(m—i—1)la .SZZ:O ( s )(1+i+5)2

13 jennaunne

m—1 k

mk m! T m—i—1 (—1)°
TJF;E::ZIHX“ “Di(m—i-1la Z)( s )(1+¢+8) +lenXma—0

j=1

J1001ja ce OLeHa 34 a

m! S meieny (1
(m+2m ZO ( s )(1+i+s)2)

Ss=

Qmmle,RSS =

m k

i=1j=1
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Ormnene mo y30py

Omnere no y3opy* mobujene cy MoaundUKaIIjOM OIleHa U3 TIPOCTOT CAYIaj-
Hor ysopka. Hamme, craructuke m3padyHare U3 MPOCTOr CIAYYajHOI Y30PKa,
3aMerbeHe Cy CTaTHCTHKAMa U3 Y30pKa paHTHpPaHUX CKYIIOBA.

Omena 1m0 y30py Ha OUEHY Umom, srS JOOUjeHA je TaKO IITO je CTATHCTHKA

_ n
W3 IIPOCTOr CJIYYAJHOT y30pKa X sps = + » . X; 3aMeIbeHa CTATHCTHKOM U3
i=1

o m k
y30pPKa PAHIMpaHuX cKynoBa X pss = »_ » Xpj;/km. Hobujena onena je
i=1j=1

- XRss
mom,ah — T —&
1 — Xgss

Ha coimuan nauwns je j100MjeHa 1 OlleHa 110 Y30PYy Ha OIEHY JI00MjeHy MeTOI0M
MenjaHe
In2

Apfah = —7—F7—
hl MRSS
rie je Mprss MeaujaHa y30pKa paHTHpPaHUX CKYIIOBA.
Omena 110 y30py MOKe OMTH U3BEIeHA U U3 MOIU(PUKOBAHE OIEHE MAKCH-

MAJIHE BEPOJOCTOJHOCTH, Umymie,SRS- JLOOHjeHa oreHa je

Ammle,ah =

-
> > In X
rJIe je p KOHCTAHTA TAKBA Ja j€ Ummie.qh HEMPHCTPACHA OIEHA TApaMeTpa a.

4.1.3 Cumynanuja u ynopehuBame oreHa

Omene mapamMeTpa a U3 IPOCTOT CIYIAJHOT Y30PKA CY: (mom, SRS Umie, SRS
Umuyue,SRS M QNSRS & ONEHE MapaMeTpa a J00ujene U3 y30pKa DaHTHPaHNX
CKYHOBR CY Ummie,RSSs Gmom,ahy AMah T Gmmie,gh- d OBOM IOTJIABJBY MOCMa-
TpaHe cy 0coOOMHE OBHX OIeHA Ka0 IITO Cy IPUCTPACHOCT U CPEJIIHEKBAIPATHA
rpemika. Bpeanoctu oBux mapamerapa cy gobujene nomohy Monte Kapio
cumyaanyje ca 10000 mrepamumja. Cumysnanuja je BpIeHa y TPOTPAMCKOM
jesuky R.

‘Ungexc ah y masusy omene motude on u3paza ad hoc
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Hajmpe je onpehena npucrpacuoct cBux jgobujenux onena. Pajau ynopehu-
Balba MPUCTPACHOCTH 32 PA3JUUUTE BPEIHOCTH IapaMeTpa @, IOCMATpaHe Cy
peslaTuBHE, a He alcoJayTHe BpeHOCTH. Tadnmje, mocMaTpaHa je BeJTUIHHA

E(@) —a

a

PenatupHa npucTpacHoOCT je mocMaTpaHa 3a TPH BPEIHOCTH IapaMeTpa a =
1,3, 5. IIpu Tom cy 3a cBaKy BPeJHOCT lIapamMeTpa IIOCMaTPaHe JIBE BeJIUIUHE
y3opka n = 12 u n = 24. 3a cBaKy BeJUYNHY y30pKa Cy MOCMaTpaHe Pa3/iu-
qnTe KOMOWHAIMje mapamerapa m u k. 3a n = 12, xopumthene cy kombu-
mamuje (m, k) = ((2,6), (3,4), (4,3)), a 3a n = 24, kopurnhiene ¢y BpeIHOCTH
napamerapa (m, k) = ((2,12), (3,8), (4,6)). lobujene BpegnocTn cy mare y
rabesn (4.1)

[Ipema TeopujcKuM pasMaTparmuMa, a Be3aHO 33 OIEHY U3 POCTOr CIyda-
JHOT y30DKa, JeIMHO je OIEHA e, srs HeNpUCTpacHa. OcTase omeHe:
Qmom, SRS Amie,SRS B A0 SRS CY ACHMIITOTCKI HEIIPHCTPACHE, AT HICY HEIIPUC
Tpacue. CXOITHO TOMe, MOXKe e BUIETH Ja ja IbHUXOBA HMPHCTPACHOCT Marba
3a n = 24, mero 3a n = 12 3a cBe BpegHoCTH TapaMeTpa a. [IpucTpacnoct je
peslaTHBHO MaJia 3a CBe OlleHe N3 IPOCTOT CIy4YajHOT y30PKa, OCHM 3 A\, SRS
rje je npucrpacHocT 3a n = 12 npexo 10%.

[IITo ce Tuye oreHa U3 y30pKa PAHTHPAHUX CKYIIOBA IbUXOBA IPUCTPACHOCT
jé YIJIaBHOM Marba OJI IPUCTPACHOCTH OLEHA M3 IIPOCTOr CAYYAJHOI Y30PKa
OCHM 38 (myye,SRS- 1IPHCTPacHOCT je Malba Kaja je y3opak pehu m msHocu
1—-3%. Creykynno, u3 y30pka paHrMpaHuX CKyNOBa, HajMatby NPUCTPACHOCT
UMa Apom,qh- VIHTEPECAHTHO je 1a ce MOKe yOunTH 0J1aro CMarmberhe IPACTPa-
CHOCTH KAaKO pacte BeqndnHa Mukayca. OBO je HEOUEKMBAHO ¢ 003WPOM 1A
je TeHepaJiHa Ipernopyka Jja ce Ipe Oupa Marmbu MUKJIyC ca BehuM OpojeM
MOHaB/balba Hero Behw MUKIIyC ca MamuM OpojeM IOoHaB/bamba 3007 I'perrke
y panrupamwy. lIpucrpacHocrt ce yrsiaBHOM He Meba y OJHOCY HA IIPOMEHY
napamerpa da.
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Cnenehe cy uzpadyHare cpejiibeKBaJipaTHe I'peIlKe 3a JI00HjeHe oIleHe.
Mebhycobna ynopehusama omnena cy BpiieHa momohy edHKACHOCTH Koja je
nedpuHICcaHA KAO KOTUUHUK CPEIHeKBaIPATHUX I'PEIaKa

MSE(a)
MSE(ay)

efikasnost =

Cumystangja je BpIeHa 3a UCTe BPEIHOCTH IapamMerapa a, n, m u k Kao u
Ko npucrpactocTu. Y Tabesn 4.2 nara je e(pUKACHOCT OLEHE (pmom SRS Y
OJTHOCY Ha OCTaJje OIEeHE.

3 nare Tabese MoxKe ce BueTH Ja je epUKACHOCT OIleHe yTIJIaBHOM Beha
o 1, Tj. [ma OUEHA Gmom,spRS BEMa PEJATUBHO BEJUKY CPeIHeKBaJIPATHY
IPeIIKy y OJHOCY Ha Jpyre oleHe. JemawmHO MMa Mamby CpeImbeKBaIpaTHy
I'PEIIKY Yy OLHOCY Ha dpr,srs- C 003UPOM Ja OLeHa dyy,srs UMa U HajBely 1pu-
cTpacHocT, jJeduHUTUBHO HUje g00ap n300p 3a oleHy mnapamerpa a. buTHo
je IpUMEeTHUTH J1a je BPeIHOCT MocMaTpaHor KoJandHnka Beha kajga ce mocma-
Tpajy OIleHe U3 y30pKa paHTHpaHUX CKYIOBa, Y OJIHOCY KaJl ce IMOCMATPajy
olleHe U3 IIPOCTOr CJAYYAJHOI y30pKa. JIpyrum pedmma, oleHe w3 y30pKa
PaHTUPAHUX CKYIOBA UMajy Maibe CpelbeKBaJIpaTHe Ipellke Hero omneHe u3
IPOCTOr caydajHor y3opka. O omeHa u3 y30pKa PaHTHPAHAX CKYIIOBa HAj-
Belly cpefmeKBaIPATHY I'DEIIKY HMa OIEHA () qh, JOK CY CPeIeKBaIPATHE
IpeIIKe OCTaJuX olleHa HpuOauKHO ucte. Koj y30pka paHrupanux CKymnoBa
IOCMATPAHU KOJIUIHHUK pacTe ca MopacToM BeJndnne nukiayca. He npumehyje
ce yTUIaj IpoMeHe BPeIHOCTH MapaMeTpa ¢ Ha e(UKACHOCT.

C 003UpOM 18 OLIEHA (pypye, SRS HMA HAJMAIY IPUCTPACHOCT, y Tabesn 4.3
IprKa3aHa je e(pUKACHOCT OB OIEHE y OJHOCY Ha OCTaJje OIEHE.

Y Tabenu 4.3 MozKe ce yOUUTH Ja ONEHA (pyye, SRS AMA MaIby CPeJIbeKBa-
JIpaTHY TPENIKY y OJHOCY Ha OCTaJe OleHe M3 MPOCTOr CJAYyYajHOr y30pKa.
MehyTum, Kaja ce oBa OIlleHA YIOPEIU Ca OleHaMa U3 Y30pPKa PAHTHPAHUX
CKYIIOBa, OHa UMa Malby CPeImbeKBaIPaTHy I'DEIIKY CaMO Yy OZHOCY HA Apf qh-
Y ogHOCY Ha OoCTaJje OleHe U3 y30PKa PAHTUPAHIX CKYTIOBA: Ammie, RSS> Gmom,ah
T Qrymle,ah OTEHA Apyue, SRS TMA Belly CpeiibeKBaIpaTHy I'PENIKy 1 10 TpuOIn-
KHO 3 myTa. llocmaTpanm KOJMYHUK je BeJIMK HAPOYUTO Kajld je BeJMInHA
IHAKJIYCA BEJIHKA.
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4.2 Omnena mapamMeTrapa Kajia cy oba mapame-
Tpa HEIIo3HaTa

['ycruna crenene pacnogene S(a,d) je

g(x) = %x“‘l

rie je 0 < x < dwua,d> 0. OdekuBame U AUCIep3nja CTeMeHe PACIOIeIe Cy

E(X) = ﬂ’

a+1
41 d2
D(X) = .

(a+2)(a+1)%

4.2.1 IIpoct caydajan y3o0pak

Heka je X4, ..., X,, upocr ciiydajan y30pak u3 jBollapaMeTapcKke CTeleHe
pacnomese S(a,d). TTapamerapu a u d cy ONEHmeHN PA3THIUTHM METOJAMA.

MeTtoaga moMeHaTa

V3opaduku MoMmeHat k-Tor peja je

V30pauku MOMEHAT IPOBOr PEia je 3ampaBo X, a V30pavYKd MOMCHAT
p p pela ] p SRS y30p

Apyror peaa je jeaHak Szpe + XZpg. Teopujcku MOMEHTH LPBOI U JPYror
peJia cTereHe paciojiese Cy:

d
d
EX = /xgxaldx -

d® a+1
0
n
d d2
EX2: 22 afld — a
[ e =

0
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3jemnadaBameM TEOPHJCKUX M Y30PAUKUX MOMEHATa JI00Hjajy ce olleHe Ia-
paMerapa a # d.

X%RS
Amom,SRS = —14+4/1+ 52
SRS
i _ Xsrs(@mom,srs + 1)
mom,SRS — =
Gmom,SRS

Kombunosaua ormena

Onene mapamerapa ce MOIy Halim Tako IITO ce IapaMmeTap a OICHH
MEeTOJIOM MOMeHaTa, a napamMerap d moMohy cTaTHUCTHKe moperka. Kako je
KOJI cTeleHe pactojene r < d, oleHny mapamerpa d HaJIa3UMO U3 MAKCHIMAaJIHEe
crarucruke noperka. @ynkuuja pactojese MakcuMmyma X, je

Fy,(#) = P(X@ <2) = P(X0) <, Xy 0,0, Xy < )
= (P(X <)) = (%)

Opmarite, rycruna je
anxan—l

Fxn (@) = =

d OYCeKUBalbe
d

anx®1 dan
EX) = /dem = e

0
Kasa ce nobujerun u3pas usjeiHadM ca MAKCHMAaJIHOM BPEIHONINY M3 y30pKa
X(n), 100Hja ce

X(n) (n&ko,SRS + 1)

NAko SRS

dro,sRS = (4.2)

Omena Gy, 5rs TOOHja ce Kaa ce U3jeJHAYE TEOPHJCKH MOMEHAT IPBOT Pea

n

__ _da 3 _ 1

EX = 7% u y3opauku MoMeHar upsor peja X ggps = 3 ;Xi
1=

Xsrs

(ko SRS = >
dio,srRS — X SRS

. IIpema Tome, n3 unmenwutie 1a je a > 0 U jeTHAKOCTH

p B X srs
ko, SRS ™ X ) (niko,srsT1)

Nlko,SRS

I

— Xsrs
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J100Mja ce oleHa ImapamMerpa a:

nXsrs — Xn)
(X — Xsrs)

ko, SRS = (4.3)

Haxuie, onene mapamerapa d u a gare cy ca (4.2) u (4.3).

Metoa makcumaJiHe BEPOAOCTOjHOCTH

QyHKIIja BEPOJOCTOJHOCTH je

L(l‘,(l, d) - f(l}l) . f(%]%) Tt f('rn>
=S e <d) o S d) e <)
= dla : ;a %I{x(n)gd}

Kaxko je L(z,a,d) onanajyha dbynknuja mo d, mena MaKCHMAIHA BPEIHOCT
je 3a MumHMMasHy BpenHocT mapamerpa d. ame, dyukumja L(x,a,d) je
LO3UTHBHA YKOJHUKO je HHAMKATOD jeJIHaK jeJIMHUIM, OJHOCHO aKo je d > T(y).
[Ipema ToMme, orena mapamerpa d METOJIOM MAKCHMAJHE BEPOJIOCTOJHOCTH je

A

dmle,SRS = T(n)

@yHKIIH]a BEPOIOCTOJHOCTU CaJla KMa OOJIMK

a—1 a—1 a—1

L, a) = ax; ' axj o ax:
Ty T T(n)
Onarie,
InL(X,a) =nlna —anlnzy) + (a — 1) Zlnmi.
i=1
13 uzpa3za
OlnL n o
5 — E — nlnx(n) + Zlnl’z =0

i=1
JIobmja ce oleHa mapaMerpa ¢ MeTOJOM MaKCUMaJjHe BEPOJIOCTOJHOCTH

n

Qmle,SRS = n
nlnzey — > Inw,
i=1
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O1neHa MeTOI0M KBaHTHJIA

Onene napaMerapa CTeIeHe PACIoiese MeTOI0M KBanTHIa gare ¢y y ([6]).
Kao mrro je mo3naro, pyHKIMja pacroiene je

- (3)

Onasne, )

Hexa cy ca X, n p; obesiesxenn y30padky KBaHTUI U oJrosapajyha seposaTnolia.
3a 1Ba m3abpaHa KBaHTHJIa Bayke ciaejnehe jemHakocTu:

1
Xp1 :d'pf

1
sz :d-pél

JlesbemeM oBe jiBe jeHAKOCTH J00Mja ce

1
Xo _ (P_) :
sz D2 '

Onasne,
In (&
A~ p2
a =
qt,SRS o X
sz
u
dA _ Xpl
qt,SRS — 1
aqt SRS

1
Y pazy ([6]) kopuimhene cy Beposarrohe: (0,1;0,9),(0,25;0,75), (0,05;0,95)
u (0,08;0,92). Hajbosbe onene cy gobujene ca seposarohama (0,05;0,95).

O1nena MeTOoZOM HajMaKUX KBaapaTa

Baka u Akrap ([5]) Jasu cy onene mapamerapa CTeIeHe Paciojiesie MeTo[0M
HajMambUX KBajpaTa. Kao n Koa MeTone KBaHTUIa U3 (QPYHKIHUje PACIoeie
ce nobuja

IS

X; = dF(X))
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la 6u ce jodbusia JuHeapHa Be3a u3Mely nmapamMerapa, rOpIbU U3pas ce Jiora-
puTMYyje.

1
InX; =Ind+ —In F(X;)
a

Pajiu nojennocrap/pbuBamba, yBeaene cy cieaehe o3nake

ZZ:lIlXZ
o =Ind
1
B=-
a

Y, = In F(X;)

[opama jeHakocT ce cajia MOzKe 3allucaTH Ha ciejehn HadMH:
Zi=a+pY;

Ornene mapametapa ce n100ujajy mOMONLyY je/THAKOCTH

S(a, B) = Z(Zz — (a+ BYy))?

=1

Hudepennupamem S(a, 5) 1o « u [ 1 u3jemHATBAIBEM A HYJIOM, 100Hja ce

Zn: Zi =na+ ﬁiyi
=1 =1
S avi=ay vie Y v
1=1 i=1 1=1

PemraBamem mpeTxXOMHUX jeHATNHA 1001jajy ce omeHe 3a o u

n (3 I F(X)(X In X3)
Z In F(XZ) In Xz — =L -
=1

n

8=

<§mﬂ&w

n

(In F(X;))? —

n
i=1

ShX, (X))

o= = _gi=t
n n
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Bpenanoct pynknuja pacmojiesie Moxe ce anrpokcuMmuparu nomohy benapiose
anpokcumarmje ([10]):
j - 07 3
F(X;)=F( X)) = —
(Xi) = F(X(5) 0.4

e je X;, J-TH 1O pejay wWiaH y copTHpaHoMm y30pKy. Kako je a = Ind n
f = 1/a, onene napamerapa a u d cy

(émﬂ&w

n

M=

> (n F(X,))?

)

Il
—_

dlSm,SRSB = n n
n (X InF(X3))(X In X5)
Z In F(XZ) In )(Z — =L =1
i=1

n

n n
> InX; > InF(X;)
i=1 =1

n nalsm,SRS

dism,srs = €
MoaundukoBaHa HEIIPUCTPACHA OIeHA Ca HAjMamkOM JTUCHEP3UjOM

Ykosmmko X MMa CTElNeHy paclojiesy, 3a CJIy4dajHy IPOMEH/bUBY Y =

—In X Baxkn
PY<y) =P(-InX <y)

=P(InX > —y)
=1—P(InX < —y)
=1-PX<e?)

AN
21—(7»
— 1 — ¢aly-Ing)
Hakne, Y = —In X uma exCnoHeHIMjaJHy PACIOIEILY Ca mapaMerpuma a =

L1 =In%. Henpucrpacue orene ca HajMaroM JUCIEP3HjOM IapaMerpa a’
u b’ eKcrioHeHIMjaIHe pacIofesie Cy

Senrst. least squares method (LSM)
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raeje (Y, ... Y,) = (=In Xy, ..., —In X)) u Y{q) je munnmym ckymna (Y7, ...
Opnartiie, omene 3a nmapamMerpe a U d U3 cTeneHe pacroiese cy

N n—1

Ammoue,SRS ™ =

Y = Y
i=1
I/I n
A *(Y<1)+ﬁ _;(Yﬁya)))

dmmvue,SRS =ec

4.2.2 Y30pak paHTHPAHUX CKYIIOBa

Heka je nzabpan y30pak METOIOM PaHTHPAHUX CKYIOBA U3 ABONApaMeTap-
cke crenene pacrnogene S(a,d) obuma n = km, n HeKa BayKe HCTE O3HAKE KAO

u 1o caga. 113 dbopmyne (4.1), nobuja ce dbynknuja rycrune 3a X;;

m! X\ 26 X\ aX !
oy i 1— 1] %)
grss(Xij) (i — D)!(m —i)! ( d ) { ( d ) } a

Metoa makcumaJiHe BEPOAOCTOjHOCTH

QyHKIIHja BEPOJOCTOJHOCTH je
m k
Lrss(X,a,d) =[] II grss(Xij;)
i=175=1
n

d

— ankm
=ca dat
= cak™

fi 1
17=1j:1 o o
'1;11 jl;[1 X:i{” (1 B (%) ) I{H}%X {Xij} <d}

7

x5 (1- (L))(_) I{X11 < d}I{X15 < d}..T{ X < d}

rae je ¢ KoucranTa. CINIHO METOAM MAKCHMAJIHE BEPOIOCTOJHOCTH KO, TIPO-
cror ciay4dajuor y3opka, Lrss(X,a,d) je omanajyha dyuknuja mo d. Crora,
dyHKIHja BEPOIOCTOJHOCTH Ce MAKCUMU3UPA 38 MUHUMAJIHY BPEIHOCT TTapaMe-
tpa d. 36or unaukaropa, dyukiuja Lrss(X, a,d) je HO3UTUBHA YKOJIHUKO je
d > max { X5}, Jlakne, omena mapameTpa d METOJOM MaKCHMAJTHE BEpOjIo-

CTOJHOCTH KOJI Y30pKa PaHTUPAHUX CKYIIOBA je

A~

Amie,rss = M { X5 }.

benrr.  modified minimum variance unbiased estimator (MMVUE)
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Cajsia (pyHKIHja BEpoIOCTOJHOCTH UMa, 0OJTUK

k ai—1 a (m—z)
X Xij
Lrss(X, akm 1—
RSS( CL H H s {X]}al max {X }

=1 j=1 iJj

Omnena napaMerpa a METOIOM MaKCHMAaJHE BEPOIOCTOJHOCTH je Pelllermhe jel-
HAaYUHE

%j@(@) Emoy Z Z Zlanj Z Z zlnmﬂx {XU}
i=1j= 1=1j=
m—1 k y @ X Xi; “a!
. s e _“rvyy _ v
Py ];(m 7) (H;;%}X {XU}) n <a}x {xi]-}) [1 (H;?}X {Xu}> ]
—0

MebhyTuMm, oBy jegHaduny Huje Moryhe peruTu HyMEepHIKUM METOTaMa.

MoaudukoBaHa MeTo/Ja MAaKCUMAJIHE BEPOJOCTOJjHOCTHI

Kako nuje moryhe nahu oneny mapamerapa a u3 GpyHKIHje BEPOIOCTOJHO-
CTU KOPUCTU ce MOudUKOBAHA METO/Ia MAKCUMAJIHE BEPOJIOCTOJHOCTH. Jeji-

dln Lpss(X :
HAYNHY n+5(’a) = 0 muje moryhe pemmru 360r m3pasa

a a7 —1
Xy X, X,

S0 ey ) M) | s

3aTo0 je OH 3aMemeH CBOjUM OYEKHUBAEHEM.

. X, a X,
E <—(m —) <m{x}) n (nvu) [1 -

Max { X5}

( 0.
- X N X X ap~t
[ —(m—i) (maX{%}> In (maX{%}> {1 - (maX{%}> } grss(Xij)dx
0 i, 7 .J “J i, *J

IIld { ZJ}

a
. X Xij
{ —(m =) (H}f;X{ic“}) In (H}gx{xij}

a(i—1) aq (m—1i) a1
m! Xij 1— Xy Ldm
—Dlm=01 \ T{X ;3 XY (max{x,;3)"

S WaX {Xi;} . a(i+1) .
Bl I (“}f}x by }) I ma ey

aqgm—i—1
_ Xf,j 1
()| e

—~|
!
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Xi; )
Cmenom t = In WE]X--}’ Jobuja ce
0,7 v

a a7 —1
; Xij Xij Xij
o (‘(m‘” (m {xm-}) o (m {xm-}) {1‘ (n {XU}) } >

= e ] ¢ eat>m_i_1 »

- (i— 1)'m i— 1)'af€ta () t Z (m . 1><_eat)sdt

mzl

_ m! m—i—1 (—1)5
- (G—-D!(m—i—1)la 52::0 ( s )(1+i+s)2

SameHoM 100ujeHe BPEIHOCTH Y jeIHAKOCTH BIHL+GS(X’“) = (0 mobuja ce
OlleHA TapaMerpa a
m—1 | m—i—1 1 (—1)
m! m—1— -
kim+ 2 iy 2 (") )
1= S=

dmmle RSS — B
7 HaX{Xi;}

f: zk: Zln vJ mmle,RSS

ij

Omnene mo y3opy

Ornene mo y3opy mobujene cy MoauduKaImjoM Beh n3BeIeHUX OleHA TAKO
IITO CYy CTATUCTHKE W3 MPOCTOT CJIYYAjHOT y30PKa 3aMEHheHe CTATHCTUKAMA
13 y30pKa PAHTHPAHUX CKYTOBA.

Ormene 1o y3opy Ha OIeHe 100HjeHe MEeTOZ0M MOMEHATA, Aom, SRS U cfmom’ SRS,

cy

amomah—_l_'_ 1+ fSS
SRSS
XRSS(&mom,ah + 1)

dmom,ah - <
Amom,ah

Omene 1o y3opy Ha orene 100njene KOMOMHOBAHOM METOMOM, (ko SRS B dko SRS,
cy
nXrss — Xn)

n(Xmy — Xrss)

Ako,ah =
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(n&ko,ah + 1)X(n)

NGko,ah

dko,ah -

e je X pgs APUTMETHUKA CPEIUHA Y Y30PKY PAHTHPAHUX CKYTIOBA, a X(n)
je MaKCUMaJTHa BPEeJTHOCT Y Y30DKY.
Ormena mapamMerpa a MO y30py Ha OIEHY J00HjeHy METOIOM MaKCUMAJTHEe

BEPOJIOCTOJHOCTH je
n

mea
1=1j5=1

Amle,ah =

re je czmlmh oreHa Inapamerpa d U jeJHaKa je MAaKCHUMAJIHO] BPEIHOCTH Yy
Y30PKY PaHIMPaHUX CKYHOBa, dpieah = X(n).-
Ornene o y30py Ha omeHe 100HjeHe MeTOAOM KBAaHTHJIA CY

qt,ah — I Xp,
Xpoy
"u
CZ XP1
qt,ah — 1
aqt,ah
P

riae ce X, u X, bupajy u3 y30pka paHI'HpPaHHX CKYyIIOBa.
Ormene o y30py ce MOTY JOOUTH U W3 OIleHe HAJMAIbUX KBAJApaTa:

MS

(35 55 (X))

553 (n F(Xy)) - 25

m (£ S mPEa)(E 3 Xy
> 2. I F(X5) In X5 — —= T

Il
-

Z Z lan] Z Z lnF(XU)
i=1j=1 _i=1g=1
mk Mmkaj] g, ,ah

dlsm,ah =e€
Omnena 1o y30py Ha MoAn(KOBAHY HEIPHUCTPACHY OIEHY €A HAjMarboOM
JIUCTIEP3HUJOM je

mk — 1

N
Ummoue,ah =

S (10 X)) — In X))

J=1

Ms

Il
—

7

m k
N (lnX)(l)—m Z:l El(lnXij—(hiX)(l))
dmmvue,ah =€ T
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rzie je (In X)) Hajmama Bpeanoct u3 ckyna (In X1, In Xio, ..., In Xop, ..., In X))

4.2.3 Cumynamnuja u ynopehuBame oreHa

[la peauMupaMo, 13 NPOCTOT CJIYUIajHOI y30PKa JI00UjeHe cy OlleHe IapaMe-
TPA G: Qmom,SRS» Uko,SRS» Umile,SRS»> Uqgt, SRS Ulsm,SRS U Ummoue,SRS- VI3 y30pKa
pPaHTUpAaHUX CKYIMOBa JOOWjeHA je oleHa MOJMMPUKOBAHOM METOJIOM MAaKCH-
MaJIHe BePOIOCTOJHOCTH Umymie, RSS, KAO U OIEHE 1O Y30DY Urmom.ah,Ako.ah, Gmie,ahs
Qqgt.ahs Qlsm,ah T mmuoue,ah- YICTIM MeTOZaMa 100HjeHe Cy n OIeHe IapamMeTpa
d.

CuMmystalngja je BpIIeHa 3a UCTe BPEJIHOCTH HapaMeTrapa n, m u k Kao Ko
jelHOIapaMeTapcKe cTelleHe paciojesne. Bpeanoctu mapamerapa a u d Koje
cy nocmarpasue cy (a,d) = ((1,1),(3,2)(5,4)). 3a ompehuBame KpajguTeTa
oreHa KopuiirtheHn ¢y NPUCTPACHOCT W CPEAeKBaIPaTHA TPeInKa.

Y tabesnun 4.4 nara je pejaTuBHA IPUCTPACHOCT MMapaMeTpa @ OleHeHa, 13
IIPOCTOT CJIYYajHOT Y30pKa.

n CAlmom,SRS’ dko,SRS’ dmle,SRS dqt,SRS dlsm,SRS’ &mmvue,SRS
12 6,4843  6,8540 19,5956 14,4704  7,9012 9,6293
24 22144 2,6269  9,0158 18,3653  2,6046 4,4735
12 11,8553  7,6331 20,0166 13,9321  7,7985 10,0152
24 5,4855 34119  9,0487 18,6290 2,7461 4,5050
12 15,7624  8,5955 19,6379 14,2825 8,0213 9,6680
24 70757  3,9843  9,0182 18,7944  2.7434 4,4758

L O W W — | Q
s DN N = QL

Tabena 4.4: [IpucTpacHoCT OlleHa TapaMeTpa a U3 MPOCTOT CIYYajHOT y30pKa

[IpucTpacHOCT OBUX OIleHA je reHepaJsHo Beha Hero mTo je To O6MO cay4aj
KOJ, jegHonapameTapcke cremnene pacunogese. OHene e sps U Qgr,sps AMAJY
jaKo BeJIMKY HPHCTPACHOCT, Ma HUCY jpodap m3060p 3a OleHy mapamerpa d.
O1eHe ¥ Ayom, sps IMAJY YMEPEHO BEJINKY TPUCTPACHOCT, JIOK (ko SRS U Ulsm, SRS
NMajy HajMarby IpucTpacHocT Mehy omenama mapamerpa a U3 IIPOCTOr CJIy-
JajHOT y30pKa. Koa cBUX OlleHa ce yodaBa J1a je MPUCTPACHOCT J0CTa Marba
3an = 24, y ojnocy kaja je n = 12. He youaBa ce pasjimka y mpucTpacHOCTH
3a pa3JIMunTe BPEIHOCTH MapamMerapa a u d.

Y tabenn 4.5 gara je NpUCTPACHOCT OleHa mapamMerpa d U3 IPOCTOr CJy-
JajHOT y30pKa. lIpucTpacHocT je Mama Hero KoJ oleHa mapaMeTpa a 3a CBe
ormene. O1ena az,w’SRS omeT WMa HajMamky MPUCTPACHOCT, H TO jaKO MaJy.
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~

N dmom,SRS Ako,SRS  dmie,srRS  dgt,SRS  Aism, SRS dmmuvue,SRS
12 0,6204 0,5389 7,7334 27286  2,4809 15,1058
24 03241 01151 40116 3,6208 23707  7.9243
12 0,1923 0,0872 27103 09798 0,3214 5,3753
24 0,1420  0,0461 1,3644 12611 04458  2,7259
12 0,3842 0,0432 1,6494 0,6045 0,0940 3,2781
24 0,1897 0,0082 0,8308 00,7543  0,2209 1,6537

=~ =~ =

O O W W = = Q
= R Do N =

Tabena 4.5: IIpucrpacuoct onena napaMerpa d u3 MpOCTOr CAYYajHOT y30pKa

Konx nmapamerpa d u oreHna dmom’SRS UMa MaJly mpucrpacHcr. CMarbeme
HPUCTPACHOCTH Ca HOPACTOM ODMMAa Y30PKa HHUje JIAKO YOUJ/bUBO KaO IITO Ce
TO CJAy4Yaj ca oneHama mapamerpa a. lllTasuine, Koz oneHe Oan SRS TPHUCTPa-
cHocT je Beha kana je n = 12, y oanocy Ha curyarujy kaja je n = 24. [Ipuc-
TPACcHOCT ce MeIba ca IMPOMeHOM Iapamerapa a u d. Hajseha nmpucrpacnoct
je 3a Bpeanoctu napamerapa (a,d) = (1,1). Ca mopacTom BpeIHOCTH TTapaM-
eTapa a u d, TPUCTPACHOCT je Marba.

Jlobujene BpeJHOCTH 3a IIPUCTPACHOCT OIIEHA MapaMeTpa @ U3 Y30pKa paH-
IHpaHUX CKyIMoBa jara je y Tabenu 4.6. [enepasiHo, mpucTpacHOCT je Beha
HEro IIITo je OUIa KOJI OlleHa U3 y30PKa paHIMpPAHUX CKYIIOBa 3a je IHOIapaM-
eTapcKy creneHy pactofetay. OleHe 110 Y30PY Gmieah U Qgtqn HMA]Y BEJUKY
IPUCTPACHOCT, ITO HUje HEOYEKHUBAHO C OO3UPOM Jla CY UMAaJIe BEJIMKY IPH-
CTPACHOCT W KOJ, MPOCTOI CJAYYAjHOr y30pKa. Mako Beamka, IPUCTPACHOCT
OBHX OIIEHA je Marha Hero IITO je KO/ MPOCTOr cjay4dajHor y3opka. [Ipucrtpa-
CHOCT OHEHE Gyymle RSS J€ BeJIMKa, HAKO je KO, jeJHOIapaMeTapCKe CTeIeHe
pacroJiesie oneHa g00HjeHa OBOM MeTOJIOM JiaJja 33JI0Bo/baBajyhe pesyirare.
OneHe Gmom,ahys Akoahs Qlsmah B Ammoue,ah AMAJY MAIby MPHCTPACHOCT HETO
omeHe J00MjeHe MCTHM METOJAMa KO HMPOCTOr CaydajHor y3opka. Moxke
ce YOUUTH CMalhUBafhe IMPUCTPACHOCTU Ca MmoBehameM o0MMa y30pKa 3a CBe
omere. IlpoMeHna mMpUCTPaCHOCTH ca MPOMEHOM BPEIHOCTH HapaMeTapa a W
d ce me moxke youutu. l[Ipmcrpacnoct 6/1aro omaja ca mopacToM BeJIUYNHE
IUKJIyCa

Y Tabenn 4.7 mara je pobujeHa TPUCTPACHOCT ONEHa mmapamerpa d u3
y30pKa PaHTHPAHAX CKyIoBa. Pe3yaTraru cy CAWYHH Kao KO OIEeHa W3 IPO-
CTOT CIyYajHOT y30pKa. IIpHCTpacHOCT je yIIaBHOM MaJja, OCHM KOJ, OlleHe
chmwe,ah. [IpucTpacHocT je Marma 3a Behim 00MM Y30pKa 3a CBe OIIEHE OCUM
dqt,ah. JacHo ce youaBa Jia je IpUCTPACHOCT Maka Kaja Cy rnapaMeTpn a u d
Behu. IlpucTpacuoct 6J1aro omnaja ca MopacToM BeJIUYHHE MHKIYCA.



54

HOI'JIABJBE 4. CTEIIEHA PACIIO/IEJTA

rdolAM) xuHeduaned exdoed eu v edroweden eHolo LooHdedLOUd]] 9§ RIPQR],

€081‘c  GILE'0 O8¥P6'FI  6¢¢99 FEEO'T ¢gges'e  IFFEs 9 ¥ ¥e v ¢
CVEV'e  €86C°0 STE9'ST 61889 TSOT'G  ¥ISO'S g1’ 8 ¢ ¥ ¥ ¢
967¢'¢  TITFT 8LV6'9T TEFS°L  0T69°C 8ST09 6,099 ¢TI ¢ ¥¢ Vv ¢
CeOT'y  FOTT'T  GSP8'L  TGEO'CT ¥89¢'C 9.0C'8  €89T°LT ¢ ¥ CI ¥ ¢
8C66'F  G8LI'C 2C89°6  9LECFI  SFFIY 996001 660121 ¥ € &I ¥ G
6S0L°9  FOLLY T99€11 C90F7'9T 1666°GC 86LLGI TIEIST 9 ¢ ¢l ¥ G
g6S0°C  LOPT0 08SL'ST  C967'9 LV.LT'T G989°C G000°S 9 ¥ ¥ T ¢
1823 €0ST'0 666S°CGT 9¢2L'9  6999°T €096'C €800 8 ¢ ¥¢ T ¢
9¢TE'S  CRLE'T FCPS'9T  <CC08'L €866'T F008°€C 98¥¢'8 ¢I ¢ ¥¢ T ¢
V665 Y LC9L°T  6S6C'8  GISL'CL €8ICC QLS L8L0°L1 € Vv ¢l & €
12eL'e v008'S  SIP'OL  6EEE'Gl  C0LE'€  9€L1’.  €8I8LT ¥ € 4l ¢ €
098C¢‘9  9686F TPOSTT 99.2°9T 2€99°% 22206 ¥9GL°21 9 ¢ ¢ ¢ €
PGES'T 96750 6LT0°CT  T€92°9 99CT'T  6£92°0 9¢G8°., 9 ¥ ¥¢ T 1
00£C‘c  068F'0 9SC0°9T 82860 8E8E'T  6099°0  L61¢S 8 ¢ ¥¢ 1 1
a8Ic'e  TL09°T €VGI'LT €610 CES9'T  O06FI'T  906L8 ¢l ¢ ¥¢ 1 1
8260°F  0069°T 8GLE'8 ¢I9¢'¢l ¢LIS0 9980°0 01691 € ¥ &I I 1
6S29F  869¢'C  G0ZI'6  SI6L'FT ¢LIS'G ¥6SS'T 868891 ¥ ¢ ¢l 1 1
PICT'L  STPL'C PCZE'ZT 90L8°9T GFSL'E $7999°¢  T9¢F'8T 9 ¢ &I T 1T
Qadsags@ cs,sﬂ@ :cd@@ cdﬁmﬁt@ tad&@ :?Ecg@ m%mdwﬁs\:@ y w U p D




35

HOI'JIABJBE 4. CTEIIEHA PACIIO/IEJTA

ragonAyd xuHeduaned exdoed en p edroweden enoro roonoedrond|] 2§ BIrRQR],

LI8G'T  6L26°0 S609°0 6SSL°0 ©€280°0 69,00 6S6L°0 9 ¥ ¥ ¥ ¢
L86S'T  989F°0 66F9°0 €TLL'0 SFSO'0  TR00°0  €TLL0 8 € VT ¥ ¢
GeZ9'T  9TLE0 12690 GTOS'0D €L60°0 81900  €Z0S'0 I ¢ ¥¢ V¥ ¢
€6L0°C  €€08°0 S6VE'0 16T 91920 ¢ggl'0  I16¢FT € v ¢l v S
¢901'c  6L9S°0 08SE'0 69¢F'T €961°0 ¥.90°0  69SFT ¥ ¢ &I ¥ S
T09T'¢  €92F'0 T09%'0 T6TS'T €OTT'0 €9¥PT'0  T6TIS'T 9 ¢ ¢ ¥ ¢
7G09°'C  0T96°0 06T0°T 08EC'T 6CET0  996%°0  08ET'T 9 ¥ ¥ ¢ ¢
8.69°C 88880 6ZC0'T 6.8C'T 6L0T'0 91920  6.8C°T 8 ¢ ¥ T ¢
1669°c  ¥PPL'0 92T 8LTET €£L0°0 6001°0  8L%€'1 ¢l ¢ ¥¢ ¢ €
00S0‘C  G60Z'T GE8S'0 80C¢‘c L0LF'0 €1090 80Ss€c € v ¢l ¢ €
9621°¢  9T¢T'T ¥899'0 ¢cgh'c 98¢€'0  ¥IOF0  Ss¢¥c ¥ ¢ ¢l ¢ €
1€22°¢  60TL°0 TZSL'0 0TES'T T€SZ'0 9PIT'0  0CES'T 9 ¢ ¢l ¢ ¢
186G,  T668'C T9G6°C TEP'C 92,80 OFL0'T SRS 9 ¥ ¥¢ 1 1
I899°L  ¥8EL'C ¥990°¢ 0S¢L'E LVPE'0 ¥9E86°0  0%eL'c 8 € ¥ 1 1
[0S8°L  G086'C ¥elE'€ FPIE6'S 6866°0 ¢9L.°0 vIe6'S ¢l ¢ ¥ 1 1
CeSI‘'FT  292E'9 TE8E'T 13799 68¢VT S¢hIc LEd99 ¢ ¥ ¢l T 1
LEST'PT  L6EE'C  LS0L'T ©688°9 LETG'T 8LV0C  S688°9 Foo¢ ¢l 1 1
VETL VT €089°C  GG0T'C CCLZ°L T9T6°0  866T°T CeLT’ L 9 ¢ ¢l 1 1
cadﬁaggﬁ Q@thwwo cdﬁwﬁ Qd,m?:ﬁ ccd&mw S&Eogﬁ m‘_m‘mﬁm%te:@ y wW U p D

V)




HOI'JIABJBE 4. CTEIIEHA PACIIO/IEJTA 56

Hakon mpucrpacHoCTH HCIUTaHA je U CPe/IheKBaIpaTHa I'PEIIKa OlleHa.
Kao m Koz jeqHomapameTapcKe cTelleHe pacrojiesie mocMaTpaH je KOJTHIHUK
CPeIbeKBaApaTHUX Tpemaka. l[locmaTrpane cy ocraje oleHe y OIHOCY Ha
oreHy J00MjeHy U3 MPOCTOT CJAYYAJHOT Y30pKa KOMOMHOBAHOM METO/IOM.

MSE(ago,srs)
MSE(@)

efikasnost =

Y Tabenn 4.8 nara je eUKACHOCT OIEHE Ak, srS Y OJHOCY HA OCTAJIC OIEHE 13
IIPOCTOT CJIyYajHOT y30pKa. llocMaTpann KOJTMYHUK je YIJIaBHOM Mambu o7 1
IIITO TOBOPH /14 ONEHA (ko SRS UMA MAILY CPEIIHLeKBAIPATHY I'PEHIKY ¥ OJHOCY
Ha ocTaJjie OIleHe U3 MPOCTOr CAYYAjHOT Y30pKa. 300r MaJje HPUCTPACHOCTH
U MaJje CpeJibeKBaIpaTHe I'DEHIKe o srs je 100pa OleHa U3 IPOCTOr CIIy-
JajHOT y30pKa. OLeHa ay, sps UMa Behy cpenmekBaJpaTHy TDENIKY caMo Of,
Amumoue,SRS- KaKO HU OLEHA Umymuue, SRS HEMA TPEBEINKY MPUCTPACHOCT, 1
OHa MOkKe OuTH j1006ap U360p 3a OlEHY HapamMeTpa d.

N Gmom,SRS Omie,SRS CQqt,SRS  Qlsm,SRS  (mmuvue,SRS
12 1,0152 0,8034 0,6265  0,7897 1,1140
24 1,0883 1,0256  0,4428 00,8194 1,2299
12 0,6794 0,7230 0,5735 0,7359 0,9992
24 0,7555 0,8556  0,3654  0,6900 1,0286
12 0,5860 0,7187 0,604 0,7033 0,9927
4 24 0,6311 0,8390 0,3520 0,6462 1,0068

Ot Ot W W = | Q
= N —

Tabena 4.8: EdukacHocT orene Gy, sgps ¥y OAHOCY HA APyTe OleHe U3 IPOCTOT
CYYajHOT Y30pPKa

Edukacnoct onene ayosrs y OAHOCY Ha OIEHEe W3 Y30pPKa PAHTHPAHUX
ckymnoBa fnarta je y tabenu 4.9. Hajupe je GuTHO MpUMeTUTH J1a je 3a CBe
OlleHe OCHM dq sps nocmarpana edukacHoct seha ox 1 3a b6ap Hexe Bpen-
HOCTH mapaMeTrapa a u d. Kaxo onena g, sps WMa 1 BEJIUKY HPHCTPACHOCT,
MeToJla KBaHTHJIa HHje J00pa MeToja 3a j00Hjarme OlleHe HHU KOJ IPOCTOT
CJIYYajHOT y30pKa, HU KOJI y30pKa paHHpaHUX CKynoBa. CpearbeKBaapaTHa
IPeIlIKa OIleHe (ko srs je Beha of cpenmbexBaipaTHe IpelKe OUeHa Aymie, RSS,
Ukoah, (mieah M Gmmuoueah 38 CKOPO CBe BPEJHOCTH lapameTapa a u d u
obume y3opka. CpeamekBajpaTHa TPelka OBHX OIEHA je W 10 ABa H IO
nyTa Marma. Kako je mocMarpaHa BeJMYNHA Marba O jeJlaH Wind OJIMCKa je-
JUHUIE y Tabesn 4.8, 3aK/bydyjeMo Ja cy oBe olieHe 0oJ/be 0J1 olleHe J100u]jeHe
OMJI0 KOJOM METOJOM M3 MPOCTOr CAyYajHOr y30pKa. BezaHo 3a oBe dyeTHpu
OIleHe, MOXKe Ce NMPUMETHTH M JIa IbHX0Ba €(pPUKACHOCT pacTe y OJXHOCY Ha
ko SRS KAKO PacTe BeJHYNHA IHUKIYCA. 3a Makbe BPeIHOCTH MapaMerapa a
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1 d OEHA Qpom,qh j€ €PUKACHUJA O Qo SRS, a Behe BpegHOCTH mapaMeTapa
eduKacHTja je OUEHA (pmom.gh- OIEHA Qgm qpn UMA €KCTPEMHO IOHAIIAISE.
3a HeKe BpeJIHOCTH MapaMeTrapa, heHa CpeIibeKBaIpaTHA T'PEIrka je MHOTO
Marba O] CpeIibeKBaIpaTHe IPEIIKe dk, SRS, & 3a HeKe je muoro seha. ITocma-
Tpajyhu mpucrpacHocT u epUKaCHOCT, HajO0/ba ONIEHA je (o qn JEP TMA HAaj-
Mamby MPUCTPACHOCT M HAJMAIY CPEIbEKBAIpATHY I'PEIKY, a 3aTHM OIeHa

~
Qmmuoue,ah-
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Y rabesn 4.10 nara je epuKacHOCT OleHE cfko,s RS Y OJIHOCY Ha JIpyTe OleHe
U3 IIPOCTOr CAYYAJHOT y30pKa. OBa olleHa UMa YIVIABHOM BHIIECTPYKO Malby
CPeIILeKBAIPATHY TPENIKY Y OTHOCY Ha OCTaJie OlleHe U3 TPOCTOT CYYajHOT
y3opka. C 003upoM Ha jakKo MaJjy HPHCTPACHOCT, OBO je Haj0O/ha OLEHa 3a
napamMerap d U3 MPOCTOTr CJAYYajHOT y30pKa.

n dmom,SRS dmle,SRS dqt,SRS dlsm,SRS dmmvue,SRS
12 0,4919 0,6261  1,0229  0,0905 0,2474
24 0,2700 0,5569 0,3732 0,0474 0,2199
12 0,2493 0,5707  0,9364 0,1229 0,2281
24 0,1306 0,50282  0,3546  0,0571 0,2120
12 0,1965 0,0651 09180 0,1286 0,2265
24 0,0951 0,0225 0,3452  0,0566 0,2075

U O W W = = Q2
IS NV N e Y

Tabena 4.10: Eduracuoct onene CZko,S RS Y OJHOCY Ha JIPYTe OlleHe U3 MMPOCTOT
CJIYYajHOI' Y30pKa

Y rabenn 4.11 nara je edpuKacHOCT OIeHe CZko,SRs y OJIHOCY Ha OIleHe
JobujeHe U3 y30pKa PaHTUpAHWX cKynoBa. CymeprmopHOCT OIeHa U3 y30pKa
PaHIHpaHUX CKYIOBA HHUje TOJUKO YOU/bHBA KAO IITO je TO OHO CIy4aj KO
oreHa 3a mapamerap a. Onena aka’SRS IMa Mamby CPeIIbeKBAIPATHY T'PEIIKY
Yy OIHOCY Ha OUCHE dymie RSS, Amom,ahs Amicah: Aismah B dmmoue,an- OleHa
cfk.o,s Rrs UMa Behy cpeameKBapaTHY TPENIKY Y OJTHOCY HA OIleHe cht RSS Kaja
je obum y3opka n = 12, a mamy kKaja je n = 24. Kana ce mocmarpa oaHOC
cfko7535 u dko’ah, MOYKe ce TIPUMETUTH T CZk:o,SRS nMa Behy cpeameKkBaIpaTHy
I'PEIIKY 33 CBE BPEJIHOCTH rapamerapa a, d u n.
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Iloriaasspe 5

3aKJby4aK

Y30pKOBame METOIOM PAHTHPAHUX CKYTOBA Ce MOKa3yje Kao A00pa a-
TepHATHBA MPOCTOM CIYYajHOM V30DKY. Y CIydajy Aa MOCTOju MmoMOhHO
obesekje Koje je JIako U jepTUHO MEepUTH, Y30PKOBAIHE METOIOM PAHTHPAHIX
cKyI1oBa jiahe 60/be pesyJrare y 0J[HOCY Ha IPOCT CJAydajaH y30paK. ¥ KOJUKO
ce y3opak Ompa 0BOM METOJIOM CMambyje ce BepoBaTHoha jia y30pak o0yxBaTn
MPEBUIITE eKCTPEMA.

Y30pKOBame METOIOM PAaHTHPAHUX CKYIIOBa je 00JacT Koja UMa MyHO I0-
TeHIUjaja, 1I1a je cTora BpJo mnomyaapHa. llopen ocobwna KiaacudHe MeToJIe
PaAHIrUpaHUX CKYIIOBA, OCTOj€ ¥ MHOTA ODO/bIIAHA Y 3aBUCHOCTH OJI CHIEIHU-
dbuvHOCTH HCIUTUBAHOT obesiexkja. Heke o Mmogudukauja KiacuaHe MeTo e
Cy METOJIa, PAHTUPAHUX CKYMOBA Ca ONTUMATHOM AJIOKAIMjOM, METOJIA PaH-
FHpaHUX CKYIIOBAa IOMONY MejiMjaHe WU MeTO/la PAHTHPAHUX CKYIIOBa MOMONY
eKCTpeMa.

Ocobune ornena A00WjeHNX U3 Y30PKa PAHTUPAHUX CKYIIOBA YIJIABHOM CY
6o/be 07 0cOoOMHA OreHA JOOUjeHUX U3 IIPOCTOT CaydajHor y3opka. Omena
Cpee BPeIHOCTH W3 y30PKa PAHTHPAHUX CKYIIOBA je HENMPUCTPACHA U UMa
Malby JUCIEP3U]Y Y OJHOCY Ha, OIEHY CPEJIEhe BPEIHOCTH U3 IPOCTOT CJAYydaj-
Hor y3opka. OlieHa Jucnep3uje u3 y30pKa PaHTHPaHUX CKYIIOBa HUje HEIIPHUC-
TpacHa, aju je acCHMITOTCKU HempucTtpacua. OHa He Mopa 6UTH eUKACHH]A
0J1 o1ieHe JOOMjeHe U3 IIPOCTOT CIy9ajHOr y30pKa (Y CMHCIY Marbe CPeJheK-
BaJ[paTHe TPeIlKe) HAPOYNUTO aKo je obuM y3opka masau. Mehyrum, 3a Be-
JIMKE y30pKe MOYKe Ce JOKA3aTH J1a je OleHa M3 Y30PKa PAHTHPAHUX CKYTOBA
eduKacHuja oJ1 oleHe J0OUjeHe U3 MPOCTOI CJIYUYAjHOT Y30PKa.

Y smTeparypu ce MOTy HahM olleHe ImapameTapa M3 Y30pKa PaHTHPAHUX
CKYIIOBa 3a Opoje pactozeie. Y 0OBOM Pa/ly Cy HPUKA3aHe OIEHe apamMerapa
3a HopMmaJsiny u Ilyaconomy pacmnogeny. Ilopesn kjacuaHuX MeTo[a 3a JI00H-
jame OlleHa, NPeI0YKeHa cy 1 OpojHa 1mobOo/bITamha.

Crernena pacrojiesia UMa IIHAPOKY IPUMEHY Y eJeKTPOHHIH, €KOHOMUJU
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U KOJI pejioBa dekarma. (CTora cy u3BejieHe OIeHE ITapaMeTrapa U3 y30pKa
PaHIHpaHUX CKYIIOBa KO, jeJHOIIapaMeTapcKe M JBOIIapaMeTapcKe CTeleHe
pacmogene. Ormene cy ynopehene cumymnamujoM Tae cy mocMaTpaHe IPHUC-
TPACHOCT U CPEIHEKBAIPATHA IPEINKA.

Koz jennomapamerapcke cTemeHe pPaciojiesie mapaMerap a je OlermeH Me-
TOJIOM MOMeHaTa, MOJIMMUKOBAHOM METOJOM MaKCHMAaJHE BEPOJIOCTOJHOCTH
1 MeTOJ0M MeJiijaHe W3 IMTPOCTOT CJIYYajHOT y30pKa. V3 y30pka paHTupaHuX
CKYyIOBa MapamMmeTap a je olemeH MOIn(MUKOBAHOM METOIOM MaKCHMAaJIHEe Be-
POJIOCTOJHOCTH U OIeHAMA 10 y30py HA OleHe ;00ujeHe u3 MPOCTOr CJIyda-
jHOr y30opka. Mely onenama jpobujeHUM U3 IMPOCTOT CJAYYAJHOT Y30pKa Haj-
Malby IPHUCTPACHOCT U CPEIIbeKBAIPAaTHy I'PEIIKY UMa OleHa JI00ujeHa MOJI-
npUKOBAHOM METOJIOM MaKCHMaJiHe BepojocTojHocTu. Ilpemupa uma Mamby
IPUCTPACHOCT, OBa OlleHa UMa Behy cpedmeKBaJIpaTHy I'PENIKY Y OZHOCY Ha
CKOPO CBe olieHe jio0ujeHe u3 y30pKa paHrupaHux ckynosa. Kao Hajbospa ce
MIOKA3yje OMEHA MO y30Py MEeTOI0M MOMEHATA U3 y30PKa PAHTHPAHUX CKYTOBA
KOja M2 PeJIATUBHO MaJjIy TPUCTPACHOCT U MAJIy CPEIHEKBAIPATHY TPEIIKY .

Ko aBonapamMeTrapcke cTelleHe pacliojieie OleeHH €y HapaMeTpu a u
d. U3 mpocTor cJIydajHOr Y30pKa MapaMeTpPH Cy OIEHUBAHU METOIOM MO-
MeHATa, KOMOMHOBAHOM METOJIOM, METOJOM MaKCHMAJIHE BEPOJIOCTOjHOCTH,
MEeTOoAOM KBaHTHJIa, METOAO0M HajMaH)I/IX KBaJpaTa W KaO MO,ZLI/ICI)I/IKOBaHa
HENPUCTPACHA, OIEHA Ca HAJMAWmOM Jaucnep3mjom. 3 y30pka paHTHpaHUX
CKYIOBA MapaMeTPHU CY OIeHeHU MOIM(PUKOBAHOM METOIOM MaKCHUMAJIHE BEPO-
JIOCTOJHOCTH U OIEHAMa, 110 Y30py Ha OIleHe U3 IPOCTOT CJAYYajHOT y30pKa.
Hajbo/me ocobmHe Mmoka3yjy OleHa 10 y30py KOMOMHOBAHOM METOIOM M3 Y-
30pKa PAHTMPAHUX CKYIOBA M KaJa Ce IMOCMATPa MPUCTPACHOCT W CPETHHEK-
BaJpaTHa rpemika. OmeHa mo y30py Ha MOAUGMUKOBAHY HEIIPUCTPACHY OIEHY
ca HajMamOM JIMCIIEP3HjOM TakKohe MMa MaJly MPUCTPACHOCT U MaJjy Cpej-
IbEKBAIPATHY T'PEIIKY KaJa ce olemyje napamerap a. MehyTum, oBa onena
je Jota Kaja ce onemyje d.

CBeyKymHO, cuMyJianuja je JA0MpUHesIa 3aK/by 9Ky J1a YKOJUKO Ce Y30PKO-
Bame€ BPINHM Ha MpPaBU HAYUH U n3abepe ojrorapajyha meroja olemuBamba,
TaJa Cy OlleHE M3 Y30pKa PaHTMPAHUX CKYIIOBA IIPEIU3Huje O] OlleHa U3 IPO-
CTOT CJYYAJHOT Y30PKA.

Y Ia/bUM HCTpPaKUBAIbMMa IMTapaMeTpH CTeleHe pacrojesie U3 y30pKa
paHrnpanux CKyIIOBIMa MOTY Ce OIICHUTH U JPYIUM MeToJaMa, Kao Ha IIPAMeD,
Bajecosum onenama. Ilopem Tora, MeToje OlemUBamba IPUMEIHEHE Y OBOM
pajy 3a Jobujare OmeHa W3 MPOCTOT CIYYajHOT Y30PKA W W3 Y30PKa PAHTH-
paHUX CKYIIOBa MOI'Y ce NPUMEHUTH U Ha Jpyre pacnogene. C o03upoM Ha
TO Jla KOMOMHOBaHA METOJa HHje 4ecTo KopuliheHa, OHMI0 OM MHTEPECaHTHO
HPOBEPUTHU & JIU Jaje J00pe pe3yjarare u Kajia cé HPUMEHU Ha y30pIuMa
PAHTUPAHUX CKYIOBA M3 JPYTHUX PACIOIEIA.
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